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Resumen

El énfasis de esta tesis doctoral se centr6 en investigar el origen y la magnitud de las principales
incertidumbres que afectan los andlisis de flujo de agua en medios porosos aleatorios y en la evaluacion de su
influencia sobre los resultados de los mismos. Se reconocid que aun cuando existen diversos factores que
pueden afectar la representatividad de los analisis, la incertidumbre mas significativa es la que esta asociada a
la conductividad hidraulica, debida a su variacion espacial, a la carencia de datos y a la baja confiabilidad de
las estimaciones y pruebas para determinarla. Se sefialé que esta incertidumbre puede modelarse con variables
aleatorias o0 campos aleatorios, mismos que con base en evidencias experimentales, se aconseja referirlos al
logaritmo (decimal o natural) de la permeabilidad. Se demostr6 que los métodos estocasticos, fundamentados
en la teoria de la probabilidad, son herramientas matematicas racionales que permiten la evaluacion de la
propagacion de la incertidumbre en la conductividad hidraulica sobre cantidades tales como el potencial
hidraulico, el gradiente hidraulico, la velocidad de flujo, el gasto, entre otras. Diversas técnicas fueron
revisadas e implementadas para su uso en los analisis probabilistas de flujo de agua. Entre ellas, los métodos de
primer orden segundos momentos (FOSM) y segundo orden segundos momentos (SOSM); la estimacion
puntual de Rosenblueth (PEM); el método de simulacion de Monte Carlo y el método de los paseos casuales
(RWM); asimismo se propuso un nuevo método mixto tanto de primer como de segundo orden (MFO y MSO)
que simplifica el célculo de las derivadas requeridas en las técnicas FOSM y SOSM. Variados algoritmos
(MEFLULOG, PASECA, SIMONC, etc.) fueron desarrollados para la automatizacion de las técnicas previas.
La aplicabilidad y utilidad de estas herramientas se mostré con la solucion de distintos problemas préacticos,
abordados desde el punto de vista estocastico mas elemental hasta situaciones mas complejas. Asi, en esta
disertacién se expusieron problemas de flujo establecido confinado y no confinado; unidimensionales (1D),
bidimensionales (2D) y tridimensionales (3D); en medios aleatorios homogéneos e is6tropos, pero también
heterogéneos y anisétropos; resueltos de manera analitica y numérica, principalmente con el método del
elemento finito estocastico (SFEM) y paseos casuales. Entre otros temas, se estudiaron las zonas o distribucion
de la incertidumbre en diversos problemas tipicos de flujo de agua. Se mostré cdmo realizar analisis inversos
de flujo de agua aplicando el teorema de Bayes al estudio del comportamiento de los materiales constitutivos
de una presa de tierra y enrocamiento. Se estudié la permeabilidad equivalente para flujo en medios
heterogéneos simulados con campos aleatorios 2D y 3D. Se mostr6 y respald6 la utilidad de la teoria de
percolacién en el célculo del gasto de infiltracion en suelos erraticos como los aluviales, proponiéndose una
metodologia sencilla para determinar la probabilidad critica o umbral de percolacién en este tipo de dominios.
Finalmente, las conclusiones de los analisis efectuados y las recomendaciones en el empleo de las técnicas
usadas, demostraron que a pesar de sus limitaciones, se trata de herramientas mas complementarias que
antagonicas, las cuales no sustituyen los métodos convencionales ni el juicio ingenieril, sino que contribuyen a
hacer mas realistas los resultados de los analisis de flujo de agua en medios aleatorios.

vii



Abstract

The emphasis of this thesis focused on the origin and magnitude of main uncertainties affecting analyses of water flow in random
porous media and the evaluation of their influence on results. The significant uncertainty on hydraulic conductivity due to spatial
variation, lack of data and low reliability of estimates and achieved tests is recognized even when there are several factors
damaging the representativeness on analyses. Random variables and random fields can be used to describe such uncertainty and
taking into account experimental evidences they should refer to decimal or natural logarithm of permeability. Stochastic
methods, based on probability theory, were demonstrated as rational mathematical tools which allow assessing the propagation of
uncertainty from hydraulic conductivity to quantities such as hydraulic potential, hydraulic gradient, seepage velocity, flow rate,
among others. Several techniques were revised and implemented to perform probabilistic analyses of groundwater seepage;
including, first order second moments (FOSM) and second order second moments (SOSM) methods; Rosenblueth’s point estimate
(PEM); Monte Carlo simulation and random walk method (RWM). Likewise a new first and second order mixed method (MFO
and MSO, respectively) that simplifies the calculation of derivatives required in FOSM and SOSM techniques was proposed.
Various algorithms (MEFLULOG, PASECA, SIMONC, etc.) for automation of previous techniques were implemented. The
applicability and usefulness of these tools was demonstrated by the resolution of different practical problems approached from the
most elementary stochastic viewpoint up to more complex situations. Thus, in this dissertation confined and unconfined steady
state flow problems, one-dimensional (1D), two-dimensional (2D) and three-dimensional (3D), in homogeneous and isotropic
random media, but also heterogeneous and anisotropic media were exposed; these problems were solved in an analytical and
numerical way mainly with the stochastic finite element method (SFEM) and the random walk method. Among other issues,
zones or distribution areas of uncertainty in several typical water flow problems were studied. How to perform inverse analyses
of groundwater seepage by applying Bayes’ theorem to study the behavior of constitutive materials of an earth and rockfill dam
was shown. The equivalent permeability for seepage in heterogeneous media simulated with 2D and 3D random fields was
studied. The utility of percolation theory in calculation of flow rate through erratic soils such as alluvial soils was presented and
supported, proposing a simple methodology to determine the critical probability or percolation threshold in this type of domains.
Finally, conclusions of performed analyses and recommendations on the use of applied techniques, in spite of theirs limitations
were demonstrated to be more complementary than antagonistic tools, which do not replace conventional methods and
engineering judgment, but help to achieve more realistic results of groundwater seepage analyses in random media.

Résume

Le but de cette these de doctorat est focalisé sur I’investigation de I’origine et de la magnitude des principales incertitudes qui
affectent les analyses du flux d’eau en milieux poreux aléatoires, ainsi que I’évaluation de leur influence sur les résultats. En
effet, parmi les différents facteurs qui affectent la représentation des analyses, I’incertitude la plus significative est celle associée
a la conductivité hydraulique, di a sa variation spatiale, au manque de données et a la faible fiabilité des estimations et des essais
pour la déterminer. Cette incertitude peut étre modélisée par des variables aléatoires ou champs aléatoires, méme s’ils sont basés
sur des évidences expérimentales, doivent étre représentés par des logarithmes (décimaux ou naturels) de la perméabilité. 1l est
démontré que les méthodes stochastiques, fondées sur la théorie des probabilités, sont des outils mathématiques rationnels qui
permettent I’évaluation de I’effet de I’incertitude de la conductivité hydraulique sur le potentiel hydraulique, le gradient
hydraulique, la vitesse de flux et le débit, entre autres. Plusieurs techniques ont été examinées et mises en ceuvre pour leur
utilisation dans I'analyse probabiliste du flux d’eau. Parmi eux, les méthodes de premier ordre seconds moments (FOSM) et de
second ordre seconds moments (SOSM), I'estimation ponctuelle de Rosenblueth (PEM), la méthode de simulation de Monte Carlo
et la méthode de la marche au hasard (RWM); également une nouvelle méthode mixte de premier et de second ordre (MFO et
MSO) est proposee, qui simplifie le calcul des dérivées nécessaires dans les techniques FOSM et SOSM. Divers algorithmes
(MEFLULOG, PASEC, SIMONC, etc.) ont été développés pour l'automatisation des techniques précédentes. L’ application et
I’utilité des outils antérieurs ont permis la résolution de différents problémes pratiques, abordés du point de vue stochastique le
plus élémentaire jusqu’aux situations les plus complexes. Ainsi, dans cette these des problemes d’écoulements permanents
confinés et non confinés ont été présentés, a une dimension (1D), en deux dimensions (2D) et trois dimensions (3D), en milieux
aléatoires homogenes et isotropes, mais aussi milieux hétérogenes et anisotropes; résolus analytiquement et numériquement
principalement avec la méthode des éléments finis stochastiques (SFEM) et la méthode de la marche au hasard. Parmi d’autres
problématiques, on a étudié les zones ou la distribution de I'incertitude dans plusieurs problemes typiques du flux d'eau. Il a été
montré comment effectuer des analyses inverses d'écoulement d'eau en appliquant le théoréme de Bayes dans le but d’étudier le
comportement des matériaux constitutifs d’un barrage de terre et d’enrochement, et d’établir leurs contributions au systeme de
controle de flux d’eau du barrage. Aussi, on a étudié la perméabilité équivalente pour I'écoulement en milieux hétérogenes
simulés en deux et trois dimensions a I’aide de la théorie des champs aléatoires. On a présenté et confirmé I'utilité de la théorie de
la percolation pour le calcul du débit d'infiltration dans les sols erratiques ainsi que les sols alluviaux, en proposant une
méthodologie simple qui sert a déterminer la probabilité critique ou le seuil de percolation dans ces types de domaines.
Finalement, les conclusions des analyses effectuées et les recommandations a I’emploi des techniques utilisées, ont démontré que
malgré leurs limitations, elles sont des outils plus complémentaires qu’antagonistes, qui ne remplacent pas les méthodes
conventionnelles et I’esprit ingénieux, mais elles contribuent a rendre les résultats des analyses d'écoulement d'eau en milieux
aléatoires plus réalistes.
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4
[B]
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Conax > Conin

Los simbolos empleados en esta investigacion se
definen donde aparecen por primera vez. No
obstante, a continuacion se presentan los mas
usuales o representativos de la misma.

Area de un dominio o de una muestra
Matriz geométrica en el método de elementos finitos

Sesgo aleatorio sobre una prueba de campo o de laboratorio

Permeabilidad maxima y minima, respectivamente,

obtenidas en el método de renormalizacion

I . . . .
Cov[w,-, w 1-] Covarianza de primer orden entre las variables aleatorias w; y w;

Cov[wl-,wj

1 . . .
] Covarianza de segundo orden entre las variables aleatorias w; y w;,

Coeficiente de variacion de la variable aleatoria w,

Funcional empleada en el método de elementos finitos
Espesor del estrato i
Dimension en la que se realiza el anélisis

Area de un elemento finito en el método de elementos finitos

Espesor de las franjas verticales en el método de ecuaciones integrales
Espesor de las franjas horizontales en el método de ecuaciones integrales
Pérdida de carga hidraulica

Lado de los cuadrados o cubos en el método de relajaciones o paseos casuales
Error aleatorio sobre una prueba de campo o de laboratorio

Valor esperado de un campo aleatorio de permeabilidad
Valor esperado de primer orden de una variable w;

Valor esperado de segundo orden de una variable w

Fracciones de las fases de permeabilidad k, y k;, respectivamente,

empleadas en los métodos de permeabilidad equivalente
Funcion en todo punto u; de la frontera de un dominio D

Fraccion de las inclusiones de arcilla en el método de la linea de corriente

Funcion potencial
Factor de forma en el método de los fragmentos

Gradiente de / en analisis vectorial
Funcion de peso en el método de ecuaciones integrales
Peso volumétrico del agua

Perimetro cerrado que define una region de estudio en el método
de ecuaciones integrales
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N;,N
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NA

Di
P

Carga hidraulica
Vector de carga hidraulica en el elemento e de una malla de elementos finitos

Unidad imaginaria referente a los nimeros complejos
Vectores unitarios con direccion igual a la de los ejes positivos X, Y, Z

Gradientes hidraulicos en las direcciones X, Y, Z, respectivamente

Magnitud del vector gradiente hidraulico

Vector de gradiente hidraulico en el elemento e de una malla de elementos finitos
Término aleatorio de error sobre la carga hidraulica

Coeficientes de permeabilidad en las direcciones X, Y, Z, respectivamente

Permeabilidades horizontal y vertical, en el método de la linea de corriente,

respectivamente
Permeabilidad en la direccién y

Permeabilidades maxima y minima de un suelo anisotropo, respectivamente
Permeabilidad de bloque

Permeabilidad efectiva
Permeabilidad equivalente
Campo aleatorio de permeabilidad

Permeabilidad equivalente en la teoria de la seccion transformada

Campo de permeabilidad aparente

Tensor de permeabilidad

Distancia de correlacion

Logaritmo decimal del coeficiente de permeabilidad
Logaritmo natural del coeficiente de permeabilidad
Matriz de transicion en el método de los paseos casuales

Media aritmética

Constante conectiva en la teoria de percolacion
Media geométrica

Media arménica

Numero de intervalos entre lineas equipotenciales

Numero de intervalos entre lineas de flujo
Funciones de forma en los nodos i, j, m de un elemento finito

Numero de lineas de corriente seleccionadas en el método de la linea de corriente

Numero aleatorio uniformemente distribuido entre 0 y 1
Exponente que varia en el intervalo [—1, +1] en el método

de promedio de una potencia
Punto de analisis en el método de los paseos casuales

Probabilidad critica en la teoria de percolacion
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DPeb Probabilidad critica en el problema de percolacion de vinculo “b”
Des Probabilidad critica en el problema de percolacion de sitio “s”
P(i ) Probabilidad de desplazamiento en el punto i (método de los paseos casuales)
P( p) Probabilidad de percolacion

P : . .

— Carga de presion en la ecuacion de Bernoulli

Yw

D> Dy Gasto que sale por el lado del elemento finito opuesto al nodo 7,

en las direcciones X'y Y, respectivamente

0 Gasto total a través de un dominio

[R] Matriz de permeabilidad en el método de elementos finitos

p(k(X,),k(X,)) Coeficiente de autocorrelacion entre los valores del campo aleatorio & (X)

en los puntos X; y X,.

[S ] Matriz general o global en el método de elementos finitos

$ Factor de forma en una red de flujo

T Trayectoria completa en el método de los paseos casuales

t Tiempo

u Valor medido u observado de una propiedad del suelo

V., Vy, v, Velocidades de flujo en las direcciones X, Y, Z, respectivamente

v Magnitud del vector velocidad de flujo

Vim Volumen de un dominio analizado

4 Vector de velocidad de flujo en el elemento e de una malla de elementos finitos
Var|w, ]1 Varianza de primer orden de una variable w,

i . :
Var|w;] Varianza de segundo orden de una variable w;,

Var[k(X )] Varianza de un campo aleatorio de permeabilidad

Valor real de una propiedad del suelo

Dominio de anélisis

Término aleatorio de error sobre el método de calculo

Funcién de corriente

Carga de posicion en la ecuacion de Bernoulli

Numero de coordinacion de un enrejado en la teoria de percolacion

N@N“é OIS

Plano complejo en el método de transformacion o mapeo conforme

<
)
byl

Laplaciano de 4

Xi
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Capitulo

Introduccion 1

Conocer con precision los mecanismos de filtracion y la cantidad de agua que puede circular en
una region de flujo resulta fundamental para tratar de prevenir problemas que pueden afectar el
buen comportamiento de las obras geotécnicas o provocar en el peor de los casos, la falla total de
las estructuras. Un aspecto primordial es que la estabilidad de diversas estructuras que estan
sujetas a algun tipo de flujo de agua depende notoriamente de los gradientes y de las presiones
hidraulicas que se desarrollan en su interior. El fenémeno de tubificacion, por ejemplo,
constituye una de las principales causas de deterioros y fallas de las cortinas de presas de tierra y
enrocamiento y de sus cimentaciones.

El flujo de agua a través de suelos se enfoca en el estudio de tres tipos de problemas principales:

— Pérdidas de agua.- Cuando el objetivo es el almacenamiento de agua, resulta de interés
conocer la cantidad de agua que se infiltra a través del suelo.

— Altas presiones.- Pueden provocar problemas de volteo o flotacion (subpresion) de las
estructuras apoyadas en el suelo.

— Altos gradientes hidraulicos.- Pueden ocasionar la falla local (erosion y tubificacion), y en
ocasiones, la falla total de las estructuras cimentadas en el suelo o que estan sujetas al flujo de
agua.

Existen varias razones que justifican el uso de un enfoque estocastico cuando se trata de andlisis
de flujo de agua a través de medios porosos, y en especial de dominios geologicos. El principal
problema es asignar las conductividades hidraulicas correctas al suelo en estudio para
considerarlas en los modelos de anélisis. En efecto, la conductividad hidraulica es un parametro
dificil de evaluar, inclusive en los medios bastante homogéneos. Diversos factores, como la
informacion incompleta de datos y la baja confiabilidad de las pruebas realizadas para determinar
la permeabilidad, ya sea por limitaciones en tiempo y costo, por errores sistematicos propios de
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determinados ensayes o bien por diversos errores aleatorios cometidos por los operadores, hacen
que sea preferible en ocasiones considerarla como una variable aleatoria. Adicionalmente, la
mayoria de los suelos debido a su naturaleza compleja son indudablemente heterogéneos y como
tales sus propiedades presentan en general variaciones espaciales importantes. Asi, en muchas
circunstancias se reconoce que asumir esta variacion espacial como una realizacion de un campo
aleatorio, puede ser de utilidad. En el caso de la conductividad hidraulica, como otras
propiedades de los suelos, también es comun el empleo de correlaciones empiricas para
evaluarla. Correlaciones que constituyen una fuente significativa de incertidumbre. Y asi pueden
mencionarse otras fuentes adicionales de incertidumbre como las debidas a las hipdtesis
simplificadoras de ciertos métodos de célculo, o la falta de certidumbre en las condiciones de
frontera, entre otras.

Es indiscutible la importancia y conveniencia de la aplicacion de los métodos estocasticos en los
analisis de flujo de agua. Estas técnicas, basadas en la teoria de la probabilidad, proporcionan un
marco matematico mds racional, al permitir incorporar y cuantificar de una manera sencilla y
consistente diferentes tipos de incertidumbre en los calculos usuales de flujo de agua. Son
herramientas que no sustituyen los métodos convencionales ni el juicio ingenieril, sino mas bien
los complementan, permitiendo con ello un mayor grado de realismo en este tipo de analisis.

Objetivo general

El objetivo general de esta tesis doctoral es contribuir al desarrollo, calibracion, respaldo y
difusiéon de herramientas basadas en la teoria de la probabilidad que permitan al ingeniero
geotecnista tomar explicitamente en cuenta las principales incertidumbres que afectan los analisis
de flujo establecido de agua a través de suelos, con énfasis en la incertidumbre sobre la
conductividad hidraulica.

Antecedentes

La aplicacion de métodos probabilistas que consideran la incertidumbre en la conductividad
hidraulica del suelo para determinar a partir de ella la incertidumbre sobre los resultados de un
analisis de flujo de agua, ha sido tema de gran interés para diversos autores desde hace ya varios
decenios. Una de las primeras investigaciones en las que se relacionan los elementos de la teoria
de la probabilidad y estadistica con los analisis del flujo de agua se remontan al libro “Eléments
pour une Théorie des Milieux Poreux” (1967) y la publicacion “Composition des perméabilités
en milieu poreux hétérogéne: Critique de la régle de pondération géométrique® (1968) de
Matheron; en los cuales dicho autor presenta entre otros temas, una interesante conjetura a partir
promedios algebraicos para representar la permeabilidad equivalente de un medio heterogéneo.
Tres decenios después (1997) Renard y de Marsily en su articulo “Calculating equivalent
permeability: a review*, proporcionan un panorama resumido de los distintos métodos
heuristicos (medias promedio, promedio de una potencia, etc.), deterministas (teoria del medio
efectivo, método de la linea de corriente, etc.) y estocasticos (regla de la media geométrica, etc.)
que se han propuesto para calcular permeabilidades equivalentes de medios porosos
heterogéneos; mostrando que todavia existe controversia en su determinacion.

Por su parte en México (1971), Auvinet presenta un marco tedrico extenso y algunas aplicaciones
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de las técnicas de Monte Carlo (método de los paseos casuales o caminatas aleatorias) en los
analisis de flujo de agua. Anos mas tarde (1995) expone un enfoque variacional para resolver
problemas de flujo de agua mediante el método de elementos finitos e introduce la consideracion
de la incertidumbre sobre la conductividad hidraulica en este tipo de andlisis a través del método
del elemento finito estocastico (con base en una aproximaciéon de primer orden segundos
momentos). Desde entonces a la fecha se ha intensificado dicha linea de investigacion bajo la
tutoria de tal autor: en 1994 por Bencheikh en la tesis “Eléments finis stochastiques pour les
écoulements permanents” (Institut National Polytechnique de Lorraine, France); en 2000 por
Lopez en la tesis “Flujo de agua en suelos con permeabilidad aleatoria” (UNAM), y diversos
articulos, como: “Flujo de agua en suelos con permeabilidad aleatoria® (Lopez & Auvinet,
1998), “Incertidumbre en el analisis del vaciado rapido de embalses* (Lopez & Auvinet, 2000),
“Aplicacion del método del elemento finito estocastico al flujo de agua en suelos* (Lopez &
Auvinet, 2002), “Comparison between first and second order approximations in stochastic
analyses of groundwater seepage in soils* (Lopez & Auvinet, 2002), entre otros; articulos en los
que la incertidumbre sobre la permeabilidad se modela principalmente con variables aleatorias y
los andlisis de flujo de agua 2D se realizan con el método del elemento finito estocdstico
(aproximaciones de primer y segundo orden segundos momentos). Similarmente, investigadores
de otros paises precursores en el tema son: Gutjahr et al. (Stochastic analysis of spatial
variability in subsurface flows 2: Evaluation and Application, 1978); Dagan (Models of
groundwater flow in statistically homogeneous porous formations, 1979); Rubin & Godémez-
Hernandez (A stochastic approach to the problem of upscaling the conductivity in disordered
media: Theory and unconditional numerical simulations, 1990), entre otros, autores cuyos
trabajos de investigacion se enfocan mas en las propias técnicas numéricas o en el desarrollo de
herramientas matematicas que en las implicaciones practicas de los resultados de anélisis
estocasticos. Adicionalmente, destacan en la actualidad autores como Fenton y Griffiths, quienes
han mostrado una marcada preocupacion por considerar la incertidumbre sobre la permeabilidad
en los analisis de flujo de agua. Lo anterior se distingue en articulos como: “Seepage beneath
water retaining structures founded on spatially random soil” (Griffiths & Fenton, 1993);
“Statistics of free surface flow through stochastic earth dam” (Fenton & Griffiths, 1996);
“Extreme hydraulic gradient statistics in stochastic earth dam” (Fenton & Griffiths, 1997);
“Three-dimensional seepage through spatially random soil” (Griffiths & Fenton, 1997);
“Probabilistic analysis of exit gradients due to steady seepage” (Griffiths & Fenton, 1998), en
los cuales la incertidumbre sobre la permeabilidad se modela mediante campos aleatorios y los
analisis de flujo de agua se llevan a cabo principalmente con el método de elementos finitos en
combinacion con simulaciones de Monte Carlo.

Por otra parte, el concepto de percolacion propuesto en 1957 por Broadbent y Hammersley, que
permite una descripcion estadistica de medios aleatorios constituidos por un gran nimero de
particulas que pueden relacionarse entre ellas, ha sido discutido por varios autores en articulos
como: “An introduction to percolation theory” (Shante & Kirkpatrick, 1971); “La percolation: le
concept unificateur” (Gilles de Gennes, 1976); en los libros: “Percolation structures and
processes” (Deutscher, Zallen & Adler, 1983); “Introduction to percolation theory” (Stauffer &
Aharony, 1985), “Applications of percolation theory” (Sahimi, 1994), “Percolation” (Grimmett,
1999). Sin embargo, aplicaciones de esta teoria relacionadas con la geotecnia y ciencias afines se
dan hasta los afios 90’s: “Percolation theory and its application to groundwater hydrology”
(Berkowitz & Balberg, 1993); “Analysis of groundwater seepage of tunnels in fractured rock”
(Lin et al., 1999); “La percolacion en la consolidacion de suelos” (Lopez-Lara et al., 2004);
“Percolation theory for flow in porous media” (Hunt, 2005); “Modelo hibrido de percolacion y
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elemento finito para el analisis micromecénico de suelos” (Pérez-Rea et al., 2009). Aun cuando
parece extenso el campo de aplicacion de esta teoria a los medios porosos, no se tienen
evidencias claras del empleo del concepto de percolacion al tipo de anélisis discutidos en esta
investigacion.

Técnicas recientes como las denominadas “soft computing” (o computo aproximado) se han
utilizado sobre todo en el area de laboratorio: las redes neuronales artificiales, para evaluar la
permeabilidad de arcillas compactadas (“Utilizing computational neural networks for evaluating
the permeability of compacted clay liners”, Najjar & Basheer, 1996), o para determinar la
permeabilidad de suelos no saturados (“Use of neural networks for hydraulic conductivity
determination in unsaturated soil”, Gribb & Gribb, 1994); los sistemas expertos basados en el
conocimiento para simular pruebas de permeabilidad (“Geotechnical laboratory test simulation
using Al techniques”, Davey-Wilson, 1991). Asimismo los sistemas de soporte de decision
avanzada interactiva (ADSS) se han utilizado como asistentes en la toma de decisiones de
problemas relacionados con el flujo de agua a través de presas (“Dam seepage analysis using
artificial intelligence”, Sieh, King & Gientke, 1988; “An expert system for diagnosis and
treatment of dam seepage problems”, Asgian et al., 1988), y los sistemas expertos como ayuda en
la seleccion del sitio de construccion de una presa (“DSS - Dam Site Selector Expert System for
Education”, Engel & Beasley, 1991). No se tiene conocimiento de estudios concretos referidos al
tipo de analisis realizados en esta investigacion doctoral.

Organizacion del escrito

Se aborda inicialmente el tema de la determinacion de la conductividad hidréulica mediante el
concepto de permeabilidad equivalente, discutido desde el punto de vista de promedios
algebraicos. Al respecto, se describen los métodos que existen para calcularla (heuristicos,
deterministas y estocdsticos) y las desigualdades bésicas en las que se fundamenta. En las
aplicaciones referidas a este tema, se pone especial atencion a la conjetura de Matheron (1967),
que indica que la permeabilidad equivalente de un medio heterogéneo con flujo unidimensional
corresponde a la media armonica del campo de permeabilidad; en un medio heterogéneo con
flujo bidimensional corresponde a la media geométrica; y con flujo tridimensional, tiende a la
media aritmética. A continuacion, se expone la teoria de percolacion; proporcionandose de
manera breve, la terminologia y conceptos formales empleados para su estudio, también se dan
algunas de las expresiones para determinar la probabilidad de percolacion y la probabilidad
critica o umbral de percolacion (es decir, la probabilidad de que el fluido se propague por algiin
camino preferencial y que prevalezcan condiciones de flujo totalmente diferentes a las existentes
en un material homogéneo). Enseguida, se discuten los principales métodos que existen para
realizar analisis de flujo establecido de agua a través de suelos.

Posteriormente se estudian las principales fuentes de incertidumbre en los analisis de flujo de
agua y como pueden modelarse. Se establece que la incertidumbre sobre la conductividad
hidraulica, k, es generalmente la principal incertidumbre que afecta este tipo de analisis. Se
explica que esta incertidumbre puede modelarse con variables aleatorias o campos aleatorios.
Asimismo con base en evidencias practicas, se muestra que la conductividad hidraulica puede
ajustarse razonablemente a una distribucion de probabilidad log-normal. De esta manera, se
enfatiza que las variables o campos aleatorios deben referirse preferentemente al logaritmo
natural o decimal de la permeabilidad, In k 6 log;o k. Adicionalmente, se dan de manera breve
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los conceptos mas importantes para el empleo de variables aleatorias y campos aleatorios. Mas
adelante, se discuten las principales técnicas que permiten la discretizacion de campos aleatorios
para su utilizacién en métodos de célculo, como el del elemento finito estocéstico.

A continuacion se examinan los principales métodos estocasticos que permiten la cuantificacion
de la incertidumbre en los resultados de un andlisis de flujo de agua (como la carga hidraulica, el
gradiente hidrdulico, la velocidad de flujo, el gasto, etc.) a partir de la propagacion de la
incertidumbre sobre el logaritmo decimal de la permeabilidad. En primer lugar, se presenta el
desarrollo matematico de técnicas de perturbacion de primer orden segundos momentos (FOSM)
y segundo orden segundos momentos (SOSM) acopladas con el método de elementos finitos
(SFEM); en este sentido, se proporcionan las expresiones que permiten el calculo de las
derivadas de las funciones de interés respecto al logaritmo de la permeabilidad, empleadas en la
serie de Taylor truncada en la que se basan dichas técnicas. Enseguida, se exponen los principios
basicos de la estimacion puntual de Rosenblueth (PEM); y con las bases anteriores, se propone
un nuevo método mixto tanto de primer como de segundo orden (MFO y MSO, respectivamente)
que simplifica el célculo de las derivadas requeridas en técnicas como la de perturbaciones.
También se proporciona la implementacion del método de simulacion de Monte Carlo para su
empleo en los andlisis de flujo de agua efectuados con la técnica de elementos finitos. De igual
manera, se establecen las formulas matematicas para la aplicacion del método de los paseos
casuales (RWM) al estudio del flujo de agua en medios heterogéneos simulados con la teoria de
campos aleatorios. Finalmente, se muestra el planteamiento del teorema de Bayes a los analisis
de flujo de agua. La automatizacioén de los métodos anteriores se lleva a cabo con la elaboracion
de diversos algoritmos (MEFLULOG, SIMONC, PASECA, entre otros) que presentan
caracteristicas especiales, como el empleo de la técnica de la silueta o skyline, y la visualizacion
tridimensional en pantalla de las denominadas caminatas aleatorias.

Los métodos y conceptos anteriores se ilustran con distintos ejemplos practicos de complejidad
variable, que muestran las ventajas y limitaciones del empleo de las técnicas probabilistas
expuestas en esta investigacion. Como primera aplicacion se realizan evaluaciones analiticas y
una serie de estudios paramétricos para cuantificar la propagacion de la incertidumbre en la
permeabilidad al gasto de infiltracién en andlisis unidimensionales de flujo establecido de agua a
través de medios aleatorios homogéneos y estratificados. En esta aplicacion se muestra el empleo
de las técnicas estocasticas mas usuales expuestas en el capitulo anterior (FOSM, SOSM,
Rosenblueth, MFO, MSO, Monte Carlo); al final de la misma se dan comentarios de la
comparacion entre ellas y de los resultados obtenidos en los andlisis. En una segunda aplicacion,
se estudian con andlisis numéricos mediante el método del elemento finito estocastico (SFEM)
las zonas o distribucién de la incertidumbre en diversos problemas tipicos de flujo de agua
(confinado y no confinado; unidimensionales y bidimensionales). En estos analisis numéricos se
evalua la propagacion de la incertidumbre en el logaritmo de la permeabilidad al potencial
hidraulico, al gradiente hidraulico y a la velocidad de flujo, para distintas condiciones como:
suelos homogéneos anisotropos; suelos heterogéneos con materiales isotropos (dos a seis
materiales); variacion de la estratigrafia respecto a la direccion del flujo; entre otras. Enseguida,
en otra aplicacion se utiliza el teorema de Bayes en el estudio del comportamiento de los
materiales que constituyen una presa de tierra y enrocamiento. En este caso se expone como
llevar a cabo un analisis inverso en la presa Agly (de Perpignan, Francia) con un enfoque
bayesiano; la finalidad es determinar la permeabilidad a posteriori de algunos de los materiales
de la presa cuando se conoce el gasto de infiltracion a través del dominio, y tratar de establecer
de esta forma cudl es la contribucion de dichos materiales al sistema de control del flujo de agua
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de la presa. Posteriormente, en otra de las aplicaciones se aborda el problema de la estimacion de
la permeabilidad equivalente para flujo en medios heterogéneos simulados en dos y tres
dimensiones. En este caso se demuestra la utilidad del empleo de los campos aleatorios para
describir la variacion espacial del logaritmo de la permeabilidad, permitiendo a través de distintas
distancias de correlacion describir la heterogeneidad del medio aleatorio; asimismo se ilustra el
acoplamiento de estos campos aleatorios con el método de elementos finitos en los analisis de
flujo bidimensionales y con el método de los paseos casuales en los andlisis tridimensionales; al
final, se sugieren unos promedios algebraicos para describir dominios heterogéneos en funcion de
la dimension espacial de la region de flujo. Por ltimo, se evaltia el fendmeno de percolacion en
la presa Tarbela (de Pakistan); poniéndose de manifiesto la conveniencia de utilizar esta teoria en
el calculo del gasto de infiltracion en suelos erraticos como los aluviales en los que esta
cimentada dicha presa. En este caso se propone una metodologia sencilla que permite “sembrar”
o propagar de manera aleatoria zonas de mayor permeabilidad dentro del medio, las cuales si se
unen, son las que constituyen el canal o los canales de percolacion. En este caso, para cada
configuracion aleatoria del medio, el gasto de infiltraciéon se determina con las técnicas de
elementos finitos en los andlisis bidimensionales y con paseos casuales en los andlisis
tridimensionales. Se discuten entre otros resultados, la probabilidad critica o umbral de
percolacion en los analisis 2D y 3D efectuados.

Finalmente se presentan conclusiones y recomendaciones para la aplicacion de estas técnicas en
la ingenieria geotécnica practica.
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2.1 Introduccion

Dentro de los datos mas importantes, necesarios para realizar anélisis de flujo de agua a través de
suelos se pueden mencionar las condiciones de frontera (usualmente corresponden a los valores
de la carga hidrdaulica, h) y l0s parametros del suelo (la conductividad hidraulica 0
permeabilidad, k). La carga hidrdulica se determina de manera muy sencilla mediante la ecuacion
de Bernoulli a partir de los niveles del agua existentes en el problema de estudio. Estos valores se
consideran condiciones de frontera que se asignan en las fronteras localizadas entre el agua y el
material permeable del dominio de interés. Por su parte, la conductividad hidraulica se obtiene
mediante pruebas de laboratorio o de campo (permeametro de carga variable o carga constante,
prueba Nasberg, prueba Lefranc, prueba Lugeon, etc.), o bien a partir de algun método indirecto
como la prueba de consolidaciéon, la prueba de capilaridad horizontal (Juarez & Rico, 1972), la
distribucién granulométrica (p. ¢j. mediante la formula de Hazen) o alguna otra correlacion (Arya
et al., 1999; etc.).

En los ultimos decenios los métodos numéricos (elementos finitos, diferencias finitas, entre otros)
han sido cominmente empleados para estudiar el flujo de agua a través de suelos. Una de las
mayores inquietudes hasta hoy en dia es ;qué permeabilidades se deben introducir en tales
modelos? Actualmente gracias a las computadoras los analisis de flujo de agua se pueden realizar
con una precision creciente, no obstante por cuestiones de tiempo y costo resulta imposible medir
los coeficientes de permeabilidad en todos los puntos del suelo. En efecto, cuando se estudia un
dominio de flujo particular solamente se cuenta con algunos de los valores puntuales de &
obtenidos en las pruebas de permeabilidad realizadas ¢Es posible entonces calcular simplemente
la media aritmética de los valores obtenidos en las pruebas y obtener asi una permeabilidad
equivalente que represente todo el dominio y ademas utilizar este valor en los andlisis? En
realidad, es incorrecto calcular estrictamente la media aritmética de las permeabilidades
puntuales de un medio para tener un unico valor de £ que lo represente, debido a que la
permeabilidad no es una variable aditiva. Como lo sefial6 Matheron (1967), la dimension espacial
ejerce una gran influencia en la manera como se constituyen las permeabilidades en el medio. De
esta manera, como se advertira mas adelante, dependiendo de factores como la estratificacion, la
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anisotropia, e inclusive la dimensién espacial (una, dos o tres dimensiones), entre otros, existen
métodos y por ende, formulas que permiten calcular permeabilidades equivalentes para
representar medios porosos con caracteristicas particulares.

Es indiscutible entonces que el mayor cuidado al seleccionar los datos que se van a utilizar en un
analisis de flujo de agua recae principalmente sobre la conductividad hidraulica o permeabilidad
del suelo. Por este motivo la primera parte de este capitulo se dedica al estudio de dicha
propiedad. Posteriormente se discuten los principales métodos que existen para llevar a cabo
analisis de flujo de agua a través de medios porosos.

2.2 Determinacion de la conductividad hidraulica
2.2.1 Definicién general

El coeficiente de permeabilidad de un suelo, &, es una constante fisica de proporcionalidad que
surge de la conocida ley de Darcy, V =—k-i, la cual establece que la velocidad de descarga V es
proporcional al gradiente hidraulico i (Harr, 1962). Otra interpretacion aceptada para entender el
significado fisico de &, es aquélla en la que si se asigna al gradiente hidraulico i un valor de uno
en la ley de Darcy, el coeficiente de permeabilidad 4 se define como una velocidad con gradiente
hidraulico unitario (Marsal & Reséndiz, 1968; Flores, 1999). Puesto que i es adimensional, el
coeficiente de permeabilidad 4 se expresa en unidades de velocidad, tales como m/s, cmls, etc.

El coeficiente de permeabilidad k£ depende de diversas propiedades del suelo, pero también del
fluido como son: contenido de agua, grado de saturacion, relacion de vacios, distribucion del
tamafo de las particulas, forma y orientacion de las particulas, distribucion del tamafio y
conectividad de los poros, composicion quimica y viscosidad del liquido permeante, densidad y
temperatura del fluido, edad del espécimen de prueba, etc. (Harr, 1962; Juarez & Rico, 1972).

De esta manera, cuando el fluido que circula a través del medio poroso es el agua, diversos
autores prefieren emplear el término conductividad hidrdulica (0 simplemente permeabilidad)
para referirse a k; y solamente recurrir al término coeficiente de permeabilidad en un sentido
general cuando no se especifique el liquido permeante (Harr, 1962; Reddi, 2003).

2.2.2 Pruebas de campo y de laboratorio

Debido a que el intervalo de valores de £ es muy amplio, la seleccion del método y del equipo
para su determinacion depende de diversas condiciones: tipo de suelo, magnitud y tipo de
proyecto, etc. Algunos de los métodos méas comunes para estimar la conductividad hidraulica de
un suelo son:

e Permeédmetro de carga constante (Juarez & Rico, 1972; Whitlow, 1994)

e Permeédmetro de carga variable (Juarez & Rico, 1972; Whitlow, 1994)

e Prueba del permeametro de pozo USBR E-19 (Auvinet & Esquivel, 1986)
e Prueba Nasberg (Auvinet & Esquivel, 1986)

e Prueba Lugeon (Flores, 1999)

e Prueba Lefranc (Auvinet & Esquivel, 1986; Flores, 1999)
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e Prueba de bombeo en pozos (Whitlow, 1994)
e Celda de Rowe (Whitlow, 1994), etc.

La mayoria de estos métodos permiten obtener un valor de & Unico (escalar), es decir, no se
enfatiza en la anisotropia que existe en gran parte de los suelos. Inclusive, buena parte de las
mediciones con permedmetro que se obtienen en laboratorio consideran un flujo unidimensional
dentro de las muestras (Auzerais et al., 1990; Hurst & Rosvoll, 1991; Burger & Belitz, 1997).
Algunas pruebas permiten evaluar dicha anisotropia al menos de manera independiente; una de
ellas es la de celda de Rowe®? con la cual es posible determinar conductividades hidraulicas en
las direcciones horizontal y vertical, con un permeametro distinto en cada ensayo (Whitlow,
1994). De esta manera, la permeabilidad puede representarse por un escalar, o por un tensor (de
segundo orden) si el medio es anisétropo.

Para evitar la consideracion de flujo unidimensional en las muestras y poder medir la anisotropia
a pequefa escala, se han propuesto distintas técnicas (Rice et al., 1970; Bernabé, 1992). Una de
las méas convincentes fue publicada en afios recientes (Bieber et al., 1996); esta técnica
experimental emplea una inyeccion de traza puntual y tomografia de rayos X para observar la
forma o traza de la pluma dentro de la muestra. Si la forma es una esfera, el medio es isotropo; si
la forma es un elipsoide, el medio es anisotropo. En esta prueba, el tensor completo de
conductividad hidrdulica se determina con la solucién del problema inverso. Una de las
limitaciones précticas de la misma, es que requiere precisamente de equipo sofisticado. En la
actualidad, ya se han implementado otro tipo de permeametros (mas sencillos), con los que se
pueden determinar tensores de permeabilidad de la forma (Renard, Genty & Stauffer, 2001):

kxx Xy Xz
K=|ky ky k. (2.1)
zx zy kzz

Se trata del permedmetro prototipo que se muestra en la Figura 2.1 (Renard, Genty & Stauffer,
2001). Es una caja cubica de plexiglas (resina sintética que tiene el aspecto de vidrio) de
20cmx20cmx20cm, que en este caso se llena con cuentas de vidrio de tres formas distintas: 1)
Generando un paquete homogéneo con cuentas de 1mm de didmetro; 2) Generando estratos
horizontales de 1cm de espesor, alternando cuentas de 1mm de diametro y cuentas de menor
diametro (entre 0.4 y 0.6mm); 3) Generando una especie de estratos inclinados 18.8° respecto al
plano horizontal, con cuentas de 1mm de didmetro separadas por cinco laminas de plastico (con
huecos). El procedimiento de prueba implica realizar series de experimentos de flujo establecido
en los que se miden los valores medios del gradiente hidraulico y de la velocidad de infiltracion.
El tensor de permeabilidad se calcula con un algoritmo de minimos cuadrados. En las
conclusiones del articulo, los autores sefialan que efectivamente con la ayuda de este
permedmetro han podido medir los términos cruzados del tensor de permeabilidad (ec. 2.1) para
una anisotropia inclinada; sin embargo, indican también que el equipo y sus resultados deben ser
mayormente probados.

@1) Fue introducida por Rowe y Barden (1966) para llevar a cabo pruebas de consolidacién. Sin embargo, también se
implemento su uso para realizar pruebas de permeabilidad con flujo unidimensional y flujo radial (Whitlow, 1994).
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Figura 2.1 Perme&metro prototipo para determinar un tensor de permeabilidad en el laboratorio
(Renard, Genty & Stauffer, 2001)

2.2.3 Permeabilidad equivalente

Podria considerarse que de manera formal, el concepto de permeabilidad equivalente surgio
debido al problema del cambio de escala (0 permeabilidad efectiva) que Matheron (1967) estudid
en su libro: “Elements pour une théorie des milieux poreux” (Delhomme & de Marsily, 2005).
Las contribuciones de Matheron encontraron aplicacion principalmente en la hidrogeologia y la
industria del petréleo. A los hidrogeologos les interesaba estudiar los acuiferos a gran escala, con
heterogeneidades més bien a escalas grandes relacionadas con los procesos de deposicion de
sedimentos y condiciones de frontera complejas, no a escala de los poros o escalas locales
(Delhomme & de Marsily, 2005). Asi, el cambio de escala®? plantea el problema de cémo
calcular una conductividad hidraulica efectiva o permeabilidad equivalente a una escala mayor
(sobre las bases de un modelo geoldgico; Renard & de Marsily, 1997) en términos de la
variabilidad que ésta exhibe en una escala menor (Hunt, 2005). La Figura 2.2 muestra una
interpretacion esquematica de la permeabilidad equivalente.

Como se expone al principio de la seccion siguiente, el concepto mismo de permeabilidad
equivalente se ha usado desde hace ya varios afios para describir medios con caracteristicas
particulares tipicas; estudiados, no necesariamente desde el punto de vista de Matheron. Asi, a
partir de conceptos basicos de flujo de agua (como la ley de Darcy y el principio de continuidad
de flujo) se han establecido formulas para determinar la permeabilidad equivalente
principalmente de medios homogéneos anisotropos Yy estratificados. Sin embargo, como se sefiala
mas adelante, existen definiciones generales formales, asi como desigualdades fundamentales y
distintos métodos que permiten describir los campos de permeabilidad en medios heterogéneos

(

)En otras &reas, como en la Ingenieria Petrolera se le ha denominado “escalamiento” (del inglés “upscaling”).

10
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mediante el concepto de permeabilidad equivalente sugerido inicialmente por Matheron y
estudiado posteriormente por otros autores (Renard & de Marsily, 1997). Con estas bases, en los
parrafos siguientes se exponen inicialmente los casos basicos conocidos para el calculo de
conductividades equivalentes y al final, se dan los fundamentos para la representacion de campos
heterogéneos en general.

Referencias

Simbolos &k (cm/s)

Menor de 0.2
02al.0
1.0a5.0
5a25

25a 125 fit
Mayor de 125 /

| (i

Arenisca

Arena y grava muy gruesa
Corriente artesiana fuerte

(a) Medio heterogéneo real (b) Medio homogéneo ficticio

Figura 2.2 Representacidn esquematica de la permeabilidad equivalente

2.2.3.1 Suelos homogeéneos isotropos

La realidad indica que generalmente ningun suelo es homogéneo e isotropo. Sin embargo, en
diversos problemas practicos se acepta por simplicidad o como condicién del método empleado,
que el suelo es homogéneo y que su permeabilidad 4 es la misma en todas las direcciones. El caso
mas conocido en donde dicha consideracion es aceptable e incluso necesaria para la solucion del
problema, es cuando se realiza un analisis de flujo de agua por medio del método gréfico de la
red de flujo. Ante estas situaciones, para considerar un Gnico valor de k (suelo homogéneo
ficticio) que represente un suelo heterogéneo real, se recomienda utilizar alguno de los métodos
existentes para determinar una permeabilidad equivalente (dependiendo del medio que se trate,
como se expone mas adelante), y no calcular necesariamente la media aritmética como se
acostumbra en diversas areas (de las que no escapa la geotecnia) cuando se desea estimar el
promedio de cierta propiedad del suelo. La media aritmética en los analisis de flujo de agua
solamente es aplicable para cierto tipo de dominios.

11
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2.2.3.2 Suelos homogéneos anisotropos
En un medio homogéneo anisotropo (Figura 2.3) la permeabilidad equivalente se determina con:

& (2.2)

La permeabilidad k obtenida con la expresion anterior, que no es mas que la media geométrica
g de los valores de la permeabilidad k. y &, de un suelo anis6tropo, se utiliza en la teoria de la

seccion transformada para convertir un suelo en el que las permeabilidades tanto horizontal
como vertical son diferentes, al caso de un suelo homogéneo e isotropo; logrando con esta
reduccion que la ecuacién de Laplace y sus soluciones sean aplicables para describir el flujo de
agua en el dominio de interés.

Figura 2.3 Representacion idealizada de un medio homogéneo anisétropo

2.2.3.3 Suelos estratificados

En los suelos estratificados la permeabilidad en el sentido de la estratificacion es mayor en
comparacion con la que se tiene en el sentido perpendicular a ésta. La diferencia puede ser de
diez veces 0 méas. En este caso las permeabilidades equivalentes maxima k..., (en el sentido de la
estratificacion, Figura 2.4a) y minima k., (en el sentido perpendicular a ésta, Figura 2.4b), se
determinan utilizando los siguientes promedios aritmético pesado p, Y armoénico pesado py,

respectivamente:

n
Zkz‘di zdi
n ,

kmdx = Hy :_n— ; kmz'n = Hy :% (23)
S 5[4
T i\ ki
Siendo n NUmero de estratos analizados.
k; Coeficiente de permeabilidad del estrato i.
d; Espesor del estrato i.

12



Capitulo 2. Teorias y métodos empleados en los analisis de flujo de agua en suelos

— kl a'| —

(@ Flujo —| 3 ¢ — Hy
— k” ﬁ!” ——

() Flujo—| ki | ky | o ofe o |k, | — | 4y,

Figura 2.4 Representacion para el calculo de promedios aritmético u, y arménico u, pesados
en un medio estratificado

Similarmente, a partir de las permeabilidades de un suelo anisétropo (o de las permeabilidades
méaxima y minima obtenidas en un medio estratificado, Figura 2.5a) es posible calcular la
permeabilidad equivalente en cualquier direccién y del medio, como se sefiala en la Figura 2.5b
(Marsal & Reséndiz, 1968; Flores, 1999):

(2.4)

B Cos27/ N SenZ;/
kmdx km[n
Figura 2.5 Permeabilidad equivalente en un medio estratificado y a su vez, en una direccion y
(Marsal & Reséndiz, 1968)
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2.2.3.4 Suelos heterogeneos
(a) Conceptos generales

Generalmente hablando, por permeabilidad equivalente se entiende un tensor de permeabilidad
constante empleado para representar un medio heterogéneo; aunque también puede estar dada por
un simple escalar (Renard & de Marsily, 1997). Una equivalencia completa entre el medio
heterogéneo real y el medio homogéneo ficticio es imposible. Se le define por consiguiente en un
sentido limitado, segun cierto criterio que debe ser igual para ambos medios. Los criterios
utilizados para esta equivalencia son:

o De igualdad de flujo (Cardwell & Parsons, 1945; Warren & Price, 1961). En este caso, el
flujo en las fronteras del dominio debe ser igual en el medio heterogéneo y en el medio
homogéneo equivalente, y estar sujeto a la misma carga hidraulica (es el criterio mas
usado).

e De igualdad de energia disipada por las fuerzas viscosas en el medio heterogéneo y en el
medio equivalente homogéneo (Matheron, 1967; Indelman & Dagan, 1993).

La permeabilidad equivalente puede ser: efectiva 0 de blogue (Figura 2.6). La permeabilidad
efectiva, k, , €s un término usado para un medio que es estadisticamente homogéneo a gran

escala (también llamado por Matheron: permeabilidad macroscopica). En un contexto
estocastico se define por la siguiente expresion (Matheron, 1967):

E{V} =k, E{i} (2.5)

donde E{V} representa la esperanza matematica de la velocidad de flujo en el dominio de

estudio y E{z} es la esperanza matematica del gradiente hidraulico. La permeabilidad efectiva es

una magnitud fisica intrinseca, independiente de las condiciones de frontera macroscopicas. El
tensor de permeabilidad efectiva tiene la caracteristica de ser un tensor de segundo orden,
simétrico y positivo-definido®®. Por su parte la permeabilidad de bloque®®, k,, es la

permeabilidad equivalente de un bloque de tamafio finito. ElI concepto de homogeneidad
estadistica desaparece puesto que el bloque observado es demasiado pequefio. Contrariamente a
la permeabilidad efectiva, la permeabilidad de bloque no es una caracteristica intrinseca del
medio, ésta si depende de las condiciones de frontera. Es importante remarcar que si el dominio
en estudio es demasiado grande, la permeabilidad de blogue tiende hacia la permeabilidad
efectiva, si ésta existe:

bloque—©

Con base en lo anterior y de forma muy general, se puede decir que un medio heterogéneo puede
describirse mediante un solo valor: la permeabilidad efectiva; 0 bien, por un grupo de valores: la
permeabilidad de blogue (Renard & de Marsily, 1997), como se ilustra en la Figura 2.6.

23) Un tensor simétrico es positivo-definido si y solo si sus valores caracteristicos son todos estrictamente positivos (Anton,
1999).

24) También denominada “permeabilidad fuera de escala™ (del inglés “upscaled permeability”; Renard & de Marsily, 1997).

14
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Medio heterogéneo .
o

&
N

Figura 2.6 Representacion esquematica de las permeabilidades efectiva k. y de bloque %,

(b) Métodos de célculo

Los métodos para calcular la permeabilidad equivalente de un medio poroso heterogéneo se han
clasificado en tres grupos (Renard & de Marsily, 1997), Figura 2.7:

e Heuristicos.- Proponen reglas para calcular permeabilidades equivalentes creibles.

e Deterministas.- Consideran que las condiciones hidraulicas del medio son perfectamente
conocidas.

e Estocasticos.- Aceptan un conocimiento aproximado de las condiciones hidraulicas del
medio y asumen una perspectiva probabilista.

Es evidente que, los métodos estocdsticos son los Unicos capaces de cuantificar la incertidumbre
ligada al conocimiento parcial de la distribucion exacta del coeficiente de permeabilidad de un
suelo. Los desarrollos analiticos realizados en un contexto estocastico se basan en
consideraciones muy particulares, como la distribucion log-normal de la permeabilidad. El
método de Monte Carlo destaca como la aproximacion mas directa para evaluar la incertidumbre.
Esta técnica establece un vinculo con los métodos deterministas: el principio del metodo de
Monte Carlo es generar simulaciones igualmente probables del modelo geoldgico y usar técnicas
deterministas para evaluar el efecto en el flujo de las diferencias en la permeabilidad entre las
simulaciones del medio. En cuanto a los métodos heuristicos, éstos representan una alternativa de
los métodos deterministas, ademas tienen la ventaja de ser sumamente simples, rapidos y no
limitados por el espacio de memoria requerido; sin embargo, necesitan ser demostrados.

Los principales métodos heuristicos, deterministas y estocasticos que existen para determinar la
permeabilidad equivalente de medios heterogéneos se proporcionan de manera resumida en la
Figura 2.7. La mayoria de ellos se describen con detalle en el ANEXO I. Se aclara simplemente
que las técnicas de célculo de los métodos anteriores pueden ser: analiticas o numéricas, exactas
0 aproximadas. Las soluciones analiticas se refieren a simples promedios algebraicos. Los
métodos numéricos requieren la solucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales.

15
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Asimismo los métodos anteriores se fundamentan en las desigualdades basicas que se indican a
continuacion (Renard & de Marsily, 1997).

Heuristicos

\ 4

» Medias promedio

* Limites
fundamentales

* Limites de
Cardwell y Parsons

Deterministas

\ 4

« Solucioén analitica
de la ecuacién de
difusion

* Teoria del medio

Estocésm

* Regla de la media
geomeétrica

 Resultados

analiticos
aproximados
y conjeturas

efectivo

* Promedio de una
potencia » Método de la linea

de corriente

* Renormalizacion

« Teoria de
percolacion

* Solucién numérica
de la ecuaciénde
difusion

N /

Figura 2.7 Clasificacion simplificada de métodos para estimar la permeabilidad equivalente

(c) Desigualdades para la permeabilidad equivalente

(c.1) Limites de Wiener

Esta desigualdad también se conoce como desigualdad fundamental, porque siempre es valida.
Ha sido demostrada por varios autores (Wiener, 1912; Cardwell & Parsons, 1945; Matheron,
1967; Dagan, 1989, entre otros):

Hy Sk < 1y (2.7)

donde x,  Mediaarmonica.

4,  Mediaaritmética.
ke Permeabilidad efectiva.

Matheron (1967) opinaba que la media geométrica, s, , siempre estaba comprendida entre las

medias armonica y aritmética de la expresion (2.7) anterior, las cuales constituyen los dos valores
0 “polos” extremos en el caso de medios estratificados:

Hp < g < H, (2.8)

Con estas bases, enuncio una proposicion general que dice: “En todos los casos, sea el medio
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estratificado o no, la permeabilidad macroscopica (o efectiva) ko esta siempre comprendida

entre las medias armonica y aritmética”. Sin embargo, esto no proporciona un valor numérico
preciso de la permeabilidad; no indica si ésta debe estar mas préxima a cual de los dos limites
extremos. A este respecto, Matheron (1967) también pensaba que la dimension espacial, D,

debia ejercer una gran influencia en la manera en como se constituyen las permeabilidades
puntuales en el medio. Asi, este autor proporciond la siguiente conjetura como expresiones
generales para el valor promedio de la permeabilidad en medios heterogéneos (is6tropos) en una,
dos y tres dimensiones:

e En D, =1 (unidimensional), k., es la media armonica, z, .

e En D;=2 (bidimensional), k, es la media geomeétrica, u, (con distribucion log-
normal).
e En D, =3 (tridimensional), k. se sitla aproximadamente a dos tercios del intervalo

entre las medias armonica y aritmética de la expresion (2.7). En general, si fuera
permitido considerar espacios cuyo numero de dimensiones aumentara indefinidamente,
este valor promedio tenderia asintoticamente a la media aritmética, u,. Mas tarde,

Matheron (1993) también sugirié que en el caso 3D, k,, podia estar representada por un
promedio de potencia con exponente 1/3.

La influencia de la dimensién espacial en la permeabilidad equivalente de medios heterogéneos
simulados se estudia con mayor detalle en el inciso 5.4 del Capitulo 5.

(c.2) Limites de Hashin y Shtrikman

Esta desigualdad se aplica a medios isétropos binarios, y se define como (Hashin & Shtrikman,
1963):

hifo(ki—ko)’ <k _ Ao (ki—k)’

< < 2.9
(di_fO)kO+f0k1 o ~Ha (di—fl)k1+f1ko (29)

Hy—

donde fo=Vy!/V,,, y fi=V;!1V,, son las fracciones de las fases de permeabilidad iy y 4,
siendo k; mayor que ky; d; es la dimension del espacio, y u, = foko+ f1ik; es la media
aritmética en este caso.

Si se trabaja en términos de fracciones volumétricas, esta desigualdad es la mejor opcion posible
(Renard & De Marsily, 1997; Hashin, 1983).

(c.3) Limites de Cardwell y Parsons

Cardwell y Parsons (1945) utilizaron la analogia eléctrica, y Le Loc'h (1987) empled un método
variacional para demostrar que la permeabilidad equivalente k,, en una determinada direccion

del flujo, est& dada por (Figura 2.8):
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e La media aritmética de las medias armonicas de las permeabilidades puntuales, calculadas
en cada linea de celdas paralelas a la direccion del flujo (limite superior o0 maximo).

e La media arménica de las medias aritméticas de las permeabilidades puntuales calculadas
en cada “rebanada” de celdas perpendiculares a la direccion del flujo (limite inferior o
minimo).

Es decir:

b= g (3 (1)) < 5 < k= s (1)) (210)

Limite maximo

A
N\ _.

k,

X

Direccion del flujo

Limite minimo

Figura 2.8 Esquema para el calculo de los limites de Cardwell y Parsons

Los limites de Cardwell y Parsons constituyen los fundamentos de uno de los métodos méas
utilizado actualmente para determinar la permeabilidad equivalente de medios heterogéneos: el
método de renormalizacion (ver descripcion en ANEXO I). Los resultados derivados de este
método son similares a los obtenidos con técnicas numéricas, como las diferencias finitas
(Renard & De Marsily, 1997). Una limitante es que se pueden obtener errores sistematicos altos,
por ejemplo, cuando existe una gran anisotropia en el medio (Zhang, 2002).

(c.4) Limites de Matheron

En el caso de un medio is6tropo bidimensional aleatorio con dos fases, Matheron (1968) propone
calcular la permeabilidad efectiva como:

205 =k, >k,

foS05 = ky <k, (2.11)
.fl:05 = ke :1[k0kl
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Donde:

Kae = %[(fl ~fo)(ky —ko)+\/(ﬁ ~fo) (ko )* +4/"o”ﬁ} (2.12)

Ademas fo =V, !V, y H=V1V,, son las fracciones de las fases de permeabilidad &y y 4;.

2.2.4 Teoria de percolacion
2.2.4.1 Definiciones generales: permeabilidad, percolacién y difusion

La permeabilidad es la capacidad de un medio poroso para que el agua u otro fluido lo atraviese
sin alterar su estructura interna. La percolacion es la propagacion de un fluido dentro de un
medio aleatorio o desordenado dependiendo de las conexiones que existan entre sus particulas.
En un proceso de difusion la circulacion de las particulas se realiza al azar (p. ¢j. el movimiento
de una molécula dentro de un gas) con el medio jugando un papel completamente pasivo. En
cambio, en un proceso de percolacion el movimiento del fluido esta gobernado por el medio
(Shante & Kirkpatrick, 1971).

Formalmente hablando, el concepto de percolacion propuesto en 1957 por Broadbent y
Hammersley, permite una descripcion estadistica de aquellos sistemas complejos constituidos por
un gran numero de particulas u objetos que pueden relacionarse entre ellos en un medio aleatorio.
Dentro de tales sistemas, puede ser posible la comunicacion a grandes distancias dependiendo del
numero de particulas u objetos y de los enlaces o conexiones que existan entre ellas (Gilles de
Gennes, 1976).

Generalmente hablando, la teoria de percolacion es una teoria que se aplica a multiples
disciplinas, que estudia medios desordenados, en los cuales los componentes o propiedades estan
distribuidos aleatoriamente en una red, permitiendo estudiar fendmenos criticos. Los fenémenos
criticos se presentan en medios que se caracterizan por la existencia de un punto critico en el cual
ciertas propiedades del medio cambian. A este punto critico se le conoce como umbral de
percolacion, el cual aparece en una gran variedad de problemas de ingenieria, entre ellos los de
flujo de agua a traves de medios porosos (Broadbent & Hammersley, 1957; Guyon et al., 1984;
Berkowitz & Balberg, 1993).

El fendmeno de percolacién es un factor importante que no debe ignorarse en los analisis de flujo
de agua través de suelos, sobre todo cuando existen zonas con distintas permeabilidades dentro
del medio (detalles geoldgicos menores, suelos aluviales, entre otros). El peligro consiste en que
si estas zonas se interconectan por medio de vinculos desconocidos pueden constituir un canal a
través del cual el agua puede circular con grandes gastos. Una representacion idealizada de esta
condicion de percolacion en un medio poroso aleatorio se muestra en la Figura 2.9. En la misma
se observa que si no se evalla cuidadosamente la condicion de percolacién, la estimacion del
gasto por infiltracion puede resultar totalmente equivocada. Es evidente entonces que, si el
campo de permeabilidades es aleatorio, debido al desconocimiento que se tiene de su estructura,
es de gran interés estudiar las trayectorias de percolacion, es decir, que el flujo pueda presentarse
por algin camino preferencial y que prevalezcan condiciones de flujo totalmente diferentes a las
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existentes en un material homogéneo.

ky>>k,

que originan la percolacion

Figura 2.9 Representacion idealizada de la condicion de percolacion

en un medio poroso aleatorio

2.2.4.2 Terminologia aplicada a la percolacion

Existe toda una terminologia general formal aplicable a los problemas de percolacion en medios

aleatorios, de acuerdo con lo que se explica a continuacion.

El medio®® se describe como un grupo infinito de particulas abstractas denominadas sizios 0
datomos. Un fluido®® circula de los sitios fuente a lo largo de caminos que conectan varios sitios
(Shante & Kirkpatrick, 1971). Los caminos se denominan convencionalmente vinculos o enlaces.

Asi, para definir un proceso de percolacion se debe atribuir algin mecanismo aleatorio al medio.
La teoria de percolacion clasica se centra alrededor de dos tipos de problemas (Shante &

Kirkpatrick, 1971; Stauffer & Aharony, 1985; Sahimi, 1994; Hunt, 2005):

e Problema de percolacion de vinculos (0 enlaces).- Considera los bordes de la red como las
entidades aleatorias relevantes (Figura 2.10a). Un ejemplo puede ser la circulacion de un
liquido en un medio poroso.

e Problema de percolacion de sitios (0 atomos).- Considera los vértices de la red como las
entidades aleatorias principales (Figura 2.10b). Un ejemplo puede ser la dispersién de
cristales ferromagnéticos.

(25) Los términos “fluido” y “medio” fueron considerados desde un punto de vista totalmente general: un fluido puede ser un
liquido, vapor, flujo de calor, corriente eléctrica, una infeccién, un sistema solar, etc.; el medio (donde el fluido circula) puede ser

el espacio de poro de las rocas o del suelo mismo, una coleccion de arboles, el universo, etc. (Sahimi, 1994).
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(a) Percolacion de vinculos (b) Percolacién de sitios

Figura 2.10 Tipos de problemas de percolacion (Weisstein, 2010)

En el problema de percolacion de vinculos (Sahimi, 1994), los vinculos de la red pueden estar
“ocupados” aleatoria e independientemente de los otros con una probabilidad p, o estar
“vacantes” con una probabilidad 1-p. Por su parte, dos sitios se dicen “conectados”, si existe al
menos un camino entre ellos constituido Gnicamente por vinculos “ocupados”. Un grupo de sitios
“conectados” delimitados por vinculos “vacantes” se denomina un “cluster” o racimo. Si la red o
malla es de extension muy grande y si p es suficientemente pequefio, el tamafio de cualquier
“racimo” conectado es pequefio. Pero si p es cercano a 1, la red deberia estar completamente
conectada, ademas de tener unos cuantos vacios. Para algunos valores de p bien definidos, existe
una transicion en la estructura topolégica®® de la red aleatoria que va de una estructura
desconectada macroscopicamente a una conectada. Este valor es el que se conoce como “umbral
de percolacién de vinculo”, p,, . Esta es la fraccion mas grande de vinculos ocupados debajo de

la cual no existe un racimo (camino de expansion o percolacién) de vinculos ocupados. En otras
palabras, es el umbral en el que los canales de percolacion se generan repentinamente; o bien, la
concentracion a la que existe la maxima probabilidad de que aparezca un racimo infinito o
percolante de un componente o propiedad del medio.

Similarmente, en el problema de percolacion de sitios (Sahimi, 1994), los sitios de la red estan
“ocupados” con una probabilidad p y “vacantes” con probabilidad 1-p. Los dos sitios vecinos
mas cercanos se dicen “conectados” si ambos estan “ocupados”. L0S racimos conectados de la
red se definen de manera similar. Asimismo, existe un “umbral de percolacion de sitio” p,,

arriba del cual un racimo infinito (canal de percolacion) de sitios ocupados se expande en la red.
Ver definiciones ilustrativas en la Figura 2.11.

De manera general, se puede decir que el umbral de percolacion es la probabilidad critica (p.) 0

punto critico en el que la propiedad o componente de interés del medio (de virnculo o de sitio)
cambia subitamente.

2.6 . - . - .
(2.6) Topologia: Rama de las mateméticas que trata especialmente de la continuidad y de otros conceptos més generales
originados de ella, como las propiedades de las figuras con independencia de su tamafio o forma.
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Sitio vacante N

Canal de
percolacion

Sitio ocupado ,
PRS- — _— Racimo

Figura 2.11 Algunas definiciones importantes en un problema de percolacién de sitios

Bajo condiciones bastante generales, un medio posee una propiedad topoldgica Ilamada
constante conectiva y,, definida como (Shante & Kirkpatrick, 1971):

Inp. = lim iln ¢, (2.13)

n—o n

Donde ¢, es el nimero de vinculos “evadidos” de » pasos que salen de cualquier sitio del medio.
Un vinculo se dice evitado 0 evadido si no llega a los sitios mas de una vez.

La constante conectiva p,., también conocida como vinculo limite, es una medida de la

conectividad de la red, es decir, de la abundancia de vinculos interconectados en el medio
(Shante & Kirkpatrick, 1971). En algunos casos de redes 2D comunes, se ha observado que esta
constante se incrementa con el nimero de coordinacion de la red, z,, el cual se define por

ejemplo, como el nimero de vinculos que parten de cada sitio (Shante & Kirkpatrick, 1971), o el
namero de vinculos conectados al mismo sitio (Sahimi, 1994).

En la actualidad, la estimacion de valores exactos de los umbrales de percolacion p., Y p.

solamente ha sido posible para ciertas redes relacionadas con la red de Bethe y para algunas redes
bidimensionales comunes (ver Figuras 2.12a-e). En el caso de redes tridimensionales (Figura
2.13), los umbrales de percolacién se han calculado numéricamente con simulaciones de Monte
Carlo y otras técnicas, como métodos de series (Sahimi, 1994). La expresion rigurosa mas simple
de la probabilidad critica, p,, es (Shante & Kirkpatrick, 1971):

pez— (2.14)

He

aplicable tanto a problemas de percolacion de vinculos como de sitios; donde . es la constante

conectiva.

En el problema de percolacion de sitios se observa que u. <z, -1 (donde z, es el nimero de

coordinacion de la red) conduce a un limite moderadamente bajo de la probabilidad critica
(Shante & Kirkpatrick, 1971):
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>i2 1

(&) _/L[C Zp _1

(2.15)

Diversas desigualdades rigurosas han sido propuestas para determinar p, en redes especificas a

partir de redes asociadas. Esto es, se considera que existe un isomorfismo entre el problema de
percolacion de vinculo y de sitio; de esta manera, es posible utilizar una cubierta de red
equivalente y definir de manera anéloga la probabilidad critica en el problema de percolacion de
vinculos (Shante & Kirkpatrick, 1971):

1
Pep 2 — (2.16)
z- -1
donde z¢ es el nimero de coordinacion de la cubierta de red equivalente.
En el caso particular, de la red de Bethe se observa que (Fisher & Essam, 1961):
1
Peb = Pes = (217)
z, -1

En las Figuras 2.12a-e se presentan algunas redes bidimensionales comunes. La Figura 2.13
muestra una red cubica simple. Por su parte, las Tablas 2.1 y 2.2 resumen los valores de umbrales
de percolacion y numeros de coordinacion de varias redes 2D y 3D usuales. De las mismas, se
puede observar que en general p ., < p.,.

JAVAVAVAVAN
JAVAVAVAVAVA
\AANANAN/
JAVAVAVAVAVA
\VAVAVAVAVAV/

\WAVAVAVAY/

(b) Cuadrado (z, =4) (c) Triangular (z, =6)

VARVAAVARVaR v/
X )

(a) De Bethe (z,, =3)

(d) Panal (z,, =3) (e) Kagomé (z, =4)

Figura 2.12 Redes bidimensionales usuales (Shante & Kirkpatrick, 1971; Sahimi, 1994)

23



Capitulo 2. Teorias y métodos empleados en los analisis de flujo de agua en suelos

[ L /L
4

y a4
L [ L L

Figura 2.13 Red cubica simple (z,, =6 ; Stauffer & Aharony, 1985)

Tabla 2.1 NUmero de coordinacion z,,, constante conectiva s, y valores de umbrales de

percolacion de redes 2D comunes (Shante & Kirkpatrick, 1971; Sahimi, 1994)

Red , p Monte Carlo Método de series
e
P ¢ pcb pcs pcb pcs

Panal 3  1.8484 0.640 --- 0.688-0.679  1-2sen(r/18)=0.6527"") 0.700
Kagomé 4 - 0435 --- 0655 - 0.6527")
Cuadrado 4  2.6390 8'332 - 0.581 - 0.569  0.5000" 0.590

. 0.341 - *) *
Triangular 6 4.1515 0.349 0.493 - 0.486  2sen(r/18)=0.3473 0.5000

*
®) Resultado exacto.

Tabla 2.2 Numero de coordinacion z,, y valores de umbrales de percolacion de redes 3D
comunes (Shante & Kirkpatrick, 1971; Stauffer & Aharony, 1985; Sahimi, 1994)

Red Zp Pch Pes

Diamante 4 0.3886 0.4299
Cubica simple 6 0.2488 0.3116

BCC (Body Centered Cubic) 8 0.1795 - 0.1803 0.2464

FCC (Face Centered Cubic) 12 0.119 0.195 - 0.198

En adicién al umbral de percolacion, las propiedades topologicas de redes de percolacion se
caracterizan por diversas cantidades importantes (Sahimi, 1994):

* Probabilidad de percolacion P(p).- Es la probabilidad de que cuando la fraccion de
vinculos ocupados es p, un sitio dado pertenezca al racimo infinito (canal de percolacion)

de vinculos ocupados.

e Fraccion accesible X A( p).- Es la fraccion de vinculos ocupados pertenecientes al

racimo infinito.
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e Fraccion de soporte X5 (p) .- Es la fraccion de vinculos ocupados en el racimo infinito

los cuales en realidad llevan el flujo o la corriente (existen algunos vinculos en el racimo
que no tienen salida y no llevan ningdn flujo). El soporte de un sistema de percolacion
tiene un papel primordial en sus propiedades de transporte, debido a que la tortuosidad de
las trayectorias de transporte esta controlada por la estructura del soporte.

e Distancia de correlacién &,(p).- Es el radio tipico de los racimos conectados para
p<p., Yy la escala de longitud en la que la red aleatoria es macroscopicamente

homogénea (es decir, la escala de longitud en la que las propiedades del sistema son
independientes de su tamafio lineal L) para p > p,.. Es decir que, en cualquier simulacion

de Monte Carlo de la percolacion se debe tener L>¢&, para que los resultados sean

independientes de L.
o Conductividad eléctrica efectiva g,.- Es la conductividad eléctrica de una red de

resistencia aleatoria en la cual una fraccion p de vinculos son conductores y el resto son
aislantes. Analogamente, si la red representa un medio poroso en el que una fraccion p de
los poros esta abierta al flujo o difusion, una difusividad efectiva D, y una permeabilidad

hidrodinamica & también pueden definirse.

Cabe remarcar que cerca del umbral de percolacion de sitio o de vinculo, p., se ha observado

que la mayoria de las cantidades de percolacion anteriores (P(p);XA(p); etc.) obedecen a

leyes de escalamiento que son independientes de la estructura de la red y de los detalles
microscopicos del sistema. Los exponentes topologicos de estas leyes dependen Gnicamente de la
dimensién del sistema. El detalle de las leyes de escalamiento queda fuera del alcance de la
presente investigacion. Mayor informacion se puede consultar p. ej. en Sahimi (1994).

Al igual que en el caso de la probabilidad critica p., casi toda la informacion cuantitativa
disponible acerca de la probabilidad de percolacion P(p) para redes especificas proviene de

calculos con el método de Monte Carlo. Existen sin embargo, algunos resultados exactos, como
el propuesto por Hammersley (1961) para un medio determinado:

P (p) < B (p) (2.18)
en la cual, los superindices s y b denotan las propiedades de sitio y de vinculo, respectivamente.

En la mayoria de los casos se presenta la desigualdad estricta de la expresion (2.18). La igualdad
existe siy solosi p=0 0 p=1, osi lared posee una estructura semejante a la de un arbol, es

decir, que tiene ramas abiertas como las que se muestran en la Figura 2.14.

La comparacion entre la probabilidad critica (0 umbral de percolacion) p, Yy la probabilidad de
percolacion P(p) es de gran utilidad, puesto que (Shante & Kirkpatrick, 1971):

e Si P(p)<pc — EI componente se extiende sélo localmente, es decir, todos los racimos 0
grupos de sitios o vinculos ocupados son finitos en tamario.
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e Si P(p)>p. — Se extiende a través del medio un racimo de tamafio infinito o un canal de
percolacion. Fendmeno que tiene implicaciones fisicas significativas.

N
>

Figura 2.14 Red con estructura semejante a la de un arbol
(z, =4; Shante & Kirkpatrick, 1971)

En el inciso 5.5 del Capitulo 5 se presenta la evaluacion del fenomeno de percolacion en la presa
Tarbela de Pakistan, una presa de tierra y enrocamiento conocida debido a las dificultades
ocasionadas por el suelo aluvial de su cimentacion.

2.2.4.3 Aplicacion a la permeabilidad equivalente

En el contexto de la teoria de percolacion, no se tiene una validez general de la aproximacion
dada por la conjetura de Matheron (1967) respecto a las medias arménica, geométrica y
aritmética para representar permeabilidades equivalentes; sin embargo, cada uno de estos
promedios tiene aplicabilidad en casos especiales (Hunt, 2005):

e La media armédnica corresponde a un umbral de percolacion de 1.

e La media aritmética corresponde a un umbral de percolacion de 0.

e La media geométrica corresponde a un umbral de percolacion de 0.5.

2.3 Principales métodos para el analisis del flujo establecido de agua en suelos
2.3.1 Consideraciones generales

Los analisis de flujo de agua a traves de medios porosos pueden resolverse de manera exacta 0
aproximada.

Las soluciones exactas Se basan en la aplicacién de los principios basicos de flujo de agua, como
las conocidas leyes de continuidad de flujo y de Darcy. Estas consideraciones pueden llevar a
establecer ecuaciones de tipo diferencial parcial que rigen el comportamiento de fluidos a través
de medios porosos. Un ejemplo es la conocida ecuacion de Laplace, que gobierna el flujo
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establecido de agua en suelos; la cual en el caso de un medio tridimensional homogéneo
anisotropo se expresa como:

e vk, Lk, =0 2.19
PR (2.19)

Donde % es la carga hidraulica (o potencial hidraulico) y k,, k,, k, son los coeficientes de
permeabilidad en las direcciones X, Y, Z, respectivamente.

En la préctica, una desventaja de las soluciones analiticas exactas es que resultan laboriosas
cuando la geometria del dominio de flujo y las condiciones hidraulicas y de frontera se tornan
complejas. En estas situaciones es posible recurrir a soluciones aproximadas (analiticas o
numericas). Dentro de los principales métodos aproximados que existen para estos fines se
pueden mencionar:

e Maétodo grafico de la red de flujo

e Método de relajaciones (—Relaxation Method- basado en diferencias finitas: FDM —Finite
Differences Method-)

e Meétodo de los pasos o paseos casuales (RWM —Random Walk Method-)
e Meétodo de los fragmentos (-Method of fragments—)
e Transformacion o mapeo conforme (—~Conformal mapping-)

e Meétodo de elementos de frontera o ecuaciones integrales de frontera (BEM —Boundary
Element Method- o0 BIEM —Boundary Integral Equation Method-)

e Meétodo de elementos finitos (FEM —Finite Element Method-)
e Modelos de laboratorio
e Modelos analdgicos

Los métodos anteriores se describen brevemente en los parrafos siguientes.

2.3.2 Método grafico de la red de flujo

La técnica aproximada mas popular que existe para resolver problemas de flujo de agua, es la
conocida como red de flujo. Esta técnica establece que existen dos funciones que satisfacen la
ecuacion de Laplace y que, geométricamente, constituyen dos familias de curvas ortogonales
entre si: las lineas equipotenciales (de potencial ¢ constante) y las lineas de corriente (de valores
iguales de la funcion de corriente ). La construccion gréfica de tales lineas es la que recibe el
nombre de red de flujo. Un dibujo de este tipo que satisfaga las condiciones de frontera y de
ortogonalidad, permite resolver de un modo sencillo y puramente grafico un problema de flujo de
agua en el que el suelo es homogéneo e isétropo. Podria decirse que un inconveniente de este
método es precisamente la consideracion anterior, ya que como se sabe, un suelo es en general
heterogéneo y puede presentar incluso anisotropia. No obstante, para resolver las limitaciones
anteriores existen otros métodos, como la teoria de la seccion transformada mediante la cual es
posible realizar los cambios geométricos correspondientes para convertir un suelo anisétropo en
uno isétropo, o bien, el concepto de permeabilidad equivalente que permite convertir un suelo
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heterogéneo en uno homogéneo (como se expuso en parrafos anteriores). La gran virtud de las
redes de flujo sin embargo, es que con dibujos relativamente simples es posible detectar zonas
problematicas de la region de flujo en estudio.

Mediante una red de flujo es posible calcular el gasto total que atraviesa el medio analizado, de
acuerdo con la ley de Darcy y para un espesor unitario, a partir de la siguiente expresion:

q=kh[”ij=kh$ (2.20)

n,

donde % Coeficiente de permeabilidad del suelo.
h Carga hidraulica.
ne NUmero de intervalos entre lineas de flujo.

. NUmero de intervalos entre lineas equipotenciales.
$ Factor de forma.

n

2.3.3 Método de relajaciones

El método de relajaciones (—Relaxation Method-), introducido por Southwell en 1940, se emplea
en los problemas de flujo de agua para resolver la ecuacion diferencial de Laplace en la vecindad
de un punto mediante una ecuacion algebraica de diferencias finitas (FDM —Finite Differences
Method—; Panov, 1963; Juarez & Rico, 1972). Este método consiste en construir una malla en
dos o tres dimensiones que cubra el dominio de flujo Q mediante una serie de lineas o planos
horizontales y verticales que formen entre ellos cuadrados o cubos de lado & (Figura 2.15a). En
este tipo de problemas, los valores de frontera corresponden a los valores de la carga hidraulica /
en las fronteras del dominio analizado. Para llegar a la solucion mediante este método es
necesario asignar una serie de valores de % en los puntos donde no se conoce, respetando los
valores de /& conocidos, y buscando mediante iteraciones el cumplimiento de la ecuaciéon de
Laplace expresada en diferencias finitas para todos los puntos del dominio Q. Las formulas que
representan la ecuacién de Laplace en términos de diferencias finitas son muy variadas y
dependen de la zona del problema que se esté analizando (Panov, 1963). Asi por ejemplo, para la
malla cuadrada de la Figura 2.15a, la ecuacién de Laplace para un suelo homogéneo e isotropo:

PR (2.21)

se escribe en términos de diferencias finitas para un nodo interior como:

0*h _(—ho)l6—(ho—hy)I 5 _ hy+hy—2hy

o’ S 52
0°h  h,+hy—2h
" 2 542 < (2.22)

La expresion que satisface la ecuacion de Laplace en cualquier nodo interior de una malla similar
a la de la Figura 2.15a es por tanto:
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dhy=h+hy+hy3+hy, (2.23)
- B Tablestaca
h, T
0 hisgha
h; hy  h
0 .
7 1 }"14 ! ;?14 hq hll
X Impermeable _hH)
(a) (b) (©)

Figura 2.15 Condiciones geométricas de algunas mallas en el método de relajaciones

Las expresiones para los nodos en diversos puntos de la frontera se pueden obtener de manera
analoga. No obstante, también pueden determinarse a partir de la ley de Darcy. Por ejemplo, para
la malla cuadrada de la Figura 2.15b, de la ley de Darcy se obtiene:

oh o hy=hs 8 _hy—hs

ox o 2 2
hs—hs O hs—hg

qs556 © S E_ 2

G517 * hs — 1y (2.24)

ggs =V A=

Y puesto que se cumple el principio de continuidad de flujo, q.,; 440 — 9saida =0 S€ llega a que
en los nodos de la frontera se satisface la expresion:

De manera similar, se determina que en la malla de la Figura 2.15c¢ se cumple la ecuacion:
4hgzhlo+hu+%+%+hm (2.26)

Asi sucesivamente, se pueden obtener distintas expresiones de diferencias finitas equivalentes a
la ecuacion de Laplace para diversas condiciones geométricas y de flujo (medios anisotropos,
heterogéneos, tridimensionales, etc.). Esta es precisamente, debido a su facil adaptacion a
condiciones de fronteras muy diversas y obtencion de resultados con cualquier grado de
aproximacion, una de las ventajas de este método. Pese a ello, este tipo de analisis resulta tedioso
al intentar obtener soluciones aproximadas si no han sido programadas por computadora;
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tampoco proporciona soluciones generales, sino que debe aplicarse a cada caso particular.
2.3.4 Método de los paseos casuales (RWM)

Este método recurre a las denominadas técnicas de Monte Carlo (Marsal & Reséndiz, 1968;
Auvinet, 1975) las cuales constituyen una alternativa a los métodos usuales de analisis de flujo de
agua. El método de los paseos casuales (RWM —Random Walk Method-) consiste en estudiar los
movimientos de una particula que se desplaza en forma aleatoria sobre los nodos de una malla
similar a la de la Figura 2.16 (con que se modela el dominio de flujo bidimensional en estudio),
permitiendo determinar la carga hidraulica en los puntos de interés del suelo a partir de la
resolucion numérica de la ecuacién de Laplace en términos de diferencias finitas.

Frontera del dominio Q2

® Nodos interiores

O Nodos de frontera

Figura 2.16 Malla empleada en el método de los paseos casuales
(caso de un suelo homogéneo e is6tropo)

Especificamente, este método consiste en generar una serie de trayectorias aleatorias (mediante
numeros aleatorios) a partir del nodo p, de la malla en el cual se desea estimar la carga

hidraulica. Asi, la particula se desplaza de manera aleatoria a través de los nodos interiores de
una malla determinada y se detiene cuando llega a alguno de los nodos de la frontera,
denominados absorbentes, porque en ellos se conoce el valor de la carga hidraulica (condicion de
frontera impuesta). De esta manera, una trayectoria completa estd constituida por una secuencia
de nodos, siendo el Gltimo un nodo absorbente. La carga hidraulica se determina entonces,
contando los nimeros de trayectorias que terminan en las distintas fronteras, multiplicandolos por
el valor de la carga hidraulica en la frontera respectiva y dividiendo el resultado entre el nimero
total de trayectorias. Este procedimiento se repite un nimero de veces determinado y el resultado
obtenido es una medida insesgada de la carga hidraulica en el nodo estudiado.

Cuando el analisis del flujo de agua se realiza en un medio homogéneo e isétropo, la resolucion
de la ecuacién de Laplace en términos de diferencias finitas indica que, en una malla
bidimensional las probabilidades de movimiento desde cualquier nodo interior son iguales a 1/4
(cuatro direcciones posibles —Figura 2.17a-), mientras que, en un problema tridimensional las
probabilidades de movimiento son iguales a 1/6 (seis direcciones posibles desde cualquier nodo
interior —Figura 2.17b-). El paso o mddulo de la malla depende de las permeabilidades, asi: a)
Cuando el medio es isotropo, la malla es cuadrada o es un cubo (paso constante en las
direcciones espaciales correspondientes); y b) Cuando el medio es anisétropo la malla es
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rectangular o es un paralelepipedo (paso distinto en las direcciones espaciales correspondientes).
De esta manera, cuando las condiciones de flujo son diferentes al caso de un suelo homogéneo e
isétropo (anisotropia, medios heterogéneos, fronteras impermeables, etc.), el método de los
paseos casuales se puede adaptar de manera sencilla, modificando la resolucién de la ecuacion de
Laplace en los nodos que lo requieran (Marsal & Reséndiz, 1968; Auvinet, 1975). Lo anterior se
explica con mayor detalle en el ANEXO II. De igual manera, en el inciso 4.4 del Capitulo 4 se
expone la implementacion de este método al caso de medios heterogéneos simulados, discutido
en esta investigacion.

-1
P !"2//’,
2 i p
f/
//
e //’
/’/ p[l ///
Po D3 -
P3 P e | et
/, f,
z I
,")(, ,,’
’f
,JD,
-~
Py 2
p-‘l r’/ !
(a) Dos dimensiones (b) Tres dimensiones

Figura 2.17 Posibilidades de desplazamiento sobre los nodos de una malla

2.3.5 Método de los fragmentos

En 1933 Pavlovsky desarrollé un método analitico aproximado de solucion para dominios de
flujo confinado de profundidad finita (Polubarinova-Kochina, 1962; Harr, 1962). La
consideracion fundamental de este meétodo, denominado de los fragmentos (—Method of
fragments-), es que las lineas equipotenciales en diversas partes criticas de la region de flujo,
pueden representarse de manera aproximada mediante lineas rectas verticales (Figura 2.18), las
cuales, dividen la region de flujo en secciones o fragmentos.

Ah

@

Figura 2.18 Consideracion esquematica del método de los fragmentos
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De esta manera, el gasto en el enésimo fragmento se puede obtener con:

qnqu?h” con=12,...m (2.27)

n

Donde A#, es la pérdida de carga hidraulica en cada fragmento; y ®, es un factor de forma
adimensional (equivalente al inverso del factor nf/ne empleado en una red de flujo; ver
ecuacion 2.20).

De igual modo, debido al principio de continuidad de flujo, el gasto en todos los fragmentos debe
ser el mismo:

g KA _ kS kAR, (2.28)
0, o0, o,
Es decir:
Ah .
gk Z@nziﬂl (2.29)
n=1

donde AZ (sin subindice) es la pérdida de carga total en el dominio. De manera similar, la
pérdida de carga en el enésimo fragmento se obtiene mediante:

_ Ah-@,
n Z(I)

Finalmente, una vez que se conoce la pérdida de carga en cada fragmento es posible calcular la
distribucion de presiones, el gradiente de salida, etc.

Ah

(2.30)

Quiza uno de los inconvenientes del método es la obtencion del factor de forma @, el cual se
determina en general, mediante la solucion de integrales definidas que se establecen para cada
fragmento distinto en que se divide la region de flujo. Existen tablas que proporcionan las
expresiones de diversos factores de forma que ya han sido calculados para ciertos problemas
tipicos de flujo confinado (Poluvarinova-Kochina, 1962; Harr, 1962). Por ejemplo, si el dominio
de flujo debajo de una tablestaca se separa en dos partes, el factor de forma se determina con

) =Sen§, siendo s la profundidad de la tablestaca y T el espesor del estrato. La explicacién

para la obtencidn de este factor queda fuera del alcance de la presente tesis. Lectores interesados
pueden consultar p. ej. Harr (1962) y Reddi (2003). Igualmente, en una investigacion mas o
menos reciente, Griffiths (1984) proporciona graficas de las que se pueden obtener directamente
los valores de @ para fragmentos de algunos problemas tipicos de flujo confinado.

Cabe destacar que el método de los fragmentos actualmente se ha empleado con cierta
regularidad. Griffiths (1984) por ejemplo, lo utilizo para establecer unas graficas adimensionales
que permiten estimar el gasto de infiltracion y los gradientes de salida en ciertos problemas de
flujo confinado. Por su parte, Shehata (2006) lo utilizé en la solucion analitica del problema de
las filtraciones bajo un vertedor cimentado sobre un suelo anisétropo (k>k,); en este caso el autor
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estudié la influencia de la colocacion de un delantal impermeable y de dos tablestacas en la
subpresion y tubificacion que podria presentarse en este tipo de suelo. Inclusive, este método en
combinacion con el mapeo conforme y la parabola de Kozeny se ha aplicado recientemente a la
solucion de problemas de flujo no confinado (Mishra & Singh, 2005) a través de bordos de
material homogéneo con un filtro horizontal descansando sobre una base impermeable. Es decir,
que este metodo que originalmente se propuso para estudiar el flujo confinado en medios
homogéneos isétropos, actualmente ya se ha implementado en la solucién de medios anisétropos,
y regiones de flujo no confinado.

2.3.6 Transformacién o mapeo conforme

Una de las soluciones analiticas aproximadas que existen para resolver problemas de flujo
bidimensional de agua, sugiere la obtencion de una funcién que permita transformar un problema
del dominio geométrico que se busca resolver en un problema cuya solucion sea conocida
(Flores, 1999). Se trata de funciones que transforman figuras geométricas de un plano complejo
¢ en figuras de otro plano complejo w. Se entiende entonces por mapeo el procedimiento

mediante el cual se hacen corresponder los puntos de una figura de un plano ¢ con los puntos de

la figura respectiva en el plano w. Una transformacion o funcion de mapeo se llama conformal o
conforme (—~Conformal mapping-) cuando no modifica los angulos de interseccion y las formas
geométricas aproximadas entre los planos de interés (Harr, 1962). Con estas bases, la ecuacién
diferencial de Laplace puede resolverse para un dominio G (Figura 2.19a), si la transformacion o
mapeo conforme de este dominio con algin otro dominio G; mas simple (Figura 2.19b) es
conocida (Harr, 1962; Panov, 1963; Spiegel, 1964). La transformacion se realiza por medio de la
funcién analitica de una variable compleja:

&=rf(w) (2.31)
Donde:
=A+in ; w=x+iy (2.32)
Ademas:
f(w)=g(xy)+igy(xy) (2.33)
La correspondencia o transformacion esta dada por las funciones:
A=gi(xy) 1 nm=g(xy) (2.34)

Finalmente, la ecuacién de Laplace para un flujo establecido bidimensional:

o%h o%h

kxax—2+kyy:0 (235)
se transforma en:

o%h o%h

kxyﬁ‘kyﬁzo (236)
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Y r'y 4
Plano w Plano €

fll

v

(a) (b)

Figura 2.19 Transformacion conforme del dominio G en el dominio G;

Existen diversas transformaciones generales, tales como traslacion, inversion, rotacion,
estrechamiento, que permiten trasladar, invertir, etc. el dominio del plano original al plano
correspondiente (Harr, 1962). Algunas de estas transformaciones especiales se indican en la
forma de tablas (Spiegel, 1964). Una de las funciones mas conocidas que transforma un sistema
de flujo uniforme en el plano w (Figura 2.20a) en un sistema de flujo con parabolas cofocales en
el plano ¢ (Figura 2.20Db) es:

¢ =w? (2.37)

La expresion anterior resulta de gran importancia, puesto que fue la base para plantear la solucion
de problemas de flujo no confinado de agua (flujo a través de una presa de tierra con un filtro
horizontal) mediante la denominada pardbola de Kozeny (Harr, 1962).

g=x+iy
w=d+iy
U
b=my = = w?
b=my b=my S=w
Yr=n,
von —
0 ke
(a) Plano w (b) Plano ¢

Figura 2.20 Mapeo conforme mediante la funcién de transformacion ¢ = w?
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2.3.7 Método de elementos de frontera o ecuaciones integrales (BEM o0 BIEM)

El método de elementos de frontera 0 ecuaciones integrales (BEM —Boundary Element Method—
0 BIEM -Boundary Integral Equation Method-) consiste en obtener la representacion integral de
la solucion de una ecuacion diferencial parcial en términos de valores de frontera (Balas et al.,
1989). EIl procedimiento de solucién es semi-analitico y por tanto, se considera que presenta
fundamentos matematicos sélidos (Ramachandran, 1994). Cuando el problema de interés ya ha
sido expresado en términos de una ecuacién integral, es posible utilizar algin método de
integracion numerica para resolverlo (por ejemplo, la cuadratura de gauss). En el caso de
problemas unidimensionales la frontera se representa por los dos puntos extremos, y la integral se
reduce a una suma. Los problemas en dos y tres dimensiones son un poco méas complejos. En un
problema de valores de frontera bien definido solo algunas de las condiciones de frontera (las
cuales se introducen en la representacion integral de la solucién) son establecidas (Balas et al.,
1989; Istok, 1989). Las condiciones desconocidas deben ser calculadas con las ecuaciones
integrales respectivas.

En un problema de flujo establecido bidimensional de agua, la solucion de la ecuacion de
Laplace en un dominio Q homogéneo e isétropo:

2 2
v = 0h g (2.38)
ox~ 0Oy

se obtiene resolviendo la ecuacion integral de frontera correspondiente. Esta representacion
integral se establece mediante el método de residuos pesados (que es la base del método de
ecuaciones integrales) (Liggett & Liu, 1983; Ramachandran, 1994):

o°h  0°h
G(x,y)| == +-=1dQ=0 2.39
.[Q ( y){ﬁxz 8y2} (2.39)

Donde dQ =dxdy, asi la integral se refiere a una integral doble sobre el dominio bidimensional
Q,y G(x,y) es una funcion de peso. La expresion anterior se resuelve integrando por partes,

primero respecto a x y posteriormente, respecto a y. La integracion se realiza dividiendo el
dominio Q en franjas horizontales de espesor Ay o verticales de espesor Ax segun se integre

para X (Figura 2.21) o para Y, respectivamente. Las condiciones de frontera se especifican sobre
el perimetro cerrado " (Figura 2.21), el cual, puede dividirse en varios segmentos, cuya
caracteristica es que cada uno de ellos puede referirse a diferentes tipos de condiciones de
frontera.

De acuerdo con lo anterior, la expresion (2.39) se transforma en (con notacion simplificada):

I G Vh dQ=I h V3G dm_[ [G@—ha—ﬂdrw (2.40)
Q Q I

on on
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Donde Z—h y 96 son las derivadas direccionales definidas por:

n on

Oh oh Oh oG oG oG
=n,—+n ;, —=n,—+n

—= — — 2.41
on  Tox oy on “ox 7oy (2.41)

Siendo n, el coseno del angulo entre la normal y la direccion positiva del eje X; n, se define de
manera analoga.

r— Perimetro I’
il

/ AN
// Dominio Q \\
\\////////////%/

p /

Figura 2.21 Division del dominio de flujo Q en franjas en la direccién Y
para facilitar la integracion con respecto a x

2.3.8 Método del Elemento Finito (FEM)

El Método del elemento finito (FEM) se origin0 como un procedimiento general de
discretizacion de problemas continuos planteados por expresiones definidas matematicamente,
que solo pueden resolverse con técnicas especiales (diferencias finitas, residuos ponderados, etc.)
que permiten la simplificacion del problema mediante ciertas aproximaciones. Con este método,
el continuo se divide en un numero finito de partes (elementos) cuyo comportamiento se
especifica mediante un namero finito de pardmetros, y la solucion del sistema completo como un
ensamblaje de todos los elementos sigue las mismas reglas que se aplican a los problemas
discretos (Zienkiewicz & Taylor, 1994). De esta manera, el FEM es simplemente una técnica
numérica que proporciona soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales parciales para
resolver un problema de campo determinado (Livesley, 1994).

El método de elementos finitos se ha empleado para resolver diversos problemas de flujo de agua
a traves de suelos (Zienkiewicz, Meyer & Cheung, 1966; Finn, 1967; Neuman & Witherspoon,
1970; Tristan, 1975; Istok, 1989; Zienkiewicz & Taylor, 1994; Livesley, 1994; Auvinet, 1997;
Griffiths & Fenton, 1993, 1997 y 1998; Fenton & Griffiths, 1996 y 1997; Ldopez, 2000; entre
otros). EI FEM se caracteriza por ser muy versatil, en comparacion con otros métodos, ya que
permite analizar todo tipo de problemas de flujo de agua, con consideraciones tan complejas
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como anisotropia, heterogeneidad y multiples condiciones de frontera, sin requerir adaptaciones
especiales adicionales al planteamiento original. En esta tesis se emplea para resolver problemas
de flujo establecido bidimensional de agua aplicando un enfoque variacional en la resolucion de
la ecuacion de Laplace (Auvinet, 1997). La aplicacion del FEM se lleva a cabo sustituyendo el
medio analizado por elementos finitos triangulares que se adaptan a su geometria; y en los cuales,
se acepta como aproximacion que la carga hidraulica varia linealmente. Asimismo, la carga
hidraulica de cada elemento es funcion del potencial en cada uno de los tres nodos o vértices del
triangulo y de sus respectivas coordenadas, asi como del area del elemento. La resolucién de la
ecuacion de Laplace en el dominio analizado se sustituye por la obtencion del minimo de una
funcional gque esta precisamente expresada en términos de la expresion aproximada de / para este
mismo dominio. Con estas bases se establece el siguiente sistema matricial de ecuaciones (ver
desarrollo en el ANEXO I11):

[S]{n} =0 (2.42)

La resolucion del sistema anterior (p. ¢j. con eliminacion gaussiana) proporciona los potenciales
h en cada nodo de los elementos finitos de la malla empleada. Las lineas de contorno dibujadas
con estos valores, representan las lineas equipotenciales de una red de flujo. Calculados los
potenciales £, es posible determinar a partir de ellos, los gradientes hidraulicos; y con éstos a su
vez, los gastos y las velocidades de flujo de acuerdo con la ley de Darcy (ANEXO I1I).

Con un procedimiento similar al anterior es posible establecer el sistema de ecuaciones:
[S]{w}=0 (2.43)

Cuya solucion proporciona en este caso, los valores nodales de la funcion de corriente . De
manera analoga, las lineas dibujadas con estos valores representan las lineas de flujo de una red
de flujo. Con las dos familias de lineas anteriores, y mediante un algoritmo de interpolacion se
puede trazar la red de flujo correspondiente (Christian, 1980; Lopez & Auvinet, 1998). Ejemplos
de redes de flujo dibujadas con la metodologia anterior, se ilustran en las Figuras 2.22 y 2.23. El
desarrollo matematico del FEM para la solucion de problemas de flujo establecido de agua 2D
utilizando un enfoque variacional se presenta en el ANEXO IlI.

— h=30m h=0 -

120:

100:

v (m) 80:
60

40
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40 80 120 160 200 240 280 320 360 400 440 480 520 560 600 640 680 720 760 800

X (m)

Figura 2.22 Red de flujo en un medio homogéneo e isotropo (Lopez & Auvinet, 1998)
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Figura 2.23 Red de flujo en un medio estratificado (L6pez & Auvinet, 1998)

2.3.9 Modelos de laboratorio

Los modelos de laboratorio que reproducen a escala la region de flujo de interés, se han
empleado con frecuencia para calcular el gasto utilizando un flujo bidimensional, también para
estudiar los efectos del fendmeno de tubificacion y de arenas movedizas (Sellmeijer, 1981), entre
otros. Los dispositivos utilizados para alojar tales modelos son generalmente tanques con paredes
de vidrio, de poco ancho, dentro de los cuales se simula la region por estudiar a rigurosa escala
geométrica. El material cominmente empleado para reproducir la region de flujo, es una arena
mas o0 menos fina (Cahill, 1967). Otros tipos de modelos de laboratorio usualmente empleados
son los denominados de Hele-Shaw (Harr, 1962; Juarez & Rico, 1972; Hernandez, 1990), los
cuales, constan de dos placas planas de material transparente y rigido, separadas a una distancia
muy pequefia, entre las cuales se hace fluir un liquido viscoso (p. €j. glicerina) hasta alcanzar el
flujo establecido; la imagen de las lineas de corriente se obtiene tifiendo un nimero arbitrario de
filamentos de flujo mediante colorante que se inyecta a la entrada del fluido. Estos modelos
utilizan las ecuaciones de Navier-Stokes en sustitucion de la ley de Darcy para estudiar el
movimiento del fluido; asimismo, tienen dos formas principales de operacion (Hernandez, 1990):
como tunel (cuando las placas que confinan el flujo forman un tdnel o conducto a presion) y
como canal (cuando el flujo presenta una superficie expuesta a la atmosfera). Los modelos de
Hele-Shaw han permitido estudiar problemas de flujo en dos dimensiones, flujo confinado y no
confinado, flujo establecido y transitorio, flujo radial, asi como flujo en suelos estratificados
(Kashef, 1987; Hernandez, 1990).

Un ejemplo muy interesante (Orense et al., 2004) de modelos de pequefia escala (220cm de largo,
80cm de ancho y 100cm de alto) con los que recientemente se han estudiado los factores que
influyen en las fallas de taludes durante o inmediatamente después de una lluvia, se refieren a una
serie de experimentos de laboratorio efectuados en modelos de taludes areno-limosos (Figura
2.24). Se trata de modelos que estudian el flujo transitorio, en particular la variacion con el
tiempo de la presion de poro, el contenido de agua y la deformacion del suelo en taludes que se
inducen a la falla por filtracién de agua en el lado de aguas arriba del talud, o bien, por la
generacion de lluvia artificial en la parte superior del mismo (Figura 2.24a). En estos
experimentos, los resultados mostraron que la falla de los taludes se induce cuando el contenido
de agua alcanza practicamente la saturacion completa en zonas cercanas al pie del talud, aun
cuando otras partes de la masa deslizante se encuentren todavia en estado parcialmente saturado.
Asimismo las conclusiones de este trabajo sefialan que la ocurrencia de falla en los taludes debida
al agua de lluvia podria predecirse si se lleva a cabo el monitoreo del contenido de agua en los
taludes y si se realizan mediciones de desplazamientos en los mismos.
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Este tipo de modelos son muy ilustrativos de fendbmenos que como en el caso anterior son
dificiles de modelar numéricamente. No obstante, presentan desventajas de costo y tiempo de
construccion; ademas de requerir inicialmente una calibracion para mostrar su aplicabilidad.

Camara para
abastecer agua d ﬁ
Mo elo del talud

Marcas laterales

Abertura con
cubierta

(a) Modelo experimental

LT ™
Transductor de
desplazamiento l&ser

(c) Otra vista del modelo después de una de las (d) Generacion de grietas cerca del pie del talud
pruebas

Figura 2.24 Modelo de laboratorio para el estudio de la falla de taludes ocasionada por lluvia
(Orense et al., 2004)

2.3.10 Modelos analdgicos

La ecuacion de Laplace, que gobierna el flujo establecido de agua a través de un medio poroso,
se emplea también en otras areas de la ingenieria y de la fisica aplicada. Se utiliza
principalmente, en la solucion de problemas de flujo establecido de electricidad y calor, y
problemas relacionados con la teoria de elasticidad. La razon de dicha correspondencia resulta
evidente cuando se considera que las leyes fisicas que gobiernan estos fendmenos son, en
esencia, de la misma naturaleza. De este modo, la ley de Darcy para el flujo de agua es analoga a
la ley de Fourier en conduccion de calor, a la ley de Maxwell en electrostatica, a la ley de Ohm
en la conduccion de corrientes eléctricas y a la ley de Hooke en elasticidad (Harr, 1962). El
objetivo primordial al utilizar modelos analdgicos es resolver el problema equivalente de flujo de
agua, de tal manera que midiendo los parametros correspondientes en el modelo, se conozca el
valor de los términos que interesan en el problema de flujo que se trate. Con esta finalidad, se han
empleado modelos de tipo calorifico, magnético, de membrana elastica, de analogia eléctrica, etc.
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Los modelos calorificos implican la construccion de una zona geométricamente anéloga a la
region de flujo con condiciones térmicas de frontera equivalentes a las que se tienen en el
problema original. Aun cuando en la actualidad, no es dificil simular las fronteras impermeables
(por el aislamiento que se requiere), ni mantener la temperatura constante en las fronteras
equipotenciales, este tipo de modelos no es muy empleado.

Por su parte, los modelos magnéticos, reproducen el patron de flujo utilizando fibras de material
dieléctrico, tales como, limaduras de hierro, fragmentos de carbon, yeso, polvo de mica, etc.
(Hague, 1929). Los modelos magnéticos y 10s de membrana eldastica (Hansen, 1952) son poco
usuales, se les emplea generalmente solo para propdsitos ilustrativos y académicos.

Los modelos de analogia eléctrica se utilizan con regularidad. Se les ha empleado para estudiar
el flujo a través de suelos homogéneos y heterogéneos, isotropos o anisotropos (Rohnisch &
Marotz, 1965); asimismo para simular canales de flujo, estudiar problemas de irrigacion,
problemas de proteccion costera, etc. Si bien existen diversos métodos de analogia eléctrica,
algunos mas elaborados que otros, la mayoria de ellos se basan en el método propuesto por
Pavlovsky (1933), que se indica en la Figura 2.25b. En la misma, 4 representa el dominio de
flujo constituido por un material de alta resistencia, B es la frontera permeable de aguas arriba
con potencial ¥, y C es la frontera permeable de aguas abajo con potencial 7,. ElI método

consiste en obtener, mediante una sonda, la ubicacion de las lineas de igual voltaje, la que
corresponde a la ubicacion de las lineas equipotenciales para un flujo confinado con condiciones
de frontera y configuracion similares (Figura 2.25a). Entre las principales técnicas que permiten
representar de una manera sencilla y rapida las regiones de flujo para diversas condiciones de
circulacién del agua, se mencionan: la construccion de modelos a partir de papel conductor y los
modelos realizados con circuitos de resistencia eléctrica (Todd, 1980).

s Bateria
L ]nrcrruptor\ _ e
= Reostato Resistor g\mpcrimetro
B — Voltimetrc C
T Trrrr i |2
A—-—/ Sonda
(a) Dominio de flujo original (b) Analogia eléctrica

Figura 2.25 Principio de analogia eléctrica

La equivalencia o analogia que existe entre el flujo establecido de agua a través de un medio
poroso Y el flujo establecido de una corriente eléctrica se indica en la Tabla 2.3, en la misma VA
es el laplaciano de 4y grad h es el gradiente de 1?7,

@7) Definido como grad h= (Iaa + j@E + k;jh , donde i, j,k son vectores unitarios cuya direccion es la misma que la de los
X 'y z

ejes positivos X, Y, Z, respectivamente.
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Tabla 2.3 Equivalencias entre el flujo de agua y el flujo de una corriente eléctrica

Flujo establecido de agua Flujo de una corriente eléctrica
Carga hidréaulica & Voltaje v

Coeficiente de permeabilidad £ Conductividad o

Velocidad de flujo V Corriente /

Ley de Darcy: V =—k-grad h Ley de Ohm: [ =—o-grad v
VZh=0 Viu=0

Lineas equipotenciales: ~Z=constante Lineas equipotenciales: v =constante

Los modelos analdgicos, al igual que los modelos de laboratorio, presentan esencialmente
desventajas de tiempo y costo de construccion.

2.3.11 Tecnologias denominadas “soft computing (computo aproximado)”

En los ultimos decenios se han incrementado las aplicaciones de las denominadas tecnologias
emergentes 0 soft computing (computo aproximado) en diversas areas, entre ellas la geotecnia. Su
objetivo es resolver los problemas que presentan los sistemas digitales de procesamiento y
control en la solucién de problemas reales. Los modelos de procesamiento inspirados en las
soluciones encontradas por la naturaleza durante millones de afios de evolucién, que permiten
resolver problemas tecnoldgicos como la vision, el habla, el procesamiento de sefiales o la
inteligencia artificial, son los que en los ultimos afios han alcanzado gran popularidad. De entre
todos ellos destacan especialmente las redes neuronales artificiales, 10S sistemas borrosos, 10s
algoritmos genéticos Y 10S sistemas basados en el conocimiento (Del brio & Sanz, 1997).

Las redes neuronales artificiales imitan esquematicamente la estructura neuronal del cerebro
para tratar de reproducir algunas de sus capacidades. Estos sistemas son capaces de aprender a
partir de ejemplos, mediante un estilo de computacién paralelo, distribuido y adaptativo. En la
practica, una red neuronal artificial puede simularse mediante un programa de computadora o con
circuitos electrénicos especificos dotados de cierto paralelismo de computo. Por su parte, los
sistemas borrosos se utilizan para manejar eficazmente conceptos vagos e imprecisos como los
empleados en la vida cotidiana, y que nuestro cerebro esta acostumbrado a tratar. Como una
generalizacion de las reglas de la logica booleana (que es la base de los sistemas digitales), los
sistemas borrosos llevan a cabo un tipo de razonamiento aproximado semejante al desarrollado
por el cerebro. Finalmente, los algoritmos genéticos estan inspirados en los métodos de solucion
de problemas utilizados por la naturaleza para hacer evolucionar a los seres vivos, adaptandolos a
los diferentes entornos o habitats. La técnica empleada por la naturaleza consiste principalmente
en la codificacion de las caracteristicas de los seres vivos en el genoma y su evolucion a través de
la reproduccion sexual y las mutaciones. Esta idea bésica, que permite que los seres vivos se
adapten al entorno en el que viven (y que no es otra cosa que su optimacion para unas
condiciones de contorno dadas), motiva a utilizar los algoritmos basados en estas técnicas como
metodologia general de optimacion de sistemas.

Los articulos existentes referidos a estas técnicas sefialan que sus aplicaciones en diversas areas
son numerosas, sin embargo, debe reconocerse que se trata de herramientas complementarias o
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asistentes en la toma de decisiones que no pueden remplazar el ingenio humano. Asimismo, por
ser técnicas mas 0 menos recientes resulta necesario proveerlas de axiomas sélidos que hagan
confiable su implementacion. Se consideran utiles en la solucion de algunos problemas de
ingenieria, sin embargo, existe una variedad de métodos todavia mas convenientes para resolver
determinados problemas. Por lo que se refiere al tema de flujo de agua a través de suelos, el
panorama de aplicacion de las mismas parece extenso, pese a ello, no se tiene conocimiento de
estudios concretos que se refieran al tipo de analisis realizados en esta investigacion. Algunas
aplicaciones solamente relacionadas con el tema de esta tesis, se mencionan a continuacion (Toll,
1996).

Las redes neuronales artificiales se han utilizado para evaluar la permeabilidad de arcillas
compactadas (Najjar & Basheer, 1996). Los sistemas expertos basados en el conocimiento se han
empleado para simular pruebas geotécnicas de laboratorio, entre ellas de permeabilidad (Davey-
Wilson, 1991; Gribb & Gribb 1994). Los sistemas de soporte de decision avanzada interactiva
(ADSS) se han empleado como asistentes en la toma de decisiones de diversos problemas de
ingenieria, por ejemplo, en las presas de enrocamiento utilizando sistemas expertos que ayudan a
diagnosticar el tipo de problema que se tiene y cuan serio es, que aconsejan lo que deberia
hacerse y que indican (de acuerdo con una base de datos) si ya se han tenido problemas similares
y qué es lo que se ha hecho en esos casos (Sieh, King & Gientke, 1988; Asgian et al, 1988).
Otros sistemas expertos se han utilizado para ayudar en la seleccion del sitio de construccién de
una presa (Engel & Beasley, 1991).

2.3.12 Comentarios finales

Como se pudo apreciar en las secciones previas, varios de los métodos para el analisis de flujo de
agua en medios porosos se plantean evidentemente para resolver problemas en suelos
homogéneos isotropos, o bien, para condiciones muy particulares de la region de flujo. Su
aplicacion a otro tipo de suelos u otro tipo de condiciones de frontera, ha tenido que ser
implementada, en ocasiones, para cada problema especifico. Tal es el caso del método de los
fragmentos y de las ecuaciones integrales, por ejemplo. Por su parte, los modelos de laboratorio y
los modelos analdgicos, presentan desventajas de costo y tiempo de construccion,
principalmente.

Asi, es evidente que algunos métodos de solucién de problemas de flujo de agua son mas faciles
de adaptarse a situaciones mas complejas que otros (como suelos heterogéneos anisotropos).
Puede decirse que, de entre todos ellos destacan las técnicas de elementos finitos (FEM) y de
diferencias finitas (FDM).

En esta investigacion doctoral se utilizan principalmente técnicas numéricas aproximadas. En
particular se emplea el método de elementos finitos en los andlisis bidimensionales de flujo de
agua, y el método de pasos o paseos casuales (que se basa en diferencias finitas) en los analisis
tridimensionales. Aunque también se aplica una solucion analitica exacta, en el caso de uno de
los andlisis de flujo unidimensional que se presenta en este trabajo. Estos métodos se combinan
por supuesto con técnicas estocasticas para la consideracion de la incertidumbre en los
parametros del suelo en este tipo de analisis, que es precisamente el tema de estudio de esta tesis.
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Origen y modelacion | 3
de la incertidumbre

3.1 Principales fuentes de incertidumbre
3.1.1 Introduccién

Es una realidad que todo suelo es un medio heterogéneo, anisotropo y discontinuo que presenta
en cada punto caracteristicas diferentes. Esta incertidumbre debida a su variacion espacial, es
quiza el factor aleatorio mas importante que deberia tomarse en cuenta en los andlisis de flujo de
agua en suelos. Por otra parte, al resolver cualquier problema real es comun e incluso necesario,
considerar ciertas hipotesis que simplifican la solucion, pero que introducen en los resultados del
analisis, errores que en general, no se pueden cuantificar con exactitud. Otros factores como las
limitaciones en tiempo y costo de las exploraciones y pruebas de campo y de laboratorio, las
estimaciones subjetivas, los errores sistematicos propios de determinadas pruebas o los errores
aleatorios cometidos por los operadores al realizar las mismas, etc., son aspectos importantes que
también afectan la validez de los resultados. Estos factores pueden agruparse en tres tipos
principales de incertidumbres que deberian considerarse en los andlisis de flujo de agua en
suelos:

e Incertidumbre en las condiciones de frontera
e Incertidumbre en el método de calculo

e Incertidumbre en la conductividad hidraulica del suelo

Es frecuente que estas incertidumbres se introduzcan en los célculos a través de términos
aleatorios de error de tipo aditivo o multiplicativo (Cornell, 1971; Cambou, 1974; Auvinet, 2002;
Baecher & Christian, 2003). Por ejemplo, un modelo cominmente empleado para considerar la
incertidumbre sobre una propiedad determinada es (Baecher & Christian, 2003):

Uu=Ccw+¢ 3.1
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En la cual, U es la propiedad medida u observada, C es un término de sesgo, W es la propiedad real
y € es un error aleatorio con distribuciéon normal, media cero y desviacion estdndar o,.. Asi, en

la expresion (3.1) los términos de error son Cy ¢ . Para un determinado valor de w, la media y la
varianza de U se pueden obtener a partir de una expansion sencilla (por ejemplo, con una serie de
Taylor) de la variable derivada:

Var[u] = s, Var[c]+ uVar [w]+ s, u.Cov|w,c]+Var [ ] (3.2)

En la cual, y, es la media de la propiedad actual. Usualmente se ignora la dependencia de w

respecto a C, y por tanto el término COV[W, C] se considera despreciable.

En lo que sigue, se discute con mayor detalle la manera de considerar las incertidumbres
anteriores en los andlisis de flujo de agua a través de suelos.

3.1.2 Incertidumbre en las condiciones de frontera

Las condiciones de frontera en los andlisis de flujo de agua corresponden generalmente a los
valores de la carga hidraulica en las fronteras permeables del dominio de flujo. Si se considera
que existen ciertas situaciones, en las cuales se pueden tener dudas en cuanto a estos valores (por
ejemplo, que no se conozcan con precision los niveles del agua aguas arriba y aguas abajo del

problema en estudio), el error aleatorio sobre las condiciones de frontera puede representarse
mediante el sistema (Cambou, 1974):

{hj}=¢{h0j} (3.3)

Donde ¢ es un factor que presenta cierta incertidumbre definida por Var[(o] y {h o,-} es un

vector perfectamente determinado con Var [ho,- } =0.

De esta manera, si un sistema de cargas hidraulicas involucra varios factores de incertidumbre, se
puede considerar cada término como un solo sistema, es decir:

(hf=ai {0} o {0, |+ (34

Cuando la carga hidraulica se calcula mediante el método del elemento finito descrito en el
ANEXO III (ecuacion I11.30), se obtienen expresiones del tipo:

(/>.[5]{hi,-}=0 (3.5)

Asi, para determinar las cargas hidraulicas afectadas por los valores aleatorios ¢, utilizando por

ejemplo una serie de Taylor truncada en el primer orden (método explicado en el inciso 4.3.3. del
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oy,

Capitulo 4), se pueden evaluar las derivadas a partir del sistema derivado (3.5):

(M[S]MJF[S]{WJ}:O (3.6)

E{h;}=Efn} Eln, | (3.7)

o] (3.8)

Aun cuando no existe dificultad para incluir estos factores aleatorios en los andlisis estocésticos
de flujo de agua (Cambou, 1974; Bittnar & Sadejnoha, 1996), en esta investigacion se consideran
despreciables.

3.1.3 Incertidumbre asociada al método de céalculo
La realidad es siempre tan compleja, que todo método de célculo, analitico o numérico, implica

cierto numero de hipdtesis simplificadoras que suelen introducir un error significativo en la
apreciacion de la realidad. Asi, si W, ; i=12,...,n son los valores medios espaciales de las

caracteristicas del suelo (por ejemplo, las conductividades hidraulicas o sus logaritmos decimales
o naturales en diversos puntos), y si se supone que el modelo matematico que permite obtener el
parametro de interés (la carga hidraulica o cualquier otro resultado de un analisis de flujo de
agua) es una funcion de las variables w; :

Y =g(W,Ws,..., W, ) (3.9)

La incertidumbre sobre el método de calculo puede tomarse en cuenta a través de un término
aleatorio de error de tipo multiplicativo (Cornell, 1971; Cambou, 1974):

Y =g (W, Wy, Wy )& (3.10)
Donde E {§ } =1, si se asume que el modelo matematico no introduce errores.

De este modo, de la expresion (3.10) se puede escribir que:

E{Y}=E{g}-E{¢&) (3.11)
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Y la varianza debida a la incertidumbre sobre el método de calculo es:
Var[Y]=E{g}’ Var[¢] (3.12)

Los términos E {f} y Var [f] , que dependen de las diversas hipotesis hechas durante el calculo,

son dificiles de estimar. Pueden sin embargo, evaluarse comparando los resultados
experimentales con los resultados de los célculos efectuados por el método considerando un
medio con caracteristicas bien determinadas o conocidas. Este tipo de incertidumbre no se toma
en cuenta en esta tesis.

3.1.4 Incertidumbre en la conductividad hidraulica

3.1.4.1 Incertidumbre en la estimacién o determinacion de la permeabilidad de un
material homogéneo

Aun cuando se admita que un material permeable pueda considerarse como homogéneo en un
dominio dado, resulta dificil contar con un valor fidedigno de su conductividad hidraulica o
permeabilidad. En efecto, en la practica este valor se estima recurriendo a alguna de las técnicas
siguientes:

e Estimacion subjetiva.- Es usual que la permeabilidad de un dominio de flujo se defina
simplemente a partir de la opinidon de un experto después de observar muestras de material o
de inspecciones in situ. Este tipo de estimacion puede verse afectada por un error importante.
En materia de permeabilidad, la estimacion subjetiva se referird generalmente solo al orden
de magnitud.

e Correlaciones.- Es comun también estimar la permeabilidad de un material a partir de
correlaciones entre esta propiedad y propiedades indice como la distribucion granulométrica.
Estas correlaciones son generalmente poco confiables, especialmente en presencia de un
porcentaje significativo de finos.

e Pruebas de laboratorio.- Un problema tipico es la falta de representatividad de las pruebas
de laboratorio realizadas sobre muestras pequeias en las que no se ve reflejada la
macroestructura del medio; pueden escapar asi algunos rasgos importantes del suelo, como la
estratificacion, la existencia de fisuras, lentes, etc., incluso, los detalles geoldgicos menores
que pueden condicionar el comportamiento de la estructura térrea (Terzaghi, 1955).
Asimismo, las pruebas de permeabilidad tienden a subestimar en gran medida el valor real de
la propiedad en una proporcidon desconocida. A estas incertidumbres se suma la introducida
por los sesgos inherentes al procedimiento de prueba adoptado (conocidos como errores
sistematicos y ocasionados por el remoldeo de las muestras u otros factores similares), o por
los errores aleatorios cometidos por los operadores, o por condiciones ambientales dificiles
de reproducir como temperatura, humedad ambiente, etc. Por otra parte, una exploracion
limitada implica el riesgo de un error estadistico, es decir, de la posibilidad de subestimar o
sobreestimar el valor medio y la dispersion de la permeabilidad del suelo debido al nimero
insuficiente de muestras obtenidas (Cambou, 1974; Auvinet, 2002).
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e Pruebas de campo.- Las pruebas de campo son mas representativas que las de laboratorio
por lo que se refiere al efecto de escala. Sin embargo, padecen de todas las demés
limitaciones sefialadas para las pruebas de laboratorio, con la agravante de que se realizan en
condiciones menos controladas. Las principales diferencias entre las condiciones de campo y
de laboratorio pueden atribuirse a las variaciones de porosidad y densidad, a las variaciones
de la direccion del flujo con respecto a la estratificacion, a las limitaciones de las muestras
pequeias para simular condiciones anisétropas y a la variacion de la presion de poro y de
esfuerzos efectivos.

3.1.4.2 Variacidn espacial

La afirmacion o aceptacion de que un dominio de flujo es homogéneo e iso6tropo es raramente
una hipdtesis realista. De hecho, la conductividad hidraulica k es una de las propiedades de los
suelos que presenta gran variabilidad natural. Un ejemplo muy ilustrativo de ello se muestra en la
Figura 3.1 (Terzaghi, 1955; Terzaghi & Peck, 1967). Se trata de un perfil de permeabilidad de un
deposito de delta en el que se aprecia la gran dispersion de permeabilidades que se tiene en esa
region de suelo. Por esta razén, en los depdsitos de este tipo no es de extranarse encontrar
coeficientes de variacion hasta de varios 6rdenes de magnitud para la permeabilidad. Al respecto,
Lumb (1974) ha obtenido coeficientes de variacion de 200 a 300% para k, Benson (1993) ha
reportado valores de 50 a 200%, e incluso en algunos suelos se han alcanzando valores hasta de
500% y 700% (Baecher & Christian, 2003).

Referencias
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Figura 3.1 Perfil de permeabilidad de un depoésito de delta (Terzaghi y Peck, 1955)
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Otro ejemplo donde se puede apreciar la variabilidad de la permeabilidad se presenta en la Figura
3.2. Se refiere a la conductividad hidraulica log-transformada obtenida de mediciones en
muestras de nicleos de una perforacion en un acuifero de arenisca del Monte Simon en Illinois
(Bakr, 1976).

Log-permeabilidad

0 100 200
Distancia (ft)

Figura 3.2 Variabilidad de la conductividad hidraulica en un acuifero de arenisca del Monte
Simon en Illinois (Bakr, 1976)

Al realizar pruebas de permeabilidad de campo o de laboratorio, lo ideal seria conocer los valores
de la conductividad hidraulica en todos los puntos de la zona de interés. Sin embargo, aun si se
realiza un amplio programa de muestreo o de pruebas, la permeabilidad permanece incierta en la
mayor parte del dominio. Asi, para un determinado niimero de valores de permeabilidad
conocidos, su dispersion se puede tomar en cuenta recurriendo a la estadistica descriptiva, la cual
permite presentar de un modo compacto los valores de k.

Especificamente, la variabilidad de la permeabilidad k de un suelo se puede evaluar mediante:

e Métodos gréficos: —Histogramas.
— Qraficas de frecuencia absoluta.

— Graficas de frecuencia relativa, etc.

e Métodos cuantitativos: —Medidas de tendencia central (media, mediana, moda).

—Medidas de dispersion (desviacion estandar, varianza).
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— Correlacion o dependencia entre datos (covarianza, coeficiente

de correlacion).

De igual modo, debido a que la conductividad hidraulica k varia en un intervalo de diversos
ordenes de magnitud, es frecuentemente 1til transformar los datos (Gilbert, 1996). Asi, para
representar la permeabilidad de un suelo, en vez de utilizar una grafica de frecuencia de los
valores de k (Figura 3.3a), es generalmente preferible emplear una grafica de frecuencia del
logaritmo decimal (o natural) de k (Figura 3.3b).

100T
;5‘ Sl 2 n=>54
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0 1x10™" 2x10™ 3x10 -6 -5
Conductividad hidraulica & (cm/s) Logaritmo de la conductividad hidraulica k
(a) k (b) 10g10 k

Figura 3.3 Graficas de frecuencia de una arcilla compactada (Gilbert, 1996)

Estas representaciones frecuenciales pueden llevar a la definicién de un modelo probabilista, es
decir, a la definicion de variables aleatorias asociadas a diversos subdominios estadisticamente
homogéneos® V.

La densidad de probabilidad de tipo log-normal ha sido sugerida por diversos autores para
representar la variabilidad de la conductividad hidraulica de un suelo (Ang & Tang, 1975; Smith
& Hebbert, 1979; de Marsily, 1986; Sudicky, 1986; Sitar & Der Kiureghian, 1987; Rubin &
Dagan, 1992; Kitanidis, 1997; Griffiths & Fenton, 1998; Lopez & Auvinet, 2002).

Lo anterior se puede apreciar mejor en el histograma que se muestra en la Figura 3.5,
correspondiente a los resultados de 34 pruebas de permeabilidad de campo USBRE-19 en pozos
de 5m de profundidad (Figura 3.4), realizadas en el perimetro de la laguna de Cerro Prieto en
Baja California, donde se almacena salmuera geotérmica (Rodriguez, 1996).

(3.1) ) , , .y . .
Cuando la esperanza, la varianza y los demas parametros estadisticos son constantes en el dominio considerado.
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Pozos profundos
® #de pozo
Temperatura del agua del pozo N° k(cm/s) N° Kk (cm/s)

#1145 4.05E-05 18 1.78E-05
2.07E-05 19 2.58E-05
2.34E-05 20 6.04E-05
3.76E-06 21 3.35E-05
2.13E-05 22 5.82E-06
3.97E-06 23 4.95E-06
1.15E-05 24 6.93E-06
4.01E-05 25 4.75E-06
2.59E-05 26 1.28E-05
5.73E-06 27 4.31E-06

1 1 1 #6 32
#24 30 ®
® \ 9.54E-06 28 4.85E-06
L 1 1 1 1 #5.32 12 539E-05 29 2.02E-05
#25 30
e T - 13 3.10E-06 30 4.50E-06
® 14 1.55E-06 31 4.94E-06

26 30 B W e 32130 | ¥4 PON w2 a5 # 35 15 2.20E-05 32 1.65E-06
L\J/l/\_\_/ 16 122E-05 33 2.52E-06
17 _121E-05 34 9.80E-07

0 1.5 3.0 4.5 6.0 km

O Pozos superficiales #5 30 #1345
#19 35 "17.33 @ = #0 45
#21 35 o oy @ Tz 60 #12

#16 30 @
.'IE-__ZO T #1833 . X

#22 45
&l
r #8 32

#23 34 L 1 1 1

#7 32

—_ =
TS0 XN U bW~

Figura 3.4 Localizacion de pozos en el perimetro de la laguna de Cerro Prieto
y resultados de pruebas de permeabilidad de campo USBRE-19 (Rodriguez, 1996)
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Figura 3.5 Histograma de las permeabilidades obtenidas en la laguna de Cerro Prieto
(procesamiento con datos de Rodriguez, 1996)

De igual manera, en la Figura 3.6 se proporciona otro histograma obtenido a partir de 64
mediciones de permeabilidad de campo efectuadas con infiltrometro en muestras de arcilla
pobremente compactada de 60cm=60cm extraidas de un 4rea rectangular de prueba de 20 m” (ver
datos en la Tabla 3.1) (Fenton, 1996).
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Tabla 3.1 Mediciones de permeabilidad (cm/s) obtenidas en arcillas
pobremente compactadas de un area rectangular de prueba de 20m? (Fenton, 1996)

X1 (m)

Xz (M) 0.30 0.91 1.52 2.13 2.74 3.35 3.96 4.57

0.30 5.37E-06 6.19E-06 8.24E-06 6.55E-06 4.97E-06 1.79E-06 4.28E-06 1.47E-06
0.91 9.84E-06 4.69E-06 1.09E-05 9.94E-06 7.01E-07 1.67E-06 2.07E-06 1.88E-07
1.52 4.18E-06 6.32E-07 2.08E-06 3.15E-06 6.11E-07 2.69E-06 3.37E-06 1.35E-06
2.13 1.49E-05 1.15E-06 6.30E-08 1.49E-06 8.84E-07 7.32E-06 4.08E-06 3.00E-06
2.74 1.41E-05 3.03E-06 1.04E-07 9.20E-08 2.81E-07 3.49E-06 3.31E-07 2.40E-08
3.35 1.06E-05 1.27E-07 1.06E-06 2.10E-08 4.00E-09 5.70E-08 2.92E-07 7.09E-07
3.96 991E-06 1.21E-06 1.20E-08 9.70E-08 5.09E-07 6.90E-07 6.50E-08 1.29E-07
4.57 1.64E-05 7.38E-07 1.34E-06 1.09E-06 8.53E-07 2.22E-07 3.26E-07 7.30E-08
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Figura 3.6 Histograma de las permeabilidades medidas en arcillas
pobremente compactadas de un 4rea rectangular de prueba de 20m?
(procesamiento con datos de Fenton, 1996)

La distribucién de probabilidad log-normal®? que se distingue evidentemente en los histogramas
anteriores, muestra porqué al realizar los analisis del flujo de agua se recomienda utilizar
logaritmos decimales “log;p k” o naturales “In k™ para describir la incertidumbre en la
conductividad hidraulica. Asi, en los analisis estocasticos efectuados en esta investigacion, la
densidad de probabilidad log-normal es la que se asume para representar la incertidumbre de las
permeabilidades del suelo.

3.2 . . e . . ,
32) La densidad log-normal tiene la caracteristica de permitir modelar variables que son mayores que cero y que varian en

diversos ordenes de magnitud, como la conductividad hidraulica.
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Finalmente, cabe remarcar que de las incertidumbres discutidas en las secciones precedentes, la
existente en las condiciones de frontera o en los métodos de calculo, no se considera tan
significativa en comparacion con la que existe sobre la conductividad hidraulica del suelo. Esta
ultima (debida principalmente a la variacion espacial y a la baja confiabilidad de las estimaciones
o pruebas realizadas) es la que se toma en cuenta en los analisis probabilistas de flujo de agua
realizados en esta tesis. Asimismo, se opta por el empleo del logaritmo decimal de la
permeabilidad “log;o k™.

3.2 Modelado de la incertidumbre en la conductividad hidraulica
3.2.1 Aspectos preliminares

La opinidon dominante actual es que la teoria de la probabilidad es la herramienta mateméatica mas
adecuada para representar la incertidumbre en ingenieria (Ditlevsen & Madsen, 1996; Auvinet,
2002; Baecher & Christian, 2003). En los tltimos decenios otros lenguajes matematicos formales
han recibido gran atencidon para modelar la incertidumbre (l6gica borrosa, teoria de los conjuntos
borrosos, entre otros; Zadeh, 1965; Auvinet, 1986), sin embargo, su principal inconveniente es la
dificultad para dotarlos de axiomas sélidos. El concepto de probabilidad es en efecto una
herramienta muy flexible puesto que se puede interpretar tanto en términos de “frecuencia
relativa” como de “grado de creencia” (Auvinet, 2002; Baecher & Christian, 2003).

Las modelaciones realizadas en esta investigacion de la incertidumbre que afecta los andlisis de
flujo de agua, se llevan a cabo recurriendo a la teoria de la probabilidad y estadistica. De esta
manera, la incertidumbre sobre la conductividad hidraulica o sobre su logaritmo decimal, se
modela mediante variables aleatorias o campos aleatorios, como se indica a continuacion.

3.2.2 Modelacién por medio de variables aleatorias

La incertidumbre existente sobre la conductividad hidraulica, k, puede modelarse considerando a
ésta (k) o a su logaritmo (decimal logyo k o natural In k) como una variable aleatoria continua®~
(Figura 3.7). Especificamente, estas variables aleatorias describen los posibles valores que la
permeabilidad puede tomar en diversos subdominios de flujo considerados estadisticamente
homogéneos (p. €]. los subdominios de la Figura 3.1). La incertidumbre sobre la permeabilidad k
se toma en cuenta a través de su densidad de probabilidad o por lo menos de sus primeros
momentos (esperanza y varianza o desviacion estandar de K); estos parametros pueden estimarse
mediante algin método estadistico si se cuenta con los resultados de pruebas de campo o de
laboratorio (p. €j. los datos de las Figuras 3.5 y 3.6), o bien, en forma subjetiva (opinién del
experto en cuanto a la confiabilidad de su estimacion). Una desventaja de la modelacion con
variables aleatorias, es que éstas no toman en cuenta la posicion especifica de las muestras ni la
dependencia existente entre ellas; aun cuando es indiscutible que, en todo medio geotécnico
existe una cierta correlacion espacial, es decir, que las propiedades de dos muestras de suelo
tienden en general a parecerse mas entre si cuando fueron extraidas en puntos cercanos que
cuando lo fueron en puntos distantes (Auvinet, 2002).

33 . , . . . .
(33) Aquella que puede asumir un numero infinitamente grande de valores correspondientes a los puntos en uno o varios
intervalos en el campo de los reales.
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Sk)
Densidad b TN
de probabilidad; (@ <K<P)= J, fi(k)dk /
Media o [ /
valor esperado: E{k} _L;o K fi (k)dk

Varianza: Var[k]= [ (k—E{k} ) f(K)dk  DEVRION 5 — [var[k]

estandar:

Coeficiente cV, = Ok
o K=
de variacion: E { k}

Covarianza: Cov[ k; k] =ﬂ( K —E{k} )(ky —E{ky}) fie k, ( Ki.ky ) dk; dk,

Coeficiente k K.)= COV[kl ’kZ]
S P( 1:%2 ) =
de correlacion: Oy, Ok,

Figura 3.7 Variable aleatoria representando la incertidumbre en la permeabilidad

3.2.3 Modelacién por medio de campos aleatorios

3.2.3.1 Conceptos basicos

Una herramienta matematica formal que actualmente es muy empleada para modelar la variacion
espacial de las propiedades del suelo, incluyendo la conductividad hidraulica, son los campos
aleatorios (ANEXO 1IV), también conocidos como procesos estocasticos espaciales o procesos
aleatorios (Fenton, 1996; Auvinet, 2000). El término campo indica que el parametro espacio es
multidimensional (Vanmarcke, 1983). A diferencia de las variables aleatorias, la ventaja
principal de la representacion con campos aleatorios es que permiten describir la correlacion o
dependencia espacial entre propiedades en diferentes puntos del medio analizado. Asimismo,
permiten abordar en forma racional el efecto de escala geométrico, es decir, la estabilizacion
progresiva de las propiedades medias de materiales estadisticamente homogéneos conforme
aumentan las dimensiones del volumen de referencia.

En el ANEXO IV se explica con mayor detalle la teoria de campos aleatorios; sin embargo, se
exponen a continuacion algunos conceptos generales importantes.

Un campo aleatorio de permeabilidad k(X ) es una familia de variables aleatorias ki,k,,..., cada
una asociada con el valor de la conductividad hidraulica del suelo en los puntos X, X,,... del
campo (Auvinet, 2002). Un campo de permeabilidad k ( X ) puede describirse con los pardmetros

y funciones que se indican en la Figura 3.8: su media o valor esperado; su varianza (que
representa el grado de dispersion del campo respecto a la media); su estructura de correlacion
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(descrita mediante el coeficiente de autocorrelacion entre valores del campo en distintos puntos);
su funcion de densidad de probabilidad conjunta (es decir la descripcion probabilista de todos los
puntos del campo); entre otros.

Valor ,le(X)=E{k(X)}

esperado:

Varianza: O'f (X ) :Var[k(x )]

11

Coeficiente CcV, (X ) _ % (X )

de variacion: E {k ( X )} Campo aleatorio de permeabilidad
(Lépez, 2010)
Funcion de Ck(Xl,XZ):COV[k(XI),k(Xz)]: R (1)
autocovarianza: 1

E{[k(X)) = (X)][K(X2) = (X)) 1 R(t)=e

Coeficiente (X )= Cov[k(Xl),k(Xz)] 0l L |;
de autocorrelacion: P21 22 o (X1 ) oy (Xz) Distancia de
correlacion

Figura 3.8 Parametros y funciones para describir un campo aleatorio de permeabilidad

Dependiendo de la forma en como se evalten los parametros del campo, Auvinet (2002) ha
sugerido distinguir tres tipos de campos aleatorios:

e Campo aleatorio estimativo: Corresponde a una situacion en la que no se cuenta con
muestreo ni mediciones de campo, por ejemplo en la etapa de disefio de una estructura de
tierra y enrocamiento (Figura 3.9). En este caso los pardmetros se estiman con base en la
experiencia y opinion de un experto; de esta manera, los pardmetros reflejan el
conocimiento pero también la ignorancia del experto.

e Campo aleatorio descriptivo: Corresponde a una situacion en la que los muestreos o
ensayes de campo realizados permiten formular un modelo de tipo campo aleatorio que
represente la variacion espacial. En este caso los pardmetros se estiman mediante un
analisis geoestadistico®?. La estimacion y simulacién incondicional o condicional de un
campo aleatorio se expone en el ANEXO IV.

34 Matheron (1965) definié la geoestadistica como “La aplicacion de las funciones aleatorias al reconocimiento y estimacion

de fendmenos naturales”. Journel por su parte, definié la Geoestadistica como "Una rama de la Estadistica que trata con
fendmenos espaciales" (Journel & Huijbregts, 1978). Meyers (1987) la definié como "Una rama de los procesos estocasticos y de
la estadistica, siendo sus intereses primordiales los problemas de estimacion, prediccion y simulacion en diversas disciplinas".
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e Campo aleatorio mixto: Corresponde a la combinacion de las dos situaciones previas.

Cresto vertedora,

—Terreno natural,
elev. 1970.00%

Dentelldn de concreto

Dentelidn de mamposterio

-—Z—Riolita—2—* k6

k6 S, =~ Riollta—=2 Lt

Figura 3.9 Campo aleatorio de permeabilidad de tipo estimativo

Un campo aleatorio es estacionario, si sus densidades de probabilidad y momentos asociados son
invariantes por traslacion en el espacio.

Un campo aleatorio es ergodico, si toda la informacion acerca de sus distribuciones de
probabilidad conjunta y sus parametros estadisticos pueden obtenerse a partir de una realizacién
unica del mismo.

Un campo aleatorio es gaussiano, si cada una de las variables del campo tiene densidad de
probabilidad normal o gaussiana.

Si se cuenta con varios puntos de muestreo, para una mejor descripcion de las variaciones
espaciales es conveniente pasar del campo aleatorio original al campo condicional cuyo valor
esperado debe coincidir con los valores medidos y cuya varianza debe anularse en los puntos de
muestreo. Si el campo aleatorio adoptado es de tipo gaussiano, el campo condicional se define
sin dificultad (Mood & Graybill, 1963). Asi, para obtener los valores esperados condicionales de
las propiedades de interés en puntos en los cuales no se han realizado mediciones (estimacion
puntual), se puede recurrir a la estimacion lineal multivariable o a alguna de sus variantes como
la técnica del kriging (Matheron, 1965; Krige, 1966; Juarez, 2001).

Disponer de un modelo basado en campos aleatorios permite también, realizar simulaciones, es
decir, definir configuraciones posibles de la variacion espacial de las propiedades. Si se genera
un numero importante de estas imagenes, es factible evaluar la posibilidad (y si se desea, la
probabilidad) de que se alcancen localmente condiciones extremas que pudieran resultar criticas
para la obra estudiada. La simulacion se llama incondicional si es solamente compatible con los
parametros del campo y condicional si toma en cuenta ademas la localizacion y las caracteristicas
de las muestras disponibles (ANEXO IV). Ejemplos de campos aleatorios simulados en dos y tres
dimensiones se pueden encontrar en el inciso 5.4 del Capitulo 5.
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Los campos aleatorios han sido empleados por diversos autores para estudiar el flujo del agua a
través de suelos (Smith & Freeze, 1979; Mantoglou & Gelhar, 1987; Griffiths, Fenton & Paice,
1996; Lopez & Auvinet, 2004). En la mayoria de estos estudios se ha trabajado
predominantemente con el campo aleatorio del logaritmo natural de la permeabilidad, In k. Un
ejemplo de un campo aleatorio de permeabilidad se muestra en la Figura 3.10 (Fenton, 1996); en
la misma, se observa que los puntos que estan muy cercanos entre si tienden a tener
permeabilidades similares (es decir, estdn altamente correlacionados), y los puntos que estan mas
alejados tienen diferentes permeabilidades (estdin poco correlacionados). Debido a que la
correlacion entre los puntos decrece con la distancia, la estructura de correlacion a menudo se
considera como una sencilla funcion de la distancia entre los mismos. Los modelos comunmente
empleados para estos fines dependen de la denominada distancia de influencia, L, que de manera
burda, se define como la distancia mas alla de la cual el campo no estd correlacionado (Fenton,
1996).

Figura 3.10 Campo aleatorio de permeabilidad (Fenton, 1996)

3.2.3.2 Campos aleatorios aparentes

Ya se mencion6 con anterioridad que las pruebas de campo o de laboratorio proporcionan en
general, resultados afectados por errores sistematicos y/o aleatorios atribuibles a los operadores
y a las imprecisiones implicitas en la técnica de prueba empleada. Estos errores significan que en
realidad se trabaja con campos aleatorios aparentes. Un error de tipo aditivo aleatorio diluye la
estructura de correlacion del campo y genera el denominado “efecto de pepita” (pérdida de
correlacion entre puntos contiguos), mientras que, un sesgo sistematico, pero de magnitud
aleatoria, aumenta la correlacion espacial aparente, como se explica a continuacidon (Auvinet,
2002).

(a) Ensayes sin sesgo

Si k(X) es el valor real de la permeabilidad en el punto de medicion, se considera que el
resultado del ensaye proporciona un valor aparente (Auvinet, 2002):
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K(X)=k(X)+e (3.13)

donde e es el error aleatorio, de tipo aditivo, sobre el resultado del ensaye. Este error se supone
no correlacionado en el espacio e independiente del campo aleatorio.

Si el ensaye no presenta sesgo, o si el sesgo es conocido y ha sido corregido, € es una variable
aleatoria definida por su esperanza E{e} =0 y varianza Var[e]. Se tiene entonces, utilizando

una notacion simplificada:

E{E}: E (k) (3.14)

La incertidumbre sobre los resultados de ensayes o estimaciones no sesgadas no afecta por tanto
la percepcidn que el observador puede tener de la esperanza del campo. Por lo contrario, aumenta
la incertidumbre global sobre los valores del campo, en efecto:

VarF} =Var [k]+Var|e] (3.15)

Por otra parte:

Cov[lZ,kZ}zE{ijZ}—E{kj}E{; }:Cov[kl,kz] (3.16)

Si p, (El;zj es el coeficiente de correlacion de las permeabilidades aparentes K en los puntos

X,y X,, es posible escribir:

Cov| ki.k
OV{ ) 2} Cov[k;.k, ] (3.17)

pk(zl’zz): \/Va{;l]\/ar[;z} "~ [Var[k J+Var[e]) (Var[k, ]+ Var[e]
y, puesto que Var[e]>0:

Pk(EI:EZJSPk (ki-k2) (3.18)

Por tanto, la incertidumbre sobre los resultados de ensayes o estimaciones no sesgados reduce el
grado de correlacion aparente entre las propiedades asociadas a diferentes puntos del medio
considerado. En particular introduce una reduccion brusca del coeficiente de correlacion entre
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valores medidos en puntos contiguos (efecto de pepita).
(b) Ensayes con sesgo aleatorio

La situacion es muy diferente cuando las mediciones presentan un error sistematico o sesgo
aditivo, £, no conocido. Se tiene entonces:

K(X)=k(X)+ (3.19)

donde  es el sesgo aleatorio, supuesto constante para todas las mediciones y definido por su
valor esperado E{f} y su varianza Var|[A]. Si se admite que S es independiente del campo

aleatorio, se tiene, usando una notacion simplificada:

E{E}:E{k}m{ﬁ} (3.20)

Var[q=Var[k]+Var[,B] (3.21)
COV|:;1,;2} = E{;l Ez}— E{E} E{;z} = Cov[kl,k2]+Var [,B] (3.22)

COV{kl,k2:| Cov[k;,k,]+Var[ ]

(fe)- farli i " arlvarlg) (vl varl)

En este caso particular, el sesgo aleatorio introduce una correlacion ficticia entre las variables.

Los errores introducidos por la estimacion de ciertas propiedades a partir de otras caracteristicas
del material mediante relaciones poco confiables son analogos a los introducidos por los ensayes
dudosos y tienen las mismas consecuencias.

Cuando se usan propiedades indices que presentan correlaciones imperfectas para estimar las
propiedades mecanicas e hidraulicas de los suelos, solamente se puede esperar tener acceso a un
campo aparente de variaciones de estas ultimas propiedades afectado por las distorsiones
analizadas en esta seccion.
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Capitulo

Evaluacion de la 4
incertidumbre
en los resultados

4.1 Introduccion

Para evaluar la propagacion de la incertidumbre que afecta los resultados de un andlisis
geotécnico (mediante variables aleatorias o campos aleatorios), es necesario recurrir a técnicas
especiales desarrolladas o adaptadas para tomar en cuenta la naturaleza aleatoria de los
parametros inciertos del analisis (propiedades de los materiales, condiciones de frontera, fuerzas
o cargas aplicadas, los propios métodos de célculo, entre otros).

En la Figura 4.1 se presenta una clasificacion sencilla de las técnicas comunmente empleadas en
la evaluacién de la propagacion de la incertidumbre en los resultados de analisis geomecanicos.
Los métodos se dividen en aquéllos que permiten obtener soluciones exactas (fransformacion
Jacobiana) y aproximadas (métodos de perturbaciones; métodos espectrales). Se incluye el
método o simulacion de Monte Carlo, que se utiliza generalmente para calibrar los resultados
obtenidos con otras técnicas probabilistas.

Dentro de los métodos de perturbaciones mayormente utilizados en la actualidad, se pueden
mencionar las técnicas de segundos momentos (aproximaciones de primer o mayor orden); el
método de estimacion puntual, cuyo creador fue Rosenblueth (1975) y que a la fecha este método
ha sido discutido con gran interés por diversos autores en vista del potencial reconocido en el
mismo; como una extension de las técnicas anteriores se incluye un nuevo método denominado
“mixto”. En cuanto a los métodos espectrales, el enfoque propuesto por Ghanem y Spanos (1991)
que combina el método de elementos finitos con expansiones en serie de Karhunen-Loéve y caos
polinomial, es el mas empleado. Las técnicas anteriores son aquéllas en las que se centra la
atencion en este capitulo.

Existen otros métodos estocasticos (expansion en serie de Neumann; método de Hasofer-Lind
—FORM=; método de la integral ponderada —weighted integral method—;, método de cuadratura
—quadrature method—; entre otros), para la evaluacion de la propagacion de la incertidumbre en
problemas geotécnicos que quedan fuera del alcance de la presente investigacion. Lectores
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interesados pueden consultar p. ej. Yamasaki et al. (1988); Baecher & Christian (2003); Sudret &
Der Kiureghian (2000), respectivamente.

Los métodos estocasticos e inclusive la simulacion de Monte Carlo, generalmente se combinan
con otras técnicas numéricas para la solucion de problemas geomecanicos, entre éstas se pueden
mencionar el método de elementos finitos (FEM —Finite Element Method-), el método de
diferencias finitas (FDM —Finite Differences Method-), el método de elementos de frontera o de
ecuaciones integrales de frontera (BEM —Boundary Element Method-), el método de los paseos
casuales (RWM —Random Walk Method-), entre otros (ver Figura 4.1).

En general, el principio bésico de las técnicas probabilistas es la transformacion de la funcion de
densidad de probabilidad de una variable aleatoria X (variable independiente, p.ej. una propiedad
del suelo, como la conductividad hidraulica) en la densidad de probabilidad de cualquier funcion
Y=g(X) de dicha variable (variable dependiente, p.ej. el gasto). Estos métodos son aplicables a
funciones de una o varias variables aleatorias. Cuando no es posible trabajar con la funcion de
densidad de probabilidad de una o varias variables aleatorias, se utilizan los primeros momentos
que las definen (media o valor esperado y desviacion estdndar o varianza).

Asi, en los andlisis de flujo de agua realizados en esta tesis, si la densidad de probabilidad (o los
primeros momentos) de la conductividad hidraulica & (o de su logaritmo decimal log;y k) se
conoce en cierto dominio, es posible evaluar la propagacion de la incertidumbre de la
permeabilidad a cualquier funcion de la misma, tal como el potencial o carga hidraulica, el
gradiente hidraulico, la velocidad de flujo y el gasto, entre otros, obteniéndose el valor esperado,
la varianza o desviacion estdndar, y cuando es posible, la densidad de probabilidad de esta
variable (Figura 4.2).

Solucion exacta Solucion de Solucion aproximada
referencia
A A A
r Y r B N r N
Meétodo del Métodos de Me¢étodos de Meétodos
Jacobiano simulacion perturbacion espectrales
* Monte Carlo * Métodos de primer y * Método del
segundo orden segundos elemento
momentos (FOSM y SOSM) finito
o estocastico
* Métodos de estimacion puntual espectral
. . . (SSFEM)
» Método mixto de primer y
segundo orden (MFO y MSO)
FEM FEM
FDM FDM
BEM BEM

RWM

Figura 4.1 Clasificacion simplificada de las técnicas mas comunes
para evaluar la propagacion de la incertidumbre
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Geometria

4 N

Permeabilidad de los materiales

4

Condiciones de frontera

-

Incertidumbre en los datos

4

~

e |
MODELO | PROPAGACION |
Cargahidraulica, gradiente, Incertidumbre en los
resultados

velocidad de flujo, gasto, pero
meién superficies libres, 6tCJ

(a) Analisis convencional

\_

(b) Anélisis estocastico

/

Figura 4.2 Procedimiento esquematico simplificado de los analisis de flujo de agua

A continuacion se discuten con detalle los principales métodos estocasticos para evaluar la
propagacion de la incertidumbre.

4.2 Métodos de evaluacion de la incertidumbre
4.2.1 Método del Jacobiano

La interpretacion grafica de la transformacion Jacobiana se ilustra en la Figura 4.3. En la misma,
fx(x) es la funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria independiente X;
Y=g(X) es una funcién determinista o de comportamiento de X. El método del Jacobiano es un
método exacto que permite obtener la funcién de densidad de probabilidad fy(y) de Y,

considerando fx(x) y la funcién g(X) por medio de la siguiente expresion (Benjamin & Cornell,
1970):

fY(y)= fX(x) (4.1)

dx
dy
Donde | dx/dy | se conoce como el Jacobiano.

El método puede generalizarse facilmente a funciones de varias variables aleatorias (Mood &
Graybill, 1963). En algunos casos, la solucion del problema estocastico es trivial y no es
necesario inclusive, la aplicacion de la transformacion Jacobiana. Lo anterior puede ocurrir
cuando la funcion Y=g(X) es explicita y su funcion de densidad de probabilidad es conocida. Por
otra parte, cuando una solucidon exacta no estd disponible (porque las condiciones geométricas, de
frontera e hidraulicas se tornan mas complejas; el caso del método del elemento finito es un
ejemplo donde la funcion g(X ) no es explicita), es posible utilizar métodos aproximados, como

se explica en lo que sigue.
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Vv ¥ 3

)

Figura 4.3 Interpretacion grafica de la transformacion Jacobiana
para una funcion de una variable

4.2.2 Métodos de perturbaciones

El método de las perturbaciones (Mathews & Walker, 1964; Auvinet & Cambou, 1974; Carels,
1982) se basa en una representacion simplificada de la densidad de probabilidad de funciones de
variables aleatorias, mediante los i primeros momentos de la misma (donde el numero i depende
de la técnica empleada). Estos momentos se estiman agregando a un término central medio los
efectos “perturbadores” de cada variable aleatoria (Auvinet, 2002). En la practica, este método
consiste generalmente en obtener los dos primeros momentos (valor esperado y desviacion
estandar o varianza) de cada uno de los parametros de interés (por ejemplo, carga hidraulica,
gradiente hidraulico, velocidad de flujo, etc.) que son funcion de las variables aleatorias del
sistema (en este caso, las conductividades hidraulicas del suelo 6 sus logaritmos decimales),
cuyo comportamiento aleatorio se introduce en términos de su varianza y esperanza matematica.

4.2.2.1 Métodos de segundos momentos (aproximaciones de primer orden FOSM y de
segundo orden SOSM)

(a) Introduccion

Los métodos de primer orden segundos momentos y segundo orden segundos momentos
constituyen un caso particular del método de perturbaciones. Se llaman de segundos momentos
porque es el momento estadistico de mayor orden empleado en el andlisis. En estos métodos, la
funcién de una o varias variables aleatorias se sustituye por una expansion en serie de Taylor
truncada hasta el orden deseado. En la practica, esta técnica se ha empleado hasta el segundo
orden. La aproximacion de primer orden recurre a una representacion aproximada de la funcion
por medio de una recta, y la aproximacion de segundo orden 1o hace por medio de una parabola
(Figura 4.4); en ambos casos, la expansion en serie de Taylor se trunca alrededor de la media o
valor esperado de la variable o variables aleatorias de interés. Estas técnicas envuelven el calculo
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de derivadas parciales, cuyo orden depende de la aproximacion deseada. Cuando las derivadas
parciales no pueden obtenerse de manera explicita, se deben calcular numéricamente
(Chowdhury, 1993; Nechnech, 1994; El-Ramly ef al., 2001), como se explica mas adelante en el
inciso (c).

Aproximacion de
segundo orden

Aproximacion de
primer orden

JAX)

X

Figura 4.4 Aproximaciones de primer y segundo orden de la funcion Y = g(X )

Asi, en el caso simple en el que el parametro de interés Y en un punto es funcion de una sola
variable X, el algoritmo de calculo puede representarse por la funcién de comportamiento
Y= g(X ) que se ilustra en la Figura 4.4. Entonces la aplicacion del método de segundos

momentos consiste en evaluar la propagacion de la incertidumbre de la variable X aproximando
la funcién de comportamiento mediante una expansion en serie de Taylor truncada, y obtener a
través de esta informacion la densidad de probabilidad f, (Y ) o al menos sus primeros

momentos, como se explica a continuacion (Benjamin & Cornell, 1970).
(b) Fundamentos del andlisis de incertidumbre de primer y segundo orden
(b.1) Caso I: Funcion de una variable

Sea una funcion que depende de una sola variable:

Y =g(X) (4.2)

El desarrollo en serie de Taylor de la funcion Y = g(X') en la vecindad del valor medio de X, es:

g(Xx)= g(ﬂx)+(X—ﬂX){%L +(X_2”X I ang)g()}ﬂx . 43)
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og(X O’g(X
Donde [%} y l:%} son las derivadas de primer y segundo orden de g(X ) con
ux

respecto a X, evaluadas para el valor medio de X, x,, .

Si el coeficiente de variacion de X'y el grado de no-linealidad de la funcién g(X ) son pequenios

en las cercanias del valor medio de X, resulta aceptable conservar sélo los dos primeros términos
de la expansion en serie de Taylor anterior.

Si se toma la esperanza matematica de ambos miembros de la igualdad (4.3), conservando los
dos primeros términos de la serie de Taylor y considerando que FE {,uX}zo, la siguiente

aproximacion de primer orden del valor esperado de la funcion ¥ =g (X ) es valida:

E{Y} =E{g(X)}zg(uy) (4.4)

Es decir, que el valor esperado de la funcion Y = g(X ) es aproximadamente igual a evaluar

dicha funcién para el valor medio o esperado de la variable X.

Asimismo, si se consideran los tres primeros términos de la serie de Taylor, la aproximacion de
segundo orden del valor esperado de la funcién ¥ = g(X) es:

E{r}" = gm%{%} Var[X] (4.5)

De la misma forma se puede obtener la aproximacion de primer orden de la varianza de la
funcion Y, considerando que Var [ g(E (X })] =0:

Var[Y] = Var{%}({()}ﬂx (X — )} = {{%L }2 Var[X] (4.6)

O bien, la aproximacion de segundo orden de la varianza de la funcion Y:

2

i ;11| 0’g(X
Var[Y] ;Var[Y] +E {%:‘ﬂ -Var[X] 4.7)

Las aproximaciones de primer orden anteriores, son rigurosamente exactas cuando ¥V =g (X ) es
una funcion lineal de X.
(b.2) Caso II: Funcion de varias variables

Se pueden considerar las mismas aproximaciones utilizando el desarrollo de Taylor anterior,
pero ahora para una funcion que depende de varias variables:
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Y= g(Xl,Xz,...,Xn)
La aproximacion de primer orden del valor esperado de Y resulta:
E{YY = g( prysttyy oo iy, )
donde My s My, »-ees My, SON los valores medios de X;, Xo, . . ., X,

La aproximacion de segundo orden del valor esperado de Y es:

g(ﬂxlaﬂxza---aﬂx ZZl:@X@X ] COV[XianJ

i=l j=l1

E{Y}H

I

La aproximacion de primer orden de la varianza de la funcién Y es:

var[Y] ZZ{ } { L Cov[ X,.X,

1 j=1 .
i=l j= ;

Cuando no existe correlacion entre las variables X, la varianza anterior resulta:

2

Var[Y]’;Zn: {%L. Var[ X,]

i=1

De igual manera, la aproximacion de segundo orden de la varianza de la funcién Y es:

Var[Y]" =Var[¥] + ZZZZ[GX@X Luwm

/1=l m=1 p=1 g=1

{ g } Cov| X, X, |-Cov| X,,. X, |+
0X ,0X, oy i COV[XI,XP]COV[XM,XJ

(4.8)

(4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

(¢) Técnicas numéricas para la aplicacion de métodos de perturbacion de primer y

segundo orden

Como se pudo observar en los incisos anteriores, una de las caracteristicas de los métodos FOSM
0 SOSM es que se basan en el calculo de derivadas parciales de funciones de una o varias
variables aleatorias. En ocasiones resulta complicado calcular estas derivadas de manera exacta,
sobre todo cuando las funciones son altamente no-lineales. Ante esta situacion existe la
posibilidad de determinarlas numéricamente. Uno de los métodos més conocidos para estos
fines, es la diferenciacion numérica o aproximacion por diferencias, la cual permite evaluar las
derivadas de una funcidon por medio de sus valores dados en ciertos puntos (ver p. ej. El-Ramly
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et al., 2001). Otra de estas técnicas, es la de cocientes polinomiales (Chowdhury, 1993;
Nechnech, 1994), misma que se describe y aplica con detalle en el ANEXO V. Otra posibilidad,
es sustituir la funcidén original por una ecuaciéon mas sencilla (por ejemplo un polinomio de
segundo orden considerando solamente tres puntos de la funcion real) que facilite el calculo de
las derivadas parciales de dicha funcidn; este es el principio basico del método mixto que se
describe en el inciso 4.2.2.3. Adicionalmente, un resumen completo de técnicas de derivacion
numérica puede consultarse en Kuo (1972).

4.2.2.2 Métodos de estimacion puntual (PEM)
(a) Fundamentos de la estimacion bipuntual de Rosenblueth (1975)

En 1975 Rosenblueth propuso esta técnica para evaluar la propagacion de la incertidumbre de
variables continuas independientes por medio de valores puntuales. La idea bésica consiste en
remplazar las distribuciones de probabilidad de variables aleatorias continuas por distribuciones
de probabilidad equivalentes discretas que tienen los mismos momentos estadisticos, para
calcular entonces la media o valor esperado, la desviacion estandar y el coeficiente de asimetria
de una funcion de comportamiento de una o varias variables aleatorias. Lo anterior se lleva a
cabo considerando dos puntos de estimacion en una desviacion estandar a cada lado de la media
o valor esperado de cada distribucién que representa las variables aleatorias de interés. La
funcién de comportamiento se evalia para cada combinacion posible de puntos de estimacion,
produciendo 2" soluciones, donde 7 es el nimero de variables aleatorias que se estan estudiando.
Asi, el valor esperado, la desviacion estandar y el coeficiente de asimetria de la funcion de
comportamiento pueden determinarse a partir de estas 2" soluciones.

El método es razonablemente robusto y satisfactoriamente exacto para una variedad de problemas
practicos. En esta técnica los requerimientos computacionales se incrementan con el nimero de
las cantidades inciertas de interés; a pesar de ello, permanece como una herramienta estocastica
simple, directa y efectiva para el calculo de los primeros momentos de funciones de variables
aleatorias; aun mas, los principios basicos de esta técnica han resultado muy atractivos para
diversos autores, quienes en afios recientes han sugerido algunas variantes del método, como se
verd al final de este inciso.

Rosenblueth (1975) describié el método para tres casos principales: (1) Caso I: Cuando Y es
funcioén de una variable X, cuya media, varianza y coeficiente de asimetria son conocidos; (2)
Caso II: Cuando Y es funciébn de una variable X cuya distribucion es simétrica y
aproximadamente gaussiana; y (3) Caso III: Cuando Y es funcion de n variables Xj, X,...., X,
cuyas distribuciones son simétricas y pueden estar correlacionadas o no. En la mayoria de los
casos, los calculos se efectuan en dos puntos, para los que Rosenblueth emplea la siguiente
notacion:

E{Ym}z >y + P y" (4.14)
En esta ecuacion:

Y Funcion de la variable X, ¥ = g(X).
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E {Y m} Valor esperado de Y elevado a la potencia m.

Vi Valor de Y evaluado en el punto x, , el cual es mayor que la media xy .
V_ Valor de Y evaluado en el punto x_, el cual es menor que la media xy .
P ,P Pesos (o probabilidades).

Los casos anteriores, se describen con detalle a continuacion.
(b) Casos de analisis propuestos por Rosenblueth (1975)

(b.1) Caso I: Dos puntos de estimacion; cuando Y es funcién de una variable X, con
media, varianza y coeficiente de asimetria conocidos

Sea f (x) la funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua X (como se
ilustra en la Figura 4.5), con dos valores de x: x_ y x,, localizados a ambos lados de su
esperanza matematica o valor medio . Si se asume que x_ y x, constituyen el dominio de

definicién de alguna variable aleatoria discreta x°, las probabilidades correspondientes a dicha
variable discreta estan definidas por:

P, = probabilidad [xo = x+] ;P = probabilidad [xo = xﬁ} (4.15)

>

Jx(x) 4

-

X. Hx X+ x

=

Figura 4.5 Funcion de densidad de probabilidad f (x) de una variable aleatoria x

De acuerdo con Rosenblueth (1975), x° constituye una aproximacién puntual de la variable

continua X, siempre que los tres primeros momentos de la distribucion de x° sean iguales a los
de la distribucion de X. Es decir, que se cumplan las siguientes condiciones:

— La esperanza de x° es equivalente a la de X ( Mo = My ), esto es:

MUy =Px, +Px_ (4.16)
— La varianza de x° es equivalente a la de X ( 0'30 = 0)2( ), donde:

(7)2(=P+(x+—,uX)2+P7(x7—,uX)2 (4.17)
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— El tercer momento central de x° es equivalente al de X, es decir:

VXJ§(=P+(x+—,uX)3+P_(x_—,uX)3 (4.18)

Donde vy es el coeficiente de asimetria® .

— Finalmente, con base en la teoria de probabilidad, también se debe cumplir:
P +P =1 (4.19)

La solucion del sistema constituido por las ecuaciones (4.16) a (4.19) permite determinar de
manera sencilla los valores de P, , P, x, y x_ (Rosenblueth, 1981):

J PN S (4.20)
2 2 1+(VX/2)2
P =1-P, (4.21)
X, = jiy +0y {%Xh/n(v)(/z)z} (4.22)
Vy 2
X =y +0y [7— 1+(vy /2) } (4.23)

Cuando la funcion de distribucion de probabilidad es simétrica (v, =0), las expresiones de
(4.20) a (4.23) se simplifican:

P =P :% (4.24)
Xy =pfytToy (4.25)

Asi, Rosenblueth considera que la densidad de probabilidad de la funcién Y = g(X ) ,enlaque X

es una variable aleatoria, puede representarse por una aproximacion puntual yo definida por los
valores y,, y_ y sus probabilidades. Los valores y, y y_ se determinan evaluando la funcion

Y = g(X) paralos valores x, y x_:
vo=g(x) ; y=g(x) (4.26)
Las probabilidades correspondientes son:

P_= probabilidad [yo = y+] ; P = probabilidad [yo = y_] (4.27)

@D Las medidas de asimetria son indicadores que permiten establecer el grado de simetria (o asimetria) que presenta la
distribucion de probabilidad de una variable aleatoria sin tener que hacer su representacion grafica. P. ej. el coeficiente de
asimetria vy definido como: vy=ys3y/ Sy (donde x5y es el tercer momento central de X) representa la medida de la asimetria de
una distribucion de probabilidad con respecto a su dispersion. Si vy = 0, la distribucion es simétrica. Si vy > 0, la distribucion es
asimétrica positiva o a la derecha. Si vy <0, la distribucion es asimétrica negativa o a la izquierda (Canavos, 1988).
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De esta manera, conociendo x,, x_, P, y P, los parametros de la distribucion f, ( y) se pueden

obtener facilmente con las ecuaciones (4.16) a (4.18):

Uy =Py +Py (4.28)
0'}2,:P+(y+—luy)2+P_(y_—luy)2 (4.29)
Vyoy =P (v, —ty ) +P (v~ pay ) (430)

El principio general de la estimacion bipuntual de Rosenblueth para una funcion de una variable
aleatoria se ilustra en la Figura 4.6.

Sxx) 1)
Y=g(X)
—_—
| > | >
X
P P
P, P,
Y=g(X)
—
X Xy s Y. Y+ Yo

Figura 4.6 Principio general de la estimacion bipuntual de Rosenblueth
para una funcion de una variable aleatoria

(b.2) Caso II: Varios puntos de estimacion; cuando Y es funcién de una variable X, cuya
distribucion es simétrica y aproximadamente gaussiana

En este caso, Rosenblueth sugiere que la aproximacion de la expresion (4.14) puede mejorarse si
se considera que la densidad de probabilidad se concentra en més de dos puntos. Por ejemplo,
para tres puntos de estimacion se puede considerar un punto central en x=gzy, y dos puntos x, y

x_ simétricamente distribuidos alrededor de la media. La probabilidad del punto central es P; la

notacidn restante es similar al Caso I anterior. De esta manera:

2
oy =2P, (x, — piy) (4.31)
4
3oy =2P, (x, — piy) (4.32)
2P +P=1 (4.33)
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La solucion del sistema de ecuaciones previo, proporciona los siguientes resultados (similar a
como se obtuvo en el Caso I):

P=§ . P.=P =% (4.34)
X =y tBoy (4.35)

Por analogia con el Caso I:
E{y" = P ()" +P(v,)" + P (3,)" (4.36)

Donde y,, es el valor de Y evaluado en zzy.

(b.3) Caso III: Cuando Y es funcion de n variables X, X;,...., X,, cuyas distribuciones son
simétricas y pueden o no estar correlacionadas

(b.3.1) Funcion de dos variables

Sea la funcién ¥ = g(X,X,), enla que X,, X, son variables aleatorias independientes o no. La

discretizacién geométrica y las concentraciones de probabilidades para dos variables se muestran
en la Figura 4.7.

J7 R B .

v

Figura 4.7 Concentraciones de la funcion de densidad de probabilidad cuando ¥ =g (X . ¢ 2)

Los primeros momentos de la funcion se obtienen con:

My=P y +P_y +P.y +P y (4.37)
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Donde:
Vi =8y, £ Oy 11, £ O, ) (4.38)
Hyon = Vi t Py Py Pyl (4.39)
2
Var[Y] = 0'}2, = My —(,uy) (4.40)

— Cuando las variables son simétricas e independientes, las probabilidades son:

P,=P_=P, =P_ =% (4.41)
— Cuando las variables son simétricas pero correlacionadas, las probabilidades resultan
1 1
P =P = Z(1+ p) i P_=P, = Z(1—,0) (4.42)

Donde p es el coeficiente de correlacion entre las variables X, y X, .

(b.3.2) Funcion de tres variables

Sea la funcion Y = g (X, X,,X;3), en la que X, X,,X; son variables aleatorias independientes

o no. La discretizacion geométrica y las concentraciones de probabilidades para tres variables se
muestran en la Figura 4.8.

F 3
X;

|P+- |P++-

20y,

v

X

Figura 4.8 Concentraciones de la funcion de densidad de probabilidad cuando Y = g (X, X, X3)

En este caso, los primeros momentos de la funcion se obtienen con:

uy=P v, tP, vy, +P_ vy, +P_y, +P_y +P .y +P y .  +P .y .,
(4.43)
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T O e L DA D T S

(4.44)
2
Var[Y] = 0'5 =ty —(,uY) (4.45)
— Cuando las variables son simétricas e independientes, las probabilidades resultan:
1
P, =.=P_ = 3 (4.46)
— Cuando las variables son simétricas pero correlacionadas, las probabilidades son:
1
1
P, =P_, =§(1+p12—,023—p31) (4.48)
1
Py=P, :g(l_Plz_p%“‘Pm) (4.49)
1
P__ =P, =§(1—P12+1023_P31) (4.50)

Donde p; es el coeficiente de correlacion parcial entre las variables X; y X, el signo que

precede al valor de p; resulta del producto de signos en virtud de las posiciones i y j dentro de la
permutacion.

(b.3.3) Generalizacion para funciones de varias variables

La generalizacion para funciones de mas de tres variables se lleva a cabo de manera analoga. Asi,
para funciones Y = g (X, X,,..., X, ) de n variables, los primeros momentos se obtienen con:

2n
Hy = ZPi,j,k,l,...,n “Vijkl...n (4.51)

1

2n

n

Hyn =D Piktn Viikdm (4.52)

1

2

Var[Y]=oy = My —(1y) (4.53)
Donde los subindices i, j, k, [,..., n son las permutaciones de los signos +; existen 2"

permutaciones posibles.

— Si las variables aleatorias estan correlacionadas, la probabilidad correspondiente a cada una de
ellas esta dada por:

1 n—1
Fikton= 2—,[1 TPt Z Pii+l :I (4.54)
i-1
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Siendo p es el coeficiente de correlacion entre las variables aleatorias.

— Ademas, si las variables aleatorias son independientes, la probabilidad se escribe como sigue:

P

i,jdkdn = (455)

o
Adicionalmente, Rosenblueth propuso que cuando las variables no estan correlacionadas (son

independientes), las siguientes aproximaciones también son una generalizacion valida de las
ecuaciones (4.24) y (4.25):

Hy . (4.56)
y oy y oy
1+CV2 z(1+CV§)(1+CVé)...(1+CVé) (4.57)

donde 4y es la estimacion del valor esperado de Y; y es el valor de Y evaluada en los valores
medios de las variables (p. ej. y = g( M s My sees M )); ty y CVy son respectivamente el valor

esperado y el coeficiente de variacion de Y calculados como si X, fuera la Unica variable

aleatoria y las otras fueran iguales a sus valores esperados. Si Y es el producto de funciones de
X, solamente, de X, solamente, etc., las ecuaciones (4.56) y (4.57) anteriores son exactas;

unicamente requeririan 2n+1 6 2n puntos de estimacion.
(c) Otros métodos de estimacion puntual

Diversos autores consideran el método de estimacion puntual de Rosenblueth como un caso
especial de los procedimientos de aproximacién polinomial ortogonal que conducen a las
formulas de cuadratura gaussiana, mismas que son bien conocidas y empleadas en andlisis
numérico y el método de elementos finitos (Christian & Baecher, 1999). Este tipo de
aproximacion es aplicable a la integracion de funciones de variables aleatorias con diferentes
tipos de distribuciones de probabilidad (uniforme, normal, exponencial, entre otras). De esta
manera, por ejemplo, si se asume que X es una variable uniformemente distribuida entre a y b,
entonces la solucidon equivalente de las ecuaciones (4.16) a (4.19) (planteadas por Rosenblueth)
es (Baecher & Christian, 2003):

P, =P == (4.58)

_(p-a) ,(p-a) wso)

Las expresiones anteriores son iguales a los pesos y puntos de integracion requeridos en la
cuadratura de Gauss-Legendre de dos puntos, la cual es la forma de cuadratura gaussiana que se
aplica en el caso de una funcidn de peso uniforme.

Por otra parte, otros autores consideran los calculos en 2" puntos del método original de
Rosenblueth, como una limitacion. Asi, con base en lo que el mismo Rosenblueth propuso

73



Capitulo 4. Evaluacion de la incertidumbre en los resultados

inicialmente para reducir los puntos de estimacion a 2n+1 6 2n cuando se tienen variables
aleatorias no correlacionadas y con coeficientes de asimetria nulos, se han desarrollado diversas
variantes del método para reducir los puntos de céalculo (Christian & Baecher, 2002; Baecher &
Christian, 2003):

e Lind (1983) propuso que en vez de utilizar puntos de las esquinas del hipercubo de la
Figura 4.7, se seleccionen puntos cercanos a los centros de las caras del mismo. Este autor
proporciona un procedimiento para encontrar 2z puntos de estimacién y sus pesos 0
probabilidades son simplemente 1/2n.

e Harr (1989) propuso un método que aplica para variables aleatorias correlacionadas con
coeficientes de asimetria nulos. El procedimiento consiste en obtener inicialmente los
eigenvalores y los eigenvectores de la matriz de correlacion. Posteriormente, el hipercubo
se debe rotar a un sistema coordenado cuyos ejes coincidan con los eigenvectores.
Después, suponer una hiperesfera que pase por las esquinas del hipercubo. Los puntos de
calculo son entonces las intersecciones entre los ejes de coordenadas que se rotaron y la
superficie de la hiperesfera (ver Figura 4.9). Esto genera 2n puntos de célculo.
Finalmente, el autor recomienda ademas que, la contribucion de cada punto de calculo se
pondere en proporcion a su valor propio (o eigenvalor).

o Li (1992) propuso un método que aplica cuando la funcion esta constituida por
polinomios de las variables individuales y sus productos cruzados. Con esta técnica se
establecen (n°+3n+2)/2 puntos de estimacion.

e Hong (1996, 1998) propuso un método que aplica para variables aleatorias no
correlacionadas con coeficientes de asimetria significativos. El autor desarrolld para cada
variable un procedimiento de dos y tres puntos de estimacion; en los que se tienen 2n+1
puntos de calculo.

La Figura 4.10 muestra como varia el nimero de célculos en funcidén del nimero de variables
para algunos de los procedimientos descritos previamente (Baecher & Christian, 2003). Se
observa que los métodos con 2n+1 puntos de calculo, son los que conducen a un menor niimero
de analisis.

Nota: Los puntos negros
son las intersecciones de
la esfera circunscrita con
los ejes coordenados.

Figura 4.9 Seis puntos de estimacién en los procedimientos de Harr'y Hong
(Christian & Baecher, 2002)
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Numero de cantidades inciertas

Numero de calculos

Figura 4.10 Variacion del nimero de calculos con diferentes algoritmos de estimacion puntual
(Christian & Baecher, 2002)

4.2.2.3 Método mixto de primer y segundo orden (MFO y MSO; Auvinet, 2007)

Un nuevo método mixto propuesto por Auvinet (2007) para el analisis de la propagacion de la
incertidumbre de la variable de interés, sugiere una especie de combinacién de las técnicas
estocasticas de segundos momentos (FOSM; SOSM) y de Rosenblueth (1975). De acuerdo con
este método, el andlisis puede llevarse a cabo ajustando una funcion simple (por ejemplo un
polinomio de segundo orden considerando solamente tres puntos de la funcion) a la funcion real
(Figura 4.11). El objetivo es sustituir la funcion original por una ecuaciéon mas sencilla que
facilite el calculo de las derivadas parciales de dicha funcién.

El método mixto puede emplearse para ajustar toda la funcion en un amplio intervalo y no solo
alrededor de la media o valor esperado, con el objetivo de obtener resultados mas realistas
cuando el coeficiente de variacion de la variable independiente es alto (ver Figura 4.11). Esta es
la principal ventaja del método.

Las sencillas derivadas de primer y segundo orden de la funcion simple pueden emplearse
entonces en los métodos FOSM y SOSM respectivamente para evaluar la incertidumbre en la
variable de interés.

El método es aplicable a funciones de una o varias variables aleatorias. A la fecha, la técnica se
ha utilizado con variables no correlacionadas (independientes). El método implica dibujar tantas
graficas como variables contenga la funcion de estudio, para el calculo de las derivadas. El
detalle de la aplicacion de este método se describe con un ejemplo en la seccion 5.1.4.2¢ del
Capitulo 5.
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' s g . e
Y Funcién original

Y=g(X)

Mixto de segundo

Polinomio de 2
segundo orden /Z_ orden (MSO)

Mixto de}grimer
orden (MFO)

X

Figura 4.11 Ajuste polinomial de la funcién Y =g (X ) para la aplicacion del método mixto

4.2.3 Métodos espectrales

Los métodos espectrales se basan en aplicar expansiones separadas sobre un conjunto de
subdominios o elementos, los cuales son acoplados para establecer una solucion global. En
aplicaciones a la geotecnia, los métodos espectrales se utilizan para representar la incertidumbre
de los parametros del suelo, generalmente mediante campos aleatorios, los cuales se discretizan
por medio de una expansiéon en serie denominada de Karhunen-Loéve. En este caso, la
variabilidad espacial de la propiedad de interés del suelo se considera como una dimension
adicional en el espacio de Hilbert de dimension infinita. Debido a la naturaleza abstracta de los
espacios funcionales en los que se estudia la variabilidad, no es posible una discretizacion fisica
del dominio, siendo necesario recurrir a una discretizacion espectral de la funcion de
autocovarianza (Ghanem & Spanos, 1991).

Un caso particular que combina estos métodos con el método de los elementos finitos es el
propuesto por Ghanem y Spanos (1991) llamado enfoque espectral. Este enfoque consiste en
utilizar la funcion de autocovarianza para representar el campo aleatorio de la propiedad de
interés del suelo (p. ¢j. el logaritmo decimal de la permeabilidad) a través de una expansion en
serie de Karhunen-Loéve (Papoulis, 1991) utilizando un niimero finito de variables aleatorias
que, posteriormente se emplean para conocer la respuesta del sistema mediante una expansion en
caos polinomial. Estos dos procedimientos son un artificio matematico que permite finalmente, el
planteamiento del método de elementos finitos estocasticos espectral —SSFEM— (Pineda &
Auvinet, 2006; Pineda, 2007).

A continuacién se describe brevemente el planteamiento general del enfoque espectral propuesto
por Ghanem y Spanos (1991).

76



Capitulo 4. Evaluacion de la incertidumbre en los resultados

4.2.3.1 Representacion de la incertidumbre con campos aleatorios

La descomposicion espectral de la funcion de autocovarianza mediante una expansion en serie de
Karhunen-Loéve, se lleva a cabo expandiendo el campo aleatorio por medio de un conjunto de
variables aleatorias y funciones deterministas ortogonales:

V(X):E{V(X)}+i§i(6’) A9 (X) (4.60)

Donde E {V(X )} representa la esperanza matematica del campo aleatorio; & (6) son las
coordenadas de realizacion con respecto a un conjunto de funciones deterministas ¢; y forman
un conjunto de variables aleatorias; 4, y ¢; son los valores y funciones caracteristicos de la

funcion de autocovarianza, definidas a su vez, por la solucion de la ecuacién integral cuya forma
es:

ICV(XI’XZ)(pi(X2)dQX2 = %o (X1) (4.61)
O

Donde Q es el dominio espacial en el cual se define el campo aleatorio.

La expresion (4.61) se conoce como ecuacion integral de Fredholm homogénea de segundo
género, en la cual el nicleo Cj, (X 1, X 2) estd definido por la funcién de autocovarianza, que es

real, simétrica y positiva. La solucion de la ecuacion integral se puede obtener de forma analitica
o numérica. Ambas soluciones fueron propuestas por Ghanem y Spanos (1991) para el caso de
campos aleatorios gaussianos.

4.2.3.2 Representacion de la respuesta

Debido a que la respuesta del sistema es una funcion de la variabilidad de la propiedad de interés
del suelo (p. ¢j. el logaritmo decimal de la permeabilidad), queda expresada en términos de
funcionales no lineales, representadas a través de un conjunto de polinomios ortogonales de
variables aleatorias gaussianas, denominado caos polinomial. La respuesta se expande por medio
de estos polinomios debido a que la funcion de autocavarianza no se conoce a priori como en el
caso del campo aleatorio de la propiedad de interés.

La formulacion del caos polinomial propuesta por Ghanem y Spanos (1991) se fundamenta en el
concepto de caos homogéneo introducido por Wiener (1938). En general se puede decir que el
concepto de caos polinomial es una generalizacion de las series de Taylor a funcionales no
lineales basada en el teorema de Cameron y Martin (1947).

Lo que se pretende determinar es el campo aleatorio de la respuesta del sistema (p. ej. la carga
hidraulica) a través de expansiones no lineales. Asi, cada variable aleatoria puede ser expandida
mediante el caos polinomial de la siguiente manera:
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o ]

h(8)=holo+ i Ty [6811 (‘9)] + Z z i, I'a |:§i1 (0), S, (9)] T (4.62)

i=1 ij=1iy=1

Donde I', [cfil (9),...,51-2 (9)] denota el caos homogéneo de orden p, y hl-p son las coordenadas

de la variable & (0) asociadas a este orden (cero, primero, segundo, etc.).

La construccion del caos polinomial de dimension finita se realiza a partir de un nimero M de
variables aleatorias gaussianas ortonormales, &, (6?), provenientes de la expansion en serie de

Karhunen-Loéve. De esta manera, el caos polinomial de dimension M y orden p se obtiene a
partir de polinomios multidimensionales de Hermite. Cada uno de estos polinomios se define

como una secuencia de M enteros negativos {,...,cy,} de la siguiente manera:

Y, =[1H, (&) @ >0 (4.63)

Donde H, es el polinomio de Hermite asociado a la secuencia o cuyo grado es menor o igual
1

que p.

El nimero P de coeficientes que constituyen el caos polinomial se obtiene mediante una
combinacion binomial dada por:

pP= f) (M+—S_1j (4.64)

s=0 5

Los valores usuales empleados en las aplicaciones del método espectral son M=4 y p=2 6 3. Asi
cada carga hidraulica nodal expresada en la ecuacion (4.62), puede escribirse en funcion de estos
coeficientes como:

P-1

h(0)= ZailPiI:{fk}:l (4.65)

i=0
Donde a;y ¥, [{fk}] correspondena ; y I, [&fil (0),8;) ((9)] , respectivamente.

Cuando el campo aleatorio es gaussiano se requiere el calculo de las esperanzas de los
polinomios para representar la respuesta; tales esperanzas se expresan a través de los siguientes
coeficientes:

;= 8(¥)) (4.66)

Cim = E(AY ¥,,) 467
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Donde ¥;, ¥, son polinomios multidimensionales de Hermite asociados al orden j y m

respectivamente. La ecuacion (4.66) representa el cuadrado de la norma de la base polinomial
', .y la expresion (4.67) es el producto de dos polinomios y una variable aleatoria gaussiana.

4.2.3.3 Evaluacion de la propagacion de la incertidumbre en problemas de flujo de agua

Aun cuando se trata de una técnica de desarrollo reciente que no se ha aplicado al tipo de
problemas discutidos en esta tesis, sino que ha sido mayormente empleada en problemas de
elasticidad lineal (Ghanem & Spanos, 1991a y b; Ghanem & Brzkala, 1996; Waubke, 1996), el
método del elemento finito estocastico espectral (SSFEM) puede aplicarse en la evaluacion de la
propagacion de la incertidumbre de los resultados de un andlisis de flujo de agua.

En particular, se puede realizar una analogia con el enfoque espectral propuesto por Ghanem y
Spanos (1991) para la solucion de otros problemas geomecanicos; asi la esperanza y la matriz de
covarianza de la carga hidraulica por ejemplo, se pueden determinar con las siguientes
expresiones:

E{h} = h, (4.68)
P

Covl[h,n]= Y E{W}} hh! (4.69)
i=1

La ecuacion (4.69) define la matriz de covarianza en términos de los coeficientes c;.

Dentro de los pocos estudios del SSFEM relacionados con el flujo de agua en suelos, se puede
mencionar su aplicacion a problemas de transporte de contaminantes en medios porosos no
saturados (Ghanem, 1998), y a problemas de conduccion de calor (Ghanem, 1999).
Recientemente, Yang et al. (2004) presentd un desarrollo matematico que combina la expansion
de Karhunen-Loeve con el método de perturbaciones para el andlisis estocdstico del flujo
saturado y no saturado en medios heterogéneos; en este caso no se emplea el método de
elementos finitos estocdasticos, sino solamente ecuaciones diferenciales parciales para el calculo
de los momentos estadisticos de las variables de interés.

Algunos autores que han estudiado el método espectral reconocen ciertas limitaciones en su
aplicacion (Sudret & Der Kiureghian, 2000); entre las principales, que se pueden mencionar aqui
porque se considera tienen repercusion en los analisis de flujo de agua, estan:

e La cantidad de calculos requeridos en un problema dado es mucho mayor que la
equivalente en un problema determinista. Por ejemplo, en los andlisis de elasticidad lineal
tipicamente se han requerido de 15 a 35 coeficientes para caracterizar cada
desplazamiento nodal.

e Cuando se trabaja con campos aleatorios log-normales (como los empleados para la
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conductividad hidraulica), inclusive para una variable aleatoria, se requeriria un niimero
infinito de términos en la expansion para reproducir la caracteristica log-normal. Esto
significa que el campo de entrada definido utilizando solamente algunos términos en la
expansion de caos polinomial, puede no ser representativo del campo log-normal real.

En esta investigacion las variables o campos aleatorios que se emplean para representar la
incertidumbre en la conductividad hidrdulica se asume que tienen una distribucion log-normal.
Por este motivo, no se considera apropiado emplear el método espectral.

Finalmente, cabe remarcar que aunque limitado hasta este momento y puesto que la mayoria de
las aplicaciones que se han estudiado con este método no han sido comparadas con otras técnicas
estocasticas, el método espectral merece una mayor investigaciéon y comparaciones con otras
técnicas probabilistas que permitan evaluar su eficiencia y garantizar la conveniencia de su uso.

4.2.4 Métodos de simulacion

Debido a su simplicidad conceptual, las técnicas de simulacion basadas en el método de Monte
Carlo constituyen una alternativa para evitar los esfuerzos requeridos al emplear los métodos de
transformacion de la incertidumbre analiticos y numéricos disponibles, que resultan en ocasiones
de dificil implementacién y cuyo campo de aplicacion es restringido (Auvinet, 2002). Sin
embargo, la principal desventaja del método de Monte Carlo es que requiere un gran numero de
grupo de valores de la funcién de comportamiento (realizaciones) para obtener las estadisticas de
respuesta con una exactitud adecuada.

Las técnicas de Monte Carlo resultan especialmente ttiles en aquellos problemas que implican
variables aleatorias con distribucion de probabilidad conocida o supuesta. Consisten en obtener
por muestreo al azar un juego de valores de los pardmetros aleatorios de interés, respetando las
densidades y correlaciones existentes. Con estos valores, se realiza el calculo analitico o
numérico del problema en estudio; y repitiendo el proceso un niimero de veces es posible
obtener una muestra de soluciones, de las que se determinan los momentos buscados (la media o
valor esperado, la desviacion estandar, la varianza, etc.) mediante algin método de estimacion
estadistica. Si el vector de variables aleatorias considerado tiene componentes independientes, la
simulacion se realiza para cada uno de los componentes. Si el vector tiene componentes
dependientes, es posible regresar al caso anterior utilizando el método de Cholesky generalizado
para diagonalizar la matriz de covarianza de estos componentes. Este método solamente es
valido para variables gaussianas; sin embargo, siempre es posible regresar al caso de las
variables gaussianas aplicando los métodos de transformacion existentes (anamorfosis,
Rosenblatt, 1952).

Las Figuras 4.12 y 4.13 muestran de manera esquematica el proceso de Monte Carlo para la
simulacion de variables aleatorias y campos aleatorios, respectivamente.

Al final de este capitulo se presenta la implementacion del método de Monte Carlo en
combinacion con otras técnicas (como el método de elementos finitos —FEM—; y los paseos
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casuales o caminatas aleatorias —RWM-) para la resolucion de algunos de los problemas
estocasticos de flujo de agua discutidos en esta investigacion.

Entre los métodos mas usuales para estimar el nimero de simulaciones necesarias para lograr una
aproximacion estadistica determinada, se pueden mencionar:

El método clasico de convergencia (intervalos de confianza de la esperanza y de la
varianza de la cantidad estimada).- Para una distribucion normal el intervalo de confianza
esta dado por:

o o
A—2=<msu +1—+= (4.70)
Jn Y
Donde: m Valor de la variable media esperada.

4, Esperanza matematica de la variable considerada.
o Desviacion estandar de la variable considerada.

A Argumento de la distribucién normal (deducido de tablas estadisticas para
un nivel de confianza dado).

n Numero de realizaciones.

La desigualdad de Chebyshev.- Cuando no se conoce la distribucién de probabilidad de
los resultados obtenidos, esta desigualdad permite determinar el nimero de realizaciones
necesarias para una tolerancia dada, a partir de la siguiente expresion:

P{ <Sm<pu .+t <l-— (4.71)

\/__

Donde 7 es un nimero real mayor que uno.

Los criterios anteriores muestran que el método de Monte Carlo presenta una convergencia muy
lenta que puede llevar a tiempos y costos de calculo inaceptables.
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Figura 4.12 Método de simulacién de Monte Carlo para variables aleatorias
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Figura 4.13 Método de simulacién de Monte Carlo para campos aleatorios
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4.2.5 Resumen de las principales caracteristicas de los métodos mas comunes de
evaluacion de la incertidumbre

Tabla 4.1 Principales caracteristicas de los métodos mas comunes

de evaluacion de la incertidumbre

Método

Principales caracteristicas

Solucién exacta

(p. ej. método del
Jacobiano)

Primer orden segundos
momentos (FOSM)

Segundo orden segundos
momentos (SOSM)

Estimacion puntual de
Rosenblueth

Mixto de primer orden
(MFO)

Mixto de segundo orden
(MSO)
Meétodos espectrales

Simulacion de Monte
Carlo

Es laboriosa cuando las condiciones geométricas, de frontera ¢ hidraulicas se tornan
complejas.
No es aplicable cuando la funcién de comportamiento no es explicita.

Utiliza los primeros términos de una expansion en serie de Taylor de una funcion de
comportamiento para estimar el valor esperado y la varianza de dicha funcion.

Se llama de segundos momentos porque es el momento estadistico de mayor orden
empleado en el analisis.

Involucra el célculo de derivadas parciales de primer orden.

El nimero n de variables inciertas, es el nimero de derivadas de la funcion de
comportamiento que se deben evaluar analiticamente o numéricamente.

Exhibe caracteristicas similares a FOSM; la diferencia principal es que utiliza los
términos de una expansion en serie de Taylor hasta el segundo orden.
Envuelve el calculo de derivadas parciales de segundo orden.

Sustituye la densidad de probabilidad de cada variable aleatoria de interés por una
distribucion de probabilidad binaria discreta con los mismos momentos estadisticos.
La funcion de las variables aleatorias de interés debe evaluarse 2" veces dependiendo
del ntimero n de variables.

Es una combinacion de las técnicas estocasticas de segundos momentos (FOSM 6
SOSM) y de Rosenblueth.

Sustituye la funcién de comportamiento original por una ecuacion mas sencilla (p. ej.
un polinomio de segundo orden) que facilita el calculo de las derivadas parciales de
dicha funcion.

El método permite el ajuste de toda la funcién en un amplio intervalo y no solo
alrededor de la media o valor esperado; con lo que es posible obtener resultados mas
realistas cuando el coeficiente de variacion de la variable independiente es alto.

El método implica dibujar tantas graficas (para el calculo de las derivadas) como
variables contenga la funcién en estudio.

Exhibe caracteristicas similares que MFO; la diferencia es que implica el calculo de
derivadas de segundo orden.

La representacion de la incertidumbre mediante el campo aleatorio de la propiedad
de interés se lleva a cabo en un espacio funcional utilizando una expansion en serie
de Karhunen-Loéve (a la fecha no se ha utilizado ninguna otra expansion).

Los parametros estadisticos de respuesta se representan mediante una expansion en
caos polinomial.

La exactitud de los resultados estd condicionada por el nimero de términos
empleados en las dos expansiones.

La representacion del campo aleatorio se aleja del concepto fisico.

Es una técnica reciente que no ha sido lo suficientemente comparada con otros
métodos estocasticos para evaluar su eficiencia.

Tiene la ventaja de simplicidad conceptual.

Permite resolver cualquier tipo de problema geomecanico con diversas condiciones
geométricas, de frontera 6 hidraulicas mediante la aplicacion repetida de cualquier
método determinista.

El nimero de repeticiones del proceso es definido por el usuario. Se requiere sin
embargo, un gran numero de grupo de valores de la funciéon de comportamiento
(realizaciones) para obtener las estadisticas de respuesta con una exactitud adecuada.

La aproximacion se incrementa con l/ VN ; p. ej. si N=1000, para reducir el error en

un factor de 10 se requeriria incrementar N=100000.
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4.3 Método del elemento finito estocastico (SFEM) aplicado al flujo establecido de
agua en medios porosos

4.3.1 Introduccion

No obstante los multiples avances matematicos en la implementacion de nuevas técnicas
estocasticas, el Método del Elemento Finito Estocastico (SFEM) es probablemente hoy en dia la
técnica probabilista mas empleada para cuantificar la incertidumbre en los andlisis geomecénicos.
Se trata de una técnica que combina el método de elementos finitos con alguin método probabilista
que permita evaluar la propagacion de la incertidumbre en los resultados de un analisis
geomecanico considerando la incertidumbre que existe respecto a las variables de interés
(parametros de entrada, como las propiedades del material).

En esta investigacion, los andlisis estocasticos de flujo de agua realizados con dicha técnica se
llevan a cabo utilizando la teoria de elementos finitos del ANEXO III (Lépez & Auvinet, 1998;
Lopez, 2000) en combinacion con alguno de los siguientes métodos:

e Mc¢todo de primer orden o segundo orden segundos momentos

e Técnica de simulacion de Monte Carlo

Al recurrir al método del elemento finito para resolver problemas de flujo de agua, es necesario
asignar a cada elemento o a grupos de elementos unas conductividades hidraulicas especificas. Si
se opta por una modelacion de la incertidumbre con variables aleatorias asociadas a subdominios
estadisticamente homogéneos, deben coincidir los grupos de elementos con estos subdominios.
En la modelacion por medio de campos aleatorios se deben tener presentes los siguientes
aspectos:

e Si se admite que existe una variacion espacial significativa, ésta se presenta generalmente
en las tres direcciones. La hipotesis de flujo bidimensional deja de ser vélida y es
necesario recurrir a un modelo tridimensional.

e Para conocer con precision las caracteristicas del campo es necesario contar con un
nimero importante de resultados de pruebas, raramente disponible.

e Cuando los parametros del campo son conocidos, es necesario proceder a una
discretizacién del mismo. Los valores representativos (aleatorios) que deben asignarse a
cada elemento o grupo de elementos son dificiles de definir. En todo caso, no son simples
promedios aritméticos espaciales del campo como lo han considerado algunos autores
(dependiendo de la dimension espacial en la que se realiza el analisis y segun la direccion
del flujo respecto a las heterogeneidades, el promedio representativo puede ser el
promedio armonico pesado, aritmético pesado o geométrico, como se puede apreciar en el
inciso 5.4 del Capitulo 5). La discretizacion de un campo de permeabilidad se puede
realizar con alguno de los métodos que se indican a continuacion.
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4.3.2 Discretizacion de campos aleatorios

Sea V(X ) : X € Q un campo aleatorio gaussiano multidimensional univariado®? definido en el

dominio €; representado por su esperanza u, (X), su varianza aﬁ(X ) ¥ su coeficiente de

autocorrelacion p, (X, X,). Y sea V el vector de variables que permiten representar el campo

aleatorio, definido a su vez por un vector medio p y una matriz de covarianza Tyy . El
procedimiento de discretizacion de un campo aleatorio consiste en representar de manera
aproximada a V(X ) con V. Se trata de definir la “mejor” aproximacién con respecto a algin
estimador de error, es decir, aquella aproximacion que emplee el menor nimero de variables

aleatorias. Los métodos disponibles para la discretizacion de campos aleatorios se pueden dividir
de manera general en tres grupos (Sudret & Der Kiureghian, 2000), Figura 4.14:

e Métodos de discretizacion puntual.- Donde el conjunto de variables aleatorias son valores
seleccionados del campo V' (X ) en puntos X; determinados.

o Meétodos de discretizacion promedio.- Donde el conjunto de variables aleatorias son
integrales pesadas o ponderadas del campo V(X ) en un cierto dominio €2,.

o Métodos de expansion en series.- Donde el campo se representa de manera exacta
mediante una serie que involucra variables aleatorias y funciones espaciales
deterministas. La aproximacion o discretizacién se obtiene con el truncamiento de la
serie.

Revisiones detalladas de varias técnicas de discretizacion pueden encontrarse en Li y Der
Kiureghian (1993); Ditlevsen (1996a y b); Matthies et al. (1997). Algunos de los métodos de
discretizacién mas usuales se exponen en los parrafos siguientes.

Me¢étodos de discretizacion de campos aleatorios \
A
. . .o/ . . .7 A
Dlsgﬁ%ﬁgflon Dl;ﬁgﬂgﬁféon Expansion en series
* Método del punto * Promedio espacial * Expansion en serie
medio de Karhunen-Loéeve
» Método de la * Método de la E o -
c : « Expansion en serie
funcion de forma integral ponderada ort%gonal
* Método puntual * Expansion del método
de integracion de estimacion lineal
* Método de estimacion optima
lineal 6ptima

Figura 4.14 Clasificacion general de métodos de discretizacion de campos aleatorios

@2 Un campo es gaussiano si cada una de las variables del campo tiene una densidad de probabilidad gaussiana y ademas las
densidades de probabilidad conjuntas de cualquier orden de estas variables son también gaussianas (Auvinet, 2002). Un campo se
denomina univariado o multivariado dependiendo de si el mismo esta referido a una variable aleatoria o a un vector aleatorio
asociados a puntos X del campo. Un campo es uni o multidimensional de acuerdo con la dimension d de X, esto es d =1 6 d >1
(Sudret & Der Kiureghian, 2000).
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4.3.2.1 Método del punto medio (midpoint method)

El método del punto medio, introducido por Der Kiureghian y Ke (1988), permite aproximar el
campo aleatorio en cada elemento €2, mediante una sencilla variable aleatoria definida como el

valor del campo en el centroide X, del elemento:

V(X)=V(X.) con XeQ, (4.72)

c

El campo aproximado ﬁ(X ) estd definido entonces por el vector aleatorio

V= {V(X ;),...,V(X Ne )} , siendo N, el nimero de elementos en la malla. La media y la matriz
de covarianza del vector estdn dadas en funcién de la media, la varianza y los coeficientes de
autocorrelacion del campo V(X ), evaluados en el centro de gravedad de los elementos (Der

Kiureghian et al., 1991). La realizacion del campo asi definido es una funcidén que presenta
discontinuidades en las fronteras de los elementos. El método tiende en general a sobreestimar la
variabilidad en el interior de cada elemento; y obviamente solo serd valido si las dimensiones del
elemento son pequefias respecto a la distancia de influencia. Lo anterior obliga a manejar un
numero grande de elementos y de variables aleatorias, lo que puede resultar muy laborioso.

4.3.2.2 M¢étodo de la funcion de forma (shape function method)

Este método, introducido por Liu et al. (1986), aproxima el campo aleatorio V(X ) en cada

elemento mediante valores nodales X; y las funciones de forma que se emplean generalmente en

el método de elementos finitos:
V(X)=Y_N:(X)V(X;) con XeQ, (4.73)

Donde n es el nimero de nodos del elemento e, X, son las coordenadas del i-ésimo nodo y
Ni(X ) son las funciones de forma polinomiales asociadas con el elemento; generalmente las
funciones polinomiales tienen la forma siguiente: N,;(X)=6;, donde &; es la delta de
Kronecker. El campo aproximado ﬁ(X) se obtiene en este caso de V :{V(Xl),...,V(XN )},

donde {X Hi=L., N } es el conjunto de coordenadas nodales de la malla. Una ventaja de esta

técnica sobre el método del punto medio es que cada realizacion del campo discretizado es una
funcion continua sobre Q.

4.3.2.3 M¢étodo del punto de integracion (integration point method)

Con este método (Brenner & Bucher, 1995) el campo aleatorio se discretiza asociando cada
variable aleatoria sencilla con los puntos de integracion de Gauss usuales en los esquemas de
resolucion de problemas geomecanicos con elementos finitos. El método proporciona resultados
exactos para distancias de correlacion pequenas. Sin embargo, el numero total de variables
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aleatorias envueltas en el analisis se incrementa considerablemente con el tamafio del problema.
4.3.2.4 Método de estimacion lineal Optima (optimum linear estimation method)

Este método, propuesto por Li y Der Kiureghian (1993), permite representar el campo
aproximado V' (X) por medio de una funcion lineal de valores nodales V = {V(X 1)V (X, )}

m

como.:

V(X):a(X)+ibi(X)T-V(Xi) con XeQ (4.74)

Donde m es el nimero de puntos nodales involucrados en la aproximacion.

Las funciones a(X) y b;(X) se obtienen minimizando en cada punto X la varianza del error

Var[V(X )—17()( )}, donde I7(X ) es un estimador sin sesgo de la media. Estas condiciones se

escriben:

Minimizar Var| V (X)-V (X)] VXeQ (4.75)

Con E{V (X)-V(X)}=0 (4.76)

Efectuando operaciones matematicas, la estimacion lineal 6ptima resulta:

V(X)=y (X)+ Ty Ty (V-R) con XeQ (4.77)
Donde V es el vector de valores nodales; TVT( x)v €sun vector de dimensiéon N x1 que contiene

las covarianzas de V' (X) de los elementos de V; Tyy es una matriz definida no singular (que

tiene inversa).

Asi, el método de estimacion lineal 6ptima permite minimizar el error de la varianza como (Li &
Der Kiureghian, 1993):

Va’”[V(X)_ ﬁ(X)J = O-I%(X) (X) _TI;I(X)V Ty T, x)yv (4.78)
El segundo término de la expresion anterior es idéntico a Var[ﬁ()( )} . De esta manera, el error

de la varianza es simplemente la diferencia entre las varianzas de V(X ) y I7(X ) . Puesto que el

error de la varianza es siempre positivo, se sabe que V(X ) siempre subestima la varianza del

campo aleatorio original.

Debido a la semejanza, en algunas ocasiones el método de estimacion lineal 6ptima también se ha
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denominado como método de Kriging (Vanmarcke, 1983), la diferencia es que en este ultimo V
representa los valores observados del campo.

4.3.2.5 M¢étodo del promedio espacial (spatial average method)

Este método, propuesto por Vanmarcke y Grigoriu (1983), requiere de una malla para discretizar
el campo aleatorio. La discretizacion se lleva a cabo aproximando el campo en cada elemento
como una constante obtenida con el promedio o media espacial del campo original sobre el
elemento, representada por:

[r(x)aq,
I7(X) :QeJ.T E;e con X e Qe (479)
Q

e

El vector V se define entonces como la coleccidon de estas variables aleatorias, es decir

vl = {I7e, e=1,.., Ne} . La media y matriz de covarianza de V se calculan a partir de la media y

covarianza de la funcion del campo V' (X ) como integrales sobre el dominio Q, .

Algunas dificultades que envuelve este método son:

e La varianza del promedio espacial sobre un elemento subestima la varianza local del
campo aleatorio (Der Kiureghian & Ke, 1988).

e El método solo es valido para los campos aleatorios gaussianos (Matthies et al., 1997). Si
el campo no es gaussiano, la solucion de la expresion (4.79) se torna dificil, e incluso
imposible. En este caso, se ha propuesto remplazar el proceso por una distribucion
aproximada.

4.3.2.6 M¢étodo de expansion en serie (series expansion method)

En este método, desarrollado por Lawrence en 1987, el campo se expresa en términos de
descomposicion espectral:

V(X)=/1V(X)+0'V(X)Zr:gsi~\/Z~fi(X) con XeQ (4.80)
i=1

Donde g, son variables gaussianas (media cero y varianza unitaria), /4; y fi(X ) son

respectivamente, los valores propios y las funciones propias del coeficiente de autocorrelacion
espacial definidos por:

A £ (X) = [ p(X0, X0)f (X5 ) dX, (4.81)
Q

Para mejorar la eficiencia del método y describir el campo con cierta precision, se deben tomar
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solamente algunos grupos de variables aleatorias g, asociadas a los valores propios mas
1

grandes. Sin embargo, si las funciones y los valores propios no se conocen con exactitud, es
decir, si las funciones de correlacién son arbitrarias, es necesario recurrir a algin método
aproximado.

Para realizar lo anterior, es posible utilizar un método de integracion cuadratica para convertir el
problema integral de valores propios en un problema de valores propios matriciales, eligiendo
funciones de interpolaciéon que minimicen el error de representacion del campo; o bien, se puede
emplear una aproximacion de tipo Galerkin para la integracion, es decir una descomposicion de
la funcion f; en un ensamblaje de funciones de base en €2 y un ensamblaje de coeficientes que

1

aseguren la transformacion a un problema de valores propios matriciales.

Otras variantes del método original anterior son (Sudret & Der Kiureghian, 2000):

o Meétodo de expansion en serie ortogonal (ortogonal series expansion).- Propuesto por
Zhang y Ellingwood (1994), evita resolver la ecuacion integral de Fredholm
seleccionando un conjunto de funciones ortogonales que formen una base en el espacio de
Hilbert.

o FExpansion del método de estimacion lineal optima (expansion optimal linear estimation
method).- Propuesto por Li y Der Kiureghian (1993), es una extension del método de
estimacion lineal 6ptima del inciso anterior, que utiliza en este caso una representacion
espectral del vector de las variables nodales V .

4.3.3 Desarrollo de técnicas de perturbacion de primer y segundo orden aplicables al
método de elementos finitos (FEM)

Se presenta en esta seccion la implementacion del acoplamiento de las técnicas estocasticas de
primer y segundo orden segundos momentos (FOSM y SOSM, del inciso 4.2.2.1) con el método
de elementos finitos (FEM, desarrollado en el ANEXO III), para evaluar la propagacion de la
incertidumbre en los resultados de un andlisis de flujo de agua (p. ej. cargas hidraulicas o
equipotenciales, gradientes hidraulicos, velocidades de flujo, gasto, entre otros).

Considerando que la conductividad hidraulica de los materiales del dominio en estudio tiene una
distribucion log-normal (es decir, la variabilidad de la conductividad hidraulica se representa con
su logaritmo decimal o natural), se procede como se indica a continuacion.

4.3.3.1 Incertidumbre en la carga hidraulica

(a) Aproximacion de primer orden

La carga hidraulica en cada nodo » de una malla de elementos finitos, es una funcion implicita de

varias variables aleatorias (logaritmos decimales o naturales de las conductividades hidraulicas,
representados por w,, ):

h. =g (W, Wy, Wy ) (4.82)

7
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Recurriendo a un desarrollo en serie de Taylor truncado en el primer orden (Benjamin & Cornell,
1970), la aproximacion del valor esperado de la carga hidraulica, 4,, es:

Ethy =g (1 bt ooty ) (4.83)
donde Fags oy 5ees By SOT los valores esperados de wy, w,,..., Wy .

Por otra parte, las estimaciones de primer orden de las varianzas y covarianzas de la carga
hidraulica se obtienen respectivamente con las expresiones siguientes:

p q

N N
Var[h] = ZZB}: ] B’? } Cov|w,,w, | (4.84)
Mg, i

&q

p=lg=1 q

I & oh, oh,
Cov[hr,hs] —ZZ{@WPLWP {aw } Cov[wp,wq] (4.85)

H wg

Los términos Cov[w w } son las covarianzas entre las variables aleatorias w, y w,, y

p’q p
awl’

con respecto a w, y w,, (evaluadas para el valor esperado de w, y w, , respectivamente). Estas

y |: Oh, ] , representan las primeras derivadas de la carga hidraulica 4, en el nodo r,

qu

My P “wq

derivadas pueden obtenerse de manera sencilla a partir de las derivadas directas de 4, respecto a
las conductividades hidraulicas k,. En efecto:

oh, on  k,

— Siw, es el logaritmo decimal de & =logio k,): L —_—TI. 4.86
r 8 » O =logio ) ow, ok, 0434294 (4.86)
) ) Oh. Oh
— Siw, es el logaritmo natural de &, (w, =In k,): —=—k, (4.87)
8wp ka

donde Sh’ se obtiene a su vez resolviendo el sistema [S]{A,.} =0 (expresion I11.30 del ANEXO
p
IIT) derivado:

on, __0[s]
[S]akp ", h, (4.88)

El algoritmo requerido al considerar el logaritmo decimal como variable aleatoria, se obtiene por
tanto mediante una modificacion sencilla del algoritmo aplicable al caso en que la conductividad
hidraulica es la variable aleatoria (L6pez, 2000).
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(b) Aproximacién de segundo orden

La aproximacion de segundo orden del valor esperado de la carga hidraulica (Lopez & Auvinet,
2002) se obtiene con:

134 &| &k

n_ I »

Eh T =E{h} +§Z:1 ;LW - } cov[wp,wq] (4.89)
r=l q P e, M,

La aproximacion de segundo orden de la varianza de la carga hidraulica es:

i 1 T LT Y o7,
Var[hr] —Var[h] +Zzzzlg[8w,8w l M
wy Hwy,

=1 m=1
x {
.

2 o’h,
En las expresiones anteriores, los términos: { } y { , son las
Hyy Ky, Hm P-w

(4.90)

} Cov w,, 4 Cov[ W p:'+

Cov w,, Cov[w wq]
Hepteg

ow,;0w,, ow,,0w,

segundas derivadas de la carga hidraulica, #,, respecto a los logaritmos decimales o naturales de
las conductividades hidraulicas, representados por las variables w;:

2 2 k 2 k
— Si w; son logaritmos decimales de &;: Oh _Oh, ( 4 J + oy £ (4.91)

6wp2 6kp2 0.434294 ok, (()'434294)2

e 4.92)
ow,0w,  Ok,0k, (0.434294)° '

2 2
— Si w; son logaritmos naturales de &;: Oy = O, -kp2 + Oh, -k, (4.93)
ow,?  ok,’ ok
p p p
2 2
0°h. 0,

= : (4.94)
pPq
ow,ow,  ok,0k,

Por lo que, las derivadas de segundo orden respecto a las permeabilidades se pueden obtener en
forma sencilla derivando nuevamente el sistema (4.88):

[S]azi:_ o[S] on, 4.95)

2
ok, ok, ok,
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o°h, _ O[S] on, O[S] on

[]6k ok~ ok, ok ok 6kr (4.96)
p q p q q P

4.3.3.2 Incertidumbre en el gradiente hidraulico
(a) Aproximacion de primer orden

La estimacion de primer orden del valor esperado del gradiente hidraulico en direccion X se
obtiene con:

Eli} == b,E(n) (4.97)

El valor esperado del gradiente hidraulico en direccion Y se obtiene de manera analoga.

En la misma forma, la estimacion de primer orden de la varianza del gradiente hidraulico, en la
direccion X, puede calcularse en cada elemento, utilizando la siguiente expresion:

Var| i =Z3;Z3:[ }{ }Cov[h h] (4.98)

g=1

I
donde b, y b, son términos de la matriz geométrica [B] (ver ANEXO III), E {hp} y

I . . . .
Cov[h p,hq] son las estimaciones de primer orden del valor esperado y de las covarianzas de

las cargas hidraulicas en los nodos del elemento. Las estimaciones de primer orden del valor
esperado y de la varianza del gradiente hidraulico en la direccidon Y, se determinan de manera
analoga.

Por otra parte, la estimacion de primer orden del valor esperado de la magnitud del vector
gradiente hidraulico es:

Elif = \/[E{ip}[}z +[E{iq}[T (4.99)

1 I
donde FE {ip} y E {iq} representan las estimaciones de primer orden del valor esperado del

gradiente hidrdulico en las direcciones X'y Y obtenidas con la expresion (4.97).

La estimacion de primer orden de la varianza de la magnitud del vector gradiente hidraulico, i,
en un elemento determinado puede ser evaluada con:
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p=lg=1

B 2 2 & oi
var[i] =Y Z{#} {j} Cov[ iyi, | (4.100)
- P Mi,
donde las derivadas son:

_':—' ‘ (4.101)

I .
y Cov[z p,zq] puede estimarse como:

Coviyi,| = (ijz {clblVar[h,]I
+¢;b, Cov[hy,hy, | +cb,Cov[hy,h,]'
e, by Covl[hp, ] +cpbuVar[h,]'
+CpbpCovlhy,h, | +cbCovlh, ]

m>°"n

+¢,b,Cov[h, b, ] +e,bVar[h,]'| (4.102)

n’""m

donde Var[hl][ y Cov[h,,hm]1 son las estimaciones de primer orden de las varianzas y

covarianzas de las cargas hidraulicas en los nodos de la malla de elementos finitos; ¢; y b; son
términos de la matriz geométrica [B] (ver ANEXO III).

(b) Aproximacién de segundo orden

Tomando en cuenta que el gradiente es una funcion lineal de las cargas nodales, la aproximacion
de segundo orden del valor esperado del gradiente y de su varianza en la direccién X, por
ejemplo, puede obtenerse simplemente sustituyendo en las ecuaciones (4.97) y (4.98) las
aproximaciones de primer orden del valor esperado y de las covarianzas de las cargas hidraulicas,
por las de segundo orden:

£} =L 3 Efn,)" (4.103)

3 3
Var i 222{2A}{2A}C0v[hp,hq] (4.104)

1

Por lo que se refiere a la magnitud del vector gradiente hidraulico, i, la estimacion de segundo
orden del valor esperado es:
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N N -
el =i} %22{;2 } Covlipni, | (4.105)
= HipHiq

(4.106)

i by (4.107)
di i ( 2 .2)3/2
P q

lp +lq

.. .4 .
Asimismo, Cov[z p,qu puede estimarse como:

2
Cov[ip,i ]H :(ij {clb,Var[hl]H
;b Cov [y, b, " +eib,Covlhy,h, 1"

+cmb1C0v[hm, h ]H + cmmear[hm ]H

+c,,b,Cov[h,, . h ]H+cnb,C0v[hn,h,]

m>°°n

17

+e,byCov[h,.h, " +cnanar[hn]H} (4.108)
donde Var[h,]” y Cov[hl,hm]” son las estimaciones de segundo orden de las varianzas y

covarianzas de las cargas hidraulicas en los nodos de la malla de elementos finitos; ¢; y b; son
términos de la matriz geométrica [B].

De igual manera, la estimacion de segundo orden de la varianza de la magnitud del vector
gradiente hidraulico, i , en un elemento determinado puede ser evaluada con:

I=1 m=1 p=1 g=1
/g /g
27 Cov| i,i, | -Cov|i,,i, | +
{a.aal. } : JH : p]H (4.109)
Ly By b, Cov[i,,ip} -Cov[im,qu

2%

Donde las derivadas de segundo orden {8'681' se obtienen con las expresiones (4.106) y
LOLy,

K Wi,

(4.107),y Cov[i,,im]H se determina con (4.108).
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4.3.3.3 Incertidumbre en las fuerzas de filtracion

En el caso de las fuerzas de filtracion, puesto que para su obtencion solamente se multiplica el
gradiente hidraulico por el peso volumétrico del agua vy, (expresion II1.17 del ANEXO III), la
incertidumbre se calcula asimismo con las expresiones empleadas para el gradiente hidraulico,
pero multiplicadas por el valor constante y,, (para las estimaciones de primer y segundo orden

del valor esperado en las direcciones X y Y) y por ywz (para las estimaciones de primer y
segundo orden de la varianza en las direcciones X'y Y).

4.3.3.4 Incertidumbre en la velocidad de flujo
(a) Aproximacion de primer orden

La estimacion de primer orden del valor esperado de la velocidad de flujo en direccion X, se
obtiene con:

I 1 &S I
E{V} =-—>"Elk,}b, E{h,} (4.110)

donde E {kp} es el valor esperado de la permeabilidad, b, es un término de la matriz geométrica

[B] (ANEXO III), y E {hp}les la estimacion de primer orden del valor esperado de la carga

hidraulica.

Las estimaciones de primer orden de las varianzas y covarianzas de la velocidad de flujo en la
direccion X, pueden obtenerse respectivamente utilizando las siguientes expresiones:

o LoV, ov,
V“F[sz] :;;{WJ LWJ Cov| w,.w, | (4.111)
P-wp qu
o XX |oV,. oV,
Cov| V.7, | =;;[8WJ {awj Cov|w,,w, | (4.112)
Mg Hg,
ov,. ov, _ . ‘ .
donde 3 : y 3 : son las primeras derivadas de la velocidad de flujo respecto a las
w w
p T q y
p q

variables w, y wy, respectivamente (evaluadas para el valor esperado de w, y w,). Estas derivadas
pueden obtenerse de manera sencilla a partir de las derivadas directas de V, respecto a las

conductividades hidraulicas k,. Esto es, si w,, son los logaritmos decimales de k,, entonces:
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ov., oV, k

= =—=.__F (4.113)
ow, Ok, 0.434294

Recordando que, si se emplean logaritmos naturales, el factor 1/0.434294 debe omitirse de la
derivada anterior (como en el caso de la carga hidraulica, ver ecuacion 4.87).

oV, . . . 1 .
Adicionalmente, " > se obtiene derivando el sistema {V} = —Z[R][B]{hr} (expresion 111.31
P
del ANEXO III):
ov,
ok, 2A ok, 2N Ok,

Las estimaciones de primer orden del valor esperado, las varianzas y covarianzas en la velocidad
de flujo para la direccion Y, se obtienen de manera analoga.

Por otra parte, la estimacion de primer orden del valor esperado de la magnitud del vector
velocidad de flujo es:

ey} =\/[E{VS}IT +[E{Vt}[T (4.115)

donde E{V,}' y E{V,)" representan las estimaciones de primer orden del valor esperado de la

velocidad de flujo en las direcciones X'y Y, obtenidas con la expresion (4.110).

La estimacion de primer orden de la varianza de la magnitud del vector velocidad de flujo, v,
puede obtenerse con:

2 2 74 -t
var[7] =Y, ZB—H [g—ﬂ CovlV,. ;] (4.116)
=Ly LTy,

s=1 =l

donde las derivadas son:

o = Vs (4.117)
ov, \/Vs2+V;2

.. 1 .
asimismo, Cov[Vs,Vt] , puede determinarse con:

i\
Cov[VS,Vt}]IZ( ;A(IJ {c,b,Var[h,]]
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+clme0v[hl,hm]1 +c,an0v[h,,hn]1
+cmb,C0v[hm,h[]1 +cmmear[hm]1
+cman0v[h h ]1 +cnb1C0v[hn,hl]

m>""n

+¢,b,Covl[hy, b, ] +c,b,Var[h, ]’} 4.118)

n’""m

(b) Aproximacién de segundo orden

La estimacion de segundo orden del valor esperado de la velocidad de flujo en direccion X, se
obtiene con:

2
E{sz}ll :E{sz}l +%§:i[@i I;x;v ] Cov[wp,wq] (4.119)

Var[VxS JU = Var[sz ][ +

) { anxs } Cov[w,,wq]Cov[wm,wp]+ 4.120)

ow, 0, COV[WI,WP]'COV[W w ]

m> g
vap P'wq

. . o , oV,
En las expresiones anteriores, los términos : y 2 , son las
ow; ow,, ow, Ow,
leuwm uwpqu
segundas derivadas de la velocidad de flujo en direccion X respecto a las variables w;. En el caso
en que dichas variables corresponden a los logaritmos decimales de las conductividades
hidraulicas %;, estas derivadas se obtienen facilmente con:

o, o, k, Y ov, k,
> " o2 \omsa0a ) Fak 2 (12D
ow,? ok, 0. » (0.434294)
2 2
0 V;s _ 0 V;s . kpkq

- . (4.122)
ow, 0w, Ok,0k, (0.434294)

Nuevamente recordando que si las variables w; son los logaritmos naturales de las
conductividades hidraulicas £;, entonces el factor 1/ (0.434294)2 debe omitirse de las derivadas

anteriores (como en el caso de la carga hidraulica, ver ecuaciones 4.93 y 4.94).
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Adicionalmente, las derivadas de segundo orden de la velocidad con respecto a la permeabilidad,
se pueden obtener en forma sencilla derivando nuevamente el sistema (4.114):

%, _ 1 on o[R][B] [R][B] &%,

= 4.123
ok, A Ok, Ok, 2A ok, (+123)

o, __[R]B] o*h 1 o[RYB) oh 1 A[RVBloh

ok,o0k,  2A  ok,0k, 2A ok, ok, 2A Ok, Ok, '

Las estimaciones de segundo orden del valor esperado y de la varianza de la velocidad de flujo en
direccion Y, se obtienen de manera andloga.

La estimacion de segundo orden del valor esperado de la magnitud del vector velocidad de flujo
se obtiene con:

p=lg=l

E7) gl +%Z2:Z2:L$2§V } Cov[ V.V, | (4.125)
P My, M,

Asimismo, la estimacidon de segundo orden de la varianza de la magnitud del vector velocidad de
flujo es:

1= m=1 p=1 g=1| OV,0V,

Var[?}ﬂ =Var[l7]1+iiiii{ o'V }

_ Vi Vi
x{ T } Cov| 1V, | -Corl 7, 7, |+ (4.126)
oV ov. 1 u '
P gy, Cov[Vl,Vp] -Cov[Vm,Vq]
donde las derivadas de segundo orden se determinan con:
= 2
oV _ : I (4.127)
o 2 5 72 5 S\3/2 :
N (A B A
v VW 3/2 (4.128)
ov,ov, (sz"‘qu)

y Cov[V,,Vq ]H puede obtenerse con:

u (kY
COV[V,,VJ =( 22(]) {c,b,Var[h,]H
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+clme0v[h,,hm ]H + c,anov[h,,hn ]H
+cmb,C0v[hm,h,]H +cmmear[hm]”
+c,b,Cov[h,, b, " +e¢,b,Cov[h

m?>""n no

hl ]H

+¢,b,Cov[h,.h ]”Jrcnanar[hn]H} (4.129)

n’>""m

4.3.3.5 Incertidumbre en el gasto
(a) Aproximacion de primer orden

La estimacion de primer orden del valor esperado del gasto que sale por el lado del elemento
finito opuesto al nodo 7, ¢,.. y g,,,, en las direcciones X'y Y, respectivamente, se determina con:

E{q,} =-bE{V,}

E{q,y}l =—c,E{V,}

1

, (4.130)

1

I
donde E{Vx} y E{Vy} son las aproximaciones de primer orden del valor esperado de la

velocidad en las direcciones X y Y, respectivamente, y b, y ¢, son términos de la matriz

geométrica [ B].

Asimismo, la aproximacion de primer orden de la varianza en el gasto se obtiene con:
I 2 I
Var(q,.| =-b."Var[V,]

4.131
Var[q,y }1 = —cr2 Var[Vy ][ ( :

donde Var|q,.| y Var[q,.] son las varianzas del gasto que sale por el lado opuesto al nodo r del

I
elemento considerado en las direcciones X'y ¥,y Var[Vx]I y Var[Vy} son las estimaciones de
primer orden de la varianza de la velocidad en las direcciones X y Y, en las cuales, la
incertidumbre en logo £ ya esté incluida.

(b) Aproximacion de segundo orden

La estimacion de segundo orden del valor esperado del gasto es:

E{qrx }H = _brE{Vx }H

4.132
E{qry}ﬂ :_CVE{Vy}H o

/i
donde E {Vx }H y E {Vy} son las aproximaciones de segundo orden del valor esperado de la

velocidad en las direcciones X'y Y, respectivamente.
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Asimismo, para la varianza del gasto se tiene:

][1 ]I[

Var(q,.|" = —br2 Var[V,

4.133
Var[q,y }H = —cr2 Var[Vy JH ( )

1
donde Var[Vx]H y Var[Vy] son las aproximaciones de segundo orden de la varianza de la

velocidad en las direcciones X'y Y, respectivamente.

4.3.3.6 Algoritmo desarrollado

Para la aplicacion de la teoria anterior se implementd el algoritmo MEFLULOG (Lépez &
Auvinet, 2004), en lenguaje Visual Basic 6.0. Este algoritmo permite realizar analisis
estocasticos de flujo de agua en suelos considerando como variable aleatoria el logaritmo decimal
de la permeabilidad, logo &, y aplicando las aproximaciones de primer y segundo orden
segundos momentos (FOSM y SOSM, respectivamente) expuestas con anterioridad. Algunas de
sus principales caracteristicas son el empleo de la técnica de la silueta o skyline (Bathe & Wilson,
1976), la que optimiza el espacio de memoria ocupado durante las operaciones con matrices.
Asimismo en la resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales se emplea el método de
eliminacion gaussiana (Bathe & Wilson, 1976). En las Figuras 4.15 y 4.16 se muestran algunas
de las ventanas de este programa. En la Figura 4.17 se presenta el diagrama de flujo simplificado
del mismo.

Caleular ﬂ |Click ﬂ ﬁ
j &=
Rem ESPERANZIA DE SEGUNDO ORDEN DE Li CARGL HIDRAULICE =B Proyectol (MEFLULOGZa
For I = 1 To MNP — ]
EH(I} = H{I} + (0.5 * DEH{I}) =| Andlisis ANALISIS(anaIisisS.r
EH1({I) = EH(I] ARCHIDATOS (ARCH
Next I (GLARDAR (GLARDAI
- INDICE (IMDICES.frn
Rem VARIANZA DE PRIMER ORDEN DE LA CARGE HIDRAULICA ABRIR UN ARCHIVO DE DATOS (= MALLA (MALLAS. Fri
For K = 1 Ta NP PROBARILISTA (PRO
VARH(E) = 0 RESLLTADOS (result
For I = 1 To NN GUARDAR RESULTADOS [H ‘ les
For J = 1 To NN
VARH(K) = VARH(K) + HE(Z * I - 1, K] * HE(Z * J - 1,
VARH(K) = VARH(K) + HE(2 * I - 1, K) * HE(2 * I, K) * ;
VARH(K) = VARH(K) + HK(Z * I, K} * HE(Z *+ 1 - 1, K} * ANALISIS DETERMINISTA GP‘
VARH(K) = VARH(K) + HE(Z * I, K) * HE(2 * J, K) * COV
Next J: Next I
If KiiK) = 1 Then Let VARH(K) = 0 AMALISIS PROBABILISTA
STDH[K) = Sqr (Abs (VAREH (K] )] DE PRIMER ORDEN -
If H({K) = 0 Then GoTa 600 : :
CVH{K] = (STDH(K] / H{K)) * 100
B0 Nexe K ANALISIS PROBABILISTA &
Rem STORING FIRST ORDER VARIANCES OF HYDRAULIC HEADS DE SEGUNDO ORDEN
For I = 1 To MNP
VALRH1(I) = VARH(I)
Hext I SALIR g ‘
Rem SUMATORIL PARL LA VARTANZAZ DE 2° ORDEN DE LL CARGA
For K = 1 To NP
UK =0
For L = 1 Ta 2 * NN
== | LIJ

Figura 4.15 Ventana para visualizar los resultados obtenidos con MEFLULOG
(Lopez & Auvinet, 2004)
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MEFLULOG 2004

Flujo de agua en suelos

considerando como

variable aleatoria a Log k
(aproximaciones de primer y segundo orden)

N. P. Lopez & G. Auvinet:

Figura 4.16 Pantalla de inicio del programa MEFLULOG (Lo6pez & Auvinet, 2004)

Inicio

J

Incertidumbre en los resultados:
Varianzas, covarianzas, desviacion
estandar, etc., tanto de primer como
de segundo orden de las cargas
hidraulicas, gradientes, velocidades,
fuerzas de flujo y gastos

4 ‘ ‘ N\
Lectura de incertidumbre en los
datos:

*Valores esperados de las
permeabilidades del suelo, E {k}
*Matriz de covarianzas de logjo k

- I

e N
Propagacion de incertidumbre con el
método del elemento finito
estocastico (con FOSM y SOSM)

N\ ﬂ Y,

4 I

Fin

Figura 4.17 Diagrama de flujo simplificado del algoritmo MEFLULOG (Lopez & Auvinet, 2004)
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4.3.4 Implementacion de la técnica de simulacion de Monte Carlo en combinacién con el
método de elementos finitos (FEM)

Se desarroll6 una metodologia que permite acoplar la técnica de simulacion de Monte Carlo con
el método de elementos finitos (FEM) para efectuar analisis de flujo de agua en dos dimensiones.
El proceso consiste en obtener inicialmente por muestreo al azar un conjunto de variables
aleatorias correlacionadas X, que tienen una distribucion normal (en este caso, corresponden a

los logaritmos decimales de las conductividades hidraulicas, log;¢ k), respetando las densidades y
correlaciones existentes. Estos valores se asignan a elementos o grupos de elementos finitos (con
base en el método del punto medio -midpoint method-) de la malla con la que se modela el
dominio en estudio. Posteriormente a partir de estos datos, se realiza el calculo numérico del flujo
de agua con el método de elementos finitos (FEM). Se repite el proceso de calculo un nimero de
veces hasta obtener una muestra de soluciones, de la que se determinan los momentos buscados
(la media o valor esperado, la desviacion estandar, la varianza, etc.) mediante algin método de
estimacion estadistica.

El algoritmo SIMONC (Figura 4.18) en lenguaje Visual Basic 6.0 (Lopez, 2003), se elabor6 para

determinar las variables aleatorias correlacionadas X; mencionadas, de acuerdo con el diagrama

de flujo simplificado que se muestra en la Figura 4.19. Algunos de los datos adicionales
solicitados por este programa se ilustran en la Figura 4.20.

De igual manera, después de generadas y asignadas las variables aleatorias X; a los elementos de

la malla con que se modela la region de flujo en estudio, el analisis numérico del flujo de agua se
lleva a cabo mediante el método de elementos finitos con ayuda del algoritmo FLOWNETS
(Lopez & Auvinet, 2000). Se trata de un programa escrito en lenguaje Visual Basic 6.0 que se
fundamenta en la teoria del ANEXO III (ver algoritmo en Figura I11.2 del mencionado anexo).

i. Archivo secuencial de Datos -SIMONC- =l
i Sl — Media y Varianza I Matriz de Ci ( I

N*® de variables alea‘ror'ias:|3—
SIMONC 2003 Covarianza 1:|0.50 Covarianza 7: |0.30
Covarianza 2: 035 Covarianza 8: |0.15
Método de Simulacion de Monte Carlo Covarlanza 3:05 — Covarianza 9: 151
en los Andlisis de Flujo de Agua en Suelos Covarianza 4:[0 Covarianza 10:[
Covarianza 5:|D.25— Covarianza 11:|—
Covarianza 6:)0.50 Covarianza 12;|—

Ingresar Actualizar

Borrar

-
g
w
-
9
[
[

w

[ Covarianza 1] Covarianza 2] Covarianza 3] Covarianza 4]

Velocidad de flujo

N. P. Lopez - Acosta & 6. Auvinet o »
] 4]patat » bl

- L T h = SRR » g a o x
| Realizar Simulacion

Generar archive
de dates 2 de Monte Carlo

Salir |

(a) Pantalla de inicio (b) Creacidn de archivo de datos

Figura 4.18 Algoritmo SIMONC (Ldpez, 2003)
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Inicio

i

-

Lectura de datos: vector de wvalores

medios u, y matriz de covarianzas
[Vy] de un conjunto de variables
aleatorias X; —correlacionadas con

distribucion normal—

g

Obtencion de las matrices [a] y [V} ]
con el método de descomposicion de
Cholesky: [VX]z[a][VW][a]T

Donde [V}, ] es la matriz de covarianzas

de las variables W; —independientes con
distribucion normal—

g

Célculo del vector :[a]_1 Uy Y

oy a partir de la matriz [V, ].

g

Obtencion de las variables
independientes W;:

W, =ty + oy -—21nu, -cos27u,
W, = iy + oy -\-21Inu, -sen2zu,

Donde u; y u, son nimeros aleatorios
uniformemente distribuidos entre 0 y 1.

g

-

Figura 4.19 Diagrama de flujo simplificado del algoritmo SIMONC (L6pez, 2003)

N
Calculo de las variables correlacionadas
con distribucion normal buscadas:
X; =[a]w,
J
Fin
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[ File Edit View Project Format Debug Run Query Diagram Tools Add-Ins Window Help -|=
- . ;
i [ nom | & W 2 =
|IniciarSimulnci6n j |Clicl< - ik Ex
&
: =
Rew METODO DE DESCOMPOSTICION DE CHOLESKY [S]=[L]*[D]*[L]"T =B Proyectol (SIMONC.vbp)
Rem =43 Farms
— - - 5. 2cEnaaDE (ACERCADE.
220 Rem (1) SE REDEFINEN LOS TERMINOS DE Li MATRIZ (ﬁi*" ulacidn de Monte C; | (ANALISIS. Frm|
Rem COMO LOS TERMINOS DE LA MATRIZ [3)] T RTOS (ARCHIDA
SECUENCIAL (4
For K = 1 To NXI LTS (BASERES
For J = 1 To NI / \ INICIO Frin)
MS (K, J) = COVXI(K, J) SIMONC e MC (METODOM
Regresar al inicie
Next J
Next K 200 3
Inicior Simulacion
230 ;:Tltzjl)sf ;gr:NEl'Jr:L ler TERMINO DE [D] IGUAL & Mombre del archive de datos:
€:\Nerma'\ Tesizdoc'\LogZa Aproximacii ol
alir

240 Fem (3) SE DEFINEN LOS TERMINCS DE LA DIAGCONAL
Informacién requerida:
For J = 1 To NXI
MLiJ, J) = 1 N® de Realizaciones: | 65000

Ll Nombre del archivo de resultados (*.dat):
| Resultodos (o) dat
250 Fem (4) SE DEFINE LA ler COLUMMNA DE [L]

For J = Z To NXI

ML(J, 1) = M3(1, J) / MD(1, 1)
Texrzd; Estado: N® de Realizacion: Tiempe transcurride:

260 Rem (5) SE DEFINE EL RESTO DE LOS ELEMENTOS DE

== s

Figura 4.20 Ventana de datos solicitados para iniciar los célculos con el algoritmo SIMONC
(Lopez, 2003)

Cabe aclarar que la metodologia propuesta anteriormente, también fue aplicable en esta
investigacion a la solucidon analitica estocéstica de problemas unidimensionales de flujo de agua
(inciso 5.1.4. del Capitulo 5). En este caso, las variables aleatorias X; generadas con el algoritmo

SIMONC en vez de asignarse a elementos finitos de una malla, se asignaron a subdominios
estadisticamente homogéneos representando la region de flujo de interés. El analisis de flujo de
agua en lugar de realizarse con el FEM, se efectud analiticamente a través de funciones explicitas
de la permeabilidad establecidas como se indica en el inciso 5.1.4. del Capitulo 5.

De igual manera, es importante remarcar que una metodologia similar a la anterior se desarrolld
para simular campos aleatorios de permeabilidad en dos (2D) y tres dimensiones (3D), y
representar con ellos dominios heterogéneos en los que el flujo de agua se estudia con elementos
finitos (FEM) en el caso 2D y con paseos casuales (RWM) en el caso 3D. El proceso se expone
con detalle en los incisos 5.4.2. y 5.4.3 del Capitulo 5.

4.4 Desarrollo del método de los paseos casuales en medios heterogéneos simulados

El método de los paseos casuales (RWM, explicado brevemente en el inciso 2.3.4 del Capitulo 2 y
con mayor detalle en el ANEXO II) (Marsal & Reséndiz, 1968; Auvinet, 1975) se emplea en esta
tesis para realizar andlisis tridimensionales de flujo de agua a través de medios heterogéneos
simulados mediante la teoria de campos aleatorios que se explica en el ANEXO IV. Este método
permite estudiar los movimientos (caminatas) de una particula que se desplaza de manera
aleatoria sobre los nodos de una malla con la que se modela el dominio tridimensional de flujo

104



Capitulo 4. Evaluacion de la incertidumbre en los resultados

(Figura 4.21a). En los nodos de esta malla, separados entre si una distancia & (paso de la malla
en cualquier direccion), se asignan las permeabilidades que constituyen el campo aleatorio de
permeabilidad simulado (con base en el método del punto medio -midpoint method-). La
caminata aleatoria de la particula inicia en el punto p, donde se desea conocer la carga

hidraulica 4, continta en cualquiera de las seis direcciones que se indican en la Figura 4.21b, y

termina cuando la particula llega a algun nodo (absorbente) localizado en una frontera permeable
que tiene carga hidraulica conocida o impuesta. La probabilidad de desplazamiento de la
particula en cualquiera de las seis direcciones del medio heterogéneo en estudio estd dada por
(Lopez & Auvinet, 2004):

k.

P(j)= / L =126 4.134
() kth, kot k, kst ko @139

Donde ki,k,,...,ks son las medias o promedios armonicos de las conductividades hidraulicas en

los puntos py, p,,..., ps del medio, respectivamente (Figura 4.21b).

nY
-1
/ / !Er' I
- 1
g Ps,
o g ] P e g e St =
b Py v 1 -7
3 .87 Po 1 -
/ —== LT X
-~ | 2
i p(ﬂl ,’A|
____________ e |
I -
] | -~
/ 4 ;J4Jl/’
I L
| -
Y 4 =

(b) Direcciones de movimiento
(a) Malla de puntos en el dominio 3D a partir del punto p,

Figura 4.21 Condiciones geométricas en el método de los paseos casuales

La carga hidraulica /4 se determina entonces contando los niimeros de trayectorias que terminan
en las fronteras permeables de la region de flujo (m; aguas arriba y m, aguas abajo),
multiplicandolos por el valor del potencial impuesto en la frontera respectiva (/4; aguas arriba y
h, aguas abajo) y dividiendo el resultado entre el nimero total de trayectorias:

hy (4.135)

ny +m2

Se repite el procedimiento anterior un numero de veces determinado y el resultado obtenido es
una medida insesgada de la carga hidraulica en el nodo deseado. Una vez conocidas las cargas
hidraulicas en los puntos de interés, es posible calcular los gradientes hidraulicos en los mismos,
y posteriormente, las velocidades de flujo y el gasto con base en la ley de Darcy. El conjunto de
estos resultados obtenidos con un numero suficiente de realizaciones, puede procesarse con
métodos estadisticos, los cuales permiten conocer la incertidumbre en los mismos.
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Para implementar la teoria anterior se elaboro el algoritmo PASECA en lenguaje Visual Basic 6.0
(Lopez, 2003) de acuerdo con el diagrama de flujo simplificado que se ilustra en la Figura 4.22.
En las Figuras 4.23a y 4.23b se muestran respectivamente la ventana de inicio de dicho programa
y una caminata aleatoria generada por el mismo. Por su parte, el cddigo y algunos de los datos
solicitados por PASECA se sefialan en la Figura 4.24. Una de las caracteristicas principales de
este algoritmo es que permite observar en pantalla las caminatas aleatorias tridimensionales en
tiempo de ejecucion (ver aplicaciones en el Capitulo 5.4.3). Esto es posible gracias al empleo de
formulas de rotacidn, traslacion y proyeccion (Hermosillo et al., 2002) mediante las cuales se
transforman las coordenadas (X, Y, Z) de la region de flujo tridimensional original en

coordenadas de pantalla grafica (X, Y).

Inicio

J

Lectura del campo de permeabilidad simulado

!

Calculo de las permeabilidades locales k;
(medias armonicas)

g

Célculo de las  probabilidades  de

: _ k,
desplazamiento P(]):k Ay +jk Tk
1 2 3 4 5 6

g

Generacion del numero aleatorio NA 'y
comparacion con las probabilidades P( )

para asignar la direccion de desplazamiento de

la particula

Conteo de las caminatas aleatorias y célculo
de la carga hidraulica en el punto py de
interés:

B = mhy +myh,

4

Fin

Figura 4.22 Diagrama de flujo simplificado del algoritmo PASECA (Ldpez, 2003)
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Direccion
PASECA 2003 {

Método de los Paseos Casuales
en los Andlisis de Flujo de Agua

M. P. Lépez-Acosta & 6. Auvinet

(a) Pantalla de inicio (b) Ejemplo de una caminata aleatoria generada por
el programa

Figura 4.23 Algoritmo PASECA (Lopez, 2003)

Form | [acTivate [-] | T ]
YA? = (Cos(ROT2) * Y(X, I, J)) - (5in(ROT2) * XAn2) j =
ZN2 (K, I, J) = (Cos(ROTS) * ZA2) - (5in(ROT3) * YA2) E---@ Proyectol (PASECA.vbp)
YNZ (K, I, J) = (Cos(ROT3) = Y&AZ) + (5in(ROT3) = ZkZ) =42 Forms
Rem DESPLAZAMTIENTOS PARA "Z" y "Y" —-Punto final-- Eﬁ, ACERCADE (ACERCADE.
ZN2 (X, I, J) = ZN2(X, I, J) - 10 e[S ARCHIDATOS (ARCHIDA
YN2(K, I, J) = ¥N2(X, I, J) - 1 £y Forml =RIC]
Rem TRANSFORMACION DE COCRDEMADAS —-Ful
PX2 = L * XN2(¥, I, J) / ZN2(¥, I, J) C
PYZ = L * ¥YN2(X, I, J) / ZN2(X, I, J)

PX2 + 145 PASECA Informacién de cdleulo requerida:

PX2 =

PY2 = PYZ + 140 Punto X: 3
PX2 = (PX2 * RX) + 3000 2003

BY2 = (PY2 * RY) + 50 Punto ¥: 3
Rem SE DIBUJA EL PUNTO DE CALCULO: Nombre del archivo de dates: Punto Z: 3
Rem IA, JA, KA=Punto inicial:; I,J,K=Nu C:\Users\NLopezA\MisPrograma:

Circle (PX1, PY1), 24, RGB(0, 0, 0) N°® de Simulaciones: 2000

Rem SE DIBUJAN LOS PASOS:
Line (PX1, PY1)-(PX2, P¥2), RGS(255, 0

If K= 1 0r K= 6 Then GoTo 1000 Regresar Aceptar Salir
200 GoTo 310: Rem CONTINOA LA CAMINATA
Rem &
Rem SE CALCULA L& CARGE HIDRAULICE
Rem

1000 Circle (PX2, P¥2), 24, RGE(0, 0, 0)

SDI = D1 + D4
HCC = ((H4 *= D4) + (H1 * D1)) / SDI
StatusBarl.Panels(6) = Format (HCC, "0.00%")

1500 Next J5: Rem TERMINAN LAS SIMULACICHES

2000 Rem METODOPC.Show

Figura 4.24 Codigo y datos solicitados por el programa PASECA (Ldpez, 2003)
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4.5 Teorema de Bayes enfocado al flujo de agua

La formula encontrada por el probabilista Thomas Bayes, conocida como teorema de Bayes
(Bayes, 1763) para la probabilidad de causas, no es mas que una aplicacion de las probabilidades
condicionales. Ha sido clave sin embargo, en el desarrollo de la inferencia estadistica bayesiana
en la que se emplea la interpretacion subjetiva de la probabilidad.

El teorema de Bayes se expresa matematicamente para un problema de flujo de agua como:

pil]- Al P4 (4.136)
EP[QV‘J]’P["J

En la cual, P[kl.] es la probabilidad a priori de la permeabilidad k; (representa la probabilidad

de la conductividad hidraulica antes de llevar a cabo el experimento —calculo analitico o
numérico—). La asignacion de esta probabilidad depende de la conviccion del investigador con
respecto a los valores de k; antes de que la informacion muestral sea conocida. Esta conviccion

se puede basar en cualquier tipo de dato que se encuentre disponible, incluyendo el juicio
subjetivo. Si se desconoce por completo dicha informacion, Bayes sugiere que estas
probabilidades se tomen todas con el mismo valor, es decir, suponer que las poblaciones sobre las
cuales se define el experimento son igualmente probables y, por tanto, asignar las mismas
probabilidades a los diversos valores de £; .

Por su parte, P[Q|ki] es la probabilidad condicional de obtener el gasto O dada la

permeabilidad £; ; misma que se determina con:
POk |=——1 (4.137)

Finalmente, el término P[ki‘Q} de la expresion (4.136), es la probabilidad a posteriori de

obtener la permeabilidad &; dado el gasto Q. Dicha probabilidad, refleja el grado de creencia

modificado del investigador con respecto a k; después de conocer la informacion muestral.

La aplicabilidad y respaldo de este teorema se demuestra con la solucion de un problema inverso
de flujo de agua en una presa de tierra y enrocamiento en el inciso 5.3 del Capitulo 5.
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5.1 Evaluacion analitica y estudios paramétricos de la propagacion de la
incertidumbre en problemas de flujo unidimensional en medios porosos aleatorios

5.1.1 Introduccidon

El objetivo principal de esta aplicacion es evaluar la propagacion de la incertidumbre de la
conductividad hidraulica en los andlisis de flujo de agua a través de medios porosos aleatorios. El
estudio se enfoca en el problema clésico del flujo establecido unidimensional de agua a través de
una muestra de suelo constituida por un material homogéneo 6 estratificado. Este problema
elemental tipico tiene generalmente una solucion determinista directa, sin embargo se considera
de gran utilidad analizarlo en un contexto estocastico. Con este fin, se presenta la solucién
analitica estocastica del flujo establecido unidimensional en una muestra de suelo considerada
inicialmente como homogénea pero aleatoria. Posteriormente, el andlisis se extiende al estudio
del flujo asumiendo que la muestra estd constituida por una secuencia de dos y tres materiales
aleatorios independientes, respectivamente.

.. .. . . , - , 5.1
En cada caso, el dominio o subdominios de flujo se consideran estadisticamente homogéneos®"

Asimismo, se reconoce que la incertidumbre se origina en un conocimiento poco preciso de la
conductividad hidraulica del suelo k (debido a la dificultad de obtener una estimacion fidedigna
de esta propiedad). Esta incertidumbre se modela con variables aleatorias para las que, tomando
en cuenta las evidencias experimentales, se adopta la distribucion log-normal.

Asi, el énfasis de los andlisis aqui expuestos se pone en la propagacion de la incertidumbre del
logaritmo decimal de la permeabilidad log; K al gasto de infiltracion Q calculado en el dominio
de flujo. La atencion se centra en esta propiedad ya que se considera que refleja mejor que otras
(carga, gradiente hidraulico, fuerza de filtracion, velocidad de flujo) el comportamiento
hidraulico integral del suelo.

.1

Cuando la esperanza, la varianza y los demas parametros estadisticos son constantes en el dominio considerado.
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Las expresiones analiticas de la funcidn de interés se establecen con base en conceptos basicos de
la teoria de flujo, como la ley de Darcy y el principio de continuidad de flujo. La evaluacion de la
propagacion de la incertidumbre del logaritmo de la permeabilidad a la propiedad en estudio se
realiza mediante las técnicas estocasticas mas comunes disponibles para estos fines, entre ellas el
método de primer orden segundos momentos (FOSM), método de segundo orden segundos
momentos (SOSM), la estimacion puntual de Rosenblueth, incluyéndose la aplicacion de un
nuevo método mixto tanto de primer como de segundo orden (MFO y MSO, respectivamente). Se
analiza la aplicabilidad y limitaciones de estas técnicas. Asimismo, los resultados obtenidos con
los métodos anteriores se calibran con los que se determinan a partir de simulaciones de Monte
Carlo.

Adicionalmente, con el objetivo de establecer la influencia general de la incertidumbre en la
permeabilidad del suelo sobre los resultados de los analisis de flujo de agua, se realizan estudios
paramétricos con los que se obtienen diversas graficas que muestran las estadisticas de salida del
gasto en funcion del coeficiente de variacion de la permeabilidad.

Finalmente, se presentan conclusiones respecto a los andlisis efectuados y algunas
recomendaciones para el aprovechamiento de las técnicas estocasticas empleadas.

5.1.2 Fundamento de la condicion hidraulica

Los parametros estocasticos de la conductividad hidraulica impuestos en los materiales
estudiados en este problema se asignan con base en los resultados de 34 pruebas de
permeabilidad de campo USBRE-19 en pozos de 5m de profundidad (Figura 3.4 del Capitulo 3),
realizadas en el perimetro de la laguna de Cerro Prieto en Baja California, donde se almacena
salmuera geotérmica (Rodriguez, 1996). El andlisis estadistico de estos datos indica los
siguientes parametros para la conductividad hidraulica: media o valor esperado z4=1.55x10"
cm/s y desviacion estandar o=1.53x10" cm/s. El histograma correspondiente a estos resultados
se muestra en la Figura 3.5 del Capitulo 3, el cual puede ajustarse razonablemente a una densidad
de probabilidad log-normal. El logaritmo natural de la permeabilidad (In k) puede entonces
considerarse como normalmente distribuido con pardmetros que se determinan mediante las
siguientes expresiones®? (Benjamin & Cornell, 1970):

1 op
Hink =1n(ﬂk)—501%1k Y Onk Zh{u—%l} (5.1)
K

En los analisis aqui efectuados se prefiere utilizar los logaritmos decimales (logo K) en lugar de
los naturales (log;o k=0.434294 In k), debido a que éstos son mas faciles de relacionar con el
valor original de la conductividad hidrdulica. La transformacion de los parametros estadisticos de
la permeabilidad de la laguna de Cerro Prieto a los parametros del logaritmo decimal resulta
finalmente:

pe=1.552100emis = gy, =—4.957 (5.2)
a=1.53x10°cm/s  —  Ojpq  k =0.358 (5.3)

(52 Debido a la no linealidad, la media de In k no es igual a In z4. Es decir, la media del logaritmo no es el logaritmo de la media

(Benjamin & Cornell, 1970).
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5.1.3 Caracteristicas geométricas, de frontera e hidraulicas

Se analiza la muestra de suelo de 50cm de lado con las caracteristicas geométricas y de frontera
que se indican en la Figura 5.1. La pérdida de carga hidraulica de Ah=50cm ocasiona el flujo
unidimensional que ahi se sefiala y que se estudia para tres condiciones: Caso I: la muestra de
suelo se asume como homogénea pero aleatoria (Figura 5.1a); Casos II y III: la muestra de suelo
estd constituida por una secuencia de dos y tres materiales aleatorios independientes,
respectivamente (Figuras 5.1b y 5.1¢).

h =100cm

v __ Nivel de referencia

50cm

|

(b) Caso II. Secuencia de dos materiales  (c¢) Caso III. Secuencia de tres materiales

30cm : 20cm : 15¢m 15em 20em

Figura 5.1 Dominio de flujo analizado

La media o valor esperado de la conductividad hidraulica que se considera para cada material es
,uk=1.55><10'5 cm/s y la desviacion estandar es o=1.53x10> cm/s, como en el caso de la laguna
de Cerro Prieto. El coeficiente de variacion se fija inicialmente en ow/4=0.99, sin embargo en
los analisis paramétricos se considera un rango variable de 0.01<0/£4<10.00. Asumiendo que la
conductividad hidraulica estd log-normalmente distribuida, la equivalencia en logaritmos
decimales de los parametros estadisticos anteriores es (ecuacion 5.1): Hiog, ok = —4.957,

Ologiok = 0-358 Y Olog ok / Hiogok =0.072. En el Caso II la matriz de covarianzas de los
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parametros mencionados es:

Varianzas Covarianzas
2 ! |
Gloglo kl : p(IOgIO k]’loglo kZ)'Gloglo kl Gloglo kz _|:01283 : O :|
B2 53TTTTTTTTTTITToTs . 0 1r91
p(loglo kl ’loglo k2 ) : Gloglo kl Gloglo k2 : Gloglo k2 0 ! 0 1283
La matriz de covarianzas para el Caso III resulta similar:
Varianzas Covarianzas
2 / | |
Ologo ki : Cov(log;q k;,log ok, | : Cov[logiokplogioks] | ro1283' o ' o
Cov[logyo ky.logio k] | 012c>g10k2  Cov[logjky,logjgks]|=| 0 10.1283: 0
"""""""""" 0 ' 0 10.1283

En los Casos II y III, debido a que los materiales son independientes, el coeficiente de
correlacion entre dos y tres materiales diferentes es cero: p(logio ki, logio Kj)=0.

De manera similar, la equivalencia en logaritmos decimales de los parametros estadisticos de la
permeabilidad correspondiente al rango estudiado de 0.01<6y/14<10.00, se proporciona con
detalle en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1 Parametros estadisticos de la permeabilidad k y de su logaritmo decimal log;o k
para el intervalo 0.01<0y/4<10.00

Estadisticas de k Estadisticas de log;o k

N° Hy (cmls) ok (cm/s) O'k//»ﬁ( (adim.)  Uiog10k Olog10 k Olog10 k/ﬂqulO k
1 1.55E-05 1.55E-07 0.01 -4.810 0.004 0.0009
2 1.55E-05 3.10E-07 0.02 -4.810 0.009 0.002
3 1.55E-05 6.20E-07 0.04 -4.810 0.017 0.004
4 1.55E-05 9.30E-07 0.06 -4.810 0.026 0.005
5 1.55E-05 1.24E-06 0.08 -4.811 0.035 0.007
6 1.55E-05 1.55E-06 0.10 -4.812 0.043 0.009
7 1.55E-05 3.10E-06 0.20 -4.818 0.086 0.018
8 1.55E-05 4.65E-06 0.30 -4.828 0.127 0.026
9 1.55E-05 6.20E-06 0.40 -4.842 0.167 0.035
10 1.55E-05 9.30E-06 0.60 -4.876 0.241 0.049
11 1.55E-05 1.24E-05 0.80 -4.917 0.305 0.062
12 1.55E-05 1.53E-05 0.99 -4.957 0.358 0.072
13 1.55E-05 1.55E-05 1.00 -4.960 0.362 0.073
14  1.55E-05 3.10E-05 2.00 -5.159 0.551 0.107
15 1.55E-05 6.20E-05 4.00 -5.425 0.731 0.135
16 1.55E-05 9.30E-05 6.00 -5.594 0.825 0.148
17  1.55E-05 1.24E-04 8.00 -5.716 0.887 0.155
18 1.55E-05 1.55E-04 10.00 -5.812 0.933 0.161
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5.1.4 Solucion estocastica
5.1.4.1 Caso I: Flujo a través de un material homogéneo aleatorio

Considerando los conceptos basicos de la teoria de flujo, es facil observar que en este caso tanto
la carga h como el gradiente hidraulico i no dependen de la conductividad hidraulica. Por tanto,
en un material homogéneo aleatorio no existe incertidumbre ni en la carga ni en el gradiente
hidraulico. La incertidumbre en la conductividad hidraulica afecta directamente la velocidad de
flujo y el gasto. La solucion del problema de flujo unidimensional a través del material aleatorio
homogéneo de la Figura 5.1a es suficientemente simple para permitir realizar los calculos
probabilistas de manera exacta. De hecho, debido a que la funcion es explicita y la densidad de
probabilidad de la variable k o de su logaritmo decimal log;, K es conocida, la solucion se vuelve
trivial. De esta manera, centrando la atencidén en el gasto (funcidon que se estudia en esta
aplicacion), esta funcion de la permeabilidad se define como:

Q =kiA=50k (5.4)
Donde A es el area transversal del dominio de flujo e i es el gradiente hidraulico.

Tomando logaritmos decimales en ambos lados de la ecuacion anterior:

lOgloQ =10g10 50+10g10 k (55)

Consecuentemente, si se toma tanto la esperanza matematica como la desviacion estandar o la
varianza en ambos miembros de la expresion (5.5), los momentos del gasto se obtienen
facilmente con:

‘ulOgloQ = loglo 50+:ulog10k y GlogloQ = Uloglok (56)

La relacion lineal existente entre los logaritmos decimales de la conductividad hidraulica (log;
k) y del gasto (logio Q) que se observa en las expresiones (5.4) 6 (5.5), ocasiona que logio Q esté
normalmente distribuido al igual que log;o k. Consecuentemente, el gasto Q exhibe una densidad
de probabilidad log-normal, igual que la conductividad hidraulica (Figura 5.4a).

Para la obtencion de la equivalencia o transformaciéon de la incertidumbre de log;o Q a Q, se
considera  inicialmente la  relacion entre logaritmos decimales 'y  naturales
(log;y Q=0.4342941nQ ):

Hiog1hQ _ Olog;pQ

= O = 5.7
HinQ =5 434004 ¥ QT 434204 5.7)

Finalmente, los pardmetros estadisticos del gasto ug y 0'Q2 se obtienen con las expresiones
siguientes (Benjamin & Cornell, 1970):

1 2
Mg :exp{,uan +50§1Q} y O-QZ :|:/JQ] [exp{oﬁlQ}—l} (5.8)
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Asi, en el caso sencillo de un material homogéneo, la transformacion de la incertidumbre de log;o
Q a Q es directa (mediante la ecuacion 5.8), debido a la mencionada relacion lineal que existe
entre Ky Q.

Finalmente, para la incertidumbre en el gasto del CASO I (material homogéneo aleatorio), se
pueden establecer las siguientes conclusiones:

— El valor esperado del gasto ugo es igual a su valor determinista Qﬂk =7.75x10"* cm*/s

(asumiendo permeabilidad constante = g4 en toda la muestra). Lo anterior se debe a que dicha
propiedad depende directamente de la media de la conductividad hidraulica g4 (ecuacion 5.6).

— La desviacion estandar del gasto es og = 500k y su coeficiente de variacion es og/g = O/ Lk,
debido a la relacion lineal entre k y Q (Figura 5.2).

Q.ﬂ

0 =50k

log-normal

log-normal

£

R e

k
(a)
7.75E-03 € 10
L oy o
Hq K

T
—
|

7.75E-04 _E O-Q — SOGk

oo (Cm?/s)
-
Oq /g

—

7.75E-05 + 0.1 ¢
7.75B-06 a0 gy
0.01 0.1 1 10 0.01 0.1 1 10
O/ Hy o/ L
(b) (c)

Figura 5.2 Propagacion directa de la incertidumbre de la conductividad hidraulica k al gasto Q
en una muestra de suelo homogénea aleatoria

114



Capitulo 5. Aplicaciones

5.1.4.2 CASO II: Flujo a través de una secuencia de dos materiales aleatorios

La expresion que define el gasto a través de la muestra de dos materiales que se ilustra en la
Figura 5.1b, se determina a partir de las ecuaciones basicas de la teoria de flujo establecido y
asumiendo las condiciones geométricas y de frontera del dominio, como se indica a continuacion.

— Pérdida de carga hidraulica: Con base en el principio de continuidad de flujo:

V1 =V2
ki, = ki,
| 2
Ah | Ah
kl =R/
30 20

Donde: Ah, =50—Ah,, por tanto:
20k, Ah, =30k, (50— Ah,)

Ah, (20k, +30k, ) =1500k,

| = 130k, — Material 1
2k, + 3k,
Ademas:
3k, )
Ah, =50|1-———— «— Material 2
2k, + 3k,

— Qradiente hidraulico:

i = an Sk, —  Material 1

30 2k, +3k,

—} — Material 2

— Velocidad de flujo:

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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V, =Kk i, __Skiky —  Material 1 (5.13)
2k, + 3k,
. 3k, .
V, =k, i, =2.5k, [ 1 -——— — Material 2 (5.14)
2k, + 3k,

— Finalmente, la funcion del gasto queda definida por:

Q=V,-A=V,-A
250k k
= f(k,k,)=—2112 5.15
Q=f(k.k) 2k, +3k, (5-15)

Donde A es el area transversal del dominio de flujo.

La expresion (5.15) es igual a estimar el gasto con la conocida ecuacion Q =KiA = kA—Lh A, pero

considerando una permeabilidad equivalente keq para la secuencia de dos materiales de la Figura
5.1b:

50
730,20
kl k2

K

(5.16)

En este caso, la propagacion de la incertidumbre no puede realizarse de manera exacta como en
el CASO I anterior. Se recurre a métodos probabilistas aproximados; algunos de los mas usuales
se discuten a continuacion.

Para la aplicacion de estos métodos, frecuentemente resulta util una transformacion juiciosa de la
funcién de interés. De esta manera, la funcién que se estudia en los parrafos siguientes es la que
se obtiene tomando logaritmos decimales en ambos miembros de la ecuacion (5.15), esto es:

log,, Q = f (log,o k;,log,o k, ) = log,, 250 +log,, k; +log,, k, —log,, (2-101°g1° M4 3.10" 80k )
(5.17)

(a) Anadlisis mediante los métodos de primer y segundo orden segundos momentos
(FOSM y SOSM, respectivamente)

En estos métodos, la funcion de las variables aleatorias se sustituye por una expansion en serie de
Taylor truncada. Estas técnicas envuelven el calculo de derivadas parciales, cuyo orden depende
de la aproximacion deseada. Cuando las derivadas parciales no pueden obtenerse de manera
explicita, se deben calcular numéricamente (Chowdhury, 1993; Nechnech, 1994; El-Ramly et al.,
2001).

En este problema, las derivadas primera y segunda de la funcion analizada (ecuacioén 5.17)
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respecto al logaritmo decimal de la permeabilidad se calcularon con la técnica numérica de
cocientes polinomiales (Chowdhury, 1993), el detalle de los calculos se proporciona en el
ANEXO V. Las derivadas se evaluaron para el valor medio de las variables aleatorias log;o K; y
logo ks, respectivamente, resultando:

7 [ A2
|:810g10Q ~0.5986 y M} =-0.5517 (5.18)
dlog, k T | Ology K, Hlogjo ki
7 [ A2
{along 03988 y L&o?} =—0.5499 (5.19)
810g10 k2 iogiky —a IOglo k2 Hlogio ky

Notese que las derivadas mixtas como [ no son necesarias en

0*log,, Q
0logyo k; dlogyo k,

Hlog) o ki Mogj ko
este andlisis, debido a que los materiales son independientes entre si.

De esta manera, aplicando los métodos de segundos momentos a la funcidon dada en la ecuacion
(5.17) y considerando los parametros estadisticos de la permeabilidad mencionados al principio
del problema, las aproximaciones de primer y segundo orden del valor esperado de logio Q son
respectivamente (Benjamin & Cornell, 1970):

| I o
E{loglo Q} = ﬂlogloQ = f (ﬂloglo kl 7/"10g10 k2 ) = _32584 (5'20)

I I o |
E{loglo Q} =ﬂ10g10Q :ﬂlogloQ +

1 {82 log;, Q}

— Cov|log;, k,,log;o k
dlog, k12 [ 10 K2-10810 2]

2
Cov[log; k. logo kl]{w}

2 dlogyo kz2

Hiogyo ky Hiog o ko

(5.21)
E{logQ}" = ftg, Q" ;—3.2584+%([—0.5517><0.1283]+[—0.5499><0.1283])=—3.3290 (5.22)

Las aproximaciones de primer y segundo orden de la varianza y desviacion estandar de log;o Q
son correspondientemente (Benjamin & Cornell, 1970):

2
Var([log, Q]I = 0logi Q Cov[log;, ki, logo k ]+
ogi ki
2
4| —=10= ov[lo ,lo )

Olog)o & Cov]log;o ky,logo k; 5.23

510g10 k2
Hlogio ko
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Var[log,y Q]' = (0.5986)" x0.1283 |+| (0.3988)° x0.1283| =0.06637 (5.24)
I -
Ologyy @' =0.2576 (5.25)
1[%10g,0Q T
1l | 0) 2
Var[log;,Q]" =Var[log;, Q] +— Az 2-Cov[logo k., log ok | +
41| dlog,, k,
Hiogo kg
?log;Q |
+ LOZ 2-Cov/[log;, ky,log; k2]2 (5.26)
ologo k,
Mlogig ko
Var[log,,Q]" = 0.06637+%([—0.55172 x2x0.1283” | +] -0.5499” x2x0.1283 || =0.07136
(5.27)
| I
Ologyq" 02671 (5.28)

Finalmente, para transformar la incertidumbre de log,y Q a Q, se proponen dos métodos
aproximados:

— Aproximacion 1.- Se aplica la ecuacion (5.8), aceptando que la densidad de probabilidad del
gasto Q es aproximadamente log-normal. Los valores esperados y las desviaciones estandar de
primer y segundo orden del gasto obtenidas en este caso (teniendo presente la relacion entre
logaritmos decimales y naturales: log;o Q=0.434294 In Q) se resumen en la Tabla 5.2.

— Aproximacion 2.- Utilizar la misma técnica estocastica empleada para obtener la incertidumbre
en log;p Q. En consecuencia, las estadisticas de salida de primer y segundo orden del gasto
obtenidas con FOSM y SOSM se proporcionan en la Tabla 5.2.

(b) Anélisis mediante la estimacion puntual de Rosenblueth (PEM)

Este método (Rosenblueth, 1975) consiste en sustituir la densidad de probabilidad actual de cada
variable aleatoria por una distribucion de probabilidad discreta binaria con los mismos momentos
estadisticos. La funcién de las variables aleatorias se debe evaluar 2" veces, dependiendo del
numero N de variables.

La aplicacion de la estimacion puntual de Rosenblueth (PEM) al problema estudiado aqui se
ilustra en la Figura 5.3. El método permite determinar los dos primeros momentos (valor
esperado y desviacion estdndar o varianza) de la funcion log;y Q (ecuacion 5.17) a partir de
cuatro puntos de estimacion fog, k,, » Hiogigki_ > Hiogioky, ¥ Hhogjok, (Figura 3.3), localizados
alrededor de los valores medios Hiogiok, Y Hiogy,k, » TESPectivamente. Estos puntos de estimacion
se obtienen con fyog k. = Hiog ok, = Olog,ok, - ASi, el valor esperado, la varianza y la desviacion

n
estandar de log;o Q, se determinan con las siguientes ecuaciones:
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Fiogyy0 = Prt (10g19 Quy )+ P (logyg Q. )+ Py (logygQ_y )+ P (logygQ__)=-3.323  (5.29)
2 o 2 N
OlognQ” = Hy 02 ~(Hogga) =0070 = Olgy g 20265 (530)

Donde los valores logjgp Q++=-2.900; logio Q+-=-3.329; logip Q_+=-3.447 y logip Q_._=-3.617
se calcularon con la expresion:

loglo Qii = f (:uloglo kl i O-loglo kl ’ll'llOglo k2 i O-loglo k2 ) (5.31)

Adicionalmente:

P,=P_=P_ =P_=}
(5.32)

HrogoQ" = Trt (logm Qf+)+ P,_ (logm Qﬂ_)+ P (lOgIO Qﬂ‘+)+ P_ (loglo Qi‘_) =11.113 (5.33)

Siendo n el nimero de variables (en este caso N=2).

log,, k, 4
Hiog 1 Donde:
logyg ka— _ _
T P__ P+_ /uloglo kl - /lloglo k2 - _4957
Ologok, Ologjoky = Ologiok, = 0.358
Hiogjgky 4=====--1 B i 1
o i
logjo kp :
1
P ! P
/uloglo k2+ v -+ : ++
| ' |
< e >|
Ologioky 1 Plogioky
1
Hrogyo k- Hogyo ki Hiogiok,  log,, k,

Figura 5.3 Concentracion de la funcion de densidad de probabilidad cuando
log)o Q = f (logyo ky,log ok, ) (cuatro puntos de estimacion en el método de Rosenblueth)

Por ultimo, para la transformacion de la incertidumbre de log;p Q a Q, nuevamente se emplean
los dos métodos aproximados mencionados en el inciso anterior (ecuaciéon 5.8 para la
Aproximacion 1, y estimacion puntual de Rosenblueth para la Aproximacion 2). En la Tabla 5.2
se presentan los valores esperados y las desviaciones estandar del gasto obtenidas en este caso.
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(¢) Analisis mediante el método mixto de primer y segundo orden (MFO y MSO,
respectivamente)

De acuerdo con esta técnica (Auvinet, 2007), el andlisis de la propagacion de la incertidumbre de
la variable de interés puede llevarse a cabo ajustando una funcion simple (por ejemplo un
polinomio de segundo orden considerando solamente tres puntos de la funcidn) a la funcion real.
El objetivo es sustituir la funcion original por una ecuacidon mas sencilla que facilite el calculo de
las derivadas parciales de dicha funcion. El método mixto puede emplearse para ajustar toda la
funcién en un amplio intervalo y no solo en un pequefio intervalo cerca del valor esperado, con el
objetivo de obtener resultados mas realistas cuando el coeficiente de variacion de la variable
independiente es alto. Esta es la principal ventaja del método. Las derivadas de primer y segundo
orden de la funciéon simple pueden emplearse entonces en los métodos FOSM y SOSM
respectivamente para evaluar la incertidumbre en log;o Q.

En el problema analizado aqui, la funcion que describe el logaritmo decimal del gasto (log;o Q,
ecuacion 5.17) depende de dos variables. Fue entonces necesario dibujar dos graficas: la primera
variando logio ki y asumiendo log;,k, = Hiog,, k, = Constante (Figura 5.4a); y la segunda,

variando logjo K, y considerando log;, k; = Hiog, ok, =Constante (Figura 5.4b). En este caso, los

puntos para evaluar la funcion log;o Q fueron®:

ﬂloglo ] * 20—10g10 k Yy luloglo ko i2Gloglo ko (5~34)
——Funcién log;y Q con eg1002=constante —%—Funcion log;o Q con to,10i=constante
- - =Polinomio de 2° orden ajustado a la funcion log;y Q - - -Polinomio de 2° orden ajustado a la funcién log;, Q
-2.90 -3.00
-3.00 1 y=-0.2523x2-1.9185x-6.5694 -3.08 A y=-0.2523x2-2.0838x-7.3891
-3.10 1 -3.16 A
-3.20 A -3.24 A
o 330 - o -3.32 1
b% -3.40 1 c% -3.40 -
2 -3.50 L 2348
-3.60 1 -3.56 A
-3.70 1 -3.64 -
-3.80 A -3.72 A
-390 —A—t+——t+——t—t—t—t—t— -3.80 —tt—t——t——t——t——t——1
€ AFad =38 %5883 €3 a4 =8 &85 3533
ww v v v g v 5 ¥ ¥ 9 woe w9 vw ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
logjo ki logjo ky
(a) (b)

Figura 5.4 Variacion de la funcion logio Q con respecto a logio K; y logio ka, respectivamente
(para la aplicacion del método mixto)

(53) En probabilidad y estadistica se sabe que una variable con distribucién normal tiene 95% de probabilidad de estar dentro del
intervalo x#+ 20 (Fenton, 1996).
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Después de dibujar las funciones, se ajustaron polinomios de segundo orden a cada grafica. Las
ecuaciones se indican en las Figuras 5.4a y 5.4b, respectivamente. Posteriormente, se calcularon
las sencillas derivadas de primer y segundo orden de estas ecuaciones polinomiales, mismas que
se emplearon para estimar las estadisticas de salida del gasto con las técnicas FOSM y SOSM.

Al final, la equivalencia de la incertidumbre de log;p Q a Q tanto de primer como de segundo
orden se obtuvo con las antedichas Aproximacion 1 (aplicando la ecuacién 5.8) y Aproximacion 2
(empleando en este caso el método mixto de primer y segundo orden). El resumen de estos
resultados se proporciona en la Tabla 5.2.

(d) Analisis con el método de simulacion de Monte Carlo

Este método tiene una ventaja de simplicidad conceptual; sin embargo, requiere de un gran
nimero de grupos de valores de la funcidon de interés (realizaciones) para determinar la respuesta
estadistica con suficiente exactitud.

En este analisis se obtuvo inicialmente por muestreo al azar un grupo de valores del logaritmo
decimal de las conductividades hidraulicas del dominio analizado, respetando las densidades de
probabilidad existentes y los coeficientes de variacion indicados al principio del problema. El
muestreo del logaritmo decimal de la permeabilidad se realizé por medio del algoritmo SIMONC
(Lopez, 2003) que se describe con detalle en el inciso 4.3.4 del Capitulo 4.

Para cada grupo de parametros se efectuaron 65500 realizaciones del flujo establecido
unidimensional a través del dominio de la Figura 5.1b, considerando la siguiente funcion para
describir el gasto:

250-10'0810k . 1plogiok:
" 9.10"810k 4 3.10lzi0k

(5.35)

La Figura 5.5 muestra esquematicamente el proceso de calculo del método de Monte Carlo para
los pardmetros fog k= Hiogoky, = 4957 Y Olog,ok; = Ologgk, = 0-358. El valor esperado 1q 'y

la desviacion estandar og del gasto obtenidos en este caso se indican en el inciso (d) de la misma
figura.

La simulacién de Monte Carlo es un método que se puede emplear como una referencia para
calibrar los resultados obtenidos con otras técnicas estocasticas. De esta forma, en la Tabla 5.2 se
proporciona el resumen de los pardmetros estadisticos del gasto estimados de manera analitica
mediante las técnicas estocasticas precedentes, cuando el suelo esta constituido por dos
materiales aleatorios independientes con oi/4=0.99. En la Seccion 5.1.4.4 se presenta una amplia

discusion de estos resultados en comparacion con aquéllos obtenidos con la simulaciéon de Monte
Carlo.
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(a) Muestreo de variables aleatorias: (b) Densidad de probabilidad de la variable de interés:
12000
F(u)] Fyx) 10000 Higg kg = 4957
M _________ l_ _____________ ‘f—j{-\') O-loglo Ky =0.358
< 8000 A
k3
) 5 0
S 6000
S
m 4000 A
u X
1 % 0 i 2000 -
x=Fx' (u); i=12,..,n 0 -
o~ S o U] [ S on \O [e 2] — < O [
— © o) — <t 2] — <+ >~ o~ <t >~ O
SRR A S S SR
logok;

(d) Analisis estadistico del conjunto de soluciones:

25000 l

Lo =5.76x107* cm/s
20000 ° \
- oq =3.81x107" cm’/s
'S 15000 1 (c) Analisis de flujo de agua
2 (65500 realizaciones):
E 10000 - _ 250-10"810k .1glegiok
Q =
5000 - 2.10"g0k 4 3.10kg0k
0 V-I T T T T T T T T T T T T T T
<t <t o o on o o o o on o o o
S 33323333538
D Mm@ oM@ o Em @@ @ Mm@ W
N A [ <t 0 AN wn AN on -~ — un O
T = T R T B T B T S
— — — AN N N <F < < v

Gasto, Q (cm3/s)

Figura 5.5 Proceso de calculo del método de Monte Carlo para la secuencia
de dos materiales aleatorios

5.1.4.3 CASO III: Flujo a través de una secuencia de tres materiales aleatorios

La expresion que define el gasto a través de la muestra de tres materiales que se ilustra en la
Figura 5.1c, se obtiene de manera similar a como se realiz6 en el CASO II, segln se indica en lo
que sigue.

— Pérdida de carga hidraulica total:

Ah = Ah, + Ah, + Ah,

50 = Ah, + Ah, + Ah, (5.36)
— Por continuidad de flujo:
Vv, =V, Vi=V,
ki, = Ko, Kiiy = ks,
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1 2
Ah Ah Ah
—K 537 k, —L =
15 215 (5-37) 15
k2
Ah, = k—Ah2 (5.39)

K, K,
15 20
Ah, = if Ah, < Material 2

Sustituyendo la ecuacion (5.40) en la (5.39):

Ah, = ko[ 3k Ah,
K, 4k,

3k, Ah, « Material 1

A
hl4k

Sustituyendo Ah, y Ah, en la ecuacion (5.36):

50 =25 Ah, +255 Ah, 4 AN,
PR
50
Ay = Sk T3k k, Ak K,
4.k,
Ah, = 200Kk, — Material 3
3Kk, + 3K K, + 4k K,

— Velocidad de flujo (es la misma para los tres materiales por el principio de continuidad):

vk k 200k k,
300200 3Kk, + 3Kk, + 4k k,

~ 10k k, ks
37 3Kk + 3k ks + 4k K,

(5.38)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)
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— Finalmente, el gasto a través de la muestra de suelo esta dado por:
Q=V,-A=V,-A=V;-A

500K, K,Ks

= £ (kp, Ky, Ky ) =
Q= fkkoks) 3Kyks + 3K Ky + 4Kk,

(5.44)

Donde A es el area transversal del dominio de flujo.

La expresion (5.44) es igual a estimar el gasto con la conocida ecuacion Q =KkiA = kA—Lh A, pero

considerando una permeabilidad equivalente keq para la secuencia de tres materiales:

500
kl k2 k3

La incertidumbre en el gasto Q se evalia empleando los mismos métodos probabilistas
aproximados aplicados en el CASO II anterior, por medio de la siguiente funcidon (obtenida
tomando logaritmos decimales en ambos miembros de la ecuacion 5.44):

logo Q = f (logjo kj,log|( k;,10g)( ks ) = log( 500 +log;( k; +log;q k; +log;q ks
—log;, (3 .10%810k2  plogioks | 3. 1plogioki .1plogioks | 4.1plogoki , glogioke )
(5.46)
La metodologia a seguir en cada método probabilista es similar a la del CASO II: 1) Se evalua la
incertidumbre en log;y Q considerando la ecuacion (5.46); 2) La transformacion de la

incertidumbre de logip Q a Q se determina con las Aproximaciones 1 y 2 mencionadas
previamente.

Los resultados obtenidos con los métodos aproximados se calibran con aquéllos que se
determinan a partir de la simulacion de Monte Carlo, para la cual se emplea la siguiente funcion
que define el gasto:

500-10"810% . plogiokz 1 plogioks

= 4
3.10%810%2 . 1plogioks 4 3.1logioki . 1glogioks | 4.10l810ki .1 logioks (547)

En la Tabla 5.2 se da un resumen de las estadisticas de salida del gasto a través de la muestra de
suelo constituida por tres materiales aleatorios independientes con oy/4=0.99. Comentarios de
estos resultados se proporcionan en la siguiente seccion.

5.1.4.4 Resumen de resultados

La Tabla 5.2 proporciona un resumen de los resultados obtenidos en los tres casos analizados.
Una conclusion importante derivada de los mismos es que cuando el numero de materiales
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independientes en la muestra de suelo se incrementa, tanto el valor esperado como la desviacion
estandar del gasto tienden a disminuir. Esto puede atribuirse a un fendmeno de compensacion
estadistica (Auvinet, 2002), un efecto promedio similar a la ley de los grandes nimeros.

Por otra parte, comparando las estadisticas de salida del gasto obtenidas analiticamente con
diferentes técnicas estocasticas cuando oi/4=0.99 (resumidas en la Tabla 5.2) con los resultados
de la simulacion de Monte Carlo, se puede concluir que en general, los valores obtenidos con las
dos maneras diferentes propuestas para transformar la incertidumbre de logjp Q a Q, son
similares. La diferencia mas evidente se observa en los métodos de primer orden (FOSM y mixto
de primer orden), los que sobrestiman el valor esperado y la desviacion estandar cuando se
asume para el gasto Q una distribucion log-normal (Aproximacion 1). La estimacion puntual de
Rosenblueth y SOSM dan resultados similares a aquéllos calculados con el método de Monte
Carlo (para ambas Aproximaciones 1y 2).

Tabla 5.2 Resumen de los parametros estadisticos del gasto Q cuando ow/14=0.99
(resultados para los CASOS I, 11 y III)

S Estadisticas del gasto Q
) § é Caso | Caso Il Caso 111
Método 2% (un material) (dos materiales) (tres materiales)
i

g moem’s) oo(em’s) wmo(em’s)  on(cm¥s)  uo(cm®s) oy (cms)
Solucién exacta ~ ----- 775107 7.65%x107 e e eeee e
g:;;ggssrden- 19 6.580x10*  4.27x10*  6.19x10*  3.15x10™
?I%I;T\I/ll;os 2N 5.50x10"*  3.27x10%  5.52x10™  2.64x10*
Segunc(llo orden- o 5.660x10%  3.84x10*  5.03x10*  2.76x10*
segundos
?;%“;Ie\;ll)tos 29 5.580x10*  3.14x10*  4.99x10* 2.41x10*
Estimacion 19 e 5.722x10*  3.84x10™*  5.02x10*  2.54x10™
puntual de
Rosenblueth 2 5.660x10%  3.08x10*  5.00x10* 2.22x10™
(PEM) ]
Mixto de primer 10 - s 6.570x10"  4.25x10*  6.27x10"  3.40x10™
orden (MFO) 2 5.520x10"  3.26x10* 5.52x10*  2.80x10™
Mixto de segundo 1) - 5.720x10"  3.84x10* 5.17x10* 2.98x10™
orden (MSO) 29 6.400x10*  3.49x10%  6.16x10* 2.94x10™

Simulacion de

4 4 4 4
Monte Carlo  —~——~ —— T 5.760x10 3.81x10™*  5.13x10"  2.76x10

*

O Aproximacion 1: Se aplica la ecuacion (5.8), aceptando que la densidad de probabilidad del gasto Q es aproximadamente log-
normal.

k%

) Aproximacion 2: Se utiliza la misma técnica estocastica (FOSM, SOSM, Rosenblueth, etc.) empleada para estimar la
incertidumbre en log;, Q.
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5.1.5 Anélisis paramétrico

Adicionalmente, con la finalidad de evaluar la influencia general de la incertidumbre en la
permeabilidad sobre el gasto, se realizan analisis paramétricos en los que se conservan los

valores medios de la conductividad hidraulica empleados antes (g4 = 1.55%107 cm/s) para cada

material de la muestra de suelo y se hace variar el coeficiente de variacion de la permeabilidad en
el rango de 0.01< oy /gy <10.00. Los pardametros estadisticos del gasto obtenidos a partir de

estos analisis para el Caso II se presentan en las Figuras 5.6a a 5.6¢ (para la Aproximacion 1) y
en las Figuras 5.6d a 5.6f (para la Aproximacion 2). Del mismo modo, los resultados obtenidos
para el Caso III se proporcionan en las Figuras 5.7a a 5.7c¢ (para la Aproximacion 1) y en las
Figuras 5.7d a 5.7f (para la Aproximacion 2).

En general, los resultados obtenidos para los Casos II y III son similares. En particular, las
gréficas referentes al valor esperado del gasto (Figuras 5.6a y 5.6d para el Caso II; Figuras 5.7a 'y
5.7d para el Caso IIl) demuestran que para valores del coeficiente de variacion de la
permeabilidad mayores que oy /gy = 0.2, el valor esperado del gasto uqo es consistentemente

inferior al valor determinista de Qﬂk =7.75x10"* cm’/s (obtenido asumiendo permeabilidad

constante=g4 en toda la muestra). Esto es una consecuencia del hecho de que cuando dos
materiales contiguos toman valores de permeabilidad aleatorios, la permeabilidad aparente del
sistema tiende a ser controlada por el valor mas bajo (Daoud, 1996). Esta tendencia es mas
notable en el Caso III (tres materiales) en comparacion con el Caso II (dos materiales). Por otra
parte, comparando los valores esperados del gasto obtenidos con las Aproximaciones 1y 2, se
puede apreciar que con respecto a la simulacion de Monte Carlo: los métodos de primer orden
(FOSM y método mixto de primer orden) sobrestiman t en la Aproximacion 1; y en la
Aproximacion 2 todos los métodos proporcionan resultados mas o menos similares a aquéllos
estimados con la simulacion de Monte Carlo.

Adicionalmente, las graficas que se refieren a la desviacion estandar del gasto (Figuras 5.6b y
5.6¢ para el Caso II; Figuras 5.7b y 5.7e para el Caso III) muestran que cuando el coeficiente de
variacion de la permeabilidad se incrementa hasta aproximadamente oi/£4=0.99, la desviacion
estandar del gasto og también se incrementa. Mds alla de este valor, og tiende a decrecer debido
al hecho de que la permeabilidad equivalente esta controlada por el valor mas bajo, como ya se
habia explicado antes. Esta tendencia se acentia cuando se utiliza la Aproximacion 2 (en ambos
Casos Il 'y III).
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Resultados con Aproximacion 1:

10

9E-04 7 Q, =7.75x107* cm¥;
o = /. X cm/s
SE-04 e
TE-04 +
__6E-04 L
v B
% S5E-04 ‘;
‘6,4E-04 + | Monte Carlo
N £ |-©-Rosenblueth
3E-04 -; -+ FOSM
2E-04 + |2 SOSM
0 E |-% Mixto Primer Orden
1E-04 + |[-=Mixto Segundo Orden
OE+00 E I\\H} \\lll} 1 1 [
0.01 0.1 10
Oul
(a)
1E-03 €
_ 1B-04 +
L E
5 -
(&]
‘3 - - Monte Carlo
$ -@-Rosenblueth
1E-05 = ~FOSM
¥ ~<-SOSM
L -%- Mixto Primer Orden
- = Mixto Segundo Orden
1E-06 iy B
0.01 0.1
OV
(b)
10 €
I+
\3? 0.1 —:
o 7 E
N -
- -“-Monte Carlo
i -©-Rosenblueth
0.01 ¢ —--FOSM
-<-SOSM
B -%-Mixto Primer Orden
- = Mixto Segundo Orden
0‘001 1 1 ||||||I Il |\|||||} 1 Lo1o11an
0.01 0.1 1 10
Ou i
(©)

0.

0.001

Resultados con Aproximacion 2:

Qu =775 ><¥10‘4 cm’/s

-“-Monte Carlo
-©-Rosenblueth
—-+FOSM
~<-SOSM
-¥-Mixto Primer Orden
-8-Mixto Segundo Orden

01

0.1
O/

(d)

---Monte Carlo
-©-Rosenblueth
-+FOSM
—~-SOSM

-%- Mixto Primer Orden
- Mixto Segundo Orden

.01

10
oW/ 1

(e)

-4~ Monte Carlo
-©- Rosenblueth
—-+FOSM
~<-SOSM
-%- Mixto Primer Orden
-8 Mixto Segundo Orden

0.01

0.1

1 10

O
&)

Figura 5.6 Influencia de la incertidumbre en la conductividad hidraulica sobre las estadisticas del
gasto para las Aproximaciones 1 y 2 (Caso II: Secuencia de dos materiales aleatorios)
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Resultados con Aproximacion 1:
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Resultados con Aproximacion 2:
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8E-04 \
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6E-04
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% 5E-04
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Figura 5.7 Influencia de la incertidumbre en la conductividad hidraulica sobre las estadisticas del
gasto para las Aproximaciones 1 y 2 (CASO III: Secuencia de tres materiales aleatorios)
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5.1.6 Comentarios finales

Se realizaron evaluaciones analiticas y una serie de estudios paramétricos para cuantificar la
propagacion de la incertidumbre en andlisis unidimensionales de flujo establecido de agua a
través de suelos homogéneos y estratificados. En particular, se analizo la propagacion de la
incertidumbre en la conductividad hidraulica k al gasto Q a través de una muestra de suelo
constituida por un material homogéneo aleatorio (CASO I), y por una secuencia de dos y tres
materiales aleatorios independientes (CASOS II y III, respectivamente). Diferentes técnicas
estocasticas fueron aplicadas en estos estudios (perturbaciones de primer y segundo orden
—FOSM y SOSM—; Rosenblueth —PEM—; mixto de primer y segundo orden —MFO y MSO—;
Monte Carlo). Algunos resultados importantes de las estadisticas de salida del gasto en funcion
del coeficiente de variacion de la permeabilidad son:

— Con respecto al valor esperado del gasto uq: (a) en el caso de un material homogéneo

aleatorio, g es igual al valor determinista de Q, =7.75x 107*ecm’/s (asumiendo permeabilidad

Hi
constante=/4 en toda la muestra), debido a que esta propiedad es directamente proporcional al
valor esperado de la conductividad hidraulica z4; (b) en el caso de un suelo estratificado (dos o
tres materiales aleatorios), se observo que mas alla de cierto valor del coeficiente de variacion
(o /1 = 0.2 en este estudio), uo es consistentemente inferior al mencionado valor determinista

de Q 4y - ESto es una consecuencia del hecho de que cuando materiales contiguos toman valores

de permeabilidad aleatorios, la permeabilidad aparente del sistema esta definida por un promedio
armonico de la permeabilidad de los diferentes materiales, en el cual el valor mas bajo tiende a
tener un peso preponderante.

— En cuanto a la desviacion estandar del gasto og: (a) en el caso de un suelo homogéneo, esta
propiedad exhibe una relacion lineal perfecta con respecto al coeficiente de variacion de la
permeabilidad, esto es, la desviacion estandar del gasto se incrementa de manera proporcional
cuando aumenta la incertidumbre en la permeabilidad; (b) en el caso de un suelo estratificado, la
desviacion estandar del gasto og tiende a incrementarse mientras el coeficiente de variacion de la
permeabilidad es menor que cierto valor (oi/4~0.99 en esta investigacion); mas alla del mismo
og tiende a decrecer. Lo anterior, se debe al hecho de que la permeabilidad equivalente esta
controlada por el valor mas bajo, como se explico antes. Finalmente se puede decir que la
incertidumbre en el comportamiento de un suelo aleatorio estratificado es menor que la
incertidumbre que se esperaria si el suelo fuera aleatorio pero homogéneo.

En lo referente a las técnicas estocésticas empleadas en los andlisis para evaluar la propagacion
de la incertidumbre en la permeabilidad, se puede decir que:

— Todas reflejan adecuadamente las tendencias mencionadas en los parrafos anteriores.

— En comparacion con los resultados del método de Monte Carlo, como era de esperarse, los
métodos de segundo orden (SOSM y MSO) proporcionan resultados mas exactos que aquéllos
obtenidos con los métodos de primer orden (FOSM y MFO).

— A pesar de su simplicidad, el método de estimacion puntual de Rosenblueth (PEM)
proporciona resultados generalmente muy satisfactorios.

— A pesar de sus limitaciones, estas técnicas resultan mas complementarias que antagonicas.
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5.2 Zonas de incertidumbre en problemas tipicos de flujo de agua
5.2.1 Consideraciones generales

En esta aplicacion se llevan a cabo analisis probabilistas de problemas tipicos de flujo de agua
mediante el método del elemento finito estocastico (SFEM). En particular, en los analisis se
combina la técnica de elementos finitos (FEM) con el método de segundo orden segundos
momentos (SOSM), de acuerdo con los fundamentos teéricos sefalados en el inciso 4.3.3 del
Capitulo 4 y con ayuda del algoritmo MEFLULOG (Lopez & Auvinet, 2004). El objetivo
principal es estudiar las zonas de incertidumbre o como se distribuye la incertidumbre en
resultados representativos de analisis de flujo de agua, que se obtienen al considerar
incertidumbre en el logaritmo de la permeabilidad del suelo. En estos problemas tipicos se
evaltan condiciones como:

— Suelos homogéneos anisétropos.
— Suelos heterogéneos con materiales isotropos (dos a seis materiales).
— Variacioén de la estratigrafia respecto a la direccion del flujo; entre otras.

Los datos que se toman en cuenta para la realizacion de los andlisis estocasticos son:

— Incertidumbre en el logaritmo decimal de la conductividad hidraulica del material o los
materiales del dominio en estudio, la cual se modela con variables aleatorias. Asimismo la
transformacion de la incertidumbre de k a logjo k se lleva a cabo como ya se ha mencionado en
incisos anteriores (ec. 5.1, inciso 5.1.2).

— Carga hidraulica impuesta de acuerdo con los niveles de agua (aguas arriba y aguas abajo), en
las fronteras permeables del dominio analizado.

Al principio de cada problema se sefiala de manera general la geometria del dominio de estudio,
las condiciones analizadas, asi como la incertidumbre en los materiales del dominio (media o
valor esperado de la permeabilidad, desviacion estandar y matriz de covarianza correspondiente).
Posteriormente, en cada problema se presentan los resultados obtenidos en la forma de mapas de
contorno que representan la desviacion estandar del potencial o carga hidraulica, del gradiente
hidraulico y de la velocidad de flujo, y se dan comentarios de los mismos. Al final de todos los
ejemplos se presentan conclusiones generales de los andlisis realizados.

5.2.2 Analisis estocasticos

5.2.2.1 Incertidumbre a través de una muestra de suelo aleatoria

Se estudia el flujo confinado unidimensional en la muestra de suelo que se ilustra en la Figura
5.8. Los andlisis estocasticos de flujo de agua se llevan a cabo considerando que dicha muestra
estd constituida por: dos, tres, cuatro y seis materiales aleatorios isotropos e independientes. Se
asume que en cada caso, los materiales tienen un valor esperado o media de la conductividad

hidraulica E{k} =4 =1.55x107cm/s y un coeficiente de variacién oy /z4 =0.99, con una

desviacion estandar oy =1.53x107>cm/s. La incertidumbre se considera en el logaritmo decimal

de la permeabilidad; asi, después de transformar la incertidumbre de Kk a log;o k, las matrices de
covarianza correspondientes a cada caso analizado se indican en los parrafos siguientes. En ellas,
se acepta debido a la isotropia, que las permeabilidades de cada material en las direcciones Xy Y
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estan perfectamente correlacionadas: coeficiente de correlacion ,o(log10 ki,log)o k; ) =1;y que
las permeabilidades entre los distintos materiales (dos, tres, cuatro, seis) no estian
correlacionadas: coeficiente de correlacion ,o(log10 ki,log;, kj)=0, es decir, son materiales

independientes.

o Ah=60 ch
_y_ v

Flujo 60 cm

777777777
DT NEE

-+

60 cm

Figura 5.8 Muestra de suelo aleatoria

Para facilitar la compresion de las matrices de covarianza que se presentan en €ste y en los
ejemplos siguientes, en la Figura 5.9 se muestra de manera esquematica la variacion espacial y
direccional de la conductividad hidraulica.

Homogéneo isotropo Homogeéneo anisotropo

O+

txl - T(yl txl * kk}’1
= #
X Y2 ) Y2
o K Ko, ®L__+ K Ko,
le > kYz kyl > kyz
Heterogéneo isétropo Heterogéneo anisotropo

Figura 5.9 Variacion espacial y direccional de la conductividad hidraulica
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— Matriz de covarianza para dos materiales iso6tropos independientes:

logioky 10,1283,

ozl | 0.1283. 01283
lOgl() kX2 0 0710,
lOglok)’2 0 0 50,1'2'8'3 """ 01283

Covarianzas
(fuera de la diagonal principal)

Varianzas

/ (en la diagonal principal)

— Matriz de covarianza para tres materiales isotropos independientes:

log;o kx1 logo kyl log;o sz logo ky2

logioka  ro.1283 0.12831 0 o ' o
logioky 01283 01283 0 o 0
ook, |70 GIAE GRG0
logoky, |0 0 101283 01283} 0
logike, | O 0 ¢ 0 0 101283 0
logioky, L © 0t 0 0 101283 0

1283
1283

log;o kx3 logo ky3

0

— Matriz de covarianza para cuatro materiales isotropos independientes:

logyo kXl
logo kyl
logio sz
logio ky2
logy kx3
logo ky3
logio Ky,
logjoky,

10g10 kxl lOgl() kyl logm sz lOgl() ky2 logm kX3 lOgl() ky3

[0.1283 0.12831 0 0 1 0 0 1 0 0
01283 012631 0 0 i 0 0 i 0 0
0 0 101283 0.1283} 0 0 1 0 0
0 0 101283 0.1283! 0 0 ! 0 0
o R 0 101283 01283 0 0
0 0B 0.0 101283 01283} 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 101283 0.1283
0 0+ 0 0 1+ 0 0 10.1283 0.1283]

logm kX4 lOgl() ky4

— Matriz de covarianza para seis materiales is6tropos independientes:

logo le
logioky,
logo kx2
logjoky,
logo kX3
logioky,
logo kx4
logioky,
logo kx5
logjoky,

10g10 kX6

lOgl() ky6 -

(=l

(=)

0 0 0 0 1 0 0
L0000 00
0.1283 0.1283 1 0 0 1 0 0
01283 01283, 0 _____ 0 . 0 . 0___

0 0 101283 0.1283 | 0 0

0 0 101283 01283} 0 0

0 o o0 0 10.1283 0.1283

0 0 0 0 10.1283 0.1283

0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0

) 0 ! 0 0
000 0]
L0 0 1 0 0
0 01 0 . 0 _]
L0 0 1 0 0
0 0 ! 0 0
o o T o 0|
L0 0 1 0 0
10.1283 0.1283 1 0 0
10.1283 0.1283 1 0 0
b0 0 101283 0.1283
0 0 101283 0.1283
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Los valores esperados de la carga hidraulica, del gradiente y de la velocidad de flujo para el caso
en el que el medio aleatorio se asume homogéneo e isotropo, se presentan en la Figura 5.10.
Evidentemente, las esperanzas del gradiente y de la velocidad son constantes en el dominio de
estudio. Por su parte, las desviaciones estandar para estas mismas propiedades se muestran en las
Figuras 5.11 a 5.13, incisos (a) a (¢) para cada caso analizado respectivamente.

60

]

55

08—
SL
0L
S9

50
45
40

O
75
70
S9

Y (cm)

60cm 25
20

0 i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
X (cm)

(a) Esperanza de la carga hidraulica, cm

581 584
551 551
52A 52A
49- 49
46+ 46
43 43
40- 40
371 37
~ 34 ~ 344
53 i=cte=1.0 531 V =cte=1.55x10"
> 28 > 28
254 254
224 22
19 194
16- 164
13 134
10 104
7 7
4 4
4 7 1013 16192225 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 4 7 1013 16 192225 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 55
X (cm) X (cm)
(b) Esperanza del gradiente hidraulico, (c) Esperanza de la velocidad de flujo, cm/s
adimensional

Figura 5.10 Valores esperados en el dominio de estudio (homogéneo e is6tropo)
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(a) Dos materiales 60cm
561 | 3
524 |
48
44
401
361
g L
8 327 R &
> 28 I
24
201
16
12+
81 N
S =
4 | l
ol
0 4 56 60
X (cm) X (cm)
30cm 30em
(c) Cuatro (d) Seis
materiales materiales
30em 30em
30em 30cm
60 60 I
56 56 ‘ ‘
52A 52A
48 48+
44 44-
401 40-
36 364
éEL 324 g 32 .
> 281 > 28
24 24
204 201
161 164
12+ 124
8 81 .
N
4 4 l
0+-LL : x r o+ L
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60
X (cm) X (cm)

Figura 5.11 Desviacion estandar de la carga hidraulica en una muestra de suelo
con distintos materiales, cm
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(e) Dos materiales
(paralelos al flujo)

30cm S

43E-006—  ——4.3E-006

30em

rassrNs

L2777

60cm

N
Z
m
]
G0ZIET
W 900_39.%\/_\ e
/ 8'5E‘006~

[43B-006— | 43E-006

- 8.5E-006

T T T T T T T T T T I
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60
X (cm)

Figura 5.11 (Continuacion) Desviacion estdndar de la carga hidraulica en una muestra de suelo
con distintos materiales, cm

De las Figuras 5.1la-e anteriores se observa que en la desviacion estandar de la carga
hidraulica:

— No existe incertidumbre en las fronteras donde la carga hidraulica ha sido impuesta (en este
caso: las lineas verticales de la extrema izquierda y derecha de la muestra de suelo; Figuras
5.11a-e).

— La incertidumbre tiende a ser méxima en las regiones mas alejadas de las fronteras con carga
hidraulica impuesta (Figuras 5.11a-d).

— La incertidumbre es nula en el eje de simetria de la muestra (respecto a la direccion del flujo);
Figura 5.11e.

— La incertidumbre se distribuye de manera distinta si los estratos de suelo se encuentran en serie
(Figura 5.11a) o en paralelo (Figura 5.11e) respecto a la direccion del flujo.

— La incertidumbre tiende a crecer en las fronteras entre materiales contiguos que estan en serie
respecto a la direccion del flujo (Figuras 5.11a-d); y tiende a disminuir en las fronteras de los
materiales contiguos que son paralelos al flujo (Figuras 5.11c-d y e).

— La interferencia entre distintos materiales del dominio da lugar a un fendmeno de
compensacion estadistica, es decir, un efecto de promedio mediante el cual la incertidumbre en la
carga hidraulica se distribuye entre los diferentes materiales del medio, sobre todo si éstos se
consideran independientes (Figuras 5.11a-d).
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(a) Dos materiales (b) Tres materiales

le—sje—sle—s|
30em 30cm 20em 20em 20em
58+ 58
554 554
52A 52A
49 49+
46 46
43 43+
40 40+
37 @ @ 37 @ @ @
= 344 ~ 34
§, 314 § 319
> 281 o, = cte|=0.58 > 281 o,=cte=0.71
25 25
22 22
191 191
16 16
134 13
104 10+
7 a
4 4
l T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 4 71013161922252831343740434649 525558 1 4 7 1013161922252831343740434649 525558
X (cm) X (cm)
30cm
(¢) Cuatro (d) Seis
materiales materiales
30cm

30em 30cm

lg
T 8 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 1 4 7101316 1922252831 34374043 46 49 52 55 58
X(cm) X(cm)

Figura 5.12 Desviacion estandar del gradiente hidraulico en una muestra de suelo
con distintos materiales, adimensional
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o
o
(e) Dos materiales @
(paralelos al flujo) -
N O NEE £ )
NEE TN 8294
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N ] 25
t'e:' ‘D t 30em 21
\| L N . 171 @
60em l 131
9 .
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1 : .

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57
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Figura 5.12 (Continuacién) Desviacion estandar del gradiente hidraulico en una muestra de suelo
con distintos materiales, adimensional

De las Figuras 5.12a-e anteriores se observa que en la desviacion estandar del gradiente
hidraulico:

— La incertidumbre se distribuye de manera distinta si los estratos se encuentran en serie (Figuras
5.12ay b) o en paralelo (Figura 5.12¢) respecto a la direccion del flujo.

— Para estratos en serie respecto a la direccion del flujo (Figuras 5.12a y b), la incertidumbre es
constante, debido a que el valor esperado del gradiente es constante. Lo anterior se debe al flujo
unidimensional, a la geometria y a las condiciones de frontera especificas consideradas en este
problema. Ademas, su magnitud tiende a crecer conforme disminuye la distancia de recorrido del
agua (de acuerdo con la definicion de gradiente hidraulico: Ah/¢) en cada material aleatorio
isétropo independiente.

— Contrariamente, para estratos paralelos a la direccion del flujo (Figura 5.12¢), la incertidumbre
es nula en el eje de simetria (respecto a la direccion del flujo); esta incertidumbre nula se
extiende en practicamente toda la muestra de suelo.

— Cuando hay materiales en serie y en paralelo en el dominio de estudio (Figuras 5.12c y d), la
incertidumbre tiende a crecer en las fronteras entre materiales contiguos que estan en serie
respecto al flujo; y tiende a disminuir en las fronteras de materiales contiguos pero paralelos a la
direccion del flujo.
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N N
N ™~
N N
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Figura 5.13 Desviacion estandar de la velocidad de flujo en una muestra de suelo
con distintos materiales, cm/s

138



Capitulo 5. Aplicaciones

(e) Dos materiales 461 @
(paralelos al flujo)
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Figura 5.13 (Continuacion) Desviacion estdndar de la velocidad de flujo en una muestra de suelo
con distintos materiales, cm/s

De las Figuras 5.13a-¢ anteriores se observa que en la desviacion estandar de la velocidad de
flujo:

— Cuando los materiales estan o solo en serie (Figura 5.13a y b) o solo en paralelo (Figura
5.13e), la incertidumbre en la velocidad de flujo es constante. Lo anterior se debe por una parte, a
que la esperanza de la velocidad es constante (Figura 5.10c), pero también a la magnitud de la
incertidumbre en la conductividad hidraulica de los materiales del medio.

— Cuando hay materiales en serie y en paralelo en el dominio de estudio (Figuras 5.13c y d), la
incertidumbre tiende a disminuir en las fronteras de materiales contiguos que estan en serie
respecto a la direccion del flujo; y tiende a crecer en las fronteras de materiales contiguos pero
paralelos a la direccion del flujo. Asimismo esta incertidumbre tiende a ser maxima en la
interferencia o interseccion de distintos materiales.

5.2.2.2 Incertidumbre bajo una tablestaca

Se realizan andlisis estocasticos de flujo de agua (confinado bidimensional) bajo la tablestaca que
se muestra en la Figura 5.14 (Lopez & Auvinet, 2002). Se estudian diferentes condiciones (dos,
tres y cuatro materiales estratificados aleatorios, isotropos e independientes) con los pardmetros
de incertidumbre en la conductividad hidraulica que se indican en los parrafos siguientes.

— Pardametros de incertidumbre en un suelo con dos materiales is6tropos independientes:

logioky, logioky, logioky, logioky,

lo k 1
t = g, =1x107 s 210Kx [0.04200 0.042091 0 0
logioky, | 004209 0.042091 0 0 __
oy, [ty = Ok, [, =0.50 logioky, | 0 0 10.04209 0.04209
logio ky2 0 0 1 0.04209 0.04209
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— Parametros de incertidumbre en un suelo con tres materiales isotropos independientes:

10g10 kX lOglO k 10g10 kX IOg]Q k 10g10 kX lOgl() k
1 N 2 Y2 3 Y3

logiokyx 10,0420 0.042000 0 0 ! 0 0
e == i, =1x107 m/s logioKy, |0.04209 0.042091 0 0 10 0
1 ’ logioky, | 0 0 10.04209 0.04209; 0 0
) )
Ok [ My =+ = Oy [ iy =050 logioky, |___9______ 0 1004209 004209, 0 __ ___ 0__
0 0 1 0 0 10.04209 0.04209
logyo kx3 ! '
0 0 ' 0 0 !0.04209 0.04209
10glo ky3 - -

— Pardmetros de incertidumbre en un suelo con cuatro materiales is6tropos independientes:

/lel =...=,le4 =1X10_5 m/s N O'kl//lkl =...20'k4/,uk4 =0.50

10g10 le 10g10 kyl 10g10 kX2 10g10 ky2 10g10 kX3 10g10 ky3 10g10 kX4 10g10 ky4

EZEXI [0.04200 0.042091 0 0o 1 0 0 10 0 ]

U 10.04209 0042091 0 o+ 0 0+ 0 0
logiok, [0 77T T 004209 0.04209! 0 0 1 0 0
logioky, | ¢ 0 1004209 0042090 0 0 ! 0 0
logioky, [""0 ¢ 0o ' 0 0 1004209 0042090 0 0
gk | 001 00 1004209 0042091 0 0
logioky, | 0 0 1 0 0+ 0 0 1004209 0.04209
logioky, | 0 0 10 0 i 0 0 1004209 0.04209]

b 4 -
Ah=6 m

8 m

20m

Figura 5.14 Suelo de cimentacion aleatorio bajo una tablestaca impermeable

La red de flujo esperada para el caso del suelo homogéneo e isétropo, asi como las esperanzas del
gradiente y de la velocidad de flujo se proporcionan en las Figuras 5.15a—c. En las mismas se
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distingue que los valores esperados mas altos tanto del gradiente como de la velocidad se
presentan en la punta de la tablestaca; y que los valores mas bajos, ocurren simétricamente en las
esquinas inferiores izquierda y derecha de la region de flujo.

Por su parte, en las Figuras 5.16 a 5.18 se presentan las desviaciones estandar obtenidas en cada
caso analizado (dos, tres y cuatro materiales isotropos estratificados, respectivamente).

De las Figuras 5.16a-5.18a anteriores se observa que en la desviacion estandar de la carga
hidraulica:

— No existe incertidumbre en las fronteras donde el potencial ha sido impuesto (en este caso: las
lineas horizontales permeables de aguas arriba y aguas abajo que se sefialan en cada figura).

— La incertidumbre es nula en el eje de simetria del problema.

— Se aprecia que una zona extensa de incertidumbres altas se presenta consistentemente a ambos
lados de la tablestaca, y que ademas en dicha zona la incertidumbre méxima ocurre en la frontera
de los materiales contiguos que se localizan mas cercanos a la punta de la tablestaca.

— Se aprecia un efecto de compensacion estadistica, mediante el cual, la incertidumbre tiende a
disminuir conforme aumenta el numero de materiales en el dominio de estudio.

De las Figuras 5.16b-5.18b se distingue que en la desviacion estandar del gradiente hidraulico:

— Una region de incertidumbre maxima se genera alrededor de la punta de la tablestaca.

— Se observan zonas simétricas de incertidumbre nula en los extremos inferiores izquierdo y
derecho de la region de flujo, las cuales estdn delimitadas por la frontera superior del ultimo
estrato del dominio de estudio.

De las Figuras 5.16¢-5.18c¢ se distingue que en la desviacion estandar de la velocidad de flujo se
presenta un comportamiento similar al caso de la desviacion en el gradiente hidraulico, esto es:

— Una regién de incertidumbre maxima se genera alrededor de la punta de la tablestaca.

— Se observan zonas simétricas de incertidumbre nula en los extremos inferiores izquierdo y
derecho de la region de flujo; la diferencia es que en este caso, estas zonas se extienden hasta la
parte superior del dominio de estudio conforme aumenta el nimero de estratos.
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Figura 5.15 Valores esperados bajo una tablestaca (suelo homogéneo e isétropo)
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Figura 5.16 Desviacion estandar bajo una tablestaca (dos materiales isotropos estratificados)
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5.2.2.3 Incertidumbre bajo de un cimacio

Se realizan analisis estocasticos de flujo de agua (confinado bidimensional) en el suelo de
cimentacion del cimacio que se muestra en la Figura 5.19 (Lopez & Auvinet, 2002; Lopez &
Auvinet, 2003). Se estudian distintas condiciones: dos, tres y cuatro materiales estratificados
aleatorios, isotropos e independientes; pero también, estratos inclinados; estratos en serie; y
estratos en serie y en paralelo respecto a la direccion del flujo.

— // ______ : ______ A_h=_2._5;n
10 h=13 m =105 I
2
z6
> 4]
N
-

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
01234567 8910111213141516171819202122232425
X (m)

Figura 5.19 Suelo de cimentacion aleatorio bajo un cimacio
Se asumen los parametros de incertidumbre en la conductividad hidrdulica que se sefialan a
continuacion.

— Pardametros de incertidumbre en un suelo con dos materiales isdtropos independientes:

logio kx1 logio kyl logio kx2 logi ky2

logio k !
H, = I, —1x10">m/s €105 [0.04209 0.04209: 0 0
logioky, [0.04209 0.04209; 0 0
_____________ vl
Ok, [ M, = Ok, [k, =0.50 logioky, | 0 0 10.04209 0.04209
logioky, 0 0 10.04209 0.04209

— Pardametros de incertidumbre en un suelo con tres materiales isdtropos independientes:

logm kxl logm kyl logm sz loglo ky2 logm kX3 10g10 ky3

logioky 10.04200 0.042095 0 0 0 0
i == pl, =1x107 m/s logioky, | 0.04209 004209} 0 0 . 0 0__

! ’ logiky, | 0 0 10.04209 0042091 0 0
Ol [ Hig == Oy [ Hig =050 logioky, [0 ____ 0 _ 1004209 004209, 0 _____ 0__
logr k 0 0 ' 0 0 10.04209 0.04209

0g10 X3 1 1

0 0 1 0 0 10.04209 0.04209
10g10 ky3 B -
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— Parametros de incertidumbre en un suelo con cuatro materiales is6tropos independientes:

My == Hy, = 1x107°m/s Oy, [Hy == 0%, [ Hy, =0.50
logi le 10g10 kx1 logo kylll‘)glo kx2 logio I<y2|10g10 kx3 logio I<y3|10g10 kx4 IOgloky{
0.04209 0.042091 0 0 1 0 0 1 0 0
oy, 004209 0042091 0 ¢ 0 i 0 0 1+ 0 0
logio kxz 0 0 1 0.04209 0.04209 0 0 | 0 0
logioky, | 0 0 1004209 0042090 0 0 ' 0 0
logkg [ 0 0 1 0 0 1004209 0042090 0 0
loguoky, | 00 1 0 0 100409 004209' 0 0
logioky, | 0 0 1 0 0+ 0 0 10.04209 0.04209
logioky, L 0 0 1 0 0 i 0 0 10.04209 004209

Las Figuras 5.20a—c ilustran los valores esperados de la carga hidraulica, del gradiente y de la
velocidad de flujo para el caso en que se asume al suelo homogéneo ¢ is6tropo. En las mismas se
distingue que los valores esperados mas altos tanto del gradiente como de la velocidad se
presentan en forma simétrica alrededor de las esquinas inferiores de aguas arriba y aguas abajo
del cimacio; y que los valores mas bajos, ocurren también simétricamente en los extremos
inferiores izquierdo y derecho del dominio de flujo.

Por su parte, las Figuras 5.21 a 5.23 muestran las desviaciones estdndar obtenidas cuando el
medio esta constituido por dos, tres y cuatro materiales isotropos estratificados, respectivamente.
Del inciso (a) de cada figura anterior, se observa que en la desviacion estandar de la carga
hidraulica:

— No existe incertidumbre en las fronteras donde el potencial ha sido impuesto (en este caso: las
lineas horizontales permeables de aguas arriba y aguas abajo que se sefialan en cada figura).

— La incertidumbre es nula en el eje de simetria del problema.

— La incertidumbre tiende a crecer en las fronteras de materiales contiguos. Pero ademads, es
maxima en las regiones mas alejadas tanto de las fronteras con carga impuesta como del eje de
simetria, donde la incertidumbre es nula.

— Se aprecia un efecto de compensacion estadistica, mediante el cual, la incertidumbre tiende a
disminuir conforme aumenta el nimero de materiales en el dominio de estudio.

Del inciso (b) de las Figuras 5.21 a 5.23 se distingue que en la desviacion estandar del gradiente
hidraulico:

— Las zonas de incertidumbres altas se presentan de forma simétrica a ambos lados del cimacio
(aguas arriba y aguas abajo), y estan delimitadas por la frontera inferior del estrato donde se
ubica el cimacio.

— Se observan zonas simétricas de incertidumbre nula en los extremos inferiores izquierdo y
derecho de la region de flujo, las cuales estdn delimitadas por la frontera superior del ultimo
estrato del dominio de estudio.

— Llama la atencion que, en todos los casos se generan simétricamente zonas imprevistas de
certidumbre (zonas donde la incertidumbre en el gradiente es nula) debajo de las esquinas del
cimacio tanto aguas arriba como aguas abajo. Estas zonas estdn delimitadas por la frontera
inferior del estrato donde se ubica el cimacio.

Del inciso (C) de las Figuras 5.21 a 5.23 se aprecia que en la desviacion estandar de la velocidad
de flujo:
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— Las zonas de incertidumbre mas altas se presentan en forma simétrica alrededor de las esquinas
inferiores de aguas arriba y aguas abajo del cimacio. Esto es, donde ocurren los maximos valores
esperados de la velocidad de flujo.

— Se observan zonas simétricas de incertidumbre nula en los extremos inferiores izquierdo y
derecho de la region de flujo, las cuales estan delimitadas por la frontera superior del ultimo
estrato del dominio de estudio.

Para el caso en el que se considera al medio constituido por dos materiales is6tropos inclinados
(Figura 5.24), las zonas de incertidumbres mdximas y minimas que se generan son similares al
caso en el que el medio esta constituido por dos materiales isdtropos estratificados (Figura 5.21),
la diferencia es que ahora las desviaciones estandar mas altas y nulas tanto de la carga como del
gradiente hidraulico se desplazan o distorsionan en funcion de la inclinacion del estrato. Por su
parte, la desviacion estandar de la velocidad de flujo no se ve afectada en gran medida por el
cambio de la posicion de los estratos de horizontales a inclinados. En el caso particular de la
desviacion estandar de la carga hidraulica: existe incertidumbre nula en las fronteras con
potencial impuesto; la zona de incertidumbre nula que se observaba al centro del dominio,
desaparece puesto que ya no hay simetria en el problema; la incertidumbre tiende a crecer en la
frontera de materiales contiguos y es maxima en la regién mas alejada de la frontera con
potencial conocido. Con respecto a la desviacion estandar del gradiente hidraulico: las zonas
inesperadas de certidumbre que se observaban debajo de las esquinas izquierda y derecha del
cimacio se desplazan de acuerdo con la inclinacion del estrato; lo mismo ocurre con las zonas de
incertidumbre nula en los extremos inferiores izquierdo y derecho del dominio, y con las zonas
de incertidumbre maxima a ambos lados del cimacio. En cuanto a la desviacion estandar de la
velocidad de flujo, la distribucion de las zonas de incertidumbres maximas y minimas

permanecen practicamente sin cambios tanto en uno (Figura 5.24¢) como en el otro caso (Figura
5.21c).

Para el caso en el que se considera al medio constituido por dos materiales isotropos en serie
(Figura 5.25), y por cuatro materiales isotropos en serie y en paralelo (Figura 5.26), enfocando la
comparacion a la parte central del dominio en la que la direccion del flujo es horizontal, se
aprecian conclusiones similares a las obtenidas en el caso de la muestra sujeta a flujo
unidimensional (Figura 5.8). Esto es, en cuanto a la desviacion estandar de la carga hidraulica:
para materiales en serie respecto al flujo la incertidumbre tiende a crecer en la frontera de
materiales contiguos; no existe incertidumbre nula al centro del dominio porque los estratos ya
no son paralelos respecto al flujo; existe incertidumbre nula en la frontera con potencial
impuesto; se aprecia el mencionado efecto de compensacion estadistica, mediante el cual la
incertidumbre disminuye conforme aumenta el nimero de materiales en el medio. Con respecto a
la desviacion estandar del gradiente hidraulico: predomina el efecto de los estratos que estan en
serie, aunque la incertidumbre no es constante como en el caso de la muestra sujeta a flujo
unidimensional (Figura 5.12a y b) porque ahora la esperanza del gradiente no es constante debido
al flujo 2D (Figura 5.20b); en este caso, las zonas de incertidumbres mas altas y nulas coinciden
con las regiones donde se tienen los valores esperados mas altos y nulos respectivamente (Figura
5.20b); ademas, las zonas de incertidumbre nula que se observaban en los casos anteriores debajo
de las esquinas izquierda y derecha del cimacio, desaparecen debido a que los estratos ya no son
paralelos al flujo (Figura 5.25b) o bien, porque predomina el efecto de los estratos en serie
(Figura 5.26b). Finalmente, en relacion con la desviacion estandar de la velocidad de flujo, la
distribucion de las zonas de incertidumbres maximas y minimas permanece practicamente sin
cambios respecto a lo obtenido en todos los casos anteriores.
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Figura 5.20 Valores esperados debajo de un cimacio (suelo homogéneo e isotropo)

149



Capitulo 5. Aplicaciones

(a) (;arfc’a Ah=2.5m
hidraulica, m e
10 h=13m —— h=105m
= 0 ———————————
9+ o\2 —
s+ Eﬁ‘g ————
7 o
~6
s
4
3 2
2
=
1 oo O
Ll \SIVRLU] s Y |
0 I II ‘I ‘ I' i I
0123456 7 8 91011121314151617 18192021 22 232425
X (m)
h 4

(b) Gradiente t _______ 1A_h;2.;n: -
hidraulico, , -
adimensional = //////////,,,, 707

)

1

Y (m)
O = N WA LI 0O
3 T

I T T T T I
0123456 78 91011121314151617 18192021 2223 24
X (m)

(c) Velocidad
de flujo, m/s
9_
8_
7_
24
;4_ ~SE-007 —
3_
2_
1_
G T T T I
0 1 2 4 5 6 7 101112131415161718192021222324

X (m)

Figura 5.21 Desviacion estandar debajo de un cimacio (dos materiales isdtropos estratificados)
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Figura 5.22 Desviacion estandar debajo de un cimacio (tres materiales isotropos estratificados)
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Figura 5.23 Desviacion estandar debajo de un cimacio (cuatro materiales isotropos estratificados)
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5.2.2.4 Incertidumbre a través de una presa de tierra homogénea

Se realiza el andlisis estocastico de flujo de agua (no confinado bidimensional) a través de la
presa de tierra que se ilustra en la Figura 5.27. Se considera que el suelo es homogéneo
anisotropo, con los parametros de incertidumbre en la conductividad hidraulica que se indican a
continuacion.

— Media o valor esperado:

E {ky} =4, =1x107° m/s E{ky}:yky =1x107% m/s

— Coeficiente de variacion:

O'kx/ykx =0.50 5 O'ky/,uky =0.50

— Matriz de covarianza del logaritmo decimal de la permeabilidad:
logiok,  logioky
logioky {0.04209 () }

logioky |0 | 0.04209

En la matriz anterior el coeficiente de correlacion entre la permeabilidad horizontal y vertical es

nulo, p(log10 K,,log,, ky) =0, debido a la anisotropia.

14 m

4

e ol Impermeable

50m

Figura 5.27 Presa de tierra aleatoria homogénea y anisétropa

Los resultados del andlisis proporcionan los valores esperados de la carga hidraulica, del
gradiente y de la velocidad de flujo que se sefialan en las Figuras 5.28a—c respectivamente. Se
aprecia que en el caso del gradiente hidraulico los maximos valores esperados se presentan en la
zona de la superficie libre de salida de la presa, y se extienden ligeramente hacia la parte central
de dicha estructura. Con respecto a los maximos valores esperados de la velocidad de flujo, éstos
se presentan mas hacia el pie del talud de aguas abajo de la presa.
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Figura 5.28 Valores esperados en una presa de tierra (homogénea anisotropa)

En lo referente a las desviaciones estandar, los resultados se proporcionan en las Figuras 5.29a—c
para la carga, el gradiente y la velocidad de flujo respectivamente. En las mismas, se observa que
en el caso de la carga hidraulica, la desviacion estandar es nula en las fronteras con potencial
impuesto y es maxima en la zona mas alejada de dichas fronteras (Figura 5.29a). En el caso del
gradiente hidraulico, se aprecia que existen zonas de desviaciones estandar minimas tanto en la
base impermeable de la presa como en la parte superior de la region de flujo hacia el lado aguas
arriba de la presa (contigua a las lineas equipotencial y de corriente superior del problema; Figura
5.29b); asimismo, que en su parte intermedia se genera una zona de desviaciones altas. En cuanto
a la velocidad de flujo (Figura 5.29c¢), las zonas de desviaciones estindar maximas y minimas
coinciden aproximadamente con las regiones donde la esperanza de la velocidad es maxima y
minima respectivamente (Figura 5.28c).
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Figura 5.29 Desviacion estandar en una presa de tierra (homogénea anisotropa)

5.2.2.5 Incertidumbre en la cubierta permeable de una presa de materiales graduados
(instante inmediato después de un vaciado supuesto instantaneo)

Se realiza el andlisis estocastico de flujo de agua (no confinado bidimensional) en la cubierta
permeable (Figura 5.30) de la presa de materiales graduados que se ilustra en la Figura 5.31. Se
estudia el instante inmediato después de un vaciado supuesto instantaneo (Lépez & Auvinet,
2000; Auvinet & Lopez, 2010; Lopez, Auvinet & Lezama, 2010). Se considera que el material de
la cubierta es homogéneo anisétropo, con los parametros de incertidumbre en la conductividad
hidréulica que se indican a continuacion.

— Media o valor esperado:

E {ky} =g, =1x107* m/s E{ky}=,uky =1x107 m/s
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— Coeficiente de variacion:
O'kX /'ukx =0.50 ) O'ky //Jky =0.50

— Matriz de covarianza del logaritmo decimal de la permeabilidad:
10g10 Ky 10g10 ky
logiok, [ 0.04209 : 0
10g 10 ky

En la matriz anterior el coeficiente de correlacion entre la permeabilidad horizontal y vertical es
nulo, p(log10 Ky, logyo Ky ) =0, debido a la anisotropia.

r'y
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00m S . 4
\ 30 | Impermeable | X (m)
: 51 :

Figura 5.30 Cubierta permeable aleatoria de una presa de materiales graduados
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— vaciado

Nivel del embalse :
despues del vaciado
i //V/

e 7.

Figura 5.31 Presa de materiales graduados

La red de flujo esperada, asi como las esperanzas del gradiente hidraulico y de la velocidad de
flujo obtenidas en el andlisis, se presentan en las Figuras 5.32a—c. En las mismas se observa que
los valores esperados mas altos del gradiente hidraulico se presentan en la parte media superior
de la cubierta, y los valores mas bajos ocurren en la zona cercana a la base impermeable. En
cuanto a la velocidad de flujo, los maximos valores esperados ocurren al pie del talud de la
cubierta permeable.
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Figura 5.32 Valores esperados en la cubierta permeable de una presa de materiales graduados
(instante inmediato después de un vaciado supuesto instantaneo)

Por su parte, las desviaciones estandar de la carga, del gradiente y de la velocidad de flujo se
proporcionan en las Figuras 5.33a—c. Se observa que en el caso de la carga hidraulica, la
desviacion estdndar es nula en las fronteras con potencial impuesto y es maxima en la zona mas
alejada de dichas fronteras. En el caso del gradiente hidraulico, se aprecia que la desviacion
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estandar tiende a ser minima en la base de la cubierta, y en su parte intermedia inferior se genera
una zona de desviaciones altas. En cuanto a la velocidad de flujo, las desviaciones estandar
maximas y minimas coinciden aproximadamente con las regiones donde la esperanza de la
velocidad es maxima y minima, respectivamente.
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Figura 5.33 Desviacion estdndar en la cubierta permeable de una presa de materiales graduados
(instante inmediato después de un vaciado supuesto instantaneo)
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5.2.3 Comentarios finales

Se realizaron andlisis numéricos estocdsticos en problemas tipicos de flujo confinado y no
confinado de agua, unidimensionales y bidimensionales, en los que se evalud la propagacion de
la incertidumbre en el logaritmo de la permeabilidad sobre el potencial hidraulico, el gradiente
hidraulico y la velocidad de flujo. Los célculos se efectuaron mediante el método de elementos
finitos (FEM) en combinacion con la técnica probabilista de segundo orden segundos momentos
(SOSM). El objetivo del estudio fue analizar distintas condiciones (geométricas, hidraulicas y de
frontera) para un mismo problema y evaluar la distribucion de las zonas de incertidumbre
maximas y minimas obtenidas en cada caso. El enfoque se puso en estudiar suelos homogéneos
anisotropos y suelos heterogéneos con materiales isotropos (dos a seis materiales), y distintas
consideraciones de materiales en serie, en paralelo o inclinados respecto a la direccion del flujo.

Como preambulo de las conclusiones obtenidas en los andlisis aqui efectuados, se debe remarcar
que en el caso de los suelos homogéneos e isotropos aleatorios no existe incertidumbre ni en la
carga h ni en el gradiente hidraulico i. De acuerdo con los principios basicos del flujo de agua en
suelos, tanto la carga como el gradiente hidraulico no dependen de la conductividad hidraulica k,
como se puede apreciar en la Figura 5.34. En efecto, en un material homogéneo e isotropo
aleatorio la incertidumbre existente en la conductividad hidraulica afecta directamente solo la
velocidad de flujo y el gasto (por proporcionalidad con la ley de Darcy).

> Incertidumbre en la permeabilidad:

— E {k} Var k]

2

Incertidumbre en los resultados:

e oh?  oh?
: i =Trone G I o™ oh" 1,
v &; h Sln
_ - i incertidumbre
V =k-i

L» E{V) =i E{k]

Var[V]=i*-Var[k]

Figura 5.34 Incertidumbre en un suelo aleatorio homogéneo e is6tropo

Para el caso de los suelos homogéneos anisodtropos, y suelos heterogéneos con materiales
isotropos (dos a seis materiales) estudiados aqui, y con base en las configuraciones resultantes de
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desviaciones estandar de cada analisis efectuado, se observo que se generan zonas caracteristicas
de incertidumbres maximas y minimas que dependen de diversos factores como:

— La incertidumbre en la conductividad hidraulica de los materiales del dominio y de la
anisotropia.

— El nimero de materiales en el dominio.

— La geometria del dominio.

— Las condiciones de frontera.

— La simetria de los subdominios del medio poroso.

— La posicion de los estratos (en serie, en paralelo o inclinados) respecto a la direccion del flujo.

Por otra parte, respecto a las desviaciones estdndar de los parametros analizados en este estudio,
se puede decir de manera general que:

(a) En el caso de la carga hidraulica:

— No existe incertidumbre en las fronteras donde la carga hidraulica ha sido impuesta.
— La incertidumbre es nula en los ejes de simetria del problema, si es que €stos existen.

— La incertidumbre tiende a ser maxima en las regiones mas alejadas tanto de los ejes de simetria
como de las fronteras con carga hidraulica impuesta.

— En general, se observa un efecto de amplificacion de la incertidumbre en las fronteras de
materiales contiguos que estan en serie respecto a la direccion del flujo. Por el contrario, un
efecto de atenuacion se presenta en las fronteras de materiales contiguos paralelos al flujo.

— La interferencia entre distintos materiales del dominio da lugar a un fendmeno de
compensacion estadistica, es decir, un efecto de promedio mediante el cual la incertidumbre en la
carga hidraulica se distribuye entre los distintos materiales del medio, sobre todo si éstos se
consideran independientes.

— La distribucién de la incertidumbre en el medio de interés esta influenciada por la posicion de
los estratos (en serie, en paralelo o inclinados respecto al flujo).

(b) En cuanto al gradiente hidraulico:

— Principalmente en problemas de flujo confinado 2D, las zonas de incertidumbres maximas y
minimas coinciden con las regiones donde se presentan los valores esperados mas altos y mas
bajos respectivamente (p. €]. alrededor de la punta de una tablestaca; alrededor de las esquinas
inferiores de aguas arriba y aguas abajo de un cimacio o cualquier otra estructura impermeable;
etc.).
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— Llama la atencion que, en varios de los casos de flujo confinado 2D analizados se generan
zonas imprevistas de certidumbre, es decir, zonas donde la incertidumbre en ¢l gradiente
hidraulico es nula. Se observd que este hecho esta influenciado por la posicion de los estratos en
el medio analizado.

— La distribucién de la incertidumbre en el medio de interés esta afectada por la posicion de los
estratos (en serie, en paralelo o inclinados respecto al flujo).

(c) Con respecto a la velocidad de flujo:

— Principalmente en problemas de flujo confinado 2D, la incertidumbre tiende a ser méxima en
aquellas zonas donde ocurren los maximos valores esperados de la velocidad (p. €j. alrededor de
la punta de una tablestaca; alrededor de las esquinas inferiores de aguas arriba y aguas abajo de
un cimacio o cualquier otra estructura impermeable; etc.). Correspondientemente, la menor
incertidumbre tiende a presentarse en zonas de valores esperados pequefios de la velocidad.

— La distribucion de la incertidumbre en el medio de interés no depende de la posicion de los
estratos (en serie, en paralelo o inclinados respecto al flujo), sino que estd influenciada
mayormente por la magnitud de la incertidumbre en la conductividad hidraulica de los materiales
del dominio.
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5.3 Solucién de un problema inverso de flujo establecido de agua en una presa de
tierra y enrocamiento, utilizando un enfoque bayesiano

5.3.1 Introduccion

El énfasis de este problema se pone en la aplicacion del teorema de Bayes al estudio del
comportamiento de los materiales que constituyen una presa de tierra y enrocamiento. Lo que se
pretende especificamente es, mediante la solucion de un problema inverso de flujo establecido de
agua, obtener las conductividades hidraulicas a posteriori de algunos de los materiales
constitutivos de una presa, cuando de ella se conocen a priori los gastos que la atraviesan (Lopez
& Auvinet, 2006). Un anélisis de este tipo también podria realizarse, si en vez de conocer los
gastos, se conocieran los potenciales hidraulicos a partir de mediciones piezométricas, por
ejemplo.

El analisis bayesiano que aqui se presenta, se lleva a cabo haciendo variar inicialmente las
conductividades hidraulicas (consideradas como variables aleatorias) de algunos materiales de
interés de una presa en un determinado intervalo de diversos érdenes de magnitud, a los cuales se
les asignan ciertas probabilidades a priori, impuestas a juicio subjetivo. Se tienen de esta manera
diversas permeabilidades para cada material estudiado, con las cuales se pueden establecer
distintas combinaciones, y para cada una de ellas calcular numéricamente el gasto
correspondiente que atraviesa la presa mediante el metodo de elementos finitos. Con estos gastos
de infiltracion es posible resolver el problema inverso, es decir, determinar a partir de ellos
cuales son las permeabilidades a posteriori de los materiales de interés de la presa. El teorema
puede servir entonces para indicar como deben modificarse las probabilidades subjetivas cuando
se recibe informacion adicional después de haber realizado un experimento (en este caso, el
analisis con elementos finitos).

Si en este tipo de analisis el enfoque se dirige al estudio del comportamiento de aquellos
materiales que ayudan a controlar el flujo del agua a través del cuerpo y la cimentacion de una
presa, uno de los beneficios del método estriba en que al resolver el problema inverso podria
determinarse cual es la contribucidn de estos materiales al sistema de control del flujo de agua de
la presa.

En lo que sigue se describe la metodologia propuesta para llevar a cabo este tipo de analisis. Se
presenta en particular la aplicacion del enfoque bayesiano al comportamiento de tres de los
materiales que constituyen la presa Agly en Perpignan, Francia. Al final se proporcionan
conclusiones respecto a la utilidad de la técnica expuesta.

5.3.2 Caracteristicas generales de la presa

Se trata de una presa de tierra y enrocamiento localizada sobre el rio Agly, a 30 km al este de la
ciudad de Perpignan, en Francia (Soletanche Bachy, 1999). Algunos de los objetivos de la
construccion de esta presa fueron: controlar inundaciones, almacenar agua en verano, regular el
nivel del rio y generar electricidad.

La presa tiene una altura de 60 m y una longitud de 250 m, constituyendo un volumen total de un
millon de metros cubicos. Algunas fotografias de la misma se pueden apreciar en la Figura 5.35.
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T !

Figura 5.35 Fotografias de la presa Agly (Soletanche Bachy, 1999)

El enrocamiento de la presa esta formado por gneis®®, producto de las excavaciones para el
vertedor; la cimentacion esta constituida por gneis intemperizada, bastante fracturada a
profundidad, en la cual se controla el flujo de agua hasta una profundidad de 50 m por medio de
cinco filas de cortinas de inyeccion (Figuras 5.36 y 5.37). La caracteristica principal del proyecto
de esta presa es el disefio del sistema de control de flujo. Otra particularidad de la misma es que
su nucleo no esta construido como es usual, por arcilla (los depositos arcillosos cerca del sitio no
eran los adecuados para esta estructura), sino que estd constituido por un seudo corazén
semipermeable de gneis intemperizada (mismo material de la cimentacion) dentro del cual existe
un muro diafragma de concreto (que se construy6 cuando la presa habia aumentado a 4 m de la
altura de disefio) de 1 m de espesor y empotrado hasta 5 m en la roca de cimentacion, y que se
extiende hacia abajo por medio de una cortina de inyecciones, como se ilustra en la Figura 5.37.

Muro diafragma

———— Galeria de
S drenaje

+ + + + + + + o+ 4
+ o+

+ o+ + F o+ o+ 4

(\ Pantalla de

inyecciones

Figura 5.36 Seccion transversal de la presa Agly (Soletanche Bachy, 1999)

©4 Roca metamorfica de grano grueso, compuesta por los mismos minerales que el granito (cuarzo, feldespato y mica). Su
estructura se presenta en capas alternas de minerales claros y oscuros. Su orientacion esta definida en bandas.
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Figura 5.37 Seccion longitudinal de la presa Agly (Soletanche Bachy, 1999)
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La presa consta de los ocho materiales que se indican en la Figura 5.38; en la misma se pueden
apreciar también los valores de sus conductividades hidraulicas (indicadas de igual manera en la
Tabla 5.3) (Soletanche Bachy, 1999).

Tabla 5.3 Descripcion y conductividades hidraulicas de los materiales de la presa Agly

Material Descripcion k (m/s)
1 Enrocamiento grueso 5x10™
2 Enrocamiento fino 2.75x107
3 Seudo corazon de gneis 2.75x10°
4 Muro diafragma de concreto 5x107
5 Filtro 1x10™
6 Gneis 1x10°®
7 Pantalla de inyecciones 2x107"
8 Cama de roca 1x107
-8 Galeria

¢ de drenaje

-5
2.75x10

-6 i -7 -4
1x10 1x10 2x10 1x10
(D Enrocamiento grueso @ Muro diafragma (7 Pantalla de inyecciones
(@ Enrocamiento fino 3 Filtro ® Cama de roca
@ Seudo corazon de gneiss © Gneiss

Figura 5.38 Permeabilidades de los materiales constitutivos de la presa Agly (m/s)
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5.3.3 Analisis determinista convencional

El andlisis determinista del flujo de agua a través de la cimentacion y el cuerpo de la presa Agly,
se realiza numéricamente mediante el método de elementos finitos con ayuda del algoritmo
FLOWNETS (L6pez, 2000). Los fundamentos tedricos del programa se explican con detalle en el
ANEXO III. La presa y el suelo de cimentacion se modelan con la malla de 1540 elementos
finitos y 854 nodos que se muestra en la Figura 5.39. Se considera una pérdida de carga
hidraulica Ah =45 m entre las zonas de aguas arriba y aguas abajo de la presa, de acuerdo con
los niveles de agua que se indican en la Figura 5.36.

T

Figura 5.39 Malla de elementos finitos

A partir de este analisis se obtienen las lineas equipotenciales que se ilustran en la Figura 5.40.
En la misma se observa que las equipotenciales se agrupan mayormente cerca del eje vertical
donde se localiza el muro diafragma y la pantalla impermeable. Lo anterior ocasiona que
precisamente a lo largo de dicho eje se presenten los maximos valores del gradiente hidraulico:
imax 1 @ 3; de igual manera en la zona de la galeria de drenaje se presentan gradientes

hidraulicos altos con valores aproximados de i ~1 (Figura 5.41). Por otra parte, la velocidad de
flujo maxima, Vs ~3.8x10™° mis, ocurre en la zona que desemboca en la galeria de drenaje

(Figura 5.42). Debido a los resultados anteriores, el analisis bayesiano que se presenta a
continuacién concentra su atencion en la galeria de drenaje y sus zonas aledafias.

0 20 40 60 80 100120140160180200220240260280300320340360380400420440460480500
X (m)

Figura 5.40 Curvas de isovalores de la carga hidraulica (m)
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Figura 5.41 Variacion de la magnitud del gradiente hidraulico (adimensional)
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Figura 5.42 Variacion de la magnitud de la velocidad de flujo (m/s)

5.3.4 Anélisis bayesiano

El teorema de Bayes mediante el cual se determina la probabilidad de obtener una permeabilidad
k; (probabilidad a posteriori buscada) dado un gasto Q, esta dado por:

ofigjo] -2 Pl (5.48)

n

jZ_lp[QWi]'P[ki]

De acuerdo con la expresion anterior, la informacion requerida para llevar a cabo el andlisis
bayesiano son las probabilidades a priori (0 marginales) P[ki], y las probabilidades

condicionales P[Q|ki] (de obtener el gasto Q dada la permeabilidad k;), mismas que se
determinan con:

P[Qki]
Plki]

Donde P[k;] son las probabilidades marginales mencionadas antes y P[Qk;] son las
probabilidades conjuntas.

P[Qlk |= (5.49)
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En lo que sigue, la intencion es entonces determinar por medio del teorema de Bayes cual es la
contribucion del seudo corazon de gneis, del muro diafragma y de la pantalla de inyecciones
(materiales 3, 4 y 7 respectivamente, de la Tabla 5.3) al sistema del control del flujo de agua a
través del cuerpo de la presa Agly y de su cimentacion. Con este fin, se asume inicialmente que
la conductividad hidraulica de los materiales de estas tres estructuras varia en cierto orden de
magnitud de acuerdo con determinadas probabilidades a priori (probabilidades marginales),
establecidas de manera subjetiva segun se muestra en las Figuras 5.43 a 5.45.

P[k(.] A

0.50
0.25 0.25

| |

2.75x107 2.75x10° 2.75x10° k. (m/s)
k. [ k,

Figura 5.43 Probabilidades a priori de la permeabilidad k. del seudo corazén de gneis
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Figura 5.44 Probabilidades a priori de la permeabilidad kg, del muro diafragma
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Figura 5.45 Probabilidades a priori de la permeabilidad k, de la pantalla de inyecciones
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De acuerdo con la variacion de las conductividades hidraulicas de las figuras anteriores, es
posible establecer 36 combinaciones diferentes (que se dan en la Tabla 5.4) para las
permeabilidades del seudo corazon de gneis, del muro diafragma y de la pantalla de inyecciones.
Con cada una de estas combinaciones de permeabilidades y respetando las permeabilidades de
los cinco materiales restantes de la presa (dadas en la Tabla 5.3), se calcula el gasto total que
llega a la galeria de drenaje mediante el algoritmo FLOWNETS. Este algoritmo permite
determinar la descarga que sale por el lado del elemento finito opuesto al nodo de interés (ver
ANEXO III). Asi, para determinar el gasto que llega a la galeria de drenaje, éste se calcula
sumando el gasto individual de los elementos finitos ubicados en la pendiente aguas abajo del
seudo corazon de gneis (Figura 5.46), méas el de los elementos que se localizan alrededor de la
propia galeria de drenaje (Figura 5.47).
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Figura 5.46 Numeracion de nodos de los elementos a lo largo de la
pendiente de aguas abajo del seudo corazén de gneis
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Figura 5.47 Numeracion de nodos de los elementos alrededor de la galeria de drenaje
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El resumen de los gastos calculados para cada combinacion de permeabilidades se presenta en la
Tabla 5.4. En la misma también se indican las probabilidades marginales de cada valor de la
permeabilidad (probabilidades a priori propuestas de manera subjetiva al inicio de este inciso) y
sus correspondientes probabilidades conjuntas, las cuales se calculan multiplicando las
probabilidades a priori de la combinacion de permeabilidades correspondiente (son las
intersecciones de las probabilidades de las permeabilidades sefialadas en la Figura 5.48).

Tabla 5.4 Combinacion de permeabilidades, gastos calculados y probabilidades
a priori y conjuntas para el analisis bayesiano de la presa Agly

o N°  Combinacién de permeabilidades (m/s)  Gasto Probabilidad a priori Probabilidad
% en Iagaleria conjunta
o ke - ko QMMTS)  Pl]  Plkal  PIk] P[QKk]®
1 2.75x10™" 5.00x10™” 2.00x10™°  7.15x10™° 0.25 0.20 0.25  0.0125
2 2.75x10™" 5.00x10™"° 2.00x10%®  1.39x10™° 0.25 0.50 0.25  0.03125
3 2.75x10" 5.00x10™ 2.00x10"°  1.69x10™° 0.25 0.20 0.25 0.0125
4 2.75x10™ 5.00x10™° 2.00x10"°  1.75x10™° 0.25 0.10 0.25  0.00625
5 2.75%x10™ 5.00x10™ 2.00x10Y"  7.99x10™° 0.25 0.20 050 0.025
.1 6 2.75x10™" 5.00x10™"° 2.00x10"Y"  1.45x10™° 0.25 0.50 0.50 0.0625
7 2.75x10" 5.00x10™ 2.00x10"Y"  1.74x10™%° 0.25 0.20 050 0.025
8 2.75x10™ 5.00x10™° 2.00x10"Y"  1.80x10™"° 0.25 0.10 050 0.0125
9 2.75%x10™ 5.00x10™ 2.00x10"°  8.51x10™° 0.25 0.20 0.25 0.0125
10  2.75x10™' 5.00x10™"° 2.00x10™°  1.48x10™° 0.25 0.50 0.25  0.03125
11 2.75x10"' 5.00x10™ 2.00x10"°  1.76x10™%° 0.25 0.20 0.25 0.0125
12 2.75x107’ 5.00x10™° 2.00x10"°  1.82x10™%° 0.25 0.10 0.25  0.00625
13 2.75x10™° 5.00x10™ 2.00x10°  4.52x10™° 0.50 0.20 0.25 0.025
14  2.75x10™° 5.00x10™"° 2.00x10%®  7.07x10™"° 0.50 0.50 0.25  0.0625
2 17 2.75x10™° 5.00x10™ 2.00x10"Y"  4.72x10™%° 0.50 0.20 050 0.05
18  2.75x10™° 5.00x10™° 2.00x10"Y"  7.29x10™° 0.50 0.50 050 0.125
22 2.75x10™° 5.00x10™"° 2.00x10"°  7.51x10™" 0.50 0.50 0.25  0.0625
15 2.75x10™ 5.00x10™" 2.00x10°  1.37x10™ 0.50 0.20 0.25 0.025
16 2.75x10™° 5.00x10™° 2.00x10"°  1.64x10™" 0.50 0.10 0.25 0.0125
19  2.75x10™° 5.00x10™ 2.00x10Y"  1.38x10™* 0.50 0.20 050 0.05
3 20 2.75x10™° 5.00x10™° 2.00x10"Y"  1.65x10™* 0.50 0.10 050 0.025
21 2.75x10™%° 5.00x10™"” 2.00x10™°  1.38x10™* 0.50 0.20 0.25 0.025
23 2.75x10™"° 5.00x10™ 2.00x10"°  1.39x10™* 0.50 0.20 0.25 0.025
24 2.75x10™° 5.00x10™° 2.00x10"°  1.65x10™* 0.50 0.10 0.25 0.0125
25  2.75x10™ 5.00x10™” 2.00x10°  4.20x10™ 0.25 0.20 0.25 0.0125
26 2.75x10°%° 5.00x10™"° 2.00x10®  4.48x10™* 0.25 0.50 0.25  0.03125
4 29 2.75x10™° 5.00x10™ 2.00x10"Y"  4.22x10™ 0.25 0.20 050 0.025
30  2.75x10™%° 5.00x10™"° 2.00x10"Y"  4.51x10™" 0.25 0.50 0.50 0.0625
33 2.75x10™"° 5.00x10™ 2.00x10"°  4.26x10™* 0.25 0.20 0.25 0.0125
34 2.75x10™° 5.00x10™"° 2.00x10"°  4.55x10™* 0.25 0.50 0.25  0.03125
27  2.75x10™ 5.00x10™ 2.00x10%°  6.69x10™" 0.25 0.20 0.25 0.0125
5 31 2.75x10™ 5.00x10™ 2.00x10"Y"  6.72x10™ 0.25 0.20 050 0.025
35  2.75x10™"° 5.00x10™ 2.00x10"°  6.75x10™* 0.25 0.20 0.25 0.0125
28  2.75x10™ 5.00x10™° 2.00x10%  1.08x10™ 0.25 0.10 0.25  0.00625
6 32 2.75x10™ 5.00x10™° 2.00x10Y"  1.09x10™%° 0.25 0.10 050 0.0125
36 2.75x10™"° 5.00x10™° 2.00x10™"°  1.09x10™° 0.25 0.10 0.25  0.00625

c=seudo corazo6n de gneis; m=muro diafragma; p=pantalla de inyecciones

© ki se refiere a las permeabilidades K¢, ki Y K.
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Figura 5.48 Probabilidades conjuntas para la aplicacion del teorema de Bayes

Por su parte, la Figura 5.49 ilustra la grafica de gastos vs. numero de combinacion de
permeabilidades. De la misma se advierte que es posible realizar una agrupacion de gastos de
acuerdo con su orden de magnitud. De este modo, para la aplicacion del teorema de Bayes se
consideran los grupos de gastos que se sefialan en la propia Figura 5.49 o en la Tabla 5.5.

36 ., A
Q, =4.37x10" =1.09x107°
S 311 Iitermedio S AIth *
g 26 1 ;
£ Qs =6.72x107*
E 21+ i Alto
S Q; =1.49x10
L 16 + Intermedio
o
T 11 Q, =6.22x10~
g Bajo
Z
6 Q =144x10°
1 — L : : : : : : :
o < < < < < < < < < ™D
S 9 2 9 9 9 9 9 9 3 9
Jow o ow o ow o w o ow o w W ow owow
S o o9 ®© I v © ~ © o d
S —i ol ™ < o © ~ © o —
Q (m3/s)

Figura 5.49 Agrupacion de gastos para el analisis bayesiano
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Tabla 5.5 Agrupacion de gastos para el analisis bayesiano

Grupo Gasto (m®/s) Denominacion
1 Qi=1.44x10” Bajo

2 Q,=6.22x10" Bajo

3 Qs=1.49x10" Intermedio

4 Q,=4.37x10 Intermedio

5 Qs=6.72x10™ Alto

6 Qs=1.09x10" Alto

Adicionalmente, las probabilidades condicionales P[Q|ki] (de obtener el gasto Q dada la

permeabilidad k; ), se determinan con la expresion (5.49) para los grupos de gastos anteriores (Q:
a Qg) y considerando las probabilidades marginales y conjuntas indicadas en la Tabla 5.4. Las

probabilidades asi calculadas se proporcionan en la Tabla 5.6.

Tabla 5.6 Probabilidades condicionales P[Q| ki] para la aplicacion del teorema de Bayes

Estructura Probabilidad Q, Q2 Q3 Qa4 Qs Qs
condicional
P[Qilka] 025 0375 0125 025 0 0
. PrlQilko] 025 05 0 0.25 0 0
Muro diafragma o vo ] 025 0 0.5 0 025 0
Pun[Qilk] 025 0 0.5 0 0 0.25
Po[Qilk:] 025  0.35 0.15 0175 005  0.025
Pantalla de Po[Qilks] 025  0.35 0.15 0175 005  0.025
Inyecciones
Po[Qilks] 025 025 0.25 0175 005  0.025
, P[Qilki] 1 0 0 0 0 0
:ﬁgl‘f corazonde b 1Qik.] 0 065 035 0 0 0
P.[Qilks] 0 0 0 0.7 0.2 0.1

© k1, ko, ks, kg son las permeabilidades que se indican en las Figuras 5.43 a 5.45, referidas al m=muro diafragma,
a la p=pantalla de inyecciones y al c=seudo coraz6n de gneis, respectivamente.

Finalmente, al sustituir la informacién correspondiente en el teorema de Bayes (ecuacion 5.48),
es posible determinar la probabilidad a posteriori de la permeabilidad de interés P[ki|Q]

correspondiente a cada grupo de gasto estudiado (Q; a Qs). Estos resultados se presentan en la

Tabla 5.7.
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Tabla 5.7 Probabilidades a posteriori P[ki |Q] obtenidas con el teorema de Bayes

Estructura Probabilidagl Q: Q: Qs Qs Qs Qs
a posteriori
PlkiQi] 0.2 0.23 0.14 0.29 0 0
. PlkelQi] 0.5 0.77 0 0.71 0 0
Muro diafragma o, v\~ 02 0 057 0 1 0
PlksQi] 0.1 0 0.29 0 0 1
Po[ki/Qi] 025 027 0.21 0.25 025 025
&a;‘ggi'i%ggs Po[kQi] 050  0.54 0.43 0.50 050 050
Po[ks|Q1] 025 0.9 0.36 0.25 025 025
, Pc[ki|Q]] 1 0 0 0 0 0
gﬁggo corazon de Pkl Q] 0 1 1 0 0 0
Pelks|Q] 0 0 0 1 L L

( )kl, ka, ks, k4 son las permeabilidades que se indican en las Figuras 5.43 a 5.45, referidas al m=muro diafragma,
a la p=pantalla de inyecciones y al c=seudo corazén de gneis, respectivamente.

La comparacion gréfica entre las probabilidades supuestas a priori y las probabilidades a
posteriori obtenidas con el teorema de Bayes, se presenta en las Figuras 5.50 a 5.52,
correspondientes a las permeabilidades de los tres materiales estudiados y referidas a los grupos
de gastos analizados.

En la Figura 5.50, correspondiente al caso del muro diafragma, se observa que la probabilidad a
posteriori de obtener una permeabilidad “alta” dado un gasto “bajo” es baja o nula; que la
probabilidad a posteriori de obtener una permeabilidad “intermedia” dado un gasto “intermedio”
es alta; y que la probabilidad a posteriori de obtener una permeabilidad “alta” dado un gasto
“alto” es alta (uno). En este Ultimo caso, para un gasto alto la obtencion de una permeabilidad
alta no indica necesariamente que el muro sea deficiente.

En cuanto a la pantalla de inyecciones (Figura 5.51), se aprecia que en general las probabilidades
a posteriori no se modifican, o bien, permanecen practicamente iguales a las probabilidades a
priori supuestas inicialmente (Figura 5.45). Esto sugiere que la magnitud del gasto en la galeria
de drenaje no depende del comportamiento de la pantalla. No dice nada de su calidad. Es decir,
que la pantalla no contribuye en realidad al sistema del control del flujo de agua de la presa.

Finalmente, en el caso del seudo corazon de gneis (Figura 5.52), se observa que la probabilidad
de obtener una permeabilidad “baja” dado un gasto “bajo” es alta (uno); la probabilidad de
obtener una permeabilidad “intermedia” dado un gasto “intermedio” es alta (uno); y la
probabilidad de obtener una permeabilidad “alta” dado un gasto “alto” es alta (uno).
Nuevamente, al igual que para el caso del muro diafragma, la obtencién de probabilidades “altas”
no indica necesariamente que el seudo corazén de gneis sea deficiente.

Con base en los resultados anteriores, puede concluirse que el gasto que llega a la galeria de
drenaje de la presa (ver Figura 5.36 6 5.47) depende tanto del comportamiento del seudo corazon
de gneis como del muro diafragma, no asi de la pantalla de inyecciones.
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Figura 5.50 Probabilidades supuestas (a priori) y calculadas (a posteriori) de la
permeabilidad del muro diafragma para los grupos de gastos estudiados (Q1 a Qs)
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Figura 5.51 Probabilidades supuestas (a priori) y calculadas (a posteriori) de la
permeabilidad de la pantalla de inyecciones para los grupos de gastos estudiados (Q: a Qs)
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Figura 5.52 Probabilidades supuestas (a priori) y calculadas (a posteriori) de la
permeabilidad del seudo corazén de gneis para los grupos de gastos estudiados (Q; a Qg)
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5.3.5 Comentarios finales

El teorema de Bayes describe las alternativas para calcular la probabilidad de que sucedan
eventos, empleando la probabilidad condicional. El teorema permite alcanzar un juicio racional a
partir de datos poco confiables o incompletos, que a menudo constituyen la unica informacion
disponible cuando se resuelven problemas de ingenieria. El permitir alcanzar juicios racionales
en funcion de la evidencia es lo que convierte al enfoque bayesiano en una herramienta (til en la
solucién de un problema inverso de flujo de agua a través de suelos.

Una de las ventajas al realizar un analisis de este tipo antes de la construccion de una presa,
consiste en que a partir de €l pueden determinarse las secciones de la presa en las que seria
importante Ilevar a cabo un estricto control de calidad de las permeabilidades de los materiales
durante la etapa de construccion.

En el caso particular de la presa aqui analizada, se determin6 con base en el analisis bayesiano,
que el gasto en la galeria de drenaje depende del comportamiento del muro diafragma y del seudo
corazén de gneis, no de la pantalla de inyecciones. Lo anterior, hace plantear la pregunta de si era
en verdad necesaria la construccién de esta estructura para ayudar a controlar el flujo de agua a
través de la presa. De hecho, deja en claro la utilidad del teorema de Bayes como una ayuda
adicional en la toma de decisiones durante la etapa de proyecto o disefio de una presa.
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5.4 Permeabilidad equivalente para flujo en medios heterogéneos simulados en dos
(2D) y tres dimensiones (3D)

5.4.1 Introduccion

El objetivo de esta aplicacion es, teniendo en cuenta la conjetura propuesta por Matheron
(Capitulo 2), determinar y/o sugerir una permeabilidad equivalente para flujo en medios
heterogéneos simulados en dos (2D) y tres dimensiones (3D)*) (Lopez & Auvinet, 2004).

A diferencia de las aplicaciones anteriores en donde la variabilidad espacial de la permeabilidad
se modelo con variables aleatorias, en este estudio se utilizan campos aleatorios. Asi, los medios
heterogéneos considerados en esta aplicacion se modelan con campos aleatorios de
permeabilidad, mismos que se fundamentan en la teoria del ANEXO IV. En la simulacion de los
campos se pone énfasis en la dependencia espacial entre valores del logaritmo de la
permeabilidad en diferentes puntos del medio. De esta manera, en los célculos se consideran
distintas distancias de correlacion (las que permiten describir la heterogeneidad del medio). Por
su parte, los analisis de flujo de agua a través de los medios heterogéneos 2D y 3D se llevan a
cabo con dos técnicas numéricas distintas. En el caso bidimensional se emplea el método de
elementos finitos (FEM, ANEXO III). En el caso tridimensional, se presenta la implementacion
del método de los pasos o paseos casuales (RWM, ANEXO II) a este tipo de dominios.

En lo que sigue se describe por tanto, la metodologia propuesta que permite acoplar la simulacion
de campos aleatorios de permeabilidad con el analisis numérico del flujo de agua a través de los
dominios simulados. El estudio consiste basicamente en determinar primero la cantidad de agua
que pasa a través del medio heterogéneo simulado (2D 6 3D). Posteriormente, mediante un
analisis inverso calcular la permeabilidad aparente del medio con base en la ley de Darcy. Al
final, esta permeabilidad aparente se compara con la permeabilidad promedio del campo aleatorio
simulado (media arménica, geométrica y aritmética de los valores tomados por esta propiedad en
diversos puntos del medio). Finalmente, con base en los resultados, se sugieren unos promedios
algebraicos para describir dominios heterogéneos en funciéon de la dimension espacial de la
region de flujo (2D 6 3D). Asimismo se presentan comentarios concluyentes de la incertidumbre
en la permeabilidad aparente de este tipo de dominios.

5.4.2 Analisis bidimensional
5.4.2.1 Simulacién de campos aleatorios de permeabilidad 2D

Los andlisis se realizan en el dominio 2D cuyas caracteristicas geométricas y de frontera se
ilustran en la Figura 5.53. El medio heterogéneo se modela con campos de permeabilidad
bidimensionales. La simulacion de cada campo aleatorio se realiza con la ayuda del programa
CARBON2002 (Bonnet & Auvinet, 2002) que se fundamenta en la teoria descrita con detalle en
el parrafo IV.5 del ANEXO IV (simulacion de campos aleatorios). Se trabaja con los campos
aleatorios referidos al logaritmo decimal de la conductividad hidraulica, log;o K, por presentar un
comportamiento mas estable que K. Asimismo los campos aleatorios aqui simulados son
gaussianos, esto es, que cada una de las variables del campo tiene densidad de probabilidad
normal o gaussiana. De igual manera, se trata de campos estacionarios, es decir, sus densidades
de probabilidad y momentos asociados son invariantes por traslacion en el espacio.

5.5 . .1 . . , . . ., .

(5:5) El caso de flujo unidimensional en medios heterogéneos no se discute en esta aplicacion, por considerarse un tema
suficientemente estudiado: ya se sabe que en la direccion de la estratificacion la permeabilidad equivalente corresponde al
promedio aritmético pesado, y en el sentido perpendicular a ésta, al promedio armonico pesado.
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Flujo 1 m

Figura 5.53 Dominio bidimensional de analisis

De esta manera, se asume que los campos aleatorios simulados tienen los siguientes parametros:

— Media o valor esperado: s,k (X)=E {loglo k(X )} =—4.

— Varianza: alzogm « (X)=Var[log,o k(X)]=1.

T

a

— Funcién de autocorrelacion: se considera de tipo exponencial: R(’E)=e

, donde T es la

separacion entre puntos, a es el area bajo la curva y 2a=L es la distancia de correlacion o de
influencia (ver Figura 5.54).

R(7)
1
0l L [
L_ﬁ,‘ ——
Distancia de
correlacion

Figura 5.54 Funcién de autocorrelacion de tipo exponencial

Cada campo de logaritmo de la permeabilidad se simula en la malla de puntos X; del dominio de
estudio que se muestra en la Figura 5.55. Asi, introduciendo los valores conocidos de la media y
la varianza mencionados previamente, la simulaciéon del campo aleatorio se lleva a cabo

generando realizaciones de log;o k(X;):
logo K(Xi) = g,y k (Xi )+ Tiog,o k (Xi)-G(X;) (5.50)

Donde G(X;) representa un campo aleatorio normal estandar correlacionado, que se obtiene a

partir de una matriz de correlacion y variables normales estandar independientes generadas como
se indica en el ANEXO IV.
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.. . . . . . ., . . (5.6
Adicionalmente, las simulaciones se realizan para las distancias de correlacion o de influencia®®

de la permeabilidad, L;, que se sefialan en la Tabla 5.8. Se asume que la correlacion es la misma
tanto en la direccion horizontal como en la vertical (X y Y, respectivamente).

Tabla 5.8 Distancias de correlacion L consideradas en la simulacion de los campos aleatorios

Relacion de distancias L;

L, =0.0001 L;=0.25 Lp,=75 Ly, =100 Lo, = 3000
L2 =0.001 Lg =0.5 L13 =10 L]g =200 L23 = 5000
L3 =0.003 L9 =1 L14 =20 L]g =500 L24 = 7000
L4 =0.01 L10 =25 L15 =40 Lz() = 1000 L25 = 10000
L5 =0.03 L11 =5 L15 =175 L21 =2000 L26 = 30000
L6 =0.1
'Y (m)
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Figura 5.55 Puntos donde se simula el campo aleatorio 2D

Algunas configuraciones de los campos de log;o k simulados de esta manera, se presentan en las
Figuras 5.56a-f en la forma de mapas contorno, para distintas distancias de correlacion L;. Los
mapas de contorno de estos campos muestran que a menor distancia de correlacion se forman una
especie de islas que indican la heterogeneidad del medio; en cambio, a mayor distancia de
correlacion el dominio tiende a homogeneizarse y tales islas tienden a desaparecer. Estos mismos
campos aleatorios se proporcionan en las Figuras 5.57a-f, pero en este caso con una
representacion mediante escala de tonalidades grises; en estas figuras el significativo contraste de
tonos indica una mayor cantidad de permeabilidades distintas, y conforme se homogenizan los
tonos de grises se demuestra que las permeabilidades son més parecidas entre si.

(5.6)

Distancia hasta la cual la variable de interés esta autocorrelacionada.
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Figura 5.56 Campos aleatorios de permeabilidad 2D para distintas distancias de correlacion L;

(representacion con mapas de contorno)
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Para cada campo simulado se calcula la media armoénica, la media geométrica y la media
aritmética de los antilogaritmos de los valores de log;, k(X;) del campo:

n
Harménica =~ 1 1 (5.51)
+ Fod
k(X)) k(X5)  k(X,)
:ugeométrica:Q/k(xl)Xk(XQ)X...Xk(Xn) (5.52)
K(X;)+k(X,)+...+k(X
HMaritmetica = ( 1) ( 2I'1) ( n) (5.53)

El objetivo es comparar los promedios anteriores con la permeabilidad aparente, Kaparente s

obtenida de un andlisis de flujo de agua 2D con elementos finitos (FEM), como se indica a
continuacion.

5.4.2.2 Estudio del flujo de agua con elementos finitos

El analisis numérico del flujo establecido de agua a través del medio heterogéneo simulado se
lleva a cabo con el algoritmo FLOWNETS (Lo6pez, 2001), que se fundamenta en la teoria de
elementos finitos del ANEXO III. En los andlisis se considera una pérdida de carga hidraulica de
Ah=1m, segtn los niveles del agua sefialados en la Figura 5.53. La region de flujo se modela con
la malla de 200 elementos finitos y 121 nodos que se ilustra en la Figura 5.58. El valor de la
conductividad hidraulica asignado (con base en el método del punto medio —midpoint method—)
a cada elemento finito de la malla anterior corresponde a los antilogaritmos de los valores de

log;o k(X;) del campo simulado en los puntos X; (ec. 5.50).

A partir del estudio anterior se calcula el gasto total Qoral que atraviesa el medio heterogéneo; el
cual se utiliza posteriormente para que, mediante un andlisis inverso y teniendo en cuenta las
caracteristicas hidraulicas y geométricas del problema (i=1 y A=1m?’, segln se aprecia en la
Figura 5.53), se determine la permeabilidad aparente en el medio despejando de la ley de Darcy:

Q
kaparente = it_oil (5.54)

Las permeabilidades aparentes asi obtenidas se dibujan respecto a las medias armoénicas,
aritméticas y geométricas de los campos aleatorios simulados (obtenidas con anterioridad). La
comparacion grafica de cada uno de estos promedios con la permeabilidad aparente calculada se
ilustra en las Figuras 5.59 a 5.61 respectivamente. De las mismas, se puede apreciar que la mejor
correlacion se obtiene para los valores de la media geométrica (Figura 5.61); no asi para las
medias armonica y aritmética. Se muestra entonces que en un andlisis de flujo bidimensional, la
permeabilidad equivalente de un medio heterogéneo esta representada por la media geométrica
del campo de permeabilidad. Siendo erréneo utilizar, como es la practica comun en la geotecnia
(para varias propiedades del suelo), la media aritmética como un promedio representativo de esta
propiedad.
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Adicionalmente, con los calculos anteriores también fue posible determinar las medias y
desviaciones estandar de los valores del logaritmo de la permeabilidad aparente, logio Kaparente,
para cada grupo de distancias de correlacion L; estudiado. El resumen de estos resultados se
presenta en la Tabla 5.9. En la misma se observa que cuando la distancia de correlacion L;
aumenta de manera importante en el medio analizado (>1m), éste tiende a comportarse como un
material homogéneo aleatorio, en el que la media de la permeabilidad aparente es

aproximadamente igual a la media del campo de permeabilidad, E{loglo k(X)} =—4. Este

mismo comportamiento puede apreciarse graficamente en la Figura 5.62, que ilustra la curva que
representa la media de 1og;o Kaparente, asi como las curvas de esta media mas y menos la desviacion
estandar de 1ogio Kaparente, todas en funcion de las distancias de correlacion analizadas. De las
curvas anteriores resulta evidente que a menor distancia de correlacion la desviacion estandar es
menor, y para distancias de correlacion mayores que la longitud del medio analizado, la
desviacion estandar aumenta considerablemente. De manera independiente, la variacion de la
desviacion estandar en funcion de las distancias L se presenta en la Figura 5.63; en la misma se
observa que cuando el material es fuertemente heterogéneo (para distancias de correlacion
pequenas) la desviacion estandar es pequeiia; esto se debe en realidad a un fenémeno de
compensacion estadistica, mediante el cual la interferencia entre un mayor numero de
permeabilidades distintas ocasiona que la incertidumbre se compense o distribuya entre las
mismas. Contrariamente, a mayor distancia de correlacion la desviacion estandar aumenta de
manera significativa hasta alcanzar un valor casi constante que es muy cercano a la desviacion
estandar del campo aleatorio de permeabilidad (cuando el material se vuelve practicamente
homogéneco). En tales condiciones existe la posibilidad de que se presente el fendmeno de
percolacion; es decir que si la correlacion aumenta, las permeabilidades de ciertos elementos
tienden a parecerse, origindndose zonas mas permeables que otras por las cuales el agua puede
circular con mayor facilidad.

—¢— Media --8-- Media menos desviacion estandar —2— Media mas desviacion estandar
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Figura 5.62 logio Kaparente vS. distancia de correlacion L; en el analisis 2D
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Tabla 5.9 Parametros estadisticos de 10gjo Kaparente para las distintas L; del analisis 2D

Distancia de Media Desviacion 010 Kaparente 010 Kaparene
correlacion estandar .
L (m) Hiog, & G menos mas
10 Taparente 10 Taparente O-|0910 Kaparente o-|0910 Kaparente
0.0001 -3.86 0.15 -4.01 -3.71
0.001 -3.85 0.14 -3.99 -3.71
0.003 -3.84 0.11 -3.96 -3.73
0.01 -3.80 0.11 -3.91 -3.68
0.03 -3.79 0.11 -3.90 -3.68
0.1 -3.91 0.21 -4.12 -3.70
0.25 -4.05 0.24 -4.29 -3.80
0.5 -4.11 0.26 -4.38 -3.85
1 -3.92 0.55 -4.47 -3.37
2.5 -4.00 0.69 -4.68 -3.31
5 -3.97 0.79 -4.76 -3.18
7.5 -4.01 0.78 -4.79 -3.23
10 -3.98 0.80 -4.78 -3.18
20 -4.01 0.85 -4.86 -3.16
40 -4.00 0.87 -4.88 -3.13
75 -4.00 0.87 -4.87 -3.13
100 -3.99 0.87 -4.87 -3.12
200 -4.00 0.88 -4.88 -3.12
500 -4.00 0.88 -4.88 -3.12
1000 -4.00 0.88 -4.88 -3.11
2000 -4.00 0.88 -4.88 -3.12
3000 -4.00 0.90 -4.90 -3.10
5000 -4.00 0.88 -4.88 -3.12
7000 -4.00 0.86 -4.87 -3.14
10000 -3.99 0.88 -4.87 -3.12
30000 -3.99 0.84 -4.83 -3.15
g 1.0
g 09
xg 0.8 Longitud del
E}D 07 domlmojglahzado
3 0.6
_§ 0.5
§ 04
& 03
£ 02
£ 0.1
% 0.0 I I I I I I I :
A - =4 = - - °o o o o
S o o @S - o <o 9
I IR
= —

Distancia de correlacion L; (m)

Figura 5.63 Desviacion estandar de logio Kaparente Vs. distancia de correlacion L; en el andlisis 2D
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5.4.3 Analisis tridimensional
5.4.3.1 Simulacion de campos aleatorios de permeabilidad 3D

El andlisis se extiende ahora al estudio del flujo de agua a través del dominio tridimensional que
se muestra en la Figura 5.64. El medio heterogéneo se modela con campos de permeabilidad 3D,
cuya simulacion se lleva a cabo con el mismo programa (CARBON2002; Bonnet & Auvinet,
2002) que se empled en la simulaciéon de campos 2D, pero con algunas modificaciones para
poder generar ahora campos aleatorios 3D (Lopez & Auvinet, 2004). La teoria en la que se basan
los programas se presenta en el ANEXO IV.

Los campos tridimensionales tienen las mismas caracteristicas que en el caso bidimensional
anterior. Esto es, se refieren al logaritmo decimal de la conductividad hidraulica, logo k; también
son gaussianos y estacionarios, y estan definidos por los siguientes parametros:

Hiog;, k (X)=E {loglo k(X )} =—4 como media 0 valor esperado y

Glzoglo «(X)=Var[log;o k(X)]=1 como varianza. Asimismo se asume una funcién de

T
a

autocorrelacion de tipo exponencial: R(t)=¢

(Figura 5.54).

Cada campo aleatorio del logaritmo de la permeabilidad se simula en la malla de puntos X; de la
region de flujo 3D que se muestra en la Figura 5.65. Las simulaciones se realizan para las mismas
distancias de correlacion de la permeabilidad L; que se estudiaron en el caso bidimensional
(sefialadas en la Tabla 5.8), solo que ahora aplican para las tres direcciones del espacio (X, Yy Z,
respectivamente). De esta manera, introduciendo los valores conocidos de la media y la varianza
indicados antes, la simulacion del campo aleatorio 3D se lleva a cabo generando realizaciones de

log;o k(X;) igualmente con la expresion (5.50) vista antes.

Algunas configuraciones de los campos de log)o k simulados de esta manera, se presentan en la
Figura 5.66 (mediante escala de tonalidades grises) para distintas distancias de correlacion L;.
Los nimeros que aparecen sobre los ejes coordenados X, Y y Z de estas figuras, simplemente
indican los planos de los puntos donde se simulan los campos aleatorios. Es facil distinguir en
estas figuras que el medio mdas heterogéneo (donde las distancias de correlacion son mas
pequeias) presenta un contraste mayor en las tonalidades de grises, respecto al caso en el que el
medio tiende a ser mas homogéneo debido al aumento de la distancia de correlacion y en el que
el dominio presenta practicamente un mismo tono de gris. Una situacion similar se puede
apreciar en las secciones transversales de los campos aleatorios para ciertas Lj que se muestran en
las Figuras 5.67a-d (mediante mapas de contorno en este caso). En ellas, los campos de
permeabilidad que tienen distancias de correlacion pequefias forman picos que indican la
heterogeneidad del medio; en cambio a mayores distancias de correlacion tales picos tienden a
desaparecer, revelando la homogeneizacion del medio aleatorio.

Nuevamente, para cada campo simulado se calcula la media armoénica, geométrica y aritmética de
los antilogaritmos de los valores de log;, k(Xi) del campo, con las ecuaciones (5.51) a (5.53)

sefialadas antes. Promedios que posteriormente se comparan con las permeabilidades aparentes
obtenidas del analisis de flujo de agua a través del medio heterogéneo 3D, que en este caso se
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realiza con el método de pasos o paseos casuales (RWM), como se explica en los parrafos
siguientes.

Flujo

N
.
—
—= Im
=
g

Im

Figura 5.64 Dominio tridimensional de analisis

Numeracion de planos
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7027027027027 027
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Figura 5.65 Puntos donde se simula el campo aleatorio 3D
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Figura 5.66 Campos aleatorios de permeabilidad 3D para distintas distancias de correlacion L;
(representacion con escala de grises)
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5.4.3.2 Estudio del flujo de agua con pasos casuales

A diferencia del caso bidimensional en el que se emplearon elementos finitos, el andlisis
numérico del flujo de agua a través del medio heterogéneo simulado 3D se lleva a cabo con el
método de los pasos 0 paseos casuales. La malla tridimensional de los puntos a través de los
cuales se desplaza la particula que se estudia mediante este método (explicado en el inciso 4.4 del
Capitulo 4 y con mayor detalle en el ANEXO II) es la misma malla de la Figura 5.65 donde se
simulan los campos aleatorios. La conductividad hidraulica impuesta en los nodos de esta malla
(con base en el método del punto medio —midpoint method—), corresponde a los antilogaritmos de

los valores de log;, k(X;) del campo simulado. Para la aplicacion de este método se recurre al

algoritmo PASECA (Lopez, 2003), el cual permite obtener la carga hidraulica en cualquier nodo
a través de estudiar los movimientos (caminatas) de una particula que se desplaza de manera
aleatoria (con paso constante 6=0.2) sobre los nodos de la malla mencionada (Figura 5.65). La
carga hidraulica h* se determina entonces contando los niimeros de trayectorias que terminan en
las fronteras permeables (M, aguas arriba y my aguas abajo), multiplicandolos por el valor del
potencial impuesto en la frontera respectiva (h, aguas arriba y hy aguas abajo) y dividiendo el
resultado entre el nimero total de trayectorias:

_ Mahy + My
ma+mb

h* (5.55)

Se repite este procedimiento un nimero de veces determinado y el resultado obtenido es una
medida insesgada de la carga hidraulica en el nodo deseado. Un ejemplo de las caminatas
aleatorias generadas con PASECA se ilustra en la Figura 5.68.

PASECA Mombre del archive de datos:
200 3 C:\Merma\MisProgramaz\PASECAFin3D=216Ptes\ A

Ctro caleule Salir Regresar al inicio

CAMINATAS ALEATORIAS TRIDIMENSIONALES

Direccion
del flujo

Figura 5.68 Ejemplo de una caminata aleatoria generada con el algoritmo PASECA
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En los calculos se considera una pérdida de carga hidraulica de Ah=1m, seglin los niveles del
agua sefialados en la region de flujo 3D de la Figura 5.64. De igual manera, las condiciones
impuestas en las fronteras son: h;=2.5m en el plano vertical de aguas arriba y hy=1.5m en el
plano vertical de aguas abajo, como se aprecia en la misma figura.

El estudio consiste entonces en determinar la carga hidrdulica en los puntos de analisis de los dos
planos transversales a la direccion del flujo que se sefialan en la Figura 5.69. En la misma se
advierte que en el Plano 2 ya se conoce el potencial en todos sus puntos: hy=1.5m (se asumio
como carga impuesta). Se calculan por tanto, los potenciales Unicamente en el Plano 1. El

proposito es obtener, a partir de estos potenciales, los gradientes hidraulicos in y con ellos a su
vez, las velocidades de flujo locales V, mediante la ley de Darcy:

V, =k(Xp)-in (5.56)
donde n es el nimero total de puntos en el plano de interés (en este caso N=16).
Plano 1

AY (m)

\\\
[ (\‘\ e «
&W -
e - > % |~ Z (m)
0.2 :
2| N
Direccion 0.2 \\ %
del flujo —1—
\H______,..J-———-—* 0.2 N o /
._“_ . ’,/ \§:
L e N
02| | 2T

N .;/ 4 X M
7027027027027 027

Figura 5.69 Planos en los que se calcula la carga hidraulica con el algoritmo PASECA

De esta manera, los gradientes hidraulicos i, de la ecuacion (5.56) anterior se determinan
restando los potenciales calculados en los puntos del Plano 1 de los potenciales impuestos en los
puntos correspondientes del Plano 2 (ver Figura 5.69), y dividiendo este resultado entre la
distancia que los separa 6=0.2m (constante para todos los célculos).

Por su parte las permeabilidades k(X,) de la ecuacion (5.56) se calculan con el promedio
armoénico de las permeabilidades locales k(X;) y k(X;) de los puntos correspondientes en los
Planos 1 y 2, respectivamente:
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k(Xp)=— 1 (5.57)
k(X)) k(X,)

La velocidad V en la region de flujo se asume como el promedio aritmético de las velocidades Vj
anteriores. Finalmente, mediante un analisis inverso y teniendo en cuenta las caracteristicas
hidraulicas y geométricas del problema (gradiente total i =1, segtn se aprecia en la Figura 5.64),
es posible evaluar la permeabilidad aparente del medio, despejando de la ley de Darcy:

\Y

|(aparente = T (5.58)

Las permeabilidades aparentes asi obtenidas se dibujan respecto a las medias armonicas,
aritméticas y geométricas de los campos aleatorios 3D simulados (obtenidas con anterioridad). La
comparacion grafica de cada uno de estos promedios con la permeabilidad aparente calculada se
ilustra en las Figuras 5.70 a 5.72 respectivamente. De las graficas anteriores, se aprecia que la
media geométrica (Figura 5.72) es la que presenta la menor dispersion respecto a la
permeabilidad aparente del medio. No ocurre lo mismo con las medias aritmética y arménica. Lo
anterior muestra que, la permeabilidad equivalente de un medio heterogéneo tridimensional
puede estar representada por la media geométrica del campo de permeabilidad. Conviene
subrayar que en las figuras anteriores las desviaciones pronunciadas de algunos resultados
respecto a las correlaciones generales obtenidas, deben probablemente atribuirse al fendémeno de
percolacion (existencia de caminos preferentes de filtracion para algunas configuraciones del
campo aleatorio).
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De manera adicional, en la Tabla 5.10 se proporcionan las medias y las desviaciones estandar del
logaritmo de la permeabilidad aparente, logio Kaparente, para cada grupo de distancias de
correlacion L; estudiado (Tabla 5.8). Un comportamiento similar al obtenido en el caso
bidimensional se observa en dicha tabla; esto es que, cuando la distancia de correlacion L;
aumenta de manera importante en el medio analizado (>1m), éste tiende a comportarse como un
material homogéneo aleatorio, en el que la media de la permeabilidad aparente es

aproximadamente igual a la media del campo de permeabilidad E{loglo k(X)}=—4. Esta

misma conclusion se puede apreciar de manera grafica en la Figura 5.73, que muestra la curva
que representa la media de logio Kaparente, asi como las curvas de esta media mas y menos la
desviacion estandar de logio Kaparente, respectivamente, todas en funcion de las distancias de
correlacion analizadas. Por su parte, el incremento de incertidumbre que se distingue en estas
curvas para distancias mayores que la longitud del medio analizado (>1m), se muestra de manera
independiente en la Figura 5.74 con la variacion de la desviacion estandar en funcion de las
distancias L;; en ella, cuando el material es significativamente heterogéneo (para distancias de
correlacion pequefias), la desviacion estdndar es pequefia (debido al referido fendmeno de
compensacion estadistica). Contrariamente, a mayor distancia de correlacion la desviacion
estandar aumenta hasta alcanzar un valor casi constante que es muy cercano a la desviacion
estandar del campo aleatorio de permeabilidad (cuando el material se vuelve practicamente
homogéneo). En tales condiciones existe la posibilidad de que se presente el fendémeno de
percolacion.

—®— Media ~~8-- Media menosdesviacion estandar ~-A-- Media mésdesviacion estandar
2.0
25 1 Longitud del
e dominio analizado
A
3.0 1 =
e P _A-pA-A--A-A-AA-AAA- -
Al ’ Al LA, A- A K A A5 A
® .
|5
]
Qo
©
~
2
)
2
G-8-
55 -8--B-g-88-f2 g -0
5.0 T
5.5 T
-6.0 f f f ; f

— (e
—

—
S

0.0001
0.001

0.01

100 T
1000 T
10000 T

Distancia de correlacion L (m)

Figura 5.73 logio Kaparente V. distancia de correlacion L; en el analisis 3D
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Figura 5.74 Desviacion estandar de logio Kaparente Vs. distancia de correlacion L; en el andlisis 3D

Tabla 5.10 Parametros estadisticos de logio Kaparente para las distintas L; del analisis 3D

Distancia de Media Desviacion

. . Hiogy, Kaparente Hiogy, Kaparente

correlacion estandar .

L, (m) Hiog, « O menos mas

10 "aparente 910 Kaparente O-|0910 Kaparente 0,0910 Kaparente

0.0001 -3.674 0.364 -4.038 -3.310
0.001 -3.644 0.402 -4.046 -3.243
0.003 -3.749 0.240 -3.990 -3.509
0.01 -3.725 0.271 -3.996 -3.454
0.03 -3.584 0.446 -4.030 -3.139
0.1 -3.677 0.241 -3.918 -3.436
0.25 -3.662 0.396 -4.058 -3.265
0.5 -3.909 0.447 -4.356 -3.462
1 -3.745 0.470 -4.215 -3.275
2.5 -3.738 0.447 -4.185 -3.291
5 -4.066 0.451 -4.517 -3.615
7.5 -3.929 0.720 -4.649 -3.209
10 -4.000 0.665 -4.665 -3.335
20 -4.014 0.786 -4.799 -3.228
40 -3.980 0.828 -4.808 -3.152
75 -4.009 0.849 -4.858 -3.160
100 -3.996 0.872 -4.867 -3.124
200 -3.997 0.874 -4.871 -3.123
500 -3.995 0.877 -4.872 -3.118
1000 -4.000 0.885 -4.885 -3.116
2000 -3.992 0.887 -4.879 -3.105
3000 -3.991 0.880 -4.872 -3.111
5000 -3.995 0.898 -4.893 -3.098
7000 -3.983 0.875 -4.858 -3.108
10000 -4.010 0.904 4914 -3.105
30000 -3.992 0.857 -4.849 -3.135
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5.4.4 Comentarios finales

Se analizé el problema de la estimacion de la permeabilidad equivalente para flujo en medios
heterogéneos simulados en dos y tres dimensiones. Se demostrd la utilidad del empleo de los
campos aleatorios para describir la variacion espacial de la conductividad hidraulica, permitiendo
a través de distintas distancias de correlacion describir la heterogeneidad de los medios aleatorios
analizados.

Con estas bases, se propuso una metodologia sencilla para determinar la permeabilidad aparente
de medios heterogéneos simulados en dos y tres dimensiones, a través de realizar andlisis
inversos con el método de elementos finitos en el caso 2D y con el método de paseos casuales en
el caso 3D. Los andlisis de flujo de agua 3D que se realizan con la técnica de paseos casuales
presentan ventajas en cuanto al tiempo de calculo, respecto a aquéllos que se efectian con
elementos finitos 3D; los cuales se ha observado, incrementan aun mas el tiempo computacional
conforme aumenta la distancia de correlacion del campo aleatorio de permeabilidad considerado.

La comparacion de las permeabilidades aparentes obtenidas en este estudio con las medias
armoénicas, geométricas y aritméticas de los medios heterogéneos simulados, permiti6 establecer
que la permeabilidad equivalente de un medio heterogéneo en dos dimensiones esta representada
por la media geométrica del campo de permeabilidad. En el caso tridimensional, aun cuando se
observé una mayor dispersion respecto a estos promedios, la media geométrica es la que exhibid
un mejor ajuste con la permeabilidad aparente del dominio. Asi, con base en estos resultados, ya
sea que la dimension espacial de la region de flujo sea 2D 6 3D, se sugiere emplear la media
geométrica como el promedio algebraico para describir dominios heterogéneos. Lo anterior
muestra que la conductividad hidraulica, no es como otras propiedades de los suelos que puede o
debe necesariamente promediarse, como es la practica comin en la geotecnia, con la media
aritmética como un promedio representativo de la misma.

Finalmente, respecto a la variacion de la incertidumbre en la permeabilidad aparente de los
campos aleatorios de permeabilidad simulados (2D 6 3D) en funcién de la distancia de
correlacion L, se determino que:

— Cuando la distancia de correlacion aumenta de manera significativa en el medio analizado
(>1m), éste tiende a comportarse como un material homogéneo aleatorio, en el que la media de la
permeabilidad aparente es aproximadamente igual a la media del campo de permeabilidad.

— Cuando el material es fuertemente heterogéneo (para distancias de correlacion pequeiias) la
desviacion estandar de la permeabilidad aparente es pequefia; esto se debe a un fenémeno de
compensacion estadistica mediante el cual la interferencia entre un mayor nimero de
permeabilidades distintas ocasiona que la incertidumbre se compense o distribuya entre las
mismas.

— Cuando la distancia de correlacion es mayor que la longitud del medio analizado (>1m), la
desviacion estandar de la permeabilidad aparente aumenta de manera significativa hasta alcanzar
un valor casi constante que es muy cercano a la desviacion estandar del campo aleatorio de
permeabilidad (cuando el material se vuelve practicamente homogéneo). En tales condiciones
existe la posibilidad de que se presente el fendmeno de percolacion; es decir que si la correlacion
aumenta, las permeabilidades de ciertos elementos tienden a parecerse, originandose zonas mas
permeables que otras por las cuales el agua puede circular con mayor facilidad.
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5.5 Estudio del fendbmeno de percolacion en una presa de tierra y enrocamiento
cimentada en un suelo aluvial

5.5.1 Introduccion

El tema de investigacion de esta aplicacion es la evaluacion del fendmeno de percolacion en la
presa Tarbela de Pakistan, una presa de tierra y enrocamiento conocida debido a las dificultades
ocasionadas por el suelo aluvial de su cimentacion. En este tipo de materiales es muy factible que
los resultados de los andlisis no correspondan con el comportamiento fisico de los mismos. Se
tiene conocimiento, por ejemplo, de potenciales hidraulicos calculados con métodos numéricos
que no coinciden con las lecturas piezométricas medidas en campo. Asimismo en este tipo de
materiales, existe la posibilidad de que la estimacion del gasto de infiltracion resulte totalmente
equivocada, debido al desconocimiento que se tiene de la estructura del suelo. Ante estas
situaciones resulta muy util evaluar el fendmeno de percolacion, es decir, determinar cuales son
los caminos preferenciales de circulacion del agua que pueden suscitar condiciones de flujo muy
diferentes a las supuestas correctas o “reales” debido a los célculos. Esto no quiere decir
necesariamente que los andlisis sean errdneos, sino mdas bien, pone en evidencia que a la
exploracion geotécnica pueden escapar detalles del subsuelo que no se reflejan en los datos
considerados en los andlisis, y que facilitan el paso del agua a través de ellos, pudiendo provocar
serios problemas en la cimentacion y el cuerpo de una presa, e incluso en situaciones extremas
ocasionar la falla de las estructuras.

En este estudio se desarrolla y respalda una metodologia sencilla para la determinacion de los
probables caminos de percolacion en el suelo de cimentacion de una presa, asi como del céalculo
del gasto correspondiente a estas situaciones criticas. En particular, se evalia este fendmeno en el
suelo aluvial de la presa Tarbela de Pakistan. Con estos fines, se implementan unos algoritmos
que permiten “sembrar” de manera aleatoria zonas de mayor permeabilidad dentro del medio, las
cuales si se unen, constituyen un canal de percolacion. Se generan de esta manera
configuraciones aleatorias con subdominios de permeabilidad alta en el suelo de cimentacion de
la presa, para las que se evalua numéricamente el fenémeno de percolacion para un flujo de agua
tanto en dos (2D) como en tres dimensiones (3D). El gasto de infiltracion en la region de flujo se
calcula con el método de elementos finitos (FEM, ANEXO III) en el caso bidimensional, y con el
método de los paseos casuales (RWM, ANEXO 1I) en el caso tridimensional. Los resultados
obtenidos se analizan al finalizar los célculos y se presentan comentarios al respecto.

5.5.2 Caracteristicas generales de la presa

La presa Tarbela, una de las estructuras de tierra y enrocamiento mas grandes del mundo, se
localiza en el rio Indo en Pakistdn, aproximadamente a 50 km al noroeste de Islamabad cerca del
Distrito de Haripur, donde el rio pasa a través de las colinas de los Himalayas (Figura 5.75).

La presa fue construida entre 1968 y 1976; tiene 145m de altura y 2743m de longitud en su
cresta, con un volumen de 106,000,000 m’ y una capacidad de almacenamiento de
13,690,000,000 m’. Esta presa se construyé inicialmente para regular el flujo del rio Indo y
beneficiar la irrigacion; sin embargo, otros de sus objetivos de construccion fueron: la generacion
de energia eléctrica, la contribucion substancial al turismo, las posibilidades de pesca comercial y
las oportunidades de empleo durante y después de la construccion (Lowe, 1978). Algunas
fotografias de la misma se muestran en las Figuras 5.76a-d.
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Figura 5.75 Localizacion de la presa Tarbela, Pakistan (Google Earth, 2010)

Figura 5.76 Fotografias de la presa Tarbela (Google Earth, 2010)
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La presa Tarbela estd cimentada sobre un profundo y erratico suelo aluvial (Lowe, 1978). La
seccion transversal de la misma, que se ilustra en la Figura 5.77, muestra que efectivamente el
suelo de cimentacion estd constituido por material muy permeable, e inclusive se puede distinguir
una zona critica denominada “openwork”, la cual constituye un canal que propicia la percolacion.
Mas adelante se advertira sin embargo, que éste no es el Unico canal de percolacién que se puede
presentar en este tipo de suelo.

137 m 145 m
TR TT T T
Co O oS a
173 m
Cortina de lechada
ﬂ Grava con arena fina GSHEFHE> Openwork con lechada
Capa de arena (Openwork ) m Corazon de la presa y delantal impermeable

i

Estrato de arena Chimenea de drenaje

s

Figura 5.77 Seccion transversal de la Presa Tarbela (Lowe, 1978)

5.5.3 Evaluacién bidimensional de la percolacion

La evaluacion bidimensional de la percolacion se realiza con ayuda del método de elementos
finitos (FEM, ANEXO III), modelando el suelo de cimentacion con una malla de 3026 elementos
y 1620 nodos. Las dimensiones del dominio consideradas en el analisis son las que se indican en
la Figura 5.78. Asimismo las condiciones impuestas en las fronteras permeables del dominio son:
h=310m en la linea horizontal de aguas arriba y h=173m en la linea horizontal de aguas abajo,
correspondiendo a una pérdida de carga hidraulica Ah=137m, como se sefiala en la misma figura.

Figura 5.78 Caracteristicas geométricas y de frontera consideradas en
el analisis de percolacion 2D de la presa Tarbela
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Tomando en cuenta la Figura 5.77, se acepta que el suelo de cimentacion de la presa esta
constituido en su mayoria por el material 2 (con permeabilidad Kk, ), y que dentro de ¢l existen
zonas de mayor permeabilidad (material 1, con permeabilidad k), las cuales si en algin

momento se conectan, son las que originan el canal o los canales de percolacion. Se asume que
las conductividades hidraulicas de estos materiales son:

k; =1x10"* m/s —  Material 1 (5.59)
Ky =1x 10 m/s «—  Material 2 (5.60)

Para tratar de representar la naturaleza erratica del suelo aluvial de la cimentacion, la distribucion
de estos dos materiales (o de las permeabilidades k; y k,) en el dominio de estudio se realiza de

manera aleatoria por medio de un algoritmo que se basa en la generacion de numeros aleatorios
(PERCOLA2DA; Lopez, 2004). Este algoritmo permite asignar (con base en el método del punto
medio —midpoint method—) a cada elemento o grupos de elementos finitos la conductividad

hidraulica k; 6 k, dependiendo de una probabilidad P(kl) impuesta al material 1, la cual se

compara con los niimeros aleatorios NA generados por el programa en el momento de ejecucion.
Esto es, si NA<P(k;) se impone la permeabilidad k; al elemento correspondiente, en caso

contrario, se le atribuye la permeabilidad k, .

En los andlisis aqui efectuados, la creacion de zonas de permeabilidad alta se realiza para
distintas distancias de correlacion o de influencia®” L;. En un primer caso de estudio, se

considera una distancia de correlacion L =0, que indica una independencia lineal entre las
permeabilidades de los elementos finitos o subdominios de andlisis. De igual manera, se
considera un rango variable de cero a uno para la probabilidad asignada al material 1:

P(k )=0;0.1,0.2;...;1 (5.61)

La finalidad es estudiar el comportamiento del suelo de cimentacién de la presa conforme
aumenta la presencia de zonas de permeabilidad alta (material 1) y mostrar en qué condiciones
pueden formarse canales de percolacion.

Algunas de las distribuciones aleatorias de los materiales 1 y 2 generadas de esta manera en el
dominio analizado, se ilustran en las mallas de elementos finitos de las Figuras 5.79 a 5.83. En
estas figuras, la permeabilidad k, se representa de color café y la permeabilidad alta k,, de color

verde. Asi, en la Figura 5.79 se puede apreciar que existen muy pocas regiones de permeabilidad
alta, puesto que la probabilidad de que se presente dicho material es muy baja: P(kl) =0.1. Por

el contrario, en la Figura 5.83, debido a que se tiene una probabilidad P (k)= 0.8, el suelo en su

mayoria esta constituido por el material 1 con permeabilidad alta k; .

(5.7

"7 Distancia hasta la cual la conductividad hidraulica esta autocorrelacionada.
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Figura 5.79 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(para L=0y P(k,)=0.1)

et o e e e i) ) e e o et o i e o o) ] e e ot et o) o i ot ot ot Lt i e o et ot ot o e o e et i e i o o o e e i o e o B i e L e e

Figura 5.80 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(para L=0y P(k,)=0.2)

Figura 5.81 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
para L=0y P(k;)=04)

Figura 5.82 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
para L=0y P(k;)=0.6)

Figura 5.83 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
para L=0y P(k;)=0.8)
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Después de haber asignado de manera aleatoria los valores de las permeabilidades k; y k, a

todos los elementos finitos de la malla, se calcula el gasto que atraviesa el suelo de cimentacion
con el algoritmo FLOWNETS (Lopez, 2001), que se fundamenta en la teoria del ANEXO III. En
la Tabla 5.11 se presenta el resumen de los gastos obtenidos para cada una de las probabilidades

P (k1) consideradas en el analisis. Estos mismos resultados se pueden apreciar de manera grafica
en la Figura 5.85, en la que se observa que conforme aumenta la probabilidad P(kl) (de que se
tenga el material 1), el gasto es cada vez mayor, lo cual resulta l6gico puesto que k; >k,. Se
advierte también que para una probabilidad P(kl) ~0.70, el gasto aumenta de manera

significativa. Lo anterior sugiere que a partir de esta probabilidad se presenta en el dominio de
estudio el fendmeno de percolacion (ver Figura 5.85). Tal probabilidad es la que en la literatura
se conoce como probabilidad critica o umbral de percolacion (Shante & Kirkpatrick, 1971;
Gilles de Gennes, 1976). El valor anterior coincide aproximadamente con los resultados de
estudios realizados en el marco de la denominada teoria de percolacion (Shante & Kirkpatrick,
1971); estos resultados sefialan que en una red bidimensional con nimero de coordinacion®¥
z, =3 la probabilidad critica es p, =0.67—0.70 (Tabla 2.1 del Capitulo 2). En la Figura 5.84 se

presenta la analogia de los términos empleados en la teoria de percolacion con los del FEM
aplicado aqui.

Tabla 5.11 Resumen de Q5 para L =0 en el analisis de percolacion 2D

Qtotal
P(k,) P(k2) (m%s/metro lineal)
0 1 3.156x10™
0.1 0.9 8.728x10™%
0.2 0.8 6.479x10™
0.3 0.7 1.803x10™
0.4 0.6 4.127x10°%
0.5 0.5 9.077x10™%
0.6 0.4 1.184x10°%
0.7 0.3 2.471x10%
0.8 0.2 2.336x10°%
0.9 0.1 2.871x10°%
1 0 3.156x10™

(a) Red bidimensional
(malla de elementos
finitos)

(b) Numero de
coordinacion z,= 3
(direcciones del flujo
en un elemento finito)

Figura 5.84 Analogia de términos empleados en la teoria de percolacion con los del FEM

(5.8)

"~ Nimero de coordinacion zp: Las posibles direcciones en las que el agua puede circular (por el lado opuesto al nodo del
elemento finito).
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Figura 5.85 Gasto Qg Vvs. Probabilidad P(k;) para L =0 en el analisis de percolacion 2D

Adicionalmente, se realizaron otros céalculos en los que se consideraron distintas distancias de
correlacion en las direcciones horizontal y vertical, con la finalidad de generar una especie de
“openworks” o subdominios homogéneos de permeabilidad alta k;. Para lo cual se implemento
un algoritmo (PERCOLA2DB; Lopez, 2004) que permite “sembrar” al azar (mediante nimeros
aleatorios) un determinado numero de ‘“elementos semilla” (ES), cada uno de los cuales
constituyen los centros de gravedad de los “openworks” que se crean a partir de ellos (con base
en las distancias de correlacion consideradas). Cabe la aclaracion de que los “openworks” se
hicieron coincidir con grupos de elementos de la malla de elementos finitos empleada en los
célculos, a ellos que se les asigné la permeabilidad k;, a los demas elementos fuera de estos

subdominios se les asigno la permeabilidad k, . Asi, otros casos de estudio se efectuaron para un
nimero de elementos semilla ES =10 y ES =20; cada uno para distancias de correlacion
horizontal L, =36m, L, =100m, L, =400m y L, =800m, y distancia de correlacion vertical
constante en todos ellos de L, =10m. En cada combinacion diferente de estos datos se

efectuaron un total de 25 realizaciones (lo que permitid obtener en cada ejecucion una
distribucion diferente de los materiales 1 y 2 en el dominio analizado). Algunas de las
configuraciones aleatorias obtenidas de este modo, se ilustran en las Figuras 5.86 a 5.95. En ellas
los subdominios con permeabilidad alta k; se dibujan de color verde, y el material restante que

representa a K, se dibuja de color café. De manera general, y para las condiciones aqui
consideradas, en las figuras anteriores se aprecia que para distancias de correlacion L, <100m
(con L, =10m y ES=10) no se generan canales de percolacion. En cambio para una pequeiia
cantidad de openworks (ES=10) con dimensiones L, =400m y L, =10m, en varias de las

realizaciones efectuadas se presenta el fendmeno de percolacion. Algunos de los canales de
percolacion que se forman (ver Figuras 5.92 a 5.95) son similares incluso a los “openworks” del
suelo de cimentacion de la presa Tarbela (ver Figura 5.77). Asimismo, en varias de las
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configuraciones obtenidas se distingue una condicidon que se considera critica; €sta corresponde
al caso en el que se genera un canal de percolacion debajo de la presa, y éste a su vez, conecta las
zonas permeables de aguas arriba y aguas abajo de la presa (ver Figuras 5.88-5.90 y 5.92-5.95).

K
® k, h=310m h=173m

Figura 5.86 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(realizacion N° 14 con L, =36m, L, =10my ES =20)

® K
® k; h=310m h=173m

Figura 5.87 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(realizacion N° 19 con L, =100m, L, =10my ES =10)

[ ) kl
® Kk =310m h=173m

Figura 5.88 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(realizacion N° 5 con L, =400m, L, =10my ES =10)

°k
® k h=310m h=173m

Figura 5.89 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(realizacion N° 11 con L, =400m, L, =10my ES =10)

208



Capitulo 5. Aplicaciones

ok
® k h=310m h=173m

Figura 5.90 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(realizacion N° 17 con Ly, =400m, L, =10my ES =10)

.kl

® k h=310m h=173m

Figura 5.91 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(realizacion N° 18 con L, =400m, L, =10my ES =10)

. kl
®k,  h=310m h=173m

Figura 5.92 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(realizacion N°3 con L, =400m, L, =10my ES =20)

[ ) kl
® k h=310m h=173m

Figura 5.93 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(realizacion N°4 con L, =800m, L, =10my ES =10)
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[ ] kl
® k; h=310m h=173m

Figura 5.94 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(realizacion N° 12 con L, =800m, L, =10my ES =10)

°k
® k h=310m h=173m

Figura 5.95 Configuracion aleatoria 2D de las zonas de mayor permeabilidad -en verde-
(realizacién N° 25 con L, =800m, L, =10my ES =10)

Con base en las distribuciones aleatorias de los materiales 1 y 2 generadas previamente para
distancias L # 0, se determina el gasto Qy, en el dominio mediante el algoritmo FLOWNETS

(Lopez, 2001). En las Tablas 5.12 a 5.14 se presenta el resumen de los resultados obtenidos en
cada realizacion para un numero de elementos semilla ES =10 y ES =20, y distancias de
correlacion L, =36m, L, =400m y L, =800m, respectivamente. Estos mismos resultados se

pueden apreciar graficamente en las Figuras 5.96 a 5.98 (curvas de Qi Vvs. N° de realizacion).

La principal contribucion de las graficas anteriores es que ayudan a distinguir cudles son las
condiciones criticas para las que puede presentarse el fendmeno de percolacion, el cual se
manifiesta en las mismas por los “picos” o cambios bruscos en el valor del gasto. En estas
graficas se sefialan con circulos varias de estas situaciones criticas, ahi mismo también se indica
el namero de figura en la que se puede apreciar la configuracion aleatoria de k; y Kk,

correspondiente. Asi, los circulos rojos de las Figuras 5.97 y 5.98 revelan la generacion de
canales de percolacion. Se aclara que en la Figura 5.97 se sefiala un circulo azul que no
corresponde a un cambio brusco del gasto (su distribucion aleatoria de materiales se puede ver en
la Figura 5.91), sino que simplemente se selecciond para que se pueda distinguir la diferencia
respecto a los casos donde se presenta el fenomeno de percolacion. Similarmente en la Figura
5.96, aun cuando se distingue un cambio brusco en el gasto, que se sefiala con un circulo
amarillo, éste no se refiere a un canal de percolacion debido a la pequena distancia de correlacion
considerada en ese calculo; también se puede observar la diferencia en el orden de magnitud del
gasto calculado para esta condicion respecto a los gastos de las Figuras 5.97 y 5.98 donde si se
generan conductos de percolacion. La configuracion aleatoria del dominio para este ultimo caso
se muestra en la Figura 5.86.
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Qtotal (M?/s/metro lineal)

—=— Elementos semilla=10
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~—#--- Elementos semilla=20

- a) Fig. 5.86
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Figura 5.96 Variacion del gasto Qo en las realizaciones efectuadas para Ly =36my L, =10m

Qtotar (M3/s/metro lineal)
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Figura 5.97 Variacion del gasto Q. en las realizaciones efectuadas
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Figura 5.98 Variacion del gasto Q. en las realizaciones efectuadas

para L, =800my L, =10m
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percolacion
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Tabla 5.12 Gasto total para L, =36m con
ES =10 y ES =20, respectivamente

Tabla 5.13 Gasto total para L, =400 m
con ES =10 y ES =20, respectivamente

Tabla 5.14 Gasto total para L, =800m
con ES =10 y ES =20, respectivamente

Quotar (M*/s/metro lineal)

Qtotal (m3/s/metro lineal)

Qotal (m*/s/metro lineal)

S S S

& & &

=  Elementos Elementos N Elementos Elementos N Elementos Elementos

§ semilla=10 semilla=20 § semilla=10 semilla=20 § semilla=10 semilla=20
1 3.376x10° 3.703x10° 1 2.371x10™ 4.648x10™ 1 9.378x10° 1.321x10%
2 3.319x10% 4.928x10™ 2 1.939x10% 1.219x10% 2 6.540x10™ 1.215x10%
3 3.552x10% 3.614x10% 3 2.700x10™* 1.535x10™% 3 6.201x10™% 1.607x10°%
4 2.921x10°% 3.584x10% 4 6.000x10™* 9.906x10™* 4 1.254x10° 1.732x10°%
5 4.018x10°% 3.882x10%° 5 7.059x10% 1.423x10* 5 5020x10°% 1.133x10%
6 3.106x10™ 4.814x10™ 6 2.084x10™ 4.626x10% 6 9.314x10™ 1.778x10°%
7 3.279x10% 3.645x10% 7 1.253x10°% 1.342x10 7 1.233x10°% 1.334x10°%
8 3.295x10°% 3.526x10% 8 2.200x10 4.951x10°% 8 4.868x10™% 2.093x10°%
9 3.150x10™ 4.106x10™° 9 3.176x10™ 5.216x10% 9 6.775%x10"% 2.093x10%
10 3.158x10™ 3.541x10% 10 3.894x10™ 7.335x10% 10 6.815x10™ 1.825x10°°
11 3.170x10°% 3.512x10™% 11 7.371x10°% 6.326x10™ 11 8.247x10°% 1.572x10™%
12 3.197x10°% 3.240x10% 12 1.596x10 9.389x10 12 1.592x10°% 2.302x10™%
13 3.158x10% 3.666x10™ 13 3.800x10* 1.027x10* 13 7.886x10™" 2.127x10°%
14 3.098x10% 5.969x10™ 14 4348x10™ 6.504x10% 14 1.098x10 1.680x10™
15 3.229x10% 3.613x10% 15 4616x10™ 7.331x10°% 15 5.758x10™" 1.635%x10™
16 3.600%x10™% 2.977x10% 16 3.241x10° 7.910x10* 16 6.553x10°4 1.131x10%
17 4.524x10% 3.584x10™ 17 8.661x10™ 8.056x10° 17 4.480x10™ 1.567x10™"
18 3.405x10% 3.603x10% 18 1.345x10™ 1.295x10% 18 5.157x10° 1.443x10°
19 3.269x10% 3.649x10% 19 1.399x10™ 8.660x10™* 19 7.425x10°% 1.715%x10™
20 3.748x10™% 3.248x10% 20 3.872x10™ 6.500x10% 20 3.928x10°*% 1.835x10°%
21 3.106x10% 3.923x10%° 21 5.548x10™ 1.267x10 21 1.012x10° 1.944x10
22 2.805x10% 3.028x10™ 22 1.705%x10™* 1.062x10% 2 6532x10™ 1.418x107
23 3.124x10% 3.662x10% 23 3.281x10% 7.057x10 23 4.574x10™ 2.016x10%
24 3.910x10% 3.588x10% 24 3384x10™ 7.170x10™% 24 4.581x10™ 1.392x10°%
25 3.182x10% 4.498x10™° 25 2214x10™ 1.157x10°% 25 1.247x10 1.840x10™"
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5.5.4 Evaluacion tridimensional de la percolacion

La evaluacion tridimensional del fenomeno de percolacion en la presa Tarbela, se lleva a cabo en
el dominio 3D cuyas caracteristicas geométricas y de frontera se ilustran en la Figura 5.99. El
analisis del flujo de agua se efectia con el método de los pasos ¢ paseos casuales (RWM,
discutido con detalle en el ANEXO II), para las condiciones de frontera impuestas en los planos
permeables horizontales de aguas arriba y aguas abajo como: h=317m y h=180m,
respectivamente; potenciales que corresponden a una pérdida de carga hidraulica Ah=137m,
segun el nivel del agua (aguas arriba) que se sefiala en la misma figura. La malla tridimensional
de los puntos a través de los cuales se desplaza la particula que se estudia mediante este método
es la malla de 4851 puntos que se indica en la Figura 5.100.

1600 X (m)

Figura 5.99 Condiciones geométricas y de frontera consideradas en
el analisis de percolacion 3D de la presa Tarbela

Z (m)

/;]2?%']615]413]21]1098?65432
Numeracién de planos 192/0 /§ ~— < // - < //// § T /
verticaled 8, 77 7 P77 >

Numeracion de planos
horizontales

Figura 5.100 Malla de puntos en el dominio 3D, empleada para el célculo de potenciales con el
algoritmo PASECA (método de paseos casuales)
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Similarmente al caso 2D anterior, se admite que el suelo de cimentacién de la presa esta
constituido por una matriz principal que es el material 2 (con permeabilidad k, ), y que existen

zonas de mayor permeabilidad (material 1, con permeabilidad k;) dentro del medio, las que si se

conectan pueden originar caminos de percolacion. Las conductividades hidraulicas asumidas para
k; y k,, son los mismos que se consideraron en el caso 2D (ecs. 5.59 y 5.60 respectivamente).

Para crear las zonas o subdominios 3D de permeabilidad alta k;, se implemento el algoritmo
PERCOLA3DA (Lépez, 2004), el cual asigna (con base en el método del punto medio —midpoint
method—) a cada punto de la malla de la Figura 5.100 la conductividad hidraulica k; ¢ k,

dependiendo de una probabilidad P (kl) impuesta al material 1, que se compara con los nimeros
aleatorios NA generados por el programa en el momento de ejecucion. Asi, si NA< P(kl), se
designa la permeabilidad k; al punto correspondiente de la malla, en caso contrario, se le
atribuye la permeabilidad k,. Nuevamente, por analogia al caso 2D, se considera un rango
variable de cero a uno para la probabilidad asignada al material 1: P(kl) =0;0.1;0.2;...;1. De

igual manera, en los andlisis tridimensionales la creacion de zonas de permeabilidad alta también
se realiza para distintas distancias de correlacion o de influencia®” L. En un primer caso de

estudio, se considera una distancia de correlacion L =0, que indica una independencia lineal
entre las permeabilidades de los puntos de la malla de la Figura 5.100. Algunas de las
configuraciones aleatorias 3D de los materiales 1 y 2 generadas de esta manera para distintas
probabilidades del material k;, se ilustran en las Figuras 5.101 a 5.104. Los nimeros que
aparecen sobre los ejes coordenados X, Y, Z que ahi se indican, se refieren a los planos de los
puntos de calculo de la malla de la Figura 5.100. Asimismo en estas figuras la permeabilidad K,

se representa de color azul y la permeabilidad alta k;, de color rojo. De esta manera, en la Figura
5.101 se observa una pequeila cantidad de zonas de permeabilidad alta K;, puesto que la
probabilidad de que se presente dicho material es muy baja: P(kl) =0.1. Por el contrario, en la
Figura 5.104, debido a que se tiene la probabilidad P(kl) =0.9, el suelo esta constituido

mayormente por el material 1 con permeabilidad k; .

.k]

=N
3
1
21
21
Figura 5.101 Configuracion aleatoria 3D de las zonas de mayor permeabilidad -en rojo-
(para L=0y P(k)=0.1)
(59

"7 Distancia hasta la cual la conductividad hidraulica esta autocorrelacionada.

214



Capitulo 5. Aplicaciones

Figura 5.102 Configuracion aleatoria 3D de las zonas de mayor permeabilidad -en rojo-
(para L=0y P(k)=0.3)

.k]

21

Figura 5.103 Configuracion aleatoria 3D de las zonas de mayor permeabilidad -en rojo-
(para L=0y P(k)=0.6)

.k]

21

Figura 5.104 Configuracion aleatoria 3D de las zonas de mayor permeabilidad -en rojo-
(para L=0y P(k)=0.9)
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Una vez asignadas de manera aleatoria las permeabilidades k; y k, a todos los puntos de la
malla de la Figura 5.100, se procede al célculo del gasto Q5 que atraviesa la region de flujo

para las probabilidades P(kl) antes indicadas. Con este fin, se recurre al algoritmo PASECA

(Lopez, 2003), que se fundamenta en el método de los pasos 0 paseos casuales (ANEXO II). Con
esta técnica se calculan inicialmente los potenciales hidraulicos en todos los puntos de los planos
verticales 1 y 2 (transversales a la direccion del flujo) que se muestran en la Figura 5.105. Las
condiciones de absorcién y rebote en las que se basa el método, se indican en la misma figura.
Los planos de absorcion significan fronteras permeables a través de las cuales el agua puede
fluir; las caminatas aleatorias de la particula que se estudia con este método, terminan
precisamente en tales planos cuando llegan a ellos. Por el contrario, los planos de rebote denotan
fronteras impermeables en las que, si la particula en estudio llega a alguna de ellas, debe
necesariamente “rebotar” y continuar su caminata aleatoria en cualquier otra direccion. Una vez
obtenidos los potenciales hidraulicos en estos planos, se toman en cuenta para el célculo de los
gradientes hidraulicos i,, y con ellos a su vez se determinan los gastos locales ¢, mediante la

ley de Darcy:
0y =Ky iy - A, (5.62)

Donde n es el numero total de puntos en el plano de interés (en este caso n=171).

Z (m) Plano 1 Rebote
/ \ /-Plano 2 5

- : : AT ;
Area tributaria de 2N
un punto de calculo )

Rebote

----------

h=317

Absorcion

Figura 5.105 Condiciones de absorcion y rebote, y planos en los que se calcula el potencial con el
algoritmo PASECA (método de paseos casuales)

Los gradientes hidraulicos i, de la ecuacion (5.62), se obtienen restando los potenciales

calculados en los puntos del plano 1 de los potenciales calculados en el Plano 2 (ver Figura
5.105), y dividiendo este resultado entre la distancia que los separa 6=160m; distancia que es
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constante para todos los calculos, al igual que el area tributaria de cada punto de analisis:
A, =18x80m’.

Por su parte, las permeabilidades k, (ec. 5.62) se calculan con el promedio arménico de las

permeabilidades locales k; y k, de los puntos correspondientes en los planos 1 y 2,
respectivamente:

k, = 1 (5.63)

El gasto Q5 en el dominio de estudio se asume como el promedio aritmético de los gastos Q,
anteriores. Finalmente, el resumen de los gastos asi obtenidos para las probabilidades P(kl)

estudiadas, se presenta en la Tabla 5.15. Igualmente estos resultados se pueden apreciar de
manera grafica en la Figura 5.106. En la misma, se observa que conforme aumenta la

probabilidad P (kl ) , el gasto también aumenta, lo anterior es evidente ya que K, >k, . Se advierte

también que para una probabilidad P(kl) ~ 0.6 el gasto se incrementa de manera importante;

asumiéndose que a partir de dicha probabilidad se presenta en el dominio de estudio el fendmeno
de percolacion. Esta es la denominada probabilidad critica que se menciond en el caso 2D. La
conclusion anterior se puede comprender mejor en las Figuras 5.103 y 5.104, en las que se
observa que existen diversas posibles conexiones (en rojo) que originarian la percolaciéon 3D

cuando P(k;)>0.6.

Tabla 5.15 Resumen de Q15 para L =0 en el andlisis de percolacion 3D

P (k) P (k,) th;tal |
(m?/s/metro lineal)
0 1 7.76x10™"
0.1 0.9 7.61x10™"
0.2 0.8 4.25x10°"
0.3 0.7 7.81x10™"”
0.4 0.6 1.18x107%
0.5 0.5 1.76x10°
0.6 0.4 5.48x10™°
0.7 0.3 5.42x107°
0.8 0.2 6.01x10™
0.9 0.1 5.54x10™
1 0 7.04x10™
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8E-06

6E-06 t ...... e

SE-06 T

v Percolacion =

4E-06 T
3E-06 T
2E-06 T

Qiotal (m?/s/metro lineal)

1E-06 T

0E+00 $ . . . . ; 5 5 i
00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

Probabilidad P(k;)

Figura 5.106 Gasto Qg vs. Probabilidad P(k;) para L =0 en el analisis de percolacion 3D

Similarmente al caso 2D, se realizaron calculos adicionales para distancias de correlacion
mayores que cero (L>0). Se implement6 en este caso el programa PERCOLA3DB (Lopez,
2004), el cual permite “sembrar” al azar (mediante nimeros aleatorios) una cierta cantidad de
“puntos semilla” (ES) en la malla de la Figura 5.100, cada uno de los cuales constituyen los
centros de gravedad de los “openworks” o subdominios homogéneos de permeabilidad alta Kk,
que se crean a partir de ellos. Los subdominios son en este caso paralelepipedos que tienen
distancias de correlacion distintas en las direcciones horizontal L, y vertical L,. La

permeabilidad k; se asigné a todos los puntos de la malla contenidos en los “openworks”; la
permeabilidad k, se asigno a los puntos fuera de estos subdominios. Asi, otros casos de estudio

se efectuaron para un numero de elementos semilla ES =10, distancias de correlacién horizontal
L,=L,=200my L, =L, =800m, y distancia de correlacion vertical constante en ambos casos

de Ly =10m. En cada combinacion diferente de estos datos se efectuaron un total de 10

realizaciones (lo que permitid obtener en cada ejecucion una distribucion distinta de los
materiales 1 y 2 en el dominio analizado). Algunas de las configuraciones aleatorias 3D
obtenidas de este modo, se ilustran en las Figuras 5.107 y 5.108. En las mismas, se observa que
los canales de percolaciéon no se generan de manera tan evidente como en el analisis
bidimensional. Esto se puede comprender mejor, si se compara alguno de los casos estudiados
tanto en dos como en tres dimensiones; por ejemplo, el caso donde ES =10 y L, =800m, el cual

en el andlisis 2D presenta claramente diversos caminos de percolacion (Figuras 5.93-5.95); sin
embargo, en el andlisis 3D para estas mismas condiciones, (ES=10 y L, =L, =800m) no se

manifiesta de manera evidente tal fendmeno (ver perspectiva en la Figura 5.108). Para clarificar
este hecho, en las Figuras 5.109 a 5.112 se muestran de manera independiente algunos de los
planos transversales verticales correspondientes al caso 3D de la Figura 5.108 anterior. En esos
planos se observa que los caminos de percolacion no se generan de extremo a extremo como
ocurre en el caso 2D.
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Figura 5.107 Configuracion aleatoria 3D de las zonas de mayor permeabilidad -en rojo-
(realizacion N°9 con L, =L, =200my ES =10)

Plano Z-Y N° 15
Plano Z-Y N° 5
Plano X-Y N° 5

Figura 5.108 Configuracion aleatoria 3D de las zonas de mayor permeabilidad -en rojo-
(realizacion N° 1 con L, =L, =800my ES =10)

® K
® K

21 19 17 15 13 11 9

7 5 3 11
X

Figura 5.109 Plano X—Y N° 5 de la Figura 5.108 (realizacion N° 1 con Ly=L,;=800m y ES=10)
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Figura 5.110 Plano X-Y N° 14 de la Figura 5.108 (realizacion N° 1 con Ly=L,=800m y ES=10)
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N 3 3 7 9 11 13 15 17 19 21
z
Figura 5.111 Plano Z-Y N° 5 de la Figura 5.108 (realizacion N° 1 con Ly=L,=800m y ES=10)
® L,
°k

1 3 5 7 9 11 7 13 15 17 19 21

Figura 5.112 Plano Z—Y N° 15 de la Figura 5.108 (realizacion N° 1 con Ly=L,=800m y ES=10)

Finalmente, para las configuraciones obtenidas antes, también se determind el gasto que atraviesa
la region de flujo con el método de los paseos casuales (PASECA; Lopez, 2003); el
procedimiento de céalculo es el mismo que se aplico para el caso 3D en el que la distancia de
correlacion es nula (L =0). En la Tabla 5.16 se presenta el resumen de los gastos calculados en
cada realizacion para un nimero de elementos semilla ES =10 y distancias de correlacion
L,=L,=200my L, =L, =800m, respectivamente. Estos mismos resultados se pueden apreciar
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en las curvas de Qy, Vs. n° de realizaciéon de las Figuras 5.113 y 5.114. Los resultados
anteriores muestran que en efecto, para el caso que se estaba comparando previamente (donde
ES=10 y L, =L, =800m), el orden de magnitud del gasto obtenido en el analisis 3D (107 -

107 m*/s/metro lineal; Tabla 5.16 y Figura 5.114) es menor que el orden de magnitud del gasto

calculado para este mismo caso en el analisis 2D (10°—10"* m’/s/metro lineal; Tabla 5.14 y
Figura 5.98). Lo anterior demuestra que existen diferencias en la generacion de los caminos de
percolacion en dos y en tres dimensiones. Resultando que en el caso bidimensional los canales de
percolacion se generan con mayor facilidad, y por ende los valores del gasto son mas
significativos en 2D que en el caso 3D. Finalmente, para las realizaciones efectuadas en los
analisis 3D, en las Figuras 5.113 y 5.114 se sefialan con circulos los casos de las distribuciones
aleatorias mas criticas obtenidas de los materiales 1 y 2, ahi mismo se indica el nimero de figura
en la que se puede ver su configuracidn respectiva.

Tabla 5.16 Gasto total Qiota para Ly=L;=200m y Ly= L,=800m
con ES=10 en el analisis 3D

Realizacion  Qotal (M®/s/metro lineal)
Ly=L,=200m Ly=L,=800m

1 6.63x10™% 7.75x10"
2 7.96x10™® 4.77x107"°
3 1.21x10™" 2.34x10"7
4 6.28x10™% 1.14x107°
5 1.02x10°" 3.24x107%
6 6.83x10™® 1.85x107"°
7 8.12x10™% 7.79x10°%
8 5.58x10™ 3.04x10%
9 1.80x10°" 8.16x10
10 6.93x10™® 1.21x10™
2.0E-07
S 1.8E-07
£ 1.6E-07
% 1.4E-07
£ 1.2E-07
‘é 1.0E-07
< 8.0E-08
o 6.0E-08
4.0E-08 i i | : : : : :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de realizacion

Figura 5.113 Variacion del gasto Quorar €n las realizaciones efectuadas
para Ly=1,=200m, L, =10my ES =10

221



Capitulo 5. Aplicaciones
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Figura 5.114 Variacion del gasto Qqotar €n las realizaciones efectuadas
para Ly=L,=800m, Ly=10my ES =10

5.5.5 Comentarios finales

Se mostrd una metodologia sencilla para la evaluacion del fendémeno de percolacion en una presa
de tierra y enrocamiento cimentada en un suelo de tipo aluvial (presa Tarbela de Pakistan). La
metodologia consistio inicialmente en ‘“‘sembrar” de manera aleatoria zonas de mayor
permeabilidad dentro del medio, las cuales si se unen, son las que constituyen el canal o los
canales de percolacion. Se generaron de esta manera configuraciones aleatorias con subdominios
de permeabilidad alta k; en el suelo de cimentacion de la presa (de permeabilidad k, ), para las

que se calculé numéricamente el gasto de infiltracion que atraviesa la region de flujo tanto en dos
(2D) como en tres dimensiones (3D) mediante las técnicas de elementos finitos y paseos
casuales, respectivamente. De los analisis efectuados, algunas conclusiones importantes son:

(a) De manera general, y solamente para las condiciones consideradas en este estudio, no se
generaron canales de percolacion en los siguientes casos:

— Analisis 2D con distancias de correlacion L, <100my L, =10m (con namero de elementos
semilla ES=10).

— Analisis 3D con distancias de correlacion L, =L, <200m y L, =10m (con nimero de

elementos semilla ES=10).

(b) Para distancias de correlacion L =0 entre las permeabilidades k; y k, distribuidas de manera

aleatoria en el medio, la probabilidad critica P, (k) a partir de la cual se manifiesta el fendmeno

de percolacion resulto:

— P, (k;)=0.70 — En los analisis bidimensionales.

— P.(k;)=0.60 — En los analisis tridimensionales.
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(c) Con base en lo anterior, se demostr6 que existen diferencias en la propagacion de los caminos
de percolacion en dos y en tres dimensiones. Se observd que en los andlisis tridimensionales los
canales de percolacion no se generan de manera tan evidente como en los analisis
bidimensionales. Es decir, la probabilidad critica en general es mayor en los analisis 2D que en
los andlisis 3D.

(d) Debido a que el fendmeno de percolacion se presentd con mayor facilidad en los andlisis 2D,
los gastos de infiltracion en la region de flujo resultaron mas significativos (mayor orden de
magnitud) en el caso bidimensional, en comparacion con los obtenidos en el caso 3D.

(e) En los analisis 2D, en varias de las configuraciones generadas se distinguié una condicion de
caminos de percolacién que se considera critica o que podria ser de consecuencias importantes.
Esta correspondié al caso en el que se forma un canal de percolaciéon debajo de la presa, y éste a
su vez, conecta las zonas permeables de aguas arriba y aguas abajo de la misma presa.

(f) Se demostro, de acuerdo con los resultados, que el fendémeno de percolacion esta gobernado
por el medio, esto es, por la distribucion aleatoria de las zonas o subdominios de permeabilidad
alta dentro de la region de flujo.
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El énfasis de esta tesis doctoral se centr6 en investigar el origen y la magnitud de las principales
incertidumbres que afectan los andlisis de flujo de agua en medios porosos aleatorios y en la
evaluacion de su influencia sobre los resultados de los mismos. Se reconocid que aun cuando
existen diversos factores que pueden afectar la representatividad de los analisis, la incertidumbre
mas significativa es la que estd asociada a la conductividad hidraulica, debida a su variacion
espacial, a la carencia de datos y a la baja confiabilidad de las estimaciones y pruebas para
determinarla. Se sefiald que esta incertidumbre puede modelarse con variables aleatorias o
campos aleatorios, mismos que con base en evidencias experimentales se aconseja referirlos al
logaritmo (decimal o natural) de la permeabilidad.

Se demostrdé que los métodos estocasticos, fundamentados en la teoria de la probabilidad, son
herramientas matematicas racionales que permiten la evaluacion de la propagacion de la
incertidumbre en la conductividad hidraulica sobre cantidades tales como el potencial hidraulico,
el gradiente hidraulico, la velocidad de flujo, el gasto de infiltracion, entre otras.

Diversas técnicas estocasticas fueron revisadas e implementadas para su uso en los andlisis
probabilistas de flujo de agua. Entre ellas, los métodos de primer orden segundos momentos
(FOSM) y segundo orden segundos momentos (SOSM), la estimacion puntual de Rosenblueth
(PEM), el método de simulacion de Monte Carlo, el método de los pasos o paseos casuales
(RWM), incluyéndose también un nuevo método mixto tanto de primer como de segundo orden
(MFO y MSO), y el teorema de Bayes. Variados algoritmos (MEFLULOG, PASECA, SIMONC,
etc.) fueron desarrollados para la automatizacion de las técnicas previas.

La aplicabilidad y utilidad, asi como las ventajas y limitaciones de las herramientas matematicas
anteriores se demostraron con la soluciéon de distintos problemas practicos de complejidad
variable. Principalmente se mostrd en qué casos y como pueden aplicarse. De esta manera, se
expusieron problemas de flujo establecido confinado y no confinado; unidimensionales (1D),
bidimensionales (2D) y tridimensionales (3D); en medios aleatorios homogéneos e isotropos,
pero también heterogéneos y anisotropos; resueltos de manera analitica y numérica,
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principalmente con el método del elemento finito estocastico (SFEM) y con la técnica de paseos
casuales (RWM).

Conclusiones generales de los temas aqui estudiados se presentan a continuacion.

(a) De las evaluaciones analiticas y estudios paramétricos para cuantificar la
incertidumbre en analisis de flujo unidimensional en medios aleatorios homogéneos y
estratificados

En estos estudios se analizd la propagacion de la incertidumbre en la conductividad hidraulica k
al gasto Q a través de una muestra de suelo constituida por un material homogéneo aleatorio, y
por una secuencia de dos y tres materiales aleatorios independientes, respectivamente. Diferentes
técnicas estocasticas fueron aplicadas: perturbaciones de primer y segundo orden (FOSM vy
SOSM), estimacion puntual de Rosenblueth (PEM), y un nuevo método mixto de primer y
segundo orden (MFO y MSO), mismas que se calibraron con el método de simulaciéon de Monte
Carlo. Algunos resultados importantes de las estadisticas de salida del gasto en funcion del
coeficiente de variacion de la permeabilidad son:

» Con respecto al valor esperado del gasto iq: (a) en el caso de un material homogéneo

aleatorio, s es igual al valor determinista de Q g = 7.75x10~* cm’/s (asumiendo permeabilidad

constante=4 en toda la muestra), debido a que esta propiedad es directamente proporcional al
valor esperado de la conductividad hidraulica z4; (b) en el caso de un suelo estratificado (dos o
tres materiales aleatorios), se observd que mads alla de cierto valor del coeficiente de variacion
(o /14 =0.2 en ese estudio), uq es consistentemente inferior al mencionado valor determinista

de Q 4y - Esto es una consecuencia del hecho de que cuando materiales contiguos toman valores

de permeabilidad aleatorios, la permeabilidad aparente del sistema est4 definida por un promedio
armoénico de la permeabilidad de los diferentes materiales, en el cual el valor mas bajo tiende a
tener un peso predominante.

> En cuanto a la desviacion estandar del gasto og: (a) en el caso de un suelo homogéneo, esta
propiedad exhibe una relacion lineal perfecta con respecto al coeficiente de variacion de la
permeabilidad, esto es, la desviacion estandar del gasto se incrementa de manera proporcional
cuando aumenta la incertidumbre en la permeabilidad; (b) en el caso de un suelo estratificado, la
desviacion estandar del gasto og tiende a incrementarse mientras el coeficiente de variacion de la
permeabilidad es menor que cierto valor (oi/4~0.99 en esta investigacion); mas alld del mismo
og tiende a decrecer. Lo anterior, se debe al hecho de que la permeabilidad equivalente esta
controlada por el valor més bajo, como se explicd antes. Finalmente se puede decir que la
incertidumbre en el comportamiento de un suelo aleatorio estratificado es menor que la
incertidumbre que se esperaria si el suelo fuera aleatorio pero homogéneo.

En lo referente a las técnicas estocasticas empleadas en los analisis (FOSM, SOSM, PEM, MFO y
MSO) para evaluar la propagacion de la incertidumbre en la permeabilidad, se observo que:

» Todas reflejan adecuadamente las tendencias mencionadas en los parrafos anteriores.
» En comparacion con los resultados del método de Monte Carlo, como era de esperarse, los

métodos de segundo orden (SOSM y MSO) proporcionan resultados mas exactos que aquéllos
obtenidos con los métodos de primer orden (FOSM y MFO).
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» A pesar de su simplicidad, el método de estimacion puntual de Rosenblueth (PEM)
proporciona resultados generalmente muy satisfactorios.

» No obstante sus limitaciones, estas técnicas resultan mas complementarias que antagonicas.

(b) De las zonas o distribucion de la incertidumbre en problemas tipicos de flujo de agua

En estos estudios se realizaron analisis numéricos combinando el método de elementos finitos
(FEM) con la técnica probabilista de segundo orden segundos momentos (SOSM). Se evaluo la
propagacion de la incertidumbre en la conductividad hidraulica sobre el potencial, el gradiente
hidraulico y la velocidad de flujo en problemas tipicos de flujo confinado y no confinado de
agua, unidimensionales y bidimensionales. El objetivo del estudio fue analizar distintas
condiciones (geométricas, hidraulicas y de frontera) para un mismo problema y evaluar la
distribucion de las zonas de incertidumbre maximas y minimas obtenidas en cada caso. El
enfoque se puso en estudiar suelos homogéneos anisotropos y suelos heterogéneos con materiales
isotropos (dos a seis materiales), y distintas consideraciones de materiales en serie, en paralelo o
inclinados respecto a la direccion del flujo.

Se aclara que el caso de los suelos homogéneos e isdtropos aleatorios no se discutid, ya que en
este tipo de medios no existe incertidumbre ni en la carga h ni en el gradiente hidraulico i. De
acuerdo con los principios basicos del flujo de agua en suelos, tanto la carga como el gradiente
hidraulico no dependen de la conductividad hidraulica k. En efecto, en un material homogéneo e
isotropo aleatorio la incertidumbre existente en la conductividad hidrdulica afecta directamente
solo la velocidad de flujo y el gasto (por proporcionalidad con la ley de Darcy).

Para el caso de los suelos homogéneos anisétropos, y suelos heterogéneos con materiales
isotropos expuestos en esta aplicacion, y con base en las configuraciones resultantes de
desviaciones estandar de cada analisis efectuado, se observo que se generan zonas caracteristicas
de incertidumbres maximas y minimas que dependen de diversos factores como:

» La incertidumbre en la conductividad hidraulica de los materiales del dominio y de la
anisotropia.

» El nimero de materiales en el dominio.

» La geometria del dominio.

» Las condiciones de frontera.

» La simetria de los subdominios del medio poroso.

» La posicion de los estratos (en serie, en paralelo o inclinados) respecto a la direccion del flujo.

Por otra parte, respecto a las desviaciones estandar de los pardmetros analizados en este estudio,
se puede decir de manera general que:

(i) En el caso de la carga hidraulica:

» No existe incertidumbre en las fronteras donde el potencial ha sido impuesto.

» La incertidumbre es nula en los ejes de simetria del problema, si es que éstos existen.
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» La incertidumbre tiende a ser maxima en las regiones mas alejadas tanto de los ejes de simetria
como de las fronteras con potencial impuesto.

» En general, se observa un efecto de amplificacion de la incertidumbre en las fronteras de
materiales contiguos que estdn en serie respecto a la direccion del flujo. Por el contrario, un
efecto de atenuacion se presenta en las fronteras de materiales contiguos paralelos al flujo.

» La interferencia entre distintos materiales del dominio da lugar a un fendmeno de
compensacion estadistica, es decir, un efecto de promedio mediante el cual la incertidumbre en la
carga hidraulica se distribuye entre los distintos materiales del medio, sobre todo si éstos se
consideran independientes.

» La distribucion de la incertidumbre en el medio esta influenciada por la posicién de los
estratos (en serie, en paralelo o inclinados respecto al flujo).

(ii) En cuanto al gradiente hidraulico:

» Principalmente en problemas de flujo confinado 2D, las zonas de incertidumbres maximas y
minimas coinciden generalmente con las regiones donde se presentan los valores esperados mas
altos y mas bajos respectivamente (p. €]. alrededor de la punta de una tablestaca; alrededor de las
esquinas inferiores de aguas arriba y aguas abajo de un cimacio o cualquier otra estructura
impermeable; etc.).

» Llama la atencion que, en varios de los casos de flujo confinado 2D analizados se generan
zonas imprevistas de certidumbre, es decir, zonas donde la incertidumbre en el gradiente
hidraulico es nula. Se observéd que este hecho estd influenciado por la posicion de los estratos en
el medio analizado.

» La distribucion de la incertidumbre en el medio de interés esta afectada por la posicion de los
estratos (en serie, en paralelo o inclinados respecto al flujo).

(iii) Con respecto a la velocidad de flujo:

» Principalmente en problemas de flujo confinado 2D, la incertidumbre tiende a ser maxima en
aquellas zonas donde ocurren los maximos valores esperados de la velocidad (p. €j. alrededor de
la punta de una tablestaca; alrededor de las esquinas inferiores de aguas arriba y aguas abajo de
un cimacio o cualquier otra estructura impermeable; etc.). Correspondientemente, la menor
incertidumbre tiende a presentarse en zonas de valores esperados pequefios de la velocidad.

» La distribucion de la incertidumbre en el medio de interés no depende de la posicion de los
estratos (en serie, en paralelo o inclinados respecto al flujo), sino que esta influenciada
mayormente por la magnitud de la incertidumbre en la conductividad hidraulica de los materiales
del dominio.

(c) De los anélisis inversos de flujo de agua aplicando un enfoque Bayesiano

El teorema de Bayes permite alcanzar un juicio racional a partir de datos poco confiables o
incompletos, que a menudo constituyen la Unica informacion disponible cuando se resuelven
problemas de ingenieria. El permitir alcanzar juicios racionales en funcion de la evidencia es lo
que convierte al enfoque bayesiano en una herramienta util en la solucion de un problema inverso
de flujo de agua a través de suelos.
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En esta investigacion se aplico el teorema de Bayes a la evaluacion del comportamiento de tres
de los materiales que constituyen una presa de tierra y enrocamiento (muro diafragma, seudo
corazon de gneis y pantalla de inyecciones). Especificamente, los andlisis inversos realizados
permitieron determinar de una manera muy sencilla cudl es la contribucion de esos materiales al
sistema de control de flujo de agua a través del cuerpo y de la cimentacion de la presa. Asi, de los
resultados del andlisis bayesiano se determind que el gasto en la galeria de drenaje de la presa
depende del comportamiento del muro diafragma y del seudo corazon de gneis, no de la pantalla
de inyecciones colocada en su suelo de cimentacion. Lo anterior, hizo plantear la pregunta de si
fue en verdad necesaria la construccion de esa estructura para ayudar a controlar el flujo de agua
a través de la presa. De hecho, deja en claro la utilidad del teorema de Bayes como una ayuda
adicional en la toma de decisiones durante la etapa de proyecto o disefio de una presa.

Otra de las ventajas de realizar analisis bayesianos de flujo de agua antes de la construccion de
una presa, consiste en que a partir de ellos pueden determinarse las secciones de una presa en las
que seria importante llevar a cabo un estricto control de calidad de las permeabilidades de los
materiales durante la etapa de construccion.

(d) De la permeabilidad equivalente para flujo en medios heterogéneos simulados en 2D
y 3D

En este estudio se abord6 el problema de la estimacion de la permeabilidad equivalente para flujo
en medios heterogéneos simulados en dos y tres dimensiones. Se demostrd la utilidad del empleo
de los campos aleatorios para describir la variacion espacial de la conductividad hidraulica,
permitiendo a través de distintas distancias de correlacion representar la heterogeneidad de los
medios aleatorios analizados.

Con estos fines, se propuso una metodologia sencilla para determinar inicialmente la
permeabilidad aparente de los medios heterogéncos simulados, a través de realizar analisis
inversos con el método de elementos finitos en el caso bidimensional y con el método de paseos
casuales en el caso tridimensional. Posteriormente, la comparacion de las permeabilidades
aparentes obtenidas en este estudio con los promedios armdnicos, geométricos y aritméticos de
los medios heterogéneos simulados, permitid establecer que la permeabilidad equivalente de un
medio heterogéneo en dos dimensiones esta representada por la media geométrica del campo de
permeabilidad. En el caso tridimensional, aun cuando se observo una mayor dispersion respecto a
estos promedios, la media geométrica es la que exhibi6 un mejor ajuste con la permeabilidad
aparente del dominio. Asi, con base en estos resultados, ya sea que la dimension espacial de la
region de flujo sea 2D ¢ 3D, se sugiere emplear la media geométrica como el promedio
algebraico para describir dominios heterogéneos. Lo anterior muestra que la conductividad
hidraulica, no es como otras propiedades de los suelos que puede o debe necesariamente
promediarse, como es la practica comin en la geotecnia, con la media aritmética como un
promedio representativo de la misma.

Se remarca que los andlisis tridimensionales de flujo de agua que se realizan con la técnica de
paseos casuales presentan ventajas en cuanto al tiempo de calculo, respecto a aquéllos que se
efectiian con elementos finitos 3D; los cuales se ha observado, incrementan aun mas el tiempo
computacional conforme aumenta la distancia de correlacion del campo aleatorio de
permeabilidad considerado.

229



Capitulo 6. Conclusiones

Adicionalmente, respecto a la variacion de la incertidumbre en la permeabilidad aparente de los
campos aleatorios de permeabilidad simulados (2D 6 3D) en funcion de la distancia de
correlacion L, se determino que:

» Cuando la distancia de correlacion aumenta de manera significativa en el medio analizado
(>1m), éste tiende a comportarse como un material homogéneo aleatorio, en el que la media de la
permeabilidad aparente es aproximadamente igual a la media del campo de permeabilidad.

» Cuando el material es fuertemente heterogéneo (para distancias de correlacion pequenas) la
desviacion estandar de la permeabilidad aparente es pequefia; esto se debe a un fendmeno de
compensacion estadistica mediante el cual la interferencia entre un mayor nimero de
permeabilidades distintas ocasiona que la incertidumbre se compense o distribuya entre las
mismas.

» Cuando la distancia de correlacion es mayor que la longitud del medio analizado (>1m), la
desviacion estdndar de la permeabilidad aparente aumenta de manera significativa hasta alcanzar
un valor casi constante que es muy cercano a la desviacion estandar del campo aleatorio de
permeabilidad (cuando el material se vuelve practicamente homogéneo). En tales condiciones
existe la posibilidad de que se presente el fendmeno de percolacion; es decir que si la correlacion
aumenta, las permeabilidades de ciertos elementos tienden a parecerse, originandose zonas mas
permeables que otras por las cuales el agua puede circular con mayor facilidad.

(e) De la teoria de percolacion aplicada al calculo del gasto de infiltracion en suelos
erraticos

Se propuso una metodologia sencilla para la evaluacion del fenomeno de percolacion en una
presa de tierra y enrocamiento cimentada en un suelo de tipo aluvial. La metodologia consistio
inicialmente en sembrar de manera aleatoria zonas de mayor permeabilidad dentro del medio, las
cuales si se unen, son las que constituyen el canal o los canales de percolacion. Se generaron de
esta manera configuraciones aleatorias con subdominios de permeabilidad alta k; en el suelo de

cimentacion de la presa (de permeabilidad k, ), para las que se calculdé numéricamente el gasto de

infiltracion que atraviesa la region de flujo tanto en dos (2D) como en tres dimensiones (3D)
mediante las técnicas de elementos finitos (FEM) y paseos casuales (RWM), respectivamente. De
los analisis efectuados, algunas conclusiones importantes son:

(1) De manera general, y solamente para las condiciones consideradas en este estudio, no se
generaron canales de percolacion en los siguientes casos:

» Analisis 2D con distancias de correlacion L, <100my L, =10m (con nimero de elementos
semilla ES=10).

> Andlisis 3D con distancias de correlacion L, =L, <200m y L, =10m (con nimero de

elementos semilla ES=10).

(ii) Para distancias de correlacion L =0 entre las permeabilidades k; y Kk, distribuidas de
manera aleatoria en el medio (donde k; >k, ), la probabilidad critica P (k) a partir de la cual se

manifiesta el fendémeno de percolacion resulto:
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> P

» (k;)=0.70 — En los analisis bidimensionales.

» P.(k)~0.60 — En los analisis tridimensionales.

(i11)) Con base en lo anterior, se demostré que existen diferencias en la propagacion de los
caminos de percolacion en dos y en tres dimensiones. Se observdo que en los andlisis
tridimensionales los canales de percolacion no se generan de manera tan evidente como en los
analisis bidimensionales. Es decir, la probabilidad critica en general es mayor en los anélisis 2D
que en los analisis 3D.

(iv) Debido a que el fendmeno de percolacion se presentd con mayor facilidad en los analisis 2D,
los gastos de infiltracion en la region de flujo resultaron evidentemente mas significativos (mayor
orden de magnitud) en el caso bidimensional, en comparacién con los obtenidos en el caso 3D.

(v) En los andlisis 2D, en varias de las configuraciones generadas se distinguié una condicion de
caminos de percolacién que se considera critica o que podria ser de consecuencias importantes.
Esta correspondi6 al caso en el que se forma un canal de percolacion debajo de la presa, y éste a
su vez, conecta las zonas permeables de aguas arriba y aguas abajo de la presa.

(vi) Se demostrd, de acuerdo con los resultados, que el fendmeno de percolacion estd gobernado
por el medio, esto es, por la distribucion aleatoria de las zonas o subdominios de permeabilidad
alta dentro de la region de flujo.

Los planteamientos matematicos y las metodologias propuestas en esta investigacion pretenden
ser una contribuciéon a la aplicacion de métodos estocasticos en el estudio del flujo de agua a
través de medios aleatorios, mostrando que un andlisis probabilista no requiere de mayor
esfuerzo que aquél que se necesita en un estudio determinista convencional, en cambio,
proporciona un medio muy util en la modelacion y cuantificacion de las incertidumbres envueltas
en los calculos.

Finalmente, se recuerda que los métodos probabilistas complementan, mas no sustituyen los
métodos tradicionales ni el juicio ingenieril; contribuyen a hacer mas realista la evaluacion del
flujo de agua a través de suelos.
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ANEXO |

Métodos para determinar
permeabilidades equivalentes de medios
heterogéneos

1.1 Introduccion

Se proporciona a continuacion un breve resumen de algunos de los diversos métodos que existen
(heuristicos, deterministas y estocasticos) para calcular la permeabilidad equivalente en un medio
poroso heterogéneo (Renard & de Marsily, 1997). Para cada uno de estos métodos, pueden
utilizarse técnicas de calculo diferentes: analiticas o numéricas, exactas o aproximadas.

1.2 Métodos heuristicos

1.2.1 Medias promedio

La idea general consiste en tomar un valor entre dos limites tedricos conocidos. Dos de estos
métodos son los que a continuacion se indican.

1.2.1.1 Limites fundamentales

Matheron (1967) sugiere una expresion donde la permeabilidad efectiva es un promedio pesado
de los limites de Wiener (estudiados en el Capitulo 2):

a

ket = 4" -1ty con @ e [0,1] (1.1)
donde 1, es la media aritmética y , es la media armonica; si el dominio es estadisticamente
homogéneo e isétropo, el exponente « esta dado por:

D, -1

D (1.2)

o

siendo Dy la dimension espacial.

Si ademés de ser estadisticamente homogéneo, el dominio es anisotropo, Ababou (1995)
considera:

TR T (1.3)
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)

P — (1.4)

donde L; es la distancia de correlacion en la direccion principal y L, es la media armonica de las
distancias de correlacion en las direcciones de anisotropia.

1.2.1.2 Limites de Cardwell y Parsons

De acuerdo con Kruel-Romeu (1995), Guérillot (1990) propone que se tome la media geométrica
de los limites de Cardwell y Parsons, y Lemouzy (1991) generaliza esta idea proponiendo para un

medio tridimensional:
ke = §/kkksk, (1.5)

donde:

3 )) (1.6)

1.2.2 Promedio de una potencia (o promedio de orden p)

Journel et al. (1986) propone que la permeabilidad efectiva, ky , sea igual al promedio de una

potencia (0 promedio de orden p) con un exponente p que varia en el intervalo [—1,+1],
dependiendo de la distribucién espacial de las permeabilidades:

vp (1 up
ﬂpz(kp) :(W Vlmk(x)pdVImJ (1.7)

donde VIm es el volumen del medio analizado, y p se define para medios estadisticamente

homogéneos e isotropos como (Netinger, 1994):

2
p=1—3 (1.8)
S

En el caso de un medio con distribucion log-normal, Ababou et al. (1989) propone que:
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L2
Hp = Hy exp[%] (|9)

Para el caso de un medio binario, la expresion (1.7) se transforma en:

Up
ket =( Toko? + filg) (1.10)

1.3 Métodos deterministas
1.3.1 Solucion analitica de la ecuacion de difusion

Como se mencion0 al principio del Capitulo 2 (inciso 2.2.3), esta ecuacion ya se resolvio
analiticamente para un flujo establecido en medios estratificados. Los dos resultados mas
conocidos de dicha solucion son la permeabilidad equivalente para un flujo paralelo al estrato
(promedio aritmético pesado ) y la permeabilidad equivalente para un flujo perpendicular al

estrato (media armoénica pesado 4, ). Las medias o promedios anteriores pueden utilizarse cuando

las permeabilidades puntuales o locales son escalares. Cuando las permeabilidades puntuales son
tensoriales, para el caso de un medio estratificado compuesto de dos fases con permeabilidades
Ko ¥ Kj, el tensor de permeabilidad efectiva esta expresado por (Quintard & Whitaker, 1987):

i, fl(Ko_Kl).[(l) 8](&_ Ko)

M( oKy + flKo).m

Donde fy =V /Vi es la fraccion del medio con permeabilidad Kg,y f; =V;/Vi es la fraccion
del medio con permeabilidad K;.

1.3.2 Teoria del medio efectivo

Dentro de esta teoria, también conocida como aproximacion de igual-consistencia o método de la
matriz incluida, el medio heterogéneo (compuesto por bloques homogéneos colocados uno a un
costado del otro) se reemplaza por una sencilla inclusion de permeabilidad k que se introduce en
un medio homogéneo con permeabilidad k, desconocida (Figura 1.1). Las condiciones de

frontera se suponen lo suficientemente alejadas de la inclusion, ocasionando un flujo establecido
alrededor de la misma. Si la inclusién tiene una forma simple, existe una solucion analitica para
el campo de carga hidraulica dentro y fuera de ella. Se considera como hipotesis, que las
perturbaciones del campo de carga debido a cualquier inclusion no interfieren con las
perturbaciones ocasionadas por otras inclusiones y kg = Kes .

Calculos realizados para inclusiones esféricas muestran que la permeabilidad efectiva esta dada
por (Dagan, 1979):
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-1
©  f(k)dk
e =i{ | (k) ] (1.12)
DS

0 k(DS_1)+kef
donde f (k) es la funcién de densidad de probabilidad de la permeabilidad, y D es la
dimension espacial. La expresion anterior se puede integrar numéricamente incrementando Kk

hasta obtener la igualdad.

———
— -

T

(a) Medio heterogéneo constituido por bloques  (b) Inclusion dentro de una matriz uniforme
homogeneos k con permeabilidad constante k,

(c) Inclusidn representada por un esferoide dentro de un medio infinito

Figura 1.1 Representacion esquematica de la teoria del medio efectivo

Para el caso de un medio binario la expresion (1.12) se transforma en:
1 f f -
Kef = — 0 + 1 (1.13)
® Dy | ko+(Ds —1)ker Ky +(Dg —1)Kef

La cual se satisface para el caso f, <0.6 con fase 0 que representa a la permeabilidad mas baja

(Desbarats, 1987).
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1.3.3 Método de la linea de corriente

El método de la linea de corriente se utiliza para calcular la permeabilidad vertical k, de un

sistema binario arcillo-arenoso. Las formaciones de arcilla se representan por medio de
rectangulos (en dos dimensiones) o paralelepipedos (en tres dimensiones) con permeabilidad
cero. Asimismo, se asume que la arena tiene permeabilidades anisotropas khj y k\,j. La

permeabilidad de blogue se determina calculando las pérdidas de carga a lo largo de un tubo
sinuoso (linea de corriente) que circula dentro de la arena (Figura 1.2) (Haldorsen & Lake, 1982;
Martin & Cooper, 1984).

4_‘7

+ _

(@) Linea de flujo real (b) Aproximacion con segmentos de linea recta

Figura 1.2 Método aproximado para calcular la longitud de una linea de flujo

La expresion para determinar la permeabilidad vertical es (Fayers & Hewett, 1992):

(1-F,)T,?
Ng 1

N
sts

i=1 ivei

k, = (1.14)

donde F; es la fraccion de las inclusiones de arcilla, N es el nimero de lineas de corriente
seleccionadas, T es el espesor de la formacion, S; es la longitud de la i-ésima linea de corriente
y Sei es la longitud pesada de la permeabilidad, definidas por:

Nj nj

N,
si=z z'j+Zdijk .S, Z
k

j j Y]

nj
Z eijk (|-15)
J
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siendo n; el ndmero de inclusiones impermeables localizadas en el estrato j. Las longitudes

horizontales de la k-ésima iteracion en la i-ésima linea de corriente del j-ésimo estrato estan
dadas por:

dijk = NAGj - Bije = NAgjic - Wi (1.16)

NAsji -l NAgij - Wi

deiik = .17
eijk k k ( )

X] i

donde NAyj ¥ NAg son nimeros aleatorios uniformemente distribuidos, y I y Wi, son las
longitudes y espesores de las inclusiones, respectivamente.

1.3.4 Renormalizacién

La renormalizacion es un método recursivo, mediante el cual, la permeabilidad equivalente de
una cuadricula fina se determina con una serie de iteraciones sucesivas. Por ejemplo, en un
espacio de dimension Dy, se parte de una cuadricula de 2"0s mallas y se llega a una cuadricula

menos discretizada con 2("YPs mallas. Este procedimiento se repite hasta obtener una

cuadricula de una sola malla como la que se indica en la Figura 1.3.

k4
r

> o600 ——p

nDg (n-1)Dg
2 " celdas 2 celdas Una celda

Figura 1.3 Principio general del método de renormalizacién

La operacion basica es el calculo de la permeabilidad equivalente de una celda con 2Dg mallas.

No se cuenta con formulas exactas en dos y tres dimensiones, por este motivo los célculos son
aproximados. Diversos métodos de renormalizacion, que se refieren al tipo de formulacion de
diferencias finitas y condiciones de frontera, han sido propuestos. Entre ellos, el método de
renormalizacion simplificada es el mas conocido (Le Loc'h, 1987). En este método las celdas se
agrupan de dos en dos: si las dos celdas estdn en serie respecto a la direccion del flujo
(perpendiculares), las permeabilidades puntuales se pueden promediar como una media
armonica; si son paralelas, se emplea una media aritmética. En cada iteracion, la direccion del
grupo de celdas se cambia. En tres dimensiones por ejemplo, una agrupacion a lo largo del eje X
se alterna con una a lo largo del eje Z y finalmente a lo largo del eje Y. Este orden se guarda
durante todo el proceso de calculo (Figura 1.4). Los valores de la permeabilidad de bloque son
diferentes, dependiendo de la eleccién de las direcciones sucesivas. De esta manera, para los
casos gque empiezan o0 terminan con una agrupacion en serie respecto a la direccién del flujo
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(media armonica), para un flujo en direccion X los valores maximo y minimo son
respectivamente:

Crnéx =uﬁx(u§ (ﬂé))=uﬁ(u§ (ug)) (1.18)
Crin = Ha (ﬂé(uﬁ))=u§ (ug(uﬁ)) (1.19)

donde yﬁ( representa la media armonica de dos mallas agrupadas en la direccion X, y yg es la
media aritmética en la direccion Y.

La permeabilidad de bloque se determina entonces con la media geométrica de estos dos valores:

kl;(X = \/Cr)r(l);x 'Cr)r?lsn (I-ZO)

Hn Ha Hn
» — » €iC. — Cn):)i(n
74 — > » ctc. —1 C%,
_’X
3 Hh 7

Figura 1.4 Ejemplo bidimensional de dos posibilidades
para la agrupacion sucesiva a lo largo del eje X

1.4 Métodos estocasticos

1.4.1 Regla de la media geométrica

Este método (Matheron, 1967) es uno de los pocos resultados exactos que se tienen en cuanto a
los métodos estocasticos. La demostracion del mismo, se basa en el hecho de que en un espacio
bidimensional, una rotacién de 90° transforma un vector gradiente en un vector conservador, y
viceversa; asimismo, se considera que la permeabilidad k y su inverso k'=1/k son funciones
aleatorias que tienen la misma distribucién de probabilidad y son invariantes para una rotacion de
90°. En este caso, la permeabilidad efectiva se define como:

ket = 115 =exp(E {logk}) (1.21)
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Las hipotesis anteriores se satisfacen en el caso especifico de un medio isotropo log-normal y
unicamente para un dominio con flujo uniforme (o paralelo). No se satisfacen por ejemplo, para
un flujo radial. En el caso de flujo radial, para distancias grandes, debe utilizarse un promedio
armonico (Matheron, 1967).

1.4.2 Resultados analiticos aproximados y conjeturas

En el caso de flujo uniforme en un medio isotropo, el resultado exacto anterior en dos
dimensiones se puede extender a un espacio de dimension Ds, utilizando una aproximacion de

primer orden para la permeabilidad efectiva (Matheron, 1967):
e = 1 055 11, VPs (1.22)

En un dominio tridimensional con distribucién de permeabilidad log-normal, la expresién
anterior se transforma en:

1 1
Ket = 1g 'EXP{@an [E—D—H (1.23)
S

en lacual, of3, representa la varianza del logaritmo natural de la permeabilidad.

La validez de la expresion anterior ha sido estudiada por un gran nimero de autores, por ejemplo,
si se utiliza el método de perturbaciones y se asume que o,%k es pequefio, se tiene Gutjahr et al.,
1978):

1 1
kef =,Ug |:1+(E—D—j0|2nkj| (|24)
S

La expresion (1.24) proporciona las aproximaciones de primer orden de los resultados exactos
clasicos en una y dos dimensiones (media armonica y geométrica, respectivamente). Llevando
estos mismos célculos hasta el cuarto orden se obtiene (Dagan, 1993):

2
1 1 2 111 1 4
Kyt = ptg | 14| === |02 +2| 2= | & 1.25
of = Hg (2 Dsj ink 2(2 Dsj Ink (1.25)

Las expresiones (1.24) y (1.25) pueden considerarse respectivamente, como los términos de
primer y segundo orden de la expansion de serie de Taylor de la expresion (1.23); las cuales por
supuesto, se han utilizado para justificar la conjetura (1.23), cuya principal ventaja es que no se
limitan a varianzas pequerias.
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ANEXO 11

Método de los paseos casuales

I1.1 Andlisis bidimensional
I1.1.1 Fundamentos para dominios homogéneos e is6tropos

El estudio del flujo establecido del agua a través de un medio homogéneo e isétropo puede
reducirse a la resolucion del problema de Dirichlet, es decir, a encontrar una funcién h (en este
caso, la carga hidraulica) definida, continua y derivable en un dominio cerrado Q, tal que
(Auvinet, 1975):

VZh=0 (11.1)

h= f(u), en todo punto u; de la frontera del dominio Q (1.2)

donde f(u)es una funcién conocida que define las condiciones en los limites y v? es el
operador laplaciano.

La resolucion numérica del problema anterior, se lleva a cabo sustituyendo la expresion (11.1) por
su aproximacion en términos de diferencias finitas. Cuando el dominio Q es bidimensional,
dicha sustitucién implica cubrir al dominio con una malla cuadrada de médulo 6, y nodos
interiores p; y nodos de frontera u; (Figura 11.1).

Frontera del dominio Q2

® Nodos interiores

O Nodos de frontera

Figura I1.1 Dominio de flujo bidimensional
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La aproximacion en términos de diferencias finitas de la expresion (11.1) para los nodos interiores
p; de un dominio bidimensional €, puede escribirse:

%[hrzr‘o+h3]+%[h2—2ho+h4]:0 (11.3)

es decir:
1

En los nodos de frontera u;, el valor de h puede considerarse aproximadamente igual a f(u),
siendo u el punto de la frontera méas cercano al nodo considerado.

Las cargas hidraulicas en los nodos de la malla satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:
{h} ={f}+[M]{h} (11.5)
donde:

{h} Vector columna de las cargas hidraulicas h; en los n nodos i de la malla.

{ f} Vector columna de componentes f; = f (u) para los nodos de frontera
y f; =0 para los nodos interiores.

[M] Matriz cuadrada de nxn elementos, m;;, iguales a 1/4 o nulos

El sistema de ecuaciones (I1.5) puede resolverse mediante métodos convencionales, como el
conocido método de relajaciones; sin embargo, también es factible aprovechar la similitud que

existe entre la matriz [M] y la de transicién de una cadena de Markov, transformando el

problema en uno de paseos casuales. El problema de los paseos casuales (Parzen, 1960) consiste
en estudiar los movimientos de una particula que se desplaza en forma aleatoria sobre los nodos
de una malla similar a la de la Figura 1l.1. La simulacién de este proceso estocastico, con la
ayuda de una computadora, permite resolver el sistema de ecuaciones (11.5) como se describe a
continuacioén.

A partir del nodo p, de la malla, en el cual se desea estimar la carga hidraulica, se genera una
serie de trayectorias aleatorias. Las probabilidades de transicion de un nodo a otro se definen
mediante los elementos m; de la matriz [M]. Para un nodo interior, las probabilidades de

movimiento en cualquier direccion son idénticas e iguales a 1/4 (ecuacién 1.4 para un suelo
homogéneo e isotropo). Por lo contrario, los nodos de la periferia son absorbentes, es decir, que
las trayectorias aleatorias terminan en estos puntos si llegan a ellos. Una trayectoria completa, T,
esta constituida por una secuencia de nodos:
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St =(Pos Py Pk) (6)
donde p, es necesariamente un nodo absorbente.

De acuerdo con la ecuacion de Chapman-Kolmogorov (Parzen, 1960), la probabilidad de
transicion del nodo p, a cualquier otro nodo p; en | pasos es igual al elemento m;; (I) de la

matriz [M ]I . La esperanza matematica del valor f; de la funcion f(u) en el nodo absorbente de
la trayectoria aleatoria T puede expresarse como:

E{fT}:;P(T)fT = oo +[M], {F}+[MT (), +.e[M] {1+ (7)

donde [M ]'po es el vector linea de la matriz [M ]I correspondiente al nodo py.

El vector de componentes h = E{ fT| Py = p} es, por tanto, la solucion del sistema de ecuaciones

(11.5).

Cualquier componente h, de este vector puede estimarse generando un cierto numero de
trayectorias aleatorias a partir del nodo p; y calculando la media de los valores f; obtenidos.
Este valor medio es una medida insesgada de la carga hidraulica en el nodo p; .

11.1.2 Aplicacion del método

El método de los paseos casuales puede adaptarse facilmente a dominios de flujo complejos,
modificando la ecuacion (I1.4) y la matriz de transicion [M] en los nodos que lo requieran.

Algunos aspectos practicos de dicha adaptacidn se presentan a continuacion.

11.1.2.1 Fronteras impermeables

Las fronteras impermeables son lineas de corriente que pueden considerarse como ejes de
simetria que separan dos dominios idénticos (Juarez & Rico, 1972). Si la malla con la que se
modela el dominio de flujo Q presenta una posicion similar a la que se muestra en la Figura 11.2
respecto a una frontera impermeable, la expresion (11.4) sigue siendo valida si se remplaza p,
por su imagen p,' con respecto a la frontera. En consecuencia, si se incide sobre una frontera
impermeable, el paso puede darse hacia el punto p,' en vez del punto p,. Se desplaza entonces
la malla paralelamente a si misma y la trayectoria aleatoria vuelve a iniciarse a partir del punto

Py -
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P2
—t
Nm Po P
AN S Y
\
ZERAANN
N

Figura 11.2 Frontera impermeable

11.1.2.2 Medios anisotropos

La anisotropia del coeficiente de permeabilidad se presenta principalmente en los suelos
estratificados. En estos suelos es posible definir un coeficiente de permeabilidad k, en la

direccion de la estratificacion y otro k, en la direccion perpendicular a ésta. El flujo
bidimensional del agua esta regido por la ecuacion de Laplace:

o

K, —+
“ox2 Y oy?

0 (1.8)
Superponiendo al dominio de flujo una malla rectangular de dimensiones 6x y dy, la ecuacion
anterior puede escribirse en términos de diferencias finitas como:

kX
(6%)

k
2[h1—2ho+h3]+(57y)2[h2—2h0+h4]=0 (11.9)

Ecuacién que puede reducirse a la expresion (11.3) si se elige una malla tal que:

k
K % (11.10)

(8x)° ()’

5x=5y\/|;Z (1.112)
y

Por tanto, el método de los paseos casuales puede aplicarse a medios anisétropos con la
condicién de emplear una malla rectangular que tenga dimensiones congruentes con la expresion
(11.11) anterior.

Es decir:
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De forma similar, es posible aplicar al dominio de flujo la siguiente transformacion:

ky
X =X 0 Yy =Y (11.12)
X

Ve=Y |5 X =X (11.13)

O bien:

y superponer una malla cuadrada al dominio transformado (Juarez & Rico, 1972). El primer
método propuesto resulta generalmente mas sencillo.

11.1.2.3 Medios heterogéneos

Los dominios de flujo constan frecuentemente de varios medios con diferentes permeabilidades.
En cada medio, considerado como homogéneo, el método se aplica sin modificaciones, pero las
fronteras entre los mismos requieren un tratamiento especial. En un nodo p; de la frontera entre
dos medios de permeabilidades k; y k, (Figura 11.3a) la ecuacion (11.4) deja de ser valida. Si la

frontera coincide con uno de los ejes de la malla (Figura 11.3b), es posible demostrar (Juarez &
Rico, 1972) que dicha ecuacion debe sustituirse por:

hy kih, hy kyhy
b,k hy o khy 1114
47 2(k1ky) 4 2k tky) (11.14)

Las probabilidades de desplazamiento de la particula en las direcciones 1 a 4 se modifican como
sigue:

P(l):% (11.15)
— kl
P(2)= IO (11.16)
1
P(3)== (11.17)
4
_ kZ
P(4)_—2(k1+k2) (11.18)

Si la frontera es oblicua a la malla (Figura 11.3a), las ecuaciones (I1.15) a (I11.18) pueden
generalizarse en la forma siguiente:
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P(1)= ke (I-tana) (k—k;)
2(k+ke) a(1+tan’a) (ki+ke)
K, tana(1-tana) (k—ky)

P(2)=2(k1+k2)+

Ky

4(1+tan2 a) (kl + kz)

(I-tana) (k,—ky)

P(3)=2(k1+k2)+

K

4(1+ tan® a) (kl + kz)

tana (1-tanar) (k, —k)

P(4)

"2k tk)

4(1+tan2 a) (kl +k2)

(11.19)

(11.20)

(11.21)

(11.22)

Por otra parte, para las condiciones descritas en la Figura 11.3c, las probabilidades resultan:

p(1):%
p(z):%
P(3)=o 11
( )_2(k1+k2)
K,

"ok

(11.23)
(11.24)

(11.25)

(11.26)

En los suelos heterogéneos la malla utilizada puede ser uniforme, pero las probabilidades de
movimiento en los nodos de frontera deben modificarse en la forma indicada por las ecuaciones

anteriores.

> D> P2
T/ 7 7
b 7///! B ﬁp A..,, . L,
- ky k, k,
. Pa P4
(@ ) ©

Figura 11.3 Medios heterogéneos
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11.1.2.4 Linea de corriente superior

El método de los paseos casuales no resulta practico para resolver problemas de flujo establecido
no confinado. La determinacion de la linea de corriente superior podria llevarse a cabo por
aproximaciones sucesivas (Juarez & Rico, 1972), esto implicaria la obtencion reiterada de la
carga hidraulica en un nimero importante de nodos y resultaria en un tiempo de célculo excesivo.
Sin embargo, es obvio que el método puede emplearse para determinar la carga hidraulica en los
puntos de un dominio que incluya una linea de corriente superior o de descarga libre, si la
posicion de éstas puede determinarse a priori con suficiente aproximacion.

11.1.3 Generacidn de los paseos casuales

En el caso de un dominio homogéneo e isétropo bidimensional, es posible definir cuatro
probabilidades, P(1) a P(4), de movimiento en las direcciones 1 a 4 de la Figura I1.1. Para que en
cada nodo el movimiento sea efectivamente regido por estas probabilidades, es posible proceder
en la forma siguiente:

e Se genera un numero aleatorio NA comprendido entre 0y 1.
e Una vez definido el nimero aleatorio NA, se sigue la estrategia definida a continuacion:
—Si NA< P(1) se da un paso en la direccion 1.
— Si P(1)<NA<[P(1)+P(2)] se daun paso en la direccion 2.
— Si [P(1)+P(2)]<NA<[P(1)+P(2)+P(3)] se daun paso en la direccion 3.
— Si [P(1)+P(2)+P(3)]< NA se daun paso en la direccion 4.

Este procedimiento se generaliza facilmente a los casos de flujo unidimensional y tridimensional.
11.2 Analisis tridimensional

11.2.1 Dominios homogéneos e isétropos

En el caso de un dominio de flujo homogéneo e isétropo en tres dimensiones, la resolucién de la
ecuacion de Laplace en términos de diferencias finitas para los nodos interiores p; (Figura 11.4),

se escribe:

iz[hl —2hy + h3]+i2[h2 —2hg + h4]+i2[h5 ~2hy +hs]=0 (11.27)
) o o
Es decir:

Las probabilidades de desplazamiento en cualquiera de las seis direcciones posibles (Figura 11.4),
son iguales a 1/6.
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Figura 11.4 Posibilidades de desplazamiento en tres dimensiones

11.2.2 Dominios heterogéneos

En el caso de un dominio de flujo heterogéneo tridimensional, la ecuacion de Laplace en
términos de diferencias finitas se expresa como (Lopez & Auvinet, 2004):

(hl h°)52 Kk, (h—fo) s, k(h3 h°)52+k (hs - h°)52+k (hs - h°)52+k6—(h6_h°)52=0
5 5 5 5 5

(11.29)
Es decir;
5[k1(hl-h0)+k2(h2—h0)+k3(h3—h0)+k4(h4-h0)+k5(h5-h0)+k6(h6—ho)]:o (11.30)
Kihy +kohy + k3hs +kyhy + Kshs + Kghg —hg [y + Ky + kg + kg + ks + kg | =0 (11.31)
hg = 6k1 hy + 5k2 hy + 6k3 hs + 6k4 hy + 6k5 hs + 6k6 he (11.32)

2o 2k 2k 2k 2k 2k

Donde, en este caso, k;,K,,...,kg son las medias o promedios armonicos de los coeficientes de
permeabilidad en los puntos py, p,,..., Ppg del medio, respectivamente (Figura 11.4); los
denominadores de la expresién (11.32) se refieren a la suma de estas seis permeabilidades.

En este caso, las probabilidades de desplazamiento de la particula en las seis direcciones posibles
(Figura 11.4) estan dadas por (L6pez & Auvinet, 2004):

k.
!  j=12,..,6 (11.33)
ki + Ko +Kg + Ky +Ks +Kg

P(i)=
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ANEXO 111

Analisis de flujo de agua en suelos
utilizando el método
del elemento finito (FEM)

111.1 Conceptos basicos

Conjuntamente con aquellos problemas en los que es necesario determinar los maximos y
minimos de cierta funcion Y :g(X), con frecuencia surge la necesidad, en los problemas

fisicos, de hallar los valores maximos o minimos de un género especial de magnitudes llamadas
funcionales. Las funcionales se definen como magnitudes variables cuyos valores se determinan
mediante la eleccion de una o varias funciones (Elsgoltz, 1977). Especificamente una funcional
es una funcién de funcion.

El andlisis variacional consiste en sustituir la resolucion de una ecuacion en un determinado
dominio por la obtencién del minimo de una funcional asociada a dicha ecuacion y definida para
el mismo dominio. Tal andlisis es el que se emplea en esta investigacion y se ilustra a
continuacién, con la aplicacion del Método del Elemento Finito (FEM) al flujo establecido de
agua en medios porosos.

I11.2 Aplicacion del FEM al flujo establecido de agua utilizando un enfoque
variacional

Se supondra conocida la teoria del flujo establecido de agua, recordando simplemente que la
carga hidraulica h en un punto del medio estd definida por la expresion de Bernoulli
(despreciando el cuadrado de la velocidad):

h=z+-2 (11.2)
Nw
donde z es la carga de posicion, P es la carga de presion 'y y, es el peso volumétrico del agua.
Yw

Para la aplicacion del FEM (Auvinet, 1997) el medio analizado se divide en pequefios elementos
gue se adaptan a su geometria. Se puede por ejemplo sustituir el dominio donde se presenta el
flujo por elementos triangulares cuyos vértices son los nodos i, j, m como se ilustra en la Figura
.1.

Dentro del FEM se acepta como aproximacion mas simple que la carga hidrdulica varia
linealmente dentro de cada elemento finito:
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h=oy +ayX+agy (111.2)

i j
Figura I11.1 Elemento finito triangular
En particular, la expresion (111.2) debe ser valida para los tres nodos i, j, m del elemento
triangular, es decir:

hi :a1+052Xi +a3yi
hj=a1+a2Xj+0(3yj (|”3)

hm =0 +Of2Xm + agym

donde x; y y; son la abscisa y la ordenada del nodo i; de manera analoga es para los nodos j y
m.

La resolucion del sistema de ecuaciones anterior proporciona las expresiones de ¢; :

hi o X% Y 1 hoy 1L x5 h
hy Xj Y; 1 hj 1 Xj by
h, X 1 h 1 x, h
oy = Ym oy = 1—0 Ym o = m__m (111.4)
L X L X Y L X Y
1 Xj Y L X Y L X Y
1 X Ym L Xn Ym 1 Xn Ym
donde el denominador se llama 2A, siendo A el area del triangulo:
A:%(Xibi+ijj+xmbm) (111.5)

Los escalares ¢; resultan por tanto:

1

:Z{hi X5 Ym =X ¥ [+ 0 [Xm¥i =% Vi ]+ P [ %3 —xjyi]}

24
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a, :i{hi[yj =Y ]+ 0 [Ym = %]+ P [ v ‘yi]}

a3:i{hi[xm—xj}+hj[xi —xm]+hm[xj —xi]}

Sustituyendo (111.6) en (111.2):

h=i{h.[ Y =X ]+ 0y XY =Y ]+ P [ Y5 =% |
+( ym +h [ym_yi]‘i'hm[yi_yj})x
+(hI Xm = Xj [+hj [ X =Xq ]+ [x —x])y}

Factorizando:

h:i{hi[(Xij—Xij)Jr(yj—Ym)x+(xm—xj y}
+hj[(Xin—Xiym)+(ym—Yi)X+(Xi—Xm)y
[ (595 = X391 )+ (vi— v ) x+ (x5 =% ) v |

)
]
}

Y considerando:

ai:ijm_mej aj:mei_Xiym am=Xiyj_iji
b =Yj—Ym : bj =Ym—Yi v b =Yy,
i =X = X; Cj =% —Xn Cm =Xj =%

La expresion que define la carga hidraulica resulta finalmente:
1
h :Z[(ai +hix+¢y)hy +(a; +bjx+c;y)h; +(ay +bmx+cmy)hm]

Ademas, si se introducen las funciones de forma:

Ni :ai +biX+Ciy
NJ :aj +ij+ij

Ny =a, +byX+CnYy

La carga hidraulica h puede escribirse de manera vectorial como:

hy
{ Fi[Ni j Nm] hJ
hm

(111.6)
(111.7)
(111.8)
(111.9)
(111.10)
(111.11)
(111.12)
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En la cual, se ha introducido el vector de cargas hidraulicas de los tres nodos del elemento:
hy
{h}®=1h; (111.13)
hm

Derivando la expresion (111.10) se obtienen las componentes del gradiente hidraulico (pérdida de
carga por unidad de longitud):

ix=@=i[bihi+bjhj+bmhm]
ox 2A
oh 1 (111.14)
iy=—:—|:Cihi+thj+thm]
oy 2A
De manera vectorial el gradiente hidraulico se escribe:
i oh/o b b b ]|"
X Y
(i) =4 t= LR h; :i[B]{h}e (111.15)
Iy ohloy)] 2A|c c¢; cy 2A
hm
Siendo [B] la matriz geométrica de cada elemento:
bp bj b Yi—y -y Yi—Yj
(B]=| T Om|o i m e (111.16)
& Cj Cm Xm—Xj Xi — Xm Xj_Xi

Asimismo, si el gradiente hidraulico se multiplica por el peso volumétrico del agua, y,,, se
obtienen las componentes de la fuerza de filtracion:

Jy G Cj Cp

: h,
{j}e:{lx}:g_x{bi b; bm] :j :;/_X[B]{h}e (11.17)

m

Por otra parte, la ecuacion de Laplace (obtenida a partir de las leyes de continuidad de flujo y de
Darcy) que representa al flujo establecido bidimensional es:

Fh o

K, —+
“ox2 Y oy?

0 (111.18)

En analisis variacional (Levi, 1980) se demuestra que, de acuerdo con el teorema de Euler, la
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resolucion de esta ecuacion es equivalente a minimizar en el dominio de flujo D la funcional:

oh/ox « 0 [[oh/ox
Hoz{ah/ay} {o K Hahlay}d)(dy (111.19)

Ky
donde [ } [R] es la matriz de permeabilidad.

0 k

La funcional anterior expresada en términos de la expresion aproximada de h, depende de los
valores de la carga hidraulica h; en los nodos y sera minima si, para todos los nodos:

oy
9% _o 111.20
oh ( )

La contribucion de cada elemento a esta derivada parcial, si es que no es nula, es:
e ohrox) [ke 07 (ah/ox
ai:” o X dxdy (11.22)
oh; edh, |oh/oy 0 ky|[oh/dy
donde la integracion se realiza sobre el elemento considerado.

Derivando la ecuacion (111.14) con respecto a h; :

(111.22)

Sustituyendo en (111.21):

_ Zi)zﬂe(kx[bi by by [N B +k, [0 65 o (G ldxdy  (1129)

De manera analoga se obtienen las derivadas con respecto a h; y hy,:
o) b o () b
ohj\ox) 2A _ 8h ) 2A

: (111.24)
o (oh)_C 0 (oh)_cCy
ohj\oy) 2a  ohyloy) 2a
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Por tanto:

oy° 1 . .
@LWZ(ZA)zﬂe(kx[bi bj by J{h}*bj +ky 6 ¢j cp J{h) Cj)dxdy

L[ ln by BBk o e e i) en oy

(282

e
Es decir, el vector ox
oh

} puede expresarse como:

s
ohy

s

s
on,,

donde [S]e es la siguiente matriz definida para cada elemento:

) biby  bjb  byb; ) CiCi  CiC  CpGi

e b

[S] —ﬁ blbj beJ bmbj +M CiCj CjCj Cij
biby  bjbn  byby CiCm CiCm CmCm

La matriz anterior es simétrica y puede escribirse:

b ¢
1 ke O | b bj b 1 T
S E:_ b - ! m = — B R B
SV =23 © [o k}{ o o |“as BT IRIE]
m m

Para que la funcional sea minima deben cumplirse las ecuaciones:

R W ICATIR

donde la suma se realiza sobre todos los elementos.

De esta manera se llega al sistema global de ecuaciones:

(111.25)
(111.26)
(111.27)
(111.28)
(111.29)
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[S]{h 1 =0 (111.30)

donde [S] recibe el nombre de matriz general o global y {h,} es el vector de cargas hidraulicas
en los nodos r de la malla de elementos finitos.

La resolucion del sistema (111.30), mediante algun método conocido como el de Gauss-Jordan o
el de eliminacion de Gauss, proporciona la carga hidraulica h, en cada nodo r de los elementos

finitos de la malla empleada. Los contornos de isovalores dibujados con estos datos representan
las lineas equipotenciales (¢ = cte.) de una red de flujo.

Una vez conocidas las cargas hidraulicas, es posible calcular los gradientes hidraulicos por las
relaciones ya vistas (ecuacién 111.14), y las velocidades de flujo en los elementos finitos por
medio de la ley de Darcy expresada en forma vectorial como:

v 1
Ve =3 FL-JR]{i}® = ——[R][B]{h}® 11.31
) {V} [RJ{i)* =~ [RI[B]) (1131
donde [R] es la matriz de permeabilidad, {i}° es el vector de gradientes hidraulicos en el

elemento e, [B] es la matriz geométrica y {h}e es el vector de cargas hidraulicas del elemento e.

Asimismo, los gastos que salen por el lado del elemento finito opuesto al nodo r, g, y gy, €n
las direcciones X y Y, respectivamente se obtienen con:

e

Oy =Dy {Vx }

. (111.32)
Oy == Cr {Vy}

donde by y ¢, son términos de la matriz geométrica [B] definidos por la expresién (111.16).

Adicionalmente, los valores nodales de la funcién de corriente y se pueden obtener con una
rutina del FEM similar a la empleada para determinar el potencial h, con las consideraciones que
se sefialan en los parrafos siguientes (Christian, 1980; Lopez & Auvinet, 1998). Las curvas de
isovalores de estos resultados corresponden a las lineas de corriente (y = cte.) de una red de
flujo.

En cada punto de la region de flujo la velocidad esta relacionada con la funcién de corriente
y(x,y)=cte y con la funcion potencial ¢ =h mediante la expresion vectorial (Christian, 1980):

Vi | _[ owrey | _[aolox 1133)
V| |-ewiox| | ooley '

Sustituyendo este vector de velocidad en la ley de Darcy:
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0910 ka 0T'[0 1](oy/o
A O wiox (111.34)
od/ oy 0 ky| |-1 0f|oy/oy
Sustituyendo la expresion (111.34) en la (111.19) resulta:
oylax) |k, 0 |(ay/a
=] Ljowlhox ) B B A TOvIOX g gy (111.35)
D2loyloy] | 0 Kk, |lOw/dy
donde:
K, 0]
0 K

Yo (111.36)

k, O
0 Ky {kx 0}
0 kK

Se puede observar que la expresion (111.35) es similar a la (111.19) excepto que los términos de la
matriz de permeabilidad son ahora los inversos de los mismos (pero la matriz no es la matriz
inversa). Por tanto, es posible emplear el mismo algoritmo que para la obtencién de los
potenciales hidraulicos h, pero ahora utilizando la matriz de permeabilidad dada en (111.36).
Aplicando de nuevo el enfoque variacional y aceptando que la funcion de corriente y varia
linealmente dentro de cada elemento finito, se llega al sistema global de ecuaciones:

[S]{w}=0 (11.37)

que es similar al sistema de la expresion (111.30). De esta manera, la resolucion del sistema de
ecuaciones (111.37), proporciona los valores nodales de la funcion de corriente .

Adicionalmente, para determinar los valores de la funcion de corriente y que deben imponerse en
las fronteras del dominio de flujo, es importante recordar que el gasto que pasa entre dos lineas
de flujo es constante en cualquier seccion:

q=y;—y,=cCte (111.38)

Asi, si primero se calcula el gasto que pasa a través del medio analizado, es posible considerar
este valor como condicion de frontera de y (LOpez & Auvinet, 1998).

El algoritmo FLOWNETS (Figura I11.2, en lenguaje Visual Basic V6.0) se desarroll6 para
realizar analisis de flujo de agua que se fundamentan en la teoria de elementos finitos expuesta en
los parrafos anteriores (Lépez, 2001). Ejemplos de redes de flujo en medios homogéneos e
isétropos obtenidas con dicho programa se presentan en las Figuras I11.3 a I111.5. Otros resultados
de analisis de flujo de agua (gradientes hidraulicos, velocidades, gasto) para otras condiciones,
como suelos anisotropos y heterogéneos, flujo confinado y no confinado, etc. se abordan en las
secciones principales de esta investigacion.
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Figura 111.2 Algoritmo FLOWNETS (L6pez, 2001)
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Figura 111.3 Red de flujo mostrando la ortogonalidad de las lineas de flujo
y equipotenciales obtenidas con el programa FLOWNETS (Lépez, 2001)
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Figura 111.4 Red de flujo en un dominio de forma trapezoidal (con FLOWNETS; Lépez, 2001)
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Figura I11.5 Red de flujo bajo la cimentacion de una tablestaca (con FLOWNETS; Lépez, 2001)
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ANEXO 1V

Campos aleatorios

IV.1 Definiciones

Sea V(X) una variable geotécnica de tipo fisico (i.e. coeficiente de permeabilidad), mecanico
(i.e. resistencia al corte no-drenada) o geométrico (i.e. espesor de algun estrato), definida en los

puntos X del dominio estudiado R (p =1, 2, 6 3). Si en cada punto del dominio, esta variable se
considera como aleatoria, el conjunto de estas variables aleatorias constituye un campo aleatorio.

Para poder describir este campo pueden emplearse los siguientes parametros y funciones:
—Valor esperado: 4, (X)=E{V (X )} (IV.1)
~Varianza: o (X)=Var[V(X)] (IV.2)

La raiz cuadrada o, (X) de la varianza se llama desviacion estandar y el cociente
CV (X)=ay (X)/E{V(X)} seconoce como coeficiente de variacion.

—Funcién de autocorrelacion, definida en el espacio R” x R”:
Ry (X1, X3)=E{V (X)V (X,)} (1V.3)

Esta funcion es un momento de segundo orden mixto que puede centrarse introduciendo el
concepto de funcién de autocovarianza:

—Funcion de autocovarianza:
Cu (X1, Xz)=Cov[V (X,).V (Xo) | =E{[V (X1) = (X)J[V (Xz) - (Xz) ]} (V-4)

La autocovarianza representa el grado de dependencia lineal existente entre los valores de la
propiedad de interés en dos puntos diferentes del medio. Se puede escribir bajo la forma de un
coeficiente de autocorrelacion adimensional, cuyo valor queda siempre comprendido entre -1 y
+1:

—Coeficiente de autocorrelacion:

CV(Xl’XZ) (1V.5)
oy (Xl)O'V (Xz)

oy (lexz):

Conviene subrayar que las funciones (IV.3) a (IV.5) no son propiedades intrinsecas de los puntos
X1y X, yaque dependen también de la poblacion, es decir, del dominio en el que el campo se
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encuentra definido. En efecto, si se considera globalmente un manto de suelo de gran espesor,
puede existir una alta correlacion entre las propiedades correspondientes a dos puntos
pertenecientes a un mismo subestrato; sin embargo, esta correlacion puede desvanecerse si el
estudio se enfoca a la variacion espacial dentro del subestrato especifico en el que se encuentran.

—Funciones de distribucion de probabilidad:

Fup vy (Vo oo Vs Xy oy X ) = PIV(X) S v,V (X ) S vy ] (1V.6)

entre las que destaca la funcion de distribucion de primer orden:

Ry (v;X) = P[V(X) < v] (IV.7)

y sus derivadas, las densidades de probabilidad:

fup v (Vi e Vs Xq, o X ) Y Ry (V5 X) (IV.8)

Si estas funciones (y los momentos asociados) son invariantes por traslacion en el espacio para
cualquier valor de n y cualquier conjunto de puntos: X, ..., X,,, se dice que el campo aleatorio

es estrictamente estacionario.

Si en el medio considerado, la esperanza, la varianza y los demas parametros son constantes, se
dice que es estadisticamente homogéneo. Si parametros como la esperanza y la varianza del
campo no son constantes se dice que presentan cierta tendencia o deriva.

Cuando es posible aceptar la hipotesis de que el valor esperado de la variable de interés es
constante en todo el dominio (eventualmente después de haber removido la tendencia) y que la
autocovarianza espacial depende solamente de la distancia entre los puntos X; y X, , se dice que

el campo es estacionario en el sentido amplio y se cumple:
Cy (X1, X5)=Cy (X3 = X;)=Cy (s) (1IV.9)

Donde s es un escalar igual a la distancia entre los puntos X; y X, . La ecuacion (I1V.9) implica
que la varianza de V (X) es también constante en todo el dominio.

En la misma forma, en este caso, el coeficiente de correlacion puede ser escrito como:
A (X1, X5)=py () (IV.10)

En muchas aplicaciones, sin embargo, serd mas realista admitir que la relacion anterior solamente
es valida a lo largo de una direccion determinada, es decir que la estructura de correlacion del

medio es anisétropa. En este caso, se pueden usar las notaciones C, (su) y g, (su) donde u es
un vector unitario en la direccion considerada.

En medios con deriva lineal, el campo no es estacionario, pero los incrementos V (X +5s) -V (X)
pueden serlo. Algunos autores, especialmente en las aplicaciones mineras, suelen por tanto usar
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el concepto de variograma de preferencia al de autocovarianza. El variograma 2y(s) es el
momento de segundo orden del incremento V (X +s) -V (X):

29(s) = E{[V(x +5)=V(X )]2} (IV.11)

Para un campo estacionario en el sentido amplio:

2y(s)=Var[V(X +s)-V(X)] (IV.12)
7(s)=Cy (0)-Cy (s) (IV.13)
En la mayoria de las aplicaciones ingenieriles, el uso del concepto de variograma no presenta
realmente ventajas por lo que se usa comunmente el de funcion de autocovarianza. De hecho,
algunos de los programas para computadora comerciales de geoestadistica mas comunes
transforman sistematicamente los variogramas en funciones de autocovarianza para dar mayor
estabilidad a los algoritmos numéricos empleados (Deutsch, 1992).
IV.2 Estimacion estadistica de los parametros de un campo aleatorio
Los parametros descriptivos de un campo aleatorio definidos en el inciso anterior pueden ser
estimados a partir de los resultados “discretos” (muestras aisladas) o “continuos” (sondeos) de las
campanias de reconocimiento. En este Gltimo caso, aceptando que el campo es estadisticamente
homogéneo y ergodico (es decir que sus parametros pueden ser estimados a partir de una sola

funcion muestra o realizacion), el valor esperado puede ser evaluado (Auvinet, 2002) utilizando
la aproximacion:

L
W= = %IV(x)dx (IV.14)
0

Donde L es la longitud del sondeo.

En la misma forma, es posible estimar la autocovarianza a lo largo de la direccién u como:
1 L
Cy (su)= T [V OOV (crsuax - 12 (1V.15)
0

donde u es el vector unitario en la direccion en la que se evalla la covarianza y s es un escalar.
La estimacion de la autocovarianza mediante esta expresion presenta un ligero sesgo, como
puede verificarse evaluando la esperanza del segundo miembro.

Por otra parte, si se introduce la funcién indicadora:

ox-fp 3 U

La funcion de distribucion de probabilidad de primer orden del campo puede ser estimada a partir
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de registros continuos con base en la relacion:

R, (1) =PIV (x)=v]= 2] oo avan)

La estimacion de los parametros del campo a partir de los datos disponibles recibe generalmente
el nombre de analisis estructural.

En el caso de muestras aisladas, las estimaciones se realizan usando expresiones discretas
analogas a las expresiones anteriores (Deutsch, 1992). Esta situacion es la mas comdn cuando la
variable de interés es de tipo geométrico (espesor de determinado estrato por ejemplo) o en
problemas de control de compactacion de obras de tierra mediante calas puntuales.

IV.3 Efecto de escala

El conocimiento de los pardmetros principales del campo aleatorio representativo de las
variaciones de las propiedades permite evaluar la esperanza y dispersion de los valores medios de

dichas propiedades en areas o volumenes contenidos dentro del dominio. Asi, en un campo
estacionario, la esperanza del valor medio V,, de la propiedad de interés en un subdominio Q es

(Papoulis, 1984):
1
:E{Eiv(x)dx}:E{V(X)} (IV.18)
y Su varianza:
Var [V ] = E{V§ | - E {V,} (IV.19)

es decir:

Var[vQ]=§ {E{j dxjv dx} {jv(x)dxﬂ (1V.20)

Q Q

lo que puede escribirse como:
Var [V, ] = { [[E{V X,)}hdX,dX, - j j )}E{v(xz)}dxldxz} (IV.21)

es decir:

Var[VQ]:éj-ICV (Xq, X, )dX,dX, (IV.22)
QQ

En la misma forma, se muestra que la covarianza entre valores medios de la propiedad en dos
dominios Q; y Q,, con o sin traslape, es:

276



ANEXO IV. Campos aleatorios

1
—— [ [ Gy (Xy, X;)dXydX, (IV.23)
Q4 )

Cov| Vo, Vo, | =

La ecuacion (1V.22) puede también escribirse:

Var[V (X
Var[VQ]Z%J‘J-pV (X1, X5) dXydX, (IV.24)
QO

Dado que el coeficiente de autocorrelacion es inferior o igual en valor absoluto a la unidad, se
observa que la varianza del valor medio de una propiedad aleatoria estacionaria en un dominio
dado tiende a disminuir cuando las dimensiones de dicho dominio crecen (excepto en el caso
trivial de la correlacion perfecta). Este es el fendmeno de reduccién de varianza o efecto de
escala.

IV.4 Estimacion condicional

Un problema de gran interés en geoestadistica es la estimacion del valor de una propiedad de
interés en un punto del medio en el cual no se cuenta con medicion (estimacion puntual).
Disponer de una solucion a este problema permite en particular interpolar entre datos disponibles
e inclusive definir sondeos y cortes virtuales. El problema puede generalizarse a la estimacion del
valor medio de la misma propiedad en cualquier subdominio estudiado, por ejemplo en un
volumen dado o a lo largo de determinada superficie potencialmente critica (estimacion global).

Una técnica que permite alcanzar este objetivo es la estimacion condicional lineal sin sesgo y
con minima varianza (Mood y Graybill, 1963), conocida también como filtro de Wiener. En
ingenieria minera, se usa una técnica basicamente similar, pero con algunas variantes, conocida
como kriging (Krige, 1966; Matheron, 1971).

IV.4.1 Estimacion lineal bivariable

El modelado mediante un campo aleatorio de una propiedad definida en un dominio, Q, permite
evaluar el valor esperado condicional y la varianza condicional de V, , propiedad puntual o

media en un subdominio, Q,, a partir del valor V, , también puntual o medio, obtenido por

medicion directa en otro subdominio Q, .

Se usa un estimador lineal V, tal que:

Vo, =aVg, +b (1V.25)
que sea ademas insesgado:
. {v;‘1 _vgl} _0 (IV.26)
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Es posible obtener una expresion para los valores a y b, tal que se satisfagan simultaneamente las
ecuaciones (1V.25) y (IV.26), y que se minimice la esperanza del cuadrado del error o varianza
de estimacion:

* 2
E{(VQl ~Vg,) } =Var[aV(22 +b—VQJ (v.27)
De (1V.26), se deduce que el valor de b es:
b=E {le } _aE {VQ2 } (IV.28)

Por otra parte, es facil verificar que anulando la derivada de la expresion (1V.27) respecto a la
variable a para minimizar el error de estimacion, se obtiene:

a= > (1vV.29)
O-V02
La expresion (1V.25) resultante es:
* Ovg,
Ve, =E Vo, |+ oy (Vi Va, )0\/—1[vQZ —E {VQZ}} (IV.30)
Q)
Donde py (Vo Vo, ) es el coeficiente de correlacion entre Vo, y Vo, :
Cov|Vgq, Vg
v (Vo Vo, )= [Voy Vo (IV.31)
OVg, OVa,
La varianza de estimacién minimizada correspondiente es:
N 2 2
E {(vQl Vo) }=Var Vo, J(1-A7) (IV.32)

Si las dos variables tienen la misma esperanza y la misma varianza, dos situaciones extremas
pueden presentarse en cuanto al coeficiente de correlacién:

e SiVy y Vi, estdn perfectamente correlacionadas, entonces py (Vo, Vo, )=1Y Vo, =Vo,

e Si Vg Y Vg, no estan correlacionadas, la informacion sobre €, no contribuye a reducir la
incertidumbre sobre Q.

278



ANEXO IV. Campos aleatorios

Se observa que, en el caso general, el conocimiento del campo en un subdominio dado conduce a
una correccion de la esperanza y a una reduccion de la varianza del campo o de su valor medio en
otros subdominios.

IV.4.2 Estimacion lineal multivariable

El método anterior puede generalizarse a la estimacién de las esperanzas, varianzas y covarianzas
condicionales de los valores puntuales o medios asociados respectivamente a diferentes puntos o
subdominios del medio estudiado, a partir de cierto numero de resultados de mediciones
efectuadas en diferentes puntos o subdominios.

Sea V un vector de dimension p conteniendo las k variables por estimar y las p-k variables
conocidas, definido como:

Vl Vk +1

\/ ' '
V= convi={ .|y V,=| . (1V.33)
VZ

Vi Vo
Donde V; es el vector de las variables por estimar y V, es el vector de las variables conocidas.

Sea U el vector, también de dimension p, de los valores esperados de las variables por estimar y
de las variables conocidas, definido como:

H Hi+1

U, ' '
U= con Uy =| . y U,=| . (vV.34)
U2

Hy Hp

Por otra parte, sea K la matriz de las covarianzas para el conjunto de las variables conocidas y
por estimar:

K;; K
K :( 1 12] (IV.35)
K21 K22
Donde:
K, Submatriz de las covarianzas entre las variables asociadas a los diferentes puntos o
dominios de estimacion, de orden k.
K, Submatriz de las covarianzas entre las variables asociadas a los diferentes puntos o

subdominios conocidos, de orden p-k.
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K, y K,; Submatrices de las covarianzas entre los diferentes datos y las variables asociadas
a los diferentes puntos o subdominios de estimacion, respectivamente de orden k
y p-k. Obsérvese que K,; = KJ,.

Es posible obtener un vector V; , estimador del vector V; conociendo V., cuyos elementos sean
lineales, insesgados y conduzcan a una minima varianza de estimacion.

Los elementos de este vector seran combinaciones lineales de los elementos de V,:
V, =AV, +b (1V.36)
La estimacion sera sin sesgo si:
E{V; Vi) =AU, +b-U; =0 (IV.37)
La submatriz de las varianzas de estimacion tendra la forma:

Ky, = E{(Vl* -Vi)(V; —Vl)T} (IV.38)

es decir:
Ky, = AKpAT +K;; — AK], K, AT (1V.39)

Procediendo nuevamente por derivacién para minimizar los elementos de esta matriz, se obtiene
que la matriz de los coeficientes 6ptimos es:

A= K, ,Kn (1V.40)
Combinando las ecuaciones anteriores, se obtiene el vector de los valores estimados:
V; =U, +K,K5 (V, - U,p) (1IV.41)
y la submatriz de varianzas de estimacion minimizadas resulta:
Ky, =Ky - Ky Ky Ky (1V.42)

Este método permite por tanto estimar valores puntuales o medios del campo aleatorio en
subdominios del medio (por ejemplo, elementos finitos o grupos de esto elementos) tomando en
cuenta resultados obtenidos por muestreo.
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IV.4.3 Kriging

La técnica del kriging, ampliamente usada en ingenieria minera consiste, al igual que la anterior,
en obtener estimadores lineales de minima varianza. Sin embargo, la técnica tiene algunas
variantes que pueden ser de interés y se discute brevemente a continuacion para el caso de la
estimacion puntual.

1V.4.3.1 Kriging simple (Deutsch, 1992)

El kriging simple es una técnica que puede usarse cuando E{V(X)} es una funcion conocida de X

(eventualmente constante). Consiste en obtener los estimadores puntuales en el campo de media
nula, v(X)-E{V(X)}, en vez de V(X). Los elementos del vector V, de la ecuacion (IV.36), se

sustituyen entonces por:
V*(X)—E{V(X)}:Zn:ﬂj(\/i—E{Vi}) (1V.43)
i=1

Donde V; representa los elementos conocidos del vector V, y E{Vi} los elementos
correspondientes del vector de esperanzas Us.

Los coeficientes 4; y los estimadores buscados pueden obtenerse usando las ecuaciones del
inciso 1V.4.2. El kriging simple es de hecho rigurosamente equivalente a la técnica de estimacion
condicional planteadaen IV.4.1y IV.4.2.

IV.4.3.2 Kriging ordinario

Cuando el campo es estacionario, la ecuacion (1V.43) del kriging simple puede escribirse:
. n n
% (x)=z/11-vi{1—z,11}1\, (1V.44)
i=1 i=1

Donde 4, es la esperanza constante del campo.

Es posible encontrar un estimador lineal, insesgado y de minima varianza que no requiera el
conocimiento de la media z4, , imponiendo la condicion:

> A4=1 (1V.45)
La varianza de estimacion:

o (X)=Var[V (X)-V"(X)]= E{(V(X)—V*(X))Z} (IV.46)
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puede escribirse como:

o (X)=Var|V"(X) |+Var[V (X)]-2Cov|V"(X),V(X)] (IV.47)
pero:
Var[V*(X)]:Va{éﬂjvi}:i%lﬂizjcv(Xi,Xj) (IV.48)
y:
Cov[v*(x),v(X)]:Cov{éﬁivi,v(x)}:gzjc\,(X,Xi) (IV.49)
Por tanto:
é(x):mﬁv(x)}%%z 2,6 (X, xj)_zilxi C (X, X)) (IV.50)

Es posible minimizar aé (X) respetando la condicion de ausencia de sesgo recurriendo a la

técnica de los multiplicadores de Lagrange. Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

Y A4iCy (X, Xj)=v =Cy(X,X;) i=1 an (IV.51)

Con la ecuacién (I1V.45), se cuenta en total con n+1 ecuaciones que permiten determinar los n
coeficientes, A, y el multiplicador de Lagrange, v.

La varianza de estimacion minimizada correspondiente es:
n
of (X)=Var[V(X)]+v=2 4C, (X, X;) (IV.52)
i=1

El estimador proporcionado por el kriging ordinario se considera mas robusto que el del kriging
simple. Al no requerir el conocimiento de la esperanza, puede adaptarse mejor a variaciones
locales. Sin embargo, el hecho de que el método no requiera el conocimiento de la esperanza
solamente constituye una ventaja minima ya que este parametro se conoce generalmente mejor
que la funcién de autocovarianza.

Nota: Al usar las técnicas de estimacion anteriores, debe tomarse en cuenta que la varianza de
estimacion minimizada (ecuacion 1V.42 6 1V.52) no es, en general, la varianza condicional del
valor estimado. No depende de los datos disponibles. Esta coincidencia solamente se da en el
caso de campos gaussianos (seccion 4.5).
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IV.4.4 Estimacion no parametrica de la funcion de distribucion condicional

Al aplicar las técnicas de estimacion lineal a la funcion indicadora Iy, (v, X) de un campo de
interés V(X), es posible obtener una estimacion no paramétrica (es decir sin pasar por la

esperanza, varianza u otros parametros) de la funcién de distribucion de probabilidad de los
valores del campo en cualquier punto. En efecto, la estimacién lineal aplicada a la funcion

indicadora proporciona la esperanza condicional de esta funcion, E{IV (v, X)|datos} la cual, por
tratarse de una funcion binariaen 0y 1, es igual a la probabilidad:

P[V (X)) <V|datos | = Fyjges (V; X) (IV.53)

La funcién de distribucion puede ser obtenida por puntos para diferentes valores de la variable v.
Esta posibilidad es muy valiosa, especialmente cuando se considera insuficiente caracterizar el
campo por medio de una media y varianza.

IV.4.5 Campos gaussianos

Un caso particular de gran importancia es el de los campos gaussianos. Conviene recordar que un
campo aleatorio es gaussiano si cada una de las variables del campov (X) tiene una densidad de

probabilidad del tipo:

2
1 1({v-
£, (v) = TP _E( G"Vj (IV.54)
\% \%

y si la densidad de probabilidad conjunta de cualquier grupo de n variables del campo esta
definida por la ecuacion siguiente (Mood y Graybill, 1963):

1 _
1 —E(V—")TK v -n)
fu, v (Vis oo Vs Xqy ooy X)) = T — e
2 2
K| (27)
para —o <V, <+ e i=1,..,n (Iv.55)

donde V es el vector de las variables aleatorias Vv (X;),V (X,),...,V(X,); R, €s un vector de valores
reales tales que y; = E{V(Xi)} y K es la matriz de covarianza de las variables aleatorias que

contiene en la diagonal principal las varianzas respectivas de las diferentes variables y, fuera de
la diagonal, sus covarianzas por pares.

El teorema del limite central (Mood y Graybill, 1963) hace que este tipo de campo surja
naturalmente cuando el fendmeno analizado es el resultado de la suma de los efectos de multiples
campos. En muchos casos, no hay razén particular para pensar que esto ocurra en el caso de las
variables geotécnicas, sin embargo este tipo de campo puede de todos modos ser utilizado como
una primera aproximacion de campos mas complejos.

283



ANEXO IV. Campos aleatorios

Los campos gaussianos, tienen la propiedad interesante de que los estimadores lineales de
minima varianza presentados en los incisos anteriores son exactos. En otros términos, para un
vector V de dimension p presentando una distribucion p-gaussiana de vector esperanza U y
matriz de covarianza K, la distribucion condicional del vector V;, de orden k, conociendo V, es

una distribucion k-gaussiana de vector esperanza V; , definido por la ecuacion (IV.41) y con
matriz de covarianza dada por la expresion (1V.42) (Mood y Graybill, 1963).

IV.4.6 Transformacion de campos aleatorios. Anamorfosis.

Es posible mostrar que cualquier campo puede ser transformado en un campo gaussiano. Esta
transformacion se conoce como anamorfosis. La técnicas de transformacion mas conocidas son
las de Rosenblatt (1952) y de Nataf (1963).

IV.5. Simulacion de campos aleatorios

La simulacién es el proceso por medio del cual se genera una posible configuracion del campo
aleatorio compatible con sus parametros descriptivos (simulacion incondicional) o con estos
parametros y, ademas, con los datos disponibles (simulacion condicional). Se puede genera asi
una serie de realizaciones o imagenes del campo que permiten apreciar en particular valores
extremos potencialmente problematicos.

La forma mas sencilla de simular un campo aleatorio consiste en considerar que el mismo esta
representado por n puntos X, X,,..., X, donde, para cada punto, se deben obtener realizaciones

del grupo de variables aleatorias Vv (X,),V(X,),...V(X,) con la estructura correcta del campo en

cuanto a media y covarianza. La simulacion se realiza generalmente sobre una malla de puntos en
el dominio de interés y se reduce por tanto a generar un cierto nimero de variables aleatorias
conjuntamente distribuidas. A continuacion se presenta una introduccion a este tema.

IV.5.1 Técnica general

La técnica mas comun para obtener al azar un valor representativo de una variable aleatoria
V (X) con determinada funcion de distribucion de probabilidad, F, (v, X), consiste en adoptar un

valor v tal que:
R (v, X)=u (1V.56)

donde u es un numero aleatorio con densidad de probabilidad uniforme entre 0 y 1 (Mood y
Graybill, 1963 ). Los diversos algoritmos que permiten obtener nimeros aleatorios con estas
caracteristicas han sido revisados por Fogli (1980).

Si V(X)),V(X,),...V(X,) esel conjunto de n variables aleatorias representativas del campo que se

pretende simular y estas variables son estadisticamente independientes, entonces sus funciones
conjuntas de densidad y de distribucién de probabilidad pueden expresarse como:
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n

fvl _____ Vn(Vl,...,Vn;Xl,...,Xn)IHfvi (VI’XI) (IV.57)
i=1
n

v (Ve Vs X X)) = T T R (V5 X5) (1V.58)
i=1

donde f, (vi; X;) y K (vi;X;) son, respectivamente, las funciones marginales (individuales) de
densidad y de distribucion de probabilidad de v (X;). En este caso, los valores aleatorios de cada

variable pueden generarse separada e independientemente por medio de la técnica descrita
anteriormente (ecuacion 1V.56).

Para un grupo de variables aleatorias dependientes Vv (X,),V (X,),...,.V(X,), las funciones conjuntas
de densidad y de distribucion de probabilidad pueden expresarse como:

fvlyvn(Vl,,Vn,Xl,,Xn)Z (IV 59)
fu (Vi X) y, (V2 [V X3) By, (Vo [V Vi X)

(1v.60)
Ry (Vs XD Ry, (Vo [V X)- Ry (Vg [V, Vias X))

donde fi, (vi [Vy,....vi; Xi) Y Ry (v [vi,...,vi g3 X;)  representan  respectivamente, las funciones
condicionales de densidad y distribucion de probabilidad de Vv(X;) dado que V(X,)=v,,
V(X;)=V,,...,.V(Xi4) =V;;. Debido a que las variables aleatorias son dependientes, ya no es

valido usar directamente un conjunto de numeros aleatorios uniformemente distribuidos e
independientes para generar los valores deseados. Cuando el campo es gaussiano o ha sido
transformado en campo gaussiano por anamorfosis, es posible emplear el procedimiento indicado
a continuacion.

IVV.5.2 Simulacion incondicional

Este tipo de simulacion requiere inicialmente la generacién de una secuencia de variables
aleatorias estandar independientes distribuidas normalmente (con media cero y varianza
unitaria), obtenidas a partir de dos variables aleatorias, U; y U, , distribuidas uniformemente

entre 0y 1 (Fogli, 1980):

Z;=,/-2In(1-U; )cos( 2zU;,; )
(Iv.61)
Zi+l= —2|n(l—U| )Sen(Zﬂ'UH_l)

Por otra parte, la matriz de correlacion, p, constituida por los elementos:
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_ CV ir /N
pv(xi,xj)—ov(xi)gv(xj) (IV.62)

puede descomponerse en el producto de una matriz triangular inferior y de su traspuesta:

LL' =p (1V.63)

esta operacion, conocida como descomposicion de Cholesky, presenta ciertas desventajas: no
puede llevarse a cabo cuando algunas de las v (X;) estan perfectamente correlacionadas entre si,
es dificil de calcular cuando el nimero de puntos en el campo es demasiado grande, y tiende a
generar errores de redondeo numérico. Sin embargo, ya existen algoritmos estandar eficientes
para su calculo.

A partir de la matriz L de la expresion (1V.63), se puede obtener un campo aleatorio normal
estandar correlacionado, como una combinacién lineal de las variables normales estandar
independientes, Z; :

G(Xi):zi: Ly Zj; i=1 2., n (IV.64)
j=1

Finalmente, se introducen los valores conocidos de la media y la varianza para generar
realizaciones de V (X;), lo cual proporciona la simulacion del campo:

V(%)= ( Xi)+oy ( X)G(X;) (1V.65)

Cuando la simulacién del campo aleatorio V (X) ya haya sido generada, esta realizacion puede

utilizarse como punto de partida para un andlisis determinista. La simulacion puede repetirse
tantas veces como se desea para evaluar la variabilidad del resultado del mismo como parte de un
analisis de Monte Carlo.

1VV.5.3 Simulacion condicional

Se supone ahora que el campo aleatorio V (X) ha sido medido en los puntos X;, X,..X, y que
sera simulado en los puntos X .1, X 5. X .. Se desea generar realizaciones de V(X) que
igualen de manera exacta los datos en p puntos y que sean aleatorias en los n - p puntos restantes.

La simulacion condicional de un campo aleatorio puede hacerse directamente por el método del
inciso anterior, pero usando las esperanzas, varianzas y covarianzas condicionales sobre los datos
disponibles. Se pueden generar varios puntos al mismo tiempo o generar uno a la vez e
incorporar el punto generado a los datos. Esta ultima forma de proceder parece ser la méas
eficiente (Shinozuka, 1996). Los valores simulados se incorporan entonces entre los datos
disponibles y es entonces posible generar nuevos puntos.
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ANEXO V

Teécnica de cocientes polinomiales

V.1 Fundamentos teoricos

Se trata de una técnica numérica que permite el calculo aproximado de derivadas, integrales y de
la interpolacion de funciones de varias variables aleatorias (Chowdhury, 1993; Nechnech, 1994).

La técnica de cocientes polinomiales se ha aplicado en esta investigacion al calculo de derivadas
de funciones de varias variables aleatorias, las cuales son necesarias en el empleo de algunos
métodos probabilistas (como primer y segundo orden segundos momentos, FOSM y SOSM,
respectivamente) para la evaluacion de la incertidumbre en los analisis de flujo de agua. La
explicacion que se presenta a continuacion se centra precisamente en el célculo de estas
derivadas.

Para determinar numéricamente las derivadas parciales de una funcién de n variables
aleatoriasY = g ( Xy, X,,..., X;,) con respecto a una cualquiera de sus variables X; (i=1...,n),

se debe evaluar la funcién Y asignando m valores discretos a la variable X; de interés y
manteniendo los valores de las n-1 variables restantes iguales a sus valores medios, esto es:

1
Yig = g(,uxl,,uxz,..., Xi( ),...,qun )

2
o= e X, "

Yim = g(ﬂxl,,uxz,..., Xi(m)v---:ﬂxn )

Si la media o valor esperado y la desviacion estandar de la variable de interés X; son conocidas,
entonces los “m” valores discretos pueden asignarse considerando como valor maximo y minimo,
aquéllos que se obtienen a partir de la media: sumando y restando k veces el valor de la
desviacion estandar; se sugiere por ejemplo:

Xi(l) = uy, +k-ox, < Valor maximo (V.2)

Xi(”l) = Xi(') —Incremento <« Demas valores, con | =1,...,m-1 (V.3)

Donde:

Incremento = (V.4)

(ﬂxi +k"7xi)—(ﬂxi —k"fxi)
m-1
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Se considera como valor razonable de k=2 ¢ 3. De igual manera, para los valores discretos el
rango 3<m<5 se considera aceptable.

La funcion parcial en el argumento X; se puede aproximar mediante una relacion polinomial
expresada en la forma de una fraccion continua:

1
Yi=gf X, )~a+ X=X =¢i(X%) (V9
: Hx s My oo Xieoos x| = 8 . _x(@ JAT '
a, + —
a.3+
a +Xi_xi(m_1)
AT
m am

La relacion entre el j-ésimo valor de la funcion en Xi , ¢; (X;). y el consecutivo ¢j+1(xi) se
puede escribir como:

X; - x\) .
i (Xi)=a, +m; con j=1,...,m (V.6)
De donde el dltimo valor (para j = m) esta dado por:
fn (Xi) =2 (V.7)

Las constantes a;, ay,..., an de la expresion (V.5), se calculan de acuerdo con el procedimiento
indicado en la Tabla V.1.

Tabla V.1 Coeficientes de la fraccion polinomial para la variable X;

al a2 a3 a4 “e am
a]_ = 911 --------------- e | mmmmm
x(& _x@®
BH1=012 | a e e e e A R
dp1 — &
x ) _x @ x @) _x(2)
831 =013 |agy=———"1— | Bg=——"— | - e | -
a3~ & a3 —a
x4 _x @ x4 _x(2) x4 _x ()
an =g A, = i Ao = i a, = i i
41~ Y14 | Ay 43 4
A4~ & 84— 843 a3
(M) _ y(m-1)
1 2 3 Xi =X
Am1 = Oim |8 =—X'(m) Xi() a :—X'(m)_xi( ! a :—x'(m) X,( ) P aI —Ia
" ay-a " A, —a ™ A -ag mim=l) —“m-1
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La derivada parcial de la funcién Y con respecto a la variable X; se puede aproximar con:

oY '
a—xiz¢j (Xi) (V'S)

De manera general, la diferenciacion de la expresion (V.5), se escribe:
¢j+l(xi)_[xi - Xi(J)J¢‘j+l(Xi)
- 2
[¢j+1(xi )]

#; (X;) (V.9)

De donde se observa que cuando j = m:
fn (Xi)=0 (V.10)

El valor de la derivada parcial alrededor del valor medio de la variable X;, se determina
sustituyendo X; por Hy -

_ Bin (x, )—[ﬂxi _Xi(j)}¢lj+1(,uxi)
[¢j+1(ﬂxi )T

Finalmente, para evaluar las derivadas parciales de la funcion Y con respecto a otras variables, se
procede de manera analoga. De igual forma, si se desea calcular derivadas de mayor orden.

(V.11)

¢; (%))

La técnica de los cocientes polinomiales se ha aplicado a numerosos estudios en los que se han
obtenido resultados satisfactorios tanto en lo referente a analisis de sensibilidad (Orlandi, 1996;
Bouayed, 1997; Vézquez, 2005), como en analisis de confiabilidad (Nechnech, 1994;
Benmansour, 1996).

Se remarca que una de las principales ventajas de la técnica numérica de cocientes polinomiales,
es que el célculo de las derivadas puede efectuarse de manera externa a un codigo de calculo
existente basado en algin método numerico, como el de los elementos finitos por ejemplo.

Se presenta a continuacion el célculo de unas derivadas de primer y segundo orden aplicando la
técnica de cocientes polinomiales. Estas derivadas se utilizaron en los métodos FOSM y SOSM
del problema resuelto en el inciso 5.1.4 del Capitulo 5. El formato que se muestra corresponde a
una hoja de calculo elaborada en Mathcad VV14.0 (Parametric Technology Corporation, 2007).
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V.2 Aplicacién en el célculo de derivadas de primer y segundo orden empleadas en
los métodos FOSM y SOSM del problema del inciso 5.1.4 (Capitulo 5)

(a) Parametros de incertidumbre de la variable v1

[pvi := —4.95739 [ov1 := 035817 |COVV1 = ov1®=1283x 1071 pv2 = pvl ov2 := ovl
(b) Asignacion de "m" valores discretos ala variable v1

ml:=5

Wl + 2-0v1 = -4.241 Incrementol := (w1 + 2-0v1) - (W1 — 2-0V1)] =-0.35817

pvl — 2.0Vl = -5.6737 4

X11:= pvl + 2-ovl X12:= X11 + Incrementol X13:= X12 + Incrementol X14:= X13 + Incrementol X15:= X14 + Incrementol

[X11=-4241] [X12=-45992 | [X13=-4.9573 ] [X14 = -5.3155 | [X15 = -5.6737 |

(c) Evaluacién de la funcion paralos valores X, y lavariable v2 constante

logQx11 := log(250) + X11 + 2 — log| (2:10°1) + (3.10"2)] logQx11 = —2.9704 axl = logQx11

X12

logQx12 := log(250) + X12 + pv2 — Iog[(2 10 logQx12 = -3.0799 ax21:= logQx12

logQx13 := log(250) + X13 + pv2 — Iog[(Z 10

gl (210

logQx15 := log(250) + X15 + pv2 — log (2 10

logQx13 = -3.2584 ax31:= logQx13

logQx14 := log(250) + X14 + pv2 — logQx14 = —-3.506 ax41:= logQx14

X
=
= =2 ek N

logQx15 = -3.8052 ax51:= logQx15

(d) Coeficientes de la fraccion polinomial para la variable v1

axl =-2.9704
ax21 = -3.0799 _ X2 X o710
ax21 —ax1
ax31=-3.2584  ax32:= x3-X1 =24878  ax3:= x3-X12 0.4568
ax31 — axl ax32 — ax2
ax41l = -3.506 ax42 = x4-xit =2.0061 ax43:= x14-x12 =0.5659 axd := X14-X13 =-3.2809 e
ax4l —axl ax42 — ax2 ax43 — ax3
X15 - X11 X15 - X12 X15 - X13 X15 - X14
ax51=-3.8052 ax52:= ———— =1.7162  ax63:= ——— =0.6907  axb4:= ———— =-3.0622 ax5:= —— =-1.6375
ax51 — axl ax52 — ax2 ax53 — ax3 ax54 — ax4
(e) Valor de la funcién en el argumento v1
dX5(pvl) = ax5 bx4(pvl) = axd + vl — X14 dx3(pvl) = ax3 + i - X13 dx2(pvl) = ax2 + i - X12 dx1(pvl) = axl + vt - X11
HX5(uv) dX4(pv1) OX3(pv1) ox2(pv1)
dx5(pvl) = -1.6375 dx4(pvl) = -3.4997 ¢x3(pvl) = 0.4568 dx2(pvl) = 2.4878 ¢x1(pvl) = -3.2584
(f) Calculo de derivadas respecto al valor medio de la variable v1
d -
4 (o (uv1)) - 05986 gt 2D = 1,698
dpvl
HX2(vl) — (vl — x11){j d>x2(uvl))
Derivadadxl := ZMVl
5(dx1(pvl)) = -0.8517 (dx2(pv1))
dpvl

Derivadadpx1 = 0.5986
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(g) Parametros de incertidumbre de la variable v2

[wv2 = -4.95735 | [ov2 =0.35817 |

COW2 = ov2? = 1.283x 10 *

(h) Asignacion de "m" valores discretos ala variable v2

m2:=5

w2 + 2-0v2 = -4.241
w2 — 2-0v2 = -5.6737
Y11:= pvl + 2-0vl

Incremento? :=

[(w2 + 2:0v2) — (W2 - 2:0v2)] _

Y12:= Y11 + Incrementol

4

Y13:= Y12 + Incrementol

[Yi1=—4241] [Y12=-4.5992 | [Y13=-4.9573 | [Y14 = 53155 | [Y15= 56737 |

-0.35817

Y14 := Y13 + Incrementol

Y15:= Y14 + Incrementol

(i) Evaluacion de la funcién para los valores Y;,,, y lavariable vl constante

logQy11 = 10g(250) + i + Y11 - log (2-10"%) + (3.10Y%) logQy11 = ~3.0889 ayl:= logQyll
vl Y12
logQy12 := log(250) + pvl + Y12 —log {2-10 +13-10 logQy12 = -3.1479 ay21 := logQy12
vl Y13
logQy13 := log(250) + pvl + Y13 —log {2-10 +13-10 logQy13 = -3.2584 ay3l := logQy13
vl Y14
logQy14 := log(250) + pvl + Y14 —log (2-10 +13-10 logQy14 = -3.4381 ay4l := logQy14
vl Y15
logQy15 := log(250) + pvl + Y15 —log {2-10 +13-10 logQy15 = —3.6868 ay51 := logQy15
()) Coeficientes de la fraccion polinomial para la variable v2
ayl = -3.0889
ay21 = -3.1479 Y2V g7
ay2l —ayl
ay3l =-3.2584  ay32:= M =4.2262 ay3:= w =0.1941 - -
ay3l — ayl ay32 — ay2
aytl = 34381 ay2 = =Y 30771 ayaz = Y2230 S R
ay4l —ayl ay42 — ay2 ay43 — ay3
ay5l = -3.6868  ay52 := Yis-vil =2.3962 ay53 = Yis - vi2 =0.2924 ay54 = Yis-vi3 =-7.2905 ay5:= Yis - vi4 =-0.5538
aybl —ayl ay52 — ay2 ayb3 — ay3 ay54 — ay4
(k) Valor de la funcién en el argumento v2
w2 — w2 — Y13 w2 — Y12 w2 — Y11
dy5(pv2) = ayb byd(pv2) = ayd + —— ¢y3(uv2) =ay3+ ——  oy2(pv2) == ay2 + ——— oyl(uv2) = ayl + ———
Y5 (v ) Py4(uv2) PY3(kv2) Py2(uv2)

dy5(w2) = —0.5538 dyd(pv2) = —8.5841

dy3(wv2) = 0.1941

() Calculo de derivadas respecto al valor medio de la variable v2

dy2(v2) = 4.2262

dyL(wv2) = —-3.2584

Derivadadyl = 0.3988

9 (byl(uv2)) = 0.3988 ‘ m‘byz(”"z) = 40443
duv2 ( \
oy2(u2) — (2 - Yll)-khw(uva )
2 Derivadadyl := L
5 (GYL(u2)) = -0.5499 (By2(1v2))
duv2
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