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Resumen

Se presenta una metodologia para la solucion de las ecuaciones hidrodindmicas de flujo
bidimensional a superficie libre que incorpora en el calculo el movimiento de las orillas
producido por la variacion del nivel del agua, es decir, el secado o mojado del terreno adya-
cente al cuerpo de agua. La metodologia desarrollada es aplicable en geometrias de forma
irregular. Con el fin de discretizar el dominio de cuerpos de agua con formas complejas
se utilizan mallas compuestas, las cuales estan conformadas por multiples bloques, que
son mallas en sistemas curvilineos mas pequenas interconectadas entre ellas; se presenta
la metodologia para dar soluciéon a las ecuaciones de flujo en este tipo de mallas. Debido
a que se utilizan sistemas curvilineos ajustados a las fronteras, cada vez que hay una
adaptacion de las orillas es necesario generar una nueva malla y transferir la informacion
entre la malla anterior y la nueva; una metodologia para este proceso también se desarrollo
en este trabajo. Al final, se realizan comparaciones de los resultados proporcionados por el
modelo propuesto, contra resultados conocidos de ecuaciones canénicas y con mediciones
de laboratorio reportadas en la literatura, obteniéndose resultados satisfactorios.
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XIV RESUMEN

Abstract

A methodology for solving the shallow water equations in two-dimensions is presented;
it takes into account the movement of the borders of the body of water produced by the
variation of the level of water, which allows to model the wetting-drying processes at the
borders. This methodology can be applied to domains with irregular shape. Bodies of
water with complex geometries are discretized by means of multi-block grids, which are
a composition of curvilinear single-block meshes interconnected one to the others. The
scheme for solving the shallow water equations in this type of grids is presented. Since
boundary-fitted curvilinear coordinates are utilized, the multiblock grid needs to be re-
generated when an adaptation of the borders occurs; after that, information from old grid
needs to be transferred to the new one. A methodology for this transference is presented
as well. Results from the model are compared against results of canonical equations and
laboratory results reported in literature, satisfactory results were obtained.



Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se define el problema por resolver en esta tesis. Se presenta el estado
del arte en las metodologias que pueden utilizarse para su solucion y sus implicaciones.
Finalmente se presenta de forma resumida la metodologia a seguir para su resolucion.

1.1. Planteamiento del problema

El movimiento de las orillas en los cuerpos de agua es un fenémeno que ocurre durante
crecidas de rios, en inundaciones, por efectos de marea o cualquier otro proceso que genere
una variacion del nivel de la superficie libre. Este fenémeno consiste en que una zona pre-
viamente seca se ve anegada de agua o, viceversa, una zona inundada se seca una vez
que el agua ha sido drenada cuando baja el nivel de un rio, decrece la marea, u ocurre
cualquier otro hecho que desplaza al agua. Determinar la posicion de las fronteras del cuer-
po de agua tiene dos propoésitos: el primero es simular adecuadamente la hidrodindmica,
debido a que se considera cominmente como hipotesis que las fronteras del dominio son
fijas, lo cual puede dar como resultado una modelacién no precisa de la hidrodindmica.
El segundo proposito es establecer la evolucion en el tiempo de la posicion de las orillas;
esta informacion es a veces tan importante como lo es el célculo de la hidrodindmica del
cuerpo de agua, por ejemplo, para la toma de decisiones respecto a la construccion de
obras de proteccion.

La posicion de las fronteras en un cuerpo de agua se encuentra estrechamente ligada con
la solucion de las ecuaciones de aguas someras, también conocidas como ecuaciones de
St. Venant, debido a que la forma del dominio esta en funciéon del nivel de la superficie
libre del agua (la cual es una de las variables en las ecuaciones), y de las caracteristicas
topograficas del terreno.

El movimiento de las fronteras sigue siendo un reto en la soluciéon de las ecuaciones de
aguas someras (Liang y Borthwick, 2009); se han presentado diferentes metodologias en
las ultimas décadas para incorporarlo en la solucion de las ecuaciones, Leclerc et al. (1990).
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Aunado a esto debe considerarse la metodologia para discretizar dominios en geometrias
irregulares.

En el apartado siguiente se presenta el estado del arte respecto a la modelacion de los
procesos de secado-mojado. También se investiga sobre el uso de las mallas compuestas
(varias mallas conectadas entre ellas) que permiten discretizar geometrias complejas, en
la solucion de ecuaciones de flujo. Por ultimo se aborda el tema de las metodologias exis-
tentes para determinar la ubicacion de las orillas cuando se considera el movimiento de
las mismas.

1.2. Estado del arte

Balzano (1998) categoriza las diferentes metodologias para el tratamiento del proceso
de secado-mojado en tres grupos: los esquemas de malla fija, de malla adaptable, y los
que emplean transformacion de coordenadas. La metodologia con transformacion de co-
ordenadas puede considerarse dentro de los esquemas de malla adaptable, por lo que las
metodologias se reducen a dos casos de acuerdo a la naturaleza de la malla: los esquemas
de malla fija, y los de malla adaptable.

Los esquemas que utilizan mallas fijas, o invariantes en el tiempo, son los mas populares;
se tienen esquemas de volumen finito que pueden utilizar mallas estructuradas, o no es-
tructuradas, como los propuestos por Brufau et al. (2002) y Begnudelli y Sanders (2006),
en los que se proponen diferentes metodologias para el tratamiento de las celdas de la
zona seca, mojada y en la frontera entre las dos zonas. Existen también esquemas basados
en elemento finito con mallas no estructuradas como el propuesto por Heniche et al. (2000).

Con los esquemas adaptables se tienen las metodologias de malla no estructurada y e-
lemento o volumen finito, y los que emplean mallas estructuradas con diferencias finitas
o volumen finito (Balzano, 1998). Las mallas estructuradas pueden ser rectangulares o
emplear sistemas curvilineos generales (Warsi, 1999).

La modelaciéon a través de las sistemas curvilineos adaptables tiene la ventaja de ajus-
tarse con exactitud a la forma de las fronteras, al contrario de lo que pasa con las mallas
rectangulares, las cuales generan fronteras escalonadas cuando éstas son diagonales a los
ejes coordenados. Por otra parte, las mallas en sistemas curvilineos tienen desventaja en
cuanto a las forma del dominio fisico, debido a que la generacion de este tipo de mallas
requiere que se definan cuatro bordes diferentes que delimiten al dominio; esto es, porque
cualquier punto la regién comprendida por la malla en el plano cartesiano, debe tener una
relacion uno a uno con el espacio curvilineo, el cual es de forma rectangular, tal como se
indica en la fig 1.1. Cuando la geometria del cuerpo de agua adquiere formas irregulares
se complica la definicién de estos cuatro bordes.
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a) Plano cartesiano 5 b) Plano curvilineo

Figura 1.1: Relacion entre el sistema cartesiano z-y y el curvilineo &-n

Una forma de discretizar geometrias con formas irregulares es con el uso de las mallas
compuestas, también denominadas mallas mixtas (Darbandi y Naderi, 2006), las cuales
consisten en dividir el dominio en dos o mas bloques, y cada uno de ellos se discretiza con
una malla, de esta forma, con la unién los bloques se obtiene una malla multiblogue. Al
utilizar este enfoque en conjunto con los sistemas curvilineos se obtiene una metodologia
que facilita la discretizacion de dominios con geometrias irregulares, donde los bloques
componentes de la malla son estructurados.

En lo que sigue se analiza con mayor profundidad las metodologias existentes para la
modelacion del proceso de secado-mojado, las mallas compuestas y el movimiento de las
fronteras.

1.2.1. Modelacién del proceso de secado-mojado

Este proceso consiste en la metodologia para determinar la posicion de las fronteras del
dominio fisico que delimita la zona mojada de la seca, e incorpora el movimiento de las
orillas en la solucién de las ecuaciones de gobierno. Como se indicé antes, el conjunto de
metodologias existentes se pueden agrupar en dos categorias:

1. Enfoque de malla fija.

2. Enfoque de malla adaptable.

En ambos casos se tienen esquemas con mallas estructuradas y no estructuradas. Existen
diferentes métodos para el enfoque de malla fija, los cuales se diferencian entre ellos por
el criterio que siguen para establecer si una celda sale del célculo y queda considerada
como terreno seco, o bien, se moja y entra nuevamente al célculo. Balzano (1998) reali-
za un analisis de las principales técnicas correspondientes a esta categoria; se proponen
también tratamientos especiales a las celdas en el frente de la frontera seco-mojada para
garantizar la conservaciéon de masa y de momentum en esta zona (Heniche et al., 2000;
Begnudelli y Sanders, 2006). Este tipo de modelacion es el que comtnmente se utiliza ya
que es més sencillo de implementar debido a que no requiere transformar las ecuaciones
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hidrodinamicas al sistema coordenado curvilineo general, en cuyo caso aumenta de forma
notoria los términos en las ecuaciones y complica su resolucion (Baghlani et al., 2008); sin
embargo, la implementacion de los esquemas de malla fija puede ser laboriosa debido al
numero de condiciones que se deben revisar en las celdas que se encuentran en los frentes
seco-mojados.

Respecto a los enfoques de malla adaptable, se tienen pocos trabajos. En el caso de las
mallas no estructuradas, Leclerc et al. (1990) reporta un esquema que utiliza elemento
finito, donde los nodos de la malla se mueven con una velocidad proporcional al de las
fronteras moviles. Con las mallas estructuradas se tiene el trabajo de Soto-Cortés (2000),
que utiliza coordenadas curvilineas generales. Aunque se encontroé en la literatura diversos
trabajos que emplean los sistemas curvilineos para la resolucion de las ecuaciones de aguas
someras, son pocos en los que se incorpora el movimiento de las fronteras.

Empleando el enfoque del sistema coordenado curvilineo ajustado a las fronteras, se tienen
tres formas para trabajar con las variables de las ecuaciones de flujo (Shi et al., 2001):
con los componentes de velocidad naturales, con los componentes de las proyecciones co-
variantes y, con los componentes de las proyecciones contravariantes. En cualquiera de
estos casos el nimero de términos en las ecuaciones de gobierno del flujo se incremen-
tan. Como se veréd en los capitulos posteriores de la presente investigacion, se realiza un
planteamiento que emplea los componentes naturales de la velocidad, y las ecuaciones se
expresan con términos vectoriales; esto ultimo facilita la implementacion de los esquemas
numéricos de solucion dado que reduce el niimero de términos en las ecuaciones.

Adicionalmente se ha desarrollado otros esquemas basados en las mallas quadtree, que son
bésicamente mallas rectangulares, donde cada celda puede dividirse en cuatro celdas méas
pequenas, y asi sucesivamente hasta un cierto nivel. Esto permite tener una representacion
adecuada de las fronteras, y refinar la malla donde los célculos requieran mayor resolucion.
En Liang y Borthwick (2009) se presenta una metodologia basada en este tipo de mallas
para la solucién de las ecuaciones de aguas someras con movimiento de las orillas. Puede
considerarse como caso hibrido debido a que, por un lado se tienen celdas secas y mojadas,
por lo cual se debe seguir un criterio para manejar las celdas en el frente seco-mojado tal
como se hace con los enfoques de malla fija, pero por otro lado, la malla debe adaptarse
continuamente para refinarse en las zonas de las orillas y dar una adecuada representacion
de ellas.

Una metodologia como la propuesta por Soto-Cortés (2000) tiene la ventaja de manejar
las orillas de forma precisa, tal como lo permiten los sistemas curvilineos ajustados a la
frontera, en un esquema que incorpora el proceso de secado mojado. Sin embargo, pueden
presentarse dificultades en la discretizacion cuando el dominio fisico tiene formas irregu-
lares. Esto se debe a que el método desarrollado en los sistemas curvilineos en su forma
tradicional utiliza mallas estructuradas de un solo bloque, es decir, que estan delimitados
por cuatro ejes (Shi et al., 2001), como se indica en la fig 1.1a, los cuales pueden definirse
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tinicamente en cierto tipo de formas del dominio fisico.

1.2.2. Mallas compuestas

En el trabajo de Lien et al. (1996), se muestra el uso de mallas multibloque en sistemas
curvilineos para la solucion de flujos turbulentos en dominios con geometrias complejas.
En dicho trabajo, el dominio fisico se descompone en miultiples subdominios o bloques,
y se presenta un esquema iterativo que resuelve el flujo en cada uno de los subdominios
hasta obtener la solucion global. Los bloques utilizados para descomponer el espacio fisico
tienen traslape entre ellos.

Especificamente en el campo de los flujos bidimensionales a superficie libre, puede encon-
trarse por ejemplo el trabajo de Hu et al. (2006), el cual utiliza también un esquema de
bloques con traslape, y resuelve el flujo con el método del volumen finito en un proceso
iterativo.

El conjunto de metodologias para la solucion de flujos en mallas compuestas, también
nombradas mallas multibloque, empleadas en los trabajos antes citados, se agrupan en
las denominadas técnicas de descomposicion de dominio. Un tratado de estas técnicas lo
conforman los trabajos de Toselli y Wildlund (2005), y Chan y Mathew (1994), entre
otros.

1.2.3. Movimiento de las fronteras

La modelacion del movimiento de la orilla en cuerpos de agua puede dividirse en dos
problemas (Prasad y Svedsen, 2003): el primero consiste en determinar la evolucion de la
orilla en el tiempo, y el segundo se refiere a la forma de incorporar dicho movimiento al
esquema numérico de soluciéon de las ecuaciones hidrodinamicas.

El movimiento de la frontera se analiza desde el punto de vista de los procesos fisicos
involucrados en el trabajo de Prasad y Svedsen (2003), donde se obtiene la velocidad con
que se mueve la orilla, up, a partir de las ecuaciones hidrodindmicas de flujo en aguas
someras; por ejemplo, al considerar el componente x del flujo bidimensional

Dub OH

Dt~ Yor (1.1)
En la ec 1.1 g es la aceleracion de la gravedad, y H la elevacion de la superficie libre
del agua; se deduce con la hipotesis de que no hay friccion en la orilla. En este caso el
componente de velocidad u, depende solo del gradiente de la superficie libre del agua, H.
Por otra parte, Sobey (2009) presenta un desarrollo distinto en el cual se toman en cuenta
todos los procesos fisicos, es decir, la friccion de fondo y la inducida por viento; con estas
consideraciones propone lo siguiente
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Dub . 8[—[ Tha + f;r
bt Y

1.2
oxr ph h (1.2)

donde 73, es la tension de corte en el fondo, y f, incluye las fuerzas de origen meteorologico

a pS TS(L'
fo = —gh% (%) + s (1.3)

En la ec 1.3 p, es la presion atmosférica en la superficie libre y 7, es la tension de corte
en la direccion del eje x ocasionado por el viento, p la densidad del agua y h el tirante.

Considerando flujo bidimensional, el otro componente de velocidad, v, en la orilla se
calcula de manera similar. La velocidad de desplazamiento de la frontera se obtiene al in-
tegrar la ec 1.1 (o la ec 1.2) para obtener el componente w,, y las ecuaciones equivalentes
para determinar la componente v,

Lynett et al. (2002) plantean una metodologia alternativa para obtener la posicion de la
frontera; estos autores sugieren realizar una extrapolacion de la superficie libre del agua
hasta el terreno para definir la ubicacion de la orilla.

Las metodologias propuestas por Prasad y Svedsen (2003), Sobey (2009) y Lynett et al.
(2002) se basan en mallas fijas, con las ecuaciones en coordenadas cartesianas en las que
los puntos que definen las fronteras no necesariamente coinciden con los nodos de las
celdas de la malla. Por lo anterior estos autores establecen metodologias para evaluar las
derivadas en las orillas, ya sea mediante diferencias finitas con Ax o Ay variable, o bien,
por medio de extrapolacion para hacer coincidir los valores en los nodos de la malla, con
el fin de evaluar la ec 1.1 (o la ec 1.2). Otro punto destacable de estas metodologias es que
consideran el movimiento de la frontera lo suficientemente rapido para requerir un ajuste
de la orilla en cada paso del tiempo At. La modelacion de flujos con estas condiciones
se realiza mejor con una malla fija, ya que resultaria impractico emplear un esquema de
malla curvilinea adaptable, debido a que en cada paso seria necesario regenerar la malla,
y esto consume tiempo de cémputo.

En el trabajo de Soto-Cortés (2000), se utiliza un esquema para determinar la orilla
como el propuesto en Lynett et al. (2002), es decir, a través de extrapolar la superficie
libre del agua y encontrar la interseccién con el terreno; sin embargo, a diferencia de los
autores antes mencionados, Soto-Cortés (2000) emplea una malla curvilinea adaptable, y
la adaptacion de la malla se lleva a cabo con base en el siguiente criterio

\H™ — HT| > ey (1.4)

En la ec 1.4, H™ es el nivel del agua la tltima vez que se adapto la malla, H™*! es el nivel
del agua en el instante actual, y ey es un valor umbral que, una vez rebasado, indica que
deben ajustarse las fronteras a su nueva posicion y adaptar la malla. Se observa que con
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este criterio el movimiento de la malla depende de la rapidez con que se mueva la super-
ficie libre del agua. Dicha adaptacion ocurre de manera més frecuente cuando el nivel de
la superficie libre tiene variaciones importantes en el tiempo, y cuando se selecciona un
valor de ey cada vez mas cercano a cero. La regeneraciéon de la malla puede ocurrir una
vez cada N pasos del calculo de la hidrodinamica, es decir, cada NAt.

1.2.4. Implicaciones

La modelacion del proceso de mojado-secado se realiza predominantemente con esque-
mas de malla fija; ello requiere plantear un conjunto de condicionantes para el calculo en
las celdas que se encuentran en la frontera seco-mojada, lo que complica el uso de estas
metodologias. Cuando se tienen geometrias de forma irregular este tipo de esquemas uti-
liza mallas no estructuradas; lo anterior implica una mayor complejidad para programar
los métodos numeéricos de solucion. Las mallas fijas en general no representan de forma
adecuada la forma de las orillas.

Por otra parte, se tiene que los esquemas basados en sistemas coordenados curvilineos
ajustados a las fronteras presentan ciertas ventajas: permiten una representacion exacta
de las orillas, y por tratarse de mallas estructuradas, la programacion de los esquemas
numéricos resulta mas simple de implementar que en mallas no estructuradas.

Una alternativa para la discretizacion geometrias con forma irregular, sin el uso de mallas
no estructuradas, es a través de las mallas compuestas, en las cuales cada bloque que las
conforma es estructurado. El uso de este tipo de mallas requiere de una metodologia para
hacer compatible la solucién en las interfaces entre los bloques; lo cual es abordado por
las técnicas de descomposicion de dominio.

1.3. Objetivo

El objetivo de este trabajo es desarrollar un esquema de soluciéon que permita emplear
mallas compuestas con sistemas coordenados curvilineos y fronteras moviles para la mo-
delacion de flujos bidimensionales a superficie libre.

Con los sistemas curvilineos se obtiene la ventaja de representar con exactitud la forma
de las fronteras. Al utilizar mallas estructuradas por bloques, se obtiene una alternativa
que facilita la discretizacion de dominios con geometrias irregulares, con la ventaja que
proporcionan las mallas estructuradas para la implementacion de los esquemas numeéricos
para resolver las ecuaciones de flujo.
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1.4. Metodologia

Es necesario definir un conjunto de hipotesis que delimiten las condiciones en las que
la metodologia para soluciéon de las ecuaciones de aguas someras con movimiento de las
fronteras, es aplicable. Las hipotesis son las siguientes:

1. El flujo es gobernado exclusivamente por las ecuaciones de aguas someras con ve-
locidades integradas en la vertical (Chaudhry, 2008).

2. Los dominios fisicos con geometria irregular pueden discretizarse utilizando mallas
compuestas, las cuales consisten en mallas curvilineas de un tnico bloque inter-
conectadas entre ellas.

3. La topografia del terreno se mantiene constante en el tiempo, esto quiere decir que
no hay deposito de sedimento ni socavacion.

4. El terreno donde se presenta el flujo es de forma concava, por lo tanto no se presen-
taran efectos de vertedero durante el movimiento de las fronteras.

El cumplimiento de la condiciéon 4 es importante para que la hipotesis 1 se cumpla tam-
bién, ya que si se presentara una zona de vertedero seria necesario emplear un conjunto
de ecuaciones adicional a las hidrodindmicas de aguas someras.

La metodologia por desarrollar en este trabajo se divide en tres problemas a resolver:

1. Solucién de las ecuaciones hidrodinamicas utilizando sistemas coordenados curvili-
neos; esto se aborda en el capitulo 2.

2. Adaptacion de la malla, que implica calcular el movimiento de las fronteras y la mo-
dificacion del esquema numérico de soluciéon para tener en cuenta dicha adaptacion.
Esto se analiza en el capitulo 3.

3. Resolucion de las ecuaciones de gobierno empleando mallas compuestas; esto se trata
en el capitulo 4.

En el capitulo 5 se presenta la validacion del modelo al comparar los resultados obtenidos
con los reportados en la literatura y un caso de aplicacion.



Capitulo 2

Solucion de las ecuaciones de gobierno

En la literatura se encuentran esquemas numéricos ya desarrollados para la solucién de
ecuaciones de flujo bidimensional con velocidades integradas en la vertical, en coorde-
nadas curvilineas; se tienen métodos basados en volumen finito, por ejemplo Baghlani
et al. (2008), y en diferencias finitas Jiménez y Berezowsky (2004), y Rivera-Trejo (2001),
entre otros.

Con el fin de utilizar mallas compuestas, que se explican en el capitulo 4, es conveniente
que el esquema de solucion trabaje con mallas donde toda la informacion esté concentrada
en un solo nodo, que en este caso es el centro de la celda. Esto es algo que no tienen los
esquemas de los autores antes citados, debido a que poseen diferentes mallas, para los
distintos parametros fisicos involucrados en las ecuaciones.

En este trabajo se desarrolla un esquema de solucion similar al presentado por Soto-Cortés
(2000), modificado para manejar en una tnica malla todos los parametros fisicos.

2.1. Ecuaciones hidrodindmicas

Las ecuaciones hidrodinamicas de flujo a superficie libre, promediadas en la vertical, y
obtenidas con las hipotesis de Saint Venant (Chaudhry, 2008) son las siguientes:

() +V - (u0) + ghHe + 2% — 3, V2(hus) = 0 (2.1)
7 Toy 2

(h)u + - (holl) + ghHT, + V() =0 (2.2)

Hy+V - (h) =0 (2.3)

donde
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U, v componentes de velocidad, en la direccion del eje x y y respectivamente, en
LTt

U velocidad expresada en forma vectorial: U=ui+ vj, en LT

H nivel total de la superficie libre del agua, en L

h tirante, en L

Thzs Toy ~ tension de corte en el fondo en la direccion de los ejes x y y respectivamente,

en ML~'T—2
vy viscosidad de remolino, en L*T~!
p densidad del agua, en M L73.

El proceso de discretizacion que se describe adelante, requiere que el sistema de ecuaciones
conformado por las ecs 2.1 a 2.3 se divida segiin el tipo de proceso fisico. De esta manera
el proceso de adveccion, que esté asociado con el transporte de cantidad de movimiento,
es gobernado por las ecuaciones

(hu)e + U - Vhu+ huV - U = 0 (2.4)

(W) +U - Vho+hoV -U =0 (2.5)

En las expresiones anteriores se desarrollaron los términos V- (hull) y V- (hoU) y quedaron
expresados en una forma que facilita su discretizacion. El proceso difusivo estéd dado por

(hu); — v, V?hu = 0 (2.6)
(hv); — 1, V*hv = 0 (2.7)

Finalmente, el proceso de propagacion, en el cual se consideran las fuerzas de cuerpo,
gravitacionales, y conservacion de masa, es gobernado por las ecuaciones

H,+V- (hz?) —0 (2.8)

B} 1
(hU)t +ghVH + -7, =0 (2.9)

En la ec 2.9 la friccion de fondo 73, se determina mediante el coeficiente de Chezy o el de
Manning (Sotelo-Avila, 2002). Con Chezy se tiene

I L4
Ty = gp e (2.10)
donde C}, es el coeficiente de Chezy. Con Manning,
q U0
Ty = gpn2W (2.11)

donde n es el coeficiente de rugosidad de Manning.
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2.1.1. Sistema curvilineo y transformacion de ecuaciones

Las ecs 2.1 a 2.9 estan expresadas en la forma canénica, en un sistema de coordenadas
cartesiano. Como se explico en el capitulo 1, el esquema por desarrollar en este trabajo
utiliza mallas curvilineas, con el fin de tener una malla que se adapte a fronteras con
forma irregular; por lo anterior, se requiere transformar las ecuaciones hidrodinamicas a
una version curvilinea, tal como se ha hecho en otras investigaciones (Soto-Cortés, 2000;
Jiménez y Berezowsky, 2004).

Las relaciones de transformacion del sistema coordenado cartesiano al curvilineo parten
de la hipotesis de que existe una relaciéon uno a uno entre los dos sistemas. Esto es posible
por medio de la relacion

7= (& mi+y(&n)] (2.12)

En la expresion 2.12, 7 ubica cualquier punto en el plano cartesiano, y tal posicién se
determina a partir de las coordenadas curvilineas. Con 7 se define la base covariante de
la siguiente manera:

—

) = e = Tel + e (2.13a)

dy = T = Tyl + Yy (2.13h)
El vector d; es tangente al eje curvilineo £, mientras que d, es tangente al eje 7. Estos
vectores se obtienen con facilidad de una malla generada numéricamente.

El sistema curvilineo posee otra base, denominada base contravariante, que se define como
sigue

at=VE=Ei+E) (2.14a)
@ = Vi =i+, (2.14b)
En este caso, el vector @' es perpendicular al eje curvilineo &, mientras que @ es perpen-

dicular a 7. Esta base no se determina de manera directa, sino a través de operaciones
algebraicas con los vectores de la base covariante.

El hecho de que las bases covariante y contravariante sean tangenciales y normales, res-
pectivamente, a los ejes coordenados curvilineos es de gran utilidad para la proyeccion en
las fronteras y las caras de voliimenes de control.

La transformacion de ecuaciones emplea los denominados elementos métricos; el primer
conjunto se define a través de la base covariante

ay = d - dy (2.15a)
92 = dg . dg (215]3)

ayp = dy - dy (2.15¢)
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El sentido fisico de los valores anteriores se comprende al considerar la relacion drr =
Vaid¢ (Thompson et al., 1985); el término /a;; establece un factor de relacion de un
incremento diferencial en el eje curvilineo £ y su reflejo en el espacio cartesiano. Se tiene
lo mismo con un elemento diferencial en 7, dr’ = /adn. Por otra parte, los elementos
definidos con la base contravariante son los siguientes:

a'' =a'-at (2.16a)
a®? =a*-a* (2.16b)
a?=a-a’ (2.16¢)

En el Apéndice A, se describen con detalle las relaciones de la transformacion general a
un sistema coordenado curvilineo. En el Apéndice B, se desarrolla la transformaciéon de
las ecs 2.6 a 2.9 al sistema curvilineo. A continuacion solo se presentan los resultados. Las
ecuaciones de la etapa de adveccién son

(hu), + [ ﬁ;um] iy = =0 - (@ (hu)e + @2 (hu),) (2.17a)

(o) + [ fiM] - 72 = =0 - (@ (ho)e + @ (o)) (2.17h)

Mientras que las correspondientes de la etapa de difusion se expresan como

(hu); = v, (all(hu)55 + 2a"?(hu)e, + a**(hu),, + (V2§) (hu)e + (V277) (hu)n) (2.18a)
(hv)e = vy (a™ (hv)ee + 20 (hv)e, + a”(hu)y, + (VZE) (hv)e + (V) (hv),)  (2.18b)
Finalmente, la etapa de propagacion queda como sigue

H, + [[yM] +a - (hﬁ)gﬂz?- (h[j)n -0 (2.19a)

- 1
(h0) + gh (@ He + H,) + ~7 =0 (2.19b)
p

Los términos | f;M] -7} utilizados en las ecuaciones anteriores resultan de tomar en cuenta
el proceso adaptativo de la malla, e involucran la correcciéon a las derivadas en el tiempo.
Cuando la malla permanece fija en el tiempo, estos términos son nulos.

El desarrollo de los términos correctivos mencionados en el parrafo anterior se explica el
en siguiente capitulo, apartado 3.2. La matriz M estd dada en funciéon de los elementos
métricos. El término fz; involucra las derivadas de diferentes parametros, G puede referirse
a (hu), (hv) o H, y son derivadas respecto a los ejes curvilineos

fo=Gei+ G,y =[Ge Gy (2.20)

Al final, conviene representar f/, en forma matricial como se indica en la expresion 2.20,
con el proposito de realizar el producto con M.
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2.2. Esquema numérico de solucién

En este trabajo se selecciond el método de pasos fraccionados propuesto por Benqué et al.
(1982) para solucionar las ecuaciones hidrodinamicas, razén por la cual las ecuaciones de
gobierno se dividieron en tres grupos de ecuaciones en los apartados anteriores. Aunque
en la literatura se presentan otros esquemas de pasos fraccionados para resolver las ecua-
ciones de aguas someras (Shoucri, 2004, 2007), el método planteado tiene la ventaja de
asociar cada paso con un proceso fisico, resolviendo los sistemas de ecuaciones de advec-
cion, difusion y propagacion descritos en el apartado anterior.

Estos procesos se resuelven de forma secuencial, inicialmente el proceso de advecciéon, pos-
teriormente se toman los resultados obtenidos para dar solucién al proceso de difusion,
y finalmente los resultados de la difusiéon se toman para resolver la propagacion. Las
ecuaciones se resuelven con un método de diferencias finitas implicito. A continuacién se
explican las discretizaciones de los tres procesos fisicos.

2.2.1. Adveccion

La ec 2.17a se discretiza con un esquema de de diferencias finitas centradas en el espacio,
y hacia adelante en el tiempo, de la siguiente manera:

(hu), = —a [0 (@ (hu)e + (hu)y) + b - 0"+
—(1-a) [(7. (@ (hu)e + @ (hu),) + huV - (j}" _ [ﬂuM]” 7 (2.21)

En la expresion 2.21 a es un coeficiente de peso entre los tiempos (n+ 1)At y (n)At, que
toma valores entre 0 < a < 1 La ec 2.17b se discretiza de la misma forma. Al final, se
obtiene una ecuacion lineal, que posee como incognitas los flujos

¢ (nt) j“ +¢ (n0) "o, (n07) "o (n7) e, (n07) " _ B, (222

€ n w

donde
C =1+ AtV -U" (2.23a)
_2 n | =1
O = At (Uc d ) (2.23b)
_2 rn | =2
Cy =5 A (Uc d ) (2.23¢)

Do =(a - 1)at (|0 th]: i+ |0 th}:-ﬁj) +
= at([fum] i+ [AM]5) = (n0) (2.23d)

C
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Los subindices e, n, w y s en las ecs 2.22 y 2.23 se refieren a los puntos cardinales este,
norte, oeste y sur; el subindice c¢ se refiere al centro, tal como se indica en la figura 2.1.
El proceso algebraico para llegar a la ec 2.22 se describe en el Apéndice C.

nw| n | pe

D o .
SW | S S€

Figura 2.1: Ubicacion de los nodos considerados en las ecuaciones.

2.2.2. Difusién

Este proceso se discretiza de manera similar a la adveccion; el desarrollo completo se
presenta en el Apéndice C, en el cual se llega a la ecuacion lineal para los obtener los
flujos en el tiempo (n + 1)At

+C, (n0) T:l +¢, (n0) "y

S

c, (hﬁ) :H Y C, (hﬁ) "

n

+C, <hU)n+1 +C ((hﬁ)ne + (n07) - (n0) + (hﬁ)nw) — D, (2.24)

donde
C. =aAty, (a'' + 1(V?¢)) (2.25a)
Cw =alty, (a™ — (V%)) (2.25Db)
C,, =aAty, (a22 +1(V°n)) (2.25¢)
Cs =aAty, (a® — 1(V?n)) (2.25d)
C. =1 —2aAty, (a'' + a*) (2.25¢)
C ZEAtVrCL
D =(1 - a)Aty, (V2u"i+ v20"j) — (kD) (2.25f)

2.2.3. Propagacion

La ecuaciéon de continuidad 2.19a tiene como uno de sus parametros el nivel total del
agua. El esquema de diferencias finitas se plantea para obtener la variacion de H en el
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tiempo, esto es, para AH = H""! — H™; también se puede determinar a través del tirante:
AH = h*"t — b, Al manipular algebraicamente las ecuaciones de propagacién como se
indica en el Apéndice D, se llega a una ecuacion lineal para determinar A H

C.AH, + CoAH, + Co,AH,, + CsAH,+
+ C.AH, + CooAHpe + Crop AHypy + Coe A, + Ciy AH,, = Cp - (2.26)

donde

C. =1+ aAt (we [T1])e + o Tilw + wn[Toolnt
[ Taals = (w0 = wo) [Tl — (0, — wn)[ T3 (2.27a)
Co = = alt(w, [T + 1), + 3wy —wTule + 3w, —wa)[Tle)  (227h)
Cu =alt(wy [T + 1), + 30w — ) [Tl + 3w —wa)[Tle)  (2:27¢)
C, = — alt (wn Do + Tal, + 2 (ws — wn)[Toale + L (wa — we)mg]c) (2.27d)
Oy =atrt(w, [~ Loz + Ta], + (s = wn) (Ton)e + 3w — w) [Tzl (2.27¢)
Cro = — %aAt <we[T12]e + wn[Tlg]n> (2.27¢)
Cre =500t (we[Ti. + w,[Tis] ) (2.27g)
Clow = — %aAt (walTiok + @[] ) (2.27h)
Crv :éam <ww [Tho)w + wn [Tm]n) (2.27i)

Cp =AtD, + aAt{oJe ([K1)e) — wo ([K1)w) + +wn ([Kaln) — ws ([Ka]s) +

+ (W — we) ([K1le) + (ws — wn) ([K2le) } (2.27j)

Los coeficientes T;; y T; son términos que consideran las proyecciones de los flujos en las
caras del volumen de control

T,; = sh™a" (2.28)

T,=sa -VH" (2.29)

con
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At
s =7 (2.30)
U] At+1
IC2nn
De igual forma se tiene
Zhn ) S\
K= S (gAt WV H™ — (hU) ) (2.31)
glU™|

Los términos wy son factores de peso ponderado por el area de las celdas que se emplean
k
para transferencia de masa en las interfaces de las celdas y se calculan como

wp = Jp (Je +Jo)" (2.32)

donde k se refiere a los puntos cardinales n, s, e y w; J es el Jacobiano de transformacion
al sistema curvilineo, por la forma como se define, representa el area de la celda. La de-
duccion de los términos 2.28 a 2.32 se presenta en el Apéndice D.

Una vez que se conoce la evolucion del nivel del agua en el tiempo (n + 1)At, se emplea
la ec 2.19b para calcular los flujos; dicha ecuaciéon en diferencias finitas queda como

(hU)"*t = 1T\ (AH, — AH,) — To(AH, — AH,) — sVH"AH, — KAt + (hU)" (2.33)

Los términos fl y K se deducen también en el Apéndice D, y son definidos como sigue

— .

T = s b (2.34)
K= ;fg’; <gAt W H" — (hﬁ) ") (2.35)

2.3. Estabilidad del esquema

2.3.1. Numeros de Courant

No se realiz6 un anélisis formal de la estabilidad de los esquemas numéricos de solucion,
sin embargo, lo recomendable es que los nimeros de Courant no excedan la unidad. En
dos dimensiones los numeros pueden calcularse de esta forma:

ca Vu? +v2At
" min(Ax, Ay)

d vAL

0 = (A2, (A)?)
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or vV ghAt
" min(Az, Ay)
los cuales, transformados a coordenadas curvilineas quedan definidos como
Vu? + v2At
co— VU HY (2.36)

" ml'n(an, &22)

vAt

min(&u s &22)

o Al

n

Cd =

n

(2.37)

: (2.38)
mm(an, a22)

El valor de Courant deseado se obtiene a través de establecer una adecuada relacion entre
el espaciamiento de la malla, y el valor de At.

2.3.2. Filtro numérico

En pruebas realizadas al esquema numérico planteado en este trabajo, cierto tipo de
condiciones de frontera produce oscilaciones en la soluciéon. Por ello se implementé un
filtro numeérico, que originalmente se planted para flujo unidimensional en Abbott (1979),
el caso bidimensional se da en Jiménez y Berezowsky (2004). El filtro queda expresado de
la siguiente manera

Fl = (1 —46)F, +6R (2.39)

con

R=F,+F,+F,+F, (2.40)

El valor F representa el flujo hU o el nivel total del agua H. Los subindices indican la
posicion de las celdas. El coeficiente de peso 6 en la ec 2.39 toma valores entre 0 y 0.25.
Cuando 6 = 0 se tiene F/ = F,, lo que equivale a no aplicar el filtro; por otra parte,
cuando 0 = 0.25, F/ = F, + F, + F. + F,,, equivale a que el valor interpolado sea igual al
promedio de las celdas circundantes.

2.4. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera son uno de los aspectos mas importantes por tener en cuenta
en el proceso de solucion de las ecuaciones hidrodindmicas, ya que son las que establecen
las condiciones en que se presenta el flujo. Si se consideran las ecuaciones de gobierno
desde el punto de vista matematico, las condiciones de frontera son de tipo Dirichlet, en



18 Capitulo 2. Solucién de las ecuaciones de gobierno

el cual se conoce el valor en la frontera, tipo Newmann, cuando se conoce la derivada,
o como una combinacién lineal de Dirichlet y Newmann (Kolar et al., 1994). Sin embar-
go, desde el punto de vista fisico, es necesario tener una comprension del problema y su
relaciéon con las condiciones de frontera. Para ello, se utiliza la teoria o método de las
caracteristicas (Chaudhry, 2008; Vreugdenhil, 1998), en el cual se considera el régimen
del flujo para establecer el nimero de variables que deben ser definidas en la entrada y
salida del del dominio fisico.

Las condiciones de frontera mas sencillas de definir, dado que son independientes del
régimen del flujo, son las fronteras tipo pared. En ellas se puede emplear la hipotesis
de libre deslizamiento (Bristeau y Coussin, 2001) para determinar los componentes de
velocidad. Dicha hipotesis establece que la velocidad es tangencial a la frontera del flujo,
por lo cual se cumple

—

U-i=0 (2.41)

donde 77 es un vector perpendicular a la pared.

Para el caso de las fronteras abiertas, en este trabajo se considera que el régimen de flujo
es subcritico, por lo cual en la entrada y en la salida deben ser conocidos un conjunto de
parametros fisicos. En ambos tipos de frontera se especifica el flujo, hU , 0 el tirante h y
la direccion del flujo.

Las consideraciones anteriores se utilizan para adaptar el esquema numérico de soluciéon e
incorporar el manejo de las condiciones de frontera. En los apartados siguientes se descri-
ben las adaptaciones a la discretizacion de las ecuaciones de gobierno de los tres procesos
fisicos.

2.4.1. Proceso de adveccion
Fronteras cerradas

Como se indicé antes, se emplea la hipotesis de libre deslizamiento en las paredes. Esta

condicion implica que el vector de flujo (hﬁ ) en la frontera es tangencial a la orilla.
f
Dado que las orillas coinciden con los ejes del sistema curvilineo, se tiene entonces que

el vector de flujo es paralelo a alguno de los elementos de la base covariante, es decir:
si la frontera coincide con el eje &, <h(7 ) es paralelo a d@;, mientras que si la frontera
f

coincide con el eje n, entonces <hﬁ ) es paralelo a ds. De esta forma, se puede determinar
f
el sentido y direcciéon de (h[j > , en tanto que su magnitud se calcula como la proyeccién
f

del vector de velocidad cercano a la frontera, <h(7 ) , sobre el eje coordenado paralelo a
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la pared.

En la figura 2.2, se presenta el caso donde la pared es paralela al eje &; el nodo en la
frontera se denomina f, y el nodo cercano a la frontera se nombra c. La proyeccion de la

velocidad <h[j ) sobre el eje £ se calcula mediante la operacion

(hﬁ)f - [(hﬁ)c : (él)f} (é1); (2.42)

Que es el resultado de aplicar la hipotesis de libre deslizamiento. El subindice ¢ indica el
nodo donde se considera el valor, segiin se muestra en la figura 2.3. El vector unitario é;
es tangencial al eje &, por tanto se determina como

& = —m (2.43)

Figura 2.2: Condicién de frontera tipo pared en el eje &

De manera analoga, cuando la pared es paralela al eje 7, segiin se muestra en la figura
2.3, la velocidad en la frontera se obtiene nuevamente con una proyeccion

(hﬁ)f - [(hﬁ) -(ég)f} (é2) (2.44)
En la expresion anterior, é5 es el vector unitario tangencial al eje 1, calculado como

R a2

éo %l (2.45)
Las ecs 2.42 y 2.44 establecen las relaciones entre las velocidades de las celdas junto a las
orillas, y las velocidades en las celdas de pared. Dichas ecuaciones no sustituidas en forma
directa en la ec 2.22 debido a que ello complica la estructura del sistema de ecuaciones y
se dificulta su solucion. Esto puede verificarse facilmente al realizar la operacion indicada

por la ec 2.42, si se considera que é; = Al + Bj, se tiene

(), = | (rai 1) - (i 55) | (a4 55)
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Figura 2.3: Condicién de frontera cerrada en el eje n

Desarrollando, se llega a lo siguiente
<h[7)f = (A*(hu). + AB(hv)c)i + (AB(hu), + BQ(hv)C)j (2.46)

La ecuacion lineal para el flujo dada por la expresion 2.22 tiene valores de hu en los com-
ponentes 1, y valores hv en los componentes j Sin embargo, como puede verse en la ec
2.46, a menos que alguno de los valores, A o B sean cero, hay un cruce de componentes:
hv se acopla a los valores en i, vy hu se acopla a los valores en j

Para evitar el problema anterior y mantener los componentes hu solo en i y hv s6lo en
J, la ec 2.46 se divide en dos partes: una donde los componentes hu y hv estan en i y J
respectivamente, y otra donde estan cruzados,

(hﬁ) <A2(hu) i+ B*(hv).j ) + AB <hv1 + hUJ) (2.47)

Otro aspecto méas por considerar en la celda de frontera es el efecto de la no ortogona-
lidad de la malla; esto se muestra en la figura 2.4. El punto de la proyecciéon del nodo ¢
sobre la orilla se encuentra a una distancia d al nodo f, que en el caso de dicha figura, f
corresponde al nodo en el sur, s.

Figura 2.4: Manejo de la no ortogonalidad en fronteras tipo pared
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La no ortogonalidad requiere que se agregue un término correctivo a los valores calculados
en la frontera; por ejemplo, en el caso para el componente hu se tiene

(hu), = (hu)e — d(V (hu) - 1), (2.48)

(hv)s = (hv)e — d(V(hv) - é1)s (2.48Db)

donde la distancia d se calcula como

d =7 (&), (2.49)

Teniendo en cuenta las expresiones 2.47 y 2.48, la ec 2.22 se modifica como sigue

o N\ n+1 A\ n+l 0\ n+1 A\ n+1 . o

G (hU) e <hU) 4Oy (hU) e (hU) — D+ D (2.50)
c € n w

La operaciéon binaria ® significa el producto individual de los componentes i, j de los dos

vectores, y el resultado sigue siendo un vector, mientras que C' se define como

C=(+])— Ca(é1 ®éy)s (2.51)

D' = CoAB(hvi + huij)" + Cs (d(v(hu) )i+ d(V(ho) - él)sj) (2.52)

Los valores Ay B son los componentes del vector é; = A+ Bj. El procedimiento aplicado
aqui para una frontera cerrada en el lado sur es analogo en fronteras ubicadas en el norte,
este y oeste; en estos dos tltimos casos la proyeccion en las fronteras se realiza sobre el
vector é,.

Fronteras abiertas: hidrograma de entrada

Debido a que se considera flujo en régimen subcritico, se deben especificar condiciones de
frontera en la entrada y salida del dominio. En la frontera de entrada se puede proporcionar
un hidrograma a través del cual se determinan los flujos como se indica a continuaciéon

N\ n+1l

(hU) = gl el (2.53)
f

En la ec 2.53, ¢"*! es el gasto unitario que se obtiene del hidrograma de entrada, y 12 es

el vector unitario normal a la frontera, ya sea el eje £ o n. La velocidad en la frontera de

entrada es, por tanto, un valor conocido, y pasa al término independiente de la ec 2.22.
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Fronteras abiertas: salida

En el caso de una frontera de salida, las diferencias centradas que se realizaron para dis-
cretizar en la expresion C.3, se considera que la velocidad en las celdas de salida es igual
a la velocidad de las celdas interiores inmediatas; para que esto sea vélido se requiere que
la malla sea ortogonal en la zona de la frontera de salida, de lo contrario se deben calcular
las proyecciones para corregir las velocidades. Teniendo en cuenta lo anterior, se realizan
las siguientes modificaciones.

Salida en el sur:

(hu)n-H _ (hu)” . " (hu)n—l—l _ (hu)n—l—l o (hu)n—l—l _ (hu)n—l—l
C C - n . € w n C _ D
Al a|be-(a DA +a 2 !
(2.54)
De esta forma, el coeficiente 2.21a de la ec 2.22 se redefine como
C=1- %At ((75 : dl> + aAtV - U" (2.55)

Salida en el norte:

(hu)nJrl _ (hu)” . . (hu)nJrl _ (hu)nJrl o (hu)nJrl _ (hu)nJrl
c c _ n e w c s - D
AL alUo-\d IAE ta 2An :
(2.56)
En este caso, el coeficiente 2.21a es

o

C=1+ ((7: . 51) +aAtvy - " (2.57)

\)

Salida en el oeste:

n+1 n . n+1 _ n+1 n+1 n+1
(hu)c (hu)c — —o |iUCn . (dl (hu)e (hu)c + —2 (hu)n (hu)s o D1

At 2AE “ 277
(2.58)
Asi el coeficiente 2.21a queda
C=1- %At ((73 : 51) + oAty - " (2.59)

Salida en el este:



2.4. Condiciones de frontera 23

() — () [ﬁf _ (c?l (hu)rtt — (hu)n+t L (hu)pt! — (hu)?+1)} b,

At 9AE ¢ 977
(2.60)
De esta manera el coeficiente 2.21a es
C=1+3At (O @) +anev - 0" (2.61)

2.4.2. Proceso de difusion

El manejo de las fronteras tipo pared es similar al realizado en el proceso de adveccion;
sin embargo, aqui debe tenerse en cuenta que la célula de célculo involucrada en la ec
2.24 es de nueve nodos, lo cual implica que al discretizar los valores de una celda interna
que se encuentra junto a una pared, se tendrén tres nodos de frontera. Para ejemplificar
esto, se considera nuevamente que se tiene una frontera cerrada en el sur como se indica
en la figura 2.5; en este caso, la ec 2.24 se modifica asi

C U + C,U + €, U + C.U T+
+C ((7,5:1 + (7,5;1) —D,— 0" —C (U;w - (7;) (2.62)

donde

Figura 2.5: Condiciéon de frontera tipo pared en el eje £ para el proceso de difusion
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En la primera iteracion, los valores de UY, UY; y U}, corresponden a los del tiempo nAt,
en las subsecuentes se toman los valores de la ultima iteracion.

Las fronteras de entrada se manejan igual que en el proceso de adveccion. La velocidad
se calcula con la ec 2.53. Al ser un valor conocido, el término de velocidad en la frontera
pasa al lado derecho de la ec 2.24.

En las fronteras de salida, se considera que el valor de la velocidad en el nodo de frontera
es igual al valor del nodo interno més cercano

2.4.3. Proceso de propagacion

En este proceso se presentan dos tipos de condiciones en las fronteras abiertas: la primera
es cuando se conoce el hidrograma de entrada; dado que el sistema de ecuaciones resul-
tante de discretizar el proceso de propagacion se resuelve para AH, y lo que este tipo de
condicion proporciona es el flujo, deben establecerse las hipotesis necesarias para calcular
AH en la frontera en funciéon del flujo. La segunda condicién corresponde a que el nivel
de la superficie libre del agua es dado por medio de un limnigrama o de una curva gastos-
elevaciones; en cualquiera de los dos casos, el valor de AH es conocido en la frontera.

Fronteras abiertas: hidrograma

Cuando se dispone de un hidrograma, es posible determinar la magnitud del flujo unita-
rios, lo que falta por determinar es su direccion y sentido. Esto es proporcionado por un
vector normal a la frontera de entrada.

El valor AH en las celdas de entrada donde se tiene un hidrograma, se define a través
de calcular el almacenamiento, haciendo el balance de masa con los flujos en las cuatro
paredes w’, € n’ y s, como se muestra en la celda de la figura 2.6.

Los flujos ﬁc, ﬁn y ﬁs se determinan a partir del hidrograma, por lo cual son conocidos
en todo momento, y mediante los mismos se calculan los flujos normales a las caras n’ y
s’. En condiciones ideales, la malla es ortogonal y estos flujos son nulos. Por otra parte el
flujo en la cara €’ es la interpolacion de los valores en ¢y e

@ Fr e = wefd - Fr7o+ (1 - we)la - B,

En la expresion anterior ﬁf“, es desconocido en esta etapa del célculo; sin embargo dicho
flujo puede expresarse en funcion de los desniveles AH de las celdas circundantes, con tal
fin se utiliza la ec D.25a, y se obtiene
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Frontera de entrada

Figura 2.6: Frontera abierta con hidrograma de entrada.

@ Fry = w d - P, + (1 - we) — T (AH, — AH,) — 3T5(AH,, — AH,,)
_T\AH, — K, + [dl : ﬁ”}

€

En la expresion anterior, se observa que al despejar AH, se llega una funciéon del tipo

AH.= f(AH.,AH.,AH,) (2.63)

Hasta este punto el flujo que cruza por la frontera w’ es el que falta por determinar; se
considera que es igual al flujo en el centro de la celda, esto es

F,=F, (2.64)
Cuando la ec 2.26 se plantea en una celda anexa a una frontera como es el caso de la celda
e en la figura 2.6, el valor de AH en ¢ se estima mediante un desarrollo para obtener una
funcién como la indicada por la ec 2.63. Los detalles algebraicos de la transformacion de
la ec 2.26, cuando se tienen fronteras con hidrograma en los cuatro puntos cardinales se
incluyen en el Apéndice E.

Fronteras abiertas: limnigrama o curva gastos-elevaciones

En esta condicion se dispone de las relaciones H = H(t), o H = H(Q), que son conocidas
a través de un limnigrama o de una curva gastos-elevaciones, respectivamente. Empleando
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estas funciones se determina AH en las celdas de la frontera. De esta forma, se tiene un
conjunto de términos en lado izquierdo de la ec 2.26 que son conocidos, y pasan al lado
derecho. Por ejemplo, considerando que la frontera se encuentra en el lado este, los valores
conocidos se determinan como

AH, = (R"T — "),
AH,, = (R"™ — h"),,
AH,, = (K" — ™).
La ec 2.26 queda de la forma

C,AH, + C,AH, + C;AH, + C.AH +
+ CrwAHpy + CsAHyy,y = Cp — CoAH, — CpeAHpe — Coe AH,,  (2.65)

Se observa que los valores correspondientes a la frontera han pasado al término indepen-
diente de la ecuacion.

Lo siguiente es calcular el flujo en la frontera con la ec 2.33, por lo que se requiere es-
pecificar un parametro adicional. Para ello, se hace la hipotesis de que el flujo tiene una
direccion normal a la frontera de salida, esta informacién proporciona el pardmetro fal-
tante.

Fronteras cerradas

Como se ha mencionado, en las paredes se sigue la hipotesis de pared reflejante. Por
tanto, los valores AH en la frontera se consideran iguales a los de la celda adyacente. Si
la frontera se localiza en el sur, se tiene

AH, = AH,
AH, = AH,
AH,, = AH,

Lo anterior es valido cuando la malla es ortogonal en las orillas; sin embargo, esto no
sucede siempre; por ello es necesario hacer una correccion a las expresiones descritas antes.

Considerando nuevamente el lado sur,

AH, = AH, — (V(AH) - &), (Foe - é1)

El componente V(AH) - é; corresponde al gradiente de AH proyectado en la direccion
en que se encuentra la frontera. En otras palabras, indica la tasa de variacion de AH
por unidad de distancia en la linea de pared. Por otra parte, el componente 7. - €1 es la
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distancia desde el punto que debe ser corregida por la no ortogonalidad. Este proceso es
el mismo que se siguio para hacer la correcciéon en el proceso advectivo.

El procedimiento es similar con los otros nodos de la frontera: se y sw; para ellos se tiene

AHgy, = AH, — (V(AH) - é1),,, (Tse—e - €1)

AHse - AH@ - (V(AH) ’ él)se (st*w ’ él)

Con lo anterior, la ec 2.26 se modifica de la siguiente forma

C,AH, + [Cy + Csu]AH, + [Cs + CJAH, + [C. + Cs]AH, + Cre AH, e+
+ CrwAHyy = Cr + Cy (V(AH) - é1), (Ts—c - €1) + Cs (V(AH) - &1),,, +
(Fse—e - €1) + Cse (V(AH) - é1),, (Tsw—w - €1) (2.66)

Se utiliza el mismo procedimiento para las otras fronteras: norte, este y oeste.

2.5. Procedimiento
El célculo en cada paso de tiempo At se realiza de la siguiente manera:

1. Célculo de los coeficientes para los sistemas de ecuaciones del proceso de adveccion,
dados por las ecs 2.23.

2. Solucién de los sistemas de ecuaciones, con lo que se obtiene AU asociado al
proceso de adveccion.

3. Calculo de los coeficientes de difusion, dados por las ecs 2.25.

4. Solucion de los sistemas de ecuaciones generados con 2.24, con esto se obtiene h{J™ 1
asociado al proceso de difusion.

5. Calculo de los coeficientes dados por las ecs 2.27, correspondientes el proceso de
propagacion.

6. Solucion del sistema de ecuaciones lineales generado por 2.26, con lo que se obtiene
AH, vy a través de ello, H™M.

7. Los valores AH obtenidos del paso anterior se sustituyen en 2.33, para obtener el
valor hU™ ! final.
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Capitulo 3

Proceso adaptativo

En la literatura (Prasad y Svedsen, 2003), el proceso adaptativo se divide en dos pasos: el
primero es el movimiento y adaptacion de las fronteras, y el segundo corresponde a evaluar
los términos correctivos incorporados al esquema numeérico de solucién de las ecuaciones
de gobierno originados por el movimiento de la malla. Sin embargo, en este trabajo se
propone dividir la adaptacion en tres etapas:

1. Calculo del movimiento de las fronteras.
2. Interpolacion de la informacion de la malla antigua, en la nueva.

3. Evaluar los términos correctivos de las ecuaciones de gobierno para considerar el
movimiento de la malla.

El movimiento de la frontera se determina como lo proponen Lynett et al. (2002) y
Soto-Cortés (2000), donde la orilla se calcula al extrapolar la superficie libre de agua y
encontrar su intersecciéon con la superficie del terreno, lo cual se detalla mas adelante. La
modificaciéon de las ecuaciones de gobierno y el esquema de interpolacion se describen en
los subcapitulos siguientes.

3.1. Movimiento de la frontera

La orilla se determina a través de la interseccion de la superficie libre del agua y la del
terreno, segin se muestra en la fig 3.1, donde inicialmente se tiene la malla en el tiempo
7, delimitada por la orilla F7; al aumentar (o disminuir) el nivel de la superficie libre y
traspasar un valor umbral g, como indica la desigualdad

|H™' — H™| > ey (3.1)

se inicia el procedimiento para definir la posicion de la orilla nueva, F7!, el cual consiste
en extrapolar el valor de H en el nodo 0 hasta que se interseca con la superficie del terreno,
segiin se muestra en el esquema derecho de la fig 3.1. Una vez determinada la posicion de

29
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/— extrapolacion
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Figura 3.1: Adaptacion de la malla en una dimension

la frontera se regenera la malla.

Esto corresponde al caso en una dimension; el concepto es el mismo en dos dimensiones.
El calculo del movimiento de las fronteras se realiza considerando las siguientes hipotesis:

1. El movimiento de la superficie libre del agua es suficientemente lento, de tal forma
que en la vecindad de las paredes se tiene 0H/0n ~ 0, donde 7 es normal a la orilla.

2. Los nodos de la malla en la zona de la orilla se mueven en direcciéon perpendicular
a la misma, segin se muestra en la fig 3.2.

La hipotesis 1 se emplea para determinar el valor de H extrapolado, al establecer que la
superficie libre del agua es horizontal en la direccion perpendicular en la zona de la orilla.
La hipotesis 2 es 1til para identificar la direccién hacia donde se mueven los nodos en las
fronteras.

De acuerdo con lo anterior, la region que define la orilla es aquella en la cual se iguala el
nivel de la superficie libre del agua y la cota del terreno, es decir

H—2=0 (3.2)

donde H€ es el nivel extrapolado, y z es la cota del terreno, los nuevos puntos que definen
las orillas F™! son aquellos que cumplen con la condicién dada por la ec 3.2. El valor
de H€ se obtiene de la solucién mas reciente de las ecuaciones hidrodinamicas, es el valor
H™! propiamente en la orilla. Dado que la topografia es comtinmente descrita por datos
discretos, el valor z se obtiene por medio de algiin esquema de interpolacién. De esta
manera, el problema de encontrar la posiciéon de la nueva frontera se reduce a hallar las
coordenadas en las que z cumpla con la condicion

2(F) = He (3.3)

La ec 3.3 se resuelve con algin esquema iterativo, por ejemplo, el método de Newton para
busqueda de raices (Engeln y Uhlig, 1996). Asi, 7 se busca sistematicamente a partir de
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“\__ Direccién de busqueda de z = H
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Figura 3.2: Definicion de la linea sobre la cual se hace la busqueda de la interseccion de
la superficie libre H y el terreno z

un nodo de la orilla F'7, sobre una linea perpendicular a la misma, segiin se establece en
la hipotesis 2 y se indica en la figura 3.2. El vector normal unitario é se obtiene de manera
sencilla ya que puede utilizarse alguno de los dos elementos de la base contravariante, los
cuales, por definicién son normales a los ejes coordenados curvilineos. De esta forma, la
ecuacion para encontrar 1 es

2+l = f(fj)
= G (3.4)
con
£ = H* — =(7) (3.5)
mientras que la derivada f'(7) se evaliia numéricamente de la siguiente forma:
"7 = —— (2(F+ Asé) — 2(F — Asé :
() A (2(7"+ Asé) — z(r sé)) (3.6)

donde As es un un incremento que se selecciona en relaciéon con el espaciamiento de los
puntos que definen la topografia. Puede observarse que cuando ocurre un incremento en
el nivel del agua, H, el punto 7 se encontrara en una region fuera de la malla 7, mientras
que cuando H disminuye, el punto estara dentro de la misma; el método de Newton im-
plicitamente proporciona el sentido correcto de biisqueda de la nueva ubicacion.

Los puntos que definen el terreno pueden estar dados de dos maneras: la primera, como
un arreglo rectangular, con un espaciamiento constante Az, Ay entre ellos; la segunda,
con los puntos dispersos en posiciones arbitrarias. Lo més practico es tener los datos en un
arreglo rectangular, de esta forma se facilita determinar cudles son los cuatro nodos que
rodean al punto donde se requiere hacer la interpolacion, y la misma se realiza por medio
de un esquema bilineal (Press et al., 2007), con lo que se obtiene z(7) requerida por las ecs
3.5y 3.6. Por ello cuando los puntos son dispersos, debe realizarse una interpolaciéon para
cambiar su representacion a un arreglo rectangular, y de esta forma aplicar el esquema
bilineal.
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3.2. Adaptacion de la malla

En la fig 3.1, se observa que ocurre un desplazamiento de los nodos internos al pasar de
la malla 7 a la 7 + 1. Cuando ocurre el movimiento de la frontera, es necesario generar
nuevamente la malla. La adaptacion se divide en dos procesos: el primero consiste en la
generacion de la nueva malla; el segundo, en transferir la informacién de la malla en el
tiempo 7 a la nueva, en el tiempo 7+ 1.

La malla se crea utilizando un generador eliptico (Thompson et al., 1985), el procedimien-
to se explica en el Apéndice F. El segundo proceso, que corresponde a la transferencia de
datos desde los nodos de la malla 7, a los nodos de 7 4 1, se realiza por medio de una
interpolacion. Como indican Tang y Tang (2003), la interpolacion cominmente se realiza
mediante dos vias: por interpolacion lineal; o mediante un método conservativo, como
el propuesto en los trabajos Tang y Tang (2003); Tang (2005). Aunque la interpolacion
lineal es el método més sencillo de implementar, en este trabajo se emplea un esquema
conservativo.

El esquema conservativo propuesto por Tang y Tang (2003), se basa en calcular la
propiedad fisica ¢ dentro de un area de control,

/qb j) dA = /qu—s,y—sy)JdA (3.7)

En la ec 3.7, J es el Jacobiano de transformacion asociado al cambio del sistema coor-
denado X a un sistema X. Utilizando las ecuaciones de transformacion © = x — s* y
y =1y — s¥ el Jacobiano queda como

J=1-(s"), —(s"), (3.8)

Se observa que s* y sY representan la magnitud del desplazamiento en los ejes = y ,
respectivamente. Al desarrollar ¢(z — s*,y — s¥), empleando series de Taylor (LeVeque,
2007), se tiene

¢z — 5%y — ') = o(x,y) — 5" — 5”9, (3.9)

Al sustituir las expresiones 3.8 y 3.9 en la ec 3.7 se obtiene

/¢ 7)dA = /¢ (z,y)dA — / %), sy¢)y) dA (3.10)

Al dividir el término del lado izquierdo de la ec 3.10 entre la magnitud del area A, se
obtiene el valor promedio de la propiedad gf; en dicha area. La primera integral del lado
derecho de la ec 3.10 tiene la misma representacion; por tanto, se deduce que [ 4((579), +
(sy¢)y)dA representa el flujo que cruza las fronteras al desplazarse el area de control A

hacia A. Por lo anterior la ec 3.10 se reescribe como
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/ﬁg(fa j)dA = / ¢(x,y)dA + (as9), + (as9), + (asd), + (as9),, (3.11)
A A

—— Malla t+1

Figura 3.3: Movimiento de las celdas de la malla

Los términos a, son las areas desplazadas por las caras del volumen de control, definidas
como

as = s, (3.12)

En laec 3.12, s, es el desplazamiento en la direccién perpendicular a las caras del volumen
de control del area A; y ¢ la longitud de la cara, tal como se indica en la fig 3.3. El
desplazamiento s, es positivo cuando ocurre hacia fuera de la celda y negativo en caso
contrario; en este sentido, el area as conserva el signo de s,. De la ec 3.11 se tiene

Ao = Acte + (a:0),, + (a:9), + (a:0), + (a:s0),, (3.13)

El valor interpolado gzNS en la malla 7 + 1 se determina a partir de la informaciéon de ¢ en
la malla 7 como sigue

~ 1

¢C - AT (AC¢C _'_ (G’S¢)n + (a5¢)5 + (a5¢)e _'_ (G’S¢)w) (314)

C

Los valores (as¢) en las cuatro fronteras se calculan a través de los componentes interpo-
lados en las fronteras; por ejemplo, para la cara este del volumen de control indicado en
la fig 3.3, se tiene
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(as@), = [spleledr (3.15)

donde [s,]. se obtiene al proyectar los vectores de desplazamiento en la direccién normal
a la cara de la celda; esto se logra proyectando el desplazamiento sobre los vectores
unitarios é' y €2, los cuales son paralelos a la base contravariante. Sin embargo; debe
tenerse en cuenta que tanto el vector de desplazamiento § como los vectores unitarios,
son conocidos en los centros de las celdas, no en las caras; por ello se debe efectuar una
interpolacién para determinar el desplazamiento en dichas caras. Esto se realiza con un
promedio ponderando entre el desplazamiento de la celda central, y el de la celda ubicada
a lado de la cara donde se realiza la interpolaciéon. Por ejemplo, si la cara se encuentra en
el lado este, la interpolacion es

[sple = welé! - 8o + (1 - wo)[é" - 3l (3.16)

El valor ¢' en el mismo lado se interpola de forma equivalente

¢, = Wede + (1 — we) e (3.17)

Se observa que w, es el factor de peso asociado a la celda este, mientras que (1 — w,)
corresponde al factor de peso de la celda central; ambos factores suman 1.0; w, se define a
partir del Jacobiano de transformacion al sistema curvilineo (ecs A.25), w, = Jo/(Je+ Je).
El esquema de interpolacion dado en las ecs 3.16 y 3.17 es el mismo que se empled para
interpolar el flujo hU en las caras de la celda, para la discretizacion de la propagacion,
segun se describe en el Apéndice D. La longitud de la cara se interpola de manera lineal,
y se obtiene como

0= (Vieal + Viazl.) (3.15)

Los vectores s utilizados en la ec 3.16 corresponden al desplazamiento de los nodos de la
malla; se calculan como la diferencia de la posicion en el tiempo 7y 7+ 1 de dichos nodos

§F=7"t 7 (3.19)

Procediendo de forma similar con las otras tres caras del volumen de control, se tienen

(as®)., =[Splwluwdy, (3.20a)
(a5¢)n :[Sp]n£n¢;1 (320b)
(G’S¢)S :[Sp]s£s¢ls (3200)

donde las magnitudes de desplazamiento [s,] en direccion perpendicular a las caras del
volumen de control, los valores ¢’ y las longitudes ¢ en las mismas se obtienen como:
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[Sp]w :ww[él : giw + (1 - Ww)[él : 510 (3.21&)
[Sp]n :ww[éQ : gin + (1 - Wn)[éQ : 516 (3.21b)
[spls =ws[é? - 8]s + (1 — ws) [ - 8. (3.21c)
by =Wy + (1 — wy) e (3.22a)
¢;z =Wy, On + (1 - Wn)d)c (322b)
¢ls :wsd)s + (1 - Ws)¢c (3220)

by =3 (\/ [az]. + v/ [cm]C) (3.23a)
ln =3 (\/[@11]n + \/[an]c) (3.23b)
6 =3 (Viaul. + Viaul.) (3.230)

El vector é? es unitario y paralelo al componente de la base contravariante a2, tal como
se defini6 en el capitulo anterior por la ec 2.45.

Segiin se menciono, el Jacobiano representa el area de la celda, por tanto, la ec 3.14 se
rescribe como

~ 1

QSC - ,]T (JC¢C + (a5¢)n + (a’S¢)s + (0’5¢)e + (a5¢)w) (324>

C
Un aspecto importante del esquema de interpolaciéon conservativo descrito, es que, al
emplear series de Taylor para llegar a la ec 3.9, este tipo de interpolaciéon tiene un orden
de error O(s?), donde s es la magnitud de desplazamiento. El valor s es proporcional al
umbral €4, v en las orillas puede establecerse la relacion

1
5= cn (3.25)
El talud del terreno k es medido en las orillas del cuerpo de agua. El flujo en un canal
encanonado tiene £ — oo por tanto el desplazamiento s es nulo; en el otro extremo, en
un terreno muy plano k es pequeno y por ello s seréd varias veces el valor de €p. Por
lo anterior, y de acuerdo con las caracteristicas del terreno, se debe seleccionar el valor

umbral ey adecuado, de tal forma que el orden de magnitud de error O(s?) sea reduzca.

3.3. Modificacién del esquema numérico

El proceso de adaptacion del sistema coordenado curvilineo tiene un efecto en las derivadas
del tiempo. Asi, con un parametro fisico F' cualquiera F' = F'(z,y), donde la ubicacion de
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(x,y) cambia, z = x(t) y y = y(t), la derivada en el tiempo de F' debe modificarse para
que tenga en cuenta los desplazamientos de (z,y).

dF _OF OF0r  OFdy
dt ot oz ot Oy ot

Rescribiendo con notacién de subindices como derivadas se tiene

FOY = F& 4 By + Fyy (3.26)

)

En la expresion anterior, Ft(xfy corresponde a la derivada en el plano cartesiano z-y, y

Ft(éfn) representa la derivada en el espacio curvilineo £-7. Si se emplean las transforma-
ciones dadas por las ecs A.37a y A.37b, indicadas en el Apéndice A, resulta

e _ 1 1
F 9 = F" + i (ynle — yely) w + i (=2 Fe + 3 F) e (3:27)

o de otra forma,

Ft(:v—y) _ Ft(f—n) + (& Fe + muFy) w1 + (4 Fe + 1y F)) wi (3.28)

La ec 3.28 se simplifica si se definen la matriz y los siguientes Vectores:

1 _
J |7V e Nz My
F'=Fi+Fj=[F F)] (3.30)
7=z + (3.31)
Asi, la ec 3.28 queda como
Ft(xfy) _ Ft(ffn) + [F;IM} o (3.32)

En la ec 3.32, se observa que cuando 7; = 0, el término correctivo [ﬁ 'M] - 7} es nulo y
las derivadas respecto al tiempo en el plano cartesiano y en el plano curvilineo son iguales.

Retomando las ecuaciones hidrodindmicas en su version curvilinea, que se indican por las
ecs 2.17 y 2.18, al aplicar la ec 3.32, F' se refiere especificamente a H en la ec 2.19a, y a
los componentes del flujo hu y hv, como se ve en las ecs 2.17.

3.4. Procedimiento

Cada vez que se resuelve la hidrodindmica en el tiempo At(n+ 1) y se obtienen los nuevos
parametros fisicos, se revisa la condicion |H™' — H™| > e en las fronteras tipo pared.
Si el umbral £y es rebasado, la adaptacion se realiza de la siguiente manera:
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1. Se calcula la nueva posicion de las orillas como se indica en el subcapitulo 3.1.

2. Se efectiia la regeneracion de la malla para adaptarla a las nuevas fronteras; con
esto se obtienen también las nuevas bases covariante, contravariante y los elementos
métricos de la nueva malla.

3. Se determina la cota del terreno, z, en el centro de las nuevas celdas.

4. Se calcula la derivada de los desplazamientos 7, que se utiliza como término correc-
tivo en el proceso de soluciéon de las ecuaciones hidrodinamicas.

5. Se realiza la interpolacion del nivel total del agua, H, y los flujos hU a la nueva
malla, como se describe en el subcapitulo 3.3.

6. Se obtienen las variables fisicas derivadas a partir de las principales que son resueltas
por las ecuaciones de gobierno: h = H — zy U = (hU)/h.
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Capitulo 4

Mallas compuestas

Como se discutio en el capitulo 1, el planteamiento de este trabajo se basa en resolver las
ecuaciones hidrodindmicas en dominios con geometrias irregulares, los cuales se presentan
cuando hay objetos aislados dentro del flujo, como islas, brazos, o cualquier otro objeto
que se cruce en el flujo o altere su direcciéon, y que dificulte su discretizacion con una
malla estructurada de bloque tunico.

Para discretizar este tipo de dominios se propone emplear mallas compuestas, las cuales
consisten en la integracién de miltiples submallas interconectadas. En este capitulo de
describen las caracteristicas de este tipo de mallas y las consideraciones para la solucion
de las ecuaciones hidrodinamicas.

Al utilizar el enfoque de las mallas compuestas se conserva la ventaja de usar mallas es-
tructuradas en geometrias irregulares, lo cual facilita establecer un esquema de solucién
numérico; dichas geometrias por lo general solo pueden ser discretizadas con mallas no
estructuradas (Thompson et al., 1999). Como ejemplo de una malla compuesta se muestra
la discretizacion del dominio fisico conformado por la bifurcaciéon de un rio, ilustrado en
la fig 4.1. En dicha figura, se observa que la malla esta constituida por nueve bloques.

El empleo de mallas compuestas requiere una metodologia para hacer compatible la solu-
cion en las interfaces de los bloques; en la literatura al respecto, se encuentran por ejem-
plo, los trabajos de Hu et al. (2006) y Lien et al. (1996), en los cuales se utilizan mallas
traslapadas y la solucion se obtiene con métodos iterativos. En este trabajo, se emplean
los planteamientos de las técnicas de descomposicion de dominio, cuyas bases teoricas
se explican, por ejemplo en Chan y Mathew (1994) y Toselli y Wildlund (2005). Aqui
se presenta un resumen de las metodologias existentes y su aplicaciéon a las ecuaciones
hidrodinamicas.

39
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=

Figura 4.1: Descomposicion de la bifurcacion de un rio mediante nueve bloques

(§2)

a) b)

Figura 4.2: Descomposicion de dominio con traslape

4.1. Técnicas de descomposicién de dominio

Las técnicas de descomposiciéon de dominio se dividen en dos categorias: las primeras se
denominan técnicas con traslape, y las segundas, sin traslape. Para ejemplificar el primer
tipo de técnicas, en la fig (4.2) se muestra el caso de un dominio €2, con un contorno 92,
que se ha descompuesto en dos subdominios traslapados entre si, €2, y €5, cada uno con
el contorno 0€2; y 0€)s, respectivamente. La parte del contorno 9€2; que se interna dentro

de €25 se denomina I'y, y la parte del contorno 0€2, que se interna dentro de 2; se nombra
Is.

Con el fin de ejemplificar el proceso de solucién, se plantea el siguiente problema:
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F(u)=0 enQ
{B(u) =0 enoQ (4.

En la expresion 4.1, se indica que la solucion u se obtiene al resolver el operador diferencial
F sujeto a condiciones de frontera establecidas por la funcion B. Al descomponer en dos
subdominios, el problema 4.1 se divide en los siguientes problemas acoplados, para el
subdominio €2, se tiene

Fuf™) =0 en Q)
bt =k en I'y (4.2)

Buf™) =0 en0dQ\ T,

mientras que para {2, se tiene

Fus™ =0 en Q)
ubt™ = ut Tt en Ty (4.3)

Bus™) =0 en 9Q\ Ty

Se observa que la soluciéon de las expresiones 4.2 y 4.3 es un proceso iterativo, debido a que
cada uno de los subdominios esta inmerso en el otro. Por ello, para resolver el problema
4.2 se requiere que en la interface I'; se tomen valores del subdominio €25, donde al inicio

de la iteracion se tienen los valores u%, con lo que se obtiene la solucion u]fH. Posterior-

mente, al resolver el problema 4.3 se toman los valores de u’f“ para ser empleados en

I's, con lo que se obtiene la solucién en el subdominio €25. Este proceso iterativo se repite

hasta convergir en una solucion, es decir, cuando uf™ = u¥, y ubtt = b

El segundo tipo de técnicas, que corresponde a la descomposicion de dominio sin traslape,
se ejemplifica en la fig 4.3. En este caso, el dominio €2 se descompone en los subdominios
Q1 y Qs, los cuales estan delimitados por las fronteras 0€2; y 92y respectivamente. Dichas
fronteras se intersecan en I', que es la frontera de interface entre los dos bloques, y es-
tablece la conexion entre los subdominios.

Con esta técnica el problema 4.1 se divide en las siguientes cuestiones: Para (), se tiene

F(up) =0 en
B(u1) =0 en o \T (4.4)

U] = Ur en I’
Mientras que para {2y se tiene
F(UQ) = f €1 QQ
0 end\T (4.5)

Uy = UT en I’



42 Capitulo 4. Mallas compuestas

a) b)

Figura 4.3: Descomposicién de dominio sin traslape

Se observa que empleando las expresiones 4.4 y 4.5 es posible obtener la solucion de
el problema 4.1, pero para realizar esto es necesario determinar de alguna manera la
solucion en la interface, I'. También se observa que en las expresiones 4.4 y 4.5 se puede
proponer cualquier valor de solucién, ur = up. en la interface, y obtener la soluciéon en
cada subdominio, Sin embargo, para que dichas soluciones correspondan a la del dominio
completo, €2, y no a una particular en los subdominios, se requiere que haya continuidad
en la primera derivada de u en la interface, es decir,

ﬁl : Vu1 = ’f_ig . VUQ en I’ (46)

En la ec 4.6, 175 es un vector normal sobre la interface I', apuntando hacia fuera del do-
minio €2;; de igual forma, 775 es un vector normal a I' apuntado hacia fuera de €),. La
manera de obtener la soluciéon en la interface depende del esquema de soluciéon que se
utilice, como se vera mas adelante. El conjunto de valores u}. que proporciona la solucion
del dominio completo, 2, es aquél que cumple con la ec (4.6), (Toselli y Wildlund, 2005).

Al realizar la discretizacion del domino €2, se obtiene un conjunto de nodos que pertenecen
al subdominio €24, otro conjunto de nodos que pertenecen a €25 y, finalmente, un conjunto
de nodos que pertenecen a la interface I'. El sistema de ecuaciones resultante de discretizar
un sistema de ecuaciones diferenciales, o especificamente las ecuaciones de gobierno dadas
en el capitulo 2 en un dominio dividido en dos bloques, tiene la estructura

Ay Aurl [an] |4
Ay Aor| |Ua| = | fo (4.7)
Ari Arp Ar Ur fr

Los componentes involucrados en la expresion 4.7 son vectores y matrices; A; y A, son las
matrices resultantes de las discretizaciones de los subdominios €2y y €25, respectivamente,
mientras que la matriz Ar corresponde a la discretizacion de la interface I'. Por otra parte,
Air y Ar; son las matrices que establecen la interaccién de la interface y los subdominios.
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Por ultimo, los vectores i, s y ur representan la solucion en €2y, €25 v I', respectivamente.

El sistema 4.7 esta conformado por una matriz en bloque, o matriz de matrices, y se puede
resolver mediante el procedimiento de eliminacién de Gauss por bloques, (Ortega, 1998).
Al realizar esto se obtiene un sistema equivalente

Av Al [@] A
Ay Agr| |ta| = | fy (4.8)
S ur 7

Como se verifica facilmente, en el sistema 4.8 la matriz S y el vector v estan definidos de
la siguiente manera

S - AF - AF71A;1A17F - AF72A51A27F (49)

v = JFF - Ar,lAflfl — AF,2A§1J?2 (4.10)

Se observa que la solucion en la interface se logra al resolver el sistema de ecuaciones
escalar, que corresponde al tltimo renglon del sistema 4.8

Siir =7 (4.11)

Una vez que se conoce ur, es posible obtener w; y s al solucionar los sistemas de ecua-
ciones asociados a los subdominios €2 y {25, ubicados en los renglones 1 y 2, respectiva-
mente, del sistema 4.8

Avity = (fi — Aypiir) (4.12)

Agily = (f2 — Agriir) (4.13)

Al resolver los sistemas 4.11, 4.12 y 4.13, se obtiene la soluciéon del dominio completo; se
observa que el namero de sistemas por resolver es igual al ntiimero de subdominios mas
uno, que corresponde a la soluciéon de la interface. Las ecs 4.9 y 4.10 corresponden a una
descomposicion de dos subdominios; sin embargo se generaliza para n subdominios como
sigue

S=Ar— > ArAlAr (4.14)
=1

T=Ffr= Y ArALLf (4.15)
i=1

De igual forma, los sistemas 4.12 y 4.13 se generalizan para cualquier bloque como

Aiil; = (f; — A riir) (4.16)
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doi=1,n
a(i,i) = 1/u(d,i)
do j =1i+1, n
sum = 0O
do k =i, j-1
sum = sum + a(i,k) * u(k,j)
end do
a(i,j) = -sum/u(j,j)
end do
end do

Figura 4.4: Codigo en fortran para la inversiéon de una matriz triangular superior, U, de
n X n elementos

En las expresiones 4.14 y 4.15, las cuales proporcionan la matriz y el vector requeridos
para obtener la solucién en la interface al resolver la ec 4.11, se observa que es necesario
invertir las matrices de cada uno de los subdominios. Aunque en la literatura (Chan y
Mathew, 1994), se recomienda resolver la ec 4.7 de forma iterativa, en este trabajo se pro-
pone una solucion directa, lo que involucra la inversiéon de las matrices de los subdominios
para obtener la matriz S y el vector 7 dados por las expresiones (4.14) y (4.15).

La inversion de las matrices de los subdominios, A;!, se lleva a cabo a través de la
factorizacion LU, para posteriormente invertir las matrices triangulares L; y U;, con lo
cual se obtienen las matrices A; !

A = LU, (4.17)

Al =0 (4.18)

Los algoritmos para invertir una matriz triangular superior e inferior pueden deducirse
facilmente; la codificaciéon en fortran se indica en las figs 4.4 y 4.5, donde las matrices
invertidas quedan almacenadas en el arreglo a(i, j).

4.2. Soluciéon de las ecuaciones hidrodinamicas

En el capitulo 2, se planted el esquema numérico para resolver las ecuaciones hidrodi-
namicas. El esquema desarrollado resuelve tres sistemas de ecuaciones, los cuales estan
asociados a los procesos fisicos de adveccion, difusion y propagacion. El esquema de solu-
cion basado en las técnicas de descomposiciéon sin traslape, planteado en este capitulo,
permite generar sistemas de ecuaciones en los bloques que conforman la malla y resolver
cada uno de ellos.
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doi=1,n
a(i,i) = 1/1(i,1)
do j =1i-1, 1, -1
sum = 0O
do k = j+1, 1
sum = sum + a(i,k) * 1(k,j)
enddo
a(i,j) = -sum/1(j,j)
enddo
enddo

Figura 4.5: Codigo en fortran para la inversiéon de una matriz triangular inferior, L, de
n X n elementos

4.3. Mallas curvilineas

Al inicio de este capitulo, se planted el uso de mallas estructuradas; y debido a que las
fronteras del dominio fisico pueden ser de forma irregular, se emplean mallas curvilineas.
Una parte involucrada en el proceso de soluciéon de las ecuaciones hidrodinamicas es la
generacion de la malla. En este trabajo, se utiliza un generador eliptico (Thompson et al.,
1999, 1985), El algoritmo de generacion se detalla en el Apéndice F.

Lo que se discute a continuaciéon es la manera de generar la malla con el enfoque de
miltiples bloques.

4.3.1. Generacion de la malla curvilinea compuesta

La malla se genera por medio de una metodologia que emplea la ecuacion de Laplace, para
imponer condiciones de ortogonalidad, con lo que se obtiene una ecuaciéon de tipo Poisson.

Segiin se indico en el subcapitulo 4.1, el sistema de solucién de miultiples bloques es apli-
cable a practicamente cualquier ecuacion diferencial cuya soluciéon se resuelva mediante
de sistemas de ecuaciones lineales, por lo cual la metodologia de solucion sin traslape es
aplicable para generar la malla.

En la modelacion de flujos a superficie libre, siempre se conoce el contorno del cuerpo
de agua, o al menos se puede determinar de alguna manera; este tipo de informacion es
la requerida por un generador eliptico para crear la malla. No es necesario especificar la
posicion de las interfaces entre bloques, ya que su ubicacion se resuelve por el esquema de
miltiples bloques, y corresponden a las regiones denotadas como I' en el subcapitulo 4.1.
Para ejemplificar lo anterior, se retoma la bifurcaciéon de un rio mostrada en la fig 4.1,
conformada por nueve bloques. Se observa que existen nueve interfaces entre los bloques;
aunque en dicha figura, se encuentran indicadas, la ubicacién de las mismas se desconoce
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Figura 4.6: Malla generada empleando técnicas de descomposicion de dominio

hasta se genera la malla. Al inicio de la generacion, lo tnico definido de las interfaces son
los puntos de origen; es decir, los puntos donde se interceptan con las fronteras de la malla.

En la figura 4.6, se muestra la malla creada al utilizar el generador eliptico descrito en el
Apéndice F. Una ventaja que se observa al emplear un esquema de bloques sin traslape
es que la malla compuesta se genera de forma directa; al contrario de lo que pasa con
un esquema con bloques traslapados donde, ademés de generar la malla, se requiere un
criterio para definir las regiones de traslape.

4.3.2. Estructura de la informacion de la malla

Antes se mencion6 que la ventaja de las mallas estructuradas es la facilidad con que se
puede hacer referencia a la informaciéon: en una malla de un solo bloque, la identificacion
de los nodos que se encuentran en los cuatro puntos cardinales de un nodo dado 7,7 se
obtiene con una expresion algebraica. Esta misma ventaja se conserva en las mallas com-
puestas cuando estan conformadas por bloques estructurados. En este caso, se debe tener
en cuenta que existe una numeracion local de los nodos para cada bloque, y global para
toda la malla, asi también es posible determinar con operaciones algebraicas cuéles con
los nodos que se hallan alrededor de un nodo dado.

Los datos contenidos en la tabla 4.1 permiten ensamblar las matrices. Este tipo de tablas
se genera para cada malla en particular, en este caso corresponde a malla de tres bloques
indicada en la fig 4.7. Para utilizar la plantilla de calculo indicada en la fig 4.8, la cual
corresponde a la discretizacion de la ecuacion de Laplace, o cualquier otra plantilla asoci-
ada a la ecuacion que se esté resolviendo, es necesario conocer el identificador de los nodos
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Figura 4.8: Plantilla de céalculo

indicados, por ello se facilita el ensamblado de la matriz, si la informaciéon esta contenida
en una tabla como la 4.1.

La matriz indicada en la fig 4.9 resulta de la discretizacion del dominio con la malla com-
puesta indicada en la fig 4.7; se construye a partir de la informacion de la tabla 4.1 y
con una plantilla de calculo como la indicada en la fig 4.8. Se observa que esta matriz en
bloque tiene en su diagonal principal las matrices asociadas a cada uno de los tres bloques
y a la interface, y en la tercera columna y tercer renglon, las matrices de interaccion entre
la interface y los bloques.

4.4. Procedimiento general

Con los elementos desarrollados en este capitulo en los anteriores es posible definir el
procedimiento general para dar soluciéon a las ecuaciones de flujo a superficie libre con
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Cuadro 4.1: Datos requeridos en cada nodo para ensamblar las matrices

H id global ‘ id interno ‘ ilj ‘ bloque ‘ Sur ‘ Oeste ‘ Este ‘ Norte H
1 1 111 1 frontera | frontera 2 4
2 2 112 1 frontera 1 3 5
3 3 113 1 frontera 2 31 6
4 4 211 1 1 frontera 5 7
10 1 111 2 frontera 31 11 13
11 2 1]2 2 frontera 10 12 14
12 3 113 2 frontera 11 frontera 15
13 4 211 2 10 32 14 16
19 1 111 3 28 frontera 20 22
20 2 112 3 29 19 21 23
21 3 113 3 30 20 frontera 24
22 4 2|1 3 19 frontera 23 25
28 1 0| 1] interface 7 frontera 29 19
29 2 0 | 2 | interface 8 28 30 20
30 3 0 | 3 | interface 9 29 31 21
31 4 1| 0 | interface | frontera 3 10 32
32 5 2 | 0 | interface 31 6 13 33
33 6 3 | 0 | interface 33 9 16 frontera

movimiento de las fronteras en mallas compuestas. La secuencia de calculo en cada paso
de tiempo At es la siguiente:

1. Solucion de los procesos de adveccion, difusion y propagacion teniendo en cuenta
el procedimiento descrito al final del capitulo 2. Cada proceso se resuelve de la
siguiente forma:

Ensamblado de las matrices de cada uno de los bloques que conforman la malla,
en la interface, y las matrices de interaccion bloque-interface.

Obtener la matriz del complemento de Schur S y el vector 7 a través de las ecs
4.14 y 4.15 respectivamente.

Resolver para la interface con el sistema formado por la matriz S y el vector ¥
(sistema dado por la ec 4.11).

Una vez obtenida la solucién en la interface, se resuelve de forma independiente
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cada uno de los bloques con la ec 4.16, para al final obtener la soluciéon en el
dominio completo.

2. Revisar si se rebasa el umbral €5 dado por la expresion 3.1 en las celdas que se
encuentran en fronteras tipo pared. Si no se rebasa ey, se continua con el célculo de
la hidrodinamica (paso 1); si el umbral es rebasado, se realiza el procedimiento para
la adaptacion de las orillas y generacion de la malla indicado al final del capitulo 3.



Capitulo 5
Validacion

En este capitulo se presentan los resultados de las pruebas hechas para verificar el fun-
cionamiento del esquema de soluciéon planteado en este trabajo, y que de aqui en adelante
se denomina como el modelo. Las pruebas se realizan con el fin de evaluar el desempeno
con tres condiciones diferentes:

1. Verificacion del perfil obtenido con flujo permanente.
2. Revision del proceso adaptativo con mediciones reportadas en la literatura.

3. Verificacion del desempeno del modelo en una malla conformada por varios bloques.
Este caso se utiliza para mostrar las ventajas que aportan las mallas compuestas.

Las pruebas para verificar los puntos anteriores se presentan en los siguientes subcapitulos.

5.1. Flujo permanente

5.1.1. Datos

Esta prueba consiste en calcular el perfil de la superficie libre del agua en un canal
rectangular con ancho de 3 m, pendiente Sy = 0.0001 gasto @Q = 10 m3/s y coeficiente de
Chezy C), = 60.5 m'/?s. toma. Los resultados proporcionados por el modelo se comparan
con la solucion obtenida de la ecuacion dinamica de flujo gradualmente variado (Sotelo-
Avila, 2002).

5.1.2. Resultados

La ecuacion dindmica de flujo unidimensional espacialmente variado se resuelve a través
del método Runge-Kutta de cuarto orden. Para esta comparacion en el modelo hidro-
dinamico se desprecia el proceso de difusiéon. Debido a que en las ecuaciones de flujo
bidimensional se tiene como hipotesis que el tirante es igual al radio hidraulico, R;, = h.

o1
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Figura 5.1: Perfil calculado con el modelo y su comparacion con resultados obtenidos de
resolver la ecuacion dindmica con Runge-Kutta

La ecuacion dindmica de flujo unidimensional fue resuelta con la misma condicion.

El modelo resuelve el flujo con una malla de 6 x 40 elementos; la ecuacion dindmica de
flujo unidimensional se calcula con el método de Runge-Kutta de cuarto orden, con un
Ax = 0.1 m. Los perfiles obtenidos se muestran en la fig 5.1. Puede observarse que las
dos soluciones son practicamente las mismas.

5.2. Proceso adaptativo

5.2.1. Datos

Los datos medidos para verificar el desempeno del proceso adaptivo del modelo se toman
de Soto-Cortés (2000). En dicho trabajo se realizaron mediciones en un canal de 26 m de
longitud, 0.9 m de profundidad y 0.78 m de ancho; fue modificado con un talud, como
se indica en la fig 5.2, para reproducir el movimiento de las fronteras. Las condiciones
establecidas para las dos pruebas realizadas se indican en la tabla 5.1. Por las caracteris-
ticas del material de las paredes y el fondo el coeficiente de Chezy es Cj = 40 m'/?s.
Los limnigramas medidos en la salida, y que se usan como condicién de frontera para el
modelo numérico, son indicados en la fig 5.3.

En Soto-Cortés (2000) se reportan las mediciones realizadas para estos dos casos a 5 m
aguas arriba de la salida. En dicho trabajo se realiz6 el calculo numérico con una malla
adaptable que abarca 12 m hacia aguas arriba de la salida del canal; aqui se utiliza una
malla de las mismas dimensiones.
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09 m

Figura 5.2: Seccién transversal del canal

Cuadro 5.1: Condiciones de flujo en los dos casos reportados en Soto-Cortés (2000)

| Caso | Gasto entrada (I/s) | Pendiente | Limnigrama salida |

I 7.05 0 Fig 5.3a
IT 7.9 0.0094 Fig 5.3b

5.2.2. Resultados

Debido a que se utiliza la hipotesis de libre deslizamiento en las fronteras, es valido rea-
lizar la modelaciéon numérica en un canal trapecial, donde una mitad corresponde a la
geometria del canal donde se realizaron las mediciones mostrado en la fig 5.2. En estas
condiciones, se emple6 una malla de 13 celdas en la direccion longitudinal, y 9 en la di-
reccion trasversal. Donde se establecié como umbral para la adaptacion ey = Imm y un
paso en el tiempo de At = 0.2s.

En la fig 5.4 se muestra la comparacion del perfil medido contra el calculado, correspon-
diente al caso del canal con fondo horizontal. En la fig 5.5 se presenta la comparacion del
nivel medido contra el calculado en el canal con pendiente; ambos casos en una seccion
transversal 5 m aguas arriba de la salida.

En las figs 5.6 y 5.7 se indica la evolucién en el tiempo de las orillas calculadas por el
modelo para el caso del canal de fondo horizontal y el caso con pendiente. En estas fig-
uras el flujo va de izquierda a derecha, la margen derecha del canal, que corresponde a la
pared vertical mostrada en la fig 5.2, coincide con el eje + = 0 mientras que la margen
izquierda, que es la que esta en constante movimiento por el talud del canal y la variacion
del nivel H, son las lineas indicadas para los diferentes tiempos especificados en las figuras.
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5.3. Analisis del flujo en la bifurcacién de un rio

5.3.1. Datos

Este anélisis consiste en calcular el flujo en la bifurcacion del rio Mezcalapa en los rios
Samaria y Carrizal, la zona corresponde a la region mostrada en la figura 5.8. La geome-
tria conformada por los rios hace necesario el uso de una malla compuesta. La batimetria
de la zona, que es mostrada en la fig 5.9, se tomd del trabajo de Jiménez et al. (2007).

En la fig 5.10 se indica la discretizacion del dominio fisico, que fue descompuesto en 18
bloques. En esta misma figura se muestra la malla inical, que es conformada por 843
celdas internas y 236 celdas en las fronteras. Los vértices en la malla corresponden a los
centros de las celdas.

En la frontera de entrada se especifico el limnigrama mostrado en la fig 5.11, tomado de
Jiménez y Berezowsky (2009), mientras que en los brazos del rio Carrizal y Samaria se
imponen como condiciones de frontera las curvas ()-H mostradas en la fig 5.12.

La modelacion se realizé partiendo de que el nivel del agua es constante en los rios, con
valor H = 16.65 m, y velocidad nula. Se tuvo un periodo de calentamiento de 24 h para
establecer el flujo en los rios. El movimiento del agua se genera por efecto del limnigrama
impuesto como condicién de frontera en el rio Mezcalapa. El intervalo del tiempo para la
modelacion es At = 5s y el umbral para la adaptacion de la malla es ey = Smm.
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Fecha de las imagenes: 24 de Nov. de 2004

Figura 5.9: Batimetria de la bifurcacion Mezcalapa-Samaria-Carrizal
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Figura 5.10: Malla compuesta de la bifurcacion, conformada por 18 bloques
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Figura 5.11: Limnigrama en el rio Mezcalapa
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Figura 5.12: Curva Gastos-Elevaciones en los rios Samaria y Carrizal

5.3.2. Resultados

Los hidrogramas obtenidos en los tres rios durante la simulacién de un periodo de 72
horas se indican en la figura 5.14, se observa que de acuerdo a los resultados del modelo,
los picos entre la entrada del rio Mezcalapa, y la salida del rio Samaria estan desfasados
aproximadamente 4 horas, mientras que el tiempo de desfase con el rio carrizal es de 5
horas.

El campo de velocidades calculado para el instante t=36h de la simulacién se muestra
en la figura 5.13. En la figura 5.15 se indica la posiciéon de las fronteras en tres instantes
diferentes, puede observarse por ejemplo, que entre las horas 24 y 36, en la margen derecha
del rio Mezcalapa hay un desplazamiento de alrededor de 80 m, mientras que en la isla el
desplazamiento es de 15 m. A la hora 56 el nivel decrece y las orillas se acercan nuevamente
a la posicion alcanzada en la hora 24. Debido a que las curvas Q- H impuestas en las salidas
de los rios Samaria y Carrizal tienen poca variacion del nivel H, el desplazamiento de las
orillas en esos lugares es reducido.
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Figura 5.13: Campo de velocidades en el instante t=36h
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Figura 5.14: Hidrogramas calculados en las fronteras de los tres rios
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Capitulo 6

Conclusiones

Con este trabajo se desarroll6 una metodologia para resolver las ecuaciones hidrodinami-
cas de flujo bidimensional a superficie libre en dominios fisicos con forma irregular. Para
ello se utilizaron mallas compuestas y sistemas coordenados curvilineos, estos tltimos
permiten una representacion adecuada de las orillas del cuerpo de agua, mientras que
las mallas compuestas eliminan las restricciones existentes en las mallas curvilineas en
relacion al ntamero de fronteras que las delimitan.

Ademas, como parte principal de esta investigacion, se se incorpor6 el proceso adaptativo
de las orillas, que pueden moverse para inundar o secar el terreno anexo al cuerpo de agua.
El movimiento depende de la conformacion del terreno y de los niveles de la superficie
libre del agua.

Varios autores han trabajado en la solucién de este problema empleando diferentes enfo-
ques, la mayoria empleando malla fija por su relativa sencillez de uso, pero sacrificando
otros parametros, como una representacion adecuada de las orillas. Por otra parte, los
esquemas de malla adaptativa, aunque su uso tiene mayor complejidad por la transfor-
macion de las ecuaciones, representan de forma precisa las orillas.

El modelo desarrollado presenta estas ventajas:

» Representacion exacta de las orillas. Esto es por el uso de los sistemas curvilineos
ajustados a las fronteras.

= Uso de mallas curvilineas, lo que facilita la solucion de las ecuaciones de gobierno,
por tratarse de mallas estructuradas.

= Discretizacion de dominios con forma irregular por medio de mallas compuestas.
De otra forma seria necesario utilizar una malla no estructurada con elementos
triangulares.

= Se agregd al esquema de célculo un esquema de interpolaciéon conservativa para
llevar los pardmetros fisicos de la malla anterior a la recién generada.

63
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Un aspecto a destacar en el modelo desarrollado, es que las ecuaciones se presentan en
forma vectorial y que en el modelo numérico fueron establecidos también de esta forma;
esto fue posible gracias a los lenguajes de programacion orientados a objetos, que per-
miten definir toda el dlgebra vectorial y realizar operaciones de forma sencilla. Este tipo
de manejo de las ecuaciones reduce el nimero de términos relacionados con la transfor-
macion de las ecuaciones de su forma cartesiana a la curvilinea, lo cual ha sido un motivo
por el que algunos autores evitan el uso de los sistemas curvilineos.

La verificacion del modelo realizado contra mediciones de laboratorio proporcioné resul-
tados satisfactorios, como se indica en las figs 5.4 y 5.5 mostradas en el subcapitulo 5.2,
donde puede verse que los niveles calculados por el modelo son muy cercanos a los niveles
medidos.

Respecto a la modelacion de la bifurcaciéon de un rio mostrada en el subcapitulo 5.3, se
observa que el modelo trabaja con 18 bloques, y realiza de forma adecuada la adaptacion
de las fronteras en condiciones donde el dominio fisico es muy irregular.

En referencia a desarrollos futuros de la metodologia se identifica el proceso de adaptacion
de la malla: el proceso de interpolacion de las propiedades fisicas propuesto aqui se basa
en que el nimero de celdas de la malla se mantiene constante; sin embargo, en procesos
donde ocurre un desplazamiento considerable de las orillas, puede ser 1til aumentar o
disminuir el nimero de celdas. Para lo anterior seria necesario desarrollar un esquema
diferente de interpolacion.

Otro punto por incorporar al modelo, es el uso de diferentes esquemas para la solucion de
la matriz en bloque, la cual actualmente se resuelve en un proceso directo, pero que puede
hacerse mas eficiente a través de resolver los sistemas de ecuaciones con métodos iterativos.



Apéndice A
Transformacion de coordenadas

La soluciéon de un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales en geometrias con formas
irregulares puede simplificarse si se realiza un mapeo del espacio fisico real, a uno com-
putacional, como se muestra en la fig A.1, donde las ecuaciones en un dominio irregular
se resuelven en un espacio rectangular £-n, en el que puede aplicarse un esquema de dife-
rencias finitas con incrementos A¢ y An constantes. Para realizar lo anterior es necesario
definir las relaciones de transformacion entre las derivadas en los dos sistemas coordenados.

Norte

Oeste Este

P(En)

nL Sur

a) Plano cartesiano & b) Plano curvilineo

Figura A.1: Mapeo del plano cartesiano al curvilineo

Las derivadas de una funcién en el plano cartesiano x-y, se obtienen a partir de las
derivadas en el plano curvilineo, con la regla de la cadena

Fp=Fe&p + Fyny (A.1la)
F, = Fe&y + any (A.lb)

Se observa que este tipo de transformacién es adecuado cuando es posible calcular las
derivadas de F' en el plano &-n. De forma reciproca, se obtienen las derivadas de F' en el
plano curvilineo cuando se conocen sus derivadas en el plano -y
Fé = Fxl'é + Fyy§ (AQ&)
F, = Fyx, + F,y, (A.2Db)

Para evaluar las ecs A.1, es necesario determinar los gradientes de £ y n
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VE=&i+E,) (A.3a)
Vi = 131+ 1] (A.3b)
Para lo anterior, se requieren las ecuaciones de transformacion del espacio cartesiano, -y,

al espacio curvilineo &-n, dadas de la forma & = £(z,y) y n = n(x,y).

Por otra parte, las ecs A.2 se evaltian utilizando los componentes de los siguientes vectores

e = el + Yl (A.4a)
donde el vector 7 se define como
7= z(&,m)i+y(En)i (A.5)

Los vectores base del sistema curvilineo &-7 se denominan base covariante, se obtienen de
derivar el vector 7 tal como se indica en las ecs A.4

) = 7% (A.6a)
dy =T, A.6b
" (

El vector d; es tangente a los ejes £, representados en el espacio cartesiano, mientras que
a- es tangente a 7.

Otro sistema de vectores es la base contravariante, los cuales son normales a los ejes
curvilineos, y estan definidos por las ecs A.3

a = V¢ (A.7a)
a =vn (A.7b)

Una caracteristica de las bases covariante y contravariante es que estas dos bases son
paralelas, es decir, d@; || @ y dy || @* cuando el sistema coordenado curvilineo es ortogonal.

A.1. Elementos diferenciales

Un elemento diferencial dr’ en el espacio x-y, expresado en funciéon de elementos diferen-
ciales dados en el espacio &-n se define como

i’ = (zed& + 2,ydn)i + (Yed€ + y,dn)j (A.8)

lo que es equivalente a la expresion

i = Gy d€ + dadn (A.9)
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La longitud del elemento diferencial dr’ se denomina ds y se obtiene como sigue

(ds)® = (@d€ + dadn) - (G@dE + dadn)
= (@1d€) - (@1dE + dodn) + odn - (@1dE + Gadn)

simplificando se obtiene

(ds)? = (ay - @y )dE* + (dy - dz)dEdn + (dy - @y)dEdn + (dy - d@y)dn? (A.10)
Los términos dr’y ds son incrementos diferenciales que ocurren en el espacio cartesiano,

x-y, producidos por los incrementos diferenciales d¢, dn en el espacio curvilineo, &-1).

Se observa que la longitud de un arco dado en funcién de elementos diferenciales en el
espacio &-n, depende de los productos escalares de la base covariantes, dichos productos
definen al tensor covariante métrico

a1l Q1o _ .Tg + y? Tely + YelYn (A 11)
a1 G99 Tely + Yeln 1'727 + y% '

Los elementos a;; se calculan con el producto escalar

Empleando la definicién anterior, el calculo de la longitud de un arco se reduce a la
expresion
(ds)? = and&® + araddn + arzdnd§ + azedn’ (A.13)

y dado que a5 = aqo se tiene finalmente

(ds)? = a11d€® + 2a15d€dn + agdn’? (A.14)

Se observa que cuando la base del sistema coordenado curvilineo es ortogonal, el producto
ay - ds es nulo, y por ello a;s = ap = 0.

El incremento diferencial en el espacio z-y que se presenta cuando hay un incremento
diferencial a lo largo de cada uno de los ejes coordenados curvilineos se obtiene con las
relaciones

dSl = ‘61|d§ == \/andf (A15>
y
ds® = |dy|dn = \/asedn (A.16)

El incremento ds! corresponde al originado por df y ds? al originado por dn. Por otra
parte, un elemento diferencial de drea dA en el espacio x-y definido por los elementos
diferenciales d¢ y dn se calcula a través del producto vectorial de la base covariante
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Si se emplea la identidad vectorial
(RxS)- (T'xU)=(R-T)(S-U)—(R-U)(B-C) (A.18)
Al aplicarla a la base covariante se tiene
(o?l X 62) . (dl X dg) = (dl . 61)(62 . dg) — (dl . 62)(62 . dl) (Alg)
Lo cual se reescribe como
|dy X @of” = a11a9; — a12a12 (A.20)
y dado que a5 = a3, se obtiene

|dy X o] = aryan — ai, (A.21)

Se observa que el resultado de la ecuacion anterior es igual al determinante de la matriz
(A.11), si se denomina J? a este determinante

J2 = det (|:CL11 CL12:|) = 1109292 — G%Q (A22)

a2 a22
Sustituyendo los valores de derivadas involucrados en a;;, la ec A.22 se reduce a
J? = (zeyy — wqye)” (A.23)

Una vez que se ha definido al término J, el elemento diferencial de area estd dado por la
siguiente expresion

dA = Jdédn (A.24)

Al valor J se le denomina Jacobiano de la transformacion, y se calcula con cualquiera de
las expresiones equivalentes:

J = |61 X Eig‘ (A25a)
J = xeyy — vyYe (A.25b)

El Jacobiano tiene una interpretacion fisica, ya que el médulo del producto vectorial
a1 X d representa el area del paralelogramo formado por los vectores d; y ds.
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A.2. Operadores de derivacion

Las expresiones para el calculo de los operadores gradiente, divergencia, rotacional y
Laplaciano se obtienen al aplicar el teorema de divergencia a un elemento diferencial de
area, rodeado por cuatro ejes paralelos a los ejes curvilineos, como se muestra en la fig
A.2. El teorema de divergencia esta expresado por la equivalencia entre las siguientes

integrales
//V-ﬁdA:%ﬁ-ﬁds (A.26)
A c

donde F' es una funcién vectorial, 7 es un vector unitario normal dirigido hacia afuera de
la curva cerrada C' que encierra el area A.

Los elementos 7ids de las cuatro caras que encierran al elemento diferencial se calculan
como

ftds' = +(dy x k)dn (A.27a)

itds® = +(a@, x k)d¢ (A.27b)

El signo en las ecs A.27 depende de la posicion de la cara respecto al area. El teorema de
divergencia se escribe como

Figura A.2: Elemento diferencial de area en el plano &-n
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//Mv-ﬁjdfdn:
-/,

ﬁ-(52xk)dn—/ F - (i@ x R)dn+
i sCL

+ / F (@, x k)d¢ — F (@, x k)d¢ (A.28)
bles] sC2

En las integrales de linea en la ec A.28, los lados 0C* corresponden a las caras cuyas
normales son paralelas al eje € y la caras 6C? tienen normales paralelas al eje 7, los signos
indican si las normales apuntan en las direcciones positivas o negativas de los ejes.

Divergencia

Cuando el elemento diferencial de drea dado en por la ec A.28 tiende a cero, A — 0, se
llega a la expresion de la divergencia, (Thompson et al., 1985).

V. F :%[ﬁ.(@x};)L—HF-@xk)L (A.29)

La ec A.29 es la version conservativa de la divergencia en coordenadas curvilineas, desar-
rollando sus componentes

P x B)| = (Bt B) - (i = a)] = [Fy + P

calculando las derivadas respecto a & se tiene

[Fryy + Foxyle = [Fryy)e — [Foxy),
= [(F1)eyn — Fiyen] + [(F2)ewy — Faxe]
= [(F1)eyn — (F2)exy] + [Fryen — Fowgy)

La eXpreSién anterior puede expresarse con prOductOS escalares

[(Fl)éyn - (F2)§xn] - [Flyén - F2$€77] = F¢- (yni - xnj) - F- (yéni - 375775)

= Fe - (3/77i - :an) - (yni - xnj)é

Sustituyendo el producto vectorial @y x k = y,i — x,j en la expresion anterior, se llega a
la expresion

[ﬁ- (@ x 12)] = F- (552 X 12) +F (552 X 12) (A.30)

3 3

Procediendo de manera anéloga con el término [ﬁ - (ay % l;)] se obtiene
n
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—

[F (@1 % 1;)}

A partir de los resultados anteriores se llega a la siguiente representacion del operador
divergencia

—F,- (51 x 12) +F (al x 12) (A.31)

n n

5]

— 1 — A — ~ 1 = ~
v.F - j[pf.(;mxk)_Fn.(alxk)} +—[F-(&’2xk)§—

La versiéon no conservativa omite los componentes del segundo término del lado derecho
de la ec A.32, por lo cual queda

(@ % 12),7] (A.32)

— ]_ — ~ — ~

V. F :j[Fg-(ﬁgxk)—Fn-(lexk)} (A.33)

Al desarrollar los productos escalares y vectoriales en la ec A.29 se obtiene

-1

Vo F =Sk = apFa)e + (—yelt + 2¢Fa),) (A.34)

Mientras que para la ec A.33, que corresponde a la version no conservativa

S 1 1

Vo F = S (R - velR)) + 5 (—og(Fole + (), (4.35)

En las ecs A.34 y A.35, el vector Fse descompuso en sus componentes, F= F15+ng. Estas
ecuaciones permiten calcular la divergencia en el espacio cartesiano, z-y, a partir de una
funcion vectorial dada en el espacio curvilineo £-7), F=F (&,m). Un aspecto importante
de dichas ecuaciones es que a partir de ellas se obtienen las expresiones de las primeras
derivadas en x y y para una funciéon escalar f. Las derivadas en forma conservativa son

fo == ((Wnf)e = (Y )n) (A.36a)

—_
~l =

fy = Wi (—(znfe + (zef)n) (A.36D)

Las derivadas en su versiéon no conservativa son las siguientes

1

Je= Wi (ynff - y&fn) (A.37a)

fy = % (—znfe +xe fy) (A.37h)

Las ecs A.37 son equivalentes a las expresiones A.2 si se considera lo siguiente:

§o =7 (A.38a)
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&y = (A.38¢)

Le

Empleando las cuatro igualdades anteriores se obtienen las expresiones para evaluar V&
y Vn a partir de los elementos de la base covariante

Ve = % <yni . xnj) (A.392)
Vn = % (—y i+ $§j> (A.39Dh)

De acuerdo a la definicion de la base contravariante, se tiene que a* = V€ y a2 = Vn, y
empleando los resultados obtenidos anteriormente, la base contravariante se puede definir
de la siguiente forma

il = % (52 x 12) (A.40a)

@ = —% (1 X k) (A.40b)

Las expresiones (A.40) permiten escribir de manera més compacta al operador divergencia
al ser sustituidas en (A.29) y (A.33). Para la version conservativa se tiene

S 1 = I
VoF=- <(Ja ) F)E + ((Ja ) F)n (A.41)
o de forma equivalente
1 S\ 7 1 a 1 N ) =
VoF = <(Ja ) B+ (D), - F) +- ((Ja ) By + ((Ja), - F) (A.42)
y para la versiéon no conservativa se obtiene
V-F=d - F+ad-F, (A.43)

Gradiente

El teorema de divergencia, expresado en (A.26) se puede plantear empleando una funcion

escalar I
/ / VF dA = 7§ Asids (A.44)
c

Haciendo un desarrollo similar al del operador divergencia, se obtiene la versiéon conser-
vativa

(al x k) F]n (A.45)
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y la no conservativa

VA= % [(52 x 12) A¢ — (51 x 12) An} (A.46)

Si se emplean los vectores de la base contravariante, las dos expresiones anteriores quedan
de la siguiente forma, para la versién conservativa

VA=) A+ [(7) 4], (AAT7)

1
T €

y para la no conservativa se tiene
VA=ad A +adA, (A.48)

Desarrollando los términos de la version conservativa se llega a lo siguiente

VA= % (@) x k) A+ (@ x K) A - % (@) < K) At (@ x k) 4,]  (A49)

realizando los productos vectoriales

VA= % [(ynAfi — InA§j> + (ynﬁAi - LﬁAj)] -

% K%Ani _ ngnj) + <y§nAi - xgnAj)] (A.50)

agrupando términos

VA== |(ypeA + yyAe) 1+ (ze A+ %As)ﬂ -

~l =

1 . .
5 {(yan + yeAy) i+ (xenA + $£AU)J] (A.51)

finalmente se llega a la expresion

1 . i
VA= 5 [(ynAg + (Yen — Yne) A — yeAy) 1+ (—xe Ay + (Tye — 2ey) A+ $nA§)Ji| (A.52)
Si en la version no conservativa se desarrollan los productos vectoriales se llega a lo
siguiente

1 . .
VA=~ [(ynAE — yeAy) 1+ (—zeAy + anE)J} (A.53)

Se observa que las expresiones de las derivadas de primer orden dadas por (A.37a) a
(A.37b), que se obtuvieron a partir del operador divergencia, también se obtienen a través
del operador gradiente.
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Laplaciano

El operador V? se obtiene al aplicar el operador divergencia, al resultado obtenido del
operador gradiente sobre una funciéon escalar, V2F = V - (VF). Para la versién no con-
servativa se tiene lo siguiente:

de la ecuacion (A.48) se tiene

VF =adF; +adF,

y aplicando (A.43)

V- (VF)=d - (d'F + @ F,), +a@ - (@' F + @°F,),
Al desarrollar la expresion anterior

V- (VF)=a" - ((@")eFe + @ Fge + (@) F, + @ Fpe) +

+a* - ((al)nFé + leén + (dQ)nFn + dQan)
agrupando términos
V- (VF)=a"a@" Fe +2a" - @Fg +a - aFy,+

+dl ’ ((d&)éFé + (62)£Fn) + a - ((al)nFé + (dQ)WFn)

finalmente, se llega a

V- (VF)=a"" @ Fe +2a" - @Fe +a - aF,+
+ (@ (@)e + @ (@)y) Fe+ (a - (@) + @ - (@),) By (A54)
En la expresion anterior se observa que los términos a'-(a')¢+a?- (@), y @' (a*)e+a*-(a?),

corresponden a las operaciones V - @' y V - @ respectivamente, y dado que @' = V¢ y
a’ = Vn, también puede reescribirse como V2¢ y V2.

Por otra parte, en la base contravariante también se tienen definidos elementos métricos,
a’ = a'-a’, en dos dimensiones se definen de la siguiente manera

at =a-a' (A.55)
a®* =a*-a* (A.56)
a2 = a2 =g - @ (A.57)

Empleando los elementos métricos de la base contravariante, el Laplaciano se reescribe
como
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V°F = a"' Fee + 20" Fgy + a®F,, + (V- @') Fe + (V- @) F, (A.58)

o de forma equivalente

V?F = a"' Fee 4 20 Fy, + a®Fy,) + (V3€) Fe + (VPn) F, (A.59)

A.3. Resumen de operadores de derivacion

A.3.1. Elementos de la base covariante

Vectores base:

@ = Tl + ye) (A.60)
y = Tyl + Ynj (A.61)
Elementos métricos:
ay = dy - dy = (x¢)” + (ye)? (A.62)
Qo9 = Ay - Ay = ([Bn)2 + (%)2 (A.63)
Q12 = Q12 = @1 - Ay = TeXy + Yely (A.64)

Jacobiano de transformaciéon

J = |a) X da| = \Janax — aly = xey, — Tyye (A.65)

A.3.2. Elementos de la base contravariante

Vectores de la base:

i'=VE=&i+&) (A.66)

@ = Vi = i+, (A.67)

La base contravariante se puede obtener a parir de los elementos de la base covariante:
—1 1 — Y 1 2 N
@ = <a2 X k) = <?/n1 — .T,ﬂ) (A.68)

a’ = —% <5L’1 X R) = % (—ygi + $§j) (A.69)
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Los elementos métricos son:

— — ]'
= d = () + (0))
— — 1
o =@ = () + (29°)
12 21 -1 =2 1
a = Qa = a -Q _— —j (yfyn —|— xf‘xn)

Se observa que los elementos métricos pueden escribirse de la siguiente forma:

1 @22
T
22 On
T
12 _ 921 _ Q12
¢ T
A.3.3. Operador Divergencia
Forma conservativa:
nl 1 S\ —2
VnF:j<UayF)+ <Ua)
3

forma no conservativa:

V- F=a - F+a-F

A.3.4. Operador Gradiente

Forma conservativa:

VF=—((Ja") F), +

1
J

Forma no conservativa:

VF = d'F + @F,

(V@) F),

(A.70)

(A.71)

(A.72)

(A.73)

(A.74)

(A.75)

(A.76)

(A.77)

(A.78)

(A.79)
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A.3.5. Operador Laplaciano

V?F = a''Fge + 20 Fy,) + o F + (VZ€) Fe + (VPn) F, (A.80)
donde

V2 = at (@) +a - (@), (A.81)

Vi =a' - (@) +a - (@), (A.82)
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Apéndice B

Transformacion de las ecuaciones
hidrodinamicas

Las ecuaciones por transformar al sistema coordenado curvilineo, dadas en el capitulo 2
son:

1. Adveccion

(hu)y + U - V(hu) + huV - U = 0 (B.1)
(hv), + U - V(hw) + hoV - U =0 (B.2)
2. Difusion
(hu); — v, V*(hu) = 0 (B.3)
(hv); — v, V?(hv) = 0 (B.4)
3. Propagacion
H,+V - (hU) =0 (B.5)
. 1

La transformacion se aplica a los términos que involucran derivadas en el espacio, como
se observa en las ecs B.1 a B.6; las derivadas han quedado expresadas en términos del
operador gradiente, divergencia y laplaciano, de los cuales se realizo la transformacion a
coordenadas curvilineas en el apéndice A.

79
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B.1. Version curvilinea de las ecuaciones

Una aspecto importante por considerar en la transformacion de las ecuaciones es la influ-
encia del movimiento de la malla en las derivadas respecto al tiempo. Como se dedujo en
el subcapitulo 3.3, la derivada respecto al tiempo en el plano cartesiano obtenida a partir
del sistema curvilineo, (ec 3.32), es

ft(xfy) _ t(é*n) + []F'/M] 7

B.1.1. Proceso de Adveccion

El proceso de adveccion tiene involucrados a los operadores gradiente y divergencia. Apli-
cando las versiones curvilineas desarrolladas en el Apéndice A se tiene

V(hu) = @ (hu)e + @*(hu),

V.0 =0+ 0,
sustituyendo lo anterior en la ec B.1, y teniendo en cuenta la transformacion del tiempo,
se tiene

(hu), + [ f;julvl} 4 U - (@ (hu)e + @(hu),) + hu (51(75 + a*?ﬁn) —0 (B.7)
donde f,’:u = (hu)ei + (hu),j. Procediendo de igual forma con la ec B.2
(hv), + [ f;UM] 4 U - (@ (ho)e + @(hv),) ho (alﬁg + 52(7,7) ~0  (B.S)
En este caso fl = (hv)el + (hv),].

B.1.2. Proceso de difusion

En el proceso difusivo se tiene involucrado al operador laplaciano; en la ec B.3, V2u se
transforma de la forma siguiente

V2 (hu) = a' (hu)ee + 20" (hu)ey + a (hu)y, + (V2E) (hu)e + (V1) (hu),

Sustituyendo lo anterior en la ec B.3, se tiene

(hu)e — vy (a™ (hu)ee + 207 (hu)gy + ™ (hae)yy + (V7€) (hu)e + (V) (hu),) = 0 (B.9)

Mientras que para la ec B.4

(hv); — 1y (an(hv)& + 2@12(hv)5,7 + am(hv)m7 + (V) (hv)e + (VQn)(hv)n) =0 (B.10)
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En el proceso de difusién el término correctivo de la derivada del tiempo no se considera
debido a que ya se tomo6 en cuenta en la etapa de adveccion.

B.1.3. Proceso de propagacion

La ecuacion de continuidad, (ec B.5), tiene involucrado el operador divergencia, el cual
tiene la siguiente transformacion

V- (hU) = a - (hU)e + @ - (hU),
Sustituyendo el resultado anterior en (B.5)
H, + [f;M] 4 d - (hU)e+ @ - (hU), =0 (B.11)

En la expresion anterior, f; = H§i+Hnj, corresponde al término correctivo de la derivada
del tiempo para H. Por otra parte, con la ec (B.6), el operador gradiente se transforma
de la siguiente manera

VH =d'He +d’H,

sustituyendo el resultado anterior en la ec B.6 se obtiene finalmente

. 1
(hU); + gh (@"He + @ H,) + 7, =0 (B.12)
Yo
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Apéndice C

Discretizacion de la adveccion y la
difusion

C.1. Proceso de adveccion

La ec B.7 se discretiza de la siguiente manera:

(hu), = —a [17 (@ (hu)e + @(hu),) + huV - (7} "y

— (1= a) [0 V() + huv - ﬁ]" - [quMr 7 (C1)

Las derivadas se sustituyen por diferencias finitas, y se obtiene

(hu)e ™ — (hu)z
At

o ((a (hu)e ™ — ()t (hu)p ™ — (hu) ™ wileg  fin| _

—i—a{Uc (a 2AE +a A + (hu)iV - U™ | =

=—(1-a) [lj -V (hu) + huV - ﬁ]n - [quMr 1t (C.2)

Agrupando los términos del tiempo n + 1 al lado izquierdo de la ecuacion, y los términos
del tiempo n, en el lado derecho

n+1 .
()™ +aV - U™ (hu)"™+

At
o for (@2 G oG]

2A¢ 2An

— _(1-a) [ﬁ-V(hUHhuv.lﬂn— [ff’fu'\/'rﬂJr

83
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Simplificando, y teniendo en cuenta que A = Anp =1

(14 aAtV - U™)(hu)" '+
+ %At [(7: <@ ((hw)™™t = (hu)™ ) + U7 - @ ((hu)mtt — (hU)’;‘“)]

— —(1—a)At [(7 Y (hu) + huV - (7}" ~ At [quM]n 7 (hw)® (C.4)
Los términos independientes se agrupan

C

Dy = —(1 = a)At [0 V(hu) + hu¥ - ﬁ]” _ At [f;julvlr 74 (h)” (C.5)

Mientras que se definen los siguientes coeficientes:

C), = 2AHT" - a") (C.6a)
Cy = 2AHUT - @) (C.6b)
C=1+aAtV.-U" (C.6¢)

Empleando los coeficientes dados por las ecs C.5 y C.6, la ec C.4 se reescribe como

C(hu)™ + Cy(hu)™™ + Cy(hu)™™ — Cy(hu)™™ — Co(hu)™™ = Dy (C.7)

Si se aplica el mismo procedimiento a la ec B.8 se obtiene la expresion

C(hv)" + Cy(ho)™ 4 Cy(hv)" T — Oy (b))t — Co (ko)™ = Dy (C.8)
donde D, se define como
Dy = —(1— )AL [T - V(ho) + hov - (7]” At [vaM]n 74 ()" (C.9)

Los coeficientes C', C; v C2 en las ecs C.7 y C.8 son los mismos, por ello dichas ecuaciones
) )
pueden representarse como un sistema lineal con el vector velocidad como variable

¢ (nt) "o (n07) SoS (n07) :H ~ & (D) e, (n07) "B, (C10)

c € w S

donde

D, = Dyi+ Dsj (C.11)
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C.2. Proceso de difusion

Se utiliza un esquema similar al empleado con el proceso de advecciéon. la ec B.9 se
discretiza de la siguiente manera:

(hu) = av, (a' (h)ee + 20" (hu)e, + a® (hu)yy + (V2€) (hu)e + (V2n) (hu),)""
+ (1 —a)y (CLH(hu)gg + 2a"?(hu) g, + a®?(ha)y, + (VZ€) (hu)e + (VQn)(hu)n)n (C.12)

Expresando al término que depende de las condiciones en el tiempo nAt de la siguiente
forma

Dpy = (an(hu)éé + 2a12(hu)5n + @22(hu)nn + (V2§)(hu)5 + (VQU)(hu)n)n (C.13)

y sustituyendo las derivadas en (n + 1)At por sus equivalentes en diferencias finitas, en
donde se considera que A{ = An =1 en la ec C.12 se obtiene lo siguiente

(hu)g ™ — (hu)g
At

1
+ 20 2 ((hu)pd + (hu)3y" = (R = (b)) + o (hu) ™ = 2(hu) ™+

+ (hu) ) + (V2 3 (h)y ™ — (ha)y™) + (V)5 (hu) ™ — (hU)?“))
+ (1 — Oé)l/tDDU (Cl4)

= avy (" (b2 = 2(ha) ! + (b))

Si se definen los siguientes coeficientes

Ce = avy (a + 3(V3€)) (C.15)
Cw = ayy (a'' = 3(VZ)) (C.16)
Cn = avy (a® + 1(V?n)) (C.17)
Cs = ay, (a” = 3(V7n)) (C.18)
Ce = —2ay, (a' + a*) (C.19)

C = tay,a® (C.20)

Empleando los coeficientes anteriores, la ec C.14 se reescribe como una ecuacion lineal

Co(hu)™ + Oy (hw) + C (hu)™ ™ + O (hu)™ ™ + Co(hu )

(hu)z
A (C2n)

+C ((hu)pd" + (hu)gy' = (hu)e™ = (b)) = (1— a)nDpy +

Aplicando el mismo procedimiento a la ec B.10 se obtiene la ecuacion lineal siguiente
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C,(hv)" + Cy(hv)5 + C (h) T + Cy(h) ™ 4 C,(hv) T
(hv)?

C

O ()i + (o)t = ()2 = ()itt) = (1= @)Dy +

En la expresion C.22, el coeficiente Dpy se define de la iguiente manera

Dpy = (a" (h)ee + 2" (hv)g, + a® (hw),y, + (V2€) (hv)e + (V*n) (hv),)"
Agrupando las ecs C.21 y C.22, se obtiene obtiene

C. (hﬁ) :H Y, (hﬁ) ZH LC, (hﬁ) :H e} (hﬁ) :H Y C. (hﬁ) :H
(). ()= () = () = 1= ot U

donde

[jd = DDUi + Dva

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)
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La ecuacion en coordenadas curvilineas del proceso de propagacion B.11, se representa
como

- n - _ n+1 -

H, + [f;{M} R+ a(al : (hU)ngc?Q-(hU)n) Y (1—a)V . ()" =0 (D.1)
Los términos en la ec D.1 que dependen de las condiciones en nAt se agrupan en un
término

Do = (1—a)V - (hU)" + [f;M] 7 (D.2)
Sustituyendo la ec D.2, y las derivadas por sus equivalentes en diferencias finitas en (D.1),

se obtiene

AH.
At

+a(|a- @y - |@ @0y 4@ w0y <@ (0] )+

+De=0 (D.3)

En la expresién anterior AH estd definido como AH = H"'' — H™. Lo siguiente es
discretizar la ec B.12, con el fin de acoplarla con la ec D.3. Es importante destacar que la
ec D.3 se aplica al volumen de control delimitado por las caras s’, w’, ¢’ y n/, mostrado en
la fig D.1. Los valores de hU con conocidos en los puntos s, w, e y n, por lo cual deben
ser interpolados en las caras €/, n/, §’, w’, la interpolacion se realiza como un promedio
ponderado del flujo de la siguiente forma:

’ ’ /

€ w n
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Figura D.1: Definicion de las caras donde se calcula el flujo.

El Jacobiano J corresponde al area de las celdas, por ello se utiliza como factor de peso
en las expresiones anteriores. Al definir los coeficientes

we =Jo (Jo+ J) (D.4a)
W =Jo (Jy + Jo) (D.4b)
Wn = (J + )7 (D.4c)
wy =Js (Jo+ J) (D.4d)

las proyecciones de los flujos en las caras de la celda que se utilizan en la ec D.3 son

()], o ()] - ()], o
()] () - ()]
o (0)], o o (0)] - ()] s
o ()], o ()] - )] oo

El siguiente paso es discretizar la segunda ecuacion asociada al proceso de propagacion
definida por la ec B.12. Se tiene

(hU); + a (ghVH)"™™ + (1 — a) (¢hVH)" + p 17 =0 (D.6)

La parte de la friccién se discretiza de la siguiente manera

—1=n+1 lod =\ "
pT T =g hU
’ CEhr < )

donde, agrupando los valores en el tiempo n en un coeficiente se tiene
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_,lo

Cihm
Teniendo en cuenta las relaciones H""' = H™ + AH, "' = h™ + AH, y el coeficiente
dado por la ec D.7, la expresion D.6 se reescribe de la forma:

K, (D.7)

= A\ n+l
()i +a{g(h" + AH) [VH" + ¥ (AH)]} + (1= a) (ghVH)" + K7 (h0)" =0 (D.8)
El término AHV(AH) es de segundo orden y se elimina de la ecuacion
N A\ n+l
(RO ), + o {gh™ [VH" + V (AH)]} + agAH (VH™) + (1 — o) (ghVH)" + K <hU) —0
(D.9)

Los términos que dependen de las condiciones en el tiempo nAt, se agrupan en un factor

K'=a(ghVH)" + (1 —a) (ghVH)"
agrupando términos

K'=g(hVH)" (D.10)

sustituyendo el término (D.10), y la derivada en el tiempo por diferencias finitas en la ec
D.9, se obtiene

L (RO — (RO .
K <hU> L (k0) N (h0) +ag[h"V (AH)] + agAH (VH") + K'=0 (D.11)

n+1

agrupando términos de (AU )" se obtiene

(K AL+ 1)(hU)"™ = —agAt [h"V (AH) + VH"AH] — AtK' + (hU)" (D.12)

Se definen los coeficientes
Cp=(K;At+1)7! (D.13)

=0 (Aﬂ?’ - (hﬁ)n) (D.14)

Al sustituir los coeficientes dados por las ecs D.14 y D.13, y desarrollar el gradiente de
AH en D.12, se tiene

()" = —CragAt [" (@ (AH)e + @ (AH),)] — CragAtVH"AH — K (D.15)

Por otra parte, si se definen los coeficientes
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s = CragAt (D.16)
T, = sh"a' (D.17)
Ty = sh"@ (D.18)

al sustituirlos en la ec D.15, se obtiene

(hU)™' = =T\ (AH)e — To(AH), — sVH"AH — K (D.19)

Con la ec D.19 se calculan los flujos hU , esta expresion se sustituye en la ec D.3 de tal
forma que se obtiene una ecuacion lineal en funcion de los valores AH en la celda central
y las circundantes. Discretizando las derivadas en cada una de las cuatro caras indicadas
en la ec D.3 se obtiene

(W)t = = YT (AH, — AH,,) — 1T5(AH, — AH,) — sVH"AH, — K (D.20a)
(hU)+Y = — Ty (AH, — AH,) — ATo(AH,. — AH,.) — sVH"AH, — K (D.20b)
(hU)™' = — T\ (AH, — AH,,) — YT5(AH,,, — AH,,) — sVH"AH, — K (D.20c)
(Wt = — 1T (AH,. — AH,,) — To(AH, — AH,) — sVH"AH, — K (D.20d)
(W)™ = = YT (AH,, — AH,,) — To(AH, — AH,) — sVH"AH, — K (D.20e)

Se observa que los valores de hU enlaec D.3 se multiplican por los vectores contravariantes

a' y a?, a través del producto escalar. Empleando los resultados dados en las ecs D.20,

para el flujo en el lado este [d’l . (h(j)] , se tiene

[al : (hU)} — T, @(AH, — AH,) — LT} - @ (AH,. — AH,)+
—sVH" - @'AH,— K -a (D.21)

Con el fin de reducir la expresion anterior, se definen los términos

Ty =a' - Ty = sh™a"! (D.22a)
Tyy =a? - Ty = sh™a* (D.22b)
T12 :dl . fg == 62 : fl == sh”a12 (DQQC)

T, =sa' - VH" (D.23a)

Ty =sa* - VH" (D.23b)
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K, =d"-K (D.24a)
Ky =a*- K (D.24Db)

Empleando los términos anteriores, la ec D.21 se reescribe como

[al . (hﬁ)n“} = —Ty(AH, — AH,) — 1Tyy(AH,, — AH,.) — TI)AH, — K; (D.25a)

e

Procediendo de igual manera con los deméas componentes definidos por las ecs D.20, se
tiene

@ - ()| = —Th(AH, — AH,) — ATip(AH,, — AH,,) — TyAH, — K, (D.25b)
@ ()| = —LTy(AH,, — AH,,) — Ty(AH, — AH,) — Ty,AH, — K, (D.25¢)
@ (W) = —LTi(AH, — AH,,) — Tun(AH, — AH,) — TLAH, — K, (D.25d)

Con el flujo en el nodo central dado por la ec D.20a, en la direcciéon & se tiene

[al . (hﬁ)”ﬂ — —1Ty(AH, - AH,) — \Ty5(AH, — AH,) — TIAH, — K, (D.26)

C

Para la misma ec D.20a, con flujo en la direcciéon n

[zﬂ . (hﬁ)”ﬂ = —1T2(AH, — AH,) — 1T5(AH, — AH,) — TAH, — K, (D.27)

C

Cabe hacer notar que los coeficientes T;;, T; y K; se evalian en el lugar donde se esté
calculando el flujo, es decir en cada uno de los cuatro puntos cardinales, o en el centro.
En la ec D.3 se realiza la resta de los flujos en cada uno de los dos ejes, empleando los
resultados de las ecs D.25.

[al : (hﬁ)”ﬂ - [a*l : (hﬁ)”“}w
- (ww [Czl : (hz?)n“}

= W, [c?l . (h(j)"ﬂ}

| = We [51 . (hﬁ)n+1] (1 - w) [C—L»l ) (hﬁ)n-i—l]

e/ e

1w [Czl : (hU')”“L)

+ (W — We) [Jl : (h(j)”“}

[

Wy [al : (hﬁ)”“] (D.28)

€ C w
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Al sustituir los componentes de las proyecciones del flujo se tiene
[51 ) (h[j)nﬂ] _ [61 _ (h[j)nﬂ] =
we { =T (AH. — AH,) — 3T12(AHpe — AH,.) — TYAH, — Ki } +
+ (W — we) {—3T0(AH. — AH,) — $Tho(AH, — AH,) — TVAH, — K1} +
—wy {~T1(AH. — AH,,) — $T12(AHy — AHy,) — TIAH, — K1} (D.29)

’

Agrupando términos

[51 ) (h(j)nﬂ] - [ (hD) n-l—l] = {we (T — T1), — $(ww — we)(Th1)e } A+

{ww (=T11 +T1),, + 2(ww — we)(Th1)c } AH,+
{we[Tll]e - (ww - we)[Tl]c + Wy [Tll]w} AHC—%[T12:| (ww We)AHn+ [T12] (ww_we)AHs+
- %we[TH]e(AHne - AHse) + %Ww [T12]w(AHnw Ast)
+ (—we[Ki]e — (W — we)[K1]e + ww[K1]w) (D.30)

De igual forma con la diferencia de flujos en el eje 1

[62-(h17)”“] —[52-(11(?)"“] = w, [a@-(hﬁ)n“}

’ Sl

- <w5 [52 : (h(j)"ﬂ]

— o @ ()™

n n

S

(1= w,) [@- ()|
[

+ (ws — wy) [a? : (h[j)”“] s

n

y al sustituir las proyecciones del flujo
@ goya] e moy]| =
Wn {—%Tlg(AHne — AHnw) — TQQ(AHn — AHC) — TQAHn — KQ} +

(UJS — (J.Jn) {—%Tlg(.AHE — AHw) — %TQQ(AHn — AHS) — TQAHC — KQ} +

— Wy {_%T12(AHS€ — Ast) — TQQ(AHG — AHS) — TQAH;, — KQ} (D32)

Agrupando términos

[52 . (h(j)"“]n/ . [ (D) ”+1] = {wn (=T — o), — 3w, — w,)(Tn)e} AH,+

{ws (=Toa + 1), + 3 (ws — wn)(To2)c } AH A+
{wn[Tooln — (ws — wn)[T2]e + ws[Tao)s} AH— 1 [Tho]e(ws —wn ) A H 43 [Tha]o(ws —wy ) A+
sWn T2 (AHye — AHy,,) + %ws [T12]s(AHse — AHg,,)+
+ (—wn [Ka]n — (ws — wn) [Ka]e + ws[Ko]s)  (D.33)
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Finalmente, se sustituye la diferencia de los flujos en los ejes £ y 1 dados por las ecs D.30
y D.33 respectivamente, en la ec D.3

AH, + %@At{we (=Tiy — T1), — (e — we) (Th)e) A+

<ww (_Tll + Tl)w + %(Ww - We)(Tll)C>AHw+
(We[T11]e — (W —we) [T1]e + Wi [T11]w) AH. — %[Tlg]c(ww —we)AH, + %[Tlg]c(ww —we)AH+
— %we[Tm]e(AHne — AHSE) + %ww[Tlg]w(AHnw — Ast)+
+ (—we[K1le — (Wu — we) [K1]e + Wi [K1]w) +
<wn (_T22 - T2)n - %(Ws - Wn)(T22)c>AHn+
(ws (=Toa + o), + 5(ws — wn) (Tao)e) AH A+
(wn[Taaln — (ws — wy) [T2]e + ws[Tools) AH, — 3 [Tho]e(ws — wy ) A, + 3 [Thio]e(ws — wi) A, +

2
- %Wn[TH]n(AHne - A]{nw) + %wS[TIQ]S(AHSG - Ast)+

+ (_Wn[K2]n - (ws - Wn)[KQ]c + WS[KQ]S) } + AtDC =0 (D34)

Se definen los siguientes coeficientes

CVc =1+ aAt(we[Tll]e + Wy [Tll]w + Wn[TZZ]n+

+ ws[Too)s — (Ww — we)[T1])e — (ws — wn)[Tg]C) (D.35a)
C,=— aAt(oue [T + T, + %(ww — we)[Th1]e + %(ws — wn)[Tlg]C) (D.35b)
Chy :@At(ww =T+ T4, + %(ww — we)[T11]e + %(ws — wn)[Tlg]c) (D.35¢)
C, =— aAt(an [The + T, + %(ws — wy)[To2]e + %(ww — we)[Tlg]C) (D.35d)
C, :aAt(ws [(—To + T5], + %(ws — wp)(Th2)e + %(ww — we)[Tlg]c) (D.35¢)

One = — %OéAt((,de[Tlg]e + wn[Tlg]n) (D35f)
C.. :éam(wemg]e + wiTialy) (D.35g)
Osw = — %OéAt((,dw [T12]w + ws[Tlg]s) (D35h)
Chw :%aAt (ww [T12]w + Wy [Tlg]n) (D.351)

C; :@At{we[Kl]e — wo[Kilw + wn[Kaln — ws[Ka]s+
4 (wo — we) [Ki]e + (ws — wn)[KQ]C} — AtD, (D.359)

Empleando los coeficientes dados por las expresiones D.35, la ec D.34 queda como sigue

C.AH, + C,AH, + CoAH, + C.AH, + C.AH,+
4 CpeAHye + CoeAH,e + Croy Ay + CowAHyy = Cr - (D.36)
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Con la ec D.36 se genera un sistema de ecuaciones que permite calcular la variacion del
nivel total del agua en cada paso de tiempo At. Posteriormente, los flujos se obtienen con
la ec D.20a.



Apéndice E

Condiciones de frontera de la etapa de
propagacion

E.1. Fronteras abiertas, hidrograma de entrada

El desarrollo se realiza considerando que la frontera de entrada se encuentra en la cara
Oeste, como se indica en la figura. En este caso el componente AH,, de la ec D.36 debe
ser determinado por las condiciones de frontera. Aplicando la ecuacion de continuidad en
la celda w se tiene

/

st = o [i- 007 = [0

w w//

[62~(h(7)”+1] —[62~(h[7)”+1] )—AtDc (E.1)

" "

n S

Las proyecciones del flujo en n” y s” se determinan de las condiciones de frontera, mientras
que en w”, que es una cara que se encuentra fuera del dominio de la solucién se determina
con la ec 2.64, esto es, se considera que el flujo en la cara de entrada es igual al flujo en
el centro de la celda, el cual es conocido. En lo que sigue se representa al flujo hU como
F'. Se tiene entonces

For = F. (E.2)

El flujo en la cara €” se obtiene a través al interpolar los flujos en los centros de las celdas
wyc

[al - ﬁ”“] = Wy [51 : ﬁ”“] (1 w) [51 : ﬁ”+1] (E.3)

! c

w w

el valor ﬁc se obtiene con la ec D.25a, s6lo se cambian los subindices para adaptar la
ecuacion a los datos disponibles en la celda ¢

95
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n

o= m e —————

===

Femmmmmeb e e —————

Linea de la frontera P4

Linea de la frontera

N\ Ay S

\

W"

Linea de la frontera

ne

nw

A

Linea de la frontera

Figura E.1: Celdas en las cuatro posibles fronteras de entrada. Cuando el flujo es en la
direccion de los ejes &-7), tiene signo positivo, en caso contrario, tiene signo negativo.
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[Jl : (hﬁ)nﬂ} = —Tu(AH. — AH,) — 5T12(AH, — AH,)

C

_T\AH, - K, + [a’l : (hﬁ)”} (E.4)

C

Al sustituir la ec E.4 en la ec E.3 se obtiene

/

[d’l ) ﬁn+1} = Wy, [51 ) ﬁn+1] +(1- ww)< — Ty (AH. — AH,) — %Tw(AHn — AH,)

w w

_T\AH, - K, + [al - ﬁ”}) (E.5)

Regresando a la expresion E.1, los flujos en n” y s” son conocidos, ya que el gasto entrante
por la frontera es un dato; y el flujo en w” se determina con la ec E.2, este conjunto de
valores se agrupa en un coeficiente:

o' = —aAt( - [51 : ﬁ”“] + [52 : ﬁ”“] - [52 : ﬁ”+1] ) ~AtD.  (E.6)
Al sustituir las ecs E.5 y E.6 en la ec E.1 se obtiene

AH, =C" — aAt{ww [61 . ﬁ"“] + (1 - ww)< —Tn(AH. — AH,)+

w

— 1T (AH, — AH) — TIAH, — K; + [c‘él : ﬁ”])} (E.7)

Despejando AH,, se llega a lo siguiente

(14 aAt(1 — w,)T) AH, = C' — aA{ww [al : ﬁ"H] . ww)< —TLAH,

w

— 1Ty,(AH, — AH,) — TIAH, — K, + [dl : ﬁn] )} (E.8)
Agrupando términos

AH, =k AH,.+ k,AH,, + kK, AH, + k; (E.9)
donde

ke =Co(1 — wy')[Tu1 + The

[TIQ]C
2

ks = — Co(l — UJ;U)

kn =Co(1 — w) (E.10)

[T12]c
2

ki = — Cowy’ [51 . ﬁnJrl] + Co(1 — we) ([Kl]c - [C_il ) Fn]c) +—C




98 Apéndice E. Condiciones de frontera de la etapa de propagacion

B aAt
N 1+ OéAt(l — wfu)[TH]c
Retomando el sistema de ecuaciones dado por la expresion D.36, que se aplica en la celda

¢ indicada en la fig E.1, se sustituye el valor de AH,, dado por la ec E.9, con lo que se
tiene

Co (B.11)

C.AH, + C,AH, + Cy [k.AH. + k,AH, + ksAH + k;] + CsAH+
C.AH, + +Cp.AH, + CseAHye + CriyAHpy + CoyAHg, = Cp (E.12)

agrupando términos

C.AH, + (C,, + Cyukn)AH, 4+ (Cs + Cpks) AH+
(Ce+ Cyuk)AH. + CreAHpe + Cse AHge = Cp — Cyk; (E.13)

Si se tiene en consideracion que la malla se genera de tal forma que haya ortogonalidad
en la frontera de entrada, entonces los términos asociados con AH,, v AH,, pueden
despreciarse, tal como se ha hecho en la ec E.13.

E.1.1. Frontera en el sur

La variacion de la superficie libre en la celda s se calcula como

AH, = —aAt( [51 : ﬁnﬂ] = [al -fF]"H] )

[62-13”“} —[52-13"“] )—AtDC (E.14)

De forma similar a como se hizo con la frontera oeste, se define el coeficiente que esta
conformado por términos conocidos

1 " 1

o' = —aAt( [dl-ﬁ"“} + [52-13"“] - [a'?-ﬁn“} )—AtDC (E.15)

€ w S

donde el flujo en la cara s” nuevamente se considera igual al del centro de la celda en la
frontera

— —

Fo=F. (E.16)

Por otra parte, el flujo en s’ se obtiene interpolando los flujos de las celdas s y ¢

[51 : ﬁ”*l] = w, [52 : ﬁ”*l} 4 (1 — wp) [52 : ﬁ"+1} (E.17)

s’ s c
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El flujo en ¢ se obtiene a partir de la expresion D.25¢, en la que se cambiadon los subindices
para referirlos a la celda en el sur

|:Ei2 . (hﬁ)n+1:| —= _%TIQ(AHe - AHw) - TQQ(AHC - AHS)

C

~TyAH, — K + [52 : (hz?)C] (E.18)

[

Al sustituir la ec E.18 en la ec E.17 se obtiene

[al . ﬁ”*l} o [552 : ﬁ”ﬂ +(1- wn)< ~ 1Ty (AH, — AH,)

s’ s

— Ty(AH, — AH,) — T,AH, — Ky + [52 : (hz?)C] ) (E.19)

Finalmente, se sustituyen las ecs E.19 y E.15 en la ec E.14 se llega a

AH, = AtC" — aAt{wn [aﬂ : ﬁ”ﬂ (1 wn)< — 1Ty,(AH, — AH,)

S

— Too(AH, — M) = TAH, — Ky + [ ﬁ])} (E.20)

Se despeja AH,

(1+ (1 — wy)aAtTy) AH, = C" — aAt{ (wn [52 , ﬁnﬂ]

S

(1 wn)< 1T (AH, — AH,) — TypAH, — ToAH, — Ky + [52 : ﬁ])} (E.21)

Agrupando términos se llega a la expresion para calcular AH

AH, = k,AH, + k,AH, + k. AH, + k; (E.22)
donde
kc —Co(l — UJE) [TQQ -+ TQ]C (E23)
T,
ke =Co(1 — wg)[ 122]0 (E.24)
T

kw = — Co(1 — wﬁ)% (E.25)

. o C
o c |2 pn+l . _ |72 . pn M0
ki = — G (ws @ F ]) + Co(1— w) ([KQ]C [a F }) +—C' (B26)
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B aAt
B 1+ (1 - wg)OéAt[TQQ]C

Sustituyendo la expresion E.22 en el sistema de ecuaciones dado por la ec D.36

Co (E.27)

C.AH. + C,AH, + C,AH, + Cs [k.AH, + k,AH,, + k.AH, + k;]
+C.AH. + C,.AH,. + CpyAHy,, = Cr  (E.28)

Reagrupando términos se tiene

(Ce + Csk)AH, + C,AH, + (Cy + Csky)AH,, + (Ce + Csk ) AH A+
+ CheAH,e + CrwAH,,, = Cr — Cik;  (E.29)

E.1.2. Frontera Este

El valor de AH, en la celda de salida se determina como

st = —ae([7 574 - [ 7] -

e/

[52 ) F’nﬂ]

- [52 : ﬁ"+1] ) — AtD, (E.30)

El término que agrupa a los términos conocidos es

o = —aAt( [51 : ﬁnﬂ] + [52 : ﬁnﬂ] - [52 : ﬁ"H] ) — AtD, (E.31)
Mientras que el flujo en la frontera €’ es
[61 : ﬁ"“] = Wy [d’l : ﬁ”“} + (1 — wy) [d’l : ﬁ”“} (E.32)

El flujo en ¢ se obtiene a partir de la ec D.25b, en la que se cambiaron los subindices para
referirlos a la celda en el este

[Fbl : (hﬁ)n+1] = —Tn(AH, — AH,) = 3Th2(AH, — AH,)

[

_TAH, — K, + [a’l : ﬁ"} (E.33)

C

sustituyendo la ec E.33 en la ec E.32 se obtiene

’

[51 . ﬁn+1] ~ o, [dl . ﬁ"+1} (- ww)< — T (AH, — AH,) — $T,(AH, — AH,)

€ €

_T\AH, - K, + [al : ﬁ"}) (E.34)
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Finalmente, se sustituyen las ecs E.31 y E.34 en la ec E.30

AH, =C' — aAt{ —w, [a*l : ﬁ"“} —a- we)< T (AH, — AH,)

—1TyW(AH, — AH,) — TTIAH, — K, + [al : ﬁ”])} (E.35)
Se despeja AH,

(1+ aAt(l —w)Tn) AH, = C' + ozAt{ww [al - ﬁ"“] 41— w,) (THAHC

—1TyW(AH, — AH,) — TTIAH, — K, + [51 : ﬁ”])} (E.36)

Agrupando términos se llega a la expresion

AH, =k.AH,.+ k,AH, + k,AH, + k; (E.37)
donde
ke =Co(1 — wg)[Th — T1]e
T,
ky =Co(1 — w;f)[ 122]0
T1a)e
ken = — Co(1 — wg)[ 122]
_, , C
o =1 pntl| o _ =1 pn 0 v
k; =Cowe [a F L Co(1 —we) ([K1]C [a F L) + aAtC (E.38)
y
At
Co a (E.39)

T 1+ aAt(l — w)[Thl.

Sustituyendo el valor de AH, dado por la ec E.37 en la expresion D.36 se tiene

C. (k.AH. + k,AH, + ks/AH, + k;) + C,AH,, + C,, AH ,+

CsAH; + C.AH, + +CheAHye + Cse AHge + CriyAHpyy + CowAHg, = Cp - (E.40)

Finalmente

(Cy + Cok)AH, + CuAH,, + (Cy + Culi)AH, + (C, + Cuk ) AH,+
+ CowAHpy + CuwAH,y = Cr — Coky (B.A1)
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E.1.3. Frontera norte

Discretizando la ecuacion de continuidad se obtiene la expresion para determinar AH,,

AH, = —aAt( [dl : ﬁ"“} = [dl -TF]”“} )

+ [@‘2 : ﬁ”“] - [52 : ﬁ”+1] ) _AtD, (E.42)

se agrupan los términos los términos conocidos en el coeficiente

o' = —aAt( - [al - ﬁ”“] + [52 : ﬁ"+1] - [52 : ﬁ"+1] ) _AtD,  (E.43)

S// e// w//

Mientras que el flujo en la frontera n’ es

[al - ﬁ”“] = wn [zﬂ : ﬁ”ﬂ (1= w) [zﬂ : ﬁ”“] (E.44)

n' n c
El flujo en ¢ se obtiene a partir de la ec D.25d, en la que se cambiaron los subindices para

referirlos a la celda en el norte

)
c

[52 : ﬁ"+1] = 1T, (AH, — AH,) — Too(AH, — AH,)

— T,AH, — Ky + [a’Q : ﬁ"} (E.45)

C

Al sustituir la ec E.45 en la ec E.44 se obtiene

[61 ) ﬁ"+1] = w, [52 . ﬁ"+1} +(1— ws)< — T2 (AH, — AH,)

’

n n

— Ty(AH, — AH,) — ToAH, — Ky + [a’Q : ﬁ"} ) (E.46)

Finalmente se sustituyen las ecs E.43 y E.46 en la expresion E.42

AH, =C' — aAt{ ~w, [52 : ﬁ"H] (1- wn)< — 1Ty (AH, — AH,)

n

CToo(AH, — AH) — TyAH, — Ky + [@‘2 : ﬁ"] )} (E.A7)

Se despeja AH,

(1+ aAt(1 — w,)Tao) AH, = C’+aAt{—wn [52 : ﬁ”ﬂ —(1-wp) (—%Tw(AHe—AHw)

n

4 TyAH, — TyAH, — Ky + [@‘2 : ﬁ"] )} (E.48)
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Agrupando términos se obtiene

AH, = kAH.+ k. AH, + k,AH, + k; (E.49)
donde
kc :Oo(]_ — WZ)[TQQ — TQ]C
@:-%@-;WMC
2
kw =Co(1 — w;)[ 122]C
. C
k; =Cowt [zﬂ F”ﬂ — Cp(1 — w) ([KQ]C - [a F”} ) +—C (E.50)
y
A
Co il (E.51)

T 1+ a1 — we)[Thl.

Regresando a la celda ¢, la ec D.36, después de sustituir el valor de AH, dado por la
expresion E.49

C.AH, + C, (k,AH, + k., AH, + kAH, + k;) +
+Cy,AH, + C,AH, + C.AH. + Cs.AH, + Cy,AHg, = Cr — Crk;  (E.52)

Reagrupando términos

(Ce+ Crk)AH, + (Cy + Cpky)AH, + CsAH+
+(C. + Crky)AH, + Cs.AHy + CyyAHg,, = C; — Cpk;  (E.53)

E.2. Fronteras cerradas

Como se indico en el capitulo 2, al utilizar la hipotesis de pared reflejante, puede consid-
erarse que el valor de AH; en la frontera es igual al valor de la celda interna inmediata
anterior, aplicando esto a cada una de las fronteras, se modifica (2.26) como se indica a
continuacion.

E.2.1. Pared en el sur

Por la hipotesis de pared reflejante se tiene que, AH, = AH., AH,, = AH., y AH,, =
AH,. Con esto, (2.26) se modifica a lo siguiente
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(Ce+ Cse)AH, + C,AH,, + (Cy, + Cyy) AH,,
+ (C.+C5) AH, + +Cp.AHye + CriyAH,,, = Cr (E.54)

E.2.2. Pared en el oeste

En este caso, por la hipotesis de pared reflejante se tiene AH,, = AH., AH,, = AH,, y
AH,,, = AH,, entonces (2.26) queda

C.AH, + (C,, 4+ Chyw)AH, + C,AH, + (Cs + Cyp) AH+
+ (C.+ Cy)AH. + CyeAH, . + CseAHy, = Cr  (E.55)

E.2.3. Pared en el Este
Se tiene que AH, = AH., AH,, = AH, y AH,. = AH,, por lo tanto

(On + Cne)AHn + OwAHw + (Cs + Cse)AHs+
+ (C.+ C.)AH.+ ChyAH,y + CyyAHg, = Cp (E.56)

E.2.4. Pared en el norte
En el norte se tiene AH,, = AH., AH,., = AH, y AH,,, = AH,, con lo que se obtiene

(Oe + Cne)AHe + (Cw + Onw)AHw + OSAHS—"_
+ (C.+ C)AH.+ CyeAHye + CyyAHg, = Cp (E.57)

E.2.5. Esquinas

En las esquinas se aplica la hipotesis de pared reflejante a las dos fronteras. A continuacion
se indican las modificaciones a (2.26).

Suroeste

(Ce + Cse)AHe + (Cn + an)AHn+
+(Co+ Cp+ Cs+ Cy)AH. + C,.AH,,. = C;  (E.58)
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Sureste

(Cw + Osw)AHw + (On + One)AHn+
+ (C.+Ce+ Cs + Cse)AH. + CriyAH,, = Cr (EL59)

Noreste

(Cw + Onw)AHw + (Os + Ose)AHs+
+ (C.+Co+ C, + Cre)AH, + CsyAHg, = Cr (E.60)

Noroeste

(Ce + Cne)AHe + (Cs + Csw)AHs+
+(Ce+Cp+Cp+ Crpw)AH. + Cs.AH,. = C;  (E.G1)

E.2.6. Esquinas expuestas

Este tipo de esquinas como se indica en la figura, en principio deben incorporarse dos
condiciones de frontera, uno por cada lado, El valor representado en el centro de la celda
corresponde al valor promedio de la misma, por esta razén no se puede considerar como
dos fronteras independientes, sino el resultado promedio de las dos.

Para realizar lo anterior se calcula un vector tangecial a la celda que es el promedio de
las dos fronteras, la forma de calcularlo depende de la posicién de la esquina.

Para las esquinas expuesta que se encuentra hacia el sureste o hacia el noroeste, se tiene

1
&) = 561+ ) (E.62)

Mientras que para las esquinas que se encuentran orientadas hacia el noreste, o hacia el
suroeste

A

1
€1 = é(él - ég) (E63>
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E.3. Esquinas con dos tipos de condiciones de frontera

En la seccion anterior se revisaron las modificaciones a (2.26) en esquinas donde las dos
fronteras son cerradas, sin embargo, en otros casos se pueden tener combinaciones, es
decir, mientras que una frontera es pared, la otra puede ser cualquiera de los otros tipos
de fronteras abiertas.

E.3.1. Hidrograma y pared
Suroeste

Primero se considera que la pared se encuentra en el sur, y la frontera abierta en el oeste.
Se toma la ecuacion (E.13), en la cual, por la hipotesis de pared reflejante se tiene que
AH, = AH., AH,, = AH, vy AH,, = AH,. Con lo anterior, la ecuacién se reescribe

como

(Ce+ Cy)AH, + (C, + Cpk,)AH,+
+ (Cs + Cypks + Co + Cyk)AH. + C . AH,. = Cr — Cuk;  (E.64)
El segundo caso que puede presentarse es que la pared se encuentre en el oeste, y la

frontera de entrada sea en el lado Sur, en este caso se toma la ecuacion (E.29), en la que
se considera que AH,, = AH,., AH,,, = AH,,y AH,, = AH,.

(Ce+ Csk)AH, + (Cy, + Cp) AH, + (Cyp + Cikyy + Co + Cik ) AH A+
+ CheAH, e+ = Cp — Cik;  (E.65)

Sureste

El primer caso considerado corresponde a tener una pared en el sur, y un hidrograma de
entrada en el este. Se toma la ecuacion (E.41), en donde se considera que AHs = AH,,
AH,,=AH,y AH,, = AH.,.

(Cp+ Cekn)AH, + (Cy + Cs) AHy, + (Cs + Ceks + Co + Cok) AH +
CrwAH,, =C; —C.k; (E.66)
Cuando la pared se encuentra en el este, y la frontera abierta en el Sur, se toma nueva-

mente a (E.29), en donde se considera que AH, = AH., AH,. = AH,, y AH,, = AHj,
sustituyendo esto se tiene

(Cn+ Cre)AH, + (Cy + Csky) AHy + (Ce + Cske + Ce + Cske) AH +
CrwAH, = Cr — Ck;  (BE.67)
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Noreste

Primero se considera que la pared se encuentra en el lado norte, y la frontera abierta en
el este, por tanto se tiene AH,, = AH., AH,,, = AH, y AH,, = AH,. Al sustituir lo
anterior en (E.41) se tiene

(Cp + Co)AHy + (Cs + Coky)AH, + (Cp + CokinCl + Cok) AH,+
+ ChrwAHyy = Cr — Cuk; (E.68)

Cuando la pared se encuentra en el lado Este, y la frontera abierta en el norte, se tiene
que AH, = AH., AH,. = AH, y AH,, = AHj. Se sustituye lo anterior en (E.53)

(Cw + Crky)AH, + (Cs + Cse) AHg + (Ce + Crke + Ce + Crky ) AH A
+ CyAHy,, = C; — Cok;  (E.69)

Noroeste

Si se tiene una pared en el lado norte, y frontera abierta en el oeste, se tiene que AH,, =
AH., AH,, =AH,y AH,. = AH,; con lo anterior (E.13) se modifica a lo siguiente

(Ce + One)AHe + (Cn + kan + Oc + Owkc)AHc + (Cs + Owks)AHs+
+ CoAH,, = Cy — Cuk; (E.70)

Por otra parte, si la pared se encuentra en el oeste, y la frontera abierta en el norte, se
tiene que AH,, = AH., AH,, = AH, y AH,, = AH,, con lo anterior (E.53) se modifica
de la siguiente manera

(Ce + Cpke) AHe + (Cy + Crky + Ce + Cpk ) AH, + (Cs + Coy) AH +
+ CWAH,, = Cr — Cok; (E.T1)

E.3.2. Nivel conocido y pared

El nivel se conoce cuando se dispone de un limnigrama H = H(t), o una curva Gastos
- Elevaciones, H = H(Q). Esto se traduce a que el valor AH es siempre conocido en la
frontera

Suroeste

Se considera primero el caso donde se tiene pared en el sur, y frontera abierta en el oeste,
con esto (E.54) se modifica como
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(Ce+ Cs)AH, + C,AH, + (C. + Cy) AH.+
+ CreAH,. = C; — (Cy + Co)AH, — CryAH,,, (E.72)

Mientras que si la pared se encuentra en el lado oeste y la frontera abierta en el sur, (E.55)
se modifica de la siguiente manera

C.AH, + (C, + Ch)AH,, + C\,AH,,+
+ (C.+Cy)AH.+ C,.AH,. = C; — (Cs + Cyy) AHy — Cse AHy,  (E.73)

Sureste

El primer caso a considera es cuando la pared se encuentra en el Sur, y la frontera abierta
en el Este. La ecuacion (E.54) toma la siguiente forma

ChAH, + (Cy + Cop)AH,,+
+ (Ce+ C5) AH, + CpyAHpy = Cr — (Ce + Cse)AH, — CpeAH,,. (E.T4)

Si la pared se encuentra en el lado Este, y la frontera abierta en el Sur, la ecuacion (E.56)
se modifica de la siguiente forma

(Cp+ Che)AH, + C,AH,, + (Cs + Cso ) AH+
+ (C.+C.)AH.+ CpyAH, = Cp — (Cs + Cye)AHy, — CyyAHyg, (E.75)

Noreste

Se considera que la pared se encuentra en el norte, y el este es frontera abierta. En este
caso la ecuacion (E.57) se modifica como sigue

(Cw + Crw)AH, + C;,AH+
+(C.+ C)AH, + CyAHy, = C; — (Co + Cp)AH, — C,.AH,, (E.76)

Cuando la pared se encuentra en el Este, y la frontera abierta en el norte, (E.56) queda
de la siguiente forma

CwAH, + (Cs+ Cse) AHs+
+ (C.+ C.)AH. + CyyAHg, = C; — (C, + Cpe)AH,, — Cr(yAH,,,  (E.TT)
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Noroeste

El primer caso es con una pared en el norte, y frontera abierta en el Oeste. La ecuacion
(E.57) queda

(Ce+ Che)AH, + C;,AH A+
+ (C.+Cy)AH.+ CeeAHye = Cp — (Cy + Cr)AH, — CyyAHg, (E.78)

Finalmente, con una pared en el oeste y frontera abierta en el norte, (E.55) se modifica
como sigue

C.AH, + C,AH, + (Cs 4+ Cs) AH+
+ (C. +Cy)AH. + CseAHye = Cp — (Cy, + Cpy) AH,, — Cr,e AH,e  (E.79)
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Apéndice F
Generacion de la malla

En los capitulos anteriores se desarroll6 la metodologia para la transformacion de coor-
denadas; para emplear las ecuaciones desarrolladas en los capitulos previos es necesario
tener una malla en coordenadas curvilineas y sus elementos métricos. A continuacion se
presenta la metodologia de generacion basada en ecuaciones diferenciales elipticas.

F.1. Mallas elipticas

Los sistemas de generacion elipticos se basan en la soluciéon de ecuaciones diferenciales
parciales elipticas, y es ampliamente utilizado para la generaciéon numérica de mallas.

F3 n = cte
F2 §=cte

"

Fi M = cte

Fa

Figura F.1: Fronteras del dominio donde se genera la malla

Con este sistema de generacion, se especifican cuatro fronteras, en el espacio cartesiano,
que delimitan el dominio donde se va a generar la malla, tal como puede verse en la fig
F.1.

El sistema de generacion mas sencillo es el que resuelve la ecuacion de Laplace para las
coordenadas £ y n

111
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V=0 (F.1)
V2 =0 (F.2)

Sin embargo la generacion de coordenadas basado en la ecuaciéon de Laplace tiene el in-
conveniente de que concentra o despega la lineas de la malla en puntos donde las fronteras
del dominio tienen curvatura Thompson et al. (1985). Por lo anterior es que se emplea la
ecuacion de Poisson

V=P (F.3)
Vi =Q (F.4)

Donde P y () son funciones de control que permiten incrementar la calidad de la malla
generada. Las funciones P y () se evaltian en las fronteras, y posteriormente se interpolan
en el interior del dominio Thompson et al. (1999).

Se observa que las ecs F.3 y F.4, permiten resolver para £ y 7, sin embargo lo que se busca
son los componentes en el espacio cartesiano, ¥ = xi+yj. Por lo tanto se requiere realizar
la transformacion de dichas ecuaciones. La ecuacion transformada es la siguiente.

Q2T ¢e — 2&127"57] + @117y + CLQQP'Ff -+ CL11Q’I“77 =0 (F5)
La deduccién de la ec F.5 no se presenta aqui, pero puede encontrarse en Thompson et al.

(1985).

Las funciones de control P y () se evaltan de la siguiente forma

p=—=t -4 (F.6)

ay 22

dy - (Ga)y, @ (G1)e

Q==

(F.7)
22 an
Los vectores de la base covariante d@; y dy, junto con sus componentes métricos a;i, as
) Y
y a2 que se emplean en las ecuaciones anteriores se definieron en el capitulo de transfor-
macioén de coordenadas.

Se observa que es necesario tener una malla inicial para evaluar las funciones P y @), por
ello la obtencién de la malla es un proceso iterativo.

La ec F.5 se discretiza empleando el método de diferencias finitas, con lo cual queda
expresada como la ecuacion lineal siguiente

2 — Te — 2Tc + Tw Tne + Tsw = Tse — Tnw
V r=09————
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+ Fn_2FC+Fs+ Pfe_/’?w_i_ Q’Fn—f’s
a1 ——————— + apnl.,——— +a c———
AR 2TCINE 1 9 A

Considerando que A¢ = An = 1 y agrupando términos la ecuaciéon anterior se reescribe
de la siguiente forma

Cefe + waw + Cnf’n + CSFS + Ccfc + C (Fne + st - Fse - an) - 0 (F8>

donde los coeficientes se escriben de la siguiente manera

O = a1+ ) (F.9)
Chy = azs(1 — %) (F.10)
Cn=an(1+ %) (F.11)
O, = an(l - %) (F.12)
C. = —2(ay; + a) (F.13)

C = —% (F.14)

Como se indico antes, los valores de las funciones P y () se evaltan en las fronteras y
posteriormente se interpolan en los nodos interiores de la malla, dado que estas funciones
tienen involucradas derivadas, se emplean diferencias finitas para su evaluacion

(@)e - (@) = (@)a) _ (@)o- (G)n — (@).) (F.15)

P.=—-
2a11 2a92
~ (@)e- ((d@2)n = (d2)n)  (d2)c - ((@1)e — (@1)w)
Qe=— . - Sars (F.16)

F.2. Procedimiento de solucion

La obtencion de la malla es un proceso iterativo que consiste en los siguientes pasos.

1. Como informacioén inicial se dispone de las coordenadas de los ejes que delimitan la
malla, con esta informacion se genera una malla inicial con la ecuacion de Laplace:

Tee + T = 0; (F.17)

2. Se calculan los valores @y, da, r,y,, y através de ellos se obtienen a1, ass, a;s.
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3. Se calculan P y @ en las fronteras, y los valores obtenidos se interpolan a los nodos

interiores de la malla, para esto ultimo se utiliza nuevamente la ecuacion de Laplace:

ng + Prm =0 (F18)

Qee + an =0 (F'19>

Se generan los coeficientes de la ec F.8 que al aplicarlo a cada nodo de la malla,
permite generar un sistema de ecuaciones de nueve diagonales.

Se resuelve el sistema de ecuaciones planteado en el paso anterior, con lo cual se
obtienen las coordenadas de una nueva malla, 71!, donde el superindice se refiere a
la iteracion, si |7 — 7| < e, donde ¢ es un valor umbral cercano a cero; entonces
71 son las coordenadas de la malla final, si no, entonces se repite el proceso desde
el paso 2.
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