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Resumen

En este trabajo se abordan principalmente dos problemas. En primer lugar, el problema
de observacién con entradas desconocidas y/o incertidumbres para una clase de sistemas no
lineales conmutados. Para dar solucién a este problema, primero se propone un esquema de
observacion en tiempo finito para sistemas no lineales, que no requiere ninguna transformacion,
basado en el enfoque de modos deslizantes de alto orden no homogéneos, que permiten hacer
uso de ganancias variables. Con el esquema de observacién propuesto, se realiza la extension
del mismo a sistemas no lineales conmutados.

Por otro lado, se aborda el problema de reconstrucciéon de entradas desconocidas para cier-
ta clase de sistemas no lineales conmutados. Para resolver dicho problema se sigue la misma
estrategia del problema de observacién. Primeramente, se propone un esquema de recons-
truccién (exacta y aproximada) de entradas desconocidas para sistemas no lineales, haciendo
uso de una de las propiedades caracteristicas de los observadores por modos deslizantes, la
inyeccion de salida equivalente, para después realizar la extension a sistemas no lineales con-
mutados.

Ejemplos de simulacion ilustran la efectividad de los esquemas propuestos.

Palabras Claves. Observacion de estados. Reconstruccion de entradas desconocidas. Sis-
temas conmutados. Modos deslizantes de alto orden no homogéneos.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Estado del Arte

El problema de observacién de estados con entradas desconocidas y/o incertidumbres,
siempre presentes en cualquier proceso, ha sido estudiado activamente en la teoria de control
moderna (p. €j. [Zasadzinski et al., 1994], [Nijmeijer and Fossen, 1999] y [Hui and Zak, 2005]).
Estos observadores son diseniados asumiendo que las entradas estan disponibles para su medi-
cién; sin embargo, también se asume que existen entradas desconocidas. Como consecuencia, la
falta de informacion en las entradas hace complicado el disefio de un observador convencional
tipo Luenberger [Luenberger, 1964].

Las principales soluciones conocidas requieren que las entradas desconocidas estén aco-
pladas directamente con la dindmica de las salidas, en otras palabras, el conjunto formado
por las entradas desconocidas debe tener grado relativo uno con respecto a las salidas (p.
ej. [Hautus, 1983], [Hou and Muller, 1992], [Moreno, 2001] y [Tan and Edwards, 2003]). Par-
ticularmente, para el caso lineal, en [Silverman, 1969], [Molinari, 1976a], [Molinari, 1976b],
y [Hautus and Silverman, 1983, se realizan investigaciones referentes al desacoplamiento de
entradas, y se proponen las propiedades de observabilidad fuerte y detectabilidad fuerte. Di-
chas propiedades son puestas en términos de subespacios, como el débilmente inobservable
[Trentelman et al., 2001]. La representacién en términos de subespacios permite usar la teoria
de subespacios invariantes [Wonham, 1974] para encontrar una base de dicho subespacio.

Por otro lado, para el caso no lineal, se han realizado trabajos significativos atacan-
do el problema de observacién con entradas desconocidas, como los que se presentan en
[Rocha-Cozatl and Moreno, 2004] y [Moreno, 2006] basados en un enfoque disipativo, o usan-
do modos deslizantes como en [Yan and Edwards, 2007] y [Davila et al., 2009a).

Sin embargo, el problema de observacién de estados con entradas desconocidas continua
abierto ya que los resultados encontrados aun resultan ser un poco restrictivos en cuanto a
las condiciones (p. ej. condiciones de disipatividad o condiciones de grado relativo) para la
reconstruccion de los estados.

En cuanto al uso de algoritmos por modos deslizantes, se han propuesto varios obser-
vadores para sistemas con entradas desconocidas debido a que estos algoritmos presentan
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1. Introduccién

caracteristicas atractivas como: insensibilidad (més que robustez) con respecto a entradas
desconocidas, posibilidad de usar la inyecciéon de salida equivalente para propédsitos de iden-
tificacién de entradas desconocidas o de pardmetros, y convergencia en tiempo finito. Hay
trabajos donde se han disenado observadores asumiendo que las condiciones de observabi-
lidad fuerte y de grado relativo igual a uno con respecto a las entradas desconocidas se
satisfacen (p. ej. [Walcott and Zak, 1987], [Edwards et al., 2002] y [Hui and Zak, 2005]). En
otros trabajos, se propone un proceso de diferenciaciéon basado en algoritmos por modos
deslizantes de primer orden (p. ej. [Hashimoto et al., 1990] y [Barbot et al., 2003]) y segun-
do orden (p. ej. [Bejarano et al., 2007], [Pisano and Usai, 2007], [Barbot and Floquet, 2007]
y [Aurora and Ferrara, 2007]) donde una condicién de grado relativo igual a uno y dos, res-
pectivamente, deben ser satisfechas para seguir el método de diferenciacién. En cuanto al
uso de modos deslizantes de alto orden, hay trabajos donde se deben satisfacer condicio-
nes de grado relativo completo y definido para resolver el problema de observacién (p. ej.
[Benallegue et al., 2007], [Fridman et al., 2007], [Fridman et al., 2008] y [Davila et al., 2009a]).

Por otra parte, en sistemas conmutados, que representan una clase especial de sistemas
hibridos y reciben su nombre debido a que su comportamiento puede ser representado por
medio de la interaccién de dindmicas continuas y discretas que consisten de un numero fi-
nito de modos de operacién que gobiernan la dindmica continua del sistema. Dichos mo-
dos de operacién pueden estar regidos por cierta senal de conmutacién discreta (ver p. ej.
[van der Schaft and Schumacher, 2000], [Liberzon, 2003] y [Lin and Antsaklis, 2009]).

En el contexto de sistemas conmutados, el problema de observacién se ha tratado con
mayor frecuencia para el caso de sistemas lineales, como en [Chen and Lagoa, 2005] donde
se manejan los conceptos de “super-estabilidad” y “super-detectabilidad” para disenar el ob-
servador para cierta clase de sistemas conmutados, como en [Baglietto et al., 2007] donde se
buscan secuencias de control que permitan identificar la senal de conmutacién con base en
la observacién del estado continuo, y como en [Bejarano and Fridman, 2009] donde se pro-
pone un esquema para reconstruir el estado continuo y la senal de conmutacién usando el
algoritmo super-twisting. En particular, esquemas basados en observadores por modos des-
lizantes han sido implementados satisfactoriamente para estimar tanto el estado continuo
como la senial de conmutacién para algunas clases de sistemas con dindmicas conmutadas (p.
ej. [Saadaoui et al., 2006] y [Barbot et al., 2007]). Trabajos particularmente importantes para
esta tesis, debido a que representan la base de los esquemas aqui propuestos, son los presen-
tados en [Davila et al., 2008], [Davila et al., 2009a] y [Davila et al., 2009b], donde se presenta
un esquema de observacién del estado continuo y reconstruccién de la senal de conmutacién
para una clase de sistemas no lineales conmutados, usando modos deslizantes de alto orden
homogéneos y un enfoque “multi-observador”, que consiste en diseniar tantos observadores
como modos de operacién del sistema.

Respecto al problema de reconstruccion de entradas desconocidas para sistemas no lineales,
muchos de los trabajos relaciones con el problema de observacién de estados con entradas des-
conocidas abordan también dicho problema. Por ejemplo, en [Rocha-Cozatl and Moreno, 2004]
y [Moreno, 2006], se ataca el problema de reconstruccion de entradas desconocidas en sistemas
no lineales usando la teoria de disipatividad. El problema de reconstruccién de fallas usando
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1.2. Motivacién

observadores por modos deslizantes de primer orden, que se puede ver perfectamente como
un problema de reconstruccién de entradas desconocidas, se aborda en [Edwards et al., 2002]
y [Yan and Edwards, 2007]. Trabajos haciendo uso de modos deslizantes de alto orden con
propdsitos de reconstruccién se pueden ver en [Fridman et al., 2008] y [Davila et al., 2009a].
En sistemas no lineales conmutados el problema de reconstruccién de entradas desconocidas
resulta mas complicado debido a la alteracién de la dindmica del sistema provocada por la
senial de conmutacion. En este contexto, en la literatura se han encontrado pocos trabajos que
aborden el problema de reconstruccion de entradas desconocidas, en mayor medida, se encuen-
tran trabajos relacionados con observacion de estado y con control para sistemas conmutados,
dejando el problema de reconstruccion de entradas desconocidas méas que latente.

Aunque el problema de reconstruccion de entradas desconocidas ha sido muy estudiado
para sistemas no lineales, este problema sigue siendo un problema abierto tanto en sistemas
no lineales como en sistemas no lineales conmutados.

1.2. Motivacion

El problema de observacién de estados con entradas desconocidas sigue siendo un pro-
blema latente en sistemas no lineales, méas aun en sistemas no lineales conmutados. Por tal
motivo resulta interesante abordar dicho problema, particularmente, usando técnicas de ob-
servacion por modos deslizantes de alto orden, debido a las caracteristicas que estas presentan,
como insensibilidad con respecto a entradas desconocidas y posibilidad de usar la inyecciéon
de salida equivalente para propositos de reconstrucciéon de entradas desconocidas, ademés de
convergencia en tiempo finito. Otro punto interesante es el uso de un enfoque no homogé-
neo en los algoritmos por modos deslizantes que permita usar ganancias variables y adap-
tables a diferencia de los algoritmos homogéneos convencionales (ver p. ej. [Levant, 2006a],
[Levant and Michael, 2008] y [Angulo and Levant, 2009]) y que ha sido poco usado en el pro-
blema de observacién de estados.

Por el lado de reconstruccién de entradas desconocidas el problema sigue muy activo en
sistemas no lineales conmutados, por tal motivo es interesante atacar este problema aprove-
chando las propiedades de la inyecciéon de salida equivalente de los observadores por modos
deslizantes (ver p. ej. [Edwards and Spurgeon, 1998] y [Utkin et al., 1999]) para desarrollar
un esquema de reconstruccion de entradas desconocidas, tanto para sistemas no lineales como
para sistemas no lineales conmutados, donde se vuelve bastante complicado realizar la obser-
vacién de estado continuo, la identificacién de la senal de conmutaciéon y al mismo tiempo, la
reconstruccion de entradas desconocidas.

Observacion de Estados para una Clase de Sistemas No Lineales Conmutados via Modos 3
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1. Introduccién

1.3. Objetivos

Los objetivos principales de este trabajo son los siguientes:

» Establecer un esquema de observacién de estados con entradas desconocidas y/o incer-
tidumbres para sistemas no lineales, y extender dicho esquema para realizar observacion
de estados en cierta clase de sistemas no lineales conmutados via modos deslizantes de
alto orden no homogéneos.

= Establecer un esquema de reconstruccion de entradas desconocidas en sistemas no li-
neales y extender el esquema para una clase de sistemas no lineales conmutados usando
las propiedades de la inyeccién de salida equivalente.

Todos los esquemas se diseniaran buscando no transformar el sistema a ninguna forma cané-
nica.

1.4. Metodologia

La metodologia para alcanzar los objetivos se presenta a continuacion:

= Estudiar el problema de observacion con entradas desconocidas en sistemas no lineales.
Una vez realizado el estudio, con base en lo realizado en [Davila et al., 2009a], estable-
cer el esquema de observacién usando algoritmos por modos deslizantes de alto orden
no homogéneos. Con el esquema ya disenado, realizar simulaciones para validar dicho
esquema.

= Con el esquema del paso anterior, estudiar el problema de observacién de estado continuo
e identificacién de la senal de conmutacion en sistemas no lineales conmutados y estable-
cer (por medio de subespacios, en forma similar a lo presentado en [Barbot et al., 2007])
condiciones bajo las cuales es posible la reconstruccion del estado continuo y de la senal
de conmutaciéon. Establecer el esquema de observacion usando algoritmos por modos
deslizantes de alto orden no homogéneos. Con el esquema ya disenado, realizar simula-
ciones y analizar los resultados.

= Utilizando los resultados del primer punto, estudiar el problema de reconstruccién de
entradas desconocidas en sistemas no lineales por medio de la inyecciéon de salida equi-
valente. Una vez finalizado el estudio, establecer los esquemas de reconstruccién de
entradas desconocidas y realizar simulaciones.

= Con el esquema de reconstruccion de entradas desconocidas del paso anterior, estudiar
el problema de reconstruccién de entradas desconocidas en sistemas no lineales conmu-
tados. Aprovechando las propiedades de la inyeccién de salida equivalente, definir la
clase de sistemas para los cuales se puede realizar la reconstruccion y establecer los es-
quemas de identificacién de entradas desconocidas. Finalmente, realizar las simulaciones
correspondientes.
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1.5. Contribuciones Principales

Las principales contribuciones de este trabajo se enumeran a continuacién:

1. Se establece un esquema de observacién de estados para sistemas no lineales, con conver-
gencia en tiempo finito a pesar de la presencia de entradas desconocidas y/o incertidum-
bres, sin la necesidad de transformar el sistema en alguna forma candnica, via
modos deslizantes de alto orden no homogéneos, que permite hacer uso de ganancias
variables y adaptables.

2. Extension del esquema de observacién al caso de sistemas no lineales conmu-
tados, obteniendo un observador que proporciona convergencia en tiempo finito tanto
para la reconstruccion del estado continuo como para la identificacion de la senial de
conmutacién, bajo ciertas condiciones de distinguibilidad.

3. Se proponen dos métodos (exacto y aproximado) para el uso de la inyeccién de sali-
da equivalente con propésitos de reconstruccion de entradas desconocidas para
sistemas no lineales.

4. Extensién del esquema de reconstruccién de entradas desconocidas al caso
de sistemas no lineales conmutados, estableciendo ciertas condiciones para que la
reconstruccién se pueda llevar acabo.

1.6. Estructura de la Tesis

El trabajo tiene la siguiente estructura. En el Capitulo 2 se describen los algoritmos por mo-
dos deslizantes de alto orden que seran utilizados en este trabajo. En la Seccién 2.1 se presenta
el algoritmo casi-continuo no homogéneo propuesto en [Levant and Michael, 2008], mientras
que en la Seccién 2.2. se presenta el diferenciador no homogéneo propuesto en [Levant, 2006a].
Para maéas detalles, en el apéndice A se presentan algunos fundamentos de teoria de modos
deslizantes, asi como las demostraciones de los teoremas fundamentales de los algoritmos
utilizados.

El esquema de observacién de estados con entradas desconocidas para sistemas no lineales
se presenta en el Capitulo 3. El planteamiento del problema se describe en la Seccion 3.1,
las condiciones para la existencia del observador con entradas desconocidas se presenta en
la Seccién 3.2, la dindmica del error de observacion de salida se muestra en la Secciéon 3.3,
mientras que en la Seccién 3.4 se disenan los términos de correccién del observador, empleando
los algoritmos por modos deslizantes no homogéneos. Para finalizar el capitulo 3, en la Seccién
3.4 se muestra un ejemplo académico del esquema de observacién asi como las simulaciones
del mismo.

El Capitulo 4 describe la aplicacién del esquema de observacién al caso de sistemas no
lineales conmutados. En las Secciones 4.1 y 4.2 se establecen, el planteamiento del problema
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y las condiciones para la existencia del observador para el estado continuo, respectivamente.
En la Seccién 4.3 se analiza la dinamica del error de observacién entre conmutaciones. La
manera en que se realiza la identificacion de la sefial de conmutacién se describe en la Seccion
4.4 mientras que los resultados de simulacién, para otro ejemplo académico, se muestran en
la Seccion 4.5.

El problema de reconstruccion de entradas desconocidas para sistemas no lineales se estu-
dia en el Capitulo 5. El planteamiento del problema se establece en la Seccién 5.1. El esquema,
de reconstruccion de entradas desconocidas, de manera exacta y aproximada, se presenta en
la Seccién 5.2, mientras que en la Seccion 5.3 se muestran los resultados del esquema aplicados
en el ejemplo académico del Capitulo 3. Por otro lado, usando las mismas propiedades para
la reconstruccion de entradas desconocidas de este capitulo, en el apéndice B, se presenta
un esquema de identificacion de parametros para sistemas no lineales basado en el méto-
do de minimos cuadrados (ver p.ej. [Soderstrom and Stoica, 1989], [Ioannou and Sun, 1996],
[Davila et al., 2006]).

El esquema de reconstruccién de entradas desconocidas para el caso de sistemas no lineales
conmutados se presenta en el Capitulo 6. El problema, el esquema y las condiciones para
la reconstruccion se establecen a lo largo de las Secciones 6.1, 6.2 y 6.3, mientras que los
resultados de simulaciones del esquema propuesto, aplicado al ejemplo del Capitulo 4, se
muestran en la Seccién 6.4.

Finalmente, las conclusiones y el trabajo futuro se presentan en el Capitulo 7.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentan los algoritmos por modos deslizantes que seran utilizados en
los esquemas de observacion de estados y reconstruccién de entradas desconocidas. Primero, se
presenta el algoritmo casi-continuo no homogéneo propuesto en [Levant and Michael, 2008], y
después, el diferenciador no homogéneo propuesto en [Levant, 2006a]. Si el lector esta intere-
sado en los detalles de estos algoritmos, en el apéndice A se presentan algunos fundamentos
de teoria de modos deslizantes, asi como las demostraciones de los teoremas fundamentales,
tomadas de [Levant and Michael, 2008] y [Levant, 2006a)].

2.1. Algoritmo Casi-Continuo No Homogéneo

2.1.1. Planteamiento del Problema

Considere un sistema dindmico con la siguiente forma

= a(t,x) +b(t,x)u (2.1)
= o(t,x)

donde z € X C R”, u € R. Las funciones a, b y ¢ : R* — R se suponen suaves y se
conocen cotas superiores para las mismas. La salida ¢ y sus » — 1 derivadas sucesivas se
asumen disponibles. El grado relativo r de o, se asume constante y conocido, lo cual significa
que el control u aparece de manera explicita por primera vez en la r — ésima derivada del
tiempo de o a lo largo de las trayectorias del sistema (2.1) [Isidori, 1996], de esta manera

o™ = h(t,z) + g(t, z)u (2.3)

donde h y g son funciones inciertas, y g(¢,x) # 0. La suposicién tradicional del planteamiento
de modos deslizantes de alto orden es asumir que existe C' > |h(t, )| para cierta constante C.
En lugar de lo anterior, se asumird que se conoce una funcién integrable Z(¢, ) (en el sentido
de Lebesgue) tal que

ag(t,x)E(t,x) > |h(t,x)| (2.4)
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donde a > 0 es una constante. En otras palabras, la funciéon ag(t, )=(t, z) domina la dindmica
incierta si « es suficientemente grande. Ahora, la tarea es satisfacer la igualdad ¢ = 0 en
tiempo finito.

2.1.2. Algoritmo Casi-Continuo

Los algoritmos por modos deslizantes de alto orden conocidos hasta ahora, son construidos
de forma recursiva. Uno de estos algoritmos es el llamado “ Casi-Continuo” (ver [Levant, 2005]
y [Levant, 2006b]), debido a que es continuo en todos lados excepto en el puntooc =6 = -+ =

or=1) =0.Sea j=1,...,r — 1 y denotando:
Yor — O, NO,T = |J|
(100 r .
W pr— - pr—
0r N07r sign(o)
Pir — +ﬁ N " 1 /(T j+1)\11]—1,r
er _ ’ ’+ﬁ 7" 1)/(r Jj+1)
; J
Pir
q;l . — Js
o Njr

los algoritmos casi-continuos son

u=—aZ (t,x)¥,_1, ( o, - oD ) (2.5)

De las caracteristicas del algoritmo casi-continuo, se tiene una singularidad en ¢ = 0. Sin
embargo, las soluciones del sistema no se ven afectadas, ya que la medida (en el sentido de
Lebesgue) de este punto de singularidad es cero [Filippov, 1988]. Es conocido de [Levant, 2005]
y [Levant, 2006b] que con = = 1, con un conjunto de parametros 3, -, 3,_; apropiados, y
una ganancia « > 0 suficientemente grande, el algoritmo garantiza la igualdad ¢ = 0 para
cualquier condicién inicial. Por otro lado, si las trayectorias del sistema inician muy lejos del
origen, pueden ser necesarias ganancias muy grandes para atraer las trayectorias al origen y
después resulten excesivas una vez que estas se acerquen al origen. Por tal motivo, es razonable
utilizar ganancias que se adapten en funcién del espacio.

Para introducir una “funcion de ganancia” Z(t,x), se establece el siguiente teorema ex-
traido de [Levant and Michael, 2008].

Teorema 2.1. Sean los parametros (3,,---,08,_1 y o > 0 suficientemente grandes. En-
tonces el algoritmo (2.5) asequra que la igualdad o = 0 se satisfaga en tiempo finito para
cualquier condicion inicial. Ademds, cualquier incremento en la funcion de ganancia Z(t,x)
no interfiere con la convergencia.

O

De esta manera, se puede hacer uso de una funcién de ganancia. Sin embargo, el Teorema
2.1 no establece que cualquier combinaciéon de parametros (3, -- ,3,_1, que asegure la con-
vergencia en tiempo finito, permita un incremento arbitrario de las ganancias a y Z(t, z). Las
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combinaciones de parametros que si lo permiten son llamados “robustos con funcion de ganan-
cia” [Levant and Michael, 2008]. El siguiente Teorema proporciona una forma de encontrar
los pardmetros robustos con funcién de ganancia [Levant and Michael, 2008].

Teorema 2.2. La estabilidad en tiempo finito de la ecuacion diferencial

1

or=1 4 Br AN, Wy, =0 (2.6)

garantiza la robustez con funcion de ganancia de la combinacion de parametros 31, -+, B,_1 >
0.

0

2.2. Diferenciador No Homogéneo

Dado que el algoritmo casi-continuo requiere la disponibilidad de las derivadas sucesivas
de cierta senal, se hara uso del “diferenciador robusto exacto” [Levant, 2003]. En un principio,
en [Levant, 1998] se propone un diferenciador de primer orden basado en modos deslizantes de
segundo orden. Posteriormente, en [Levant, 2003] se modifica el diferenciador para obtener,
en tiempo finito, un estimado para cualquier orden de derivada. A continuacién se presenta
la estructura del diferenciador.

2.2.1. Diferenciador Robusto Exacto Estandar

Sea la senal a diferenciar f(t), definida sobre [0,00) y compuesta por un ruido determi-
nistico acotado Lebesgue integrable con caracteristicas desconocidas y una sefial base fo(t)
desconocida. El problema de encontrar estimaciones robustas y exactas en tiempo real de
las derivadas de fo(t), fo(t), ..., ék) (t) en ausencia de ruido, es resuelto por el siguiente
diferenciador [Levant, 2003]:

1 ko
Zo = vo, vo=2z1— ALED [z — f(t)[F+D sign (20 — f(2))
(k=1)
2 = v, V] =2 — AlL% |21 —vo| % sign(z1 — vo)
2.7)

1 (k—3)
Zj = vy, vy =z — NLETY |z — vy |4 sign (25 — vj-1)
Zy = —MpLsign (zx — vp—1)

donde z; es la estimacién de la sefial f()(t). El diferenciador (2.7) es entendido en el sentido
de Filippov [Filippov, 1988]. Si los parametros Ag, A1, ..., A > 0 son elegidos adecuadamente

de acuerdo a [Levant, 2003] y L es una cota superior, previamente conocida, para ‘ f (kﬂ)‘.
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Entonces, las siguientes ecuaciones son verdaderas, en ausencia de ruido en la entrada, después
de un transitorio de tiempo finito:

20 — fo(t); Zy = Uj—1 = fél)(t), = 1, e ,k‘. (2.8)

Es interesante notar que el diferenciador (2.7) posee “estabilidad practica” [Khalil, 1996]
con respecto a efectos de ruido y muestreo, lo cual es de gran importancia para su implemen-
tacion.

2.2.2. Diferenciador Robusto Exacto con Ganancia Variable

Sea la senal de entrada f(¢) una funcién definida en [0,00) y compuesta por un ruido
acotado en el sentido de Lebesgue con caracteristicas desconocidas y una senial base fo(t)
desconocida con la k — ésima derivada teniendo una constante de Lipschitz local L(t) > 0.
Se asume que la magnitud del ruido no excede el producto eL(t), donde el pardmetro € > 0
es desconocido. El problema de encontrar estimaciones robustas y exactas en tiempo real de
las derivadas de fo(t), fo(t), ..., fék)(t) con € = 0, es resuelto por el siguiente diferenciador
[Levant, 2006a):

1 k
Zy = wo, vo=21—AL(t)FD [20 — f()[*FD sign (20 — f(t))
. 1 (k1) |
2= v, v1=2—MLE)% 21 — vl F sign (21— vo)
(2.9)
) 1 (k—j)
Zj = Vj, Vj=Zj41 — )\jL(t) (k—j+1) |Zj — Uj_1| (k=i+1) sign (Zj — Uj_l)
2 = =M\ L(t)sign (zi — vg_1)
Los parametros g, A1, ..., A > 0 se eligen de tal forma que el diferenciador posea conver-

gencia en tiempo finito con L(¢) = 1. En particular, la secuencia paramétrica \g = 8, A\; = 5,
A =3, A3 =2 N\ =15y A5 = 1.1, es suficiente para construir un diferenciador de orden
5. Es facil ver que con cualquier \; > 1 las igualdades (2.8) definen una solucién de Filippov
para el sistema (2.9).

El siguiente Teorema [Levant, 2006a] establece la convergencia del diferenciador (2.9).

Teorema 2.3. Sea f(t) cualquier funcion continua. Entonces la solucion (2.8) es estable
en tiempo finito. Mds precisamente, existen funciones 6(t) > 0 y T(t) > 0 tales que cualquier
solucion de (2.9) satisfaciendo las condiciones

zilto) = £ (to)| < O(to), i=0,....k (2.10)

satisface (2.8) para cualquier t > to+ T (to).
O
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Hay que notar que el Teorema 2.3 no excluye la inestabilidad practica de (2.9), que es
posible cuando L(t) cambia muy répido, mientras 6(¢) lo hace muy lento, o incluso cuando
0(t) — 0 mientras t — oo. De hecho, la posibilidad de que esto ocurra es muy alta cuando
L(t) — oo en tiempo finito (“escape en tiempo finito”).

Teorema 2.4. Bajo las condiciones del Teorema 2.3, se asume que L(t) es absolutamente

continua, y que la derivada logaritmica % es acotada, % < M. Entonces, existen constantes
Yo, To > 0, que dependen de M solamente, tales que §(t) puede ser elegida como 6(t) = doL(t),

y el tiempo de convergencia T (t) correspondiente es igual a una constante Tp.
0

Hay que notar que aunque formalmente el Teorema 2.4 es cierto también con M = 0, la
convergencia global en tiempo finito también ese asegura para este caso [Levant, 2003].

Teorema 2.5. Bajo las condiciones del Teorema 2.4, sean 6y y Ty definidas como en el
Teorema 2.4. Considere otra funcion Li(t) = pL(t) con u > 1. Entonces la funcion §1(t)
correspondiente, puede ser elegida como §1(t) = doL1(t) = udoL(t), preservando el tiempo de
convergencia Tp.

O

El Teorema 2.5 muestra que eligiendo L(t) suficientemente grande, la regién de convergen-
cia y la velocidad de convergencia del diferenciador, pueden hacerse arbitrariamente grande
y rapida, respectivamente.
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Capitulo 3

Observacion de Sistemas No
Lineales con Entradas Desconocidas

En este Capitulo se aborda el problema de observacion de estado en tiempo finito para
una clase de sistemas no lineales, que pueden estar afectados por incertidumbres en el modelo
y/o entradas desconocidas. El esquema propuesto, basado en el enfoque de modos deslizantes
de alto orden no homogéneos, no requiere que el sistema sea transformado a ninguna forma
canonica, que puede ser dificil de encontrar en presencia de incertidumbres en el modelo. A
lo largo de este Capitulo se establecen las condiciones para la existencia del observador, se
estudia la dindmica del error de observacién de salida, se propone el diseno de los términos
de correccion del observador y se presentan resultados de simulacion que avalan el esquema
propuesto.

3.1. Planteamiento del Problema

Considere el siguiente sistema no lineal incierto:

ﬁy't : }]:((;U)) + D(z)w (3.1)

con x € X C R” el vector de estados, y € Y C RP el vector de salidas y w € W C RP
el vector de perturbaciones o entradas desconocidas acotadas, donde f(z) y las p columnas
Di(z),...,Dp(x) de D(z) son campos vectoriales suaves que pueden ser inciertos y h(z) =

hi hg -+ hy } €s un mapeo suave.

El objetivo es disenar un observador con convergencia en tiempo finito para el sistema

(3.1).
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3.2. Existencia del Observador con Entradas Desconocidas

Se considera la estructura del observador propuesta en [Davila et al., 2009a], donde se
aborda el caso de una salida, ahora extendido al caso de multiples salidas. La estructura del
observador es la siguiente:

.
Il

f(@)+G(z)o
h(Z

(#)

con el vector de estados estimados & € R™ y el vector de salidas estimadas § € RP, G(%) =

(3.2)

<
Il

g1 g2 - gp | ER"™Pcong; € R", i=1,..p, ylos términos de correccién o € RP.

Las soluciones son entendidas en el sentido de Filippov [Filippov, 1988] para proporcionar la
posibilidad de usar senales discontinuas en el observador. Hay que mencionar que las soluciones
de Filippov coinciden con las soluciones usuales cuando el lado derecho es continuo. Se asume
también que todos los términos de correccién considerados garantizan la existencia y unicidad
de las soluciones para todo ¢t > 0.

La funcién matricial G se selecciona de tal manera que la salida del observador tenga un
vector de grados relativos completo y definido ( Ty Tp ) con respecto a o [Isidori, 1996].
Aunque cabe mencionar que G estd atada a las propiedades estructurales del sistema.

Ahora, se selecciona un conjunto de salidas tal que la siguiente matriz (el Jacobiano del
mapa de observabilidad)

dhy ()

—
| dLs)

hp(2) |

k—1 A
oLE h(@)
—oar

con dh(z) = %(f) = { (%,hl aa;; } y L’;(f)h(i) = f(2) la llamada derivada de
Lie de k — ésimo orden [Isidori, 1996], satisfaga rq +7r2+...4+7, = n, para el sistema nominal:

(2) (3.4)

Ahora, se necesita que la siguiente suposicion se satisfaga.
Suposicién 3.1. La matriz M (&) en (3.3) es no-singularV & € X.

Nota 3.1. La suposicion anterior es una suposicion estructural en la parte nominal del
sistema a observar, se supone que el sistema nominal es localmente observable, lo cual implica
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que el mapa de observabilidad es localmente biyectivo y existe suficiente informacion para
reconstruir el estado x en todos los puntos del conjunto X .

De este modo, G(%) estd dada como la solucién de la siguiente ecuacién

rT0 0 --- 07
10 -+ 0]
T1Xp
rT0 0 --- 07
MBE@=| | o 1 . o (3.5)
- “roXp
[0 O 07
L0 0 -+ 1]
L rpXp |
N
de donde se obtiene que
G(z) =M Y&)N (3.6)

En vista de (3.6), la dindmica entrada/salida del observador es la siguiente:

(0 Ligph(@) ] [0 -+ 0 7
d ggﬁ—l) L?@)hl (i) 1 -0 (o]
E A - : A + : : (3'7)
Up Ly(ayhp(2) 0 - 0 Tp
| L;’Ei,)hp(ﬁ) Lo 1]

donde se tiene que la salida del observador ¢ tiene un vector de grados relativos completo y
definido ( Lo T ) con respecto a o.

Nota 3.2. La ecuacion (3.7) es resultado de la definicion de grado relativo dada en
[Isidori, 1996]. La salida § tiene un vector de grados relativos bien definido ( re o Tp )
en un punto x° si

Ly, @)Lk ohi(@) =0, Vij=1,..p Vk<r;—1

oy L=

g;(Z)
(3.8)
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YV x en una vecindad de x°. Y la matriz de p X p

r1—1 2 ri—1 A
L@y Lz (@) - Lo, Ly (@)
E(z) = : : — I, (3.9)
TP 1 I rp—1 N
L@ Lyiay (@) o Lo,y L) ho(2)

es no-singular en r = x°.
Ahora se define el error de observacién de la salida y del estado de la siguiente forma

hi(2) — ha () ez,
: : (3.10)

[
<
Il
<
|
<
Il
Q)
8
Il
=
|
8
Il

h(2) — () -

Es claro que el error de salida e, conserva el mismo vector de grados relativos con respecto
ao.

Definiendo también el vector de error de salida €, que contiene los errores de salida e, y
sus derivadas correspondientes:

[ e11 ] €y
(Tl 1)
€1,r €y1
€= = (3.11)
€p71 eyp
rp—1
L Ep,?”p - L eZ(JffL) ) a

Ahora, considere el sistema (3.1) junto con el observador (3.2) y (3.6), donde el término
D(z)w no esta modelado en la dindmica del observador. Se establece la siguiente suposicion:

Suposicién 3.2. Las funciones f, h y D; son tales que

[ Lpywhi(@) | 107
Lpl(m)L’}(;fhl(x) 0
: = (3.12)
Lp,(@)hp() 0
I LDp(m)Lé’E;fhp(x) | L 0
Lpw Ly hi(@) 0, i=1,...,p (3.13)
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Nota 3.3. En el contexto de entradas desconocidas, la suposicion anterior implica que
dichas entradas desconocidas w entran en la ultima fila de cada blogue. Por el lado de las
incertidumbres en el modelo, la suposicion implica que se pueden tolerar incertidumbres en
f(z) y D(z) solo en la dltima fila de cada blogue. Cabe mencionar que se pueden soportar
entradas desconocidas e incertidumbres al mismo tiempo siempre y cuando ambas entren en
la dltima fila de cada uno de los bloques.

Ahora, con base en el Lema propuesto en [Davila et al., 2009a] para el caso de una salida,
se establece el siguiente Lema para el caso de multiples salidas.

Lema 3.1. Considere el sistema (3.1) y que las Suposiciones 3.1 y 3.2 se satisfacen.
Considere el observador (3.2), (3.6). Entonces la siguiente equivalencia se satisface

e=0&e, =0 (3.14)

]
Demostracion. Basada en [Davila et al., 2009a)].

La dinamica del error de observacion esta dada por

derivando cada error de salida e,, con ¢ = 1,...,p., hasta el r; — ésimo orden. Considerando
(3.5) tenemos que

eff) = Lo hi(@) — D hi(w), 1<j<ri—1 (3.17)
e = Loy hi(®) = Ly hiw) + 03, i=1,...p (3.18)

Considerando que x = & — e,, las ecuaciones (3.15)-(3.18) permiten construir de manera
explicita el siguiente mapeo

g = i)(em,:ﬁ) = col { (i)171 s &)177“1 s (I)p71 s (i)pﬁap } (3.19)
escribiendo componente a componente tenemos

i,l(ex,:%) = hl(ﬁ) — hz(ﬁ — ex)
i2(ex, @) = La)yhi(2) — Lfg—e,)hi(Z — ex) — Lp,(z)hi(v)w

i€ &) = LYo hi(®) — Ligl, hi(@ = eq) = Lp,@) L hi(x)w

Los primeros componentes ®;; = e,, no estdn afectados por las incertidumbres. De la
Suposicién 3.2, los ultimos términos del lado derecho de <I>Zg <I>Z,TZ son cero, y si e, =
0, entonces todos los componentes del vector € = (IJ(ex, Z) son idénticamente igual a cero
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independientemente del valor de Z, es decir, el mapeo ® satisface la condicién ®(0,2) = 0.
Para probar la equivalencia inversa vamos a considerar el mapeo inverso

er = ®71(e, ) (3.20)

Se debe mostrar que <i>_1(0,:f3) = 0, VZ. En otras palabras, el Lema se satisface siempre
que el mapeo (e, T) sea localmente biyectivo en la vecindad de e, = 0. Considerando la
matriz Jacobiana J(e,, %) = %ﬂ;’x), la biyectividad del mapeo corresponde a la siguiente
condicién:

det J(0,2) #0, V& (3.21)

Hay que demostrar ahora que la condicién (3.21) es implicada por la Suposicién 3.1. Ya
que z = & — e;, podemos denotar a x como x = z(e,, ). Calculando y diferenciando la matriz
Jacobiana. De (3.15)-(3.18) se deriva que

8§)i71(61‘7§7) _ 86% _ _ahz(x) ax(emﬁ)
8650 N aez N ax aez
~ . i—1
0bij(e,d)  Oef ) OLy)hi(@) Bu(e,, 2)
aex B aex N ox Z?ex
coni=1,.,py2<j<r; Sustituyendo z = & — e, en las ecuaciones anteriores, notando
que axé% = —1, y haciendo e, = 0 en las ecuaciones resultantes, obtenemos
8&%’71(6% i’) | _ ahl (l’)
86:2 €a=0 03:
~ R j—1 '
0biylead) _ OLphil®)
Oe, = Ox

coni=1,...py 2<j<r; lo que equivale a la siguiente igualdad

J(ez; &)]e,—0 = M(2) (3.22)

Por lo tanto, la Suposicién 3.1 implica (3.21), lo cual prueba el Lema. W

Se ha mostrado que bajo la Suposicion 3.1, existe una relaciéon de equivalencia entre el
error de observacion de la salida € y el error de observacién del estado e,. Por otro lado, el
observador (3.2) y (3.6) podré reconstruir el estado del sistema (3.1) exactamente y en tiempo
finito, siempre que los términos de correccién (o) sean seleccionados de tal forma que el vector
€ sea llevado a cero en tiempo finito.

3.3. Dinamica del Error de Observacion de Salida

El Lema 3.1 puede ser explotado fuertemente para propésitos de observacion si se es capaz
de encontrar los términos de correccién del observador o con los cuales se pueda llevar al vector
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€ a cero en tiempo finito. La dindmica del error de observacion de la salida toma la siguiente
forma canénica de Brunovsky en bloques:

€1,1 = €12
€12 =¢€13

E1ry = Prpyr1(en, ) + 01
: (3.23)

€p,1 = Ep2
€p2 = &p3

Eprp = <1>:n,rp+1(em7 ) + oy
donde
i rir1(eas ®) = Ly hi(®) = LY hi(@ = €0) = Lpy(a—en) L Loy hi(@ — ex)w (3.24)
para i = 1,...,p. Ahora se hace la siguiente suposicién de acotamiento.

Suposicién 3.3. Hay constantes 'y ; > 0, 'a; > 0 y funciones continuas o; (eyi, e egi_l))

> 0 conocidas, tales que las funciones ®;,, 1 satisfacen

X A~ i —1 .
’<I>Z-7”+1(em,3:)’ < FLZ’QZ’ (eyi, ...,63(/: )) + F27Z' , 1= 1, ey P

9; (eyi7 ) el(/:i_l))’ < Q;_ (3.25)

con

Ahora, lo que resta es disenar los términos de correccién o; de tal forma que el sistema
(3.23)-(3.25) converja a cero en tiempo finito. En este trabajo estos términos de correccién
seran disenados usando el algoritmo casi-continuo no homogéneo, presentado en la Seccién
2.1, proponiendo una forma de seleccionar la funciéon de ganancia.

Nota 3.4. La seleccion del algoritmo casi-continuo no homogéneo es exclusiva de este
trabajo. Cabe mencionar que es posible seleccionar los términos de correccion de cualquier
otra forma (usando cualquier otro algoritmo), tal que la dindmica del error de observacion de
salida converja a cero. St se garantiza la convergencia a cero, se garantiza el funcionamiento
del esquema de observacion.

3.4. Diseno de los Términos de Correccion

3.4.1. Diseno del Algoritmo Casi-Continuo

Los algoritmos “ Casi-Continuos No Homogéneos”, que permiten estabilizar sistemas en la
forma (3.23)- (3.25) en tiempo finito, fueron propuestos en [Levant and Michael, 2008]. Los
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términos de correccién casi-continuos no homogéneos de r; — ésimo orden toman la siguiente
forma:

oi = —0iZi (g € Wi (eys -y ™) (3.26)
donde
= (eyi, ...,eé’;"_l)) = A1i0; (eyi, ...,ez(/:i_l)) + X, i=1,..,p (3.27)

conay; > 0,A1; >0, A2; >0, ¥, _q ,, el algoritmo recursivo de modos deslizantes de r;—ésimo
orden (definido en la Seccién 2.1) con “parametros robustos con funcion de ganancia”, y Z;
es la funciéon de ganancia.

Hay que mencionar que los términos de correcciéon definidos por (3.26) y (3.27) estan
globalmente acotados (|o;| < o;E;, i = 1,...,p) y son continuos casi en todos lados excepto en
el origen de cada espacio del error r;-dimensional.

Nota 3.5. Note que el enfoque no homogéneo permite adaptar las ganancias Z; en funcion

. . . i—1
del error de observacion de salida y algunas derivadas, ey, ..., 63(];’ )

, es decir, las ganancias
=; disminuyen una vez que el error de observacion de salida y sus derivadas convergen a cero.
Por otro lado, si las funciones p; son constantes, se regresa al caso homogéneo y se pierde la
adaptacion de las ganancias =; en funcion del error de observacion de salida y sus derivadas,

sin embargo, el esquema de observacion sigue funcionando.

Los algoritmos anteriores requieren la disponibilidad de las derivadas sucesivas del error
de salida hasta un orden r; — 1, i = 1,...,p. Para esto se puede usar el diferenciador no
homogéneo presentado en la Seccién 2.2.

Diseno del Diferenciador No Homogéneo

Los diferenciadores de orden r; — 1 pueden ser expresados de la siguiente forma

L (ri=1)

. - 1)

Zio = Vio, Vio =21 —kioL;" |zio—ey| T sign(zio—ey)

(1—1) (T,L-72)
. e (riz2)
Zi1 = Vi1, Vi =22 — kil |zin — vio| @Y sign (21 — vip)
(3.28)

| - Goih

Zij = Vig, Vij=Zig+1— kigLy 7 |z — viga| T sign (zi5 — vij-1)
Zipi—1 = —kip,—1Lisign (Zir,—1 — Vip—2)

donde z; ; es la estimacion de eg(fi)(t). El diferenciador proporciona estimacién exacta y en
tiempo finito bajo condiciones ideales, es decir, senales con ausencia de ruido y muestreo. La
Unica informacion que se necesita para realizar la estimacién es conocer una cota superior

(r4)

L;, para cada }eyi . Entonces para constantes positivas k;;, ¢ = 1,...,p, 7 = 0,...,7 — 1,

seleccionadas de acuerdo a la Seccién 2.3., la convergencia de cada diferenciador de orden r; —1
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es garantizada. En presencia de ruidos en la entrada o muestreo discreto, este diferenciador
proporciona la mejor exactitud asintética posible [Levant, 2003].

Los diferenciadores (3.28) estiman las derivadas exactamente solo después de un transi-
torio de tiempo finito. Por lo tanto, cuando la estimacién exacta de las derivas es garanti-
zada, este es el momento para activar los términos de correccién. El siguiente Teorema (ver
[Angulo and Levant, 2009] para los detalles de la prueba) ayuda a determinar el tiempo de
convergencia de cada diferenciador.

Teorema 3.1. Considere el diferenciador (3.28), donde e, (t) son las funciones a diferen-
ciar y asuma que los pardmetros del diferenciador k; j, i =1,...,p, j = 0, ...,7;,—1 proporcionan
la convergencia en tiempo finito de cada diferenciador para cualquier orden en ausencia de
ruido. Sea n;(t) ruido medible en el sentido de Lebesque, suponiendo que:

ey (1) = eyio(t) +mi(0), [elrs) (0] < Loy mit)] < g sLit’ (3.29)

donde ey,,(t) son seniales desconocidas. Ademds, suponga que ey, son muestreadas con un
paso de muestreo § > 0 y 0 < Ks;&;, con i Kni» Ksi constantes positivas. Entonces, exis-
ten constantes positivas Yo i, Y1,is-s Vrim14 Y Vei > 0 con 0 < ke, ; < 79, tales que si las
desigualdades

210 — ey, (D] < 70, Li&;" (3.30)

se satisfacen durante cada intervalo de tiempo de longitud vy, ;§;, entonces desde el inicio de
este intervalo las desigualdades

S eé?(t)‘ < ’Yj,iLifzi_j (3.31)

coni=1,..,pyj=0,..r —1; se satisfacen para todo tiempo futuro, para cada uno de los
diferenciadores. O

Adaptacién de Ganancia.

Para estimar las derivadas es necesario conocer las ganancias L; para cada uno de los
diferenciadores. De la ecuacién (3.31) uno puede concluir que para L; pequenas la exactitud
del diferenciador sera mejor, mientras que para condiciones iniciales grandes, se requieren
ganancias grandes para cada diferenciador, pero una vez que las trayectorias del sistema
del error de salida estan cerca del origen, las ganancias de cada diferenciador pueden ser més
pequenas. En este sentido, resulta util considerar ganancias que se adapten en funcién del error
de observacion de salida. Como se establecié en la Seccién 2.3., en [Levant, 2006a] se mostro
que es posible seleccionar la ganancia como una funcién del tiempo, pero para garantizar la
robustez se requiere que la derivada logaritmica ‘L,(t) / Li(t)‘ este uniformemente acotada.
Con base en [Angulo and Levant, 2009], donde se propone un algoritmo de adaptacién de
ganancia, se establece la siguiente proposicién.
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Proposicién 3.1. Considere el sistema (3.23)-(3.25) y asuma que:

a) |le;(0)|| < eg; con e, i =1,...,p constantes conocidas.
b) |loill < py; lleill + pai, @ =1,...,p para constantes conocidas py; y pa;’

Ahora se considera el siguiente algoritmo de adaptacion para las ganancias L;i(t) de cada
diferenciador

1. Sea L;(t) = Lo; para 0 < t < ty;, con ty1; los instantes de tiempo para los cuales la
convergencia de cada diferenciador ha sido detectada y con Lo; una constante suficien-
temente grande.

2. Sea L;(t) = A1i (|&i]] + A2i) para t > ty;, donde

- Tyi07 + Do+ py

Ali > priy Az "
7

(3.32)

coni=1,..,pyé(t) construidas usando las estimaciones de los mismos diferenciadores. En-
tonces, la estimacion de las derivadas de ey, (t) es asequrada y ademds, la derivada logaritmica

‘L,(t)/L,(t)‘ esta uniformemente acotada para cada diferenciador. v

Demostracion.

Se consideran cada uno de los pasos del algoritmo de adaptaciéon para su prueba.

1. Se tiene que mostrar que con ganancias Lg; suficientemente grandes, cada diferenciador

converge. En este intervalo de tiempo cada termino de correcciéon es o; = 0. Ya que
Eir (t)‘ < Lg; en
un intervalo de tiempo [0, ¢1;] y garantizar la convergencia de cada diferenciador.

queremos estimar &;, la derivada de cada término &; ., debe satisfacer

De este modo tenemos que

éwz(t)’ <Ti;0 (eyi, ...,e?(fii_l)) +Ty,;, i=1,...p (3.33)

Ya que la ganancia de cada diferenciador puede ser seleccionada suficientemente grande
para proporcionar cualquier tiempo de convergencia [Levant, 2003], las ganancias Lo,
pueden ser seleccionadas suficientemente grandes tales que cada diferenciador converja
antes de t1;. Entonces se pueden seleccionar Lgy; como

Loi > T10f +Ta; (3.34)

2. Una vez que cada diferenciador ha convergido, la identidad &;(t) = €;(t) es cierta. De las
propiedades del control casi-continuo no homogéneo sabemos que ’\I'im—l,m‘ <1, porlo

||| representa la norma euclidiana.
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tanto los términos de correccion o; seleccionados como en (3.26) tienen una norma de
la forma py; ||€i]] + pa;, @ = 1, ..., p. De esta manera tenemos

B ()] < [Triod +Tai] + (o il +poi) s =1, (3.35)
la seleccion de L;(t) = A\y; (||&:]] + A2;i) con

U1 + Do+ po

—1,... 3.36
" ser D (3.36)

ALli > Py, A2 >

asegura que L;(t) es también una cota superior para éwl(t) desde t1; en adelante. Ahora,
lo que falta es demostrar que la derivada logaritmica es uniformemente acotada. Cada
L;(t) puede ser escrita como

. 2
(Lz(t) -~ )\2i> _ E%FEZ, (3.37)
Ali

Diferenciando la ecuacién anterior tenemos que

(LAit) _ /\2i> LAEt) =T [A&' + B (ai + é%ml)}
+ [EZTAT + (Ui + (~bi,7’¢+1) BT} &

— g—;ZT (A + AT) &g+ 26?3 (Ui + &i,n+1)

\)

< i (A+AT) fleal® + 2l 1BI [ (Tragf +Ta) + (o llsill + )]
< s (A+AT) 200 | BIl] leal® + 2 lleall | BIl (Twiof + Do+ poi)
donde
01 --- 0 0
: 0
A= 00 3 B = ) 2217 » D
R | :
00 - 0] L

Ya que (L)f—l(f) - /\gi) = ||&i||, podemos dividir ambos lados de la tltima desigualdad por
|lei|| para obtener
Li(t) 1

N S g P (A A7) 200 [BI] el + IBY (Tuil +Totpa) (339

Ahora, calculando la derivada logaritmica tenemos que

By _ 3 Do (A4 A7) + 200, 1B1] sl + 181 (o + o+ )

Li(t) leall + Azi

(3.39)
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Li(t .
L-Et% esta uniformemente acotada por una
K3

y resulta claro de la desigualdad anterior, que cada
constante conveniente. M

El Teorema 3.1 proporciona una manera simple de determinar si cada uno de los diferen-
ciadores ha convergido verificando que |z;9 — ey, (t)| < 7o,;Lid" se satisfaga en un intervalo
de tiempo 7, ;0. Las constantes v, ; ¥ 7;; se estiman facilmente por simulacién. Ademads, este
criterio es robusto, ya que el valor de &; en el Teorema 3.1 puede ser facilmente incrementado
sin cambiar las magnitudes del ruido y paso de muestreo. También la longitud del intervalo
7t,i§; se puede incrementar libremente sin alterar lo establecido en el Teorema.

De esta forma, se propone que los términos de correccién sean construidos de la siguiente
forma:
gi st |zio — ey, (8)] < v, Lid"
oi(t) = en el intervalo v;;0; i=1,..,p (3.40)
0 en cualquier otro caso.

donde &; son los términos de correcciéon calculados de acuerdo a (3.26)-(3.27) usando las
derivadas estimadas por los diferenciadores (3.28) con adaptacién de ganancia L;.

Tomando en cuenta el Lema 1.3 y el diseno de los términos de correccion, se establece el
siguiente Teorema que resuelve el problema de observacién de estados.

Teorema 3.2. Considere el sistema (3.1) y que las Suposiciones 3.1, 3.2 y 3.3 se satis-
facen. El observador (3.2), (3.6) con o;, i = 1,...,p, diseniadas de acuerdo a (3.40), con «,
i = 1,...,p, suficientemente grandes y A\1; > I'1;, A i > T, 1 = 1,...,p, garantiza que el error
de observacion del estado e, = & — x converja a cero en tiempo finito. O

Demostracion.

Ya que las Suposiciones 3.1 y 3.2 se satisfacen, se obtiene el siguiente conjunto de ecua-
ciones diferenciales )

€1 = Pryqi1(er, )+ 01

: (3.41)

Eprp = <1>:n,rp+1(em7 T) + oy

Cada ecuacién diferencial satisface el planteamiento del problema descrito en la Seccién
2.1.1 con

hi=®;ip41(en, @), i=1,...,p (3.42)

De la Suposicion 3.3 se pueden obtener cotas para la ecuacion diferencial anterior como

|hl| < Fl,igi (eyi, ...,eé’;i_l)) + 1—‘2,7: s 7= 1, P (343)
Eligiendo
=, (eyi, ...,egg—U) = ALio; (eyi, ...,eg;z-—w) HXog, i=1,.0p (3.44)
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y seleccionando Ay ; > I'14, A1; > I'a; con oy, ¢ = 1, ..., p suficientemente grandes, tenemos
que o;=; > |h;|. Como se establecié en [Levant and Michael, 2008] el disefio

0; = —0 2, (eyi, ...,eg:i_l)) Viri—1,r; ( Cysy ez(;i_l) ) , t=1,..,p (3.45)
asegura que la siguiente igualdad se satisfaga después de un tiempo finito

(eps oo el ) =0, W2t i=1,p (3.46)

esto es ( Cyis Tt Ey, ) =0, Vt > t*. Ahora, de la aplicacién directa del Lema 3.2 se produce
que e, =0,Vt >t" dadoquee =0, Vt >t*. B

En la siguiente seccién se muestran los resultados de simulacién del esquema de observacion
propuesto, aplicado a un ejemplo académico.

3.5. Ejemplo y Simulaciones

Nota 3.6. Todas las simulaciones presentadas en este y en el resto de los capitulos han
sido realizadas en Matlab Simulink con un paso de muestreo fijo de 6 = 0.0001 sequndos y
usando el método de integracion odel(Euler).

Considere el siguiente sistema no lineal de 5to orden (ejemplo académico)

—2x1 — T9 + x5
T
i = —x% — 213 — x4
3
2
(z2 — 4) x5 + sen(ws) (3.47)
L 2 + cos(xs)

T
Sean las condiciones iniciales z(0) = [ 1 01 1 -06 04 } (conocidas solo para efec-

tos de simulacién). Con estas condiciones iniciales, el comportamiento del sistema (3.47) se
muestra en la Figura 3.1.

La matriz M (&) en (3.3) toma la siguiente forma

dhy(Z) 0 1 000

dL ()1 (2) 1 0 000

M(&) = | dLigha(2) | =| -2 =1 0 0 1
dha (%) 0 0 010

dL p(3yha (%) 0 0 100
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Figura 3.1: Trayectorias del Sistema

Ya que det M = 1, la Suposicién 3.1 se satisface localmente. La matriz G(%), de acuerdo
a (3.6), tiene la siguiente forma
0000 1]
G(x)z[o 01 0 01 (3.48)

3.5.1. Observacion de Estado en Presencia de Incertidumbres y Entradas
Desconocidas

Las condiciones para la observacién de estado robusta bajo incertidumbres en el modelo y/o
entradas desconocidas son desarrolladas aplicando el Lema 3.1. A continuacién, se establecera
que tipo de incertidumbres y/o entradas desconocidas puede soportar el esquema propuesto
sin perder la observacién exacta y convergencia en tiempo finito. Para el sistema de 5to orden,
la Suposicion 3.2 implica las siguientes condiciones

Lpyohi(z) = 0 (3.49)
Ly Lywhi(@) = 0 (3.50)
Lp, @) Limhi(z) # 0 (3.51)

Loywyha(z) = 0 (3.52)
LD2(E)Lf(w)h2(x) # 0 (3.53)
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las cuales, para las salidas consideradas, toman la siguiente forma

01000 0
1000 0|D@w=]|0 (3.54)
00010 0

Por lo tanto, la matriz de distribucién D(x) que satisface la ecuacién (3.54), toma la forma:

[0 0 da@ o o 1"

D@ =100 0 0 d)

De las ecuaciones (3.49)-(3.53) y de la forma de la matriz D(z), la Suposicién 3.2 se reduce
a considerar que la 1°7%, 292 y 4% ecuacién del observador, deben tener la misma forma que
las del modelo nominal, es decir, no se permiten incertidumbres en el modelo ni entradas
desconocidas en la 17, 290 y 4% fila. Mientras que para la 3¢ y 5! ecuacién del observador
se pueden soportar tanto incertidumbres en el modelo como entradas desconocidas.

De esta manera se considera el siguiente sistema con entradas desconocidas:

—2x1 — o + x5 0 0
i = s _:U“?’ o + | di(x) 0 l w; ]
3
0 0
2x5 + sen(xs) (3.55)
oy S oS
L (@2 =4) 2 + cos(zs) 0 dx)

=[]

donde di(z) = z123, do(x) = z371 y las entradas desconocidas son

wy = sen(3.18t) + 2sen(7.32t) + 0.5sen(0.79t)
we = 3sen(0.5t) + 0.5cos(t)
Cabe senalar que las entradas desconocidas son arbitrarias. Por otro lado, se considera, como

parte de las incertidumbres y el peor de los casos, que se desconoce la dinamica de la 3¢ y
5% ecuacion del modelo. De este modo, se implementa, el siguiente observador:

—2T1 — To9 + Ts 0 0
i 0 0
i= 0 +10 1 [21]
B3 0 0 2
0 Lo (3.56)
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donde es evidente que las entradas desconocidas no son modeladas pero se sabe que entran
por la 3¢% y 5! fila.

Las condiciones iniciales del observador son iguales a cero, mientras que los términos de
correccion oy y o2 son disenados como un algoritmo casi-continuo no homogéneo de 3er orden
y de 2do orden, respectivamente:

. . 2\~3 /. 2
e +3 (e | +ley|3) 7 (0, + leys |5 signley,))

01 = —3051(€y1, éyl N éyl (357)

1
. . 2\ 2
el +3 (Jen] + ey [3)
. 1
€yp + 4 |ey2|2 SZgn(eyz)

) T
|€ys| + 4 ey, |2

g9 = —SEQ(Eyz, éyz) (3.58)

con ey = Tg — Y1y €y, = L4 — Y2, y con las derivadas de los errores de salida estimadas por
el diferenciador (3.28), usando los parametros de la tabla 3.1.

Tabla 3.1: Parametros de los Términos de Correccion

Parametro H i=1 i=2
T 3 2
ki 0 2 1.5
ki 1.5 1.1
Ko 1.1 _
Lo; 770 470
Li(t) 10 (Jl&1 + 15) 10 ([&]| + 5)
Eileys e ) | Tley| +1ey |+ 16,1+ 1.5 3[legy| + eyl +3

La reconstruccién de los estados en presencia de incertidumbres en el modelo y entradas
desconocidas se muestra en la Figura 3.2 donde se puede apreciar que los estados estimados
convergen a los estados reales en tiempo finito a pesar de la presencia de incertidumbres en el
modelo y de entradas desconocidas, que claramente afectan el comportamiento del sistema.
La convergencia del error se muestra en la Figura 3.3.

Los términos de correcciéon se muestran en la Figura 5.3. En estas graficas se ve que
los términos de correccién son iguales a cero antes de que los diferenciadores convergen, para
después tomar el valor del algoritmo casi-continuo no homogéneo, como se establecié en (3.40).

El comportamiento de las Funciones de Ganancia de los términos de correcciéon se aprecia
por el lado izquierdo de la Figura 3.5. Se ve que al inicio, la funcién de ganancia toma valores
grandes, pero una vez que el error de observacién converge a cero esta disminuye, adaptandose
en funcién del error de observacion de salida y sus derivadas.
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3.5. Ejemplo y Simulaciones

Edo. Real #; (linea azul), Edo. Estimado 7; (linea negra)

. Real 2 (linea azul), Edo. Estimado ; (linea negra)

0 1

1

2 3
Edo. Real 1) (linea azul), Edo. Estimado i, (linea negra)

T

2

4

5

6

1

1 3
Edo. Real 13 (linea azul), Edo. Estimado #; (linea negra)

T

1
T T

Tiempo [seg|

Tiempo [seg|

Figura 3.2: Reconstruccién de Estado para el Sistema con Incertidumbres y Entradas

Desconocidas

Tiempo [seg]

Convergencia de los Errores de Estimacion
I I I I I
-] -
x1
-]
Xz |
R -]
X
3
— e
X ]
4
e
X
5 —
L L L
3 4 5 6

Figura 3.3: Convergencia del Error de Estimacion para el Sistema con Incertidumbres y

Entradas Desconocidas
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Término de Correccidén o

200 T T T T T

Tiempo [seg]

Término de Correccion oy
I I I

Tiempo [seg]

Figura 3.4: Términos de Correccion

Funcién de Ganancia = Ganancia del Diferenciador y(f)
% T T T T T T T T T T

0 0 i 15 2 2 3 3 ] I 5 0 05 1 18 2 2 3 3 ' 5 5
Tiempo [seg] Tiempo [seg]
Funcion de Ganancia 5 Ganancia del Diferenciador Lyt
0 T T T T T 5 T T T T T
) 1 0 i
® ] wu i
p ]
200, q
» ]
1t g
o -
! ! ! I I I I I I ! ! ! ! ! I I I I
0 0 1 15 2 2 3 3 ] I 5 0 05 1 i 2 2 3 35 [ i 5
Tiempo [seg] Tiempo [seg]

Figura 3.5: Lado Izquierdo - Funciones de Ganancia, Lado Derecho - Ganancias de los
Diferenciadores
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3.5. Ejemplo y Simulaciones

Por el lado derecho de la Figura 3.5 se muestran las Ganancias de los Diferenciadores, en
estas graficas se aprecia un comportamiento muy similar al de las Funciones de Ganancias
de los términos de correccion, al inicio estas ganancias toman valores grandes y una vez
que los diferenciadores han convergido, estas ganancias disminuyen, en funcién del error de
observacion de salida y sus derivadas.

Concluyendo, se ha mostrado que el esquema de observaciéon propuesto es capaz de re-
construir el estado del sistema exactamente y en tiempo finito a pesar de la presencia de
incertidumbres en el modelo y de entradas desconocidas, que satisfacen la Suposiciéon 3.2.
Por otro lado, se mostré la ventaja de usar algoritmos por modos deslizantes no homogéneos,
con el uso de ganancias que se adaptan en funcién del error de observacién de salida y sus
derivadas, permitiendo que estas ganancias disminuyan una vez que el error de observacion
ha convergido.
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Capitulo 4

Observacion en Sistemas No
Lineales Conmutados

En este Capitulo se propone un esquema de observacion de estados en tiempo finito para
una clase de sistemas no lineales conmutados, tomando como base lo establecido en el Ca-
pitulo 3. El esquema propuesto usa el enfoque “multi-observador”, donde se disefian tantos
observadores como dindmicas o modos de operacién tenga el sistema conmutado, y es capaz
de reconstruir tanto el estado continuo como el modo de operacién (senial de conmutacion).
Se proponen restricciones de acotamiento y de observabilidad que requieren la disponibilidad
de todos los modos de operacion del sistema. Un ejemplo académico con simulaciones ilustra
el desempeno del esquema propuesto.

4.1. Planteamiento del Problema

Considere el siguiente sistema no lineal conmutado:

s Zhge )

con x € X C R™ como el vector de estados y la llamada “senal de conmutacion” A(t) €
{1,2,...,q}. La senal de conmutacién determina la dindmica actual del sistema de los posibles
“q modos de operacion” fi(x), fa(x),..., fy(z). Esta puede ser generada por una entrada
exdégena (por ejemplo, un supervisor externo) o por el propio estado del sistema, y en este
trabajo se considera desconocida. Sean y € ) C RP el vector de salidas, f/\(t) () : X - R"

y h(z) = [ hi hy --- hy } : X — )Y campos vectoriales suaves que representan la parte

nominal del sistema que es conocida.

A continuacién se establece una condicién sobre la distinguibilidad del modo de operacion,
basada en [Barbot et al., 2007].

Condiciéon de Distinguibilidad del Modo de Operacién. El modo de operacion \* del
sistema no lineal conmutado (4.1) es distinguible de cualquier otro modo j # \*, j =1,2,....q
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4. OBSERVACION EN SISTEMAS NO LINEALES CONMUTADOS

si el conjunto
M ={z e R"|fy(x) = fi(x), VA" # 34, con j=1,2,...,q} (4.2)

es un conjunto discreto. o

Note que la condicién de distinguibilidad aqui presentada es funciéon tnicamente de los
campos vectoriales fy« y f;.

El objetivo es diseniar un esquema, tomando como base el esquema de observacién pro-
puesto en el Capitulo 3, para reconstruir el estado continuo y la senal de conmutacién del
sistema no lineal conmutado.

4.2. Existencia de los Observadores del Estado Continuo

Se considera que existen “g” observadores con la siguiente estructura:

) + Gj(:Ej)Uj, ] = 1,2,...,(] (43)

es decir, cada observador tiene la estructura presentada en la Seccion 3.2, con el vector de esta-

dos estimados #; € R™ y el vector de salidas estimadas g; € RP, G;() = [ 9i1 9j2  Gip }
eR"™Pcongj; €eR", i=1,...p (j =1,...,q), y los términos de correccién o; € RP. Ademas,

se asume existencia y unicidad de las soluciones para todo t > 0, como se establecié en la

Seccién 3.1.

Se selecciona cada una de las matrices G(-), como en (3.6) de la Seccién 3.1, de tal manera
que cada salida §j; de cada observador tenga un vector de grados relativos completo y definido
( i1 Tip ) con respecto a 0, 7 =1,...,q.

Se define el mapeo M;(Z;), como en (3.3) de la Seccién 3.1, para cada uno de los observa-
dores, de tal forma que dichos mapeos satisfagan la Suposicion 3.1, es decir, que cada

dhi(2;)

dL f;(3,)hi(%;) i=1,..,p (4.4)
A ..

ALy hili)

satisfaga la condicion de rango(M;(Z;)) =n, ¥V &; € X, j = 1,...,q. Entonces, se selecciona
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4.2. Existencia de los Observadores del Estado Continuo

cada G(&;) como la solucién de

70 0O 0 i
1 0
Tj,1XPp
M;(2;)Gj(25) = : (4.5)
0 0 0
00 --- _
L TipXp
Nj
Gj(#) = M (25)N; (4.6)

Se definen nuevamente los errores de observacién de salida y del estado con i = 1,...,p
(j =1,...,q) de la siguiente manera

Cy; = hi(‘%j) —hi(z), e

J:l’j—l’

y el vector de error de salida €5, que contiene los errores de salida e, y sus derivadas corres-
pondientes, con i =1,....,p (j =1,...,q9)

€4t Cyji
€j = = : (47)
- (rj,i—1)
€j,i"dv yj{iz

Ahora, se describe la reconstruccion del estado continuo considerando el intervalo de tiem-
po entre conmutaciones. Sin perdida de generalidad, considere que A(t) = \* = cte. Vt > 0.
La dindmica del sistema en el modo de operacién \* esta dada por

i=fy(z), t>0 (4.8)

Cualquiera de los “q” observadores definidos en (4.3) puede estar asociado al error de
salida ey, = g; — y, al error de observacion del estado e, = Z; — x y al vector de error de
salida €; correspondiente para cada j = 1, ..., ¢ en el intervalo de tiempo entre conmutaciones.

Ahora, basados en el Lema 3.1, se puede establecer el siguiente Lema para el sistema
conmutado

Lema 4.1. Considere el sistema (4.8), los observadores definidos en (4.3) y (4.6), y
que la Suposicion 3.1 se satisface para cada uno de los observadores. Entonces las siguientes
equivalencias se satisfacen

gj=0 & e, =0, Vj=1..q (4.9)
b
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Demostracion.

La demostracién consiste en realizar la prueba del Lema 3.1 para cada uno de los modos de
operacion del sistema conmutado, considerando que no existen incertidumbres y/o entradas
desconocidas. W

Nota 4.1. El Lema anterior implica que existe una relacion de equivalencia entre los
errores de observacion de salida €5 y los errores de observacion del estado e, para cada uno
de los observadores, durante el intervalo de tiempo que existe entre conmutaciones.

Bajo la Suposicién 3.1, los observadores (4.3) y (4.6) podran reconstruir el estado del
sistema (4.8) exactamente y en tiempo finito, siempre que los términos de correccién o; de
cada observador, sean seleccionados de tal manera que cada vector €; sea llevado a cero en
tiempo finito.

4.3. Dinamica del Error de Observacién de Salida

Como se mostré en la Seccién 3.3, el Lema 4.1 se puede explotar para propésitos de obser-
vacion, en este caso, observacion del estado continuo, siempre que los términos de correccion
o; para cada uno de los observadores se disefien de tal forma que el vector €; converja a cero
en tiempo finito para cada observador.

Ahora, debido a que la conmutacion del sistema no lineal puede afectar la observacién del
estado continuo, se hace la siguiente suposicion, que involucra todas las posibles dindmicas

del sistema fi(x), fa(x), ..., fqo(z).

Suposicion 4.1. Sean las funciones fn(x), fr(z) y h(z) tales que para cada h,k =
1,2,...,q, h # k, se satisface:

th,k(x)hi(:E) 0
: = (4.10)
T ',i_l
Lj, @)L () hi(®) 0

donde fur = frn— fr.

Nota 4.2. La suposicion anterior implica que las conmutaciones, vistas como perturbacio-
nes, no afectan la observacion del estado continuo, manteniendo la relacion de equivalencia
entre los errores de observacion de salida €; y los errores de observacion del estado e, ;. Cabe
mencionar que esta es una suposicion bastante restrictiva en sistemas conmutados, pero es
necesaria para que el esquema propuesto funcione.
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4.4. Diseno de los Términos de Correccion

De este modo, la dinamica del error de observacién de salida toma la misma forma que en
la Seccién 3.3, una forma canoénica de Brunovsky en bloques :

éj711 = Ej’12

€j,12 = €j’13

Ejqrin = ®j’17-j$1+1(€xj,f1:j) +o0j1

(4.11)
Sip' = Eip?
€j.p? = Ejp?
éj’p’r'j,p = ®j,prj’p+1 (exj 3 fi‘j) + O’]7p
donde j = 1,...,q y las funciones i>j ;r.+1 toman la siguiente forma
5 A\ _ 7T N AN S (. —
B e (0,189) = Ll pIul03) = L o,y il = ) (112

para ¢ = 1,...,p. Ahora, de manera similar a la suposicién de acotamiento de la Secciéon 3.3,
se hace la siguiente suposicion.

Suposicion 4.2. Hay constantes I'; j > 0, I';;2 > 0 y funciones continuas jS(eyjﬂ., e

(rj,i—1) . . = .
ey’ ') > 0 conocidas, tales que las funciones <I>j’2.rj,i+1 satisfacen

5 A~ (7“ ‘72'—1) .
q)j7irj’i+1(€xj7xj)’ <Tjn0;; (6yj,w s €y ) +T2,i=1,..,p (4.13)
ji—1 . .
con ’gj’i (eyj,m ...,eg;{; ))’ < Q;:Z-, i=1,..q
Los términos de correccién o ; se disefaran de acuerdo a lo propuesto en la Seccién 3.4,
de tal forma que los sistemas (4.11)-(4.13), para cada observador, converja a cero en tiempo
finito.

4.4. Diseno de los Términos de Correccion

Los términos de correccién o;; para cada uno de los observadores seran disefiados de
acuerdo al enfoque de modos deslizantes de alto orden no homogéneos propuesto a lo largo
de la Seccion 3.4.

Tomando en cuenta el Lema 4.1 y lo desarrollado en la Seccién 3.4, se propone que los
términos de correccién, con j = 1, ..., q, sean construidos de la siguiente forma:

5'j,i si ’Zj’io — €y, (t)} < ’7j7ioLj7i5rj¢i
0;i(t) = en el intervalo 7y,;idj;, i=1,..,p (Gj=1,...,q (4.14)
0 en cualquier otro caso.
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donde 7;; son los términos de correccién calculados de acuerdo a

_ - (rj,i—1) (rji—1)
Ojvl - _a.y77"—‘.]7l (eyj,’i’ ot eyj»i \Il.y’ZTj’i—l,'r‘jyi eyj,“ T eyj,i (415)

con aj; >0, ¥y; el algoritmo recursivo de modos deslizantes de r;; — ésimo orden
G~ LTG0
con “pardmetros robustos con funcién de ganancia” y la funcién de ganancia Z;; de la forma

- (rji—1)Y\ _ (rj,i—1)
Eji (eyj,i, sy = Xjit Cji \ Cyjr s €9 + A2 (4.16)

usando las derivadas de los errores de observacién de salida, estimadas por los diferenciadores
(3.28) con la adaptacién de ganancia L;; propuesta en la Seccién 3.4.1.

Nota 4.3. Los términos de correccion se disenan de la misma manera que en la Seccion
3.4, haciendo uso del algoritmo casi-continuo no homogéneo y del diferenciador no homogéneo,
con las respectivas suposiciones para su funcionamiento.

Ahora, se establece el siguiente Teorema que resuelve el problema de observacion del estado
continuo.

Teorema 4.1. Considere el sistema (4.1) con la \* — ésima dindmica activada y que las
Suposiciones 3.1 y 4.2. Considere los observadores (4.3) y (4.6) con 0j;, disenadas de acuerdo
a (4.14). Entonces siempre que o ;, sean escogidas suficientemente grandes y que \j i > T'; 1,
N2 >Tp,i=1,..,p (j =1,...,q), el error de observacién del estado, ey, = &j —x, para
cada uno de los observadores, convergerd a cero en tiempo finito.

O
Demostracion.

La demostracion de este Teorema es una consecuencia de aplicar el Teorema 3.2 para cada
modo de operacion del sistema conmutado. H

Nota 4.4. El Teorema 4.1 establece que, independientemente del modo de operacién activo,
el error de observacion e, para cada uno de los observadores, tenderd a cero, garantizando
que todos los observadores proporcionen la estimacion correcta del estado continuo.

Nota 4.5. Es importante resaltar que después de que cada modo de operacion conmuta,
los observadores pueden perder la estimacion del estado continuo (debido, por ejemplo, a las
discontinuidades en las derivadas de alto orden de la salida). Sin embargo, el valor correcto
del estado puede ser recobrado después de un transitorio de tiempo finito, que puede ser ar-
bitrariamente reducido tomando valores mas grandes para los pardametros de los términos de
correccion.

Hasta este punto, se ha propuesto un esquema de observacién del estado continuo, lo que
resta es establecer un esquema para reconstruir la sefial de conmutacién para completar el
disefio de los observadores para sistemas no lineales conmutados.
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4.5. Reconstruccién de la Senal de Conmutacion

4.5. Reconstruccion de la Senal de Conmutacion

En estado estable, todos los términos del vector €; y e;; son idénticamente igual a cero,
mientras que los términos é;;, j = 1, ..., ¢ estan afectados directamente por los términos de co-
rreccién discontinuos, es decir, son cero en “promedio”. Por lo tanto, se puede explotar una de
las caracteristicas principales de los observadores por modos deslizantes, “el principio de in-
yeccion de salida equivalente” (ver p. ej. [Edwards and Spurgeon, 1998] y [Utkin et al., 1999]).

La expresion de é;,, j = 1,...,q es
ée; = [i(25) + G;j(25)a5 — frr (L5 — ea;) (4.17)

En el momento en el cual la estimacion exacta del estado continuo es garantizada, (4.17)
se convierte en

ez, = [i(2;) + Gj(Z))0; — fo=(25) (4.18)

Entonces los términos de correcciéon o; toman el valor de la inyeccion de salida equivalente
Tjeq> €8 decir

Gj(2))0j., = a=(25) — f3(25) (4.19)

lo cual deriva de hacer é;; = 0. La ecuacion anterior implica que entre los “q” observadores

definidos por (4.3) y (4.6), habra solo uno de ellos con el valor de inyeccién de salida equi-

valente correspondiente, idénticamente igual a cero de acuerdo a la siguiente condicién de

reconstructibilidad del modo de operacién y a la “Condicion de Distinguibilidad del Modo de
Operacion”:

Condicién de Reconstructibilidad de la Senal de Conmutacién. La senal de con-
mutacion A(t) puede ser reconstruida por medio de la inyeccion de salida equivalente de acuer-
do a:

Gj(&j)oj, = 0, j=X" (4.20)
Gj(&j)oj., # 0, Vi#XN (4.21)
siempre que el conjunto M sea un conjunto discreto. o

Nota 4.6. El conjunto discreto M esta formado solo por puntos aislados de x donde se
satisface que fy+(x) = fij(x), VA" # j, con j = 1,2,...,q. Esto permite asequrar que solo
una inyeccion de salida equivalente serd idénticamente igual a cero durante el intervalo de
tiempo entre cada conmutacion o cambio de dinamica f;j(x), j = 1,...,q mientras que las
inyecciones de salida equivalente restantes solo podrdn ser cero en puntos aislados durante el
mismo intervalo de tiempo.

Si los términos de correccion o;,,, ¢ = 1,...,p estuvieran disponibles, se podria extraer la
informacién necesaria para determinar, por medio de la “ Condicion de Reconstructibilidad”, la
senial de conmutaciéon. Para esto, se establecen dos métodos por los cuales se puede recuperar
la inyeccién de salida equivalente o;,,, el método “Exacto” y “ Aprozimado”.
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4.5.1. Inyecciéon de Salida Equivalente por el Método Exacto

Para recuperar la inyeccion de salida equivalente por el método Exacto, en lugar de usar
el algoritmo definido por (4.15), se implementa el siguiente algoritmo casi-continuo no homo-
géneo “aumentado”, de orden rj; +1,i=1,....,p (j =1,...,q):

- — (’r‘j i) (r,i)
= iy = ’ .. i
Oji=—05Z; (6yj,w oy ) Wi ey s e (4.22)

Se demostré en [Levant and Michael, 2008] que el algoritmo casi-continuo no homogéneo
“aumentado” con “pardmetros robustos con funcién de ganancia”, con Z;; elegida adecuada-
mente y con «j; > 0; estabiliza el sistema (4.11)-(4.13) en tiempo finito. La diferencia ahora,
es que los términos de correccién o;;, son continuos en todos lados, incluyendo el origen
de los espacios del error. Esto significa que la equivalencia o;; = Ojiny> S€ satisface, no en
“promedio”, es decir, hay un tiempo finito ¢* tal que
t>t*, i=1,.,p(G=1,..,9 (4.23)

034t = Ojicq

Por lo tanto, implementando el algoritmo (4.22), se recupera la inyeccién de salida equi-
valente de forma “exacta” por medio de la expresién (4.23).

Nota 4.7. Para usar el método Exacto se requiere tener disponibles las derivadas eg{;i),

i=1,..p (j=1,....q), esto implica usar un diferenciador por modos deslizantes de un orden
mayor.

4.5.2. Inyeccién de Salida Equivalente por el Método Aproximado

Considere los términos de correccién en (4.15), ya que 0j;, ¢ = 1,...,p (j = 1,...,q) son
sefiales discontinuas, la equivalencia o;; = Ojicy> S€ satisface solo en el sentido de Filippov,
por lo tanto, para recuperar la inyeccion de salida equivalente Ojipys POT medio de la senal
discontinua o ;, se requiere filtracion.

Por lo tanto, se define el siguiente estimador de inyeccion de salida equivalente Ty’

Tj,idj%q =044 — O'j’ieq, 1= 1, P (] = 1, ...,q) (4.24)

Tedricamente, o0;; son sefiales de conmutacién discontinuas cuya frecuencia de conmu-
tacion es infinita en estado estable. En la practica, esta frecuencia de conmutacion es fi-
nita debido a las caracteristicas de los sensores y actuadores. Por lo tanto, la soluciéon de

(4.24) dependera del valor finito de las frecuencias de conmutacién f;; ~de o;;. Se sabe de
[Utkin et al., 1999] que

lim O0ji
75.i—0
g =00

e = Ojiegr 1=1,..,p (j=1,....,q (4.25)
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4.5. Reconstruccién de la Senal de Conmutacion

M4s aun, con f;; = suficientemente grandes y despreciando los términos exponenciales,
se satisface que el error de reconstruccién depende de la constante de tiempo del filtro de la
siguiente forma

<O(1j5), i=1,..,p(j=1,..,9 (4.26)

0j7i€q - O-J7Z€q

Lo que significa que existen constantes kj; > 0,7 =1,...,p (j = 1,...,¢), tal que después
de un transitorio de tiempo finito, el error de reconstruccién esta acotado como

A

gj

<kjitii, i1=1..,p(F=1..9) (4.27)

vteq — Tdhieq

Por lo tanto, implementando los filtros (4.25) se puede alcanzar un estimado “aprozimado”
de la inyeccién de salida equivalente, 6j,ieq= i=1,..,p (j=1,..,9).

Finalmente, una vez que cada una de las inyecciones de salida equivalente, ;.., j =
1,2, ...,q, han sido recuperadas (usando el método “Ezacto” o “ Aproximado”), estas deben ser
analizadas para extraer la informacion acerca del valor actual de la sefial de conmutacion.

Teéricamente, un simple criterio basado en un umbral seria suficiente. De hecho, se mostrd
que una y sola una de las senales G, se hace idénticamente igual a cero y permanece en este
valor hasta que A(t) cambia de valor. Sin embargo, todas las senales &;,, pueden cruzar por
cero ocasionalmente.

Por lo tanto, una légica debe ser implementada para buscar la sefial que este mas cerca
de cero sobre un intervalo de tiempo de longitud finita. Esto se puede hacer facilmente con el
método numérico descrito a continuacion.

Sea Ts un tiempo de muestreo pequeno. Las siguientes cantidades no negativas son eva-
luadas en linea en cualquier instante de muestreo t = kT, k =0,1,2, ...

N
M= ZO\%Q (t—kT)|, j=12..q (4.28)
1=

donde N representa el ancho de cierta venta de tiempo fija, donde se suman todos los valores
de la inyeccion de salida equivalente.

El valor de j, para el cual p; es la cantidad mas pequena, sera el modo de operacion
estimado. De esta forma la sefial de conmutacion ;\(t) se puede reconstruir por medio de la
siguiente expresion

A(t) = arg min 1 (4.29)
J

Los esquemas propuestos para la observacion del estado continuo y la reconstruccién de la
sefial de conmutacion toman la estructura descrita en las Figuras 4.1 y 4.2, respectivamente.
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MULTI-OBSERVADOR DEL
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IDENTIFICACION DE LA SENAL DE CONMTACION

Figura 4.2: Esquema de Reconstruccién del Modo de Operacién
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4.6. Ejemplo y Simulaciones

4.6. Ejemplo y Simulaciones

Considere el siguiente sistema no lineal de 6to orden, compuesto por la interconexién de
un circuito Chua [Huang et al., 1996] y un oscilador de Rossler [Rossler, 1976]

—ON\)CA(H)T1 T Q) T2 — Oé,\(t)iﬁif
Tl — T2+ T3
—5>\(t)$2
—Ts — Tg + T
Tg+ ax4)Ts (4.30)
b + 6 (334 —dy)

_ | (@) | _
=i |-

donde A(t) € {1,2,3} y los pardmetros ax), bar), Ca()s da(t)s @a(r) ¥ By son pardmetros
constantes que toman los valores de la Tabla 4.1

Tabla 4.1: Parametros del Sistema Conmutado.

Pardmetro | A(f) =1 At)=2 A(t) =3

ax 0.2 0.2 0.2
bacr) 0.2 1 0.5
e —0.143  —05  —0.2
d) 6 2 4
a)\(t) 10 8 12
Bty 16 16 16

El sistema (4.30) representa una versién conmutada de un sistema cadtico “Chua-Rossler”.
Las condiciones iniciales del sistema (conocidas solo para efectos de simulacién) son las si-

T
guientes: z(0) = [ 39 =32 003 01 0.1 0.1 } , las cuales producen el comportamiento

que se muestra en la Figura 4.3. Considere que la senal de conmutacién A(t), a reconstruir,
tiene la forma que se muestra en la Figura 4.4, donde se puede ver que el sistema conmutada
de modo de operacion cada 20 segundos.
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Estado Continuo x; Estado Continuo x5
2 T T T T T T T 3 T T T T T T T
2
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Figura 4.3: Trayectorias del Estado Continuo del Sistema Conmutado

Senal de Conmutacién A(t)
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| | | | | | | |
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Figura 4.4: Conmutacién en los Modos de Operacién
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4.6.1. Observacién del Estado Continuo

Considere las salidas correspondientes del sistema, las matrices M;(Z;) en (4.4) toman la
siguiente forma:

[ dm(E;) ] [0 0 1 0 0 0
poits 15550 b
Ay Fi@nM\ ) | TP Py TR
M;(2;) = Cthgj(ﬂAﬁ]) - 0 0 0 0 1 0
digephaley) | | 00 0 1 a0
AL k(i) | [ 1 0 0 ey (a2-1) -1 |

Ya que det M;(%;) # 0, V5 € {1,2,3} la Suposicién (3.1) se satisface para cada una de las
matrices M;. Las matrices G;(Z;), de acuerdo a (4.6), tienen la siguiente estructura:

1

) ~L 0000 —L77
GiE)=| " 5 o o o j’] (4.31)

<

—_

Notar que para cada par de sistemas ( fp,, fx) con h, k = 1,2, 3, la Suposicién 4.1 se satisface:

Lfih’k(x)th(I)hl("E) =0 (4.33)

como consecuencia, todos los observadores proporcionaran la correcta reconstruccion de los
estados continuos.

Los observadores son disefiados de la siguiente manera, con j =1,2,3

- 1 -
_ . . 5 - -—— 0
—QCiTi1 + QT — QT B;
Tj1 = Tj2+ 53 0 0
B = TPt T O N (4.34)
Tjs — Tj6+Tj1 0 0 03,2
i’j74 + (lj:ﬁj,5 0 0
bj + &6 (2j4—dj) | by
L j J
N T3
S| 4.35
Yj s ] ( )

Los términos de correccién ;1 y oj2 son disehados como algoritmos casi-continuos no
homogéneos de 3er orden:

1
éyj.#1+19(|e'yjﬁ1 |+]ey; . | %) P (éyj,1+|eyj$1 |%sign(eyj$1))
(4.36)

oj1 = —6=51 (eyj,l’ €ysa> éyj,l) 2\ %
‘éyyu,l’*19("5%#1“‘%%1‘3)
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2\ 3% 2
éyj¢2+10(’éyj¢2’+’eyj,2’3) 2(éyj,z""eng’?;Sig"(em))

oj2 = —85j2 (eyj,27 €yj.29 eyj,z)

1
2\ 2
60,2110 (Jéns [ +lensa|F)

(4.37)

con ey, =Tj3— Y1y €y, = Lj5 — Y2, y con las derivadas de los errores de salida estimadas
por el diferenciador (3.28), usando los parametros de la Tabla 4.2

Tabla 4.2: Pardametros de los Términos de Correccion

Parametro H i=1 =2
T‘j,i 3 3
k; 0 2 2
k. 15 L5
k; 2 1.1 1.1
Ljo0 1800 770
Lji(t) 10 (llejall +92.2) 10 (llej2ll + 17.1)
Zji (eypir o €0 ) || [ewsn] + [ev |+ |60 ] #70 [Jesa] + ewa] + |e0sa]] +10

El error de estimacion del estado continuo para cada observador, converge a cero en tiempo
finito, como se muestra en las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7, notando que ningtin observador pierde
la estimacioén correcta a pesar de las conmutaciones del sistema.

Convergencia del Error de Estado, e 1

s
¢

-4 L L L L L L L L

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Convergencia del Error de Estado, e; 3

10

10 20 30 40 50 60 70 80
Convergencia del Error de Estado, e; 5

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tiempo [seg]

90

Convergencia del Error de Estado, e; 2
4 ! ! ! . . .

2

0
-2
4 . . . , . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90
Convergencia del Error de Estado,e; 4

0.6

041

0.2

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Convergencia del Error de Estado, e; g

0 10 20 30 40 50 60 70 80 20
Tiempo [seg]

Figura 4.5: Convergencia del Error de Estimacion para el Observador 1
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Figura 4.6: Convergencia del Error de Estimacion para el Observador 2
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Figura 4.7: Convergencia del Error de Estimacion para el Observador 3
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4. OBSERVACION EN SISTEMAS NO LINEALES CONMUTADOS

4.6.2. Reconstruccion de la Senal de Conmutacion

Para la reconstruccién exacta, los términos de correccién o ; son calculados de acuerdo a
las siguientes expresiones

. —_ . . 3 3,4
i1 = —108;, (eyj’l,eyj’l,eyj’l,e?(h,’)l) U1 (4.38)
. _ . 3 3,4
Gj2 = —208;9 (eym’ €y;nr€yjas eéj?z) U,io (4.39)
donde
(3) 2\ i
w00 = (e 119 @N+45<k%1+05k%1) G%J+oﬂ%ﬂ smm%ﬂo X

-1
2

>] .

N

3\ "3
) (éy$2 +05]ey,

-1
2

3\ 3

4> .
3\ 3
4)

con ey, =Tj3— Y1y €y;, = Lj5 — Y2, y con las derivadas de los errores de salida estimadas
por el diferenciador (3.28) usando los pardmetros de la Tabla 4.3.

+05]ey,,

[‘ Cyj1

‘ (3)

Cyj1

+L5O%N

D=

+0.5]ey,,

+19 | ey,

+15<k%1

Y

3 . . .
W, = eéj?z +10 |é,,, + 1.5 (‘eyj’z szgn(eyj’z)) X

+0.5 ‘eyj,z

+05ey,,

(Ey,a| + 15 (‘éy$2

1

} 3)

€y + 0.5 }eyj,z

+10 | |éy

+15<kw2

Para la reconstruccién aproximada, se consideran los términos de correccién diseniados en
(4.36) y (4.37), y se emplean los siguientes estimadores de inyeccién de salida equivalente:

con Tj1 = 0.042 (4.40)

Tj1051eqg = 04,1 — 04,1
con Tjo = 0.042 (4.41)

eq’

Tj720-j72eq = O-j72 - 0j72eq’

Las inyecciones de salida equivalente de cada observador se pueden apreciar en las Figuras
4.8, 4.9 y 4.10 usando el método exacto, mientras que en las Figurar 4.11, 4.12 y 4.13, usando
el método aproximado.
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Tabla 4.3: Pardmetros de los Términos de Correccién

Parametro H i=1 i=2
T 3 3
k‘jﬂ-o 3 3
kj,il 2 2
j,i2 15 15
kj i 1.1 1.1
Ljo 6000 770
Lji(t) o 10 ([[€5,1]| +92.2) 10 ([[€j2]l +17.1)
—_ T . . . .
=3y (eyj,w ) eyj?zZ ) Heyj,l‘ + ‘eyj,l + ‘eyj,l -‘ +70 Heyj,2 + ‘eyj,2 + ‘eyjz } +10
Inyeccién de Salida Equivalente 44 ; 71,1, Acercamiento

-10 . . . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Tiempo [seg] Tiempo [seg]

Inyeccién de Salida Equivalente 4, » 41,2, Acercamiento

.
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Tiempo [seg] Tiempo [seg]

Figura 4.8: Inyeccién de Salida Equivalente 1 - Método Exacto

Hay que notar que después de un transitorio las inyecciones de salida equivalente son
idénticamente igual a cero, solo cuando el modo de operacién correspondiente esta activado,
es decir; por ejemplo, en el intervalo de tiempo ¢ € [0,20] el modo de operacién A = 1 esta
activado, entonces las inyecciones de salida equivalentes 01,1 y 01,2 son cero o estdn més cerca
de cero solo en este modo de operacién.

Por lo tanto, la senal de conmutaciéon puede ser reconstruida detectando qué inyecciéon de
salida equivalente es idénticamente igual a cero o esta mas cerca de cero. La logica propuesta
en la Seccion 4.5 ec.(4.28) se aplica con el mismo paso de muestreo de las simulaciones.
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-5t
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Figura 4.9: Inyeccién de Salida Equivalente 2 - Método Exacto
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Figura 4.10: Inyecci6 de Salida Equivalente 3 - Método Exacto
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Figura 4.11: Inyeccién de Salida Equivalente 1 - Método Aproximado
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Figura 4.12: Inyeccién de Salida Equivalente 2 - Método Aproximado
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Inyecciéon de Salida Equivalente 63 1 3,1, Acercamiento
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Figura 4.13: Inyeccién de Salida Equivalente 3 - Método Aproximado

Los resultados correspondientes a la reconstrucciéon de la sefial de conmutacién, se mues-
tran en la Figura 4.14, empleando los métodos aproximado y exacto, mientras que en la Figura
4.15, se muestra una comparaciéon entre los dos métodos. En ambas figuras las graficas su-
periores muestran la reconstruccion de la senal de conmutacion y en las graficas inferiores se
muestra un acercamiento en el intervalo de tiempo de la primera conmutacion del sistema.

La gréfica inferior de la Figura 4.15 muestra que la duracién del transitorio de reconstruc-
cién es de aproximadamente 0.053 segundos usando el método aproximado y 0.037 segundos
usando el método exacto, aunque esta duraciéon del transitorio puede ser arbitrariamente
reducido seleccionando valores mas grandes para los términos de correccion.

Nota 4.8. Cabe senalar que para este ejemplo no se muestran las grificas del comporta-
miento de las ganancias de los términos de correccion, pero estas tienen un comportamiento
muy similar a las del ejemplo del Capitulo 3, es decir, se adaptan en funcion del error de
observacion de salida y sus derivadas, disminuyendo una vez que el error de observacion de
salida ha convergido.

Concluyendo, se ha mostrado que el esquema de observacion propuesto es capaz de re-
construir tanto el estado continuo como la sefial de conmutacion del sistema conmutado,
exactamente y en tiempo finito. Por otro lado, se mostro la reconstruccién de la senal de con-
mutaciéon usando las dos maneras de recuperar la inyeccién de salida equivalente (Métodos
“FEzacto” y “Aprozimado”), obteniendo buenos resultados para ambos métodos.
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Sefial de Conmutacion Real (linea negra) y Sefial de Connuutacidn Reconstruida (linea azul) Seiial de Conmutacién Real (linea negra) y Sefial de Conmutacion Reconstruida (Linea roja)
T T T T T T T T B T T T

1
~ 10 2 kil L) 0 ) n 8 )
Tiempo [seg]

0 10 2 ki) L) 50 60 n ) 0
Tiempo [seg]

Real (linea negra) y Reconstruida (linea azul). Acercamiento en la primera conmutacion Real (linea negra) y Reconstruida (linea roja). Acercamiento en la primera conmutacin
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ 5 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \

5 1 1 1 1 1 1 1 1
- 1994 1096 1098 2 00 DM 2006 2008 01 2012 204
Tiempo [seg]

1 1 1 1 1 1 1
1094 1996 1998 2 002 2004 006 208 201 012 04
Tiempo seg

Figura 4.14: Reconstruccion de la Sefial de Conmutacién (Lado Izquierdo - Método Exac-
ta, Lado Derecho - Método Aproximado)

Real (linea negra), Reconstruccién Aproximada (linea roja) y Reconstruccién Exacta (linea azul)
35 T T T T T T T T

1 1 1 1 1
10 20 30 40 50
Tiempo [seg]

05
0 60 70 80 90

Real (linea negra), Aproximada (linea roja) y Exacta (linea azul). Acercamiento en la primera conmutacién

25 T T T T T T
2+ - -+
1 1
1 1
1 1
15~ , h E
1 1
1 1
] L e e e e e m— - 1 i
05 | | | | | | | | | |
19.994 20 20.006 20.012 20.018 20.024 20.03 20.036 20.042 20.048 20.054 20.06

Tiempo [seg]

Figura 4.15: Comparacién del Error entre Métodos de Reconstruccién
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Capitulo 5

Reconstruccion de Entradas
Desconocidas en Sistemas No
Lineales

En el presente capitulo se propone un esquema de reconstrucciéon de entradas desconocidas
en sistemas no lineales haciendo uso; fundamentalmente, de las propiedades de la inyeccién
de salida equivalente del esquema de observacién para sistemas no lineales, propuesto en el
Capitulo 3. Se establecen condiciones que permiten la reconstruccion de las entradas descono-
cidas por medio de la inyecciéon de salida equivalente. Finalmente, los resultados del esquema
de reconstruccion de entradas desconocidas son ilustrados a través de simulaciones para el
mismo ejemplo académico del Capitulo 3.

5.1. Planteamiento del Problema

Una de las principales caracteristicas de los observadores por modos deslizantes es la po-
sibilidad de utilizar la inyeccién de salida equivalente para tareas de reconstruccion de entradas
desconocidas y/o identificaciéon de parametros (ver [Davila et al., 2006] y [Davila et al., 2009a]).
A continuacidn, se presenta un esquema para reconstruccién de entradas desconocidas, basado
en el esquema de observacién de estado para sistemas no lineales del Capitulo 3.

Considere el siguiente caso particular del sistema (3.1):

& = f(z) + Dw(z,t)

y = h(z) (5.1)

T
donde el término w(zx,t) = { wy e Wy } € RP representa las incertidumbres y /o entradas
desconocidas, y se encuentra pre-multiplicado por una matriz de distribucién constante y

conocida D = { Dy --- D, } € R™P._ Se asume existencia y unicidad de las soluciones
para (5.1), en el sentido de Filippov, para todo ¢t > 0.
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5. RECONSTRUCCION DE ENTRADAS DESCONOCIDAS EN SISTEMAS NO LINEALES

Nota 5.1. En este caso, se quiere reconstruir solo el término w(x,t), por lo que se con-
sitdera constante la matriz de distribucion D. No obstante, si se considera la estructura del
sistema (3.1), donde las entradas desconocidas se representan por medio del término D(z)w,
también seria posible; sin ninguna dificultad, reconstruir las entradas desconocidas, sin em-
bargo se reconstruiria todo el término D(x)w, sin la posibilidad de reconstruir los términos
por separado, ya que la matriz de distribucion D(x) puede ser incierta. Por este motivo, re-
sulta mas ilustrativa la estructura establecida en (5.1) para el problema de reconstruccion de
entradas desconocidas.

El problema de observacion del estado para el sistema no lineal, con la estructura (5.1),
se resuelve rapidamente, usando los resultados obtenidos en el Capitulo 3. El observador de
estado para el sistema (5.1) toma la misma forma que en (3.2) y (3.6), donde f(-) y h(-) son
copias exactas de las funciones en (5.1). Ahora, se establece una suposicién que envuelve a la
matriz de distribucion de entradas desconocidas y/o incertidumbres D, similar a la Suposicién
3.2.

Suposicién 5.1. Las funciones f, h y la matriz D son tales que

i dhl(az)Dl T r 0 7
: = : (5'2)
dhy(x)D, 0
- . .
| AL hp(z)Dy | L0
dL?(;)lhi(x)Di £0, i=1,....p (5.3)

Nota 5.2. Como en la Suposicion 3.2, las expresiones (5.2) y (5.8) implican que cada
w;(x,t) entra en la ultima fila de cada uno de los bloques.

Finalmente, de los resultados establecidos en el Capitulo 3, se establece el siguiente Lema
que resuelve el problema de observacion del estado para el sistema no lineal con la estructura
(5.1).

Lema 5.1. Considere el sistema (5.1) y que las Suposiciones 3.1, 5.1 y 3.8 se satisfacen.
Considere el observador como en (3.2) y (3.6), con los términos de correccion o;, i = 1,...,p.,
diseniados de acuerdo a (3.40), como en el Teorema 3.2. Entonces el estado del sistema (5.1)
serd estimado exactamente y en tiempo finito. il

Demostracion.

La demostracién de este Lema consiste en realizar la demostracion del Teorema 3.2 consi-
derando que se satisface la Suposicion 5.1 y en aplicar los resultados obtenidos en el Capitulo
3 directamente al sistema (5.1), considerando la misma estructura del observador establecida
en (3.2) y (3.6). W
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5.2. Reconstrucciéon Exacta de Entradas Desconocidas

De esta manera, el problema de observacién del estado para el sistema (5.1) queda resuelto.
Ahora el objetivo es diseniar un esquema de reconstruccién de entradas desconocidas para el
sistema (5.1), usando las propiedades de la inyeccién de salida equivalente.

5.2. Reconstruccion Exacta de Entradas Desconocidas

Para la reconstruccion de entradas desconocidas se usard la misma idea que se establecid
para reconstruir la sefial de conmutacién, en el Capitulo 4.

En estado estable, todos los términos del vector de error de salida € y del error de observa-
cién del estado e, son idénticamente igual a cero, mientras que los términos &;,,,7=1,...,py
é., estan afectados directamente por los términos de correcciéon discontinuos. Por lo tanto, es-
tamos en posicién de explotar, una vez mas, el “ Principio de Inyeccion de Salida Equivalente”
(ver p. ej. [Edwards and Spurgeon, 1998] y [Utkin et al., 1999]).

La expresion de é, es

ér = f(2) + G(&)o — f(z) — Dw(z,t) (5.4)

Cuando la estimacién del estado es garantizada, (5.4) se convierte en

¢y = G(&)o — Dw(x,t) (5.5)

De esta forma, los términos de correccién o toman el valor de la inyeccién de salida
equivalente o4, es decir
G(2)oeq = Dw(z,t) (5.6)

lo cual deriva de hacer é, = 0 (método de control equivalente [Utkin et al., 1999]). Si los
términos de correccion o;,, i = 1,...,p., estuvieran disponibles, entonces la siguiente relacion
permitiria reconstruir las entradas desconocidas y/o incertidumbres w(z,t):

wi(z,t) = DTG(&)04,,, i=1,..p (5.7)

~1
donde DT = (DTD) DT es la matriz pseudoinversa de D [Poznyak, 2008].

Considere las entradas desconocidas w;(z,t), i = 1, ..., p senales Lipschitz en z, continuas
en t. Bajo esta condiciéon y considerando que la inyeccion de salida equivalente es recuperada
mediante el “Método Fxacto”, establecido en la Seccién 4.5.1, donde se disena el siguiente
algoritmo casi continuo no homogéneo “aumentado”:

Gi = — ;S (eyi,...,egﬂ)\ymnﬂ ( ey el ) i=1,..p (5.8)

las entradas desconocidas pueden ser reconstruidas exactamente y en tiempo finito, usando
la expresion (5.7) con los términos oy, i = 1,...,p calculados mediante (5.8) en lugar de o;,,,
1=1,...,p.
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5. RECONSTRUCCION DE ENTRADAS DESCONOCIDAS EN SISTEMAS NO LINEALES

Nota 5.3. Hay dos consecuencias fundamentales con esta manera de realizar la reconstruc-
cion exacta de entradas desconocidas. La primera, la suavidad que se requiere en las entradas
desconocidas. La sequnda, se requieren las derivadas eg(/:i), i = 1,...,p, esto implica que se
debe de usar un diferenciador por modos deslizantes de orden mayor para la reconstruccion

de entradas desconocidas.

Nota 5.4. Como se menciono en la Seccion 4.5.1, el algoritmo casi-continuo no homogé-
neo “aumentado” estabiliza la dindmica del error de observacion de salida en tiempo finito.
Para ilustrar esta afirmacion, en el ejemplo de simulacion se mostrardan los resultados de la
observacion del estado usando el algoritmo “aumentado”.

5.3. Reconstruccion Aproximada de Entradas Desconocidas

Para realizar la reconstruccion aproximada de entradas desconocidas se emplea el “ Método
Aproximado” para recuperar la inyeccion de salida equivalente, establecido en la Seccién 4.5.2,
donde se considera un proceso de filtracién, usando los siguientes estimadores de inyeccion de
salida equivalente:

Tié-ieq :O'Z'—a'ieq, ’izl,...,p (59)

Por lo tanto, implementando los filtros (5.9) se puede alcanzar un estimado de las entra-

das desconocidas por medio de la expresién (5.7), con el estimado de la inyeccién de salida
equivalente &;,,, en lugar de o;,,, i =1,...,p.

5.4. Ejemplo y Simulaciones

5.4.1. Observacion del Estado via Algoritmo “Aumentado”

Considere el sistema no lineal de 5to orden con entradas desconocidas, del Capitulo 3:

—2x1 — T2 + x5 00
1
0 0
i —z3 — 2x3 — 24 110 wi(x,t)
T3 wa(z,t)
2x5 + sen(xs) 00 (5.10)
(xg —4) ————= 0 1 )
L 2+ cos(xs)
y = hl (1‘) _ X9
h2 (:E) Tq
donde las entradas desconocidas e incertidumbres son:
wi(x,t) = sen(3.18t) + 2sen(7.32t) + 0.5sen(0.79t) + 2z

wa(x,t) = 3sen(0.5t) + 0.5cos(t) + 3
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5.4. Ejemplo y Simulaciones

El observador implementado tiene la siguiente estructura:

_ —221 — To + Ty i 00
2 0 0
. _a3 _9s.
&= & I R N I I ["1]
3 A 0 0]|L7
(39— 4) 2T5 + Se7:L:E5 1 o (5.11)
L 2 4 cosTs

donde las entradas desconocidas e incertidumbres no son modeladas, y los términos de correc-
cién se disenian mediante el siguiente algoritmo “aumentado”:

61 = —T0Z1(ey,, ey, Ey, egﬁ))\ljl&zx (5.12)

O"g = —3052(6y2,éy2,éy2)\1’22’3 (513)

donde

1
3 . . 3\~3 /. 3.
Ui, = |egy) +3.5 | &y + 1.5 (e ] +0.5]ey, 1) 3(eyl+0.5rey1\4szgn<eyl>)] x

|

. 2\~3 /. 2
5.5 (Iegal +lel?) * (€ + el szgn(ey»)]

1
3\s| 2
\éy1\+1.5(réy1\+o.5\eylr4)ﬂ -

Wl
=

e +35

. . 3
e Eys] + 1.5 (e, | + 0.5 ey, |3)

2

\1’22,3 - N
. . £\ 2
Eyl +55 (leyal + ey

con ey =y — Y1y €y, = &4 — Y2, y con las derivadas de los errores de salida estimadas por
el diferenciador (3.28), usando los parametros de la Tabla 5.1.

Los estados reales y estimados usando el algoritmo “aumentado” se muestran en la Figura
5.3. La convergencia del error se presenta en la Figura 5.4. En ambas figuras se observa
claramente la convergencia exacta y en tiempo finito.

5.4.2. Reconstruccién de Entradas Desconocidas

Para la reconstruccion exacta de entradas desconocidas se usan los términos de correccién
0;, dados por las expresiones (5.12) y (5.13).
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5. RECONSTRUCCION DE ENTRADAS DESCONOCIDAS EN SISTEMAS NO LINEALES

Tabla 5.1: Parametros de los Términos de Correccion

Parametro H i=1 i=2
r; 4 3
]{7@0 3 2
ki 2 1.2
ki 1.5 1.1
ki3 1.1 _
Lo; 1070 1070
Li(t) 10 (||&1 + 15])) 10 ([[&2 +5])
Ei(ey, ---’Egi)) Tlley| +1éy |+ 1€y ] + 1.5 3ley,| + [éyy| + [Eyy|] +3

Edo. Real z; (linea azul)

, Edo. Estimado #; (linea negra)
T

1
T T T T

Edo. Real z; (linea azul), Edo. Estimado &, (linea negra)

L L L L L L L L L
8 9 10

1 2 3 4 5 6§ 7
Edo. Real 1) (linea azul), Edo. Estimado &, (linea negra)

! T T T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Edo. Real 13 (linea azul), Edo. Estimado #; (linea negra)

Tiempo [seg] Tiempo [seg]

Figura 5.1: Reconstruccion del Estado via Algoritmo “Aumentado”

Para la reconstruccion aproximada se emplean los siguientes estimadores de inyeccién de
salida equivalente:

T101,, = 01 — 01,,, con 71 =0.01 (5.14)
T902,, = 02 — G3,,, con T3 = 0.008 (5.15)

La reconstruccion de las entradas desconocidas es realizada por medio de la relacion (5.7).
Los resultados de la reconstruccion exacta y aproximada se muestran en la Figura 5.3, mientras
que en la Figura 5.4 se muestra una comparacién entre los errores de reconstruccién para
ambos métodos, donde se puede observar claramente que la reconstruccién por medio del
método exacto presenta los mejores resultados en exactitud, aunque el tiempo de convergencia
es un poco mayor que con el método aproximado.
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5.4. Ejemplo y Simulaciones

Convergencia de los Errores de Estimacion

1 T T T T T

15 ! | | ! |
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo [seg]

Figura 5.2: Convergencia del Error de Estimacion via Algoritmo “Aumentado”

Entrada Desconocida wy (linea negra), Reconstruccion i (linea verde) Entrada Desconocida w; (linea negra), Reconstruccion i (Linea roja)
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

Tiempo [seg Tiempo fseg]
Entrada Desconocida w; (linea negra), Reconstruccion ty (linea verde) Entrada Desconocida wy (linea negra), Reconstruccion i (linea roja)
b [ T T T T T T T T T T T T 2541 T T T T T T T T T - T T T T T

] i

20*: I/ PN 4

0 o |
1 ! ’ ]

fop /S g
[
LY
|

Tiempo [seg] Tiempo [seg]

Figura 5.3: Reconstruccién de Entradas Desconocidas (Lado Izquierdo - Reconstruccién
Exacta, Lado Derecho - Reconstruccién Aproximada)
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5. RECONSTRUCCION DE ENTRADAS DESCONOCIDAS EN SISTEMAS NO LINEALES

Error de reconstruccién para

-6

Aproximado | 7
= Exacto

\
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Tiempo [seg]

Error de reconstruccién para s

== Aproximado
20 ——— Exacto B

15H B

Sy 2
4
14

-

L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Tiempo [seg]

- -
N -
-

Error de reconstruccién para w;, Acercamiento

\
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Tiempo [seg]

Error de reconstruccién para ., Acercamiento
03 1« rp v
/|

\
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
Tiempo [seg]

I I I
1 12 13 14 15

Figura 5.4: Comparacion del Error entre Métodos de Reconstruccién

Para concluir, se han mostrado dos formas diferentes para reconstruir las entradas desco-
nocidas. La primera, usando el “Método Fxacto”, donde es necesario implementar un algorit-
mo casi-continuo no homogéneo “aumentado”. La segunda, usando el “Método Aprozimado”,
donde es necesario realizar un proceso de filtracién para los términos de correccién. Ambos
métodos presentan buenos resultados, y de la misma forma, presentan ventajas y desventajas.
Con el “Método Ezxacto” se tiene la ventaja de la reconstruccion “ezxacta”, por otro lado, su
desventaja es que hay que “aumentar” el orden de los algoritmos por modos deslizantes. En
cuanto al “Meétodo Aproximado”, su ventaja radica en la facilidad de implementacién, solo
basta con disenar un filtro de primer orden para poder reconstruir las entradas desconoci-
das, por el otro lado, presenta la desventaja de ser una “aprorimacion” de dichas entradas

desconocidas.
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Capitulo 6

Reconstruccion de Entradas
Desconocidas en Sistemas No
Lineales Conmutados

En el presente capitulo se propone un esquema de reconstrucciéon de entradas desconocidas
en sistemas no lineales conmutados haciendo uso de las propiedades de la inyeccién de salida
equivalente del esquema propuesto en el capitulo anterior. Se establecen condiciones que per-
miten la deteccion y reconstruccion de las entradas desconocidas por medio de la inyeccién
de salida equivalente. Finalmente, los resultados del esquema de reconstruccién de entradas
desconocidas son ilustrados a través de simulaciones para el ejemplo académico del Capitulo
4.

6.1. Planteamiento del Problema

Considere el siguiente sistema no lineal conmutado con entradas desconocidas

T = f)\(t) ((ﬂ) + Dw(ac, t)

6.1

y = h(z) (6.1)

donde x € X C R"™ es el vector de estados, A(t) € {1,2,...,q} es la sefial de conmutacién,
y € Y C RP el vector de salidas, fy)(2) : X — R"y h(z) = [ hi -+ hy } : X — )Y campos

vectoriales suaves que representan la parte nominal del sistema que es conocida; w(z,t) =

T
wy e Wy } € RP representa las entradas desconocidas y D = { Dy --- D, } € R"*P
es una matriz de distribucién constante y conocida.

El objetivo es disenar un esquema de deteccién y reconstruccién de entradas desconocidas
en sistemas no lineales conmutados, basado en el esquema de reconstruccion de entradas
desconocidas establecido en el Capitulo 5.

Nota 6.1. Para alcanzar el objetivo se propone un esquema basado en un enfoque residual,
que hace uso de la informacion de la inyeccion de salida equivalente.
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6. RECONSTRUCCION DE ENTRADAS DESCONOCIDAS EN SISTEMAS NO LINEALES CONMUTADOS

6.2. Generador de Residuos

Considere los siguientes “q” generadores de residuos:

& o= fi(&)+Gi(d5)0; (6.2)
ri = G(&j)oj,, (6.3)

donde z; € R™ (j = 1,2,...,q) es el vector de estados estimados, el vector de salidas estimadas
es J; € RP, G(2) = [ gil  Gip } € R™™P eg la matriz de distribucién de los términos de
correccion o; € RP y r; son los residuos.

Nota 6.2. Liamese residuo, a cierta variable, en este caso r;, que permite determinar si
existe o no alguna entrada desconocida.

En el caso nominal, libre de entradas desconocidas, los residuos deben ser igual a cero, o
lo mas cerca posible de cero, y diferentes de cero, o la mas significativamente diferentes de
cero cuando la entrada desconocida este presente.

Es claro que estos generadores de residuos tienen la misma estructura que los observadores
propuestos en el Capitulo 4, y por supuesto son disenados de acuerdo a lo establecido en los
Capitulos 3 y 4, respectivamente.

6.3. Esquema de Deteccion y Reconstrucciéon de Entradas Des-
conocidas

Fn esta seccion se establece la manera de realizar la deteccion, localizacién y reconstruccion
de entradas desconocidas a través de la inyecciéon de salida equivalente. Primero, se establece
una forma de realizar deteccién y localizacién de entradas desconocidas DLED (localizacion,
en el sentido de conocer en cual de las dindmicas del sistema conmutado aparece la entrada
desconocida) y después se establecen dos formas de realizar deteccion, localizacién y recons-
truccion de entradas desconocidas DLRED (localizacion, en el sentido de conocer en cual de
las dindmicas del sistema conmutado y ademés en que estado aparece la entrada desconocida).

6.3.1. Deteccién y Localizacién
En estado estable, todos los términos del vector €; y e;; son idénticamente igual a cero,

mientras que los términos é;,, i = 1,...,p estdn afectados directamente por los términos de
correccion discontinuos.

De esta manera, la expresion de é;,, i =1,...,p es

éx;, = [i(2;) + Gj(Tj)0; — fr-(Zx+ — €x,.) — Dw(z,t) (6.4)
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6.3. Esquema de Deteccién y Reconstrucciéon de Entradas Desconocidas

En el momento en el cual la estimacién exacta del estado es alcanzada, (6.4) se convierte
en

éo, = [3(2;) + Gj(25)05 — frr(&r) — Dw(z,1) (6.5)

Entonces los términos de correccién o; toman el valor de la inyeccién de salida equivalente
Tjeq> €8 decir

Gj(25)0j., = [ae(@x+) — [5(25) + Dw(z,1) (6.6)

lo cual deriva de hacer é,,, = 0. De este modo, se puede plantear la siguiente suposiciéon para
después establecer la condicién de detectabilidad de entradas desconocidas.

Suposicién 6.1. Eziste un tiempo 74 > 0 (usualmente llamado “dwell time”) que satisface
tiv1 —t; > 79 Vi donde t; con i =0,1,... son los tiempos de conmutacion suficientemen-
te grande tal que permite reconstruir la senal de conmutacion \(t) antes de que la entrada
desconocida Dw(x,t) aparezca.

Asumiendo que la Suposicién 5.1 se satisface, y que el modo de operacién es distinguible
(de acuerdo a la “Condicion de Distinguibilidad del Modo de Operacion” establecida en el
Capitulo 4), entonces el modo de operacién del sistema puede ser reconstruido durante el
periodo de tiempo 74.

Como una consecuencia del uso exclusivo de modos deslizantes, la condicién de detec-
tabilidad de entradas desconocidas se puede expresar en términos de la inyeccion de salida
equivalente de acuerdo a lo siguiente:

Condicién de Detectabilidad de Entradas Desconocidas. Las entradas desconocidas
son detectables, por medio de la inyeccion de salida equivalente, siempre que la siguiente
expresion se satisfaga:

Gj(:ﬁj)djeq 75 0, V] = 1, .q (67)
<&

La condicién anterior puede entenderse mejor de acuerdo a la siguiente tabla:

Tabla 6.1: Condicién de Detectabilidad de ED

Modo de Operacion ‘ Si No Hay ED ‘ Si Hay ED
j = /\* Gj(i’j)O’jeq =0 Gj(i’j)O’jeq 75 0
Vi # A Gj(&5)05, 70 | Gj(#)0j., #0

Nota 6.3. Si no existe entrada desconocida las inyecciones de salida equivalente correspon-
dientes serdn idénticamente igual a cero para j = \* y diferentes de ceroVj # \*, mientras que
cuando las inyecciones de salida equivalente correspondientes sean diferentes de cero, indepen-
dientemente del modo de operacion del sistema, se sabrd que una entrada desconocida
esta presente, y del conocimiento previo de la senal de conmutacion A(t) podremos saber en
que dindmica del sistema conmutado ha ocurrido.
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6. RECONSTRUCCION DE ENTRADAS DESCONOCIDAS EN SISTEMAS NO LINEALES CONMUTADOS

Hasta este punto, con base en lo anterior, el esquema propuesto puede realizar DLED
(localizacién, en el sentido de conocer en cual de las dinamicas del sistema conmutado aparece
la entrada desconocida). En la siguiente secciéon se establecen las condiciones para que el
esquema propuesto pueda realizar DLRED.

6.3.2. Deteccién, Localizacién y Reconstruccién

Una vez que la entrada desconocida ha sido detectada, se pueden establecer, con ciertas
condiciones, dos casos particulares con los que el esquema de detecciéon de entradas desco-
nocidas propuesto puede realizar deteccién, localizacién (en el sentido de conocer en cual
de las dinamicas del sistema conmutado y en que estado aparece la entrada desconocida) y
reconstruccion de las mismas.

ler Caso de Deteccion, Localizacién y Reconstruccion

Si el sistema no lineal con entradas desconocidas (6.1) satisface los siguientes puntos:

1. Satisface la Suposicién 5.1, es decir, cada entrada desconocida w;(x,t) entra en la ultima
fila de cada uno de los bloques, y

2. No vuelve a conmutar después de que las entradas desconocidas aparecen.

Entonces, la entrada desconocida puede ser localizada y reconstruida por medio de la siguiente
relacion
w(a,t) = DTGy (2x)ons, (6.8)

con Dt = (DTD)_l DT,

Las inyecciones de salida equivalente son recuperadas por medio de alguno de los métodos
establecidos en el Capitulo 4 (“Método Ezxacto” y “Aprozimado”). Cabe mencionar que si se
emplea el método exacto para reconstruir las entradas desconocidas w;(x,t), estas deben ser
suaves, en otras palabras, deben satisfacer la condicién de Lipschitz.

Nota 6.4. De este modo, se sabe que estados del sistema no lineal conmutado son afectados
por las entradas desconocidas, que obviamente, debido a la Suposicion 5.1, serdn aquellos
estados que estén acoplados a los términos de correccion o a la inyeccion de salida equivalente.

2do Caso de Deteccién, Localizacion y Reconstruccién

Si el sistema no lineal con entradas desconocidas (6.1) satisface los siguientes puntos:

1. Satisface la Suposicién 5.1, es decir, cada entrada desconocida w;(x,t) entra en la ultima
fila de cada uno de los bloques.
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6.3. Esquema de Deteccién y Reconstrucciéon de Entradas Desconocidas

2. La senal de conmutacién A(t) es una senal periddica, es decir A\(t) = A\(t +T') con T el

periodo de la sefial de conmutacion, y

3. El sistema sigue conmutando después de que las entradas desconocidas aparecen.

Entonces, si somos capaces de reconstruir el modo de operaciéon en un periodo completo de la
sefial de conmutacién, la entrada desconocida puede ser localizada y reconstruida por medio
de la relacién (6.8), y del conocimiento total de la senal de conmutacién.

Resumiendo, en la Tabla 6.2 se enumeran las condiciones para la DLED en el caso mas
general. Por otro lado, en la Tabla 6.3 se enumeran las condiciones para que la DLRED pueda

llevarse acabo usando el esquema propuesto.

Tabla 6.2: Condiciones para el Esquema General de DLED

Deteccién y Localizaciéon

1.- Existe Entrada Desconocida (ED) w(z,t).

2.- Existe 74 > 0 que permite reconstruir \(¢) antes de que aparezca la ED.
3.- El sistema sigue conmutando después de que aparece la ED.

= La ED w(z,t) solo es detectada y localizada.

Tabla 6.3: Condiciones para el Esquema de DLRED

Deteccién, Localizacion y Reconstrucciéon

ler Caso

2do Caso

1.- Existe ED w(z,t) y satisface

la Suposicién 5.1.

2.- Existe 74 > 0 que permite reconstruir
A(t) antes de que aparezca la ED.

3.- El sistema no conmuta de nuevo
después de que aparece la ED.

= La ED w(z,t) es detectada
localizada y reconstruida.

1.- Existe ED w(z,t) y satisface

la Suposicién 5.1.

2.- A\(t) es periddica y reconstruida.
3.- El sistema sigue conmutando
después de que aparece la ED.

= La ED w(z,t) es detectada
localizada y reconstruida.

El esquema propuesto para la deteccion, localizacién y reconstruccién de entradas desco-
nocidas toma la estructura descrita en la Figura 6.1.
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6. RECONSTRUCCION DE ENTRADAS DESCONOCIDAS EN SISTEMAS NO LINEALES CONMUTADOS
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6.4. Ejemplo y Simulaciones

6.4. Ejemplo y Simulaciones

Considere de nuevo el sistema cadtico “Chua-Rossler” del Capitulo 4, ahora con entradas
desconocidas: ) )
QN CA(H)T1 T Q) T2 — O‘A(t)xi{’
r1 — To + 3
—5>\(t)$2
—T5 — Tg + X1
T4+ ax1)Ts (6.9)

i b)\(t) + ¢ (:E4 — d)\(t)

y = ha(x) _ | T3
ha(z) 5
donde A(t) € {1,2,3} y los pardmetros axy, ba), Ca)s dar)s @a(r) ¥ Bar) son pardmetros
constantes que toman los valores de la Tabla 6.4.

+ Dw(x,t)

8

Tabla 6.4: Parametros del Sistema Conmutado.

Pardmetro | A(f) =1 At)=2 A(t) =3

ax) 0.2 0.2 0.2
2Y0) 0.2 1 0.5
CA(t) —0.143 —0.5 —0.2
dA(t) 6 2 4
Q1) 10 8 12
ﬁ)\(t) 16 16 16

T
Las condiciones iniciales del sistema son z(0) = { 3.9 =32 0.03 01 01 0.1 } , las

cuales hacen que el sistema (caso nominal libre de entradas desconocidas) se comporte como
se muestra en la Figura 6.2, considerando que la senal de conmutacién A(t) tiene la forma que
se muestra en la Figura 6.3, donde se puede ver que el sistema presenta un cambio de modo
de operaciéon cada 20 segundos.

6.4.1. Esquema DLEF

A continuacién se disefia el esquema DLEF para el sistema cadtico “Chua-Rossler” (6.9).
Considere que las entradas desconocidas, para este ejemplo, tienen la siguiente forma:

wi(x,t) = 0.5square(3.18t) + sen(7.32t) 4+ 0.2sen(0.79t) 4 2x; (6.10)
wa(x,t) = 0.2square(0.5t) + 0.3sen(3.14t) + x3 (6.11)

donde square(-) representa una senal cuadrada con ciclo de trabajo del 50 por ciento con
frecuencia especificada.
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Estado Continuo x;

Estado Continuo x5
2 T T T T T T T T
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Figura 6.2: Trayectorias del Estado Continuo del Sistema Conmutado

Senal de Conmutacién A(t)
4 T T T T

35— -

25— —

0 | | | | | | | |
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Figura 6.3: Conmutacién en los Modos de Operacién
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Para efectos ilustrativos considere que las entradas desconocidas aparecen a los 30[seg] de
comenzada la simulacién. El comportamiento de las entradas desconocidas se muestra en la
Figura 6.4.

Entrada Desconocida w;(z,t) en el Sistema Conmutado
! \ \ \ \ \ \

! ! ! ! ! ! ! !
-4
0 10 20 30 40 50 60 70 80 %0

Tiempo [seg]

Entrada Desconocida w;(z,t) en el Sistema Conmutado
2 \ \ \ \ \ \

10 20 30 40 50 60 70 80 %0
Tiempo [seg]

Figura 6.4: Entradas Desconocidas - Esquema DLEF

Considere que las entradas desconocidas w(x,t) estan desacopladas de los términos de
correccion de cada observador, es decir, la Suposicién 5.1 no se satisface. Por lo tanto se
puede considerar que la matriz de distribucién D tiene la siguiente forma:

Y de esta manera, se puede considerar el siguiente sistema

[ —anpCan T+ ax@ T2 — o |
Tr1 — T2 + X3
=B 2
—I5 — Tg + X1
T4+ axyTs

oo o~ OO
o= O O O O

bar) + w6 (934 —dx)

Y= ho(a)
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6. RECONSTRUCCION DE ENTRADAS DESCONOCIDAS EN SISTEMAS NO LINEALES CONMUTADOS

Los observadores se disefian de la siguiente forma, con j =1,2,3

- 1 -
- A A A3 - - O
—qjcjijn + ajde — ol B;
:ﬁj,l — QASLQ + QAS]‘73 0 0
B = - A w00 731 (6.13)
—Tjs — Tje + Tj1 0 0 02
i’j74 + (lj:ﬁj,5 0 0
bj + Zj6 (Zja —dj) 1y
L 5 |
~ i’j 3
o= | 6.14
Yj s ] ( )

Los términos de correccién o1 y 0j2 son disenados como algoritmos casi-continuos no
homogéneos de 3er orden:

. . 2\"2/, 2
eyj$1+19(|eyj$1|+|eyj$1|3) (eyj,1+|eyj$1|3szgn(eyjﬁl))

oj1=—65;1 (eyj,l’ €yj1» eyj,l) (6'15)

1
N
|év;.1 ’*19("5%1 [+lewa | 3) 2

i . 2\"3/ 2
eyj,2+10(|eyj,2 |+|eyj,2 | 3) (eyj,2+|eyj,2 | 3 sign(ey, ))

0j2 = —8Zj2 (eyj,Z’ €y eyj,Q) N (6.16)
e0,.2[410(Jéns 2 +ewsa|F)

con ey, =Tj3— Y1y €y;, = Lj5 — Y2, y con las derivadas de los errores de salida estimadas

por el diferenciador (3.28), usando los parametros de la Tabla 6.5

Tabla 6.5: Parametros de los Términos de Correccion

Parametro H =1 =2
T‘j,i 3 3
kjﬂ-o 2 2
L. .o 1800 770
]72
Lj,z'(t)( ) 10 (flejall + 92.2) 10 (|[ej2ll +17.1)
— Tii— . .. . ..
=i (eyj,w s €yl ) Heyj,l’ + ‘eyjﬁl + ‘eyjﬁl l +70 Heyj,z + ‘eym + ’eym W +10

El comportamiento del error de observaciéon del estado continuo para cada observador se
muestra en las Figuras 6.5, 6.6 y 6.7.

Es claro, de las graficas de la convergencia del error para cada observador, que la esti-
macién correcta se pierde para cada uno de los observadores, pero ;como se puede saber que
este comportamiento no es debido a la propia conmutacion del sistema? La respuesta a esta
pregunta se aprecia en la Figura 6.8.
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Figura 6.5: Convergencia del Error de Estimacion para el Observador 1 en presencia de
ED desacopladas - Esquema DLEF
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Figura 6.6: Convergencia del Error de Estimacion para el Observador 2 en presencia de
ED desacopladas - Esquema DLEF
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Figura 6.7: Convergencia del Error de Estimacion para el Observador 3 en presencia de
ED desacopladas - Esquema DLEF
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Figura 6.8: Residuos de cada Observador en presencia de ED desacopladas - Esquema
DLEF
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Senal de Conmutacién Real (linea negra) y Senial de Conmutacién Reconstruida (linea azul)
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Figura 6.9: Reconstruccion de la Senial de Conmutacién en presencia de ED desacopladas
- Esquema DLEF

De la Figura 6.8 se aprecia claramente que después de 30[seg] todos los residuos (inyeccio-
nes de salida equivalente) son diferentes de cero, esto indica que hay entrada desconocida, y
que el comportamiento del error de estimacion no se debe a la conmutacion del propio sistema.
En este punto, el esquema DLED puede realizar la deteccién de la entrada desconocida por
medio de los residuos (inyeccién de salida equivalente).

La reconstruccion de la sefial de conmutacion se muestra en la Figura 6.9, donde claramente
se aprecia el efecto de la entrada desconocida.

En este punto, el esquema DLED puede realizar también localizacién (en el sentido de
conocer en cual de las dindmicas del sistema conmutado aparece la entrada desconocida) por
medio del conocimiento previo de la sefial de conmutacion estimada S\(t) y del comportamiento
de los residuos, previamente descrito.

De este modo, analizando los residuos y el conocimiento de la senal de conmutaciéon antes
de que la entrada desconocida aparezca, se puede decir que la entrada desconocida aparecio
en el segundo modo de operacién A(t) = 2.
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6. RECONSTRUCCION DE ENTRADAS DESCONOCIDAS EN SISTEMAS NO LINEALES CONMUTADOS

6.4.2. Esquema DLRED

ler Caso del Esquema DLRED

Considere el ler Caso del esquema DLRED. Por lo tanto, se consideran entradas desco-
nocidas acopladas a los términos de correccién de cada observador. Se considera la siguiente
matriz de distribucion

T
0 0
0

Con esta matriz de distribucién D la suposicién 5.1 se satisface. Por lo tanto se puede
considerar el siguiente sistema

1 000
D_OOOO

[ —o@eanT1 + QT2 — @t ]
T1 — T2+ T3
—ﬂx(t)@
—x5 — Tg + T1

Ty + Ax4)Ts (6.17)

_ oo O o o o

| — |

g g

N o=
—
8 8
~
S—
|

OO oo o

b + 6 ($4 —dy)

. hl(x) . I3
=[] =[]

Una vez maés, se considera que las entradas desconocidas aparecen a los 30[seg| de iniciada
la simulacién, y que tienen la misma forma que en (6.10) y (6.11), solo que desplazadas en el
eje vertical. El comportamiento de las entradas desconocidas se muestra en la Figura 6.10.

Considere los mismos observadores disenados para el esquema anterior y que el sistema
no vuelve a conmutar una vez que la entrada desconocida ha aparecido. El comportamiento
del error de estimacion del estado continuo para cada observador se muestra en las Figuras
6.11, 6.12 y 6.13.

Es claro, de las graficas de la convergencia del error para cada observador, que ninguno
de ellos pierde la estimacién correcta a pesar de la presencia de entradas desconocidas, pero
jcomo se puede saber que existen entradas desconocidas? La respuesta a esta pregunta, una
vez mas, se aprecia en los residuos (inyecciéon de salida equivalente), que se muestran en la
Figura 6.14, donde se aprecia claramente que después de 30[seg] todos los residuos (inyecciones
de salida equivalente) son diferentes de cero, esto indica, que hay entradas desconocidas. En
este punto, el esquema DLRED puede realizar la deteccién de la entrada desconocida por
medio de los residuos.

La reconstrucciéon de la senal de conmutaciéon se muestra en la Figura 6.15, donde se
aprecia claramente que el sistema no vuelve a conmutar una vez que la entrada desconocida
ha aparecido.
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Entrada Desconocida w;(z,t) en el Sistema Conmutado
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Figura 6.10: Entradas Desconocidas - ler Caso DLRED
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Figura 6.11: Convergencia del Error de Estimacion para el Observador 1 en presencia de

ED acopladas - ler Caso DLRED
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Figura 6.12: Convergencia del Error de Estimacién para el Observador 2 en presencia de
ED acopladas - ler Caso DLRED
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Figura 6.13: Convergencia del Error de Estimacion para el Observador 3 en presencia de
ED acopladas - ler Caso DLRED
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Inyeccién de Salida Equivalente ¢, ;

ED
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Inyeccién de Salida Equivalente 4, 5
20 ———
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Figura 6.14: Residuos de cada Observador en presencia de ED acopladas - ler Caso
DLRED

Nota 6.5. Cabe mencionar que para este ejemplo, a pesar de la presencia de entradas
desconocidas el esquema de reconstruccion de modo de operacion sigue funcionando, pero esto
no siempre es posible, generalmente la reconstruccién del modo de operacion se pierde una
vez que la entrada desconocida aparece, independientemente de que las entradas desconocidas
estén acopladas o no acopladas a los términos de correccion.

En este punto, el esquema DLRED puede realizar también localizacién (en el sentido de
conocer en cual de las dinamicas del sistema conmutado y en que estado aparece la entrada
desconocida) por medio del conocimiento previo de la senal de conmutacion estimada A(t) es
decir, se sabe a priori que el sistema no vuelve a conmutar una vez que la entrada desconocida
ha aparecido, y del comportamiento de los residuos, previamente descrito, se sabe en que
modo de operaciéon y en que estado aparecio la entrada desconocida, obviamente la entrada
desconocida aparecerd en aquellos estados acoplados a los términos de correccién. Por otro
lado, dado que las entradas desconocidas estan acopladas a los términos de correccién, el
esquema DLRED puede realizar la reconstrucciéon de las entradas desconocidas una vez que
se ha identificado el modo de operacién en el que aparecieron las mismas (A(t) = 2).
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Senal de Conmutacién Real (linea negra) y Senal de Conmutacién Reconstruida (linea azul)
85 \ \ \ \ \ \ \ \

25 Alos 30 segundos aparece la ED

e === =F = ====1

®

05 \ ! ! ! \ ! \ !
0 10 2 30 40 50 60 70 80 9%

Tiempo [seg]

Figura 6.15: Reconstruccion de la Senal de Conmutacion en presencia de ED acopladas -
ler Caso DLRED

En la Figura 6.16 se muestra la reconstruccién de las entradas desconocidas via “Método
Aprozimado’ y en la Figura 6.17 via “Método Exacto’ (para el método exacto se usaron los
mismos términos de correccion que en (4.38) y (4.39) con los parametros de la Tabla 4.3),
haciendo uso de los residuos (inyeccién de salida equivalente) del Observador 2.

Una comparacién entre los métodos de reconstruccion de entradas desconocidas se mues-
tra en la Figura 6.18. Para la comparacion de la entrada desconocida wy(z,t) resulta que la
reconstruccién exacta es un poco mejor que la reconstruccion aproximada, mientras que para
way(z,t) la reconstrucciéon aproximada presenta un error mas pequeno que la reconstruccion
exacta, esto se debe principalmente a la manera en que la entrada desconocida wy(z,t) se
encuentra acoplada a los términos de correccion, de la ec. (6.17) se aprecia claramente que
wy entra por la tdltima fila, mientras que en la ec. (6.13) se puede ver que el efecto de los
dos términos de correccion ;1 y 02 esta presente también en la dltimo fila. De esta manera
el efecto de las integrales de dos algoritmos casi-continuos no homogéneos de 4to orden se
combina para generar una reconstruccién mas ruidosa, a diferencia de la reconstrucciéon apro-
ximada, que refleja un comportamiento menos ruidoso debido al efecto de la filtracién de dos
algoritmos casi-continuos no homogéneos de 3er orden.
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6.4. Ejemplo y Simulaciones

wy(x,t) (linea negra), w(z,t) (linea azul) Acercamiento a la Reconstruccién i (z,t)
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wa(z,t) (linea negra), wy(z,t) (linea verde) Acercamiento a la Reconstruccion ws(z, )
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Figura 6.16: Reconstruccion de ED via Método Aproximado - ler Caso DLRED

wq(z,t) (Iinea negra), w;(z,t) (linea azul)

wa(,1)

), wa(z,t) (inea verde)

(linea negra

Acercamiento a la Reconstruccién ,(z,t)

1 L L
30 35 40 45

Tiempo [seg]

o 10 20 30 40 5 60 70 80 90
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Figura 6.17: Reconstrucciéon de ED via Método Exacto - ler Caso DLRED
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Figura 6.18: Comparacién del Error entre Métodos de Reconstruccién - ler Caso DLRED

2do Caso del Esquema DLRED

Considere el 2do caso del esquema DLRED. Por lo tanto, considere entradas desconocidas
acopladas a los términos de correccién de cada observador, y el mismo sistema (6.17). Por
otro lado, se considera que la sefial de conmutacién A(t) es una sefial periédica y que hemos
sido capaces de reconstruirla en un periodo completo antes de que la entrada desconocida
aparezca, como se muestra en la Figura 6.19.

De nuevo, considere que las entradas desconocidas aparecen a los 30[seg| de iniciada la

simulacién. Para este caso, las entradas desconocidas tienen la siguiente forma:

wy(z,t) =

wo(x,t) =

square(3.18t) + 2sen(7.32t) + 0.5sen(0.79t) + 2z
3square(0.5t) + 0.5sen(3.14t) + x4

El comportamiento de las entradas desconocidas se muestra en la Figura 6.20.

Considere los mismos observadores disenados para el esquema anterior y que el sistema
continua conmutando después de que la entrada desconocida ha aparecido. El comportamiento
de los residuos (inyeccion de salida equivalente) se muestra en la Figura 6.21.

De la Figura 6.21 se puede ver que después de 30[seg] todos los residuos (inyecciones de
salida equivalente) son diferentes de cero, esto indica, que hay entradas desconocidas. En este
punto, el esquema DLRED puede realizar la deteccién de la entrada desconocida.
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Seiial de Conmutacién Real (linea negra) y Sefial de Conmutacién Reconstruida (linea azul)
35 \ \ \ \ \ \
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Figura 6.19: Reconstruccion de la Sefial de Conmutaciéon sin ED - 2do Caso DLRED
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Entrada Desconocida w;(z,t) en el Sistema Conmutado
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Figura 6.20: Entradas Desconocidas - 2do Caso DLRED
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Figura 6.21: Residuos de cada Observador en presencia de ED acopladas - 2do Caso
DLRED

La reconstruccion de la senal de conmutacién se muestra en la Figura 6.22, donde se
aprecia claramente que el sistema sigue conmutando una vez que la entrada desconocida ha
aparecido. Para este caso es evidente que la identificacion del modo de operacién deja de
funcionar una vez que la entrada desconocida ha aparecido, a diferencia de las simulaciones
del caso anterior.

Por otro lado, ya que la sefial de conmutacién es una sefial periédica (con periodo T =
60[seg]) v hemos sido capaces de reconstruirla durante un periodo completo antes de que
aparezca la entrada desconocida, tenemos conocimiento total del sistema, por lo tanto, el
esquema DLRED puede realizar también localizacién (en el sentido de conocer en cual de
las dindmicas del sistema conmutado y en que estado aparece la entrada desconocida) y
reconstruccion de entradas desconocidas.

En la Figura 6.23 se muestra la reconstruccién de las entradas desconocidas via “Método
Aprozimado” y en la Figura 6.24 via “Método Exacto” (para el método exacto se usaron los
mismos pardmetros que en el caso 1), haciendo uso de los residuos. Cabe mencionar que,
dado que el sistema sigue conmutando, la reconstruccién de las entradas desconocidas se
realiza combinando la informacién de cada uno de los residuos correspondientes al modo de
operacion.
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Senal de Conmutacién Real (linea negra) y Senal de Conmutacién Reconstruida (linea azul)
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Figura 6.22: Reconstrucciéon de la Senial de Conmutacién en presencia de ED acopladas -
2do Caso DLRED

wy(z,t) (linea negra), 1w, (z,t) (linea azul) Acercamiento a la Reconstruccion 1 (z,t)
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wo(xz,t) (linea negra), ws(x,t) (linea verde) Acercamiento a la Reconstruccion s(z,t)
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Figura 6.23: Reconstruccién de ED via Método Aproximado - 2do Caso DLRED
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wy(z,t) (linea negra), w(z,t) (linea azul) Acercamiento a la Reconstruccién iy (z, t)

-10 I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 30 35 40 45

wo(z,t) (linea negra), wq(z,t) (linea verde) Acercamiento a la Reconstruccién ws(z, t)
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Tiempo [seg] Tiempo [seg]

Figura 6.24: Reconstrucciéon de ED via Método Exacto - 2do Caso DLRED

Concluyendo, se ha mostrado que el esquema de reconstruccion de entradas desconocidas
en sistemas no lineales conmutados, haciendo uso del “Método Exacto” y del “Método Apro-
ximado”, bajo ciertas condiciones de “detectabilidad” y “reconstructibilidad”, y usando un
enfoque “residual” por medio de la informacién de la inyeccién de salida equivalente, es capaz
de proporcionar estimaciones muy aceptables, considerando que dicho problema, en este tipo

de sistemas, es bastante complicado.
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Capitulo 7

Conclusiones

Con base en los dos objetivos planteados al inicio de este trabajo, se pueden concluir, como
aportaciones, los siguientes puntos:

= Se establecié un esquema de observacién de estados para sistemas no lineales (basado en
el trabajo presentado en [Davila et al., 2009a] y extendido al caso de miltiples salidas),
con convergencia en tiempo finito a pesar de la presencia de entradas desconocidas y/o
incertidumbres, sin la necesidad de transformar el sistema en alguna forma
candnica, via modos deslizantes de alto orden no homogéneos, que permiten hacer uso
de ganancias variables y adaptables.

= Se realizé la extensiéon del esquema de observacion al caso de sistemas no li-
neales conmutados, obteniendo un observador que proporciona convergencia en tiem-
po finito, tanto para la observacién del estado continuo como para la reconstruccion
de la senal de conmutacién, bajo ciertas condiciones de distinguibilidad (basado en el
esquema “multi-observador” propuesto en [Davila et al., 2009b] y extendido al caso de
multiples salidas).

= Se establecieron dos métodos (“FEzacto” y “Aprozimado”) para el uso de la inyeccién
de salida equivalente con propdsitos de reconstruccion de entradas desconocidas
para sistemas no lineales.

= Se realiz6 la extensién del esquema de reconstruccién de entradas desconoci-
das al caso de sistemas no lineales conmutados, estableciendo ciertas condiciones
de “detectabilidad” y “reconstructibilidad”, por medio de un enfoque “residual” haciendo
uso de la informacién de la inyeccion de salida equivalente.

Finalmente, por medio de simulaciones para dos ejemplos académicos, se mostro la efec-
tividad de todos los esquemas propuestos.
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7. CONCLUSIONES

Trabajo Futuro

Es claro que el trabajo futuro es bastante amplio. En una direccién, se pretenden relajar
las suposiciones que se establecen a lo largo de este trabajo, por ejemplo; la suposiciéon de
grado relativo completo y definido, y de esta manera extender o hacer mas amplia la clase de
sistemas para la cual el esquema de observacion pueda funcionar. Por otro lado, falta mucho
trabajo en el analisis de sistemas no lineales conmutados con entradas desconocidas. En esta
direccién, el problema de observacion y control continua abierto y es un tema bastante actual.
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Apéndice A

Fundamentos y Demostraciones

A.1. Fundamentos

Definicién A.1. HOMOGENEIDAD [Bacciotti and Rosier, 2001]. Fije un conjunto de coor-
denadas (x1,--- ,xy) en R™. Sea ¢ = (q1,- -+ ,qn) un conjunto de n nimeros reales positivos.

» La familia de dilataciones dy, (asociadas con q) se define por el siguiente mapeo
di s (1, ) — (kT2 JET2y,); YE>0 (A1)
Los numeros q; son los pesos de las coordenadas.
s Una funcion f: R™ — R se dice d,—homogénea de grado q (q € R) si

fdi(z)) =Kif (z); Ve e R", Vk>0 (A.2)

n
s Un campo vectorial f = Zfz’% se dice que es dp—homogéneo de grado q si el compo-
i=1 ’

nente de f; es dp,—homogéneo de grado q + q; para cada i, esto es:
fi (kT 2y, JkTm,) = K% £ (2); Vo € R", Vk >0, Vie[l,n] (A.3)

O

Ejemplo A.1. Considere el conjunto de coordenadas (w1,z2) € R?, el conjunto ¢ =
(q1,92) = (1,3) y el siguiente sistema:

(il = xg—aczf

(iz = —1‘?
Hay que determinar si el campo vectorial f es dp—homogéneo de grado q.

Se tiene que

F(@) = Fi@) g+ falw) g

Tl 8352
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Entonces, el campo vectorial f serd dp—homogéneo de grado ¢ si cada componente f; es
dr,—homogéneo de grado q + ¢;, esto es:

fiz) = x9—a?
fl(kxl, k?’a:g) = k3x2 — k?’xi’ = kq+1f1 (x)
= q=
folz) = -}
fg(kxl, k3x2) = —k?’t? = kq+3f2(x)
= q=

Por lo tanto, el campo vectorial f es dp—homogéneo de grado 2.

Definicién A.2. HOMOGENEIDAD DE UNA ECUACION DIFERENCIAL [Levant, 2005]. Una
ecuacion diferencial & = f(x) (inclusion diferencial & € F(x)) se dice homogénea de grado
—q < 0 si es invariante con respecto a la siguiente transformacion de tiempo y coordenadas:

(t,z) — (K%, dix) (A4)
es decir
4 @) e 1y Le = () = [ (dea) (A5)
a” Rart T aka R T Ak ‘
d d
(Eaz € F(x) <= — (dr) = F (dk:n)) (A.6)
<&

Definicién A.3. CONTRAIBLE POR DILATACION [Levant, 2005]. Un conjunto D € R™ es
contraible por dilatacion st diD C D, VO <k < 1. o

Definicién A.4. CONTRACCION DE UNA INCLUSION DIFERENCIAL [Levant, 2005]. Una
inclusion diferencial & € F(x) se dice contractiva si existen conjuntos compactos D1, Ds y
cierto tiempo T tales que:

(a) 0 € Dy C interior (D).

(b) Dy es contraible por dilatacion.

(¢c) Yx(0) € Dy, 3T :2(T) € Ds. o
Note que z(t) puede entrar a Dy y después salir, no es necesario que z(t) € Dy, Vt >

T. El siguiente Teorema es extraido de [Levant, 2005], y es de vital importancia para las
demostraciones de los Teoremas de convergencia de los algoritmos utilizados.

Teorema A.1l. Sea & € F(x) una inclusion diferencial homogénea con grado de homoge-
neidad —q < 0. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes

(a) FEstabilidad global y en tiempo finito del origen.
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(b) Estabilidad asintdtica, uniforme y global del origen.
(c) Propiedad de contraccion.
Mds aun, las siguientes afirmaciones se cumplen
(i) El tiempo de llegada (asentamiento) al origen es una funcién homogénea continua de la
condicion inicial y el peso q.

(ii) La estabilidad en tiempo finito del origen es robusta a pequenas perturbaciones homogé-
neas.

0

De esta forma, si es posible demostrar que existe una contraccion en cierta region del espacio;
sin importar su tamano, entonces serd suficiente para demostrar que dicha propiedad se cumple
en todo el espacio, y por lo tanto, se podria demostrar la estabilidad global y en tiempo finito
del origen.

A.2. Demostraciones para el algoritmo Casi-continuo

A.2.1. Teorema 2.1

Demostracion. [Levant and Michael, 2008]

La idea principal es que con « suficientemente grande cualquier trayectoria del sistema
entrara en tiempo finito en alguna regién especifica para quedarse ahi. La region se describe
por desigualdades diferenciales homogéneas que determinan la convergencia.

Ahora, se introducen algunos Lemas que permiten demostrar el Teorema 2.1.

Lema A.1. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
(a) N, es definida positiva, es decir N, =0 & 0 =0 =---= o =0parai=0,..r—1.
(b) La desigualdad |V, .| <1 se satisface siempre que N;, > 0.
(¢) La funcion ¥; , (a, G, ,a(i_l)) es continua en todos lados (es decir, puede ser redefi-

nida por continuidad) excepto en el punto o = =---= o= = 0. il

Ahora se introduce la siguiente definicién de homogeneidad r — deslizante.

Definicién A.5. Homogeneidad r — deslizante [Levant, 2005]. Se dice que el sistema
(2.1)-(2.2) es homogéneo r — deslizante si el sistema es homogéneo con pesos

deg(o) =r, deg(e) =r—1, ... deg(c" V) =1,deg(c™) =0, deg(t) =1
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esto es deg(cW) =r —i, para i =0,....,r — 1. o

Si esto es cierto, entonces el sistema es invariante con respecto al cambio de coordenadas
y tiempo
(t,0) — (kt,dgo)

donde d;. es una dilatacion.

Lema A.2. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(a) El peso de Nj, es igual ar —i parai=0,...,r — 1.

(b) Toda funcion homogénea localmente acotada w (O’, g, ,O'(T_i)) con peso r—1i satisface
la desigualdad |w| < ¢N;, para alguna ¢ > 0. h

Lema A.3. Para cualquier v > 0 y 8,y > 0 con o > 0 suficientemente grande, la
siguiente desigualdad

1 1
O'(T_l) + 57’—1N7“2—2,7“\I,7’_27r S ’YNTZ_ZT

es establecida en tiempo finito y mantenida después.

]

El cumplimiento de lo establecido en el Lema A.3 genera una reacciéon en cadena dada por
el siguiente Lema.

Lema A.4. Sea i = 1,...,r — 2, entonces para cualquier 3;, v;, V;11 con B,y 1 > 0 sufi-
cientemente grande, la desigualdad

(r—i—1)

(T(*i*_)l)
< Vis1 Ny

asegura que la desigualdad

oW+ BHNIT W, <N
se satisfaga en tiempo finito y se mantenga después. il

El Lema A.4 puede ser reemplazado por el siguiente Lema si i = 0.

Lema A.5. La desigualdad

&+ Bilol T sign(o)| < vilol 7

con 0 < 7y < B garantiza que la igualdad 0 = 0 sea establecida en tiempo finito y mante-
nida después. il

Ahora, se puede establecer la demostracion del Teorema 2.1 de la siguiente forma.
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Los valores de 3, v, son asignados arbitrariamente tal que las condiciones del Lema A.5
se satisfacen. Ahora, los parametros (35, v, son asignados de acuerdo al Lema A.4, de la misma
manera los parametros (33, 3 y los subsecuentes. En el tltimo paso el parametro o es asignado
de acuerdo al Lema A.3. Después de un transitorio de tiempo, la trayectoria pertenece a la
interseccién de las regiones invariantes cerradas (definidas por cada una de las desigualdades
correspondientes a cada Lema), una de las cuales es el origen 0 =0 (Lema A.5). W

A.2.2. Teorema 2.2

Demostracion. [Levant and Michael, 2008]

De acuerdo a los Lemas A.3, A.4 y A.5 los pardmetros son elegidos para garantizar que
después de cierto transitorio de tiempo finito la siguiente desigualdad se satisfaga

1 1
O'(T_l) + 57’—1N7“2—2,7“\I,7’_27r S ’YNT2_2’T

que se puede reescribir como una inclusién diferencial homogénea r-deslizante
(r—1) 1 1 1
r— 2 2 2
g € |:_Nr—2 r Nr—2,r:| - /BT—lN’r‘—2,’r‘\PT_27T

Hay que notar que para satisfacer las condiciones de Filippov, la inclusién debe ser aumen-
tada en los puntos de discontinuidad de W, _, , para obtener las propiedades de convexidad y
semi-continuidad requeridas. Ciertamente, estas propiedades son satisfechas por la inclusion
diferencial con v = 0. Por otro lado, de [Levant, 2005] se sabe que la estabilidad en tiempo
finito de inclusiones diferenciales con peso (grado de homogeneidad) negativo es robusta ante
pequenas perturbaciones homogéneas; por lo tanto, la estabilidad en tiempo finito de la ecua-
cién diferencial obtenida con v = 0 implica la estabilidad en tiempo finito de la inclusién con
cualquier ~ suficientemente pequenia. W

A.3. Demostraciones para el Diferenciador

A.3.1. Teorema 2.3

Demostracion. [Levant, 2006a]

Considere el diferenciador (2.7) con L = 1 y la entrada ¢(t) con una constante de Lipschitz
de ¢®)(t) igual a 1. Note que bajo estas condiciones, ) (t) es absolutamente continua, la

derivada 1) (t) existe casi en todos lados, y ‘gp(k)(t)‘ < 1. Denote o; = z; — I (t), y reste
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@D (t) en ambos lados de (2.7), obteniendo

60 = 01— Xo |0’0|ﬁ sign (o)
61 = 09— Ao —dgl e sign (o1 — )
(A7)
Gro1 = Ok — Neo1 |0kt — Gp_s|? sign (o4_1 — G5_2)

o € —Mgsign (o —ok—1) +[—1,1]

donde la inclusién p*+1D(#) € [~1,1] es usada en el ultimo renglén. La inclusién es entendida
en el sentido de Filippov, lo cual significa que esta es extendida para asegurar las propie-
dades de convexidad y semi-continuidad [Filippov, 1988], [Levant, 2005]. Los pardmetros \;
son elegidos de tal forma que la estabilidad el sistema (A.7) sea asegurada en tiempo finito
[Levant, 2003].

La inclusién diferencial (A.7) es homogénea con grado de homogeneidad -1 y los pesos
k+1, k, ..., 1 de og, o1, ..., o) respectivamente. En otras palabras, esto significa que la
inclusion diferencial es invariante con respecto a la transformacién de tiempo y coordenadas

(t,o;) — (/-it,/{k_iﬂai) , 1=0,1,... k.

donde & es cualquier ntimero positivo. De [Levant, 2005], se sabe que la estabilidad en tiempo
finito se preserva por la inclusién homogénea perturbada

1 k
g = 01—\ [1 —v,1 +’Y] (k+1) ’0'0’0”1) stgn (O’())
oy — 0| F sign (o1 — d0)

el

oy = 0'2—)\1[1—’7,14-’7]
(A8)

1 .l .
Op—1 = Ok — M1 [L =7, L +7]2 |op—1 — Gp—2|2 sign (op—1 — Tp_2)
o € —)\k[l—’y,l+’y]sign(ak—dk_1)+[—l—’y,1+’y]

si v > 0 es suficientemente pequena.

Regresando al diferenciador (2.9). Denotando s; = z; — fo(i)(t), (2.9) puede ser reescrita de
la siguiente forma

1 k
S0 = s1— AoL(t) D [so| FFD sign (so)
. 1 LD .
$1 = sa—ML(t)k |s1 — So| F  sign(s1 — $o)
(A.9)
) 1 .1 )
Sp—1 = Sk — Me—1L(t)2 |sp—1 — Sk—2|7% sign (sp—1 — $xp—2)

S € —X\L(t)sign (s — $g_1) + L(t)[—1,1]

94 Observacion de Estados para una Clase de Sistemas No Lineales Conmutados via Modos
Deslizantes de Alto Orden No Homogéneos



A.3. Demostraciones para el Diferenciador

Ahora, considere un instante de tiempo ty arbitrario. Entonces, debido a la continui-
dad de L(t) existe una constante " = T'(tp) > 0 donde, durante el intervalo de tiempo
[to, to + T'(to)], la funcién L(t) no abandona el segmento L(ty)[1 — v, 1+ ~|. Denotando ahora,
o; = %, se obtiene que la inclusiéon diferencial (A.8) se satisface durante el intervalo de
tiempo [to,to + T (to)]. Ya que el tiempo de convergencia maximo y posible es una funcién
continua de las condiciones iniciales de (A.8), existe 0 = d(tp) tal que todas las trayectorias
de (A.8) comenzando dentro del conjunto |o;| < d(tg), i = 1,...,k, convergen a cero durante

el intervalo de tiempo T'(t¢).

Es necesario desarrollar una transformacién de coordenadas similar en el instante t; =

to + T'(tg). Por lo tanto se obtiene un sistema idéntico a (A.8) pero ahora respecto a ; =

Ity = O fg‘;; Ya que &; € o; [(1+v)7%, (1 —4)71], la solucién cero es preservada. W

()
zi—fo (1)
Las coordenadas o; = T:o) con t € [to,to + T'(to)], son llamadas normalizadas.

Con la prueba anterior se ha demostrado que el sistema original se reduce a algin sistema
hibrido, descrito por la inclusién diferencial estable en tiempo finito (A.8), combinado con
las trayectorias que cambian al final de cada intervalo de tiempo, gobernado por la formula

re-calculada de coordenadas 6; = L(Sgl) =0 L(tOLf:quto))'

A.3.2. Teorema 2.4

Demostracion. [Levant, 2006a]

Sea v elegida como en la prueba del Teorema 2.3 y aplicando el mismo cambio de coor-
denadas. Suponga que % < M, entonces T'(tg) > Ty = W Ahora, g es elegida como
el radio de un disco, tal que todas las trayectorias de (A.8) que comienzan dentro del mismo

disco convergen a cero durante el tiempo 7. W

A.3.3. Teorema 2.5

Demostracion. [Levant, 2006a]

Obviamente 218 = % De este modo, el Teorema 2.5 es una simple consecuencia del

Teorema 2.4. W
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Apéndice B

Identificacion de Parametros

En este apéndice se presenta una version del método de minimos cuadrados (ver p. ej.
[Soderstrom and Stoica, 1989] y [Ioannou and Sun, 1996]) para la identificacion de pardame-
tros, basado en el esquema de observacion del capitulo 5, aprovechando las propiedades de la
inyeccion de salida equivalente.

B.1. Identificacién con o.,(t) exacta

Considere el sistema descrito en (3.1) y considere que o, es calculada por medio de
aumentar el orden de los algoritmos casi-continuos no homogéneos, por lo que o, se vuelve
una senal continua. De esta manera, se puede reescribir la parte incierta en forma de regresion
lineal de la siguiente forma

&= f(z)+ 0p(t, ) (B.1)

donde # € R™*! es la matriz de pardmetros desconocidos y constantes, y ¢(t,z) € R es
un vector de funciones no lineales conocido como regresor. Se asume que el término 6y (¢, x)
satisface las propiedades estructurales de la Suposicion 3.2.

Considere el observador descrito en (3.2) y (3.6), la dindmica del error de observacién de
estado es

é=f(2)+ G(2)o — fz) — Op(t, x) (B.2)

cuando e = 0 tenemos:

0=G(&)oeq — Op(t, ) (B.3)

y se puede definir ;g = G(&)o¢q — 0 (t, z), como el error de identificacion. Ahora, considere
la siguiente funcién de costo

J(6) = % /0 ") dr + % (0= 00) Qo (0 — 00)" (B.4)

donde Qp = QF > 0 € R™*! fy = 0(0). La funcién J(#) penaliza todos los errores pasados

1
desde 7 = 0 hasta t con el término 3 f(f (eid)2 dr, que se deben a que 6 # 6%, donde 6* son
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los pardmetros verdaderos o reales, ademéas de penalizar la estimacién inicial 6y de 8* con el
término £ (0 — 6p) Qo (0 — 00)", es decir, el error de identificacion inicial. Ya que J(0) es una
funcién convexa sobre el espacio de 6 para cada tiempo t, cualquier minimo local es también
global y satisface

VJ(6) = %J(G) —0, WVi>0 (B.5)
esto es 9 .
5570 = = [ [6T)0w(r) = 0p(r)) ¢ (r)dr + (6= 00) Qo = 0 (5.6)
Asi, el estimado de 0 esta dado por
B(t) = [HOQO + /0 t G(T)aeq(7)¢T(T)dT] r() (B.7)
donde »
T(t) = | Qo + /0 t cp(T)cpT(T)dT} (B.8)

debido a que Qo = QF > 0y que pp” es positiva semidefinida, I'(¢) existe en cada tiempo ¢.
Ahora se tiene

&[0 0] = el )" 0,2) (B9)
¥y ya que ] .
0= EI = INGIN(]
(B.10)
= LI + T % [0 0] = 0
usando (B.9) se tiene
P(#) = ~T(0)e(t )" (1, 2)0(1),  T(0) =Ty = Q' (B.11)

De (B.11) tenemos que I'(t) < 0, esto es, Ig > I'(t) = T7(t) > 0,V > 0. De esta manera,
el calculo de la inversa en (B.8) se evita por medio de generar I'(¢) como la solucién de la
ecuacion diferencial (B.11). De manera similar, derivando @(t) con respecto al tiempo y usando
(B.11) se tiene:

0(t) = [G(#)oeq(t) — B(t)o(t, 2)] @7 (1, 2)0(2), D(0) = 6o (B.12)

En términos de T'~1 se tiene

d

2 T 0] = et )¢ (¢ 2) (B.13)

d
lo cual implica que T [F_l(t)} > 0, y por lo tanto, I'"(¢) puede crecer sin tener cota. Esto

implica que I'(¢) puede hacerse arbitrariamente pequena y hacer mas lenta la adaptacién en
algin sentido. Esta es una de las desventajas principales del algoritmo.
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A pesar de sus desventajas, este algoritmo tiene la propiedad tinica de garantizar la con-
vergencia de los pardmetros a valores constantes como lo describe el Teorema B.1 que requiere
las siguientes definiciones de excitacion persistente y de espacio Lo

Definicién 3.1. [Ioannou and Sun, 1996]. Un vector ¢ esta excitado persistentemente si
existen aq, ag, Ty > 0 tales que

a1>37t”b()T(m > l, Vt>0 (B.14)
2_T0t Y\T)p \T)aT = a4, = .

o

Nota B.1. Aunque la matriz o(1)” (1) es singular para todo T, la condicion de excitacion
persistente requiere que @(t) varie con el tiempo de tal forma que la integral de la matriz
(7)o (1) sea uniformemente positiva definida sobre cualquier intervalo de tiempo [t,t + T].

Definicién 3.2. [Khalil, 1996]. El espacio Lo, se define como el espacio de funciones
acotadas y continuas a pedazos tales que:

el 2., = sup[le(t)]] < oo (B.15)
>0
o
Teorema B.1. Los algoritmos (B.11) y (B.12), con 0., disenada de acuerdo al método

exacto, garantizan lo siguiente:

1. tlim @(t) =0, donde 0 es una matriz constante.
—00

2. ST € Lo y cumple con la definicion de excitacion persistente, entonces @(t) converge
a 0" cuando t — oo.

O
Demostracion.

Debido a que I'(#) es no creciente y esta acota por abajo, es decir, I'(t) = I'T'(t) > 0,Vt > 0,
I'(¢) tiene un limite B
lim T(t) =T (B.16)

t—o00

donde T'=T7 > 0 es una matriz constante. Considerando que = 0 — 0%, G(2)0oe,(t) = 0% ¢
y usando (B.8), de (B.6) se tiene

—/OtG(T)Ueq( dT-i—/ 9 )d7'+9( )Q0—90Q0 = 0
00) [ oo (ryar + e Qo—e*/ pr)e"(T)dr = 600
o0 [ [ oot mrar+ o] - [rlm—czo} S

OOI1(t) — 0 T7H(t) = 60Qo— 0"Qo
or-'(t) = 6(0)Qo
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_ Por lo tanto, 0T~ (t) = H(0)Ty !, de este modo, O(t) = B(0)T'T(t) y el limy o0 O(t) =
6(0)L'y IT, 1o cual implica que

lim 8(t) = 6* + 0(0)T;'T = 6 (B.17)

Ahora, se mostrara que I'(t) — 0 cuando t — oo, si ¢ satisface la condicién de excitacién
persistente.

Ya que I'"!(#) satisface I71(t) = [Fo_l + 5 gp(T)ng(T)dT] usando la condicién de excita-
cién persistente para ¢, tenemos que

t
Pl — Tyt = / o) (F)dr > noTharl > (Ti - 1> Tyonl (B.18)
0 0

donde ng es el nimero mas grande que satisface ng < es decir, ng > T_o — 1. Por lo tanto

T 9

t
) > Tyt + < - 1) Toar I
To

-t > <1f — 1) ToarI,¥t > Ty (B.19)
0

lo cual, por su parte, implica que

() < KTLO - 1) Toal] T ves T (B.20)

Debido a que I'(f) > 0 para toda t > 0 y el lado derecho de (B.20) va a cero cuando
t — oo, podemos concluir que T'(t) — 0 cuando t — oo. Entonces, 0(t) = 6(0)Ty'I'(t) — 0

cuando t — o0 y
lim 6(t) = 6* (B.21)

t—o0

De este modo, el teorema queda demostrado. Wl

B.2. Identificacién con o.,(t) aproximada

Para la identificacién de pardmetros usando la estimacién de o¢4(t) dada por filtracion, el
valor promedio de los valores reales de o¢4(t), sin filtrar, satisface (4.10), pero se sabe que de
un proceso de filtrado se tiene un error €, de este modo 04 = G¢4 + €, y por lo tanto

o(t) = [90Q0+/0t G(T)6eq( d7+/ G(t (1)dr| T'(t) (B.22)
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Asuma que G(8)deq(t) = 6%, entonces
o) = [0+ [ Galr) (ir + / Gr)e(r)e (r)ar | Do)
— 0Qul(t) + 0" /0 ()T ()Tt / G(r (1)drT(t)
— Q) + 6 [r-1<t>—Qo T + [ Gt mar ()
— 00QuT(t) + " [1 — QoT(1)] + /0  Gr)e(r) T (P drT(H) (B.23)

de esta forma se puede establecer el siguiente teorema para garantizar la convergencia de @(t)
a 6.

Teorema B.2. Los algoritmos (B.11) y (B.12), con 0.4 disenada de acuerdo al método
aprozimado, garantizan lo siguiente:

1. St [y G(r)e(r)pT (T)dr — 0 cuando t — oo, entonces el lim 0(t) = 0, donde 0 es una

. t—oo
matriz constante.

2. 8T p € Loy cumple con la definicion de excitacion persistente, entonces @(t) converge
a 0% cuando t — oo.

O
Demostracion.

Como se estableci6 anteriormente I'(¢) tiene un limite, [, donde T' =TT > 0 es una matriz
constante. Considere que 0 = 0 — 6%, G(Z)5¢4(t) = 0" ¢ y usando (B.8), de (B.23) se tiene

Je b))t (1)dr — [ G(T)oeq(T)@T (T)dr — [§ G(7)e(r)eT (r)dr +
+0(t)Qo — 00Qo = 0

0(t) [ o(T)e" (T)dr + 6(t)Qo — 0% 3 ()" (7 df—fé ) o7 (7T)dr = 60Qo
0t) [Jo o(r)e" (T)dr + Qo] — 0" 1) — Qo] — Jy G(7)e(r)¢" (r)dr = 60Qo
o(t)r ({)—H*F_ (t) = Jo G(r)e(r ) ( ) 7290620—9*620
Ot (t) = 0(0)Qo + Jo G ! (T)dr
Por lo tanto, t
AT (1) = B(O)T; ! + /0 G(r)e(r) " (7)dr (B.24)
y, si )
Jim /O G(r)e(r)o (T)dr = 0 (B.25)

que se refiere a una condicién del proceso de filtrado y proporciona la calidad en la conver-
gencia, entonces . . -
lim 6(¢) = 6(0)[','T (B.26)

t—o00
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lo cual implica que

lim 6(t) = 6" + 0(0)T5'T =60 (B.27)

t—oo

Entonces, tan rapido como el término J3 G(m)e(T)T (T)dr converja a cero la estimacién de
los parametros tendera a 6.

La demostracién de que I'(t) — 0 cuando t — o0, si ¢ satisface la condicién de excitacion

persistente es la misma que se presenté en la prueba del Teorema B.1. De este modo, el
teorema queda demostrado. W
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