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Resumen

Dentro de los esquemas de estimacién de estados basados en la teoria de Modos
Deslizantes (MD), se pueden diferenciar dos tipos de problemas, los que conciernen a
sistemas en tiempo continuo, y los que tienen como objetivo la observacion de sistemas
discretos. Las principales ventajas que ofrece la teoria de MD es la convergencia en
tiempo finito del error de estimacion y la robustez ante incertidumbres paramétricas. El
presente trabajo centra su estudio en la estimacion de sistemas cuya dindmica es posible
representar por medio de ecuaciones diferenciales pero su salida solo puede ser obtenida
en ciertos instantes de tiempo, en otras palabras sistemas en tiempo continuo con salida
es muestreada. Este problema se deriva directamente de la implementacion en tiempo
real de esquemas de observacion o control, donde la entrada al sistema se obtiene en
términos de sensores, por lo que la eficiencia de los algoritmos propuestos tiene que ver
directamente con la rapidez de respuesta del sensor. Por esta razdn se realiza en ésta
tesis, el analisis de como el periodo de muestreo afecta el proceso de estimacion para
tres esquemas de observacion diferentes. Primero se propone un observador basado en
Modos Deslizantes de Primer Orden (MDPO) para sistemas no lineales, con la
desventaja de la presencia de chattering en las trayectorias del sistema, un problema en
esta teoria. Los Modos Deslizantes de Segundo Orden, constituyen una herramienta que
preserva las caracteristicas de robustez y convergencia en tiempo finito, ademas de
disminuir el chattering, un esquema comunmente utilizado es el llamado algoritmo de
Super-Twisting (AST) del cual se realiza un analisis de estabilidad de igual forma
tomando en cuenta el muestreo en la salida del sistema a observar. Finalmente tratando
de mejorar el desempefio del AST se adiciona un término proporcional en su estructura.
Todos los esquemas que se presentan a lo largo de la tesis se proponen en forma
continua, por esta razon es necesario manipular la sefial de entrada del observador,
traducida en el error de estimacion. Para esté fin se utiliza la teoria de retencion de
sefiales, con el proposito de mantener continua la sefial que se obtiene del sistema, se
analiza el uso de retenedores de orden cero y de orden uno. De esta manera, a pesar de
que la informacion disponible para entonar el observador es discreta, al usar los
retenedores podemos introducir una sefial continua para obtener el error de observacion,
es decir, la diferencia entre la sefial estimada y la sefial muestreada. Una vez
solucionado el problema de la entrada de los observadores, es siguiente paso realizado,
es demostrar la estabilidad de los esquemas de estimacién a pesar de la falta de
informacién consecuencia de las medidas discretas que se tienen en la salida del



sistema. Los de observacion mencionados garantizan convergencia en tiempo finito a
cero, sin embargo, al momento de tener un muestreo en el sistema, solo es posible
probar convergencia en tiempo finito a una regién, o una o bola, cuyo radio sera
estrictamente dependiente del periodo de muestreo. Para probar estabilidad se emplea
los resultados recientes sobre funciones de Lyapunov de tipo fuerte desarrolladas en [1].
Finalmente, los resultados obtenidos se aplican en simulaciones al modelo de un
péndulo simple, y se hace una extension del AST para un caso vectorial, en donde se
simula un robot manipulador de dos grados de libertad. Las simulaciones realizadas se
obtienen para diferentes periodos de muestreo, para observar como la calidad de
estimacion se ve reducida si el periodo de muestreo aumenta.

La tesis se divide en 6 capitulos: En el primer capitulo se da una breve explicacion del
planteamiento del problema, incluyendo la justificacion de la realizacion del presente
trabajo, los objetivos y las principales contribuciones que se obtienen. En el segundo
capitulo se explican los conceptos necesarios para entender el resultado principal de la
tesis, incluyendo que son los modos deslizantes, como se manejan los sistemas
muestreados y la teoria de estabilidad para sistemas no suaves. En el tercer capitulo se
plantean los resultados principales de la tesis, el esquema de observacion por MD de
primer orden, los esquemas del AST clasico, y con término lineal, se realiza el analisis
de estabilidad en términos de funciones de Lyapunov fuertes. En el pendltimo capitulo
se describen los modelos usados para realizar las simulaciones y se presentan los
resultados de éstas. El quinto capitulo muestra las conclusiones a las que se llegé con
los resultados y finalmente el dltimo capitulo es el apéndice de la tesis, donde detallan
las pruebas de los teoremas realizados en el capitulo de disefio de los observadores.
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Capitulo 1

Introduccion

La implementacién en tiempo real de un esquema de estimacién o de control conlleva nece-
sariamente, una conversién entre los valores analdgicos de las variables medibles a un valor
digital para ser analizado dentro de sistemas computacionales.

En estos casos, existe una reduccién en la cantidad y calidad de la informacién. Lo primero
derivado de que no se cuenta con las variaciones de la salida en todo el tiempo y lo segundo, de
que no se poseen los detalles que caracterizan a la senal medida. Se sabe bien que el diseno de
observadores y su calidad de estimacién dependen fuertemente de la riqueza de la informacién
que la salida posea. Por lo mismo, es de esperarse que la eficiencia en el proceso de observacién
se vea reducida.

Una forma de atacar formalmente el problema de mediciéon de la salida en periodos de
tiempo fijos, es utilizando el concepto de muestreo y retencién. Este esquema es muy utilizado
en diseno de sistemas de control discretos que interactian con plantas de naturaleza continua.
Comunmente se suelen emplear dispositivos conocidos como retenedores, los cuales son capaces
de tomar los valores de la senial de salida y construir una versién continua de la senal dentro
del periodo de muestreo siguiente.

En realidad no existen muchos trabajos que analicen el efecto del proceso de muestreo y
retencién antes mencionando sobre la calidad del problema de observcién [2], [3]. Es por esto,
que el presente trabajo pretende realizar un anélisis de observacién partiendo de la discretizacién
(muestreo y retenecién) de la salida entendido como una posible consecuencia de una conversién

analdgica - digital.
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Los trabajos desarrollados en esta drea de estimacién de estados han sido enfocados prin-
cipalmente al uso de sistemas continuos estrictamente. Los desarrollos basados en la llamada
Teoria de Modos Deslizantes (TMD) han ofrecido soluciones dificilmente alcanzables por los
observadores tipo Luenberger por ejemplo.

Los modos deslizantes (MD) han sido considerados un tema de interés en varias investiga-
ciones en las dltimas décadas (ver los trabajos publicados por [4], [5], [6] y las referencias que
contienen). Algunas caracteristicas que presentan son el control y estimacién de sistemas con
incertidumbres paramétricas y convergencia en tiempo finito, entre otras. [7], [8]. En la mayoria
de los casos, los modos deslizantes son obtenidos induciendo un término de discontinuidad de-
pendiente del error (tanto en el problema de observacién como en el de control). Esta inyeccién
de discontinuidad es diseniada de tal forma que las trayectorias del sistema sean forzadas a per-
manecer en la superficie del espacio del error de seguimiento y/u observacién. Este movimiento
es referido como el modo deslizante [9]. El término de discontinuidad es el encargado de rec-
hazar perturbaciones [10], [11], [12]. Nuevos resultados han sido desarrollados basados en los
llamados modos deslizantes de segundo orden. Para aplicar este tipo de sistemas es necesario
que la superficie evaluada sobre las trayectorias del sistema bajo estudio tenga grado relativo
dos bien definido. Incluso, el empleo de funciones de Lyapunov se ha generalizado para obtener
criterios de convergencia tanto en el diseno de controladores como de observadores. Todo es-
to hace de los observadores disenados con base en la TMD una de las mejores opciones para
resolver problemas de estimacion de estados con alta confiabilidad en situaciones préticas.

La aplicacién en plantas reales de este tipo de observadores nuevamente implica el uso de
retenedores, lo cual es relativamente dificil considerando la naturaleza de los sistemas que usan
funciones discontinuas en su diseno (como es el caso de los observadores basados en la TMD).
Empleando técnicas como los Modos Deslizantes de primer y segundo orden (MDPO y MDSO
respectivamente) y el segundo método de Lyapunov, es posible probar la convergencia de los
estimadores de estado, a pesar de no contar con la salida durante todos los instantes de tiempo.

Un entendiemiento claro del efecto del proceso de muestreo y retencién sobre la calidad de la
estimacion de estados, permitird obtener de manera cuantitava el tamano de la regién alrededor
del origen donde el error de observacién se ubicard. Mds atn, se debe entender que, como el

periodo de muestreo afecta la calidad mencionada, este pardmetro deberd ser seleccionado
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considerando las condiciones de la senal, especificamente el tamano del ancho de banda de la
salida del sistema. Un aspecto mds que debe clarificarse es como el periodo de muestreo influye
en la pérdida de la convergencia total al origen no importando el uso de esquemas discontinuos.

Las caracteristicas antes mencionadas deberdn poderse analizar no importando que se trate

de observadores que empleen los llamados modos deslizantes de orden uno o bien de alto orden.

1.1. Justificacién

Uno de los objetivos principales que se busca en el desarrollo de métodos de estimacién o
control es la implementacion de la teoria desarrollada en sistemas fisicos en tiempo real. Al
momento de implementar un algoritmo, ya sea de observacién o de control es necesario contar
con los sensores necesarios para poder obtener el valor de las salidas del sistema, en muchos de
estos casos solo podemos tener acceso parcial a todo el vector de estados. La respuesta de los
sensores debe ser rapida, de lo contrario la eficiencia en el proceso de estimacién o control se
puede ver afectado.

Aunado a lo anterior, el tiempo en realizar una conversién analdgica digital (CAD) nece-
saria para que los algoritmos que se proponen sean evaluados numéricamente dentro de una
computadora o algin circuito programable digital, contribuye de igual manera como un factor
en la calidad de respuesta de los algoritmos de observacién. Esto se suele complementar con
sistemas de muestreo y retencién de las seniales.

Partiendo de estos aspectos, la implementacién en tiempo real de observadores de estado
o controladores, lleva naturalmente a la presencia de sistemas continuos, a cuya salida solo se
puede tener acceso a través de sensores que pasan por una CAD, o en otras palabras se tiene una
salida muestreada (por el tiempo que se tiene que esperar entre dos conversiones consecutivas).

Refiriéndonos al caso de observacién, como ya se ha mencionado, muchos esquemas han
sido propuestos basados en la teorfa de modos deslizantes, por sus diferentes caracteristicas de
robustez y convergencia en tiempo finito entre otras. Dentro de estos algoritmos de observacién
se pueden encontrar versiones para tiempo continuo ([11], [12], [13]) y para tiempo discreto ([13],
[14], [15]). Estos tltimos se obtienen generalmente a partir de una discretizacién del observador

continuo.
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El diseno de observadores que empleen senales muestreadas para su ajuste no se ha sido
abordado ampliamente por diversos factores (complejidad en la combinacién de algoritmos
continuos con senales discretas, métodos de tratamiento del problema de convergencia, etc). Si
bien, hay algunos trabajos desarrollados en el drea de observadores tipo Luenberger, es necesario
entender que no es posible generalizar tales resultados a otra clase de observadores como los de
alta ganancia o los observadores discontinuos que se basan en la TMD.

En el presente trabajo de tesis se busca realizar el estudio de esta clase de observadores,
de manera que se pueda analizar el comportamiento de estos estimadores de estados interpre-
tando como una incertidumbre la falta de informacién respecto a la variacién de la salida en
el tiempo. Si bien, existen métodos de diversa naturaleza para demostrar la convergencia de
los algoritmos basados en modos deslizantes, serfa muy complicado tratar de utilizar criterios
de tipo geométrico para obtener las regiones de convergencia dependientes del proceso de re-
tencién [11], [13]. Reciéntemente se han propuesto funciones de Lyapunov para el andlisis de
la convergencia del algoritmo por modos deslizantes de segundo orden (MDSO) denominado
super-twisting [1]. Basdndose en estas funciones de Lyapunov, es posible extender el andlisis
al caso de un observador continuo cuya salida solo estd disponible en instantes especificos a lo
largo del tiempo. En realidad, el uso de tales funciones de Lypunov representarian una contribu-
cién en la implementacién de los algoritmos de modos deslizantes. En el contexto del problema
de observacién, se debe establecer que no se puede considerar el uso de funciones discontinuas
que en teoria, deberfan oscilar con frecuencia infinita, si este es implementado en un sistema
eletrénico. Por lo tanto, la propuesta de esta tesis estard enfocada a resolver el problema de
observacién con funciones discontinuas (modos deslizantes de primer y segundo orden) cuando
la salida estd muestreada y retenida, usando el concepto de funciones de Lyapunov y el método

derivado de ellas.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivos Generales

= Disenar un estimador de estado empleando la teorfa de modos deslizantes para sistemas

no lineales continuos con salida muestreada a partir de retenedores de orden cero y orden
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uno.

= Analizar el efecto del periodo de muestreo sobre la calidad del proceso de observacién para
un estimador de estados empleando la teoria de modos deslizantes convencionales (primer
orden) para sistemas no lineales continuos con salida muestreada a partir de retenedores

de orden cero y orden uno.

= Analizar el efecto del periodo de muestreo sobre la calidad del proceso de observacién
para un estimador de estados empleando la teoria de modos deslizantes de alto orden
(super-twisting) para sistemas no lineales continuos con salida muestreada a partir de

retenedores de orden cero y orden uno.

= Extender el uso de la técnica de funciones de Lyapunov para el andlisis de regiones de
convergencia del proceso de observacién basado en la técnica de modos deslizantes cuando

la informacion de la salida es muestreada.

1.2.2. Objetivos Particulares

» Revisar la teorfa general de retenedores de senial (Retenedores de orden cero) y encontrar

la cotd méxima del error entre la salida real y la salida muestreada.

= Revisar el disefio de observadores por Modos Deslizantes de Primer orden y disenar un

observador de estado para sistemas no lineales continuos con salida muestreada.

= Revisar los resultados existentes de la teorfa de Lyapunov por funciones fuertes, aplicada

a las pruebas de convergencia del algoritmo de supertwisting.

= Analizar el observador por modos deslizantes de segundo orden basado en el algoritmo de
super-twisting cuando la salida del sistema es muestreada. Implementar un retenedor de
orden cero para mantener la senial de salida continua e inyectarla como término de error

en el algoritmo de estimacion.
= Extender al caso MIMO el problema anterior.

= Analizar un observador por modos deslizantes de segundo orden basado en el algoritmo

de super-twisting agregando un término lineal en su estructura para sistemas no lineales
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con salida muestreada. Implementar un retenedor de orden cero para mantener la senal

de salida continua e inyectarla dentro del término de correccién del observador.
= Probar diferentes observadores estimados con retenedores de sefial de orden 1.

= Aplicar los observadores propuestos a modelos mecdnicos para obtener resultados numéri-

cos por simulacién

e Modelo matematico de un péndulo simple

e Modelo matemético de un robot manipulador de dos grados de libertad

= Analizar los resultados obtenidos y brindar las conclusiones pertinentes

1.3. Contribuciones

El presente trabajo de tesis desarrollé el anédlisis de observadores basado en modos deslizantes
cuando se tienen incertidumbres en la medicién, consecuencia de no tener acceso al vector
de salida del sistema en todos los instantes de tiempo. El andlisis de convergencia se realiza
mediante el segundo método de Lyapunov. Este es uno de los primeros trabajos en este sentido,
dado que existen solo algunos resultados previos concretos para la teorfa de modos deslizantes
en el campo de trabajo de esta tesis. En realidad, se tienen esquemas de observacién para
sistemas discretos y para sistemas continuos solamente por separado. Esta clase de sistemas
busca apegarse mds a casos reales cuando se quiere implementar en tiempo real los esquemas
de observacién que serdn estudiados.

Al momento de tener en la dindmica del observador un muestreo, la salida que se obtendra
serd discreta, por lo que es necesario aplicar alguna funcién que nos permita mantenerla contin-
ua, de tal manera que sea implementada en los esquemas propuestos de observacién en tiempo
continuo. Se proponen dos dindmicas para retencién de la sefial en cada instante de muestreo.
Primero se hace un estudio de la dindmica de un retenedor de orden cero. De hecho, se obtiene
el valor méximo posible del error entre las trayectorias de la salida original del sistema con la
trayectoria de la salida usando la dindmica de un retenedor de orden cero, cuya funcién bésica

consiste en mantener la senial constante del tltimo valor adquirido en el muestreo de la senal.
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La segunda dindmica estudiada concierne al retenedor de orden uno, de la misma manera se
tiene la méxima cota posible entre la salida real del sistema y la salida muestreada. A diferencia
del retenedor de orden cero, este hace una aproximacién de la senal real a través de una linea
recta entre dos instantes de medicién consecutivos.

Como primer caso de estudio se presenta la propuesta de un observador por modos
deslizantes de primer orden para sistemas no lineales. Se demuestra que dadas las caracteristicas
del muestreo de la sefial, no es posible obtener convergencia en tiempo finito a la trayectoria
donde el error es igual a cero. Por lo tanto, usando el segundo método de Lyapunov se demuestra
para este esquema, convergencia en tiempo finito a una regién Bs con ¢ definido como el radio
de la bola. En realidad, se obtuvo la cota para el error de estimacién empleando las funciones de
Lyapunov mencionadas. Se logré demostrar que el radio de Bs depende del periodo de muestreo
con el que se obtenga la senal de salida del sistema. Para la correcta implementacién de los
diferentes esquemas propuestos y analizados, se asume que la salida y el periodo de muestreo
satisfacen el teorema de Shannon [16], lo que permite obtener la cota méxima de la regién donde
converge el error de estimacién.

Tomando como base el observador basado en los modos deslizantes de segundo orden (algo-
ritmo de super-twisting) propuesto en [13], se implementa el esquema de mediciones discretas
en la estructura continua del algoritmo. Teniendo como antecedentes los trabajos recientes en
estabilidad del algoritmo de super twisting basados en la teoria de Lyapunov [1], se prueba
convergencia en tiempo finito a una regién aplicando funciones de Lyapunov de tipo fuerte.
A partir de este andlisis, se obtiene la cota para el error de estimacién, de la misma forma
se demuestra la amplitud de la regiéon de convergencia Bg, que es dependiente del periodo de
muestreo. Siguiendo el mismo caso de estudio, se anade a la estructura cldsica de super-twisting
un término lineal para observar el comportamiento de las dindmicas del estimador, se observa
que la regién de convergencia es similar, pero la convergencia es mas rapida por el término lineal.
La cota para la zona de convergencia Bj es calculada. Siguiendo el trabajo desarrollado en [11]
se hace la extensién del agoritmo de super twisting al caso de sistemas no lineales mecdnicos
con 2n ecuaciones diferenciales en su dindmica, se analizan sus condiciones de convergencia y
se estima la zona a la cual llegara la trayectoria del error.

Finalmente, se aplican los algoritmos estudiados en dos modelos mecédnicos, el primero un
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péndulo simple para un sistema mecdnico de dos estados, y un robot manipulador de dos grados
de libertad. Se realizaron simulaciones para diferentes periodos de muestreo y se compararon

cada una de las dindmicas de retencién de las senales propuestas.
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Capitulo 2

Marco Teorico

Las herramientas bédsicas necesarias para entender los resultados obtenidos en esta tésis,
se plantean en el presente capitulo, en primera instancia se da una introduccién al andlisis de
sistemas discontinuos mediante la propuesta de una funcién de Lyapunov no suave, es decir,
que su derivada no existe durante todo el tiempo, para este andlisis es importante entender los
conceptos de gradiente generalizado, y el subdiferencial proximal. Ambos conceptos son nece-
sarios para establecer conclusiones de estabilidad sobre la derivada de la funcién de Lyapunov.
Posteriormente se plantean los fundamentos bdsicos en la teéria de MD (de primer y segun-
do orden), y los resultados existentes que servirén de base para la resolucién del problema de
observacién para sistemas no lineales con salida muestreada. Una vez que se tiene el valor de
la salida en determinados instantes de tiempo producto del muestreo de la senal, es necesario
reconstruir la senal para que sea introducida en la dindmica del observador y este pueda ser
entonado. Como se ha mencionado, para la reconstruccién de la senal, se hace uso de retene-
dores de sefial, el retenedor de orden cero (ROC) y el retenedor de orden uno (ROU), la calidad
de la estimacién dependerd del periodo de muestreo elegido y del error entre la senal real y la
senal reconstruida, por esta razén, es importante obtener como cambia este error y obtener su
valor médximo durante cara periodo de muestreo, este resultado se explica la seccién final de

este capitulo.

19



2.1. Analdlisis de estabilidad para sistemas discontinuos

La solucién de sistemas representados en ecuaciones diferenciales que tienen algin tipo
de discontinuidad en su estructura puede ser obtenida en términos de Carathedory [17] si la
discontinuidad se da en el tiempo o en términos de Filippov [18] si la discontinuidad estd
presente en el tiempo y en las trayectorias del sistema. Para tener un mejor entendimiento en
el resultado matemaético que se plantea en el desarrollo de ésta tesis, se realizard una breve

introduccién al andlisis de estabilidad para sistemas discontinuos.

Gradiente generalizado

El teorema de Rademacher [19] plantea que toda funcién que es localmente Lipschitz es
diferenciable casi en todo lugar, en el sentido de una medicién de Lebesgue. El principal prob-
lema radica en como poder analizar estos puntos en los que la funcién no es diferenciable.
En estos casos la informacién que el gradiente generalizado puede dar es de gran ayuda. Sea
f : R — R localmente Lipschitz, y sea 7 C R? el conjunto de todos los puntos donde f no es

diferenciable. El gradiente generalizado Of : R — (Rd) de f es definido como

Of(x)éco{lime(;U,-):a:i—>:1:, Jri¢SUQf}

71— 00

donde co denota el casco convexo. En esta definicién S € R? es un conjunto de medida cero que
puede ser arbitrariamente escogido para simplificar los cdlculos. El conjunto resultante 0f (x)
es independiente de como fue escogido S. El gradiente generalizado de f en x consiste de todas
las combinaciones convexas de todos los posibles limites del gradiente en vecindades cercanas
en puntos donde f es diferenciable.

Algunas propiedades importantes del gradiente se puntualizan en el siguiente resultado.

Proposicién 1 Si f : R? — R es localmente Lipschitz en un punto x € RY, entonces las

stguientes declaraciones son ciertas:

i) Of (x) es un conjunto no vacio, compacto y convezxo.

it) El conjunto valuado del mapa Of : RY — & (R?), x — Of (x) es semicontinuo por arriba

y localmente acotado en x.
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iti) Si f es continuamente diferenciable en x, entonces Of (z) = {V f(x)}.

Algunas formas de calcular el gradiente y formas de simplificar su obtencién pueden ser
revisadas mds a detalle en [20]. Con la siguiente definicién se obtiene el significado de maximos
y minimos resultantes del cdlculo del gradiente de una funcién, pero ahora en términos del
gradiente generalizado. Sea Ln: S : (Rd) — 3 (Rd) el conjunto valuado del mapeo que asocia
a cada subconjunto S de R? el conjunto de los elementos con menor norma de su cerradura
S. Si el conjunto S es convexo y acotado, entonces el conjunto Ln(.S) tiene un solo elemento,
que consiste en la proyeccién ortogonal de cero en S. Para una funcién localmente Lipschitz f,

considere el campo vectorial del gradiente generalizado Ln: ¥ : R — SR? definido como
z— Ln(9f) (z) 2 Ln (0f)

entonces —Ln (f) implica que el punto z € R? en la funcién f estd en direccién descendente.

Msés precisamente si 0 ¢ Jf (z), entonces existe un 7' > 0 tal que

f @~ L0 (0f) () < £ (2) — 5 L0 (85) @) < £ (2)

esto significa, que si tomamos un pequeno paso en la direccién de —Ln (9f) (z), es posible
garantizar que la funcién f decrece por un valor que crece linealmente con el tamano del paso

escogido.

Sufdiferencial proximal de una funcién semicontinua inferior

Una herramienta complementaria para el andlisis no suave usando funciones de Lyapunov
se centra en el concepto del subdiferencial proximal. Este concepto tiene la ventaja de estar
definido para una clase de funciones semicontinuas inferiores, conjunto que es méis grande que
las funciones que son localmente Lipschitz.

Una funcién es semicontinua inferior [21] en el punto z € R? si, para todo ¢ € (0,00),
existe un § € (0,00) tal que, para y € B (z,9), f(y) > f(x) —e. El epigrama de f es el
conjunto de todos los puntos que se encuentran sobre o arriba de esta gréfica, esto significa que,

epi(f) = {(z,p) €ERIx R: f(2) < p} C R La funcién es semicontinua inferior si y solo si
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su epigrafo es cerrado. La funcién f : R — R es semicontinua superior en el punto z € R si
—f es semicontinua inferior en x.
Para una funcién semicontinua inferior f : R — R, el vector ¢ € R? es un subgradiente

prozimal de f en el punto x € R? si existe 0,6 € (0,00) tal que, para todo y € B (z,6),

f@)=f@+C¢(@@-y) —ally—zl;

El conjunto 0, f (z) de todos los subgradientes proximales de f en z es denominado sufdifer-
encial proximal de f en x. El subdiferencial proximal en z, puede ser vacio, convexo pero no

necesariamente abierto, cerrado o acotado.

2.1.1. Analisis de estabilidad para sistemas no suaves

Considere la inclusién diferencial invariante en el tiempo
x(t) € F(x(t)) (2.1)

donde F' : (]Rd) — & (Rd), se asume que la inclusién tiene solucién y satisface la hipotesis
de solucién en el sentido de Carathedory. Se pueden tomar las soluciones en el sentido de
Fillippov tomando. Es importante recalcar que las soluciones de un sistema discontinuo son no
necesariamente unicas. A lo largo de esta seccién se definirdn las soluciones de estabilidad en

sentido débil y fuerte, para este fin es necesario introducir los siguientes conceptos.

Anadlisis de estabilidad en términos del Gradiente Generalizado de una Funcién de

Lyapunov no suave

Dada una funcién localmente Lipschitz f : R — R, y un conjunto valuado en el mapa
F:R* - & (Rd), el conjunto valuado de derivadas de Lie Lpf : R — S (R) de f con respecto

a F en x es definido como

Lpf(z) = {a € R:existe v € F(z) tal que ¢Tv = a para todo ¢ € 0f ()}
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Si F toma valores convexos y compactos, entonces, para cada = € R?, Lrf (z) es un intervalo

cerrado y acotado en R, posiblemente vacio. Si f es continuamente diferenciable en z, entonces
Lrf(z)= {Vf(:]:)Tv NS F(x)}

Usar el conjunto valuado de derivadas de Lie nos permite estudiar como f evoluciona a través
de la inclusién diferencial, sin necesidad de obtener explicitamente las soluciones. Considere el

siguiente resultado [22]:

Proposicién 2 Sea z : [0,t1] — R? sea una solucion de la inclusion diferencial 2.1, y sea

f: R4 = R localmente Lipschitz y reqular. Entonces, los siguientes puntos son vdlidos

i) La composicion t — f (x (t)) es diferenciable casi en todo t € [0,t1].

it) La derivada de t — f (x (t)) satisface % (f (z(t)) € Lrf (x) para casi todo t € [0, 1]

Usando los resultados anteriores es posible definir un criterio de estabilidad para esta clase

de sistemas usando funciones de Lyapunov discontinuas.

Resultados de Estabilidad

La prosocién anterior, permite establecer un criterio para el comportamiento monoténico
de una funcién localmente Lipschitz a lo largo de las soluciones de una dindmica discontinua.
Este resultado conjuntamente con la apropiada definicién de una funcién positiva definida
(caracteristica necesaria para establecer una funcién de Lyapunov) nos permite dar algunas

pruebas de estabilidad para este tipo de dindmicas.

Teorema 3 Sea un conjunto valuado en un mapa que satisface la hipdtesis de soluciones en el
sentido de Carathedory , sea x. un punto de equilibrio de la inclusion diferencial (2.1), y sea
D C R?* un conjunto abierto y conectado con x. € D. Mds atn, sea f : R — R tal que las

stguientes condiciones se cumplan:

i) f es localmente Lipschitz y reqular en D.

ii) f(ze) =0, y f(z) > 0 para x € D\ {z.}.
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iii) méx (Lpf (z)) <0 para cada x € D

Entonces, x. es un punto de equilibrio fuertemente estable de (2.1). Si adicionalmente, iii) es

sustitutda por
iii’) méx (Lpf (z)) <0 para cada x € D\ {z.},
entonces . es un punto de equilibrio fuerte y asintdticamente estable de (2.1).

Otro resultado ttil en la teoria de ecuaciones diferenciales es el principio de invarianza. Este
resultado permite determinar propiedades de convergencia asintética de ecuaciones diferenciales.
Ahora se presenta una generalizacion para ecuaciones diferenciales discontinuas. Considere el
siguiente resultado para analizar el conjunto invariante al cual las trayectorias de un sistema

discontinuo puede converger.

Teorema 4 Sea F: R — & (Rd) un conjunto de un mapa valuado que satisfacen la hipdtesis
de solucion en sentido de Carathedory, y sea una funcion reqular y localmente Lipschitz. Sea S C
R? un conjunto compacto y fuertemente invariante para (2.1), y asuma que max (Z}Ff (:c)) <0
para cada y € S. Entonces, todas las soluciones definidas como x : [0,00) — R? de (2.1) que
empiezan en S convergen al conjunto mas grande débilmente invariante conjunto M contenido

en

SN{ycRI:0¢€ Lrf(y)}

Resultados de estabilidad empleando funciones de Lyapunov no suaves en términos

del sufdiferencial préximo

En este apartado se describe el andlisis de estabilidad para una inclusién diferencial us-
ando una funcién semicontinua inferior como candidata de Lyapunov. Y se hace empleo del
subdiferencial proximal para concluir sobre los aspectos de estabilidad. Considere las siguientes
definiciones sobre la derivada de Lie y su monotonicidad

Sea D C R% un conjunto abierto y conectado. Una funcién semicontinua inferior f : R — R
es débilmente no creciente en D en un conjunto valuado en un mapa F : R — & (]Rd) si, para

toda y € D, existe una solucién x : [0,¢;] — R? de la inclusién diferencial (2.1) que comienza
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en y y contenida en D que satisface

fla () < f(z(0)
= f(y) paratodo t € [0,%]

Una funcién semicontinua inferior f : R — R es fuertemente no creciente en D para un
conjunto valuado en el mapa F : R? — S (Rd) si, para todo y € D, todas las soluciones

x:[0,t1] — R? de la inclusién diferencial (2.1) que empiezan en 3 y contenidas en D satisfacen

fla () < f(z(0)
= f(y) paratodot € [0,t]

Considere un conjunto valuado en el mapa F : R? — (Rd) que toma valores no vacios y
compactos, y la funcién semicontinua inferior f : R — R, la derivada de Lie superior e inferior

Lrf,Lpf :RT =S (Rd) de f con respecto a F' en y estdn definidas respectivamente como

Lef(y) = {a € R :existe ( € 9,f (y) tal que a = min {CTU tv € F(y)}}
Lrf(y) = {a €R:existe ( € dpf (y) tal que a = mdx {CTU tveF(y)}}

Proposicién 5 Seq F : R — & (Rd) un conjunto valuado en un mapa que satisface la hipdtesis
de soluciones en el sentido de Carathedory, y considere la inclusion diferencial asociada(2.1).
Sea f : RY — R una funcion semicontinua inferior, y sea D C R* un conjunto abierto. Entonces

las siguientes afirmaciones son ciertas

i) La funcion f es débilmente no creciente en D si y solo si

sup Lpf (y) <0  para todoy € D

ii) Si en adicidn, se satisface que F sea localmente Lipschitz en D, o F es continua en D y f

es fuertemente no creciente en D si y solo si

supLrpf(y) <0  para todo y € D
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Resultados de estabilidad

Considere el siguiente resultado descrito en [20]

Teorema 6 Sea F : R4 — & (Rd) un conjunto valuado en un mapa que satisface la hipdtesis
de soluciones en el sentido de Carathedory. Sea x. una region de equilibrio de la inclusion
diferencial (2.1), y sea D C R% un dominio con z. € D. Sea f : R — R y asuma que las

siguientes afirmaciones se satisfacen

i) F es continua en D y f es localmente Lipschitz en D, o F es localmente Lipschitz en D y

f es semicontinua inferior en D y f es continua en x..
ii) f(xze) =0,y f(x) >0 para z € D\ {z.}.
iii) sup Lrf (y) <0 para todo x € D.
Entonces, x. es un equilibrio fuertemente estable de (2.1).
iii)’ sup Lrf (y) < 0 para todo x € D\ {z.}
Entonces, z. es un equilibrio fuerte y asintéticamente estable de la inclusion diferencial (2.1).

Los resultados anteriores son extendibles al uso de soluciones de la inclusion diferencial

definida en (2.1) hablando en el sentido de Filippov.

2.2. Estado del arte en la teoria de modos deslizantes

Los sistemas con modos deslizantes han demostrado su capacidad para ser una herramienta
eficiente en el diseno de controladores de alto orden de plantas dindmicas no lineales que operan
bajo condiciones inciertas, un proceso comin para muchos ejemplos de tecnologia moderna. Esto
explica el alto nivel de la actividad de publicacién e investigacién en el drea de sistemas con
estructura variable [9], [23]. Los sistemas con estructura variable son una clase de sistemas en
los que la ley de control cambia deliberadamente durante la dindmica del sistema bajo una
regla especifica. La teoria de modos deslizantes puede ser presentada como la aplicacién de
una senal de control conmutado a alta frecuencia (teéricamente infinita) que consigue llevar

al sistema a una superficie ¢ = 0 denominada superficie de deslizamiento y una vez que la
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alcanza, el objetivo es mantener al sistema en la superficie a pesar de perturbaciones que
tenga el sistema. La principal ventaja de la teorfa de modos deslizantes es la robustez ante
perturbaciones, tanto externas como internas, cuando estas tienen cotas conocidas, otra ventaja
es la reduccién del orden del sistema. Algunas desventajas que tiene esta técnica de modos
deslizantes estdn relacionadas con el grado relativo del sistema, que puede definirse como el
nimero de veces que hay que derivar la funcién que describe la superficie de deslizamiento o
para que la accién de control aparezca explicitamente. En el caso de las aplicaciones en modos
deslizantes convencionales este debe ser uno. La segunda desventaja es el efecto de chattering
provocado por la conmutacién a alta frecuencias de la senal de control. Los modos deslizantes
han sido ampliamente aplicados en problemas de observacién y control [12], [24], [25], [26] por

las caracteristicas que ya se han mencionado.

2.2.1. Modos deslizantes de segundo orden

Algunas desventajas de los modos deslizantes de primer orden son referidas al chattering que
ya ha sido estudiado en [8]. Algunas de las herramientas usadas para evitar o reducir este efecto
consisten en disminuir la discontinuidad del control cambiando la funcién signo por la funcién
saturacién. El uso de la funcién de saturaciéon permite disminuir la amplitud del chattering.
Sin embargo, las caracteristicas de robustez son parcialmente perdidas. Los modos deslizates de
alto orden (MDAO) constituyen una herramienta para poder trabajar con éstas desventajas.
Considere un sistema dindmico con una funcién suave de salida o, sea el sistema estabilizado por

(r=1)

una retroalimentacién discontinua. Las derivadas de la superficie, &, &, ...,0 son funciones

continuas de las variables de estado del sistema no lineal retroalimentado, y el conjunto
e o (7-_1) _
6=6=..=0 =0 (2.2)

es no vacio y se compone de las trayectorias en el sentido de Filippov [18]. El movimiento en el
conjunto & = § = ... = 0"~ = 0 se denomina un modo deslizante de orden r [27]. La r —ésima
derivada de la funcién o es discontinua. Para el caso de orden dos, el movimiento que satisface
la ecuacién (2.2) se describe en la Figura (2-1). La principal dificultad para implementar un

modo deslizante de segundo orden es la necesidad de usar la primera derivada de la salida, lo
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Figura 2-1: Trayectoria de un modo deslizante de segundo orden

cual puede causar cierta sensitividad a ruidos en la senal. Dentro de los esquemas por modos
deslizantes de segundo orden, el denominado algoritmo de segundo orden super-twisting ha
sido ampliamente estudiado ([13], [28] entre otros) dado que, a pesar de ser un esquema de alto
orden por modos deslizantes no necesita la primera derivada de la salida. Este algoritmo fue
especificamente disefado para sistemas con grado relativo uno con respecto a la variable de
deslizamiento, esto se debe a que el algoritmo esta compuesto por un estado integral.

El algoritmo de supertwisting estd definido como

Up = UL + Ut

con
] —u st Jul >1
Uit =
—asign(s) si |ul <1

—Xlso|Psign (s) si |s| > |so]
U2t =

)

—Als["sign (s) si |s| < lsol

Las trayectorias del algoritmo super twisting se describen en la Figura (2-2).
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Figura 2-2: Trayectorias del algortimo Super-twisting

2.2.2. Observadores por modos deslizantes

Para el disefio de observadores, la superficie de deslizamiento es el error dado por el es-
tado real del sistema y el estado estimado del observador. Dentro de la literatura, existe una
gran variedad de observadores usando la teoria de estructura variable. En [13] se porpone un

observador basado en el algoritmo de super twisting con la siguiente estructura

d .
Fr1 =22+ 2

%j& == f (t,i(}l,.i'Q,’U/) + z2

donde =1 y z2 son los estados estimados, y las variables de correccién z; y z9 son inyecciones

de la salida en la forma

~ (1/2 . A
21 = Az — 21 / sign (z1 — Z1)
29 = asign (x; — 1)
y su convergencia es probada en términos de curvas mayorantes. Realizando una discretizacién

del esquema por el método de Euler, es posible extender el resultado para tiempo discreto

i17ti+1 =T1, + (562,151' + A |x17ti - jl,ti|1/2 sign (xl,ti - il,ti)) J (2.3)

‘%27ti+1 = ‘%Qvti + (f (ti7 xl,ti?‘%ltz‘?uti) + asign (xl,ti - ﬁjl»ti)) d

con ¢ como el periodo de muestreo. Reteniendo la derivada en el punto en que se esta tomando

la salida (en cada instante de muestreo) es posible escribir el observador de la ecuacién (2.3) en
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forma continua como:

% r1 jzvti + A |x17ti - jjl,ti|1/2 sign (xl,ti - jl,ti)

Con este observador se logra establecer una cota para el error de estimacién de

|Z1] < 7,0
‘552‘ <990

v >0, 9 es el periodo de muestreo

Este esquema de observacion es el que més se aproxima a la forma en la que se esta reconstruye
la senal muestreada en este trabajo, principalmente en el uso de un retenedor de orden uno,
analisis que se muestra en la seccién siguiente. En la misma linea de investigacién se presenta

un andlisis del caso vectorial para sistemas de la forma

Tit = Tpiit
Tpit = fi (Te,ue) + &4

Yit = Tig, 1=1,.,n

en los trabajos publicados en [11], anadiendo la ventaja de poder identificar perturbaciones.
Este esquema serd retomado en secciones posteriores para el diseno de algoritmos de estimacién
para sistemas 2n dimensionales con salida discreta.

Hasta este punto, la estabilidad referente a sistemas con modos deslizantes de alto orden,
en especial los de segundo orden como el algoritmo de super twisting ha sido demostrada
por criterios geométricos. Sin embargo en [1] y [29], se presenta una nueva aproximacién para
mostrar convergencia en tiempo finito en términos del segundo método de Lyapunov, donde se

presenta una funcién con la siguiente estructura
1 1 ) 2
V(z) = 2k |z1| + 5933 + B (kl |~’51|1/2 sign (z1) — 932)

Donde x1,22 € R, V (-) >0, V () € C' y k1, k3 > 0. Esta expresién puede ser rescrita en forma
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simplificada como

donde el vector £ € R? se define como
T .
§ = ]wl\l/Q sign (z1) x2

y la matriz P € R2*2 est4 constituida por los siguientes elementos

1| 4ks+ k% -k
—kq 2

A traveés del uso de esta funcién de Lyapunov, se ha logrando demostrar convergencia en tiempo

finito para el algoritmo de supertwisting a través el siguiente resultado.

Vt < —’thl/z

El tiempo de convergenca en el que el esquema de estimacién alcanza la superficie de desliza-

miento es )
2V,

v

T:

En el mismo trabajo se presenta una modificacién al algoritmo de super twisting agregando
un término lineal en su estructura. Este mismo algoritmo serd empleado en el andlisis de los
esquemas de super twisting para sistemas con salida muestreada. La convergencia en tiempo

finito es determinada en términos del segundo método de Lyapunov.

2.2.3. Control por Modos Deslizantes de alto orden

Partiendo de la propuesta de tesis para tratar con sistemas continuos con salida discreta,
es necesario mencionar que entre los trabajos por modos deslizantes se ha desarrollado en dos
vertientes: sistemas continuos en su mayoria y sistemas discretos. Muchos de los esquemas en
tiempo discreto solo son una aproximacién de algin esquema de control u observacién para tiem-
po continuo ([3], [6], [13], [14], entre otros). En [7] se realiza un control por modos deslizantes

tomando una aproximacién por diferencias finitas de un control homogeneo por HOSM. En
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Figura 2-3: Diagrama de bloques de un Control continuo basado en la salida muestreada de un
sistema lineal

[14] y [15] se realiza una implementacion en tiempo discreto para un esquema de control basa-
do en modos deslizantes de segundo orden para sistemas que pueden ser representados en la
forma canénica de Brunovsky [30]. Los efectos de la discretizacién del esquema de control son
estudiados, y se dan condiciones suficientes, bajo las cuales, el esquema de control puede dar
como respuesta un comportamiento tipico de un esquema por modos deslizantes de segundo
orden (Figura (2-2)). En este mismo trabajo, se encuentra una cota para el error proporcional

al periodo de muestreo a diferencia de la mayoria de los casos de estudio
1A <0 (8°)

siendo ¢ el periodo de muestreo de la salida del sistema no lineal y A; el error de estimacion.
Dentro de los primeros trabajos que se tienen para sistemas continuos con salida muestreada se
encuentra el realizado en [2], cuyo objetivo es obtener periédicamente la salida de un sistema
lineal a través de una funcién de retencién de la sefial. Esto permite generar un control adecuado
en términos de la secuencia de salida del error, marcado como la trayectoria deseada menos la
trayectoria actual del sistema. El esquema de control propuesto se resume en el diagrama de
bloques mostrado en la Figura 2-3, el control resultante se da en tiempo continuo. Sin embargo,

el control es construido bajo la secuencia discreta de la salida.
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Figura 2-4: Muestreo de una senal analégica

2.3. Teoria de Sistemas Muestreados

Dada una senal analégica con ancho de pulso finito BW, el proceso de muestreo consiste
en la conversién de dicha analégica en una discreta como se puede observar en la Figura (3.3)
donde z (t) es la senal continua y z* (t) es la senal muestreada. El muestreo de na senal esta

dada por la siguiente expresién

e () =2()T S 6(t—nT)
L = (2.4)
=T ; x(nT) 6 (t —nT)

El intervalo de tiempo entre cada una de las medidas se denomina periodo de muestreo y esta

relacionado con la reconstruccién de la sefial mediante el teorema de Shannon [16].

2.3.1. Teorema de Shanon

Si una senal analdgica quiere ser reconstruida a través de su sefial muestreada, la frecuencia
de muestreo debe satisfacer

Ws 2 2Wmax

en otras palabras, el periodo de muestreo debe satisfacer




Retenedor de orden cero

Sefial real
Sefial con ZOH

sin(t)

3
t (segundos)

Figura 2-5: Reconstruccién de una senial por un retenedor de orden cero

donde wpsy €s la frecuencia méxima de la senal analdgica. T es el periodo de muestreo y w; es
. . 27

la frecuencia de muestreo que es igual a ws = T

El proceso de reconstruccién de la senal, puede realizarse en términos de renedores, cuya

aproximacion se directamente proporcional al orden de este. En el andlisis del presente trabajo

se manejan los retenedores de orden cero y uno.

2.3.2. Retenedor de Orden Cero

Un retenedor de orden cero es un modelo de reconstruccién de una senal muestreada de un
sistema en una senal constante a tramos. La dindmica del retendor de orden cero es decrita por

las ecuaciones (2.5)

zroc (t) = x (kT) ET <t<(k+1)T (2.5)

La reconstruccién de la sefial de salida se muestra en la Figura (2-5)

Cota maxima del error para retenedores de orden cero

Como se ha planteado en los objetivos de la tesis, el principal problema a tratar es la
estimacién de sistemas no lineales por MD cuando la salida disponible para entonar el observador
se obtiene por un muestreo de la senal, al establecer un muestreo de la salida disponible en

términos de retenedores (de primer o segundo orden) siempre existird un error entre la senal
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real y la senal reconstruida. Si se asume que el ancho de banda del sistema es finito y se satisface
el teorema de Shanon [16] este error serd acotado con una clara dependencia del periodo de
muestreo y de la mdxima componente frecuencial del sistema. Los dos siguientes Lemas muestran
la cota médxima posible para cada periodo de muestreo entre la sefial real del sistema definida
como y (t) y la senal reconstruida definida como ys ().

Para el retenedor de orden cero considere el siguiente resultado

Lema 7 Considere una funcion no lineal f (-) escalar con ancho de banda BW finito y com-
ponente frecuencial mdxima FT, entonces la cota superior para la diferencia mdrima entre la
salida de la funcion no lineal y (t) y la salida obtenida a través del retendor de orden cero ys (t),

en todot € [TK,T (K +1)], K € ZT U{0} estd dada por
ly (8) = ys O < befg T (2.6)

donde

Ui es una constante positiva
fo&  es el valor mdzimo de la funcion f (-) en el intervalo [Tk, T (k + 1)]

T  es el pertodo de muestreo

Prueba. Para un retenedor de orden cero existe una pendiente my tal que
191l < ma < £

por lo tanto
t

ly () — s @) = /y (1) dr —ys (TK) x (TK) (2.7)
KT

donde la condicion inicial ¢ para la integral en (2.7) estd definida como

¢=ys (TK)x (TK)
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por lo tanto substituyendo en la ecuacion (2.7) se tiene

Iy (8) — s (8)] = \

¢
Jy(r)ydr+c—c
KT

t
< [ mulldr < forFtT
KT

lo cual concluye la prueba. m

Es evidente dado el resultado obtenido que a mayor periodo de muestro y mayor componente

frecuencial del sistema, como es de esperarse el error obtenido sera mayor.

2.3.3. Retenedor de orden uno

Un retenedor de orden uno (ROU) es un modelo matemético para la reconstruccién practica
de senales muestreadas que puede ser implementada a partir de un conversor analégico digital
vy un integrador, la senal reconstruida es una aproximacién lineal en tramos de la salida real.

La dindmica de un retendor de orden uno puede ser descrita como:

o0

ft—nT
zrou (t) = Z x (nT) tri ( 7 >
n=-—o0
donde la funcién tri(-) se define como:
1— |z, lz] <1

tri(z) ==
0 otro caso

La reconstruccién de la senal se visualiza en la Figura (2-6)

Cota maxima del error para retenedores de orden uno

De igual forma para el retenedor de orden uno se realiza un analisis del maximo error posible

entre la senal de salida real y (¢) y la sefial reconstruida en términos del retenedor de orden uno

ys (1)

Lema 8 Considere una funcién no lineal f (-) escalar con ancho de banda BW finito y com-

ponente frecuencial mdxima FT, entonces la cota superior para la diferencia mdzima entre la
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Figura 2-6: Reconstruccién de la senial mediante un retenedor de orden uno

salida de la funcion no lineal y (t) y la salida obtenida usando la dindmica de un retendor de

orden uno ys (t), en todo t € [TK, T (K +1)] K € Z* U{0} estd dada por
ly (8) —ys )] < (f°+ FO) TFF (2.8)

donde

fo&  es el valor mdzimo de la funcion f (-) en el intervalo [Tk, T (k+ 1)]
T  es el periodo de muestreo

FO  es el valor de la pendiente en el punto t = KT

Prueba. Para un retenedor de orden uno existe una pendiente mso tal que
1y = wall < moT

por lo tanto
ly = w2l < [[AFYET =6 (KT) f (KT
< fOPTFT +16(KT) f (KT)|
fOYTFY + 16 (KT) f (KT)|
< fO+TE+ 4 FOTTE
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Finalmente

ly — ol < (fO+ FO)TF*

lo cual concluye la prueba. =

Los resultados obtenidos, sobre los mdximos errores posibles, serdn de importancia pri-
mordial en el desarrollo de las pruebas de estabilidad de los estimadores de estado que serdn
propuestos. Dado que la eficiencia en el proceso de estimacién estard dependiente del periodo
de muestreo y por lo tanto del error méximo posible entre las senales reconstruidas, el cual, se
plantea como acotado, dadas las caracteristicas de los sistemas dindmicos que se toman en la
presente tesis.

La cota del error obtenido por el retendor de orden uno, dada la dindmica de reconstruccién
de la senal es menor que la obtenida por el retenedor de orden cero, siempre y cuando se
satisfaga el Teorema de Shanon, como es posible observar en los resultados planteadas en el

Lema 1y Lema 2.
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Capitulo 3

Diseno de Observadores por Modos

Deslizantes

La teorfa de modos deslizantes ha sido ampliamente explotada en el diseno de obser-
vadores, por sus caracteristicas de convergencia en tiempo finito y robustez ante incertidumbres
paramétricas [9], [13]. Sin embargo, los resultados existentes estdn orientados a sistemas en
tiempo continuo y en menor cantidad a sistemas en tiempo discreto. Actualmente, no existen
resultados para esta teoria en sistemas cuyo esquema sea continuo pero su medicién discreta.
En el presente capitulo se analizan y proponen diferentes esquemas de observaciéon por MD para
sistemas no lineales cuya salida es discreta o muestreada. Se parte de un observador por MD
de primer orden, se presenta el algoritmo de super-twisting basado en el esquema propuesto en
[13] y se concluye con un anilisis de dicho esquema agregando a su estructura un término lineal
[1]. Las pruebas de convergencia se basan en el segundo método de Lyapunov desarrollado en
[1] tomando en cuenta los resultados de estabilidad descritos en el capitulo anterior. Debido a
la presencia de errores en la medicién derivados del muestreo de la senal, sélo es posible mostrar
convergencia en tiempo finito a una regién, cuya amplitud estd delimitada por el periodo de

muestreo.
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3.1. Observador para sistemas no lineales con salida muestreada

por Modos Deslizantes de Primer Orden

En este apartado se propone un observador basado en la teoria de modos deslizantes de
primer orden (MDPO), la estructura del observador es lineal, y su estabilidad es probada en
términos del segundo método de Lyapunov, la prueba de estabilidad permite delimitar la regién
de convergencia del observador. Es importante nuevamente subrayar que solo es posible obtener

convergencia en tiempo finito a una zona.

3.1.1. Clase de Sistemas no Lineales a tratar

Los sistemas no lineales que serdn estudiados en este punto de la tesis, estdn representados

por la siguiente ecuacién diferencial:

By = f (o) + g (@) ue + &
yr = h () +n; (3.1)
x (0) =z

donde el vector z (-) € R™ corresponde a los estados dindmicos del sistema no lineal, la senal
de salida del sistema y; € R (p < n) estd dado por la funcién h (-), u(-) € R™ (m < n) es una
perturbacién medible externa en el sistema. El vector & (t) € R” representa el conjunto de todas
las posibles incertidumbres asociadas a la dindmica del sistema. Finalmente, la senal n, € R?
representa las variaciones de la senal de salida asociadas con ruidos no medibles presentes en
los sensores.

Las funciones no lineales f(-) : R — R , g(-) : R*™™ — R y h(-) : R" — R son
continuamente diferenciables, esto es {f (:),g(-),h (")} € C*.

El sistema no lineal (3.1) cubre una amplia gama de sistemas dindmicos. Existen muchos
observadores disenados empleando técnicas como el esquema de Luenberger, algunas de las
ventajas implementando MD son facilmente predescibles, como la robustez ante incertidumbres,
aunque también existirdn ciertas desventajas como es el conocido chattering. Para obtener el

resultado es necesario asumir los siguientes puntos

» Al. La salida del sistema no lineal definida como y; en el sistema (3.1), no se encuentra
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disponible en todos los instantes de tiempo (posible consecuencia de su implementacién
en tiempo real a partir de convertidores de sefial). Sin embargo aplicando la teoria de
retenedores de sefial es posible mantenerla continua mediante un retenedor de orden cero,
cuya dindmica es descrita por la funcién indicador x (T'k) definida como
1 te[Tk,T(k+1))
X (Tk) :=

0 otro caso

(3.2)
keZtuo

Por lo tanto, la informacién usada en el desarrollo del observador es %, la senal de salida

reconstruida a partir del muestreo de la senal real

yt = h(z)
Ut = Ye=riX (Tk)

(3.3)

se puede observar que a pesar de tener una salida muestreada, la senal y; permanece

continua.

» A2. El sistema no lineal (3.1) nominal

Ty = f(z) + g (20) e
yr = h(z)

cuando las perturbaciones son cero (§, = n, = 0, ¥t > 0) es observable

s A3. La entrada externa al sistema es acotada

[Jue|| < ut
(3.4)

ut >0

» A4. Las funciones inciertas no lineales f (-),g(-),h () satisfacen las siguientes desigual-
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dades:
If (w¢) — Az|| < Ly

(g (z1) — B)ut|| < Ly (3.5)
| (2) = Cay|] < Ly,

con Ly, Ly, Ly € Ry Ly, Ly, Ly, > 0, las matrices A € """, B € Rl y C e RIX7. Kl
par (A, B) tiene que ser controlable, y el par (A, C) observable

» A5. Las perturbaciones externas del sistema en los estados £ (¢) y en la salida 1 (¢) estdn
acotadas en forma elipsoidal
&l <€ €8>0

(3.6)
[l <t nt >0

3.1.2. Estructura del observador no lineal

Tomando en cuenta las consideraciones que se presentan para el sistema no lineal (3.1), la

estructura del observador por MDPO propuesto es

iﬁ:t = A%y + Bu, + Ki, Z(0) given
dt el (3.7)

(& (t) = th — Cj?t

El error de estimacién se define como:
5,5 =Xt — it (38)

El siguiente Teorema, representa el resultado principal a la hora de implementar el observador
propuesto descrito por la ecuacién (3.7) basado en MDPO, tomando solo informacién muestrea-

da de la salida del sistema no lineal.

Teorema 9 Considere el sistema no lineal descrito en (3.1), donde la salida puede ser medida
solo en ciertos intervalos de tiempo t = kT (k € Z1TN0) con T que define un tiempo de muestreo
finito. El ancho de banda BW de la senal es finito. El periodo de muestreo es seleccionado de

tal forma que el teorema de Shanon se satisfaga. Usando el observador propuesto en (3.7), que
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usa informacion muestreada de las salidas y seleccionando la matriz K como
K :=kpP'CT k>0

entonces el error de estimacion del observador ajustado por la informacion disponible para cada

periodo de muestreo I' converge en tiempo finito a una bola Bs con radio equivalente a
Myt p
Bj := {5t I8 < 12} (3.9)
M3
con los pardmetros |1y, [y Y i3 definidos como

#1 = Amax (A1) Ly + Amix (M2) Lgu™ + 2k/m (0 + L +11%)
o = 2y/n (pT + Ly +nt)
pg = karAmm (P)

donde

+ . 4 A
o TrggoH yll

y P la solucion positiva definida de la ecuacion de Riccati
PA+ATP+P (AT + A +205) P+ Qo =0 (3.10)

con

Aj:(Aj)T >0, AjeR™", j:=1:3

Prueba. La prueba del teorema anterior puede ser revisada en el apéndice de la tesis. m

El resultado anterior muestra como elegir las ganancias, de tal forma que podamos entonar
el observador descrito por las ecuaciones (3.7) Sin embargo, a través de este teorema solo se
obtienen condiciones suficientes. Existen un grupo de cuatro condiciones necesarias para poder

encontrar una solucién para la ecuacién de Ricatti, las cuales se describen a continuacién:
Condicién 10 La matriz A debe der estable.
Condicién 11 El par (A, R1/2) es controlable, donde R = Al_l + A2_1 + 2A§1
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Condicién 12 El par (Q(l)/Q,A> es observable.

Condicién 13 Las matrices (A, Q, R) satisfacen la siguiente desigualdad

(ATR' — RTA)R(ATR™ — RA)" + Qo< ATR™'A (3.11)

=

Las condiciones anteriores ofrecen un método constructivo para la selecciéon de Qq. El valor
de lambda 1-3 queda previamente definido por el tamano de las perturbaciones que participan
en el sistema no lineal de segundo orden (3.1) y que estdn determinadas por la desigualdad
desarrollada en el apéndice. Notese que estos valores no son libres pero tampoco tinicos. Del
conjunto solucién para éstas matrices solo se seleccionardn aquellas que satisfagan la condicién
de que el par (A, RY 2) sea controlable. Una vez que se ha fijado el valor de R, el valor de
Qo puede obtenerse de la expresién (3.11) por un simple despeje. Si el valor de @y obtenido
satisface la condicién de que el par (Q[l)/ 2,A) es observable entonces se asegura la existencia
de la solucién positiva definida para la ecuacién modificada de Ricatti (3.10).

Por otro lado es evidente que la regién de convergencia depende del periodo de muestreo
de la senal, dado que el término ¢+, que aparace en el numerador de la regién de convergencia
(3.9) en los términos jiq y po, dicho término corresponde al méximo valor posible en un periodo
de muestreo de la diferencia entre y; y ¥, el cual depende del tipo de retenedor que se este
empleando. Resultado provisto por los Lemas 1 y 2, desarrollados en el capitulo anterior.

El teorema anterior da las condiciones suficientes para obtener el valor de la matriz P =
PT > 0, la cual permite obtener el valor de la ganancia K que serd utilizada en el disefio del ob-
servador basado en la teorfa de MDPO. La obtencién de tal ganancia completa uniquivocamente

el diseno del observador.

3.2. Observadores por Modos Deslizantes de segundo orden con

salida muestreada

Dentro de las caracteristicas que presentan los modos deslizantes convencionales (o de primer
orden) se encuentra la convergencia en tiempo finito del error de observacién, sin embargo

comunmente ligado a ésta teoria existe la presencia de chatering (6 castaneo). La teoria de
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Modos Deslizantes de Segundo Orden, reducen este problema y conservan la convergencia en
tiempo finito del observador. Para ser aplicados en primera instancia es necesario que la superfi-
cie cuente con grado relativo dos. En este apartado, se usa la técnica del algoritmo super-twisting
aplicado a sistemas de segundo orden mecdnicos. Siguiendo con la linea central de esta tesis:
sistemas continuos, cuya salida es discreta o muestreada (3.3). Se propone el andlisis de un esti-
mador de estados basado en el algoritmo propuesto en [13] y se muestra la versién para un caso
escalar, posteriormente se extiende el disefio para el caso vectorial. Tomando como referencia la
teorfa de Lyapunov desarrollada en [1], se muestra la convergencia de los observadores tomando
la presencia del muestreo en la inyeccién del error del estimador y perturbaciones en los estados

y en las salidas.

3.2.1. Algoritmo de Super-twisting para caso escalar
Clase de sistemas no lineales a tratar

El diferenciador basado en el AST, ha sido aplicado principalmente a sistemas mecénicos,
donde solo es posible tener acceso a la posicién del sistema. Tomando en cuenta este esquema
de observador, se realiza un es estudio de estabilidad considerando que la salida, que es el
primer estado es muestreada y reconstruida en términos de retenedores de senal. Para aplicar
el observador es necesario que el sistema bajo estudio, es decir, el sistema observado cumpla
algunas caracteristicas, las cuales se detallan a continuacion.

La clase de sistemas no lineales con perturbaciones en sus estados estudiados en este aparta-

do son descritos por las siguientes ecuaciones diferenciales:

T1t = Tot
Bop = [ (@, u) +& (3.12)
Yt = 11

donde, z; = [z14, 2247 € R? es el vector de estados, u; € R es la entrada de control aplicada
al sistema, la senal £, representa perturbaciones internas en la estructura del sistema y f () :
$2 — RN es una funcién no lineal discontinua que describe la dindmica del sistema. La solucién

a la ecuacion diferencial anterior se entiende en el sentido de Filipov [18], es decir
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¢2,t eF (mt,ut) + ft (3.13)

Para este apartado es necesario que el sistema no lineal (3.12) cumpla las siguientes carac-
terfsticas

Al. Las perturbaciones se encuentran acotadas en sentido elipsoidal
2 T
1€ellae <X, Ag=A¢ >0 (3.14)

A2. La salida del sistema estd dada por x1 ; que no puede ser medida durante todo el tiempo.
Esta salida solo puede monitorearse en intervalos de tiempo definidos donde 1" denota el periodo
de muestreo y satisface el teorema de Shannon. El estimador de estados presentado tiene una
aplicacién maés cercana a aplicaciones en tiempo real, donde el observador es implementado en
sistemas digitales como una computadora personal, en donde se necesita una versién muestreada
de la salida del sistema. Esta situacién se puede observar cuando se emplea un convertidor
analégico digital. La informacién digital obtenida es manipulada a través de un retenedor de
orden cero, cuya dindmica es descrita en (3.2). La salida usada para ajustar el observador de
estados se describe en (3.3). Se puede observar que a aplicar la funcién indicador, la salida g
sigue siendo una sefnal continua.

A3. La diferencia entre la funcién no salida valuada en los estados reales y valuada en los

estados estimados estd acotada
|f (:El,taxQ,taut) - f (jl,tvi‘Q,taut” S F+ F+ >0

Estructura del observador basado en supertwisting

La estructura de observaciéon propuesta para tratar con la clase de sistemas no lineales
arriba mencionados se basa en el algoritmo de supertwisting, el cual se describe por medio de
las siguientes ecuaciones diferenciales con discontinuidad en el lado derecho ():

d To + B A (Z14) sign (T
G = 2+ B1A (Z1,4) sign (Z1,¢) (3.15)

f (i.7 u, t) + /BQSign ('%1775)
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donde 2y = [Z14,22,4]T € R2 es el vector de estados del observador, 3 1 ¥ B9 son constantes que
servirdn para el ajuste del observador, A (-) es una funcién no lineal, donde la funciénA (-) se

define como

A(z) = 2|/

En las siguientes lineas se muestra el resultado del andlisis de la convergencia del AST cuando
se considera que la salida del sistema no es continua. La inyeccién del error para corregir las

trayectorias del observador se define como
Tip=T1p — L1y

donde el término Z1; es la salida empleada reconstruida por las dindmicas de retencién prop-

uestas por lo que es evidente que
T1t = X1t — Y
Tit=T1 — T1t — Yy

es la salida muestreada disponible del sistema no lineal 3.12. La ecuacién anterior que describe

la salida usada para ajustar el sistema también puede escribirse como
Tip=a10 — T1+ D¢

donde A; es el valor obtenido en los Lemas 1 y 2. Por lo tanto la ecuacién que describe la

dindmica del error es

Ty = T — Zi’i
Ex) = E9 — B1A(21) S (1) (3.16)
L3y = f(z,w) — f(Z1, Do) — BoS (T1) + &

El cambio de Z1; durante el tiempo puede ser expresado como

d d .
=i A 1
gL = T + Ay (3.17)
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El término A; aparece como consecuencia del muestreo de la senal. Considerando el uso de un

retenedor de orden cero, se asume una cota para este término de la siguiente forma:

Esta cota es finita dado que el ancho de banda del sistema bajo andlisis estd acotado, es decir
el sistema no tiene escape infinito. El resultado principal de esta seccién es resumido en el
siguiente teorema, donde se muestra como tienen que ser elegidas las ganancias para poder
satisfacer las condiciones de convergencia del observador. Las ganancias del observador son

calculados partiendo de una ecuacién cuadratica de la forma

P11 —pi12 A(Zo) S (Za)

Vi=V(2,2,t) = | (A(ZTa)S (Ta))" :f:g, 5
—P12 D22 g
= (¢
y la matriz P definida como
4e? 4o 2e

2e 1

cone,p>0

Teorema 14 Considere el sistema no lineal de seqgundo orden descrito en (3.12) donde la salida
(definida en las coordenadas generalizadas) [31], puede ser medida en intervalos especificos de
tiempo denominados t = kT (k € ZT U0) con T definido como un intervalo de tiempo finito. El
ancho de banda (BW ) de la senal se asume acotado. El periodo de muestreo es seleccionado de
tal manera que el teorema de Shannon se cumpla [16]. Usando el estimador de estados definido
en (3.15) que emplea informacion muestreada de la salida y seleccionando las ganancias del

observador B, y By como

51

(4e? +¢)
5, — (VBey100 — 7 + a2) (462 + o) em— 4e?F+ (3.18)
2 2(4e® + (4% + ) (4e? + (4e% + )
71 >0
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entonces la matriz Q1 es positiva definida

p1161 — 2p12 <F+ +8 ) —p11 — P12631 — 2p22 <F+ + 8 )
0 1 "+h 1 : (3.19)
—p11 — p1201 — 2p22F T — 2pa2 s p12 (1-T71)

y las trayectorias del error de observacion quedan confinadas a una bola Bs definida por

By = {a+ ] < mix (22,1) }

pp:=Tvt T>0
pg = p11v" (3.20)

_ Améx'/2 (P) Amin (Q)
‘= Amin (P)

Prueba. La prueba de este teorema es desarrollada en el apéndice del presente capitulo m

El resultado anterior, muestra como se deben seleccionar las gananciasn del observador de tal
manera que las condiciones del teorema se satisfagan. Esto significa, que siguiendo la seleccién
de las ganancias del observador sugeridas en (bla ba), la matriz descrita por la ecuacién (3.19)
serd positiva definida necesariamente. Al existir tal solucién, el observador convergers a la regién
dependiente del periodo de muestreo tal como lo indica la ecuacién (3.20).

El desarrollo de los resultados que se obtienen en esta tesis para el andlisis de observadores
por MDSO se basan en la funcién de Lyapunov publicada en [1]. Cabe resaltar que, la derivada
de la funcién de Lyapunov no existe en el punto cero, por lo tanto haciendo uso de los conceptos
de gradiente generalizado y subdiferencial proximal, es posible dar una conclusién sobre la
estabilidad del observador.

Un aspecto importante es el punto donde la derivada de la funcién de Lyapunov llega a tocar
el punto cero, en este punto la derivada no ésta definida. Por lo tanto, las trayectorias podrian
presentar un salto que provoque su salida de la regién de convergencia (tal y como lo preveé el
concepto de subdiferencial proximal) para posteriormente ser forzadas a entrar en ella por la
condicion (ref, dada en el apéndice de la tesis). El siguiente comentario explic formalmente este

concepto.

Comentario 15 Dado que, si la derivada de la funcion de Lyapunov V, = 0, no tmplica que

Vi es igual a cero, se tiene que analizar la posible discontinuidad en la trayectoria de V; cuando
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1 es igual a cero. De hecho

2
‘/t‘:fl:o = T3

Tomando en cuenta una suposicion que refiere a
o] < a3 (.21)
Lo cual implica que la bola de convergencia queda ahora definida como
Bj = {:it |Ze]| < max (%,p%,:nj)}

Como en el teorema se asume un sistema con escape finito, entonces es posible acotar la
trayectoria del sistema como en la ecuacuén (3.21).

Noétese ademads que, si no existe muestreo de la senal de salida del sistema no lineal, entonces,
como se observa en el teorema tendremos convergencia en tiempo finito al error igual a cero,

dado que p; = p; =0, y se tendria el resultado de [1].

3.2.2. Algoritmo supertwisting para salida muestreada (extensién al caso

vectorial)

Si definimos un nuevo sistema no lineal compuesto por pares de ecuaciones como las que
se describen en (3.12), es posible extender el resultado a una clase de sistemas no lineales
con 2n ecuaciones diferenciales, estructura clédsica por ejemplo de un robot manipulador con
n grados de libertad. Las consideraciones que se piden al sistema son similares que en el caso
escalar, de igual forma la funcién de Lyapunov propuesta sigue el desarrollo publicado en [1]. A
continuacién se describe maés a detalle la clase de sistemas no lineales que pueden ser analizados

bajo el esquema de estimacién del AST extendido al caso vectorial.
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Clase de sistemas no lineales de dimension 2n

La dindmica del sistema no lineal se describe mediante 2n ecuaciones diferenciales

Tit = Tptit
Tptip = fi (Te,ue) + &4 (3.22)

Yit = Tit, 1= 1, T

donde = € 8?2”, T = [T1,22, o Tn—1, Tny Tt 1y -y L20—1, mgn]T es el vector de estados del sistema,
fi(5,-) : R**™ — R es una funcién no lineal incierta pero acotada y derivable. &; , € R es una
perturbacién en los estados del sistema. Para tener una facilidad en el manejo del sistema, este

se reescribe como

d Lo .'Bﬁ

B = =
dt zg I (@, ue) + &4

donde z, y 3 estdn definidos como

T1¢ Tnt1t
. 1"2¢ Tn4-2.t
(L‘a = =
L -’I‘f'n,t ] L Lont
51‘771—&—1,15 fl (xt,Ut) +§1,t
x‘ﬁ = =
Ton—1 fo—1 (@, w) + &1y
=®2n,t 1 L fn (.’L’t, ut) + gn,t

Se asume que el sistema no lineal descrito (3.22) cumple las siguientes caracteristicas, nece-

sarias para poder aplicar el observador basado en el AST extendido al caso vectorail.
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Al. El conjunto de todos los controles no lineales admisibles esta dado por el conjunto

yadm .— {u: HutH2 < Vo + 1 thH?\u < OO}
Ay =A} >0, A, € RV

vo,v1 € RT

A2. Las perturbaciones son acotadas de la misma manera que han sido tomadas para los
casos de estudio anteriores. La cota superior para las perturbaciones puede ser observada en la
ecuacion (3.14).

A3. La salida del sistema representada por el conjunto [z1,z2, ..., Z ] N0 se conoce en todo
el tiempo. Esta salida es muestreada partiendo de un retenedor de orden cero a partir de la

funcién indicador x (k) descrita en (3.2) de tal forma que la salida disponible del sistema es

T _
Y = |zt T2t - Tpg

?jT = ytT:TKX (TK)

Nuevamente se considera una salida muestrada y reconstruida en téminos de retenedores,

como la informacién disponible para poder entonar el observador

Observador para un sistema 2n dimensional basado en el algoritmo de supertwisting

La estructura del observador por modos deslizantes de segundo orden (MDSOV) se basa en

el AST y se describe como
Sy = = (3.23)

donde s7 y s se definen como:

f1(Z,u,t) Basign (T1,)
. fo (&, u,t) Bysign (Ta2,t)
52 (xa,2g) = . —
L In (jauvt) i L B2n8ign (.’l_ﬁn,t) i
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El estimador de estados es una copia del sistema con 2n pardmetros de correccién determinados

como 31, ..., By,. En forma compacta el El sistema puede ser reescrito de la siguiente forma

d. _d| g
_— t E— =
dt dt 25 F (&, u,t)
4 (3.24)
Q 0 A(Zq
0 Qo Inxn
con los siguientes pardmetros
Q1 = dlag [517537 '”7/82n—1]
QQ = dlag [/32a /347 "'15271]

A (:Z‘OC) = diag [)\ (fl,t) s A (fgﬂg) , ...,)\ (i‘gn_17t)]
1/2

)\ (-i'r,t) = ‘-i"r,t , T = 29 — 1, 7=

1
S (Zq) := [sign (Z1,4) ,sign (Tat) , ...,sign (ZTn,¢)]

El conjunto de informacién disponible para entonar el estimador de estados se compone de los
términos

To =Ta — Ta

donde T, es la informacién reconstruida del sistema en base a las mediciones discretas que se

pueden tomar, de esta manera el error de observacién queda definido como

To = To — Ta + L

El término A; permance acotado, dado que se pide que el sistema tenga ancho de banda finito

y que el Teorema de Shannon se cumpla.
1A < o™

El resultado principal de esta seccién es descrito en el siguiente teorema, donde se dan condi-

ciones de suficiencia de las caracteristicas que tiene que tener las ganancias del observador para
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lograr convergencia en tiempo finito.

Teorema 16 Considere el sistema no lineal descrito en (3.22) donde la salida (definida en las
coordenadas generalizadas) [31] puede ser medida en intervalos especificos de tiempo denom-
inados t = kT (k € Zt U0) con T definido como un intervalo de tiempo finito. El ancho de
banda (BW ) de la senal es acotado. El periodo de muestreo T es determinado tomando la cota
superior para el BW definida por (BW™ ). Por lo tanto, usando el estimador de estados definido
en (3.24) que usa informacion muestreada de la salida y seleccionando las ganancias Q1 y g

del observador de tal forma que las matrices Qo y Q1 sean positivas definidas

Qu=laij], i,j=1,2
— Py +Pult Py
2P0 (3.26)
qi2= q21:%A (Zay) " [~Qf PratP11+2P2s)
g22= —A (Tay) " (Pr2—P12I "' Ppy)

qu=A (i‘a,t)_l

Q2:=la;j], i,j= 1:4 , az1=aja= —P1

a11= a14= a23= a4= 0

a32= a34= a41= Gg2= a43=0 (3.27)
az1= ai3= —P12Q2, age=T7"

azz=T5', aas= P2l'1 Pao+PosT2Poo

entonces el error de observacion del estimador de estados propuesto usando salida muestreada

del sistema converge a una bola Bg definida como

By i= {ar s @l < £ + ¢}
(67

pi=(+7)vt, e RT
Amin'/? P mi

_ Amin /mln(Qo)} .
Amin P

a

Prueba. La prueba del teorema se presenta en el apéndice de éste capitulo m
Las ganancias pueden ser obtenidas si se encuentra solucién a las desigualdades matriciales

Q1 y Q2. Como es de esperarse nuevamente el teorema muestra que la calidad de la estimacién
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traducida en el aumento del radio de la bola Bs decrecera si el periodo de muestreo T se
hace mas grande. De contrario es posible encontrar convergencia en tiempo finito a la regién
del error delimitada por cero. Nuevamente el valor del pardmetro v* se determina en base a
los Lemas 1 y 2, desarrollados en el capitulo anterior. Dadas las condiciones del sistema, la
necesidad de tener un menor tiempo de muestro en este resultado es evidente, debido al nimero
de estados involucrados, las ecuaciones diferenciales que describen la dindmica del sistema
dependen, cada uno de todos los estados. Por ejemplo hablando de un robot manipulador el

efector final dependerd de las posiciones de cada uno de sus eslabones.

3.3. Observador por algoritmo de super-twisting con término

lineal

Finalmente se presenta un resultado complementario aplicando el AST, el cual mezcla el
término del error cldsico de un modo deslizante, es decir la funcién discontinua, y el término de
un observador tipo Luenberger. Este esquema de observacién fue presentado en el trabajo de
[1], mismo trabajo donde se desarrollan las funciones de Lyapunov que hasta este momento han
sido aplicadas para las pruebas de estabilidad del observador basado en el AST tomando en
cuenta medidas discretas de la salida. Para el andlisis de estabilidad, de igual forma que en los
casos de estudio precedentes, es necesario que el sistema no lineal bajo estudio cumpla ciertas
caracteristicas. Para el problema de observacién empleando el AST con término lineal (ASTL)
considere el sistema no lineal descrito por las ecuaciones (3.12), estudiado en la seccién del
observador por AST para el caso escalar. Las consideraciones que se piden para el sistema son
las mismas que fueron planteadas para el caso escalar con perturbaciones en sus estados y en
la salida, actoadas en forma elipsoidal (ecuacién (3.14)) y la salida del sistema muestreada con
un retenedor de orden cero (ecuaciénes 3.2 y 3.3) considere el siguiente esquema de estimacién

de estados [1]

L1t = Tot — k1 |'f1,t|1/2 sign (.’Z‘Lt) — kggﬁljt (3 28)
To = —kasign (1) — kaZ1y

La ecuacién anterior corresponde al algoritmo de supertwisting agregando un término lineal en

su estructura, dicho término serd mas fuerte cuando la dindmica del observador se encuentre
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alejada de la dindmica real del sistema. Cerca de las dindmicas del sistema, la funcién sign tiene
mayor aportacion en la disminucién del error de observacién El resultado de la convergencia
de este esquema de estimacién se describe en el siguiente teorema, con la adecuada seleccién de

ganancias, es posible lograr que el estimador de estados converga a una regién.

Teorema 17 Considere el sistema no lineal de seqgundo roden e forma vectorial descrito en
(3.12) donde la salida (definida en las coordenadas generalizadas) [31], puede ser medida en
intervalos especificos de tiempo denominados t = kT (k € ZT U0) con T definido como un in-
tervalo de tiempo finito. El ancho de banda (BW) de la senial es acotado. El periodo de muestreo
es seleccionado de tal manera que el teorema de Shannon se cumpla. Usando el estimador de
estados definido en (3.15) que usa informacion muestreada de la salida y seleccionando las

ganancias del observador cumpliendo las siguitentes condiciones

k‘l >0
4€2k1
+2
€1 (3.29)
ks < —k%

ko > —

€1,€2,63 >0
y kg tomando la solucidn positiva de la ecuacion cuadrditica
ak? +bkys+c=0 (3.30)
con los pardmetros

a:= —ielk‘;’
b = (k:l)’kgél (2 — kJQ) — iélk%kjg)
C:.:= —%Elk%k% + 6162]€%]€% — 4]€%k%82 + %klk%é‘% (2 — k2>2 =+ ki’kgé‘l (2 — kQ) ko — €3
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de tal forma que las matrices Qp y Q1 sean positivas definidas, donde Qg se define como

Qo:=lqisl, 4= 1:3

qu1 = kiks + k3

Q22 = 3k1k3 + kak3

G55 = ki (3.31)
g1 = qu2 = & (+2koks + 2k3ks — kskd — X5 'k3k3)

G32 = q23 = 3 (—kika — 2k1ks)

¢13 = q31 = —2k3 + 2k3 — 2k}

y Q1 queda definida como

a11 = 2kokq — Ny 'k2kZ — A3 k3K2
age = —A; k3 — 22" ky

(3.32)
ag3 = 2kyg + ko — /\glk%
az1 = a12 = 5 (—kiko + kiko + 2k1ky)
asg — a9y — % (—Qk% - k%k4 - 2]434)

a13 = ag1 = 2kg + ko — /\6_1k%

entonces el error de observacion usando la informacion muestreada de la salida (con periodo

de muestreo T') converge a una bola Bs con radio

2
Bs = {i“t 17 < méx <<61> 762>}
a7 (6]

A2 min (P) Amin (Qo)
a= Améx (P)
ag := Amin (P) (3.33)
1= AT
By = (A + Az + Az + A+ As + Ag) (1)
NeERT,  i=T16
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Prueba. La prueba del teorema se muestra en el apéndice del capitulo =

Si la seleccion de las ganancias se realiza conforme a lo estipulado en el Teorema anterior,
se puede garantizar que las matricer Qg y (1 sean positivas definidas, por lo tanto la regién de
convergencia a la que el error de estimacion llegara estard delimitada por el radio 6. Al momento
de agregar el término lineal en la estructura del AST se pierde convergencia en tiempo finito,
el error de estimacién convergera a la bola Bs de forma exponencial de forma maés rdpida que

el cldsico AST.
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Capitulo 4

Resultados Numeéricos

Los esquemas de observacién presentados pueden ser aplicados a sistemas mecédnicos cuya

forma general se describe como
M(q)i+Clg,9)q+g(g)+d=r (4.1)

donde g € R™ es el vector de coordenadas generalizadas, M (q) es la matriz de inercia, C (g, §)
es la matriz asociada a las fuerzas de Coriolis y fuerzas centrifugas, g es el vector de fuerzas
gravitacionales, d es un término de incertidumbre en el modelo y 7 es el vector de control
producido por los actuadores del sistema.

El capitulo estd dividido en dos seccions. En la primera seccién se presentan los observadores
disenados por modos deslizantes de primer orden y los basados en el esquema de supertwist-
ing aplicados a un sistema de péndulo simple; en la segunda seccién se aplica la extensién al
caso vectorial del observador de supertwisting. Empleando en todos los esquemas la medida
muestreada del sistema, que se podria ver como consecuencia natural de implentar los obser-
vadores en tiempo real, donde es necesario una conversién analégica digital para obtener los
valores correspondientes del sistema fisico a partir de los sensores disponibles para efectuar esta
tarea. El tiempo de respuesta del sensor determinard el tiempo de muestreo para las medidas

de la senal.
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m-g

Figura 4-1: Péndulo Simple implemantado en las simulaciones

4.1. Descripcion de los modelos matematicos

A continuacién se da una descripcién de los modelos usados para las simulaciones: un pén-
dulo simple y un manipulador de dos grados de libertad.
4.1.1. Péndulo simple

Considere la imagen de la Figura (4-1) que corresponde a la descripcién fisica de un péndulo

simple, cuyo modelo se constituye por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

T1 = X9
1 MqgL Vs
To = U 2? sin (z1) — 2 +& (4.2)
y=1I

donde x1 = 0 es el dngulo de oscilacién, o = 0 es la velocidad angular, M es la masa del
péndulo, g es la fuerza gravitacional, L es la longitud del péndulo, J es el brazo de inercia, Vj

es el coeficiente de friccién viscosa del péndulo y &, es una perturbacién acotada.

4.1.2. Modelo de un manipulador de dos grados de libertad

Para ilustrar el comportamiendo del observador mostrado en (3.24) (Observador de Super
Twisting para caso vectorial) se implementa el resultado en un sistema no lineal referente a un

robot manipulador de dos grados de libertad (Figura 4.1.2). Las matrices del modelo mecanico
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que describe su dindmica M (q), C(q,q4) y g (q) estén dados por:

M (q) = (m1+mg) 17 malyly (s1sa+c1cp)’
malily (s152 + 0162)2 mﬂ%
. —malil (c152+s1¢2) 0
Clg,q)= (4.3)
0 —malyls (0182 + 8102)

— (m1+me) l1g9s;
9(q)=

—malagsy

donde s; = sin (0;) y ¢; = cos (0;) .

Robot manipulador de dos grados de libertad

4.2. Resultados de estimacion para el péndulo simple emplean-

do el retenedor de orden cero

Los pardmetros utilizados para el modelo (4.2) en las simulaciones son: las condiciones
iniciales fueron escogidas para el modelo como x19 = 3y x20 = —1, 190 = =3,y Z20 = —6

para los observadores. Los pardmetros del péndulo son : m; = 1,1kg, L = 1m, g = 9,81 (sz) y

Vs = 0,18]“; 2. Para efectos de simulacién, la perturbacién es expresada como:

& = 0,5sin (2t) 4 0,5 cos (5t) (4.4)
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Magnitud (dB)

Figura 4-2: Analisis frecuencial del modelo que describe la dindmica de un péndulo simple

4.2.1. Anadlisis frecuencial para los diferentes tiempos de muestreo

La Figura (4-2) muestra el analisis frecuencial de la salida del sistema descrito por la ecuacién

(4.2). Las componente maxima es aproximadamente

4.2.2. Comparacién de los esquemas de estimacién para los diferentes esque-

mas de observacion

El observador por MDPO fue entonado usando el siguiente vector de ganancias

7
80

K:

para el observador por supertwisting MDSOL las siguientes ganancias fueron propuestas para

su funcionamiento

k1 =9, ko=10, k3 =3, ky =12

Tomando ks = k4 = 0, el observador toma la forma del algoritmo cldsico de super twisting
(MDSO) ([32] y [1]). El periodo de muestreo para el retenedor de orden cero fue de 0,01 se-
gundos usando un método de integracién de paso variable ode45. Es importante resaltar que la
comparacion entre diferentes observadores es un aspecto dificil de mostrar, por la eleccién de
ganancias, es posible que el observador por MDPO muestre un mejor desempeno. Sin embargo,
un aumento en sus ganancias para lograrlo se traducirfa en un sobretiro mayor. Es por esto

que se trato de buscar cierto equiilibrio para presentar los resultados de las siguientes gréficas.
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Figura 4-3: Estimacién de la posicién del péndulo para los tres esquemas de observacién prop-
uestos: a) Modos deslizantes de primer orden (FOSM), b) Modos deslizantes de segundo orden
(SOSM) y c)Modos deslizantes de segundo orden con término lineal (SOSML)

Para los algoritmos basados en supertwisting se usaron las mismas ganancias. Una vez aclarado
este especto se muestran los resultados obtenidos. La Figura 4-3 muestra el comportamiento
de los tres observadores aplicados a la estimacién del modelo del péndulo mostrado en 4.2.
En primera instancia se muestra la posicién del péndulo, podemos ver que como es el estado
medible y tomando en cuenta que el periodo de muestreo es pequeno, entonces los tres es-
quemas logran estimar el estado, para el observador por MDPO la presencia del chattering es
evidente. En lo que respecta a los algoritmos basados en supertwisting, en primera instancia
el fenémeno del castaneo es reducido y como ya se ha demostrado en trabajos previos [33] el
observador que tiene un término proporcional al error alcanza la trayectoria real del sistema
antes que el observador cldsico de supertwisting estudiado en [13]. Para tener una perspectiva
mas clara de las trayectorias seguidas por los esquemas de observacién, antes de alcanzar las
trayectorias reales del sistema se realiza un acercamiento a su dindmica. Este acercamiento se
puede observar en la Figura 4-4 Para la estimacioén de la velocidad del péndulo, los resultados de
simulacién muestran que el agoritmo desarrollado por MDPO no tiene un buen desempeno, las
trayectorias reales del sistema son reproducidas parcialmente, al igual que en la estimacién de la

posicion, es posible aumentar las ganancias del observador de tal forma que se observe un mejor

63



Posicién del péndulo
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Figura 4-4: Acercamiento de las trayectorias de los esquemas de observacién

desempernio. Sin embargo, esto implicaria un sobretiro mayor y el aumento en la amplitud del
chattering. En la Figura 4-5 la linea continua negra presenta la dindmica del sistema original, la
linea azul punteada hace referencia al observador por MDPO, se observa un sobretiro grande y
el chattering, caracteristica cldsica de un MDPO. La linea punteada roja muestra el desempeno
del observador por MDSO, se puede lograr una mejor convergencia ajustando las ganancias
correspondientes. La principal diferencia de este esquema es comparada con el observador por
MDSOL (linea verde punteada), la convergencia de este ultimo es més répido por el término
proporcional al error que es més fuerte lejos de las trayectorias reales, una vez alcanzada la su-
perficie cercana a cero (consecuencia del muestreo de la sefial) del error de observacién, los dos
esquemas tienen un comportamiento similar y amplitud del castaneo en la superficie desaparace
parcialmente en relacién al resultado obtenido por el esquema de primer orden. Para visualizar
mejor el desempeno de cada uno de los esquemas de estimacién de estados presentados, se hace

un acercamiento a los primeros tres segundos de simulacién. Este aspecto puede ser visualizado

en la Figura 4-6.
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Figura 4-5: Estimacién de la velocidad angular en el modelo del péndulo simple. a) Modos
deslizantes de primer orden (FOSM, b) Modos deslizantes de segundo orden (SOSM) y ¢)Modos

deslizantes de segundo orden con término lineal (SOSML)
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Figura 4-6: Acercamiento de las trayectorias de los esquemas de observacion para el estado 2
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Figura 4-7: Resultados de simulacién para el esquema por modos deslizantes de primer orden
(FOSM) para diferentes tiempos de muestreo a) Posicién del péndulo b)Velocidad del péndulo

4.2.3. Anadlisis del observador por Modos Deslizantes de primer orden (MD-

PO) para diferentes tiempos de muestreo

Hasta este punto, han sido comparados los desempenios de cada uno de los esquemas estudi-
ados para un mismo tipo de muestreo. A continaucién se hace un andlisis particular para cada
observador con diferentes tiempos de muestreo de manera que se pueda observar la variacién
en su comportamiento dependiendo del periodo T

La Figura 4-7 muestra el comportamiendo del observador por MDPO, se observa en primera
instancia la posicién del péndulo comparando tres diferentes tiempos de muestreo. Se consider-
aron T'= 0,001, T'= 0,01 y T'= 0,1, se observa que las trayectorias de los observadores siguen
el mismo patrén. Existe una notable diferencia en la amplitud el chattering conforme el tiempo
de muestro aumenta, cumpliendo los resultados propuestos en el teorema correspondiente. La
amplitud de la zona de convergencia dependerd directamente del periodo de muestreo con el
que adquiramos la senal de salida para inyectarla en el observador. La segunda Figura indica
la velocidad del péndulo, donde el esquema por MDPO no alcanza a reproducir eficazmente
las trayectorias reales del sistema. La norma del error se observa en la Figura 4-8, el radio de

convergia del estimador se observa mds claramente. La diferencia entre el muetreo a 0,001s y

66



Norma del error de estimacién FOSM

Norma con T=0.001
== Norma con T=0.01
 Norma con T=0.1

Norma
o
T

4
t (segundos)

Figura 4-8: Norma del error de estimacion

0,01 no es muy clara, pero es proporcional al chattering que presenta el sistema.

4.2.4. Analisis del Observador por Modos Deslizantes de Segundo Orden
(MDSO) para diferentes tiempos de muestreo

En los resultados obtenidos por el esquema por MDPO, la presencia de esta caracteristica,
afecta significativamente la calidad de estimacién del sistema del péndulo. Es por esto que
el algoritmo de super twisting logré tener mejores resultados a pesar de la deficiencia en la
medicién de la sanal de salida. En la Figura 4-9 se describen los resultados obtenidos para
tres diferentes periodos de muestreo, los mismos utilizados en la seccién anterior para checar el
comportamiendo del observador de primer orden. Primero se describe la posicién del péndulo,
no hay presencia de chattering en las simulaciones, el comportamiendo es notoriamente mejor
que el esquema anterior, a pesar de un muestreo relativamente amplio que se simula con 10
mediciones por segundo, que para sensores destinados a la medicién de posicién es un tiempo
muy grande a comparaciéon de su capacidad de respuesta. Légicamente, en comparacién con
periodos més grandes (0.01 y 0.1) se observa una variacién respecto a las trayectorias del sistem
original. La grafica b muestra la velocidad del péndulo, donde es més claro el efecto de muestrear

a 0.1, dado que el estimador no alcanza a reproducir totalmente las trayectorias del sistema. La
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Figura 4-9: Estimacion de los pardmetros del péndulo usando el AST para diferentes periodos
de muestre0 (0,1, , 0.01,0,001 s) a) Posicién del péndulo b) Velocidad del péndulo

norma del error de observacién se observa en la Figura 4-10, la regién de convergencia dismiuye
al aumentar el periodo de muestreo del estimador.Para analizar la zona, a la que el error de
estimacién converge se realiza un acercamiento a la Figura anterior en el drea en que los errores
llegan a la zona de convergencia, esta aspecto es posible visualizarlo en laFigura (4-11)La Figura
4-12 describe el comportamiento de la funcién de Lyapunov y la regiéon de convergencia a la que
las trayectorias del estimador llegan, una vez dentro de la zona de convergencia, las trayectorias
de la funcién de Lyapunov permanecerdn en ella. La grafica muestra un acercamiento de las
trayectorias reales, para poder ilustrar claramente este punto. Todas estas gréficas, exhiben el
comportamiento del observador tomando en cuenta diferentes perdiodos de muestreo, en todas
es evidente que a mayor periodo de muestreo la calidad en la dindmica del observador decrecera,
las Figuras 4-13 y 4-14 muestran el diagrama de fases del error de estimacién para los periodos
de muestreo empleados en las simualciones. En estas grificas es mds claro la regién o bola
de convergencia a las que las trayectorias del error convergen. La vecindad cerca del origen
aumenta a medida que el periodo de muestreo de la senal aumenta, dado que la reconstruccién

de la senal provee un mayor error entre la senal real y la senal muestreada.
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Figura 4-10: Norma de los errores de estimacién del observador por super twisting para periodos
de muestreo de 0.1, 0.01 y 0.001
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Figura 4-11: Acercamiento a la regién de convergencia del error de estimacién
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Funcién de Lyapunov usando MDSOL (ROC)
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Figura 4-12: Trayectorias de la funcién de Lyapunov para los periodos de muestreos usados en
las simulaciones del péndulo.
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Figura 4-13: Diagrama de fases del error de estimacién para periodos de muestreo de 0.1 y 0.01

segundos
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Diagrama de Fases (ROC)
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Figura 4-14: Diagrama de fases del error de estimacién para periodos de muestreo de 0.1 y 0.001
segundos

4.2.5. Analisis del Observador por MDSOL para diferentes tiempos de muestreo

Al implementar el término lineal en la estructura del observador (ecuacién 3.28), se pierde
convergencia en tiempo finito. La principal ventaja es lograr un menor tiempo de convergencia,
esta es en forma exponencial, ya se ha explicado el comportamiento del término lineal, que es
mas fuerte que el termino de discontinuidad cuando las trayectorias del observador se encuentran
mas lejos de las trayectorias reales del sistema. Por otro lado el término de discontinuidad es
més fuerte cerca de las trayectorias reales del sistema. La Figura 4-15 muestra los resultados
de simulacién del observador de super twisting con término lineal tomando en cuenta falta de
medicién en la salida por instantes de tiempo relativos al periodo de muestreo. La convergencia
es mas rapida si los comparamos con la Figura 4-9, la gréfica a muestra la posicién del péndulo
y la grifica b la velocidad. En ambas, el comportamiendo es igual al algoritmo por MDSO solo
cambia el tiempo de convergencia. Una vez que el observador alcanza la trayectoria del sistema,
el comportamiento de ambos observadores es similar. En la Figura referente a la norma de los
errores de estimacién obtenidos para los distintos periodos de muestreo (Figura 4-16) al ser
comparada con la Figura 4-10 se observa un comportamiento similar. La tnica diferencia es

el tiempo de convergencia de los observadores.La Figura (4-17) realiza un acercamiento a a la
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Figura 4-15: Estimacion de la velocidad del péndulo por Modos deslizantes de segundo orden
con término lineal para periodos de muestreo de 0.1, 0.01 y 0.001. a)Posicién del péndulo b)
Velocidad del péndulo
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Figura 4-16: Norma de los errores de estimacién del observador por super twisting con término
lineal para periodos de muestreo de 0.1, 0.01 y 0.001 segundos
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Norma del error de estimacioén por MDSOL (ROC)

Norma
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Figura 4-17: Acercamiento a la zona de convergencia de la norma del error de observacién ||x|]
para periodos de muestreo de 0.1, 0.01 y 0.001 segundos

zona de convergencia, es posible observar que en comparacién con el algortimo STA clésico, la
velocidad de convergencia es menor, y la amplitud de la zona es similar. Las trayectorias de la
funcién de Lyapunov son exhibidas en la figura El diagrama de fases del error de observacién

para el observador por MDSOL se ilustra en las Figuras (4-19) y (4-20).

4.3. Resultados de estimacién para el péndulo simple emplean-

do el retenedor de orden uno

En el capitulo 3, se calculé la cota para el cambio en el error de estimacién producto del
muestreo de la sefial partiendo de un retenedor de orden cero y orden uno, para esté iltimo
claramente se observé que el valor maximo es menor que el obtenido para el retenedor de orden
cero. Este resultado es consecuencia de la dindmica de los retenedores, puesto que el de orden
cero solo mantiene la senial entre instantes de tiempo donde se adquiere la sefial, mientras que el
retenedor de orden uno hace una aproximacién de la trayectoria entre dos puntos de la medicién.
A continuacion se presentan los resultados de los observadores usando un retenedor de orden
uno. La Figura 4-21 muestra el comportamiendo de la estimacion de la posicién para los tres

esquemas de observacién propuestos en este trabajo, un retenedor de orden uno es aplicado

73



Funcién de Lyapunov usando MDSOL (ROC)
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Figura 4-18: Trayectyorias de la funcién de Lyapunov para el observador por MDSOL a difer-
entes tiempos de muestreo.
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Figura 4-19: Diagrama de fases del error de estimacién para periodos de muestreo de 0.1 y 0.01
segundos
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Figura 4-20: Diagrama de fases para periodos de muestreo de 0.1 y 0.001 segundos para el
observador por MDSOL

para muestrear la salida y ser inyectada en los términos de correcciéon de cada algoritmo de
estimacion. El periodo de muestreo fue tomado como Ts = 0,01 el mejor desempeno se obtiene
para el esquema por SOSML con una convergencia més rapida y una reduccion del switcheo
en la superficie del error. Para evitar un nimero elevado de gréificas, se presenta una tabla
donde se hace un resumen de los resultados obtenidos para comparar la aplicacién de las dos
formas de retener la sefial (ROC y ROU). Posteriormente, se dan los resultados detallados
de comparaciéon de ambas dindmicas de muestreo tomando el peor caso, es decir, el periodo
de muestreo mds grande utilizado en las simulaciones que fue de 0,1 segundos. La forma de

comparar los resultados de simulacién se hizo tomando el indice de desempeno siguiente

T
ind:/||50t||dt
0

El tiempo de simulaciéon méaximo fue de 10 segundos. En la tabla siguiente, se puede observar que
la acumulacién del error para el ROC es mayor que el de ROU en cada valor del periodo tomado
en particular. No existe una variacion significativa cuando con el menor periodo de muestreo,

puesto que casi se puede ver como una senial cuasi continua. Sin embargo, para los dos periodos
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Figura 4-21: Resultados de simulacién muestreando la salida con un retendor de orden uno con
un periodo de muestreo Ts = 0,01. a)Estimacion de la posicién del péndulo, b)Estimacién de
la velocidad del péndulo

de muestreo restantes ocuapados en las simulaciones si se observa un mejor desempenio cuando

se muestrea con un retenedor de orden uno. Solo hay una excepcién, como se visualiza tomando

el observador por MDPO con un periodo de muestreo de 0.1 segundos. El error acumulado

es mayor para el ROU, sin embargo, es por la presencia del chattering que se presenta este

caso particular. En la seccién siguiente se da la simulacién para comparar las trayectorias del

sistema.

Norma del error de Estimacion

T, =0,1s T, =0,01s T, =0,001s

Esquema || ROC ROU | ROC ROU | ROC ROU
MDPO || 11.01 11.33 | 11.39 11.24 | 11.24 11.23
MDSO | 6.933 6.473 | 4.079 3.516 | 3.814 3.513
MDSOL | 4.535 3.85 | 1.319 0.7084 | 1.083 0.6687

76

(Tabla 1)



a) Posicién del péndulo

4
3 Modelo X,‘ t
P e FOSM ZOH con T=0.1
g 21 FOSM FOH con T=0.1
= M
c ' -
() N i M
= oF
7] & 4
O 1
o 3
2k
3 L I | | I L I | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t (seconds)
b) Velocidad del Péndulo
10
sl Modelo x,
oA e FOSM ZOH con T=0.1
3 T FOSM FOH con T=0.1
© 4
=
22
‘o
8o
9 2
>
4
3

4 5 6
t (seconds)

Figura 4-22: Comparacién del efecto del muestreo con un ZOH y un FOH con un periodo de
muestreo de Ts = 0,1s a)Estimacion de la posicién del péndulo, b) Estimacién de la velocidad
del péndulo

4.3.1. Resultados de la implementacién del ROU en el observador por MD

de primer orden

Tomando el peor caso de muestreo, se presenta en la Figura 4-22 la comparacién del esquema
de observacién por MDPO con la dindmica de un retenedor de orden cero y un retenedor de
orden uno. Se observan las mismas trayectorias en la estimacién del primer estado. Sin embargo,
el ROC presenta chattering en su estructura. Para la estimaciéon del segundo estado de la
dindmica del péndulo se vuelve a presentar el mismo problema, las trayectorias son las mismas,
no se alcanza a reproducir completamente la trayectoria del sistema. Cuando se usa un ROC
claramente se ve la presencia de chattering con una amplitud mayor que en el caso cuando
la salida es muestreada por el retenedor de orden uno. El indide de desempeno se muestra
en la Figura 4-23, por la presencia del castafieo en las trayectorias del observador, hay una
contradiccion clara a pesar de que el error acumulado al usar un ROU es mayor, claramente en

las simulaciones se ve que el estimador con la salida muestreada por un ROC es menos eficiente.
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Figura 4-23: Comparacién del indice de desempeno del observador por FOSM cuando la salida
es muestreada a 0.1 s empleando un ZOH y FOH

4.3.2. Resultados de la implementacién del retenedor de ROU en el esti-

mador por modos deslizantes de segundo orden

Al comparar los resultados de implementar las dos dindmicas de retenciéon propuestas en
el esquema de estimacién por super twisting [13], se observa en primer plano la reduccién del
castaneo, comparada con el estimador de primer orden. Las trayectorias del sistema, empleando
el retendor de orden uno en el peor caso estudiado, son mas suaves que las que presentan
los resutlados siguiendo la dindmica del retenedor de orden cero. La Figura 4-24 muestra la
simulacién para un tiempo maéaximo de 10 segundos. Se muestra la estimacion de la posicién
del péndulo en la primera grifica, y en la segunda la dindmica de la velocidad del péndulo. En
estd iltima al muestrear por un ROU, se alcanzan relativamente més rapido las trayectorias del
sistema original. La Figura 4-25 muestra el indice de desempeno de los observadores, la norma
del estimador con ROU en casi todos los instantes de tiempo se encuentra por debajo de la
norma del estimador muestreando con un ROC. Los valores escritos en la tabla 1 concuerdan
con las simulaciones. Como en los casos anteriores se realiza un acercamiento a la zona de
convergencia para observar que pasa con las trayectorias del error de estimacién, es posible

apreciar como dicha zona disminuye si el periodo de muestreo es menor (Figura (4-26)).La
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Figura 4-24: Estimacion de la posiciéon y velocidad del modelo del péndulo usando MDSO y
reconstruyendo la senal de salida en términos de un retenedor de orden uno para diferentes
periodos de muestreo a) Estimacién de la posicién, b) Estimacion de la velocidad
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Figura 4-25: Norma del error de estimacién usando el retenedor de orden uno
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Norma del error de estimacion por MDSO (ROU)

Norma con T=0.1
—----"Norma con T=0.01
we Norma con T=0.001

Norma

oot vt .,

t (segundos)

Figura 4-26: Acercamiento a las trayectorias de la norma del error de estimacién para diferentes
periodos de muestreo (ROU)

Figura (4-27) describe las trayectorias de la funcién de Lyapunov y muestra de igual forma la
zona de convergencia del observador, mientras que la Figura (4-28) exhibe el diagrama de fases
del error de estimacion.La Figura (4-29) muestra la comparacién de la zonas de covergencia del
diagrama de fases del error de estimacién usando los dos diferentes tipos de retenedores, el ROC
y el ROU para un mismo perdiodo de muestreo, es evidente que la zona de muestreo disminuye
si se reconstruye la senal en términos de un ROU y es de esperarse, dado que ésta realiza una
aproximacion lineal de la salida del sistema entre cada perdiodo de muestreo, mientras que el
ROC mantiene una senal constante, por lo que el error va creciendo hasta que llega el siguiente

perdiodo de muestreo.

4.3.3. Resultados de la implementacién del retenedor de ROU en el esti-

mador por modos deslizantes de segundo orden con término lineal

Para concluir con esta seccién se presenta la comparacion de las dindmicas del estimador
por MDSOL usando las dos dindmicas de muestreo estudiadas. En la Figura 4-30 se visualiza
los resultados de simulacién. Para la primer grifica se tiene la estimacién de la posicién del

péndulo. La convergencia es mds rdpida y se nota mayor eficiencia al usar el ROU, por el tipo

80



Funcién de Lyapunov usando MDSO (ROU)

10R
Lyapunov T=0.1
Y R Lyapunov T=0.01
s Lyapunov T=0.001
8h
74
6H
g s
=
41
3l
! H\Jum mej\h Mﬂﬂm UMMM JJ\JJMM
1
0 ‘ ‘ ) ‘ I ‘ ‘ ) Ji\” ‘ l’
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t (segundos)

Figura 4-27: Trayectoria de la funcién de Lyapunov usando un ROU

Diagrama de Fases (ROU)

0.5-

-0.5 0 0.5 1

error X,

Figura 4-28: Diagrama de fases del error de estimacién para el péndulo usando MDSO para
periodos de muestreo de 0.1 y 0.001 segundos
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Comparacioén de convergencia entre el ROC y el ROU (T=0.01)

----DF ROC
——DF ROU

251

error X2

0.5F

-051

! I ]
-0.5 0 0.5 1
error X,

Figura 4-29: Comparacién entre la zona de convergencia del error de estimacién del péndulo
usando MDSO y retenedores ROC y ROU

de reconstruccién de la senal al igual que en los casos anteriores. La segunda gréafica muestra
la estimacién de la velocidad del péndulo. Finalmente en la Figura 4-31 se muestra el indice de

desempeiio para las dos retenedores muestreando a 0.1 segundos.

4.4. Resultados de simulaciéon para el caso vectorial

Para las simulaciones del robot manipulador de dos grados de libertad descrito por las

ecuaciones diferenciales 4.3, se usaron los siguientes pardmetros

S

Las condiciones inicales del modelo fueron cero

z(0); =z(0)y; =z (0)3 =2(0), =0
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Posicién del péndulo

Modelo x, |

—— SOSML con T=0.1
""" SOSML con T=0.01
—— SOSML con T=0.001

Position (rad)
G A o o v o»

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t (seconds)

Velocidad del Péndulo

Modelo x, ,

—— SOSML con T=0.1
5~ | mme== SOSML con T=0.01
| —— SOSML con T=0.001

Velocity (rad/s)

t (seconds)

Figura 4-30: Estimacién de los pardmetros del péndulo usando un ROU a) Estimacién de la
posicién. b) Estimacién de la velocidad

Norma del error de estimacion SOSML

Norma ZOH con T=0.1
===="Norma FOH con T=0.1

Norma
o

t (segundos)

Figura 4-31: Comparacién de la norma del error para el observador por MDSOL, usando ROC
y ROU
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Las ganancias utilizadas para entonar el estimador por super twisting fueron tomadas como

20 4 0
Q) = Qo =
0 5 0 11

La Figura 4-32 muestra los resultados numéricos. Fueron implementados tres periodos de mue-
stro diferentes para checar la eficiencia del estimador (0.1, 0.01 y 0.001 segundos). La primera
grifica de la figura muestra la dindmica de la posicién del primer eslabén del robot manipu-
lador, a diferencia del péndulo al momento de aumentar el periodo de muestreo a 0.1 segundos,
las trayectorias reproducidas siguen el patrén de la dindmica real del sistema. Sin embargo
la calidad decrece en comparacién con periodos mas pequenos. La segunda grifica muestra la
dindmica de la velocidad del primer eslabén para los mismos periodos de muestreo. Se tiene
mucha oscilacién en la dindmica del observador: Las graficas ¢ y d de dicha figura muestran
la posicién y velocidad del segundo eslabén del robot manipulador. Se sigue el mismo patrén,
entre menor sea el periodo mejor serd el ajuste del observador a las trayectorias del sistema. El
indice de desempeno del observador se puede apreciar en la gréfica de la Figura 4-33, es claro

que a un periodo de muestreo de 0.1 segundos la regién de convergencia es mayor.

4.4.1. Resultados empleando un retenedor de primer orden

Comparando el uso de los dos retenedores con un mismo periodo de muestreo, es evidente
que al implementar la dinamica del retenedor de orden uno se logra obtener mejores resutlados
numéricos que con la dindmica del retenedor de orden cero. La Figura 4-34 muestra las simu-
laciones tomando en cuenta el peor periodo de muestreo ocupado a lo largo de ese trabajo. La
primera gréfica muestra la evolucién del primer eslabén del robot manipulador; mientras que
la segunda muestra la dindmica de la velocidad. La oscilacién en las trayectorias del observador
son mayores usando un retenedor de orden cero. La grafica ¢ y d muestra las mismas carac-

terfsticas en la dindmica del estimador para la posicién y velocidad del segundo manipulador.
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a)Posicién del primer brazo del manipulador byvelocidad del primer brazo del manipulador
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Figura 4-32: Simulacién del robot manipulador de dos grados de libertad con periodos de
muestreo de 0,001, 0,01 t 0,1s.a)Posicién del primer eslabén b)Velocidad del primer eslabén
c¢)Posicién del segundo eslabdn d)Velocidad del segundo eslabén
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Posicién del péndulo

Norma a 0.001s

————— Norma a 0.01s
e Norma a 0.1

Position (rad)

1 (seconds)

Figura 4-33: Norma del error de estimacién para los periodos de muestreo utilizados.

Finalmente la 4-35 muestra el indice de desempeno del estimador usando los dos retenedores

estudiados.
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Posicién (rad)

Velocidad (rad/s)

Figura 4-34: Simulacién del robot manipulador de dos grados de libertad usando un FOH y
un ZOH. a)Posicién del primer eslabén b)Velocidad del primer eslabén c)Posicién del segundo
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Figura 4-35: Norma del error comparando el uso del retenedor de orden cero y el retenedor de
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Capitulo 5

Conclusiones

Con el presente trabajo se han presentado y analizado diferentes esquemas de estimacion de
estados para sistemas de segundo orden no lineales basados en la teorfa de modos deslizantes,
tomando en cuenta la deficiencia de la mediciéon de salida en todos los instantes de tiempo.
A lo largo del trabajo se presentaron tres observadores, uno disefiado por modos deslizantes
de primer orden, y dos observadores por modos deslizantes de segundo orden, especificamente
basados en el esquema de super-twisting, el tercer esquema agregando un término lineal. Estos
dos basados en resultados ya existentes [11], [33].

En trabajos previos, dentro del drea de modos deslizantes no se tiene registro de esquemas
similares al propuesto en esta tesis (sistema continuo-salida muestreada-estimador continuo).
Este aspecto si es analizado a detalle se puede presentar en cualquier aplicacién en tiempo real.
En el caso del muestreo de la senal se presentaron dos dindmicas: el retenedor de orden cero y
el retenedor de orden uno. Se estudié su comportamiento y se implementaron en los esquemas
de estimacion. En el capitulo 3 se desarrollaron las cotas para el error méximo entre la salida
real del sistema y la salida obtenida con los retenedores. De ésta forma se pueden tener casos en
que la dindmica del retenedor de orden cero podria tener un mejor desempeiio que el retenedor
de orden uno, aunque este aspecto es proporcional al periodo de muestreo.

Para el observador de primer orden por modos deslizantes se propuso un andlisis de Lya-
punov para encontrar el radio de convergencia del estimador de estados. Se probé convergencia
en tiempo finito a una regioén, el radio de la regién de convergencia depende directamente de las

cotas obtenidas para la dindmica de los retenedores de orden cero y orden uno que es propor-
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cional al tiempo de muestreo. Para los observadores basados en super-twisting, se tomaron los
resultados obtenidos para la convergencia del algoritmo super-twisting desarrollados por [33].
La funcién de Lyapunov fuerte estudiada en este trabajo fue tomada como base para mostrar la
convergencia de los esquemas de estimacién en base al error méximo provisto por las dindmicas
de los retenedores. Se determiné el radio de convergencia para éstos esquemas de observacién,
logrando convergencia en tiempo finito para el caso del algoritmo de super twisting puro, y
convergencia exponencial para el algoritmo de super twisting con término lineal.

Una vez obtenidas las pruebas se implementaron, los esquemas de estimacién en tres mod-
elos dindmicos no lineales: un péndulo simple con friccién viscosa para el caso de los esquemas
escalares (sistemas de segundo orden) y un modelos para el caso vectorial, un robot manip-
ulador de dos uniones (2 grados de libertad). Se probaron diferentes tiempos de muestreo,
donde claramente se pudo visualizar como la extensién del radio de convergencia aumentaba
proporcionalmente al periodo de muestreo. En total se tienen en las simulaciones tres diferentes
periodos de muestreo (a 0.1, 0.01 y 0.001 segundos). El observador de primer orden presenté
chattering, como es de esperarse en esta teorfa, cuya amplitud también demostré proporcional-
idad en referencia al tiempo de muestreo. Para los observadores por modos deslizantes de
segundo orden, este fenémeno se vio ampliamente reducido, las trayectorias fueron més suaves.
Su eficiencia como se observé en la tabla uno depende de dos factores, el periodo de muestreo
y el retenedor que se esté empleando. La diferencia con el observador al que le fue agregado
un término lineal radica en el tiempo de convergencia, que alcanza mas rapido las trayectorias

originales del sistema no lineal.
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Capitulo 6
Apéndice

Para realizar las pruebas de convergencia de los observadores mostrados en este capitulo, es

necesario considerar los siguientes dos lemas para obtener los resultados finales de cada teorema

Lema 18 Considere una funcion candidata de Lyapunov
Vo= P&

donde
-

§ = [ xg A (1) S (21)

La derivada de esta funcion en las trayectorias del sistema no lineal f (x4,t) estd dado por

Vi< AN (1) €/ Q¢ +p (6.1)

con Q =Q" >0, entonces la derivada de la funcion de Lyapunov toma la siguiente forma

Améx'/? (P) Amin (Q)
A min (P) VVitp

Prueba. Trabajando con el término —A~! (Z1) &, QE, se tiene

€Iz = 12213 + A (1) S (z1)|* > ||A (@)
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Ademsds se puede probar que

Vi < Amin (P) [[¢]?
Con los dos resultados anteriores se llega a

VvV,

> S —
e 2 S
Por lo tanto
. 1/2
A (@) < Amin*/“ (P)
vV
Finalmente 1/2
Amin™/“ (P) Améx (Q) 2
Vi< —
t o \/Vt Hét” +p
A mi P) Amf
<_ min ( ) mm(Q)Vt—i-p
Amin (P)V;
Améx'/? (P) Amin (Q)
= Amin (P) VVitp

Y el lema es probado =

Lema 19 Sea Vi una funcion no negativa que satisface la siguiente desigualdad diferencial

Vi < —an/Vi +

donde o >0 y B >0 (B =0 significa una salida continua). Entonces

[1—u/\/ﬁ]+ — 0

con

p=pB/a

y la funcion [-], definida como

z if z>0

0 if  2<0
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Prueba. Defina una funcién G como

2

Gy = {\/Vt*/t]

+

Tomando su derivada podemos obtener

L WV, VYV a
Gy = N Vi= N * (-a/Vit+p)

:_alv; [1_\/%L<1_apm)

si p = B/a+ ¢ llegamos a la siguiente ecuacién

G =—a W[l_\/l%L(l_u\/_Vj) <0 (6.2)

Por el teorema de Weiershtass la desigualdad anterior implica que G; converge (puesto que

es una funcién no creciente y acotada por debajo), es decir, Gy — G < oo para t < T. La

integracion de la ecuacién (6.2) con limites de integracién de 0 a 7" implica que

GTG0<aO/T\/Vt[1\//%]+<1M\/Vt5>dt

se cumple que

T
p p—e
VVill - — 1-— dt < Gg—Gr <G
“0/ t{ mL( m) 0=

Dividiendo sobre Ty tomando el limite superior en ambos lados de la desigualdad podemos

T
—— 1 n n—e
1 — VVil|ll — — 1-— dt <0
TEE;TO/ t[ WtL( Wz) =

por lo tanto, existe una subsecuencia t; tal que

obtener finalmente

0 < Vy, Gr, [1 - M\/_Vj 0
+
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Gr,

k_>0

Tomando que G* = 0, que es equivalente al hecho de que

H—e
1- —0
-,
lo cual completa la prueba m
Prueba del Teorema 9. Tomando las definiciones del sistema no lineal (3.1), la estructura
del observador propuesto en (3.7) y la definicién del error de observacién d; en (3.8) podemos
describir la derivada del error de observacién 5t como:

€t

575:f+9($t)ut+€t—f4@t—But—K||et|| =

AZCt—Axt+f($t)+B—B+ut
=A$t+f(ib“t)-I-But-i-g(xt)ut-i-ft—A@t—But—KHZ%Hﬂt—C@t

usando las cotas para las funciones no lineales f (-),g(-),h () descritas en (3.5) se tiene

f(x) = f(z) — Amy
g(zt) =g (z) — B

La derivada del error de observacién toma la siguiente forma:

€t

e

0r = AS+ f () + G (w) we + & — K (6.3)

Se define la siguiente funcién candidata de Lyapunov
1 2
V=5 owllp

Tomando su derivada y sustituyendo la ecuacién (6.3) para la derivada del error se tiene

U = 61P§, = 5T P <A5t+f(xt>+§<ﬂft>“t+ff‘KHZH)
€t

et

N (6.4)
= §TPAS, + 6T Pf () + 6] P§ () we + 6] PE, — 6] PK
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Aplicando la siguiente desigualdad, cuya demostracion es presentada en ([34])
X'Y+Y'X<X'AX+YT A Y (6.5)

se obtiene
STPf (x1) < 6] PALPS + [T () AT f (w2)

5ZP§ (act) Ut < 6TPA2P(5t + (~ (.%' ) Ut)T A2—1§ (.%'t) Ut
0] P&, < 6] PA3PS, + &/ A ¢,

Sustituyendo en la ecuacién (6.4)

. - 2
Vi < 6T (PA+ ATP)§, + 6TPATLP6, + Hf (xt)’ )
1

LSTPAS P, + 3 (a0, [l + T PA; P, + €4
(Ut —yt +yr — Coy + Cay — Cﬁt))
T (¢t PK< Y -
Q 1@ - Cz @)l

Recordando que la ecuacién de salida del sistema es y = h(z) + 1 (t) y las definiciones men-

cionadas (3.5) podemos llegar a

V; <87 (1) (PA+ ATP)§ () + 67 (t) PATIPO (¢ +Hf Hil

(6.6)

(t

+8T (1) PAy P8 (1) + 113 (2 (6)) 13, lu (0)[13, + 7 (1) PAZ P8 (8) + (1€ ()13
n(
n(t)

s ( <> )+ <>+Ca<>)
[ (20 @ +0 ) +hG) + o)

Donde Ay es la diferencia entre la salida muestreada y la salida tedrica continua del sistema.

Definiendo

¥ (t) := Ay (t) + 1 (t) +h(x)
La ecuacién (6.6) toma la forma

Vi < 6T (t) (PA+ ATP)§ (1) + 67 () PATYPS (1) + Hf(:c (t))| ’

0T () PATPS () + 1|3 (= ()13, Ilu (I3,

+0T (t) PA3 ' PS (t) + [|£ (1) |33 — 07 (t) PKG (|,Gl(/}¢(t(1)++cc§5(t()t))\|)

Ay
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Tomando en consideracién que PK = kCT, es posible aplicar la siguiente desigualdad [35]

P (t) +C6(t)
Gl @) +Ca@)l

26T (1) CT < ) > kay |18 (8)]] — 2%/ |G (1)

Tomando las cotas para la dindmica no modelada del sistema no lineal

~ 2
< s (A1) || F 2 (0)

y la definida en (3.5) obtenemos

V (t) < 8T (t) (PA+ ATP) S (t) + 07 (£) PATIPS () + Amax (A1) Lf
46T (£) PAS PG (£) 4 Amax (A2) Ly (u)? + 87 (£) PAZ P (£) + Amax (A3) €T
—kan [16 )] + 28/ (18,1 + |7 @)]| + In (0)])

Trabajando con el término ko ||0 (¢)]] es posible llegar a

kar (15 (8)]] = kaa\/aT (£) P12 (P=1) PY25 (¢) < kathmin (P) VV (1
Sustituyendo el resultado anterior llegamos a

ST (t) (PA+ATP+ P (AT + A" +2051) P+ Qo) 6 () +
)\méx (Al) Lf + )\méx (AQ) Lgu+ + 2]{:\/5 (30+ + Lh + 77+) - ko‘l)\ml’n (P_l) V (t)

Si la ecuacién de Ricatti PA+ ATP+ P (A1_1 + A2_l + 2A3_1) P+ Qo = 0 tiene solucién positiva

definida es posible obtener finalmente la siguiente ecuacuén

V(t) < py + kpg — kpg/V (1)

donde
1 7= Amax (A1) L + Amax (A2) Lgu™ + 2ky/n (o™ + Ly +n7)

fo = 2y/n (" + L + ™)
Uz = ko Amin (P_l)
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considerando el resultado obtenido en el lema 19, el error de observacién ¢ (t) converge a una

bola Bs delimitada por
+
Bs = {& 16| < “’1“2}
H3

y esto concluye la prueba. m
Prueba del Teorema 10. Se propone la siguiente funcién fuerte candidata de Lyapunov

- A(Zo)S (Za
V.= V(.i't’,f;,t) =] (A (Zfa)S(ﬂ_ja))T i’; } P11 P12 (Za) S (Za)

—Pp12 P22 zg

Tomando la derivada de la funcién de Lyapunov y sustituyendo la dindmica del error de esti-

macién se obtiene

. . d _ . L B d _
V = 2p11A (531) A (:731) — 2p12A (fl) S (i‘l) al‘g — 2p12A (1‘1) S (:L‘l) To + 2$2p22$$2

Definendo las siguientes variables

- 1 . d N
A (CCOé) = WS (CC]_) @ (.’,U]_ + Aﬁ]_)
e

|Z1¢ d/
A(Za) = $A71 (31) S (21) 5 @1+ ATy

Sustituyendo la dindmica de las trayectorias del sistema no lineal (3.1) se tiene

V = puiS (1) (@2 — B1A (1) S (#1)) + puiS (71) %Ai:l — 2p1oA (71) S (1) (F (Ze, uz) — BoS (F1) + gt)

—p12oA™H(Z1) T2 (T2 — B1A (1) S (Z1)) — pr2A ™ (71) fz%Afl + 2Z2p22 (F (@4, us) — oS (T1) + ft>

Desarrollando términos que se encuentren dentro de paréntesis es posible llegar a la siguiente
ecuaciéon
V < puiS (1) F2 — puiBiA (Z1) + puaS (21) %Afﬁ
—2p1oA (1) S (T1) F' (4, ue) + 2p12A (1) By — 2p12A (71) S (71) &,
—p12AT (Z1) T3 + p12d251S (T1)

_d . . . . . _ .
—p1aA~1 (Z1) To &A:El + 2Topan F' (T, ur) — 2T2p22B2S (T1) + 2T2p22éy
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Multiplicando la ecuacién anterior por A~ (Z1) A (Z1) y agrupando términos obtenemos

P (71) A (£1) B2 — pubiA () A (71) + puS (71) ATy
—2p12A2 (21) S (Z1) F (Z¢, ur) + 2p12A2 (T1) By — 2p12A% (21) S (1) &,
—p12$2+p12$251 (Z1) S (71)

+279 A (T1) pooF (T4, ug) — 2%2pazBal (Z1) S (Z1) 4 289 (1) p2ok,

Tomando la cota para el error en la dindmica del sistema no lineal F (T, us) < F+

—2A~1 (fl)plgAz (i‘l) S (i’l) F (:it, ut) < AL (i’l) 2 |p12| A2 (i‘l) F‘JF
2A—1 (fl) ToA (i‘l) S (fl)pQQF (ft, ut) S (fl) < 2A1 (.Tl) ToA (:Z‘l) ’pgg‘ F

Asi se llega a la siguiente expresion

' p11B1 — 2p12F T — 2p12By + 2p12T5 "t —p11 — praBy — 2pa2 (FJF + 52)
V<-A(m)¢" ) ¢
—p11 — p12B1 — 2p22Ft — 2p2afy pz (1-T71)
d d 2
—AZ AT [ | = AZ
+Dp11 7t T1|+ ('dt 1 )

que es equivalente a escribir

Vi< —A71 (@) (¢TQC—Tv") + puv

Seleccionando las ganancias como se describe en las ecuaciones 3.18, la matriz @) es positiva

definida y la expresién anterior por el Lema 14 puede ser descrita como

m:—a(\/vt—m)*H?Q

Siguiendo el Lema 19 se obtiene convergencia a una bola B delimitada por el periodo de

Bs := {i‘t |2 < méx (%7P1>}

muestreo y definida como
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con
p :=Tvt

P2 = p1111+

~ Améx!/? (P) Amin (Q)
“= Amin (P)

Esto concluye la prueba. m
Prueba del Teorema 12. Considere la siguiente funcién como candidata de Lyapunov
. Py =P A(Zo) S (Za)
Vs V(i t) = | (A(2)S(2a)T ) e
—Pa Py Zg

(A(Za) S (2a))T Pi1A (7a) S (o) — ZLPLA (2a) S (za) — S (Ta) " A(Za) Phis+ TP
=8 (Za)T A (Za)T PriA (20) S (Ta) — 28 (Za) | A (20)T Pradip + | 35]3,,

Siguiendo el segundo método de Lyapunov por diferenciacién directa se obtiene la siguiente

ecuacion

V =28 (2,)TA(3,)T PH% (A (Za)S (Ta)) — 2% (A (Za) S (Fa))T Proiis

_ - d_ i )
—25(Za)" A (Za)T Plzafﬂﬁ + 2 <:L“,3, P22dtxﬂ>

Considerando la definicién del error de observacién Z; := x; — T3, podemos obtener la dindmica

del error:
5715 =Tt — .’f]t
d,_d, d
at T att T a™
d Ta B g3 fg
di Ts F (w4, uy) F(2,u,t)
Q 0 A(z,
-1 SR ETEN
0 QQ Inxn
T Q 0 Az,
_| | S (Za) S ()
F (&4, uy) 0 Q9 Inxn
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Sustituyendo la dindmica del error en la derivada de la funcién de Lyapunov:

V= 25 (7a)T A (2)T P15 (A (2)S (20) — 20 (A (20) S () Puss

—98 (70)T A (Za)T P2 (F (22, ut) — DS (Fa) + gt) ) (mﬁ, Pas (F (22, ut) — DS (Fa) + gt))

Tomando en cuenta las definiciones usadas en la ecuacién (3.24)

T

¥ = 28 (#a)T A ()" Py (A(aza>8<:za>+A<xa>s<xa>)2( A ()8 (70) ) Pryig
+A (74) S (2a)

—2S (-’l_fa)T A (i'a)T P12 (F (.%'t,ut) — QQS ({Z'a) + ‘St) +9 (jB,PQQ ( F (xt; Ut) ))
— 25 (Za) + &

Considerando los intervalos donde la funcién signo es constante, la funcién de Lyapunov se

reduce a

V =28 (%) A (Za)" Piih (7)) S (Za) — 28 (Ta) AT (Za) PraZs

AT
—QS(i'a)TA(:Ea)TPH(F(mt,ut) QQS($Q)+§t)+2<x5,P22< (4, ) QQS(:EQ)+§t))

donde:
. _ d . _ d _
_ sign (Z1,4) 7 —Z1 sign(ZToy) — g Ty sign (Zp,¢) d—wmt
A (o) = dia L A L
a g — 1/2 ’ _ 1/2 ’ _ 1/2
2|z 4] 2 |Zg 4| 2| Tt
1 1 1 1 d
= —diag , sy diag <:Ea> diag (S (7))
2 |j1,t|1/2 |f27t|1/2 |i‘n,t|1/2 dt
1 1 1 1 d
= —diag , s diag (S (7)) diag <$a>
2 ‘th‘l/Q |§72,t|1/2 |z + 1/2 dt
1 1 1 1 d
= —diag , e diag (S (%)) diag < (To + Aia)>
2 |j17t|1/2 ‘3327t|1/2 |-’fn,t|1/2] dt
Si definimos
1 1 1
A~ = diag , -
[‘xl,t‘l/2 |i2,t|1/2 ’xn,t‘l/2]
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esto conduce a
; 7 YT A (7T —14; d 2 YT A (7T —14; d .-
V =S (Za)" A(Zo)" P11 A 'diag %ma +S(Za)TA(Zo)" PriA™ diag ﬁAxa

dt dt
—2S8(Za)T A (Z)T ProF (24, us) + 2S (Za)T A (Za)T P28 (Za)
-2S (fa)T A (fa)T Piog, + 2f5P22F (wt, ut) — Qi'ﬁPQQQQS (fa) + Qi'ﬁPQth

d d
—diag (gza> A7 Pois — diag <A.%a) A1 Pyig (6.7)

Recordando que

d 5 ~ _ _
Zpla =g~ A (Za) S (Za)

y sustituyéndolo este tltimo resultado en (6.7)

V =8 (%) A (Ta)T PuA~ (25 — A (Ta) S (Za))
—(Fp — A (Ta) S (o))" A1 Praiig
d d T
+S (fQ)T A (Lf’a)T PHA*lf (A:fa) — fAZI?a Ailplgifﬁ
dt dt
—2S (fQ)T A (ii’a).r PlQF (%t, 'LLt)
+2S (Za)" A (Za)T P12228 (Za) — 25 (Za)T A (Za)T Pr222¢;

—|—2:Z‘5P22F (l’t, ut) — QfﬁPQQQQS (ﬂ_ja) + 2.’%5P22£t
Desarrollando términos

V =8 (%) A(Za)T PuA~" (25) 75 — S (Za)T A (Za)T PUAT QA (Z4) S (Fa)
d
By A Profig + ST (Fa) AT (Ta) Qf A Praiig + S (Za)T A (2a)T PHA*l% (AZy)

-
— (;tA.’Z'a> A71P12j5 —2S (i’a)T A (ii‘a)T P12F~' (iBt, ut) 4+ 2S (.fa)T A (.’ia)T P15Q5S (il_fa)

—25 (.fa)T A (i‘a)T Pngft + QZEBPQQF (ZCt, ut) — Q.fﬁpggQQS (fa) + 25:5P22£t
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Agrupando nuevamente
: . _ . d . d N\ i -
V = S(IEQ)TA(l'a)T PHA (:L'a) & (Al‘a) — %Aﬂja A PIQZEB
P + 2P 5 (=P — Qf Pro) { A (Za)S (Za)

—ATM | (A (Z0)S ()T 7T
(A (Za) S (Za)) B} (=P —Q Pr) Py

—2S (:fa)T A (:Ea)T Plgﬁ (:Ct, ut) —2S (:fa)T A (i"a)T Plegft

B

+2{f5P22F (act, ut) — 2@51322928 (fa) + 2‘%5P22§t
aplicando la desigualdad de lambda en los siguientes términos

—2S(Za)T A (Z0)T PioF (24, ur) < 4S (Za)T A (Za)T Prol'1 PioA (Za) S (Za)
+F7 (¢, ut) Fl_lﬁ’ (¢, ur)
=25 (%) T A (Zo)" P1222&; < A4S (Ta)T A (Zo)T P12Q2T9Q2PiaA (Zo) S (Zg)
+€/ T3¢,
23 Pos ' (w1, ur) < AT Pool'sPogiiy + FT (wy, ug) T3 F (e, ur)
275 Py S (o) < 475 P22l 4Q2 Pos
273 Px0¢, < 4555P22F5P22ig +&/ T35,
FS ()T A (o) P (70) 2 A (30) 2 4 (M)
< S (Za)T A (Za)T PiiA () Y2 TeA (20)"V2 PLA (Z4) S (Z4)

d et g d
(AZo) " A (Za) VPTG A (Z0) 1/2% (AZ)

+% :
- <;tm:~a> A(Zo) 2 A (o) TV Praiig
d . . - i d

< o (AFa) T A (Za) 7 (20) T2 4 (A)

+ ) ProA (Ta) P T7 A (T0) /2 Praig

Definiendo el vector v, como
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y sustituyendo en la ecuacion (6.8) obtenemos
- 1T d
V<-A <¢t Qv — <Hdt(

Donde las matricez Q1 y Q2 se definen como

9= 3 (=P — Qf Pro)
3 11— Q4 Pro
[ 4PLT Py 0
+ P12 Py
0 rit+r;t
Q2 = 0 0
0 0

d ..
gt i Hdt (85)
6

)) + 0, Qamy
I'z

P11 + 2P0 + PuleP 5 (=P — Qf Pio)

Pig + Pl M Pry

0
F2—1 —|—I‘5_1

Tomando el resultado mostrado en el Lema 18 se tiene

V<

siguiendo el Lema 19 se tiene que

con los siguientes pardmetros

pi=(Tg'+T7)v"

~ Amin'/2 PAmin (Qo)

(67

Lo cual concluye la prueba. m

Amin P

0

0
0
4Pyol'3 Pag + 4 P20f )2
x4 Q9 Poo
+ P25 Poo

Amin'/2 P\ mi
_ Amfn : mm(QO)\/V%—p
Amin P




Prueba del Teorema 13. Se propone la siguiente funcién candidato de Lyapunov desar-

rollada en [33]

1 1 2
Vv (a;) = 2ks ‘i‘lf + k‘4§:% + 5&3% + B (k‘l ’f1|1/2 sign (151) + ko1 — $2>

calculando su derivada y desarrollando términos se llega a la expresién

V (a:) = 2kssign (Cfl) %fl + 2k471 %fl + x99
k‘%sign (fl) %.@1 + k1ko |fl‘1/2 sign (i’l) %51 — k1 ‘.fl|1/2 sign (fl) To

- 1=1/2 = d - 2~ d ~ = s —=1/2  d - d ~ .
ks 717 T1501 + k3T 571 — kaT1Ze — k1 |Z1] / To g T1 — koTo 3 T1 + T2ad2
Tomando la definicién del error de observacién en la ecuacion (3.17)

V (iL‘) = 2k3sign (51) (:i]l + %Awl) + 2kaTq (S'Ul + %A:Ul) + Todo
k‘%sign (f’l) (.Tl + %A.Tl) + k1ko |f1‘1/2 sign (.fl) (:L‘l + %A$1) — k1 |3_S'1|1/2 sign (i‘l) T9
+k1ko |§31\71/2 Ty (@1 + %Am) + k321 (41 + %Am) — koZ1To

—k1 \fl\_1/2 z (&1 + %Am) — ko (@1 + %Am) To + Todo

sustituyendo el algoritmo de super twisting y desarrollando términos obtenemos la siguiente

expresién

V (2) = 2ks |21 Y2 |71 sign (21) wg — 2k1ks |21 Y2 |72 |2 |2

1/2 1/2 1/2 1/2 -

sign (fl) + 2k4 |i’1|_ |i’1| T1X2
2k ky |21 |7V |21 | V2 |21 Y2 sign (21) — 2koka |71 V2 212 21

1/2 (-~ 11/2

—2kskoTq ‘i'1|_ |i’1|

—ks |21 Y2 |21 |2 sign (1) mo — ka |71V |21 Y2 22 4 K2 |7 | Y2 |20 |V sign (7)) 2o

k32| T2 || YR e | kokd |z | YR (] sign (71) 71

—-1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

|Z1]
1/2

|Z1]
1/2

sign (fl) To — k%kz |$E1|7
1/2 1/2

+k1ka |71

|Z1]
1/2

|Z1]

V213112 |z V2 sign (21) + kaks 21|72 31|V |74

1/2

—klkgi'l ‘i’ll_

—1/2 1/2 sign (i‘l) To + k1ks |i‘1|_1/2 T1XT2 — k%kg;ilsign (i‘l)

1/2 1/2

+kaky |Z1] |Z1] 77 |Z1]

—kk323 (21 72+ kR |2 TV 3 VP 2w — kaka (3|72 2]V (3] sign (3)
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—kak3 || T2 @1 |V 53+ ksk3E |2 |7V |2 | P sign (@)

1/2 1/2 - -1/2 1/2 1/21‘%

+kak |Z1| 72|21 B — k|7

—-1/2

|Z1]
—1/2

|Z1]™

—HC% ’.f1| 1/2 Tosign (i‘l) + kokq |531|71/2 |SE1| |SE1|1/2 Lo

—-1/2

|Z1]

1/2 1/2 (-~ 11/2

—ky T |V 21| 22+ kako |71 7Y |21 ? |21V P sign (1) 2o
k2 |21 |V 20|V By — kswo |21 7Y 2 |V P sign (21) — ka |27V 20| Y? 22
+2kssign (71) LAz + 2kaz1 & Azy + kks [71]'/? sign (71) & Axy
ks |37 3 L Az + k33 S Az
—k |:E1|_1/2 xQ%Axl + ]€2$2%AZL‘1 + k?sign (71) %Aml
Si definimos el vector &; como:

-
& = \xl\lﬂsign(ij) T1 T

Agrupamos los términos de la ecaucién anterior se obtiene la siguiente forma cuadratica

kiks + k:il)’ +2koks + 2]43%]432 — kgk‘% — )\glk%k% —2ks + 2ks — 2]{3%

V=—|z e 0 3kikZ + kakd Ckiks — 2kike | &
0 0 k1
2koky — Ay kK3 — N3P K2kE —kiko + K2 kg + 2k kg —kiko
—&f 0 AR oAy 2k — Kk — 2y | &
0 0 +2kg + ko — Ng k2

+ |-’f1|71/2 )\5 (V+)2 + ()\1 + )\2 + )\3 + )\4 =+ )\6) (%Aml)Q

Se tiene finalmente la expresién
o =1/2 (T T
V<ol (6T Qot — 51) — €T Qg + By

Con @ y Q1 definidos en las ecuaciones (3.31) y (3.32) respectivamente Tomando las ganancias

como se muestra en las ecuaciones (3.29) y (3.30). Con el resultado mostrado en el Lema 18 se
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obtiene la siguiente solucién

V<-— ’531’_1/2 (041\/V+51> — a2V + By
VV > 5

>
V>
> 2
25
V > max ((21) ,a;>
A2 min (P) Amin (Qo)
a1 =
! Améx (P)
ag = Amin (P)
By = As (v)?

By = (AL + Ao+ Az + Aa + As + Ag) (vF)?

La solucién de la ecuacién de Lyapunov es negativa semi definida si se cumplen las siguientes

condiciones
Wy
a1 (%)
por lo tanto siguiendo el lema 19, el error de observacién para el observador basado en el

esquema de super twisting con término lineal converge a una bola que converge a

2
Bs == {i“t 1E < méx <<61> 762>}
aq (5]

esto concluye la prueba m
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