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1. INTRODUCCION

El diccionario de la Real Academia Espafiola define conveccién: que proviene del latin convectio y
significa “transporte en un fluido de una magnitud fisica, como masa, electricidad o calor, por
desplazamiento de sus moléculas debido a diferencias de densidad”; este gradiente de densidad de
forma exclusiva puede generarse por temperatura, salinidad o un cambio de concentracién del
material s6lido; debe quedar claro que todo lo anterior se refiera al fluido en si. Por otro lado, la
adveccién viene del latin advectio que significa “accién y efecto de llevar o arrastrar algo”. Este
fenémeno puede ser el transporte de una propiedad del fluido a causa de fuerzas inerciales, sin
importar el origen de las mismas. Ambos fenémenos aparecen en las ecuaciones de la dindmica de
fluidos, desde los modelos mas sencillos hasta los mas detallados; por tanto es imprescindible obtener
una adecuada solucién de ellos. La literatura es confusa en cuanto a manejar uno u otro término, sobre
todo porque los métodos de solucién son similares. La presente tesis centra su atencion en la adveccion

y bajo ciertos ajustes puede aplicarse a conveccion.

Las soluciones analiticas son comunes en problemas didacticos, con fronteras geométricas sencillas.
Frecuentemente el sistema en estudio es complejo y no lineal, y las soluciones analiticas no son
posibles, asi que se recurre a los modelos computacionales. Con una solucion de este tipo, experimentos
numéricos son posibles con solo cambiar los parametros del sistema y obtener resultados de bajo costo
econémico y de tiempo. Un modelo computacional es un modelo matematico para estudiar el
comportamiento de un sistema fisico complejo, por medio de la simulacién por computadora. Las
teorias de la operaciéon del modelo se pueden deducir con experimentos computacionales, sin olvidar

que la confiabilidad del modelo depende de qué tan bien esta sustentado, calibrado y/o verificado.

En los modelos computacionales se pretende resolver las ecuaciones por diferentes métodos; la
presente tesis se concentra en el de diferencias finitas, volumen finito y espectral. El modelado
numérico de la adveccion es un problema ya tratado durante varias décadas, pero continua
constituyendo un reto de estudio y perfeccionamiento. En un esquema 6ptimo de solucién, se busca
simultaneamente exactitud, estabilidad, acotamiento y simplicidad algoritmica; el conflicto principal

radica en la conciliacién de estas caracteristicas, porque mejorar alguna implica la diminucién de otra.

La adveccién tiene problemas ante la presencia de altos gradientes; esto requiere emplear esquemas
de aproximacién de alta precision. Como la adveccion es representada con una derivada de primer
orden, la verificacién de los resultados (como argumento matematico) forja la discusién sobre qué

orden de esquema debe emplearse.

Es comun encontrar a la advecciéon acomparnada de la difusién. Cuando los términos de difusiéon son
fuertes, no existe tanto problema con la solucién; por el contrario, si la adveccién es el término
dominante, su correcta resolucion es fundamental para llegar a un buen resultado. El refinamiento de
la malla puede aliviar los inconvenientes de cualquier esquema, pero en la mayoria de las ocasiones
obtener el grado necesario de refinamiento es totalmente impractico para propodsitos ingenieriles, ya
que se incrementan el tiempo de computo y la memoria requerida, situacién que no se desea,

especialmente para modelos formales, de gran tamarfio e importancia.


http://es.wikipedia.org/wiki/No_linealidad
http://es.wikipedia.org/wiki/Forma_cerrada_%28matem%C3%A1tica%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Modelo_matem%C3%A1tico
http://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_complejo
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Simulaci%C3%B3n_por_computadora&action=edit&redlink=1

El objetivo general de esta tesis es elegir un esquema de solucién que combine alta precision,
estabilidad, economia computacional y simplicidad algebraica y de programacién. Los objetivos
particulares consisten en hacer una revisién detallada del estado de arte referente al tema; crear una
clasificacién de los esquemas; programar los algoritmos de solucién; y por ultimo, obtener los errores

de los esquema aplicados a problemas tipo con el fin de compararlos de manera cuantitativa.

En el siguiente capitulo se detallan las ecuaciones que describen el fenémeno de adveccién. En el
capitulo tercero se plantean algunos de los métodos de solucién. Posteriormente, con ayuda de una
exhaustiva revisién bibliografica, se exponen y clasifican los principales esquemas reportados en la
literatura cientifica. En el capitulo siguiente se incluyen pruebas de los esquemas resolviendo
problemas tipicos en el tema. Todo lo anterior, permitira conocer los pros y contras en la eleccién de un

esquema para construir un modelo en hidraulica.



2. ECUACIONES FUNDAMENTALES

Las ecuaciones de la mecanica de fluidos se pueden encontrar definidas de varias formas que resultan
equivalentes; al resolverlas, se debe respetar la conservaciéon de masa, momento y energia, haciendo
posible describir un sistema fisico por completo. Ademads, es necesario conocer las propiedades de la
naturaleza del fluido (compresibilidad, viscosidad, densidad, etcétera). El flujo de un fluido se entiende

sl se conoce su comportamiento en cualquier instante.

El conjunto de ecuaciones llamadas de Navier-Stokes describen el movimiento de un fluido que no
cambia sus propiedades. Se presentan en forma de derivadas parciales no lineales y gobiernan de
manera general cualquier fenémeno en todo tipo de fluido. Se obtienen de forma integral aplicando los
principios de conservacién a un volumen fluido, y utilizando diferentes teoremas matematicos se
obtiene la respectiva formulacidn diferencial que generalmente es mas util en la resolucién de
problemas.

No se dispone de una solucidon general; aunque en libros tradicionales es posible hallar soluciones
analiticas para este conjunto de ecuaciones, Unicamente son Utiles en casos donde las ecuaciones se
encuentran simplificadas con ciertos tipos de flujo muy concretos, como flujos con nimero de Reynolds
despreciable o muy grande. Aunado a lo anterior se consideran fronteras de geometria muy simple.
Para problemas reales no es posible un andlisis y simplificaciéon de las ecuaciones diferenciales que

describen el flujo, por lo que se recurre al uso de métodos numéricos para determinar dicha solucién.

La forma méas comin de escribir estas ecuaciones en coordenadas cartesianas para una dimension es

Z—Z = —Z—Z + div(u grad u) + Sy (2.1)
donde u componente de la velocidad media
p densidad
p presién
U viscosidad
Sy término fuente.

Con las ecuaciones anteriores es posible construir un sistema conservativo que gobierna en el tiempo
el flujo de un fluido newtoniano

Masa % + divipu) = 0 2.2)

Momento d‘;;tu + div(puu) = — Z—Z + div(u grad u) + Sy (2.3)


http://es.wikipedia.org/wiki/Fluido

De manera semejante, en forma conservativa para una variable general ¢, que puede representar una

temperatura, la concentraciéon de un contaminante, etcétera, se tiene la ecuacién
3pe) | . o
— t div(ppu) = div(a grad ¢) + S, (2.49)

En palabras, representa

Cambio de
¢ debido a

Cambio de

Tasa de Flujo de ¢ ¢ debido a

cambio de ¢

fuentes

la diffusion

La ec 2.4 se denomina “de transporte” de la propiedad ¢, y es trascendental en varios procesos de
transporte. La parte izquierda se refiere a los términos de tasa de cambio y de adveccién, mientras en
la parte derecha entran los términos de difusién y fuentes. Simplificando para una dimensién y sin

fuentes, resulta

op 09 _ 00

a
ot OX ox?

(2.5)
donde u velocidad (m/s)
a coeficiente de difusién (m/s?).

Yanenko (1968) propuso un método para resolver ecuaciones diferenciales lineales, como es el caso de
la ec 2.5, llamado de pasos fraccionados. Un primer paso consiste en avanzar la solucién Unicamente

del término de adveccién, usando un intervalo de tiempo cualquiera

0 0
—£+U—£=0 (2.6)
ot OX
Una vez obtenido ¢ (en el proceso de transporte), en un segundo paso se resuelve la difusién
op 0%
A~ A2
a @.7)

La soluciéon sucesiva de las ecs 2.6 y 2.7 es la solucion de la ec 2.5. La ventaja de este procedimiento es
poder emplear el método numérico mas apropiado para resolver cada uno de los pasos de manera
separada.

La adveccién en una dimensiéon (ec 2.6), expresada en términos de la velocidad media, es el problema
que se trata en esta tesis. Fisicamente es posible representarlo como una concentracién que se
desplaza de manera uniforme aguas abajo (a velocidad u) y sin deformarse, dado que no existe difusion

(a = 0); este proceso se denomina “advecciéon pura”. El fenémeno se representa en la fig 2.1.
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Figura 2.1 Mecanismo de adveccién pura en una dimension

El estudio del transporte y dispersién de problemas reales como especies en rios, lagos, aire y camaras
de oscilacién, entre otros, es un problema complejo. Una buena solucién unidimensional (como la
expuesta en la presente tesis) puede ser la base para resolver de manera mas real y tridimensional un
problema. Por ejemplo, Berezowsky (1994) presenta la descarga de un contaminante en un rio, donde
en la cercania de la descarga el flujo es completamente tridimensional; a corta distancia aguas abajo,
conforme la corriente del rio va orientando el flujo de la descarga, el material descargado se va
mezclando. A una distancia relativamente cercana de la descarga, la concentracién se hace uniforme
en la profundidad; aguas mas abajo tiende a mezclarse en el ancho del rio y a partir de este punto la
concentraciéon puede representarse en una dimensién a lo largo del rio; pero en la mayoria de las
ocasiones, debido a las irregularidades propias del cauce, no se logra un mezclado uniforme en el ancho
del rio.

Por lo anterior, la prediccién del fenémeno es dificil. Modelos ambiciosos y detallados que consideran la
turbulencia, mejoran los resultados. Dependiendo del detalle que se desea incluir, en modelos mas
elaborados se emplean funciones cada vez mas complejas a costa de introducir mas funciones que
aumentan el namero de operaciones a realizar. Aunque estos modelos de turbulencia (de orden uno, de
orden dos, etc.) sean resueltos de manera robusta, si el termino de adveccién estd mal resuelto, la

afeccion puede ser tal que la solucién general sea incorrecta.

REFERENCIAS

Berezowsky V. M., Andlisis de Flujos Turbulentos a Superficie Libre, México, Series del Instituto de
Ingenieria, UNAM, 1994.

Yanenko N., Méthode & pas fractionnaires (Résolutions de problémes polydimensionnels de physique

mathématique. Résolutions de problémes polydimensionnels de physique mathématique, 1968.



3. METODOS DE SOLUCION

Se ha demostrado que los métodos conocidos en matematicas aplicadas para resolver ecuaciones
diferenciales representan un instrumento importante para la mecanica de fluidos. Las computadoras
refuerzan la forma de aproximar las ecuaciones, mediante un modelo matematico del sistema fisico

que se quiere representar.

3.1 Dinamica de Fluidos Computacional

Estudia y analiza el flujo de fluidos empleando simulacién computacional. Es una técnica muy
poderosa, con un amplio rango de aplicaciones a nivel ciencia e industria. Entre los diferentes métodos
de CFD usados para resolver las ecuaciones fundamentales (también utilizados por casi todas las
disciplinas de la fisica e ingenieria) destacan los de elemento finito, volumen finito, de las
caracteristicas, espectrales, diferencias finitas, multimalla, Euleriano-Lagrangeanos y de colocacién.
Cada método posee ventajas y desventajas, y su empleo es, en muchos casos, cuestion de elecciéon o de
la escuela del usuario. Existe una vasta literatura sobre cada uno de estos. En problemas de flujo no

permanente en hidraulica se usa de manera frecuente el método de diferencias finitas.

3.2 Diferencias Finitas

Es una expresion matematica de la forma f(x + Ax) — f(x); ademas, si se divide entre (Ax) se obtiene
una expresion similar al cociente diferencial, pero con cantidades finitas en lugar de infinitesimales.
La aproximacién de la derivada por diferencias finitas desempefia un papel central en los métodos

numéricos de solucién de Ecuaciones Diferenciales Parciales, EDP.

3.2.1 Derivadas y diferencias

La solucién de una EDP para una variable (¢) se puede representar como una superficie en un plano

compuesto por los ejes x, t, segin se muestra en la fig 3.1


http://es.wikipedia.org/wiki/Cociente
http://es.wikipedia.org/wiki/Derivaci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Infinitesimal
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaciones_diferenciales

Figura 3.1 Plano de solucion para una EDP

En el plano x, ¢ de la fig 3.1 se define una malla de elementos de tamafio Ax y Af. Se emplean las

variables “j ” para indicar los nodos de la malla en direccién espacial x y “n ”, en la direccién temporal
t, como se ilustra en la fig 3.2. La variable en el nodo (j,n) se escribe @: ; es comun utilizar
J

subindices para las variables espaciales y superindices para el tiempo.

At

{j,n+1)

(j=-1.n) Ki,n) (3+1,n)

A P

At

(j,n=1)

:("-‘)At

1 {j-
‘_r_\,l_l_A}* A% Ax ax >

|
e x

Figura 3.2 Malla de elementos Ax y At

La fig 3.3 muestra que las derivadas en cualquier punto P se pueden construir mediante

aproximaciones, usando los nodos vecinos (A y B)



B

(j-1)ax jax (j+1)ax x

Figura 3.3 Corte de la superficie de solucién el espacio para un tiempo dado

Si se recuerda que la derivada de una funcién representa la pendiente de la misma, esta se puede
aproximar con los puntos vecinos a P, fig 3.3; entonces existen tres diferentes posibilidades basicas

para realizar la aproximacién de la derivada, ya sea en el espacio o en el tiempo:

En el espacio

e Diferencia hacia atrds. Construida con el punto de interés P y el anterior A = (P — Ax),

() ~ 2 (3.1)

e Diferencia hacia adelante. Construida con el punto de interés P y el posterior B = (P + Ax),

2\ Bl
(0)6 )] - Ax (32)

o  Diferencia centrada. Construida con el punto anterior A y el posterior B,

n L
() = (33
dx )i 2Ax
En las expresiones anteriores, dado que son aproximaciones se emplea el simbolo “~”. En la fig 3.3 se

aprecia que la diferencia centrada es una mejor aproximacion a la pendiente en P. Puede demostrarse
que la diferencia centrada es el promedio entre la diferencia hacia atras y hacia adelante. Todo ello se

expresa de manera semejante para la derivada en el tiempo:

En el tiempo

() =" (3.9

e Diferencia hacia atrds o "

e Diferencia hacia adelante

AN
(0t)j - At (3.5)

n n+l_  n-1
e Diferencia centrada (%)' &~ % (3.6)
j



3.2.2 Construccion de esquemas

La ec 2.6 de adveccion pura representa el fendémeno que describe el viaje de una onda; si u > 0, la onda
viaja con el sentido positivo del eje x (a la derecha o hacia adelante); si ademas el valor de u es
constante, la onda viaja con movimiento rectilineo uniforme y sin distorsién. Utilizando diferencias

hacia adelante en el tiempo y hacia atras en el espacio (ecs 3.5y 3.1), en la ec 2.6, resulta

¢}'L+1
A

or g7,
Ax

4w ~0 (3.7)

Para calcular el punto adelante en el tiempo, se despeja de la ecuaciéon anterior
P g —u (B — By) (3.9)
Sea C una nueva variable definida como
C=uylt (3.9
la ec 3.8 se puede escribir
]_n+1 ~(1- O +Cory (3.10)

Con unidades consistentes, el parametro C se torna adimensional; de manera general, en casi todos los
esquemas de diferencias se puede obtener un parametro de este tipo y genéricamente se le denomina
numero de Courant. Este parametro es relevante para definir las propiedades del esquema y relaciona

las variables de la ecuacién diferencial con los incrementos Ax y At.

La aproximacién de la ec 3.10 es un ejemplo de esquema en diferencias: permite obtener valores de
una funcién en un instante adelante en el tiempo, a partir de valores en uno o més instantes

anteriores. De forma general: si el conjunto de valores {(],’){1, o7, ¢F, ...,qb}‘} son conocidos, es posible

conocer los valores {¢I*!, ¢p3*?, '31+1,...,¢]?1+1} a partir de la ec 3.10. Este es solo uno de muchos

esquemas posibles para resolver dicha ecuacién.

Al usar el esquema en diferencias, puede surgir la duda de si verdaderamente se estd resolviendo la
ecuaciéon diferencial original. Si se considera que este tipo de solucién genera un error por

”

truncamiento, O(Ax, At), es posible usar el signo de igualdad “ =

L= (1 - C)P + CPPy + O(Ax, At) (3.11)

En la seccién 4.1 se discute este tipo de error. En principio, se asume que el error generado es muy

pequenio; es decir, lo que plantea el esquema es la solucién de la ecuacién diferencial de la forma

= (1-C)¢! +C¢y con O(Ax,At) >0 (3.12)



3.3 Volumen Finito

Este método representa y evaliia ecuaciones diferenciales parciales como ecuaciones algebraicas. Ahi,
se calculan los valores en celdas discretas dentro de una malla geométrica, de manera similar al
método de las diferencias finitas. El Volumen Finito (VF) se refiere a la pequeiia cantidad que ocupa
cada una de las celdas que componen el total de la malla. Estos volimenes se transforman en
integrales de una EDP que contiene el término de divergencia, para posteriormente convertirse en
integrales de superficie (teorema de la divergencia). En la solucion de la adveccién las variables
escalares son evaluadas al centro de cada volumen finito. En caso de usar variables vectoriales el
esquema de solucién evalia el flujo en las caras de cada volumen finito, como en el caso de la
conveccién. Estos métodos son conservativos, debido a que el flujo de entrada en un volumen es
idéntico al que abandona el volumen adyacente, fig 3.4. Otra ventaja del método es ser de facil

formulacién para mallas irregulares no estructuradas.

Figura 3.4 Celda de solucion para VF

3.3.1 Ecuacion base

LeVeque y Randall (2002) plantean el método de VF empleando la EDP de transporte en una

dimensién, de la forma siguiente

9 | of _
P +E—0 t=>0 (3.13)
donde ¢ =d(x,t) variable transportada por adveccion

f= f(d)(x, t)) flujo.

Convencionalmente, si f es positivo, el flujo es de izquierda a derecha, y viceversa. Al suponer que la
ec 3.13 representa el flujo medio de un campo, es posible subdividir el dominio espacial x en volimenes

finitos con celdas (0 nodos) indexados con centros en cada j.

Con el valor medio en el volumen, por unidad de longitud, ¢;(t) = ¢(x,t) en el instante t=t¢; y

X € [95}._1,xj+1], la ec 3.13 se reescribe como
2 2

¢7,-(t1) = ﬁf:ﬁ%¢ (x,t)dx (3.14)
7z T2



para el momento t = t,

) = —— "7 ¢ (. t)dx (3.15)

j+7 ]—7 J=3
donde X 1y X1 representan la ubicacién de las caras anterior y posterior, respectivamente, para
2 2

cualquier celda j. Al integrar la ec 3.15 en el tiempo
¢(x, 1) = ¢(x, 1) + [, £ (b (x, 0)dt (3.16)

con fr = 0f /ox.

Para obtener el valor promedio de ¢(x,t,), la ec 3.16 se integra en el volumen de la celda y se divide el

resultado entre el tamafio de la celda Ax; = x, .1 —x, 1
It U
— X, 1
b(t) = Aixjfxﬁlz {pCot) + [ £ (o, 0)dt} dx (3.17)
i=z

Se hace la suposicién de que f es suave y continua; por ello, es posible invertir el orden de integracién.
Ademas, se recuerda que el flujo es normal a las caras de la celda. En una dimensién, f, 2 Vf, y es
posible aplicar el teorema de la divergencia, a fin de sustituir la integral de volumen en los términos

de la divergencia, con los valores de f(x) en las caras X 1Y %,1
2 2

1| %,
X

$y(t2) = 5|12 oGt + [ ade = (7 f, de| dx (3.18)
L 1_7

donde fji%dt = f(¢ (x].i%, t)).

Por tanto, es posible obtener un sistema numeérico semi-discreto para cada celda j, con caras j + 5> que

al diferenciar con respecto al tiempo se convierten en

do 1 _
<t [f,-%—f- 11=0 (3.19)

AXj ]_E

El valor en las caras puede ser construido de manera independiente por interpolacion o extrapolacién

de las celdas vecinas.



3.4 Espectral

Los primeros métodos espectrales para resolver ecuaciones diferenciales parciales se emplearon en la
década de 1950, pero se difundieron ampliamente en los afios setenta. A partir de esa decada, han sido
utilizados para resolver sobre todo problemas de flujo permanente con geometrias suaves y regulares
(Canuto et al, 1990).

Con un método espectral es posible construir la solucién espacial y temporal; sin embargo, de igual
manera que con los otros métodos, esto es complicado y muy costoso computacionalmente. Por tal
razén, en general solo se usan para obtener la solucién espacial, mientras que la parte temporal se

resuelve por diferencias finitas.

Karhiadakis y Sherwin (1999) muestran que para resolver la derivada temporal es suficiente con
manejar un esquema espectral explicito, del tipo de Euler, compuesto por diferencias hacia adelante en

el tiempo y la solucién espectral, de la forma

At

= pn —
J

: (o) (3.20)

X

donde el término Dy ¢ es la derivada espacial obtenida por el método espectral (detallada en la seccién
5.6), el subindice j corresponde a los nodos en el espacio, y el superindice n a los intervalos de tiempo.

El método espectral, aunque hace al esquema espacialmente de alto orden, tiene fuertes limitaciones
de estabilidad.
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4. DEFINICIONES NECESARIAS

En el andlisis del funcionamiento de un esquema, se debe estudiar la consistencia, la precision, la
estabilidad y la convergencia. Un esquema debe cumplir todos estos requisitos para poder ser
empleado con fiabilidad. Estas condiciones se obtienen comparando la solucién numérica contra una de
referencia. Cuando existe una solucién exacta o analitica esta se usa de referencia; pero en problemas

practicos se recurre a mediciones de campo; o bien, a otro modelo ya validado.

4.1 Error por truncamiento

La expansién de la serie de Taylor en diferencias hacia delante de la derivada espacial en ¢; para

cualquier tiempo n

%)" _ 9 (62_¢)"A_x _ (63_¢)” (ax)?

(Bx Ji - Ax axzj 2 ox3 )i 6 t o (41)
H_} — ~ )
Diferencias

o Error por truncamiento
finitas

En la ec 4.1, el primer término del lado derecho representa la derivada parcial. Los restantes términos
del lado derecho constituyen el error de truncamiento. El error por truncamiento expresa cuales
términos no se incluyen en el cdlculo. En la ec 4.1, el término multiplicado por Ax es el primero no
incluido y las diferencias finitas son llamadas de primer orden de precisiéon. Lo anterior, se expresa

formalmente

P\" _ bj11—9;
( ax)j = 20 4 0(ax) (4.2)

O(Ax) es la notacién formal del “orden de Ax”.

4.2  Consistencia y precision

Para que un esquema sea consistente, debe expresar de manera adecuada las ecuaciones diferenciales
de las cuales parte. La comprobacion de la consistencia radica en valuar la funcién ¢;" en la ecuacion

discretizada y desarrollada en una serie de Taylor centrada en ¢;', conservando en la sustitucion los

términos de alto orden. Por ejemplo, para el esquema de diferencias hacia adelante en el tiempo y
centrado en el espacio

n+1 n
b9

A _i(('bjnﬂ - ¢jn—1) (4.3)
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Si la funciéon ¢(x,t) es suficientemente suave, la expansién de los términos en una serie de Taylor

puede expresarse como

P = o 4 A (‘;it’)]n + ATH(ZZTZ’)? + o (4.4)
=4+ () 22 4220 - as
=41 - () 22 220 - as

Al despejar y sustituir en la ec 4.3

P ¢t ¢ o, N (a¢ a¢)n At (a2¢)" Ax? (a3¢) 2 A4

Y +E(¢j+1_¢j_1)_ E‘l‘CEj-l'? iit_zj +TC Bx_3]- — 0(At=, Ax*) 4.7
De acuerdo con lo esperado, la precision del esquema es de primer orden en el tiempo, y de segundo
orden en el espacio; asi, el lado derecho de la ecuacién anterior desaparece de forma lineal con 4t, y de
manera cuadratica para Ax, cuando estos tienden a cero; por tanto, el esquema es consistente. Hirsch

(1995) interpreta la consistencia de un esquema como:

“Los valores ¢/ se consideran como la solucién de la ecuacion discretizada, aunque no

satisfaga exactamente la ecuacién diferencial (por un error residual o de truncamiento),
con el uso de valores finitos de At y Ax.”

Los esquemas de alto orden se asocian con un error de truncado que desaparece rapidamente,

situacién que se busca al momento de construir esquemas consistentes.

4.3 Estabilidad

Es una de las propiedades mas criticas de los métodos numéricos. Unicamente en los casos donde la
solucién es estable, el error de truncado tiende a cero cuando Aty Ax — 0; pero con lo anterior se
afirma que las secuencias de ¢;' tienden a la solucion de referencia. Por otro lado, cuando la solucion es
inestable, mientras mas se refina la malla, la solucion del esquema empeora cada vez mais,

independientemente de que el error de truncado tienda a cero. Lo anterior sugiere que se puede definir
a la estabilidad en términos de la secuencia de soluciones ¢}, conforme se refina la malla.

Otra forma de garantizar que un esquema sea estable consiste en no permitir que los errores crezcan
indefinidamente, es decir, que sean amplificados sin limite alguno. Dicho de otro modo, la condicién de
estabilidad puede plantearse como la necesidad de controlar de manera uniforme el error entre la
solucién numérica y la de referencia, cuando n — .
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O’Brien et al. (1950) proponen como definiciéon de la estabilidad el garantizar que no aumente el error

por redondeo, y puede escribirse como

gjn = ¢]"ﬂnum érica ¢jnreferencia (48)
lim,, e |s]-"| <K para un At (4.9)

con K independiente de n.

Otra definicién, introducida por Lax y Rychmayer (1956) y desarrollada por Rychmayer y Morton
(1967) se basa en medir en el tiempo el comportamiento de la solucién, en lugar del comportamiento
del error, implicando que ningin componente de la solucién inicial se puede amplificar sin limite
alguno.

Las diferentes condiciones de estabilidad son tinicamente un requisito para los esquemas numéricos y
no para la ecuacién diferencial.

4.4 Convergencia

En este caso, la solucién numérica de ¢;' se compara con una solucién de referencia de la ecuacion
diferencial, en cualquier punto del dominio en el espacio y el tiempo, en especial cuando 4t y Ax — 0;
esto es, cuando hay un refinamiento de la malla con un Courant constante. Asi, la condicién de la
solucién numérica para lograr convergencia a la solucién de referencia puede expresarse en términos
del error y satisfacer

lima¢—o |erro1;-”| =0 con C constante. (4.10)
Ax—0

n—-oo
En un esquema con una adecuada condicién inicial y de frontera, la estabilidad es un requisito
necesario y suficiente para la convergencia (Rychmayer y Morton, 1967).

Por lo anterior, para estudiar un problema se debe:

1. Analizar la condicién de consistencia, para determinar el orden de precisiéon del esquema y el
error de truncamiento.

2. Examinar las propiedades de estabilidad, con respecto a la distribucién y propagacién del error
de la solucién.

4.5 Acotamiento

Un método puede generar valores que no corresponden a la solucién, es decir, oscilaciones espurias y
sin sentido fisico (wiggles), que pueden amplificarse con el avance de la solucién en el tiempo. La
interpolacién de los valores de ¢ con los valores vecinos deberia garantizar su acotamiento, pero no

siempre sucede, asi que se pueden emplear otras formas para lograrlo.
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4.5.1 Criterio de acotamiento

Este criterio fue propuesto por Leonard (1979), quien lo denominé CBC (Convection Boundedness
Criterion). Existen diversas maneras de acotar los esquemas; una de ellas, bastante popular en la
dinamica de gases, es la variacién total suavizada TVD (Total Variation Diminishing), detallada en el
Apéndice B; pero el CBC es utilizado en la presente tesis por su simplicidad de uso, interpretaciéon y

programacion.

Leonard (1988), en términos de su Variable Normalizada, VN, descubri6 en qué momento se
generaban oscilaciones espurias en la utilizacién de un esquema, y lo describié como sigue: para la
conveccién en una dimensién, expresada para VF centrado en j y usando la VN, detallada en el
Apéndice A,

7 7 _Pi+v12=¢j-1/2 _ =
bjv12 — Pj-12 = e S (4.11)

donde S* es el término fuente neto efectivo en la celda ¢3j.

Las curvas hechas por cualquier esquema en el Diagrama de Variable Normalizada, NVD (Normal

Variable Diagram), fig 4.1, y empleando las VN, $j y <l3j_1/2, deben atravesar los puntos ((/31-_1,0),
(6,0.75) y (¢+1, 1.

Con S* positivo, qu debe ser mayor que cero, y viceversa. Si <l3j ~ 0, el valor en la cara derecha q3j+1/2 es
mayormente dominado por las condiciones aguas arriba y S* es pequefio; mientras que para $j ~ 1, las
condiciones aguas abajo son las que dominan. En ambas situaciones (altos gradientes), si ocurre un
cambio rapido en ¢ es porque existen cambios en regiones de menor tamafio que Ax y la resolucién de
la malla no es capaz de describir la distribucién de ¢; por consiguiente, no es posible resolver la
adveccién por ningin método. Para gradientes moderados de ¢, con ¢3j ~ 0.5, la fig 4.1 muestra las

posibles variaciones de ¢ a través de tres nodos sucesivos de la malla, para diversos problemas.

1<Pirp<dpy 1<Pio1y2 < Pirape para §*>0,¢; > 1 (4.12 a)
0< (’ﬁj—l/z < (’ﬁ] < $j+1/2 <1 para ? = 0, 0< éj <1 (4.12 b)
(2;]' < $j+1/2 < (ﬁj—l/z <0 para ? < 0, (ﬁj <0 (412 C)
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Figura 4.1 Perfiles de ¢ entre tres nodos sucesivos: a) d3j > 1, desigualdad 4.10 a;
b) (13]- < 0, desigualdad 4.10¢c; ¢) (13]- € [0,1], desigualdad 4.10b;
d)éj <0, 5>0, q3j+1/z > 43}-_1/2 (caso no real fisicamente)

El acotamiento es muy facil de implementar, lo que permite erradicar oscilaciones espurias en la
solucién y limitar con respecto a los valores de nodos vecinos. Hay varias maneras de acotar la
advecciéon, pero el CBC es mas formal y riguroso, convirtiéndose en un método necesario mas no
suficiente. E1 CBC se define a partir de una funcién f continua y creciente, que describe el modelado
de la VN en una de las caras mediante interpolacién con solo tres nodos vecinos. Asi, la cara derecha
del VC, $j+1/2, queda en funciéon del nodo aguas arriba (ﬁj, esto es (f)jﬂ/z = f((ﬁj). Este criterio es

independiente de la cara que se esté utilizando, solo bastara recorrer los indices.
Una solucién estara acotada si (fig 4.2):

e Para qu € [0,1], fes acotado en la parte inferior por la funcién q3j+1/2 = ¢3j, en la parte superior
por la unidad y pasando a través de los puntos (0,0) y (1,1).
e Para qu ¢ [0,1], f esigual a <i3j.
di+12

1.0

Zona que
delimita
la solucioén
acotada

1
0 1.0 ¢,»

Figura 4.2 NVD con el CBC
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El diagrama CBC garantiza acotamiento porque:

* ;12 = ¢; en el tercer cuadrante, genera S* = 0; en cualquier otro caso, la interpolacién viola

el acotamiento y genera oscilaciones hacia abajo.

. (51- 12 = (51- a la derecha de la unidad, genera S* > 0; en cualquier otro caso, la interpolacién

viola el acotamiento y genera oscilaciones hacia arriba o exageracién de los maximos.

e El 4rea triangular, con S* > 0, es conocida como regién monétona.

En la dindmica computacional de fluidos, el acotamiento (boundedness) se asocia con las propiedades

de la diagonal dominante en el esquema, esto es, la solucién obtenida por aproximacién numérica se

acota para despojarla de oscilaciones (overshoots o undershoots) que carecen de significado fisico.

Esquemas Conocidos Normalizados

Al aplicar la normalizacién de Leonard (ec A.1) a algunos esquemas conocidos de la secciéon 5.1, en la

cara derecha del VC centrado en j, resultan las siguientes expresiones:

e Primer orden hacia atras
e Segundo orden hacia atras
e Diferencias centradas

e QUICK

1.2

ey

0.8

bjv12 =
$j+1/2 =
$j+1/2 =

$j+1/2 =

2do Orden Atrés

Centradas
ler Orden Atrés
QuUICK

Figura 4.3 Normalizacion de esquemas para la cara derecha

0.2

0.4

0.6 0.8

(4.13)
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(4.15)
(4.16)



4.6

Notacion

Existe una gran variedad de formas para representar y operar los nodos utilizados en DF o las caras

en VF. La preferencia por manejar alguna notacién depende casi siempre de la escuela del usuario y

de que se sienta comodo y familiarizado con la misma. El cambio de una expresién de una notacién a

otra es sencillo, e incluso es posible mezclar usando una notacién para las caras y otra para los nodos.

Las notaciones expresadas a continuacién corresponden a un flujo de izquierda a derecha.

La primera notacién consiste en subindices respecto a direcciones. La referencia para cada nodo es:
atras o aguas arriba “U’ (Upstream), nodo central “C” (Central), adelante o aguas abajo “D” (Down), y

para el flujo en las caras del VC: cara izquierda “b” (backward) y derecha “f’ (fordward).

q

Figura 4.4 Notacion 1

La siguiente notaciéon emplea los subindices: izquierda “L” (Left), central “C” (Central), derecha “R”

(Right); mientras el flujo en las caras del VC, con letras minusculas, izquierda “I” (left) y derecha “r”

(right).

¢ ¢
QU e R ) s e 1
e e Pr

C

Figura 4.5 Notacion 2

El tercer tipo de notaciéon hace referencia a las direcciones geograficas: para dos nodos atras del central
“WW?’, un nodo atras “W” (West), central “P’ o “C” (Central), aguas abajo “E” (East) y dos nodos abajo
“EE”, por tanto, para las caras del VC, con letras minusculas: izquierda “w” (west) y derecha “e”

(East). Esta notaciéon cuenta de manera particular con una extensién para dos dimensiones con “NN,

N, n, Sy SS”, haciendo referencia a norte y sur.
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El dltimo tipo de notacién, aunque es mas abstracta o numérica, se relaciona mejor con los indices
empleados en la programacién y eso simplifica el paso de un esquema a cédigo. La notacién se refiere
con “j-2” para dos nodos aguas arriba, “j-1” en el nodo anterior, “j” en el centro, “j+1” a la derecha y
“+2” para dos nodos aguas abajo. El flujo en las caras es representado con “j-1/2” en la anterior y

“j+1/2” en la posterior. Esta notacién es la utilizada en la presente tesis.

Figura 4.7 Notacion 4

En el capitulo siguiente se plantean numerosos esquemas en VF expresados para la cara derecha; no
existe una razon especial para la eleccién de esta cara, y solo basta con recorrer el indice un nodo a la
izquierda (de j+1/2 a j-1/2) para referirse a la cara izquierda, finalmente, la cara izquierda de una

celda es la cara derecha de la celda vecina anterior.
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5. ESQUEMAS DE SOLUCION

51 Lineales

Esta primera familia recibe su nombre por emplear el mismo esquema de solucién para todos los nodos
del dominio. Es conocido el orden, estabilidad, precisién y convergencia correspondientes a estos

esquemas.

5.1.1 Segundo orden hacia atras

La idea original de las diferencias de segundo orden hacia atras, SOU (Second Order Upwind) se
remonta a la década de 1960 (Price, 1966, y Vanka, 1987). Formalmente se dispone de una precision
de segundo orden, y en trabajos posteriores, como Atias et al (1977), se concluye que este esquema
tiene mayor precisiéon que uno de formulacién hacia atras de primer orden, FOU (First Order Upwind).
Histéricamente y de manera paralela, se desarrollaron otros dos esquemas con diferencias de segundo
orden hacia atras, por ejemplo: QUICK (que se vera con detalle mas adelante) y otros que también

ofrecen una mejor opcidn con respecto a las diferencias de primer orden.

Para resolver la adveccién, con el método de diferencias finitas, se puede hacer uso de diferencias
centradas, pero esta formulacién tiene mucha difusién numérica; por ello, se prefiere la formulacién de

diferencias hacia atrés, como sigue
c
T = gr == (] — B0) (6.1)

Este esquema solo tiene precision de primer orden, comparado con las diferencias centradas de
segundo orden. Al desarrollar las diferencias de segundo orden hacia atras, disminuye el error de

truncamiento, y resulta
= gt =2 (B¢ — 4d), + P)) (5.2)
J J 2 J j-1 j=2 :

Tal esquema, denominado SOU, tiene formalmente un error de truncamiento de O(Ax?) y una
convergencia cuadratica, comparado con la convergencia lineal de un esquema de primer orden hacia
atras (Vanka, 1987). La fig 5.1 muestra que el esquema emplea tres nodos hacia atras. Por ser un
esquema hacia atras, se presentan problemas en la frontera aguas arriba, para obtener en cualquier
tiempo el segundo nodo del dominio, o sea ¢/_,, dado que solo existe un nodo aguas arriba; asi, es
necesario utilizar otro esquema o modificar la ec 5.2 (a diferencias hacia atrds, por ejemplo). El

anterior comentario es valido para casi todos los esquemas siguientes.

Figura 5.1 Nodos empleados por SOU



5.1.2 Predictor-corrector de segundo orden

La seleccion entre un esquema centrado y uno hacia atras tiene ventajas y desventajas. Un problema
se simplifica con mantener las fronteras fijas, que no cambien en el tiempo, para que no introduzcan
ruido al dominio, y asi dedicar la atencién a resolver ¢ en la parte interna del dominio. Al discutir
SOU, se vio que un esquema hacia atrds necesita informacién en la frontera aguas arriba para
cualquier tiempo ¢(1,t), y que ademas se presenta una dificultad para calcular el segundo nodo. Por
otro lado, en un esquema centrado, hay un problema para calcular el Gltimo nodo del dominio; por
tanto, en estos esquemas se torna indispensable conocer ambas fronteras para cualquier tiempo,
¢(1,t) y ¢(j, t), o hacer una modificacion o hipétesis para aplicar el esquema. Lo mencionado es un
arreglo para que funcione el esquema, pero es formalmente incorrecto para esta EDP, que por

definicién solo requiere informacién en la frontera aguas arriba.

MacCormack

El esquema lleva el nombre de su autor, MacCormack (1969), y plantea el uso de un predictor con

diferencias de primer orden hacia atrés

n+l _ a4n n
=@ - CVg; (5.3)

Los operadores en diferencias finitas hacia adelante y hacia atras estan definidos por
A‘ij = ¢j+1 - ¢j9 V¢j = ¢j - ¢j—1 (5.4)

Al sustituir el operador de la ec 5.3, resulta

}H—l = ¢}1 - C(d’}n - ¢jn—1) (55)
Para la parte correctora se utiliza un operador de diferencias hacia adelante

1 ey c Py
jn+l — E((i)]n + jn+1) _ EA(i)jn+l (56)

Con el uso del predictor y el corrector, se obtiene un esquema de segundo orden con diferencias no
centradas. Al expandir las diferencias, sustituir el término predictor y simplificar, se consigue el

esquema en DF
1 1
jn+1 — ¢er1 _ Ec(¢]ﬂ+1 — ¢].n_1) + ECZ(¢}1+1 — Z(l)jn + q')jn_l) (5.7

Este esquema se puede modificar invirtiendo el tipo de diferencias empleadas en el predictor y en el

corrector, o sea, con diferencias hacia adelante en el predictor y diferencias hacia atras en el corrector.

Figura 5.2 Nodos usados por MacCormack



Con corrector hacia atrds

Con el mismo predictor de MacCormack, ec 5.3, y con el objetivo de construir un esquema

completamente de segundo orden hacia atras, Warming (1976) utiliza un corrector hacia atras
1 T\ ¢ Co 7l
=2 (¢]?1 + ¢]?1+1) — SV — Svgp T (5.8)

donde V? es un operador de dos veces diferencias hacia atras. Al desarrollar las diferencias, sustituir el

término predictor y simplificar, se obtiene el esquema en DF
1 1
=0 =3 C(3¢) — Ay + 9)) +5CH(¢ — 2071 + ) (5.9)

En este esquema se puede permutar el tipo de diferencias en el predictor y corrector (V por A, y V? por
—A?).

Figura 5.3 Nodos empleados por un predictor-corrector de segundo orden hacia atrds

La manera tradicional de manejar el esquema de MacCormack y el de segundo orden hacia atras es
calculando el predictor y posteriormente el corrector, pero las expresiones 5.7 y 5.9 tienen de forma
implicita el predictor y el corrector en una expresion directa que facilita y reduce el nimero de

operaciones.

5.1.3 QUICK

Para aprovechar las ventajas de las diferencias hacia atrds y las centradas, y ademds evitar las
desventajas de cada una, es necesario un esquema de interpolacién que proporcione precision y
estabilidad. Al usar una interpolacién centrada, aun con tres nodos, se presenta inestabilidad, pero un
modo de solucionar esta problematica es el reconocido esquema QUICK (Quadratic Upstream
Interpolation for Convective Kinematics), propuesto por Leonard (1979), donde se utiliza una
interpolaciéon cuadrdtica hacia atras, no centrada, con tres nodos (¢;_1, ¢;, ¢;41). De manera
detallada, esta propuesta consiste en una interpolacién lineal corregida para cada cara de forma
proporcional a la curvatura, con mayor peso en el término hacia atras. Para la cara derecha del VC

centrada en j, resulta

i1 = %(‘l)j + ¢j+1) - %(d)j—l + ¢ — 2¢; ) (5.10)

Los nodos del primer grupo se refieren a una diferencia centrada, mientras que el ultimo grupo de
nodos proporcionan informacion con diferencias hacia atras de la curvatura de la cara en turno. Cada
cara requiere tres nodos para su interpolacién: dos son hacia atras y uno hacia adelante. Es sencillo

demostrar que este esquema es de tercer orden.



Para pasar la expresién anterior de VF a una expresion de DF, es necesario plantear la interpolacién
en términos del nodo central ¢;. Se requieren cuatro nodos: el nodo central, dos hacia atrds y uno hacia
adelante, y se genera un esquema cubico no conservativo. Para expresar en DF, solo se necesita la
sustitucion algebraica de las expresiones de ambas caras de la celda tratada. El esquema resulta ser
muy largo en primera instancia; sin embargo, al reducir términos algebraicamente se llega al esquema

compacto
nH g _S(pn, — 7T + 3¢ + 3¢7,,) (5.11)
J i T g \Pj-2 j—1 J J+1 ’

El esquema es apropiado para resolver flujo permanente o cuasi permanente. El nimero total de

operaciones de QUICK es relativamente bajo.

Figura 5.4 Nodos usados por QUICK

QUICK, por sus caracteristicas, resulta muy conveniente; por ello, es muy utilizado. El esquema y la
referencia constituyen todo un pilar en la teoria de solucién de la adveccién, tanto asi que son los més

citados en la bibliografia del tema.

5.1.4 QUICKEST

En un fenémeno de transporte con dominio de la adveccién en flujo no permanente, se requiere una
mejor interpolacién para obtener la solucién. La expresiéon de adveccién en VF necesita emplear un
método para interpolar ¢ en las caras con un barrido de los valores hacia adelante. QUICKEST
también fue planteado por Leonard (1979), y es un esquema que adicionalmente incluye términos del
gradiente, adjuntos a los términos hacia abajo; se puede decir que QUICKEST modifica a QUICK con

una revision que estima el sentido del flujo (QUICK + Estimated Streaming Terms).

La expresion del esquema en VF para la cara derecha centrada en j es

A

1 A x2
Gjr1/2 = [5 (¢ + 1) — Txc GRADj 142 +T(Cz - 1)CURVj+1/2] (5.12)

El término gradiente se calcula con una diferencia centrada; la curvatura, con una diferencia hacia

atras
GRAD; 41/, = (¢j+1 — 9 )/Ax (5.13)

CURV, 11/, = (9j—1 = 2¢; + j4q)/Ax? (5.14)

El gradiente y la curvatura de ambas caras del VC en la ec 5.12, y sustituidos en la definicién de DF,

forjan el siguiente esquema equivalente para C =cte y u = cte



n+1 n 1 n n 1 n 1 n CZ n n n
= — C(gd’j—z — ¢ _Ed)j +§¢j+1> +7(¢j—1 —2¢7 + ¢j+1)

3
+%(¢]?1_2 =3¢/ + 3¢ - ¢jn+1) (5.15)
¢,‘~_/_3 ________ gé j+1
¢ g b g B
° ® ® o

Figura 5.5 Nodos usados por QUICKEST

5.1.5 Cuarto orden centrado

Hasta este punto se han utilizado esquemas de segundo y tercer orden, ya sean centrados o hacia
atras. En este inciso se presenta un esquema de diferencias centradas de cuarto orden, que tiene la
finalidad de poder comparar ventajas y desventajas del empleo de esquemas de orden mayor. La
construccién de este tipo de esquemas unicamente requiere del desarrollo expuesto en la secciéon 3.2.

Para la cara derecha,
i1 = %(¢j+1 +¢; ) - %(¢j+2 — ¢ — ¢ +_1) (5.16)
Expresado en DF,
P = g — O[3 (07 — df1) — = (042 — 26041 + 2071 — 67 (5.17)
Este esquema se aplica desde el nodo 3 hasta el antepentultimo jj — 2.

=
S
S
b
)

Figura 5.6 Nodos usados por Cuarto Orden Centrado

5.2 Tipo Lax-Wendroff

Histéricamente, esta familia de esquemas se considera como la primera forma moderna de resolver
EDP. Estos esquemas se originan en el esquema de Lax-Friedrichs (Lax, 1957), donde para lograr
estabilidad se utiliza una diferencia centrada; a costa de esto, resulta altamente difusivo. En la
ecuacion de adveccion escrita para VF, el valor de ¢ en las caras queda determinado por el nimero de
Courant y el tipo de interpolaciéon realizada, mientras que la conservacién estd garantizada por la
misma definicién. Con esta metodologia y de manera centrada, se desarrollan los esquemas de orden

par; en tanto que los de orden impar hacia atras son obtenidos con pequefias modificaciones.



El punto de partida es la forma mas sencilla de definir el valor en la cara derecha de un VF,

r(O) = %(¢j+1 + ¢j) (5.18)

5.2.1 Primer orden

La interpolacién lineal en la cara derecha lleva a la primera diferencia centrada representada por

5t=¢ — ¢ (5.19)

j+1

Para construir un esquema de primer orden hacia atras (<), en la cara derecha se usa

sz
r(lc) — 50) -r= ¢j (5.20)

5.2.2 Segundo orden

Los esquemas de segundo orden y subsecuentes, de N-orden centrados y hacia atrds emanan del
conocido esquema base de Lax-Wendroff (1960), L-W. Este tipo de esquemas se conoce como de
interpolacién para el modelado de un transitorio, TIM (Transient Interpolation Modeling). La

interpolacién cuadratica y centrada (<) para la cara derecha de un volumen de control

1
29) = 6O _ % (56.21)

Esto es
T(Z(:') = %[(¢j+1 + ¢j) - C(¢j+1_¢j)] (5.22)

Al sustituir y obtener la expresion para diferencias finitas,

]?H-l = ¢jn _%((pjn+1 - ¢jn—1) + %2 (¢]'n+1 - 2¢]‘n + (l)]‘n_l) (523)

El esquema de segundo orden hacia atras tiene semejanza con QUICKEST, detallado anteriormente.
Este esquema, de segundo orden hacia atras, se convierte en una relaciéon recursiva para esquemas de

orden mayor del tipo L-W

_ 3
@) _ @) 4 %(DE - 57) (5.24)

2D? esla suma de diferencias de segundo orden, centradas en j + 1y j,
207 = ($e2 = 20+ ) ¥ (b1 =205 +50) = Q2 =G =y + ) (5:25)

83 esun término de tercer orden, centrado también en la cara derecha,

5r3 = ¢j+2 - 3¢)j+1 + 3¢j - ¢j—1 (5.26)



El desarrollo para VF,
r(2=) _ %(3(1)] _ ¢j—1) _g((tb}' — ¢]._1) (5.27)
En diferencias finitas,

P = g =2 (3¢ — 4diy + B) +5 (8] — 200, + B)y) (5.28)

5.2.3 Tercer orden

Para obtener un esquema de tercer orden hacia atras, basta con emplear de manera canénica los

términos del esquema de segundo orden centrado ¢£2<:») (ec 5.22), acompaniado de un valor adicional

c2-12 53
G) _ @) % (733 _ 7) (5.29)

Con el desarrollo de los términos, la expresién para VF es

2
) = %(2¢j+1 +5¢; —¢;_1) — %(¢j+1 —¢;) + %(¢j+1 —2¢; + ¢;_1) (5.30)
Para diferencias finitas,

%(quln“ + 3¢]?1 - 6¢]?1_1 + ¢1?l—2) - % (‘l’jn+1 - 24’1?1 + (b/n—l)

+1 _ gn+l
=@~ C2rn n n n (6:31)
+5 (41 = 3¢ +3¢/-1 — 1)
5.2.4 Cuarto orden
En consecuencia, el esquema centrado de cuarto orden proporciona menos peso al término &3
c?-1? csl
(=) _ 0= 4 = ) (Drz _ T) (5.32)
Expresado para la cara derecha en términos de DF,
1 C
P = 5 (b + 7 + 79y = 81) = 5 (<2 + 156,40 — 15¢; + 1)
¢t ¢ 3 3 5.33
+2,_3!(¢j+2 —¢i— P+ ¢j—1) _Z(¢j+2 — 3¢ +3¢; — ¢j—1) (5.33)
Para DF,
1
H(_¢jn+2 + 8¢jn+1 - 8¢jn—1 + ¢jn—2)
+1 _ gn+l
= it — ¢

+%(_¢jn+2 +16¢7, — 309 +16¢;"; — ¢Jn—2) ‘(5'34)

c? c3
+toa (P12 = 2071 + 2071 — ¢ s) — o (942 — 4041 + 60 — 4¢) 1 + ¢l 3)




5.2.5 Orden N

El esquema de quinto orden hacia atras tiene una construccién muy similar,

2_12\(r2_ 2 5
69 _ 44 +W(Df _%T) (5.35)

donde 2D} esla suma de diferencias de cuarto orden

2D} = ¢y 43 = 3042 + 20541 + 2 — 3¢, + ¢, (5.36)
82 esun término de quinto orden centrado en la cara derecha

87 = 43— 5¢j42 + 101 — 10¢; +5¢; 1 — b, (5.37)

Como consecuencia, a partir del esquema de quinto orden es facil articular el de sexto orden centrado

(proporcionando menos peso a 5; )

c2-12)(c2—-22 57
56(:)) _ ¢r(4<=>) +( 1(' )(D;}_CT) (5.38)

Al continuar con la mecanica de construccién de los esquemas, el de séptimo orden hacia atras y el de

octavo orden centrado resultan

c2-12)(c2—22)(c2-32 87

£7<=) _ r(6)_|_( )( - )( )(Drﬁ _ 2) (5.39)
c2-12)(c2-22)(c2-32 csl

r(8=) :¢r(6)+( )( - )( )(DE_T) (5.40)

donde 2D¢ esla suma de diferencias de sexto orden
2Df = s — 5+ 9915 — 5¢; 41 = 5¢; +9¢;_1 —5¢;_, + ¢;_3 (5.41)
8/ esun término de quinto orden centrado en la cara derecha
6] = ¢jra — 743+ 21¢5,5 — 35¢;,1 +35¢; —21¢; 1 +7¢; , — ¢;_3 (5.42)

La interpolacién para el modelado de un transitorio, TIM, centrados y/o hacia atras se pueden generar
con facilidad, pues siguen un patrén que se representa con férmulas recursivas. Los coeficientes de los
términos 2D y &Y son binomiales o pueden ser producidos por el tridngulo de Pascal.

Los esquemas hacia atras de orden N (/N impar) se plantean como

(N-1)/2 2_p2 N
WD) = g g Ty O (s 08 (5.43)

Para los esquemas centrados de orden M (M par),

M/2-1,,.2 2 M-1
M) _ o m-2) | Mty (C2=k?) roy_p €8}
N = ¢, + 7= (Dr m ) (5.44)



Se espera que al incrementar el orden del esquema, el orden de la precisién aumente, y se necesita una
plantilla de nodos méas ancha para la interpolaciéon. Para el método del VF, un esquema centrado de

orden Ny el esquema hacia atras de orden N-I requieren N+I nodos.

1e 2
3« 4
5« 6
7 &< 8o

Figura 5.7 Nodos usados por los esquemas L-W

5.3 Hibridos

Es notable que cada esquema proporciona ventajas y desventajas, lo cual hace atractiva la idea de
utilizar un esquema compuesto por varios esquemas, para emplear las condiciones favorables de uno y
de otro. El uso de dos o més esquemas se logra con la implementacion de un selector (switch), que
permite realizar la eleccién del esquema adecuado. Este tipo de esquemas se les llama hibridos.

Se presentan dos ejemplos significativos de estos esquemas con la finalidad de ilustrar la metodologia
para poder combinar dos o mas. Es posible armonizar casi cualquier esquema de acuerdo con las

necesidades y caracteristicas del problema.

5.3.1 De dos esquemas

En la seccién de resultados, se pueden apreciar las propiedades difusivas del esquema de segundo
orden hacia atras (U), que se comporta mejor que el de MacCormack (M) para nimeros de Courant
pequenos; ademas, es facil distinguir oscilaciones espurias generadas atras de un fuerte gradiente de ¢
de la onda. También, aparece un error de desfasamiento hacia adelante al utilizar M, mientras que con
U se forman oscilaciones adelante de zona con ¢, > 0 y aparece un error de desfasamiento hacia atras.
Lo anterior sugiere aplicar U a la izquierda de la zona con ¢, > 0 y cambiar a M en el resto del

dominio.

Warming (1976) muestra que un selector que cambia de esquema de manera brusca puede provocar
una velocidad incorrecta o desfasamiento, y esto se puede interpretar como una forma de violar la
conservacion. Entonces es necesario construir un selector especial. Lo primero que se requiere es un
operador conservativo para la transicién en el nodo j, donde U se aplica a los puntos vecinos anteriores
(izquierda) y M a los puntos posteriores (derecha). De manera similar, se necesitaba un operador para
el cambio de M a U. Lo anterior se obtiene escribiendo los esquemas en términos de diferencias finitas

acompanados del pardmetro ¢, donde se usa € =0 para un esquema, y € = 1 para aplicar el otro



esquema. Como ambos esquemas comparten la parte predictora ¢m, se simplifica el empleo del

selector. El algoritmo conservativo resulta
n+1l _ 1 n n+1l 1 I n n n
P =S8+ 07 =5 Clg ) — (g + g1 + 610
1 _ _ _
—2Cl~g 10/ + (6 + 1= 1)) + (1 — )b/ | (5.45)
La aparicién de ¢ y €_; genera cuatro posibilidades de algoritmo
(0,0) esquema M
_ (0,1) transicion M — U
(§-1.6) =

(1,1) esquema U
(1,0) transicion U — M

(5.46)

Este algoritmo hibrido es de facil programacion. El selector de transicién es tinico y esta gobernado por
los esquemas que vincula; sus caracteristicas de precisiéon y estabilidad son fijas; ademads, se puede
utilizar en regiones y no solo para puntos de transicién. El operador de transicién es formalmente un
orden de precisiéon mas bajo que los esquemas que conecta (Murman, 1974), es decir, el operador de
transiciéon U-M y M-U es de primer orden. Por otra parte, es dificil analizar la estabilidad cuando el

operador de transicién usa exclusivamente un nodo.

Existen diversas estrategias para tener un indicador del esquema por emplear (valor de €). Uno de
esos indicadores, que distingue el cambio en cada uno de los nodos del dominio, es la utilizacién de los
eigenvalores. Se construye una matriz con una diagonal mediante el predictor ¢"*I, y de ésta se
obtienen los eigenvalores, que proporcionan informacién del cambio que sufre ¢, y asi usan los
operadores. Incluso un operador de transicion M-U o U-M pueden ser utilizados en todo el dominio.

Aqui solo se presenta aquella combinacién que ofrece los mejores resultados:

€ = 1 si el eigenvalor es positivo, y € = 0 si el eigenvalor es negativo.

5.3.2 De tres esquemas

Este esquema pretende ser simple, efectivo y generar pocas oscilaciones espurias. Zhu y Rodi (1991)
combinan el esquema de segundo orden hacia atras, con el de diferencias centradas y con el de primer
orden hacia atras, a través de un selector controlado por el criterio de acotamiento de la conveccion
CBC, detallado en el subcapitulo 4.4.

En la discretizaciéon de la ecuacién de transporte de ¢, las caras del volumen de control pueden ser
interpoladas con factores asociados a un solo esquema (forma lineal), como, por ejemplo, los siguientes

esquemas, acompanados por la normalizacién de Leonard, detallada en el Apéndice A
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e Segundo orden hacia atras SOU
bir12 = %(3¢j —$;-1); Gji1j2 = ;@] (5.47)

e Diferencias centradas
1 ~ 1~ 1
biv12 = 5(‘1’]’ + ¢j+1); Gjv12 = E(;bj +3 (5.48)

e Primer orden hacia atras FOU
biv12 = b;; Bivi2 =& (5.49)

En el NVD de la fig 5.8, se muestra la regién donde se garantiza la monotonia, en la zona 0 < (],’31- <1,y
se encuentra dentro del triangulo limitado por debajo por el esquema de primer orden hacia atras y
por arriba por la unidad; en tanto que, para ‘f’j <0y ‘f’j > 1, la monotonia se establece en la linea
$j 2 = (,5]-. Unicamente el esquema de primer orden hacia atras satisface incondicionalmente la zona
CBC, sin olvidar los inconvenientes de este esquema ya discutidos; mientras que el esquema centrado
y el de segundo orden hacia atras infringen esa condicién fuera del rango 0 < ¢AJJ- < 1. En la mayoria de
los casos, emplear un esquema fuera de la zona acotada puede generar oscilaciones espurias en las

vecindades de altos gradientes.

Por lo anterior, Zhu y Rodi (1991) proponen un esquema hibrido a partir de los tres esquemas. Basta
con indicar que este esquema se encuentra ubicado dentro de la regién CBC, con lo que se garantiza

una solucién acotada. Se requeriran inicamente tres valores nodales vecinos para conseguir la VIV.

1.2
- / /’
Dji1/2 , ,,//
1 7 - /4'"/
/ g
e
06 o / g
~ /
-
_ ~ T // B
0.4
/ _.". ————— 2do Orden Atrés
—— =—— — Centrado
0:2 / ------------- ler Orden Atrés
/ ------- Hibrido
R 7" b
0.2 ’ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ¢I 1.2
7 -
’ 0.2

Figura 5.8 Hibrido de tres esquemas
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Los esquemas de segundo orden hacia atras y de diferencias centradas pasan a través de los puntos
(0,0) y (1,1), respectivamente, y se intersecan en ((f)]- = 0.5) un punto (llamado @) dentro de la regién
CBC, esto sugiere una combinacién de los dos esquemas como forma alternativa de aproximar el valor
de q3j+1 s2 dentro de la regién mondtona; fuera de esta se utilizan las diferencias hacia atras de primer

orden.

Los selectores para la cara derecha del VC dependen de la VN y del acotamiento del NVD,

(1, si (ﬁj <0o ’d)j >1 seusandiferencias de primer orden hacia atras
Buj+12 = .
0, delo contrario
(1, si0< (lA)j <05 se emplean diferencias de segundo orden hacia atras
Bsj+1/2 = .
0, delo contrario

Bejrijg =1—ay, —as, se utilizan diferencias centradas. (5.50)

El primer selector controla el esquema SOU; el segundo, a FOU, y el ultimo afecta al centrado. El
esquema hibrido resultante para la cara derecha del VC formulado con la combinacién lineal de los

tres esquemas es
i1z = u{ﬁu,j+1/2¢j + Bsj+1/2 E (3¢j - ¢j—1)] + Bejv1/2 E (d)j + ¢j+1)]} (5.51)

frs j j+1 j-1
Agrupando términos por nodos, aparecen B 5, Bi 12 ¥ Biy1/2 €n

bjr172 = Blot o ®) + B2 ®ya1 + Bt 0 ®- (5.52)
i 3 1
donde ﬂj]+1/z =u [:Bu,j+l/2 + Bsj+1/2 (g) + Bej+1/2 (5)]
- L , S
B = —upy (3) gt =1-p g (5.53)

La btsqueda de los selectores B, 11,2, Bsj+1/2 Y Bej+1/2 extiende el tiempo de computo de la solucion;
resulta mas sencillo usar la VN y el NVD, porque se simplifica el cédigo, las variables y las

operaciones, y, obviamente, se reduce el tiempo de computo.

54 No lineales de Leonard

Estos esquemas emplean lo que Leonard (1988) llama la Curvatura Compensada para el Transporte
por Convecciéon, CCCT (Curvature-Compensated Convective Transport), que garantiza estar utilizando
un algoritmo acotado. Los algoritmos no acotados en regiones de altos gradientes pueden presentar
valores grandes de los componentes de Fourier, lo que se traduce en serios disturbios sin significado
fisico. Aunque los esquemas hibridos muestran la posibilidad de resolver satisfactoriamente altos

gradientes, esto es insuficiente para impedir las oscilaciones espurias (under/over shoots o wiggles).
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En las zonas donde el dominio de ¢ es suave, la solucion es satisfactoria con el uso de un esquema de
alto orden como QUICK, o mejor ain QUICKEST;, sin embargo, en presencia de altos gradientes o
fuentes importantes, el error de truncamiento es del mismo orden del esquema y, consecuentemente,
los errores de la longitud de onda corta se manifiestan con rapidez, situaciéon explicada por el empleo
de las aproximaciones polinémicas de un orden més alto que no puede dar solucién a este problema.

Los esquemas de Leonard se denominan asi porque utilizan conceptos y definiciones de este autor.

5.4.1 SMART

Los esquemas lineales poseen un orden de precision de entre segundo y tercer grado; esto da un indicio
de su desempefio, siempre y cuando no exista presencia de altos gradientes que rompen la relacién
entre el orden del esquema y la precisiéon obtenida. Considerando la cara derecha del VC centrada en j,

la expansién en series de Taylor del nodo en estudio y sus vecinos (izquierdo y derecho) adyacentes,

3
Ax "

Ax Ax?
bjv1 = Pjr12 + 7¢’j+1/2 + ?S‘b”jﬂ/z tg P j+1/2 + TAO

Ax? " Ax® "

A ’
b = Pj1y2 —7x¢j+1/z b 12— g @ 12 T TAO (5.54)

3Ax 9Ax2 9Ax3
bj-1 =12 =5 Pir12 12 — 9" 4172 + TAO

Para calcular el valor en la cara derecha del VC, ¢;,4/,, se toma una combinacién de las expresiones

anteriores y, ademas, se ignoran los Términos de Alto Orden, TAO,

60;+3¢;41-dj-1  Ax3
Gjr1j2 == === (5.55)

El dltimo término de la ec 5.55 se puede expresar como

n A 3 nr
(P41 — 20 + dj_1) = Ax2P" 10 + =" 11)2 (5.56)
2

Al sustituir 5.56 en 5.55, factorizar y sustituir a¥,

b= (+2a) g+ (G- a”) b= (G+a*)

J

|ttty = (=3 ) A3 gy + ] (5.57)

donde at es un pardmetro por determinar (+ hace referencia a la cara derecha del VC). El error de
truncamiento es O(a*Ax?). La expresién introduce con eficacia una CCCT de segundo orden de la

curvatura para a*, con una precisién de tercer orden para la aproximacién de q')j +1. Ignorando los
2

términos dentro de los corchetes (de error de truncamiento) y obteniendo la VNN,

$j+1/2 = G + 2“+) ¢A’j + (g + a+) (5.58)
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Esta ultima ecuacién pueden ser vista como una aproximacién éptima que combina esquemas lineales
con un factor de peso a*t. Este factor es capaz de modificar el esquema principal y transformarlo en

casos de esquemas conocidos, como se muestra en la siguiente tabla.

Tabla 5.1 Factor de peso para esquemas conocidos

Esquema a
FOU
SOuU 3/8
Diferencias centradas -1/8
QUICK 0

Gaskell y Lau (1988), autores de SMART (Sharp and Monotonic Algorithm for Realistic Transport),
proponen el uso de a* = 0 para estar dentro de la regién triangular de monotonia; en el punto (5/6, 1)

es necesario mantenerse dentro de la regién de monotonia, asi que se toma q,'3j+1 s2 =1 para la regién
q,’;j € (g, 1). El empleo de a™ = 0 en <;Bj ~ 0% (cero por la derecha) genera un valor de <f)j+1/2 demasiado
grande y conlleva problemas de disparos hacia abajo; por tanto, se propone una relacién lineal para
q,’;j € (0, %) y asi preservar el acotamiento. En qu <0y qu > 1, basta con utilizar el esquema de primer

orden hacia atras.

r=A2-7----- (i r-=—-—="Aa-~-=°=- r=--- T- " "™
1 (7) 1 1 1 1 L 7z |\
1 i+1/2 1 1 1 1 R Ve 1
1 i/ 1 1 1 [ 1
Lomm g d e I __ Lo _d_____ et 1
1 1 1 1 1 ,1"_ 1 1
| | | | Pl | |
1 1 1 [ 1 1 1
1 1 1 Vv 1 1 1
F=08-+—-——-—-— 1-=—=== r——=FH--—-- --=- +t----- |
1 1 a0 1 1 1
1 1 ‘:’/ 1 1 1 1
1 1 B 1 1 1 1
7
1 1 1 1 1 1 ]
[l St |_;-/__|______| _____ CTTTTTT T |
| ra | | | | |
1 ol 1 1 1 1 1
1 S 1 1 1 1 1
e B R A e I ———— - |
1 v ;! 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1, / ! ! [ IRRSIRITLIIIEEY QuICK !
¥ 1 1 | |
F=02-f b= - r=--—-—=-a°--~ [
1 / 1 1 1 — — = = SMART 1
1 1 1 1 1
1 / 1 1 1 1 1 1
[ 0 ! ! ! ! ' {
i ’ 1 1 1 1 1 1
0: , 1 | | 1 i by 1
-.2, 0,2 04 0,6 0,8 ¢'j 12
1 1 1 1 1 1 1
Lo g —d - = T - s e —

Figura 5.9 SMART en NVD

El analisis anterior, formulado como una funcién seccionalmente dividida, cumple con continuidad y
asegura una solucion acotada. El algoritmo usado es fino y mondtono para un transporte fisicamente

realista por conveccién, SMART. En este esquema a™ y ¢3j+1 2 quedan determinados de la siguiente

manera:
at = [7‘7”“”%(2@“)] (5.59)

2¢;—-1
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(5.60)

Primero debe conocerse ¢;; consecuentemente, ¢; o a™; por ultimo, se verifica que se cumplan las
j j+1/2

ecs 5.59 y 5.60, segun los rasgos especificos; situacién que conlleva un proceso implicito iterativo.

Debido a dicho proceso, se extiende el tiempo y costo del proceso de solucién computacional; pero
SMART puede ser replanteado en la programacién sin el uso de a™, esto si Uinicamente se genera
$j +1/2 @ partir de (,5]-, obedeciendo CBC en el NVD.

5.4.2 SHARP

QUICK genera resultados satisfactorios en estado estable pero, para altos gradientes como escalones,
produce disparos hacia abajo y pequefias oscilaciones sin sentido fisico. Se puede modificar el esquema
de adveccién con el empleo de la NV y el CBC. Leonard (1987) pretende que SHARP sea un esquema
simple y de alta precisiéon para el modelado de conveccién en discontinuidades (Simple High-Accuracy
Resolution Program for Convective Modelling of Discontinuities).

Una posibilidad de interpolacién es utilizar una funcién exponencial a partir de tres nodos vecinos
P(E) = A+ Be® (5.61)

donde ¢ es la coordenada espacial local (¢ = Ax/2) normal a la cara del VC; A, B y C son parametros a

evaluar en términos de los nodos vecinos

$p(0)=¢;, =A+B (5.62)
$(—Dx) = ¢pj_; = A+ Be ¥ (5.63)
$(Ax) = ¢j 41 = A+ Be (5.64)

se encuentra que

_ <l>j+1¢7j—1—<i>,2
Pj+1—2¢j_1+;

(5.65)

Para la cara derecha del VC,

$B/2) = b1 = A+ J (51 — 4) (1 — A) (5.66)
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En términos de la VN,

3.(1-3.)_32
3 AHC) 9 (5.67)

¢j+1/2 = 12,

Esta relaciéon exponencial hacia atrds, EA, se expresa en el NVD y se define solamente en la regién
monoétona 0 < (51- < 1; que, ademads, tiene una indeterminacién en <;5j = 0.5; s1 se usa la regla de

L’Hopital, en la discontinuidad
$,(0.5) = 0.75

EA pasa por el punto @ dado por (0.5, 0.75). En la fig 5.10, se aprecia que la relacién exponencial hacia

atras es tangente a QUICK en @, lo que asegura que EA es de tercer orden de precisién en ese punto.

¢j+1/2
0.8

0.6

e
. £A

0.2 = = = = QUICK

-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢'j 1

-0.2

Figura 5.10 EA en NVD

En muchos puntos, EA estda cerca de QUICK, especialmente en la discontinuidad qu ~ 0.5, y sus

vecindades; eso permite emplear QUICK en lugar de EA cerca del punto @:
Si 05— ¢3]| < constante, se utiliza QUICK. (5.68)

La cercania a QUICK depende de la constante; segiun Leonard, 0.15 es un valor razonable.

Multiplicando por dos la ecuacién anterior:
Si |1 -2¢;| <0.3, se emplea QUICK. (5.69)
Directamente, en términos de las variables originales (no normalizadas):

Si|¢j_1 —2¢; + ¢ 41]| < 03|41 — ¢;_1], se usa QUICK. (5.70)
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La parte izquierda de la ecuacién anterior expresa la curvatura de la variable convectiva, lo que
implica que para regiones suaves del dominio de flujo se utiliza QUICK. EA es m&s caro
computacionalmente; por ello, solo se usa en una pequeiia fracciéon del dominio, y eso genera una
buena relacién costo-beneficio.

EA Gnicamente existe en la region monoétona; fuera de esta, en 1 < q3j < 1.5, se emplean diferencias
hacia atras como estrategia sencilla y robusta; para valores mayores, ¢A>]- > 1.5, se continta con QUICK.

Para valores negativos, (]3}- < 0, se aplica q3]- = %(f)j hasta unirse con QUICK nuevamente en 43}» =-1.

La funcién seccionalmente dividida de SHARP es:

( g(chj +1) si $ <-1,035< <065y >15
3 3 ~
| g i si —1<¢; <0
5.71
¢] +1/2 ¢] (1 ¢j) ¢] ) 0 R 0 35 0 65 R ) ( )
TSL <¢; <035y 0.65<¢; <
s si 1<, <15

1.75

Dir12

1.25

¢; 175

-0.75

Figura 5.11 SHARP en el NVD

El algoritmo de programacién de SHARP y que sirve de base para posteriores esquemas se puede
expresar como:

1. Si [¢j+1 - ¢j_1] < 107° se utiliza QUICK, porque es una regién suave; ademas, no es posible la
normalizacién debido a que el denominador se aproxima a cero.

Se revisa si se satisface la desigualdad 5.70.

S1 no, se realiza la normalizacién <l3j =(¢; — -1/ (P; — dj-1)-

Se calcula <¢3j+1 /2 con el esquema correspondiente, segtn las expresiones e intervalos 5.71.

Se obtiene el valor en la cara (desnormalizando) ¢; 11, = ¢j_1 + (Pj+1 — ¢j_1)q.’3j+1/2.

o gk W N

Una vez construidas las dos caras de VC, es posible obtener q')j”“ con la definicién de VF.

QUICKEST ofrece mejores resultados que QUICK y es posible remplazarlo en el primer paso.
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5.4.3 BSOU

Este esquema se denomina asi por ser acotado y de segundo orden hacia atras (Bounded Second Order
Upwind). Papadakis y Bergeles (1995), en la construccién de BSOU, parten de la mezcla de dos
esquemas hacia atras, de primero y segundo orden. Obviamente, la alternancia entre estos esquemas
tiene el propdsito de evitar regiones de flujo con presencia de oscilaciones espurias. La fig 5.12 muestra
que SOU se encuentra acotado tnicamente en la region CBC; fuera de esta, FOU cumple con la
restriccién de acotamiento. Lo anterior da una idea del esquema a utilizar en cada regién del NVD con

las siguientes restricciones:

P12 =14 1.5¢; si ¢; €10,2/3) (5.72)
1 si ¢; €[2/3,1]

1.2
Pjr1/2

0.8

0.6

04

0:2

-0/ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ¢ 12
02

Figura 5.12 BSOU en NVD

5.4.4 HLPA

Zhu (1991), con la intencién de simplificar SMART y SHARP a costa de una pequenia pérdida de
precisiéon, propone un esquema hibrido de aproximacién entre lineal y parabdlico, HLPA (Hybrid

Linear-Parabolic Approximation).

Este es un esquema de alta resolucidon, con una precision de segundo orden. Da solucién a flujo
permanente e incompresible en términos de VF. El esquema combina una aproximacién de segundo y
primer orden hacia atras; ademas, es acotado mediante el CBC. Dentro de la zona de monotonia en el
NVD, se emplea una parabola que pasa muy cerca de la trayectoria de QUICK, e incluso se puede decir
que HLPA es su tangente en el punto @, fig 3.13, situacién muy similar a la ocurrida con SHARP. La
aproximacion en la cara derecha del VC normalizada y centrada en j es

P 12{(]!:]-(2—(],')]-) para 0<¢; <1 (5.73)
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1.2

$j+1/2

0.8

0.6

HLPA

- = = = Quick

_o/ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 @ 12
-0.2

Figura 5.13 HLPA en NVD

5.4.5 CHARM, ISNAS y NOTABLE

Zhou et al (1995), Zijlema (1996), y Pascau y Pérez (1993), de manera separada, publicaron estos tres
esquemas. El primero es construido con ayuda del NVD, el segundo es acotado con TVD (detallado en
el apéndice B) y requiere una elaboracién minuciosa; el tercero introduce un factor de peso hacia abajo
DWF (Downwind Weighting Factor) para resolver el esquema de modo implicito. En sus bases, los tres

esquemas son idénticos; por tanto, ofrecen los mismos resultados.

CHARM debe su nombre a que utiliza una interpolacién cubico-parabdlica de alta precision y
resolucién (Cubic-parabolic High Accuracy Resolution Method). ISNAS se propone tener una precision
formal de tercer orden y se basa en un polinomio de interpolacién de tercer orden en el NVD, recibe ese
nombre porque pretende ser un esquema de interpolacién sin oscilaciones para la adveccién escalar
(Interpolation Scheme which is Non-oscillatory for Advected Scalar). NOTABLE se denomina asi por
ser en su momento de publicacién una nueva opcién para el tratamiento de la adveccién en la capa
limite (New Option for the Treatment of Advection in the Boundary Layer Equations).

El esquema SHARP dentro de la regién monétona usa una funcién exponencial hacia atras EA, que es
tangente a QUICK en @, fig 5.10, pero emplear EA resulta mas costoso computacionalmente que una
funcién polinomial; por tanto, EA se remplaza por una funcién polinomial de tercer orden, que también
es tangente a QUICK en Q; y asi se garantiza una precisién de tercer orden. Por otro lado, al cumplir
con las restricciones de CBC, se ratifica tener un método incondicionalmente acotado.

En los esquemas CHARM, ISNAS y NOTABLE, el valor normalizado en la cara derecha del VC es

(5.74)

. {¢A)]3 —25¢} +25¢; para 0<¢; <1
Jty

¢ .1 A A -
b, para ¢; <0y ¢; =1
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1.2

‘7’1‘+1/Z

0.8

0.6

CHARM, ISNAS Y NOTABLE

= = = = QuICk

O/ 0.2 0.4 0,6 0.8 1 (’i)}' 1.2
-0.2

Figura 5.14 CHARM, ISNAS y NOTABLE en NVD

Los esquemas satisfacen el CBC. Ante un aumento o disminucién en ¢;, se genera un mecanismo de

regeneracién numérica que reduce la apariciéon de oscilaciones y asegura la convergencia. Se puede ver
que el esquema utiliza la formulacién de primer orden hacia atras, con una correccién de tercer orden

en la zona de monotonia.

5.4.6 UMIST

Este esquema es una interpolacién monétona hacia atras (Upstream Monotonic Interpolation for
Scalar Transport). Lien y Leschziner (1994) construyen UMIST con diversos esquemas, en diferentes
secciones del dominio del NVD. Se usan diferencias hacia atras fuera de la region mondtona; dentro de

la misma, se aprovecha la relacién <;b]. % = 2¢;; después, de manera lineal se une con el punto @, para

continuar con QUICK, y finalmente, en la constante de valor uno

24 si 0<¢; <1/5
“(7¢; + 1) si 1/5<¢; <1/2

$j +1/2 = (5.75)

= (24 +1) si 1/2<¢; <5/6

.5 _ 2
1 si -=¢; <1
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Figura 5.15 UMIST en NVD

Los autores del esquema describen de manera detallada su funcionamiento en términos de la TVD
(detallada en el Apéndice B); esto involucra un criterio de tratamiento para esquemas de alta

resolucién, que combina precisién, monotonia y preservacion de la entropia.

5.4.7 VONOS

Su nombre lo adquiere por ser un esquema no oscilatorio de orden variable (Variable Order Non-
Oscillatory Scheme). El desarrollo de este esquema, por parte de Varonos y Bergeles (1998), se basa en
el estudio del comportamiento de esquemas muy conocidos, no oscilatorios de adveccidon pura; esta
disefiado con la combinacion de QUICK y BSOU. Ambos esquemas no cuentan con orden de precision
similar; por tal razon, el orden formal de precisiéon de VONOS es variable. El esquema es conservativo,

acotado y preciso, con un desempenio similar a SMART y NOTABLE.

En la regién mondtona del NVD se pueden emplear diferentes tipos de esquemas que cumplen con el
acotamiento. Es claro que un aumento en el orden formal de la precisién de los esquemas no garantiza
resultados de mayor precisién; por tanto, el comportamiento del esquema no es siempre proporcional a

su orden formal de precision.

VONOS considera el hecho de que QUICK tiene problemas de estabilidad incluso en la regién acotada
(precisamente en (13]- €[5/6,1] ). QUICK y BSOU se cruzan en q,’3j = 0.5 , por tal razén, se utiliza el

. 3 = ., .
primero en — < ¢; < 0.5 ; para la region restante derecha dentro de la zona de monotonia se usa

BSOU, fig 5.16.
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(;B]- para (13}- ¢ [0,1]
10q3]- para 0 < (ﬁj < %
<13j+1/2 .y 2(2@ +1) para % < ‘i’j <05 (5.76)
1.5(13}- para 0.5 < qu <§
1 para %S (,5]- <1

1.2

$j+1/2

0.8

0.6

0.2 = = = = QUICK

VONOS

£
_0/ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 J;j 1.2
0.2

Figura 5.16 VONOS en NVD

5.4.8 WACEB

Song et al (2000) emplean un coeficiente de peso promediado que asegura el acotamiento (Weighted-
Average Coefficient Ensuring Boundedness). El valor de la cara derecha del VC con la normalizacion de

Leonard es calculado con la siguiente expresion

(131- para (131- ¢ [0,1]
2(],'3]- para 0 < qu <0.3

$e12=9 22§ +1)  para 0.3<¢; <5/6 (5.77)
1 para 5/6< (@ <1

En la fig 5.17 se muestra que WACEB restringe el valor de ¢3j+1 /2 de manera acorde con CBC
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Figura 5.17 WACEB en NVD

5.4.9 ULTRA SHARP

En general, se requiere limitar los valores normalizados de las caras del VC; aunque es posible cierta
flexibilidad, a fin de también cumplir con la monotonia y continuidad respecto a los nodos vecinos.
Esta limitacion se puede garantizar al satisfacer el CBC, con ayuda del uso de la VN en el NVD; pero

ademas debe existir una relacién proporcional entre las variables normalizadas, <f)j+1 2y $j, de la
00 ;

forma 2912 5 .

El esquema de segundo orden centrado y el de hacia atras cumplen en cierta regién con las condiciones
de acotamiento (fig 5.18); adicionalmente, ambos transitan por el punto @. Todo lo anterior lo
aprovechan Leonard y Mokhtari (1990) para crear un esquema de nombre ULTRA SHARP. Esta
propuesta utiliza SOU a la izquierda de @ y de segundo orden centrado a la derecha del mismo punto;
esto, si <j3]-+1 /2 se encuentra fuera de la regién triangular del CBC en el NVD.

1.2-+

$j+1/2 B A
- : : : i

Figura 5.18 ULTRA SHARP en NVD
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La linea punteada de la fig 5.18 muestra los esquemas dentro de la regién monétona CBC. Lo
innovador de ULTRA SHARP es que evita la singularidad cerca de ¢A>]- — 0%, empleando la linea OB,

que es una trayectoria de pendiente finita y positiva. Esto introduce una nueva constante

$j+1/2 < Constante * (f)]-, cuando de ¢A>]- - 0f (5.78)
Donde, por ejemplo, Constante = 10.
Para cada una de las caras, el algoritmo de acotamiento se utiliza de la siguiente forma:

Con un esquema de alto orden, se calcula un valor tentativo para la cara derecha del VC ¢, 4 ,.
2. Se determina el valor normalizado de la cara derecha del paso anterior q3j+1 2 v del nodo al
centro de la celda <13]-.
3. Si el punto ($j,$j 1 /2) se halla dentro de la regién triangular de la fig 5.18, simplemente se
procede con la siguiente cara del VC.
4. En caso contrario, $j+1/2 toma el valor ajustado por el esquema mas cercano (SOU o SOC),
mostrado con lineas discontinuas en el diagrama.
5. Se reconstruye el valor en la cara mediante la desnormalizacion
biv12 =1+ (P11 — ¢j—1)$j+1/2

6. Se realiza el mismo procedimiento para cada cara del dominio.

5.5 ULTIMATE

Es una estrategia propuesta por Leonard (1991), consiste en usar un limite universal (Universal
Limiter) para la interpolacién en el modelado de un transitorio (Transient Interpolation Modeling) de
la ecuacién de trasporte por conveccién (Advective Transport Equations). ULTIMATE se combina con
cualquier esquema conservativo explicito, sin importar su orden de precisiéon. En los resultados del
subcapitulo 6.1, se puede ver que los métodos basados en un solo esquema son insatisfactorios para la
captura de ondas de choque o frentes con altos gradientes. ULTIMATE es un esquema hacia atras de
tercer orden y extremadamente satisfactorio para la mayoria de flujos de importancia practica.
Métodos de mas alto orden pueden generar mejores resultados en ciertas regiones, pero a la vez

ocasionan oscilaciones espurias en otras zonas, situacion que precisamente se pretende evitar.

De manera general, el método funciona proporcionando una resolucién de mas alto orden en regiones
aisladas, donde hay una alta curvatura o un alto gradiente. Los resultados son en extremo precisos, y
se obtienen pagando un pequefio costo agregado de esfuerzo computacional (ligeramente superior al de

un esquema de tercer orden; Leonard, 1991).

Un esquema con un valor fijo del nimero de Courant genera una Unica curva en el NVD. En general,
los esquemas de Leonard pasan a través de los puntos (0,0) y (1,1), a fin de cumplir con el CBC y
permitir un orden de precision mas alto. Estas restricciones se expresan en términos de la VN, por lo

que se hace importante trabajar directamente con los valores normalizados.
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5.5.1 Criterio para mantener la monotonia

Los valores en las caras normalizadas del VC deben satisfacer ciertas condiciones para estar dentro de
la regién triangular del CBC, y asi producir un comportamiento monétono. No debe olvidarse que la
cara derecha, (f)}lﬂ 2> para u>0Oes construida en funcién del nodo central, q@f. En ULTIMATE, el

nuevo valor de ¢j"+1 debe estar entre los limites siguientes:

G < @ft < P (5.79)

En la adveccién pura, a velocidad constante, la desigualdad del lado derecho es menos restrictiva que

b 112 = @, pero la desigualdad del lado izquierdo también se puede representar como
j+1/ J
~ ~ 1/~ ~
¢}1+1/2 < ¢}1—1/2 + E(ﬁb}l - (b}ljf (5.80)

Para cumplir la desigualdad, $j_1 2y <13]-" /C deben ser positivos; asi que el peor caso se da cerca de

bi_12=0y (i)]-"fll = 0, que es un nuevo limite para conservar la monotonia, por tanto,

$l12 <PP/C para 0< <1 (5.81)
Esta condicion, adicional al requisito de estar dentro de la zona triangular del CBC, implica

<Py <1 para 0<Pr<1 (5.82)
Para valores fuera de la regién CBC, basta con usar diferencias de primer orden hacia atras

<],’A>]?1+1/2 = <],’3}1 para <],’3}1 <0o (lA)j” >1 (5.83)

Con lo anterior no se deteriora la precision del esquema, que es determinada Unicamente por el
comportamiento en la regiones suaves del dominio que caen cerca de (lA)j” — 0.5 en el NVD. Los limites
universales expresados por las ecs 5.81 a 5.83 son mostrados en la fig 5.19; el acotamiento en funcion
del nimero de Courant, ec 5.81, se ilustra con la linea discontinua, pero cambia su pendiente en
funcién del valor de C.

1.4

$j+1/2 I
1.2

0.8 !
0:6 1
04 1

0:2 1

0 I
p
¥
,o/ 02 04 06 08 1oy 12
02

Figura 5.19 Courant como restriccion de acotamiento
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Cuando C — 0, el acotamiento se convierte en una linea vertical, mientras que, si C = 1, se degenera en
$j 12 = (f)}-". Esta nueva condicién de monotonia, en 0%, evita tomar valores entre cero y uno, situacién

que podria romper la monotonia en esa zona.
La estrategia computacional es:

1. Calcular DEL = ¢/ — @jq; 81 |DEL| < 1075, hacer ®;41/2 = @', y se procede a la siguiente cara
del VC.

2. Si no, determinar la VN (ﬁ}l = (¢]?l — ¢]?1_1)/DEL; si es menor de cero o mayor de uno,
nuevamente ¢, ;,, = @' y se procede a la siguiente cara.

3. Sino, ¢4/, se estima mediante cualquier esquema de alto orden.

4. Si (ﬁjﬂ/z < <i3]-" (limite inferior), se corrige el valor de la cara con ¢, = ¢/'; ademas, si
$j+1/2 > (jA)]-"/C (limite superior), también se corrige con <]f3j+1/2 = q.'A)j"/C; pero, si (f)jﬂ/z >1
(limite absoluto), se corrige con <;l3j+1 2 =1

5. Se reconstruye el nuevo valor de la cara ¢;,;,, = ¢3j+1/2 DEL + ¢;_; (desnormalizacién), si es que

fue necesario corregirlo.

En el tercer paso del algoritmo, se puede combinar ULTIMATE con casi cualquier esquema de alto
orden. El método asegura que los valores $j+1 2 quedan dentro de la regién triangular CBC, sin olvidar
que ahora también depende del nimero de Courant. Si $j+1 J2 esté por arriba de la region, se ajusta al

limite superior; si se encuentra por debajo, se ajusta al limite inferior.

5.6 Espectrales

Los métodos espectrales se basan en ajustar una serie o un polinomio a una funcién definida en los
puntos de la malla de calculo. En la presente tesis inicamente se hace la presentacion para variables
discretas, aunque la mayor parte de la teoria fue desarrollada para variables continuas. Berezowsky
(1998) detalla aspectos de gran importancia de estos métodos; aqui solo se explican de manera general

y con interés en los resultados.

5.6.1 Transformada de Fourier discreta

Sea la funcién ¢(x) una variable de una ecuacién diferencial con condiciones de frontera periddicas;
ademés, con dominio en el intervalo [0, 2], que se divide en N nodos que definen la malla de célculo.
Las coordenadas de estos nodos, llamados puntos de colocacion, estan definidas por

=2

X == j=01,.,N—1

Esta es una malla uniforme (espaciamiento constante), pero son posibles otros tipos de espaciamiento
de la malla. Si N es potencia de 2, con el algoritmo de Cooley y Tukey (1965) se puede obtener la
transformada rapida de Fourier FFT (Fast Fourier Transform) que, como su nombre lo dice, simplifica
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el costo de la transformada. En caso de emplear un nimero de nodos que no sea potencia de 2, es
posible utilizar diversos algoritmos como la variaciéon de Cooley-Tukey o el de primer factor, ambos de
Oppenheim (1989), y el algoritmo de raiz dividida (split-radix) de Duhamel y Vetterli (1990), entre

otros. Todos funcionan a costa de una disminucién en la velocidad de solucién.
Para los nodos de colocacidn, los coeficientes de Fourier discretos son

<k< (5.84)

N | =
N | =

¢ =L NG p(xg)e -

Estos valores solo dependen de los valores nodales de ¢. Para regresar a la variable original, que fue
transformada previamente, se usa la antitransformada de Fourier (o transformada inversa)
N/2-1 7 ikx; ;
b)) = Lplo s Bre™ j=0,..,N—1 (5.85)
Se conoce como transformada de Fourier discreta a la transformacién de los N valores (reales o

complejos) de ¢(x;) con j =0,..,N —1, en los N numeros complejos ¢, en el dominio de la frecuencia

N N ) . .
con k=—;,...,;—1. En lugar de hacer las sumatorias indicadas en las ecuaciones, ambas

transformadas pueden calcularse de manera muy eficiente empleando la transformada rapida de
Fourier.

Derivacion

Para calcular la derivada de ¢, los coeficientes de Fourier discretos obtenidos con la ec 5.84 se
multiplican por ik (la unidad imaginaria por el numero de onda); asi, la derivada es la

antitransformada del resultado de

N
(Dyd), = Zi=iN/2 a ekl /N 1=0,..,N—1 (5.86)
donde
a, = % §v=—01 ¢je—2ikjn /N (5.87)

La funcién Dy¢ se conoce como la derivada de colocacién de Fourier.

5.6.2 Explicito

La solucién es obtenida Unicamente con el método espectral, por lo que presenta poca estabilidad y

requiere numeros de Courant pequenios. El algoritmo general de soluciéon es el siguiente:

Determinar la FFT de ¢;'.
Se multiplica la transformada por ik(—%-"At/ij),j =0,..N—-1.

1
2
3. Se obtiene la antitransformada.
4

Se genera ¢'*!

77, utilizando la ec 3.20.

27



5.6.3 Implicito

Con la finalidad de evitar la restriccién de la estabilidad del esquema explicito, se puede recurrir a un
esquema implicito, pero iterativo. La primera estimacion es de forma explicita

Atul

(¢r*1) = ¢ — 2L (Dy )" (5.88)

Xj

1 7’ ., .
Con los valores de (d)j"“) se calcula espectralmente (Dy¢)"*!; asi, la ecuacién recursiva para obtener

la concentracién resulta ser

(@)™ = ¢ — = [ (Dy )" + 4 [(Dy )17 (5.89)

ij
donde m indica el nimero de iteracién. Conviene acentuar que se requiere una transformada y
antitransformada por cada iteracién. El nimero de iteraciones depende del problema, pero en general

cuatro iteraciones como maximo son suficientes.

5.6.4 Seudoespectrales

Se pueden combinar métodos espectrales y de otra naturaleza, como diferencias finitas o de volumen
finito; por tal razén, reciben el nombre de seudoespectrales. Hay que considerar que es mas practico

realizar la combinacién de esquemas en el espacio real.

Para resolver la parte temporal de la ecuacion de transporte, basta con usar diferencias hacia
adelante. La solucion espacial seudoespectral permite dar una mayor precisién; consiste en construir
un predictor con DF o VF, para posteriormente resolver la misma ecuacién con el método espectral (a

manera de corrector).

Emplear un esquema en DF o VF como predictor ayuda a estabilizar la solucién. El corrector espectral
puede ser explicito o implicito. El procedimiento seudoespectral predictor-corrector se puede expresar
como sigue:

1. Se construye el predictor, ¢"*1, con un esquema en DF o VF.

j _—

2. A partir del predictor, se resuelve nuevamente para obtener el corrector, q,’)}’“ , aprovechando

el método espectral.

3. Se determina la solucién definitiva, ¢!

J
corrector, promediando el predictor y corrector, utilizando un factor de peso, iterando, etc.

, de diversas maneras: tomando Unicamente el

La solucién final con el uso de un factor de ponderacién, y, entre el predictor y el espectral como
corrector, tiene la forma

M= (1 - +y ¢! (5.90)
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6. PRUEBAS

Para obtener una comparacién cuantitativa de la precision de cada uno de los resultados numéricos de
los esquemas se hace uso de cuatro pruebas, de las cuales, tres se repiten cambiando el nimero de
Courant y el numero pasos en que se fracciona el tiempo total. Las pruebas exigen un buen

comportamiento de la solucién para condiciones extremas.

Para juzgar el funcionamiento de los esquemas de una manera cuantitativa, se hace uso de diferentes
criterios para medir el error generado al comparar el resultado numérico y el analitico. La forma de
medir los errores es detallada en el apéndice A. La ec para la solucion analitica corresponde a la

condicién inicial desplazada cierta distancia, ut , en direccién aguas abajo.

Posterior a la tabla de errores se muestran comentarios sobre estabilidad, costo computacional,
aparicién de oscilaciones espurias, existencia de desfasamiento, grado de difusién numérica y una

calificacién del esquema, obtenida considerando sus ventajas y desventajas.

Primera prueba

Consiste en el problema 1 del Foro de conveccién-difusién organizado por Baptista et al (1988). La
velocidad de flujo es constante, u = 0.5 m/s; con un incremento de tiempo At = 96s; y se avanza la
solucién hasta T =9600s, (esto es, 100 At). La malla consta de 64 nodos espaciados de manera

uniforme, Ax = 200 m. El nimero de Courant es C = 0.24.

El parametro inicial (t = 0s) de esta primera prueba consiste en una curva de distribuciéon de la
concentracién tipo Gauss, mostrada en la fig 6.1. Esta funciéon presenta suavidad en los extremos y
alta curvatura en el pico.

_(x—xo)z)

ot = 0,%) = gpel Tt 6.1)

Con una concentracién de pico o0 maximo, ¢p = 1.0 (las unidades pueden ser g /m?, K, etcetera). Los
parametros de distribucién: centro de masa en x. = 2000 m, una dispersién de gy = 264 m. Como
0y/Ax = 1.32 implica describir la condicién inicial con relativamente pocos puntos de la malla, haciendo
de esta primer prueba exigente para el método numérico de solucién empleado. Se aclara que la
funcién es suave en x, y con gran curvatura cerca del pico. La solucién analitica final (en ty)

corresponde a la solucién inicial desplazada 4800 m (uT).

La condicién en la frontera aguas arriba, ¢(x =0,t) =0, se impone como cero y representa la
concentracién que entra al dominio. Algunos esquemas utilizan nodos aguas abajo en su interpolacién,

y su uso hace necesario definir la frontera aguas abajo, de igual forma igual a cero.
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Figura 6.1 Prueba 1

Segunda a cuarta prueba

Sweby (1984) recopilo estas pruebas y posteriormente fueron aprovechadas por diversos autores. Su
seleccion fue por su simplicidad y facilidad de reproduccion; ademaés, de que intentan representar las
caracteristicas basicas de problemas extremos que se pueden presentar en la practica. Las pruebas son
aplicadas en la misma corrida con el fin de simular situaciones méas practicas. Entre las pruebas se
emplea una distancia, de (20Ax), sin importar el valor del incremento de tiempo (At) o el nimero de
Courant. Por simplicidad, se toman valores fijos de la velocidad, u=1m/s, y espaciamiento
Ax = 0.01 m. Para las mismas condiciones iniciales, se emplean dos numeros de Courant: el inciso a)
con C = 0.05 que ocupa 900At e implica un incremento de tiempo pequeno (At = 0.0005 s); el inciso b)
usa C =0.5 y requiere de 90At, e involucra un incremento de tiempo mayor (At = 0.005s). Con
excepcion del namero de Courant, estos parametros son irrelevantes para el esquema de solucién, pues
solo son factores de escala en el problema; siempre y cuando no afecte la precisién utilizada en la

programacién. La solucién buscada corresponde a 45Ax, involucrando un nimero total de pasos N,.
N, =45/C (6.2)

La segunda prueba es una funcién rectangular o caja. Esta prueba permite ver cémo el esquema de
solucién es capaz de regresar a la monotonia después de pasar por dos altos gradientes, esto
convirtiéndose en un aspecto fundamental en el modelado de la adveccién. Una buena simulacién
después de cruzar un escalén obtiene la monotonia en una pequefia cantidad de nodos; cuanto mas

reducido sea el ancho ocupado por las oscilaciones generadas por el escalon, mejor sera el método
utilizado para esta prueba.

Por un lado esta prueba proporciona dos veces mas informacién que usar un escalén simple; pero
ofrece la desventaja que para métodos altamente oscilatorios, las oscilaciones excitadas en el ascenso

pueden interferir con las del descenso y viceversa; asi, provocando un patrén de onda resultante
confuso y que no es claro en algunos casos.
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La caja rectangular tiene un ancho de la base de 20Ax, con una altura ¢ = 1, y se encuentra ubicada

en el dominio a 10Ax de la frontera aguas arriba.

La tercera prueba es geométricamente muy similar a la primera. Es una onda senoidal cuadratica de

un ancho 20Ax de la forma:

¢(t = 0,x) = sin? (zgzx) en 0 <x < 20Ax

y ¢(t=0,x)=0 para cualquier otro valor de x (6.3)

Esta funcién representa un perfil relativamente suave con un gradiente variable, y posee un solo

maximo local que introduce un cambio tajante en la curvatura de cualquiera de los lados.

La cuarta prueba fue usada por vez primera por Zalesak (1987) y hace referencia a una semi-elipse con

un ancho de 2i,Ax = 20Ax, centrada en i, con forma (con i como nodo). El inicio y fin de la funcién son

abruptos.

d(t=0x)=/1—(i—i,)%/i2 si li—i|<i,
y ¢(t=0,x)=0 para cualquier otro valor (6.4)

Es una prueba rigurosa que posee un cambio tajante inicial en el gradiente, seguido por una regién con
gradiente continuamente cambiante y finalmente otro cambio brusco del gradiente; estos puede
generar en la simulacién una oscilacién significativa en la zona apenas detras o apenas delante del
paso de la semi-elipse. Las condicidnes de frontera aguas arriba y aguas abajo son iguales a las
pruebas anteriores, sin olvidar que en esquemas de alto orden es necesario mas de un nodo como

frontera (seudo-nodos). La condicién inicial de la segunda, tercera y cuarta prueba se muestran en la

fig 6.2.
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Figura 6.2 Condicion inicial prueba 2 a 4
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La siguientes figuras, muestran los resultados de los esquemas e incluyen en la parte superior
informacién de los anchos de paso Ax con dx y At con dt, el nimero de Courant C; el valor maximo y
minimo, Max y Min; ademas el tiempo de computo, tc. Cuando algiin esquema es inestable no se

incluyen su grafica, con excepcién de la fig 6.4.

Los algoritmos fueron programados en MATLAB. El tiempo de cémputo se calcula internamente con el

software. Se emplea la misma computadora en todas las pruebas, y por ello, es posible compararlos.

Medidas de Error

Como parte de los resultados se incluyen tablas con diferentes medidas del error también propuestas
en el Foro de conveccion-difusién organizado por Baptista et al (1988). Con las siguientes definiciones
de variables:

m(t) Masa total; equivalente al area bajo la curva de la distribucién y se obtiene

mediante integracion numérica

¢ (x,t) Concentracion en el punto x al tiempo t, de la solucién de referencia
" (x,t) Concentracion en el punto x al tiempo t, de la solucién numérica
Q Dominio de integracién en x

1. Norma discreta del error L-2. Adimensionalizada con la masa total. Es una medida discreta del
error global de la solucién numérica; de hecho es la medida més importante de error; debe valer

cero ya que suma las diferencias de cada nodo entre la solucién numérica y la analitica

¢p(t) = [Tl (©) — &7 (xi, )11/} (6.5)

m (t)

2. Error en la concentracién de pico. Es adimensionalizada con la concentraciéon en el pico de la

solucién analitica. Es una medida del amortiguamiento del método numérico; debe valer cero

Prnax E)—Pmax (t)
e(t) = 0 (6.6)

3. Valor absoluto maximo  negativo del método numérico. Esta adimensionalizado con la
concentracién en el pico de la solucién analitica. Es una medida puntual de las oscilaciones
espurias (wiggles) negativas de la solucién numérica; debe valer cero

Pmax neg (t)
ll}(t) B | Bmax ) (67)
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Error en la posicién de la concentracion de pico. Es adimensionalizado con la distancia exacta de
viaje del pico. Mide puntualmente el desplazamiento o fase de la solucién numérica y debe valer
cero
xF o ®)=xMg ()
f(t) - max max (6.8)
Ut

Momento de orden cero del perfil de concentraciones, adimensionalizado con el valor semi-exacto,
es decir, con la masa total. Es una medida integral de la conservacién de masa; debe valer uno

1

Ko(t) = o

Jo o™ (x ) dx 6.9)

El valor esperado, también conocido como primer momento de la distribucién en un instante dado

L
m(t) "0

E(C,t) = x ™ (x,t) dx (6.10)
El error en este primer momento del perfil de concentraciones, adimensionalizado con la distancia
exacta de viaje. Es una medida integral del error de fase de la solucién numérica, debe valer cero y
esta dado por:

ET(p,t)—E"(,t)
p () = 2200 0 ? (6.11)

Segundo momento del perfil de concentraciones, adimensionalizado con el valor de la solucién

analitica. Es una medida integral de la dispersién de la solucién numérica y debe valer uno

Jo x=E" (9 P $" (¢, 1)dlx
Jop x=E®(¢,012¢7 (¢,t)dx

U (@, 1) = (6. 12)

La ultima forma de medir el error es tomada de Leonard (1991). Se le conoce como ondulacién o

variacion total del error y debe valer cero.

W =316 — & (6.13)

donde &; es el error local de cada nodo dado por la ec 4.8. Este error es graficado en la parte inferior de

cada figura.

58



0.01589 s

tc=

Min = -0.566

0.799

9500

8500

0-4G

8000 '\

0.0724 s

tc=

Min =-2238.3

18

N
1,6

59

Madx

0.24

c

96s

dt

Lineales

6.1

6.1.1 Segundo orden hacia atras

dx=200m

%)
3
~
3
3
o~
Q
3
=
N
S
~
]
3 d
~ 8
° N J of <
5 ©
2 = = X ozt l ™ 3
8 2 <
E Q0 N oe--1-°0 9
8 () n - 2
€ x —o--p- 7 @
z g e 5
||||||||| o
m 3 [ St S S o 8
s m ......... -0 -F---1 el sl o a
I3 R e e e s -0 - i ]
° 3 QL ) s el Rtk it S M e
S S S 3 il Sk S —E-togoll
4 o>t n P B -===t=0
o Ot
@ B e I S S N
[ N S R R R dis
- R I PPt el cLE LY SRS
~ ) Odwrrrmm T -o-
|1 R S R N B 5°
3 S R e -o--L_
N S I B il s -
8 Q L s it T o Trsitrro
3 N s eesdzzzzi®oiIIIITICT o
L A O e R it Tafatete O rirrsrie—o
» B S
s Pttt T T
™ € L s i B 0"
NS 3 o - -T=b
S CEF S
g 2 X BEIE
3 =S ooro
.ﬁmo @muw
\
i
. m
y ©
| S S
R
A
<
S S
8
v Q =) o o Q o =) o o
e ®° © = 2 o~ = © o g 8 8 8 8 & 8 8 8 &8 8
i S S S S < L L S [ ) L

-2,500

Figura 6.4 Prueba 2a, 3a 'y 4a, C = 0.5, esquema segundo orden hacia atrds
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Figura 6.5 Prueba 2b, 3b y 4b, C = 0.05, esquema segundo orden hacia atrds

Tabla 6.1 Errores del esquema segundo orden hacia atrds

Prueba L2 &) Y@ O p@® pd p W
1 0.0021 0.2014 0.0000 -0.0882 1.3524  -0.0002 1.4953 2.2671
2b 7.365 -0.233 0.229 0.047 1.052 7.160 0.907 3.499
3b 6.894 0.024 0.150 -0.016 0.999 0.260 0.995 1.330
4b 5.155 -0.120 0.168 0.000 0.982 -7.017 1.035 1.876
6.1.2 Predictor-corrector de segundo orden
MacCormack
dx =200 m dt=96s C=0.24 Madx = 0.6565 Min =-0.2764 tc = 0.000659 s
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Figura 6.6 Prueba 1, esquema de MacCormack
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Figura 6.7 Prueba 2, 3y 4, esquema de MacCormack

Tabla 6.2 Errores del esquema de MacCormack

Prueba  L-2 ) Y® O p® w® p W

1 0.0016 0.3435 0.2764 0.0588 0.9901  0.0000 0.9805 2.4314

2a 6.196 -0.208 0.207 -0.078 1.050 7.108 0.907 3.551

3a 2.963 0.010 0.069 0.008 1.000 0.065 0.999 0.565

da 3.728 -0.059 0.126 -0.011 0.983 -7.157 1.037 1.560

2b 7775 -0.274 0215 -0063 1054  7.104 0912  4.601

3b 4.157 -0.011 0.094 0.008 0.996 -0.252 0.999 1.050

4 4512  -0.112 0184 0000 0982 -7.945 1042  2.022

Con corrector hacia atrds
dx=200m dt=96s C=024 Mcax = 0.5741 Min = -0.1746 tc=0.0226 s
1.0
0.8 /
06 N
R \ O,
¢ = Y
(o
02 s 7 ‘0\
o AN o
00 Qmeeale==cc b O S - — O L
5000 5500 6000 6500 7000 7500 30100 - ~<> o ~<><3_509 O -7 © 9000 9500

02 Desplazamiento (m)
0.45 /\
5 \ P
055 \/

Figura 6.8 Prueba 1, esquema con corrector hacia atrds
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dx=0.01m dt=0.005 s C=05 Mdx = 1.2081 Min = -0.2072 tc=0.1099 s

dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Mdx = 1.1832 Min =-0.1817 tc=1.0624 s
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Figura 6.9 Prueba 2, 3y 4, esquema con corrector hacia atrds

Tabla 6.3 Errores del esquema predictor-corrector segundo orden

Prueba L2 @) @O B @ m@®) p W

1 0.0014  0.4259 0.0000 -0.0588 1.1221 -0.0001  1.1816  1.6120
2a 6.196 -0.208 0.207 -0.063 1.050 7.096 0.907 3.562
3a 2.964 0.010 0.069 -0.008 1.000 0.049 0.999 0.570
4a 3.728 -0.059 0.126 0.011 0.982 -7.119 1.036 1.565
2b 6.957 -0.183 0.182 0.047 1.051 7.136 0.906 3.025
3b 6.168 0.071 0.115 -0.008 0.999 0.145 0.997 1131
4b 4.732 -0.080 0.131 0.000 0.982 -7.069 1.036 1741

6.1.3 QUICK

dx=200m dt=96s C=0.24 Madx = 1.5253 Min =-0.0276 tc=0.02190 s
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Figura 6.10 Prueba 1, esquema QUICK
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dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Madx = 1.2244 Min =-0.12248 tc=0.8312s
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Figura 6.11 Prueba 2, 3y 4, esquema QUICK

Tabla 6.4 Errores del esquema QUICK

Prueba  L-2 g)  Pp@® O p@® p() puE) W
1 0.0033  -0.5253 1.0276  0.0294  0.9959  0.0000 0.9889 5.4921
2b 5.151 -0.224 0.225 -0.094 1.050 7.123 0.906 3.267
3b 1.743 -0.046 0.058 0.000 1.000 -0.010 1.000 0.322
4b 2.871 -0.023 0.127 -0.016 0.982 -7.121 1.036 1.284
6.1.4 QUICKEST
dx=200m dt=96s C=0.24 Mdx = 0.6871 Min = -0.0443 tc=0.01436 s
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Figura 6.12 Prueba 1, esquema QUICKEST



dx=0.01m dt=0.005 s C=05 Mdx = 1.1701 Min =-0.1701 tc=0.0407 s
dx=0.01m dt=0.0005s  C=0.05  Mdx=1.0671 Min = -0.0670 tc=1.6992s
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Figura 6.13 Prueba 2a, 3a y 4a, esquema QUICKEST
Tabla 6.5 Errores del esquema QUICKEST
Prueba L2 e@® P@© O pw@® p®) p) W
1 0.0007 0.3067 0.0458 0.0000 1.0140 0.0000 1.0262  0.8802
2a 4.195 -0.050 0.050 -0.016 1.050 7.111 0.906 1.762
3a 0.556 0.010 0.011 0.000 1.000 0.000 1.000 0.126
4a 2.127 0.001 0.031 0.000 0.982 -7.140 1.036 0.884
2b 4.562 -0.068 0.068 -0.094 1.050 7.111 0.906 1.929
3b 0.856 0.017 0.017 0.000 1.000 0.000 1.000 0.180
4b 2.401 0.002 0.040 0.000 0.982 -7.139 1.036 0.978

6.1.5 Cuarto orden centrado

En ninguna de las pruebas hay estabilidad.

6.1.6 Errores y tiempo de computo
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Figura 6.14 Norma del error L-2 de esquemas lineales
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Figura 6.15 Tiempo de computo de esquemas lineales

QUICKEST es el esquema que ofrece la mejor relacién de desempernio entre el tiempo de computo y el

error. Ademas, ofrece pocas oscilaciones espurias, poca difusién numérica, no tiene desfasamiento y es

sencilla su implementacion.

6.2

Tipo Lax-Wendroff

6.2.1 Segundo orden centrado
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Error

dx=200m dt=96s C=0.24 Madx = 0.6565 Min =-0.2764 tc=0.00835 s
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Figura 6.16 Prueba 1, esquema segundo orden centrado
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Prueba L2 &) @) O p@®) p(t) pal) W
1 0.0016  0.3435 0.2764 0.0588 0.9901 0.0000  0.9805  2.4312
2a 6.196 -0.208 0.207 0.078 1.050 7.096 0.907 3.562
3a 2.964 0.010 0.069  -0.008 1.000 0.049 0.999 0.570
4a 3.728 -0.059 0.126 0.011 0.982 -7.119 1.036 1.564
2b 7.771 -0.274 0.215  -0.063 1.047 6.784 0.909 4.530
3b 4.157 -0.011 0.094 0.008 0.996 -0.252 0.999 1.050
4b 4.512 -0.112 0.184  -0.011 0.982 -7.945 1.042 2.022
6.2.2 Segundo orden hacia atras
dx =200 m dt=96s C=024  Mdx=0.5741 Min = -0.174664 tc = 0.008419 s
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dx=0.01m dt=0.005s C=0.5 Mdx = 1.208 Min =-0.2072 tc=0.0203 s
dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Mdx =1.274 Min = -0.2149 tc=1.5984 s
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Figura 6.17 Prueba 2, 3y 4, esquema segundo orden centrado

Tabla 6.6 Errores del esquema segundo orden centrado

Figura 6.18 Prueba 1, esquema de segundo orden hacia atrds
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Figura 6.19 Prueba 2, 3 y 4, esquema de segundo orden hacia atrds

Tabla 6.7 Errores del esquema de segundo orden hacia atrds

Prueba  L-2 gty PO O p@® wpO p W
1 0.0014 0.4259 0.0000 -0.0588 1.1221 -0.0001 1.1816 1.6120
2a 33.307  -0.505 0.499 0.422 0.909 50.055 0.396 5.898
3a 41,204  -0.156 0.168 0.177 1.085 27.018 0.914 5.100
4a 33.646  -0.240 0.300 0.137 0.867 30.636 0.775 4.256
2b 6.957 -0.183 0.182 0.047 1.051 7.136 0.906 3.025
3b 6.168 0.071 0.115 -0.008 0.999 0.145 0.997 1.131
ap 4732 0080 0131 0000 0982  -7.069 1036  1.739
6.2.3 Tercer orden hacia atras
dx=200m dt=96s C=024 Max = 0.7239 Min = -0.0474 tc=0.01343s
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Figura 6.20 Prueba 1, esquema de tercer orden hacia atrds
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Figura 6.21 Prueba 2, 3y 4, esquema de tercer orden hacia atrds

Tabla 6.8 Errores del esquema de tercer orden hacia atrds

Prueba  L-2 e PO O p(® m(® p ) W
1 0.0007 0.2761 0.0474 0.0000 1.0167 -0.0001 1.0323 0.7911
2a 4532 -0268 0268 0109 1050 7111 0906  3.159
3a 2584  -0.087 0060 0000 1000 0000  1.000  0.401
4a 2.611 -0.017 0.150 -0.005 0.982 -7.140 1.036 1.209
2b 4555  -0.068 0068 -0.094 1050 7112 0906  1.922
3b 0837 0016 0017 0000 1.000 0000  1.000  0.177
b 2394 0002 0040 0000 0982 -7.139  1.036  0.978
6.2.4 Cuarto orden centrado
dx=200m dt=96s C=024 Mdx = 0.8129 Min =-0.1572 tc=0.02019 s
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Figura 6.22 Prueba 1, esquema de cuarto orden centrado



dx=0.01m dt=0.005 s C=05 Mdx = 1.1822 Min =-0.1828 tc=0.0708 s
dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Madx = 1.2053 Min =-0.1633 tc=2.1225s
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Figura 6.23 Prueba 2a, 3a y 4a, esquema de cuarto orden centrado

Tabla 6.9 Errores del esquema de cuarto orden centrado

Prueba L2 @) P@ O p®) pm@E) pol) W

1 0.0007 0.1871 0.1572 0.0294 1.0031 0.0000  1.0063  1.2239
2a 4282  -0.182 0.183 -0.109 1.050 7.132 0.906 2.495
3a 0.304 0.001 0.014 0.000 1.000 0.006 1.000 0.101
4a 2132  -0.023 0.082 0.000 0.982  -7.105 1.036 1.187
2b 4707  -0.205 0.163 -0.109 1.053 7.239 0.907 3.593
3b 0.744 0.006 0.034 0.000 1.000 0.565 0.994 0.349
4b 2.646  -0.038 0.115 0.005 0.984  -6.932 1.036 1.429

6.2.5 Quinto orden hacia atras

dx=200m dt=96s C=0.24 Madx = 0.8551 Min = -0.0396 tc=0.0636 s
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Figura 6.24 Prueba 1, esquema de quinto orden hacia atrds



dx=0.01m dt=0.005 s Cc=05 Mdx = 1.0959 Min = -0.0959 tc=0.2816s
dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Madx = 1.0839 Min = -0.0840 tc=3.9592s
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Figura 6.25 Prueba 2, 3y 4, esquema de quinto orden hacia atrds

Tabla 6.10 Errores del esquema de quinto orden hacia atrds

Prueba L-2 E(t) ¢(t) f(t) Ho (t) ux(t) uxx(t) w

1 0.0004 0.1449 0.0396 0.0000 0.9979 0.0000  0.9988  0.6396
2a 3.294  -0.096  0.096  -0.125 1.050 7.111 0.906 1.920
3a 0.115  -0.001  0.006 0.000 1.000 0.000 1.000 0.051
4a 1524  -0.001  0.047 0.000 0.982  -7.140 1.036 0.700
2b 3.294  -0.096  0.096  -0.125 1.050 7.111 0.906 1.920
3b 0.115  -0.001  0.006 0.000 1.000 0.000 1.000 0.051
4b 1524  -0.001  0.047 0.000 0.982  -7.140 1.036 0.700

A continuacién se presentan graficas de los tiempos de computo y la norma del error, en funcién del
orden del esquema, con la finalidad de compararlos. Los datos fueron tomados para la primera

prueba.
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Figura 6.26 Norma del error L-2 de esquemas tipo Lax-Wendroff
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Figura 6.27 Tiempo de cmputo de esquemas tipo Lax-Wendroff

Los esquemas de orden impar hacia atras emplean ligeramente mas tiempo de computo, con respecto a
los esquemas centrados de orden par inmediatos superiores; asi, el de quinto orden es ligeramente mas
lento al de sexto y asi sucesivamente; por otro lado, es de destacar la mejora de los resultados en los
esquemas de orden impar, por ejemplo, el de tercer orden tiene un menor error L-2, que el de cuarto
orden. En la fig 6.26 se aprecia que a parir del quinto orden, los esquemas carecen de una mejoria
significativa en la reduccién de la norma del error; sin embargo, sus tiempos de computo aumentan de
forma potencial.

6.3 Hibridos

6.3.1 De dos esquemas

dx=200m dt=96s C=0.24 Madx = 0.6803 Min = -0.1469 tc=0.0952s
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Figura 6.28 Prueba 1, esquema hibrido de dos esquemas

71



dx=0.01m dt=0.005s C=05 Mdx = 1.2081 Min = -0.2072 tc=1.4251s
dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Madx=1.2743 Min =-0.2108 tc=15.3137s
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Figura 6.29 Prueba 2, 3y 4, esquema hibrido de dos esquemas

Tabla 6.11 Errores del esquema hibrido de dos esquemas

Prueba L-2 0 9O O p@® p@) p.H W

1 0.0003 0.1365 0.0342 0.2353 0.9962 0.0000  0.9950  0.5762
2a 3.181 -0.101 0.101 0.125 1.050 7.111 0.906 1.964
3a 0.100 -0.001 0.004 0.000 1.000 0.000 1.000 0.045
4a 1.460 0.001 0.045 0.000 0.982 -7.140 1.036 0.658
2b 3.561 -0.064 0.064  -0.109 1.050 7.112 0.906 1.442
3b 0.166 0.000 0.007 0.000 1.000 0.000 1.000 0.068
4b 1.687 -0.002 0.037 0.000 0.982 -7.140 1.036 0.793

6.3.2 De tres esquemas

dx=200m dt=96s C=0.24 Madx = 0.5120 Min=-1.2E-6 tc=0.0525s
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Figura 6.30 Prueba 1, esquema hibrido de tres esquemas
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dx=0.01m dt=0.005s C=05 Mdx = 1.0000 Min=-2.97E-6 tc=0.2000 s
dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Madx = 0.9977 Min =-1.79 E-6 tc=7939s
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Figura 6.31 Prueba 2, 3y 4, esquema hibrido de tres esquemas

Tabla 6.12 Errores del esquema hibrido de tres esquemas

Prueba L-2 e YO §O p@® p@® pL W

1 0.0011 0.4880 0.0000 0.0000 0.9960 0.0000  0.9929  1.2972
2a 3.891 0.000 0.000 0.000 1.050 7.111 0.906 1.466
3a 0.799 0.055 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.170
4a 1.961 0.011 0.000 0.000 0.982  -7.140 1.036 0.674
2b 4.886 0.002 0.000 0.016 1.050 7.109 0.906 1.614
3b 3.159 0.156 0.000 0.000 1.000  -0.099 1.001 0.676
4b 2.555 0.036 0.000 0.000 0.982  -7.152 1.036 0.778

6.4 No Lineales de Leonard

6.4.1 SMART

dx=200m dt=96s C=0.24 Madx = 0.7087 Min=-3.33E-6 tc=0.0191s
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Figura 6.32 Prueba 1, esquema SMART



dx=0.01m dt =0.005 s C=05 Mdx = 1.1360 Min =-0.1973 tc=0.0890 s
dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Madx = 1.0000 Min =-7.34 E-6 tc=3.4514 s
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Figura 6.33 Prueba 2, 3y 4, esquema SMART
Tabla 6.13 Errores del esquema SMART
Prueba  L-2 €t PO O p@® (D) p) W
1 0.0006 0.2913 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.9998 0.7166
2a 1.854 -0.136 0.136 0.000 1.050 7.111 0.906 0.786
3a 1.986 -0.078 0.086 0.000 1.000 0.000 1.000 0.460
4a 4.377 -0.067 0.197 0.000 0.982 -7.246 1.037 2.010
2b 4.380 0.000 0.000 -0.063 1.050 7.111 0.906 1.610
3b 0.788 0.051 0.000 0.000 1.000 -0.003 1.000 0.158
4b 2.297 0.008 0.000 0.000 0.982 -7.107 1.036 0.773
6.4.2 SHARP
dx=200m dt=96s  C=024 Mdx=0.8709  Min=-0.0816  tc=0.03330s
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Figura 6.34 Prueba 1, esquema SHARP
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dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Mdx = 1.0014 Min =-0.0014 tc=4.3926s
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Figura 6.35 Prueba 2, 3y 4, esquema SHARP
Tabla 6.14 Errores del esquema SHARP
Prueba L2 e® PO O p@® p@® pH) W
1 0.0006  0.1291 0.0816 0.0000 1.0000  0.0000 0.9900 0.7390
2a 31.402 -2.195 2.194 -0.094 1.050 7.121 0.906 15.437
3a 29.331 -1.101 0.812 -0.016 1.000 0.198 0.999 6.878
4a 27.249 -1.312 1.412 -0.022 0.982 -7.487 1.038 11.230
2b 4.091 -0.001 0.001 -0.078 1.050 7.111 0.906 1.654
3b 1.931 0.042 0.000 -0.008 1.000 0.006 1.000 0.494
4b 2.366 0.012 0.001 0.000 0.982 -7.098 1.036 0.765
6.4.3 BSOU
dx=200m  dt=96s  C=024  Mdx=06150  Min=-11726E-6  tc=0.0207s
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Figura 6.36 Prueba 1, esquema BSOU
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dx=0.01m dt =0.005 s C=0.5 Mdx = 1.0000 Min=-3.1E-6 tc=0.0870 s
dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Mdx = 1.0000 Min=-1.8E-6 tc=4.2218s
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Figura 6.37 Prueba 2, 3y 4, esquema BSOU

Tabla 6.15 Errores del esquema BSOU

Prueba L2 e® @& O pw@®) p@® pl) W
1 0.0008 0.3850 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000  1.0037  1.0229
2a 1.913 0.000 0.000 -0.031 1.050 7.111 0.906 0.828
3a 7.747 0.001 0.000 0.032 1.000 -0.001 1.000 2117
4a 4.397 0.000 0.000 0.011 0.982 -7.017 1.036 1.851
2b 5.482 0.000 0.000 0.094 1.050 7.111 0.906 2.028
3b 3.115 0.102 0.000 0.008 1.000 0.012 1.000 0.707
4b 3.267 0.012 0.000 0.022 0.982 -7.233 1.037 1.143
6.4.4 HLPA
dx=200m dt=96s C=0.24 Madx = 0.6720 Min= -2.3E-6 tc=0.0193s
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Figura 6.38 Prueba 1, esquema HLPA




dx=0.01m dt =0.005 s C=0.5 Mdx = 1.0000 Min=-4.9E-6 tc=0.0699 s
dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Madx = 1.0000 Min=-51E-6 tc=3.7214s
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Figura 6.39 Prueba 2, 3 y 4, esquema HLPA
Tabla 6.16 Errores del esquema HLPA
Prueba  L-2 ) Y® O p® w® p W
1 0.0007 0.3280 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000  1.0014  0.9129
2a 1392 0000 0000 0000 1.050 7111 0906  0.557
3a 8040 0004 0000 0000 1.000 0000  1.000 2599
4a 5646 0001 0000 0000 0982 -7.140 1.036 1735
2b 4556 0.000 0000 0063 1050 7111 0906  1.788
3b 2044 0080 0000 0008 1000 0021  1.000 0543
b 2532 0013 0000 0011 0982 -7.181  1.037 0821
6.4.5 CHARM
dx=200m dt=96s C=024 Mdx = 0.6423 Min=-42E-6 tc=0.0232s
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Figura 6.40 Prueba 1, esquema CHARM
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dx=0.01m dt=0.005 s C=05 Madx =1.1614 Min =-0.1518 tc=0.0998 s
dx=0.01m dt=0.0005s  C=005 Mdx=09999  Min=-3.9E-6  tc=42128s
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Figura 6.41 Prueba 2, 3y 4, esquema CHARM
Tabla 6.17 Errores del esquema CHARM
Prueba L2 &) @O @O p@® pd p.) W
1 0.0007 0.3577 0.0000 0.0000 0.9991  0.0000 0.9968 0.8727
2a 1.683 -0.005 0.005 -0.047 1.050 7.111 0.906 0.733
3a 10.123  -0.161 0.151 -0.024 1.000 -0.028 1.000 1.708
4a 4.695 -0.014 0.086 -0.011 0.982 -7.345 1.037 2.341
2b 4.435 0.000 0.000 -0.031 1.050 7.111 0.906 1.708
3b 2.139 0.092 0.000 0.000 1.000 -0.038 1.000 0.569
4b 2.429 0.020 0.000 -0.005 0.982 -7.118 1.036 0.774
6.4.6 UMIST
dx=200m dt=96s  C=024  Mdx=0.7047  Min=-32E-6  tc=0.0258s
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Figura 6.42 Prueba 1, esquema UMIST




11

0.9

0.7

0.3

0.1

-0.1

45

Error o

dx=0.01m
dx=0.01m

dt =0.005 s
dt =0.0005 s

Solucién analitica

Min = 0.0000
Min=-3.3E-6

Cc=05 Mdx = 1.0000
C=0.05 Madx = 1.0000

-e-0---C=05

tc=0.0878 s
tc=4.7976 s

----a--- C=005

—"

PR
' 4 A\A \ ' f
i
I \ : ' :
{ A ! | | \
4 | | I | \
N 1 U 1 \¢
T \ ! ) ) '
,‘ n ] \‘g é’ !
| ; i \
p " A
H
t : |
b 1 4 \
\ ! I |
' J | |
ki \ ! ; o .
I H ) T T |
{ A ! \ | i
4 | h ' ' '
' \ ' ' I o
A \ : ! ' K
1 ' a ] : T \A
; L At Y ! 1

Desplazamiento (m)

Figura 6.43 Prueba 2, 3y 4, esquema UMIST

Tabla 6.18 Errores del esquema UMIST

Prueba L-2 @) @) @) po@®) put) pa () W
1 0.0006  0.2953  0.0000 0.0000 1.0000 0.0000  1.0017  0.9128
2a 1.250 0.000 0.000 0.000 1.050 7.111 0.906 0.500
3a 8.249 0.002 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000 2.710
4a 4.656 0.000 0.000 0.005 0.982 -7.306 1.037 1.625
2b 4.691 0.000 0.000 0.016 1.050 7.111 0.906 1.759
3b 1.758 0.082 0.000 0.008 1.000 0.015 1.000 0.416
4b 2.487 0.015 0.000 0.011 0.982 -7.163 1.037 0.801
6.4.7 VONOS
dx=200m dt=96s C=024 Mdx = 1.304 Min =-0.1275 tc=0.0206 s
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Figura 6.44 Prueba 1, esquema VONOS
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dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Mdx = 1.0000 Min = -3.9366 tc=4.4433s
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Figura 6.45 Prueba 2, 3y 4, esquema VONOS

Tabla 6.19 Errores del esquema VONOS

Prueba L2 &) @O O p@® w) p) W
1 0.0009 -0.3040 0.1275 0.0000 1.0000 0.0000 1.0019  1.0180
2a 1.817 -0.185 0.185 -0.141 1.050 7.111 0.906 0.841
3a 31.969  -0.316 1.155 -0.024 1.000 -0.206 1.001 8.208
4a 4.829 -0.064 0.326 -0.016 0.982 -7.219 1.037 2.618
2b 2.988 0.000 0.000 0.000 1.050 7.111 0.906 1.215
3b 2.368 0.002 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.555
4b 3.195 0.000 0.000 0.005 0.982 -7.162 1.037 1.378
6.4.8 WACEB

dx=200m dt=96s C=0.24 Mdx = 0.73805 Min=-3.4E-6 tc=0.0441s
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Figura 6.46 Prueba 1, esquema WACEB
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Figura 6.47 Prueba 2, 3y 4, esquema WACEB

Tabla 6.20 Errores del esquema WACEB

Prueba L2 e® 3@ O p@® m® p) W
1 0.001 0.262 0.000 0.000 1.000 0.000 1.002 0.976
2a 1.250 0.000 0.000 0.000 1.050 7.111 0.906 0.500
3a 8.284  0.000 0.000 0.000  1.000 0.000 1.000 2.764
4a 4741 0.000 0.000 0.005 0.982 -7.317 1.037 1.624
2b 3.977 0.000 0.000 0.000 1.050 7.111 0.906 1.499
3b 1.826 0.056 0.000 0.000 1.000 -0.047 1.000 0.480
4b 2284 0.011 0.000 0.005 0982 -7.065 1.036 0.728
6.4.9 ULTRA SHARP
dx =200 m dt=96s C=024 Mdx = 0.6109 Min = -0.0022 tc=0.0730s
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Figura 6.48 Prueba 1, esquema ULTRA SHARP
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Figura 6.49 Prueba 2a, 3a y 4a, esquema ULTRA SHARP

Tabla 6.21 Errores del esquema ULTRA SHARP

Prueba L2 (&) @ @) pm@® w@ pa) W
1 0.001 0.389 0.002  0.000 1.000 0.000 0.997 0.938
2a 4.065 0.000 0.000 0.047 1.050 7.111 0.906 1.510
3a 0.423 0.027 0.003  0.000 1.000  -0.002 1.000 0.100
4a 2.034 0.006 0.001 0.000 0.982  -7.142 1.036 0.701
2b 4.453 0.000 0.000 -0.063  1.050 7.111 0.906 1.608
3b 1.282 0.079 0.000  0.000 1.000 0.029 1.000 0.247
4b 2.324 0.014 0.000  0.000 0.982  -7.122 1.036 0.783

@SMART @SHARP @BSOU BEHLPA BCHARM OUMIST OVONOS BWACEB B ULTRA SHARP

Figura 6.50 Norma del error L-2 de los esquemas de Leonard
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Figura 6.51 Tiempo de computo de los esquemas de Leonard

SMART tiene la mejor relacién error-tiempo de computo de la primera prueba; sin embargo, los
resultados mejoran de manera significativa en las otras pruebas con ULTRA SHARP, obviamente a

costa de un incremento del tiempo de computo.

6.5 ULTIMATE

6.5.1 Segundo Orden Centrado

dx=200m dt=96s C=024 Madx = 0.5650 Min =0.0 tc=0.0185s
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Figura 6.52 Prueba 1, esquema ULTIMATE SOC
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dx=0.01m dt =0.005 s C=05 Midx = 1.0 Min =0.0 tc=0.04940 s
dx=0.01m dt=0.0005 s C=0.05 Mdx = 1.0 Min = 0.0 tc=3.4297 s
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Figura 6.53 Prueba 2, 3y 4, esquema ULTIMATE SOC

Tabla 6.22 Errores del esquema ULTIMATE SOC

Prueba L2 e® @& O p@®) p@® pl) W

1 0.0010  0.4350 0.0000 0.0000 0.9886 0.0000 0.9792  1.2524
2a 4.896 0.000 0.000  -0.109 1.050 7.111 0.906 1.934
3a 2.108 0.058 0.000  -0.008 1.000  -0.016 1.000 0.466
4a 2.819 0.025 0.000 0.000 0.982  -7.078 1.036 1.001
2b 5.251 0.000 0.000  -0.109 1.050 7.111 0.906 2.017
3b 2.618 0.077 0.000  -0.008 1.000  -0.018 1.000 0.614
4b 2.969 0.040 0.000 0.000 0.982  -7.153 1.037 1.090

6.5.2 Segundo Orden Hacia Atras

dx=200m dt=96s C=0.24 Mdx = 0.5224 Min = 0.0 tc=0.0732s
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Figura 6.54 Prueba 1, esquema ULTIMATE SOU
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dx=0.01m dt=0.005 s C=0.5 Mdx = 1.0 Min = 0.0 tc=0.3017 s
dx=0.01m dt=0.0005 s C=0.05 Mdx =1.0 Min= 0.0 tc= 5.7267s
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Figura 6.55 Prueba 2, 3y 4, esquema ULTIMATE SOU

Tabla 6.23 Errores del esquema ULTIMATE SOU

Prueba L-2 et PO O p@® p@® pL W

1 0.0011  0.4776  0.0000 0.0000 1.0000 0.0000  1.0018  1.4325
2a 4.896 0.000 0.000 0.109 1.050 7.111 0.906 1.934
3a 2.108 0.058 0.000 0.008 1.000 0.016 1.000 0.466
4a 2.819 0.025 0.000 0.000 0982  -7.202 1.037 1.001
2b 5.686 0.000 0.000 0.094 1.050 7.111 0.906 2.020
3b 3.590 0.122 0.000 0.008 1.000 0.024 1.000 0.637
4b 3.486 0.015 0.000 0.016 0.982  -7.235 1.037 1.214

6.5.3 Tercer Orden Hacia Atras

dx=200m dt=96s C=0.24 Madx = 0.6617 Min =0.0 tc=0.0610s
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Figura 6.56 Prueba 1, esquema ULTIMATE TOU



dx=0.01m dt=0.005s C=0.5 Mdx = 1.0 Min = 0.0 tc=0.2275s
dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Mdx =1.0 Min =0.0 tc=5.2097 s
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Figura 6.57 Prueba 2, 3y 4, esquema ULTIMATE TOU

Tabla 6.24 Errores del esquema ULTIMATE TOU

Prueba L2 @ @O O p@® p@) pH W

1 0.0007  0.3383 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000  1.0006  0.7499
2a 2.873 0.000 0.000 0.000 1.050 7.111 0.906 1.173
3a 3.299 0.005 0.000 0.000 1.000 0.002 1.000 0.832
4a 2.798 0.001 0.000 0.000 0.982  -7.184 1.037 1.241
2b 4.405 0.000 0.000 0.000 1.050 7.111 0.906 1.585
3b 0.628 0.037 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.128
4b 2.288 0.006 0.000 0.005 0.982  -7.124 1.036 0.773

6.5.4 Cuarto Orden Centrado

dx=200m dt=96s C=0.24 Mdx = 0.7204 Min = 0.0 tc=0.0702s
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Figura 6.58 Prueba 1, esquema ULTIMATE FOC



dx=0.01m dt=0.005 s C=0.5 Mdx = 1.0 Min =0.0 tc=0.2528s
dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Mdx =1.0 Min = 0.0 tc=5.0273s
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Figura 6.59 Prueba 2, 3y 4, esquema ULTIMATE FOC

Tabla 6.25 Errores del esquema ULTIMATE FOC

Prueba L2 @) 9@ @O p@® p) p ) W
1 0.0006 0.2796 0.0000 0.0294 1.0000 0.0000 1.0004  0.7277
2a 3.594 0.000 0.000 0.000 1.050 7.111 0.906 1.485
3a 0.297 0.013 0.000 0.000 1.000 -0.005 1.000 0.085
4a 1.863 0.007 0.000 0.000 0.982 -7.132 1.036 0.763
2b 3.851 0.000 0.000 0.000 1.050 7.111 0.906 1.561
3b 0.551 0.031 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.149
4b 2.001 0.012 0.000 0.000 0.982 -7.145 1.036 0.833
6.5.5 Quinto Orden Hacia Atras
dx=200m dt=96s  €=024 Mdx=0.7375  Min=0.0  tc=0.0960s
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Figura 6.60 Prueba 1, esquema ULTIMATE FOU
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dx=0.01m dt=0.005 s C=05 Madx = 1.0 Min =0.0 tc=0.3000 s
dx=0.01m dt=0.0005s C=005 Mdx=1.0 Min=00  tc=54084s
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Figura 6.61 Prueba 2, 3y 4, esquema ULTIMATE FOU
Tabla 6.26 Errores del esquema ULTIMATE FOU
Prueba  L-2 ) YO O  p@® ) pe® w
1 0.0005 0.2625 0.0000 0.0000 0.9998  0.0000 0.9996 0.7622
2a 3.278 0.000 0.000 0.000 1.050 7.111 0.906 1.297
3a 0.304 0.021 0.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.071
4a 1.546 0.004 0.000 0.000 0.982 -7.138 1.036 0.521
2b 3.610 0.000 0.000 0.000 1.050 7.111 0.906 1.400
3b 0.414 0.028 0.000 0.000 1.000 0.001 1.000 0.099
4b 1.730 0.006 0.000 0.000 0.982 -7.132 1.036 0.608
6.5.6 QUICKEST
dx=200m dt=96s C=024 Max = 0.6403 Min =0.0 tc=0.0607 s
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Figura 6.62 Prueba 1, esquema ULTIMATE QUICKEST



dx=0.01m dt=0.005 s Cc=05 Mdx = 1.0 Min =0.0 tc=0.2487 s
dx=0.01m dt =0.0005 s C=0.05 Mdx = 1.0 Min =0.0 tc=4.839s
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Figura 6.63 Prueba 2, 3y 4, esquema ULTIMATE QUICKEST
Tabla 6.27 Errores del esquema ULTIMATE QUICKEST
Prueba L2 @) PO §O p@® p®) p) W
1 00008 03597 00000 0.0000 1.0000 00000 10008 0.8425
2a 4076 0000 0000 0000 1050 7111 0906 1500
3a 0411 0028 0000 0000 1.000 0000 1000  0.094
4a 2041 0005 0000 0000 0982 -7.140 1036  0.702
2b 4416 0000 0000 0000 1.050 7111 0906  1.588
3b 0652 0038 0000 0000 1.000 0000 1000  0.132
b 2294 0006 0000 0000 0982 -7123 1036  0.775
6.6  Espectrales

6.6.1 Explicito

De los esquemas espectrales, los explicitos son los mas propensos a la inestabilidad en todas y cada

una de las pruebas.

6.6.2 Implicito

El uso de un ntmero reducido de iteraciones garantiza convergencia y estabilidad. La fig 6.64 ilustra
la disminucién del error, mientras la fig 6.65 corresponde al tiempo de computo; todo lo anterior

ejerciendo de la prueba 1 para diferente nimero de iteraciones.
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Figura 6.64 Error para diferentes iteraciones
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Figura 6.65 Tiempo de computo para diferentes iteraciones

A continuacién se muestran los resultados de las pruebas con el uso de tres iteraciones, por ser el

numero 6ptimo de iteraciones, segun las figs 6.64 y 6.65.

dx=200m dt=96s C=0.24 Madx = 0.9848 Min =-0.0007 tc=0.0341s
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Figura 6.66 Prueba 1, esquema espectral implicito con 3 iteraciones
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Figura 6.67 Prueba 2, 3y 4, esquema espectral implicito con 3 iteraciones

Tabla 6.28 Errores del esquema espectral implicito con 3 iteraciones

Prueba L-2 @) @ O p@® pmt) pa ) W
1 0.0002  0.0152 0.0007 0.0000 0.9997 0.0000  0.9998  0.2392
2a 5.048 -0.254 0257  -0.109 1.051 7.143 0.907 3.630
3a 0.640 0.000 0.023 0.000 1.000 0.090 0.999 0.181
4a 2.589  -0.032 0.108  -0.005 0983  -7.151 1.037 1.554
2b 0.514  -0.025 0.031  -0.141 1.051 7.116 0.907 0.188
3b 0.067 0.000 0.002 0.000 1.000 0.031 1.000 0.007
4b 0.169 0.000 0.009 0.000 0.982  -7.169 1.037 0.044

6.6.3 Seudoespectrales

Predictor-Corrector

Como predictor se utiliza el esquema QUICKEST; el resultado del corrector se obtiene con el método
espectral. Unicamente se muestran los resultados con estabilidad. Se usa QUICKEST por su buen

desempenio, pero bien podria emplearse cualquier otro esquema de alto orden como predictor.
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Figura 6.69 Prueba 2, 3y 4, esquema seudoespectral predictor-corrector

Tabla 6.29 Errores esquema seudoespectral predictor-corrector

Prueba L2 £®) @ O w@® p pO W
1 00012 05160 00043 00000 09860 0.0001 09760  1.5401
2a 7459 0022 0008 0016 1050 7120 0906 1922
3a 9515 0341 0006 -0.008 1000 0022 1000 1460
4a 6191 0136 0005 0000 0982 -7.126 1036 1736




Predictor-Corrector Ponderados

a) QUICK como predictor

Este tipo de solucién emplea la ec 5.90. La fig 6.70 muestra el comportamiento del error con diferentes

valores de ponderacidn, y, entre el predictor QUICK y el corrector espectral, en la prueba 1. Conforme

mayor sea y, serd mayor la presencia del método espectral en la solucién, y viceversa.

Figura 6.70 Error de cémputo con diferentes y esquema seudoespectral con QUICK
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El menor error se encuentra con y = 0.5, el valor corresponde al promedio del predictor QUICK y el

corrector espectral, este valor es empleado en las pruebas y mostrado en las siguientes figs.
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Figura 6.71 Prueba 1, esquema seudoespectral con QUICK
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Figura 6.72 Prueba 2, 3y 4, esquema seudoespectral con QUICK

Tabla 6.30 Errores del esquema seudoespectral con QUICK

b) QUICKEST como predictor

En el esquema seudoespectral, utilizar QUICKEST como predictor no resulta conveniente.

Prueba  L-2 ) PO O  p@® ) pu® w
1 0.0008 0.3597 0.0000 0.0000 1.0000  0.0000 1.0008 0.8425
2a 3.694 -0.076 0.076 0.109 1.051 7.165 0.907 1.790
3a 0.507 0.003 0.016 0.000 1.000 0.001 1.000 0.102
4a 1.799 0.001 0.042 0.000 0.982 -7.141 1.036 0.697
2b 4.428 -0.115 0.115 -0.109 1.051 7.162 0.907 2.404
3b 0.711 0.007 0.022 0.000 1.000 0.002 1.000 0.159
4b 2.280 0.001 0.070 0.000 0.982 -7.140 1.036 0.886
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Figura 6.73 Error de computo con diferentes y esquema seudoespectral con QUICKEST

presencia del corrector espectral incrementa el error.
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7. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En el presente trabajo se revisa ampliamente el estado del arte de métodos de diferencias
finitas, volumen finito y espectrales para resolver la adveccion pura, fendmeno siempre
presente en las ecuaciones de la hidriaulica. Ademas, se comparan cuantitativamente todos

los esquemas en problemas tipo de gran exigencia.

Los esquemas de segundo orden evolucionaron a 6rdenes mayores, y consigo ocupar un
numero superior de nodos para tener mas informaciéon de las vecindades. Por otro lado,
aparecieron métodos predictor-corrector que mejoran ligeramente los resultados. Todos son
de muy bajo costo computacional y en mayor o menor medida generan oscilaciones espurias
en presencia de altos gradientes, al grado que algunos llegan a ser inestables. Para los

problemas tipo aqui usados, QUICKEST es el mejor de esta familia de esquemas lineales.

Los esquemas tipo Lax-Wendroff se generan con relaciones recurrentes. El incremento de
orden mejora los resultados, a costa de usar un mayor nimero de nodos. Los esquemas de
orden impar producen una mejor relacién error-tiempo de cémputo que los de orden par
inmediato superior. Aqui se muestra que los mejores esquemas de esta familia son el tercero

y quinto orden hacia atras.

Dado que en un cierto tipo de problema, un esquema funciona mejor que otros, aparecen los
esquemas hibridos, con la ventaja de poder alternar diferentes esquemas entre un nodo y
otro, o entre una regién y otra del dominio. Aqui se muestra el uso de dos y tres esquemas en
un hibrido, haciendo facil e intuitivo aplicar un nuUmero mayor de esquemas.

Desafortunadamente el criterio de eleccién entre esquemas eleva el costo computacional.

Incluir acotamiento de la variable independiente en el esquema es una excelente opciéon para
evitar oscilaciones espurias. Los esquemas tipo Leonard emplean el criterio de acotamiento
de la conveccién con variables normalizadas, que son de uso cémodo y facil programacién,
ademas generan buenos resultados. ULTRA SHARP es el mejor esquema de este tipo,
seguido de SHARP con un esfuerzo computacional menor. ULTIMATE es la evolucién de los
esquemas de Leonard, en él se usa un esquema cualquiera de alto orden, y si es necesario, los
resultados se corrigen a fin de ser acotados. La combinaciéon de ULTIMATE con un esquema
de tercer orden, como QUICKEST, produce los mejores beneficios. Este tipo de esquemas

funcionan independientes del nimero de Courant.
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Calcular espectralmente ambas derivadas (espacial y temporal) implica una mayor precision
y dificultad. Asi que se emplean diferencias hacia delante para resolver la derivada temporal
y un esquema espectral para la derivada espacial. El esquema espectral explicito es
inestable, pero al emplearlo implicito resulta o6ptimo con tres o cuatro iteraciones,
proporcionando alta precision y estabilidad. Los esquemas seoudoespectrales funcionan con
un predictor en diferencias finitas o volumen finito, y un corrector espectral. El resultado
final, primero se construye con el corrector y posteriormente se prueba una mezcla aritmética
con el predictor. Esto Gltimo da un mejor desempenio, dependiendo del esquema usado en el
predictor. Las desventajas de los métodos espectrales radican en la dificultad de manejar
fronteras no periddicas y variables en el tiempo; ademas, hacer una transformada y

antitransformada del dominio involucran un alto costo computacional.

Se espera que la revisién y comparacion hecha en el presente trabajo sea de beneficio a
estudiosos de la dindmica de fluidos e hidraulica; y ademaés, sea una referencia para emplear
métodos mas modernos y con desempeiio superior. Por otro lado, se sientan las bases para
avanzar a modelos practicos de dos e incluso tres dimensiones; modelos de velocidad variable
(espacial y temporal) y de malla variable.
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Apéndice A. Variable normalizada de Leonard (VN)

La variable dependiente normalizada ¢, definida para la cara de la derecha del VC centrado en j, y

por simplicidad con una velocidad u; 4, positiva se define como

br—bj-1

b = Py para ¢;_1, ;172 - Pj41 (A1)
¢,,/
N/ !
»\¢ 12
E ¢/ t+]
i hi+1
: ¢ i
=>u > u
0 i
a) Variables originales b) Variables normalizadas

Figura A.1 Nodos vecinos a la cara izquierda del VC

La normalizacién se hace con tres de los nodos vecinos. La fig A.1 b ilustra los valores posibles que

toma <¢3j, con los ¢3j+1 =1y ¢3j_1 = 0. La variable normalizada vale cuando <,5]-+1 = (f)j_l.

Apéndice B. Variacion total suavizada

La construccién de varios esquemas numéricos requiere preservar de la monotonia, basandose en los

siguientes principios:

e No deben ser creados nuevos extremos locales
e El valor de un minimo local existente no debe ser decreciente y el de un maximo local no

aumentar.

Estos principios pueden describir formalmente la definicién de la Variacién Total Disminuida, TVD
(Total Variation Diminishing), a partir de la variable discreta ¢p como se muestra en la fig B.1, con
i=1,..5
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Figura B.1 Ejemplo de la discretizacién de la TVD

Considerando la adveccién dada por la ec 2.6, Harten (1983) da solucién con la TVD de la forma:
TVD(¢"+1) < TVD(¢™) (B.1)

La condicién anterior puede cumplirse con diversas estrategias, dependiendo del esquema. El uso de la
TVD implica un grado mayor de dificultad que uno por NVD; pero, es sencillo traducir un esquema
limitado por la TVD a la NVD.
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