
• r 

Fecti~c,' 
.~;: 
~-r-. ,: .. 

9, ll y::c'13 de septiembre 
2 h·rs. cada d r a 

DISEÑO PLASTICD DE ES~UCTURAS DE ACERO 

Duración Tema 

19 a 21 hr~ .. · · FALLA PLAST! CA .. 

, - ~ Q. ~ ~ •• '-· 

(··< .. ~:x·,. i ,"::~ ~::~:;.~i~~::;,::·.-'"· 

Flexión de secciones simétricas. 
Cargas de falla de estructuras­
isostáticas" Cargas de falla de 
estructuras hiperstáticas .. Deri­
vación de cargas de fa11a por -­
inspección. Teoremas de falla-­
plástica. Diagramas de interac-­
ción. Número de articulaciones -
plásticas. Factor de carga en dl 
seño. 

18, 20 y 23 de septiembre 
2 hrs. cada dra 

25 y 27 de septiembre 
2 hrs. cada día 

30 de septiembre, 2 y 
4 de Octubre 
2 hrs. cada dfa 

19 a 21 h rs. 

19 a 21 hrs .. 

19 a 21 hrs .. 

METODOS DE ANALISIS PLASTICO., 
Marcos. Marcos Múltiples. Método 
de mecanismos combinadoso Momen­
tos flectores en mecan!smos de -
falla. Cargas distribuTdas .. 

EFECTO DE LA CARGA NORMAL Y COR~ 
TE EN LOS MOMENTOS PLASTICOS 
Secciones con un eje de simetrfa. 
Efecto de la carga normal en el 
momento plástico. Efecto del 
corte en el momento plástico. Mo 
mentas plásticos bajo corte y 
carga axial. 

DIAGRAMAS DE INTERACCJON (COLUM­
NAS). 
Ecuación general de esfuerzos de 
flexión. Condiciones elástico- -
plásticas y plásticas. Diagramas 
de diseño en flexión bi-axial. -
Diagramas de interacción bi-axial 
de columnas cortas para diseño.,­
Columnas largas. Comportamiento­
elástico y comportamiento inelá~ 

•• 
M. en 1" E-r-u-:i.que del 
Valle 

M. en 1. O~'ééJ r de Buen 

lng. lsaías Garcfa Te 
rrazas. 

lng. lsafas Garcfa T~ 
rrazas e lng. José 
Luis Sánchez 



Fecha 

7 y 9 de Octubre 
2 h rs·o cada di a 

11 ~ 14 y 16 de Octubre 
2 hrs. cada dTa 

18 y 21 de Octubre 
2 hrs. cada día 

, 
Y' 

Duración 

19 a 21 hrs .. 

19 a 21 hrso 

19 a 21 h rs o 

- 2 -
Tema 

ticoo Determinación de la resis 
tencia máxima.. Curvas de defor 
mación. Pandeo lateral., 

SECCIONES COMPUESTASo 

DISEÑO DE ESTRUCTURAS RETICULA­
RES ORTOGONALES., 

CONSIDERACIONES ADICIONALES DE 
DISEÑO .. 

Profesor 

Dr .. Porfirio Balles­
teros 

Oro Porfirio Balles­
teros .. 

Dr .. Porfirio Balles­
teros o. 



centro de educación continua 
facu~tad de ingeniería. u na m 

DISEf'lO PLASTICO DE ESTRUCTURAS DE ACERO 

. METODOS DE ANALISIS PLASTICO 

.. . 
-·-" 

= "{ • 
M •. en~ l; ·· OSCAR DE BUEN· 

Tacuba 5, primer piso. México 1, D.F. 
Teléfonos: 521·30·95 y 513-27-95 

.r: .... , 
~·. '~-

.: .;;:, 
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centro de educación cDntinua 
facultad de ingeniería, u na m 

DISEÑO PLASTICO DE ESTRUCTURAS DE ACERO 

DR. PORFIRIO BALLESTEROS 

Tacuba 5, primer piso. México 1, D.F. 
Teléfonos: 521·30·95 y 513·27·95 
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Figure 1.13 Failure oftwo-span beam witb moments witbin span AB statically 
indeterminate at collapse 
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ST 5 

-- .. -· ,.,.. The determination oí .thé ul.\imate strength o! short struts of any cross 
section subjected ~--action o! eccentric loads or pure non-symmetrical 
bending is treat~ tn this paper. The analysis is based upon an idealized 
stress-strai!J-relationship assuming constant stress for strain beyond the 
yield poir. 

It is well known that an analytical approach to these problems results in 
unwieldly equations even in the simpler cases and, for the more general 
cases, a solution is well neigh impossible. An approximate solution 1s pre­
sented in this paper. Under any loading condition, the position of the neutral 
axis is first assumed and successive appror.imations are obtained by transla­
tional anq rotational corrections. The expressions for the correction ir.cre­
ments, derived from the equilibrium conditions, are simple and two or three 
~ycles usually suffice to arrive at a satisfactory solution. 

Numerical e~:amples dealing with seyeral different cross sections are 
given to illustrate the procedure. Application. o! this method to the elasto­
plastic case is also demonstrated. 

Thi'TRODUCTION 

The determination of the ultimate strength of short struts subjected ~o 
eccentr~c loads or pure nonsymmetrical bending entails, even in the simpler 

' t 

. Note: Discussion open until February 1. 1958. Papcr lS58 is part oí t."te C9py;:i~tecl 
Journal of the Str.,¡ctural Division of thc American Society of Civil I:n¡;inecrs, 
Vol. 83 1 No. ST s.· Septem'Jc:r, 1957. 

l. Asst. Prof., Civ. Enz. DepL., Nort.'1wesiern Technological In::t., North-
wcstcrn Univ., Evanstcn, lll. ·'' 

2. G!·aduate Stude:ri:, Civ. Eng. Dept., Northwestern Technolo.~ical Inst., 
Northwestern Univ., Evanston, lll. 
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cases, (1,2) unwieldly analytical expressions and, for more general cases, an 
analyti¿al·solution becomes extremely complex ü at all possible. An appro'Xi­
matc sohition is discusscd in this paper applicable not only to the plastic ca'se 
but also to the elastoplastic case. The íollowing assumptions form the basis 
oí the analysis: {1) Plane sections remain plane after bending. {2) The ma-

\ .. 

terial remains elastic up to the yield point aiter which it deforms plastically ~· 
sustaining constant stress. The stress-strain relationships in tension, com-
pression and bending are identical. 

The general equations will be derived for the elastoplastic case of which 
the plastic case is the upper limit. 

Eccentric Loads 

Consider the section shown in Fig. la and take the neutral axis as the x­
axis of the rectangular coordinates, L1.e y-axis assuming ·any convenie~t posi­
tion. The stress distribution curve shown in Fig. lb may be expressed as 
follows: 

( ~ ?: ~.} 

( !i ~-Y .. J 

where a y is the yield stress and Yo the distance from the neutral axis 
to the fiber which just reaches yield point. The equilibrium conditions 
require that 

(1) 

N~ SAe O"c:IA + JA, o-á/.. 

N e:s = }Ae O"l;i c:IA + fA, 0'"!1dA 

t..! ex.= ~A~ cr" dA 1- S.a.,. crx.JA. 

(2a,b,c) 

where N is the eccentric load, ex and ey the distances oí N from the coordi­
nate a.xes while Ae and Ap denote respcctively the elastic and plastic areas. 

Substituting (1) in {2) and solving for ex and ey lead to 

wherc 

I,..., ... j., ''l!! 
Q.,.. " !1., A, 

(3a,b) 

¡, 



~ -- -- ... -~-----

ASCE LEE - BALLESTEROS 1358-3 

h':J '!:: J.\ dA 
D 

a 
~" ; )Ap ~dA. 

O¡,j, "' ~-\r;.: c:JA 

Qlf. = ( 
)~':l"A. 

T 

J,~.e ~l. dA j."' = 

T ( -x ~.dA .... ,.'j = JAe. 

The signs: of Ap, <1x and qy given by (4) must be consistent with the· sign of a 
defined by (l)',, 1.e., plastic areas are positive ü in compression and negative 
ü in tension. The value of the eccentric load, given by (2a), may be conveni­
ently expressed in the form 

(5): 

, For the sign convention adopted, N is a compressive l:oad ü positiv.e. 
For the plastic case, {3) becomes 

and the ultimate load is given by 

'L 
Ap 

NI = lim fo: (Q" 'A'] .\ u "'-o ~_ ':1 -:;- +- pJ = o; '"P 
Jo Jo 

~S:a,bl 

(.'l) 

For a given eccentricity and· a fixed value of y0 , zero. in the plastic case, 
the position of the neutral axis must be so located that (3): or· {6·): is satisfied .. 
. This position may be d~fined by the angle of inclination of the neutral• axis 
with respect to any fixed axis and the perpendicular distance between the 
eccentric load and the neutral axis, ey. The determination of this position. 
may best be done by first assuming any reasonable position and· then iompro:ve 
it by means oí translational and rotational corrections. 

Let N, in Fig. 2, be the given position of the eccentric load and:. ox the as­
sumed position of the neutral axis. Al so let the position oí o' x' , which is 
parallel to ox, be su-eh that (3b) is satisíied, i.e., 

1 1 
where Ae and Ap are the elasti:c ar.d plastic areas associated with o~ x' • 
Since the distance between ox and o' x' , lJ , is small, (8) may be approxima:ted 
by 

: ~' 

' ~ .. 
t 
'" 

!. 

' 
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f~e(0:-6)-~dA + ';0 ~AD(~·OdA 
~--·--·--- .. _____ _ 
jAe (~-S) tf.A + ~o fAp dA 

e~- J ~ 
(9) 

where Ae and Apare the areas associated with ox. Solving (9) for o leads to 

( 10) 

where c5 is the translational correction increment, positive when measured 
toward the positive direction oí the y-axis. All the quantities in (10) are those 
associated with ox. Ae is the absolute value oí the elastic area. 

Corresponding to o' x' and any conveniently chosen vertical axis o'. y' , (3) 
yields ex' and ey' which define the position oí N' , the resultant oí the !orces 
acting on the section with the neutral axis located at o' x' . From Fig. 2 it is 
evídent that the position oí the neutral axis o' x' may be íurther improved by 
rotating it through an angle a to position o"x". The rotational correction in­
crement is 

1 ' 
1 e~ - t:. __ 1 
1 e~ ' 

(11) 

and the direction is obvious. The choice oí the center oí rotation depends up":' 
on the geometry oí the section and is best shown by the numerical examples. 

The translational and rotational corrections are repeated until the com­
puted position oí N deíined by (3) coincides with the given position oí N. The 
value oí N is then computed by (5). 

The same procedure may be e mployed in the plastic case for which the 
.translational correction increment is derived by setting Yo = O in (10). Thus 

( _ : ,...., ; :" - ~ G.... • ~. ( 't"" - ~ A,.) l _ e 'j ,t. e - ~"' 
IJ ..,. ..... D 1 ------ -- ---· -

•o .... <;,. )1. - e:: ~e J z e~ b 

(12) 

where b is the total length oí the neutral axis intercepted within the section 
as shown in Fig. 3. When the neutral axis is located, the ultimate load is 
-then determined by (7). 

Pure Bending 

L'l the case of a section subjected to the action of a bending moment M 
(Fig. 4), taking the neutral axis as the x-axis with the y-axis assuming any 
convenient position, the equilibrium conditions are 

IJ ': 
( a- dA ... t ~dA = o; ( Q., + Ap) JAc p ~o 

:1 )( = f,.c. <7"::: dA .,. },...ro-!lJA ::-. e; (lx. .,.. a.,J') (13a,b,c) jo 

~~J -:. } o- -x d J., + L. a' x JA : ~ ( ! .. ~-t'l.~) 
loe. p :Jo 
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whcre Mx and My are the components of M about the coordinate axes. The 
bending moment is given by 

'(14) 

The angle of inclination ot'M with respect to the x-axis iB given by the rela­
tionship 

ton e = 

which, giving regards to (13b,c), leads to 

1'1 ..1. -1 ( ¡,.., +- Yo ~:1 ) 
'CI = •on I; ,. -+- .,. ct.a 

(15) 

Consistent, with the sign of a defined by (1), 8 is positive when measured 
clockwise írom the x-axis and M, Mx and My are positive as indicated by the 
double arrows in Fig. 4, adopting the right-band ecrew rule. 

Let ox {Fig. 5) be the assumed position of the neutral axis and o' x' which 
is parallel and ata distance of ó to ox, be so located tbat (13a) is satisfied, 
i.e., 

(16) 

As previously done, approximating (16) by 

(17) 

and solving for ó lead to 

h = G."' + ~ .. Ar 
A e. 

(18) 

where ó is the translational correction increment, positive when measured 
toward the positive direction oí the y-axis. 

Corresponding too' x' and any conveniently assumed position of o' 1 , (15) 
yields e which defines the direction of the resultant moment acting on the 
section. Unless the correct position of the neutral a.xis is assumed the com­
puted value of O is dúferent írom the given value oí 9. The düíerence be­
twecn l.hese two values inclicates the approximate magnitude of the rotational 
correction. The direction is obvious. 

As in the case oí eccentric lo:ld, the translational and rotational corrcc­
tions may be rcp3atcd until the resultant mcment acting on the sectio'r. coin­
cides with the givcn moment. For scctions such as angles and I-sections, 
convergence is relatively slow. An alternate method, the better on~ in thi::i 
case, is to plot the an¡;les of inclination o! ·the neutral axes versus the ant;les 
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· of inclinatwn of the corresponding resultant moments acting on the section 
and determine the correct position of the neutral axis by interpolation from 
the curve. The value o! M is then computed by (14). , 

The same procedure may be employed in the plastic case for which (14), 
(15) and (18) become, upon substitution of y0 = O, respectively 

M~ = Lrn La- f ( :, -t q \L -t ( ~ '+ q. f J 
~.~e :1. :)e •/ :lo :l = ~ J~:-+ 't~ (19) 

+a•l -1 f l 1',r. ( :.: t :5o 'Í~ ) l •1 a 
e :;. :: +o" ~ (20) 

'':o-0 :;¡: x "" ~. '1-x J <>¡,!( 

E = Lo~ ( G. X + Yo A p \ Ap 
:lo-o \. te, } =- (21) 2.b 

where () is positive when measured clockwise from the x-axis, ó is positive 
when measured toward the positive direction o! the y-axis and b is as deiined 
in Fig. 3 . 

Numerical Examples 

Example 1 

Consider the rectangular sectíon shown in Fig. 6a subjected to the action 
of an eccentric load N located as shown. The problem is to determine the ul­
timate value of N which the section can sustain in terms of the yield stress 
CT v oí the material. The neutral axis is first assumed to be at a distan ce of 
5:6 in. from N with an angle of inclination of 340. The corresponding values 
of Ap and Clx are computed in Table la, and b is 4.8 in. Area I is ~ ACE, area 
n .1ABD, area m .1 DFH and area IV L1 EGH. Substituting these values and ey = 
5.G in. in (12) yields ó = -0.21 in. which indicates that the neutral axis should 
be translated further away from N to the position shown in Fig. 6b. 

NeA'i the values of Ap, o.x and qy corresponding to the translated position o! 
Lie neutral axis are calculated in Table lb, and (6a,b) yield ex" = l. 78 i{l. and 
e y" = 5. 73 in. which define the position of the resultant force N" acting on the 
section. The y-axis in this case is taken through the center of gravity of area 
II. With respect to the coordinate axes, the position of N is defined by ex = 
3.28 in. and ey = 5.81 in. It should be observed that, by this translational cor­
rection, the value of ey is improved considerably. Substituting ex, ex" and 
e11in (11) yields e;. = 14.70 which indicates that the neutral axis should be ro­
tated to the position shown in Fig. 6c. The center of rotation, point O in Fig. 
6b, is located midway between points A and B. The choice oí this point is 
rather arbitrary, but (12) indicates that ii the numerator (ey Ap = Cfx) is kept 
close to zero, the subsequent translationa! correctio:il may be avoided. L"l this 
p::1rticular case, observe that the values cf ey and ~" for trials (a) é.nc (b) re­
m;lin íairly constant, hence the numerator of (12) c2-n be kept very small i! 

· 'Ap is kept fairly co:LStant. This can be done by malün;:; Ll A' AO approximately 
cqual to area B' BO. 

The yalues of An, ~ and qy corres¡1ondin~ to the rotated position of the 
neutral axis are computed in Table le. (12) yields b = O and (6a,b) yield ex'' 
= 1.86 in. and ey' ' ::; 5.57 in. which are reasonably close to the values oí ex 

· and ey shown in Fig. Gc. (7) yields the uitimate load Nu/0' y = 3.89 in2. 

' ' 

' ,' 

' ,. r 
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A glance at Fig. 6c shows that, in thc case of eccentric load, thc locat.ion 
oí thc neutral axis sh·ould be such th3.t the centers oí gravity of the two· crcss 
scctional areas divided by the axis and the position of the eccentric load 
should lic on the same straight line. From consideration of equilibrium, this 
point is evident. 

Example 2 

Consider the section4 shown in Fig. 7 subjected toan eccentric load N lo­
cated as shown. Fig. 7a shows the assumed position oí the neutral axis so 
located that the observation just mentioned is visually satisfied. Table 2a 
shows that, although the computed value oí ey düíers considerably írom the 
given value, the translational correction is only -0.06 in. The translated posi­
tion oí the neutral axis is shcwn in Fig. 7b. With the y-axis passing thrcugh 
the given position oi N, the calculation shown in Table 2b yields et = 0.90 and 
the neutral a."CiS is next rotated 0.9o about point O to the position shown in 
Fig. 7c. The values of ex and ey corresponding to the rotated axes are de­
termined in Table 2c and can be seen to agree fairly well with the values 
shown in Fig. 7c. As befare, (7) gives the ultimate load, Nu/a y = 1.22 in2. 

Example 3 

. To iilustrate the procedure íor the determination of the ultimate strength 
of a section under nonsymmctrical bending, consider the section shown in 
Fig. Sí. The applied moment Mis inclined atan angle oí 200 from the majar 
axis. (21) indicates that ü Ap is kept zero, no translational correction is 
needed in the solution. The double symmetry oí the section suggests readily 
that Ap 'will remain zero ü the neutral axis passes through the centroid oí the 
section, an observation which again is obvious from the view point oí equilib-

. rium. As mentioned previously, convergence oí the successive approxirna­
tions in this type oí sections is comparatively slow, hence the alternate 
method will be employed. While three trials are sufficient to obtain a solu­
tion, four positions oí the neutral axis are assumed íor the purpose oí illus­
tration as shown respectively in Fig. 8a, b, e and d and the corresponding 
values of Cbc and qy are calculated in Table 3a, b, e and d. (20) yields the 
values of (J, the angles oí inclination of the resultant moments acting on the 
section with respect to the neutral axes. The angles of inclination oí these 
moments with respect to the majar axes. The angles oí inclination oí these 
moments with respect to the majar axis oí the section, f3M, are next computed 
and plotted in F]g. 9 against the angles oí inclination oí the neutral axis, f3 N'· 
The intersection .oí this curve with thc horizontal line f3 M = 200 gives the cor­
rect position oí the neutral axis, f3 N = 77030' • The corresponding values oí 
ctx and qy are then substituted in (19) giving th~. ultimate moment M u/a y = 
20.2 in3. It is of interest to note, in Fig. 9, th.atpM is practically zero for 
f3N < 600. 

It ~:ly be observed from t~is example that in,the determination oí thc ulti­
mate strength oí a section subjected to pure bending, the neutral axis should 
be so located that the two cross sectional areas divided by thc neutral axis 
should be equal and their centcrs oí gra\·ity should líe on a straight linc per­
pendicular to the vector representint: the applied moment. These two obscrva­
tions may be drawn directly írom thc conditions oí equilibrium. 

4. The íillets in the angle and the widc flange section treatcd in Example 3 
are disregarded íor simplicity, the error incurred bcing negligible. 

•'. 



1358-8 ST 5 September, 1957 

Example 4 

To demonstrate the application, of the above procedure to the elastoplastic 
case, consider the section shown in Fig. lOa. The problem is to dcterm1ne 
the valuc oí Lhc applied moment M, shown in Fig. lOb, such that Yo= 0.5". As 
a íirst trial, take Z = 2.23 and f3 N = 600. The correspondmg values oí Ap, Ae 
and Qx are computed in Table 4al, and substituting them in (18) leads to ó = 
0.061". The translated positwn of the neutral axis is defined by Z = 2.14 and 
fiN = 60° and the corresponding sect10nal properties are calculated in Table 
4a2. (14) yields the Yalue of M and (15) yields () = -30.7° corresponding to 
which /3M= 29.30. It has been observed t.hat the convergence of the succes­
sive approximations in this type of sections is relatively slow. Therefore, 
while the düference between the computed value of f3M and the given one is 
6. 70, a partial rotational correct10n, say 3.5o, may speed up the convergence. 
Furthermore, in the case under cons1deration, Qx = O and (18) indicates that 
the translational correction may be ~voided by keeping Ap clase to zero. 
This can be accomplished by keepin~ the sum of areas I and II equal to tbat of 
areas m and IV, which is an easy task since the thickness of the angle is con­
stant. With these observations in mind, the position oí the neutral axis is 
ne>..i: rotated to that defined by Z = 2.28 and fiN= 63.5° and the corresponding 
geometric properties of the cross section are computed in Table 4c. Again 
(15) yields () = -26.7° for which,BM = 36.80 and Mis determined by (1<). 
This trial shows that the partial translational correction overshoots the cor­
rect position of the neutral axis by a small amount and a reversed partial 
correction in the next trial, say 0.4°, should yield a solution. To illustrate 
the alternate approach to this problem, however, a position oí the neutral axis 
between those of trials (a) and (e) wlll be assumed. The calculation in Table 
4b yields the corresponding val11es oí f3M and M. The values oí f3 M• Z and 
M/ay a:re then plotted againstf3N in Fig. lOe. The intersection oí the PM.­
f3 N curve with, the line {3M = 360 leads to L'1e desired solution: P N = 63009' ~ 
Z = 2.265 in. and M/ a y = 5.43 in3. 

CONCLUSION 

Although the method cf analysis presented in this p2.per is approximate by 
nature, careíul execution cf the solution with the aid of large scale íi¡;ures 
yields reasonably accurate results íor practica.l purposes. The equations em­
ployed are not involved, enta.ilL1g only simple numerical calculation. ¡{ecping 
the observations made in the numerical examples in mind, three trials should 
sufíice to lead to a solution. 

In the case oí pure bending, it is comparatively easy to prepare graphs for 
the ultimate strength o! comrr.only used sections with a few val¡_¡es of /3 I-/I· L, 
the case oí eccentric load, however, two para:neters are involved a..-¡d the 
work becomes more laborious. The ultirr.ate strength under any 1o<.ding con­
dition may be obtained by inlerpola.tion from t~ese graphs. 

NOTATIONS 

Ae absolute value of elasti.c area 

Ap plastic area, dcfined by (4) 

b length oí neutral a.x-'..s, defined in Fí¡¡. 3 

\. 

,. 
t 
< ¡• 
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eccentricity o! normal load with respect to the coordinate axes, 
deíined by (3} or (6) 

moment and product oí inertia of the elastic area, defined by (4) 

bending moment, de!ined by (14) 

components of M about the coordinate axes, de!ined by (13b,c) 

ultimate value oí M, defined by (19) 

eccentric load, defined by (5) 

ultimate value of N, defined by (7) 

static moment oí the plastic area with respect to the coordinate 
axes, defincd by (4) 

static moment of the elastic area, deíined by (4) 

distance from neutral axis to fiber which just reaches yield point 

distance defined in Fig. lOa 

rotational correction increment, deíined by (11) 

angle of inclination of M with respect to the horizontal axis 

angle of inclination of neutral axis with respect to the horizontal axis 

translational correction increment, defined by (10), (12), (18) or (21) 

angle of inclination of M with respect to neutral axis 

normal stress, defined by (1) 

yield stress of material 
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"'•U .)' 1 .; e· ,¡,..,.., ~.n "''CVJ"' ~~t,·· e, .l."' .J.. J... .... _\....i..\..J'~ V. .¿ .,-...J {,......, J 
. , 

G .~ !l[;Cfl.l.Cl'la. 

l:i:'! 1:0 t.111ctu -

--

to <le discñoo ~ 

Es-~ fue 1 poc~ experienci~ que tenía en-

Incl:.terr.l el CoJ:"d té de Investigación de E.:;truc L1u·ao de­

Acero el cu·:.l por ocho a~o.::; 11 de 1.928 o. 1936, ha. ~r:.:.tado­

tic C.c:::ú:rTollar un mé"Cocio más s:J.tisfuctorio do dicci'io que 

los h~J.cs, el cu.::.l toda.vi'a es unado en todo el munt!ov 

ü' invcstig-<.tción del Co.a:i té ha s:i.do sintot.:i.zn.cla rr~c~.nnt0 -
jU ~o.:n1 tS co:::-:..':l:¿Ó por cietcrmi:n::·.r corr.o rcnlmcnte u e corr1po,:.: 

t:\n la.s c:;t!:ucturao b.:l.jo la acción de los cc!ren.n de tro.b.a 

jo. Lo hicie;:·on midiendo k.s Jefo~c:il':'n~o en 1ma gran -

cantidad d~ e~:tructurc:.::J existentes incl't.l..ycndo la del - -

. 
l 

• 
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t . ,. . , d t , \ a UlVe;.;·l-.!.t~c~o:: e:mo:.:: ro 

... """' , .. . . f 
~- :..;1 uc:czos 1ue comp..Le·wmcn~E: di erer .. t<.; 

::-5 todo Ortcc?.o~w de .Diseilo. Con lo q_ue 

:e deuost~ó QUG ~a hipÓteci3 u~l de ..-,v"'o··u,.. .-. •l .., .... -{t.,,":·-:; :()8 -
~j,.l J V t~• .... l.,¡_. v \.4.,6,.•.• ..... 

1'lcctores tmnsmi ti dos de las vieas u b:J colur'.I-..:::.c :u•: ron-

del orden de 20 veces de hs que uauaiDento oc supon~n. 

E3to por lo tanto no debe de ignorarse.Ello siolific<- que-

el efecto de continuidad debe conside4'Urse. B:.::to oc¿-..cicr~'l.-

un pcrfecéio~ento en el ~étodo elistico de diseño. Por­

lo tanto se puso gran atención al comport1mi~nto del - --

¡;~J.t~rial ductil, cuando los esfuerzos intcrnoD cob:-L:~)~!8al1-

cl lÍni te el.:!stico, con h esperar..za que l.:to condicioncr; -

Óe ·falla pudiesen proporcionar un método mio nimple y 

,¿irccto de diseño. 

La derivaciÓn de la teoría Plástica y ouo ~plicucioncu 

c.l diceño de estructuras de acero ha sido cor:-~plc·tncntc -

:publicada (2). 

:~:.. objeto ·a.cl dise:1o plástico es dimcnsion:~r t,¡.n.:¡ c.:.tr.;·.;turc. 

<.:.c<'c no- f..::.llo..m, hasta que e:J carg;:lda con laa c:Lr,~~r; t:t·: - -

~~r ... d.~~jo ¡¡¡altiplica.das por un f'actor de c::rc:;.~ 'lUd cr:. L:.;·l:J._ 

·~~~:..-ra e:: de 1.75 para ca.rg::¡. viva ros CC.l'éP .;JUt:ri;~.(pl,;.CuO 

v a·iar dec;de 1.6 a 1.8 see;úr.- h relacÚ)n ác c,trc. ~ V.i.V.- :~ 

.. ,.---+....,) . ····-~.l. '-'../o o 
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y en "coo to de l,l. L~rr:1aduro son del orden dc,l 

con el di~c~:o usual e W3tico cqni v.:tlcr:,:te: ~ 
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1) Cor.ctr'l,lCCiÓn. con.vcncio:r.::.l de ::¡r;rt::.Jur:_t:J ue tl'l!ÜO. 

Lo~ diseüo.c I) y II) fu6ron hc~ho.:J por ol con ~.r:: Li...d;.·., J di~í2 

~ III) 1" .. { .. ,_ ,. ~ D ,t,... e- .J..- "" .. 1 ,. , · ' · ... ~"' , \...:.,' i l . , uO .ut.. neCeO por. ~.¿. epc.l.l .J.m .. _nvv Ci.c ~~"l ;L-e • .i·~ ·-·~. •. Ut,;-

. , 
h Uni vcr.sidaü de Cambridge y el cont:ratL:d .. a }H-'t1~) •. 'n to rr···í;U -· 
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. . - , ~' ti 8 20 ~ ·' c.l.Deno p....as co o m. · ,. -..::·o 

lo ~ co·-J·os co--n,_,.,.....,tivo"., en Do'lare!":. po·,· !·.·l / ,¡;¡ U \1 • l •.·'-•·''.. V -~ - .._ -

fueron& 

CC-l'~STR0CCIOH CON :PORTI.CO 

E •. l~ C•r,IT,..o 
...L·.t • ..J- ... V'"- :: 

COHS'I?..~CCICH COU PORTICO 

'Pi:.\STICO ~~ 

---·--

' -~ .. , ... 

~'RI"f"A¡,• M¡~·"[Tf."l".'':'. · 
~· .. ~'-.i ..L \...· .... '. • .. v ¿ ............. ' 

____ _..... ... 

----------~---------------~- --- -------~-- ---

- . 

en la'·füTr.'la mor..tr-.J.co. en la Ii'in1.r .. 3 con ol -

o'!:>jeto dJ! dim:.~1i:.l'i.t.Ír las cefleccionco. (lO) 

EJ. peGO tle :J.CC"L'O us:-.do c:-1 lc.-s dO!'~ eui_;jc;j.·_, ;ué lL~ )1:2 
1 

-".;or..cl:::.ddz. So .::~·c~rr.Ó lli-'1 ahorro del 20% r.~c;..- .. -,-:.-1 ó:;..;Jc;'¡v 

Gl.istico convt.:..':(:ic:.1.:J.lo 
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co:-::)._~r::.:.::::¡cm cr..1.re 

y en el ·(.cebo {14'0 
). J<;J.. <.t.hor::o 

., . ' .... ) 

... ' , .... _ --
. ... -

.J.. 1•' .. ·¡ .. , .. : !..!(; 

.. 
8711 o· c·r.-·~ . .. ..... .:...:- • L 

7,) 5 dP 1 e l.::l.ro ~ y en --
ücl cJ;1ro. :::l. ..... : 

co.sto.s e_; .:.i:fÍcil de'Jido :..:. ~:.¡ rcad:.pt:...lción C.c: lo:: 

., ; 
' .. 

.:.. 
- .- ·' .... . , 

-· ·.J 

.:.'i::4.o de C·_::Ht:-:·id.ge el co3to de erección po1· u::i'l.~t! -"' y.· .. ) 
, 

cobl-u r..:1B c:.::-o po -.· to:·z. J_. 

c()r!~illc:A.~.:..:. Jles 
, 

e e o:no:-.1l.:u; 
, 

~_;(] :._-.. .. Ll'¡ 

. , l con cxcepc~on d0 ::u • 

·.lo:.; ün.ido:Jp para que la u.:.-1i&.1. sc;:t c.1¡u7. G.c d-.,.t., ,·,¡l_l,;· --· 
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o o lo pico q_ue en bs de v.J.rios., :Por lo t:::l.n to g.-•r.er.d .. c.- . ·~o-

·rl61 ():t.'~~(;l1 ti. e 25%d qua es h C3ntid.:J.cl f!.W~ :.e }!'-. t•11 t.i ~.1 ~ ,,_ -
:1" .. ,. 

., 
el ~(::l. Edificio de l 1 Crl-o:·.J(-.. . ...:.í • ··:· ·,, .. "''\llr.l.,.. ~:;e .l'J D. en c.:'.so t ' ' ~ --

....... l 

uo •Jn el Zdi.f:icio de Purroalc~ciones Ul14.l. c·\.nlt .::•1 ,., 

. " 
! ~~~; ... \.'llU L ... 

1:.:...:, ·,flg-.J.n y tra.bes diser..ando dasde el punto d(; v·t. :;t:. ¡. ... 

cncu.._:ntr<ln ln.s seccione~ e 
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NOMENCLATURA 

~ Area de sección transversal. 

~ Momento resultante en la ~ección transversal. 

V Fuerza cortante resultante en la sección transversal. 

~ Fuerza normal resultante en la sección transversal. 

(J"'X Esfuerzo normal en la dirección 11 X". 

é)( Deformación unitaria en la dirección 11 
)( ". 

J: Módulo elástico del material. 

r Momento de inercia de la sección transversal. 

~f Componente diferencial de fuerza. 

1? Carga axi~l sobre una barra. 

~ Carga m!nima de falla por pandeo diferente de cero en tév 

una barra. 

Carga lateral sobre una barra. 

Desplazamiento lateral de una barra. 

' Distancia de la fibra más alejada en la sección, a un 

plano centroidal determinado.· 

Longitud de una barra. 

Componente diferencial de la longitud de una barra. 

Ejes de coordenadas rectangulares. 

Una función cualesquiera. 

Primera 'derivada de la función "'(" respecto a su va­

r iab.le independiente. 

Segunda derivada de la función 11
'(" respecto a su va­

riable independiente. 1 
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eoo y Tercera derivada de la función "'( " respecto a su va-

riable independiente. 

La función 11
"( 

11 calculada para un valor 11 Q.." de su va 

riable independiente. 

P Radio de curvatura en una sección determinada de una 

barra deformada. 

~ Giro de una barra deformada. 

~ Suma de elementos. 

A Identifica la agrupación 111>/~-:r. 11
,. 

~ Funciones de deflexión para cargas críticas. 
~("1) 

m Identifica la agrupación adimensional 11 'PS'i" ~ 11
• 

\. v Constantes en una función. ~,, 1\f. ••• 

t'f) m, Cargas criticas de una barra en orden ascendente de -"tí\' f(¡,_ .. 

magnitud. 

A Identi'fica la agrupación 11 .¡¡'~ 11 
.. 

..B{n) 

·..s 
ta..j 
\o..\ 

Soluciones de la ecuación: 11-\"-1'1 A= .A..(. •• • 

Factor de transporte. 

La matriz "a..". 

El determinante de la matriz "Q." • 
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RESUMEN • p" 

El presente trabajo es una revisión del método de Pe~ 

dien~e-deflexión comunrnente usado en la solución de estructu-
1 

ras indeterminadas, y su adaptación para resolver problemas de 

estabilidad elástica en estructuras reticulares. Los primeros 

capitulas contienen la preparación de las ecuaciones genera--

les de Pendiente-deflexión para su uso en problemas de estabi 

lidad elástica de estructuras continuas, y la altima parte co~ 

prende la solución de algunos problemas escogidos de estabili 

dad elástica. En el apéndice se incluyen algunas tablas y -­

gráficas de inter~s que se han calculado. 

' 
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CAPITULO I 

INTRODUCCION 

El diseño de cualquier estructura debe considerar tres 

factores importantes con respecto a la falla de la misma, és-

tos .. son: a) La estructura debe ser capaz de soportar las car-

ga~ sin exceder en ninguna parte del material, los esfuerzos 

admitidos por éste; b) La estructura debe ser capaz de prevo-

car el equilibrio de las fuerzas que sobre ella act11an; e) E!_ 

te equilibrio debe de ser estable dentro de un cierto ranqo -

'de seguridad para la estructura. 

De las formas de falla que se pueden presentar en una 

estructura, una de las más aparatosas y peligrosas es la de -

inestabilidad, puesto que instantes antes de producirse la fa 

lla no existe indicio alguno que prevenga sobre ella. Más 

.a11n, como la falla por inestabilidad generalmente se .presenta 

cuando los esfuerzos en cualquier parte del material son mu--

.cho menores en magnitud que los máximos permitidos por éste, 

el problema de estabilidad en estructuras se convierte en un 

problema diferente y complejo y no es suficiente el tan solo 

analizar los esf•uerzos en la estructura, puesto ·que la falla 

no depende exclusivamente de ellos. Por lo tanto, es preciso 

echar mano de nuevas técnicas basadas fundamentalmente en ---

otras consideraciones para resolver el problema. 

Desde hace aproximadamente 200 años, cuando Leonard -
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Euler, distinguido matemático alemán publicó el primer traba-
. '' 

jo ;~i;'~e estabilidad elástica en estructuras, hasta la fec~~r, , {. 

numerosos m~todos de solución han sido propuestos para resol-

ver problemas de inestabilidad en estructuras. De éstos, los 

basados en la Teoría de Energía Elástica siempre proporcionan 

una idea más clara del problema durante todo el proceso de --

análisis, pero no siempre resulta sencillo o práctico evaluar 

los trabajos desarrollados por lo~ elementos de una estructu-

ra, sobre todo cuando se trata de estructuras más o menos com 

plejas. 

Recientemente, algunos autores han sugerido la posibi 

lidad de estudiar ~ste problema empleando algunos de , los métodos 

comunmente usados en el análisis de estructuras hiperestáti--

cas, ya que éstos combinan un estudio de las fuerzas que ac-­

taan en la estructura con las deformac1ones que se presentan 

en el sistema¡ tal es el caso del método de Pendiente-defle--

xi6n cuyo estudio y adaptaci6n para obtener a partir de él -­

los criterios de estabilidad elástica en estructuras es moti-

vo de esta Tesis. 

Con este objetivo en mente pr~meramente se procederá 

al estudio del desarrollo de las ecuaciones generales de pen-
1 

diente de flexión para su uso en problemas de estabilidad elá~ 

tica y posteriormente se estudiarán algunos problemas escogi­

'dos de estabilidad elástica. 

' ' 
\ 
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CAPITULO II 

ESTABILIDAD ENELEMENTOS INDIVIDUALES 

2.1.- ECUACION DIFERENCIAL GENERAL DE LA CURVA ELASTICA • . 

La figura 21a ilustra el caso más generalizado de la 

configuración que puede adquirir una barra originalmente rec­

ta, cuando una carga lateral cualquiera "~)" y una fuerza 

normal "l~(x')" la solicitan. Consideramos el efecto de la fuer -
za normal en lo que respecta al equilibrio del elemento, pero 

se desprecia su energía de deformación respecto a la produci-

t-X..x..JL.lk....:~~~~:..Sc..S~~~ :.t~ *'3:::::~'::~ ~_,._!!A.~~~ b-- - -\~--')( 
Nb 

"'b"-

Jt 1 
1 ~ 1 
1< >¡-

·'f 1 V 

~~~- Z~a.. 
da por el momento flector " ~ ". 

Si la pendie~te de la curva no es muy grande, la e~u~ 
. 

ci6n diferencial de la elástica en este caso, será 
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dilferenciando ( 211) dos veces respecto a 11 
){ 

11 nos queda: 

• •. (211.,) 
' . 

De la figura 21a y usando la condición 

obtenemos 

Derivando respecto a 11 
)( 

11
: 

•• • ( Z'\'3J 

Substituyendo (213) en (212) se obtiene 

•• o (t~~) 

La ecuación (214) representa la forma más generaliza-

da de la curva elástica. La ecuación (214) en su caso más g~ 

neral 1 puede tener 11 !. 11 como una función de 11 
')(. 

11 
1 lo. mismo 

--------------- --

"'• 
i'• 

~. 
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----- -----~ -------- -- ~ - --

puede suceder para 11 t-\ " y " c:q.. " 

2.2.- COLUMNA DE EULER. 

Consideraremos la ecuación (214) bajo la ausencia d$ 

carga lateral ~~~ " y con 

e 

En esta forma, la ecuación (214) se convierte en 

1-; Q.\e. .. 
";~\e.~\' 
%.)~o 

La solución general de la ecuaci6n (221) tiene la forma 

S 

Consideremos una columna con sus extremos articula---

dos, las condiciones de frontera son: 

~o.'o~ ~\o~==- o 
~=~=O 



de ~stas condiciones obtenemos que en "X: 0" • 

y en ")(::.!" 

Substituyendo el pr1mer juego de condiciones en la --

ecuación (222) obtenemos: 

por lo que escribirnos: 

Utilizando el segundo juego de condiciones llegamos a 

la expresión: 

..• (zz,~ 
y solo podemos encontrar soluciones no triviales de la ecuación 

(224) si 

\(~=0 

Sen(~~)=o 
Si hacemos que 



.. 

e~tonce,s 

lo mismo sucede para 

o 

' , 

de donde concluimos que los valores característicos de " }.." 

son 

y puesto que 

Las funciones caracteristicas correspondientes son 

7 

Estas funciones representan distintas formas de pandeo y las 

cargas correspondientes a cada caso se conocen corno cargas 

criticas 6 de pandeo. 

En la ecuaci6n (221) se habia definido que 



. .., 

• 

Ahora, usando la ecuación (225) tenemos 

y las cargas criticas están dadas por 

.... (t'l..t) 

La carga critica con valor más pequeño corresponde a 

.... ('l.ta) 

. ~1. 
-!!.. 
' 
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Esta teorfa nos indica que la deformada senoidal se -

presenta solo para valores crfticos de •• '? ", y desde el pun~ 

to de vista práctico, €sto sucede cuando la carga menor de -­

pandeo "?l,)" es alcanzadao Para valores m~.'s pequeños de - -

" 'P ", la columna mantendrá su forma original 11 ~sto es, para 

valores menores de "?<.,\ ", la forma de equilibrio de la colum 

na será la forma recta y su equilibrio permanece estable has-ta 

alcanzar la carga " ?c.1) " donde aparece una nueva forma de e-­

quilibrio, la forma fectada senoidalo En este punto obtenemos 

dos alternativas del comportamiento de la barra, pues aunque 

la forma recta sigue siendo una forma de equilibrio el valor 

de " ? " la hace inestableo Tenernos la forma flectada senoi 

dal corno forma también de equilibrio, pero ésta sf es est~. 

bleo Esta teorfa no predice la a~plitud de la deforrnabi6n se 

noidal, pero un an~lisis más exacto muestra que la amplitud -

se incrementa al incrementar "1? " por encima de "'i'\ " has í<l) , -

ta alcanzar la falla debido a la plastificaci6n del material. 

Antes de analizar otras condiciones de frontera completamos -

este pSrrafo con las conclusiones obtenidas por los análisis 

• que el caso hacen las teorfas de falla para columnas esbeltas. 

Después de conocer la carga de pandeo, surge una pre-

gunta interesante para el diseño estructural¡ ¿Cómo se compo~ 

ta la columna antes y desp6es de alcanzar esa carga "~e~"?. 

De la figura 221a, si llamarnos " b' 11 a la déflexi6n 



en la m~tad de la barra 
''' 

X ' ' 

el momento en el punto medio está dado por 

---+. 
'X 

y puede expresarse adimensionalmente de la siguiente forma: 

donde 

'••VJAI------,---- •• 1_ 

• 

lO 

1 
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En esta forma, "'P/~._.." es una función de "o/.R " calculada en 

términos de integrales elípticas, y por lo tanto se puede gr~ 

ficar, tal como lo' muestra la figura 221b. 

Supongamos que tenemos una columna de longitud " ~ " 

~~ 
1'<?c.v 

1 rp-:;:~CI(' / 'P">~cY" 
6-z. 

1 / / -+--- ~-----r • 
1 / 
1 / / 

/ 
8, 1 / / X 7--/-

/ 
1 h / 

1 #/ / 
1 / 

. 
* Cita Bibliográfica No. (2.) , pág. ~ \0.~ 

... 

( 

.... l.-... ~., ,....,<fl<~.=w:·~~-~~~,~~~-;·!Y.:~ry=-":"~~~W'i~·~\'~_¡...Vvo-~~~;!~~~~.,~t:'".;-,~~· .. ··..--~ . . 



sujeta a una carga axial "~' ". Para diferentes valores de 

.. ó ", las gráficas serán lineas rectas para la carga axial 

llanu§rnoslas " m'". La columna se encontrará en equilibrio so 

lo cuando 

n;l= m 

o sea, en los puntos en que las gráficas se intersectan. De 

la figura 221b observarnos que si "'P 1 " es menor que 11 '\)c,.y 11
, 

: hay solo un estado de equilibrio o intersecci6n de las ·gráfi-

cas, que corresponde a 

o sea, la forma recta de la columna. 

Si "'P'" es mayor que 11 'P~ 11 
, entonces hay dos inte.:, 

secciones y por lo tanto dos posibles formas de equilibrio p~ 

ra columna: recta 6 flectada. 

Supongamos que en 11 S": o 11
, una pequeña perturbaci6n 

desplaza la columna a " 54 
11

: 

Para "?' " menor que "'Pc:,.,- ": la gráfica 221b dá "m' " menor -

' que "\"(\ ", 6 sea "'? " no es suficiente para mantener a 

la columna en equilibrio en la posici6n flectada y por -

lo tanto regresa a la forma recta. El equilibrio·en és-

¡ ' 
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ta posici6n es estable. 

Para " "? 1 
" mayor que " ?""' " : la gráfica dci ·~ m1 

" mayor que -

" W\ ", entonces " wt
1

" flectará la columna aün más hasta 

llegar el punto "A 11 donde, un análisis semejante al ant~ 

rior muestra que la forma recta es inestable y la forma 

flectada es estable. 
( 

Para " ?' " igual a 11 'Po.-- ": la recta de 11 h1J" es tangente ,a -

la curva de "Wl 11 el equilibrio es neutro 6 indiferente 

(dentro de un cierto rango, o sea, hasta el valor de --­

" & "marcado por el punto de separaci6n de las curvas). 

2.2.b.- Falla de Columnas a Compresi6n. 

Dentra de lo que concierne a la "iniciación" de la 

inestabilidad, la carga de pandeo 

puede ser considerada como carga crftica, pero para prop6sitos 

de diseño, nos interesa la carga ü~tirna, más que la de inicia 

ci6n de inestabilidad. 

La figura 222a muestra una gráfica de "11''R,.....-" vs. 

ID o/~ ". De esta cgráfica observamos que 11 ~ 11 se incrementa 

al incrementar " S 11
; sin embargo en un rango considerable de 

"6 ", la curva es prácticamente horizontal. La parte aseen-

dente de la curva se usa mientras el material continúe siendo 
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.elqstico. Sin embargo, un análisis elasto-plástico muestra 

.que en un punto ""B " dentro de la parte plana de la curva, -

se iniéia la cafda de la misma, debido a que fibras internas 

~el mat~rial llegaron al esfuerzo de cedencia. Debido a lo 
, 

pl~no· o tendido de la curva, que mencionarnos, resulta que es-

ta ca;-ga máxima "?'2>· " es muy cercana a la carga de pandeo, -

·• «de donde se concluye que, "para propósitos de diseño, lacar-

ga de pandeo representa una buena aproximación de la carga dl 

tima••. 

~. 
Vut -------------

1.0 \._. 
~ 

1 • 

'':.~-·~~~~"!'~;ol'il"1 __ ... ,_ ..... ..._...., ____ ..,.,., _____ = ... ---------------------------=· 
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de la columna, las columnas reales son imperfectas (falta de 

completa homogeneidad; pequeñas exentricidades de carga; tole--

rancias de construcción etc.); y aún para pequeñas cargas--~ 

existe cierta flexi6n. Haciendo el análisis con una pequeña 

def lexi6n inicial 11 Óo 11 en el centro 

-~ 

de la barra, obtenemos la gráfica 223a. La gráfica se aproxi 

ma asind6ticamente a la horizontal 

Esta curva es válida para pequenas deformaciones, tal que la . . 
aproxirnaci6n de la curva elástica 
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sea válida • 

. ,Haciendo un análisis para grandes deformaciones se ob-

'tiene la curva "I'l'". 
, 

La carga de falla " :! " puede ser ma--

yor o menor que "'?~ " , pero siempre muy cercana a ella. 

De estos análisis obtenemos la siguiente conclusi6n: 

"Para todos los casos prácticos se puede considerar la carga 

de pandeo como carga 1íltima". 

Sin embargo, debe tenerse muy presente que la carga -

de pandeo, dada por 

es válida cuando el esfuerzo uniforme en la secci6n 

no llegue a ser igual al esfuerzo de cedencia del materia~. 

Para el caso en que 

J 

"' 
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entonces la teoría de plasticidad predice otro valor de "'?c.·/ 
distinto de nf~h ~ ". 

2.3.- OTRAS CONDICIONES DE FRONTERA. 

Continuando con el método de análisis expuesto en la 

secci6n ~2", podemos percatarnos de que solo es posible en la 

práctica obtener cargas de pandeo mayores que la menor de las 

cargas críticas "\1.\) ", bajo otras condiciones de frontera, 

que representan nuevas formas de apoyo. 

Analizando una columna con un apoyo articulado en 

• 
11 X :.0" y uno fijo en " '1..: \" tenemos las siguientes condicio 

nes de frontera 

· Como la ecuaci6n (223) aún s~gue siendo válida, la solución -

_para e~te caso está dada por 

Denominando 

... ( ~~z.) 

y sustituyendo (231) en (223) con objeto de obtener los valo-

• res de las constantes " \(.," y " "~ ", obtenernos 
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••• . ' ' 

Eliminando ""~ '' de ambas ecuaciones obtenemos 

..• (t3~ 

Si en la ecuación (233) "~,-;o", entonces "~3:o" y substitu­

yendo en (223), la deformada será 

'(=o 
lo que significa que no existe deformación y la barra perman~ 

ce recta para todos los valores de 11 
\) " excepto cuando 

o 

de donde 

Cuando esta condición se cumple las deformaciones de la barra 

y~ no-forzosamente serán cero (ecuación 235) sino que ahora­

la deforma~a podrá adquirir otra forma que no sea la de una -

·recta. 

'La figura 23a muestra las soluciones a la ecuación-­

(236) denominadas por "A 11 
•. De esta forma, los valores de 

. " tp " para esta situación estarán dados por 



.. 

' 

a lo que corresponden las cargas críticas 

L'\J Q 'L. 1:: I 
\n-= J~n ~ 

19 
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CAPITULO III 

. ' 
CONDICIONES DE EQUILIBRIO Y COMPATIBILIDAD GEOMETRICA 

3.1.- ECUACION GENERAL DE PENDIENTE DEFLEXION PARA MIEMBROS -

CON MOMENTO DE INERCIA CONSTANTE. 

~--~rr-M>r-'bc..-:--} 6\. -+')( 

~'o-t 

r"b 
1 
1 t 

~ 
1 

'(V' 

C9nvenci6n de signos para la figura 2la: 

Def lexi6n: - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ___ t +~ 
o 1 

Pendiente: \(~)=G{x) .!.- __________ · ~+6 

Momento_:-"k"'l '{ l~\-:-~1.-é-(x)::: ~(x) ___ :._ _(~=J\."" 
o• o o o/. • "/, \ + corte:-~I '(&.\=-ki-6\.x)-=- l'c'\()()= \.XJ ------ ,_y1m~+V 

carga:-n''{'"(x)= -na(x)= Mlx)~~(x)= -'t()()--- -Á+~ 

En el análisis de estructuras hiperestáticas, tres con 
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diciones fundamentales debernos tener en mente: 

a)e- Que el problema sea geom~tricamente compatibleo 

b)e- Que esté en equilibrio todo el conjunto y cada-

elemento en particularo 

c)e- Que est~ definida la relaci6n esfuerzo-deforma--

ción de los materialeso 

Basándonos· en los datos de la figura 2la vemos que ~s 

tas condiciones se cumplen 

( '< )x:.o ='((o) = Sa.. 
( '( )~ ~ Q = '(( ~ \ =S\, 
(~)~-=o = '((o )=u~ 

l~\=~ =."((Q)"'~b 

con: 

El proceso a seguir para obtener las ecuaciones gene-

rales de pendiente deflexión es el siguiente~ En el problema 

que se había considerado al principio con "~-=O" y 11 N 11 cons 

tante e igual a " 'J? " e " I " igual a constante, se obtuvo 

la ecuaci6n diferencial (221) 



.~ .. -\-Á '(=::O 

1-=-ti 

cuya soluci6n general fué 

. 22 

... (1.~1) 

Substituyendo {222) en (311) obtenemos los valores de las cua 

tro constantes "~' " "~~ " ." ~'3 "y"~". Si substitui , 
' 

mos ahora la ecuaci6n (222) con los respectivos valores de --

sus cuatro constantes " ~..\. 11 en las ecuaciones {312), obtene-

mos lo que se conoce como Ecuaciones Generales de Pendiente -

Defle~i6n. 

Con· el objeto de no hacer confuso el procedimiento de 

análisis con una gran cantida.d de operaciones elementales, su 

primimos la exposici6n de los pasos algebráicos anteriormente 

mencionados y ponemos solamente el resultado de-cada uno de -

. e'llos a través del proceso de deducci6n, hasta llegar a las -

ecuaciones buscadas. 

Substituyendo (222) en (311), obtenemos directamente: 

... (31~ 

y el sistema de ecuaciones 
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o 

el cual resolviendo y reemplazando términos por sus identida-

des trigonométricas nos dá 

.. 
" 

¡;,¡;;.;o.=ao-~~---·~-scas-wlllólliiiF7T-PIIINil'ZZ'ZP~IIFa7Si"i)i'll2'~1Zi:J!j,*'li'9~Mft'i'Bi'~rre5Piliil\llt:.Jl4i!!!:lilll'lit:rz.;;?WiiiiU!'1!!R?ll'f"'i"~~i"?N'g;¡¡::;tMS*mil!Did""7"F:;¡:a¡¡¡Wiifi:il~if&:Zil:"']';~·~-:; 
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siendo 

donde .. e, " y .. e~ 11 son valores constantes que se definen -

en la ecuación (3191). 

De esta forma, substituyendo (313), (314), (315) y-­

(316) en {222), obtenemos·una solución que ahora es geométri-

camente compatible y cumple con las condiciones de frontera -

exigidas por la ecuación {311). 

Si hacemos que esta solución cumpla ahora con las con 

diciones de (312), obtenemos lo que se conoce por Ecuaciones 

Generales de Pendiente Deflexión~ que corrresponden a 

.... ( ~\ & ) 

l 
""'-/ 
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siendo: 

e, \- o<_ C'O~ o/. -- 2. -\-a " .,..:'l. . ' -i 
~ 

Cz. - ~~c. o< -i .•. (31<1,) -
21::-~ -1.. 

ex 

\( - ~¡; ~=~~~, -.. 
~~~~ 

Estas ecuaciones de Pendiente Deflexi6n constituyen -

la base de nuestro análisis para investigar la estabilidad de 

estructuras continuas con miembros sujetos a compresi6n. 

Investigaremos en primer término la variaci6n en el -

comportamiento estático de una barra producida por la apari--
. ' 

ci6n de la carga axial," ? ", comparando, para diferentes so-

licitaciones en los apoyos, los resultados que conocemos bajo 

t la ausencia de la carga axial"'\)", con los resultados oca-­

sionados por la presencia de la misma. Más tarde estudiare--

mos la variación de las constantes de rigidez y transrn~si6n -

--~----------"""'"'"""""' _____ a;;¡¡s¡ ___ _ 
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causadas por la presencia de la carga axial, y finalmente ve­

remos el análisis de estabilidad elástica en estructuras con-

tinuas mediante el estudio de algunos casos particulares de -

la misma. 

3.2.- COMPARACION DE LOS RESULTADOS DE SOLICITACIONES A LOS -

APOYOS~ 

Si consideramos las ecuaciones (318) ,{3"19) y hacemos -

la carga normal " 'P 11 
, igual a cero, obtenemos que el l!mi te 

de 11 e, 11 está dado por 

::::. 

y para 11 Cz. 11 

ék ~c..o<-i 
--z.-t:-t---~--- = z 
----i 

••• (3-z-z.) 

~ 

En esta forma, las ecuaciones (318) y (319) se trans-

forman, para 11 'f':r:d', en 

tv\a-\:, "' 4 K a -\-. z. 'K e-"' -\- b \( &. ~ S~r:. 

tv\b.,.. z. \<.th +-4 k-Bb+ lo·\<.¡s .... fb ... ( ~z~) 
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La figura 32a muestra, en resu-

roen, la comparaci6n del compor-

tamiento estático de una barra-

con y sin la presencia de 11 'P ~ 

con los resultados obtenidos de 

las siguientes consideraciones: 

a).- Barra articulada en un ex-

tremo con un momento aplicado -

en el opuesto. 

De las ecuaciones (318) y (319): 

\v\a.k ~e, 'K-&a.-\- cz \(&t, 

o :: Cz \<'.a+ e, \(B-1o 

Eliminando 11 &b 11 obtenemos 

substituyendo los límites para "t'=-o": 

---~--------------.. ·-=•--------~-ilil<;r~··&R \ti:RS'.::lMJt&IJif.lf'P"G'i"trVM' ... ......, 



. ,-q).- Barra empotrada en un extremo con un momento 
. 

aplicado en el opuesto. 

Eliminando ~~~ obtenemos 

De (318) y (319): 

~~~~e, 'K e-~ 
\J\ ~ =- c2. \(-a. 

Substituyendo los limites para " ?=o": 

Mb~== ~ Mct~ 

~~= J\\<-a 

28 

e).- Desplazamiento lateral de un nudo en una barra -

doblemente empotrada. 

1 
1 
1 
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c"~o ?=o 

~ ? ~\;: ?,'{.rp,~ 14..\a=t.-~~v..(&--f-) 

-o-\,; t~~) a= (1"?5:\Gru_t) 

\ 



'. 

1 • 

-

' 30 

-Bó..=~=O 

De (318) y (319): 

llegando al l!mdte, cuan­

do n ?:::o" : 

. d~.- El caso anterior, articulado en"~": .) 

De las ecuaciones (318) Y 

(319): 

eliminando 11 &\:, 11
: 

----------
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Substituyendo los limites para ""'\'-:: Q": 

En esta forma observando la figura 32av he~os visto -

como las condiciones estáticas de la barra se alteran- al apa­

recer la carga axial "'? 11
• Esta variaci6n depende de la ma2_. 

nitud de""\)", y en esta forma, de la relaci6n de la carga­

axial "'? ", a la de pandeo " ?~"" 11
• En el apéndice se han -

tabulado y graficado los valores de "c., 11 
1 

11 e~ 11 
1 

11 e~' .. , 

para diferentes valores de " ? /?e;' . 

3.3.- VARIACION DE LAS CONSTANTES DE RIGIDEZ Y TRANSMISION 

CAUSADAS POR LA PRESENCIA DE LA CARGA AXIAL. 

La presencia de una carga axial de compresi6n como la 
. 

de la figura 33a, ocasiona que la resistencia que opone la ba 

rra a ser girada en sus extremos (lo que conocemos como rigi­

dez de giro)' disminuya, y contrariamente, si .la carga axial -

es de tensi6n, el efecto es un aumento en la rigidez de giro. 

La magnitud de.este cambio depende de la relación de la carga 

axial ". ~ ", a la de pandeo " ?c.,. ". 

Para estudiar dicha variaci6n consideremos como pri--



mer caso la viga tipo Cross: 

·a).- Rigidez de empotramiento (apoyo opuesto empotra-

do). 

~ 
1 
1 

' e 

~ 
1 
1 

De las ecuaciones (318) y (319): 

~b=- c\"-e~ 

\V\'bo..= Cz\(-é?o.. 

Llamado "~t " a la rigidez de empotramiento segtín la figu­

ra 33a. 

Substituyendo el limite de 11 e\ 11 para .. '?•O": 

Llamando"~" al factor de transporte: 

Q 

. ) 
_) 

--, 1 
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Substituyendo los límites para "~O": 

do) •. 

b).- Rigidez de articulación (apoyo opuesto articula-

. 
{Q 

1 
1 
1 

De las ecuaciones (318) y 

(319): 

\\'\o.. b~ e,~"' -+ C-z., '?&\-, 
o -.:: e~\? e-G\. -r e\ "-é>b 

Eliminando "&b" obtenemos 

M u\:,= (e, -~) \<.&o. 

~·'* - \v\"-\:, -
. tt.b - -B-6.. -

.. 



Llevando al limite los valores de "C\ " y "C2. ", para "?:.o'; 

El factor de transporte en este caso seria: 

e).- Flexión sim~trica. 

+M o..~ -= +M \,o...= \"\ 

&o-=- 8b=& 

De las ecuaciones (318) y 

(319) : 

· \V'l~ c,~9 ~~tt(-e)=(c,-~V..€r 

de donde, la rigidez de simetría será 

y si "'P~o" 

_. 

,, 

• 
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y el factor de transporte ser~ 

d) .- Flexión antirnétrica. 

De las ecuaciones (318) y 

(319) : 

~l~C'l&+-&W:(c, ~~ 

-t-1~-= C~'?& -\-C\ te · 

Siendo la rigidez de antirnetría 

que para 11 ?::;0 n : . . 

¿ =C,~ 
El factor dé transporte se define como 
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La figura 33d resume todos estos resultados en uíÍ'dúa • 

dro más fácil de visualizar. 

r, 

• 



/ 

()
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CAPITULO IV 

ALGUNOS PROBLE~~S DE ESTABILIDAD ELASTICA 

.,, 
' i -: ·'1;: 

EN ESTRUCTURAS AXIALMENTE CARGADAS 

4.lo- COLU~~A CONTINUA DE DOS CLAROS, TRIARTICULADA, CON CAR 

GAS DISTINTAS EN TODOS LOS NUDOS, RELACION DE ~O~~NTOS 

DE INERCIA Y DE CLAROS VARIABLES~ OBTENCION DE GPAFI­

CAS DE DISEt'lO 

El problema enunciado arriba corresponde a la fig~ ... 
ra 41la, 

Aplicando los conceptos de la -
' 

figura 32a caso "1", a la barra 

"ab", tenernos: 

y para la barra "be" 

El equ~librio del nudo "b" im--

plica 

Lo que significa 

/ 



<, 
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(c.-~\\<~+~\-~\. Kbe-B-\:.::0 
De aquí obtenemos lo que podemos llamar el c.riterio de esta-

bilidad de la estructura.estudiada 

donde 

'" " La ecuación 411 contiene una sola inc6gnita: 1? . 
\\ -("") .. , 

El menor valor de r distinto de cero que cumple con la ecu~ 

ci6n ser& la carga de falla de la estructura si los esfuer~-

zos -en el material est~n en régimen el~stico. 

La ecuación 41la puede resolvers-e -por tant-eos. LJ1 

el apéndice se han graficado y tabulado valores de "C\ " y -

"C1.." vs "'P~~' para facilitar ésta labor~ 

Para obtener las gráficas de diseño necesitamos re 

solver el problema con 

valores de "Q~ ~· en1:.re 

Oo8 y 1<2~ y valores de 

sus pr ü.cipales variantes, Tomaremos 

0,6 y 2~0; valores de ""':/r 11 entr.e -
' t. 

la relación de carga 11 ~" entre O, O 

y 2o0 -resolviendo el problema para todas las comb~nac~ones -

de éstos o • 
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Con.el fin de que las gráficas puedan ser dtiles-

para cualquier material, cualquier sección transversal y cua 

cualquier longitud de las barras, los resultados ser~n adi-- !· 

rnensionales~ Para lograr esto dividiremos la carga de falla, 
1 

"? '' entre la carga de Euler de la barra " i" o barra supe-~;·. __ : 

rior de la estructurao De Aste modo, si "~" es el valor o~ 

tenido de la gráfica 

... (4~~ b) 
Las páginas . 39, .40 y 4·1 contienen las gráficas 

mencionadas y pueden· ser empleadas para el diseño de estruc-

turas semejantes, obteniendo con ellas la car9a de falla por 

inestabilidad elástica en la estructura, recalcando nuevame~ 

te que ~sto sucede si el esfuerzo uniforme en la sección es 

menor o igual al esfuerzo de cedencia "<:f"'{" del rna terial o 

4o2o- COLUMNA CONTINUA DE DOS CLAROS, CON BASE EMPOTRADA Y -

DOS APOYOS ARTICULADOS, CARGADA EN TODOS LOS NUDOSo RE 

LACION DE MOMENTOS DE INERCIA Y DE CLAROS VARIABLEo OB 

TENCION DE GRAFICAS DE DISENOo 

El problema enunciado arriba corresponde a la fig~ 

.. , ra 412ao 

' ' 
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La diferencia de éste problema con 

el anterior estriba en el impedime~ 

to de giro que tiene la barra " Z. 11 

en su apoyo inferioro 

De la figura 32a caso 11 i 11
, ap~i­

cado a la barra: 11 o..b 11
, tenemos: 

De la misma figura 32a, tomando el 

caso 11 Z. 11 y aplicándolo a la barra 

11 
\;, ~" obtenemos : 

V\~~= lc0-z. Kt>~ ~ 
El equilibrio del nudo 11 b 11 implica 

De aqui obtenernos el criterio de estabilidad para 

la columna estudiada 

donde 

' . . 

••• (4'Z-1J 

,, 
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De todos,los valores de "t'" que satisfacen la 

ecuaci6n 42lq el menor de ellos diferente de cero, será la;~;,-·;; 

carga de falla de la estructura es·tudiadao 

Las páginas 44u 45 y 46 contienen las gráfi--

cas que dan soluci6n al problema con sus principales varían-

tes. 

4~3o COLUMNA CONTINUA DE DOS CLAROS, CON BASE EMPOTRADA, CAR 

GADA EN TODOS LOS NUDOS, ~ UNIDA RIGIDAMENTE POR EL NU­

DO CENTRAL A UNA TRABE NORMAL AL EJE DIRECTRIZ DE LA CO 

LUMNAo 

RIABLE. 

.El 

gura 43a 

RELACION DE MOMENTOS DE INERCIA Y DE CLAROS VA­

OBTENCION DE GRAFICAS DE DISENOo 

enunciado anterior corresponde al caso de la fi 

1 
J @ L ~ 

~ 

j Iz ~,;!, G) i 
1 

--@ 

~,;!, ® 

.z~~ .. -A:,"'-
@) 

Aplicando las ecuaciones de lp figura 32a al nudo 

"b", tenernos que, del caso ".1" y las barras "G\b'' y 11 bd. 11: 

\'1\'oo..=(~~- ~--\ kb.-6-b 

"fFI?'iZ'RC 

/ 
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1v\ W = ~~-~z)._ '4¿ Ó\:, 
Aplicando a la barra ".b C. " las ecuaciones del ca-

so u z.. .. : 

El equilibrio del nudo " b 11 .nos dá: 

\-1\ b-\- M., ... + '"''n,,á = o 

(e,-~'\ ~t.H~c01Xb~-Bt+~,-~\ \<"'.~.e-b=o e,)?.... 

donde los valores de "e\ 10 y 11 e~ 11 son 

--- -------~,_ """'"' ...... <ft"'!"''a......, 

~
: ' 

' 
. ¡ 

[ 
r-· 
e~ , .. 
n 
~; 
t', .. -
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De la· ecuación 431, el menor valor de "-o" diferen 
1 -

te de cero que sat~sface la ecuación, ser~ la carga de falla 

de la estructurao 

Las páginas 4 9, 50 y 51 contienen las gráfi--

,cas que dan solución al problema con sus principales varían-

tes~ 

4,o 4,- HARCO CERRADO CON CARGAS DE COMPRESION EN LAS COLUHNJl.S 

Y EL DINTEL SUPERIOR Y CON IMPEDIMENTO PARA DESPLAZA-­

MIENTOS LATERALES EN EL PLANO DE LA ESTRUCTURAc 

El enunciado anterior corresponde a la f1gura 44a. 

~--------------:Q-~-------------------~ 

¡~~ 
1 

¡ 
1 

@_y __ _ 
-a~ 

....<:::::::J.. 1 

- L/b=Gb 
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De la ecuaci6n (318) obtenemos: 
t' 

••• (44~ 
y 

'--

~o.o.: = (c. -C-z.) z. ~¡.. -e;. 
Substituyendo (442) y {443) en (441): 

... (44~) 

La condi_ci6n, de equilibrio para el nudo " 6" implica 

De la ecuaci6n (318) obtenemos: 

. 

~\.!' ~\f-'~-\- ~~~-a ... (44~ 
y 

••• (441-) 

Substituyendo (446) y (447) en (445)7 
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-.,Te'nemos :-.soluciones- no triviales_ de las ecuaciones .. 

. . 
.. . ' • •• (kbÁ) 

"'!)_ 
t 

-·donde 

La· ecuaéi6n (449) -i~plica 

Substituyendo((4491)ren· (4492) obtenernos 

La ecuación (4493) contiene una _sola incOgn~ta,---
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"'? 11 o El menor valor de 11 ?" distinto de cero que cumple --

con ella es la carga de inestabilidad elástica de la estruc­

tura estudiadao 

Si hacemos cero las rigideces de las barras hori-­

zontales y el valor de la carga horizontal, obtenemos: 

Substitu~endo (4494) en (4493) nos da 

••• 

Como los valores de "!," y "~," son diferentes de cero, de­

(4495) obtenemos 

... (4~1..) 
El menor valor de "~" que satisface la ecuaci6n -

(4496) es la carga de inestabilidad elástica para ~ste casco 

De las gr~ficas del ap~ndice observamos que ~sta condici6n -

se satisface para '-

o sea 
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En el caso más general para la figura 44a, los mo­

mentos de inercia de las barras "o..\," y "db' 11 y/o las c . .1r--

gas de las mismas pueden ser diferentes, Esto llevarfa a re 

solver un determinante de orden cuarto con la aparici6n de -

las nuevas incógnitas ""6:,._" y"~" que ya no forzosamente­

serán respectivamente iguales a "~u y "&b". Las cuatro -

ecuaciones necesarias resultarían de establecer el equili---

brio de los cuatro nudos "o...", "b", "o!." y "~"o 

4o5o- MARCO RECTANGULAR SENCILLO CON CARGAS VERTICALES EN -­

LAS'COLUMNASo 

El problema citado arriba corresponde a la figura 

45ao Seleccionamos éste problema entre los que contienen 

grados de desplazabilidad por lo ilustrativo que resultao El 

mismo es tratado por Stephen P. Timoshenko (*)o En €ste pr2 

blema trataremos de determinar la carga de inestabilidad 

elástica, aplicando las ecuaciones de pendiente-deflexi6n a 

la 

~\ 

~ita.-45'~ 
* Stephen Po Timoshenko, 

da edición, pág. 149. 

~?M~ 
''~--~-S b 

Theory of Elastic Stability, ~e9un-
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El equilibrio del nudo "a.." implica 

De la ecuaci6n (318) obtenemos: 

... (450 

Lo mismo para 

••• (.¡.·n.) 

Aplicando la ecuaci6n (318) a la barra "o.d." y substituyendo 

los l!mites .de "e, " y "C-z " para "?=o" obtenemos: 

Substituyendo (452) y (~) en (451) nos da 

El equilibrio de cortes en el dintel implica 

De la figura 45b y la condición 



obtenemos: 

y para "V'": 

J \1 = ,_ 

Por antimetría 

por lo tanto 

.. .(4st) 

V'= V 
y substituyendo (4-&'S') y {~ en ~ obtenemos: 

.. s~ 4H»'e 4s-c.. 
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... (45~1) 

Substituyendo (452) y (453) en (4591) y denominando 

la ecuaci6n (4591) se transforma en 
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Tenemos soluciones no triviales de las ecuaciones 

(455) y (4592) si: 

6:'),1, -\- {p1.-¿ 
- (9,+C~,~ 

~' T • 

=O •u~~~ 

(e\ ~e~, t z(cdc~, ~1 
- ~\ + ~\ 

Desarrollando la ecuación (4593), se transforma en 

e e "'Z. +e, ..-u.- e, 'l.), • "I., -= 
·. (o }A..:. .1'4(C,,JrC7..), ~ ... (~) 

que representa la solución del problemao La ecuación (4594) 

contiene una sola incógnita: 11 ? 11
• El menor valor de "'P" -

. 
distinto de cero que satisface la ecuación, es la carga de -

·inestabilidad elástica de la estructura estudiada. 

Consideremos el caso de un dintel infinitamente r1 

gido, lo que ~epresentamos por: 

Substituyendo ~sta condici6n en la ecuación (4594) obtenemos 

Probando'valores de "~", para 
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tenemos que: 

y la ecuación (4595) se transforma en la igualdad 

La ecuación (4596) representa la carga de falla de la estruc 

tura para éste caso particularo 

Si consideramos ahora un dintel cuya rigidez sea -

cero, podemos representarlo por la condici6n 

1-z.-=0 
y de las ecuaciones (4594) y (4597) obtenemos 

Probando valores de 11 ~ 11 
, para 

... (4-5')~) 

tenemos que: 

1i'l. 
M.=.4 ) '.) 

Ct.. = z..o~ 

y la ecuación (4$98) se transforma en la igualdad 

1\3 .. 39--\3. '3.'} =o 
~a ecuaci6n (45~9) representa la carga de falla de la estruc-

·tura· pata_. éste caso particular. 
' . 



CAPITULO V 

SOLUCION GENERALIZADA EN ESTRUCTURAS 

PARA EDIFICIOS 

Solo- Hemos podido observar a trav~s del presente 

estudio que, el an~lisis de estructuras continuas mediante -

el empleo de las ecuaciones generales de Pendiente-deflexi6n, 

conduce siempre a una ecuaci6n cuya soluci6n envuelve el va-

lor de un determinante formado por coeficientes variables 

que son funciones del sistema de cargas "1>" al cual está su 

jeta la estructura. Observando ~sta condición, podernos esta-

CD G.) ® G) ,.--t----=¡'--

@ 1---+----t~ . . . 
~1--+--t-

. 
C9 1---__,1-----t-__.' ••• 

,,,, t1 
haciendo un total de 

blecer una ecuaci6n general que 
. 

dé soluci6n a todos los proble-

mas de un ciero tipo o especie • 

Tornemos, por ejemplo, estructu-

ras como la mostrada en la fig~ 

ra Sla, sujetas a cualquier si~ 

tema de cargas axialeso Para -

éste caso obtenernos: 

m(n- ~) ~yo~ (-e-) 

(11-1) des~\o.8wJ~<_.1., (S) 
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Podemos expresar el criterio de estabilidad de la 

estructura por medio de la ecuación (511), que contiene una 

sola incógnita: "'\) "? 

o 

a~~ 
• - • 
• 

o 
'\:>a-ro.. '\Jo.\o'c"es. Je ... ( ~11) 

.A= i 0.. (h-'\) 

~ = 1 a. (m~ 
,. 

k= " (n-1)(111 +~ "' 
~= 1 a. (n-1)(m+1 

Esta ecuación (511) es la ecuación general que re-

presenta la solución del problema de estabilidad para cual-­

quier estructura del tipo mostrado en la figura Sla sujeta a 

un sistema cualquiera de cargas axialeso 

Desarrollando la ecuación (561) se obtiene una ex-

presi6n de la forma . 

• o 8 a,,(n-~ltwt+~ -B¡, 

• 
• 

o 

• 

0i-z.. 
• • • 

(n.,),., 

8, 
~'Z. . . 

• . 
&,_, 

-

o 
o 

o 

• 

o 
o 
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Soluciones no triviales de la ecuaci6n (461), exis 

ten si 

donde los coeficientes "C\tü." son funciones del sistema de -­

cargas "'\\_) "o 

Las "(n-~(tt\+')" ecuaciones tienen su origen al esta­

blecer el equilibrio de los "~-l) 111 " nudos m6viles y los 

" {n-\) " pisos desplazables o 

Con obejto de ilustrar mejor la ecuaci6n (511) an~ 

licemos un marco sencillo de dos pisos sujeto a cargas de --

viento corno lo muestra la figura 51bo 

~.¡S't.! 

'P. ~ r \ ------

~1 

1( < o 
1 ' . : J( 1 

1 ,. 
. . . _,, 
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Para éste caso: 
o 

• 
J 

La carga "'?" de inestabilidad se obtiene de la so 

luci6n a la ecuaci6n (511), que para ~ste caso, despu~s de­

cambiar los nombres de 

"8\, :-e-o.. 

-er 'L. =-e-d 
-ez,, ::: -e b 
B-z.t.=e.b' 

para ser congruentes con la nomenclatura de la figura Slb, -

toma la forma 

• 

• • • 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

••• ('S\~) 

Los valores de los coeficientes "Qi_~ 11 contienen -

una sola incógnita: ""P."o El menor valor de "'P" que satis 

face la ecuaci6n 

... ( Stt) 

es la carga cr!tica de la estructura~ 

Si planteamos la condici6n de equilibrio para el -

nudo "~", obtenernos: 

f_: 
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' . o 1 ' f 

De las ecuaciones generales de pendiente deflexi6n: 

1Y\a.6= (c.). kA+ Ce~,\(~- (e,~\\(,~, / Jt, 

· . \V'\~= (c,)3 \(3 ea -\-(CJ; \(3 e~ ... (st"} 

Substituyendb (515) y (516) en (514) 

· tcc, ~ \ ~ (e. 'I()J -e-.,. + t(c .. '(. )~ & 6 ~ '{cz. ~\}e~-\-

+[o ]e!\:. -\-~(c.1~\~]o, ~Lo 1 óz =o ... (s-1~~ 
De la ecuación (517) obtenemos los valores de los coeficien­

tes 
. ' 

a,, -= (9, \¿),+{e,~ \3 
O,t. : (c~'t), 

(Coz.~), 
••• Slt-~ 



; 
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donde los valores de "C, " y "C't " son los definidos por -

la ecuación (3191)o 

En forma semejante se obtienen los coeficientes --

" a. •u "a " "a .. ..a .. hasta .. n", •• Zl ' 'Z.1. • • • U. r ~l • • • '-'YtC# • 

El equilibrio de los pisos " a.O: 11 y " bb " 

'\b.~'\1~=0 

\lb~ 'Y''b = o 

••• ( Sl e,) 

.. 0 ( ~1~) 

nos proporciona los coeficientes faltanteso 

@) @ De la figura 56d y la condici6n 

v;;.+ "~ ... 

~ ~3 t 
I w\b=o 

obtenernos 

~~~.- stc:. 

--1.\-
y para "'J~ ": 

~""b> Substituyendo (5191) y (5192) -

'~-~~á en (518) 

\V\c:ib-\- N\ b-\- fv\a1b1 T- ).1\ 'b'C\) =O 
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De la ecuación (515) , obtenemos 11 tv\tt\,", y en fór~a 

sémejante aplicando las ecuaciones generales de pendiente-d~ 

flexión, obtenemos los valores de los momentos 11 }..~~~ 11 , "~'b" 

y 11 M b'G\' 11
, que substituidos en (4693) nos proporcionan los -

coeficientes 11 Q 51 
11

, ~~as1.. 11
, "Os?> 11

, .
11Qs-4 11

, nO 'S~", "Qs~ 11
, 

equivalentes respectivamente a los coeficientes de "t7~ 11
, 

11 'é1, 11, ~~~-~ 11 11~ , 11 11 ~ 11 
l;7j,o , """" b , ~ , 

11 g 
1 

11 y 11 bz.. " en dicha ecua 

ci6n .. 

En una forma similar a la anterior, el equilibrio 

del piso 11 6\:::" (ecuaci6n (519)) nos proporciona los coefi--.-

cientes 11 a., 11 , 11 a 11 ,, 1""1 , 
w CP'Z. r • • • '-'\. ~~ , • 

La ecuación (512) desarrollada a la forma 

a\\ a, 'l. ... a,~., 

Q-z., a't.t. 
a~. - o -

• • 
• 

a."'J Qc,z, .. ... a"" 
puede resolverse por tanteos, Suponemos un valor de " --p" y 

calculamos los coeficientes "a \a~ 11 (simpl.lficando la labor -

con las tablas del apéndice). Una vez obtenidos los coefi--

cientes se calcula el valor del dete~m1nante< El menor va--

lor 11 ? ", distinto de cero. para el cual el determinante se 

ha~e cero, será la carga de inestabilidad el&stica de .la es-

•tructura·estudiada. '. 
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Es importante recalcar en ésta secci6n, que los re 

sultados obtenidos con los an&lisis estudiados en, la presen­

te tesis, son válidos sólo si los esfuerzos en cualquier pa~ 

te del material de la estructura se encuentran bajo régi~en 

el4sticoo Para los casos en que plastificaciones cons~dera­

bles ocurran en alguna o algunas regiones del material, la -

teorta de plasticidad predice otros valores para la carga -

" ? " de inestabilidad de la estructurao 

1 
• 



CAPITULO VI 

CONCLUSIONES Y CO~mNTARIOS 
... í 

6ulo- Hemos podido observar a través .del presente 

estudio como la aplicación de las ecuaciones generales del -

Pendiente-deflex16n para determinar·el criterio de estabili­

dad en estructuras con nudos no de-splazables resulta sumame!! 

te sencilla y práctica y, ayudados ~or las tablas del apéndi 

ce, ,la carga critica correspondiente se obtiene en una forma 

bastante directac Aan incluso en el caso de estructuras con 

nudos desplazablesp el m~todo presenta una gran yentaja para 

su solución, y estriba en la facilidad de obtener las ecua-­

ciones que norman el criterio de'estabilidad. Aunque después 

la solución de ~stas implique una cierta cantidad de opera--

cienes algebráicas, esto solo redunda en un procedimiento me 

cánico de trabajo, muy sencillo de ejecutar~ 

El análisis contenido en el Capítulo V proporciona 

una información de gran interés para nosotros, pues en ~1 se 

muestra la posibilidad de obtener soluciones generalizadas -

' 
para todos los problemas de un cierto tipo o especie, Esto 

representa un gran valor para el calculista puesto que en es 

ta forma bastaría con tan solo tornar la ecuación que repre--

senta la solución del problema, ya planteada de antemano, y 

elaborar la parte rnecanica del procedimiento subst1tuyendo -

en ella· los valores correspondien~es .y efectuando las opera­

ciones necesarias para su solución. En 6sta forma se evita 
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al calculista. la necesidad de hacer un estudio previo de --

los conceptos fundamentales del método y aplicarlos para ob­

tener el planteo de d~cha ecuaci6n 

Para alguna persona que se interese en continuar. -

éste es.tudio, e-l escritor aconseja los siguientes puntos: 

a·)· Hacer un estudio sobre la solución de la ecua--

ci6n diferencial general de la curva elástica, cuando la fun -
ci6n. de carga. lateral sobre· la barra es diferente de cero, -

lo que representar!amos por 

C{-lx) ::f=O 

puesto que el p~esente método es válido para estructuras car 

gada:; en los nudos solamenteo 

Otra alternativa para és.te caso, si la solución dQ 

la ecuaci6n dif:erencial general de la curva elástica se coll'-

plicara demasiado, seria tratar de substituir el efecto de -

la carga la-teral 1 para ciertos tipos particulares de funcio• 

nes¡ por una acci6n equivalente de cargas y momentos aplic•-

das en los- nudos 1 y entonces aplicar .el método d'e soluci6n -

propuesto en éste traba-joo 

b) Establecer soluc1.ones generales mediante el mé• 

todo propuesto, en éste. estudio, para otros t1.pos de proble~­

mas, además del tratado· en el Capitulo v· de éste trabaJo,, 1~ 

cluyendo las fórmulas para determinar los valores de les coe ..,. 
ficientes del determinante de la ecuación que representa la 
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solución al problema, llevando a cabo el mayor namero de sí~ ... 
plíficacíones posibles con objeto de establecer program~~,,.4~, 

'.;~ ""' .. 

computadora accesibles a cualquier persona que conozca las -

características geom€tricas de la· estructurao 
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1\PENDICE 

Valores de "C, " .y " C~ " pata chstintos valores de n'PL 11 
~. 

donde 

"P/'P~w e, c'1: '? /-p~"" e, e~ 
.0 .. 00 4 .. 000 z..ooo 1.05 z.. 31-S" e:. Seo 

0.05 ~.9'33 z .01 fo 't.10 Z.Z:S2 -z .. '5"'35" 

0.10 ~.Si,' z.o3'3 i. 1-5 Z.18t -z.-s-rz 
0.15 ~.i48 :z.os1 1. zo z.oqo ¿,~09 

o. -zo ~.lzq -z.o:¡o 1. Z'S 1."qo z. ~4'} 
o.z-s '3.G,~ Z.068 1. -oc 1.888 Z.'-~o 

o.:,o . "3. sss ~."108 i. ~S' 1. -:req z.~'33 

o. '35 ~.S"f(o e.1t:o ~.40 1.'·1-8 2'.=t=l-B 
0.40 '3. 443 Z.149 "(. 4 'S 1.5t,e, Z .BZS" 

0.45 'S. 3~c:) e.1 =f1 . 1. '50 1. 4Sb z.eí'-4-
0.5'0 ~.z~4 ~.1C)3 . 1. SS 1.34Z Z.t:tzt. 

0.'55 s.zrt 2.'Z1t, 
.. 

1.{,0 1.'2:<:3 Z.')Sn 

o.~o ~-1~0 z.z4.o 1. b5 1.10Z s:o3' 
0.(,5 3 .. o~l ~-ZG.:S" 1.10 Ofi11- '3.~G, 

o. -=to 2.980 Z..z9 1 1. lS' o.s.&.-9 3.1~ 
. 

O.:t5 2! .€.Cj9 'Z.. 31 t 1.50' 0."T1" ~-Z4~ 

o.BO Z.S15 z.>4s 1.8-5 o.-sao 1 '3.Z'}3 

:o.BS z. -t 31 z.. 3=t4 1.90 o.4'A 3.%'-

o.qo 2.t.,44 ~.4o4a 1.'1 ~ O.ZC)3 -::>, 46.3 -· ' 

o.~t;; 2.5'S"t z. 4as- z.oo 0.14Z. "3 .. SZ4 
"\.oo z.4t:,1 2.4br z.o-s - ~.0"\~ "3."'\0 

i.05 z.~. '3 1-S z.-soo ~.10 ~ 0.-\-fS" ~-1-01 
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2.'55 -1.0~' 4.2c;ó ~.80 -~S3.~t8 38 .. ~53 

. ' z.4o -".aso 4· '38?, 3.8~ - S1. ~'3 "5j.9S3 
"Z..4S - ~ • '5"'\~ · 4.szs ~.C)O -=re. 34<} =t8. 5'11 
2.50 -1·~ 4: l:,f'f ~.~s -1~8.41 1~.-sq 

z.-ss . -~-'\. ~C)z. 4.~<\1 4.·00 4t=f,G.?r.o r-4z "tt3r.o 

-~ .. _ .... :e.e49 '~ ,. "->.l 4.os 1~ ..... ~ ... ~ .. 1 ,;1.41-"S;.Qi~ ·• ... ,. .. 
si.-~14 ~·"5" -e:. "S~ '5".,Z03 ~.10 -81.'S~S 

'2.y0 --z .. eo·~ '5'.415" 4 . .¡'S' "S'-\. -S'~:A - s4.9.5b 
~.'fS - ~-11.(, ·- b'""q ;.>.. 4:, .e\. 'Z.O 41. (ZO -41-'-"3 
'2.80 - "3.4<\4 'S.$34 4.-zs "! "3. o Ct, 1 - 33.'1-c>-1 
e.as ... '3. :t'}=t 6.1~1 4:~o - Z T.fo3t ...:'Z9.4~~ 

2.C)O -4.1~ fo.444 ~as 23.~35 -Z4.~bó 

z.~~ -:- c\.'5"8, ,.-,.b:¡. 4.40 1 ~D. ':IB't -Z1.8Sz. 
;.oo - S".03Z i-·1Z3 4.4s \8.4bS" .J'A. 6-áci 

S.O'S' -S'-S'18 "i.~Zó 4.so 'l ~.'S90 -1t.qs-4 
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) 
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-"3.~0 -s .. &3 10.>95' ~t ~'S 10."t3S -1-z qo.i . ... . 
-a. '35 ¿c}.81~ 11. -z4f, . 4.ec ~ .. <)b1 -11.: :Z.ry<). 

~40 -- !0.~8 1 z.z.¡.z 4.es- ~.Zl.1 
. 1 

- ~1. i-7:5! 
'3 -, ' 

-1Z·1~2 /A? .._t¡ 7 ~ 4.<=)0 8 .. [.,2 3 - 11-31~ 
! 
' .fi..;..~ ' ;., ... ._ ' 

-\:'3.l\'l -··1 a"S1'\~ ' 
~.so 1' -~+1 .l\.<iS ·~ o-:::s ..e;.,. -e, O• _, 
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Méx1c o ,D .. Fo 9 a 15 de abril de 1972& 

Sr. Ingeniero Constructora 
PABLO V ALERO HEHE o 

p roe ·a ente o 

. , En atención a sus deseos de que se efectuara un& ~ 
revisión estructural del Hangar para el avión "Jet Star 11 P me 
permito poner a la fina atenci6n de usted, las fases q~e o~ 
pr~:mdie""ron clipha. rev1s1ón0 

Ell.Dffir:A FASEo-

lc- Estudio de la mem6r1a de cálouloo 
2.- Estudio. de los planos arqu1tect6nicos, 

estructurales y de tallero 
Jo- I~specc16n ocular de la construcción. 

SEGUNDA F.O.SE.-

1.- De acuerdo a los datos anteriores, se d1Ó la e;eome­
tría de un marco tipoD como se muestra en el anexo­
uno. 

2o- De acuerdo con los reglamentos para las construcci~ 
nes del Distrito Federal actualmente en vigor» del­
AoToS.C. (American Institute of Steel Construct16n) 
y el reporte. meteorológic·o del Observatorio 1·!ac1o-­
nal de Tacubaya, de variaci6n máxima de temperaturaD 
se determina~on las cargas vivas~ accidentales y -~ 
efectos de temperatura que obrarán sobre la estruc= 
tura durante su vida útil como se indica en el ane~ 
xo doso Asimismo se establecieron las combinaciones 
de carga probables que sirvieron para el análisis~'"' 
a saber: 

a)o- Carga muerta+ carga Yiva (vertical) 4-­
+ cambios de temperatura + 
+ sismo~ 

b).- Carga muerta+ carga viva (vertical) ~ 
~ cambios de temperatura ~ 
+ vientoo 

o) e- Carga muerta ..f:a carga vi va ( vert leal) 

Puede observarse que las cargas de viento obt~ 
· n1des de acuerdo al Reglamento para las Construcci.2 

nas del. DoFo difieren de las que aparecen en la me­
moll'1a de cáclulo que ae remit16 para su rev:tsi6no 

.d 



Hoja dost>-

Se practic6 el análisis de un marco tipo bajo las -
combinaciones de. carga mencionadas, obteniéndose -­
los elementos mecánicos y las deformaciones tanto -
en los miembros como en los nudos de la estructura 

como se puede observar en el amexo tres, el cual -­
fué obtenido como re~ultado del calculo electr6nico 
con la computadora IBM-11)0. 

-Los valores máximos están sub~rayados en el-­
mismo anexo tres. 

TER CERA FASE: Conclusiones. 

1.- Las secciones transversales del marco en cuest1on -
son apropiadas para resistir las combinaciones de -
carga y efectos de temperatura analizadas antes; -­
por lo que se refiere a los esfuerzos permisibles -
de trabajo. 

2.- En cuanto a las deformaciones, del análisis corres­
pondiente se observa, lo siguiente: 

·! -Co~b1nao1~-,-;,.¡~ ~;fo._-~-16;,.-vert1oal ' deformaoHm 
í de carga. · obtenida. permisible. 
1 -- .. . --- - . ------- -- -----+ -- -----

vertical. ¡ 
.. __ .. _ .. ____ ¡ 

1 CM T CV 1 9 . - 8. 7778 o m. 

CM+CV .. CW+T llJ i -5.4357 cm. 
1 

1 ¡ ' 

7o2J 

- s.?o 

1 CM+CV+CS*T 8 1-7.9581 cm. ll 
L- - - - ..... --- ' ---------------- --·----+-----. -

cm. 

cm. 
a 

• 

AISC. 

B.CDFo 

: 
f 
' 
) 

·-c-~~b1~;~-16n !:1 n~do d~r~~~ ~-h-or1z ~----,-d--er-or_ma_c_1_on ___ perm-1s1bie
1
,,i 

--~~ -~~-r~~-· _ ---+-obteni._da_. _____ ---4~ ___________ . ____________ _ 
1 

1 
CMf. CV . 16 2.,5097 cm 1 2.08 AISC. cm 

1 ! j. 2.00 RCDF. 

CM+CV-tCV+T ¡ 4 -12 .. 0444 cm 
1 

1 
¡ --

) 1 --~-· --~-- - ~ ¡-
¡ J/4 (CM-tl/2CV+-CWtT). 4 \--8.4.5. ·,e, . 
.....___ ---- -·---- ,_ ------- -- - . i-

).- Como consecuencia de la 1nspecn16n ocular a la obra­
se determin6 que la superficie de la placa base de -
las columnas no reune las especificaciones del AISC~ 
en cuanto a la fijac16n de los tensores que re~uie--

• ren los apoyos. La figura Uno muestra la d1sposici6n 
correcta de estos elementos estructurales. La reao-­
c16n horizontal máxima en los apoyos es de - - - - -
)088.151 Kg. por lo lque los tensores especif.ic~do·s de 
l" de diámetro son suficientes para absorber esta --
fuerzao 
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CUARTA FA~f;_.,-

REC0I-!E:t-.'DACIO!~S o 

1.- Los desplazamientos en la cumbrera resultan supGriores ~ ~os 
recomendados por las especificc.ciones. Para cumplir· con-
el reglamento 4~1 D.Fo, es recomendable utilizar 2 l)la-­
cas de 40" X 8~ X 1/8" soldadas a los patines de la cum­
brera del marco, corno se indica en la figo ~o 

.1 
Observese que los desplazamientos horizontales en los n~ 
dos 4 y 14 son g1andes debido al descenso de la curnbrerao 

2e- Los desplazamientos en las columnas nudos 2 y 16 son li­
geramente mayores que los perm1s1bleso Esto se debe fun­
damentalmente a dos causes primera el descenso de la cum 
brera y segunda el cambio brusco de secr-i6n supuesto en­
el cálculo. Si se refuerza la cumbrera como se indica en 
el pár1afo anterior y se considera el cambio progresivo­
de sección, esta discrepancia con al reglamento quedar6-
ampl1amente salvada. 

).- Dado que la fuerza oortFmte en la bAse de lns colur.mas­
es de poca magnitud, )088.151 Kg., la d1spos1ci6n adopt.§. 

da en el montaje de los tensores e's adecuada y no repre-­
senta ningún peligro en la estabilidad de la estrur.turao 
Sin embargo es recomendable tener extremo cuidado en la~ 
ejecución de la soldAdura correspondienteo 

Agradezco a usted, la confianza b ndada al suscrito Y -
le reitero al mismo tiempo mis resr 

ING.C. MIGUEL f;,NGEL FELAZCO hUIZe 
CEDULA PROFESIONAL 1510l6o 
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DETALLE DE UNION DE 

TENSORES A LA PLACA BASE. 

t·r---------. 
1 ¡ !---~-+"'-

.;.. 
----i 

GRAVA 

,... ---
l.---- _______ L _______ --t 

a e _____ 1 -~o 

~
: - -.. - -¡ -1 S 

- - -- - --o 
1 1 1 r --, t '1 

~ 2 ANGULOS_X __ ~ ='-----""' 
CORTE A-A 

L • Largo Total do la Placa Base.• 

A • Ancho Total do la Placa Bau.• --­

S • Separación Entr1 hnsoru y 
Pernos dt AnclaJa. • __ _ 

T • Eapuor d1 la Placa Baso. • __ _ 

B • D1stanc•a dol Anc\ajo al Bor-
do L1bro. 11 __ _ 

C • Diatanc•a dtl Anclaje G los- -

Ttnaoros. • ---

D • Gramil do lo 1 T lftloru. 11 __ _ 

.·. 
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STRUCTuRE ~ARCO TIPO HANGAR PARA JET STAR 
TYPE PL.ANE F'RA"E 
NUMBER OF J0I~TS 17 
~U~~ER OF ~~Vl~RS 16 
NUMBER OF SuPPORTS 2 
NUMBER OF L.OA~lNGS 6 
JOINTS COORDINATES 
1 o.o o.o S 
2 o.o 500.0 
3 OoO 750o0 
4 345o0 830o0 
5 675o0 905o0 
6 9~0.0 9&5o0 
7 1060,0 990o0 
e 1275.o 1~~o.o 

9 1300. 1050. 
10 1325o0 l040o0 ~ 
11 1~40.0 990.0 
12 1650,0 9ó5o0 
13 192,,0 90~.~ 
14 ~25;,o e3o.o 
15 2600.0 750.0 
16 2600.0 soo.o 
17 2600,0 OoO S 
JOINT Rt:L.EASES 

1 ."'OMEN T Z 
"17 ~0"1ENT Z 
III.E'4BtR f'i'CPl'RTIES f'rliSMATIC 

1 AX 75o0 IZ 2j340o0 
2 ~X 94.0 IZ 6l250o0 
3 AX 94.0 IZ 61250o0 
4 AX 7,,0 IZ 23340,0 
5 AX 7;.0 IZ 23340.0 
6 AX 7s.o rz 2334o.o 
7 AX 7~.u IZ 23340.0 
8 AX 75.0 ll 23340o0 
9 AX 7,,0 Il 23340,0 

10 AX 7;.o rz 2334o.o 
11 ~X 75o0 IZ 23340o0 
12 AX 75.0 IZ (33~0.0 
13 AX 75o0 IZ 23340.0 
14 AX 94.0 IZ 61250.0 
15 AX 94,0 IZ 617.,0.0 
16 AX 7?o0 IZ 23340.0 
JII.E,V.BE~ p¡(JD::•,CES 

1 1 2 
2 2 3 
3 3 4 

4 4 5 
5 ., t. 
6 6 ., 
7 7 r; 
8 ti 9 
9 9 10 

10 lO ll 
11 11 12 
12 12 l:; 
13 13 14 
14 14 ::; ., ---------.------

' ) "\-

--
~ . 



1 S l"l l f. 
16 lé 17 
CO~STANTS E 2019000o0 ALL 
LO'Dl~G 1 VF~T!CAL LOADS ON ALL 9EA~S 
TABU!..t.TE l.LL. 
t.!E~BER LOADS 

3 FORCE Y UNIFORM. -2.6 
4 FORCE Y U~IFOR~ -2.6 
S FORCE Y U~IFCR~ -2.6 
6 FJRCE Y U~lFQq~ -2o6 
7 FORCE Y UNIFOR~ -2.6 
8 FOqCE Y U~!FO~~ -2.6 
9 FO~CE Y U~I~O~~ -2.6 

lO FORCE Y U'IFORM -2.6 
1! FOPCE Y U~IFOR~ -2.6 
12 FORCE Y U'IFO~~ -2o6 
13 FORC~ Y U'lFORM -2.6 
14 FORCE Y UNIFORM -2.6 
JOINT LOADS 

3 FORCE Y -670.0 

SOL VE 

5 FORC~ Y -1762.0 
9 FORCE Y -114~.0 

13 FORCE Y -l782o0 
15 FORCE Y -670.0 

LOAOI~G 2 SEISY FRü~ LEFT 
TAHULATE ALL 
JCiNT LOA:::>S 
3 F~"CE X 520.0 
LOADI~G 3 ~IND FRt~ LEFT 
TAtiL.rL A TE ALL 
ME~~ER LOADS 

1 FORCE X G~IFORM 
2 FO~C~ X I.JN!F0,:'-1 
3 FORCE Y u.-.. IF0/1"1 
4 FORCE Y U~IFOQ"1 
5 FORCE Y U~l I ~O-< M 
6 F:JI:(¿ Y u•;!F~:''M. 

7 FORCE Y u.dF0~\1 
.8 FORCE Y UNIF0~\1 
9 FORCE Y UN!FOR~ 

10 F ~RCE Y u~d r 0·~"'1 

3o50 
3.~u 

24.~0 

4o00 
4.00 
4,\)1.) 

4a00 
4o00 
4o00 

11 F0~CE Y u~IFO~~ Oo9~ 
12 FQqCE Y UNIFO~..., Oo94 
13 Fo:<rE Y t:,\:""0<'J. o.~~ 
14 F'1 ·C!:. Y u·. 1 :or;-<'' 
15 F<.l'<CE X lJ\IFOl..., 
16 FO~CE X U~lFQRV 

o. su .. 
3. ld 
3 o ld 

LOADI~G 4 TEVPE~ATURE CNA~LES 

1 A!IULf. H. -lLL 
vE'~~~ TE~PE~ATU~E CrlANGE o.~uJOl2 
l TH:.lJ 16 25o0 
LOf·~! '.G 5 

((,Y.:·.!"lf l loO 3 loO 
T A3ULA TE. ALL 
LOADIII.G 6 
covei\E l l•' 2 loO 4 loO 
TA8ULAiE ALL 

4 - 1 .o 

PROSLE~ COR~ECTLY SPECIFIEDt E,ECUTIO~ TO P~CCEED• 

·-------------------------------------------------------------



. l 
STRUCTURE M~RCO TIPO ~ANGAR PARA JET STAR 

o=•aa================================================;=•==a=aaaa•a•aa 

LOADING 1 VERTICAL LOAOS ON ALL BEA~S 
•~•=a==m========================D========================a•aza:=•=•== 

MEMBER 
1 
1 
2 
2 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
6 
7 
7 
8 
8 
9 
9 

lO 
10 
11 
11 
12 
12 
13 
13 
14 
14 
15 
15 
16 
16 

JOINT 
2 

ME~BER FORCES 

JOINT 
1 
2 
2 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
6 
7 
7 
8 
8 
9 
9 

10 
10 
11 
11 
12 
12 
13 
1'3 
14 
14 
15 
15 
16 
1f. 
17 

AXIAL FORCE 
63R3o21!2 

-63R3•2S2 
6383.299 

-6383o289 
42 96 •'+65 

•429bo46:i 
4279.996 

-4279.996 
3870.5:J9 

-3El70o!l09 
3R48o32R 

-3848.82~ 
3933o677 
~3833.697 

3704.808 
-~704oilOR 

375'3·55<; 
-3753.555 

383tlol5ó 
-303'l.l56 

31)54.'159 
-3854 db9 

385Ho073 
-'3R'ie.'l7') 

4 .J 71 • •}: ~. 
-4271.91::> 

429-3.917 
-4 7.9H. 917 
ñJ)6,')5o 

-6386.056 
'13Af>e062 

-63 ..• (t.;; 

APPLIFD J~I~T L0~1St 

FORCE X 
-o.oso 

FO~C!': Y 
Oo'J06 

SHEAR FORCE 
-30R3oó54 

3083.654 
-3083.574 

3083oS74 
41l69o09'• 

-394tlo294 
3967o224 

-3087.344 
1352.837 
-b51o01ó 

616o527 
-323.23'• 

304. 32~J 
269o597 

-932o407 
1002o4l4 

890o412 
-820.40!1 

266.21'>1 
307.~9'l 

-325.19'+ 
6l8o4él7 

-b52o8b(> 
13!!4.65.~ 

-3:J:J ... ~,;l 
3':1~~.271 

-39.:.9.922 
4:.!70.723 
3Cotl.213 

-3088.21.3 
3osa.15l 

-Jc:=.l5l 

FREf J~I ... TS 

MO~·~ENT Z 
2.75 

r-'0:-.'!:NT 
-1.00 

-15,4lll.26o00 

1~41H2qo75 
-211272i'o50 

2 12731.00 
-t51374o97 

51380.37 
4¡'·23CnoSl 

-'14 2 2 ., 6 • 12 

~
26,09.7, 

- 28392.12 
91"397.12 

-~7-~ ~~40 .3 7 0~'-- 72.62 
- 55777.~2 

5972'1.25 
- 61l5'•ol2 

8411:16,7!> 
_.;¡944~8.12 
1¡79'!~C.l2 

-7¡79'102.37 

~
6,76.25 

- "'t>t-0:..00 
1 ~ 1', ,... t ., 

-, y ~-.. "~ 

-1. J <; ·' '> ~ • e; 3 
-?¡:.4152.~2 

71::i420<;.37 
-z:!6l3A,OO 

231!:.147.50 
-15 4094.25 

15 .:,('76.25 
-':'.3'1 

------------~.- --- .. 

( ' "",! 



3 

·~ 5 
6 
7 
8 
9 

- ----- --· lO 
11 
12 
13 
1ft 
15 
16 

JOINT 
1 

17 

JOINT 
2 
3 
~ 

S 
6 
7 
& 
9 

10 
11 
12 
13 
ltt 
lS 
lb 

JOI~T 

l 
17 

lo957 -6ú9.5l6 5.50 
0.812 0.334 5o 50 

-2.~69 -l782o<;A'i 30o69 
-2o.290 -5.1')40 ll7oS2 
"'lbo364 -3 o 3Bt• -43o25 

.. 9.003 -95.562 -5o,.oo 
3o665 -1012.519 -1C.24o87 
8.916 22.213 -251.37 

1~.340 -2.355 57.75 
Pol9l -2oA24 -27.75 
7o002 -1783.:;62 -9.31 
9o320 -2.?75 22.75 
Oo66l -f-70.143 9o50 

.. 0.062 -o,oos .. ¡e.oo 

REACTlO~S•APPLIED LOADS SUPPORT JOINTS 

FORCF X FORCE Y 
-·3oe3.-¿·5a ó3B3.n:l2 

M01-1ENT Z. 
· r-1.00 

~0.89 -3088.151 6386,062 
-~----==-=---· 

FREE JOINT DISPL.ACE~ENTS 

X=OISPLACfMENT Y-DI SPLACEr-1EI\T 
-2.4902 -0.0208 
-1.9353 oQo:J29l 
-1.4006 -2.3700 
.. 0.6813 -s. 5 775 
-0.2187 -7.7312 
-0.0961 -8.2836 

0.0119 -b.7l14 

0.0132 [~H ~ iii~::_-¡ 
Oo0149 -a. 1 na 
0.1240 -8.2783 
o. 24 11 -7.7241 
0.7102 -5.5679 
lo4290 -2.3628 
lo96l9 -0.0292 t}';., \f'Y 7- ., c0o02v!:l 
------! 

SUPPO~T J;)INT DI SPLACE·V:E~·TS 

X-DI SPL t.C:>'E~!T Y -8 I so L't. C :·'I.E :\ T 
(J. J ·:'):) e .e ::oo 
o.cooo o.oooo 

.. 

~:JTATIO'Il 
-O.OOi.J4 
-0.0042 
-Oo00tl5 
-0.0094 
-0.0059 
-o.ooc.1 
.. 0.0004 

o.oooo 
Oo0004 
OoOOt.l 
o.oos~ 

Oo0094 
Co0095 
Oo00t..2 
Oo0003 

::\·JT•~TIC'J 
O.Q07o 

-0.0077 

' 

-------

:..,J 1 _-., / ) 

(·.' " .! 

.~ •. t -~ . -; ~ .. ~ ... 

- - 1 

-------------------------------------------------

, 

/. -::r_ c. 

' ' . 



STRUCTURE MARCO TIPO HANGAR PARA JET STAR 

LOADING 2 SEISM FRO~ LEFT 
·===·===·===·================·=··=·=============·=·=r==a==·=a==·===~z 

MEMBER FORCES 

MEMBER 
1 
1 
2 
2 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
6 
7 
7 
8 
8 
9 
9 

lO 
lO 
11 
11 
12 
12 
13 
13 
14 
14 
1<; 
15 
16 
16 

JOINT 
2 
3 

JOINT 
1 
2 
2 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
6 
7 
7 
8 
8 
9 
9 

lO 
lO 
11 
11 
12 
12 
13 
13 
14 
14 
15 
15 
lb 
16 
17 

AXIAL FORCE 
-244o4l9 

244o4l9 
-244o4l9 

244o4B 
260.61•2 

-260o642 
26lo372 

~261.372 

269o433 
-269.433 

26Bo267 
~z{,8.267 

275.841 
•27:'>o8<.l 

219.363 
~219o363 

389.97'J 
-309.979 

385.517 
-3R5o517 

377.513 
-377.~13 
3t1~o79l 

-3'l6.791 
396.475 

-3'1~ •.. 7') 

409.ze;, 
-409.285 

257ol2l 
-257.~21 

257.121 
-257.121 

APPLIED J~I~T LOA~S• 

FO~CE X 
o. osa 

f!lBo812 

FO•~CE:. Y 
-O.OQ;j 
-0.170 

SHEAR FORCE 
494.596 

•494o596 
494o538 

-494o538 
-311.519 

31lo5l? 
-310.231 

310.231 
-307.820 

307.820 
-310.42'• 

310.424 
-311.296 
3!lo29~ 

-342.72!:1 
342.725 

-101.073 
101.073 

-168.73') 
166.735 

•J.70oB32 
l7(Jo832 

-174.144 
174.144 

-170o!!!:Z 
170o'J~¿ 

-l69.~t.u 

l69o040 
360.379 

-360o379 
360o3éi:J 

-360.36~ 

FREE J:ltf',;TS 

~0:--lt"4T Z 
-0.34 
-5.31 

1 
MOME~T 

0.40 
2('7?97.87 

•247296o21 
Ú0932.67 

-3;7093Fl.18 
- 2,60& 17.5 3 
-260609.90 

1:';56 22.96 
-11';5633.50 

lf,'399lo42 
•690C0.9!! 
:33'..~3.51 

...;33979.08 
¡34 735.69 
¡34797.42 

"1441)25.56 
j44290o61 

-4 1o 12 .lo 
14701•6ol7 

l e4H2 .39 
,84279.85 

-l~J':; .,.J.~;¡¡ 

1o3;, 7:;¡.10 
-1:';2589.~0 

l'S2 1J'J0o37 
-2,~0<.l'l.~~ 

2!lo .. .;:;.o;!l 
-Z7~3~J.5o· 

i703C3o62 
-l~0.2:>'lo h 

1180194.40 
-0.18 



4 

5 
6 
7 
8 
9 

lO 
11 
12 
13 
h 
15 
l6 

JOINT 
l 

17 

JOINT 
2 
3 
4 
S 
6 
7 
8 
9 

10 
u 
12 
13 
l'> 
lS 
B 

JOINT 
l 

17 

-O.t>48 -o.() "·J 2.67. 
So23l lo 27'1 ~l:Jo)3 

lo535 Oo060 -9.56 
8.791 :! • ~-"- 7 4.~2 

•8.22~ 3. '1 :lo 61e7Z 
•bo409 •lo'J36 265o03 
12.726 -12.995 34.07 
-7.009 lo425 -12.53 
10.~13 -2.344 zz, ~ l 
7.971 -1.178 l0od7 

11.770 -2.c:53 l4o3l 
•Ool42 o.oo3 lol:i.l 

Oo009 -o.ooo -l4o34 

REACTIONS,APPLIED LOADS SUPPORT JOINTS 

FORCE X 
•i•94o ~96 
-360o388 

FORCE Y 
-244o4l9 

257.121 

MOMENT Z 
Oo40 

~0.18 

FREE JOINT DISPLACE"'ENTS 

X-DI SPLA:::L::·""ENT Y-!Jl~~L.ACEMENT 
lo6442 Oo0007 
2.1777 o.ooll 
2e283f> -0.4578 

-rx;?'Jla_·, -0.492'J 
2.2337 -0.2327 
2o2009 -0.0894 
2ol314 Oo2079 
2oll79 o.¿4lb 
2ol310 Oo2746 
2ol890 OoS263 
2.2111 Oo6?49 
2o2360 Io~7_':iLl 
2ol9ll Oo54t!::l 

2o0628 -o. oo11 
lo5154 •OoOOOM 

SUPPORT JOINT DISPLA::~~ENTS 

X-O I SPLACE~~ENT Y-DI SPLACE~1ENT 
o.nooo 0 o O()L10 
o.oooo o.oouo 

o 

R:JTAT!ON 
-0.0024 
-0.0018 
-0.0009 

OoOO:J5 
o.oo12 
o.ool3 
0.0013 
o. 0013 
Oe00l3 
o.oolo 
Oe0007 
o.oooo 

-0.0012 
-o.col9 
-0.0023 

RCTAT!O"l 
-).)••37 
-o.Go3J 



STRUCTURE MARCO TIPO HANGAR PARA JET STAR 

LOADP~G 3 . I .,í) F~u~ LE'¡;:·· j 
•=•==•~~~===~===~=~================:==============:===========~===m=~ 

MEMBER 
1 
1 
2 
2 
3 
3 
'+ 
4 
5 
5 
6 
6 
7 
7 
8 
8 
9 
9 

lO 
lO 
11 
11 
12 
12 
' ~ .. -
J.3 
14 
14 
1~ 
1~ 
l6 
16 

MEMBER F'ORCES 

JOINT AXIAL FORCE 
1 -1.1967.216 
2 l!?l7o216 
2 -11217.234 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
6 
7 
7 
8 
a 
9 
9 

lO 
lO 
11 
11 
12 
12 
13 
13 
14 
l4 
15 
15 
H .. 
16 
17 

APPLIEl) 

;:c~c: x 
-~oleJ..:: 

Z.'1~9 

10342.234 
-"135?.734 
33~.?. 734 

-33'•"•1A4 
3344.184 

-337].021 
3371.021 

-3340.736 
3340.736 

-;3ó6o914 
~3r1f>o9l1• 

-2865.268 
28ó5o268 

-•,(57.279 
1• 2 5 .,. 2 79 

-4232.428 
4?.32 ... za 

-4l96,t-IJ~ 

1·1 <)-',. 60'> 
•'-240o46l 

'• 2 40.4 ~ l 
-~;: (,. :. l ~ 
:.;:;,.::1~· 

-l.3Y •• c,a ¡ 
":; H'·. 9 e 1 

-:>Cil':.439 
•¡;;).'-)'/ 

-'31::!0.4::! 
1~3C.45l 

J-:ll ~H L0~')5o 

;:o~cE v 
-o.:n1 
o.Bz 

SHEAR FORCE 
1046.278 

-l046.:ns 
l046o440 

-1046•'+40 
•'7t<39o0'33 

1162.261 
-1177.990 
-175.671 

l46o69H 
•l7"/2o'J7.'l 
130:~.239 

-1756.459 
17&9.040 

-2t.~l.9~<; 

313!lo776 
-3246.479 

350.280 
-457o933 
1095.580 

•l97Ho529 
2000.517 

-2106.554 
2142.513 

-z .. -::7.C':I4 
2370.177 

-2~.!3.2 1.7 

.2'Jó:...6li< 
•3JO~e522 
-3594.~25 

3''i4o52' 
-3593,'J53 

3593.953 

FREE JCI'lTS 

,YQV.i:":NT Z 
2o06 
7.25 

~--

MOMENT 
-1.25 

~2:'1140.43 

-~23138.37 
!14748.62 

- :<.741.37 
-1lF. 3 3 3 3 • 7 5 

11 3322.50 
-1332922.50 
1~1 ~ 7944.2 5 

-1!iBJ03oOO 
1 ~33316 .25 
- 60ñ2B.37 

50698.87 

-~'""·'· 73129.37 
- 87165.25 

3'!5939.18 -r,··7 ... 7603lo68 
36746.16 
36F.36.75 
94f.l2 .~5 

-1194817.15 
f¡3~ 104.50 

-.:1 3516J.~7 
l f~J! :)~·!. SJ 

-l!~~lló4.25 
2~9'>'J59ó50 

-2f;~':,663.00 

1 r703l.75 
-1 "}6977.25 

0.86 

------- ----------- ------------- ---- ----------------------------------------- ------------------ - --



4 
5 
6 
7 
8 
9 

lO 
11 
lZ 
13 
14 
1!: 
16 

JOINT 
1 

17 

JCl\IT 
2 
3 

" 5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
i3 
}lo 

15 
16 

JO!"lT 
l 

l7 

:<. =: 7 fl -0. :''J 7 -ll • .':.l 
-24.~56 -5,425 21.75 

17.!::82 7oóó8 113.25 
-3"3olf~2 -llo';C)(, 70.50 
""·(~!) Z'J • r 3 9 373o81 
43.353 -43.006 .. 1226.06 

-9lo5ól l9o4C.S 974.06 
25.363 -4,'i71i 90.59 

-611oP. 0 1 1'z o '-168 -4.~0 

-47olB3 lOoó?.l -55o87 
•6.2.J3i i4.óB ;;.7 í. 7S 
-1.12S -o.oo1 -93.50 
0·~72 OeOll ~4.~0 

RE~CTIONSoAPPLIED LOAD S SLiPPORT JO!NTS 

FOnCC X FORCE Y MO"'ENT Z 
-1.25 

OoBb 
-l04óo?78 -129ó7o2l6 
[i~~~~~9-~~l -1530.451 
ti- ,\•' ' ;: 

\¡\' ,•. 1 -,.. ... 

FREE JOlNT DlSPLA(ÉMENTS 

X.;.[) 1 SPLA:::E•"EN1 Y-DIS<>LACE!'-1ENT 
-5.7'577 Oó039!.1 
-9.2473 ÓeOS35 

-10.4001 5ó052-+ 
-l1oUól9 7 o 9 .... , .. 
-11.0813 té·oll~i(l 
-io.9!>6a 7 o6233 
ml0.5!l3:1 5.99"1 
-lo ·1·903 s. 76'38 
-1o.:,a4j Só5274 

ROTATlÓN 
Óo0l33 
Oó0l46 
0.0133 
() .00 1+?. 

-ó.0032 
-o.óas6 
-0.0090 
-0,00'.13 
-Ó.0095 

-u.oesi 3.3330 -0.0105 
-1lo"!4B6 2oÍ730 -0.0104 
-11. t. 'J ~ ~- -0¡3S~7 -o.oo·,_, 

- >Eti_~ 1Z..?Ll -ló4989 o.aols 
-lló 7o36 Oo012l 0¡0077 
-9.2~43 o. 007.b Oo0122 

SU;:>f'OfJT JC!"'i DIS?LA((\~EI\TS 

¡¡:.o I SPLACE:1ENT V-DlSPLACE"'ENT ROTATIO\ 
O.C'l')~ 0.0080 0.010: 
o.o()::,o o.Qo•Jü o.~·21o 

, . 

.·u$ 
.: . 

1 : 1' ( 1 "-\ ,) 



.STRUCTURE ~ARCO TIPO HANGAR PARA JET STAR 

===========~=~==;:=~=========~===~=====c========================a=m~= 

MEMBER 
1 
l 
2 
2 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
6 
7 
7 
3 
8 
9 
9 

lO 
lO 
11 
11 
12 
12 
13 
13 
14 
14 
1~ 
15 
16 
16 

JOII\T 
2 
3 

ME~AER F01CES 

JOI~T AXIAL FORCE 
1 lo 1 () '• 
2 -l.lf:l4 
2 1o12~ 
3 -1.1?5 
3 lAo2C3 
4 .-l8o203 
4 1Bo26~ 

5 -18.265 
5 l8o0~2 
6 -18.0~2 

6 l9o789 
7 -19.7~':11 
7 2Cofl9) 
El --.?CeoS:JI; 
8 22.53'1 
9 -27o')3Q 
9 :'Clo 335 

lO -i'·J.J3~ 

lO 20o69:; 
11 -20.595 
11 l9ol71 
1.2 -1>1.171 
12 ·19.257 
13 -19o25? 
13 19.':170 
lt; -1?.570 
14 20o47o 
15 -.:0.476 
15 2. 7 '· 2 
16 -2. 71,2 
H 2.703 
17 -2.703 

A::IP:..lE) .JOir:T L.Q.\")5, 

Fü~(E': X 
-0.006 
-Ocl~4 

fOI~C!:. Y 
-:l.039 
-0.039 

SHEAR FORCE 
•l8oS44 

18.544 
-1t:l.53tl 

l8oS3fl 
-3.10'> 

3olOS 
-3.046 

3o046 
•2oA63 

2.863 
-2.1!911 

2.8911 
-:;,, C9•, 

3.C96 
-17.26!! 

17.26!! 
-0.046 

OoU4f, 
2o09l 

-2.091 
1o857 

-l. e 57 
1,745 

-1.745 
lo860 

-l. t:l6'l 
2o012 

-2.012 
20.432 

•20o432 
20o434 

-20.434 
. 

FREF. JOINTS 

~O:Y.E.'iT Z 
Oo07 

-0.48 

11.4Q'J.ENT 
-0.06 

9?72.37 
9272.44 

13907.01 
lVlOflo53 

115006.3 3 
15005,78 
16036.83 
l6C36,88 
11,847.96 
16b42o39 
17169,37 
17173.50 

-'l7~57,CS 

~17701.89 
1Al66o86 

,1 7"; & • 4 6 
..;17tl57.7l 
il7113lo64 

l 7'J7Q,04 
,17 367.20 

¡1 715 7 o~ 3 
117161.28 

1':!669.86 
lfl"70,00 

..¡¡ ,, 'J 4 (' • 2; 
jl6u.:.0.25 
1~327,54 

)',~28,09 
,1021'1 ,'-J'1 

_./ -o.oo r0217.32 

.. . 



,---- --- ------- -- --. --------- - ---
4 8.C5Z -O.J~~ -G.55 

O o OS 
-0.57 

4.12 
-15'>.1<¡ 

5 
6 
7 
B 
9 

lo 
11 
12 
13 
h 
15 
16 

- JOINT 
1 

17 

JO[NT 
2 
3 
'+ 
5 
6 
7 
8 
9 

lO 
l1 
12 
13 
l'+ 
lS 
16 

"'0o228 
lob81 
Oo919 
Oo481 

-8o476 
lo7óó 

-lo5:!4 
o.oeo 
Oo300 
O.?('iS 
Oo030 
o.coz 

-o.:J2'­
o.'>06 
0.112 

-9.33'+ 
Oo067 
... 944 
Oo2l3 
OoJ37 

-0.123 
-d.142 
-0.077 

0.039 

-310.39 
-26.07 

-2.83 
3·64 
Ool3 
o.oo 
0.55 

-2.66 

REACTlONSoAPPL!ED LOADS SUPPORT JOl~TS 

FORCE X 
lA • ~lo 4 

-20 .. 434 

FREt: JOlNT 

FORCE Y 
lel64 
2o703 

MO:V.ENT Z 
-0.06 
-o.oo 

DlSPLACE"'ENTS 

X-DIS'-LI,(fMENT v-u!SPLACEr.'ENT 
-0.2192 0.1499 
-0.3180 Oo2249 
-0.?436 o. 3 741 
-0.1662 Oo49l4 
-0.0947 Oa5'>98 
-0.0646 Oo5798 
-c.ooz~ Oo60!>3 

Oo0C45 19~ ~ ,:¡~; ~~ 
OoOl20 O.o60ó5 
Oo0740 Oo58ll 
Clol01>3 Oo5615 
Ool759 0.4939 
Co2532 o o 3 762 

-~;-32rz_¡ Oo2249 
0.2261 . Ool499 

SUPPURT JC!NT DISPLACE~ENTS 

ROTATION 
o.ooo~t 

o.ooo3 
o.ooo3 
Oo0002 
o.ooo1 
o.oooo 
o.oooo 
o.oooo 

-o.oooo 
-o.oooo 
-0.0001 
-o.ooo2 
-o.ooo3 
-0.0003 
-0.0004 

JOINT X-D!SJLACE~E\T Y-OISPLACE.V.ENT 
o.ooou 
o.coov 

ROTAii:)N 
o.coo .. 

-u.n004 
l o. 000C'· 

17 u.JJG::J 

----- ·--- ----------------·--~--------- -· --------------------------------- -----~- --· --- --~--------- ---



STkUCTURE MARCO TIPO HANGAR PARA JET STAR 

LOADI"'~ 5 
·====================~==========:==============~========;=•========== 

Mfr.IBER FORCE S 

~EMBER JOINT AXIAL FORCE ShEA~ F.:JRCE MOMENT 
1 1 -6~92.770 -2:)55. 920 -2.31 
1 2 4832. 770· 2J5~o92') -1027957,75 
2 2 -48~?.820 -2'os 5. 611 1Q27962o62 
2 3 3957.819 

- -~2.?5_2!2._~~-=t -154ld8Q,75 
3 3 961.933 -4'17~.042 1$41!:196.00 
3 4 -961.933 --.:27b2:<:-27- •192S714, 75 
4 4 95'•. o 7 7 2786.187 1929708.50 
4 5 -954oC77 •'1259 o96A -906652.37 
5 5 517.549 1,26.671 906704,87 
5 6 -5l7o'?!..9 -1920o729 -42153óo12 
6 6 527otl80 l'Jl.8.86>i 421766,43 
6 7 -527.8!'!0 -2076.795 -l9fl'•00.65 
7 7 4P 7 o '• 7A 2C70o2':>2 195432.03 
7 8 -! .. "17.478 -2~79o2J'; 294ó)9,93 
a !' 8ó2o07'.1 2189.10() -294'146o31 
8 9 -Fó2o079 -2226.796 354397.12 
9 9 _,,' 3. 3? 7 l240.64fl -357358,43 
9 lO 4~3.3<-:7 -1 ;> 7 ~. 3t•3 391771.37 

lO lO -373.576 1363.890 -390574.75 
lO 11 373o576 -1&72.'722 725"/43.75 

. 11 11 -32'. 4 5'· 1677.181 -725599.37 
11 12 322 o4!:4 -1489.924 '104731,12 
12 12 -3ó3.l29 1491.392 -904259.75 
12 13 3ó3ol29 •1024ol:i3 1258284.00 
13 13 -Ic.cnr. -716.351 -1259349,2'> 
13 14 ]'l.~.))() 12.., !lo 12 '? 920:'69 .su 
14 1'• -,:,.se& •127llo291 -920'Jl8.5:.J 
14 1~ o5o5A6 1~'>6o167 364104,00 
15 15 ;u.~~.':,e -4e,.e79 -364!97.43 
l~ 1ó -J'I::·j •: ~e 4c~.(!79 2427l7.53 
lo ló 32!1boJl4 -4!:5o3o7 -r21lli3.6o 
ló 17 •485eo3l4 t.a5o367 -0.03 

AP?LIED .J~Ir~T LO~r:>So FREE .JOI'lTS 1 

.JC'li\T Für!CE .). FO~CE y '1C''E'\ T z 

1 
2 -0.249 -0.049 ~o.as 

~ 4o762 -669.392 15.25 

"--· ... ____________ ----------- ------------ -- ------------- -- ----------- --------·---·--- --



----- --- -- ~- - ------------ ----- --~--- ·--------------------
r-----~--

-------
., '• olll+ o· o .. c~a ~6 .30 
~ -2.7ob:.5 -·l7E8.41E. 52.49 -

1 

6 -o.726 lo234 230.30 
7' •46o676 -15.268 3l. :n 
8 .. 1.5~3 -7:. .l 76 -za:-.37 
9 38o542 -1056.2:16 -29ét1o33 

10 -ao.a11 46.622 696.61 
ll 42.179 -7.120 145.50 
12' -o;z.·6zo _ l0ol6l -28o60 
13 -3·9. 8 72 -1772. ~~4 -65.05 
l't -•H. 805 . 11.907 -so.oo 
l~ -o. ~~~3 -670.222 -83.44 
16 OoSll Oo044 33.83 

REACTlO~StAPPLIED LOADS SUPPO~T JOINTS 

JOI NT 
1 

17 

FORCE X 
20.,5.920 
465.367 

FORCE Y 
-6582.770 

4858.314 

MO~ENT Z 
-z. 31 
d0.03 

FREE JOlNT 

JO!rlT X•DISPLACE'·1ENT 
2 -8·'-672 
3 -11.5007 
4 [:~z-~:)4~4 1 
: •l1o'i0'Jó 
6 •llo3948 
7 ~u.12H 

A -10.5740 
9 -10.4724 

10 -l0o:J570 
11 -l0o8900 

- "12 -10.9971 
13 •11.,1074 
14 -10.46:10 
l!l -9.4943 
16 -bo5l84 

JO!~T X-DISPLACEYE~T 

1 0.000(' 
17 OoüOOO 

DlSPLACEMENTS 

Y-DlSPLACEMENT 
Oe168ó 
Oo2493 
3.0565 
2.9118 
Oo9443 

-0.0804 
-2.1719 
•2o4044 
-2.6379 
•4o3642 
-4.9'!94 

L:~·_43?'f.l 
-3o4tl~5 

Oo2079 
o.1~67 

Y-0 I SPLACE,..EI'H 
o.oooo 
o.oooo 

f{OTATION 
Oo0133 
Oo0l07 
OoO:lSl 

-0.0')4'} 
-0.00!:19 
-0.0097 
-0.0095 
•Oov093 
-0.0091 
-0.0065 
-0.0046 

Oo001B 
0.0097 
o.oll5 
Oo012l 

ROTATICN 
o.Olél7 
o • .o l )4 

- 4---- --- --- ~------ ----- ~ ---------



STRUCTURE ~ARCO TIPO rlANGAR PARA JET STAR 

LOADING 6 
==~===:=====;==========================~=~=~========================e 

"''EMBER 
1 
1 
2 
2 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
6 
7 
7 
8 
8 
9 
9 

lo 
lo 
11 
l 1 
12 
12 
.3 
! 3 
lit 
14 
ls 
15 
16 
16 

JJI'H 
2 
J 

MEMRER FORCE'S 

JOINT 
1 
2 
2 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
6 
7 
7 
S 
8 
9 
9 

lO 
lO 
11 
ll 
ll 
12 
13 
13 
lto 
14 
15 
15 
¡¡._, 
16 
17 

AXIAL FORCE 
6140.026 

•6140o02: 
6139.994 

•6139.994 
457:,.310 

-4575.310 
45S9o63J 

-4559o63:3 
4 1 5 ~~.(')o '• 

-415 :~. 001· 
4l36o884 

•4136o8Cl4 
413~.231 

-4130.2~3 
3946.710 

•3946o7l0 
41ó3.871 

-41&3.171 
424!..369 

-4244.369 
475lof>Sl. 

-4 251.6 5« 
426 1•ol23 

•4264.123 

-.:..: "t .1 J::. 
.. ¡2~·'="7, 

-4725.67'1 
6f~43.9:9 

- ... f,t.•.,'11J 
664So8e6 

-6645.886 

APPLIED JOINT LQA)S, 

FC.RCE X 
-o.nzs 

azc.e..;;.5 

FJ~CE 'f 
-:).032 

-66!7,725 

i 
l 
1 
1 

SHEAR FORCE 
-2607.602 

2607.602 
-2607,573 

2607.573 
4554.469 

-3ó33o669 
36~3.94:. 

-2774.065 
1072.152 
-34Q, 332 

303o204 
-'lál: 

-lo.o73 
583.990 

-1292.401 
1362o408 

789.293 
-719.286 

99.574 
474.342 

_,,94,16!3 
787o46l 

-82~.265 
¡:.:.7.085 

-325"'.362 
4!::7.2S2 

-.:01l;:,o'1~l 
,-:;JJ lo 75Q-¡ 

34t>9o025 
-34ó'J.02:. 

3l.t>l!o\.174 
-3ft68o974 

FREE JOINTS 

:o~0~1 E'li Z 
2o47 
2o70 

MOME~~;T 

-0.66 
-13;03.1 a o. 2 s 

13'03d02. 75 
-19':;5:,96.25 

1955699,00 
-so:.76~oó2 

505 776 ,le 
5a1H92 .a 1 

-561'172.62 
7~:)6:;8,12 

-7e0550o50 
798211.25 

- 1-; 2 ,' 4 s • 1 5 
732:;;79.7';> 

-733278,12 
697536.75 

-699007.00 
719316.87 

-719,60.12 
678197,62 

-678155,25 
605P.67o87 

-6:)5869.50 
270~90.25 

-? 7 ::lS9",:;6 
-~J--;C ·-;:.2. ~.; 
9~:.:67'7.50 

•2c:::¡7t.5.~0 
26Jl-.'79,QO 

-l734')L2.50 
1 ~3.:. .. tn. 75 

' -1.08 . 

--------------------------- -- ----------------------- 1 
-------- _ _,¡, 



r----------------- --- ---- -
~ Uo216 C,!ZS 
5 2o43l -1781.73~ 

6 -23.073 
7 •o.653 
8 -lOo 71,7 
9 ~1lo220 

10 23o4l0 
11 9o e06 
12 
13 
l .. 
15 
16 

18.786 
l5o282 
2lo'J96 

Oo549 
-o.os1 

-ó. 313 
-::>.743 

-1'J'J.935 
-1014.358 

l4ol62 
-0.7!6 
-5 ol31 

-1785.063 
-5o 3 7l 

•670o216 
Oo032 

7.'.;7 
?.0.2! 

107.48 
-34o69 

-598.46 
~l470o24 

-243.36 
42o37 
-1.58 

lo69 
37.06 
13.18 

-35.00 

REACTlO~StAPPL!ED LOADS SUPPORT JOINTS 

JOINT 
1 

17 

FORCE X 
2607.602 

•3468.974 

FORCE Y 
6140.026 
6645.886 

MOMENT Z 
-0.66 
-1.08 

FREE JOl~T DISP~ACE~E~TS 

JOINT X-Dl51-'LACE"1Et>;T 
2 -l.0652 
3 -0.0756 
4 o. (:.343 
5 1.4434 
6 lo9202 
7 2o0402 
8 2oll-04 
9 2ol3:,8 

lO 2.1~61 

ll 2o3872 
12 2.~626 

l3 3ol223 
l4 3o8734 
15 4.3521 
16 4o2Sl3 

JOl~T X-DlSPLA(~VENT 
1 0.0,1ll::l 

17 c.ooou 

.. 

Y-DlSPLACE~ENT 
Ool299 
Ool96'J 

-2.45"37 
-~.5 l')'J 
-7.401.2 
-7.7932 

-L:-_7·~-s~ü ...!...- --
-7.'i?66 
-7.8906 
-7.1708 
-6.5~75 

-.:..33l& 
-1.4380 
o. l 946 
0.1282 

Y-DIS;;>LACEMENT 
OoC'I(lJ 
o.oouo 

1-tOT.A T ION 
-0.0024 
-0.0056 
-O.OC':Il 
-O.OOdó 
-u.íiu45 
-0.0026 

o.ooo9 
0.0013 
Oo0Ul7 
Oa0050 
o.oo65 
Oo0092 
OaOOó'f 
OaOOl9 

-0.0024 

f<OTAT ION 
o.0044 

-O.Oll~ 

STRUClURE MA~CO TI?J Hh~GA~ PARA JET STAR 

_:--. (-'.' " ··_¡ ... -

'• ...... 
! -

~ ' 1 

/''A'''. p .¡1 ·~ 

\' .. 

r:.l('·:; - ,~, ' . , ¡. ~ ,1 ! .' ~ 

-----------------------------------------------------------------------------------------

•'' "1 

S:;.· (",i1 

~ , .. , ''/,• 



e 

"4C~l6ER fOf"!Cf:S FC~ 'lE~·g::R l 1 
========~========~==========~=~===~r=======z=========;=================3=====~==~ 

-- LOADING JOINT AXIAL FC~CE SHEAR FO~CE ~O~E~T 
1 1 6383.232 -3083.65~ -1.00 
1 2 -63~3o2R2 3083o654 -1541R26o00 
2 1 -244o419 494,596 1 Oo40 
2 2 244o419 -494o596 247297.87 
3 1 -12967o21ó 1046o278 ' -1.25 
3 2 11217.216 -1046.278 s23140o43 
4 1 1o164 !"'l8o544 j -0.06 
4 2 -1.164 ! 18.544 -9272.37 
5 1 -6582.770 -2055.920 : -2.31 
5 2 4832o770 2055o920 •1027957.75 
6 l 6l40o026 -2607o602 -0.66 
6 2 -ól4o.ozó 2&07.602 ·13P3eoo.25 

-~E~BER FORCES FOR ~E~BER 2 
1 
' 1 

==:•==============:::::::::::::====~=~~==========================g:a•a========a~ 
o 1 

LOAOING JOtrH AXIAL FORCE SHEA~ FORCE ~C1'.lENT 

1 2 6383.289 -3063.574 154lfo28 • 75 
1 3 •63e3o2e9 3083.574 2i 3127 l2 ~ 5 (f'l CM·'{.; l.•t :e n OL 
2 2" -244,419 494.538 -;.24729e.21 
2 3 ') 4'•. 41 Q -494o5'3R 370932.87 
3 2 -11 2 1 7 • 2 3 '· l04oo441.) -523l3tlo::l7 
3 3 10342.234 -l04óo440 784748.62 
4 2 1o125 "-18o53tl 9272.44 
4 3 -1.125 1 18o538 -13907.01 
S 2 -433lotl20 -2055.671 1027962.62 
5 3 395'1.819 zCl55o671 -l541~t10,75 

'6 2 6139o994 -2&07o5t3 1303802.75 
6 3 .. 6l'39o994 2607.573 -1955696.25 

·MEr-AoE~ FORCES FOR '1E"6ER 3 

LOAOir-.G JOI'.;T AXP:.. FCRCE SHEA~ FO:~cE ~'JVF:IlT 

l 3 42 ";,. 4 (, 5 j 4·,; V·,~ .j.., t.~\ 23127Jlo00 
1 4 •42'7ó ... 6~ -"'3'> .. ::. ;¡y .. · • -751374.&"/ 
2 3 260.642 -311.519 -37093él.l8 
2 4 _, .. ::l.t: '· 2 311.~19 U.C6l;'.~3 

'3 3 -3~'i2.73<. -~~J'1,QJ3 -7ett7t.!.37 
3 4 33';2.734 ll62o26l -1163333.75 
4 3 l!lo203 -3.105 13906.53 
4 4 -19o2'B 3.!~h -150')6,33 
5 3 96lo'B3 -4973.042 1~.:.1Fc;~.oo 

5 4 -9o1 o933 -2782o927 -1')297l4oh 
6 3 4575.310 4554o46'J l95569'io00 
6 4 -4S7S.310 -3633.669 -~0576a .62 

' ------------------- ------------------~-- ________ , _____ ¡----------------------



---- -- ---------- ---------------~-- ---- --- -

~E~5ER FO~CES FOR YE~GER 4 
==================~======•==========~================,===============::c:::;:c=:a 

1 
LOADING JOI:--.T AXIAL FORCE S!-IEAR FORCE : ~O~E''H 

1 4 4279o99& 3967o224 7.513 80.37 
1 S -4279,996 -3087.344 442306.81 
2 4 261.372 -310.231 ~260609.90 

2 5 -2!>1.372 :310.231 155622.96 
3 4 -33'·4 .la&. ~1177.990 1163~22.50 

3 5 3344 ol84 ~l75o67l ~1332~22.50 

4 4 lR o265 1 -3.046 ,15005.76 
4 5 -16.265 i 3o04ñ -·16036.83 

1 

5 4 954e077 278óol87 1929708.50 
5 5 -954.077 -3259.968 -906652.37 
6" 4 4559o633 36S3o94~ 505776.18 
6 5 -4559.633 -2774.065 s:e1e92. e7 

~ 

1 

1 
1 
1 
1 

M E~ SER FORCF.S FOR ~E~''1Eil 5 ! 1 
Q~~===============================~====================~==::a::================= 

1 

1 
LOAOING JOINT AXIAL FORCE SHEAR FORCE MOMENT 

1 5 3870oS09 ~382o837 -442276.12 
1 6 ~3870o509 ,6~1.016 i28~09o75 
2 5 269.433 ~307.820 -155633.50 
z 6 -269.t,13 l3o1.s2o 68991,42 
3 5 -337lo02l ;l46o69!! 1332944o25 
3 6 3371o02l •J272o576 -l133203o00 
4 5 16a062 -2o663 l6036o68 
4 6 -18.052 2o663 -16B42o96 
5 , 517.549 1526.671 906704.87 

·s 6 -517.549 -¡920,729 -421536.12 
6 5 4153.004 ~072ol52 -581872o62 
6 6 -41~8.004 j340o332 ~8Cb5Sol2 

~E~BER FORCES FOR ~f~BEq 6 1 

e=================~~==~==~======-= ~=~=~=====:~=============;======-=e========== 

L. C~D I r;c; JUJ:,T Al'¡: L -::;:,,:E 

l 6 3d'-S.~,>~ 

l 7 -3248o3¿,J 
2 6 21':13.267 
2 1 -:?~e.2''"" 
3 6 -3~·.0.-,3·, 

3 7 33'·0.736 
4 6 l'lo799 
4 o 1 -l9.7"l'1 
5 6 527.::3::1 
~ 7 -~<'7oeeo 

6 6 41 'lb. 8 e '• 
6 7 -413~'>.8Sc. 

----------- -----------

SHEA::: FO~CE 
616.~27 

-323o234 
-~10.424 

310.424 
13C<>.z·q 

-l7':lóo4:.i':; 
-2.898 
2o69~ 

l9ltlotl6-l 
-2076.7'7~ 

303.204 
-9.91! 

--~----~ -·- -----

~·0'-:E,-..;T 

-728;92.12 
701397.12 
-&9000.98 

339E3.51 
11 3 -~ ~ l (.J • 2 ') 
-':t6:J6Zn.37 

16842.39 
-171~9.37 
42176~.4'! 

-1<;6 ... 00.65 
-790?~0.50 

79B2llo25 

--------¡---------------------------- -------------------- ------



~EMBER FO~C~S FC~ ~EV~ER 7 
====::::::==~======~=:=::===========;=======================~===a=======::a=a::: 

LOADING 
1 
1 
2 
2 
3 
3 
4 -.- -~-.. . 
!5· 
5 
6 
6 

JOJNT 
7 
8 
7 
8 
7 
8 
7 
8 
7 
8 
7 
8 

AXIAL FORCE 
3833o69 7 

•3fl33o697 
275.841 

-275.e41 
-·H~6.9l4 

336óo914 
20.695 

•20.695 
487.478 

•487o47S 
4130o233 

-4130.233 

MEMBER FO~CES FOR ~E~BER 8 

SHEAR FORCE 
,304.320 
!269.597. 

...,311.296 
¡311.296 

1769.040 
-2«»51.989 

-3.096 
1 3.096 

2070.262 
•2379.295 

:-10.073 
:583.990 

1 

1 
1 

1 MOf.'ENT 
-7e1440o37 

7a5272 .62 
-33979.08 
•34'735.69 
960698.87 

•4727!15o56' 
j17l73.50 

-'17857.08 
196432.03 
2¡94659.93 

-7.98245.75 
7r2679. 75 

~-~=ama:==============;============·==========~~=•==========~az:=====m=~=ca•=aa:m 
1 

- •• - - • ~ o LOADING .IOII'\T AY.!AL FORCE SHEAR FORCE ! MO~ENT 
1 8 3704.808 -932.407 -785717.62 
1 9 -3704.1108 1002.414 759729.25 
2 a 219o363 -342.725 34797.42 

-.. ~ - - ·- 2 9 -219.353 "342.725 •44025.58 
3 8 •ZAó5.268 3138.776 473129.37 
3 9 2865o268 .;3246.479 -387165.25 
4 a 22e539 -17.268 17701.89 
4" 9 •22.539 17.268 •l8166o86 

' a 86~.079 2189.100 •ZQ4946o31 
5 9 -862.079 -2226.796 354397.12 
6 8 3946.710 -1292.401 -7"33278.12 

~ .. -- --------. ... "6. -- -. 9 •3946o710 1362o408 6¡7536.75 

ME"''BER FORCE S FOP. :VE~BER 9 

. --~--- ... LOAOJNG JOINT AXIAL FORCE SHEAR FORCE ! MO"'ENT 
1 9 3753·555 890o412 -7611~1 .. 12 
1 10 •3753.555 •820o405 784186.75 
2 9 389o979 •101.073 '44290.61 
2 lO •:38t1o979 "101. 073 .;47012.10 
3 9 •4257.279 350.2!!0 38~939.18 
3 10 42!17.279 -457.983 -375057.62 
4 9 20o335 : -0.046 :17856.46 
4 10 -20.335 Oo046 -17857.71 

' 9 -4~3.397 1240o646 -357358.43 
5 10 493o387 -1278.343 391271.37 
6 9 4163o871 7B9o293 -699007.00 
6 10 •4lb3o871 •719.296 y9316o87 

------

._.,.._. ... -· 



• n• 
;. 

~E~DfR FO~CES FOR MEVBER lO 
======:;::::=======~=========================c====~=========~=====:ccc~===~===:= 

LOADING JOINT AXIAL FORCE SHEAR FO~CE 1 MO'-'ENT 
l lO 3838ol56 266o2l9 ~7844 39 o12 
1 11 -:183Bol51:1 307~699 7~9860.12 
2 10 385.517 -168.735 7046.17 
2 11 -??5o5l7 169.735 -84292.39 
3 1C -l·232. 42il l095o591J 375031.68 
3 11 4237. o42A -1978.529 --~6746o16 
4 lO 20o695 2o091 1].7831.64 
4 11 -20.695 -2.091 -,17:3 70 o 04 
5 lO -:373.576 l363o890 -3~0574.75 
5 11 373o576 .. 1672.922 7Z5743o75 
6 lO 421•4·369 99eS74 -7;19560.12 
6 11 -4244o359 474.342 6.'78197.62 

¡ 

M E'4BCR FO~CfS FOR MEMI'JEI~ 11 
a:==========================================~===~=====~=========zc:m~=m3aaca=a:: 

LOADING Jotr·a AXIAL FORCE SHEAR FORCE 1 MOMENT 
l 11 3854o969 -325.194 _,r,o,., 
1 12 -3854o969 'ól8o467 7 6576.25 
2 11 377.~13 ~170.832 4279.65 

' -1 3:.50.59 2 12 -:377. ~ 13 1170.832 
3 11 -4l96a60ú iooo.5l7 r"··" 3 12 4196.606 -yo6.554 1 4812.65 
4 11 l9ol7l loB57 7367.20 
4 12 -19.171 -1.657 -.7157.63 
5 ll -322.4é4 l()77.lt11 -7~559!J.37 
5 12 322.&.!14 -I4o9o924 904231.12 
6 11 425l.é'.i~ j494ol68 -6~8155.25 
6 12 -4251.654 ,787.4~1 6051'67.87 

1 

"'!::"'19!:':=! '"O"c::s FOP v::···fl~ R 12 



·) 

-· 

~E~BER FORCES FOR ME~BER 13 
··==================================~=========================================== 

LOAD ING JOINT AXIAL FORCE St-rb.~ FO~CE ~"OMENT 1 -4, 9858,93 1 13 427lo9l5 -31088o391 
1 14 -4271.915 3¡968.271 _ -7s4182 .62 
2 13 3q6.475 -no.as2 1 2600.37 
2 14 -396o475 1'70o852 -2:10419.65 
3 13 -4309o515 237Co177 -835160.37 
3 14 4309o515 -2688.287 16~11091.50 
4 13 19o570 1o860 116~70.00 

4 14 -19.570 -1· 8611 -'16040.25 
S 13 -lAo030 -716.353 -1Úi1349,25 
5 14 1!!o030 1278o122 q;zOP.68.50 
6 13 4687.959 -3157.382 -z¡705BR o 56 
6 14 -4687o959 4137.262 -9,30642,50 

t ·- _ ... --~. -. --- ... 

ME~BER FORCES FOR ME~J.!3ER 14 
•=================================~==================~======m~========~::ga::a:: 

LOAD ING 
1 

.1 

2 
2 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
6 
6 

JOINT 
14 
15 
14 
15 
14 
15 
14 
15 
14 
15 
14 
15 

AXIAL FORCE 
4298.917 

-4298.917 
409oZ85 

-409oZS? 
-43A4o901 

4384o981 
20·476 

-20o476 
-0:.5o!JS6 

65o586 
4728.679 

-t..7J.8o6B 

ME~BER FORCES FOR ~EMBER 15 

LOADlNG JOINT AXIAL FORCE 
l _ _l,_ 63Hóo05ó 
1 16 -63fl6o056 
2 15 257.121 
2 16 -257ol?.l 

' 1~ -3915.439 
3 -16- 3120o439 
4 15 2.742 
4 16 -2.74? 
5 15 2473.,~ri 

5 16 -32otJo358 

SHEAH FORCE 
-3949o92l 

4870.723 
-1~9.040 

169o041) 
2669.618 

-3002.522 
2o012 

: -2.012 
-1278.291 

ltl66o1!!7 
-4116.951 

1 -SO_!~~ 75~_j' 

SH.EAR FORCE 
3088.213 

-3088.213 
360.379 

-'!60.379 
-Ú94o525 

3'594.525 
1 20o432 
:-.20.432 

-41!~.!.17? 

14tt5o879 

1 MO~ENT 
7:;4205,37 

-23.16138,00 
2).0433,96 

-270300.50 
-1691164.25 
26~5569,50 
~6040.25 

-'15327.54 
-920918,50 
364104,00 
980679,50 

-2~01765.50 . 

1 r~OME~;T r ~-3:1 ft 14_?. ~ o __ l 
-1544094,25 

270303,62 
-11!0708,75 

t=~_6_25_?.~ ~-~ ó_~ 1_ 
1797031.75 

15328 .~9 
-l02lQ.9"i 

- ~ 6'• l tl7 • '• 3 
21,2717.53 

c.!~C.A V/..l'-rf Ct\1.. 

\l!u;rO 

. --~~ ~ 

6 15 654So?l9 ]469.025 [ 26~l779.óo-:1 'flfrJT¡)-+ C/rP ·r :'T''"~!.. l· T:,•r¡·! :.• r ,,~ J •.. f6 -6 -664':io91Q -3'·69.02'> -1 7 r l. '· n . 5 o 
---- ~-- --- - ·-------- ------ ·-- . ---- -- --- -- -- - - -- -- - ----- --- - ---- . ---



-· ---- ----·----

MEI-':SER FORCES FOR ~~E:-1SER l'J ' 
~~=··············=·==··=··===·==·~=r····=··=·=··=·=·=····=·=···················· 

LOADING JOINT .AXIAL FO!"!::E SHEAR FORCE V')YE.'.;T 

1 16 F-31;6 ~ J62 302~.151 4')7~.25 

1 17 -ñ386oU62 -308!iol5l -C.89 
2 1ó 2~7.121 360o3BB G194o40 
2 17 -257.121 -3C.J.3b~ -O.l8 
3 16 -3l20o45l -35'i~o'J53 ñ'J77.25 
3 17 l530o45l 35'J3.9;J o.a& 
lt 16 le703 20e430:. 0217.32 
4 17 -2.703 -20.434 -).00 
5 16 32óBo3l4 -4t!5o367 -242~!!3o6e 

5 17 -4 S 58 o 31 1• 485o3~7 ~ -0.03 
6 16 6645.886 3468,974 17 4467.75 

¡, 
6 17 -6645. 9f: ó •3l.t.8.~'1'· -l.OS 

• 

1 
L~ 
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centro de educación continua 
facultad de ingeniería, u na m 

PROFESORES DEL CURSO: DISEÑO PLASTICO DE ESTRUCTURAS 
DE ACERO. (DEL 9 DE SEPTIEMBRE AL 21 DE OCTUBRE DE 1974). 

M. en l. ING. ENRIQUE DEL VALLE CALDERON 
DIRECTOR DE LA FACULTAD DE INGENIERIA 
CIUDAD UNIVERSITARIA 
UNIVERSIDAD. 

ING. ISAIAS GARCIA TERRAZAS 
PROFESOR 
DIVISION DE ESTUDIOS SUPERIORES 
DE LA UNAM. 
CIUDAD UNIVERSITARIA 
UNIVERSIDAD. 

DR. PORFIRIO BALLESTEROS 
DIRECTOR GENERAL 
BALLESTEROS, S.A. 
NEVADO# 125 DEPTO. 102 
COL. PORTALES 
MEX 1 CO 1 3, D.F. 

ING. ODON DE BUEN LOZANO 
SUB-O 1 RECTOR : 
DE LA COMISION FEDERAL DE-ELECTRICIDAD~! 
RODANO # 1 3 lo. P 1 SO ' · · · . ~ .-.. ._. 
MEXICO 5, D.F. 

, .. 

Tacuba 5, primer piso. México 1, D.F. 
Teléfonos: 521-30-95 y 513-27-95 
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·GRAFICAS DE INTERACCION PARA COLUMNAS DE ACERO. 

ING. ENRIQUE DEL VALLE. 

Tacuba 5, pnmer . ·:so. México 1, D.F. 
Teléfonos: 521-30-95 y 513 27-95 

i 
\ 1 

~~_/ 



tsr----------,-----------r----------~ 

.M...=tl8 [•-f.] 
Mp Py 

----- Solucoón anatítoca 

p 
Py 

&-±-& 

M 
Mp 

10 

.:,!! 1 Cllr\'a r.le mtrr<l<'< Ion para L/Rx =O. 

RESUMEN 

15 

Su presenta und serie de gráficas de interacción que abarcan 
vortualmente todds las posibles variaciones de carga ax1al y 
momento que ~e t1enen en estructuras para ed1fic1o, para sec­
CIOnes soldadas en cajón, de proporciones usuales, en longi­
tudes de 3 a 5 m. 

ABSTRACT 

A ~enes of mteract1on d1agrams covering a wide range of pos­
~~ble combinat1ons of ax1al load ~nd moment for building 
structures are presented, for the case of welded box sections of 
usudl Noport1ons, m lenghts ranging from 3 to 5 m. 

• l'rol• ,.,., IIII'<'Stu:ador. Facultad de Ingeniería, UNAM 
• •¡•rojcsor, ¡.¡,, ultar.l r.le lngcmeria. UNAM 

Gráficas de inter-acción 
para columnas de acero. 

1. INTRODUCCION 

Ennque del Valle Calderón • 
FranCISCO García Vargas• • 

El d1seño de columnas sujetas a flexión y compres1ón comb1 
nadas es lento y complicado, generalmente es un problema de 
revisión, en que se proponen secciones hasta hallar la mas ef1 
c1ente. En este trabaJO se presentan diagramas de mteracc1on 
para el diseño de m1embros de acero somet1dos a flexocom­
presión, como ayudas para el d1seño estructural. Se analiza el 
caso particular de columnas formadas por cuatro placas solda· 
das, de acero t1po A-36. Se eligieron las secc1ones y long1tudes 
más usuales en columnas para edificios. 

Este trabajo está inspirado en la ref 1, donde se analizan gran 
cant1dad de pos1bles combmac1ones de carga ax1al y momento 
flex1onante para columnas de acero formadas con perf1les \A'F. 
y se basa en las refs 2 a 4, donde se deducen las ecuacoones de 
d1seño aquí presentadas. 

2. ECUACIONES DE INTERACCION 

2.1 Ecuaciones empíricas 

Para una columna corta, tal que L/R'" = O donde L es la long1 
tud efectiva de pandeo y R-.: el radio de g~ro de la secc1on 
correspondiente al e1e X. y un perf1l t1po 8 WF 31 flexionado 
alrededor de su mayor eje de inercia, se obtuvo la curva de 
interacción de la fig 1 (ref 4): -. 
La línea punteada representa la curva desarrollada teóP~d 
mente. La 1 ínea continua torresponde a la ecuac1ón 

M 
= 1.18 

Mp 
1,-~J L P_,. 

donde Mp =ZF_v• Py = AFy son el momento y la carga ax1al 
de fluencia que resistiría la sección acJuando independientE'· 
mente; Z es el módulo de sección plást1co; A. el área de id 
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K 

,,. 31 ~. "' .::•• .)'o-~,¡., •• "'-"~~ ~--- .. ~ ,__-., ... ~ ... 

~ :J. ~rlf!IMnofli d~ u,fl.!.pr:r.o,r, sección totalmente p/D;ttjic,¡uJa. 
...... ~... _-t .. y-,'1¡~,;/.'~~t:t~' ~ \<1 .::.. •• ~. • ~- • ,, _-!"" 

-
0 •-0.5 - '•' 1.5 . ' ,. 

F'l:! J.· 1-ormultl de ln~e~CC'ión de la linea recta. 
' •, '' ~ ' ' ,, ' 

~ción •¡;· f 11 el esfuerzo de fluencia del material. la ec 1 
~~pr~eota eÍ1 caso erl"'qJe '¡~ sección completa 'fh.iye. bajo !a 

- ~ ( ... ,. .•• !f .~ ~.. ,......... ; ,• ,. . ·' 
3CC:íón de la carga axial P y del momento M. 

• ... j ~~ 1 : ' ' ~ "v ' : /' • 

la distribución de esfuerzos para la secc16n totalmente plast1· 
iicad~ es 'í~ 1~dicada ~~~ la. fig 2: El" móme~to -M' e~. ei máxirr10 . ' ·~ ..... " '. ' ' ' ... . 
que puede soportar :a sección, considerando constante la carga 
P. . 1 • • ~ ~., 1 - 1...,.._•¡. ' ' ' ' • t ' 1 .1.,,1. 

ILcli tJI~tificac_ión ocurre, generalmente, solo para m~embros 
- ' • .u t - , - ' • • - -~! 

muy c~rtos; la ~urva aritenor es el limite su·perior de capac1dad 
de 1as pi;.zi.s tie~¿co~pi-imidás. · · ' ,. · · ¡ -. -_, ¡·· 

'\' ·. ,, -. . ' ' 

P~o-¡¡¡ la misma columr1a, las curvas correspondientes a 
3./R.~ = '4!) y 1/ii\. ',;,. '120~ se muemen ~n la fig '3.'' ' .. "'. 

.. l ·- ' -
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F/g 4. Fórmula dr Interacción con {actor de amplificaciÓn. 
' - ,. !tl. ,. '1't"\7'" • • ~ .... ' _,..~ '• • • J j'. . 

Si se traza una 1 inea recta entre los extremos de las curvas. la 
-.~ -~ ;-;.u:-.:~.l. _.,~.-,.~"7'-1f.t·u·- .. -..- ,--,,:¡ .. ~ .. !-.····.;~. n_i;-, ·:;· ' 
er.u;:::¡on ltl~ mtetacc•ón qut~ las representa sera ce la forma ,. .. :.-~-J··· ·/.¿ ·-~ t;t .. ::-:..::.~f,,, ;_, '·~- _ •,: :."~o-1.· .~- :~ · ·r _ 

=1 (2) 

En que P 0 es la fuerza ax1al que causaria la falla si no exlStleta 
el moh,entci flexicíniH1te'A·f· '·: -- _, · · · · '' · 

•! r{,(l '¡.._ 1 ::.,IJL'i-:(.o~-, í,' f..J, 

En la fig 3 se puede observar que la aprox1mación es buena 
pa.ra LIRx = 4o. Nb suc~de' lo mi~mo para la ~tra -rela~ión de 
esbeltez. Li8; ·= 120;;pc)~' 1~ iiu~·debe' mod1ficarse la ec 2. 
ádic•o;,ándo!é uñ tér'min~ 'cor~~ti·v~.'·L:~ fig: 4 m~e-~tra ;ia; cw· 

¡, ~~l'\'\;rl ~-, .,.... '"''"¡,_(~~- ..... \"'·' ~ • 1 
vas' de ·;nter~cción- para' Li'Rx '::, 40, SO y 1~0. incluvendo 
di~hó'té~·;y,i~o cn-r• . ;., ' - ., ·o= '· •- ' · ; s 



Las 1 incas continua~ representan la ecuación 

P M [ 1 J -+- -1 
P0 M,. 1 - (P/P¡ 1 

(3) 

,r 

Esta ecuac1ón es s1mllar a la antenor, excepto por el término 
1/( 1-P!P1.-I, donde P1: es la carga que produce el pandeo elásti­
co de la p1eza en el plano en que actúa el momento flex1onante. 

Este factor toma en cuenta la contnbJCIÓn de la carga axial a 
la flex1ón para miembros largos Para valores de LIRx peque­
ños, Pr: es grande v el factor es aproximadamente unitario. 
Para p1ezas largas, P ¡. es pequeño v la mfluencia del factor 
aumtmta. La ec 3 puede usarse para d1señar. 

En las deducc;ones antenores se cons1deró que la columna se 
flexiona con ·urvatura simple deb1da a dos momentos de igual 
rnag'lt!uc. Cu.mdo se presente otra combinación de momentos, 
deberii mtroducirse un factor que modifique la expresión ante­
·•or Se propone (refs 3 y 4): 

!_ -j !!___ [ 1 l (0.6 + 0.4 ~) = 1 
Po Mp ¡j - IPIPEU 

(4) 

El parámetro ~ representa la relac1ón entre momentos en los 
extremos, es decir, el menor momento dividido entre el mayor. 

1 • ,Juede vanar de -1 a + 1. 

Cuando el moment" máximo no se presenta en el centro del 
claro n1 cerca de • !.U utilización da resultados muy conser­
vadores, sobre tod• ~~ los momentos máximos se aplican en los 
• l<tremos y son de -.gno contrario. 

Se obtiene un resultado satisfactorio si se usa un momento 
•'qUivalente, func1ón de los momentos que obran en los ex­
Iremos 

M,." =V0.3 (Mi+ M11 + 0.4 (M 1 M2l 

Introduciendo un factor Cm con la condición de que los extre­
mos g•ren pero que no se desplacen 

Se puede tener una buena aproximación si se toma: 

C111 = 0.60 + 0.40 (M 1 /M2) ;;:: 0.40 

;',lla estas expresiones M2 es el mayor momento extremo. 

M 11M2 es pos1tivo cuando la columna se flexiona en curvatura 
•.unple, y negat1vo cuando lo hace en curvatura doble. 

En las deducc1ones antenores no se consideró que obrasen 
fue, zas perpendiculares al e¡e de flex1ón de la pieza. Lo mismo 
;lUPcie deCirSe para el COefiCiente C,. 

:::uando sobre la p1eza actúen cargas transvcr~'lle~. debe modlfr 
carse el valor de Cm' lo mismo que ¡;uando odS condiCIOnes de 
apoyo sean tales que uno de los extremos se desplace con 
respecto de otro, perpendicular al e¡e de la p1cza 

El Instituto Amen cano de la Construcc•ón -d~; ;Acero (A ISCI 
propone unas tablas donde se muestran valores de Cm para 
d1stmtas condiciones de carga y con desplazam•entos en sus 
extremos. Estos valores se presentan en la f1g 5 

En el caso de columnas que formen parte tl•· m<~rcos su¡~tm a 
desplazamientos laterales, cuya Pstabrl1dad •,:pral dependa de 
la ngidez a la flexión de sus propros miembros, e, puede 
tomarse conservadoramente como constante ,_. rgual a O 85 

La ec 4 es una aproximación razonable de id~ curvas de resrs· 
tencia última para falla por flexión exces1va La mfluenc1a del 
pandeo lateral-torsional puede tomarse en cuenta remplazando 
MP por M', donde M' es el máximo momento que puede ser 
soportado por la columna antes de que ocurra el pandeo lateral 
en ausencia de carga ax1al, P = O. 

Las ecuaciones de interacción para resistencia última, com· 

pletas, se pueden presentar como 

!__ +~ [ 1 l (0.6 + 0.4 PI = 1 
P0 M' ~- (P/PEU 

M 
-= 1.18 
Mp 

(51 

( 1 1 

La ec 5 considera el caso de que la falla ocurra por mestabi· 
l1dad debida a flexión excesiva en el plano de flex1ón. La ec 1 
indica que una articulación plást1ca se ha formado en el extre­

mo de la p1eza. 

Estas ecuaciones de interacción han sido ~rlf1cadas expen· 
mentalmente para varios t1pos de secc1one~ y condrc1ones de 
carga. Se comprobó que los resultados son altamentf' satrsfac· 

torios. 

2.2 Influencia de los esfuerzos residuales en la capa­
cidad de carga 

Las causas principales de la aparición de esfuerzos residuales en 
el acero son las Siguientes: 

1) Enfriamiento 1rregular de los perfiles después del lam¡¡·¡J:::',:-

21 Operaciones con soldadura 

3) Enderezado, en frío o en caliente 

En este caso interesa, en particular, estud •. rr los efectos de id 

apl1cac1ón de soldadura, que mtroduce es hwr zos resrdudlt>'• .. , , 
una estructura como consecuencia de la rr· • 'O~rbrildad dr <!l't' 

se presenten libremente los camb1os de ~hmens1ones p1 oto 
cados por las variac1ones de temperatura P' op•as del proce'o 
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' 
Cote- e,,.,,_., '' 'f.f Cm Observaciones 
QOfiO (f 0 >015F0 ) b CA S O 

"' 1 Cm 
¡ 

Momento máximo en Mt 
Mzl el extremo; sin 

~ :r I'Vl,pedrr la Iros lo-
Lb A crón de lo jur•to Mz o 85 1 1 

1 

_11111111111111_ o 1 o 
t t 

s 
M, <M2 ¡ ~ positivo como _1111111 i 1111 e¡_ fa 

-0.3 1-3-
Fe se muestro 

comprobar fórmulas (7o) y (7b) t 
Momento móxrmo en (04 !=!1 + M¡ Mz

9 Mz el extremo¡ sin cor- 06) ~ :A. e qos transversales¡ Mz pero no Lb 
irnph:irendo lo tras- S menor ¡ ... . 1 

41111111111111- fo 
-0.4 1-.4-

F' ' 
e J 

loc4ón da ICio junto .>>e 0.4 Comprobar ambos fórmulas 

' fo l (7o) y (7bl 

Mz 
- -- -0.2 1-.2 --;-

1 t t Fe 
1 

CorQtt tronsl'erscl; s--
M, ~ lmpk!fondo lo Iros- usando 

locl<fn de IIJ ¡unto fÓrmula -~-
t L/2 

fo - t-- -o 4 1-4-

e (7b) fa 
Mz l+!Jr r:r; t . Fe 

s 
usando Comprobar ambos fÓrmulas fórmula t ~ 1- -06 

fo 
1-.6-Fe 

(70) ( 7o) y (7b) 

Fig 5. Valorf.'l df.' e, rv!COiflf.'trdados por f.'l AISC 

F en kg/cm2 

-840 -1760 

} + 420 H >+2400H 
Perfil laminado 

Q:, -=a:a:z:aa>"" ......, + 4 2 o 
-350 

Fig 6 Esfuerzos rf.'sidualf.'S f'n Sf'Ccio11es wf 

Para vrsualizdr el comportamiento de los elementos sujetos a 
los efectos ele la soldadura, consrdérese una placa de acero a la 
que por medro de un soplete se le calienta una zona crrcular d'? 
úrmensrones reducrdas, de tal modo que quede rodeadd del 
materral que se conserva frío. 

El volumen de la zona calentada cambra, aumentando de tama­
ño, pero su expansrón radral está rmpedrda por el material frío 
que la crrcunda, lo que aa lugar a la aparición de esfuerzos de 
compresrón en ella. 

Estos esfuerzos aumentan de valor conforme se incrementa la 
temperatura. A una temperatura suficientemente alta, los 
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Perfil soldado 

-tOSO 

~+2450 
-t750 

1-iK 7 l.sjul'r:os r<'tl</mll•·:r r:n 
S<"« 1011 d.- t 11¡IÍ11. snld11da 

esfuerzos llegan al punto de fluencra del acero caliente y el 
material en estado pl~tico fluye en drreccrón normal al plano 
de la placa, ya que en esa dirección no hay restrrccrón: esto 
trae consrgo, físrcamente, un engrosamiento de la regrón 

caliente. 

Cuando la placa se enfría y regresa a la condicrón de te'11pe· 
ratura unrforme, la zona que se calentó permanece rn<~s gruesd 
que el resto y, puesto que su volumen no ha cambrado. es 
necesario que se haya acortado en todas las drreccrones conte· 
nidas en el plano de la placa, lo QUE: exrge, para que se man· 
tenga la continuidad del material, que esté sometrdo a esfuer­
zos residuales radiales de tensión en todas direcciones. 



tn pm fries 1 o H f01 mados por tres placas soldadas, la distri­
!Juc•on de e~lucrzos restduales es seme¡ante a la ex•stente en 
pprfllcs lanunados del m1smo t1po, pero con intensidad mayor, 
llegando al llm1te de fluenc1a (fig 6). 

L d magn1tud y d1stnbución de esfuerzos residuales en las 
.:ol u m nas soldadas está influida, en forma relevante, por la 
forma de la secc1ón transversal del elemento. 

En columnas formadas por cuatro placas soldadas, que son el 
o\Jje!o pnmord1al de este trabajo, el proceso de soldadura 
t'1duce una d1stnbuc1ón diferente de esfuerzos res1duales, por 
lo q¡.e dtbe esperarse un comportamiento también diferente. 

En la soldadura se presentan altos esfuerzos res1duales de ten­
Sion. aprox1rnadamente iguales al esfuerzo de cedenc1a (f1g 7), 
lo qL,e hace que las columnas en cajón sean más resistentes que 
!a> de secc1ón H. pues bajo cargas de compresión las esquinas 
de la columna de ca¡ón permanecen en estado elástico, mlen­
l! as que en las de secc1ón H se alcanza muy ráp1damente la 
tnJencla en los extremos de los patines, con pérdida aprec1able 
de r1g1dez 

Cuando se sueldan cubreplacas a las columnas H laminadas, la 
d1stnbuc1ón de esfuerzos residuales en los patmes se torna en 
una d1stribuc1ón más favorable, con esfuerzos de tensión en los 
extremos de los patmes. Esto lleva a resistencias más altas. 

En la ref 2 se presenta un ejemplo del estudio de esfuerzos 
residuales, y su efecto sobre la capacidad de carga. 

Las ecuac1ones empíricas presentadas anteriormente incluyen 
el efecto de los esfuerzos residuales en perfiles WF; resultarán, 
en general, conservadoras para perfiles en cajón, soldados; sin 
embargo, no hay suficientes datos experimentales para modi­
ficarlas para este últ1mo caso. 

2.3 Ec~:~aciones para diseño 

Las ecuac1ones de 1nteracción 1 y 5 están expresadas en térmi­
nos de res1stenc1a últ1ma. Como es usual trabajar en términos 
de esfuerzos permisibles, las especif1cac1ones AISC así como 
las que aparecen en el Reglamento del DDF y en el Manual 
Monterrey, proponen las ecuaciones de interacción de la si· 
qc;•ente forma, va_nando los factores de segurjdad en cada caso. 

fu 
Cuando- :¡;;;;O. 15 

Fa 

fa 
Cuando-> 0.15 

Fa 

tfr; 

(6) 

1 
~ . \' (7al 

Adicionalmente, en los puntos amostrados en el plano de 
flexión:-. 

fu 

0.6 F_1• 

(7b) 

Cúando el esfuerzo ax1al "no es mayor del 15 por ciento del 
esfuerzo permisible, la influencia del térmmo e,/(1-fa!F',.) 
es generalmente pequeña y puede ser desprec1ada. De aquí que 
para 

fa 
_:¡;;;; 0.15 
Fa 

se usa la ec 6 en vez de la ec 7a. 

Para el caso en que se tenga flexión alrededor de dos ejes, se le 
añade a las ecuac1ones antenores un nuevo térmmo: 

donde -~ 

f0 esfuerzo de compresión axial, PIA 

P ~ga axial aplicada a la columna 

A área de la secc1ón transversal de la columna 

F0 esfuerzo ax1al pernllt•do como s1 solamente ex1st1era 
d1cho esfuerzo, dado por las ecs S o 9 

En la sección total de miembros cargados axialmente, cuandc 
1a relación d~esbeltez (KL/Rl de cualquier segmento sm 
arriostramiento, sea menor que e'" 

donde: 

· 5 3(KL/R) (KL/Rl·' 
F S factor de segundad =-+ ---

3 se'" se:, 



• 

/<,',_ long1tud efectiva de pandeo de la p1eza 

F 1• esfuerzo de fluenc1a del material 

En la sección total de columnas cargadas axialmente, cuando 
KLIR >Ce 

esfuerzo de flexión 

10 480 000 

(KL/R)2 

M momento flexh:>nante mayor sobre la columna 

S módulo de sección de la columna 

(9) 

f- 11 esfuerzo de flex1ón (en compresión) permisible, como si 
solamente ex1st1era este esfuerzo en las fibras extremas de 
m1embros tipo "cajón" de proporciones usuales, cuyo 
d1seño no cumple las condic1ones de una sección compac­
ta. Todas las secciones se consideraron no compactas, 
aunque algunas s r cumplían los requisitos para serlo. 

Cm coef1c1ente cuyo valor puede considerarse igual a 0.85 
para miembros en compresión, con traslación lateral de 
sus extremos 
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Frg 8. S~cción típica y 
d~talles cnnst"'ctivos. 

Fb· esfuerzo de Euler 

10 480 000 
Fí-: = -----:-

(
KL/J)1 
'11 

L8 longitud real sm arnostrar en el plano de flex1ón 

K factor de longitud efectlvil respecto al plano de flex1on 

'n radio de giro de la secc1ón con respecto a un eje normal al 
plano de flexión 

3. APLICACION A SECCIONES FORMADAS POR 
CUATRO PLACAS SOLDADAS 

La fig 8 muestra las características geométricas y detalles cons­
tructivos de las secc1ones en estudio. 

3.1 Propiedades geométricas 

Los ejes de referencia son centroidales y de s1metría; por tanto, 
son principales. 

Para determinar la relación de esbeltez se elig1ó un valor de 
K = 1.2, que es bastante común en el caso de estructurus pa1 a 
edificios (ref 2). 

Se calcularon relaciones de esbeltez· para las longitudes de 
columna más comunes en la práctica. 

-l,L-
¡... b 

• 

i 



Las dtmenstonf'' de los mtembros, así como todas las caracte­
rtsttcas geométncc.Js necesanas se encuentran resumidas en la 
tJIJia 1. 

Para identificar las columnas, se usó la ~'(1:-'•ente destgnacton 

Como la secctón transversal de la columna es cuadrada, la pieza 
uene las mismas características para los dos ejes. 

14 
Peralte 
(pulg) 

8 
Forma 
(Box) 

1oo 
Peso 

(kg/ml 

TABLA l. CARACTERISTICAS GEOMl- f~ICAS 

a t1po! b T 
1 

A R S ! K l 
kg/m lpulg cm 1 pulg 1 cm cm 2 cm cm 3 L=3 00! L=3 -;~~.~--

LIR 

4 00 : L "'4 50 , L =S t:ú 
-----------

06-24,14 1 35.56 ! 3/8 1 0.95 
~ ·+--
135.48¡14 85 1638.73 24.25,28 30:3 

24.20 ' 28.20 13 

¡ 14 8 1 i 35136 35 : 40 40 

41 68 ! .. 1 .. ' 1/2 1. 77 180 64! 14.90' 1 2179.78 
1 

77 08 ' " .. : 5/8 : ~' '15 80 15.02 1 2737 46 24 00 '28.00 1 3' 

: 14 8 1 2 20 : 36 25 ; 40 30 ' 

' t ,¡ ~ 1 ¡ 1 ' 1 1 ¿ 00 : 36.00 ! 40 00 
. t-lH2124<'~.. '3/4 j 191:270.96.15.11 3299.76¡2382!27.80 31.75 35.75l397o: 

1l ti 24/9~ i " 1 7/8 i 2 22; 316 12,15.21 3867 69 i 23.65 ¡ 27.60 ,· 31.55 35 50 i 39 45; 

1 
1 ' 1 ' 1 

14828332 "' " i 1 '")4.361.28 15.31 4440.41!23.50!2745!31.35.35.25¡3920' 

; ~-6-~-121 ~f6 1 40.64 fi;~ -ro 9~ ~-=1=5=4.=8=4*! =16=_=9o===1F=2=12=2=.3=5=~±=¡ 2=1=.3=0=-i ~4 90:28 40 132 oo 1 35 5¿-; 

· H-, B 161 88 .. :- .. i 112: '27 i 206.44: 16.98 2840.61 l21.20 1¿,_¡ ao; 2a 30 ~ 31.80! 35 40: 

t6 B 202 36 ¡ " ! 1 5/8 ' i 59! 258.08 17.08 3565 56! 21.05 i 24 60; 2·~ 10 ¡31 60! 35 10 J 

•tSB24284¡" 13/4: 191130968 1716 429535i2o95 1 244ol
1
2 95i31.40¡349o: 

1 1 1 1 1 1 ' ' 
1()828332¡" i 7/8 7.27:361.28 17.30 5031.61 ~2085•2.¡_32:2 74:3119:3468' 

: 1o8323.8o: '-'=k--" 1 1 :_254 ·412.92 17.38 5773.60l2oso;:¡~¡_8'_~_{~i3105:3450· 
lt881366o 18; 4572,318··-~J95-,174.2o 18.98 2682.73'1695 2210'2J>Ó.2n42:31.eo: 

' 1 1 1 1 ! 1 ! i 18 B 182 12 " 1.'2 , 1 27 ¡232.24 19.08 3588.82 i 18.85 22 00 '2~, Lli 28 30' 31 45! 
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3 2 Programacrón de las formulas 

L1s fórmulas Prnpleadas son las que aparecen en el Manual 
Monterrey. 1965, que son 1guales a las del Reglamento para 
Construcciones del Departamento del Distrrto Federal y a las 
del Manual del AISC, y que se drscuten en el subcapítulo 2.3 
(ecs 6. 7a y hl 

En e\tas PXP'"~•ones, las úmcas magmtudes desconocidas ~on 
la c.Jrga axlill P y PI momento flex1onante M. Se puede expre 
sar uno en runc1on del otro 

M= Pe 

S1endo e la ··xcentrrc1dad de la carga con respecto al centro de 
gravedad de Id secc1ón 

S• se toma un mtPrvalo de valores aceptables de P. tal como 

50 < P < 1200 ton 

y ~e dan a P rncrementos de 50 ton, se puede plantear er 
problema d•· manera general· dada una secc1ón con caracte· 

1 íst1cas geon 1et11Ca~ defrn1das su¡eta a una carga ax1al de rnten­
Sidad conoc1da. c¡,lcular cuál es el valor del máximo momento 

que soporta Con esta 1dea se elaboró el dragrama de flu¡o. 
mostrado en la ltg 9 

Para el caso de I<J art•culac1ón plást1ca, ec 7b, el d1agrama de 
flu¡o es el rnd•cado en la fig 10. Se h1c1eron las s1gu1entes 
transformaciones 

f + _b_= 1.0 
O.G F 1 Fb 

P Pe 
t = 1 o 

1520 A 1520S 

e 1520 
+-=--

A S P 

e ( 1 5:0 _ . : ) S 

E' p' "n:•-1na se programó para la computadora d1g1tal 
-3URduJI)HS 5500 del Centro de Cálculo ElectróniCO de la 
1r\lAM. ohi••ntendo como resultado pareja~; de valores de M y 

,-' cuv.t comuon<~cton da los esfuerzos máx1m'os perm1s1bles. 

3.3 Comentano_s sobre los diagramas obtenidos 

Se pre<r>nta una serre de gráf1cas que abarcan virtualmente 
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COMPRESION Al•t.L V FLEXION PuRA 

DATOS DE ENT?ADA CT,A,S,KLIR,Fy 

( ~T,A,S,KLIR, ~y 

FLEXION Y COrJP~[51")P4 ':':t"IS:i."~A~,:.·, - E:5 ;1 t ·1~J 

DATOS DE [',T;:.t.~:. CT,A K'-IR Fy 

y 

1 FE= 10480':00/íK .. /Q 

é 
Fig 9. Diagrama de flu¡n, ces 6 y 7a 



todil~ 1.1~ pos1biPS vandCIOnes para Cdr~¡a ax1al y momento ( 1 '!JS 

12 d 17) 

St> Incluyen 1.1~ ~l'CCIOnes mds u~dd.Js para ediliCIOS de acPr<J, 

van<.~ndo la long1tud de las p1ezas de 3 a 5 m, como se detdllo 

ante11ormente. 

Al apl1car las IIP.S ecuaciones de mteracc1ón, se observó lo 

s1gu1ente· 

,} Para valores de P. tales que faiFa < O 15, ng1eron los valores 

dados por la ec 6 

FLC:XIQI\¡ Y COMPRESION COMBINADAS EC. l7bi 

DATOS DE ENTRADA CT,P,A,S,FBP 

.... 

h) Pard vc1lore~ de P, taiPs que f.,IF,, >O i5. r.¡¡, ... ror• o·., .. , . ., 

lado~ dildos por la ec 7b, h¡¡q., un Clf!rto 'Jclior tl•· P r". <t•· 

ri!Jieron los v<~lore~ d<~do•, por la ec 7" 

Se tomaron como resultado~ para los dléi\Jf••ma~ de mlf·r •• cc o; 

los valores menores dados por las tres ecuéJcrones. ya que ~._.n 

los que pr1mero hacen fallar a las p1eza~ 

Como las relac•ones de esbeltez de los elementOs son muy 

ba¡as, los d1agramas son cas1 1 íneas rectéJs, como se v10 en el 

cap 2. 

Cargo 
OXIOI 

Ecuoc1Ón 7 o: 

Ecuoc•Óro ( 7 b l 

Zona om•l•dO 

Momenlo fle~IM'tWIE' 

¡:,1! /1 ( ;rtJ/1< a de· llllc·rac 11Ú11 lrf>r< 11 

Todos los resultados son para ace10 A -36.F, =- 2 ~-,:¡o 

k g/ cm: Los valores de K (para dete1 m11 · 11 F,¡ y F -, ) y Cm. ~e 
ellg1eron para los t1pos de problemas mil<> comunes Es;¡; t1po 

de columnas se usa prmc1palmente en ed1'·c•os 

Cuando se d1bu¡a el d1agrama de mte1ilCCIPI1 par,: t'f' ,,, •. _,elE 

columna (seCCIÓn y long1tud del 1111das) en el pl;mo e ;, '-'•· 1, • ·' 

momento flex1onante (f!g 11) ocurre un<1 cilscont•Plli.J--_¡ "''''~' 

el segmento-de curva que 1cpresenta id e< 6 y el ·-e:~··. · ~· '•''"' 
representa la ec 7b en el punto donde f,, 'F 1 O i 5. 

Es obv1o que una colum~a no adqUJnra rt>pent•na:, .~ 
c1dad para .soportar momento flexiOiléll·•e. m1Pntt,", ··- .. ·,' 

ax1al permanece constante, cuando se p.I~P de Id ec '3 ,; l<i •·e 
7b. 

Se sug,1ere que la trans1c1ón se cons1dert> como I:PI ¡..;",¡ ''" :. ,, 

ambos segmentos Esta es una cons1derdC1011 con"--.'''" ;,ll . 
puesto que los valores de las cargas aXlales perm• t1dos f-lll' '., "C 

7b son muy grandes en est'.l reg1ón 
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P,en toni\ P,enton~ 
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Columna l1p0 !8 B 
Acero A- 36 
Cm= O 85 
K=i 20 (translaciÓn . 
lotero 1 perm1f1da ) 
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3.4 Soluc1ones aproximadas para condiciones distin­
tas de las consideradas 

3 4. 1 Solución para valores de K diferentes de 1.20 

Mult•pl íquese la long1tud no amostrada, L, por la relación 

K/1.20 y use~e esta nueva long1tud. L •• de manera normal 

K 
L' = -- L 

1 20 

Los re~ul tados son ligeramente conservadores para valores de K 
mayores de 1 20 La recíproca es c•erta para valores de K 
mucho menores de 1.20 

3 4. 2 Solución aprox1mada para valores diferentes de 

e, = o.85 

Selecc•onar una secc1ón de prueba y reducir o incrementar el 

momento flex•onante permiSible por la relac•ón 0.85/e,. 

Comparar este valor con el momento flexionante actuante y 
rev1sar el tamaño IniCial de la columna. 

Valores de e,, mayores de O 85 reducen el momento flex•o· 

nante perm•sible La proposiCIÓn recíproca es Cierta para valo· 

res menores de 0.85. Estos ajustes son necesanos en el inter­

valo donde gob1erna la ec 7a 

3.4 3 Soluc1ón aproximada para valores diferentes de F ,. = 36 
ksi (2 530 kg/cm 2

). 

Aplíquese la relac1ón 2 530/ F ,. , con F_,. en kg/cm 2 
• a la carga 

ax1al y al momento flex•onante. 

Puede lograrse una mayor aprox1mac1ón aplicando la relación: 

Fa actuante 

Fa A - 36 

3.4.4 Solución para carga axial y flexión biaxial 

Selecc10nar una sección de prueba con exceso de capacidad de 

momento flex1onante alrededor del eje X. El momento flexio­

nante d1spomble para el e¡e Y es 

S 
M,. = (MJC permisible- M:r actuante)-Y-. . . S 

• X 

usando un1dades compatibles. 

El valor obtenido para M,. se compara con el momento flex•o· 

nante actuante alrededor del e¡e Y para revisar la secc1ón esco· 
g•da. 
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3.5 Ejemplos 

3.5. 1 Solución t/p1ca 

E'lcontrar el peso mín1m0 de una columna de 14 x 14 pulg, 

para las siguientes condiCIOnes: 

Carga ax1al. P = 200 ton 

Momento flex1onante, M= 30 ton m 

Long1tud no amostrada, L = 3 m 

CoefiCiente de f¡¡ac•on, e, = o 85 

Factor de long1tud efectiva. K = 1 20 

Soluc1ón: 

En la f1g 12a, para P = 200 ton y M = 30 ton·m, se observa 

que la columna 148247 está mmed1atamente arnba del punto 

localizado, por lo que estará l1geramente sobrada. 

3.5.2 K diferente de 1.20 

Encontrar el peso mínrmo de una columna de 16 x 16 pul1. 

para las s1gu1entes cond1c1ones: 

P = 250 ton 

M= 40 ton·m 

L = 5.50 m 

Cm= 0.85 

K= 0.65 

Solución: 

Multiplicando la long1tud L por la relac1ón K/1.20 

o 65 
Leq = -- 5 50 = 3 m 

1.20 

En la f1g 13a. para 16 pulg de lado y L = 3 m, trazando una 

1 ínea honzontal para P = 250 ton y una vert1cal para M = 4) 

ton·m, se encuentra que la secc1ón adecuada es la 168283. 

3.5.3 e, diferente de 0.85 

Hallar el peso mínimo. para una columna de 18 x 18 pulg, con 

los s1gu1entes datos: 

P = 200 ton 

M= 60 ton·m 

Fy = 2530 kg/cm 2 

Soluc1ón: 

K= 1 20 

e, =o 95 
L = 4 00 m 

En 'la f1g 14c, para P = 2~.0 ton, M = 60 ton·m y e, = O 85. 

se cmcuentra que la columna 188318 sería aceptable v que 

podría res1st1r 



P = 250 ton 
M 3111 =67ton-m 

0.85 
Factor de reducc1ón = -- = 0.895 

0.95 

M r.-du~oJo = 67 x O 895 = 60 ton-m 

que es 1gual al momento actuante, por lo que se acepta la 
secc1ón propuesta. 

3 5.4 F!exión btaxial 

:ncontrar el peso mínimo de una columna de 16 x 16 pulg, 
Hra las s1gu1entes condiciones: 

P = 200 ton 
Mx = 40 ton-m 
My = 15 ton-m 

Soluc1ón: 

Fy = 2530 kg/cm 2 

K = 1.20 
Cm = 0.85 
L = 4.00 m 

De la f1g 13c, para P = 201) ton y M= 49 ton-m, se selecciona 
la columna 168283, que es mayor que la requerida. 

Rev1sando la capacidad po~ momento alrededor del eje Y 

Columna 168283 

Mx permisible = 49 ton-m 

Mx actuante = 40 ton-m 

M_,. p~rm = (49 - 40) ( 1) = 9.0 ton-m 

M y perm < M y actuante 

Por lo tanto, no es suf1ciente la sección. 

·Usando la columna 168323 

Mx perm = 60 ton-m 

My perm = (60- 40) (1) = 20 ton-m 

Por lo que la secc1ón es suficiente. 

Rev1s1ón med1ante las ecuaciones de d1seño: 

(10) 

fa 

0.6 Fy 

Características geométricas: 

Columna 168323 

A= 412.92 cm2 

Rx = Ry = 17.38 cm 

~ustituyendo: 

e · 'h. 
+ ~-,,, :_·_ s;_; 1 o 

. -_-F;:,-j' Fhy 
t' ~· 

K= 1.20 

L = 4.00 

p 200 X 103 

fa =- = ----= 485 kg/cm2 

A 412.92 

KL 12x400 
-= =27.6 

R 17.38 

Fa= 1415 kg/cm2 (Manual Monterrey) 

fa 
-= 0.34 usar ec 11 

Fa 

Mx 40 X 105 

fbx =-= --- = 692 kg/cm2 

Sx 5773.6 

Myy 15 X 105 

fby = Syy = 5773.6 
262 kg/cm2 

10.480,000 
= 2 

r-=1.2 X 400l 

l 17.38 j 

= 13700 kg/cm2 

485 0.'85 X 692 0.85 X 262 
--+ 
1415 ' 1, - 485 J 1520 

L 137oo 

+ ~~--_-4~8-5~l=-15_2_0 == 

L 131oq_j 

=0.34 + 0.41 + 0.16 = 0.91 < 1.00 

11 1) 

(12) 
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Rcv•sando con ia ce 12. 

482 -+ 692 + 262 = 1436 < 1520 

Por lo tanto, la columna propuesta es la adecuada. 

4. RECONOCIMIENTO 

Se agradece a Osear de Buen la revisión crítica del original y 
sus valiosas sugestiones. 
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