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TECNICAS BASICAS DE MUESTREO

INTRODUCCION

Los métodos existentes para derivar una conclusidn para toda una
poblacidn, a partir del conocimiento que se tiene sobre una frac-
cihu de ella, denominada muestra, se clasifican en métodos o mues
treos probabilisticos y no probabilisticos. En estos Gltimos, los
no probabilisticecs, no puede conocerse o enunciarse ningﬁn juicio
sobre el error cometido en base al conocimiento que se tiene sobre
14 muestra. En oposicidn a esto, en el muestreo probébiliético
pueden enunciarse juiclos estadisticos sobre el error cometido.

Este tipo de muestreo trajaba de la manera siguiente:

A partir del investigador o usuario de la informacidn y con
la consideracidn de la informacidén disponible, asi como de los
recursos existentes se conforma la poblacidn que estard sujeta a
estudio y de ella se elige una fraccidn denominada muestra, en ba-
se al conocimiento qﬁe se tiene sobre la muestré,se derivan infe-
rencias o conclusiones sobre la poblacidn muestreada, las cuales

son estadisticamente validas.
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Una encusta - lempre queda estructurada a partir del propdsito del
usuirio de l'a informacidn; es decir se hace un disefio, se elabo-
ran cuestionarios, se colecta informacidn vy se procesa seciin un

propdsito especifico. E1 del usuario de la informacidn.

El desarrollo de una encuesta probabilistica requiere que el téc-

ni~o cumpla o siga determinadas instrucciones o reglas. En parti-

4

cular, requiere que lac

Y

unidades que son seleccionadas para la mues
ra hayan sido elegidas por el azar y no por la persona. En este
sentido son selecciones invAlidas aquellas como las siguientes: me
cubri los ojos y dirigi la mano a la lista para eiegir é cinco per
sonas; abri el archivero y tomé& aquellos expedientes que supuse

adolecian del defecto buscado.

Para asegurarse que la muestra seleccionada es aleatoria o al azar,
el técnico usa las tablas de nlmeros aleatorios. Estas son cons-
truidas de tal manera que su utilizacidn nos asegura aleatoriedad
en la seleccidn, la cual es un requerimienfo del muestreo probabi

listico: la seleccidn debe ser aleatoria.

Hacer la seleccidn para obtener la muestra, requiere necesariamen-
te de la existencia de una lista o algo equivalente que nos permita,
digamos, numerar los elementos ‘o unidades de la poblacidn (marcoc de
muestreo). Esto significa que las técnicas de muestreo probabilis-
tico se enuncian y se aplican a poblaciones finitas, es decir, que
constan de un nimero determinado de pefsonas, cosas o animales.

Algunos ejemplos de poblaciones sujetas a estudio son las sigulen-

tes:



Conjunto de empleados en una compafiia.

Conjunto de estudiantes en una escuela.

Conjunto de enfermos en un hospital.

Conjunto de expedientes médicos en un hospi:al.
Conjunto de ganado vacuno en una regidn geografica.

etc

Por end2 el muestreo probabilistico es usado ampliamente en las di
ferentes actividades econdmicas de los paises. Se les usa en agri
cultura, en ganaderia, en silvicultura, caza y pesca; en industrias,
comercios y en servicios. Se les usa para estimar porcentajes como
son: porcentaje de familias con mis de cinco hijos y el porcentaije
de empleados eﬁ una institucibén que hacen uso de los servicios de
.

guarderia; pdara estimar valores medios como el nimero medio de hi-
jos por familia o el ingreso medio por empleadé; para estimar to -
tales como el total de ganado caballar, existente en una regidn

o el total de articulos defectuosos en un lote producido en una em
presa; y por Gltimo se le usa para estimar cocientes o razones del

tipo: nlmero de muieres a nimero total de habitantes en una cier-

ta ciudad.

En el desarrollo de una encuesta probabilistica se presentan dife
rentes etapas o actividades como son:

Descripcidn de objetivos

Disefio muestral

Seleccidn de 'la muestra

Trabajo de campo

Procesamiento de la informacidn



-

Interpretacién de los resultardos

Cada una de estas actividades son importantes en si mismas, para
el buen éxito de una encuesta, sin embargo, dada la amplitud del
tema, en este curso nos restringimos al disefio muestral, es de-
cir, a la especificacion de maneras para efectuar la selececidn v

de manerd< para efect ar ia estimacidn,

CONCEPTO DE VARIABILIDAD: En muestreo es de gran importancia cond

cer o tener idea de la variabilidad de la caracteristica en estudio,
por ejemrplo:  nlmer: de hijos por familiay; algunas familias tienen
cero hijos, otras 1 & més de uno, digamcs hasta 14%. En este eijem-
Plo podemos decir gue el nlmero de hijos en las familias que tie-

'

n-n a lo mas 5 afios constituidas como unidad familiar es menos vda-

riable que ¢l nGmer~ de hijos en cualquier lamilia.

'sualmente para referirnos a la variabilidad de una caracteristiza

lo haremos a través de la varianza o del error esténdar.



centro de educacion continua

divisién -de estudios superiores

sfig facuitad de ingenierfa, unam

FUNDAMENTOS DE LAS TECNICAS DE MUESTREQ ESTADISTICU

DR, NCTAVIO A, PASCON,
M en I AUGLISTO VILLARREAL ARANDA.

Acosto pe 1977,

Palacio de Minerla Calle de Tacuba 5, primer piso. México 1, D.F. Tel: 521-40-20






| EXPERT'ZNTC. PARA FINES DE ESTE CURSO, SE ENTENDERA POR EXPERI
MENTO A TODO PROCESO DE OBSERVACION, ASI UN EXPERIMENTO PUEDE SER
PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE, O PUEDE SER EFECTUADO POR

LA NATURALEZA EN CASO DE UN FENOMENO NATURAL. POR EJEMPLO, EL
LANZAR ‘UNA .;V'.O!-IEDA O UN DADO Y OBSERVAR LA CARA QUE QUEDA HACIA
ARRIBA, ES UN EXPERIMENTO Pli'..ANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE.

EL OBSERVAR LA CANTIDAD DE AGUA QUE LLUEVE ANUALME\‘.NTE EN UNA

CIUDAD, ES UN EXPERIMENTO ASOCIADO A UN FENOMENO NATURAL.

A LOS RESULTADOS DE UN EXPERIMENTO SE LES DENOMINA DATQS. A UN

GRUPO DE DATOS SE LE LLAMA MUESTRA,

PROBASI.I2AD: ES UNA MEDIDA DE LA CERTIDUMBRE QUE SE LE ASOCIA A
LA OCURRENCIZ U OBSERVACION DE UN RESULTADO DETERMINADO, AL REA-

LIZARSE EL EXPERIMENTO CORRESPONDIENTE.

LA TEORIA DE PROBABILIDADES ES UNA RAMA DE LAS MATEMATICAS APLICAIZAS
QUE TRATA LO CONCERNIENTE A LA ASIGNACION Y MANE.JO DE PROBABI-

LIDADES.



ESTQHSTTCA: ES LA RAMA DE LAS MATEMATICAS QUE SE ENCARGA DE ENSE-~
AR LS REGLAS PAﬁA COLECTAR, PRESENTAR Y PROCESAR LOS DATOS OB-
TENIDOS AL REALTIZAR VARIAS VECES EL EXPERIMENTO ASOCIADO A UN
ENOMENO DE INTERES. PROPORCIONA, ADEMAS, LOS METODOS PARA EL
~TSZ30 DL EXPERIMENTOS Y PARA TOMAR DECISIONES CUANDO APARECEN

5ITUACIONES DE INCERTIDUMBRE.

’

* DESCRIPTIVA - TRATA LO CONCERNIENTE A
LA OZTFNCION, ORGANIZACION, PROCEZSA-

MIENTC Y PRESENTACION DE LOS DATOS.

STADISTICA - =
ESTADISTIC * INFERENCIAL - TRATA LO CONCERNIENTE A

'LOS METODOS PARA INFERIR GONCLUSIONES
ACERCA DEL FENOMENO DEL CUAL PROVIENEN

LOS DATOS
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TEORTIA JE CONJUNTOS

UN CJOWJLNTO ES UNA COLECCION BIEN DEFINIDA DE OBJETOS

NOTAL

LAS,

I0¥.  LC3 CONJUNTOS SE DENOTAN USUALMENTE CON LETRAS MAYUSCU-

Y SUS ELEMENTOS SE ANOTAN DENTRO DE UN PAR DE LLAVES.

EJI!PLOS

B)

C)

D)

EL CONSUNTO DE NUMEROS ANOTADOS EN UN DADO ES

s=1{1, 2, 3, 4, 5, 6}

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS MENORES QUE 5 ES

S = {-w,....,-3, =2, -1, 0, 1, 2, 3, 4}

S = {x: x ES ENTERO Y xg4}

TL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS POSITIVOS MENORES QUE 3 LZ
E= {0, 1, 2, 3, 4}

i
-

{x: ES ENTERO Y 0<x<4}

EL CONJUNTO DE LOS CONTINENTES ES

C ={ASIA, EUROPA, AMERICA, AFRICA, OCEANIA}

©L CONJUNTO DE MAREAS QUE TIENE UNA MONEDA ES

¥ = {CARA, CRUZ}'

EL COMJUMNTO DE NUMEROS-MAVORES DE 5 PERO MIENORES O IGUALES

GOUE 10
S, = (x: S5<x<10}



FINITOS - CUANDO TIENEN UN NUMERO FINITO

[ ,

DE ELEMENTOS
CONJUNTOS 4
| INFINITOS~ CUANDO TIENEN UN NUMERO INFINITO

DE ELEMENTOS

L
PARA EXPRLSAR QUE UN ELEMENTC PERTENECE A UN CONJUNTO SE USA EL

SIMBOLO €. PARA EXIRESAR NU N0 PFRTENECE SE USA EL SIMBOLO £.

ty

BJZMPLO
ST Sl = 4’.\':5<X§10}, ENTONCES .
3 £ZS,  ; 5¢£8, ; 8¢ 8,; 10e5.

PARA. EXPRESAR QUE UN CONJUNTO ESTA CONTENIDO EN OTRO SE USA EL

SIMBOLO C; SI N( ESTA CONTENIDC SE USA EL SIMBOLO ¢£.

PARA QUE UN CCNJUNTO ESTE CONTENIDO EN OTRO SE REQUTZRE QUE TODOS
SUS ELEMENTCS LO ESTEN, ES DECIR, QUE TODOS SUS ELEMENTOS PERTE-

NEZCAN A AMBOS CONJUNTOS,.

EJEMPLO

SEARN E={3,5}; F={3,8}; G=:7,9}." E¢Sl ; F(ZSl i GCSq

ST UM CONJUNTO, B, ESTA CONTENIDC TN OTRO, S, SE DICE QUE =

ES SUBCONJUNTO DE S.

EJEMPLY

B = {X:3¢X<8} Y §;={X: 5<X<10}
N ISTZ CASO:

F-.CSlsrA ES SUBCONJUNTO DE Sl

BQ'Sl:rB NO ES SUECONJUNTO DE Sl



SE DICE QUE DOS CONJUXNTOS SON IGUALLS CUANDO CONTIENEN LOS

MISIICS LLTMENTOS (NO IMPORTA EL ORDEN EN QUE ESTOS SE ESCRIEAN)

ScaN A='1,3,5,7), B={7,5,1,3} Y c¢c={7,5,1}

DN TAL CAsS0, A = B#C

DI LA MISMA MANERA QLI EXISTE EL CERO EN LOS NUMEROS, EN LA
TZONIA DE CONJUNTOS ENISTE EL CONJUNTO VACTO, EL CVALNC TIENE

ELEMENTOS, USUALMENTE SE DENOTA .

EJEMPLO

é¢CUAL ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS, X, TALES QUE 2X=7 Y X ES

SOLUCION ~ ES EL CuXJUNTO VACIO, 4.

A J SE LE CONSIDERA COMO SIJUBCONJUNTO DE CUALQUIER CONJUNTO. ASI, ’
PCR EJEM, TODOS LOS SUBCONJUNTOS DEL CONJUNTO

S ={2,5,10} SON: 12};{5,;{10};{2,5 ;{2,10};{5,10});{2,5,10} Y ¢.

‘SPACTO DE EVENTOS

ASOCIAD0 A UN EXPERIMENTO SIEMPRE HAY UN CONJUNTO DE RESULTADOS

POSIZLIS; A DICHO CONJUNTO SE LE LLAMA ESPACIO DE EVENTOS.

EJ=PLCS
TL ESPACIO DE EVENTOS ASOCIADGO AL EXPERIMENTO DE LANZAR UN DADO Y
JNCTIR LA CARA QUE NUIDA HACIA ARRIBA ES
s =0:1,2,2,4,5,68}
L ESPRCIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL EXPERIMLWTO DE LANZAR

556 TI3CS Y ANGTAR LOS Y UMEROS QUE QUEDAN HACIA ARRIBA ES



[ (1,1, (1,2), 02,3, (2,4),(1,5),11,6)
i (211)1(212);(2/3)/"2;4)1(215)1(216)

(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)

(V]

]
N .
~—=

(4,13, (4,20,.4,3),(4,4),(4,5),(4,6)
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,¢6)
3 (6,1),(6,2;,15,3),(6,4),(6,5),(6,6) ]
SI X ESTE EXPERIMINTO LA OBSERVACION DE INTERES FUESE LA SUMA
DE .0S DOS NUMEROS OSSERVADOS, ENTONCES EI ESPACIO DE EVENTOS
DEL ENPERIMENTO SERIA

s= {2,3,4,5,6,7,8,9,10,%1,12}

TODO SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO DT EVENTOS SE LE LLAMA EVENTO. A
LOS EVENTOS QUE TIENEN UN SOLO ELZMENTO DEL ESPACIO SF LES LLAMA
“VENTOS STMPLES.

5I AL REALIZAR UN EXPERIMENTO 5t OBSERVA UN ELEMENTO DLEL EVENTO
A, ENTONCES SE DiCE NUE OCURRIO O SE VéRﬂqCO EL EVENTO A. POR
EJEMPLO, SI A={2,4} Y AL LANZAR .UN DADO SE OBSERVA EL 2 O 4, SE
DICE QUE OCURRIO EL EVENTO A; SI SE OBSERVA CUALQUIER OTRO NUME-
RO, ENTONCES SE DICE QUE NO OCURRIO A.

( " .SCRETOS- SI SUS ELEMENTOS PUEDEN NUME-

? RARSZE O CONTARSE. TIENEN UN NUMERO

ESPACIOS DE o FINITO O INFINITO NUMERABLE DE ELEMENTOS.

EVENTOS ‘
‘ 'ONTINUOS - SI SUS ELEMENTOS NO PUEDEN

. ——— e A

INUMERARSE. TIENEN UN NUMERO INFI. ZTO NO

L /NUMERABLE DE ELEMENTOS-



LOS ESELCIOS DE LVENTOS ol={CARA, CRUZ}; sz={1,2,3,4,5,6,};
S,={VERDIE, X0JO!} &CN DISCI-T0S. LOS ESPACIOS DE EVENTOS

{z: 2>3}; Se=:Y:3§Y§80}

¢QUY. MIPGS LI ESFACIOS DE EVENTOS CORRESPCNDEN A LOS SIGUIENTES
A) CUNTEO DIL NUMERC DL GRANOS DE UNA MAZORCA DE MAIZ
s-=10,2,2,3,...,*}, ES DISCRETO E INFINITO
B) iDICION DE LA LONCITUD DE UNA ESPIGA DE TRIGO
S5={X: 0<X<w},X EN C, ES CONTINUO E INFINITO

MLDICION DEL EFECTC DE UNA VACUNA, EN TERMINOS DE "EXITO" O

@]

"FRACASO™
S={EXITO, FRACASO} ES DISCRETO Y FINITO.

D) !iIDICIOY DEL NUMERO DE MILIGRAMOS DE UN ANTIBIOTIéO CONTENIDO
EN UNA CAPSULA

S={Y:0<¥<»} X en mg, ES CONTINUO E INFINITO.

COMPLEMENTO DE UN EVENTO
L COMPLC!eNTU DE UN EVENTO A ES OTRO EVENTO QUE CONTIENE TODOS LOS
ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE QUE NO :ESTAN EN A,

USUALMINTE SE DENOTA CON UNA TILDE SOBRE EL SIMBOLO QUE CORRESPON-

’L:a

DE 2L EIZIVLENLTO NUE COMPLEMENTA

,6 Y A={1,3,5} ENTONCES A=:2,4,6}.

[
[42]
I
'J

~-
N
W

-

-
wm

S={X: 0<X<58; Y A={X:<3<X<17}, ENTONCES A={X: 0<X<3, 17<X<58}



EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSTVOS

CUANDO DO35 O INAS EVENTCS NO PUEDEN OCURRIR SIMULTANEAMENTE AL
REALIZAR UNA SOLA VEZ UN EXPERIMENTO, SE DICE QUE ESTOS SON
YUTUAMENTE EXCLLSTVOS, ES DECIX, DOS EVENTOS SON MUTUAMENTE EXCLU-

SIVOS CUANDO NO TIENEN NI UN SOLO ELEMENTO EN COMUN.
LJEMPLO
A) CURALAUIER EVENTO Y SU COMPLEMENYTO SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS.

B) ESON

o)}

={Y: 0<¥<25} ¥ A={2,50,100; MUTUAMENTE EXCLJSIVOS?

NC, PORQUE TIENEN EL ZLEMENTO 2 EM COMUN.

OPERACT ONES CON EVENT(S
La V70N DE DOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS ELEMENTOS SON TODOS

LC5 DE AMBOS. LA OPERACION DE UNION SE DENOTA CON EL,SIMBOLO U.

A) SI A={2,4,6} Y B={1,6,12}, ENTONCES
C=AUB ={1,4,6,12,2}
B) &£SON A Y B MUTUAMENTEZ EXCLUSIVOS? NO PORQUE TIENEN EL 6 EN COMUN,

C) SI D={Y: 0<Y~13; Y E={Y: 20<Y<50},

DUE={Y: 0<¥<13, 20<¥<50}
D) SI F={Y: 8<¥<20}, ENTONCES
DUF=Y; 0x<Yx20}.
E) SI G={Y: 3<Y<l0}, ENTONCES
’G={Y: 0<Y<13}= D; OBSERVESE QUE EN ESTE CASO GCD. EN GENERAL,

SI ~C3, ENTONCES AUB=B.

EN CINZRAZL, LA UNIOY DE VARIOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS

ELEMENTOE ~ON TODOS 3S DE LOS EVENTOS QUE SE UNEN.



EJEMPLO
AUBUF = K = {1,2,4,6, v: 8< y <20}

LA TINTERSECCION DE DOS EVENTOS?ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS QUE
PERTENECEN SIMULTANEAMENTE A AMBOS. PARA DENOTAR LA OPERACION
DE INTERSECCION SE USA EL SIMBOLO N .

EJEMPLOS

A) A=1{2,3,6} Y B={2,6,10} ENTONCES ANB = C = :2,6,
3) D = {¥: 4<Y¥<5}, ENTONCES AND = @.

OBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO A Y D SON MUTUAMENTE, EXCLUSIVOS,
YA QUE NO TIENCN NINGUN ELEMENTO EN COMUNM. SIEMPRE QUE DOS EVENTCS

SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, SU INTERSECCION ES EL CONJUNTO VACIO.

IN GENERAL, LA INTERSZCCION DE VARIOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE
ELEMENTOS QUE TODOS ELLOS TIENEN EN COMUN.
EJEMPLO

ST A = {2,3,6,8}; B={2,3,10,100}; C={Y: 0<Y<5} ¥ D={Y: 2¢Y¥<4},

ANEACID = E =00,3;

7]
-
w
(.
(P
C
Q
il

F ={Y: 0<Y<5, 6,8,10,190}

LA OCURRENCIA DE UN EVENTO 'Y OTRO IMPLICA LA OCURRENCIA DE AMBOS

A LA V22, ES DECIR, QUZ SE VERIFIQUL LA INTERSECCION. LA OCURRENCIA
2 UN EVENTO O ALGUN OTRO, IMPLICA LA OCURRENCIA DE CUALQUIERA

0 TLLO3, ES DZICIR DI LA UNTON.



DIAGRAMAS DE VENN

UNA MANERA DE ILUSTRAR GRAFICAMENTE LAS OPERACIONESE L_ON CCONJUNTOS
ES MEDIANTE LOS DITAGRAMAS DE VENN. EN ESTOS, CADA CONJUNTO SE
"EPRESIENTA POR UMA CURVA CERRADA QUE ENCIERRA LOS ELTMENTOS

JUE LT CORRESPONDEN,

Evento Ag .~Evento 4,

l‘kbr\lf"\\‘:rﬁS

A3C/\J

Punios comunes a 4g y Aj(Interseccion,dg N 4y

Evento AOE éEvemo A,

Eventos muiucmente exclusivos (Interseccion nula)

EvenTO AQ T

\Unich ce Ag y 4;(Ag U4

Diagramgss de Venn (union e interseccion de eventos)
j

bl



TEORTIA DE PROBABILIDADES

AL LANZARR UNA MONEDA ~ PODEMCS PREDECIR CON CERTEZA CUAL CARA

QUEDARA HACIA ARRIBA. LO UNICO QUE SE PUEDE ASEGURAR, SI LA

#ONEDA NO ESTA CARGADA, ES QUE AMBAS CARAS TIENEN LA MISMA OPCR-

TUNIDAD DE SALIR, ES DECIR, QUE LOS EVENTOS SIMPLES {CARA} Y

1CRUZ } TIENEN LA MISMA PROBABILIDAD DE OCURRIR.

COMO YA SE DIJO, LA PROSABILIDAD DE QUE OCURRA UN EVENTO ES UNA

MEDIDX DEL GRADO DE CONFIANZA QUE SE TIENE DE QUE ESTE OCURRA

AL REALIZAR EL EXPERIMENTO CORRESPONDIENTE.

EXISTEN POR LO MENOS TRES MANERAS DE ASIGNARLE UNA PROBABILIDAD

A UN

1.

EVENTO:
i7

EN TERMINOS DE LOS RESULTADOS DE REPETIR VAFIAS VECES UN

EXPERIMEZNTO (METODO FRECUENCIAL).

APLICANDO LA DEFINICION CLASICA DE PROI ABILIDADES.

CUN BASE EN UN MODELO MATEMATIC' ‘PROBABILISTIC” DEL FENC-

MENO DE QUE SE TRATE.



12. .

METODO FRECUENCTAL

SI N(A) ES EL NUMERO DE VECES QUE SE OBSERVA EL EVENTO A AL REA-
LIZAR N VECES UN EXPLRIMENTO, LI "RECUENCIA RELATIVA 'DE A, DEFINIDA

COMO N(A) /N, SE CONSIDERA COM® ESTIMACION DE LA PROBABILIDAD DE A,
)

N

4
P{a) = lim

DE UNAZ URNA éUE CON?IENE BOLAS ROJAS, BLANCAS Y AZULES, SE S5ACO
UNA BCLA, SE ANOTO SU COLOR Y SE REGRESO A LA URNA. SI ESTE EXPE__
RIMEMNTO SE REPITE 20 VECES Y LOS RESULTADOS SON

b b,a,r,r,r,a,b,r,a,b,b,a,r,b,r,r,a,r,a, DONDE
r = ROJA, b = BLANCA, a = AZUL

(QUE PROBABILIDADES LE ASIGNARIA A LOS EVENTOS B={b}, A={al}, y

R=ir‘, DE ACUERDO CON EL METODO FRECUENCIAL?

EN IDSTA MUESTRM .0 TIENE QUE N(B)=6, N(A)=6, N(R)=8, N=20

POR LO QUE P(Bj=5g = —%; P(B) = 5 =I%’ P(R) = ‘% =10

NOTESE NUE LGS EVENTOS B, A Y R SOM MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, Y™\ QUE

SGN EVENTOS SIMPLES, Y QUE



DEFINICION CLASICA DE PROBASTLIDADES

SI N(A) ES ¥L MNUMERC DE MANERAS TGUALMENTE PROBASLES EN QUE PUZDE
OCURRIR EL EVINTO A Y N E5 EL NUMERO TOTAL DE ELEMENTOS DEL ESPA-

CIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE, ENTONCES LA PROBABILIDAD DE A ES

N(B)

PA) = =5

tay

JEIPLOS
A) 3I EN UNA URNA SE TIENIN 5 B2LAS BLANCAS Y 15 NEGRAS, 7 SE VA
A SELZCCIONAR UNA AL AZAR, ¢CTs'. ES LA PROBABILIDAD DE QUE

SEA ROJA (A=.ROJZL})?:

lr‘l [

N= 5+15=20; N(A)=5:>P(A)=§%;

B) SI SE LANZAN DOS DADOS, ¢CUAL E5 LA PROBABILIDAD DE QUE
1. SALGA UN 2 Y UM 5 (EVENTC B)?

2., LA SUMA SEA 7 (EVENTO A}

.

u

PARA EL INCISO 1 EL ESPACIO DE EVENTOS E

(1,1) (1,2)(1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

(2.1) (2,2)(2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

)
———— )

(3,1) (3,2)(3,3) (3,4) (3,5) (3,8)
-

|
|
S =
| (d,2) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
! (5,1) (5,2)(5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

L (6,1) (6,2)(6,3) (6,4) (6,5) (6,6) |
SI EL DADO NO ESTA CARGADO, CADA PAREJA DE NUMEROS ES IGLALMENTE
PROBABLE. EN TAL CAS0, N=36 y N(B)=2 ( APARECE (2,5) O (5,2);

=> P(B)=2/36=1/18.

0 2 EL ESPACIO DE EVENTOS ES

PARA EL IXCI

47]

S.

4

PZRO NO TODOS LOS ELEMENTOS (EVENTOS SIMPLES' SOM IGUALMENTE PROBA-

{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12!}
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BLES, YA QUE, POR EJEMPLO, EL 2 SOLO APARECERA SI SE OBSERVA LA
PAREJA (1,1), EN CAMBIO EL 3 APARECERA SI OCURREN LAS PAREJAS
(1,2) O (2.1), ES DECIR, EL 3 TIENE EL DOBLE DE PROBABILIDAD

QUE EL 2. POR ESTO, PAR2: CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE LA SUMA
SEA 7 ES NECZSARIO TRABAJAR CON EL ESPACIO S Y CONTAR LAS MANERAS
POSIBLES DE QUE LA SUMA SEA 7, LO CUAL OCURRE SI SE OBSERVA CUAL-
QUIERA DE LAS PAREJAS (6,1), (5,2), (4,3), (3,4), (2,5) o (1,6),
CS DECIR, HAY 6 MANERAS IGUALMENTE PROBABLES DE QUE OCURRA EL

EVENTO A. POR LO TANTO

PROCEDIENDO DE ESTA MANERA SE PUEDEN CALCULAR LAS PROBABILIDADES

DE QUE LA SUMA SEA 2,3,4,ETC. LOS RESULTADOS SON:

P((2)) = 3z PU3N) = 2o P4 = 35 PUI5)) = T
P({6}) = _?3—6-; P({7}) = g—s-; P({8})= -g—e-; P({9}) = g—s—;
P({10}) = 32 ; P({11)) = 2. y P({12}) = 3=

12
(OBSERVESE QUE I P({il})=1
i=2

ASIGNACTON DE PROBABILIDADES MEDIANTE UN MODELO MATEMATICO
MEDIANTE ESTE METIDO LAS PROBABILIDADES SE ASIGNAN A PARTIR DE UN
MODELO MATEMATICO QUE INVOLUCRE 'TODOS LOS FACTORES POSIBLES QUE

INTERVIENEN EN LA ALEATORIEDAD DEL FENOMENO.
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N b
AXT0MAS DE LA TEORIA DE 'PROBABILIDADES

LAS PROBABILIDADES QUE SE ASIGNAN A LOS DIFERENTES EVENTOS
g

RELACIONADOS CON UN FENOMENO ALEATORIO DEBEN CUMPLIR CON LOS

$IGUIENTES TRES AXIOMAS:

AXIOYA 1: LA PROBABILIDAD DE OCURRENCIA DE UN EVENTO A ES UN
NUMERO, P(A), QUE SE LE ASIGNA A DICHO EVENTO, CUYO VALOR
QUEDA EN EL INTERVALO
05P(A)£1
AXTQMA 2: SIS ES UN ESPACIO DE EVENTOS, ENTONCES
\ P(S)=1

AXIOMA 3: LA PROBABILIDAD, P(C), DE LA UNION, G, DE DOS EVENTQS

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, A ¥ B, ES IGUAL A LA SUMA DE LAS

PROBABILIDADES DE ESTOS, ES DECIR,

P(AUB) = P(C) = P(A) + P(B)

EJEMPLOS . .

A) EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE UN DADO QUE NO ESTA CARGADO
SE PUEDE ASIGNAR A CADA NUMERO (A CADA EVENTO SIMPLE) UNA PRO-
BABILIDAD DE 1/6, SI A={2,4} Y B={5.6)}, ENTONCES, PUESTO
QUE A={2}U{4} Y B={5)U{6}, Y QUE LOS EVENTOS ELEMENTALES &on

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI, APLICANDO EL AXIOMA 3 SE

OBTIENEN: '
- 1 1_2_1
P(A)=P({2}) + P({4}) = FZtE=g=3
_ . 2 1_2_ 1
P(B)=P({5}) + P(1(6}) = Ftr=F=3

SI C=AUB, Y DADO QUE A Y B SON EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUéIVOS:

P(C) = #{A) + P(B) = % + % = 2




t

ADEMAS, OBSERVESE QUE SE CUMPLE CON LOS AXIOMAS 1 Y 2,
YA QUE
P(s) = P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6})

1
= -+

1 6 _
X - 5 6 L

o =
}
o
4-
|

EJEMPLO

EN EL PRO3BLEMA DEL LANZAMIENTO‘DE DOS DADOS, ¢CUAL ES LA PROBABI-
LIDAD QUE AL REALIZAR UNA VEZ EL EXPERIMENTO LA SUMA DE LOS DOS
NUMEROS QUE QUEDEN HACIA ARRIBA SEA 7 U 11? ESTO ES EQUIVALENTE
A PREGUNTAR POR LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA EL EVENTO

C ={7}1J‘{lli} PUESTO QUE {7} Y {11} SON EVENTOS MUTUAMENfé
EXCLUSIVOS:

P(C) = P({7}) + P({11}) =

ZJCIIPLO

EN UN LABORATORIO SE PROBARON 100 VIGAS DE CONCRETO REFORZADO NOMI-
NALMENTE IDENTICAS, Y SE ANOTARON LAS CARGAS CON LAS CUALES FALLO
CADA UNA. DE ESTA SUCESION DE EXPERIMENTOS SE ASIGNARON, EN}TER—
MINOS DE LAS FRECUENCIAS RELATIVAS CORRESPONDIENTES, LAS SIGUIENTES
PROBABILIDADES: .

SI A ={X: 0<X<20 ton}; P(A) = G.17

SI B ={X: 20<X<40 ton}; P(B) ='0.24

SI C ={X: 40<X<60 ton}; P(C)|= 0.27 | oy

SI D ={X: 60<X<80}; P(D) = 0.13
SI E ={X: 80<X<100}; P(E) = 0.:11
SI F ={X: 100<X}; P{(F) = 0.08

TP(.) = 1.00
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SI SE REALIZA UNA VEZ MAS EL EXPERIMENTO, CALCULEMOS LAS SIGUIEN-

TES PROBABILIDADES:

A) QUE LA RESISTENCIA SEA MENOR O IGUAL QUE 80 TON. PUESTO QUE
G= {X: 0<X<80 ton} SE TIENE OUE G= AUBUCUD, POR LO QUE

P(G)=P(A) + P(B) + P(C) + P(D) = 0.17 + 0.24 + 0.27 + 0.13 = 0.8

B) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 60 TOMNS.,  PUESTO QUE
H= {X: 60<%yw} O H={X: X>60} 82 TIENE QUE h= DUEUF

POR LO QUE P(H) = P(D) + P(E) + P(F) = 0.13 + 0.11 + 0.08 = 32

C) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 40 TON, PERO CUANDO MUCHO
100 TON.
PUESTO QUE I={X: 40<X<100} SE TIENE QUE I = CUDUE

POR LO CJE P(I) = P(C) + P(D) + P(E) = 0.27 + 0.13 + 0.11 = 0.51

o
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TEOREMAS

DOS TEOREMAS IMPORTANTES QUE SE DEDUCEN A PARTIR DE LOS AXIOMAS

SON:

TEOREVA 1.

SI % ES UN EVENTO DEL ESPACIO S, ENTONCES P(i)=1—§LA)

DEMOSTRACION
PUESTO QUE A Y A SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS
Y ADEMAS AUX=S, ENTONCES, P(S)=P(A)+P(A)=1
= P(A)=1-P(A)

CASO PARTICULAR: PUESTO QUE P(S)=1-P(S)=0 Y S=g, SE TIENE QUE

?(g)=0
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TECREMA 2.
SI A Y B SON DOS EVENTOS CUALQGUIERA DE DE S, ENTONCES
P(AUB)=P(A)+P (B)-P (AUB)

DEMOSTRACION

SEA EL DIAGRAMA DE' VENN:

AUB= (ANB) U (ANB) U (BNA). PUESTO QUE ANB, ANB Y BNA SON,MUTUAMENTE
EXCLUSIVOS, SE TIENE QUE P (AUB)=P (aNB)+ (ANB)+P (BNA).

SUMANDO Y RESTANDO P (ANB) Y AGRUPANDO TERMINOS SE OBTIENE
P(AUB) = [P(AﬂB)+P}An§)]+[P(AnB)+P(Bﬂi)]—P(AnB)

PERO A= (ANB)U(ANB)=>P (ANB)+P (ANB)=P (A)

Y B=(ANB)U(BNA)=>P (ANB)+P (BNA)=P (B), POR LO QUE

P (AUB) =P (A)+P(B)~-P (ANB)
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EJEMPLO

- EN UNA URNA SE TIENEN 28 TIRAS DE PAPEL Y EN CADA UNA SE ENCUEN-
TRA ANOTADA UNA LETRA DISTINTA DEL ALFABETO. CALCULE LA PROBA=-
BILIDAD DE QUE AL EXTRAER AL AZAR UNA TIRA:
) SE OBTENGA UNA VOCAL
B) SE OBTENGA a O 2z
C) OCURRAN C Y D, DONDE C={x,v,z2} ¥y

D={b,c,v,2}

s

D) OCURRA'C O D

lU’l

a) A={a,e,i,o,u} =>P )=

3]

(A 5 )
)
B) B={a,z} =>P(B) = §§
C) F= cfD= {y,z} =>P(F) = 2;
)

2
D) E= CUD= {b,c,X,y,z} =>P(E

o P(E)=P(C)+P(D)-P(CND)

2

-2—8- =>P(E)=

P(CND)=P (F)=
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PROBABILIDAD COMDICIONAL

LA PROBABILIDAD CONDICIONAL, P(A)B), DEL EVENTO A, DADO QUE EL B
HA OCURRIDO SE CALCULA CON LA FORMULA

_ PB(ANB)

< 5w P(B)>0 (1)

P(A|B)

SI DOS EVENTOS A Y B, SON INDEPENDIENTES, LA PROBABILIDAD DE A
NO SE ALTERA SI OCURRE EL EVENTO B; ES DECIR, DOS EVENTOS SON

INDZPENDIENTES SI

P(A|B) = P(A)

EN TAL CASO, DE LA ECUACION 1 :
P(ANB) .= P(A) x P(B)

PUESTO QUE-P(ANB) = N(ANB)/N(S) Y P(B) = N(B)/N(S) LA ECUACION 1

SE PUEDE ESCRIBIR COMO

N (ANB)
a N (S) . N(ANB) (2)
P(A|B) = N(B) - N(B)
N(S)
|
S

EL TRABAJAR CON LA ECUACION 2 EQUIVALE A EMPLEAR UN ESPACIQO DE

EVENTOS REDUCIDO DE S A B,

EJEMPLO

EN UMA URNA HAY 10 TRANSISTORES BUENOS Y 10 DEFECTUOSOS. ¢CUAL

ES LA PROBABILIDAD DE SACAR UNO BUENO Y UNO DEFECTUOSQ (EN CUAL-
QUIEé OCRDEN) AL REALIZAR DOS EXTRACCIONES AL Azﬁﬁ, Si HAY REEMPT.AZO

DEL PRIMER TRANSISTOR OBSERVADO?
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HAY VARIAS FORMAS DE RESOLVER ESTE PROBLEMA:

1. PUESTO QUE EL NUMERO DE DEWECTUOSOS ES IGUAL AL DE BUENOS, SE
PUCDE FORMULAR EL SIGUIENTE ESPACIO DE EVENTOS, EN EL QUE
TODOS LOS ELCMENTOS SON IGUALMENTE PROBABLES:

s = {(D,D), (D,B), (B,B), (B,D)}
EL EVENTO DE INTERES ES:

A= {(D,B), (B,D)}
POR LO QUE N(S) = 4, N(A) = 2

Y P(A) = 2/4 = 1/2

2, BEAY 10 x 10 MANERAS DISTINTAS DE QUE SALGA PRIMERO EL BUENO Y
LUEGO EL DEFECTUOSO, Y OTRAS TANTAS DE QUE OCURRA DE MANERA

INVERSA, POR LO TANTO:

N(A) = (10 x 10) x 2 = 200
N(S) = 20 x 20 = 400
P(A) = 200/400 = 1/2

3. SEAN LOS EVENTOS
B = {SALE PRIMERO EL BUENO Y LUEGO EL MALO}
C = {SALE PRIMERO EL MALO Y LUEGO EL BUENO}
D = {SALE PRIMERO EL BUENO}
E = {SALE SEGUNDO EL MALG}
O = {SALE PRIMERO EL MALO}

R = {SALE SEGUNDO EL BUENO}

POR LO TANTO

B = DNE Y F = 'ONR
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SI A = {SALE UNO BUENO Y UNO MALO} = BUF
SE TIENE QUE P(A) = P(B)+P(F)

YA QUE B Y F SON MUTUAMENTF EXCLUSIVOS, Y

_ _ 10 _ 10 _ 100 _ 1
P(B) = P(DNE) = 55 X 55 = 775 = 7
_ -0 10 _ 1
P(F) = P(ONR) = 55 X 55 = %
YA QUED Y E, YO Y R SON INDEPENDIENTES. ESTO CONDUCE A
Ay = L4 1.1
P(A) = 7+ 7=3

RESOLVAMOS AHORA ESTE PROBLEMA SI NO HAY REEMPLAZO:

P (DNE) P(E|D)P(D)

P (D)

'10/20, P(E|D) = 10/19
10 . 10 _ 10

=§—§+——-—-=—— [

POR LO QUE P (A) g )

'QOQ’A

EN GENERAL, LOS EVENTOS Al’ a M

2
SON INDEPENDIENTES SI, Y SOLO SI,

P(AK{\AKZﬂ...ﬁA ) = P(AKl)xP(AKZ)x...xP(AK )

K R

R

PARA CUALQUTER GRUPO DE ENTEROS K., KyreossKp, CON Ko<M (TODAS

R
LAS PAREJAS, TERCIAS, ETC, DE EVENTOS POSIBLES DE FORMARSE DEBEN

SER INDEPENDIENTES).



EJEMPLO
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EN UN ESTUDIO SOCIOLOGICO SE INTERROGARON 1200 PERSONAS DE UNA

COLONIA RESIDENCIAL, Y SE OBTUVIERON LOS SIGUIENTES DATOS:

kUSTo POR LA TITULO UNIVER SIN TITULO UNI+

MUSICA CLASICA , SITARIO VERSITARIO

| VARONES DAMAS VARONES DAMAS 2.

|

I ALTO 100 50 200 250 600

| BAJO 150 100 150 200 600

|

i 3 250 150 350 450 1200
SI A = {VARON} , B = {CON TITULO}

C

{GUSTO ALTO}

(CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SI

SE SELECCIONA UN CIUDADANO AL

~ZAR DE LA MISMA COLONIA, ESTE SEA VARON, TENGA TITULO Y GUSTO

ALTO POR LA MUSICA?

POR EL METODO FRECUENCIAL:

NUMERO DE VARONES = 250 + 350

NUMERO DE PERSONAS CON TITULO

600

250 + 150 =

400

NUMERO DE PERSONAS CON ALTO GUSTO POR LA MUSICA CLASICA = 600

POR LO TANTO

P(A) 600/1200

Y P(C) 600/1200 1/2 . PUESTO

1/2, P(B) = 400/1200

QUE

Wl

D= ANBNC Y A, B Y C SON INDEPENDIENTES, SE TIENE QUE

! 1 11

_ DE OTPA MANERA: P (D)= 100/1200 = 1/12
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TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL
SE DICE QUE UN GRUPO DE EVENTOS ES COLECTTVAMENTE EXHAUSTIVO SI LA

UNION DE TODOS ELLOS ES EL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE.

A“\ /Espocio de eventos .

EN UN GRUPO DE EVENTOS COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVOS Y MUTUAMENTE
EXCLUSIVOS, By, Bys-+s,B_, SI A ES UN EVENTO CUALQUIERA DEFINIDO

EN EL MISMO ESPACIO, ENTONCES, APLICANDO EL AXIOMA 3, RESULTA
i=n
P(A) = P(AnBl) + P(AﬂBz) R P(Aan) =z

1
l
YA QUE LOS EVENTOS ANB; SON MUTUAMENTE EXCLUVIVOS.

P(ANB.)
1 1

TOMANDO EN CUENTA QUE P(ANB;) = P(B;)P(A|B;), SE OBTIENE FINAL-
MENTE LA ECUACION
i=n
P(a) = I P(Bi)P(A[Bi)

i=1
CON LA CUAL SE DEFINE EL LLAMADO TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL.

1
i
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EJEMPLO
EN UNA FABRICA SE RECIBEN REGULADORES DE VOLTAJE DE DOS PROVEEDORES,
Bl Y BZ'
UN REGULADOR TOMADO AL AZAR PROVENGA DEL PROVEEDOR B

EN PROPORCION DE 3 A 1; ES DECIR, LA PROBABILIDAD DE QUE

1 ES P(B)=3/4,

Y DEL B, ES P(B2)=l/4.

2

SUPONGAMOS ADEMAS QUE EL CONTROL DE CALIDAD DEL PROVEEDOR Bl ES

MEJOR QUE EL DE B DE MANERA QUE EL 95% DE LOS REGULADORES DE B

2! 1
TRABAJAN BIEN, Y SOLO EL 80% DE LOS DE B, FUNCIONAN CORRECTAMENTE.
CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR TOMADO AL AZAR FUN-
CIONE BIEN (EVENTO A). |

P(A[Bl) = 0.95; P(A]Bz) = 0.80

DEL TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL: i

P (A) P(AiBl)P(Bl)+P(A]B2)P(Bz)‘

0.95 x % + 0.80 x % = 0.9125
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VARTABLES ALEATORIAS

"CLASIFICACION DE VARIABLES

[ VARIABLE:

|

FERENTES

TODA CARACTERISTICA QUE
| PUEDE ASUMIR VALORES DI

Y

VARIABLES ESCALARES:

|

!

I SON LAS VARIABLES QUE SOLO
! ASUMEN VALORES NUMERICOS

VARIABLES NOMINALES:

SON LAS VARIABLES QUE SOLO
ASUMEN VALORES NOMINALES
(NOMBRES, ADJETIVOS, ETC)

\/

~\\‘\\\>\

S—

\

VARIABLES CONTINUAS:

SON AQUELLAS NUE PUEDEN
TOMAR UN NUMERO INFINITO
NO NUMERABLE DE VALORES

[~ ——— -

VARIABLES DISCRETAS:

SON AQUELLAS QUE PUEDEN ASU-
MIR UN NUMERO FINITO O UNO
INFINITO NUMERABLE DE VALO-
LES DISTINTOS

UNA VARTABLE ALEATORIA ES UNA VARIABLE TAL QUE NO PUEDE PREDECIRSE

CON CERTEZA EL VALOR QUE ASUMIRA ANTES DE REALIZAR UN EXPERIMENTO.

POR EJEMPLO, LA RESISTENCIA O CARGA DE FALLA DE UNAS VIGAS ES UNA

VARIABLE ALEATORIA, YA QUE ANTES DE ROMPER UNA VIGA TOMADA AL AZAR

NC SE PUEDE PRECISAR CUAL SERA SU RESISTENCIA.

EN LA SIGUIENTE

TABLA SE PRESENTAN LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES CON 15 VIGAS DE

CONCRETO REFORZADO, OBSERVANDOSE QUE ESTOS VARIAN DE UNAé A OTRAS

DE MANERA ALEATORIA.
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‘ | .
TABLA 2. PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO

I
Namero de Carga de agrieta- | Carga de.falla,
la viga miento, en kg en kg '
I 4700 4700 !
2 3840 4220 i !
3 3270 4 360 [
4 2310 4 680 |
5 2950 4270 |
6 , 4810 4810 |
7 2720 4590 |
8 2720 4 490 :'
9 4310 4310
10 2950 4 630 |
11 4220 4220
12 2720 4 340
13 2720 4 340
14 2 630 4770 )
15 2950 4 630

A TODO EXPERIMENTO SE LE PUEDE ASOCIAR AL MENOS UNA VARIABLE ALEA-
TORIA, DEPENDIENDO ESfA DEL PROBLEMA QUE SE TENGA PLANTEADO. POR\
EJEMPLO, EN EL CASO DE LA RESISTENCIA DE LAS°VIGAS DE VARIABLE
ALEATORIA PUEDE SER DIRECTAMENTE 3.‘.'.DICHA RESISTENCIA, EN CUYO
CASO SU ESPACIO.DE EVENTOS SERIA

S, = {X: 0<X<w}

1 :
‘ ' b
LA VARIABLE TAMBIEN PUDO HABER SIDO UNA CUYO ESPACIO DE_EVENTPS

FUERA
s2 = {EXITO, FRACASO}
EN DONDE EL EXITO OCURRIRIA SI LA VIGA RESISTIERA MAS DE CIERTA

CANTIDAD, POR EJEMPLO 4600 KG, Y EL FRACASO OCURRIRIA SI RESISTIERA

MENOS, ES DECIR:
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EXITO: SI X>4600 KG

FRACASO: SI X<4600 KG

i
LEYES DE PROBABILIDADES .. .

EL COMPORTAMIENTO DE UNA VARIABLE ALEATORIA SE DESCRIBE MEDIANTE
SU LEY DE PROBABTLIDADES , LA CUAL PUEDE ESPECIFICARSE DE DIFERENTES
FORMAS. LA MANERA MAS COMUN DE HACERLO ES MEDIANTE SU DISTRIBU-

CION O DENSIDAD DE PROBABILIDADES,

A FIN DE EVITAR CONFUSION, SE EMPLEARA UNA LETRA MAYUSCULA PARA DENOTAR
UNA VARIABLE ALEATORIA, Y LA MINUSCULA(CORRESPONDIENTE PARA LOS
VALORES QUE PUEDE ASUMXYR, SI LA VARIABLE ALEATORIA X ES DISCRETA

Y PUEDE ASUMIR LOS VALORES X,

i» SU DENSIDAD DE PROBABILIDADES,

fX (x) SERA EL CONJUNTO DE LAS PRCBABILIDADES
P (x;) = P(X = x_) o

LA CUAL SE LEE "PROBABILIDAD DE QUE X = ‘xi". .ESTO ES

fX(x) = {PX (xi)}

PARA QUE UNA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SATISFAGA LOS TRES AXIOMAS
DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES, SE DEBEN CUMPLIR LOS SIGUIENTES
REQUISITOS

A) 0<P,(x) <1 PARA TODA x, /
SEx %2 i .

n E
B) £ PX(Xi) = 1, DONDE n ES EL NUMERO TOTAL DE VALORES QUE
i=1
PUEDE ASUMIR X
i=r
C) P(Xm < X_<_Xr) = i Px(xi)
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LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS 0 FUNCTON DE DISTRIBUCION

OTRA FORMA DE ESPECIFICAR LA LEY DE PROBABILIDADES DE UNA VARIA-
BLE ALEATORIA ES MEDIANTE LA DISTRIBQCION DE PROBABILIDADES ACU-
MULADAS, Fx(x), QUE SE DEFINE COMO EL CONJUNTO DE.tAS SUMAS PAR-
CIALES DE LAS PROBABILIDADES, PX(xi)' CORRESPONDIENTES A TODOS
LOS VALORES DE k MENORES O IGUALES QUE X, . POR LO TANTO, ESTA
.FUNCION DA LAS PROBABILIDADES DE OUE LA VARIABLE ALEATORIA -TOME

VALORES MENORES O IGUALES QUE X PARA CUALQUIER m, ES DECIR
Fx(x) = {Fx(xm)}

EN DONDE



EJEMPLO
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SEA X LA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA "NUMERO TOTAL DE CARROS QUE SE

DETIENEN EN UNA ESQUINA DEBIDO A LA LUZ ROJA DE UN SEMAFORO". SI

LAS PROBABILIDADES ASOCIADAS A CADA VALOR, DETERMINADAS POR EL

METODO FRECUENCIAL, SON

Px(x)

LA DISTRIBUCION DE PROBABILILADES Y

CORRESPONDIENTES SERAN
X fx(x) FX(X)
<0 0 0

0 0.1 0.1

>6 0 1.0

LAS GRAFICAS DE ESTAS DISTRIBUCIONES SE PRESENTAN

DE LA SIGUIENTE HOJA.

/

<

Y

SI

SI

SI

SI

SI

SI

SI

O SEA Fx(x) =J0.6

X =

X

v

LA DE PROBABILIDADES ACUMULADAS

SI x
ST 0
SI'l
ST 2
ST 3
SI 4

SI 5

1A 1A A A 1A

1A

EN LA FIGURZ



0.2

e

,
i L 1 1 |
0] 1 2 3 4 5 6 7 8

a) Distribuciébn de probabilidades

AFX{X}

1.0 ) [
- r..__l

0.8

0.4 - ;

I

0.6 — r—-—Jl
|
I
I

- |r————‘
0.2 |

X

b) Puncién de distribudibn
I

Ley de probabilidades del ejemplo del tréfico

I

57.
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EJEMPLO
SEA LA VARIABLE ALEATORIA X DEFINIDA POR LA SUMA DE LOS DOS NUMEROS
QUE QUEDEN HACIA ARRIBA AL LANZAR DOS DADOS, EN ESTE CASO EL ES“
PACIO DE EVENTOS ES

5= (2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

Y LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES ES

Fo(x) = (2L, .2 3 4 5 6 5 4 3 2 1,
X 36’ 36’ 36’ 36’ 36’ 36" 36’ 36’ 36’ 36’ 36
'EN ESTE CASO X1=2, X2=3,...,Xll=12
1 2 1

(
ESTAS PROBABILIDADES FUERON CALCULADAS EN UN EJEMPLO PREVIO SOBRE

PROBABILIDADES DE EVENTOS .

CON ESTAS PROBABILIDADES SE PUEDE OBTENER LA FUNCION DE DISTRIBUCION

O DE PROBABILIDADES ACUMULADAS, DE LA SIGUIENTE MANERA: -

x| £{x) | Efx) J {x(x)
<2 0 0 o306 e e o e
21 1/36 | 1/36 5/% —
3| 2/36 3/36 2?‘
' 3¢ —f
4| 3/36 6/36 Y I
s | a/36 ' | 10/36 /30 - ] S L A A
6 5/36 15/36 0}23454739104111‘.""7\'
7| 6/36 | 21/36 CAE®M) | |
3 5/36 26/36 3"/’%
9 | 4/36 | 30/36 % - —
39/34 y - —
10 ] 2/36 33/36 b ,
‘ 24/%7 ] ’
11 2/36 .| 35/36
/8¢ 1 —
12 | 1/36 36/36=1 : 7
>12 [I=36/36=1 1. 13/3% i — i
i !
] | I
SR L o
! f//%'““-—r—t:_[—'—g I X
86 A . .
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EN EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, LA PROBABILIDAD
DE QUE ESTA TOME UN VALOR COMPRENDIDO ENTRE x Y x + dx ESTA DADA
POR fx(x)dx, DONDE fX(X) ES LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X. POR
LO TANTO, LA PROBABILIDAD DE QUE X ASUMA VALORES COMPRENDIDOS EN

EL INTERVALO xlixixz ES

)
P(xy<Xsx5) =/ "¢ (4) ax
X X
1
LA INTERPRETACION GRAFICA DE ESTA PROBABILIDAD ES QUE CORRESPONDE

|
AL AREA BAJO LA CURVA DE fx(x) COMPRENDIDA ENTRE X, Y Xoe

PUESTO QUE Fx(x) = P(X<x) = P(-~<X<x), Y EN VIRTUD DE LA ECUACION

ANTERIOR SE TIENE QUE

! ]

X
Fy(x) = /__ £,(0)du

DONDE U ES SOLO UNA VARIABLE MUDA DE INTEGRACION. EL VALOR DE ESTA
INTEGRAL ES IGUAL AL AREA BAJO LA CURVA DE Fx(x) A LA IZQUIERDA

DE x. DE.ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE A

.

re-

dFX(x) a X

—E— = 2 U, £ A = £ (x)

ALGUNAS PROPIEDADES DE F, (x) SON:

0<Fo(x)<l
Fy(==) =0
Felwe) =1

Felx + e)2Fy(x), SI €20
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- = X
Fy(Xy) = P (X)) = P(X, <X <X5)
PARA SATISFACER LOS AXIOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES SE
NECESITA QUE
N\

Fy (x) > 0 PARA TODA x

/ fx(x) dx = 1

- Q0
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SEA UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDA-

DES ES DE FORMA TRIANGULAR DADA POR LAS SIGUIENTES ECUACIONES:

1
fY(Y) = 3
vfy(y) = -
fY(y) = 0
M, (y)
/s

W]

1
fY (Y)——6- +

y +

=
12

% » SI -2<Y¥<0
Yy + % » ST 0<Y<4
SI Y<2 O Y>4
P(1<Y<2) = 5/24
_ 1
fytvl=* 13

1
y+tg3

-2

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES, ENTONCES:

SI -2<Y<0
Foly) = /1 £ (0)du = /
Yy - 00 y -
=[_[_ﬁ+g]y=_Y_i
12 3 -2 12
SI 0:<Y<4
- Y 1
FY(Y) = FY(O) + fO (-If 0]
5 2
=.:_L+X.
3 24 3

1 1 ’
(.—G-U + g)dU
Y 1
373
1 1
+ i) du —-§-+ [

SI 0<y<4

v  u

+

24 3

I
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Fyly) =0 SI  y<=-2
FY(y) =1 S\I
i
5/6 T
/¢
\/3
/../,7_ | | i
+ + # + + + D 4
-2 -/ 0 7 Z ) d

SI SE DESEA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE AL REALIZAR UNA VEZ
EL EXPERIMENTO QUE INVOLUCRA A DICHA VARIABLE, EL VALOR QUE SE

OBSERVE CAIGA EN EL INTERVALO 1<Y<2, ENTONCES

2 2 - 2
1 1 - 5
Plrsve2] = s gy+ P dy=1+3li=g
0
P[1cve2] = F(2) - F (1) = % - % = 5%
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ESPERANZAS
LA ESPERANZA DE UNA FUNCION g(X), DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA,

X, ES, POR DEFINICION
i=n

E(g(X)) = g(xi)PX(xi)

L~ B ]

i=1

O PARA UNA VARIABLE CONTINUA

E(g(X)) = /° g(x) £ (x)dx

.‘w

EJEMPLOS

1. SI g(X)

CONSTANTE = ¢ |
E(c) = ¢ fm> fylxldx = ¢

2. SI g(X)

cx

Elex]) =¢f” xfylx)dx e cE[X] .

a + bx

3. SI g(X)

L] [+ ]

Ela+ bx]= a s fylxldx+b 7 xf,(x)dx = a+bE [X]

4. SI g(X)= gl(x) + gz(X) _

! Elg; () + g, (X)] =1 gy(x)fytdde + 7 gylx)fylxdx

. - = E[g, (X)) + E[g,(x)]
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SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES

EXPONENCIAL, CALCULAR LA ESPERANZA DE LA FUNCION

g(x) = x2

EN ESTE CASO SE TIENE QUE

= 30 AX

POR LO QUE

E(x2)=E[g(X)]= {m g(x)ﬂx(x)dx = A f xze'lxdx

-Ax 2
[e"" T aa)] | = 7

EN GENERAL, A LA ESPERANZA DE XZ SE LE DENOMINA VALOR MEDIO CUADRATICO.



69.

MEDTDAS DE TENDENCTA CENTRAL

LA MEDIA 0 ESPERANZA , E[X], DE UNA VARIABLE ALEATORIA, X, SE CALCULA
CON LAS ECUACIONES ANTERIORES PARA EL CASO EN QUE g(X)=X. DE ESTA -
MANERA, SI LA VARIABLE ES DISCRETA, SU ESPERANZA QUEDA DADA POR

i=n
E(X) =,I, x, Py [x,]

DONDE n ES EL TOTAL DE VALORES QUE X PUEDE ASUMIR,

4

PARA EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, LA MEDIA ES

. m = E(X) = xﬂx(x)dx

-
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" OTRAS MEDIDAS ' USUALES OE TENDENCIA CENTRAL DE UNA VARIABLE QLE&:
TORIA SON LA MEDIANA Y EL MODO, LA PRIMERA SE DEFINE COMO EL VALOR
DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE UNA PROBABILIDAD ACUMULADA DE
50%,Y LA SEGUNDA, COMO EL VALOR DE LA VARIABLE AL -CUAL CORRESPONDE

LA MAYOR PROBABILIDAD.

EJEMPLO

SI LA DENSIDAD .DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X CORRES-
PONDE A LOS ERRORES EN UNA NIVELACION, ES LA DE LA SEGUNDA COLUMNA

DE LA SIGUIENTE TABLA, LA MEDIA DE DICHA VARIABLE RESULTA SER & 167
LA MEDIANA 4000 Y EL MODO 4000 MICRAS. LOS CALCULOS CORRESPONDIEN-

TES SE LOCALIZAN EN LA TERCERA COLUMNA.

x ;) EN MICRAS Px(xi) x Pylx;), EN MICR§$ Fylx,]
0 6/60 0 6/60
1 000 2/60 - 2 000/60 8/60
2 000 4/60 8 000/60 12/60
3 000 8/60 24 000/60 20/60
4 000 13/60 52 000/60 33/60:0.5
5 000 12/60 60 000/60 1 45/60
6 000 7/60 42 000/60 52/60
7 000 4/60 | 28 000/60 56/60
8 000 2/60 16 000/60 58/60
9 000 2/60 ‘ 18 000/60 60/60
TOTAL: E[X] = 250 000/60=4 167 MICRAS
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EJEMPLO
CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CUYA DENSIDAD DE

PROBABILIDADES ES TRIANGULAR DADA POR

FY(Y) = % y + %: SI -2<y<0
Foy) = 5y + % ST \0'£y§4
Fx(y) =0 SI Yﬁ‘é 0 y24
7 o 1 4 = 1
B(Y) =/ vE (yday = S0 y(E+ Fay + 4 y (5 + Py

3 20

— Y
= [+

J--2
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EJEMPLO

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE

PROBABILIDADES EXPONENCIAL \
£(x) = ae *¥
© ®  =AX _e-kx ® 1
E (X) =_£ xf x}dx = 1 | xe dx = af 5 (1+;\x)]o = <
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MEDIDAS DE DISPERSION

UNA MEDIDA MUY COMUY DE LA DISPERSION O VARIABILIDAD DE LOS VALORES QUE
PUEDE ASUMIR UNA VARIABLE ALEATORIA ES LA VARIANCIA, LA CUAL SE

DENOTA COMO o (X) O VAR (X), LA CUAL SE DEFINE COMO LA ESPERANZA
DE LA FUNCION g(X) = [X-E(X)]?, ASI, PARA UNA VARIABLE ALEATORIA

DISCRETA

o?(X) = VAR(X) = T (x . - E(x)? P, (x;)

Y PARA UNA CONTINUA

-]

2 I, (x = E(x)2ey (x)ax

0" (X)

VAR (X)

DESARROLI.ANDO EL INTEGRANDO DE ESTA ULTIMA ECUACION:

02 (X) = (x2-2xE(X) + E%(X)fy (x)dx

—00

fox*E (x)dx - 2B(X)/ x£, (x)dx+E2(X)/ £ (x)ax = E[x%]-E%[x]

—c0 -—a —c0

ES DECIR, LA VARIANCIA SE PUEDE CALCULAR COMO LA DIFERENCIA DEL

VALOR MEDIO CUADRATICO Y EL CUADRADO DE LA MEDIA DE X.

OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION DE LA VARIABLE ALEATORIA X SON LA
DESVIACION ESTANDAR, o(X),LA CUAL ES IGUAL A LA RAIZ CUADRADA DE LA

VARIANCIA, ‘iI EL COEFICIENTE DE VARTACION QUE SE DEFINE COMO

v (X) =0 (X)/E(X)
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EN LA SIGUIENTE TABLA SE CALCULA LA VARIANCIA DE LA VARIABLE ALEA-

TORIA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SE PRESENTO EN EL EJEMPLG

ANTERIOR

X, - E (X) P, (x,) (xi—E(X))ZPX(xi) '
EN MICRAS - EN MICRAS

-4 167 6/60 1 740 000
-3 167 2/60 333 000
-2 167 4/60 313 000
-1 167 8/50 181 000
- 167 13/60 6 000
833 12/60 139 000
1 833 7/6 390 000

2 833 4/q£ 531 000 :
3 833 2/60 487 000
4 833 2/60 687 000

TOTAL: 4 798 000 MICRASZ =02 (x)

LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE  DE VARIACION DE ESTA VARIA-

BLE ALEATORIA. SON, RESPECTIVAMENTE,

g({X)= /4 798 000 = 2 200 MICRAS, Y vw(X)=0 X)/E(X) =
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EJEMPLO

SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES
EXPONENCIAL, CALCULAR SU VARIANCIA, DESVIACION ESTANDAR Y COE-

FICIENTE DE VARIACION:

2

02 (X) = E(X-E[X])

) £°x2e“*xdx —2E[x]z£”xe'*xdx'+ E2 [x] gfe‘*xdx

2 11 1 1
= = 2 = m == = e

22 XX T2 32
YA QUE E(X) = 1/A.
USANDO LA FORMULA o2 (X) = E[Xz] - EZ[X], Y TOMANDO EN CUENTA QUE

' t
E[XZJ = 2/2% 'SE OBTIENE:

o2(x) = 222 ~ 112 = 12

EN CONSECUENCIA, LA DESVIACION ESTANDAR ES

o(X) = /1A% = 1/

Y EL COEFICIENTE DE VARIACION

it

"
[

v(X) = o(X)/E(X)

>

= fw(x-E[x])zke-xxdx = A gm(xz-ZxE[x]+E2[X])e-xxdx
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EJEMPLO

SEA Y UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD.DE PROBABILIDADES

A}

TRIANGULAR ‘DADA POR

Y

SI =2<y<0

]
|-
Rt

+
(N

£,y

fY(y) 5yt 7 SI O<y<4

i
o

£,(¥) SI  y<-2 0 y>4

\

CALCULAR LA VARIANCIA, LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE

VARIACION.

« CALCULAREMOS PRIMERO EL VALOR MEDIO CUADRATICO PARA LUEGO APLICAR

LA ECUACION o2(Y) = E(Y?) - E2(Y)

4 3 o 4
2 1 1 b2, vy 1 _ vy™ Y _ Y )=
E[Y“] = i:yz(g' Y+ 3)dy + 6 y (-g3 + 3)dy ‘[2 +3 lz+ I 587179
02 (Y) = 2-(2/3)%=14/9
oY) ‘= 1.25

v(Y) = 1.25/(2/3) = 1,88



DISTRIBUCTONES PARTICULARES

DISTRIBUCTON BINOMIAL O DE BERNOULLT

LA DISTRIBUCION BINOMIAL O DE BERNOULLI SE EMPLEA bOMO DENSIbAD
DE PROBABILIDADES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS ASOCIADOS

A EXPERIMENTOS EN LOS QUE SOLO HAY (O SOLO IMPORTAN) DOS RESUL~-
TADOS POSIBLES, UNO DE LOS CUALES USUALMENTE SE DENOMINA "EXITO"

Y, EL OTRO, "FRACASO". GO

SEAN p= PROBABILIDAD DE OBSERVAR "EXITO" AL REALIZAR UNA VEZ
EL EXPERIMENTO
q= PROBABILIDAD DE "FRACASO" = 1-p

X= VARIABLE ALEATORIA "NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR

n VECES EL EXPERIMENTO "CON REEMPLAZO" S |

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES BINOMIAL ES

n-x

< f(X) = -){:—(_2';—3!- pxq 3 X = 0' 1,...:1’1

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LOS PARAMETROS DE ESTA DISTRIBUCION SON

E(X) = np , oz(x) = npq
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EJEMPLO
SI SE LANZA AL AIRE SEIS VECES UNA MONEDA HOMOGENEA,

A) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER DOS "CARAS"?
B) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER POR LO MENOS CUATRO "CARAS"
(X>4)?2

C) ¢CUANTO VALEN LA ESPERANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR?

A) PUESTO QUE LA MONEDA ES HOMOGENEA SE TIENE p=1/2 Y g=1-1/2=1/2,

DONDE p ES LA PROBABILIDAD DE OBSERVAR "CARA" (CARA = EXITO) EN

UN LANZAMIENTO. POR TANTO @
6!

P[x = 2] = £, ()= grigmgy /2 ° 70 gpp/2) =

G

[+
o+

B) PARA QUE SE CUMPLA X>4 EN SEIS LANZAMIENTOS, SE NECESITA JUE
SE OBSERVEN 4,5 o 6 CARAS. PUESTO QUE ESTOS TRES EVENTOS SON

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, SE TIENE

P[x>4] = £ (4) + £ (5) + £ _(6)

CALCULANDO LOS TRES K SUMANDOS COMO EN LA PREGUNTA ANTERICR, RESULTA

P[x>4]) = ritmr(1/2)f (1/2) g8 (1/2)° (1/2) S PP gri1/21 0 (1/2) 678
15, 6, 1 _ 11

64 T 62 T 64 T 32

3

c) E[X] = np = 6(1/2)

3/2 G =)= V3/2=/'22

—_

o?[X]= npg = 6(1/2) (1/2)
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DISTRIBUCTON HIPERGEOMETRICA
CUANDO SE TIENE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA CUYO ESPACIO DE .
EvéﬁTos TIENE SOLO DOS ELEMENTOS, DIGAMOS S={EXITO, FRACASO}, Y SE
REALIZA UN MUESTREO SIN REEMPLAZ0, ENTONCES LOS RESULTADOS DE CADA
EXPERIMENTO NO SON TNDEPENDIENTES NT LA PROBABILIDAD DE EXITO PERMANECE
CONSTANTE, COMO EN LA DISTRIBUCION BINOMIAL, POR LO QUE ESTA ULTIMA .

NO ES APLICABLE.

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR
n VECES EL EXPERIMENTO CONSISTENTE EN EXTRAER, SIN REEMPLAZO, ELE-
MENTOS DE UN LOTE QUE TIENE N OBJETOS DE LOS CUALES M SON "EXITOS".
EL NUMERO DE ELEMENTOS QUE TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERI-
MENTO ES

N(S) = C

‘ i
EL NUMERO, N({X=x}), DE MANERAS POSIBLES E IGUALMENTE PROBABLES DE

OBTENER x EXITOS ES

EN EL LOTE EN LA MUESTRA
N ELEMENTOS | n ELEMENTOS
.
L0000 OO + - 0O - -0
4 Y . N——— v y S .,
M EXITOS | (N-M)FRACASOS x EXITOS QUE | (n-x)FRACASOS QUE

SE PUEDEN ELE|SE PUEDEN ELEGIR
GIR DE MCx MA[DE N-MCn-x MANERAS
NERAS = | ' |

CADA ELECCION POSIBLE DE x EXITOS SE COMBINA CON CADA ELECCION
POSIBLE DE (n-x) FRACASOS; POR LO TANTO, EL NUMERO TOTAL DE MANERAS

DE OBTENER x‘EXITOS EN n EXTRACCIONES SIN REEMPLAZO ES

N({X=x}) = (€ (y_p Cpox
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POR LO TANTO

(G, ¢ I G R (i I

P({X=x)) = £, (x) = 2 Honx SEX, x=0,3,.
} N™n ‘n) o
M, - M! N-M, _ (N=M) !
EN DONDE (x) T xT(M-x) ! (n-x)_ (n=x) ! (N-M-n+x) |}
y My = N
n n! (N-n) !

b Il
1 [ [l

no,n

QUE SE CONOCE COMO DISTRIBUCTON HIPERGEOMETRICA LA MEDIA Y LA VARIAN-

CIA DE ESTA DISTRIBUCION SON

n (&Y
E(X) = © x==X N“ X = nM/N .
x=0 )
n
Y
My Ny
n nM,2 ‘x’ ‘n~x’ _ Mn(N-M) (N-n)
o?(x) = & (x-BH2 X _pmx . Mn(D
) x=0 (n) N™ (N-1)

RESPECTIVAMENTE.
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EJEMPLO

EN UN PROBLEMA DE CONTROL ESTADISTICO. DE CALIDAD, SE TIENE UM LOTE
DE 100 TRANSFORMADORES DE CORRIENTE ELECTRICA, DE LOS CUALES 40
SON DEFECTUOSOS (NO CUMPLEN LAS NORMAS DE FABRICACION). éCUAL ES
LA PROBABILIDAD DE OBTENER UNO DEFECTUOSO DE TRES SELECCIONADOS AL

AZAR SIN REEMPLAZO?

42 (130739 4% ¢)
P(x=1] = =
(100) (100)
3 3
40! X 60.

_ 39: x 1! 58! x 2! _

- 100! - 09438
97!x 3!

CUANDO N ES GRANDE Y n PEQUENO, LA DISTRIBUCION BINOMIAL SE PUED]E USAR
COMO APROXTMACION DE LA HIPERGEOMETRICA, DE ESTA APROXIMACION SE HECHA

MANO CUANDO LOS CALCULOS CON ESTA ULTIMA RESULTAN TEDIOSOS.

EN EL CASO DEL EJEMPLO ANTERIOR, SI SE USA LA DENSIDAD BINOMIAL SE

L7

OBTIENE, CON p=40/100 = 0.40 Y n=3 .

P[Xx=1] = 3 (0.40) (0.60)2 = 0.432

1. 2



86.

04—

£ Distribuclén hipergeométrica

Disuribucién binomial

fx(x)

03}~

1
o
o

01 B

COMPARACTON DE LAS DISTRIBUCIONES HIPERGEOMETRICA Y
~ BINOMIAL ‘

. 04

3 Distribucitn hipergecométrice

Distribucién binomial

N = 1000 ~

Bz X

R N R N S AN R

—

R R R T OO SR S AN SN I

—

TR RN AR EANN R ERREERIRANENUNERNSRNRN

|

03

1
N
o

AT AR
— O

—
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DISTRIBUCTON UNTFORME

SE DICE QUE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA,; X, TIENE DISTRIBUCION

UNTFORME ENTRE X = a Y X = b(b>a) SI

1
b - a

fX(X) = CONSTANTE =

LO QUE SIGNIFICA QUE LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN VALOR ENTRE
X Y x + dx ES LA MISMA PARA CUALQUIER x COMPRENDIDA ENTRE a Y b.

LA GRAFICA DE DICHA DISTRIBUCION ES
fX{x/A

%
A 4—@X s

g _hlde"_ b

Distnibucibn uniforme de una variable aleatonia continua

LA ESPERANZA Y LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION UNIFORME SE C%LCULAN

DE LA SIGUIENTE MANERA:

b 1 x? b b* — &
E (X] be_a X [2(b—a)], A
b " b U2 “b 2
2 _ . 2 1. _ X (E{Xx]) _
o (X)) = f (X—E[X]) oy dx = [/ b=a dx +.f Bea dx
a a a
b
2XE X
/ o dx

2_b

e R e |

. b - a4 , . i b — ay
= T (b—a)+ EXD - E(X] (b+a)___l_2_
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DISTRIBUCTON NORMAL

UNA DE LAS DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS MAS

UTIL ES LA DISTRIBUCION NORMAL O DE GAUSS, DEFINIDA POR LA ECUACION

' 2,, 2
£ (x) = A~ (x-u) /20
o/2n

DONDE u ES LA MEDIA Y o LA DESVIACION ESTANDAR DE X.
SI SE HACE LA TRANSFORMACION
Z = (X~u)/o

ENTONCES LA ECUACION ANTERIOR SE REDUCE A LA LLAMADA FORMA ESTANDAR,

CUYA ECUACION ES | S

fz(z//) - ___];__e-ZZ/Z
V2

EN ESTE CASO LA VARIABLE ALEATORIA Z TIENE DISTRIBUCION NORMAL CON .

MEDIA TGUAL A CERO VY VARTANCIA TGUAL A UNO.

EXISTEN TABLAS PARA CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE UNA VARIABLE ASO-

!

CIADA A UNA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR. EN LA SIGUIENTE FIGURA
SE MUESTRA LA FORMA DE CAMPANA DE ESTA DISTRIBUCION, OBSERVANDOSE

LA SIMETRIA RESPECTO A Z=E(Z)=0.

% fz (Z} .
; Area=68.27 %
) Area=13.59 %
33 -2 2 i 2 3 =2

Area= 95 45 % 1
l . Area=99.73 % l

L4 Uz

Distuibucibn normal de una variable aleatoria continy
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LA UTILIDAD DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR RADICA EN QUE

X z
P[x15x5_x2] = szx(x)dx = P[z,<2¢2z,] = fzfz(z)dz
x z
1 1
DONDE
z, x
_ %1y R TR
21 T 5T Y 2= —5



”

TABLA 5. AREAS BAJG LA CURVA NbRMAL
ESTANDAR ENTRE 0 VY 2

z {0 1 2 3 4 5 6 7] 3 9
00 | 0000 | .0040|.0080 | .0120[.0160 [ .0199 | 0239 | 0279 |-.03:9.0359
o1 | 0398 | 0438 |.0478 | .0517[.0557 |.0596 | 0636 | .0675 | 0714}.0754
02 | 0793 | 0832|0871 | .0910].0948 | .0987 | .1026 | .1064 | .1103}.1141
03 | 1179 | 1217|.1255 | .1293[.i331 | .1368 | .1406 | .1443 | .1480].1517
04 | 1554 | .1591(.1628 | .1664 |.1700 | .1736 | .1772 | .1808 | .1844:.1879
05 | 1915 | .1950].1985 | 2019 {2054 | 2088 | 2123 | 2157 | .2190.2224
06 | 2258 | 2291|2324 | 235712389 | 2422 | 2454 | 2486 | .25i8).2549
07 | 2580 | 2612 (.2642 | .2673|.2704 | 2734 | 2764 | 2794 | .2823|.2852
0.8 | 2881 | .2910].2939 | .2967|.2996 | 3023 | .3051 | .3078 | .31G6{.3133
09 | 3159 | .3189 (3212 | .3238.3264 | .3289 | .3315 | 3340 | .3365).3389
1.0 | .3413 | .3438|.3461 | .3485|.3508 | .3531 | .3554 | .3577 | .3599|.3621
1.1 | 3643 | .3665|.3686 |..3708 {.3729 | .3749 | .3770 | .3790 | .3810].3830
1.2 | 3849 | .3869 |.3888 | .3907.3925 [ .3944 | .3962 | .3980 | .3997.4015
1.3 | .4032 | .4049 | 4066 | .4082 |.4099 | 4115 | 4131 | 4147 | .4162}.4177
1.4 | 4192 | 4207 |.4222 | 4236|4251 | 4265 | 4279 | 4292 | .4306].4319

il
1.5 | 4332 | 4345|4357 | 4370 (4382 | 4394 | 4406 | 4418 | .4429|.444]
1.6 | .4452 | .4463 |.4474 | .4484 |.4495 | 4505 | 4515 | .4525 | .4535.4545
1.7 | .4554 | .4564|.4573 | 4582|.4591 | .4599 | .4608 | 4616 | .4625|46.33
1.8 | 4641 | .4649 |.4656 | 4664 |.4671 | 4678 | 4686 | .4693 | .4699|.4706
1.9 | 4713 | 4719 |.4726 | .4732(.4738 | 4744 | 4750 | 4756 | .4761|.4767
2.0 | .4772 | 4778 |.4783 | .4788 (4793 | 4798 | 4803 | 4808 | .4812{.4817
2.1 | .4821 | .4826 |.4830 | .4834 (.4838 | .4842 | .4846 | 4850 | .4854 |.4857
2.2 | .486]1 | .4864 |.4868 | .4871 |.4875 | .4878 | .4881 | .4884 | .4887!.4890
2.3 | .4892 | .4896 |.4893 | .4901 |.4904 | .4906 | .4909 | 4911 | .4913 |.4916
24 | 4918 | .4920 |.4922 | .4925 |.4927 | .4929 | 4931 | 4932 | .4934.4936
2.5 1.4938 | 4940 4941 | 4943 |.4945 | 4946 | 4948 | 4949 | .495] |.4952
2.6 |.4953 | .4955 4956 | .4957 |.4959 | 4960 | .4961 | .4962 | .4963 |.4964
27 | 4965 | .4966 4967 | 4968 |.4969 | 4970 | 4971 | .4972 | .4973 [.4974
2.3 |.4974 | 4975 |4976 | 4977 |4977 | 4978 | 4979 | 4979 | .4980 ;.4981
29 |.4981 |.4982 (4982 | 4983 (4984 | .4984 | 4985 | 4985 | .4986 ;.4986
3.0 |.4987 | .4987 |.4987 | .4988 [.4988 | .4989 | .4989 | 4989 | .4990 |.4990
3.1 |.4990 | .4991 |.4991 | 4001 {.4992 | 4992 | .4992 | .4992 | .4993|.4993
32 |.4963 | .4993 |.4994 | 4994 |.4994 | 4994 | .4994 | 4995 | .4995 [.4995
3.3 |.4995 | .4995 4995 | .4996 |.4996 | 4996 | .4996 | .4996 | .4996 |.4997
3.4 |.4997 | .4997 |.4997 | .4997 |.4997 | 4997 |-.4997 | .4997 | .4997 |.4998
3.5 |.4998 | .4998 | 4998 | 4998 |.4998 | 4998 | .4998 | .4998 | .4998 | .4998
3.6 |.4998 | 4998 | 4999 | .4999 14999 | 4999 | .4999 | .4999 | 4999 |.4999
3.7 4999 | 4999 |.4999 | 4999 |.4999 - | 4999 | 4999 | 4999 | .4999 | 4999
3.8 [.4999 | 4999 {4999 | 4959 |.4999 | .4999 | 4999 | 4999 | .4999 | .4999
3.9 |.5000 | .5000 |.5000 | 5000 |.5000 | .5000 | .5000 | .5000 | .5000 ] .5000
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e,
vk
)

hAATH
by,

EJEMPLO

COMO RESULTADO DE UNA LARGA SERIE DE EXPERIMENTOS PROBANDO A COM-
PRESION SIMPLE CILINDROS DE CONCRETO, SE HA ESTIMADO QUE LA ESPERAN-
ZA DE LA RESISTENCIA ES DE 240 KG/CM% ¥ 1A DESVIACION ESTANDAR DE

30 KG/CMZ.

A) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE OTRO CILINDRO TOMADO AL AZAR

RESISTA MENOS DE 240 KG/CMZ?

B. ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE RESISTA MAS DE 330 KG/CM??

C) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SU RESISTENCIA ESTE EN EL INTER-

VALO DE 210 A 240 KG/CMZ2?

SUPONGASE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ES NORMA4L.

A) PARA EMPLEAR LAS TABLAS DE DISTRIBUCION NORMAL ES NECESABiO

-~

I

ESTANDARIZAR LA VARIABLE X, EMPLEANDO u=240 Y 0=30, CON ﬁ1=240:

IN

_ 240 - 240 _
2 30

ﬁECURRIENDO A LA TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL SE OB?IENE

P[x<240] = P[z<0] = 0.5

i

O SEA, LA PRQBABILIDAD QUE CORRESPONDE AL AREA SOMBREADA DE LA SI-
i

GUIENTE FIGIRA:

.

> P
£1=0 '

Fig 16. Distribucion normal correspondiente al inciso ¢ del ejemplo /
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B) EL VALOR ESTANDARIZADO DE LA VARIABLE, PARA x1=330 KG/CMZ’ ES

330 - 240 _
z) = 35 - 3
POR LO QUE

'P[x>330] = p[z>3] = 1-0.9987 = 0,0013

. QUE ES EL AREA SOMBREADA DE LA SIGUIENTE FIGURA:

$ ft2)

by,

b=—3.0—

. Distribucién normal correspondiente al inciso b del ejemplo
C) LOS VALORES ESTANDARIZADOS DE LA VARIABLE, PARA x1=210 Y

x,=240 SON:

_ 210 - 240

1 30 -t
_ 240 - 240 _

22=—730 -0
POR LO QUE
- P(210 <X <240) = P[- 1<2<0] = 0.3413 /

APz(Z}
_ ) _,
H=l  Z2=0

Fig 16. Distribucién norma! correspondiente ai inciso ¢ del ejemplo
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TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

SEAN LAS VARIABLES ALEATORIAS Xl’x25'°"x CON DENSIDADES DE

kF
PROBABILIDADES ARBITRARIAS,CUYA SUMA SE DENOTARA COMO W, ES DECIR

W=X, + X, + ,., +X

1 2 k

ES POSIBLE DEMOSTRAR EL TEOREMA DENOMINADO TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE,
CUYO ENUNCIADO INDICA QUE CONFORME AUMENTA EL NUMERO DE VARIABLES
INVOLUCRADAS EN LA SUMA ANTERIOR (AL AUMENTAR k), LA DENSIDAD DE
PROBABILIDADES DE W TIENDE A SER LA DISTRIBUCION NORMAL. AﬁEMAS

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE SI TODAS LAS VARIABLES xl'XZ’ ov ey Xk TIENEN

DISTRIBUCION NORMAL, ENTONCES, RIGUROSAMENTE, W TAMBIEN LA TIENE,

INDEPENDIENTEMENTE DEL NUMERO DE VARIABLES QUE APAREZCAN EN LA SUMA.

A PARTIR DEL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL’SE DEMUESTRA QUE LA DISTRI-
BUCION DE BERNOULLI SE PUEDE APROXIMAR MEDIANTE LA NORMAL CUANDO EL
NUMERO DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE (30 O MAS), CON

LO CUAL SE LOGRA UN AHORRO CONSIDERABLE DE LABOR NUMERICA EN LA
N \
SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS. PARA MEJORAR ESTA APROXIMACION,
f ;
CONVIENE EFECTUAR UNA CORRECCION POR CONTINUIDAD, LA CUAL SE JUS~
. '

TIFICA POR USAR UNA DISTRIBUCION CONTINUA EN VEZ DE UNA DISCRETA,

f Y

SUMANDO O RESTANDO, SEGUN SEA EL CASO, 0.5 AL VALOR DE X QUE SE
USE. POR EjEMPLO, SI SE DESEA CUANTIFICAR LA PROBABILIDAD DE QUE
DE 2000 ENSAYES SE LOGREN DE 3 A 6 EXITOS, LOS LIMITES REALES QUE

SE DEBEN USAR AL APLICAR LA DISTRIBUCION CONTINUA SON x =2.5 Y

1

x2=6.5.



ESTADISTICA DESCRIPTIVA

DATO Y OBSERVACION: ES EL RESULTADO DE REALIZAR UN EXPERIMENTO.
MUESTRA: ES UNA COLECCION DE DATOS

MUESTREO: PROCESO DE ADQUISICION DE UNA MUESTRA

(
CON REEMPLAZO0- CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADO SE REINTEGRA

AL LOTE DEL CUAL FUL EXTRAIDO ANTES DE EXTRAER EL S‘IGUIENTEv
MUESTREQ <

SIN REEMPLAZO+~ CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADO NO SE REINTE-

L GRA AL LOTE,

POBLACION: TOTAL DE DATOS QUE SE PUEDEN OBTENER AL REALIZAR UNA

SECUENCIA EXHAUSTIVA DE EXPERIMENTOS

rI)ISCRETA.— TIENE UN NUMERO 'FINITO O UN.NUMERO INFINITO NU-

J MERABLE DE DATOS POSIBLES
POBLACTON , , :
CONTINUA; TIENE UN NUMERO INFI'NITO NO NUMERABLE DE DATOS

POSIBLES

EJEMPLOS - L.

1. EXPERIMENTO: LANZAMIENTO DE UNA MONEDA DIEZ VECES

POBLACION: SUCESION INFINITA NUMERABLE DE "CARA3S" Y "CRUCE3"
(DISCRETA)
MUESTRA: GRUPO DE 10 CBSERVACIONES "

2, EXPERIMENTO: MEDICION DE LA PREC'IPITACION PLUVIAL MAXIM{? DIARIA
EN LA CIUDAD DE MEXI(£O DURANTE DIEZ AROS
POBLACION: SUCESION INFINITA NO NUMERABLE DE VALORES (CUNTINUA)
MUESTRA: GRUPO DE 3652 OBSERVACIONES (TOMANDO DOS AROS

BISIESTOS DE 29 DIAS EN FEBRERO)



{
MUESTRA ALEATORTA: ES UNA MUESTRA '‘OBTENIDA DE TAL MANERA QUE ﬁDDOS
LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION TIENEN LA MISMA PROBABILIDAD DE SER

OBSERVADOS Y, ADEMAS, LA OBSERVACION DE UN ELEMENTO NO AFECTA LA
’

PROBABILIDAD DE OBSERVAR CUALQUIER OTRO, ES DECIR, SI SON INDEPEN-

DIENTES.

TABLA DE NUMEROS ALEATORTOS: ES UNA TABLA QUE CONTIENE NUMEROS QUE CONS-
TITUYEN UNA MUESTRA ALEATORIA OBTENIDA DE UNA DISTRIBUCION DE PRO-

BABILIDADES UNIFORME, QUE GENERALMENTE CORRESPONDE A UNA VARIABLE
< : (
ALEATORIA QUE PUEDE ASUMIR VALORES ENTRE 0 Y 1, MULTIPLICADOS POR
!
lOr, EN DONDE r ES EL NUMERO DE DIGITOS QUE SE DESEA TENGAN LOS

!
NUMEROS.

0

i

L

[

D 1 | X
LAS TABLAS QUE SE USEN PARA OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DEBEN CON=-
TENER NUMEROS CON MAYOR NUMERQ DE DIGITOS QUE LOS QUE TIENE EL

| e

TOTAL DE ELQMENTOS DE LA PQBLACION QUE SE VA A MUESTREAR.. PQR
EJEMPLO, SI SE VA A OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DE UN LOTE‘DE

LENTES PARA MICROSCOPIO QﬂE TIENE 10,000 ELEMENTOS, LA TABLA, QUE

SE USE DEBERA TENER NUMEROS ALEATORIOS CON 5 O MAS DIGITOS.



METODO ©DE MUESTREO ALEATORIO

l. SE ENbMERAN LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION

2. SE FIJA EL CRITERIO DE SELECCION DE LOS NUMEROS ALEATORIOS
)

(POR EJEMPLO, SE DEFINE QUE RENGLONES Y QUE COLUMNAS SE

|
«

VAN A LEER)

3. SE INDICA QUE DIGITOS SE VAN A ELIMINAR'EN CASO DFE QUE LOS
NUMEROS DE LA TABLA TENGAN MAS DIGITOS QUE LOS NECESARIOS

4, SE LEEN LOS NUMEROS, DE ACUERDO CON LO FIJADO EN LOS PUNTOS
2 Y 3, Y:SE EXTRAEN DEL LOTE LOS ELEMENTOS QUE TIENEN L.0S
NUMEROS iEIDOS. ESTOS CONSTITUYEN LA MUESTRA FISICA CON ‘LA
CUAL REALIZAR LOS EXPERIMENTOS, LAS OBSERVACIONES CONSTiTUI-

RAN LA MUESTRA ALEATORIA DESEADA, )

NOTA: TODOS LOS NUMEROS QUE SE REPITAN SE CONSIDERAN SOLO UNA VEZ.

’ |
TAMBIEN SE ELIMINAN LOS NUMEROS MAYORES DEL TAMANO DEL LOTE.

EJEMPLO

i
‘

SE TIENE UN LOTE DE 1,000 TRANSISTORES NUMERADOS DEL UNO AL M.L,
I ]

CUYA CALIDAD, SE VA A VERIFICAR ESTADISTICAMENTE, PARA LO CUAQ SE
' 3

DECIDE TOMAR:UNA MUESTRA DE 40 ELEMENTOS Y MEDIR SU AMPLIFICACION
i .
USANDO LA TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS ANEXA, CON EL CRITERIO DE TO-

D

MAR TODOS LOS RENGLONES IMPARES ELIMINANDO EL ULTIMO DIGITO, LA

K A}

MUESTRA FISICA SERIAN LOS TRA&SISTORES CORRESPONDIENTES A LOS

NUMERGS 0415, 0006, 0394, 0998, 0530, 0160, ETC.

’



TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS

Columna 1 2 3 4 5 6 7 8
Rengl6n v

1_ 1§49§ 81899 04153. 53381 79401 214138 83035- . 92350
2 18629 81953 05520 91962 04739 13092 37662 94822
3 173115 47498 47498 87637 99016 00060 88824 71013
4 57491 16703 23167 49323 45021 33132 12544 41035‘
5 30405 03946 23792 14422 15059 45799 22716 19792
6 16631 ] 35006 85900 32388’ 523930 52390 16815 69298
7 96773 20206 42559 78985 05300 22164 24369 54224 |
8 38935 64202; 14349 82674 66523 44133 00697 35552
9 31624 76384 17403 03941 44167 64486 64758 75366
10 78919 19474 23632 27889 \47914 02584 37680 20801 -

36693
94730
18735
80780
09983

38732
35083

35970

76554
72152

10

31238

06496 .

20286
45393
74353

38480
19687
19124
01601
358339

11

‘59649

35090
23153
44812
68668

73817
11052
63318
12614
34800




AGRUPANTENTO DE DATOS
FRECUENCTA DE UN EVENTO- ES EL NUMERO DE VECES QUE OCURRE EL EVENTOQ

AL OBTENER UNA MUESTRA DE LA POBLACION CORRESPONDIENTE,

FRECUENCTA RELATIVA DE UN EVENTO- ES EL COCIENTE DE SU FRECUENCIA ENTRE

EL TOTAL DE;ELEMENTOS (TAMANO) DE LA MUESTRA,

FRECUENCTA RELATTVA ACUMULADA; ES 'LA ACU;\dULACION (SUMA) DE LAS FRECUEN-

CIAS RELATIVAS HASTA UN VALOR DADO, PARTIENDO DEL'VALOR (O DEL |
INTERVALO) MAS PEQUERNO, EN OTRAS PALABRAS, ES LA FRECUENCIA DE

VALORES MENORES O IGUALES QUE UN VALOR DADO,

. . {
FRECUENCTA COMPLEMENTARIA- ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE UN

VALOR DADO = NUMERO DE DATOS ~ FRECUENCIA ACUMULADA,

DISTRTBUCION DE FRECUENCTAS
CON OBJETO DE FACILITAR LA INTERPRETACION DE LOS DATOS QUE SE
TIENEN EN UNA MUESTRA, ES CONVENIENTE AGRUPARLOS POR VALORES;O POR
INTERVALOS DE VALORES, FORMANDO ASI UNA TABLA DE DISTRIBUCION DE
FRECUENCIAS., . '

PARA FACILITAR EL CALCULO DE LAS FRECUENCIAS‘ ES UTIL ORDENAR LOS
DATOS EN FORMA CRECIENTE O DECRECIENTE DE VALORES, FORMANDO ASI

!
UNA TABLA DE DATOS ORDENADOS,



60

[ S

EN UNA ESCUELA SECUNDARIA SE LES APLICO A 30 PROFESORES UN EXAMEN

¢

SOBRE PEDAGOGIA, LAS CALIFICACIONES (DATOS) QUE SE OBTUVIERON

FUERON (YA ESTAN ORDENADOS EN FORMA CRECIENTE)

57, 59, 65, 67, 67, 67, 69, 72, 73, 73, 71, 18, 178,
v < — -~

~—— V- 2
A B . ! |.c

81, 81, 83, 83, 83, 84, 84, 87, 88, 89, 89, 91, 91, 93,

. [

b E
95, 97, 99
E |
" AGRUPAMIENTO DE VALORES =~
CALIFICACION ' FRECUENCIA 'FRECUENCIA  FRECUENCIA RE-
’ . RELATIVA LATIVA ACUMULADA
57 1 1/30 ! 1/30
59 1 . 1/30 2/30
65 1 1/30 3/30
67 3¢ 3.30 "6/30
69 1 1/30 _ 7/30
72 1 1/30 \ 8/30
73 2 2/30 . 10/30
77 1 1/30 11/30
78 2 2/30 13/30
81 2 , 2/30 - 15/30
83 3 '1/30 ' 18/30
84 2 2/30 29(30‘
87 ! 1/30 » 21/30
88 1 1/30 22/30
89 2 ©2/30 . 24/30
91 2 2/30 g 26/30
93 1 1/30 | 27/30
95 1 1/30 ' 28/30
97 1 1/30 29/30
99 1 1/30. 30/30=1

30 £=30/30=1

™
i



AGRUPAMIENT( POR INTERVALOS
LTMITES UE CLASES; SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO DE CADA INTERVALO
MARCAS DE CLASE: SON LOS VALORES MEDIOS DE CADA INTERVALO DE CLASE
LIMITES REALES DE CLASE: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXI!_VIO QUE SON .
FRONTERA ENTRE L?S INTERVALOS. ESTOS DEBEN TENER UNA CIFRA DECI-

MAL MAS QUE LOS DATOS.

§

s

EVENTO. (INTERVALO DE ELEMENTOS FRE-- FRECUENCIA
CALIFICACIONES)| OBSERVADOS CUENCIA RELATIVA
A= {51-60) 57,59 2 2/30
B = {61-70) 65,67,67,67,69 5 5/30.,
C = {71-80) . 72,73,73,77,78,78 6 6/30 !
D = {81-90) " 81,81,83,83,83,84, {
. 84,87,88,89,89 11 11/30
E = {91-100) 91,91,93,95,97,99 | 6 6/30 )
L~\\\\ £=30 30/30=1
LIMITES INFERIORES | LIMITES SUPERIORES
DE CLASE \ DE CLASE
EVENTO| LIMITES DE LIMITES REALES MARCAS DE
CLASE DE CLASE CLASE
INFERIOR | SUPERIOR | INFERICR| SUPERIOR
f
A 51 60 50,5 .| 60.5 55.5
B 61 19 60.6 70,5 . 65,5
. . Co |
c 71 30 70.5 80.5 75.5
D 81 90 80,5 90.5 85.5
I 91 100 90.5 100.5 . 95.5




Evento

51-60
61-70

s 71-80

81-90

91-100

ELementos corhedp.

-a Los Aintenrvalos

59,57
67,65,69,67,67
72,73,73,77,78,78,

83,88,84,89,83,84,
89,87,81,83,81

99,91,97,95,91,93

._ . Frecuencia
Frecuencia ~ refativa

2 2/30=0.067( 6.7%)
5/30=0.166(16.6%)
6 6/30=0.200(20%)
11 11/30=0.367(36.7%)
6 6,/30=0.200 (20%)
T30 | 1.000

Frecuencdia
acumulada

2

2+5=7
7+6=13
13+11=24

24+6=30

Frecuencia hrelativa
acumulada

0.067

0.067+0.166=0.233
0.233+0.200=0.433
0.433+0.367=0.800

©0-800+0.200=1.000

s L
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= {X: 50.5 <X <60.5)
= {X: 60.5 <X < 70.5)
©70.5 < X < 80,5)

= {X: 80.5<X<90.5}

M O 0O w »
"
—~—
>

= {X: 90.5<X<100,5}

LIMITES REALES t\IJMITES REALES SUPE-
INFERIORES DE CLASE RIORES DE CLASE

s

A MAYOR NUMERO DE DATOS SE REQUIERE MAYOR NUMERO DE INTERVALOS,
PERO SE RECOMIENDA QUE ESTE NUMERO ESTE ENTRE 5 Y 20, SUPONIENDO
QUE EN PROMEDIO CAIGAN 5 O MAS ELEMENTOS EN CADA INTERVALO. ASI, SI

SE TIENEN 30 DATOS, SE RECOMIENDA USAR 30/5=6 (INTERVALOS.

EL PROCESO DE AGRUPAMIENTO SE INDICARA AL MISMO TIEMPO QUE SE REA-

LIZA EL SIGUIENTE EJEMPLO, N

EJEMPLO

EN UN ESTUDIO ANTROPOLCGICO SE OBTUVO UNA MUESTRA DE 30 ESTATURAS



DE LOS VARONES ADULTOS RESIDENTES EN UNA REGION. LOS DATOS, OR-

DENADOS EN FORMA CRECIENTE DE VALORES, FUERON LOS SIGUIENTES:

160,161,163,163,163,167,167,167,167,168,168,168,169,169,170,

171,171,173,174,175,175,175,178,179,181,181,183,184,187,191 -CM.

OBTENER LA TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS,

SOLUCION: : -

1,

DETERMINACION DEL RANGO DE LA MUESTRA

RANGO = VALOR MAXIMO ~ VALOR MINIMO = 191-160=31 CM

. t i
DETERMINACION DEL NUMERO DE INTERVALOS

.
NUMERO DE INTERVALOS = %g = 6

DETERMINACION DE LOS LIMITES DE CLASE

_ RANGO _ 31 _
ANCHO DE LOS INTERVALOS = goupes = %= = 5.1

TOMAREMbS UN ANCHO DE 6 CM, CON LO CUAL EL RANGO'DEL AGRUPAMIEPTO
ES 6 x 6 =36 CM. LA DIFERENCIA DE RANGOS ES 36~31=5, QdE SE
REPARTE EN LOS DOS INTERVALOS EQUITATIVAMENTE. POR LO TANTO,

LOS INTERVALOS RESULTAN SER: ‘

157-162, 163-168, 169-174, 175-180, 181~-186, 187-192 .

3



4, INTEGRACION DE LA TABLA:"

10.

{7INTERVALO LIMITES REALES| FREC.|FREC, REL. | FREC, | FREC. REL.

INF. SUP. ACUM, ACUg.

157-162 | 156.5 | 162,5 | 2 |4 0,067 | 2 0.067;
163-168 | 162.5 | 168.5 | 10 |30=0.333 |12 | 0.400
169-174 | 168.5 | 174,5 | 7 |4-=0.233 | 19 0.633
175-:80 | 174.5 | 180,5| 5 |35=0.167 | 24 | 0.800
181-186 | 180.5 | 186,5 | 4 |4.=0.133 | 28 0.933
187-192 | 186.5 | 192.5 | 2 |Z5=0.067 | 30 1,000
30 £=1,000 ‘




14,

EJEMPLO
EN UN ESTUDIO SOBRE LA CALIDAD DE LOS MONOBLOCKS PRODUCIDOS POR

UNA FABRICA, SE OBTUVO UNA MUESTRA ALEATORIA DE 100 ELEMENTOS,
A LOS CUALES SE LES CONTO EL NUMERO DE DEFECTOS DE FABRICACION.

LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS QUE SE OBTUVO ES LA SIGUIENTE:

N " . a [ 7 TP
- -

NUMERO DE FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA ACUMULRATZA

DEFECTOS ACUMULADA COMPLEMENTARI
0 4 ‘ 4 96
1 13 17 ' 83
2 33 50 50
3 30 80 | 20
4 15 95 5
. 8 ]
5 5 100 © 0
100 , :
4
lr \
3B —— -

/:fe cuvérc/
~
|
(]
'

g e e A
0 1 2 3 4/ 5 ¢ /\/2 cle 0/6;4%7{95
A
R e T — "““TC‘ "
GQ Lo ’____] .Z/.sﬁyéaaan el
3 F i | frecuenc/as
N E I | | | l | Sevmulodas
J) T .
Ju 50—-——!—-'-__1 |
N L .
i . ' I | | Distriébuoecion of /mauena«a;s
i /7{---—0———1' | B Seum U lDdas com/o/amen%ar/dg
: i
e | >
‘ 1 2 3 4« T & N2 e ofefectss



MEDTDAS REPRESENTATIVAS DE LOS DATOS
MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

VALOR MEDIO O PROMEDIO ARITMETICO

&1 3

‘X = X,
i

Sl

i=1
DONDE X SON LOS VALORES DE LOS DATOS Y n ES EL TAMANO DE LA

MUESTRA.

S5I LOS DATOS(ESTAN AGRUPADOS ¥ fj ES LA FRECUENCIA DEL j-ESIMO

INTERVALO Y xj ES LA MARCA DE CLASE CORRESPONDIENTE, ENTONCES

i

fjxj i K = NUMERO DE INTERVALOS

t]]

il
-3
[ e )

EJEMPLO : N

SEA EL EJEMPLO ENUNCIADO ANTERIORMENTE DE LOS DEFECTOS EN MONOBLOCKS.

SE TENIA:
j |No, DE DEFECTOS | FRECUENCIA
X f £x
1 o . 4 4 x0=0
2 1 13 13 x 1 = 13
.3 2 ' 33 33 x 2 = 66
' _ ~ . 254
5 4 i : 15 15 x 4 = 60 | ¥ = 2.54 DEFECTOS
K=6 5 . 5 ' 5 x g = 25 POR MONOBLQCK
' I=100 I 254
j=1
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MODO~ ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE APARECE CON MAYOR FRECUENCIA
EN UNA MUESTRA. SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS, EL MODO ES LA

MARCA DE CLASE DEL INTERVALO  .QUE TIENE LA MAYOR FRECUENCIA.

EJEMPLO
EN EL PROBLEMA DE LOS MONOBLOCKS EL MODO ES 2. EN EL PROBLEMA
DE LAS ESTATURAS DE LOS VARONES ADULTOS DE UNA CIUDAD EL MODO ES

165.5 CM. ‘

)



e
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MEDIANA: ES EL VALOR DE LA VARIABLE. QUE CORRESPONDE AL 50% DE LA

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA,

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS POR INTERVALOS, LA MEDIANA SE PUEDE
CALCULAR CON LA FORMULA (ADEMAS DE GRAFJCAMENTE, COMO YA SE VIO):

n |
MEDIANA = M = L. + _7__:‘_534;_@
M M

)
DONDE L, = LIMITE INFERIOR REAL DEL INTERVALO QUE CONTIENE A LA
MEDIANA

B . .
£, Y d,6 = RESPECTIVAMENTE, A LA FRECUENCIA Y ANCHO DEL INTER~

" VALO QUE CONTIENE A LA MEDIANA

" F,, = FRECUENCIA ACUMULADA HASTA EL INTERVALO QUE CONTIENE
! ' L
A LA MEDIANA EXCLUSIVE

n = TAMANO DE LA MUESTRA
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EJEMPLO
EN' UN ESTUDIO PARA DETERMINAR LOS TIEMPOS EN QUE UNA MUESTRA ALEA~
TORIA DE INDIVIDUOS REACCIONABA A CIERTOS ESTIMULOS PSICOLOGICOS

SE OBTUVO LO SIGUIENTE:

j MARCA DE CLASE LIMITES TRECUENCIA FRECUENCIA

X, EN SEG REALES Cf ACUMULADA,F TX+SEG
1 0.10 0.075-0,125 2 2 0.20
2 0.15 .+ 0,125-0.175 7T 9 1,05
3 0.20 0.175-0,225 14 23 2.80
4 0.25 0.225-0,275 4 27 1.00
5 0.30 0.275-0,325 3 30 0.90
£=30 o % o£.x,=5.95
=1
- — 5095 - )
X = —56—'— 0.198 SEG

MODO = 0.20 SEG .

3

= = - 0.05 9
dy, = 0.05, L, = 0.20 5= = 0.175, Fy =9 .
n/2 = 30/2 = 15, £, =14
MEDIANA = M = 0,175 = léi%—g 0.05

0.30

M= 0,175 + 13

= 0.175 + 0.021 = 0.196 SEG

\
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MEDTDAS DE UISPERSION f
.RANG0 = MAXIMO VALOR OBSERVADO -~ MINIMO VALOR OBSERVADO

VARTANCIA & SI LOS DATOS NO ESTAN AGRUPADOS;

DONDE LAS xj SON LOS VALORES DE LAS MARCAS DE CLASE DE LOS INTER-

VALOS. T - e T

DESVIACTON ESTANDAR
_ Sz
%= "%
COEFICIENTE DE .VARTACION

Vg = Sx/x



EJEMPLO

21,

EN UN ESTUDIO SOBRE LA TEMPERATURA MAXIMA DIARIA EN UNA CIUDAD

SE OBTUVO LO SIGUIENTE DURANTE UNA PRIMAVERA:

j | INTERVALOS DE |MARCA DE FRECUENCI?[ _ i - 5
TEMPERATURA, °F |CLASE,°F | £ xf| x-x ((x-x) (x-x)"£
1 55 - 63 59 |7 2 "1 118]-21.3!453.7 | 907.4
2 64 = 72 68 6 408 |-12,3{151.3 | 907.8
3 73 - 81 77 7 5391~ 3,3] 10.9 76.3
4 82 - 90 86 9 774| 5.7 32.5 | 292.5
5 91 - 99 95" 6 | 570| 14.7|216.1 |1296.6
30 [2409 3480.6
- _ 2409 _ . :
x — _——30 — 80-3 F = N
2 _ 3480.6 _ )
Sy = /116 = 10.8 °F
vy = %%4% = 0.134 \
- . (13.4%)
MODO = 86
4 =9, L.=72.5, f.=7, r.=8, 2 = 30 - 15
MO M T M T T 2 T2 s
15 -8 g - 92,5+ 9 = 81.5 °F

MEDIANA = M = 72,5 + —5—
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TRANSFORMACTON DE VARTABLES

SEA X UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD- DE PROBABILIDADES -

fx(x), Y SEA LA TRANSFORMACION
Y = g(X) = a + bX

PARA EL CASO EN QUE X ES UNA VARIABLE CONTINUA, EN TEORIA DE PRO-

LTRSS e e

BABILIDADES SE VIO QUE

E(Y) =/ (a+bx) £, (x)dx = a /"€, (x)dx + b f”xfx(x)ax

- GO o OO ca 00

=.a + bE(X) | - .
Y, ANALOGAMENTE QUE y
o2 (Y) = b2e? (%)

(ESTOS RESULTADOS SON VALIDOS TAMBIEN PARA VARIABLES ALEATORIAS

DISCRETAS) : o !

AHORA, SI SE TIENE UNA MUESTRA DE TAMANO n DE LA VARIABLE X, A
CADA VALOR, X 0 DE DICHA MUESTRA LE CORRESPONDE UN VALOR, y » DE

LA MUESTRA DE Y DADO POR . .

. = a + bx, . . ’
Yl i Y

. POR LO TANTO, EL PROMEDIO ARITMETICO DE LAS Yy ES

_ 1
(a + bxi) = H

I-<
il
=R
fl a3

i

e
Y
+

C™
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Y, LA VARIANCIA,

s2(y) = y2-32% = a® + 2abX + b2x%- (a+b%)’ = b%x%-b%%% = b2s? (x)

\

ESTAS TRANSFORMACIONES SE PUEDEN EMPLEAR PARA CALCULAR EL PROMEDIO
§, Y LA VARIANCIA Sz(y) DE LA MUESTRA DE UNA VARIABLE QUE RESULTA
DE UNA TRANSFORMACION Y, CON BASE EN ELLOS, CALCULAR X Y Sz(x) DE

LA MUESTRA ORIGINAL, MEDIANTE LAS ECUACIONES

x = (y - a)/b"
s?(x) = s?(y) /b2

r

ESTE PROCEDIMIENTO AHORRA BASTANTE TIEMPO DE CALCULOS CUANDO{LOS

JATOS ESTAN AGRUPADOS, EN CUYO CASO LOS Xy SON LAS MARCAS DE CLASE.
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EJEMPLO

EN EL PROBLEMA DE LOS RESULTADOS, X;0 DE Uiy EXAMEN SOBRE PEDAGO-
GIA SE OBTUVO LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS INDICADAS EN LAS DOS

PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA:

MARCAS DE CLASE | FRECUENCIAS| MARCAS DE CLASE 5 5
X; fi TRI\NSFORJ!VIILKDA,y:L Yifi Yy yifi
55.5 2 ' 2 -4 4 8
65.5 5 =1 ‘ -5 1 5
75.5 6 0 ol o | o
85.5 11 1 , 11 1 11
95,5 6 2 12 4 24
£=30 £=14 I=48

$ = 14/30 = 0.467, y’= 48/30 = 1.6, S2(y) = 1.6 ~ (0.467)%= 1.382

% = [0.467 = (=7.55)]/(1/10) = 80.17, §2(x) = 1.382/(0.1)2= 138.2

;
CALCULAREMOS EL ?ROMEDIO‘Y LA VARIANCIA DE ESTA MUESTRA, CALCULANDO

PRIMERO ¥ Y S°(y} DE LA TRANSFORMACION

X ™ Cl
y =a+ bx = — C2
-C1 1 ‘
—w---(a—w=—-—-c-:—~ pwbwa-C—«mCON-—Gl-m-MARCA DE CLASE CENTRAL Y-
2 2

czza;ANCHo DE CLASE)

TOMANDO a = =75.5/1¢ y b=1/10 (C,=75.5 y C,=10), SE TIENE
y; = (=75.5 + yy) (10

POR LO QUE
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y; = (=75.5 + 55.5)/10 = 2
y, = (=75.5 + 65.5)/10 = -1
Y, - (=75.5 + i5.5)/10 = 0
y, = (=75.5 + 85,5)/10 = 1
Yg = (=75.5 + 95,5)/10 = 2

OBSERVESE QUE SE OBTIENE y = 0 PARA EL INTERVALO CORRESPONDIENTE A

X. =C Y PARA LOS INTERVALOS CON VALORES MAYORES DE X BASTA

i 1’
Conl TRLE SUMANDO UNA UNIDAD, MIENTRAS QUE A LOS DE VALORES MENORES,

IRLE RESTANDO UNA UNIDAD.
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PRESENTACTON GRAFICA DE LAS DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS
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¢CUAL ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE 180,.57: 30~24=6

LA FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA COMPLEMENTARIA ES: 1-0.800=0.200 (20%)
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EJEMPLO

SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE
CIERTA CARGA ES DE 0.001, DETERMINAR LA PROBABLLIDAD DE QUE EN

2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN MAS DE DOS.

USANDO LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI SE OBTIENE

. \
P{#>2] =1 - p[x<2] =1~ (P(x=0] +P[x = 1] + 2[x = 2])=
_ 4 _;_2 000! 0, 2006, 2 000! 1 1999
= 1 (fmﬁﬁﬁT“bz (0.001) " {(0.999) +T—§§§T—IT(O.GOL) (0.999) :
2 0n0! 2 1998 _ :
+ 1T gggr o7 (0.001) (0.999) } = 0.3255

LOS CALCULOS NECESARIOS PARA OBTENER LA SOLUCION SON BASTANTE MAS
fEDIOSOS QUE LOS QUE DEBEN EFECTUARSE APROVECHANDO QUE EL NUMERO
DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO Es GRANDE; A FIN DE UTILIZAR LA
DISTRIBUCION NORMAL. EN ESTAS CIRCUNSTANCIAS, LA PROBABILIDAD DE
QUE X<2 EN EL CASO DISCRE™C, EQUIVALE A LA DE QUE X<2.5 EN EL

CONTINUO; ASI

u= np=2 000 x 0.6801 = 2
o = /ipg = /2 000 % 0,001 % 0,699 = 1.41
' 2.5 = 2 A
P[x<2.5] = Plz: =3-37~] = P|250.355] = 0.6387
DE DONDE
P{x>25]= 1 - P[X<2.5! = 1 -~ 0.6387 = 0.3613
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EJEMPLO

EN UNA SERIE DE 462 EXPERIMENTOS CON FINES ANTROPOLOGICOS, CONSIS-
TENTES EN MEDIRIEL TAMANO DE LA CABEiA DE LOS INDIGENAS RESIDENTES
EN dNA ZONA TROPICAL, SE OBTUVIERON LOS RESULTADOS ANOTADOS EN LAS
DCS PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA. SI LA VARIABLE ALEA-
TORIA "TAMAﬁO DE LA CABEZA" SE CONSIDERA QUE TIENE DISTRIBUCION

NORMAL, ¢QUE QANTIDAD DE RESULTADOS SE ESPERARIA OBTENER ANTES DE

HACER LAS MEDICIONES, SI SE CONSIDERA QUE u= X = 191.8MM Y

o= s = 6.48MM, DONDE x=PROMEDIO ARITMETICO ¥ s=DESVIACION ESTANDAR

DE LOS DATOS?

_179.5-191.8

_175.5 - 191.8_ X
3 6.48

_171.5 - 191.8_ . =
2 6.48

1= £ 48 =2.51;

~-3.13;

= -~ 190, ETC.

P(-3.13<2<~-2,51) = 0.0051; P(-2,51<%<-1.90) = 0.0227;

P(-1.90<z<-1.28) = 0.0716, ETC.

462 x 0.0051 = 2.4; 462 x 0.0227 10.5; 462 x 0.0716 = 31,1, ETC.
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’["'" - ’ [ ST
" INTERVALO DE NUMERO DE OB~ INTERVALO DE!PROBABILIDAD!| FRECUENCIA
BN om0 | (frecuencin,f)| £7 Tt [Plagsmszgee |[TITEROR
MM > , ; 162 ]
171.5-171.5 3 <~3,1§2:(~2u53)? 0.3051 2.4
171.5-179.5_ | 9 (-2.51)=1-1.90) | 0.0227 10.5
5179.5-183.5 f 29 (~1,90)-(-1.28)! 0.0716 33,1
1183.5-187.5 76 (~1.28)~(=0.66) |  0.1543 1Ly
2185.5-191.5 104 (~0.66) ~ (~0.05 0.2255 164 .2 )
) > -
1191.5-195.5 110 1(=0.05)~ 0.37 | 0.2356 108.9 ;
195,5-199.5 38 0.57 - 1.19 0.1673 77.3 }
!199.5n203.5 | 30 1.19 - 1,80 0.0811 37.5 __j
!203,5-207.5 é 6 1.80 ~ 2,42 0.0281 13.0 /
1207.5-211.5 ! 4 2,42 - 3,04 0.0066 | 3.0
{211.5-215.5 ? 2 3,04 - 3.66 : 0.0011 0.5 .
{215.5~219.5 i 1 3.66 - 4.27 2 0.0001 0.0
TOTAL: 462 TOTAL: 461.6
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DISTRIBUCIONES MUESTRALES
DISTRIBUCION t DE STUDENT

SI SE CONSIDERAN MUESTRAS DE TAMANC n ESTRAIDAS DE UNA POBLACION
CON MEDIA u Y VARIANCIA DESCONOCIDA, PARA CADA MUESTRA SE PUEDE
CALCULAR LA ESTADISTICA

T2 X ¥ T

SX

DONDE x Y Sx SON, RESPECTIVAMENTE, EL PROMEDIO Y LA DESVIACION
ESTANDAR DE LA MUESTRA.

LA DISTRIBUCION MUESTRAL DE ESTA ESTADISTICA ES LA DISTRIBUCION
"'t DE STUDENT', CUYA ECUACION

1
r(z[v+1]) z -
£(t) = _i[_v_1]_ (1 + _t_é) (v+1)/2
vum I‘(—Z—n) v

DONDE v=n-1 ES EL "NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD"
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"Ent .ices, el valor de Z es

31 - 0.9
/ (037 (047
100 100

a) Puesto que se trata de una prueba de dos colas a un nivel de significancva c2
0.05, Ia diferencia es significativa si z se encuentra fuera del intervaio de -1.96 a 1.90. Co-

mo este es el caso, puede concluirse que efeetivamente existe diferencia significativa en la

ganancia en voltaje de los transistores,

b}  Silu prueba es a un aivel de significancia de 0.01, la diferencia es significativa
st z se encuentra fuera del rango de —2.58 a 2.58. Partiendo del hecho de que z = 2, ia
diferencia entre las ganancias es producto del azar, y se acepta la hip6otesis de que ambos
tipos de transistores tienen igual ganancia media en voltaje a un nivel de confianza de 99 por
ciento.

3.4 Muestras pequeiias

Como ya se indicd, para muestras grandes (n 2 30) las distribuciones
muestrales de muchas estadisticas son aproximadamente normales, siendo tanto mejor
la aproximacidn cuanto mayor es el tamafio de n. Sin embargo, cuando se trata de muestras
en las que n < 30, llamadas muestras pequenas, 1a aproximacion no es suficienternente buena,
por lo que resulta necesario introducir unu teoria apropiada para su estudio.

Al estudio de las distribuciones muestrales de las estad {sticas para mues-
tras pequefias se le llama reoria estadistica de las muestras pequefias. Existen al respecto
tres distribuciones importantes: Ji cuadrada, F y t de Student.

3.4.1 Distribucion Ji cuadrada (x?)

Hasta ahora solo se ha tratado la distribucién muestral de la media.
En esta seccién se verd lo concerniente a la distribucién muestral de la variancia, S32,
para muestras aleatorias extraidas de poblaciones normales. Puesto que Sy no puede ser
r=.at ., es de esperarse que su distribucion = =stral no sea una curva normal, ya que esta

-
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. . ] P
t:2ne ordenacdas mayvres de cero en el lado de las abscisas negativas, De hecho, la estadistice
[
S% se puede estudiar si se consideran muestras aleatorias de tamafio n extraidas de.una po-

blacion normal con desviacion estdndar oy y si para cada muestra se calcula el valor-de la
estadistica

X? = e (3.14)

donde S;, es la variancia de la muestra.

El nimero ali& grados de libertad, v, de una estadistica se define.como

§

v=n-k ¢

siendo # el tamafio de la'muestra y k el nimero de pardmetros de la poblacidon-que deben
estimarse a-partir de eila.

La distribucién muestral de la estadistica x? estd dada por la ecuacibn

a %Xt
e

Fo4) =Ux""

en la que U es una constante que hace que el 4rea total bajo la curva resulte igual a uno, y
v = n -~ | eseellnimero:de grados de libertad. Esta distribucién se llama Ji cuadrada, misma
que se presenta en la fig 21 para distintos valores de v.

Fig 21. Distribucion Ji cuadrada para distintos valores de v



TABLA 8. VALORES CRITICOS x2

2 2 2 2 2 2 2 2
v x.2995 x.99 x.915 x.295 X.290 X .75 X .50 X .25 X .10 x.OS xz.OZS x.Ol x.2005
1 7.88 6.63 5.02 3.84 271 1.32 455 102 .016 .0039] .0010] .0002] .0000
2 10.6 9.21 1.38 5.99 61 2n 1.39 S715 211 103 .0506] .0201] .0100
3 12.8 11.3 2.3 7.81 6.25 4.11 2.37 1.21 584 .352 216 115 .072
4| 149 13.3 i1 9.49 1.76 5.39 3.36 1.92 1.06 11 483 297 .207
5 16.7 15.2 12.8 iL1s 9.2 6.63 4.35 2.67 1.6l 1.1 831 554 413
6| 185 16.8 14.4 126 10.6 7.84 5.35 345 2.20 1.64 1.24 872 676
71 203 18.5 16.0 14.1 12.0 9.04 6.35 4.25 2.83 2.18 1.69 1.24 98¢
8] 220 20.1 17.5 155 13.4 10.2 7.34 5.07 3.49 2,713 2.18 1.65 1.34
91 236 217 19.0 16.9 14.7 114 8.34 5.90 4.17 333 2,70 2.09 1.73
10| 25.2 23.2 20.5 18.3 16.0 12.5 9.34 6.74 4.87 394 3.25 .56 2.1
11} 26.8 24.7 21.9 19.7 17.3 13.7 10.35 1.57 5.58 4.57 3.82 3.08 1.60
12 | 283 26.2 23.2 210 18.5 148 113 8.44 6.30 5.23 4.40 3.57 3.07
13 ] 298 | 277 247 224 19.8 16.0 i2.3 9.30 1.04 5.89 5.01 4.11 3.57
14 ] 313 29.1 26.1 237 21.1 17.2 13.3 10.2 1.719 6.57 5.63 4.66 4.07
15 | 327 30.6 27.5 25.1 223 18.2 14.3 11.0 8.55 7.26 6.25° | 5.2 4.60
16 | 343 320 28.8 26.3 23.5 19.4 15.3 11.9 9.31 1.96 6.91 5.6t 5.14
171 357 334 302 276 24.8 20.5 16.3 12.8 10.1 8.67 7.56 6,41 5.70
18 | 37.2 34.8 3Ls 289 26.0 216 17.3 13.7 10.9 9.39 8.23 1.01 6.26
19 | 386 36.2 32.9 30.1 27.2 22.7 18.3 14.6 1173 10.1 8.91 7.63 £.84
20 | 400 37.6 34.2 314 28.45 23.8 19.3 155 124 10.9 9.59 8.26 7.43
21 | 414 38.8 35.6 327 29.6 24.9 20.3 16.3 13.2 11.6 . 10.3 8.90 8.02
22 | 428 40.3 368 339 308 26.0 213 17.2 14.0 123 11.0 9.54 8.64
23 | 442 41.% 38.1 35.2 32.0 27.1 22.3 18.1 14.8 13.1 11.7 10.2 9.26
24| 456 43.0 394 36.4 33.2 28.2 23.3 19.0 15.7 13.8 124 10.9 9.89
25 | 469 44.3 40.6 317 344 293 24.3 19.9 16.5 14.5 13.15. | 113 10.5
26 | 48.3 45.6 41.9 389 35.6 304 253 20.8 17.3 154 13.8 12.2 11.2
27 | 49.6 47.0 43.2 40.1 36.7 315 26.3 217 18.1 16.2 14.6 12.9 11.8
281 510 48.3 44.5 413 379 32.6 27.3 227 18.9 16.9 15.3 13.6 12,8
29 | 523 49.6 45.7 425 39.1 33.7 28.3 23.6 19.8 17.7 16.0 14.3 13.1
30| 537 509 47.0 43.8 40.3 348 29.3 245 20.6 18.5 16.8 15.0 13.8
40 | 66.8 63.7 59.3 55.8 518" | 45.7 39.3 33.7 29.1 26.5 244 22.2 20.7
50§ 795 76.2 714 67.5 63.2 56.3 49.3 430 377 348 324 29.7 280
60 | 92.0 88.4 83.3 79.1 74.4 67.0 59.3 52.3 461.5 43,2 405 315 355
70 ] 104.2 100.4 95.0 90.5 85.5 77.6 69.3 617 .| 553 317 48.8 45.4 433
80 | 116.3 112.3 106.6 101.9 96.6 88.1 79.3 711 | 643 60.4 57.2 53.5 51.2
90 | 128.3 124.1 118.1 113.1 107.6 98.6 85.3 80.6 73.3 69.1 65.6 61.8 59.2
100 { 140.2 135.8 129.6 124.3 118.5 109.1 99.3 90.12 | 824 719 74.2 70.1 67.3
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No obstante que la distribucién Ji cuadrada solo se ha presentado. en
el estudio de las muestras pequefias, cabe aclarar que es vdlida para aquellas mayores de 30 si
la variable aleatoria involucrada tiene distribucion normal.

3.4.1.1 Intervalo de confianza para la variancia

Tal como se hizo para la distribucién normal, se pueden establecer in-
tervalos de confianza para la variancia de la poblacién en términos de la variancia de wuna
muestra extraida de ella, a un nivel de confianza dado 1 — a, si se hace uso de los valores
criticos X c’ de la tabla 8. Por tanto, un intervalo de confianza para la estadistica x?2,,
estaria dado por

nS}
< x3?

2
X2 < s 2

g

donde X : y X :‘ son los valores criticos para los cuales el (1 — a)/2 por ciento del 4rea se
encuentra en los extremos izquierdo y derecho de la distribucién, respectivamente.

Con base en lo anterior, se concluye que

2 2
nSX \ nSX
3 0o < 3
xG xC’

es un intervalo de confianza para estimar a o? a un nivel de confianza 1 — a.

3.4.1.2 Prueba de hipétesis para la variancia

La pruebade hip6tesis para la variancia de una poblacién normal se efec-
taa calculando el valor de la estadfstica x* y estableciendo las hip6tesis H, y H| apropiadas,
es decif, se adoptan reglas de decision similares a las usadas para la estad istica Z.

Ejemplo

La variancia del tiempo de elaboracién de cierto producto es igual a
40 min; sin embargo, su proceso de manufactura se modifica y se toma una muestra de
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Normal

Fig 23. Distribucion t de Student para distintos valores de v

En la fig 23 se aprecia que conforme v (0o 1 el tamaiio de !a muestra) aumenta, la distribu-
cién de f (¢) se aproxima a la distribuciéon normal.

3.4.3.1 Limites e intervalos de confianza

De manera similar a como se hizo con la distribucién normel, es posi-
ble estimar los limites de confianza de la media, u, de una poblacién mediante los valores
criticos, t., de la distribucion ¢, que dependen del tamafio de la muestra y del nivel de con-
flanza deseado, encontrdndose dichos valores en la tabla 10.

Asi pues

representa un intervalo de confianza para ¢, a partir del cual se puede estimar que u se
encuentra dentro del intervale

o, 3 o, |
-l u< X+ L,

\/n———l vn-1

En términos generales, los limites de confianza para la media de la
poblacién se representan como

X —t

4
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TABLA 10. VALORES t, PARA LA DISTRIBUCION

t DE STUDENT

0 1o

v t.995 1.99 t.97$ '.95 ! 90 d .80 t.75 70 d 60 55

1 | 63.66 31.82 [ 1271 631 | 2.07 1.376 | 1.000 727 | 325 | .1s8

2 9.92 696 ! 430 292 | 189 1.061 | 816 617 | 289 | .142

3 5.84 454 | 3.8 235 | 164 978 | .765 584 | 275 | .38

4 4.60 375 | 218 213 | 153 941 | 74l 569 | 2711 | .134

5 4.04 336 | 2.58 202 | 148 920 | .727 560 | 267 | 132

6 3.71 314 | 245 194 | 144 906 | .718 553 | 265 | 131

7 3.50 300 | 236 191 | 143 896 | 11 549 | 263 | .130

8 3.36 290 | 231 1.86 | 1.40 889 | .706 546 1 262 | .130

9 3.25 282 | 226 1.83 | 138 883 | .703 543 261 | 29
10 3.17 276 | 223 181 | 137 879 | .700 s42 | 260 | .29
1 311 272 | 220 180 | 136 876 | 697 sS40 | 260 | .129
12 3.06 268 | 218 178 | 136 873 | 695 539 | 259 § .28
13 3.01 265 | 216 177 | 136 871 | 694 538 | 259 ¢ .128
14 2.98 262 | 214 176 | 134 868 | .693 537 | 258 | .28
15 2.95 261 | 2.3 175 | 134 866 | .691 536 | 258 | .128
16 292 258 | 212 175 | 134 865 | .6%0 535 | .58 | .128
17 290 257 | 211 174 | 133 863 | .689 534 | 257 | a2
18 2.88 255 | 210 173 | 133 862 | .688 534 | 251 | .z
19 287 254 | 2.09 173 | 133 861 | 688 533 | 257 ) a7
20 2.84 253 | 2.09 172 | 132 860 | .687 533 1 257 | a2
21 2.83 252 | 2.08 172 | 132 859 | .686 532 | 256 | .27
22 2.82 251 | 207 172 | 132 858 | .686 532 | 256 | a7
23 2.81 250 | 2.07 171 { 132 858 | .685 532 | 256 | a7
24 2.80 249 | 2.06 171 | 132 857 | .685 531 | 256 | 127
25 2.79 248 | 2.06 11 | o132 856 | .684 531 | 256 | 127
26 278 248 | 205 171 | 132 856 | .684 531 | 256 | a27
27 2.7 247 | 205 171 | L3t 855 | .683 531 | 256 | a27
28 2.76 247 | 2.05 170 | 131 855 | .683 530 | 256 | 127
29 276 246 | 2.04 170 | 131 854 | .683 530 | .256 | .127
30 2.75 246 | 2.04 170 | 130 853 | .683 530 | 256 | a27
40 2.70 243 | 202 168 | 130 | - 851 | .e81 529 { 255 | .36
60 2,66 239 | 2.00 167 | 130 848 | .679 528 | 254 | .26
120 2.62 236 | 198 166 | 1.29 845 | 677 526 | 254 | .126
o 2.58 233 | 196 1645 ] 1.28 842 | 674 524 1 253 | 126
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4. TAMANO DE LA MUESTRA

Por: M en I Augusto Villarreal Aranda*

Dentro de un plan de muestreo, cuando ya se ha establecido la car
racteristicq {o caracteristicas) a estimar, asf -como el ;ivel de-

confianza y el grado de precisifn requeridos, se debe decidir cuédl
debe sér’el tamafio de la muestra o n@mero de elementos a seleccio-
nar por él procedimiento de muestreo gue vaya a emplearse, en for-

ma tal que los resultados que se obtengan no sean en exceso costo

sos O imprecisos. \ \

-3

Una vez que se ha fijado el error méximo admisible, que represen-
ta la precisi6n minima que se exige tengan los resultados, asf co
mo el nivel de confignza P = 1 ~a, se reqdiere conocer ademis,

en la forma m8s precisa pasible, la variabilidad de la poblacifbn, -

* Secnetarnio Académico, Divisibén de Estudios Superiores, Facultad
de Ingenieria, UNAM y Profesor Linvestigadonr, Instituto de Inge-
nieria, UNAM



va que cuanto mis dispersos estén los vaiores! de la variable
N N ‘l
asociada a ella mds arriesgado ser& el utilizdr una muestra de

tamano pequefio.

A continuacifn se expondrd el procedimiento para seleccionar el
tamano de muestra més adecuado en el caso del muestreo aleatorio
simple © irrestrictamente aleatorio (sin remplazo), MAas adelante
se estudiardn los m&todos para calcular el tamafic de la muestra

para otros procedimientos de muestreo,

4.1 Tamafico de una muestra aleatoria simple (Medias)

En este caso se trata de estimar la media p de una poblacién cor

variable aleatoria asociada X mediante el empleo del promedio

aritméticofﬁffobtenidofdegunafmuestrafaleatoriafdegtamaﬁofnfcon
un error midximo admisible absoluto e’y un nivel de confianza Pk;
Es natural que a la probabilidad PK le corresponderd un cierto
valor de desviacién K, obtenido a partir de la desigualdad de
Chebyshev, o bien considerando a K como el.nﬁmero de desviacio-

nes esténdar para una distribucidn normal o para una 4 de Student.

El procedimiento para obtener el tamano de la muestra se fundamen

ta en el hecho de que

P{§~Ko-i\<'us')f fKo-)(-}éP =1-g

o sea que con probabilidad o nivel de confianza P  se puede ase-

gurar que el valor de u de ﬁha‘poblacién se encuentra dentro del



intervalo
(X ~ KG; : X + kci)

Lo anterior implica que-los lfimites de confianza del PK $ para es-

es decir, que el error en la estimacibn del valor de . es, en va-

ior absoluto,

|error en la estimacién de u| = Kag (4.1)

Por lo tanto, es posible escribir

|error mdximo admisible| = |error en la estimacibn de | = e

4.1.1 Muestreo de una poblacién finita

X
tdndar de la distribucién muestral de X (o error estindar de X)

De la inferencia estadfstica, el valor de ¢= , la desviacibn es-

/
cuando ‘la poblacién es finita es




siendo K la desviaci®n correspondiente al nivel de confianza Pk
N_ el tamahc de la poblacién, a§ la variancia de esta Gltima vy n

el tamano de la muestra. . .

Puesto que se desea conocer el tamafio de la muestra, &ste se pue-
de obtener despcjando de la ecuacisn anterior el valor de n.  Pa

ra ello, se requiere eievar al cuadrado ambos miembros, es decir

2 2 NE - n o
A e
. P
2 .2 - K2 .2
02 = K ox Np K ox n
(N - 1)n
despejando a n:
2 - = w2.2 - 252
ne (NP 1) K oxNP K oxn

2N - 2 = R242N - W22 -
ne Np ne K opr K cxn

2 - 2 2,20 = 1242
ne Np ne< + K o n k Upr

°

2 - @2 2,2
n(e Np e+ + K ox)

i

2,2
,k UXNp

K252
opr

o N = e ey
\ eNp ef}-ch

(4.2)




La f6rmula anterior permite obtener el tamaiio -de la muestra consi
derandé conocidos K, e, N, ¥ o§ . Puesto que el valor de oi de la
poblacibn usualmente se desconoce, se debe estimar previamente ep
forma adecuada considerando la iﬁformacién‘disponible<de pdblécié

nes semejantes a la que deberd muestrearse, o tomando una muestra

preliminar suficientemente grande de dicha poblacién.

Puesto que el tamano de la muestra debe corrésponder a un ntimero
enterc positivo, se deberi asignar a n el valor entero mis pré6ximo

por exceso al obtenido mediante la f6rmula 4.2.

4.1.2 Muestreo de una poblaci6n infinita

Cuando el muestreo se realiza a partir de una poblacibén infinita,

el valor de oy , la desviacién estdndar de la distribucibn muestral

de X , es

o
X

5

o= =
X

en ‘donde oy s la desviaci6n estdndar de la poblacifn y n el tama-

no de la muestra.

Considerando la ecuacién 4.1, se puede escribir en este caso

g
= K —

X S

|error en la estimacibn de u| = e = Ko

Para obtener el valor de n, se elevan al cuadrado ambos miembros

de la expresién anterior, es decir,



Por 'lo cual

Para resaltar al hecho de que en este caso el tamafio de la muestra
se obtiene a partir de una poblacidn infinita en lugar de emplear

n se puede emplear n_ , es decir

K2 g2
X
n, = —* (4.3)

Al igual que en el caso de una poblacién finita, el tamano de la
muestra dado por la ec 4.3 debe corresponder a un n@imero natural,
por lo cual se debe aproximar por exceso al valor entero méds cer-

cano. ¢

4.1.3 Comparacibn entre n y n_

Si se divide entre Npe2 el numerador y el denominador del miembro iz

quierdo de la ecuacibén 4.2, se obtiene

2.2
K OXN K20§
Npe? T
n =-—vy a7 oy = 22
e Np e + K °x ) _.ﬂ; . K °x
N_e< ) N -7 N e?
p p p
2.2
K ox
—
n = : Kzoz



Y. considerando el valor de n_ dado por la ec 4.3, se obtiene fi-

nalmente
n : Lo
n = . © (4.4)
1 +ﬁ-— (l"l‘I° - 1)
P

Como se puede apreciar de }a ec 4.4,el valor de n es menor que el

de n_ , a mencs que Np = o,

4.1.4 Empleo adecuado de n y n_

Para una poblaci6n finita, se definira la fraccibn de muestreo
como
noo
fraccibn de muestreo = fm = —
P

siendo n_ el tamafio de la muestra calculada con la ec 4.3, y Np el

tamano de la poblacidn.

Al obtener el tamano de la muestra cuando se trata de una poblacidn
finita, usualmente se acostumbra emplear la f6rmula 4.3, que propor
ciona dicho tamaifio para poblacién infinita, y considerar como bue-

no dicho valor siempre que se cumpla la condicién

fm ¢ 0.05

Lo anterior quiere decir que en la prictica se calcula el valor de

[e-]

n ,y si nm/Np cumple con la condicién mencionada, entonces se

considera que n_ es una aproximacibén satisfactoria de n. §i la



condicién no se cumple, entonces se emplea la ec 4,4 para obte-

ner el valor de n.

Es claro que tomando como tamafio. de la muestra a n_ siembre'se
estard del lado mds prudente, en el sentido de que se toma una |
muestra igual o mayor gue la necesaria. Sin embargo, la eficien
cia del disefic exige que el gasto y el tiempo dc muestreo no sean

superiores & les gue haya que efactuar.

Ejemplo 4.1

Sea una poblacifn normal finita con variancia aproximadamente igual

a 500.. Se desea obtener una muestra aleatoria para estimar median

\ .
te X a la media poblacional My ¢ CON error en la estimaci6n no ma-

yor-de—10—ynivel—de confianza igual a 90%. Obténgase el valor dec

n considerando que el tamaiio de la poblacién es igual a

a. 1060 .
b. 100

Solucibn
a. Puesto que o§ = 500, e =10y 1 - a = 0.90, trat&ndose
- de una poblaci6én normal se tiene que

por lo cual

252
Koy _ (1.645)% (500)

non = Y 102




= (2,706) (5) = 13.53

an = 14

«

En virtud de que en este caso

e 14

N_ ~ 1000
p 1

fm = 0.014 < 0.05

. /
se considera que n = 14.

En este caso

fm =27 = 0.14 > 0.05

por lo cual se emplea la ec 4.4 para obtener el valor

de n, es decir,

_ N B 14
n= 1 = 1
1*;‘\1_(“«,'1) 1+'17)_6(14-1)
p.
3 14 14
o TToC 12.389
100

13

e}
]
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Ejemplo 4.2

Cierta universidad cuenta con 4726 estudiantes, y se desea cono-
cer el rendimiento acadé&mico medio de todos ellos, en térﬁinos &e
una escala de caiificacibn que va de cero a cien puntos. En eétg
dios semejantes en otras universidades, se obtuvo que la desvia-
cibn estlndar de las calificaciones es aproximadamente igual a 7
puntos. Si el error en la estimacibn de la media de calificacio_
nes no debe ser mayor de un punto en valor ﬁbsolutoly el nivel de
confianza es igual a 99%, ¢cudl debe ser el tamaho de la muestra

para realizar la estimacibn?

Solucibn

En este caso, aproximando la distr;pgg;ég_mpest;g;;ggugrmJ@iggtgL
o B ERER RERMy GET AT e ibucidn muestre

la distribucibn normal, se debe considerar que

P =1 ~-oa=0.99 a K = Z0.495:=2°58

Q
[~
Il
~}
N
"
o
0
0]
il
=
e
c
o
ot
o

Por lo tanto,

2 2 |
_fe %% _ (2.58)2 (49)

) el (1)2

(6.656; (49) _ 326.144
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O sea ' n = 327

(-]

Puesto que

n
_ e 327 _
fm = = 175¢ 0.0692 > 0.05

P

n, _ 327
n-= 1 = 1
1 +==(n_ = 1) 1+ —=se (327 - 1)
P
327 327
= T, 3% 1.069 305.989
4726

s n = 306

Ejemplo 4.3

Una muestra aleatoria de 14 observaciones de la altura alcanzada

por cierto tipo de planta arrojd6 los siguientes datos:
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N¢ de elemento Altura, X, en pulgadas
1 52.3
2 48.1
3 55.7
4 56.8
v 5 50.1
6 49.2
7 47.7
8 50.8
9 57.9
10 52.5
11 54.7
12 49.6
13 53.9
14 56.0

Obténgase el tamafo de muestra necesario para asegurar, con una
probabilidad igual a 0.95,que el error en la estimacién de la me-

dia de alturas de esta variedad de planta no sea mayor del 2.86%.

Solucdidn

Se deben obtener primero los valores de X % S§ de la muestra, con
los cuales se estimardn los de uy Yy oﬁvde la poblacién. Para ello,

se dispone la informacibén en la forma siguiente :



2

Xi Xi
52.3 2735.3
48.1 2313.6
55.7 3102.5
56.8 3226.2
50.1 2510.0
49.2 2420.6
47.7 2275.3
50.8 . 2580.6
57.9 3352.4
52.5 2756.2
54.7 2992.1
49.6 2460.2
53.9 2905.2
56.0 3136.0

) 735.3 38766.2

Por lo tanto,
15 1
X =..I.\1..i£1xi ='TZ'(735'3) = 52.52 pulgadas
n
1l I = 1
2 - 2 o x2 =L - 2
Sx e Xz X 14 (38766.2) (52.52)

= 2769.01 -~ 2758,35 = 10,66 pulgadas

Puesto que el error en la estimacibén de la media no debe ser ma-

yor del 2.86%, y el estimador de uy, es X = 52,52, se tiene que



e = 52,52 (0.0286) = 1,5 pulgadas

Por otra parte, se desconoce el valor real de oi de la poblacién,
ademds de que Si, su estimador, se ha obtenido de una mucstra me-
nor de 30 elementos. Por lo tanto, la distribucibn tedrica a la
cual se debe aproximar ia muestral debe ser la £ de Student, sien
do en este caso K = tc - Sin embargo, puesto que en este caso se
estima oi mediante Si de la muestra, se debe tener presente que

el error en la estimacibn de My es

O sea, elevando al cuadrado

Yy, despejando a n,
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Por ser muestreo de poblaciBn infinita, se puede escribir final-
mente

n = _—._.._...’-(—-{- 1 (4.5)

Ya que el valor de tc depende del nfimero de grados de libertad de
la muestra v, y este (ltimo depende del tamano de la muestra (ya

que v =n - 1), la f6rmula anterior éara obtener el valor de n_

contiene dos incbgnitas. Por ello, se sigue el siguiente proceso
iterativo para obtener el valor de n_ :

='Z

1. Se hace £ 0.475

D.025 , es decir

z = 1.96

0.025

Con dicho valor de tc se obtiene

(1.96)2 (10.66)

n = + = R = o =

- 15)2 1=18.2+ 1= 19.3 = 20
De la tabla de la distribucién t, se obtienc to 025 = 2.09,
para v = 20-1 = 19 grados de libertad.

2. Se toma ahora to.ozs = 2,09, y se obtiene
2
n_ =2:09)° (10.66) 3 - 30,7 4+ 1= 21.7 = 22
(1.5)2

De la tabla de la distribucifn £, se obtiene % = 2.08,

0,025
para v = 22-1 = 21 grados de libertad.
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3. Se toma ahora %, ,,. = 2.08, y se obtiéne

2 1
n, = (20807 (10.66) 4 - 20,5 + 1 = 21.5 ~ 22

® (1.5)2

En estae paso se obtiene un valor de n_ igual al del pa~
SO anterior, por lo que se puede considerar gue el tuama-

no de muestra adecuado es igual a 22 plantas.

En este casn la poblacifn es infinita, por 1o cual no se
requiere hacer la correccibn para poblacibn finita con
la ec 4.4. 5in embargo, debe aclararse que es posible
emplear la ec 4.5 para obtener n_ primero y, si la pobla
" cién de la que se muestrea es finita, usar después la ec

4.4 para obtener 21 valor de n corregido.

4.2 Tamafio de una muestra aleatoria simple (Totales)

Una caracteristica o par@metro poblacional de gran interés es el

total, que corresponde a la suma de todos los valores y; dque cong

tituyen la poblacibén, es decir,

en donde Y denota al total, y Np es el nfimero de elementos de la

misma.

Si se multiplica y divide por Np el 2° miembro de la escuacidn ance



rior, se obtiene

1

Es decir, el total de una poblacifn es igual al tamafio de la mis-

ma rnultiplicado por la media correspondiente.

Cono estimador puntual del total de 1la poblacidp se puede tomar

el de la estadistica

en donde Y es el promedio aritmético de la muestra, vy Q.un estima-~

dor insesgado en virtud de que

E (Y} = E {N ¥} = ¥} = =y
{¥} { D } NpE {Y} Np Hy

Por otra parte, la variancia de la distribucifn muestral de ¥ es

= Var {Np?} = Né var {¥}=N° o

2 2
p ¥

y la desviacidbn estélndar es

Gy = 0. = =N o=
? NpY p Y P S Np 1
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De igual manera a como se hizo para las medias, el wvalor del ta-
mafio de muestra para estimar el total con un nivel de confianza y

un error absoluto dados, se oblLiene en la forma siguiente

, 0% Np - n
- w2 w2
e K2 N2 - gE—
P
2 3 2 . 2 2 2
. K Np CY K< N GY n
e =
n(N - 1)
p
K2 N2 02 K2 N3 0-2
n (1 t — p_Y )" vy R_Y
\ e4(N_=1) e (N—1)
P
O sea
2 3 2
_ K NP OY

2 - 2 2 2
e (Np 1) + K Np oy

Dividiendo el numerador y denominador de la expresidn anteriocr ern

tre Npez, se obtiene

213 2
K Np GY
__A—-2__—-
R
e?N._ ~ e? + K?N_2? o2
P P

Y
N _e?
p

n =

2.2
N2 K Oy
P e?

£ ¥ 2

1 -1 4 Np K oy

3

Considerando la ec 4.3, queda finalmente
NZ
P " (4.6)
1+ L (N; n_ - 1)

Np

n =

@



19.

EfempLo 4.4

Con el fin de hacer una solicitud al Gobiernoﬂ'se recogieron fir
mas de habitantes de una ciudad en 676 hojas, Cada hoja tenfa
espacio suficiente para 42 firmas, pero en varias hojas se reco{
lectd un nfimero menor de ellas. Para obtener una estimacién del
total de firmas, se contdé el nfimero de firmas por hoja en una
muestra aleatoria de 50 hojas, obteniéndose los datos que apare-

cen én la tabla siguiente:

NGmero de NGmero ce
firmas,y; hojas, f;
42 23
41
36
32
29
27
23
19
16
15
14
11
10

o

H RPN WHEPRRRRNDNDRRNR R R

W & U6 3 W

Obtener el tamano de muestra necesario para estimar el valor del
otal de firmas con un error absoluto igual al 5%, considerando

un nivel de confianza igual a 95%.
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Solucibn : Por convenienci. para realizar los célculos, se dis

. pone la informacién en la forma siguiente:
!

Y £, ' £y, £.v?
42 23 1764 966 40572
41 4 1681 164 6724
36 1 1296 36 1296
32 1 1024 32 1024
29 1 841 29 841,
27 2 729 54 1458
23 1 529 23 529
19 1 361 19 361
16 2 256 32 512
15 2 225 30 450
" 14 1 196 14 196
11 1 121 11 121
10 1 100 10 100
9 1 81 9 81
7 L 49 7 49
6 3 36 18 108
5 2 25 10 50
4 1 16 4 16
3 1 9 3 9
) 50 1471 54497
_ 1 129
Y =350 421 £ Y3 = 5o = 29.42
s2 =k ¥ E g2~ (p? = 33897 . (29.42)%=
Y 50 i=1 i 50
= 1089.94 - 865.44 = 224.5
Entonces

Y=N_Y = 676 x 29.42

19888 firmas
p



Y, puesto que el error absoluto debe ser iguai,al 5%, se tendri-

(

e = (0.05) (19888) = 995
Por otra parte, el tamano inicial de muestra igual a 50 permite
suponer que la estimacién de o% de la poblacifn es suficientemen

te buena con S% + ¥ que la distribucifn muestral de totales puede

aproximarse mediante la normal. Por lo tanto,

K =2 = 1,96
5

0.475
N = 676
P
2 2 g2 =
oy SY 224.,5

K202 N
N?n = N2 Y _ (676)2 (1,96)2 (224.5) _ 397.9
p « P e? (995) 2
2
n = Mple ) 397.9
5 = 1 .
1+ N (anoo 1) 1+ 25 (397.9 - 1)
_ 397.9  ._ 397.9 _
= T1+0.58 ~ 1.58 _ 2°1.83



4.3 Tamano de una muestra aleatoria simple (Proporciones)

4.3.1 Antecedentes

Supbngase una poblacifn binomial de tamafio Np tal que cada uno
de sus elementos inicamente puede estar en una de dos clases:

A o B (buenos o malos, negros o blancos, grandes o chicos, etc).
La proporci8n de elementos de 1is poﬁlacian gue estdn en la clase

A es

. A
P o=
P

~

Yy la proporcidn de elemtos que estdn en B es

- B
Q = S
P
por lo cual
P+Q=-2-+-2-=1 . (@a+3=nN)
Np Np ) P

Si a todos los elementos Xi de .a poblacifn que estln en A se

les asigna el valor 1 y a los de B el 0, se obtiene

P
p = A _ 151 Xi = u
= = =gy = U,
Np p X

|

Es decir, la proporcidén puede considerxarse ua caso particular de
r

la media cuando los elementos de. la poblacifn son unos y ceros,
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La variancia es

N
P
2:....;.'_. - 2
a N 121 (Xi P)
P .
O sea
N
1 P
02 = -2~ L. X2 - P2
Np i=1 i

Sin embargo, como xj s6lo puede ser igual a uno o cero, se tiene

que X; = Xi,,por lo cual

N
1 P .
02 = 5~ I, Xy - P P-P P(1 - P) = PQ

En virtud de lo anterior, si se muestrea sin remplazo y con ta-

mano n de una poblacién binomial finitq’para estimar la propor-

cién de elementos con cierta caracterfstica, se obtienen, consi

~

derando que la proporcidén se puede calcular como una media, los-
siguientes par8metros de la distribucibén muestral de proporcio-

nes

.o %x L;={QJ§9_1;
P /o Np - ' n Np -

Si la poblacifn es infinita, se obtiene

= p
"p
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QX
o= I =
v

P n

estimdndose P_en ambos casos con el valor de p de la muestra,

si se desconoce P de la poblacibn.

En la prdctica se considera que la distribucifn muestral de pro
porciones es aproximadamente igual a la normal para tamahos de

muestra mayores o0 iqguales a 30 elementcs.
4.3.2 Obtencidn del tamano de la muestra
Aprovechando el hecho de que la proporcifn se puede calcular

como una media simple, las ecs 4.3 y 4.4 se pueden emplkear en

este caso para obtener el tamano de la muestra haciendo o§ = PQ,

Entonceb,

2
n = K2 PO (4.7

para muestreo de poblacidbn infinita, y

n

@
»

n= -
1
1 "i'i\-]—"(nw 1)

P

para muestreo de poblacidn finita con tamano Npg

Usualmente se calcula primero el valor de n_, v si la fraccién de

muestreo es mayor de 0.05, se calcula a continuacidn el valoxr de n.
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Ejemplo 4.5

En una colonia con 4000 casas se desea estimar el porcentaje de
inquilinos que son a la vez propietarios de su casa, con un

error esténdar en la estimacifén no mayor del 1%. Se supone,

de estudios semejantes, que el porcentaje real de inquilinos-
propietarios se acerca al 10%. ¢Cufntas casas se deben muestrear

para que se satisfaga la condicibn establecida?

Solucibn

—

El error esténdar ern la estimacifn de P de la poblacibn es

oo [0 /Np - n
n N =1
P p

y no debe ser mayor en este caso del 1%, Por lo tanto, siendo

Np = 4000, P=0.1y Q=1 -P = 0.9, se obtiene

. (0.1 (0.9) [4000 - n
0.01 = J o \/4000—1

|

Elevando al cuadrado y realizando operaciones algebraicas

. 0,09 4000 - n
0,0001= n 3999




B
On
L

360 - 0.09 n
3999 n

0.0001 =

0.3999.n= 360 - 0.Q09 n

n(0,39%9 + 0.09) = 360

= ..360
n = -xTgeg - 134.84

n = 735 casas

28

Ejemplo 4.6

En un estudio antropol8gico para estimar el porcentaje de habitan

tes de una isla con sangre del grupo 0, se obtuvo una muestra alea

toria de 50 islenos, en la cual 22 de ellos pertenecen al grupo
sanguineo mencionado. Si en la isla habitan 3208 gentes, ¢cudl
debe ser el tamaho de muestra minimo para estimar con un errcs ap
soluto del 5% el valor real de P, suponiendo gue el nivel de conw-

fianza es del 9527

Solucibn

En este caso la prcporcién de la muestra es

p = 22 20,44

Qo
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O sea
q=1-p=1-20.44 = 0.56

Considerando que la muestra inicial es suficientemente grande, se

aproxima mediante la distribucibn normal,obteniéndose

K = ZO‘475 = 1,96
por lo cual
n = K2 PQ _ K2 pq - (1.96)2 (0.44) (0.50)
@ e’ T et (0.05 )*
_ 0.84515
—W - 338u06
s n_ = 339
Como
n
_ e 339
fm = Np = 3508 = 0.}06 > 0.05

' }
se corrige el valor anterior, obteni&ndose finalmente

. e , 339
n = 1 = 1
1+5— (n~ 1) 1 + 535p (339-1)

P



339

—{710% = 306,787

n

= 307 habitantes
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INFERENCIA ESTADISTICA

Por: M en I Augusto Villarreal Aranda¥*

1. Introduccibn

La parte de la estadistica que proporciona las reglas
para inierir ciertas caracteristicas de.una poblacidn a partir
de muestras extraidas de ella, junto con indicaciones probabilis
ticas de ‘la veracidad de tales infergnéias, se llama {nferencia

estadistica.

En la inferencia estadistica se estudian las relaciones
existentes entre una poblacibn, las muestras obtenidas de ella, y

las técnicas para estimar paré&metros, tales como la media y la ya

.

riancia, o bien para determinar si las diferencias entre dos.mues

]
tras son debiaas al azar, etc.

2. Distribuciones muestrales

Si se consideran todas las muestras posibles de tamano
“*  Sccnetanio Académico, Divisibn de Estudios Superiores, Facultad
de Ingenieria, UNAM y Profesor Lnvesitigador, Instituto de Inge-
nieria, UwAl
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il que pueden extraérse de una poblacibn, y para cada una sc cél—
cula el valor del promedig ariﬁméfico, este seguramente variaré
de una muestra a otra, ya gue depende de los valores de los datos
-
gue se havan obtenido en cada muestra. Por lo tanto, el promedio

aritmético es en si una variable aleatoria, como también lo son,

por la misma razbn, el rango y la variancia de la muestra.

A todo elemento que es funcibn de los valores de los
&co0s que sc tienen en una nuestra se le denomina estadistica; to
da estadistica es, entonces, una variable aleatoria cuya distribu
cidn de probabilidades se conoce como ddistralibucidn muesztral. 8Si,
por ejemplo, la estadistica considerada es la variancia de la mueg

‘

tra, su densidad de probébilidades se llama d{stribucidn muestral

v

de La vaalancia.

En forma similar se pueden obtener las distribucicnes
i

. / .
muestrales de la desviacidén estandar, del rango, etc., cada- una

‘

de las cuales tendréd sus propios pardmetros, lo que permite ha-

blar de la media y la desviacién esté@ndar de la variancia, etc.

3. Muestreo con y sin remplazo

Cuando se efectda un muestreo en una poblacidn de tal

manera que cada elemento de la misma se pueda escoger mds de una

1
VGl

. § - ) » C g . ;
vez, se dice qué el muestreo es con aempiaz%- eh caso contrario,

¢l muestreo es 44n aremplazo. Si de una urna se guiere extraer una
rnuestra de bolas de colores, se puede proceder de dos maneras:
se saca al azar una bola, se anota su color y se regresa a la ur-

na antes de obtener otra, y asi sucesivamente; en este caso el

muestreo es con icemplazo. La segunda fbrma,cgnsiste en extraer



al azar todas las bolas que constituyen la muestra sin regre-

~

sarlas a la urna. siendo entonces un muestreo 44n remplazo.

4. Distribucion muestral del promedid aritmético
. L

Supfngase que se extraen sin remplazo todas las muestras
»osibles de, tamafio n de una ?oblacién finita de tamano Np > r. Si
la media y la desviacibn esté@ndar de la distribucidn muestral del
promedio aritm&tico se denotan con Mgz Y Ozs Y la media y la desvia
olén esténdar de la poblacidn con p y o, respectivamente, entonces

€s posible demostrar gque se cumplen las siguientes ecuaciones

Adems&s, si la poblacibn es infinita (0 el muestreo es con rempla-

20) .. los resultados anteriores se reducen a

puesto gue

»im g /Np __0
N »+w ,__\/ -
p MYy N -1 /a




Para valores grandes de n{n >30) se demuestra,'empleag
/ .
do el teorema del limite cenptral, que la distribucidn muestral
del promedio aritmético es aproximadamente una distribucién nor-

mal con media upg y desviacién esté&ndar o;, independientemente de

X
cuédl sea la densidad de probabilidades de X, la variable aleato-

ria asociada a la poblacibén. Si esta variable tiene distribucidn
normal, la distribucién muestral del promedio aritmético también

es normal, aun para valores peguenos de n (n < 39).

Ejemplo 4.1

Supongase que se tiene una poblacién finita formada por

los datos 1,2,3,4,5. Se desea conocer la media y la desviacibn

estindar de la distribucién muestral del promedio arjtmético, con

siderando las muestras de tamano 3 obtenidas sin remplazo.

Paimen procedimiento.

Siendo la poblacifén finita y el muestreo sin remplazo,
es pos;ble obtener la distribucién muestral correspondiente para
calcular después sus pardmetros, considerando gue el ntmero total
de muestras distintas de tamano 3 gque pueden obtenerse a partir
de una poblacién de 5 elementgs es

5 - S
3T(E-3yT = 10 |

akam

Dichas muestras son las siguientes, junto con sus pro-.

medios aritméticos correspondientes:



X. X.

L 1l

1, 2, 3 6/3 3, 4, 5 12/3

1, 2, 4 7/3 3, 4, 1 8/3

1, 2, 5 8/3 4, 5,1 10/3

2, 3, 4 9/3 4, 5, 2 11/3
2,73, 5 10/3 5, 1, 3 9/3

Para calcular la media y la desviacibn estdndar, se em

plea la siguiente tabla

T X, 6/3 1/3 8/3  8/3 9/3 9/3 10/3 10/3 11/3  12/3

ﬁi 36/9 49/9 64/9 6479 81/9 81/9 100/9 100/9 121/9 144/9

10 _ ,100
X, = 90/3 I XS = 840/9
. L . 1
i=1 : i=1 :
10
s __1 . 1 90
My = X == I X, o= o " 2% =3
X 0,5, "1 10 3
10 '
2 1 =2 =2 1 840 2
of = 2 1 X2 -X =i 0 220 52 o
" T 10 9
= 9.333 - 9.000 = 0.333 => oz = /0.333 = 0.577
I}
Es decir, ug = O oz = 0.577

Sezundo proceddimiento.

Por tratarse de una poblacitén finita, se verifica que



en donde N_ =5, n=3 Yy W = 3.

El valor de o-de la poblacién es

g? = 1XAXIHI6HII _ (532 .35 _ 9 2 17-9 = 2
5 5
Por lo tanto, o = V2 = 1.4145 vy
oo = 1:4145 /5 = 3 - (0.8164)(0.7071) = 0.577
X /3 5 -1 ‘
Es decir, “i =3 vy UR = 0,577

Comparando los resultados, se puede oObservars que ambos
P
procedimientos conducen a la obtencién de los mismos valores de

By Y o3 para la distribucién muestral del promedio aritmético.

Ejemplo 4.2

En una bodega se tienen cinco mil varillas de acero; el
valor medio del peso, X, de cada varilla es de 5.02 kg, y la des-
viacién estdndar 0.3 kg. Hallar la probabilidad de gue una mues-

tra de cien varillas, escogida al azar, tengé un pesoitotal

a. entre 496 y 500 kg

b. de mé&s de 510 kg.



Para la distribucién muestral del promedio, se tiene que

Mg = W = 5.02 kg y, por tratarse dc una poblacién finita,

_0.30. (5000 - 100 _
- 228 W/5000 7 0.027

a. El peso total de la muestra estard entre 496 y 500
kg si1 el peso promedio de las cien varillas se éncuentra entre
4.96 y 5.00 kg. Puesto que la muestra es mayor de 30 elementos
se pueae considerar como aproximadamente normal a la distribucién

muestral, y los valores estédndar correspondientes a X = 4.96 y a

X = 5.00 se obtienen mediante la transformacién

_..“u_
/- X0~ %
%
es decir,
_4.96 - 5.02 _ _
Z, = G027 = =2.22
_5.00 - 5.02 _ _
1, = =%o37 = ~0.74

En la fig 4.1 se puede apreciar que

P[496 < X ¢ 500] = P[-2.22 < Z g =0.74] =

= p[-2.22 5 7 ¢ 0] -P[-0.74'< 2 &'0]



i Felx/

7.

2'1="2.22 2’2=-O.74

Fig 4.1 Distribucibn nonmal cornrespondiente al ejfemplo

Recurriendo a la tabla de &reas bajo la curva normal esténdar

entre 0 y ¢ queda finalmente

P[496 < X < 500] = 0.4868 - 0.2704 = 0.2164

b. El peso total de la muestra exceder& de 512 kg si

el peso promedio de las cien varillas pasa de 5.10 kg.
Estandarizando dicho valor, queda
5.10 - 5.02

2y = 0.027 = 2.96

Calculando el drea bajo la curva normal a la derecha de este va

lor (£ig 4.2), se tiene que

W

P{x » 510] = P[Z » 2.96].=P[Z >0) -P0 <7 < 2.96

1

0.5 - 0.4985 = 0.0015
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6. Teoria estadistica de la estimacidn

En la préctica profesional a menudo resulta necesario
inferir informacién acerca de una poblacibén mediante el uso de
muestras extrafidas de ella; una parte bédsica de dicha inferen—
cia consiste en esitimar los valores de los parédmetros de la po-

blacidn (media, variancia, etc.) a partir de las estadisticas

correspondientes de la nuestra, como se explica a continuaciébn.

7. Estimadores puntuales. Clasificacién

Si un estimador de un pardmetro de la poblacidn consis

.@ en un solo valor de una estadistica, se le conoce como edtdi-

madon puntual del pardmetro.

Cuando la media de la distribucidn muestral de una es-
tadistica es igual al parém?tro que se esté estimando de la po-
blacién; entonces la estadfstica se conoce como estimadon inses
gado del paré@metro; si no sucede asi, entonces se denomina esl4L
madon sesgado. Ambos estimadores son puntuales, y sus valores
correspondientes se llaman estimaciones insesgadas O sesgadas,
respectivamente. Dicho de otra manera, si S es una estadistica
cuya distribucidn muestral tiene media Hgr ¥ el pardmetro co-

rrespondiente de la poblacibdn es 8, se dice gque S es un estima-

dor insesgaco cGe 6 si

Hg = 8
Por otra parte, si la estadistica Sn de la muestra tien

de a ser ilgual al par8metro 6 de la poblacibn a medida que se



hace mé&s grande el tamano de 1z muestra, entonces la estadistica
récibe el nombre de estimador consisienite del parémetro.

Enpleando simbolos, si

- N ,
[ . oL LR I

lim § = 6
n
n-ro
resulta que la estadistica Sn es un estimador  consistente. Por
ejeiplo, el promedio aritmético es un estimador insesgado y con
sistente de la média, y la wariancia. de la muestra es un estima

dor sesgado y ccnsistente de la variancia de la poblacidn.

L S T S S .o VY, s N T

Si las distriﬁucioﬁes muestréles de vériés estédiétiéés
tienen el mismo valor de la media, se’ dice .que -la.estadistica que
cuenta con la menor variancia es:iun -esiimadon eficienite de .dicha
media, en tanto que las éstadisticasvrestantes‘se conoéocen como «

s Limadores Lnegicientes del pardmetro. . . .

Por ‘ejemplo, las distribuciones muestraleés del promédio
aritmético y de la mediana cuentan con médias gue son, en ambos

casos, iguales a la media de la poblacifén.. Sin embargo, la véa-
L. Ly e 3t Lo L I P
riancia de la distribucidn muestral del promedio aritmé&tico es

menor qﬁe la de laLdiééribddiéhfdé‘ia;ﬁédiéna[ por lo diie el”

oromedio aritméticozobteﬁido‘détuné mdéstfé aleatdria pfépofbié
na u. couimadrr sfiricnte de 1arﬂéaia‘déAla pbbi&éién,‘eﬁ tanen
gue la mediana obtenida dé la muestra préﬁéréibﬁé §n" estimador

!

ineficiente de dicho parémetro.



8. Estimacidén de intervalos de confianza para los pardmetros

de una poblacidn

La estimacidn de un pard&metro de una poblacibén mediante
un par de nGmeros entre los cuales se encuentra, con «ierta pro-
babilidad, el valor de dicho paré@metro, se llama estinaciédn del

intervalc del mismo.

Sea S una estadistica obtenida de una muestra de tamano
N para estimar el valor del parémetro 6, § sea %;la desviacién
esténdar (conocida o estimada) de su distribucién muestral. La
vrobabilidad, 1 - a, de gque el valor de o se localice en el inter
valo de § - z, 0, a S + Z, Ogs donde z, es una constante, se
escribe en la forma

P[S -z, Og £ 6 g 8 + z, os] = 1 - @

Si se fija el valor de 1 - «, se puede obtener el valor de z,
necesario para que se satisfaga la ecuacién anterior, con 1lo

cual queda definido el «(nteavalo de congLanza del parémetro 6,

(S - z, 0., S + z, cs), correspondiente al nivel de conjianza

1 - .
La constante z, que fija el intervalo de confianza se
conoce como valor craftice. Si la distribucibén de S es nor-
mal, el valor.gdk z, correspondiente a uno dd aise obtiene de la

tabla de &reas bajo la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente.
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TABLA 3.1 VALORES DE : PARA DISTINTOS NIVELES DE CONFIANZA

[ Nivel de confianza, en porcentaje z,
99.73 3.00
99.00 2.58
98.00 2.33
96.00 2.05
95.45 2.00
95.00 1.96
90.00 1.64
§3.00 1.28
68.27 1.00
50.00 0.674

Ejemplo 8.1

Sea el promedio aritmético X una estadfstica con dis-
tribucién normal. Las probabilidades o niveles de confianza de
Gue kg (o u de la poblaciébn) se encuentre localizada entre los
limites X * og, X ¢ 2 0; y ‘Xt 3oy son 68.26, 95.44 y 99.73%,
respectivamente, obteniéndose dichos valores de la tabla de &arecas
bajo la curva normal. Lo anterior significa qgue el intcrvalo
X = 3 oifcontendré a py en el 99.73 por ciento de las muestras
de tamarno n, por lo que los intervalos de confianza de 63.26,

95.44 y 99.72 pnor ciento para estimar a U son (% - o - X + =)
(X - 20z, X + 2 o%) Y (X -3 0=,X+ 3 oz), lo cual se aprecia

en la i<y 8.1 siguiente.
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P Area=68.26 %

Area=13.%9 %
Area=2.1494 %

/1
i 2 ety Tl
X b

®i

230 %-20g %G
Area=95.44 % B
Areg=99.73 %

I‘ﬂ

Fig 8.1
9. Estimacifén de intervalos de confianza para la media

Los limites de confianza para la media de una poblacién

con variable aleatoria X asociada estdn dados por

S . _
X_zcdx

en donde z, depende del nivel de confianza deseado. Si X tiene
distribucibén normal, z, puede obtenerse en forma directa de la

tabla 8.1. Por ejemplo, los limites de confianza de 95 y 99 por

ciento para estimar la media, u, de la pcblacién son X % 1'96°i

y X = 2.58 03 respectivamente. Al obtener estos limites hay que

usar el valor calculado de X para'la muestra correspordiente.

Entonces, los limites de confianza para ia media de la po

blacidén guedan dados por
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an caso de qgue cl muestreo se haga a partir de una poblacibén in-
firnita o de que se efectfie con remplazo a partir de una poblacién

finita, o por

N =-n
Xz, —— /) ffF—x
' n “p

si el muestreo es sin remplazo a partir de una poblacién finita

de tamano Np.

Ejempio 9.1

Las mediciones de los didmetros de una muestra aleato-

ria de 100 tubos de albafal mostraron una media de 22 cm y una
3 ~ Y, LA . 3 »
desviacibn estdndar de 2 cm. Obtenganse los limites de confian-

-

za Qe

a. 95 por;ciento

b. 97 por ciento

para el didametro medio de t?dos los tubos.

(V2]
(83

a. De la tabla 8.1, los limites de confianza del

por ciento son

Xz1.960//m = 32 + 1.96(2//T00) = 32 = 0.392 cm

o sea 31.608 y 32.392, en donde se‘ha'empleado el valor de SY

para estimar el de o de la poblacibn, puesto gue la muestra as

suficientemente grande (mayor de 30 elementos). Esto signifiica



gue con una probabilidad de 95 por ciento, el valor de Hy se en-

cuentra entre 31.608 y 32.392 cm.

b, 8i 7 = z, es tal que el &rea Bajo la curva normal
a la derecha de z, es el 1.5 por ciento del &reea total, entonces
el drea entre 0 y z, es 0.5 -~ 0.015 = 0.485, por lo que de la ta
bla de &areas bajo la curva normal se obtiene 2, = 2.17. Por lo

tanto, los limites de confianza del 97 por ciento son:

Xz2.176// 0 = 32:2.17(2//100) = 32:0.434 cm

y €l intervalo de confianza respectivo es (31.566 cm, 32.434 cm; .

Ejemplo 9.2

Una muestra aleatoria de 50 calificaciones ae cierto
examen de admisi6én tiene un promedio aritmético de 72 puntos,
con desviacibn estédndar igual a 10. Si el examen se aplicé a

1018 personas, oObtener

N

a. El intervalo de confianza del 95% para la media

\
del total de calificaciones.

b. El tamano de muestra necesaric para gue el error
enfila estimacifn de la media no exceda de 2 puntos,

considicranco el mismo nivel de confianza.

c. El nivel de confianza para el cual la media de la

poblacidbn sea 72 * 1 puntos.



a., S1 se estima a o de la poblacién con Sx de la mues- .

tra y se considera que la poblacidén es finita, los limites de con

fianza son, puesto que X = 72, I. = 1.96, S

c x = 10, N, = 1018

N

n = 50,

10 /1018 - 50
72 £ 1.96 / o=

/50

72 t 1.96 (1.4142) (0.9755)

72 = 2.704
y el intervalo de confianza respectivo es

(69.296, 74.704)

b. Puesto que el error en la estimacidn de la media

es, pera poblacién finita,

N .
Error en la estimacién = I 9 B 4
S B

en este caso se tendria

N
; 9 [lp=-n o
¢ s Ny = 1

O sea, para un nivel de confianza de 95%,

10 1018 - n
1.96 [ < ‘
v 1018 - 1 2

T

10i8 - n < 2
—— 1018 ~ 1

von




Elevando al cuadrado la desigualdad, queda

384.16 10186 - n

m 1017 < 4

87.85 < n

Por lo cual, se¢ requieren al menos 88 clemenctos en la muestra
para que el error en la estimacién no exceda de 2 puntos, para

1 -a=0.95.

c. Los limites de confianza son, en este caso
o 10 /1018 - 50
12 ZC. /'5—6 1018 - 1

72 ¢ Zc (1.4242) (0.9755)

i+

O sea

72

+

1.3795 Zc

Puegto que se desea gue el valor de la media sea 72 * 1 puntts,

se verifica que

1 =1.3795 Z,

Es decir




El drea bajo la curva normal esténdar entre 0 y Zc = 0.725 es,
por interpolacibn lineal,igual a 0.2657. Por lo tanto, el ni-
vel de confianza es igual al doble del &rea anterior, es decir,

2{0.2657) = ¢.5314 (o0 53.14%), tal como se muestra en la {{g 9.1.
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11l. Pruebas de hipbtesis

Supdngase gue una empresa afmadora de automéviles esté
en la disyuntiva de emplear una nueva marca de bujias én sus uni
dades o la que regularmente utiliza, y que Su departamento de
control de calidad debe decidir, con base en la informacién de
las muestras de las dos marcas distintas. Las decisiones de
este tipo, es decir, que se basan en estudios estadisticos, reci
ben el nombre de decdsiones estadiszicas, y a los procedimien=~
tos gue permiten decidir si se acepta o rechaza una hipStesis se
les llama prucebas de hipdtesdis, pruebas de sdignifLcancia o reglas

de decdsddn.

' Al tomar decisiones estadisticas, es necesario postular

las diversas alternativas o cursos de accidn gue pueden adoptarse.




En el caso particular de una piuecba de aipbtesis solamente se

tienen dos cursos de accibn posibles, los que se denotarén co-

mo Hy v H,. A la accién HO se le llama hdpdtesdis nula, y a la
Hl’ nipbresis aliennativa. Por ejemplo, si la hipbtesis nula esta
blece que By = H, la hipStesis alternativa puede ser una de 1las
siguientes:

3 5 M 1 =,
My Hyrt < Hy O Wy 7 K,

Al realizar una prueba de hipbtesis, se prueba siemp.e
la veraad de la hipGtesis nula H,, aun cuando de antemano se dg

see rechazarla.

12. ZCrrores de los tipos I y II. Nivel de significancia
!

En muchas ocasiones se presenta el caso de que se recha
za una hipdtesis nula cuando en realidad deberia ser aceptada;
cuando esto sucede se dice que se ha cometido un erior de Lipo 1.
En otras ocasiones se acepta una hipbtesis nula siendo en xreali-

dad falsa; en este caso se dice que se ha cometido un caron de

zipo 171.

Al probar una hipdtesis nula, a la mdxima probabilidad
con la ¢ue se <gtd dispuesto a cometer un eryor. del tipo I se le
lama ndveld de sLgndgLcancia,a, de la prueba, el cual dentro de

h)

la préctica se acostumbra establecer de 5 por ciento (0.05) o 10

=3

por ciento (0.1). El complemento del nivel de significancia,

1 - &, se conoce como ndved de confianza.
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Si, pqgﬁejemplo, al realizar una prueba de hipbtesis
se ¢scoge un niyel de significancia de 10 por ciento, significa
que existen 10 pgsibilidades en 100 de que se rechace ésta cuan
do deberia ser aceptada; es decir, que se reqhazg a un nivel de
significancia dé¥ 10 por ciento, y que la probabilidad de que la

decisidén haya siBo errénea es de 0.1.

13. Comportamiento de los errores tipos I y II

Supdngage que se trata de probar la hipbtesis nula de
gue la media, H gt de la distribucién muestral de la estadistica
S es Bys €n contra de la hipbtesis alternativa gque establece que

> u., es decir

u., = “2’ donde “2 1

S

En la tig 13.1 se muestra en forma grdfica la relacién
entre los errores. tipos I y II en el caso en el que la regla de

decisidn para aceptar o rechazar H es la siguiente:

0

S{ el valon de La estadistica S obtendido de
una muestra excede de cdento valon enlfdico

S rechdcese H en caso contrardo, aclp- ' ’

1’ 0’

Lese.

Es evicente que s. H, es verdadera, entonces a (4rea con rayado

0

coble) es la probabilidad de que S > S o sea la de rechazar a

l’

E, siendo verdadera (error tipo I). Por otro lado,si H, es ver

dadera, entonces 2 (4rea con rayado sencillo) es la probabilidad
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de gue S < Sl, 0 sea la de aceptar HO siendo falsa (error tipo

Obsérvese que si se aumenta el valor de Sl se reduce la

probabilidad «, pero se incrementa la B; lo contrario sucede si:

se disminuye-el valor de Sl'

:‘.):'5./5} AG(S)

Distribucion de S Distribucidn de &
bojo o hipotesis Hp bajo la hipdtesis

o

'P[S>Sl] = o (error tipo I)
P[S<Sl] = 8 (error tipo II)
Fig :13.1 Probadildidades de Los ernores tipos 1 y I1 en pruebas

de hdipbtesds.

E En realidad, la Gnica forma posible en la cual se puedzan
- S ' ! ! b

rin.n1zar simultaneamente los errores de tipos I y II.es aumentan

co el tamano de la muestra, para hacer mds "picudas" las distribu

cicnes muestrales de la estadistica bajo les hipbtesis HO N Hl°

Al observar la fig 13.2 sigulente, es posibl~s concluir
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que el tamano de lcs errores I y II es menor para un tamafio de
rnuestra igual a 100 que para un tamafo igual a 50, considerando

la misma regla de decisibén anterior.

2 A
LT AT
Baio ".“\o Bo"lo \\\
= n= 50
s
wz=\oo
g

Fig 13.2

S$in embargo, esta técnica de reduccién simultdnea ae am-
bos tigscs da errores no siempre puede ponerse en practica, debido

& razones de costo, tiempo,etc.



Z4. Regilones criticas, de rechazo o de significancia. Regio-

nes de aceptacién. ' ‘

Cuando una hipétesis nula no se acepta se dice que se
rreiaza 2 un ndvel de sdgndficancia del o por ciento, o -que el
valor estandarizado de la estadisctica involucrada es 4d«LgnijLca-

rivo a un adveld de sdgnijdcancia a.

Al conjunto de los valores de la estadistica en el
¢gue se rechaza la hipbtesis nula se le denomina #Zegddn callfica,

da aecnazo, o de sdgndjicancda. Por el contrario, al conjunto

(¢S]

@ los valores de la estadistica en que se acepta la hipdtesis,

o}

se le llama nreg4bn de acepZacidn.

Considérese gue la distribucifn muestral de la esta-
distica §$ es normal con desviaci6n esténdar Ogs que la variable
l resulta de estandarizar a S, que la hipbtesis nula, HO, es que
la media de S vale Hgr Y que la hipbtesis alternativa Hl es que

dicha media es diferente de Hgs es decir, que

HO: nedia de la distcibucién muestral de S= Mg

Hl: media de la distribucién muestral de Sﬁéus
Si se adopta la regla de decisidn de ateptar la uipdte

sis HO’ si el valor de Z cae dentro del intervalo central guc

encierra al 99 por ciento del &rea de la distribucidn de proba-

bilidades, entonces HO se aceptari en el casc en que



|
-2.s8 ¢ 7 ¢ 2.58

empleando la tabla de &reas bajo la curva normal est&ndar. Perc
si el valor estandarizado de la estadistica se encuentra fuera
de dicho intervalo, se concluye que el evento puede ccurrir con

‘probabilidad de 0.01 si la hip6tesis H. es verdadera (&rea raya-

0
cda total de la fig 14.1). En tal caso, el valor I de la variable
estidndar difiere s{gndifdicativamente del gue se podria esperar de
acuerdo con 1a hipStesis nula, lo cual inclina a rechazarla a un

nivel de confianza del 99 por ciento.

De lo anterior de deduce gue 21 8rea total rayada de la
£ig 14.1 es el nivel de significancia o de la prueba, y represen

ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, la

regidn de aceptacién de H. es ~2.58 ¢ Z € 2.58, y la de rechaza

0
es Z > 2.58 y Z < -2.,58.

Regidn critica

Reg.an critica
7 Areo=0.0035

Area=0.005

Regidn de aceptacidn

-2 58 ©
[ Areaz0.99 -

F{g 14.1 Regiln de sdignijfjicancdia

“!




En la tabla 14.1 se presentan los valores de la varia-

ct

bie es ::dgrizada, Z, que linitan las regiocnes de aceptacién y
de rechazo para el caso en el que la estadistica involucrada en
la prueba tenga distribucién muestral normal. Cuando en alguna
pruepba cde hipltesis se consideren niveles de significancia difg

rentes a los que aparecen en la tabla mencionada, resulta necesa

rio emplear la de &reas bajol la curva normal est&ndar.
|

TABLA 141 VALORES CRITICOS DE

Nivel de Valores de z para Valores de z para
sghtlivancia, a prucbus de una cola prucbas de dos colas
0.1 i ~1.281 o 1.28] —1.645 y 1.635
0.05 ! —1.645 o 1.645 —-1.960 y 1.960-
0.01 7| -2.326 0 2.326 ~2.575 y 2.575
0.005 =2.575 o 2.575 2810 y 2.810
ke saaszs)

1;. Pruebas de una y de dos colas

En la prueba de hipb6tesis del ejemplo anterior, la iegibn
de rechazo de la hipdtesis nula quedd en ambos extremos (colas) de
la distribucién muestral de la estadistica involucrada en la prue-
ba; a las pruebas de este tipo se les denomina paucbas de dos cco-
Las. Cuando la regibén de rechazo se encuentra solamente en un ex-
tremo de la distribucibn muestral en cuestibn, se les llama pruc-

bas de ura cola.

i

Las pruebas de dos colas se presentan cuando en la nipd-
tesis alternativa aparece el signo # (diferente de), como en el-

sijuiente caso



34.

en donde Hg es la media de la estadistica §, y W, es ur valor,

fijo.
En los casos
J SR =
o ° Ms M1
Hp s ug <1y
b4
HP : “S = ul
!
: >
Hy = ¥g L1

’

las pruebas resultan de una cola.

16. Pruebas de hipbtesis para la media

Para el caso de una poblacién infinita (o finita en que
se muestree con remplazo), cuya desviacién est&ndar o se conoce
o0 se puede estimar adecuadamente, si se tiene que la estadistica
$ obtenida de la muestra es el promedio aritmético, entonces la
media de su distribucién mﬁestral es us'="u§ .1, 1y su desviacién
esté&ndar es og = Oi = g//n, en donde u y 0 son, respectivamente,
la media y la desviacién esténdar de la variable aleatoria X aso-
cizda a la poblacibn, y n es el tamano de la muestra. En tal ca-
so, si X tiene distribucién normal, la variable estandarizada co-

rrespondiente seréd
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S S AT

o= a/v/n

‘

Para el caso de muestreo sin remplazo de poblacib. finl

ta, se tiene que Og = oz =

; en donde Np Jsiel ta

Z = Xy
o Np -n
v Voo,

En los dos casos anteriores, el valor de I correspondiente al de
X de la muestra es el que ée debe comparar con el valor critico
correspondiente al nivel de significancia fijado, para as{ acep-
tar o no la hipdtesis nula (prueba de una cola). Si se trata de
tna prueba de dos colas, el valor de Z se debe comparar con los
dos valores criticos que corresponden al valor de a seleccionado.

En cualgquiera de los casos anteriores, el valor o valores criti-

1 ’ ! -
cos se puecden obtener de la tabla 14.1, para valores comunes do o.

Ejemplo 16.1

Se sa&be que el promedio de calificaciones de una muastra
aleatoria de tamano 100 de los estudiantes de tercer ano de inge-

nierfa civil es de 7.6, con una desviacién esténdar de 0.2. 3i-y
r

denota la media de la poblacién de esas calificaciones, X, y si

’

se supone gue X tiene distribugidn normal, probar la hipdtesis




36.

M = 7.65 en contra de la hipStesis alternativa u # 7.65, usando

un nivel de significancia de

a. 0.05

b. 0.01

Para la solucibfn se deben considerar las hipbtesis

H : u= 7.65

Hl oy £ 7.65

Puesto que u # 7.65 incluye valores menores y mayores de 7.65,

se trata dz una prueba de dos colas.

La estadistica bajo consideracién es el promedio arit-~
mético,i, de la muestra, que se supane extrafida de una poblacidn
infinita. La distribucién mués;ral de X tiene media ui = u, v
désviacién esgéndar op = o/¥Yn, en donde u y ¢ denotan, respec-
tivamente, la media y la desviacién estédndar de la poblacién de

calificaciones.

Bajo la hipbtesis H, (consideré&ndola verdadera), se

0

tiene gque

M

’ '}-(;= 7.6,5 = M

y utilizando la desviacibn estindar de la muestra como una esti
/

macidn de ¢, lo cual se supone razonable por tratarse de ura mues

tra grande,

Gi =g/Yn = 0.2//200 = 0.2/10 = 0.02



a. Para la prueba de dos colas a un nivel de signifi-

cancia de 0.05 se establece la siguiente regla de decisién

Aceptan H 84 el valor 1 connespondiente al va-

0
Lon del promedio de La muesira se encuentra den

trho del 4ntervalo de -1.96 a 1.96 (tabla 14.7).

En caso coatranrdio, necaazan HO.

Puesto que

; - K- w _ 7.6-7.65 _ _,¢

c/vVn 0.02

se encuentra fuera del rango de -1.96'a i.96, se rechaza la hi-

pbdtesis HO a un nivel de significancia de 0.05.

b. Si el nivel de significancia es 0.01, el intexvzlo
de -1.96 a 1.96 de la regla de decisién del inciso a se rempla-
za por el de -2.58 a 2.58 tabla (l14.1). Entonces, puesto que el
valor muestral Z = -2.5 se encuentra dentro de este intervalo,

se acepta la hipbtesis Ho a un nivel de significancia de 0.01.

Ejomplo 16.2

La resistencia media a la ruptura dé cables de acero
fabricados por la empresa X es de 905 kg. ' Una empresa consulﬁg
ra sugiere a X que cambie su proceso de manufactura, con lo cual
incrementard la resistencia de sus cables. Se prueba el nuevo
proceso, y se extrae una muestra aleatoria de 50 cables, obte-

niéndose para ellos una resistencia promedio de 926 kg, con des=-
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‘

viacidédn esténdar igual a 42 kg. ¢Se puede considerar que el

nuevo proceso realmente incrementa la resistencia, con un ni-

vel de confianza de 99%? ;

En este caso, se debe plantear una prueba de .uipbtesis

de una cola, para la cual
H : yu = 905 kg
H. : u > 905 kg

Puesto que el tamano de la muestra es suficientemente qrande.
se puede aproximar la distribucidn muestral de la resistencia
promedio mediante una normal, v estimar el valor de ¢ de la po-

blaci6n mediante SX de la muestra.

Considerando a la poblacibén infinita, v suponiendo co-

mo verdadera a H,, se tiene que

0
bg = W = 905 kg
op = =2~ = —22 = 5,54
0 n Y50

Para la prueba de una cola a un nivel de significancia

de =~ =1 - (1 - a) =1-0.99 = 0.01, la regla de decisibn es

Aceptan Hy 44 el valon estandarizado de X de

La muesitnra es menon ¢ digual a 7, = 2.326 {za

bla 14.1); en caso contrardio, hechazan HO"



En virtud de que

5.%4 °

es mayor de 2.326, se rechaza HO a un nivel de significancia de

1%, concluyé&ndose que en realidad el nuevo proceso si incrementa

la resistcncia de 1os cables.
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4, EL MUESTREO ALEATORIO SIMPLE EN EL CASO

DE LA ESTIMACION DE RAZONES O COCIENTES

4.1 ESTIMACION- DE RAZONES O COCIENTES:

El objetivo de este tema es cbmo estimar la razbn de dos varia-
bles aleatorias. Es decir en muchas ocasiones, la estimacidn ne
cesaria no es la de un total, ni la de una media, ni la de una
proporcidn. El interés radica muchas veces en conocer, por eﬁeg
plo, la razdén de préstamos dedicados a maquinaria agricola a prés
tamos totales dedicados a agricultura, la razbn de gastos en ali-
mentacidn a gastos totales en las familias, la razbn de salarios
pagadés a los obreros a salarios totales de la empresa. Estas es
timaciones muchas veces recibén el nombre de proporciones, ya que
se entienden como : la proporcidn de los préstamos agricolas que
fueron dedicados a maquinaria agricola, la proporcidén del gasto
familiar que fue dedicadoa gastos de alimentacidn y 1& proporcidn

de salarios de la empresa que se utiliza para obreros.

Debemos tener presente que la poblacibdn que vamos a investigar
consta de N unidades muestrales, de la cual vamos a obtener una
muestra aleatoria simple de n unidades muestrales y a las unida-
des que cayeron en la muestra las vamos a investigar con dos carac

teristicas, que le vamos a llamar y; e x; (i= 1,...,n) el para-

metro que qQueremos estimar es:

5

Y

R =%
Z'Zc

{=




y el estimador que vamos a utilizar\o que se' propone es:

2 _
H_w 7 \
D78 3
(=

Este estimador es consistente, es decir a medida que el tamafio
de muestra aumenta el estimador se acerca mds al valor poblacio--

nal. Dicho de otra manera, cuando n = N el estimador se convier

te en el paré@metro poblacional.

A
La distribucibn del estimador R no es sencilla, ya que se trata

de un estimador que es razbn de variables aleatorias y el numera
A \
dor y denominador varian de muestra a muestra. R es un estimador

sesgado de R, pero el sesgo se vuelve despreciable cuando la mues
- A
tra es grande® y la distribucidn de R tiende a ser normal.

Si n es grande y es extraida aleatoriamente de una poblacidn de
’ A
tamafio N, se demuestra que la varianza aproximada de R es

VIR S i L Q"‘q

nxX? N -3

un estimador de esta varianza es

) v ~ 2
n .- Z._'(L;;—Q’xa)
. \/(Q)—:-—;?—z L > A

. n .
En estas expresiones f = Y se conoce como fraccidn de muestreo,

X e5 la media de la poblacidn (pardmetro) para la caracteristica Xs 5

en el caso de que se desconozca se sustituye X por su estimador x,
la media muestral para la caracteristica X; -

. T A
La expresidén : I (yi - R xi)2 que aparece en el estimador de la

varianza se puede calcular a través de su expresidén equivalente

. e
S

Se habla de muestra grande cuando n > 30,

© W 2 e
i v

; ‘ &
&0 A e v © b t
M .

T AN Mo =



que resulta mis cbmoda;

" n a “ A o
Z("i' zxi) = Z_q‘-z -2 IZZ{-U{; + pz 2:/2;2 N
[& Y] ) '

Lol [ 313 Lo, A

Para realizar la estimacién por intervalos para el parémetro de
razdn, suponemos que la distribucibn del estimador es Normal y que
estamos trabajando con una muestra grande. Bajo estas considera-

éiers los 1limites de coﬁfianza son:
(B-¢ Vo » R+t VIB))

donde t es el desvio normal correspondiente a la probabilidad de

confianza escogida.

La raiz cuadrada de la varianza es por definicidn el error estén
dar o la desviacidn estlndar, de manera que los limites de con-
’

fianza o intervalos de confianza se pueden expresar también como:
6\' - A 4)) '
( R-tr(R) » R+ t (R ‘

EJEMPLO: En una pequefia comunidad se realiza una investigacidn

para determinar qué proporcidn del gasto familiar es dedicado a

alimentacidn y qué proporcidn es dedicado a la atencidn médica
|

y medicamentos. Se selecciona una muestra aleatoria simple de

40 familias de un total de 2000 familias que forman la comunidad.

a) Se pide estimar la proporcidn del gasto familiar dedicado a
la alimentacibén, la estimacidn de la varianza y del error
;.
estédndar correspondiente a esta proporcidn, asi como interva

los de confianza del 959.‘




'

N '
’

«

b) Estimar la proporcién del gasto familiar emﬁleado en aten-

-

cidén médica y medicamentos, su Varianza, su error esténdar
’/ . .

'

e intervalos de confianza del 90%.

’

Los datos obtenidos en la encuesta son los siguientes:

representa gasto familiar
representa gasto correspondiente a alimentacibn

representa gasto correspondiente a atencidn médica y

medicamentos. ' , ,



.~ Gastos

\

NN

LOS DATOS CORRESPONDEN A UN MES Y
o ESTAN EXPRESADOS EN PESOS

Gastos en

Gastos en
médicos y

Familia familiares alimentacién medicamentos
(1) X. Vs z.
LT i i
1 10000 000 1000
2 11000 4200 800
3 '8000 4000 500
4 9000 3500 1000
5 8500 3000 300
6 5000 2500 0
7 10000 3500 400
8 6000 2000 400
9 Looo 1500 0
10 12000 4500 850
11 9000 3000 500
12 3500 1500 500
13 5000 2000 0
14 2000 1500 0
15 8000 3000 , 900
16 7000 3500 800
17 - 9500 3000 1500
18 6000 2500 500
19 5000 2000 500
20 4500 2400 600
21 7800 3000 0
22 8000 2500 1200
23 3000 1800 0
24 5500 - 2000 400
25 4500 S 2500 )
26 7000 3500 1000
217 3000 3000 1200°
T 28 8500 3800 500
29 12000 4500 1600
30 6500 - 2500 500
31 3800 1800 0
32 4000 1800 400
33 2900 2000 0
34 3509 1500 200
35 5000 2000 250
36 6800 3000 300
37 4000 18C0 400
38 . . 4500 2000 200
39 5800 2500 400
40 6500 3000 200
TOTALES 261,600 107,600 19,800
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A

2

Para obtener la yarianza necesitamos calcular xi2 ? YiY XYy
ESTOS DATUS SE- PRESENTAN EN LA SIGUENTE TABLA:
Familia , \ : \
(1) X Y R A 25 X.
1 100000000 16000000 _ 40000000
2 121000000 17640000 4620000C
3 60000000 16000000 32000000
b , 81000000 12250000 -31500000
5 7 72250000 9000000 25500000
6 25000000 6250000 12500000
7 100000000 12250000 35000000
8 36000000 4000000 12000000
9 16000000 2250000 6000000
io0 144000000 20250000 54000000
11 81000000 3000000 27000000 ,
12 12250000 2250000 5250000
13 25000000, 4000000 10000000
14 4000000 2250000 3000000
15 64000000 9000000 24000000
16 49000000 12250000 24500000
17 90250000 8000000 28500000
18 36000000 6250000 15000000
19 25000000 4000000 10000000
20 20250000 ..5760000 10800000
21 60840000 3000000 23400000
22 64000000 6250000 20000000
23 3000000 3240000 5400000
24 30250000 4000000 11000000
25 20250000 6250000 11250000
26 49000000 12250000 24500000
27 81000000 8000000 27000000
28 72250000 14440000 32300000
29 144000000 20250000 54000000
30 - 42250000 42250000 16250000
31 14440000 3240000 6480000
32 16000000 3240000 7200000
33 8410000 4goo0000 5800000
34 12250000 2250000 5250000
35 25000000 4000000 10000000
36 46240000 9000000 13600000
37 16000000 3240000 7200000
38 ' 20250000 4000000 3000000
39 33640000 6250000 14500000
40 42250000 9000000 19500000
1,973,320,000 318,800,000 776,740,000



El estimador de R, o sea de la proporcibn del gasto familiar dedi

cado a la alimentacibn, utilizando los datos de la muestra quedan

dados:por:“ \

.
A Z Y: /09, GO0
K= < = = 0.4099 =~ 0.4/
‘ : 26/, 090 3
v % ‘
Ltz

significa que el 41% del gasto familiar se dedica a la alimenta-

-

cibn.
Calculemos el estimador de varianza .

o " Y0 2¢a 2 i
V() Lt [Z;%‘-zfeé*f% R g ] '

" nx? - 4

1 300 [3/&1’00,000 + (041)(1423320000) - 2 (0-+) (7%;¢oooo)j
(4o)es28)* | 7o - 1 ]

En este caso el parimetro X es desconocido, de manera que utili-

zamos su estimador:

'7-]
Z. L 264600 _ 4525
4o ~— 40

continuando con la varianza tenemos:

" A A -
V(Z)= o0.002 5 0 (RY= Vo.002 = 0 0¥

14
N

95%‘de confianza nos da una t = 1,96

Los intervalos de confianza son:

[o.41 - 2¢0.084) , 0.u7 « 2(0.uu)} (0.322 , 0.498)



NN

quiere decir que la’ proporcibén del»gésto familiar que se dedica

a la alimentacidn se encuentra entre 0,322 y 0.498 con 95% de

e

confianza. Dicho de otra manera significa que el porcehtaje del

~ /7 \ -

gasto familiar empleado 2n alimentacidén Se encuentra entre 32.2%

y 49.8% con 95% de confianza.

La parte b de este problema la dejamos a cargo del lector.

’

4.2 ESTIMACION DE VALORES MEDIOS Y DE TOTALES CON ESTIMADORﬁS

DE_RAZON. p

En muchas ocasiones podemos mejorar la precisidén de nuestras esti
maciones de medias y totales utilizando estimadores de razbén. Pa
ra utilizar estos estimadores es necesario utilizar una variable

auxiliar, esta variable auxiliar es el valor de una caracteristi-
ca que debe estar correlacionada positivamente con la caracteris-

tica que estamos investigando.

e
£

Generalmente se pide que el coeficiente de correlacidn entre la
caracteristica de interés (yi) y la caracteristica auxiliar (xi),
tome un valor .mayor que 0.5. El coeficiente de correlacidn se

calcula con la siguiénte expresidn.

cov (%, y)
(x) T (y)

donde cov (x , y) es la covarianza entre las variables x e 'y.

Yo (x) y o (y) son respectivamente las desviaciones estandar

de x e y.



1

El coeficiente de correlacidén p toma valores entre -1y 1, es de-

cir.-1 < p <1 ’ ’

Cuando p toma valores positivos indica que a medida’'que una varia
ble aumenta la otra también aumenta, valores negativos de p indi-
can que cuando una de las variables decrece, la otra crece, y cuan

do p = 0 indica que no existe dependencia lineal entre las varia- -

bles. N

El valor de la variable auxiliar puede ser un valor anterior de la
misma caracteristica o puede ser un dato que ya se tenga de la PO

blacién. De otra forma la variable auxiliar se puede obtener con

la encuesta.

En estos casos los estimadores que se proponen son:

[
—

Para la media ?i

i
?3
M"!’Mx
><|
x|

A %;7_ A
Para el total Vé X = BX

En estos casos los valores X y X son los verdaderos en la pobla-

o« P, 3 » -, .
c1dn, es decir son parametros para la caracteristica X;- y es ne

cesario conocerlos para utilizar estos estimadores.

Las expresiones de las varianzas y sus estimadores son:

14
’

v(é); I-4 Z(‘h‘—’z'l;)z

. -
——

" N -1

A

v( i(lﬂ-'&'l;)z

: ¢
)'== ~ -1

;Cl:




RS T

- ' Lo " 100

V (‘I;e) = /VQ[”/'f)" 2 (4, ‘E?’-()l
Y VY

i

\}(‘ O )__ wi-) 2 (s -Rx)”
IR] = » o

Los estimadores de razbn si se utilizan adecuadamente son mis pre
cisos que los estimadores obtenidos con M,A.S., es decir que y yr
Ny.

Ejemplo En una granja se esta experimentandolcon una nueva alimen
tacidén para pollos. Se trabaja con una poblacidén de 600 pollos a
los que se les besa al iniciar el experimenéo, el peso total ini-
cial fue de 780 kilos. Después de un mes se desea conocer el peso
" medio por pollo y. el peso total. Se selecciona una muestra alea-
toria simple de 30 pollos que nos prgporciona la siguiente infor-

macidn:



Peso Peso

Pollo inicial al mes ) \

(i) X vi Xy Yi *1Yi
1 1 1 6.25 2.5
2 1.1 1.21 7.29 . 2.97
3 1 1 6:76 2.6
m 1.2 1.44 7.29 3.24
5 1.4 1.96 10. 24 4.48
6 1.4 1.96 11.56 n
7 1.2 1.44 8.u41 3.48
8 1.5 2.25 11.56 5.1
9 1.4 1.96 11.56 4.76

10 1 1 6.25 2.5

11 1.3 1.69 6.76 3.38

12 1.1 1.21 6.76 2.86

13 1.5 2.25 10.2y 4.8

14 1.4 1.96 10.24 ‘u.y48

15 1.1 1.4 8.41 3.19

16 1.2 1.4Y 6.76 3.12

17 1.4 1.96 10.24 4.L8

18 1.1 1.21 6.76 .- 2.86

19 1.3 1.69 8.u1 3.77

20 1.2 1.44 7.29 3.24

21 1.3 1.69 8.41 3.77

22 1 1 6.25 2.5

23 1.4 3.2 1.96 10. 24 4,48

2y 1.5 2.25 10.24 4.8

25 1.3 1.69 7.29 3.51

26 1.1 1.21 7.29 2,97

27 1.2 1.44 11.56 4.08

28 1.3 1.69 6.76 3.38

29 1.5 2.25 10.24 4.8

30 1.1 1.21 6.76 2.86

TOTALES 37.5 86.8 47.67 254.08 109.65

.76 .



Estimacidn del peso medio por pollo: - ‘
A R = . r
Yo =-28.8 = 2.31 x 1.3/= 3.003 ki
a mx 1.3 = 2, X ' = .003 kilos
- A

donde R = 2,31y X = 1.3

Estimacidn del peso total:

A \

Ye = 2.31 x 780 = 1801.8 kilos

Estimacibén de las varianzas.

V() ot (T4t 2B Iuyg + RIEF)

. ) , ) - { » _ -
o= (1738 (25¢.04 - 752315 109.05 + (2-31)’6‘7-67)
| 30 - 29
44 (25404~ 5D¢.543 + 25¢.37) _ o020
£70 - - .

V(V:t); 0.00 20¢

A

V(f%)s N* &(}2): Loo%(0.0020¢)_ 73;4,,4'

Estimacidén de los errores estindar;

T(7,) - Voo0aed = -0#5 Kios
C(G)= 734 = 271 ki

Estimacidn de intervalos de confianza del 95%
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-

Para la media (;Q + t 7 (Z)>
i Para el total (5/; Tt (}%)) -

Donde t corresponde al desvio normal correspondiente a la proba- -

bilidad de confiénza deseada.

Para el 95% de confianza correspohde un t = 1.96, Realizando los

cidlculos para los intervalos de confianza tenemos:

\ s

media: (3.003 + 1.96 x 0.0u5) (2.91u48, 3.0912)

total: (1801.8 + 1.96 x 27.1)

~

(1748.7 , 1854.9)

4.3 ESTIMACION DE PORCENTAJES CUANDO SE ESTUDIAN VARIAS "CLASES”

EN LA MISMA POBLACION.

s

Las clases ‘déterminan una particidn dentro de la poblacidbn, es
decir una unidad pertenece a una y sblo una clase.

Supongamos una peilacibén divi
dida en 6 clases, de manera
que el nlmero de unidades que
caen en la clase 1, la denomi
namos A1,...., las que caen
6 Asi el ni

mero de unidades en la pobla-

.
N=2_ A

- "' .
La proporcibn.de unidades que

en la clase 6, A

cibn es

pertenece a la clase i en la
poblacidn estd dada por:

R . A

———

N
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~

El porcentaje de unidades en la poblacidén que pertenecen a la

’

clase 1 ‘es
| P .

Al obtener una muestra de la poblacién vamos a tener ay unidades

que pertenecen a la clase 1, ..., ag unidades de la clase 6. Y el

A.
- ),
< (100)

/

tamafio de la muestra n es:

(A
n. 2 a

(27 -

El estimador de la proporcibn es

LY

El estimador del porcentaje es

A
9? = %. (100)

Si estamos interesados en la proporcibdn de unidades que pertenecen

S

a la clase 1 y a la clase j entonces su estimador es
A

~

E — a: + @Z

t; —
/ "
El estimador del porcentaje es
- )
g} = Q85 (100)
i ‘*J ,‘})

’

En cualquiera de los casos la-varianza y su estimador se calculan

con las siguientes expresiones:

Y/ _ NP (e-¢)- Q=1-P
() = N=-{ no ?

-4

~ _

V(#) . N-» Pe - 'Ly, g-1p.
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Ejemplo: " En un centro universitario se elige una muestra aleato

ria simple de 50 estudiantes entre 2000. Se desea saber que por

centajé de estudiantes tienen menos de 18 afios, tienen entre 18 y -

24 afios y que porcentaje de estudiantes son mayores de 24 afios.

Los datos de la muestra se presentan en el siguiente ‘cuadro:

Clase
Menores de 18 afos
Entre 18 y 24 afos

Mayores de 24 afios

Estimacidn de los porcentajes:

A _i_ _
P1 = g Xx 100 =
P, = 2 x 100 -
p = 13 z
P3 = g ¥ 100 =

a.
=
5

32
13

n=50

e

A}

10% de estudiantes menores de 18 afios
64% de estudiantes entre 18 y 24 afios

26% de estudiantes mayores de 2u afiog .

Si nos interesara conocer el porcentaje de estudiantes menores de

24 afios seria:

7

. B132 (50) = 22 (w0) . 4T
S0 50 '



~

. ESTIMACION DE MEDIAS, PROPORCIONES Y TOTALES EN SUBPOBLACIONES |

\

. Una subpoblacién o dominié de estudio es una parte de la pobla-

cidn o subconjunto de la poblacibn sobre la que se‘tiene algiin
interés en especial.
1

Se selecciona la muestra de tamafio n en la poblacibn, pero de esta - -

v

d

al dominio o subpoblacibdn que nos interesa, que llamamos dominio -

 muestra una parte de. ella que vamcs a llamar n, va a corresponder

d-ésimo, asi el estimador de la media en el dominio d-é&simo es

’ = 2 Yai
&: Y4

es decir tomamos en cuerta sdlo las caracteristicas que corres-
ponden al dominio de interés, la sumamos y la dividimos entre el

niimero de ellas, es decir n,-

Formalmente el estimador que se acaba de presentar es un estimador

de razdn. Pero en 1la mayoria de los casos se utiliza como estima

~dor de la varianza la siguiente expresidn

e

ry . Ng -1 - "

N

e P laeB)t g g
V(%) = [ f Gl H) < A4

- n
En esia expresidn ;d es el estimador de Y., fd :_ﬁg— y en el caso
' 4

de no conocer N que es bastante frecuente, entonces se sustituye

d’
_ 1
fdpor f = N -

En una poblacidn se pueden considerar varios dominios de estudios
y obtener estimaciones para cada uno de ellos, siempre que en la

muestra caigan unidadec correspondiente a los dominios de inte-
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Para el caso de proporciones, se considera que la caracteristica

Ydi vale uno o cero, segiin que la unidad se encuentre o no en la

clase de interés. Asi si en el dominio d-&sime cayeron ny unida

des muestrales, se observan cufntas 'unidades de las n,y pertenecen

a la clase de interés y al nfimero de ellas le llamanos nge ¥ el

’

estimador de la proporcidn de unidades que pertenecen a la clase

¢ en el dominio d-é&simo queda dado por
~
B-p

El estimador de la varianza de Py s el mismo que el de la media

Ny

considerando que Yq; vale 186 0y que §a se sustituye por pa*.

Cuando nos interesa estimar totales en dominios de estudios, lo
primero que tenemos que preguntarnos es si conocemos el tamafio .
del domiﬁio, cuando tenemos el Nd’ entonces los estimadores del
total y de la varianza son:

0= Netl

iy
(4 - 7)*
V(h»‘ 2 lnf Z}ﬁ_ld> )

Cuando no conocemos el tamafio del dominio N entonces se propo-

d’
nen los 81gu1entes estlmadores para el total y para su varianza:

- ‘?J (‘: Yui

FERSE T o (- e N[/"ZL) » 2
I \/(;g, e e (0.)

o
— r <t + - P APy
e 14‘-«\ oy s JE PRl .
ey e oty st daa

N

* Si lo que se desea estimar es un porcentaje, entonces Py Se mul
tiplica por 100.
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Veamos er un ejemplo como se utilizan los estimadores propuestos:

’ ’Una empresa hesea instalar el servicio de guarderia para sus
empleados. Para ello desea estimar que proporcidn de empleados .
de base se beneficiarian con el servicio, el nfimero medio de hi-
jos en edad pre=-escolar por empleado de base y el nlimero total de
nifios entre los empleados de base. Para realizar las estimacio-
nes se selecciona una muestra aleatoria simple de 20 empleados, de
un total de 250. La informacidn obtenida aparece en el siguiente

N

cuadro.

"Ademds para cada estimacidn se solicita intervalos de con-

fianza del 90%. ‘ _ B

En el cuadro, bajo la columna de "tipo" aparece una ¢ cuan-
do se trata de empleado de confianza y una b para el empleado de
base, en la columna de guarderia aparece, si cuando el empleado

piensa utilizar el servicio de guarderia y no en caso contrario.



EMPLEADO

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20

. TIPO

0

o oo o

GUARDERIA

no

no
si
no
no
si
si
si
si
si
si
si

no

No DE
HIJOS

- 2
Yai

16

25

16

16

P

16

16

19.:

137
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Para estimar la. proporcidén de empleados de base que se beneficia
rdn €on el servicio, necesitamos conocer &l nfimero de empleadds
de base en la muestra, es decir ngs Ny = 12 y ahora veamos cuén-

- -

to

)]

de ellds van a utilizar la guarderia es decir‘ndc, N ° 10,

nuestro estimador es:

44}
fet

&

, b, =, Nee _ 10 _p.g233 "
/ n, - 12

£1 83% de los empleados de base se beneficiarén con el servicio de

guarderia. . B

El estimador de la varianza ,
: 'z_o__) [/0 (1- 0-#'33)24— 2 (o- 0.&’»3)2]

Vp:)- (l—;zm /1

V(ks). 00116, @ (fa) = 01077 |

Asi el intervalo de confianza del 90% es

(0.833 + 1.64 (0.2077))

(py t ¢t G- (py))

(0.657 , 1.009)

1& significa que la proporcidn se encuentra entre 0.657 y 1
con $0% de vonfianza.

~

estimador del nfimero medio de hijos por empleado de base

~ara el

tenemos
A 2
v 'i',%i BiyYt5+ 1241604 5e3d¢v ¥ 3T .
f:41=774= Tyl — - 12

d - 12

@;g, 3.0¢8 hijos por empleadc de base



=

El estimador de la varianza;

(37)?’7 .- o

] V’(%Q) (1- 3% [}3?'_ e
z /1

El lestimador del error esténdar

J-(yd ‘/ 0:-/6 = 0"9[

-

El intervalo de'confianza del 90% es

(% ¥ ) = (3.0 7164 (00)) = (2. 45¢, 3.736)

El estimador del nimero total de nifios para los empleados de base:
En este caso no conocemos el nlimero total de empleados de base, de

manera que vamos a utilizar para el total:

¥, - ZHL - 250 (37) _ 12.5.3F - 62 5 nivos,

(2]

El estimador nos dice que entre los empleados de base existen

aprox1madamente 462.5 nifios. 2
[I 9 - (3%) ’
Uiy 22t e ) [0 Fer) _ siosss,

19

A
¢ (Yy) = 105.1k4 nifios

El intervalo de confianza del 90% es (462.5 £ 1.6#(105.14))=‘

= (290,07, 634.93)



8

AN

OTROS USOS DE_LAS SUBPOBLACIQNES

En la prictica se recomienda utilizar subpoblaciones o dominios de

estudio, para cuando al realizar el trabajo de campo no se obtienen

las n entrevistas que se planearon, o por algunas otras causas como
”

pueden ser: las respuestas aparecen borrosas en' los cuestionarios,

la persona entrevistada se rehusa a contestar, el entrevistador se

saltd accidentalmente la pregunta, etc.

DIFICULTAD PRACTICA EN LA APLICACION DEL M.A.S.

1. Es necesario un listado de la poblacidn para po&er seleccio-

nar la muestra, y cada unidad en la poblacidn debe tener aso

ciado un nfimero.

2. La muestra se encuentra dispersa en toda la poblacibn, lo que

conduce a los entrevistadores a viajar por toda la poblacidn.

3. En la prictica se recomienda en las poblaciones pequefias.
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EL MUESTREO ESTRATIFICADQ

DESCRIPCION DEL METODO: La poblaci8n sujeta a estudio consta de
N unidades las cuales se encuentran repartidas en L subdivisiones

de la poblacidn denominadas estratos. Cada unidad se localiza en

“ /

uno y s8lo en un estrato y la unidén de todos los estratos confor

ma a la poblacidn original

’

Una vez que la poblacibn ha quedado dividida de esa manera, la se

leccidn se efectla de la manera siguiente:

a) Elijanse ﬁl unidades en el estrato nlmero 1

b) Elijanse n, unidades en el estrato nlimerp 2 de mane

2
ra independiente a la seleccidén ya hecha en el estra
to 1

¢) - Continue en la misma forma con el resto de los estra

tos.

NOTACION:. En el estrato N° 1 existen N1 unidades, en el estrato 2

9> +++ y en el {iltimo estrato existen N unidades. De
entre las N1 unidades que conforman al estrato 1 se eligen a n, de
ellas; de entre las N2 unidades que conforman al estrato nimero 2

2 o .
se eligen a n, de ellas y asi sucesivamente
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Muestra aleatoria de

tamano n3

i

Muestra aleatoria de
tamafio n
vV 2

-
1

La media poblacibnal se define igual que antes, a saber:

donce Y1

el total

entonces

tratos 1,

sobré el

— iqi Gf’.f Yot . 4 V._ -N":—fIV;g#'--+NLZ
Y‘: T- N N
h=L Ny
. S
$/4= ﬁ; %& e@; m
N
\ ‘ 5.1

es el total de la caracteristica en el estrato 1, Y2 es

de la caracteristica en el estrato 2, y asi sucesivamente,
?1 R Yz » ... se refieren a los valores medios en los es-
2,... respectivamente. En la ecuacidén 5.1 la sumatoria

indice 1 se desarrolla sobre el estrato h-&simo. De

acuerdo con la ecuacidn 5.1, el total poblacional es: -
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En muestreo aleatorio simple se habla de la varianza S2, en mues-
treo estratificado se habla de la varianza S? dentro de cada estra
to, por lo cual también es necesario emplear un subindice para

ella, a saber: S,2 , S_.%.., S.2°, donde: f

1 2’ L
i=Nn
s:’ _ ?7 (l‘fht ‘1!\)
Nn -1

Su Uso: Al usar muestreo estratificado es posible dar estimacio-
nes para cada estrato ya que se hacen selecciones independientes
para cada uno de ellos; y por la misma razdn esas estimaciones por
estrato pueden efectuarse con la misma precisibn solicitada para
cada una de ellas; ya que bajo muestreo aleatorio simple; el tama-

fio de muestra requerido en el estrato h-&simo seria:

Sp2
noy = Vh para estimar una media
n- b
ZS 2 )
Ton :‘—1%731- para estimar un total
“h
) n _ P, Q . )
oh = "h “h para estimar un porcentaje
v
h
y en los tres casos -
YNoh
nh-_:
l 4 Noh

N

y el tamafio total de la muestra ser:
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Yl: V\.+'Y\,_+‘Y\3,+ L) + .V\L

~

En ocasion€s, aunque no se requieran estimaciones por separado pa
ra cada estrato, este esquema es usado para facilitar la seleccidn

y» el trabajo de campo.
\

Ejemplo 5.1: LSs empleados de una institucién parecen listados

en la némina general, pero esta se presenta fragmentada por depar

“tamentos de la manera siguiente:

Depfo 1 Depto 2 venn | Depto 6
1. - 1. 1.
2, 2. 2.
3. 3. 3.
300 500 4goo
TOTAL DE EMPLEADOS = 300 + 500 + , . . + 400 = 5.000

Para llevar a cabo un estudio sobre estos empleados se decide
empléar estas listas y como cada una de ellas presenta numeracidn
independiente, para facilitar la seleccibén se define a cada depar
tamento o a cada lista como un estrato. En estas condiciones exis

\ ]
ten 6 estratos (L = 6) y sus tamafios son N 300, N, = 500, ...,

1:
Ng = 400. El1 tamafio de esta poblacibn es de

"N =300 + 500 + ... + 40O = 5000 empleados

2



ESTIMACION DE VALORES MEDIOQSj Para estimar al valor medio Y se

usa la media es*tr'ati;t.’icada\S?est definida ‘de la manera siguilente:

qc 4 NG, + Ny 4o 4N, &, My 1;:.
T =
: N N

L

donde ?h es el estimador del valor medio en el estrato h-&simo.

Si la seleccidn dentro de cada estrato se ha hecho con muestreo

aleatorio simple: e,

entonces

Intervalos confidenciales del 95% bara la media poblacional se cal

culan como sSigue: ‘o

‘L" = 'Z/-ur - Z (l/l/(qear))
Ls

G = 2 (V7))

AFIJACION PROPORCIONAL: En muchas ocasiones se tiene como dato el

tamafio total n de la muestra que debe emplearse; y el problema con
siste en distribuir o afijar, esta muestra entre los diferentes es

* tratos. Un método ampliamente usado para hacaerlo es la "afijacibn

proporcional” y ella es tal que los tamafios 'de muestra para cada

~




estrato se calculan com® sigue: : -

n= Non ‘
N
hz = Nuy
~ N -
T N, . Ney |
, "N ;

Ejemplo 5.2: En referencia al ejemplo 5.1 anterior el cual en el
departamento N° 1 existen 300 'empleados, en el N° 2 existen 500,.
«eay Yy en el N° 6 4LQ0 empleados, y siendo el total de ellos N=5000;
podemos encontrar el tamafic de la muestra que le corresponde a

cada estrato si el total de la muestra debe ser de 50 y se utiliza

afijacibn proporcional:

Ml: 200 5—0 L _—__—_/5'000 = 3» . ]
5000 5000 ;
- Sovoo
M,z 220 5, = 22002 - 5
So000 Sooo

n, - 400 sp - 2000, y

Ejemplo 5.3: Supongamos que en el ejemplo de los empleados en 6

) . U
departamentos, la caracteristica en estudio es el nlmero de hijos

por empleados y lo que se desea estimar es el nfmero medio de hijos

por empleado. En el estrato 1 existen 300 empleados y la muestra

es de tamafio 3° (ejemplo 5.2). Para obtener la muéstra en este es-



’
'

trato se eligeﬁ 3 nlmeres aleatorios entre 1.y 300 y resultan se
leccionados los empleados cuyos nflmeros son & 57, 288 y 17, Se
localizd a .los empleados y se les preguntb. por el nlmero de hi
jos que tieﬁe-cada uno ée elloss; las repuegtas fueron: 1, 1, 4.

Entonces para este estrato, el . rilmero medio estimado de hijos por’

"~ empleado, estd dado por la media muestral: -

_ q,+q,+q> [ +1+4
Ha‘ = ) =

y para efectos de la obtencidn de intervalos de confianza del 95%

A ,
calculamos A% y posterlormente \Y (yl)
(zqh )
'=—f“‘,1 3_{ a, :'
Vi) (1-%)40 - (1-2)2 - 22 =
7 NS ™M T 200/ 3 = 3200

En los demas estrdtos se trabajé de manera similar obteniéndcse:

\ Yo = 24 \}(q,) =3
s = 2 \7(!7,) = 2.5
4y = 27 V (g,) = 24
Ys = €0 V (ge) - 7.2

-
[
"
N
<

(3,) =
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- ~ \
Resumamos tqQda le informacidng

Estrato ‘Tamafio N Muestra n, §£ e(yh) o ’
1 _\300 3 2 1
2 . soo' . 5 3.1 3
3 1000 10 2 2.5
4 800 8 2.7 2.1
5 2000 20 | 6.0 7.2 T -
6 400 4 2 1

TOTALES 5000 50

Entonces la media estratificada vale

poo (6.0) + 00 (2 ) ’

7-{ 300 (2) # s500(3-1) + 1oo0(2) + £00 (2.7)+2
€T = 500 -

600 #/5SD 42000 * 2/604 120007800 49176 _ 3. 422
5060 Soeo

— o | -
y .est = 3.822 hijos por emplddo en toda la institucibén. .3.822 es

el nlmero medio estimado de hijos por empleado en toda la institu
“A

cidn. Ahora calculemos V (¥ )

est

Vi (22 0 (226 + (Vo ) <">+Ef°—°) Be) 0

§

= 1.24¢

y el error estlndar vale v1.346 = 1.16

\
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1 B .
Luego el iIanteryalo de confianza del 935% vyale

ki
ks

2.§22 - 2(11L) = /.6D2

2.922 + a(16) = b.I¥2

ESTIMACION DE .TOTALES Y DE PORCENTAJES:

’

Para estimar a un total solo es necesario multiplicar el tamafio

N de la poblaci’on por la media estratificada:

~

7_/ = N?zsr = le-:f N:?z_}--- +Nl-?|_

VIP) = V (Nur) = NPVG) + NI V(G 6 + N2 V()

Jy los intervalos del 95% de confianza se calculan como:

i = Nfer. -2 (V (~q,.,3)"‘ | ;

Ly = N + 2 (Y (NFar)

Ejemplo 5.4 : Continuando con el ejercicio anterior podemos esti

mar el nimero total de hijos que tienen los 5,000 empleados en
la institucibn, En base a la estratificacidén. efectuada y con-
siderando la media estratificada ya calculada. Asi como su va-

rianza tenemos.

~

N
Y=Niesr = 5000 (2.522)= |4, 110 H 03
Este es el valor estimac cel total solicitado. Para obtener in-

tervalos confidenciales para este total calculamos
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~

V(NG = N‘\'/‘(q“,) = (5000)7(/-34¢) = 33:L6D 000 o

El error estandar vale 33,650,000 = 5800,86 Por lo cual el
intervalo es [ 7508.28; 30711,72 ] esta estimacidn es poco

precisa ya que el intervalo estd muy abierto,

i

Para estimar porcentaje wusamos la expresidn siguiente:

L
b o LMeb Wbt i
€sT ~ N P N

donde Py, s el estimador del porcentaje en el estrato h, con mues

2
treo aleatorio simple dentro de cada estrato, y este estimador

vale:

A £ Ea £( esMao h
P“_ Gn_ 100 - CASos F Vo@ets 8 B (IOO)
Tamally DE MUESTRA EN EL EST¥ATO h

est €s

donde la varianza estimada de p
' . L
v (p¢sr) = : Vl‘- N: (Mh ’h“\ _fl_q.'_k; = A Z N“'(Mﬂ'h"\ ‘Pth

YE ;.L' N, My, -4 N¥* Me- 1

entonces, para calcular intervalos confidenciales del 95% {isamos

Li = besr = 2 (V (pur))
Ls = Pq.r + 2 (\}('P“'))’lz

Ejemplo 5.5 Continuando con el ejemplo de los empleados que es-

t&n repartidos en 6 departamentos, se quiere conocer que porcen-

taje de ellos son del sexo femenino. Para ello utilizamos 1la

misma muestra y se obtiene la informacidn siguiente:
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Personas del . \

Estrato Tamafio Nh Muestra ny sexo fem, ay Py 9y,
1 . 300 3 1 1/3  2/3
2 s00 s 2 - 2/5  3/5
3 - 1q00 10 . 4 4/10 6/10 = .
ho 800 8 3 3/18 5/8
5 2000 20 ‘ .8 8/20 12/20
6 400 Y ] 2 2/4  2/4
TOTALES .5000 50 -

—~

La proporcidn estimada de personas del sexo femenino:

'P‘“ _ 300(33) +s00 (40) + [ooo (40)+ 900(34.5) + 2000(40) + 400 (5v)
Y H5Doo . :

10“1- = Jpooo + 20000 + #poo0OD * 20000 F£0000 *+ 20000 _ 200000 ___,9‘07
Sooo T 5000 ¢

/

La estimacidn del porcentaje de personas del sexo femenino es: 07, .

El estimador de la varianza con afijacibén proporcional

L3-1-1.]

\7 (b ) (L - = ) 300° (5‘.‘:.3 x (,b.l.) 500> (#0 x¢0) +/oooz(¢o x60)
= Soo0o0 50 (300) - SO0 * 5D(sv0) - 5000 S0 (r000) - 5000

g002 (895 x 62:5) 20002 (40 ¥ 60) 00> (SD x5D) ]_1
so(poo) - s000 S0(2000)-5000  S0[(¥90)-5000 |

\; (ja“r) = 64.1




o f('ben) \} 1 73197 _

el estimador de la varianza del porcentaje es S54.1 y su error estan’

dar 7.36

" Intervalo de confianza del 95% para el porcentaje:

L = 4o0- 2(#2¢)= 2528

ks = 40 + a(#3)= 572

%
3,

FORMULAS PARA EL CALCULO DE LOS TAMANOS DE LA MUESTRA

Si se desea estimar una media poblacional y la muestra se afija

,Proporcionalmente '
Pri leul -
rimero calculamos
M, - ' Z Nb\ sh ™
NV hz

Donde V se refiere a la varianza de la media estratificada.

n

) ) . ' - - e s e
S@‘ﬁWﬁ es despreciable tomamos no como el tamaié de muestra indi-

cado, en caso contrario corregimos el tamafio de muestra con

n_ Mo

I+ T
\ N,



—
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Después que se ha obtenido el tamafioc de muestra para la poblacidn

total se reparte o afija proporcionalmente con la siguiente expre- -
sidn;

S

Para estimar el tptal’poblacional se sigue el mismo procedimiento

lo {inico que las expresiones con las que se calculan los tamafios

de muestra son las siguientes:
L

~ No - (_\'\7'.) Y NLSW

hz,

“ fy\°~ _ e
- o ——————————
o
r ——
\ N
y la muestra se afija de la misma forma,

~

Para cuando se desea estimar un porcentaje entonces las expresiones

para calcular el. tamafio de muestra con afijacibn proporcional son:

[
'Y‘b»: L l\‘hp’\oh
Nv hzy ™
Y\_; Mo
Mo
\ 5

s

En este caso la varianza V se expresa como (%)2 en donde 4 , Ph’ ,

Q, estéh expresadas en porcentajes.

L3

ke

AR



ESTIMACION DE VALORES MEDIOS Y. DE TOTALES EN SUBPOBLACIONES DE .

“TAMANO" CONOCTIDO,

Si queremos conocer una estimacién global -para una subpoblacién o

un dominio de estudio cuando se ha realizado una estratificacién

en la poblacibn, debemos tener presente que el dominio se

contrar esparcido en todos los estratos.

va en-~

Vamos a suponér que estamos trabajando con el dominio d-&simo de

tamafio Nh’ existen Nha unidades que pertenecen al dominio
del estrato h seleccionamos ny unidades muestrales de las
Nyq pertenecen al dominio d, esto ocurre para cada uno de

tratos de la poblacidn.

- De manera que para estimar la media de una caracteristica

- minio utilizamos la siguiente expresibn:

Nyy — —
-2 Z Ny O 1z 2N,
Yd - h < =1 _Mad = h b I/"d
? Nag 2. My

Y como estimador de su varianza:

~ oz Nus g e
V(}j)= (ZlNur‘Z‘ Nig J (I N:.:)

Para estimar el total del dominio:

C ‘;Z= ;"VMZ b _ };_Nu’ﬁa

(= Ny

y como estimador de su varianza'

V(L) =& Mool (- Ze)

, Nnd
donde ﬂ&d = i [ %‘ 2 (= Ynai) ]

Nna-1 hdi Mind

Loy

d-ésimo,
cuales

los es-

del do
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Es la vaprianza entre lag unidades del domino d dentro del estrato

h. - : i

EL MUESTREO POR CONGLOMERADOS.

Descripcidn del mé€todo:

El muestreo por conglomerado se recomienda cuand6 no se dispone
de un marco muestral de los elementos que forman la poblacidn y
. ) . N
el costo de elaborar dicho marco es muy alto o cuando el costo de
transporte entre los elementos de 1la poblacibn a investigar son
muy altos. En estos casos lo que se sugiere es formar conjuntos
o grupos de elementos a los que se les llama conglomerado y el
marco muestral esté& formado por un listado de conglomerados, se
selecciona una muestra de conglomerados y los conglomerados que
forman la muestra se censan, es decir se investigan todos los
_elementoé de los conglomerados que cayeron en la muestra. En el
muestreo por conglomerados la caracteristica que se xnvestiga

es una caracteristica propia de los elementos que forman los con

glomerados.

Veamos un ejemplo, se desea investigar que tipo de programas de
televisidn les agrada mids a las personas de una ciudad, no se
dispone de un listado de personas por lo que se hace un listado
de viviéndas, es decir que una vivienda es considerada un conglo

merado formado por todas las personas que viven en ella.

~

En este caso la muestra esti formada por n unidades muestrales,

donde cada unidad muestral es un conglomerado, hay que tener pre
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sente que en este esquema de muestreo cada unidad muestral nos pro

porciona un conjunto de observaciones que corresponden a los ele-

-

mentos que forman el conglomerado.

-

N

Las observaciones - -se van a representar por,yij, donde el iIndice
1 representa el conglomerado y el indice 3 elemento dentro del
conglomerado. Asl la observacién Yo3 representa al elemento 3

del conglomerado 2.

Notacidn: El método de selecci8n de la muestra consiste en ele
gir n conglomerados de un total de N conglomerados que/forman la
poblaciéh total. Cada. conglomerado estd formado por Mr elementos

donde 1 representa el conglomerado, M= th representa el nd

% 11

. mero total de elementos en 1la pobldéién M'n-%— es el tamaﬁd'prov

medio de los conglomerados en la poblacidn de la misma forma.
]

e 2%%“— es el tamafio promedio de los conglomerados en la mues~
Mc L.

tra. 7& representa el total de las observaciones del
I"'

conglomerado i,

"o

"Con esta motacidn vamos a presentar los estimadores para el caso

de muestreo por conglomerados.

ESTIMACION DE VALORES MEDIOS, DE TOTALES Y DE PORCENTAJES

_En muestreo por conglomerados tenemos dos valores medios que

son la media por unidad y la media por elemento,

La media por unidad se refiere al valor medio por conglomerado

N

'de alguna caracteristica y el estimador que se utiliza es.
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(;‘ _ o / n M ,
I TR ]

El estimador de su varianza es:

v (‘;‘)= j-f Z0e-3)”

” " -/

\

El estimador del total en la poblacidn es
a % n My
F= Nj= N 5 N 7 4,
= Ny = N A .
7 ” (= 7‘ ” (g, pLrti 7/ - i
como estimador de su varianza tenemos la siguiente expresibn. -
A s : h(\ _)&
V(P)s #20-f) Z4-7
7'

7 -4

Para la media por elemento se propone la siguiente expresidn:

;? = ;r‘ }j = 3?97
* M M-n

que se puede analizar de la siguilente manera: para gg'valor me-
dio de una caracteristica debemos tener el total de la caracte-
ristica entre el nimero de elementos, por eso el estimador tiene
en el numerador, un estimador del total y en el denominador te-
nemos el total de elementos. Este estimador se presenta con una

doble barra para distinguirlo de la media por unidad.

El estimador de la varianza de la media por elemento es:

“ -1
55 e -1 z -7/ 1-f 1 [s,2 L (T ;]
Ve GBI L o[ 4 )

Ademds de los estimadores presentados que son insesgados, existen
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40,

otros estimadores para cqnglomeradosEque se conocen como estimad<

res de raz8n; que en muchas ocasiones son mds poderosos.

/

Para estimar la media por elemento se presenta el siguiente esti
’ | ; -

~

mador: - b
P
L=
=
2 M

(»s

PRW T

¢=

como estimador de su varianza tenemos:

i

PP 3> (g - Toag)
) V(F)= LL, & (Z'-,M)
/-

ol AR R VRAL YO

Para estimar el total poblacional tenemos
‘h.

Y .
A ‘:,' f M - ,
ZM{

- R -1 )
y para estimar la varianza del total

Yo NU-o) Zﬁ/;-‘ﬁ/"liz *0 (4
\/ ( k&:)=.‘ ~ Ajiy-{ 4) = /¢7 P/‘géf)

|
Si el total de elementos en la poblacidén , M es desconocido susc

 tituimos M por su estimador que es m,

Para estimar porcentajes en una pobalcidn considerando muestreo
por conglomerados,“debemos tener presente que dentro de cada con
glomerado los elementos pueden pertenecer a la clase C de inte-
‘rés o a su complemento. Asi dentro del conglomerado i, el nime-
'ro de elementos que pertenecen a_la clase de interés C lo-reprg

_ sentamos por di. .
. N , J
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Asi tenem6§ los §iguigptes'estimadoreé; /

P - =& . 100

pA ﬂ@
{&, Z

vy (%) : 1-f [Za* - 287 M *@’ﬁ'Mz’]
nm? | i 14f'i .

[N

. Ejemplo: En una ciudad que cuenta con 600 escuelas primarias y

9000 maestros,se desea realizar una investigacién para estimar:

a) El nlmero medio de alumnos por escuela queé se retiraron

antes de finalizar el afio escolar,

i

b) El nGmero total de alumnos que se retiraron de sus estu

dios primarios en la ciudad-

c) El nlimero de alumnos por maestro que se retiraron de sus
estudios

d) Porcentaje de maestros que estén de acuerdo con una modi-
ficacién del plan de estudiog. %

Para ello se considera cada escuela un conglomerado y se selec-
cionan 20 escuelas con muestreo aleatorio simple para formar la

muestra.

De la muestra se obtienen los siguientes datos:



' (a.)
- G132 , vid o Naestros
(1) ° No.de njaestros No. de alumnos de acuerdo a.M. M.y.
Escuela por escuela - - retirados con la modif. e i
\
1 ) 12 * 38 8 36 5u6
2 15 40 _ 9 135 600~
3 10 | 28 6 . 60 _ 280
m 6 - 30 m 24 180
5 ' 8 32- 4 32 256
6 10 ‘ 35 9 90 350
7 g 40 9 " 81 360
8 112 45 10 120 540
9 U 43 10 140 602
10 11 38 9 99 1418
11 - - 18 52 12 216 - 936
12 20 65 20 400 1300
13 22 70 20 44O 1540
14 12 29 11. 132 348
15" 24 75 23 552 1800
16 18 59 . 15 - 270 882
17 6 39 ' 6 36 23y
18 10 25 .5 50 350
19 20 . 82 1y 280 1640 .
20 15 BY 9 135 960

TOTALES 272 919 213 3356 13932
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‘ Paravcaso se piden estimadores de varianza. y de error estandar

a) 71 ?—_if_, 99 - #%9s  alumnos retirados por escuela
20

V7). (- %) [ys @’f)l]- /.193
Vig)= (:o)[xa) [¢ 2= a4 /

0_(7-) = l///"/95 = 3.3¢ -alumnos.,

”
b) }/: 'V7 — (O0r Y5.95 - 27530 iigunnos retirados en la pobla

V (§) = 600°(11.193) = & 029,44

r(y) - 2007.3¢ alumnos .
c) 7'-:._; _}i_ _ 273570 _ 3.4 alumos retirados por maestro.
M T T G400 7
2 = &3 Ya e 28
Veg) (1= 28) g3 = 007
EE

1 .
J'(y) m 0.2 alumnos

a) G = Tl 0. 212 506 . 7437
M 474



v Y.

V(3. (-2) (2500 -2 Gea)(355) 4 Gosfpyens]]
20(15)? , 79 -
267 , -

0-(/5‘2> = /6-35[

)

'f
Utilizando estimadores de razdn estimar a) el nimero redio de alum
\

- . ~
nos por maestro que se retiraron y b) el nGmero total de alumnos

retirados en la poblacidn. Compare estos resultados con los anterio .

res. ' .

a) ; = 2Yi " 4/9 = 3.3p " alumnos retirados por maestro
IR T A P2
A - b
V (Ze )= (1- &%) [4¢s23 ‘7(3'5*)(/3732J #(2.32) (‘7"2");_ 6-.00£1
JO(/S‘) /7

0_(7-7;) = 2.0

b) - /(;Q - n333 (?oab)’: 3o¢ Ao . alumnos retirados

J(Fe)e M7V (Fe) = (90067) 0.006r = 43¢, 100
O——(P‘;): 702.92 ) alumnos

COMENTARIOS SOBRE LOS TAMANOS DE LOS CONGLOMERADOS Y SOBRE SU

CONSTRUCCION

En el muestreo por éonglomerados la precisibn de los estimadores de
pende mucho del tamafio de los conglomerados y de la estructura in-

terna de los mismos.

-



En cuaﬂfo al tamafio de los conglomerades, puede qcurrir que en la
poblaci8n todos sean de igual tamaifo, Mév en cuyo caso?los estima
dores se simplifican notableﬁente, o puede. ocurrir que los conglome
rados sean de tamafios distintos, en cuyo caso los conglomerados que
forman la muestra pueden ser elegidos con probabilidad prqporciona}

al tamafo.
I

En muchas poblaciones al tratar de aplicar este disefio muestral;
los conglomerados formados resultan muy grandes de tal manera que
al tratar de investigar los conglomerados que’cayenpﬁ'en lalmues—
tra el censo de estos conglomerados, resulta impracticable, por
lo que se recomienda cambiar de disefio muestra y probablemente un

submuestreo seria adecuado.

Al construir los conglomerados dshbemos tratar que ellos -

sean lo mis heterogéneos posible internamente, es lo que genergl—

mente se expresa pidiendo que el coeficiente de correlacidn intra-
clidsico sea negativo 0 muy cercano a cero; Dé esta mageré se ga-

[

na mucho en precisidn con el esquema de muestreo por conglomerados

SELECCION DE CONGLOMERADOS CON PROBABILIDAD PROPORCIONAL AL TAMAKO.

En este caso los conglomerados de mayor tamafio, tiene asignada una
probabilidad mayor de aparecer en la muestra, y los conglomerados
mé&s chicos tienen una menor oportunidad de aparecer o de caer. en
la muestra. El estimador del tamafio del conglomerado debe estar co
rrelacionado -positivamente con la caracteristica que se esté‘inveg

Y

tigando, cuando como medida del tamafio del conglomerado se conside-
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\ N\

ra el\pﬁmero de elementos que forman el conglomerado, entonces la

probabilidad de seleccidn del conglomerado i-8simo estd dada por

Z = M
N
2 M;
probabilidad proporcional al tamafio del conglomerado (ppt)

y se dice que la muestra es seleccionada con

MANERA DE REALTZAR LA SELECCION DE LA MUESTRA CON ppt

Veamos una forma 'de seleccionar la muestra con probabilidad propor
cional al tamafio: En, una cadena de tiendas de autoservicio se

desea realizar una encuesta entre sus empleados, La emprésa cuenta
con 8 tiendas con 60, 150, 80, 110, 76, 130, 95, 99 empleados res-

pectivamente. Las probabilidades que se deben asignar a cada tien

- da son: o 26
o /50 - Lo = L0 7o =
Z = ?ao v F= 5o ) AT g 2= pop ' %27 poo
. /30 .95, Z,. ,
Z_é\ 700 ) Z; < Zo0 )’ 10 DE TAL ARERA ?ae
2t Za + B3z + Zu 7‘25'#- Zs + ?; * Zd’t j
.?"s‘
Formamos el siguiente cuaddro; ’
N° de N° acumulado intervalo de
Tienda empleados de empleados seleccibn
1 60 60 1 a 20
2 150 210 21 a 210
3 80 © 290 , . 211 a 290
y 110 400 291 a 400
5 76 478 401 a 476
6 130 . 606 477 a 606
7 95 " 701 . 607 a 1701
8 99 800 ’ 702 a

i

800
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Vamos a elegir una. muestra de n = 3, de manera que seleccionamos
tres nﬁmeros/aleatorioé entré 1y éOO buscamos los nmeros en una
tabla de ndmeros y resultan ser: 83, 695 y 420, Los conglomera-
dos que forman la muestra son: la tienda 2 porque 83 esté en el
interv;lo de 21 a élO, la tienda 5 porque 420 esté en elljntervalo
de 401 a 476 y la tienda 7 porque 6395 se encuentra en_ei intervalo

607 a 701.

Si la muestra fuera de 4 buscamos otro nlimero en la tabla, esta re

sulta ser 199, que se encuentra entre 21 y 210 de manera que el

conglomerado 2 estd 2 veces en la muestra, O sea sus observaciones

se repetiran ? veces.

Por lo general con este tipo de seleccibn se permite el reemplazo

_y un conglomerado puede aparecer varias veces en la muestra.

~

Los estimadores para cuando la muestra se selecciona con probabi-

lidad proporcional al tamafio y con reemplazo son los siguilentes:

Estimadores de la media por elemento y de su varianza:

EAN — 4
T Y |
?/Pf’f - 7/’% - '7:/?(2-_’7 My

y/ (7:»,/'{) R }___ (fj‘ - Z’f’f)l

Estimadores del total y de su varianza:

A

\ Y =M 7Pf’f

/ppr

U (Pn)= MPLV G



" 48.

N

Estos estimadores son insesgados y se utilizan cuando se seleccio

na una muestra de tamafio n de una poblaci8n formada por.N conglo

- - - \ —~ ’
"merados donde el i-&simo conglomerado es de tamafio Mi y es selec

cionado con probabilidad proporcional al tamafio

~

. Mi -
Zi = —— ‘
M.
l ra
SUBMUESTREO -t

El proceso de seleccidn en submuestreo consiste en seleccidonar una
muestra aleatoria simple de conglomerados y despu@s seleccionar una
muestra aleatoria simple de elementos dentro de cada conglomerado

’

que cayd en la muestra.

Para realizar esta seleccidn debemos contar con un listado de los
conglomerados que forman la poblacién y despu8s de elegir los con-
glomerados muestra, contar con un listado de los elementos de los

conglomerados que forman la muestra, para poder realizar la selec

. £l

cidn de los elementos dentro de los conglomerados.,

La poblacidn estd formada por N conglomerados de los cuales se
elige una muestra aleatoria simple de n conglomerados, donde el
nimero de elementos del conglomerado i-&simo lo representémos por

Mi’ m. es el tamafio de la muestra dentro del conglomerado i. Asi

N —
M = ZM; es el nlimero de elementos en la poblacién, M = %— es el
t<

tamafio medio de los conglomerados en la poblacidn, yij representa

la caracteristica j-ésima del i-ésimo conglomerado, a la media

™2

4y

: P : A [
muestral del conglomerado i-é&simo la representamos por ‘—'E

<.



Bajo estac condiciones los estimadores que se proponen son;

El estimador de la media poblacional Y
A -

(J_ —._ N ‘Z:IM"y‘

Vo g M B MG

M n

A
El estimador de la varianza de Y es

N , n
V<}{)= _tl} A, ——e ‘Z_M (p§z)jﬂ

n - . 2
donde ) 2 _ E;%([VE% _— Al_‘_j_) R
/ { 'Y\_i
m _);L
ij = 4¥I qu 1
Ty -1
.7 | - M .
L:';\T ) 7Lac' M; LT hA
el estimador del total poblacional Y es:
: "
~ - M. .
Vo Mg = NEMT
vl N =
A

El estimador de la varianza de Y
-\ n f _).:' 2, ;
VI¥)=M"* \/(7) —-A N T M-k

Estimadores de razdn para la media y total poblacional

A

AR A £ it

A “\"A" A3 u“" B 1 o e
. “'v:\&\ “ A [
”"’M"?‘.ntw"- (4“1 \‘*\ “q-.;,“r‘n'\‘ . e -
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La varianza eﬁtimada‘derY es;:
’ / : Y
— - | —
V ( = A0 L2 M(§ - f a
72) )/)[;’2' +- MNM.Z “Z—:’— ‘( l) m¢.
donde
: n 2. - _ -
,jj‘ ‘Z;', M‘ (?{ - ’/e)
’ =
) 7 -1 R
7 2y
A = 2 —'_'A_%/ 7(
™, - 4
El estimador del total:
' A —_ N
= Y 2_M;
.HR' - = =y
A

El estimador de la varianza de Y, es ’ X
A :;,\ - A a
J . (v
V(%)= (M) Vi)
El estimador de razbn para la media se recomienda cuando M no se
conoce, es decir cuando es desconocido el nfimero total de elemen-
. tos que forman la poblacidn.

Estimador de la proporcidn poblacional

Es estimar que parte de la poblacidn pertenece a una clase dada,
para ello vamos a considerar a P; la proporcidn de elementos del

conglomerado 1, que caen en la clase de interés.

|

El estimador de lé proporcidén poblacional
N )“ ) ‘
?5A4ik%

P=p=
T3k
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La varianzd estimada de p es:

7 BT TR
\ '\/(\t’): mmb/ﬂ' T aNme }.::’,M‘ (1-4) %’th

. | ‘ .
2 Z M k) | ‘
. A, = < ' v ‘?&":./"fq'

7 - i

- MUESTREO SISTEMATICO

La poblacidn estd formada por N unidades de las cuales se debe
elegir una mustra de tamafio n. Para elegir esta muestra se pro

cede de la siguiente forma:

N .
Se calcula k =-?r, si k resulta ser un nimero entero entonces se

elige un nimero aleatorio entre 1 y k, el que representaremos por r,

de esta manera la muestra queda dada por las unidades:

Y s k., Frak, wr 3k, .. :

Si k no es entero, entonces se selecciona un nmero aleatorio
entre 1 y N, al que se representa con r y las unidades que forman
la muestra son:

¥ .24 * -4 » *r k, *¥¢ 24, .

esta muestra recibe el nombre de muestra sistemdtica ciclica, por-
que va hacia adelante y hacia atrds, hasta cubrir toda la poblacidn.

AN .

En el muestreo sistemdtico se encuentra la primera unidad de la mues
tra aleatoriamente y las n - 1 unidades restantes quedan automatica-

mente seleccionadas. \
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a la facilidad de aplicaci8n pero es necesario tener conocimiento

. Este esquema de muestreo es muy utilizado en la préctica, debido
- - -

sobre la poblaci8n & la que se le va a aplicar, por eso se pide

que la poblacibn se encuentre aleatorizada con respecto a 1

I
a

caracteristica que vamos-a estudiar en ella, Esto no significa

que el muéstreo sistemdtico tlenga esta restriccidn, ya que si la

\

poblacidén se encuentra ordenada o existe alguna tendencia, se hacé

un andlisis y se utilizan los estimadores convenientes a la situa-’

-,
cion.

En el caso en que la poblacibn 'se encuentre aleatorizada con respec

to a la caracteristica en estudio, los estimadores que se proponen

son los siguientes: '

Un estimador insesgado de la media poblacional és la media siste-

mética: - é% 7
‘ N

%I};’ . =

n

Estimador de la varianza de la media sistemdtica:

. 2 — 2
V(o) - Lot B P
’ 387 - """n > - 4
Estimador del total poblacional:
. \ 2 o ’
_ Srsr = N%"sr
A
es

Estimador de la varianza .de Y

V(C) -

sist

V 2(; \[7;/5/')‘
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Estimador de una proporcidn peblacional v

A

-P - / R = /(-
S, ST T TE ST Ny
7

donde a es el nilmero de unidades en al muestra que pertenecen a la

clase de interés, ,
A ‘ '

Estimador de la varianza de P .

si1st

-

A 9 r/ /ST
V (/%u;r>': /&:;_f% ({-‘7[)

. _
Y, = 1 -A.sr ‘
Feror = }é/s;, .

donde

El muestreo sistemitico se usa principalmente en archivos de tarije

tas, expedientes, hojas para elegir una muestra en algin proceso

de produccidn, etc.

Ejemplo: Una empresa quiere investigar el nlmero medio de dias al
afio que sus empleados faltan por motivos de enfermedad y que pro-
porcidn.de sus empleados son mayores de 50 afios. La empresa cuen
ta con 156 empleados y los expedientes de ellos se encuentran orde
nados alfabéticamente en un archivo. Se decide elegir una muestra
sistemdtica de 1 de cada 15 empleados. Para ello se elige en ni-
mero aleatorio entre 1 y 15 y resulta ser 10, de manera que los em
pleados que forman la muestra son los empleados qué les correspon-
den los siguientes nfmeros 10, 25, 40, 55, 70, 85, 100, 115,.
130, 1445,

=N



- - s
N° dZas ausente ‘ - _ -
, ' por enfermedad
Empleado - (jixl Edad yi2
1 8 52 . 6L N
R
2 5 us 25
3 0 ' . 25 0
TN \ 10 ® 56 100
5 3 21 g
6 6 N 40 36
’ ‘ A
7 : 2 28" : 4
8 1 19 1
9 ' 4 35 16
10 7 . 58 ug
T TALES ) _ U6 ‘ 30U
e Wb Ce _
Z/’l,d,‘ A ¥, 6 dias al afio por empleado
A a 2 ,
- e 3 of (£ 1) oz \
l/(%'sr): _({_— 1>¢-) (JL’?L 7‘5‘ = O, /2(/ - ) N
(70 )4 ‘

0‘(;’/;5/) = 0-96C dias

El nlmero total de dias que han faltado los empleados durante el
afo:

Wi

/(g"l_‘—“ /50 (¢:é) = é70 dias



v (£) -

/50 Y(0.92¢) = 20 290

T ($insr) = 149 /¢ dfas

Ay

La proporcién de empleados mayores de 50 afios

. B :
k’g,s: = M/_—E_ - 0.33

Es decir el 33% de 10s empleados tienen mds de 50 afios.

V() = 0033 (062 (/- 12)
7 ,

R
\/(/;,5,5;) = 0.0X3

‘/"‘//'I’.;._s,-) - L5 .

55.
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- Wages and indusirial Relations

Chapter 18. Occupational Pay and Supplementary Benafits

Background

The Eurzau of Labor Statistics, for many decades,
hay conducted stadies of wnges by occupation ¢nd in-
dusiry, pased upon empioyer records. The Bureau's
fust such study. grewing out of a siudy by the 1J.5.
Senate in 1891, resulted in a wage rate record extending
back continuousiy to 1860. Systematic collection of
wage daia by occupation and industry has continued
since the wirn of the century: changes in coverage have
been dictated mainly by government requirements. A
iarge survey program undertaken for the War Industries
Board in 1919 produced occupationai pay rates by in-
dusiry and State. and (for some industries) by city.
Beiween 1934 and 1940, the selection of industries
studied was determined largely by administrative needs
under’the National Recovery Act, Public Coniracts
Act, and the Fair Labor Standards Act, with emphasts
on nationwide data for relatively low-wage industries.

Survey activity shifted in the 1940—4! defense period
to heavy industries essential to war production. Im-
plernentation of wage stabilization policy dunng the
war required a large-scale program of occupational
wage studies by industry and locality. The emphasis on
data by locality has continued since 1945 within the
framework of industry studies generally designed to
yield natonal and regional estimates. In addition, the
Bureau developed three new types of surveys.

Area wage surveys, nitiated in the late 1940's, were
designed to meet the growing demand for pay data
related to office clerical and manual jobs that are com-
mon to a wide variety of manufacturing and non-
manufacturing industnes within metropolitan areas.
This survey program was firmly established and tem-
porarily expanded for use 1n the wage stabilization ef-
fort during the Korean emergency. The need for
nanonwide estimates of white-collar pay in private in-
dustry for use in appiaising the Federal white-collar
salary structure resulted in a survey design that would
produce national averages, based on an area sample.
Duta fer individual areas studied also serve the wage
administration needs for other government agencies.

Prior to 1960, studies in a very few professions pro-
vided salary data. Beginning in that year, salary surveys
have been made or a nationwide basis covering profes-
sional, administranve, technical, and clerical jobs ina
Reprint from
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broad spectrum of industries. Averages for these johs
are used by the administrative azencies directly con-
cerned with Federal pay matters.

Recognizing the increased inigrest in governnicntul
pay, and the fact that government employees repue-
sented a large and growing segment of the totai wosk
force, the Bureau began a series of wage and bencint
studies in eight city governments during 1970. The
series was later expanded to include all ciues having
500,000 inhabitants or more; this group mcluded 20
ciies in 1975.

Description of Surveys

Alihough differing in industrial, geographic, and vc-
cupational coverage, the four types of surveys de-
scribed form an integrated program of occupational
wage surveys based upon a commeon set of administra-
tive forms, manual of procedures, and common con-
cepts and definitions. Employer cooperation in surveys
is on a voluntary basis. Confidentiai individual estab-
lishment data compiled by the Bureau's ficid
economists are grouped in published reports in a man-
ner that will avoid possibie disclosure of un
establishment’s rates. Establishmems included in ull
surveys are classitied by industry as defined in the 1967
edition of the Standard Industrial Classification
Manual prepared by the U.S. Office of Management
and Budget.! Survey reports identify the minimum size
of establishment (measured by total employment)
studied. Definttions for Standard Metropolitun Statis-
tical Areas are employed in all programs,®

Industry wage surveys provide data for occupitions
selected to represent the full range of activities pey-
formed by workers. Consideration wlsois given, in thei
selection, to the prevalence in the industry, definiterivay
and clurity of duties, and"importance as releiciie
points in collective bargaining.

In additon to collecting straight-time first-shilt 1utes
{or hours and earnings forlincentive workers) for indi-
vidual workers in the selected occupations, surveys in
most industries also establish the wage frequency
distribuiion for broad employment groups, i.e., pro-

. ' See app. B.
2 See app. C.
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duction 2nd related workers or nonsﬂJpervnsory work-
ers Weekly work schedules; shift opérations and differ-
enttals, pard holiday and vuczmq,h practices; and
health. insurance, and retirement benefits are included
in the mformution collected, along with the provisions
made for other items, applicable to certain industries.
The studies also provide estimates of labor-
management agreement coverage, proportions em-
ployed under incentive pay pluns. and the extent to
which establishments provide u single rate or range of
rates for individual job categories

Fitty manufactuning and 20 nonmanufacturing indus-
tries, accounting for about 22 5 mullion employees, are
surveyed on a regularly recurring basis. A wajorty are
studied on a S-year cycle, but a number of compara-
tvely low-wage ndusiries are on a 3-year cycle. In
addition, special wage surveys also are undertaken at
the request of others

Nearly all of the manufacturing, utilities, and mining
industries are studied on a nationwide basts and esti-
mates are provided also for regions and major areas of
concentration. Surveys in trade, finance, and service
indusiries usually are limited to a number of metropoli-
tan areas. Nationwide surveys generally develop sepa-
rate estimmates by size of establishment, size of com-
munity, labor-management agreement coverage, and
type of product or plant group.

Area wage surveys provide data for occupations
common to a wide vartety of industries in the areas
surveyed The 76 occupational categories studied in-
clude 29 office clerical: 17 electronic data processing,
drafting, and inddstrnial nurses, and 30 maintenance,
toolroom, powerplant, and custodial and material
movement jobs. Thus, they provide representation of
the range of duties and responsibilities associated with
white-collar, skilled maintenance trades, and other
“incirect” manual jobs. Weekly sularies reported for
individuals in white-colluar jobs relate to regular
straight-ume salaries that are paid for standard work-
weeks. Average hourly earnings for maintenance and
other manual jobs relate to first-shift hourly rates.

Industry divisions included are (1) manufacturing; (2)
transportation, communication, and other public
utilities; (3) wholesale trade, (4) retail trade; (5) finance,
insurance, and reul estate, and (6) selected service in-
dustries. Establishments employing fewer thun 30
workers are excluded—with a minimum of 100 applying
to manufacturing, transportation, communication,and
other public utilities; and to retail trade in the 13 largest
commumties.

In addition to the all-industry averages and distribu-
tions of workers by earnings classes, separate data are
provided for manufacturing and nonmanufacturing in
each area and, wherever possible, for individual indus-
try divisions in the nonmanufacturing sector. Among
the 70 Standard Metropolitan Statistical Areas in this
annual survey program as of 1976, separate data are
provided for transportation, communication, and uther

public utilities in 68 areas; for retail trade in 32 areas; for
wholesale trade and finance, insurance, and real estate
in 18 areas; and for the selected service industries in 20
jarge areas. In 31 of the larger areas. wage data are
presented separately for establishments that have S00
workers or more.

Data on weekly work schedules; paid holiday and
vacation practices; and healfth. msurance, and retne-
ment benefits are 1ecorded separately for nonsupervis-
ory office workers and plant workers (nonoffice). Shif
operations and differentials are collected for plant work-
ers in manufactunng. Data on mimmum entrance rates
for inexpertenced office workers are collected n all n-
dustiies These tems are studied every 3 years in all
areas This survey program also has developed infor-
mation on piofit-shuring plans, characteristics of sick
leave plans, wage payment sysiems, and other items
related to employee compensation.

Spectal area wage sutveys have been conducted an-
nually since 1967 at the request of the Employment
Standaids Administiation for use in administering the
Service Contract Act of 1965. Cross-industry surveys
provide information on hourly earnings for 14 office
occupations, 10 professional and technical jobs, and 20
matntendnce, toolroom, powerplant, and custodial and
matertal movement jobs. The industrial scope includes
manufacturing; transportation, communicaiien, and
other public utilities; wholesale trade, retail trade; fi-
nance, 1nsurance, and real estate, and selected service
industries., Establishments with fewer than 50 em-
ployees are excluded from the scope of these special area
wage surveys.

In addition to the cross-industry surveys, special in-
dustry studies are conducted for the Employment Stan-
dards Administration. These studies provide informa-
tion on hourly earnings for 10 moving and storagejobs; 6
refuse hauling jobs; 24 contract construction jobs; 7
laundry jobs; and 6 food service jobs. For both the
cross-industry surveys and special industry studies,
dataron merdence of pard hohidays and vacation prac-
tees, and health, insurance, and retirement benefits ase
provided cvery 3 years.

The National Survey of Professional, Administra-
nve, Technical, and Clerical Pay provides a fund of
broadly based information on salary levels and disinbu-
tons i private employment. The 72 occupation-work
levels studicd in 1975 were selected from the following
fields. Accounting, legal services, personnel manage-
ment, engincering and chemistry, buying, clerical
supervisory, drafting, :nd clerical. Definitions for these
occupations provide for classification of employees ac-
cording to appropriate work levels (or classes) Al-
though reflecting dutics and responsibilities in industry,
the definitions were designed to be translatable to
specific pay grades in the General Schedule appiying 1o
Federal Classification Act employees. This survey,
thus, provides information in a form suitable for use in
comparing the compensation of salaried employees in
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the Federal civil service with pay in private industry.

Monthly and annual average salanes are reported for
dll occupations, Dataielate to the standard salaries that
were paitd for standard woirk schedules re., to the
straight-t'me salary corresponding to the employee’s
normal work schedule. excluding overtime hours.
Nationwide salary distributions and averages are pre-
sented for men and women combined Averages also
are presented for establishments in metropolitan areas
combined and for establishments employing 2,500
workers or more.

Industry divisions included are: (1) manufacturing,
A£2) trapsportation, communication, electric, gas and
sanitary services, (3) wholesdlz trade, (4) retail trade,
(5) finance, insurance. and real estate, and {(b) engineer-
ing and architectural services, and commerciully oper-
ated research, development, and testing laboratones.

Linuted to the Nation's metropolitan areas for the
years 1960 through 1964, the annual survey was ex-
panded 1n 1965 to include nonmetropolitan counties.
The minimum establishment size included in the survey
15 250 workers in manufacturing and retail trade and 100
in the other industries studied. The mintmum
estabiishment size has been adjusted at various umes
since 1961 Since the survey scope 1s subject to change,
users are directed to the Scope and Method of Survey
appendix in the bulletins for a description of current
practice.?

Municipal government wage surveys provide data for
occupations common to many municipal governments,
The 5C ~ecupations studied include 10 office clerical; 5
data prouessing; 13 mamntenance, custodial, and trades
and labor; 6 public safety and correction; 2 sanntation;
and 14 professional, administrative, and technical jobs
To facilitate comparisons, the surveys are designed to
be as comparable as possible to the Bureau's area wage
surveys of private industry and to other related studies.
Average salaries relate to base salaries for a standard
workweek, plus longevity pay, reported on a monthly
basis. In addition 1o wage data, comprehensive infor-
mation is provided on city pay plans and their admini-
stration, work pracuces, unionization, and health, msui-
ance, and retirement benefits of municipal employees
To assist in making inter-city comparisons and com-
parisons with private industry and unions, the principal
features of the benefit plans are descnbed n standard
formats. These formats are almost 1dentical to those
used 1n the Bureau's Digest of Health and Insurance
Plans, 1974 Edituon, and the Digest of Setected Pension
Plans, 1973 Edition.

Concepts. The Bureau's occupational wage surveys
summarize a highty specific wage measure—the rate of
pay, excluding premium pay for overtime and for work
on weekends, holidays, and late shifts, for individual

? Theterms “inscope’ or *within scope " are used throughout this

chapter to refer 1o the coverage of the particular survey being de-
scribed

warkers. in the cise of workers puid under precewor h
or othei types of production incentive pay plany, an
earned rate ;s computed by dividing straight-ume eain-
ings for a time period by corresponding hours worhed,
Production bonuses, commissions, and cost-of-hving
bonuses e counted as earnings. In general, bonuses
that depend on tactors other than the output ol the
mdividual worker or group of workers are excluded,
cxamples of such |15nproduc!ion' puyments'_me salety,
attendance, year-end or Christmas bonuses, and cash
distuibutions under profit-sharing plans

Unless stated otherwise, rates do not include tips or
allowances tor the value of meals, room, uniform, civ
The carnings figutes, thus, represent cash wages (powm
to deductions tor social security, taxes, savings bonds
premium payments for group insuiance, meals, roon oy
antforms) alter the exclusion of premium pay for over-
tume, weekend, holiday, or late shift work.,

Hours shown for salaried occupations relate to stan-
dard weekly hours for which the employee receives his
regular straight-time saiary.

Occupational classifications are defined in advance
ol the survey. Because of the emphasis on interestab-
lishment and interarea comparabilty of occupational
content, the Bureau's job descriptions may differ sig-
nificantly from those in use in individual estabhshments
o1 those prepared for other purposes The job desciip-
tions-used for wage survey purposes are typically bpief
and usually more generalized than thuse used for othe;
purposes. The primary objective of the descriptions s
toidenufy the essential elements of skill, difficulty, and
responsibility that establish the basic concept of the
Job.!

Although work arrangements In any one cs-
tublishment may not correspond precisely 1o those de
scuibedd, those woirkers meeting the basic requirements
estabhished [or the job are mcluded.® ™

In applying these job descriptions, the Burcuu’s fichd
representatives exclude working supervisors, appien-
tices, learners, beginners, trainees, handicapped work-
ers, part-tume or temporary workers, probationaty
workers unfess provision for their inclusion 1y spectfi-
cally stated n the job description.

* An example of o job deseriptuion
MACHINIST, MAINTI.NANCL

Produces soplacemuent pints and new paits i making repaiis of
metal parts of mechamcal equipment operated mnan estabhslune ni
Work mvolves mast of the followeng mterpreting wi deninstooctions
and specibications, plannmg and layimg out of work. using ivanty of
machmist's handtools and precision measuang instruments. seiling
up and aperating standard machine tools, shaping ot metal paits 1o
close tolerunces, muhing standsrd shop computations relating 1o
mensions of work, toohng, feeds, and speeds of machinimg . knowt
edge of the working properties of the common metals, selecting
standasd materals, paris,and equipment required for this work, amd
fitting and assembling parts into mechunical equipment In general,
the machinist’'s work normally requires o rounded iramng 1 ma-
chincsshop practice usoally acquered throughs @ iormal apprenticeship
ol eguivalent bwning 1ad experience
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Paid holidays, paid vacnnoxg}. and health, nsurance,
and retirement plans are tredted statistically on the
basts that these are apphablé 1o all nonsupervisory
plantor office workers if a mil_)()% ity of such workers are
ehgible or can expect eventually to qualify for the prac-
uces histed. Data for health, insurance, and retirement
plans are hmited to those plans;'i'or which at least a part
of the cost 1s borne by the employer. This limitation
does not apply, however, to data for health, insurance,
and retirement plans reported in the municipal govern-
ment survess. Informal provisions are excluded.

Survey Methods

Plunming. Consultations are held with appropriate
management, laubor, and Government represenianves
to obtain views uand recommendatons related to scope,
tming, selection, and defimtions of survey items, and
types of tabutations. Parucularly in planning surveys in
spectfic industries, these discussions importantly sup-
plement comments and suggestions received from the
regronal offices at the conclusion of the previous study.
Retlecting i1s use 1n evaluation ot Federal white-collar
pay, the desigin of the National Survey of Professional,
Admimsiranve, Techmcal, and Clerical Pay was de-
velpped in conjunction with the Office of Management
and Budgztand the Civil Service Commission Changes
i the survey scope, item coverage, and job definitions
we mmuated by these agencies

The industial scope of each survey is identified m
terms of the classification system provided in the
Standara ' ~dustrial Clussification Manual. The scope
may range crem part of a 4-digit code for an industry
study to a uniform combination of broad industry divi-
stons and specific industries for the area wage surveys
or the salary survey of professional, administrative,
techmcal, and clenical jobs. The needs of mujor users
are a prime consideratton in designing the multi-
purpose occupational studies.

The minimum size of establishment included n a
survey is set at & point where the possible contribution
of the excluded estitbhshments is regarded as neghgible
for most of the occupations surveyed. Another pracu-
cal reason for the adopuon of size hmitations s the
difficulty encountered in classifying workers in small
establishments where they do not perform the
speciahized duties indicated 1n the job definitions.

* Ingeneral, workers are mcluded in a classification it the duties s

described ate pertormed a major part of the time and the remainder i~
spent on related duties requinng similar or lesser skl and respon
ability However, in some jobs. particularly office and skilled pro
luction-warker categonies, wotkers may regularly pertorm a combi
fion 0[ duties nvolving more than one occupation Unless indi-
ated otherwise m the dcxunpln)n 10 these situations considerdtion
ar chassification purposes is given to those elements of the job which
te mostimportant in determining its fevel tor pay purposes Thus. o
sorher meets the basic concept of the stenographer classitication it
hing of dictation 1s 4 regular requirement ot the job even though «
Lhonity of time s spent on routine Lyping
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Considerauons in timing of industiy surveys include
date of expiration of magor iabor-munagement agiee
ments, deferred wage adjustments, seasonahity of pro-
auction (e.g,, garments), and interests of users. Wher-
ever possible, area wage surveys are timed o tollow
major wage scttlements as well as to meet the needs of
government agencies engaged in wage administiation
as requured by law.

The types of occupations studied and criteria used in
their selection were identified in the descriptibn of the
vartous types of surveys. The job list for each survey is
selected to represent a reasonably complete range of
rates in the wage structure for the employment
categories involved, i.e., production and related work-
ers In a specific manufacturing industry or nonsupe-
visory office, maintenance, material handling, and cus-
rodial worhers in 4 metropolitan area. The established
Aterarchy of job rates to be found within establishments
and idustries permits the use of pay data for such hey
or benchmark jobs for interpolating rates for other yjobs
Technological developments or user interests may dic-
tate changes in the job lists and defimittons New defini-
nons for jobs usually are pretested i a vartety of estah-
lishments prior 1o their usé 1 a full-scale survey.

,

Questionnaires. Two basic schedules are used 1 vb-
tamning data i all surveys. The first (BLS 2751A) -
cludes items relating to products or services, employ-
ment, shift opetations and differentials . work schedule,
overtime premiums, patd holidays and vacatons. in-
surance and retirement plans, union contract coverage,
and other items applicable to the establishment. The
second (B1.S 2753G) 1s used in recording occupation,
sex, method of wage payment, hours (where needed),
and pay rale o1 earnings for each worker studied  Sup-
plementary forms are used to meet particular geeds.

Collection. Bureau field economusts collect data by
personal visit to cach of the sample estabhishments Job
tuncuons and factors in the estabhishment are carefully
compaied with those included in the Buteau job defini-
uons The job matching may involve review of records
such as pay structure plans and organizational charts,
company position descriptions, nterviews with ap-
propriate officials, and, on occasion, observation of
jobs within plants A satisfactory cempletion of job
matching permits acceptance of company-prepared re-
ports where this procedure is preferred by the respon-
dent. Generally, however, the field economist securcs
wdage or salury rates (or hours ard earnings, when
needed) from payroll or other records and data on the
selected eniployer practices and supplementary bene-
fits from company officials, company booklets, and
labor-management agreements.

Areu wage surveys in all areas involve personal visits
every third year with parual collection by mail or tele-
rhone in the intervening years. Estabhishments par-



OCCUPATIONAL PAY AND SUPPLEMENTARY SBENEFITS

BLS HANDBOCK OF METHODS

BLS 27514 U.S. DEPARTMENT OF LABOR
(Rev. June 1973) Burecy of Labor Statistizs '

\

U

Budget Bureau No. 43-R0338
Apptoval zxp.ces November 30, 1912

—

CURY 4
WAGE SURVEY Your report will be
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ESTABLISHMENT NAME
i
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3 ! -
I!NAME AND T!TLE OF AUTHORIZING OFFICIAL NAME AND TITLE OF OFFICIAL SUPPLYING DATA
L9

h]
19

AQODRESS CC OFFICE FROM WHICH DATA WAS OBTAINED F DIFFERENT FROM ABOVE

B Central Otfice {Complete if clearance [:] and’or data [:] obtuined from this source)
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NAME OF COMPARY NAME OF AUTHORIZING OFFICIAL
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SURVE

PAYROLL PER|IOD

SCHEDULE NO,

ESTADLISHMENT

[

5. UNION CONTRACT COVERAGE

A. Are a majority of your production workers covered by union agreements?

‘B. Are a majonty of your office workers covered by union agreements?

C. With what unions does this establishment have contracts?
{Give neme and affiliation below.)

31

32

D. What occupational groups are covered by the conrrace?
{List groups below opposite the appropriate union.) '

Production Workers:

Office Workers:

So ESTABLISHMENT EMPLOYMENT (APPROXIMATE)

A. What 1s the approximate total employment® in this establishment? 33.38
B. How many are nonsupervisory production (plant) workers? 39-43
Men o 44.48
Tt
Yomen 49-33 il
C. Nonsupervisory office workers? 54-58
\en ~ 59-63
Women . _ ] 6468
D. Other employees (executive, professional, supervisory, etc,)? . 69.73
E. 74.78
F.
Ena of card—=50 LI_J
- 1 .
Includes salaried officers of corporations but dqes not include proprictors, members of unincerporated firms, pensionets,
members of the armed forces catried on the payroll, or unpaid family workers. .
5. Remarks
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neipaung in the mail collection receive a transcnpt of

the job matching and wage data ob.‘f\umed previously,
together with the jeb definitions. The up-dated returns
ire scrutinized and questionable entries are checked
with the respondent. Personal visits are made 10 estab-
fishments not responding to the mail or telephone re-
quest and to those reporting unusual changes from
year-earher data.

The work of ali field economists 1s checked for qual-
ity of repe-uing, with particular atiention directed to
accuracy 'n job matching. The revisits are made by
supervisory and sentor economists. Systematic tech-
mical audiis of the validity of survey definitions, made
by staff with specialized tratning, also are maintained
for the technically complex nationwide white-collar
salary survey.

Sampling

Before the sample 18 selected. a suitable sampling
“frame™ must be located or developed. A sampling
rrame is 2 list of establishments which fall within the
designated scope of the survey. The frame 1s as close to
auniverse as possible butis often incomplete. BLS uses
frames pnimanly compiled from lists provided by reg-
ulatory gevernmental agencies (primarily State
unemployment insurance agencies). Because these are
sometimes incomplete, they are supplemented by data
from trads directories, trade associations, labor unions,
and othcr sources.

The survev design employs a high degree of stratifica-
tion. Each geographic-industry unit for which a sepa-
rate analysis 15 to be presented is sampled indepen-
dentiy. Within these broad groupings. a finer stratifica-
tion by product (or other perunent attributes) and size
of estublishment is made. Stratification-may be carried
still further in certain industries: Textile mills, for in-
stance, are classified on the basis of integration, i.e.,
whether they spin only, weave only, or do both. Such
stratification 1s highly important if the occupational
structure of the various industry segments differs
widely.

The sample for each industry-area group is a probua-
bility sample, each establishment having a predeter-
mined chance of selection. However, in order to secure
maximum accuracy at a fixed level of cost {or a tixed
level of accuracy at minimum cost), the sampling fric-
tion used in the various strata ranges downward from all
large establishments through progressively declining
proportions of the establishments in each smaller size
group. This procedure follows the principles of op-
ttimum allocation where the standard deviation of the
characteristic being estimated is proporuonal to the
average employment in the stratum. Thus, each sam-
pled stratum will be represented 1n the sample by a
number of establishments roughly proportionate to its
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share of the total emplioyment. Though this procedure
may appear at first to yield a sample biased by the
over-representation of large firms, the method of esu-
mation emplioyed yields unbiased estimates by the as-
signment of proper weights to the sampled establish-
ments.

In the event a sample establishment within scope is
uncooperative 1n supplying usable data, a substitute 1s
assigned 1in the same industry-location-size class.
(Since no close relation exists between failure to par-
ticipate 1n these surveys and the rtems bemng studied,
little bias is introduced by this procedure.)

The stze of the sample in a particular survey depends
on the size of the universe, the diversity of occupations,
and their distribution, the relative dispersion of earn-
ings among establishments, the distribution of the
establishments by size, and the degree of accuracy re-
quired. Estimates of variance based on data from previ-
ous surveys are used in determining the size of the
sample needed.

As indicated earlier, area wage surveys are limited to
selected mclropulndn areas. These areas, however,
form a sample of all such areas, and, when properly
combined (weighted), yield estimates of the national
and regional levels. The sample of areas is based on the
selection of one area from a stratum of similar areas.
The criteria of stratification are region, type of indus-
tnal acuvity as measured by percent of manufacturing
employment, and major industries, Each area is
selected with its probabity of selection proportionate
to its nonagricultural employment. The largest met-
ropolitan arcas are self-representing, i.e., each one
forms a stratum by itself and is certain of inclusion in the
area sample. The present area sample contained about
70 percent of all nonagricultural employment of the
metropolitan area complex of the entire coun‘try in
1973.

Estimating Procedures

E timated average earnings (hourly, weekly,
monthly, or annual) for an industry or an occupatton are
computed as the arithmetic mean of the individual em-

-ployee’s earnings. They are not estimated by dividing

1otul payrolls by the total time worked, since such in-
formation almost never 1s available on an ()CCUpdllUﬂ.l]
basn B

TAll estimates are derived from lhe sample data. The
averages for occupations, as well as for industries, are
weighted averages of individual earnings and not com-
puted on an establishment basis. The proportion of
employees affected by any fiinge provision bkewise 15
estimated trom the sample; all plant and office workers
in each establishment are considered to be covered by
the predominant benefit policy in effect, and the entire
plant and office employment of the establishment is
separately classified accordingly.
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As mentioned previously, the use of a variabie sam-
pling ratio in different straia of the population would
result in biased estimates if straight addition of the data
for the various establishments were made. Therefore,
each estabitshment is assigned a weight that is the in-
verse of the sampling rate for the stratum from which 1t
was selected—e.g.. if a third of the establishments in
one stratum are selected, each of the sampled
establishments is given a weight of 3.

Tu itllustrate the use of weights, suppose the universe
were 7 establishments, from which a sample of 3 was
selectzd. Assume that establishment A was drawn from
a cell, or stratum, in which one of the two esiablish-
ments was used in the sampie. It therefore is given a
weight of 2. Establishment B, on the other hand, was
taken with certainty (or a probability of 1) and is thus
given a weight of 1. Establishment C was taken from the
remaining group where one of the four establishments
was used in the sampie, and hence is given a weight of 4.
The folloewing calculations are made in estimating aver-
age earpings for a given occupation.

Warkers in occupation

n sample establish-
ments at specified rate

Average  Estimates of total
Total  hourly in straturn
Establishment Weight number earn-

ings Workers earnings
A 2 40 $260 2x40 2x40x$260
8 1 30 270 1x30 1x30x 270
20 295  1x20 1x20x 295
C 4 10 265 4x10 4x10x 265
Estimated univeise 170 $454 00
Thie estimated average hourly earning 1s thus #5400,

$2.67. 170

A similar method applies to any characteristic esti-
mated fiom the sample. To estimate the proportion of
employees 1n establishments granting paid vacatons ot
2 weeks after 2 years of service, for instance, the
establishments are classified according to the length of
vecation granted after 2 years' service, establishment
weights are apphied to employment, as in the previous
example, and the proportion of the estimated employ-
ment 1n the 2-week category of the estimated total
employment then s compuied. Using the same three
establishments as in the previous example, this can be
ittustrated as follows:

Actua’ total Weighted Vacation
Estabiishment Weight establishment. emplcy-  provisions
employment ment  after 2 years
A . 2 100 200 1 week,
B .. .. 1 500 500 - 2 weeks
C Coe 4 75 300 1 week
€stimated unwerse 1.000

Fhus, the estimated percentage of workers in
establishments granting 2 weeks’ vacation after 2 years

of service is %6 or 30 perzen:.

When a iarge esiablishment within survey scope, for
which no substitute exists, is unable 10 supply data, the
deficiency is alleviated by increasing the weight of the
most nearly similar units. Should any segment be af-
fected by a substantial amount of sutch noncooperation,
the publication of materials wiil be diminished by omit-
ting separate presentation of sectors seriously affected,

Where a sample of selected rhetropolitdn areas is
used to represent the totaiity of such areas, a second
stage of weighting is used to expand the individual urea
totais to region and/or national estimates. Since, iy
indicated in the description of the sampling method.,
eucharen represents a stratum of similar areas, the el
from euch area is weighted to the estimated stratum
totals by multiplying by the inverse of the chance of
selection. This procedure provides the ratio of nonag-
ricultural employment in the stratum to that in the sam-
ple area (one in the case of the large self-representing
areas). Summing all such estimated stratum totals
yields the earnings and employment totals for the region
and the country as a whole.

Analysis and Presentation

Where an industry survey is designed to yield osti-
mates for selected States or areas, these are published
separately as information becomes available from all
sampie firms in the State or area unit. Industry surveys
himuted to selected areas do not provide a basis for the
examinations of pay levels by size of community, size
of establishment, product, or labor-management
agreement coverage that generally are included in bulle-
tin reports on nationwide surveys. Regardless of geo-
graphic scope, industry survey reports record the inci-
dence of incentive pay plans and, to the extent possible,
average pay levels separately for time and incentive
workers.

Individual bulletin reports on individual area wage
stirveys are supplemented by two summary bulletins.
The first compiles the results of individua! area surveys
made duning a year. The second contains informa-
tion on occupational earnings, employer practices, und
supplementary wage benefits for afl metropolitan aeas
combtned and by industry division within the low
broad census regions.

Percent increases, adjusted for chunges in employ»
ment, are computed for broad occupationai groups,
e.g., office clerica!, elecironic data processing, skilleg
maintenance, and unskilled plant. These increases are
computed aunually, separately for all industries, ag-
ufacturing, and nonmanufacturing, for each metrgpali-
tan arca studied, tor all metropolitan areas comb.'ind\(!.
and for four broad census regions. Area pay wla!ivfcs
for ihe four vccupational categories are nublished an-
nually, permutting ready compansons of average pay
levels among areas. Estimates of labor-management
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cgreement coverage are also presemecgannuaily Oc-
cupational pay relationships withir individual
establishments are summarized penodic{ally.

Bulletins on the National Survey of \Professional,
Administrative, Technical, and Clencal, Pay present
occupailonal averages and dismbutlor;s on an all-
industry basis, natonwide and separately, for all met-
ropoiitan areas combined, and for establi;r,hmems em-
ploying 2,500 workers or more. Average pay levels for
industry divisions are shown as percentages of the all-
industry averages Year-to-year percent changes for
occupation-work levels and trend estimates for occupa-
1ons are ieported.

Industry wage, area wage, and municipal govern-
ment wage survey reports are 1ssued throughout the
year as the surveys are completed The bulletin on the
Natiopal Survey of Professional, Administrative,
Technical. and Clerical Pay is available in December.

Summasies of the data in the bulletins and special
analyses wpnear also in the Monthly Labor Review.

Uses and Limitations

Occupational wage data developed in these surveys
nave a vuriety of uses. They are used by Federal, State,
and local agencies in wage and salary administraticn
and in the formulation of public policy on wages, as in
minimurm wage legislation. They are of value to Federal
and Sioie mediation and congiliation services and to
State un. niployment compensation agencies in judging
the sustabilry of job ofters. Knowledge of levels and
trends of puay rates by occupanon, industry, locality,
and region is required 1n the analysis of current
economic developments and in studies relating to wage
dispersion and differennals.

Bureau data are used in connecution with private wage
or salary determinations by employets or through the
collective bargaining process. To the extent that wages
are a factor, survey data also are considered by em-
ployers in the selection of location for new facilities and
in cost estimating related to contract work.

Occupational wage suivey programs are not designed
to supply mechanical answers to questions of pay pol-

Icy. As suggested earlier, hmitations are imposed 1n the
selection and definiton of industries, of geographic
units for which estimates are developed, of occupations
and associated items studied, and 1n determinatnon of
periodicity and timing of particular surveys. Depending
upon his needs, the user may find it necessary to inter-
polate for occupations or areas missing from the survey
on the basis of knowledge of pay relationships.
Because of interestablishment variation in the pro-
portion of workers in the jobs studied and in the general
level of pay, the survey averages do not necessarily
{e.ﬂcct either the absolute or relative relationships
found in the majority of establishments. To illustrate,

emplioyinent 1n the spectalized maintenance crafts
tends to be concentrated in the farger establishments,
whereas employment is custodial and materi:
movement ;obs is distribuied more widely within an
industry or area. Thus, to the extent that pay rates sn the
larger establishments vary from the average level, the
skill differential measure based on the survey averages
will differ to some degree from that obtainable within
each of the larger establishments.

The incidence of incentive methods of payment may
vary greatly among the occupations and establishments
studied. Since hourly averages for incentive workers
generally exceed those for hourly-rated workers in the
same job, averages for some incentive-paid jobs may
equal o1 exceed averages forjobs positioned higher on a
job evaluation basis but normally pard on a time basts
Wherever possible, data are shown separately for time
workers and incentive workers in the industry surveys.
Incentive plans (generally plant-wide in application)
apply to only a very small proportion of the workers in
the induect plant jobs studied in the wiea wage program.

Although year-to-year changes in averages for a job
or Job group primanly reflect general wage and salury
changes or mernt increases recerved by individuals,
these averages also may be affected by changes n the
labor force resulting from labor turnover, labor force
expansions and reducuons for other reasons, as well as
changes in the proportion of workers employed 1n es-
tabhshments with different pay levels. A labor force
expansion might increase the proporuon of lower patd
workers and thereby lower the average. or the closing
of a relatively high-paying establishment could cause
average earnings in the area to drop.

This problem has been overcome for area wage sur-
veys by holding estabhshment employments constant
while computing percent increases in earnings” That s,
the previous and current year earnings of each
establishment are weighted by that establishment’s
previous year's employment. An establishment which
does not have workers or has not been sampled 1n the
pre*:ous year is not tncluded in the calculauon.

Reliability of surveys. Results of the surveys gener-
ally will be subject to sampling error. This error will not
be uniform, since, for most occupations, the dispersicn
of earnings among establishments and freguency of oe-
currence of the occupation differ. In general, the sam-
ple 1s designed so that the chances are 9 out of 10 that
the published average does not differ by more than §
percent from the average that would b2 obtained by
enumeration of all estabhishments in the universe.

The sampling error of the percentage of workers 1¢-
ceiving any given supplementary benefit differs with
the size of the percentage. However, the error is such
that rankings of predominant practices almost always
wilt appear in their true position. Small percentages
may be subject to considerable error, but will always
remain in the same scale of magnitude. For instance,
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the proportion of employees in establishments provid-
ing more than 5 weeks’ paid vacation to long-service
employees may be given as 2 percent, when the true
petcentage for all establishments might be only | per-
cent. Such a sampling error, while considerable, does
not affect the essential inference thai the pracuce is a
rare one.

Estimates of the aumber of workers in a given occu-
pation are subject to considerable sampling error, due
to the wide variabon among establishinents in the pro-
portion of workers found in individual cccupations. (It is
not unusual to find these estiinates subject to sampling
error of as much as 20 perient.) Hence, the estimated

number of workers can be aterpreted only as o rough
measure of the relative importance of varicus occupa-
tionns. The greatest degree of accuracy in these
cmployment counts is for those occupations found
principally inlarge establishments. This sampling error,
however, does not materially affect the accuracy of the
average earnings shown for the occupations The esu-
mate of average earnings is technically known as a
‘ratio estimate,’’ Le., it is the rauo of total earnings (not
payrolls) to total employment in the occupation. Since
these two variables are highly correlated (i.e., the er-
rors tend to be in the same direction), the sampling error

'

of the estimate (average hourly earnings) is consider a-
bly smaller than the sampling error of either totul ¢ n-
ings or tetal employment,

Since completely current and accurate informition
regarding estublishment products and the creation o
new establishimenis s not availuble, the universe Lo
which the sample is drawn may be l-mo'nplcle Sanple
firms incorrectly classified are uccounted for wm the
actual field work, and the universe estimates wre 1¢-
vised acccrdingly. Those firms which should have been
included but were classified erroneously in other indiin-
tries cannot be accounted for.

Since some measure of subjective judgment enters
tnto the classification of occupations und other charic-
teristics, there is some reporting variability in the re-
sults. A repetition of the survey in any establishment
with different interviewers and respondents would un-
doubtedly produce slightly differeni results. However,
when spread over a large number of establishments the
differences, being random, would tend to balance out.

Hence, analyses based on a smail number of 1espon-

dents must be used with care, even when all ehigible
establishinents ure included. No evidence of any con-
sistent error has been uncovered.
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