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RESUMEN

RESUMEN

En el presente trabajo se desarrolla el estudio termoelastico de un conductor
eléctrico que consiste de un nucleo de acero o aluminio. La presencia de un
campo eléctrico permite establecer que los efectos combinados anteriores sean

tomados en cuenta simultaneamente.

Al conductor se le hace pasar una corriente eléctrica provocando un
calentamiento en todo el elemento y que siendo no necesariamente uniforme a lo
largo del conductor, es conocido como el efecto Joule. De hecho en la mayoria de
las circunstancias asociadas a una alta frecuencia de la corriente alterna que
circula por el conductor, el flujo de corriente eléctrica se distribuye hacia la pared
externa del conductor y por la singularidad de este comportamiento se le conoce a

tal fenomeno como el efecto pelicular.

Los cables de alta tension debido al calentamiento provocado por la
corriente eléctrica y a las mismas condiciones ambientales a las que se
encuentran sometidos a diario al estar a la intemperie, provocan que éstos se
puedan deformar elasticamente y en condiciones de operacion criticas pueden
llegar a trabajar transitoriamente en estados plasticos. Considerando estas
circunstancias sobre la operacion del material conductor y por ende sobre el
desemperio de las redes eléctricas, al aplicar al conductor una tensién mecéanica
para garantizar el desempefio y la integridad de éste, la accibn combinada de
estos efectos, conduce inevitablemente a la necesidad de estimar
simultdneamente el comportamiento de la temperatura, la deformacion y el

esfuerzo cortante en el conductor.

La base de este estudio es partir entonces de las ecuaciones necesarias
gue describan las deformaciones elasticas y la manera en que éstas se acoplen a
la distribucién de la temperatura en el conductor eléctrico, tomando en cuenta

desde luego la influencia del efecto Joule ocasionado por el paso de la corriente

ANALISIS TERMOELASTICO DE UN CONDUCTOR ELECTRICO SOMETIDO A CORRIENTE ALTERNA



RESUMEN

eléctrica en el conductor y por consiguiente, el uso simplificado también de las

ecuaciones de Maxwell.

Para llevar a cabo lo anterior, se considera exclusivamente el caso de una
corriente eléctrica alterna que posee muy alta frecuencia, o que permite estimar
analiticamente la densidad de corriente. Con lo anterior, la ecuacion de difusion de
calor se puede calcular numéricamente y con los perfiles de temperatura
evaluados, la ecuacion de Cauchy; es decir la ecuacion que predice el estado
elastico se puede utilizar para predecir las deformaciones originadas por los
efectos de la temperatura no-uniforme en el elemento conductor. Para facilitar los
calculos anteriores, se introducen los 6rdenes de magnitud necesarios para

adimensionalizar las ecuaciones resultantes.

Para resolver el modelo matematico se utiliza el método de diferencias
finitas discretizando las ecuaciones y resolviendo estas con el método de Crank-
Nicolson; obteniendo de esta manera las ecuaciones algebraicas, que se
resuelven usando el algoritmo de Thomas. Los resultados principales muestran los
perfiles de temperatura, el campo de las deformaciones elasticas y esfuerzos
cortantes originados como consecuencia de los efectos térmicos desarrollados en
el conductor eléctrico. Dichos perfiles son evaluados como funcién de los
parametros adimensionales y los resultados demuestran que los efectos
ambientales, reflejados a partir de un niamero de Biot caracteristico y el efecto
pelicular, determinan la operacién eléctrica del conductor. También, los resultados

numeéricos se obtuvieron para dos materiales conocidos: el acero y el aluminio.
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1. GENERALIDADES

En este trabajo se presenta el estudio tedrico de un conductor eléctrico normal que
se somete a una tensibn mecanica. Al hablar de tensidn mecanica es
indispensable considerar las ecuaciones de las deformaciones asociadas que
pueden afectar la operacién eléctrica del conductor. Bajo las circunstancias
normales a las que se encuentra regularmente sometido un conductor eléctrico, el
analisis elastico y las respuestas mecanicas de un conductor, no puede llevarse a
cabo de manera racional si no se toman en cuenta a su vez el impacto que tiene el
estado de deformacion sobre otras propiedades como las electromagnéticas y
térmicas. Generalmente, muchos estudios se han limitado a considerar que las
propiedades electromagnéticas se asumen bajo la consideraciéon de que la
temperatura es la misma en todo el conductor. Sin embargo, si la frecuencia del
conductor se incrementa, como ocurre en la mayoria de las aplicaciones practicas
asociadas a los sistemas de alta tension, la condicion isotérmica facilmente se
altera complicando de manera muy particular, la operaciéon del mismo. Los
conductores tradicionales utilizados en transmisién de potencia y lineas aéreas de
transporte de corriente eléctrica generalmente trabajan bajo las circunstancias
anteriores debido a su excelente conductividad. Estos conductores tuvieron gran
auge en los afios 50. Desde entonces, el estudio del comportamiento operacional

comenz6 su desarrollo.

En la practica, los sistemas conductores suelen ser alin mas complejos en
Su composicion ya que generalmente este tipo de conductores consta de un
conjunto de alambres de aluminio trenzados concéntricamente que rodean a otro
conjunto de alambres de acero que conforman el ndcleo del conductor (Fig. 1.1.1).

El nucleo de acero proporciona la resistencia mecanica, y los alambres de

ANALISIS TERMOELASTICO DE UN CONDUCTOR ELECTRICO SOMETIDO A CORRIENTE ALTERNA
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

aluminio transportan la mayor parte de la corriente eléctrica. De acuerdo al nimero
de capas de aluminio, los conductores anteriores pueden ser clasificados como
conductores sencillos, de doble capa o multicapilares que son los de mas de tres

capas de aluminio

La corriente alterna que fluye en los alambres de aluminio, produce un flujo
magnético axial en el ndcleo. Este flujo causa pérdidas de energia, que en general
pueden deberse a los efectos combinados de histéresis, corrientes parésitas y la

redistribucion de la corriente en el conjunto de alambres del aluminio, Morgan, [1].

Aluminio

FIGURA 1.1.1. REPRESENTACION DE UN CONDUCTOR
ACSR (aluminium conductor steel reinforced), CON ALAMBRES DE ACERO FORMANDO
EL NUCLEO
Y ALAMBRES DE ALUMINIO ALREDEDOR.

La distribucion de densidad de corriente en conductores ACSR no es
uniforme, debido al efecto skin (efecto pelicular) y al efecto transformador. El
efecto skin causa un incremento moderado en la densidad de corriente en cada
uno de los alambres. Este fendbmeno, predicho por Kelvin alrededor de 1850, es
causado por el cambio de las lineas de corriente eléctrica en un conductor sélido

bajo la accién de su propio campo magnético. Este efecto tiene cierta relevancia

ANALISIS TERMOELASTICO DE UN CONDUCTOR ELECTRICO SOMETIDO A CORRIENTE ALTERNA
12



CAPITULO 1: INTRODUCCION

en el calentamiento desigual de cada uno de los conjuntos de alambres, Barka et
al, [2].

El efecto transformador causa por otro lado, un cambio significativo de
corriente de las capas internas y externas de los cables de aluminio. Esta
redistribucion de corriente aumenta la resistencia de corriente alterna y la pérdida
de energia en el conductor. La magnitud del efecto transformador depende de la
fuerza del campo magnético, y por consiguiente, de la corriente y su distribucién,

la geometria del conductor y la permeabilidad del nucleo de acero, Morgan, [3].

El calculo de la temperatura de los conductores se basa generalmente en
la distribucion uniforme de corriente sobre la seccion transversal del conductor.
En el caso de conductores bimetélicos, la permeabilidad del acero depende de la
temperatura; por lo tanto, la distribucion radial de corriente, depende también de la
temperatura y ésta afectara también la resistencia en la corriente alterna y la

inductancia interna del conductor.

La distribucion de temperaturas no cambia con la temperatura de
referencia, pero el cambio es obvio sobre la distribucion con diferentes campos
magneéticos. Las distribuciones de desplazamiento tienen grandes diferencias para

diferentes valores del campo magnético.

Los puntos de discontinuidad en la distribucién de tension para valores
diferentes de desplazamiento, cuando el valor del campo magnético cambia,
significan que el aumento del campo magnético hace que los puntos de

discontinuidad en la posicién, aumenten.

Un cambio de tensién, puede afectar las caracteristicas de la corriente
alterna de un conductor bimetalico, porque la permeabilidad del nucleo varia con
la tension. Esta variacion puede tener un efecto significante en la distribucion

radial de la densidad de corriente en la seccion del aluminio, Zunec et al, [4].

ANALISIS TERMOELASTICO DE UN CONDUCTOR ELECTRICO SOMETIDO A CORRIENTE ALTERNA
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

Por otro lado, la deformacion elastica de un cuerpo siempre esta asociada
con un cambio del contenido calorifico y, consecuentemente con un cambio de la
temperatura del cuerpo. Una deformacion variante con el tiempo conduce a un
cambio del campo de temperatura e inversamente, un cambio en la temperatura
produce una deformacién. La energia interna del cuerpo, por lo tanto se convierte
en una funcién de la deformacion y la temperatura. La rama de la ciencia que trata

con estos dos procesos acoplados es la termoelasticidad.

Durante la segunda mitad del siglo XX, problemas no isotérmicos de la
teoria de la elasticidad, se hicieron cada vez mas importantes, debido a sus
aplicaciones en campos muy diversos. Las altas velocidades de aviones modernos
dan lugar a un calentamiento aerodinamico, que produce intensos esfuerzos
térmicos que reducen la resistencia de la estructura de los aviones, y en el campo
nuclear, las temperaturas extremadamente altas y los gradientes de temperatura

originados en el interior de reactores nucleares, influyen en su disefio y operacion.

La termoelasticidad es un campo relativamente nuevo. La termoelasticidad
investiga la interaccion entre los esfuerzos mecanicos y los campos de
temperatura y, sobre las bases de la termodinamica de procesos irreversibles,
relaciona dos ciencias desarrolladas independientemente: la teoria de la
elasticidad y la teoria de la conduccién del calor. Los problemas de estatica son
considerados como isotérmicos, mientras que los problemas dinamicos se
suponen adiabaticos. La termoelasticidad combina estos dos campos y los

considera como uno solo.

Las investigaciones en el campo de la termoelasticidad fueron precedidas
por un extenso estudio de la llamada teoria de las tensiones térmicas. Esta teoria
emplea la ecuacion de conduccién de calor clasica, y no contiene ningan término
relacionado con la deformacién del cuerpo. Y conociendo la distribucion de la
temperatura resultante de la solucion de la ecuacion de conduccién de calor, las

ecuaciones de desplazamiento de la teoria de la elasticidad se resuelven.

ANALISIS TERMOELASTICO DE UN CONDUCTOR ELECTRICO SOMETIDO A CORRIENTE ALTERNA
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

En la literatura especializada generalmente se le ha dedicado mas atencion
a la interaccion entre el campo magnético y el campo de esfuerzos que se
desarrolla en un sélido termoelastico debido a sus muchas aplicaciones en los
campos de la geofisica, fisica de plasmas y temas relacionados. La consideracién
elemental es que las interacciones entre los dos campos se llevan a cabo
mediante las fuerzas de Lorentz y mediante la ley de Ohm y el punto de vista
tradicional es describir el campo eléctrico producido por la velocidad de una
particula que se mueve en un campo magnético. Usualmente, en estas
investigaciones la ecuacion de la energia se considera que se encuentra
desacoplada del fendbmeno mismo. Esta suposicion se justifica en muchas
situaciones, ya que las soluciones obtenidas utilizando cualquiera de estas

ecuaciones difieren muy poco cuantitativamente si se incluye el efecto térmico.

La teoria de la termoelasticidad, que admite una velocidad finita de sefales
térmicas, ha recibido una gran cantidad de atencion en las pasadas cuatro
décadas. En contraste a la teoria de la termoelasticidad convencional acoplada
basada en la ecuacién de calor parabdlica, que predice una velocidad infinita para
la propagacion de calor, esta teoria envuelve una ecuacién de calor hiperbdlica y

hace referencia a la teoria de la termoelasticidad generalizada.

La discrepancia entre la teoria clasica de la elasticidad y la experimentacion
es sorprendente en los problemas dinamicos caracterizados por frecuencias altas
y longitudes de onda pequefias. En estos problemas, la influencia de la
miscroestructura del cuerpo se vuelve muy significativa. De esta manera, la teoria
de elasticidad micropolar, que se ocupa de tales materiales con microestructura,
gané gran importancia en las pasadas décadas y encontré aplicacion
principalmente en los problemas de deformacién de medios granulares y sistemas

multimoleculares.

En problemas tipicos de termoelasticidad dinamica, las tasas de
calentamiento son suficientemente lentas y la tension y la tasa de temperatura son

de magnitudes comparables. Tanto la inercia como los términos de acoplamiento
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

en las ecuaciones de gobierno, que se pueden quitar y colocar, simplifican en gran

medida las ecuaciones y las hacen susceptibles a la solucion analitica, Nowacki,

[5]

1.2. ANTECEDENTES

La termoelasticidad es un campo nuevo de la ciencia. Aunque el acoplamiento de
la temperatura y los campos de deformaciones fueron postulados por J. M. C.
Duhamel, [6] y la ecuacidén generalizada de la ecuacion de calor escrita por W.
Voigt, [7] y H. Jeffreys, [8] el desarrollo real de la teoria tuvo lugar veinte afios

después.

Una técnica para el andlisis de las tensiones, se basa en mediciones de
radiacion infra roja emitidas por la superficie de un sdélido como resultado del
cambio en la temperatura derivado del cambio de la tension. Un tratamiento
tedrico del efecto de la termoelasticidad fue publicado en 1853 por lord Kelvin, [9]
y en 1967 Belgen, [10] mostro que las técnicas radiométricas de infra rojo podrian
ser usadas para medir los cambios de temperatura. Sin embargo, en ese tiempo la
sensibilidad de los instrumentos disponibles era de tal modo inexacto, que el
analisis de tension cuantitativo de cualquier valor practico no podia ser abordado
cabalmente. Tras los recientes desarrollos en electro-Optica y técnicas de
procesamiento de sefiales, un sistema radiométrico de infra rojo ha sido
desarrollado por SIRA Ltd., Inglaterra, con una resolucién de temperatura de 0.002
°C y una resolucion espacial de menos de 1 mm. El sistema, referido como
SPATE (Stress Pattern Analysis by Thermal Emission) consiste esencialmente de
un digitalizador y una unidad de deteccion, una unidad de procesamiento de sefial
analoga, y una unidad de control digital, almacenamiento y visualizacién, Stanley,
[11].

Double, [12] encontré que la induccion magnética a esfuerzos de tension y

fuerzas de campo magnético constantes de un alambre de acero galvanizado de
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

4.5 mm de didmetro tomada del nucleo de un conductor ACSR, se increment6 con
el aumento de la temperatura, en el rango de 16 a 52 °C. Morgan y Price, [13]
encontraron el mismo efecto en alambres de acero galvanizado de 2.19, 3.12 y
3.56 mm de diametro en el rango de temperatura de 20 a 130 °C. Ellos atribuyeron

este efecto a una reduccién en los esfuerzos internos.

Double, [12] también encontrd que la permeabilidad a temperatura y fuerza
de campo magnético constante, disminuye con el aumento de los esfuerzos de
tension, en el rango de 47 a 818 MPa. Morgan y Price, [13] encontraron un efecto
similar en el rango de esfuerzos de tension de 0 a 1000 MPa, y atribuyeron esta

variacion al efecto Villari, [14].

Matsch y Lewis, [15] reportaron que, cuando los alambres de acero
galvanizado tenian diametros de 1.61 a 4.79 mm, la induccion magnética con
fuerza de campo magnético constante aumentaba con un incremento de
temperatura en el rango de 20 a 100 °C. Riaz, [16] us6 alambres de acero con

didmetros variables de 2.36 a 4.78 mm.

Ninguna de estas pruebas reprodujo la condicion de los alambres en un
estado de tension. Barrett y colaboradores, [17] probaron un nucleo de 19/2.26
mm de diametro, obteniendo un didmetro de 1.968 mm. Los extremos del nucleo
fueron unidos con una abrazadera de compresién. Sin embargo, el arreglo
mencionado no permite que la tensién en el ndcleo varie. Las pruebas fueron

realizadas Unicamente a temperatura ambiente.

De las medidas hechas en un ndcleo de acero galvanizado de 2.24 mm, se
encontré que el modulo de permeabilidad relativa disminuia con el incremento del
esfuerzo de tension, en el rango de 0 a 290 MPa, a temperatura constante. Otro
resultado obtenido fue que la disminucion en el valor maximo de la permeabilidad
relativa en el rango de 0 a 290 MPa es aproximadamente del 12% a cualquier
temperatura en el rango en el rango de 25 a 120 °C. Este resultado es similar al

reportado por Morgan y Price para un cable de acero galvanizado de 2.76 mm en
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

el mismo rango de tension. Sin embargo, Double, [12] reporté una disminucion de
solo 3% en la permeabilidad relativa de cable de acero galvanizado de 4.5 mm de

diametro a 16.1 °C en el mismo rango de tension.

El pequefio aumento en la permeabilidad relativa, el cual ocurre entre 0 y 58
MPa, también fue observado por Bozorth y Williams, [18] con muestras de hierro.
Ellos encontraron que la permeabilidad relativa aumentd a un valor maximo
cuando la tensién aument6 a 40 MPa, y luego disminuyeron a tensiones mas altas,
debido a los esfuerzos internos. Este comportamiento es debido a la deformacién
plastica del metal. Morgan y Price también notaron este aumento inicial de la
permeabilidad como el aumento de la tensién, para fuerzas de campo magnético
arriba de 700 A/m. A altas fuerzas de campo magnético, soOlo cables no

galvanizados, presentaron este efecto.

La parte real de la permeabilidad relativa compleja, es menos sensible,
comparada con el modulo de ésta. Barret y colaboradores, reportaron que la parte
real, para un conductor con nucleo de acero a 300 MPa fue 5% mas grande que
para un toroide formado con un ndcleo de acero. El valor maximo de la parte
imaginaria de la permeabilidad relativa, disminuye un 23% con el aumento del
esfuerzo de tensién en un rango de 0 a 290 MPa, a temperatura constante. Estos
resultados se comparan a una reduccion del 21%, reportada por Barret y
colaboradores, con un incremento en el esfuerzo de tension de 0 a 300 MPa,

Morgan et al, [19].

Danilouskaya, [20] fue el primero en resolver un problema actual en la
teoria de elasticidad con calor no uniforme. El problema estaba en el contexto de
lo que se conoce como la teoria de termoelasticidad desacoplada. En esta teoria,
la temperatura esta gobernada por una ecuaciéon diferencial parcial, la cual no
contiene ningun término elastico. Mas adelante, se realizaron intentos para

remediar las deficiencias de la teoria.
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

La primera generalizacion de la teoria de la termoelasticidad, para cuerpos
isotropicos, es debida a Lord y Shulman, [21] quienes obtuvieron una ecuacion de
calor del tipo ondulatoria, postulando una nueva ley de conduccion de calor para
reemplazar la ley de Fourier clasica. Othman, [22] construyé el modelo de
termoelasticidad generalizada en un medio isotrépico elastico bajo la dependencia
del médulo de elasticidad en la temperatura de referencia con un tiempo de

relajacion.

La segunda generalizacion es conocida como la teoria de la
termoelasticidad con dos tiempos de relajacion, y fue propuesta por Green y
Lindsay, [23]. Estd basada en una forma de la desigualdad de la entropia
propuesta por Green y Laws, [24]. No viola la ley de Fourier de la conduccion de
calor cuando el cuerpo bajo estudio tiene un centro de simetria, y es vélida para
cuerpos isotropicos y anisotrépicos. Othman, [22] estudio los efectos de relajacion
en problemas de choque térmico en medios elasticos de ondas magneto-

termoelasticas.

La teoria de la termoelasticidad sin disipacion de energia es otra teoria
generalizada y fue formulada por Green y Naghdi, [25]. Esta incluye el gradiente
de desplazamiento térmico entre estas variables constitutivas independientes, y
difiere de las teorias previas en que no se acepta disipacion de energia térmica.
Hetnarski y Ignaczak, [26] en su estudio examinaron generalizaciones de la teoria
acoplada y obtuvieron un namero importante de resultados analiticos. Othman,
[27] estudid las formulaciones del espacio permanente para problemas de
termoelasticidad en dos dimensiones con dos tiempos de relajacion con médulos

de elasticidad dependientes de la temperatura de referencia.

La teoria acoplada de la termoelasticidad fue introducida por Biot, [28] para
eliminar la paradoja inherente en la teoria desacoplada clasica que presenta
cambios elasticos sin efectos sobre la temperatura. Las ecuaciones de calor para

ambas teorias son del tipo parabdlico, y predicen velocidades infinitas de
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propagacion para ondas de calor, contrario a las observaciones fisicas, Ezzat,
[29].

Los cimientos de la magneto elasticidad fueron presentados por Knopoff,
[30], Chadwick, [31] y desarrollado por Kaliski y Petykiewicz, [32]. Nayfeh y Nemat-
Nasser, [33] introdujeron un modelo mas general de electro-magneto-

termoelasticidad, el cual incluia un tiempo de relajacion.

La teoria lineal generalizada de la magneto-termoelasticidad fue estudiada

por Nowacki, [34].

Wang, [35] presentdé un método para el analisis del problema de
termoelasticidad dinamica en un cilindro hueco. Las principales desventajas de su
trabajo es que la ecuacién de conduccion de calor no se resuelve para el problema
y tuvo que usar una distribucion de temperatura constante para encontrar la
tension. Siguiendo el mismo enfoque, Cho y colaboradores, [36] resolvieron el
correspondiente problema en un cilindro, cuya solucion tenia la misma desventaja.
Kandil y colaboradores, [37] presentaron un analisis numérico de tensiones
térmicas dentro de un cilindro de paredes gruesas bajo un gradiente de
temperatura. La distribucion de temperatura dentro de la pared del cilindro se
determind usando métodos numéricos. Ghosn y Sabbaghian, [38] consideraron un
problema termoelastico unidimensional y obtuvieron la solucién general de las
ecuaciones que lo rigen en el dominio de la transformada de Laplace. Chen, [39]
consideré un cilindro hueco transversalmente isotropico de longitud finita y resolvié
el problema por aproximacion directa de series de potencia. Yee y Moon, [40]
presentaron una solucion analitica para el estudio de tensiones térmicas de un
cilindro hueco sujeto a una distribucion de temperatura inicial arbitraria y a
condiciones de frontera térmicas homogéneas. La solucidon termoeléstica fue

obtenida por una aproximacion de la funcién de tension.

Jane y Lee, [41] consideraron cilindros anulares de longitud infinita cuyas

temperaturas conocidas estaban sujetas a la traccion en las superficies interna y
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externa. Lee presento el andlisis de tensiones térmicas dentro de cilindros sujetos
a condiciones de frontera periddicas. Sen y colaboradores, [42] derivaron una
técnica de elemento finito para encontrar tensiones térmicas las cuales ocurren
durante el enfriamiento de agua de barras cilindricas soélidas y tubos de acero de
seccion transversal. Segall, [43] present6 una solucion para tensiones térmicas en
cilindros de espesor de pared sujetos a calentamiento en la superficie interna del
cilindro con conveccion hacia el medio ambiente externo. Shahani y Nabavi, [44]
resolvieron analiticamente el problema de tension térmica transitoria para un
cilindro hueco, usando la transformada finita de Hankel, en la cual las condiciones

de frontera térmicas se asumen constantes.

En un articulo publicado por Shahani y Nabavi, [44] el problema de
termoelasticidad cuasi estatico en un cilindro de paredes gruesas se resolvid
analiticamente. Las condiciones de frontera térmicas dependientes del tiempo se
suponen que actuan sobre la superficie interna del cilindro y la relacién para la
distribucion de temperatura es derivada de forma general. Para las condiciones de
frontera mecanicas, se consideraron dos problemas: en el primero, se asume que
la condicién de frontera de traccién esta prescrita sobre la superficie interna del
cilindro y la condicion de frontera del desplazamiento es fija en la superficie
externa, y en el segundo problema, las tracciones actian sobre las superficies
interna y externa del cilindro hueco. Para resolver los problemas, se usa la
transformada finita de Hankel y las relaciones de forma cerrada se extraen para
las tensiones térmicas en los dos problemas. En casos especiales, dos
condiciones de frontera térmicas diferentes son consideradas sobre la superficie
interna del cilindro: 1) temperatura constante prescrita y 2) temperatura aplicada
exponencialmente decayendo. Para los dos casos especiales, se extrajeron
relaciones analiticas para la temperatura y la distribucion de tensiones en el

cilindro.

Filipovic-Gledja, y colaboradores, [45] propusieron un Modelo Integral

disefiado originalmente para conductores de tres capas para estudiar las
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propiedades electromagnéticas, térmicas y mecanicas de un conductor ACSR.
Basados en la experiencia de que en conductores de una sola capa, la resistencia
es mayor, Findlay y Liu, [46] desarrollaron un Modelo Integral para conductores de

una sola capa.

Este modelo fue disefiado para crear un nuevo modelo de conductores
ACSR y para mejorar los conductores existentes reduciendo pérdidas, y

optimizando las caracteristicas eléctricas y mecanicas.

Las observaciones obtenidas de este modelo fueron: el arrastre y el
esfuerzo elastico disminuyen con un incremento de la corriente. El esfuerzo

térmico es funcién de la temperatura y aumenta cuando aumenta la corriente.

La discusion de los esfuerzos, deformaciones y tensiones tuvieron
practicamente el mismo significado debido a que en el disefio tradicional, la
tension representa un porcentaje de la resistencia a la tension, Liu y

colaboradores, [47].

Se desarrollaron cuatro modelos matematicos para tener en cuenta el
comportamiento eléctrico, mecénico y térmico del conductor. EI modelo
electromagnético, el cual es particularmente aplicable a conductores de nucleo de
acero, ha sido desarrollado por Morgan y Price, y por Barret y colaboradores. Este
modelo incluye la pérdida de potencia electromagnética en el nicleo de acero y la
redistribucion de corriente debida al efecto transformador. Las variables de
entrada son: la geometria del conductor, las propiedades eléctricas y magnéticas
del material, la corriente total y la temperatura. Las variables de salida son: la

corriente compleja, la pérdida de potencia y la corriente alterna.

El modelo mecanico ha sido progresivamente desarrollado por varios
autores. Las variables de entrada son: la geometria del conductor, las propiedades
fisicas del material, el tiempo, la tension y la temperatura. Las variables de salida

son: los esfuerzos, las fuerzas radiales, la flexion, el arrastre y resistencia a la
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traccion. El modelo predice esfuerzos de compresion en los cables de aluminio a

altas tem peraturas.

El modelo térmico se desarrolld progresivamente durante muchos afios,
pero su presente forma es principalmente atribuida a Makhlin, [48], House, vy
Tutlle, [49], Webs, [50] y Morgan, [51]. Las variables de entrada son: la geometria
del conductor, la corriente o la temperatura del conductor, la resistencia, variables
atmosféricas, como la velocidad del viento, su direccion y la intensidad de la
radiacion solar. Las variables de salida son: la temperatura en la superficie del
conductor, la corriente si no esta como variable de entrada, y la conductividad

térmica radial si la temperatura es variable de entrada.

Una combinacion de los 3 primeros modelos fue usada para calcular la
distribucion de temperatura en un conductor ACSR. El conductor fue sometido a
una corriente constante de 1500 A, y se mantuvo a una tension también constante
de 30 kN.

La combinaciéon de los cuatro modelos, fue llamado el Modelo Unificado, y
su aplicacion se concentra en determinar los efectos de varios parametros sobre la
contribucion de la corriente. La temperatura y la tension del conductor, se
asumieron variables. El propdsito de este modelo, es la utilidad en la transmisién y
distribucion eléctrica en el conductor, ya que predice sus caracteristicas
mecanicas, eléctricas, electromagnéticas y térmicas. La sensibilidad de de
pardmetros como tensiones internas, variables atmosféricas como la intensidad de
la radiacion solar y la velocidad del viento, pueden determinarse facilmente. Un
mayor desarrollo del modelo debera tener en cuenta la variacion de la carga
eléctrica del sistema, y por lo tanto las lineas de corriente, Filipovic-Gledja y

colaboradores, [45].

Con los antecedentes anteriores, el objetivo del trabajo es hacer el analisis
termoelastico de un conductor eléctrico al cual se le hace pasar una corriente

eléctrica alterna y que estd sometido a una tension mecénica. Debido a estas
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condiciones, el conductor presenta un calentamiento y una deformacion, los
cuales se estudian de manera simultdnea con el fin de obtener un modelo
matematico que describa el comportamiento de la temperatura, la deformacién y el

esfuerzo
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CAPITULO 2
PRESENTACION Y DERIVACION

DEL MODELO MATEMATICO

2.1. MODELO FisICO

A continuacién se considera el siguiente modelo simplificado: a un conductor
eléctrico homogéneo de longitud L y radio R se le hace pasar una corriente
alterna, | = Iosen(a)t) de alta frecuencia @ generando calor mediante el efecto
Joule, situacion que permite el calentamiento del conductor a lo largo del mismo.
Las condiciones externas del conductor son generalmente condiciones
ambientales y representadas por una temperatura de referencia T, y un

coeficiente convectivo h. En la Fig. 2.1.1 se puede apreciar un bosquejo del

mismo.

Condiciornss ambisntaes :

FIGURA 2.1.1. REPRESENTACION DE LA CORRIENTE
ALTERNA QUE SE HACE PASAR POR EL CONDUCTOR, DE LONGITUD L Y RADIO R.
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Ademas en el presente trabajo se considera que el elemento se somete a
una tensién mecéanica (véase Fig. 2.1.2), lo que ocasionard eventualmente una
deformacion, haciendo entonces que éste se comprima (Fig. 2.1.3) y sufra un
pequeiio desplazamiento.

FIGURA 2.1.2. REPRESENTACION DE LA DEFORMACION
CUANDO SE APLICA LA TENSION MECANICA

N

FIGURA 2.1.3. REPRESENTAC!ON DE LA DEFORMACION
DEBIDA A LA COMPRESION RADIAL INDUCIDA.
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2.2. MODELO MATEMATICO
2.2.1. Ecuaciones Elasticas de Gobierno

Ecuacion de la deformacion. Para derivar la ecuacidbn que predice las
deformaciones unitarias en el conductor como resultado de los efectos
combinados de tension mecanica y temperatura, se considera al conductor como
un cuerpo elastico de forma cilindrica, sujeto a cambios de temperatura y tension
mecanica. En referencia a la Fig. 2.2.1 y considerando un sistema de coordenadas
cilindrico; si el punto A es un punto arbitrario del conductor, entonces
hipotéticamente este punto puede experimentar un pequefio desplazamiento U, y
se considera que existe una deformacion en ese punto del conductor. De esta
manera, cuando todo el elemento AB, después de una pequefia deformacion, se
convierte en el elemento A*B* (Fig. 2.2.1), la longitud del conductor en el eje
transversal del elemento A*B* se puede expresar mediante la siguiente relacion,
Noda, [52].

AxBx=dr—u,(B)+u, (A

=dr—[ur(B)—ur(A)}

0 bien en términos de desplazamientos infinitesimales

N T
(AB )r_dr [&der
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Ll

Iy
T T T T T T B
_d.._a‘r - - _A
or
- - A
—_1 . e = hJ » T
0

FIGURA 2.2.1. DEFORMACION DEL CONDUCTOR.

De esta manera, la deformacion radial unitaria en el punto A, en la direccion
radial se puede escribir mediante la siguiente ecuacion,

aul’l’ _
_ _dr—( P jdr dr__ ou. o1
" dr -~ lor ) '

En general si solo se toma en cuenta deformaciones planas debido a la

compresion inducida en el conductor tensionado longitudinalmente, entonces los

desplazamientos se pueden expresar con ayuda de las siguientes relaciones
generales,

U =u.(r,0), u,=u,(r,0), u,=<,z+e, (2.2)

de esta manera, se infiere que las componentes de la deformacion normal unitaria

en el punto A serian expresables también en general mediante las siguientes
expresiones,
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€=, (10), €gp=cp=(r0), €,=c,=cte :
(2.3)

€= (10), €,=0, €,=0 .
Las relaciones anteriores se derivaron utilizando las siguientes ecuaciones
entre las deformaciones unitarias g; (i=r,0,z y j=r,0,z) y los

correspondientes desplazamientos U, :

€. =—X, €,,= , € =€,
T or % r rog' % oz ©

oYl 0uy Uy _ _1fdu, 1au) _ _1fou, du,
- 2lro0 or r ) %% 2oz ro@) T* 2oz or

(2.4)

La Ley de Hooke generalizada en coordenadas cilindricas puede

expresarse en términos de la definicién de las deformaciones:

Oy =2l E +A— LT =2U¢E, +l(err +e€pyy + ezz)—ﬁr
:(/1+2y)err +/1(699+eo)—,3r ,
O, =21E,)=0ph
Opg =2l Epy +AB— PT :(/1+2y) €m0 +i(err + eo)—ﬂz' : (2.5)
0., =2U€Ey,=2M¢E,,=0 |,
0, =2U€, +/1(err + €4y +eo)—,BT:(/1+2,u)eO +/1(err +e%,)—,b’r ,
o, =2UcE,,=2ue,=0 .

Donde la dilatacion € se define mediante la siguiente relacion,

ou, u 1lou, ou,
+ L4+ 42
or r rol oz

€=, + Spo +e,=
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En las relaciones constitutivas anteriores, el primer subindice indica el plano
sobre el cual actua el esfuerzo, y el segundo subindice representa la direccion de

la componente del esfuerzo.

Considerando el equilibrio de fuerzas actuando sobre un cuerpo en un

sistema de coordenadas cilindricas, la ecuacion de equilibrio en la direccion radial

es:
aO-rr l 80'9r + Grr +O—6’6’ — pazlzj ] (26)
o r 06 r ot
Expresando la ecuacion anterior en términos de la deformacion, Ec. (2.4) se
tiene:

gr[(;t+2'u)e +/1(€99+€o) ﬁf}+——[2#€ar]+

1

F[(/i +2u) € +A(Egp + €9 )= Pr—(A+20) €gp —A(€,, + eo)+ﬂr} (2.7)
ou

ey

O bien, en términos de los desplazamientos la Ec. (2.7) se puede escribir

como,
0 au 14u 10 l1ou, du, u,)]

Ol (a+2u) ey g U 2N 10],,1 o_Yp
8r{(+'u)8r+( TTee T jﬂr} aa{”z( 50 o rj_

1 au 1au u,  1éu au |

+ 2 r 9 _ 2 r - g | _ r —
+r{(/1+ “ar +ﬂb(r r89+€°j (A+ ﬂ)(r+r 89} l[@rJreoj_

o°u

- 2.8
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Después de ciertas simplificaciones algebraicas se tiene que

o°U o(u,  10u, Or , uo’u,  u 0 (0u,
(1+2u) 5 %r( +F¥+€] Par 2o T e ar

_ﬁi(“] L2puou 2u,  2udu, 0%

_ 2.
r o0 ror 2 r2a0 Pae (2:9)

Por otro lado, en el presente trabajo se consideré que al igual que las
variaciones de densidad de corriente eléctrica y distribucion de temperatura, el
campo de las deformaciones o desplazamientos solo depende en primera

aproximacion, de la coordenada radial y del tiempo. Lo anterior permite suponer lo
siguiente:

Ur =Ur (1, 60,t)~ur(r,t),
Uy =Uy(r,6,t)~u,(r,t) . (2.10)

En consecuencia la Ec. (2.9) se puede reescribir como:

ou, Aéu, ,u ot 2uéu, 2u o%u
2 ke Y R ks B TR 2.11
(’““)a ror ﬂ’rz Pa*™ ar (2 TP (21
6
%, (A+2u)au, . ,0r &
(A4 2u) G+ G- (2 - P = e (2.2

Reconociendo que los primeros tres términos de la ecuacién anterior se
pueden reagrupar en uno solo, se tiene que

(/1+2u){%rlif+§r(“ ﬂ ﬁ—= gt—l; (2.13)

ANALISIS TERMOELASTICO DE UN CONDUCTOR ELECTRICO SOMETIDO A CORRIENTE ALTERNA
32



CAPITULO 2: PRESENTACION Y DERIVACION DEL MODELO MATEMATICO

o bien,

o[10 or o4
(ﬂ+%@5Jf5ﬂﬂ4ﬂ—ﬂ5F—p5F : (2.14)

2.2.2. Ecuaciones de Maxwell para la Propagacion de Corriente

Reconociendo que el conductor es sometido a una corriente eléctrica alterna, lo
anterior conlleva la formacion de un campo eléctrico a lo largo del conductor y en
general el fenbmeno se puede describir con ayuda de las ecuaciones de Maxwell,

gue describen la propagacién electromagnética:

VxH=J+—, 2.15
H=T+% (215)

D=yE
B=uH |, (2.16)
y queda:
V-E=0
V-H=0
= oH
VxE=—u—-o 2.17
X i (2.17)
VxH :j+7/§.
ot

Aplicando el rotacional, derivada temporal, y haciendo uso de identidades,

se obtiene la siguiente una ecuacion de onda para obtener la parte eléctrica
J O°E
J Q_J. (2.18)
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Esta ecuaciéon de onda se escribe en coordenadas cilindricas de la forma

10( 0E 0. O
1009 \_ [9, .| 219
rar( arj “(at” &2] (2.19)

Usando la ley de Ohm E = AJ

10( 043 23, | %A
100,04 |9 : || 2.20
rar( arj“[at” atZJ (2.20)

Se sustituye una onda del tipo em, y la densidad de corriente queda
J, =J.e, (2.21)

con las siguientes condiciones de frontera:

dJ
r=0: =5 =0
dr
(2.22)
r=R Js=Jq,
donde
|=jSJS-dA . (2.23)

2.2.3. Ecuaciones de Difusiéon de Calor para el Conductor

Para la parte térmica, se considera que el conductor eléctrico obedece la ecuacion
de difusion del calor en estado transitorio, tomando en cuenta la presencia del
efecto Joule, término que se genera por el mismo paso de la corriente eléctrica.
Ademas se considera Unicamente las variaciones de temperatura en la
coordenada radial. De esta manera la ecuacion correspondiente con propiedades
uniformes se reduce a la siguiente expresion:
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10( 0T 2 oT
k=—|r— |+ 1|J.| = pc—, 2.24
rar( 8rj [ ar" (224)
con condiciones de frontera e inicial
r=0; a_T:O
or
r=R kL —h(T-T) (2.25)
or
t=0; T=T

o "
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CAPITULO 3
ADIMENSIONALIZACION Y

METODO DE SOLUCION

3.1. ECUACIONES ADIMENSIONALES
3.1.1. Ordenes de Magnitud y Nimeros Adimensionales.

Para el aumento de la temperatura caracteristica, se tiene un balance de energia

entre el término de generacion de calor y el término transitorio:

292~ pe AtTc 3.1)
0
Ao 432 AT, - 2R 3.2
RR T 2
por lo tanto,
AT, k
k =—C ~ hAT, h~= . 3.3
De la Ec. (3.2) y la Ec. (3.3) se tiene
2
AT, ~ ”:]JR | (3.4)
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Definiendo el nimero de Biot como:

Bi=1" (3.5)

Usando ahora la Ec. (3.1) y la Ec. (3.4) se tiene que el tiempo caracteristico
se puede expresar como,

_ PCAT,  pcC -ﬂJéR _peR

3.6
"2 232 hh (36)

Con las escalas anteriores, se puede hacer uso de las siguientes variables
adimensionales con objeto de simplificar el nUmero de parametros involucrados:
T-T r th J

9: O01 =T = ) :_S
=R LR 0T,

(3.7)

u
p=—"L — U =Uzp,
Ug

de esta manera, la Ec. (2.1) se puede escribir en términos de variables
adimensionales, de la forma

[ |__@ry -
€= (8r j— RUR_O : (3.8)
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3.1.2. Adimensionalizacion del Modelo Elastico combinado con la parte

Eléctricay Térmica

Sustituyendo las ecuaciones adimensionales en la Ec. (2.18), resulta

A+2u AT, u
( = )ur—ﬂRC=p7f , (3.9)
de donde,
LAT.R
- e 3.10

Considerando lo anterior, la Ec. (2.14) se puede reescribir como,

00  p Bi*a®dp

— == ——= 3.11

an(n an(w)j on (A+2u) RE or (3:1)
Haciendo
2pi2

z=25 ( P ] , (3.12)
R \A+2u

la ecuacién anterior se puede expresar de la siguiente forma:

0|10 00 0%

S e A i of 3.13

a77{77 ﬁn(w)} on ‘o G19

y considerando que el problema es cuasi-estacionario para las deformaciones del

cable, se tiene

a<xkl,
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con lo que la Ec. (3.13) queda como

o|lo0 00
Laaa| 5 000 .

sujeta a la condicion de simetria

n=0; 6—¢=0, (3.15)
on

y para la condicion de frontera en la pared, se tiene:
v=—_=2—2, (3.16)

gue representa la razon entre el alargamiento longitudinal producido, dividido por
el acotamiento de una longitud situada en un plano perpendicular a la direccion de

la carga aplicada.

Sustituyendo la Ec. (3.16) en la Ec. (3.8), esta ultima se puede expresar

como,

ou,| _(T/A) T

orl. Ev A(EV)’ (3.17)

gue en variables adimensionales se expresa con ayuda de la siguiente expresion,

y) y)
ol AL ulrRT 2[4
op|  RT (2”‘) (2”‘) Tk
677‘

1 A(VE)U,  A(VE)BRAT, A(VE)f Ay JiR’ =5, (3.18)
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con lo que la condicion de frontera en la pared queda expresada de la forma
0
n=1 ; _40:,3, (3.19)

en donde el parametro S, representa la relacion entre los parametros eléctricos,

térmicos y mecanicos.

Para el esfuerzo cortante, se tiene

o, =(A+2u) aa‘ir +A-B(T-T,), (3.20)

gue adimensionalizado queda

— - PATO, 3.21
R UG R AT, (3:21)

y despejando se tiene A, que representa el esfuerzo cortante adimensionalizado

AU,
Urr_:Aza_%/1 R g_ﬂﬂch 0 (3.22)
(A+2u)u, on A+ Hy + Hu,
R R R
gue en forma simplificada queda
A=92.22 p. (3.23)

on n

Para adimensionalizar la parte eléctrica, se hace una separacion de
variables, se aplican derivadas temporales, se reagrupan términos, y con los

nimeros adimensionales, se tiene

& {@+3%} =2ig , (3.24)
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con las condiciones de frontera

_ dg _
(3.25)
n=1 ¢=1

En la Ec. (3.24), el parametro pelicular ¢, es definido como
g:(é/R)zzz/i/a)sz. Para valores grandes de la frecuencia @, el valor del

parametro pelicular es pequefio, y por lo tanto, se puede aplicar la teoria de la
capa limite porque la derivada mayor de la Ec. (3.24) estad multiplicada por este
parametro. Y con esto se asume que existe una capa limite eléctrica cercana a la
superficie del conductor, en donde es mas significativa la contribucion de la

densidad de corriente.

Introduciendo el siguiente cambio de variable

& _1-n (3.26)

gv?’

y proponiendo
P=dy+ep, (3.27)

se obtiene la siguiente aproximacion del orden cero, que deja el siguiente sistema

(32;20 :2i¢o )
£=0: ¢ =1, (3.28)
&> z—?zo,
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cuya solucion es
¢y =€ [ cos(&)—isen(&)]

| =7 =7,

(3.29)

Para la adimensionalizacion de la parte térmica se usan variables

adimensionales y se sustituyen en la Ec. (2.24), para obtener

¢2:R_h%

1 0( _060) AJ:R%KBI
k or'

non"on )" KR
y sustituyendo la Ec. (3.29) en (3.30), se obtiene

101,901, gig? _gi%?
non\ 0on ot

con condiciones de frontera

00
:O ’ A !
n on
00 .
=1 ; —=-Bid,
n on
=0 ; =0

(3.30)

(3.31)

(3.32)
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Las tablas 1y 2 muestran las propiedades fisicas de los dos metales que
conforman al conductor ACSR. Tanto las propiedades eléctricas como térmicas

son constantes [1, 4], Gere, [53], Incropera et al, [54].

A=LS885[CPa] | _153846[GPa] £ =000TI0CPA] | £ onirapay 03

<
I

oo =20x107° {WA'Zm Jg =60x10° {%} A=0.084x10°[m* | o oon 10 [m]
W
’ :15.1{ﬁ} T, ~10[kN] T, = 20[kN] T, = 30[kN]

TABLA 1. PROPIEDADES
FiSICAS DEL ACERO

2 =51.084 [GPa] /3 =0.0062 [GPa]

u=52.632[GPa] E=70[GPa]| v=0.33

_ [ W-m| . 6| A _ 32
e = 2.63%10 { a | Jx=60x10 {F A=0.622x10"[m?] R -14.072x10° [m]
W

TABLA 2. PROPIEDADES
FISICAS DEL ALUMINIO
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3.2. SOLUCION NUMERICA MEDIANTE DIFERENCIAS FINITAS.
3.2.1. Método de Diferencias Finitas y Método de Crank-Nicolson.

El método de diferencias finitas es un método de caracter general que permite la
resolucion aproximada de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. El
primer paso para la aplicacion del método consiste en discretizar la ecuacion a
resolver, las condiciones de frontera y la condicién inicial, con el fin de transformar

la ecuacién diferencial en un sistema de ecuaciones algebraicas lineales.

El método de Crank-Nicolson, conserva el lado izquierdo de la ecuacion
implicita, pero modifica el lado derecho tomando la media aritmética de los lados

de la derecha de la ecuacion explicita e implicita.

3.2.2. Discretizaciéon de las Ecuaciones y Condiciones de Frontera. La
aproximacion de diferencias finitas de la ecuacion de difusion, Ec. (3.31) con el

método de Crank-Nicolson se convierte en

L {[@“11—26%“+1+49{Hl+ 1_(9{111—an_zl}qimlr[eal—za“+0:11+ 1 (eiil—ei“lj+qin]}

An? Ani|  2An An? Ani|  2An
B 49in+1_9in
=S (3.33)
multiplicando por 2An?
{{eﬂf—2@%9{:1+%(6ml—«9{1;1)+qrﬂAnﬂe&—zw +<211+%(9i21—9i“_1)+qmn2}
_ 2A772 n+l_ pon
=S or-ar). (334)
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por expansion en serie de Taylor alrededor del nodo (i,n), se puede demostrar

gue el método de Crank-Nicolson es de segundo orden, tanto para espacio como

para tiempo, esto es 0[(At)2 ,(An)z]

El lado derecho de la Ec. (3.34) es la media aritmética de las expresiones

2
centrales para la segunda derivada 2_92 sobre el nodo i en pasos de tiempo
n

Nn+1 y n. Tal promedio se puede considerar como una estimacion de la segunda

derivada en el nodo i en el tiempo n+1 ilustrado como el nodo A en la Fig.

2

3.2.1. Entonces el lado izquierdo de la Ec. (3.34) puede ser considerado como

una representacion de 2—9 sobre el punto A.
T

142 lﬁ’_‘_'._" lﬁ:_: E «—valores desconocidos

AT A
12 L 3 $— — valores conocidos
g g |%=

A Aw

FIGURA 3.2.1. NODOS PARA DIFERENCIAS FINITAS
POR EL METODO DE CRANK-NICOLSON.

2
haciendo r =

A7 y agrupando términos semejantes, la Ec. (3.34) queda
T

[1—%}9311 +(-2-r)gm +(1+ %J O+ An? +(1— %] Ol +(=2+1)0 +

[1+%j on,+aq'An? =0, (3.35)
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ordenando términos

g o (2-n) e+ e ot = {1 o (24

[1+ = jegl—qumz , (3.36)

la aproximacion en diferencias finitas para las condiciones de frontera de la Ec.

(3.32) sobre los nodos i=0y i=Mes

20 _, -0 _,
on An
(3.37)
00 . Oy — 6y )
L -_Bigp M Mi__Big = (1+BiAn)6 -6} , =0
on i A7 i (+ i 77) 0 — O 1

Para le Ecuacion de la deformacion, Ec. (3.14), se tiene que la

discretizacion queda

Pa=20+04 . 1 (Ga—0 ?
+ - — =6, , 3.38
An? IAU{ 2An J (iqu) M (3.38)
multiplicando por An®
1 1
@120, +(A+1+§(<0.+1—<0._1)—7(A =6y , (3.39)

agrupando términos semejantes y simplificando, la Ec. (3.39) queda

1 l l 6?” -6
1-— o —2— 1 =i 3.40
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con las condiciones de frontera de la Ec. (3.15) y de la Ec. (3.19)

6_(0_0 D — Dy

on An
(3.41)

a_(ozﬂ Pvm —Pma
on An

=B = ou—Pua=PAn
3.2.3. Algoritmo de Thomas.
En el caso de un sistema tridiagonal de ecuaciones algebraicas, como la
encontrada en la solucion de problemas de conduccion de calor unidimensionales,
el método de eliminacion de Gauss puede ademas ser simplificado aprovechando
los ceros de la matriz de coeficientes tridiagonal. Este procedimiento modificado,
generalmente denominado Algoritmo de Thomas, es un método muy eficiente para
resolver un gran nimero de estas ecuaciones, Ozisik, [55].

El método a seguir es el siguiente: Se tiene un sistema de N ecuaciones
algebraicas y se considera la matriz de coeficientes tridiagonal dada por la
ecuacion

T1 _ (dl - a13T3 - aiZTZ) . (3.42)

8,

Para resolver el sistema de ecuaciones, la matriz de coeficientes se pone en la

diagonal principal, y los demas elementos se ocupan con ceros:
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b, ¢ 0 0 - 0 0[ T ] [ d |
a, , C, 0 0 0 Tz dz
0 a b c 0 0 || T, d,
0 0 ay_y bN 3 Cna || Taa d N-1

|10 0 O 0 ay, by || Ty J dy
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. ., . - a
La primera ecuacion se toma como el pivote, multiplicado por —% y restada de la

b,

segunda ecuacién para eliminar a,. El resultado de la segunda ecuacion es

equivalente a

b,

La segunda ecuacion modificada se escoge como el pivote, y se toma una

a
reemplazar b, por [bz—%cl} y reemplazar d, por (dz——zle
propuesta similar para eliminar @,. El resultado de la tercera ecuacion es
equivalente a

b, por | b, —= d, por | d,— 22
reemplazar 0, por | D; b C, | y reemplazar O por | Og b, 2
2 2

El procedimiento se repite hasta que se elimina a, de la Gltima ecuacion.

Por lo tanto, el procedimiento general para la diagonal principal de la matriz se
indica como:

Reemplazar b, por (b, _biC”} para i=2,3,...,N
i1

Reemplazar d; por {di —bidilJ para i=2,3,...,N
i-1

Las incdgnitas T, son determinadas por

d
T =oN,
N bN
T, :%, i=N-LN-2,..1
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CAPITULO 4

RESULTADOS

Los resultados obtenidos a partir del modelo matematico, son los campos de
temperatura y deformacion. Tanto la temperatura como la deformacion, estan en

términos de la coordenada radial adimensional,77, el nimero de Biot, Bi , el

~

parametro pelicular, & y £ que es un parametro sensible a los efectos elasticos,

electromagnéticos y térmicos.

4.1. TEMPERATURA

De la Fig. 4.1.1. a la Fig. 4.1.5 se muestran los resultados de la temperatura, los
cuales comienzan en el valor cero, lo que significa que se tiene la temperatura
ambiente como punto de partida de las tres graficas. Se escogieron valores del
nGmero de Biot, Bi y del parametro pelicular, & fijos, y tres valores diferentes del
tiempo adimensional 7, que fueron: 5, 50 y para el estado estacionario con un
valor de 7=500.

El efecto del tiempo adimensional se ve reflejado en el aumento de la
temperatura adimensional al aumentar el tiempo hasta el punto en que éste tiende

al estado estacionario.

La influencia del nimero de Biot, Bi, se muestra en un aumento de

temperatura con la disminucion de éste. Mientras que el pardmetro pelicular, &
muestra la influencia del efecto pelicular al observarse que conforme el pardmetro
pelicular disminuye la temperatura disminuye significativamente, lo que se puede
expresar como una distribucion de las temperaturas hacia las paredes del

conductor.
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Temperatura
Bi=5 —m =5
£=0.05 —e— =50
0 0.0055 - —A— estacionario
0.0050 ] \
0.0045 ]
0.0040 ]
0.0035 ]
0.0030 ]
0.0025 ]
0.0020 ]
0.0015 ]
0.0010 ]
0.0005 ]
0.0000 ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 4.1.1. PERFIL DE TEMPERATURA @, PARA DIFERENTES
VALORESDE 7,Y Bi=5Y £=0.05.

Temperatura
Bi= 10 —
e=0.05 —e— =50
] ] —A— estacionario
0.0030 -]
0.0025
0.0020 |
0.0015 |
0.0010 4
0.0005 -}
0.0000 -}

FIGURA 4.1.2. PERFIL DE TEMPERATURA 6, PARA DIFERENTES
VALORES DE 1, Y Bi=10 Y £=0.05.
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Temperatura
Bi= 50
0 &= 0.05 "5
0.0012 : —e— t=50
—4A— estacionario
0.0010
0.0008
0.0006
0.0004
0.0002
0.0000
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 4.1.3. PERFIL DE TEMPERATURA 6, PARA DIFERENTES
VALORES DE 1, Y Bi=50 Y £=0.05.

Temperatura
Bi=10
0 &=0.001
0.0000040 -
0.0000035
0.0000030
0.0000025
0.0000020
0.0000015
0.0000010 — =5
0.0000005 | =0
] —A— estacionario
0.0000000 -
-0.0000005 T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
n

FIGURA 4.1.4. PERFIL DE TEMPERATURA 6, PARA DIFERENTES
VALORES DE 1, Y Bi=10 Y £=0.001.
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Temperatura
Bi= 10 —=—1=5
= —— 1=
0 0.008 — =01 —A— Tes’(S":?cionario
0.007
0.006—.
0.005—-
0.004—-
0.003—.
0.002—-
0.001 —
0.000—-
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 4.1.5. PERFIL DE TEMPERATURA 6, PARA DIFERENTES
VALORES DE 7, Y Bi=10 Y ¢=0.1.
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4.2. DEFORMACION Y ESFUERZO CORTANTE EN EL ACERO
4.2.1. Deformacion

En las gréficas presentadas a continuacion, (Fig. 4.2.1 — Fig. 4.2.3) se muestra el
efecto de la deformacion a través del tiempo.

En la Fig. 4.2.1 se tienen valores del nimero de Biot, Bi y del parametro
pelicular, ¢ fijos, y se varia el parametro £, el cual produce en la deformacién un
aumento conforme se avanza en la coordenada radial. Asi mismo se puede

~

observar que para un £ mayor, los rangos de deformacion también son mayores.

La Fig. 4.2.2 muestra los perfiles de deformacion con valores del parametro

Sy el parametro pelicular, ¢ fijos, y el nUmero de Biot es el variable. En dicha
grafica se muestra el mismo comportamiento que es el de un aumento en la
deformacion a lo largo de la coordenada radial, pero para diferentes valores del
namero de Biot, Bila variacion es muy pequefia.

Para la Fig. 4.2.3 se tiene que la influencia del parametro pelicular, & es
similar a la producida por el nimero de Biot, Bi, la variacion es minima, pero la
deformacion tiende a aumentar conforme se avanza en la coordenada radial. Los

parametros a variar en esta gréafica son el nimero de Biot, Bi y el parametro .

ANALISIS TERMOELASTICO DE UN CONDUCTOR ELECTRICO SOMETIDO A CORRIENTE ALTERNA
55



CAPITULO 4: RESULTADOS

Deformacién

—&— B=0.091
Bi=10 —e— B=0.1816
? 903 £-0.05 —A— B=02724

85
80
75
70
65
60
55
50
45 ]
40
35
30
25
20

15 3

10 3

54

0

-5

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
n

FIGURA 4.2.1. DEFORMACION ¢, PARA DIFERENTES
VALORES DE B, Y Bi=10 Y £=0.05.

Deformacién

—=— Bi=5

; B=0.1816 —e— Bi=10

¢ 60 £=0.05 —A— Bi=50
50
40
30
20
10
04

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
n

FIGURA 4.2.2. DEFORMACION ¢, PARA DIFERENTES
VALORES DE Bi, Y 3=0.1816 Y £=0.05.
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50

40

30 4

20

Bi=10
B=0.18

Deformacién

16
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—=&— £=0.001
—®— £=0.05
—A— ¢=0.1

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

FIGURA 4.2.3. DEFORMACION ¢, PARA DIFERENTES
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VALORES DE ¢, Y Bi=10 Y 8 =0.1816.
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4.2.2. Esfuerzo Cortante

En la Fig. 4.2.4 se tiene la influencia del esfuerzo cortante a lo largo de la
coordenada radial, manteniendo fijos el nimero de Biot y el parametro pelicular y
variando el parametro ,3 Lo que se puede observar es que el esfuerzo cortante
adimensional, Atiende a crecer conforme aumenta la coordenada radial

adimensional, 77, y para los diferentes valores del parametro [ se tiene un
incremento al incrementar este parametro.

Cuando los parametros a variar son el nimero de Biot, Bi y el parametro
pelicular, &, como lo muestran la Fig. 4.2.5y la Fig. 4.2.6, el efecto que se
produce en el esfuerzo cortante es la tendencia a crecer, sin embargo entre un
valor de los parametros variables, la diferencia entre una curva y otra es casi nula.

Esfuerzo Cortante

—m— B=0.091

A —o— (=0.1816
150 4 Bi=10 —A— B=0.2724
140 &=0.05
130 4
120 4
110 4
100

90
80
70
60 -
50
40 ]
30
20

10

04
-10 4

T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
n

FIGURA 4.2.4. ESFUERZO CORTANTE A, PARA DIFERENTES
VALORES DE B, Y Bi=10 Y £=0.05.
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Esfuerzo Cortante

—m Bi=5
—e—Bi=10
A 100 p=0.1816 !
—A— Bj=
=0.05 Bi=50
80 4
60 +
40
20
04
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
n

FIGURA 4.2.5. ESFUERZO CORTANTE A, PARA DIFERENTES
VALORES DE Bi, Y 3=0.1816 Y £¢=0.05.

Esfuerzo Cortante

—8— ¢=0.001
100 Bi=10 —0— ¢=0.05
7 $=0.1816 —A 01

80 |
60 |
40
20

04

T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
n

FIGURA 4.2.6. ESFUERZO CORTANTE A, PARA DIFERENTES
VALORES DE ¢, Y Bi=10 Y 3 =0.1816.
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4.3. DEFORMACION Y ESFUERZO CORTANTE EN EL ALUMINIO

4.3.1. Deformacion

El comportamiento del aluminio es similar al del acero. Para variaciones del
pardmetro S (Fig. 4.3.1) se tienen variaciones en la deformacion, la cual se

incrementa conforme se avanza en la coordenada radial. Y cuando se varian el
nimero de Biot, Bi y el parametro pelicular, & (Fig. 4.3.2 y Fig. 4.3.3), la
tendencia al crecimiento se mantiene, pero con una variacion minima.

La diferencia entre el acero y el aluminio radica en que los valores de
deformacion en el aluminio son mayores.

Deformacién

—&— $=0.2217
. Bi=10 —e— B=0.4433
0 £=0.05 —A— B=0.665

200

150

100

50

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 4.3.1. DEFORMACION ¢, PARA DIFERENTES
VALORES DE , Y Bi=10 Y £=0.05.
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Deformacién

—=Bis5

—e—Bi=10

® 140 P —a— Bi=50
120 ]
100—-
80—-
60—-
40-
20
0-

.20 ] . ; . T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
n

FIGURA 4.3.2. DEFORMACION ¢, PARA DIFERENTES
VALORES DE Bi, Y 3=0.4433 Y ¢=0.05.

Deformacién

—&— £=0.001

i Bi=10 —e— £=0.05
140 B=0.4433 —A— 0.1

120-
100-
80—-
60—-
40-
201
0.

-20 - , , , : : :

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0
n

FIGURA 4.3.3. DEFORMACION ¢, PARA DIFERENTES
VALORES DE ¢, Y Bi=10 Y B =0.4433.
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4.3.2. Esfuerzo Cortante

Con el esfuerzo cortante en el aluminio sucede algo similar a la deformacion
comparada con el acero. Los valores alcanzados en el aluminio superan a los del
acero para los mismos valores de la coordenada radial adimensional. Y la Unica

variacion se presenta en los diferentes valores del parametro ,[;’ manteniendo fijos
el nimero de Biot, Bi y el parametro pelicular, & (Fig. 4.3.4). Mientras que en las
graficas donde se varia el nimero de biot, Biy el pardmetro pelicular, ¢ (Fig.
4.3.5y Fig. 4.3.6) no hay una gran variacion en los valores entre una curva y otra,

manteniéndose el comportamiento de crecimiento en el esfuerzo cortante a lo
largo de la coordenada radial, 77.

Esfuerzo Cortante

—a— =0.2217
Bi=10 —e— =0.4433
A 360 A B
] £=0.05 B=0.665
340
320
300
280
260 -
240
220
200
180 4
160
140 4
120
100
80
60 -
40
20
04
-20 4
T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
n

FIGURA 4.3.4. ESFUERZO CORTANTE A, PARA DIFERENTES
VALORES DE B, Y Bi=10 Y £=0.05.
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Esfuerzo Cortante

—a— Bi=5

A 2502 $=0.4433 —e— Bi=10

£=0.05 —4— Bi=50
200 4
150
100
50
04
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
n

FIGURA 4.3.5. ESFUERZO CORTANTE A, PARA DIFERENTES
VALORES DE Bi, Y 3=0.4433 Y ¢=0.05.
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FIGURA 4.3-6. ESFUERZO CORTANTE A, PARA DIFERENTES
VALORES DE ¢, Y Bi=10 Y B =0.4433.
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CAPITULO 5
CONCLUSIONES

En los resultados obtenidos mediante las gréficas se puede observar que para la
temperatura adimensional, el comportamiento de ésta va evolucionando a lo largo
del tiempo, y empieza de un valor inicial cero que representa la temperatura
ambiente y va aumentando al inducirle una corriente eléctrica con lo que el calor
se empieza a propagar hasta llegar a una cierta temperatura, y posteriormente

ésta se vuelve mayor en las paredes del conductor.

La temperatura presenta variaciones al cambiar los diferentes parametros,
para numeros de Biot variables se tiene que la temperatura va cambiando,
presentandose un valor maximo para valores del nimero de Biot, Bi menores, al
igual que con la disminucion del valor del pardmetro pelicular, &, los rangos de

temperatura disminuyen.

El aumento en la temperatura produce una dilatacion en el conductor, lo
gue por si solo tiene como consecuencia una deformacion del material, y al aplicar

la tension mecanica, se tiene que la deformacion aumenta.

Se pudo observar que de los pardmetros variables de la ecuacién de la
deformacion, el mas sensible es el parametro £ ya que la deformacion varia

notablemente cuando se varia éste, situacion que no se presenta cuando son el

numero de Biot, y el parametro pelicular, & gmbian- ES importante destacar que

este resultado es importante debido a que es éste el parametro que involucra

términos mecénicos, eléctricos y térmicos.

Al tener un aumento en la deformacion del material, se puede considerar
que al conductor desde un inicio se le pueden reducir las medidas, y tensionarlo

para asi obtener los mismos resultados, pero con menos material.
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El poder tener un ahorro en material, trae como consecuencia un ahorro

econébmico, asi como menos repercusiones al medio ambiente.
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