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1 Introduccion

Una onda eldstica es una perturbacion tensional que se propaga a lo largo de un medio
eldstico, el cual puede ser un sé6lido o un fluido ideal. La propagacién de ondas eldsticas
en es el mecanismo sobre el cual se basan los ensayos no destructivos con ultrasonido.
Estos consisten en transmitir energia en forma de onda através de los materiales a ser

examinados y estimar dicho medio a partir de la energia transmitida o reflejada.

Las propagacién de las ondas eldsticas ha sido modelada a partir de la teoria de
elasticidad lineal y se han encontrado soluciones analiticas que describen el movimiento
de la onda en medios lineales, homogeneos, e isotropicos. Sin embargo es comin que el
medio a estudiar no cumpla las caracteristicas, en especifico, el medio puede estar

formado de distintos materiales que lo harian heterogéneo.

Los cambios en las propiedades del medio por el que se propaga una onda hacen que
parte de ésta se refleje o otra se transmita. Lo anterior ha sido bien estudiado para ondas
planas en fronteras entre dos materiales con propiedades distintas. Sin embargo para
patrones mas complejos de ondas y para medios que provocan multiples reflexiones es
complicado estudiar la propagacion de la onda analiticamente, en estos casos es mejor

simular la propagacién de la onda numéricamente.

En esta tesis se estudia la propagacion de ondas eldsticas en medios heterogéneos
bidimensionales. Se plantea una solucién numérica a partir de métodos espectrales, los
cuales consisten en aproximar la onda por una combinacién lineal de funciones base
ortogonales y minimizar el error de dicha representacion. Se veréd que bajo ciertas
condiciones esto es equivalente a resolver la ecuacion de la onda eléstica en un mallado

cuyos puntos se escojen de acuerdo a la base ortogonal que se maneje.

En el segundo capitulo se estudian los fundamentos de la propagacién de ondas eldsticas.
En él se describen los distintos patrones posibles para que una onda se propague y las

propiedades del medio relacionadas con la propagacién de ondas, al igual que ciertos



procesos como son la reflexidn, transmisién, atenuacién y la dispersion. Ademas, a partir
de la teorfa de elasticidad lineal se formula la ecuacién de onda eldstica y se encuentran
expresiones analiticas para los patrones y velocidades de propagacién de cada tipo de

onda.

El tercer capitulo se enfoca al estudio de la representacion de funciones en bases
ortogonales y polinomios de interpolacién. Se estudia la relacién entre ambas
representaciones al aproximar los productos internos que se usan para calcular los
coeficientes de las funciones ortogonales con una cuadratura de Gauss-Jacobi en los
puntos de interpolacién. Se demuestra que los coeficientes de las funciones base de una
representacion de polinomio de grado N se pueden calcular sin error a partir de un

conjunto de N+1 valores interpolados de dicho polinomio.

En el cuarto capitulo se introduce el concepto de la funcién residual de una ecuacién
diferencial, la cual es la diferencia entre su solucién exacta y de su aproximacién
polinomial; y se desarrolla el método espectral como una minimizacién de los términos
con mayor energia de la expansién en polinomios ortogonales de la funcién residual.
Utilizando los resultados obtenidos en el capitulo tercero se desarrolla el método
pseudoespectral como un método espectral donde los productos internos se calculan con
cuadraturas de Gauss-Jacobi y se demuestra que es equivalente a resolver la ecuacién
diferencial parcial en un conjunto de puntos asociados a la base del polinomio utilizado
en el método espectral, el cual se conoce como método de colocacidon. Ademads se
presenta un algorimo rdpido para la diferenciacion pseudoespectral en el caso que las

funciones base usadas sean las de Chebyshev.

En el quinto capitulo se plantea la ecuacién de onda eldstica para medios heterogéneos en
dos dimensiones para la region [X,,,;,.%,.. )X [ZminsZmac] ¥ S€ plantean las ecuaciones para las
fronteras de la regién de modo que sean absorbentes, es decir que simulen que no hay
reflexiones de onda al llegar una onda a ellas. Dicho modelo se resuelve
computacionalmente usando el método pseudo-espectral de Chebyshev en las
dimensiones espaciales y un método directo de Euler en el tiempo. A partir del programa,
se simulan diversos escenarios de la propagacién de la onda para probar si los resultados

son los tedricamente esperados.



2 Propagacion de Ondas Elasticas

Las pruebas no destructivas de materiales con ultrasonido se basan en la transmision de
energia en forma de pulsos u ondas a través de los materiales a ser examinados. Los
materiales estdn formados por d4tomos los cuales pueden ser excitados para que tengan un
movimiento vibratorio alrededor de sus posiciones de equilibrio [1]. Existen diversos
patrones de movimiento vibratorio a nivel atémico, sin embargo son pocos los que son

relevantes para las pruebas acusticas.

Cuando un material no estd siendo estresado en tensiéon o compresion mas alld de su
limite eldstico, sus particulas individuales llevan a cabo oscilaciones eldsticas; si las
particulas de un medio son desplazadas de sus puntos de equilibrio se generan fuerzas
internas de restauracion las que, combinadas con la inercia de las particulas, generan los

movimientos oscilatorios dentro del medio [2].

En los gases y fluidos el sonido viaja por la compresién y expansion de las moléculas en
la direccién de la propagacién. Sin embargo, en sélidos, las moléculas pueden vibrar en
otras direcciones debido a los esfuerzos de cruce. Las ondas se clasifican dependiendo de
su direccidn de propagacion en el espacio con patrones oscilatorios que son capaces de

mantener su forma y propagacion de forma estable.

En la Figura 2.1 se muestra el movimiento de las particulas responsable de la
propagacion longitudinal de las ondas; en estas ondas las oscilaciones de las particulas
ocurren en la direccion de la propagacion de la onda. Debido a que las fuerzas de
compresion y de dilatacion estdn presentes en estas ondas a veces se les conoce como
ondas de presion o de compresion. Este tipo de ondas pueden ser creadas en fluidos y
s6lidos porque la energia viaja através de la estructura atdmica por una serie de

movimientos de compresion y expansion [1].



> x

Figura 2.1 Onda Longitudinal propagandose en direccion de x [1]

En la Figura 2.2 se presenta el mecanismo de transmision de las ondas transversales, en el
cual las particulas oscilan ortogonales a la direccion de propagacion. Las ondas
transversales requieren de un material sélido para que puedan ser propagadas, cosa que
no sucede en liquidos y gases. Ademas, estas ondas son débiles a comparacion de las
longitudinales, y por lo general se generan en materiales usando energia de de las ondas

de presion [1].

— > x

Figura 2.2 Onda transversal propagdndose en direccién de x [1]



Ademés de las ondas longitudinales y transversales existen otros patrones de
propagacion. La Tabla 2.1 muestra la mayoria de los tipos de onda que pueden

presentarse en solidos.

Tipo de onda Vibracion de las Particulas
Longitudinal Paralela a la direccidn de propagacion de la onda
Transversales Perpendiculares a la direccion de propagacion de la onda

Superficie — Rayleigh Orbita eliptica — modo simétrico

Ondas Lamb Componente perpendicular a la superficie (onda
extensional)

Ondas Love Paralela a la capa del plano, perpendicular a la direccién de
la onda

Stoneley Onda guiada a lo largo de una interface

Sezawa Modo antisimétrico

Tabla 2.1 Tipos de onda en sélidos

Los principales modos de propagacién en los sélidos son las ondas longitudinales, ondas
transversales, y las ondas de superficie; y todos estos modos se ocupan para la
caracterizacion y monitoreo de los materiales en las pruebas no destructivas con

ultrasonido.

2.1 Modelos Matematicos de Ondas Elasticas

Un material eldstico ideal es aquel en el cual la relacién entre el esfuerzo y la
deformacion es lineal, isotrépica y el movimiento de una onda no causa cambios en la
temperatura o el flujo de calor dentro del material. Un material sufre una deformacién

cuando



El vector de posicion x = (x;, x,, x;) de cualquier punto del material después de una
deformacion eldstica estd relacionado con su posicién original X = (X, X,, X;) y el vector
de desplazamiento u por medio de la relacién x = X + u. El vector de deplazamiento se
conforma de u = (u,, u,, u,), donde cada componente es funcién de la posicion y el tiempo

u; = ufx,, x,, X3, 1) [3].

Las ecuaciones que gobiernan los problemas de los medios eldsticos son las ecuaciones
de movimiento, las de deformacién y las constitutivas de la elasticidad lineal [1]. La
ecuaciéon de movimiento es una expresion de la segunda ley de Newton que relaciona al
tensor tension de Cauchy o;;, el tensor fuerza F; y el tensor desplazamiento u; por la
ecuacion:

aG " azuA

e @)

J

La ecuacion de deformacion — desplazamiento, como su nombre lo dice, relaciona el

tensor desplazamiento u; con el tensor deformacion g;:

1( ou i oy,
& =—| —+— 22
o2\ oy, o, (22)
Por ultimo, la ecuacién constitutiva para materiales eldsticos dada por la ley de Hooke

representa la relacion entre tensiones y deformaciones mediante la ecuacion:

0; = Cy€y (2.3)

donde Cy, es el tensor elasticidad.

Para medios isotropicos el tensor elasticidad no tiene una direccién “preferida” y por lo
tanto una fuerza provocard los mismos desplazamientos, con relacién a si misma, sin
importar la direccion en que se aplique [1], para este caso el tensor Cy;, puede expresarse

a partir del tensor de Kronecker:



Cpu =A8,6,+14(8,8,+8,8,) (24)

donde Ay u son el primer y el segundo parametro de Lamé, respectivamente, donde:
A=C, -2C, (25)
u==C,, (2.6)

Sustituyendo la ecuacién (2.4 ) en ( 2.3 ) se obtiene la ley de Hooke para un medio

isotrépico [4]:
o, = A&, 0, +2Ue,; (2.7)

Sustituyendo (2.2 )en (2.7 ):
ou . .
o,zﬂ,%&.j+u(i+%] (28)

Si la ecuacion ( 2.8 ) se deriva con respecto a x; se obtiene que:

=2 + +
ox ox,0x, H ox;0x, Ox;

J J

do; azuk [ azuj azui J (2.9)

Sustituyendo (2.9 ) en ( 2.1 ) y reagrupando términos se llega a la ecuacion de onda

elastica:

2 2 2

u]. a i i
()5St ugF+F=p (2.10)

J J

O en forma vectorial:

o*u

5 (2.11)

(A+u)VV-u+uVu+F=p

El laplaciano vectorial cumple la igualdad:



Viu=VV-u-VxVxu (2.12)

Si se sustituye ( 2.12 ) en ( 2.11 ) se obtiene una forma alterna de la ecuacion de onda

elastica:

d'u

(/l+2u)VV-u—,uV><V><u+F=p¥ (2.13)

2.2 Potenciales de Desplazamiento

El teorema de Helmoltz establece que el vector de desplazamiento u puede expresarse en

términos de un potencial escalar ¢ y de uno vectorial ¥ de la siguiente forma [4]:

u=Vo+Vxy (2.14)

donde:
VxVp=0 (2.15)
V-Vxy=0 (2.16)

Sustituyendo ( 2.14 )en (2.11 ):

2

(x+zu)vv.(V¢+vw)_wxvx(V¢+wa)+F:pg’?(vmvw) (2.17)

A partir de (2.16 ) y de que V-V@ = V?@y, la ecuacién ( 2.17 ) se puede llevar a la forma:

2

82 2 a 2
V(pajf—(lﬂu)V ¢—f5j+V>{P a;ﬁ’—ﬂv V’—fvj=0 (2.18)

donde f;; y f, son los potenciales escalar y vectorial de F respectivamente.

Dado que en la ecuacion ( 2.18 ) el primer término es escalar y el segundo vectorial, los

dos términos por separado deben ser igual a cero por separado, por lo tanto la



propagacion de la onda eldstica puede expresarse equivalentemente a partir de ecuaciones

de onda de sus potenciales escalar y vectorial [4], es decir:

¢ 1 1
T V4 —
Fra ¢+pr (2.19)

2
o ‘I/—LZV2 Ly

- 2.20
o> ¢ v ( )
donde
o = [FE2H (221)
p
, :\/E (222)
p

El gradiente del potencial escalar ¢ es un vector que representa desplazamientos en
direccion de la propagacion de la onda, por lo que se le llama componente longitudinal de

la onda de desplazamiento u onda longitudinal [2]:
u, =V¢ (2.23)

Otros nombres para este tipo de onda son ondas de dilatacion, ondas de presion, ondas
primarias, ondas P, y ondas irrotacionales debido a que su rotacional serd nulo; y su

velocidad de propagacion estd dada en la ecuacion ( 2.21 ).

Por otro lado, el rotacional del potencial vectorial y describe desplazamientos
ortogonales a la direccién de propagacion de la onda, por lo tanto a esta componente se le

llama onda transversal u; [2]:

u, =Vxy (2.24)



Para esta onda la divergencia del vector de desplazamiento es nula por lo que se le
conoce también como onda rotacional, de corte o secundaria; y tiene una velocidad de

propagacion descrita por la ecuacion ( 2.22 ).

2.3 Ondas Planas

Una onda de desplazamiento plana propagdndose con una velocidad de fase ¢ se

representa por:
u=f(x-p-cr)d (225)

En esta ecuacién d y p son vectores unitarios que definen la direccion del movimiento y
propagacion respectivamente. El vector x es el vector de posicion, y x- P es una constante
que describe un plano normal al vector unitario p . Por lo tanto la onda es plana y los

planos de fase constante son normales a p y se propagan con velocidad ¢ [2].

A partir de la ecuacion ( 2.11 ) puede verse que cuando no hay fuerzas externas aplicadas,
las componentes del vector de desplazamiento en un medio homogéneo, isotrépico y

lineal, se rigen por la ecuacion:

o*u

(/l+u)VV-u+uV2u=p? (2.26)
Al sustituir la expresion ( 2.25 ) en la ecuacion ( 2.26 ) se llega a:
[ua+(l+u)(ﬁ-a)f)—pcza}f”(x-f)—ct)=0 (227)
lo que implica que:
(= pc*)d+(A+p)(p-d)p=0 (228)

La ecuacion ( 2.28 ) puede satisfacerse sélo de dos formas:
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d=+p (229)
p-d=0 (2.30)

Sid= +p , entonces d- p =21y la ecuacién ( 2.28 ) se expresa como:

c=c, = /“2“ (231)
p

En este caso la direccion del movimiento es paralela a la direccion de la propagacion de

la onda, por lo tanto es una onda longitudinal [2].

Por otro lado, si d # +Pp , entonces d- P =0 cumple la ecuacién ( 2.28 ) y:

c=c, = |E (232)
p

En este caso la direccion de la propagacion de la onda es normal a la direccién del

movimiento, por lo que es una onda transversal [2].

2.3.1 Ondas Planas Armonicas

Una onda de desplazamiento arménica de amplitud A, con velocidad de fase ¢ en una

direccion definida por el vector de propagacion unitario P se representa como:
u=Adexp[ik(x-p—ct)] (233)

Esta onda es de bastante utilidad ya que con ayuda de las series de Fourier una
combinacidn lineal de ondas arménicas planas puede representar a cualquier onda
periddica. Algunas de las propiedades mds importantes de las ondas arménicas que se

propagan por un medio isotrépico son la longitud de onda (), la frecuencia (f), el nimero

de onda (k) y la velocidad (c) [2].
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La velocidad ( ¢ ), como ya se ha visto, se refiere a la tasa a la que la fase de una onda se
propaga en el espacio [4]. El nimero de onda (k) indica el nimero de veces que vibra una
onda en una unidad de distancia. La longitud de onda ( A ) se refiere a el periodo espacial

de la onda, es decir, la distancia sobre la cual el perfil de una onda se repite [4]. Por lo
anterior, de la ecuacién ( 2.33 ) puede verse que la longitud de onda estard determinada

por:

L= (2.34)

La frecuencia ( f) es el nimero de ocurrencias de un perfil de onda que se repiten por
unidad de tiempo [4], y se relaciona con la velocidad de fase y la longitud de onda por la

ecuacion:

f= (235)

>0

2.4 Impedancia Acustica

La impedancia acustica (Z) es la resistencia de un material para cambiar su estado de
equilibrio. Se define como el producto de la densidad y la velocidad de propagacién de la

onda en el material [1], es decir:
Z=pc (2.36)

La impedancia acustica es importante ya que participa en la transmision y reflexion de las
ondas en fronteras de dos materiales con diferentes impedancias acusticas, el disefio de

transductores ultrasonicos, asi como en el calculo de la absorcion del sonido en un medio.

Ya que las componentes longitudinales y transversales de una onda eldstica se propagan
con diferente velocidad para sélidos existe la impedancia acustica longitudinal (Z,) y la

transversal (Z;).

La Tabla 2.2 muestra diferentes propiedades acusticas de diversos sélidos:
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Sélido ¢, (km/s) | ¢;(km/s) | p (Mg/m®) | Z, (MRayls) | Z; (MRayls)
Epoxi 2.70 1.15 1.21 3.25 1.39
Lucite 2.70 1.10 1.15 3.1 1.25
Pyrex 5.65 3.28 2.25 13.1 7.62
Aluminio 6.42 3.04 2.70 17.33 8.21
Laton 4.70 2.10 8.64 40.6 18.15
Cobre 501 2.27 8.93 44.6 18.15
Oro 324 1.20 19.7 63.8 23.6
Plomo 2.16 0.7 24.6 7.83 0.44
Acero 59 32 7.90 460 249
Berilio 12.90 8.9 1.87 24.10 16.60

Tabla 2.2 Propiedades Acusticas de Sélidos [1]

2.5 Reflexiéon y Transmision de Ondas

La reflexion de ondas acusticas en una frontera entre dos medios se debe a la diferencia

en las impedancias acusticas de dichos medios. Mientras mayor sea la diferencia de

impedancias mayor serd el porcentaje de energia que se reflejard en la frontera entre un

medio y otro, y menor el que se trasmitird. La fraccion de la onda incidente reflejada y la

transmitida pueden obtenerse de condicionar la velocidad de las particulas y las presiones

locales como continuas en la frontera [1].

Cuando la onda incide normal a la frontera, el radio entre la magnitud de la onda

transmitida (A,) y la incidente (A) estd dado por:

13



2Z,
Z.+Z,

A 237
A (2.37)

Por otro lado, el radio de las magnitudes de la onda reflejada (A,) y la incidente (A) estd

dado por:

N
N

- ‘+Z, (2.38)

> |

De las ecuaciones se puede afirmar que para incidencia normal:
e SiZ,>7, entonces la onda transmitida tendrd mayor magnitud que la reflejada.

e SiZ,<7,<3Z,la onda trasmitida tendrd mayor magnitud que la reflejada, y la

reflejada cambia de polaridad.

e Si37Z,<Z, la onda reflejada cambia de polaridad y tiene mayor magnitud que la
transmitida. Ademas si Z,<<Z, casi toda la onda se reflejard, habrd poca

transmision.

e SiZ,=7, no hay reflexién de onda, sélo transmision (ya que es el mismo medio).

Sin embargo, cuando no hay incidencia normal se pueden generar otros tipos de ondas y

las relaciones de transmision y reflexion dependerdn también del dngulo de incidencia.

A continuacién se muestran la descripcidn de la reflexién y transmision de ondas que

inciden en fronteras formadas por distintos tipos de medio.

2.5.1 Frontera Fluido — Fluido

Si una onda longitudinal que se propaga por un fluido (gas o liquido) incide en otro
fluido, se refleja una onda longitudinal y se transmite otra onda longitudinal [1], como se

muestra en la Figura 2.3.
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L L
Fluido
Fluido
L

Figura 2.3 Reflexidn y transmisién de ondas en frontera Fluido-Fluido

2.5.2 Frontera Fluido — Sdélido

Cuando una onda longitudinal que se propaga por un fluido incide en un material sélido
como en la Figura 2.4, parte de ésta se refleja como onda longitudinal y el resto se

transmite como onda longitudinal y como onda transversal [1].

L L
Fluido
Solido
L

9T

Figura 2.4 Reflexion y Transmision de ondas en frontera Fluido-Sélido

2.5.3 Frontera Sélido - Fluido

En el caso de que una onda longitudinal y/o transversal que se propaga por un sélido
incide en un fluido, se reflejan en el sélido ondas longitudinal y transversal y se transmite

s6lo una onda longitudinal al fluido.
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Solido
Fluido

Figura 2.5 Reflexidn y transmisién de ondas en frontera Sélido-Fluido

2.5.4 Frontera Soélido — Sélido

Si una onda longitudinal y/o transversal viaja en un sélido e incide en otro sélido de
distinta impedancia habré un par de ondas reflejadas (una longitudinal y una transversal)

y también se transmitirdn una longitudinal y otra transversal en el medio de incidencia

[1], como muestra la Figura 2.6.

L, T T

Solido

L

Solido v
A

L

<

T

Figura 2.6 Reflexidén y transmisién de ondas en frontera Sélido-Sélido

Si las ondas incidentes son planas, los valores de los coeficientes de reflexion y
transmision se pueden encontrar en cada caso cumpliendo las condiciones de continuidad
en la frontera para las ondas incidentes, reflejadas y transmitidas; dichos de coeficientes

de reflexién y transmision para ondas planas pueden encontrarse en [1-4].

2.6 Atenuacién y Dispersion

Al viajar una onda por un material, su intensidad va disminuyendo conforme avanza. En

materiales ideales la amplitud de la onda s6lo se ve reducida por el hecho que la onda se
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abre en el espacio, sin embargo en materiales reales existen efectos que reducen la

amplitud de la onda: la dispersion y la absorcion.

La absorcidn es la conversion de la energia de la onda a otros tipos de energia, que en el
caso de ondas acusticas por lo general es a calor. Por otro lado, la dispersion se refiere a
la reflexion de la onda en multiples direcciones ademds de su direccion original de

propagacion.

Un modelo sencillo del cambio en la amplitud de la onda es:
u = u, exp(—0oex) (2.39)

donde u, es la amplitud de la onda si atenuacion en cierta posicion, u es la amplitud de la
onda después de haber viajado una distancia x y & es el coeficiente de atenuacion de la

onda cuyas unidades son nepers/unidad de longitud [1].

La atenuacién es por lo general proporcional al cuadrado de la frecuencia de la onda
acustica. Los valores de atenuacidn con los que se trabajan usualmente son dados para
una sola frecuencia o como un promedio para un grupo de frecuencias. Ademads, incluso
para el mismo tipo de material la atenuacion puede variar dependiendo del proceso de
fabricacion de éste, por lo que hay que tener en cuenta que valores nominales de

atenuacion de los materiales no necesariamente son precisos.

Por otro lado la dispersion se refiere a la separacion de ondas de distinta frecuencia al
pasar por un material. Esto sucede si un conjunto de particulas que se mueve en una
direccién determinada rebota sucesivamente con las particulas del medio por el que se

mueve hasta perder una direccion privilegiada de movimiento.

La dispersion y atenuacion de las ondas dificultan en ocasiones las pruebas de ultrasonido
en los materiales ya que deforman la onda esperada y si no se toman en cuenta pueden

causar que el medio no se bien caracterizado.
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3 Aproximacion de Funciones

Para resolver de forma mds sencilla muchos problemas es una practica comun representar
las funciones por aproximaciones que son combinaciones lineales de funciones mas
simples. A continuacién se mostrardn dos formas de aproximar una funcién: la primera
consiste en combinar linealmente polinomios ortogonales, mientras que la segunda se

basa en interpolar la funcion a partir de un conjunto de valores muestreados de ésta.

3.1 Aproximacion de Funciones con Polinomios Ortogonales

Sean f(x) y g(x) funciones arbitrarias, el producto interno de f{x) y g(x) con respecto a la

funcidn peso p (x) en el intervalo [a, b] se define [5] como:

(f.8)= [ p(x) F(x)g(x)dx (3.1)

Se dice que un conjunto de funciones {®,(x)} es ortogonal con respecto a un dado

producto interno si y solo si:

(@,

(®,.®,)= (32)

m?

La ventaja de que el conjunto de funciones base sean ortogonales es que el cdlculo de los

coeficientes de la expansion de una funcién es més sencillo [6]. Sea la expansion:

F(x)= iakcbk(x) (33)

si se toma el producto interno de ambos lados con la n-ésima funcién base ®, se tiene

que:

(f(x).®,)= <§ak¢k,q>n> (34)

El producto interno es una operacion lineal, por lo tanto:
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(F(x).@,)= Y a, (®,.D,) (35)

Si y sélo si las funciones base son ortogonales, entonces:

(f(x).®@,)=a,(®,D,) (3.6)
a, ng% (37)

Si tinicamente se consideran los primeros N+1 términos de la expansién ( 3.3 ) se tiene

una aproximacion a la funcién f(x) :
f(x)=Ya,®,(x) (38)

con los coeficientes a, determinados por ( 3.7 ) [5].

Para el caso M-dimensional se tiene que:

N, N,

f(xl’xz” X 2 z 2 anl M ey n (xl)q)nz (xz)“'(bnM (XM) (39)

=0n,=0  ny;=0

donde los valores de a,; ) €stan determinados por:

<...<<f(xl,x2,...,xM),(D,,l (x1)>’q)n2 (XZ )>’...,(I)nM (xM )>

A <¢)nl @, ><q) ‘I),12> <q),,M o, > (3.10)

3.1.1 Polinomios Ortogonales de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev {7} son un conjunto ortogonal de polinomios con

respecto a la funcién peso p(x) en el intervalo [-1,1], donde p(x) se define como [5]:
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1
plx)=—— (3.11)

1-x

Los polinomios de Chebyshev se definen con la relacion de recurrencia [5]:
=1
Tl(x)Ex (3.12)

por lo que su producto interno estd dado por [5]:

0 m#n
. m=n=0 (3.13)

foel) “1 x? /2 m=n#0

3.2 Aproximacion Interpolante y Funciones Cardinales

El producto interno integral es una operacion bdsica para la representacion de funciones
con bases ortogonales, pero calcularlo analiticamente representa un incoveniente en
métodos computacionales. Sin embargo, el producto interno puede ser aproximado
numéricamente con gran exactitud por medio de cuadraturas gaussianas, las cuales son
férmulas de integracién numérica basadas en aproximaciones interpolantes de las

funciones.

Una aproximacion interpolante de una funcién f{x) es una expresion f,(x), usualmente un
polinomio ordinario o trigonométrico, de grado N cuyos N+1 coeficientes estan
determinados de forma que el interpolante coincide con f(x) en cada uno de los N+1

puntos de interpolacién [5], es decir:
fu(x)=7(x), i=012,..N (3.14)

El esquema mads sencillo de interpolacion es el lineal, que consiste en crear una linea a

partir de dos puntos haciendo que la aproximacién de una funcién dada sea:
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X—Xx X=X,

f(x)+ f(x) (3.15)

Xo =% X=X

£i(x)=

De esta forma, f;(x) es un polinomio tnico que satisface las condiciones de interpolacion:
Ji(x0)=flxo) 5 fi(x)=f(x)).
La interpolacion cuadrética se basa en especificar el lugar geométrico de una pardbola a

partir de tres puntos. Por lo tanto, se puede aproximar la funcién f{(x) por el polinomio

cuadrético f,(x) que satisface las tres condiciones de interpolacion: f5(x,)=f(x,);

Fo(x)=f(x); f5(x2)=f(x,), es decir:

fn)=mnllemn) qy, bemn)lemn) g
(xo xl)(xo xz) (xl xo)(xl xz) (3.16)
()5 x) |
)

En general, se pueden satisfacer cualquier conjunto de N+1 puntos por un polinomio de

grado N con la formula de interpolacion de Lagrange [5]:

fN(x):Zf(xi)Ci(x) (3.17)

¢ (x,)=4, (3.18)
y estd definida por:
Nox—Xx,;
Cf(X)=gxi_x’j (3.19)

Las funciones cardinales también se conocen como polinomios fundamentales para

interpolacién puntual, bases de Lagrange o funciones de forma.
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Los N factores (x-x;) hacen que el interpolante sea nulo en todos los puntos de
interpolacién con excepcion de x;, ya que se omite la situacién en que j = i, mientras que

el denominador hace que la funcién cardinal sea 1 para x = x;.

La representacion con funciones cardinales no es computacionalmente eficiente, pero
representa la posibilidad de ajustar un polinomio interpolante de cualquier orden a
cualquier funcién. Debe notarse que los puntos de interpolacion no necesariamente tienen
que ser equiespaciados, por lo que la férmula ( 3.17 ) puede usarse en situaciones con

puntos con espaciados variantes [6].

Sea f(x) es una funcién con al menos (N+1) derivadas en el intervalo de interés, y fy(x) su

interpolante de Lagrange de orden N, entonces el error de interpolacion estd dado por:

f@)—f“@:%l (x—x,) (3.20)

l

para alguna & en el intervalo definido por x y los puntos de interpolacién. El punto &
depende de la funcion que se estd aproximando, de N, de x, y de la localizacién de los
puntos de interpolacién [6]. A partir de la ecuacion ( 3.20 ) se puede ver que el error de la
interpolacién de Lagrange al representar un polinomio es nulo, si el nimero de puntos de

interpolacién es mayor al grado del polinomio.

3.3 Cuadratura de Gauss

Una cuadratura es una férmula que sirve para evaluar numéricamente una integral
definida. Estas consisten en una suma ponderada de valores del integrando para ciertos

puntos.

Sea f (x) una funcién definida en el intervalo [a,b], la férmula de cuadratura para su

integral es:

[ r(x)de=Fws(x) (321)
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donde la exactitud de la ecuacion ( 3.21 ) dependera de los puntos {x;} y de los valores

de w; que se escojan, asi como de la funcién que se integre.

La cuadratura Gaussiana consiste en ajustar un polinomio de interpolacion de Lagrange

Jy(x) al integrando f(x) y después integrar el interpolante [5], es decir:

jjf(x)dx = J,ffN(X)dx (322)

Al sustituir ( 3.17 ) en ( 3.22 ) se obtiene, que la cuadratura Gaussiana de orden N (o de

N+1 puntos) estd dada por:

J.bf(x)dx = ijN (x)dx = J.bif(xi)ci(x)dx = ﬁ(}wif(xi) (3.23)

a

w,=[C,(x)dx (324)

y C(x) son las funciones cardinales en el conjunto de puntos {x,}, definidas por la

ecuacion ( 3.19).

De la ecuacion ( 3.20 ) en el intervalo [a,b], y de ( 3.23 ) se puede ver que:

b N b (N+1) N
jaf(x)dx:;wif(xi)+‘|‘u](rN7+(li)Azo(x—x,.)dx (3.25)

l

En la ecuacidn ( 3.25 ) se puede ver que la cuadratura Gaussiana es exacta para cualquier
conjunto de puntos {x;} sif{x) es un polinomio de grado N o menor, ya que esto hace que

F™D(E)=0 en todo el intervalo de integracioén [a,b].

Como ya se ha mencionado, el conjunto de puntos de interpolacion no tiene que ser
necesariamente equiespaciado; si los puntos de interpolacion {x;} se dejan como
pardmetros libres ademads de los pesos w;, entonces se contard con el doble de pardmetros

para maximizar la exactitud del método.
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3.3.1 Cuadratura de Gauss-Jacobi
Considérese la integral de la funcién f(x)-p(x) el intervalo [a,b], donde p(x) es una
funcién peso asociada con un conjunto de polinomios ortogonales {®,(x)} [5]. La

cuadratura de Gauss-Jacobi aproxima dicha integral por:

b N
[ £ (x)p()dr=3wf(x) (3.26)
donde:
w,= [ p(x)C, (x)dx (327)

jbf(x)p(x)dx = iwif(xi)+ waﬁ(x—xi)p(x)dx (3.28)

Si los N+1 puntos de interpolacién {x;} se escogen de modo que sean las raices del

polinomio ®,,,(x) se tendrd que:

N

H aN+1cDN+1( ) (3.29)

i=0

Ademas, si f{x) es un polinomio de grado menor o igual a 2N+1, entonces f “*"(&) serd un

polinomio de grado N de modo que puede representarse por:
(N+1) N
i—49=2@qu) (3.30)

A partir de (3.29 ) y (3.30 ) se tiene que:

(N+1 N

jb N+1!Hx x dx—JZﬁ‘D Oy N+1(x)‘P(x)dX (3.31)

=
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Desarrollando la ecuacién ( 3.31 ) y dado que el conjunto de polinomios {®,(x)} es

ortogonal, se obtiene:

p £+ N N
L {Ni"'if')g(x ~ )p(x)dx = aN+1§J,[3i <cDi (x). @y (x)> =0 (3.32)

Por lo tanto, si los N+1 puntos de interpolacién {x:} se escogen de modo que sean las
raices del polinomio de grado N+1 del conjunto de polinomios ortogonales {®.(x)}
respecto a la funcién peso p(x) en el intervalo [a,b], y f(x) es un polinomio de grado

menor o igual a 2N+1, entonces la ecuacién ( 3.26 ) logra la igualdad [6]; estos puntos de

interpolacién son llamados puntos de interpolacién de Gauss-Jacobi.

En el caso de que la funcién peso sea p(x)=(1+x")°? se puede comprobar que la ecuacién
(3.26 ) también es exacta si se usan como puntos de interpolacién a los puntos extremos
del intervalo, x=t1,y a las N-1 raices de la derivada de ®,(x) [5]. Dichos puntos se

conocen como puntos de interpolacidon de Gauss-Lobatto.

3.3.2 Puntos de Interpolacién para Polinomios de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev tienen la propiedad de que si x € [-1,1], entonces I7,(x)| < 1

y se cumple la igualdad:
T, (cos(6)) = cos(nf) (3.33)

En la ecuacion ( 3.33) se ve que las raices de T),, se dan cuando 6=((2i-1)m)/(2(N+1)),

por tanto los puntos de interpolacion de Gauss-Jacobi-Chebyshev son:
2i—1
x,,:cos{MJ, i=1,.,N+1 (334)

2(N+1)

Por otro lado, al derivar la ecuacién ( 3.33 ) se encuentra que:
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dT, , . nsin(nf)
de (6)= sin(6) (3.35)

donde las raices son 6=mi/N. Por lo anterior, los puntos de interpolacién de Gauss-

Lobatto para polinomios de Chebyshev son:
xi:cos[ﬂ), i=0,..N (336)
N

Ya sea que en el cdlculo de las cuadraturas se usen los puntos de interpolacién de Gauss-
Jacobi o los de Gauss-Lobatto, para tener el valor de los pesos w; es necesario conocer las

funciones cardinales; las cuales pueden obtenerse a partir de la ecuacién ( 3.19 ).

3.3.3 Producto Interno Discreto

Se define como el producto interno discreto de dos funciones f(x) y g(x) con respecto a la

funcién de peso p(x) en el intervalo [a,b] a la cuadratura:

N
(f.8)s = 2wt (x)8(x,) (337)
w,= [ p(x)C, (x)ax (3.38)

donde puntos de interpolacion {x;} son los puntos de interpolacién de Gauss-Jacobi o de

Gauss-Lobatto [5].

El producto interno discreto es en si una cuadratura de Gauss-Jacobi de la funcién
J(x)-g(x)p(x), por lo tanto si el producto f(x) g(x) es un polinomio de grado 2N+1 o
menor, entonces el producto interno integral y el discreto son iguales. Una consecuencia
interesante del hecho anterior es que si un conjunto de N+1 funciones base son
ortogonales bajo el producto interno integral entonces son ortogonales con respecto al

producto interno discreto de orden N. Por lo anterior, el producto interno discreto puede
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servir para calcular numéricamente coeficientes de expansiones de funciones en bases

ortogonales.

3.4 Relacion entre Coeficientes Espectrales y Valores Interpolados

Sea fy(x) un polinomio de grado N el cual interpola a la funcién f(x) en los (N+1) puntos

{x;} que son raices del polinomio ®,,,(x):
fi(x)=f(x), i=012,..N (3.39)

El polinomio f,/(x) puede expandirse sin error alguno como una suma ponderada de las
primeras (N+1) funciones ortogonales @ ,(x) ya que es un polinomio de orden N [5], es

decir:

fy(x)=>a,®,(x) (3.40)

O expresado como transformacién matricial:

f-Ka (341)
donde:

(a), =a, i=012,..,N (342)

()., =fi(x)=r(x), i=012,.,N (3.43)

(K), 0 =@;(x), ij=012,..N (3.44)

Por otro lado, los coeficientes{a,} de esta expansion se pueden calcular exactamente con

el producto interno discreto:
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N

L) & Wb ()@, (x) (345)
C{e.2), (2.9
Lo anterior también se puede expresar como la transformacién matricial:
a=Lf (346)
con la matriz L definida por:
(L) e, ssz—é))l;i’, i,j=0,1,2,...N (347)

De las ecuaciones ( 3.41 ) y ( 3.46 ) puede verse que la matriz L es la inversa de la matriz

K. Ademads, la matriz L puede definirse alternativamente como:
(L), = 7%, 0j=012...N (3.48)

ya que el producto interno discreto de la j-ésima funcién cardinal y de la i-ésima funcién

base es:
N
(€, ®,) =2 wCi (%)@, (x,) = @, (x,)w, (349)
k=0

Las ecuaciones ( 3.41 ) y ( 3.46 ) dan la posibilidad de calcular los coeficientes de una
representacion espectral de una funcién a partir de una representacion interpolante, y
viceversa. Ademds, al trabajar con ciertas bases, como Fourier o Chebyshev, los
productos Lf y Ka pueden ser resueltos por un algoritmo rédpido con menor nimero de
operaciones que el producto matricial lo que es de gran utilidad para problemas con

muchos puntos de interpolacién y mayor nimero de dimensiones [5].
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4 Métodos Espectrales

Los métodos espectrales son un conjunto de procedimientos para resolver ecuaciones
diferenciales e integrales que se basan en asumir que una funcién desconocida u(x,t)
puede aproximarse por la combinacion lineal de N+1 funciones base ®,(x) cuyos

coeficientes varfan en el tiempo, es decir:

N

u(x,t)zuN(x,t)=2an (1)@, (x) (4.1)
n=0
Sea la ecuacién diferencial parcial:
Tu(x,t)= Hu(x,t)+ f(x,1) (42)
con condiciones de frontera:
Bu (x,t) = g(x,t) (43)

donde T es un operador diferencial en el tiempo, H es un operador diferencial en las

variables espaciales y B es un operador diferencial en la frontera.

Al sustituir u,(x,f) de (4.1 ) en lugar de u(x,t) en la ecuacién ( 4.2 ) se obtiene la funcién

residual:

R(x,t)zTuN—HuN—f (44)

El objetivo de los métodos espectrales es minimizar la funcién residual para que u,(x)

tienda a ser la solucion de ecuacion (4.2 ) [5].
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4.1 Meétodo de Galerkin

El método de Galerkin es un método espectral parte del hecho de que la funcién residual

puede ser expresada como una combinacién lineal de funciones base ortogonales, es

decir:
R(x)=Sr (1)@, (x) (45)
donde:
3 <R(x,t),(I)n>
W0="g o) (46)

Si N es suficientemente grande entonces los valores de r, para n>N serdn muy pequefios y
por lo tanto se puede minimizar a R(x,f) haciendo los N primeros términos r, de la

ecuacion ( 4.5 ) iguales a cero [6].

Al forzar los términos r, a ser cero en la ecuacién ( 4.6 ) se obtiene que:

r,=0(R(x,t),®,)=0 (4.7)

n

Sustituyendo (4.4 ) en (4.7 ):
(Tuy — Hu, — f,®,)=0 (4.8)

Al sustituir la ecuacion (4.1 ) en ( 4.8 ) se obtiene:

<T:zoak(t)q>k(x)- HY a, (1), (x)- f(x,t),tbn(x)> _0 (49)

Ya que el producto interno es una operacion lineal:

TY a, (t)(®,.@,)= a,(t)(HD, . ®,)+(f(x,1),®,(x)) (4.10)
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Debido a la ortogonalidad de las funciones base, a partir de ( 4.10 ) se llega a la ecuacién

diferencial de los coeficientes a,(7):

Ta, (t)(®,.®,)= > a,(t)(H®, ,®,)+(f(x,t),®,(x)) (4.11)

para n=0,1,...,N.

Equivalentemente, la ecuacion ( 4.11 ) puede expresarse como una ecuacién diferencial

matricial:
Ta=H,a+f, (4.12)
donde:
(a)j =a,(1), j=01,.,N (4.13)
(Ho,.®,)
H = 4, ,7=0,1,....N 4.14
Ho), =" @y > (4.14)

®,
(f,). = e o) 0 (=OL.N (4.15)

Cuando las funciones base no satisfacen individualmente las condiciones de frontera
descritas por la ecuacién ( 4.3 ), es necesario remplazar algunas columnas de la ecuacién
(4.12) por ecuaciones que representen dichas condiciones, o crear un nuevo conjunto de

funciones base que si las cumplan [5].

El método de Galerkin también es muy usado en cdlculos analiticos y simbdlicos ya que
su formulacién es exacta conforme N— y si los polinomios que se usan son completos
entonces se puede usar para hacer andlisis de las soluciones de diversos problemas

analiticamente, sin necesidad de hacer aproximaciones numéricas [5].

Este método es complicado de formular, en especial para problemas con pardmetros no
homogéneos y con no linealidades. Ademads, hay que calcular analiticamente los

coeficientes de la matriz H y el vector f, lo que al final se traduce en un mayor tiempo de
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procesamiento. Sin embargo, en situaciones donde el grado de los polinomios esta
restringido a ser bajo (por ejemplo N=5), usar el método de Galerkin mejora
considerablemente la solucién. El uso de un grado pequefio en los polinomios es comtin
en aplicaciones donde se cuenta con una base (por lo general incompleta) de polinomios
que se apegan muy bien a la solucidn, y donde ademas, por la complejidad de los
calculos, se requiere que N sea pequefia. Con excepcion de dichos casos, en general se
recomienda utilizar el método de colocacion, el cual se desarrollara a continuacion a

partir del método de Galerkin.

4.2 Método Pseudoespectral o de Colocacion

Si los productos internos de la ecuacion ( 4.12 ) se calculan con el producto interno
discreto definido por la ecuacién ( 3.37 ), entonces se obtiene la ecuacién diferencial

matricial pseudoespectral:
Ta=H,a+f, (4.16)
donde:

(a),=a,(r), Jj=0,1,...N (4.17)

(Ho,.0) iWnH‘D_;(xn)‘Df(xn)

n= .. 4.18)
(H )i+ i+l = : ’ l’]:()’l’“"N (

G Jiv1,j+1 (CI)i,(I)i>G <(I),.,(I)I.>G

N
’t (I)i n
(t,) :<f(x,f),q>,-(X)>G:%w"f(x" ),z ol (419)
G i+ b sloeees
1 <q)i’q)i>c <(Di’q)i>c

La formulacién anterior del método espectral puede ser resuelta con un programa
computacional para a. Sin embargo, trabajar con los coeficientes de la expansién

espectral en casos donde la base de polinomios usada no cumple con las condiciones de
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frontera resulta complicado ya que el forzar dichas condiciones puede no ser inmediato
[5].

Para evitar el inconveniente anteriormente mencionado, se puede utilizar la relacién que
hay entre los coeficientes espectrales y el valor de la funcién en los puntos de
interpolacidn, la cual estd expresada por la ecuacién ( 3.46 ). Aplicando dicha relacién y
factorizando las matrices H, y f;, se puede concluir que la ecuacion ( 4.16 ) puede

representarse COomo.

T (Lu)=(LR)(Lu)+ (Lf) (4.20)
donde:

(w),=u(x.r),  j=01..N (421)
(), =f(x1).  j=01..N (422)

o (x) (C,,
(L),.H,.H:W’ ’(x’)=<’ >G, i,j=0,1,...N (4.23)

.‘ < P G <q)i’q)i>(;
(R),, ., =H®,(x), i,j=01,...N (424)

Ya que el operador T es lineal y los coeficientes de la matriz L no varian en el tiempo:

TL 'Lu=L"'LRLu+ L'Lf (4.25)

Simplificando la ecuacién (4.25 ) se llega a la ecuacién diferencial matricial conocida

como método pseudoespectral de colocacion [5]:
Tu=Mu+f (4.26)

donde:
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N -
(M)i+l.j+1 - (RL)i+l.j+l - ZH(DJ(xk)q)— = HC, (xi) (4.27)
Una expresion equivalente a la ecuacion ( 4.26 ) es:
N
Tu(x,.t)= Y HC,(x)u(x,.t)+ f(x.t),  i=0,1,..N (4.28)
j=0

Puede verse que en el método pseudoespectral de colocacion se discretizan las variables,
donde las condiciones de frontera esten definidas, en los puntos de interpolacion x;
asociados al polinomio usado para minimizar la funcién residual; las incégnitas de la
ecuacion son los valores de u(x,,t), y las derivadas de u(x,t) con respecto a x en los puntos
x; son una combinacidn lineal de las derivadas de su representacion por funciones

cardinales ponderadas por los valores de u(x,,t).
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5 Modelado y Simulaciéon de la Propagacion de Ondas

Elasticas en Medios Heterogéneos Bidimensionales

En el capitulo 2 se estudié el modelo de propagacién de ondas eldsticas en medios

lineales, isotrépicos y homogéneos y a partir de la ley de Newton:

—L+F=p—; (5.1)

y de la ley de Hooke para medios lineales, isotrépicos y homogéneos;

ou ou, ou.
G..:}L—k5..+ —]+—I 52
ooy Y ‘u[ dx; Ox; j (5:2)
se llegd a la ecuacién de onda eléstica:
ou, ’u, ’u,
A+ s L+ F = ’ 53
(A+4) ox,0x; H ox; P ot’ (53)

Si el medio no es homogéneo, entonces los pardmetros de Lamé en la ecuacién (5.2 )
varian con respecto a la posicion, lo que hace en este caso la ecuacidn de onda eldstica

sea.

Ou; ', 0Aou; Jufdu; au, o’u,
A -’ S B I Y 5.4
i) e H3 Tax ax, T aw Tax, )P ar >4

J J

Si se limita el problema a dos dimensiones, entonces el vector de desplazamiento se
compone de u= u,i+u.k. En este caso el modelo de la propagacién de ondas elésticas en
un medio heterogéneo, lineal e isotrépico puede ser expresado por el conjunto de

ecuaciones:
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8;;" (x,2,t)= p(i,z) agxxx (x,z,¢) + p(i’z) aaﬁzxz (x,z,2)+ p()lc,z)F'”(x’Z’t)
%(x,z,t) o 2 2)+ e )a(; (x.t)+ ; (x’z)Fz(x,z,t)
o..(x.z,t) [ xzt+—xztj xzt) (5.5)
o, (x,z2,1) ( +— X,2,t j

o, (x,z.1) ( j+2u 1)

Si se deriva con respecto al tiempo a las ecuaciones correspondientes a la ley de Hooke
en el sistema de ecuaciones ( 5.5 ),y en vez de usar u, y u, como las variables del sistema
se usan sus las velocidades de desplazamiento v, y v,, entonces se llega a un sistema de

ecuaciones diferenciales parciales de primer grado dado por:

v 1 Jdo 1 do, 1

= b b = = b b F b b
= (x,2,1) () o (x,z,t)+ () o (x,2,t)+ e (x,2,1)
v 1 Jdo 1 do, 1

= b b = = b b F b b
P (x,z,1) o) o (x,z,0)+ ) o <(x,z.1)+ o) (x,z,1)
9% (x2at) = A(r.2) 2o (s 2ar) 4 (Av.2) + 200(x,2)) 2 (2,0) (56)
ot ox 0z
20 (x.20) = (5. 2) 52 (1) + 5:2) B )
D (¢ 2t = (A(x.2) + 200(x.2)) 2 (2t + A(v.2) 2 (x.2.0)

ot ox 0z

donde las velocidades de desplazamiento v, y v. estdn definidas por:
ou, .
vi(x,z,t):—'(x,z,t), I=Xx,2 (5.7)

ot

El sistema de ecuaciones ( 5.6 ) se puede expresar matricialmente como:
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a—U(x,z,t) = A(x,z)a—U(x,z,t)+ B(x,z)a—U(x,z,t) + Fp(x,z,t) (5.8)
ot ox 0z

donde:

Ulraa)=( v (xa) v(van) o.(van) o.(van) o.(van) | (59)

0 0 0 0 1/p(x,z)
0 0 0 1/p(x,z2) 0
A(x,z)= A(x,2) 0 0 0 0 (5.10)
0 p(x,z) 0 0 0
AMx,z)+2u(x,z) 0 0 0 0
0 0 0 1/p(x,z) O
0 0 1/p(x,z) 0 0
B(x,7)= 0 A(x,z)+2u(x,2) 0 0 0 (5.11)
u(x,z) 0 0 0 0
0 A(x,z) 0 0 0
r
F,(x,2,t)= Eloat) Elvzt) oo (5.12)

p(xz)  p(xz)

El sistema de ecuaciones ( 5.8 ) modela la propagacion de la onda eldstica en un plano
infinito, sin embargo para resolver computacionalmente este problema es conveniente
limitar el estudio de la onda a una regidn finita de interés. Si se limita el problema a la

region cerrada [x,,;,,X,... X[z , entonces en la frontera de dicha regién deben

minsZmas]
definirse ecuaciones que simulen una frontera absorbente, es decir, que las ondas que
incidan ahi no tengan reflexiones. Esto se puede lograr creando nuevas ecuaciones para la
frontera modificando los valores propios de A y B, ya que estos valores representan las
velocidades de propagacidn en sentidos positivos y negativos de ondas longitudinales y

transversales [8].
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La descomposicion en valores propios de la matriz A es:

A(x,2)=Qu(x.2) A, (x.2)Q; (x:2)

0

o

donde:
0 0
1 1
QA(X’Z): 0 0
Jp(x2)u(xz) —p(x2)p(x.2)
0 0
0 l 0
2
0 l 0
2
Q'(x.2)= 0 0 1
A(x,2)4p(x.2) 0
2\/l(x,z)+2/,t(x,z)
_ AMxz)yp(x.2) 0 0
2\/l(x,z)+2,u(x,z)
p(x.2) 0 0
p(x.z)
p(x.2)
0 0
p(x.2)
A, (xz)= 0 0 0
0 0 0 \/
0 0 0

JA(x2)+2u(xz)  A(xz)+2u(x.2)
Ax,2)yp(x.2) A(x.2)\p(x.2)
0 0
1 1
0 0
A(x,2)+2u(x,2) A(x,z)+2p(x,z2)
l(x,z) l(x,z)
! 0
2yp(x.z)u(x.2)
! 0
2yp(x.z)u(x.2)
0 ~ A(x,2)
Ax,z)+2u(x,2)
0 A(x,2)
2(A(x.z)+2u(x,2))
0 A(x,z)
2(A(x.2)+2u(x,2))
0 0
0 0
0 0
M) 200 0
p(x.z)
S 5 T
p(x.z)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

Las columnas de la matriz Q, son los vectores propios de la matriz A, Q," es la inversa

de Q, y la matriz A, es una matriz diagonal con los valores propios de A en su diagonal.
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Se puede ver que los valores propios de A corresponden a las velocidades de propagacion
de las ondas longitudinales y transversales; los positivos corresponden a las ondas que se
propagan en direccion negativa de x y los negativos a las que se propagan en direccién

positiva de x [8].

Para que la frontera x=x

max

sea absorbente se requiere que a lo largo de ella no existan
ondas propagandose en direccion negativa de x. Esto se puede lograr remplazando la
matriz A en la ecuacién ( 5.8 ) con una matriz A” que no tenga los valores propios
positivos la de matriz A, ya que estos corresponden a las ondas viajando en sentido

negativo de x. Por lo anterior, la matriz AY se define como:

A (x,2)=Q, (x.2) AV (x,2)Q} (x.2) (5.17)
donde:
0 0 0 0 0
0 M2 o 0
p(x.z2)
A (x2)=| 0 0 00 0 (5.18)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 _\/l(x,z)+2,u(x,z)
p(x.2)

0 equivalentemente como:

WEREE 0 0 0 g
’ D 0 W |
A ()= 4 cor ‘zJp<x,z>(j<(:zz))+zu<x,z>) (5.19)
o
}”(;’Z)+u(x,z) 0 0 0 _% l(xvz;(;il;(M)
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Del mismo modo, la frontera absorbente en x=x,,,, se modela remplazando la matriz A en

la ecuacién ( 5.8 ) con una matriz A® que no tenga los valores propios negativos de A, de

modo que sélo se consideren las ondas propagandose en sentido negativo en x. Por lo

anterior, la matriz A® se define como:

AY(x,2) = Q, (x.2) AT (x,2) Q' (x.2)

donde:

axz) o 0 0
p(x.z)
0 0 0 0 0
AP (x,2) = 0 00 0 0
0 0 0 \/l(x,z)+2,u(x,z) 0
p(x.2)
0 0 0 0 0

Al desarrollar ( 5.20 ) se obtiene que:

1 A(x,2)+2u(x,z) 1
2 p(x.2) ° ° ° 2p(x.2)
1 w(x,2) 1
’ 2p(xa) © 20(x) ’
) (x.2) = Ax,2) 0 0 0 A(x.2)
AT xa)= 2 2,/p(x.2)(A(x.2) +2u(x.2))
0 ploz) 1 A(x2) 0
2 2\ p(x.2)
e 0 0 0 1 it

Por otro lado, la descomposicion en valores propios de la matriz B es:

B(x.2) = Qu(x,2) Ay (x,2)Q; (x,2)

donde:

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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Q; (X’Z):

Q; (x.2)=

0 0 0
VA2 +2p(es)  JA(xz)+2p(x.2)

’ " Mrap(rd) | AmaNp(no)
A(x,z)+2u(x,2) A(x,z)+2u(x,2)
0 0 0 Ax,2) Ax,2)
Jo(x.2)u(xz) —Jp(x.2)u(x.z) 0 0 0
0 0 1 1 1
! 0 0 ! 0
2 2yp(x.2) pu(x,2)
! 0 0 - ! 0
2 2\p(x.2)p(x.2)
~ Ax,z2)
0 0 A(x,z)+2u(x,2) 0 !
Ax,2)y/p(x.2) A(x,2) 0 0
2\/l(x,z)+2,u(x,z) 2(/1(95’2)"‘2#(3"3))
_ AMxz)yp(x.2) A(x,z) 0 0
2\//1(x,z)+2u(x,z) 2(A(x,2) +2u(x,2))
/*L(X’Z) 0 0 0 0
p(x.z)
0 ulx2) 0 0
p(x.2)
0 0 0 0 0
0 0 0 \/l(x,z)+2,u(x,z) 0
p(x.2)
0 0 0 0 _\/)«(M)”#(M)
p(x.2)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

La matriz de los vectores propios de B es Q,, Q, "' es su inversa, y la matriz A, es la

matriz de los valores propios de B.

En este caso, los valores propios positivos de B corresponden a las velocidades de

propagacion de las ondas longitudinales y transversales que viajan en direccidn negativa

de z, mientras que los negativos a las que se propagan en direccidn positiva de z [8].
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Para tener una frontera absorbente en z=z,,,, no debe haber ondas propagandose en

max

direccién negativa de z. Por lo que si se remplaza la matriz B en la ecuacién ( 5.8 ) con

una matriz B® que se define como:

B (x,2) = Q,(x.2) A} (x,2) Q' (x.2) (527)
donde:
0 0 00 0
o _[Hxd oo 0
p(x.2)
A (x.2)=| 0 0 0 0 0 (528)
0 0 00 0
0 0 0 0 _\/l(x,z)+2,u(x,z)
p(x.z)

se obtiene el efecto de modelar s6lo la propagacién de ondas viajando en direccion
positiva en z, ya que B no tiene los valores propios positivos relacionados a las ondas

que viajan en direccion negativa de z. Desarrollando ( 5.27 ) se obtiene que:

1 uCd) :
2\ p(x.2) 0 0 2p(x.2) ’
BN emrsen) !
0 2 p(x,2) 2p(x.2) ° ’
B (x,2)= 0 l(’2“’1)+u(x,z) - % o 0] (529)
(2 L Jpled
5 0 0 “2pla)
0 A(x,z) B A(x,2) 0 0
2 2\/p(x,z)(/1(x,z)+2#(xvz))

Por dltimo, la frontera en z=z,,,,s¢ modela remplazando la matriz B en la ecuacién ( 5.8 )

min

con una matriz B®

que no tiene los valores propios negativos de B pero si los positivos y
los mismos vectores propios, de modo que sélo se permitan ondas viajando en sentido

negativo de z. En consecuencia:
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B (x,2) = Q,(x,2) AV (x,2)Q;' (x.z) (5.30)

donde:
ulxz) 0 0
p(x.2)
0 0 0 0 0
A (x,2)= 0 0 0 0 0 (531)
0 0 0 \/l(x,z)+2,u(x,z) 0
p(x.2)
0 0 0 0 0
0 equivalentemente:
1 |p(xz) 1
2\ () ’ ’ ()
0 1 A(x,2)+2u(x,z) 1 0 0
2 p(x.2) 2p(x.z)
) r0) = A(x,2) . 1 A(x2)+2u(x.2)
BY(ro)=| 0 S u(x2) Y i 0 0| (532)
p(x.z) 0 0 1 julxa)
2 2\ p(x.2)
0 l(x,z) /l(x,z) 0 0
2 2p(x.2)(A(x.2) +2p(x.2))

En suma, la ecuacién de onda eldstica en dos dimensiones en la region cerrada

(i X e )X [Zomins Zmae] €ON fronteras absorbentes sera:

a—U(x,z,t) =A" (x,z)a—U(x,z,t) +B (x,z)a—U(x,z,t) + Fp (x,z,t) (533)
ot ox 0z

donde:
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AY(xz), x=a
A'(x.2)=1A(x.z),  a<x<b (534)
A(_)(x,z), x=b

B(+)(X,Z), z=c¢
B'(x,z): B(x,z), c<z<d (5.35)
B(_)(x,z), z=d

Si se aplica el método espectral de colocacién a la ecuacién ( 5.33 ) se obtiene un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias donde las variables de estado son los
elementos del vector U(x,z,f) en cada uno de los puntos de interpolacién (x;,z;) para
ij=0,...,N,y donde las derivadas espaciales de U(x,z,f) se calculan por medio de
derivadas pseudoespectrales, las cuales son una combinacion lineal de los valores de
éstas en los puntos de interpolacién ponderados por las derivadas de las funciones

cardinales asociadas, es decir:

0 . K
B len0)=A (o) )05 5.0

k=0

+ B*(x,.,zj){iaa%(zj)U(x,.,zk,t)}+ E,(x,2,.1)

k=0

(5.36)

parai,j=0,1,....N.

La ecuacion ( 5.36 ) se puede resolver analiticamente ya que es posible expresarla como
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden donde las variables son
cada una de las componentes del vector U evaluadas en cada punto (x;,z;). Sin embargo,
este método no seria muy eficiente si el nimero de puntos de interpolacién N se hace
grande ya que habria que calcular la matriz exponencial de una matriz de 5XN°x N* lo que

seria muy tardado, incluso aunque se hiciera computacionalmente.

Otra forma de resolver la ecuacién ( 5.36 ) es aplicando un método numérico para
resolver ODEs como el método directo de Euler, el método inverso de Euler, el método

Crank-Nicolson, etc [6]. El método directo de Euler es muy sencillo de implementar y su
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formulacion permite el uso de los algoritmos espectrales basados en la FFT, cosa que no
sucede con los otros dos métodos. Sin embargo, el desempefio del método directo de
Euler no es tan bueno como el de los otros dos [6]. Otros métodos posibles de
implementar son el método de Adams, y el Runge-Kutta [6]; ademds en las modalidades
explicitas de este tltimo se pueden usar los algoritmos de diferenciacidon pseudoespectral
rdpidos para las derivadas espacial. En este trabajo se utiliza el método directo de Euler
por su fécil implementacién computacional y se escogid el incremento en el tiempo
(At=t,,,—t,) menor a la mitad del tiempo minimo que le tardaria a una onda viajar entre
los dos puntos de interpolaciéon mds cercanos; al aplicar el método en la ecuacién ( 5.36 ),

parai,j=0,1,...Nyn=0,1,..., se tiene que:

U(xi’zf’ ”+1) - U(xi’zj’tn)Jr (At){A* (X,,Zj){ia&(xi)U(xk,zj,tn)}
+B’ (x,.,zj)[ia&(zj)U(xi,zk,tn)}+ F, (xi,zj,tn)}
k=0 0z

(5.37)

Para resolver la ecuacion ( 5.37 ) se trabajé con los puntos de interpolacién de Gauss-
Lobatto-Chebyshev x=cos(jn/N), j=0,1,...,N. En este caso, las funciones cardinales se

pueden definir como:

c(x)—iNiT (x,)7,,(x) (538)
J NP, fower pm m J m .

donde p;=2s1j=0Nyp,=1sij=1,..N-1[5].

Por lo tanto, las derivadas de las funciones cardinales en los puntos de Gauss-Lobatto

son:

45



2
1+2N i=j=0
6
_1+2N7 == N
dcC. 6
L(x)=9 —x, (539)
dx —— i=j=1,..N-1
2(1_’“1)
pi(_l)H-j li]
pj(xi_xj)

donde p,=py=2,y p;=1paraj=1,...N-1[4]. Ademds para evitar renormalizar la

1egion [X,,,,%, ) X[ ZominsZmax) S€ €5€0gI6 que fuera [-1,1]x [-1,1].

Ya que se usan los puntos de interpolacion de Gauss-Lobatto-Chebyshev, las derivadas
pseudoespectrales de la ecuacion ( 5.37 ) pueden llevarse a cabo por un algoritmo rdpido
basado en la FFT, el cual se presenta en el Anexo A. El uso de dicho algoritmo rdpido
reduce el tiempo de procesamiento del programa ya que la complejidad de las derivadas

espectrales cambia de O(N*) a O(NlogN).

En el Anexo B se encuentra un c6digo en MATLAB que simula la propagacién de ondas
eldsticas en medios heterogéneos. Algunos resultados de las simulaciones de la

propagacion de onda en distintos medios se presentan en el siguiente capitulo.

46



6 Resultados y Simulaciones

Con el modelo descrito en la ecuacién ( 5.37 ) se realiz6 un programa en MATLAB el
cual se encuentra en el Anexo B. El programa simula la propagacién de una onda eléstica
en un medio isotrépico, lineal y heterogéneo definido por su densidad y pardmetros de

Lamé o del tensor C,, por las condiciones iniciales y por la funcion de fuerza que

ij°
perturba al medio.
El programa da como resultado los vectores de desplazamiento de la onda eldstica en
cada punto de interpolacion (x;,z;) del medio para ciertos valores de tiempo {z,}. Ademads
se calcula la divergencia y el rotacional de la onda eléstica para asi distinguir claramente

la componente longitudinal y transversal de la onda.

A continuacion se presentan los resultados de varias simulaciones bajo distintas
situaciones. Las unidades y valores de los pardmetros no representan a algin medio real y
se escogieron a modo de poder apreciar la velocidad de propagacion, la absorcién de la
onda en las fronteras, la reflexion y transmisién en cambios de medio, y otras

caracteristicas interesantes de la propagacion de las ondas.

6.1 Onda Elastica Longitudinal en un Sélido Uniforme

Como primera prueba se simula la propagacion de la onda eldstica en un medio
homogéneo. Esta simulacién servird para comprobar que la onda eldstica simulada por el
programa viaja a la velocidad esperada y que las condiciones de frontera absorban la

mayor parte de la onda incidente.

El medio de estudio es un sélido con velocidad de propagacién longitudinal de ¢,=2m/s,
la cual a partir de la ecuacién ( 2.31) se tiene con A=2Pa, u=1Pa, p=1kg/m’. Este sélido
es sometido a una fuerza la cual provoca que una onda eléstica longitudinal se genere y

propague en é€l.

En la Figura 6.1 puede verse que la onda se expande y la magnitud de los vectores de

desplazamiento disminuye en funcién del tiempo.
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En el tiempo 7=0.3s el vector de desplazamiento mds adelantado del frente de onda
propagédndose hacia arriba se encuentra en el punto (-0.0242m, 0.645m) mientras que
para el tiempo #=0.43s estd en (-0.0242m, 0.907m). Por lo anterior la velocidad
aproximada de la onda eldstica longitudinal es:

2, =% 0907-0.645

= =2.0154
043-0.3

(6.1)

¢, =
1, —t,

el cual es un resultado muy cercano al valor tedrico ¢,= 2m/s.

Se puede ver que para el tiempo #=0.71s la onda ha sido absorbida por la frontera con
excepcion de las esquinas, ya que se encuentran mds alejadas. En el tiempo 1=0.94s ve
que si hubo pequefias reflexiones de la frontera, sin embargo, son de casi dos ordenes de
magnitud menores, lo que significa que las condiciones de frontera si estan absorbiendo

adecuadamente las ondas longitudinales.
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0.22184mm
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R GiEiiiiiiingiiiiiiid
1 -05 1} 0s

1=0.71s, luly,x=0.19099mm

1

Figura 6.1 Vector de desplazamiento u

6.2 Onda Elastica Transversal en un Sélido Uniforme

Esta simulacién consiste del mismo medio que en el ejemplo anterior pero sometido a

una onda elastica transversal. Ya que los pardmetros del sélido son A=2Pa, y=1Pa 'y

p=lkg/m’, la velocidad de propagacién de la onda transversal, por la ecuacién ( 2.32 ), es

cy=1m/s.
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En el tiempo 7=0.48s el frente de onda propagdndose a la derecha se encuentra

aproximddamente en x=0.428m, y para el 1=0.98s en x=0.942m. A partir de estos datos se

puede estimar la velocidad de propagacion de la onda transversal:

. x,—x, 0942-0428

1.0280

CT =
Iy

-t

1

0.98-048

este resultado es muy cercano al esperado de ¢,=1m/s.

(6.2)

En el tiempo =1 4s casi toda la onda ha salido de la regién de simulacién y no se

aprecian grandes reflexiones por las fronteras comparadas con la onda que atin no

abandona las orillas.
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6.3 Reflexion y Transmision de una Onda Elastica Longitudinal en
Interfaz Sélido-Sélido

En esta simulacién de la propagacién de la onda eldstica se considera un medio formado

de la unién de dos sélidos, por lo que se analiza la reflexién y la transmisién de ondas en

la interfaz.

Para x>0m el medio es un sélido con parametros A=8Pa, t=7Pa, p=3kg/m’. Por lo que de

(2.31) ¢,=2.70m/s, de (2.32) ¢,=1.53m/s y de ( 2.36 ) Z,=8.INs/m’ y Z,=4.61Ns/m’.

Para x<Om se tiene un s6lido con pardmetros A=3Pa, y=6Pa y p=1.5kg/m’. Por lo que de

(2.31)¢,=3.16m/s,de (2.32) ¢,=2m/s y de (2.36 ) Z,=4.7 Ns/m’ y Z,=3Ns/m’.
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Se crea una onda de eldstica longitudinal centrada en x=-0.5m, z=0Om debido a una fuerza
externa. Para r=0.08s se puede verificar que dicha onda no tiene componente transversal
y que la onda transversal se propaga isotrépicamente en la regiéon x<Om. No hay atin

ninguna onda desplazandose en la regiéon x>0m.

Alrededor del tiempo =0.215s la onda elastica longitudinal llega la interfaz entre los
s6lidos en x=0m y el cambio en las propiedades del medio da origen a una onda eléstica
que se trasmite a la region x>0m y una reflejada en la regién x<Om, ambas con

componentes longitudinal y transversal.

En el tiempo 7=0.445s se pueden distinguir con mayor claridad las componentes
longitudinal y transversal de la onda eléstica. Se aprecia que la onda longitudinal
transmitida tiene mayor magnitud a la reflejada, esto se debe a que la impedancia
longitudinal de la regién x>0m es mayor a la de la regién x<Om. También puede verse
que la onda reflejada tiene un cambio de fase de 180° debido al cambio de direccion de
propagacion pero el perfil de onda se mantiene. Por otro lado, la onda transversal
reflejada es mayor a la transmitida y puede verse que hay asimetria del perfil de la onda
transversal ya que para la regiéon z>0m la rotacién de la onda es en sentido de las
manecillas del reloj y para la region z<Om es en el sentido contrario. Esto se debe a la

variacién del angulo de incidencia de la onda longitudinal en x=0m.

Puede notarse que el dngulo de propagacién de los vectores de desplazamiento cambia
ligeramente al transmitirse y reflejarse la onda lo que produce una variacién en las

curvaturas de los frentes de onda de cada onda reflejada y transmitida.

08¢

06F 1

1=0.215s 1=0.445s
Figura 6.3 Vector de desplazamiento u
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Figura 6.5 Rotacional de la componente transversal Vxu;

6.4 Reflexion y Transmisiéon de una Onda Elastica Transversal en
Interfaz Sélido-Sélido

En esta simulacion de la propagacion de la onda eldstica transversal se utilizé el mismo
medio del ejemplo anterior. En el tiempo #=0.132s se tiene a una onda eldstica transversal
propagdndose en la regién x>0m, sin que exista componente longitudinal. En la region

x<0m no hay propagacién de onda.

Para 1=0.324s la onda transversal ha alcanzado la interfaz entre s6lidos en x=0Om. Se
refleja una onda eldstica en la regiéon x>0m y se transmite una a la regiéon x<Om, ambas
con componentes longitudinales y transversales, aunque la componentes longitudinales

transmitidas y reflejadas son pequefias, a comparacion a las transversales.
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Cuando 7=0.516s se pueden apreciar las ondas reflejadas y transmitidas transversales y
longitudinales. La onda transversal transmitida tiene mayor magnitud y velocidad de
propagacion que la reflejada, esto se debe a que la impedancia transversal de x>0m no es
mucho mayor a la impedacia de la regiéon x<Om. También puede verse que la onda
transversal reflejada cambia d polaridad debido a que la impedancia en x>0m es mayor a

la de la region x<Om.

Por otro lado, la onda longitudinal reflejada tiene mayor magnitud que la transmitida pero
menor velocidad de propagacion. Y puede verse que el perfil de onda es antisimétrico

con respecto a z=0m, esto se debe al distinto 4ngulo con que de la onda transversal llega

a la interfaz x=0m para distintos valores de z.

0.5

0
1=0.324s

Figura 6.6 Vector de desplazamiento u
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Figura 6.7 Divergencia de la componente longitudinal V-u,
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6.5 Reflexion y Transmisién de Onda Longitudinal en Interfaz Fluido-
Sélido

Ahora se analizard la propagacion de ondas en un medio conformado por un fluido y un

s6lido. Para x>0m se tiene un sélido con pardmetros A=7Pa, u=3Pa, p=1kg/m’, por lo que

de (2.31)y (2.32) se tiene que ¢;=3.61m/s y ¢;=2.65m/s; por tltimo de ( 2.36 ) se llega

a que Z,=3.61Ns/m’ y Z,=2.65Ns/m’. La regién x<Om corresponde a un fluido con

A=6Pa, t=0Pa, p=1.5kg/m’. Por lo tanto ¢,=2m/s, c¢; = 0m/s y Z,=3Ns/m’, Z,=ONs/m".

En el tiempo t=0.145s se tiene a una onda longitudinal propagandose por el fluido de la

region x<Om, mientras que en el s6lido de la regiéon x>0m no se propaga ninguna onda.

Cuando 7=0.27s una parte la onda longitudinal que se propaga por el fluido alcanza la
interfaz con sélido en x=0m lo cual provoca la reflexién de una onda longitudinal en el
fluido y la transmisién de una onda eldstica con componentes longitudinal y transversal
en el s6lido (no habrd onda transversal reflejada debido a que en un fluido sélo se

propagan ondas longitudinales).

Para 1=0.47s se pueden apreciar las ondas longitudinales transmitidas y reflejadas, puede
verse que la onda longitudinal transmitida tiene mayor magnitud y velocidad de
propagacion que la reflejada ya que la impedancia longitudinal para x>0m es mayor a la
de la regién x<Om. Ademads puede verse que la onda transversal que se propaga a la
region x>0m es asimétrica con respecto a z debido a la variacion en la incidencia de la

onda longitudinal para distintos valores de z. Existen también pequeiias reflecciones de
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las fronteras, las cuales no deberian de existir y son debidas a errores numérico y de

modelado en la frontera.
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6.6 Reflexion y Transmision de Onda Transversal en Interfaz Sélido-
Fluido

Se considera la misma regién de la seccion interior formada por la unién de un sélido y
un liquido. En el tiempo 7=0.09s se tiene a una onda transversal propagandose en el
s6lido de la region x>0m que fue generada por una fuerza externa, sin que exista una

componente longitudinal. La regién x<Om no presenta onda transveral ni longitudinal.

Alrededor del tiempo =0.21s la onda transversal ha llegado a la interfaz entre los medios.
Se transmite una onda longitudinal al fluido, y se refleja una onda eldstica con

componentes longitudinal y transversal en el sélido.

Para el tiempo =0.345s se puede ver la onda longitudinal transmitida al fluido con un

perfil asimétrico con respecto al eje z, debido a la diferencia en el dngulo de incidencia de
la onda transversal que la origind. En el sélido fue reflejada una onda longitudinal con un
cambio de polaridad ya que la impedancia transversal para la region x>0 es mayor a la de
x<0. Ademés fue reflejada una onda transversal aunque de poca magnitud comparada con

la transmitida, pero con mayor velocidad de propagacion.

08f : | osfs
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Figura 6.12 Vector de desplazamiento u
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6.7 Propagacion de Onda Elastica por un Medio Heterogéneo

Compuesto por 2 Materiales

Se plante6 un medio como el de la Figura 6.15, donde la region de color blanco
correspondiera a un sélido con velocidades de propagacion mayores a las del sélido de la
regién en color negro. Se escogieron los parametros A=2Pa, y=1Pa, p=1kg/m’, que
resultan velocidades de propagagion c¢,= 2m/s, c;=1m/s para el sélido de la regién en
color blanco, y para el sélido de la regién de color negro se escogieron A=1.5Pa, u=1Pa,
p=2kg/m’, que correspoden a las velocidades de propagacién ¢,= 1.32m/s, ¢,=0.71m/s, y
se cumple la relacion deseada de que las ondas se propaguen mas lentamente por el
medio de color negro. Las impedancias longitudinal y transversal de la regién en blanco
son de Z,=2Ns/m’ y Z,=1Ns/m’; mientras que para la regién en color negro son de

Z,=2.64Ns/m’ y Z,=1 42Ns/m’.
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Figura 6.15 Medio compuesto de 2 materiales

En esta simulacién se generd una onda eldstica longitudinal en el punto (x,z)=(0.7m,0m),

y puede verse en las imdgenes como al cambiar la onda de medio de propagacion se

generan reflexiones y transmisiones de ondas longitudinales y transversales. Tambien se

puede ver que la propagacion de la onda por el medio de la regién en color negro es mas

lenta. Conforme hay mas reflecciones y transmisiones la estructura de la onda eldstica se

vuelve mds compleja, a un grado que seria dificil encontrar una expresion analitica que

describiera la onda.
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6.8 Propagacion de Onda Elastica por un Medio Heterogéneo

Compuesto por 3 Materiales

Se plante6 un medio s6lido con inclusiones rectangulares de otros dos sélidos como el
que se muestra en la Figura 6.20 a modo de ver una situacion donde hubiera reflexiones
multiples.

La region de color blanco corresponde a sélidos con pardmetros A=4Pa, u=2Pa,
p=lkg/m’, velocidades de propagacién c,= 2.83m/s y ¢,=1.41m/s, e impedancias
Z,=2.83Ns/m’ y Z,=1.41Ns/m’. La regién de color negro representa s6lidos con A=1.5Pa,
u=1Pa, p=2kg/m3, velocidades de ¢,= 1.32m/s y ¢,=0.71m/s,y Z,=2.64Ns/m’ y
Z,=1.42Ns/m’. Por ultimo, la regién de color gris es un sélido con pardmetros A=2Pa,
u=1Pa, p=1kg/m’, velocidades de propagacién c,= 2m/s, ¢,=1m/s; e impedancias

Z,=2Ns/m’ y Z,=1Ns/m’.
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Figura 6.20 Medio compuesto de tres distintos s6lidos

En las figuras 6.21 — 6.23 pueden verse imédgenes de la simulacién de cuando el medio de
la Figura 6.20 es excitado por una onda longitudinal en el punto (x,z)=(-0.7m,0m). Se
puede apreciar que al igual que el ejemplo anterior, se generan multiples reflecciones al
cambiar la onda de medio. Las variaciones en las propiedades del material provocan que
se generen ondas longitudinales y transversales y que viajen a diferentes velocidades por
el medio. Por lo anterior, despues de algun tiempo la estructura de la onda eldstica es

compleja y no seria sencilla de describir sin ayuda del programa que se hizo.
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7 Conclusiones

En esta tesis se estudid la propagacion de ondas eldsticas en medios heterogéneos
bidimensionales, se modeld la propagacién de la onda a partir de la teoria de elasticidad
lineal, se plante6 una solucién por medio de métodos espectrales y se escribié un
programa en MATLAB capaz simular la propagacién de ondas elésticas en diversos

escenarios.

Inicialmente se ataco el problema de propagacion de una onda en una dimension con
velocidad de propagacion dependiente de la posicion con el método de Fourier-Galerkin,
y se encontraban los valores de los coeficientes de series de Fourier. Con el estudi6 la
relacion entre la representacion de funciones con polinomios ortogonales y con funciones
cardinales; se llegd a la conclusién que ambas representaciones son equivalentes si los
puntos de interpolacién de la representacion con funciones cardinales son los puntos de
interpolaciéon de Gauss-Jacobi o de Gauss-Lobatto. Mds atin, la relacion entre los
coeficientes de una representacion con funciones ortogonales y los puntos de
interpolacién de una representacion interpolante estd dada por una transformacion lineal.
Esta relacion sirvid para demostrar que el método de Galerkin es equivalente al método
de colocacién en los N puntos de interpolacion de Gauss-Jacobi o Gauss-Lobatto para
polinomios de orden N. El método de colocacién o pseudoespectral es mds sencillo de
manejar computacionalmente, y tiene un desempefio muy cercano al de Galerkin.
Después de esto se resolvié el problema de la propagacién de una onda en una dimensién
usando el método de colocacién con polinomios de Chebyshev, los cuales tienen menor
error en discontinuidades y en general una mejor aproximacién. Las condiciones de
frontera absorbente se plantearon algebraicamente tomando en cuenta la velocidad de

propagacion de la onda y que sin variacion en esta la amplitud no variaria.

Mais adelante se estudid la propagacion de onda acustica en medios heterogéneos
bidimensionales usando metodos de espectrales de colocacién con polinomios de
Chebyshev. Las condiciones de frontera absorbente se volvieron un problema mas
complicado pero se encontraron aproximaciones como la de [9] que resolvian el

problema.
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Habiendo estudiado y simulado la propagacién de ondas en los escenarios anteriores se
estudid la propagacion de onda eldstica en medios heterogéneos bidimensionales que es
el tema de este trabajo, y a partir de la teoria de elasticidad lineal se obtuvo un modelo
matemadtico de la propagacion. Esta ecuacion es distinta a la ecuacién de onda eléstica
con pardmetros de Lamé dependientes de la posicion, la que erroneamente en un
principio se habia considerado como el modelo de propagacion a utilizar. Ademas se
estudiaron los eigenvalores y eigenvectores del modelo resultante para modificarlos e

imponer en las fronteras condiciones absorbentes.

Se hizo un programa en MATLAB para simular la propagacién de onda eldstica en
medios heterogéneos bidimensionales, este programa integra en tiempo con el método
directo de Euler y aplica los métodos espectrales de colocacion con polinomios de
Chebyshev en el espacio, usando el un algoritmo rdpido basado en la FFT. Se hicieron
diversas simulaciones para comprobar que las ondas se propagaban a la velocidad
esperada, y se confirmd el buen funcionamiento del programa en dicho aspecto. También,
se hicieron simulaciones en medios compuestos por dos sélidos o por un sélido y un
fluido ideal a modo de estudiar la reflexién y transmisién de ondas. Se encontraron los
resultados esperados existiendo cambios de modo en la transmision y reflexién de ondas,
y obteniendo ondas longitudinales y transversales en s6lidos, y sélo longitudinales en

fluidos (como se esperaba).

Otro aspecto que se analiz6 fue la reflexién causada por las fronteras absorbentes. Se
encontrd que las ondas longitudinales no generaban demasiada reflexion, es decir eran
absorbidas por la frontera. Sin embargo, hubo ocasiones que las ondas transversales
generaron reflexiones de considerable magnitud. Un aspecto positivo fue que la regién
absorbente se hizo s6lo sobre los puntos de la frontera, esto es debido a que los métodos
espectrales hacen uso de todos los puntos del medio para calcular las derivadas
espaciales; esto no sucede con esquemas de diferencias finitas en los cuales las
condiciones de frontera absorbente deben aplicarse a una regidon que represente la

frontera para que ésta funcione de buena forma.

Se realizaron también simulaciones donde habian reflexiones multiples y fue en estos

casos donde el programa realizado muestra su utilidad. Ya que pueden simularse
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escenarios donde debido a multiples reflecciones el frente de onda cambie dristicamente
de forma. En estas simulaciones se puede ver como las ondas eldsticas después de
algunos rebotes dentro de un medio pueden dar lugar a patrones muy complejos de ondas
eldsticas. En general el programa desarrollado puede aplicarse a un medio heterogeneo
con cambios ya sea suaves o duros en las propiedades del medio, diferentes condiciones
iniciales y funciones de excitacién. Mientras mayor sea el orden de los pardmetros

mencionados mayor serd el nimero de puntos a utilizar.

En general, el objetivo planteado al inicio de esta tesis se cumplié y se obtuvo un
programa que podrd servir més adelante para simular escenarios de propagacion de ondas
en medios que generen muchas reflexiones, que tengan cambios graduales de propiedades
y también se espera usar el modelado, la solucién por métodos espectrales y este
programa para resolver el problema inverso y estimar el medio a partir de la lectura de la

onda en ciertos puntos del medio.
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8 Anexo 1: Algoritmo rapido para derivacion en los

puntos de interpolacién de Chebyshev

Dada una funcién f(x) definida en el intervalo x € [-1,1], sea F(6) una funcién par con

periodo de 27 tal que:
F(0)= f(cosB), 0<6<2r (8.1)
Esta relacion entre ambas funciones puede expresarse equivalentemente como
f(x)=F(arccosx), -1<x<1 (82)
Al derivar la ecuacidn ( 8.2 ) se encuentra que la derivada de la funcidn fes:

__F’(arccosx) lex<l (83)

f(x)= N

En la ecuacidn ( 8.3 ), se puede ver que la derivada de la funcién fen los puntos de
interpolacion de Chebyshev x=cos(jz/N) estd relacionada con la derivada de la funcion F

en los puntos de interpolacion de Fourier 6=j7/N (j=0.,...,N) de la siguiente manera:

flx)=-—7"L., j=L..N-I (84)
La funcién F al ser una funcién periddica puede representarse como:

L Y F, exp(iko) (8.5)

F(0)=
() 27 N

Por lo que su derivada es:
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oF 1 < ~

—(0)=— ikF, exp(ik6 8.6

L) =5 3 ikhiexp(ik) (86)
A partir de las ecuaciones ( 8.4 ) y ( 8.6 ) se puede llegar a un algoritmo rdpido basado en

la FFT para calcular la derivada en los puntos de interpolacién de Chebyshev, el cual

seria [7]:

e Dados los datos v,,..., v en los puntos de interpolacion de Chebyshev

x,=1,...x,=-1 se extienden estos datos al vector V de longitud 2N conformado por

V=V, j=1,n. N-1.

e Utilizando la FFT se calcula

ZN Viexp(-ik6,),  k=-N+1....N (8.7)

Zla

e Se deriva en frecuencia al hacer:

(8.8)

k

W o ikV,, k=-N+1,.,N-1
0, k=N

e Se obtiene la derivada de la funcién en los puntos de interpolacion de Fourier al

calcular la IFFT:

W, = 2nk-§HWexp(zk9) j=1,...2N (8.9)

e Se calcula la derivada en los puntos de interpolacion de Chebyshev:

w.o=— , j=L...N—-1 (8.10)
J 2
,/l—xj

e Con las férmulas especiales para los puntos de interpolacion de los extremos

obtenidas por la regla de I’Hopital [7], se calcula:
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(8.11)

(8.12)
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9 Anexo 2: Cédigo en

close all
clear all

N=64;
x=cos(pi*(0:N)/N)';
[Z,X]=meshgrid(x);

Rho=ones(N+1,N+1);
Lambda=ones(N+1,N+1);
Mu=ones(N+1,N+1);

R=1./Rho;
C11=Lambda+2*Mu;
C33=Lambda+2*Mu;
C13=Lambda;
C44=My;

C1R=(C11.*R)A(1/2);
C33R=(C33.R).A(1/2);
C44R=(C44.R) A(1/2);
C131=C13X(R/C11)A(1/2));
C133=C13.%((R./C33).A(1/2)):

tmax=1;

nplots=100;

tplot=tmax/nplots;
dt=0.3*min(min((x(1)-x(2))./sqrt((Lambda+2*Mu)./Rho)));

dtR=dt*R/2;

dtC11=dt*C11/2;
dtC33=dt*C33/2;
dtC13=dt*C13/2;
dtC44=dt*C44/2,

dtC11R=dt*C11R/2;
dtC33R=dt*C33R/2;
dtC44R=dt*C44R/2;
dtC131=dt*C131/2
dtC133=dt*C133/2;

u_plot=zeros(N+1,N+1,nplots+1);

ut_plot=zeros(N+1,N+1,nplots+1);
w_plot=zeros(N+1,N+1,nplots+1);
wt_plot=zeros(N+1,N+1,nplots+1);

u=zeros(N+1,N+1);
w=zeros(N+1,N+1);
ut=zeros(N+1,N+1);
wt=zeros(N+1,N+1);
szz=zeros(N+1,N+1);
sxz=zeros(N+1,N+1);
sxx=zeros(N+1,N+1);

u_new=zeros(N+1,N+1);
w_new=zeros(N+1,N+1);
ut_new=zeros(N+1,N+1);
wt_new=zeros(N+1,N+1);
szz_new=zeros(N+1,N+1);
sxz_new=zeros(N+1,N+1);
sxx_new=zeros(N+1,N+1);

dx_u=zeros(N+1,N+1);
dx_w=zeros(N+1,N+1);
dx_ut=zeros(N+1,N+1);
dx_wt=zeros(N+1,N+1);
dx_szz=zeros(N+1,N+1);
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dx_sxz=zeros(N+1,N+1);
dx_sxx=zeros(N+1,N+1);

dx_u_new=zeros(N+1,N+1);
dx_w_new=zeros(N+1,N+1);
dx_ut_new=zeros(N+1,N+1);
dx_wt_new=zeros(N+1,N+1);
dx_szz_new=zeros(N+1,N+1);
dx_sxz_new=zeros(N+1,N+1);
dx_sxx_new=zeros(N+1,N+1);

dz_u=zeros(N+1,N+1);
dz_w=zeros(N+1,N+1);
dz_ut=zeros(N+1,N+1);
dz_wt=zeros(N+1,N+1);
dz_szz=zeros(N+1,N+1);
dz_sxz=zeros(N+1,N+1);
dz_sxx=zeros(N+1,N+1);

dz_u_new=zeros(N+1,N+1);
dz_w_new=zeros(N+1,N+1);
dz_ut_new=zeros(N+1,N+1);
dz_wt_new=zeros(N+1,N+1);
dz_szz_new=zeros(N+1,N+1);
dz_sxz_new=zeros(N+1,N+1);
dz_sxx_new=zeros(N+1,N+1);

f=zeros(N+1,N+1);
f_new=zeros(N+1,N+1);
fx=zeros(N+1,N+1);
fz=zeros(N+1,N+1);

phi_plot=zeros(N+1,N+1,nplots+1);
psi_plot=zeros(N+1,N+1,nplots+1);
phi=zeros(N+1,N+1);
phi_new=zeros(N+1,N+1);
psi=zeros(N+1,N+1);
psi_new=zeros(N+1,N+1);

:1;
:0;

kd=1:b;
kc=b+1:N+1-b;
ki=N+2-b:N+1;

ld=1:b;
lc=b+1:N+1-b;
li=N+2-b:N+1;

for n=2:nplots
for tn=0:dt:tplot

%A,B

ut_new(ke,Ic) = ut(kc,lc) +2*dtR(kc,Ic).*dx_sxx(kc,lc)+2*dtR(ke,Ic).*dz_sxz(kc,Ic) +dt*fx(ke,lc) ;
wt_new(ke,lc) = wt(kc,lc) +2*dtR(kc,Ic).*dx_sxz(kc,lc)+2*dtR(ke,Ic).*dz_szz(kc,Ic) +dt*fz(ke,c) ;
szz_new(kc,Ic) = szz(kc,Ic) +2*dtC13(kc,Ic).*dx_ut(ke,lc)+2*dtC33(ke,Ic).*dz_wt(kc,Ic) ;
sxz_new(kc,Ic) = sxz(kc,Ic) +2*dtC44(kc,Ic).*dx_wt(kc,Ic)+2*dtC44 (ke,Ic).*dz_ut(ke,Ic) ;
sxx_new(kc,Ic) = sxx(kc,Ic) +2*dtC11(kc,Ic).*dx_ut(kc,Ic) +2*dtC13(kc,Ic).*dz_wt(ke,Ic) ;

%A[-],B

ut_new(kd,lc) = ut(kd,lc)+dtR(kd,Ic).*dx_sxx(kd,Ic)-dtC11R(kd,Ic).*dx_ut(kd,Ic)+2*dtR(kd,Ic).*dz_sxz(kd,Ic) ;
wt_new(kd,Ic) = wt(kd,lc)+dtR(kd,Ic).*dx_sxz(kd,Ic)-dtC44R kd,Ic).*dx_wt(kd,Ic)+2*dtR(kd,Ic).*dz_szz(kd,Ic) ;
szz_new(kd,Ic) = szz(kd,Ic)+dtC13(kd,Ic).*dx_ut(kd,Ic)-dtC131(kd,Ic).*dx_sxx(kd,Ic)+2*dtC33(kd,Ic).*dz_wt(kd,Ic) ;
sxz_new(kd,Ic) = sxz(kd,Ic)+dtC44(kd,Ic)."dx_wt(kd,Ic)-dtC44R kd,Ic).*dx_sxz(kd,Ic)+2*dtC44(kd,Ic).*dz_ut(kd,Ic) ;
sxx_new(kd,lIc) = sxx(kd,Ic)+dtC11(kd,Ic).*dx_ut(kd,Ic)-dtC11R(kd,lc).*dx_sxx(kd,Ic)+2*dtC13(kd,Ic).*dz_wt(kd,Ic) ;

%A[+],B
ut_new(ki,lc) = ut(ki,lc) +dtR(ki,lc).*dx_sxx(ki,lc) +dtC11R(ki,lc).*dx_ut(ki,lc) +2*dtR(ki,Ic).*dz_sxz(ki,lc) ;
wt_new(kilc) =wt(ki,lc) +dtR(ki,Ic).*dx_sxz(kilc) +dtC44R(ki,lc).dx_wt(kilc) +2*dtR(ki,Ic).*dz_szz(ki,lc) ;



szz_new(ki,Ic) = szz(ki,Ic) +dtC13(ki,Ic).*dx_ut(ki,lc) +dtC131(ki,Ic).*dx_sxx(ki,lc) +2*dtC33(ki,Ic).*dz_wt(ki,c) ;
sxz_new(Ki,Ic) = sxz(ki,Ic) +dtC44(ki,Ic).*dx_wt(ki,Ic) +dtC44R(ki,Ic).*dx_sxz(ki,lc) +2*dtC44(ki,Ic).*dz_ut(ki,Ic) ;
sxx_new(ki,Ic) = sxx(ki,Ic) +dtC11(ki,Ic).*dx_ut(ki,lc) +dtC11R(ki,Ic)."dx_sxx(kilc) +2*dtC13(ki,lc).*dz_wt(ki,Ic) ;

%A,B[-]

ut_new(ke,Id) = ut(ke,ld) +2*dtR(kc,Id).*dx_sxx(kc,Id) +dtR(kc,Id).*dz_sxz(kc,Id) -dtC44R(ke,ld).*dz_ut(ke,ld) ;
wt_new(ke,ld) =wt(ke,ld) +2*dtR(kc,Id).*dx_sxz(kc,Id) +dtR(kc,d).*dz_szz(kc,Id) -dtC33R(kc,Id).*dz_wt(kc,Id) ;
szz_new(kc,ld) = szz(ke,Id) +2*dtC13(kc,Id).*dx_ut(kc,d) +dtC33(ke,Id).*dz_wt(kc,Id) -dtC33R (ke,Id).*dz_szz(kc,Id) ;
sxz_new(kc,Id) = sxz(ke,Id) +2*dtC44(kc,Id).*dx_wt(kc,Id) +dtC44(kc,Id).*dz_ut(kc,Id) -dtC44R (kc,Id).*dz_sxz(ke,Id) ;
sxx_new(kc,Id) = sxx(kc,Id) +2*dtC11(kc,Id).*dx_ut(kc,Id) +dtC13(kc,Id).*dz_wt(kc,Id) -dtC133(ke,Id).*dz_szz(kc,!d) ;

%A,B[+]

ut_new(ke,li) = ut(kc,li) +2*dtR(ke,li).*dx_sxx(ke,li) +dtR(ke,li).*dz_sxz(kc,li) +dtC44R(kc,li).*dz_ut(ke,li) ;
wt_new(ke,li) =wt(ke,li) +2*dtR(ke,li).*dx_sxz(ke,li) +dtR(kc,li).*dz_szz(kc,li) +dtC33R(kc,li).*dz_wt(ke,li) ;
szz_new(ke,li) = szz(ke,li) +2*dtC13(ke,li).*dx_ut(ke,li) +dtC33(ke,li).*dz_wt(ke,li) +dtC33R(kce,li).*dz_szz(kc,li) ;
sxz_new(kc,li) = sxz(ke,li) +2*dtC44(kc,li).*dx_wt(kc,li) +dtC44 (kc,li).*dz_ut(kc,li) +dtC44R(kc,li).*dz_sxz(kc,li) ;
sxx_new(kc,li) = sxx(kc,li) +2*dtC11(ke,li).*dx_ut(ke,li) +dtC13(ke,li).*dz_wt(kc,li) +dtC133(ke,li).*dz_szz(keli) ;

%A[-]B[-]

ut_new(kd,Id) = ut(kd,ld) +dtR(kd,Id).*dx_sxx(kd,d) -dtC11R(kd,Id).*dx_ut(kd,d) +dtR(kdId).*dz_sxz(kd,ld) -dtC44R(kd Id).*dz_ut(kd,ld) ;
wt_new(kd,Id) = wi(kd,Id) +dtR(kd,Id).*dx_sxz(kd,Id) -dtC44R(kd,ld)."dx_wt(kd,ld) +dtR(kd,Id).*dz_szz(kdd) -dtC33R(kd,Id).*dz_wt(kd,Id) :
szz_new(kd,Id)= szz(kd,Id) +dtC13(kd,ld).*dx_ut(kd,Id) -dtC131(kdId).*dx_sxx(kd.d) +dtC33(kd,Id).dz_wt(kd Id) -dtC33R(kd,Id).*dz_szz(kd Id) ;
sxz_new(kd,Id)= sxz(kd, d) +dtC44(kdId).*dx_wt(kd,Id) -dtC44R(kd,Id). "dx_sxz(kd Id) +dtC44(kd d).*dz_ut(kd Id) -dtC44R (kd, d).*dz_sxz(kd Id) ;
sxx_new(kd,Id)= sxx(kd,Id) +dtC11(kd,Id). dx_ut(kd,Id) -dtC11R(kd,Id).*dx_sxx(kd,Id) +dtC13(kd,Id).*dz_wt(kd,Id) -dtC133(kd,Id).*dz_szz(kd Id) ;

%A[-]B[*]

ut_new(kd,li) = ut(kd,li) +dtR(kd,li.*dx_sxx(kd,i) -dtC11R(kd,li).*dx_ut(kd,liy +dtR(kdli).*dz_sxz(kdli) +dtCA4R(kdli).*dz_ut(kd i ;
wi_new(kd,li) = wi(kd li) +dtR(kd,i)."dx_sxz(kd,li) -dtC44R(kd,li).*dx_wi(kd,li) +dtR(kdli)."dz_szz(kd li) +dtC33R(kdli.*dz_wt(kd,li ;
szz_new(kd,li) = szz(kd, i) +atC13(kd li). dx_ut(kd,li) -dtC131(kd!Ji).*dx_sxx(kd li) +dtC33(kd!Ji).*dz_wt(kd i +dtC33R(kd,li).*dz_szz(kd ) ;
sxz_new(kd, i) = sxz(kd, i) +dtC44(kd I).*dx_wt(kd li) -dtCA4R (kdJi).*dx_sxz(kd i +dtC44(kdli)."dz_ut(kd i) +dtC44R(kd Ii).*dz_sxz(kd,li) ;
sxx_new(kd, i) = sxx(kd, i) +dtC11(kd,Ii). dx_ut(kd.li) -dtC11R(kd,Ji).*dx_sxx(kd.li) +dtC13(kdJi).*dz_wt(kd li +dtC133(kdli.*dz_szz(kd ) ;

%A[+],B[-]

ut_new(ki,ld) = ut(ki,ld) +dtR(kild).*dx_sxx(kild) +dtC11R(kiId).*dx_ut(kiJd) +dtR(ki d).*dz_sxz(kid) -dtC44R(kid).*dz_ut(kid) :
wt_new(ki,Id) = wi(ki,ld) +dtR(ki,Id).*dx_sxz(ki,ld) +tCA4R(kid).*dx_wt(ki|d) +dtR(ki,Id).*dz_szz(kiJd) -dtC33R(ki,d).*dz_wt(kid) ;
szz_new(ki,Id) = szz(ki,Id) +tC13(ki Id).dx_ut(ki,Id) +dtC131(ki,Id).*dx_sxx(ki,ld) +dtC33(ki,Id)."dz_wt(kiId) -dtC33R(ki ld).*dz_szz(ki,Id) ;
sxz_new(ki,Id) = sxz(ki,Id) +dtC44(ki Id).*dx_wt(ki,Id) +dtC44R(ki,Id).*dx_sxz(ki,ld) +dtC44(ki Id).*dz_ut(ki,Id) -dtC44R (ki Id).*dz_sxz(ki ld) ;
sxx_new(ki,Id) = sxx(ki,Id) +dtC11(ki,Id).*dx_ut(ki Id) +dtC11R(ki,Id).*dx_sxx(ki,ld) +dtC13(ki,Id).*dz_wt(ki,Id) -dtC133(ki Id).*dz_szz(ki,ld) ;

%A[+],B[*]

ut_new(ki,liy = ut(ki,i) +dtR(kii).*dx_sxx(kili) +dtCTIR(Kii).*dx_ut(ki i) +dtR(ki,li).*dz_sxz(kili) +dtCA4R(ki,f).*dz_ut(kii) ;
wt_new(kili) = wi(ki i) +dtR(ki,li).*dx_sxz(kiJi) +dtC44R(ki,li).*dx_wi(kili) +dtR(kii)."dz_szz(ki i) +dtC33R(Ki}i).*dz_wt(Kki i) :
szz_new(ki,li) = szz(ki,li) +dtC13(ki i) dx_ut(ki i +dtC131(kii).dx_sxx(ki,li) +dtC33(ki,}i).*dz_wt(ki,}i) +dtC33R(ki i)."dz_szz(ki i) ;
sxz_new(ki,li) = sxz(ki,li) +dtC44 (ki i).*dx_wt(ki i) +dtC44R (ki l).*dx_sxz(Kki li) +dtC44 (ki i).*dz_ut(Kki i) +dtCA4R (ki i).*dz_sxz(ki i) ;
sxx_new(ki, i) = sxx(ki, i) +dtC11(ki i) dx_ut(ki i +dtC11R(kii).*dx_sxx(ki,li +dtC13(ki,}i).*dz_wt(ki i) +dtC133(ki i)."dz_szz(ki i) ;

for k=1:N+1
dx_ut_new(;,k)=chebfft(ut_new(: k));
dx_wt_new(:,k)=chebfft(wt_new(:k));
%dx_szz_new(: k)=chebfft(szz_new(: k));
dx_sxz_new(:,k)=chebfft(sxz_new(: k)
dx_sxx_new(:,k)=chebfft(sxx_new(: k)

(: 5K
(: k

==

);
-K));

dz_ut_new(k,:)=chebfft(ut_new(k:));

dz_wt_new(k,:)=chebfft(wt_new(k,:));

dz_szz_new(k,:)=chebfft(szz_new(k,

dz_sxz_new(k,:)=chebfft(sxz_new(k,

%dz_sxx_new(k,:)=chebfft(sxx_new(
end

)%
i
k.o);

u_new=u+dt*0.5*(ut+ut_new);
w_new=w+dt*0.5*(wt+wt_new);

if t<0.025
f_new=zeros(N+1,N+1);
f_new =1*sin(2*pi*t/0.025)*exp(-200%(X+0.7071).A2).*exp(-200%(Z).*2);
for k=1:N+1
fx(:,k)=chebfft(f_new(:,k));
fz(k,:)=chebfft(f_new(k,:));
end
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else
f_new=zeros(N+1,N+1);
fx=zeros(N+1,N+1);
fz=zeros(N+1,N+1);
end

t=t+dt;
f=f_new;
U=u_new;
W=W_new;

ut=ut_new;
wt=wt_new;
$2Z=S7Z_new;
SXZ=SXZ_new;
SXX=SXX_New;

dx_ut=dx_ut_new;
dx_wt=dx_wt_new;
dx_sxz=dx_sxz_new;
dx_sxx=dx_sxx_new;

dz_ut=dz_ut_new;
dz_wt=dz_wt_new;
dz_szz=dz_szz_new;
dz_sxz=dz_sxz_new;

end

u_plot(:,:,n)=u;
w_plot(:,:,n)=w;
ut_plot(:,:,n)=ut;
wt_plot(:,:;,n)=wt;

end

figure('color','w');

pause

for n=1:1:nplots
quiver(X,Z,u_plot(:,:,n),w_plot(:,:,n),3,'k', linewidth',1)
title(['t=",num2str((n-1)*tplot)," n=",num2str(n)])
axis([-11-11])

daspect([1 1 1])

pause

end

fn1=figure(‘color',w');
fn2=figure('color',w');
fn3=figure(‘color',w');

for n=nplots+1:1:nplots

for k=1:N+1
dx_u(:,k)=chebfft(u_plot(:,k,n));
dx_w(:,k)=chebfft(w_plot(:,k,n));
dz_u(k,:)=chebfft(u_plot(k,:,n));
dz_w(k,:)=chebfft(w_plot(k,:,n));
end

fi=dx_u+dz_w;

si=dx_w-dz_u;
mn=min(min([fi(kc,Ic),si(kc,Ic)]));
mx=max(max([fi(ke,Ic),si(kc,Ic)]));

umax=max(max(sqrt(u_plot(:,:,n).*2+w_plot(:,:;,n).*2)))
extremo=max([mx -mn])
tiempo=num2str((n-1)*tplot)

figure(fn1)
pcolor(X,Z fi);
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caxis([-extremo extremo]);
shading interp

colormap gray

daspect([1 1 1])

figure(fn2)

pcolor(X,Z,si);
caxis([-extremo extremo]);
shading interp

colormap gray

daspect([1 1 1])

figure(fn3)
quiver(X,Z,u_plot(:,:;,n),w_plot(:,:,n),3,'k’)
axis([-11-11])

daspect([1 1 1])

pause(0.01)
end

%Funcion tomada de [7]
function w = chebfft(v)
N = length(v)-1; if N==0, w=0; return, end
X = cos((0:N)™pi/N);
i = 0:N-1;
v =v(); V= [v; flipud(v(2:N))];
U = real(fft(V));
W = real(ifft(1i*[ii 0 1-N:-1]".*U));
w = zeros(N+1,1);
w(2:N) = -W(2:N)./sqrt(1-x(2:N).*2);
w(1) = sum(ii" A2.*U(ii+1))/N + 5*N*U(N+1);
W(N+1) = sum((-1).Ai+1). 5" A2.5U(ii+1))/N + .5*(-1)A(N+1)*N*U(N+1);
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