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CAPITULO 1

Introduccion

1.1 Antecedentes

Uno de los padecimientos que ha incrementado en las Ultimas décadas es la urolitiasis, es
decir, la formacion de célculos urinarios [1, 2]. Se ha reportado que entre el 5y el 15% de
la poblacion sufrird de urolitiasis en alguna etapa de su vida [3]. En una publicacion que
data de 1995, se reporto que en los Estados Unidos de América el costo anual por tratar este
padecimiento asciende a 1.8 billones de dolares [4]. Antes de 1980, la mayoria de los
pacientes con urolitiasis eran tratados por medio de cirugia abierta. Afortunadamente con
técnicas novedosas, como la nefrolitotomia percutanea, la cirugia intrarenal uteroscopica
retrograda, la cirugia laparoscopica y la litotricia extracorporea por ondas de choque
(LEOCH), actualmente casi cualquier calculo renal puede ser removido del aparato urinario
sin necesidad de una cirugia abierta.

La LEOCH es una técnica para desintegrar calculos renales, aplicando ondas de choque
generadas fuera del paciente [5] (figura 1). ElI método, desarrollado en Alemania,
actualmente se practica en todo el mundo. Entre los autores que han reportado el desarrollo
historico de la LEOCH se pueden citar a Jocham [6], Hausler [7], Delius et al. [8], Prieto et
al. [9] y Loske [10]. A la fecha, la concentracién de la energia transportada por las ondas de
choque hasta un volumen del tamafio de un calculo urinario es el unico método para lograr
una presion suficiente para fragmentarlo de manera no invasiva.

Clinicamente se usan tres diferentes tipos de litotritores que se diferencian principalmente
por el método de generacion de las ondas de choque: el electrohidraulico, el
electromagnético y el piezoeléctrico (ver Apéndice C). Los litotritores con generadores
electrohidraulicos — que fueron los primeros en salir al mercado — emiten una descarga
eléctrica de alto voltaje en agua que da origen a un plasma que se expande subitamente,
produciéndose de esta manera una onda de choque. La onda de choque es reflejada
posteriormente en un reflector elipsoidal, que se usa para concentrar en su segundo foco la
energia que fue liberada por la onda generada en el primer foco de la elipse. Ademas del
generador de ondas y del reflector, también forma parte del litotritor un equipo de
fluoroscopia y/o ultrasonido para la localizacion del célculo y un conjunto de sistemas
automatizados para el posicionamiento del paciente. Si el paciente se coloca de manera
apropiada, la onda de choque penetra en el cuerpo, enfocandose sobre el calculo renal que
debe situarse en el segundo foco del reflector mencionado. Como se muestra en la figura 1,
inicialmente el paciente se colocaba dentro de una tina, con el nivel del agua hasta el cuello.
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Durante un tratamiento de LEOCH se aplican varios cientos de ondas de choque. Las
arenillas producidas durante la ruptura del calculo, son desechadas a traves del tracto
urinario y el paciente queda libre del célculo unos cuantos dias después del tratamiento.
Actualmente existen equipos mas compactos con los cuales no es necesario colocar al
paciente dentro de una tina con agua (figura 2). En estos litotritores el cuerpo del paciente
se acopla directamente al generador de ondas de chogue, mediante un contenedor de agua
con una membrana de latex en su extremo. El objetivo primordial de la LEOCH es
pulverizar los calculos renales con el minimo dafio a los tejidos. En los Estados Unidos,
cada afio se benefician del orden de 700,000 pacientes de esta tecnologia [11].

Los célculos renales tienen formas, composiciones quimicas y propiedades mecanicas
variables. Los mas comunes contienen calcio combinado con fosfatos u oxalatos. Los
calculos de estruvita se forman como resultado de una infeccion en el tracto urinario. Los
de &cido Urico y de cistina son menos comunes y los de cistina y brushita son muy
resistentes a la LEOCH [12], ya que se requiere mas energia para romper los puentes
disulfuro que unen los dimeros de la cistina y también para fracturar los cristales
monoclinicos de la brushita, que la necesaria para la ruptura de los otros tipos de calculos
mencionados. Aquellos que se desarrollan a partir de cristales que se separan de la orina y
se depositan en la parte interna de los rifiones estan formados por materiales fragiles con
pequefias grietas, que generalmente son cristales unidos entre si por materiales organicos.

Figural.l

Esquema de un paciente durante un tratamiento de litotricia extracorpérea con el primer
litotritor clinico comercial, denominado Human Model 3 (HM3) de la empresa Dornier
Medizintechnik (Germering, Alemania).



Los esfuerzos de compresion y tension que actdan sobre los calculos ocasionan una pérdida
de cohesion y el crecimiento de grietas. Generalmente los calculos con estructuras
laminadas y heterogéneas son menos resistentes que los formados por materiales
homogéneos.

También se sabe que los materiales ductiles son mas resistentes a las ondas de choque que
los fragiles. Esto se debe a que los calculos méas ductiles, tales como los de la vesicula
biliar, sufren deformaciones plasticas, lo que no sucede con los materiales fragiles. Por esta
razon solo el 20 % de los pacientes con célculos de vesicula biliar pueden ser tratados con
éxito usando LEOCH.

El perfil de presion de una onda de choque se puede alterar con la finalidad de incrementar
al maximo la fragmentacién de los calculos renales y disminuir los dafios a los tejidos. Los
fendmenos responsables del trauma a los tejidos siguen siendo un campo de investigacion.
Se sabe que los calculos se fracturan por el efecto Hopkinson (spalling), por cavitacién
acustica, compresion (circumferential squeezing), reflexion y difraccion de la onda
(superfocusing), fatiga y tension debida al pulso de rarefaccidn que le sigue al pico positivo
de la onda de choque. Estos mecanismos de fragmentacion son presentados de manera mas
detallada en el capitulo 3.

Figura 1.2

Fotografia de un litotritor de nueva generacion, modelo Modulith SLX-F2, marca Storz
(Tégerwillen, Suiza).

La cavitacion acustica es el crecimiento y colapso violento de microburbujas de gas en un
fluido. Al colapsar, las burbujas emiten microchorros de liquido a alta velocidad (microjets)
y ondas de choque secundarias, que actian de forma semejante a los equipos cortadores de



materiales, principalmente metalicos, por chorros de agua a alta presion. Aunque el alcance
de estos microjets es muy pequefio, poseen un potencial de destruccién considerable, siendo
responsables de la erosion y del dafio a propulsores de barcos, alabes de turbinas, valvulas y
calculos renales. La cavitacion se genera en cualquier sitio de un fluido donde exista un
cambio abrupto de presion positiva a “negativa”, es decir, donde el fluido sibitamente
cambia de esfuerzos de compresion a esfuerzos de tension. La cavitacion fue descubierta
por Leonhard Euler en 1754. Desde los primeros trabajos realizados por Rayleigh en 1945
[19], muchos investigadores han explicado los fendmenos que se producen durante el
colapso de burbujas de cavitacion [10]. Existe evidencia [23] de que la fragmentacién de
calculos artificiales usados en algunos experimentos de litotricia extracorpOrea se ha
incrementado del 3 al 66 %, aumentando la cavitacién acustica inducida por las ondas de
choque, que es uno de los mecanismos mas importantes para la fragmentacion de célculos
urinarios durante una LEOCH [16]; sin embargo, en principio la cavitacion también puede
ocasionar dafio vascular y hematomas perirenales e intrarenales. Afortunadamente las
burbujas de cavitacion que se forman en el tejido no pueden expandirse libremente debido a
que son restringidas por los tejidos circundantes y su colapso por lo tanto no es tan
violento.

Maés de tres décadas después del primer tratamiento de LEOCH, las metodologias y los
litotritores aun se encuentran en evolucion. Constantemente se estan buscando técnicas para
mejorar la eficiencia y disminuir el dolor y el dafio en los tejidos. Actualmente aun es
necesaria la investigacion bésica y clinica para comprender y mejorar los mecanismos de
fragmentacion de los célculos, asi como para disminuir el dafio a los tejidos. Es
sorprendente la poca informacion que se tenia respecto a la interaccion de las ondas de
choque con los célculos y los tejidos renales durante los primeros diez afios de tratamiento
en base a la litotricia extracorpérea. Aln ahora aunque se tiene una distribucion de un poco
mas de un litotritor por cada millén de habitantes en Europa, Canada, Estados Unidos y
México y se han hecho progresos considerables tanto tedricos como experimentales, en la
comprension de la interaccion de las ondas de choque con la materia y los mecanismos de
fragmentacion de los calculos renales [10], aln no se tiene una explicacion totalmente
satisfactoria para todos los investigadores, que explique la forma en que las ondas de
choque destruyen los calculos renales y ocasionan dafio a los tejidos. Por esto, se continda
investigando como aprovechar las ondas de choque y hacer mas eficientes los mecanismos
de interaccion onda de choque-materia.

Lo descrito con anterioridad explica que el entendimiento y control de la cavitacion
acustica es de primordial importancia para hacer mas eficiente la LEOCH [10, 16, 23].

Varios investigadores [10, 20, 24, 25, 26 y 27] han propuesto el uso de méas de una onda de
choque con separaciones en tiempo entre ellas del orden de los microsegundos, para
mejorar la eficiencia de los tratamientos de litotricia extracorporea.



Con la finalidad de optimizar la pulverizacion de los calculos urinarios sin incrementar el
dafio a los tejidos, en el Laboratorio de Ondas de Choque del Centro de Fisica Aplicada y
Tecnologia Avanzada de la UNAM, también se han realizado investigaciones (publicadas
desde 2002) con parejas de ondas de choque, denominadas ondas de choque tdndem. Para
estas investigaciones, se desarroll6 un generador de ondas de choque multifuncional, capaz
de emitir parejas de ondas de choque con retardos entre si que van desde aproximadamente
50 hasta 900 microsegundos [20, 28, 29, 30].

Las microburbujas que se encuentran en los fluidos que rodean a un célculo urinario son
fuertemente comprimidas por la llegada del pulso positivo de cada onda de choque.
Posteriormente se expanden, aumentando su volumen cientos de veces. Si un instante antes
del colapso de las burbujas incide sobre ellas una segunda onda de choque, aumenta la
energia de colapso, es decir, el pulso positivo de la segunda onda de chogue contribuye a
comprimir cada burbuja hasta su colapso. Con ello es posible aumentar la energia de los
microjets y, consecuentemente, el dafio a los célculos [20-22].

En vista de que la duracion del colapso de las burbujas es mayor que la duracion del pulso
positivo de una segunda onda de choque, emitida con un pequefio retraso después de la
primera, su pulso negativo llegara cuando las burbujas aun estan colapsando. Se ha
planteado, dentro de este proyecto, que este pulso negativo frenard el colapso. Partiendo de
esta idea, surgio la pregunta de lo que sucederia si se alarga la fase positiva de la segunda
onda de choque, de manera que el pulso negativo incida después del colapso de la burbuja.

1.2 HipOtesis

El empleo de ondas de chogue tdndem permitird aumentar ain mas la energia de colapso de
las burbujas generadas por la primera onda, siempre que se modifique el perfil de la
segunda onda de choque.

1.3 Objetivo

El objetivo de esta tesis es proponer un perfil de presién novedoso para ondas de choque
tandem, que aumente la energia de colapso de las burbujas de cavitacion formadas por la
primera onda de choque.
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CAPITULO 2

Modelos de burbujas

2.1 Casos particulares de modelos de burbujas

En el apéndice A se presentan las ecuaciones generales que describen el comportamiento
hidrodindmico de una burbuja para encontrar la presion, la velocidad y la posicion en
cualquier punto del gas o del liquido cuando la burbuja es excitada por una presion que
varia con el tiempo. Se analizan también las leyes de conservacion de la masa y del
momento y las leyes que gobiernan el comportamiento de las sustancias en el estado liquido
y gaseoso. También se tomaron en cuenta los fendmenos de difusion térmica y de masa en
la ecuacion de conservacion de la energia y los fendmenos de evaporacién y condensacion
que se presentan en la disolucion de la burbuja.

En el apéndice B se incluye un breve resumen de las caracteristicas y propiedades de las
ondas mecanicas, el movimiento ondulatorio y las ondas de choque involucrados en este
proyecto.

Ademaés de la ecuacién de continuidad (7), (38), (39), (40) y la ecuacion del movimiento
(19), (70), (71), (72), (73), (74), presentadas en el apéndice A, es necesario tomar en
consideracién las siguientes ecuaciones:

1. Para la energia del liquido se tiene la ecuacion

oT oT ov. 2v 4du(ov, Vv ? T 20T
oC | —+4v — |=-P| =L+ 20 |4 8 e 4k 4+ 2 |+ p , 1
V(ar rar) (ar rj B(Gr rj ( 2 j q (1)

donde c, es la capacidad calorifica a volumen constante del liquido, g es el flujo de calor
(flujo de energia por unidad de masa y por unidad de tiempo), k es la conductividad térmica
del liquido, p es la viscosidad, p es la densidad, v, es la velocidad radial, P es la presion, r
es la posicion radial y T es la temperatura del liquido [1].

2. La ecuacion de difusion de gas en el liquido es

2
oC, v, oC, D 0 Cid +26Cd | @)
ot or or or

donde Cg4 es la concentracidn de gas disuelto en el liquido y D es la difusividad del gas [1].

3. Las condiciones de frontera en la pared de la burbuja, es decir cuando r(t) = R(t), son

[1]:



5% _ 1 d(fﬂRspgj 3)

or  4zR%dt(3
y
P+§=PT+4l(%—ﬁJ. (@)
R 3\or r
Las leyes de difusion de masa y difusion térmica en el liquido son [1]:
S LN e

donde p, es la densidad total del gas contenido.

4. La condicion de frontera en r =o0, para la presion dependiente del tiempo, por ejemplo,
la presion del pulso de presion de la onda de choque es [3]:

P(t)=2Pe™ cos(a>t+%), (6)

donde P, es la amplitud de la onda de choque, @ =9.1x10°s™* es la constante de
decaimiento, =2 f es la frecuencia radial con f =83.3 kHz y la presion en infinito P,
es P, =P, +P(t), donde P, es la presion inicial del liquido [3].

5. La ecuacién de estado empleada para el liquido es [3]:
P= A[ﬁJ B, )
Po

donde para este caso se ha usado la ecuacién modificada de Tait, con P siendo la presion,
o la densidad del liquido, A=300.1MPa, B=300MPa, n=7 y p, =995.646 kg/m® es la

densidad inicial del liquido.
6. La ecuacioén de estado para el gas es:
PV =nRT (8)

donde P es la presion del gas, V es el volumen ocupado por el gas, n es el nimero de moles,
R es la constante universal de los gases y T es la temperatura en grados K.
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Las expresiones anteriores son las 10 ecuaciones fundamentales de la dinamica de una
burbuja inmersa en un fluido.

2.2 Ecuaciones dindmicas de una burbuja esférica que colapsa
2.2.1 La burbuja vacia

El movimiento de una burbuja esférica vacia, expandiéndose o contrayéndose esta descrita
por la ecuacion de Rayleigh, en donde la posicién radial se estudia en la pared de la burbuja
y entonces r = R para que la ecuacion (90) del apéndice A, se reduzca a

3

—PL_P°°=RF§+ER2 , ©)

o
donde P, = P(t), la presion en el liquido en la pared de la burbuja.

2.2.2 La burbuja de gas

Considérese una burbuja llena de gas que actia como un absorbedor de la energia del
liquido. La burbuja decrece en tamafio, eventualmente se detiene su reduccion de tamafio y
vuelve a crecer como se muestra en la figura 2.1.

A Colapso . Expansion

(@)

()

(©

PP

Figura 2.1
(a) Burbuja esférica llena de gas en colapso y expansion. (b) Grafica del radio
en funcion del tiempo. (¢) Curva de la presion del gas dentro de la burbuja en
funcion del tiempo.
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Si el gas que llena la burbuja obedece la ley general de los gases, entonces

3
P, [4’; R j: RT (10)

donde P, es la presion del gas dentro de la burbuja y R, es la constante particular del gas.
Si se supone que los cambios en el gas de la burbuja son adiabéticos, entonces

g

47R*Y
P( 7; ] = constante, (11)

donde x es la relacion de calores especificos del gas.

Supdngase que el contenido inicial del gas (cuando R=R;) produce una presion en la
burbuja P, +2S/R,, donde P, es la presion en el liquido circundante a la burbuja y S es la
tension superficial. Si el radio cambia de R, a R, la presion del gas sera

2S (R )"
Pg :(PO-F?OJ(E) . (12)

Con esto la ecuacion de Rayleigh-Plesset (90) se transforma en

[P”ésj(m_% d’R 3(drRY 2S
£ =R—; +—(—) +— (13)

oL dt® 2\ dt po.R
ecuacion derivada por primera vez por Noltingk y Neppiras en 1950 [1].

Finalmente, considerando los efectos viscosos del liquido, Rayleigh-Plesset y Poritsky
obtuvieron la ecuacion (90) del apéndice A

. (90)

P,-P, _d%R 3(de2 4v, R 2S
=R—+— +—=—+
oL dt® 2

dt) R dt pR

Las ecuaciones (90) del apéndice A, (9) y (13) son aplicables bajo las siguientes
consideraciones:

1. Que las burbujas permanecen esféricas todo el tiempo.
2. Que existan condiciones espaciales uniformes en la burbuja.
3. Que la nica fuerza que actta sobre la burbuja sea la gravedad.
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4. Que la densidad del liquido sea grande y su compresibilidad sea pequefia
comparada con los valores para el gas.

5. Qué el contenido de gas en la burbuja sea constante.

6. Que la presion de vapor en la burbuja sea despreciable.

2.2.3 La ecuacién de Gilmore

Gilmore uso la hipdtesis propuesta por Kirkwood y Bethe para considerar los cambios en la
densidad de un liquido compresible que rodea a una burbuja esférica, modelando estos
fendmenos por medio de las ecuaciones diferenciales parciales del flujo de un fluido
compresible [2]. La hipotesis de Kirkwood y Bethe representa una extrapolacion de la
teoria acustica y es mas exacta cuando todas las velocidades del liquido son pequefias
comparadas con la velocidad del sonido en el liquido. Se ha encontrado también que esta
misma teoria ha dado buenos resultados, los cuales han concordado con los obtenidos con
las soluciones numéricas de las ecuaciones diferenciales parciales, para la velocidad de la
pared de las burbujas hasta velocidades de 2.2 veces la velocidad del sonido.

Gilmore introdujo en su anélisis los efectos de la tension superficial, la viscosidad y
aquellos debidos a la variacion de la densidad en el liquido, dentro de las condiciones de
frontera de la pared de la burbuja. Si una burbuja esférica crece o colapsa en un volumen
infinito de liquido y si se desprecian los efectos debidos a la gravedad y a otras
perturbaciones asimétricas, el flujo del liquido serd simétrico esféricamente y también
irrotacional. Para cualquier flujo irrotacional, el vector de velocidad, v puede escribirse en
términos del potencial de velocidad, ¢

v=-Vg, (14)

mientras que la ecuacién para la conservacion del momento (71) del apéndice A, se puede
escribir como

%(_v¢)+(v.v)vz_%+:—zv(v-v) | (15)

donde p es la presion, p es la densidad y . es la viscosidad del liquido. En la ecuacion
(15), se asume que el flujo es irrotacional y que la viscosidad . es constante en todo el

volumen del espacio (pero puede variar con el tiempo). El tltimo término de la ecuacion
(15) puede transformarse usandose la ecuacion de conservacion de la masa (7) del apéndice
A

%O+pdivv+v-gradp=0, ()

la cual se puede escribir en términos de la derivada sustancial D/Dt cuando se sigue el
movimiento del fluido
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divv:—i%. (16)
p Dt

Es evidente de la ecuacion (16) que el término viscoso de la ecuacion (15) es cero, si la
viscosidad o la densidad del liquido son cero. Para el caso de las ecuaciones que se usan en
el presente estudio, son de interés las situaciones en donde la viscosidad y la
compresibilidad son moderadamente pequefias. En la mayoria de los liquidos la variacion
de la viscosidad con la presion es mas grande que la variacion de la densidad con la
presion, por lo tanto, si se desprecia el término que representa la interaccion entre estos dos
valores pequerios en la ecuacion (15), se puede mostrar que el efecto seria ain méas pequefio
que la influencia que tienen los términos debidos a la variacion de la viscosidad y que
fueron omitidos en la ecuacion (15). El uso de esta aproximacion no implica que todos los
efectos viscosos sean despreciados, ya que existe disipacién viscosa aun cuando se tiene
una situacion de incompresibilidad, pero el término viscoso en este caso aparece solo en la
condicion de frontera. Con esta simplificacion, la ecuacion (15) se integra para dar

2
_%ﬂ_:_jpd_p, (17)
o 2 P p

Para la obtencion de la ecuacion (17) se hacen dos suposiciones. La primera es que la
presion p, a una distancia infinita de la burbuja es constante y que la velocidad y el

potencial de velocidad se anulan en el infinito. Esto tiene como resultado que la constante
de integracion no aparezca en la ecuacién anterior. Si se tiene una desviacion de estas
consideraciones en infinito se violara la condicion de simetria esférica o si se conserva la
simetria se propagara hacia adentro y alcanzara una amplitud infinita a cualquier distancia
finita de la burbuja como consecuencia de la convergencia esférica. La segunda suposicion
es que la densidad del liquido p se puede expresar como una funcion solamente de la
presion. Para un flujo isentrdpico, sin disipacion de calor o viscosa, esta condicion se
cumple completamente. También se cumple cuando se tienen procesos moderadamente
viscosos. Su efecto sobre la densidad es usualmente despreciable para liquidos, ya que el
coeficiente de expansion para los liquidos es pequefio. Si se denota a la integral de la
ecuacion (17) con el simbolo h y se reconoce como la entalpia se tiene que

n(p)=[ % (18)

es la diferencia entre la entalpia del liquido a presion p y la entalpia del liquido a p_,.

Para un campo de flujo del liquido formado por ondas salientes de presion y velocidad, si
todas las velocidades del fluido son pequefias comparadas con la velocidad del sonido y
ademas la velocidad del sonido en el infinito no varia significativamente de su valor c_,

entonces se puede aplicar la expresion para ondas esféricas divergentes siguiente:
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¢:%f(t—Lj , (19)

C

00

donde r es la distancia desde el centro de la burbuja y f es una funcién no especificada del

argumento [t — L] . Ahora la ecuacioén (17) puede escribirse como
CCXJ
Vi) 0 r
rrht+—|=—| flt——||=f'|t-7T ) 20
NS4 e
donde se ha derivado la funcion f utilizando la regla de derivacion de una funcién

compuesta. Con f (u) = f(t—% ) y u:(t—% ) y

LIORCIOL o
ot du ot

Las ecuaciones (19) y (20) muestran la aproximacion cuasi-acUstica, llamada asi porque r¢

y r(h +V%) se propagan de forma saliente con una velocidad c_, a diferencia de la

aproximacion acustica convencional en donde el término v 4 es despreciable comparado

con h. El término que se propaga con una velocidad saliente c_, es rh. Como una
aproximacion mas exacta, cuando las velocidades del liquido toman valores mas cercanos a

la velocidad del sonido, es mejor suponer que r¢ y r(h +V%) se propagan de manera

saliente con una velocidad variable de (c+v), donde c es la velocidad local del sonido. Las
suposiciones alternativas son solo suposiciones equivalentes. Kirkwood and Bethe, usan la
segunda de estas suposiciones.

Considerando que r(h +V%) Se propaga con una velocidad (c+v) se tiene

%Hhﬂ_;ﬂ:_(c+v)§{r[h+§ﬂ | (22)

-7 - - - - D _ a a
ecuacion que se puede escribir en funcion de la derivada sustancial A)t‘/@t“’/@r
como
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R{r(hﬂ_zj}cﬁ{r[mfﬂ:o, (23)
Dt 2 or 2

que puede expandirse como

2
rD—h+rvﬂ+(c+v) ht 'l +rc@+rcua—u:0. (24)
Dt Dt 2 or or

Para el caso esférico simétrico, la relacion de momento (15) se reduce a

Dv = _oh 1 (25)
Dt or

donde nuevamente se han despreciado los términos de viscosidad y compresibilidad.

La ecuacion de continuidad se puede escribir en la siguiente forma:
v + & — _iD_h , (26)

o ¢’ Dt

ya que c? =%,y dh="%/_Si se eliminan las derivadas con respecto al tiempo de la
ecuacion (24), usandose las ecuaciones (25) y (26) se obtiene

2
ra—h(l—xjm(u!]—rc@(l—xj—mv 1-~ Yoo 27)
or C C or C 4c 4c

Esta es una ecuacion que relaciona los campos de velocidad y entalpia en todo el liquido v,
ya que el campo de entalpia es una funcién de la presion, se puede decir que se tiene
también una relacion entre los campos de velocidad y de presion.

Si se usan las ecuaciones (25) y (26) para eliminar las derivadas con respecto a r se obtiene

rD—h(l—!)+ch(l+XJ—rcg(l—xj—§cv2(1—l):0, (28)
Dt c c Dr c) 2 3c

que es la ecuacion que se necesita para obtener los campos de velocidad y presion en
cualquier punto del liquido.

Para obtener la descripcién del movimiento de la pared de la burbuja se aplican las
ecuaciones (27) y (28) con las consideraciones siguientes:

Ya que el crecimiento o colapso de la pared de una burbuja se puede describir como

una funcidn de la trayectoria de una particula, se pueden usar las ecuaciones antes
derivadas por medio de derivadas sustanciales o de una particula.

16



Por comodidad, se cambian las derivadas sustanciales con respecto al tiempo por
letras con puntos.

Se cambian las letras minusculas siguientes por mayusculas, para describir el
comportamiento de las mismas variables involucradas, pero ahora referidas a la
pared o frontera de la burbuja:

SO0 < —
[y
TOCxH

Con estas consideraciones, las ecuaciones (27) y (28), se pueden escribir como

RFi[l—EjJrﬁRz(l—ij:H(1+EJ+E(1—EJ. (29)
c) 2 3C cC) C C

Esta ecuacion, presenta derivadas en funcion del tiempo.

La ecuacion equivalente a la anterior, pero con derivadas en funcion de R es

RUd—U(l—E]+§U2(1—ij:H(1+EJ+&d—H(1—EJ . (30)
R C) 2 3C c) c dRU C

El comportamiento de una burbuja afectada por un pulso de presion como el modelado por
la ecuacion (6) [3], se describe tedricamente por medio de la ecuacion de Gilmore (29),
modificada con U = dR/dt de la manera siguiente:

R(l—gjd—u+§(l—ijuzzH(1+EJ+E(1—!)d—H. (31)
c)d 2 3C c) c U CcJar
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CAPITULO 3

Litotricia y mecanismos de ruptura

3.1 Mecanismos de fractura

La aplicacion de las ondas de choque a la destruccion de célculos renales esta basada en el
hecho de que los célculos, a diferencia de los tejidos, generalmente son objetos fragiles,
esto es, su resistencia a la tension es mucho menor que su resistencia a la compresion (ver
Apeéndice C) [1]. Existen principalmente tres efectos involucrados en la interaccion de las
ondas de chogue con un calculo: la compresion directa, el efecto Hopkinson y la cavitacion

[2].

3.1.1 Compresion directa

Este mecanismo de destruccion de los calculos renales es una consecuencia de la accion de
los frentes de onda que actGan directamente sobre la superficie anterior del calculo,
produciendo tensiones y compresiones, ocasionando con esto el desprendimiento de
fragmentos [1, 4, 6]. Independientemente de ello, el célculo sufre esfuerzos debido a que la
onda que viaja a través de él lo hace con una velocidad mayor que la onda que viaja, por el
tejido, alrededor del célculo. En virtud de que la onda en el interior se adelanta con respecto
a la onda en el exterior, se crea una diferencia de presion considerable que puede producir
fisuras. Este efecto, conocido en inglés como “circumferential squeezing” ha sido estudiado
por varios autores [7].

3.1.2 Efecto Hopkinson

Cuando una onda de choque generada en agua penetra un objeto cuya impedancia acustica
es mayor a la del agua (la impedancia acustica de un célculo es un orden de magnitud
mayor a la del agua o del tejido) es parcialmente reflejada. La parte que penetra continGa
propagandose como una onda de compresion. Al llegar a la interfase posterior del objeto la
onda es nuevamente reflejada, transformandose en una onda de rarefaccion que crea
esfuerzos suficientemente grandes para desprender material en la seccion posterior del
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calculo. EIl efecto Hopkinson también puede darse en sitios internos del célculo, como
cavidades o huecos e interfases de materiales cristalinos o con matrices diferentes. Estos
esfuerzos de tensién causan nucleacion y crecimiento de microgrietas, las cuales
eventualmente se juntan, dando como resultado una fractura mayor. La parte negativa de la
onda de presién generada por los litotritores también ejerce esfuerzos de tensiéon de un
orden de magnitud semejante al que se presenta en el mecanismo de fractura por
desprendimiento. La falla resultante no es llamada falla por desprendimiento, pero se
modela y analiza de manera idéntica.

A diferencia del mecanismo de desprendimiento, en donde el célculo se somete a un
esfuerzo de tension global, una carga de compresion global da como resultado un campo de
esfuerzos de tension local en la vecindad de los defectos pre-existentes en el calculo, tales
como fronteras de grano, cavidades, inclusiones y pequefias grietas. Estos esfuerzos locales
en materiales fragiles dan como resultado nucleacién de microgrietas y fallas, como las que
se presentan en el caso del desprendimiento de material del calculo [2 y 8].

3.1.3 Cavitacion

La cavitacion es el crecimiento y colapso de burbujas de vapor en el seno de un liquido.
Ocurre cuando la presion en un liquido disminuye subitamente, produciendo burbujas. En
contraste con la ebullicion que es la formacidn de gas, a una presién especifica y constante,
cuando el liquido alcanza su temperatura de ebullicién y se forman burbujas causadas por el
incremento de energia en el fluido, la cavitacion es la formacion de burbujas causada por
una reduccion subita de la presion. El término cavitacion acustica se usa para cualquier
fendmeno que involucre la formacion o estimulacion de una o varias burbujas por medio de
un campo acustico. Se distingue entre dos tipos de cavitacion: pseudocavitacion y
cavitacion real. La pseudocavitacion es la formacion de burbujas a partir de microburbujas
0 pequefios sitios de nucleacion (impurezas) en el liquido. El término cavitacion real se
refiere al desgarramiento de los enlaces moleculares del fluido. La presion con valor
inferior a la que poseia el medio antes de que llegara la onda de choque, es la
correspondiente a la parte negativa del pulso de presién originado por la onda de choque.
Se denomina presion “negativa” o rarefaccion y puede producir ambos tipos de cavitacion.
De hecho, cualquier pulso de presion negativa con suficiente amplitud puede generar
cavitacion. La cavitacion se produce como resultado de la incapacidad de los liquidos de
soportar presiones negativas muy grandes y cuando esto sucede, resulta una gran
concentracion de energia acustica en un volumen muy pequefio. ElI umbral para la
cavitacion depende de la duracion del pulso, del perfil de la onda y de su amplitud. Para un
pulso de un microsegundo este umbral es de aproximadamente 0.5 MPa para agua potable.
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Al aumentar la duracion del pulso, el umbral disminuye. Cuando un liquido se encuentra
bajo esfuerzos de traccion, es posible que las burbujas microscépicas dentro de él aumenten
su tamafio. Bajo estas circunstancias se forman burbujas en el liquido, a pesar de estar
relativamente frio. Las cavidades con gas crecen hasta alcanzar un volumen maximo y
cuando la presion regresa a su valor original, la energia potencial adquirida durante el
crecimiento se transforma en energia cinética de colapso. Las cavidades colapsan hasta
llegar a dimensiones ain mas pequefias que las originales. A pesar de que estas cavidades
son pequerias, se origina una densidad de energia elevada con un gran poder de destruccion.
Los parametros cruciales son la amplitud y la duracion del pulso de rarefaccion que aparece
después de la compresion. Se ha reportado evidencia de que la cavitaciéon inducida por las
ondas de choque de un litotritor, es uno de los mecanismos mas importantes para la ruptura
de los célculos renales tratados con ondas de choque [2, 3, 5y 9]. En los experimentos in
vitro se ha observado que el campo de presion generado por la onda de choque induce
cavitacion en el fluido circundante al célculo [10].

Los colapsos de las burbujas adyacentes a la superficie de un solido son asimétricos y dan
como resultado pequefios chorros de liquido que inciden sobre la superficie del sélido. Las
velocidades medidas de los chorros son del orden de 100 a 340 m/s [11]. Las velocidades y
didmetros (10 a 100 um) de los chorros dependen del perfil de presion y del diametro
inicial de las burbujas. El colapso es tan intenso que a su vez produce ondas de choque
secundarias con frentes de onda esféricos, que generan tensiones considerables en el
calculo. Generalmente la cavitacion no destruye objetos directamente. Mas bien causa
pequefias fisuras y huecos en las superficies donde actla. Existen evidencias
experimentales [12] de que el dafio no Unicamente es originado por las ondas de choque
secundarias, sino por los chorros microscépicos, anteriormente mencionados. El dafio que
generan estos pequefiisimos chorros es proporcional a la densidad del liquido, a la
velocidad de la onda de compresion en el liquido y a la velocidad del chorro (jet) y consiste
en una deformacion inicial debida al impacto, seguida de un desgarramiento producido por
el flujo de liquido a través de la superficie [13]. Se ha reportado que la cavitacion puede
formarse también dentro del tejido biolégico (in vivo e in vitro), causando lesiones
irreversibles [12, 14].
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CAPITULO 4

Materiales y Métodos

4.1 El arreglo experimental

Para detectar y controlar la cavitacion de manera que se pueda aumentar la energia de
colapso de las burbujas que se presentan en los tratamientos de litotricia extracorpérea
(LEOCH), en este proyecto se planted el objetivo de la seccion 1.3 y la hipotesis de la
seccidn 1.2. Para lograr el objetivo y verificar la hipotesis se definio el siguiente alcance del
proyecto:

1. Realizar estudios experimentales de burbujas de cavitacién con ondas de choque tdndem
para definir la posibilidad de aumentar la energia de colapso de las burbujas generadas por
la primera onda, modificando el perfil de la segunda onda de choque. Para esto se usaron
los materiales, métodos y el arreglo experimental que se describen a continuacién y en la
seccion 4.2.

2. Realizar simulaciones numéricas analiticas de la dinamica de una burbuja de cavitacién
usando la formulacion de Gilmore-Akulichev, para proponer un perfil de presion novedoso
para ondas de choque tandem, que aumente la energia de colapso de las burbujas de
cavitacion formadas por la primera onda de choque, descritas en la seccion 4.3.

4.1.1 El generador de burbujas

Con la finalidad de obtener burbujas pequefias con un tamafo conocido (aproximadamente
1.3 mm de didmetro) y en una ubicacion predecible, se disefié un generador de burbujas de
nylamid blanco. Como puede observarse en la figura 4.1, dicho generador esta formado por
una camara de aire con forma de paralelepipedo (34.6 mm x 30 mm x 15 mm), conectada a
la salida de un regulador de aire (no mostrado en la figura) que mantiene la presion entre
12.4 y 13.8 kPa. En una de sus caras se monto un tubo de nylamid blanco de 125 mm de
largo, con diametro externo e interno de 13.0 mm y 4.76 mm, respectivamente.
Perpendicularmente al tubo, en el extremo opuesto a la camara de aire, se monto una aguja
de acero inoxidable de 100 mm de largo, del tipo usado en cromatografia liquida. Los
diametros externo e interno de la aguja son de 1.0 mm y 0.1 mm, respectivamente. El aire
llena la cAmara de entrada del generador de burbujas y fluye a través del tubo hasta la
aguja. La aguja del generador de burbujas se alined con el eje de simetria del generador de
ondas de choque. El extremo de la aguja, por donde salen las burbujas, se ubic6 6 mm
debajo del foco F del generador de ondas de choque (ver figura 4.2).
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Camara de aire

Figura 4.1
Fotografia del generador de burbujas de aire.
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Figura 4.2
Esquema simplificado del arreglo experimental.
Se muestran los componentes, algunas dimensiones y el generador de burbujas (en los
experimentos no obstruye la trayectoria de la onda de choque).



4.1.2 EIl Generador de Ondas de Choque Multifuncional

El Generador de Ondas de Choque Multifuncional esta formado por una tina de pruebas
rectangular de acrilico transparente con sistema de llenado y vaciado de agua, un generador
de ondas de choque piezoeléctrico formado por cerca de 3,000 cristales piezoeléctricos
colocados en un soporte hemisférico de aproximadamente 500 mm de diametro, que operan
en un intervalo de voltaje de 5 a 10 kV , un posicionador XYZ que se utiliza para fijar el
generador de burbujas, asi como un sistema de carga y descarga de los capacitores de alto
voltaje y la electronica de control para la seleccion de la magnitud del alto voltaje y del
tiempo de retardo entre los pulsos tandem [1, 2]. El centro del cascarén esférico sobre el
que se encuentran montados los cristales piezoeléctricos, es decir, el foco del generador (F),
se localiza a 345 mm del fondo. En la figura 4.3 se muestra una parte del sistema.

Control de
temperatura Posicionador XYZ

Foco

Termémetro

Resistencia de

calentamiento
Burbujas

Alimentacion de
aire

Generador de
burbujas

Tina de acrilico

Base hemisférica con cristales
piezoeléctricos

Figura 4.3
Fotografia de la tina de pruebas del Generador de Ondas de Choque Multifuncional.

En las figuras 4.4 y 4.5 se muestran el sistema eléctrico del Generador de Ondas de Choque
Multifuncional y su tablero de control. A diferencia de los litotritores clinicos, el Generador
de Ondas de Choque Multifuncional puede producir parejas de ondas de choque (ondas
tandem) de manera repetible. Ademas, es posible producir ondas mono-pulso, del tipo
usado en aplicaciones médicas. Tanto las ondas mono-pulso como las ondas tandem pueden
generarse en modo manual o en modo automético. En el modo automatico la frecuencia de
repeticion es de maximo 0.5 Hz.
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Figura4.4

Fotografia del sistema eléctrico del Generador de Ondas de Choque Multifuncional.

Las salidas auxiliares del generador de pulsos retardados mostradas en la figura 4.5 sirven
para conectar un osciloscopio y verificar el tiempo de retardo (delay) con que se generan
las ondas de choque tdndem. Las salidas escaladas (8) poseen atenuadores resistivos, con
un factor de 1000 a 1 y una impedancia de salida de 150 k€2, para reducir los voltajes de las
descargas eléctricas que producen la primera y segunda onda de choque, de manera que
pueda observarse el tiempo de retardo mediante un osciloscopio.

Figura 4.5
Fotografia del panel de control del Generador de Ondas de Choque Multifuncional: (1)
alimentacion eléctrica, (2) piloto de confirmacion de encendido, (3) porta fusible de
alimentacion, (4) perilla de control del alto voltaje, (5) voltimetro, (6) selector del medidor
de altos voltajes, (7) salidas auxiliares del generador de pulsos retardados, (8) salidas
escaladas de las descargas eléctricas, (9) generador de pulsos retardados (GP), (10) perilla
para ajustar el retardo de ondas de choque tandem.
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El generador de pulsos retardados produce, de manera repetible, parejas de pulsos sucesivos
con retardos pre-ajustables dentro del intervalo de 50 a 950 ps.

Para generar parejas de ondas de choque sucesivas, separadas por diezmilésimas de
segundo, se adapto y duplico en el Laboratorio de Ondas de Choque del CFATA, el circuito
original de alto voltaje. En la figura 4.6 se muestra un diagrama de bloques del circuito
desarrollado [3]. El transformador T (entrada: 220 Vrus, 60 Hz; salida: 5.32 kVrus) carga
los capacitores C; y C, a un voltaje de 7.5 kVpc. Los capacitores mantienen el voltaje
mencionado hasta el instante en el cual se activa el interruptor de chispa I;. Al suceder esto,
se descarga la energia almacenada en Cy, excitando el arreglo de cristales piezoeléctricos,
mismos que producen la primera onda de choque. Los interruptores de chispa 1; e I,
consisten en dos electrodos principales (uno de entrada y uno de salida) encapsulados
dentro de una cavidad hermética. Un tercer electrodo, denominado gatillo o trigger, se
localiza cerca del electrodo de salida. Cada controlador de disparo (CD) es capaz de
producir una descarga eléctrica de baja corriente y alto voltaje (12 kV, 3 mA) entre el
gatillo y el electrodo de salida. Esto ioniza el gas que se encuentra entre los dos electrodos
principales, disminuyendo la resistencia eléctrica entre los mismos, por lo que se da la
descarga eléctrica de alta energia proveniente, ya sea del capacitor C; o del capacitor C,,

C D,

1

T Rt

5.32
kK Vrms

220
eGP Vims

CD,

Figura 4.6
Diagrama de bloques del circuito eléctrico del Generador de Ondas de Choque
Multifuncional. Se muestra el transformador T, el generador de pulsos GP, los interruptores
de chispa I, e I, los condensadores C; y C,, los controladores de disparo CD; y CD,, los
puentes rectificadores RECT 1 y RECT 2, las resistencias de descarga Ro; y Roy, los diodos
de descarga Dy y D, y el arreglo de cristales piezoeléctricos CP.
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Un generador de pulsos (GP), acoplado a los controladores de disparo CD; y CD,, permite
activar los interruptores de chispa con diferencias de tiempo variables. Al descargarse el
capacitor C,, se produce la segunda onda de choque. El tiempo de repeticion de generacion
de cada par de ondas de choque sucesivas puede variarse entre 1 y 10 s.

El generador de pulsos retardados GP emite, de manera repetible, pulsos de entre 3 y 5
volts de amplitud con duracion de 50 ps, para activar los controladores de disparo e
interruptores de chispa. Para mayor informacion sobre el disefio del Generador de Ondas de
Choque Multifuncional pueden consultarse los articulos citados al final de esta tesis [1-5].

El comportamiento de una burbuja de aire en agua se estudio para ondas de choque mono-
pulso y ondas de choque tandem. En ambos casos, el generador de ondas de choque se usé
en modo manual con un voltaje de 7.5 kV. A este voltaje se producen ondas de choque con
un pico positivo P* de 37.8 + 4.2 MPa y un pulso negativo P~ de 18.2 + 2.4 MPa [2]. El
nivel de agua dentro de la tina del Generador de Ondas de Choque Multifuncional se
mantuvo 150 mm arriba del foco F.

4.1.3 La cAmara de alta velocidad y el circuito de retardo

Para registrar la dindmica de burbujas de aire sometidas a la accion de ondas de chogue, se
usoé un sistema de imagenologia digital de alta velocidad Motion Scope PCI (ver figura 4.7),
fabricado por Redlake MASD, Inc. (San Diego, CA, E.U.A.), formado por una cdmara con
un sensor CCD (charge coupled device) para la captura de imagenes con una resolucion de
658 X 496 pixeles por imagen. La camara tiene un acoplador tipo C, para usar objetivos
diferentes. Las velocidades que pueden seleccionarse son: 60, 125, 250, 500, 1000, 2000,
4000 y 8000 cuadros por segundo. En el trabajo reportado aqui se usé una velocidad de
8000 cuadros por segundo y un disparo (trigger) de 10%. Eso significa que las imagenes
almacenadas en la memoria de la camara corresponden en un 10% a aquellas registradas
antes de que la camara recibiera la sefial proveniente del retardador de pulsos y en un 90%
a imagenes grabadas después de recibir la sefial mencionada [6].

A esta velocidad el tiempo entre imagenes subsecuentes es de 125 ps. El objetivo usado fue
un lente Nikon 24-120 mm, AF - Nikkor - f1 : 3.5 - 5.6 D. Las imagenes capturadas se
transmitieron a una tarjeta PCI (Peripheral Component Interconnect), instalada en una
computadora personal. Esta tarjeta posee un interruptor para el tipo de video (NTSC o
PAL) y otro para seleccionar la salida de video (monitor o grabadora).

El sistema de iluminacion consistié en una lampara de 500 W y una lampara de 350 W con
sus respectivas pantallas difusoras. Ambas lamparas se colocaron a la misma altura de la
camara, del lado opuesto de la tina e iluminando hacia la cdmara, de manera que las
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burbujas aparecen como manchas negras sobre fondo blanco, es decir, se grabaron a contra-
luz (ver figura 4.2), porque esa fue la configuracion que produjo las mejores imagenes..

pa—
Mecanismo de
. posicionamiento

Generadorde
burbujas de aire

Tina

Base esférica de
los cristales
piezoeléctricos

Generador de pulsos
retardados

Generador de ondéé de
choque piezoeléctrico
tandem multifuncional

% Camara de alta
{ velocidad Red Lake

Si acomputarizado de

/ sicion de fotografias
s g

Figura 4.7
Fotografia del arreglo experimental.

A la méxima velocidad de la camara sélo es posible obtener una imagen cada 125 ps.
Como la “vida” de una burbuja de cavitacion, desde que incide la onda de choque hasta el
colapso, no excede 600 s, se tendrian Unicamente unas cuantas imagenes por evento. Con
la finalidad de obtener mayor informacion sobre la dinamica del fenémeno, se optd por
superponer imagenes de varios eventos, es decir, se retardd el inicio de la captura de las
imagenes en multiplos enteros de 25 ps, por medio de un circuito electrénico de retardo
desarrollado en el Laboratorio de Ondas de Chogue del CFATA. El circuito esta formado
por dos resistencias, una de ellas variable hasta 10 kQ y la otra de 100 €, un condensador
de 22 nF y un microcircuito multivibrador SN74121 (Texas Instruments, Dallas TX, EUA).
El circuito recibe como entrada un pulso TTL proveniente del generador de ondas de
choque y emite un pulso de salida, hacia la camara, con un tiempo de retardo que puede ser
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seleccionado en un intervalo que varia entre 1.5 ps y 155 pus. En este estudio el tiempo de
retardo usado siempre fue de 25 us para utilizar sus multiplos hasta 100 ps.

Para facilitar la medicion de las dimensiones de las burbujas, se colocé una aguja de
referencia, en posicion horizontal, con su punta a 351 mm del centro del fondo del
generador piezoeléctrico sobre el eje de simetria, es decir, la punta de dicha aguja se
encontraba 6 mm arriba del foco F (ver figura 4.2). La separacion entre la salida del
generador de burbujas y la punta de la aguja fue de 12 mm. Como no se tenia control sobre
la posicion vertical de las burbujas, la burbuja seleccionada para las mediciones siempre fue
aquella que se encontraba mas cerca de F. Durante el tiempo de interés (850 us), las
burbujas ascendian una distancia de aproximadamente 0.4 mm, quedando siempre dentro
del cuadro de grabacion. Para medir los diametros de las burbujas se uso el software
Redlake Imagin Motion Scope (version 2.21.1) incluido en el sistema de imagenologia.

4.2 La metodologia experimental

4.2.1 Ondas de choque mono-pulso

La estrategia usada se muestra, de manera esquematica, en la figura 4.8. Se realizé una
primera grabacion en la que aparecié la burbuja (denominada burbuja 1) en t = 0, 125, 250,
375, 500, 625 y 750 us. Posteriormente se realizd una segunda grabacion de otra burbuja
(burbuja 2) también cada 125 ps (el tiempo mas corto entre una imagen y la siguiente), sin
embargo, en este caso la primera imagen se obtuvo en t =25 us en lugar det =0 ps, es
decir, se grabo la burbuja en t = 25, 150, 275, 400, 525, 650 y 775 us. Como siguiente paso,
se grabd una burbuja 3 en t =50, 175, 300, 425 550, 675 y 800 us, una burbuja 4 en t = 75,
200, 325, 450, 575, 700 y 825 us y una burbuja 5 en t = 100, 225, 350, 475, 600, 725 y 850
us. Este procedimiento se repitid tres veces. Finalmente se midieron los “diametros”
verticales DV y “diametros” horizontales DH, definidos como se muestra en la figura 4.9,
para obtener el “diametro” D; para cada burbuja y cada tiempo, definido como: D; = (DV +
DH) / 2. Se recurrié a dicha aproximacion, ya que las burbujas generalmente no son
esféricas. Para concluir, se promediaron los didametros Dy de las tres burbujas captadas en t
=0, 25, 50, 75, 100, 125 ps.

Con esta metodologia fue posible adquirir informacion sobre la vida de una burbuja de
cavitacion cada 25 us, aunque debe tenerse en mente que los resultados no se obtuvieron de
una unica burbuja, como podria haber sido el caso con una camara de mayor velocidad,
sino de cinco burbujas similares. Por razones préacticas también se calcularon los diametros
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promedio adimensionales DA, definidos como el didmetro promedio Dy, dividido entre el
didmetro Dy de la burbujaent = 0.

Para fijar el tiempo t = 0, en cada grabacion se localizd la imagen correspondiente a la
llegada de la onda de choque (primera onda de choque en el caso de ondas tandem).
Posteriormente se seleccioné como imagen inicial (t = 0) la imagen inmediatamente
anterior a la de llegada de la onda de choque.

Burbuja 1

Burbuja 2

Burbuja 3

Burbuja 4

Burbuja 5
—— - — ———— —
# de Burbuja B1 B2 B3 B4 BS B1 B2 B3 B4 B5B1 B2 B3 B4 BS B1 B2 B3 B4 B5B1 B2 B3 B4 BS B1

Tiempo HS 0 25 50 75 100 125 150 175 200 225250 275 300 325 350 375 400 425 450 475 500525 550 575 600 625

Figura 4.8

Representacion esquematica de la estrategia seguida para obtener secuencias de imagenes
de burbujas expuestas a ondas de choque con una cdmara capaz de grabar una imagen cada
125 microsegundos.

Debido a que no tenia sentido analizar las imagenes de burbujas antes de la llegada de la
onda de choque (el didmetro permanece constante) y méas de 850 us después de la llegada
de la onda de choque (la burbuja se desintegra después de colapsar), de un nimero muy
grande de iméagenes que resultaron de cada grabacién (aproximadamente 16,000 imagenes),
Unicamente se presenta la imagen inicial (t = 0) y 6 imagenes posteriores.

Para visualizar los resultados obtenidos, se prepar6 una grafica de los didmetros
adimensionales DA vs tiempo para cada uno de los tiempos de interés (t = 0 hasta t = 850
us) en intervalos de 25 ps.
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Figura 4.9

Definicion del “didmetro” vertical y “didmetro” horizontal de una burbuja de aire en agua
sometida a la accion de una onda de choque. El criterio seguido para definir los diametros
fue el de medir siempre el maximo tamafio de la burbuja.

4.2.2 Ondas de choque tdndem

En vista de que el tiempo de experimentacion y andlisis de los resultados para cada
conjunto de parametros es largo, se decidio grabar burbujas sometidas a ondas de choque
tandem sélo para cuatro diferentes retardos (delays) entre 200 y 300 ps. Este es el rango de
retardos para el cual se ha reportado una maxima eficiencia de fractura de calculos renales
in vitro [2]. Para disminuir el error al ajustar el delay con la perilla de ajuste fino del
generador de pulsos (ver figura 4.5), se usaron tiempos de retardo correspondientes a
vueltas completas de dicha perilla ya que con esto se evitan errores de apreciacion,
resultando los siguientes retardos: 239, 257, 275 y 293 us. Para cada delay se repitié la
metodologia descrita en la seccion anterior, de manera que se obtuvieron cuatro graficas de
didmetros adimensionales vs tiempo para los tiempos de interés (t = 0 hasta t = 850 ps) en
intervalos de 25 ps.

4.3 Simulacion numérica

La dinamica de una burbuja esférica de aire inmersa en agua fue simulada usando la
ecuacion de Gilmore-Akulichev descrita en el apéndice A.10.3 [7-10]:

R(l—gjd—u+§(1—i)uzzH(1+Ej+&(1—gjd—H
C)dt 2 3C C C C/)dR )
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donde R es el radio de la burbuja y U = dR/dt es la velocidad de la pared de la
burbuja (interfase aire - agua). La velocidad del sonido en el agua puede expresarse
como:

— 2 _
C=,/Ci+(n-1)H @)
en cuyo caso C; = 1509.7 m/s, n =7 y H(P) es la diferencia de la entalpia del liquido
entre la presion de equilibrio P,y la presién P:

- P €)

siendo p = p(P) la densidad del liquido. H y C se determinaron usando la ecuacion
de Tait, que para un proceso isentrépico esta dada por:

P=(P.+B) (s p.) - B @

El cambio en la entalpia dH, donde H = U + PV, esta dado por dH = Tds + VdP, ya
que dU = TdS — PdV, donde U es la energia interna, P la presion, V el volumeny T
la temperatura absoluta.

El cambio en la entalpia se calcul6 de la integral de Riemann dh = v dP = dP/p,
donde p = 1/v es la densidad, ya que los procesos fisicos pueden considerarse
adiabaticos y modelarse usando aproximaciones isentropicas. Esto se debe a que la
propagacion de una onda de choque implica variaciones sumamente rapidas. La
ecuacion de Gilmore-Akulichev fue integrada numéricamente usandose el método
de Runge-Kutta de cuarto y quinto érdenes sin considerar la difusion del gas de la
burbuja hacia el liquido, ni la entrada de gas disuelto en el liquido hacia la burbuja.

La velocidad del sonido CY2 = (&P/)s esta dada por

C*=C.,”[(P + B) (P, + B)]*'" (5)
donde C..2 = (P., + B)n/ p..
El radio de la burbuja en un instante t se defini6 como R. Para las simulaciones

numéricas se usaron tres diferentes radios iniciales Ry (0.7 mm, 0.07 mm y 0.007
mm). El valor mas grande se selecciono en vista de que el radio de las burbujas
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generadas en el laboratorio (ver seccidn 4.1.1) equivale a aproximadamente 0.7 mm.
En un caso clinico (burbujas en el fluido que rodea a un célculo urinario) este radio
es, por lo menos, diez veces menor [11-13]. Por ese motivo también se corrieron
simulaciones con un radio Ry equivalente a 0.07 y 0.007 mm. La mayoria de los
calculos se realizaron para el radio intermedio de 0.07 mm y Unicamente se
repitieron con el radio mayor y el radio menor para los parametros de mayor interés.
En esta tesis se analizo la dinamica de una burbuja expuesta al paso de:

(a) ondas de choque mono-pulso, del tipo usado en equipos clinicos,
(b) ondas de choque tandem y
(c) ondas de choque tdndem modificadas.

Para simular una onda de choque mono-pulso convencional (C) se recurrié a la
forma analitica propuesta por Church [7, 8, 12], ya que modela muy bien los pulsos
de presion que se presentan en una LEOCH:

Pc(t) =2 P* [exp (-at)] [cos (wt + 73)], para t >0,

donde P* es la amplitud del pulso positivo (101 MPa), & = 9.1 10° s se define
como la constante de decaimiento y w = 27+ (83.3 kHz) es la frecuencia angular.

Presion

Tiempo

Figura 4.10
Parametros usados para definir una onda de choque: t, = tiempo de ascenso, t* =
ancho del pulso positivo, t = duracion total, P* = amplitud pulso positivo, P" =
amplitud del pulso negativo.

El valor absoluto de la amplitud del pulso negativo P es 16.4 MPa. El tiempo de
ascenso de la presion t; (ver figura 4.10) para un litotritor real es de 2 a 20
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nanosegundos, sin embargo, por simplicidad en este trabajo se selecciono t, = 0 (ver
figura 4.11). El ancho del pulso positivo t* y la duracion total t se fijaron en
0.338 us y 1.998 us, respectivamente.

Presion f
[MPa) .

Tiempo [us]

Figura 4.11
Perfil de presion de una onda de choque mono-pulso convencional C, definida para
la simulacion numérica.

Las ondas de choque tandem (TCC), se definieron como una onda C seguida de otra
onda C con retrasos que se variaron entre 10.5 y 290.5 us (ver figura 4.12).

Presion 1o I
[MPa]

Tiempo [Hs]

Figura 4.12
Perfil de una onda de choque tdndem (TCC), definida como una onda de choque
convencional C, seguida de otra onda C idéntica.

Ademas, se definid un pulso “lento” (S) como
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Ps(t) = (t/t;) P*, para 0<t <t,

y
Ps(t) = 2 P* [exp (-at/8)] { cos [(wt/8) + ~/3]}, para t >t

cont, =0.8 ps, t* = 3.463 s, la duracion total t = 14.98 ps, P* = 101 MPay
P =20.8 MPa (ver figura 4.13). Las ondas de choque modificadas (TCS) se
definieron como un pulso C seguido de un pulso S (ver figura 4.14).

Presion !
[MPa] !

Tiempo [Hs]

Figura 4.13
Perfil de presion de un pulso “lento” S.

Presion 100¢
[MPa] |

Tiempo [ps]

Figura 4.14
Perfil de una onda de choque tdandem modificada (TCS), definida como una onda de
choque convencional C, seguida de un pulso S.

En vista de que el desarrollo de hidrofonos més sensibles y rapidos mostro que el
perfil de presion de una onda de choque posee un pulso de tension mas alargado,
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algunos autores [14] propusieron usar ¢ =3.510°s'yf= w/ 27z =50 kHz en lugar
de los valores mencionados arriba. Por este motivo todas las simulaciones se
repitieron con estos valores. Para conocer la influencia que tiene la amplitud del
segundo pulso (S) de una onda de choque tindem modificada en la dindmica de una
burbuja en agua, se repitieron las simulaciones mencionadas reduciendo dicha
amplitud en un 50%.

Para ondas tandem las simulaciones se repitieron para un gran nimero de retardos,
iniciando en 290.5 ps y reduciendo dicho retardo en saltos de 5 ps. La ultima
simulacion se corrio para 10.5 ps. El retardo inicial se fijo en 290.5 ps, ya que éste
es el tiempo que requiere la burbuja en colapsar después del paso de un mono-pulso
C. En la mayoria de los casos, se graficé el logaritmo base 10 de R/R, en funcion
del tiempo adimensional (TA) que se calcula como

TA=t/t, (6)

donde t es el tiempo y ter = 246 Us es el tiempo de referencia o tiempo que tarda la
onda de choque en llegar al foco del Generador de Ondas de Choque Tandem y se
calcula en base a los datos siguientes:

Distancia desde el fondo del Generador de Ondas de Choque hasta el foco (F)
345 mm = 0.345 m. Velocidad del sonido en el agua de 1403 m/s a 20 °C.

trer = 0.345/1403 = 0.000246 segundos
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CAPITULO 5

Resultados
5.1 Fotografia de alta velocidad
5.1.1 Ondas de choque mono-pulso

La tabla 5.1 muestra los didmetros promedio adimensionales DA obtenidos cada 25 us, para
burbujas sometidas a la accion de una onda de choque mono-pulso. A pesar de que estos
valores se obtuvieron midiendo los didmetros de varias burbujas, siguiendo la metodologia
y las definiciones descritas en el capitulo anterior, aqui frecuentemente se trataran como si
provinieran de una uUnica burbuja, representativa para ciertos pardametros experimentales.
Los primeros cinco valores se refieren a tiempos (t = 0, 25, 50, 75 y 100 us) en los que la
onda de choque todavia no llegaba a la burbuja, por lo que DA = 1. Puede observarse que la
onda de choque incidi6 sobre la burbuja en algun instante entre t > 100 us y t < 125 ps.
Esto produjo cavitacion acustica intensa (ver figura 5.1), impidiendo distinguir la burbuja
de interés que se encontraba en la vecindad de F. Las burbujas de cavitacién se forman a
partir de microburbujas (nucleos de cavitacion) contenidas en el agua, abarcando un
volumen relativamente grande en torno a F. La mayoria de ellas quedaban “fuera de foco”,
por lo que aparecian como imagenes borrosas. Generalmente habia varias burbujas entre la
burbuja emitida por el generador de burbujas y el objetivo de la camara, bloqueando
ocasionalmente la vision. Para t > 250 us nuevamente fue posible distinguir la burbuja de
interés.

Para hacer homogéneas las gréaficas de este trabajo, en algunos casos se presentan radios de
las burbujas y tiempos adimensionales utilizando el tiempo de referencia tyes = 246 ps,
descrito anteriormente.

Tiempo (us) TA DA
0 0 1
25 0.1016 |1
50 0.2032 |1
75 03048 |1
100 0.4065 |1
125 0.5081 | ND
150 0.6097 | ND
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175 0.7113 [ ND

200 0.8130 |[ND

225 0.9146 | ND

250 1.0162 | 2.251
275 1.1178 | 2.244
300 1.2195 |2.434
325 1.3211 | 2.853
350 1.4227 | 2.290
375 1.5243 | 1.708
400 1.6260 | 1.832
425 1.7276 | 2.338
450 1.8292 | 2.229
475 1.9308 | 1.909
500 2.0325 | 1.716
525 2.1341 | 1.664
550 2.2357 | 1.284
575 2.3373 | 1.498
600 24390 | 1.687
625 25406 | 1.706
650 2.6422 | 1.765
675 2.7439 | 1.827
700 2.8455 | 1.743
725 29471 | 1.673
750 3.0487 | 1.492
775 3.1504 | 1.285
800 3.2520 |1.311
825 3.3536 | 1.333
850 3.4552 | 1.434

Tabla5.1

Diametros adimensionales (DA) obtenidos a partir de las imagenes correspondientes
a la accion de una onda de chogue mono-pulso sobre una burbuja de aire en agua
para diferentes tiempos adimensionales (TA) antes y después de la llegada de la
onda de choque (ND = no determinado, el promedio de las desviaciones estandar de
los didmetros presentados es de 0.2040).
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Figura 5.1
Fotografias de alta velocidad que muestran una burbuja antes (primera imagen) y
algunos microsegundos después del paso de una onda de choque mono-pulso por la
region de interés. En el segundo cuadro se observa la formacién de una gran
cantidad de burbujas de cavitacion que no permite medir la burbuja de interés (B).

Los valores mostrados en la tabla 5.1 aparecen graficados en la figura 5.2. Inicialmente
puede observarse que la burbuja se mantiene en reposo, hasta que incide la onda de choque,
impidiendo la captura confiable de informacion hasta t = 250 ps. Es de suponerse que en
algun instante entre 100 y 250 ps la burbuja sufre una compresion considerable, seguida de
una expansion y que el maximo que se observa en la gréfica (t = 325 us) sea el segundo
maximo después de la compresion de la burbuja.

Intervalo de llegada de la
onda de choque monopulso
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Figura 5.2

Diametros adimensionales (DA) obtenidos de las imagenes correspondientes a la
accion de una onda de chogue mono-pulso sobre una burbuja de aire en agua vs.
tiempo adimensional (TA).

Como era de esperarse, la burbuja oscila durante varios cientos de microsegundos, para
finalmente estabilizarse en un diametro final mayor a Dy (ho mostrado en la figura 5.2).
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El promedio de la desviacion estandar reportado para el caso monopulso y para cada delay,
se calculd sacando la desviacion estandar de los didmetros medidos en cada uno de los tres
experimentos realizados, luego se sacO el promedio de cada grupo de diametros
(normalmente 7 grupos de diametros con los cuales se cubre hasta 750 us) para 0, 125, 250,
375 y 500 ps y finalmente con estos promedios se sacé el promedio global (o promedio de
los promedios) para cada delay.

5.1.2 Ondas de choque tdndem

En la figura 5.3 pueden observarse los diametros adimensionales (DA) de 25 imagenes
registradas a diferentes tiempos antes y después de la llegada de una pareja de ondas de
choque con un retardo entre la primera y la segunda onda equivalente a 239 ps. En los
cinco primeros cuadros (0 a 100 us) aparece la burbuja en equilibrio. Su posicion vertical
varia, ya que en realidad no se trata de la misma burbuja sino de cinco burbujas diferentes,
con radio inicial similar (ver figura 4.8). La burbuja captada en 0, 125, 250, 375 y 500 s si
es la misma burbuja. Puede observarse que su posicion horizontal cambia muy poco,
debido a que su velocidad de ascenso, que tuvo valores entre 289 y 694 mm/s (velocidad
promedio de 496 mm/s), es relativamente pequefia. Lo mismo sucede con las imagenes de
la segunda, tercera, cuarta y quinta columnas del mosaico de imagenes mostrado en la
figura 5.3. La primera onda de choque incidi6 sobre la(s) burbuja(s) poco antes de 125 ps.

— T — | — | — —
0 25 50 75 100
-
. ®
## — . — 7"
125 * 150 175 200| . © 225
- ‘ Ed
= £
t {a .0 o,
250 275 300 325 350
B
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A —— —.—_—"—
375 400 425 450 475
-
‘
1 e 2 - -
— N—— R R B
500 525 550 575 600
‘ -
) . M ‘. .

Figura 5.3
Fotografias de alta velocidad de una burbuja de aire en agua, obtenidas en diferentes
tiempos antes y después del paso de una pareja de ondas de choque con retardo
entre la primera y la segunda onda de 239 ps.
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Esto puede afirmarse ya que en la imagen correspondiente a 125 us la burbuja tiene un
didmetro mayor al inicial, revelando que sufri6 una compresion subita, que tipicamente
dura menos de un microsegundo, y se encuentra en fase de expansion, que tipicamente es
del orden de los 3 microsegundos. Alrededor de 175 ps vuelve a colapsar. En la imagen de
200 ps se encuentra en expansion. La segunda onda de choque llega aproximadamente
después de 360 ps (125 us + 239 ps = 364 ps), motivo por el cual la burbuja aparece con
un tamafio minimo en los cuadros correspondientes a 375 us y 400 ps. Posteriormente la
burbuja oscila hasta estabilizarse en un diametro final (no mostrado en la figura 5.3).

La tabla 5.2 muestra los didmetros promedio adimensionales obtenidos cada 25 s, para
burbujas sometidas a la accién de ondas de choque tdndem con los cuatro delays usados
(239, 257, 275 y 293 ps). Al igual que en el caso anterior, estos valores se obtuvieron
midiendo los didmetros de varias burbujas, siguiendo la metodologia y las definiciones
descritas en el capitulo anterior. En las primeras cinco imagenes (t = 0, 25, 50, 75y 100 us)
la primera onda de choque todavia no llegaba y la burbuja mantuvo su diametro inicial Dy,
por lo que DA = 1. Las ondas de choque incidieron sobre la burbuja en algun instante entre
t> 100 ps y t < 125 us. De manera similar a lo sucedido con el uso de ondas mono-pulso,
esto produjo cavitacion acustica, limitando la vision y la medicién confiable de la burbuja.
Para t > 250 ps nuevamente fue posible distinguir la burbuja de interés.

Tiempo TA DA DA DA DA
(ps) At =239 ps| At = 257 ps | At =275 ps | At = 293 ps
0 0 1 1 1 1
25 0.1016 1 1 1 1
50 0.2032 1 1 1 1
75 0.3048 1 1 1 1
100 0.4065 1 1 1 1
125 0.5081 ND ND ND ND
150 0.6097 ND ND ND ND
175 0.7113 ND ND ND ND




200 0.8130 ND ND ND ND

225 0.9146 ND ND ND ND

250 1.0162 1.593 2.568 2.919 3.130
275 1.1178 2.153 2.731 2.603 2.699
300 1.2195 2.484 2.784 3.063 2.948
325 1.3211 2.397 2.540 2.402 2.471
350 1.4227 2.526 2.559 2.792 3.200
375 1.5243 1.469 2.562 2.688 2.938
400 1.6260 1.334 2.423 2.379 2.441
425 1.7276 1.870 2.135 2.914 2.915
450 1.8292 1.604 2.797 2.754 3.014
475 1.9308 2.078 2.316 2.652 2.964
500 2.0325 1.757 1.565 1.634 1.935
525 2.1341 1.799 1.639 1.729 1.606
550 2.2357 1.637 1.540 1.629 2.064
575 2.3373 1.819 1.994 2.253 1.888
600 2.4390 1.972 1.694 1.888 1.856
625 2.5406 1.407 2.263 2.316 2.204
650 2.6422 1.232 2.228 1.796 1.912
675 2.7439 1.860 1.752 2.292 2.043
700 2.8455 1.702 2.199 1.663 1.575
725 2.9471 1.681 2.051 1.822 2.367
750 3.0487 1.613 1.922 1.847 2.206
775 3.1504 1.793 1.626 1.663 1.842

45



800 3.2520 1.438 1.622 2.171 2.392

825 3.3536 1.574 2.236 1.907 1.572

850 3.4552 1.713 1.564 1.733 2.532
Tabla 5.2

Diametros adimensionales (DA) obtenidos a partir de las imagenes correspondientes
a la accion de una pareja de ondas de choque (tdndem) sobre una burbuja de aire en
agua para diferentes tiempos antes y después de la llegada de las ondas de choque.
Se obtuvieron resultados para cuatro retardos (239, 257, 275 y 293 us) entre la
primera y la segunda onda de choque. (ND = no determinado).

Los valores mostrados en la tabla 5.2 aparecen graficados en las figuras 5.4, 5.5, 5.6 y 5.7.
En todos los casos la burbuja se mantiene en reposo hasta que incide la primera onda de
choque, impidiendo la captura confiable de informacion hasta t = 250 us. No es posible
determinar el tiempo exacto de la llegada de la segunda onda de choque, sin embargo,
conociendo el delay y observando las variaciones de tamafio de las burbujas, puede
estimarse la regién correspondiente a dichos arribos (ver figuras 5.4 a 5.7). Al igual que
para ondas mono-pulso, después de algunos cientos de microsegundos, la burbuja
permanece oscilando hasta estabilizarse en un diametro final mayor a Dy (no mostrado).

Intervalo de la segunda onda

Intervalo de la primera onda de choque

de choque \
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Figura 5.4

Diametros adimensionales (DA) obtenidos a partir de las imagenes correspondientes
a la accion de una pareja de ondas de choque (delay = 239 ps) sobre una burbuja de
aire en agua vs. el tiempo adimensional (TA), (el promedio de las desviaciones
estandar de los valores presentados es de 0.238).
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Figura 5.5

Diametros adimensionales (DA) obtenidos de las imagenes correspondientes a la
accion de una pareja de ondas de choque (delay = 257 ps) sobre una burbuja de aire
en agua vs. el tiempo adimensional (TA), (el promedio de las desviaciones estandar

de los valores es de 0.2682).
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Figura 5.6

Diametros adimensionales (DA) obtenidos de las imagenes correspondientes a la
accion de una pareja de ondas de choque (delay = 275 ps) sobre una burbuja de aire
en agua vs. el tiempo adimensional (TA), (el promedio de las desviaciones estandar

de los valores es de 0.3069).

47



Intervalo de la primera
onda de choque

Intervalo de la segunda

onda de choque

\ /
3.500 \_ _/
3.000 I\ gy
2500 V\.j \f »
| YNV
DA 1500
1.000 esse
0.500
0.000
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
TA
Figura 5.7

Diametros adimensionales (DA) obtenidos de las imagenes correspondientes a la
accion de una pareja de ondas de choque (delay = 293 ps) sobre una burbuja de aire
en agua vs. el tiempo adimensional (TA), (el promedio de las desviaciones estandar
de los valores es de 0.3768).

En la tabla 5.3 se resumieron los didmetros D iniciales, maximos y minimos que se

obtuvieron. Puede observarse que el generador de burbujas produce burbujas con didmetros
que varian entre 1.23 y 1.36 mm. El diametro maximo de todas las series se obtuvo antes de

la llegada de la segunda onda de choque, exponiendo las burbujas a ondas de choque

tandem con un delay de 293 ps. EI minimo diametro se registré para ondas tandem con un

delay de 239 ps.
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D inicial D maximo D minimo Desviacion
Tipo de onda estandar
(mm) (mm) (mm)
Mono-pulso 1.28 3.97 1.50 0.2040
Tandem 239 ps 1.23 3.83 1.20 0.2380
Tandem 257 ps 1.24 4.10 1.83 0.2682
Téandem 275 ps 1.34 4.06 2.03 0.3069
Téandem 293 ps 1.36 5.26 1.50 0.3768
Tabla 5.3

Tabla de didmetros promedio (D) iniciales, maximos y minimos y desviaciones estandar de
las burbujas expuestas a ondas de choque mono-pulso y tandem.

5.2 Simulacién numérica

Los resultados de la simulacion numérica muestran que el radio de una burbuja de aire en
agua, expuesta a una onda de choque mono-pulso C varia varios érdenes de magnitud (ver
figura 5.8), lo que no pudo verse de los datos experimentales. En t = 0 la contribucion de la
energia de la burbuja debida a la onda de choque es cero y R = Ry. En el instante en el que
el pulso positivo incide sobre la burbuja, esta sufre un colapso forzado, adquiriendo energia
trasmitida por el pulso. Después del paso de la onda de choque, la burbuja crece
inercialmente hasta que el 10g10(R/Ro) alcanza un valor maximo de 1.355 en t = 146 us. En
este instante inicia el segundo colapso (colapso inercial), ya que toda la energia cinética se
ha transformado en energia potencial, es decir, el trabajo realizado sobre la burbuja por la
onda de choque equivale a la energia potencial méaxima adquirida por la burbuja. El
segundo minimo (log10(R/Ro) = -1.531) sucede 290.5 us después de la llegada de la onda
de choque. El log10(R/R) correspondiente al segundo méaximo y al tercer minimo fueron
de 0.468 y -0.731, respectivamente. Finalmente, la burbuja permanece oscilando por
cientos de microsegundos hasta adquirir un radio final estable (no mostrado en la figura
5.8).
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Radin adimensional de la burbija

Toglo
Radio adimensional (R/ARO)

Tiempo adimensional (tref)
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FPresion adimensional (F/FO)

Tiempo adimensional (ttref)

Figura 5.8

Logaritmo base 10 del radio R (hormalizado) de una burbuja expuesta a una onda de
chogue mono-pulso convencional C, en funcion de tiempo adimensional (TA) (Ro = 0.07
mm, o= 9.1 10°s%; © = 523 kHz).

El comportamiento de la burbuja expuesta a una onda de choque tdndem TCC con un delay
equivalente a 290.5 ps mostré el mismo comportamiento mostrado en la figura 5.8 antes
del segundo colapso. Esto se debe a que la burbuja ya habia colapsado al incidir la segunda
onda de choque; sin embargo, la energia depositada por la segunda onda C, aumento el
tamafio de la burbuja después del segundo colapso desde loglO(R/Ry) = 0.468 hasta
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log10(R/Ro) = 1.354 y el tiempo entre el segundo y tercer colapso de 37.6 pus a 289.8 ps. El
valor de log10(R/Ry) correspondiente al tercer minimo resulté ser -1.530.

Con retardos menores a 290.5 us el pulso positivo de la segunda onda de choque le
impartié energia adicional a la burbuja antes del segundo colapso. Para una burbuja de 0.07
mm de radio, este efecto resultd ser méximo con un retraso (delay) de 287 ps. Usando este
retardo, se obtuvo el radio R, mas pequefio y el valor del log10(R/Ry) baj6 hasta -1.677 para
t = 288.7 ps. Este radio minimo se dio 1.7 ps después de la llegada del segundo pulso C.
Esto se muestra en la figura 5.9. Al repetir la simulacion numérica para retardos entre ondas
de choque mas cortos que 287 ps, el pulso positivo de la segunda onda C inhibid la
expansion de la burbuja, resultando en radios R, mas grandes.

Radio adimensional de la burbuja
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Figura 5.9

Logaritmo base 10 del radio R (normalizado) de una burbuja expuesta a una onda de
choque tdndem TCC, en funcidon de tiempo adimensional (TA). El retardo entre la primera 'y
la segunda onda de choque fue de 287 ps (Ro = 0.07 mm, o= 9.1 x 10° s*; © = 523 kHz).

La dinamica de la burbuja al aplicar el perfil de presién TCS, usando un retardo de 290.5 ps
entre la onda C y la onda S, se muestra en la figura 5.10. Comparando esta figura con la
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figura 5.8 es evidente que se almacen0 una mayor cantidad de energia en la burbuja
después del segundo colapso, ya que su radio aumenta enormemente (de log10(R/Ro) = 0.47
a log10(R/Ro) = 2.32). Como consecuencia de lo anterior, el tercer colapso aparece mucho
mas tarde (después de aproximadamente 2960 us) y el radio final después del tercer
colapso es significativamente menor (log10(R/Ro) = -2.03).
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Figura 5.10

Logaritmo base 10 del radio R (normalizado) de una burbuja expuesta a una onda de
choque tdndem modificada TCS, en funcion de tiempo adimensional (TA). El retardo entre
la primera onda (C) y el segundo pulso (S) fue de 290.5 ps (R = 0.07 mm, &= 9.1 x 10° §°

1 » = 523 kHz).

Tal y como sucedio con el perfil de presion TCC, se requirié un delay menor para optimizar
la energia del segundo colapso. EI minimo valor de R, se obtuvo para un retardo entre Cy S
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de 150.5 ps, resultando 10g10(R/Rg) = -1.989 en t = 157 us (ver figura 5.11). En este caso el
segundo minimo ocurrié 6.5 ps después de la llegada del pulso S. Es recomendable
comparar la figura 5.11 con la figura 5.9, que corresponde al mejor resultado obtenido
usando ondas de choque tdndem convencionales (TCC).
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Presion adin

Radio adimensional de 1a burbuja

03 04
Tiempo adimensional (titref)
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Figura 5.11

choque tdndem modificada TCS, en funcion de tiempo adimensional (TA). El retardo entre
la primera onda (C) y el segundo pulso (S) fue de 150.5 ps (R = 0.07 mm, .= 9.1 x 10° §”

1 » = 523 kHz).

En la figura 5.12 se muestra del resultado de someter una burbuja con un radio diez veces
menor (Ro = 0.007 mm) a una onda de choque tdndem modificada. Comparando este
resultado de (log10(R/Ry) = 3.3) correspondiente al radio R, con el de (1og1l0(R/Ro) = 2.3)
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para (Ro = 0.07 mm), queda claro que el de la burbuja pequefia supera significativamente al
incremento correspondiente a la burbuja mayor.

Tal y como sucedio con las burbujas de radio inicial Ry = 0.07 mm, para las burbujas
pequefias (Ro = 0.007 mm), el perfil TCS fue significativamente mas eficiente que el TCC.
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Figura 5.12

Logaritmo base 10 del radio R (normalizado) de una burbuja expuesta a una onda de
choque tandem modificada (TCS), en funcion de tiempo adimensional (TA). El retardo entre
la primera onda (C) y el segundo pulso (S) fue de 271.14 ps (Ro = 0.007 mm, o = 9.1 x 10°
s =523 kHz).

Al repetir la simulacion numérica para ondas de choque tandem modificadas TCS
reduciendo la amplitud del pulso S en un 50% resultdé una reduccion del log10(R/Ry) para
R, de 2.03a 1.91.
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Corriendo las simulaciones numéricas con o = 3.5 x 10° s y f = 50 kHz, los delays
(retardos) dptimos resultaron ser mayores. En todos los casos, el perfil de presion TCS fue
mas eficiente que el TCC, es decir, generd radios R, mas pequefios.

En la figura 5.13 se muestra una gréfica de R,/R, en funcién del retardo entre la primera y
segunda onda de choque, tanto para ondas tandem convencionales TCC como para ondas
tandem modificadas TCS. Puede observarse que para cada delay, el cociente Ry/Rg resultd
ser menor para el perfil TCS que el mejor valor (R2/Ry méas pequefio) obtenido con ondas
TCC. Con el perfil de presion TCS se obtuvieron radios R, pequefios en un rango
relativamente amplio de retardos (aproximadamente 50 a 250 us), en cambio para ondas
TCC, R, es significativamente mas pequefio en un intervalo de retardos muy estrecho
(aproximadamente 270 a 285 ps). EI mismo comportamiento se observo para burbujas con
radio inicial Ro de 0.7 mm y 0.007 mm.

La figura 5.13 presenta una forma de evaluar la efectividad de la segunda onda de choque
en funcion de la relacion Ry/Ry vs. el tiempo adimensional. Otra forma de evaluar la
efectividad del colapso de cavitacion, se puede dar en funcién del ruido de cavitacién y la
presion acustica [1].

El colapso violento de las burbujas de cavitacion produce ruido y dafio en las superficies de
los materiales solidos circundantes a la burbuja. El ruido es una consecuencia momentanea
de las grandes presiones que se generan cuando los gases contenidos dentro de la burbuja se
comprimen fuertemente. EIl flujo en el liquido causado por el volumen desplazado por una
cavidad en crecimiento o en colapso se puede considerar que depende sélo de la variacion
de la presidn y puede calcularse a partir de la ecuacion (79) del apéndice A

Rl (79)

en donde el primer termino de la derecha, llamado el termino de inestabilidad inercial, es el
dominante, ya que decae mas lentamente con respecto al radio que el segundo término.

Si el volumen de la cavidad en funcion del tiempo se designa como V(t) y se sustituye su
valor en la ecuacién (50) del apéndice A

2 AR
CH=R*—", (50)
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Figura5.13

Gréfica del radio R, normalizado de una burbuja sometida a ondas de choque tandem
convencionales (TCC) y modificadas (TCS) en funcion del retardo entre la primera 'y
segunda onda (Ro = 0.07 mm, .= 9.1 x 10° s!; ® = 523 kHz).

la componente de la presion en el lado lejano de la burbuja, conocida como presién acustica
radiada, se evalla en r = R como

CdAv(t
e 2

y ya que el ruido de cavitacion, evaluado como la magnitud de la presion acustica p,, €s
proporcional a la segunda derivada del volumen de la burbuja con respecto al tiempo, esta
claro que el pulso de ruido generado por el colapso de la burbuja sera maximo cuando

d?V (t)/dt* sea maximo y positivo, lo que ocurre cuando la burbuja se reduce a su tamafio
minimo.
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La figura 5.14 presenta una grafica de la presion acustica adimensional y del radio
adimensional de la burbuja para un pulso de presion convencional para una burbuja
sometida a una sola onda de choque. La burbuja estaria bajo las mismas condiciones que la
que se presentd en la figura 5.8.
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Figura5.14

Grafica superior: presion acustica adimensional de una burbuja sometida a una onda de
chogue mono-pulso convencional C, en funcién de tiempo adimensional (Ro = 0.07 mm, o
=9.1 x 10° s™*; = 523 kHz). Gréfica inferior: logaritmo base 10 del radio R (normalizado)

de la misma burbuja con respecto al tiempo adimensional.

La figura 5.15 presenta una grafica de la presion acustica adimensional y del radio
adimensional de la burbuja sometida a los pulsos de presion de una serie de ondas tandem
convencionales TCC. La burbuja estaria bajo las mismas condiciones que la que se presento
en la figura 5.9.
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Figura 5.15

Gréfica superior: presion acustica adimensional de una burbuja sometida a una pareja de
ondas tAndem convencionales TCC, en funcidn de tiempo adimensional (Ro = 0.07 mm, o
=9.1 x 10° s™*; = 523 kHz). Gréfica inferior: logaritmo base 10 del radio R (normalizado)

de la misma burbuja con respecto al tiempo adimensional. La marca negra en la grafica
superior indica la llegada de la segunda onda de choque y corresponde a la marca roja de la

grafica inferior. Los tiempos correspondientes son TA=1.16 y t = 286 ps.

La figura 5.16 es una grafica de la presion acustica adimensional y del radio adimensional
de la burbuja sometida a los pulsos de presidn de una serie de ondas tandem convencionales
TCS. La burbuja estaria bajo las mismas condiciones que la que se presentd en la figura
5.10.
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Figura5.16

Gréfica superior: presion acustica adimensional de una burbuja sometida a una serie de
ondas tandem TCS, en funcién de tiempo adimensional (R = 0.07 mm, o =9.1 x 10°s™; @
=523 kHz). Gréfica inferior: logaritmo base 10 del radio R (normalizado) de la misma
burbuja con respecto al tiempo adimensional. La marca negra en la grafica superior indica
la llegada de la segunda onda de choque y corresponde a la marca roja de la grafica inferior.
Los tiempos correspondientes son TA=1.10y t = 271.14 ps.

La figura 5.17 es una grafica de la presion acustica adimensional y del radio adimensional
de la burbuja sometida a los pulsos de presion de una serie de ondas tandem convencionales
TCS. La burbuja estaria bajo las mismas condiciones que la que se presentd en la figura
5.11.
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Figura5.17

Gréfica superior: presion acustica adimensional de una burbuja sometida a una serie de
ondas tandem TCS, en funcion de tiempo adimensional (Ro = 0.07 mm, &= 9.1 x 10°s™";
=523 kHz). Gréfica inferior: logaritmo base 10 del radio R (normalizado) de la misma
burbuja con respecto al tiempo adimensional. La marca negra en la grafica superior indica
la llegada de la segunda onda de choque y corresponde a la marca roja de la grafica inferior.
Los tiempos correspondientes son TA =0.61 y t = 150.5 ps.

La figura 5.18 es una grafica de la presion acustica adimensional y del radio adimensional
de la burbuja sometida a los pulsos de presion de una serie de ondas tandem convencionales
TCS. La burbuja estaria bajo las mismas condiciones que la que se presentd en la figura
5.12.
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Figura 5.18

Gréfica superior: presion acustica adimensional de una burbuja sometida a una serie de
ondas tandem TCS, en funcién de tiempo adimensional (Ro = 0.007 mm, o =9.1 x 10°s%;
o = 523 kHz). Gréfica inferior: logaritmo base 10 del radio R (normalizado) de la misma
burbuja con respecto al tiempo adimensional. La marca negra en la grafica superior indica
la llegada de la segunda onda de choque y corresponde a la marca roja de la grafica inferior.
Los tiempos correspondientes son TA=1.18 y t = 290.5 ps.

En el apéndice D puede consultarse el listado de los programas utilizados para la
simulacion numérica de este proyecto.
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CAPITULO 6

Discusion

El estudio de la interaccion de ondas de choque con burbujas inmersas en un fluido es de
interés en medicina y biologia molecular. Asi, por ejemplo, la formacion de burbujas y su
consecuente colapso contribuye a pulverizar calculos urinarios muy duros; sin embargo, la
cavitacion acustica también genera dafios a los tejidos del paciente, motivo por el cual es
deseable tener un control efectivo sobre este fendmeno [1-5]. Con la finalidad de
comprender mejor los fendmenos involucrados en la formacion y el colapso de burbujas
sometidas al paso de ondas de choque y cumplir con el objetivo de esta tesis, como ya se
menciond en la seccién 4.1, se filmaron burbujas en agua y se realizaron simulaciones
numericas.

El andlisis experimental de la dindmica de una burbuja de aire sometida a la accion de
ondas de choque en agua, se dificulté por dos motivos: El primero fue la falta de una
camara digital méas rapida y el segundo, la subita generacién de una nube de burbujas al
paso de cada onda de choque, impidiendo la visién de la burbuja de interés por
aproximadamente 150 us. La carencia de una camara mas rapida tratd de resolverse
superponiendo iméagenes desfasadas en tiempo, provenientes de varias burbujas expuestas a
ondas de choque, sin cambiar los parametros experimentales. Esta metodologia incrementa
notablemente el tiempo de experimentacién, pero — en principio — permite el analisis de la
reaccion de una burbuja a la accion de una onda de choque en intervalos de 25 ps. La
formacion de una gran cantidad de burbujas alrededor de la burbuja que se deseaba grabar,
impidi6 observar las variaciones del tamafio de la burbuja bajo estudio justamente en el
instante mas importante, es decir, durante el paso de la, o las, ondas de choque por el foco
F. En un futuro, este inconveniente podria resolverse usando agua purificada y desaereada,
con un bajo contenido de nucleos de cavitacion (impurezas que propician la generacion de
burbujas), microburbujas y aire disuelto.

El funcionamiento del generador de burbujas fue satisfactorio. La maxima variacion en el
diametro D de las burbujas fue de 0.13 mm. En las figuras 5.2, 5.4, 5.5, 5.6 y 5.7 puede
apreciarse que, por los motivos descritos, entre t = 100 pus y t =250 Us no se cuenta con
informacidn sobre el diametro de la burbuja. En todos los casos, la primera onda de choque
llegd entre t = 100 ps y t = 125 ps. Esta incertidumbre de 25 ps también se tiene con
respecto a la llegada de la segunda onda de choque. Asi, por ejemplo, en la modalidad
tandem con retardo de 239 ps, la segunda onda de choque lleg6 a F aproximadamente entre
t =339 us y t = 364 ps. En la figura 5.4 puede distinguirse una reduccion subita del
diametro de la burbuja alrededor de los 360 us. Dicha reduccion coincide con la llegada de

63



la segunda onda de choque, bajando el diametro a un valor menor (DA = 1.334) que el
didmetro (DA = 1.708) medido para la onda mono-pulso (figura 5.2). Al analizar todas las
graficas provenientes de ondas de choque tandem, se concluye que el segundo colapso
tarddé mas al aumentar el retardo entre las ondas de choque. Para retardos de 239, 257, 275
y 293 s el segundo minimo aparecié aproximadamente en t = 400, 500, 500 y 520 ps
respectivamente. Es probable que las fluctuaciones menores en el didmetro de las burbujas
que pueden observarse en las figuras 5.2, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 sean un artificio de la
metodologia usada y no representen un fenémeno fisico.

En vista de las complicaciones experimentales mencionadas, se le dio mayor énfasis a la
simulacion numeérica de la dinamica de una burbuja en agua, cuyos resultados revelaron
fendmenos novedosos y de interés practico. El algoritmo usado fue comparado con los
resultados obtenidos por Church [8] para una burbuja del mismo radio (Ro = 0.3 x 10 mm)
expuesta a la misma onda de choque. La grafica del 1og10 (R/Rg) vs tiempo resulto idéntica.

Como se menciond anteriormente, la ecuacién de Gilmore ha sido usada por diferentes
autores para simular las variaciones del radio de una burbuja sujeta a los cambios de
presion de un generador de ondas de choque clinico [8-11]. Una de las suposiciones que se
hacen al aplicar esta ecuacién es que Ry es mucho menor que el espesor del pulso de
presion. El radio de burbuja mas grande Ry = 0.07 mm usado en esta tesis es 36 veces
menor que el ancho del pulso (aproximadamente 2.5 mm). No se tomd en cuenta la difusion
de gas hacia el interior de la burbuja (y viceversa). Debido a que los pulsos de presion
modelados son descripciones matematicas, el error por no considerar los efectos de difusion
es menor que el error debido a la eleccion de un perfil de presion ideal en lugar de uno real.

Para las presiones usadas en esta tesis, la ecuacion de van der Waals podria haber arrojado
resultados mas precisos, sin embargo, esto hubiera complicado la simulacion e
incrementado los tiempos de computo. En vista de que el objetivo de esta tesis fue analizar
si, en principio, el uso de ondas de choque tandem modificadas podria aumentar los efectos
de cavitacion y, con ello, la fragmentacion de calculos urinarios, se opt6 por el uso de la
ecuacion de Gilmore (seccion 4.3). Otro argumento importante a favor del uso de la
ecuacion seleccionada son varias publicaciones sobre simulaciones de la dindmica de una
burbuja expuesta a ondas de choque generadas con litotritores, usandose la ecuacion de
Gilmore, contra las cuales se pueden comparar los resultados aqui obtenidos [8-12].

Como se vio en el capitulo 5, en la vecindad de un célculo, una burbuja no oscila varias
veces hasta adquirir el equilibrio. En lugar de ello sufre un colapso, con la consecuente
generacion de una onda de choque secundaria y la emisién de un microjet de fluido. El
radio de burbuja maximo después del paso de una onda de choque puede ser usado como
una medida del trabajo hecho por la onda de choque sobre la burbuja, es decir, del dafio
potencial que puede generar la burbuja al colapsar. Al estudiar la dindmica de una burbuja
sujeta a la accion de ondas tdndem no tiene sentido hacer esto, ya que la segunda onda de
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choque llega después de que la burbuja adquiere su radio maximo. Debido a ello, en esta
tesis se selecciono el radio minimo (R;) del segundo colapso como medida de la capacidad
que tiene cierto perfil de presion para aumentar la energia de colapso de la burbuja. Entre
mas pequefio resulte R, 0 10g10(R/Ry), mayor es el potencial de ese perfil de presion para
producir dafio via cavitacion. En una simulacién numérica también puede usarse el tiempo
entre el segundo y el tercer colapso de la burbuja como medida del potencial de cierto perfil
de presion (tandem o mono-pulso) para aumentar la energia de colapso de la burbuja.

Los resultados obtenidos sugieren que es posible obtener radios R, mas pequefios y ciclos
de expansion y colapso mas largos usando ondas de choque convencionales, siempre y
cuando la segunda onda de choque incida sobre la burbuja antes de que inicie su colapso.
Esto concuerda con los resultados reportados por otros autores [12]. La contribucion mas
importante de esta tesis fue demostrar que el nuevo perfil de presion propuesto (onda de
choque tdndem modificada) genera radios R, considerablemente mas bajos, aumentando la
energia de los microjets. Es de esperarse que el uso de este perfil de presién aumente la
eficiencia de pulverizacion de célculos renales durante un tratamiento de litotricia
extracorporea.

Otra medicion del dafio potencial que puede generar una burbuja al colapsar se basa en la
teoria del ruido de cavitacion o presion acustica radiada reportada por Brennen y otros
autores [16].

Es importante tener en mente que las simulaciones numéricas reportadas aqui se basan s6lo
en una burbuja esférica, inmersa en un fluido homogéneo e infinito. En realidad, cada onda
de choque produce una nube de burbujas y el colapso de una burbuja en agua es
influenciado por la existencia de las burbujas vecinas y por la interfase liquido-céalculo
renal. A pesar de esto, los resultados obtenidos son una guia util en el disefio de perfiles de
presién mas eficientes para su uso en litotricia extracorpérea y otras aplicaciones.

Los resultados obtenidos al reducir el radio de la burbuja de Rp = 0.07 mm a Ry = 0.007
mm, mostraron que el delay optimo entre parejas de ondas de choque en la nueva
modalidad tdndem varia muy poco al cambiar el radio inicial. Esta observacion es de gran
importancia practica ya que en un caso clinico los radios de las microburbujas presentes en
la vecindad del calculo varian. Una de las ventajas de usar ondas de choque tandem
modificadas es el hecho de que con este perfil de presion es posible aumentar la energia de
colapso de las burbujas para un rango de retardos mucho mayor. Las ondas tandem
convencionales generan los mejores resultados, es decir los radios R, méas pequefios, sélo
para un rango de retardos muy estrecho (de aproximadamente 270 a 285 us); sin embargo,
las ondas tandem modificadas generan radios R, mucho menores para un rango muy amplio
de retardos (aproximadamente 10 a 280 ps). El perfil de presion TCS produce colapsos de
burbuja mas violentos que el TCC para cualquier delay.
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En la practica clinica es posible que al incidir una onda de choque en la vecindad de un
calculo renal, aun existan fragmentos de burbujas y nucleos de cavitacién provenientes de
la onda de choque anterior, que pueden disminuir la amplitud del pulso negativo incidente
[13]. Esto indica la relevancia dependeré en gran medida de la frecuencia de aplicacion de
las ondas de choque en la efectividad de un sistema. Experimentos de fractura de modelos
de célculos renales in vitro podrian ser de utilidad para estudiar la influencia de la
frecuencia de aplicacion de ondas de chogue en la eficiencia de fractura al usar perfiles de
presion TCC y TCS.

A pesar de que en esta tesis solo se estudié la dindmica de las burbujas para dos radios
iniciales, es de suponerse que las conclusiones principales sean validas para burbujas de
tamafos muy variados.

La ventaja de usar un generador piezoeléctrico es que con este sistema es posible ajustar los
parametros del perfil de presion con s6lo modificar la excitacion de los cristales
piezoeléctricos. Estudios recientes han mostrado que no es factible producir ondas de
choque tandem con un generador de ondas de choque electrohidraulico [14]. Esto se debe a
que la burbuja de plasma entre los electrodos no ha desaparecido antes de que se debiera
producir la siguiente onda de choque. En el caso de los generadores electromagnéticos si es
posible emitir dos ondas de choque con retardos suficientemente cortos para producir ondas
tdndem [15]. Como el tiempo que requieren los cristales piezoeléctricos para regresar a su
condicion inicial es menor a un microsegundo, si es posible emitir ondas de choque tandem
con generadores piezoeléctricos. En un litotritor piezoeléctrico comercial obviamente seria
necesario incluir un capacitor con los componentes para su carga y descarga controlada.
Esta modificacién no es complicada y podria hacerse en cualquier litotritor piezoeléctrico
en un tiempo corto, sin necesidad de retirarlo del hospital o modificar su disefio general.

Dado un ancho de pulso de compresion de 2.5 mm y una velocidad de la onda de
1493.2 m/s [17], el tiempo gque se mantiene la compresion en una burbuja es del orden de
1.7 ns. Como este tiempo es menor que la duracion del colapso de una burbuja
(aproximadamente 600 ps), se pensé en aumentar la duracion del pulso positivo de la
segunda onda de choque.
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CAPITULO 7

Conclusiones y recomendaciones

Para estudiar la dindmica de una burbuja en agua sometida a ondas de choque, se requiere
de una cdmara de alta velocidad con capacidad de registrar del orden de 10° a 10° cuadros
por segundo. Con este tipo de cAmaras se pueden analizar fendmenos hidrodindmicos, tales
como los colapsos de las burbujas sometidas a ondas de choque y los microchorros que se
forman.

Para reducir la formacion de nubes de burbujas al paso de la onda de choque se recomienda
usar agua con un bajo contenido de gases disueltos y nucleos de cavitacion.

Las simulaciones numeéricas realizadas indican que las ondas de choque tandem
modificadas pueden poseer ventajas significativas con respecto a las ondas tandem
convencionales.

De acuerdo con los resultados presentados en el capitulo 5, hay evidencia, aunque puede
considerarse aun incipiente, de que la hipotesis establecida en la seccion 1.2 es verdadera.
Los resultados de las simulaciones numéricas indican que se justifica invertir recursos en la
evaluacion in vitro e in vivo de ondas de choque tandem modificadas para la fractura de
calculos renales. En un futuro, este tipo de perfil de presion podria mejorar los resultados
de los tratamientos de litotricia extracorporea. Independientemente de lo anterior, el uso de
ondas de choque tandem modificadas puede ser de beneficio para otras aplicaciones como,
por ejemplo, la transfeccion de células con ondas de choque.
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APENDICES
APENDICE A

Hidrodindmica de una burbuja y cavitacion acustica

En este capitulo se deriva la ecuacion de continuidad usada para analizar el principio de
conservacion de la materia aplicado al flujo de fluidos, a la cavitacion acustica y al
comportamiento dindmico de las burbujas. En seguida se deriva la ecuacion de Euler para
estudiar el movimiento de un fluido ideal y posteriormente se generaliza la ecuacion de
Euler considerando la viscosidad, para llegar finalmente a las ecuaciones de Navier-Stokes.
Una vez derivadas las ecuaciones de Navier-Stokes, se aplican de manera particular al
estudio de las burbujas esféricas en agua, para obtener la ecuacion de Rayleigh, la ecuacion
de Rayleigh-Plesset y la ecuacion de Gilmore. Estas ecuaciones modelan el
comportamiento de una burbuja de gas expuesta al paso de una onda de choque.

A.1 La ecuacion de continuidad

La dindmica de los fluidos tiene por objeto el estudio de los fluidos (gases y liquidos) en
movimiento. Debido a que los fluidos son tratados como medios continuos, los fenGmenos
considerados en la dinamica de los fluidos son generalmente macroscépicos. Esto significa
que cualquier elemento de volumen de fluido, por pequefio en extension que se suponga,
siempre sera tan grande como para contener un nimero muy grande de moléculas. Desde el
punto de vista de la mecanica de fluidos, se llama infinitesimalmente pequefio a aquello que
es pequefio comparado con el volumen del cuerpo bajo consideracién, pero ain grande
comparado con las distancias entre las moléculas. Para propdsitos practicos y de las
consideraciones necesarias en este proyecto debera entenderse claramente que existen
diferencias entre los términos “particula de fluido” y “punto” en un fluido. Al hablar de un
“punto” se hace referencia a una posicion en el espacio y al hablar de “particulas™ se hace
mencion a elementos de fluido muy pequefios formados por un gran nimero de moléculas.
Si se trata el desplazamiento de una particula de fluido, no se estard hablando del
desplazamiento individual de una molécula, sino del movimiento de un volumen que
contendra muchisimas moléculas [1]. Cuando se menciona la velocidad del fluido v(x, v, z,
t) en un punto dado (X, y, z) en el espacio en un tiempo dado t, se refiere a la velocidad de
las particulas del fluido en puntos fijos en el espacio.

La ecuacion asociada con la conservacion de la materia en los fluidos se puede obtener
considerando un volumen V, del espacio. La masa de fluido en este volumen es Ipdv ,

donde p es la densidad del fluido y la integracion anterior se efectta sobre todo el volumen
V,. La masa de fluido que cruza, por unidad de tiempo, a través de un elemento df de la
superficie que limita el volumen es pv-df ; la magnitud del vector df es igual al area del

elemento de superficie y su direccion es normal a ella. Si por convencién df es positiva
cuando sale de la superficie entonces pv-df es positivo si el fluido sale del volumen y
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negativo cuando entra al volumen. La masa total de fluido que sale del volumen V, por
unidad de tiempo es

q} pv-df . (1)

La integracion se efectla sobre toda la superficie cerrada que delimita al volumen en
cuestion. El decremento por unidad de tiempo de la masa de fluido en el volumen V, puede
escribirse como

‘% j pdV . @)

Igualando las expresiones (1) y (2) se tiene

L pov = pv-ar. )

La integral de superficie puede ser transformada por la formula de Green a una integral de
volumen

 pv-df = [div(pv)dv @

y asi se obtiene

I{%O+div(pv)}dv :O. -

Ya que esta ecuacion debe ser valida para cualquier volumen, el integrando debe ser cero y
se tiene

op .
+div(pv)

(6)

Esta es la ecuacion de continuidad. Expandiendo el término de la divergencia se tiene
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%0+pdivv+v~gradp=0

(7)

A.2  Casos particulares de la ecuacion de continuidad
A.2.1 Casol. Flujo permanente (o estacionario)

Cuando las propiedades y las caracteristicas de cada punto del fluido permanecen
invariantes en el tiempo, el flujo se conoce como permanente. Esto quiere decir que el
término op/ot =0 y la ecuacion (7) queda como

pdivv+v-gradp =0 ®)

A.2.2 Caso 2. Flujo incompresible

Si la densidad se mantiene constante con respecto al tiempo y a la posicién en el fluido,
entonces dp/ot =0y v-gradp =0 y la ecuacion (7) se reduce a

pdivv=0 9)

diVVZOI (10)

A.3 Laecuacion de Euler

Considerando que las fuerzas que actian sobre un volumen en el fluido, son
exclusivamente las debidas a las variaciones de la presion hidrostatica, se puede obtener la
fuerza ejercida por la presion sobre toda la superficie de un volumen de fluido, mediante la
expresion

—gS pdf (11)

donde p es la presion de cualquier punto del fluido y la integral se evalta sobre la superficie
que encierra al volumen. Transformando esta integral en una integral de volumen se tiene

—gSpdfz—jgrad pdV . (12)
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El fluido que rodea el elemento de volumen dV ejerce sobre tal elemento una fuerza (—dV
grad p). En otras palabras, podemos decir que la fuerza —grad p actda sobre un volumen
unitario de fluido. Ahora se puede escribir la ecuacion del movimiento de un elemento de
volumen en el fluido igualando la fuerza por unidad de volumen (—grad p) con el producto
de la masa por unidad de volumen py la aceleracion dv/dt de dicho elemento:

dv
—=—gradp. 13
o grad p (13)

La derivada dv/dt que aparece en la ecuacion (13) no sélo denota la relacién de cambio de
la velocidad del fluido en un punto fijo en el espacio, sino la variacién de la velocidad de
una particula de fluido que se mueve y cambia de posicion en dicho punto.

Es conveniente que la derivada dv/dt se exprese en términos de cantidades que se refieren a
puntos fijos en el espacio. Para hacer esta transformacion es necesario notar que el cambio
dv, durante el tiempo dt, en la velocidad de la particula considerada de fluido se compone
de dos partes: del cambio en la velocidad de un punto fijo en el espacio, durante dt, y de la
diferencia entre las velocidades (en el mismo instante) de dos puntos separados una
distancia dr, donde dr es también la distancia que se mueve la particula de fluido dada en el
tiempo dt.

. ov . ov
La primera parte es Edt’ donde la derivada r se calcula para x, y, z constantes, en el

punto dado del espacio.

La segunda parte es

ov ov ov
dx—+dy—+dz—=(dr-grad)v . 14
x Vot (dr-grad) (14)
Asi
dv:(%JdH(dr-grad)v : (15)
Dividiendo ambos lados por dt
dv ov
—=—+(v-grad)v . 16
dt ot (v-grad) (16)

Sustituyendo (16) en la ecuacion (13) se tiene

ov 1
—+(v-grad)v=—-—gradp, 17
o F(v-gradjv=——"gradp (7)
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que es la ecuacion requerida para describir el movimiento de un fluido no viscoso (sin
esfuerzos cortantes). Esta ecuacion fue obtenida por primera vez en 1755 por Leonard Euler
y es una de las ecuaciones fundamentales de la dindmica de los fluidos [2].

Si el fluido se encuentra en un campo gravitacional se debe agregar una fuerza adicional
g donde g es la aceleracion de la gravedad que actua sobre cualquier volumen unitario.

Esta fuerza se suma en el miembro derecho de la ecuacién anterior, la cual toma la forma
siguiente:

oV 1
—+(v-grad)v=——grad p+g. 18
~ *(v-grad) _gradp g (18)

Si g se expresa como (ggrad z), donde z es el potencial asociado con las fuerzas externas
que actuan sobre las particulas del fluido, la ecuacion (18) se puede escribir como

%+(v~grad)v:—£grad p+ggradz. (19)
P

En la derivacion de la ecuacion del movimiento anterior, no se han considerado los
procesos de disipacion de energia que pueden presentarse en un fluido en movimiento,
como consecuencia de la friccion interna (viscosidad) en el fluido y del intercambio de
calor entre las diferentes partes de él. Por lo tanto las ecuaciones obtenidas son validas
solamente para movimientos de fluidos en los cuales la conductividad térmica y la
viscosidad son despreciables. A tales fluidos se les conoce como fluidos no viscosos o
ideales.

La ausencia de intercambio de calor entre las diferentes partes del fluido y sus alrededores
significa que el movimiento del fluido es adiabatico a lo largo de todo el fluido. El
movimiento de un fluido ideal es adiabatico. Para el movimiento adiabatico, la entropia de
cualquier particula del fluido permanece constante. Si la entropia se denota por s, la
condicion de movimiento adiabéatico se puede escribir como

ds
S0, 20
o (20)

donde la derivada total con respecto al tiempo denota, al igual que en la ecuacion (16), la
relacién de cambio de la entropia para una particula de fluido dado cuando esta se mueve
en el fluido. Esta condicion se puede escribir también como

ds os
—=—+V-grads=0. 21
prinieni il (21)
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Esta es la ecuacion general que describe el movimiento adiabatico de un fluido ideal.
Usando la ecuacion de continuidad (6) como modelo, se puede escribir una ecuacion para la
entropia, de manera semejante a la de continuidad:

d(ps)
ot

+div(psv) =0, (22)

en donde el producto psv es la densidad de flujo de entropia.

La ecuacién adiabatica usualmente toma una forma mucho mas simple. Si la entropia es
constante en todo el volumen del fluido para algln instante inicial, mantiene su mismo
valor constante en todas partes durante los tiempos siguientes en los movimientos
posteriores del fluido. Para este caso se puede escribir la ecuacion adiabatica como

S = constante. (23)
Se dice que tal movimiento es isentrépico. Se puede usar el hecho de que el movimiento es

isentrépico para escribir la ecuacion (17) de manera diferente, si se usa la primera ley de la
termodindmica

dw =Tds +Vdp (24)

donde w es la entalpia o funcion de calor por unidad de masa del fluido, V :% es el

volumen especifico y T es la temperatura. Ya que s es constante, se tiene

dw=Vdp=dp/p (25)
y COmo (grad p)/p =gradw. La ecuacién (17) puede entonces escribirse en la forma
%+(v~grad)v:—gradw. (26)
A4 Laburbujay el inicio de la cavitacion

Los estudios de los fundamentos fisicos de la formacion de “vacios” de vapor en el seno de
un liquido puro se remontan a los trabajos pioneros de Gibbs (1961). La teoria moderna de
la nucleacion homogénea se debe a VVolmer y Weber (1926), a Farkas (1927), a Becker y
Doring (1935), y Zeldovich (1943), entre otros, de acuerdo a la revision del tema hecha por
Brennen [3].
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A5 Latension superficial

En un liquido puro, la tension superficial es la manifestacion macroscopica de las fuerzas
intermoleculares que tienden a mantener juntas a las moléculas y evitan la formacion de
agujeros o vacios grandes. El concepto de tension superficial o, mas bien, el de energia de
superficie, se puede extender a burbujas o vacios de pocas distancias intermoleculares de
tamano, en donde se ha comprobado que tal aproximacion es sorprendentemente exacta [3].
Considérese la burbuja de radio R mostrada en la figura A.1, que se encuentra rodeada por
agua. En dicha burbuja hay una presion interna P; como resultado de la presion de los gases
en ella contenida (por ejemplo aire y vapor de agua). Si Py es la presion del aire y P, es la
presion del vapor del agua, se tiene

P=P +P,. 27)

Como resultado de las fuerzas de tension superficial, la presion dentro de la burbuja en
reposo es mayor que la presién del liquido en la pared de la burbuja [4]:

P=P +P,. (28)

P,=P,+P,
Radialmente hacia afuera

P; Presion del
liquido en la pared de
la burbuja

P, Presion
hidrostatica en el
seno del liquido

P, Presion de la tensién superficial
Radialmente hacia adentro

Figura A.l
Presiones a las que esté sujeta una burbuja de gas estatica dentro de un liquido.

Si la presion del liquido en la pared de la burbuja es P, entonces la presion dentro de la
burbuja estd dada por la ecuacion (28). Haciendo un corte imaginario para dividir la
burbuja en dos mitades, la presion de exceso P, tendera a empujar a las dos mitades de la
burbuja para que se aleje una de otra. La fuerza por unidad de longitud que balancea el
exceso de presion y mantiene a la burbuja estatica es la tensién superficial S. Debido al
equilibrio de la presion de exceso o presion de Laplace con la tension superficial, se tiene
que para una burbuja esférica
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P 7R?=2S7R, (29)

de donde la presion de Laplace estard dada como

25
P="" 30
>~ R (30)

Si la burbuja no fuera esférica, la presion de Laplace seria

P =s(1+1j, (31)

Ln

donde r1 y r, son los radios de curvatura maximo y minimo de la burbuja.

La condicién de equilibrio de presiones se puede escribir como:
P=P+P-P, (32)
o0 en funcidn de la tension superficial S

P.=P,+P, —% (33)

y si P_ se mantiene en un valor constante, ligeramente menor que

2S
Pg-i—R,—E, (34)

entonces la burbuja crecera e incrementara su diametro R hasta que ocurra la ruptura.

Para aplicar la ecuacion de continuidad (6) a una burbuja y expresar tal ecuacion en
coordenadas esféricas [5], se emplea la férmula de transformacion para la divergencia en un
sistema de coordenadas generalizado x;:

. 1 o0
dIV.P_Zhihjhk a_xl(hlhkpl)’ (35)

donde el operador divergencia actua sobre un vector P de componentes P; con coeficientes
métricos h;, h;, y hy, que para el caso de un sistema de coordenadas esféricas, se designan
como:

h,=1, h,=r, h,=rsend (36)
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y las coordenadas esféricas son:

X =r X,=0, X=¢ (37)

Para el caso de la ecuacion de continuidad, el vector P de la ecuacion (35) se sustituye por
el producto pv, Yy la divergencia queda como

. 1 0 0 0
div(pv) = wr— {E(rzsenepvr )+ %(rsenapvg) + 8—¢(rpv¢)} . (38)

Desarrollando y arreglando términos se tiene

0 1 0
— o — : 39
r send ae(sen pv9)+rsem9 8¢(pv¢) (39)

. 10,,
div(pv) :Fg(r pvr)+
Sustituyendo el valor de la divergencia de la ecuacion (38) en la ecuacion (6) se tiene

5 1 0 ap
—(senfpv,)+———(pv,)|+—=0, 40
rseneae( PV rsen6’8¢(p ‘) ot (40)

10/,

F& ( r er ) +
que es la ecuacién de continuidad en coordenadas esféricas, aplicable al caso la burbuja de
interés para esta tesis.

Si en la ecuacion (40) se aplican las condiciones siguientes:

1. Flujo estacionario

2. Unicamente variacion radial

3. Fluido incompresible
resulta que

1. con la aplicacion de flujo estacionario la ecuacién (40) se reduce a

0

10/, 0
——(r'pv. )+ —(senfpv,)+ ———(pv,)=0, 41
r2 ar( ov) rseneae( pYi) rsen98¢(p ‘) (41)
2. para una burbuja con sélo variacion radial
10,
——|(r'pv,)=0, 42
5o (rpv.) (42)
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ya que la variacionen € yen ¢ es cero,

3. aplicando en la ecuacion (42) la condicion de incompresibilidad se puede sacar la
densidad p del paréntesis, ya que la densidad, con esta condicion, es independiente

de la posicién radial y se obtiene:

(43)

Ademas, debido a que s6lo existe variacion radial, la derivada parcial se convierte en

derivada total

Derivando esta ecuacion se tiene

rzivr +2rv, =0.
dr

Separando variables,

e integrando se tiene

Inv, ==2Inr+InC.

Aplicando las propiedades de los logaritmos y sacando antilogaritmos se obtiene

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

donde v, es funcion de la posicion radial y del tiempo, es decir, v, =vr(r,t) quedando la

dependencia temporal en la constante de integracion C, ya que esta relacionada con r por
medio de una condicidn de frontera cinematica en la superficie de la burbuja. Cuando se
considera que no hay transporte de masa a través de la interfase de la burbuja, la velocidad

radial se expresa como

79



vr(r,t):%. (49)

Sustituyendo la ecuacion (49) en la (48) se obtiene:

, dr
C(t)zl’ a, (50)

que es una buena aproximacion cuando hay evaporacion o condensacién en la interfase de
la burbuja.

A.6 Ley de viscosidad de Stokes

La ley de viscosidad de Newton establece que el esfuerzo cortante en un fluido es
directamente proporcional al gradiente de la velocidad de deformacion a corte del fluido
dv
T=H—, (51)
dy

donde p es el coeficiente de viscosidad dinamica o constante de proporcionalidad entre el
esfuerzo cortante y el gradiente de la velocidad de deformacion y puede verse como la
propiedad del fluido que manifiesta el rozamiento interno entre una capa de fluido y su
capa adyacente.

T es el esfuerzo cortante del fluido, vV es la componente del vector de velocidad de
deformacidn en la direccion y y dy es el cambio en la direccion del movimiento analizado.

La ecuacién (51) es la mas simple de las conocidas como ecuaciones constitutivas de los
fluidos. Las ecuaciones constitutivas relacionan el campo de esfuerzos con el
correspondiente campo de velocidades de deformacién en los fluidos. A continuacion, se
describen las ecuaciones constitutivas basadas en la Ley de Stokes. En ellas se supone que
cada una de las componentes que forman el tensor de esfuerzos

6=|o, o, O (52)

estd relacionada linealmente mediante un conjunto de constantes con cada una de las seis
componentes independientes del tensor (velocidad de deformacion) de variacion con
respecto al tiempo de las deformaciones:
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1

aVX

1 8vy ov ov ; y
X S L4 x | = e é ﬂ Y
' ' _ OX 2\ ox oy 2\ ox oz *x 9 2
gxx gxy 8)(2 1 av 8V av 1 av av }/ 7}
é: éyx éyy éyz =5 _X+_y — S e =| = é)’y e (53)
e Sw 2l ay  ox oy 2\ oy oz 2
gZX VA Y24 % %
y 1 avx 8VZ 1 avy aVZ aVZ Q Q (C:‘
— + —_— —_ — + —_— 2 2 7
2\ 0z OX 2\ oz oy oz

donde v,, v, y v, son las componentes de la velocidad en cada uno de los ejes

coordenados; las componentes &,,, ¢, Y &, son las variaciones con respecto al tiempo de

las deformaciones normales y 7, =7,, 7,=7y Y Vx =7V, SON las variaciones con
respecto al tiempo (velocidades de deformacion cortante) de las deformaciones cortantes.

El tensor de variacion de las deformaciones con respecto al tiempo, es simétrico y
combinado con la presion p y las treinta y seis constantes C; da lugar a los esfuerzos:

O =—P+Cpé, + Clzgyy +Cpé, + Cl4gxy + Clsgyz +Céy

0, =—P+Cué, +Cyé, +Cxué, +Cy&,, +Cpé,, +Cyé,,

c,=—pPp+ CBlgxx + C328yy + C33€zz + C34€xy + CSSgyz + C368XZ (54)
0, =0+C, 6, +Cpe,, +Cpé, +CuE,, +Cpsé,, +Cpeé,,
o, = 0+C,e, + nggyy +Cgé, + Cs4gxy + C556‘yz +C.éy,

o, =0+Cy e, + C62€yy +Cqé, + C64€Xy + CBSgyZ +Cys€

Las constantes C;; de la ecuacion (54) se conocen como coeficientes de viscosidad y los

fluidos que se comportan de acuerdo a estas relaciones se conocen como fluidos
newtonianos. Debe notarse que la ley de la viscosidad de Stokes es la generalizacion de la
ley de viscosidad de Newton. Entonces el tensor diadico de esfuerzos de la ecuacién (52)
puede escribirse de manera simplificada como la relacion lineal

o= pl+cg, (55)
donde p es la presion, | es el tensor diadico unitario
100
I=|0 1 O (56)
0 01

¢ es la matriz de constantes C;
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y & es el tensor diadico de relacion de deformaciones (velocidades de deformacion) con
respecto al tiempo, dado por la ecuacion (53).

Pareceria que la ley constitutiva antes presentada, con sus 36 constantes, es demasiado
complicada para describir los esfuerzos en los fluidos; sin embargo, la mayor parte de los
fluidos newtonianos de interés tienen propiedades que no dependen de la direccion del flujo,
si se toman en consideracion las definiciones y consideraciones siguientes:

Una linea de corriente es una linea de flujo en donde el vector de velocidad de cada particula
que ocupa un punto en la linea de corriente es tangente a la linea de corriente. Una ecuacién
que expresa el hecho de que el vector velocidad es tangente a la linea de corriente es
vxdr=0. (58)
Flujo paralelo es aquel en el cual las lineas de corriente son rectas y paralelas entre si. Para
este caso particular, la ley de viscosidad de Stokes, se reduce a la ley de Newton para flujos

paralelos: un elemento de fluido en un flujo paralelo s6lo se encuentra sometido a esfuerzos
cortantes que se reducen a

Cu %
ny:7(ayj1 (59)

donde el coeficiente de viscosidad z es
u=Cu (60)

Cuando las propiedades de un fluido son las mismas en todas las direcciones, se dice que el
fluido es isotropico y para este caso, las 36 constantes de viscosidad se reducen por medio
de rotaciones de los ejes coordenados a tres, el coeficiente de viscosidad dado por la

ecuacion (60), el coeficiente C,, que se define como

Co=t'=¢ (61)

que es llamado segundo coeficiente de viscosidad y C; el cual es
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C11 = C44 + C12 ' (62)

lo que seria equivalente a
Ch=2pu+u=2u+¢, (63)

reduciéndose con esto el nimero de coeficientes de viscosidad de 36 a 2. Con ello la ley de
viscosidad de Stokes se puede escribir como

_ . e
O, =—P+2us, +u (gxx+gw+gzz)

Oy, =—P+2péy, + 1 (Eg +Ey +E,)

Op == P2ty + 11 (£ 6, +,) (64)
Oy = 21E,,

O,, = 2LE,,

o, =2UE,

Para muchos fluidos la presion termodindmica p puede expresarse como
_ 1
pz—az—g(axx+0'yy+azz) (65)

y con esto sumando, las tres primeras ecuaciones de (64) se obtiene que el segundo
coeficiente de viscosidad puede quedar en funcién del primero como

CZ#’?%#- (66)

Si se sustituye ahora el valor del segundo coeficiente de viscosidad en las ecuaciones (64),
las ecuaciones constitutivas de la ley de Stokes se pueden escribir de la siguiente manera:

O :_p+/u|:2‘éxx _é(‘c’-‘xx +éyy +‘c’-‘zz)j|

c, :—p+,u[2éw —%(5 +é,, +5)}

o, =—p+ u[zg'zz —%(gxx +&,, + &y )} (67)
Oy = 21E,,

O,, = 2LE,,

O, =2/, .

Sustituyendo los valores del tensor de deformaciones dados en la ecuacion (53), las
ecuaciones (67) se pueden escribir como
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o, 2 .
O, ——p+,u{2 8x —gdlv v}
ayy:—p+/,1[2%—§divv}
o, 2,
aZZ:—p+,u{2 pe —gdlvv} (68)
avx 8VVJ
O-xy_:u —-— t—
oy OX
O = H av*+%]
oz oX
a\/y 8\/2
Oy, =H E'FE]

Para el caso de flujo incompresible, las ecuaciones (67) de la ley de Stokes se reducen a

=—p+2u—
O =—P+eu ox
o, =—p+2u—=
” oy
ov
0y =_p+2:u 622 (69)

ov, oV,

O-xy_:u —+—
oy OX

o. = 8VX +%j
L WP

A.7 Las ecuaciones de Navier Stokes

Si en la ecuacién de Euler (19) se incluyen los términos de disipacion de energia que se
presentan durante el movimiento del fluido (ecuaciones 68), como resultado de las
irreversibilidades termodindmicas se tiene la ecuacion

p[%ﬂv-grad)v}: —gradp+g gradz+yV2v+(§+%ngrad(divv), (70)
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donde ¢ y u son los coeficientes de viscosidad que en general son funciones de la

presion y de la temperatura, pero para nuestro caso consideramos que permanecen
constantes. En algunos casos a ¢ se le llama la segunda viscosidad.

Para el caso de fluidos incompresibles div v = 0 y entonces la ecuacién (70) se reduce en un
término quedando como

p[%Jr(v.grad)v}:—grad p+ggradz+uvv. (71)

Aplicando la ecuacién (71) al caso de una burbuja, en coordenadas curvilineas esféricas se
tienen las tres ecuaciones de Navier Stokes siguientes [6]:

Parar
v Va4V ol v
P %+vr%+v—9%+7¢%—u =—£+,u Vzvr—%vr—%%—%vﬂcow’— > 2N +pg," (72)
ot or r d0 rsend o¢ r or o0 r resend o¢
Para 6
2
v v;cotd oV,
p %4_\4%4_&%4. ¢ %+va9_ ¢ :_1@4_# 2vg+%%_%v792_§cifl +pgg' (73)
ot or rof rsenfop r r roo r°o0 r-sen“d r°send og
Para ¢
p[%_‘_vr%_*_vi%_*_i%*_m*_wcotg]:_ 1 @_'_/J[ 2V¢+ 5 2 %_%Vi@z ZZCng%j+pg¢’ (74)
ot or rog rsenfop r r rsend o¢ resend ¢ r°sen“d r-send o¢

donde, para el caso de coordenadas esféricas, el operador laplaciano V? esta dado como

2
szég(r2£j+%i(5en0ij+% 6—2 . (75)
rror\ or) r°sené oo 00) r°sen“@\ o¢

Suponiendo que la burbuja se encuentra en un fluido newtoniano, es decir, que la Unica
energia disipativa existente en el fluido es la debida a la viscosidad, y que no existe
variacion de la velocidad en las direcciones 6 y ¢, ya que se considera que la burbuja es
esférica y cada parametro solo depende de la variable r, la cual es la distancia radial desde
el centro de la burbuja, se tiene asi un problema hidrodinamico de una pared de la burbuja
en movimiento que separa gas Yy vapor del liquido circundante. Entonces la ecuacion (73) se

reduce a
ov, ov, oP ) 2
Pl Vg )= o TH VV, ==V, (76)
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y sustituyendo el valor de v, de la ecuacion (48) en el término que esta dentro del paréntesis
en el miembro del lado derecho de la ecuacion (76), este se anula, quedando:

(2 )2 .
Pla " or )T o (77)

Sustituyendo el valor de la velocidad radial de la burbuja dada por la ecuacion (48) en la
ecuacion (77) se tiene

1P 1dC 2C°

e )

donde p, es la densidad del liquido. Hasta ahora no se ha considerado la contribucion de

la viscosidad. Esto se hara cuando se aplique la condicidn de frontera en la superficie de la
burbuja [7].

Integrando la ecuacién (78) con respecto a r, con la condicion de que P tenderd a P,
cuando r tiende a r, se tiene

= 2B 22 79
p. rd 2r (79)

Ahora, si se considera la condicién de frontera dindmica en la superficie de la burbuja
(r = R) de acuerdo al equilibrio de la figura A.2 se tiene

25
() +Po = =0 (80)

Ya que el esfuerzo en la direccion radial o,, estd dado como

ov
o,=—-P+2 -, 81
r /uL ar ( )

sustituyendo (81) en (80) se obtiene el equilibrio de fuerzas por unidad de area siguiente:

ov, 25
(—P)r:R+2,ULa—R+ PB_FZO. (82)
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Superficie de la burbuja

AN

Vapory gas

().

Ps

Liquido

Figura A.2
Condicion de frontera dindmica en la superficie de una burbuja esférica.

Despejando (P) _, de la ecuacion (82) se obtiene

Py +2u — ——:(P)r:R. (83)

Derivando con respecto a r la ecuacién (48), sustituyendo el valor de C de la ecuacion (50)
y considerando que se evalGa en r = R, queda

§.__,C__20R__2R -

oR R Rdt Rdt’

Sustituyendo el valor de la derivada de (84) en la ecuacion (83) se llega a

(85)

Sustituyendo el valor de (P)r:R de la ecuacion (85) en el término de P (la presién en la
distancia radial R) del miembro izquierdo de la ecuacién (79) puede escribirse

=S s (86)

Arreglando la ecuacién (86) y considerando que g4 /p, =v,_ es conocida como la
viscosidad cinematica, queda
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_ 2
P,-P, id_C_lC_4+4UL dR+£. (87)
oL Rdt 2R R dt pR

Ahora derivando C con respecto al tiempo en la ecuacién (50) se tiene

dt? dt dt? dt

—dtj ;{RZdZR 2R[dRH Rd2R+2(d—Rj. (88)

Sustituyendo esta ecuacion en la ecuacion (87) y sustituyendo el valor de C de la ecuacion
(50) en el segundo término del miembro del lado derecho de la ecuacién (87) llegamos a

_ 2 2 2
P, Pw:Rd|2?+2(d_R] _l(d_RJ LA dR2S (89)
yox dt dt dt R dt pR
Simplificando términos semejantes queda
2
P,—P. _gd Ea+3(de LR 2s (90)
oL dt 2\ dt R dt pLR

que es la ecuacion generalizada de Rayleigh-Plesset, para la descripcion dindmica de una
burbuja. En la ecuacion (90) tanto la presion dentro de la burbuja Pg como la presion en el
liqguido P, son funciones del tiempo. Una ecuacion semejante a la (90) fue derivada por

primera vez por Rayleigh en 1917, sin los términos de viscosidad y tension superficial.
Plesset aplico la ecuacion (90) para modelar el comportamiento de las burbujas sujetas a
cavitacion.

A.8 Nucleos de burbujas y el umbral de Blake

Walton y Reynolds [8] encontraron que la resistencia teorica “de ruptura” del agua
sometida a tension, a temperatura ambiente, es del orden de 10® Pa (1000 atm) lo que
presupondria que se requeriria de una reduccién de presion de al menos 1000 atm para
producir cavitacion. Experimentalmente se ha observado que se produce cavitacion alin con
amplitudes de presion de 1 atm, lo cual se atribuye a la existencia de nucleos de cavitacion
en el liquido. El nacleo mas sencillo que se puede considerar es el de una burbuja esférica
que se encuentra en el liquido y que contiene en su interior una mezcla de vapor del liquido
y algunos gases que se encuentran también disueltos en el liquido. Una burbuja libre como
la descrita, ascendera lentamente hasta la superficie del liquido. El gas contenido en la
burbuja se difundira hacia el liquido saliendo de la burbuja. Epstein y Plesset [8] estimaron
que a una burbuja de aire de 10 micrometros de radio en agua saturada de aire le toma 7
segundos disolverse. Se han propuesto varios mecanismos para la estabilizacion de la
burbuja. EI méas aceptado es aquel que supone que una bolsa de gas es atrapada en una
grieta angulada pequefia de una superficie solida o en una particula contaminante
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imperfectamente humedecida. El agua potable ordinaria puede contener miles de particulas
solidas por centimetro cubico. Por medio de filtracion puede removerse la mayoria de las
particulas sélidas del agua, de manera que finalmente logra resistir presiones negativas de
hasta 200 atm.

Una burbuja en un liquido nunca esta en equilibrio, pero para los fines de este estudio se
considerara que si lo esta, ya que el movimiento previo al paso de una onda de choque es
despreciable con respecto al que le ocasiona dicha perturbacion. Si se desprecia la presion
de vapor del liquido (que para el agua es de 0.023 atm a 20 grados centigrados), se tiene
una burbuja de gas perfecto en equilibrio con el liquido, de acuerdo a como lo muestra la
figura A.3. La burbuja tendra una presion de gas dada por

25
P =R+, (91)

donde P, es la presion del gas, P,es la presion del liquido, S es la tension superficial del
liquidoy R es el radio de la burbuja. Asi se tiene la ecuacion

(92)

Figura A.3
Burbuja de gas en un liquido, sometida a un equilibrio inestable.

Si a este radio R, se le designa como radio critico R, cuando se alcanza la estabilidad,
entonces

(93)

Esta es una condicidn inestable si R < R, ya que la tension superficial 2S/R predomina y
la burbuja se contrae. Si R > R, la presion del gas predomina y al burbuja se expande

89



indefinidamente. De esta manera se pueden presentar cinco formas distintas en que la
burbuja es desviada de la estabilidad:

. Que suba la burbuja en el seno del liquido, como resultado de la fuerza boyante.
. Que se disuelva la burbuja por difusion de gas hacia fuera de ella.

. Que la burbuja se contraiga debido a la tension superficial.

. Que la burbuja crezca por un aumento en la presion interna del gas.

. Que la burbuja crezca por una disminucion de la presion fuera de la burbuja.

O~ wWwNPE

Si la burbuja se encuentra en un estado de equilibrio inestable, como el descrito por las
ecuaciones (92) y (93), se esta disolviendo y subiendo lentamente en el seno del liquido.
Para esta condicion podemos evaluar la presion acdstica minima Pa necesaria para que
crezca la burbuja de radio Rg que contiene solamente gas.

Blake, Neppiras y Noltingk [8] analizaron que si se considera a la burbuja en equilibrio, la
presion dentro de ella se puede expresar como P, +2S/R;. Entonces si la burbuja cambia

de tamafio debido a un decremento de la presion externa absoluta, la condicién de
equilibrio cambia a

3
P+ (ﬁj _p_p 4+ (94)
R R R

B

donde el término del miembro izquierdo de la ecuacion (94) evalGa la presion del gas
dentro de la burbuja, considerando dentro de ella una expansion isotérmica. En el miembro
derecho de la ecuacidn (94), Pa es el pico de presidn acustica negativa. Para encontrar el
valor minimo de la presion externa (Pa— P,) para el crecimiento explosivo de una burbuja
se calcula

o(P,—P
—( ki) =0, (95)
oR
lo que da como resultado
4S
P.—P=—x, 96
R = (9)
donde
%
3 23
* 3RB(PO+ AB)
R = (97)
2S
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es llamado el radio critico. Resolviendo para Pa en términos del tamafio inicial de la

burbuja R, y cambiando Pa por Pg se llega a la presion conocida como presion umbral de
Blake

b
p-p+ 35 , (98)
JEERCTNE
B
ecuacion que puede ser aproximada con
P, =P, +O.77(EJ (99)
RB
cuando 2S/R,>P,;ya
%
P =F, B35 3 (100)
9 | 2PR?

cuando P, >2S/R,.

En todas estas ecuaciones Rg es el radio minimo de la burbuja que crecerd por la accion de
la presion umbral de Blake [8]. Ese radio es algunas veces también llamado radio de Blake.
Debe notarse que en la ecuacién (98) se han despreciado los efectos viscosos e inerciales,
por lo que tal ecuacion sélo es aplicada para casos de procesos cuasi-estaticos.
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APENDICE B

Ondas mecanicas

B.1 Movimiento ondulatorio

Si se tiene una propiedad fisica descrita por un campo y repentinamente se presenta una
perturbacion del estado fisico en un punto, las propiedades fisicas del sistema, descritas por
las ecuaciones del campo, dan como resultado la propagaciéon de una perturbacion. Esto
genera cambios en las condiciones fisicas de otros puntos del espacio. Las propiedades
fisicas consideradas pueden ser el campo electromagnético, la deformacion de un resorte, la
presion de un gas, la deformacion de un sélido, el desplazamiento transversal de una
cuerda, el campo gravitacional, una onda de choque, o la propagacion del sonido, entre
otros. Las ondas mecanicas se propagan solamente si existe un medio. Son generadas
cuando se imparte energia al medio y una parte de este se desplaza desde su posicion
inicial, ocasionando vibracion de las moléculas que se encuentran unidas por las fuerzas
intermoleculares. La vibracion se trasmite a las moléculas vecinas y se propaga por el
medio. De esta forma la energia se transfiere de una molécula a otra. Todas las oscilaciones
son causadas por las fuerzas restauradoras resultantes de las fuerzas intermoleculares [1].
Las ondas transportan energia. La cantidad de energia trasmitida por un medio y el
mecanismo responsable de ese transporte difiere de un caso a otro.

B.2 Ondas en materiales elasticos lineales

Como se vio en la seccion A.7, las ecuaciones de Navier-Stokes se derivan a partir de la
conservacion del momento angular y lineal y de las ecuaciones constitutivas, basadas en la
ley de viscosidad de Stokes [2]. Si se considera un cuerpo eléstico lineal con un
comportamiento mecénico descrito en funcién de los esfuerzos a los que se encuentra
sometido cada punto del cuerpo, se llega a las ecuaciones de movimiento de Navier (1), las
cuales son el resultado del equilibrio dindmico de las fuerzas que actGan en un elemento
diferencial de un solido eléastico en movimiento (ver figura B.1)

oo, 0o, oo, o’u
+ + +X=p—
OX oy 0z ot
0 0 0 2
Op 00y 00y _ 5_\2/ (1)
OX oy 0z ot
oo, 00, 0o, o’w
+ + +Z=p—
OX oy 0z ot
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donde

6 =| O o o (2)

es el tensor de esfuerzos en un punto del material [3, 4]. Si u, v y w son las componentes
del vector de desplazamiento de un punto del cuerpo en cada una de las direcciones de los
ejes coordenados x, y y z tesel tiempo, pes ladensidad del material analizado. X, Y y

Z son las componentes de las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen, dadas en funcién
de la densidad y de las fuerzas de cuerpo por unidad de masa f, , f, y f, como

Y =pf, , 3)

FiguraB.1

Elemento diferencial de un sélido elastico, donde se muestran los esfuerzos que acttan
sobre sus caras positivas.
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Los esfuerzos sobre una superficie orientada con respecto a un vector normal n; de una
parte del material considerado, sobre la otra a la cual esta unido, se calculan como

= o;n; , (4)

donde t; son los esfuerzos en la cara normal al vector n; y o;; son los componentes del

tensor de esfuerzos en el punto considerado del material elastico lineal de acuerdo con la
ecuacion (2) [3-5]. Las deformaciones unitarias y los esfuerzos para un material elastico
lineal estan relacionados por medio de la ley de Hooke inversa para las deformaciones
unitarias normales:

£, = é[UW —v(oy +0,, )] : (5)

g, = E[UZZ —U(O‘XX +o, )J

donde E es conocido como el médulo de Hooke o de elasticidad y por las relaciones de
Hooke inversas, para las deformaciones angulares o cortantes.

1
7xy _arxy
1
7xz:6Txy (6)
1
7/yz _aryz

siendo G el médulo de cortante 0 modulo de rigidez que esta dado como [3]:

E
G:m . (7

El tensor de deformaciones unitarias puede escribirse como [4]

511 812 513 gxx gxy gxz
E=1 8y &p Ex|=T| &€y &y &y (8)
‘("31 832 833 gzx gzy gzz
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y las deformaciones unitarias se relacionan con los desplazamientos por medio de la
ecuacion en notacion indicial

1dy Ay 1,0u, Ouy 1
== e = (e —AY=Z(u . +u 9
S T A AX 7 2(ax,, X ) 2( wp FUpe) ©

o
con
a, =123
que para coordenadas cartesianas es equivalente a

a,f=XY,2

con

U =Uu, =u
U, =u, =V (10)
U =U, =W

Las deformaciones unitarias se relacionan con los esfuerzos por medio de la ley de Hooke
generalizada inversa, expresada por las ecuaciones (5) y (6), donde las deformaciones
cortantes 7,, se obtienen de las deformaciones unitarias £,, mediante

Yap =2€a,3 para a=#p . (12)

De esta manera, el tensor de deformaciones en funcion de las deformaciones unitarias
normales y angulares queda como

7x Vv
& }/1% ]/l% S % 4
=754 e T4 |=\T e T4 . @2

Ty Tag e | Ty Tf o,

La ley de Hooke generalizada que relaciona las deformaciones con los esfuerzos puede
presentarse en funcion de las ecuaciones de Lamé como [3]
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op—o = [ 8 o |- ie+2Ge,
1+v\1-2v
E ve
0, =0,=—0 +e,. |=1e+2Ge 13
2z 1+v(l—2v Wj “ (13)
o=, = to |=te+26Gs,
l+v\1-2v
donde la constante de Lamé A esta dada por
E
A= — (14)

(1+v)(1-2v)

la constante G es el mddulo de rigidez o médulo cortante definido desde el capitulo 2.

1{ E
Gzz(mj (19)

y la relacion volumétrica e esta dada como
=g tEptEy=EytE,TE,. (16)

De esta manera el tensor de esfuerzos se completa, incluyendo las ecuaciones (13) para los
esfuerzos normales y las relaciones (6), entre los esfuerzos cortantes y las deformaciones
unitarias cortantes.

El tensor de esfuerzos en notacion indicial, puede expresarse como

G, = 640, +2Gé; (17)

en donde J; es la delta de Kronecker definida como

1 para i=]j
ij = C (18)
0 para 1=#]
para
i,j=123.
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Tomandose en cuenta todas estas consideraciones aplicables a un cuerpo elastico lineal y
sustituyéndose las ecuaciones para los esfuerzos en funcion de las deformaciones y estas a
su vez en funcion de los desplazamientos u, vy w en las ecuaciones (1), se obtiene [3]:

2 2 2 2 2 2 2
G 8L21+8L21+8L21 +(A1+G) 8L21+8v+8w +,ofxzpa—l2J
ox- oy° oz OX~ OXoy OXoz ot
2 2 2 2 2 2 2
G 8_\2/+6_\2/+6_\2/ +(ﬂ,+G) ou +8\2/+6W +pfy=pa—\2/ (19)
o oy oz ayox oy oyer at
o’w  o'w  d*w o’u o o*w o°w
G st ot 2 +(/1+ ) + T y =P 7
ox* oy° oz 00X 010y oz ot
0
oe o°u
GAU+(A+G)=—+ pf = p—
(A+8) 5 +Ph=p0
oe oV
GAV+(A+G)=—+ pf =p— 20
( )8y ply=r=a (20)
oe 0*w
GA+(A+G)—+pf =p—
(2+G)—+pt, = p—

donde el operador laplaciano A, en coordenadas cartesianas es

62 +a_2 62

S 21
ax2 ay2 aZZ ( )

A=V?

Estas son las ecuaciones de Navier, presentadas en el formato conocido como ecuaciones
de Lamé [3].

Si las ecuaciones (19) y (20) se presentan en notacion indicial se tiene
(2+G)d,0,u, +Gojoju, + pf, = po,6,u (22)
para
i, j,k=123.
En notacion vectorial se tiene [2]

(A+G)V(V-u)+GViu+ pf = po,0,u : (23)
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donde el operador gradiente V = grad, en coordenadas cartesianas esta dado como

V:i£+j£+k2 (24)

ox "oy o
Si se usa la identidad
Vu=vV(V-u)-VxVxu (25)

la ecuacidn (23) se puede escribir como [2]

(A+G)V(V-U)-GVxVxu+pf = pp8u, (26)

donde se observa que las ondas elasticas en general, tienen deformaciones tanto de
expansion y contraccion como rotacionales.

La ecuacion general (26) describe el movimiento ondulatorio de un cuerpo elastico
considerado como una regién R con frontera 6R y en cada punto de tal regién continua, se
tienen los esfuerzos dados por el tensor o;; y los desplazamientos u, v y w que definen el

tensor de deformaciones ¢;; .

Si se tiene una regién y sus condiciones de frontera se describen en funcién de los esfuerzos
para una parte de ella y en funcion de los desplazamientos para otra parte de ella, se dice
que las condiciones de frontera son mezcladas. Esta situacion modela, por ejemplo, el
comportamiento en donde una superficie solida tiene una frontera con un gas de densidad
pequefia y compresibilidad correspondiente a una situacion de vacio. Otro escenario comun
es aquél en donde la region es ocupada por dos solidos que tienen propiedades diferentes.
Aqui la descripcion del comportamiento en la interfase de contacto entre los dos solidos se
vuelve complicada y en muchos casos lo que se hace es suponer que los esfuerzos y los
desplazamientos son continuos en esta zona. Una situacion semejante se da cuando en la
region estudiada se tiene una frontera compuesta por un sélido y un gas. En la modelacion
de estos casos se ignora la viscosidad, los esfuerzos cortantes se anulan y los esfuerzos
normales y los desplazamientos se consideran continuos. Aun con las simplificaciones
mencionadas, los problemas del movimiento ondulatorio, s6lo se pueden resolver para
casos contados y en muchas ocasiones estos modelos resultan inadecuados. Una de las
complicaciones mas frecuentes que se presenta en las modelaciones es la no linealidad.
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B.3 Descripcion de movimientos ondulatorios especificos

B.3.1 Deformacion longitudinal

En general para movimientos ondulatorios unidimensionales, se supone que las variables
del campo ondulatorio, dependen sélo de un desplazamiento y del tiempo. Para el caso
conocido como deformacion longitudinal [2], se considera que sélo el desplazamiento u, es

finito y que u, y u, son cero.
Por lo tanto las ecuaciones de esfuerzo y deformacién unitaria, se reducen a
o, =(A+2G)ou, (27)

Oy = Og3 = A0, (28)

y la ecuacion del movimiento ondulatorio se escribe como

(2+2G)o,0u, + pf, = po,ou, : (29)

B.3.2 Esfuerzo longitudinal

Para el caso de esfuerzo longitudinal, todos los componentes del tensor esfuerzo son cero,
excepto oy, entonces [2]

oy =Eoy (30)
O,U, =0,Uu, =—oU, (31)
siendo v el modulo de Poisson

A
Vzm . (32)

La ecuacion del movimiento ondulatorio resulta ser
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Ed,0u, + pf, = p0,04 : (33)

B.3.3 Ondas acusticas en fluidos

Cuando los efectos viscosos se suponen despreciables en un fluido, la Unica componente de
esfuerzo importante es la presion hidrostatica P. En ausencia de movimiento ondulatorio, la
presion en el fluido adquiere un valor de equilibrio P, que puede variar con la posicion

como consecuencia de los efectos gravitacionales. Si un fluido se encuentra en reposo y
pasa a través de €l una onda de compresion, la presion local diferird de su valor de
equilibrio en la cantidad

p(r,t) =P(r,t)-R.(r) : (34)

El incremento de presion p(r,t) es una funcion escalar de la posicion y del tiempo,
mientras que el desplazamiento ocasionado en el fluido ¢(r,t) es una funcion vectorial de

la posicion y del tiempo. Ya que es mas fécil trabajar con una funcion escalar que con una
vectorial, la ecuacion de onda para las ondas acusticas se derivara en funcion de p(r,t) .

La deformacion volumétrica o dilatacion e, que se asocia al incremento de presion, se
relaciona al desplazamiento {(r,t) por la ecuacion

\ OoX, OX; O

ou ou
AV XMy Ny Ny G (35)
Vg X7

El incremento de presién p(r,t) se relaciona con la deformacion volumétrica por medio
del modulo volumétrico B

p(r,t)=—Be=-BV-{ , (36)

ecuacion equivalente a la ley de Hooke en un fluido. Analizando el equilibrio de fuerzas en
la figura B.2, se tiene

AF, =— P AXAYAz
OX

y

ap
AF, = —— AXAyAz (37)
oy
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aF, =P

=——AXAYAZ .
2 pe Yy

La fuerza neta en forma vectorial para el elemento cubico sera

2
AF =—(Vp)AXAYAz = p,AXAyAz oG : (38)

ot
Dividiendo la ecuacion (38) entre el elemento de volumen AXAyAz , queda

82
Vp=p, 22 (39)
Esta ecuacion relaciona p(r,t) con el vector {(r,t) . Para dejar la ecuacion en funcion del

incremento de presion, se calcula la divergencia de ambos miembros de la ecuacion (39) y
se obtiene

—V-Vp=p,——= : (40)

cp
(p+—dv)dxdz
a

Figura B.2
Fuerzas que actGan sobre un elemento de fluido.
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Sustituyendo el valor de V- de la ecuacion (36) en la ecuacion anterior se tiene
vz p =< <5 ’ (41)

que es la ecuacion de onda para el fluido en funcion del incremento de presion p(r,t) , con
una velocidad de propagacion de la onda C; en el fluido de

Ci=|— (42)

donde el operador laplaciano es la divergencia del gradiente y en coordenadas cartesianas
se tiene

) ] 82 2 52
Vi=V.V=divgrad=—+—+— . (43)
ox~ oy- oz

B.4 Ondas de choque

En ondas sonoras, cuando la velocidad de la fuente v, excede a la velocidad de la onda v
(figura B.3) se forma un frente de onda cénico que se conoce como onda de choque [6, 12].

Los circulos representan frentes de onda esféricos emitidos por la fuente en tiempos
diferentes durante su movimiento. En t = 0 la fuente estd en S, y en algun tiempo posterior

t la fuente estaen S, . En el momento t, el frente de onda con centro en S, alcanza un radio
vt. En este tiempo la fuente viaja una distancia vt hasta S, . En el instante en que la fuente
se encuentraen S, las ondas estan empezando a generarse en este lugar y por ello el frente
de onda tiene un radio cero en este punto. La linea tangente dibujada desde S, hasta el

frente de onda centrado en S, es tangente a todos los otros frentes de onda generados en
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tiempos intermedios. Asi se ve que la envolvente de estos frentes de onda es un cono con

semi-angulo @ dado por

(44)

vt v
senf=—=—
VS'[ (A
Frente de onda de
| choque conico
s T Vs
3 0 / g N \.\“\ —
| / vt e \ 2 /,>< _\\
/ II' \\ / \ \\\ B _‘-“\
/ / l“" "/ \ /\/ ™ S
\ Iff I | f‘,-’ \ 3 ’/ \‘. \ :/,f'“-\\ n
‘ | Il AR W R B
\ | | Vo YO 4/
/ J gy 2
\ SO \ Sl [\ / S § S 3 !
\ \ ‘ 2 A3
\\ \\ ,-’/ AN / e 4 =
N -
\\ \_ s/ /
| . ~)
- L ———
\\k . _/
VI
Figura B.3

Frente de onda de choque conico, producido cuando una fuente se mueve de S, a S, con

una velocidad v, mayor que la del medio v.

La relacion v /v, se conoce como nimero de Mach (M). Este tipo de choque transporta una

gran cantidad de energia concentrada en la superficie del cono.

En seguida se deriva la velocidad de una onda de choque en un gas ideal que se genera con
un piston (ver figura B.4). Se comienza analizando lo que le sucede a un gas en reposo en
un tubo de seccion transversal S cuando un piston comienza a actuar sobre el gas a una
velocidad constante u; iniciandose el estudio desde el reposo en el tiempo t=0. El tubo

inicialmente se encuentra lleno de un gas a presion P,, con densidad p, y energia interna
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por unidad de masa E,, correspondiente a una temperatura T,. El gas tiene una relacion de

calores especificos y y una velocidad del sonido en condiciones normales c, dada por

c, =[y5] | (45)

Se usa ¢ sin subindice para designar a la velocidad del frente de choque que viaja a lo largo
del tubo cuando el piston se mueve sibitamente a la velocidad u, [6y 8]. La figura B.4

muestra la situacion en el tubo, después de que el piston se ha movido durante un tiempo t.
Para esta situacion se tienen las consideraciones siguientes:

1. El piston se ha movido hacia adelante una distancia u t
2. El frente de choque se ha movido hacia adelante una distancia ct

3. La presion en el gas detras del frente de choque se ha incrementado de P, a una

nueva presion P, con la densidad variando de p, a p, .

ct
R.p.B.L B.p.L. 1
pS—3 — C——>
1 up —_
u
P
FiguraB.4

Frente de choque generado por un piston.

4. EIl gas entre el piston y el frente de choque se mueve como un continuo con la
velocidad u, del piston.

5. El gas comprimido se ha calentado desde su temperatura original T, hasta una
nueva temperatura T,, lo que ha ocasionado que la energia por unidad de masa

cambiede E; a E;.

105



6. La fuerza externa que se requiere aplicar sobre el piston para mantenerlo en
movimiento con una velocidad estacionaria u, es RS .

La conservacion de la masa requiere que
P,CtS = p, (C —u p)tS , (46)

asi que en el frente de choque la relacion de densidades es

A__C (47)

Si se aplica la segunda ley de Newton al gas contenido entre el piston y el frente de choque
y se tienen en cuenta las consideraciones siguientes:

En el tiempo t el gas contenido tiene la masa p,CtS, la cual ha adquirido la velocidad

u, y la cantidad de movimiento p,ctSu,,.

La variacion de la cantidad de movimiento con respecto al tiempo debe ser igual a la
fuerza externa neta que ocasiona el cambio en la cantidad de movimiento. Ya que la

presion inicial en el gas es P, y en el extremo posterior al piston es P, la fuerza neta es
(R-R)S,

el equilibrio con la segunda ley de Newton nos lleva a
(Pl_PO):pOCUp * (48)

Si se iguala el trabajo hecho por las fuerzas externas sobre el gas, a la energia total que
adquiere dicho gas en el tiempo t, y considerandose que el unico trabajo que actda sobre el
gas es el realizado por el piston se tiene

1
HSuptZE(poctS)uﬁ+(poctS)(El—E0) , (49)

donde los dos términos del lado derecho son respectivamente, la energia cinética de la
porcion considerada de gas y su incremento de energia interna. Aqui la presion P, es la que

actua sobre el piston y no solamente la diferencia (P, —F,) es la que responsable del

incremento en la cantidad de movimiento del gas. Dividiendo la ecuacion (49) entre S y t,
queda
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U, =5 (i) + () (B~ Es) (50)

Las tres ecuaciones, (48), (49) y (50), derivadas para una onda de choque y expresando
respectivamente la ley de la conservacion de la masa, la conservacion de la cantidad de
movimiento y la conservacion de la energia, son conocidas como las ecuaciones de
Rankine-Hugoniot [6 y 8]. Estas ecuaciones explicitamente involucran ocho variables, es
decir, las tres variables que definen el estado inicial del gas P,, p,, E,, las tres variables que

definen el estado final del gas B, p,, E, y las dos velocidades u,, y c.

Una sustancia homogénea de composicion fija, tal como un gas, queda caracterizada por
tres variables extensivas: su volumen, su energia interna total y su entropia, y por dos
variables intensivas, la presion y la temperatura absoluta. De estas cinco variables, s6lo dos
pueden escogerse de manera independiente. Estas dos determinan el estado termodinamico
de la sustancia, con lo cual las otras tres variables quedan definidas. Una expresion para la
energia interna por unidad de masa como una funcion de Ty o nos permite calcular E para
diferentes valores de Ty p . La entropia se puede calcular a partir de la ecuacion de estado,
de la expresion para E(T, p) y de las leyes termodindmicas [6]. Para un gas particular en el
tubo analizado, las ecuaciones termodindmicas nos sirven para calcular E, y T, para
valores conocidos de P, y p,, de manera que estas variables pueden considerarse
conocidas. Si se especifica la velocidad del piston u,, entonces solo se desconocen las

cuatro variables P, p,,E, y c. Para determinarlas se tienen las tres ecuaciones de Rankine-

Hugoniot [6, 8]. Con las ecuaciones termodindmicas del gas se tienen cuatro ecuaciones
para relacionar B, p,, E; e incidentalmente se puede obtener también T,.

Para el caso de ondas sonicas de pequefia amplitud, se asocia un incremento reversible en la
energia interna del gas con la compresion adiabatica de este. En el caso de una onda de
choque, el incremento en la energia interna es mucho mas grande que el incremento
reversible de la energia potencial que ocurriria si el gas es comprimido adiabaticamente. Es
decir, el paso del frente de choque involucra un calentamiento irreversible del gas,
semejante al que se tendria en un proceso en donde existe una fuerza de friccién grande.

Cuando se tiene una ecuacion que relaciona la energia interna E del gas con Py p como,
por ejemplo, la que se deriva en funcion del gas ideal, se tiene para la energia interna de

una masa unitaria de gas ideal que se encuentra a la temperatura absoluta T

E==CT |, (51)

'

1
u
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donde C, es el calor especifico molar a volumen constante y . es el peso molecular. Para
un gas ideal, E es independiente de p Yy el calor especifico molar de un gas a presion
constante C, se relaciona con C, por medio de la ecuacion

C,=C,+R , (52)

donde R es la constante universal de los gases. De esta manera, la ecuacion de estado de un
gas ideal, puede escribirse como

T : (53)

P_R
p U
con la densidad p en vez del volumen.

Si se introduce la relacion de calores especificos y=Cp/Cv, en la ecuacion (51) y se
elimina T a partir de la ecuacion (53), se encuentra la expresion para E

(54)

La diferencia de energia interna por unidad de masa en los estados inicial y final del gas es

El_EO:L(E_&j | (55)
y=1 p p,

Con esta ecuacion se pueden solucionar las ecuaciones de Rankine-Hugoniot para la
velocidad de choque y para las condiciones del gas detras del frente de choque. La solucién

de las cuatro ecuaciones puede iniciarse eliminando E, —E, entre las ecuaciones (50) y
(55), posteriormente usando la ecuacion (48) para eliminar P, y la ecuacion (49) para
eliminar p, . De esta forma se puede Ilegar a la ecuacion

cz—%(;/+l)upc—c§:0 , (56)

donde c, es la velocidad del sonido en condiciones normales (ecuacion 45). Resolviendo la
ecuacion anterior, se tiene para la velocidad de choque de un gas ideal

1 1
c:z(;/+1)up+\/ﬁ(;/+1)2u§+c§ : (57)
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Esta expresion claramente muestra que la velocidad de choque siempre excede tanto a ¢,

como a la velocidad del piston u, (ya que y >1).

La velocidad de choque puede expresarse también en funcion de la presion en exceso
(P,.—P,) que existe en el gas detras del frente de chogque. Usando la ecuacion (48) para

eliminar u, de la ecuacion (56) y usando (45) para 0,Ce se tiene

c= CO\/1+£(£ +1j(ﬂ] . (58)
2\y R

Si se introduce el nimero de Mach M =c/c, la ecuacion (58) puede escribirse como

5:1+2—7(M2—1) . (59)
R y+1

El nmero de Mach del gas que se mueve detras del frente de choque puede evaluarse como

u
Mp:_p:L(M _ij ] (60)
c, 1l+y M

La relacion de densidades de la ecuacion (47) puede escribirse como

A C M B y+1 (61)
Py c=u, M-[2/(y+)[(M-UM) y-1+2/M?
al introducir la ecuacion (60) para u, /c,.
La relacion de temperatura queda de la siguiente manera:
L_bp |y, 2 (M?-1) 1—i[1—i2j . (62)
T, Pp y+1 y+1 M

B.4.1 Ondas de choque en liquidos con burbujas

La propagacion de una onda de choque en un liquido con burbujas depende del
comportamiento de las burbujas. Como se mencioné en el capitulo 2, la propagacion de
ondas de choque en liquidos con burbujas ocasiona una perturbacién en el liquido que
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rodea a las burbujas. EI comportamiento de las burbujas ante estos cambios se describi6 por
la ecuacion de Rayleigh-Plesset

(63)

2 2
P,-P, _od’R §(dR) LA dR 28

00 + -
oL dt* 2\ dt R dt pR

y la ecuacion de Gilmore

Rﬁ(1—3j+§R2[1—5]=H(1+EJ+E[1—EJ , (64)
c) 2 3C cC) C C

donde la burbuja de radio R se supone siempre esférica, p, es la densidad del liquido, S es
la tension superficial, v, es la viscosidad cinematica del liquido, P, es la presion en el

liquido alejado de la burbuja, P, es la presion en la burbuja, H es la entalpia de la burbuja y

C es la velocidad del sonido. Si se desprecia la difusion del gas hacia adentro y hacia afuera
de la burbuja, la masa dentro de la burbuja permanece constante

R’p, = constante. (65)

En el capitulo 2 se vio que se necesita la ecuacidn de energia, tanto para el liquido que
rodea a la burbuja, como para el gas dentro de la burbuja. Por la diferencia que existe entre
la capacidad calorifica del liquido y la del gas, se puede considerar que la temperatura del
liquido permanece constante.

La ecuacion de energia para un gas ideal es

DT, Dp, ..,
Pyt =K, (66)

En esta ecuacion T, es la temperatura del gas en la burbuja, k y ¢, son la conductividad

térmica y el calor especifico a presion contante, respectivamente, mientras que D/Dt es la
derivada material. El coeficiente de difusion de calor y, para el gas dentro de la burbuja se
define como

y=— ) (67)

Para el aire » esdel orden de 2 X 10 mz/s . Para una variacion de la temperatura del gas
con una frecuencia w, la temperatura externa penetra hasta una profundidad del orden de
a/;(/w . Esto permite en algunos casos limite evitar el uso de la ecuacion de la energia (66).
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Para identificar estos casos limite se compara ./;(/w con el radio de la burbuja R y la

longitud de onda |, de la onda de presion en el gas dentro de la burbuja. Cuando I, es

mayor que R y esta Gltima es pequefia con respecto a a/;(/w, el gas se puede considerar

como isotérmico. Cuando |, es mayor que R, pero esta Ultima es grande con respecto a

a/;(/w, el gas se puede considerar adiabatico. Tambien cuando incrementa la frecuencia y

la longitud de onda |, es mas pequefia que R, el gas se considera adiabatico. Finalmente, ya

que a/z/w disminuye como 4/J/w y I, se reduce como 1/w, cuando la frecuencia se
incrementa. Entonces los cambios de presién son nuevamente isotérmicos (ver tabla 3.1).

Comportamiento

Rango de frecuencia Longitudes S
termodinamico
Bajo 1< Zz <2 Isotérmico
wR R
| .
Moderadamente alto 4 > <1< 2 Adiabatico
wR R
Alto Lz <2<«1 Adiabatico
wWR R
Muy alto Lx Zz <1 Isotérmico
WR
TablaB.1

Comportamiento termodindmico de las burbujas oscilantes de gas.

B.5 Solucion de la ecuacion de onda

En esta seccion se utilizard de manera indistinta la notacion matematica normal o la
notacion simplificada siguiente:

_au

u — T
*oX

. _ o
X

(68)
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La solucion de la ecuacién de onda para una cuerda con movimiento transversal sujeta a
tension [6]

FE_T P _ 0%

= 69
ot uoxt T oax? (69)
se puede obtener si se escribe esta ecuacion en la forma
0°f 10¢ ,0 10,0 10
— =2 =(——-—)(—+—=)£=0 : 70
ox*> ¢’ ot (8x C, 8t)(8x C Gt)f (70)

donde c :m es la velocidad de sonido en la cuerda. El operador diferencial de la
ecuacion de onda actla sobre el desplazamiento & y se ha dividido en dos factores, los
cuales sélo son posibles de obtener, cuando ¢, , la velocidad de propagacion de la onda, no
es funcion de x o t. Si se hace el cambio de variables

u=x-cgt
vV=X+ct (71)

se pueden sustituir estas ecuaciones en (70) y se llega a

o 10 0

- 2)y=2_ 72

(ax C 6t) ou (72
y

0o 10 0

—t+——)=2— . 73

(ax C at) ov (73)

Introduciendo estos cambios, la ecuacion (70) se reduce a

2
4 ¢ =0 (74)
ouov
La ecuacion de onda presentada en esta forma, tiene la solucion
f(u’v): fl(u)+ f, (V) ' (75)
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donde f,(u)y f,(v) son funciones completamente arbitrarias, no relacionada una con la

otra y limitadas en la forma s6lo por los requisitos de continuidad. De esta manera se llega
a la solucion para la ecuacion de onda conocida como de D’ Alembert [6 y 9],

E(uv)=f(x—gt)+ f,(x—ct) . (76)

Para una ecuacion diferencial lineal ordinaria de segundo orden, se tienen dos soluciones
independientes de forma funcional definida, que pueden combinarse en una solucion
general que contiene dos constantes arbitrarias. De manera diferente, la solucion de la
ecuacion diferencial parcial unidimensional de onda contiene dos funciones arbitrarias de

X—ct y x+ct como soluciones. Ya que la ecuacion de onda es lineal, cada una de estas

soluciones puede a su vez ser considerada como la suma de muchas otras funciones de
X*ct.

Cuando el movimiento ondulatorio de una onda elastica no se puede describir por medio de
la ecuacion (71), debido a que se presente el caso en el que la velocidad de la onda es
funcién de su frecuencia (dispersion), se puede demostrar que las ondas no sinusoidales
cambian su forma conforme viajan y las unicas que conservan su forma funcional al viajar
en el medio son las ondas sinusoidales.

La funcion ondulatoria de la ecuacion (71), puede expresarse como

cf(x,t):Acoszf(x—c,t)+Acos%ﬂ(xm,t) (77)

donde A es la longitud de onda, c :afi /u es la velocidad del sonido y A es la amplitud

del movimiento [11]. Para una onda viajera que se mueve hacia la derecha, la ecuacion (77)
se reduce a

é(x,t):Acos%ﬁ(x—c,t) (78)
y usandose la representacion de la formula de Euler

e = cos@+isend (79)

este mismo movimiento sinusoidal se puede escribir como

E(x,t)= Re(Aexp(i(ZT”(x—c,t)])) : (80)

donde Re, se refiere a la parte real del vector complejo Aexp(i(zf(x—c,t))) .
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Hasta ahora se ha presentado la solucion de D’Alembert de la ecuacion de onda sin poner
énfasis en las condiciones iniciales y las condiciones de frontera de los problemas. Si ahora
se analiza la solucion completa para el problema de valor inicial de la ecuacion de onda se
tiene

U, =C’U, —o<Xx<wo 0<X<ow© (81)
con valores iniciales
u(x,0)= f(x
(x,0) ( )} —0< X< (82)
u,(x,0) = g(x)

€S

X+ct

u(x,t)=%[f(x—ct)+f(x+ct)]+% [ a&de . (83)

X—ct

Esta solucién, formada por la superposicion de dos ondas viajeras que se mueven en
direcciones opuestas, se puede obtener por medio de la transformada de Fourier de X, por
medio de la transformada de Laplace de t o por la técnica de transformacion en
coordenadas canonicas. En la ecuacion diferencial parcial anterior no existen fronteras para
X, ya que puede variar desde menos infinito hasta méas infinito. Si ahora las condiciones de
frontera fueran

u@©,t)=0 O<t<oo (84)
las condiciones iniciales cambian a

u(x,0) = f(x)

ut(x,O):g(x)} O<X<oo (85)

y la solucion de la ecuacion diferencial parcial ahora es

X+ct

%[f(x—ct)+f(x+ct)]+2icx.[ctg(§)d§ X > ct
u(x,t) = : (86)

X+ct

S[focren s fo-cpleo [ g@ds x<ct

X—ct

Hasta ahora se ha presentado la solucion para la ecuacion diferencial parcial de onda
primero sin fronteras en la variable espacial y posteriormente para cuando la variable
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espacial se limita a todo el dominio de los nimeros positivos. Si la ecuacion de onda se
limita a valores finitos en la variable espacial tanto en la direccidn negativa y en la positiva
se tiene

u, =c’u O<x<L O<t<ow : (87)

XX
Para este caso, pueden presentarse tres clases generales de condiciones de frontera:

Extremos controlados

u(0,t) =g,(t) (88)

u(L,t) =g,(t) (89)

Fuerza definida en las fronteras

u,(0,t) =g, (t) (90)

u, (L,t) =0, (1) (91)

Fronteras elasticas

U, (0,0)=»u(0,) =g,(H) (92)

u, (L) = ru(L,t) = g,(t). (93)
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Con las ecuaciones diferenciales parciales lineales unidimensionales, sus condiciones de
frontera y sus condiciones iniciales descritas hasta ahora, se puede estudiar el movimiento
ondulatorio de la vibracion transversal, longitudinal y torsional de cuerdas y solidos, las
ondas longitudinales sonoras, las ondas electromagnéticas de la luz y la electricidad, las
ondas de probabilidad de la mecénica cuantica y las ondas transversales en el agua.

B.5.1 Soluciones de ecuaciones de ondas de choque

Las ondas de choque son fendmenos fisicos que en muchos casos pueden describirse por
ecuaciones diferenciales parciales de coeficientes variables y no lineales del tipo llamado,
ecuaciones de conservacion. ElI método de las caracteristicas, es una técnica muy
importante para solucionar problemas de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden
con valores iniciales [12].

La ecuacion de difusion

U =ca’u, v, -w<xX<ow, 0<t<ow (94)

X

donde o es el coeficiente de difusién y v es la velocidad del medio, es una ecuacién
diferencial parcial de coeficientes variables del tipo

a(x,t)u, +b(x,t)u, +c(x,thlu=0 —co<X <0, O<t<o (95)

con condiciones iniciales

u(x,0) =g(x) —00< X <00, (96)

Si no hay difusion, ¢ =0 y solo se tiene conveccion. Entonces la onda, solucion de la
ecuacion
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U =—vu, —oo<X<oo, O<t<oo 97)

viajara a lo largo del eje x con una velocidad v .

Si a(x,t) y b(xt) de laecuacion (95) son constantes, se tendra la solucion de una onda

viajera, en cambio si son funciones de x y t, entonces la velocidad del medio variara a lo
largo de la corriente y con el tiempo. La solucion de (95) se basa en el hecho fisico de que
el disturbio inicial en un punto x se propaga sélo a lo largo de una curva en el plano tx. A
esa curva se le Ilama caracteristica. Este fendmeno contrasta con muchas otras ecuaciones
diferenciales parciales, donde un disturbio inicial en un punto afecta a todos los puntos de
las demas soluciones posteriores. Como consecuencia de esta caracteristica de las
ecuaciones diferenciales parciales se ha desarrollado el método de solucion llamado método
de las caracteristicas donde (95) se resuelve haciéndose una transformacion de
coordenadas. Las coordenadas x y t se remplazan por dos nuevas s y r que tienen las
propiedades siguientes:

s solo cambiara a lo largo de la curva caracteristica
7 cambiard a lo largo de la curva inicial.

Con esto el método de las caracteristicas transforma la ecuacion diferencial parcial en un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que siguen la secuencia siguiente:

A partir de (95) se obtienen las ecuaciones diferenciales caracteristicas

a1 (9)
ds
A bhxt) (99)
ds

Posteriormente se integran (98) y (99) y se hallan las constantes de integracion a partir de
las condiciones

x(0)=7 y t(0)=0. (100)

Como siguiente paso, se hace la transformacion de coordenadas de (x,t) a (s, 7)
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Xx=Xx(s,7) y t=t(s,7)
considerandose que

du dx dt
—=u,—+Uu —=a(x,t)u, +b(x,t)u
ds de+tds (X, t)u,+b(x ),

y sustituyéndose (102) en (95) se tiene la ecuacion diferencial ordinaria

3—:+c[x(s,r),t(s,r)]u=0 0<s<w

con condicidn inicial

u(0) = f(z)

(101)

(102)

(103)

(104)

Esta ecuacidn diferencial ordinaria se resuelve junto con su condicién inicial, para obtener

la solucion u(s,7) y finalmente se resuelve parasy 7 en términos de x y t.

El método de las caracteristicas para la integracion de ecuaciones diferenciales parciales es
usado para resolver ecuaciones de coeficientes variables y ecuaciones no lineales como las
de conservacion, donde se describen fendmenos fisicos tales como los de la teoria del

transporte y los de las ondas de choque.
Las ecuaciones diferenciales parciales de conservacion pueden ser:
para una dimension espacial
u+f, =0
para dos dimensiones espaciales
u+f,+f =0
0 para tres dimensiones espaciales

u+f +f+f=0

(105)

(106)

(107)
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Analizado la ecuacién (105), se puede ver que se tienen dos incognitas, la densidad u y el
flujo f, el cual, a su vez es una funcion de la densidad. Si la funcionalidad entre el flujo y la
densidad es creciente, resulta natural pensar que si aumenta u también aumentara f. Para
estas situaciones, algunos modelos tipicos de flujo pueden ser

f(U) = Au(l—u) (106)
f (U) = ku (107)
fu=u> . (108)

Si se sustituye alguno de estos modelos en la ecuacion de conservacion se tiene
df
U+l = +gUu, =0 . (109)

Por ejemplo, si se toma el flujo como f (u) =u?, la ecuacion de conservacion es
u, +2uu, =0 —o<X<oo Yy O<t<oo . (110)

Cuando las curvas caracteristicas se juntan, se presenta el fendmeno denominado “onda de
choque”, que lleva a una solucion discontinua del problema aqui considerado. El parametro
mas importante en este caso es la rapidez de propagacion del frente de choque que se
calcula como

o Flu)-f(w)
ud—ui

: (111)
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donde u, y u; son los valores de las densidades a la derecha y a la izquierda del frente de

onda. f(u,) y f(u,) son los valores correspondientes al flujo para esos mismo puntos.
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APENDICE C

Litotricia extracorpdrea

C.1 Litotritores extracorpdreos

Desde los inicios de la litotricia extracorpérea, se han desarrollado més de sesenta tipos de
litotritores. A pesar de que estos equipos evolucionaron con la finalidad de mejorar la
desintegracion de los célculos y reducir los dafios a los tejidos, sus principios basicos de
operacion no han cambiado [2, 11, 12]. Un litotritor estd compuesto por un generador de
ondas de choque, un sistema para concentrar las ondas de choque, un equipo de
imagenologia para la localizacién del célculo y un conjunto de elementos automatizados
para el posicionamiento del paciente y/o del generador. Las ondas de choque se producen
fuera del paciente, se concentran y se dirigen hacia el calculo urinario que se desea fracturar
[14]. Para lograr la pulverizacion del célculo se requiere de varios cientos de ondas de
choque. En general los circuitos eléctricos de todos los generadores de ondas de choque
clinicos operan de manera semejante. Inicialmente se carga un capacitor de alto voltaje y
posteriormente se descarga subitamente, suministrando toda su energia a un transductor
electro-acustico. En los ultimos 20 afios, la tendencia ha sido obtener regiones focales mas
pequefias, lograr un enfoque mas preciso y reducir el dafio a los tejidos expuestos a las
ondas de choque; sin embargo, basandose en resultados clinicos, algunos autores han
sugerido regresar a los litotritores con regiones focales mas grandes y presiones menores.
Los litotritores se pueden clasificar en electrohidraulicos, piezoeléctricos y
electromagnéticos [2]. En esta tesis Gnicamente se describira, de manera superficial, el
funcionamiento de los sistemas electrohidraulicos y piezoeléctricos. Los litotritores
electrohidraulicos se describen porque son los mas populares, ademas de que fueron los
primeros en salir al mercado. Los generadores piezoeléctricos se tratan ya que para este
trabajo se usd un generador de ondas de este tipo.

C.1.1 Litotritores electrohidraulicos

Como se menciond en la introduccion, en los litotritores electrohidraulicos se genera una
descarga de alto voltaje (15 a 30 kV) entre dos electrodos sumergidos en agua, localizados
en el foco F1 de un reflector elipsoidal. La energia eléctrica es suministrada por una fuente
de alto voltaje y se almacena en un conjunto de capacitores. Los electrodos se conectan a
las terminales del conjunto de capacitores, los cuales liberan la energia cuando se activa un
interruptor de chispa. El pico de la corriente eléctrica en la descarga es del orden de 10 a 20
kA, dependiendo de la inductancia del circuito. En el espacio localizado entre los
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electrodos (aproximadamente 1 a 2 mm) se forma un canal de plasma que se expande
stbitamente comprimiendo al medio circundante, el cual normalmente es agua,
produciéndose de esta forma una onda de choque esférica. Suponiendo que el agua tiene
propiedades isotropicas, la velocidad de propagacion de la onda en todas las direcciones es
la misma.

Figura C.1
Litotritor electrohidraulico extracorpéreo modelo Lithospace, marca Advanced Shockwave
Technology GmbH, Jena, Alemania.

La onda de choque se origina en el primer foco (F1) de una seccion de un elipsoide de
revolucién metélico, con el fin de que sea parcialmente reflejada y concentrada en el
segundo foco (F2), lugar en donde se debera colocar el calculo que se pretende pulverizar.
La coincidencia del calculo con la localizacién del segundo foco geométrico del elipsoide
de revolucion del litotritor, se logra con la ayuda de un sistema de fluoroscopia y/o de
ultrasonido [1]. La figura C.1 muestra un litotritor electrohidraulico. Usualmente las
presiones maximas en esta region son del orden de 35 a 150 MPa. Las descargas eléctricas
de la bujia dentro del agua generan pulsos de presion de muy corta duracion. El perfil de
estos pulsos de presion (figura C.2) depende de varios parametros, algunos de los cuales,
como el voltaje de la descarga, la capacitancia del circuito, la conductividad del agua y la
temperatura pueden ser controlados. El tiempo de ascenso de la presion es més corto en los
generadores electrohidraulicos que en los piezoeléctricos o electromagnéticos. Dicho
tiempo es de 1 a 10 ns [2, 3]. En estos equipos aproximadamente el 5% de la energia
eléctrica se convierte en energia mecanica [4].
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Figura C.2
Perfil de una onda de choque generada con un litotritor electrohidraulico. Tiempo 0,
instante de llegada de la onda de choque. Tiempo 1, instante en el que la onda de chogue ya
paso por el lugar de observacion. Duracion del pulso de 1 a 5 ps. Presiones maximas de
hasta 150 MPa. Tiempo de ascenso del pulso, decenas de nanosegundo.

En realidad, en los litotritores electrohidraulicos se genera mas de una onda de choque. La
primera es la onda de choque debida al rompimiento eléctrico del agua en F1, que viaja
directamente de F1 a F2 sin ser reflejada en la superficie del elipsoide de revolucion (ver
figura C.3). Su contribucion a la fragmentacién del célculo es pequefia. La onda de choque
reflejada llega a F2 décimas de microsegundos después que la directa. Ambas ondas son
seguidas por otro pulso reflejado, generado cuando la burbuja de plasma colapsa en F1.
Hay evidencia de que la onda de choque enfocada en F2 es la principal responsable de la
desintegracion de los calculos, junto con los fendmenos asociados al colapso de las
burbujas de cavitacién en F2 [2, 5, 6].

El paciente se recuesta sobre la camilla del litotritor. Usando el sistema de posicionamiento
del equipo, se hace coincidir el calculo con el foco F2 (ver figura C.1). De esta manera las
ondas de choque entran en el cuerpo y son enfocadas sobre el calculo. Actualmente, para
acoplar la energia generada en F1 al cuerpo del paciente, se usa un colchén lleno de agua o
una tina con agua (ver figura C.1). Un aspecto de consecuencias clinicas importantes es la
forma del perfil de presion. En general, la amplitud del pulso de rarefaccion
(frecuentemente denominado “pulso negativo™) alcanza su maxima amplitud (valor de
presién minimo) 10 a 30 mm antes de F2. Ya que la fase negativa de la onda de choque
genera cavitacion acustica, uno de los mecanismos de fragmentacion de calculos renales
mas importantes, algunos investigadores han sugerido situar el calculo dos centimetros mas
cerca de F1, en lugar de colocarlo exactamente en F2 [7, 8].
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Figura C.3
Reflector elipsoidal con rayos convergentes y divergentes.
Rayos convergentes en F2 y cono divergente en verde.

La eficiencia en la desintegracion de los calculos depende en buena medida del disefio del

reflector y del tipo y forma de la bujia o electrodo utilizado para generar las ondas de
choque [9, 10].

4.1.1 Litotritores piezoeléctricos

Un cristal piezoeléctrico, como por ejemplo, un cristal de titanato de bario o de titanato
circonato de plomo, es un material que tiene la propiedad de aumentar o disminuir
stbitamente su tamafio al aplicarle una abrupta diferencia de potencial eléctrico,
comprimiendo al medio que lo circunda, generdndose de esta manera una onda de
compresion. Los litotritores piezoeléctricos, del tipo usado en este estudio, cuentan con
unos 3000 cristales montados sobre un cascaron esférico de aproximadamente 500 mm de
diametro [13]. Todos los cristales reciben un pulso de alto voltaje (5 a 10 kV). El pulso de
compresion generado se transforma por superposicién en una onda de choque que converge
al centro de curvatura del cascaron esférico, region donde se coloca el calculo urinario. Las
ondas de choque se acoplan al paciente a través de una membrana de latex o directamente
por contacto del costado del paciente con el espejo de agua de la tina.

Los cristales
piezoeléctricos se aislan del agua, por medio de un polimero flexible.

El circuito eléctrico estd formado por un sistema para la carga de los capacitores y un
sistema para el control de las descargas. Para controlar la frecuencia de generacion de las
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ondas de choque, se usa un interruptor de estado solido accionado por un generador de
pulsos. El tiempo de ascenso de la onda de choque generada con un litotritor piezoeléctrico
es del orden de 300 ns [2]. Entre sus ventajas se encuentran el bajo desgaste que sufren sus
componentes, la generacion de un campo electromagnético débil y una apertura
relativamente grande. Estos litotritores generan pulsos de rarefaccion con amplitudes
mayores que los electrohidraulicos, causando mayor cavitacion.
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APENDICE D

Listado de los programas usados en la simulacion numeérica

D.1 Programa principal

$Programa principal que llama uu m.m,

global rr0 te tg

global ttand

%global pes

%global ps rhos hhs ccs udospuntos
$tiempo de retardo de la segunda onda

te=290.5e-6; % tiempo en segundos que tarda en llegar la segunda onda de

choqgque

tg=5350e-6; %$Tiempo grande de finalizacidn

ttand=te;

$Tiempo de referencia para llegar al foco del generador de ondas de
choque

tr = 246e-6; % tiempo en segundos que tarda en llegar la onda de choque
$Tiempo adimensional = tiempo entre tiempo de referencia (t/tr)

$Presién atmosférica usada como referencia para normalizacién
adimensional

p0 = 101325; $Presidén en Pa
rr0=7e-5; $radio inicial de la burbuja (m)
$Radio adimensional = radio(t) entre radio inicial de la burbuja (r/rr0)

%Velocidad del sonido inicial en el agua
ccO = 1403; % Velocidad (m/s)

$Velocidad del radio de la burbuja adimensional (rpunto/ccO)
it=.003e-6;

initial=[rr0 0]; % vector estado inicial.
tf = 0.00350; % el tiempo final.

preci = odeset ('AbsTol', [le-10 1le-10],'RelTol',le-12);

$Llamada a la funcién uu m

$Llamada a la funcion de integracion de la EDO

127



[t,r] = oded45(Ruu m, (0:it:tf),initial, preci);
[pe rho hhs ccs pss udot]=rpuntopunto(t,r);

$Presidn
presion=pe;

$Pulso de presiodn
pulso=pss;

%$Densidad
ro=rho;

$Entalpia
entalpia=hhs;

%$Velocidad del sonido
velocidadsonido=ccs;

$Ruido de cavitacién
rca=ro.*(r(:,1).*udot (2, :)+2.*r(:,2) .72);

%$Grafica del radio en funcidén del tiempo

figure;

subplot (2,1,1)

plot (t/tr,1logl0(r(:,1)/rr0)) %axis([0,0.0004, -100, 0.0027)
title('Radio adimensional de la burbuja'),xlabel ('Tiempo adimensional
(t/tref) '), ylabel ('Logl0 Radio adimensional (R/RO)'), grid;

% Grafica del pulso de presidn

subplot (2,1,2)

plot (t/tr,pulso/p0)

title('Pulso de presidén'), xlabel ('Tiempo adimensional
(t/tref) ') ,ylabel ('Presibén adimensional (P/P0)"'),grid;

figure;

subplot (2,1,1)

plot (t/tr,1ogl0(r(:,2)/cc0)) %axis([0,0.0004, -1000, 50007)
title('Velocidad adimensional del radio de la burbuja'),xlabel ('Tiempo
adimensional (t/tref)'),ylabel('Logl0 Velocidad radio adimensional
(Rpunto/cc0) ') ,grid;

$Pulso de presidn

subplot (2,1,2)

plot (t*le6,pulso/leb)

title('Pulso de presidn'), xlabel ('Tiempo
(microsegundos) ') ,ylabel ('Presidén (MPa)'),grid;

$Ruido de cavitacién
figure;
plot (t/tr,1logl0 (rca/p0))
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title ('Ruido de cavitacién adimensional de la burbuja'), xlabel ('Tiempo
adimensional (t/tref)'), ylabel('Logl0 Ruido cavitacién adimensional
(RCA/PO) "), grid;

$Ruido y radio combinados

figure;

$Ruido

subplot(2,1,1)

plot (t/tr,1logl0 (rca/p0))

title('Ruido de cavitacién adimensional'), xlabel('Tiempo adimensional
(t/tref) '), ylabel('Logl0 Ruido cavitacidén adimensional (RCA/PO)'), grid;

%Radio

subplot (2,1,2)

plot (t/tr,1logl0(r(:,1)/rr0)) %axis([0,0.0004, -100, 0.0027)

title ('Radio adimensional de la burbuja'),xlabel ('Tiempo adimensional
(t/tr)'),ylabel ('Logl0 Radio adimensional (R/RO)'"), grid;

D.2 Funciones
Funcién uu_m

function udot = uu m(t, r)

global aa bb rr0 p0 sigma eta mux m pa alfa w ccO rhoO

cc0=1403; % cc_\infty
aa=281173165; % aa
bb=281071841; % bb
p0=.101325€e6; % p0
rho0=999.9; % \rhoO
mux=0.001787; % \mu
sigma=0.07564; % \sigma
m=7; 3 =m
eta=1.4; % = \eta
pa=1000*p0; % PA
alfa=9.1e5; % \alpha
£=83300; % No es global
w=2*pi*f; % \omega

rr0 = 7e-5; % rr00 y rr0

$Célculo de la presidén en el liquido que rodea a la pared de la burbuja
ps = pL(r);

%Célculo de la densidad del liquido

rhos = rho(ps);

$Célculo de la entalpia del liquido

hhs = hh(t,ps);

$Calculo de la velocidad del sonido en el liquido en la pared de la
burbuja

ccs = cc(t,ps);

$Derivada de la presidén con respecto al radio

dpdrs = dPdR(r);

°
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ul = r(2);

ua = (1+r(2)/ccs)*hhs/(r (1) *(1-r(2)/ccs));

ub = (r(2)*dpdrs)/ (ccs*rhos);

uc = —(3/2)*r(2)*r(2)*(1-r(2)/(3*ccs))/ ((1-r(2)/ccs)*r (1)) ;
%$udospuntos = uat+ub+uc;

udot = [ul;uatub+uc];

end

function pl=pL(r)

$Presidén en la pared de la burbuja
% rr: radio, rv: radial

$presidén del gas pg =(p0+2*sigma/rr0) * (rr0./rr).” (3*eta)
$contribucién de la tensidn superficial 2*sigma./rr

$parte de esfuerzo cortante por la viscosidad 4*mux*rv./rr

global p0 sigma rr0 eta mux

rr = r(l);

rv = r(2);

pl = (p0+2*sigma/rr0)* (rr0./rr).” (3*eta) - 2*sigma./rr- 4*mux*rv./rr;
end

function rHo = rho(p)
% la densidad como funcién de la presidn
global aa bb rho0 m

rHo = rhoO.* ((p+bb) ./aa).”(1/m);

end

function ¢ = cc (t,p)

%la velocidad del sonido en la pared de la burbuja
global ccO0 m

c = sqrt(ccO0*ccO0 + (m-1)*hh(t,p)):

end

function h = hh (t, p)

$la entalpia como funcidén de una sola variable: la presién

global m aa bb p0 rhoO

h=(m*aa.”(1l./m))* ((bb + p) (=
-(bb + p0 + pAR(t))"."~((-1

end

1 4+ m)/m)...
+ m)/m))./((-1 + m)*rho0);

function pss=pAR(t)

%$la suma de los tres pulsos de presion

global te tg;

if (t < 0)
pss = 0;

elseif (t <

pSS = ’

te

)

) ;

t &8 t < tqg)
-te);

elseif ( <
pss
else
pss = 0;
end
end

te
A(t
g(t

function psd=pA(t)
%pulso de presion aplicado
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global pa alfa w
psd=(2*pa) .* (exp (-alfa.*t)) .* (cos (w.*t+ (pi/3)));
end

function psg = pg(t)
% pulso gordo
global pa alfa w

pb = 1000*128339;

h = le-6;
if (t < 0)
psg = 0;
elseif (t <= h)
psg = pa.*t./h;
elseif (t < 60e-06)
psg = 2*pb.* (exp(-alfa.*t./8)).* (cos(w.*t./8+ (pi/3)));
else
psg = 0;
end
end

function dpdr = dPdR (r)
% la derivada de la presidédn respecto del radio
global mux eta rr0 p0 sigma

dpdr=-(3*eta/rr0) * (p0+2*sigma/rr0) * (rr0/r (1)) " (3*eta+l) ...

+(2*sigma+4*mux*r (2))/r(1)"2;
end

Funcion rdotdot
function [ps rhos hhs ccs pat udot] = rpuntopunto(t, r)

global aa bb rr0 p0 sigma eta mux m pa alfa w ccO rhoO

cc0=1403; % cc_\infty
aa=281173165; % aa
bb=281071841; % bb
p0=.101325e6; % p0
rho0=999.9; % \rhoO
mux=0.001787; % \mu
sigma=0.07564; % \sigma
m=7; T =m
eta=1.4; % = \eta
pa=1000*p0; % PA
alfa=9.1e5; % \alpha
£=83300; % No es global
w=2*pi*f; % \omega

rrQ0 = 7e-5; % rr00 y rroO

%$Célculo de la presidén en el liquido que rodea a la pared de la burbuja

ps = pL(r);
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%Calculo del pulso de presidn

pat=pAR(t) ;

$Calculo de la densidad del liquido

rhos = rho(ps):;

%$Célculo de la entalpia del liquido

hhs = hh(t,ps);

$Calculo de la velocidad del sonido en el liquido en la pared de la
burbuja

ccs = cc(t,ps);

$Derivada de la presidén con respecto al radio
dpdrs = dPdR(r);

Q

o

ul = r(:,2);

ua = (l+r(:,2)./ccs).*hhs./(r(:,1).*(1l-r(:,2)./ccs));
ub = (r(: ) *dpdrs)./(ccs.*rhos);

uc = —(3/2) r(:,2).*r(:,2).*(1l-r(:,2)./(3*ccs)) ./ ((1-
r(:,2)./ccs).*r(:,1));

udot = [ul;uatub+uc];

end

function pl=pL(r)

$presién en el liquido donde termina la burbuja, que rodea la burbuja
% rr: radio, rv: radial

$presidén del gas pg =(p0+2*sigma/rr0) * (rr0./rr).” (3*eta)
$contribucidén de la tensidn superficial 2*sigma./rr

$parte de la viscosidad 4*mux*rv./rr

global p0 sigma rr0 eta mux

rr = r(:,1);

rv = r(:rz);

pl = (pO0+2*sigma/rr0)* (rr0./rr).”(3*eta) - 2*sigma./rr- 4*mux*rv./rr;
end

function rHo = rho (p)

o)

% la densidad como funcién de la presidn
global aa bb rho0 m

rHo = rhoO.* ((p+bb)./aa).”(1/m);

end

function ¢ = cc(t,p)

%$la velocidad del sonido en la pared de la burbuja
global ccO0 m

c = sqgrt(ccO0*ccO + (m-1).*hh(t,p)):

end

function h = hh(t,p)

$la entalpia como funcién de una sola variable: la presiédn

global m aa bb p0 rhoO

pat=pAR(t);

h=(m.*aa.”(1./m))./(rho0.* (m-1)).*((bb + p)."((m-1)./m)
-(bb + p0 + pat).”((m +1)./m));

end

function pss=pAR(t)
global ttand
global pa

o

°
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if ttand<=0

% pulso de presion.
if (£t < 0)
pss = 0;
elseif (t>= 0)
pss = pB(t);
end

e

o\©

elseif (ttand>=t)
pss = pA(t);

o\°

if (£ < 0)
pss = 0;
elseif (t>=0)
tdif=t-ttand;
tdifl=tdif (tdif<=0);
ted=length (tdifl);
lt=length(t);
mt=1t-ted;
if (mt==0)
pssl=pA(t);
pss2=0;

else
tdifdos=t (1l:mt) ;
pssl=pA(t);
pss2l=zeros(l,ted)"';
$Tiempo de duracidén del pico del pulso
tuno=tdifdos (tdifdos<= 0.8e-6);
ttuno=length (tuno);
pss22l=zeros (1, ttuno) ';
for ka=l:ttuno
pss221 (ka)= pa.*tuno(ka)./ (le-6);
end
nt=mt-ttuno;
tdiftres=tdifdos (l:nt);
pss222=pB (tdiftres);
pss22=[pss221;pss222];
pss2=[pss2l; pss22];
end
pss = pssl + pss2;
end

end

end

function pss=pA(t)
%pulso de presion aplicado
global pa alfa w

pss=(2.*pa) .* (exp(-alfa.*t)) .* (cos (w.*t+ (pi/3)));

end

function pss=pB(t)
%pulso de presion aplicado
global pa alfa w

pss=(2.*pa) .* (exp(-alfa.*t./8)).*(cos((w.*t./8)+(pi/3))):

end
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function dpdr = dPdR(r)
% la derivada de la presidén respecto del radio

global mux eta rr0 p0O sigma
dpdr=-(3.*eta./rr0) .* (pO+2*sigma./rr0) .* (rr0./r(:,1)) ."(3.*eta+l) ...

+(2.*sigma+4.*mux.*r(:,2))./r(:,1).72;
end

134



