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INTRODUCCICN A LA TEORIA DE FROBABILIDADES

POR: DR. OCTAVIO A.
’ SIMBOLOS PE DESIGUALDADES: RASCON (HAVEZ

< menor gue

A

menor o igual que

>  mayor gue

I

mayor o igual que

i diferente de
TEORIA DE CONJUNTOS
UN CONJUNTO ES UNA COLECCIDN BIEN DEFINIDA DE QBJETCS.

NOTACTON: LOS CORJUNTOS SE DENOTAN USUALMENTE CON LETRAS MAYUSCU-

LAS, Y SUS ELEMENTOS SE ANQTAN DENTRO DE UN PAR DE LLAVESD.

EJEMPLOS

&) EL CONJUNTO DE NUMEROS ANOTADOS EN UNW DADC ES
s =1{1, 2, 3, 4, 5, 6}
B) EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS MENORES QUE 5 ES

s = {—“,....,—3, —2, _1' ﬂ; 1' 2; 3; 4}

4 © S5 = {x: x ES ENTERO Y x¢4}
C} EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS POSITIVOS MEHORES QUE 5 ES
E = {0, 1, 2, 3, 4)

E {x: ES5 ENTERO Y Q«x<d}

D] EL CONJUNTO DE LOS CONTIMENTES ES
C ={ASIA, EUROCPA, AMERICA, AFRICA, 'ocmNIA}

E} EL CONJUNTC DE MARCAS QUE TIENE UNA MONEDA ES

M = {CARR, CRUZ}

F) EL CONJUNTO DE NUMERQS MAYOQRES Dﬁ 5 PERO MENORES O IGUALE;

UE 10

S, = Ix: 5<x210}



FINITOS~ CUANDOQ TIENEN UUN NUMERO FINITO

DE ELEMENTGS
CONJUNTOS y '
INFINITOS- CUANDO TIENEN UN NUMERO INFINITO

DE ELEMENTOS

s

SUBCONTUNTOS
PARA EXPRESAR QUE UN ELEMENTO _PERTENECE A UN CONJUNTO SE USA EL

S:IMEDLD €. PARA EXPRESAR QUE MO PERTENECE SE USA EL SIMBOLO .

EJEMPLO
51 Sl = {X:5<X<10}, ENTONCES.
‘3 4 8 ;] S £ 8 8 e¢8,; 108

1 1 1 1

PARM EXPRESAR QUE UN CONJUNTO ESTA CONTENIDO EN OTRO SE USA EL

SIMBOLO C; 5Y NO ESTA CONTENTDO SE USA EL SIMBOLO €.

PARA QUE UN CONJUNTO ESTE CDﬁTENIDD EN OTRO SE REQUIERE QUE TODUS
SUS ELEMENTOS LO ESTEN, ES DECIR, QUE TODOS SUS ELEMENTOS PERTE-

NEZCAN A AMBOS CONJUNTOS,

-EJEMPILO

SEAN E=(3,5}; F=(3,8}; G={7,9). E@S, : FES; ; GCSy

Al
L]

5I UM CONJUNTO, B, E3TA CONTENIDO EN QTRO, 5, S5E DI_CE QUE B

ES SUBCONJUNTC DE S,

EJEMFPLO

B = {X:3<X<B) Y 51={X: S5<X<10}
EN ESTE Cas0:

G’."Sl#E ES SUBCONJUNTO DE Sl

Bﬁslqﬂ NO ES SUBRCONJUNTOD DE 51



SE DICE QUE DOS CONJUNTOS SON IGUALES CUANDO CONTIENEN LOS

MISMCS ELEMENTOS (NO IMPORTA EL ORDEN EN QUE ESTOS SE ESCRIBAN)

EJEMELDO
SEAN A={1,3,5,7}, B={7,5,1,3} Y C=!7,5,1}

EN TAL CAS0, A = B¥C
CONJUNTG VACTO

DE LA MISHMA- MANERA QUE EXISTE EL CERO EN LOS NUMEROS, EN LA

TEORIA DE CONJUNTOS EXISTE EL CONJUNTO vACIO, EL CUALNO TIENE

ELEMENTOS. USUALMENTE SE DENQTA 4.

EJEMPLO
¢CUAL ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS, X, TALES QUE 2X=7 Y X ES
ENTERG?

SOLUCION -~ ES EL CONJUNTO VACIO, M.

A J SE LE CONSIDERA COMO SUBCONJUNTO DE CUALQUIER CONJUNTO. ASI,
POR EJEM, TOCDOS LOS SUBCONJUNTOS DEL CONJUNTO

5 ={2,5,10} SON: {2};{5};{10};{2,5} :{2,10};(5,10};{2,5,10} ¥ .

ESPACIO DE EVENTOS

ASOCIADO A UN EXPERIMENTO SIEMPRE HAY UN CONJUNTO DE RESULTADCS

POSIBLES; A DICHO CONJUNTO SE LE LLAMA ESPACTO DE EVENTOS.

~ ETEMPLOS

EL ESPACIC DE EVENTOS ASOCIADO AL EXPERIMEHTD DE:LENZHR UN DADO Y
ANOTAR La CARA QUE QUEDA HACIA ARRIBA ES

5 ={1,2,3,4,5%,6}
EL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL EXPERIMENTO DE LANZAR

DOS DADDS Y ANOTAR LOS NUMEROS QUE QUEDAN HACIA ARRIBA EB



{1,1),¢1,2},4{1,3),(1,4),{(1,5),{(1,6)
(2,1},¢(2,2),4(2,3),(2,4),(2,5),{2,6)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),1(3,5}),(3,8)
Ex -

(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6}

(5,1},(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)

i (6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),1(6,6) )
51 EN ESTE EXPERIMENTO LA OBSERVACION DE INTERES FUESE LA SUMA
DE LOS DOS NUMERCS OBSERVADOS, ENTONCES EL ESPACIO DE- EVENTOS
DEL EXPERIMENTO SERIA '

S= {2,3,4,5,6,7,8,%,10,11,12}

A TODO SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO DE EVENTOS SE LE LLAMA EVENTO. A
LOS EVENTOS (UE TIENEN UW SOLO ELEMENTO DEL ESPACIC SE LES LLAMA
EVENTOS STMPLES.

81 AL REALIZAR UN EXPERIMENTO SE OBSERVA UN ELEMENTO DEL EVENTO "

.

A, ENTONCES SE DICE QUE CCURRID © SE VERIFICG‘_ EL EVENTO .A. PDR"-,

EJEMPLO, SI A={2,4} Y AL LANZAR UN DADO SE OBSERVA EL 2 O 4, SE
DICE QUE OCURRIC EL EVENTO A; SI S5E OBSERVA CUALQUIER QTRO HUME-

RO, ENTONCES SE DICE QUE NC OCURRIO A.

DISCRETOS - SI 8US ELEM_EN'II'DS PUEDEN NUME-

—

BARSE Q CONTARSE. TIENEN UN NUMERO

ESPACIOS DE FINITO O INFINITO NUMERABLE DE ELEMENTOS.
o " I

EVENTQS
. CONTINUOS- SI 505 ELEMENTOS NO PUEDEN

ENUMERARSE., TIENEN UN NUMERC INFINITO NO

NUMERABLE DFE ELEMENTOS



EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSTVOS

CUANDD DO5 O MAS EVENTOS NO PUEDEN OCURRIR SIMULTANEAMENTE AL
REALIZ#R UNA S50LA VEZ UN EXPERIMENTO, SE DICE QUE ESTDS SON

MUTUAMENTE EICLUSILFGS; ES DECIR, DOS EVENTOS SON MUTUAMENTE EXCLU-

SIVOS CUANDO NO TIENEN NI UN SOLO ELEMENTO EN COMOUN.

EJEMPLO

A)" CUALQUIER EVENTO Y SU COMPLEMENTO SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS,
B) &SON E={Y¥: Q0<¥<25} ¥ A={2,50,100} MUTUAMENTE EXCLUSIVOS?

NO, PORQUE TIENEN EL ELEMENTO 2 EN COMUN.

QPERACIONES CON EVENTOS

UNTON
LA UNTON DE DOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS ELEMENTOS SON TODOS

LCS DE AMBOS. LA CPERACION DE UNION SE DENOTA CON EL SIMBCLO U,

EJEMPLOS

AY S8SI A={2,4,6} ¥ B={1,6,12}, ENTOQNCES

G=aUB ={1,4,6,12,2}

B) ¢SON A Y B MUTUAMENTE EXCLUSIVOS? NO PORQUE TIENEN EL 6 EN COMUN.

€C) SI D={¥: 0<¥<13} Y "E={¥:"20<¥<50},
' ENTONCES
DUE={Y: 0<¥<13, 20<Y<50}
D) SI F={Y: 8<¥<20}, ENTONCES
, DUF={Y; 0<¥<20}.
E) ST G={Y¥: 3<¥<lf}, ENTONCES 1
' DUG={Y¥: 0<¥<li}= D; OBSERVESE QUE EN ESTE CAS0 GCD. EN GENERAL,

8T ACB, ENTONCES AUB=B.

EN GENERAL, LA UNION DE VARIOS EVENTOS ES OTRO EVENTQ CUYO3

ELEMENTOS S0ON TODOS LOS DE LOS EVENTOS QUE SE UNEH.



B JEMPLO

LG5 ESPACIQS DE EVENTOS sl={cnnﬁ, CRUZ }; sz-{l.zfa,d,ﬁ,ﬁ,};
Slm{?ERDE, ROJO} SON DISCRETOS. LOS ESPACIOS DE EVENTOS

54={X: —=<¥<0}; 5{2: 223}; SE={Y:3£YEEH}

5
50N CONTINUOS.

RJEMPLD .
dQUE TIPOS DE ESPACIOS DE EVENTOS CORRESPONDEN A LOS SIGUIENTES
EXPERIMENTOS ? .

A} CONTEO DEL NUMERO DE GRANOS DE UNA MAZORCA DE MAIZ
5={0,1,2,3,...,=}, ES DISCRETQ E INFINITQ

B} MEDICION DE LA LONGITUD DE UHA ESPIGA DE TRIGO
§={X: 0<X<=},X EN CM, ES CONTINUO E INFINITO

C) MEDICICON DEL EFECTO DE UNA VACUNA, EN TERMINOS DE "EXITQ" O
"FRACASO"
5={EXITO, FRACASC} ES DISCRETO Y FINITO.

CTALT N 3
D) MEDICION DEL e DE UN ANTIBIOTICO -
EN UNA CAPSULA )

§=i¥:05¥<=} Y en mg, ES CONTINUO E INFINLTO.

COMPLEMENTO DE UN EVENTO

EL CONPLEMENTO DE UN EVENTO A ES OTRO EVENTC QUE CONTIENE TQDOS LOS

ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE QUE HO ESTAN EN A.
USUALMENTE SE DENOTA CON UNA TILDE SOBRE EL SIMBOLO QUE CORRESPQON=-

DE AL EVENTD QUE COMPLEMENTA, A.

EJEMPLOS

SI §=(1,2,3,4,5,6} ¥ A={1,3,5) ENTONCES A={2,4,6}.

SI §={X: 0<X<58} ¥ A={X: 3<X<17}, ENTONCES Aw{X: 0gX<3, 17<X<58}



EJEMPLO

ARUBUF = K = {1,2,4,8, y: 8z y <20}

INTERSECCION T
LA INTERSECCION DE DOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS QUE

PERTENECEN SIMULTANEAMENTE A AMBDS. PARA DENOQTAR LA OPERARCION

DE INTERSECCION S5E USa EL STMBOLO O,

EJEMPLOS

A) A= {2,3,6}] Y B=1{2,6,10} ENTONCES AlB = C = {2,5}
B) D = {Y:; 4g¥<5}, ENTONCES AND = @,

DBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO A Y D SON MUTUAMENTE. EXCLUSIVOS,
YA QUE NO TIENEN NINGUN ELEMENTO EN COMUN. SIEMPRE QUE DOS EVENTOS

50N MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, SU INTERSECCION ES EL CONJUNTO VACIO.

-

EN GENERAL, LA INTERSECCTON DE VARIOS EVENTOS ES EI COMJUNTO DE

ELEMENTOS QUE TODOS ELLOS TIENEN EN COMDN.
EJEMPLO

ST A = {2,3,6,8}; B={2,3,10,100}; C={¥: 0<¥<5} Y D={Y: 2515a},

ENTONCES
ANBNCAD = E ={2,3}
AYBUCUD = P ={Y: 0<¥<5, 6,8,10,100}

LA OCURRENCIA DE UN EVENTO'Y OTRO TMPLICA LA OCURRENCIA DE AMBOS

A LA VEZ, ES DECIR, QUE S5E VERIFIQUE LA INTERSECCION. LA OCURBRENCIA
DE UN EVENTO 0'ALGUN OTRO, IMPLICA LA OCURRENCIA DE CUALQUIERA

DE ELLOS, ES DECIR DE LA UNION.
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DIAGRAMAS DE VENN

UUNA MANER& DE ILUSTRAR GRAFICAMENTE LAS OPERACIONES CON CONJUNTOS

ES MEDIANTE LOS DIAGRAMAS PE VENN, EN ESTOS, CADA CONJUNTO SE

REPRESENTA POR UHA CURVA CERRADA QUE ENCIERRA LOS ELEMENTOS

PUZ LE CORRESPONDEN.

Evento dp Evento 4,

AyC Ay
ﬁgﬂﬂ\ﬁ‘ﬂ]
Puntos comunes o Ag y Alinterseccidn, g N 4))

Evento AQE ,—)—-Evenm Ay

Eventos mutuomente exclusivos {Interseceidn nula)

Evento 4,

Unidn de dg y 4 (4 U4

Disgramas de Venn (unidn ¢ interseccion de eventos)

EVENTOS COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVOS

S5E DICE QUE LOS5 EVENTOS Bi. Bz,'...,Bn SON COLECTIVAMENTE EXHAUSTI-

VYOS CUANDO LA UNION DE TODOS ELLOS ES IGUAL AL ESPACIO DE EVENTOS,

,

ES DECIR, SI '
BlUBzU--.UB = E
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TEQRIA DE PROBABILIDADES

AL LANZAR UNA MONEDA NO PODEMOS PREDECIR CON CERTEZA CUAL CARA QUE~
DARA HACIA RRRIBA. LO UNICO QUE SE PUEDE ASEGURAR, SI LA MONEDA

NO ESTA CRARGADA, ES QUE AMBAS CARAS TIENEN LA MISMa OPORTUNIDAD DE

SALIR, ES DECIR, QUE LOS EVENTOS SIMPLES (CARA) Y (CRUZ) TIENEN LA

MISMA PROBABILIDAD DE OCURRIR.

COMO YA SE DIJG, LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA UN EVENTO ES UNA

MEDIDA DEL GRADO DE CONFIANZA QUE SE TIENE DE QUE ESTE OCURRA AL

REALIZAR EL EXPERIMIENT( CORRESPONDIENTE,

AXTOMAS DE LA TEQRIA DE PROBABILIDADES

LAS PROBABILIDADES QUE SE ASIGNAN A LOS DIFERENTES EVENTOS RELACIO
NADOS CON UN FTENOMENQ ALEATORIC DEBEN CUMPLIR CON LOS SIGUIENTES

TRES AXIOMAS:

AXIOMA 1: LA PROBABILIDAD DE OCURRENCIA DE UN EVENTC A ES UN NUME
MERO, P(A}, QUE SE LE ASIGNA A DICHO EVENTO, CUYO VALOR

QUEDA EN EL INTERVALO

0< P(A)l <1
AXIOMA 2: SI S ES UN ESPACIO DE EVENTOS, ENTONCES
| P(S) = 1.
AXIOMR 3: . LA PROBABILIDAD, -Pp(Cl, DE LA UNION, C, DE DOS EVENTOS
MUTUAMENTE EXCLUSIVQS, A Y B, ES IGUAL A LA SUMA DE LAS
PROBABILIDADES DE ESTOS, ES DECIR, '

F(AUB) = P(C} = P(A) + P(B)

EXISTEN POR LO MENOS CUATRQ MANERAS DE ASIGNARLE UNA PROBARILIDAD A

UH MNTO: ' i



11l Bia.

EN TERMINOS DE LOS RESULTADOS DE REPETIR VARIAS VECES UN EXPE-
RIMENTC (METODO FRECUENCIAL] , |
APLICANDO LA DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDADES.

CON BASE EN UN MODELO MATEMATICO (PROBABILISTICG) DEL FENOMENO
DE QUE SE TRATE.

MEDIANTE UN ANALISIS SUBJETIVO DEL PROBLEMA



12. 14

METQDO FRECUENCIAL

SI N{A} ES EL NUMERO DE VECES QUE SE OBSERVA EL EVENTO A AL REA-

LIZAR N VECES UN EXPERIMENTO, LA FRECUENCIA RELATIVA DE A, DEFINIDA

COMO N{A})/N, SE COMSIDERA COMO ESTIMACION DE LA PROBABILIDAD DE A,

_N(A)
p(a) = AL
YA QUE, EN EL LIMITE, P(A} = éff Hﬁél

EJEMPLO

DE UNA URNA QUE CONTIENE BOLAS ROJAS, BLANCAS Y AZULES, SE SaCO

UNA BOLA, SE ANOTO SU COLOR Y SE REGRESO A LA URNA, SI ESTE EXPE_

RIMENTO SE REPITE 20 VECES ¥ LOS RESULTADOS SOM
b,b,a,r,r,r,a,b,vrva,b,b,a,r,b,r,r,a,r,a, DONCE

r = ROJA, b = BLANCA, a = AZUL

w~

{QUE PROBABILIDADES LE ASIGNARTIA A LOS EVENTOS B=m{b}, A={al, y

[

R={r}, DE ACUERDQ CON EL METODO FRECUENCIAL?

EN ESTA MUESTRA SE TIENE QUE N{B)=6, N(A)=6, N(R)=8, N=20

POR LO QUE p{B]ng = l—g—; P(A) = % =3 P(R) = fg- - T‘l

NOTESE QUE LOS EVENTOS B, A ¥ R SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, YA QUE’
SON EVENTOS SIMPLES, Y QUE '

P(B) + P(A) + P(R) “ﬁ*?%*ﬁf‘l P(S)

EN DONDE S = {r,b,al



13.

PDEFINICION CIASICA DE PROBABILIDADES

SI M{A} ES FL HUMERC DE MANERAS IGUALMENTE PROBABLES EW QUE PUEDE

OCURRIR EL EVENTO A ¥ M ES EL NUMERO TOTAL DE ELEMENTOS DEL ESPA-

CIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE, -ENTONCES LA PROBABILIDAD DE A ES
P(A} = L}F‘-}—

EJEMPLOS

A) SI EN UNA URNA SE TIENEN 5 BOLAS BLANCAS Y 15 NEGRAS, Y SE Va
A SELECCIOMAR UNA AL AZAR, ZCUAIL ES LA PROBABILIDAD DE QUE
SEA BLANCAA={RBLANCA}) ?:

M= 5+15=20; H[A}—'—S#P[A}:}%: _}

B} SI SE LANZAN DOS DADOS, (CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE °
1. SALGA UN 2 Y UN 5 (EVENTO B)?
2. LA SUMA SEA 7 (EVENTO A)

PARA EL INCISO 1 EL ESPACIO DE EVENTOS ES5;

- -

(1,1) (1,2)(1,3) (1;4) (1,5) (1,6}
(2.1} (2,2}(2,3) (2,4} {(2,5) (2,6)
(3,1) (3,2)(3,3) (3,4) (3,5) (3,6}
(4,1} (4,2){4,3) (4,4} (4,5} (4,6)

(5,1) (5,2)(5,3) (5.,4) (5,5} (5,6)

{6,1) (6,2){6,3) (6,4 {6,5) ﬂE,EI

e -

ST EL DADQ NO ESTA CARGADQ, CADA PAREJA DE NUMEROS ES IGUALMENTE
PROBABLE. EN TAL CASO, M=36 y M{B)=2 { APARECE.(2,5) O {5,2)

= P(B)=2/36=1/18,

PARA EL INCISC 2 EL ESPACIO DE EVENTOS ES
5;={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

PERO NO TODOS LOS ELEMENTOS (EVENTOS SIMPLES) SON IGUALMENTE PROBA-
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BLES, YA QUE, POR EJEMPLGO, EL 2 SOLO APARECERh SI S5E OBSERVA LA
PAREJA (1,1), FN CAMBIO EL 3 APARECERA 5I OQOCURREN LAS PARFEJAS
(1,2) © (2.1), ES DECIR, EL 3 TIERE EL DOBLE DE PROBABILIDAD
QUE EL 2. POR ESTO, PARA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE LA SUMA
SEA 7 ES NECESARIQ TRABAJAR CON EL ESPACIO 5 Y CONTAR LAS MANERAS
FOSIBLES DE QUE LA SUMA SEA 7, LO CUAL OQCURRE SI SE OBSERVA CUAL-
QUIERA DE LAS PAREJAS (6,1}, {5:2}.; (4,3}, (3,4), (2,5) o (1,6},
ES DECIR, HAY 6 MANERAS IGUALMENTE PROBABLES DE QUE OCURRA EL
EVENTO A. POR LO TANTO
M (A _6

_ M(a) _ _ 1
P”‘.]" "M 36 &

PROCEDIENDO DE ES5TA MANERA SE PUEDEN CALCULAR LAS PROBAEILIDADES

DE QUE LA SUMA SEA 2,3,4,ETC. LOS RESULTADOS SON:

P((2}) = Jgr PU3Y) = 31 PU{4)) = 3¢ B({5}) = 3o
2 B 3 4 DISTRIBUCICN
P({6}) = 2wt P{{7}) = =7 P{{8})= xz1 P{{9]}) = ==
12
(OBSERVESE QUE I P((i})=1
i=

- ASTGNACION DE PROBABTLIDADES MEDIANTE UN HODELO MATEMATICO

MEDIEHTE ESTE METODO LAS PROBABILIDADES SE REIGHHN A PARTIT DE UN
MODELO MATEMATICO QUE INVOLUCRE TODOS LOS FACTORES POSIBLES QUE

INTERVIENEN EN LA ALEATORIEDAD DEL FENOMENG.

ASIGNACION DE PROBABILIDADES MEDIANTE UN ANALISIS SUBJETIVO DEL

PROBLEMA .,
EN ESTE CASC LAS PRCBABILIDADES SE ASIGNAN DE MANERA SUBJFETIVA, CON
BASE EN LA EXPERIENCIA QUE 5E TENGA SOBRE UN PROBLEMA SEMEJANTE, =

PROFIA O AJENA, DE CARACTER TEQORICC O EXPERIMENTAL.
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EJEMPLOS

A)

-
-

EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE UN DADQ QUE NO ESTA CARGADO'
SE PUEDE ASIGNAR A CADA NUMERD (A CADR EVENTC SIMPLE) UNA FRO-
BABILIDAD DE 1/6, SI R={2,4} Y B={5,8}, ENTONCES, PUESTC QUE
A ={2}U {4} ¥ B={5}u{6), Y QUE LOS EVENTOS ELEMENTALES SON MU~

TUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI, APLICANDO EL AXIOMA 3 SE OBTIENEN:

PIA)=F{{2} + P({4}) =

-
+
o
I
o B
B
o]

n
oy LF
N
o e

p(BI=P({5)} + P((6)] = % + 7

5I C=AUBR, ¥ DADGC QUE A Y B Z0N EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS:

P(A} + P(B} = %+§=§'

1

P{C}

ADEMAS, OBSERVESE QUE SE CUMPLE CON LOS AXIOMAS 1 v 2, YA QUE

P{8} = P({1}) + B{{2)}) + P{{3}) + P{{4}) + P({5}) + P({6})

1 1,1 .1 1 1 & '
E‘E'i"a"fs"l"g“f"g'l‘"gﬂg- = 1

EJEMELO

EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE DOS DADCS, (CUAL ES LA PROBABILI-

DAD

ROS

QUE AL REALIZAR UNA VEZ EL EXPERIMENTO LA SUMA DE LOS DOS NUME-

QUE QUEDEN HACIA ARRIBA SEA 7 U 117 ESTO ES EQUIVALENTE A PRE

GUNTAR POR LA PROBABILIDAD DF QUE OCURRA EL EVENTOQ

C ={7} U {11}, PUESTO QUE {7} ¥ {11} SON EVENTOS MUTUAMENTE

EXCLUSIVOS:

PIC] = P({7}) + P({11}) = g + E% =36

o ra
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EJEMPLG .

EN UN LABORATORIQ SE PROBARON 100 VIGAS DE CONCRETC REFORZADO NOMI
NALMENTE IDENTICAS, Y SE ANOTARON LAS CARGAS CON LAS CUALES FALLD

CADA UNA. DE ESTA SUCESION DE EXPERIMENTOS SE ASIGNARON, EN TER

MINOS DE LAS FRECUENCIAS RELATIVAS CORRESPONDIENTES, LAS SIGUIENTES

PROBABILIDADES :

81 A = {X: 0<X<20 ton}; P {A]l = 0,17 (17/100}

SI B = {X:20<X<40 ton}l;r P (B) = 0.24 (24/100)
S§I C = {X:40<X<60 ton}l: P (C} = 0.27 (27/100)
SI D = {X:60<X<80}; P (D) = 0.13 {13/100)
ST E = {X:80<X<100}; P (B} = 0,11 (11/100)
ST F = {X:100<X}; P (F) = 0.08 { 8/100)
IP(.} = 1.00 ‘

51 SE REALIZR UNA VEZ MAS EL EXPEﬁIHENTD, CALCULEMGS LAS SIGUIENTES

PROBRBRILIDARDES :

Al QUE LA RESISTENCIA SEA MENOR O IGUAL QUE 80 TON. PUESTO QUE

G = {X: 0<X<80 ton} SE TIENE QUE G= AUBUCUD, PCR LO QUE
P{Gl = P(A} + P{B) + P(C] + P{(D) = 0.17 + Q.27 + 0.27 + §!13 =
= 0,81

B} LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 60 TONS. PUESTO QUE

B m {X: 60<X<=} 0 H={X; X»60} SE TIENE QUE H = DUEUF,

POR LO QUE P(H} = E(D) + P(E} + P(F) = 0.13 + Q.11 + 0.08 =0.32



'} LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 4C TON, PERO CUANDO MUCHO
100 TON.

PUESTC QUE I = {X: 40<X<100} SE TIENE QUE I = CUDUE

POR LO QUEw(I] = P{C) + P{D] + P(E] = Q.27 + 0.13 + 0.11 = 0.51

ig.

TEOREMAS
OS5 TEOREMAS IMPORTANTES QUE S5E DERUCEN A PARTIR DE LOS AXNTIOMAS
LEH
TCOREMA 1.

8T A ES UN EVENTQ DEL ESPACIC S, ENTONCES P(R)=1-P (A}

DEMOSTRACION

PUESTO QUE A Y A SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS
Y ADEMAS AUA=S, ENTONCES, p{s;=9¢a}+9{i}71
2 p{R)=1-P(A)

CASQ PARTICULAR: PUESTO QUE p{§:¥1—9{53=ﬂ Y B8=g, SE TIENE QUE

P(#}r=0
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TEOREMA 2.

SI A Y B 50N DOS EVENTOS CUALQUIERA DE §, ENTONCES

P{AUB)=P{A)+F (B) -P [ANB)

DEMOSTRACION

SEA EL DIAGRAME DE VENN:

AUB=(ANB) U (ANB) U (BNA). PUESTO QUE ANB, ANB-.Y BAA SON MUTUAMENTE
EXCLUSIVOS, SE TIENE QUE P{AUB)=P {ANB}+XANB}+P {BNA), |
SUHANDU Y RESTANDO P{ANnB} Y AGQUEANDO TERMINOS SE OBTIENE
P(AUB) = [P(ANB)+P (ANB) ]+ [P (aNB)+P (BNA) ] -P (anB)

PERO A= (ANB)U(AOB)=>P (ANB)+F [ANB) =P (A}

Y B=(AnB}U(BNA)=>P (ANB)+P (BNA)=P (B), POR LO QUE

P(AUB) =P {(A)+P(B}-P(ANB)
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_EJEMPLO

EN UNA URMA SE TIENEN 28 TIRAS DE PAPEL Y EN CADA UNA SE ENCUEN-
TRA ANQTADA UNA LETRA DISTINTA DEL ALFARETO. CALCULE LA PRGBE-.
BILIDAD DE QUE AL EXTRAER AL AZAR UNA TIRA:

A} SE OBTENGA UNA VOCAL

B} SE OBTENGA a O 2z

C) OCURRAN C Y D, DONDE C={x,v,z] ¥

b={b,c,y.,z!
O} QCURERA C O D
Redpuestas
Al A={ﬁaﬂrir0ru} "PIA}: %'-B-
B) Brla,a) =>P{B) = g
c) F= CND= {y,z2} =>P(F} i—ﬂ
D) E= CUD= {b,c,X,y,z} =>P(E} = %g

o P{E)=P(C)+P(D)-P(CHD)

Y S 3 4 _2 35
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REGLAS PE CONTED

AL ASIGNAR PROBABILIDADES A LOS EVENTOS APLICANDO LA TEORIA CLA-

SICA ES NECESARIO CALCULAR N(A) Y N PARA APLICAR LA FORMULA

P(A)Y=N{A) /N,

SEAN, POR EJEMPLO, LOS EVENTOS a={b,c} ¥ Be{a,e,i,o,u} CON LOS
CUALES SE FORMAN PALABRAS DE DOS LETRAS, LA PRIMERA DE A Y LA
SEGUNDA DE B. EL EVENTQ QUE SE FORMA ASI ES .
C=I{ Xy: Xel: ve E.}r.'

ST ENUMERAMOS LOS ELEMENTOS:

CON LA b: ha,be,bi,bo,bu =

. J} 10 ELEMENTOS

CON Lﬂ Q! ca,ce,ol,co,.Cu : N
SIN EMBARGO, LA SOLUCION SE PUEDE OBTENER RAPIDAMENTE SIN NECE-
SIDAD DE ENUMERAR TODAS LAS POSIBILIDADES, OBSERVANDO QUE LA PRI-
MERA LETRA SOLO PUEDE SER DE' DOS TIPOS b O ¢, MIENTRAS QUE LA
SEGUNDA, DE CINCO TIPOS a,a,4,0,u, POR LO QUE EL TOTAL DE ELE-
MENTOS ES 2x5=10, ES DECIR, EL EVENTO C PUEDE OCURRIR DE 10 MA-

NERAS DISTINTAS E IGUALMENTE PROBABLES.
REGLA DE LA MULTIPLICACION

EN GENERAL, SI DOS EVENTOS, A Y B, PUEDEN OCURRIR DE N(A) Y N{B)
MANERAS DISTINTAS, RESPECTIVAMENTE, ENTONCES EL TOTAL DE MANERAS

EN QUE AMBOS PUEDEN OCURRIR, EN EL ORDEN INDICADG, ES N{A) X H(B).

ESTA REGLA SE PUEDE GENERALIZAR A MAS DE DO5 EVENTOS.
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ETEMELO
—_———— AT s L)

*

LCUANTOS NUMEROS PARES DE TRES CIFRH.S SE PUEDEN FORMAR UTILIZAN-
rare T { LT RSASANET Hﬁr‘ -.-hi LI}'T

DO LOS DIGITOS 5,65778% 97 ETNQOE ‘sk 0SE EL 'MTSMO DIGITO EN LAS
- P Lyt oA At CIFARAT LN =L RZLT
DECENAS ¥ LAS CENTENAS? Sty _taga L 3e e SITRARLS e T A
I ANPYS I DR
SOLUCION.- SEAN LOS EVENTOS
. - I - 1, ‘JQ:*..'L'.‘..'J‘ jhﬂq 1“_5.',, -
A ={X: X ESTA EN LAS CENTENAS)} CTE

B =(¥Y: ¥ ES5Ta EN LAS DECENAS}

C =({%: 2 ESTA EN LAS UNIDADES Y S PAR} '
&

D ={XYZ: YeA; YeB; ZcC} cBee AR iR }ed

sEOTIAYEIY 2an1 gorsAaErg I8
PUSSTG QUE NO SE PERMITE REPETICION DE DIGITOS, N(R)=5:Y.N(B)s4.

ADEMAS, PUESTO QUE FL- NUMERQ DEBE' .SER PAR, N({C)=2, POR,LQO;TANTO

uJ]lzu-ll.' E | ﬂ'-\." o+

H{D} = SXJ!K?T:%_G"'THF}? ogmgay LIATT 32 HOTOULDE Al Jgoasats nid

creango L ZRGAGLITAIE0E 2A0 2AQ0T AALINUMA dd paqlia
51 ElL ULTIMO DIGI‘E‘D HO TUVIESE QUE SER PAR: S={XYZ2: XCArYeP;Z2pP}
«omewgTH om0 ¢ 2097 200 S0 84 J0309 oJ0d ARTUL AL
DONDE F {Z: Z ESTA EN LAS UNIDADES}
Al U 809 Lp,o.i.0,6 e09I7 0T#ID 34 LAdKaIz
ENTONCES N(F)=5 ¥ §{5)=5x4x5=100,
;o0 Ti Wt oot oE (AINEC ' ,0r=2%8 28 20THI"

AN FSTO, CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE; QUE SI,JEL BESPACIC IDE CEVENTOS

|ﬁfﬂ\ﬂ11fTT!ﬂ“ AL 3L} wAS
ES 5 Y SE ANOTAN TODOS LOS NUMEROS DEL MISMO-ER.UNA.TIRA-DE-PAPEL
£ o wTonyg B YN enrTIvd 2cd IZ VW LTAID PEd

AL SACAR UNA AL AZAR DE UNA URMA, EL NUHERD SEA PAR:

m Lt 83 m. IFAVINTLTEEA (RATATTRIA BAATMAM
Pin} = Nuj} =**:H'Tg}t __*g ThEe 0.4 =0 4081iRNLD0 KIARUY S08MA R 3

4 e —— —rre——cal

v a3 L a4t o TATISARTSIN I0AC FE AIDIA ATRI
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EJEMPLO

EN UNA CRJA SE TIENEN TRES PERFOQRACIONES NUMERADAS DEL UNO AL
TRES, &I SE HECHAN EN ELLA TRES BOLAS TAMBIEN NUMERADAS DEL 1 AL
3 ¥ SE AGITA LA CAJA, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE NINGUNA BOLA

CAIGA EN LA PERFORACION_ QUE -TIENE SU NUMERO (EVENTG A}

X
(%) @ @ 5 )

POSIBILIDAD

e

1 POSIBILIDHD

2 POSIBILIDADES

NCAl = 2xlxl=2

N e 3x2xl=6

P = MAL 2




EJEMPLO

SE DISPONE DE TRES BANDERAS: UNA BLANCA, UNA NEGRA Y UNA VERDE.

1. S1 CADA PAREJA DE BANDERAS DE DISTINTO COLOR CONSTITUYE UNA
SERAL, ¢CUANTAS SENALES SE PUEDEN HACER SI EL ORDEN DE COLOCA-
CION DE LAS BANDERAS ES IMPORTANTE (EVENTO A)7

N({A} = 3x2=6

2. 51 TRES DBANDERAS TAMBIEN CONSTITUYEN UNA SENAL CUANDQ TODAS
SQN DE DIFERENTE COLOR ¢CUANTAS SERALES PODEMOS HACER CON LAS
3 BANDERAS A LA VEZ (EVENTO B}?

NiB) = Ix2xlue

3. JCUANTAS SERALES SE PUEDEN HACER CON DOS O TRES BANDERAS EN LAS

CONDICIONES ANTERIORES {EVENTOS C)7 Q= AJUR

N{C) N{a) + N{B) = 6+45=12

4, S5I CADA SERAL DEL EVENTG C SE DIBUJA EN UNA TIRA DE PAPEL Y

LUEGO SE COLOCAN EN UNA URNA, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE

ST SE TOMA UNA AL AZAR,

A) SALGA UNA SERAL ESPECIFICA (EVENTO F): ‘[$ac)
P(F) = N(F}/N{C) = 1/12

B) SALGA UNA SEMAL CON DOS BANDERAS POR LO MENOS (EVENTO G):
G=C DN(GI=12 DP(G) = 12 = 1

C) SALGA UNA SERAL CON DOS RANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE {EVEQTU H) :
N(H) = 1x2+2x1=4 =>F(H) =T%'” %

D} SALGA UNA SERAL CON TRES BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE (EVENTO I)-
N{l)= 1x2x1+ 1xix2+ 2x1xl =6

P{I)= §/12 = 1/2 = 50%



25,

E) SALGA UNA SERAL CON DOS O TRES BANDERAS EN QUE SE USE UNA
_VERDE (EVENTO.J)

J = HUI =>N(J} = N{H)+N(I) = 4+6=10

P{J} = 10/12 = 5/6

26.

PERMUTACTONES

EL ARREGLO DE N OBJETOS EN CIERTO ORDEN BE DENOMINA ﬂEEHm'ACIﬂN.

POR EJEMPLC, TODAS LAS PERMUTACIONES QUE PUEDEN HACERSE CON LAS

LETRAS A,B,C SON: ABC, ACR, BAC, BCA, CAB, CBA, EL TOTAL ES
Ix2x1=& PERMUTA{IONES (N=3).

.EN -GENERAL, EL NUMERC DE PERMUTACIONES ES N(N-1] (N=2) (N-3)x...xl=N.

BEJEMPLD

ZCUANTAS PERMUTACIONES SE PUEDEN HACER CON 5 OBJETCS?

5! = Sxd4x3xZx1=120

EJEMPLO

EN UN LIBRERC SE COLOCARAN AL AZAR 7 _LIBROS, "CALCULEMOS LA PRO=-

BABILIDAD DE QUE FL DE HISTORIA Y EL DE GEOGRAFIA NUEDEN JUNTOS
(EVENTO A). e/

P{A) = N(A)/H

N=7! = 7x{6x5x4ixIxixl) = ?xEL

4 1
N(A) = 2!x6! ; P({A) = == = %.:gz _

~J| K
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EJEMPLO

EN UNA URNA SE TIENEN & ESFERAS, DE LAS CUALES 3 S5O0N BLANCAS Y 3
SON NEGRAS. SI LAS SEIS SE EXTRAEN AL AZAR, UNA TRAS OTRA, SIN -
REMPLAZC LA PROBABILIDAD DE QUE LAS 2 BLANCAS SALGAN EN FORMA CON

SECUTIVA {EVENTO F] ES:

f !
I;— A \J
| I
} I
| |
L________‘“___ ~
— V -~
4
Hi{F) = 3t = 4! P N = B!
' _ 3! x 4! 3! x 4!
P(F} = KR(FI/N = By 6x5xd 1
3xexl 1

PIFL = S5~ = %
LA PROBABILIDAD DE QU LAS TRES BLAMNCAS SALGAN. AL PRINCIPIO(EVENTO G}

E5:
) 3t x 31 30 x 31, _ 1
N{G} = 3! x 3! , P(G)} = i T xEx4dx3it 70
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EJEMPLD
EN UNA URNA SE TIENEN 7 SOBRES IDENTIONS Y CADA UNO CONTIENE UN EILLETE DE
DIFERENTE DENCMINACION (1,5,10,20,50,100 y 500 PESOS)

JCUAL ES'LA PROBABILIDAD DE 1,5,50 y 500 PESOS SALGAN CONSECUTIVAMENTE EN
CUALQUIER ORDEN, 51 SE SACAN LOS.SIETE AL AZAR, UNO TRAS OTRG {EVENTO A)?..

4"
A ,
e e e e Y
i — ,
1 1 5 50 1. [soo|1 |10 20 100
________________ i
% ra
N
4.

N(A) = 41x4); N=7!

Jdlxdl 4lxdt Coaxdxaxd 4
PIA) = S " Tgxtsa?
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PERMUTACTONES PARCIALES

EL HUOMERC DE MANERAS EN QUL SFE PUEDEN ORDENAR N OBJET(OS TOMANDD

DE ©r EY r ES:

N TETR

ESTO ES EQUIVLLENTE A DECIR QUE NPr ES EL WUMERQ DE DIFERENTES
MANERAS EN QUE r OBJETCSE PUEDBEN SER SELECCTONADOS DE N OBJETOS

{reil) SIN REEMPLAZAR NINGUNO DE ELLOS AL LOTE ANTES DE SACAR EIL

SIGUIENTE,
OBSERVESE QUE SI r=N:

N! N

P:: — T
A 2 R

] -

EJEMPLO

SI SE TIENEN LAS LETRAS A,B,C,D, EL NUMERO DE MANERAS EN QUE SE

PUEDEN ORDENAR TOMANDO DE 2 EN 2 ES

4! o dx3x2])

AP2 = 33y 3T = 12

EL. CONJUNTO DE ESTAS POSIBILIDADES ES:
S ={AB,AC,AD,BA,BC,BD,CA,CB,CD,DA,DB,DC}
OBSERVESE QUE CUANDO EL ORDEN ES IMPORTANTE, AC NO ESLO MISMO QUE
CA, ETC. '
LA PROBABILTIDAD DE QUE SALGAN CONSECUTIVAMENTE Y EN EL ORDEN 1,5,

50,500 EG:

N(B)= 1x4! , P(B)= ";'!r = 7?6:?:_255:?!_= 2%
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COMBINACTONES

CUANDO EL'ORDEN NO ES5 IMPORTANTE, ES DECIR, SI EL AGRUPAMIENTS

GA ES EL MISMO QUE EL AC, A LOS AGRUPAMIENTOS SE LES DENOMINA

_COMBINACTONES. POR EJE..MPLD, 5I SE PORMARA UNA COMISIOM DE 2 INDI-
VIDUOS DE UN GRUPO DE 8 TOMANDC SUS NOMBRES AL AZAR DE UNA URNA,
Y DESEAMOS SABER CUANTOS COMITES DE 2 MIEMBROS PODRIAN FORMARSE
COMO RESULTADG DEL PROCESO, ENTONCES LOS RESULTADOS (PEDRO, JOSE) -
¥ (JOSE, PEDRO)CONSTITUIRIAN EL MISMO COMITE, ES DECIR, NO IMPOR-

TARIA EN QUE ORDEN SE SACARAN SUS NOMBRES DE LA URHNA,

RSI,: SE PUEDE DEMOSTRAR QUE EL NUMERO DE COMBINACICNES POSIBLES

DE PORMAR DE N OBJETOS TOMANDO DE r EN r ES:
N 1!

. c. )
N-T {,r } il«i-ri!r.‘

ESTO EQUIVALE A DECIR QUE NCr ES EL NUMERC DE MANERAS DISTINTAS EN

QUE r OBJETOS PUEDEN SELECCIONARSE DE N (r<M) SIN REEWMPLAZR ¥ SIN M-

PORTAR EL ORDEN EN (UE APAREZCAN.

CUANDO O SE ENFRENTA A N PROBLEMA UE IMPLICA LA REPETICION DE Ui EXPE-
RIMENTO, ES NECESARIC DETERMINAR SI HAY O NO REEMPLAZO DE LAS OSSER-
BACIONES, PCR EJEMPLO, EI. REPETIR EL LANZAMIENTO DE UN DADO Y OQR-

SERVAR CADA VEZ EL NUMERO QUE QUEDA HACIA AR-RIBA LLEVA IMPLICITO

QUE HAY REEMPLAZQ,



30

EJEMPLO

UNA CAJA CONTIENE 1Q FOCQS, DE LOS CUALES 3 SON DEFECTUOSB0S. SI SE
LECCIONAMOS 4 AL AZAR SIN REEMPLAZO

A} ZCUANTOS SON LOS RESULTADOS POSIBLES, ES DECIR, CUANTOS ELEMEN

TOS TIENE EL ESPACIC DE EVENTOS?

H[51=19P4 - -Trég%rr a 10x%9%x8x7 = 5040

B} LCUANTOS ELEMENTOS BE S TIENEN COMO PRIMER RESULTADO UN FOCO -

DEFECTUOSO Y TRES FOCOS BUENGS EN LOS OTROS TRES?

| aﬁfi L R

K{a] = 3P1 X P —TE—IYTF- X - —T?—ETT— *IT—'K "If—

LY

M{A]l] = 3 » [7X&x5] = g&}0 '

& P(A) = 6303/5040 = §3/504

C} {CUANTOS ELEMENTOS PE § TIENEMN UN FOCO DEFECTUDOSO ¥ 3 BUENOS?

N(B] = 4 x X Py = 4x630 = 2520

1Py

2520 1
DPEBL » moE e 3
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PERMUTACIONES DE GRUPOS DE OBJETDS

"EL, NUMERQ DE PERMUTACIONES POSIBLES DE N (BJETOS DE LOS CUALES
SE TIENEN Nl IGUALES ENTRE 51 EN EL PRIMER GRUPO, N, IGUALES

ENTRE SI EN EL SEGUNDO GRUPQ, ETC, HASTA N, IGUALES EN EL K-ESIMO

K
GRUPC (LOS GRUPOS SON DISTINGUIBLES ENTRE SI), DE MANERA QUE

Hl + Nz +...+ NK = N QUEDA DADO POR LA FORMULA:

P
NN Ny Ny =

N :

N
I
*

A
2

1 K

EJEMPLO
EN EL INCIS0 C DEL EJEMPLO ANTERIGR SE TIENEN DOS GRUPOS EN L2
MUESTRA, EL DE DEFECTUOSOS CON UN SOLO ELEMENTO, ES DECIR N =1,
Y EL DE BUENGCS, CON TRES ELEMENTOS, N2=3; QUE SE PERMUTAN PDR GRUEBOD

1
0E 4F1,3 = £ = 4 MANERAS DISTINTAS,

EJEMPLO !

ENUMERE LAS PERMUTACIONES QUE SE PUEDEN HACER CON DOS GRUPCS DE

BOLAS, 2 NEGRAS Y 2 BLANCAS.

I BT |
s o9 5w
I - R -
- -
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.

EJEMPLO
UNA CAJA CONTIENE 25 TRANSISTORES DE LOS CUALES 3 SON DEFECTUOSOS.
(CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE, ST SE EXTRAER 5 AL AZAR SIN
REMPLAZO,

a]  SE OBTENGAN LOS 3 DEPECTUCSOS

B] SE OBTENGAN SOLO 2 DEFECTUQSOS

¢) SE OBTENGR SOLO 1 DEFECTUOSO

D)  NO SE OBTENGA NINGUNO DEFECTUOSO?

SOLUCTON:

261 25§
ﬂ*“‘:S”z-”ﬁ‘W 36T

GRUPO DE 3, N =3 GRUPQ DE 2, N,=2
y D D D R ™5 B |
P p i B=RUENO
573, 2 S
NAl = 33 « 2282 «i5F3,2 = 31 v 22l 3l
N{Al = 60 —%3,—
22
60T 221 60
POl = ——gpi~ = 60 =5 = 100"
Eui
f_H*l"ﬂT I-Hz‘:a———l
pl 'g
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P p p ~ 3t 22! 5t
221 Sxd4 221
Nl =3 yer 5 =80 1oy
pa] = S0Ter o g 22! 20x19¢ _ 1200
701
|_'-""'--I JT T TR MR e
SRR i N4 ]
| D E: B 5 B BI N(c] = 3 x 2254 x 5F1,4
=
:W"’ I |\—"—\r"_-"'r| % ® !
N P ! 221 5
'_\I}'/'_ _22 4 J NECL = 3 o3 3y7 ¥ TIIT
221 5x4! 221
571, 4 R{CL = 3 g7 %37 = 1° 187
Lo 221
B(C) = 18T 15%20x19x13) _ 5700
- 251 251 ; 3800
0T yoT ¥ 181
_ o B _ 221 22!
D] B B $ B B N(Dl 225--{12-2—5]-7_ r = T
22P5 1
2217171 20x19%18x17!
P(D} = Tw 357 . 171
i Iz_-nl'

P (D) =684Q /13800

-

OBSERYESE QUE EN ESTE EJ EMPLO HEMOS CALCULADOD LAS PROBABILIDADES DR
TODOS LOS ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL "NUME
RO DE DEFEC‘I‘UOSOE— QUE SE PUEDEN OBSERVAR EN UNA SELECCION AL AZAR LE
S ELEMENTOQS", EN LA CUAL S0OLO SE PUEDEN ‘TENER 4,1,2, 8 3 DEFECTUOEOS,

25.DECIR, _
5= {0,1,2,3}



VERIFIQUEMOS QUE, EN EFECTO, P{(5) = l:

P{{C}) + P({1}) + P(i2}} + P{{3})

P(E)

~ 6840 5700 + 1200 + &0
13600 13804 13800 13800

- 13800 _
T 13800

g,



35.

" PROBABILTDAD CONDICIONAL'

LA PROBRBILIDAD CONDICIONAL, P{A|Bl, DEL EVENTO A, DADO QUE EL B

EA OCURRIDO SE CALCULA CON LA FORMULA

pa{p) = ELDBL . peiza ay

g

EVENTOS TNDEPENDIENTES

SI DOS EVENTOS, A Y B, SON INDEPENDIENTES, LA PROBABILIDAD DE A

NO SE ALTERA SI OCURRE EL EVENTQ B: ES DECIR, DOS EVENTOS SOM

INDEPENDIENTES ST

B(A|B] = P(Al
EN TAL CASO, DE LA ECUACION 1;

P(ANBR]L = P(A]l x P(BL (1']
PUESTO QUE P(ANB) = N(ANB] /N(S] ¥ P(B) = Nﬁalthsi LA ECUACION 1
SE PUEDE ESCRIBIR COMO b

_ N{ANB)
N{5]
i
5

EL TRABAJAR CON LA ECUACION 2 EQUIVALE A EMPLEAR UN ESPACIO DE EVEN
T0S REDUCIDO DE S A B, S

EJEMPLO . : ' S
EN UNA URNA HAY 10 TRANSISTORES BUENOS ¥ 10 DEFECTUOSOS. :CUAL ES LA

PROBABILIDAD DE SACAR UNO BUENO Y UNQ DEPECTUOSQ (EN éUALQUIER.DRDEH}

AL REALIZAR DOS EXTRACCIONES AL AZAR?, ST HAY REEMPLAZO DEL PRIMER

TRANSISTCR CRSERVADO?
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HaY VARIAS FORMAS DE RESOLVER ESTE PROBLEMA:
1. PUESTO QUE EL NUMERO DE DEFECTUCSOS ES IGUAL AL DE BUENGS, SE
PUEDE FORMULAR EL SIGUIENTE ESPACIO DE EVENTGS, EN EL QUE
Toﬁos LOS ELEMENTOS SON IGUALMENTE PROBABLES:

5= {{d,d), (d,b), (b,b}, (b,d}}
21 EVENTO DE INTERES ES:
A= {(d,b), (b,d))
POR LO QUE N{S) = 4, N{A) = 2
Y P{A} = 2/4 = 1/2

2. HAY 10 x 10 MANERAS DISTINTAS DE QUE SALGA PRIMERD EL BUENO ¥
LUEGO EL DEFECTUOSO,- ¥ OTRAS TAHTAS-DE QUE OCURRA DE ﬁhﬂﬁRA
iNVERSA. POR LO TANTO: o

N{a) = (10 x 10) x 2 = 200
Hi(S} = 20 x 20 = 400

P{A) = 2007400 = 1/2

3. SEAN LOS EVENTOS _
B = {SALE PRIMERO EL BUENO Y LUEGO EL DEFECTUOSO} = [{h:'d}}
F = {SALE PRIMERC EL DEFECTUOSCO Y LUEGD EL BUENO}= {(d, b}l
D = {SALE PRIMERC EL BUENO!
E = {SALE SEGUNDO EL DEFECTUOSO}
0 = {SALE PRIMERC EL DEFECTUOSC!
R = {SALE SEGUNDC EL BUENO}
POR LO TANTO, AL REALIZAR LAS DOS EXTRACCIORES CONSECUTIVAMENTE:
Of R

B = DAE ¥ F



51 A = {S5ALE UND BUENO Y UNO MALO} = BUF
SE TIENE QUE P{A) = B{B)+P[(F)

¥A QUE B Y F SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, Y

- _lo 1o _ 100 _ 1
PEB} P(DHET 0 x Eﬁ = Eﬁﬁ E

P(F) = P(ONR) = %% " %% _ %

YAQUED Y E, YO Y R SOM INDEPENDIENTES. FESTC.CONDUCE A
=1 ,1_1

P{A)} YT =3%

RESOLVAMOS AHORA ESTE PROBLEMA SI NO HAY REEMPLAZO:

P(DNE) = P(E|D)P{D)= % X 35 = 1%, YA QUE

PID} = 10{2&, P{Eln} = 1nf19 AHALDGAHENTE' P[F} = %%' J

38 38 18- °

INDEPENDENCTA DE UN GRUPG DE EVENTOS
EN GENERAL, LOS EVENTOS A;, Ay, ... A,

POR LO QUE P(A)

50N INDEPENDIENTES S5I, Y .S0LO 5I,

p{ﬂgfng;ﬁ,,,nA ) = p(AKlij{AKE}x...xP{nK }

K R

R

PARA CUALQUIER GRUPO DE ENTEROS Kyy Kysree,Kpy CON K.<M (TODAS

LAS PAREJAS, TERCIAS; ETC, DE EVENTOS POSIBLES DE FORMARSE DEBEN
SER INDEPENDIENTES).

DICHO DE OTRA MANERA, LOS EVENTOS Ays Bgrenns A, SON INDEPENDIENTES
SI LOS ELEMENTOS DE TODOS LOS SUBCONJUNTOS POSIBLES DE R={A A, -+,

SON INDEPENDIENTES. _ : BH}
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EJEMPLO
5 M=3, Aqs hz Y-Aa SON TINDEPENDIENTES S5I, Y SOLO SI,
P{Af1ﬁ2} = P[AI}P{AEI 1TODAS LAS COMBINACIONES QUE PUEDAN

FORMARSE CON DOS EVENTOS:

)

P(AAR3] = P(AIP(A,)

Pfﬂlﬂhzﬂhai = P{AllPIAZ}P{A3

51 M=4, PARA QUE Al, Az, Aa Y A4 SEAN INDEPENDIENTES SE REQUIERE

GUE SE CUMPLA QUE
PANIANANA) = P(a,)P(A,)P(A)P(A,)

. _ ‘
P(ANANAL) = P(A)P(A,)PIA,)

TODAS LAS COMBINACIONES DE

P{AAANA,) = P{A)P(A;)P(A,)
17z AR | TRES EVENTOS QUE PUEDAN FOR-
PIANANA,) = P(B,)P(AJ}P(A,) [ wamss = 4% = gyipr = 4

P{AAIAAA,) = P(A}P(Ay)P(A,)

P(ANA,} = P(A,)P{A,) ' |
P(AAAL) = P(A,JP(A,)} )
%5 1 3 TODAS LAS COMBINACIONES DE
P(AN1R,) = P(AIP(A,) | oS mﬁrgs QUE PUEDAN FOR-
? MARSE = 4°2 = ayiyr = 6
P(A ;) = P(A,)P(A,) - 4.

P(ﬁ{lﬂq} = PIAEJP{A,,:'

PIAMA,) = PLA;)P(Ay)
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EJEMFLO

LA URNA A CONTIENE 10 ARTICULOS, DE LOS CUALES 3 SOM DEFECTUOS0S:
LA URNA B CONTIENE & ARTICULOS DE LOS CUALES 2 SON DEFECTUISOS.
I SE SACA AL AZAR UNO DE CADRA URNA:

a. ¢CUAL ES L& PROBABILIDAD DE QUF UNO SEA DEFECTUO-
S0 Y EL OTRO NGO (EVENTO R)?
SEN LOS5 EVENTOS

"¢ = {(DEFECTUQSC DE A, BUENO DE B)}
n = {(DEFECTUQSO DE B, BUENO DE A)}
EN TAL CASO ]
P{Ccy = 3 X 4 -
10 6 5
PiD) = —2 x 237
& 10 30
P(R) = P(C} + P(D) = L1+ 1 _ o 13
5 30 30 ¢ .

b, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE LOS DOS SEAN DEFECTUO-
S0S5 (EVENTD T)7?

T = { (DEFECTUOSO DE A, DEFECTUOSO DE B) !}

p(T) = 3 % 2 _ 1

10 6 1¢

¢. & CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE LOS DOS SEAN BUE
NOS ( EVENTO V)7 '

v= { (BUENO DE A, BUENO DE B)}.

P{V) = 4y -4 o _7
10 5 15
13 vy 7 _
OBSERVESE QUE P(R) + P(T) + P(V)= + P S

g 10 15



EJEMPLO

r
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EM UN ESTURIO SOCIOLOGICO SE INTERROGARCON 1200 PERSONAS DE UNA

COLONIA RESIDENCIAL, Y SE OBTUVIERON LOS SIGUIEWTES DATOS:

EESTO POR LA TITULO UNIVERH

+
s

SIN TITULG UNI

5ICA CLASICA SITARIO VERSITARIOD
' VARONES DAMAS VARONES DAMAS L
ALTO, 100 50 200 250 600
BAJO 150 100 150 200 00
——— T —— p e
1 A 250 + 150 350 450 1200
51 A = {VvARON} , B = [CON TITULO}

C = {GUSTO ALTO}

¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE 51 SE SELECCIONA UN CIUDADANO AL

AZAR DE LA MISMA COLONIA, ESTE SEA VARON, TENGA TITULO ¥ GUSTO

ALTO POR LA MUSICA?

POR EL METODO FRECUENCIAL:

NUMERC DE VARONES = 250 + 350 = 600

NUMERO DE PERSONAS CON TITULO = 250 + 150 = 400

NUMERO DE PERSONAS CON ALTO GUSTO POR LA MUSICA CLASICA = 600

POR 1O TANTO

B (A) 600/1200

600/1200

Y P(C)

1/2 ., PUESTQ QUE

1/2, P{B} = 400/1200 = 7% .

D = ARBNC Y A, B ¥ C SON INDEPENDIENTES, SE TIENE QUE

F(D) = % X i%_x % -

1

17

DE OTRA MANERA: P(D}= 100/1200 = 1/12.
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LEY GENERAL PE MULTIPLICACION'!

DE LA ECUACION {1):

P(ANB) = P(A|B)P(B)
ESTA ECUACION SE PUEDE GENERALIZAR B MAS DE BHOS EVENTOS AS:

PtElnEZn...nEkJ=,P{E1}P(EE|Elz...P{EklEl,Ez,...,Ek_l} {3)
POR EJEMPLO, SI K=4

P{ENENENE,) = P(Ellp(Ezizl}P{E3{EI,E2}x

* P[E4|EI,E2,33}

EJEMPLO
{CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE AL EXTRAER SIN REEMPLAZO CUATRO
CARTAS AL AZAR DE UN PAQUETE DE 52, LAS DOS PRIMERAS SEAN DIA-

MANTES ¥ LAS DOS ULTIMAS SEAN CORAZONES (BVENTO E)?

SEAN A = {LA la. ES5 DIAMANTE}, B ={LA 2a, ES DIAMANTE],
 C o= {LA 3a. ES cnnnzou},‘1 D-={LA 4a. ES CORAZON}.
EH TAL CASO
E = AMIBACAD = {(d,d,c,cl
P{A) = 13/52, P[B|ﬂ}=12i51t P(C|A,B}=13/50
P{DI!A,B,C}=12/49
APLICANDO LA ECUACION 3 SE OBTIENE

pmy = 321312, a8
-~ B2 51 50 49 - Z0AZ5

SI LOS EVENTOS E, QUE APARECEN EN LA ECUACION (3) SON INDEPEN-
DIENTES, ENTOHCES

P{ElnEzﬂ...nEk] = P{Elle{Ezlx...xP{Ek]

QUE ES LA LCY¥ GENERAL DF MULTIPLICACION
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EJEMPLO
SE TIENEN EN UNA URNA TRES PBOLAS BLANCAS 'Y TRES NEGRAS, (CUAL
E5 LA PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN LAS TRES BLANCAS AL PRIN=-

GIPIO SI SE EXTRAEN SIN REEMPLAZO SUCESIVAMENTE LAS SEIS?T

L
e e
1. -b_P h_g nn CON PERMUTACIDNEE:
31 3! N{a}) = 3! x 3!
N{S5}) = 6!
P(A) = 3! 3! / 6! = /20
Z. bbb Hnr N CON FERMUTACIOHES POR :RUPCS:
N(a) =1
1
N{S) = Py 3= yr37 = 20
P(AY = 1/20
3. ii:r }f lf nnan
t ,
PROBABILIDADES : %%% 1

CON PROBABILIDADES CONDICIONALES:

B(A) =

|
-
TN
F
|
'}
mr+
=



4{]1!

AHORA, :CUATL, ES LA PROBARILIDAD DE QUE LAS TRES BLANCAS APAREZCAN

CONSECUTTVAMENTE?
!
1. bblbnnn CON PERMUTACIONES |
— ' _ 3:41 1
31 4 PIA) = =7 = 5
‘ .
2, lbbblnnn CON PERMUTACIONES POR GRUPOS;
41 6!l

NIR) = 4Py 3 7 Trar 7 4y NUB) = 6Py 3 % qraT < 20

PLAR) = 4/20 = 1/5
3. b bbnnn . CON PROBABILIDADES CONDICIO-
T T T ""T"' NALES: .
. 1 21 : el 2.1 =1 _1
PROBABILIDADES s e7 1 P(A) {szxI}4P1’3 5= &
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EJEMPLO )
PE UM LOTE DE 100 EJES DE RELOJERIA SE EXTRAEN CUATRO AL AZAR SIN-
REEMPLAZO, (CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN DOS DEFEC~ °

TUOSOS {EVENTC A) SI EN EL LOTE HAY 20 POR CIENTO DE DEFECTUOS0S?

PROPABILIDADES:y ==

d
T
20 19
100 99

CON PROBABILIDAD COWDICIGNAL:

20 19 80

. 80 79 . _

S CON PERMUTACIONES PARCIALES Y EN GRUPOS:
———— e, 20¢ BO!- 4!
d a b b _ IgT 78T 7TET
———— Pp) = 1007
96!

znii& 80*2
= (20x19) {80x79}(6) , o 15

P =
2,2 x99x30x57 -
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LEY GENERAL DE LA ADICION

-

SI TOROS LOS EVENTOS Ei SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE'EI,

EL AXIOMA 3 TAMBIEN SE GENERALIZA A:

PIE1UE2U...UEk] = PEE1]+P{E2]+.;;+F{Ek}
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P({150})P(A,[{150})
PULSONA,) = 53 ~578076 T 0.5 % 0.3797 ¥ 0,25 % 00127

L '0,12152 _ 0,12152 _
= §.12152 + 016975 ¥ 0.00318 _ 0,31445 = 0386

Ptizoullpfhzl{znn}}

- 0,18875
e((200)[A,) = 0. 31433 = 931445 - ©-604
P({250}1)P(a,]|{250})
. = 2 - 2-00318 _
P{{250}{A,)= 9.31445 0,31445 - -010

QUE SON IGUALES A LAS ANTERICQRES,

COM LO ANTERIOR SE DEMUESTRA QUE LAS PROBABILIDADES SE FUEDEN ACTUA-

LIZAR CONFORME SE VA OBTENIENDO NUEVA INFORMACION EXPERIMENTAL.

r *
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VARTABLES ALEATORIAS

CLASIFICACION DE VARIABLES

VARIABLE:
TODA CARACTERISTICA QUE

PUEDE ASUMIR VALORES DI
FERENTES
/ Y
VARIABLES ESCALARES!: VARIABLES NOMINALES:
SON LAS VARIABLES QUE SOLO SON LAS VARIABLES QUE SOLO
ASUMEN VALORES NUMERICOS ASUMEN VALORES NOMINALES
{NOMBRES, ADJETIVOS, ETC)
VARIABLES CONTINUAS: ' VARIABLES DISCRETAS:
SON AQUELLAS QUE PUEDEM S0N AQUELLAS (JUE PUEDEN ASH-
TOMAR UN NUMERQ INFINITO MIR UN NUMERO FINITGC O UNO
NO NUMERABLE DE VALORES INFINITO NUMERARLE DE VALO-
LES DISTINTOS 1

UNA VARIABLE ALEATORIA ES UNA VARIASLE TAL QUE NO PUEDE PREDECIRSE

CON CERTEZA EL VALOR QUE ASUMIRA AL REALIZAR UN EXPERIMENTO.

POR EJEMPLO, LA RESISTENCIA © CARGA DE FALLA DE UNAS VIGAS ES UNA
VARIABLE ALEATORIA, YA QUE ANTES DE ROMPER UNA VIGA TOMADA AL AZAR
NO SE PUEDE PRECISAR CUAL 3ERA SU RESISTENCIA. EN LA SIGUIENTE

TABLA SE PRESENTAN LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES CON 15 VIGAS DF
CONCRETO l;‘.EFDREADD, OBSERVANDOSE QQUE ESTOS VARIAN DE UNAS A OTRAS

DE MANERA ALEATORIA.



=23 a

TABLA 2, PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO

Nirmero de Carga de agrietz- | Carga de falla,
la viga micata, en kg, X en kg, ™ . :

! 4700 4 700 "
2 3840 4220
3 3270 4 150
4 2310 4 680
5 2950 4270
6 4810 4810 '
7 2720 4 590 ’
§ 272G 4 499
9 4310 4310
10 2950 4 630
i 4220 47220
12 2720 4 340
13 2720 4 340
14 2630 4 70
135 2950 4 630

A TODO EXPFERIMENTO SE LE PUEDE ASOCIAR AL MENOS UNA VARIABLE ALEA-
TORIA, DEPENDIENDO ESTA DEL PROBLEMA QUE SE TENGA PLANTEADO. POR

EJEMPLO, EN EL CASO DE LA RESISTENCIA DE LAS VIGAS DE VARIABLE

L

ALEATORIA PUEDE SER DIRECTAMENTE .. DICHA RESISTENCTIA, EN CUYD
CASO SU ESPACIO DE EVENTCS SERIA

El a {¥: Q<X<=}

LA WARIABLE TAMBIEN PUDC HABER SIDO UNA CUYD ESPACIO DE EVENTOS

FUERA

s, = {EXITO, FRACASOQ} *

EN DCNDE EL EXITO CCURRIRIA SI LA VIGA RESISTIERA MAS DE CIERTA -
CANTIDAD, POR EJEMPLD 4600 KG, Y EL FRHCRSD-OCURRIRIA 51 RESISTIERA

MENQS, ES DECIR:
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EXITO: ST X>4600 KG

FRACASO: BI X<4600 KG

LEYES DE _PROBABILIDADES

EL COMPORTAMIENTO DE UNA VARIABLE ALEATORIA SE DESCRIBE MEDIANTE
S0 [EY PE PROBABILIPAPES , LA CUAL PUEDE ESPECIFICARSE DE DIFERENTES
FORMAS. LA MANERA MAS COMUN DE HACERLO ES5 MEDIANTE SU _PISTRIBU-
CION O DENSTDAD DE PEGE-&BILI'EMFES.

A FIN DE EVITAR CRTUSION, SE EMPLEARA UNA LETRA MAYUSCULA PARA DENOTAR
UNA VARIABLE ALEATORIA, Y LA MINUSCULA CORRESPONDIENTE PARA LOS

VALORES QUE PUEDE ASUMIR, 51 LA VARIABLE ALEATORIA X ES DISCRETA

¥ PUEDE ASUMIR LOS VALORES Xy, 5U DENSIDAD DE PROBABILIDADES,

fx{x] SERA EL CONJUNTO DE LAS PROBABILIDADES
'Pxﬁxi] = P(X = xi'.i
LA CUAL SE LEE "PROEBABILIDAD DE QUE X =.-x1.". ESTO ES

f?c{ﬁ] = {Px{xi}]

PARA QUE UNA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SATISFAGA LOS TRES AXIOMAS
DE LA TEQORIA CE PROBABILIDADES, SE DEBEN CUHPLIR LOS SIGUIENTES
REQUISITOS

Al 0<Py(x} <1 PARA TODA x

n
H) I 'Px[xi] = 1, DONDE »n ES5 EL NUMERO TOTAL DE VALORES QUE
i=2

PUEDE ASUMIR ¥
- i_r

C) Plyy, ¢ Xexpd = iim Pylxg) ¢ mST, DONDE LAS x, ESTAN

i

ORDENADAS EN FORMA CRECILENTE, ES DECIR,

< K€ € ., .5X
Ki® Xy X n
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- DISTRIBUCTION DE PRUBABTLIDADES ACUMULADAS O FUNCION DE DISTRIBUCION

DTRA FORMA DE ESPECIFICAR LA LEY DE PROBABILIDADES DE UNA VARIA-
BLE ALEATORIA ES MEDIANTE LA DISTRIBUCICON DE PROBABILIDADES ACU-
MULADAS, Fxfx), QUE SE DEFINE COMO EL CONJUNTQ DE LAS SUMAS PAR-
C;ALES DE LAS PROBABILIDADES, Px{xi], CORRESPONDTIENTES A TODOS

LOS VALORES DE X MENQRES ¢ IGUALES QUE x "POR LO TANTOD, ESTA

ii
FUNCIGH.DA LAS PROBABILIDADES DE QUE LA VARIABLE ALEATORIA TOME

VALORES MENORES O TGUALES QUE x_ PARA CUALQUIER m, ES DECIR
Ex{x] = {Fx[xm]} ;j m=1,2,...,n

EN DOWDE

i=m
inxm} = L Px

z (x;)] = P(Xzxp}



EJEMPLO

SEA X LA VARIABLE ALFPATORIA DISCRETA "NUMERO TQTAL DE CARROS QUE SE
DETIENEN EN UNA ESQUINA DEBIDO A LA LUZ ROJA DE UM SEMAFORO", &SI
LAS PROBABILIDADES ASOCIADAS A CADA VALOR, DETERMINADAS POR EL

METODO FRECUENCIAL, SON

0.1 58I =x= 0
0.2 5I x=1
0.3 81 =z=2
Px[x]. w ¢§0,2 ST x = 3
0,1 51 =x =4
0.1 85I x =5

) 58T "x

[ R
h

LA DISTRIBUCION DE FROBABILIDADES Y LA DE PROBRBILIDADES ACUMULADAS

CORRESFPONDIENTES SERAN

x [ f,(x) in:x} r

<0 0 —-—70 - 0, SI x < 0

0 D.l£7ﬂ.1 0.1,5T 0 ¢ X< 1
1 0.2479_3 0.3, 8T 1 < x < 2

2| 0.3 £7n.5 O SEA P (x) = <0,6/SI 2 < X < 3

3 -:1.2-’117{).8 , 0,6,SI 3 ¢ %< 4

4 n.1é?:}.9 0.9, 85I 4 ¢ X< 5 |
5 0,1471.0 ft.o 81 5°< %

»6 | 0 4-}1.-3 h

LAS GRAFICAS DE ESTAS DISTRIBUCIONES SE PRESENTAN EN LA FIGURA

DE LA SIGUIENTE HOJA,



b) Puncién de distribucidn

Ley de probabilidades del efemplo del trdfico

Apxn"x:}
0.4
0.2 |
1 Ll
o 1 2 3 4 5 & 7 B y
a) Distribucidn de probgbilidades
brytx)
1.0_ I
= IH
0B —
i ]
[
0.6 - |—|
B |
|
0.4 — I
hl
0.2 |- {
_l'.d
_G 1 1 i 1 | | } ] -
O 1 2 A 4 % & 1 8 X

57.
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EJEMPLO

SEA LA VARIABLE ALEATORIA X DEFINIDA POR LA SUMA DE LOS DOS NUMEROS
QUE QUEDEN HACIA ARRIBA AL LANZAR DOS DADOS, EN ESTE CASO EL ES-
PACIO DE EVENTCS ES

$={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)

Y LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES ES

£ (x) = {=3, __2 3 _4_ 5 6 5 4 3 2 1
X 36 36° 36’ 36’ 36’ 36’ 36’ 36* 35 Ig! 38!
EN ESTE CASO X,=2, X,=3,...,X;,=12
_ 1 2 _ 1
Y_ f,:x':z:l = T fx|:3} = ﬁ,...,_f_xlflzl = ¥F

ESTAS PROBABILIDADES FUERON CALCULADAS EN UN EJEMPLO PREVIO SOBRE

PROBABILIDADES DE EVENTOS .,

CON ESTAS PROBABILIDADES SE PUEDE OBTENER LA FUNCIO&N DE DIETRIBU.CIDH

O DE PROBABILIDADES ACUMULADAS, DE LA SIGUIENTE MANERA:

Lox | £4x) F{x] 4 £.(%)
- : UG
«2 Q g "Q*JI" y—
2| 1/36 1/36 ok
3 | 2736 3/36 i
4 | 3/38 6/36 v _
5 4/36 10/36 ek ~——— .
L 6| 5/36 15/36 i s v F e T g8 ek X
7| 6/36 | 21/36 pEE)
g8 5/36 26/36 ""“:: -
9 4/36 ap/16 484 —
H&' T e
10 3/36 33/3 [
/ /36 . ]
11 [ 2736 | 35/36 : ‘
2 2 —
12 1/36 36/36=1
=12 0- 1 1 - J':,,h:' [
I=1 ‘ﬂ‘r I |
waet ,
¥ ] :
¥ [ h:‘:

Wof L 3% F & 7 9 i0 ir il
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EN EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, LA PROBARILIDAD

DE QUE ESTA TOME UN VALOR COMPRENDIDO ENTRE x ¥ x + dx ESTA DADA

POR fx[;}dx, DONDE fx{x} ES La DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X. POR

LO TANTO, LA PROBARILIDAD DE QUE X ASUMA VALORES COMPRENDIDQS EN .

£0

EL INTERVALO X <X<X, ES

Xy
P{x,cXsx,) = [
1=""Z22 X fx{x} dx

:
1 ﬂl l lt » tl-l-dﬂ

LA INTERPRETACION GRAFICA DE ESTA PROBABILIDAD ES QUE CORRESPONDE

AL AREA BAJO LA CURVA DE f, (x) COMPRENDIDA ENTRE x, Y X,.

PUESTO QUE Fy{x) = P(X<x) = P{-w<X<x), ¥ EN VIRTUD DE LA ECUACION

ANTERIOR SE TIENE QUE LA FUNCION DE DISTRIBUCION ES:

o

P(Kin)
X
Fylx} = /7_, £ (0)d0 %

DONDE U ES SOLO UNA VARIABLE MUDA DE INTEGRACION. EL VALOR DE ESTA

INTEGRAL ES IGUAL AL AREA BAJO LA CURVA DE Fx{x} A LA IZIQUIERDA

DE =x. DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE
de{x] d X
—dx = ax ':J'__u fx{U]dU] = fx{x.}

ALGUNAS PROPIEDADES DE inx} S0ON:

ﬂf_Fx {Jx];gl
Fy(-=) =0
Fyl=) =1 :

Felx + €)2F {x), ST e20
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Fy(Xy) ~ Fo{x;) = P(X; £X<X,)

PARA SATISFACER LOS AXIOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES SE

NECESITA QUE

£, (X} > 0 PARA TODA X

f_ o Fyix) dx = 2



EJEMPLO
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SEA UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA éUYA DENSIDAD DE PROBABILIDA- -

DES ES5 DE FORMA TRIANGULAR DADA POR LAS SIGUIENTES ECUACIONES:

foy}= ¥+

|
s =

1 1

fY[Y} =g ¥+ 7,81 -22¥<0

1 1

fylyy =0 5I Y52 O Y=»4

/s

M (o)

P(l<¥<2) = 5/24

e 1 1
fY(Y}_ ‘i‘fY"l" 3-

-2

' * ' ' .
o . 1 2 ) El v

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES, ENTONCES:

S1 -2:¥<0
o X
FY[Y] = {w
_ o
12
ST 0<Y<4

+

-L )
Y 1 1 1 - U ¥
FYEy] x= FY{D] + Iﬂ { 5 U+ T] ay = 3 + [ 37 + ?ID =

=2
= _ ¥
R 7 S SI 0<y<d
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Fylyl = 0 ST <-
Fely) = 1 S1 y>4
A Frfyj

il

.z 3 ¥
51 SE DESEA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE AL REALIZAR UNA VEZ

EL EXPERIMENTO QUE INVOLUCRA A DICHA VARIABLE, EL VALOR QUE S5E

OBSERVE CAIGA EN EL INTERVALOD lEYEE;-ENTDHCES

2
- 5
P[lngZ] = f (-5 y+ 3) dy = { %z + %ll Y ]
A0

P{leys2] = P, (2) - F {1} = & - 5 = 53
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EJEMPLO
UN INGENIERO ESTA INTERESADO EN DISERAR UNA TORRE QUE RESISTA LAS
CARGAS DEBIDAS AL VIENTOQ, DE UNA SERIE DE OBSERVACIONES DE LA
MAXIMA VELOCIDAD ANUAL DEL VIENTO CERCA DEL SITIO DE INTERES, SE
ENCUENTRA QUE EL. HISTOGRAMA PUEDE AJUSTARSE RAZONABLEMENTE, DESDE

UN PUNTO DE VISTA ESTADISTICO, MEDIANTE UNA _PISTRIBUCION DE PROBA-

BILTDADES EXFONENCIAL DE LA FORMA

Sy (x)=Ke¥: x>0

LONDE X ES LA MAXIMA VELOCIDAD DEL VIENTO.A ES UNA CONSTANTE Y.K .
ES OTRA CONSTANTE TAL QUE OBLIGA A QUE EL AREA BAJO LA CURVA DE

£, (X) SEA IGUAL A UNO. POR TANTO, .

[ ] - H
-K - K I
D Tkeraee 2K el K
. oKe X - l. ie ]uu y

DE DONDE
K = &

FOR TANTO

f(x) = ™ x> D
LA FUNCION DE DISTRIBUCIOMN SERA

£ X
. L o . 1]

EL VALOR DE ) SE FUEDE TOMAR, POR EJEMPLO, DE MANERA QUE Fy(x) -
_SE _AJUSTE PARA QUE COINCIDA-CON UN VALOR EMPIRICO. ASI, ST LA
FRECUENCIA RELATIVA DEL EVENTO A = {X<70 KM/H} ES 0.9, ENTONCES
POgX<T70) = F {70)hm 0.9

DE DONDE

0.9 = 1 =a /0%

POR LO CUAL X = 0.033,
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4.013

Area=F[35£X£?0] = 0.216

Area ;F.'[MD sﬂ » 0.0099
E-L..“'...‘_‘_...J—— L X

o 3% 70 - 140 210 280 30
Mdxime velocidad anual def viento,en km/hr

al Densidad de probabilidades de X

] | ] P
o 35 70 140 210 280 - 350
Mdxima velocidod anual del viento,en km/hr

b} Funcidn de distribucion de X

-Ley de probabllidartes correspondiente al efempio de la midxima
velocidad anual del viento

‘Pl35eX §70)= 0RO~ 064520205

51 SE DESEA CALCULAR, POR EJEMPLO, -Lh PROBABILIDAD DE QUE LA VELG-

CIDAD MAXIMA DEL VIENTO EN UN ARO DADO ESTE ENTRE 35 Y 70 KM/H,
SE TENDRA: . ' '
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: 70 _ o 70
P(354%<70) = ¢  0,033¢ 0"933%ax = [.o70033%) -
35 -
L _,0.033x70__ ~0,033x35,__ ~2,31,,~1.155 _

=~(,099 + (0,315 = 0,216

EN TERMINOS DE F (x) ESTA PROBABILIDAD QUEDA DADA POR

-1,155

B{35¢%270) = FX(TD}—FX{35}=G.QU~{1—E }=0.90-0,685

= 0.215

&b

PUACION DE DISTRIBUCIQN COMPLEMENTARIA

EL COMELEMENTO, Gﬁ!x}, DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES

ACUMULADAS 50 UTILIZA CUANDO LAS DECISIONES 5E TOMAN CON BASE

EN PROBABILIDADES DE QUE SE EXCEDA UN VALDR.DADO DE LA VARIABLE.

La FUNCION DE DISTRIBUCION COMPFLEMENTARIA SE DEFINE COMO

Gx[x] = B (X*x] = 1 --Fx[ﬁf

EJEMPLO

PARA. EL PROBLEMA. ANTERIOR DE LA VELOCIDAD MAXIMA ANUAL DEL VEIENTO,

CALCULEMOS LA PROBAEYLIDAD DE QUE ESTA SEA MAYOR DE 140 KM/H:
Gy (140) = P(X>140] = ;= 0,33 ~0.033x

' Y
dx ' = 0,0099
140 :

O, ALTERNATIVAMENTE

P(X2140] = 1-F, (1401 = G (140]= 1r(Lre 033%140; om4,62

= 0,009%9
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ESPERANZAS

LA ESPERANIA DE UNA FUNCION g({(X), DE UNA VARTABLE ALEATORIA DISCRETA,

X, ES, POR DEFINICION

fg (X)) 2% { )
E X = I x,P_(x
A oy g 17 Vx0T

O PARAR UNA VARIABLE CONTINIA

E(g(x)} = 7 g{x}f, {x)dx

EJEMPLOS
1. SI g(X) = CONSTANTE = c
E(e) = ¢ [ fylxlde = ¢
2. 81 gi{X)} = =z
B[ x] =7 xdy(x)di ‘
3. 8I gi{X) = a + bx |

E[a+ bx]s a [ ﬁxllx}dx&b Fooafylxldy = a+bE (X]

4. SI giX)= g,{X) + g,(X}

Elg, (X) + g,(x}] = 1 gy (x)dyladde + 1 gyixbfylxlia

= E[glfx]] + E[gztx}]

. _ 1 i
5, 8L g(X). = X ¥ € a T X - —gw
E:.{‘_ x-C ‘j=‘ 1 E (x) e g E[xé‘ L
2

6, ST g(X. = &

E(ax’) = ar"x%r_(x1dx = a BE(x%)

L8
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EJEMPL

531 X E5 UNA VARIAPBLE ALEATORIA‘CON DENSIDAID DE PROBABRILIDADES
¥
EKP:UNEHCIAL, CALCULAR LA ESPERANZA DE LA FUNCICH K

_g{XJ = }{2

EN ESTE CASO SE TIENE QUE

=X
fglx) = e "% 5T 0exgm , ¥ £ (x) = 0, SI X<0
POR LO QUE

w0

B(x7)=E[giX)]= /_gix)fylxldx = 2 ; x’e M dx

-

2 ~hx = @ [ ]
=3 [u_} + 22 ﬁlxd i {E*lxtl"'ixilo - 2_

.}'2

3 o ¥ 3 fo %t * 2

EN CZNERAL, A LA ESPERANZR LE Kz SE LE DENOMINA VALOR MEDIO CUAURATICO.

-
1
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Efemplo.  Constauccddn de £a catpeda de una carnetenra.

Un contratista construird la carpeta de una carretera en tramosg
de 50 m; el gobierno aceptari o rechazarf cada tramo de acuerdo
een una prueba de control de calidad. E) contratista tiene la
opcifn de pedir el concreto a una de dos plantas premezcladoras;
la planta A ccbra 140 pesosfm3 y la B 160 pesasfma, pero,: eli
cnnérnl de calidad que se lleva en la planta B es mejor, lo
cual hace ﬁ&é probable que un tramoc dado pase favorablemente

ia prueba de aceptaci6ﬁ4 Tomando en cuenta que en cada firamo
se usan 100 m3 de concreto ¥ que la probabilidad .de gque el pro-
venlente de la planta A no ﬁaSE ia prugba de control es 0.10,

y la de B es 0.05, el constructor deberd decidirse por cuél
plianta usar. E1l Arbol de decisiones de est;-brablema es el
mostrado en la fig 6.4, donde P[alj y P[azj aon ias probabili-

dades de gue ocurran 9., ¥y 68,, respectivamente. La utilidad

1
Uy, = u{ﬁl, Ell es la que corresponde a utilizér la planta A

y que la carpeta pase la prueba de control de calidad; en este
caso la utilidad (negativa) es el costo del concreto {($14,000.00)
mis la colocacién (supongamos $100,000.00), por lo cual Uy = |
-114,000.00. Ug = ula,, 8,] es la que corresponde a usar la
'plania A y gque la carpeta no pase la prueba de calidad; en

este caso el constructor deberi demoler y reconstrulr el tramo

con loa siguientes costos: *

Pérdida de prestigio 3 5,000.00

Mano de obra de demclicifn 15,000.00
Carpeta demolida .

Concreto o 14,000.00

Mann de ocbra de colocaciéin 160G, 000,00
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Manc de obra $ -100,000.00

Reconatruccidn . : ’
Concreto . 14,000.00
| TOTAL $ 248,000.00

De manera.similar se obtienen u3 Y U4, cuyos valeores resultan

SEE-UB = = 5116,0GG0.00 y U, = - $252,000.00.

4

Si la decisidn se tomara sin considerar las_pfnbabiliﬂadea de
aceﬁtaf la carpata; el constructor se decidirfa por la planta
A, }a que la ﬁérdida [utilidﬁa negativa) seria menor. Si si
E;e toman en cuenta y adoptamos como cidlerio de decisdidn el es-
‘coger la planta que conduzca & una upe.r'm::za. de pérdida menor se

tendrd (recuerde gue la esperanza de la variable aleataria X,

: = :
E{x]. 88 E[X]= b F[K.JI., donde las X. son 1os valores que puec:

agumir X, .y F[xi] son las probabilidades correspondientes):

!
Para la planta A:

E[u] = 0,90 x (-114,000)+0.10 x{-248,000} =*$12?,4ﬂﬂ{_
. - Para la planta B8: |

e - E[u] = 0.95 x (-116,000)+0.05 x(-252,000) = -$122,800.

Comparandoc ambas cifras se concluye gque la decisifn de comprar
el concreto de la planta B conduce a una pérdida esperada menor_
gue la de la’ planta A, 88 decir, se escoge la planta B aungue

el precio unitario del concreto sealmaynr.



B

U ={-§114.000

I'.I‘z- -%248,000

U= -$116.000

g Y = -$252,000

Fig 6.4 Arbot de decisicnes del ejemplo 6.2



&9,

' MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

LA _MED]A O ESPERANZA , E[X], DE UNA VARIABLE ALEATORIA, X, SE CALCULA

- .CON LAS ECUACIONES ANTERIORES PARA EL CASO EN QUE g{X)=X. DE ESTA

MANERA, 5I LA VARIABLE ES5 DISCRETA, 5U ESPERANZA QUEDA DADRA POR

=N
E(X) =4I, X, Py Ix{.l

DONDE n ES EL TOTAL DE VALORES (QUE X PUEDE ASUMIR.

PARA EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, LA MEDIA ES

k-

", =BE{X} = / IExfxﬂdx



n.

OTRAS MEDIDAS USUALES DE TENDENCIA CENTRAL DE UNA VARIARLE RLEA-

TORIA SON LA MEDIANA ¥ EL MOTY, LA PRIMERA SE DEFINE COMO EL ‘U’hLOIi

DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE UNA PROBABILIDAD ACUMULRDA DE

50%,Y LA SEGUNDA, COMD EL VALOR DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE

L& MAVOR PROBABILIDAD,

EJEMPLO

ST LA DENSIDAD .DE PROBABILIDADES DE LA ?RRiABLE ALEATORIA X CORRES~

PONDE A LOS5 ERRORES EN UNA NIVELACION, ES LA DE LA SEGUNDA COLUMNA

DE LA SIGUIENTE TABLA, LA MEDIA DE DICHA VARIABLE RESULTA SER 4 167

LA MEDIANA 4000 Y EL MODO 4000 MICRAS.

TES SE LOCALIZAN EN LA TERCERA COLUMNA.

LOS CALCULOS CORRESPONDIER-

X;, EN MICRAS [ Py{x, ] x Pylx,), EN MICRAS [ F,lx ]
0 6/60 ¢ 6/60
1 000 2/60 2 D00/60 B/60
2 000 4/60 8 000/60" 12/60
3 000 8/60 24 000/60 20/60

4 000 13/60 52 000/60 33/60:0.5

5 000 12/60 60 000/60 45/60
6 000 7/60 42 000/60 52/60
7 000 4/60 28 000/60 56,60
B 000 2/60 16 C00/60 58/60
9 000 2/60 18 000/60° 60/60
TOTAL: E[X] = 250 000/60=4 167 MICRAS
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EJEMPLO
CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CUYA DENSIDAD DE

PROBABILIDADES EZ TRIANGULAR DADA POR

1 1
f ¥} = =yt 3 81 =2<y<D
-1 1
E(Y) = ) {"an}'" X+ 3 +‘I (=Y. + dy
| = [ yf ty)dy f, 76T Fay Iuyﬁ 3!
3 Yzﬂ 3 ﬁh 3
=g+l et s l,=35
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EJEMPLO

CALCULAR LA ESPERANEA DE UNA VARIABLE ALEATDRIA COR DENSIDAD DE

PROBABILIDADES EXPONENCIAL

£{x) = rg M

. _ __=Ax
E(X) = /Txfix)dx = 1 f"xe *¥dx = 1[-—-2——E (1+ax}] =
& ¢ o 0

1
1

-

Pil £(u]

E(X)r1/A
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HEDIDAS DE DISPERSION

UNA MEDIDA MIY OCMON DE LA DISPERSION O VARIABILIDAD DE LOS VALORES QUE
PUEDE ASUMIR UNA VARIABLE ALEATORIA ES LA VARTANCIA, LA CUAL SE
DENOTZ COMO a2 {X) O VAR (X), LA CUAL SE DEFINE COMO LA ESPERANZA

DE LA FUNCION g4{X} = [X~E {X}]z. ASI, PARA UNA VARTABLE ALEATORIA

DISCRETA

2 i=n 2
0" {X) = VAR(X) 151 (%, = B (X)) Py (%)
. _ . .

Y PARA UNA CONTINUA

I

L]

[, {x ~ E@PF, (x)ax

a?(X) = VAR(X)

DESARROLLANDO EL INTEGRANDC DE ESTA. ULTIMA ECUACION:

f(x2~2xE(%) + E? (X}, (x)ax

]

02{3{1

o -

;oxPE (x)ax - 2E(X)/ xE (X)Ax4E (K}f fy(x)ax = E[x?]-E°[X]

—_— — —

ES DECIR, LA VARIANCIA SE PUEDE CALCULAR COMO LA DIFERENCIA DEL

VALOR MEDIO CUADRATICO Y EL CUADRADO DE LA MEDIA DE X.

DTRAS MEDIDAS DE DISPERSION DE LA VARIABLE ALEATORIA X  SON LA

DESVTACTON ESTANDAR, w(X),LA CUAL ES IGUAL A LA RAIZ CUADRADA DE LA

VARIANCTA, Y EL COEFICIENTE PE VARTACION QUE SE DEFINE COMQ

viXl=g (X)/E{X) , ST E(X)#0.



LJIMPLO

1.

EN LA SIGUIENTE TABLA SE CALCULA LA VARIANCIA DE LA VARIABLE ALEATORIA

CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDADES .SE PRESENTO EN EL EJBRMPLG

ANTERIOR (E(x) = 4167 MICRAS)

{

x; ~E{X) | (x; -E())? Po(x;) | O -E(DPR(x),
EN MICRAS| MICRAS® . EN MICRAS
-4 167 | 17 363 889 6/60 1736 388
-3 167 | 10 029 889 " 2/60 334 329
2167 | 4 695 889 4/60 313 059
1167 | 1 361 889 8/60 181 585
- 167 27 889 13/60 6 042

833 693 889 12/60 138 777
| 1833 | 3359 889 7/60 3971 987
Po2833 | -8 025 889 4/60 535 059
' 3833 | 14 691 889 2/60 489 729
% 4 833 | 23 357 889 2/60 778 596

2

4 405 551 MICRAS®= o (X)

LA DESVIACION ESTANDAR ¥ EL OQQOEFICIENTE DE VARIACION DE ESTA VARIABLE

ALFATORIA SON, RESPECTIVAMENTE,

c(X) = V3405 5351 = 2 215 MICRAS, Y v(X)= o(X)/E(X)

- 3~%§§—— = .53

T4
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EJEMPLO
ST X ES5 UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES
EXFONENCIAL, CALCULAR 50 ?ERIANCEA, DESVIACICN ESTANDAR Y COE-

FICIENTE DE VARIACION;:

fr

o?(x)y = E(-2[x)1? = /" (x-E[x]} 22 M ax = 1 5“{x2—2x3[x}+32 [X])e *¥ax

o -

= A .gwxze"lxdx ~2E{%)a é‘“xe-lxdx‘.-i- g4 {x] ﬁ';e'—lxdx

2_

1
- 32 =
22 )

e

1 1
-+ =
32 a2

YA QUE E(X)-= 173, vy E[x*]=2/5%,

2

USANDO LA FORMULA ¢°(X) = E[xz] - EZ{X], Y TOMANDO EN CUENTA QUE

E[xzj = 2/»% SE OBTIENE:
: o2(x) = 2/3°% - 1722 = in?

EN CONSECUENCIA, LA DESVIACION ESTANDAR ES

a(x) = /1/3% = 14

Y EL COEFICIENTE DE VARIACION

v{X} = ¢(X)/BE{X} =

:-'|I--|:=--'|I-'
"
[
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EJEMFPLG

SEA ¥ UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES

TRIANGULAR DADA POR

1 1
fY{y] =y 3 SI -2£¥iﬂ.
-1 1 .
£y} =Tz vyt 3. ST Ogysd
f ¥} =0 SI y<-2 O y»4

CALCULAR LA-VARIANCIA, -LA DESVIACION ESTANDAR ¥ EL COEFICIENTE DE

VARIACION.

CALCULAREMOS PRIMERO EL VALOR MEDIO CUADRATICO PARA LUEGO APLICAR

LA ECUACION ¢2(¥) = E(Y2) - E°{Y¥)

4 3o 3

* S+ ];f 2

-

62,1 1 “2, v 1 _
izf (2. Y+ 3lay + 5 y (-3 + )y (3 +

E [Yz]

Il-—l

a2 (y) = 2-(2/3)%=14/9
o(Y) = 1,25 ( /1478 )

v{¥} = 1,25/(2/3) = 1,88

EJEMPLO _
SI SE HACE LA TRANSFORMACION Y= ax, (CUANTO VALE LA VARIANCIA

DE ¥ EN TERMINOS DE LA DE X?

AR T SU.
DE Lo VISTO ANTERIORMENTE, -E(Y) = aE(x} Y E(¥Y"}= a E(X“)

cz'iY} = E[Yzl' EZIY] = a2 E{xzj wazEZIx]=a2[E(x2}-Ez{xﬂ=a2u2{x}
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DISTRTBUCTONES PARTICUIARES
VARIABLES ALFATOKIAS PISCRETAS

DISTRIBUCION BINGMIAL O PE BERNOULLT

LA DISTRIBUCION BINOMIAL O DE BERNOULLI SE EMPLEA COMO DENSIDAD
DE PROBABILIDADES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS ARSOCIANOS

A EXFPERIMENTOS EN LOS QUE SOLO HAY (0 SOLO IMPORTAN) DOS RESUL-

TADCS POSIBLES, UNO DE LOS CUALES USUALMENTE SE DENOMINA "EXITO"

Y, EL OTRO, "FRACASO". (8 = {EXITO, FRACASO}).

SEAN p= PROBABILIDAD DE OBSERVAR "EXITO" AL REALIZAR UNA VEZ
EI, EXPERIMENTO )
"= PROBABILIDAD DE "FRACASO" = 1-p
X= VARIABLE ALEATORIA °NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR

n VECES EL EXPERIMENTO ™OON REEMPLAZO"

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES BINOMIAL ES

A nN—x

1
fix) = ETTgiiTT pig : x =0, 1,...,n

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LOS PARAMETROS DE ESTA DISTRIBUCION SON

E{X) = np , uzlx} = np

REFERENCIA; ¥W. BEYER, "HANDBOOK OF TABLES FOR PROBABILITY AND

STATISTICS", THE CHEMICAL RUBRER, CO. {1966) .

-
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DEMOSTRACION

SI p=2, ENTONCES X PUEDE ASUMIR LOS VALORES 0, 1 y 2, ES DECIR
s«{0,1,2}.

EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERIMENTO ES

T

S, = {itnhcasn, FRACASO) , (EXITO, FRACRSDL, (FRACASO ,EXITO),

" A
X-=-D I=1 X =1
(EXITC, EXITO)!
- — - X
X =2

Ex0 ={fy (o) L (1) £ (2))

OBSERVESE QUE x={ DCURRE DE UNA MANERA, x=1, DE DOS, Y x=2, DE
UNA, ESTOS RESULTADOS SE PUEDEN OBTENER PERMUTANDO DOS GRUPOS,I

UNO CON x ¥ EL OTRO CON n-x ELEMENTOQS:

r
=0 P 21

0
2Py,2 “ glyyT = 1 ¢ PO))= 9 x q = g2 = p¥?
2 ‘

2Py, = TTxry = 2 ¢ PUIl}) = 2pq

1 ; P({2]}) = pxp = p? = P2q°

> . e
' L P{{1}} = q2+2pq+p? = {p+q}2 = 1
i=0

(DBSERVEEE QUE LOS ELEMENTOS DE 51 HO SON IGUALMENTE FROBABLES, A
MEROS QUE p= q = 1/2.)
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ST n=23, § = {0,1,2,3}, e = EXITO ¥ £ = FRACASO, ENTONCES

5= {{t,£,£), (e, £,£}, {f,e, £}, (f,f,e}, (e,e,f), (e,f,a),

e

‘{f,e,8), (e,e,e)}

-

Y ' 0 3 3
Xx = 0: 3Pﬂ,3=m=1;P{{D}}=lpq =

F = - F 3= = -- na 2 ’

_ . Iy _ . - 2
x = 23 3P2,1 ETEIT = 3 ; P{{2}} ipTg

X = 31 4Py cewdio =1 P({3})=1poglep]
' 3 3;0 + XL, - / 3 Pq P

L P({i}}=(p+g} =1
i=0

PASANDOG AL CAGO GENERAL DE CUALQUIER VALOR DE n, LA PROBABILIDAD

DE QUE OCURRAN x EXITOS Y n—x FRACASOS EN UN ORDEN DETERMINADG ES

P(X=x) = p%g""*

EN VIRTUD DE LA LEY GENERAL DE MULTIPLICACION.

UN OFRDEN POQSIBLE SERIA, POR EJEMPLO,

EXITQ, EXITO,..,, EXITO, FRACASO,,.., FRACASO.

LY F I -
L Ty

X nwx °

AHORA BIEN, LOS x EXITOS PUEDEN OCURRIR EN an

CADA_UNC CON PROBABILIDAD p g’ ~, POR LO TANTO, EN VIRTUD DE LA

:PRDEHES DISTINTOS,
LEY GENERAL DE ADICION, LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE X
RESULTA SER

X N—X

. | . .
fx[X] = ;TTEfETT'P q , ;X o u ﬂ,l,...,n

LA CUAL SE CONOCE CON EL NOMBRE DE _BINOMIAL ¢ DE BERNOULLI,
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LA ESPERANZA DE LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI ES

- ! X n-x _ 0 n! X _n—x
E{x) = & x'—*l—rx.ﬁ_quq = Elxmpqn
j{.u . L] . 30 . .

I

- {n-1)! x~1 n=~x _ n-1 _
LT R DI P9 T reiedd) "P
~'l..__._-——-'--_-"l.'nl-"'-_ I
(pre)””

LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL ES

o2(X} = E[(X~E(0)12] = E{(X-np)?]

PERO E[ (X-np) 2] E(x?-2npX + np?) = E[X + X(%-1) - 2npX + n’p?)

=Ef(1-2np)x] + E[X(X-1)]+ Etn2p21

_ 22 B n! X _n-x
_{1-2np]np + neg +1I m B g x{x=-1}

x=af]
.22 N (n-2}! 2_x-2_n-x
=np-n p° .+ I nin-1) -5 p o q
x=2
l'l - - 1i - -
=np—n292 + n{n-ljpz L xin zlﬁ—x X=2 n-x |
:2: j'[ j' -l
X ~ (Pre)”

=Dp-ﬂ2p2 + n(n—l]pzin+rq}nl_'2 = np-np2=np{1-p}=npq

EN RESUMEN, PARA LA DISTRIBUCION BINOMIAL,

E{X) = np } UEEX} = npg ; a{X) = fnpg
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TABLA 1
FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL:

x ! k n-k

F o _nt
x(x) kzﬂmlﬂ q

P b
x 0.1¢ 0.20 030 0.40 .50
0 5100 6400 4900 3600 2500
3 4900 600 9100 2400 * 7500
0 7250 5120 430 2160 1250
1 9720 3960 7840 G480 L5000
2 %0 9920 9730 9360 . .&750
0 561 4096 2400 - L1296 0625
1 . 9417 g192 ) BT AT52 J125
pr 9963 4128 2163 £208 . HETS
3 5999 5584 9915 $744 9375
0 3903 3277 1681 0778 ,.0312
I 9185 77 5282 3370 1875
z 9914 942) A58 .GB24 5000
3 5993 9933 5682 T I S P 1)
4 1.0000 9997 915 5808 . 9688
0 3314 2621 176 0467 0156
1 8857 6554 4202 2113 L1094




TABLA 1 (centinuacibn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

Fy(x) =

X

n' k
kEﬂ Klin-x37 P 4

n=-k

F
f X 0.1¢ 0.20 0.30 0.40 Q.50
§ 2 9842 $011 7441 .544) 3418
3 9987 9830 9295 L8208 6562
4 9599 5984 9891 9590 8906
5 1.0000 9999 95993 9949 DA44
7 0 4783 2057 0824 0280 0078
1 _.A5m 5767 3294 1586 D625
z 9743 850 6471 L4199 2266
3l 59713 T 9647 8740 g2 LS000
4 9994 9943 9712 50317 1734
[ 4
s L0000 9996 9562 9812 9375
& LOOOO - * 10000 5598 0984 9532
E 4305, 1678 0576 . 0148 0039
1 B3 5013 2553 1064 D382
2 , 9519 1969 5519 184 1445
3 9950 9437 8059 5941 23533
4 L9956 5896 9420 .B263 6367
3 10006. ' 9988 L9887 L9502 B35s
3 1.0000 9999 9587 5915 9648
7 1.0000 1 0000 8999 5991 5961
g @ J3874 1342 0404 0101 0020,
1 1748 4362 1960 0705 0195
2 5470 2382 4628 2318 0898
3 5917 oM’ 7287 L4826 2539
4 9991 9804 9012 7334 L5000
[ 9599 9565 9747 006 J461
6 1 *1.0000 9997 £957 9730 - 9102 -
7 1.0000 1.0000 5996 9962 9203
8 L0000 £.0000 10000 5997 " 9980
0 0 23437 1074 0282 0060 . 0210
t 7361 3758 1492 0464 2107
2 5258 4778 L1828 1671 | 0547
1 5872 8151 6496 3873 AT19
4 9984 5872 8497 £231 3770




FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

x n? k
Py = I ETGOT PO

TABLA 1

{continuacién}

n-k

£

| : P

kX Q.10 0.20 030 0.40 0.50
10 3 9959 36 9517 2318 62130
6 1 0600 5991 9894 5452 8281

Tl 1Le000 5399 9984 877 453

&, _ 10000 1.0000 S989 3983 SER2

§ | 1.0000 1.0000 1.0000 5959 9950
ST 3138 035 0198 0036 T T .000S
] 5974 s A A0 302 L0059

F J104 B174 ] ) -L1E9 0327

] 5813 8389 3696 2963 RIEL

4 9972 3496 1897 5328 2144

5 5997 9883 IR 7535 5000

6 | 1.0000 9580 9784 5006 7236

7 1.000G 8998 S95T 8707 BRGT

& 10000 1.0000 9994 5941 5473

9 1.0000 1.0000 1.0000 9593 3941

12 10000 1.0000 1.0000 1.0000 9595

12 0 2824 0687 G138 0022 0002
| 6590 2749 0850 0196 0032

2 8891 5383 2523 0834 0193

3|, 9744 7946 4925 2253 0730

4 5957 9274 237 L4282 1918

5 5995 4806 3822 4652 3872

6 9959 9961 8614 8418 6128

7 1.00{0 9594 503 8417 8042

8 1.6000 £99% $98) 9347 - 5270

" | 10000 1.0000 5998 5972 9807

10 1.0000 1.0000 £.0000 9997 9968

I b DGOG 1.0000 18000 1.0000 -5

13 0 2542 0550 0097 0013 0001
| 5213 216 Q63T 0026 L8117

2 8661 5017 2025 0579 0112

K 9638 M3 4206 JA88& D441

4 5915 500y 5343 3530 334

5 5951 $700 8346 5744 2908
6 9999 5930 9376 T2 3000

7 1.0000 5958 9818 5023 1095




TABLA 1 (continuacién)
FUNC_IDN DE DISTRIBUCION BINOMIAL

X .
= nt k Il-k
F(x) = I kmeor P 4

x 010 0.20 Iuﬁn 0.40. 0.50
] 1.00b0 L9998 5960 HETY BG6E
g 1.0000 . 1.0000 * 9993 9922 8539
10 10000 1.0000 9999 5987 988R
13 1.0000 - 1.6060 © 1.0000 999% 9981
12 1.0000 10000 . 10000 ° 1.0000 5959
o | ‘a;s  -.0s0 . 0068 0008 . 0001
1 .-.5848 JA979 - 0478 0081 T L0009
2 418 - A48l 1608 0398 0as
31 9559 4982 7 3552 1243 0187
4 9508 8702 . B4 - 2793 . 0398
3 9983 9561 105 T 4858 2126
6 9998  ° .5Ed4 - 5067 TL4938 L 3953
7 1.0000 5976 9685 8499 T 6047
1 1.0000 9956 9917 5417 ' 7RED
9 1.0000 1.0000 5983 9825 1 . sIm
10 | 10000 1.0000 9998, 9%6) . 5713
11 1.0000 1.0000 1.0000 9994 b 9933
12 1.0000 1.O0DD LUG00 . 5999 999
13 1.0600 1.000G 1.0000 1.0000 9999
"9 2059 0352 0047 0605 0000
] 5490 J6T 0353 0052 0003
2 8159 L3980 1268 0271 0037
1 444 4482 2769 T R0S 0176
4 5873 8158 5185 . 2173 0592
L 9978 9389 3216 4032 - 1509
6 9997 9819 .8689 6098 3026
7 1.6000 9958 900 7889 5000
8 1.0000 9992 9348 *.5050 6964
9 1.0400 9999 9963 9662 8491
10 1.0000 1.6000 9993 9907 9403
It 1.0000 t 000N 5999 9981 9824
12 10000 " 50000 1.0000 997 9963
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9995
(4 1.0000 1.0000 LODGD T 100w 1.0000
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TABLA 1 (continuacifn)
FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

F {K) o ? I nt "k qﬂ'k
X k=D k“(“’l‘?j"": n-k)yr P

n x 0.10 0.20 u.ﬁo 0.40 0.4
18 o . .Jaso1 . 0180 " 0016 .000L 0000
100 4503~ - 0991 " o2 T DO 0001
SR £ & ' R 0600 | .00B2 .0D07

3 5018 5010 1646 0328 0013

4 5718 7164 aAn7 0942 0134

I 5 8936 - 8671 5344 2088 L0481
i 6 5988 - 9487 27 a3 1189
¥ ~.5991 9837 8593 5634 ,2403

3 10000 % 9957 9404 1368 4073

9 1,000 5991 5790 8653 5921

10 1.0000 5998 .9939 B4 1497

1l 10000, L0000 .. 9986 9797 A81t

iz 1.0000 1.0000 9997 v, 5942 9519

13 1.0000 1.0000 10000 T~ 9987 9346

14 |- Loobe | LooDO . 10000 9998 9962

S £ 1.0000 £.0000 10000 ' 10000 . .999)
16 1.0000 1.0000 | 1.0000 1.0000 5399

17 10000 . 10000 . 1.0000 1.0000 1.0000

19 0 1351 0144 00t ., 0000 L0000
} 4203 0829 0184 0008 - . 0000

2 054 2369 0462, DOS5S . Do04

3 8850 4551 LA ¢ 0230 0022

4 DE4R 6733 .2622 0696 L0096

5 9914 ¢ 8363 AT 1629 0118

] 9983 9324 5635 3081 0833

7 5957 5767 8180 L4878 1796

8 "1.0000 5913 Si6t T L6675 A28

¢ 1.0000 ¢ 9984 BT, - M1 5000

10 1.0000 0937 9853 LINE: 6762

11 1.0000 1.0000 4972 S64E, 2204

12 1.0000 10000 5994 5884 9145

.1 1.0000 1.0000 599 9569 9682

14 1.0000  1.0000 1.6000 L9994 9904

. e

15 1.0000 10000 10000 9999 97

16 1.0000 1.0000 10000 . L0GOD - 9996

17 1.0000 1.0000 10000 . '1.0000 1.0000
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TABLA 1 (continuacién}
FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL
L x i
nt k n-k
P "
s X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

16 0 A353 . o 0033 0003 6000
1 5147 1407 01261 0033 0001

2 7892 3518 094 -7 019} o021
3 . Rk e 2454 D651 0108
4 5830 7982 4499 1666 0384

an b 1
- Y *9123 G55SR 288 L1051
6.1 5995 9733 4247 5172 2212
T 5999 9330 9256 ATT) 4018
B, | 10500 .5985." 9743 8577 .5982
% | (0000 9998 5929 9417 2728
10 1.0000 10000 . . .9984 9809 £949
R | 1.0000 1.0000 9997 9934 9616
Ptz | - roooo 1.0000 1.0000 9991 5854
13 | 10000 1.0000 1,0000 5999 9979
14 | 10000 1.0000 1.0000 1.0000 - 9957
15 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.000)
17 .0 A688 o223 <002 ‘0002 - 0000
: 1 4818 1182 - R #] X i F] 0001
2 7618 3096 0714 ;032 0012
3 S174 . SH4E9 2019 464 0064
4 9719 7582 3887 1260 0245
. - i

X L3913 4941 5968 2633 0117
6 9992 5623 I8 447 0 1662
T S0 5891 2954 . 6405 31143
8 10000 9974 2597 ¢ 01 4000
9 | 1.5000 9995 9873 5081 (6855
10 1 10000 9999 9968 9652 8138
1 10000 1.0000 9993 9894 5281
12 1.0000 * 1.00G0 L5099 5975 S753
13| 10000 1.0000 10000 5995 9536
14 | 1.0%0 1.0000 1.0000 5999 9992
. 15| uooos o0 1ocon 10000 5999
* I (WL} L.O0CO 10000 1.0000 1.0004




TABLA 1 (continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

ﬂ;]m

: ‘F (x} = § T ! ' k n- k
X K=0 K- T P 4
p
x 0.10 .20 0.3 0.40 0.50
0 A28 D118 0008 0000 000
1 3917 0692 0076 L0008 .Doo0
1 L5768 2041 0355 0035 0002
3 8670 4114 1671 D160 o013
4 9368 5256 7S D510 DOSY
3 9887 80432 4164 1256 0207
é 8975 E-ThE: L6080 2500 L5t
1 9996 9679 713 - A15% . 1316
1 5999 9900 BB&7 5988 2517
o -I.OOUC[ A9T4 9520 . 1553 119
10 1.0000 9994 5829 N v 7.1 5e381
1] "EO000 5999 ,9949 Y9438 7483
12 1.0000 1.0000 9987 5790 8684
13 10000 1.0000 9997 5913 9423
14 1.0000 1.0000 1.0000 5954 91
it 1.0000 1.0000 1.0000 %997 9941
15 1,0000 1.0000 1.0000 « 1 0000 597
17 10000 1.0000 1.0000 1.0000 8958
F:: 1.0000 10000 1.0000 10000 " 10006




81 .

EJEMFLO
51 SE LANZA AL ATIRE SEIS VECES UNA MONEDA HOMOGENEA,

A) (CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER DOS "CARAS"?
B) ¢CUAL ES LA PROBAEBILIDAD DE OBTENER POR LO MENGS CUATRC "CARAS"
(X>4)7?
C) ¢CUANTO VALEN LA ESPERANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR?
. SOLUCTON
A} PUESTO QUE LA MONEDA ES HOMOGENEA SE TIENE p=1/2 ¥ q=1-1/2=1/2,
DONDE p ES LA PROBABILIDAD RE (OBSERVAR "CHRA":[C&RE'E EXITD) EN

L

UN LANZAMIENTO, POR TANTO

. . . 6! 1,2 5- . 15
P(Xx = 2] = £.42) = grpyriy) T11/2) ——Hqulfzj = 23

(DE LA TABLA: P(x=2)=P(x<3)<p(x<2)= 0,3438-0.1094 = 0.2344)
B) PARA QUE SE CUMPLA X»>4 EN SEIS LANZAMIENTOS, SE NECESITA QUE

SE OBSERVEN 4,5 o 6 CARAS, PUESTO QUE ESTOS TRES EVENTOS SON

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, SE TIENE
P[xz4] = £ (4} + £ {5} + £ _(6)
CALCULANDO LOS TRES SUMANDOS COMO EN LA PREGUNTA ANTERIOR, RESULTA

Plxo4] = ot/ (/2 S s P a2 S s B
15 B )3 11

=gxterter " Ev i 0.3438
{DE LA TABLA: P{x>4) =]__..P[x13]=1—n.5562 = u.31138}

¢y E[X] = np = 6(1/2) = 3

az[K]- npg = 6(1/2)(1/2} = 3/2 , g{x) = V373 = 1,22 _



gy

EJEMPLO )
61 CON BASE EN LA EXPERIENCIA DE MUCHO TIEMPO SE SABE QUE UNA
MAQUINA IMPRIME COLORES DEFECTUQSOS EN UN $ POR CIENTO DE LAS
VECES, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE DE 10 IMPRESIONES SE
OBRTENGA:

a. NINGUNA DEFECTUOSA
5. UNA DEFECTUOSA . o
c. MAS DE UNA DEFECTUCSA -

ASIMISMO, CALCULAR LA MEDIA Y LR DESVIACION ESTANDAR DEL NUME
RO DE DEFECTUOSAS. )

. Bolucidn

L}

SEA EXITO = IMPRESION DEFETUOSA
EN TAL CASO p = 0,05-Y g = 1-0.05 = 0,95

a, NINGUNA DEFECTUCSA ES5 LO MISMO

QUE X = 8; ENTONCES n-x= 1Q0e=0=10 Y¥:

P(x=0)= £_(0)= P = 2 - (0.05)%(0.95) %7
. % x! (n-x)! 0! (10-0)° ;
- L0 Iu.9511U=u.599 = 58,9%
10! .

b. UNA DEFECTUOSA ES LO MISMO
QUE X = 1; ENTONCES n-x = 10-1 = 9 ¥;:

A oo i
= —EE—ETELH (G.05) (0. 6302] = Q.315
9!

c. MAS DE UNA DEFECTUOSA E5 LO MISMO

QUE x > 1 _
: : 2,
PIX > 1) = 1=p(x ¢ 1) = 1-[P(x = 0)+p(x = 1)]

= 1=-(0.599+0.315) = 0.086



Eix} = np = 10x0.05 = 0.5
g?(x)= npg = 10 x 0,05 % 0.95 = D.0475
o({x) = +/ 0.0475 = 0.2179
EJEMPIT
RESOLVER AHORA EL INCISO b, DEL EJEMPLO ANTERIOR, PARA EL CASO

EN QUE p = 0.1

Plx = 1) = -0 10.10)1(0.90)%=0.3874m38.74%
- 11 91

USANDO LAS TABLAS DE LA DISTRIBUCION BINOMINAL:

{X = x} U {x <2 x-1} = {X £ x}
POR LO TANTO P{X = x} + B{X < x-1} = P{X § x]
Y P{X = x}= P(X g x}- PIXz x-1}

EN ESTE EJEMPLO % = 1 y x-la0, POR LO QUE

P(X=1} = P(Xsil -~ P(X £ G}
= 0.7361 w 0.3487 a @,3874



a2.
DISTRIBUCION GEOMETRICA

SEA p LA PROBABILIDAD DE EXITO EN UN EXPERIMENTO. SI EL EXPERIMEN-

TO E5 CON REEMPLAZO Y SE REPITE1SUCESI?ﬁMENTE HASTA QUE SE OBSERVA
UN EXITO, SE TENDRA LA VARIABLE ALEATORIA X=NUMERO DE REPETICIONES
DEL EXPERIMIENTQ HASTA QUE SE OBSERVA EIL PRIMER EXITO. OBTENGAMOS

LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X (5 = {1,2,3..., = }).

' T
EL PRIMER EXITO OCURRIRA EN EL EXPERIMENTO NUMERC x SI, Y SOLO SI,
EN LOS x-1 ANTERIORES HUBO PUROS FRACASOS. LA PROBABILIDAD DE

ESTE EVENTO, DADG QUE LOS EXPERIMIENTOS SON INDEPENDIENTES, ES
x~1
fxlxl = (1-p} P

ESTA FUNHCION SE DEHDMINA DISTRIBLCION GEDMETRICA SE PUEDE CEMDOSTRAR

QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES

() = I pllep*l . 1 - (1-p}"

x=]1
¥ QUE
E(x) = ¥ x(1-p}* Lp=1/p
x=]1
o?(x) = {x—lkztl-plx-lp = Tl‘P}fPE
x=1 P
EJEMPLO

¢CUAL ES LA PRCBABILIDAD DE OBTENER UN TORNILLC DEFECTUOSO POR
PRIMERA VEZ EN LA SEXTA EXTRACCION, SI EL PORCENTAJE DE DEFECTUC-

508 DEL LOTE DEL CUAL SE MUESTREA ES DE 5 POR CIENTO?

P(X=6) = Ex{51 = {1-0.05) x 0.05 = 0.95%x 0.05 = 0.03869



81.

PISTRIBUCTON HIPERGEOMETRICA

CUANDO SE TIENE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA CUXYO ESPATIO DE

EVENTOS TIENE SOLO DOS ELEMENTOS, DIGAMOS S=(EXITC, FRACASC}, Y SE

REALIZA UN MUESTREO SIN REEMPLAI(, ENTONCES LOS RESULTADOS DE CADA

EXPERIMENTO NO SON INDEPENDIENTES NI LA PROBABILIDAD DF EXITQ PERMANECE

CONSTANTE, <COMO EN LA DISTRIBUCION BINOMIAL, POR LG QUE ESTA ULTIMA

NO ES APLICARLE, :

SEA X LA VARIABLE ALEATGRIA NUMERO DE EXITOE QOBSERVADROS AL REPETIR

n VECES EL EXPERIHENTD CDNSISTENTF EN EHTRRER, 5IN REEMPLAZO, ELEf

MENTOS DE UN LOTE QUE TIENE N OBJETOS DE LOS CUALEE M SON "EKiTDE“.

EL NUMERO DE ELEMENTOS QUE TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERI-
MENTO ES "

N(8) = C,
EL NUMERQ, N({X=x}}, DE MANERAS POSIBLES E IGUALMENTE PROBABLES DE

OBRTENER x EXITCGS ES

EN EL LOTE EN LA MUESTRA

N ELEMENTOS - n ELEMQE?US
Emoreqmmamma1 . 000 - -00ee .. -0
M EXITOS (N~-M) FRACASOS , % EXITOS QUE [n—xl%RﬁCéSDS QUE

S5E PUEDEN ELE|S5E PUEDEN ELEGIR

C

GIR DE M“x MA[DE N-M“n-x MANERAS

NERAS |
CADA ELECCION POSIBLE DE x EXITOS SE COMBINA CONICADA ELECCION
POSIBLE DE (n-x) FRACAS0S; POR LO TANTG, EL NUMERO TOTAL DE MANERAS

44

DE OBTENER x EXITOS5 EN n EXTRACCIONES SIN REEMPLAZO ES

N(Ix=x}) = (,C) (o C g



LN

POR LO TANTOD

(Co) { I e N e -
P({X=x}) = £, (x} = g“ L S n-x £=0,1,...,
N'n {H]
Il
My _ M! N-M, _ {N-M) !
ER DONDE [x"' x!_M—x r - l:n-:-:‘.'_ {n-x} ! (N-M-n+x) !

¥ ) = FTEeRTT
. n n. (N=nj.

QUE SE CONOCE COMO DISTRIBUCTON HTPERGEOMETRICA, LA MEDIA Y LA YARTAN-

_CIA DE ESTA DISTRIBUCION SON

n [:} [E:ﬂ] ) -
E(X) = =g = nM/N = np , si p =M/N
x=0 ljnl .
Y
24 n (P2 2 ‘x‘ 'I:.':ﬂ? Mn (N-M) (N-n)- (1-p) - _P{N-n)
g = I x- = = puUl-p -—-——1—
x=0 N I[n] N2 (N-1)

RESPECTIVAMENTE . - .

n



B5.

EJEMPLO

EN UN PROBLEMA DE CON&RDL ESTADISTICC DE CALIDAD, SE TIENE UN LOTE
DE lﬂD,TEBNSFDRMADDRES DE CORRIENTE ELECTRICA, DE LOS CUALES 40
SON DEFFCTUDEDS (NO CUMPLEW LAS NORMAS DE FABRICACION). zCUAL ES
LA PROBABILIDAD DE OBTENER UNO DFFECTUOSO DE TRES SELECCIONADOS AL

AZAR SIN REEMPLAZO?

AR AP A B
P[x=1) = =
100 100
40! sn:fr
- 397 x 11 * BB x 27 _
- 100! 0.438
T.x3.

APROXIMACTON DE LA PISTRIBUCION HEPERGEOMETRICA MEDTANTE [A BINOMIAL

CUANDO W ES GRANVE Y n PEQUERQ (N > 11‘..'..‘1'1}, LA DISTRIBUCICGN BINOMIAL SE PUEDE

USAR (OM0 APROXIMACION DE LA HIPERGEOMETRICA. DE ESTA APROXIMACION

SE HECHA MANO CUANDO LOS CRICULOS CON ESTA ULTIMA RESULTAN TEDIOSOCS,

EN EL CAS0 DEL EJEMPLO ANTERIQR, SI SE USA LA DENSIDAD BINOMIAL SE

CBTIENE, CON p=40/100 = 0.40 Y n=3 v
_ 3! 1 2.
P[X=1]= 7737 (0.40)7(0.60)7 = 0.432
FORMULA DE STIRLING .

N! :#§¥E‘t§}“ ;7 (e m 2,718...) \

Error = 2% SI n = 4

Brror = 0.8% SI n = 10
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B7.

" DESTRIBUCION DE POISSON

UNA DISTRIBUCICN DE FROBABILIDADNLES PARA Ui.a VARIABLE ALEATORIA DIS-

CRETA, X, DE LA FORMA
fy (x] = -——%-— rx.=0, 1, 2,...

SE LLAMA DISTRIBUCION DE POISSON; EN ESTA ECUACION A ES UNA CONSTAN
1

TE.F SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LA MEDIA Y LA VARIANCIA FARA ESTA DIS-
TRIBUCION QUEDAN DADAS POR
3 Xg ™A

E{X] = KED K= = A

N
2 2 e
o (x) - xzﬂ fx—i} — T = A

UNA VEZ CONOCIDA A, COW ESTA DISTRIBUCION SE PUEDEN CALCULAR LAS PRO

BABILIDADES DE QUE UN EVENTO OCURRA x VECES.

EG POSIBLE DEMOSTRAR QUE LA DISTRIBUCION DE POISSON PUEDE EMPLEARSE

COMC UNA PROXIMACION DE LA DE BERNQULLI, TOMANDC A = np, CUANDO n

ES GRANDE Y p PEQUERA, PERO DE TAL MANERA QUE npq > 1. AL RESPECTO,

ST n=20 y p=0.05, ENTONCES EL ERROR QUE SE TIENE AL USAR DICHA APRO

XIMACION ES MENOR DE 3 POR CIENTO PARA VALORES DE X MENORES DE 3;

PARA X=4 y Xc5 LOS ERRORES RESPECTIVOS SON 15 Y 41 POR CIENTO, DEBI
’ 1

DO A QUE NO SE CUMPLE CON LA CONDICION DE QUE npq SEA MAYOR DE UNG,

YA QUE npg = 20x0.05x0,95 = 0.95



TABLA 2

FUNCION DE DISTRIBIICION DE POISSON

X

a
1

Fo(x) = I
x ) x=0 K

-a

k

. 4 ]
X| .50 18 20 0 40 58 63’ TO 80 90
0| 80T <368 .35 050 013 007 002 .00 000 000
L] 810 736 4abs 199 092 .40 017 D07 003 .00
21 986 920 67T 42} 23 125 Qo 030 D14 006
k| .993_ 9381 BEY 4T A1 263 5 083 042 03t
4 11.000 996 947 215 629 440 2357 73 {00 .03

R -

5 |1.000 999 981 981 785 616 448 IOL J1%L Ll
& 1.0 (000 995 965 | _BE9 .. 742 LGOS . 450 13 267
T {1000 1000 999 L9988 . 949 EET LTI 599 453 34
10000 1.000 1.000° 956 * 979 812 847" 73 591 445
$ (1000 1000 1.000 999 992 968 916 830 YIT 487
10 LOd0 LOOC 1.000 1.000 997 FRE .957: .'MI_ Bl8 .76
1| L0o0 1000 1000 L.OD0 899 885 © rse’ 947 B8R .03
12 1000 1000 (000 1000 1.000- 998 99t 973 . 916 .&7%
i} 1.000 100 5000 1000 100D .9%99. 3567 9587 G660 9
4 11.000 1000 1.00D 1020 1000 1000 .99 994 981 9w
15 | Lo00 1,000 1.000 LODD 1000 1000 9997 -.898 952  57R
& 1000 5.000 1000 1000 [.000 1.000 l.mﬂ: S99 g9 989
17 | 1.000 1.000 1.000 100D 1.000.1.000 1030 1.000 993 995
18 1000 1.000 1000 1000 I.DO0 ).00D t.g0d 1000 999 9oi
19 {1000 1000 1.000 1,000 1000 1.000 1000 1000 LOOG 999
20 1.O000 1.000 1000 (GO0 (000 1.000 1.00C 1.000 1000 1.GOU




TABLA 2 {continuacifn)
FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON

X efl-lk
FI (x) = N
k=0 al
i ‘ ._ . "
x| - too 1.0 12.0 13.0 14.0 15.0
2 001+ 00 001 000 000 000
3. .00 005 002 001 000 000
4| 00 015 .008 004 .00z 00!
5| . .os7 033 020 o1t 006 003
6| 30 . 046 026 o148 008
7 210 A4 090 054 032 OI8
© 8 A1 232 155 100 062 037
9 A58 7341 .242 JA66 108 L10
10 ' 583 460 47 252 176 Jg18
1t § 697 i A62 J33 250 185
12 | 792 689 576 A62 58 268
13 | * ,B64 781 .682 573 64 J363
14 1 0917, 854 an 678 570 456
15 931 A07 844 754 669 568
16 973 944 899 B38 L7586 664
17 | * 986 968 937 . .£90 827 4%
18 4.99) 582 961 RS B33 15
19 59y 951 Ryl 957 923 815
20| 998 T 993 988 975 4§52 317
21 599 998 994 586 g1 547
2 1.000 .999 597 992 583 957
23 1,000 1.000 59 996 591 38
24 1.000 1.000 999 993 595 SE5
25 1.000 1.000 1,000 959 997 594
25 1.000 1.000 1.000 1.000 999 $97
27 1.000 1.000 1.000 1.000 959 998
28 1.000 1.000 1.000 " 1.000 1.00G 599
29 L.000 1.000 1.00G 1.000 1000 1.000
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EJEMPLO

£ LA PROBPABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERD AL ATPLICARLE
UNA DETERMINADZ PFUEREZAR DE TENSION ES DE D,Dﬁl, cCUAL ES LA PROBA-
BILIDAD DE QUE DE 2000 VARTLLAS PROBADAS FALLEN A) TRES, B) MAS

DE DOS7?

CON 2 = 2000 x 0.001 = 2 ¥ CONSIDERANDO QUE npg = 19»1,SE PUEDE

USAR LA DISTRIBUCICN DE POISSON COMO APROXIMACION DE LA BINOMIAL:

3 E-.'h

- X
a) PlX = 3) BT

le"‘l

EN ESTE CAS0 LA DISTRIBUCION BINOMIAL DA CCMO RESULTADC

1997, 0.184

p(x=3] » 2200 (0,001)7(0.999)

b} PIX> 2]=1-PlXK2]=1-Fy (2]-1—{P[X-ﬂ]+

zﬂ 'E': 2' c"i 2'2 E‘!
+PLx= 1+ Plx=12}= I- e T

12 2 5
Plog- o5 =l - 5 =032



8%,
EJEMPLO s

UNA COMPANIA ASEGURADORA DESPUES DE MUCHOS AROS DE EXPERIENCIA HA
HA ESTIMADO QUE EL 0.004% DE LA POBLACION FALLECE ANULAMENTE POR AC-
CIDENTE AUTOMOVILISTICO. SI ESTA COMPARIA TIENE 40,000 ASEGURADOS,
¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE 2 DE ELLOS MUERAN EN UN ARO POR ESTE

TIFO DE ACCIDENTE?

SEA X EL NUMERO DE PERSONAS QUE MUEREN ANUALMENTE DE ENTRE LOS ASE-

GURADOS, POR ACCIDENTE, LA MEDIA DE X ES
E[X] = 0.00004 x 40,000 = 1.6 =)

ADEMAS, TOMANDO ER CUENTA QUE npg>l, SE PUEDE VUSAR SIN GRAN ERROR

LA DISTRIBUCION DE POISSON:

X =X

x ~l.8
Plxex] = Af— o ILORe s xe0, 1, 2,
POR LO QUE
2 1.6
: !

LA DISTRIBUCICN DE PROBABILIDADES PARA ESTA VARIABLE ALEATORIA ES:

hfx{x) o0 202 0.323 0.258 0.13% 0.055 0.018 0.005 ...

0.3 £,

0

L
[}



90.

EJEMPLO
£N LA AMPLIACION DEL CARRIL PARA DAR VUELTA A LA IZQUIERDA EN UNA
AVENIDA, SGLO HAY CAPACIDAD PARA 3 AUTOS CUHQ MAXTMD ESPERANDO
LA FLECHA LUMINOSA DEIL SEMAFORO., EN UN ESTUDIO ESTADISTICO DEL
TRANSITO EN ESE LUGAR SE ENCONTRO QUE EN CADA CICLO DE LUCES DEL
SEMAFORO HAY EN PROMEDIO 6 AUTOS QUE VAN A DAR VUELTA, <CUAL ES
LA PROBABILIDAD DE QUE EN UN CICLC DEL SEMAFORQ, TOMADO AL AZAR,

SE CONGESTIONE EL TRANSITO POR EXCEDERSE LA CAPACIDAD DEL CARRILY

Plx>3] = 2

SI A={X>3}, A ={X<3)

P(A) = 1-P{A) O P{A)= 1-~P(A}, CON i=6,
. =3 ¥=3 ~6.X
P{A) = P[X<]] = Ifelx) =1 =7
x=0G . x=0
2 3
PR} = e O(1 + 6 + %— + %~} = 61e”% = 0.151
P(a] = P(x>3] = 1-0,151 = 0.849

el P —




91.

PROCESG ESTOCASTICO DE POISSON

Q0N BASE EN LA DISTRIBUOCTON DE POISSON SE PUEDE DEDUCIR QUE LA DISTRI-

BUCION DE PROBABILIDADES DEL NUMERQ DE QCURRENCIAS DE UN EVENTO

DURANTE UN PERIQDO t QUEDA DADA POR

£.0x) = P[Xx = x EN UN LAPSO t]

Elt]x et
X,

fxf_x:l = ? X = ﬂ'f lF 2!1-11

DONDE

A = NUMERD MEDIO DE CCURRENCIAS POR UNIDAD DE TIEMPO,

LA ESPERANZA - Y LA VARIANCIA DE ESTE PROCESO, PARA UN LAPSO ¢, SOR

E(X] = it
uzl:lﬂ = it
PARA QUE ESTA DISTRIBUCION SE APLIQUE SE REQUIERE QUE EL EVENTO

OCURRA CADA VEZ DE MANERA INDEPENDIENTE. DE LAS OCURRENCIAS PREVIAS,

¥ QUE A SEA CONSTANTE. A A SE LE CONOCE COMO INTENSIDAD DEL PROCESDO;

A SU RECIPROCO, 1/ SE LE DENOMINA 'PERI0DO0 DE RECURRENCIA.

= 7/-&75‘ & /;ﬂf"-?..r

z ts 2, bty %4 (]

. /’T,-!M}pg /{p/‘d’f
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SE PUEDE DEMOSTRAR QUE

CUANDO UN EVENTO OCURRE SIGUIENDO UN PROCCESCG DE POISSON, LA Va-
RIABLE ALEATORIA "TIEMPD ENTRE UNA OCURRENCIA CUALQUIERA Y La
SIéUIENTE" TIENE UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES EXPONEICIAL.

EJEMPLO

5I LOS MAREMOTOS QUE SE REGISTRAN EN UN PUNTO DE LA COS5TA ME-
 XICANA DEL OCEANO PACIFICO OCURREN SIGUIENDO UN PROCESO DE POI-
550N CON A = 0.01, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE (UE ENTRE UN
MAREMOTO Y EL SIGUIENTE TRANSCURRA UN TIEMPO

a. MAYOR DE 100 AROS
h. ENTRE 50 Y 100 AROS

Ly

a. P{t > 100) = ,{ A e Mgr = @700 X 100 =1 56 vas
- 100

100 '
b. P{50 < t < 100) = Jﬁ .01 e"0:%% T4t = F(100) - F(50)
50
- ' ™). 5 Lol W l
o (1 - en0e0L X108y (g o0.01 x 50 o w0.5 el

0.6065 - 00,3679 = 00,2386
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EJEMPLO

EN UNA CENTRAL DE COMUNICACIONES SE TIENE UNA DEMANDA MEDIA DEL
SERVICIO DE & LLAMADAS CADA MINUTO. CALCULAR LAS PROBABILIDADES
DE QUE EN ¢ MINUTOS MO SE SOLICITE EL SERVICIO, DE QUE SE SOLICITE
S0LO UNA VEZ,Y MAS DE UNA VEZ.

D_E—sz
0l

{at) -14

= e = 0.00004

i

P{x=0] =

£ (0)
X

161E—-15
fx{l] = -'H-I'T--'—--— = 0.00064

L]

p[x>1] = 1 - (0,00004 + 0,00064) = 0,99932
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EJEMPLO
MEDIANTE UN ESTUDIO ESTADISTICO SOBRE LA OCURRENCIA DE MAREMOTOS

EN LA COSTA MEXICANA DEL OCEANO PA&IFICD SE ESTIMC QUE UNR OLA

DE 4m DE ALTURA { MAYOR SOBRE EL NIVEL DE LA MAREA TIENE UN PERIO-
DO DE RECURRENCIA DE 100 AROS, CALCULAR LAS FROBABILIDADES DE QUE
EN LOS PROXIMGS 10, 50 vy 100 AROS NO OCURRA HINGUN MAﬁEMGTD EN DICHA
REGION CUYA OLA MAXIMA EXCEDE DE 4m}- SUPONIENDO QUE L& OCURRENCIA
DE LOS MAREMOTOS SE FUEDE MODELAR MEDIANTE UN PRDCESD-ESTGCAS?ICG

DE POISSON,

LA DISTRIBUCION DE PRCEABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X=NUMERQ

JE MAREMOTOS CUYA OLA MAXIMA ES MAYOR DE 4m, CCON i=1/10G=0.01 ES

-t ~0.01¢t
_xfe _f{o.01tfe
Ey (x) XTI T T Xl

FOR LO TANTO, PARA t=10, 5¢ Y 100 AROS, SE TIENE, RESPECTIVAMENTE,
QJUE:

O -0.01x10
{0.01x10) e -0.1
3) fx[ﬂ} = 3T o @ = (,905

0 ~0.01x50
é) fx“}] = {D.ﬂlexﬂé'e = E—G.S = 0.607

0 -0.01x100
.01x100) %e -1
¢ £ t0) = {0:01x108] = ™1 = p.368

PARA ESTE MISMO PROBLEMA, LAS5 PROBABILIDADES DE QUE OCURRA AL MENOS

UN MAREMOTO CON QLA MAXIMA MAYOR DE 4m SON, RESPECTIVAMENTE,



a) p[x>1]
th} P [Kil]

) plx>1]

3

l—fx{ﬂ]

1-D0.607

1-0.3648

1~0.905 = 0,085
0.393

D.632

94.
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EJEMPLO

SE ‘SABE QUE UNA MAQUINA QUE PRODUCE PAPEL PARA DIBUJO, LO HACE
CON UN DEFECTO POR CADA 100 M FABRICADOS

a, gCUAL E5 LA PRDBAQILIDAD DE TENER CERG DEFECTOS
EN UN PLIEGO DE 20 M?

A = 17160 = 0.01 DEFECTOS /METRO

=it =3.01ix20
P(X = 0) = At & ~ D0.01x20 e -
x! . 0!

{EN ESTE CASQ t = LONGITUD]
k. gCUAL ES LA PROBABILIDAD DE TENER UN DEFECTO EN 20m)

_ -0,2" '
P(X = 1) = —2 8 = 0.164

1l

c., {CURL ES LA PROBABILIDAD DE TENER UND O CERO DEFECe -
TOS? '

P{OSx§1) =P(X=20) +P(X=1) = 0,164 + 0,164=0,328

d. ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE TENER MRS DF UN DEPECTO?

P(X > 1) =1 =P[(X <1} =1 = 0,328 m.0.672
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EJEMPLO

SE SABE QUE EN CIERTA ZONA GEOGRAFICh SE LOCALIZA UMA ESPECIE

ANIMAL RARA A RAZON DE 2 EJEMPLARES POR 100 KM%. SI SE TOMA

UNA FOTOGRAFIA AEREA (QUE ABARQUE 120 KMz, '¢CURL ES LA PROBA~

' RILIDAD DE LOCALIZAR 5 ANIMALES?

CON A= —2— = 0.02 ANIMALES}KMZ
100 . L '

1t E-lt _ -_-ﬂ,-HZ--xe-;ZD

P(X a 5)= 0702 x7120°e

2.4 e 0,219 _

Rz 5!

{EN ESTE CASO t=~ AREA)’

ZCUAL ES LA PROBABILIDAD DF LOCALIZAR UN ANIMAL?

3.4 E—2.4

1.

P(X = 1)

= 0.219

ZCUAL ES LA PROBABILIDAD DE NO LOCALIZAR NINGUNO?

f.219
a:

FiX=10) = =.0.219
¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE LOCALIZAR MAS DE UNO?

P{X >1) =1-P(X < 1) =1~ (0,21% + 0.219) = 0.562
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VARIABIES ALEATORIAS CONTINUAS

DISTRIBUCTON UNTFORME

SE DICE (UE UNA VARIABLE ALFATORIA CONTINUA, X, TIEWE DISTRIBUCTON

UNTFORME ENTRE X = a ¥ X = b{(b>a} SI

r = v ::-—..:__.. 1 J'E*.-{f;:“
F (x) = CONSTANTE = - ° | '

LO QUE SIGHIFICA QUE LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN VALOR ENTRE

X ¥ x + dx ES LA MISMA PARA CUALQUIER x COMPRENDIDA ENTRE a Y b.
LA GRAFPICA DE DICHA DISTRIBUCION ES

fxe’x)f-
1 1 x
noa 2
b-a é . _-x
- b
ox

Disinibieidn uniforme de una variable aleaforia continua

LA ESPERANZA Y LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION UNIFORME SE CALCULAN
DE LA SIGUIENTE MANERA: - v

' b 1 x7 b & -4
el eyl b Mt
b b 2 b, 2’
e (x) = 5 (x=E[x])? ﬁ dx = [ p=— dx ¥ r"[—E,IE—f%}— dx ~
a . a a

b
- J ____]2):?[}{ dx

aah

= [ x ]°+ [{Elxl]’x]ﬁ_[?.E[A’] xi]a=
3{b—a}‘ b —a a .

—'—’b, — < 2 & — a)
= g at EUY SEX G e
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LA DISTRIBUCION DE FROBABILIDADES ACUMULADAS ES

X X
- — 1 x-a
Flx= [ fmdes [ 20 du = f5—, acxsh

a b=
LA GRAFICA DE ESTA FUNCION ES UNA LINEA RECTA DE a A b:

'y Fx G

v i)

EJEMPLO

-

¢CUANTO VALE LA PROBABILIDAD DE QUE X SEA MENOR QUE 1/3, SI
ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION UNIFORME EN EL IN-
TERVALD 0-17

1.a
- 3
F i = &2 a
'x.}) B - a b -a

oy
iy,
=
|
= e
"
wh
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DISTRIBLCION MORMAL

UNA DE L&AS DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS MAS

TTIL ES L& FISTRIBUC:I{?N NORMAL © DE GAUSS, DEFINIDA POR LA ECUACION
' lf,;d'x} AREA: 50 %

1 e-{xHU}ZXEUE

E (%) =
X #L]

S N,

DONDE y E5 LA MEDIA Y ¢ LA DESVIACION ESTANDAR DE X.

SI SE HACE LA TRANSFORMACION

F .
2 = {X'U}/"G [(E{Z)= E X - | E{K}'H =.0;: gz{zl UG{J{] = 1)

a . a
ENTONCES LA ECUACION ANTERIOR SE REDUCE A LA LLAMADA FORMA ESTANDAR,

CUYA ECUACION ES

Ll

2 . 2
1 —z% /2 Z 1 -zt/:
f (z} = ; F {z} = f[® —= @ 2 dz
zl:z .J'ZTI, ¢ A - y’zﬂ

EN ESTE CASO LA VARTABLE ALEATORIA I TIENE DISTRIBUCION NORMAL CON

MEDTA TGUAL A CERQ ¥ VARTANCIA TGUAL A UND.

EXISTEN TABLAS PARA CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE UNA VARIABLE ASO~
CIADA A UNA DISTRIBUCICN NORMAT, ESTANDAR. EN LA SIGUIENTE FIGURA
S5E MUESTRA LA FORMa DE CAMPANA DE ESTA DISTRIBUCION, OBSERVANDQOSE

LA SIMETRIA RESPECTQ A Z=E(Z)=0 Y QUE ES  ASINTOTICA AL EJE 2.

Aren=68.27 %

Area=13 59 %
Arag=2.19 %

o7

-3 -2 -1 o 12 3

L. Area=95.45 % {
‘ Areg=93,73 % |

N SR herr 80 HOKmesF 8 pme uAASAhFfa APBAFARSm Anab fuoam



LA UTILIDAD DE LA

P[x,<x<x,]- =

a7,

DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR RADICA EN QUE

xz zz ,
[PE (x)dx = plzy<222,] = 19E5(2)dz
xl zl'
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EJEMELO
CGMﬁ RESULTADO DE UNA LARGA SERIE DE EXPERIMENTOS PROBANDO A COM- -
PRESION SIMFLE CILINDROS DE CONCRETC, SE HA ESTIMADO QUE LA ESPERAN-
ZA DE L%.RESISTEHCIAIES'DE 240 KGICHZ Y LA DESVIACION ESTANDAR DE

30 KG/cMe.

A} (¢(CUAL ES5 LA PROBABRILIDAD DE QUE OTRO CILINDRC TOMADC AL RIZAR

"RESISTA MENOS DE 240 KG/CMZ?

B, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE RESISTA MAS DE 330 KGKCHZ?

C) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SU RESISTENCIA ESTE EN EL INTER-

VALO DE 210 A 240 KGKCHZ? ) -

SUPONGASE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ES NORMAL.
SoLUCTON
A) PARA EMPLEAR LAS TABLAS DE DISTRIBUCION NORMAL ES NECESARIC

ESTANDARIZAR LA VARIABLE X, EMPLEANDO u=240 Y a=30, CON x,=240:
.. o 240 - 240 _
1 7 30
RECURRIENDO A LA TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL SE OBTIENE
P[x<240] = p[zc0] = 0.5

D SEA, LA PROBABILIDAD QUE CORRESPFONDE AL AREA SOMBREADA DE LA SI-

GUIENTE FIGURAx

7170

Fig 16.  Distribucion normal correspondiente al Inciso ¢ del efempio



B) EL VALOR ESTANDARIZADO DE LA VARIABLE, PARA xl=33ﬂ KG!CHE, ES

o 330 - 240 _
1 30 =3

POR LO QUE
P[x>330] = Pp[2>3] = 1-0.9987 = 0,0013

QUE EG& EL AREA SOMBREADA DE LA SIGUIENTE FIGURA:

frlz}

2F7E7 0003

. —2.0—1

Distribucién normal correspondiente al inciso b del efemplo
C) LOS VALORES ESTANDARIZADOS DE LA VARIABLE, PARA x,=210 Y

. 1
| %,=240 5QN:
_ 210 - 240 __
2, < 30 1
_ 240 - 240 _
!'.2———-3“6—-*— Q
POR LG QUE

P{210gx g 240] = P[- 152 <0] = 0.3413

4 szz}
2343

j .
- .7 587 /j -z

&==1 IFa=0

Fig 16.  Distribticin normal correspondiente al inciso ¢ del ejempla
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EJEMPLO

SE HA ENCONTRADO QUE LA VARIABLE ALEATORIA "ERROR EN LA MEDI-
CION.DE LAS DISTANCIAS ENTRE DOS PUNTOS" TIENE DISTRIBUCION
HDRMAﬁ CON MEDIA CERO. S5I SE SABE QUE EL TAMARO VERDADERO DE
UNA LINEA ES DE 2 M Y QUE LA VARIANCIA DE SUMEDICIQN ES ?CME;
CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN UNA MEDICTON LA LONGITUD

QUE SE REGISTRE SEA

a. MENOR_DE 193 CM
b, MAYOR DE 203 CM
‘c. COMPRENDIDO ENTRE 198 Y 202 CM.

a. P(X <195) = 72 CON p = 200CM Y o=+ 9 = 3 CM

; w 195-200 _ -5 - . oo

3 .. 3 -

£{2)

0. 525\h; '
— 2

=1,67_T ©

0.0475 P{X:¢195)==P{Z<+1.67)=0.0475=4,75%

b. , _ 203 - 200 _
3

P{X > 203) = 1 - P(X €203)= 1~P(2<1) = 1-0.8413=0.1587=15.87%
c. PB{198 < X < 202) = ?

z,m L3870 200 5 67, z, = 2020 200 _ 4 45
1 3 2 3

P{198< X <202) = P(=0.67< Z <0.67)=2x0.2486=0.4972=49.72 &
(2) S :
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TEOREMA CENTRAL DEL LINITE

T DENTLEAFS

SEZN LAS VARIABLES ALEATORIAS X, ,X CON/DENSIDADES DE

2;--¢;xkr

PROBAEILIDADES(ARBITRARIA%LCUYA SUMA SE DENOTARAR COMO W, ES DECIR

~W -*xi + X, + ,.. + X

2 X

ES POSIBLE DEMOSTRAR EL TEOREMA DENOMINADC TEOREMA CENTRAL DEL LTMITE,

CUYG ENUNCIADO INDICA QUE _CONFORME AUMENTA EL NUMERQ DE VARIABLES
INVOLUCRADAS EN LA SUMA ANTERIOR (AL AUMENTAR k), LA DENSIDAD DE

PROBABILIDADES DE W TIENDE A SER La DISTRIBUCION NGRMAL. ADEMAS

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE S5I TODAS LAS VARIABLES X X, TIENEN

1;}-{2, e om k.
DISTRIBUCION NORMAL, EHTDﬂCES, RIGUROSAMENTE,, W TAMBIEN LA TIENE,

INDEPENDIENTEMENTE DEL NUMERCO DE VARIABLES QUE APAREZCAN EN LA SUMA.

L

A PARTIR bEL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL SE DEMUESTRA QUE LA DISTRI-

BUCION DE BERNOULLI SE PUEDE APROXIMAR MEDIANTE LA NORMAL CUANDO EL

NUMERO DE‘REPETICIUNES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE (30 O MAS), COM
LO CUAL SE LOGRA UN AHORRO CONSIDERABLE DE LABOR NUMERICA EN LA .
SOLUCICN DE ALGUNOS PROBLEMAS. PARA MEJORAR ESTA APROXIMACION,

CORVIENE EFECTUAR UNA CORRECCION FOR CONTINUIDAD, LA CUAL SE JUS=-

TIFICA POR- USAR UNA DISTRIBUCION CONTINUA EN VEZ DE UNA DISCRETA.

SUMANDO U-RESTANDDE SEGUN SEA EL CaS80D, 0.5 AL VALOR DE X QUE SE

USE. POR EJEMPLO, SI SE DESEA CUANTIFICAR LA PROBABILIDAD DE QUE
DE 2000 ENSAYES SE LOGREN DE 3 A 6 EXITOS, LOS LIMITES REALES QUE

SE DEBEN USAR AL APLICAR LA DISTRIBUCION CONTINUA 508 x.=2,5 ¥

1
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EJEMPLOQ

51 LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE
CIERTA CARGA ES DE 0.001, DETERMINAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN

2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN MAS DE DOS.
USANDO LA DISTRIBUCICHN DE BERNOIULLI SE OBTIENE

P{x>2] =1~ P[x<2] =1 - {p{x=0] + P[Xx =1, + P{x = 2])=

= 1 -{—2,000- 2000, 2 000 1999
= 1 ~lyggropr (0-001)%(0.999) rargrr (0.601) 1 (0.539)

2 000! 1998, _ L

+ 595137 (0. 001) fn.-saal 0.3233

LOS CALCULOS NECESARIOS PARA OBTENER LA SOLUCION SON BASTANTE MAS

TEDRIOS0S QUE LOS QUE DEBEN EFECTUHRSE RPRDvECHAHDD QUE?EL HUMERD;

[ . -

DE REPETICIONES DEL EHPERIMENTG ES GRHNDE A FIN DE UTILIZAR LA

d

DISTRIEUCIDN NORMATL,. EN ESTAS CIRCUNSTANCIAS LA PROBRBILIDED  DE

e

QUE X<2 EN EL CASCIDISCRETD EQUIVALE A LA DE QUE X:z-siEN_EL

CONTINUO; AST | : e

b= np'= 2 000 x G.ﬂﬂi = 2 (SE USA LA MISMA MEDIA),
'._}-: ot

' v iy
] v ok - X w - -

¢ = /Apg = ﬂ—ﬁ'ﬁ'ﬁ_x 5,001 % 995 < 1,41

2.5 = 2] = p[2<0.355] = 0.6387

DE DONDE
P{x>25]= 1 - P[X<2.5] = 1 - 0.6387 = 0,3613
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EJEMPLO

EN UNA SERIE DE 462 EXPERIMENTOS CON FINES ANTROPdLOGICOﬁ,CDNSIS-
TENTES EN MEDIR EL TAMARC DE LA CABEZA DE LOS INDIGENAS RESIDENTES
EN UNA ZONA TROPICAL,SE OBTUVIERCN LOS RESULTADOS ﬂNDTADUé EN LAS3
DOS PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA. SI LA VARIABLE ALEA-
TORIA "TAMRAO DE LA CABEZA" SE CONSIDERA QUE TIENE DISTRIBUCION

NORMAL, zQUE CANTIDAD DE .RESULTADOS SE ESPERARTA OBTENER ANTES DE

HACER LAS MEDICIONES, SI SE CONSIDERA QUE u= X = 191.BMM y
o= 8 = 6.48MM, DONDE X=PROMEDIO ARITMETICO Y s=DESVIACION ESTANDAR

DE LOS DATOS?

171.5 - 191.8

z Z2 < .48 3 .48

1" 3748 "3-13;

= = 18D0; ETC.
P(-3.13<2¢-2,51) = 0.0051; P(~2,51<2Z<-1.90} = 0.0227;
P(-1.90<Z<-1.28) = 0.17i6, ETC.

4162 x 0.0051 = 2.4; 462 x 0.0227 = 19,5; 462 x 0.0716 = 33.1, ETC.
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FRECUENCTA {

| INTERVALO DE | NUMERO DE OB-| INTERVALO DE|PROBABILIDAD _
miones oe x| Fmons | e [t
171,5-175.5 3 (-3.13)-(-2.51)! o0.0052 2.4 j
175.5-179,5 9 (-2.51)-(-1.90)] 0.0227 10.5 ‘
179.5-183.5 29 (-1.90)-(-1.28)| 0.0716 33,1 __J
183.5-187.5 76 (-1.28)-(-0.66)] 0.1543 71.3 1
187.5-191.5 104 (-0.66}-(=0.05)| 0.2255 104. 2. ]
181.5-195.5 110 (-0.08)- 0.57 | 0.2356 108.8 i
195,5-199,5 88 0.57 - 1.19 | 0.1673 77.3
199.5-203.5 30 1.19 ~ 1,80 | 0.0811 37.5 1
1203.5-207.5 6 1.80 - 2.42 | 0.028l 13.0 )
207.5=211.5 4 2,42 - 13.04 0,0066 1.0
211.5-215.5 2 3,04 - 3.66 | 0.00611 0.5
215.5-219.5 1 3.66 — 4,27 0,0001 0.0
TOTAL: 462 _ TOTAL: 461.6



FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

Zz
Fp(z) = |

TABLA 3

iy

1

u2/2

;Zur &

r

du'

y f&ﬂ:)

—-29
—1.8
=37
2.6
—2.3

- |
=23
-11
—2.1
-=210

-19
—1.9
ad 9%
—[.&
~1.5

-1.4
—1.3
—1.2
1.1
— L0

Ri i)l
R 1pd.
Q015
0047

Dos2
0187
L1348
0179
0227

287
0359
L6
0848
DfGE

LBCE
0968

1151
1357
1587

1841
LU19
2410
2741
Jogs

3546
3821
| 4207
4502
—.01.5000

0018
0025
0034

0045,
0062 ..

0080

D104
0116

0174

0222

0381
0351
L4368
0337

D55

0793
4951
1131
1333
1562

814
2090
2189
i
3050

3409
3783
4168
A 582
AR50

0011
0024
0033
0044

0059

,n
- 0078

0102
013
70
Q217

0274
A344
D437
0326
0543

0778
0934
JH2
1314
.1539

1788
2061
2358
24676
JoLs

g
L%
4129

4522

4920

0a17
0023
0032
0043
NLILT)

0015
L093
0129
AL66
0212

J268
L0336
Q418
L5l6
L4630

0164
0918
1033
1292
515

762
J032
2126
2641
2981

JA1s
7
4090

3B

880

D018
0023
0031
0041
0085

0613
0056
Rilla!
L162
L3207

0262
0329
L409
L5035

0618

0749
0901

1075

A271
Jag

736
L2005
2297
2611
2944

3300
J865
A0s2
442
A340

D016
0022
0030
0054
0071

0122
Lbise

".o202

L0236
)22
0441
D495
Dé0s

0733

B8

Q58

1231
1455

J7I
1977
gLl
L1578
2912

264
3632
4013
4404
-4801

115
0021
Lozs
035
D52

D9
0091
LI

o154

AR

M250
0314
0352
BT L
0595

0721
OEGY
Ja3g
2210
Jd446

JEES
L0949
2236
2546
2877

J2z8
S594
QT4
A364
478l

L015
DazL
A028
D038
00351

00¢6a

(L

0116
D150
D192

244
307
D14
(4TS
a8

0708
0853
A020
A2E0
1413

1660
1921
2206
2514
2843

S1%2
255
3936
43235
4721

.0ol4

0020
0027
007
AKHD

D045
L0087
B3
Olas
0188

0213
030
0573
Dda3
0571

0694
QBB
1003
%0
1441

J613
854
2177
2483
2810

giss
L3520
897

pqzas

4681

D04
D013
0026
L0036
0043

L83
L0110
G143
Ol83

.N233
L2084
A367
55
L0559

.06dl
0823
L9RY
1470
REF

Jéi11
1867
L214%
2451
el 1

SEZL
3431
J3R39
4247
M54 ]




TABLA 3 (continuacidn)

jﬂsﬂ

‘th'zll
FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR
’ 1 -uz‘(2
F.(z) = _J e du
Z 3 /2 |
=m
77

AT la 2 3 4 5 6 7 ] 9
O] 5000 5040 (5080 L5120 S1AD LSt9we L5338 L5210 U519 L3359
J|.5839% 5438 547E 5517 J55AT L5595 L5636 L5675 LSTI4 L375)
2| 5793 L5832 SETL 5910 59483 S9ET L6026 E064 6103 L6141
J | L6179 6217 L6255 6293 53] 5)by G406 G443 B4ED L6517
A 16554 6591 6628 .6664 6700 6736 .6772 .6ROB .6B44 6879
3[.6915 6950 %988 7019 7084 .y088 7123 .f157 .7IS0 7224
A1 T8 11 7324 J3ST 7189 1422 1454 486 51T 1548
J.7580 TEIL (TE41 TR LTI04 T4 TTS4 7794 TRB2Y 7852
B L7EEL -LTOI0 L7939 19T L7995 B02r  (BOS) - LBOTY  LBIDE 8133
M [.BI5% (8186 .B212 .823R 8264 .BIEY .81iS B340 .B365 .83BY
1.0 2412 8438 8461 B4B5 .BSO3 850 _§554 8577 .8595 862}
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ESTADISTICA DESCRIPTIVA

POR DR. OCTAVIO A. RASCON CH.

EXPERIMENTOQ

PARA FINES DE ESTE CURSO, SE ENTENDERAR FOR EXPERIMENTO A TODC PROCE
50 DE OBSERVACION DE UN FENROMENQ O VARIABLE DE INTERES. ASI UN EXPE
RIMENTDIPUEDE SER PLANEADC ¥ REALIZADO POR EL HOMBRE, O PUEDE SER
EFECTUADO POR LA NATURALEZA, EN CASO DE UN FENCMENQ NATURAL. POF.
EJEMPLO, EL LANZAR UNA MONEDA G UN DADO ¥ OBSERVAR LA CARA QUE QUE
DA HACIA ARRIBA ES UN EXPERIMENTO PLANEADG Y REALIZADO POR EL HOM-
BRE. ' EIL OBSERVAR LA CANTIDAD DE AGUA QUE LLUEVE ANUALMENTE EN UNA

CIUDAD, ES UN EXPERIMENTO ASOCIADO A UN FENOMENO NATURAL.

AL RESULTADG DE UN EXPERIMENTO SE LE DENOMINA DATO.

A UN GRUFO O COLECCION DE DATOS SE LE LLAMA MUESTRA.

PROBABILIDAD

ES UNA MEDIDA DE LA CERTIDUMBRE QUE SE LE ASOCIA A LA OCURRENCIA U
ORSERVACION DE UN RESULTADRQ DETERMINADO, AL éEALIZARSE EL EXPERIMEN

TC CORRESPONDIENTE,

LA TEORIA DE PROBABILIDADES ES UNA RAMA DE LAS MATEMATICAS APLICADAS

QUE TRATA LO CONCERNIENTE 2 LA ASIGNACION ¥ MANEJO DE PROBABILIDADES



ESTAPISTICA: ES LA RAMA DE LAS MATEMATICAS QUE SE ENCARGA DE ENSE-

HAR LAS REGLAS PARA COLECTAR, CRGANIZAR, PRESENTAR Y PROCESAR LOS
DATOS OBTENIDOS AL REALIZAR VARIAS VECES EL EXPERIMENTO ASOCIADO
A UN FENOMENO DE INTERES Y PAPA INFERIR CONCLUSIONES ACERCA DE

ESTE ULTIMO. PRDPDR(;IDNPL, ADEMAS, LOS METODROS PARA EI, DISERC DE
EHP;ERIMENTOS Y PARA TOMAR DECISIONES CUANDO APARECEN SITUACIDHEé

DE INCERTIDUMBRE.

* PESCRIPTIVA.- TRATA LO CONCERNIENTE A

LA OBTENCION, ORGANIZACION, PROCESA-

MIENTO Y PRESERTACION DE LOS DATOS.

ESTADISTICA e * INFERENCIAL.- TRATA LO CONCERNIENTE A
e —— —re )
LOS METODOS PARA INFERIR CONCLUSIGNES

ACERCA DEL FENOMEND DEL CUAL PROVIENEN

LOS DATOS

1}



MUESTREQ: ES EL PROCESQ DE ADQUISICION DE UNA MUESTRA

’

CON_REEMPLAZO.~ CUANDO CADA ELEMENT( CESERVADO SE REIN

MUESTRED «

TEGRA AL LOTE DEL CUAL FUE EXTRAIDC, ANTES DE EXTRAER EL

SIGUIENTE. -

SIN REEMPLAZO.~ CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADO NO SE -

L REINTEGREA AL IOTE.

POBLACION: TOTAL DE DATOS QUE SE PUEDEN OBTENER AL REALIZAR UNA SE_

CUENCIA EXHAUSTIVA DE EXPERIMENTQS-

POBLACION 4

\
EJEMPLOS

l, EXPERIMENTQ:

POBLACICN:

MUESTRA:

2. FEXPERIMENTO:

POBLACION:

MUESTRA;

f
DISCRETA,~ TIENE UN NUMERO FINITO O ON RUMERO INFINITO

NUMERABLE DE DATOS POSIBLES

CONTINUA.~ TIENE UN NUMERQ INFINITO NO NUMERABLE DE DATOS

POSIBLES

LANZAMIENTQ DE UNA MONEDA DIEZ VECES
SUCESICON INFINITA NUMERABLE DE "CARAS" Y "CRUCES"
(DISCRETA])

GRUPO DE 10 OBSERVACIONES

MEDICION DE LA PRECIPITACION PLUVIAL DIARIA Eif LA
CIUDAED DE MEXICO DURANTE ﬁIEZ ARCS

SUCESION INFINITA NC NUMERABLE DE VALOERES (CONTINUAL)
GRUPO DE 3652 OBSERVACIONES (TOMANDC POS AROS

BISIESTOS DE 29 DIAS EN FEBRERO]



MUESTRA ALEATORIA: ES UNA MUESTRA OBTENIDA DE TAL MANERA QUE TUDOS

105 ELEMENTOS DE LA POBLACION TIENEN LA MISMA PROBABILIDAD DE BER
OBSERVANDOS Y, ADEMAS, LA OBSERVACION DE UN ELEMENTO N0 AFECTA LA
PROBABILIDAD DE OBSERVAR CUALQUIER OTRO, ES DECI&, 5I 50N INDEPEN-

DIENTES.

TASLA PE NUMEROS ALEATORIOS: ES UNA TABLA QUE CONTIENE NUMEROS QUE .CONS-

TITUYEN UNA MUESTRA ALEATORIA OBRTENIDA DE UNA DISTRIBUCION DE PRO~

BABILIDADES UNIFORME, QUE GENERALMENTE CORRESPONDE A UNA VARIABLE

ALEATORIA QUE PUEDE ASUMIR VALORES ENTRE § Y 1, MULTIPLICADOS POR
r

16~, EN DONDE r ES EL NUMERO DE DIGITOS NUE SE DESER TENGAN LOS

MNUMEROS .

*f;fﬁ

;! 1 * R ¢

LAS TABLAS QUE SE USEN PARA OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DEBEN CON-
TENER NUMERGS CON MAYOR NUMERC DE DIGITOS QUE LOS QUE TIENE EL

TOTAL DE ELEMENTOS DE LA POBLACION QUE SE VA A MUESTREAR. POR
ETEMPLO, ST SE VA A OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DE UN LOTE DE
LENTES PARA MICROSCOPIO QUE TIENE 10,000 ELEMENTOS, LA TABLA QUE

SE USE DEBERA TENER NUMEROS ALEATORIOS CON 5 © MAS DIGITOS.



METODO DE MUESTREQ ALEATORIO

1. SE ENUMERAN LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION.

2. SE FIJA EL CRITERIQ DE SELECCION DE LOS NUMEROS ALEATORIOS
(POR EJEMPLO, SE DEFINE QUE RENGLONES Y QUE COLUMNAS SE valN A
LEER] .

3., SE INDICA QUE DIGITOS SE VAN A ELIMINAR EN CASO DE QUE LOS
NUMEROS DE LA TABLA TENGAN MAS DIGITOS QUE LOS NECESARIDS

4. SE LEEN LOS NUMEROS, DE ACUERDO CON LO FIJADO EN LOS PUNTOS 2

" Y 3, Y SE EXTRAEN DEI, LOTE LOS ELEMENTOS QUE TIENEN LOS NUMERCS

LEIDOS. ESTOS CONSTITUYEN LA MUESTRA FISICA CON LA CUAL REALIZAR
LOS EXPERIMENTOS. LAS QBSERVACIONES CONSTITUIRAN LA MUESTRA

ALEATORIA DESEADA,

NGTA: TODOS LOS NUMEROS QUE SE REPITAN SE CONSIDERAN SOLO UNA VEZ.

TAMBIEN SE ELIMINAN LOS NUMEROS MAYORES DEL TAMARC DEL LOTE,

EJEMPLO

SE TIENE UN LOTE DE 1,000 TRARSISTORES NUHERAD&S DEL UNO AL MIL,
CUYA CALIDAD SE VA R VERIFICAR ESTADISTICAMENTE, PARA LO CUAL SE
DECIDE TOMAR UNA MUESTRA DE 40 ELEMENTOS Y MEDIR SU AMPLIFICACION
USANDO LA TABLA DE NUMEROS ALEATDRIOQ ANEXA, CON EL CRITERIC DE TO

MAR TODOQS LOS RENGLONES IMPARES'!'ELIMINANDO EL ULTIMO DIGITO. LA

MUESTRA FISICA SERIAN LOS TRANSISTORES CORRESPONDIENTES A LOS NUME

ROS 0415, QQ06, 0394, 0998, 0530, 0394, 0160, ETC,



TABLA DE NUMERCS ALEATORIOS

Columa 1 2 3 4 5 b 7 B 9 10 11
| Reng1én
1 16408 818499 04153 53381 794401 21438 83035 92350 36693 31238 59649
2 18629 B1a53 05520 91962 04739 13092 37662 S4822 54730 06456 35090
3 73115 47458 47498 87637 99016 0QGs0 BE824 71013 18735 20286 23153
4 57491 16703 23147 49323 45021 33132 12544 41035 50780 45393 44812
5 n4gs 03846 23792 14422 15059 45759 22716 197492 095683 T4353 G866l
6 15631_ 35006 85900 32388 523%0 52390 16815 692355 38732 8480 73817
7 967713 20206 42559 7R885 05300 22164 24369 4224 35083 19687 11052
8 38935 4202 14349 H2674 EER23 44i33 Qpea’y 35552 35870 19124 63318
9 31624 | 76384 17493 03941 | 44167 64486 64758 75366 76554 01601 12614
10 78919 194743 23632 278689 47914 02584 37640 20801 T2152 39239 34806




AGRUPAMIENT) DE DATOS

FRECUENCIA DE UN EVENTO- ES EL NUMERO DE VECES QUE OCURRE EL EVENTOD

AL OBTENER UNA MUESTRA DE LA POBLACION CORRESPONDIENTE.

FRECUENCTA RELATIVA DE UN EVENT0r ES EL COCIENTE DE SU FRECUENCIA ENTRE

EL TOTAL DE ELEMENTOS (TAWMARO) DE LA MUESTRA,

FRECUENCTA RELATIVA ACUMULADA: ES LA ACUMULACION {SUMA) DE LAS FRECUEN-

CIAS RELATIVAS HASTA UN VALOR DADC, PARTIENDO DEL VALOR (0O DEL
INTERVALO)} MAS PEQUERD, "EN OTRAS PALABRAS,- ES LA FRECUENCIA DE

VALORES MENQRES O IGUALES QUE UN VALOR DADRO,

FRECUENCIA COMPLEMENTARIA+ ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE UN

VALOR DADO = NUMERO DE DATOS - FRECUENCIA ACUMULADA,

DISTRIBUCTON DE FRECUENCTAS

CON OBJETO DE FACILITAR LA INTERPRETACION DE LOS DATOS (QUE SE
TIENEN EN UNA MUESTRA, ES CONVENIENTE AGRUPARLOS PCR VALQORES O POR

INTERVALOS DE VALORES, FORMANDO ASI UNA TABLA DE DISTRIBUCION DE

FRECUEMCTIAS,
PARA FACILITAR EL CALCULO DE LAS FRECUENCIAS ES UTIL ORDENAR LOS
DATGS EN FORMA CRECIENTE O DECRECE[ENTE DE VALORES, FORMANDO ASI

UNA  TABLA UL PATOS ORDENADOS,



BEIDMEPLEO

EN UNA ESCUELA SECUNDARIA SE LES APLICO A 30 PROFESQORES UN EXAMEN

SOBRE PEDAGOGIA, LAS CALIFICACIONES (DATOS) QUE SE OBTUYVIERON
* -

FUERON (YA ESTAN ORDENADOS EN FORMA CRECIENTE)

57, 59, &5, 67, 67, 67, 69, 72, 73, 73, 77, 78, 78,
\__ﬂ't\_ PN -

W b

R B

g1, 81, 831, 83, 83, 84, B4, 87, 88, 89, 8%, 91, 91, 93,

o . X ’
D B
95, 97, 99
-
AGRUPAMIENTO D= VALORES
CALIFICACION  FRECUENCIA FRECUENCIA  FRECUENCIA RE~
RELATIVA LﬁTIVﬂ ACUMOLADA
57 1 1/30 1/30
59 1 1/30 2730
65 1 1/30 3/30°
67 3 3/30 6/30
69 1 1/30 7/30
72 1 '1/30 8/30
73 2 2/30 10/30
77 1 1/30 11/30
78 2 2/30 13/30
81 2 2/30¢ 15/30
83 3 3/30 18/30
84 2 2/30 20/30
87 1 1/30 21/30
88 1 1/30 22730
89 2 2/30 24/30
91 2 2/30 26/30
53 1 1/30 27/30
95 1 1/30 28/30
97 1 1/30 29/30
59 1 1730 30/30=1
£=30 £=30,/30=1

:CUAL ES LA PRECUENCIA RELATIVA DE VALORES MENORES ¢ IGUALES QUE 937



AGRUPAMTENTO POR INTERVALOS

LIMITES DE CLASFS; SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO DE CADA INTERVALO

MARCAS DE CLASE: " SON LOS VALORES MEDIOS DE CADA INTERVALO DE CLASE

LIMITES REALES DE CLASE: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO QUE SON

: FRONTERA ENTRE LOS INTERVALOS, ESTOS DEBEN TEMER UNA CIFRA DRECI-

MAL MAS QUE LOS DATOS,

"EVENTO {INTERVALC DE ELEMENTOS FRE- FRECUENCIA
CALIFICACIONES) OBSERVADOS CUENCIA RELATIVA
A = (51-60} 57,59 2 2/30
B = {61-70} 6%,67,67,67,69 5 5/30
¢ = {71-80} 'Y72,73,73,77,78,78 6 6/30
D = {81-90} - 181,81,83,83,83,84,| .
84,87,88,89,89 11 11/30 .
E = (31-100} 91,91,93,95,57,99 6 6/30
LHHHHH_ £230 10/30=1
LIMITES INFERIORES | LIMITES SUPERTORES
DE CLASE DE CLASE
EVENTO LIMITES DE ' LIMITES REALES . MARCAS DE—-
CLASE DE CLASE CLASE
INFERIOR [SUPERICH |INFERIOR| AIFERICR |
A 51 60 50,5 ' 60.5 55,5
B 61 90 60,5 70.5 . 65,5
o 71 80 70.5 BD.5 75.5
i
D L 90 80.5 90.5 85.5
E 91 | 100 90.5 100.5 , 95.5




Evento

Etementos coangap. Frecuencia Frzeuencia Frecuencia nefariva
a £04 intfenvafos Frecuencia nelativa acumufada acumufada
A: 51-60 59,57 2 2/30=0.G667{ 6.7%} 2 0.0&7
H: 6l1-70 67,65,69,67,67 5/30=0.166(16.6%) 2+5=T7 0.087+0.166=0.233
C: 71-BD 72,73,13,77,78,78, G 6/30=0.200{20%) T+6=13 0.233+0.200=0.433
D: B1-9{ 83,68,84,89,43,44, 11 11/30=0.3567{36.73) 13411=24 0.433+0.367=0.800
g9,87,81,83,181
E: 31-1Q0 99,91,97,95,91,63 5 6/10=0.200(20%) 24+6=310 Q.B00+0.200=1.000
30 ) 1.000-

N2
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A= {X: 50.5<X<60,5}
B = {X: 60,5<X< 70.5)
C = (X: 70.5<X< 80,5} - N
D= {X: B0.5<X<90,5}
E = {X: 90.5<X<100,5}

LIMITES REALES LIMITES REALES.SUPE-
INFERIORES DE CLASE " RIORES DE CLASE

PROCEDIMIENTQ DE AGRUPAMIENTO

A MAYOR NUMERO DE DATCS SE REQUIERE MAYOR NUMERG DE INTERVALOS,
PERQO SE RECOMIENDA QUE ESTE NUMERO ESTE ENTRE 5 Y 20, SUFPONIENDO
QUE EN PROMEDIC CAIGAN 5-D MAS ELEMENTOS EN CADA INTERVALD. ASI, S5I

SE TIENEN 30 DATOS, SE RECOMIENDA USAR 30/5=6 INTERVALOS.

El. PROCESO DE AGRUPAMIENTQ SE INDICARA' AL MISMO ' TIEMPO QUE SE REA-

LIZA EL SIGUIENTE EJEMPLO.

EJEMPLO

EN UN ESTUDIO ANTROPOLOGICO SE CBTUVC UNA MUESTRA DE 30 ESTATURAS



DE LOS VARQONES ADULTOS RESIDENTES EN UNA REGION. LOS DATCOS, ORDE-

NADOS EN FQRMA CRECIENTE DE VALORES, FUERON LOS SIGUIENTES:

159, 161,163,163,163,167,167,167,167,168,166,168,169,165%,170,

171,171,173,174,175,175,175,178,179,181,181,183,184,187,191 CM.

OBTENER LA TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS.

SOLUCION:

¢

i.

DETERMIRNACION DEL RANGO DE LA MUESTRA

RANGD = VALOR MAXIMO - VALOR MINIMO = 1%1-159=32 CM

DETERMINACICN DEL NUMERC DE IWNTERVALOS

NUMERC DE INTERVALOS = %? - 5

DETERMINACTION DE LOS LIMITES DE CLASE

RANGO  _ 32 _ ¢ 4
NUMERD = 6 '

ANCHQ DE LOS INTERVALOS =
TOMAREMGS UN ANCHO DE € CM, CON LU CUAL EL RANGO DEL AGRUPAMIENTO
ES A x § = 36 CM. LA DIFERENCIA DE RANGOS ES 36-32=4, QUE 5SE
REPARTE EN LOS DOS INTERVALOS EXTREMOS EQUITATIVAMENTE. FOR LO
TANTO, LOS INTERVALOS ERESULTAN SER:

157-12, 163-168, 169-174, 175-180, 181-166, 1E7-192



4, INTEGRACION DE LA TABLA:

10 .

FREC. P.EI:]

[YTERVALO LIMITES REALES FREC.| FREC. RELJ FREC.
INF, - S0P, ACUM. ARCOUM.
157-162 156.5 | 162.5 > 2 o 067 s 5. 067
30
163-168 162.5 | 168.5 10 % 0333 15 5 400
169-174 168.5 | 174.5 7 % =0.233 19 0.633
175-180 174.5 | 1805 | .5 | 3z =0.167| 24 0.800
181-18¢ 180.5 { 186.5 4 g—u =0.123 28 0.333
187192 186.5 | 192.5 2 ".??E:‘ =0.067 30 1.000
r=10 £=1.,000
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PRESENTACTON GRAFICA PE LAS PISTRIBUCIONES DE FRECUENCTAS
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DISTRIBUCTON DE FRECUENCIAS DE LOS DATOS DE LAS

ESTATURAS DE L{OS VARONES RESIDENTES EN UNA REGION
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DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS ACUMULADAS

¢CUAL ES L2 FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE 180,52; 310-24=¢

LA TRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA COMPLEMENTARIA ES: 1-0.800=0.200 (20%)



Frecuencic

13,

¢
¢

HISTOGRAMA DEL PROBLEMA DE LAS CALIFTCACTONES EN PEDAGOGTA

!"‘f —— TN R e e S AN e e sl W R e m—

E ol
E

gl '
o | un!mlmu!uulnu!numu] -
50 60 70 80 30 100
Calificacion

TAHREA: DIBUJAR EL POLIGOND, DE FRECUENCIAS Y LAS CURVAS 'DE FRECUENCIAS

RELATIVAS ACUMULADAS Y COMPLEMENTARIAS.



EJEMPLQ

14,

EN UN ESTUDIO SOBRE LA CALIDAD DE LOS MONOBLOCKS PRODUCIDOS PDR

UNA FABRICA, SE OBTUVO UNA MUESTRA ALEATORIA DE 100 ELEMENTOS,

A LOS CDALES SFE LES CONTO EL NUMERD DE DEFECTOS DE FABRICACION,

LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS QUE SE OBTUVO ES LA SIGUIENTE:

NUMERC DE FRECUENCIA FRECUENCIA J FRECUENCIA ACUMULADA
DEFECTOS ACUMULADA COMPLEMENTARTA

0 4 . 96 (100-4)

1 13 17 ) B3 (100-17)

2 33 50 50 (100-50)

3 10 80 1 20 (100-8B0)

4 15 95 5 (100-95)

5 _5 100 ' # (100-100)

100 '

-

Frecoercs
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Frecuene &
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3 v T g4 W e ofefectos
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Dishribueidn o /fc:mm:.rh.f
£
SCvm USRS :aﬂjafcmeqmn&.f

< o = ¢ -}ﬂé'a?/hﬂéi



is5.

PERCENTILES- SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 1 POR CIENTO.
PECILESr SON LOS VALORES DE LA VARTARLE CORRESPONDIENTES A FHEC.UEH—
CIAS BELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLCOS DE 10 PCOR CIENTO.
CUARTILES: SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-
CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 2% POR CIENTO,
_MEDIANA- VALOR DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTE A LA FRECUENCIA

RELATIVA ACUMULADA DE 50%,

Bt — — — e e e — — — D — — o —— — -f. 4
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le6.

MEDIDAS REPRESENTATIVAS DE L0S PATOS

MEDIDAS DE TENDENCTA CENTRAL

VALOR MEDIO O FPROMEDIO ARITMETICO
PARA DATOS ND AGRUPADOS

=

= 1
X = =L x
n,_4 1
DONDE xi SON LOS VALORES DE LOS DATOS Y n ES EL JAMARQ DE LA
MUESTRA.
51 LCS DATOS ESTAN AGﬁUPADDS Y fj ES LA FRECUENZIA DEL jJ—-ESIMO

INTERVALO Y xj ES5 LA MARCA DE CLASE CORRESPONDIENTE, ENTONCES

e
d
=

fjxj i R = NUMERO DE INTERVALOS

EJEMPLO

SEA EL EJEMPLO ENUNCIADQ ANTERIORMENTE DE LOS DEFECTOS EN MONOBLOCKS.

SE TENMIA:
{
i [No. DE DEFECTOS | FRECUENCIA
® f fx
1 0 4 4 x0=0
2 1 13 13 x 1 = 13
1 2 13 33 x 2 = 66
4 3 10 30 x 3 = 90 i owm 224
: t 160
| -
5 4 15 15 x 4 = 60 X ® 2.54 DEFECTOS
o ; c S x5 =25 POR MONOBLOCK
=100 T 254
I=1




17.

MODO - ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE APARECE CON MAYOR FRECUENCIA
EN UNA MUESTRA., &1 LGS DATOS ESTAN AGRUPADQS, EL MODO ES LA

MARCA DE CLASE DEL INTERVALC QUE TIENE LA MAYOR FRECUENCIA,

EJEMPLO

EN EL PROBLEMA DE LOS MONOBLOCKS EL MODO ES 2. EN EL FROBLEMA
DE LAS ESTATURAS DE LOS VARONES ADULTOS DE UNA CIUDAD EL MQDC ES

165.5 M.



‘18,

MEDTANAr ES EL VALOR DE La VARIABLE QUE CORRESPONDE AL 50% DE LA

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA.

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS POR INTERVALOS, LA MEDIANA SE PUEDE

CALCULAR CON LA FORMULZ (ADEMAS DE GRAFICAMENTE, COMO YA SE VIO):
' % - F”
[ -] =x I
MEDIANA M LM + ——H?————dM

DONDE L, = LIMITE INFERIOR REAL DEL INTERVALO QUE CONTIENE A LA
MEDIANA

£.Y d, = RESPECTIVAMENTE, A LA FRECUENCIA Y ANCHO DEL INTER~

VALO QUE CONTIENE A LA MEDIANA

F,, = FRECUENCIA ACUMULADA HASTA EL INTERVALO QUE CDNTIEHﬁ

A LA MEDIANA EXCLUSIVE

n = TAMARNC DE LA MUESTRA

2,
3 B
]
: B ek
-E* | | | ﬁ;
3 | | 1
§ | | % ﬂf&aﬁﬁﬂallﬁf=44q15{
W f-fﬂ |
=t |
- éﬁ A % —apx

Tntervalo Gue conthene
. & /2 ﬂjt#@hﬂg



19.

EJEMELO -
EN 4N ESTUDIO PARA DETERMINAR LOS TIEMPGS EN QUE UNA. MUESTRA ALEA-
TORIA DE INDIVIDUOS REACCIONABRAR A CIERTOS ESTIMULOS PSICOLOGICOS

3E OBTUVQ LO SIGUIENTE:

3 | MAaRCA DE CLASE{ LIMITES FRECUENCIA | FRECUENCTA | . ..
¥, EN SEG REALES il ACUMULADA,F P
1 0.10 0.075-0.125 2 2 0.20
2 0.15 0.125-0.175 7 g .+ 1.05
3 0.20 0.175-0.225 14 . 23 2,80
4 0.25 0.225-0,275 4 27 1,00
K=5 0.30 0.275-0.325 3 30 0.990
I=30. . E fixi=5'95
PROMEDIO ARITMETICO §=1
5.94%

£ = = 0,198 SEG

30

MODO = (.20 SEG

MEDIANA 0 o5

d, - 0.05, L, = 0.20 - 232 = 0..75, F,, =9
n/2 = 30/2 = 15, £, =14

MEDIANA = M = 0,175 + lET%-E 0,05

) 0.30 _ .
M = 0,175 + “j3° = 0,175 + 0,021 = 0.196 SEG



20.

MEDTDAS DE DISPERSION

RANGO = MAXTIMO VALOR OBSERVADO -~ MINIMO VALOR OBSERVADD

VARTANCTA - S1 LOS DATOS NO ESTAN AGRUPADOQS:

n n
2ol ~0?al pa? o2 P
i=1 N oj=y 1 _
SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS:
K K _
si-%z-ﬁ{x-ﬁznl:fix2-22=F—2
j=1 3 B el 4
DONDE LAS X, SON LOS VALORES DE LAS MARCAS DE CLASE DE LOS INTER-

VALOS O LOS VALORES DE AGRUPAMIENTC.

DESVIACTON ESTANDAR

o= TS

COEFICIENTE DE VARTACTON

vy, = Sxfx‘



EJEMPLO

21.

EN UN ESTUDIO SOBRE LA TEMPERATURA MAXIMA DIARIA EN UNA CIUDAD

SE OBTUVD LO SIGUIENTE DURANTE UNA PRIMAVERA:

j { INTERVALOS DE [MARCA DE | FRECUENCIA| S _ 5
" | TEMPERATURA, °F | CLASE, °F £ v xE] x-x |(x~%) (x-%)“f
1 55 - 63 59 2 1161-21.31453.7 | 907.4
y) 64 -.72 68 6 408|-12,3|151.3 | 907.8
3 73 - 81 7% 1 539~ 3.3] 10.9 76.3
4 82 - 6D 86 g 774| s.7] 22.5 | 292.5
5 51 - 99 95 6 570 14.71216.1 |1296.6
30 2409 3480, 6
X = 2.4_[.}2 = B0.31 °F )
D "
2 _ 3480.6 _ 02
SK %y 116 °F
— -— L
Sy 116 = 10.8 °F
vy = 10.8 _ 5.134
F . {13.4%)
MODO = 86
d.=9, L.=72.5, £.=7, F.=8, D= 30 = 15
Mot M e Ay T T T
_ 15 ~ 8 . _ .
MEDIENA = M = 72.5 + —=—-"8 = 72.5 + 9 = A1.5 °F

7




MEDIDA DE DISPERSION

Rango = 1.48 - 0.18 = 1.30

2/’

{ DATOS AGRUPADOS PGR VALORES )

Datos Frecuencla xf x ¥ xif
x
0,18 4 0.72 " 0.032 0,128
0,28 1 0,28 0.078 0.078
.36 2 0.72. | .o0.130 0,260
0.38 1 0.38 0,144 D.144
0,48 7 3.36 0.230 1.610
Q,49 1 0.49 0.240 -- 0.240
0,51 1 0,51 - 0.260 0,260
0.55 1 0.55 0.302 0.302
0.57 3 1.71 0.325 0,975
0.65 12 7.80 0.422 5.064
0,72 g ] 6.48 0,518 4.662
D.78 14 10,92 0.608 8.512
0.83 7. 5,81 0.689 4.423
0.88 -2 1.76 0.774 1.548
0.92 5 4.60 D.846 4.230
0.96 8 7.68 0.922 7.376
1,00 1 1.00 1,600 1.000
1,03 4 4.12 1.061 4.244°
1,06 2 2.12 1.124 2.248
1.09 3 3.27 1.189 3.567
1,12 2 2,24 1,254 2,508
1,18 1 1.18 1,392 1.392
1.21 2 2,42 1.464 2.928
1.23 1 1.23 1.513 1.513
1.26 1 1.26 1,588 1.5668
1.34 1 1.34 1.796 1.796
1.36 b 1.36 1.850 1.850
1,40 1 1.40 1,960 1.960
1.43 1 1.43 2.045° 2.045
- 1,48 1 1.48 2.1%0 2.150
£=75,62 Iu71.041




M

2/

.t

% = 12:82 _ 4 796 §2 = x? - X = 0.710-0.634
100 = 0.076

- 1 . ) I

x = 0.634 ' s; = 0.076

"5, = /52 =/0.076 = 0.276

= 0.347 = 34.7%

Coeficiente de variacifin = Vx = — e
. x 0.794

-
et
o S



FREC. REL.

trtervato [ bigttetzontes T pupe | mpormens frwec [ e
1 0.14-0.20 0.135 0.205 4 4/100%0.04 4 0.04
2 0.21-0.27 0.205 0.275 0 0/100=0.00 - 4 0.04
3 0.28~0.34 0.275 0.345 1 1/100=0.01 5 0.05
q 0.35~0.41 0.345 0.415 3 3/160=0.03 B 0.0B
5 0.42-0.48 0.415 0.48% 7 2/100=0.07 ‘15 0.15
6 | 0.49-0.55 D.4B5 0.555 3 1/100=0.03 18 0.18
7 0.56-0.62 6.555 | 0.625 3 3/100=0.03 21 .21
8 0.63-0.65 0.625 0.695 12 12/100=0.12 33 0.33
9 0.70-0.76 0.695 0.765 9 9/100=0.09 42 0.42
10 0.77-0.83 - | 0.765 0.835 21 21/100=0.21 63 0.63
11 D.84-0.950 0.835 0.905 2 2/100=0.02 65 0.65
12 0.91-0.97 0.905 0.975 13 13/100=0.13 78 0.78
13 D.98~1.04 0.975 1.045 - 5 5/100=0.05 83 0.83
14 1.05-1.11 .1.045 1.115 5 5/100=0.0% 88 0.88
15 1.12-1.18 . 1.135 | 1.185-- 3 3/100=0.03 | 91 0.91
16 1.19-1.25 1.185 | 1.255 3 3/100%0.03 94 0.94
17 1.26-1.32 1.255 1.325 1 1/100=0.01 95 0.95
18 1.33-1.39 - | 1.325 | 1.395 2 2/100=0.02 97 0.97
19 1.40-1.46 1,395 1.465 2 2/100=0, 02 59 0.99
20 1.47-1.53 1.465 1.535 1 1/160=0.01 100 1.00
7o 100 £= 1,00

L {:



.18
4.18
.18

.45
0.48
0.48

Q.65
0,65
0.65
0.65
¢.65
0.65
Q.65

0.78

0,78

0.78

0,78

Q.78
.78
0.78
.78
0.78
0.78
0,78
Gu7B
G.78
0,78
0.72
0.72
0.72
0.72

0.48 0.57 0.65 0.72

0. 48
¢.38 Q.48

- 0.36 0,48

0.18 0.28 ¢,36 0.48

0.57 G.65
0.5% 0.65
0.55 0,85
0.51 0.65

.72
0,72
0.72
.72

0.88
D.B8
0.83

0.83
D.83

0.83
0.83
0.33
¢.83

HISTOGRA

0.96
0.96
0.96
0.96
0,96
.96
0.96
0.96
0.92
0.92
0.92
0.92
G.92

M A

Rxﬂf'

1.09

-1.09- " vl .

1.09

1.06

1.06

1.03

1,03 1.26

1.03 1.18 1.23 1.48
1.03 1,12 1.21 1.36 1.43
1.00 1.12 1.21 1.34 1.40

4
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'MEDIDAS DE .TENDENCIA CENTRAL

Marca de Limites Frecuencia Frecuencia A- £x
J .clase x reales f acumulada, F
1 0.17 0.135-0.205 4 9 0.68
2 0.24 0.205-G.275 a q 0.00
3 g.31 0.275~0.345 1 5 G.31
4 G.38 0.345-0.415 3 B 1.14
5 0.45 0.415-0.485 7 \ 15 3.15
6 0.52 0.485-0.555 3 13 1.56
-7 0.5%9 0.555-0.625 3 21 1.77
8 0.66 D,625-0G.695 12 33 7.92
9 0.73 0.695~0.765 9 42 6,57
19 0.80 0.765-0.835 21 63 16,80
11 - 0.87 0.835-0.905 2, 65 1.74
12 " 0.94 0.905-0.975 13 v 78 12,22
13 - 1.01 0,975=1.045 5 B3 .05
‘14 1.08 0.045~1.115 L BB 5.40
15 1.15 1.115-1.185 3 91 3.45
16 1,22 1.185=-1,255 3 54 3.66
17 1.29 1,255-1.2325 1 95 1.2%
18 1.36 1.225=-1.395 2 97 2,72
19 1.43 1.395-1,465 2 99 2.86
20 1.50 1.465~1.535 1 1c0 1.50
2o
jElfjxj-
»75.79
Promedio aritmético X = E%ﬁ%g = 0.7979
3 - Fu
MODO:=0. 80 Mediana=M = L+ ——;;"‘fm_
! ro
dij = 0.07 Ly = 0.765 Fy ™ 42
fM = 21 n = 100 .
Mediana = 0.765 + _30-42 0.07

21

= 0,765 + 0.026 = (§.794




MEDIDAS DE DISPERSICN ( DATOS AGRUPADODS

v

~/

-
§

Rango = mé&xime valor observado - mfnimo valor observado
o = 1.48 - Q.18 = 1.30

by A Ta™n

0.347 .

Marca de FPrecuencia . - " _ 3
J Intervalo clase x f xf X=X (x—x} {x-x}" £
1 0.14-0.20 0.17 4 0.68 [-D.628 | "N:394 1.576
2 | 0.21-0.27 0.24 0 6.00 |-0.558 | 0.311 0.00
3 0.28-0.34 0.31 1 0.31 |-0.488 0.238 0.238
" | 0.35-0.41 0.38 3 1.14 |-0.418 0.175 0.525
5 | 0.42~0.48 0.45 7 3.15 |-0.348 | 0.121 0.487
8 0.49-0,55 0.52 3 1.56  [|-0.278 0.077 p.231
7 | 0.56-0.62 0.59 3 1.77 |-0.208 | 0.043 0.129
8 0.631-0.69 0.66 12 7.92 |-0.138 0.019 0.228
g 0.70-0.76 0.73 3 5.57 [-0.068 | 0.004 0.0236
10 0.77-0.83 0.80 21’ 16.80 0,002 0.00 0.000
11 0.84-0.90 0.87 2 1.74 0.072 0.005 0.010
12 | 0.91-0.97 0.94 13 12.22 | 0.142 0.020 0.260
13 0.98-1.04 1.01 5 5.05 | 0.212 0.045 0.225
14 1.05-1.11 1.08 5 5.40 0.282 0.079 0.395
15 1.12-1.18 1.15 3 3.45 0.352r | 0.123 0.369
16 1.19-1.25 1,22 3 3.66° | 0.422 0.178 0.534
17 1.26-1.32 1.29 1 1.239 0.492 0.242 0.242
18 | 1.33-1.39 1,36 2 2.72 0.562 0.316 0.632
19 ] 1.40-1.46 1.43 2 2,86 0.632 0.399 0,798
20 1.47-1.53 1.50 1 1.50 | 0,702 G.493 0.493
100 79.79 7.768
Mediana = X = 79.79 0.7979 |
100
S - varfancia = ——28 = 0.077
100
Desviac. esténdar =8, = 0,277 Lsx ﬁ/gz.)
5
Coeficiente de variacifin = ?x = x - '0.277
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TARERA

- J— - - . A EmE———— - A 2 AR e o ———— —

078 038 oYz 065 072 002 078 005 091 0.78
13 143 085 G48 08 049 072 049 085 078
085 100 OT8 078 . 163 128 048 048 106 006
085 002 07 0S8 D78 048 078 438 0K DS
078 049 038 078 OTR 0B 088 408 103 1.9t
063 057 07T L3 092 088 078 108 092 113
oo 065 083 072 022 078 0Y? 108, 053 08I
081 106 037 078 1.2 189 103 013 065  1.54
096 0&5 D48 118 - L12 018 048 071 057 083
0.08 465 09 D51 065 L2l . 148 096 008 Lo

Agrupar datos por intervalos y elaborar tabla con frecuencias,
frecuencias relativas, frecuencias acumuladas y frecuencias
relativas acumuladas (anotar limites, limites reales y marcas

de clase).

Jibujar: a) Histograma
b) Poligone de frecusncias
c) Curva de frecuencias acumuladas
Calcular todas las medidas de tendencia central y de dispersidn
que se han estudiado
a. 5in agrupar datos
b. Con datos agrupados



21.

TRANSFORMACION LINEAL DE VARIABLES

SI SE TIENE UNA MUESTRA DE TAMARC n DE LA VARIABLE X, A CADA VALOR
x; , DE DICHA MUESTRA LE CORRESPONDE UN VALOR, y;, DE LA MUESTRA DE
¥, DADO POR

Yy = A + bxi

POR LO TANTO, EL PROMEDIO ARITMETICO DE LAS Y¢ ES

y= =L y. =28 (a+bx,} ==ELa+=- L x,6,=a+bx
Brag L Pieg 1 Riaml L .
¥
ANALOGAMENTE, EL VALOR MEDIO CUADRATICO RESULTA SER
¥ art oyl als @l el oz ozabx, + 2 1 p%? -
=l % 1=1 i=1 i=1 i=1
= az + 2ahx + hzx
Y, LA VARIANCIA,
Sziyi =.;§-§2 = 2’ + 2abx + bz;r - (a+bx) % = b2x2-b25?% « b25? (x)

ESTAS TRANSFORMACIONES SE PUEDEN EMPLEAR PARA CALCULAR EL PROMEDIO
¥, Y LA VARIANCIA SE[F; DE LA MUESTRA DE UNA VARIABLE QUE RESULTA
DE UNA TRANSFORMACION ¥, CON BASE EN ELLOS, CALCULAR X y §°(x} DE
.
LA MUESTRA ORIGINAL, MEDIANTE LAS ECUACIONES
x=({(y ~al /b

8%(x] = §2(y] /b’
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ESTE PROCEDIMIENTO AHORRA BASTANTE TIEMPC DE CALCULCE CUANDO LOS
DATQS ESTAN AGRUPADQS, EN CUYQO CASO LOS Xy SON LAS MARCAS DE CLA-

SE.
EN OCASIONES LA TRANSFORMACION LINEAL SE PLANTEA COMD

_ X = £
Cz

DONDE c¢: y c: SON CONSTANTES. EN ESTE CASO SE QOBTIENEN

E - C1
+F]

=
n

y 8% {yl = —3— 8%(x)

DE ESTAS ECUACIONES SE LLEGA A

X =Ccy y + c)

52 (x) c: s (y)



25.

EJEMEBLO

EN EL PROBLEMA DE LOS RESULTADGS, x DE UN EXAMEN SOBRE PEDAGO-

if
GIA SE OBTUVO LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS INDICADA EN LAS DOS

PRIMERAS COLUMNMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA:

MARCAS DE CLASE| FRECUENCIAS | MARCAS DE CLASE 2 2
X £ TRANSFORMADA,y, | v, £; ¥ Y3 fi
55.5 2 -2 - 4 4 8
65.5 5 -1 -5 1 5
75.5 6 0 | o 10 0
B5.5 11 1 11 1] 11
95.5 6 o2 12 4 24

5 F=3Q . =14

——

¥ = 14730 = 0.467, y°= 48/30 = 1.6, S°({y) = 1.6 = (0.467)%= 1.382

|

= 0.467x 10 + 75.5 = 80.17,8°(x)= 1.382 x 10° = 138.2

CALCULAREMOS EL PROMEDIC ¥ LA VARIANCTA DE ESTA MUESTRA, CALCULAN-

DO PRIMERO ¥ ¥ 52 {y] DE LA TRANSPORMACION

" CON C, = MARCA DE CLASE CENTRAL Y

C., = ANCHO DE CLASE

2

TOMANDO  C, = 75.5 y C, = 10, SE TIENE y, ={xi-?5.sy1u

POR LO QUE
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yy = (75,5 + 55.5)/10 =-2
¥y = {-75.5 + 65.5)/10 = -1
¥y = {-75.5 + 75,5)/10 = O
Y, = (~75.5 + 85,5)/10 = 1

yg = (75,5 + 95.5}/10 = 2

OBSERVESE QUE SE OBTIENE y = { PARAR EL INTERVALO CORRESPONDIENTE A

CONM TRLE SUMANDO UNA UNIDAD, MIENTRAS QUE A LOS DE VhLDﬁEE MENORES,

Y PARA LOS INTERVALOS CON VALCRES MAYORES DE X BASTA

LRLE RESTANDO UNA UNIDAD,



27,

REGRESION LINEAL

Coy MUCHA FRECUENCIA SE PRESENTAN PROBLEMAS EN QUE INTERVIENEN

COS VARIABLES ALEATQRIAS (0O UNA ALEATORIA ¥ UNA DETERMINISTA) Y

SE DESEA DETERMINAR UNA RELACTION FUNCIONAY, ENTRE ELLAS, S5I SE

OBTIENE UNA MUESTRA DE PAREJAS DE DATOS (x } ¥ SE ANOTAN EN

it Y1
UNA GRAFICA X-Y, VISUALMENTE SE PODRA PREVEER EL TIPO DE RELACION
ENTRE AMBAS VARIABLES, Y LURGO HACER UN AJUSTE MATEMATICO DE ALGUN

TIPG DE CURVA,

EJEMPLQOS (GRAFICAS DE CORRELACION)

.Q H
)

X . ‘

_.Ef’ Felociovn /}ffa/ _ .,
\E : oe ) LA .
T

N
3
' - Yenmda anval
\"g M 24y mones e fEIAS
)
3 @ff;cm’n /oaraéa%}:a
Y
Q%'. i
L e ;znﬁpq,en AT Ed 2y
4
£
L] - -
“S, . , o
R e Nimguns resecsn spreciséle
"ok » ) . I.
ﬁi:\l‘a L] - » Ii -
ﬂ *
] - . .
" . . - -
— C}ﬂhﬁuJﬂian1ﬂﬁ Foisca
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PARA AJUSTAR ALGUNA CURVA A UN GRUPO DE DATOS SE PUEDE PROCEDER
DE DIFERENTES MANERAS, DE LAS CUALES LA MAS SENCILLA ES "& QJO",
PERO TIENE LA DESVENTAJA DE QUE, POR NO SER SISTEMATICO, DIFERENTES

PERSONAS PROPONEN DISTINTAS CURVAS, DE LOS METODOS ANALITICOS O

MATEMATICOS, EL MAS COMUN ES EL DE MINTMOS CUADRADOS,

5I X ES LA VARTABLE INDEPENDIENTE ¥ Y LA DEPENDIENTE, SE DICE QUE La

REGRESION E5 DE ¥ CON BASE EN X, ¥ VICEVERSA,

EN ESTE CURSQ NOS CONCEETAREMOS AL (CASQO DE UN AJUSTE LINEAL, ES
DECIR, MEDIANTE UNA LINEA RECTA, DE ECUACION ;-m}( + b, EN DONDE
m ES LA PENDIENTE Y b La ORPENADA AL CRIGEN.

ﬂ-Y JHY

— X

. ¢ LI Rndirente 1}174:11'2/-‘?

. | .

v Fanahente ' Ce
P | l
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ecls da re e 307
e .

Y=mXséh

b
1 1 i i i ) —_ A
0 I-t—diﬂ —
:-I x!
6V % -3,
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AGRUPAMIENTO DE DATOS POR PAREJAS

CUANDO SE TIENE UNA MUESTRA CON MUCHOS DATOS TOMADOS POR PARBJIAS,
CORRESPONDIENTES A DOS VARIABLES ALEATORIAS, ES A MENUDO CONVE-
NIENTE AGRUPARLOS POR VALORES O FOR INTERV&ﬁDE ¥ LUEGOD CBTENER LA
DISTRIBUCION CONJUNTA PE FRECUENCTAS, DE LA.!-!AHERH. QUE SE MUESTRA EN EL

.

SIGUIENTE EJEMFPLO, .

EJEMPLG

EN UN ESTUDIO CON FINES ANTROPOLOGICOS REALIZADO EN UNA MATERNIDAD,
SE CBTUVO LA MUESTRA POR PAREJAS, MOSTRADA EN LA TABLA 1, CORRES-

PONDIENTE A LAS VARIABLES ALEATORIAS

X ESTATURA

¥

CIRCUNFERENCIA DE LA CABEZA

DE LOS NIIDS AL NACER,

CALCULAR LA DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS Y DIBUJAR Ei

HISTOGRAMA CORRESPONDIENTE,

PROCEDIMIENTO:

1. Determinar los valores madximos y minimoa de los datos X y Y.

2. Elaborar la tabla de conteo

3. Elaborar la tabla con la distribucibn conjunta de frecuenclas.
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TABLA 1 , ESTATURA x [EN CM), ¥ CIRCLNFERENCIA DE [A CA-
BEIA,Y (EN CM}, EN BEBES AL NACER [DATOS PEL PROF, E, NAVRATTL,
UNIVERSTTY HOSPITAL, GRAZ, 1942}

T ¥ z ¥ z ¥ Coe ¥ & ¥
52 18 byt 3 5l k) 51 k3 4% n
TRET a3 | 4 P T 1| N 4 | .1
1] AL 51 15 n i £ 15 a0 15
51 14 34 18 LT I 43 4 43 12
4T | 33 45 [ M . 50 | 35 s | a8 49 | 35
5 33 43 1 47 35 50 M 41 M
51 36 % 1 9 | M 19 13 b ] 3
i3 M H k" | 49 3 s 3 45 £
L] 1t 43 1 )] LL 47 n 49 M
Toaf M 52 H il 15 k1] 15 49 13
0 M 50 34 1 37 47 M 43 u
52 LY 0 13 50 33 0 H 50 35
52 18 49 13 k1] » 42 M 49 1n
3 13 5 15 i3 b= 47 15 - 0 12
50 I 51 EH 47 34 50 33 34 7
49 M 48 12 hX } 11 b 14 g | 35
43 M 44 E} £9 34 52 k1 e v u
L1 1 N 33 49 b5} L] k1.3 51 15
50 13 .1} I ) 4% H 10 M - L 35
50 3 £2 36 ‘51 15 53 k1 L]} i3

-

TABLA &, GRAFICA DF CONTEQ CORRESPONDIENTE A LA
MUESTRA DE LA TABIA 1.

J—l:'irl:lmfuscm‘:il Estotura x (enom}  * -

de In cabeza

(en wn) T .
YERETY o |awleolo|a|sn]sisefs]|ss
39 I ' !

n v

i 1K I

3 IR R AR

35 H S niANNE

HiF | B -

" T e LRET [

n 3 L | |

LE I
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TABLA 3, ﬂISTRIEUCIﬂNAﬂE FRECUENCTAS DE LA MUESTRA DE
TABLA 11 . )
i i Eslatura x Lem v}
Circunfcrenaga
o la cabeza
¥ (en ey} |4 | w st | sz | 5 55 | %
k1] 1
L 1
a7 I, 1 i
L[ 4 7 2
s 3 5 & L 1
M H 1 10 k| 1
1 | [ 3 !
» 1 1

HISTOGRAMA CORRESPONDIENTE A LA TABIA |

b

Fres e e

32.
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METODO DE MINIMOUS CHADRADOS

EL MEICDC DE MINIMOS CUADRADROS TIENE COMO CRITERIC EL QUE LA SUMA

De 1L0S CUADRADQS DE LAS DESVIACIONES DE LAS ORDENADAS, Yy RES-

PECTO A LA RECTA DE REGRESION, ?1, SEA MINIMA, ES DECIR, SE TIENE

ON METODG DE COPTIMIZACION EN EL QUE SE PRETENDE QUE

iy | o 2
D= & [yi - y4)" SEA MINIMO
1=1
n[ 3,
D=L [y; = {b+mx,)]
Cq=1 i i
n
ol _ - - =
i=1
ap 7 -
Fo i 2;51 {yi - b - mxi}{—xi} =

, CON ESTO SE TIENE UN SISTEMA DE ECUACICHES LINEALES CON DOS 1INCOG-

HITAS, b ¥ m, QUE CONDUCE A

1 ce L1 L -
. NEX,y, ~ IX Iy, _ EI“i;1 - Xy ) EIIxizx]lyi ¥}
nixi - (Ix)° 5% (x) . 8% (%)
Exiﬂy. - Exizxiyi - -
h o= 1 = ¥ - mX
' nrxt - (Ex }2 .
i i !

N
ZSTA ULTIMA ECUACION INDICA QUE LA RECTA PASA POR EL PUNTO (X,¥).

ST LAS PAREJAS DE DATOS ESTAN AGRUPADAS EN KICELBAS Y LA 1FRECUENCIA

DE.LA CELDA L ES £, , ¥ x,-¥ y, SON SUS MARCAS DE CLASES, ENTONCES,
1K Ixy? = 73

IR LIGEES aobs A Eiflfjszr“‘j”’” ¥4y
5% (%) 5 (x)

m
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METODQ CORTO PARA CALCULAR [A RECTA DE REGRESTON

A MENUDO SE PRESENTAN PROBLEMAS DE REGRESION LINEAL EN LOS QUE SE
MANEJAN GRANDES CANTIDADES DE DATOS Y, ADEMAS, SUS VALORES SON DE
VARIAS CIFRAS. PARA REDUCIR LA LABOR NUMERICA SE RECURRE A AGRU-

PAR LOS DATOS Y A TRANSFORMAR LAS VARIABLES DE LA MANERA SIGUIENTE:

, x,"" cl }' - Ca
X' = —F y' = —p—"; C,>0, C,»0
C C 277 T4
2 1
) = ' = 1
DE DONDE X Cox’ + Cl ¥ qu .+ C3

EN Tal CAS0, EL PRIMER TERMINO DEL WUMERADCR DE LA FORMULA PARA

CALCULARR m SE TRANSFORMA A:

'}»}Ec £f. . x.¥ =l!I§ £ {C.x'+-‘C][Cy‘+C}

CURSI S B WA S TR LS B

-}-f‘:{ £ {CCx"+ch';|-CC P+ C,C5)

TRy Tixy 24 3¥4 2v3¥y * F1heYy 1-3
; ¥ K \ Ky el D

= = Lyl = r L r il

€% 1 jfl fixy®3¥5 * C2%3 jil a fauy*y C1c4j=1nfixyyj 1€3 5

1 X — -

- L ETS ]

= C2C4 ~ jil fjxyx y' + Czcax' + C1C4y + clc3

EL SEGUNDC TERMINO DE LA MISMA FORMULA QUEDA:

— — vy | - ! . —
Hy = {sz' + Cl‘_i {::43' + .:3} - cchxlyl + czcaxn +

C,C 7" + € Cy
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ADEMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE
52 (x) = cgszixtn

LA FORMULA PARA CALCULAR LA PENDIENTE CAMBIA A

K
29&1

1 f%EExfE' - x'yt

2 g {x')

K
% fxfy -, C,%'F . C DI

ch _ S
c

I:jl'_.

m:
C%Sz{x'l

EN ESTAS TRANSFORMACIONES Cl ¥ C3 DEBEN SER IGUALES A ALGUWNA DE LAS

MARCAS DE CLASE CENTRALES DE x ¥ vy, RESPECTIVAMENTE, ¥ Cy ¥ C4 DEBEN

SER IGUALES A LOS ANCHOS DE LOS INTERVALOS DE LOS DATOS DE x Y de

¥, RESPECTIVAMENTE.
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EJEMPLO

CALCULAR LA RECTA DE REGRESION DE LGOS DATOS ANQOTADOS EN LA

SIGUIENTE TABLA, MEDIANTE EL METODO DE MINIMOS CUADRRDOS.

x[ v | xy x? -

é 7 55 54 E - ‘?ﬂ’,flﬂ:?' § = EE;’lG:E.E, ;}-624."’10=52.4
6112 ) 721 36 glix) = 62.4 - 1% = 13.4

4 2 8| 16 1

6 6 3¢ | 38 m = 3 = 0.13
13 7 91 { 169

10°| 3 o | 100 b= 6,5~0.,13 x 7= 5,59

1] & 6 1 *

7| 2| 14| 49 )

¥ = 0.13 x-+ 5.59
3 9 27 9
12 | 11 [ 132 { 144
I= 70 | 65 | 472 | 624
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ESEMPLO
OBTENER LA RECTA DE REGRESION DE LAS CaARGAS EN LOS PISOS 1 ¥ &

DE UN EDIFICIO
CARGAS EN TON/M2

ZONA | PISO 1 | PISO 9
x y

A 38 355

B 354 370 .
c 207 307
D 273 | 270

E 127 182

F 124 962

G 358 222

H 519 405

I 147 315

J 181 420
K 118 484
L 114 287
M 243 228
N 522 470 ,
0 236 194

P 269 260
Q 268 679
R az1 366
5 305 358
T 335 317

U 577 368
v 271 284

BANGO DE X: 577-38

RANGO DE ¥: 962-182



-
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TASLA 4. DISTRIBUCION CONJUNTA DE FéECUENCIAS DE LAS CARGAS EN 10S PISOS T Vv 9,

0.5
a

100.5

100.5
a
200.5

4

200,5
a
00,5

300,5
a
400.5

400,5
a
00,5

500.5
a
600,5

600,5
a
700.5

700.5
a
800.5

800,5
a
900.5

900.5
d
1'00G.5

0.5

100.5

X (i)

100.5

200.5]| .

X (1)

X (1)

L

X M

XX (2}

200.5

300.5

X {1)

O (4)

X {1

X (1)

300.5|

400,5

¥ (L

00X (4}

X (1)

400.5

500.5

500.5

600.5

X (1}

XX {2)
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CALCULO DE. x y 5{x}
INTERVALOS [MARCAS DE | £ xf x2 x2 £
' CLASE
0.5 -100.5] 50.5 L 50,5 2,550.25 2,550.25
100.5-200.5| 150.5 5 752 .50 22,650,25 | 113,251,25
200.5-300.5| 250.5 7 1,753.50 '62,750.25 | 439,251,25
300.5-400.5| 350.5 6 2,103,00 122,850.25 | 737,101.50
400.5-500.5f 450.5 0 0.00 164,430.25 0.00
500,5-600.5| 550.5 3 1,651.50 303,050,25 | 909,150,75

£=22 I=5,311.00

[=2,201.304.50

- _ 6,311,00
X = =H5—

;}_ 2,201,.304.50

= 286.86, x

=2

Szlx} =

22

= 100,059.30

- 82,288.66

100,059.30 - B2,288.66 = 17,770.64

s(x) = /17,770.64 = 133,31




CALCULO DE ¥ ¥y S{y).

40.

INTERVALOS | MARCAS DE 5 »
CLASE .Y vE v y £
100.5-200.5 | 150.5 301.00 | 22,650.25 ° 45,300, 50
200.5-300.5 | 250.5 1,503.00-| 62,750.25 376,501.50
300.5-400.5 | 350.5 2,804,00 [122,850.25 982,802.00
400.5-500.5 | 450.5 1,802.00 |202,950.25 811,801.00
500.5-600.5 { 550.5 0,00 |303,050.25 0.00
600.5-700.5 | 650.5 650.50 [423,150.25 423,150.25-
700.5-800.5 | 750.5 0.00 |563,250.25 0.80
800.5-900.5 | 850.5 0.00 [723,350.25 0.00
900.5-1000.5 | 950.5 950.50 |903,450.25 503,450.25
£=8,011,00 £23,543,005.50
gow 202200 o 364,24, 7 = 132,597.94

Y

w2 . 3,543,005.50

27

= 161,045.70

s2(y) = 161,045.70 - 132,597.94 = 28,447,76

S(y) = v28,447,76 = 168,66

_TAREA: CALCULAR X, s2(x), ¥ y s {y) DE LOS DATOS AGRUPADOS ANTE-

i
RIORES, MEDIANTE TEANSFORMACIONES APRDPI&DAS DE VARIABLES,
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MARCAS DE CLASE FRECUEN{CIAS
X Yy fxY Xy fxyxy
56.5 | 350.5 1 17,700.25 17,700.25
150.5 | 150.5 1 22,650.25 22,650.25
150.5 | 250.5 1 37,700.25[ *  37,700.25
150.5 |, 350.5 1 52,750.25 52,750.25
150,5 | 4s0.5 2 §7,800.25 135,600.50
250.5 | 150.5 1 37,700.25 37,700.25
250.5 | 250.5 4 62,750.25 251,001.00
250.5 | 350.5 1 87,800, 25 87,800.25
250.5. | 650.5 1 162,950.25 162,950.25
350.5 | 250,5 1 87,800.25 87,800.25
356.5 350.5 4 122,850.25 491,401.00
350,5 | 950.5 1 . 333,150.25 333,150.25
550.5 | 350.5 1 192,950.25 192,950.25
550.5 | 450.5 2 248,000.25 496,000.50
= 22 I = 2,407,155,50

PUESTO QUE x = 286,86,

b

7= 368,14 Y §%(x) = 17,770.64-

SE OBTIENE FINALMENTE QUE

2,407,155,50 _

22

(286,86) (364.14)

bni}—mﬁ:

1T, 77064

Y = 0,28 x + 283.82

3564.14 - 0.28 x 286,86 = 283.82

= 0,28
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RESOLVER EL PROBLEMA ANTERIOR HEDIANTE EL METODO CORTO.

PARA APLICAR EL METODO CORTO SE EMPLEA UNA TABULACICN CoMO LA

SIGUIENTE:
A -
£ ' £ oyl 1 1 D St
Y S T (VR Y ] Bt
4P e
i'\‘@‘
S
5 Q
Sy
EIDA 5
1&#
fx
x! R
fxx'
x 2 ;
2 |
fxx i
£, x'y'
jxy ¥ |
et | £ gty CELDA
XY jry | Sixyt Y | ]

.PARA LA TRANSFORMACION DE VARIABLES
. {

. X =
A
vz
TOMAREMOS C, = 250.5,

‘_Y_C3

Cy

¢, = 100,

s

= 350.5 ¥ C, = 100,



) X 0.5-100.5|100.5-200.51200.5-300.5 (300.5-400.5500. 5-600. 5 [ o S A Y
. . 50.5 350G.5 B52.5 :
|
100,5-200.5
150.5 20120 f1]0 21 -2 -4 af 8 2
200.5-300.5
250.5 il 1 1 i 4 |0 =111 -1 6|l -1-6|1 & 0
300.5-400.5
L 350.5 110 oyl jolo 1o Jo|a |o }o|]1’ 8] o o|o] o 0
400.5-500.5
450.5 1] 2 |-2 3| 2 al 1l ala! 4 4
1 600.5-700.5 |__ ¥
Ga6.5 _ 0 1 |0 1 A 3] o9 9 ]
T 900.5-10005
| ss0.5 6l1 | . 1] 6 6|36 36 6
£ |1 5 7 8 3 22 3 63 | 12
X! -2 . o | 0 1 3
£ x’ -2 -5 0 6 9 8
x'z 4 1 1] 1 9
£ xt” 4 s 0 6 27 - 42
I.':ijyx'y' 0 1 0 5 12
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; 8 o 3 . 42
x' = 5z = 0.3636; ¥' = 55 = 0,1364; ;? = 55 = 1,9091, ;?==

o
w

= 2.8636

f

]

2

L5 ]

$2(x*) = 1.9091-(0.3636)2 = 1,7769; s(y’) = 2.8636-(0.1364)% = 2.8450

X = Céx' +#Cy = 36,36 + 250.5 = 286.86
¥ = Cuy' + Cy = 13.64 + 3505 = 364.14
1
100 33 12 ~ (0.3636)(0.1364) L C.a953 _
160 T.7769 1.7769 .

b = ?1— mx = 364.14 -~ 0,28 x 286.36 =-283.96
T
QS —— — — -+

ired I
7500 ¢ o
I

TARFA: CALCULAR LA RECTA DE REGRESION, Y TRAZAR LA GRAFICA CORRES-

PONDIENTE, DE LOS5 DATOS AGRUPADOS DE LA TABLA i,
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VARTANCTA ¥ ERROR ESTANDAR DE LA ESTIMACTON MEDTANTE LE RECTA DE REGRESION

-
OM) YA SE TDICO, EL TERMINO y. ~ y, REPRESENTA LA DIFERENCIA ENTRE
EL VALOR OBSERVADO DE LA VARIABLE Y Y EL VALOR PREDICHO (LA ORDENADE

DBE LA RECTA DE REGRESION) CORRESPONDIENTE A X DICHO TERMINO SE

4
LLAMA ERROR DE PREDICCION O DE ESTTMACION, POR EJEMPLO, SI PARA x3'—'5ﬂ

5B OBSERVA QUE }F3"55, Y LA ECUACION DE LA RECT}’L DE REGRESION ES
- : ~
y=40 x + 21.9, EL VALOR PREDICHO RESULTA ¥q =¢J0 .x 50 + 21,9=56.9,Y EL

ERROR DE PREDICCION CORRESPONDIENTE ES 65 - 56,9 = 8,1,

LA MARTANCIA DE LA PREPICCION ¢ DE LA ESTIMACION, S

2
},pr (UE ES UM& ESTIMA-
y&ICGN GLOBAL DEI, ERROR DE PREDICCION PARA TODOS LOS PUNTOS OBSER-

VADDS, SE DEFINE MEDIANTE LA FORMULA

T (y, - v.}
52 Li=1 1 * (1)
yix N

2

EN DONDE N ES EL TOTAL DE DATOS DE ¥, ADEMAS, SE PUEDE DEMOSTRAR

QUE 5;}( SE _RELACTONA CON LA PENDIENTE DE 1A RECTA DE REGRESION

MEDIANTE LA ECUACION

2

2 2 2
S?ix = SY -m 5 l.’x}

PUESTO QUE LA ECUACION y = mx + b SE OBTIENE MEDIANTE EL METODO DE MINI
i=N -
MOS CUADRADOS, EN EL CUAL © {y, —-31121 TIENE EL MINIMO VALOR PO-
1=1 :
SIBLE,_ Y COMO LA VARIANCIA DE LA PREDICCION SE CALCULA CON LA
i )

EC {I) , LAS PREDICCZCIONES BASADAS EN LA RECT& DE MINIMOS CUADRADOS
SON TALES QUE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION ES MINIMA.




-

IGUAL QUE LA DESVIACION ESTANDAR DE UNA MUESTRA SE DEFINE COMO LA

RAIZ CUADRADA DE LA VARIANCIA, EL ERROR ESTANDAR DE LA ESTIMACION O DE

LA PREDICCION, Sij, SE DEFINE COMO LA RAIZ CUADRADA DE LA VARIANCIA

DE LA ESTIMACION, ES DECIR

*vlx = /Sﬂ
YA SE DIJO QUE LA DTFERENCTA y, - ¥, REPRESENTA LA DESVIACION DE .UNA
ORDENADA OBSERVADA RESPECTO A SU ORDENADA PREDICHA MEDIANTE LA RECTA
DE REGRESION., EXISTE OTRO TIPO DE DESVIACION: LA DE LAS ORDENADAS
PREDICHAS MEDIANTE LA’ RECTA DE REGRESION, ¥, , RESPECTO AL PROMEDIO

ARTTMETICO, y, DE LAS ORDENADAS OBSERVADAS, y,. ESTA DESVIACION,

INDICADA COMQ Ei ~ ¥, SE LLAMA DESVIACION EXPLICAPA , YA QUE DE LA

ﬁCUﬂCION
y; = mx, +b=mx, + ¥ -~ mx = §L+_mfx;-iil
SE OBTIENE

;i - ¥ = mx;~X)

La CUAL INDICA QUE LAS DESVIACIONES DE ;i RESPECTD A ‘_TF SE EXPLICAN

EXCLUSIVAMENTE FOR (SON FUNCION DE) La DEEVIJACIDH DE xi RESPECTO

A X,

SI A LA DIPERENCIA y, - ¥ SE LE LLAMA VIACION TOTAL DE y, CON RES-
PECTQO AL PROMEDIC ARITMETICO, ¥, LA .ECUACION

-

v, - ¥ = y; =¥+ ty, -y

INDICA QUE LA DESVIACION TOTAL ES IGUAL A LA DESVIACION EXPLICADA
MRSy, - ;i. LAS DESVIACIONES y. - ;i OCURREN AL AZAR, ES DECTR,

EN FORMA INEXPLICABLE, DE AHI QUE SE LES CONOZCA C0OW IL NOMBRE DE



1 *.;t
JDESYTACIONES TNEXPL] CAPAS ( NO EXPLICADAS).
CCMO CONSECUENCIA DE LA ECUACION ANTERIOR, SE PUEDE DEMOSTRAR QUE

= i =N i=N
-2 1 - 2 ~ 2
£ ly, - y) ly, = ¥} L o{y, ~v¥,)
=1 1 _oi=t T , 1=t 't 71
N N N

i il

SI. MIEMBRO IZQUIERDO DE ESTA ECUACION CORRESPONDE A LA VARIANCIA,

s?(y), DE LOS DATOS DE y. EL SEGUNDO TERMINO DEL MIEMBRO DERECHO

ES PRECISAMENTE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION, Efr!x' CONQCIDA TAM-

BISNM COMO _VARIANCIA INEXPLICAPA, EL PRIMER TERMINDO DEL MISMOQ MIEMBRO
- * s
SE DENOMINA VARTANCIA EXPLICAPA, Y SE REPRESENTA CON EL SIMBOLO Szty}.

EN CONSECUENCIA, SE FUEDE ESCRIBIR

2 2., 2
5% { = 5 ) + 8
}’]L {v le
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MEPIDAS TF CORRELACTON

CUANDO SE REALIZAN ESTUDIOS ESTADISTICOS EN QUE SE INVOLUCRAN
DOS O MAS VARIABLES ES A MENUDO CONVENIENTE CONTAR CON UNA MEDIOA

NUMERICA DEL GRADO DE ASOCIACION © RELACION QUE HAY ENTRE ELLLS.

UNA DE ESTAS MEDIDAS SE DENOMINA _CQVARIANCIA ,5°,., LA CUAL SE DE-

FINE COMO:
N .
Sf;y = %iilixi - By, - ¥ =1 if”‘ -%¥

EN DONDE |

(x;+ ¥;) = PAREJAS DE DATOS

X = PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIABLE X

¥ = PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA vﬂﬂ;ﬁBLE’ 4

N = TOTAL DE PAREJAS DE DATOS

GTRA MEDIDA DE CORRELACION, QUE RESULTA ADIMENSIONAL, ES EL_COEFI-

CTENTE DE CORRELACTON, Py’ QUE_SE-DEFINE COMO

2
_ _8°x o
pxy“ﬂffy?@)" LSogy !

EN DONDE

SEXY =" COVARIANCIA ENTRE X y Y

S{x} .= DESVIACION ESTANDAR DE LOS DATOS DE X

s{yl = DESVIACION ESTANDAR DE LOS DATDS DE Y

N . F Y 1Y
K Agl’o \ e“}{O TS S
: "/ s \ _l e
/ \ - [
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CASQ DE CORRE{ACION PERFECTA

CUANDO SE PLANTED EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS PARA ESTIMAR LA
REC'YA DE REGRESEUN LINEAL ENTRE DOS VARTABLES, ESTE SE DESARRCLLO
SOBRE LA BASE DE HACER MINIMA LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LA DES-
VIACION VERTICAL DE CADA PUNTO RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION,

ESTO ES QUE

. N -
n= & Ay, - ?1}2 = MINIMO (1)
i=1
EN DONDE :
.yinmi+b.nuci+§—-m§:=§+m{xi—ﬁl (2)

SUSTITUYENDO A ¥y EN LA EC {1) Y AGRUPANDO TERMINOS SE OBTIENE
“ - .12
p= I [ly, ~¥ -aix; - x] (3}
1=1
CBSERVESE QUE O E5 CERO 5I, Y SO0LO S5I, CADA SUMANDO ES CERO, ES

—BECTIR, 51

yi-i'r—mtxi—:?}=u PARA TODO 1

FARA LO CUAL S5E REQUIERE QUE TODE 1LOS PUNTOS {xi, Yi] QUEREN SCBRE

LA RECTA DE REGRESION, DADA POR LA EC (2), EN ESTE CASD SE DICE
QUE LA REGRESION IS PERFECTA.

POR OTRA PARTE, DESARROLLANDO EL BINOMIO AL CUADRADO DE LA EC (3)

OBTENEMOS

N -, 2 - - 2 "2
b= & {ty, =97 - 2mlyy - ¥ lxg = ) + 0 (xy = X)°]
1= '

< wslty) - 2m szxY + w82 (x)p2
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EN EL CASQC DE QUE TODOS LOS PUNTOS GE LA MUESTRA QUEDEN SOBRE LA

RECTA DE REGRESION SE TIENE QUE

D = Hszi:y} = 2m stcy + me st{x] = 0 {4}

POR OTRA PARTE, TOMANDO EN CUENTA QUE

L Y o - 3o *
= I X, - x)(y, - ¥} 2.
Lt : _ Sxy ()

5% (x) 5% (x)
LA EC (4) QUEDA EN LA FORMA
2 _ 2,2, 2 2,2, o2 _
S (y) = E{SX}J;’ 57 (x) +(sx)),f 5°({x) = ﬂ_
DE DONDE, EN EL CASO DE REGRESTON PERFECTZ,

[ﬁgzﬁaﬂ s ty) . (6}

Y, SI S(®)>0 Y 5S{y)=0,

2.2
2 { Sy _stsiey

XY slix)sty)®  si(x)st(y)

t

= 1, O SEA, o, =

CUANDO ESTO SUCEDE, ES DECIR, ST p, = 1 e byy = "1 SE TIENE EL

CASO DE CORRELACION PEREECTA.
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CASO DE CORRELACTON NUILA

LA CORRELACION ENTRE LOS DATOS DE DOS VARIABLES ALEATORIAS RESULTA

NULA SI S, = 0 (0 oy, = 0) LO CUAL SUCEDE CUANDO m=0 (VER EC {5)).

EN TAL CASO, LA RECTA DE REGRESION DE Y CON BASE EN X TIENE COMO

ECUACTON A ¥y = ¥, ¥ LA DE X CON BASE EN Y, A X = % .{m==).

AY




RELACTON ENTRE EL COEFICIENTE DE CORRELACION ¥ LA PENDIENTE DE LA RECTA

. DE~REGRES TOM

TOMANDOD EN CUENTA QUE

2 1
5%x 2 _
Py 5(x)1S{y} +3 Xy

¥ HACTENDC SUSTITUCIONES EN LA ECUACION PARA CALCULAL LA PENDIENTE-

(x;, - X} (y, = ¥

Al
1

i=1

DE LA RECTA DE REGRESION SE ORTIENE

N - -
oo (xy=x) {y;~¥) p.. S{x)S{y)

2
mo= 1=l — =P -

5% (x) < (x) 5% (x)

=l

i

0 SEA
siy) .
mo=on o STEY | (8)

DE ESTA MANERA, SI CALCULAMOS m MEDIANTE EL METODO CORTD DESCRITO
ANTERIORMENTE, PODEMOS CALCULAR pxy DESPEJANDOLA DE LA EC {(8),

£S DECIR, EMPLEANDO LA ECUACION

5[3] . (9]

ALTERNATIVAMENTE, MEDIANTE EL METODO CORTO SE OBTIENE Py DN FORMA

DIRECTA USANDO LA ECUACION

; N _ -
= Tyl o wnd 1
ek 151 Eaay™'¥ Y
"Xy S(x') S(y') (10)
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EN DONDE f; . ES LA PRECUENCIA DE LA CELDA i, x' ¥ y' SON LAS
MARCAS DE CLASE DE LOS INTERVALOS, X' Y ¥' SON LOS PROMEDIOS ARIT-
METICOS,Y S(x') Y S{y') LAS DESVIACIONES ESTANDAR DE LOS DATOS DE

Xt X Y! ORTENIDOS MEDIANTE LAS TRANSFORMACIONES

o X - Cl ’ Yy - C3
x-“-c— Y }"=—E~—*‘-—
2 4
EN DDONDE
Cl = MAPCA DE CLASE CENTRAL DE LAS x
:2 = ANCHC DE LOS INTERVALOS DE CLASE DE LAS X
C3 = MARRCA DE CLASE CENTRAI, DE LAS ¥

C = ANCHO DE LO5 INTERVALOS GE CLASE DE LAS ¥



i
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RANGO DELCOEFICTENTE DE_CORRELACION

DE LA ECUACICN CON QUE SE CALCULA LA VARIANCIA DE.LA EETIMACION

2 2 2
= 5 - 7
Syix = STYI(L - 0l (7)
2 2

SE CONCLUYE QUE pxyil" YA QUE S 30; EN CONSECUENCIA

Y|x

-11:9}(?-:1 (8}
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DIEZ VIGAS DE MADERA NOMINALMENTE IDENTICAS SE PROBARON CON UNA

55.

CARGA CONCENTRADA EN EL CENTRO DEL CLARO; LOS RESULTADOS SON LOS

ANOTADOS EN LA TABLA SIGUIENTE,

CALCULAR EL COEFICIENTE DE COREE-

LACION, LA RECTA DE REGRESION Y LAS VARIANCIAS EXPLICADA £ INEXPLI-

CADA,

CARGA DE FALLA | DE FLEXTON MA- - - . - .2 L2

x, IN G Xpm, y, jveq | X X[y -y Xy k-t )y - y)
950 0.33 140 | 0.017 2,38 19,600 | 0.000289
1050 0.37 240 | 9,057 13.68 57,600 | 0.003249
750 0.28 ~ 60 |-0.033 1.98 3,600 | ©.001089
900 0.30 50 [-0.013 | - 1.17 8,100 | 0.000169
700 0,27 ~110 | -0, 042 4,73 12,100 | 0.001849
650 0.28 ~160 | -0.033 5.28 25,600 | 0.001089
950 0.35 140 | 0.037 5.18 19,600 | 0.001369
B50 0.40 40 | 0.097 3.48 1,600 | 0.007569
600 0.26 ~210 | -0,053 11.13 44,100 | 0.002809
700 0,29 110 | ~0.023 2.53 12,100 | ©.000529

I= 8100 L= 3.13 Te® |I=20 1-49.20 | 1=204,000 | 0.020010

x= B2 - a0 ke §o= 4P e 0303 o s = 0 = 4.2

s?(x) = 284200 = 20,4005 S(x) = /20,400 = 142,83

g2(y) = M?-gﬂ-l-‘l..---n:a&zﬂa-l-: §(y) = /OTOIO0T = G.0447

1

4

xy

- .92
xy AR2A3 x 0.0447

S{y}/S(x} = 0,77 = 0.0447/142.83 = (¢.000241 CM/KG




36,

b = 0.313 - 0.000241 x 310 = 0,118 CM
7 = 0.000241 x + 0.118; ST X = 600, y = 0,145 + 0,118 = 0.263
Y
8401
1 Y0, DDUZ41X+UMB
0.3
']-ﬂ.ifj—'-—--
0.30 1 ] |
5 i |
[ i |
)y SR
60 oo e 906 409 o0 o %
Silx = sty - 2 S = 0.002001 (1 - 0,772 = 0.000106

s = 00,0103
yix

2(y) = 52(y) + s§|x-—>~52[§} = 0.002001 ~ 0.000106 = 0.001895

S(y) = 0.0435

EL AGRIETAMIENTO QUE SE PREDICE,POR EJEMPLO, PARA UNA CARGA DE 150{Kg,

SI EL COMPORTAMIENTO DE LA VIGA CONTINUA IGUAL, SERA

¥ = 0.000241 x 15Q0 + 0,118 = 0.4680 CM



EJEMPLO

CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRELACION MEDIANTE EL METCDO CORTO DE
LOS DATOS LA SIGCUIENTE TABLA.

REC%A DE REGRESION CORRESFONDIENTE,

'Y

57.

OBTENER TAMBIEN LA ECUACION DE LA

A

CALIFICACION, | TIEMPO, Y, CALIFICACION | TIEMPO, ¥, |
X . | EN MIN, X EN MIN.
97 77 87 83
97 86 87 - 58
95 60 87 19
95 52 86 60
94 §2 85 62
94 86 B3 72
94 80 82 68
93 79 82 66
93 92 83 71
93 BE 81 70
92 74 80 65
92 43 BO 84
92 51 19 B2
92 15 79 §3
91 .79 79 76
90 62 78 71
90 81 17 89
90 80 77 71
90 76 77 98
30 70 76 92
89 67 76 82
88 §9 74 98
B8 81 ' 12 78
E: 80 79 93
By 91 70 78




DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS:

¥ 70-75 | 76-81 | 82-87 [ 88-93 | 94-89
41-50 1
51-60 2 2
61-70 2 3 5 1
71-80 2 3 3 7 2
81-90 4 1 3 2
{ 91-100 2 3 1 1

58.
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X — =
2 .

y 7 . . 5 | 96,5 voE gt gt TE, x'y!
J\\NHH“\, 72,5 ??15 84,5 50 fy ¥ YY Y YY ixyx Y
ta5.5 _al1]e2 [ 21-21 4 2!
'35.5 olz|o ~2i2 L4 -1 | -4 1 -

65.5 oiz| o |elslo | ols| of oj2 11| of © 0

75.5 ~2i2l-4f-1{3]-3 |o|3|o | 1|7| 7| 2}z 17| 117 1 17

15.5 ~212-8 jo|1lo | 213| 61 4|2 1] 2| 20 4 40

95,5 gi2(-1d~313]-9 [o|1lo | 3[z! 2 70 3l 21 g 63 -18
£ s 112 10 17 7 50 52 128 -14
'L -2 1 0 1 2

£ -8 12 0 17 14 11

’ e A )1 0 1 4

E?x'z 16 |12 o | 17 28 73

ijixyx'y' -16 ~20 0 14 8} ~14

C, = 84,5; C, = §; Cy = 65.5; C, = 10

¥' = 11/50 = 0.22; ¥* = 52/50 = 1.04

x = 6 x 0.22 + 84.5 = B5,82;

y = 10 = 1,04 + 65,5 = 75,9

s¥ix') = 73750 - (0.2212 = 1.42; S(x') = /ITT3Z7 = 1.19

s2(y') =128/50 ~ (1,04)% = 1,49; S(y') = /1,49' = 1.22

Si{x) = 1,19 x 6 = 7.14; S(y) = 1,22 x 10 = 12,2

_ T14/50 - 06.22 x 1,04

Py

1

.19 x 1.22

m=-0,35 2 12,2 / 7.14 =-0,60

b = 75

TAPEA:

.9 -

{~0.60)

B5.82

= 127,230

= = ﬂtas

TREZAR EL DIAGRAMA DE CORRELACION Y LA RECTA DE REGRE5ION CORBRES-

POHDIENTE, Y CALCULAR EIL ERROR ESTANDAR DE LA ESTIMACION,
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SERIES CRONOLOGICAS O

SERIES DE TIEMPO

Se le denomina serie cronolégica o de tiempo a toda serie de

cbservaciones (datos) tomados en tiempos especificos, que en

general estfn igualmente espaciados (cada hora, cada semana,-

cada mes, cada afio, etc.)

,

Componentes de

una serie cro-

Tendencia general.- Indica hacia afnde

tiende la serie cronol6gica

Componente estacional.- Indica las va-
riaciones periSdicas que acurren a cor-

to plazo (en periodos menores de un afic)

nelégica 4 :
Componente ciclica.- Indica las varilacle-
nes perifdicas que ocurren a large plazo
{en periodos mayores de un afio)
Componente irregular.--Indica las varia-
ciones gue ocurren al azar.
.
pu
A ]
A de iof
N o dicE
3 2
o
Nl gt S i+ b
N | ||i||1 i |
o vyt Tendencia
3 R I n 2o Y,
o 1 I||| ¢|]| A
~ 1 H I H
L 1: IIiitl I I !P
Lﬂ‘ ) N T T
p P T T T A T O T T A
T L O O B B B
I R N VO I IO Y N S N -
= - yin M N TR
STFEIICELRRLIY Tlempe, €
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6.

oA de

. ¥
{{f Vaka ¥ {r1

TENDENCIA GENERAL

Mi:;iimes cuadrados
Métodos de
Dos promedios
cilculo :
Promedios mbviles

MINIMOS CUADRADOS

'?
TRucao, ¢

El método de minimos cuadrados se estudid en el capitulo de re-

gresi&n lineal para el caso de tendencis modelada mediante una

linea rTecta.

3i la tendencia no se puede.modelar ratonablemente mediante una -

recta, €5 necesario emplear una relacién.no lineal, que puede

ser un polinomic de orden M, dado por
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" - 2 M
V(1) = byrb,teb,t™+. . +byt

En este caso las constantes bi que hacen minimo el error cua-
drético respecto a la linea de regresidén, q, se obtienen de

resolver un sistema de ecuaciones simultfineas que resultan de:

#n donde

n ~

En el caso de un ajuste parabdlico {M = Z), por ejemplo,

[l - 2
y(t) hﬂ+h1t+b2t

"~ -
¥i = Y(t3) = bytbyt byt

n o, 5 2

n
24 . | - 2y u
2, Ziil(yi by b]fi hzti] 0
n f s
= -2 1 {y.-by-b t.-b,t3)t.=0 <

n .
) 2 ho. ) 24 o
Zi£1ti{yi bg'b1ti bztiJ o

0
*,

-

Estas tres (iltimas ecuaciones constituyen un sistema con tres
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incbgnitas, bﬂ. b1 y bz' Este sistema se puede reescribir en

1a forma:

2ol

bﬂ“+b13ti*bzzti :yi
2 I ‘o

hﬂrti+h1£ti+hzzti ztiyi r

2 3 oo ee2,2
bolti*b It ivb ety = stiy}

Y luego resolver para hﬂ, h1 ¥ hz. ﬂ ;

%_

Tnvendfaric a
ler‘l d"d Zito

" ; g
7 }'em/aoj ‘2o

Cuando al observar la gréfica de Y contra t. se concluye que

L]
es razonable ajustar una funcién exponencial de la forma

Y(t) = ae™t

se puéde resolver el problema trﬁbajando con logaritmos, ya que,

en tal caso,

i
In¥(t) = 1in a+mt
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Z(t) = mt+b

gque e5 la ecuacibn de una linea recta y, por io tanto, las
constantes m ¥ b = 1n a se calculan mediante las férmu-
las que se obtuvieron - para el caso de regresifn lineal,

con  z; ~ InY(t,)

v

% Yee)

Z(L)
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METODO DE DOS PROMEDIOS

El nétode de dos promedios consiste en dividir los datos en

dos partes y calcular el promedio de las -Yi ¥ los tiempos

centrales correspondientes a cada parte, con lo cual se ab-

tienen los puntos [?1,T1) y (EZ,TZ) per los cuales pasa

la recta buscada

i

EJEMPLO

Afio Niimero de Afio Promedio
autos vendidos central
1951 B0
1952 910 1952 029
1953 1018
1954 1326
1955 1749 1955 1,733
1956 2125
[ *]
E
y
mg y
:
X
3
X =)
47354 -~
i
P29 T - —a— i
t
! i | " i~
N by 2As
- LN
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En la siguiente tabla se presenta 21 consumo promedio por dia

de fertilizante que se consumid en una regifn agricola. Obte-

ner la componente _estacional.

\iio |Trimestre| Censumo, Y| Suma | Promedio | Promedic mfvil| Porcentaje del
ton/dia mivil centrado, TCI promedio m6vil
' Y/TCI = B, %

1 1 20

9 2 50
31.5

f 3 35 31.3 - 111.5

= 3110 * [ :

5 4 21 126 30.2 69.5
29.3 :

1 L 18 124 . 28.7 62.7
28.0 :

5 z 43 117 . 27.3 157.5
26.5

6 3 30 112 27.0 1111
27.5

b 4 15 106 29.8 50.3
32.0 .

1 1 22 110 33.2 66.2
34.3

& 2 61 128 35.9 169.95
37.5

b 3 39 137 37.4 104.2
37.3

7 4 28 150 37.6. 74.5
37.8

1 1 21 149 37.6 55.8°
37.3

9 2 63 151 36.8 171.2
36.3

0 3 37 149

18 4 24 145

Puesto que los datos estin dados por trimestre el indice esta-

cional que se obtendr&i-serd para los trimestres, por lo cual

los promediovs mfviles para eliminar, come primer paso, a4 la com

ponente estazional deben ser de orden 4.
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Para evaluar los indices de la componente ciclica es reco-

mendable contar por 1o menos con tres periocdos completos de

datos. Los Indices ciclicos se calculan de manera semejan-

te a los estacionales.
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Supfngase que la componente ciclica de las inversicres anua-
les en un pais con periodo sexenal de gobierno federal es la
indicada en la siguiente tabla. Calcular.los indices cicli-
CoSs.,

Afio €, en %

1547 8BS
48 102
49'l 117
50 126
51 128
52 137
53 79
54 98
55 1121
b 127
57 132
58 143 Afio |_Comp. ciclica Indice
£g T del }  CICLOS Promedio; ciclice,

ciclo| 1 2 3 4 en %

60 86 T
61 121 1 35| 79| 59] 89 78.0 67.5
62 122 2 102( 98| 861100 9.5 83.58
63 137 3 1170121121} 112 117.8 101.%
64 149 4 126412741225129 1?6.0 108.0
Y T 5 [129{132|1371136] 133.5 | 115.4
66 | 100 6 |137|143{1491138] _141.8 | 122.7
67 112 I= 693,86 6§00,0
68 128 600
69 1 136 g55.5 - 0-885
70 138 f .
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COMPONENTE IRREGULAR

Como se indicé, 1a compenente irrepular de una serie croneld-

gica indica las variaciones que en E&sta ccurren al azar.
Una vez que se ha calculade C, para obtener I basta divi-
dir CI entre C, es decir

CI/C =1 ¢

En 1a tabla del penGiltimo ejemplc se encuentra calculada la
componente irregular de la serie cronoldgica correspondien-

te a la produccidén de uva en una granja.

I.\‘
g8 -
k . .-}{f
& X
1'5\‘ o0 J W |
t -
%; 88 |
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\J |
I
o - |
|
|
F¥{) —— -
P



L2 CeNtro de educacion continua
f dliviasidn de eastudiocs superiores
facultad de fnga'niarrn, unam

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA. FUNDAMENTOS Y APLICACIONES

INFERENCIA ESTADISTICA

M. EN |, AUGUSTO VILLARREAL ARANDA

Junia, Julie, 1979

Polocio de Minarfa Calle de Tocvbe 4, pritner plio. Méxlco T, D, N






INFERENCIA ESTADISTICA

Por: M en i Augusto Villarreal Aranda®*

1. Introduccidn

La parte de la estadistica que proporcicna las reglas
para inferir ciertas caracteri%ticqs de una poblacién a partir
de muestras extrafdas de ella, junto con indicaciones probabilis
ticas de la veracidad de tales inferencias, se llama inferencia

estadlfatica,

En la inferencia estadistica se estudian las relaciones
existentes entre una poblacifn, las muestras obtenidas de ella, ¥y
las t&cnicas para cestimar pardmetros, tales como la media ¥ la va
riancia, © bien para determinar si las diferencias entre dos mues

tras son debidas al azar, etc.

2. Distribucicnes muestrales

51 se consideran todas las muestras posibles de tamano

Seenetandio Académico, Divisifin de Eatudios Superiores, Facultad
da Ipgenierfa, UMHAIL y Profesor {nvesiigadea, Instituto de Inge-
nierfa, URAM



n que pueden extraerse de una poblacifn, y para cada una se cal-
cula el valor del promedic aritmético, este seguramente variari

de una Muestra a otra, ;a Jque depende de los valoraes de los datos
gue se hayan obtenido en cada muestra, Por lo tanto, el promedio

aritmétice es en si una variable aleatoria, como tambi&n lo son,

por la misma razén, el rangc y la variancla de la muestra.

A todo elemento que es5 funcidn de los valores de los
datos que se tienen en upa muestra se le denomina esfadlstdica; to
da estadistica es, entonces, una variable aleatoria cuya distribu
cilttn de probabilidades se conoce como disindbucidn micestraf. Si,,
por ejempleo, la estadfstica considerada es la variancia de 1la mues
tra, su densidad de probabilidadﬁs se llama distadibucidn muesiral

de Ia varidncid,

En forma similar se pueden obtener las distribucicnes
muestrales de la desviacisn estfndar, del rango, ete., cada una
de las cuales tendrsi sus propios parfmetros, lo qgue permite ha-

blar de la media y la desviacién estédndar de la variancia, ete.

1. Muestrec con y sin remplazo

Cuando se efectila un muestreo &n upna peblacidn de tal
manera gque cada elemento de la misma se pueda escoger mds de una
vez, se dice gque el muestreo es con arempfazo; en caso contrario,
el muestrec es &{n remplaze. Si de una urna se quie;e extraer una
muestra de holas de colores, se puede proceder de dos maheras:
se saca al azar una bola, se anota su coiﬁr y Se regresa a la ur-
nd antes de obtener otra, ¥ asi sucesivamente; &n este ¢aso el

L

muestreo ez poa hempfeze. La segunda forma consiste en extraer



I{r'

al azar todas las bolag que constituyen la muestra sin regre-

sarlas a la urna, siendo entonces un muestrec s{n aemplazo.

4. Distribucion muestral del promedio aritmético

Supdngase gue sa extraeh sin remplazo todas las muestras
posibles de tamaio n de una poblacidn finita de tamaho Np > n, 81
la media y la desviacifn estindar de la distribuci®n muestral del
promedio aritmético se ‘denotan con Mg ¥ 9% ¥ la media y la deswvia
clén estlndar de la poblacidn con p vy o, respectivamente, entongces

es posible demostrar gue se cumplen las siguientes ecuaciones

ademis, si la poblacitn es infinita {o el muestrec es con rempla-

z0)}, los resultados apnteriores se reducen a

Ui = u
]
ﬁ-—- -
X ¥ H
puesto gue
1im o Hp "t o

N v n -1 v



Para valores grandes de nin > 30) se demuestra, emplean
do el teprema del lImite central, que la distribucidn muestral
del promedio aritmético es aproximadamente una distribucidn nor-
independientemente de

mal con media py y desviacidn estdndar o

X X’
cudl sea la densidad de probabilidades de X, la wvariable aleato-
ria asociada a la poblacifin. Si esta varlable tiene distribucifn

normal, 1a distribucidn muestral del promedio aritmé&tico tambi&n

a3 normal, aun bara valaores pequencos de n (n <  390),

Ejempfe 4.1

Supdngase que se tiene una poblacifSn finita formada por
los datos 1,2,3,4,5. Se desea conoeer la media y la desviacidn
estdndar de la distribucifin muestral del promedio aritmético, con 7

siderande las muestras de tafmano 3 obtenidas sin remplazo.
Primes procedimiento,

Siendo la poblacidsn finita vy el muestrego sih remplazo,
es posible obtener la distribucién muestral correspondiente para
calecular despu@s sus parfmetros, considerando gque el nCmerc total
de muestras distintas de tamabo 3 gque pueden chtenerse a partir

de una poblacidn de 5 elementous es

5.

(s - 10

Dichas muestras son las siguientes, junto con sus pro-

wedlos aritméticos correspondientes:



ii x1
1, 2, 3 6/3 3, 4, 5 12/3
1, 2, 4 173 3, 4,1 8/23
1, 2, 5 B/73 . 4, 5, 1 10/3
2., 3, 4 9/3 4, 5, 2 11/3
3 9/3

2, 3,5 10/3 5, 1,

Para calcular la media y la desviacidn estdndar, se em

plea la siguiénte tabla

ii 6/3 71/3  B/3  8/3" 5/3 9/3 10/3 1073 1173 1273
%5 36/9 4979 64/9 6479 8179 8179 100/9 10079 121/9 1449
1
10 _ ' o,
¥ X; = 90/3 ' r X; = 840/9
i=1 ! 1=1
10
=-_ 1 = 1 90
He = X =~-=- I X, = — —_—= 1
X 0 4o, "4 10 3
2 1 0o e 1 840 2
07 = —— I X{ - X =% 25 - (3) -
X 10 oy . 1d * )
= 9.333 - §,000 = 0.333 => gz = /0,333 = {.577
BEs decir, ug = 3 ‘y gz = 0.577

X

Segunde procedimiento.

Por tratarse de una peblacifin finita, se verifica aue



en donde

2
El valor de ¢ de la poblacifn es

o2 < 1+4+9£15+25 -t - %; -9 = 11-9 = 2

Por lo tanto, o = ¥2 = 1.4145 vy

g = 1.4145 5 - 3 o (0.8164)(0.7071) = 0.577
X I3 5« 1 .

Es decir, vy = 3 vy ui = 0,577

Cemparandce 103 resultados, se puede cbhservar que amhos

procedimientos conducen a la obtencifin de los mismos wvalores de

T ¥

U_

para la distribucifn muestral del promedic aritmético.

En una bodega se tienen ¢inco mil varillas de acero; el

valor medio del peso, X, de cada varilla es de 5.02 kg, y la des-

viacifn estdndar 0.3 kg. Hallar la prcobabilidad de que una mues-

tra de cien varillas, escogida al azar, tenga un pesc total

a. entre 456 y 500 kg

b. de mis de 510 kg.

b



Para la distribucidén muestral del promedio, se tiene que

Mg = 1 = 5.02 kg ¥, por tratarse de una poblacién finita,

_ 0-30 _JEGGD - 100 , o 4a9
/Igo V3000 =4

a. El peso total de la muestra estari entre 496 y 500
kg 51 el pesé promedic de las cilen éarillas se éncuentra entrea
4.96 y 5.00 kg. Puesto gue la muestra es mayor de 30 elementos
se puede considerar como aproximadamente normal a la distribucién

muestral, y 1los valores estindar correspondientes a X = 4.96 ¥ a

X = 5.00 se obtienen mediante la transformacién
S g
7 = £z X
C3
es decir, ) ) -
. 4.96 - 5.02 _ _
Il Q.027 z.22
- 5.00 - 5,02 _ _
Zy, = 0.027 = -0.74

En la fig 4.1 se puede apreciar gue

P[496 ¢« ¥ ¢ 500] = P[~2.22 ¢ Z < -0.74] =

=p[-2.22 ¢ 7 5 0] -P[-0.74 ¢ Z 5 0]



4 fx(!)

2=-222 z,+-0.74 il

Fig 4.1 DPlatnibueddn noamal corxespondiente al ejemplo

Recurriendo a la tabla de dreas bajo la curva normal estfindar

entre 0 ¥ Z gqueda finalmente

P[496 ¢ X & 500] = 0.4868 - 0.2704 = 0.2164

b. El peso total de la muestra excederi de 510 kg si

e)l peso promedic de las cien varillas pasa de 5.10 kg.
Estandarizando ﬁichn valor, gueda

_5.10 - 5.02 _
Z4 oToET = 2:96

Calculando el &rea bajc la curva normal a la derecha de este va

lor {(fig 4.2), se tiene que

Pi{x » 510] = P[Z » 2.96] =PfZ » 0] - P[0 < Z ¢ 2.96] =

= 0.5 - 0.4985 = 0.0015



2.96

Fig 4.2 Distaibucibn noamal cornespondiente al ¢jemplo

5. Distribucién muestral de diferencias de promedios aritméticos

Con frecuencia se presenta el ¢aso en el gue se tieneq
datos de dos poblaciones con variables aleaterias asociadas X y
Y, respectivamente, sufgiendo la duda de si estas se pueden consi
derar como una sola, es decir, si X = Y. Para probar estadistica
mente esta hipStesis (como se veri mé&s adelante),' es necesario ob
tener las distribucicnes muestrales de la diferencia de los pro-

medios y de las variancias de las muestras de ambaa variables.

Sean X Y Y los pfomedios aritmétricos obtenidns de muas-
tras aleatorias de tamafio ty ¥ Ry de dos poblaciones con caracte-
risticas X y ¥, raspectivamente. Se puede_demastra} que la dis-
tribucifn muestral de la diferencia de los promedios correspon-

dientes a poblacicnes Iinfinitas con medias

X ¥ K, ¥ desviacioneas

estdndar o, Y d,, tiene los sigulentes pardmetros:

=
-l
)
A




10,

si las muestras son Independientes.

Esta distribucifn también es aplicable a poblaciocnes finitas si

@l muestrec es con remplazo. Para el case de poblaciones finiltas
en las cuales el muestreo se hace £in remplazo, los parimetros de
la distribucién muestral de .la diferencia de los promedios arit-

mEticos 50N
M- T PR TR TR W

2 2
a. N o. M
0 - = A2t gl= /K X=  ,2x y-"y
X Y e Hx-l H, N 1

el pa

¥ ox

supcniendo yue las muestras sean;indepandientes.
Ejemplo 5.1

Considérese gue de una poblacifn X se cbtienen tres mues
tras posibles, cuyos correspondientes promedios aritméticos son
3, 7y 8. De otra poblacidn Y se extraeﬁ dos muestras posibles,
con promedics 2 y 4, respectivamente. Se deben obtener los paré&--
metros de la djistribucifn muestra) de las diferencias de los prome

dios aritméticos.
Primen procedimiento

Todas las posibles diferencias de promedics aritméticos

de X ¢on log de Y serfan



3 -2 7 - 2 B - 2 > 1
3 - 4 7 -4 § ~ 4 -1
Es decir,

-1+1+3+4+5+6 18

1.

k- T ; A
2 dmma?e -3+ -1+ 14374 (5-3f s (6-3)
k-
6
T ¥
= 8 3
Segundo procedimiento
5e sabe gue
" 2 3 3
Mg.3 ot Mg T Mg ¢ 9%y = 9%t %%
Por ello,
__ 3748 _ 18
g T T3 T =8
_ _2+4 _ & _
Mg =~y =773
oo (36t (7-6)%+ (8-6) _ 14
% 3 3

2

o2 o (2=3 4 -2,
Y ~2 -2

]
HE-? = f - 3 = 3
2 _u, ..U
-y =3 T 1 =37
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S5e observa que ambos procedimientos conducen a los mis-

mos resultados.

Ejemplo 5.2

Las varillas de acero gue fabrica una compania A tienen
un peso medio de 6.5 kg y una desviacién esténdar de 0.4, en tan-
to que las producidas por una empresa B tienen un peso medioc de
6.3 kg y una desviacidn estdndar de 0.3 xg. §i se toman muestras
aleatorias de 100 éarillas de cada fibrica, Jcuil es la probabili
dad de que las de la companfa A tengan un peso promedio de por la .

menos

a. 0.35 kg '

b. 0.10 kg

mayor que el de la compania B?

Se puede suponer en este caso gue las distribucilones mues
trales involucradas son normales, en virtud de gque el tamano de am-
bas muestras es mayor de 30 elementos. Tambié&n se puede suponer,
dque ambas poblaciones son infinitas, y siendc:iﬁ v EE los pesocs pro-
medios de las muestras de las fdbricas A y B, respectivamente, en~

tonces

H: _ = =Yz = Hg = 6.5 - 6.3 = 0.20 kg
KA XE xﬁ XB

2 I
2 2
. % _ Y8 (0.4 (0.3)
- - = — —— I + =
9%, - % \/nA * g 100 100 - 9-03 kg
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La variable estandarizada de la diferencia de los promedios es

b _- - HI _"" by - v -
7 = ‘XA XE} XA Xg _ {XA XB} 0.20
G = .05
X4 ~ %
'a. Estandarizande la diferencia de 0.35 kg se llega a -

’ 0,35 - 0.20 _ 0.15
1 0.05

La prcbabilidhd deseada @s el areé bajo la curva normal a la dere-

cha de 7= 1, as gdecir
P [iA 3 iE +0.35] = P [Z2 » 3] = 0.500 - 0.4987 = 0.0013

b. Al estandarizar la diferencia de 0.10 kg, la varia-

ble 7 resulta

La probabllidad requerida es el drea bajo la curva normal a la

derecha de I= -2, es decir

P[X, » Xg + 0.10] = P[I‘i - 2] = 0.5+ 0.4772 = 0.,9772
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8. Teorils estadistica de la estimaciéin

En la pr&cfica profesicnal a menudo resulta necesario
inferir informacin acerca de una poblacifn mediante el uso de
muestras extraidas de ella; una parte bisica de dicha inferen-
cia congiste en estfiman los valores de los parametros de la po-
blaci®dn {media, wvariancia, etc:} a partir de las estadfsticas

correspondientes de la nuestra, como se explica a continuacidn,

7. Estimadores pﬁntuales. Clasificacifn

5i un estimador de un pardmetrc de -a poblacifn consis
te en un sglo valor de una estadistica, se le conoce como estfi-

mador puntual del pardmetro.

Cuande la media de la distribucién muestral de una es-
tadistica es igual al parlmetroc gue se estd estimando de la po-
blacifn, entonces la estadistica se conoce como eatimaden {nsed
gade del parfmetro; si no sucede asf, entonces se denomina esld
mador sesgade. Ambos estimadores son puntuales, y sus valores
correspondientes se llaman-estimaclones insesgadas o sesgadas,
respectivamente. Dicho de otra manera, si S es una estadfstica
gcuya distribucifn muestral tiene media'us, y el pardmetro co-
rrespondiente de la poblaci&n es 8, se dice que § es un eatinma-

dor insesgado de B si
He = 0
Por otra parte, &i la estadistica 3 de la muestra tiel

de a ser igual al pardmetro 0 de la poblacidn a medida que se
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5. Estimacidn de intervalos de confianza para los parimetros

de una poblaci®n

La estimacidén de un paré&metro de una poblacién mediante
un par de nmeros entre los cuales se encuentra, con cierta pro-
babilidad, el valor de dicho paré@metro, de 1llama estimacifén del

intervalo del mismo.

Sea S una estadistica obtenida de una muestra de tamafo
# para estimar gl valor del pardmetro 8, y sea %;1a desviacidn
estindar (congcida o estimada) de su gdistribucidn muestral. La
probabilidad, 1 - a, de gue el valor de ¢ se localice en el infer
22 una constante, Be

valo de 5 - z_ o, a $§ + z,.9 donde 2

£ 5
escribe en la forma

5’ &

Pls - z, 9, € 6 g5+ z, GS] =1 -a

51 se ' fija el valor de 1 - o, se puede obtener el valor de z,
necesario para gue se satisfaga la ecuacidn anterior, con lo
cual queda definide el {infesvalo de conglanza del parimetrc 4,

(8 -2,0 s + zc'ﬂs}; correspondiente al nivel de confianza

5!
1 - o,

La constante z, gue fija el intervalo de confianza se

conoce come vafer eafiico. Si la distribucifn de 3 es nor-

mal, el valor de z, correspondiente a unc de o se obtiene de la

tabla de freas bajo la curva normal ¢ de la tabla B.l siguiente.
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hace més grande el tamafio de la muestra, entonces la estadfstica

recibe el nombre de esfdmados consistente del parimetro.

Empleando simbolos, si

lfm § =@
n
nrw -
resulta que la estadfstica Sﬂ es un estlmador consistente. Por
ejempla, el promedioc aritmético es un estimador insesgado vy con
sistente de la media, y la variancia de la muestra e€s un estima

dor sesgado,.y consistente de la variancia de la pechlacidn.,

51 las distribucilones muestrales de varias estadf{sticasg
tienen el mismo valor de la media, se dice que la estadfstica gue
cuenta con la mencor variancia es un edéfimadon eficiente de dicha
media, en tanto gque las estadisticas restantes se cOhoCen COomo

estimadores inejdicientes del parimetro.

Por ejemplo, las distribuciones muestrales del promedio
aritmético y de la mediana cuentan con mediae que son, en ambas
casos, iguales a la media de la poblacidn. Sin embargo, la va-
riancia de la distribucifin muestral del promedio aritm&tico es
ﬁenor que la de la distribucifdn de la mediana, por loc due el
promedio aritmftico obtenido de una muestra aleatcria proporcig
na un estimador eficiente de 1a media de la poblacidn, en tanto
gue la mediana cbtenidé de la muestra preoporciona ﬁn estimador

ineficiente de dicho parimetro.
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TABLA 8.1 VALORES DE z, PARA DISTINTOS NIVELES DE CONFIANZA

Nivel de confianza, en porcentaje z,
99,73 3.00
99.00 2.58
98.00 2.33
96.00 : 2.05
95,45 ' 2.00
95,00 1.96
90.00 ~ 1.64

" 80.00 1.28
£8.27 1.00
50.00 ‘ 0.674

Ejemplo 8.1

Sea el promedio aritm&tico X una astadfstica con dis-
tribucidn normal. Las prohabilidades o niveles de confianza de

"que u= (o 1 de la poblacifin) se encuentre localizada entre los

X
lfmites X o5 s X207 ¥ X + 3 op son 68.26, 95.44 y 99.73%,
respectivamente, obteni&ndose dichos valores de la tabla de dreas
bajo la curva normal. Lo anterior significa que el Intervaic

Xz 3 0% contendrd a Wy en el 99.73 por ciento -de las muestras

de tamafic n, por lo que los intervalcs de éonfiaﬁza de 58.26,

45.44 y 99.73 por ciento para estimar a p son (X - g X + Ui}

(X - 203, X+ 203) vy (X =~ 303,X+ 303}, Jo cual se aprecia

en la §{g B.1 siguiente.
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Af_()
f‘ll.
Arao=60.26 %
Areo=13.59 %
1]
. Areo= 2 14 %
| N -
R %y R g Ry wedry R s
[ Area=95.44 % i
. Areg=99.73 % J

Fig B.1
9. Estimacifn de intervalos de confianza para la media

Los lfmites de confianza para la media de una poblacidn

con variable aleatoria X asociada estdn dados por

z . _
X_ZEUK

en donde 2. depende del nivel de confianza deseado, S5i X tiene
distribucién normal, z, puede obtenerse en forma directa de 1la
takbla 8.1. Por ejemplo, los limites de confianza de 95 y 9% Ifaor

ciento para estimar la media, u, de la poblacibn son X ¢ l.Eﬁﬁi

y 4 £ 2.58 g-, respectivamente. Al obtener estos lImites hay gque

X
usar el valor calculado de X para la muestra correspondiente.

Entonces,los limites de confianza para la media de la po

blacidn guaedan dados por

il
I+
N
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en caso de gque el muestrec se haga a partir de una poblacidn in-
finita ¢ de que se efectfie con remplazo a partir de una poblacidn

finita, o por

gi ¢! muestreo es sin remplazo a4 vartir de una poblacidén finita

de tamano Hp.

Ejempfo 9.1

-

[N

Las mediciones de los difmetros de una muestra aleato-
ria de 100 tubos de albafial m?strarnn una media de 32 cm ¥y una
desviacifn estdndar de 2 cm. Obténganse log limites de confian-

za de

a. 85 por ciento

bB. 97 por ciento

para el didmetrc medioc de todos los tubos.

a. De la tabla 8.1, los lIimites de confianza del 95

por clento son

X:1.960/yn = 32 : 1.96(2//100 )= 32-t 0.392 cm

o sea 31.608 y 32.3%Z, en donde se ha empleado el valor de Sx

para estimar el de ¢ de la poblacifn, pueste gque la muestra es

suficientemente grande (mayor de 30 elementos). Esto significa
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] -
gque con una probabilidad de 95 por cilento, el valor de ux =e an-

cuentra entre 31.608 y 32.3%2 cn.

. 81 1 = z, es tal que el drea bajo la curva normal
a la derecha de Z, gs el 1.5 por ciento del drea total, entonces
el drea entre Q0 ¥ zﬂ es 0.5 - 0.015 = 0.485, por lo que de la ta
bla de &reas bajo la curva normal se obtiene 2, = 2.17. Por lo

tante, los limites de confianza del %7 por ciento son:

Xt2.17¢/V' 0 = 32£2.17(2//100 ) = 32t0.434 cm

y &l intervalo de confianza respectivo es {31.566 cm, 32.434 cm}.

Efemplo 9.2

Una muestra aleatoria de 50 calificacicones de ciexto
examen de admisidn tiene un promedio aritmético de 72 puntos,
con desviacidn estdndar igual a 10. Si el examen se aplict a

1018 personas, obtener

4., El intervalp de confianza del 95% para la media

del total de calificaciliones,

b. El tamafio de muestra necesario para gue el error
en la estimacifn de la media no exceda de 2 puntos,

considerando el mismo nivel de confianza.

. El nivel de confilanza para el cual la media de la’

poblacifn sea 72 t 1 puntos.
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a. 51 ge estima 2 ¢ de la poblacién ¢on Sx de la mues-
tra Y s¢ considera gque la poblacifin es finita, los limites de con
fianza son, puesto que ¥ = 72, z, = 1.986, 5, = 10, HP = 1018 vy

n =_50,

72 + 1.96 2L P20

/50 I
72 '+ 1,96 (1.4142} (0.9755}
72 ¢ 2.704

y €l intervaloc de confianza respectivo es

{68.296, 74.704)

L. Puesto gue el error en la estimacifn de la media

@3, para poblacidn finita,

Error en la estimacifn = I <

en este casoc se tendria

O sea, para un nivel de confianza de 65%,

e ¥ 1013 - 1

{1n13 -~ H g 2
J iolg -1

19.6
¥ n
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Elevando al cuadradgo la desigualdad, gueda’

384.1¢6 1018 - n
¥ o177

< 4

O 58a
7,85 < n

Por lo cual, se requieren al menos 88 elementos en la muestra
para gue el error en la estimacifn no exceda de 2 puntos, para

l - = 0.95.

. Los limites de conflanza son, en este cado
110 /1018 - 50
.I.
72 ¢ zc /50 1018 - 1

72+ 1, (1.4142)(0.9755)

o sea

72

H

1.3735 Ic

Puegto gque se desea gque el valor de la media sea 72 z 1 puntos,

sa verifica que

1 =1.37385 Ec

Eg degir

Zz = 1
¢~ T.3795 ~ 7%
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El &rea bajo la curva normal estdndar entre 0 y I, * 0.725 es,
por interpolacifn lineal,igual & 0.2657. Por lo tanto, el ni-
vel de confianza es igual al doble del Area anterior, es decir,

2(0.2657) = 0.5314 (o 53.14%1), tal como se muestra en la {ig 9.1i.

T,

Avaza=s 0.5314

Zz-0325  Z.z0%25 <
Fig 5.1

1¢. Intervalos de confianza para diferencias de medias

Los limites de confianza para la diferencia de las me-
dias cuandoc las poblaciones X ¥y Y son infinitas, ¢ cuando el mues
treo se realiza con remplazo de poblacicnes finitas, se gncuen-

tran dados por

g ¥ Y, 1, s0n los respectivos promedios aritméticos

¥ tamanos de las dos muestras extrafdas de las poblacicnes, y

en donde X, n

Ty ¥ Uy las desviaciones estdndar de estas filtimas.
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En el case de que las poblaciones X ¥y Y sean finitas

¥y el muestreo sin remplazo, los lIimites de conflanza son

X~ ¥ ¢ Icu+ = =X =Y z 7

en donde No ¥ Ny son log tamanos de las poblaciones X y Y, res-

pectivamente.

Las dos eculcicnes anteriores son vdlidas finicamente g1

las muestras aleatorias seleccionadas son independientes.

Efempée 10.1

Para el ejeuplo de las varillas tratadc anteriormente
{5.2}, encontrar el intervaio'de confianza del 95.45% para las

diferencias de las medias de las peblaciones.

Siendo X, = u, = 6.5 kg, 0, = 0.4 kg, Xz = Ug = 6.3 kg,

ag = 0.3 kg ¥ Hy = Rg = 100, los lfimites de confianza para la

diferencia de las medias son, empleando la tabla 8.1

2 2
o a 2 2
s = A B _ ) /{_0.41 {0.3)° _
XA - Xg ¢ z, m + Ty 6.5 6.3 = 2 100 + 190

Por lo tanto, el intervalo de confianza respectiveo es (0.1, 0.3).

£



Efempfc 10.2

Se tienen €n una bodega 3000 focos de marca X, y 5000
de marca Y. Se extrae una muestra aleatoria de 150 focos de la
marca X, ¥ se& obtiene una duracidn promedic de 1400 horas, con
desviacifn estdndar igual a 120 horas. otra muastra aleatoria
de 200 focos de la marca Y tuvo una duracifn promedio de 1200
horas, con desviaciln estdndar igual a B0 horas. Obtener inter

valoa de confianza de-

a. 95%

bl

b. 993
para la diferencia de los tiempos medics de duracién de los fo-

co2 de ambas marcas.

4% Puesto gue se trata de poblacicnea finitas y

1400 h, SK = 120 h, N, = 3000, ny = 150, ¥ = 1200 h, SY = 80 h,

X

a 200, se obtiene, estimando a o, ¥ Oy €on Sx

X =
HY = 5000 ¥y n X

Y Y

SY , respectivamente

2 ) 2
- {120} 3000 - 150 {80) SoaQ -~ 200
1400 - 1200 ¢ 1'95\/ 150 3000 = 1 * 200 5000 - 1

200

I+

1.96 (11.04)

200

i+

21.638

o sea, (178.362, 221.638), puestc gue de la tabla 8.1, para un ni=-

vel de confianza de 95%, IQ = 1,86,

b. En este caso, al emplear la tabla 8.1 se obtiene
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-

fa T 2.58 para un nivel de confianza de 5%%, por lo cual los 11-

mites son

2 - 2
_ 120)° 3000 - 150 . (80)° 5000 - 2000
1400 - 1200 + 2.58 f '!'1'5'4&'.:_ 3600 = 1 ' 300 ~ 5000 = 1

I+

200 2.58 (11.04)

14+

200 2B8.4483

y el intervalo de confianza es

{171.517, 228.483}

11. Pruebas de hipf#tesis

Supfingase gue una empresa armadora de automdviles osté
en la disyuntiva de emplear una nueva marca de bujfage en sus uni
dades 0 la que regularmente utiliza, y gque Su departamentc de
contropl de calidad debe decidir, con base en la informacién de
las muestras de las dos marcas distintas. Las decisiones de
este tipo, es decir, que se basan en estudics estadistices, réci
ben el nombre de decidiones estadlsiicasd, v a los procedimien-
tos que permiten decidir si se acepta o rechaza una hip&tesis se
les llama pauébaa de hipfiesdis, pauebas de signdificancia o regfas

de declsldn,

Al tomar decisiones estadfsticas, es necesaric postular

las diversaa alternativas o cursos de' accidn que pueden adoptarse.
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En al caso particular de una paueba de a{pdtesis solamente se
tienen dos cursos de accifn posibles, les gue se denotarin co-

mo Hy ¥y H . A la accitn H, se le llama hipéiesis nula, y a la

)
Hl,_hipﬁizaéé afiernativa. Por ejemplo, si la hipStesis nula esta
biagcae gue = uz, la hipﬁtésiS'altgrnafiva buede ser upa de las

gsiguientes:

' u -

Al realizar una prueba de hip&tesis, se pruebha siempre

la verdad de la hipStesis nula H., aun cuandc de antemano 8e de

GJ’

see rechazarla.
12. Erxores de los tipos I y II. Nivel de s;ghificancia

En muchas Ocasiones se presenta el caso de que se recha
za una hipétesis nula cuande en realidad deberia ser aceptada;
cuando esto sucede se dice gue se ha cometido un eqron de Lipe 1.
En otras ocasiones 8Se acepta una hipfStesis nula siendo en reali;
dad falsa; en este ¢asp 5e dige gue se ha cometido un garaon de

Zipo 11,

Al probar una hipbtesis nula, a la mixima probabilidad
con la que se estd dispuesto a cometer un error del tipo I se le
llama nived de digniﬁ{canéia,a,'de la prusba, el cual dentro de
la prictica se acostumbra establecer de 5 por ciento {((.03) o 10
por ciento (D.1}). El complemento del nivel de significancia,

1 - u, se concce como nivel de conpianzad.
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Si, por ejemplo, al realizar una prueba de hipftesis
se escoge un nivel de significancia de 10 por ciento, significa
gue existen 10 posikilidades en 100 de que se rechace &sta cuan
do deberia ser aceptada; es decir, gque se réchaza a un nivel de
significancia del 10 por cientc, ¥y que la probabilidad de gque la

decisifin haya sido errSnea es de 0.1.

13. Comportamiento de low errores tipos I y II

SupSngase que sSe trat2 de probar la hipftesis nula de
que la media, He s de la distribucifn miestral de la estadistica

5 &5 pl, en contra de la hipStesis alternativa que establece que

HS = u2, donde u

-

> .
2 ul. es decir

=
=
H

1 F oHg T My

En la fig 13.1 se muestra en forma gr&fica la relacifn
entre los errores tipos I y II en el caso en el que la regla de

decisifin para aceptay © rechazar H es la siguiente:

o

Si el valor de Pa estadistica § obtenido de
una muestra excede de cierto valenr ealidco

§., hechdeese H_; en caso contrario, acép-

1’ 0
fese,

Ls uvidente.qu& sl HD es verdadera, entonhces o [ﬁraa.con rayado
doﬂle} es 1a probabilidad de que § > hl' 0 sea la de rechazar a
Hﬂ g8iendo verdadera (error tipo I}. Por otro lade,si Hl
ciadera, rentonces B {4rea con rayado sencillo) es la probabilidad

es ve£ i
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de que S5 < SI' 0 sea la de aceptar Hu slendo falsa (error tipo

II).

Obsérvese gue s5i se aumenta el valor de 31 se reduce la
probabilidad o, pero se incrementa la B; lo contrario sucede si

ge disminuye 2! valor de 31 .

}#0s) §50s/

Distribucion de § . Oistribucldn de &
bajo 10 hipdtesis Ma bajo la hipdtesis Hy

B o
—— -
Hy 5 B2 5
P[S>Sl] = g (error tipo I}
P[s<51] = B {error tipo II)

Fig 13.1 Probabilidades de £os ernones tipes T y 11 en pruebas

de hipftesis.

En fealidad, la tnica forma posible en la cual se pueden
minimizar simultdneamente los errores de tipos I y II es aumentan
do el tamaho de la muestra, para hacer mis "picudas" las distribu

ciones musstrales de la estadfstica bajo las hipftesis Hu Yy H .

Al cbservar la fig 1.2 siguiente, es posible concluir



30.

gue el tamafio de los errores 1 y II es menor para un tamahio de

muastra igual a 100 gue para un tamafio igual a 5350, considerando

la misma regla de decisifin anterior.

Baj Daio “
& 10 Hp = 50 A \
T *'. 5 ——rr -
$, s
n=lop
Baia “D Eaio “l
_h s

Fig 13.2

Sin embargo, esta té&c¢nica de reduccidn simultdnea de &m-

bos tipos de errores no siempre puede ponerse en prictica, debido

a razones de costo, tiempo,etc.
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14. Regiones c¢riticas, de rechazo o de significancia. Regio-

nes de aceptacidn,

Cuando una hipdtesis nula no sé acepta se dice gque se
neehaza @ un nivel de significancia def o pen ciento, o gue el
valor estapdarizado de la estadistica involucrada es significa-

tive a un nivel de sdguifjicancia o.

Al conjunto de los valores de la estadistica en el
gue se rechaza la hipbtesis nula se le dencomina aAegidn ecritica,
de rechazo, o de significancia. Por el contrario, al conjunto
de los valores de la estadistica en gue se acepta la hipétesis:

se le llama nregifn de acepfacidn.

Considérese gque la distribucifn muestral de la esta-
distica § es normal con desviacién estdndar Ogr que la variable

I resulta de estandarizar a 5, gue la hipStesis nula, H es gue

G!

la media de 5 vale Mg, ¥ Que la hipbtesis alternativa H, es gue

1
dicha media es diferente de Hgr €8 decir, que

Hﬂ: media de la distribucidn muestral de S= Mg

Hl: media de la distribucién muestral de S?*us

5i se adopta la regla de decisiSn de aceptar la hipbte

R Hy, si el valor de 'Z2 caé dentro del intervalo central que

encierra'al 59 por clento del &rea della distribucifn de proba-

bilidades, entonces H, se aceptari en &) caso en gue

0
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-2,58 ¢ 2 g 2.58

empleando la tabla de ireas bajo la curva normal estdndar. Pero
si el valor estandarizado de la estadfstica se encuentra fuera
de dicho intervalo, se concluye gque el evento puede ocurrir can

probabilidad de 0.01 si la hip&tesis H  es verdadera (4rea raya-

0
da total de 1la fig 14,1}. En tal caso, el valor 7 de la variable
estdndar difiere si{gnificativamente del gque se podrfa esperar de
acuerdo con la hipStesis nula, lo cual inclina a rechazarla a un
nivel de gonfianza del 99 por ciento. .

De lo anterior de deduce gue al drea total rayada de la
fig I4.1 es el nivel de significancia o de la prueba, ¥y represen
ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, la

regitn de aceptacidn de H, es -2.58 € Z ¢ 2.58, y la de rechazo

0
ag I > 2.58 y I < -2,5%.

|

,fz {z)

Regidn critica

Region crifice
Area=0.000

LregsQ005

Regin de | aceptacidn

Y

-2 S8 " a - .
. Areaz0,99 .7 o]

Fig 14.1 Reg4ibn de signifdieancda
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En la tabla 14.1 se pregentan los valores de la varia-
ble estandarizada, I, que limitan las regiones de aceptacifn y
de rechazo para el caso en el gque la estadistica Involucrada er
la prueba tenga distribucidn muestral ncrmal. Cuando en alguna
prueba de hipfStesis se consideren niveles de significancia dife
rentes a los gue aparecen en la tabla mencicnada, resulta necesa

rio emplear la de &reas bajo la curva normal estdndar.

TABLA 14.1 VALORES CRITICOS DE z

Nive! de L Valores de z para Valores de z para
significancia, a pruebas de una cola pruebas de dos colas
0.1 —1.28]) o 1.281 —-1.645 y 1.645
0,05 -1.645 o 1.645 ~1.960 y 1.560
0.0 -2.326 o 2,316 . 2575 y 2575
0.005 —2575 0 2.575 -2.810 y 2,810 ¥
15. Pruebas de una y . de dos colas

En la prueba de hipStesis del ejemplo anterior, la regidn
de rechazo de la hip6tesis nula gquedd en ambos extremos (colas) de
la distribuci®n muestral de la estadfstica invelucrada en la prue-
ba; a las pruebas de este tipo se les denomina pruebas de dos co-
fas. Cuande la regifin de recharo se encuantra solamente én un ex-
tremo de la distribucién muestral en cuestién, se les llama prué-

bas de una cofa.

Las pruebas de dos colas se presentan cuando en la hipl-
tesis alternativa aparece el signo  {diferente de), como en el

sigulente caso
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Hi ¢ ug 7 ¥y
en donde Ho s la media de la estadistica §, vy W, es un valor
fijo.

Eit los casos

p fHg M

las pruebas resultan de una cola.

16. Pruebas de hipfitesis para la media

Para el casoc de una pobiacidn infinita (o finita en que
e muestree con remplazo), cuya desviacidn estindar ¢ s canoce
o se puede estimar adecuadamente, si se tiene que la estadfistica
E obtenida de la muestra es el promedio aritm€tico, entonces la
media de su distribucién muestral es Bg = ¥z = W, ¥ SU dasviacitn
estdndar es o, = 03 = o/V i . en donde w y o son, reséactivamﬂnte-
la media y la desviacifn estlndar de la variable aleatorila X aso-
ciada a la poblacisn, y n es el tamafio de la muestra. En tal ca-

$0, 9i X tiene distribucifn normal, la variable estandarizada co-

rrespondiente seri
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1= L. X- I
o= a/v¥n

Para el ¢aso de muestreoc sin remplazo de pcblacisdn fini

ta, se tiepe gQue g, = g5 =

g 3 + en donde HP es el ta

En los dos casos anteriores,.el valor de I correspondiente al de
X de la muestra es el gue se debe comparar con &l valor ceritico

correspondiente al nivel de significancia fijado, para asi acep-
tar o no la hipétesis nula (prueba de una cola}. S5i sa trata de
una prueba de dos coclas, el valor de I se debe comparar con los

dos valores criticos que corresponden al valor de o seleccionado.
En cualquiera de lps cagos anteriores, el valer o valores criti-

cos se pueden obtener de la tabla 14.1, para valores comunes de o.

Efempo 16.1

Se sabe qﬁe el promedic de calificacianes de una muestya
aleatoria de tamafo 10¢ de los estudiantes de terger afio de inge-
nierfa civil es de 7.6, con una desviacidn estdndar de 0.2. 3i p
dehota la media de la poblacifn de egas calificaciones, X, y si

se supone gue X tiene distribucién pormal, probar la hipbtesis
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g = 7.65 en contra de la hipfitesis alternativa p ¥ 7.65, usando

un nivel de significancia de

a. D.0S

b. g.01

Para la solucifn se deben considerar las hipdtesis

Hn + u = 7.65

H1 COITI A L

Puasto que u v 7.65 incluye valpres menores y mayores de 7.65,

ga Lkrata de una pruehba de dos colas,

La estadistica bajo consideracién es el promedio arit-
mético,i, de la mﬁestra, gque se supane extralda de una pablaciﬁn
infinita, La distribucidn muestral de X tiene media Hg = W ¥
desviacién esténdar og = o//n, en donde p y ¢ denotan, respec-

tivamente, la media y lz desviacifn estidndar de la poblacifn de

calificaciones.

Bajo la hip&tesis H_, {(conslderindola verdadera), se

0

tiene gque

W= = 7.65 = 1

X
v utilizando la desviacifn estindar de la muestra come una esti

macifin de o, lo cual se supone razonable por tratarse de una mues

tra grande,

oz = o// R = 0.2//100 = 0.2/10 = 0.02
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a. Para la prueba de dos colas a un niveldde signifi-

cancia de 0.05 se establece la siqguiente regla de decizién

Aceptar H. & 2 valon 1 correspondiente af va-

0
Con delf promedio de £a wmuesira s¢ encuentaa den

tre ded {nteavalo de =1,96 a 1,96 {(tabla 14,1},

En caso contralio, nrechazan Hﬂ

Puesto gue

7 = X - B _ 1.6 - 7.65 5
= = = =2.5
asn D.02

se encuent -a fuera del rapga'ﬁe -1.96 a 1.%6, se rechaza la hi-

pitesis H, a un nivel de significancia de 0.05.

0

b. §i el pnivel de significancia es (.01, el intervalo
de -1.56 a 1.96 de la regla de decisidn del inciso o se rempla-.
za por el de -2.58 & 2.58 tabla(l4.l), Entonces, puesto que el
valor muestral 7 = -2.5 se encuentra dentro de esta intervalo,

se acepta la hipdtesis H,2 a un nivel de significancia de 0.01.

0
Efempfo 16.2

La resistencia media a la ruptura de cables de acerno
fabricados por la empresa X es de 905 kg. Una empresg consulte
ra sugiere a X gue cambie su proceso de manufactura, con lo cual
incréﬁen;ara la resistencia de sus cables. Se prueba el nueve
procesSo, ¥ Se extrae una huestra aleatoria de 50 cables, obte--

niéndose para ellos una reslstencia cromecdio de 926 kg, con des-
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viacidn estdndar igual a 42 kg. ¢Se puede considerar gue el
nuavo procesc realmente incrementa la resistencia, con un ni-

val de confianza de 99k7

En este caso, se debe plantear uyna prueba de hipdtesis

de una cola, para la cual

Hy + B =905 kg

H1 s o> 905 kg

Puesto gue el tamafio de la muestra es suficientemente qrande,
se puede aproximar la distribucifn muesatral de la resistencia
promedio mediante una normal, ¥ estimar el valor de o de la po-

blacifin mediante Sx de la muestra.

Considerando a la poblacifn infinita, v suponlendo go-

moe verdadera a Hys 8e tiene gue

b = B = 905 kg

gy » —2_ = 22 _ 5 gy

L s 5

Para la prueba de una cola a un nivel de significancia

de « = 1 - (1 -@a) =1~-0.99 =0.01, 1la regla de decisifn as

Aceptan H, si ef valor estandasizado de X de

0
£a muesira es menon 0 Lgual a Ic = 2.326 {ta

bfa 14.71); en ecase conirardio, 1echaza¢_HD_
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En virtud de gque

% - us )
7 = X _ 926 - 905 . 4 53c
Gi 5.94

es mayor de 2.326, Se rechaza H, a un nivel de significancia de

0
1%, concluyéndeose que en realidad el nuevo proceso sf incrementa

la resistencia de los cahles.

17. . Pruabas de diferencias de medias

Sean X y ¥ los promedios aritméticos obtenidos de dos

muestras de tamatios Ny ¥ fys extraldas respectivamente de dos po

bBlaciones con medias My ¥ M "y desviacicnes estindar ¢, YO

.
de que no existe dife-

Y}
Se trata de probar la hipbtesis nula, HD‘
rencia entre las medias, es decir, gue ux = Uy - 51 he ¥ Ry 80N

suficientemente grandes- {>30), la distribucidn muestral de las di
ferencias de los promedios es aproximadamente normal. Dicha diﬁ
tribucifn muestral es rigurosamente normal si las variables alega-
torias X y Y asociadas a la poblacién tilenen distribucidn normal,
aungue nx Y h, sean menores de 30. Para esta distribucidin muas-~

tral, la wvariable estandarizada I, que se compara <on los valores

criticos correspondientes, sSe encuentra dada por

;e X TR E _x-Y-0_X-%

X-Y X-Y -¥

il

con la cual se puade probar la hipbtesis nula H, en contra de

otras hipdtesis alternativas, HI, a uf nivel apropiado de signi-

ficangia.
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Ejempls 17.1

En el laboratorio de pruebas de una empresa fabricante
de aparatos electrénicos se-ensayarnn dos marcas de transistores,
Ay B, de caracteristicas similares,con chijeto de comprobar su
ganancia de voltaje. Se tomaron muestras aleatorias de 100 tran
gistores de cada marca, arrojandé uneé ganancia promedio de 31 de
cibhelea, con desviacidn estindar de 0.3 decibeles para la marca
A, y 30.9 decibeles de ganancia promedio, con desviacifn esgandar
de 0.4 decibeles para la otra, (Existe una diferencia significa
tiva entre las gananclas en voltaje de los transistores a un hi—

vel de significancia de

a. 0.05

b. 0.017

51 Wy ¥ My SOn lag medlas respectivas de las dos pobla-
clones infinitas a las que ccrréspnnden las muestras, la prueba

‘de hipbtesis adopta la forma siguiente:

Hy : Ky ok Mg

Entonces, el valor de ! es, bajo la hipStesis H,:

P T S S I 31°--30.9
g= - - 2. F)
X, - Xp o a -1 {0.3) {0.4)
A- T8 ST 160 ' " 100



41,

a. Puesto que se trata de una prueba de dos colas a
un nivel de significancia de 0.05, la diferencia es significati
va 51 el valor de I se encuentra fuera del intervalo de =1.9¢ a
1.96. <Como eBte es el caso, puede concluirse gque efectivaments
existe diferencia significativa en la ganancia en voltaje de los

transistores.

ﬁ. 51 la prueba es a un nivel de significancia de 0.01,
la diferencia es significativa si I se encuentra fuera del rango
de ~-2.58 a 2.58.- Partiendo del hecho de que Z = 2, la diferencia
entre las ganancias es producto del azar, y se acepta la hipﬁt?—
sis de que ambos tipos de transistores tienen igual ganancia me-

dia en voltaje a un nivel de tonfianza de 99 por ciento.

Ejemplfo 17.2

La estatura promedio de 50 estudliantes varcnes tomados
al azar que participan en actividades deportivas es de 173 cm,
con desviacifin estdndar de 6.3 cm, Otra muestrz aleatoria.de 50
estudiantes varones.que no participan en ese tipo de actividades
tiene promedio de estatura igual a 171 cm, con desviacifn estdn-
dar igual a 7.1 ¢m. Probar la hipbtesis de gque los estudiantes
varones gue practican deportes son mis altos gue los gue no o

hacen, a un nivel de significancia de 0.05.

Se debe decidir entre las hipbtesis
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siendo X la variable aleatoria asociada a la poblacién infinita
de estaturas de alumnos gue practican deportes, y Y la asociada

a la de estudiantes gue no lo hacen, gue también es infinita.

Bajo la hipOtesis H se tiene que

D r

“R-¥

2 2-. a—
o af F s
IR . S {6.3)° | G.1F
-1 TN W, TRy \/ 50 ' T 50D 1.3424

Entonces, el valor de ? es

=

: =

- 1.3424 1.3421@

X -Y 1731 - 171 . 2
“%-Y

= 1,489

Puesto gue se trata de una prueba de hipltesis de una

4

cola, a un nivel a = D.05, se rechazaria H, si el valar de I

0
‘muestral fuera mayor del valor critico para dicho nivel, el cual
es Ic = 1.645. Puesto que 7 < Iﬂ, en este CasQ se concluye que

la diferencia en las estaturas de ambos grupos de estudiantes

ge debe Gnicamente al azar.



3.4 Muestras peguenas

Como va se indicd, para muestras grandes (m 2 30} las distribuciones
muesirales de muchas estadisticas son aproximadamente normales, siendo tanto mejor
I3 aproximacidn cuanto mayor ¢s el tamafio de 7. Sin embargo, cuanda se trala de muesiras
en las que » < 30; llamad as rmuestras pequefias, la aproximacion no es suficientemenle buena,
por lo que resulta necesario introducir una teoria apropiada para su estudio.

Al estudio de las distribuciones muestrales de las estad (slicas para mues-
tras pequefias se le luma renria estadistica de las muestras pequeflas. Existen al respecto
tres distribuciones importantes: fi cuadrada, F y + de Student.

2.4.1 Distribucidn 4 cuadrada [x?)

Hasta ahara solo se ha tratade la distribucidn muestral de la rnedia
En esta seccidn se verd lo concerniente a la distribucion muestral de la variancia, .5'}..
para muestras alcatorias extraidas de poblaciones normales. Puesta que S, no puede ser
negativa, es de esperarse gue su distribucidn muesiral no sea una curva normal, yague esta

43
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licne ordenadas mayares de cero en ¢l lad o de las ghiscisas negativas, De hecho, 1o esladistica
S} sc puede estudiar si se consideran muestras 2leastorias de tamafto » extraidas de una po-
blacién nermal con desviacion esldndar oy y i pura cada muestra se caleula el valor de 13
estadistics,
k]
n 8§y

donde .'i'} es la variancia de la muestra.

El nimero de grados Jde liberlad, v, de una estadistica s¢ define come

¢

- Ve -k ‘

siendo o ¢l tamafic de la muestra y & el nimero de parimetros de la poblacidn que deben

estimarse a parlir de ella,

La distribucidon muestral de la esladistica x? esid dada por la ecuacion

1 YAt .
e

Fiy = Ux'

¢n fa que & es una constante que hace que ¢l drea total bajo la curva resulie igual 2 una, v
v=# — | esel nimero de grados de lihertad. Esta distribucion se Hama fi cxadrada, misma

que s¢ presenta en la Mg 21 para distintos valores de v,

s 5 10 15 20 A 2

e 21, Distribucitin Ji cvadrada para distintos valores de v
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Mo obstunte gue la disttibugion Ji cuadrada selo se ha presentado ep
¢l estedio de las muestras pequetias, cabe aclarar que ey vilida para aguellas mayores de 30 5

la variable aleatoria involuocrada tene distribucion nonmal,

S Intervalo de confisnza para ls variancis

Tal como se hizo para % distribucidn normal, se pueden ¢stablecer in-
Lervabos e conlianzi para la variancis de la poblacidn en Wrminos de Yo variangia de  ang
muestra extradda de ella, a un nivel de confianza dado 1 — a, si se hace uso de los vilores
criticos xl’_ de la tabla ¥, Por lp tanio, up intervalo de conltanza para T estad (stica x?
eslaria dado por )

-1
" ﬁx

H
1 {If

X% <

’

dormle I:. ¥ x: son 10s valores eriticos para los cusles el (1 - a2 por clento del dres s

vncuentry en los extremos izquierdo y derecho de la distnibuecian, respeclivamente,

(an base en lo anterior, s¢ concluye que

? ?

nSy : nS8%
’ 7 < o {—1—
Xa X

¢s onintervado de confianza para estimar 2 o? a un nivel de confianza | - a.

34,12 Pruebu de hipdtesis para la variancia

La prucba de hipotesis parz la variancia de una poblacién normal s¢ efee-
It calculand o el valor de la estad istica x? y eslableciendo las hipbtesis fi, y 11, apropivdas,
vs decir, ¢ adoplan reglas de decisidn similares a las usadas para |a estad istica £,

Ljemplo

La variancia del tiempo de elaboracién de cierto producto es igual o

4l min; sin emhbargo, sy proceso de munul2ciurs se medifica y se toma una muestra de



%

veinte tiempas, para la cual la variancia resulta ser igual a 62 min. ;Es significativo el su-
mento del ticmpo de elaboracién a un nivel de significancia de

a) 0.05
b)  0.017

Se debe decidir de entre las hipbtesis

Hy g* = 40 min

Hy o > 40 min
Suponiendo que {a hipbtesis nula es corrects, el valor de la estagsstica x* para la muestra
consideradn es .

nSy _(20) (62)

- J]
g! 40 -

a) Como st trata de una prueba de una cola, la hipbtesis 4 se rechazaria si
el valor de Ia estadistica x? fuera mayor que &l de X7 para un njvel de significancia igual
a 0.05, el cual, para v = 20 — ! = |9 grados de libertad resulta ser 30,1 (tabla )., Como
31 > 30.1, H, sz rechaza a un nivel de significancia de 0.05.

b) En este caso, el valor de x* parz un nivel de significancia de 0.01 ¥ |9 gra-
dos de libertad es igual a 36.2. Puesto que 31 < 36.2, 5 aceptaﬁn a un nivel de significan-
cia de 0.01,

342 Distribucidn F

Al efectuar la prueba de hipétesis de igualdad de medias para muestras
pequefias, en la siguiente seccidn se supondrd que las variancias de tas poblaciones a las
que corresponden tales muesteas son iguales. Por lo tanto, &5 necesario probar antes si tal II..]'
posicidn es correcta. Para ello, debe considerane que si 5‘}. ney $3. ny son respectiva-
mente la variancia y el tamafo de dos muestras extrajdas de poblaciones nermales que
tiznen igual variarcia, entonces ! -

(2.15



TABLA 9. VALORES F_ PARA o = 001 .
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resulla ser el vzlor de una variable aleatoria (estadistica) que tiene-distribucién £, con
pardmetros vy = n, — | y v, = n, ~ 1. Esta distribuciém {fig 22) cuenta con dos pari-
metros, ¥, y v,, que son los gradous de libertad que corresponden a la variancia del nu-
merador ¥ del denominador de la ec 3,15, respectivamente, Cuando se hace referencia a
una distribucién F en particular, siempre se dan primeto los grades de libertad para la varian-
cia del numerador; es decir, F (¥y, ¥y ). Enla tabla 9 se presentan los valores criticos a"-"r
para distintos vzlores de Vy ¥ ¥y ¥y un nivel de significancia de 0.01. Cuando los grados
de libertad vy 0 v, no se encuentren en dicha tabla, el valor de F se puede obtener median-
te interpolacion lineal. Si se desea probar la hipotesis a otros niveles de significancia, es
factible emplear las tablas de Iz distribucién F {rels 9 y 11}

7L

£0.05
Fa.01

Fig 22, Distribucion F.

De acuerdo con lo anterior, s& puede probar la hipdtesis nula

en contra de alguna hipdiesis alternativa adecuada haciendo uso del hecho de que ei cocien-
te S§}/5F es una estadistica que tiene distribucion F.

Eiempln

Una empresa manufacturera de cartdn prensado va a decidir acerza del
empleo de una prensadora A ¢ una B a fin de abtener un grosor determinado en su producto.
El problema estriva en que amboes prensadorus proporcionan grosoies muy similazes, €s
decir, que {a variancia de los grosores para las dos miquinas es la misma, Fara decidir acer-
tadamente, s toma wia muestra aleatoria de 31 cartones prensados por la miguing A y
elra de 41 por la B, Come las variancias el grosor pura los cartones de las muestras resul



tan serde 12 v de S amicras, respectivamente, se estaltlecen las hipdiesis

. a1 %
”E' ey =0y

) 2
”I' u; >0k

von abjuto de probarlas a un nivel de significancia de 4.010.

Bl valor de ta estad rstics M rnesulls

52 12
.."f' Ix o = .
5 T = 24

Puestogque v, = 31 — 1 =30y v, = 4l — 1 = 40, en la tabla ¥ s2 pucde ver gue para un
nivel de sighificanciz Je 001 el valor, £, de (30, 40) s 2.11. De acuerde con estos
valores, 1a hipalesis H, se rechazaria si el valor de /7 fuera mayor gue #1130, 40,

Fuesto que lo anterior resulta ser clerto, s¢ rechazu £, concluyéndose
aue by prensadora B seria fa mejor ¢leceién,
3.4.3 Distribucién ¢ de Student

Si se consideran muestras de tmmado A extraidas Je una poblacién

norml con media yoy vactangia Jesconocida, para cada muestra se puede caleular o os
Lkl istiva T definida mediante la rdomuls

no—_t ERIY

donde X es el proiedio v ¥, la desviacion cstindar de ko muestra.

Lu distribucidn muestzal de'T (fig 23) csld dadu por la ecuacidn

v
d? . Va oA
(F =+ DRt 77 A

vl que {7 es una constante que hace que el irea bajo Ju curva sca igual auno, y v = n ~1

fiu)=

es ¢l ndmero de grados de libertad,
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Fig 23, Diszribucitn t de Student para distintos valores de v

En la fig 23 se aprecia que conforme v (o # ¢l tamano de la muestra) aumenta, la distribui-
cidn de f (1) se aproxima a la distribucidn normal,

3.4.3.1 Limites ¢ [ntervilos de canlianza

Dre manera similar a como-ee hizo con la distribucién normal, es posi-
ble estimar los limites de confianza de la media, , de una poblacidén mediante los valores
criticos, £, de la distribucidn ¢, que dependen det tamafode la muestra ¥ del nivel de con-
fanza deseado, encentrindose dichos valores en la tabla 10.

ASi pues,

. s, n—-1 <1,

representa un intervalo de confianza para £, a partir del cual se puede estimar que g s

encuentry denito del intervalo

4] ﬂx

- X —_
X - —— << X +1
i:w...l"n-l g c\h'h—l

En ténminos penerales, los Ifmiles de conflianza para la mediz de Ip

poblacidén se represzntan como




TABLA 10. VALORES r. PARA LA DISTRIBUCION

t DE STUDENT .
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3.4.3.2 Pruebas de hipbiesis

La prueba de hipéiesis para la media de una poblacidén se puede efec-
luar con muesiras peguefas en forma andloga a la de muestras de tamafio mayor de 30 si
en Iugar de utilizar 2 la estad{stica Z se emplea la 7. Entonces, si se consideran dos muestras
aleatorias cuyos tamafios desviaciones estindar y promedios son Ry Sy, X ¥ fHy Sr- l",
respectivamente, extraidas de poblaciones normales de igual variancia {"X = u} ), se
puede probar la hipdtesis, Hu' de que Jas muestras provienen de una misma poblacibn,
es decir, de que tambidn sus medias son iguales, utilizando la estadistica T definida por

T = X-v ‘ (3.17)
] l
£ —_—
nx "Y
donde
5 4o E;; .
e s /AKX d o (3.18)

"X+"Y_2

cuya distribucion es la ¢ de Student, conv=n, + n, — 2 grados de libertad.

Ejemplo

Conforme al plan de desarrollo agricela de una regidn, se probd un
nueve fertilizante para maiz. -Para ello se escogieron 24 ha de terrene, aplicdndose dicho
producto a la mitad de ellas. El promedio de produccion de maiz en a zona que se usé
fertilizante Tus de 5.3 1on, con una desviacién estdndar de 0.40 ton, #n tanto que en la otra
zona ¢l promedic fue de 5.0 ton, con desviacion estdndar de 0,26 ton.

De acuerdo con log resultados, ;se puede concluir que existz un aumen-
to significativo ¢n la produccitn de maiz al usar fertilizante, si se utiliza up nive! de signifi-

cancia de

a) ¢.0!

kY 0LO57



Solucitn
i

*ara probar la hipdtesis de jgualdad Je medias ¢s indispensable saber pri-
mere S las muesiras provienen de dos poblaciones normates de igual variancia, En ese caso,
5i u} ¥ :.r;, denolan 4 las variancizs de la produccién de malz en la zona tratada ¥ en la no
tratacls, respectivamente, s debe probar |4 hipdiesis nula Hy: 0y = o} en conira de i
hipdtesis alternativa /7,1 o} > oy # Jos dos njveles de significancia establecidos.

El valar de la estadistica & e, e la ec 3,15,

p Sy (0.40Y |27
3 (0367

¥ el valor critict de # (11, 11}, cbienido de la tubla Y mediante interpolacion lineal, re-
sulty 4.47, Por lo tanto, como 1 27 < 447, se zceptu lu hipatesis nula a un nivel de signi-
Ficaneis de D01,

El valor critico de & (11, 11)a un nwvel de significancia de 0.05 {ref’ 9]
s 2,82, de ahi que como 1.27 < 2.82, también se scepty la hipolesis 4.

Con base en lo anterior, se debe decidir entre lus hipotesis
flg: ey = puy  {la diferencia en los promedios se debe al azar)
HI: dy > p, (el fertilizante mejors La praduccidn)

Hajo la hipétesis Ha' e liene qué

ny % +ny 85 120,407 + 12(0.36)°

- - = 0.397
) ne ¥ ny, —2 12+ 12-2

por lo cual ‘




a) Puesto que se trata de una prueba e una cola a un nivel de significancia
de (.01, se rechaza la hipotesis K, si ¢ es mayor que el valar critico, £, catrespondiente
a diche nivel, el cual para v = n+ny - 2e |24 §2 —2=122grados de libertad, se obliene
de la tabla 8 como ¢, = 2.51. Como < 1, la hiptesis A, no se puede rechazar a un nivel
de significancia de 0.01. :

Y 5i el nivel de significancia de la prueba es de 0.05, se rechaza Hu 510 es
mayor que el valer £, respective que para 72 grados de libertud es {, = 1.72, por o que
de acuerde con lo anterior, i se rechaza a un nivel de significancia de 0.05.



A
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3.9 Siatemas en sendie y en paralelo

Puesto qﬁe la confiabilidad se ha definido como una pro-
babilidad, &sta se podrd calcular, para un sistema cualquiera,
si se conogen las densidades de probabilidades de £alla de cada
ung de sus componentes. Estas densidades se pueden obtener me-
diante experimentos disefiados exprofeso o mediante considera- '
ciones de carficter subjetivo baéadas en experiencias previas
con componantes semejantes, o en la expericncia del que estudia

la confiabilidad del sistema.

Mucheos sistemas pueden considerarse con los componéentes
en senrie o en parafefo. Se dice que un sistema es gn sendie si
sus componentes estidn conectados entre sI de tal manera gque al
fallér uno de ellos falla el sistema; en la fig 3.10 se muestra
la representacién clfsica de un sistema de este tipo. Un sistema
es en parafefo si para que falle &ste se necesita que fallen
todos sus componentea; &nh la fig 3,11 se encuentra la repre-

sentaclfin grifica de un sistema de este tipo.

Para estimar la confiabilidad de un sistema en serie con-
sideraremos que los componsntes del mismo son independicnies,
es decir, que €l hecho de que unc falle ne influye en la pro-
habilidad.de que cualguier cotro falle. En otras palabras., la
confiabiliéad del componente se mantiens inalterada cuando

cualguier otro falla.

Puesto que para gue un gistema en serie no falle se reguic-
re qua ninguno de sus componentes falle, su confiabilidad serd
igual- al producto de las confiabilidades de cada uno de sus

componantes (esto se debe a que el evento "ne falla el sistema”
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es la interseccifn de los eventos "no falla el componente
£" en donde {=1,2,...,8, ¥ n es gl total de componentesa).
En simbeolos, la probabilidad de que no falle el sistema antes

del tiempo % es

H
PlT>¢]|= RI'I]'-R1{t}xREII]x...xR“IJt}:iLRiI'IJ {3.73)

en donde T es la variable aleatoria “ﬁiempo de falla del siatema",
1 es un valor gue puede asumir T, R(X%) es la preobabilidad de

que no falle el sistema hasta el tiempo & (su confiabilidad hasta
Yy, ¥ Riiti es la probabilidad de éﬁe la componente £ no falle
antea de £, De la ec 3.73 se concluye que la confiabilidad de

un sistema en serie decrece conforme aumenta el nbmerc de sus -
componentes, ya gque se estin meltiplicando entre si n(imeros me-
nores de uno. Por ejemplo, si n=4 y R{{IJ=D.9 para toda-4 ;(loa - -
companentes son id&nticos), entonces R{{i=0.9 x 0.% % 0.9 x 0.9 =

0.6561; sin=5, R(£)=0.9 x 0.9 x 0.9 x 0.9xG.% = 0.59049

Para gue un sistema en p&ralelo falle es necesarlo que
fallen todos sus componentes. 81 dichos componentes son inde-
pendientes, la probabilidad de falla del sistema en algfin Ins-

tante previo a £ serd
#l
PIT<t] « Fiz) = 1-R{t)e m [1-R {2)] (3.74)
L=1
por lo gque la confiabilidad del sistema serd 1-P|T<t]|,ea decir
' n
Rit] = 1-m |T-R£I',tlf (3.75)
L1
Puesto que todas las preobabilidades de falla gue aparegen
en el miembre derecho de la ec 3.74 son menores gque unc, €l
resultado de aplicarla decreceri conforme aumenta el nfimeroc

n de componentes, es decir, la probabilidad de supervivencia
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de un sistemA en paralelo aumenta conforme crece el nimergo de
gus componentes ¥, por ceonsiguiente, su confiabilidad (ec 1.75)

aumenta.

Por ejemplo, 51 un sistema en paralelo tiene cuatre com-
ponentes (n=4) y =i Ri{t}=ﬁ.9, entonces su probahilidad de falia

antes del tiempo % es (ec 3.74)
PIT<t]| » F{t) = 0.1'% 0.1 x 0.1 x 0.1 = 0.0001
por lo gue su cdnfi;hilidad‘{probabilidad de sobrevivencia) as
| Rit] = 1 - 0.0001 = 0.9999

El hecho de gque la confiabilidad de un sistema en paralela
es mayor gue la de uno en serie, en igualdad del nfimero de com-
ponentes y de sus confiabilidades, hace concluir que una manera
de aumentar la confiabilidad de un sistema enh serie consiste en
ponerle algunos componentes en paralelo a agquellos gue tengan
bajia confiabkilidad, con lo cual se forma un sistema mixio, como
ei de la fig 3.12., A los componentes que S& agregan con este
obhjeto se les llama aedundanted, porgue no son indispensables
para que funcicne el sistema. 5in embargo, al afiadirle compo-
nentes redundantes a un sistema se incrementan su cos8to, voluman,
complejidad, etc., lo gue en ocasicnes desalienta la utilizacidn

de 2ste recurss,

Para calcular la confiabilidad de un sistema mixto primero
‘hay que obtener las confiabilidades de los grupos de componentes
gue estdn en paralelo, y luégo considerar a dicho grupc como
sl fuese un elemento conectado en serie con una confiabilidad -

igual a la del grupo en.paralelo. Asi, en el caso presentado

Eagmy .

4
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€n }i fig 3.12, en gque la confiakilidad de cada componente hasta
el lﬁétahte i esti anotada abajo de &1, el primer grupo deﬂ
elementos en paralelo tiene una conflabilidad igual a E1l£f=
1 0.3 % 0.3 x 0.3=0.973; la del segundq grupo es R2[£]= l;
G[E‘ﬁ GZEQG;QE (ver fig 3.13). lLa confiabhilidad del sistema es,

&

antonces,

R{t] = 0.99 x 0.95 x 0.973 x 0.96 x 0.%0 = 0.7815

51 no hubiese habide componentes redundantes, la confiabilidad

hubiera sido
R{t) = 0.99 x 0.95 x 0.70 x 0.HO » 0.90 = 0.4740

que es8 bastante menor gue la del sistema gue sf los tiene.

3.10 E& modefo exponencial en £a confiabilidad de un siatema

En esta seccifn emplearemos los resultados ohtenidos ¢
para calcular las confiabilidades1de aisteﬁas en gerie y en‘pa-
ralelo, suponiendo gue las densidades de probabilidades, {[f),
de los tiempos de falla de los componentes son exponenciales,
e¢g deciy, s

oy LAt )
fole) = d,e 4

en donde li a5 la intensidad de fallas (nfimero medio de fallas

por unidad de tiempo) del i-#simo componente.

Tomande en cuenta gue

£
Rit) = 1-Fl2) = 1~ F 4lt)dt
0

obtenempg

) b o _ .
RoAt) =1- fr.e 2ibdg=e 2t {3.76)
A D-{.



5i el sistema es en serie, su confiabilidad, de acuerdo con

la ac 3.73, sers

LA

Rit) = m e Mt z'[f,ﬂ""-i]’t - ¢ % (3.77)
L= N
en donde
»n
B ',E li {3.78)
i

Puesto que el miembro derecho de la ec 3.77 tiene la misma
forma que el de la ec 3.76, deducimos que la densidad de pro-
babilidades del sistema en Eerie tambi&n es exponencilial con
parametra 7, es decir, el nfimerc medio de fallas del sistema
per unidad de tiempo queda dado por la.ec 3.78. Ademis, puesto

gue el tiempo medio de falla de cada componente es (sec 3.8.2)

Eitz} " uoe lfhi

tenencs gque el tiempo medic falla del sistema, cuando cada
componente gue falla se reemplaza de inmediato con otro idén-

fico, a5

E'T" H =

. s {3.759)

Para el cagso de un sistema en paralele, si las densidades
de probabiliﬁades de falla de las componentes son exponenciales,
la confiabilidad es

it

R{z) » 1- v [1-¢F) {3.80)
£=3

Esta probakilidad no se puede:factorizar en tal forma
que tenga la apariencia de la ec 3.76, como sucedilG con el



slstema en serie y, por consaiguiente, la distribucidén de la
confiabilidad de un sistema on paralelo po o8 exponangial.

U'n esias condiciones, la Iintensidad de falla (fuerza de mortan=
dad) del sistema se tendri gue obtener mediante la ec 3.61, ¥

no rosultarfi ser una congtante.,

El tiempo medio de falla también es dificil de obtener
paraz ¢l caso general en gue las AL eon diferentes. Si tpdas

lag li 50N iguales a i, entonces la ec 3.B0 resulta en

RUt) = 1-[1- ¢ MEyn (3.81)

KBl desarrollo del bonimio del miembro derechc de la ec¢c 3.81

conduce a

{3.82)

SRS 4 P S PR S ER T R

1 2

¢n donde (EJ denota al nlmerc de combinaciones que se pueden
Eormar con n objetos tomando de £ en {. Pueasto que la densidad
de probabilidades es

obtenemps gue la densidad de probabilidades del tiempoc de falla

el sistema en paralelo es
5[{]-A(T]e'lt -21[2)&'2hi+...+I-1]”‘1nla*"li (3.83) ,

La media del tiempo de falla es, entonces

FiL) =u= Stgleldt o at™) rxa'l*dz-zl{g}xa'zltd:+...
i) aQ

1 -nltdt

_ = - )
-1t nn sre

e )™
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por induccifn matemitica se puede demostrar que esta aecyacibn

es eguivalente a

1 1 1
U= T[1 + T+.I..+ m ¥ [3.34]

por lo gque la fuerza de mortandad resulta ser

6= ] : 7 '
u
; Foua ot
V3 n

frlrll
; 77
0 I///////F L -

Fig 3.4 Ocurrencia aleatoria de eventos en un
lapso de duracien L



Fig 3.5 Funcion muestra de un proceso
simple. de Poisson
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Fig 3.7 Factores que influyen en el comportamiento de un sistemn
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Fig 3.8 Intensidad de fallo en funcion del
tiempo de operacion
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Fig 3.11 Sistema en paralelo
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Fig 3.12 Sistema mixto
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Fig 3.13 Sistema en serie equivalente al de la fig 3.12
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TABLA 2.1

ATLGUNAS DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADES

!
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. —
“ " Poisson e M X )
< —x7 i om Ol 2 A
B (x > 0) 0 Px <
&)
& x-1
U Geométrica pg ;x o= 0,1,.
n | {0Lpl: gvl-p] ] ;x < 0 1/p q/p?
H B
ol :
Binpmial negativa A+ x-1 A x
{n=1,2,...;0<p<]1; T pg- ;x =0,1,... X i 2
G=1-p} " 1g/p g/p
0 ;x < 0
Normal . , ,
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0502<m} T 2 ;i-‘?{x.'{ﬂ
2 Exponencial re X jxk > .
e {A=0} ] 1x < 1/ - 1/
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CARTAS DE CONTRCL

Pori M en I Augusto Villorreal A, -
INTRODUCCION

hunque existe la tendencia generalizada a pensar que el Control-
da Calidad es de desarrollo raclentr, realmente no existe nada -
nuegvo .en .a idea bdsica de elaborar un producte caracterigadeo por

un alte grado de uniformidad.

Durante siglos, hibiles artesancs h;n procurade elaberar pooeduc-
tos qﬁa se distingan por su superinr Eﬁlidad, y una vez gue han -
lograde obtener un clerto estfndar de calidad 6ptimo, eliminar -
dentr; de lo posible la var%aciﬁn entre productos que nominalmen-

te deben resultar iguales.

La idea de que la Estad;stica puede resultar up instrumento muy -
dtil para asegurar un esténdar adecuade de1calidad para los pro-
ducteos manufactyrados, se remonta no mis alld del advenimiente de
‘la preduccidn masiva, y el.uso extendide de los métodos estadfsti
cos para resolver problemas de control de calidad es afn mds re-

ciente,.

- Muchos problemas gue aparecen durante la elaboracién de un produg
to son suscegptibles de ser resucltos empleando tratamientos esta-
disticos, por le gue al hablar de contraol esﬁhdiﬁtico de calidad,
nos e;taremcs refiriendo esencialmente a las dos técnicas eépeuiﬂ

les gque se discutir&n en esta parte del curso: uso de las Cartas

de Control y muestreo de aceptacidn.

’ Profesor Investigador, Division de Estudios Supericres e Insti
tuto de Ingenierfa, CHAM



Cenviene mencionar gue la palabra calidad, al ser cmpleada de -

agu® en adelante, se referird a alguna propiedad medible o conta-
hle de algGn producto, tal como el difnetro de un bhalln de acerc,
la resistencia de una viga de concret=, el nGmero de defectos en

una plieza de ela, la eficacia de c¢ilerta droga, etc.

iDEAS SOBRE CARTAS DE CONTROL

F;, muchos individuos les puede sorprender el hecho de gue dox artl
ceulos aparentemente idénticos, elaborados bajo condiciones cuida-
dosameénte contrcladas, de las mismas materias primas, y por yna -~

misma miguina con diferencia de pocos segundos, puedan, sin embavr

go, diferir en muchos aspectos.

En efecto, cualquier proceso de maqufactura,'aun siendo muy bueno,
ge encuentra caracterizado por una cierta cantidad de variacién -
que es de naturaleza aleatoria, ¥y que na puede ser eliminada en -~

forma completa,

Cuande la vuariabilidad presente en un proceso de produccién se 11

micra a variacidn aleatoria se dice que el procese & encuantra en

un estade Jde control estadistico.

Tal estado se puede alcanzar cuando se eliminan aque.los praoble-

mas causados por otro tipo de varlacién, llamada variacidn siste-

mitica, que €5 de naturaleza mis bien deterministica, y gue se& - =
puede achacar, por ejemplo, a operadores mal entranadcs, materia

prima de baja calidad, miquinas en mal estado, etc.

Ya Que los procesos de manufactur: se encuenlran rara vez libres
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de estos problemas, conviene cantar con aigln método sistonitico
para detectar desviaciones serias de un estads de control estadfs
tico cueando acurren, o inclusive antes de Que ocurran, tales c¢og~ |

viaciones.

Ese método sistemdtico de deteccidn se puede tener mediante a)l em

plec -de las }lamadas Cartas de Control,

. TIPOS DE CARTAS DE COHNTROL

En 1u-qu§ sigue distinguiremos entre las cartas de contraol para -

mediciones o variables {X, R, o) y las cartas de contrcl pera atri

butas (p, c), dependiendo de gue las observaciones que estemos ana

lizando sean medicieones o dateos contados o calculados, respectiva-

mente,

Un ejemplo del primer caso serfa la longitud de las varillas de
acero de una muestra, Como ejemplo del éegundo caso tendriamos -

el nfimero de focos defectuosos en una muestra de tamafio dado.

CONFIGURACION DE LAS. CARTAS DE CONTROL

En cualgquiera de los casos mencionados, una carta de. control con-

siste de una Linea Central, c¢orrespondiente a la calidad promzdip

2 la gue el proceso debe funcicnar, y des lineas gue corresponden

al Limite Superior de Contrel {LSC) y al LImite Inferior de Con-

trol {LIC), respec¢tivamente, tal como se muestra en la Flig 1,
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Aspecto general de una carta de control

4

Estos limites se escogen en forma tal gue los valores gue se en-

cuentren dentro de ellos se puedan atribuir al azar, en tanto que

los valores que caigan fuera de ellos se puedan considerar como -

indicacioﬁes.de falta de control.

No obstante la idea anterjor, couviene mencionar gue en la Fig 2

(jue =& presenta a <continuacién se pueden considerar otras posibles

sitvaciones de "falta de control® que ameritan investigarse:

1.

2.

‘'Cuando dos de tres puntos sucesivos caen en la zopa A.
Cuando cuatro de cinco puntos sucesiveos caen €n la zona

B o mds alli.

Cuando oche puntos sucesives caen en la zona C o mis alld,



o LIMITE DE CONTRGL

—-r S T e

ZONA £

IONAC .

N LINEA CENTRAL

b ro—- [ P

Fig 2 Diagrama que define las zconas A, B y C usa-
das en el andlisia de Cartas de Controal.

Debe hacerse notar gue cada una de lasg zonas A, By C constituye
la tercera parte del Srea entre la linea central y un limite de -

control, y que las pruebas mencionadas se aplican a ambas mitacesz

de la carta de contreol, pero se aplican separadamente para caca -

mitad, y nunca a las do3s mitades en combinacidn.
EXPLICACION DEL EMPLEC DE LAS CARTAS DE CONTROL

51 se grafican en una carta los resultados obtenidos a partir de
muestras tomadas perisdicomente a intervalos frecuentes, es posi
ble verificar por medio de ella si el procesc se encuentra bajo

control, o si se encuentra presente en el proceso la variacién ~

sistemftica el tipo descrito antericrmente.

cuande un punto graficado cae fuers de los limites de control, es



necesn: 0 ennontrs» el preobless o guaedl waY ¢ Acqryg del
procesn. Poro hun si leos puntos caan denceo de 108 Limites méﬂ
cionados, alguna tendencia, o cierto patrn de los mismos,’ pueda
indi~ar que se debe llevar a cabo alguna accidn para prevenir y

asf evitar algdn problema seric

Lu'habj,idad para "leer" las cartas de conkrol y para determinar
a partir de ellas cudl accidn correctiva 4. = llevarse a cabo, -
He.ﬂbtiﬂne a partir de la experiencia y del juicie altamente do-
sarrollade. On practicante del cohtrol estadistico de la cali-
dad debe no s8lo comprender los fundamento: estadfsticos de la -

materia, sino tambifin encontrarse identificado plenamente con los

procesos que desea controlar.
CARTAS DE CONTROL PARA MEDTCIONES (VARIARLES)

Cuando se reguiere establecer control estedistico de la calidad
de algtn.producto en términcs de mediciones o variables, es cus
tumbre ejercer tal control sobre la calidad media del proceso, -

al igual gque sobre su variabilidad.

La primera meta se logra al graficar los premedios de muestras -
extraidas periéddicamente en la llamada carta de control para los
cromedios, O simplemente carta X. La variabilidad se puede con-
trolar de igual forma 5; se grafican los rangos o las dasviacic-
nes ;sténdar de lasg muustias en las llamadas cartcas R o carcds &,

respectivamenta, dependiendo de cudl estadfstica se emplee para

estimar la desviacidn ést&ndar de la poblacifn.

5i se conocen la media w y la desviacidn.estdndar ¢ de la pobla-



7.

cifn (prcceso] y vs razonable suponer las mediciones obtenidaes -
comg mugstras extrafdas de una poblacifin normal, se pueda ascgu-
rar que gon probabilidad 1 - ¢ =1 promedio aritmicico de una - -

muestra aleatoria de tamaho n sSe encohtrard entre

4

In)
h — = b TR - 4 S
AN o2 T
3 .
b= Z ag. Yy p t+ oz a-
n.fz n 'I:I/! X
pugstﬁlque o5 = —2—. para.el casp de la distribucisn muestral

n
del promedio aritmético, cuando se mueStrea de 'una poblacidn infi

nita. La suposicidn de gue la extraccidn de muestras alesatories
se hace de una poblacidn infinita es valida en el cauo presente,
puesto que, por cjemplo, la produccidn de ciertc producto en una

fibrica tiende a infirito conforme pasa el tiempo.

Los dos 1limites antericres {pt zufzaﬁl proporcionan entonces ifmi

tes inferiores y superiores de centrol y, bajo las suposicignes -

anteriores, pérmiten al practicante del control de calidad deter-
minpér si se debe o no llevar a cabo algln ajuste en ¢l proceso, -
al graficar los promedios aritméticos obtenidos de muestras de ni

mzit+ n  en una carta comc la gque se muestra en la Fig 1.

Conviene establecer en este momento que al emplear una cart: a2 con

trel para los promedics, lo que e hace realmente es prolar hipire~

5i5 nulas de gue & un cierto nivel de confianza 1-a el vaior de la

media de la Geswiasifs muestral de los promedios sea igual al vaior de
disrrikodion



b.
Ly galidad newinal del procesu, o al 4¢ la colidad nweois calcouladu
prara el mismo, W, Para estas prﬁebas aecuEnciéles de hipﬁtesig,lﬁe
emplean como esgadisticas de prueba los valores de los promedios -~
aritméticos cbtenidos de muestras ale¢atorias oxtrafdas de la pobla-
. cifn {q proceso} . Es decilr, se réalizan pruehﬁs de hipbStesis para

1as cualas

(Prueba &¢ dos colas: _cada prueba se
rea;iza coan =1 valor xi de la muestra i

H) U
#n donde y vs la media de la distribucién mucstral del promedio arig
mético,fua la calidad nominal o calidad media calculada del proceso,y
ii {i=1,2,3,...) el valor del promedioc aritmético obtenido de la 1&si
ma muestra aleatoria. La forma secuencial de estas prﬁebas de hipé-

tesis se muescra en la Flg 3 que se presenta a continuacifn.

Regifn de
A rioha Zo

FRegitn de
- .
sceptacidn

Kegldn de
rechazo

Fig 3  Pruebas de hipStesis que se realizan al emplear
una carta de coptrol para los promedios



9.

$i se consideran problemas préctices, los valores Ge p y o del pro
ceso se desconocen, Y €s entonces conveniente estimar sus valaras
a éartir de muestras tomadas mientras el proceso se &ncusntre “ba-
jo vantrol”, tal como se explico nmbs adelante. En la prictica es
éentonces diffcil llegar a esteblecer linites de control del tipo
wtz , —%.- al desconocerse w y d, independ-entementa de gque en —
a/y T
muchos casos o5 demasiado arriesgado considera. & las mediciones -

como lwestras aleatorias extrafdas de upa poblacisdn normal,

En lugar de lo anterier, en el contrel de calidad industrial se em

plean comfinmente los limites de control de “tres desvliaciones es-

»

tindar™ o de "tras sigmas", que se obtienen al sustituir a s,

por un 3 al calcular los Ifmites de control.

Conforme a lo anterior, con los limites de control

aQ

L Bai ¢ C ux 3
1]

gse puede confiar en gue en el 99.73% de los casos el procesc no -
serd declarado "fuera de control™, c¢uando de hecho se encuentra "ba
jo control®.

En otras palabras, estos limites de control permiten considerar -

gue la probabillidad m&xima de rechszar la hipStesis

Hy & & = Bo
cuando deberfa de ser aceptada (probabilidad de cometer un error de
tipo I} es de 0.27% siendo B, un valor de calidad fijo del procesa,
y & el del pardmetro correspondiente de la @distribucidn muestrsl de

la estadfstica bajo consideracidn,



10
ELARODRACION DE LA CARTA DE CONTRCL PARA LOS PRUMBLILIOS [i:

a. Caso en gue se conocen la media p ¥y la desviacidn estidndar o

de la poblacién,

Linea central U
Limites de control ——  ——— yt30. & o+ 3 al
X ffn
3
& vt Ag , siendo A = .
n

“n donde los valores de A se obtienen de la table 1, en fun~

cifn de n, el tamano de la muestra,

Ejeﬁelm: S5ea el prncﬁso de elabcraecidn de varillas de acero
para las cuales se sabe que el diidmetro medio es -
de 2.5 em, con una desviacidn estindar de 0.01 cm.
Se desea efectuar control! del cZidmetre de las mis~
mas, para lo cual se extraen periddicamente mues-
tras de cinco wvarillias. Se bide establecer la li-
nea central y los lirites de control pars una car
ta X.

Solucidn:® Siendc v = 2.5 cm, o = 0.01 Yy n =25, seg tiene -

que:
Lirea central- = py=2.5+«

Limites de control:

2.50 3 ~2— =« 2.5 _éigigll, = 2.5: 0.0134 =3 2.5134, 2.4866
R 5

o, de la tabla I

2.5: Ao = 2,5¢ 1.342(0.01) = 2.5: 0.01342 ==5r2.51342, 2.48658
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CENTRO DE EDUCACTON CONTINUA
D.E.S.F.T., UNAM

CuURED: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA. FUNDAMENTOS ¥ APLTICACIQNES
DR OcTmuro A+ ALoRS oAl €.
SOLUCION DE TARTZA 1

ay  AUB= { x: 1 £ x=< 101} = B

b ARD=  { x: x es en‘terc- y 1< x < 161 = A

c} AUC= { x: x es er;tern y 0 €sx<10}

d) ANRC=  { x: x ¢s entero y 15x<6°}

@) AUD= [ x: x es entero y o£x £ @u{m, 20, 301

«= {01, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10,20,30 }
£) AND= { 10 }

i) BUC= { x: 1 = x <10, 0}

hy -BAC= { 1,2,3,4,5,6 }

i) BUD= { x: 1 £ x £ 18, 0,720, 30}
i) ‘BAD= { 10}

K) cup= {01,2,3,4,5,6,10,20,30Q 7}
1) cnb= { 0}

1) AUBDC= { x: 1 £ x <10, D }

i) AN(BUC)= {x: x es entero y V'<x< G}



o) ANBNGC = { 1,2,3,4,5,6 1}

n} cu (anpy= {0, '1,2,3,4,5,6 1

)] {AUBYAN (CUBY = { x: 1 < x 10}

b
i
b
=
"
—_—
—
.
»
o
_"J
@
-
=
—

dy ANEB = {2,3) => A({B = { 4,4,5,6,7,8, .., n }

aj) Si x e AUB => x t AUB »> x ¢ Ay x ¢ B => xe A y xcB =>xcAN™

b) 5i x e ANE => x e Ay e B =>x4¢ Aox ¢B=>x¢ AUB
de donde xe AUB por 1o que ANTE C AlUB y

AUB = ANE
a) S5i x e ANB => x 4 ANB => x ¢ A o x § B~
e> X e A oxec B => xe AUB => RAB ¢ AUD

b) Six e AUB ->xec®X oxeB=>x¢Ao0ox4i¢ B
=> x § ANB x e ANB => A U B Cc ANB

UB = AN3B

?
- .



8)

b)

c)

d)

e)

f)

J
ot

L5

iy



CENTRO DI EDUCACION CONTINUA

D.E.S.F.T, UNAM

CURS0: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA. FUNDAMCNTOS Y APLICACIONLS

b)

1)

SOLUCION DC TAREA 2

4

En la reviside del .radio i-&simo el espaclo nuestral

esti dade por Rie {f, F}, f: funciona, {: no funciona
o En consecuencia el espacic muoestral para este cxperi

mento es: S = {X3,Xz, ..., Xso: X;= fo x; = T}

Evento de que todos funcienan bien:
Aw {Fy, fa," . . ., £50

Evento de que ningune funclona correctamente:
Hn{}‘.’l,sz ko -:Fﬁﬂ}

Evento los dos primeros no funcionan, pero )l resto si:

C = {?1, Tz, f;, f;, reoay fsu}

a) P {c) = lf3‘ a P (AND) = '/,

b} P (AUBY = 2/, _ e) P (AUB}= 1

c) P (R} = 2/ £) P (BUC) = 2/



-

a) P (AY =1 - P (A) = Y/,

bY P (B) = 1 - P(B) = !/,

c) I (ANB) = P(A} + P(B) - p(aus)=

= lfz + lfz - zfa = lfs
d) F (ANB) = P " (AUB)= -t - P (ANB)

v =‘|"lfl=1!'1: )

e} P (AUB) = p (AAB)= 1 - P (ANB):

= 1 - Yy o= Pf,
£f1 P (ANB) = P (A) - P{AR) = Y/, - Y/, = Y/, -
g) P (ANB) = P(B) - P(AB) = '/,

h) P(AUB)= P{A)Y+ P (B)- P[ANB)

= lfz v 1y, - 1/ = 5/

$ = {{(1,1,1), {2,%,1), (1,2,1), (1,1,2), (2,2,1),(2,1,2), (1.2,2},
(z,2,2)}

P AL x; = 3} = % s P (S xy = 4) = Yo, PSR, x=5)="/e,P(E x;76)= "/



a) P (B) = '8/, d P (D) = '/a0
h)y B (B) = ®/4p e) P (B} = ]?fuq
_ ) - 17 -
c} P (C) = T/yy f£) P AF} = o 2= %/,
g.%] = 9 = g4
-3t g?

3) Si se permite repeticifn de letras y nfimeros: (27)? x 107, ai

no: z27Py x 9P

h) {27)°3 x iﬂ’ - 1?6 x 10}, o, sin peticildn; P x,;,P,—- 196 % 107
c} (27)3F x 10?) x 6! o, sin repeticién, { ;,P; %,,P, ) ¥ 53,

a) (3) () O3 ("D / (5%

b)Y 13 £ 12 () (%) / (*%)

) 4 ("' /(%Y .

d)y ()% x 10 / (%%



- id 2y T2y 3 10y glyB 242 10 Jy9 241 10y ;1710 %, 5_
9. a) (%) (75T 4 ['HJ} (5 ) 17 D7+ (g 5 =0.20

Ic

B £ 1'% ()% (2)1¥~X:=0.0035
x=7 ¥ .

5 5
o - o S L] -—
) N D (DX )+ (DNEIS TN (TE Y+ (D) ()
Xe& 2 x=3 %

|3
(43 2¢F  (5) (Lyx{
3 4 u

1}5—K+ {}_} {_’Jiii}s{lls = 0.0087
e . 2 1 s "

= 0.011

_ 1o 1,8 s1y1 _ 10
0. a) {';)) [i'} f‘i'} T Toze

b) sf.



CEMNTRC DE EDUCACION CONTINUA
LE.S. 1", I., UNAM

PROBABILIDAD ¥ ESTADISTICA: FUNDAMENTOS Y APLICACIONES

SOLUCION TAREA 3

a) (3% 7 (12100 | by (') 0% /0 (O5h ‘

P=1~ (0.0

al a’;” (le toma 3 minutos de luz roja y 7 de verde)

b) 2;’” {lm toma 2 minutos de luz roja y 8 de verde)

£ |29 19 5 20 Z0,.8 31,5 23 22,8 23 23,5 is

M,

P (X} D s YA YUs YA s "As  MAs  YAs  Mhs  MAs

al FY{t] + 0 81t + o, F}rtt] + 1 si t-rl,Fytt} es mondtona creciente
¥ Fyft] es continua por la derecha .

b] i I laoa " 1492

' % Ve % W %

X
P
¥

c} P (¥ <100) = 5/b

Q| { F (e ’ [§ Fo(E) T'ffi
3;’5_ Y,
S R o
A% " A M { :
of 5 7 iee ez g o {5 7 e mer g




51 f<u < 4

1 si ted -3

F Y = - . 53 i =
a) Y,If] 2 ¥ i 0<yc<l {Iyl[Y}

Y
O en otro Caso.

B) 4 | F{Y)

AP T)
/)'— .

a) E{X}=1Y%

- -

0

2) E{{x + 10 }=58%1/

b) E{x2} = Y 2d) BE (=== 2

1-x

gze = 0.00178 . P,y = 0.99822

a) E{x}= -1000 x 0.00178 + 5 x 0.99822

= 4,9911- 1.7B = 3,22

B) E{x?*}

ot (%) 1754.64

P_ = 0D.10 &>a)] {0.90}'% =>0,2487,

k
1]

f

0.9 =» a)#p

=> x = 140/0.9 il1l1,111... =>No

110 x 0.9 = 99, b} x-

Y

{2{1—'u}du}

p

X

f)

-0,

1804,955 = g?{x) = E{x?} - E?{x)® = 1804.

5

955 -

= 100

10.643

b} B{x} =Hp =10 x 0.10 = 1



a];;? = 20 x 0.05 = 1.0 b) (0.95)2%" = 0,3585

a) 10 x 0.3585 = 3.505 | b) (0.3585)'% = 3.5 x 10”°
a) () G /() pY {3y (L) 7/ ")

a) P {n) = 0.0003 = 8% °/,, '

1

B P (B) = 0.1333 = 2%e”?/y,

¢} P (C) = 0.0003 = 8%a%/,,

a) A =rip = 6
blvi = /3

€) P = 0.6065 = (0.5 e-""5/0,

{0.989)°% = p_905 .

a) e *»l = 0.2865, b} 1-e *x} = (.5654, c} 0 ya que t es contlnua

a} P{x»31) = F(x-30 > 31-30) = P(% > 0.5) = 0 3085
2 2 |

b} P(x<32) = P(x-30<32-30) = P(8<1) = 0.8413 ' o
2 2 '

¢} Pi24<x <28) = P{~13 %8 <~1) = P(g<-1) - P(% <-3) = 0,1574

It

a} P{E<1.78) = 0.9 => x = 129 + 500 = 629

b) P{g<l.2r) = 0.1 = x = 129 + 500 = 371, Q, = G00-67=433

500 = Q; , Qa= 500 + &7 = 567

li
]
L

4
S

1

c) B{g =0)

P{x < 585}

P(& <0.85) = 0.80



DIRDCTORIO DE ASISYERTES AL CURSO:

PROPABTLIDAD ¥ ESTADISTICA: FLNDAMENTOE

Y APTLICACIONES [ LEL 17 DE JUNIO AL 2 DE AGOSTD LE 1979)

HOMERE ¥ DIRECCION

ING. JOBGE AGITIAR LGARTE
la. {da. Tebas No. &

. Col. Claweria

Maxico 16, D.F,
Tel. 399-05-09 527-32-20

SR. JESUS ALMAZAN

MAMUEL ALMEIDA VARDUEZ
Capilla de los Reyes No. 59
Col. Azcapozalon

MExico 16, D.F.

Tel. 561-21-39

ARDN ZENCH ALVARADO ALAVEZ
Av. Jalisco No. 2BB

Col. Tacubaya

Mé&wico 18, DLF.

Tel. 516-15-59

ING. HECTOR GAERIEL AMBRIZ LOPEZ
Rubfn Dario Na. 405

Col, Del Valle

Zan luis Potosi

EMILTA ARRINGA CRTTE
Tabaqitos No. 38

Col. Lomas Verdes
Haucalpan, Edo. de MSx.

EMPRESA Y DIRPOCION

DIR. GRAL. AEROPUERTOS 5.0.F.
Tonald Esg. Chiapas

Col. Roma

MExico 7, D.F.

Tel,

BANCOMER, S.A.

COLRGIO OF CIENCIAS ¥ HIMANIDADES
PLANTEL NAIRZALPAN

Av. de los Remwlios Mo, 10

Col. Las Americas

Naucalpan, Edo. de Méx.

SECRETARTA TF ACGRICULTURA Y
FECURSCOS HIDRAULICDS
Mariano Oterc No. 00-A
San Iais Potosi

Tel, 3-49-12

CCOLEGIC DE CIENCIAS Y I’EI*RNIDRDEE
PLANTEL MNAUCATPAN

Av. de los Remedios No. 10
Naucalpan, Edo. de MSx.



10.

11.

12.

DIRECIOURIO DE RSISTENTES AL CURSO: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA: FUNDAMENIDS

¥ APLICACICMES (DEL 12 DE JINIO AL 2 DE AGOSTO DE 1979)

NCMBRE Y DIRECCTON

BAL, CARRILLO VALADEZ
Marpel Gonzilez Mo, 72
Unidad Tlateloloo

MExico 2, D.F.

Tel. 583-35-94

LIC. MA., QURCEA CASTILIC BORCUEZ .

Artquitectos No. 37
Col. Escandfn
M&xion 18, DLF.
Tel. 516-77-32 .

ING. RITD CALZANA SATIAFA
Norte 17 No. 5323

Col. Nusva Vallejo
MExico 14, D.F.

Tel. 567-38-81

ING. PEDRO PABLO CASTELIANCS HDZ.

Reforma No. 616-1606 Nte.
Ool. Tlateloleo

Méwico 5, D.F.

Tel. 529-530-80 Ext. 1606

ING. CESAR HECTIR GALLARDD LOPEZ
Gabing Barreda Ho. 3-13

Col. Sn. Bafael

MExico 4, D.F.

Tel.

ING. ROEFRTO PEPMMNIEZ AGUADG
Cda. Protasic Tagle No. 36-E

Col, San Migquel Capultepec
Tel. 516-08-14

PMPRESA Y DIRECCTICNW

ASEGUPADCRE MACICMAL AGRICUTA Y
GAMNADERA, S.A.

Benjamfn Franklin No, 146

Col. Escandén

México 18, D.F.

Tel. 515-50-70 Ext, 133

FAC. DE PSICOLOGTA U.N.A.M.
Civdad Universitaria
Tel. 548-17-48

INSTITUTO POLITECNTOO NACTONAL ‘

SECFETZRIM DE AGRICULTURA ¥ RECURSS
HIDRADLICOS

"Roforma No. 20-105

Col. Centro
MéSxico 1, D.F.
Tel. 546~46-78

CIA. [F LUZ ¥ FUERZA DEL CENTRD .~
Melchor Ocampo No. 171-4o0. Pisc
Mixico 18, D.F.



13,

14.

13.

16.

17.

iB.

CIRECTORIO [E ASISTENTES AL CURSO: PROBABILIDAD ¥ ESTADISTICA: FUNDAMENTOS

Y APLICACIONES (DEL 12 DE JUNIO AL 2 DE ACCSTO DE 1979)

NOMBERE ¥ DIRECCICN

FRANCISCO HERFERA GARCIA
Cordilleras Wo, 17

Col. U. Iztacalco
Miwico 8§, D.F,

FELICITAS IBARRA GARCTIA
Pto. Progresc No. S0
Col. Casa Alemin
Mixicol4, D.F.

Tel., 781-97-75

LIC. EDGARDD &, JIMENEZ ZARCO
Fray Angelico No. 45

Col. Mixcoas

México 19, D.F.

Tel. 538-47-B6

ING. PEDRD ALEERTC LOFEZ GARRIDO
Orova No. 725

Col. Lindavista

Méxdico 14, D.F.

Tal. 586—-22-B5

AIETO MACTAS NEGRETE
Manz. 161 L. 9-1CA
Col. Las Villas

Hda. Ojo de Agua
M&xico, D.F.

SALVADOR MANRIOUE IETJA
Carretaraco No. 32-2-204
Col, Pargue S5an. Andrés
México 21, D.F.
Tel. 689-17-21

EMPRESA Y DIRBECCICN

CIA, GENERAL, OE EIECTRONICA
Tezozomoo Mo. 239

Col. Azcapotzalco

Mixico 16, D.F.

Tal. 561-74-77

DIR. DE ESTUDIOS DEL TERRTTORIO HAlQ.
San Antonio dbad Ho. 124 .

Col. Trénsito

MBxico, D.F.

Tel. 578-62-00

SECRETARIA [F ASEWNTAMIENTCE
HIMANCS Y OBRAS PLELICAS
TLago No. 16

Col. Nativitas

M&xico 13, D.F.

Tel.

ESCUELA SUPERICR DF INGENTERIA ¥
AFROUTTECTURA

nidad Profesicnal Zacatenoo
Col., Lindavista

M&xico 14, D.F.

Tal.

BEAMAMEY, S.A.

Isabel La Catolica Ho. 165-60, Piso
Mé&xico, D.F.

Tel., 585~44-00 Ext. 461

DIRECQCTON OF PLANTFICACION D.D.F,
Pimo Suarez l5-lo. Piso

Col, Centro .

México 1, D.F,

Tel. 522-64-38



19,

20,

21.

22,

23,

24.

DIFECTORIO DE ASTSTENTES AL CURSO: PROPABTLIDAD Y ESTADISTICA: FUNDAMENTOS

Y APLICACICNES (DFL 12 DE JUNIO AL 2 DE ADOSTO DE 1579 -

NOMBRE ¥ DIRBOCION

I@ACTON MISALYD ESCAMILIA
Reforma Mo, 20-1o. Piso
Col. Julrez

MSxico 6, D.F.

Tel. 592-08-78

ING. JESUE CCEGUEDR NAVARRD
Viaducto Miguel Alemin No. £3-9
Col. Buenns Alres

México 7, D.F.

Tel.

ING. JOSE VBLENIIM PEREZ ARROYO
Diyv. del Morte No. 3350-5

Col Xotepingo

MExico 21, D.F,

Tel. -

CAFIOS FJIZ QUINTANA

Edif. C~2 Depto. 304
Centro Urbane Pdte. Juirez
Col. Romma

MExico ¥, DLF.

Tel. §4-86-23

ING. PEDRD POOAPIT MITWELES
Guanabana Mo, 3102 .
ol Mva, Sta. Marfa

M&xico 16, D.F.

Tel. 355-57-38

ING. FELIPE RAMIREZ GOMEZ
Luis da la Fosa No. 8 Depto., 2
Col. Const. de la Rep.
MExieo 14, DUF.

Tel. :

-

EMRPESS, Y DIRECCION

S-n- Rl Hi

Reforma No, 20-1p, Piso

Col., Jufrez
M&xico 6, D.F,
Tel, 592-08-78

COMISION DEL PLAN NAL., HIDBAULICO
Tepic No. 40

Col. Poma

M&xico 7, D.F.

Tel, 574-17-50Q

S.ARH,

Reforma No. 107-ler. Piso
Col. Sn, Rafael

Maxico 4, D.F.

Tel. 566—96~61 ‘

S.A.R.H.

Peforma Mo. 107-ler. Piso
Col. Sn. Bafael

M&xico 4, D.F,

Tel, 566-06-B8 Ext. 150

-5.A.R.H.

Sierra Gorda No. 23
Col. Lomas

MSxico 10, D.F.
Tel, 5-40-09-43



25.

26,

21.

28.

29,

30.

31.

DIRECTORIO DF ASISTENTES AL CURSO: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA: FUNDAMENTCS

Y APLICACTONES {DEL 12 DE JUNIO AL & LE ACOSTO LB 19790

HOMBRE ¥ DIRECCTCN

NG, FOO. MAYOLO R:‘-'LZDTJILIMMEL’R
Ahuizotl MNo. 37

Col. La preciosa

m‘:ﬂ e, D.F,

Tel. 561-37-61

LIC. NORMA RIVERA CARFERD

Av. del Taller Ret. 46 casa 13
Col. Jardin B.

MExios 9, D.F.

Tel. 571-19-51

GINDATIIPE SANCHEZ ACURR
Metalurgicos No. 125
Col., Del Hierrm

México 15, D.F.

Tel. 567-14-23

ING. CARLOS P. SAFR GARCTA
Praga No., 13D

Frace., Valle Dormdo
Tlalnepantla, Edo, de Méx,
Tel. 379-02-80

"RICARDO THOMPCN RAMIREZ

man 771-302

Col. Cruz de Atoyac
MSxico 12, D.F,
Tal, 559-91-7%

CARTOS VALENCIA CARMOHA
Glotto No. 66-201

Col, Miwcoac

Mivico, D.F.

Tel. 598-50-67

BERMARDO VILLEGAS ALVAREZ
P.-de la Reforma Nte. No. 6156-1606
Col. Tlatelcolco

Mixicn, D.F.

Tal. 529-90-3Q

EMPRESE Y DIRECCION

S.hR.H.

Insurgentes Sur No. 670-8p. Piso
Col. Del valle

Méxicn, D.F.

Tel, 536-88-40

5. A. R. H.

Sierra Gorda Mo, 23

Col. Limas de Chapultepec
M&xioo 10, D.F.

Tel. 520-72-46

5. A. R. H.

Paseo de la Peforme Mo, 69
Col. San Rafasl

Max{co 4, DVF.

Tel. 546-15-51

DIR. GRAL. [OE CIENCIA Y TEONOLOGIA
DEL MAR

Bolivar No, 19-ler. Piso

Col. Cantro

Méxirm 1, D.F.

Tel. 510-04-40

OBRAS PUBLICAS D.D.F.
Plaza de la Constitucidn






