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INTR.OO.JO::IC::tl A LA TI'DRIA DE PllOBABILIIWlES 

SIMBOLOS VE VESIGUAL!.J.I.VES: 
POR: DR. OCTAYIO A. RASCON OJAVEZ 

< menor q"e 

< menor o igual ""' -
> mayor ""' 
> mayor o igual ""' -
f diferente de 

TEORIA OE CONJU/lTOS 

UN CONJWITO ES UNA COLECCION BIEN DEFINIDA DE OBJETOS. 

NOTAC10N: LOS CONJUNTOS SE DENOTAN USUALMENTE CON LETRAS MA'fUSCU-

LAS, Y SUS ELEMENTOS SE ANOTAN DENTRO DE UN PAR DE LLAVES. 

EJEHPLOS 

A) EL CONJUNTO DE NUMEROS ANOTADOS EN UN DADO ES 

S= {1, 2, 3, 4, S, 6} 

B) EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS MENORES QUE 5 ES 

S= 1-"', .... ,-3, -2, -1, O, 1, 2, 3, 4} 

' 
o 5 = {X: x ES ENTERO Y X'4} -· C) EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS POSITIVOS ~lORES QUE 5 ES 

E=/0,1,2,3,4) 

E = {X: ES ENTERO Y O~x~4} 

0) EL CONJUNTO DE LOS CONTINENTES ES 

C ={ASIA, EUROPA, AMERICA, AFRICA, OCEANIA} 

E) EL CONJUNTO DE MARCAS QUE TIENE UNA MONEDA ES 

M = {CARA, CRUZ} 

F) EL CONJUNTO DE NU~mROS MAYORES DE 5 PERO MENORES O IGUALES 

QUE 10 
s

1 
~ {x: S<x~lO} 



CONJUNTOS 

' . 

FINITOS,- CUANDO TIENEN UN NUMERO FINITO 

DE ELEMENTOS 

IHFINITOS;- CUANDO TIENEN UN NUMERO INFINITO 

DE ELEMENTOS 

SUBCOii)WITOS 
PARA EXPRESAR QUE UN ELEru:NTO PERTE.'IECE A UN CONJUNTO SE USA EL 

STMBOLO t. PARA EXPRESAR QUE 110 PERTENECE SE USA EL SIMBOLO i. . . 

EJEMPLO 

SI S 1 = {X: 5<X~10), ENTONCES • 

•• 5 J S
1 

· 8 ~ S · 10 >: S ,. ' 1' 1 

PARA EXPRESAR QUE UN CONJUNTO ESTA COIITENIVO EN OTRO SE USA EL 

SIMBOLO C; SI NO ESTA CG.'ITENTVO SE USA EL SIMBOLO ¡Z. 

PARA QUE UN CONJUNTO ESTE CONTENIDO E.'ll OTRO SE. REQUIERE QUE TOPOS 

SUS ELE!I1ENTOS LO ESTEN, ES DECIR, QUE TODOS SUS ELEMENTOS PERTE­

NEZCAN A ~~BOS CONJUNTOS, 

.. . ' 
SI UN CONJUNTO, B, ESTA C!ONTEN IDO EN OTRO, S , SE DI!?E QUE B 

ES SUBCONJUWTO DE S. 

EJEMPLO 

B ~ {l':::J::_X.=;SJ Y S¡={X: 5<X~_10} 

EN ESTE CASO: 

OC~ .... 6 ES SUBCONJUNTO DE Sl 

BIZS¡~B NO ES SUBCONJUNTO DE S
1 

• 
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SE DICE QUE DOS CONJUNTOS SON IGUALES CUANDO CONTIENEN LOS 

MISMOS ELEMENTOS '(NO IMPORTA EL ORDEN EN QUE ESTOS SE ESCRIBA.'il) 

EJEMPLO 

SEAN A"'{1,3,S,7}, 3"{7,5,1,3} y C=l.7,5,1) 

EN TAL CASO, A = BtC 
CONJWITO VACIO 

DE LA MISMA· MANERA QUE EXISTE EL CERO EN LOS NUMEROS, EN LA 

TEORIA DE CONJUNTOS EXISTE EL CONJUNTO VACIO, EL CUAL NO TIENE 

ELEMENTOS. USUALMENTE SE DENOTA e. 

EJEMPLO 

¿CUAL ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS,._X, TALES QUE 2X=7 Y X ES 

ENTERO? 

SOLUCION ~ ES EL CONJUNTO VACIO, ~. 

A~ SE LE CONSIDERA COMO SUBCONJUNTO DE CUALQUIER CONJUNTO. ASI, 

POR EJEM, TODOS LOS SUBCONJUNTOS DEL CONJUNTO 

S .. ¡2,5,10} SON: {2}¡{5];{10);{2,5} ¡{2,10}¡(5,10)¡{2,5,10) Y~. 

ESPACIO VE EVENTOS 

ASOCIADO A UN EXPERIMENTO SIEMPRE HAY UN CONJUNTO DE RESULTADCS 

POSIBLES; A DICHO CONJUNTO SE LE LLAMA ESPACfO Vf fVflfTOS. 

EL ESPACIO DE EVENTOS ASOCIADO AL EXPE~IMENTO DE' LANZAR UN DADO Y 

ANOTAR LA CARA QUE QUEDA HACIA ARRIBA ES 

S ={1,2,3,4,5 1 6) 

EL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL EXPERIMEl-:'TO DE LAN!:AR 

DOS DADOS Y ANOTAR LOS NUMEROS QUE QUEDAN HACIA ARRIBA ES 



6. 

(1,1) '(1,2)' (1,3)' (1,4)' (115)' (1,6) 

(2,1)' (2,2) 1 (2,3) 1 (2,4) 1 {2,5)' (216) 

(3, 1) 1 (3, 2) 1 (3,3)' (3,4)' (3,5)' (3,6) ,. 
(4 ,1) '(4 ,2) '(4 ,3) '(4 ,4) '(4 ,5) 1 (4 ,6) 

(5,1) 1 (5,2)' (5,3) '(5,4) 1 (515)' (5,6) 

(6,1)' (6,2)' (6, 3) 1 (6,4) 1 (6,5) 1 (6,6) 

SI F.N "ESTE EXPERIMENTO LA OBSERVACION DE INTERES FUESE LA SUMA 

DE LOS DOS NUMEROS OBSERVADOS, ENTONCES EL ESPACIO DE· EVENTOS 

DEL EXPERIMENTO SERIA 

S= (2,3,4,5,6,7,8,9 110 111 112) 

A TODO SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO DE EVENTOS SE LE LLAMA EVENTO •• A 

LOS EVENTOS QUE TIENEN UN SOLO ELEMENTO DEL ESPACIO SE LES LLAMA 

EVENTOS SIMPLES. 

SI AL REALIZAR UN EXPERIMENTO SE OBSERVA UN ELE."'ENTO DEL EVENTO" 

A, ENTONCES SE DICE QUE OCURRTO o SE VERIFICO EL EVENTO A. POR'· .. . .· 
E,TEMPLO, SI A=(2,4} Y AL LANZA..~ UN DADO SE OBSERVA EL 2 O 4, SE 

DICE QUE OCURRID EL EVENTO A; SI SE OBSERVA CUALQUIER OTRO NUME-

RO, ENTONCES SE DICE QUE ~O OCURRIO A. 

DISCRETOS.- SI SUS EL&1ENTOS PUEDEN NUME-

RARSE O CONTARSE. TIENEN UN NUMERO 

ESPACIOS DE FINITO O INFINITO NUMERABLE DE ELEMENTOS. 

EVENTOS 
CONTHIUOS:- SI SUS ELEMENTOS NO PUEDEN 

ENUMERARSE. TIENEN UN NUMERO INFINITO NO 

NUMERABLE DE ELEMENTOS 

• 
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EVENTOS MUTUAMENTE EXCWS!VVS 

CUANDO DOS O ~mS EVENTOS NO PUEDEN OCURRIR SIMULTANEAMENTE AL 

REALIZAR UNA SOLA VEZ UN EXPERIMENTO, SE DICE QUE ESTOS SON 

MUTUAMENTE EXCLUSTl!OS 1 ES DECIR, DOS EVENTOS SON MUTUAMENTE EXCL~-

SIVOS CUANDO NO TIENEN NI UN SOLO ELEMENTO EN COMUN. 

EJEMPLO 

A)' CUALQUIER EVENTO 'f SU COMPLEt1ENTO SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, 

B) ¿SON E~{Y: O~Y~25} Y A={2,50,100) MUTUAMENTE EXCLUSIVOS? 

NO, PORQUE TIENEN EL ELEMENTO 2 EN COMUN. 

OPERACIONES CON EVENTOS 
UN ION 
LA UNTON DE DOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS ELEMENTOS SON 'l'ODOS 

LOS DE AMBOS. LA OPERACION DE UNION SE DENOTA CON EL SIMBOLO U. 

EJEMPLOS 

A) SI A"'{2,4,6) Y 8,.{1,6,12}, ENTONCES 

Q=AUB ~(1,4,6,12,2) 

B) ¿SON A Y B MUTUAMENTE EXCLUSIVOS? NO PORQUE TIENEN EL 6 EN CGMUN. 

C) SI O={Y: O~Y~13} ·y ·-E={Y: '20~Y~50), 

'ENTONCES 

DUE={Y: 0~Y~13, 20~Y~50} 

O) SI P~{Y: S::Y~20}, ENTONCES 

DUF={Y¡ O~Y~20}. 

E) SI G={Y: 3~Y~10}, ENTONCES 

DUG={Y: O<Y<13}= O¡ OBSERVESE QUE EN ESTE CASO GCD. EN GENERAL, 

SI ACB, ENTONCES AUB•B. 

EN GENERAL, LA UNION DE VARIOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS 

ELEMENTOS SON TODOS LOS DE LOS EVENTOS QUE SE UNEN. 
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SJEMPLO 

LOS ESPACIOS DE EVENTOS s
1
={CARA, CRUZ}; s

2
•{1,2,J,4,5,6,); 

S 3~1VERDE, ROJO} SON DISCRETOS. LOS ESPACIOS DE EVENTOS 

S
4

:.{X: -~<X!O}¡ s
5

1Z: Z;:Jl; s
6 
.. {Y:3~Y~BO} 

SON CONTINUOS. 

P.JEMPLO 

¿QUE TIPOS DE ESPACIOS DE EVENTOS CORRESPONDEN A LOS SIGUIENTES 

f:XPERlMENTOS? 

Al CONTEO DEL NUMERO DE GRANOS DE UNA MAZORCA DE ~1AIZ 

5'={0,1,2,3, .•• , .. ), ES DISCRETO E INFINITO 

D) MEOICION DE LA LONGITUD DE UNA ESPIGA DE TRIGO 

s=iX: O<X<'") ,X EN CM, ES CONTINUO E INFINITO 

C) MEDICION DEL EFECTO DE UNA VACUNA, EN TERM!NOS DE ~EXITO" O 

"FRACASO" 

S={EXITO, FRACASO) ES DISCRETO Y FINITO. 

O) MEDICION DEL 
r::"Q"'./7"""""'-' /"h? 

. -.- DE UN ANTIBIOTICO 

EN UNA CAPSULA 

S=íY:O!Y<~J Y en mg, ES CONTINUO E INFINITO. 

COMPLEMENTO VE UN EVENTO 

EL COAIPlfi.IENTO DE UN EVENTO A ES OTRO EVENTO QUE C()NTIENE TODOS LOS 

ELEMENTOS DEI.. ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE 'QUE NO ESTAN EN A. 

USUALMENTE SE DENOTA CON UNA TILDE SOBRE EL SIMBOI..O QUE CORRESPON­

DE Al.. EVENTO QUE COMPLEMENTA, A. 

EJEMPLOS 

SI s~¡1,2,3,4,5,6} Y A~(1,3,5} ENTONCES A~{2,4,6}. 

SI S={X: O,!X_:;SB} Y A"'(X: 3<X;:,:17}, ENTONCES .A•{X: O!X!_3, l7<X<S8} 
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EJEMPLO 

AUBUF " K" {1,2,4,6, y: 8:::_ y ;:20} 

DE DOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS QUE 

PERTENECEN SIMULTANEk~NTE A AMBOS. PARA DENOTAR LA OPERACION 

DE INTERSECCION SE USA EL SIMBOLO 0 

EJEMPLOS 

A) A" {2,3,5} Y B = {2,6,10} ENTONCES AnB • C • {2,6) 

B) D • [Y: 4!,Y;:SJ. ENTONCES AfiO = ¡¡1, 

.QBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO A Y D SON MUTUAMENTE. EXCLUSIVOS, 

YA OOE NO TIENEN NINGUN ELEMENTO EN COMUN. SIEMPRE QUE DOS EVENTOS 

SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS; SU INTERSECCION ES EL CONJUNTO VAC!Q, 

EN GENERAL, LA l/JTERSECCTON DE VARIOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE 

ELEMENTOS QUE TODOS ELLOS TIENEN ~ COMUN. 

EJEMPLO 

SI A m {2,3,6,8); B=-[2,3,10,100); C•{Y: 0_::Y:::_5) Y D={Y: 2<Y<4}, - - . 
ENTONCES 

AABnCno = E ={2,3) 

AUBUCVD = F ={Y: 0:::_'1;:5, 6,9,10,100) 

• • LA OCURRENCIA DE UN EVENTO Y OTRO IMPLICA LA OCURRENCIA DE AMBOS 

A LA VEZ, ES DECIR, QUE SE VERIFIQUE LA IIJTERSECC!ON. LA OCURRENCIA 

DE UN EVENTO "o'' ALGUN OTRO, IMPLICA LA OCURRENCIA DE CUALQUIERA 

DE ELLOS, ES DECIR DE LA UNION. 



lQ. 

DIAGRAMAS VE VENN 

UNA MANERA DE ILUSTRAR GRAFICAMENTE LAS OPERACIONES CON CONJUN1'0S 

ES MEDIANTE LOS VIAGW!AS VE VENN, EN ESTOS, CADA CONJUNTO SE 

REPRESENTA POR UNA CURVA CERRADA QUE ENCIERRA LOS ELEMENTOS 

Qt'~ LE CORRESPONDEN. 

A~ CA~ 
~-._.::_,/ ~11A1 =AJ 

Puntos comunes o A 0 y n A 1) 

E"""O c:)E"otoA1 

Eventos mutuamente exclusivos (lnlerseccio'n nulo) 

'""'o A1 

Di.agru.mas de Venn (unión e lnteneccfón de ev~nro1) 

EVENTOS COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVOS 

SE DICE QUE LOS EVENTOS B¡, Bz ,· ••• ,Bn SON COLECTIVAMENTE EXHAUSTI­

VOS CUANDO LA UNION DE TODOS ELLOS ES IGUAL AL ESPACIO DE EVENTOS, 

ES DECIR, SI . ' 
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TEORIA DE PROBABILIDADES 

AL LANZAR UNA MONEDA NO PODEMOS PREDECIR CON CERTEZA CUAL CARA QUE­

DARA HACIA ARRIBA. LO UNICO QUE SE PUEDE ASEGURAR, SI LA MONEDA 

NO ESTA CARGADA, ES QUE AMBAS CARAS TIENEN LA MISMA OPORTUNIDAD DE 

SALIR, ES DECIR, QUE LOS EVENTOS SIMPLES (CARA) Y (CRUZ) TIENEN LA 

MISMA PROBABILIDAD DE OCURRIR. 

COMO YA SE DIJO, LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA UN EVENTO ES UNA 

MEDIDA DEL GRADO DE CONFIANZA QUE SE TIENE DE QUE ESTE OCURRA AL 

REALIZAR EL EXPERIM¡ENTO CORRESPONDIENTE, 

AXIOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES 

LAS PROBABILIDADES QUE SE ASIGNAN A LOS DIFERENTES EVENTOS RELACIO 

NADOS CON UN FENOMENO ALEATORIO DEBEN CUMPLIR CON LOS SIGUIENTES 

TRES AXIOMAS : 

AXIOMA 1: LA PROBABILIDAD DE OCURRENCIA DE UN EVENTO A ES UN NUME 

MERO, P{A), QUE SE LE ASIGNA A DICHO EVENTO, CUYO VALOR 

QUEDA EN EL INTERVALO 

o~ P(Al ~1 

AXIOMA 2: SI S ES UN ESPACIO DE EVENTOS, ENTONCES 

P(Sl·"' 1 

AXIOMA. 3: LA PROBABILIDAD, ·P{Cl, DE LA UNION, C, DE DOS EVENTOS 

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, A Y B, ES IGUAV A LA SUMA DE LAS 

PROBABILIDADES DE ESTOS, ES DECIR, 

P(AUB) = P(C) ., P(Al + P(Bl 

EXISTEN POR LO MENOS CUATRO MANERAS DE ASIGNARLE UNA PROBABILIDAD A 

UN EVENTO: 
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l. EN TERM!NOS D~ LOS RESULTADOS DE REPETIR VARIAS VECES UN EXPE­

RIMENTO (METODO FRECUENClALl, 

2. APLICANDO LA DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDADES. 

3. CON BASE EN UN MODELO MATEMATICO (PROBABILISTICO) DEL FENOMENO 

DE QUE SE TRATE. 

4. MEDIANTE 1.JN ANALISIS SUBJETIVO DEL PROBLEMA 
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!ffTQQO FRECUE/JCIM 

SI N{A) ES EL NUMERO DE VECES QUE SE OBSERVA EL EVENTO A AL REA­

LIZAR N VECES UN EXPERIMENTO, LA FRECUENCIA RELATIVA DE A, DEFINIDA 

COMO N (A) /N, SE CONSIDERA COMO ESTIMACION DE LA PROBABILIDAD DE A, 

P{A) ~ 
N {A) 
--¡¡---

YA QUE, EN EL LIMITE, 

EJEMPLO 

p {A) • 11m 
N•• 

N (A) 
--¡¡---

DE UNA URNA QUE CONTIENE ·BOLAS ROJAs; BLANCAS Y AZULES, SE SACO 

UNA BOLA, SE ANOTO SU COLOR Y SE REG:RESO A LA URNA. SI ESTE EXPE 

RIMENTO SE REPITE 20 VECES Y LOS RESULTADOS SO!:t 
• 

b,b,a,r,r,r,a,b,r,a,b,b,a,r,b,r,r,a,r,a,DONDE 

r • ROJA, b ~ BLANCA, a • AZUL 

¿QUE PROBABILIDADES LE ASir.NARIA A LOS EVENTOS B•{b}, A•{a}, y 

R•{r}, DE ACUERDO CON EL METODO F~CUENCIAL? 

EN ESTA MUESTRA SE TIENE QUE N{B)•6, N(A)•6, N(R)•S, N=20 

POR LO QUE p (A) 

NOTESE QUE LOS EVENTOS B, A Y R SON MUTUAl1ENTE EXCLUSIVOS, YA QUE. 

SON EVENTOS SIMPLES, Y QUE 

P(B) + P(A) + P{R) e 

EN DONDE S = {r,b,al 

3 ro+ p (S) 
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' 
VEFINICION CiASICA VE PROBABIL!VAVES 

SI M(A) ES EL NUO.U:RO DE MANEAAS IGUAlMflfrf PROBABLES EN QUE PUEDE 

OCURRIR EL EVENTO A '{ M ES EL NUMERO TOTAL DE ELEMENTOS DEL ESPA-

CIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE, ·ENTONCES LA PROBABILIDAD DE A ES 

P(A) = ~ 
M 

EJEMPLOS 

A) SI EN U~A URNA SE TIENEN 5 BOLAS BLANCAS 'i 15 NEGRAS, Y SE VA 

A SELECCIONAR. UNA AL AZAR, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE 

SEA BLANCNA= {BLANCA}) ? : 

M= 5+15~20; M(A)=5~P(A)"'2~ j 
fl) SI SE LANZAN DOS DADOS 1 ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE . 

1. SALGJI. UN 2 Y illl 5 (EVEN':'O B)? 

2. LA SUMA SEA 7 (EVENTO A) 

PARA EL INCISO 1 EL ESPACIO DE EVENTOS ES: 

( 1' 1) (1,2) (1,3) cr;4J ( 1 , 5 ) (1,6) 

( 2 ,1) (2,2) (2,3) ( 2 ' 4 ) (2,5) { 2 ' 6 ) 

( J, 1) (3,2) (3,3) (3,4) ( J ' 5 ) {3,6) 
S • 

( 4, 1) (4,2) (4,3) { 4' 4) ( 4 ' 5) ( 4 ' 6 ) 

(S' 1) (5,2) (5,3) ( 5' 4) (5,5) ( 5 , 6 ) 

(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) ( 6 ' 6 ) 

• 

" eL DADO NO ESTA CARGADO, CADA PAREJA DE NUMEROS ES IGUALMENTE 

PROBABLE. EN TAL CASO, M=36 y M(B)=2 ( APARECE~(2,5) 0 (5,2)) 

.,> P (B) •2/36=1/18, 

PARA EL INCISO 2 EL ESPACIO DE EVENTOS ES 

S¡"'{ 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 1 10,11,12) 

PERO NO TODOS LOS ELEMENTOS {EVENTOS SIMPLES) SON IGUALMENTE PROBA-
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BLES, YA QUE, POR EJEMPLO, EL 2 SOLO APARECERA SI SE OBSERVA LA 

PAREJA (1 ,1) 1 F'.N CAMBIO EL 3 APARECERA SI OCURREN LAS PAREJAS 

(1,2) O (2.1), ES DECIR, EL 3 TIENE EL DOBLE DE PROBABILIDAD 

QUE EL 2. POR ESTO, PARA CALCUIJL~ LA PROBABILIDAD DE QUE LA SUMA 

SEA 7 ES NECESARIO TRABAJAR CON EL ESPACIO S Y CONTAR LAS MANERAS 

POSIBLES DE QUE LA SUMA SEA 7, LO CU.~ OCURRE SI SE OBSERVA CUAL­

QUIERA DE LAS PAREJAS {6,1) 1 (5,2), (4,3), (3 1 4), (2,5) o (1,6)_, 

ES DECIR, HAY 6 MANERAS IGUALMENTE PROBABLES DE QUE OCURRA EL 

EVENTO A. POR LO TANTO 

P(A) M (A) 6 1 ,._.,_, 
~~ 36 6 

PROCEDIENDO DE ESTA MANERA SE PUEDEN CALCULAR LAS PROBAB!LIDAOES 

DE QUE LA SUMA SEA 2,3,4,ETC. LOS RESULTADOS SON: 
. 

1 
P((3}) ' . P{{4}) k¡ P({S}) • "' = "' 

-P((2}) 

• h-i P({7}) 
., 

"' 36¡ P\(8})= 5 

"' P({9}} P((6}) 

P({lO}) "'~ 6 . ' 1 P((11)) • J6 y P({l2)) = J6 

" (OBSERVESE QUE r P((i))'"l 
i-2 

- ·ASIGNACUJN VE PROBABILWAVES MEDIANTE UN MODELO MATH!ATICO 

4 
.. )61 

• ft; D""""""IW 
DE 

ROBAS I L JDADES 

~reDIANTE ESTE METODO LAS PROBABILIDADES SE ASIGNAN A PARTIR DE UN 

MODELO MATEMATICO QUE INVOLUCRE TODOS LOS FACTORES POSIBLES QUE 

INTERVIENEN EN LA ALEATORIEDAD DEL FENOMENO. 

A~IGNACION DE PROBABILIDADES MEDIANTE UN 'ANALISIS SUBJETIVO DEL 

PROBLEMA. 

EN ESTE CASO LAS PROBABILIDADES SE ASIGNAN'DE MANERA SUBJETIVA, CON 

BASE EN LA EXPERIENCIA QUE SE TENGA SOBRE UN PROBLEMA SEMEJANTE, -

PROPIA O AJENA, DE CARACTER TEORICO O EXPERIMENTAL. 
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EJEMPLOS 

A) EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE UN DADO QUE NO ESTA CARGADO' 

SE PUEDE ASIGNAR A CADA NUMERO (A CADA EVENTO SIMPLE) IJNA PRO­

BABILIDAD DE 1(6, SI Ac{2,4} Y a~{S,6}, ENTONCES, PUESTO QUE 

A ~{2}U {4} Y B={S}U{6}, Y QUE LOS EVENTOS ELEMENTALES SON MU-

TUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI, APLICANDO EL AXIOMA 3 SE OBTIENEN: 

P(A)=P({2} + P({4}) " 1 + 1 ~ 1 b 6=r"'r 

P(Bj,p({S} + P({6)) = 

SI C=AUB, Y DADO QUE A Y B SON EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS: 

P{C) = P(A) + P(B) = 

ADEMA$, OBSERVESE QUE SE CUMPLE CON LOS AXIOMAS 1 y 2, YA QUE 

. P{S) = P({l}} + P{{2}} + P{{J}) + P{{4}) + P({S}J + P({6)) 

EJEMPLO 

1 1 
b+-¡;-+ • 1 

EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE DOS DADOS, ¿CUAL ES LA PROBABILI­

DAD QUE AL REALIZAR UNA VEZ EL EXPERIMENTO LA SUMA DE LOS DOS NUME­

ROS QUE QUEDEN HACIA ARRIBA SEA 7 U 11? ESTO ES EQUrvALENTE A PRE 

GUNTAR POR LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA EL EVENTO 

C ~{7} V {~1}, PUESTO QUE 17} Y {11) SON EVENTOS MUTUAMENTE 

EXCLUSIVOS: 

P(C) "'P((7}) + P({ll}) 



16 

EJEMPLO 

EN UN LABORATORIO SE PROBARON 100 VIGAS DE CONCRETO REFORZADO NOMI 

NALMENTE !DENTICAS, Y SE ANOTARON LAS CARGAS CON LAS CUALES FALLO 

CADA UNA. DE ESTA SUCESION DE EXPERIMENTOS SE ASIGNARON, EN ~~R 

MINOS DE LAS FRECUENCIAS RELATIVAS CORRESPONDIENTES, LAS SIGUIENTES 

PROBABILIDADES: 

SI A o {X: O<X<20 ton}; ' (Al • 0,17 (17/100) 

SI B • {X:20<X~40 ton};· ' (B 1 .. o. 24 (24/100) 

SI e • {X:40<X~60 ton}: ' ICI .. o. 27 (27/100) 

SI D • {X:60<X~80}; ' (DI • o .13 (13/100) 

SI E • {X:SO<Xs_lOO}; ' (El - o .11 (11/100) 

SI F • {X:l00S.X}¡ ' (F( • 0.08 ( 8/100) 

EP ( .) .. 1.00 

SI SE REALIZA UNA VEZ MAS EL EXPERIMENTO, CALCULEMOS lAS SIGUIENTES 

PROBABILIDADES: 

A! QUE LA RESISTENCIA SEA MENOR O IGUAL QUE 80 TON. PUESTO Q~E 

G •"{x: O<XS.80 ton) SE TIENE QUE G~ AUBUCUD, POR LO QUE 

P(Gl "' P(A} + P{B) + P(C) + P{D) "' 0.17 + 0.27 + 0.27 + Q)lJ = 

"' 11.8~ 

B} LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 60 TONS. PUESTO QUE 

' 
K~ {X: 60<X~~J O HQ{X; X>60} SE TIENE QUE H = DUEUF, 

POR LO QUE P(H) = E.(D) + P(E) + P(F) "'0.13 + Q,ll + 0.09 a0.32 
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C) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 40 TON, PERO CUANDO MUCHO 

lOO TON. 

PUESTO QUE I * {X: 40<X~l00} SE TIENE QUE I ·~ CUDUE 

POR LO QUE 1P(l) "'P(C) + P(D) + P(E) = 0.27 + 0,13 + 0.11., 0,51 

18. 

TEOREMAS 

OOS TEOREMAS IMPORTANTES QUE SE DEDUCEN A PARTIR DE LOS AXIOMAS 

SOll; 

Tl:OREMA 1. 

SI A ES UN EVENTO DEL ESPACIO S, ENTONCES P(AJ=l-P(A) 

DEMOSTRACION 

PUESTO QUE A Y A SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS 

Y AOEMAS AUA=S, ENTONCES, P(S)zP(A)+P(A}al 

9 p(ii)=l-P(A) 

CASO PARTICULAR; PUESTO QUE P(§)•l-P(S)=O Y §=g, SE TIENE QUE 

P(J)zO 



TEOREMA 1. 

SI A Y B SON DOS EVENTOS CUALQUIERA DE S, ENTONCES 

P(AUBJ~P(A)+P(B)-P(AnB) 

DEMOSTRACION 

SEA EL DIAGRAMA DE VENN: 

S --j 

8 

' 

AUB= (Ar\B) U (ME) U (Bflii.). PUESTO QU~ AllB, A(lB-.._ Y Bflii. SON MUTUA.'IE~TE 

EXCLUSIVOS, SE TIENE QUE P(AUB)=P{A(IB)4'(Mii)+P{Bf\XJ. 

SUMANDO Y RESTANDO P (Ar\B) Y AGRUPANDO TER!'!INOS SE OBTIENE 

P(}IJJB) "' [P(A/lB)"!"P(Ailii)}+[P{A/lB)+P(B!IA.Jj-P(MB) 

PERO A~ (Mii) U (MBJ-:> P {Af\B) +P (AI'\ii) ,p (A) 

Y B= (Af\B) U (B(lii.) =)P (MB) +P (B{)ii,) =P (B) , POR LO QUE 

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A/lB) 
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.JH.EMPLO 

EN UNA URNA SE TIENEN 26 TIRAS DE PAPEL Y EN CAqA UNA SE ENCUEN­

TRA ANOTADA UNA LETRA DISTINTA DEL ALFABETO. CALCULE LA PROBA-

BILIDAD DE QUE AL EXTRAER AL AZAR UNA TIRA: 

Al SE OBTENGA UNA VOCAL 

"' SE OBTENGA " o ' 
C) OCURRAN C. Y D, DONDE C={x,.v.~l 

D=lb,c,y,zl 

O ) OCURP.A C. O D 

R,.Apuu.ttu. 

A) A-={a,a,l,o 1 ul ,, B;=l ... ,al .. >P(B) 

C) F• Cf\0"' {y' z J 
• 

•>P(A}~ 

' - "' ">P{Fl • 

5 

"' 
' "' D) E• CUD= (b,c,x,y,z} =>P(E) 

o P{E)•P(C)+P(Dl-P(CnD) 

P(CrlD).,P(F)= k =>P(E)• 

• 

y 

5 

"' 
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REGLAS VE CONTEO 

AL ASIGNAR PROBABILIDADES A LOS EVENTOS APLICANDO LA TEORIA CLA-

SICA ES NECESARIO ~ALCULAR N(A) Y N PARA APLICAR LA FORMULA 

P(A)=N(A)/N. 

SEAN, POR EJEMPLO, LOS EVENTOS A={b,c} Y B•{a,a,i,o,u) CON LOS 

CUALES SE FORMAN PALABRAS DE DOS LETRAS, LA PRIMERA DE A Y LA 

SEGUNDA DE B. EL EVENTO QUE SE FORMA ASI ES 
• 

C=(xy: xeAl yl:B)1.' 

SI ENUMERA.."'OS LOS ELE."!ENTOS: 

CON LA b• ba,be,bi,bo,bu } 10 ELEMENTOS 
CON LA o' ca,ce,ci,co,cu .• 

SIN EMBARGO, LA SOLUCION SE PUEDE OBTE~ER RAPIOAMENTE SIN NECE-

SIDAD DE ENUMERAR TODAS LAS POSIBILIDADES, OBSERVANDO ou• LA PRI-
. 

MERA LETRA SOLO PUEDE SER DE' DOS TIPOS b 0 e·, MIENTRAS QUE LA 

SEGUNDA, DE CINCO TIPOS a,e,i,o,u, POR LO QUE EL TOTAL DE ELE­

MENTOS ES 2x5=10, ES DECIR, EL ~TO C PUEDE OCURRIR DE 10 MA­

NERAS DISTINTAS E IGUALMENTE PROBABLES. 

REGLA VE LA MULT!PL1CAC10N 
EN GENERAL, SI DOS EVENTOS, A y B, PUEDEN OCURRIR DE N(A) Y N{B) 

MANERAS DISTINTAS, RESPECTIVAMENTE, ENTONCES EL TOTAL DE MANERAS 

EN QUE AMBOS PUEDEN OCURRIR, EN EL ORDEN INDICADO, ES N(A) X N(B). 

ESTA REGLA SE PUEDE GENERALIZAR A MAS DE DOS EVENTOS. 

.. : 
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E,TEMPLO 
':'•.'1'':1·.·- rl)?; 

¿ClJI'.NTOS NUMEROS PARES DE TRES "ciFJiA_S_SE PUEDEÑ FORMA!!. UTILIZAN-

,..,., .. ~., _,.. 1 " .,~·-"; ;·;;_·.r.onq n .... ·l·- .<.\.u 
9, 'SIN"-QUE SE USE EL MISMO OlGlTO EN LAS 

DECENAS Y LAS CENTEÑÁS? 
,• '( (,:..¡ :-1 ·-··;.;· '_·¡q~i'!3;:;~..,. ---- -· 

,!'\ ,_,,. (. " 
SOLUCION.- 'EAN ca' EVENTOS 

A "'ÍX: X ESTA EN LA' CENTENAS} 
... . - ' . • ''j<;;•,;C.i ;,!')<¡ 'v.~- .. 

.. , . ' :• 1 .• • • " ~-- •· • =(Y: y ESTA EN LAS DECENAS) 

• '" ;.•'·u~! 

e = { z: ' ESTA '" LAS UNIDADES y 
~' PAR) 
• 

D "'ÍXYZ: x~A~ YcB¡ z ~el 'll'." ; ~- . ~ :·;:-t)<'::J 

: ;-OTl'J.v3.:1. 2r.1 ZO~/J!31'U!r.l I?. 

PUESTO QUE NO SE PERIUTE REPETICiqN DE,. ?~¿>.;~?~!- .. f1 ,(A]"'f:• Yt-!1 (,~!,4 • 

ADEMAS, PUESTO QUE EL NU!.U:RO.OEBE~SER PAR, N(C).,2, POR_,LO¡TANTO 
e .J,..-,.~, .. ,. •. •· .... 

N(D) = 

.•• ,.,-~':la:O , z:;¡-!j.;CilJI<:>IaOq 2!1,1 Gt;OO'; R.."V!:.U!l!IU ;IQ OAQ12 
Sl EL ULTIMO DIGITO NO TUVIESE QUE SER PAR: So{XYZ: XfA7YCB¡Z~Pf 

-:-•n•3r~ -~o,~ E:O<!J'f 2.00 .m sn¿ ,¡oJeq OJ02 AJ!TJ.l ..v,;¡;• 
DONDE F~{Z: Z ESTA EN LAS UNIDADES} 

ENTONCES 
~f!J-. \d F..:·q .u,o,l,o,r. 

NCFJ~S Y ~(S)=Sx4x5~100, 

C''l'J !'~':'0, CALC'Jf,EMOS L.~ PRO~!_L.:t:DA,D DB·.OOEtSr,JEII ESPACIOlDEfEvENTOS 

. ,.., • .;\..,~"'T!''Ii< JJ <Q l.li:'-1\: 
ES S Y SE ANOTAN TODOS LOS NUMEROS DEL MIS'W.:-Ji:N~UNA~-'l'IRA-be-P¡\t'Bt;·;­

-- , __ ....... ··~-::··,'t'l ,& ·,- ,• • .,---.~:·:;-t:;¡ 200 !2 ,.!.."\J\.'!;13;) t,¡J 
AL SACAR UNA AL TIZAR DE UNA URtlA, EL NUMERO SEA PAR: 

• • ¡_--:¡ ,:,. _:r;,•,::-'_'~·•?"":!.fl ,2A'iHL'<liQ C:/JI311AM 

p (A) ~ 
N (A) • 

N 



EJEMPLO 

EN UNA CAJA SE TIENEN TRES PERFORACIONES NUMERADAS DEL UNO AI, 

TRES, SI SE HECHAN EN ELLA TRES BOLAS TAMBIEN NUMERADAS DEL 1 AL 

3 Y SE AGITA LA CAJA, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE NINGUNA BO!..A 

CAIGA EN LA PERFORACION __ QUE -TIENE SU NUMERO (EVENTO A} 

2 

2 POS lB ILIDADES 

N (Al_ "' 2x1x1"'2 

N .. 3:-t2x1=6 

p (A} N(AJ 
• -N-= 

3 

· 1 POSIBILIDAD 

/ 
1 

' ./ 

/ ' 2 

' / 8 
' 

1 POSIBILID/,P 
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EJEMPLO 

SE DISPONE DE TRES BANDERAS: UNA BLANCA, UNA NEGRA y UNA VERDE. 

1- SI CADA PAREJA DE BANDERAS DE DISTINTO COLOR CONSTITUYE UNA 

SENAL, ¿CUANTAS SE~ALES SE PUEDEN HACER SI EL ORDEN DE COLOCA-

CION DE LAS BANDERAS ES IMPORTANTE (EVENTO A)? 

2. SI TRES BANDERAS TAMBIEN CONSTITUY~N UNA SENAL CUANDO TODAS 

SON DE DIFERENTE COLOR ¿CUANTAS SE9ALES PODEMOS HACER CON LAS 

3 BANDERAS A LA VEZ (EVE:JTO B)? 

N (ll) = Jx2xl .. 6 

3. ¿CUANTAS SE~ALES SE PUEDEN HACER CON DOS O TRES BANDERAS EN LAS 

CONDICIONES k~TERIORCS (EVENTOS C)? c"'AUb 

N(C) = N(A) .¡. N(B) = 6+6=12 

4, SI CADA SE~AL DEL EVENTO C SE DIBUJA EN UNA TIRA DE PAPEL Y 

LUEGO SE COLOCAN EN UNA URNA, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE 

SI SE TOMA UNA AL AZAR, 

A) SALGA UNA SE~AL ESPECIFICA (EVENTO F): ·(SsC) 

P(F) = N(l')/N(C) "1/12 

B) SALGA UNA SEflAL CON DOS BANDERAS POR LO MENOS (EVENTO G): 

G=C =>N(G)=12 ~P(G) .. H .. 1 

C) SALGA UNA SEnAL CON DOS BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE (EVE~TO H): 

N(l!) = lx2+2xl=4 =>P(!!) 4 1 =rr "' ! 
0) SALGA UNA SlmAL CON TRES BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE (EVENTO I) · 

N(I)~ lx2x1+ 1XlX2+ 2xlxl a6 

P(I)~ 6/12 "' 1/2 - 50% 
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E) SALGA UNA SERAL CON DOS O TRES BANDERAS EN QUE SE USE UNA 

VERDE (EVENTO_.J) 

J : HUI ~>N(J) = N(H)+N(I) • 4+6•10 

p (.J) = 10/12 ~ 5/6 

PERMUTACiONES 

26. 

EL ARREGLO DE N OBJETOS EN CIERTO ORDEN SE DENOMINA PfRMtnACION, 

POR EJEMPLO, TODAS LAS PE~~UTACIONES QUE PUEDEN HACERSE CON LAS 

LETRAS A,B,C SON: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA, EL TOTAL ES 

3x2xl=6 PERMUTACIONES (N=)) • 

•• EN -GENERAL, EL NUMERO DE PERMUTACIONES ES N{N-1) (N-2) (N-3)x •.. xl.,N! 

EJEMFLO 

¿CUANTAS PER~UTACIONES SE PUEDEN HACER CON S OBJETOS? 

S~ ~ Sx4x3x2x1=120 

EJEMPLO 

EN UN LIBRERO SE COLOCARAN AL AZAR ?.LIBROS, ·cALCULEMOS LA PRO-

BABILIDAD DE QUE EL DE HISTORIA Y EL DE GEOGRAFIA QUEDEN JUNTOS 

(EVENTO A). 

P(A) • N(A)/N 
. 2! -• 

N=7! • 7x(6x5x4x3x2xl) = 7x6! 

N (A) • 2!x6! ¡ P(A) "' 
2! x6: 

" 
• 2!x6! = 2 

7 x6! 7 
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EJEMPLO 

EN UNA ·Ufu'iA SE TIENEN 6 ESFERAS, DE IJ\.5 CUALES 3 SON BLANCAS Y 3 

SON NEGRAS. 51 LAS SEIS SE EXTRAEN AL AZAR, UNA TRAS OTRA, SIN -

REJ.!PLAZO LA ?ROBABILIDAD DE QUE LAS 3 BLANCAS SALGAN EN FORMA CON 

SECUTIVA {EVENTO FJ ES: 

1 
1 

1 

1 
1 

/ 

\.. 
" b 
/ 

3! 
Á 

/ 
b 

\.. 

--, 
" / 

1 

"I/ 
b 1 n 

/ \.. 1 \.. L _________ _ 

N(F)=3!x4! ;N.,6! 

P(,F') "N(P)/N"' 

P(Yl = Jx2xl 
6x~ 

3!x4'. 

4! 

J! X 4! 
6x5x41 

' / ' / ' n n 
/ \.. _/ \.. / 

LA PRODADILIDAD DE QUE LAS TRES BLANCAS SALGAN AL PRINCIPIO(EVENTO G) 

ES' 

N(G),J!xJ! ' p {G} "' 
J! X 3! = l =" 
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27. 

EN lJNA URNA SE TIENEN 7 SOBRES IDEm'IOOS Y CADA UNO COOIENE UN BILLETE DE 

OIFERENrE IlmMIN.I>J:ICN {1,5,10,Z0,50,100 y 500 PESOS) •. 
¿QJAL ES LA PROBABILIIWJ DE 1,5 ,SO y 500 PESOS SALGAN CONSECUTIVAMENfE E.'l 

CUAl..QJIER ORDEN, SI SE SACAN I.C6.SIETE AL /4ZAR, UN) TRAS OI'RD (EVEm'O A)? •. 

1 ---- ---- --1 

iQJ Q] ~ lsooll [!QJ ·~ l1ool 
L ____ ------ _____ r 

N(A) • 4)x4!; N--7! 

P(A) "4'x4' ~·~·x~4~!,. " . . .. 
7! 7x6i5x4! 

'4x3x2x1 4 
• 7X6:XS • 35" 
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PERMUTACIONES PARCIALES 

EL NUMERO DE MANERAS EN QUC SE PUEDEN ORDENAR N OBJETOS TOMANDO 

PErENrES: 

N! 
., (N-r\! 

ESTO ES EQUIVllLENTE A DECIR QUE NPr ES EL NUMERO DE DIFERENTES 

l-IANERliS EN QU!': r OBJETOS FUEllEN SER SELECCIONADOS DE N OBJETOS 

(r~tl) SHJ ;{En!PLAZAR NINGUNO DE ELLOS AL LOTE ANTES DE SACAR EL 

SIGUIENTE, 

OBSERVESE QUE SI r~N: 

N! N! 
7i:iifT ... .. N! (t:-N)! iff 

EJEMPLO 

SI SE TIENEN LAS LETRAS A1B1C1D, EL NUMERO DE MANERAS EN QUE SE 

PUEDEN ORDENAR TOMANDO DE 2 EN 2 ES 

P 4! ~ 4x3x2! = 12 42"'(4-2)! 

EL CONJUNTO DE ESTAS POSIBILIO!,QES ES: 

S ={AB,AC,AO,BA,BC,BD,CA,CB,CD,DA,DB,OC} 

OBSERVESE QUE CUANDO EL ORDEN ES IMPORTANTE, A~ NO ESLO MISMO QUE 

CA, ETC. 

~PROBABILIDAD DE QUE SALGAN CONSECUTIVAMENTE Y EN EL ORDEN 1,5, 

50,500 ES: 

N[B)= lx4l , P(B)= 4! 
, '''x'6"x"5"x'l4C!- , 

1 
;m¡ 
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COMBINACIONES 

CUANDO EL·ORDEN NO ES IMPORTANTE, ES DECIR, SI EL AGRUPAMIENTO 

GA ES EL MISMO QUE EL AC, A LOS AGRUPA!-!IENTOS SE LES DENOMINA 

COMBlNACTONES, POR EJEMPLO, SI SE FORMARA UNA COMISION DE 2 INDI~ 

VIDUOS DE UN GRUPO DE 8 TOMANDO SUS NOMBRES AL AZAR DE UNA URNA, 

Y DESEAMOS SABER CUANTOS COMITES DE 2 MIEMBROS POORIAN FO~~ARSE 

C:OMO RE,SULTADO DEL PROCESO, ENTONCES LOS RESULTADOS (PEDRO, JOSE) · 

Y(JOSE, PEDRO)CONSTITUIRIAN EL MISMO COMITE, ES DECIR, NO IMPOR~ 

TARIA EN QUE ORDEN SE SACARAN SUS NOMBRES DE LA URNA, 

ASI,. SE PUEDE DEMOSTRAR QUE EL NUMERO DE CO'IBINACIONES POSIBLES 

DE FORMAR DE N OBJETOS TO"'ANDO DE r EN r ES: 

~- N -¡¡~N~' nrr '" <.r) ~ (N-rl!r! 

ESTO EQUIVALE A DECIR QUE ~r. ES EL NUMERO DE MANERAS DISTINTAS EN 

QUE r OBJETOS PUEDEN SELECCIONARSE DE N (r::_N) Srll REE/lPLA.ZO Y SlN"Hí· 

PORTAR EL ORDEN EN (¡]E Al'NWZCAN 

Ul1\N!:O ON:) SE ENF'REm'A A lN PR::lBLEMA CUE IMPLICA LA REPETICION DE UN EXPE--· 
RIMENTO, ES NECESARIO DETERMINAR SI HAY O NO REEMPLAZO DE LAS 0.9SER­

BACIONES, POR EJE!>'..PLO, EL REPETIR EL LANZAMIENTO DE UN DADO Y OD­

SERVAR CADA VEZ EL NUMERO QUE QUEDA HACIA ARRIBA LLEVA IMPLICI'W 

QUE HAY REEMPLAZO, 
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EJEMPLO 

UNA CAJII, CONTIENE 10 FOCOS, DE LOS CUALES 3 SON DEFECTUOSOS. SI SE 

LECCIONA.-'o!OS 4 AL AZAR SIN REEMPLA'W 

A} ¿CUANTOS SON LOS RESULTADOS POSIBLES, ES DECIR, CUANTOS ELEMEN 

TOS TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS? 

., 10x9x8x7 "' 5040 

B} ¿CUANTOS ELEMENTOS DE S TIENEN COMO PRIMER RESULTADO UN FOCO -

DEI·'ECTUOSO Y TRES FOCOS BUENOS EN LOS OTROS TRES? 

í " b 

'-. _/ 

N(A) " 3 x (7x6x5) • 630 

e) P (.A) => 630/5040 "' 63/504 

/ ' b 

'-. / 

/ " b 

" / 

7l 31 7! 
(~-3)! "' 2¡ X --:rr-

Cj ¿CUANTOS ELEMENTOS DE S TIENEN UN FOCO DEFECTUOSO Y 3 BUENOS? 

N(Bl = 4 x 
3

P
1 

X 
7

?
3 

= 4x630 = 2520 

.. )1'031 .. ~ .. ~ 7p3 
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PERMUTACIONES DE GRUPOS DE OBJETO~ 

~EL NUMERO DE PERMUTACIONES POSIBLES DE N OBJETOS DE LOS CUALES 

SE TIENEN Nl IGUALES ENTRE SI EN EL PRIMER GRUPO, N 
2 

IGUALES 

ENTRE SI EN EL SEGUNDO G~UPO, ETC, HASTA NK IGUALES EN EL K-ESIMO 

GRUPO (LOS GRUPOS SON DISTINGUIBLES ENTRE SI), DE MANERA QUE 

Nl + N2 + ..• + NK ~N QUEDA DADO POR LA FORMULAt 

p N' 
.N N1 ,N2 ,.,,,NK"' N 'N ' N , 

1' 2''" K' 

EJEMPLO 

EN EL INCISO C DEL EJEMPLO ANTERIOR SE TIENEN DOS GRUPOS EN U. 

MUESTRA, EL DE DEFECTUOSOS CON UN SOLO ELEMENTO, ES DECIR u
1
=1, 

Y EL DE BUENOS, CON TRES ELEMENTO~ N 2~3, QUE SE PERMUTAN POR GRUPO 

4' 
~ rr!r ~ 4 MANERAS DISTINTAS, 

EJEMPLO 

ENUMERE LAS PERMUTAC:ONES QUE SE PUEDEN HACER CON DOS GRUPOS DE 

BOLAS, 2 NEGRAS Y 2 BLANCAS. 

b b n n 
nl -2 

b n b n 

b n n b n2 • 2 

n b b n 

" 4p2' 2 • • 6 n n b b 2! 2 : 
n b n b 



EJEMPLO 

UNA CAJA CONTIENE 25 TRA.~SISTOIU:S DE LOS CUALES 3 SON DEFECTUOSOS. 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE, SI SE EXTRAEN 5 AL AZAR SIN 

REMPLAZO, 

Al SE OBTENGAN LOS 3 DEFECTUOSOS 

Bl SE OBTENGAN SOLO 2 DEFECTUOSOS 

Cl SE OBTENGA SOLO 1 DEFECTUOSO 

DI NO SE OBTENGA NINGUNO DEFECTUOSO? 

SQLUCtON: 

"' Al N(Sl " 25P5 = 7~2S~!~ " =, (25 5}! "U: 

GRUPO DE 3, N1=3 r------, 
¡ D O O l 

1 ,,, 
¡__ --- .:_ _ _ _l 

N {Al = 
,,, • 221?2 

N (Al • 60 
22: 
2o! 

,·;5P3,2 -

6022 
221 p (Al >liT 60 = 25 • 25! = 

GRUPQ DE 2, N2=2 
r-----r 

B B 
l '--v----' 1 D"DEFECTUOSO 

p 1 B=BUENO 
._2~:..- _..l 

3! • 22l • 5l 
(22-21 ! j ! 21 

= 60 
13800 



N(B) "' 3! 

P(Bl "' 

Cl 

P (C!. "' 

.15 22! = 25! = 
Dl ,. B 

22 ! 
m 

-
B 

V 

22PS 

p (0)•6840/13800 

~ .. 60 

22! 
m 

22! 
19.! 

15x20x19xl8 1 
• = 

B B¡ 

• 

JJ . 

3! . 22: 
D-2) ! C22-3)! 2! xl: 

• 

N(C) 221 
.. 3 (22-4[1 JI: 

5 
1 !x4! 

!{{Cl • 3 22! 
18! 

5700 
" 13800 

N (Dl • 

P (Dl • 

zzPs = 

22!/17! 
251 
m 

Sx4! .. 15 lx4! 

22! 
(22-5!! • 

= 

22! 
m 

2 2 ! 

= 

OBSERVES E QUE EN ESTE EJEMPLO fiEMOS CALCULADO LAS PROBAS ILIOADES DE 

TODOS LOS ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL "NU~~ 

RO DE DEFECTUOSOS QUE SE PUEDEN OBSERVAR EN UNA SELECCION AL AZAR DE 

5 ELEMENTOS", EN LA CUAL SOLO SE PUEDEN TENER 0,1,2, 0 3 DEFECTUOSOS, 

SS -DE't:IR, 
S .. - {0,1,2,3} 
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VERI~IQUEMOS QUE, EN EFECTO, P(S] = 1: 

P(S) = P({O}) + P({l}) + P({2)) + P{{J}) 

6840 5700 
- lJBoo + 13soó + + 

- 1 
... 
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- PROBABILrDAD CONDICIONAL. 

LA PROBABILIDAD CONDICIONAL, PCA!BJ, DEL EVENTO A., DADO QUE EL B 

HA OCURRIDO SE CALCULA CON LA FORMULA 

• 
PCAIBJ .. 

EVENTOS INDEPENDIENTES 

? (AfiE} 
p(Bl P (B} >0 (.J.l ... 

SI DOS EVENTOS, A Y B, SON INDEPENDIENTES, LA PROBABILIDAD DE A 

NO SE ALTERA SI OCURRE EL EVENTO B 1 ES DECIR, DOS EVENTOS SON. 

INDEPENDIENTES SI 

PtAIBl = P(Al 

EN TAL CASO, DE LA ECOACION ~ ¡ 

P(AflB)_ ,. P(A! X P(Bl. {1' l 

PUESTO QUE PCAf\Bl - N(A(\B)(N(Sl Y P(B)_ • N(Sl/N(.SJ LA ECUACION 1. 

SE PUEDE ESCRIBIR COMO 

N (N\8) 
N (S} 
N(B~ 
N (SI.' 

N (Afia} 
Nt$\ 

S 

,, 

EL TRABAJAR CON LA ECUACION 2 EQUIVALE A EMPLEAR UN ESPACIO DE EVEN 

TOS REDUCIDO DE S A B. 

EJEMPLO 
'"'' 

EN UNA URNA HAY 10 TRANSISTORES BUENOS Y ~O DEFECTUOSOS, ¿CUAL ES LA 

' PROBABILIDAD DE SACAR UNO BUENO Y UNO DEFECTUOSO (EN CUALQUIER ORDEN) 

AL REJI.LIZAR DOS EXTRACCtoNES AL AZAR?, SI HAY REEMPLAZO DEL PRIMER 

TRANSISTOR OBSERVADO? 
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~AY VARIAS FORMAS DE RESOLVER ESTE PROBLEMA: 

l. PUESTO QUE EL NUMERO DE DEFECTUOSOS ES IGUAL AL DE BUENOS, SE 

PUEDE FORMULAR EL SIGUIENTE ESPACIO DE EVENTOS, EN EL QUE 

TODOS LOS ELEMENTOS SON IGUALMENTE PROBABLES: 

S " ( {d,d), {d,b), (b,b), (b,d) l 

EL EVENTO DE INTERES ~Sl 

, A • { (d,b), (b,d)) 

POR LO QUE N(S) ~ 4, N{A) a 2 

Y P(A) a 2/4 - l/2 

.2. ¡iAY 10 x 10 l".ANERAS DISTINTAS DE QUE SALGA PRIMERO EL BUENO Y 

LUEGO EL DEFECTUOSO,· Y'OTRAS TANTAS DE QUE OCURRA DE MANERA 

INVERSA. POR LO TANTO: 

J. 

N(A) - (10 X 10) X 2 = 200 

N(S) • 20 X 20 " 400 

P(A) ~ 200/400 = l/2 

SEAN LOS EVENTOS 

B • {BALE PRIMERO EL BUENO Y LUEGO EL DEFECTUOSO}: 

F • {SALE PRIMERO EL DEFECTUOSO Y LUEGO EL BUENO) "' 

D • {SALE PRIMERO EL BUENO} 

E • {SALE SEGUNDO E~ DEFECTUOSO} 

o • {SALE PRIMERO EL DEFECTUOSO] 

R ~ {SALE SEGUNDO EL BUENO} 

. 
( {b' d)} 

{(d, b)} 

POR LO ThNTO, AL REALIZAR LAS DOS EXTRACCIONES CONSECUTIVAMENTE: 

B'" ME y F = O(\R 



• 

SI A: {SALE UNO BUENO Y UNO MALO} = BUF 

SE TIENE QUE P(A) = P(D)+P(F) 

YA QUE B Y F 

P(B) = P(Dr\E) 

SON MUTUk~E~TE EXCLUSIVOS, Y 

10 lO lOO 1 
• 20 x ro= m~¡ 

P(F) = P(OnR) =~X~= i 

3 "; • 

YA QUE O Y E, Y O Y R SON INDEPENDIENTES. ESTO- CONDUCE A 

P (A) = ! ' 4 

RESOLVAMOS AHOR~ ESTE PROBLEMA SI NO HAY REEMPLAZO: 

P (DnEJ = P(E!D)P{D)= ~~X ;~ ~ 10 JB• YA QUE 

P(D) ~ 10/20, P(E!Dl = 10/19 ANALOGAMENTE, P(F) 

POR LO QUE p (A) D ~~ + ~~ .. t~ . 
IWEPENDEIICJA OE UN GRUPO VE EL'EI«OS 

EN GENERAL, LOS EVENTOS A1 , A2 , .•• ,~. 

SON INDEPENDIENTES SI, Y .SOLO SI, 

10 
= 38' 

PARA CUALQUIER GRUPO DE ENTEROS K1 , K2 , ••• ,KR' CON KR~M (TODAS 

LAS PAREJAS, TERCIAS; ETC, DE EVENTOS POSIBLES DE FO~~SE DEBEN 

SER INDEPENDIENTES). 

DICHO DE OTRA MANERA, LOS EVENTOS A
1

, A2 , •.. , AM SON INDEPENDIENTES 

SI LOS ELEMENTOS DE TODOS LOS SUBCONJUNTOS POSIBLES DE R={Al,A2'"''' 

SON INDEPENDIENTES . 



. . 

38. 

EJEMPLO 

S! M~3, Al' A2 Y ~J SON INDEPENDIENTES SI, Y SOLO SI, 

, PCAzftA3 ) "',PCA2J,p(A3J 

P (Al\A-¿f\A
3

) ,. P (Al) P (A
2

) P (A 3 
• 

TODAS LAS COMBINACIONES QUE PUEDAN 

FORMARSE CON DOS EVENTOS: 

SI M=4, PARA QUE A
1

, A2 , AJ y A4 SEAN INOEPENDIEtiTES SE REQUIERE 

OtJE SE CUMPLA QUE 

P{Ai\Aj1A4 ) - P{A2 )P(A3 )P(A
4

J 

P{A{'AJ/IA4J = P(A1 )P(A3 )P(A
4

) 

p (Ali'\A2) • P(Al)P{A2 ) 

P (Af'A3 ) • p (Al) p (A3) 

P(Al'IA4 ) • P{A
1

JP(A
4

) 

PCAf\A3 J "'P(A2 JP(AJ) 

P (Af'A 4) ;Oc PCA
2

)P{A 4 J 

P CAJ"A4 l = P{A))P{A4 ) 

TODAS LAS COMBINACIONES DE 

TRES EVENTOS QUE PUEDAN FOR-
C 4! 

MARSE = 4 3 = = 4 3! 1! 

TODAS LAS COMBINACIONES DE 

OQS EVENTOS QUE PUEDAN FOR-
C 4! _ 

MARSE = 4 2 • 2! 2! - 6 

• 



EJEMFLO 

LA URNA A CONTIENE 10 ARTICULOS, DE LOS CUALES ) SON DEFECTUOSOS; 

LA URNA B CONTIENE 6 ARTICULOS DE LOS CUALES 2 SON DEFECTUOSOS. 

SI SE SACA AL AZAR UNO DE CADA URNA: 

a. ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QU~ UNO SEA DEFECTUO­

SO Y EL OTRO NO (EVENTO R)? 

SEN LOS EVENTOS 

e = {(DEFECTUOSO DE A, BUENO DE B)} 

" "' ((DEFECTUOSO DE '· BUENO DE Al) 

EN .TAL CASO 

p (C) = J -x 4 --· 1 

10 6 5 

p (O) 2 7 7 = X • 
6 10 JO 

P (R) = P(C) • p {O) • 1 • 7 • 1J 

5 JO JO 

b, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE LOS DOS SEAN DEFECTUO­

SOS (EVENTO T)? 

T ~ ((DEFECTUOSO DE A, DEFECTUOSO DE B)} 

'. 

p (T) "' 
J --x 
10 

2 --. 
6 

1 

10 

¿ CUAL 
" LA 

PROBABILIDAD 

NOS { EVENTO VI? 

V= ((BUENO DE A, BUE~O DE 

p (V) ' 
7 -x 4 • 7 

10 6 15 

OBSERVESE QUE P(R) + P(T) + P(V)a lJ 

JO 

DE QUE LOS DOS SEAN 

B)} . 

. "1 7 +-+----=1 
10 15 

BUE 



:l 9 • 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO SOCIOLOGICO SE INTERROGARON 1200 PERSONAS DE UNA 

COLONIA RESIDENCIAL, Y SE OBTUVIERON LOS SIGUIENTES DATOS: 

VARONES D~iAS VARONES DAMAS 

BI'.JO 

250 150 350 1200' 

SI A = {VARON) , B = {CON TITULO) 

e m !GUSTO ALTO} 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SI SE SELECCIONA UN CIUDADANO AL 

AZAR DE LA MISMA COLONIA, ESTE SEA VARON, TENGA TITULO Y GUSTO 

ALTO POR LA MUSICA? 

POR EL ~lETODO FRECUENCIAL: 

NUMERO DE VARONES m 250 + 350 m 600 

NUMERO DE PERSONAS CON TITULO • 250 + 150 • 400 

NUMERO DE PERSONAS CON ALTO GUSTO POR LA MUSICA CLASICA • 600. 

POR LO TANTO 
' 

P(A) = 600/1200 = 1/2, P(B) = 400/1200 = 

' P (C) = 600/1200 = 1/2 • PUESTO QUE 

D = Af\Bf'IC y A, B Y e SON INDEPENDIENTES, 

P(O) 1 
" ,- . ·1 1 1 

"J.x2"'ll 

o e OTRA MANCRA: P(D)* 100/1200 .. 1/12. 

1 , .. 

SE TIENE QUE 



LEV GENERAL VE MULTIPLTCACION.'~ 

DE LA ECUACION (1): 

P(AflB) • P(AjB)P(B) 

ESTA ECUACION SE PUEDE GENERALI~AR A MAS DE DOS EVENTOS AS!: 

P (E 1nEll., .nEk) =.P (El) P (E2j E1 ) . , .P (Ek j El'E2 , ••. ,Ek-l) 0) 

POR EJEMPLO, SI K=4 

P(E{JE{IEflE4 ) = P(E1 )P(E
2

jE1 )P(E
3

je1 ,E 2Jx 

X P(E
4

je
1

, E
2

,E
3

) 

EJEMPLO 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE AL EXTRAER SIN REEMPLAZO CDATRO 

CARTAS AL AZAR DE UN PAQUETE DE 52, ~S DOS PRIMERAS SEAN DIA­

MANTES Y LAS DOS ULTIMAS SEAN CORAZONES (EVENTO E)? 

SEAN A"' {LA la, ES DIAMANTE),, B ={LA 2a, ES D!A!-iANTE}, 

C"' {LAJa, ES CORAZONJ, 

Ell TAL CASO 

E= Anatr.r\D " { (_d,d,c,c}}. 

D·={LA 4a. ES CORAZON}. 

P(A) = 13/52, P(BjA)=12/Sl, P(CjA,B)=lJ/50 

APLICANDO LA ECUACION ~ SE OBTIENE 
' 

P(E) - 13 12 13 12 - 78 
- 52 5T 50 49 - 20825 

SI LOS EVENTOS Ei QUE APARECEN EN LA ECUACION (3) SON !NDEPEti­

DIENTES, ENTONCES 

P(e
1
ne

2
n.,.nEk) = P(E

1
JxP(E

2
Jx ••• xP(Ek) 

QUE ES LA LEV GENERAL VE MULTIPLICACION 

.· 



"' 

EJEMPLO ' 
SE TIENEN EN UNA URNA TRES BOLAS BLANCAS ·Y TRES NEGRAS, ¿CUAL 

ES LA PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN LAS TRES BLANCAS AL PRIN-

CIPIO SI SE EXTRAEN SIN REEMPLAZO SUCESIVAMENTE LAS SEIS? 

l. bbbnnn 

3 ! ' " 

2,(bbijnnn. 

J • 

PROBABILIDADES : 

b b b 

1 ¡ 1 
1 2 1 
254 

CON PERMUTACIONES: 

N(A)=3!x3! 

N(S) "" 6! 

P(A) = 3! 31 / 6! • 1/20 

CON PERMUTACIONES POR r.RUPOS: 

N (A) = 1 

N(S) = ~- 20 ,, -
P (A) = 1/20 

! 
1 

CON PROBABILIDADES CONDICIONALES: 

1 2 1 1 
P(A) = 2 X 5 X 4 • 20 

' 

' 



4 o' ' 

AHORA, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE LAS TRES BLANCAS APAREZCAN 

CONSECUTIVAMENTE? 

l. 

2, Bn n n 

• 
CON PERMUTACIONES¡ 

'(
., - 3!4! 1 o-.....,--•-5 

• 

CON PERMUTACIONES POR GRUPOS; 

4' 
= &. .. 4, • 20 

P(A) = 4/20 = 1/5 

3. 

PROBABILIDADES: 

b b b n n n 

t t¡-
1 2 1 t 
2 5 ¡ 1 

CON PROBABILIDADES CONDICIO­
NALES: . 

1 2 1 4 1 
P(A)"'(2x5x4)4P1,3=20 = ·5 



4 o ' ' ' 

EJEMPLO 

DE UN LOTE DE lOO EJES DE RELOJERIA SE EXTRAEN CUATRO AL AZAR SIN · 

REEMPLAZO, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN DOS DEFEC- ' 

TUOSOS {EVENTO A) SI EN EL LOTE HAY 20 POR CIENTO DE DEFECTUOSOS? 

1, 

2, 

4p2J.." 6 
• 

d d b b 
t ! t t 

PROBABILIDADES~ 
20 19 80 79 
>00 ... ... .,. 

CON PROBABILIDAD CONDICIONAL: 

P {A) 
19 ,. 80 

98 };6 .. 0,15 

.. 

CON PERMUTACIONES PARCIALES Y EN GRUPOS: 

d d b b 
2 o: BO! · " ' p {A) = m m mr 

10 • 
96 ! 

= 

• 

' 
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LEY GENERAL PE LA. A.VlClON 

SI TODOS LOS EVENTOS Ei SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE" SI, 

EL AXIOMA 3 TAMBIEN SE GENERALIZA A: 

• 

• 

. ' 
• 



1 1 

; 1 

' 

51. 

P({150})_P(A2 1 {15~}) 

P wso }1 A2 >· .. ooC. 22-xi<1or.:<60oi17'l6C++-&oo. s,-ixSoC.lJ'77o9"7c+,-,o>.C205r>x'OoC.ooT122>7 

. -c,r<><c.o'c·"'i'~'~'~'-.cc1rn"' = o.121s2 0.12152 + 0.19975 + 0.00318 0,31445 

P({200))P(A
2

1 {200}) 

0.31445 = 

p ({ 250}) p (.1\.21 { 250)) 
P({2SOJIA2)= 0.31445 "' 

•:]UE SON IGUALES A-.LAS ANTERIORES. 

0,19975 
0.31445 

0.00318 
O, Ji445 = 

- o. 604 

o. 010 

.. 0.366 

CON LO ANTERIOR SE DEMUESTRA QUE LAS PROBABILIDADES SE PUEDEN ACTUA-

LIZAR CONFORME SE VA OBTENIENDO NUEVA INFORMACION EXPERIMENTAL. 

• 1 

1 

. ·, 

• 
• 
. ,_ 

• ' ' " . .. 
• • 
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V~RIA6LES ~LEATORIAS 

CLASIFICACION DR VARIABLES 

VARIABLE: 
TODA CARACTERISTICA QUE 
PUEDE ASUMIR VALORES 0' 
FERENTES 

--
VARIABLES ESCALARES~ VARIABLES NOMINALES: 

SON LAS VARIABLES QUE SOLO SON LAS VARIABLES QUE SOLO 
ASUMEN VALORES NUMERlCOS ASUMEN VALORES NO~INALES 

{NOMBRES, ADJETIVOS, ETC) 

. 
VARIABLES CONTINUAS: VARIABLES DISCRETAS: 

SON AQUELLAS QUE PUEDEN SON AQUEL~~S QUE PUEDEN ASO-
TOMAR UN NUMERO INFINITO MIR UN NUMERO FINITO O UNO 
NO NUMERABLE DE VALORES INFINITO NUHERABLE DE VALO-

LES DISTINTOS 

UNA VARIABLE ALEATORIA ES UNA VARIALJLE TAL QUE NO PUEDE PREDECIRSE 

CON CERTEZA EL VALOR QUE ASUMIRA AL REALIZAR UN EXPERIMENTO. 

POR EJEMPLO, LA RESISTENCIA O CAR\.A DE.FALLA DE UNAS VIGAS ES UNA 

VARIABLE ALEATORIA, YA QUE ANTES DE ROMPER UNA VIGA TOMADA AL AZAR 

NO SE PUEDE PRECISAR CUAL SERA SU RESISTENCIA. EN LA SIGUIENTE 

TABLA SE PRESENTAN LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES CON 15 VIGAS DE 

CONCRETO REFORZADO, OBSERVANDOSE QUE ESTOS VARIAN DE UNAS A OTRAS 

DE MANERA ALEATORIA. 



TABLA 2. PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO 

Núrnao de Carga de agrieta· Carga de falla, 
la viga miento, en 1>111 X ~n ~'y 

I 4700 4700 
2 3840 4 220 
3 3 270 4 360 
4 -2 310 4 680 
S 2 950 4 270 
6 4810 4 810 
7 2 720 4 590 

8 2 720 4 490 

' 4 3!0 4 310 
!O 2 950 4 630 
!! 4220 4 220 
I2 2 720 4 340 
!3 . 2 720 4 340 
!4 2 630 4 710 
!S 2 950 4 630 

A TODO EXPERIMENTO SE LE PUEDE ASOCIAR AL MENOS UNA VARIABLE ALEA-

TORIA, DEPENDIENDO ESTA DEL PROBLEMA QUE SE TENGA PLANTEADO. POR 

EJEMPLO, EN EL CASO DE LA RESISTENCIA DE LAS VIGAS DE VARIABLE 

ALEATORIA PUEDE SER DIRECTAMENTE •.•e DICHA RESISTENCIA, EN CUYO 

CASO SU ESPACIO DE EVENTOS SERIA 

s
1 

"' {X: O<X<~l 

LA VARIABLE TAMBIEN PUDO HABER SIDO UNA CUYO ESPACIO DE EVENTOS 

FUERA 

S2 = {EXITO, FRACASO) • 

EN DONDE EL EXITO OCURRIRIA SI LA VIGA RESISTIERA MAS DE CIERTA " 

CANTIDAD, POR EJEMPLO 4600 KG, Y EL FRACASO OCURRIRIA Sl RESISTIERA 

MENOS, ES DECIR: 



,. 

• 
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EXITO: SI X::_4600 KG 

FRACASO: SI X<4600 KG 

LEYES VE PROSASILIOAOES 

EL COMPORTAMIENTO DE UNA VARIABLE ALEATORIA SE DESCRIBE MEDIANTE 

SU LEV VE PROBAB!L1VAVES, LA CUAL PUEDE ESPECIFICARSE DE DIFERENTES 

FORMAS. LA MANERA MAS COMUN DE HACERLO. ES MEDIANTE SU VlSTR!BU-

CTON 0 VENSIVAV VE PROBABlLIVAVES, 

A FIN DE EVITAR o::NrnSICN-¡ SE EMPLEARA UNA LETRA MAYUSCULA PI\.RA DENOTAR 

UNA VARIABLE ALEATORIA, Y LA MHIUSCULA CORRESPONDIENTE PARA LOS 

VALORES QUE PUEDE ASUMIR, SI LA VARIABLE ALEATORIA X ES DISCRETA 

Y PUEDE ASUMIR LOS VALORES x 1, SU DENSIDAD DE PROBABILIDADES, 

fX(x) PERA EL CONJUNTO DE LAS PROBABILIDADES 

LA CUAL SE LEE ~PROBABILIDAD DE QUE X 

fX(x) "' {pX¡)c1)J 

• X " . i • ESTO ES 

PARA QUE UNA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SATISFAGA LOS TRES AXIOMAS 

DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES, SE DEBEN CUMPLIR LOS SIGUIENTES 

REQUISITOS 

Al O;:; PX(x!,_l ~ 1 PARA. TODA x 1 

" B) r "pv(x .) = 1, DONDE n ES EL NUMERO TOTAL DE VALORES QUE 
. . ' ,_' 
PUEDE ASUMIR ' i·• 

C) p (x. < X<x ·l ~ ' PX (xil ' m« 
m- - ' i"m 

DONDE LAS x~ ~STAN 

ORDENADAS EN FORMA CREClENTE, ES DECIR, 



SS, 

• D!STRIBUC!ON VE PROBABlllVAVES ACWIULAVAS O FUNCION VE VISTR!BJ.JCION 

OTRA FO~~ DE ESPECIFICAR LA LEY DE PROBABILIDADES DE UNA VARIA-

BLE ALEATORIA ES MEDIANTE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACU-

MULADAS, FX(x), QUE SE DEFINE COMO EL CONJUNTO DE LAS SUMAS PAR­

CIALES DE LAS PROBABILIDADES, Pxfx1 ), CORRESPONDIENTES A TODOS 

LOS VALORES DE X MENORES O IGUALES QUE x1 • 'POR LO TANTO, ESTA 

FUNCION DA LAS PROBABILIDADES DE QUE LA VARIABLE ALEATORIA TOME 

VALORES MENORES O IGUALES QUE_Xm PARA CUALQUIER m, ES DECIR 

EN DONDE 

1=m 

' 1=1 
Pv(x.) 
" ' 
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EJEMPLO 

SEA X.LA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA "NUMERO TOTAL DE CARROS QUE SE 

DETIENEN EN UNA ESQUINA DEBIDO A LA LUZ ROJA DE UN SEMAPORO". SI 

LAS PROBABILIDADES ASOCIADAS A CADA VALOR, DETERMINADAS POR EL 

METOOO FRECUENCIAL, SON 

o. 1 " X " o 

o. ' " X " 1 

0.3 SI X " ' 
PX (x) • o.' SI X • 3 

o .1 SI X " 4 

o .1 SI X " 5 

o SI X > 6 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES Y LA DE PROBABILIDADES ACUMULADAS 

CORRESPONDIENTES SERAN 

X fx (x) F X (X) 

<O o o o, SI X < o 

o o.IL 7 0.1 O .11 SI o < X ' 1 . • 

1 o. ,L ,o. 3 O. 31 SI 1 < X < ' . 

' o.JL 0.6 OSEA F X (x) • 0.6~-SI ' < X < 3 . 

3 o. 2 L 17 o. 8 O, 81 SI 3 < >< 4 . 

4 o .1 0.9 o.'<, si 4 < X < 5 

5 0.1 L ,.l. o l. O,.~ SI 5 < X . 

>6 o l. o 

LAS GRAFICAS DE ESTAS DISTRIBUCIONES SE PRESENTAN EN LA FIGURA 

DE LA SIGUIENTE HOJA. 
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Pxfx) 

o.• 

0.2 

00 
' 3 • 3 ' 7 • X 

,¡ DUtrtbuctón de probllbilidDtÜJ 

Fx(x) 

LO 

--' 
1 

0.8 r-' 
1 
1 

0.6 ,.-' 
1 
1 

OA 1 
1 

1 
o., 1 

1 

--o o 
' 3 • 3 ' 7 • X 

b) Función de dl.strlbuciÓn 

Lty de prohabüidades del ejemplo dd trdfico 



' 
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EJEMPLO 

SEA LA VARIABLE ALEATORIA X DEFINIDA POR LA SUMA DE LOS DOS NUMEROS 

QUE QUEDEN HACIA ARRIBA AL LANZAR DOS D~DOS, EN ESTE CASO EL ES-

PACIO DE EVENTOS ES 

S • {2,3,4,5 1 6,7 1 8 1 9 1 10 1 11 1 12} 

Y LA DENSIDAD-DE PROBABILIDADES ES 

f (x) ¡ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 1 X--. = 36' 36' 36• 36' E· 36' 'jll 36• Jtí' 361 3b 

EN ESTE CASO x
1

A2, 

y ~X (2) 

ESTAS PROBABILIDADES FUERON CALCULADAS EN UN EJ~~PLO PREVIO SOBRE 
·-

PROBABILIDADES DE EVENTOS , 

CON ESTAS PROBABILIDADES SE PUEDE OBTENER LA FUNCION DE OISTRIBUCION 

O DE PROBABILIDADES ACUMULADAS, DE LA SIGUIENTE MANERA: 
X f,.íx) F,.Jxl 

<2 o o .. li.,) "' . 
2 1/36 1/36 .. 
3 2/36 3/36 

4 3/36 6/36 

,¡, 

"" '/< 
S 4/36 10/36 

• 6 5/36 15/36 

•1>• T -r 
• ' ' ' ' ' ' ' • ' • " " 7 6/36 21/36 ~( ... ) 

B 5/36 26/36 ' ' ""' 9 4/36 30/36 

10 3/36 33/36 
• ' ' ... .... 

11 2/36 35/36 

12 1/36 36/J&ol ""' 
~12 o . 1 ••• 

•• •• 1 ! t' .. • 

• ' ' ' • ' • ' ' ' " •• " 

X 

X 
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EN EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, LA PROBABILIDAD 

DE QUE ESTA TOME UN VALOR COMPRENDIDO ENTRE x Y X + dx ESTA DADA 

POR fX(x)dx, DONDE fX{x) ES LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X, POR 

LO TANTO, LA PROBABILIDAD DE QUE X ASUMA VALORES COMPRENDIDOS EN 

EL INTERVALO x1~x.::_x 2 ES ~(·) 

,, 1/' 
' PCx 1sx~~2 J • ~ fx Cxl dx 

X 1 ~+dll 

LA INTERPRETACION GRAFICA DE ESTA PROBABILIDAD ES QUE CORRESPONDE 

AL AREA BAJO LA CURVA DE fX(xl COMPRENDID~ ENTRE ~l Y x 2 • 

PUESTO QUE FX(x) = P(X~x) = P(-~~X.::_x) 1 Y EN VIRTUD DE LA ECUACION 

ANTERIOR SE TIENE QUE 'LA"'-"F"U"N"C"I"O"N'-'D"E'-'D"I"S"T"R"I"B"U"C"IoD"N'--'E;;S'-i' 

X 

FX(x) = f_ .. fX(U)dU 

-~p(:b) 
~- . X 

DONDE U ES SOLO UNA VARIABLE MUDA DE INTEGRACION. EL VALOR DE ESTA 

INTEGRAL ES IGUAL AL AREA BAJO LA CURVA DE FX(x)_ A LA IZQUIERDA 

DE x. DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE 

.. 
d X 

dx (! _ .. 

ALGUNAS PROPIEDADES DE FX(X) SON: 

O~FX(,x);;:l 

F (-"') =O 
X • 

Fx( ... )=l 

FX{X + E)::_FX(x), SI pQ 



p(x <X<x
2

) 
1 - -

6 o. 

PARA SATISFACER LOS AXIOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES SE 

NECESITA QUE 
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EJEMPLO 

'EA UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDA-

o"' ES DE FORJ>'.A TRIANGULAR DADA '0R LAS SIGUIENTES ECUACIONES: 

fy (y) 1 1 -2<Y<0 
. 

• ¡; y + -, SI 3 . 

fy (y) 
1 . - TI~+ 1 J ¡ SI o::_Y:;,4 

~y(y) • o " Y:;:2 o Y>4 

frM 

• 5/24 

1 1 
fy (y) =6}'+ J 1 1 • n Y+ J 

y -z - ' 1 -
LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES1 ENTONCES: 

Sl -2<Y<O 

Fy (y) • ¡Y fy(U)dU • ¡Y ¡! u + !¡do 
-· -2 6 3 . 

u' 9:{ 2 
1 • !n + • y_ + ~+ 

3 -2 12 3 

SI O<Y<4 

. 2 . 
1 ¡-u u1> 

dU - J + 24 + J O = 
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y:;-2 

SI 

SI SE DESEA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE AL REALIZAR UNA VEZ 

EL EXPERIMENTO QUE INVOLUCRA A DICHA VARIABLE, EL VALOR QUE SE 

OBSERVE CAIGA EN 'L INTERVALO 1::;:Y:;2, EN'l'ONCES 

2 
l + !.¡ 

2 • 2 
5 P(l:;Y:;2] • r c-rr 1 dy • n. ·ti, .,.... 

1 
3 

o 

P[l!Y!,2] Fy(2) - Fy(l) 
5 5 5 • • 6 8 = ,.... 
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EJEMPLO 

UN INGENIERO ESTA INTERESADO EN DlSEnAR UNA TORRE QUE RESISTA LAS. 

CARGAS DEBIDAS AL VIENTO, DE UNA SERIE DE OBSERVACIONES DE LA 

MAXIMA VELOCIDAD ANUAL DEL VIENTO CERCA DEL SITIO DE INTERES, SE 

ENCUENTRA QUE EL HISTOGRAMA PUEDE AJUSTARSE RAZONABLEMENTE, DESDE 

UN PUNTO DE VISTA ESTADISTICO, MEDIAI\'TE UNA V!STTUBUC!ON VE PR08A-

81l!OA'OES EXPONENCIAL DE LA FORMA 

fx (x) = Ke·>.x; x:;. O 

DONDE X ES LA MAXlMA VELOCIDAD DEL VIENTO,~ ES UNA CONSTANTE Y K 

ES OTRA CONSTANTE TAL QUE OBLIGA A QUE EL AREA BAJO LA CURVA DE 

fX (X) SEA 

DE DONDE 

POR TANTO 

IGUAL A UNO. POR TANTO, 
' 

¡.. -K .. K i 
Ki"u dx ... - {t-u¡ .. - .. 1 1 

o ______ -·----'---- -~--A- ___ · 

K = >. ' 

fx (X) "' kt'l<.X ; X :;. 0 

LA FUNCION DE DISTRIBUCIO~ SERA 

l -t·>.x; X:;. 0 

EL VALOR DE l SE PUEDE TOMAR, POR EJEMPLO, DE MANERA QUE FX(x) 

SE AJUSTE PARA QUE COINCIDA· CON UN VALOR EHPIRICO. ASI, SI LA 

FRECUENCIA RELATIVA DEL EVENTO A= {X<70 KM/H) ES 0,9, ENTONCES 

DE DONDE 

o. 9 .. 1 

POR LO CUAL l = 0.033. -· -70l 



35 70 

Areo=P[355:XS70] • 0.216 

r•"" ~P[140S~ • o. 0099 

MJxima v#locidod Dflua/ ~ vl•nla,lfl km/ltr 

a.) Demido.d de probo.bU/do.des de X 

'·oh,-~-:--:-:----.,...---­
~(71)•0·90 

0.5 

xtxl 
1 

L~~~~--~--~--~--x 0 o .3S 10 140 210 280 3!10 
Máximo v~tor::idad onuol t/#1 viento,tm km/llr 

b) Función de distribución de X 

·Ley de probabilidades correspondiente al ejemplo de la m<Úima 

velocldtUI anual del viento 

SI SE DESEA CALCULAR, POR EJEMPLO, ·L~ PROBABILIDAD DE QUE LA VELO­

CIDAD MAXIMA DEL VIENTO EN UN ANO DADO ESTE ENTRE 35 Y 70 KM/H, 

SE TENDRA: 

• 



70 
t 0,033e- 0 • 033 xdx = 
35 

=-0.099 + 0,315 = 0.21~ 

. 70 
[-e -o, OJJx] 35 = 

EN TERMINOS DE FX(~) ESTA PROBABILIDAD QUEDA DADA POR 

P (3%X.OO) = FX (70) -FX {35) =0, 90- (1-e -l,lSS)=O. 90-0, 685 

= 0.215 

I''J.'<CION DE DISTRIBUCION COMPLEMENTARIA 

EL COMPLEMENTO, áX(x), DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES 

ACUMULADAS SU UTILIZA,CUANDO LAS DECISIONES SE TOMAN CON BASE 

EN PROBABILIDADES DE QUE SE EXCEDA UN VALOR DADO DE LA VARIABLE. 

LA FUNCION DE DISTRIBUCION CO~PLEMENTARIA SE DEFINE COM0 

EJEMPLO 

PARA EL PROBLEMA ANTERIOR DE LA VELOCIDAD MAXlMA ANUJ'.,L DEL V LENTO r 

Ci~CULEMOS LA I?ROBAB!LIDAD DE ~E ESTA SEA HA~R DE 140 KM[H; 

O, ALTERNATIVAMENTE 

¡" 
140 

O, 33e -o, OJJxd:x i ., 

" [1401 1 C1 -o_~033xHOI .-.4,62_ "' "'x "' .,. .-.e - "e ,... 0,0099. 
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ESPERANZAS 

LA ESPERANZA DE UNA FUNCION g (X) 1 DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA, 

X, ES, POR DEFINICION 

O PARA UNA VARIABLE CONTINUA 

E(g(X)) = !~ g(X)fX(~)~x --
EJE."'PLOS 

l. 'sr g(X) =CONSTANTE = c 

E(~) .. e 1 • --
2 • SI g (X) • ' 

Ef <] -x~xlx)di =~! --
3. SI g(X) • • +b< 

• -E[ot+bl::]• • J ~xi"Jdl(.+b r xftxL'tldx • a+bE[X] -· --
•• SI g (X)= gl (X) + g2(X) - -

E[g 1 (X) + g 2 Cxl] =.1 g 1 f~:l()(<:dd.t + 1 g 2 1~:!'~xlxló --
5, SI g(Xl_ ;o 'xc;_os'" + x 

6, SI 9CXL" ax"'2 

· ·x-e · 1 
E{_ d )= ¡r E(x} 

,,. 
¡;;(ax ... 

• 

( 



1 

68. 

EJEMPLO 

SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA'CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES 

EX~ONENCIAL, CALCULAR LA ESPERANZA DE LA FUNCION 

2 g (X) = X 

EN ESTE CASO SE TIENE QUE 

fx (x) 
->x 

" '< S O ~ , 1 <X< .. , Y 

POR LO QUE 

-E(x 2J=Elg(XJ]= f .. • .. / -· 
-

= o.,. SI X<O 

• 2 ~~l: .. 
=~[-x e 1 " 

_, _, 
[e-llC(l+A.o} ' • / lCt dx. ·- • 

' o ' o ,, o ·•' 
EN C::':NERAL, A LA ESPERANZA DE x' SE LE DENOMINA VALOR MEVIO CUAPRATICO. 

. . ,. 

' 

• 



Ejempto. 

un contratista construirá la carpeta de una carretera en tramos 

de 50 m; el gobierno aceptará o rechazar' cada tramo de acuerdo 

c9n una prueba de control de calidad. El contratista tiene la 

opción de pedir el concreto a una de dos plantas premezcladoras; 

la planta A cobra 140 pesos/m3 y la B 160 pesos;m3 , pero,! el 

control de calidad que se lleva en la planta Bes mejor, lo 

cual hace más probable que un tramo dado pase favorablemente 

la prueba de aceptación, Tomando en cuenta que en cada \ra1r.0 

se usan 100m3 de concreto y que la probabilidad.de que el pro­

veniente de la planta A no pase la prueba de control ~s 0.10, 

y la de B es 0.05, el constructor deberá decidirse por cuál 

planta usar. El árbol de decisiones de este problema es el 

mostrado en la fig 6.4, donde P(a1 ) y P(a 2¡ son las probabili-

dades de que ocurran a
1 

y respectivamente. La utilidad 

U 1 : ula.1 , e1 J es la que corresponde a utilizar la planta A 

y que la carpeta pase la prueba de control de calidad; en este 

.::aso la utilidad (negativa) es el costo del concreto· ($14,000.00) 

más la colocación (supongamos $100,000.00), por lo cual u1 .. 

-114,000.00. U2.= u.la 1 , a2 1 es la que corresporide a usar la 

·planta A y que la carpeta no pase la prueba de calidad; en 

este caso el constructor deberá demoler y reconstruir el tramo 

con los siguientes costos: • 

P~rdida de prestigio 

Mano de obra de demolición 
carpeta demolida 

Concreto 

Mano de obra de colocación 

$ 5,000.00 

15,000.00 

14,000.00 

100,000,00 



Reconstrucci6n 
{ 

Mano de obra 

concreto 

TOTAL 

" ••• 

$' 100,000.00 

14,000.00 

$ 248,000.00 

De manera-similar se obtienen U3 y u4 , cuyos valores resultan 

ser. u3 •- $116",000.00 y u
4 

.. - $252,000.00. 

Si la dec1s16n se tomara sin considerar las_probabllidades de 

aceptar la carpeta, el gonstructor se decidir!a por la planta 

A, ya que la pérdida {utilidad negativa) sería menor. Si s1 

se toman en cuenta y adoptamos como CltitvUo de deci.\,Wn el es-

coger la planta que conduzca a una Mpi'J<Jlnzlt de pi.JuU.d4 menor se 

tendr~ (recuerde que la esperanza de la variable aleatoria X~ 

E[x], ~s E[x)= ~ p[x.jx., donde las X. son los valores que puec~ 
~·1 ~ ~ ~ 

asumir X, .Y P[x~J son las probabilidades correspondientes): 

Para la planta A: ' 
· E[u] • 0.90 X (-114,000)+0.10 x(-248,000) ~-$127,400. 

Para la planta 8: 

~:[u] .. 0.95 x (-116,000)+0.05 x(-252;000) = -$1Z2,BOO. 

Comparando ambas cifras se concluye que la decis16n de comprar 

el concreto de la planta 8 conduce a una pérdida esperada menor 

que la dEÍ la· Planta A, es decir, se escoge la planta B aunque 

el precio unitario del concreto sea mayor. 



' • 

u,. 

Fig 6.4 Arbot de decisiones del ejemplo 6.2 

•• 
ó8 

-$114,090 

1 

\ 
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/.IEOIVAS VE TENVENCIA CEifTRAL 

LA ME!JI,I. 0 ESPERANZA 1 E[X], DE UNA VARIABLE ALEATORIA, X, SE CALCUL.'\ 

-.CON LAS ECUACIONES ANTERIORES PARA EL CASO E~ QUE g{X)=X. DE ESTA 

MANERA, SI LA VARIABLE ES DISCRETA, SU ESPERANZA QUEDA DADA POR 

:t.~n 

E(X) = 1 ~ 1 :t,¿ PX h::,¿) 

DONDE n ES EL TOTAL DE VALORES QUE X PUEDE ASUMIR. 

P3RA ·EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, ~~ MEDIA ES 

m •-EiXJ = 

' 
! -· 
• 

' 



7o • 

OTRAS MEDIDAS USUALES DE TENDENCIA CENTRAL DE UNA VARIABLE ALEA­

TORIA SON LA MFDIANA Y EL MOVO, LA PRIMERA SE DE::'INE COMO EL VALOR 

DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE UNA PROBABILIDAD ACUHULADA DE 

2.Q!1 Y LA SE<.UNDA, COMO EL VALOR DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPO!lDE 

LA MAYOR PROBABILIDAD, 

EJEMPLO 

SI LA DENSIDAD.OE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X CORRES-

PONDE A LOS ERRORES EN UNA NIVELACifiN, ES LA DE LA SEGUNDA COLmlNA 

DE LA SIGUIENTE TABLA, LA MEDIA DE DICHA VARIABLE RESULTA SER 4 167 

LA MEDIANA 4000 Y EL MODO 4000 MICRAS. LOS CALCULOS CORRESPONOIEN-

TES SE LOCALIZAN EN LA TERCER~ COLUMNA. 

:( (.' EN MICRAS Pxlx.¿l X .PXIx .), EN MICRAS 
4 4 . Fxlx¡l 

o 6/60 o 6/60 
1 000 2/60 2 000/60 8/60 
2 000 4/60 a 000/60 . 12/60 
3 000 8/60 24 000/60 20/60 
4 000 13/60 52 000/60 33/60:0.5 
5 000 12/60 60 000/60 45/60 
6 000 7/60 42 000/60 52/60 
7 000 4/60 28 000/60 56/60 
a 000 2/60 16 000/60 58/60 

' 000 2/60 lB 000/60' 60/60 

TOTAL: B (xl • 250 000/60-4 167 MICRAS 



71. 

EJEMPLO 

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CUYA DENSIDAD DE 

PROBABILIDADES ES TRIANGULAR DADA POR 

fy{Yl ' ' " -2~y~O • 6 y+ 3 

fy (y) 
_, 

' ' " 0~~4 .. I2 y 3 

fy (y) • o " y~-2 o .. ~ 4 
" -

- 4 
E(Y) • r yt <yJdy .. lo y(~+ ~ldy ' 'o y(ñ + ;!.¡dy 

- y -2 '· 
3 2 , ¡::1..'. 2 ' ¡y. + LJ + •"-1 2 • • 3 6 _, 36 6 , 

• 



72. 

EJEMPLO 

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE 

PROBABILIDADES EXPONENCIAL 

E (X} • = f xfxfxl dx 
-· . ' .. -~x . r xe dx 

• 
• 1 

> 



7). 

MEVIVAS VE DlSPfRSION 

tltV't. MEDIDA MJY CQW 'DE U\. DISPERSICN O VARIABILIDAD DE LOS VALORES QUE 

PUEDE ASUMIR UNA VARIABLE ALEATORIA ES LA Vi\R!ANCIA, LA CUAL SE 

.DEN~TA COMO o2 (X) O VAR (X) , LA CUAL SE DEFINE COMO LA ESPERANZA 

DE LA FUNCION g(X) a (X~E(XJ] 2 , ASI, PARA UNA VJL~IABLE ALEATORIA 

DISCRETA 

o 2 (X) = VAR(X) = 
i-n 

' i-1 . 

Y PARA UNA CONTINUA 

2 .. 2 . 
cr (X) "'VAR(X) = !_ (x - E{X)) fx(xldx 

DESARROLLANDO EL INTEGRANDO DE ESTA.yLTIMA ECUACION: 

a 2 (Xl = f.,(x2-2xE(X) + E2 (XJ)fX(xJdx -

ES DECIR, LA VARIANCIA SE PUEDE CALCULAR COMO LA DIFERENCIA DEL 

VALOR MEDIO CUADRAT!CO Y EL CUADRADO DE LA MEDIA DE X. 

·)TRAS MEDIDAS DE DISPERSION DE LA VARIABLE ALEATORIA X. SO~ LA 

VESVIAC10!J ESTAI>/VAR, cr(X),LA CUAL ES IGUAL A LA RAIZ CU.~ORADA DE LA 

VARIANCIA, y EL COEFICIENTE VE VARTACION QUE SE DEFINE COMO. 

v{X)•o(X.)/E(X) , SI E(X)¡<'O· 



74. 

f.Jfl>IPW 

EN LA SIGIJIFJ\TE TABLA SE CA.LClJlA LA VARIAK:IA DE U.. VARIABLE Al.!'ATIJRIA 

OJ'íA DE.'i'>IIWJ DE PIVBABILIIWlES SE PRESENID m EL EJRIPW 

MTERIOR (E(x) "4167 mCRAS) 

1 --
1 xi -E(X) 1 (x

1 
-E{x)) 2 

PX(xi) 
2 (xi -E(X)) PX(x1), 

II'X MICRAS MICRAS2 EN MICRAS 

-4 167 17 363 889 6/60 1 736 388 

-3 167 10 029 889 2/60 334 329 

-2 167 4 695 889 4/60 313 059 

-1 167 1 361 889 8/60 181 sss 
- 167 27 889 13/60 6 042 

833 693 889 12/60 '138 777 

!, 
1 833 3 359 889 7/60 391 987 

2 833 ·S 1)25 889 4/60 535 059 

' ' 3 833 14 691 889 2/60 489 729 . 
1 4 833 23 357 889 2/60 778 596 

~ 
T01'AL: 

• 

lA IESVIACION FSTANrnR Y EL OOEFICJO.'TE DE VARIACION DE ESTA VARIABLE 

ALEATORIA WN, RESPEcriVAMENfE, 

c(X) = /4 405 ffi = 2 215 MICRAS, Y v(X)"' o(X)/E(X) 2 215 
= 4 167 "'0.531 



75. 

EJEMPLO 

SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES 

EXPONENCIAL, CALCULAR SU VARIANCIA, DESVIACION ESTANDAR Y COE­

FICIENTE DE VARIACION~ 

-· 
• 2 [ 2 [ 1 ->x f (x -2xE X}+E X )e dx 

" 

1 1 
2 r r + 

1 1 • 
~ ~ 

YA :OUE E(X)·.o 1/~. y E(><1 J=2/>.2.. 

USANDO LA FÓRMULA a
2 (X) = E[x 2] - E2{xj, Y TOMANDO EN CUENTA QUE 

E{x 2j ~ 2/~l SE OBTIENE: 

EN CONSECUENCIA, LA DESVIACION ESTANDAR ES 

o (X) .. X";;2=1/l. 

Y EL COEFICIENTE DE VARIACION 

1 

V (X) • c(X)/E(X) • += 1 

' 



' 
' 

EJEMPLO 

SEA Y UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES 

TRIANGULAR DADA POR 

fy(y) 
1 1 

S1 -2~y~O. • y ' 3 6 

fy (y) 
-1 

' 
1 SI O~y~4 = IT y 3 

fy(Y) = o S1 Y:-2 o Y;:4 

CALCUL~R LA-VARIANCIA, -LA DESVIACION ESTANOAR Y EL COEFICIENTE DE 

VARIACION, 

CALCULAREMOS PRIMERO EL VALOR MEDIO CUADRATICO PARA LUEGO APLICAR 

LA ECUACION cr2 (Y) .. · E(Y2 ) - E2 (Y) 

Y+ jldy + ' 2 y 1 4 3 o 4 3 ~ 

E [Y
2

) ,0·2¡! =lh f-l ' l=t.• f-J; • y 6 ~ Y c-rr + Jldy ' _, _, 

o
2 (Y) • 2-(2/3) 2,.14/9 

cr (Y) • 1.25 ( ,ii4"79) 

\O(Y) ., 1.25/(2/3) • 1,88 

EJEMPLO 

SI SE HACE LA TRANSFORMACION Y• ax, ¿CUANTO VALE LA VARlANClA 

DE y EN TERMINOS DE LA DE X? 

DE LO VISTO ANTERIORMENTE, ·E(Y) 

2 



V1STRTBUC10UES PARTICULARES 

VAIUABLES ALEATORIAS DISCRETAS 

VISTRTBUClON BINOMIAL O VE BERNOULLT 

77. 

LA DISTRIBUCION BINOMIAL O DE BERNOULLI SE EMPLEA COMO DENSIDAD 

DE PROBABILIDADES DE VAR!AHLF.S ALEATORIAS DISCRETAS ASOCIADOS 

A EXPERIMENTOS ~~ LOS QUE SOLO HAY (O SOLO IMPORTAN) DOS RESUL­

TADOS POSIBLES, UNO DE LOS CUALES USUALMENTE SE DENOMINA "EXITO~ 

Y, EL OTRO, "FRACASO", (5"' {EXITO, FRACASO}}, 

SEAN !""' PROBABILIDAD DE OBSERVAR "EXITO" AL REALIZAR UNA VEZ 

EL EXPERIMENTO 
"• 

!!]~ PROBABILIDAD DE "FRACASO" = 1-p 

X,. VARIABLE AI,EATORIA "NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR 

n VECES EL EXPERHlENTO "Cll:i! REEMPLAZO" 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES BINOMIAL ES 

f(x) = •"'"~'o;T x n-x X!(n-x)!pq ' x=O,l, .•. ,n 

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LOS PARAMETROS DE ESTA DISTRIBUCION SON 

E(Xl a np , a 2 (X) = npr¡ 

REFERENCIA; w. BEYER, "ffANDBOOK OF TABLES FOR PROBABILITY ANO 

STATISTICS", TfiE CHEMICAL RUBBER, CO. (1966) · 



DEMOSTRACI()lj 

SI ri.•2,- ENTONCES X PUEDE ASUMIR LOS V.ZU.ORES O, 1 y 2, ES DECIR 

S•{0,1,2}'. EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERIMENTO ES 

5
1 

• {(FRACASO, FRACASO), (EXITO, FRACASO), {FRACASO,EXITO), 
~:::;;. ~· 

X ~ i x-,.-o ' • 1 

''"='o'cTooe•,-::'o'o'T:,o~J J 
X "' 2 

~X(x) .. ffx(o),.t'x(l),fx(2)} .. 
OBSERVESE QUE x=O OCURRE DE UNA MANERA, X"' l., DE DOS, Y x=2, DE 

UNA, ESTOS RESULTADOS SE PUEDEN OBTENER PERMUTANDO DOS GRUPOS, 

UNO CON X Y EL OTRO CON n-x ELEMENTOS: 

X"' o : 2P0,2 • " o!x2J • 1 ' P((O))., q ' q • •' • poq2 

2:- ' X"' 1 : 2p1 1 - 1! x1 \ • 2 P({l)) • 2pq 
' 

X•2: 2P2, O • " 2! xo! • 1 ' P((2}) • J:',XP'" P' = p2q0 

' 'i+2Pq+P
2 (P+q)2 ' P({i)) - = = 1 

i~o 

( OBSERVESE QUE LOS ELEMENTOS DE S 
1 

NO SON 1GUAU.1ENTE PROBABLES, A 

MENOS QUE p " q "' i/2,) 



79. 

SIn= 3, S., {0,1,2,3}, e= EXITO Y. f • FRACASO,', ENTONCES 

S~ 
1 

{(f,f,f), (e,f,f), (f,e,f), (f,f,e), (e,e,f), (e,f,e), 

. ·- : '(f,e,e), (e,e,e) l 
• 

X ~ ,, 3' 1 3Po,J"0!~3! • ' P({O}) • 1 p0q3 • q3 

• • " 
p 3! 

1 l,i"l!x2! ~ 3 P({l)) • 3 pq' 

X~ 
,, p 3: 

3 2,1"2!xl! 
~ 3 ' P{{2}) • Jp2q 

3 ' 
3! 

1 PCOll=lpJso .. P~ X • JPJ,o"'J!xO! ~ 1 
3 

P({i})c(p+q)J=l 1 
i=O 

PASANDO AL CASO GENERAL DE CUALQUIER VALOR DE n, LA PROBABILIDAD 
' ., " 

DE QUE OCURRAN x EXITOS Y n-x FRACASOS EN UN OROEI>I VETERMINAVO ES 

P (X'"X) 
x n-x • p q 

EN VIRTUD DE LA LEY GENERAL DE MULTIPLICACION. 

UN ORDEN. POSIBLE SERIA, POR EJEMPLO, 

EXITO, EXITO,,,,, EXIT0 1 FRACASO,, •. , FRACASO. 

x n-x 

AHORA BIEN, LOS x EXITOS PUEJ;!EN OCURRIR EN nPx,n-xORDENES DISTINTOS, 

CADA.~NO CON PROBABILIDAD pxqn-x, POR LO TANTO, EN VIRTUD DE LA 

LEY GENERAL DE ADICION, LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE X 

RESULTA SER 

. - n! - x n-x 
fX(K) "x!(n-xl! p q , x .. O,l,,,,,n 

LA CUAL SE CONOCE CON EL NOMBRE DE BINOMIAL O VE BERNOULL1. 



' 

LA 

LA ESPERANZA DE LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI ES 

n 
E(X) 

n ,;,n:;',., x n-x = r x:;;,
1 1

, pq ,_ ¡; 
x-o x. n-x , • X"'l 

x n! 
x! (n-x) ! 

x n-x pq 

n (n-1) l x-1 n-x • np ' (x-ll! (n-x)! p q • np(p+ql 
" x-1 

(f'tt)n·t 

VARIANCIA DE LA OlSTRIBUCION BINOMIAL ES 

n-1 

eo. 

• np 

PERO E { (X-np) 2¡ .. E (x2-2npX + n 2p2 ) = E (x + X (X-1) 

=E[(1-2nplX) + E[X(X-1))+ E(n
2

p
2

) 

n 
=(1-2np)np + n 2p 2 + r 

x•O 

n! x n-x 
x!(n-x)!pq x(x-1) 

2 2 
=np-n p 

2 2 =np-n p 

2 2 
=np-n p 

n (n-2): 
+ ¡; n (n-ll (x-2)! (n-xl! 

x=2 

2 x-2 n-x 
p p q 

2 n (n-2)! x-2 n-x 
+ n(n-l)p· ~·~~·~·~-~2~)~!:1~n~-~·~l[!~P:=~q~~~~J 

'-~"'2 • (Pt't}n-~ 
2 n-2 + n(n-l)p (p+ql 

2 • np-np =np(l-p)cnpq 

EN RESUMEN, PARA LA DISTRIBUCION BINOMIAL, 

E(X) = np ¡ a 2 (X) • npq ¡ ~(X) a {npq 
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TABLA 1 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL· 

• 
o 

' o 

' ' o 

' ' . 
' o 

' ' ' • 
o 

' 

0.10 

.8100 

·""' 
.7290 
.9720 
.9990 

·"'' .. 9417 
.996l 

·"" 
.5905 
.91 8S 
.9914 
.999$ 

'""' 
.'il14 
.8857 

' ' k=O 

• 

-.,,;;n"lO ;rr pk k! (n-k)! 

' 0.20 o" 

·"00 .~900 .... -~lOO 

.$120 .34)0 

.8960 ,7840 

-~20 ,97](1 

,4096 .2401 
.8192 .6ll7 
.9728 916J 
.99~4 .9919 

.l2JJ .1681 
.7)13 ,'i282 
,9421 .1069 
.993l .9692 

·"'' -~16 

.2621 ,J 176 

.6S54 ,4202 

n·k 
q 

0.40 

·'"" ·""' 
'>W 
.6480 
.9160 

.1296 

.41S2 .., .. 

.9744 

.0178 

.3370 

.6826 

.91)0 
.9898 

.0467 
.2JH 

Yo' 

o. so 

.llOO 
.• 7SO(I 

.. 12$0 

·'"" 
• .87SO 

.062$ 
.l12'i 

, • . 6875 
.9}75 

.0312 

.1875 

.0000 
• .8l2S 
. .9688 

.Oil6 
.. 1094 
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TABLA 1 (continuaci6n) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

. 
0.10 

.9842 

.9987 

·'"' . 
• 

0.0000 

.47!1 
.. SSOl 

.974) 

.99Jl . 

'.ma 
. 

0.0000 
UlOOO · 

.4305. 

.!131 
•. %19 

.9-950 

.99% 

1.0000. 
o 0000 
0.0000 

.3874 

.77d 

.9470 
.• 9917 
.9991 

.9999 
• 1.0000 

LOOOO 
00000 

.3487 
• 7161 
.9298 
.9872 
.9984 

n! ' ' k•O k!(nk)! 

p 
o.w O.ID 

.9011 .7441 

.9830 .9295 
.9984 .9891 

.9999 .9991 

.2097 .llil24 
_,67 .]2!14 
.U20 .6471 
.9667 .8740 
.99H .9712 

• 
.9996 .9962 

• 1.0000 .9-998 

.1618 .0,16 
.SOlJ .1553 
.7969 .S5!8 
.9437 .80S9 
.9896 .9410 

' 
.9988 .9887 - • .9987 

LOOOO 
·~· 

. IH2 MM 

.4162 .1960 

.?182 .4628 

.9M4" .7297 
.9804 .9012 . 
. 9969 .9747 
.9997 .99S1 

0.0000 -~" 
0.0000 0.0000 

.1074 .0282 
.J7SS .149) 
.6778 .1828 
.8791 .6496 
.961~ •. 8497 

• 

n·k 
q 

0.40 

.S44l 

.UO! 

.9590 

.9959 

.02&0 

.15U 
.4199 
.7102 
.9031 

.• 9812 
.9914 

.0168 

.1064 

.1"4 

.5941 

.8261 

.9502 

.991 S 

·"'' 
.0101 
.070S 
.2318 
.48¡;6 
.7334 

..... 

.9HO · 

·"" ·"" --.~M 
.16731 
.Jan 
.6lll 

• 

t':J ,, 

O.ID 

.3418 

.6562 

.8!106 

.9844 

.0078 

-~· .ll~ 

·""" .7H4 

.937S 

.9922 

.0039 
.0352 
.I«S 
.1631 
.6367 

.SlSS 

.9648 

'"o 
.0020 . 
.0195 
.0898 
.lSJ9 

·""" 
.7461 
.9102 
.9805 
.~ro 

~" 
.0107 
.0!47 
.1719 
.]770 



to ·· 
TABLA 1 (continuación) . 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

1 
. 

p 
• ' 0.10 o. lo .,. ... o.so .. , -~9'XI .9'136 .9517 .8318 .UJO • 1.0000 .9991 .9894 .9452 .8281 , 1.0000 .9999 .9984 .9877 .94H 

• 1.0000 1 0000 .9~99 .998J ,9893 . 
' 1.0000 1 0000 1.0000 .9999 ,9!}90 

" • .llJS . 0859 .0198 .0036 
. 

"""" 1 .6974 .J:Ul .!!lO .0302 ,0059 

' 1 .9104 ,6174 .)127 .1189 .0327 

' .981$ .U89 .5696 ·"" .llJJ 

• .9972 .~% .1891 .5l2ll .2144 , -~997 .9883 .9218 .1SJS .>000 

• 1.0000 .9980 .9784 '"" .72l6 

' 1.0000 .9998 .99H .9707 .8867 

• 1.0000 1.0000 .9994 .9941 .9673 

' 1.0000 1.0000 1.0000 ,9993 .99<11 

·" 1.0000 1 0000 1.0000 1.0000 .999S 

" • .2824 ·""' .0138 .oou .0002 
1 .6S90 .2749 -~'" .01% .OClll 

' .8891 ,SS8l .Hl8 .0834 .0193 

' 1 .9744 .7946 .492S .22Sl .0730 • • 
1 

.9951 .9274 .1237 .4382 .1938 , ,Q99S .9806 .882l .6652 .3872 . • .9999 .9961 .9614 .8418 •.6128 , 1.0000 .9994 .990l ,9427 .8062 

• 1.0000 ,9999 .9983 .9847 • .9270 

. ' 1.0000 1.0000 ..... .9972 .9807 .. "'"' 1.0000 1.0000 ·"'' ·"'' " 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 ..... 
" • .2$42 .OHO ""' .0013 .0<0<1 

1 .6113 .2ll6 .0631 .0!26 .00]7 

' .8661 S011 .2015 .OH9 .Oll2 

' .9GS8 .7471 -~~OL .1686 .0-16 1 

' .99JS .9009 .6)41 .lSJO .1314 , .999] .9700 .!)4f .3744 .2'10$ 

• .• 9999 .9930 .9376 .1712 ·'""' ' 10000 .99S~ .9818 .9<1!1 .7095 
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TABLA 1 (continuad6n) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

' O.IG 0.2D O.lD 0.40., 

'·""" ,.9998 .9960 .9679 
•. 0000 • 1.0000 .999J .9922 
,,0000 ,,0000 '.9999 .9987 
•. 0000 ,,0000 ,,0000 ..... 
' 0000 ' 0000 . 1.0000 . '·"'"' ' .228! . •• 04~(1 .0000 .... 

. ·.S846 . 1979 . .OH5 .0081 . 
.. 8416" .4.SI .1608 .Jl98 

.9559 . 698! • .H52 .12-41 
.99()8 . .870! .584! .2793 

' . 
.9985 .9561 .7805 . 4859 
.9998 .9884 '"" .~9~5 

,,0000 .9976 .9635 .8499 
1.0000 ·"" .9917 ."-117 ' ,. ,,0000 ,,0000 .998l .9125 

• . 

" ,,0000 
' 0000 

.9998 • . ·"'' " '"'"" '·"""" ,,0000 . 9994 ' 

" 1.0000 1.0000 1.0000 . .9999 

" ·= '"" 1.0000 '·"" •• . 2059 .OJH .~ . ·""' ' "~ .1671 .OlH .005! 

' .8159 .3910 .1268 .0171 

' .9444 .6-lll .2969 . 
·"'' • .9m .usa .SlSS .2113 

• 

' .9978 .9389 .7216 .4032 

• .9997 .9819 .8689 ·"'' ' ' 0000 
.9918 .9500 .7869 

• ,,0000 .9991 .9848 ".9050 

• •oooo ,~. .9963 .9662 . 

" '"'"" '·"'"" ·"'' ·"'' " ,,0000 '·""' ·"" .99!1 

" '"'"" . 1.0000 '"'"" .9991 ' " •. 0000 >.0000 .1.0000 '""" " •. 0000 '""" ' 0000 '0000 

0.~0 

··~ .9539 
.9888 • 
.998J 
.9999 

• 
..,, 
·= 
.00~5 
.0187 
.0898 . 
.21!() 
.3953 

~· .7880 
.9102 

.97)) 

.9935 

.9991 
.9999 

.0000 

·""'' .0037 
.0176 
.059! 

.1 50'1 

.JOl6 

·'""' .691>4 
.S--191 

.~~ 

.9S~4 

.9963 

.9995 

'·""' 
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TABLA f (continuaci6n) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

0.1(1 

. .1'01 
.4503 ' .. .73l8 . 

. • 'itllS 
.9718 

.9936 

.9938 
• .• 9998 
>.0000 ->.0000 . .. 
LOOOO 
1.0000. 
LOOOO 
LOOOO 

.. "t.oooo 

>.0000 
LOOOO 
1.0000 

.!l51 
.4203 
.7054 
.8850 
.9648 

.9914 

.9983 

.9997 
>0000 
>.0000 • 

>.0000 
>.0000 
>.0000 
>.0000 ' 
>.0000 . 
LOOOO 
>.0000 
• 0000 

k! (n-k)! 
·k n-k 
p q 

' 0.20 0.30 0.40 

.0180 .00!~ .... 

.om .0142 
. 

• 001¡ 
.2713 ·""' ·"" .5010 . .... .032! 
.7164 .3317 .0942 . 

. 
.8671 .5344 .2088 
.9487 .nt7 .l743 
.9837 .8S9l .5634 
.9951 ·'"' .7363 ..... ·"" .86B 

• . .... .99]9 .94!4 
10000 .. .998~ .97J7 
1.0000 .9997 

. 
.9942 .. 

1.0000 1.- . ~ .9987 
1.0000 1.0000 .9998 

1.0000 1 0000 1.0000 
1.0000 1.0000 LOOOO 
•• 0000 >.0000 •. 0000 

.0144 .0011 ... 1 
.0329 .0104 ·"" .2369 .0461 . .oos~ 
.4SSI . • !JJl • .0230 
.6733 .2822 .06% 

.8369 .4739 .1629 
.9)24 ·"'' =· .9767 .8!&0 .4878 
.99JJ .9!61 .6615 
.9934 .96U • .81)9 

.9997 .9895 .91 !S 
>.0000 . ~972 .9648 . 
1.0000 .9994 .9384 
>.0000 . 99!l-9 . .9969 
>.0000 >.0000 ·"" ' •. 0000 1.0000 ·"" 1.0000 1 0000 1.0000 
>.0000 1.0000 "1.0000 

. 

o., 

.0000 . ... 
·""' .0033 
.0154 

.0431 
.1189 
.2403 
.4073 
.5927 

.1591 
.SS! 1 
.9519 
.9846 
.9962 

.9993 ..... 
>.0000 

.0000 

.0000 

·"" .0022 
·.0096 

.0318 

.om 

.11K 

.3238 

·""' 
.6762 
.5204 
.9165 
.9682 

·"" 
,!l-978 

·"" >.0000 
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TABLA 1 (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

n~ k n-k 
k:{n-k)! P q 

p 
O <O 0.20 '" . ··~ 
.!SSJ . .0211 ..,, 

""'" .5147 .-.1407 .0161 ,00)): 
.1892 . JSJ8 .~· 

. . .OIU 
,9316 .5981' .2439 

. 
.06SI 

,98lO ,79U .4499 .1666 

·'"' ".91!1 .6598 .3288 

·"'' .91ll .8241 .Sl7l 
.9!#99 .99)0 .9256 .7161 

i.OOOO .9983:~ ,9741 .!SJ1 
•• oooo .9998 .!1929 .9417 . 
•. 0000 i.OOOO . .9984 .9809 

'·""' i.OOOO .~n .9!1Sl 

''"" i.OOOO i.OOOO .9!191 
'0000 i.OOOO '·""" .9999· ..... i.OOOO ..... 1.0000 ' 
. ..... i.OOOO i.OOOO i.OOOO 

..... 1.om '.0023 .~, 

.4818 .1182' . .0191 • . OOll 
.7618 .3096 .0774 ,' .0121 
,9174 

' 
-~89 .2019 .~M 

.9719 .1S8l .l8a7 .1260 

,!19Jl .1943 .5968 .2639 
.9992 .962) .7752 .4478 
.9999 .9891 ,89S4 .640S· 

i.OOOO .9974 .9591 .8011 
1 .JOOO ·"'' .9873 .11081 . . 
i.OOOO ..... .~~ .96U 
i.OOOO i.OOOO .9991 .9894 

··= • 1.0000 ,9999 .!197l 
i.OOOO •. 0000 ··= .9!19S ·= •. 0000 i.OOOO .~~ 

. • 

'·""' ·= ·= i.OOOO ··= •. 0000 ··= i.OOOO 

0.30 

.0000 

.~· .0011 ' 1 .0106 ' .0)84 
' 
.1011 
.2272 
.4018 
.5982 
.7728 

.8949 

.%16 
,9894 
,9919 
.9997 

'"""" • 
. 0000 
.~ . 
.0012 

·""' .CHS 

' .0717 
.1662 
.ll4S 
.>000 
.68SS 

.8))8 

.928) 

.97" 

.9936 

.9981 

' . .... 
··= 
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TABLA 1 (continuación) 

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL 

F ( 1 ~ n! . k n-k 
X X " " k 1 ( -k) 1 p q k•O · n • 

p 
0.10 0.~0 oro 0.40 

-o .1216 . 011' ..... .0000 

' '.3917 .0692 .0076 ·""'' ' .6769 .2061 .OlH .0036 

' .8670 .4114 .1071 .0160 

' .9J68 .6296 .2l75 .OSI O 
. 

' .9887 .S04l .4164 . .1256 

' .9976 .9JJJ .6080 .2500 

' .9996 .9679 • 772l - .4JJ9 . 

• .9999 -~"' ·"'' .S956 

' • 1.0000 .9974 .9S20· . .75$3 

" L.OOOO ..... .9829 ·"" " "1.0000 -~~ ,9949 • • 9·US 

" 1.0000 L.OOOO .9987 .9790 

" LOOOO '-""" .9997 .99JS 

" L.OOOO L.OOOO 1.~ -~" 
• . 

" ' 0000 
L.OOOO L.OOOO ... , 

" LOOOO L.OOOO '·""" • !.0000 

" L.OOOO '·'""' L.OOOO !.0000. 

" 1.0000 ,_.,.., '·"'"' '-'""' 

f!}lltl 

'" 
.0000 
.0000 
.0002 
.0('!1} 
.OOH 

.0207 

.0,77 
' .1Jl6 

.2$17 
.4119 

.nn 

.748) 

.8684 
,94U 
,9793 

.99-41 . .9987 

.999~ 
'I:OOOC 

' 



• 

EJEMPLO 

SI SE LANZA AL AIRE SEIS VECES UNA MONEDA HOMOGENEA, 

A) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER DOS "CARAS"? 

B) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER POR LO HENOS CUATRO "CAiliiS" 

(X_!4)? 

C) ¿CUANTO VALEN LA ESPERANZA Y LA DESVIACION ESTANCAR? 

SOLUC10N 

A) PUESTO QUE LA MONEDA ES HOMOGENEA SE TIENE p.:;l/2 Y q=l-1/2,.1/2, 

DONDE p ES LA PROBABILIDAD DE OBSERVAR "CARA" ;(CARA = EX11'0) EN 

UN LANZAMIENTO, POR TANTO 

( 
. . 6! 1 2 6-2 6' 6 

p X .. 2] = fx(2) "'2!(6-2)!(2) (1/2) "'2!.4!(1/2) 

(DE LA TABLA: P(x=2),.P(x~3)<P(x~2)= 0,3438-0.1094'" 0.2344) 
B) PARA QUE SE CUMPLA X_!4 EN SEIS LANZAMIENTOS, SE NECESITA QUF. 

SE OBSERVEN 4,5 o 6 CARAS, PUESTO QUE ESTOS TRES EVENTOS SON 

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS 1 SE TIENE 

f{5)+f(6) 
X - • · X 

CALCULANDO LOS TRES SUMANDOS COMO EN LA PREGUIJTA ANTERIOR, RESUL'!A 

15 6 1 11 -
.. 64 + 64 + 64 = 32 = 0.3438 

(DE LA TABLA: P(x~4) ~t_~P(x~)l"'Í-0.656~ = 

C) E[x] • np ~ 6(1/2) = 3 

0.3438) 
' 

a2 [x]• npq = 6{1/.2) (1/2) = 3/2 _, <l"(X) .. h¡2 = 1.22 



• il' 

<:JEMPLO 

SI CON BASE EN LA EXPERIENCIA DE MUCHO TIEMPO SE SABE QUE UNA 

MAQUINA IMPRIME COLORES DEFECTUOSOS EN UN 5 POR CIENTO DE LAS 

VECES, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE DE 10 IMPRESIONES SE 

OBTENGA: 

a. NINGUNA DEFECTUOSA 

b. UNA DEFECTUOSA 

c. MAS DE UNA DEFECTUOSA 

ASIMISMO, CALCULAR LA MEDIA Y LA DESVIACION ESTANCAR DEL NUME 

RO DE DEFECTUOSAS. 

Soluci6n 

SEA EXITO = IMPRESION DEFETUOSA 

EN TAL CASO p ~ 0,05 ·Y q: l~Q,QS R 0,95 

a, NINGUNA DEFECTUOSA ES LO MISM9~ 

QUE X~ O; ENTONCES n-x~ 10~0·~0 Y: 

• 
P(x•O)= """:-' --,----,- • '1~0 ~· c:c--:,-;- ' ( o. o 5 ) o (o . 9 5) 

1 o 
x~ (n~x)! O! (10-0)! 

• 10! 

10! 

b. UNA DEFECTUOSA ES LO MISMO 

QUE X = 1¡ ENTONCES n-x ~ 10-1 ~ 9 Y: 

(Q.05) (Q,63Q2f = 0~315 

e, MAS DE UNA DEFECTUOSA ES LO MISMO 

QUEx>l 

}?(X> ll ~ 1-.P(X" ¡'¡ = 1-:-i)(x'" O)+p(x • 1)~ 

~ 1-(0.599~0.315) • 0.086 

' 



EJEMPLO 

Etx) ~ np = 10x0.05 • 0.5 

al(x)• npq" 10 x 0.05 x 0.95 = 0.0475 

O'(X) = { Ó.0475 = 0.2179 

. /f¡l 

RESOLVER AHORA EL INCISO b. DEL EJEMPLO ANTERIOR, PARA EL CASO 

EN QUE p .. 0.1 

• 
. ~10~'""­P(x•1)=-
1! 9! 

co.1o¡ 1 (o. 90J 9.o. 3874 .. 38. 74% 

USANDO LAS TABLAS DE LA DISTRIBUCION BINOMINAL: 

{K = x} U {X ! x-1} ~ {X ~ x} 

POR LO TANTO ?{X~ x) + -p{X ~ x-1} = P{X S x) 

Y P{K • X} = P{K S x) - P{X ' x-1) 

• EN ESTE EJEMPLO X ~ 1 y x-1~0, POR LO QUE 

P(X=1} ,. Pf.XS:1l - P(X $. 01 

~ 0,7361 ~ 0.3497 ~ 0,3874 



"· DISTRIBUCION GEOMETRICA 

SEA p LA PROBABILIDAD DE EXITO EN UN EXPERIMENTO. SI EL EXPERIMEN­

TO ES CON REEMPLAZO Y SE REPITE SUCESIVN'IENTE HASTA QUE SE OBSERVA 

UN EXIT01 SE TENORA LA VARIABLE ALEATORIA X~NUMERO DE REPETICIONES 

DEL EXPERIMIENTO HASTA QUE SE OBSERVA EL PRIMER EXITO. OBTENGAMOS 

LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X (S ~ {1,2,3 ••. ._ .. }): 

,, 
EL PRIMER EXITO OCURRIRA EN EL EXPERIMENTO NUMERO X SI, Y SOLO_SI, 

EN LOS x-1 ANTERIORES HUBO PUROS FRACASOS. LA PROBABILIDAD DE 

ESTE EVENTO, DADO QUE LOS EXPERIMIENTOS SON INDEPENDIENTES, ES 

ESTA FUNCION SE DENOMINA DISTRIBUCION GEOMETRICA. SE PUEDE CEUOSTRAR 

• 
QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES 

x-1 
p(l-p) ., 1_-

Y QUE 

E (X) • ! x-1 x(l-pl p=l/p 
x=l 

o 2
(X) ! 1 2 x-1 

(1-p)/p 
2 • (X--) (1-p) p • 

x=l p 

EJEMPLO 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN TÓRNILLO DEFECTUOSO POR 

PRIMERA VEZ EN LA SEXTA EXTRACCION, SI EL PORCENTAJE DE DEFECTUO­

SOS DEL LOTE DEL CUAL SE MUESTREA ES DE 5 POR CIENTO? 

P(X=6) = fX(6) = (1-0.05) 5 x 0.05 = 0.95 5x 0.05 = 0.03869 



83. 

PJSTRJ6UC!ON H1PERGEOMETR1CA 

CUANDO SE TIENE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA CUYO ESPACIO DE 

EVENTO~ TIENE SOLO DOS ELEMENTOS, DIGAMOS S~(EXITO, F~~CASO}, Y SE 

REALIZA UN MUESTREO SIN REEMPLAZO, ENTONCES LOS RESULTADOS DE CADA 

EXPERIMENTO NO SON 1NVEPEM)If!.ITES NI LA PROBABHIOAV VE EXTTO PERMANECE 

CONSTAifTE, COMO EN LA DISTRIBUCION BINOMIAL, POR LO QUE ESTA ULTIMA 

NO ES APLICABLE. 

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR 
• 

n VECES EL EXPERIMENTO CONSISTENTE EN EXTRAER, SIN REE"iPLAZO 1 ELE_-

MENTQS' DE UN LOTE QUE TIENE N OBJETOS DE LOS CUALES M SON "EXITOS•. 

EL NUMERO DE ELEMENTOS QUE TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERI-

MENTO ES 

N (S) = C 
" n 

EL NUMERO, N({X=x)) 1 DE ~ANERAS POSIBLES E rr.UALMENTE PROBABLES DE 

OBTENER x EXITOS ES 

EN EL LOTE EN LA MUESTRA 

N ELE..."!.ENTOS n ELEMENTOS 

,000:··00~000···00 000· ·eeeGJ·.·e 
• 

M EXITOS (N-M) FRACASOS x EXITOS QUE (n-x)FRACASOS QUE 

SE PUEDEN ELE SE PUEDEN ELEGIR 
GIR DE MCx ~ DE N-MCn-x !W:IERAS 

NERAS, 

CADA ELECCION POSIBLE DE x EXITOS SE COMBINA CONICADA ELECCION 

POSIBLE DE (n-X) FRACASOS¡ POR LO TANTO, EL NUMERO TOTAL DE MANERAS 

DE OBTENER x EXlTOS EN n EXTRACCIONES SIN REEMPLAZO ES 



POR LO TANTO 

.<•O,l, •.. ,n 

EN DONDE (M) • M( ¡N-.'1¡ = (N-M)! 
X x!(M-x)! ' n-x (n-x)! (N-M-n+x) J 

y (N 1 = 
N( 

n n! (N-n)! 

QUE SE CONOCE COMO VlSTRlBUCION HIPERGEOMEITICA, LA MEDIA Y LA VARIAN-

CIA OE ESTA DISTRIBUCION SON 

n ¡M¡ (N-M¡ 
E(X) = ' 

x n-x 
X 

x=O ¡N 1 
n 

y 

o-2(X) 
n 

nM2 = ' (x-N) 
x=O 

RESPECTIVAMENTE. 

= nM/N '" 

(M) ¡N-M¡ 
x n-x = 

(N 1 
n 

·-np ' "' p =M/N 

Mn (N-M) (N-n)· 
= 

N (N-1) 

' 

; 

p(l-p). 

' " 

n(N-n) 
N-1 



"· 

EJEMPLO 

EN UN PROBLEMA DE CONTROL ESTADISTICO DE CIU.IOAD, SE TIENE UN LOTE 

DE lOO ,TRANSFORMADORES DE CORRIENTE ELECTRICA, DE LOS CUALES 40 

SON DEFECTUOSOS (NO CUMPLEN LAS NORMAS DE FABRICACION) • ¿CUAL ES 

LA PROBABILIDAD DE OBTENER UNO DEFECTUOSO DE TRES SELECCIONADOS AL 

AZAR SIN REEMPLAZO? 

P(X=l] • 

• e 0.438 

APROX!MACION VE LA VISTRIBUCION HEPERGEOMETRICA MEDIANTE LA BINOMIAL 

CUANDO N ES GJWIVE Y 11 PEQUERO (N~ lOn), LA DISTRIBUCION BINOMIAL SE PUEDE 

USAR COMO APROXIMACION DE LA HIPERGEOMETRICA. DE ESTA APROX!MACION 

SE HECHA MANO CUANDO LOS CALCULO$ CON ESTA ULTIMA RESULTAN TEDIOSOS, 

EN EL CASO DEL EJEMPLO ANTERIOR, SI SE USA LA DENSIDAD BINOMIAL SE 

OBTIENE, CON p=40/l00 = 0.40 Y n•J • 

P[X=lJ .. l~: 2 ! (0,40) 1 (0.60) 2·., 0.432 

FOiOOJLA VE STIRL!NG 

N.'·."'=<'>" ' 1 '718 ) ~¿~n e e • , ,,, 

Error • 2\ SI n ~ 4 

Error = 0.8% SI n = 10 



" 

C o,,,o..<Oiln ""'"'•"""'""'• 
1:3 Diur<~ociOn binomial 

N ~ 16 
~ B 

" - B 

- ·'. 

"· 

COMPARACI0/.1 DE LAS VISTR!BUC!OIIES IIIPERGEOMETRICA V 
B!/JOIHAi 

• 

0Dirub,oo~ h.,..._llfioo. 

[:1 Dls"il>u<lón b'"""'"'l 

• 

N = 1000 

!1 = 20 

n = 100 

• 



"· 

. D[S!lUBUCION DE POfSSON 

UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDArl.<;S PAr<;, :_;;, ... VARIABLE ALEATORIA DIS-

CRETA, X, DE LA FORMA 

,.x e-A 
'-7-,'-- ; X . "' 0 x. 1 ' 2 , .•• 

SE LLAMA DISTRIBUCION DE POISSON; EN ESTA ECUACION A ES UNA CONSTAN 

TE. SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LA MEDIA Y LA VARIANCIA PARA ESTA DIS­

TRIBUCION QUEDAN DADAS POR 

E(XJ = " xáo 

2 
{] {:x) .. 

x -A , 

' " . ' x. 

UNA VEZ CONOCIDA A, CON ESTA DISTR!BUCION SE PUEDEN CALCULAR LAS PRO 

BABILIOADES DE QUE UN EVENTO OCURRA x VECES. 

ES POSIBLE DEMOSTRAR QUE LA DISTRIBUCION DE POISSON PUEDE EMPLEARSE 

COMO UNA PROXIMACION DE LA DE BERNOULLI, TOMANDO A ~ np, CUANDO n 

ES GRANDE Y p PEQUEnA, PERO DE TAL MANERA QUE npq > l. AL RESPECTO, 

SI n'"'20 y p=O. OS, ENTONCES EL ERROR QUE SE TIENE,'AL USAR DICHA APRO 

XIMACION ES MENOR DE 3 POR CIENTO PARA VALORES DE X MENORES DE 3; 

PARA X'"4 y Xc5 LOS ERRORES RESPECTIVOS SON 15 Y 41 POR CIENTO, DEBI 

00 A QUE NO SE CUMPLE CON LA CONDICION DE. QUE npq SEA MAYOR DE UNO, 

YA QUE npq = 20x0.05x0.95 = 0.95 
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TABLA 2 

FUNCJON DE DISTRIBUCION DE POISSON 

·'" '·" '·" '·" 
.60~ -368 .135 .oJO 
.910 .7)6 .<M -'~ 
.98~ .920 .671 .423 
.998, .981 .!Sl -~' 
'-~ .996 .947 . 81$ 

'·"' -·~ .981 .961 
1.011(1 '~ . 995 %0 

'·"" '-~ .999 ,..988 

'-'"" '~ I.OOCI" .996 

'·""" !.IJ!'O 1.000 ,999 

'"" '-000 ,,000 '-000 

'·"'" '-000 i.Ooo '·"" 
' 000 

,,000 ,,000 '000 
'-~ '-"" '-~ '~ 
,,000 '·"' '·"' ,,000 

'-~ '-'"" '·"' '·""' ' """ ' 000 
,,000 '.000 

,,000 ,,000 '-~ '·"" """ '·"" ' 000 
(ooo 

' "" '·"" ' 000 '000 

'-'"" 1.000 '""" '000 

• 

_, k 

' ' 

' ••• '" 
.o a ·'"' .on -~" 
.1)8 .125 
.(JJ '.265 
. 629 .4(0 

" .78l .616 
.889 . • 161 

-~· .867 
.979 . 911 
.992 .968 

.997 .986 

••• ·"' 1.000 . .998 
,,000 .999. 

'000 '·""' 
'·"' '·""' 
' 000 '·"" 1.000. 1.001.) 

'·"' '·"' '·"' '000 

1.000 '·"' 

••• • '·" ... 
.001 ·'"' -~ 
.017 ' ·'"' '"' .0,::' .OJO .014 
.1st· • .0~2 .042 
.105 . .1n ·''" • 

.446: ·"'' :191 
.605' • ·''" .JI J 

·"' .599 .•n 
.841' .• 729 .S9J 
. 916 .830 .717 

.951 ' ·'"' .816 

.~~o· .947 .en 
~' .9JJ . .936 

.}96" .981 .96G 
.999' .9~4 .981 

• 
.999' ·.998 .992 

1.000: ·'" .996 
l.~;;o; '000 ••• 
' "" '·""' .m 
'000 ,000 ,_000 

• 

'.000 ' 000 
,_000 

¡¡' 

••• 
-~ 

·'"' ""' .011 
.055 

.116 

.2G1 

.12~ 

.4l6 
.lSJ 

.706 

.803 

.87~ 

.91~ 

.959 

.978 

.989 

.9;;: 

.99S 
.999 

I.ODI.J 
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TABLA 2 (continuaci6n) 

FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON 

- 10.0 

.... 
• 

.010 

.029 . ...... 
' .. 130 

.220 

.Jll 

.458 

·.su .. . 697 
• • • 192 . ••• 
' .917' .. 

.951 

.91l 
' .986 
·,.99) 
··.997 

• ,998 
,999 ..... 

•.ooo ..... 
•. 000 
•. 000 

'·"' '"' '·"' 

• 

.. 

' 

ll.O 

.OO • 

.00> 

.015 

. Ol8 

m• 
• 141 

·"' ;341 
. .... 

·"' ••• 
.781 
,854 

-·~ ... .... 
.9a2 
.m 

·"' .998 

·"' LOOO 
LOOO 

' 000 LOOO 

' 000 LOOO .... 

X 

' k• O 

e-A ).k 

• 
12.0 n.o 14.0 

.oo• .000 .000 

. oot .oo. .000 

.oo• ·"" .oo> 
• ' ., . .01' -·"" .026 ... 

-~· .05~ .Ol2 
.1 SS •• 00 .062 
.242 .1 ~6 -·~ 
.147 ·.zn .116 

-·~ .lSl ,ro 
.516 .45! .358 
.682 • Hl ••• .772 ' ,61$ .570 

.844 ·'" • •• 

.B99 .83$ ,756 

.937 •• S90 .m 

.963 ·'" .88) 

.979 .9H .92) 

.988 .97S .952 .... ,986 .971 

.m .992 .983 

·"' ·"' '" .m .998 ·"' 
'·"' .999 .9H 

'·"' '·"' .999 

'·"' '·""" .... 
'·"' - 1.000 ..... 
'·"' '·"' '""' 

¡¡" 

1~.0 

.000 . ... 

.oo• 

.00> 
.oo• 
,01& 
.031 
.oJO 

• .m 
.115 

·'" .l6l 
.466 

.568 

·"' .749 
.119 
.815 

.917 

-~' 

"' "' "' 
-"' 
.997 
.998 

·"' '·"' 
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EJEMPLO 

SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE 

UNA DETERMINADA FUERZA DE TENSIONES DE 0,001, ¿CUAL ES LA PROBA­

BILIDAD DE QUE DE 2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN A) TRES, B) MAS 

DE DOS? 

CON >. "' 2000 x 0.001"' 2 Y CONSIDERANDO QUE npq'"' 1.9,l,SE PUEDE 

USAR LA OISTRIBUCION DE POISSON COMO APROXIMACION DE LA BINOMl~: 

"' P!X-3¡~ 

P[X•3]~ 
2' , .. 

- 0.18 

EN ESTE CASO LA OISTRIBUCION BINOMIAL DA COMO_ RESULTADO 

1 2000! 
_P[x~J a J:x1997! (0,001) 3 (0.999) 1997~ 0.184 

b) P[X>2]•1-P[X<2]=l-Fx(2),.J-{P[X•_O]+ 

} 
2° e"' 2' e"' 2' e'' 

+P[X~ l]+P[X=2] = 1--------
0! 1! 2! 

) 
.. 1--­

•' 
2 2 
--- = l-
•' " 

5 7 = 0.323 

. -· 
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B 9. 

EJEMPLO 

UNA COMPAfllA ASEGURADORA DESPUES DE MUCHOS A~OS DE EXPERIENCIA HA 

HA ESTIMADO QUE EL 0.004% DE LA POBLACION FALLECE ANULAMENTE POR AC­

CIDENTE AUTOMOVILISTICO. SI ESTA.COMPAfliA TIENE 40,000 ASEGURADOS, 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD" DE QUE 2 DE ELLOS MUERAN EN UN A~O POI>. ES'l'E 

TIPO DE ACCIDENTE? 

SEA X EL NUMERO DE PERSONAS QUE MUEREN ANUALMENTE DE ENTRE LOS ASE­

GURADOS, POR ACCIDENTE. LA MEDIA DE X ES 

E[XJ a 0.00004 X 40,000 = 1,6 ~A 

AOEMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE npq>l, SE PUEDE USAR SIN GRAN ERROR 

LA DISTRIBUCION DE POISSON: 

>"e 
_, 

(1.6)xe-1.6 
P [x,.x] • • ' x .. o, 1, 2 ' ••• 

"! "' 
POR LO QUE 

p (X=2] 
(l.G) 2e-1.6 0.2019 X 2.56 o . 26 • = • 2! 

' 
LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES PARA ESTA VARIABLE ALEATORIA ES: 

" o 1 2 ' 4 S 5 

fx(x) 0.202 o. 323 o. 2 58 Q.13P. O • O S S o . o 18 o.m ... 

o . ',e 
o . 

O·l 

1 
o 1 2 ' 4 S 5 
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EJEMPLO 

EN LA AMPLIACION DEL CARRIL PARA DAR VUELTA A LA IZQUIERDA EN UNA, 

AVENIDA, SOLO HAY CAPACIDAD PARA 3 AUTOS COMO MAXIMO ESPERANDO 

LA FLECHA LUMINOSA DEL SEMAFORO, EN UN ESTUDIO ESTADISTICO DEL 

TRANSITO EN ESE LUGAR SE ENCONTRO QUE EN CADA CICLO DE LUCES DEL 

SE~ORO HAY EN PROMEDIO 6 AUTOS QUE VAN A DAR VUELTA, ¿CUAL ES 

LA PROBABILIDAD DE QUE EN UN CICLO DEL SEMAFORO, TOMADO AL AZAR, 

SE CONGESTIONE EL TRANSITO POR EXCEDERSE LA CAPACIDAD DEL CARRIL( 

P(X>l] = ? 

P(ii.) ~ 1-P(A) O P(A)= 1-P(A), CON A=6, 

x=J X"') e-66x 
p (ii.) -p [X9] "' ~ fx(x) -' X"'O · x=O x. 

P(ii.) e- 6 (1 6 
62 63 61e -G o .15l - + + ,. -1 - = 

6 

P(Aj • P{X>3] • 1-0,151 = 0.849 

_jL 

ll 
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PROCESO ESTOCASTICO VE POISSON 

o:::t.J E'ASE EN lA DISTIUBOCICN DE POISSON SE PUEDE DEDUCIR QUE LA DISTRI-

BUCION DE PROBABILIDADES DEL N1J~RO DE OCURRENCIAS DE UN EVE!ITO 

DURANTE UN PERIODO t QUEDA DADA POR 

DONDE 

fX(x) • P(X • x EN UN LAPSO tJ 
O.t)x e-At 

/X"' O,!, x, 2 , ••• 

A = NUMERO MEDIO DE OCURRENCIAS POR UNIDAD DE TIEMPO, 

~ LA ESPERANZA- Y LA VARIANCIA DE ESTE PROCESO, PARA UN LAPSO ';., SON 

E (X) .. H 

o
2

(X) = l.t 

PARA QUE ESTA OISTRIBUCION SE APLIQUE SE REQUIERE QUE EL EVENTO 
. . 

OCURRA CADA VEZ DE MANERA INDEPENDIENTE· DE LAS OCURRENCIAS PREVIAS, 

Y QUE A SEA CONSTANTE. A A SE LE CONOCE COMO INTENSIDAD DEL PROCESO¡ 

A SU RECIPROCO, 1/A SE LE DENOMINA 'Pf1.110V0 VE RECURRENCIA. 



SE PUEDE DEMOSTRAR QUE 

CUANDO UN EVENTO OCURRE SIGUIENDO UN PROCESO DE POISSON, LA VA­

RIABLE ALEATORIA "TIEMPO ENTRE UNA OCURRENCIA CUALQUIERA Y LA 

SIGUIENTE" TIENE UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES EXPONEiiCIAL. 

EJEMPLO 

SI LOS MAREMOTOS QUE SE REGISTRAN EN UN PUNTO DE LA COSTA ME-

. XICANA DEL OCEANO PACIFICO OCURREN SIGUIENDO UN PROCESO DE PO:C­

SSON CON A= 0.01, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE ENTRE UN 

MAREMOTO Y EL SIGUIENTE TRANSCURRA UN TIEMPO 

a. MAYOR DE 100 ANOS 

b. ENTRE 50 Y lOO ANOS 

a. P(t > 100) = 1 ' 
lOO 

lOO 

b. p (50 < t < lOO) • J 0.01 - -
50 

1 1 e~o.o1 X '100 (1 .,. • - . 1 -
0.6065 - Q,3679 = 0,2386 

" 

-0.01 X 100 

" 
-1 = e .. 

-0.01 tdt,. F(lOO) -

e ... a. 01 X sa, • e ... o. 5 

36.79% 

F(SO) 

d -. A 



". 

EJEMPLO 

EN. UNA CENTRAL DE COMUNICACIONES SE TIENE UNA DE.'1ANDA MEDIA DEL 

SERVICIO DE B LLAMADAS CADA MINUTO, CALCULAR LAS PROBABILIDADES 

DE QUE EN 2 HINUTOS NO SE SOLICITE EL SERVICIO, DE QUE SE SOLICITE 

SOLO UNA VEZ, Y MAS DE UNA VEZ. 

f (o) 
X 

~ P(X=OJ "' lil'E'li_0~· ,,_-_'_"_
2 

= 
- Ol 

0.00064 

-16 
' "' 0.00004 

P[X>l) = 1 - (0,00004 + 0,00064) = 0,99932 
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EJEMPLO 

MEDIANTE UN ESTUDIO ESTADISTICO SOBRE LA OCURRENCIA DE MAREMOTOS 

EN LA CO.STA ~~XICANA DEL OCEANO PACIFICO SE ESTIMO QUE UNA OLA 

DE 4m DE ALTURA O MAYOR SOBRE EL NIVEL DE LA MAREA TIENE UN PERlO-

00 DE RECURRENCIA DE 100 AflOS, CALCULAR LAS PROBABILIDADES OS QUE 

EN LOS PROXIMOS lO, 50 y 100 A~OS NO OCURRA NINGUN MAREMOTO EN DICHA 

REGION CUYA OLA MAXIMA EXCEDE DE 4m'f· SUPONIENDO QUE LA OCURRENCIA 

DE LOS MAREMOTOS SE PUEDE MODELAR MEDIANTE UN PROCESO ESTOCASTICO 

DE POISSON, 

I.A DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X~NlJMERO 

JE MAREMOTOS CUYA OLA MAXIMA ES MAYOR DE 4m, CON ~=1/100=0.01 ES 

f (xl .. (a}e-a = (O.oltfiO.Olt 
x "L1x1.--- x! 

POR LO TANTO, PARA t=lO, 50 Y 100 A.'10S, SE TIENE, RESPECTIVA-'~ENTE 1 

QUE; 

a) 

6) fxCOl .. 

(O.OlxlO)Oe-O.OlxlO 

O! 
• e-O.l .. 0.905 

.. e-O,S,. 0.607 

-1 e = 0.368 

PARA ESTE MIS~\0 PROBLEMA, LAS PROBABILIDADES DE QUE OCURRA AL !I.ENOS 

UN MAREMOTO CON OLA MAXI~A MAYOR DE 4m SON, RESPECTIVk~NTE, 



• 

"· 

. 
'b) P[X,!_l} = 1-0.607 = 0.393 • 

e) P(X!_lj = 1-0,368 = 0,632 
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EJEMPLO 

SE S~~E QUE UNA ~~QUINA QUE PRODUCE PAPEL PARA DIBUJO, LO HACE 

CON UN. DEFECTO POR CADA 100M FABRICADOS 

a, ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE TENER CERO DEFECTOS 

EN UN PLIEGO DE 20 M? 

A - 1/100 - 0.01 DEFECTOS /METRO 

P(X•O)= 
O.Olx20 e-O.Olx20 

• 
O! 

o.2 e..;0 · 2 
= 0.164 

O! 

{EN ESTE CASO t = LONGITUD] 

b. ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE TENER UN DEFECTO EN 2Qml 

P(X"' 1) = 
0,2 e- 0 • 2 .. 

= O.H4 
11 

o, ¿CUAL ES LA PROBABILlDAD OE TENER UNO O CERO DEFEC~ -

TOS? 

P(O ;S. x ;S. 1) "'P(X"' 0) + P(X ~ 1) • 0,164 .¡. O,H4=0,328 

d. ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE TENER MAS DE UN DEFECTO? 

P(X > 1) = 1 - P(X < 1) ~ 1 - 0.328 • ·0.672 

• 



• 

EJEMPLO 

SE SABE QUE EN CIERTA ZONA GEOGRAFICA SE LOCALIZA UNA ESPECIE 

ANIMAL RARA A RAZON DE 2 EJEMPLARES POR 100 KM 2 • SI SE TO!"..A 

UNA FOTOGRAFIA AEREA QUE ABARQUE 

BILIDAD DE LOCALIZAR 5 ANIMALES? 
120 ¿CUAL ES LA PROBA-

CON A= 

P(X'" 

.. 

' 
lOO 

= 0.02 ANlMALES/KM2 

-H 
5 ) ~ ~"'-'"'-- • 

X! 

0702 x-r20_e-o0.02--x·-120 --"'-'......,"-"'--"----C- • 
S: 

;..2- 4" 
'. ' • • 0.219 o. 00183 " • 

51 5! 
' 

lEN ESTE CASO t• AREAf· 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE :..OCJ,.LlZAR UN ANil>L\L? 

'·' 
-2. 4 

P(X • 1) • • 0.219 • • 

" 
¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE NO LOCALIZAR NINGUNO? 

p (X ., O) • 0.219 .. Jl~219 
O! 

¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE LO'.:ALIZAR MAS OE UNO? 

P(X > 1) = 1- P(X < 1) • 1- (0.219 + 0.219) = 0.562 
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VARIABLES ALEATORIAS C01tf'1NUAS, 

VISTRlBUCION UNIFORME 

SE DICE QUE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, TIENE VlSTRlBUC10N 

1JN1FOR.IiE ENTRE X ., a 't X ~ b(b>a) SI 

CONS'rANTE ., -.::.,._, 
b - • ' ' 

LO QUE SIGNIFICA QUE LA PROB.'I.BILIDAD DE OBTENER UN VALOR ENTRE 

X Y x +,dx ES LA MISMA PARA CU~LQUIER X CO~PRENDIDA ENTRE a Y b. 

LA GRAFICA DE DICHA DISTRIBUCION ES 

'xt~J 

1 
b:a 

LA ESPERANZA Y LA VARlANCIA DE LA DISTRIBUC!ON UNIFORME SE CALCULAN 

DE LA,SIGUIENTE MANERA= 

¡, 1 x' ~ b1 -d' 
E [X]- 1 x- dx = [o;i-::c: l -T,c;;--7, .. (b + a)/2 

• b- a 2 (b a) Q 2 (b a) 

'b-'{E(:-.:])2 dv 
+! ·b-a "" 

• 
b 2 

= f (X'-E(Xj) 

• 
1 b 2 
,...-dx=/~dx o-a o-a • 

lb 2xE[X]dx 
·-b • 

[ 
{E[Xll' x ]' _ [ 2 E(XJ 
b a • b a 

,. . 
,].· 

b'-a' (b-a)' 
= + (E (X])' -. E(X] (b + a) .. --"-p;::.:._-

3(6 al 12 

• 



• 

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES 

1 :x:-a 
b-a du "' b-a 

LA GRAFICA DE ESTA FUNCION ES UNA LINEA RECTA DE a A b: 

1+--

EJEMPLO 

¿CUANTO VALE LA PROBABILIDAD DE QUE X SEA MENOR QUE 1/3, SI 

ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION UNIFORUE EN EL IN-

TERVALO 0-1? 

1 a 
-'''-'--''~ . ~''-----

b a b • 
PARA a = 0 Y b • 1 NOS QUEDA 

' . o 
~''--- =} 

1 - o 

• 
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VISTR18UCION NORMAL 

liNA DE LAS DIST_~IBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS MAS 

•;TIL ES LA V!STRIBUC!ON NORMAL O DE GAUSS 1 DEFINIDA POR LA ECUACION 

1 

a/2; 

2 2 
- (x-~) /2o • 

DONDE ~ ES LA MEDIA Y o LA OESVIACION ESTANCAR DE X. 

SI SE HACE LA TRANSFOR~CION 

Z =- (X-u)/o (E(z)._ E X - ' 
o 

E(x)-11 
o 

ENTONCES LA ECUACION ANTERIO~ SE REDUCE A LA LLAMADA FORMA ESTAN!W!, 

CUYA ECUACION ES 
= 

1 

"" 
2 

•
-z-:/2 

' 
F ( z) 

' 

• 

• r' 
-ro 

1 

m 
_, '! 

e :Z dz 

EN ESTE CASO LA VARIABLE ALEATORIA Z TIENE DISTRIBUCION NORMAL CON 

MfOIA IGUAL A CERO Y VARIANClA IGUAL A UNO. 

EXISTEN TABLAS' PARA CALCULAR LAS P~OBABILIOADES DE UNA VARIABLE ASO-

CIADA A UNA DISTRIBUCION NORMAL EST~~DAR. EN LA SIGUIENTE FIGURA 

SE MUESTRA LA FORMA DE CAMPANA DE ESTA DISTRIBUCION, OBSERVANDOSE 

LA SIMETRIA RESPECTO A,Z=E(Z)=O y ES"ASINTOTICA AL EJE Z. 

tz(z) 

Ar•a~9~.45 'Ir. 

Ar•a=99.73., 

_..-. ... ,. .... 21 " 

' 
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LA UTILIDAD DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTANCAR RADICA EN QUE 

DONDE 

., . y 

• 

., . 
1 fz(~)dz 
' . 1 
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EJEMPLO 

COMO RESULTADO DE UNA LARGA SERIE DE EXPERIMENTOS PROBANDO A CO~-

PRESION SIMPLE CILINDROS DE CONCRETO, SE HA ESTIMADO QUE LA ESPERAN­

ZA DE LA RESISTENCIA ES DE 240 KG/C~2 Y LA OESVIACION ESTANCAR DE 
• 

30 KG/CM2• 

A) ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE OTRO CILINDRO TOMADO AL AZAR 

'RES:i:STA MENOS DE 240 KG/Ct~2 ? 

B. ¿CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE RESISTA MAS DE 330 KG/~2 ? 

C) 4CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SU RESISTENCIA ESTE EN 'EL lNTE~­

VALO DE 210 A 240 KG/CM
2

? 

SUPONGASE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ES NORMAL. 

SOLIJClON 

A) PARA EMPLEAR LAS TABLAS DE DISTRIBUCION NORMAL ES NECESARIO 

ESTANDARUAR LA VARIABLE X, EMPLEANDO u=240 Y a~ JO, CON x 1 •24V: 

240 - 240 
30 = o 

!<ECURRIENDO A LA TABLA DE LA OISTRlBUCION NORMAL SE OBTIENE 

P[X!_240],. P(Z~O} = 0.5 

~ SEA, LA PROBABILIDAD QUE CORRESPONDE AL AREA SOMBREADA DE LA SI­

GUIEl/TF. FIGURA~ 

Pzf.r) 

Fig 16. _ Dislribuci6n norma/ carrespondiente a/lt~Ciso e del ejemplo 

' 
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"· 

B) EL VALOR ESTANDARIZADO DE LA VARIABLE, PARA x1=330 KG/CM2 , ES 

330 240 
zl "' 30 • 3 

POR LO QUE 

P[X > 330} = P[Z ~ 3} = 1-0.9987 • 0,0013 

QUE ES EL AREA SOMBREADA DE LA SIGUIENTE FIGURA: 

FzrzJ 

=. .... , 

Distribución normal correspondiente al Incoo b del ejemplo 

C) LOS VALORES ESTANDARIZADOS DE _ LA VARIABLE, PARA x 1•210 y 

x
2

=240 SON: 

-210 - 240 
't • • -1 

30 

240 - 240 o ,, • • JO 

POR LO QUE 

?(210!X!.240] • P(- i!:Z!O] = 0.3413 

Pz(Z} 

F," 16. Distribución nonnal correspondiente al inciso e del Qm~pln 
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EJEMPLO 

SE HA ENCONTRADO QUE LA VARIABLE ALEATORIA ftERROR EN LA MED:­

CION .. DE LAS DISTANCIAS ENTRE DOS PUNTOSft TIENE DISTRIBUCION 

NORMAL CON MEDIA CERO. SI SE SABE QUE EL TAMAnO VERDADERO DE 

UNA LINEA ES DE 2M Y QUE LA VARIANCIA DE SUMEOICION ES 9CM2 , 

CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN UNA MEDICION LA LONGITUD 

QUE SE REGISTRE SEA 

•• 

b. 

-· 

a, MENOR_DE 195 CM 

b, MAYOR DE 203 CM 

c. COMPRENDIDO ENTRE 198 Y ,02 CM. 

P(> <195) • ? CON ' • 200 CM ' o • 19 • 3 CM 

z • 195-200 • -5 • -l. 67 
3 3 

f (Z) 

0.0475 P (X · < 195) .. ~-P. (Z<"'L 6 7) ~O. 04 7 5.,4 . 7 St~ ' 

z 

z 203 200 • 1 • 
3 

P(> > 203) • 1 - P(> ,:<203)• 1-P (Z<l.) • 1-0.8413:0.1587=15.87\ 

p (198 ' ' ' 202) • ? 

198 ·- 200 -0.67, z, 202 200 o. 67 '1" • > • 
3 3 

P(198< X <202) = P(-0.67< Z <0.67)•2x0.2486=0.4972•49 •. 7_2-< 
.. 



• 
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TEOREMA CEiiTRAL VEL LIM1TE 

.:TD<.'""A/rtc;,-¡s 
SEAN LAS VARIABLES ALEATORIAS x1 ,x2, ..• ,Xk' CONjDENSIOAOES DE 

PROS,'.BILIDADES(ARBITRARIAS)1 CUY.>, SUMA SE DENOTARA COMO W, ES DECiR 

ES POSIBLE DEMOSTRAR EL TEOREMA DENOMINADO TEOREMA CEN'il?.AL VEL lH!ITf, 

CUYO ENUNCIADO INDICA QUE CONFORME AUMENTA EL NUMERO DE VARIABLES 

INVOLUCRADAS EN LA SUMA ANTERIOR (AL AUMENTAR k) , LA DENSIDAD DE 

PROBABILIDADES DE W TIENDE A SER LA DISTRIBUCION NORMAL. ADEMAS 

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE SI. TODAS LAS VARIABLES X1 ,x
2

, .,., Xk TIENEN 

DISTRIBUCION NORMAL, ENTOÑCES, RIGUROSAMENTE, W TAMBIEN LA TIENE, 

INOEPENDIENTE!mNTE DEL NUMERO DE VARIABLES QUE APAREZCAN EN LA SUMA. 

A PARTIR DEL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL SE DEMUESTRA QUE LA OISTRI-

BUCION DE BERNOULLI SE PUEDE APROXIMAR MEDIANTE LA NORMAL CUANDO EL 

NUMERO DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE (30 O MAS), CON 

LO CUAL SE LOGRA UN AHORRO CONSIDERABLE DE LABOR NUMERICA EN LA 

SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS. PARA MEJORAR ESTA APROXIMA.CIO!l, 

CONVIENE EFECTUAR UNA CORRECCION POR CONTINUIDAD, LA CUAL SE JUS-

TIFICA POR· .USAR UNA DISTRIBUCION CONTINUA EN VEZ DE UNA DISCRETA, 

SUMANDO O RESTAND0 1 SEGUN SEA EL CAS0 1 O. S AL VALOR DE X QUE SE 
. . 

USE. POR EJEMPLO, SI SE DESEA CUANTIFICAR LA PROBABILIDAD DE QUE 

DE 2000 ENSAYES SE LOGREN DE 3 A 6 EXITOS, LOS LIMITES R~LES QUE 

SE DEBEN USAR AL APLICAR LA DISTRIBUCION CONTINUA SON x
1
:2.5 Y 

x2=6.s. 
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EJEMPLO 

SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE 

CIERTA CARGA ES DE 0.001, DETERMINAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN 

2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN MAS DE DOS. 

USANDO LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI SE OBTIENE 

P(X~ 2] = 1- P[X!2} = 1- fP(x:-O] + P[X • lJ + P!X" 2))= 

'
ri2:,.)'f1'"'1'e-= 1 -{~ 
~ ooo! o: 

LOS CALCULOS NECESARIOS PARA OBTENER LA SOLUCION SON BASTANTE MAS 

TEDIOSOS QUE LOS QUE DEBEN EFECTUARSE APROVECHANDO QUE. EL NUMERO. . ' ' ~· ' ' ' .. " '. ~ 

DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE, A FIN DE UTILIZAR LA . '· - .. ~ 

DISTRIBUCION NORMAL. EN ESTAS CIRCUNSTANCIAS, LA PROBABILIDAD. DE . .. . ;- . •· 

QUE X!2 EN EL CASODI~CRETO, EQUIVALE A LA O~ QUE X~2.5,EN EL 

' 
COMTINUO; ASI 

' • op -2 000 X 0.001 • 2 ('E "" LA MISMA MEDIA). 
. ·' '' ' 

' ' ' ' ,, ' ' 

' • /npq • t2 060 x.O.ool X 0,999 • l. 41 

P [z.:; 2.5 .:. 2¡ 
1.41 = P[z.:;0.355] ... 0,6387 

DC DONnr: 

P(x~2,:s]= 1 - P[X.:;2.5] ., 1 - 0.6387 = 0.3613 
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EJEMPLO 

EN UNA SERIE DE 462 EXPERIMENTOS CON FINES ANTROPOLOGICO~ CONSIS­

TENTES EN MEDIR EL Tk~~O DE LA CABEZA DE LOS INDlGENAS RESIDENTES 

EN UNA ZONA TROPICAL1 SE OBTUVIERON LOS RESULTADOS ANOTADOS EN LA3 

DOS PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA. 51 LA VARIABLE ALEA­

TORIA "TAMAf:IO DE LA. CABEZA" SE CONSIDERA QUE TIENE DISTRIBUCION 

NORMAL, ¿QUE CANTIDAD DE-RESULTADOS SE ESPERARlA OBTENER ANTES DE 

HACER LAS MEDICIONES, SI SE CONSIDERA QUE~~ X= 191,BMM y 

o= s e 6.48MM, DONDE x=PROMEDIO ARITMETICO Y s=DESVIACION ESTANDAR 

DE LOS DATOS? 

'1 -
171. 5 191. e 

B 
-3.13¡ z

2 
= 175.5- 191.8 

'6. 48 
-2.51¡ 

P(-J.lJ~Z~-2.51) "0.0051¡ P(-2,51~Z~-1.90) = 0.0227¡ 

P(-1.90~z:-1.2R) • 0.~7i6, ETC. 

179.5-191.8 
x3= 6.4!:1 

.. - 1.90, ETC, 

462 X 0.0051 = 2.4¡ 462 X 0.0227 = 10,5; 462 X 0.0716 ~ 33.1, ETC, 

= 
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f :::NTERVALO DE NUMERO DE OB- INTERVALO DE PROBABILIDAD FRBCUENCIA 1 
1 VALORE~. DE X, SERVACIONES x., 

PCz 1 ::.z::.zrP 
ESPERADA -_¡ (frecuencia, f) ,. -
462 p EN MM ' 

' 171.5-175,5 3 (-3.13)-(-2.51) 0.0051 l. 4 J 
175.5-179,5 9 (-2,51)-(-1.90) 0.0227 10.5 1 

179.5-11;13.5 l9 (-1. 90) -(-1. 29) 0.0716 3 J. 1 . 1 -
' 1 183.5-187 .S 76 (-1.28)-(-0.66) 0.1543 71.3 -i 

187.5-191.5 104 (-0.66)-(-0.05) 0.2255 104. 2.· 1 
• 

191.5-195.5 110 (-0.05)- 0.57 0.2356 108.8 .-j 
195.S-199,5 " 0.57 - 1.19 0.1673 77. 3 ---1 

' 199.5-203.5 30 1.19 - 1.80 0.0811 ::::a . 
203.5-207.5 6 l. 80 - 2. 4 2 o. 0281 

207.5-211.5 4 2. 4 2 - 3: 04 0,0066 3. o 
' 

211.5-215.5 2 3. 04 - 3.66 0,0011 o. 5 

215.5-219.5 1 3.66 - 4. 2 7 o. 0001 o.o 

TOTAL: 462 TOTIU.: 461.6 
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TABLA 3 

FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR 

' 
Fz(Z) • l . 1 

¡;;;--

.OO!l • 

.00!9 .0018 . ooú .0017 .00!6 .0016 .0015 .0015 .. 0014 

.0026 .0025 .0024 .002J .0023 .00~2 .0021 .0021 .0020 .001 ;¡ 

.OOlS .Ooll4 .OOJl .0032 .0031 .0030 ·=· .0028 .0027 .0026 

·""'' .004~. .0044 .(Kl43 .0041 ""' .JOJ9 .00]8 .0037 .0036 
.006l .. 0060 :.oos9 .0057 .OOll .00$4 .ClOSl .0051 '"'" '""' 

1 ""' -.0080 . .0078 001> .oon .,, ..... .,., .,., 
.0107 ,()]04 .O!Ol .00'10 ·"'' ·""' .,, .0089 . .OOS7 
.01J9 ,Oll6 . Olll .0129 .0!25 .0122 ,!)[!9 .OJJ6 .OliJ 
.0179 .0174 .0!70 .0166 .0162 .0158 0154 .0150 .0146 
.0227 .0222 .0217 .0212 .0201 0202 .U197 .0192 .01 as 

.0281 .0274 .026B .0262 .0256 .0250 .0144 .0239 .OZJl 

.OJSI .OJ44 .0136 .0329 .0122 .oJH .0307 .o>OO .0~94 

.0436 .0427 .0·118 ·"~ ·"'' .())92 .0384 .ons .0167 

.0Sl1 .Ol26 .05!6 .osos .0495 .?485 .G41S .0465 .04SS 
.06.:!S ..... .0630 .0618 .0606 .059~ ,0582 .0511 ,()jS9 

.0793 .0778 .0764 .0749 .07H" .enl .0708 .0694 .0681 
.0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .08M .0853 .0838 .0821 
.IIJ1 • J 112 .1093 .1075 .1056· .1(138 .1020 .1001 
.llll .1314 .1292 .1271 .1HI .:230 . 1~10 .J ¡9(¡ 

.1562 .1H9 .UIS .1492 .1469 .U46 .1421 .1~01 

.!S 14 .ll88 .1762 .1736 .1 7 JI .l6SS .1660 .l6l$ -.• ·'~ .20ól .2033 .200~ .1977 .1949 .1921 .18~ 

.2l&9 .2Jl8 .2l26 .2297 .2266 .22)6 .~206 .2177 
-.0 .2709 .2676 .2.141 .261 1 .2518 .2546 .2514 .2481 _, 

.lOlO .1015 .2981 .2946 .2912 .2871 .2841 .:2810 

-.• ··- .JJ12 .JJJ6 .1300 .1264 .3228 .J\92 .3156 .l ¡;¡ _, 
.3181 .l14S .1107 .3669 .163:! .1594 .1551 .J$20 

-.2 .4168 .4129 .4090 .4052 .4011 .]974 .1936 .3~~7 -.• .4562 ,45:!2 .4483 .4441 .4404 .4164 .4Jn ~:~~:~ -.0 .4950 .4920 .4880 .4840 .4801 .4161 .4721 .4641 
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TABLA 3 ( cont i nunci6n) 

FUNCION DE DISTR!BUCION NORJ.to\L ESTANDAR 

' 2/2 
Fz (z) • -~ 1 '" ¡z; ' '" -· 

' -. ' - ' ' • ' • ' ' • 
-· .5000 -~040 '.5080 ,5120 .5160 .519!> .5239 .5l79 .5ll9 .5H9 _, .5398 .S438 .541! .5517 .5557 .5$96 • .5636 .561' .5714 .5153 _, .5793 .58l2 .5871 .5910 .5948 .59H .6026 ·""' .6103 .6141 

·' .6179 .6217 .6155 .6293 .6lll .6J~·; .6406 .6443 .64~0 .6Sli 

•• .6lH .6591 .6628 -~· .6700 .6736 .6772 .u~ .6!44 .6819 

·' .6915 .6950 . .1985 ,7019 .70.!4 .71)8! • 7123 .1157 .7190 .7~24 

•• .7257 .7291 .7324 .7JS7 .7389 ,14l2 ,74S4 .7486 _,17 .7549 
.1 ,7580 .7611 ,7642 ,7673 • 77()4 .7134 .7764 .7794 ,782J • 7852 

•• ,7881 .• 7910 ,7939 .7967 .799S .801.' .80S! · .8079 .8106 .8Dl 

·' .81 S9 .8186 .8212 ,8238 .8264 .8109 .8315 .8340 .8365 .8)89 , 

' " .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .85)> .85H .8577 .85951 .8f>l! 
u .8643 .866S .8686 .8708 .87!9 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 

' ' .8849 .8869 .88U .!9()7 .S9H .8944 .8962' .8980 .8997 .901$ 

'-' .9032 .9()49 .9066 .9082 -""' .9115 .9IJJ .9147 .9162 .9177 

' . .9192 .9207 ·.9222 .9236 .9251 .926:. .9119 ,9292 .9306 .9)1~ 

!.! .9)]2 .9345 ,9357 .9)70 ,9JS~ .9J>~ . :9406 .9418 .9429 .94~1 

' . ,9452 .946J ,9474 .9484 .949l ,9505 .9515 .9525 .9Sl5 .9545 
:.7 ,9554 ,9564 .9m .9581 .9591 ,9599 ,9608 ,9616 .9625 .96ll 
u .9641 .. 9649 '.9656 ·~ .9~ 1 1 ,9678 ,96S6 .969) .9700 .9706 

' .• . 9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 1 ,9750 1 ,9756 .9761 ,9767 

'" .971) .9778 .9783 ,9788 .9793 ,9798 ,980) .980~ .9812 .9817 ,_, .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .. 9846 .9850 .9854 .98l7 

, ' ,9861 .9864 .9868 ,9871 ,987$ .9878 .9881 .98Ú .98a7 .9890 

'-' .9893 .9896 .9898 . 95101 -·~ 
.95106 . .99()11 .95111 ,!19J) .95116 ,_. .9918 _,,, ,9922 -~~ .9927 .!1929 .!1931 .9932 .9934 .9936 

l.! .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 •. 9948 .9949 .99l1 .99H 

'' .99S3 ,995S ,9956 ,9957 .9959 .9960 ,9961 .9962 .9%3 .9964 

'-' .9965 .9966 ,9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .997l .9973 .9974 

2.8 J .9974 .997S .9976 .9977 .9977 .997! .9979 .9979 .9980 .9981 
2.9 .9981 .9982 .9982 .998) ,9984 .9984 .9985 .99~5 .9986 .9986 

,_ .9987 
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ESTADISTICA DESCRIPTIVA 

POR DR. OCTAVIO A. RASCON CH. 

EXPERIMENTO 

PARA FINES DE ESTE CURSO, SE ENTENDERA POR EXPERIMENTO A TODO PROC~ 

SO DE OBSERVACION DE UN FENOMENO O VARIABLE DE INTERES. ASI t~ EXPE 

RIMENTO PUEDE SER PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE, O PUEDE SE~ 

EFECTUADO POR LA NATURALEZA, EN CASO DE UN FENOMENO NATURAL. POP. 

EJEMPLO, EL LANZAR UNA MONEDA O UN DADO Y OBSERVAR LA CARA QUE QU~ 

DA HACIA ARRIBA ES UN EXPERIMENTO PLANEADO Y REALIZADO POR EL ROM-

BRE. ·EL OBSERVAR LA CANTIDAD DE AGUA QUE LLUEVE ANUALMENTE EN UNA 

CIUDAD, ES UN EXPERIMENTO ASOCIADO A UN FENOMENO NATURAL, 

AL RESULTADO DE UN EXPERIMENTO SE LE DENOMINA DATO. 

A UN GRUPO O COLECCION DE DATOS SE LE LLAMA MUESTRA. 

PROBABILIDAD 

ES UNA MEDIDA DE LA CERTIDUMBRE QUE SE LE ASOCIA A LA OCURRENCIA U 

OBSERVACION DE UN RESULTADO DETERMINADO, AL REALIZARSE EL EXPERIMEN 

TO CORRESPONDIENTE. 

LA TEORIA DE PROBABILIDADES ES UNA RAMA DE LAS MATEMATICAS APLIC~DAS 

QUE TRATA LO CONCERNIENTE A LA ASIGNACION Y MANEJO DE PROBABILIDADE& 
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ESTAV!STICA: ES LA RAMA DE LAS MATEMATICAS QUE SE ENCARGA DE ENSE­

~AR LAS REGLAS PARA COLECTAR, ORGANIZAR, PRESENTAR Y PROCESAR LOS 

DATOS OBTENIDOS AL REALIZAR VARIAS VECES EL EXPERIMENTO ASOCIADO 

A UN FENOMENO DE INTERES Y PARA INFERIR CONCLUSIONES ACERCA DE 

ESTE ULTIMO. PROPORCIONA, ADEMAS, LOS METODOS PARA EL DISE~O DE 

EXPERIMENTOS Y PARA TOMAR DECISIONES CUANDO APARECEN SITUACIONES 

DE INCERTIDUMBRE. 

ES'.l'AOISTICA 

* VESCRIPT!VA.- TRATA LO CONCERNIENTE A 

LA OBTENCION, ORGANIZACION, PROCESA­

MIENTO Y PRESENTACION DE LOS DATOS. 

* 1NFERENC1AL.- TRATA LO CONCERNIENTE A 

LOS METODOS PARA INFERIR CONCLUSIONES 

ACERCA DEL FENOMENO DEL CUAL PROVIENEN 

LOS OATO,S 
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4lt MUESTREO: ES EL PROCESO DE ADQOISICION DE UNA MUESTRA 

MUESTREO 

CON REEMPLAZO.- CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADO SE REIN 

TEGRA AL LOTE DEL CUAL FUE EXTRAIDO,ANTES DE EXTRAER EL 

SIGUIENTE. 

SIN REEMPLAZO.- CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADO NO SE 

REINTEGAA AL LOTE, 

POBLACION: TOTAL DE DATOS QUE SE PUEDEN OBTENER AL REALIZAR UNA SE 

CUENCIA EXHAUSTIVA DE EXPERIMENTOS· 

DISCRETA,- TIENE UN NUMERO FINITO O UN NUMERO INFIN~TO 

NUMERABLE DE DATOS POSIBLES 

POBLACI'ON 

CONTINUA.- TIENE UN NUMERO INFINITO NO NUMERABLE DE DATOS 

POSIBLES 

EJEMPLOS 

1, EXPERIMENTO: LANZAMIENTO DE UNA MONEDA DIEZ VECES 

POBLACION: 

M\.IESTAA: 

SUCESION INFINITA NUMERJWLE DE "CARAS" Y "CRUCES" 

(DISCRETA) 

GRUPO DE 10 OBSERVACIONES 

2. EXPERIMENTO: MEDICION DE LA PRECIPITACION PLUVIAL DIARIA Eti LA 

POBLACION: 

MUESTRA: 

CIUDAD DE MEXICO DURANTE DIEZ ANOS 

SUCESION INFINITA NO NUMERABLE DE VALORES(CONTINUA) 

GRUPO DE 3652 OBSERVACIONES (T01<W'IDO DOS Af:OS 

BISIESTOS DE 29 DIAS EN FEBRERO) 



MUESITA ALEATORIA: ES UNA MUESTRA 'OBTENIDA DE TAL ~ERA QUE TOVOS 

LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION TIENEN LA MISMA PROBABILIDAD DE SER 

OBSERVADOS Y, ADEMAS, LA OBSERVACION DE UN ELEMENTO NO AFEITA LA 

PROBABILIDAD DE OBSERVAR CUALQUIER OTRO, ES DECIR, SI SON INDEPEN­

DIENTES. 

TABLA VE NUMEROS AI.EATORIOS: ES UNA TABLA QUE CONTIENE NUMEROS QUE ,CONS­

TITUYEN UNA MUESTRA ALEATORIA OBTENIDA DE UNA DISTRIBUCION DE PRO­

B.'\BILIDADES UNIFORHE, QUE GENERALMENTE CORRESPONDE A UNA VARIABLE 

ALEATORIA QUE PUEDE ASUMIR VALORES ENTRE 0 Y l, MULTIPLICADOS POR 

lOr, EN DONDE rES EL NUMERO DE DIGITOS QUE SE DESEA TEN!,AN LOS 

NUMEROS. 

j 

LAS TABLAS QUE SE USEN PARA OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DEBEN CON­

TENER NUMEROS CON MAYOR NUMERO DE OIGITOS QUE LOS QUE TIENE EL 

TOTAL DE ELEMENTOS DE LA POBLACION QUE SE VA A MUESTREAR. POR 

EJEMPLO, SI SE VA A OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DE UN LOTE DE 

LENTES PARA MICROSCOPIO QUE TIENE 10 1 000 ELEMENTOS, LA TABLA QUE 

SE USE DEBERA TENER NUMEROS ALEATORIOS CON 5 O MAS OIGITOS. 



3. 

METODO DE MUESTREO 'ALEATORIO 

l. SE ENUMERAN LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION. 

2. SE FIJA EL CRITERIO DE SELECCION DE LOS NUMERO$ ALEATORIOS 

(POR EJEMPLO, SE DEFINE QUE RENGLONES Y QUE COLUMNAS SE VAN A 

LEER} • 

3, SE INDICA QUE DIGITOS SE VAN A ELIMINAR EN CASO DE QUE LOS 

NUMEROS DE LA TABLA TENGAN MAS DIGITOS QUE LOS NECESARIOS 

4. SE LEEN' LOS NUMEROS, DE ACUERDO CON LO FIJADO EN LOS PUNTOS 2 

Y 3, Y SE EXTRAEN DEL LOTE LOS ELEMENTOS QUE TIENEN LOS NUMEROS 

LEIDOS. ESTOS CONSTITUYEN LA MUESTRA FISICA CON LA CUAL REALIZAR 

LOS EXPERIMENTOS. LAS OBSERVACIONES CONSTITUIRAN LA MUESTRA 

ALEATORIA DESEADA, 

NOTA: TODOS LOS NUMEROS QUE SE REPITAN SE CONSIDERAN SOLO UNA VEZ. 

TAMBIEN SE ELIMINAN LOS NUMEROS MAYORES DEL TAMFI.flO DEL LOTE, 

EJEMPLO 

SE TIENE UN LOTE DE 1,000 TRANSISTORES NUMERADOS DEL UNO AL MIL, 

CUYA CALIDAD SE VA A VERIFICAR ESTADISTICAMENTE, PARA LO CUAL SE 

DECIDE TOMAR UNA MUESTRA DE 40 ELEMENTOS Y MEDIR SU AMPLIF!CACIO~ 

USANDO LA TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS ANEXA, CON EL CRITERIO DE TO 

MAR TODOS LOS RENGLONES IMPARESIELIMINANDO EL ULTIMO OIGITO. LA 

MUESTRA FISICA SERIAN LOS TRANSISTORES CORRESPONDIENTES A LOS NUME 

ROS 04J.5 1 0006 1 0394, 0998, 0530, 0394, 0160, ETC. 
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TABLA DE tnl~IEROS ALEATORIOS . 

~ 1 2 3 4 S ' ' B 9 10 11 
Mn 

1 16408 81899 04153 53381 79401 21438 83035 92350 36693 31238 59649 

2 18629 81953 05520 91962 04739 13092 37662 94822 94730 06496 35090 

3 73115 47498 47498 87637 99016 00060 88824 71013 18735 20286 23153 

4 57491 16703 23l67 49323 45021 33132 12544 41035 80780 45393 44812 

S 30405 03946 23792 14422 15059 45799 22716 19792 09983 74353 68668 

-
73817! ' 16631 35006 85900 32388 52390 52390 16815 69298 38732 38480 

' 96773 20206 42559 78985 05300 221,64 24369 54224 35083 19687 11052 

B 3S935 64202 14349 82674 66523 44133 00697 )5552 35970 19124 63318 

9 31624 76384 17403 03941 
. 

44167 64486 64758 75366 76554 01601 12614 

10 78919 19474 23632 27889 47914 02584 37680 20801 72152 39339 34806 

• 



., 

5. 

AG!WPAIIIENTO VE VA.TOS 

• 
FRECUENCIA VE UN EVENTO~ ES EL NUHERO DE VECES QUE OCURRE EL EVENTO 

AL OBTENER UNA MUESTRA DE LA POBLACION CORRESPONDIENTE, 

FRECUENCIA'REI..ATlliA VE UN EVENTO;- ES EL COCIENTE DE SU FRECUENCIA ENTRE 

EL TOTAL DE ELEMENTOS (TAlo!JI..fiO) DE LA MUESTRA, 

FRECUENCIA RflATiliA ACUMULAVAo ES LA ACU"!ULACION (SUMA) DE LAS FRECUEN-

CIAS RELATIVAS HASTA UN VALOR DADO, PARTIENDO DEL VALOR (O DEL 

INTERVALO) MAS PEQUE80, . EN OTRAS PALABRAS,. ES LA FRECUENCIA DE 

VALORES MENORES O Ir.UALES QUE UN VALOR DADO. 

FRECUENCIA COMPLEME.IJTARIAr ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE UN 

VALOR DADO = NUMERO DE DATOS - FRECUENCIA ACUMULADA, 

V1STRIBUC10N VE FRECUENCIAS 

CON OBJETO DE FACILITAR LA INTE~PRETACION DE LOS DATOS Q~E SE 

TIENEN EN UNA MUESTRA, ES CONVENIENTE AGRUPARLOS POR VALORES O POR 

INTERVALOS DE VALORES, FORMANDO ASI UNA TABLA DE DISTRIBUCION nE 

FRECUENCIAS. 

PARA FACILITAR EL CALCULO DE LAS FRECUENCIAS ES UTIL ORDENAR LOS 
. 

DATOS EN FORMA CRECIENTE O DECRECIENTE DE VALORES, FORMANDO ASI 

UNA TA6lA Pf PATOS ORtJENAPOS. 
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EUWW 

EN UNA ESCUELA SECUNDARIA SE LES APLICO A 30 PROFESORES UN EXAMEN 

SOBRE PEDAGOGIA, LAS CALIFICACIONES (DATOS) QUE SE OBTUVIERON 

• 
FUERON (YA ESTAN ORDENADOS EN FORYA CRECIENTE) 

57, 59, 
~ 

65, 67, 67, 67, 69, 72, 73, 73, 77, 78, 78, 

' B e 

Bl, "· 93, 93, 93, 84' 84, 87, as, 89, 89, 91, 91, 93, 

D E 

95, 97, 99 
.~ 

E 

AGRUPA!>lWlTO O:: VAlORES 

CALIFICACION FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA RE-
RELATIVA LATIVA ACUMULADA 

57 1 1/30 1/30 

59 1 l/30 2/30 

65 1 liJO 3/30 . 

67 3 3/30 6/30 

69 1 1/30 7/30 

72 1 "1/30 8/30 

73 2 2/30 10/30 

77 1 1/30 11/30 

78 2 2/30 13/30 

81 2 2/30' 15/30 

83 3 3/30 18/30 

84 2 2/30 20/30 

87 1 1/30 21/30 

88 1 1/30 22/30 

89 2 2/30 24/30 

91 2 2/30 26/30 

93 1 1/30 27/30 

95 1 1(30 28/30 

97 1 1/30 29/30 

99 1 1/30 30/30"'1 

~=30 E=J0/30=1 

• 

¿CUAL ES LA FRECUENCIA RELATIVA DE VALORES MENORES 0 IGUALES QUE 93{:27/J) 
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AGRUP~TE.VTO POR: INTERVALOS 

LIMITES VE CLASES¡ SON.LOS VALORES MINIMO '1 MAXIMO DE CADA INTERVALO 

MARCA$ VE CLASE: . SON LOS .VALORES MEDIOS DE CADA INTERVALO DE CLASE 

LIMiTES REALES VE CLASE: SON LOS VALORES MINIMO '1 MAXIMO QUE SON 

•FRONTERA ENTRE LOS INTERVALOS, ESTOS DEBEN TENER UNA CIFRA DECI-

MAL HAS QUE LOS DATOS, 

EVENTO (INTERVALO DE ELEMENTOS FRE- FRECUENCIA 
CALIFICACIONES) OBSERVADOS CUENCIA RELATIVA 

A • (51-60} 57,59 2 2/30 
. 

' • 161-70} 65,67,67,67,69 5 5/30 
• 

e • 171-80) 72, 73, 73,77,78,78 6 6/30 

D • {81-90) 81,81,83,83,83,84, 

84,87,88,89,89 11 !.1/30 • 

E " {91-100} 91,91,93,95,97,99 6 6/30 

1:"'30 30/30=1 

LIMITES INFERIORES LIMITi.s SUPERIORES 

DE CLASE DE CLASE 

EVENTO LIMITES DE LIMITES REALES . MARCAS DE 
CLASE 

A 51 60 50,5 60,5 55,5 

' 61 70 60,5 70,5 · 65, S 

e 71 " 70,5 80,5 75,5 

D Bl 90 80.5 90. S 85.5 

" lOO 90.5 100.5 95.5 

1 



. 
Evento Elemento~ caltJLI'.l>p. F l!.e.c u. en c..ia F!tecu.cr~<c.ia FI!.I'.CUI'.IIC.Úl l!.e!a.r4va 

• t" út.tel!.valo.\ F11.ecu.enc..La ~¡_dativa. acumutadtt acumu.tado: ., 51-60 59,57 2 2/30=0.067{ 6. 7%) 2 0.067 ., 61-70 67,65,69,67,67 5 5/30=0.166(16.6%) 2+5 .. 7 0.067+0.166=0.233 
e, 71-60 72, 73, 73, 77, 78, 78, 6 6/30"'0.200 (20%) 7+6=13 0.233+0.200=0.433 

"' 81-90 83,88,84,89,83,84, 11 11/JOa0.J67(36.7%) 13+11::24 0.433+0.367=0.800 
89,87,81,83,81 . ., 91-100 99,91,97,95,91,93 6 6/30=0.200(20%) 24+6=30 0.800+0.200=1.000 ...,..,. 1. 000. 

• 
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~t.,-0,-/IP.:~ ..-e-~/e.:s d~ cla.:~e 
s, -5 -...._"1·~ .....__....___?.:l.S 

--.j.!c< ;,:,,¡e, Q~ ~.&se ~•L.. ~~~~· r· ~· ~· ~· -±l•l"' _ ---~, 
s-o Jol 7o x 

S-5 ~$5 

•·-\w ¡;¡re..;~.:~ de. ~e 

A·• {X: 50.5 <X!: 60,5} 

B • {X: 60,5<X!: 70.5} 

e {X: 70.5<X!:BO,S} -• 

D • {X: BO.S<X!:90,S} 

E,. {X: 90,5<X<l00,5) 

LIMITES REAL¿ - \LIMITES REALES· SUPE-

INFERIORES DE CLASE RIORES DE CLASE 

PROCEDIMIENTO DE AGRUPAMIENTO 

A MAYOR NUMERO DE DATOS SE REQUIERE MAYOR NUMERO OE INTERVALOS, 

PERO SE RECOMIENDA QUE ESTE NUMERO ESTE ENTRE 5 Y 20, SUPONIENDO 

QUE EN PROMEDIO CAIGAN 5-0 MAS ELEMENTOS EN CADA INTERVALO. ASI, SI 

SE TIENEN 30 DATOS, -SE RECOMIENDA USAR 30/5=6 INTERVALOS. 

' ' EL PROCESO DE AGRUPAMIENTO SE INDICARA' AL MISMO .TIE!tPO QUE SE REA-

LIZA EL SIGUIENTE EJEMPLO. 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO ANTROPOLOGICO SE OBTUVO UNA MUESTRA DE 30 ESTATURAS 
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DE LOS VARONES ADULTOS RESIDENTES EN UNA REGIQN, LOS DATOS, ORDE­

NADOS EN FORMA CRECIENTE DE VALORES, FUERON LOS SIGUIENTES: 

159, 1Gl,163,163,163,167,167,167,167,168,16B,168,169,169,170, 

171,171,173,174,175 1 175,175,179,179,181,181,183,184,187,191 CM. 

OBTENER LA TABLA DE OISTRIBUCION DE FRECUENCIAS. 

SOLUCION: 

l. OETERMINACION DEL RANGO DE LA MUESTRA 

RANGO = VALOR MAXIMO - VALOR MINIMO = 191-159=32 CM 

2. OETERMINACION DEL NUMERO DE INTERVALOS 

NUMERO DE INTERVALOS 
30 

=S= 6 

3, DETERMINACION DE LOS LIMITES DE CLASE 

ANCHO DE LOS INTERVALOS = 32 
= T = 5,3 

TOMAREMOS UN ANCHO DE 6 CM, CON LO CUAL EL RANGO DEL AGRUPAMIENTO 

ES 6 x 6 = 36 CM. LA DIFERENCIA DE RANGOS ES 36-32~4, QUE SE 

REPARTE EN LOS DOS INTERVALOS EXTREMOS EQUITATIVAMENTE. POR LO 

TANTO, LOS INTERVALOS RESULTAN SER: 

157-16"2, 163-168, 169-174, 175-180, 181-186, 187-H2 
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4 INTEGRACION DE LA TABLA: 

~ 
FREC. REL 

157-162 156.5 162.5 2 2 -30 -0.067 2 0.067 

163-168 162.5 168. S 10 10 12 0.400' ' JO =0.333 

169-174 16 8 • 5 174.5 7 7 -30 -0.233 19 o. 633 
. 

175-180 174. S 180.5 .S S -JO -0.167 24 0.800 

• 

181-186 180.5 186.5 ' • 30 ~0.133 2B 0,933 

187-192 186.5 192.5 2 2 -N -o.os7 JO 1.000 

r=JO t=l,OOO 
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PRESENTACION GRAFTCA VE LAS VJSTRTBUCTONES VE FRECUENCIAS 
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' VISTRIBllCTON DE FRECUENCIAS DE LOS DATOS DE LAS, 

--- ~--· 

""'""' 
7 

"' ~ .1 Eshlvr. • 
e~ 

ESTATURAS DE LOS VARONES RESIDENTES EN UNA REGION 
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DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS ACUMULADAS 

¿CUAL ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE 180,5?; 30-24=6 

LA ~RECUENCIA RELATIVA ACUMULADA COMPLEMENTARIA ES: 1-0.800=0.200 (20%) 
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13. 

• 

' TAREA: DIBUJAR EL POLIGONO, DE FRECUENCIAS Y LAS CURVAS'DE FRECUENCIAS 

ll:ELATIVAS ACUMULADAS 'l COMPLEMENTAR~AS. 

' 



"· 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO SOBRE LA CALIDAD DE LOS MONOBLOCKS PRODUCIDOS POR 

UNA FABRICA, SE OBTUVO UNA MUESTRA ALEATORIA DE 100 ELEMENTOS, 

A LOS CUALES SE LES CDNTO EL NUMERO DE DEFECTOS DE FABRICACION, 

LA D!STRIBUCION DE FRECUENCIAS QUE SE OBTUVO ES LA. SIGUIENTE: 

NUMERO DE FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA ACUMULADA 
DEFECTOS 

o 

1 

2 

3 

4 

5 

. ~~'JO 
u 
< • ' u 

" li: 

M 

·"' ' " ~, 

"' " 

ACUMULADA 

4 4 

13 17 

" 50 

30 80 

15 95 

5 100 -
lOO 

- ------- -

f-.--- --

~ 
' L • .. .. 

COMPLEMENTARIA 

96 (100-4) 

. 
B3 (100-17) 

50 (100-50) 

20 (roo-ao¡ . 
5 (100-95) 

o (100-100) 

• 

• 1'1!1. de dc,kcl.,~ 



15. 

PERCE!IT"HES;- SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 1 POR CIENTO. 

VECILES:- SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRECUEN-

CIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 10 POR CIENTO, 

CUARTitES;- SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 25 POR CIENTO. 

MEVIANA;- VALOR DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTE A LA FRECUENCIA 

RELATIVA ACUMULADA DE 50%, 

----- - _. - - - - - _-:o..e~-tt-0 

O./ 

----- 0.7 

,, 
------ --

----~-

O•l 

fl 
" ' ' ~ 
" ' . • 
~ 

" :¡. 
" • 
' ' ¡ 
"' ~ 
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MEVJVAS REPRESEMTATIVAS VE LOS DATOS 

MEVJVAS VE TEUPENCJA CENTRAL 

VALOR MEDIO O PROMEDIO ARIT~!ETICO 

PARA DATOS NO AGRUPADO$ 

-
X • 

16. 

DONDE Xf SON LOS VALORES DE LOS DATOS Y n ES EL TAMA~O DE LA 

MUESTRA. 

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS ES LA- FRECUENCIA DEL j-ESU10 

INTE~VALO Y xj ES LA MARCA DE CLASE CORRESPONDIENTE, ENTONCES 

-X • 

EJEMPLO 

1 K 
- 1 
n j=l ' K "" NUHERO DE INTERVALOS 

SEA EL EJEMPLO ENUNCIADO ANTERIOR~NTE DE LOS DEFECTOS EN MONOBLOCKS. 

SE TENIA: 

j No. DE DEFECTOS FRECUENCIA 
X f 

1 o 4 4 

2 1 13 13 

) 2 )) )) 

4 ) JO 30 

' 5 4 15 15 

K•6 5 5 5 

~·lOO -

--- ' ... . 

fx 

X o = D 

X 1 = 13 

X 2 = 66 

X ) = 90 

' X 4 = 60 

X 5 = 25 

' 1 254 
j=1 

---·· .. ---···· 

- 254 
x .. roo 
-x "' 2.54 DEFECTOS 

POR MONOBLOCK 



17. 

MOVO.- ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE APARECE CON MAYOR FRECUENCIA 

EN UNA MUESTRA. SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS, EL MODO ES LA 

~~RCA DE CLASE DEL INTERVALO QUE TIENE LA MAYOR FRECUENCIA. 

EJEMPLO 

EN EL PROBLE.'!A DE LOS MONOBLOCKS EL ~1000 ES 2,. EN EL PROBLEMA 

DE LAS ESTATURAS DE LOS VARONES ADULTOS DE UNA CIUDAD EL MODO ES 

165.5 CM. 



18, 

MEDIANA;- ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE CORRESPONDE AL SO% DE LA 

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA. 

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS POR INTERVALO~ LA MEDIANA SE PUEDE 

CALCULAR CON LA FORMULA (ADEMAS DE GRAFICAMENTE, COMO 'lA SE VIO): 

MEDIANA a M a LM + 

DONDE LM ~ LIMITE INFERIOR REAL DEL INTERVALO QUE CONTIENE A LA 

MEDIANA 

f~ Y dM = RESPECTIVAMENTE, A LA FRECUENCIA Y ANCHO DEL INTER~ 

VALO QUE CONTIENE A LA MEDIANA 

F ~ FRECUENCIA ACUMULADA HASTA EL INTERVALO QUE CONTIENE 
M 

A LA MEDIANA EXCLUSIVE 

n = TAMA~O DE LA MUESTRA 

" 

~-----~+--+M-+----------~x 

~ 
Inlerv~lo 1ve .::onl.-en.::,. 

,;1 /~ m~el't~n,;¡ 



19. 

EJ"E.to!PLO 

EN UN ESTUDIO PARA DETERMINAR LOS TIEMPOS EN QUE UNA-MUESTRA ALEA­

TORIA DE INDIVIDUOS REACCIONABA A CIERTOS ESTIMULOS PS!COLOGICOS 

SE OBTUVO LO SIGUIENTE: 

j 

1 

2 . 
3 

4 

,., 

11A'l.CA oc CLASE LIMITES 
x, EN SE,G REALES 

0.10 0.075-0,125 

0,15 0.125-0,175 

0,20 0.175-0.225 

o. 2 5 0.225-0.275 

0.30 0.275-0.325 

PROMEDIO ARITMETICO 

- 5. 9 S -x - ~ ~ 0.198 SEG 

MODO'"' 0.20 SEG 

MEDIANA 

FRECUENCIA FRECUENCIA f:x: ,SEG 
f ACUMULADA,F 

2 2 / o. 20 

7 9 . l. os 

14 23 2,80 

4 27 l. 00 

3 JO o. 90 --
.1:=30- ~ f.ix.:.S,95 

j=l J. 

dM- 0.05, LM = 0.20 - ~ = 0.~75, FM =9 

n/2 = 30/2 = 15, fM =14 

MEDIANA • M = 0,175 15 -
+ 14 

9 o. os 

M= 0,175 + ~ = 0,175 + 0,021 • 0.196 SEG 

. 



". 

MEVIVAS VE DISPERSION 

~GO ~ MAX!MO VALOR OBSERVADO - MINIHO VALOR OBSERVADO 

VA.RT.WCJA ;- SI LOS DATOS NO ESTAN AGRUPADOS; 

n 

'
2 1 -· ( -,2 X • - ~ xi - X = 

n i=l 

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS: 

1 n 2 
- t X. 
n i•l l. 

-2 
X = 

1 • 2 
.. -tf'x' 

n .1•1 

-2 
X 

-2 'x X a 
-2 
X 

DONDE SON LOS VALORES DE LAS MARCAS DE CLASE DE LOS INTER-

VALOS O LOS VALORES DE AGRUPAMIENTO. 

VESV1A.CI0N ESTANVAR 

COEFICIEWTE VE VARIACION 



2l. 

F.JEMPLO 

EN UN ESTUDIO SOBRE LA TEMPERATURA MAXIMA DIARIA EN UNA CIUDAD 

SE OBTUVO LO SIGUIENTE DURANTE UNA PRIMAVERA: 

J 

J 

2 

3 

4 

5 

-

I!ITERVALOS DE MARCA DE FRECUENCI~, 
TEMPERATURA, °F CLASE,°F f xf x-x 

55 - 63 59 2 "' -21.3 

' 64 -. 72 " 6 400 -12.3 

73 - " 77 7 539 - l,J 

" - 90 " 9 774 5. 7 

" - 99 95 6 570 14.7 -
30 2409 

X " 
2409 
30 " 80.3 'F . 

s' " 
3480.6 

" H6 
,,, 

X ~11 

'x " 1116 10.8 'F 

" 
10.8 

" 0.134 vx 1!0,3 
(13.4%) 

MODO ~ 86 

" •• JO 
T 

- 2 (x-x) 

4 53.7 

151.3 

10.9 

32.5 

216 .1 

• 15 

MEDIANA~ M= 72.5 + 15 -
7 ' 9 " 72.5 + 9 

- 2 
(x-x) f 

907,4 

907. 8 

76.3 

292.5 

1296.6 

3480,6 

= 81.5 °F 



::ll' 

MEDIDA DE oiSPERSION DATOS AGRUPADOS PGR VALORES ) 

Rango= 1.48- Q.iS = 1.30 

Datos Frecuencia "' 
, .. ,. f 

' 
o ,18 • o. 72 

. o .032 0.128 
0,"28 1 0.28 o. 078 o. 078 . 

'o. 36 2 0,72. 0.130 0,260 . 
o ,38 1 0.38 0,144 0.144 . o. 48 7 3. 36 0.230 l. 610 
0,49 1 0,49 0.240 0.240 

0,51 1 0,51 - 0.260 0,260 

a·. ss 1 0.55 0,302 o. 302 

0.57 3 l. 71 0.325 0.975 . 
o:6s 12 7.80 o. 422 5.064 

0,72 ' . 6.48 _0,518 4.662 

o. 78 34 10.92 0.60B . 8.512 

0.83 7 5,81 0,689 4 • 8 23 

o. 88 2 l. 76 o. 774 l. 548 

0,92 5 4. 60 . 0,846 4.230 
o. 96 8 7.68 0.922 7. 376 

1,00 1 1. 00 1. 000 1.000 

1. 03 • 4.12 1. 061 4.244" 
l, 06 • 2 2.12 1.124 2.248 
l. 09 3 3.27 1.189 3.567 
1,12 2 2.24 1,254 2,508 

1.19 1 1.18 1. 392 1.392 

1.2l 2 2. 4 2 l. 464 2.928 
l. 23 1 1.23 ' l. 513' l. 513 

l. 26 1 l. 26 l. 588 l. 588 
• 

l. 34 1 1.34 l. 796 l. 796 
1.36 1 l. 36 1,850 l. aso 
1,40 1 l. 40 l. 960 l. 960 . 
1.43 1 1. 43 2.045 2.045 

. 1,48 1 l. 48 2.190 2.190 

I:=79.62 ¡; .. 71.041 



:ZI '' 

• • ' 
79.62 i' ' X • = o. 796 s' = - X • o. 710-0.634 

lOO X 
• o. 076 

' X • o. 634 s' 
X 

• o. 076 

- S • 
X. 

/ S~ .,fo- 076 '"' 0.276 

coefici,ente de variaci6n V 
Sx 

= o. 276 o. 347 34.7% = = = = 
X o. 796 X 

' 1 



1 
Intervalo Limites reales 

FREC. FR,ECUENCIA FREC. FREe. REL. 
INF. SUP. RELATIVA- ACUM. ACUMULA.DA 

1 0.14-0.20 0.135 o. 205 4 4/100•0. 04 4 o. 04 

2 0.21-0.27 0.205 0.275 o 0/100•0.00 4 0.04 

3 0.28-0.34 0-275 o. 345 1 1/100•0.01 5 0.05 

4 0.35-0.41 0.345 o. 415 3 3/100•0.03 8 0.08 

5 • 0.42-0.48 o .415 o .48!'- 7 J/100•0. 07 15 0.15 
. 

6 0.49-0.55 o.4Bs 0.555 3 3/100.,0.03 18 o .18 

7 0.56-0.62 0.555 0.625 3 3/100•0. 03 21 o. 21 

8 0.63-0.69 0.625 0.695 12 12/100=0.12 33 0.33 

9 o. 70-0.76 0.695 o. 765 9 9/100 .. 0. 09 42 0.42 

10 0.71-0.83 o. 765 0.835 21 21/100•0.21 63 o. 63 1 

11 0.84-0.90 o. 835 0.905 2 2/100•0. 02 65 o. 65 

12 0.91-0.97 0.905 o. 975 23 13/100 .. 0.13 78 o. 78 

13 0.98-1.04 o .975 1.045 . . . 5 5/100·0. os 83 0.83 

14 1.05-1.11 -l. 045 1.115 5 5/100•0.05 88 0.88 

15 1.12-1.18 1.115 1.185 . 3 3/100•0.03 91 o. 91 
. 

16 1.19-1.25 1.185 l. 255 3 3/100 .. 0.03 94 o. 94 . 
17 1. 26-1.32 l. 255 1.325 1 1110o .. o. 01 95 o. 95 

18 l. 33-1.39 l. 325 l. 395 2 2/100 .. 0.02 97 o. 97 

19 1.40-1.46 1.395 1.465 2 2/100-0.02 " o. 99 

20 1.47-1.53 l. 465 l. 535 1 1/100-0.01 lOO 1.00 

a lOO t~. 1.00 

.. 
. 



o. 78 

0,78 

o, 78 

O, 7 8 

o. 78 

o. 78 

o. 7B 

o. 78 

0.78 

0.78 

o,78 0.96 

0,65 o, 78 0.96 

0,65 o. 78 0.96 

0,65 0,78 o. 96 LO~ 

0.65 0.72 0.88 0.96-1.09· .. 
• • •. 

0.49 0,65 o. 72 0.88 0.96 l. 09 

o. 48 0.65 o. 72 o. 83 0.96 l. 06 

o. 48 o. 65 o. 72 O.B3 0.96 1.06 

0,49 0.57 0.65 o. 72 o. 83· 0.92 l. 03 

fl.líl o. 48 0.57 o .65 o. 72 0.83 0.92 l. 03 1.26 

0.18 0.38 o. 49 o. 57 o. 65 o. 72 0.83 o. 92 1. 03 1.18 l. 23 1.49 

0.18 0.36 O , 4 B o. 55 O, 6 S o. 72 o. 83 0.92 l. 03 1,12 l. 21 1. 36 1. 43 

0.18 o. 21i 0.36 o. 48 o. 51 o. 65 o. 72 0.83 0.92 l. 00 1.12 1.21 1.34 l. 40 

• 

HISTOGRAMA 
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' 

Marca do 
J clase • 
1 0.17 

2 o. 24 

3 0.31 

4 o. 38 

5 0.45 

6 0.52 

7 o;59 

B o. 66 

9 0.73 

10 o.eo 

11 0.87 

12 0.94 

13 . l. 01 

14 l. 08 

15 1.15 

16 1.22 

17 l. 29 

18 l. 36 

19 l. 43 

20 l. 50 

Peomedio aritmético 

MOD0:,0.80 

éL = 0.07 
M 

~ = 21 

MEDIDAS DE -TENDENCIA CENTRAL 

Limites Frecuencia 
reales f 

o .135-0.205 4 

0.205-0.275 o 
0.275-0.345 1 

0.345-0.415 3 

0.415-0.485 7 
' 

0.485-0.555 3 

0.555-0.525 3 
0.625-0.695 12 

0.695-0.765 9 

0.765-0.835 21 

0.835-0.905 2 
' ' 0.905-0.975 13 ' 

0.975-1.045 5 

0.045-1.115 5 

1.115-1.185 3 

1.185-1.255 3 

l. 255-1.325 1 

l. 325-1.395 2 

l. 395-1.465 2 

l. 465-1.535 1 

79.79 
K-e lOO • 0.7979 

Mediana= M 

L "'0.765 
M 

n = lOO 

• L 
M 

' ' 
' 

!, -;;-'-. F-"M-<1_ 
- H 

'" ' 

. 

Frecuencia 
acumulada, 

4 

4 

5 

B 

15 

1B 

21 

33 

42 

63 

65 

79 

B3 

" 91 

94 

95 

97 

99 

100 

Mediana~ 0.765 + 50-42 

21 
0.07 

• 0.765 + 0.026. 0.794 

A-
' 

,. 
F 

0,68 

O. DO 

o. 31 
l.H 

3.15 

l. 56 

l. 77 

7. 92 

6. 57 

16.80 

l. 74 

12.22 

5.05 

5.40 

3.45 

3.66 

l. 29 -
2.72 

2.86 

1.50 .. 
E fjxj• ,., 



• 

1 

1 
1 

1 
' 

;lj VIII 

MEDIDAS DE DISPERSION ( DATOS AGRUPADOS 
,. 
' Rango = m!ximo valor observado - mfn1mo valor observado 

~ 1.48 - 0.18 - 1-30 

J Intervalo 

1 0.14-0.20 

2 0.21-0_.27 

3 o. 28-0.34 

' 0.35-0.41 

5 0.42-0.4fJ 

6 0.49-0,55 

7 O.SG-0.62 

8 0.6:\-0.69 

9 o. 70-0.76 

10 0.77-0.83 

11 0.84-0.90 

12 o. 91-0.97 

13 0.98-1.04 

14 1.05-1.11 

15 1.12-1.18 

16 1.19-1.25 

17 1.26-1.32 

18 1.33-1.39 

10 l. 4 O-l. 46 

" 1.47-1.53 

Mediana .. X 

Marca de 

79.79 

300 

clase x 

0.17 

0.24 

0.31 

0.38 

0.45 

0.52 

0.59 

o. 66 

o. 73 

0.80 

o. 87 

o. 94 

l. 01 

1.08 

1.15 

1.22 

l. 29 

l. 36 

l. 43 

l. so 

= 0.7979 

Frecuencül 
f xf 

4 0.68 

o 0.00 

1 o .31 

3 1.14 

7 3.15 

3 1.56 

3 1. 77 

12 7. 92 

9 6. 57 

21 6.80 

2 1. 74 

13 2. 22 

5 5. os 
5 5. 4 o 
3 3. 4 5 

3 3.66" 

1 l. 29 

2 2. 72 

2 2,86 

1 l. 50 

lOO 9. 79 

S ' i x "' Var ancia" = 7.769 = 0.077 
lOO 

ilesviac. estlindar .. s = O. 277 
X 

Coeficiente de variaci6n ,. Vx 
S 

· X " 0, 277 = -= 
x n.7Q7n 

- 2 - 2 -x-x (x-x) (x-x) 

-0.628 "'0:394 1. 576 

-0.558 o. 311 o.oo 
-0.488 o. 238 0.238 

-0.418 o .175 o. 525 

-0.348 0.121 o; 487 

-o. 278 o. 077 o. 231 

-0.208 0.043 o .129 

-0:138 0.019 o. 228 

-0.068 0.004 o. 036 

0!002 0.00 0.000 . ' 0.072 o. 005 0.010 

0.142 o. 020 o. 260 

o. 212 0.045 0.225 

0.282 0.079 o. 395 

o. 352! o .123 0.369 

0.422 0.178 o. 534 

0.492 0.242 o. 242 

o. 562 o. 316 o. 632 

0.632 0.399 o. 799 

0.702 G.493 0.493 

7. 768 

0.347. . 

f 

• 
' 

1 



22. 

T A R E A 

·------- ---. ·- - --·-
0.78 0.38 o.n 0.65 0.72 0.92 0.78 ·-~ M~ o.n 
·-~ ·~ 

,_. 
0.48 "-" 0-48 0.72 0.18 "" o.n •• •m o.n 0.18 •-ro ,_. 

·-~ O <O •m o.~ 
o• o" '" 0.78 on 0.48 0.~ o~ ••• o• o.n IH9 "' on on o .• 0.~ . 0.110 •m 1.21 
o• 0.57 o.n· •• • 0.92 o~ '" •. 00 o.oo 1.1~ 
o.a~ 0.65 00 0.72 0.72 o.n 0.72 1.09 ' ·~ o~ 
O& •oo 0.~7 '" '" '-" ,_ro 0.18 O& '" 0.00 o.es ,. 1.18 . 1.12 "' -o . .¡s 0.72 "' "' 000 o .• 0.00 "' o .• 1.2\ · U8 000 000 ·-· .. --

1. A8rupar datos por intervalos y elaborar tabla con frecuencias, 
frecuencias relativas, frecuencias acumuladas y frecuencias 
relativas acumuladas (anotar limites, limites reales y marcas 
de clase). 

2. ~ibujar: a) Histograma 

b) Polígono de frecuencias 
e) Curva de frecuencias acumuladas 

3. Calcular todas las medidas de tendencia central y de dispersi6n 
que se han estudiado 

a. Sin agrupar_ datos 

b. Con datos agrupados 



2J. 

TRANSFORMACION LINEAL DE VARIABLES 

SI SE TIENE UNA MUESTRA DE TAMANO n DE LA VARIABLE X, A CADA VALOR 

xi , DE OICliA MUESTRA LE CORRESPONDE UN VALOR, y i, DE LA MUESTRA DE 

Y, DADO POR 

yí = a + bx1 . 

POR LO TANTO, EL PROMEDIO ARITMETICO DE LAS Y t. ES 

'" + 
bx ) = 

' 
1 ' b - E a + 
ni=l n 

A!~AMENTE, EL VALOR MEDIO CUADRATICO RESULTA SER 

- ' r 

' 

--,. 
y ' ' i=l 

1 2abx1 + 
n 1=1 

Y, lJ\ VARIANCIA 1 

2 -2 2 
= y -y "' a + 2abii. 2~ - 2 2""""! 2-2 + b X - (a+bx) = b X -b X 

b ' 2 ., -

ESTAS TRANSFORMACIONES SE PUEDEN EMPLEAR PARA CALCULAR EL PROMEDIO 

y, y LA, V!\RIANCIA S
2

(y.) DE LA MUESTAA DE UNA VARIABLE QUE RESULTA 

DE UNA TRANSFORMACION Y, CON BASE EN ELLOS, CALCULAR x y s 2 (~) DE 

' ~ MUESTRA ORIGINAL, MEDIANTE LAS .ECUACIONES 

X = G - al lb 

s 2 Cx1 • S2 tyl /b 2 



ESTE PROCEDIMIENTO AHORRA BASTANTE TIEMPO DE CALCULOS CUANDO LOS 

DATOS ESTAN AGRUPADOS, EN CUYO CASO LOS x1 SON LAS MARCAS DE CLA­

SE· 

EN OCASIONES LA TRANSFORMACION LINEAL SE PLANTEA COMO 

y =X-.Cl 

DONDE C¡ y c2 SON CONSTANTES, EN ESTE CASO SE OBTIENEN 

- X - o, s' 1 y = y (y( = o, o 
' 

DE &STAS ECUACIONES SE LLEGA A 

-
X = o, y + o, 



25. 

EJEMPT,O 

EN EL PROBLEMA DE LOS RESULTADOS, x
1

, DE UN EXAMEN SOBRE PEDAGD­

GIA SE OBTUVO LA OISTRIBUCION DE FRECUENCIAS INDICADA EN LAS DOS 

PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA: 

MARCAS DE CLASE FRECUENCIAS MARCAS DE CLASE 
2 2 

'i 
,, TRANSFORMADA,yi y i f i ,, yi fi 

55.5 2 -2 - 4 4 8 

6 S. S 5 -1 - 5 1 5 

75.5 6 o o o o 

85.5 11 1 11 1 11 

9 5. 5 6 
. . 

2 12 4 24 

r=JO 1:"'14 

-y = 14/30 
...., 

= 0.467, y= 48/30 = 1.6, .. 1.6 2 
~ (0.467) = 1.382 

. 2 
x = 0.467x 10 ... 75.5 E 80.17,5 (..,:)• 1.38Z_ x lOZ = 138.2 

CALCULAREMOS EL PROMEDIO Y LA VARIANCIA DE ES'rA MUESTRA, CALCULAN~ 

DO PRIMERO y y s 2 {y) DE LA TRANSFORMAClON 

x - c1 
e, y o 

CON C¡ • MARCA DE CLASE CENTRAL Y 

c
2 

= ANCHO DE CLASE 

TOMANDO c
1 

= 75,5 y c2 = 10, SE TIENE y. =(x.-75.5}/"iO 
' ' -

POR LO QUE 
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yl • (-75,5 + 55.5)/10 . _, 
y2 • (-75,5 +· 65.5)/10 • _, 
Y) • (-75.5 + 75.5)/10 • o 

y4 • (-75.5 + 85,5)/10 • 1 

y> • (-75,5 + 95.5)/10 - ' 
OBSERVESE QUE SE OBTIENE y = O PARA EL INTERVALO CORRESPONDIENTE A 

Xi = c
1

, Y PARA LOS INTERVALOS CON VALORES MAYORES DE X BASTA 

CO!l IRLE SUMANDO UNA UNIDAD, MIENTRAS QUE A LOS DE VALORES MENORES, 

IRLE RESTANDO UNA UNIDAD, 
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REGRESION LHIEH 

Cú).'" MUCHA FRECUENCIA SE PRESENTAN PROBLEMAS EN QUE INTERVIENEN 

DOS VARIABLES ALEATORIAS (0 UNA ALEATORIA Y UNA DETERMINISTA) Y 

SE DESEA DETERMINAR UNA RELACION FUNCIONAL ENTRE ELLAS, SI SE 

OBTIENE UNA MUESTRA DE PAREJAS DE DATOS {x
1

, yi) Y SE ANOTAN EN 

UNA GRAFICA K-Y," VISUALMENTE SE PODRA PREVEER-EL TIPO DE RELACION 

ENTilli AMBAS VARIABLES, Y LUEGO HACER UN AJUSTE MATEMATICO DE ALGUN 

TIPO DE.CURVA, 

. ' . 
• 

• 
• 

' • • • 

·' -~ '\ • 
' . • 

" • 
""·" • .. 
~~ • 

'<\' • 
u'> • 

• /ltñ,3vh~ re~cro;. ?,..~""ci>6/e 
• 

• • 

• • 
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PARA AJUSTAR ALGUNA CuRVA A UN GRUPO DE DATOS SE PUEDE PROCEDER 

DE DIFERENTES MANERAS, DE LAS CUALES LA MAS SENCILLA ES HA OJO~, 

PERO TIENE LA DESVENTAJA DE QUE, POR NO SER SISTEMATICO, DIFERENTES 

PERSONAS PROPONEN DISTINTAS CURVAS. DE LOS METODOS ANALITICOS O 

MATEMATICOS, EL MAS COMUN ES EL DE Mli/JMOS CUAVRAVOS, 

SI X ES LA VARIABLE INDEPENDIENTE Y Y LA DEPENDIENTE, SE DICE QUE LA 

REGRESION ES DE Y CON BASE EN X, Y VICEVERSA, 

EN ESTE CURSO NOS CONCRETAREMOS AL CASO DE UN AJUSTE LINEAL, ES 

-DECIR, MEDIANTE UNA LINEA RECTA, DE ECUACION Y•mX + b, EN DONDE 

m ES LA PENDIENTE Y b IA OROENAOA AL OfllGEii. 

y y 

b 

y y 

• 

• • 
• • • 

• • • • 
• 

1 • • • 

--1f-------'>x 
• • 



1 

1 

1 

('!c,"•)l 

1 

1 9 
1 

1 

!~""-1 
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AGRUPAMIENTO VE VATOS POR PAREJAS . 

CUANDO SE TIENE UNA MUESTRA CON MUCHOS DATOS TOMADOS POR PAREJAS, 

CORRESPONDIENTES A DOS VARIABLES ALEATORIAS, ES A MENUDO CONVE­

NIENTE AGRUPARLOS POR VALORES O POR INTERVALOS Y LUEGO OBTENER LA 

VISTRTSIJCION CO!IJU~A VE FRECUENCIAS, DE LA MANERA QúE SE MUESTRA EN EL 

SIGUIENTE EJEMPLO, 

EJEMPLO 

EN UN ESTUDIO CON FINES ANTROPOLOGICOS REALIZADO EN UNA MATERNIDAD, 

SE OBTUVO LA MUESTRA POR PAREJAS, MOSTRADA EN LA TABLA 1, CORRES­

PONDIENTE A LAS VARIABLES ALEATORIAS 

X = ESTATURA 

Y = CIRCUNFERENCIA DE LA CABEZA 

DE LOS NinOs AL NACER, 

CALCULAR LA DlSTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS Y DIBUJAR EL 

HISTOGRAMA CORRESPONDIENTE, 

PROCEDIMIENTO: 

l. Determinar los valores maximos y m!nimo11 de loa datos x y Y .. 

2. Elaborar la tabla de conteo 

3. Elaborar la tabla con la d1stribuci6n conjunta de frecuencias. 



~ .. : . 
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TABLA 1 • ESTATURA,:~: (EN CM), Y CIRCUNFERENCIA DE LA CA· 
BEZA,Y (EN CM}, EN BEBES AL NACER (DATOS VEL PROF, '· NAVRATlL, 

UNIVERS!TV lfOSPtrAL, GRAl, 196~) 
-

• ' • ' • • • • • ' - - -- - - - - -
" " " " " " " u .. " .. " .. " .. " " " .. ·" " " " 

,. " ,. 
" 

,. 
" 

,. 
" " " 

,. 
" 

,. 
" " " " .. " .. " '" " " " " " " " .. " " " " " .. " " " .. " .. " " " " " " " " ,. " " " " " " " " .. " .. " .. " .. " .. " " " " 

,. 
" " .. " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " 

,. 
" " " • .. ,. 

" " " " " " " " " " " " " " " " " 
,. " " " " " " .. " " ,. 

" 
,. 

" " .. " " " " " " " " 
,. .. " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " 

., 
" " " .. " 

TABLA 2, GRAFlCA DE CONTEO CORRESPONDIENTE A LA 
MUESTRA. PE LA TABLA l. 

! Clttunfo«nolo ~ot•to<• ~ (en <m) . ,. 
1 doloubu• 

J' (en om) 
. .. .. .. " " " " " " " 

" 1 1 
. 

" 1 1 

" • 1 1 1 1 

" 1 1111 Jllj-
11 

• 11 • . 

" 111 .,. "" "' 1 1 tlll 

" 1 "" "" "" 111 111 
" "' " 1 lllt .¡¡jf 1111 1 
' 

" 1 1 1 

' 
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TABLA 3, VISTR1BUClON,-~VE FRECUENCIAS VE LA MUESTRA VE LA 
TABLA 11 -

cu<u~fmoci. 

de b. "\><" 
Y L•n m¡) 

~ •a •9 ~ ll l2 ll M 55 U 

---c~H--H-\-+-Ic-1---
J9 l l 

--~-f-+~.I~H-+~-~~-~--ll l l 

--,=,---f-1---1----~ ~--,----,--;-1--+-l 
--+-·l-l--------

l6 1472 _.::.__f-r-- --1- ---1-
ll l l96Ll 

----.-::--+c,-tc,:-\c,:-
0 9 3 1 

)-

" 
" 

J 6 ' • 

' ' 

HISTOGRAMA CORRESPONVIENfE A LA-TABLA J 

/lik. , 1 . • 

~ / F ' ' ' ~ 10 }- 1 
• 

' • 
\( • 

1 • 

' 1 
1 • 

• 

J 

32. 
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METOVO VE 1-!INIMOS CIIAVJ<AVOS 

E:L MEl'OOO DE MlNIMOS CUADRADOS TIENE COMO CRITERIO EL QUE LA SUMA 

D~ LOS CUAORADQS DE LAS' DESVIACIONES P& LAS ORQENADAS, y
1

, RES--.P"E0C"T"O""A""LA"""RE""C"T"A""D"E""RE""G"RE""Sc<oD"N, y 1 , SEA MINI~, ES DECIR, SE TIENE 

UN METOOO DE OPTIMIZACION EN EL QUE SE PRETENDE QUE 

D • 

a o 
a m 

o 
- 2 ~ (y - y ) 

i=l i 1 

o 
= 2 r 

i=l 

SEA MIN!MO 

CON ESTO SE TIENE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES CON DOS lNCOG-

NlTAS, b Y m, QUE CONDUCE A 

m • 

b • 

nrx
1

y
1 

- tx
1
ry1 

nrx
1 

- (tx1 J 

xy 

S (X) · S fxl 

" mx 

• 1 

ESTA ULTIMA ECUACION INDICA QUE LA RECTA PASA POR EL PUNTO (X,y¡. 

SI LAS PAREJAS DE DATOS ESTAN AGRUPADAS EN K CELDAS Y LA FRECUENCIA 

Y Xj·~1yj SON SUS MARCAS DE 

KY = ñjftfjx}¡x·i-Xl (yj-Yl 

S (x) 

CLASES, ENTONCES, 
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~:ETOVO CORTO PARA CALCUU.R LA RECTA VE REGRESIOII 

A MENUDO SE PRESENTAN PROBLEMAS DE REGRESION LINEAL EN LOS QUE SE 

MANEJAN GRANDES CANTIDADES DE DATOS Y1 ADEMAS,SUS VALORES SON DE 

VARIAS CIFRAS. PARA REDUCIR LA LABOR NUMERICA SE RECURRE A AGRU-

PAR LOS DATOS Y A TRANSFORMAR LAS VARIABLES DE LA MANERA SIGUIENTE: 

X.• e, y . e, 
x' = Y' = ' e, e, 

DE DONDE X • e x • 2 
, e, y = e y' + 4 . e, 

EN TAL CASO, EL PRIMER TERMINO DEL NUMERADOR 

CALCULAR m SE TR./I.NSFOID1A A• 

'' K fjxyxjyj 
1 K 

fjxy (c 2xj + Cl) (C4yj - ' = - ' nj•l nj=l 

K 
t 

jo! 

f. x'y' 
)Xy 

K 1 
t -

j"'l n 

EL SEGUNDO TERMINO DE LA MIS!tA FORMULA QUEDA: 

C2>0, c
4

>0 

DE LA FORMULA PARA 

+ C3) 
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AO!."MS, TOMANDO EN CUENTA QUE 

LA FOR."«JLA PARA CALCUL..!\R LA PENDIENTE CA.~IA A 

EN ESTAS TRANSFORJ.tACIONES Cl 'i c 3 DEBEN SER IGUALES A ALGUNA DE LAS 

MARCAS DE CI~SE CENTRALES DE x Y y, RESPECTIVAMENTE, Y c 2 Y C4 DEBEN 

SER IGUALES A LOS ANCHOS DE LOS INTERVALOS DE LOS DATOS DE X Y de 

y RESPECTIVAMENTE. ' . 



' 
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EJEMPLO 

CALCULAR LA RECTA DE REGRESION DE LOS DATOS ANOTADOS EN LA 

SIGUIENTE TABLA, MEDIANTE EL METOOO DE MINIMOS CUAD~~OOS. 

X y xy 

• 7 56 

' 12 72 

4 2 • 
' ' 36 

13 7 91 

10" 3 JO 

1 ' ' 
7 2 14 

3 9 27 

12 11 132 - - -
I• 70 65 472 

x2. 

64 

36 

16 

36 

169 

100 

1 

49 

9 

144 --· 
624 

X= 70/10•7, y= 65/10=6.5, ~-624/10=62.4 

s 2 (x) = 62.4 ~ 72 = 13,4 

1 
ID 472-7x6.5 

13.4 = 0.13 

b = 6,5 - 0,1) X 7 = 5,59 

• 

y= 0.13 x·+ 5.59 
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EJEMPLO 

OBTENER LA RECTA DE REGRESION DE LAS CARGAS EN LOS PISOS 1 Y 9 

DE UN EDIFICIO 

ZONA 

A 

' e 
D 

E 

F 

G 

" 
' 
J 

K 

L 

M 

N 

o 
p 

Q 

R 

S 

T 

u 
V 

CARGAS EN 

PISO 1 
X 

38 

354 

207 

m 
127 

324 

358 

519 

147 

181 

118 

114 

243 

522 

236 

269 

268 

321 

305 

335 

577 

271 

PJSO 9 
y 

355 

370 

307 

270 

182 

"' 222 

405 

315 

420 

484 

287 

228 

4 70 

194 

260 

679 

366 

358 

317 

368 

284 

RANGO DE X: 577-38 

RANGO DE Y: 962-182 

' 
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TASLA 4. OlSTRlBUCION CONJUVTA OE FPECUE!JCIAS VE 1.AS CARGAS EN LOS PISOS 1 V 9. 

1\ 
0.5 100.5 200,5 ~oo.s 400,5 500,5 600,5 700.5 800,5 

":·5 J • a • • • • a • • 
100.5 200,5 300,5 400.5 500,5 600,5 700.5 800,5 900,5 1 oov.s 

• 
0.5 

• 
100.5 X (1) 

1100.5 

• . . 
' 200.5 . X (1) X (1) X (1) XX(2) 

200.5 

• 
300.5 X (l) XXXX(4) X (1) X (1) 

300.5 1 

• 
400,5 X (1) XXXX(4) X (1) 

400.5 

• 
sao.;; 

500.5 . . 
• 

600.5 X (1) XX (2) 



. 

CALCULO DE x y S (x) 

INTERVALOS HA_ !l. CAS DE f xf 
CLASE 

. 
0.5 -100.5 50.5 1 so. 5 

l00,5-2Q0,5 150. 5 5 752.50 

200.5-300.5 250. 5 7 1,753.50 

300,5-400.5 350.5 6 2 1 H3,00 

400.5-500.5 450.5 o 0.00 

soo.s-Goo.s 550.5 3 1,651.50 
. 

. E=22 I .. 6,311.00 

- = 6,311.00 
X " 

= 286.86, x2 .. 82,288.66 

2,201. 304.50 
2 

.. 100,059,30 

39. 

2 x 2 f X 

2,550.25 2,550,25 

22,650,25 113,251,25 
. 
62,750.25 439,251.25 

122,850.25 737,101.50 

164,430.25 0.00 

303, oso .25 909,150,75 

I=2, 201.304.50 

s 2 !x) = 100,059.30 82,288.66 = 17,770.64 
' 

S(X) =/17,770,64 • 133,31 



CALCULO DE y y S (y). 

INTERVALOS MARCAS DE 2 
CLASE, y f yf y 

100.5-200.5 150.5 2 301.00 22,650,25 

200.5-300.5 250.5 6 1,503.00. 62,750.25 

300.5-.400, S 350.5 • 2, 804.00 122,850,25 

400.5-500.5 4 SO. S ' 1,802.00 202,950.25 

500.5-600. 5 550.5 o o.oo 303,050.25 

600.5-700.5 650.5 1 650.50 423,150,25 

700, 5-800.5 750,5 o 0.00 563,250.25 
. 

800.5-900.5 850.5 o 0.00 723,350.25 

900,5-1000.5 9 5o. 5 1 950.50 903,450.25 

,_, I=B,Oll,OO 

- 8,011,00 
y • 22 = 364.14 , y2 = 132,597.94 

3,543,005.50 ,, .. 161,045.70 

s 2 (y),. 161,045,70- 132,597.94 = 28,447,76 

S(y) .. Y28 1 447,76 ~ 168,66 

40. 

lr 

45,300.~0 

376,50l.!i0 

982,802.00 

811,801.00 

0.00 

423,150.25· 

0.00 

o.oo 

903,450.25 

• 

I:ol,543,005.50 

TAREA: CALCULAR i, S2 (x), Y y s 2 (y) DE LOS DATOS AGRUPADOS ANTE­
¡ 

RIORES, ~\EDIANTE TRANSFORMACIONES APROPIADAS DE VARIABLES, 

• 
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MARCAS DE CLASE FRECUENCIAS 

X y 'xy xy fxy''Y 

50.5 350.5 1 17,700.25 17,700.25 

150. S 150.5 1 22,650.25 . 22,650.25 

150.5 250. 5 1 37.,700.25 • 37,700.25 

150.5 
' 

350.5 1 52,750.25 52,750.25 

150. S 450. S 2 67,E!00.25 135' 600.50 

250.5 150,5 1 37,700.25 37,700.25 

250.5 250. 5 4 62,750.25 251' 001. DO 

250.5" 350,5 1 87,800.25 87,800.25 

250.5. 650,5 .1 162,950.25 162,950,25 
' . 

350.5 250,5 1 87,800.25 87,800.25 

350.5 350.5 4 122' 850.25 491,401.00 

350.5 950,5 1 . 333,150.25 333,150.25 

sso.s 350.5 1 192,950.25 192.950.25 

550.5 450.5 2 248,000.25 496,000.50 

' • 22 ' . 2,407,155,50 

. ' 
PUESTO QUE X = 286,86 1 Y= 364,14 Y s

2
(x) = 17,770.64· 

SE OBTIENE FlNALUENTE QUE 

m • 

b. y 

2, 407,155. 50 
22 

mx = 364.14 

Y • 0,28 X + 283.82 

(286,86) {364,14) 
' ' z 0,28 

0.28 X 286,86 • 283.82 
' 
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EJEMPLO 

RESOLVER EL PROBLEMA ANTERIOR 11EDIANTE EL METODO CORTO. 

PARA APLICAR EL METODO CORTO SE EMPLEA UNA TABULACION CO~O LA 

SIGUIENTE: 

~ y' 2 f y ,2 
,. 

f y' f y' rfjx/''f'· y y y 
-'-

1 . 

~~H, 
. • 

'x 
. 

x• 

f x' 
X 

. , • 
x' ' 
fxx ,2 ' 

H jx:Y :r 

x'y' fjxy f. · x•y' ...... CELDA j 
,JXY 

' 
. PARA LA TRANSFORMACION OE VARIABLES 

X -e, y - e, 
X' • y y' • e, e, 

TOMAREMOS e, • 250.5, e, • 100, e, • JSO. S y e, = lOO. 
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~ 
-

O.S-100.5 100.S-200.S 200,5-300. S 300, S-400. S SOO.S-o'iOO.S f y• yt' v> ':1' ~f. x'y' 
so. 5 1S0.5 2SO. 5 3SO. S 55:1,5 y J"Y 

100,5-200.5 . 

150.5 2 1 2 o 1 o 2 -2 -4 4 ' 2 

200.5-300.5 

250. 5 1 1 1 o 4 o -1 1 -1 6 - -6 1 6 o 
300.5-400.5 

350. S o 1 o o 1 o o 1 o o 4 
• o o 1 o ' o o o o o 

400.5-500.5 

450.S -1 2 -2 l 2 6 4 1 4 1 4 4 

o500.5-700.5 -- •" . 
650. S o 1 o 1 J J 9 9 o 

900.5-1000.5 
. 

9SO. 5 6 1 6 - 1 6 6 J6 36 6 

1 
f 1 5 7 6 J 22 l 6J 12 X 

. 
x• -2 - -1 o 1 l . 

f x• 
X 

-2 . -5 o 6 9 ' 
x' 2 4 1 o 1 9 

• 
f x' 2 

X 
4 5 o 6 27 42 

tf x'y' o " o 5 . 6 12 jxy 



•· 

0.3636; Y' 3 .. TI"' 0,1364; 
42 
22= 1, 9091' 

... 

2.8636 

1.9091-(0.3636) 2 . 2 . 
•. 1.7769; S (y') .. 2,8636-(0.1364) 2 

z 2.8450 

x = e x' 
2 

+ c1 • 36.36 + 250.5 ~ 286.86 

-y= c4y' + c3 = 13.64 + Jso.s .. 364.14 

m • JOo -"f.-'-_,_2_---,'col.o',','-'_l_co_._,_,_,_•_l • 
I01f 

(·.4959 
l. 7769 • 

- -b =y_ mx"' 364.14- 0,28 x 286.36 .,··283.96 

y 

<J.ro.s ------+ 
lf0·1 

7~.r 

""·' ~ 

0.28 

-----. 
s~.r 1 Y•tM8X ;- 28J-96 

. 1 
-f:f'D,f --- -'1----L 

j 1"-YJ 
JS#•I -+ - r • ' . 
'~' 1 .L lf-t 1 

1 
ISO·S" --1--L+ 1 r 1 1 r 
'"' 1 1 1 1 _, 1 ~-~~->x 

o ' ' a - ' " ~ • ' " ~ ' ' 
TAREA: CALCULAR LA RECTA DE REGRESIOn, Y TRAZAR LA GRA!"ICA CORRES-

PONDIENTE, DE LOS DATOS AGRUPADOS ~E LA TABLA 3, 
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V.o\RIANCIA Y ERROR fSTANOAR VE Lk ESTIMACTON MEVIAIITE LE RECTA VE Rffi8€S10N 

o:M) 'lA SE Dt:liOO, -EL TERM?NO y 1 ~ yi REPRESENTA LA DIFERENCIA ENTRE 

EL VALOR OBSERVADO DE LA VARIABLE y Y EL VALOR PREDICHO (LA ORDENADA 

DE LA RECTA DE REGRESION) CORRESPONDIENTE A x
1

. DICHO TERMINO SE 

LLAI>IA ERROR !lE rREVlCClO.'I O VE ESTIMACION, POR EJEMPLO, SI PARA x
3

=50 

LA ECUACION DE LA RECTA DE 
• REGRESION ES -y=JO x + 21.9, EL VALOR PREDICHO RESULTA Y

3 
"'0.70 ·X 50+ 21,9=56.9,Y EL 

HRROR DE PREDICCION CORRESPONDIENTE ES 65 56·,9"' B. l. 

LA 'Wfii~.!JClll VE LA ?REVICCIOU 0 VE LA ESTIMACION, S~ l x, OOE ES UN!\ ESTH1A­

¡!;ION GLOBAL DE!, ERROR DE PREOICCION· PARA TODOS LOS PUNTOS OBSER­

VJI.OOS, SE DEFiNE MEDIANTE LA FORMULA 

s' yfx N 
{I) 

EN DONDE N ES EL TOTAL DE DATOS DE Y, AD~1AS, SE PUEDE DEMOSTRAR 

QUE S~jx SE RELACIONA CON LA PENDIENTE DE LA RECTA DE REGRESION 

MEDIANTE LA ECUACION 

s
2 ¡ • s

2 
y X y 

PUESTO QUE LA ECUACION y = mx + b SE OBTimlE MEDIANTE EL METODO DE MINI 
i"'N ~ 

MOS CUADRADOS, EN EL CUAL & {y1 -·y
1

¡ 2, TIENE EL MlNIMO VALOR PO-
i=l . 

SIBLE, Y COMO LA VARIANCIA DE LA PREOICCION SE CALCULA CON LA 

' EC {I), LAS PREDICCIONES BASADAS EN LA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS 

SON TALES QUE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION ES MINIMA, 



4 " • 

IGUAL QUE LA oESVIACION ESTANDAR DE UNA MUESTRA·SE DEFINE COMO LA 

RAIZ CUADRADA DE LA VARIANCIA, EL ERROR ESTAVVAR VE LA ESTIMACION O VE 

LA PREVICC!ON, Syjx' SE DEFINE COMO LA RAIZ CUJ,DRADA DE LA VARIANCIA 

DE LA ESTIMACION, ES DECIR 

S =~ yjx . yjx 

YA SE DIJO QUE LA DIFERENCIA y
1 Yi REPRESENTA LA DESVIACION DE .UNA 

ORDENADA OBSERVADA RESPECTO A SU ORDENADA PREDICHA MEDIANTE LA RECTA 

DE REGRESION. EXISTE OTRO TIPO DE DESVIACION: LA DE LAS ORDENADAS 

PREDICHAS MEDIANTE LA" RECTA DE REGRESION, Y1 , RESPECTO AL PROMEDIO 

ARITMETICO, Y, DE LAS ORDENADAS OBSERVADAS, yi" ESTA DESVIACION, 

INDICADA COMO Y i - Y, SE LLAMA VESVIACIO~ EXPLICAVA , YA QUE DE LA 

ECUACION 

y ~ 

i 
mx 1 +b 

SE OBTIENE 

-

-= mxi + y 

y
1 

- Y = m(x1 -X) 

-= ~ y ' 

-LA CUAL INDICA QUE LAS DESVIACIONES DE y
1 

RESPECTO A y SE EXPLICAN 

EXCLUSIVAMENTE POR (SON FUNCION DE) LA DESVIACION DE x 1 RESPECTO 

A x, 

SI A LA DIFERENCIA y
1

- Y SE LE LLAMA VfSVIAC]QN TOTAL DE yi CON RES-

-PECTO AL PROMEDIO ARITMETICO, y, LA.ECUACION 

-yi - y = <yi - Yl + 

INDICA QUE LA DESVIACION TOTAL ES IGUAL A LA DESVIACION EXPLICADA 

-MAS y 1 LAS DESVIACIONES yi -y. OCURREN AL AZAR, 
. ' . ES DECJR, 

EN FORMA INEXPLICABLE, DE AHI QUE SE LES CONOZCA CnN =L NOMBRE DE 



.¡ i . 

' . ,. 
VfSV1~CIOIJE5 J.'JEXPLlCAV~ ( NO EXPLICADAS). 

cm!O CONSECUENCIA DE LA ECUACION ANTERIOR, SE PUEDE DEMOSTRAR QUE 

i=N - 2 i=N - y¡2 
i=N 

- 2 

' (y i - y) ' {yi - t ¡y i - y,, 
i-1 f:l i~l 

= • 
N N N 

St MIEMBRO IZQUIERDO DE ESTA ECUACION CORRESPONDE A LA VARIANCIA, 

s 2 (y), DE LOS DATOS DE y, EL SEGUNDO TERMINO DEL MIEMBRO DERECHO 

E:S PRECISAMENTE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION, s
2 ¡ , CONOCIDA TAM-. y X 

DIEH COMO yAP.IA,iJCIA INEXPL1CAPA. EL PRIMER TERtuNO DEL MISMO MIE.'1BRO 

2 -SE DENOMINA VA!UNJCIA EXPLICAQA, '{ SE REPRESENTA CON EL SIMBOLO S (y). 

EN CONSECUENCIA, SE PUEDE ESCRIBIR 



MEVIVAS VE CORREL~CIQ~ 

CUANDO SE REALIZA..'! ESTUDIOS ESTADISTICOS EN QUE SE INVOLUCRAN 

DOS O ~~S VARIABLES ES A ~ENUOO CONVENIENTE CONTAR CON UNA MEDIDA 

NUMERICA DEL GRADO DE ASOCIACION O RELACION QUE HAY ENTRE ELLI..S. 

"JNA DE ESTAS MEDIDAS SE DENOMINA ' CQVARWJCI~ ,S XY' LA CUAL SR DE-

FINE COMO: 

' 1 N S = - ~ (x. 
xy Ni=l l. 

X¡ (y i 

EN DONDE 

-
X = PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIABLE X 

-y • PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIABLE" Y 

N TOTAL DE PAREJAS DE DATOS 

OTRA MEDIDA DE CORRELACION, QUE RESULTA .ADIMENSIONAL, ES EL C0EFl-

C1EiflE VE CORRELACTON Pxy• QUE-SE-DEFINE COMO 

s2xy 
'xy = s(x} s(y)i -l • p < 1 

- xy -

• 

--,.1"-.+-~x 
• o ~o ,, 



CA~O VE CORRELACION PERFECTA 

CUANDO SE PLANTEO EL ME'l'ODO DE M!NIMOS CUADRJI.DOS PARA ESTIMAR LA 

REC'¡'fl DE REGRESION LINEAL ENTRE DOS VARIABLES, ESTE SE DESARROLLO 

SOBRE L.'l. BASE DE HACER MINIMA LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LA DES-

VIACION VERTICAL DE CADA PUNTO RESPECTO A LA RECTA DE REGRESIOI~, 

ESTO ES QUE 

" - 2 n • ' {y i - y i) • MINIMO 
.i=-1 

{1) 

'" DONDE 

- - - - x¡ yi • =, + b • =, + y = • y + m<x 1 - '" -SUSTITUYENDO A ,, EN LA EC ' 1 ) 
Y AGRUPANDO TERMINOS SE OBTIENE 

N - J 2 D • ' r <Y 1 - Y> - m(x. - X) {3) 
i•l ' 

OBSERVESE QUE O ES CERO SI, Y SOLO SI, CADA SUMANDO ES CERO, ES 

PARA TOQO 1 

fARA LO CUAL SE REQUIERE QUE TOVffi LOS PUNTOS (x1 , y 1 ) QUEDEN SOBRE 

,LA RECTA DE REGRESION, DADA POR LA EC (2), EN ESTE CASO SE DICE 

QUE !.A RfGRfS ION fS PERFECTA. 

POR OI'RI\. PARlE, DESARROLLANDO EL BINOMIO AL CL'ADRADO DE LA EC (3) 

OBTENE"'OS 

N - 2 2 - 2¡ [<y 1 2m(y1 - Yl {x1 -D• ' y) - x) + m (x1 
• X) 

i•l 

-NS2 'y) 2mN s
2
xy + NS2 (x)m2 



• 

50. 

EN EL CASO DE QUE TODOS LOS PUNTOS DE LA MUESTRA QUEDEN SOBRE ~ 

RECTA DE REGRESION SE TIENE QUE 

POR OTRA PARTE, TOMANDO EN CUENTA QUE 

1 N 

' ex, - il (yi - y) s' . N 
m = i=l = ..EL 

s2 CXJ s 2 (xl 

LA EC (4) QUEDA EN LA FOR.''IA 

DE DONDE, EN EL CASO DE REGRESION PERFECTA, 

Y, SI S(x)>O Y S(y)>O, 

2 
'xy 

CUANDO EST? SUCEDE, ES DECIR, 

CASO DE CORRELAC!ON PERFECTA. 

.. 1, o 

' = 1 o 

{4) 

(5) 

( 6 ) 

= + 1 

p = -1 1 SE TIENE EL 
xy 
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CAS 0 VE CORII:EU.CT~H I«JLA 

~ CORRELACION ENTRE LOS DATOS DE DOS VARIABLES ALEATORIAS RESULTA 

• o 

EN TAL CASO, LA 

(0 pxy = 0) LO CUAL SUCEDE CUANDO m=O (VER EC {S)). 

RECTA DE REGRESION DE Y CON BASE EN X TIENE COMO 

ECUACION A y= Y, Y LA DE K CON BASE EN 
• 

Y, A X"' X .(m= .. J. 

• 
• 

• N • 

A/Y•Y -o-t:-•• ....L.-'C . !"'-<~. ;¡ . 

• • 

• • 

--+------+-------·-'"'X ' . 



• 

RELACION EWTRE EL CO~FICIEIITf_Vf._CORREI.ACION V lA PENVlEIJTE VE U. RECTA 

. ..PE--M-GRB.JOJJ 

TOMANDO EN CUENTA QUE 

o -xy s' ' xy 
1 N 

= N I 
i=l 

X¡ Cy i y) 

Y HACIENDO SUSTITUCIONES EN LA ECUACION PARA CALCULAr~ LA PENOIE!ITE 

DE LA RECTA DE REGRESION SE OBTIENE 

1 N 

• ' (x1-X¡ fyi-Y> ,, S(X)S(y) ,_, 'x 
m • • xy • 

S (x) s2 
(X) s

2 
{x) 

OSEA 

m •. P .§..!11 
xy s (x) (8) 

DE ESTA MANERA, SI CALCULAMOS rn MEDIANTE EL METOOO CORTO DESCRITO 

AN~ERIORMENTE, PODEMOS CALCULAR 

ES DECIR, EMPLEANDO LA ECUACION 

• m 
S (x) 

SIYf 

p OESPEJANDOLA DE LA EC (8), xy 

(9) 

ALTERNATIVAMENTE, MEDIANTE EL METODO CORTO SE OBTIENE pxy EN FORMA 

DIRECTA USANDO LA ECUACION 

1 N 

:N:..J'!;:!1~'~'cx~y"x''_Yo',.,-"'"_'_Y_'_ ' . 
"xy S(x') S(y'} ( 10) 
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EN DONDE fixy ES LA FRECUENCIA DE LA CELDA i, xt Y y' SON LAS 

MARCAS DE CLASE DE LOS INTERVALOS, x 1 Y Y' SON LOS PROMEDIOS ARIT­

~~TlCOS1Y S(x') Y S(y') LAS DESVIACIONES ESTANDAR DE LOS DATOS DE 

X t Y Y' OBTENIDOS MEDIANTE LAS TRANSFORMACIONES 

x' = y' = 

EN DONDE 

e, • 11AP.CA DE CLASE CENTRAL DE LAS x 

e, • ANCHO DE LOS INTERVALOS DE CLASE DE LAS x 

e, • MARCA DE CLASE CENTRII..L DE LAS y 

e, • ANCHO DE LOS INTERVALOS DE CLASE DE LAS y •• 



• 
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RANGO VELCOEF!CIENTE VE CORRELACIO/ol 

DE LA ECUACION CON QUE SE CALCULA LA VARIANCIA DE.LA ESTIMACION 

SE CONCLUYE QUE 
2 

p < 1' xy- YA QUE 

-l<o <1 
- xy-

2 
sy¡x~O¡ EN CONSECUENCIA 

(71 

"' 
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EJF..MPLO 

DIEZ VIGAS DE MADERA NOMINALMENTE IOENTICAS SE PROBARON CON UNA 

CARGA CONCENTRADA EN EL CENTRO pEL CLARO¡ LOS RESULTADOS SON LOS 

ANOTADOS EN LA TABLA SIGUIENTE, CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRE­

LACION, LA RECTA DE REGRESION Y LAS VARIANCIAS EXPLICADA E INEXPLI­

CADA, 

CAR;A DE FAUJ\ DE FLEXICN Wl.- - - (x-X) {y-Yl - 2 
(x - x) x, m n; XIMA., y, """ ' -' y- y . 

950 0.33 140 0.017 2,38 19,600 

:oso 0.37 240 'l-057 13.68 57,600 

750 0.28 -60 -o.033 1.98 3,600 

900 0.30 90 -{1,013 - 1.17 8,100 
-

700 0,27 -110 -0.043 4.73 12,100 

650 0.28 -160 -0.033 5.28 25,600 

950 0,35 140 0.037 5,18 19,600 

B50 0.40 40 O.OS7 3.48 1,600 

600 0,26 -210 -o.osJ 11.13 44,100 . 
700 0,29 -uo -o.023' 2.53 12,100 

r~ sroo ' . 3.13 ' • o ,. o r=49.20 I"'204 , 000 

8100 x: ~ :o 810 KG¡ Y • 3ié 3 
m 0,313 CM; s2 

'Y 
49.20 • = 

10 
4.92 

m • 

o.02001o ..• -f1-;-0&?Qn: ~s(yl .. t0.002DO!' .. o.0447 

' 
4 • .92 • o. 77 

nxy S(y)/S(X) a 0,77 X 0.0447/142.83"' 0.000241 CM/KG 

- 2 (y - y) 

0.000289 
0.003249 

0.001089 

0.000169 

0.001849 

0.001089 

0.001369 

0.007569 

0.002809 

0.000529 

0.020010 

' ' 



b- o.313 - o.ooo241 x a1o = o.118 cM 

-y= 0.000241 X + 0.118¡ SI X = 600, y 

y 

0.40 

0.30 

ow 

• 

• 

• 

56. 

= 0.145 + 0.118 • 0.263 

• 

i 
i 
¡7 -

-y= O 0002.4iX+ QH8 

0·15 '"'o'""o -,7;;;oo:--ce"'oo¡;-t-c9±oo,..:--c,+o o=o-c<+w=o-~ x 

0.002001 (1 0.771
2 

- 0.000106 

syjx .. 0.0103 

52 (y) .. 52 (y) + S~ 
1 

X-+ s 2 (y) '" 0. 00200.1 ~ 0. 000106 • 0. 001895 

-S(y) = 0.0435 

EL AGR¡ETAMIENTO QUE SE PREDICE,pOR EJEMPLO, PARA UNA CARGA DE :500Rg, 

SI EL COMPORTAMIENTO DE LA VIGA CONTINUA IGUAL, SERA 

9 ~ 0.000241 X 1500 + 0.118 ~ 0.480 CM 
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EJEMPLO 

CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRELACION MEDIANTE EL METOOO CORTO DE 

LOS DATOS LA SIGUIENTE TABLA. OBTENER TAMBIEN LA ECUACION DE LA 

RECTA PE REGRESION CORRESPONDIENTE, 

CALIFICACION, TIEMPO, Y, 

' ' 
EN MIN. 

97 17 

97 B6 

95 60 

95 52 

94 62 

94 B6 

94 80 

93 79 

93 92 

93 88 

92 74 

92 " 92 61 

92 75 

91 .79 

90 62 

90 81 

90 80 

90 76 

90 70 

89 67 

88 69 
' 88 81 

88 80 

" 9l 

• . . 
' 

CALIFICACION 

' 
" 
" 
87 

86 

85 

83 

82 
. 82 

83 

81 

80 

80 

'79 

79 

79 

78 

17 

17 

17 

76 

76 

74 

72 

79 

70 

• 

TIEMPO, Y, 
EN MIN. 

83 ' 
58 

79 

60 

62 

72 

68 

66 

71 

70 

65 

" 82 

93 

76 

71 . 
89 

71 

98 

92 

82 

98 

78 

;, 
78 
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OISTRIBUCION CONJUNTA OE FRECUENCIAS: 

~ 70-75 76-81 82-87 88-93 94-99 

41-50 1 
. 

51-60 2 2 

61-70 2 3 5 1 

71-80 2 3 3 7 2 

81-90 4 1 3 2 

91-100 2 3 1 1 



-

,:~ 72,5 78,5 84,5 90,5 96,5 

' ¡ 4!.>,!; -2 1 _, 

' 55.5 02 o -22 

65,5 02 o o 3 o 05 o o 1 

75.5 -2 2 -4 -1 3 -3 o 3 o 17 7 22 

IJS.S -2 ' -8 o 1 o 2 3 6 4 2 

95.5 6 H -3 3 _, 01 o 31 3 

' 4 12 10 17 7 
' . 
' ,. -2 1 o 1 2 

f;c' -8 12 o 17 14 

" 
'" 

,. 4 1 o 1 4 

E"'' 16 
12 o 17 " 

:_ix;/'Y'] -16 -20 o 14 
---

c
1 

m 84,5¡ c
2 

= 6; c3 • 65.5; c 4 • 10 

Y.• ~ tt;so = o.22, Y' = sz;so ~ t.o4 

X '= 6 X 0.22 + 84.5"' 85,82¡ 

-y ~ 10 X 1,04 + 65,5 ~ 75,9 

f y' V' y 

1 -2 -2 

4 4 -1 -4 

o 11 o o 
4 17 1 17 

a 10 2 20 

7 3 21 

50 " 
11 

73 

8 -14 

(0.221 2 ~ 1,42; S(x'l = 11.42'"' 1.19 

s 2 (y') ~128/50 (1,04) 2 = 1,49; S(y') = ,1t,49' = 1.22 

S(x) = 1,19 X 6 = 7.14; S(y) = 1,22 X 10 = 12,2 

m -14/50- 0.22 X 1,04 = _ Q,JS 
1.19 X 1.22 

m= -0,35 x 12.2 1 7.14 =-0,60 

b. 75.9 - (-0.60) 85,82 = 127,39 

59. 

y•' fi''2 rt :1xy"' y' 

4 4 -2 

1 4 -4 

o o o 
1 17 4 

4 40 6 

9 " -18 

12B -14 

TAP.f.A: TPAZAR EL D!AGRAHA DE CORRELACION Y LA RECTA DE REGRESION CORRES-

POllDlENTE, Y CALCULAR EL ERROR ESTANDAR DE LA ESTlMACION, 

' 
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SERIES CRONOLOGICAS O 

SERIES DE TIEMPO 

Se le denomina serie cronológica o de tiempo a toda serie de 

observaciones (datos) tomados en tiempos específicos, que en 

general están igualmente espaciados (cada hora, cada semana,. 

cada mes, cada an:o, etc.) 

Compo¡¡entes de 

una serie ero-

nológica 

l 
>-

Tendencia general.- Indica hacia ~ónde 

tiénde la serie cronológica 

Componente estacional,· Indica las va· 

riaciones periódicas que ocurren a cor· 

to plazo (en periodos menores de un afto) 

componente cíclica.- Indica las variacio· 

nes pe_riódicas que ocurren a largo plazo 

(en periodos mayores de un afta) 

Componente irregular.-·Indica las varia­

ciones que ocurren al azar. 

• 
~ • 
' 

1 
1 
1 

' 1 

• ' 

"?'¿,, diZ JtC).t. 

/ú.za.l 



•• 

• 

+-

1 
1 

' ' 
1?5"5 

(/os 

J:f,zr:lo á'~ /a 
(!"'<{.I"OIU.~ .,/e 

es l-ac/,.""4 / 

-+-- /'1'.57 

+ jM- -l-- 2~ -+- 3g 

61. 

i 

l't$8 

1 
1 
1 

1 

' 1 

1 
1 



M!!todos de 

cálculo 

y 

• 
• 

• 

TENDENCIA GENERAL 

Mi;limos cuadrados 

Dos promedios 

Promedios móviles 

!UNIMOS CUADRADOS 

"· 

~o.ot.a.. de 

,/'Tcá,·cc/.;~ 

El m!!todo de mínimos cuadrados se estudió en el capítulo de re­

gresión lineal para el caso de tendencia godelada mediante una 

linea recta. 

• 
Si la tendencia no se puede.modelar ratonablemente mediante una 

recta, es necesario emplear una relación-no lineal, que puede 

ser un polinomio de orden M, dado por 



En este caso las constantes bi que hacen mínimo el error cua­

drático respecto a la línea de regresión, q, se obtienen de 

resolver un sistema de ecuaciones simultáneas que resultan de: 

en donde 

}%
0 

.. o, }t
1 

= o, t5-
2 

.. o, ... , ~ .. o 

" -q= E (y,-y¡)' 
i= 1 .... 

En el caso de un ajuste parabólico (M • Z), por ejemplo, 

q • 

• o 

" ' ~ = -z r (y.-b 0 -b 1 t.-b 2 t~)t."0 ~b, i•1 1 1 1 1 

;, . 
ob 2 

• 0 

Estas tres últi:~as ecuaciones constituyen un sistema con tres 



63, 

incógnitas, b 0 , b 1 y b 2 . Este sistema se puede reescribir en 

·la forma: 

b Et?+b It!+b Et~ - t t~y~ o ~ 1 1 2 l ' ' y luego resolver para b,, ., y ., . • • 
<! -~ -
·~ ~ 
' 

• 
.;;{ 
' ... ·'!!' ,, 

..:; • 
• 

Cuando al observar la grAfica de Y contra t. se concluy~ que 

es razonable ajustar una función exponencial de la forma 

se puede resolver el problema trabajando con logaritmos, ya que, 

en tal caso, 

-lnY(t) • ln a+mt 
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o ;;ea 

Z (t) ~ mt+b 

que es la ecuación de una línea recta y, por lo tanto, las 

coristantes m y b • ln a se calculan mediante las f6rmu-

las que se obtuvleron para el caso de regresión lineal, 

-con zi ~ lnY(t 1) 

~(<) 

) 
• 

• • 
• • 



• 
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65. 

METODO DE DOS PROMEDIOS 

El método de dos promedios consiste en dividir los datos en 

dos partes y calcular el promedio de las Y1 y los tiempos 

centrales correspondientes a cada parte, con lo cual se ob· 

tienen los puntos (t1 ,Y1) y (t
2

,V
2

) por los cualt!s pasn 

la recta buscada 

EJEMPLO 

Ano Número de Al\ o Promedio 
autos vendidos central 

1951 860 

1952 910 1952 929 

1953 1 o 1 8 ! 
1954 1326 

1955 1749 1955 1 '733 

1956 2125 

• 17J3 

91.9 -,. 
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1 

9 

' 
S 

~ 
G 

6 

1 

9 

6 

7 

1 

9 

' 
8 

70. 

E.Jf~\JPLO ( 

En la siguiente tabla se presenta el consumo promedio por día 

de fertilizante que se consumió en una regi6n agrícola. Obte­

ner la com_Fonentc.e.stae-ional. 

• 
Trimestre Consumo, y suma Promedio · Promedio ml'ivil Porcentaje del 

ton/día móvi.l centrado, TCI ~Í~medio ml'ivil 
Y TCI - E % 

1 20 

2 50 
31.5 

' 35 31.3 111 . S ----- 31.0 . • 
4 Z1 126 30.2 6 9. S 

• 2 9. 3 . 
1 18 124 . 28 • 7 62.7 

28. o , 43 117 27.3 1 S 7. S ' 
26. S 

3 30 112 27. o 1 1 1. 1 
2 7. S 

4 1S 106 29.8 so. 3 
:n.o • 

1 22 110 33. 2 66. 2 
34.3 

2 61 128 35.9 16 9. 9 
37.5 

3 39 137 3 7. 4 1 04- 2 - 37.3 
4 28 150 37.6- 74.5 

37.8 
1 Z1 149 37.6 55,8 

3 7. 3 
2 63 151 3 6. a 1 71 • 2 

36.3 
3 37 149 

4 24 145 

' 

Puesto que los datos están dados por trimestre el índice esta­

cional que se obtendrá·será para los trimestres, por lo cual 

los prCJmc<lios mlíviles para eliminar, como primer paso, a la com 

ponente eHa;:ional deben ser de orden 4.· 

t 



( 

3D 

$e,;Je c;nMPief/~ 1 

rEc.r 

z!//~./nae/o:... ¿ ~ Co"'"/".-?en ,4. eJr-c~o.,-,.;;;;.¿ S 
!?/ ed'/~n/~ /"l:u;ne4'/t~.r ,-;no"'v//e.:; • 



•=----->-- ,...--:­
' 'V 1 
1 1 
1 
1 1 
1 1 

' .¡¡ 

' ' 
1~ 
"'' 
" 
b 

" 

74 .. 

-
1 

1 

1 

1 

' • ~ ~ ' ... 
~ • • ' ' ' ' ' ' 

Para evaluar los índices de la componente cíclica es reco­

mendable contar por lo menos con 'tres periodos completos de 

datos. Los indices ciclicos se calculan de manera semejan-

te a los estacionale5. 



. ,_ . . 
7 S. 

EJEMPLO 

Supóngase que la componente cic:lica de las inversiCJ~<'S anua­

les en un pais con periodo sexenal de gobierno federal es la 
indicada en la siguiente tabla. Calcular.los índices cicli-
cos. 

Afio e, en ' 194 7 85 

48 102 
49' 117 

50 126 
51 129 
52 , 
53 79 

54 " 
55 121 

56 127 

57 m 
5B 143 Afio Indice 
59 59 del cíclico, 

60 86 

61 121 1 89 7 8 • o 6 7. S 

62 122 2 lOO 96.5 83. S 

" , 3 112 11 7 • 8 1 o 1 • 9 

64 149 4 129 126. o 109.0 

65 89 5 136 133. S 11 S. 4 

" 100 6 "' 141. 8 1:22.7 

67 112 693.6 600.0 

68 129 

69 136 
600 0.1!65 693, 6 • 

70 13B 
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C:JMPONF.NTE IRREGULAR 

Como se indicó, la co~:~ponente irregular de una serie crono16-

g~ca indica las variaciones que en ~sta ocurren al azar. 

' 

Una vez que se ha calculado C, para obtener l basta divi­

dir CI entre C, es decir 

Cl /C " I 

En la tabla del pen(lltimo ejemplo se encuentra calculada la 

componente irregular de la serie cronol6gica correspondien­

te a la producción de uva en una granja. 

sal 
10 

"' ~ ~ ' ~ • ai'•DJ • " • • ' ' ' ' ' 1 

"'1"'7 . 
' -
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INFERENCIA ESTADISTICA 

Por: M en I Augusto Villarreal Aranda* 

l. Introducci6n 

La parte de la estad!stica que proporciona las reglas 

para inferir ciertas caracter!sticas de una poblaci6n a partir 

de muestras extra!das de ella, junto con indicaciones probabil!~ 

ticas de la veracidad de tales inferencias, se llamu inñe~enci~ 

En la inferencia estadistica se estudian las relaciones 

existentes entre una poblaci6n, las muestras obtenidas de ella, y 

las técnicas para estimar parámetros, tales como la media y la v~ 

riancia, o bien para determinar si las diferencias entre dos mues 

tras son debidas al azar, etc. 

2. Distribuciones muestrales 

Si se consideran todas las muestras posibles de tamaño 

Sec_J¡e.ta!tio Académico, Divisi6n de Sstudios Superiores, Facultad 
de lngenlerra, UNAil y P.o:oi"-~O!t útvr.~tigadoll., Instituto d" lnge­
nierra, UNA!l 



,_ 

n que pueden extraerse de una población, y para cada una se cal­

cula el valor del promedio aritmético, este seguramente variará 

de una muestra a otra, ya que depende de los valores de los datos 

que se hayan obtenido en cada muestra. Por lo tanto, el promedio 

aritmético es en sí una variable aleatoria, como también lo son, 

por la misma raz6n, el rango y la variancia de la muestra. 

A todo elemento que es función de los valores de los 

datos que se tienen en una muestra se le denomina ~~tadl~t~ea; to 

da estadística es, entonces, una variable aleatoria cuya distribu 

ci6n de probabilidades se conoce como d..:.~>.t!l,:.buci.6n mu.u.t"a.t. Si, 

por ejemplo, la estadística ccnsiderada_es la variancia de la mues 

tra, su densidad de probabilidad'es se llama d.i..J>:tit.i..buc..i..6rt mue.ltllai 

de ta valt.i..anc..i..a. 

En forma similar se pueden obtener las distribuciones 

muestrales de la desviaci6n est~ndar, del rango, etc., cada una 

de las cuales tendr~ sus propios par~metros, lo que permite ha­

blar de la media y la desviaci6n estandar de la variancia, etc. 

3. Muestreo con y sin remplazo 

Cuando se efect6a un muestreo en una poblaci6n de tal 

manara c¡ue cada elemento de la misma se pueda escoger mas de una 

vez, se dice c¡ue el muestreo es con llempiazo; en caso contrario, 

el muestreo es ~.i..rt ltemplazo. Si de una urna se quiere extraer una 

muestra de bolas de colores, se puede proceder de dos maneras: 

se saca al azar una bola, se anota su color y se regresa a la ur­

na antes de obtener otra, y así sucesivamente; en este caso el 

~ues~reo e~ con ittmpiazo. La segunda forma consiste en extraer 
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al azar todas las bolas que constituyen la muestra sin regre-

sarlas a la urna, siendo entonces un muestreo .~út l!.VI'rpia.zo. 

4. Distribucion muestral del promedio aritmético 

Supóngase que se extraen sin remplazo todas las muestras 

posibles de tamaño n de una población finita de tamaño Np > n. 

la media y la desviación estándar de la distribución muestra! del 

promedio aritm~tico se ·denotan con ~X y oX, y la media y la desvi! 

c16n est:indar. de la población cOn ).1 y o, respectivamente, enton.ces 

es posible demostrar que se cumplen las siguientes ecuaciones 

:n J-:'----:-
p 

Además, si la población es infinita (o el muestreo es con rempla-

zo), los resultados anteriores se reducen a 

, .. 
' 

puesto que 

l!m 
N • • p :nJ~:"--:- .. ~ 

p 
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Para valores grandes de n(n ):.-30) se demuestra·, emplean 

do el teorema del l!mite central, que la distribución muestra! 

del promedio aritmético es aproximadamente una distribución nor-

mal con media ~x y desviación estándar ox· independientemente de 

cuál sea la densidad de probabilidades de X, la variable aleato-

ría asociada a la población. Si esta variable tiene distribución 

normal, la distribución muestra! del promedio aritmétiCO también 

es normal. aun J'l<lra valores pequeños de 11 (n < .30). 

Ejemplo 4.1 

Supóngase que se tiene una población finita formada por 

los datos 1,2,3,4,5. Se desea conocer la media y la desviación 

estándar de la distribución muestra! del promedio aritmético, con 

sidcrando las muestras de tamaño 3 obtenidas sin remplazo. 

Siendo la poblaci6n finita y el muestreo sin remplazo, 

es poslble obtener la distribución muestra! correspondiente para 

calcular despu~s sus parámetro~ considerando que el nOmero total 

de muestras distintas de tamaño 3 que pueden obtenerse a partir 

de una poblaci6n de 5 elementos es 

5! ,.-,%'e,., = 1 o -3 ~(5-3}~ 

Di¡:has muestras son las siguientes, junto con sus pro-

.Io.,dios <lr i tm~ticos correspondientes : 

' 1 



• x, x, 
1 ' 2 ' 3 6/3 3, 4 ' ó 12/3 

1, 2, 4 7/3 3, 4 ' 1 8/3 

1, 2 ' ó 8/3 4, 5 ' 1 10/3 

2, 3, 4 9/3 4 ' ó, 2 11/3 

2 ' 3 ' 5 10/3 5, 1, , 9/3 

Para calcular '" media y la desviación est§ndar, 

plea la siguiénte tabla 

x, 6/3 7/3 8/3 8/J' 9/3 9/3 10/3 10/3 '11/3 _, 
36/9 49/9 64/9 64/9 81/9 81/9 100/9 100/9 121/9 X • 

10 10 
-2 1 x, " 90/3 1 X " 840/9 

i=l i=l • 

=-L 
10 

1 -" " 930 = ,_ 
X 1 x, 3 

X 10 i=l 10 

2 1 
10 -¡ -2 ., " 1 x, X • 

10 1•1 

= 9.333 ~ 9.000 = 0.333 

Es decir, \.IX = 3 'y a-= 0.577 
X 

Segundo p~oeedimiento. 

1 840 ( 3 )2 ¡¡¡- -9 

->o-= /0.333 ,. 

• 

0.577 

ó . 

•• em 

12/3 

14.4/9 

Por tratarse de una población finita, se verifica •1Ue 



en donde 

y o- "' 

' 

' = 3 y 11 - 3. 

' El valor de a de la población es 

• 1+4+9+16+25 ' - ( 3) -
55 
5 

~ 
~~ 

9 "' 11-9 "" 2 

Por lo tanto, o .. ff .. 1.4145 y 

o­
' 

• 1.4145 

13 

Es decir, 

f5:3. 
E::-;: (0.8164) (0. 7071) " 

y a- - 0.577 
. ' 

o. 5 77 

6. 

comparando los resultados, se puede observar que ambos 

procedimientos conducen a la obtenci6n de los mismos valores de 

lli y ox para la distribución mueStra! del promedio aritmético. 

Eje.mpto 4.2 

En una bodega se tienen cinco mil varillas de acero¡ el 

valor medio del peso, X, de cada varilla'es de 5.02 kg, y la des-

viac16n estandar 0.3 kg. Hallar la probabilidad de que una mues-

tra de cien varillas, escogida al azar, tenga un peso total 

a. entre 496 y 500 kg 

b. de mas de 510 kg. 



1 

• 

Para la distribución muestra! del promedio, se tiene qu~ 

~X=~ • 5.02 kg y, por tratarse de una población finita, 

0.30 

/loo 
f"s~o~o~o~=z~o~o[ ... 0 . 0 2 7 ~/~ooo 1 

'· 

a. El peso total de la muestra estará entre 496 y 500 

' kg si el peso promedio de las cien varillas se encuentra entre 

4.96 y 5.00 kg. Puesto que la muestra es mayor de JO elementos 

se puede cons~derar como aproximadamente normal a la distribución 

muestral, y los valores estándar correspondientes a X = 4.96 y u 

X = s:oo se obtienen mediante la transformación 

es decir, 

' z • 

z 4.96 - 5.02 -2.22 
1 = 0.027 = 

z 5.00- 5.02 -0.74 
2 = 0.027 = 

En la fig 4.1 se puede apreciar que 

P[496" x" sao]= P[-2.22"' 2 ~ -0.74] ~ 

= P[-2.22" z" o] -P[-0.74" z ~o] 



a. 

Fi:J ~.1· Vü.t!Ubuc.i6ot no;¡_mal. co!t.!tupon.dien.te a! ejemplo 

Recurriendo a la tabla de áreas bajo la cUrva normal estándar 

entre O y Z queda finalmente 

P[496 .l; x' soo]""' o.486S 0.2704 = 0.2164 

b. El peso total de la muestra excederá de 510 kg si 

el peso promedio de las cien varillas pasa de 5.10 kg. 

Estandarizando dicho valor, queda 

z -3 
5.10 - 5.02 

0.027 
= 2.96 

Calculando el área bajo la curva normal a la derecha de este va 

lar (fig 4.2), se tiene que 

P(X ~ 510) ~ P[t: ~ 2.96] = P[Z ;.. oJ- P(O ~ Z ~ 2.96] -

= 0.5 - 0.4985 = 0.0015 
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fxfx) 

Fig 4. 2 Vüt~¡..i.buc.i6n no!UIIat CJitltUpond-iente. a.i ejemplo 

5. Distribuci6n muestra! de diferencias de promedios aritm~ticos 

Con frecuencia se presenta el caso en el que se tienen 

datos de dos poblaciones con variables aleatorias asociadas X y 

Y, respectivamente, surgiendo la duda de si estas se pueden consi 

derar como una sola,· es decir, si X"' Y. Para probar estad:ístic~ 

mente esta hip6tesis (como se ver~ más adelante) .' es necesario ob 

tener las distribuciones muestrales de la diferencia de los pro-

medios y de las variancias de las muestras dP. ambas variables. 

Sean X y Y los promedios aritméticos obtenidos de mues-

tras aleatorias de tamaño nx y ny de dos poblaciones con caracte­

r!sticas X y Y, respectivamente. Se puede demostrar que la dia-

tribuci6n muestra! de la diferencia de los promedios correspon-

dientes a poblaciones infinitas con medias desviaciones 

estáfldar ox y oy, tiene los sig"uientes parámetros: 

,_ • ,_ - ,_ • ,, - ,, 
' - ' ' ' 

' ' la~ ' 
o, 

' 
o, 

o; • ' o- -- ' ' 'x ,, 
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si las muestras son independientes. 

Esta distribución también es aplicable a poblaciones finitas si 

el muestreo es con remplazo. Para el caso de poblaciones finitas 

en las cuales el muestreo se hace sin remplazo, los parámetros de 

la distribución muestra! de.la diferencia de los promedios arit-

méticos son 

=)Jx-~-~y 

2 N, 2 x, =/o~+o~= 'x 'x 'x 'x ,_ - o, 1 
+- o, ,_, 

X ' "x ,, 1 

supontr.mdo '"' 1•, mllestras sean; indepenñientes. 

Ejempto 5.1 

Considérese que de una población X se obtienen tres mue! 

tras posibles1cuyos correspondientes promedios aritméticos son 

3, 7 y S. De otra población Y se extraen dos muestras posibles, 

con promedios 2 y 4, respectivamente. Se deben obtener los pará--

metros de la diStribución muestra! de las diferencias de los prom~ 

dios aritméticos. 

Todas las posibles diferencias de promedios aritméticos 

de X con los· de Y ser!an 



3 

3 

2 7 2 8 2 

4 7 4 8 4 

1 

-> ·1 

5 

3 

u. 

6 

4 

Es decir, 

• -1+1+3+4+5+6 ~ 
6 

18 
T • 3 

(-1-3)
2 + (1-3)

2 + (3-)¡2 + (4-3)
2 + (5-3)2 + (6-3)2 =· 

6 

34 
=6 • " 3 

s~gundo p~oc~d~mien~o 

Se sabe que 

Por ello, 

,, 3+7+8 • • 
3 

18 6 3 • 

"' • 6 3 ,. • • 

' 2 ' 
2 (3-6)2 + (7-6)

2 + (8-6)2 
• 14 ,, • 3 3 

' (2-3)2 + (4-3)
2 

= 2 • 1 ,, • 
' 

, .. ,_, • 6 . 3 -3 

2 14 
' 1 17 , .. • • 3 H 3 
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Se observa que ambos procedimientos conducen ·a los mis-

mos resultados. 

Ej empto S. 2 

Las varillas de acero que fabrica una compañ!a A tienen 

un ~eso medio de 6.5 kg y una desviación estándar de 0.4, en tan-

to que las producidas por una empresa B tienen un peso medio de 

6.3 kg y una desviación estándar de o.J kg.' Si se toman muestras 

aleatorias de 100 varillas de cada fábrica, ¿cuál es la probabili 

dad de que las de la compañ!a A tengan un peso promedio de por ln 

menos 

a. 0.35 kg 

b. 0.10 kg 

mayor que el de la compañia B? 

Se puede suponer en este caso que las distribuciones mues 

trales involucradas son normales, en virtud de que el tamaño de am-

bas muestras es mayor de 30 elementos. Tambi~n se puede suponer. 

que ambas poblaciones son infinitas, y siendo XA y x
6 

los pesos pro­

medios de las muestras de las fábricas A y B, respectivamente, en-

tonces 

d­,, 

's 
=6.5-6.3 = 0.20 lcg 

"' 0.05 lcg 



u. 

La variable estandarizada de la diferencia de los promedios es 

·a. Estandarizando' la diferencia de 0.35 kg se llega a. 

0.35- 0.20 z, ~ = 0.05 
o .15 .. 3 
0.05 

La probabilid'ad deseada es el área bajo la curva normal a la dere-

cha de Z = 3, es decir 

P [XA )- X8 + o.Js] = P [Z > 3] .. o.soo - 0.4987 = o.oo13 

b. Al estandarizar la diferencia de 0.10 ~g, la varia-

ble Z resulta 

z, = 0.10- 0.20 = 
0.05 = -2 

La probabilidad requerida es el área bajo la curva normal a la 

derecha de Z= -2, es decir 

P(XA > X
8 

+ 0.10) = P[Z >- 2] • 0.5 + 0.4772 = 0.9772 
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6. Teorfa estad1stica de la est~maci6n 

En la práctica profesional a menudo resulta necesario 

inferir información acerca de una población mediante el uso de 

muestras extrafdas de ella; una parte básica de dicha inferen­

cia consiste en e4tim~~ los valores de los par~etros de la po­

blación (media, variancia, etc.) a partir de las estadfsticas 

correspondientes de la ~uestra, como se explica a continuación. 

7. Estimadores puntuales. Clasificaci6n 

Si un estimador de un parametro de ::.a población consis 

te en un solo valor de una estadfstica, se le conoce como e4t~­

mado4 puntual del parámetro. 

cuando la media de la distribución muestra! de una es­

tadfstica es igual al parámetro que se está estimando de la po­

bluci6n, entonces la estad!stica se conoce como ~¿tim~do~ ~~¿~¿ 

gado del parámetro; si no sucede as!, entonces se denomina eét~ 

mado~ ¿e_¿g~do. Ambos estimadores son puntuales, y sus valores 

correspondientes se llaman·estimaciones insesgadas o sesgadas, 

respectivamente. Dicho de otra manera, si S es una estad!stica 

cuya distribuci6n muestra! tiene media ~S' y el parámetro co­

rrespondiente de la poblaci6n es 6, se dice que S es un estima­

dor insesgaQo de e si 

~S = ¡¡ 

Por otra parte, si la estad!st~ca Sn de la muestra tie~ 

de a ser igual al parámetro e de la poblaci6n a medida que se 



"· 
J. Estimación de intervalos de confianza para los Parámetros 

de una población 

La estimación de un parámetro de una población mediante 

un par de ntimcros entce los cuales se encuentra, con cierta pro-

habilidad, el valor de dicho parámetro, se llama estimación del 

intervalo del mismo. 

Sea S una estacHstica obtenida de una muestra de ta.mañ_o 

~ para estimar el valor del parámetro a, y sea ~!a desviación 

estándar (conocida o estimada) de su distribución muestra!. La 

probabilidad, 1 - o, de que el valor de e_ se localice en el inte~ 

valo de S - z o o S • donde z~ es una constante, se 

escribe en la forma 

Si se"fija el valor de 1- a, se puede"obtener el valor de ze 

necesario para que se satisfaga la ecuación anterior, con lo 

cual queda definido el inte~valo de con6ianza del par~metro e, 

(S- zc o
5

, S+ ~c·a 5 ),_correspondiente al nivel de con6.t.a.nza_ 

1 - (l. 

La constante zc que fija el intervalo de confianza se 

conoce como valo~ c~tico. Si la distribuci6n de S es nor-

mal, el valor de z correspondiente a uno de o se obtiene de la 

' 
tabla de ~reas bajo la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente. 
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hace m~s grande el tamaño de la muestra, entonces la estadística 

recibe el nombre de e~timadok eon~i~tente del par~etro. 

Empleando símbolos, si 

, .. 
resul~a que la estadística Sn es un estimador consistente. Por 

ejemplo, el promediO aritmético es un estimador insesgado y con 

sistente de la média,·y la variancia de la muestra es un estima 

dar sesgado, y consistente de la variancia de la poblaci6n. 

Si las distribuciones muestrales de varias estadísticas 

tienen el mismo valor de la media, se dice que la entad!stica que 

~ cuenta con la menor variancia es un e~t~ado4 e&iciente de dicha 

media, en tanto que las estadísticas restantes se conocen comn 

Por ejemplo, las distribuciones muestrales del promedio 

aritmético y de la mediana cuentan con medias que son, en ambos 

casos, iguales a la media de la poblaci6n. Sin ~mbargo, la va­

riancia de la distribución muestra! del promedio aritmético es 

menor que la de la distribución de la mediana, por lo que el 

promedio aritmético obtenido de una muestra aleatoria proporci~ 

na un estimador eficiente de la media de la población, en tanto 

que la mediana obtenida de la muestra·proporciona un estimador 

ineficiente de dicho parámetro. 
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TABLA 8.1 VALORES DE zc PARA DI'ST!NTOS NIVELES DE CONFIANZA 

Nivel de confianza, en porcentaje ' ' 
99.73 3.00 

99.00 2.58 

98.00 2.33 

96.00 2.05 
95,45 2.00 

95.00 1.96 

90.00 1.64 

80.00 1.28 

68..27 1.00 
50.00 O.G74 

EJ e.mplo 8.1 

Sea el Promedio aritmético X una astad!stica con dis-

tr1buci6n normal. Las probabilidades o niveles de confianza de 

'que ~X (o~ de la poblaci6n) se encuentre localizada entre los 

l!mites X t ox_, X ± 2 o­
' 

y X± 3 ox_ son.68.26, 95."44 y 99.7]%, 

respectivamente, obteniéndose dichos valores de la tabla de &reas 

bajo la curva normal. Lo anterior significa que el intervalo 

X± 3 ox_ contendrá a ~X en el 99.73 por ciento de las muestras 

de tamaño n, por lo que los intervalos de ~onfiañza de 60.26, 

95.44 y 99.73 por ciento para estimar a ~ son (X - o¡, X+ cr¡l 

<X- 2 ox, x + 2 ox) y <X - 3 cr;;¡ 1X + 3 ox:!, lo cual se aprecia 

en la 6-ig 8.1 s~gu~ente. 
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rA'"" 13.59% 

.1 .. 

• • 

Areo:99. 73% 

Fi.g 8.1 

9. Estimación de intervalos de confianza para la media 

Los limites de confianza para la media de una población 

con variable aleatoria X asociada están dados por 

x ± z o­
' ' 

en donde zc depende del nivel de confianza deseado. Si X tiene 

distribución normal, zc puede obtenerse en forma directa de la 

tabla 8.1. Por ejemplo, los limites de confianza de 95 y 99 por 

ciento para estimar la media, u, de la población son X t 1.960¡ 

y X ± 2.58 ox, respectLvamente. Al obtener estos limites hay que 

usar el valor calculado de X para la muestra correspondiente. 

Entonces1 los ttmites de confi.anza para la media de la p~ 

blaci6n'quedan dados por 



• 
19 • 

en caso de que el muestreo se ha~a a partir de una población in­

finita o de que se efectúe con remplazo a partir de una poblaci6n 

finita, o por 

si t;l muestreo es sin remplazo a Partir de una población finita 

de tamaño /.lp. 

Ejempfa 9.1 

Las mediciones de los diámetros de una muestra aleato-

ria de lOO tubos de albañal mostraron una media de 32 cm y una 
1 

desviación estándar de 2 cm. Obténganse los límites de confían-

za de 

a. 95 por ciento 

b. 97 por ciento 

para el diámetro medio de todos los tubos. 

a. De la tabla 8.1, loS límites de confianza del 95 

por ciento son 

Xt1.96o;¡;:¡- .. 32! 1.96(2/1100) = 32·t 0.392 cm 

o sea 31.608 y 32.392, en donde se ha empleado el valor de SX 

para estimar el de o de la población, puesto que la muestra es 

suficientemente grande (mayor de 30 elementos). Esto significa 

• 



' que con una probabilidad de 95 po~ ciento, el valor de ~X se en-

cuentra entre 31.608 y 32.392 cm. 

b. Si Z a zc es tal que el área bajo la curva normal 

a la derecha de zc. e_s el 1.5 por ciento del área total, entonces 

el área entre O y te. es 0.5 - 0.015 = 0.485, por lo que de la ta 

bla de áreas bajo la curva normal se obtiene zc. ~ 2.17. Por lo 

tanto, los l!mites de confianza del 97 por ciento son: 

X!2.17o/fn = 32±2.17(2//100) = 32:t0.434 cm 

y el intervalo de confianza respectivo es (31.566 cm, 32.434 cni¡·. 

Ej r.mpto 9. 2 

Una muestra aleatoria de 50 calificaciones de cierto 

examen de admisión tiene un promedio aritmético de 72 puntos, 

con desviación estándar igual a 10. Si el examen se aplicó a 

101B personas, obtener 

a. El intervalo de confianza del 95% para la media 

del total de calificaciones. 

b. El tamaño de muestra necesario para que el error 

en la estimación de la media no exceda de 2 puntos, 

considerando el mismo nivel de confian2a. 

c. El nivel de confianza para el cual la media de la 

población sea 72 t 1 punuos. 

" 
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a. Si se estima a a de la población con SX de la mues­

tra y se considera gue la pobluci6n es finita, los limites de co~ 

fianza son, puesto que X 

n =.50, 

72 t 1.96 j 1018-
1018 

50 
! 

72 '± 1.96 (1.4142) (0.9755) 

72!2.704 

y el intervalo de confianza respectivo es 

(69.296, 74. 704) 

N = 1018 
p 

b. Puesto que el error en la es~irnaci6n de la media 

es, para población finita, 

Error en la estimación = Zc 

en este caso se tendrfa 

o sea, para un nivel de confianza de 95%, 

1. 96 10 ;1018 ' ¡-;;- 1018 1 

11018 19.6 ' ,, tata 1 
¡-;;-

~ 
j~ 

p 

< 2 

< 2 

< 2 

y 



o sea 

Elevando al cuadrado la des1gualdad, queda· 

384.16 

' 
1018 -

1017 

~7.85 < f1 

" ' 4 
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Por lo cual, se requieren al menos 88 elementos en la muestra 

para que el error en la estimación no exceda de 2 puntos, para 

1-(1=0.95. 

c. Los límites de confianza son, en este caso 

12 t z~ CL4142l co.97ss> 

o sea 

72 ± 1.3795 zc 

Pue~to que se desea que el valor de la media sea 72 ± 1 puntos, 

se verifica que 

Es decir 

z 
' 

1 = 1.3795 zc 

.,..-~'= = o. 725 1.3795 
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El área bajo la curva normal estándar entre O y Z~ * 0.725 es, 

por 1nterpolaci6n lineal,igual a 0.2657. Por lo tanto, el ni­

vel de confianza es igual al doble del área anterior, es decir, 

2(0.2657) = 0.5314 (o 53.14%), tal como se muestra en la 6-ig g.l. 

A..-~~..a:::: Q.S:l\4 

z 

10. Intervalos de confianza para diferencias de medias 

Los l!rnites de confianza para la diferencia de las me~ 

días cuando las poblaciones X y Y son infinitas, o cuando el mue! 

treo se realiza con remplazo de poblaciones finitas, se encuen-

tran dados por 

' ' ' • X 

' ' ' j~+ " . X . 

en donde x, nx y Y, ny son los respectivos promedios'aritm~ticos 

y tamaños de las dos muestras extrafdas de las poblaciones, y 

crx y oy las desviaciones estándar de estas Oltimas. 
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En el caso de que las poblaciones X y Y sean finitas 

y el mue¡;treo sin remplazo, '"' límites do confianza '"" /i Nx- nx o' N y "y 
X y ' Z a- - X y 

' z, N, - 1 •-'- N y e x-Y 'x 'y 

en donde Nx y NY ~on ·;loa tamaños de las poblaciones X y Y, res­

pectivamente. 

Las dos ecuaciones anteriores son v.:ilidas !inicarnente si · 

las muestras aleatorias seleccionadas son independientes. 

Ej r.mp.to 10.1 

Para el eje¡¡plo de las varillas tratado anteriormente 

(5.~), encontrar el intervalo"de confianza del 95.45% para las 

diferenc~as de las medias de las poblaciones. 

o 8 = 0.3 kg y nA"' n8 "' 100, los límites de confianza para la 

diferencia de las medias son, empleando la tabla 8.1 

=0.2!0.1 

(0.3)
2 = 

lOO 

Por lo tanto, el intervalo de confianza respectivo es (0.1, 0.3) · 
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Ejemplo 10.2 

Se tienen en una bodega 3000 focos de marca X, y SOCO 

de marca Y. Se extrae una muestra aleatoria de 150 focos de la 

marca X, y se obtiene una duración promedio de 1400 horas, con 

desviación est~ndar igual a 120 hora's. Otra muestra aleatoria 

de 200· focos de la marca Y tuvo una dUración promedio de 1200 

horas, con desviación est~ndar igu~l a SO horas. Obtener inter 

vales de confianza de · 

a. 95% 

b. 99\ 

para la diferencia de los tiempos mediOs de duración de los fo-

cos de anfuas marcas. 

a: Puesto que se trata de poblaciones finitas y 

X.= 1400 h, Sx = 120 h, NX " 3000, IIX "' 150, Y = 1200 h, Sy = SO h, 

NY = 5000 y ny ~ 200, se obtiene, estimando a ox y oy con SX y 

SY , respectivamente 

1400 - 1200 ~ 1.96 J (120)2 

150 
3000 
3000 

200 ~ L96 (11.04) 

200 .t 21.63S 

150 
1 

( so¡2 

+ 200 
5000 200 
5000 1 

o sea, (17S.362, 221.638), puesto que de la tabla S.l, para un ni-

vel de confianza de 95%, Zc ~ 1.96. 

b. En este caso, al emplear la tabla 8.1 se obtiene 
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-~ = 2.58 para un nivel de confianza de 99%, por lo-cual los li­

mites son 

1400 - 1200 ± 2 58 (1-2gl
2 

"'"¡¡':¡¡'-o--¡1"-50, + (80)
2- ~'*'*"::--::....¡'~'~"· · V lis Jooo 1 200 soco 1 

200 J: 2.58 (11.04) 

200 ± 28.483 

y el intervalo de confianza es 

(171.517, 228.483) 

11. Pruebas de hip6tesis 

Sup6ngase que una empresa armadora de automóviles cstli 

en la disyuntiva de emplear una nueva marca de bujias en sus uni 

dades o la que regularmente utiliza, y que Su departamento de 

control de calidad debe decidir, con base en la información de 

las muestras de las dos marcas distintas. Las decisiones de 

este tipo, es decir, que se basan en estudios estad!sticos, rec! 

ben el nombre de decU.ionu e~tad,{.r,.U.c.<H, y a los procedimien-

tos que permiten decidir si se acepta o rechaza una hip6tesis se 

les llama pltueba.~ de hip6t.e~ú, pitueba& de &igni6ü.a.ncia o Jtegta~ 

de decüi6n. 

Al tomar decisiones estad!sticas, es necesario postular 

las divérsas alternativas o cursos de'acci6n que pueden adoptarse. 

• 
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En el caso particular de una plu<cL·a de h.iP6tu.i~ solamente se 

tienen dos cursos de acción posibles, los que se denotarán co­

mo H
0 

Y H
1

• A la acción H0 se le llama h,(p6teJü ¡¡u.la., y a la 

H1 , _h.ip6te.~>,(.J a.t.te!tna-t.iva. Por ejemplo, si la hipótesis nula est~ 

blece que u1 ~ u
2

, la hip6tesis·alternativa puede ser una de las 

siguientes: 

o ••• J •• 
~ • .,. p2 

Al realizar una prueba de hipótesis, se prueba siempre 

la verdad de la hipótesis nula H0 , aun cuando de antemano se de 

see ·rechazarla. 

12. Errores de los tipos I y JI. Nivel de significancia 

En muchas ocasiones se presenta el caso de que se recha 

za una hipótesis nula cuando en realidad deberfa ser aceptada; 

cuando esto sucede se dice que se ha cometidO un ~!tO!t de Zipc l. 

En otras ocasiones se acepta una hip_6tesia nula siendo en reali-

dad falsa; en este caso se dice que se ha cometido un e~~o~ de 

:upo I1. 

Al probar una hipótesis nula, a la máxima probabilidad 

con la que se está dispuesto a cometer un error del tipo l se le 

llama nivel de ~..tgn-<".Mcancia,a, 'de la prueba, el cual dentro.de 

la práctica se acostumbra establecer de 5 por ciento (0.05) o 10 

por ciento (0.1). El coinplemento del nivel de significancia, 

1- u, se conoce como n.(.vei de con~-i.anza. 
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Si, por ejemplo, al realizar Una prueba ae. hipótesis 

se escoge un nivel de significancia de 10 por ciento, significa 

que existen 10 posibilidades en 100 de que se rechace ésta cuan 

do deber!a ser aceptada; es decir, que se rechaza a un nivel de 

significancia del 10 por ciento, y que la probabilidad de que la 

decisión haya sido errónea es de 0.1. 

13. comportamiento de los errores tipos I y II 

Supóngase que s~ tr~t~ de probar la hipótesis nula de 

que la media, ~S' de la distribución muestral de la estadística 

S es~¡' en contra de la hipótesis alternativa que establece que 

~S: u
2

, donde u
2 

> u
1

, es decir 

En la fig 13.1 se muestra ~n forma gr~fica la relación 

entre los errores tipos I y II en el caso en el que la regla de 

decisión para aceptar o re~hazar H0 es la siguiente: 

S~ e! vato~ de la e¿~adi¿~~~a S obten~do de 

una mue~t~a e~cede de c~e~o va!ok c~~t~co 

s 1, ltechr:fce¿e H0; en l'.a¿o cont11.a~~o, al'.lP­

tue. 

~s uvidente que si H0 es verdadera, entonces a (~rea con rayado 

dobla) ns la probabilidad de que S > s
1

, o sea la de rechazar a 

ii0 siendo verdadera (error tipo I). Por otro lado1si H
1 

es veE,:· 

riadera, ·entonces S (~reil con rayado sencillo)" es la probabilidad 

1 
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de que S < 5
1

, o sea la de aceptar H
0 

siendo falsa (error tipo 

II). 

Obs€rvese que si se aumenta el valor de S
1 

se reduce la 

probabilidad a, pero se incrementa la S; lo contrario sucede si 

se disminuye el valor de S 
1

. 

Dls!ribvciÓn de S 
bajo lo hipótesi& 

"' s, "' 

DistribuciÓn de S 
bajo la hiPÓinls H1 

P(S>S
1

] '" <l (error tipo I) 

P[s<s 1] = S (error tipo II) 

, . 
.(.fl. 13.1 Plt.obabi.Li.dade.<~ de. .t:o.1 e.II.>\0-\!'..1 .ti.pc~ l .y l I en plt.u.et)a¿, 

de. h-<.pHuü. 

En realidad, la Onica forma posible en la cual se pueden 

minimizar simult~neamente los errores de tipos I y II es aumentan 

do el tamaño de la muestra, paru hacer lliás "picudas" las distribu 

) clones mu~strales de la estadística bajo las hip6tesis H
0 

y H
1

• 

AJ oL>servar la fig 10..2 siguiente, es posible concluir 
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que el tamaño de los errares 1 y II es menor para un tamaño de 

muestra igual a 100 que para un tamaño igual a 50, considerando 

la misma regla de decisi6n anterior. 

'1'\"' so 

s, 

Fig 13.2 

Sin embarg~ esta técnica de reducci6n simult~nea de &ro­

bos tipos de errores no siempre puede ponerse en práctica, debido 

a razones de costo, tiempo,etc. 
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14. Regiones cr!ticas, de rechazCJ o de significancia. Regio­

nes de aceptación. 

Cuando una hipótesis nula no se acepta se dice que se 

11.1'-c.haza. a. un ni ve! de. t...(g~ti6.ic.a.;tc.ia del a pc11!. c..ü.n.to, o que el 

valor estandarizado de la estadfstica involucrada es ~igni~ica-

Al conjunto de los valores de la estadística en el 

que se rechaza la hipótesis nula se le denomina li.tgi6n c_li..¿t..(ca., 

de -'I.C.ciwzo, o de <li!jn.i.fticancia.. Por el contrario, al conjunto 

• 
de los valores de la estad!stica en que se acepta la hipótesis, 

se le llama 11.egi6n de a.ceptac..(6n. 

consid~rese que la distribución muestral de la esta-

dística S es normal con desviación est~ndar a5 , que la variable 

Z resulta de estandarizar a S, que la hipótesis nula, H
0

, es que 

la media de S vale pS' y que la hipótesis alternativa H
1 

es que 

dicha media es diferente de p
5

, es decir, que 

S z o 
's 

"s 

H
0

: ~edia de la distribución muestra! des~ Ps 

H
1

: media de la distribución muestral de S ills 

Si se adopta la regla de decisión de aceptar la hip6t~ 

) sis H
0

, si el valor de ·z cae dentro del intervalo central que 

encierra al 99 por ciento del ~rea de la distribución de proba-

bilidades, entonces H
0 

se aceptar~ en el caso en que 
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-2,58.:; z.:; 2.58 

empleando la tabla de tireas bajo la curva normal est<indar. Pero 

si el valor estandaiizado de la estadistica se encuentra fuera 

de dicho intervalo, se concluye que el evento puede ocurrir con 

'probabilidad de 0.01 si la hipótesis H
0 

es verdadera (área raya­

da t'otal de la fig 14,1). En tal caso, el valor Z de la variable 

estándar difiere ~igniiieativamente del que se podrfa esperar de 

acuerdo con la hipótesis nula, lo cual inclina a rechazarla a un 

nivel d., GOnfianza del 99 po'r ciento. 

De lo anterior de deduce que el área total rayada de la 

fiy 14,1 es el nivel de significancia a de la prueba, y represe~ 

ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, la 

región de aceptación de H
0 

es -2.58.:; Z ~ 2.58, y la de rechazo 

es Z > 2.58 y Z < -2.58. 

ReQIÓn crítico 

f4g 14.1 Regi6n de 6igni6ieancia 

; 

ReQiÓn crítico 

Areo=0.005 

' 
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En la tabla 14.1 se presentan los valores de la varia-

ble estandarizada, Z, que limitan las regiones de aceptación y 

d,e rechazo para el caso en el que la estadística involucrada en 

la prueba tenga distribución muestra! normal. Cuando en alguna 

prueba de hipótesis se consideren niveles de significancia dif~ 

rentes a los que aparecen en la tabla mencionada, resulta necesa 

rio emplear la de áreas bajo la curva normal est~ndar. 

. ··---
TABLA 14 1 VALORES CRITicOSO'Cz . 

Nivel de Valores de z para Valores de z para 
signific~ncia, a pruebas de una cola pruebas de dos colas 

o. 1 -1.281 o 1.281 -1.645 1 1.645 
0.05 -1.645 o 1.645 -1.960 y 1.960 
0.01 -2.326 o 2.326 -2.575 y 2515 

1 0.005 -2.575 o 2.575 -2.8!0 y 2,810 

15. Pruebas de una y de dos cola.s 

~n la prueba de hip6tesis del ejemplo anterior, la región 

ele rechazo de la hipótesis nula quedó en ambos extremos (colas) dO! 

la distribución muestral de la estadfstica involucrada en la prue-

ba; a las pruebas de este tipo se les denomina pJLu.eba.-; de. d(J.I c.o-

ta.-;. cuando la región de rechazo se encuentra solamente en un ex-

tremo de la distribución muestra! en cuestión, se les llama pJLu.e-

ba.-; de una ~COta. 

Las pruebas de dos colas se presentan cuando en la hipO-

tesis alternativa aparece el signo •f (diferente deJ ~ como en el 

) s~guien-~e caso 
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en donde ~S es la media de la estadística S, y ~l es un valor 

fijo. 

En los casos 

., 

las pruebas resultan de una cola. 

16. Pruebas de hip6tesis para la media 

Para el caso de una población infinita (o finita en que 

se muestree con remplazo) , cuya desviaci6n est~ndar a se conoce 

o se puede estimar adecuadamente, si se tiene que la estadística 

S obtenida de la muestra es el promedio aritm~tico, entonces la 

media de "" distribuci6n muestra! "' ,, • ,, =: ll ' y su desviación 

est&ndar "' os • o- • 
' 

o;rñ, en donde ' y o son, respectivamente, 

,, media y lo desviación estándar de ,. variable aleatoria X aso-

ciada a la población, y ~ es el tamaño de la muestra. En tal ca-

so, si X tiene distribuci6n normal, la variable estandarizada co-

rrespondiente será 

\ 
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X - ,_ 
1 X X - ' • • 

o-
X 

o/ln 

Para el caso de muestreo sin remplazo de pcblaci6n fint 

ta, se tiene que o
5 

: . --"-- ¡;¡::::--,;-• on ,-;¡V 0 donde es el t,! 

mano de la poblaci6n, por lo que la variable estand~rizsda ser~ 

X - ' 1 = --"-';o''== 
:__~;-
'" p 

En los dos casos anteriores,. el valor de Z cor:::espondiente al de 

1lt X de la muestra es el que se debe comparar con el valor critico 

correspondiente al nivel de significancia fijado, para as! Acep­

tar o no la hipótesis nula (prueba de una cola) . Si sn trata de 

una prueba de dos colas, el valor de l se deba comparar con los· 

dos valores criticas que corresponden al valor de o seleccion~do. 

En cualquiera de los casos anteriores, el t·alor o valores cr.!ti-

cas se pueden obtener de la tabla 14.1, para valores comunes den. 

Ejemplo 16.1 

Se sabe que el promedio de calificaciones de una muest~a 

aleatoria de tamaño 100 de los estudiantes de tor~er año d~ inge­

nieria civil es de 7.6, con u~a desviación estándar d~ 0.2. Si~ 

) deflota ¡a media de la población de e~ns calificaciones, X, y si 

se supone q~~ X tiene distribución normal, probar la hipótesis 
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~ = 7.65 en contra de la hipótesis alternativa~ f 7.65, usando 

un nivel de significancia de 

a. O. 05 

b. 0.01 

P<ira la solución se deben considerar las hipótesis 

H1 ·u+ 7.65 

Puesto que u~ 7.65 incluye valores menores y mayores de 7.65, 

se trata de una prueba de dos colas. 

La estad!stica bajo consideración es el promedio arit-

I"lético,X, de la muestra, que se suponeextr!l!da de una población 

infinita, La distribucH'>n muestra! de X tiene media J.lj¡_ = J.J· 1 y 

desviac16n estándar 
• 

o- = o/lf!, en donde u y o denotan, respec­

' tivamentc, la media y la desviación estándar de la población de 

calificaciones. 

Bajo la hipótesis H
0 

(considerándola verdadera), se 

tiene que 

IIX = 7.65 = \l 

r utilizando la desviación est4ndar de la muestra como una est!. 

1uaci6n de o, lo cual se supone razonable por tratarse de una mues 

tra grande, 

a;;¡"' o/rrt-= 0.2/.'100-= 0.2/10-= 0.02 

• 
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a. Para la prueba de dos colas a un nivel de signifi­

cancia de 0.05 se establece la siguiente regla de decisión 

Acepta~!. H0 &i el valoll- Z c.o~4e~pond~ente at va­

lo~!. del pll.omedio de ta mue&tll.a ~e tHcuentll-a den 

t"-O del úttell.valo de -1.96 a 1.96 !tabla 14.1). 

EH ca~o co~ttJta-t.io, Jtec.hazall H
0

.' 

Puesto que 

z __ X-]J 

o;ln 
7.6- 7.65 

o. 02 
= -2.5 

se encuent ca fuera del rango 'de -1.96 a 1.96, se rechaza la hl.­

pótesis H
0 

a un nivel de siqnificancia de 0.05. 

b. Si el nivel de significancia es 0.01, el intervalo 

de -1.96 a 1.96 de la regla de decisión del inciso u se rempla-. 

za por el de -2.58 a 2.58 tabla(l4.1). Entonces, puesto que el 

valor muestra! Z - -2.5 se encuentra dentro de este intervalo, 

se acepta la hipótesis H
0 

a un nivel de significancia de 0.01, 

Ejemplo 16.2 

La resistencia media a la ruptura de cables de acero 

fabricados por la empresa X es de 905 kg. Una empresa consult~ 

ra sugiere a X que cambie su proceso de manufactura, .con lo cual 

) incremen.tarli. la resistencia de sus ca~ les. Se prueba el nuevo 

proceso, y se extrae una muestra aleatoria de 50 cables, obte-· 

niénc'!.ose para ellos una resistencia uromeG~.o de 926 kg, con des-
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viaci6n estándar igual a 42 kg. ¿Se puede considerar que el 

nuevo proceso realmente incrementa la resistencia, con un ni-

vel de confianza de 99l? 

Bn este caso, se debe plantear una prueba de hipótesis 

de una cola, para la cual 

11 0 : Jl =·905 kg 

H l : Jl > 905 kg 

Puesto que el tamaño de la muestra es SU.ficifmtemente qrancte', 

se puede gproximar la distribución muestra! de la resistencia 

promedio mediante una normal, v estimar el valor de o de la PO-

blacil'in mediante SX de la muestra. 

Considerando a la población infinita, v suponiendo co-

mo verdadera a 11
0

, se tiene que 

" = " = 905 kg .. X .. 

• o • 
.,. 

= 5. 9 4 "i 
'" ISO 

Para lo prueba de UOo cola o u o nivel de significancia 

do " = 1 - 11 - u) = 1 - 0.99 = o. o 1' lo regla de decisión a e 

Aeep.ta.'t. H0 '" " valolt e.~ tan dan-<. z a do ,, X ,, 
la. mue~t:JLa " menoiL ' .tgu.:tl: ' z, ~ 2. 326 !<o 

• 
b!o 14.1); '" C<lj O con.tJtclll.io, :n.ch a z a.Jt • H

0 
• 
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En Virtud de que 

X 
z • 

O· 
X 

_926-905 
S. 9 4 

.. ).535 

• 
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es mayor de 2.326, se rechaza H
0 

a un nivel de significancia de 

1%, concluyéndose que en realidad el nuevo proceso sf incrementa 

la resistencia_ de los cables. 

17 .. Pruebas de diferencias de medias 

Sean X y Y los promedios aritméticos obtenidos de dos 

muestras de tamaños nx y ny, extrafd~s respectivamente de dos p~ 

blaciones con medias ~'x y llyi y desviaciones estándar ox y oy. 

Se trata de probar la hip6tesis nula, H
0

, de que no existe dife­

rencia entre las medias, es decir, que llx = lly· Si nx y ny son 

suficientemente grandes- {>30), la distribuci6n muestra! de las d:!_ 

ferencias de los promedios es aproximadamente normal. Dicha dis 

tribuci6n muestral es rigurosamente normal si las variables alea­

torias X y Y asociadas a la población tienen distribución 'normal, 

aunque nx y ny sean menores de 30. Para esta distribuci6n mues­

tra!, la variable estandarizada Z, que se compara con los valores 

crfticos correspondientes, se encuentra dada por 

X . ' . , .. 
' z "' X - ' . o X • • • o· . O· - O· • 

"' 
,_, H 

oon la cual "' puede probar la hipótesis nula "o en contra ,, 
otras hipótesis alternativas, H

1
, a un nivel apropiado de signi­

ficancia. 
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Ejemplo 17.1 

En el laboratorio de pruebas de una empresa fabricante 

de aparatos electr6nicos se ensayaron dos marcas de transistore~, 

A y B, de caracter!sticas similares, con objeto de comprobar su 

ganancia de voltaje. Se tomaron muestras aleatorias de 100 tran 

sistores de cada marca, arrojando una. ganancia promedio de 31 de 

cibeles, con desviación est§ndar de 0.3 decibeles para la marca 

A, y 30.9 decibeles de ganancia promedio, con desviación es~ándar 

de 0.4 decibeles para la otra. ¿Existe una diferencia signific~ 

tiva entre las ganancias en voltaje de los transistores a un ni-

vel de significanc1a de 

a. O.OS 

b. 0.01? 

Si ~A y ~B son las medias respectivas de las dos pobla­

ciones infinitas a las que corresponden las muestras, la prueba 

·de hipótesis adopta la forma siguiente: 

Hl ' llA .¡. lJ¡¡ 

Entonces, el valor de Z es, bajo la hipótesis H
0

: 

z " 
,, ,, ,, ,, 

" " o-,, ,,. 
~ A 
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a. Puesto que se trata de una prueba de doS colas a 

un nivel de s_ignificancia de 0.05, la diferencia es significat!_ 

va si el valor de Z se encuentra fuera del intervalo de -1.96 a 

1.96. Como este es el caso, puede concluirse que efectivamente 

existe diferencia significativa en la ganancia en voltaje de los 

transistores. 

b. Si la prueba es a un nivel de significancia de 0.01, 

la diferencia es signif.icativa si Z se encuentra fuera del rango 

de -2.58 a 2.58 .· Partiendo del hecho de que l = 2, la diferencia 

entre las ganancias es producto del azar, y se acepta la hip6te-
' 

sis de que ambos t"ipos de transistores tienen igual ganancia me­

dia en voltaje a un nivel de Confianza de 99 por ciento. 

Ejemp.to 17.2 

La estatura promedio de 50 estudiantes varones tomados 

al azar que participan en actividades deportivas es de 173 cm, 

con desviación est~ndar de 6.3 cm. Otra muestra aleatoria. de 50 

estudiantes varones que no participan en ese tipo de actividades 

tiene promedio de estatura igual a 171 cm, con desviación est~n­

dar igual a 7.1 cm. Probar la hipótesis de que los estudiantes 

varones que practican deportes son más altos que loa que no lo 

hacen, a un nivel de significancia de 0.05. 

Se debe decidir entre las hipótesis 
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siendo X la variable aleatoria asociada a la población infinita 

de estaturas de alumnos que practican deportes, y Y la asociada 

a la de estudiantes que no lo hacen, que también es infinita. 

o- - • H 

Bajo la hipótesis H
0 

, se tiene que 

,_ - • o ,_, 

' ' ~-ox 
+ 

o, 
• + 

"x ,, 

Entonces, el valor de Z es 

173 - 171 
1.3424 

(7.1)2 
• 50 

2 • 1. 3424 

1.3424 

.. 1.489 

Puesto que se trata de una prueba de hipótesis de una 

cola, a un nivel a = 0.05, se rechazarla H0 si el valor de Z 

muestra! fuera mayor del valor critico para dicho nivel, el cual 

es Zc. = 1.645. Puesto que Z < Zc' en este caso se concluye que 

la diferencia en las estaturas de amboS grupos de estudiantes 

se debe únicamente al azar. 
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3.4 Muestras pequeñas 

Como ya se indicó, para muestras grandes (11;;. 30) la• distribuciones 

muestra!es de muchas estadísticas son apro~imadamente normales, siendo tanto mejor 

la aproximación cuanto mayor es el tamaño den. Sin embargo, cu•ndo se trata de muestras 

en !Js que " < 30; U amnd as mues/ras pequeñas. la aproximación no es su ficien tem~n te buena, 

por lo que resulta necesario introducir una teoría apropiada para su estudio. 

Al estudio de las distribuciones muestrales de las e•tad fsticu para mucl­

tras pequc~as se le !luma lenr(a esrlldlsi/Ca de las muestras pequeflas. Existen al respecto 

tres distribuciones importantes: Ji cuadrada. F y t de Studem. 

3.4.1 Distribución Ji cuadrada lx' 1 

Hasta ahora solo se ha tratado la distribución muestra! de la media. 

En uta sección se ver;i Jo concerniente a la distribución muestra] de la variancia, S}. 
para muestras aleatorias e"traída¡ de pob!acione~ normales. Puesto que Sxno puede ser 

negativa, es de esp•rarse que su distribución muestra! no sea una curva normal, y~ que esta 



licnc onlonada> mayore¡ d~ cero en el lddO de l"'"b'cisa> nc'¡laJiva>. De hecho, b ~>ladislica 

SX oc puede estudi4r si 'e consideran mue•lra> ~leotorias de tama~o 11 e~ traída> de una po· 

blac1ón normal con dcs,·iación csl:ind~r ox y si para cada muestra se calcula e\ valor de la 

e>tadistica. 

' ' - " S' . ' 
o' 

(3. 14) 

El nUmero de grados de ltberldd, v, de una estadística S<' define como 

sicOOo 11 el tamaño de la muestrd y k el número de p•rámctro> de la población q11e deben 

c\IÍmar<c a parlir de c\\d. 

La distribución muestra! de la esladística x' tstá dada por la ecuJción 

f ü') = U x'-' ·'/, •' 
' 

en la que U •• una constante que hace que el .irea total bajo la cu!'\'a resul\e igual a uno, y 

v ~ 11 - 1 "'el nUmero de grados de hhertad. Esta distribución se llama Ji cuadrad«. mi>ma 

que se prc>cntl en la lig 21 pura distintos valores de v. 

5 

' 
' 
' 
' 
o 

o 

V= 2 

5 20 

Fj¡.o 2 l. Di>l ribuciém Ji cuadrada para t./ iuinws vaiOT<'S u~ v 
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No olhlantc <¡IJC la <JO>!Iibucoon }¡ cuadrada wlo -e h~ pr~~entao.lo en 

el ~>lollio de 1., muc>lra> pc<jucr'ia,, cal>c ador•r <¡u e e> vólida par~ Jqucl!as mayores d~ 30 si 

b vari•blc alc.-tt>ri• involucrada tiene di;trolmción nonnJI. 

Tal como >e hizo para la <liltribucibn nonn~l. :;e pueden niJblee<·r in­

lo.•rvatos de conll•nu par• 1• VdTÍ•nci• d~ la pobldción en términos ti e la varianci• <le una 

"'""'Ira cxtrJi<IJ Jc ella," un' nivel de wnfianza d;Jd() 1 -a,,¡ \C hace mo o.k lo• v;dorc> 

<rilico• x' de la tahla H. l'or 1\) tan1o, un mlcrvalo d• conlünza para la colatlistica X1 , 
' 

c'taria dado por 

~:- < '
., 

11 • X 

---;> < '' ' 

donde x.~. y x,~ wn los Vdlorcs critico> P"'" los cuales d (\ ·- a)/2 ror ciento del Jrca >.<: 

<:ncucntra .,, lo> extremo' izquierdo y derecho de Id distnbudón, rcspc.:trvamontc, 

Con base en lo ant~rior, se concluye que 

"S' ' --- < •' 
' ' ' 

nSl 
<--

' ' ',. 
es"" inl~rv~ln de confianl~ para estrmar a u' a un nivel de confianza 1 -a . 

. 1.4.1.2 Prueb.L de hipüresi~ p~ra la voriamia 

LJ prueba de hipótesis para la variancia <k una población normal ~e dcc­

lita cakulando el valor de la estadística x' y esl•blecier.do l~s hipótesisH0 y // 1 ~propiadas, 

e• decir, >e adoptan re¡:l~s de decisión similares a las u>adas para la estadísticu Z, 

Ejemplo 

La variancia del tiempo de <lühor•ción de cierto produ.:tn es igual a 

4l! min: •in embargo, su ¡uoceso d~ manufaclur~ oe modLrica y se toma una muestra de 

' 



• ... --· . 

veinte tiempos, para la cual la variancia resulta ser igual a 62 min. ¿Es significativo el au­

mento del tiempo de elaboración a un ni>el de significancia de 

a) 0.05 

b) 0.01? 

Se debe decidir de entre las hipótesis 

H 0 a'= 40min 

H 1 a' > 40 min 

Suponieimo que la hipótesis nula es correcta, el valor de la estadística X' para la muestra 

considerada es 

,, . n S~ (20) (62) 
-----,, - -'"""' --31 " 

a) Como se trata de Un<l prueba de una cola, la hipótesis H0 se rechazuia si 
el valor de la estadística X' fuera mayor que el de x' para un nivel de significancia i¡ual 
a 0.05, el cual, para~= 20- l,. !9 grados de libertad resulta ser 30,] (tabla 8). Como 

31 > 30,], H0 se rechaza a un nivel de significancia de 0.05. 

b) En este caso, el valor de x' para un nivel de significancia de 0.01 y 19 an•· 

dos d~ libertad cs_igual a 36.2. Puesto que 31 < 36.2, :;e aceptaH0 a un nivel de signifJC;an· 

cia de 0.01. 

3.4.2 Distribuci6nF 

Al efectuar la prueba de hipótesis de igualdad de medias para muc,tras 

pequetlas, en la siguiente sección se supondni que las variancias de las poblacione1 a las 

que corresponden tales muestras son iguales. Por lo tanto, es necesario probar antes si tal rn· 
posición es correcta. Para ello, debe cOnsiderane que si S}, nx Y S~. ny son respectiva· 

mente la variancia y el tamai\o de dos muestras extraídas de pob!aciune> normales que 
ti~nen igual variat.da, et:tonces 

(3.!5) 



TABLA 9. VALORES F, PARA a ,. 0.01 

·-
•, • ,;.,clo< ',· r;,...,u, ~< hb<'B•~ "" nunno.Joo 

" ''l"'"d dd 
don~"''"~'"' 

' ' ' ' ' • ' • ' '" ' . " '" 1 " -"' •• '" I!U -
' 4_QH 

·~ 
5 40) 5.615 5.1M 5.8!9 5.9l8 ~ .98l 6.0ll 6-~6 6.1()(. 6.1! 7 "~ 6.1.'~ •.161 0.187 6 ) !) 6 -'-'~ . ··~ ' 9U!I >000 99.10 99.10 99.'0 99.10 9"'UO 99.•0 99.•0 99.•0 H.•o "" 99,40 9L'0 99~0 99.!0 99_<o 'W.<o ~9_1<1 

' )4.1 o )0.80 19_10 l8. JO li!O )1_90 l'. JO l1.!0 ll.JO )1.10 11.10 16.90 l6. •o lb.60 )6.<0 li>AO ló JO )6.10 '"·"' ' 21 lO 18.00 16.10 16.00 15.50 IUO 15.00 14 80 "· 10 ]4_50 1-1.40 l<.lO 1-1 00 13."0 1.'.60 1).10 1.' ;o ll.óO IJJO 

' 16.30 ll.JO 12.10 1140 11.00 1 0.10 10.50 10.30 IO.lO 10.10 9.89 9.:) 9.55 9.-11 9.38 9.19 9.10 9.11 9.Ul 

• 1 J_JO 10.90 9.l1 9.15 8.15 "' 8.16 8.1 o 1 ,98 1.8) ¡ 1: '" 1.40 1.31 1.)3 1.14 '-"• ~- 0) . ~; 
' 1:!.10 9.55 8.4! 1.85 H6 1.19 6.99 6.84 6.1 l '" 6.<7 6.l] 6.16 6.01 .5.99 5.91 ,.81 :<.N ~.65 • ILJO 8.65 '" 1.01 '" 6.Jl 6.11 6.01 .5.91 l.!l 5.61 l-ll ~.36 .1.18 ~-lO 5.1l ;< _,,, 4.4~ .¡ !J • 10.60 S-Ol '" 6 4) 

·~ !.! 1 3.61 l ,4 J ~.)$ $.16 l.JJ <.% '" ~.Jl • 6$ 
·-· J "' 4.40 4,>1 .. !0.00 "' "' 5.9~ 5.6~ 5 .39 5.10 $.06 •.9• -1.85 ~.1 1 '" •. ~1 4.3) 4.!5 ... ••• ·~ .'.91 

" ... 1.1! 6.11 5.68 l.)) $.01 ... ._,. •. 61 4_, "" .- .. 4_\0 '-'" Ml "' ·'· '~ "' ·' "" " 9JJ &.9) l.95 5.41 5.06 4.82 '" '" 4 .l9 4.)0 4.16 "' ).86 "' J.JO )_¡,~ '" ),4l )_Jo 

" '"' ó.JO $.1. 5.11 ... 4.62 4,0 4.JO 4.19 •. 10 J.% 3.61 )_06 '" "' "' ),)4 l.ll .1. 11 

" '"" 6.51 1.16 '"' •. 10 •.• 6 ... 4.14 •.Ol 3.94 3.80 ).6& J.$ ' . ).43 3.ll 1.27 3.18 3M l "" " ... 6.)6 l.4l 4.89 "' '.ll 4.14 •. oo 3.89 "" 3.61 l-ll 3.1' 3.!9 3.!1 -' l) )_Q< !_9_< : ~ ¡ .. w 6-ll l.l9 •. 77 4.4) 4.!0 •-Ol U9 ).78 ).69 l_.l_< 3.40 ).!6 J.l 8 ).10 ).U! l.9J ! •• !. ;, . 

" 8.40 6.1 1 5 .19 "' •J• 4.10 "' 1.79 '" J.59 "' l.ll ).16 ••• ;oo 1.9! l.BJ .. , : b! 
.- '· .. 8-H "' ,. "' •-ll 4.0 1 ).84 3.11 '" "' 3_Jl Ul ).08 l.OO !,9! : ... ;_ ;_< !.M !._<' .. 8.19 Hl 5.01 •.so 4.11 ).94 J_J1 },6) "' 1.•1 J.Jn J. IS ;oo 1.91 )_¡14 :.;6 !.61 1.5• 1.•9 

" R.! O H5 4.9. 4.4) •. 10 Hl l. lO "' "' J.JJ J.H ,. : .... :.a• !.18 !.69 l.ó 1 ).5) !4! 

" !.OJ 5.79 4.87 4.36 4.04 3.81 J 64' 3.50 ),4 1 )_) \ l.ll l.OJ 1.88 !.H O l. ll !.64 !Sl )_46 :.!~ 

" 7.95 5.7l 4.8) '" ),99 ¡_ ~~ "' l.4l J.Jl J.l6 J ll l. 98 l.8J ,_¡¡ l.b 7 l.l8 ).50 ~AU :.J 1 

" 1_88 l.ó~ 4.76 4.)6 3.94 1.11 l.l4 l-'1 J.JO U\ > n; "' ).18 )_ 10 l.6l l.H l.4> l.)l !.~~ 

" 1.81 5.61 •.ll 4.ll ).90 '" '" ).)6 }.lb 1.1 J l.oJ '" l.74 : 66 l,l, l 49 )40 l.ll :_: \ 
" 7_77 "' ... 4.Ji 1.86 '" 3.46 J.n J.ll ]_!) !.99 Hl ).70 )_6) l.l) l. U l.J6 Ul l.ll 

" 7.16 5.39 • . .11 4_0l no 3.46 3.30 3.17 l.01 1.9ti l.8~ l.Jl 1.,. l.47 l.l9 l.!9 !.lo l. 1 1 :.~1 .. J.) 1 l.ll 4.)1 ).8) "' 3.19 J.ll 2.99 1.69 l.IO 1-66 !.H l.Jl l.!9 l.ln !.1 1 l_O, 1.91 l. SU 

'" O.M ~-98 4.1. 3.61 J.J< ).ll 2.95 l.Sl l. 11 l.6J !.lO l.Jl ),){1 :. 1 l l OJ 1.9• 1.8~ l., J •.• o 
llO 6.6-'i 4.19 ).95 l-48 ).11 l. 96 l. 19 1.66 l.l6 "' 1.3. 1.19 l IIJ 1 9~ 1.1~ 1.16 '" '" 1.38 - 6.;) •. 6! l, 18 J.Jl J Ol 1.80 1.64 l.S 1 l.4 \ l.ll 1.18 2.04 "" ''" 1.70 1.59 1.47 Ul 1_!10 
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tan ~er de 12 y de S micras, rc~pcctiva•ncntc, >e c>I.Lhlccen 1~> hi¡>l!tesis 

o' = o. - . 
o, > o, ' . 

1:1 vJior de 1~ c~t~<l lstica Frcsulta 

S' 

" ,.. -• S' " • 2.4 

• l 

l'uc.,lo 4"" vA ~ JI - 1 = 30 y vH = 41 1 .. 40, en la tabla Y >C pl•cde ver '1"" 1'"'" un 

nivel de >ljlnific•ncia U e 0.01 el valor, Fe, de /· (30, 40) es 2.11. [)( acuerUo con estos 

valores. IJ hipólc~i• /f0 se rcchaz~rí~ ,¡el valor U~ F fuera mayor I)UC /·;. t.lU. 401. 

l'lle>lo que lo anterior r~su1ta >cr cierto, se rechaza //0, concluy~ndo>c 

'1"'" 1,, prensadora ll seria Id mejor clccci6n. 

3.4.3 Dl~tribuci6n 1 de Student 

Si se consid~ran muestr.s de tama~o n extraídas de una población 

nmmal con mOOia 1J y nrianc1a desconocida, pJra cada m1te•tra se puede calcuklf la e,.. 

tadí•tica T ddinida mediante la J'6nnula 

X - ' 
s, Ju- 1 {3. )(ol 

L~ 11 blribuci6n muestra! de '1" ( fi¡¡ 13) cst;i dada por la ~CU.Ldón 

.;n 1;, que U es tma coos1antc que h~cc que ~1 ;ir~a hajo _l.a curvJ ScJ i¡¡u.LI il uno, y Y"' n -1 

co clllúmcru tic ~r.~<lm de libe¡tad. 
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v=4 
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Fig 23. Distribución 1 de Srudent para dislillfos ~afores de v 

En la 11i;: 23 se aprecia que confonne v (o"· el tarnMo de la mue.~tra) aumenta,la di~trib1o• 
ción de/(1) 5<' aproxima a la distribución normal. 

3.4 .J .1 Lf m ites e intervalos de confianza 

De manera similar a como &e hiw con la distribución nonnal, es posi· 

bit estimar los límites de confianza de la media, 11, de una pobla'ción mediante los valores 

~rirtcos, 10, de la distribución 1, que dependen deltama/lodela muestra y del nivel de con­

funza desead o, encontrándose dichos valores en la tabla 1 O. 

Asi pues, 

representa un intervalo de confianza para 1, a partir del cual se puede estimar que 11 se 

encuenlrJ <lentro del intervalo 

En ténmnos generales, los límites de confianza para la media de lól 

población se repre"nto" como 

~ 

v'n-1 



TABLA 10. VALORES te PARA LA DISTRIBUCION 

r DE STUDENT 

• ' ' ' ' ' ' • ••• " .... " " .. 
' . 61.66 ll.8l 11.71 6,]1 1.07 l.l16 

' ~.91 6.96 00 7.91 l.U . 1.061 

' 5.84 "' 1.18 l.Jl 1.64 ·"' • 4.ó0 l.ll l. 18 2.13 '" .941 

• ·~ U> "' '" 1.41 ,910 

• J.ll J.l ~ . 1.45 1.94 1.44 .~ 

' 3.50 '" 1.16 1.91 1.41 ,896 

• 1.16 1.90 l.l l Uó 1.40 .819 

' l.ll 1.81 l.l6 1.3) l.ll .881 

'" 1.11 2.76 1.2] 1.81 l.JJ .179 

" 1.1 l 1.71 1.10 1.80 1,36 .876 

" 3.06 1.68 1.18 1.18 1.]6 .IJJ 

" 3.01 2.65 . 2.16 l.JJ 1.36 .Sil 

" ' 
1.91 .. l.ó~ 1.14 1.16 1.)4 ••• 

" 1.95: l.ól l.ll 1.15 1.]4 ••• 
" "' ' "" 2.12 l.ll U4 ••• 
" "" "' 1.11 l.J4 1.31 ••• 
" U8 '" u o 1.1) l.ll ·"' " 2.a7 '" ,.., 1.11 I.JJ ··' , 2.84 "' 2.09 1.12 l.l2 . ••• 
" "' "' 1.08 1.12 l.ll ••• " 1.81 "' '" 1.71 l.ll ••• " "' "" '" I.J 1 l.l2 ••• 
" 2.80 2.49 2.06 1.71 l.ll ·"' 
" 2.19 H8 

·~ 1.71 l.ll •• .. 2.78 "' l.Ol L.ll 1.)1 ••• 
" 1.11 ' 1.47 l.Ol 1.71 l.ll ••• 
" 2.16 1.47 '" 1.10 l.l1 ·"' " 1.16 2.46 '" 1.70 l.ll .8~4 

'" 2.1l 1.4~ 

·~ 1.111 '·'" "' .. 1.10 2.41 2.02 1.68 l.JO .85 1 

"" "' 2,l9 2.00 1.61 l.lO .848 

r;.? 2.61 2.36 1.98 l.ó6 1.29 .84S 
1.58 l.ll 1.96 l.64S 1.23 "' 

' ' ' ' .. ... .. " 
'·~ .JlJ .ll5 .u~ 

.816 .611 .189 .141 

.165 '" .liS .ll.! 

.741 .!69 .171 .1]4 

.717 "" .161 .nl 
.111 "' .26S .lll 
.711 "' .lól .130 
.706 "' .162 .llO 
.JOl "' .161 ,129 

.>00 "' .160 .n9 
.697 .HO .160 .119 

1 "' "' .159 .128 

'" '" .259 .128 

"' "' ·"' .na 

.691 .ll6 .158 .115 

.690 "' .158 .128 
.689 "' ·"' .118 

••• "' ·"' .111 
.68! "' ·"' .121 

.687 .5ll ·"' .111 

••• .Sl2 .256 .121 
.686 "' ·"' .ll1 
,685 "' .256 .127 
.685 ,SJ 1 .156 .lll 

.684 "' • •• .121 
.614 "' ,256 .121 

"' "' "" .117 
,6!l .~lO .1~6 .117 

.681 "" .1!6 .117 

"' "" ·"' .121 
.6! 1 "' ·"' .116 
.679 .518 .2l4 .126 
,677 "' .154 .116 

.674 '" ·"' .116 

' 



3.4.3.2 Pruebas de hipótesis 

La prueba de hipótesis para la media de una población se puede efec­

tuar ~on muestras pequetlas en forma an1loga a la de muestra¡ de tamal\o mayor de 30 si 

~n lugar de utilizar a la e¡tadíslica Z se emplea la T. Entonces, si se considerafl dos muostras 

aleatorias cuyos tamal\os,desviaciones estándar y promedios $0n "x· Sx, X y "r· S y. Y. 
resp"ectivamente, e~ traídas de poblaciones normales de igual variancia (a} "" ~~~ ), s.e 
puede probar la hipótesis, H0, de que las muestras provienen de una misma población, 

es decir, de que también sus medias son igllales, utilizando la estadística T definida por 

(3.17) 

donde 

S ' ·S' "xx.-+ 11rr 
"x+ny-2 

(3.18) • 

cuya distnbuc•ón es la 1 de Student, con v = n x + ny - 2 grados de tiber!ad. 

Ejemplo 

Confonne al plan de desarrollo agrícola de una región, se probO un 

nuevo fertilizante para maíz. Para ello se eS\:ogieron 24 ha de terreno, aplicándole dicho 

producto a la mitad de ellas. El promedio de producción de maí~ en la ~ona que •~ uiÓ 

fertilizante fue de 5.3 ton, con una desviaciófl estándar de 0.40 ron, en tanto qu~ en la otra 

zona el promedio fue de 5.0 ton, con desviación estándar de 0.36 ton. 

De acuerdo con lo$ resultados, ¿se puede Concluir que uiste un aumen· 

to significativo en la producción de maizal usar fertilizante, si se utiliza Ul' nivd de sígnif¡. 

cancia de 

a) 0.01 

b) 0.05? 



l'ara probar la hipótosiHie igual<la<l de m~<li~s es indispens..ble saber pri· 

mero <i las muc;tr•s pro~icnen de <los pobl•cioncs normales de igu~l vari•ncia, En ese caso, 

>i ui y u). denotan a las varioncia.< de la producción U e maLz cnl• zona tratada y en la no 

tratada, rc,pcctivamcnte, ;e debe probar 1~ hipótesis nula JJ0 : vX" cr~ en contrd de 1" 

hipótesis ahtrnati;·a JJ 1 ; o~ > o~ a Jos dos niveles de ~gnificanci• establecidos. 

El valor <le l• estadística Fes, de la ec 3.15, 

S' < 
1· • S> 

' 
, (0.40)' 

(0.36)' 
,_ 1 .27 

y el valor critico' de F ( 11, 11 ), obtenido de la tabla') medi•nlc interpoladón lineal, re· 

su1,1~ 4.47, Por lo tanto, COIIW 1.27 < 4.47, se ~ceptu l·d hipotem nula a un uivel de sign't· 

ficancia de 0.01. 

El valor critico de F 111. 11) a un ni> el de signiflcancia de O.OS (rcf 'JI 

es 2.~2,de ahi que como 1.27 < 2.~2. lambién se accpl~ b hipótesi• !10 . 

Con base en lo .mlerior, se debe decidir en(re l•s hipótesis 

/10 : "x "IJy (la diferenci~ en los promedios se debe al azar) 

H 1: "x > IJy (el ferlilizante mejora la producción) 

por. lo ~u~l 

ilajo la hipótesis HIJ, se tiene que 

"x S~.+ "r S} 

"x+ny 2 

12t0.40)' + 12(0.31>)1 

12 + 12 2 

' 

5.3 s.o ' , --=,~~= .. 1.85 

O.J'l7 ~ 

= O . .l97 



a) Pue$tO que se trata de una prueba o.!e una cola a un nivel de signitican"i~ 

de 0.01, se rechaza la h1p6tesis H0 sir es mayor que el valor critico, r,, correspondiente 

a dicho nivel, el cual para V" ".r+ny- 2 .. 12 + l2- 2 = 22 grados de libertad, se obtiene 

de la tabla 8 como le= 2.51. Como r< t,,la hip6tesisH0 no se puede rechazar a un nivel 

de significancia de 0.0 l. 

b) Si el nivel de significancia de h prue.ba es de 0.05, ><: 1echala Hu si 1 es 

mayor o.¡ue el valor 'e respectivo que p"ra 22 grados de liberl•d es 1, .. 1.72, por lo que 

de acuerdo con lo ~nterior, 110 se rechaza~ un nivel de S>gnificancia de 0.05. 
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3.9 Si~tema~ en ~elt.Ü'- r¡ en paita!e!o 

Puesto que la confiabilidad se ha definido como una pro­

babilidad, ~sta se podrá calcular, para un sistema cualquiera, 

si se conocen las densidades de probabilidades de falla de cada 

uno de sus componentes. Estas densidades se pueden obtener me­

diante experimentos disefiados exprofeso o mediante considera­

ciones de car6cter subjetivo basadas en experiencias previas 

con componentes semejantes, o en la experiencia del que cstudi~ 

la confiabilidad del sistema. 

Muchos sistemas pueden considerarse con los componentes 

en ¿eJt.ie o en pal!.ateto. Se dice que un sistema es en <l!'.llie si 

sus componentes están conectados entre s! de tal manera que al 

fallar uno de ellos falla el sistema; en la fig 3.10 se muestra 

la representaci6n cl~sica de un sistema de este tipo. un sistema 

es en pa~atelo si para que falle éste se necesita que fallen 

todos sus componentes; en la fig 3.11 se encuentra la repre­

sentaci6n gr~fica de un sistema de este tipo. 

Para estimar la confiabilidad de un sistema en serie con­

sideraremos que los componentes del mismo son ~ndependiente6, 

es decir, que el hecho de que uno falle no influye en la pro­

habilidad de que cualquier otro falle. En otras palabras, La 

confiabilidad del componente se Mantiene inalterada cuando 

cualquier otro falla. 

Puesto que para que un sistema en serie no falle se requie­

re que ninguno de sus componentes falle, su confiabilidad ser~ 

igual· al producto de las confiabilidades de cada uno de sus 

componentes (esto se de.be a que el evento "no falla el sistem"-" 



es la intersecci6n de los eventos "no falla el componente 

-i" en donde t~1,2,, .. ,n, y 11 es el total de componentes). 

En s!mbolos, la probabilidad de que no falle el sistema antes 

del tiempo :t es 

" R J:t) •R, {t)xR, (t)x ... xR (t) • .11 R .(t) 
>l -t.•l -<. 

{3.73) 

en donde T es la variable aleatoria "tiempo de falla del sistema'', 

tes un valor que puede asumir T, R(t) es la probabilidad de 

que no fallo el sistema hasta el tiempo :t (su confiabilidad hasta 

t;), y R ¡_ CtJ es . la probabilidad de que la componente -t no falle 

ante~ de :t. De la ec 3.73 se concluye que la confiabilidad de 

un si~tema en serie decrece conforme aumenta el nGmero de sus 

componentes, ya que se est&n multiplicando entre s! nümeros me-

nares de uno. Por ejemplo, si n~4 y 

componentes son idénti90S), entonces 

R_¿l.t)=0.9 para 

1?(t) .. 0.9 x 0,9 

toda--i..(los 
' 

X 0.9 X 0,9 = 

0.6561; Si 11=5, R (.t).,0.9 X 0.9 X 0.9 X 0,9x0,9,;, 0.59049 

Par~ que un sistema en paralelo falle es necesario que 

fallen todo~ sus componentes. Si dichos componentes son inde­

pendientes, la probabilidad de falla del sistema en algün ins-

tante previo a t ser~ 

' F(.t) •1-R(t)• 11 j1-IL ltJ 1 ' < ,. ' 
(3.7.4) 

por lo que la confiabilidad del sistema será 1-PIT~:tj,es decir 

' Rlt) • 1-" 11-R.J.tJI (3.75) 
_¿ .. 1 -<. 

Puesto que todas las probabilidades de falla que aparecen 

en el miembro derecho de la ec 3.74 son menores que uno, el 

resultndo de aplicarla decrecerá conforme aumenta el nrtmero 

n de componentes, es decir, la probabilidad de supervivencia 
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de un sistema en paralelo aumenta conforme crece el número de 

sus componentes y, por consiguiente, su conf iabil idad (e e 3. 7 5) 

aumenta. 

Por ejemplo, si un sistema en paralelo tiene cuatro com-

ponentes (n"'4) y si R.{.t)~0.9, entonces • 
antes del tiempo ;t es (ec J, 74) 

su probabilidad de falla 

PIT.:>.tl • F(.t;) • 0.1 K 0.1 X 0.1 X 0.1 .. 0.0001 

por lo que su confiabilidad _(probabilidad de sobrevivencia) es 

R(t) - 1- 0.0001- 0.9999 

El hecho de que la confiabilidad de un sistema en paralelo 

es mayor que la de uno en serie, en igualdad del ndmero de com-

ponentes y de sus confiabilidades, hace concluir que una manera 

de aumentar la confiabilidad de un sistema en serie consiste en 

ponerle algunos componentes en paralelo a aquellos que tengan 

baja confiabilidad, con lo cual se forma un sistema m~~~~. como 

el de la fig J.12. A los componentes que se agregan con este 

objeto se les llama ~ed~ndanteh, porque no son indispensables 

para que funcione el sistema. Sin embargo, al añadirle compo-

nentes redundantes a un sistema se incrementan su costo, volumen, 

complejidad, etc., lo que en ocasiones desalienta la utilización 

de este recurso. 

Para calcular la confiabilidad de un sistema mixto primero 

·hay que obtener las confiabilidades de los grupos de componentes 

que están en paralelo, y luego considerar a dicho grupo como 

si fuese un elemento conectado en serie con una confiabilidad 

igual a la del grupo en.paralelo. As1, en el caso presentado 

... 

• 
' 



so. 

en la fig 3.12, en que la confiabilidad de cada componente hasta 
. ' . . 

el instante ~ estli anotada abajo de él, el primer grupo de .. 
elementos en paralelo tiene una conflabilidad igual a R

1
(t)= 

0.3,.0.973; la del segundo grupo es R2 1.t)= 1-

' 
1 --o·:J ·~ o.J x 

o:2·~ a'.2;.0.96 (ver fig 3.13). La confiabilidad del sistema es, 
• 

entonces, 

Rf.tJ = 0.99 X 0.95 X 0.973 X 0.96 X Q,9Q = 0.7815 

81 no hubiese habido componentes redundantes, la confiabilidad 

hubiera sido 

R{.t) = 0.99 X 0.95 X 0.70 X 0.90 X 0.90 = 0.4740 

que es bastante menor que la del sistema que s1 los tiene. 

3.10 Et modelo etponene~~l en la con3~ab~lidad de un ~i&.tema 

En esta sección emplearemos los resultados obtenidos • 

para calcular las confiabilidades de sistemas en serie y enlpa-

ralelo, suponiendo que las densidades de probabilidades, ~ lt), 

de los tiempos de falla de los componentes son exponenciales, 

es decir, • . 

• 

en donde 'A¡ es la intensidad de fallas (n('imero medio de fallas 

por unidad de tiempo) del i-ésimo componente. 

•remando en cuenta que 

' Rltl ~ 1-Fitl • 1- f ~lt)dt 
o 

obtenemos 

(3. 76) 



-
o 

SL 

Si el sistema es en serie, su confiabilidad, de acuerdo con 

la ec 3. 73, será 

R (t) 

en donde 

lt -). .;t 
•11e _._. 
_¿., 

' e • ' 
¡_. 1 

(3.77) 

(3.78) 

Puesto que el miembro derecho de la ec 3.77 tiene la misma 

forma que el de la ec 3.76, deducimos que la densidad de pro­

babilidades del sistema en serie también es exponencial con 

parámetro a, es decir, el ndmero medio de fallas del sistema 

por unidad de tiempo queda dado por la ec 3.78. Además, puesto 

que el tiempo medio de falla de cada componente es (sec 3.8.2) 

tenemos que el tiempo medio falla del sistema, cuando cada 

componente que falla se reemplaza de inmediato con otro idén-

tico, es 

·-:- ·-i;,--
' ' . ;_-, {. 

• ¡, , +: 2 + ... + \~ • -,,--,,,--,, '.,c.c.-.c,;-> 
11 1 ~2 )Jo¡ 

(3. 79) 

Para el caso de un sistema en paralelo, si las densidades 

de probabilidades de falla de las componentes son exponenciales, 

la conftabilidad es 

Rl.tl • 1- ~ (l·eA.i.t¡ 
_¿, 1 

,(3.901 

Esta probabilidad no se puede·factorizar en tal forma 

que tenga la apariencia de la ec 3.76, como sucedió con el 

.. ' 



aiatema en serie y, por conaiguiente, la distribuci6n de la 

confiabilictad do un aisLema en paralelo no es exponencial. 

J..:n estas condiciones, la intensidad de falla (fuerza de mortan-

dad) del sistema se tendrá que obtener mediante la ec 3.61, y 

t<O resultar& ser una constante. 

El tiempo medio de falla también es dificil de obtener 

purn el caso general en que las A. son diferentes. 

' 
Si todas 

Las A¡ son iguales a A, entonces la ec 3.80 resulta en 

(3.81) 

!·:1 desarrollo del bonimio del miembro derecho de la ce 3.81 

conduce a 

~ 1 { 1 ·('),,-'< 
' ' -

(3.82) 

t.'•1 donrte ( ~J denota al número de combinaciones que se pueden 

formar con ~ objetos tomando de i en J... puesto que la densidad 

do probabilidades es 

l(f) ~ dF[t) • d 11-R(t) 1 
D • d .t ""j[f" 

dR(t) 
• - dt 

obtenemos que la densidad de probabilidades del tiempo de falla 

del sistema en ~ralelo es 

r.a mediil del tiempo de falla es, entonces 

r. U.J •iJ• 

,, . 
ftf,l.tidt 

' 

' (') ' (")· •l-1)~- 1 
·¡;--- 1 -~ 2 ••• 

(3.83) 
' 
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Por inducción matem~tica se puede demostrar que esta ecuación 

es equivalente a 

' ' ' '" -,-(1 + ~·. ,+--,,-> 

por lo que la fuerza de mortandad resulta ser 

1 

T 

o 

o 

' ' '·-,-+ ... +--¡¡ 

k puntos 

L 

1 o 1 

L 

1 b 1 

(3.84) 

1 

1 

Fig 3.4 Ocurrencia aleatoria de eventos en un 
lapso de duración L 



X ( t ) 

o 

4 
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t¡ 

-4 

Fig 3. 5 Función muestra de un proceso 
simple. de Poisson 

t 
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Factores inicia les 

' ' 
Equipo de fabricaciÓn 

~ Materiales 
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Ensamblaje 

' mono 

Factores p.reoperocionales 
1 
' 

lnstotoción Empaque embarque 
Control 

' de calidad 

Factores~ 
. ' operoc1on 

Operación Mantenimiento 

Fig 3.7 Factores que influyen en el comportamiento de un sistema 
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Fig 3.8 Intensidad de· falla en función del 
tiempo de operaciOn 
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E ntrodo 
Componente Componente ···-No 1 No 2 

Fig 3.10 Sistema en serte 

ScliUu 
Componente 1--~ 

No n 



Componente 
No 1 

Componente 
No 2 

En !ro do So li do 

• 

• 
• 

• 

Componente 
No " 

• 

Fig 3.11 !iistema en paralela 
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- 3 1--
0.70 - 6 ¡-.. 

neo 

E ntrodo Sali 
Componen! 1 4 ¡.... 8 No.l 

0.99 0.95 0.70 0.90 

c.. 7 -
c.. 5 o.ao 

0.70 

Fig 3.12 Sistema mixto 

Entrado 
Elemento Elemento 

Solido 

1 ¡.... 2 1-- 1-- ¡-... equivalente equivalente 6 

0.99 "" 0.913 "" 0.90 

Fig 3.13 Sistema en serie equivalente al de la fig 3.12 
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TABLA 2.1 

' 
ALGUNAS DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADES 

Vi-ó tJ¡_¿bu c.{6 n V'!Mi.dad de ¡V¡obo;bi..Uda.de..~, ~X 1 x) Eépe~tanza Va!Ua.ncút 

Binomiul (")'H X p q ;x. • 0,1, ... ,11 

(n•l,2, ... ;O~p_:s.1; 'P 'Pq . 
Q.*~·p) o " ' o 

• 
- ), . X . 

m • Poisson ' ' " o ' 1 ' ... < • 
'· ' ' ,. 

" > O) o " ' o 

" " '"' Geométrica pq " • o • 1 ' ... u 
q•l-pl l/p q/pl 

. 
w ( 0.5_p!:_l; o " ' o 
H 

o 

("'"') !Hnorllial negativa 
(~t=l,2, ..• ;O.::;p:;:l; . pitqX. 

" • o ' 1 ' ... lt.q 1 p ILQ,/p' 
q=l-p) ' o 

; ' ' o 

Normal 
(-•o<n<<»; , e-l:t-nl 1 /2o 2 

" o' 
O<o 2 <<») ~ ;•"><1';< .. 

w Exponcnc ia 1 Ae'>.x o " > 
< 1/> 1/A 2 

{),>0) o ; ' ' o . 
o 
z. 

. . 
H Uniforme '" el in- ' ; a.:>.x.~b -
" tCJ:V<IlO " q a b lb . al (o.+b)/2 (b-a) 2 /12 

z o ;a>x·o "' o 
u ,Ji -cuadrada IX2

) 1 xlnf2·1le·X/2 
2

11nr(+) ' 
,, 

ooo ' grados de li- ' 
bcrtad 
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CARTAS DE CO~lTI:Cr. 

I'o.r¡ H "'" I AU(JUStC> Vill::.1n:<:.l A, ·• 

INTRODUCCION 

Aunque existe l_a tendencia generalizada a pensar que el 92.!!!.~­

de Calidad es de desarrollo recie:•tc, realmente no existe nada ·· 

nuevo .en :;_a idea b~sica de elaborar un producto caracteri;:ado por 

• 
un alto grado de uniformidad. 

Durante siglos, hábiles artesanos han procurado elaborar p~óduc-
' tos que se distingan por su superior calidad, y una vez que hall -

logrado obtener un cierto est~ndar de calidad óptimo, eliminar -

dentro de lo posible la var1ac16n entre productos que nominalmen-. . 
te deben resultar iguales. 

La idea de que la Estad!stica puede resultar un instrumento muy -

útil para asegurar un estándar adecuado de calidad para los pro-

duetos manufacturados, se remonta no ~t~ás all:i del advenimiento de 

la produc~i6n masiva, y el.u~o extendido de ios métodos estad!sti 

cos para re!lolver problemas de control de calidad es adn m!h re:.. 

cien te. 

·Muchos proble:mas que aparecen dur.inte la· eláboración de un proCuc 

to son susc~ptibles de ser resueltos empleando tratamiBntos cst~­

d!sticos, por lo que al hablar de control estad.ístico de calidad, 

nos estaremos refiriendo esenr.ialmcntc a las· do~ t~cni.ca::; especi!:!_ 

les que se discutirán en esta parte del curso: uso de las Cartas 

de Control y muestreo de aceptación. 

Profésor Investigador, DiVi!;i6n de E~tudios Superiores e lnsti 
t.uto de Ingenier!a, t:~lAH 



' . 
Conviene mencionar <JU<i.! l<t pa,laln·a ~lid:.d, al s~r. c.mpl<eada de -

aqu!. en ,1delantc, se r~ferirá a alguna propi<:!dad medible o canta-

ble de aly(in producto, tal como t:l dio'lmetro de un bal!n de acero, 

!a r85istencia de una viga de concret;, el nú;nern de defectos en 

una ;;>leza d8 ;cla, la <lficacia de ciertil droga, etc. 

ri:'E.~S SOBRE C\RTAS DE CONTROL 
• 

l. mu..:hos individuos les puede sorprender el hecho de que do..c «~t! 

culos aparentemente idénticos, elaborados bajo condiciones cuida-

dosamen~e controladas, de las mismas materias primas, y por una -

misma máquina '-"'fl difert=ncia de pocos segundos, puedan, sin G;mbac 

go, diferit: en muchos aspectos. 

En efecto, cualquier proceso de ma~ufactura, aun siendo muy bueno, 

se encuentra caracterizado por Und cierta cantidad de variaci6n 

que es de nllturale~a aleatoria, y que no puede ser eliminada en 

forma co1npl~ta. 

cu.~ndo la v<~riabilidad presente en un proceso de producción se li 

rr.it:a a variacH'in aleatoria se dice que el proceso se encuentra ><n 

un estado Je control estadfstico. 

Tal estado se puede alcanzar cuando se eliminan aqueLlos proble-

mas causados por otro tipo de variación, lla1nada variación fliate-

m~tica, que es de naturaleza m5s bien determin!stica, y que se -

puede achacar. por ejemplo, a operadores mal ent.r~nados, materia 

pr1rna de baja calidad, máquinas en 1nal estado; etc. 

·:" qu"' los procesos de manufac'l..ur:' su encuentran rara vez li.bres 



'-
de ~stos problemas, conviene contdr- con alg(in método :¡:;.;;c.,~::t.O:tico 

para det<oct<:r dusviaciones serías de un estado de control estadís 

tico cuando ac'ur:r:-en, o inclu;;ive antes de ¡¡:ue ocurran, tales Cc::¡­

viitciones, 

Ese método sisteln.'ltico de detección »1!. puede tener medi<tnte al r:rn 

pleo-de la~ llamadas Cartas de Control. 

TIPOS DE CARTAS DE CONTROL 

En lu qu~ sigue distinguiremos entre las cartas de contr2!_para -_ 

mediciones o variables (X, R, o) y las cartas de contr<:·l pera atri 

butos ¡p, e)' dependi~ndo ae que las observaciones que estemos ana 

!izando sean ~ediciones o datos contados o calculados, respectiva-

il'lCnte. 

Un ejemplo del primer caso ser!a la longitud de las varillas de 

.acero de una muestra. Como ejemplo del segundo caso tendríamos 

el nÚ!nero de focos defectuosoS en una muestra de tamaño dado. 

CONFlGURAClON DE LAS. CARTAS DE CONTROL 

En cualquiera de los casos mencionados, una ·carta de control <":Or.­

~iste de una L!nea Central, correspondiente a la calidad prom~dio 

a la q~e el proceso debe funciona~, y dos l!neas que correspond~n 

al L!mite Superior de Control {LSC) y al L!mite Inferior de Con­

trol (LIC), respectiv<ornente, tal como se muestra en 1<1 Fig l. 
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Fig l. 

4 • 

_,.-liMil~ SUPHIOR DE CONaOL 
-~-------

Aspecto ';!C!leral dtl una carl<t de control 

Estos límites se escogen en forma tal que lo!> valores que se en-

cuentren duntro de ellos se puedan <.<tribuir al azeu·, en tanto que 

los valores que caigan fuera de ellos se puedan considerar co:no 

indicaciones de falta de control. 

No obstante la idea anterior, couvl.me mer:cionar que en la Fig 2 

que se presenta a continuación se pueden considerar otras posibles 

situaciones de "falta de control" que c.meritan investigarse: 

1. ·cuando dos de tres puntos sucesivos caen en la zona A. 

2. Cuando cuatro de cinco puntos sucesivos caen €n la zona 

B o m~s allá. 

3. Cuando ocho puntos sucesivos caen en la zona C o mas al~a. 
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• 
-- .r-tiMITE DE COtJl~OL ......:;.... ________ _ 

---
ZONA A 

-------·- -----------------
lONA a 

----- ------ ------
ZONAC 

liNEA CENTRAl 

' 

Fig 2 Diagrama que define las zonas A, B y C u~a­
das en el anjlisis de Cartas de Control. 

Debe hacerse notar que cada una de las zonas A, B y C constituye 

la tercera parte del jrea entre la línea central y un lfmite de -

control, y que las pruebas mencionadas se aplican a ambas mitade~ 

de la carta de control, pero se aplican separadamente oara c;o,Ga ·· 

mitad, y nunca a las dos ~itades en combinación. 

EXPLICACION DEL EMPLEO DE LAS CARTAS DE CONTROL 

Si se grafican _en una carta los resultados obtenidos a partir de 

mue,tr¡;¡s tomadas peri6dic:<ol'l'ente a intervalos frecuentes, es post_ 

ble verificar por medio de ella si el procf~O se en~uentra ba)o 

control, o si se encuentra presente en el proceso la variación -

sistemática Cel tipo descrito anteriorment.e. 

Cuando un punto graficado ca~ fuero! de los l!mites de control, es 



ne.::.o.·'n· '" '""·nntr-1'•" <>l rroble>··;· '' ' 

!>rvc.::sr.>. l'<.e;·o :uu¡ !ii lfls punt(•S c.~.~n <j,~r.tro cte JVS ;.írnites rnen 

cionados, alguna tendencia, o cierto patr6n de los mismos,<.puede 

incli ~ar que se debe llevar a cabo alguna acc16n para prevenir y 

as! evitar algGn problema ser~c 

l..11 h.ib.l .idad par" "leer" las cartas de con~rol y para determinar 

a partir de. ella:'! Clllll acc:i6n corrcctü·~ doc.·: 1.":: .:1rars.:: a cat:o, ·­

:>e obtiene a partil" <.le la exper:i.encia y del :\IJio;io altamenle de­

sarrollado. Un pra<.:tlC.Jnte del cont:tol estild~sl:ico de la cali­

dad cieb<: no s6lo comprender los fundamento~ e,;tad!sticos de la -

materia, sino tarnbi{,n encontrarse identiúc<~do plenamente con los 

procesos que desea controlar. 

CARTAS DE C01l"rROL PARA HI:DJCIONES (VA!UAB!.t:S) 

Cuando se ¡·equi.-:re estublecer control est~Ji»Lico de la calidad 

de algl'ln.producto en términOs de medicionelJ o variables, es cus 

tumbre ejercer tal cont¡·ol sobre la cnlidad 1ncdia del proceso, -

al igual qee sobre su variabllidad. 

La primera metil se loqra al graficcr len promedios de muestras -

extraídas peri6dicamente en la llamada carta de control para los 

p~omedios, o simplemente cart~ X. La variaLilidad se puede con-

tr:ol:u: de igual forma si se grafican los t·angos o las d<>:sviacic­

nes estándar de las muestras ~n las llamaács cartas R o cartas G, 

respectivament~, dependiendo de cuál estadística »e emplee para 

estimar la desviación estllndar de la población. 

Si se conocen la mo.dia u y la desvL:..ción.esLilndar o de la pobla-

- ' 
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ci6n (f>rCceso) y e& razonable suponer las rnediCJ.ünct; obt.:!l!i.'~Js -

como muestras E'.xtra.ídas de un¡¡ poblaC"i6n normal, se ptled<:! ú.'>cgu-

r:a<: que con prObi!bilidad 1 - a <:1 pronwd!o aritm,';tico de una 

muestra <tleatoria de to::maño n se e:1contrar!í. entre 

lo - z 
a/~ In 

y " + ' ' -·--o./z --· 

ó 

" - a;. ,. 
" + A 

puesto ,que ox. = ' --- para ,el e<>. so de la distr-ibuci6n mc~estral 

'" del promedio aritmético, cuando se muestrea de'una población inf! 

nita. L.l suposici6n de que la extracción de muestros nlbator:i.,s 

se_hace de una poblaci6n infinita es válida en el ca~o presente, 

puesto que, por ejemplo, la producción de cierto producto en una 

fjbrica tiende a infi~ito conforme pasa el tiempo. 

Los dos' ll'mites ,'lnteriores {¡¡:t z
012

oxl proporcionan entonces lfl,.,l 

tes inferiores y superiores de conttol y, bajo las suposiciones -

anterioces, pE·l-miten al practicante del contcol de calidii!!d det.r.r-

mi.r:¿r si se debe o no llev<tr a cabo dlgCn ajuste cn "l rroccso, 

al graficac los promedios aritméticos obtenidos de muestras de r..:. 

m;ont• n en una cacta como la que se muestra en la Fig l. 

Conviene establecer en este momento que al emplear una carta de con 

trol para los prom(>dios, lo que .ee hace realmente es prcol.:.ar hipóte-

sis nulas de que a un ci~rto nivel de confianza 1-a el V!lor de la 

media de la ~ .. ~4t. mucst.ral de los promedios sea i<¡u;,l ;11 w.Ior de 
d; ";\- ,, \,,•u. ~· ,, 
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misrno, ~ • Para ~Stas prueb;!ll secu&nciale» de hipótesis, se . o 

emplean como estadísticas de prueba los valores de los promedios 

<~rl-tméticos obtenidos de muestra!:! a!cato~·i.::a.:; .. n:ctn .. fJa,; J¿ la pol>l.l-

ci6n (o proceso). Es decir, .;e real1-:::an pr ... e:ns 'le hipótesis para 

Lls cuales 

"o \l ,. \lo 

ji f \l . o 

(P>:"ueba dn do'i cola.!l; C<>da 
re111iz<1 con <!l valoc x

1 
de 

pru,ba se 
la muest.ra i 

<"11 donde \l t':S ¡.., media de la distribuci6n mucstn.l del promediv lH'i!:_ 

ml!,tico, · 11 !..1 calidad nominal o cali<Jad media c<~lculada del proceso, Y o 

x 1 li"1,2,3, ... ) el valor del promedio aritml!t.~co obtenido de la iés!:_ 

ma muestr,, aleatoria. La forma secu.:ncial de estas pruebas de hipó-

tesis se muestra en la Fiq 3 gue se presenta a continuación. 

lleqión de 

h ·····-

1 2 3 11"9~ón de 
rE~hilZO 

Pruebas de h1p6tesis que se realizan al emplear 
una carta de control pa.<·a los promedios 
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Si se consideran pt·oblemas pr.!ícticos, los valor"!> ót: ~ y o dt:l 'pt·o 

ceso se desconocen, y es entonces conveniente estimar sus v~lorcs 

a par~ ir de muestras tomadas mientras el. proceso se P.ncuentre ~ua-

jo control", tal como se explic~ ¡;,lis adelante. En la prtict:ic.:, !}5 

entonces dificil llegar a establee.;;.· U".mites de control del t:'.:po 

\l:t:Z /-~al desconocerse \1 y J, inéiepend·'entemcnte de que en -
.il1(n ' 

muchos casos es demasiado arriesgado consid~ra~ a las modicionc~ 

como ¡.tuest:i:as aleatorias extra!da~> de un"' población normal. 

En l!Jgar de le anterior, en el control de calidad indusr.rial sto mr. 

plean comünmente los límites de control de Mtres desviaciones es-
' 

tándarM o de "tres sigmas", que se obtienen al sustituir a-.. a/z 

por un 3 al calcular los límites de control. 

Conforme a lo anteriOr, con ¡os límites de control 

ó ' 

se puede confiar en que en el 99.73\ de los casos el proceso no 

será declarado "fuera de control", C\Jand.o de hecho se encuentr.a ''ba 

jo Control•. 

En otras palabras, estos límites de control permiten considerar 

que la probabilidad rr.tix1ma de rechazar la hip6tesis 

e "" e 
' 

' 

cuando debería de ser acE:ptada (probabil1dad de cometer un error de 

tipo I) es de 0.27% sie'ndo e un valor de calidad fijo del . ' . 
proceso, 

y B el del par~metro correspondiente de la distribución muestral de 

la estadística bajo consideración. 
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F.LABORACION DE Lh CAH'rA DE CON'!'l<CL l'ARJ, LOS PHú~JI::l,lüS (X¡ 

~- C<~so en que se ccnocen la ~edia ~ y la desviación est~ndar o 

d~ la población, 

!.!nP.a Gentral --- " 

Lfmites de· ¡,ontrol ' " "., 3-"-
/n 

6 u! Ao , siendo A ~ 3 

/n 

en donde los valores de A se obtienen de la tabl~ l, en f~n-

ción dl· n, el tamaño de la mue~-tra. 

' Ejemplo: Sea el procuso de elabcración 'de varill<Os dt• ¡¡cero 

para las cuaJ,•:: se sabe que el dHimetro J~edio es -

de 2.5 cin, con una d'-'~viación esttindar Ce 0.01 cm. 

Se desea efectuar control del C:"~metro de .las mis-

mas, para lo cual se extraen peri6djcamtnte mues-

tras de cincO var-ill.!ls. Se Pide establecer la 11-

nea central y los lfrntE·s de control ,oara una car 

' ta X. 

Solución: Siendc ~ = 2.5 cm, o = 0.01 y n = S, se tiene-

que: 

L!rca central·"' )1=2.5• 

Límites de control: 

2.5:. 3 o = 2. 5:. 
lñ" 

o, c'le la tabla I 

3(0.01) 

15 
.. 2.5:. 0.0134 92.5134, 

2.5! Aa = 2.5! 1.342(0.01) .. 2.5! 0.01342 ="=?2-~1342, 

2.4666 

2.48656 

. ' ' ' 

·-· 
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CENTRO DE F.DUCACION CO,'ITI/;U,\ 

D.E.S.F.T., \J1'-:MI 

CURS'O: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA. FUNDM!liNTOS Y APLICACIONES 

zu.. ó e r <"1V ~o ;9 . ,e .;t!.f" co -v e ;.¡ · 
SOLUCIO~l DE 'l'ARSA 1 

• 

"' AUB., { " < X ' 10 ) • B . 
b~ Mlll"' { X' X "' entero y 1 ' X < 10 ) • A 

~ . 

e) AUC" { " X " entero y B ;_x;_lO} 

d) AnC"' { " X C> entero y 1_s:x_s:6 ·} 

e) AUD• { " X ,, entero y o.:;.x.::. 10u{1o, zo, 30) 

• { o • 1 2 • 3,4,5,6,7,8,9,10,20,30 } • 

f) AOD" { 10 ) 

" BUC• { " 1 < X < - 10, o ) 

h) · snc .. { 1 ,2,3,4,5,6 ) 

i) BUDg { ' ' 1 ~X_i 10, 0,"20, JOL 

j ) "BfiD" { 10 ) 

k) CUD"' { o 1 ,2,3,4,5,6,10,20,30 ) 

1) C01l" { o l 

f.l) AUB!JC- { " 1 < X ' 1 o • o ) - -

"' Af\(BUC)'" {_x: X Cl en tero y 1 ~X~ 10 1 
' 

") 



2 .• 

3 .• 

0) A(l!l{)C" { 1,2,3,4,5,<i} 

p) CU (Mil) m {O, '1 ,2,3,4,5,(; } 

q) {AUB)() (C:!JB) = { x: 1 < ¡:; 10 ) 

o) ¡; - { 4,5,6,7, ... ,n} 

6) ¡¡ • ( 1 ' 4 ' S ' G ' 7 •••• ' " - ·, 1 ) 

c.) A u ¡¡ • { t ; 4 , S , 6 , 7 , 8 , " ) .... , 

d) A (1 B {2,3) Atiif • 
) • ., • { 1,4,5,6,7,8, " ,. . ., 

o MB • AU " • .. 

•l Si ' ' AUB _, 
X ¡ AUB _, 

X ¡ A y ' ¡ B •> X E/, y xc'B 

., Alffi e AnB 

b) Si x e AnB 3) X e A y e B ~> X t A o X 4B => X t AUB 

<le donde xc AUB por lo que An B e AUB y 

AUB., AnB 

4.- a) Si X E: MB "> x ~ Af)B •> X t A o X f B . 

"'> x t AflB x e AfiB "> A u Be MB 

•• 

) 

m>xcAnT' 
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5. 

"' 1
--- '·o··~-·--- ·-=- --;. -~ ,, . ' \ 

( ' ' 1 

' _j 1 -----

,, 

S 

d) 

•l 

• 

f) 



CENTRO m; Eill!CACION CONTINUA 

CUR30: PROBABILIDAD Y ESTA!liSTICA. FUNOAHENTOS Y APLICACIONES 

SOLUCION DI: TAREA 2 

1,- a) F.n lo revisiór.. dcl.radio i-ésimll el espaclo J:¡ue~tra1 

está dado por flia {f, IJ, f: f~nciono, f: no funciona 

cr En consecuencia el espacio mu~stral para este experi 
mento es: S --{X~,X 1 , •.. , X 50 : x.- fax. = 1} 

' l ,, ]_ 

2 •• 

b) Evento de que todos funcionan bien: 

A'" {f 1 , f2,· ... , fsoJ 

e) Evento de que nin~uno funciona correctamente.: 

n .. Cf 1 , 1 1 , ••• , I 50 } 

d) Evento los dos primeros no funcionan, pero ~1 resto sí: 

e a (t¡, 1',, f¡, f,, ... , fu} 

a)P(c)'" 1/ 1 ' 

b) P (AUB) = ~/1 e) P (AUB)"' 1 

e) P (i'i) ,.·U a f) P (BUC) _• 2/¡' 



. . 
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3. · :~) P (ii) ~ 1 - P (A) ~ 111 

h) P (B) = 1 - i'{B) = 1 / 2 

e) 1' (AnB) " P(A) + P(Il) - i?(AUB)-= 

rJ) P (Ar¡B) " P (AÜR)'"- 1 - P (MlB) 

• 

e) P (AUB) " p (iltfii) ~· 1 - p ( Af\l\) : 

' 

g) P (AflB) = P(B) - P(AB) = 1 h .. 

h) P(AUB)= P(A)+ P (B)- P(AOB) 

4.- S= {(1,1,1). {2,1,1), (1,2,1), (1,1,2), (2,2,1),(2,1,2). (1,2,7), 

(2,2,2)} 

p ,, 



5.- ,, p (A) = 1 6 ;., d) p ( D) 1 ~/%o 

b) p (B) = •¡,, o o) 1' (E) = 1 71 ~ o 

D) p (C) = '/~o f) p '"' = " ' = "!,, ·,;o TI 

6 •• "' 84 

7.- :1) S.i se permite repetici6n de letras y ntímeros: (27) 3 x 10', ili 

no: <7PJ X HPl 

b) {27) l X 1Q 1 196 x 10.1; o, sin petici6n:, 7P ,x, 0 P 3- 196 '< 10 1 

D) (27)' X 101) X 6! o, sin repetioi6n, 

8 .. a) ( ~ ) ( ~ ) e:> ( • j ) 1 ( 5 ; ) 

"' l3 " 12 q¡ ( ~ ) 1 ( S ~ ) 

,, 
' ( .• 1 ' ) 

' 
1 ( "J 

' 
d) n > s X 10 j ( S i ) 

. . 
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9_.-

10.-

a) e:) ¡..!.¡7¡3..¡3 + ¡'o¡¡..!.¡'¡3..¡2 +¡>o¡ ,, ,,, ~ 

, 
b) E { 1 o ¡ (_!.)X ¡.!¡':-x =0.0035 

X=7 X • '· . 

' ' e) <-'-J ~ cr. (..!.) (..!.) •-x ) + ¡..!.) .. ¡l.¡ 5 ' (..!.)' (..!.) 
' ' (..!.) 5-X ) + (') (2.) l 

~ . l 3 ' ' X"'2· 

' c~>'o: <'> 
' X X=4 

' 

(.!..) 1 = 

' 

b) sf. 

, 
TI"TT 

' ' X 

(~) 

' 

= o- 011 

X~ 

'

1·2t2l'<'l' -¡ ,- -. . ' 
"'0.0087 
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CENTRO DE EDUCACION CONTINUA 

ll.B.s.r.·.r., liNAM 

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA: FUNDAMENTOS 'l APLICACIONES 

SOLUCION TAREA 3 

al b) 1 

¿.- p = 1 .• (0.9) ¡¡; 

J.- a) 3
/ 10 (Je to;na 3 minutos de luz z-oja y 7 de verde) 

b) 2/ 10 (1"' toma 2 minutos de luz roja y 8 de verde) 

s.- _a) Fy(t) _,.o si t ... o, Fy(t) .,. 1 si t ... l,Fy(t) es monótona creciente 

y Fy(t) as continua por la derecha 

b) y 

p (Y) 1 ~ l,/12 % y, 'li. y 

o) p {Y .-: 100) = 5/b 

d) • Fy(t) F ( t) 
:(, ·' y, 

'¡, % 
1 h~ 

% 
.,, 

',, - ;, 
'¡. ';, 2 1 .,, 

• 

"' o ' ' ... '" ,, 
o ' ' ... t 
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7.-

8.-

9 .-

., o >i 

\', >1 

p u( a1 ~ 
'!'. >i 

1 >i 

b) 1 :·:t. r~ >_ 

' ' 
o 

t < -3 

-3 < u < o 
o <u < 4 

"4 

F,(') 

-~y 

b) 

( p (Y) 
y 

-3 

•l E{X} 7 y, el E{ {X + _..o ¡2 } = "'l/. 

b) E{x2} • \', ~- ¡]) E {-'- }~ 2 
1-x 

q, ~ 0.00178 ,, ~ 0.99822 

'a) E{X}"' -1000 X 0.00178 + 5 X 0.99822 

= 4.9911- 1.78 = 3.22 

t Fu (t) 

V. 
\', 

o 

el •' ~ 
1
11 ~ 

X 

' fl •x ~ 

v'2tx3 . 

• 

b) E{x 2 1~= 1804,955 => oz(x) = E{x2 }- E 2 {x) 2 "'1804.955- 10.643 

O"l(X) "'1794.64 

10.- P
0 

o:: 0.10 =><~.) (0.90}1~ =>O.·J4B7, b) E{X} =np = 10 x·O.lO = 1 ¡. 
P "'0.9 =:> a)/]p = 110 x 0.9 := 99, 

g 

=> X = 100/0.9 = 111.111. .• =>No 

b) X•p = X •0.9 • 100 



.. . ... 

• 

12.~ a)h p ~ 20 X 0.05 ~ !.0 b) (0.95) 20 = 0.3585 

13.- n) 10 x 0.3585 = 3.5ns b) (0.3585) lO= :1.5 X 10-~ 

b) (~) ls.!xl / (',") 

15.- a) P (A) - 0.0003 ~ 8"e-'/ 01 

bl P (ll) ""0.1353 = 2°e- 2
/ 01 

16.- a) J.. ""l1P" 6 

b) ,..IX' .. 15 

e) P = 0.6065,. (O.S)"e~•·•;ol 

17.- ~0.999). ~ 0.995 

18:- •> e -. ' . "'-..· .. 0.2865, b) 1-e 0.5654, e) O ya que t e~ cont1ntu 

19.- o) P(x~Jl) ~ P(x-3_Q_.::. )1:..30) ~ ,,, > o. 5) ~ o:Jos5 -
2 2 

b) P(.x:5_32) = P{~ < 32-30) ~ P(i! ~1) = 0.!1413 
2 2 

e) P•:24 <X 98) ~ p (-13 ., < -1) = P{il<-1) P(!l _::-3) ~ 0.157<1 

• 
20. ~ "' .. P{!! ~1.:1 9) = o. 9 _, 

X = 129 + so o ~ 629 

b) PU! < LL.,;) = 0.1 ~ X ~ 129 + 500 ~ 371, Q, ~ uoo-67=433 

e) J?{s:;; Ol = o. 5 ~ X = 500 = Q, • Q,= 500 + 67 = 567 

P{.x < 585) = P(i! < 0.05) = 0.80 
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NCMffi'.E Y DIRECCICN 

JNG, JO~ N}UI!AR 1JGI:IRI'E 
la. Cda. ~ No. 5 
Col. Claveria 
M!'ixiCO 16, D.F. 
Tel. 399-05-09 527-32-20 

SR. JESUS AL\1'\ZAN 

Mi'll'lJ.EL AUIEIDA VAZQQEZ 
Capilla de los Reyes No. 59 
Col. Azcapozulco 
M!'ixico 16, o. F. 
Tel. 561-21-39 

4. ABJXN ZEN:::l'l ALVAAAOO AlA VEZ 
Av. Jalisco No. 288 

5 • 

'· 

~-

Col. Tacubaya 
~00 18, O. F. 
Tel. 516-15-99 

ING. !ID:'IOR GABRIEL AM:lRIZ l.CPEZ 
Rut:én Dario No. 405 
Col. Del Valle 
San Luis Potosf 

"""'-'A """""" crorrn 
Tabaquitos NO. 38 
Col. r.aras verdes 
Naucalpan, Edo. de ~~-

EMPRE:SA Y DIRECCICN 

. 
DIR. GRAL. AE!lOPUERIOS S.O.P. 
Tonal.!í Esq. Otiapas 
Col. Pana 
~co7, D.F. 
Tel. 

~.S.A. 

• 

COLEGIO DE CIENCIAS Y HU!>WUDMlES 
PU\N'IEL NALCAU'AN 
AV. de los Rena;lioo No. 10 
Col. Las Arrericas 
Nuuca.lpan, Edo. de ~-

SOCRETARIA IE AGRICULTURA Y 
ílfO.JR";CG !JlDMULICOS 
Mariano Otero No. 600-A 
San Il.lls Potosí 
Tel. 3-49-12 

COLEGIO DE CIEN:IAS Y Ht~IDADES 
PrANreL NAIK'AIPAN 
Av. de los Ra'taiios No. 10 
Naucalpan, E'do. de ~. 
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9. 

RAUL ClillRILID VAU\DEZ 
Manuel G:>nziilez No. 72 
Unidad Tlatelolco 
-~co 2, D.F. 
Tel. 583-55-94 

LIC. W\., QUOORA CASTILlO OCJR;ll!EZ . 
Arquitectos No. 37 
Col. EscarrlOO 
~oo 18, D.F. 
Tel. 516-77-32' 

ING. RITO C1ILZAI.lll. SAIL'li\I1A 
Norte 17 No. 5323 
Ool. Nueva Vallejo 
~= 14, D.F. 
Tel. 567-58-81 

10. m:;. PEDro PABLO CAS'I'ELIJINCG !IDZ. 

u. 

12. 

Refonm. No, 616-1606 Nte. 
Col. Tlat.elola:> 
~co 5, D.F: 
Tel. 529-90-80 Ext. 1606 

ING. CE:SAR I-IEX:'IOR Gi\lll\RXl I.OPEZ 
G>bino Barreda No. 3-13 
COL Sn. Rafael 
~co 4, D.F. 
Tel. 

rnG. kBER!O ~wu:z AGW>.OO 
Cda. Protasro Tagle No. 36-E 
Col. san Miguel capultepec 
Tel. 516-0B-14 

. . 

ASEGJAAOORI\. Nl\Cla<A.L AGRiaJIA Y 
GI\N.l\I:lER1I. , S . A • 
Benjamín Franklin No. 146 
COl • Escan16n 
M!'!xico 18, D.F. 
Tel. 515-50-70 Ext. 133 

FN;, DE PSICDU.X:lA U.N,A.M. 
Ciudad Universitaria 
Tel. 548-17-48 

INSTlWIO ~'ICO NJICICW,L. 

~DE l'IGRiaJLTlJRA y ~ 
HIDJW;Uca; 

- Fl:!forma No. 2o-105 
COl. centro 
~ico 1, D.F. 
Tel. 546-46-76 

CIA. rE WZ Y F\IERZA !EL C1NI'ro _.­
M:>lchor Ocampo No. 171-4o. Pise 
~i= 18, D.F. 



- -

14-

15-

"-

17. 

lB. 

NCMlRE Y DIRECCICN 

FIW<CISCO HERRERA GlüCIA 
Cordilleras No. 17 
COL U. Iztac:alco 
~= 8, D.F. 

FELICITAS IBARW\. GllJCIA 
Pto. Progreso No. 90 
Col. Casa Alerán 
M'1>dcol4, D.F. 
Tel. 781-97-75 

LIC. EJX;AR00 A. JIMENEZ ZAK:O 
Fray Angelioo No. 45 
Col. M1xcoa<:: 
~co 19, D.F. 
Tel. 598-47-86 

lliG. PEDOO AI1lERTO UFEZ CARRIOO 
oroya No. 725 
Col. Lindavista 
Mfuc.ico 14, D.F. 
Tel. 586-22-85 

AlEJO W\CIAS NEGRE."rn 
Manz. 161 L. 9-lOA 
Col. Las Villas 
Hda. Ojo de Agua 
~co, D.F. 

SALVAOOR M'l.NRI~ IEIJA 
carreteraco No. 32-A-204 
Col. Parque San. Andrés 
~co 21, D.F. 
Tel. 689-17-21 

EMPRESA Y OIRECCICN 

CIA. GENERAL DE ElEX::"l'OCNlCA 
Tezozcm:¡c No. 239 
COl. Azcapotzalco 
~i= 16, o.F, 
Tel. 561-74-77 

DIR. DE FSI'UDICG CEL TERRIIDRIO NAL. 
san Antonio Abad No. 124 
COL Tr&lsi to 
~co, D.F. 
Tel. 578-62-00 

S~ DE ASENTl\MUNI'CE 
~'K:S Y CEPJ>.5 PUBLICAS 
lago No. 16 
Col. Nativita.s 
Mrutico 13, o.F. 
ToL 

ESOJETA SUPERIOR r.t: nm<IERIA Y 
~ 
T.Jnidad Profesional Zacat:enco 
Col. Li.ndavista 
~ico 14, O.F. 
ToL 

BliNI\MEX , S • A • 
Isabel La catolica No. 165-6o. Piso 
Mbcico, D.F. 
Tel. 588-44-00 Ext. 461 

ornoo::::ICN DE PLANIF!CACICN D.O.F. 
Pino Suarez 15-lo. Piso 
COl, Centro 
~ico 1, O.F. 
Tel. 522-64-38 



19. 

20. 

21. 

Na.lBRE Y DIJID:XICN 

IGOCICN KNSALVO ESCAMlllA 
Refoma No. 2D-1o. Piso 
Col. Ju§rez 
~00 6, D.F. 
Tel. 592-08-78 

ING. JESUS a::EGUED'\. NA.1,11\R00 
VWducto Miguel Almán No. 63-9 
Col. 8ueros Aires 
~ico7, D.F. 
"M. 

nm. JCSE IJ1I.Ll'lii'IN PEREZ M\PD'ID 
Div. del l'klrte No. 3390-5 
Col Xotepingo 
Méxioo 21, D.F. 
fu l. 

22. CA1<LCG RJIZ QUJNJ:ll\NA 

23. 

24. 

Edif. c-2 repto. 304 
centro Urbano Pdte. Juárez 
Col. lbta 
~co7, D.F. 
Tel. 64-86-23 

lNG. P);l)ro FOOo\RlE MrrelES 
G.lar1aban<t No. JlQ--2 . 
Col Nvu, Sta. Marfa 
~= 16, D.F. 
Tel. 355-57-38 

Itli. FELIPE FAMIFBZ G:MEZ 
Luis ae la lbsa No. 8 reyto. 3 
Col. Const. de la Rep. 
México 14, D.'F, 
ful. • 

S.A.R.H, 
'Fefouna No, 20-lo. Piso 
Col. .Ju.he.z 
México6, D,F, 
Tel. 592-QS-78 

• 

CCMISICN DPJ.. PL1\l'! Nl\L. lUDP/IULICO 
Tepic No. 40 
Col. tona 
~ 7, D.F. 
Tel. 574-17-50 

S.A.R,H. 
Retoma No. 107-.ler. Piso 
Col. Sn. Rafll.el 
México 4, D.F. 
Tel. 566-96-61 

S.A.R.H. 
kfonw. No. 107-l.er. Piso 
Col. Sn. Rafael 
México4, D.F. 
Tel. 566-Q6-88 Ext. 150 

·S.A.R.H. 
Sierra GoPia NO, 23 
Col. Ia'nas 
M&.ico 10, D.F . 
Tel. 5-4o-o9-43 

1 



. ' ' -• 

25. 

NCM>RE Y DIROC'CICN 

ING. FCO. WIYCl.O &\ZO ~ 
Ahuizotl No. 37 
Col. la preciosa 
~co 16, D,F, 
Tel. 561-37-61 

26. LIC. NORMi\ RIVERA ~ 

27. 

28. 

29. 

JO. 

31. 

AV. del Taller Ret. 4.6 casa 13 
Col. Jardín B. 
~oo 9, D.F. 
Tel. 571-19-51 

• 
G.lMlAll.IPE SI\!OiEZ 1\ill&l\, 
Metalw:yicos No. 125 
Col. Del Hierro 
~co 15, D.F. 
Tel. 567-14-23 

ING. CARI.CS P. SAEB G.l\R::IA 
Praga No. 130 
Fracc. Valle torada 
Tlalnep:mtla, Edo. de ~­
Tel. 379-02-80 

• 
RICIUID:J 'lll~ RI\MIREZ 
Ux!ran 771-302 
Col. Crw: de Atoyac 
~co 12, D.F. 
Tel. 559-91-79 

CARlCS VAUN::IA C'.ATM:Wl. 
Giotto No. 66-201 
Col. Mixcoac 
~<XI, D.F. 
Tel. 598-5D-67 

~ VILIEGI\S ALVAREZ 
P.· de la Refoill'l-3 Nte. No. 
COL Tlatelol<XI 
~co, D.F. 
Tel. 529-9D-80 

6Í6-1606 

EMPRESA Y D!Rf.O::ICN 

S .1\.R.H. 
Insurgentes Sur No. 670-So. Piso 
Col. Del Valle 
~00, D.F. 
Tel. 536-88-40 

S.A.R. H. 
Sierra Gorda No. 23 
Col. I.o!as de Chapultepec 
M§.:ico 10. D.F. 
Tel. 520-72-46 

S.A.R. H. 
Paseo de la Refoma No. 69 
Col. San Rafael 
~co 4, D.F. 
Tel. 546-19-51 

DIR. GAAL. DE CIDK:IA Y 'IB:N:li.CGIA 
<EL MAR 
Bolivar No. 19-ler. Piso 
Col. Centro 
M§.:ico 1, D.F. 
Tel. 51D-04-40 

CllRAS PllBUCAS D.D.F. 
Plaza de la Constituci6n 



. ' . . . 

• 
• • 


