DIRECTORIO DE PROFESORE S
PROBABILIDAD Y ESTADISTICA FUNDAMENTOS Y APLICACIONES '.

DR. OCTAVIO A. RASCON CHAVEZ
- INVESTIGADOR ...
INSTITUTO DE INGENIERIA, UNAM
CIUDAD UNIVERSITARIA
MEX CO 20, D.F. .
"~ TEL: 560. 26. 75

‘M. EN I.AUGUSTO VILLARREAL ARANDA
'SECRETARIO ACADEMICO Y |
JEFE DE LA SECCION DE MATEMATICA S
DIVISION DE ESTUDIOS SUEE RIORES
FACULTAD DE INGENIERIA, UNAM
CIUDAD UNIVERSITARIA
. MEXICO 20, D.F. -
TEL: 548. 09. 50 -

i



LR

~h

S T



2 centro de educacion continua

divisidén de estudios superiores

facultad ‘de ingenierfa, ‘unam

- PROBABILIDAD Y ESTADISTICA:

FUNDAMENTOS Y. APLICACIONES

o v e e i

TEORIA DE PROBABILIDADES

DR. OCTAVIO'A. RASCON CHAVEZ

JUNIO, 1978






 TEORIA DE PROBABILIDADES

AL a2, DT P Ewge g oL

EXPERTMENTO. PARA‘FINES DE ESTE CURSO, SE ENTENDERA POR', EXPERT_

MENTO A TODO PROCESO DE OBSERVACIOV ASI UN EXPERIMENTO PUEDE SER
) PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE, O PUEDE SER EFECTUADO POR

LA NATURALE;A EN CASO DE UN FENOMENO NATURAL., POR EJEMPLO, EL
_LANZAR UNA MONEDA O UN_DADb'Y OBSERVARVLA CARA QUE‘QUEDA HACTA
ARRIBA, ES UN ExpﬁgiMENTo PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE: -~
EL OBSERVAR LA CANTIDAD”DE AGUA QUE LLUEVE ANUALMENTE'EN UNA

(CIUDAD, ES UN EXPERIMENTO ASOCIADO A UN FENOMENO‘NATURAL.

"AL” RI‘SULTADO DE UN EXPERIMENTO SE LE DENOMINA DATO A UN

_GRUPO DE DATOS SE LE". LLAMA MUESTRA

PRO&MHLIDAD “ES UNA MEDIDAlbﬁ‘LA CERTIDUMBRE OUE‘SE LE ASOCIA A"
LA OCURQENCIA U OBSERVACION DE UN RESULTADO DETERMINADO AL REA-

LIZARSE EL EXPERIMENTO CORRESPONDIE‘NTE.

LA TEORIA DE PROBABILIDADES ES UNA RAMA DE LAS MATEMATICAS APLICADAS
QUE TRATA LO CONCERNIENTE A LA ASIGNACION Y MANEJO DE PROBABI~

LIDADES.



ESTADISTICA: ES LA RAMA DE LAS MATEMATICAS QUE SE ENCARGA DE ENSE-

NAR LAS REGLAS PARA COLECTAR, ORGANIZAR,,PRESENTAR\Y-PROCESAR LOS
DATOS 'OBTENIDOS AL REALIZAR VARIASQVECES EL EX?ERIMENTO-AsociADo,
Azbﬁ*FENOMEvo DE INTERES Y PARA INFERIR CONCLUSIONES%ACERCA DE. - .
ESTE ULTIMO PROPORCIONA, ADEMAS ' LOS METODOS PARA EL DISENO DE
EXPERIMENTOS 'Y PARA TOMAR DECISIONES CUANDO APARECEN SITUACIONES

DE INCERTIDUMBRE L L

* DESCRIPTIVA.- TRATA LO C'O‘N.CERI;IIENTE A

"LA OBTENCION, ORGANIZACION, PROCESA-

\ MIENTO ¥ PRESENTACION DE LOS DATOS.
- ESTADISTICA B IN#ERH%?ALQJTkATA LO CONCERNIENTE A

LOS METODOS PARA INFERIR CONCLUSIONES -

ACERCA DEL:FENCMENO DEL CUAJL PROVIENEN -

LOS DATOS

s e v e e e o [P — R



SIMBOLOS DF DESTGUALDADES:

< menor que .

A

menor o igual que
> mayor que

mayor o.igual que

v

# diferéente de

 TEORIA DE CONJUNTOS.

‘UN_CONJUNTO ES UNA GOLECCION BIEN DEFINIDA DE OBJETOS..
»NOTAcu»J LOS-CONJUNTOS'SE DENOTAN USUALMENTE'CON LETRAS MAYUSCU-

.LAS Y SUS ELEMENTOS SE ANOTAN DENTRO DE .UN PAR DE LLAVES

_EJEPLOS.

A} EL CONJUNTO DE NUMEROS ANOTADOS EN UN DADO ES

8 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

B) - .EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS MENORES QUE 5 ES

si‘=v:{":°°,‘-...,'r‘3v,j‘ ""2, "ll"_ Ol'lr 2’ 3l 4}

-

- {x: x ES ENTERO Y xs4}

L CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS POSITIVOS MENORES QUE 5 ES

E={0, 1, 2, 3, 4}

E = {x: ES ENTERO ¥ 0<x<4}'

D) - 'EL CONJUNTO DE LOS CONTINENTES ES

\fC'“{ASIA, EUROPA AMERICA, AFRICA, OCEANIA}

E) EL CONJUNTO DE MARCAS QUE ‘TIENE UNA MONEDA FS

M = [CARA, CRUZ} | .
F) EL CONJUNTO DE NUMEROS MAYORES DE 5 PERO MENORES O IGUALES.

_QUE 10 | - ‘

8y = {x:.5<x210)}



FINITOS- CUANDO TIENEN UN NUMERO FINITO
B DE ELEMENTOS
CONJUNTOS = 4
' INFNHTOS- CUANDO TIENEN UN NUMERO INFINITO

DE ELEMENTOS

e e Rt R P U

PARA EXPRESAR OUE UN ELEME’\ITO PERTENECE A UN - COT\'IJUNTO SE USA EL

SIMBOILO- €4 PARA EXPRESAR OUE NO PERTENECE SE USA EL SIMBOLO’ ﬂf

EJEMPLO
SI §; = {X:5<X<10}, ENTONCES.
3 ;{Sl ,5 ;{- Sl ) , 8“ € Sl_; l,_().f':;Sl

' PARA EXPRESAR QUE UN CONJUNTO ESTA CONTENID0 EN OTRO SE USA EL .

SIMBOLO C; SI N0 ESTA CONTENIDO SE USA EL SIMBOLO €.

PARA QUE UN CONJUNTO ESTE CONTENIDO EN .OTRO SE REQUIERE QUE TODOS

SUS ELEMENTOS LO ESTEN, ES DECIR, QUE TODOS SUS ELEMENTOS PERTE-

NEZCAN A AMBOS CONJUNTOS.

EJEMPLO
,“_SEAN'E E={3,5}; F={3,8}; G=(7,9}. E{le i FgSy ; GCS;

SI UN CONJUNTO B, ESTA CONTENIDO EN OTRO S, SE DICE. QUE B

A

ES SUBCONJUNTO DE S.

'EJEMPLO
' B;: {x <x<8} \Y‘ 'Sf{lx’ S<X<_10-}' '

EN ESTE CAc:o-
o Gcslum ES. SUBCOT\IJUNTO DE s1

BgS;9B NO ES SUBCONJUNTO DE S,

" SUBCONJUNTOS e s L



88 ETGE @QE Bes @@NJUNT©§ 86N IGUAL ES @UAND@ CONTIENEN 108
- MI §M©§ EBEMEWI‘@@ '(NO IMPORTA EL ORDEN EN QUE ESTOB BE ESCRIEAN)

_BIEMPLO o o |
SEAN A={1,3,5;7}, B={7,5,1,3} ¥ e={7,5,1}
EN TAL €ASO; A = Bie o |
~ BONTUNTO VAETO | |

BE LA MISMA MANERA OUE EXISTE BL CERO BN LOS NUMBEROS, EN 1A
TEORIA DE CONFUNTOS EXISTE EL _CONJUNTO UACT), BL CUALNO TIENE
ELEMENTOS. USUALMENTE SE DENOTA §. = | N
EJEMPLO

:CUAL ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS, X, TALES QUE 2X=7 Y X ES
ENTERO?

SOLUCION - ES EL CONJUNTO VACIO, #.

A § SE LE CONSIDERA como SUBCONJUNTO DE CUALQUIER CONJUNTO. ASI,
'POR EJEM, TODOS LOS - SUBCONJUNTOS DEL CONJUNTO .

S ={2,5,10}_SON: {2};{5};{10}-;{2,-5} ,{2 10};{5,10};{2,5,10} ¥ ﬁ

ESPACIO,DE'EVENTOST-'

'ASOCIADO A UN EXPERIMENTO SIEMPRE HAY UN CONJUNTO DE RESULTADOS

1

‘ T3‘OSIBL}?‘S A DICHO CONJUNTO SE LE I_.LAMA ESPACIO DE EVCNTOS

B ,Eﬁmﬁios‘

EL, ESPACIO DE. EVENTOS ASOCIADO AL~ EXPERIMENTO. DE LANZAR UN DADO ¥
ANOTAR LA CARA- QUE QUEDA" HACIA ARRIBA ES |

s ={1,2,3,4,5,6} *-5";, L e _9~
EL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL EXPERIMENTO DE LANZAR

DOS DADOS Y ANOTAR LOS NUMEROS QUE QUEDAN HACIA ARRIBA ES



= . - . . . - . g =

(iii);(1;25;(1;33}(1;4);(1;5);(1,6)
*(@';1);<2;@);<z;§3;cé;.ti)'i(‘z;s;‘;(z,s)

S, (3.2),(3,3) 1(3,4),3,5)..(3, 6)

(4,1), (4, 2),<4 3), (4, 4),(4 5),(4,6) |

(5- l),(5 2),(5 3),(57 4),(_5,5),'(5,6).

L (6, 1),(6 2),(6 3),(6,4), (s, 5),(6'6) )
'.SI EN ESTE EXPERIMENTO LA OBSERVACION DE INTERES FUESE LA SUMA
DE LOS DOS NUMEROS OBSERVADOS, ENTONCES- EL ESPACIO DE EVENTOS_
_DEL EXPERIMENTO SERIA. |

S—{23456789101112}

A TODO SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO DE EVENTOS.SE LE LLAMA EVENTO. A
'LOS EVENTOS QUE TIENEN UN SOLO ELEMENTO DEL ESPACIO SE LES LLAMA

~.

EVENTOS SIMPLES.

'SI AL REALIZAR UN-EXDERIMVNTO SE OBSERVA-UN ELEMENTO DEL EVENTO

:‘j-A ENTONCES SE DICE QUE OCURRIO O SE VERIFICO EL EVENTO A. POR’

. EJEMPLO SI A—{2 4} Y AL LANZAR UN DADO SE OBSERVA EL 2 0 -4, SE

DICE QUE OCURRIO EL EVENTO A SI SE OBSERVA CUALOUIER OTRO NU“’IE—‘
; RO, ENTONCES SE DICE QUE NO OCURRIO A.._« Sk |

AR Lo e
[ DZSCRETC’S SI SUS L‘LEMENTOS PUEDEN NUME— -

RARSE O CONTARSE. -TIENEN UN NUMERO v
ESPACIOS DE B R F‘INITO o} INFI‘\]ITO NUMERABLE DE ELEMENTOS

EVENTOS S ' ‘ ’ ‘
) “xCONTnuws~ SI sus ELEMEN”OS NO PUEDEN

o ENUMERARSE. \ TIENEN UN NUMERO INFINITO NO

‘

NUMERABLE DE ELEMENTOS



‘FJEMPLO '

EJEMPLO

LOos ESPACIOS DE EVENTOS S ‘{CARA CRUZ} S'={l 2,3,4,5;6 }s
S. —{VERDE ROJO} SON DISCRETOS LOS ESDACIOS DE EVENTOS

S4={X:‘-w<X<O}, *SS

{Z: zZ>3}; S ~{Y 3<Y<80}

SON,CONTINUOS.

5

¢QUE TIPOS DE ESPACIOS DE EVENTOS CORRESPONDEN A.LOS SIGUIENTES
EXPERTHENTOS? [
a) CONTEO DEL NUMERO DE GRANOS DE UNA MAZORCA DE MAIZ

S={O,¢,2 3' ,m}, ES DISCRFTO E INFINITO :

 i B)'YMEDICIOW DE LA LOVGITUD DE UNA ESPIGA DE TRIGO

S= {x 0<x<w}»x EN -CM, ES CONTINUO E_INFINITO‘.'

' C).‘MEDICION DEL EFECTO'DE UNA VACUNA, EN TERMINOS DE "EXITO" O

‘ "FRACASO"-:

5= {EXITO, FRACASO} ES DISCRETO Y FINITO. - |
Dj _MEDICION DEL NUMERO DE MILIGRAMOS DE UN ANTIBIOTICO CONTENIDO :

" EN. UNA CAPSULA |

‘_,'s={Y:05¥<w} Y en mg, ES CONTINUO E INFINITO.

COMPLEMENTO DE UN EVENTO .

EL COMPU%ENTO "DE UN EVENTO A ‘ES OTRO EVENTO QUE CONTIENE TODOS LOS

AELEMENTOS DEL ESPACIO.DE EVENTOS CORRESPONDIENTE ‘QUE NO ESTAN EN A.

. USUALMENTE SE DENOTA CON UNA TILDE SOBRE EL SIMBOLO. QUE CORRESPON- -

DE AL EVENTO QUE COMPLEMENTA, R,

EJEMPLOS

| sI s={1,2,3,4,5,6} Y A={1,3,5)} ENTONCES A={2,4,6}.

ST 'S={X: 0<X<58} Y A={X: 3<X<17}, ENTONCES A={X: 0<X<3, 17<X<58}




EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSTVOS

CUANDO DOS O MAS EVENTOS NO PUEDEN OCURRIR SIMULTANEAMENTE AL
REALIZAR UNA SOLA VEZ UN EXPERIMENTO SE DICE QUE ESTOS SON h I

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ES DECIR DOS EVENTOS SON MUTUAMENTE EXCLU— '

SIVOS CUANDO ' NO. TIENEN NI UN “SOLO" ELEMENTO 'EN COMUN

: EJEMPLO

A) CUALOUIER EVENTO Y SU COMPLEMENTO SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS

,g)‘fcsom E={Y: 0<Y<25} Y A—{2 50,100} MUTUAMENTE EXCLUSIVOS’l

NO, PORQUE TIENEN EL ELFMENTO 2 EN COMUN

OPERACIONES CON EVENTOS

<UN10N A ‘ '
‘LA UNH%J DE DOS EVENTOS ES OTR O EVENTO CUYOS ELEMENTOS SON TODOS :

LQS DE<AMBOS. LA OPERACION DE UNION SE DENOTA CON EL SIMBOLO U

A

'“,E“WMPLos

A)Q;SI A—lz 4 6} ¥ B={1,6, 12}, ENTONCES'

/

CG= AUB ~{1 4 6 12 2}

'*B)S'<SON A Y B MUTUAMENTE EXCLUSIVOS° NO' PORQUE TIENEN EL 6 EN COMUN

¢). 8T D={Y: 0<¥<13} ¥ F {y: 205Y§50}w
- © ENTONCES . |

. DUE={Y: 0<Y¥<13, 20<Y<50}

D)f’SI.F={Y:U8<Y<20},DENTONCES E
'1:7:DUF—{Y 0<Y<20}

E{ﬁgsi.c;{y- 3<¥<10}, ENTONCES

*“ﬁbUG={Y- 0<¥<13}=.D; OBSERVESE QUE EN ESTE CASO GCD. EN GENERAL:

s1 ACB ENTONCES AUB B.. -f W

EN GENERAL, LA UNION DE VARIOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS

TELEMENTOS SON TODOS LOS DE LOS EVENTOS QUE SE UNEN.

ratabnbe e s Ve



EJEMPLO

AUBUF = 11,2,4,6, y: 8< y <20}

;;INTERSECCION :
" LA INTERSECCION' DE DOS EVENTOS ES EL CO’\IJUNTO DE ELEMENTOS OUE

AAPERTENECEN SIMULTANEAMENTE A AMBOS. - PARA‘_DENOTAR LA OPERACION

DE INTERSECCION SE USA EL SIMBOLO N .

EJEMPLOS

.',A) ‘A

{2,3,6} Y B = f2,6,10} ENTONCES ANB = C.= {2,6}

" B) - D" {Y: 4<Y<5} ENTONCES AND. ¢
OBSERVESE QUE E’\I ESTE EJEMPLO AY D SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS,
: YA QUE NO TIF‘NEN NINGUN ELEMENTO EN COMUN. SIEMPRE QUE‘ DOSs FVENTOS

SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS su INTERSECCION ES EL CONJUNTO VACIO.

EN GENERAL, LA INTERSECCION DE VARIOS'EVENTOS,ES‘EL’CONJUNTO DE

- ELEMENTOS QUE TODOS ELLOS TIENEN EN COMUN.
-EJEMPLO'

ST A = (2,3,6,8); B={2,3,10,100}; C={Y: 0<Y<5} Y. D={Y: 2<¥<4},

‘ENTONCES
“ANBNCND = E ={2,3}
AUBUCUD = F =(Y: 0<¥<5, 6,8, 10.1001

+

LA OCURRENCIA DE UN EVENTO Y OTRO I\'IPLICA LA OCURRENCIA DE AMBOS
A LA VEZ, ES DECIR, QUE SE VERIFIOUE LA INTERSECCION. LA OCURRENCIA' :
DE UN EVENTO 0" ALGUN OTRO, IMPLICA LA OCURRENCIA DE CUALQUIERA

DE ELLOS, ES DECIR DE LA UNION
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DIAGRAMAS DE VENN

'UNA MA‘\IERA DE ILUSTRAR GRAFICAMENTE LAS OPERACIONES CON CONJUNTOS k

- ES MEDIANTE OS DIAGRAMAS DE VENN. EN ESTOS CADA CONJUNTO SE

: I{EPRESEN'I‘A POR UNA CURVA CERRADA QUE ENCIERRA LOS ELEMENTOS

vOUE LE CORRESPONDEN .

- Evento ‘Ag = ’”'E_y‘en‘to A] ]

' Ava,c A'1 |
A\bnAi A3

NUnidh de Ag y 4y (A U4y

Diagramas de Venn (unién e interseccion de eventos)

¢

et e RS ORI SV




11,

TEORTA DE PROBABILIDADES -
AL LANZAR UNA MONEDA NO PODEMOS PREDECIR CON CERTEZA CUAL CARA.
QUEDARA HACIA ARRIBA. LO UNICO QUE SE PUEDE ASEGURAR, SI LA
MONEDA NO ESTA CARGADA,»ES“OUE'AMBAS-CARAS TIEWEN.LA MISMA-UPOR—-
gTUNIDAD DE. SALIR ES DECIR QUE LOS EVENTOS SIMPLES {CARA} Y~

{‘CRUZ_} o T-IENEN LA MISMA PROBABILIDAD DE OCURRIR.

COMO YA SE DIJO La PROBABILIDAD DE. QUE OCURRA UN ‘EVENTO ES UNA
_MEDIDA DEL GRADO DE CONFIANZA QUE SE. TIENE DE QUE ESTE OCURRA

.-_AL REALIZAR EL EXDERI“iENTO CORQESPONDIENTE.

' EXISTEN POR LO MENOS TRES M.ANERAS DE ASIG’\IARLE UNA PROBABILIDAD

A UN EVENTO";”‘

. 1EN TERMINOS DE LOS RESULTADOS DE REPETIR VARIAS VECES UN

: EXPERIMENTO (METODO FRECUENCIAL)
Y'UZ.‘/APLICANDO LA DEFINICI@N CLASICA DE PROBABILIDADES.

A, 3 CON BASE EN UN MODELO M.ATE’VIA’T‘ICO (PROBABILISTICO) DEL FENO—'

’{MENo DE QUE SE TRATE




METODO- FRECUENCTAL

ST N(a) ES ELTNUMERO DE VECES QUE SE OBSERVAwEL EVENTO-A AL .REA-

' LIZAR N VECES UN EXPERIMENTO LAFRHﬂENCD\REUUTVA _DE. Ai”DEFINiDA,_WH;VMJ“_;;

, COMO-'N (A) /N, SE CONSIDERA_COMO.ESTIMACION DE LA-PROBABILIDAD DE A,

U N(A)
P(A) = - |
YA QUE, EN EL LIMITE, P(A) éff .NéA)

EJEMPLO

'DE'UNA.URNA,CUE CONTIENE-BOLAS‘ROJAS' BLANCAS'Y'AZULES}”SE»SACO
UNA BOLA SE ANOTO SU COLOR 'Y SE REGRESO A LA‘ URNA. Si“EsTgiéxpE_
RIMENTO 'SE REPITE 20 VECES v LoS RESULTADOS sow o |

bbarrrabrabb,a,rbrra, ,a,DONDE.
r = ROJA b= BLANCA, aA— AZUL |
f¢OUE PROBABILIDADES LE ASIGNARIA A LOS EVENmOS B—{b}, A= {a}, y.

R={r}, DP ACUERDO CON EL METODO FRECUFNCIAL?'"

EN ESTA MUESTRA SE TIENE OUE N(B) 6 N(A)—G, N(R) 8 N=20

PSR I,

6 3 8
20 ~ 10

= 2, p'(Aﬂ) = _6 __3

jPQR LO QUE"P(B)L——20 ‘107 P 20 “10'

- NOTESE OUE LOS EVENTOS B A Y -R SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, Ya AOUE
SON EVENTOS SIMPLES Y QUE

P(B) + Q‘A) + P‘R) =15 *t15t 10" ;fYNS)

olw

_EN.DONDE S = {r,b,a)



DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDADES

"SI N'(A) ES EL«NUMERD DE NANERAS  TGUALMENTE P?OBABLES EN 'QUE‘ PUEDE

'OCURRIR EL EVENTO A YN ES EL NUMERO TOTAL DE ELEMENTOS DEL ESPA-"

CIO DE. EVENTOS CORRESPONDIENTE ENTONCES LA PROBABILIDAD DE A ES

P(a) = N‘A)

EJEMPLOS

- B). SI~SE LANZAN.DOS DADOS cCUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE

'A) SI EN UNA URNA SE TIENEN 5 BOLAS BLANCAS Y 15 NEGRAS, Y SE VA

A SELECCIONAR UNA AL AZAR, ¢CUAL ES LA'PROBABILIDADQDE.QUE

- SEA BLANCA(A— { BLANCA} )?

N

5+15 20; N(A) 5#>P(A)¥§§— % 2

1. SALGA UN 2 X UN 5 (FVEN”O B)’

2. LA SUMA SEA - 7 (EVENTO A)

‘PARA EL.‘INCISO 1 EL ESPACIO DE EVENTOS Es'.':‘

-

(1,1 (1,2 ,3) (1,4 (1,5 (1,6

2.1) (2}2)(2}3)"<2,4y’(2,5) (2,6)
(3,1)(3,2) (3;3) (3,8) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2)(4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
"(5;1x'i5,2)(513)1(5,4{1(5,s> (5;6)

L 2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6) J-

-CSI EL DADO NO ESTA CARGADO CADA PAREJA DE NUMEROS ES IGUALMENTE
' PROBABLE' EN TAL CASO, N=36 y N(B) 2 ( APARFCE (2, 5) o) (5,2))

¢e> P(B) 2/36=1/18.

, PARA EL INCISO 2 EL ESPACIOADE EVENTOS ES

' Sl—{2 3,4, 5 6 7, 8 9, 10 11,12}

. PERO NO TODOS LOS ELEMENTOS (EVENTOS SIMPLES) SON IGUALMENTE PROBA--'
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BLES, YA QUE, POR EJEMDLO EL 2 SOLO APARECERA SI SE’ OBSERVA La

7PAREJA (1,1), FN CAMBIO EL 3 APARFCERA SI OCURREN LAS PAREJAS

S (1,2) O (2.1), BS. DECIR, EL 3 TIENE EL DOBLE. DE. PROBABILIDAD

QUE EL 2. POR ESTO, PARA CALCULAR LA PROBABILIDAD DF QUE LA SUMA »

SEA 7 ES NECESARIO TRABAJAR CON EL ESPACIO S Y CONTAR LAS MANERAS

“POSIBLFS DE QUE LA 'SUMA SEA" 7, LO CUAL OCURRE SI SE OBSERVA CUAL—

QUIERA:DE LAS PAREJAS (6, l), (5, 2), (4 3), (3 4), (2, 5) o (l 6),

- ES DECIR, HAY 6 MANERAS IGUALMENTE PROBABLES DE QUE OCURRA EL

EVENTO A. POR LO TANTO

U.PROCEDIENDO DE ESTA MANERA SE PUEDEN CALCULAR LAS PROBABILIDADES

DE QUE LA SUMA SFA 2, 3 4, ETC LOS RESULTADOS SON.

4

< Wy oLl p _52_"_. | _'"3_3.‘~ '_
PU2)) =3 P(._{}.}_)_,-—_ - P(-{4_}) - 3% P({S}) 3
P((6)) = 3o PU7)) = S PhS})sﬁ; p((o1) = 3—6—
P({10}) = 3¢ ';'.P({.ll.},)g =2y rr12h) = &

36

: . 127 )
(OBSERVESE4QUE z P({i})=1
:i=2

ASIGNACION DE PROBABILIDADES MEDIANTE un MODELO MATEMATICO

"MEDIANTE ESTE METODO LAS PROBABILIDADES SE ASIGNAN A PARTIQ DE UN.

S_ MODELO MATEMATICO QUE INVOLUCRE TODOS LOS EACTORES POSIBLES QUE

INTERVIENEN EN LA ALEATORIEDAD ‘DEL FENOMENO.



AXTOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

LAS PROBABILIDADES QUE SE ASIGNAN A LOS DIFERENTES EVENTOS_
RELACIONADOS CON UN FENOMENO ALEATORIO DEBEN CUMPLIR CON LOS

SIGUIENTES TRES AXIOMAS:

‘AXH”M‘7: LA PROBABILIDAD DE‘OCUQRENCIA DE UN EVENTO A'ES.UV
| | .NUMERO P(A), QUE SE LE ASIGNA A DICHO EVENTO CUYO VALOR
| QUEDA EN EL INTEQVALO
0<P(A)<1
f’_AXvIOMA 2:  SI'S ES UN ESPACIO DE EVENTOS, ENTONCES
| , o P(S)_ |
Axnﬁm;3{  LA'PROBABILIDAD P(Q), DE LA UNION, G, DE Dbs EVENTOS

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS A Y B, ES IGUAL A LA SUMA DE LAS

'.fPROBABILIDADES Dp ESTOS - BES DECIR,
P(AUB) = P(C) = P(A) + P(B)

_EJEMPLOS

A) EN EL PQOBLEMA DEL LANZAMI“NTO DE UN DADO | QUE MO FSTA CARGADO
| SE PUEDE ASIGNAR A°CADA NUMERO EA caDA EVENTO SIMPLE) UNA pRQ—w-”
"BABILIDAD DE 1/6, SI a={2,4} Y B=(5,61}, _ ENTONCES, PUESTO
'rQUE A={2}U{4} Y B={5}y{6}, 'Y QUE LOS EVENTOS;ELEMENTALES 50N

-.MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI APLICANDO EL AXIOMA 3 SE

| ' - OBTIENEN'
P(A)=P({2}) + P({4}) =-%+ %= _é_ _ %
E’ s ' P(B):P({S}).+ P({G})'= %Q+ %,= %‘= %

'SI G=AUB, Y DADO QUE A Y B SON EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS:

P(G) = P(A) + P(B) =-% +.%.=‘§ o
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ADEMAS, OBSERVESE QUE SE CUMPLE CON LOS AXIOMAS 1 Y 2,

YA QUE | |
P(S) ¥ ({1}) + P({Z}) + P({3}) + P({4}) +. P({S}) + P({6})
- B S R T R T T S ) o
-€+3+€+€f€+€-€-1
‘EJEMPLO

EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE DOS DADOS, ¢CUAL ES LA pRoBABI—‘"
'LIDAD QUE‘AL REALiZAR UNA VEZ EL EXPERIMENTO‘LA SUMA DE LOS‘DOS:'

| NUMEROS - “QUE OUEDEN 'HACIA ARPIBA SEA 7 U 11? ESTO ES EQUIVALENTE
A PRECUNTAR POR L& PROBABILIDAD DE QUE OCURRA EL. EVENTO L
5];={7}¢J5{11};v PUESTO QUE 7)Y {11},SON EVENTOS MUTUAMENTE“

© EXCLUSIVOS: - - o o -

CP(@) = PUTI) + P({11}) =
‘;JEMPLO" B |

'EN UN. LABORATORIO SE PROBARON 100 VIGAS DE CONCRETO REPORZADO Nowl—f

 NALMENTE IDFNTICAS Y SE ANOTARON LAS CARCAS CON LAS CUALES FALLO

"_CADA UNA DE ESTA SUCESION DE EXPERIMENTOS SE ASIGNARON EN TER—

l4MINOS DE LAS FRECUENCIAS RELATIVAS CORRESPONDIENTES LAS SIGUIENTES o
‘PROBABILIDADES’ N

SI A_={X:-0§X§20 toﬁ};iP(A).= 0.17
 SI"B £{X:.20<X§40‘t0n};‘P(B) =‘0;24
ST c';{x:_40<xﬁsqvton}; P(C) = 0.27

ST

D ={X: 60<X<80};  P(D) = 0.13
SI E ={X: 80<X<100};  P(8) = 0.11
SI F ={X: 100<X}; - P(F) = 0,08

IP(.) =.1.00
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SI SE REALIZA UNA VEZ MAS EL EXPERIMENTO, CALCULEMOS LAS SIGUIEN-

TES PROBABILIDADES:

A) QUE LA RESISTENCIA SEA MENOR 0 IGUAL QUE 80 TON. PUESTO QUE
G= {X: 0<X<80 ton} SE TIENE QUE G= AUBUCUD, POR LO QUE

P(G)=P(A) + P(B) + P(C) + P(D) = 0.17 + 0.24 + 0.27 + 0.13 = 0.81

B) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 60 TONS., PUESTO QUE
CH= {X: 60<X<»} O H={X: X>60} SE TIENE QUE H= DUEUF,

POR LO QUE P(H) = P(D) + P(E) + P(F) = 0.13 + 0.11 + 0.08 =032

C) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 40 TON, PERO CUANDO MUCHO
100 TON. |
- PUESTO QUE I={X: 40<X<100} SE TIENE QUE I = CUDUE °

. POR LO QUE P(I) = P(C) + P(D) + P(E) = 0.27 + 0.13 + 0.11 = 0.51
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TEOREMAS
DOS TEOREMAS IMPORTANTES QUE SE DEDUCEN A PARTIR DE LOS AXIOMAS
SON: '
TEOREMA 1.

SI A ES UN EVENTO DEL ESPACIO S, ENTONCES P(£)=1—P(A)‘

DEMOSTRACION

PUESTO OUE A Y A SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS
Y ADEMAS AUA=S, ENTONCES, P(S)=P(A)+P(A)=1
> P(R)=1-P(a) |
-CASO:?ARTICULARE PUESTO,QUE P(§)¥1—P(S)=o Y S=g, SE TTENE QUE

P (g)=0

- = R T STSLeES. . LEeo LT il n e - oo
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TEOREMA 2.

SI A Y B SON DOS EVENTOS CUALQUIERA DE S, ENTONCES

P (AUB)=P (A)+P (B)-P (ANB)

DEMOSTRACION

SEA EL DIAGRAMA DE VENN:

AUB= (ANB) U (ANB) U (BNR). PUESTO QUE ANB, AN ¥ BnA SON MUTUAMENTE
EXCLUSIVOS, SE TIENE QUE P (AUB) P(AnB)ﬂxAnB)+D(BnA)

SUMANDO Y RESTANDO P (ANB) Y AGRUPANDO TERMINOS SE OBTIENE
P(AUB) = [P(AnB)+P(An§)]+[P(AnB)+P(Bﬂi)]—P(AnB)

PERO A—(AnB)U(AnB)4>P(AnB)+p(AnB) P(a)

Y B—(AﬂB)U(BﬂA)%)P(AnB)+P(BﬂA) =P (B), POR LO QUE

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AOB)
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- _BEJEMPLO

EN UNA URNA SE TiENEN 28 TIRAS DE PAPEL Y EN CADA UNA SE ENCUEN-

' TRA ANOTADA UNA LETRA DISTINTA DEL ALFABETO. - CALCULE EA PROBA--- =

BILIDAD DE QUE AL EXTRAER AL AZAR UNA TIRA:

A) SE OBTENGA UNA VOCAL

B) SE OBTENGA a O 2

.C) OCURRAN C Y D, DONDE c=1{%,v,2} y
D={b,c,v,z}

D) OCURRA G O D

Respuestas o
a) A={a~-feri10ru} ?>P(A)= %
2
B) B={a,z} =>P(B) 55
2

C) F= CND= {y,z} =>P(F) =

2
D} E= CUD= {b,c,x,v,z} =>P(E

= D
= 28
6 P(E)=P(C)+P (D)-P(CND)
o 2 .. 3 4 2 _ 5
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REGLAS DE CONTEQ

AL ASIGNAR PROBABILIDADES A LOS EVENTOS APLICANDO LA TEORIA CLA-

SICA ES NECESARIO CALCULAR N(A) Y N PARA APLICAR LA FORMULA

P (A)=N(A) /N.

SEAN, POR EJEMPLO, LOS EVENTOS A={b,c} Y B={a,e,i,o,u} CON LOS
CUALES SE FORMAN PALABRAS DE DOS LETRAS, LA PRIMERA DE A Y LA
SEGUNDA DE B. EL EVENTO QUE SE FORMA ASI ES |
| C={xvy: XEA; yveB} | |
ST ENUMERAMOS LOS ELEMENTOS:

CON iA b: ba;be,bi;bo,bu S

o | | j} 10 ELEMENTOS

CON LA_c:‘ca,ce,ci,cQ,cu ' .
SIN EMBARGO, LA SOLUCION SE PUEDE OBTENER,RAPIbAMENTE SIN NECE-
SIDAD DE ENUMERAR TODAS LAS POSIBILIDADES, OBSERVANDO QUE LA PRI~
MERA LETRA SOLO PUEDE SER DE DOS TIPOS b O ¢, MIENTRAS QUE LA
SEGUNDA, DE CINCO TIPOS a,e,i,o,u, POR LO QUE EL TOTAL DE ELE-
'MENTOS ES 2x5=10, ES DECIR, EL EVENTO,C PUEDE OCURRIR DE 10 MA-

NERAS DISTINTAS E IGUALMENTE PROBABLES.
REGLA DE LA MULTIPLICACION _
EN GENERAL, SI DOS EVENTOS, A Y B, PUEDEN OCURRIR DE N(A) Y N(B)

MANERAS DISTINTAS, RESPECTIVAMENTE, ENTONCES EL TOTAL DE MANERAS

EN QUE AMBOS PUEDEN OCURRIR, EN EL ORDEN INDICADO, ES N(A) X N(B).

'ESTA REGLA SE PUEDE CENERALIZAR A MAS DE DOS EVENTOS.
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EJEMPLO
{CUANTOS NUMEROS PARES DE TRES CIFRAS SE PUEDEN FORMAR UTILIZAN~-

DO LOS DIGITOS 5,6,7,8 y 9, SIN QUE SE USE EL MISMO DIGITO EN LAS

DECENAS Y LAS CENTENAS?

SOLUCION.- SEAN LOS EVENTOS
A ={X: X ESTA EN IAS CENTENAS}
B ={Y: Y ESTA EN LAS DECENAS}
C ={z: 2z ESTA EN LAS UNIDADES Y ES PAR}

‘D ={XY¥Z: XeA; YeB; ZgeC}

PUESTO QUE NO SE PERMITE REPETICION DE‘DIGITOS, N(A)=5vY N(B)=4.
ADEMAS, PUESTO QUE EL NUMERO DEBE SER PAR, N(C)=2., POR LO TANTO

N(D) = 5x4x2=40

SI EL ULTIMO DIGITO NO TUVIESE QUE SER PAR: SH{XYZ: X€A;YEB;ZeF)
 DONDE F={Z: Z ESTA EN LAS UNIDADES]

"~ ENTONCES N(F)=5 ¥ N(S)=5x4x5=100.

'CON ESTO, CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE SI EL ESPACIO DE EVENTOS
ES § Y SE ANOTAN .TODOS LOS NUMEROS DEL MISMO EN UNA TIRA DE PAPEL,

AL SACAR UNA AL AZAR DE UNA URNA, EL NUMERO SEA PAR:

N(A) _ N{A) _ 40

PR) = ={(s)y = T00 "

0.4 = 40%
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EJEMPLO

EN UNA CAJA SE TIENEN TRES PERFORACICNES NUMERADAS DEL UNO AL
TRES. SI SE:HECHAN'EN ELLA TRES BOLAS TAMBIEN NUMERADAS DEL 1 AL
3 Y SE AGITA LA CAJA, CALCULAR LA PROBABiLIDAD DE QUE NINGUNA

BOLA CAIGA EN LA PERFORACION QUE TIENE SU NUMERO (EVENTO A)

2 POSIBILIDADES

N(A) = 2x1x1=2
N = 3x2x1=6
P (A) =N(a) _2_1

N 6 3 ' , "1 POSIBILIDAD




EJEMPLO

SE DISPONE DE TRES BANDERAS: UNA BLANCA, UNA NEGRA Y UNA VERDE..

-

'CION DE LAS BANDERAS ES IMPORTANTE (EVENTO A)2 °

ST CADA PAREJA DE BANDERAS DE DISTINTO COLOR CONSTITUYE UNA

" SENAL, ¢CUANTAS SENALES SE PUEDEN HACER SI EL ORDEN DE COLOCA-

N(A) = 3x2=6

SI TRES BANDERAS TAMBIEN CONSTITUYEN UNA SENAL CUANDO TODAS
SON DE DIFERENTE COLOR :CUANTAS SENALES PODEMOS HACER CON LAS
3 BANDERAS A LA VEZ (EVENTO B)?

N(B) = 3x2x1=6

¢CUANTAS SENALES SE PUEDEN HACER CON DOS O TRES BANDERAS EN LAS

CONDICIONES ANTERIORES (EVENTOS C)? & =AUB

N(C) = N(A) + N(B) = 6+6=12

ST CADA SESAL DEL EVENTO C 'SE DIBUJA EN UNA TIRA DE PAPEL Y
LUEGO SE COLOCAN EN UNA URNA, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE
ST SE TOMA UNA AL AZAR, |
A) SALGA UNA $ENAL ESPECIFICA (EVENTO F): (s=¢)

(e = N(F) /N(C) = 1/12

B) SALGA UNA SEFAL CON DOS BANDERAS POR LO MENOS (EVENTO G):

G=C SN(G)=12 BP(G) = 12 = 1
'C) SALGA UNA SENAL CON DOS BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE (EVENTO H):
i} IO S| 4
N(H) = 1x2+2xl1=4 =P (H) =15 = 3

D} SALGA UNA SENAL CON TRES BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE (EVENTO I)

N{I)é Ix2x1+ 1xIx2+ 2x1x3 =6

D(I)= 6/12 = 1/2 = 50%
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E) SALGA UNA SENAL CON DOS O TRES BANDERAS EN QUE SE USE UNA
VERDE (EVENTO J)
J = HUI =>N(J) = N(H)+N(I) = 4+6=10

P(J) = 10/12 = 5/6
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PERMUTACTONES

EL ARREGLO DE N OBJETOS EN CIERTO ORDEN SE DENOMINA PERMUTACION.
POR EJEMPLO, TODAS LAS PERMUTACIONES QUE PUEDEN HACERSE CON LAS

LETRAS A,B,C SON: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA, EL TOTAL ES

3x2x1=6 PERMUTACIONES (N=3).

EN GENERAL, EL NUMERO DE PERMUTACIONES ES N(N-1) (N-2) (N-3)x...x1=N!

EJEMPLO

aCUANTAS PERMUTACIONES SE PUEDEN HACER CON 5 OBJETOS?

5! = 5x4x3x2x1=120

EJEMPLO
EN UN LIBRERO SE COLOCARAN AL AZAR 7 LIBROS. CALCULEMOS LA PRO-

BABILIDAD DE QUE EL DE HISTORIA Y EL DE GEOGRAFIA NUEDEN JUNTOS

_ @f
(EVENTO A). e
21
D(A) = N(A)/N =5
. zq
e
DN
. 1]
N=7! = 7x(6x5x4x3x2x1) = 7x6!
' 2!x6! 2!x6! 2
- 1 i . = il 2 = = —



EJEMPLO

EN UNA URNA SE TIENEN 6 ESFERAS, DE LAS CUALES

3 SON NEGRAS. SI LAS SEIS SE‘EXTRAEN AL AZAP,

LA PROBABILIDAD DE QUE LAS 3 BLANCAS SALG AN EN FORMA CONSECUTIVA

(EVENTO F) ES:

e e

>

; 3/
AL

]

. /-‘ '
G0

N

N(F) = 3! x 4! ;

P(F) = N(F)/N

3 1.

—

G =

4!
N= 6!
3! x 4! 3! x 4!
6! 6xX5%4 !

_.\\
\\\
z N R
/- /
/ 4
" ‘\,,//

s

26.1

'3 SOM BLANCAS Y

UNA TRAS OTRASIN REMPLAZ(

-//’ﬂ‘\\\\
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EJEMPLO

EN UNA URNA SE TIENEN 7 SOBRES IDENTICOS Y CADA UNO CONTIENE UM BI-

LLETE DE DIFERENTE DENOMINACIONi(145,10,20,50,l00 Yy 500 PESOS) .

¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE 1,5,50 y 500 PESOS SALGAN CONSECUTI-= ~
VAMENTE' EN CUALQUIER ORDEN, SI SE SACAN LOS SIETE AL AZAR, UNO

TRAS OTRO (EVENTO A)?.

7
o o - TN
[ '___1 ST e ey
1 s oo | P B e
bt fed s ] kool fan ] f20 ] fuoo]
N D
N
!
N(A) = 4!x4!; N=T!
by = 4ix4! _ 4!x4l _ 4x3xaxl _ 4

7! Tx6x5x4! 7x6xX5 5
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PERMUTACTONE:} PARCTALES

/

EL NUMERO DE MANERAS EN QUE SFE PUEDEN ORDENAR N OBJETOS TOMANDO
: S

v

DE r EN r ES:

NPy = _ NI
(N-r)!

ESTO 'ES EQUIVALENTE A DECIR QUE NPr ES EL NUMERO DE DIFERENTES
MANERAS EN QUE r OBJETOS PUEDEN SER SELECCIONADOS DE N OBJETOS
(r<N) SIN REEMPLAZAR NINGUNO DE ELLOS AL LOTEV ANTES DE SACAR EL
SIGUIENTE, |

OBSERVESE QUE SI r=N:

EJEMPLO

SI SE TIENEN LAS LETRAS A,B,C,D, EL NUMERO DE MANERAS EN QUE SE

PUEDEN ORDENAR TOMANDO DE 2 EN 2 ES

_ 4! = 4x3x2. _
4P2 = =y T T T 12

EL CONJUNTO DE ESTAS POSIBILIDADES ES:
S ={AB,AC,AD,BA,BC,BD,CA,CB,CD,DA,DB,DC}
OBSERVESE QUE CUANDO EL ORDEN ES IMPORTANTE, AC NO ESLO MISMO QUE

CA, ETC.



COMBINACTIONES

CUANDO EL ORDEN NO ES f[MPORTANTE, ES DECIR, SI EL AGRUPAMIENTO

COMBINACTONES. POR EJEMPLO, SI SE FORMARA UNA COMISION DE 2 INDI-
VIDUOS DE UN GRUPO DE 8 TOMANDO SUS NOMBRES AL.AZAR DE UNA URNA,
Y DESEAMOS SABER CUANTOS COMITES DE 2 MIEMBROS PODRIAN FORMARSE

COMO RESULTADC, DEL PROCESO, ENTONCES LOS RESULTADOS(PEDRo;'JOSE)
v (JosE, PEDRO) CONSTITUIRIAN EL' MISMO COMITE, ES DECIR, NO IMPOR-

TARIA EN QUE ORDEN SE SACARAN SUS NOMBRES DE LA URNA.

ASI, SE PUEDE DEMOSTRAR QUE EL NUMERO DE COMBINACIONES POSIBLES
DE FORMAR DE N OBJETOS TOMANDO DE r EN r ES:
N N! '

) —_

r - (N-r)Ir!

 ESTC EQUIVALE A DECIR QUE NCr ES EL NUMERO DE MANERAS DISTINTAS EN
QUE r OBJETOS PUEDEN SELECCIONARSE DE N (r<N) SIN REEMPLAZO V SIN TM-

PORTAR EL ORDEN EN QUE APAREZCAN.

CUI\NDO UNO SE ENFRENTA A UN PROBLEMA QUE IMPLICA LA REPETICION DE UN EXPE-
R‘IMENTO,‘ ES NECESARIO DETERMINAR SI HAY O NO REEMPLAZO DE LAS OBSER-
BACIONES. POR EJEMPLQO, EL REPETIR EL LANZAMIENTO DE UN DADO Y OB-
'SERVAR CADA VEZ EL NUMERO QUE QUEDA HACIA ARRIBA LLEVA IMPLICITO

QUE HAY REEMPLAZO.
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EJEMPLO

UNA CAJA CONTIENE 10 FOCOS, DE LOS CUALES 3 SON DEFECTUOSOS, SI

Ed

SELECCIQNAMOS 4 AL AZAR SIN REEMPLAZO
A) ¢CUANTOS SON LOS RESULTADOS POSIBLES, ES DECIR, CUANTOS ELE-

MENTOS TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS?

1ol _ -
10P4 =—To=4) 7T " 10x9x8x7 = 5q40

B) ¢CUANTOS ELEMENTOS DE S TIENEN COMO PRIMER RESULTADO UN FOCO

N(S)

DEFECTUOSO Y TRES FOCOS BUENOS EN LOS OTROS TRES?

> pi ~> ' : /Q% _
e . ///,m ////*\\‘ i -~
4 / ' B
A (b ( b j 6 \\
~ N '// 4
~ P A — - \\\‘“//
- _ 3t 71 _ 31 71 “
NA) = 3Py x Py = 3oy ¥ (753)7 3T X 13
N(A) = 3 x (7x6x5) = 630

‘2> P(A) = 630/5040 = 63/504

C) ¢CUANTGS ELEMENTOS DE S TIENEN UN FOCO DEFECTUOSO Y 3 BUENOS?

2+1= \
K/ T -///“\\‘.\1 e N .
16 \ 6 b)Y
// \-‘ s \\
N(B) =4 x ,P, x P, = 43630 = 2520 N S N i
31 7°3 M e
. y - o er—
= _ 2520 _ 1 P
=> P(B) = 040 3 75
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!
|
|
5

PERMUTACIONES DE GRUPOS DE OBJETOS

\

"EL, NUMERO DE PERMUTACIONES POSIBLES DE N OBJETOS DE LOS CUALES

SE TIENEN N, TGUALES ENTRE SI EN EL PRIMER GRUPO, N, IGUALES  _

2

ENTRE SI EN EL SEGUNDO GRUPO, ETC, HASTA N, IGUALES EN EL K-ESIMO

K
GRUPO (LOS GRUPOS SON DISTINGUIBLES ENTRE Si), DE MANERA QUE

N, + N, +...+ Ny = N QUEDA DADO POR LA FORMULA:
2 N!
N "N, No,ous, N, = e .
172 R TN TN, TN
'EJEMPLO

EN EL:INCISO'C DEL EJEMPLO ANTERIOR SE‘TIENEN DOS GRUPOS EN LA

MUESTRA, EL DE DEFECTUOSOS CON UN SOLO ELEMENTO, ES DECIR N,=1,

Y EL DE BUENOS, CON TRES ELEMENTOS, N

2
1 .
DE‘4P1,3 = Ao 4 MANERAS DISTINTAS.

=3, QUE SE PERMUTAN POR GRUPO

113!

EJEMPLO

PR

ENUMERE LAS PERMUTACIONES QUE SE PUEDEN HACER CON DOS GRUPOS DE

BOLAS, 2 NEGRAS Y 2. BLANCAS.

-b bn .
n1 = 2
bnbn
b n nkb n2 = 2
nbbn : 4
nnbb aP2,2 = 3727 = ©
nonb
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EJEMPLO
UNA CAJA CONTIENE 25 TRANSISTORES DE LAS CUALES 3 SON EFECTUOSOS.
¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE, SI SE EXTRAEN 5 AL AZAR SIN
REMPLAZO,

A) SE OBTENGAN LOS 3 DEFECTUOSOS

B) SE OBTENGAN SOLO 2 DEFECTUOSOS

- C) SE OBTENGA SOLO 1 DEFECTUOSO

D) NO SE OBTENGA NINGUNO DEFECTUOSO?

SOLUCION:?

_ _.P. _ 25! _ 25!
A N(S) = 255 = 555yT = 701
GRUPO DE 3, N,=3 GRUPO. DE 2, .N,=2
TTe s TTs s |
R N | T D=DEFECTUOSQ
! Ps. ‘ A1 P | -
S N - B
5P3,2
. _ 3Ps ¢ ,,P_s.P L. 22} 51
N(A) = 373 % 22°275°3,2 = 3! 355y 3Ty
. ]
N(a) = 60 2Z%
22!
6055+
_ 200 _ 22! _ 60
P(B) = —55i— = 60 357 13800
20!
I
B) ! Nl_z' | N2_3 |
p p'!B B B |
| P | P
L .32 223 |
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p p p 31 221 5!
N(B) = 372 x 2273 x52,3=355)7T 122-3)7 21x31
_ 22! 5x4 _ 22!
N(B) = 3 157 T3 = 60 157
622!
b(B) = °ToT _ ., 22! 20x19! _ 1200
| 357 757 197 13800
307
c) ' N— :1—1 B N.=4
| o p p
i D i |/ B B B B N(C) = 3 x 2274 x 51,4
o p. b L 22! 5!
L3 224 N(C) =3 =yt * Trxan
P _ 22! 5x4! _ 221
S - MO =3 35T Tiar T 1S IET
15 22! |
p(cy = o IBL _ 15%20x10x18! _ 5700
. 551 250 .o, 13800
307 ST X 18!
. . _.p. 22! 220
D) B B B BB ND) = 2275 = S3teyT = v .
22%5 - :
, _221/17! _ 20x19x18x17!
) P(D) - 1 - v
257 357 :
B x 17!

0! 20!
P(D)=6840/13800 '

OBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO HEMOS CALCULADO LAS PROBABILIDADES DE
TODOS LOS ELEMENTOS_DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL"NU- |
MERO DE DEFECTUOSOS QUE SE PUEDEN OBSERVAR EN UNA SELECCION AL AZAR
DE-S ELEMENTOS", ENM LA CUAL SOLO SE PUEDEN TENER 0,1,2, é 3 DEFEC-

TUOSOS, ES DECIR,

s = {0,1,2,3}



VERIFIQUEMOS QUE, EN EFECTO, P(S) = 1:

P(S) = P({0}) + P({1}) + P({2}) + P({3})

_ 6840 . 5700 . 1200 ., _ 60
13800 © 13800 ' 13800 * 13800

(N
w
@
o
o

[y
w
[e0]
o
(w]
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PROBABI LIDAD COMDICTIONAL

LA PROBABILIDAD CONDICIONAL, P(A}B), DEL EVENTO A, DADO QUE EL B

HA OCURRIDO SE CALCULA CON LA FORMULA
eI D

. ralp = 2B ey
EVENTOS INDEPENDIENTES ' ‘
SI DOS EVENTOS;-A Y B, SON INDEPENDIENTES, LA PROBABILIDAD DE A

NO SE ALTERA SIAOCURRE EL EVENTO B; ESADECIR, DOS EVENTOS SON

INDEPENDIENTES ST

P(A|B) = P(A)

EN TAL CASO, DE LA ECUACION 1 :
- P(ANB) = P(A) x P(B) ' (1'y

N(B)/N{S) LA ECUACION 1

PUESTO QUE P(ANB) = N(ANB)/N(S) Y P(B) =

SE PUEDE ESCRIBIR COMO

N (ANB)

o _ TN(E)  _ N(ANB) (2)
P{AIB) = N(B)  ~ ~ N(B) ~

N(S)

(3

EL TRABAJAR CON LA ECUACION 2 EQUIVALE A EMPLEAR UN ESPACIO DE

EVENTOS REDUCIDO DE S A B.

_EJEMPLO

EN UNA URNA HAY 10 TRANSISTORES BUENOS Y 10 DEFECTUOSOS. ¢CUAL

ES LA PROBABILIDAD DE SACAR UNO B¥ENO Y UNO DEFECTUOSO (EN CUAL-

£y

OUIER ORDEN) Al REALIZAR DOS EXTRACCIONES AL AZAR, SI HAY REEMPLAZO.

MER TRANSISTOR OBSERVADO?

DEL. PRI
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HAY VARIAS FORMAS DE RESOLVER ESTE PROBLEMA:

1. PUESTO QUE EL NUMERO DE DEFECTUOSOS ES IGUAL AL DE BUENOS, SE
PUEDE FORMULAR EL SIGUIENTE ESPACIO DE EVENTbs, EN EL QUE
TODOS LOS ELEMENTOS‘SON IGUALMENTE PROBABLES:

s = {(d,d); (d;b); (b,b), (b,d)}
EL EVENTO DE rNTERES ES: |

A= ((db); (B,a)} .
POR LO QUE N(S8) = 4, N(A) = 2

1/2

Y P(A) 2/4

2. HAY 10 x 10 MANERAS DISTINTAS DE QUE SALGA PRIMERO EL BUENO Y
LUEGO EL DEFECTUOSO, Y OTRAS TANTAS DE QUE OCURRA DE MANERA
INVERSA. POR LO TANTO:

(10 x 10) x 2 = 200

N(a) =
N(S) = 20 x 20 = 400
P(n) = = 172"

200/400

3. SEAN'LOS EVENTOS
"B = {SALE PRIMERO EL BUENO Y LUEGO EL DEFECTUOSO} = ik, 4%
F = {SALE PRIMERO EL DEFECTUOSO Y LUEGO EL BUENO! = {(c b)}
D = {SALE PRIMERO EL BUENO}
E = {SALE SEGUNDO EL DEFECTUOSO}
O = {SALE PRIMERO EL DEFECTUOSO}
R = {SALE SEGUNDO EL BUENO} _
POR O TANTO, AL REALIZAR LAS DOS EXTRACCIONES CONSECUTIVAMENTE:

B = DNE Y F = ONR



SI A = {SALE UNO BUENO Y UNO MALO} = BUF
SE TIENE QUE P(A) = P(B)+P(F)

p(B) = P(DNE) = <0 4 10 _ 100 _ 1

20 ano 4

10 10 1

P(F) = P(ONR) = x =1

YA QUED Y E, Y O Y R SON INDEPENDIENTES. ESTO CONDUCE A
_1 .1 _1

PA) =Z7+7=3

RESOLVAMOS AHORA ESTE PROBLEMA SI NO HAY REEMPLAZO:

. _ 10 _ 10 _ 10
P(E|D)P(D)= 75 X 55 = T5"
0

.10/20,>P(E|D) = 10/19 ANALOGAMENTE, P(F) = 35

POR LO QUE P(A) = %% + %% - %%.

INDEPENDENCIA DE UN GRUPO DE EVENTOS
"EN GENERAL, LOS EVENTOS A A

YA QUE

P (DNE)

'.—l

P(D)

o s A

1r Bpreeerfiy

SON INDEPENDIENTES 571, Y SOLO SI,

)

P(A_ NA
K, R

znf"nAK ) = P(AKI)XP(AKz)x...XP(A

R K

K

R<M(TODAS

LAS PAREJAS, TERCIAS, ETC, DE EVENTOS POSIBLES DE FORMARSE DEBEN

PARA CUALQUTER GRUPO DE ENTEROS Ky, K,,...,K,, CON K

SER INDEPENDIENTES) .
DICHO DE OTRA MANERA, LOS EVENTOS A;, R,,..., Ay SON INDEPENDIENT

SI LOS ELEMENTOS DE TODOS LOS SUBCONJUNTOS POSIBLES DE R={A11A2,.

SON INDEPENDIENTES. ‘ ‘ ’ Ay}
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' EJEMPLO"

SI M=3, Ay Azny Aj SON INDEPENDIENTES SI, Y SOLO SI,
o A _

P(A,NR,) = P(A;)P(A,) TODAS LAS COMBINACIONES QUE  PUEDAN.
FORMARSE CON DOS EVENTOS:

. - > :
P(A,)P(Ay) (A Ay), {(Bg, A3Y, {A,, Aj}

P(Af\A3)

P(AzﬂA3)

P (ANANA,) =_P(A1)P(A2)E(A3)

/

SI M=4, PARA QUE Al, A2,-A3 Y A4 SEAN INDEPENDIENTES SE REQUIERE

QUE SE CUMPLA QUE
P(Af\AznA3nA

P(ANANRAL) = P(A)P(A,))P(A;) } | |
| TODAS LAS COMBINACIONES DE
TRES 'EVENTOS QUE PUEDAN FOR-

P(Af\A20A4) P(Al)P(Az)P(A4)

5

_ - | , '
P(AzﬁA3ﬁA4) = P(AZ)P(A3)P(A4) j MARSE = 43 = 3?'1. = 4
P(ANANA,) = P(A])P(A3)P(R,) 2

)

Na)) = P(a,)P(A,) ) )
P(n /1A, 1) PRy ‘
P(ANA;) = P(A)P(A;) - L ,
- {  TODAS LAS COMBINACIONES DE
P(A,NA,) = P(A,)P(A,) ' DOS EVENTOS QUE PUEDAN FOR-
1'%4 hbint 4 ! SR
® MARSE = 472 = 517 = 6

P(AzﬁA3) = P(AZ)P(AB) 2!A2!

P (ANA,) ='P(A2)P(A4)

P(ANA,) = P(R;)P(Ay)

SRS o [N



EJEMPLO

39.

EN UN ESTUDIO‘SOCIOLOGICO SE "INTERROGARON 1200 PERSONAS DE UNA

COLOMIA RESIDENCIAL, Y SE OBTUVIERON LOS SIGUIENTES DATOS:

GUSTO POR LA TITULO UNIVER{  SIN TITULO UNIF
MUSICA CLASICA  SITARIO VERSITARTO

- VARONES DAMAS VARONES = DAMAS 7

ALTO 100 50 200 250 600

BAJO 150 100 150 200 600
s 250 150 " 350 450 | 1200

ST A = {VARON} , B = {CON TITULO}

¢ = {GUSTO ALTO}

¢CUAI, ES LA PROBABILIDAD DE QUE SI

SE SELECCIONA UN CIUDADANO AL

AZAR DE LA MISMA COLONIA, ESTE SEA VARON, TENGA TITULO Y GUSTO

ALTO POR LA MUSICA?

POR EL METODO FRECUENCIAL: -

NUMERO . DE
NUMERO DE

NUMERO DE

POR LO TANTO

P(A)
Y P(C)
D =

P (D)

DE OTRA MANERA:

I

N

600/1200

600/1200

ANBNC Y A,

Wl

X

VARONES

PERSONAS CON TITULO

B

P(D)= 100/1200 =

= 250 '+ 350"

600

1/21 P(B) =

'1/2 . PUESTO QUE

Y C SON INDEPENDIENTES,
11

217

1/12

250 + 150 =

400/1200

400

PERSONAS CON ALTO GUSTO POR LA MUSICA CLASICA

W] =

SE TIENE QUE

= 600
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LTY GENERAL DE MULTIPLTCACTON :

. DE LA ‘ECUACTON (1):
P(AHB)' P(AIB)P(B)

VESTA ECUACION SE PUEDE PENERALIZAR A. MAS DE DOS EVENTOS ASI

P(ENE,N. mE ) P(E )P@éhﬂ P(EklE -2"f’3k41)~ _(3)
‘ POP EJEMPLO, SI K= 4
‘ p(EfﬁE2nE NE,) :;P( )P(Ez]El)P(E3|Ele2)X‘_

377

o ~ x P(E, IE 2, E) .
'EJEMPLO.‘ ’ .
:'¢CUAL ES' LA .PROBABILIDAD DE QUE AL EXTRAER SIN ‘REEMPLAZO CUATRO o
‘CARTAS AL AZAR DE UN PAQUETE DE 52 LAS DOS PRIMERAS SEAN DIA-

MANTES Y LAS DOS ULTIMAS SEAN CORAZONES (EVENTO E)?.

 SEAN K. {LA 1la. ES'DIAMANTE}} B ={LA 2a. ES DIAMANTE},

mi

jc-

'Il

(LA 3a, ES CORAZON}, = D ={IA 4a. ES CORAZON.
EN TAL CASO |
| :5=_AﬂBFCﬂD“={(d d, c.cﬁ
PXA) =’i3/52 P(BIA) 12/51 'P(ClA,B):lB/SO
P(D|A,B,C)=12/49
APLICANDO LA ECUACION 3 SE OBTIENE

_-13 12 13 12 _ 78
52°51 50 49 20825

ST LOS EVENTCS _Ei QUE APARECEN EN LA ECUACION’(3) SON INDEPEN-
DIENTES, ENTONCES

 AP(ElDE2ﬂ.. n K
QUE ES LA LEY GENERAL DE MULTIPLICACTON

E )‘= P(El)xP(Ez)g;..xP(Ek)'
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P EJEMPLO -
SE TIENEN EN UNA URNA TRES BOLAS BLANCAS Y.TRES NEGRAS ¢CUAL

ES .LA. PROBABILIDAD DE QUE _ APAREZCAN LAS TRES_ BLANCAS AL PRIN—

CIPIO SI SE EXTRAEN SIN REEMPLAZO SUCESIVAMENTE LAS SEIS'>

Gy
S S T S— ‘ _ A N .
1. bbbnnn CON PERMUTACIONES:
30 3t . UN{A) = 3! x 3! :
. N(S) = 6! L
S P(A) =-3!3! /6l = 1/20
2. {b b p n n n‘ ¢j ] ,-CON PERMUTACIONES POR - FRUPOS-‘
' ‘ N(A) =1 N
N(S) = gP3 3% 33T = 20
CP(R) = 1/20
3. 1; b ],? nnn
. REEEE
: T P o= £ =
:PROBAB_LIDQDES. 757 1

_CON‘PROBABILIDAbES CONDICIONALES:'

N -

1IN
"

FPIN
i

‘Ql

P(A) =,% x



T

AHORA, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE LAS TRES BLANCAS APAREZCAN

. CONSECUTIVAMENTE?

1.

'°lb b b»n*n n

!
p— A

bolnanal
s~
3t 4l

4P1,3 7 11

[§

N (A)

- P(A) - 4/ZQ‘= 1/5

. PROBABILIDADES:

41

w

CON PERMUTACIONES;

. AN AN
P(A).= ggié = %

CON PERMUTACIONES POR GRUPOS:

N[k —>T

-4, N(S) =

6F3,3 = 37137 = 20

CON' PROBABILIDADES CONDICIO-
NALES: o :

121 4
P(n)=(xzx7) 4Py 3755

nNn — g
D= —>
H-f>{ L

N



\ . R g

.- EJEMPLO-
DE UN LOTE DE 100 EJES DE RELOJERIA SE EXTRAEN CUATRO AL ‘AZAR SIN
. REEMPLAZO, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN DOS DEFEC-

TUOSOS (EVENTO A) SI. EN EL LOTE HAY 20 POR CIENTO DE- DEFECTUOSOS2 ...

d é o) b

, S NS K N I

: N 20 - 19 80 79
PRQBAB;LID@QES. 100 99 9§ 97

-CON PRQBABILIbAD CONDICIONAL:

P =22 19 8079 ¢ _ 415

2. 100Ps . . CON PERMUTACIONES PARCIALES Y EN GRUPOS:
il 20 80! 4! |
d d b b, -~ - 18! 78! 2121
N e e o P (A) - 100 :
,20?2 _80P2 . : 96! -

(20x19) (80x79) (6)

BRI . -
42,2 = T100x99%98x97 0.15




LEY GENERAL DE LA ADICTON

ST TODOS LOS EVENTOS E, SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI, "~ *

EL-AXIOMA 3 TAMBIEN SE GENERALIZA A:

. P(ElUEZU.,JUEk):= P(El)fP(E2?+;if+P(Ek) -
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TRREA % 4 POSKETLIOAD T

SE DICE;. QUE UN GRUPO BE EVEi\'ITos'i«*s COLECTTVAnAENfE EXHAUSTIVO ST 1A

UNION DE TODOS ELLOS ES EL- FSPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE o

| A o o /.E'spocid 'dél eventos

B; ~ N j |

EN’ UN GRUPO DE EVENTOS COLFCTIVAMENTE EXHAUSTIVOS Y MUTUAMENTE

EXCLUSIVO

'MN LA CUAT

BniASI A ES UN EVFNTO CUALOUIEQA DFFLNIDO

1r 2 Feeey
EN EL- ’VIISMO ESPACIO ENTONCES APLICANDO EL AXIOMA 3 RESULTA
©oi=n ¢
)t P(AnB ) + +_-1>(Af\B ) = 2 P»(A(\B.-)

P(A) = P(ANB

YA QUE‘ALO,S EV.'E'NTos A(\B’ SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS,"f Az LA

i
P (A)
i

]

b

!

/. 1—1 :
?»‘ ‘U ’r"’:':;.}

TOMANDO EN CUENTA QUE" P(A{\B ) (Bi_)P(A!Bi) , SE oBTIENE';‘FINAL‘I—, :

MENTE LA ECUACION .

.
P(B . )P(A{B)

SE DEFINE EL LLKMADO TEO’ZEMA VE LA PROBABILIDAD TOTAL
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TEOREMA DE BAVES -

' CONSIDERANDO OUE P(B nA) (AnB ), SE TIENE ﬂbr i

P(BiﬁA) P(AnB )
P(A)Y - -~ P(A)

e}
=
(h
z
!
!

(]
i
(@]
O\
>
g
[zal

é(B.)PxA!Bji' :

o

os)

w‘ N
il

-

e W
jo]

P(B,)P(A|B))

[WR

ESTE:§ESGLTADO'SE'CONOCéiCOMO TEOREMA. DE BAYES. A LAS PROBABILIDAEDES

P(B;) QUE SE ASIGNAN A LOS EVENTOS B, ANTE% DE ORSERVAR EL EVENTO

A; SE LES UENOMINA ,APRHRI()PPHHAS Z\LNSPMXEI]WU”ﬁS‘E(§j§E}QUE |

SE OB TTENPN DESPUES DE. OBSERVAR EL EVENTO A, su_LEs'LLAMA A POSTE-
. ; } EEEE -

) POSTERTORES.
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' EJEMPLO.
EN UNA FABRICA sE RECIBEN REFULADORES DE VOLTAJE DE DOS PROVEEDOREQ,

);B Y-B FN PROPORCION DE 3 A 1- ES DECIR, LA PROBABILIDAD DE QUE

ESrP(B )—3/4,

‘UN RﬁCULADOR TOMADO AL AZAR DROVENGA DEL PROVEEDOR Bl

SUPONFAMOS ADEMAS QUE EL CONTROL DE CALIDAD DEL PROVEEDOR Bl ES

50 DE MANERA QUE_EL 95%~DE LOS REGULADORES DE~Bi
TRABAJAN BIEN, Y S0LO EL~80% DE LOS DE 32 F CiONAN CORRFCTAMENTE

CALCULEMOS La PROBABILIDAD DE QUE UN RE"ULADOR TOMADO AL AZAR DUN—

MEJOQ OUE EL DE B

'CIONE BIEN (EVENTO A):
P(AIB ) = @;Q-j.P(A|B )' 0 80

DEL TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

P(A). P(A[Bl)P(Bl)+P(A|BZ)P(BZ)

0.95 x 3 + 0.80 x 7 = 0.9125
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vSUP@NGAMOS AHORA QUE LA PREGUNTA DEL»PROBLEMA’SE CAMBIA A: CCUAL
ES LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR TOMADO AL AZAR PROVENGA

DEL PROVEEDOR B SI SE_HIZOﬁUNA PRUEBA{DEL REGULADOR-Y SE OBSERVO

ll
- QUE FUNCIONA CORRECTAMENTE°

‘APLICANDO ‘EL TEORVMA DE BAYEQ

‘ : P(B,)P(A|B ) S L. Lo ]
- P(B ]A) = 1 LB OO A T
i AL P(B )P(A]B )+P(B ,)P(ATB,) S e
,3 o
_ g X095 - . 585 _
= a— = %5 = 0.78
='x 0.95 + = x 0.80 * :
ADEMAS. -
| © P(B,)R(AlB,) 7 x 0.80
P(By|R) = —F—pg—"— = ——5 55 = 0.22
o TE 4
OBSERVESE QUE A
l[A + p(BziA) = 0.78 + 0,22 = 1.00
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_EJEMPLO | 7

SUPONGASE QUE UNA PRUEBA PARA DETECTAR DiABETES'TIENE.UﬁA EFICIEN-
'CIA DEL 95%, ES DECiR; SOLO EN EL.95% DE'EQS'CASOS-SE DETE¢TA CoN
dﬁiiahiihﬁiééﬁ%ﬁéuEﬁfﬁﬁAt@EﬁédNixdﬁE7ﬁX7PéDEéE}g'SGPCNEKSE¥TAMBIEN:%'“
QUE EL 2% DE LAS PRUEBASVQUE RESULTAN POSITIVAS'SON.DE GENTE-sANA;-
Y'QﬁE BL 3% DE LA POBLACION DE UNA REGIQNibE'MEXICO PADECE ESTA  |
ENFERMEDAD B

a) &CUAL ES LA PROBABILIDAD DE. QUE " ‘UNA PERSONA SELECCIONADA AL AZAR
'PUEDA SER DECLARADA DIABETICA POR LA PRUEBA?f‘ |

by  §T LA PRUEéAﬁDICE~QUE SI £S DIABETICA, (CUAL ES LA PROBABILIDAD
'DE QUE REALMENTE LO SEA? \

= OLVUCiD S } : ; ’ ‘
l " {TIENE DIABETES} B, = {NO TIENE DIABETES}

2
‘E = {LA PRUEBA DETECTA“DIABETEs}f
P(By) = 0.03, P(B,) = 0.97 .

P(E|B;) = 0.95, P(E|B,) =.o?og%

P(EIBl)P(Bl) + P(E]BZ)P(B

i

~ a) P(E)
0.95 x 0.03 + 0.02 x 0.97 = 0.0479

I

P (B, )P(E|B, )
- P(B )P(E]B )+P(B )P (B | B

- b) P(B,|E)
‘ 1 )

0.03 x 0.95 _
0.03 x 0.95 + 0.97 x 0,02

0.59
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EJEMPLO
EXISTE UN EDIFICIO DE CONCRETO REFORZADO PARA EL CUAL SE:INVESTiGA ‘
SU CAPACIDAD 'DE 'CARGA DE DISENO. ”UN INGENIERO CON'BASE'EN sb
EXPERIENCIA PERSONAL Y CON BASE EN A EPOCA EN QUE .FUE LONSTRUIDO

ey

' DECIDE QUE LA RESISTENCIA NOMINAL, fé. DEL CONCRETO PUDO SER'
DE 150 KG/CM?, 200 KG/CM? 0 250 KG/CM? ch,LAs SIFUIENTES ‘PROBA-

BILIDADES PREVIAS: . -

. AN
RESISTENCIA NOMINAL, EN KG/CM> PROBABILIDAD
By =-{150} L P(B )= 0.3
o | y ]
B, = 12000 . _P(Bz) 9.6
By = {250} = o '_,'::_ P(B3)=O;}V

PARA PREDECIR LA RESISTENCIA NOMINAL REAL, ES NECESARIO REALIZAR
UN EXPERIMENTO QUE CONSISTE EN EXTRAER CORAZONES (MUEQTRAsj{DEL |
CONCRETO DE LA ESTRUCTURA Y PROBARLOS A COMPRESION STMPLE. .EL
INGENIERO DECIDE QUE LA RESISTENCIA, S, DE UN ' SOLO CORAZON DARA

UNA PREDICCION CONFIABLE, Y DEF INE LOb EVENTOS ANOTADOS EN' LA PRI-
MERA COLUMNA DE LA TABLA DE LA SIGUIENTE HOJA, A LAS CUALES LES
 ASIGNA PROBABILIDADES CONDICIONALES, DADA LA RESISTENCIA NOMINAL,
£, DE.ACUERDO CON LA SUPOSICION DE QUE LA RESISTENCIA TIENE DIS=
TRIBUCTON NORMAL CON LA MEDIA IGUAL A f! Y COEFICIENTE DE VARIACION
CONSTANTE; DE ACUERDO CON LA TEXTURA DEL CONCRETO Y CON LA EPOCA DE
CONSTRUCCION, LE ASIGNA UN VALOR DE 0.20 A DICHO COEFICIENTE (IMPLIe.

CA UN CONTROL DE CALIDAD MALO)
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RESIS’Y‘EN(‘IA DEL CORAZON s, EN | P(a.|B.)
B KG/CMz NE3) 150 (f]' )l 300 | (£ ) =50}
T e s LAl e T 2T _7(,c ) 37250
‘B ={150}  . 2={2oo} ;B’;é‘{fzf'S'o}" e
EVENTO A, = {S<175} 0.80 0.25 0.05 -
EVENTO A, = {175<S< 225} 0.20. 0.50 - 0.25
EVENTO A, = {S > 225} Q' 0.25 0.70 -
o
‘. u ,’ _/—““‘ o ) ) . .
N , / A Area=0-/%/ %= 0%
A S .\gf.r_sfr,w.a
A S 225 e Koo
/50 ! C
] 'y .
| <N o deso=05
52669 O 0-2% -/Lff’/—' reric s
td K g LI i ®
%/5 0.3 L
s ) \ ’ : & 'fy/c:r.)bxa
s = 2

/ el
=) {;//”
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SUPONGASE QUE SE SACA UN CORAZON Y OUE U RESISTENCIA RESULTA SER
DE 164 KG/CM®, S DECIR, QUE OCURRE EL EVENTO A,. LAS PROBABILI-

DADES A POSTERIORI DE LAS RESISTENCIAS NOMINALES SON, ENTONCES

‘é({iso}>D<A I{i501)

VP‘{lso?LAi} = ({150})P AL ({150})+P({200})P(A {{200})+p({250})P 1{250})

| 0.3 x 0.80 . . 0.24 o
0.37%x70.8 0.6 x 0.25 + 0.1,x 0.05  0.24 +0.15 + 0. 005 .

= 5 = 0.6076 -

pt{zoo})p<A11{200}>~

p({zoq}yAl)-: — 5355 — = §395 ‘éx Q73797

' P({2501)P (A, | (250}) '
- : _ 1 : _ 0.005 ' _ ~
,QQ{ZSO}IAl) = 0393 = §39% 0.0127

SUPONGASE AHORA QUE EN. VEZ DE UN SOLO CORAZON EL INPENIERO HUBIESE
DECIDIDO OBTENER-DOS, SITUADOS EN DIFERENTES NIVELES DE LA ESTRUCT”RA ‘

Y OUE AL PROBAQLOS EN UNO OCUQRIO Al Y EN EL OTQO A2 LA PROBABILIDAD -

DE QUE OCURRAN AMBQS EVENTOS (Al, Az) ST fé' ES RVALMENTE 150,» 00
2 '
14

0O 250 K5/CM SERA EL PRODUCTO DE -DOS PROBABILIDADES CONDICIONALES(

PUESTO QUE A, y A, SON INDEPENDIENTES.

LB, 1{1503) = P(a,[1{150})P(A,]{150}) = 0.80 x 0,20 = 0:16
(A, ,A,]{200}) = P(A,[{200})P(A,[(200}) = 0.25 x 0.50 = 0.125
= 0.0125

p(Al,A2J{250})'=-P(A1!{250})'P(Azj{zsn})g 0.95.x‘0.25



50..

ESTAS PROBABILIDADES SON INDISPENSABLES, YA QUE EL TEOREMA DE BAYES
EN ESTE CASO NOS DARIA: o . ',§‘ '

) P({lSO})P(A P9 {{150})'
P({lSO})P(A A21{150})+P({200}>P(A A2{{200})+p({250})‘”'

- m ,’ o 72:-;" == J e >-_:V
P({150}|Ay,A,)

. ' . - X . o .
- - : R . S

5P(Al,AZI{250}) ' , : 1 o o | o

EN. ESTE CASO LAS PROBABILIDADES A POSTERIORI SON:

' 0.3 x 0.16 T :
3. o X 0.16 + 0.6 x 0.125 + 0. I x 0. 0125

p({lso}jAl,AZ)

e .. 0,048  ©_ 0.048  _  so.
= 0.048 ¥ 0. 075 + 0. 00125 ~ 0.12425 ’

P({2003)P (A1 ,A,[{200})" 5 s o
0.12425 » S 0.12425 0 7T

P(1200},A1,A2).

P({250})P(A A, |{250}) ;56'00125

h

Sle o i eenio oo v s PO

i 0.010
0. 12425 - o 12425 -

P({QSO}IAl,AQ)

'1LOS MISMOS PESULTADOS SE HABRIAN OBTENIDO SI EL ING ENIERC,]DES?UEQ

. DE EXTRAER EL PRIMER CORAZON Y DE CALCULAR LAS-PROBABILIDAD ES Pésé
TERIORES CORRESPONbIENTEs, HUBIERA DECIDIDO SACAR EL SEGUNDO ¥
. RECALCULAR'DICHAS‘PﬁOBABILIDADES CON BASE EN LAS OBTENIDAS PARA EL
?RiMERoi‘ﬁS‘DECIR):LAS PROBABiLIDADEs PREviAS ENVEL‘SEGUNbO‘CALCGLO
SERIAN P({150}) = 0.6076, P({200}) = o.3797uylb({250}) = 0.0127.
EN TAL CAsé;”LAs PkOBABILIDAbES{POSTERiORES DADO QUE OCURRIO A2

SON



({150})p(A |{150})
0. 2 x 0.6076 + 0.5 x 0.3797 + 0.25 x 0.0127

P({150}/a,)

0.12152 . _0:12152
0.12152 + 0.18975 + 0.00318 _ 0.31445

= 0.386

p({zoO})P(A2|{200})

| 0.18975 _

r - _ 0. _
P({200}1A,) 0.31445 0.31445 ~ 0-604
. P({250})P(a,|{250}) |
P({250}|A )= — 2 = 0:00318 _ 4 419

182 G.31445 0.31445 10

OQUE SON IGUALES A LAS ANTERIORES,

CON IO ANTERIOR SE DEMUESTRA QUE LAS PROBABiLIDADES SE PUEDEN ACTUA-

LIZAR CONFORME SE VA OBTENIENDO NUEVA INFORMACION EXPERIMENTAL.
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VARTABLES ALEATORIAS

CLASIFICACION DE VARIABLES

B v
I

| VARIABLE:

TODA CARACTERISTICA QUE
PUEDE ASUMIR VALORES DI

FERENTES
IR A | ,
VARIABLES ESCALARES: _ ? VARIABLES NOMINALES: _|
SCN LAS VARIABLES QUE SOLO ! " | SON LAS VARIABLES QUE SOLO
|

ASUMEN VALORES NUMERICOS ASUMEN VALORES NOMINALES

L (NOMBRES, ADJETIVOS, ETC)
L h\\\\m‘ e - -
\\\_\\'
- i L e—— ‘ T Ty
VARIABLES CONTINUAS: i VARIABLES DISCRETAS:
i
SON AQUELLAS QUE PUEDEN ! SON AQUELLAS QUE PUEDEN ASU-
TOMAR UN NUMERO INFINITO 2- MIR UN NUMERO FINITO O UNO
NO NUMERABLE DE VALORES 1 INFINITO NUMERABLE DE VALO-
LES DISTINTOS
i e e e

UNA VARTABLE ALEATORIA ES UNA VARIABLE TAL QUE NO PUEDE PREDECIRSE

CON CERTEZA EL VALOR QUE ASUMIRA AL  REALIZAR UN EXPERIMENTO.

POR EJEMPLO, LA RESISTENCIA O CARGA DE FALLA DE UNAS VIGAS ES UNaA

VARIABLE ALEATORIA, YA QUE ANTES DE ROMPER UNA VIGA TOMADA AL AZAR

NO SE PUEDE PRECISAR CUAL SERA SU RESISTENCIA., EN LA SIGUIENTE

TABLA SE PRESENTAN LOS RESULTADOS EXPEﬁiMENTALES CON 15 VIGAS DE
A

CONCRETO REFORZADO, OBSERVANDOSE QUE ESTOS VARIAN DE UNAS A OTRAS
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TABLA 2. PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO

Niimero de Carga de agrieta- |} Carga de falla,

la viga - | miento, en kg en kg
1 4700 4700

2 3 840 4220

"3 3270 4 360
4 2310 ' 4 680

5 2950 4270

6 , 4810 4810

7 2720 10 4590

8 2720 ' 4490
9 4310 - 4310
10 2950 . | 4630
11 4220 - 4220
12 2720 4340
13 2720 : 4 340
14 2630 ' 4770
15 12950 4630

A TODO EXPERIMENTO SE LE PUEDE ASOCIAR AL MENOS UNA VARIABLE ALEA-
: TO#IA, DEPENDIENDO ESTA DEL PROBLEMA'QﬁE SE TENGA PLANTEADO. POR
EjEMPLO;‘EN EL CASO DE LA RESISTENCIA DE LAS VIGAS DE VARIABLE
ALEATORIA PUEbE SER DIRECTAMENTE - DICHA RESISTE&CIA,_EN CUYO
CASO SU ESPACIO DE EVENTOS SERIA |
sl = {X: 0<X<w} ‘
LA VARIABLE TAMBIEN PUDO HABER SIDO UNA CUYO ESPACIO DE EVENTOS
FUERA | o |

S, = {EXITO, FRACASO} '
EN DONDE EL EXITO OCURRIRIA SI LA VIGA RESISTIERA MAS DE CTERTA
CANTIDAD, POR EJEMPLO 4600 KG, Y EL FRACASO OCURRIRIA SI RESISTIERA

YMENOE, ES DECIR:
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EXITO: SI X>4600 KG

FRACASO: SI X<4600 KG

EL COMPORTAMIENTO DE UNA VARIABLE ALEATORIA SE DESCRIBE MEDIANTE
- 8U LEY DE PROBABILIDADES, LA CUAL PUEDE ESPECIFICARSE DE DIFERENTES
FCRMAS. LA MANERA MAS COMUN DE HACERLO ES MEDIANTE SU DISTRIBU-

CION O DENSTIDAD DE PROBABILIDADES.,

A FIN DE EVITAR CONFUSION, SE EMPLEARA UNA LETRA MAYUSCULA PARA DENOTAR
UNA VARIABLE ALEATORIA, Y LA MINUSCULA CORRESPONDIENTE PARA LOS

VALORES QUE PUEDE ASUMIR,., SI LA VARIABLE ALEATORIA X ES DISCRETA

Y PUEDE ASUMIR LOS VALORES X;, SU DENSIDAD DE PROBABILIDADES,

ir

£, (x) SERA EL CONJUNTO DE LAS PROBABILIDADES

X i i
LA -CUAL SE LEE "PROBABILIDAD DE QUE X = xi". ESTO ES
fx(x) = {Px(xi)}

PARA QUE UNA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SATISFAGA LOS TRES AXIOMAS
DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES, SE DEBEN CUMPLIR LOS SIGUIENTES
REQUISITOS |

A) 0<P,() <1 PARA TODA X.
- XT3 - i

. n . ’
B} I Py(x,_.) = 1, DONDE n ES EL NUMERO TOTAL DE VALORES QUE
i=1 77
PUEDE ASUMIR X
i=r
PR < X = I ' ; m<
C) R Xgx) I Pylx) msr

TLEVES DE PROBABTLIDADES™ =~ "~ ="~ == o
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LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS O FUNCTON- DE DISTRIBUCTON

OTRA FORMA_DE ES?ECIFICAR LA LEY DE éROBABILIDADES DE UNA VARIA-
BLE ALEATORIA ES MEDIANTE LA bISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACU-
MULADAS, FX(XQ, QUE SE DEFINE COMO EL CONJUNTO DE LAS SUMAS PAR-
C;ALES'DE LAS PROBABILIDADES, PX(Xi), CORRESPONDIENTES A TODOS
LOS VALORES DE X MENORES O IGUALES QUE Xy POR LO TANTO, ESTA
FUNCION DA LAS PROBABILIDAbES-DE QUE LA VARIABLE ALEATORIA TOME

VALORES MENORES O IGUALES QUE x, PARA CUALQUIER m, ES DECTR

Fx(x) = {FX(Xm)} ; m =»l,2,...,n

¢

EN DONDE
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SEA X LA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA "NUMERO TOTAL DE CARROS QUE SE

DETIENEN EN UNA ESQUINA DEBIDO A LA LUZ ROJA DE UN SEMAFORO".  SI

. LAS PROBABILIDADES ASOCIADAS A CADA VALOR, DETERMINADAS POR EL- " oo

METODO FRECUENCIAL, SON

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES Y

PX(X) =

CORRESPQNDIENTES SERAN
x ifx(X) éF (x)
<6 . 0 %‘0
0, 0.1 %-0.1
1 g 0.2 g 0.3
2 % 0.3 . 0.6
3 ' 0.2 1 0.8
4 ; 0.1 | 0.9
50 0.1 1 1.0
260 0|
i \

LAS GRAFICAS DE ESTAS DISTRIBUCIONES ‘SE PRESENTAN

DE LA SIGUIENTE HOJA.

~

0

.1 SI
.2 ST
.3 ST
.2 sI
1 st
.1 SI

ST

X

X

=5

1v

.6

SI

ST
ST
ST
) SI

SI

EN LA FIGURA
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b)  Funcibn de distribucién

Ley de probabilidades del ejempfo del trdﬁco 7

é PX (}"}
0.4 — .
0.2 1
0 i V, E g I 1 § i
0 1 2 3 4 5 8 1 8 y
a). Distribucién de p’robabilidades
’ éFX{x) )
],,.0 - i
. rﬁ
0.8 - -
R |
|
0.6 |~ r==-=‘
|
o
044~ |
!
. i:m:—ml
0.2 I~ ; o
W \
0 L H ' ! N I X A i
4 s 6 7 8

-

57.
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EJEMPLO

SEA LA VARIABLE ALEATORIA X DEFINIDA POR LA SUMA DE LOS DOS NUMEROS

QUE QUEDEN HACIA ARRIBA AL LANZAR DOS D2DOS, EN ESTE CASO EL ES-~

PACIO DE EVENTOS ES

s =1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

Y LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES ES

fox) =l .2 3 4 5 6 5 4 3 2 1,
X 367 367 36" 36’ 36" 36’ 36’ 36’ 36’ 36’ 36

EN ESTE CASO X.=2, X,=3,..,,X,,=12

1740 %27 11
= L — =1
Y £g(2) = g £503) = g £, (12) = g

ESTAS PROBABILIDADES FUERON CALCULADAS EN UN EJEMPLO PREVIO SOBRE

PROBABILIDADES DE EVENTOS

CON ESTAS PROBABILIDADES SE PUEDE OBTENER LA FUNCI@N DE DISTRIBUCION

O DE PROBABILIDADES ACUMULADAS DE LA SIGUIENTE MANERA :

x| £4x) Fx) I EMCO N
< 2 o O 0 . é,/a" T . v . . N - P P - -
2 1/3 6 1/3 6 5/’36 e @t it n it s s om e i r PO T, e e e s
1//36 — g e nime o - . Ce
3| 2/36 3/36 ,
- Y A L ok I - -
4| 3/36 6/36 2/ , . ,.}“.mmw
51 4/36 10/36 |ha«~w"r«w~~wam~- : '{ {-, ,
: et T
6 5/36 15/36 0 1 23 4 &5 & 7 2 9 o i 2 ’\'
71 6/36 21/36 AE)
’ - i o |
8 | 5/36 | 26/36 » | SO |
: oz : HE [
9| 4/36 30/36 2346 = T 1B ;
10| 3/36 | 33/36 st 5 f4—7 |
— > ; gt ? : e | % i
11§ 2/36 35/36 '} : i P i
" 2400 : — i i
12 1/36 36/36=1 : : i ; | o b
: o ‘ S ;o
>12 | 0" 1 L Mk _ R o
Z=l 16/34: 3 ; ’ ; ; ; ; ' 1 j
P ! o Lo ! -
e/t ) | § » |
i sk o NN I N O ; o -
s 7 & G tso i iZ ’
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EN EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X; LA PROBABILIDAD

DE QUE ESTA TOME UN VALOR COMPRENDIDO ENTRE x Y x + dx ESTA DADA

POR fx(x)dxy DONDE fX(x) ES»LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X. POR

LO TANTO, LA PROBABILIDAD DE QUE X ASUMA VALORES COMPRENDIDOS EN

pF ()
EL INTERVALO x,<X<X, ES X
P(Aé*gxa (dx
' X | ANV W
PlosXsxy) =/ Te ) ax SN .
17 - - * Xe xﬁ\-x-&dx o

:LA INTERPRETACION GRAFICA DE ESTA PROBABILIDAD .ES QUE CORRESPONDE

Y X~

AL, AREA BAJO LA CURVA DE fX(X) COMPRENDIDA ENTRE Xy 2

PUESTO QUE Fy (x) = P(X<x) = P(-»<X<x), Y EN VIRTUD DE LA ECUACION

ANTERIOR SE TIENE QUE LA FUNCION DE DISTRIBUCION ES:

X .
.Fx(x) = [ IX(U)dU.

DONDE Y/ ES SOLO UNA VARIABLE MUDA DE INTEGRACION. EL VALOR DE ESTA

X

INTEGRAL ES IGUAL AL AREA BAJO LA CURVA DE F (x) A LA iZQUIERDA

DE x. DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE

= & U, f(0ay) = £ (x)

ALGUNAS PROPIEDADES DE Fx(x) SON :

OiFX(x)gl

Fo(==) =0

Ex(w) =]

Fylx + e)2F . (x), ST e>0
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FX(XZ) - F_(x

PARA SATISFACER LOS AXIOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES SE

NECESITA QUE
£y (x) > 0 PARA TODA x

f fX(x) dx‘= 1




EJEMPLO

SEA UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDA-

DES ES DE FORMA TRIANGULAR DADA POR LAS SIGUIENTES ECUACIONES;

£,(Y) = £y + 5, ST -25¥50
. _ 1 1
TfY(Y) = - 35V +35,8I 05Y:4
f y) =0 SI Y<2 O Y>4
i /’g)
yi 7
Vo A
~. P(1<y¥<2) = 5/24
. 1. 1
ZY*3

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES, ENTONCES:

SI -2<Y¥<0 .
o = Y. SV Eus bag
Foly) = {m _fy(U)dU = £2 (6 U + 3)dU
2 y 2
S SN A kR AN A |
Evi 3]_2 233
7y (¥)
ST 0<v<4 F(0)
, ) T,
= - -1 1 I N i
FY(y).— Fy(0) + /o (-3 U+ 3) AU = 3 + 57 + 30,
Lyl .,y
=37 %2173 ]
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FY(Y) =0 SI y<=2
Fy(y) = 1 SI - y>4
1 — e
o e o
5/8 k- ,/// f |
e | ‘
S | |
Y34 % |
o . |
e V2 N N N

SI SE DESEA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE AL REALIZAR UNA VEZ
EL EXPERIMENTO QUE INVOLUCRA A DICHA VARIABLE ,i EL VALOR QUE SE

OBSERVE: CAIGA EN EL INTERVALO 1<Y<2, ENTONCES -

P(1sy<2] = (-—% y + %) dy = [—%Z + %] - 5%
1 .

0

P[lSY_<_2]» = FY(Z) - FY(l)'= % _ _g_ - _2
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EJEMPLO |
UN INGENIERO ESTA INTERESADO EN DISENAR UNA TORRE QUE RESISTA LAS
CARGAS DEBIDAS AL VIENTO. DE UNA SERIE DE OBSERVACIONES DE LA
MAXIMA VELOCIDAD ANUAL DEL VIENTO CERCA DEL SITIO DE INTERES, SE
ENCUENTRA QUE EL HISTOGRAMA PUEDE AJUSTARSE RAZONABLEMENTE, DESDE
UN PUNTO DE VISTA ESTADISTICO, MEDIANTE UNA DISTRIBUCION DE PROBA-

BILIDADES EXPONENCIAL DE LA FORMA .

fx ) =Ke™; x>0

'DONDE X ES LA MAXIMA VELOCIDAD DEL VIENTO,A ES UNA CONSTANTE Y K
ES OTRA CONSTANTE TAL QUE OBLIGA A QUE EL AREA BAJO LA CURVA DE

£, (X) SEA IGUAL A UNO. POR TANTO,

. j Ke™* dx = [eM] = —— =]

DE DONDE
K = A
Q

POR TANTO

LX)y =2xe™ ;x>0

LA FUNCION DE‘DISTRIBUCION SERA

‘ x x '
- Fy™) ==/:) fx (W)du =,/; e du = [-e"“f]: =1-e™; x>0
EL VALOR DE A SE PUEDE TOMAR, POR EJEMPLO, DE MANERA QUE F. (x)
SE AJUSTE PARA QUE COINCIDA CON UN VALOR EMPIRICO. ASI, SI LA
FRECUENCIA RELATIVA DEL EVENTO A = {X<70 KM/H} ES 0.9, ENTONCES
P(0<X<70) = F (70) = 0.9

DE DONDE

0.9 = 1 -’02

POR LO CUAL A = 0.033.



0,033 wd
]
&i . - Areo=P[355XS70] = 0.216 ,
- Areo=P[l4OSX] = 0.0099
ol e L
0 35 70 140 210 280 350

Mdxima velocidad anual del viento,en km/hr

a) Densidad de probabilidades de X

=0-90
:-0@9’.’\; R/3_55X: 70)‘*3? DA o e 5T D
o
140 210 280 350

Mdxima velocidad anual del viento,en km/hr

. bj Funcion de distribucién de X

Ley de probabilidades correspondiente al ejemplo de la mdxima
velocidad anual del viento

5I SE DESEA CA.LCULAR,. PORVEJEMPLO, LA PROBABILIDAD DE QUE LA VELO-

CIDAD MAXIMA DEL VIENTO EN UN ANO DADO ESTE ENTRE 35 Y 70 KM/H,
SE TENDRA: |
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‘

\ 70 | 70
P(35¢x<70) = s  0.033¢70"033Fax = [-o70-033%) o
35
L 0-033x70_(_,-0.033835)__,=2.31,,-1.155 _

=20.099 + 0,315 = 0.216

EN TERMINOS DE F, (X) ESTA PROBABILIDAD QUEDA DADA POR

P (354X<70) -1.155

FX(7O)—FX(35)=0.90—(1—Q )=0.90-0.685

0.215
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FUNCION DE DISTRIBUCION COMPLEMENTARIA f
| |

t

EL COMPLEMENTO, GX(X), DE LA DISTRIBUCIQN DE PROBABILIDADES
ACUMULADAS SE UTILIZA CUANDO LAS DECISIONES SE‘TOMAN CON BASE
EN PROBABILIDADES DE QUE SE EXCEDA UN VALOR DADO DE LA VARIABLE.
LA FUNCION DE DISTRIBUCION COMPLEMENTARIA SE DEFINE COMO

Gy (X) = P(X>x) = 1 - FX(x)‘

EJEMPLO
PARA EL PROBLEMA ANTERIOR DE LA VELOCIDAD MAXIMA ANUAL DEL VIENTO,

CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE ESTA SEA MAYOR DE 140 KM/H:

-0.033x%

G ()= P (x2140) = /” 0.033e dx = 0.0099

140

O, ALTERNATIVAMENTE

-4.62

)=e =0.0099

Gy (140)= 1-(1-¢

P (X>140) = 1_FX(140) —0.0333140
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ESPERANZAS

LA ESPERANZA DE UNA FUNCION ¢(X), DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA,

X, ES, POR DEFINICION

- E(gX)) = = glx,)P,(x))

O PARA UNA VARIABLE CONTINUA

E(g(X))

17 g(x) £ (%) dx

e

ESJEMPLO

1. SI g(X) = CONSTANTE = c

" E(c) = ¢ s 5X(x)dx ='é

2. SI g(X) ex

Elex] =/ xf,(x)dx = cE[X] ..
3. S8I g(X) = a + bx

o

Efa+ bx]=-a s {4y (x)dx+b S

-0 -0

[0}

xﬁX(x)dx = a+bE[X]

4. SI g(x)=-gl(x) + g2(X)
| =°-°f gl_(x)éxl(X)dx t J gz(x)6X(~X)dX

- —_00

E{g) (X) + g,(x)]

= E[gl(X)] + nE[gz(X)]'



it
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EJEMPLO

SI X ES UNA VARIABLE'ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILiDADES
EXPONENCIAL, CALCULAR LA ESPERANZA DE LA FUNCION

"2
gX) =X

EN ESTE CASO SE TIENE QUE

_)\x

fe(x) = Ae SI 0<X<w , Y £ (x) = 0. SI X<0

POR LO QUE

E(x*)=E[q(X)]= f gl gy lxlde = a s xZe M dx - -

sx2e7M oy 2y -2 1 -xx @
3 Jo + 5 fo Xe dx =;5 [Q (1+)\X)]O

Iw

=A[

>
[\

2

EN GENERAL, A LA ESPERANZA DE X° SE LE DENOMINA VALOR MEDIO CUADRATICO.




et
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MEDIDAS DE TENDENCTIA CENTRAL

LA MEDIA 0 ESPERANZA , E[X], DE UNA VARIABLE ALEATORIA, X, SE CALCULA

- CON LAS ECUACIONES ANTERIORES PARA EL CASO EN QUE g(X)=X. DE ESTA

MANERA, SI LA VARIABLE ES DISCRETA, SU ESPERANZA QUEDA DADA POR
i=n

=L, x¢ Py [x))

E(X).» y;

DONDE n ES EL TOTAL DE VALORES QUE X PUEDE ASUMIR,

" PARA EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, LA MEDIA ES

[e]

mo= E(X) = S xf,(x)dx

-



OTRAS MEDIDAS UéUALES DE TENDENCIA CENTRAL DE tJNA’ VARIABLE ALEA-
TORIA SON LA MEDTANA .Y EL MODO, LA PRIMERA- SE DEFINE CCMO EL VALOR
\DE -LA VARIABLE AL CUA? CORRESPONDE UNA PROBABILIDAD ACUMULADA DE

50%,Y 1A SE@UNDA‘, COMO ‘EL VALOR DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE

LA MAYOR PROBABILIDAD.

 EJEMPLO.

ST LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X CORRES-
PONDE A LOS ERRORES EN UNA NIVELACION, ES LA DE LA SEGUNDA COLUMNA

DE LA SIGUIENTE TABLA, LA MEDIA DE DICHA VARIABLE RESULTA SER 4 167
‘LA MEDIANA 4000 Y EL MODO 4000 MICRAS. LOS CALCULOS CORRESPONDIEN-

TES SE LOCALIZAN EN LA TERCERA COLUMNA.

X, EN MICRAS | Py (x ) xPylx ), EN MICRAS | Fy(x ]
0 | 6/60 0 6/60
1 000 2/60 | 2 000/60 8/60
2 000 4/60 8 000/60 12/60
3 000 8/60 24 000/60 20/60

4 000 13/60 52 000/60" 33/6020.5

5 000 12/60 60 000/60 45/60
6 000 7/60 . 42 000/60 52/60
7 000 | 4/60 28 000/60 56/60
8 000 2/60 16 000/60 58/60
9 000 | 2/60 18 000/60 60/60
TOTAL: E[X] = 250 000/60=4 167 MICRAS
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EJEMPLO
CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE -ALEATORIA CUYA DENSIDAD DE -

PROBABILIDADES ES TRIANGULAR DADA POR

£,0Y) =2y +3 st ~2<y<0
fyly) = 0 SI.'yf_—:Z- 0 7y34.
- 1. Yooy, e
EM =/ yf pay = /7 y& +3ay + fy y(T5 + PY

3 '*‘2.‘.0' 3
- Ly 2
=[1L8+ Y—-J._2+ [_.Y__._ lg_]z <
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EJEMPLO

. . ) s‘ : N " .
CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE

PROBABILIDADES EXPONENCIAL

L eax
' fX(X) = Ae

E(X) =.f°°xfx(x)dx = A. S X_e' = ) 5
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Efemplo.  Construccibn de La carpeta de una canretend.

Un -contratista construird ia carpeté de una carreteré en tramos
de 50 m; él gobiérno aéepfaré o rechaéaré cada tramo de acuerdo
éon una ﬁrueba de contfol de calidad.. El contratista tiene la
opcidén de pedir ei concreto é una de dos plantas premezcladoras;
la planta A cobra 140 pesos/m3 y la B 160 ﬁesos/mj, perb( el
control dé calidad que se lieVa en la planta B.es mejor, lo
cual hace més p?obabie gue un tramo dado pase favoréblemente

la prueba de acéptacién. Tomando en'cﬁenta qye‘en cada t;amo

3‘dé concreto-y que la probabilidad de que el pro-

se usan 100 m
venieﬁté’de_ia plénta A no pase la prueba de control es 0.10,
y la de B es 0.05, él_constructor deberi decidirse por cull
iplanta usar. E1 &rbol defdééisiones de este problema éé el
mqstrado en la fig 6.4, donde P(el) y P(ez) son las probabili-

dades de que ocurran 8, y 62, respectivamente. La utilidad

1
Ul = u(al, elj es la que cqrresponde a utilizar-ia'planta A

Y. Que la carpeta pase la prﬁéba de control de calidad; ‘en'éste
éaso la utilidad (negativa) es el'costo'del concreto ($14,000.00)
mas la colocacién (supongamos $100,000.00), por ld cual U1 =
-114,000.00. U, = u(al, 62)‘es la que corresponde a ﬁsar la -
planta A y que la carpeta novpase la prueba de calidad; en |

este caso el constructor deberd demoler y reconstruir el tramo

Pérdida de prestigio $ 5,000.00

: ~ . Mano de obra de demolicibn 15,000.00
‘Carpeta demolida _ '
' Concreto - . 14,000.00

Mano de obra de colocacibn 100,000.00 -
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_ Mano de obra . $ 100,000.00
Reconstruccidn ‘ } ‘ :
- Concreto ' 14,000.00
TOTATL - $ 248,000.00

De manera similar se obtienen u3 y U4, cuyos valores resultan

ser U, = - $116,000.00 vy U

5 = - $252,000.00.

4

Si la decisifn se tomara sin considerar las probabilidades de
aceptar la ‘carpeta, el constructor se decidiria por la planta
A, ya quevla pérdida (utilidad negatiya) seria menor. Si_si
se tomaﬁ en cuenta y addptamos como ciiterio de decisidn el-es—
coger.' la planta que conduzca a una %pmnia de pérdida menor ‘se
. tendra (récuerde,que'la esperanza de la variable aleatoria X,

»E[X}, es E[X}= T 'P[XL]XL, donde las XL son los valores que puéde
o1 o ‘

£ v
asumir‘X,‘y P[XL] son las probabilidades correspondientes):
Para la planta A: , _
E{u]ﬂﬁ 0.90 x (-114,000)+0.io x(—248,000) =-$127,400.
Para la planta B: |
E[U}‘= 0.95 x (=116,000)+0.05 x(-252,000) = -$122,800.
Comparando ambas cifras se concluye que la deéisién de cbmprar
el concreto de la planta B conduce a una pérdida esperada menor
que la de la planta A, es decir, se escbge la planta‘B aunque

el precio unitario del concreto sea mayor.
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1= ~$114,000

= ~$248,000

= -$116.000 .

Fig 6.4 Arbol dé" decisiones delme;jg;rr_g_g}gi 6.2
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MEDIDAS DE DISPERSION

UNA MEDIDA MUY COMUN DE LA DISPERSION O VARIABILIDAD DE LOS VALORES QUE
' PUEDE' ASUMIR UNA VARIABLE ALEATORIA ES LA VARIANCIA, LA CUAL SE
DENOTA COMO o2 (X) O VAR (X), LA CUAL SE DEFINE COMO LA ESPERANZA

DE LA FUNCION g(X) = [X-E(x)]%. ASI, PARA UNA VARTABLE ALEATORIA

_DISCRETA

2. i=n w2
| 0“(X) = VAR(X) = 151 (x; - E (X)) Px(xi)_
Y PARA UNA' CONTINUA
2, ® 2
" (X) = VAR(X) = [ (x - EX)"f,(x)ax

DESARROLLANDO EL INTEGRANDO DE ESTA ULTIMA ECUACION:

02(X)

s (xz—sz'(x_)_ + EZ(X»fX(x)dx

—00 .

;oxPEg (x)dx - 2E(X)/ 'Xfx(x)dxmz (X) /

—c0 —0

(x)dx = E[x2]~E2{x]

li

e x

ES DECIR;LA;VARIANCIA SE PUEDE CALCULAR COMO LA DIFERENCIA DEL -

‘ VALOR MEDIO CUADRATICO Y EL CUADRADO DE LA MEDIA DE X.

OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION DE LA VARIABLE ALEATORIA X 'SON LA
DESVTACION ESTANDAR, o(X),LA CUAL ES IGUAL A LA RAIZ CUADRADA DE LA -

VARIANCIA, Y EL COEFICIENTE DE VARIACION QUE SE DEFINE COMO

W (¥)=0 (X)/E(X) , ST E(X)#0
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__EJEMPLO
EN LA SIGUIEN;PE TABLA SE CALCULA LA VARIANCIA DE LA VARIABLE ALEA-
TORIA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SE PRESENTO EN EL EJEMPLO

ANTERIOR ( E(X) = #/67 m/crds),

X, - E(X)6%4&§PX(X1) _(xi-E(XﬂzPX(xi),
EN MICRAS ) EN MICRAS
-4 167 6/60 1 740 000
-3 167 -. 2/60 333 000
~2 167 | 4/60 313 000
-1 167 8/60 | 181 000
- 167 - 13/60 - 6 000
833 12/60 - 139 000
1 833 7/60 390 000
2 833 4/60. 531 000
3 833 2/60 - 487 000
4 833 2/60 | 687 000
TOTAL: 4 798 000 .l\/l:[C:RAS2 =02(X)

LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE VARTACION DE ESTA VARIA-
BLE ALEATORIA SON, RESPECTIVAMENTE, ’

o{X)= /E 798000 = 2 200 MICRAS, Y v(X)=0 XJ/E(X) = = 0.528

D I e
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EJEMPLO
SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON‘DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES
EXPONENCIAL, CALCULAR SU_VARIANCIA, DESVIACION ESTANDAR Y COE-

FICIENTE DE VARIACION: h ~

21x])e ¥

I
o
>
i
=
ke
—
"
~
8
%
"
a3
B
[\S]
>
o
]
>
%
o
%
!

a7 (X) A 6m(x2—2xE[X]+E dx

2[ -AX

X] éfe dx

+ =

11, 1
A A AZ

1
2

YA QUE E(X) = 1/x Yy €[x*]=2/%,

2

USANDO LA FORMULA o 2]

(x) = E[x%] - B2[X], Y TOMANDO EN CUENTA QUE

E[x2] = 2/)° SE OBTIENE:
o2(x) = 2/2% - 122 = 11°

EN CONSECUENCIA, LA DESVIACION ESTANDAR ES

o(X) = /1/3% = 1/%
Y EL COEFICIENTE_DE VARIACION

v(X) = o(X)/E(X)

i
>J].-\|>»“-a
1
o)
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'EJEMPLO

SEA Y UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES

TRIANGULAR DADA POR

|
o b=
~
+
Wi
n
L]
1
%]
A
<
A
]

fY(y)
. _ 1
£, (y) =1z Vvt3 ST Ocyc4

fY(Y) = Q' ST y<=2 0 y>4

CALCULAR LA VARIANCIA, LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE

"VARIACION.

CALCULAREMOS PRIMERO EL VALOR MEDIO CUADRATICO PARA LUEGO APLICAR

LA ECUACION o2(Y) = E(Y?) - E2(Y)

| 4 30 4
2 1 1 4 y .1 _ v - VAR
B[¥?] = /%2 (g Y+ Ay + [ ¥ (g3 + Pay =Bz + 51 Frss
o2 (y) = 2-(2/3)%=14/9

s(v) = 1.25 (Ni9/9)

v (Y) 1.25/(2/3) = 1,88
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- DISTRIBUCTONES PARTICULARES
VARTABLES ALEATORIAS DISCRETAS ‘

DISTRIBUCION BINOMIAL 0 DE BERNOULLI

LA DISTRIBUCION BINOMIAL O DE BERNOULLI SE‘EMPLEA'COMO DENSIDAD

DE PROBABILIDADES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS ASOCIADOS

A EXPERIMENTOS EN LOS QUE SOLO HAY (O SOLO IMPORTAN) DOS RESUL-

TADOS POSIBLES, UNO DE LOS CUALES USUALMENTE SE DENOMINA "EXITO"

'Y, EL oTRO, "FRACAso". (5=§e;s+a/«(‘racgm}) '

SEAN p- PROBABILIDAD DE OBSERVAR "EXITO" AL REALIZAR UNA VEZ
EL EXPERIMENTO |
q= PROBABILIDAD DE "FRACASO" = 1-p
X= VARTABLE ALEATORIA "NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR

n VECES EL EXPERIMENTO "CON REEMPLAZO"

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES BINOMIAL ES

, . e
£ (x) =§—ﬁ-_f—x—)—!—panxz x=0,1,...,n

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LOS PARAMETROS DE ESTA DISTRIBUCION SON

E(X) = np , dz(X) = npgq
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SI n=2, ENTONCES X PUEDE ASUMIR LOS VALORES 0, 1y 2, ES DECIR
s={0,1,2}. EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERIMENTO ES

Sll= {(FRACASO, FRACASO), (EXITO FRACASO), (VRACASO EXITO),
h - N G e——
X =90

. R ———
X =1

(EXITO, EXITO)}

Y

X =2

/m- gpm 00, pi2)f

OBSERVESE OUE x=0 OCURRE DE UNA MANERA x-l DE DOS,
UNA.

Y x=2, DE
ESTOS RESULTADOS SE PUEDEN OBTENER PERMUTANDO DOS GRUPOS

UVO CON x Y EL OTRO CON n-x ELEMENTOS.

- _ _l _ 2 0 o
2Po,2 “oaT - L i PUUOD=axq=q =Pda
' 21

x=1: 2P1,1 = Tixrr = 2 ¢ PUIDH) = 2pq
x=2: 2F2,0 = é?go. =1 ; P({2})) = pxp = p? = p?q”®

: ~ 7 «+ X0, '

z P({i}) = g"+2pg+p” =
i=0

= (p+q) 2 =

(OBSERVESE QUE LOS ELEMENTOS

MENOS QUE p = q = 1/2.) . -



SIn=3,8=1{0,1,2,3}, e=EXIToO Y f = FRACASO, ENTONCES

Sl= {(f’f;f)i (e,f,f), (f,e,f), (f’f(e)l (ererf)r (elfre)l

_(frere) ’ (erele) }

: 3
x = 0: 3P y=grgr = 1 P(OH = 1p'a = a
| 31 2
3! 2
x = 2: 3P2,1=2:x1! =3 ; P({2}) = 3p'q
31 3 0_3
X = 3: 3Py g=xr T = 1 ; P({3})=1p"g =p
’ LI 3
- I P({i))=(p+q) =1
. i=0 ‘

PASANDO AL CASO GENERAL DEV CUALQUIER VALOR DE n, LA PROBABILIDAD

DE QUE OCURRAN x EXITOS Y n-x FRACASOS EN UN ORDEN DETERMINADO ES

l

P (X=x) = pan-x

EN VIRTUD DE LA LEY GENERAL DE MULTIPLICACION.

UN ORDEN POSIBLE SERIA, POR EJEMPLO,

EXITO, EXITO,..., EXITO, FRACASO,..., FRACASO .
. v i J . ~ . : J
X _ n-x

‘AHOCRA BIEN, LOS x EXITOS PUEDEN OCURRIR EN an rl_XORDENES DISTINTOS,

’

CADA UNO CON PROBABILIDAD p g” ¥, POR LO TANTO, EN VIRTUD DE LA

LEY GENERAL DE ADICION, LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE X
RESULTA SER

n! X n-x

T T P e 7 x=01,...n

fx(x)'=

LA CUAL SE' CONOCE CON‘EL NOMBRE DE BINOMIAL 0 DE BERNOULLT.
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LA ESPERANZA DE LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI ES

n n .
n! X N-x n! X Nn=X
EX) = I X7 P Qg = L X i ¥
=0 x! (n—=x) ! =1 x! (n-x)!

n-1

n : _ , - - )
(n-1) ! *1g"X = np(ptq) = np

np I — ——— P g

(pre)"7

LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL ES

02(X) = E[(X~E(X)) 2] = E[(X-np)?]

PERO E[(x—np)2]=E(x2—2npx + n%p?) = E[X + X(X-1) - 2npX + n2p2]~

=E[(1-2np)X] + E[X(X-1)]+ E(n°p?)

’ n . 1 -
=(1-2np)np + an? + I ET%ﬁ:iTT pan xx(x—l)
) . x=0 . o . . .
_ 2.2 1D (n-2)! 2_x-2 n-x
=np-np + Ion(-l) mooyrm T PP
x=2 .
_ 2. 2 : z D (n—2)i X=2 n-x
=np-n“p° + n(n-1)p xEZ (x-2) ' (n-x) | : .
= (pre)""

2 -2 2 ,
=np—n2p2 + n(n-1)p (p+q)n 2 - np-np =np(l—p{=npq

EN RESUMEN, PARA LA DISTRIBUCION BINOMIAL,

B(X) =np ; o°(X) =npq ; o(X) = /npg



TABLA 1
FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

F ( ) X ! l’l'k
X z T T P4
X k=0 k+(n-k)!
_ - > . ,

x 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

2 0 8100 6400 4500 3600 2500
1 9900  .9600 9100 .8400 ©.7500
0 7290 5120 . 3430 2160 1250
1 9720 .8960 .7840 6480 .5000
2 .9990 19920 9730 .9360 8750
0 6561 .4096 .2401 1296 " .0625
1 9477 8192 6517 4752 J12s—f——-
2 .9963 9728 9163 .8208 .. .6875
3 9999 - - 9984 .9919 9744 - 9375
0 .5905 3277 1681 0778 0312
1 9185 7373 .5282 .3370 1875
2 9914 9421 .R369 6826 .5000
3 9995 - 9933 .9692 9130 ¢ 8125
4 1.0000 9997 .9976 9898 9688 |-
0 .5314 .2621 1176 0467 0156
1 .8857 6554 .4202 2333 1094




TABLA 1 (continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

X 1
n! n-k
Fy(x) = I i 57 P 4
X X=0 k!(n-k)!
P .
n X 0.10 0.20 0.30. 0.40 0.50
6 2 9842 9011 7443 5443 3438
3 9987 9830 9295 8208 6562
4 .9999 9984 9891 9590 8906
5 | 1.0000 9999 9993 9959 9844
70 4783 2097 . .0824 10280 .0078
1 8503 5767 3294 1586 0625
z 9743 8520 6471 4199 2266
3 9973 9667 8740 7102 .5000 -
4 9998 . .9953 9712 .9037 7734
. - . ) v
5 1.0000 9996 9962 9812 9375
6 10000 - 1.0000 9998 9984 9922
'8 o0 4305.  .1678 0576 - 0168 .0039
1 8131 .5033 - 2553 .1064 0352
2 ..9619 7969 5518 3154 .1445
3| - 9950 9437 8059 .5941 .3633
4 .9996 9896 .9420 8263 6367
5 1.0000 9988 9887 9502 8555
6 1.0000 - 19999 9987 9915 9648
1 1.0000 1.0000 9999 5993 9961
9 0 3874 1342 0404 0101 .0020
1. 7748 4362 1960 0705 0195
2 . .9470 . .7382 4628 2318 0898
3 9917 . 9144 7297 4826 2539
4 9991 9804 9012 7334 .5000
51 9999 9969 9747 9006 7461
6 | - 1.0000 9997 9957 9750 9102 -
7 1.0000 1.0000 19996 9962 9805
8 1.0000 1.0000 1.0000 9997 9980
160 3487 1074 1.0282 .0060 0010
1 7361 3758 1493 0464 0107 _
2.0t 9298 . ..6778 - -~ 38287 7 71673 0547
- 3 9872 8791 6496 . 3823 1719
4 9984 9672 8497 6331 3770




TABLA 1 (cont inuac 1on)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

. x _ .
o n! k. n- k
Fx(x), 2 _——_—T—(n TP a4
n X 0.10° . 020 - 10.30 0.40 - - 0.50
13 8 | -1.0000 "..9998 19960 9679 .8666
C-. 97} - 1.0000 1.0000 ©.9993 119922 .9539
10 1:0000 1.0000 099990 9987 .9888
A1.]- 10000 - 10000 1.0000 - .9999 9983
12 | 1.0000 1.0000  :1.0000 - 1.0000" .9999 -
114 0. | 2288 - -.0440 . .0068 .0008 -0001
: P 5846 1979 - 0475 0081 .0009
2 I .8416. 4481 .1608 0398 .0065
-3 1. 9559 .6982 .3552 1243 10287
4 9908 ..8702 5842 - 2793 .0898
5 ._9985 9561 - .7805 - .4859 . S21200
6 9998 .9884 9067 - 5925 3953 ).
7 { 1.0000 .9976 9685 8499 . - .6047
. 8| 1.0000" 29996 - 9917 9417 .7880
91" 1.0000 1.0000 -.9983. 9825 9102
10 | ~1.0000 1.0000 9998 . .9961 9713,
11 | 1.0000 - 1.0000 1.0000 - -.9994 .9935
12 1.0000. 1.0000 1.0000 .9999 .9991
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999
15 70 2059 0352 0047 0005 .0000 -
1 .5490 2671 0353 .0052 .0005
2 8159 ©.3980 1268 02717 0037
3 - 9444 .6482 2969 .0905 0176
4 9873, 8358 5155 2173 .0592
5 9978 . .9389 1216 .4032 1509
6 .9997 ~9819 .8689 .6098 .3036
7 1.0000 .9958 .9500 7869 .5000
- 8 1.0000 .9992 9848 9050 .6964
9. | . 1.0000 9999 19963 . 9662 - - 8491
10 1.0000 1.0000 - .9993 ©.9907 .9408
i 1.0000 1.0000 .9999 9981 C.9824
12 1.0000 ©1.0000 1.0000 " 9997 . .9963
13 1.0000 1.0000  ° 1.0000. - 1.0000 .9995
14 1.0000 = 1.0000 1.0000 1.0000 .- 1.0000




TABLA 1 (continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

. X . ' " ’
n! k n-k
Fe(x) = 2 vy v P Q
‘X - k=0 k!'(n-k)!
BN . p o
X L 0.10 0.20 030 - 040 0.50
5 9999 9936 9527 8338 6230
6 1.0000 9991 9894 9452 8281
7 1.0000 9999 9984 9877 9453
8 10000 - 10000 .9999 9983 9893
9 1.0000 1.0000 1.0000 ° 9999 9990
S0 | 3138 0859 0198 0036 0005
1} 914 3221 1130 0302 .0059
2 | 9104 . 6174 3127 1189 0327
3 9815 :8389 5696 .2963 1133
4. 9972 .8496 7897 5328 2744
s | 9997 9883 9218 7535 .5000
6 | 1.0000  .9980 ©.9784 9006 7256
7 1.0000 9998 9957 9707  .8867
8 1.0000 1.0000 . .9994 9941 9673
9 1.0000 1.0000 - 1.0000 9993 9941
. , R | ,
10 1.0000 1.0000 © 1.0000 1.0000 9995
12 0 2824 0687 0138 0022 .0002
1 6590 2749 .0850 0196 0032
2 8891 .5583 2528 0834 0193
3 ) 9744 7946 4925 2253 0730
4 I 9957 9274 7237 4382 1938
5 9995 9806 8822 . 6652 3872
6 19999 991 . 9614 - 8418 6128
7 1.0000 .9994 9905 . .9427 8062
8 1.0000 9999 9983 9847 9270 .
9 1.0000 1.0000 9998 9972 | .9807
10 1.0000 1.0000  1.0000  .9997 9968
1 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9998
13 0 2542 0550 .0097 0013 .0001
1 6213 2336 0637 S 0126 0017
2 8661 5017 2025 0579 0112’
3 .9658 T.7473 .4206 .1686 .0461
4 9935 .9009 6543 .3530 1334
5 9991 9700 .834€ 5744 2905
6 | 9999 . . ..9930- - -9376 -~ —TT2 - I50007 |
7 1.0000 9988 9818 9023 .7095.




TABLA 1 (continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

. x '

: n , n-k
F = :
()= P mmT Pod
)4

n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

16 0 1853 0281 .0033 .0003 .0000
1 .5147 .1407 0261 0033 .0003
2 7892 3518 .0994 0183 .0021
3 9316 5981 2459 0651 0106
4 5830 7982 .4499 .1666 .0384
5 .9567 .9183 6598 3288 .1051
6 9995 9733 .8247 .5272 2272
7. .9999 .9930 9256 7161 .4018
8 | 10000 .9985.7 9743 8577 5982
9 £.0000 +.9998 .9929 9417 7728
10 1.0000 1.0000 9984 .9809 .8949

', 11 1.0000 1.0000 9997 .9951 .9616

i 12 1.0000 - 1.0000 ~ 1.0000 9991 .9894
13 | 19000 1.0000 1.0000 .9999- 9979
14 | - 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

17 0 1668 0225 0023 0002 0000
1 4818 1182 L0193 0021 .0001
2 .7618 3096 0774 0123 .0012
3 9174 .5489 2019 0464 .0064
4 .9779 .7582 .3887 .1260 0245
5 9953 8943 5968 2639 0717
6 19992 .9623 7752 4478 .1662
7 - .9999 .9891 .8954 .6405 .3145
8 1.0000 .9974 .9597 8011 .5000
9 1.3000 .9995 9873 .9081 ..6855
10 1.0000 29999 19968 9652 .8338
1 1.0600 1.0000 .9993 .9894 9283
12 | 1.0000 1.0000 .9999 .9975 9755
13 1.0000 1.0000 1.0000 9995 9936
14 -] 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9983
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9599
16. 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000




TABLA 1 (continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

X - , ~
n! k n-k
Fx) = I mmoT P9
'y |
n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
18 0 . .Is0v .0180 - .0016 .0001 .0000
1 4503 0991 0142 0013 .0001
2 .7338 2713 .0600 .0082 .0007
3 9018 5010 1646 - .0328 .0038
4 9718 7164 3327 0942 0154
-5 9936 - .8671 .5344 - .2088 .0481
6 .9988 - .9487 7217 3743 - .1189
7 '.9998 . .9837 .8593 .5634 2403
8 1.0000 . ©  .9957 .9404 .7368 4073
9 1.0000 9991 .9790 . .8653 5927
10 1.0000 9998 .9939 19424 .7597
11 1.0000 1.0000 - 9986 .9797 .8811
12 1.0000 .1.0000 .9997. .9942 .9519
13 1.0000 1.0000 © 1.0060- .9987 © 9846
14 | 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 9962 -
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 . .9993
16 1.0000 - 1.0000 1.0000 1.0000 .9999
17 1.0000 1.0000 .1.0000 1.0000. -1.0000
19 0 1351 0144 ..0011 .0001 .0000
i .4203 .0829 .0104 .0008 ..0000
2 .7054 .2369 0462 .0055 .0004
3 .8850 4551 - .1332 .0230 .0022
4 9648 6733 2822 ..0696 0096
5 9914 8369 4739 1629 .0318
6 .9983 .9324 ".665S .3081 .0835
7 .9997 19767 8180 " .4878 - :1796
8 | :1.0000 .9933 9161 6675 13238
.9 1.0000 9984 .9674 .8139 .5000
10 1.0000 9997 19895 S1is 6762
11 1.0000 1.0000 9972 .9648 .8204
12 1.0000 1.0000 .9994 .9884 9165
13} - 1.0000 1.0000 9999 .- —9969 - == 9682
e 10000 TT.0000 1.0000 .9994 .9904
15 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 9978
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9996
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000.



TABLA 1 (continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

X : k n-k
F,(x) = I UL n
x (¥ Lo KT Pod
. P
n X % Q.10 0.20 0.30 0.40 0.50
20 0 1216 0115 .0008 .0000 .0000
] 3917 .0692 .0076 0005 .0000
2 _ .6769_ . 2061 .0355 .0036 L0002
3 .8670 4114 1071 0160 .0013
4 .9568 .6296 2375 0510 .0059
5 .9887 .8042 4164 .1256 .0207
6 .9976 9133 .6080 2500 0577
7 | 999 9679 . 7723 4159 1316
8 - .9999 .9900 - .8867 .5956 2517
9 1.0000 .9974 ©.9520 7553 4119
10 1.0000 - .9994 .9829 - .8725 .5881
11 “1.0000 .9999 .9949 9435 7483
12 1.0000 1.0000 .9987 9790 .8684
13 1.0000 1.0000 .9997 .9835 9423 .
14 . 1.0000 . 1.0000 1.06000 .9984 9793
15 1.0000 1.0000 1.0000 9997 .9941
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9987
17 'l L0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9698
18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

b o At ke ) A ALRD i B ALt



EJEMPLO
SI SE LANZA AL AIRE SEIS VECES UNA MONEDA HOMOGENEA,

A) :CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER DOS "CARAS"?
B) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER POR LO MENOS CUATRO "CARAS"
(X>4)2 |
C) ¢CUANTO VALEN LA ESPERANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR?
SOLUCTON
A)  PUESTO QUE LA MONEDA ES-ﬁoMOGENEA SE TIENE p=1/2 Y g=1-1/2=1/2,
DONDE p ES LA PROBABILIDAD DE OBSERVAR "CARA" (CARA = EXITO) EN

* UN LANZAMIENTO. POR TANTO

. _ _ _ -‘= 6! i 2 . 6-2_ ‘ ii: >23 #
X = 2] = £,(2) = grggyr@ (/277 = ~(1/2)° = 3 o234

B) PARA QUE SE CUMPLA X>4 EN SEIS LANZAMIENTOS, SE NECESITA QUE

SE OBSERVEN 4,5 o 6 CARAS. PUESTO QUE ESTOS TRES EVENTOS SON

"MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, SE TIENE
p[x>4] = £, (4) + £,(5) + £_(6)
: CALCULANDO‘LQS TRESWSQMANDOS COMO--EN-LA -PREGUNTA- ANTERIOR, RESULTA

6. 6-6

Plx>4] = 5 2,(1/2) (1/2) 57448 l,(1/2) > (1/2) 87248 (1/2) Y (1/2)

15 6 1 11
= e — ——— = L F 3
e Y ezt 61" 33 03‘/‘!

E[x]-=np =-6(1/2) =3

X]= npq = 6(1/2) (1/2) = 3/2 , a(X) = V3/2 = 1.22

P L R,



'DISTRIBUCTON  GEOMETRICA

SEA p LA PROBABILIDAD DE EXITO EN UN EXPERIMENTO. SI EL EXPERIMEN-

TO ES CON REEMPLAZO Y SE REPITE SUCESIVAMENTE HASTA QUE SE OBSERVA

UN EXITO SE TENDRA LA VARIABLE ALEATORIA X=NUMERO DE REPETICIONES
DEL EXPERIMENTO HASTA QUE SE OBSERVA EL PRIMER EXITO. OBTENGAMOS

LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X, (S={1,2,3,-.-})

EL PRIMER EXITO OCURRIRA EN EL EXPERIMENTO NUMERO X-SI, Y SOLO SI,
EN LOS x-1 ANTERIORES HUBO PUROS FRACASOS. LA PROBABILIDAD DE

ESTE EVENTO, DADO QUE LOS EXPERIMENTOS SON INDEPENDIENTES, ES
0 = (1-p)*7p

ESTA FUNCION SE DENOMINA DHNWI&KﬁON(H@MEWUCA . SE PUEDE- DEMOSTRAR

QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES

- . n

FX(X)‘ = 1 p(l-—p)x"1 =1 - ‘(l—p)n
Y QUE
E(X) = ¥ x(1-p)* lp=1/p
. =9 : :
2 (xj =% (X—%)z(l—p)x—lp = (1-p)/p°
x=§ .
EJEMPLO

¢CUAL E5 LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN TORNILLOVDEFECTUOSO-POR

PRIMERA VEZ EN LA EXTRACCION, SI EL PORCENTAJE DE DEFEC-

TUOSOS DEL LOTE DEL CUAL SE MUESTREA ES DE 5 POR CIENTO?

P(x=6) = £,.(6) = (1-0.05)°x 0.05 = 0.95°% 0.05 = 0.03869

Soirnn o bt B ST ik S AT S D i Ak, G isn
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DISTRIBUCION HTPERGEOMETRICA

CUANDO SE TIENE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA CUYO ESPACIO DE

EVENTOS TIENE SOLO DOS ELEMENTOS, DIGAMOS S={EXITO, FRACASO}, Y SE

REALIZA UN MUESTREO SIN REEMPLAZO, ENTONCES LOS RESULTADOS DE CADA
EXPERIMENTO NO SON INDEPENDIENTES NT LA PROBABILIDAD DE EXITO PERMANEC‘E
CONSTANTE, COMO EN LA DISTRIBUCION BINOMIAL, POR LO QUE ESTA ULTIMA

NO ES APLICABLE.

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR

n VECES EL EXPERIMENTO CONSISTENTE EN EXTRAER, SIN REEMPLAZO, ELE-

MENTOS DE UN LOTE QUE TIENE N OBJETOS DE LOS CUALES M SON "EXITOS".

EL NUMERO DE ELEMENTOS QUE TIENE EL ﬁSPACIO DE EVENTOS DEL EXPERI-
MENTO ES |

N(S) = NCn
EL NUMERO, N({x%x}), DE MANERAS POSiBLES E IGUALMENTE PROBABLES DE

OBTENER x EXITOS ES : -

EN EL LOTE ' EN LA MUESTRA-

N ELEMENTCS ' ' n ELEMENTOS
- A : — ~ , — : e S
p@@m®ﬂ§®em®® OO0+ -o00lee - -0
v Y B ~ N ‘ ~ v, - -~
M EXITOS (N~M) FRACASOS - xX EXITOS QUE (n?X)FRACASOS QUE
SE PUEDEN ELE}|SE PUEDEN ELEGIR
GIR DE MCX MADE N—MCH—XNENERAS
NERAS

=~ "CADA ELECCTON POSIBLE DE x EXITOS SE COMBINA CON CADA ELECCION
POSIBLE DE (n-x) FRACASOS; POR LO TANTO, EL NUMERO TOTAL DE MANERAS

DE OBTENER x EXITOS EN n EXTRACCIONES SIN REEMPLAZO ES

N({x=%x}) = (,C.) (3¢ Cpoy)

[N




POR' LO TANTO

P({X=x}) = £ _(x) =

M, ,N-M

(Mcx)(N—MCn—x) - (x)(n—x)
C ' N
N n ‘ (5)

' -
EN DONDE (g) M. N-M

x!(MFx)! ’ (n—x

N, _ N!
X (n) T n!(N-n)!

QUE SE CONOCE COMO DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA,

' CIA DE ESTA DISTRIBUCION SON

):

(N-M) !
(n-x) ! (N-M-n+x)}

M, ,N-M .
n o CHAM
E(X) = I X = nM/N
x=0 (n)
Y
2 n nM, 2 (ﬁ)(gzﬂ) Mn (N~M) (N-n)
o (X)) = I (X"TT)“ N = - é —
x=0 ) N° (N-1)

RESPECTIVAMENTE.

r Xx=0,1,...,n
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EJEMPLO |
EN UI\i PROBLEMA .DE CONTROL ESTADISTICO DE CALIDAD, SE TIENE UN LOTE
DE 100 TRANSFORMADORES DE CORRIENTE ELECTRICA, DE LOS CUALES 40
SON DEFECTUOSOS (NO CUMPLEN LAS NORMAS DE FABRICACION). >¢‘,CUAL ES
LA PROBABILIDAD DE OBTENER UNO DEFECTUOSO D-E. TRES SELECCIONADOS AL

AZAR SIN REEMPLAZO?

S N G S BN C N O
P[x=1] = =
: 100 - ,100
3% (3%
40. % 60! | :
39T x 17 X B8 x 27 _ .
= 1007 = 0.438
971x31 .

APROXIMACTION DE LA DISTRIBUCION HEPERGEOMETRICA MEDIANTE LA BINOMIAL

CUANDO N ES GRANDE Y n PEQUENO (N > 10n), LA DISTRIBUCION BINOMIAL SE PUEDE

USAR COMO APROXIMACION DE LA HIPERGEOMETRICA. DE ESTA Ai—?ROXIMACION

SE HECHA MANO CUANDO LOS CALCULOS CON ESTA ULTIMA RESULTAN TEDIOSOS.

EN EL CASO DEL EJEMPLO ANTERIOR, SI SE USA LA DENSIDAD BINOMIAL SE

OBTIENE, CON p=40/100 = 0.40 Y n=3

FORMULA DE STIRLING
= :'N:T':> /:?T_r_ﬁfi:(g.)n7 ;i 74(e77=;:2);.:7?1§.‘7.:)A - T T i = = =

e

il

Error 2% SI n =4

0.8% SI n = 10

it

Error
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Distribucién hipergeométrica
B Distribucion binomial .
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X, o

COMPARACTON DE LAS DISTRIBUCTONES HIPERGEOMETRICA.Y
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03

O

BINOMIAL

Distribucién hipergeométrica

" P Distribucién binomial

n = 100

-

x;
| ey s

—

PRI



o

x

DISTRIBUCION%DE POISSON

UNA DISTRIBUCION DE PROBABIﬂiDADES PARA UNA VARIABLE ALEATORIA DIS~

CRETA, X, DE LA FORMA !
, . ‘}:
X _=A
_— AT e / :
F (X)) = 2—F— P x =0, 1; 2,...

SE LLAMA DISTRIBUCION DE POISSQN; EN ESTA ECUACION AES UNA CONSTANTE. SE

PUEDE DEMOSTRAR QUE LA MEDIA Y LA VARIANCIA PARA ESTA DISTRIBUCION

QUEDAN DADAS POR

2 XA
E(X) = I X—07—=)
x=0 :
; S X A
02(-x) =3I (x A)z A;? = A
x=0 X e

ES POSIBLE DEMOSTRAR QUE LA DISTRIBUCION DE POISSON PUEDE EMPLEARSE

COMO UNA,PROXIMACION‘ DE LA DE BERNOULLI, TOMANDO A = np.CUANDO n

ES GRANDE Y p PEQﬁENA, PERO DE TAL MANERA QUE npq > 1. AL RESPECTO,
SI n=20 Y p=0.05, ENTONCES EL ERROR QUE SE TIENE AL USAR DICHA APRO-
XIMACION ES MENOR DE 3 POR CIENTO PARA VALORES DEVX MENORES DE 3;
PARA X=4:Y X=5 LOS ERRORES RESPECTIVOS SON 15 Y 41 POR CIENTO, DE-
BIDO A QdE NO SE‘CUMPLE CON'LA CONDICION DE QUE npg SEA MAYOR DE

UNO, YA QUE npq = 20x0.05x0.95 = 0.95,




\
TABLA ' : :

2

FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON

1.600°

' X =\ .)\k
Fy(x) = T S
k=0 ’

: A
X | .5t 1.0 20 30 40 S5O 60 70 80 9.0
0 | .607 368 .35 .050 .018 .007 002 .00l .000 .000
1| 910 736 .4D6 .199 092 .040 017 007 .003 .00!
2 | 986 920 677 .423 238 125 Ge2- .030 .CGl4  .006
3] .998, .981 .857 .647 433 265 .1S1  .082 042 021
4 11000 996 .947 815 .629 440 235 .173  .100 .055
5 11.000 .999 983 961 .785 616 446 301  .I91 .116
6 | 1.0r0 1.000 995 .966 . .889 .762 605 .450 313 .207
7 | 1000 1.000 .999 ..988 . .949 867 744 599 453 324
8 {1000 1.000 1.000° .996  .979 .932 - 847 .729  .593. .456
9 | 1000 1.000 1.000 .999 - .992 968 916 .830 ~.717 .587
10 | 1.000 1.000 1.000 1.000 .997 .98 .957 .90l  .816 .706

11 11000 1.000 1.000 1.000 .999 995 ' €80 .947 888 .803 |

12 [1.000 1.060 1.000 1.COO 1.000 998 .91 .973 '.936 .876
13 100 1.000 1.000 1.060 1.000 .999  .996 .987  .966 .926
14 11.000 1.000 1.000 1.600 1.000 1.000 - .99%  .954 983 .959
15 | 1000 1.000 1.000 1.000 1.000 L.C00 999 .998 992 978
16 | 1.000 1.000 1.000°1.000 1.000 1000 1.000 .999  .996 .989
1771 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.030 1.000  .998 .995
18 |1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000  .999 - .998
19 ] 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.00 1.000 100G .999
20 | 1.000 1000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000  1.000 - 1.000

A



FUNCION DE DISTRIBUCIQON DE POISSON

 TABLA 2 (continuacidén)

F (x) = I ;
X o K
. . A ) )

x | -~ 100 1.0 120 130 14.0 15.0

2 003~ .001 .001 000 .000 000

3 010 005 002 001 600 .000

4 029 015 008 .004 002 001
5| 067 038 020 o1 .006 003

6| .13 . 079 046 026 014 .008
7] 22 143 .090 054 032 018
gl 333 232 " 155 100 062 037
9 458 341 242 166 .109 070
10 583 460 347 252 176 118
1t 697 579 462 :353 260 .185
12 792 689 576 462 358 268
13 864 781 682 573 464 363
14 917 854 I72 675 570 466
is 951 907 844 764 669 568
16 973 944 899 835 756 664
17 986 968 937 890 827 749
18 993 982 963 91 883 819
19 997 991 979 957 923 875
20| .98 1 995 988 975 952 917
21 999 998 994 986 971 947
2 1.000 © 999 997 992 983 967 -
23 1.000 1.000 999 996 991 981
24 1000 1.000 999 998 .995 989
25 1.000 1.000 1.000 999 997 994
126 1.000 1.000 1.000 1.000 999 997
27 1.000 1.000 1.000 1.000 999 998
28 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 999
29 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE

UNA DETERMINADA FUERZA DE TENSION ES DE 0,001, ¢CUAL ES LA PROBA-

BILIDAD DE QUE DE 2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN A) TRES, B) MAS

CON A = 2000 x 0.001= 2 Y CONSIDERANDO QUE npqg = 19>1,SE PUEDE

USAR LA DISTRIRUCION DE POISSON COMO APROXIMACION DE LA BINOMIAL:

A2 e
3!

a) PiX 3]
123 et

T 0.18

P{X = 3]

.EN ESTE CASO LA DISTRIBUCION BINOMIAL DA COMO RESULTADO

_2000! 1997_

plx=3] = 2900 (0.001)3(0.999)1°%7= 0.184

fan

b) mX>2]=1—pm<2pﬂ—wkep1-PmX=ﬂ+

. 20 e”Z 21 e'2 22 e"Z
. — | - - .
+P[X= 1J+p[x-z]}_1_ T A

2 5
— =1- = =0323
€ . e

1

2.

2

2

=] - —— _

(4 €




' EJEMPLO

UNA COMPANIA ASEGURADORA DESPUES DE.MUCHOS AfOS DE EXPERIENCIA HA
~ o . L L AMUALMENTE
ESTIMADO QUE EL 0.004% DE LA POBLACION FALLECE /POR ACCIDENTE
AUTOMOVILISTICO. SI ESTA COMPANIA TIENE 40,000 ASEGURADOS, ¢CUAL
ES LA PROBABILIDAD DE QUE 2 DE ELLOS MUERAN EN UN AfO BOR ESE TIPO

DE ACCIDENTE?

SEA X EL NUMERO DE PERSONAS QUE MUEREN.ANUALMENTE DE ENTRE LOS

ASEGURADOS, POR ACCIDENTE, LA MEDIA DE X ES
E[X] = 0.00004 x 40,000 = 1.6 = A

ADEMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE npg>l, SE PUEDE USAR SIN -GRAN ERROR

LA DISTRIBUCION DE POISSON:

X =X x -1,6
ATe 1.6)7e —° =
‘P[X=x] = 5= ( )x: ;o x=0, 1, 2,...
POR LO QUE
2 -1.,6
p[x=2] = (1.6)“e _ 0.2019 X 2,56 _ , 5

2. 2

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES PARA ESTA VARIABLE ALEATORIA ES:

310,258 | 0.138 | 0.055 0.018 | 0.005 |...

1
fX(XY 0.202 { 0.3
A
4
|
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EJEMPLO

T EN LA AMP c T 1L, PARA DAR VUELTA A LA IZQUIERDA EN UNA .

AVENIDA, SOLO HAY CAPACIDAD PARA 3 AUTOS CCMO MAXIMO ESPERANDO

LA fLECHA LUMINOSA DEL SEMAFORO, EN UN ESTUDIO ESTADiSTICO‘DEL
TRANSITO‘EN ESE LUGAR SE ENCONTRO QUE EN CADA CICLO DE LUCESVDEL
SEMAFORO HAY EN PRCMEDIO 6 AUTOS QUE VAN A DAR VUELTA, ¢CUAL ES
LA PROBABILIDAD DE QUE EN UN CICLO DEL SEMAFORO, TOMADO AL AZAR,

SE CONGESTIONE EL TRANSITO POR EXCEDERSE LA CAPACIDAD DEL CARRIL?

P[X>3] = ?

-

SI A={X>3}, A ={X<3}

P(A) = 1-P(A) O P(A)= 1-P(A). CON A=6,

_ x=3 x=3 é—66x
P(A) = P[X<3] =1 £ (x) = I ==

- X X
x=0 x=0
2 3

P(R) = e ®(1+6+ 5+ 29 =61e™® = 0.152
p[A] = P[x>3] = 1-0.152 = 0.848
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PROCESO ESTOCASTICO DE POISSON

COM BASE EN LA DISTRIBUCION DE POISSON SE PUEDE DEDUCIR QUE LA DISTRI-
BUCION DE PROBABILIDADES DEL NUMERO DE OCURRENCIAS DE UN EVENTO

DURANTE UN PERIODO t QUEDA DADA POR

fX(X)

p[X = x EN UN LAPSO t]

()% et

X,

I
e
il
o -
=
-
[\
-

fX(X)

DONDE

A = NUMERO MEDIO DE OCURRENCIAS POR UNIDAD DE TIEMPO,

LA ESPERANZA' Y LA VARIANCIA DE ESTE PROCESO, PARA UN LAPSO t, SON

i

CE(X) = At : .

At

il

oé(X)

PARA QUE ESTA DISTRIBUCION SE APLIQUE SE REQUIERE QUE EL EVENTQ

OCURRA CADA VEZ DE MANERA INDEPENDIENTE DE LAS OCURRENCIAS PREVIAS,

.Y QUE A SEA CONSTANTE., A A SE LE CONOCE COMO INTENSIDAD DEL PROCESO;

A SU RECIPROCO, 1/p SE LE DENOMINA PERIODO DE RECURRENCIA.
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. EJEMPLO

ENTRAL DE COMUNICACIONES SE TIENE UNA DEMANDA MEDIA DEL

SERVICIO DE 8 LLAMADAS CADA MINUTO. CALCULAR LAS PROBABILIDADE
DE QUE EN 2 MINUTOS NO SE SOLICITE EL SERVICIO, DE QUE SE SOLICITE

SOLOVUNA VEZ,Y MAS DE UNA VEZ.

‘ 0 -8x2 . o :
£ (0) = P[x=0] = (At) g? = e"1® = 0.00004
o 1.-16
167 e
£ = i = )
£.(1) o 0.00064

P[x>1] = 1 - (0.00004 + 0.00064) = 0,99932



_EJEMPLO

MEDIANTE UN ESTUDIO ESTADISTICO SOBRE LA OCURRENCIA DE MAREMOTOS

93.

EN LA COSTA MEXfCANA DEL OCEANO PACIFICO SE ESTIMO QUE UNA OLA

DE 4m DE ALTURA O MAYOR SOBRE EL NIVEL DE LA MAREA TIENE UN PERIO-

DO DE RECURRENCIA DE 100 ANMOS. CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE QUE

EN LOS PROXIMOS 10, 50 y 100 ANOS NO OCURRA NINGUN MAREMOTO EN DICHA

REGION CUYA OLA MAXIMA EXCEDE DE 4m, SUPONIENDO QUE LA OCURRENCIA

DE LOS MAREMOTOS SE PUEDE MODELAR MEDIANTE UN PROCESO ESTOCASTICO

DE POISSON.

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X=NUMERO

DE MAREMOTOS CUYA OLA MAXIMA ES MAYOR DE 4m, CON A=1/100=0.01 ES

At 0.01t é0.0lt

x!

_ At e’ -
£ . (x) =

x!

POR LO TANTO, PARA t=10, 50 Y 100 AﬁOS,i

QUE:
0 -0.01x10
3) fx(o) = (0.0IXlO())!e . 0.1
0 -0.01x50
6 (0 = (0-01xsog!e = o~0.5
¢ £.(0) = (0.01x100) 0e~0-01x100 1
< X Gl

" PARA ESTE MI

SE TIENE, RESPECTIVAMENTE,

0.905

|
o
.
o)
O
~

SMO PROBLEMA, LAS PROBABILIDADES DE QUE OCURRA AL MENO?

UN MAREMOTO CON OLA MAXIMA MAYOR DE 4m SON, RESPECTIVAMENTE,

A1
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2) é[lej

1-£,(0) = 1-0.905 = 0.095 .

.4 P[x21] = 1-0.607 = 0.393 | S |

¢) P[X>1] =1-0,368 = 0,632
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VARIABLES ALEATORIAS CONTTNUAS -
DISTRIBUCTON UNTFORME.

SE DICE QUE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, TIENE DHﬂ?I&KﬂON

UNIFORME ENTRE X = a Y X = b(b>a) SI

1 ‘
.fx(x) CONSTANTE = p—>—r | £ X

LO QUE SIGNIFICA QUE LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN

x Y

VALOR ENTRE
x + dx ES LA MISMA PARA CUALQUIER x COMPRENDIDA ENTRE a Y b.

LA.GRAFICA DE DICHA DISTRIBUCION ES

‘fX(x}%
1 %
—= 1 7 .
b-a ‘ 62 | . ¥
a b
: X

Distribucibn uniforme de una variable aleatonia continua

LA ESPERANZA Y LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION UNIFORME SE CALCULAN

~ DE LA SIGUIENTE MANERA:

: b 1 b a* o
Emp=[.xb_am [zw_wﬂ 2@_ = = (b + a)2

a
b

: b 2
c“(X) = J (x=E[X])2 5%5 dx = J B§§ dx __iﬁLﬂ_ dx -
a a a
b
-7 gggéﬁldx
a

- el (921 - [ 50

b - @ . b — ay
_— - b +a) =—oo "
o " ED - EXC o =
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DISTRIBUCION NORMAL |
UNA DE LAS DiSTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS MAS

UTIL ES LA DISTRIBUCION NORMAL O DE  GAUSS, DEFINIDA POR LA ECUACION

2 2
£y (x) = 1 o~ (x-u)"/20

; ovan

I DONDE y ES LA MEDIA Y o LA DESVIACION ESTANDAR.DE X.

SI SE HACE LA TRANSFORMACION
Z2 = (X-u)/o

ENTONCES LA ECUACION ANTERIOR SE REDUCE A LA LLAMAbA FORMA ESTANDAR,

CUYA ECUACION ES

2
1 o7 /2
V27n

fz(z)'=

EN ESTE CASO LA VARIABLE ALEATORIA Z TIENE DISTRIBUCION NORMAL CON

MEDTA TGUAL A CERO V VARTANCIA IGUAL A UNO.

EXISTEN TABLAS PARA CALCULAR LAS PROBABIL'ID‘ADES DE UNA VARIABLE ASO-
CIADA A UNA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR. EN LA SIGUIENTE FIGURA
SE MUESTRA LA FORMA DE CAMPANA DE ESTA DiSTRIBUCION, OBSERVANDOSE

LA SIMETRIA RESPECTO A Z=E(Z)=0.

§r202)

- Areq =68.27 %

Area=13.59 %
Area=2.14 %

-3 -2 -1 0 1
| . . Area=85.45%

Ly

e |

- " Area=99.73 %

Distribucibn nonmal de una variable a:ﬁeaiouh{conﬁm
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LA UTILIDAD DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR RADICA EN QUE

P[xlf_x_<_x2] = f fx(x)dx = 4P[zl_<_z§z2] = ;ifz(z)dzA

X4 1




TABLA 3
FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

{z (z)

' ’ _ S| _u2/2
F 7 ( Z) J m e du
. z
Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 .
—3. |.0013 .
-~2.91.0019 .0018 .09017 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014
~2.81.0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
—2.71.0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
—~2.6 }.0047 .0045. .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
52.5 .0062 ..0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
: : - . .
—2.4 1 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064
-2.31.0107 '.0104‘ 0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .00§87 .0084
A —2.21.0139 0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 . .0li6 .0113 .0110
-2.11.0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 0154 .0150 .0146 .0143
~2.0.0227 0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .D197 .0192 .0188 .0183
—1.9 1.0287 ° .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
—1.81.0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0300 .0294
—1.7 |.0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .040] .0392 .0384 .0375 .0367
—1.61.0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .04S5
—1.5 | .0668 .06_55 0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .057%1 .0559
~1.4 1 .0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 0721 .0708 .0694 0681
~—1.3 1.0968 .0951 .0934 .0918 .090! .0885 .0869 .0853 0838 .0823
—1.2 | .1151 0131 .1112 .1093 .1075 .1056- .1038 .1020 .1003 .0985
-3.11.1357 .1335 .1314 .1292 .12701 .1251 .:230 .i210 .119C .1170
—1.0 {.1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .i401 .1379
—.91.1841 .1814 1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611
—.81.2119 .2090 .2061 .2033 .2005- .1977 .194%9 1921 .1894 .1867
-7 1.2420 .2389 .2358 ~.2326 .2297 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148
~.61.2743 .2709 2676 .2643 2611 .2578 .2546 .2514 2483 .245!
~.5{.3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 .,2877 .2843 .2810 .2775
—.4 |.3346 .3409 .3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 3156 .12l
-3 | 3821 3783 3745 3707 3669 3632 3594 3557 .3520 .3483
—~.2 1.4207 4168 .4125 .4090 .4052 .4013 .3974 .3936 .3897 .3859
—.1 ]1.4602 4562 .4522 .4483 .4443 4404 .4364 .4325 .4286 .4247
~ 01,5000 .4960 .4920 .4880 .4840 4801 .4761 .4721 4681 4641

.



TABLA 3 (continuacidn)

' _ £ @)
FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR .Z‘
SRR Y .
E.(z) = di
R
6 z
0 1. 2 3 4 5 6 7 8 9

bbb

C 0o

.5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359
.5398 .5438 .5478 .5517 5557 .5596 5636 .5675 .5714 .5753
5793 5832 .5871 .5910 .5948 5987 .6026 .6064 .6103 .6141
6179 6217 .6255 .6293 .6331 .636i; 6406 .6443 .6480 .6517
6554 6591 .6628 .6664 6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879

16915 6950 .%985 .7019 .7054 .7088 7123 7157 .7190 .7224
7257 7291 7324 (7357 7389 7422 .7454 .7486 .7517 .7549
7580 .7611 .7642 7673 7704 .7734 7764 .7794 .7823 .7852
7881 7910 .7939 .7967 .7995 .802* .80S51 .8079 .8106 .8133
8159 .8186 .8212 .8238 .8264 8289 .8315 .8340 .8365 .8389

.8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .853) .8554 .BS77 .8599 .8621
8643 8665 .8686 .8708 .8723 .874¢ 8770 .8790 .8810 .8830
.8849 .8369 .8888 .8907 .8925 .8944 8362 8980 .8997 .901S5
9032 9049 .9066 .9082 .909% 9115 9131 9147 9162 9177
9192 9207 .9222 9236 9251 9261 .9279 .9292 9306 .9319

9332 .9345 9357 .9370 .9382 .9s5y¢ 9406 9418 9429 9441
9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 .9525 9535 .9545
9554 9564 9573 .9582 .9591 9599 .9608 9616 .9625 .9633
9641 9649 9656 .9664 9671 .9678 9686 9693 .9700 .9706
9713 9719 9726 .8732 9738 9744 .9750° 9756 .9761 .9767

9773 9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .981i2 .9817
9821 .9826 .9830 .9834 .9838 9842 .9846 .9850 .9854 .9857
9861 .9864 .9868 .9871 9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890
.9893 9896 .9898 .9901 .9904 9906 .9909 9911 .9913 .9916
9918 .9920 9922 9925 .9927 .9929 9931 .9932 .9934 .9936

9938 9940 .9941 9943 .9945 9946 .9948 .9949 9951 .9952
9953 9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9952 .9953 .9964
9965 9966 .9967 9968 .9969 9970 .9971 .9972 .9973 .9974
9974 9975 9976 9977 9577 9978 9979 .9979 9980 .9981
9981 9982 .9982 .9983 .9984 .9984 9985 9985 9986 9986 | _ . . _..
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EJEMPLO

COMO RESULTADO DE UNA LARGA SERIE DE EXPERIMENTOS PROBANDO A COM-

PRESION SIMPLE CILINﬁROS DE CONCRETO, SE HA ESTIMADO QUE LA ESPERAN-

ZA DE LA RESISTENCIA ES.DE724O KG/CM2 Y LA DESVIACION ESTANDAR DE

30 KG/CMz,,

&) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE OTRO CILINDRO TOMADO AL AZAR

RESISTA MENOS DE 240 KG/CMQ?

B. “£CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE. RESISTA MAS DE 330 KG/CM2?

C) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SU RESISTENCIA ESTE EN EL INTER~

VALO DE 210 A 240 KG/CMZ?

SUPONGASE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ES NORMAL.
SOLUCTON _‘ ‘ I |
A) PARA EMPLEAR LAS TABLAS DE DISTRIBUCION NORMAL ES NECESARIO

ESTANDARTIZAR LA VARIABLE X, EMPLEANDO u=240 Y 0=30, CON x

.1=240:

, = 240 - 240 _
e R T -
RECURRIENDO A ILLA TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAIL SE OBTIENE

P[x <240] = P[z<0] = 0.5

O SEA, LA PROBABILIDAD QUE CORRESPONDE AL AREA SOMBREADA DE LA SI-

GUIENTE FIGURA:

2> 7

Fig 16. Distribucién normal correspondiente :  inciso ¢ del ejemplo
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TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

_ o ' L _ ~'v_rb£wvvce5" o
SEAN LAS VARIABLES ALEATORIAS'Xl,XZ,...,Xk; CON/DENSIDADES DE

PROBABILIDADES (ARBITRARIAS),CUYA SUMA SE DENOTARA COMO W, ES DECIR

ES POSIBLE DEMOSTRAR EL TEOREMA DENOMINADO TEOREMA CENTRAL DEL 'LIMITE
CUYO ENUNCIADO INDICA OUE CONFORME AUMENTA EL NUMERO DE VARIABLES

INVOLUCRADAS EN LA SUMA ANTERIOR (AL AUMENTAR k), LA DENSIDAD DE

PROBABILIDADES DE W TIENDE A SER LA DISTRIBUCION NORMAL. ADEMAS‘

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE ST TODAS LAS VARiABLES Xl'x2' ..;, Xk TIENEN

DISTRIBUCION NORMAL ENTONCES RIGUROSAMENTE W TAMBIEN LA TIENE,

INDEDENDIENTEMENTE DEL NUMERO DE VARIABLES QUE APAREZCAN EN LA SUMA.

A PARTIR DEL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL SE DEMUESTRA OUE LA DISTRI-

BUCION DE BERNOULLI SE PUEDE APROXIMAR MEDIANTE LA NORMAL CUANDO EL

NUMERO DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE (30 O MAS), CON
L.O CUAL SE LOGRA UN'AHORRO CONSIDERABLE DE LABOR NUMERICA EN LA
SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS. PARA MEJORAR ESTA APROXIMACION,

CONVIENE EFECTUAR UNA CORRECCION POR CONTINUIDAD, LA CUAL SE JUS-

TIFICA POR- USAR UNA DISTRIBUCION CONTINUA EN VEZ DE UNA DISCRETA,

SUMANDO O RESTANDO, SEGUN SEA EL CASO, 0.5 AL VALOR DE X QUE SE

USE° POR EJEMPLO SI SE DESEA CUANTIFICAR LA PROBABILIDAD DE QUE

DE 2000 ENSAYES SE LOGREN DE 3 A 6 EXITOS LOS LIMITES REALES QUE

=2.5 Y

SE DEBEN USAR AL APLICAR LA DISTRIBUCION CONTINUA SON Xy =

x2?6.5.

. e;ktu,ﬂmm_ :
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2

B) EL VALOR ESTAﬁDARIZADO DE LA'VARIABLE,'PARA¥31¥330 KG/CM", Eé
| zi =_330 ;0240 - 3 ”
POR Lb QUE
" p[x>330] = 'P[Zz;j] - i%o.9987 = 0.0013

QUE ES EL AREA SOMBREADA DE LA SIGUIENTE FIGURA:

_%.éé{zjift

©  Distribucion normal correspondiente al inciso b del ejemplo.

C) LOS VALORES ESTANDARIZADOS DE LA VARIABLE, PARA x,=210 Y
x,=240 SON: | |
o = 210 - 240 __,
1 - 730
_ 240 - 240 ..

27730~ °
POR LO QUE

P{210<x<240] = P[- 1<7<0] = 0.3413

& Z

Fig 16. Distribucién normal correspondiente ¢ inciso ¢ del ejemplo

- - 2
e~
-
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- EJEMPLO

D N

SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE
CIERTA CARGA ES DE 0.001, DETERMINAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN

2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN MAS DE DOS.
USANDO LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI SE OBTIENE

P[x:;zj =1-p[xc2] =1 ; (P[x;;O]H+_p[x = 1] + P[X = 2j;=

2 000, .2 000!

., 2000 . ,1999
2 ooo. 1998 , _ §

LOS CALCULOS NECESARIQS PARA OBTENER LA SOLUCION SON BASTANTE MAS‘
TEDIOSOS QUF LOS QUE DEBEN F?E”TUARSE'APROVECHANDO QUE EL NUMERO
DE REPETICIONWS DEL EXPEPIMENTO ES’ GRANDE A FIN DE UTILIZAR LA
DISTRIBUCION NORMAL. EN ESTAS CIRCUNSTANCIAS LA PROBABILIDAD DE
QUE. X<2 EN EL CA&DDISCRETO EQUIVALE A LA DE QUE X<2.5 EN EL

'CONTINUO AST

p= np=2000x 0.001L =2

¢ = /npg = V2 000 x 0.001 x 0.999 = 1.41
[x<2.5] P(z< I ] = P[2<0.355] = 0.6387

DE DONDE

P{x>25)= 1 ~ P[X<2.5]

.0.6387 = 0.3613
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EJEMPLO

EN UNA SERIE DE 462 EXPERIMENTOS CON FINES ANTROQOLOGICds,CONSIS-
TENTES EN MEDIR EL TAMANO DE LA CABEZA DE LOS INDIGENAS RESIDENTES
EN UNA ZONA TROPICAL, SE OBTUVIERON LOS RESULTADOS ANOTADOS EN LAS
DOS PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA. SI LA VARIABLE ALEA-
TORIA "fAMANOvﬁE LA CABEZA"ASE CONSIDERA QUE TIENE DISTRIBUCION
NORMAL, ¢QUE CANTIDAD DE RESULTADOS SE ESPERARIA OBTENER ANTES DE
HACER LAS MEDICIONES, SI SE CONSIDERA QUE p= x = 191.8MM y

o= s = 6.48MM, DONDE X=PROMEDIO ARITMETICO Y S=DESVIACION ESTANDAR'

DE LOS DATOS?

171.5 - 191.8_  175.5 - 191.8_ - ©179.5-191.8

2y = g s 3-137 2z, = .48 =2.51; X3= ¢ 73

= - 190, ETC.

P(-3.13<2<-2,51)

0.0051; P(~2,51<Z<-1.90) = 0.0227;

P(-1.90<Z<-1.28) = 0.0716, ETC.

462 x 0.0051 = 2.4; 462 x 0.0227 = lOv.S; 462 x 0.0716 = 33.1, ETC.



0.0

"INTERVALO DE '| NUMERO DE OB~ INTERVALO DE PROBABILIDAD FRECUENCIA
VALORES DE X, SERVACION.ES = X=p B(z <iz<z —p ESPERADA =
EN MM (frecuencia, f) o 15252) 462 P
[171.5-175.5 3 (-3.13)-(-2.51)| 0.0051 2.4
175.5-179.5 9 (-2.51)-(=1.90) | 0.0227 10.5 N
179.5-183.5 29 (-1.90)-(-1.28)} 0.0716 33.1
1183,5-187.5 76 (—1.28)—(f0.66) 0.1543-° § 71.3
5187.5—191.5 104 1(=0.66)-(~0.05) | 0.2255 104.2
191.5-195.5 110 1(=0.05)- 0.57 0.2356 108.8
195.5-199.5 88 , 0.57 - 1.19 0.1673 | 77.3
1199.5-203.5 30  1.19 - 1.80 0.0811 37.5 B
{203.5-207.5 6 1.80 - 2.42 0.0281 13.0
207.5-211.5 4 2.42 - 3,04 0.0066 3.0 .
211.5-215.5 2 3.04 - 3.66 ! 0.Odl;M 0.5
|215.5-219.5 1 3.66 — 4.27 i_.6.005l

TOTAL: 462

TOTAL: 461.6
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 POBLACIONY

- 2.‘ EXPERIMENTO' "MEDICION DE LA PRECIPITACION PLUVIAL DIARIA

ESTADISTI CA DES CRI PTI VA

Y- sttt Ao I i

o

k. DATO u OBSERVACION ES EL. RESULTADO DE REALIZAR UN EXPERIMENTO

MUEQTRA ES UNA COLECCION DF DATOS

TMUEN?EO: PROCESO DE ADOUISICION DE UNA MUESTRA.

CON REEMPLAZO CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADO .SE REINTEGRA

AL LOTE DEL CUAL FUE EXTRAIDO ANTES DE EXTRAER EL SIGUIENTE

. MUESTREO q .

V;SIN RsawﬁAzof CUANDO;CADA ELEMENTO OBSERVADOUNO‘SE REINmE— -

LGRA ALTLOTE,;;

A POBLACION TOTAL DE - DATOS QUE SE pUEDEN OBTENER AL RFALIZAR UNA

SECUENCIA EXHAUSTIVA DE’ EKPERIMFNTOS o f ~f-y.,4gﬁ”";N«'

DISCRETA TIENE UN NUMERO FINITO O UN NUMERO INEINITO NU=

. MERZ\BLE DE DATOS POSIBLES

| CONTINUA- TIENE -UN -NUMERO INFINITO NO NUMERABLE DE DATOS

.. POSIBLES

. o

EJEMPLOS

"-1. EXPERIMENTO: LANZAMIENTO DE. UNA MONEDA DIEZ VECES

" POBLACION: - 'SUCESION INFINITA NUMFRABLE DE "CARAS" Y. "CRUCES"
. (DISCRETA)

_MUESTRA:U""ijRUPO DE 10 OBSERVACIONES

R

‘EN LA CIUDAD DE MEXICO DURANTE DIEZ ANos-
POBLACTION: 'SUCESION INFINITA NO NUMERABLE DE VALORES (CONTINUA)
MUESTRA: GRUPO DE 3652 OBSERVACIONES (TOMANDO DOS ANos

' VBISIEASTOS DE .2»9‘ DIAS EN FEBRERO). -




MUESTRA ALEATORIA ES UNA MUESTRA OBTENIDA DE TAL J\.ANERA OUE TODOS

_,OS ELEMENTOS DE LA POBLACION TIENFN LA MISMA PROBABILIDAD DE SER
,OBSER‘JADOS Y, ADEMAS LA OBSERVACION DE UN ELEMENTO “NO AFECTA LA
_PROBABILIDAD ‘DE OBSERVAR CUALQUIER OTRO ES DECIR SI SON - INDEPEN-—‘

T'DIENTES.

TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS 'ES UNA TABLA QUE CDNTi-EN»E NUMEROS OUF‘-‘CdNé“—

' ,.TITUYEN "UNA MUESTRA ALEATORIA OBTENIDA DE UNA DISTRIBUCION DE PRO~

BABILIDADES UNIF‘O'{ME QUE GENERALMENTE CORRESPONDE A UNA VARIABLE

ALEATORIA OUE PUEDE ASUMIR VALORES LNTRE 0 Y l MUL'I‘IDLI("ADOS POR

_AlOr, EN DONDE r. ES EL NUMERO DE DIGITOS ()UE SE- DESEA TENGAN LOS

UMEROS . _'

o gg&; 'f. -

LAS TABLAS OUE SE USEN PARA OBTENER UNA MUESTRA AJ_.EATORIA DEBEN CON— -

' T""NER NUMEROq CON MAYOR NUMERO DE DIGITOS OUE I_OS OUE ’"TENE EL
"T‘OTAL DE ELEMENTOS DE LA POBLACION OUE SE VA A MUESTREAR. POQ
EJEMPLO, S.L SE VA A OB'I‘EN:..R UNA MUESTRA ALEATORIA DE UN LOTE DE

- LEI\;TES PARA MILROS\,O IO OUE TIENE 10 OOO ELEMENTOS LA TABLA OUE '

SE USE DEBERA TFNER T\IUT‘/.[EROS ALEA’T‘ORIOS CON 5 0. MAS DIGITOS. s



METODO DE MUESTREO ALEATORIO

1. SE ENUMERAN LOSbELEMENTOS DE LA POBLACION

2. SE FIJA EL CRITERIO DE SELECCION DE LOS NUMEROS ALEATORIOS
. (POR EJEMPLO, SE DEFINE QUE RENGLONES Y QUE COLUMNAS SE -
VAN A LEER).

3. SE INDICA QUE DIGITOS SE VAN A'ELIMINAR EN CASO DE QUE LOS
NUMEROS DE LA TABLA TENGAN MAS DIGiTOS QUE LOS NECESARIOS

4. SE LEEN LOS NUMEROS, DE ACUERDO CON LO FIJADO EN LOS PUNTOS
2'Y 3, Y SE EXTRAEN DEL LOTE LOS ELEMENTOS OUE TIENEN LOS
NUMEROS LEIDOS. ESTOS CONSTITUYEN LA MUESTRA pISICA CON LA
CUAL REALIZAR LOS EXPERIMENTOS. = LAS OBSERVACIONES CONSTITUI-

' RAN LA MUESTRAALEATORIADESEADA.

NOTA TODOS LOS NUMEROS QUE SE REPITAN SE CONSIDERAN SOLO UNA VEZ.

TAMBIEN. SE ELIMINAN LOS NUMEROS MAYORES DEL TAMANO DEL LOTE.

_EJEMPLO

SE TIENE UN LOTE DE 1,000 TRANSISTORES NUMERADOS DEL UNO AL MIL,
CUYA CALIDAD SE VA A VERIFICAR ESTADISTICAMENTE, PARA LO CUAL SE
DECIDE TOMAR UNA MUESTRA DE 40 ELEMENTOS Y MEDIR SU AMPL:FICACIGN,

USANDO LA TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS ANEXA, . CON EL CRITERIO DE TO—

MAR TODOS LOS RENGLONES IMPARES ELIMINANDO EL ULTIMO DIGITO LA

"MUESTRA 1=‘]ZSICA SERIAN LOS TRANSISTORES CORRFSPONDIENTES A LOS

NUMEROS 0415, 0006, 0394, 0998,_0530, 0160, ETC.




TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS

/

\\\\\gbhmma 1 2 3 4 5 .6 7 8 9 10 11
Renglén ™ » .

g ~

1 16408 | 81899 | 04153 | 53381 | 79401 | 21438 | 83035 | 92350 | 36693 | 31238 | 59649

2 18629 | 81953 | 05520 | 91962 | 04739 | 13092 | 37662 | 94822 | 94730 | 06496 | 35090

-3 73115 | 47498 | 47498. | 87637 | 99016 | 00060 | 88824 | 71013 | 18735 | 20286 | 23153

4 57491 {°16703 | 23167 | 49323 | 45021 | 33132 | 12544 | 41035 | 80780 | 45393 | 44812

5 30405 | 03946 | 23792 | 14422 | 15059 | 45799 | 22716 | 19792 | 09983 | 74353 | 68668

6 /16631 | 35006 | 85900 | 32388 | 52390 | 52390 |-16815 | 69298 | 38732 | 38480 | 73817

7 196773 | 20206 | 42559 | 78985 | 05300 |-22164 | 24369 | 54224 | 35083 | 19687 | 11052

8 138935 | 64202 | 14349 | 82674 | 66523 | 44133 | 00697 | 35552 | 35970 | 19124 | 63318

9 131624 | 76384 | 17403 | 03941 | 44167 | 64486 % 64758 | 75366 | 76554 | 01601 | 12614

10 1 78919 39339 | 34806
{

119474

23632

27889

47914

02584

20801

72152

37680




- AGRUPAMIENTO DE DATOS

F?ECUQNCTADE UN EVENTO- ES EL NUMERO DE VECES QUE OCURRE EL EVENTO

AL OBTENER UNA MUESTRA DE LA POBLACION CORRESPONDIENTE,

FRECUENCIA RELATIVA DE-UN EVENTO: ES EL COCIENTE DE SU FRECUENCIA ENTRE

EL TOTAL DE ELEMENTOS (TAMANO) DE LA MUESTRA.

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA; ES LA ACUMULACION (SUMA) DE LAS FRECUEN-
CIAS RELATIVAS HASTA UN VALOR DADO, PARTIENDO DEL VALOR (O DEL
INTERVALO) MAS PEQUENO, EN OTRAS PALABRAS, ES LA FRECUENCIA DE

VALORES MENORES O IGUALES QUE UN VALOR DADO,

FRECUENCIA COMPLEMENTARIA- ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE UN

VALOR DADO = NUMERO DE DATOS - FRECUENCIA ACUMULADA.

DISTRIBUCTON DE FRECUENCTIAS

CON OBJETO DE FACILITAR LA INTERPRETACION DE LOS DATOS.QUE SE
TIENEMN EN UNA MﬁESTRA, ES CONVENIENTE AGRUPARLOS POR VALORES O POR
iNTERVALOS DE VALORES,FORMANDO ASI UNA TABLA DE DISTRiBUCION DE
FRECUENCIAS. |

PARA fACILITAR EL CALCULO DE LAS FRECUENCIAS ES UTIL ORDENAR LOS
DATOS EN FORMA CRECIENTE O DECRECIENTE DE.VALORES, FORMANDO ASI

UNA -TABLA DE DATOS ORDENADOS,



~

EJEMPLO
EN UNA ESCUELA SECUNDARIA SE LES‘APLICOVA_3O'PROFESORES UN EXAMEN.
- SOBRE PEDAGOGIA, LAS CALIFICACIQNES (DATds) QUﬁ SE OBTUVIERON
FUERON (YA ESTAN ORDENADOS EN FORMA CRECIENTE) |

57, 59, 65, 67; 67, 67, 69, 72, 73, 713, 77, 18, 78,

e

N v - N P ——
A B B S - C

g1, 81, 83, 83, 83, 84, 84, 87, 88, 89, 89, 91, 91, 93',

L e v oo e ~— e

R ’ .
D \ E
(95, 97, 99
AGRUPAMTENTO DE VALORES
CALIFICACION FRECUENCIA FRECUENCIA  FRECUENCIA RE-
, RELATIVA LATIVA ACUMULADA
57 1 1/30 1/30 |
59 1 . 1/30 - ' 2/30°
65 1 1/30 3/30
67 3 3/30 . 6/30
69 1 1/30 7/30
72 1 1/30 8/30
73 2 2/30 . - 1o0/30
77 1 1/30 - 11/30.
78 -2 2/30 13/30
81 2 2/30 15/30
83 3 ' 3/30 18/30
84 2 2/30 20/30
87 1 1/30 | 21/30
88 1 1/30 -~ 22/30
£9 2 2/30 ~ 24/30
91 2 2/30 26/30
93 1 1/30 - 27/30
95 1 1/30 - 28730
97 i 1/30 | 29/30 . . .
99 1 1/30 ~  30/30=1 . i

£=30 £230/30=1



" AGRUPAMIENTO POR INTERVALOS

LIMITES DE CLASES: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO DE CADA INTERVALO

MARCAS DE CLASE: SON LOS VALORES MEDIOS DE CADA INTERVALO DE CLASE

LIMITES REALES DE CLASE: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO QUE SON

FRONTERA  ENTRE LOS INTERVALOS. ESTOS DEBEN TENER UNA CIFRA DECI-

. MAIL, MAS QUE LOS DATOS,

FRECUENC

o et g

EVENTO ({INTERVALO DE ELEMENTOS FRE~ IA
CAL IFICACIONES ) ‘OBSERVADOS CUENCIA RELATIVA
A= {51-60} 57,59 "2 2/30
B = {61-70} 65,67,67,67,69 5 5/30
Cc = {71-80}). 72,73,73,77,78,78 6 6/30
D = {81-90} 81,81,83,83,83,84, |
84,87,88,89,89 11 11/30
E = {91~100} 91,91,93,95,97,99 6 6/30
) £=30 _30/30=1
. LIMITES INFERIORES | LIMITES SUPERIORES
DE CLASE DE CLASE
" EVENTO |  LIMITES DE LIMITES REALES MARCAS DE|
- CLASE DE CLASE CLASE
INFERIOR |SUPERIOR {INFERIOR!| YJPERIOR
A 51 60 50,5 60.5 55.5
B 61 70 | 60.5 | 70.5. | - 65.5--- -
C 71 80 70.5 80.5 - . 75.5
D. 81 90 80.5 90.5 85.5
. E 91 100 90.5 100.5 95.5




Frecuencia

FrecuencLa relativa

vento ELementos corredp. Frecuencia
a Los Antenvalos Frecuencdla nelativa acumulada acumulada
ve 51-60 59,57 , 2/30=0.067( 6.7%) 2 0.067
3: 61-70 67,65,69,67,67 5/30=0.166(16.6%) 2+5=7 0.067+0.166=0.233
;2 71-80 72,73,73,77,78,78, 6 6/30=0.200(20%) 7+6=13 0.2334+0.200=0.433
5: 81-90 83,88,84,89,83,84, 11 11/30=0.367(36.7%) 13+11=24 0.4334+0.367=0.800
_ 89,87,81,83,81 | | _

i: 91-100 . 99,91,97,95,91,93 _' 6 6/30=0.200(20%) 24+6=30 0.800+0.200=1.000

' 1.000 "

30

W L



DE LOS VARONES ADULTOS RESIDENTES EN UNA REGION. LOS DATOS, OR-
DENADOS EN FORMA CRECIENTE DE VALORES, FUERON LOS SIGUIENTES :
159,161}163,163,163,167;157,167,167,168,168,168,169,169,176;
171,171,173,174h175,175,175,178,179,181,181;183,184,187,191 CcM.

' OBTENER LA TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS.

SOLUCION:

1. DETERMINACION DEL RANGO DE LA MUESTRA

RANGO = VALOR MAXIMO ~ VALOR MINIMO = 191-168=32 CM
2. DETERMINACION DEL NUMERO DE INTERVALOS.
NUMERO DE INTERVALOS = %g'= 6

3, D_ETERMINACI'ON DE LOS LIMITES DE CLASE

RANGO 32

ANCHO. DE LOS INTERVALOS = NOMERO - € 5.3

TOMAREMOS UN ANCHO DE 6 CM, CON LO CUAL EL RANGO DEL AGRUPAMIENTO
ES 6 x 6 =36 CM. LA DIFERENCIA DE RANGOS ES 36-32=%, QUE SE
'REPARTE EN Los_Dos:IﬁTERVALos EQUITATiVAMENTE} POR LO TANTO,
LOS INTERVALOS RESULTAN SER:

157-162, 163~168, 169-174, 175-180, 181-186, 187-192




L sri /es resles ok c/ase .
éwtésa@céum ’ I
P
S Ny

JIJJ-lJL PYNUETER WU YUV WU SUSS SISO WU S 1

x¥

. |
52 v éo : . : 70
&S - 655

K’\ /‘/
/v/grcas de c/ase

= {X: 50.5<X<60.5}
= {X: 60.5<X<70.5}
70.5 <X < 80,5}

= {X: 80.5 < X<90.5}

W U Qo w >
il
=
>

= {X: 90.5<X < 100,5}

LIMITES REALES t\IJMITES REALES SUPE-
INFERIORES DE CLASE '~ RIORES DE CLASE

A MAYOR NUMERO DE DATOS SE REQUIERE MAYOR NUMERO DE INTERVALOS,
PERO SE RECOMIENDA QUE ESTE NUMERO ESTE ENTRE 5 Y 20, SUPONIENDO
QUE EN PROMEDIO CAIGAN 5 O MAS ELEMENTOS EN CADA INTERVALO. ASI, SI

SE TIENEN 30 DATOS, SE RECOMIENDA USAR 30/5=6 INTERVALOS.

EL PROCESO DE AGRUPAMIENTO SE. INDICARA AL MISMO TIEMPO QUE SE REA-

LIZA EL SIGUIENTE EJEMPLO.

EJEMPLO

EN UN ESTUDIO ANTROPQBOGICO SE OBTUVO UNA MUESTRAiDE'3O ESTATURAS -
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PRESENTACTON GRAFICA DE LAS DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

xfégsfégcanxu;
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/62,5

.

Lsiotuwrs
AC/77



4. INTEGRACION DE LA TABLA:

10.

" INTERVALO

FREC.

FREC. REL.

LIMITES REALES FREC., REL. | FREC,
INF. | SUP. ACUM. | ACUM.
157~162 156,5 | 162.5 2 %6-=0.067 2 0.067
. 163-168 162.5 | 168.5 | 10 %%a=0.333 12 0.400‘
169-174 168.5 ’174.5. 7 %ﬁ'=°’233 19 0.633
175-180 .174;5 180.5 5 §6==0.167 24 - 0.800
181-186 180.5 186.51 4 §5J=o;133 28 0.933
197-192 186.5 192.5 2 %5==0;067 30 1.060

r=30 $=1.000- .




13.

’HISATOGRAMA DEL PROBLEMA DE LAS CALTFICACIONES EN PEDAGOGIA

%

]/ ;-_-_..a---_-.__-;.--
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ol oo ot oo
o ‘ | I m»!nnuux! -
50 60 70 80 . 90 100 N

- - ----Calificacion

',' TAREA: DIBUJAR EL POLIGONO, DE FRECUENCIAS Y LAS CURVAS DE FRECUENCIAS :

RELATIVAS ACUMULADAS Y COMPLEMENTAR]}AS.
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¢CUAL ES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES QUE 180,5?: 30-24=6

LA FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA COMPLEMENTARIA ES:

1-0.800=0.200 (20
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PERCENTILES- SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 1 POR CIENTO.
DECILES- SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRECUEN-
CIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTI;E’LOS DE 10 POR CIENTO. |
CUARTILES= SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE~
CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 25 POR C'IENTO‘.

MEDIANAr VALOR DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTE A LA FRECUENCIA

RELATIVA ACUMULADA DE 50%,

. 30-4L-

Frecoerncia scumu/ods
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| ®
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EJEMPLO

14,

EN UN ESTUDIO .SOBRE‘ LA CALIDAD DE LOS MONOBLOCKS PRODUCIDOS POR

UNA FABRICA,

SE OBTUVO UNA MUESTRA ALEATORIA DE 100 ELEMENTOS,

A LOS CUALES SE LES CONTO EL NUMERO DE DEFECTOS DE FABRICACION.

LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS QUE SE OBTUVO ES LA SIGUIENTE:

NUMERO DE FRECUENCIA | FRECUENCIA | FRECUENCIA ACUMULADA
DEFECTOS : ' ACUMULADA COMPLEMENTARIA
.0 4 s 96 (100-4)
1 13- 17 83 (100-17)
2 33 50 50 (100-50)
3 30 80 20 (100-80)
4 15 95 5 (100-95)
5 5 | 100 0 (100-100)
100 :
- A
NI % S-S U,
30 4+ - T
Lo
D - o e —
7z Yot M
/0 +
5-——5—’_ - o ] e el . e §—
i _ § 1 4
0 7 z 3 4/ 5 ¢ /\/— cle de,é'(,?/os '
/aai-'— - —— -
c*Tr - ——-- T
A . [ W 2/5/7~/éyc10n O/C
1~ '-; - T ! | - frecuerncias
C . o ' ‘ | Sevmul/ad/as
5””"f4f“L-H B
S Distribucisn o Frecvencias
L, Seum u/Bdss
e - - | ! | . : e _’com{a/eme‘n/ar/a.
Md:ﬂm‘

6 /0 e oefectss



17.

MODO~ ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE APARECE CON MAYOR FRECUENCIA
EN UNA MUESTRA, »'sx LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS, EL MODO ES LA
MARCA DE CLASE DEL INTERVALO QUE TIENE LA MAYOR FRECUENCIA.
EJEMPLO .
EN EL PROBLEMA DE LOS’MONOBLOCKS EL MODO ES 2 EN EL PROBLEMA
DE LAS ESTATURAS DE LOS VARONES ADULTOS DE UNA CIUDAD EL MODO ES

165.5 CM.



MEDIDAS REPRESENTATIVAS DE LOS DATOS

MEDIDAS DE TENDENCTIA CENTRAL

VALOR MEDIO O PROMEDIO ARITMETICO

SO e Drr 7BI ALO AG USRI

X =

Sl

X, -
1

i=1

16'-

DONDE Xy SON LOS VALORES DE LOS DATOS Y n ES EL TAMANO DE LA

MUESTRA.

SI'LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS Y fj ES LA FRECUENCIA DEL j-ESIMO

INTERVALO Y xj ES LA MARCA DE CLASE CORRESPONDIENTE, ENTONCES

EJEMPLO -

K )
r f£.x. .

1 3737

K

NUMERO DE INTERVALOS

SEA EL EJEMPLO ENUNCIADO ANTERIORMENTE DE LOS DEFECTOS EN MONOBLOCKS.

SE TENIA;
'j |No. DE DEFECTOS FRECUENCIA|
; X £ fx
1 0 4 4x0=0
2 1 13 13 x 1 = 13
3 2 33 33 x 2 = 66
4 .3 30 30 x 3 = 90
3 4 15 15 x 4 = 60
=6 5 5 5 = 25
£=100 254

Ll on

b

b

_ 254
100 .

2.54 DEFECTOS
POR MONOBLOCK

.
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EJEMPLO
EN UN ESTUDIO PARA DETERMINAR LOS TIEMPOS EN QUE UNA. MUESTRA ALEA-
TORIA DE INDIVIDUOS REACCIONABA A CIERTOS ESTIMULOS PSICOLOGICOS

SE OBTUVO LO SIGUIENTE:

j MARCA DE CLASE LIMITES FRECUENCIA FRECUENCIA

%, EN SEG REALES - F ACUMULADAF -%/SEG
1 1 0.10 0.075-0,125 2 2 0.20
2 0.15 0.125-0.175 7 9 1.05
3 0.20 0.175-0.225 14 . 23 2.80
4 0.25 0.225-0.275 - 4 27 1.00
5 0.30 0.275-0.325 3 30 0.90
'S
£=30 % £.x,=5.95
ij=1
- _5.95 _ _
X = ’—§-6— = 0.198 SEG
MODO = 0.20 SEG
_ _ _0.05 _ _
d, = 0.05, Iy = 0.20 7> = 0.175, F =9
n/2 = 30/2 = 15, £, =14
MEDIANA = M = 0,175 + 1535—3-0.05
_ . 0,30 _ -
M = 0,175 + =35> = 0,175 + 0.021 = 0.196 SEG



18,

MEDIANA: ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE CORRESPONDE AL 50% DE LA

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA.

ST LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS POR INTERVALOS, LA MEDIANA SE PUEDE

CALCULAR CON LA FORMULA (ADEMAS DE GRAFICAMENTE, COMO YA SE VIO):

MEDIANA = M = L, + ———1 g
) M f M
M
DONDE . L, = LIMITE INFERIOR REAL DEL INTERVALO QUE CONTIENE A LA

MEDIANA

£, Y dy = RESPECTIVAMENTE, A LA FRECUENCIA Y ANCHO DEL INTER-
VALO QUE CONTIENE A LA MEDIANA

F, = FRECUENCIA ACUMULADA HASTA EL INTERVALO QUE CONTIENE )

A LA MEDIANA EXCLUSIVE

n = TAMANO DE LA MUESTRA

'/?-,aé

Frecuencis Scumy

™

Mea//éﬂa = A = ,{M f‘j

Tnitervalo e contene.
= /3 medrd3ns



EJEMPLC

EN UN ESTUDIO SOBRE LA TEMPERATURA MAXIMA DIARIA EN UNA CIUDAD'V

SE OBTUVO LO SIGUIENTE DURANTE UNA PRIMAVERA:

21, -

j | INTERVALOS DE |MARCA DE FRéCUENC;ﬁj R o,
: TEMPERATURA, °F | CLASE, °F f xf| x-x |(x~x) (x-x)"f |
T 55 - 63 59 2 118]-21.3]453.7 | 907.4
2 64 - 72 68 6 408 |-12.3]151.3 | 907.8
3| 73 - 81 77 7 539|- 3.3 10.9 | 76.3
4 82 - 90 86 9 774| 5.7 32.5 | 292.5
51 . 91 - 99 95 6 570 14.7|216.1 |1296.6
If 30 |2409 3480.6
‘ ~ 2409 .
X 30 80.3 °F
2 _ 3480.6 o2
s2 808 = 116 °F
Sy V116 = 10.8 °F
vy = §9°5 = 0.134
80. (13.4%)
MODO = 86
- _ : - - n _ 30 _
MEDIANA = M = 72.5 + =2-=-2 9 = 72,5 + 9 = 81.5 °F

<)

7



20.

MEDIDAS DE DISPERSION
RANGQ =.MAXIMO VALOR OBSERVADO -~ MINIMO VALOR OBSERVADO

VARTANCIA = SI LOS DATOS N0 ESTAN AGRUPADOS;

n n
Si = % 9> (xi‘— §)2 = % pX xi —»§2='x2 - %2
i=1 i=1
SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS:
K S —
Si = % pi(x, - 22 = % I Of. x2 - ®o= x% - %°
j=1 J J.=l hE Jd

"DéNDE‘LAs'xj SON LOS VALORES DE LAS MARCAS DE CLASE DE LOS INTER-

~ VALOS.

DESUTACION ESTANDAR
[T
S = ¥ 5%
COEFICTIENTE DE VARIACION

Ve = SX/x



23

TRANSFORMACION DE VARIABLES

SEA X UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES
f,(x), Y SEA 1A TRANSFORMAC ION
Y = g(X) = a +.bX

PARA EL CASO EN QUE X ES UNA VARIABLE CONTINUA, ‘EN TEORIA DE PRO-

BABILIDADES SE VIO QUE

i) (a+bx)fx(x)dx = a f_fx(x)dx + b f'xfx(x)dx

-0 - 00 - CO

E(Y)

a + bE(X)
'Y, ANALOGAMENTE QUE

o2 (¥) = b%02(x)

/o

"(ESTOS RESULTADOS SON VALIDOS TAMBIEN PARA VARIABLES ALEATORIAS

DISCRETAS.)

AHORA, SI SE TIENE UNA MUESTRA DE TAMANO n DE LA VARIABLE X, A
CADA VALOR, x;, DE DICHA MUESTRA LE CORRESPONDE UN VALOR, y;r DE

LA MUESTRA DE Y DADO POR

Yy = a + bxi

~ POR LO TANTO, EL PROMEDIO ARITMETICO DE LAS y. ES

|o
IIPIS e

a +
i=1 -

v

I
5 |
o~
e

- 1
(a + in‘) = H

. 1 0 -

2abx. + = I b"x

i n .,

1 - i=

a2,k
n

1 i

blH
nb1b
v
[
it
o RIS
My
o
+
o
"
j= J R
e
(| ]
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TAREA

078 038 072 065 072 092 078 065 092 078
136 143 065 048 083 048 072 048 065 078
065 190 078 078 103 126 048 048 106 0.96
065 092 072 078 078 048 028 036 083 048
078 049 036 078 078 08 088 096 103 121
08 057 072 103 092 09 078 109 092 LI2
065 065 08 072 072 078 072 109 083 083
683 106 057 078 - 123 1090 103 018 065 134
096 065 048 118 “LI2. 018 048 072 057 055
0.06 065 096 051 065 121 148 096 096 . 1.40

Agrupar datos por intervalos y elaborar tabla con frecuencias,
frecuencias relativas, frecuencias acumuladas y frecuencias
relativas acumuladas (anotar limites, limites reales y marcas

de clase).
Dibujar: a) Histograma
'b) Poligono de frecuencias ,
¢) Curva de frecuencias acumuladas
Calcular todas las medidas de tendencia central y. de dlsper81on
que se han estudiado
a. Sin agrupar datos
b. Con datos agrupados
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EN EL PROBLEMA DE LOS RESULTADOS, i DE iy EXAMEN SOBRE PEDAGO-

GIA SE OBTUVO LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS INDICADAS EN LAS DOS

PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA:

o e et e e SR R — - S —
§ MARCAS DE CLASE | FRECUENCIAS| MARCAS DE CLASE - 5
! < £. RANSFORMADA , y B yn o
X £, TRANSFORMADA , y . vify § Y Yty
g 55.5 2. o -4 F 4 48
% i
§ 65.5 5 -1 -5 ; 1 5
; 75.5 6 0 o ! o 0
! ' SRR ﬂ
g 85.5 11 1 11 ;1 11
§ 95.5 6 2 12 | 4 24 -
| o ; |
L £=30 T=14 % =48 |
- — o : 2 h
y = 14/30 = 0.467, y“= 48/30 = 1.6, S“(y) = 1.6 - (0.467)“= 1.382
% = [0.467 - (-7.55)]/(1/10) = 80,17, s?(x) = 1.382/(0.1)%= 138.2

CALCULAREMOS EL PROMEDIO Y LA VARIANCIA DE ESTA MUESTRA, CALCULANDO

"PRIMERO y Y Sz(y) DE LA TRANSFORMACION

Y

(a

TOMANDO a =

Y;

)«

POR LO QUE

-75

~C

B

a + bx

1 L)
14
C,

1
E—z_—a CON Cl

x = Cy
C

2

C

(-75.5 + x,)/10

2,=;ANCH0 DE CLASE)

5/10 y b=1/10 (c;=75.5 y C,=10), SE TIENE

= ‘MARCA DE CLASE CENTRAL Y
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Y, LA VARIANCIA,

2.2

X" - (a+b;{)2 =.Db 2

2 -2 2

Sz(y) = y“~y“ = a“ '+ 2abx + b 2 2 2

x2—b Xx° = b Sz(x)
ESTAS TRANSFORMACIONES SE PUEDEN EMPLEAR PARA CALCULAR EL PROMEDIO
§, Y LA VARIANCIA,SZ(Y) DE LA MUESTRA DE UNA VARIABLE QUE RESULTA
DE UNA TRANSFORMACIONVY, CON BASE EN ELLOS, CALCULAR X Y SZ(X) DE

LA MUESTRA ORIGINAL, MEDIANTE LAS ECUACIONES

X=(y~-a/b
s2(x) = 82 (y) /b2

ESTE PROCEDIMIENTO AHORRA BASTANTE TIEMPO DE CALCULOS CUANDO LOS

~ DATOS ESTAN AGRUPADOS, EN CUYO CASO LOS X; SON LAS MARCAS DE CLASE.
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REGRESION LINEAL

CON MUCHA FRECUENCIA SE PRESENTAﬁ_PROBLEMAs EN QUE INTERVIENEN
DOS VARIABLES ALFATORIAS (O UNA ALEATORIA Y UNA DETERMINISTA) Y

SE DESEA DETERMINAR UNA RELACION FUNCIONAL ENTRE ELLAS. SI SE

' OBTIENE UNA MUESTRA DE PAREJAS DE DATOS (X, y;) Y SE ANOTAN EN
UNA GRAFICA X-Y, VISUALMENTE SE PODRA PREVEER EL TIPO DE RELACION
ENTRE AMBAS VARIABLES, Y LUEGO HACER UN AJUSTE MATEMATICO DE ALGUN

TIPO DE CURVA,

EJEMPLOS (GRAFICAS DE CORRELACION)

-2 : .
‘: A
RN P _
Pelociosr fones!
X} e/aciorn frnes/
N |
"\g%‘
\ o
R
N q
s Verle. &0 val
Q A . £ A/rn"//ollb'.f 02'/0;th15
\“ ‘
\§
X
\“.
‘ .
3 /?6/5&6/0’/) /73/‘350%};3
® .
N
> Jiempo, €7 mLses
A
g |
9 » .
< _ |
LS . | .
‘N~ . ) ) ‘ ’ '
‘%E * ® o _A//”juﬂa f’e/éC/an 3/"6’4/56/2
""‘\t I’y e e . . . e ’ . .
S ° 6 ®
<R i
39 | o

. ’ . : .
— (ol fvcacion en -7)31;;
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y; = (=75.5 + 55.5)/10 =2

vy, = (=75.5 + 55.5)/1o.= o1

yy = (=75.5 + 75.5)/10 = 0
Y, = (-75.5 + 85.5) /10 = 1 -

Vg = (=75.5 + 95.5)/10 = 2

OBSERVESE. QUE SE OBTIENE y = 0 PARA EL INTERVALO CORRESPONDIENTE A
Xi = Cl' Y PARA LOS INTERVALOS CON VALORES. MAYORES DE X BASTA
| CON IRLE SUMANDO UNA UNIDAD; MIENTRAS QUE A LOS DE VALORES MENORES,

IRLE RESTANDO UNA UNIDAD.
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AY
]
-
|
1
L :
‘ Fects de .fejrrsm’n
~J .
. Y=mX f’é
4 '7 X

D

I
|
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PARA AJUSTAR ALGUNA CURVA A UN GRUPO DE DATOS SE PUEDE PROCEDER
DE DIFERENTES MANERAS, DE LAS CUALES LA MAS SENCILLA ES "A 0JO",
PERO TIENE LA DESVENTAJA DE QUE, POR NO SER SISTEMATICO, DIFEREN:’I‘ESJ'
PERSONAS PROPONEN DISTINTAS CURVAS. DE LOS METODOS ANALITICOS O

MATEMATICOS, EL MAS' COMUN ES EL DE MINIMOS CUADRADOS,

SI X ES LA VARIABLEI&DEPENDIENTE Y Y LA DEPENDIENTE, SE DICE QUE LA
REGRESION ES DE Y CON BASE EN X, Y VICEVERSA,

EN ESTE CURSO NOS CONCRETAREMOS AL-CASO DE ‘UN AJUSTE LINEAL, ES
DECIR, MEDIANTE UNA LINEA RECTA, DE ECUACION Y-mX + b, EN DONDE.
m ES LA PENDIENTE ¥ b LA ORDENADA AL ORIGEN.:

?Y /\Y
|

. : . B .7ﬂ::_.,4\ K .
1t , . E \/ée/?dfdllfd’ f/;ﬁaﬁya ,
: Pgné?cnfe /ba;},//}a ‘ ; . o \

¢t |
% > X 2 Bl
iuY 4 Y
° )
8 o .
¢ e ‘ BN X .
Nk o o . ‘ Coe ¢ /%,; rente /4/)}7/2/&
..' » P ’ ° °
© Penatente N
Y (//a - . . X Y . .
> X T .y : > X
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TABLA 1 , ESTATURA, x (EN CM), Y CIRCUNFERENCIA DE LA CA-

BEZA,Y (EN CM), EN BEBES AL NACER (DATOS DEL PROF, E. NAVRATIL,

UNTVERSITY HOSPITAL, GRAZ, 1962)

z y z y z y z y z v
52 36 50 33 51 34 51 36 48 33
48 34 48 34 49 34 53 3{3 48 33

" 50 34 s1 36 51 36 51 36 50 36
51 34 54 38 51 34 49 34 49 32
47 35 - 49 34 50 35 51 35 49 35
51 35 49 33 47 35 50 34 48 34
52 36 49 33 49 34 49 35 50 34
52 36 30 34 49 3 50 KX} 49 34
53 kY 48 kk) 49 k1] 47 n 49 34
48 34 52 34 52 36 50 kh 49 33
50 34 50 34 51 37 49 34 48 34
52 37 50 33 50 35 50 34 50 35
52 36 49 35 56 39 48 34 49 33
50 35 51 3s 52 34 47 35 50 .1 32
50 34 53 35 47 34 . 50 35 54 37
49 34 48 32 53 36 . 53 36 50 3s
48 34 48 33 . 49 34 52 36 52 34
48 33 50 33 49 35 53 38 51 35
50 35 51 35 49 34 50 | 34 52 3s
50 35 52 36 "5l 3s 53 39 48 33

TABLA 7, GRAFICA DE CONTEO CORRESPONDIENTE A LA
MUESTRA DE LA TABLA 1.
| : _
; Circunferencia Estatura x (en cm)
i de lacabeza
y (encm)
47 48 | 49 50 | S1 52 53 54 55 s6
3 ! [
38 Iyl
37 | ] | |
36 IR LT
35 R A R E
34 SRl s
SR Rl sl I
2 YRR
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AGRUPAMTENTO DE DATOS POR PAREJAS

CUANDO Sﬁ TIENE UNA MUESTRA CON MUCHOS DATOS TOMADOS POR PAREJAS,
CORRESPONDIENTES A DOS VARIABLES ALEATORIAS, ES A MENUDO CONVE-
NIENTEAAGRUPARLOS POR VALORES O POR INTERVALOS Y LUEGO OBTENER LA
DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS, DE LA MANERA QUE SE MUESTRA EN EL

SIGUIENTE EJEMPLO.

. _EJEMPLO

EN UN ESTUDIO CON FINES ANTROPOLOGICOS REALIZADO EN UNA MATERNIDAD,
SE OBTUVO LA MUESTRA POR PAREJAS MOSTRADA EN LA TABLA 1, CORRES~

PONDIENTE A LAS VARIABLES ALEATORIAS

X ESTATURA
Y CIRCUNFERENCIA DE LA CABEZA

DE LOS NINOS AL NACER, -

CALCULAR LA DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS Y DIBUJAR EL

"HISTOGRAMA CORRESPONDIENTE,
' PROCEDIMIENTO:

1. Determinar los valores mdximos y minimos de los datos X y Y.
: 2.’ Elaborar la tabla de conteo

3. Elaborar la tabla.con la distribucién conjunta de frecuencias.
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- METODO DE MINIMOS CUADRADOS

| EL, METODO DE MINIMOS CUADRADOS TIENE COMO CRITERIO EL QUE LA SUMA
DE LOS CUADRADOS DE LAS DESVIACIONES DE LAS ORDENADAS, y,, RES-
PECTO A LA. RECTA DE REGRESION, ?i, SEA MINIMA, ES DECIR, SE TIENE

UN METODO DE OPTIMIZACION EN EL.QUE SE PRETENDE QUE

n ~ 2 v .‘ ) e
D= © (y. -y.)° SEA MINIMO
. 1 1 o
1=; : ,
i )]
D=73: [y; - (b + mx.)
i=1 1 N 1
n
g% =231 (y,-be-mx)(=1) =0
i=1
n- .
3D _ » _ _
m = ziil (yi -b - mxi)( xi) =0

CON ESTO SE TIENE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOG-

NITAS, b Y m, QUE CONDUCE A

ST T SO
. nix;y; - Ix;Iy; ) XY, - Xy _ HZ(xi x) (y;-y)
nZX? - (ZX.)2 o Sz(x) Sz(x)
i i’
z#zz' - IX.Ix.y.
N S | i*%iY4 -7 - mR
nrx’ - (Ex.)2 :
i i

ESTA ULTIMA ECUACION INDICA QUE LA RECTA PASA POR EL PUNTO (%,7).

SI LAS PAREJAS DE DATOS ESTAN AGRUPADAS EN K CELDAS Y LA FRECUENCIA

DE LA CELDA i ES f s Y xj Y y SON SUS MARCAS DE CLASES ENTONCES,

1 X Xy 1 %
n.z. f. x.y. - XY Nl f._ (x.-X)}{y —y)
_j=1 %xy 3 J=179xy "7 Y5

a“(x) , o qz(x)
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ONT a7 A

=

"y

TABLA 3. DISTRIBUCTONDE FRECUENCIAS DE LA MUESTRA DE LA

"TABLA 17

Estaturax (en cm)

56

55

53

52

51

50

49

48

47

Circunferencia
de la cabeza

y (en cm)

39

38

37

36

35

34

33

32

|

HISTOGRAMA CORRESPONDIENTE A'LA TABLA 1

pran
“«T

&/ DS
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ADEMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE

a2 (x) = c252 (x')

LA FORMULA PARA CALCULAR LA PENDIENTE CAMBIA A

R LK
) = U 2wl - = £ T e lgg?
oo CaCagly m B O CylnhEy Fan XY - XY
| c2s?(x1) - Cr  s%(x") -
‘ /

EN ESTAS TRANSFORMACIONES C1 Y C3 DEBEN SER IGUALES A ALGUNA DE LAS
MARCAS DE CLASE CENTRALES DE x Y y, RESPECTIVAMENTE, Y CZ Y C4 DEBEN
SER IGUALES A LOS ANCHOS DE LOS INTERVALOS DE LOS DATOS DE x Y de

Y, RESPECTIVAMENTE.
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METODO CORTO PARA CALCULAR LA RECTA DE REGRESTON -

A MENUDO SE PRESENTAN PROBLEMAS DE REGRESION LINEAL EN LOS QUE SE
' MANEJAN GRANDES CANTIDADES DE DATOS Y, ADEMAS, SUS VALORES SON DE
VARIAS CIFRAS. PARA REDUCIR LA LABOR NUMERICA SE RECURRE A AGRU-

PAR LOS DATOS Y A TRANSFORMAR LAS VARIABLES DE LA MANERA SIGUIENTE:

X - C1 y - C3
x': y': ;C>0 C>O
C, | C 2 4
2 ' 4
. = t ) = v
DE DONDE X sz + C1 Yy C4y ,+‘C3

EN TAL CASO, EL PRIMER TERMINO DEL NUMERADOR'DE LA FORMULA PARA

CALCULAR m SE TRANSFORMA A:

1 K 1 K \
= f. xy.==71I C,x! + C C,y. + C
ng_op IXY 35 Njoq ny( ] X 475 3)
; K
- '
'njil ny(C2 4 Jyj + C2C3xj + C1C4yj + C Cy)
1 K K XK
= — [ ol Le t
CoCs 7 I jxyx]y] T CC3 I om Fupy®y Y C1Cs  HfinyYs T O
'1 K -— -
= ol ¥ 1 )
C2C4 - i E. o x'y'" + C,C x'+aC1C4y + C1C3

L Iyt ¥ T Rt

EL SEGUNDO TERMINO DE LA MISMA FORMULA QUEDA:

Xy = (CpX' + C1)(Cu¥" + C3) = C,C %' + C,Cax' +

v!
cC C4y + C.C

1~ 13
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EJEMPLO |
OBTENER LA RECTA DE REGRESION DE LAS CARCGAS EN LOS PISOS 1 Y

DE UN EDIFICIO : ) .
CARGAS EN TON/M2

ZONA | PISO 1 | PISO 9
X y
A 38 355
B 354 370
c 207 307"
D 273 270
| 127 182 g
F 324 962
G 1358 222
H 519 405
1 147 315
J 181 420
K 118 484
L 114 287
M 243 228
N | 522 | 470
o | 236 1 194
p 269 260
0 268 679
R | 321 | 366
S 305 | 358
i 335 317
U 577 . 368
v 271 284

RANGO DE X: 577-38

"RANGO DE Y: 962-182
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CALCULAR LA,RECTA DE REGRESION DE LOS DATOS ANOTADOS EN LA

SIGUIENTE TABLA, MEDIANTE EL METODO DE

X y Xy x2
s| 7| s6 64
6 12| 72| 36
41 2 8| 16
6| 6| 36| 36
13 ] 7| 91169
10| 3| 30] 100
116] 6 1
71 2| 14] 49
3] 9| 27 9
12 |11 | 132 | 144
=70 | 65| 472 | 624

X =

s?(x) = 62.4 ~

70/10=7, v

14722

~!

= 65/10=6.5, x

10
13.4

6,5 - 0.13

2

MINIMOS CUADRADOS.

=624/10=62.4
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CALCULO DE X y x2
INTERVALOS |MARCAS DE £ . xf % X2 £ |
CLASE | S
0.5 -=100.5| 50.5 1 | . 50,5 2,550.25 |  2,550.25
100.5-200.5| 150.5 5 |. 752.50 | 22,650.25 | 113,251.25
200.5-300.5 250.5 7 | 1,753.50 62,750.25 | 439,251.25
300.5-400.5| 350.5 | 6 2,103,00 122,850.25 | 737,101.50
400.5-500.5| 450.5 - | 0 0.00 164,430.25 0.00
500.5-600.5| 550.5 3 | 1,651.50 303,050.25 | 909,150.75
£=22 1=6,311,00  £=2,201.304.50

. Kl

= 831100 - 786,86, % = 82,288.66

2 2,2035304-50.=,100,059.30

s?(x) = 100,059.30 - 82,288.66 = 17,770.64

S(x) = /17,770.64 = 133,31
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TABLA 4. DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS DE LAS CARGAS EN LOS PISOS 1 V 9.

0.5
a
100.5

100.5
a
200.5

A Y

200,5
a
300.5

300.5
a
400.5

1400.5
a .
500.,5

500.5
’ a
600.5

600,5
a
700.5

700.5
a
800.5

800.5
a
900.5

900.5
a
1000.5

X (1)

1X (1)

X (1)

X (1)

XX (2)

X (1)

X

X (1)

XK (4)

X (1)

XXXX (4)

X (1)

X (1)

XX (2)
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MARCAS DE CLASE | FRECUENCIAS

X .y fxy | | Xy fxyxy
50.5 | 350.5 1 17,700.25 17,700.25
150.5 150.5 1 . 22,650.25 ' 22,650.25
150.5 250.5 .| 1 37,700.25| ~ 37,700.25
150.5 350.5 1 52,750.25 . 52,750.25
150.5 | 450.5 2 . 67,800.25 135,600.50
250.5 150.5 . 1 o 37,700.25 - 37,700.25
250.5 250.5 4 - 62,750.25 251,001.00
250.5 350.5 | 1 87,800.25 87,800.25
250.5 | 650.5 1 162,950.25 | 162,950.25
350.5 250.5 | 1 87,800.25}| 87,800.25
- 350,5 350.5 4 122,850.25 491,401.00
350.5 950, 5 1 333,150.25 333,150.25
550.5 350.5 | 1 192,950.25 192,950.25
550.5 450.5 2 248,000.25| 496,000.50
1 = 22 . I = 2,407,155.50

DPUESTO QUE X = 286.86, § = 364.14 Y S%(x) = 17,770.64

SE OBTIENE FINALMENTE QUE

2,407,155.50 _

(286.86).(364.14)

_ 22 -

m = 17,770.64 = 0.28
b=y-mx = 364.14 - 0.28 x 286.86 = 283.82
¥ -

0.28 x + 283.82
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CALCULO DE y y ;5
INTERVALOS | MARCAS DE e 5 )
CLASE, y [ f vE -y VAR

100.5-200.5 | 150.5 2 301,00 | 22,650.25 45,300.50
200.5-300.5 | 250.5 - 6| 1,503.00 | 62,750.25 |  376,501.50
| 300.5—406.5 350.5 8| 2,804.00 |122,850.25 1 982,802.00
400.5-500.5 | 450.5 4| 1,802.00 |202,950.25 '811,801.00
500.5-600.5 | 550.5 0 0.00 |303,050.25. 0.00
600.5~700.5 { 650.5 1 650.50 |423,150.25 423,150.25
700.5-800.5 | 750.5 0 0.00 |563,250.25 | 0.00
800.5-900.5 | 850.5 . 0 0.00 |723,350.25 0.00
900.5-1000.5}950.5 | 1 950.50 903,450.25 ' 903,450.25
£=22jr=8,011,00 } 353,543,005.50

7= 2201100 - 364,14, 2 = 132,597.94
v? =A3'5435°°5'5° = 161,045.70

s?(y) = 161,045.70 - 132,597.94 = 28,447.76
S(y) = /28,447.76 = 168,66

TAREA: CALCULAR X, §2(x), ¥ y 8°(y) DE LOS DATOS AGRUPADOS ANTE-

RICRES, MEDIANTE TRANSFORMACIONES APROPIADAS DE VARIABLES.
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X 0.5-100,5{100.5-200.5{200.5-300.5|300.5-400.51500.5-600.5|f ﬁﬂtfyy’y'zfyyz if, x'y'
Y 50.5 150.5 250.5 350.5 550.5 Y{o | Ixy
100 . 5"'2000 5
 150.5 2l 1 2.0 |1]o 2] -2/ -4] 4] 8 2
200.5-300.5 ) | o
250.5 11141 |0 {40 |-1!1 |1- 6| -14-6]1| 6 0
300.5-400;5 .
350.5 . 1 {0 ol 1 1o {o {110 0la |o ol 1 |o 8| 0 0jo0] 0 0
| 400.5-500.5 | |
450.5 -1{ 2 |-2 31 2 s al 1 a4l 1! a 4
600.5-700.5 |
650.5 0 {110 1{ 3 3{9| 9 0
e e e e i
900.5-1000.5 ; | |
950.5 611 16 1| 6 636 36 6
; !
£ 1 5 7 e 3 22 3 63 12
X! -2 -1 0 i1 3
< e .
f x' -2 -5 0 ! 6 - 9 8 __1
2 — ;.— [ERPRTN SIS SES ..;.. ....... r_.._.,.» . — B S R T TPvap ey i
X' 4 1 0 1 9 . |
— N , S RO DR I R ,‘
2 - i
£ x' 4 5 0 6 27 42 ;
IE. X'y 0 1 0 - e 21 | i
jxy” Y | i i P2 8 o b g
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RESOLVER EL PROBLEMA ANTERIOR MEDIANTE EL METODO CORTO.

PARA APLICAR EL METODO CORTO SE EMPLEA UNA TABULACION COMO LA

SIGUIENTE:

A 5

’ f ) ' £ [ 1. £ ¥ Tf . x'y!
Y ~d§§§> y [ ¥ yro| Y ‘el jxy~ ¥

A CA ?'P -
p \’\J'
‘X (}c"yr‘dQ) ﬂ'
&S ?g
A7 Q
ELDA il
f
X
x!
f x!
p. 4
x;zl A
fxx'2 (
Tf. Ty?
jxyo ¥
Ty ! S
x'y fjxy f_jxyx y'j{ge—— CELDA j

 PARA LA TRANSFORMACION DE VARIABLES

X' =
R . C

TOMAREMOS C

2

1

1

Y y' =

250.5, C, = 100, Cg4

Cy

=350.5 ¥ C,.= 100.
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VARTANCTIA ¥ ERROR ESTANDAR DE LA ESTIMACION MEDIANTE LE RECTAﬁDE REGRESTION

CGK)YA.SE'BWHEO, EL TERMINO’Yi - ;iAREPRESENTA EA‘DiFERENCIA ENTRE‘
EL VALOR OBSERVADO DE LA VARIABLEiY Y EL VALOR PREDICHO (LA ORDENADA
DE LA RECTA DE REGﬁESION) CORRESPONDIENTE A.xi. DICHO TERMINO SE
LLAMA EQROR DE PREDICCION 0 DE ESTIMACION, POR EJEMPLO, - ST PARA x3-50

SE OBSERVA QUE y3=65 Y LA ECUACION DE LA RECTA DE REGRESION ES

y=;0 x + 21.9,“EL»VALOR'PREDICHO RESULTA_y3 =0.J0 .x 50 + 21,9=56.9,Y EL

"ERROR DE PREDICCION CORRESPONDIENTE'ES 65 - 56.9 = 8.1,

LA UVARIANCIA DE LA PREDICCION O DE LA ‘ESTIMACION, sf,'x, QUE ES UNA ESTIMA-

.CION GLOBAL DEL ERROR DE PREDICCION PARA TODOS LOS PUNTOS OBSER-

‘VADOS, SE DEFINE MEDIANTE LA FORMULA
i=N ~

: T (y. - vy.)

2 i=1 't .

yix N

2

S (1)

EN DONDE‘N'ES'EL TOTAL DE DATOS DE Y, ADEMAS, SE PUEDE DEMOSTRAR
2
y|x
MEDIANTE LA ECUACION

- QUE S  SE RELACIONA CON LA PENDIENTE DE LA RECTA DE REGRESION

2

s =82 - n? 52 (x)
ylx = %y

PUESTO QUE LA ECUACION y = mx + b SE OBTIENE MEDIANTE EL METODO DE MINI
| i=N ~ - |
MOS CUADRADOS, EN EL CUAL I  (y, - yi)2 TIENE EL MINIMO VALOR PO-
o i=1 - S
SIBLE, Y COMO LA VARIANCIA DE LA PREDICCION SE CALCULA CON LA

EC (I), LAS PREDICCIONES BASADAS EN LA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS '

SON TALES QUE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION ES MINIMA.
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x' = =5 = 0.3636; Y' = 5% - 0.1364; % =_§3 = 1,9091, g? = 3 = 2.8636

22

2.8450

82(x') = 1.9091-(0.3636)2 = 1.7769; S°(y') = 2.8636~(0.1364)°

X = C,x' + C; = 36.36 + 250.5 = 286.86
Y= Cyy' +Cy=13.64 + 350.5 = 364.14
L 12— (0.3636) (0.1364) |

100 22 - 0-13¢4) _ 0.4959 _ . g

m = 100 1.7769 — T 1.7769

b=y -mx =364.14 - 0.28 x 286.36 = 283,96

TSP [
Sy, Y0 SN WU ST GV S UV NUSON TSNNSO S
N o D D bl
§ & & 8 % 3

_TAREA: CALCULAR LA RECTA DE REGRESION, Y TRAZAR LA GRAFICA CORRES-

PONDIENTE, DE LOS DATOS AGRUPADOS DE LA TABLZ 3.
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DESVIACTONES INEXPLICADAS ( NO EXPLICADAS),
COMC CONSECUENCIA DE LA ECUACION ANTERIOR, SE PUEDE DEMOSTRAR QUE

~ 9 i=N L - 2 i=N" -
(y; = ¥) z (yi -y) ro(y; —yy)
, i=1 + i=1 .

N . N _ N

EL MIEMBRO IZQUIERDO DE ESTA ECUACION CORRESPONDE A LA VARIANCIA,

s? (y), DE LOS DATOS DE y. EL SEGUNDO TERMINO DEL MIEMBRO DERECHO

ES PRECISAMENTE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION, si‘x, CONOCIDA TAM-

BIEN COMO VARIANCIA INEXPLICADA. EL PRIMER TERMINb DEL MISMO MIEMBRO
SE DENOMINA VARIANCIA EXPLICADA, Y SE REPRESENTA- CON EL SIMBOLO ;;2(;) .

EN CONSECUENCIA, SE PUEDE ESCRIBIR

2

2 2.7
S = S + S
(y) (y)_ v|x
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IGUAL QUE LA DESVIACION ESTANDAR DE UNA MUESTRA SE DEFINE COMO LA
RATZ CUADRADA DE LA VARIANCIA, EL ERROR ESTANDAR DE LA ESTIMACION O DE

LA PREDTCCION, S, |x SE DEFINE COMO LA RATZ CUADRADA DE LA VARIANCIA
DE LA ESTIMACION, ES DECIR “

Syix = S ix

YA SE DIJO QUE LA DIFERENCIA y; - Y, REPRESENTA LA DESVIACION DE UNA
ORDENADA OBSERVADA RESPECTO A SU ORDENADA PREDICHA MEDIANTE LA RECTA
DE REGRESION. EXISTE OTRO TIPO DE DESVIACION: LA DE LAS ORDENADAS |
PREDICHAS MEDIANTE LA RECTA DE REGRESION, y , RESPECTO AL PROMEDIO
ARITMETICO, Y, DE LAS ORDENADAS OBSERVADAS, y,. ESTA DESVIACION,
INDICADA COMO y, - y, SE LLAMA DESVIACION EXPLICADA, YA QUE DE LA

' ECUACION
y; = mx, + b = mx, +y ~mx =y +.m(xi—x)
SE OBTIENE
y; = ¥ = m{x;~x)
LA CUAL INDICA QUE LAS DESVIACIONES DE yi RESPECTO A y SE EXPLICAN
EXCLUSIVAMENTE POR (SON FUNCION DE) LA DESVIACION DE X, RESPECTO
A X,
SI A LA DIFERENCIA y, - v SE LE LLAMA DESVIACION TOTAL DE Y, CON RES-

PECTO AL PROMEDICO ARITMETICO, §, LA ECUACION

Yy

my =y, -y) + (yi - yi)_
INDICA QUE LA DESVIACION TOTAL ES IGUAL A LA DESVIACION EXPLICADA

d

~
MAS Y = Yi- LAS DESVIACIONES Yy - Y OCURREN AL AZAR, ES DECIR,

7 FORMA INEXPLICABLE, DE AHI QUE SE LES CCMOZCA CON EL NOMBRE DE
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CASO DE CORRELACION PERFECTA
CUANDO SE PLANTEO EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS PARA ESTIMAR LA |
RECTA DE REGRESION LINEAL ENTRE DOS VARIABLES, ESTE SE DESARROLLO
SOBRE LA BASE DE HACER MINIMA LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LA DES-
VIACION VERTICAL DE CADA PUNTO RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION,

ESTO ES QUE

N C . :
D= I (y, - y.)2 = MINIMO (D)
. i i .
i=1 .
EN DONDE
yi=mxi+>b=‘mx'i+§—m§=§+m(xi..-)?) (2)

~ '
SUSTITUYENDO A yi EN LA EC (1) Y AGRUPANDO TERMINOS SE OBTIENE

N
D= I

. [y, - 9 - mx;, - 0]° - (3)

1
OBSERVESE QUE D ES CERO SI, Y SOLO SI, CADA SUMANDO ES CERO, ES

N

DECIR, SI

¥Y; =Y -m(x; - X) =0 PARA TODO i
PARA LO CUAL SE REQUIERE QUE TOD(S LOS PUNTOS (x;, y;) QUEDEN SOBRE
LA RECTA DE REGRESION, DADA POR LA EC (2), EN ESTE CASO SE DICE

QUE LA REGRBION B PERFECTA.

POR OTRA PARTE, DESARROLLANDO EL BINOMIO AL CUADRADO DE LA EC (3)

OBTENEMOS

o~
Y

X [ty; - 72 - 2m(yi - §)(xi - X) + mz(xi - i)z]

NS (y) - 2mN 32xy + NS (%)m?
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- MEDIDAS DE CORRELACION g
CUANDO‘SE REALIZAN ESTUDIOS ESTADISTICOS,EN‘QUE SE INVOLUCRAN
DOS O MAS VARIABLES ES A MENUDO CONVENIENTE CONTAR CON UNA MEDIDA

NUMERICA DEL GRADO DE ASOCIACION O RELACION QUE HAY ENTRE ELLAS.

UNA DE ESTAS MEDIDAS SE DENOMINA COVARD%WIA,SZ " LA CUAL SE DE-

Xy’
FINE COMO:

- X - v = — X Y —)_(_
(%, X)(Yi y) N oy ot Y
EN DONDE

(Xi' yi) = PAREJAS DE DATOS .

X

= PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIABLE X
§ = PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIABLE Y
N = TOTAL DE PAREJAS DE DATOS

OTRA MEDIDA DE CORRELACION, QUE RESULTA ADIMENSIONAL, ES EL COEFI-

CIENTE DE CORRELACION, QUE SE DEFINE COMO

pxyl
2

. 8X Ce1 . _
Pxy = B BT LS Py 51

EN DONDE

SZXY = COVARIANCIA ENTRE X y Y

© S(x) = DESVIACION ESTANDAR DE LOS DATOS DE X

S(y) = DESVIACION ESTANDAR DE LOS DATOS DE Y

) AY - pY
LY _
| 9.2{(é4>0 » _\\\ Dey<0 o |

// BX \ : Fx ' —>X
S : o t R }L.&§¢-ﬁﬂv o ._Ji} TSl
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CASO DE CORRELACION NULA

LA CORRELACION ENTRE LOS DATOS DE DOS VARIABLES ALEATORIAS RESULTA
NULA SI SXY =0 (O pxy = 0) LO CUAL SUCEDE CUANDO m=0 (VER EC (5)).
EN TAL CASO, LA RECTA DE REGRESION DE Y CON BASE EN X TIENE COMO

ECUACION A y = y, Y LA DE X CON BASE EN ¥, A X = X .(m=w).

AY
<
T
. ‘;: : //Y=\

t— § X
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EN EL CASO DE QUE TODOS LOS PUNTOS DE LA MUESTRA QUEDEN SOBRE LA

" RECTA DE REGRESION SE TIENE QUE
D = NSZ(Y) = 2m NSiy + m2 st(x) =0 (4)

POR OTRA PARTE, TOMANDO EN CUENTA QUE

1 N - ; -
= I (x, - x)(y. - V) 2 _
o N i=1 i i . Sxy (5)
52 (x) S? (x)

LA EC (4) QUEDA EN LA FORMA

2, 2.2, .2 2.2, .2 _
S (y) f2mn)/s(m HSM)/S(X)—Q
DE DONDE, EN EL CASO DE REGRESION PERFECTA,
2.2 .2 2 ‘
(Syy) =87 (x) 87 (y) _ (6)

Y, SI S(x)>0 Y S(y)>0,

2

2
2 .
, X
XY s2(x)s(y)? 8% (x)si(y) Y
CUANDO ESTO SUCEDE, ES DECIR, SI ey = 1 0 o = -1, SE TIENE EL

: y Xy
CASO DE CORRELACION PERFECTA, '
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EN DONDE f,  ES LA FRECUENCIA DE LA CELDA i, x' Y y' SON LAS
MARCAS DE CLASE DE LOS INTERVALOS, X' Y ¥' SON LOS PROMEDIOS ARIT-
METICOS,Y S(x') Y S(y') LAS DESVIACIONES ESTANDAR DE LOS DATOS DE

X' Y Y' OBTENIDOS MEDIANTE LAS TRANSFORMACIONES

X - C, - y - C
x"=---—é———l Y y!=_c___$_
2 4 "
~—EN DONDE :
C, = MARCA DE CLASE CENTRAL DE LAS x
C, = ANCHO DE LOS INTERVALOS DE CLASE DE LAS x
C, = MARCA DE CLASE CENTRAL DE LAS y
C, = ANCHO DE LOS INTERVALOS DE CLASE DE IAS y
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RELACTON ENTRE EL COEFICTENTE DE CORRELACION Y LA PENDIENTE DE LA RECTA
| DE REGRES TON |

TOMANDO EN CUENTA QUE '

2 .
- 5% 2 _
’xy T 5SS % xy T

2

. (xi - x)(yi -.Y)

(I

i

Y HACIENDO SUSTITUCIONES EN LA ECUACION PARA CALCULAR LA PENDIENTE

DE LA RECTA DE REGRESION SE OBTIENE

N . )
R R 2, sws)
s% (x) 5% (x) 84 (x)
'Q SEA
_ S (y) | B |
m = Py (%) (8)

DE ESTA MANERA, SI CALCULAMOS m MEDIANTE EL METODO CORTO DESCRITO
ANTERIORMENTE, PODEMOS CALCULAR o DESPEJANDOLA DE LA EC (8),

ES DECIR, EMPLEANDO LA ECUACION

_ - S(x) | o 7

ALTERNATIVAMENTE, MEDIANTE EL METODO CORTO SE OBTIENE pxy EN FORMA

DIRECTA USANDO LA ECUACION

1 - D - —
— f. x'y' - x! yv\
N j=1 iXy ‘

Pxy ~ stx') sy BELY

I




EJEMPLO

DIEZ VIGAS DE MADERA NOMINALMENTE IDENTICAS SE PROBARON CON UNA

55.

CARGA CONCENTRADA EN EL CENTRO DEL CLARO; LOS RESULTADOS SON LOS

ANOTADOS EN LA TABLA SIGUIENTE, CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRE-

LACION, LA RECTA DE REGRESION Y LAS VARIANCIAS EXPLICADA E INEXPLI-

CADA.

m=p__ 8(y)/S(Xx) = 0.77 x 0.0447/142.83 = 0.000241 CM/KG

Xy

CARGA DE FALLA | DEFLEXION MA- | _=f s lo ool o502 (-2
%, EN KG XIMA, v, EN CM - y-y ¥y R A
950 0.33 140 | 0.017 2,38 19,600 | 0.000289
1050 0.37 240 | 0.057 | ~ 13.68 57,600 | 0.003249
750 - o288 ~ 60 | ~0.033 1.98 3,600 | 0.001089
900 0.30 : 90 | -0.013 - 1.17 8,100 | 0.000169
700 0,27 ~110 | ~0.043 4.73 12,100 | 0.001849
650 0.28 ~160 | -0.033 5.28 25,600 { 0.001089
950 0.35 140 0.037 5.18 19,600 | 0.001359
850 3 0.40 40| 0,087 3.48 1,600 | 0.007569
600 | 0.26 | ~210| -0,053- 11.13 44,100 { 0.002809
700 ] 0.29 ~110| ~0.023 2.53 12,100 | 0.000529
I= 8100 13 =313 | £=0]31=0 | 1=49.20 | £=204,000 | 0.020010
- _ 8100 _ = _ 3.13 _ &2 _ 49.20 _
X = o = 810 KG; y = o - 0=3l3 CM; SXY = 10 = 4,92
s?(x) = 224:200 = 29,400; s(x) = /20,400 = 142,83
s?(y) = 22023010 _ 9.002001; s(y) = /0.00200T = 0.0447
e 4.92 _
Pxy = 112783 x 0.0447 = 277
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* RANGO DELCOEFICIENTE DE CORRELACION'

DE LA ECUACION CON QUE 'SE CALCULA LA VARiANCIA DE LA ESTIMACION

2 =52y -2 ()

'S
Py lx Xy

SE CONCLUYE QUE piy <1, YA QUE S;'X;O; EN CONSECUENCIA
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EJEMPLO

CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRELACION MEDIANTE EL METODO CORTO DE
LOS DATOS LA SIGUIENTE TABLA, OBTENER TAMBiEN LA ECUACION DE LA

RECTA DE REGRESION CORRESPONDIENTE.

CALIFICACION, | TIEMPO, ¥, CALIFICACION | TIEMPO, Y,
X ) EN MIN. X o EN MIN.
97 . |- 77 o 87 83 :
97 - 86 87 58 |
95 60 ' 87 79
95 52 : 86 60
94 62 85 1 62
94 86 1 83 72
94 " 80 82 . 68
93 | 79 82 66
03 | 92 83 71
93 88 ' : 81 70
92 | 74 || 80 65
92 43 . . 80 84
92 61 - 79 82
92 . | 75 79 93
91 79 79 76
90 | 62 78 71
20 81 | 77 ‘ 89
90 80 A
%0 76 77 98
90 ' 70 76 - 92
gs | 61 76 82
35 | 69 74 98
88 | 81 72 78
88 | ‘80 79 93
87 91 70 78




b =10,313 - 0.000241 x 810 = 0,118 cMm

Mt

i

= 0.000241 x + 0.118; ‘5T x =

YA
040t |

035 1

va3B~;

/}

600, vy = 0.145 + 0.11g

W0 80 900 Iy migg

56.

= 0,263

Y- 0000241 40148

X

s?(y) (1 - 02y = 0.002001 (1 - 0,77)2 = 0.00010¢

Xy

0.0103

Sz(&) + S§IX-€> SZ(§) = 0.002001 = 0.000106

0.001895
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v

b =

75.% - (-0.60) 85,82 =

127,39

~ ¥ |
N 2 2
72,5 | 78.5 | 84,5 90,5 | 96,5 | f voE ! 141 EyrY | sE, . x'y!
| | By | YR YT R ey
45.5 ~2[1{=2 ~2 | =21 4 -2
55.5 ! 0{210 | - ~2{2 |4 -1 | ~4 1 -4
65.5 0i2{ ojol3fo } o|5} 0l ofzj0} 11| 0] O 0
75.5 -2(2{-4|-1{3|-3 {0}{310 | 117} 7 2 17 1417 1] 17
85.5 . ~21ai-8 loj1lo | 2{3| 6] 4|2 10| 2|20 4 40 .
95.5 -6{2]-12/-313|-9 |of1]0 | 31| 3 71 3121 9 63 ~18
| , | . f _
S
£ 4 12 10 17 17 50 | 52 128 -14
x' -2 4 0 1 2
£ x' ~8 412 0 17 14 'l1
x'% 4. 1 0 1 4
£x? 16 (12 0 | 17 28 73
sf, x'y' -16 ~20 14 8} ~14
C; = 84.5; C, = 6; Cy = 65.5; C, = 10
%' = 11/50 = 0.22; y'. = 52/50 = 1.04
X =6 x 0.22 + 84.5 = 85.82;
y =10 x 1.04 + 65,5 = 75.9
s?kxf)_; 73/50 - (0.22)% = 1.42; sS(x') = /1,42 = 1,19
s?(y') =128/50 - (1.04)% = 1.49; s(y') = /1,49 = 1.22
S(x) = 1.19 x 6 = 7.14; S(y) = 1,22 x 10 = 12.2
. _ =14/50 - 0.22 x 1,04 _ _
Pxy = T.I5 x 1.22 -~ 033
m = ~0.35 x 12.2 / 7.14 =-0.60

TAREA: TRAZAR EL DIAGRAMA DE CORRELACION Y LA RECTA DE REGRESION CORRES-

PONDIEMTE, VY

A4

CALCULAR EL ERROR ESTANDAR DE LA ESTIMACION.




DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS:

) 70-75 | 76-81 | 82-87 | 88-93 | 94-99
41-50 | 1
51-60 v 2 2
61-70 2 S E 1
71-80 2 .3 3 7 2
81-90 " 4 | 1 3 2
91-100 | 2 N 1

58.

i
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SERIES CRONOLOGICAS O

SERIES DE TIEMPO

Se le denomina serie cronoldgica o de tiempo a toda serie de

observaciones (datos) tomados en tiempos especificos, que en

general estdn igualmente espaciados (cada hora, cada semana,

cada mes, cada afio, etc.)

.Componentes de

una serie. Cro-

]

Tendencia'general.- Indica hacia donde

tiende la serie cronolégica

Componente estacional.- Indica las va-

riaciones periddicas que ocurren a cor-

to plazo (en periodos menores de un afio)

nolégica 4 : o
Componente ciclica.- Indica las variacio-
nes peribédicas que ocurren a largo plazo
(en periodos mayores de un afio)
" Componente irregular.- Indica las varia-
ciones que ocurren al azar.
. .
A /
o e ;o
4 Lo ,di¢
¢ .
N , P
g ! ! ! ~ 4
N ! : ;o | P Ywmt+b
SRS A bl b
P A 5
Y : | B 7R 7endencia
NS ! | l | \ S 7| /‘
9 L T L LT e by vineca/
V4
K .: o yHl I gl \
§‘~' & ‘ ! l' }'! l
'/ <70 b by
T T U U N A A A
) L )
‘Ll lll}‘.\‘ %%W 1%
SSgEyESSEIstY 2
\\Q\%&e\.\\%t\\\ ./CM/)Q,
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- TENDENCIA GENERAL

Minimos cuadrados
Métodos de
_ . - Dos promedios
cdlculo . - 2
Promedios mbviles

MINIMOS CUADRADOS

'E1 método de minimos cuadrados se estudid en el capitulo de re-

gresidén lineal para el caso de tendéncia modelada mediante una

linea recta.

'~ 8i la tendencia no se puede modelar razonablemente mediante una
recta, es necesario emplear una relacién no lineal, que puede

ser un polinbmié &e orden M, dado por



3

é%

M

-~ )
y(t) = by+b t+b,t"+...+byt

1
- En este caso las constantes b, que hacen minimo el error cua-
drdtico respecto a la linea de regresién, q, se obtienen de

resolver un sistema de ecuaciones simultineas que resultan de:

Q

a4 = 39 = 39 = 9. =
3 0, 0, 4 O"f" 5% _0

(=]
w
o

bl
1)

en donde

En el caso de un ajuste parabélico (m = 2), por ejemplo,

Yt

= bytbytrb,t
- %(t.) = botbt.+bt2
yi = Y(ty) = by*tbyt;+byty
n a2
q =z (¥3-by-byt;-byt3)
i=1 |
n M
Q—g = - ) ' . - - - 2 =
>b 21 (y;-by=bqt;-byti) =0
0 i=1
. a o F
3, - "2.2 (y37bg Byt -byty) ;0

1 i

o
o
i}
]
(o]

con
-2 3 ti(yi-bO

-b,t.-b,t?)
2 i=1 ) 171 T27i

~r?

Estas tres Gltimas ecuaciones constituyen +n sistema con tres
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incégnitas, bo,'b1 y b2' Este sistema se puede reescribir en

1a forma:
b
bantho b, o
.2‘*‘
H il:
. 1 : "-’bl’/j
% N r
S NEIEN 4
\i \N\ [ Ed
W .
S

772»1/90/ 2508

Cuando al observar la gridfica de Y contra t se concluye. que

es razonable gjustar una funcién exponencial de la forma

?(t) = ae®t

se puede resolver el problema trabajando con logaritmos, ya que,

en tal caso,

-~
InY(t) = 1n a+mt
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0 sea

Z(t) = mt+b

que es la ecuacidn de una linea recta y, por lo tanto, las
constantes m Yy b = 1n a se calculan mediante las férmu-
las que se obtuvieron - para el caso de regresidn lineal,

con z, = 1nY(ti)

A(CH

4 V)

e
-

2(4)
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METODO DE DOS PROMEDIOS

El método de dos promedios consiste en dividir ios datos en
dos partes y calcular el promedio de 1las -Yi y los tiempos.
centrales cbrrespondientes a cada parte, con 1o cual se ob-
tienen los puntos (fT,Yj) y (fz,Yé) por los cuaies pasa

" la recta buscada

- EJEMPLO
Afio NGmero de Afio | Promedio
autos vendidos central
1951 : 860
1952 910 1952 C 929
1953 1018
1954 1326
1955 1749 1955 ' 1,733
1956 2125
}
“
§
g U
”h:§ é
£y
J§ d
N
/7334 —
|
929 T = ~w=t ;
‘ [
-2 i -+ } < S
N 2 s @ ASS
* Ry
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PROMEDIOS MOVILES

' Los promedios méviles de orden N de la serie de nfimeros Y1
Ygs¥gs-c-sYNs YNe12 2 Vn es la secuencia de promedios arit-

méticos

y]+y2+u..+yN y2+y3+...+yN+1
N ’ N ’

Por ejemplo, los promedios mdviles de orden 2 de los nlimeros

3, 9, 5y 1 es la secuencia

3+9 9+5 _ 5+1 _
5 = 6, 7 = 7, 7 = 3
mientras que 165 de orden.3 son
3+9+5 9+5+1 '
3 = 5.67, 3 5.00

Cuando se obtienen los promedios mbéviles de los datos de una
serie cronolégica, cada promedio se asocia con el tiempo cen-

tral de los tiempos que ‘le corresponden.
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860+910+1018

EJEMPLO
ANO Ndmero de Promedio mévil
.. 1 Autos vendidos
1951 860] .
1952 910¢] 929
1953 1,018L}fi 1,085
1954 | 1,326 | 4 1,364
1955 1,749 Jff 1,733
1956 2,121 j
S
RS
3
N
R
N
Y
s A
&
N |
s | IR
Nwws |
3 ' I | I
) . | ,
N A l ‘ |
o | | !
| f l b
| I i | , J '
j AN N
N W ?:: 5 " ass
S

3 = 929
910+1g18+1326 - 1,085
1018+1§26+1749 - 1,364
1326+1;49+2121*= 1,733
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S

COMPONENTE ESTACIONAL

Como ya se dijo, la componente estacional sirvé para indicar
las variaciones periédicas que ocﬁrren a corto plazo,(periodos>
menores de un afio), tales éomo los aumentos en las ventas en
navidad de cada afio, o el aumsnto en la demanda de servicio en un

banco cada fin de semana.

Al proceso de separar las cuatro componentes de una serie de

tiempos se 1le denomiha proceso_ de descomposicién.. En este pro-
ceso usaremos los simbolos, T, E, C e I para denotar, respecti-
vamente, las componentes de tendencia genéral, estacional, ci-
clica e irregular. Ademids, consideraremos que la serie se com-

pone del producto de las cuatro componentes, es decir, que

Y = TECI

Si eliminamos a la componente estacional de una serie nos queda
solamente T C I; si luego dividimos a la serie entre T C I ob-

tenemos E, es decir

Y
TCI TCI

'8i la compbnente estacional se requiere para los meses del afio y los
datos son mensuales, para eliminarla se requiere sacar los prome-
dios méviiés de orden 12. Si se requiere para las semanas y los
datos son semanales,E se elimina calculando los promedios mdviles

de orden 52.
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Resuqiendo; para calcular la componente estacional se prac-

)

tica ‘el siguiente procedimiento:

)

\
C\}culo de los promedios mdéviles (se obtiene TCI)

Céfgulo de los porcentajes de los promedios mdviles (se ob-

tlene TECI/TCI = E)

Se calculan las medianas de los Valores correspondlentes a

cadavperlodo (tamblen se pueden usar los promedios aritmé-
ticos). C€on esto se obtiene un valor representativo (de.

tendencia central) de los valores de cada periodo.

: \ o o , . '
Se calculan los indices estacionales -haciendo que el prome-

-\
dio de estos‘ﬁgr periodo sea de 100%.



EJEMPLO

f‘/

i
l
i
A

"En la siguiente tabla se presenta el consumo promedlo por d/

{
de fertilizante que se consumib en una regidn agricola. Obte-
ner la componente estacional. oy
f/
Afio {Trimestre| Consumo, Y Suma Promedio Promedlo m6v11[/;orcenta3e del
ton/dia mévil centrado, TCI promedio mévil
- : : Y/TCI = E, %
1 1 20 /
R /
9 2 50 /
: 31.5 . ; »
6 3 35 o 31.3 111.5
: _ 31.0 s
5 4 21 126 30.2 / 69.5
29.3 .
1 1 18 124 28.7 - 62.7
e — — 128.90 _
9 2 43 117 27..3 157.5
- s = fe— 26.5 :
6 3 30 112 27.0 111.1
_____ . —_— - 27 & i _
6 4 15 106 » - 29.8 50.3
e = ——— em——— —— = 32.0 T T - -
i i 22 110 » 33.2 , 66.2
- — s = 34,3 S s s == =
9 2 61 128 o 35.9 169.9
B - = 37:5 e S B
6 3 39 137 o 137.4 104.2
- T PR = 37.3 =TS B
7 4 28 150 o - 37.6 74.5
3 =1 .. 1 ... 37:8 T T ————
1 1 M 149 o 39.6 55.8
; Banaan S SR S s 3T (3 == e = BEaeaes S
9 2 63 151 - 36.8 171.2
B e D B = 36.3 == T EEare—
6 3 37 149
4 24 145

' Puesto queilos datos estdn dados por trimestre el indice esta-

- cional que se obtendri seri para los trimestres, por lo cual

los promedios méviles para eliminar, como primer paso, a la com

ponente estacional deben ser de orden 4.
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20+50+35+21 _ 126 _ ,
- = 125 < 31055

31.5;31.o.= 31,33

(35/31.3) x 100 = 111

.5%; .

126-20+18 _

31.0+29.3 _

(21/30.2) x

71,

etc.:

;. etc.

- 69.5%; etc.

Porcentaje de los pro-.

Trimestre 1?2%%0?922V1}Sg7 g6 | Mediana éziégional,%
1 62.7| 66.2| 55.8 62.7 60.8
2 157.5(169.9(171.2] 169.9 164.5
3 111.5 L111.1]104.2| = 11.1 107.5
4 69.5 | 50.3| 74.5 69.5 67.3
1 ;= 413.2| £ = 400.1 = 400

Para que el promedio'por estacién sea de 100% se rgquiere mu1-

tiplicar cada mediana por el factor

62.7 x 0.968 =

111.5 x 0.968 =

60.8%;

107.5;

169.9 x 0.968 =

69.5 x 0.968 =

67.

164.5

3
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72.

COMPONENTE CICLICA

Como ya se indicé, la componente ciclica de una serie crono-
16gica indica las variaciones periddicas que ésta tiene a lar-
go plazo (tiempos mayores de un afio).

-

Si dividimos la serie de tiempo entre TE obtenemos

Cuando los datos de la serie estdn dados por afios, ésta no con-
tiene a la componente estacional (el indice estacional vale 100%
para cada periodo), por lo que para obtener CI serd suficien-

te con dividir a la serie entre T.
El procedimiento para obtener la componente ciclica consiste en:

1. Dividir 1la série cronoiégicé entre TE, con lo cual se ob-
tiene CI.

2. Calcular los promedios mbéviles de orden N de la serie CI,
con lo cual se elimina I, en donde N debe ser menor que

el periodo de los ciclos (nos queda C).
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EJEMPLO

En 1la 51gu1ente tabla se presentan los datos de producc1on de
uva en una granja,‘a51 como sus promedlos mov11es de orden 5,

calcular la componente ciclica.

| Produccidn, Y Promedio mdévil, | CI = Y/T,| Promedio Componente
ANO en ton T, en ton en % | mdévil, C irregular
- ' en % CI/C, en %
1948 50.0 ' 41.3 121.1
1949 39,0 43,1 90.5 - 103.0 88
1950 | - 41.9 43.0 97.4 | 102.9 95
1951 48.0 _' 39.7 ] 120.9 103.0 117
1952 36.1 39.8 1. 90.7 98.8 | 92
5195 ) 33,8 : 39.8. 84.9 ~89.3 - 95
1954 35,3 38.2 92.4 95.5 97
1955 - 42.0 38.5 109.1 | " 106.4 103
1956 3.6 37.0 1178 109.8 1 107
1957 37.9 37.0 S| 102.4

Puesto que el mds pequefio de los ciclos va de 1948 a 1951
(el periodo es de 3 afios) y el mayor va de 1951 a 1956 (el perio-
do es de 5 afios), tomaremos promedios méviles de orden 3 pa-

ra eliminar a I.

103.0+121.1+120.9
3

1271.1+90.5+57.4
3

= 103.0; = 102.9
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Para evaluar los indices de la componente ciclica es reco-
mendable contar por lo menos con tres periodos completos de
datos. Los indices ciclicos se calculan de manera semejan-

te a los estacionales.

&
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EJEMPLO

Supbéngase que la componente ciclica de las inversiones anua-
les en un pais con periodo sexenal de gobierno federal es 1la

indicada en la siguiente tabla. Calcular los indices cicli-

COos.
| Ao C, en %
1947 85
48 102
49 117
50 126
51 129
52 1 137
P53 79
54 ‘98
55 4 121
56 127
57 L 132
58 143 Afio | Comp. ciclica | Indice
) <9 Qel CICLOS Promediojciclico,
: cicloj 1 2 3 4 en %
60 | 86 _ ~
61 1 121 1 85| 79! 59| 89 78.0 67.5
62 122 -2 |102] 98! 861100 96.5 83.5
63 137 S 3 m7i121i1214112 117.8 ] 101.9
64 119 4 {126(127{122}129 126.0 | 109.0
s BT 5 1129/132{137]136 133.5 | 115.4
66 100 6 1137/143.1491138 141.8 | 122.7
67 112 ; = 693.6 | 600.0
68 129 600 . o ges
69 136 693.6
70 138
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COMPONENTE IRREGULAR

-Como se indicd, 1a componente irregular de una serie cronold-

gica indica las variaciones que en ésta ocurren al azar.

Una vez que se ha calculado C, para obtener I basta divi-

'dir CI entre C, es decir
CI/C = I .
En la tabla del penﬁlti'mo ej’emﬁlo se_encuentra calculada la

componente irregular de la serie cronolégica correspondien-

~ te a la produccidén de uva en una granja.
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INFERENCIA ESTADISTICA

‘POf: M en I Augusto Villarfeal Aranda*

1. Introduccibn

‘La'parte‘de la estadisfica que propdrcioné*las‘feglas
parq inferir cieftas.éaraétéristidaé de uhé‘poblaéién‘a partir‘;
ée muestras ektraidas de eila;.junto coh'indicacioneé probabili§ f
ticas de la veracidad de.tales'inférencias,,se llama Lnﬁenenéia

estadistica.

En la inferencia estadistica se estudian las relaciones i

existentes entre una poblacibn, las muestras obtenidas de ella, Y-

las técnicas para estimar parametros, tales como la media y la va
riancia, o bien para determinar si las difg:encias entre dos mues

tras son debidas al azar, etc.

2. Distribuciones muestrales

- Si-se consideran todas las mUestrasvposibles de témaﬁo
*  Secretario Académico, DlVlslén de EStuleS ‘Superiores, Facultad

.de Ingenieria, UNAM y. -Profeson LHUQAILgadC& ‘Instituto de Inge- - -
nleria, UNAM. ' . T L 5



-n~que pueden egtraérse de'ﬁna poblacidn, y:para cada una se cal-
cula élaéalor del promedip aritmético;aesta segufamente variara-
de“ﬁnagmueaf?aia dtra,.Ya qae depénde de le valorés de 1Qs-da£os.'
.que'Se*ha§ap obtahidolen Cada mueétra. Por 1o‘tahto,-ai.promedio1
.a;itmétiCOJea”an st ﬁna'variabia aleathia;‘coﬁo ﬁambién‘loQSOn;
‘pdﬁ”la‘misma;ra26n, él\faﬂgo y.-la Variancia:dé'1a>muestra;

A_fodo elementd-qﬁe'es.funbién,de'los”valores:de'los.

I

datos‘que'se tienenfen una muestra se le denomina estadistica; to

'-vda estadistlca es, - eAEOnces) una'vafiaﬁle aléatotiaﬂbu§a'diStf1bg-
c1on de probabllldades se conoce como dLAI&LbuCLJH muestral. ' Si,
por e]emplo, la estadistlca con51derada es la var1anc1a de la muas
tra,'su den31dad de probabllldades se llama d&ét&&buc&dn mueétnaﬂ
de Ka-uan&anc&a. 

A‘En forma‘Similar sé pueden 6bﬁaner laéﬂdistribuciones,'
n”muest:alés'de la des&iacién esténdar,”del,rango; etg.,_cada una;
.dealaé cuales tendr§ "sus propids.parametros,'léiqueipermite_ha4

‘blar de la media vy laidé$viac16h'esténdar de la variancia, etc.

3. Muestreo con y sin remplazo

i

Cuahdo se efectﬁa un muestreo en uhalpoblacién de tal
}manera que cada elemento de la mlsma se pueda escoger mas de una
ﬁvez, ‘se dlce que el muestreo es con nempzazo,-en_caso»contrarlo,f»
?.el muestreo es ALn &empﬁazo.' Si de,una_urna se'quiere.exfraerAanaa
Tmuestra de, bolas de colpres;'sé4puedé bfoceder de'dosxmaneraagly
;se saca al azar una bola,.sé anota su color y se'regresa a.labur:
na an*es de obtener otra,,y asf- suce31vamente, en este caso el

muestreo es con. nempﬂazo.; La segunda forma con31ste en extraer



al azar todas las bolas que constituyen la muestra.sin regre-.
‘sarlas a la urna, siendo entonces.un muestreo . sin remplazo. ..

4. Distribucion mpestralAdel&p;omédio'aritméticov

Supéngase qﬁe se extraen 51n remplazo todésvlas muestfas,
p051bles de tamano n de una pobla016n flnlta de tamafio Nf'>nn.: Si
| la medla y la desv1ac1on estandar de la dlstr1buc1on muestral del
promedlo arltmetlco se denotan con p— y Oi’
“c1on estandar de la pobla016n con u y o, respectlvamente, entoncesi

es p051ble demostrar que se. cumplen las s1gu1entes ecuac1ones

ooV, -1

Ademés,isi'la poblacién es infiﬁita'(o"él muestreo. es con rempla-

'z0), los. resultados anteriores se reducen.a

puesto que

y la medla v la desv1a.



©

I

Para valores grandes de- n(n 30)\’se.de“mﬁest‘-ra,‘empléan~
‘do el teorema del limlte central,. que la d1str1buc1on muestral
'del promedlo arltmétlco es aprox1madamente una dlstr1buc16n nor—:
1imal con medla Mg ¥ desv1ac16n estandar o—;’lndepéndlentemente de
H cué1 sea. -la densidad de probabllldades de X, 1la, varlable ‘aleato-
'rla a5001ada a la poblac16n. Sl esta varlable tlene dlstrlbuC1on

normal la dlstrlbuc16n muestral del promedlo arltmetlco tamblen

Jes normal, aun para Valores pequefios de n (n <. 30).

Ejempﬁovg4;1

Supongase que se tiene una poblac16n flnlta formada por
_1os datos 1,2, 3 4,5. Se desea‘conocer la media y la desv1ac16n
esténdar de la distribuéién muestral del promedio aritmético, con
sidergndo las muestras de tamafio 3 obtenidas sin remplazo.

" Primer procedimiento.

“'siendo la poblacibn finita y el muestreo sin remplazo,
es‘posible obtener la distribucibén muestral cOrrespondiente'para“
: caLcular despues sus parémetros con51derando que el nﬁmero total
'Qe muestras dlstlntas de tamano 3 que pueden obtenerse a- partlr

'de>una poblacién de .5 elementos es

_

337 L0

‘Dichas muestras son las siguientes, junto con sus pro-

medios aritméticos correspondientes:



X. : X,
by . 1
1, 2,3 - 6/3 3, 4, 5 12/3
1, 2, 4 7/3 3, 4, 1 8/3
1, 2,5  .8/3 4, 5, 1  10/3
2, 3, 4 S 9/3 4,5, 2  11/3
2, 3,5 10/3 5,1, 3 9/3

’Para'CalCular'la,media y la desviacibn esténdar, se em

plea'ia sigﬁiente tabla

Xy 6/3  .7/3 - 8/3  8/3 9/3 9/3,‘u10/3: f1Q/3 113 12/3°

%> 36/9 49/9 64/9 64/9 81/9 81/9- :100/9 100/9 - 121/9 144/9

[

0

- o 0 B
I X, = 90/3 T X = 840/9
i=1 o Coi=1 o
10 -
= 1 . 1 . 90
s = X =-=— I X, = —— = 2L =3
X 16 .2, "1~ 10 3
. 10 - |
2 1 =2 =2 _ 1 . 840 _ .2 _
o3 = 1o L. Xi ~X 10 9 (35 =

> oz = /0.333 = 0.577

= 9.333 =~ 9.000

It
o
[#%]
W
w

i

Es decir, ug = 3y oz = 0.577

"Segundo procedimiento.

Por tratarse de una poblacidén finita, se vefifica'qﬁe.A



(oY

en donde' N =5, n=3 y‘ = 3.

El valor de ozde la poblacidn es

q2 - l+4+9;‘l6+25 - (3)2.= 5_55_ -9 = :_Ll_g = 2

tPor lo?tantb, o o= V2 1.4l45 vy o

-

oo = 1:4145 5 = 3 - (0.8164) (0.7071) = 0.577
o3 Ns -1 .

'-ES'decir,‘ U§ ;:3' y é'0.577-

Comparando los resultados, .se puede observar que ambos '
- procedimientos conducen a la obtencién de los mismos valores de

o qi_'y . %% para la distribucidn muestral del promedio aritmético.

Ejempﬁb‘i4.2‘

 >E§ una bodega sé tiénen cinco mil varillas de acero; él
valof medio del peso, X, de céda varilla es de 5.02 kg, y lé des-
viaéiéﬁ_eétéé&ar%0.3 Eg;v:Hallafila probabiiidad—délque.uha mgés-
ﬁxa de‘cien‘v5r111a§; escogida.ai azér, tengé uﬁ'péso to#al-

rs

‘a.’ entre 496 y 500 kg,

b. de mds de 510 kg.



Para la distribucién muestral del promedio, se tiene que

Mg = B = 5.02 kg y, por tratarse de una poblacibn finita,

e = = 0.3 W/Eggg —2%% = 0.027
X /100 N

a. El peso total de la muestfa estaré entre 496 y 500
kg si el peso promedio-de lasAcien'varillas";e encuéntra entre
4.96 vy S.Colkg. Pueéﬁo qﬁé la.mdestra es mayor de 30 elementos
__ée puede'consiﬁerarvcomo‘apfoximadamente norma1 a la diétribﬁcién
muestral;Ay'los valores.esténdar Corféspohdientes aX=4.96vy év

. X = 5.00 se obtiénen mediante la transformacién

7 = XO_ X
X
es decir,
. 4.96 - 5.02 _ _
4y = 0.027 = -2.22
Z:" =5.00 - 5-02 = _0.7'4

2 ° 0.027

En la fig'4.l se puede apreciar que

g
™
¥=]
o)}
n
>
/A
wn
o
o
(]
i

P[~2.22 < Z ¢ -0.74] =

p[-2.22 ¢ 7 < 0] -P[-0.74 < Z <0



21=-2.22 2’2=—O.74

Fig 4.1 Distnibucibn; normal corrnespondiente al ejemplo

Recurriendo a la tabla de &reas bajo la curva normal esté&ndar

entre 0 vy Z queda finalmente

P[496 < X < 500] = 0.4868 - 0.2704 = 0.2164

b. 'El peso total de la muestra exceder& de 510 kg si

el peso promedio de las cien varillas pasa de 5.10 kg.
Estandariéando dicho valor, queda

_5.10 - 5.02 _ . -
Zy = 0-027 = 2.96

Calculando el &rea bajo la curva normal a la derecha de este va

lor (fig 4.2), se tiene que

P(X » 510] = P[Z

A\

2.96] = P[Z > 0] - P[0 < Z < 2.96] =

0.5 - 0.4985 = 0.0015



Afx{X}

2.96

Fig 4.2 Distribucidn normal correspondiente al ejemplo

5. Distribucién muestral de diferencias de promedios aritméticos

Con frecuéncié se presenta el caso en el que se tienen
datos de dos poblaciones con variables aleatorias asociadas X y
_Y, respectivamente, sufgiendo la duda de si estas se pueden consi
derar como una sola, es decir, si X =IY, Para probar estadistica
mente esta:hipétesis (como se verd mis adelante), es necesario ob
tener las distribuciones muestréles de la diferencia de los pro-

medios y de las variancias de las muestras de ambas variables.

Sean X y §’los promedios aritméticos obtenidos de mues-

tras aleatorias de tamano ny ¥ n de dos poblaciones con caracte-

Y
risticas X y Y, respectivamente. Se puede demostrar gue la dis-
tribucién muestral de la diferencia de los promedios correspon-

dientes a poblaciones infinitas con medias u, y My ¥ desviaciones

X

esténdar GK Y GY, tiene los siguientes pardmetros:

it

Q

>t
¢

<
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si las muestras son independientes.

Esta distribucibén también es aplicable a poblaciones finitas si

el muestreo es con remplazo. Para el caso de poblaciones finitas
en las cuales el muestreo se hace sin remplazo, los pardmetros de
la distribucibn muestral de la diferencia de los promedios arit-

‘méticos son

suponiendo gque las muestras séan independientes.
Ejemplo 5.1

Considérese que de una poblacidn X se obtienen tres mues
tras posibles,cuyos correspondientes promedioslaritméticos son
3, 7y 8. De otra poblacibn Y se extraeh dos muestras posibles,
con promedios 2 y 4, respectivamenté. Se deben obtener 'los paré-
metroside la distribucidn muestral de las diferencias de los prome

dios aritm&ticos.

Primen precedimiento
Todas las posibles diferencias de promedios aritméticos

de X con los de Y serfian
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Es decir,

_ _ _ =1l41+3+4+45+6 _ 18 _ 3

Px-v 6 = %

2 (=1-3%+ (-3 + (3-3)°+ (4-3)"+ (5-3)"+ (6-3)° _

X-Y . T v - = =
_3a 17

6 3
Segundo pndcedéméehto

Se sabe que-

Mg T T3 T3 70
2+4 6 _
Mg T Ty =y 73
2 _ (3-6Y+ (7-6)°+ (8-6)° _ 14
X 3 4 3

2 2= (a3 2
7 B 2 7



tonces

12.

Se observa gue ambos procedimientos conducen a los mis-

mos resultados.

Ejemplo 5.2

Las varillas de acero que fabrica una companfa A tienen

un peso medio dé-6.5 kg y una desviacidn esténdar de 0.4, en tan-

to que las producidas por una empresa B'tienep un peso medio de

6.3 kg y una desviacidn esté&ndar de 0.3 kg. Si se toman muestras

-aleatorias de 100 varillas de cadavfébrica,'gcuél es la probabili'

dad de que las de la comparnia A tengaﬁ un peso promedio de por lo
menos

a. 0.35 kg

b.. -0.10- kg
mayor que el de la companfia B?

Se puede suponer en este caso que las distribuciones mgeg

trales involucradas son normales, en virtud de que el tamano de. am-

bas muestras es mayor de 30 elementos. También se puede suponer

‘gue ambas pobla01ones son infinitas, y s1endoXﬁ vy XB los pesos pro-

medios de las muestras de las fébrlcas A y B, respectivamente, en-

- uz =6.5-6.3 = 0.20 kg

2 ¢ - ' :

o o 2 P ~
A, %B._ [(.4” _ (0.3)%_

iy ~100 . T “1oo - 0-0° kg
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La variable estandarizada de la diferencia de los promedios es

_ (XA XB) XA XB ~ (XA 43) - 0.20
Z = 0% - % - ' 0.05
A B '
" a. Estandarizando la diferencia de 0.35 kg.se llega a
, .0.35-10.20 _0.15 _ .
‘1 0.05 0.05

La probabilidé& deseada es el é:ea bajo la curva normal a la dere-

cha de.Z= 3, es decir

0.0013

P [iA >'§B +0.35] =P [Z » 3] = 0.500 - 0.4987

b. Al estandarizar la diferencia de 0.10 kg, la varia-
ble 7 resulta
0.10 - 0.20 -0.1

Z, = 0.05 = 5.05 - "2

La probabilidad requerida es el &rea bajo la curva normal a la

derecha de 7= -2, es decir

P[X, > Xg + 0.10] = P[Z > - 2] = 0.5+ 0.4772 = 0.9772
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6. Teoria estadistica de la estimacidn

En la préctica profesional a'menudo resulta necesario
inferir informacién acerca de una poblacidn mediante el usb de
muestras extraidas de ella; una parte bésica de dicha inferen-
cia consiste en estiman los valores de los parSmetros de la po-
blacidn (media,.variancia, etc.) a partir de las estadisticas
dorrespondientes de la muestra, como se explica a continuacibn.

.

7. Estimadores puntuales. Clasificacibn

' Si un estimador de un paré@metro de la poblacidn consis
te en un sclo valor de una estadistica, se le conoce como esti-

madon puntual del parémetro.

Cuando la media de la"distribﬁcién muestral de una es-
tadistica es iguél al parémetrd que se esté estimando de la poO-
blacibn, entonces la estadistica se conoce como edtimador Anses
gada del p;rémetro; si no sucede’asi, entonces se denomina esfL
madonr sesgado. Ambos estimédores son puntuales, y sus valores
correspondientes se llaman estimaciones insesgadas o sesgadas,
respecti&amente. Dicho de otra manera, si § es una estédistica
cuya distribucidn muestral tiene media Hgr Y el parémetro co-
rrespondiénte de la poblacidn es 8, se dice que S es un-estima-

dor insesgado de 6. si

= 0
Hs
Por otra parte, si la estadistica Sn de la muestra tien

de a ser igual al pérémetro.e de la poblacidn a medida que se
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hace m&s grande el tamafio de la muestra, entonces la estadfstica
fecibe el nombre de estimadon consistente del pardmetro.
Empleando simbolos, si

iim § =9
_ no

- p>

reshlta.qhe la estadistica S’/i es un estimador éénsistentei "Por
ejemplo,"él promédip aritmétiéo es un éétimador.inSesgado y.cog
sistente‘de_lg média;.y la variancia de la muestra es.uﬁxestimg‘
dor éésgado yﬂéonsistente de la variancia de la poblaéién.

Si las distribuqionés muestrales de vérias estadisticas
tieneh el mismo Galof de lé media,'ée dice que la estadistica que’
cuehtaicon la menor variancia es un’eétimadon egicLente de dicha
media, en tanto que las estadisticas restantes se conocen como

esatimadores Lineficientes del pardmetro.

Por ejemplq, las distribuciénés'mﬁest;ales_del promedid
aritﬁético y de la mediana cuentan con médiég que SQn} en aﬁbos
caSOé, iguaies a la media de la poblacién. Sin embargo, la va-
riancia dé‘la distribucién muestral del pfomedib'aritmético es
menor. que la de.la distribucibn de la mediana, por lo que el
prpmeaio aritmético obtenido de una muestra'aleétoria proporcio
na un estimador eficiente de la media de 1la poblacién,‘en tanto"
que la mediana obtenidé.de'la muestfa proborcioﬁa'un estimador

ineficiente de dicho parémétroﬁ
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8. Estimacidn de intervalos de confianza para 1los parédmetros

de una poblacién

La estimacidn de un par@metro de una poblacibén mediante
un par de nimeros entre los cuales se encuentra, con cierta pro-
babilidad, el valor de dicho parémetro, se llama estimacién del

intervalo del mismo.

Sea S una estadistica obtenida de una muestra de tamafio
n para'gstimar el valor del parémetro‘é, y sea q;la desviacibn
estdndar (conocida o estimada) de_suvdistribucién muestral. La
probabilidad, 1 - a, de que el valor dé()se localice en el inter
valo de S - z, © a Sq+ z 6

S ¢ ~s’
escribe en la forma

donde Z, es una constante, Se€

P[S -z, o

A
@
N
W
+
N
e
Q
T
I
s
|
Q

Si se fija el valor de 1 - d, se puede obtener-el valor de ZC
necesario para que se satisfaga .la ecuacién anterior, con lo
cual queda definido el 4Ainteavalo de conflanza del pérémetro 8,

(S - z o

o Tg7 S + Z, os), correspondiente al nivel de confdanza

‘1 - a.
La constante z, gue fija el intervalo de confianza se
conoce como valohr cnitico. Si la distribucibn de S es nor-

mal, el valor de._zc correspondiente a uno de o se obtiene de 1la

tabla de &reas bajo la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente.
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TABLA 8.1 VALORES DE z, PARA DISTINTOS NIVELES DE CONFIANZA

Nivel de confianza, en porcentaje z,
99.73 . 3.00
99.00 2.58

- 98.00 | 233
96.00 2.05
£ 95.45 4 2,00
95.00 1.96
90.00 : ' 1.64
80.00 1.28
68.27 1.00
50.00 1 0.674

EfempLo 8.1

"Sea el promedio aritmético X una estadistica con dis-
tr%bhcién normal. Las probabilidades o niveles de confianza de

quéiui (o0 u de la poblacién) se encuentre localizada entre los

limites X + o3, X + 2 0z y X * 3 op son 68.26, 95.44 y 99.73%,

X X

respéCtivamente, obteniéndose dichos valores de la tabla de areas
bajo la curva normal. Lo anterior significa que el intervalo
X 3 0§ contendré a Hy en el 99.73 por ciento de las muestras

de .tamafio n, por lo que los intervalos de confianza de 68.26,

)

95.44 y 99.73 por ciento para estimar a p son (X - oz, X + o3
(X = 2 0% X + 2 oz) ¥ (X - 3 Gi’i + 3 o3), lo cual se aprecia

-

en la ¢4g 8.1 siguiente.
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- (%)
A fx
Area=68.26 %

Area=13.59 %
,—Area=2.14 %

N

—— ’ — — - P g T 4@ —
%3 Q‘i X"z-o-i K GR % ¥+ G % Y24 % %43 0'; AW
| Area=95.44 % |
- Areq=99.73 %
{ -
Fig 8.1
9. Estimacibn de intervalos de confianza para la media

Los lfmites de confianza para la media de una poblacibn

con variable aleatoria X asociada esté&n dados por

X o+ -
X = zc OX

en donde zc'depende del nivel de confianza deseado. Si X tiene
" distribucién normal, z, puede obtenerse en forma directa de la
tabla 8.1. Por ejemplo, los limites de confianza de 95 y 99 por

ciento para estimar la media, u, de la poblacién son X * 1°960X
y X + 2.58 ogr respectivamente. Al obtener estos limites hay que'

usar el valor calculado de X para la muestra correspondiente.

Entonces,los limites de confianza para la media de la po

blacién quedan dados por

by |
I+
~N

¢ S



19.

en caso de que el muestreo se haga a partir de una poblacibén in-
finita o de que se efectfie con remplazo a partir de una poblacién

finita, o por

g

¢ S Np =

X t z

si el muestreo es sin remplazo a partir de una poblacibn finita

de;tamaﬁo Np.
Ejemplo 9.1 .

Las mediciones de los difmetros de una muestra aleato-
ria de 100 tubos .de albanal mostraron una media de 32 cm y una
. A
desviacidn est&ndar .de 2 cm. Obtenganse los limites de confian- -

za de

a. 95 por ciento
b. 97 por c¢iento
para el didmetro medio de todos los tubos.

a. De la tabla 8.1, los limites de confianza del 95

por ciento son

X+1.960/y/n = 32 + 1.96(2//100) = 32 * 0.392 cm

o sea 31.608 y 32.392, en donde se ha empleado el. valor de SX
para estimar el de ¢ de la poblacibn, puesto que la mUestra es

suficientemente grande (mayor de 30 elementos). Esto significa
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gue con una probabilidad de 95 por ciento, el valor de Hy se en-

cuentra entre 31.608 y 32.392 cm.

b. 8i 2 =z, es tal que el &rea bajo la curva normal
a la dereéha de z, es el 1.5 por ciento del drea total, entonces
el &rea entre 0 y,zc es 0.5 - 0.015 = 0.485, por lo_que de la ta
bla de &reas bajo la curva normal se obtiene z, = 2.17. Por.lo

tanto, los -1fmites de confianza del 97 por ciento son:

X+2.170/vV n = 32+2.17(2//100 ) = 32+0.434 cm

y el intervalo de ' confianza respectivo es, (31.566 cm, 32.434 cm).

Ejemplo 9.2

Una muestra aleatoria de 50 calificaciones de cierto
examen de admisi6n tiene un promedio aritmético de 72 puntos,
con desviacibn estdndar igual a 10. Si el examen se aplicd a

1018 personas, obtener

a. FEl intervalo de confianza del 95% para la media

del total de calificaciones,

b. El tamano de muestra necesario para que el error
en la estimacidén de la media no exceda de 2 puntos,

considerando el mismo nivel de confianza.

c. El nivel de confianza para el cual la media de la

poblacién sea 72 * 1 puntos.
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a. Si se estima a o de la poblacidén con Sy de la mues-
tra y se considera que la pobiacién es finita, los limites de con

fianza son, puesto que X =72, Zc = 1.96,_3X = lO,ANp = 1018 vy

n = 50,

10 1018 - 50
sy V1018 - 1

72

I+

'1.96 (1.4142) (0.9755)

72 = 2.704
Yy el intervalo de confianza respectivo es

(69.296, 74.704)

b. Puesto que el error en la estimacidn de la media

es, para poblaci6én finita,

| [7qwuuww
Error en la estimacibén = Z g J/ Lo n
AL
P
en este caso se tendria
C/—n—\/N_l S
P
O sea, para un nivel de confianza de 95%,
' 1018 - n
1.96 10 1018 n 2

4 Y11 - 1

/1018 - n < 2
128 1018 - -
v/ n ' )
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Elevando al cuadrado la desigualdad, queda

384.16 1018 - n

n 017 < ¢

87.85 < n

Por lo cual, se requieren al menos 88 elementos en la muestra

para que

el error en la estimacién no exceda de 2 puntos, para

1 - o = 0.95.

O Sea

Puesto.que se desea que

c. Los limites de confianza son, en este caso

-+

10 /1018 : 50
72 * Z , -
I /50 1018 - 1

72 Zc (1.4142) (0.9755)

1+

I+

72 1.3795 Z(1

se verifica que

Es decir

1 = 1.3795 1
c

¢ T T.3795 - 0723

el valor de la media sea 72 * 1 puntos,



El &rea bajo 1a curva normal est&ndar entre 0 y Zb = 0.725 es,
por interpolacién lineal,igual a 0.2657. Por lo tanto, el ni-
vel de confianza es igual al doble del &réa anterior, es decir,

2(0.2657) = 0.5314 (o 53.14%), tal como se muestra en la §4g 9.1.

I

10. Intervalos de confianza para diferencias de medias

Los limites de confianza para la diferencia de las me-
dias cuando las poblaciones X y Y‘son infinitas, o cuando el mues
treo se realiza con remplazo de poblaciones finitas, se encuen-

tran dados por

~en donde X, ne ¥ Y, ny

| y tamanos de las dos muestras extraidas.de las poblaciones, y

son los respectivos promedios aritméticos

Oy Y 0y las desviaciones esténdar de estas Gltimas.
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En el caso de que las poblaciones X y Y sean finitas

y el muestreo sin remplazo, los limites de confianza son

2 2 '
. g N -n o N = n
by S = S X X X Y Y Y
X ~-Y + 727 0= ==%X-Y =+ 12 +
¢ X-Y c nX- Nxv 1 ”Y NY -

en donde NX y NY son los tamafios de las poblaciones X y Y, res-

pectivamente.

Las dos ecuaciones anteriores son vdlidas finicamente si

las muestras aleatorias seleccionadas son independientes.

-EjempLo .10.1

Para el ejewplo de las varillas tratado anteriormente
(5.2), encontrar el intervalo ide confianza del 95.45% para las

diferencias de las medias de las poblaciones.

Siendo XA = Uy = 6.5 kg, OA‘= 0.4 kg,‘XB = Ug = 6.3 kg,

Og = 0.3 kg y ny, = ng = 100, los limites de'confianza rara la

diférencia de las medias son, empleando la tabla 8.1

z fon + OZB: 6.5 -~ 6.3 ¢ 2\/(0°4)2 L 1037
c'\/nA g S 100 100

b
I

i

1+

Por lo tanto, el intervalo de confianza respectivo es (0.1, 0.3).
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Ejemplo 10.2

Se tiehen en una bodega 3000 focos de marca X, y 5000
de marca Y. Se extrae una muestra'aleatoria'de 150.focos de 1la
marca X, y se obtiene una duracibn promedio de 1400 horés; con
desviacién esténdar igual a 120 horas. Otra muestra aleatoria
de 200 focos de la marcé Y tuvo una duracibn promedio de 1200
- horas, con desviacibn estdndar igual a 80 horas. Obtener inter

valos de confianza de

a. 95%
b. 99%
para la diferencia de los tiempos medios de duracibn de los fo-

cos de ambas marcas.

o

a! Puesto que se trata de poblaciocnes finitas y

= 1400 h, SX = 120 h, NX = 3000, ng = 150, Y = 1200 h, SY = 80 h,

X
NY f'SOOO Yy R

i

200, se obtiene, estimando a GX y OY con SX

Y Y

SY , respectivamente

2 2 - .
B | (12002 3000 - 150 (80)2 5000 - 200
1400 - 1200 = 1°96\/ 150 3000 = 1 * 300 B000 - 1

200 £ 1.96 (11.04)
200 + 21.638
o sea, (178.362, 221.638), puesto que de la tabla 8.1, para un ni--
Vél de confianza de 95%, Zc = 1.96. |

b. En este caso, al emplear l& tabla 8.1 se obtiene



26.

Zc = 2.58 para un nivel de confianza de 99%, por lo cual los‘li—

nites son

2 , 2
) (120)% 3000 - 150 . (80)% 5000 - 2000
1400 - 1200 * 2.58 \//7150 3000 = 1 ' 200 5000 - 1

200

I+

2.58 (11.04)

200 *+ 28.483
y el intervalo de confianza es

(171.517, 228.483)

11. Pruebas de hipbtesis

Su?éngase que una empresa armadora de autombdviles estéa
en la disyhntiva de emplear una nueva marca de bujias en sus uni
dades o la que regularmente utiliza, y que su departamento deb'
control de calidad debe decidir, con base en 1ia informacién de
las muestras de’las dos marcas distintas. Las‘decisiones de
este tipo, es decir, que se basan en estudios estadisticos, reci
ben el nombre de decdsiones eAtad{AthaA, y a los procedimien-.
tos que permiten decidir si se acepta o rechaza una hipéfesis se
les llama pruebas de hipltesis, pruebas de signdfdicancia o reglas

de decdsidn.

Waw

Al tomar decisiones estadisticas, es necesario postular

las diversas alternativas o cursos de accidn gque pueden adoptarse.
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En el caso particular de una prueba de hipéteéié.solamente se
tieﬁen dos cursos de aécién posibles, losfque se denotarén co-
mo Hy y H . A la accidn H, se. le llama hipét@éi& nula, y a la
Hl’ hipbtesis aﬂtennatzya. Por ejemplo, si la hipbStesis nula esta

blece que ui = Wy la hip&tesis alternativa puede ser una de las

siguientes:
> - ‘,
My uz,u1< M, O Wy # H,

Al realizar una prueba de>hip6tesis, se prueba siempre
la vérdad,de la hipb6tesis nula HO,~aun cuandb de antemano se dgh

see rechazarla.
12. Errores de los tipos I y II. Nivel de significancia

En muchas ocasiones se presenta el caso de que se reéhg
za una hipétesis nula cuando en realidad déberia sef aceptada;
.cuando esto sucede se dice que se ha‘cometido un exrror de tipo I.
En otras ocasiones‘ée acepta una hipétésis nuia siendo en reéli-
dad falsa; en este caso se dice que se ha cometido un eanron de

tipo IT.

Al probar una hipdtesis nula, a la méxima prdbabilidad
con la que se esté diépuesto a cometer un error del tipo I se le
llama nivel de sdignificancia,o, de la.prueba, el cual dentro de
la §réctica se acéstumbra_establecer de 5 por ciento (0.05) o 10
por ciento (Q.i). E1l complémenté del nivel de significancia,

1 - a, se conoce como nivel de congianza.
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Si, por ejemplo, al realizar ﬁna‘prueba de hipbtesis
se escoge unﬂnivel de significancia de 10 por ciento, significa
qﬁé e#isfen 10 pésibilidades en 100 de que se rechace é&sta cuan
do déberia ser aceptada; es decir, que se rechaza a un nivel de
significancia del 10 por ciento, y que la probabilidad de que la

decisibén haya sido errdnea es de 0.1.

13. Comportamiento de los errores tipOs Iy II

Supdngase que se trata de probar la hipdtesis nula de
gque la media, ug, de la distribucidn muestral de la estadistica
S es My oen contra de la hipOtesis alternativa que establece que

“S = “2’ donde “2 > “1’ es decir o

Hi = dg = 1,

En la fig 13.1 se muestra en forma gr&fica 1la relacidn
entre los errores tipos I y II en el caso .en el que la- regla de

es la siguiente:

decisidn para aceptar o rechazar HO

SL el valon de La estadistica S obtenido de
una muestra excede de clento valor criltico

Sl,'&echdceéaAHO; en caso contrario, acép-

Lese.
es verdadera, entonces o (&rea con rayado

Es evidente que si H,

doble) es la probabilidad de que § > Sl} o sea la de rechazar a

- Hy siendo verdadera (error tipo I). Por otro lado,si H, es ver

dadera, entonces B (4rea con rayado sencillo) es la probabilidad
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de que S < § o sea la de aceptar H, siendo falsa (error tipo

1’ 0
Obsérvese que si se aumenta el valor de Sl\,se reduce la

probabilidad o, pero se incrementa la B; 1lo contrario sucede si

se disminuye el valor de Sl'-

b s0s) Msls)

Distribucion de S
bajo la hipdtesis Hp

Distribucidn de $
‘bajo la hipotesis 4;

¥

P[S>S.1] = o (error tipo I)

P_[S.<Sl] = B8 (error tipo II)

Fig 13.1 . Probabdilidades de Los enrores tipos 1 y I1 en pruebas

de hipbteé&a;

En realidad, la Gnica forma posible en la cuai se pueden
minimizar simulténeamente los errores de tipos I y II es aumentan

"do el tamafo de la muestra, para hacer m&s "piéud_as" las distribg

ciones muestrales de la estadfstica bajo las hipbtesis HO y'H»l.

Al observar la fig 13.2 siguientf, es posible’ concluir
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que el tamano de los errores I y II es menor para un tamano de
muestra igual a 100 que para un tamano igual a 50, considerando

la misma regla de decisibn anterior.

| NACH p f®
_Emﬂo HD _ . Balo “\

Fig 13.2

Sin embargo, esta técnica de reduccibén simultdnea de &m-
bos- tipos de errores no siempre puede ponerse en pr&ctica, debido

a razones de costo, tiempo,etc.
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14. Regiones criticas, de rechazo o de significancia. Regio-

nes de aceptaciédn.

Cuando una hipbtesis nula no se acepta se dice que se
rechaza a un nivel de significancia def o porn ciento, o que el
valor estandarizado de la estadistica involucrada es s{gnifica-

tivd a-un ndvel de sdignificancia o.

Ai éonjunto de los valores de la estédistica en el
que se rechaza la hip6tesis nula. se le denomina regAbn critica,
de nechazo, o de sdgnigicancia.. Por el coﬁtrario; al conjunto
de los valores.de la estadistica en que 'se acepta la hip6tesis,

se le llama negidn de aceptacdidn.

Considérese que la distribucibn muestral de la esta-
distica S es normal con desviacifén esténdar ds, que la variable

Z resulta de estandarizar a S, que la hipbtesis nula, H es que

0_’

la‘media de S valelus, y que la hipbtesis alternatiVa H. es que

1

dicha media es diferente de us, es decir, que

H_ : media de la distribucibn muestral de S=

0 Mg

Hl: media de la distribuci®fn muestral de S7éus
Si se adopta la regla de decisidn de aceptar la hipdte

sis Ho, si el valor de Z caé dentro del intervalo central que

encierra al 99 por ciento del &rea de la distribucibn de proba-

bilidades, entonces H., se aceptar8 en el caso en que

0
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-2.58 ¢ 7 g 2.58.

empleando la tabla de &reas bajo la curva normal esténdar. Pero
" si el valor estandarizado de la estadistica se encuentra fuera
de dicho intervalo, se concluye gue el evento puede ocuxrir con

probabilidad de 0.01 si la hipbtesis H_ es verdadera (&rea raya-

0
da total de la fig 14.1). En tal caso, el valor Z de la variable
estdndar difiere sdigndficativamente del qde.se podria esperar de

acuerdo con la hipbtesis nula, lo cual inclina a rechazarla a un

nivel de confianza del 99 por ciento.

)
De lo anterior de deduce que el &rea total rayada de la
fig 14.1 es el nivel de significancia a de la prueba, y represen
ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, la

regidn de aceptacién de H es —2.58 < Z < 2.58, y-la'de rechazo -

0
es 7 > 2.58 y Z < -2.58.

T’f,(!}

Regidn critica

Area=0.005

Region critica

© Area=0,005 -

. L
Regidn .de | aceptacion

-2.58 0 ‘ 258 z
L. Area=099° . ,_4

Fig 14.1 Rggédn de éégnééicancxa
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En la tabla 14.1 se presentan lds valores de la varia;
ble estandarizada,_Z, que limitan las regiohes de aceptacibn 'y
de'rechazb para el .caso en el que la estadiética involucrada en
la prueba tenga distribucibén muestral normal. Cuando en alguna
prueba de hipbStesis se consideren niveles de éignifiéanéia dife
rentes a los que aparecen en la tabla ﬁenc;onada, resulta hecesg

rio emplear la de &reas bajo la. curva normal esténdar.

TABLA 14,1 VALORES CRITICOS DE 2

Nivel de Valores de z para Valores de z para
significancia, a pruebas de una cola ~ pruebas de dos colas
0.1 v : ~1.281 o 1.281 : —1.645 y 1.645
0.05 —-1.645 o 1.645 -1.960 y 1.960
0.01 —-2.326 o 2.326 - =2.575 y 2.575
0.005 -2.575 0 2.575 ~-2.810 y 2.810

15. Pruebas de unaiy de dos colas

En la pfueba de hip6tesis del ejemplo anterior) la regibn
de rechazo de la hipbtesis nulé quedb6 en ambos éxtremos,(colas) de
la distribucibn muestral de la estadistica involucrada en la prue-
' ba} a las pruebaé de este tipo se les denomina pruebas de dos co-
Eaé.' Cuando la regibn de rechazo se encuentra solamente en un ex-
~ tremo de la distribucién muestral en cuestibn, se les llama prue-

bas de una cola.

Las pruebas de dos colas se presentan cuando en la hip6-
tesis alternativa aparece el signo # (diferente de), como en el

siguiente caso
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Hy Mg # My

en donde_uS es la media de la estadistica S, y u, es un valor

1

fijo.

En los casos
HO : us = ul
Hy s ug < 1y
.
Hy = ug = iy
Hy =g > ¥y \

las pruebas resultan de una cola. ‘ .

16. Pruebas de hipb6tesis para la media .

Para él casé de una poblacibn infinita (o finita en:que
se muestree con remplazo), cuya-desviacién estdndar o se conoce
o se puede estimar adecuadamente, si se tiene que la estadistica
S obtenida de la muestfa es el promedio aritmético, entonces la

media de su distribucidn muestral es “S = uy= = Y, y su desviacién

: , X
esténdar es Og = 0§ =og/Vn, en donde u y 0 son, respectivamente,
la media y la desviacién esténdar de la variable aleatoria X aso-
- ciada a la poblacibn, y n es el tamano de la muestra.. En tal ca-

so, si X tiene distribucién normal, la variable estandarizada co-

rrespondiente seré
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ta{ se t;gne'que GS = oi =

En los dos casos éntérioreé, el Vélor de Z correspondiente al de
X de la muestra es el gue se débe comparar'éon el valdr criticd'

correspondiente al nivel de significancié fijado, bara asi acep-
tér © no la hipbtesis nula'(prueba'dé‘uha cola). Si se trata de
ﬁna prueba de dos colas, el valor de 7 'se debe comparar con los

.dos véiorés criticds que.COrresponden;al valor de o seieccionado.
_ En'cuéiquiera déﬂlos casos aﬁteriores, e14Valor o valo?es cfiti~

cos se pueden obtener de la tabla 14.1, para valores_cpmuﬁes de o.

Ejemplo 16.1

Se sabe qﬁe‘el promedio de'éalificacioneé de una muestra
aleato;ia de tamano 100 de los estudiantes de tercer afio de inge-
nierfa civil es Ae 7.6,z§on uhafdesviacién esténdaf'de 0:2,' Sip
denota. la media de la poblacién de esas calificaciones, X, y si

se supone que X tiene distribucién normal, probar la hipbtesis
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u = 7.65 en contra de la hipbtesis alternativa pu # 7.65, usando

un nivel de significancia de

Ca. 0.05

b. 0.0

Para la solucién se deben considerar las hip&tesis

HO : u=7.65

Hl : p + 7;65
Puesto que u # 7.65 incluye~Vélores‘meﬁqres y mayores de 7.65,

se trata de una prueba de dos colas.

La estadistica bajo consideracién es el promedio arit-
mético,i, de la muestra, qué se suponeyexfraida,ae una péblaéién
infinita. La'distribﬁcién muestral de X tiene media Mg = B, Y
desviacién ésgéndar oz = o/Yn, en donde u y o denotan, respec-

tivamente, la media yvla desviacidn estdndar de la poblacidn de

calificaciones.

Bajo la hip6tesis H, (considersndola verdadera), se

tiene que

y utilizando la desviacibn esténdar de la muestra como una esti
macidn de o, lo cual se supone razonable por tratarse de una mues

tra“grandé,'

o= = o/YW = 0.2//100 =.0.2/10 = 0.02

JOr
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a. Para la prueba de dos colas a un nivel de signifi-
cancia de 0.05 se establece la siguiente regla de decisibn

'Aqeptan H., 84 el valon Zféonneépondiente al va-

0
Lon del promedio de La muestra se encuentra den
tno dek intenvalo de -1.96 a 1.96 (tabla 14.1).

En caso contrario, rechazan HO'
Puesto que

; oKX=y _ 7.6 - 7.65
¢/Vn 0.02

= -2.5

se encuentra fuera del rango de -1.96 a 1.96, se rechaza la hi-

pOtesis H, a un nivel de significancia de 0.05.

b. Si el nivel de significancia es 0.01, el intervalo
de:—l.96 avl.96 de 1la regla‘de decisibn del inciso o se rempla-
za por.elvdé -2.58 a 2.58 tabla(14.1L Entonces,vpuesto que el
'vélor muestral Z = -2.5 se encuentra dentro de este intervalo,

. se acepta la hipbtesis H a un nivel de significancia de 0.01.

0
Efemplo 16.2

La reéistencia media é la ruptura dé cables'de acero
fabricados por lé empreSa x es de 905 kg. Una empresa consulto
- ra sugiere a X‘qué cambie.suvproceso de manufactura, con lo cual
2incrementar&vla’resisteﬁcié de shs-cables. Se prueba el huevo
proceso, y se extrée uné muestra aleatoria de 50'¢ables,,6bte-’

"niéndose para ellos una resistencia promecio de 926 kg, con des-
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viacidén esténdar igual a 42 kg. ¢Se puede considerar que el
nuevo proceso realmente incrementa la resistencia, con un ni-

vel de confianza de 99%?

En este caso, se debe plantear una prueba de hipdtesis

de una c¢ola, para la cual

H = 905 kg

0

=

H

. > 905 kg

h

Puesto que el tamano de la muestra es suficientemente grande,
se puede aproximar la distribucibn muestral de la resistencia
promedio mediante una normal, v estimar el valor de o de la po-

blaci6tn mediante SX~de la muestra.

Considerando a la poblacidn infinita, v suponiendo co-

mo verdadera a H_, se tiene que

OI
Mg = u = 905 kg
05 = —— = 42 _ 5,94
v n V50

Para la prueba de una cola a un nivel de significancia

de o = 1= (1 -a) =1-0.99 =0.01, la regla de decisidn es

Aceptan H, 44 el valon estandanizado de X de
£a muestra es menon o igual a Z, = 2.326 (ta

ba 14.1); en caso contrario, rechazaxr HO.
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En virtud de que

7 = X - 926 - 903 _ 3 535
. o g 5.94 .

%

es mayor de 2.326, se rechaza HO a un nivel de significancia de
1%, concluyéndose qgue en realidad el nuevo pcheSo s{ incrementa

la resistencia de los cables.
17. ‘Pruebas de diferencias-de medias

“ Séan Xy ¥ los7promedios aritm8ticos obtenidos de dos
muestras de tamaﬁOS'hX Y Ry extraidas respectlvamente de dos po
blaéioﬁés conAmedias.u y Hy s y desv1ac1ones esténdar Oy ¥ OY

Se trata de ptébar_la hlpéte51s nula, H de que no existe dife-

0’
feqcia’entre las medias, es decir, que UX = uY; Si nx N "Y sén
sufi¢iéntemente grandes (>30), la distribucidn muestral de las di
feréhéiés dé los piomedios es aproximadamente normal. Dicha dis -
tr1buc16n muestral es rlgurosamente normal si las variables alea—
torias. X y. ¥ a5001adas a la poblacidn tlenen dlstrlbuc16n normal
aunque n. y ny sean menores de 30. Para esta-dlstrlbuc16n mues-

tral, la variable estandarizada I, que se compara con los valores

criticos chréspondientes, se encuentra dada por
X -Y - Ug 3

7 = X-Y _X-Y-0_X-%
°X-%

9%-Y - _ X-¥

con la cual se puede probar la hipltesis nula Ho»en contra de

otras hipStesis alternativas, H, ., a un nivel apropiado de signi-

ficancia.
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Ejemplo 17.1

En el laboratorio de pruebas de una emprésa fabricante
'de”apératos electrbnicos se ensayaron dos marcas de tran51stores.
A y:'B, de caracteristlcas s1m11ares,con ‘objeto de comprobar su
ganaﬁgia de voltaje. Se toma;oﬁ muestras.aleatorlas,de 100 trag
siéfofes ae'cada maréa, arrqﬁando‘ﬁna'ganancia'promedié de 3iidg
cibeiéé, con desviacibén esténdar de 0.3 decibeles para la marca
A, y-30.9 decibeies de ganancia prémedio, con desviacién ésténdar
de 0 4 de01beles para la otra. aExisté una diferehcia7Significa'
tlva‘entre las ganan01as en voltaje de los transistores a un ni-
‘ vel de 51gn1f1canc1a de |

,a.' OEOSi-.

b. ©0.01%

si “A y ué'son-las medias respectivas de las dos pobla=

01ones,1nf1n1tas a las que corresponden las muestras, la prueba

de hIpote81s adopta la forma 51gu1ente

Hy = My = ¥g

Entonces, el valor de}Z‘es; bajb la hipbtesis Hd:

31 - 30.9

[(0.3)* - (0.4)°
160 = 100
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a. Puesto que se trata de una pfdeba de dos colas a

un nivel de significancia de 0.05, la diferencia es éignificati
va si‘el.valor‘de_Z se éncuentra fuera.del intervalo de -1.96 a
1.96. ‘Como este es el caso, puede concluirse que efectivamente
existe diferencié éignificativa en ia‘ganancia en voltaje de los
transistores. | |

| b. 8i la prueba es a un nivel de significancia de 0.01,
;a diferencia es significativa si 2Z sevencuentra fuefa del rango
de -2.58 a 2.58. Partiendo del hecho de que ; = 2, la diferencia
entre lasvgananciaé es producto del azar, y‘se acepta la hipbte-
sis»deique ambos tipos de transistores tienen iguél ganéncia me-

dia en VOltaje a un nivel de confianza de 99 por ciento.

Ejempﬁd' 17.2

La estafura promedio de 50 estudiantes varones tomados
al azar qﬁe participan en actividades‘deportivas es de.173 cm,.
con desviacibn estdndar de,6;3 cm. Otra mueétra aleatoria de 50
estudiantes varones que ho participan en ese tipo de actividades
| tiene promedio de estatura igﬁal'a 171 ¢m, con désviacién‘estén—
dar igual a 7.1 cm. Probaf'la hipbtesis de que lés estudiantes
varonés que pracfican deportes son mis altos que los que no lo
hacen, a un nivel de significancia de 0.05. -

Se debe decidir entre las hipStesis
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siendo X la variable aleatoria asociada a la poblacién infinita
de estaturas de alumnos que practican deportes, y Y la asociada
a la dé estudiantes gue no lo hacen, que también es infinita.

Bajo la hipbtesis H  , se tiene que

0
S
fe2 o2 [ (.07 )
X [ Y (6.3) (7.1) 5
0= = = \/-——— + — 4 + = 1.3424
-Y ny ny ,\/ 50 50 ~
- Entonces, el valor de 7 es
_X-Y¥ _-173-1711 _ 2
P T Torg T T isaza 0 T To3aag T80

Puesto que se trata de una prueba de hipbtesis de una

cola, a un nivel o = 0.05, se rechazaria HO si el valor de 7

muestral fuera mayor del valor critico para dicho nivel, el cual-
es Zc = 1.645. Puesto que 7 < Zc' en este caso se concluye que
la diferencia en las estaturas de ambos grupos de estudiantes -

se debe Gnicamente al azar.
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3.4 Muestras pequefias

. Como ya se indico, para muestras grandes (n > 30) las dlstnbuuones"

muéstrules de ‘muchas estadisticas son aproximadamente normales, siendo tanto mejor

la aproximacion cuanto mayor es el tamafio de n. Sin embargo, cuando se trata de muestras

en las que n < 30, llamadas muestras pequenas, la aproximacion no-es suficientemente buena,

por lo gque resulta necesario introducir una teorta apropiada para su estudio.

Al estudlo de Ias distribuciones muestrales de las-estad isticas para mues-

tras pcquends se le Hama teoria estadzstzca de las muestras pequerias. .Existen al respecto’
tres distribuciones importantes: Ji cuadrada, F 'y t de Student.

3.4.1 Distribucién Ji cuadrada x?) . » S o !

Hasta ahora solo se ha tratado la distribucién -_mde’stral de la media.

,Ev’t‘a seccion se verd lo concerniente a la distribucidén muestral de la' variancia, S2,
a

p
negativa, es de esperarse que su distribucién muestral no sea una curva normal, ya que esta

\uestras aleatorias extraidas de poblaciones normales. Puesto que S, no puede ser




ticne ordenadas mayores de cero en ¢l lado de las abscisus negativas, De hecho, la estad istica
S; sc puede estudiar si sc consideran muestras aleatorias de tamafo »n extraidas de una po-
blacion normal con desviacion cstindar oy y si para cada muestra se calcula el valor de la
estadistica, | |

n S} :
XP = —— o (3.14)

o?

donde S; es la variancia de la muestra.

El nimero de grados de libertad, v, de una estadistica se. define como

v=mn-k

siendo n ¢l tamafio de la muestra y k el nimero de pardmetros de la poblacion que deben

cstimarse a partir de ella.

La distribucion muestral de la estadistica x? esta dada por la ecuuci(’n!

¢

1
2 '/z Xz
e

f 6y = Ux"”

cn la que U es una constante que hace que el irea tota) bajo la curva resulte igual a uno, y
v = n - 1 esel nimero de grados de libertad. Esta distribucion se llama Ji cuadrada, misma

‘que se presenta en la fig 21 para distintos valores dev.

IFig 21. Distribucion Ji cuadrada para distintos valores de 'v



TABLA 8. VALORES CRITICOS XZ

4 X;:q's X, X}ns X.zyfs ’x.29o Xs x50 Xas | Xho X.zos ' X.Z.ozs' Xor Xoos _
B 7.88 6.63 5.02 3.84 2.71 1.32 A455) . .102 :016 0039 - -.0010| .0002} .0000
320 06 | 921 738 5.99 461 2.17 1.39 575 211 .03 05061 L0201 .0100
¢ 3] 128 11.3 9.35 7.81 6.25 411 | 237 1.2 584 .352 216 1S 072 |
4] 149 | 133 11:1 949 | 776 5.39 3.36 1.92 1.06 711 483 297 207
s o167 | 152 12.8 1.15 9.2 6.63 435 2.67 1.61 1.15 .831 554 ] 413
y 61 185 168 14.4 126 10.6 7.84 | 5.35 3.45 2.20 1.64 1.24 872 676
;7] 203 . 185 16.0 14.1 1200 | 9.04 | 6.35 4.25 2.83 218 "} 1.69 1.24 989
;80 2204 200 71757 155 134 | 102 .1.34 5.07 3.49 273 {.218 1.65 1.34
v 9] 236 | 21 19.0 {. 16.9 147 114 8.34 5.90 4.17 3.33 270 | 2.09 1.73
10} 252 ). 232 20.5 18.3 |- 16.0 125 | . 934 | 674 4.87 3.94 325 | 256 § 216
11| 268 | 247 219 | 197 17.3 13.7 10.35 7.57 5.58 4.57 3.82 3.05 2.60
12 ] 283 26.2 23.2 210 | . 185 148 ] 113 8.44 6.30 | -5.23 4.40 3.57 | 3.07
131 298 ' 277 24.7 22.4 19.8 160 | 123 9.30 7.04 | "5.89 5.01 4.11 | 3157
14 1 313 29.1 26.1 23.7 21.1 17.2 13.3 10.2 7.79 6.57 563 | 4.66 4.07
15§ 327 | 306 | 275 25.1 223 18.2 14.3 11.0 8.55 7.26 6.25 5.22 4.50
16 1 -34.3 32.0 28.8 26.3 235 19.4 15.3 11.9 931 | 7.96 6.91 581 | 5.4
17 § 35.7 | 334 30.2 276 24.8 205 16.3 12.8 10.1 8.67 7.56 6.41 5.70
a8t 372 .} 348 ) 315 ) 289 26.0 | 216 17:3 ] 137 10.9 9.39 8.23 7.01 6.26
19 | 386 | 362 ] 329 30.1 272 22.7 18.3 14.6 1173 {101 | 891 7.63 '} 6.84
201 400 {376 | 342 31.4 2845 | 238 193 | 155 12.4 10.9 9.59 8.26- | 7.43
20 4va4 | 388 | 356 327 29.6 24.9 20.3 16.3 132 11.6 10.3 890 | .02
22 ] 428 ] 403 | 36.8 33.9 30.8 26.0 21.3 17.2 | 140 123 11.0 9.54 | 8.64
23 | 44:2" {1+ 416 38.1 35.2 | 320 27.1 223 ] 181 | 148 13.1 11.7 '10.2 9.26
24§ 456 43.0 394 | 364 33.2 28.2 23.3 19.0 157 4 138 - [124 109~ { 9.89
251 469 1 443 406 377 | 344 293 24.3 19.9 165 | 145 13.15 | 115 10.5
26 | 48.3 | 45.6 41.9 38.9 35.6 | 304 253 | 208 17.3 15.4 13.8, 12.2 11.2
271 496 | 470 43.2 40.1 36.7 31.5 26.3 217 | 181 . | 16.2 14.6 12.9 11.8
28 | 510 | 483 44.5 413 379 326 273 | 227 18.9 16.9 15.3 13.6. 1125
29 | 523 49.6 45.7 425 39.1 33.7 28.3 23.6 19.8 177 | 16.0 14.3 13.1
30.§ 53.7° | 509 47.0 43.8 | 403 -} 34.8 29.3 24.5 20.6 -} 185 16.8 |15.0 13.8
40 | 668 | 637 59.3 55.8 SL8 45.7 39.3 33.7 29.1 26.5 244 21222 _ 209
50} 795 1 762 71.4 67.5 63.2 56.3 49.3 43.0 37.7° | 348 324 29.7 28.0
60 1 920 | -884 83.3 79.1 { 744 67.0 59.3 52.3 46.5 43.2 40.5 37.5 355
70 | 104.2 | 100.4 95.0 | " 90.5°] 855 77.6 69.3 61.7 553 | 517 48.8 454 |433
80 1163 1 112,3 | 106.6 | 1019 96.6 88.1 79.3 71.1 643 | 604 572 53.5 51.2
90 §128.3 | 1241 | 181 | 1131 | 107.6 98.6 89.3 80.6 73.3 69.1 65.6 61.8 59.2
100 1140.2 | 135.8 | i29.6 | 124.3 1 1185 ] 109.1 | 993 90.12 | 824 .1 779 742 |70 67.3
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No obstante que la distribucion Ji cuadrada solo se ha presentado en
¢l estudio de las muestras pequenas, cabe aclarar que es vahida para aquellus mayores de 30 g

Ja variable alcatoria involucrada tiene distribucion normal!

3.4.1.1 Intervalo de confianza para la variancia -

Tal como se hizo para la distribucion normal, se pueden establecer in-
lcrvz;h)s de confianza purz; la variancia de la poblacion en términos de la variancia de  una
muestra extraida de ella,-a un nivel de confianza dado 1 — . sis¢ hace uso de los valores
crfticos.,xz de la tabla 8. Por lo tanto, un intervalo de confianza para la estadistica x? |

estaria dado por

donde X7y x? son los valores criticos pata los cuales el (1 - a)/2 por ciento del drea sc

encuentra en los extremos izquierdo y derecho de la distribucidn, respectivamente:

Con base en lo antcerior, sc concluye que

2 .
nSX' ) ¥

= < o < 3 >
X( XL

- ¢s un intervalo de confianza para estimar a o a un nivel de confianza 1 - «a.

3.4.1.2 Prueba de hipOtesis para la variancia
La'pruebade hipotesis para la variancia de una poblacion normal se etec-
tia calculando el valor de la estad istica X? y estableciendo las hipoOtesis H vy I apropiadas.
_es decir, sc adoptan reglas de decision similares a las usadas para la estad istica Z.
Ejemplo

La variancia del tiempo de elaboracion de cierto producto cs igual a

40 min: sin embargo, su proceso de manufactura se modifica y se toma una mucstra de



veinte t_iémpos, para la cual la variancia resulta ser igual a 62 min.  Es significativo el au-
mento del tiempo de elaboracién a un nivel de significancia de '

a) 0.05
b) 0.01?

Se debe decidir de entre las hipotesis

Hy: o = 40 min
| Hl 1 ¢ > 40 min

. Supomendo que la hipétesis nula es correcta el valor de la estadlstlca X2 para la muestra

- consid erada es

- 2 . . -’ " ' .
. Sy o
X? = = = 31
o 40. v

a) Como se trata de una prueba de una.cola,’la hip()tesjs H6 se rechazaria si
el valor de la estadistica x* fuera mayor que el de' X? ‘para un nivel de significancia igua!
a2 0.05, el cual, parav = 20— 1 = 19 grados de libertad resulta ser- 30.1 (tabla 8) Como

31> 30.1, H se rechaza a un nivel de 51gmf1canc1a de 0.05." 3

: ’A b) "En este 'caso el valor de xi para uﬁ nivel de significancia de 0.01 y 19'é,ra—
“dos de libertad es igual a 36! 2 Puesto que 31 < 36.2,se aceptaH a un nivel de mgmﬁcan-_
‘c;a de 0.01. ‘ -

)

3.4.2 * Distribucion F

M efectuar la prueba de h1potes1s de 1gualdad de medxas para muestras
pequpnas en la siguiente secmon se supondra que las variancias de las poblacxones a las
que corresponden tales muestras son 1guales Por Jo tanto, es necesario probar- antes si tal su-
posicién -es: correcta. ‘Para ello, debe consxderarse que si SZ, nyy. Sy, ny son respectlva-_
mente la va.1ancxa y- el tamafio de dos muestras extraldas de poblac1ones normales queb
tienen igual variancia, entonces o , _ , Cme ‘

(3.15)




TABLA 9. VALORES - f, PARA '« = -0.01

- 08j

~
ro® o Gradod ' . v, = Grados de ibertad del numerador
de Jibertad ded :
deneminador -y R S 78 9 o | 2 T IR AR S VI FEFT\ N TUNE DO
Co S4.0321 5000 | 3403| S.62515.764 | $.859 15928 | 5982(6.023 | 6.056 | 6.106 {6,157 | 6.200] 6235 1 6.261 | 6.287 | 6313 | 6339 6366
2 4798301 99.00 | 99.201.99.20199.20 | 99.30| 99.40 | 99.40(99.40 | 99.40 | 99.40 | 99.40 | 99.40| 99.30 | 99.50 | 99.50 199.50" | @y.sp| 9y.s0
3 3410 30.80 | 29.50| 28707 28.20 | 27.90 27.70 | 27.50(27.30 | 27.20 27.10°| 26.90 | 26.70] 26.60 | 16.50 | 26.40 | 26.30 | 26.20] Ze.l0
4 S 21201 18.00 | 16.70 16.00| 15.50 [ 15530 15.00 | 14.80[14.70 | 14.50 | 14.40 | 14.20 | 14.00] 1390 | 1380 | 12,70 ] 1370 | 13.60( 1350
5 L 16:30 1330 | 12.10) 1140} 11.00 | 10.70} 10.50 | 10.30{10.20 | 10.i10] 9.89| 9.72 9.55| 947 | 938 | 9291 9.20 941 9.
6 13,70 | 10.90 977 9.15| 87951 8471 8.26 8.10} 7.98 | 7.87| 7.72| 7.56 740|731 723 a4l cwe | 6907| ey”
7 12.20{ 9.55 8B45| 7.85| 7461 719 699 | 6.84] 6.72 6621 647 6.31 606 6071 5§99 | s91| 582 34| ses
8 11.301 "8.65 7390 7.01| 663 | 637 6.17 6.031 5.91 581 567} 5.52 S36| 528 520 S| S0 405) awd
9 | 1060] 8.02 699] 6.42| 6.06| 5.81| 561 547|535 5261 511 4.96 481 4730 465 | 457 | 448 1 40| 431
10 10.00| 7.56 635) 599 5.64 | 339 320 306|494 § 3851 471 436 441) 433 428 | 417 | 408 a0 29
1 9.66 | 7.22 622 5.68| 532 | s.07| 4.89 4741 4.63 4340 440 4258 00| 403 | 393 | 386} 278 Jeu | 2en
12 9331 6.93 | 595 541 506 | 4.82| 4.64 450 4.39 430 | 406 4.01 | 3861 3781 370 | 36| 354 | xas| 136
13 9.07] 6.70 | S.74f 521 486 | 4.62| +4.44 430} 4.19 4101 296 382 | 366 359 | 351 | 343 134§ 25| A
14 S 8861 6511 s556] S04f 4707 446 4.28 4.14| 4.03 2941 3801 3. XE1] 343 | 33s ) 327 d18 et 30
1S 8.68 | 6.36 5421 43890 4561 432( 414 4.00| 3.89 3:80 | 3.67| 382 3T O329 ] 321 | 33| 308 295 | 287
16 853 6.23 329 437 443 | 220 4.03 389(.3.78 | 369 | 355! 3.40 a6l b 20| 302 293 MK S
17 8.40.] 6.11 S99 467 434 { 410 393§ 3.79] 3.68 339 | 346} 331 316 308 | 200 | 202 283 238 168
(8 8.2 6.01 5.09| 458 4.25 | 401 3.84 3.71| 3.60 3510 73370 3230 308 300 292 | a4 | 27 O
19 §.19 | 5.93 5011 450} 417 | 394 377 3.63].3.52 3430 330 3.15 3000 292 284 ¢ 276 | 267 258 249
20 g.10| 533 4940 4431 410 {1 387 370 | 336} 3.46 337 323 1209 2941 286 | 27 269 ¢ 261 A
2 B3 S79 | 487 436717404 | 381 364 350 341 331 2174 3.03 2881 280 | 272 ] 264 | 258 246 236
22 795 | 572 4837 431 399 | 376 3.5 3.45 | 335 3.6 1 302 98 2830 275 | 267 | 258 250 MKV BRI Y
23 TS5 1 366 1760 4261 3.94 | 3710 3.54 3141330 320 307 293 2I8LONT0OL 262 ) 254 ) 24840 ras T
24 821 561 4721 422 390 |- 3.67 | 3.50 3361 3.26 347 | 3.03{ 289 2740 266 | 2SR | 249 | 240 a2
25 RN R 4.68 ] 418 | 3.86 | 3.63| 146 3320322 303 299 285 2700 262 1 283 | 245 236 270 a3
30 136 23 451 402 3707 346 330 3470307 o 2098 | 281 | 271 284 247 L 239 ) 229 ) 220 | 2|
10 T3 58 430 a8y st sl sz 1991189 R0 266 ) 282 137229 2.0 | 20} 2.0 ) L1920 1
60§ T8 408 G4 365} 334 302 293 rgafamn 630 23000 238 | 220 a2 o203 | o1a4 ] 1es L33 ] 1o
120 D s f.4.79 I9S ] OT3AN G 3T 296 | e 266 236 247 1 234 7209 AJEURIN IS U P D Y S U N T (TS I TSR S B B
> 6ol Lal ATEL332 00302 | 286 | 264 1 nsi 4 2320 218 | 2.04 (ORI U T T D7 R S BT O D 12 o
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resulta ser el valor de una variable aleatoria (estadistica) que'tiene'distrib_ucién F, con
‘pardmetros vy = n, ~ | y vy = ny — 1. Esta distribucion (fig 22) cuenta con dos para-
metros, v, y ¥, , que son los grados de libertad que corresponden a la variancia del nu-
-merador y del denominador de la ec 3.15, respectivamente., Cuando se hace referenciaa
“una distribucion £ en particular, siempref.se dan primero los grados de libertad para la varian-
cia del numeraddr; es decir, F t”x , ‘vy ). En la tabla 9 se presentan los valores criticos Fc
para distintos valores de v, y v}, y un nivel de significancia de 0.01. Cuando los grados
~de libertad Vy O va no se encuentren.en dicha tabla; el valor d;: E se puede obtener median-
te interpolacién lineal. S.i se desea probar la hip6tesis a otros niveles de significancia, es
factible emplear-las tablas de la distribucion F (refs 9y i1l -

' f(__F/A | .

Fo.05
Fo.01

,Fig 22. Distribucién F.

De acuerdo con lo anterior, se puéede probar la hipétesis nula

.2
HO' oy oy

en contra de-alguna hipétesis alternativa adecuada haciendo uso del hecho de que el cocien-

te.S;/S}’, es una estadistica que tiene distribucion F.

"Ejem plo

Una'empresa manufacturera de cartén prensado va a decidir acerca del
émpleo de una prensadora A o una B a fin de obtener un grosor determinado en su producto.
Er problema estriba en th ambas prensadoras proporcionan grosores muy similares, es
decir, que la variancia de los grosores para las dos mdquinas es la misma. Para decidir acer-

adamente, se toma una muestra aleatoria de 31 cartones prensados por la miquina Ay
btra de 41 por fa B. Como las variancias del grosor para los cartones de las muestras resul- -



.3.4.3 Distribucion ' de Student

tun ser de"12 y de 5 micras, respectivamente, se establecen las hipotesis

2 _ 2

/I0 Oy =0y
L2 2
”l’ oy > oy

con objleo‘d":c- probarlas’a un nivel d¢ significancia de Q'.Ol.

El'valor de la estadistica /< resulta

sz
R

= 4 2 12224

s 5

~n

0yv, =41 -1 =
de £(30, 40) es 2.11.
valores, i3 hipotesis 1, screchazaria si el valor de / fuera mayor que /- (30, °40).

I

Puestoque v, = 31— 1 = 40, en la tabla 9 se puede ver que para un

nivel..d‘cdiigniﬁcanciu de 0.01 el valor, FL,, De acuerdo con estos

Puesto que lo antcrlor resulta ser quto se lLLhdZd lI . concluyéndose

quc ld prcn%adora B seria la mejor eleccion,

Si se c0n51deran muestras de tamafo n cxtrdldas de una poblduon
normal con ‘media uy vananua desconocida, para cada muestra se¢ puede uxlcullr la oS-

lddlsll(..d T dulmda mediante la formuld

T=—-—,————l—1--_ n o~ 1 (3.10)

donde’ X es el promedio y Sy la desviacion estindar de la muestra.

La distribucion muestral de T (fig 23) estd dada por la ecuacion

N — |
L , - _(l+_)w@\______7:ua ou.a

'U'

en la quc U €s una constante quc hace que el drea bajo la curva sea igual a uno, y v=n -1

es ¢l ndmero de grados de libertad.




Fig 23. Distribucién t de Student para distintos valores de v

En la fig 23 se aprecia que conforme v (o n, el tamafio de la muestra) aumenta, la distribu-

cion de' f(¢) se aproxima a la distribucion normal.

' 3.4.3.1 Limites e intervalosde confiarjza_

De manera similar-a como se hizo con la distribucioén normal, ‘es posi-
ble estimar los limites de confianza de la media, u, de una poblacion mediante los valores
criticos, t., de la distribucion ¢, que dependen del tamafio de la muestra y del nivel de con-

fianza deseado, encontrandose dichos valores en la tabla 10.

Asi pues,

—f S V-l <

representa un intervalo de confianza para ¢, a partir del cual se puede estimar que u se

encuentra derntro del intervalo

_ oy _ o
X -t —m—<u< X+t ———ee—
RV “n-1

En términos generales, los limites de confianza para la media de la

poblacién se representan como



TABLA 10. VALORES t, PARA LA DISTRIBUCION
‘ t DE STUDENT ..

v t t t t ot t t ! t
998 .99 918 95 90 A0 .15 .70 60 55
1 63.66 31.82 | 12.71 . 6.31 3.07 1.376 1.000 127 325 0 asg
2 9.92 696 | 4.30 292 | . 1.89 1.061 816 617 289 . F 142
3 5.84 4.54 3.18 2.35 1.64- .978 765 .584 275 .138
4, 4.60 3.75 278 2.13 1.53 941 741 569 271 134
5 4.04 3.36. 2.58 2.02 1.48 920 127 560 267 132
6 3.71 3.14 | 245 1.94 1.44 .906 718 .553 2265 0 .131
7 3.50 3.00 |. 236 191 1.43 .896 11 549 263 130
8 3.36 290 231 1.86 1.40 .889 706 546 262 F- 130
9 3.25 2.82 2.26 1.83 1.38 .883 .703 .543 261 129
10 3.17 2.76 2.23 1.81 1.37 .879 .700 542 .260 129
11 3.11 2.72 2.20 1.80 1.36 876 697 .540 260 129
12 3.06 2.68 2.18 1.78 1.36 873 | .695 539 .259 128
13§ 301 2.65 2.16 1.77 1.36 871 | 694 538 ) -.259 |0 128
14 1 298 262 | 2.14 1.76 1.34 .868. 693, 537 258 1 .128
15 295" - 261 2.13 175 1.34 ~ .866 691 536 258 1128
16 292 © 258, 212 1.75 1.34 . .865 690 535 .258 128"
17 2.90 ©2.57 2.11 1.74 1.33 .863 1. .689 534 .257 128
18 2.88 2.55 2.10 1.73 1.33 .862 688 "534 .257 .128
19 2.87 2.54 2.09 173 1.33 861 688 533 257 127
20 2.84 2353 2.09 1.72 1.32 .860 .687 .533 257 127
21 2.83 2.52 2.08 1.72 1.32 .859 686 532 256 127
22 2.82 251 2.07 172 } 132 .858 -] .686 532 256 127
23 2.81 2.50 2.07 1.71 1.32 .858 .685 532 .256 127
24 2.80 2.49 2.06 1.71 1.32 .857 685 531 256 127
25 2,79 .2.48 2.06 1.71 1.32 . 856 . | .684° 531 .256 127
26 2.78 248 - 2.05 1.71 1.32 .856 .684 - T.531 .256 127
27 2.17 - 247 | 205 170 1.31 .855 .683 531 .256 127
28 2.76 2.47 2.05 1.70 1.31 .855 683 530 256 127
29 2.76 2.46 2.04 1.70 1.31° .854 .683 530 256 127
30. 2.75 2.46 2.04 170 1.30 853 683 .530 .256 1217
40 2.70 243 2.02 1.68 1.30, 851 | .681 529 255 | a2
60 2.66 2.39 2.00 1.67 1.304 .848 679 .528 .254 126
120 2.62 236 | 198 1.66 1.29 .845 677 526 .254 126
oo 2.58 2.33 1.96 16451 1.28 .842 674 524 253 126




‘Ejemplo .

.
-

3.4.3.2 Pruebas de hipotesis

La prueba de hlpote51s para la media de una poblacion se puede efec—

tuar con muestras pequenas en me‘la anidloga a la de muestras de tamaiio mayor de 3() sl

. en lugar de utlh_zar a la estadistica Z se emplea la T. Entonces, si se.consideran dos muwtrds

aleatorias cuyos tamarios, desviamones estindar y promedlos son 7, S X y ny, Sy, Y.
respectnvamente extraidas de poblacnones normales de igual varldncm (oX = 0}), se
puede probar la hipbtesis, H , de que las muestras prov1enen de una misma poblauon

~es decir, de que también -Sus medlas son iguales, utilizando la. estadistica T definida por

i

3.1

donde .

2 i 2
SX + n;Y SY

ny + ny 2 K

n
X (3.18)

cuya distribucion es la ¢ de Student, con'_v_~= ny +ny — 2 grados de hibertad.

.

Conforme al plan de deéarrollo a‘grx"cola de una region, se probd un

" nuevo fertilizante para maiz. Para ello” se escogieron 24 ha de terreno, dphcandose diche

producto a la mitad de ellas. El promedio de produccion de maiz en la zona que se usd -
fertilizante fue de 5.3 ton, con una desviacidn estandar de 0.40 ton, en tanto que en la otra

~zona el promedio fue de 5.0 ton, con dewnauon estandar de 0.36 ton.

De acuerdo con los resultados, ise puede concluir que cxustc un aumen-
to sxgmflcanvo en la produccnon de maiz al usar fertilizante, si se utiliza un nivel de signifi-
cancia de '

a) 0.0l

b) 0.05?
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Solucion

- Para probar la hipotesisde igualdad de medias es indispcnvsublc saber pri-

mero si las muestras provienen de dos poblaciones normales de igual variancia. En ese caso,

- si o} y oy denotan a las variancias de la producci()n de maiz en la zona tratada y en la no

tratada, respectivamente, se debe probar la hipdtesis nula Hy: o}, = 0} en contra de la
hipotesis alternativa /1, u; > oi a los dos niveles de ‘significancia establecidos.

El valor de la estadistica /7 es,; de la ec-3.15;

o Sk (0402
ST 0307

y el valor éritico de # (11, 11), obtenido de la tabla 9 mediante interpolacion lincal, re-
sulta 4.47. Por lo tanto, como 1.27 < 4.47, sc acepta la hipotesis nula a un nivel de signi-
ficancia de 0.01. ’ '
‘ El valor ciiticode £ (11, 1'1) a un nivel de significancia de 0.05 (ref 9)
¢s 2.82, de ahi que coio 1.27 < 2.82, también se acepta la hipotesis H,,.
Coi basé en lo afiteriof, se debe decidir entre las hipotesis

Hy:jiy = py (a difereiicia e los promedios se debe al azar)

Hiiiy 3 oy (el fertilizants incjord 14 prodiiccion)

Bajo la hipotesis Hy, s¢ tiene quc

noS2 4+ n S 1313 2 .
Y /1 400 +.12(0.36 :
Yox vty ROAO F PO30N 6307

. =
' . ) n_ 7
"y +»/7.Y 2 124 12 2

por lo cual

53 - 50
t = = 1.83
1
0.397 ‘—j + E



&7

o a) * Puesto que sc trata de una prueba de una cola a un nivel de significancia
de 0.01, se rechaza la hipdtesis Ho si t es mayor que el valor critico, t., correspondiente
a dicho nivel, el cual parav = ny+n,- 2= 124+ 12 — 2 = 22'grados de libertad, se obtienc
de la tabla 8 como ¢, = 2.51. Como ¢ <, la hipotesis /; no se puede rechazar a un nivel
de significancia de 0.01. ' ’

- b) Si el nivel de significancia de la prueba es'de 0.05, se rechaza Hy sites
mayor.que el valor f, respectivo que para 22 grados de libertad es ¢, = 1.72, por lo que
- de acuerdo con lo anterior, HO se rechaza a un nivel de significancia de 0.05.
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