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V1 CURSO INTERNACIONAL DE INGENIERIA SISMICA
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Tema 580

Introduceifn, Vibraci6n de sisternas elisticos e ineldsticos
de un grade de libertad

Vibraciones libres de sistemas lineales con dos grado de li-

- bertad: ambos en traslacidn, en torsiGn con traslacién, y ca

beceo con traslacibn. Vibracitn de vigas de flexidn y vigas™
de cortante.

[ntroeduccidn al méiodo del elemento finlto

r ’ i r r r 2]

Métodos de Holtzer y Newmark

Vibraciones libres y forzadas de sistemas eldsticos lineales
de varios grados de libertad. An#lisis modal. Respuesta sis
mica mixima, Método de Newmark para obtener la respues
ta sfsmica de sistemas elésticos e ineldsticos,

Respuesta sismica de sistemas no lineales con varios grados
de libertad,
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DPINAMICA ESTRUCTURAL

DR. OCTAVIO A RASCON CH.
PEFINICTON,

[
GREADOS DE LIBERTAD = NUMERD DE COORDEMNADAS GENERALIZADAS (DESPLA-

\
ZBAMIENTOS O GIROS) QUE S5E REQUIEREN PARA DEFINIR LA POSICICH DEL

SISTEMA FEN CUALQUIER INSTAMTE.

W
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METODOS DE DISCRETIZACION DE S ISTEMS CONTINUOS

1, POR CONCEWTRACION DE MASAS
[
MASE POR UWIDAD

DE LONGITUD = m

R R
[

WA Lr AT i i v
o A T

SRR TLETEFFS LA :

|1

T,

2, EXPRESANDO LA CONFIGURACION DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA COMO

DNz SERIE DE FUNCIONES ESPECIFICADAS, POR EJEMPLO, SI ESTAS

FUNCIONES 50N ARMOWICAS;

N .
Z({x,t} = [ b, =sen J'Ex
i=1 '
H’X
= + ~——A+ +
AN FARN . {7 AW N %
: L } b4 EEH]IL& bz Sen 211‘[35 b_:':‘:_)En il
EN GENERAL. PARA CUALQUIER TIPO DE FUNCION y(x):
' N
z(x,t) = iil zi{tiwi{x}
4 +—7 -
- L }
L —ZL_*!.J( )\,I)Lx} s A
XL
h
3, MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS ?{K;‘ZFE,\H[)\_\J LX)
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oS i Nelemestos
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3./
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AL, PLANTEAR LAS ECUACIONES DE EQUILIERIO DE CUERPOS RIGIDOS ES A ME-

NUDO NECESARIO CONOCER LOS MOMENTOS DE INERCIA DE MASA.

A CONTI-
NUACION SE PRESENTAN ALGUNOS CAS0S:

m =

MASA POR UNIDAD DE LONWGITUD
¥ = MASA POR UNIDAD
DE AREA
1 a [
3 ]
T -+
Fs

Lo m= b \ ) s m:ﬁab
N sz mL-z 1 Ig: _{"'ﬂt.(g_.l.g_ 10'_)
I

BARRA UWIFORME

no |
S R —t

] R
ﬁ_-ﬂ_i Za L ‘*L*
3 13

|
1
I
|
R
L
Fad

e
2

]
x

PLACA UNIFORME TRIANGULAR PLACA UNIFORME ELIPTICA



RESPUES TA DINAMICA DE STSTEMAS ELASTICOS LINEALES DE UN GRADO DE LI ERTAD
CON AMORTIGUAMTIENT O VISCOSO

M
——= 77T 7
bit) / K
A — N —
S M
5 T Pb
-]
- fffff—/XT/7777f?'f?7
TITTITT 7771777 o o/
—-— x’a{t} [rt::('.lon nu"nu_
£t = TIEMPD
M = MASA
K = RIGIDEZ
C = AMORTIGUAMIENTO
f{t} = FUERZA EXTERHNA
Xoit] = DESPLAZAMIENTO DEL SUELD

EL AMORTIGUAMIENTO VISCOSO ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RESTAU-

RECION PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA RESPECTO AL

SUELD,

EL AMORTIGUAMIENTO SE DEBE PRINCIPALMENTE A LA FRICCIONW INTERHNA
ENTRE LOS GRANQOS O PARTICULAS DEL MATERIAL DE LA ESTRUCTURA, Y A
FRICCICHN EN LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA MISMA. ES EL ELEMENTO

DEL SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA,

Za, LEY.DE NEWTOM:
"LA RAPIDEZ DE CAMBIO DEL MOMENTUM DE CUALQUIER MASA, m, ES IGUAL

A LA FUERZA QUE ACTUA SOBRE ELLA"



a 4
plt)] = at (M=) = 3¢ (mx)

p{(t) = FUERZA ACTUANTE
X = DESPLAZAMIENTO
t = TIEMPD

SI m ES CONSTAMTE: p{t) = mx

PRINCIPIO DE D'ALAMERT

5T LA Za. LEY DE NEWTON LA ESCRIBIMOS COMO

pi{t) - mx = 0
AL SEGUNDO TERMINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE COMO FUERZA DE INERCTA;
EL CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARROLLA UHNA FUERZA DE INERCIA PROPOR-
CIONAL & SU ACELERACION Y QUE SE OPONE A ELLA S5E CONCCE COMQ PRIN-
CIPIO DE D'ALAMBERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO SE

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EQUTLTRRIO DINAMICO,

_'_}’XO‘__K _I:"f_"'i r

/ - "
A A | | 1 S Jt
A | 1 ;——c- PL J e ]
e T Wl FTTM
/] Q0O _ l J
FTT7I772 77777777777
Xoll)

DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE
EQUILIBRIO: | t, £, * £ = plt) (1)
PARA UM SISTEMA ELASTICO: £, = Kix - x,) = ky

Cy ¢ (2)

PARA AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: fa ci{x - xol

POR EL PRINCIPIO DE D'ALAMBERT; £4 = mx = m(y + x_)

r,



SUSTITUYENDO LAS ECS 2 EN LA EC.1 SE QBTIENE:
miy + x ) + cy + ky = p(t)

DE DONDE

(3)

My+cy+Ky=p{t]—MxD

DIVIDIENDG ENTRE M AMBOS MIEMBROS DE L& EC, 3:

G Lo LK, ple
Y+t g¥rgYy M %5
C K _ 2 -
SI g =2h, yg= v’ DONDE w = FRECUENCTA CIRCULAR NATURAL, EN
RAD/SEG :
y + 2h ? tow Y E—“} = Xa (43

CUANDO S5E TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTEMA SE TRATA DE UN PROBLEMA
DEFUIBRACIGNES FORZADAS; EN CASO CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE VIBRA-

CIONES LIBRES.

VIBRACIONES LTERES

EN ESTE CASO LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER
LN [ ] 4 2
v+ 2hy+wy=1>0
CUYA SOLUCION ES
~ht \
yiel = e {Cl sen w't + c2 cos w't) (%)

DONDE w' = Ywu - h™ = FRECUENCIA CIR&ULAH HATURAL AMORTIGUADA

Y Cl Y C2 50N CONSTANTES QUE DEPENDEN DE LAES CONDICIONES INICIALES




{EN t=0) DE DESPLAZAMIENTO ¥ VELOCIDAD QUE TENGA LA MASA DEL SIS~

TEMA.

ESTAS RESULTAN SER

_ ¥{0) + hy{(D)
C, = = Y (6]
.2 EC (5} S5E PUEDE ESCRIBIR TAMBIEW COMO:
vit) = ae Dt cos (w't - 8) (7)
C
DCNDE A = fCi + Cg Y B = tanﬁl Eé = ANGULD DE FASE
v
e — —r—- -'-.—'—l-.a_u-.-l
LA GRﬁFICﬁ DR L% EC {7} ES
}] ™ o
}rm}_[ AN
P
T':%% = PERIODD HATURAL AHDRTIGU&DD; SEG
£r = %T = FRECUENCIZA WNATURAL AMORTIGUADA, cps

VEAMOS EL CASO ESPECIAL DE LA EC, {5) EN QUE h+w. EN TAL CASQ,
w' = sz - hz*ﬂ, cos w't+1l Y sen w'tew't, CON LO CUM.LA EC. {5) 5E

REDUCE A

vit) = e % [[ig(0) + hy(0))/w']{e't) + y{(01]

e [y (0)t + (1 +ut)y(0)]



LA GRAFICA DE ESTA ECUACION ES

) -1 —= f

Y OBVIAMENTE NOQ REPRESENTA UN MOVIMIENTCO OSCILATCRIO, POR LO CUAL

5I h = w SE DICE QUE SE TIENE AMORTIGUAMIENTO CRITICG, EN TAL CASO:

h = =c—c.,£= E
cr YT M Y ¥

27K . (8)

DE DONDE C
[

4 LA RELACICHN ¢ = Cchr SE LE LLAMA FRACCION DEL AMORTIGUAMIENTO

CRITICO.

DESPEJARDO A M DE LA EC. (8} ¥ SUSTITUYENDOLA EN LA EC. h = C/(2M}

SE OBTIENE:
h=%= E.C—. 2K = cr‘% = W
C Jcr 27KM
2 cr
4K
ADEMAS »

0t = wll - g2 (3)

LOS VALORES USUALES EN ESTRUCTURAS QUE ASUME r VARIAW ENTRE 2 ¥ 5%,
EN ESTE INTERVALD w' Y w SON CASI IGUALES; VEAMOS, POR EJEMPLO,

EL CAS0O EN QUE ¢ = 0,1



w'=w ¢l - 0,01 = 0,995w

OTRA FORMA DE MEDIR EL GRADC DE AMORTIGUAMIENTO QUE TIENE UNA ES5-

TRUCTURA ES MEDIANTE EL DECREMENTO LOGARITMICD, EL CUAL SE DEFINE

COMC EL LOGARITMO DEL COCIENTE DE DOS AMPLITUDES CONSECUTIVAS

_ht

L = 1p —— Y&}  _ in De_ coslu't-8)
i = _ ]
yit + 170 ae D {EHT }cos[w'{t+T'}-G]
e-hTt+T'] coslw't + u'T'-8)
-ht
= 1n{ a coslu't - 8} 3

o Pt e—ﬁT* cma{w't - 8 + 27)

+hT! 2n
= 1ln e = hT' = faT' = tw ——
w#l—;f
1, = 2k -
/1-¢2 (10)
SI ¢ ES PEQUERO,
L. = 2n¢ f11}

ECOACION DE MOVIMIENTO GENERALIZADA.

HAY PROBLEMAS NUE APARENTEMEWTE CORRESPONDE A VIBRACIOWES DI SIG-
TEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD PERC QUE EN REALIDAD SON DE UN

GRADO SOLAMENTE,



10.

EJEMPLO . Exe ) Ameion :

e bty

'/‘{H/W‘ Gr+rculgclcn b o r:‘cjl-t!ﬂ

bcxrrq o ‘-*-m 260
A Ca R, r.;-_ | i’

mw ' [
%ACL—,;__‘ZCL fmm Ak G-—J-'—cl—.f:_ah_,].a

-|L E% !
p BPG k[{}’ﬂ"" ) e, =7 L
. Z M= masa por vniclad
2 /tb de 'anS'uTud
) E 13 G c
i 1 8 1 7
'

* ] .1
for €10 fed fo 12 Tez
CONSIDEREMOS PRTMERQ FL CASO SIN LA FUERZA NORMAL, N.

TOMANDO COMO COORDENADA GENERALIZADA A Z(thk

3 _ 0o 1
£, = k (EE'") = X7 2(t} ; £gp= ky(GG') = Ky 3 Z(E)
£ o=c (Sop) =c, Lztey; £, = C,z(E)
D1 1 ‘dt 134 }p2 2
£, =m = .Z‘{t] = fL = 'z'{t} = 2am? (&)
"Il 13 L5
) o i
fI2 =m, 3 Z (t}



1l.

2_-1-
a mz(t}

Lx ECUACION DE MOVIMIENTD DEL SISTEMA SE PUERE ESTABLECER IGUALANDO
A CERQO EL TRABAJO VIRTUAL REALIZADC POR TODAS LAS FUERZAS AL DARLE

AL SISTEMA UN DESPLAZAMIENTO VIRTUAL EW EL PUNTQO B IGUAL A dE. EN

TAL CASO
§ ==k 3 Z(t) (3 62)-K, 3 2(t) (3 83) -C, é}El 22
- B () (87) - 2am z{e) (2 -m, zgft}{%GZJ
- % a’m 2 () {%—E} + Bpagtt) {%vﬂz) = 0
'SIQPLIFICENDG SE OBTIENE
&aﬁ + E‘-j’r“- + ?; 7(E) + :‘l:—-‘ﬁ— £Cy) BIE) 4 (e ke + f‘gy Z(t) -
- %? pEE{tﬂ 5% = 0 (A)

-

COMO EBL DESPLAZAMIENTO VIRTUAL 62 NO ES CLERO, SE DERE CUMPLIR QUE

EL TERMINO ENTRE PARENTESIS ES CERO. EN TAL CASO:

ToT(E) 4+ 8 R{t) + % 2t} = plt)

EN DONDE



12.

C
n =3 = 4 N o= L
m = ma + 5 m2 : C o= z + Cz
k
= 2 2 . i = 16 =
k = 12 kl + 5 ; pit) = 3 pagit)

ESTOS PARAMETROS SE DENOMINAN MASA, AMORTIGUAMIEWTO, RIGIDEZ Y FUERZA

GENERALIZADAS, RESPECTIVAMENTE.

CONSIDEREMOS AHORA EL CAS0 DE LA FUERZA HORMAL N 50LAMENTE:

A M
) 53 5;‘* B
L 4_ 7
- ' } et Ha
+-de -
ﬁE = DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL DEBIDO AL GIRO DE LA BARRA 1
1
=_2 = 2
Gel =1z azl, Eez = 33 A
- 7 zZ

EL TRABAJO VIRTUAL ES:

7 Z

§W = Née = — (§2)
12 a

COMO EL SISTEMA ES LINEAL SE PUEDE SUMAR ESTE TRABAJO VIRTUAL AL DE

L& ECUACION (&), CON LO CUAL LA RIGIDEZI GEHNERALIZADA SE MODIFICA,

QUEDANDD EN LA FORMA:



13,

1

- 9 1
k= —%k +§k2 13

16 "1

el =

DE ESTA RIGIDEZ 5E PUEDE SACAR, DE PASO, LA CARGA CRITICA DE PANDED

- 1
HACIENDO k = D:

_ .27 q
Nepr = {ﬁkl + 2_1k2’“

DETERMIMACTON EXPERTMENTAL DE r EN ESTRUCTURAS REALES O EN MODELOS

S5I SE REALIZA UN EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE
SU POSICION S5E SACA A LA ESTRUCTURA DE SU POSICION DE EQUILIBRIO
ESTATICO Y SE DEJA VIBRANDC LIBREMENTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA-
CIONES QUE SE REGISTREN EN LA MASA TEWDRA LA MISMA FﬁRMA QUE L& GRA-

FICA DE LA EC. 7,

'i

Acelerémeteo = |amplificador Q_agfanch dor

AT W

gk

/_\"HIT‘ /—\\\H 4

-}jlju‘r’) - - A _\/

U BN

-1y

$I DE DICHO REGISTRO SE MIDEN y{t + T'}y y(t) SE PUEDE OBTENER L ¥,

DE LA EC. {11), DESPEJAR A ¢
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EJEMPLO
A UNA ESTRUCTURA DE UM PISO S5E LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE
20 TOM EN SU MASA, OBSERVANDOSE UN DESPLAZAMIENTO ESTATICO DE 0.2 CM.
AL SOLTAR SUBITAMENTE LA FUERZA SE REGISTRA UN PERIODO DE OSCILACION

DE ¢.2 SEG, Y QUE LA AMPLITUD EN EL SEGUNDO CICLO ES DE 0.14 CHM.

W/:%“'“ P.20%on uibk

(aplicada

«.‘Etﬂlll‘lcuﬂu:u#-e.) oLy ez O )4

ST7TF

CALCULAR 4, olf'L Y ¢

1. opp oprelr oM 24,y k- 22 = 100
? 43 Kg ' :
M
SE OBTIENE

0.04 x 100 x 981

Wwior? kgsdel = (6,2)2 x 100 x 981/4n2 =

3 3.87
W = 99.4 TON
| J— 31 = El RAD I = ul = _l_ =
2 w' = ZT = F lﬂ"'SEG' £ i W] 5 cps
3. L =1n 32_5 1n1.43 = 0.357
0.14 y .

L = 5= = —5— = 0.0568 O [ = 5,68 %

C = tC . = z2¢KHM = 0,1132 /10& X 99.4/981"

= 1,132 x 0,318 = 0,36 TON~5EG/CM



EJEMPLO

CALCULADR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UM GRADO DE LIBRERTAD SUJETO

A LA SIGUIENTE EXCITACION:

Ay A

£

x:.

B = FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA =

= 2

Buiax

, EN t

T? (1 - coswt};

T/2, 3T/2...

AHORA, 51 LA EXCITACION ES DE DURACION L

-

Hi)

5

S t = tO :

pﬂ'
X = * {V - coswt)

EN t = tG:
Py

x(ty) = 5
WPy

x(t} =—¢

(1 - CGSmtﬂ]

senwt
Q

+ C, coswt + pofk

CONDICIQ-

NES INICIA
LES PARA
t>t0



lqll

+

!

51 t>t0, X =Acoswt' + B senwt' , CON t' = ¢ - tD

EN t' = 0 ('t =t ),SE DEBEN CUMPLIR LAS CONDICIONES INICIALES AN-
TERIORES, LO CUAL CONDUCE A

Pq v Py
A= (1 - c05mtﬂj B w Senwl
POR LO QUE X = %o (1 - cos t.] coswt' + Po senwt  senwt’
‘ 13 ““o « X 0
P
= 1?-3%1 - CDSwtn}z + Eenzmtﬂ senf{wt' - 8 )
0
p
x = = 35[1 - ¢gos t ) sen(gt' - 8)
k 0
P wl
= I? (2 scn—ig) sen{gut' - H)
S ra
B= FACTOR NE AMPLIFICACION
wt tD
Byax = 2 sen—— = 2 sen(r-)
ntD r
CUANDO T % 7 Bunx = 2
ﬂ-m: h
2. _
i
{
I Via
J__ 1 1 —-—
25 fo fﬂﬁ— 2
EL MAXIMQ EL MAXIMO QCURRE DURANTE LA LEXCITACIGN
OCURRE LIS-
PUES DE LA 1
EXCITACION

nt
S1 t /T ES MUY PEQUERO, sen—

= nthT



‘ldlil

¢ ) Zpﬂ ntD _ an mtu : pﬂtu L1
MAX k 7T mk 2 Muw Mw
m

EN DONDE i = P t, = KREA BAJO LA EXCITACION

EJEMPLO: EXCITACION DADA POR UN IMPULSO-SEA UN IMPULSO APLICADO

DURANTE UN INTERVALO DE TIEMPO st MUY PEQUEND, TAL QUE At/T << 1:
O '

¢

&
7 Zmputso = 7» ﬁ/,é/g)aff

.

,Léf_*-—#zr -

POR EL PRINCIPIO IMPULSQ - MOMENTO SE TIENE QUE

At .

I = 5 p(t)dt = mx

0

EN DONDE x ES LA VELOCIDAD QUE EL IMPULSO LE IMPRIME A LA MASA DEL
SISTEMA. DESPUES DE At EL SISTEMA QUEDA VIBRANDG LIBREMENTE CON
VELOCIDAD INICIAL x(0) = & , MIDIENDO ElL TIEMPO EN LA ESCALA DE
£', Y CON DESPLAZAMIENTO INICIAL QUE PUEDE CONSIDERARSE NULO, DEBIDO
A QUE EN EL CORTO INTERVALO DE TIEMPC at LA MASA ADQUIERE UN DES-

PLAZAMIENTQ DE MAGNITUD DESPRECIABLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SER

x(t'y = E'C_@l senpt' o« .._-_.‘[-H-senmtl
i Mt
SI EL SISTEMA TIENE AMORTIGUAMIENTO,

* I
x{t") = ]%r e " senu't!



PRINCIPIO DE HAMILTON

tz T

i
- _ : i}
ag*V}dt+ [ & At = 0

DONDE
T = UNERGIA CINETICA TOTAL

Ve ENERGIA BOTENCIAL TD&AL, TNCLUYENDO ENERGIA DE DEI'OR-

MACION Y ENERGIA POTENCIAL DE LAS FUERZAS CONSERVATIVAS

W = TRABAJD REALIZADO POR LAS FUERZAS NO CONSERVATIVAS

nc

{TALES COMO LAS DE AMORTIGUAMIENTO)

ge  VARTACION TOMADA DURANTE EL INTERVALO DE TIEMPO DE t,

A tZ

EN ESTE PRINCIPIO SE ASUME QUE LA VARTACION, é6x, DEL DESPLAZAMILNTO

LN LOS INSTANTES t, Y t, ES NULO.

1

EJEMPLD

T
FT7 777 77i777

W = plt)éx - Cx48xX

nc
2 4 g "2 :
] § {x mx® - -,'-l-kx Jdt + [ (plr)éx - exsx}de
ty .ty
ta . 2 ,
[ fmxsdx - kxéx)dt + { {(p(t) - cx)éx dt
Ty kF

t
24 - . .
J {mxﬁx - {cx + kx - pt))éx]dt = O

Y

K
A p—] 1 Al m? v al
E W’\rc M|—.-p(t]T F mx~ 5V zkx
-

2

(ES LA ENERGIA DE DLEFOR-
MACION, UNICAMENTE)



INTEGRANDO POR PARTES EL PRIMER TERMINO DE ESTA INTEGRAL;

t

2 .. . tz 2 ..
mxsx de = mxé&x] - ! mx § x dt
. t
t1 1 ty
ta .
-{ mxsx dt
Y
POR LO QUE
s
[ [- mx - ex - kx + p(t)isx dt = D
t .

1
PUESTO QUE &x ES ARBITRARIA, LA ECUACION ANTLERIOR SE SATISFACE EN
GENERAL SO0 SI

mx + cX + kx - p(t) = 0

2

‘0

EJEMPLO {
' 2{1)
*4 ~ V(x,t) = y(x)z(1)
T Hb APLICANDO EL PRINCIPIO DE HAMILTON:
.
, ¢t L
B = L { nea (v, (x, 0 dx
L ' ENERGIA POTENCIAL POR DEFORMACION:
i mix) .
£
Tx) v- 1 J EI(x) (v" (x, t)dx
A : L 20
e(t) = = I [v'({x,t)] “dx

ENERGIA POTENCIAL DEBIDA A& LA FUERZA NORMAL:

L
vy = -5 [ [v'(x,t)]%dt
Q-



EN ESTAS RCUACIONGS: ¥ = dv/dt : v' = dv/dx

vi'= diy/dx?

PUESTO QUL Nﬁ HAY FUERZAS DINAMICAS EXTERNAS Y SI CONSIDERAMDS AMOR-
TIGUAMIENTO NULO, ENTONCES 6wnc = 0, POR LO QUE

tE )
[ §(T-V)dt = 0 0
}1
t, L ' _ FL
[ [[ m(x]vt&,t] 5vtdx o BEI(x)v"(x,t) év'dx +
‘t1 'c ‘o
L [ 3
+ N l v' (x,t) év'dx] = ©
A

TOMANDO EN CUENTA QUE

'z ; = Q7

Ve TV RV, v o= "I, v!

v, = &y , §v' = ¢"8Z, &v'

t = $'§z, v = b1
SE ORTIENE
ty L L
- 3 .-

[ [28z [ m(x) ¢ &x + ﬁzvﬂ{t) J m(x}pdx -

‘t1 Q [n] *
L L

- 242 [ EI{x){w”}zﬁx + Nzdz [ (¢”)26x| dt = 0
0

Q
INTEGRANDO POR PARTES LAS PRIMERAS DOS INTEGRALES Y HACTENDO
L
n e L m(x)42 dx = MASA GENERALIZADA



L
= } EI(x) (¢")%dx = RIGIDEZ GENERALIZADA SIN CONSIDERAR
2]

oy

FUERZA NORMAL
L . L
: [ BI() (¢') %dx - Nl (¢')%dx = RIGIDEZ GENERALIZADA CON N

-

a a

L

L
5[:] = FUERZA GENERALIZADA EFECTIVA = - v, I mix)ypéx
' o}

SE OBTIENLC LA ECUACION
b2 v . L
[mz -+ kz. - p{t)]éz dt = 0
t.l .
POR LO QUE
ﬁé.+ Ez = ﬁ[t)

CASO PARTICULAR. CONSIDEREMOS EI=cte Y macte =

SEA wix) = 1 --cas%% ; EN TAL CASO:

L L
m = [ ﬁ[¢]2dx = m [ {1 - cus%%}zdx = 0.228 mL

4

Q 0

S1 N=0:
L L

- 2 4

kK = I El(m"}zdx = EI j '[“—E 505%]-2;1)[ = X

32
o o 4L .

¢

i
]

L L :
- L - ] L . \ TI, ) "
p{t) =-v_(t) j my dx =-mv_({t] J (1" - cosi%} dx =-0.364 mlyv_(t)

ST N#0:

=1

4 - i
= ET E%.— N J {¢']2dx = N J (fr-sen%%)zdx



p oo IcBL . Na?
32 L3 8L

n Bl Ncr

PARA CARGA,DE PANDEO: I3 =% - —o1

' L
~ g v
CON LO QUE X = 1‘-—5 (1 )
321 CT

QUEDA EN LA TORMA:

2

= 7
;

bep|
—

= 0= NC

|

T

fen

Y LA ECUACION DE EQUILIBRIO

N 2 0
0.228 ALz(t) + 5L (1 - ) 2(e) = 0.364mLy_{t)
2

32L Ccr

LA FRECUENCTIA CIRCULAR NATURAL CORRESPONDIENTE ES

N
)
_ NCI‘
woo= — 4
7.2006 mL

n¢EI[T-
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SQLUCION AL PROBLEMA DE UTBRACIONES FORZADAS

A, FOERZA EXTERNA '

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE EXISTE pit) Y QUE xoit} =0,

SIENDO p(t} ARBITRARIA

bty

e
A st

e {

PUESTQ QUE dT<<T, LA FUERZA APLICADA EN t=7T PRODUCIRA UN INCREMENTO

INSTANTANEOQ EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A

. _ plr)dr
Y= T

Y UM INCREMFENTO INSTANTANED NULC EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y=0.

TOMANDQ ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t='f, LA EC. 5

DA COMO RESULTADOD

yit) = E&i#ﬂl sen w'{t~7) e_h{t_T] ;o Exr
PUESTO QUE EL S5ISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUFERPONER LOS EFECTOS
QCASIONADCOS POR LOSE IMPULSOS APLICADDS EN CADA v QUE HAYAWN OCURRIDO

ANTES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES DECIR,
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t .
yit) = ﬁﬁk i p{f}e—h{thr}senm'{tPTJdr {12}

~hi{t-
LA FUNCION M—Ml,- e BT senyt (t-1) ,QUEES LA RESPUESTA A UN IMPULSO INSTANTA-

]
NEC UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONOCE COMo FUMCTION TE TRAMSFERENCTA DEL

STSTEMA.

i
yth )

N\ ‘ ——t T

'ﬂ' ,\\H,H’#L .
¥ 7 ) )

LA SQLUCION DADA EN LA EC, {12) SE DENOMINA INTEGRAL DE DUHAMEL, ESTA
CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACICON DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRIO; LA SOLUCION GENERAL ES:

¥

t
[ﬂy{t} = Ae_ht cos(w't-9) + E%T g p{T}E*h{t_T}senm‘{t-T]dr

EN DONDE A y 8 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO
Y YELOCIDAD, v(0) Y y{0), RESPECTIVAMENTE. FN GENERAL LA PARTE DE
LA RESPFUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES5 LA MaS IMPOUORTANTE,

YA QUE LA OTA PARTE SE AMORTIGUA RAPIDAMENTE.

B. MOVIMIENTO DEL SUBLO

PARA ESCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR DC LA ECUACION DIFERENCIAL DE
EQUILIBRIO PARA EIL CAS(O DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CAMBIAR p(r)/M DE L& EC. {12} POR N

YR QﬂE FN DICHA ECUACION APARECE EN EL MTEMBRO DERECHO pit) /M CUANDO
LA EXCITACION ES P{t) Y APARTCE ~:-:tj CUANDD LA EXCITACION ES POR

MOVIMIENTO DEL SUELGD. EN ESTE CAS0O
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LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES

t .. :
yit) =Ii% I xctf}e-h{t_T} sehw' (t-1)drT _ . {14)

e ma v A—— - —

EJEMPLO
CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD CON AMOR-.

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA EXCITACION ES LA SIGUIENTE:

(i
t = 0
-l.-. - B
IL xD{t} = a, sl-nststo
' L
4 - a
t, x (t) = 0, SI t<0 h) tt

CONSIDERESE QUE y(0)=0 ¥ y(0)=0, PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES

SON NULAS SE TIENE QUE A=0, {(UTILIZANDO LA EC. {13) Y LA SOLUCION PAR-

TICULAR QUE SIGUE, EC. (R));

t =R
yit) = -1 7 a senult-1)dr = =2 | sen wit-t}dr
W w 0
_ -a _ ' :
= 55 (1~ cosut) SI 0ztst (A)

w

FARA FINES DE DISERO ESTRUCTURAI ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA

MAXIMA; ESTA QOCURRE CUANDO coswk =<1, O S5EA, CUANDD

wh

n
=
0
rt

1

n
M|
1
ra|
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¥ VALE

[}
3

max {ly(e) =22 = 2 1% 1 05z

3 <t Q0 DgTz2t
. . 4]

E
%)
=

PARA t>to, O S5EA, PARA Tf2>tD E5 NECESARIQ OBTENER LA RESPUESTA ENW VI-
BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELOCIDAD ¥ DESPLAZA-

MIENTO CORRESPONDIENTES A t=t0:

= 22 (1 - - _ 2
yitoi = wz {1 GOSthI ; y{toi - senut_

APLICANDOD LAS ECS. (5} ¥ (&) OBTENEMOS:

yit)l = :% [senwt  senwt!' -~ (1 ~ coswt_) coswt']
w O o
2 2
-a - : -
m2 sahn mtD + {1 coswtg] sen (wt ol
. v2a t
y{t) = =3 senut, sen{ut' - §}
t 2
-1 1—c05mtD
DONDE +' = t -t Y § = tan " { )

8] senwt
o

EL VALOR MAXIMOC DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALO ES

mto
sen—i—

2a

MAX( |y(t) ]} = 2 , ST tat_ 0O T2t
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EXCITACION ARMONICA

CONSIDEREMOS AHORA EL CASQ EN QUE LA ESTRUCTURA ES EXCITADA POR LA

FUERZA ARMONICA
plt] = p, senat

DE DURACION INDEFINIDA.

LA éDLUCION DE ESTE PROBLEMA SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A

pit) = P, senft EN LA INTEGRAL DE DUHAMEL Y OBTENIENDC SU SOLUCION,
SIN EMBARGO, EL RESULTADO LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACION DE QUE
PARA {QUE EL MIFMBRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIOD
HPAREZCA UN TERMINC ARMONICO ES NECESAﬁID QUE EM EL IZQUIERDO SE
TENGAN COMRINACIQNES DE TERMINGS TAMBIEM ARMONICOS. CONSIDEREMOS,

POR LO TANTO, La SOLUCION

v(t} = A senQt + B cosfht (149

Y DETERMINEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A Y B PARA SATISFACER LA
b
ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIC, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR
A y(t), y(t) ¥ y(t) EN LA ECUACION DIFERENCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC-

TORIZANDO:

{—Anz ~ Zh0OB +mzh} sanfit +

p
+ ZhAD +u2E! cosllt = 3$ senfit + 0 x cosnt

{—an
PARA QUE ESTA IGUALDAD SE CUMPLA SE REQUIERE QUE

- p
-AQ®—2h0B + wlA = T?
nsﬂz + Zh{a + u2E =
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RESOLVIENDO ESTE SISTEMA DE ECUACIONES SE QBTIENE:

0
{ﬂz —mzl

P
(0 -2 + 4n%p?

o

3

Po
-2ha2 M
[mz —92}2+ dhzn2

m
I

SUSTITUYENDO A Y B EN LA EC. (144 :
PD

yit) = —g e ((2%w?) senat - 2na cosat} (15)

(w? -0y ? 4 4h°0

-
o

O, TAMBIEN
_Po
yi{t) = 1 2 sen(it ~ M {16}
(2 -0%3% + 4na?
E DOUDE @ = ANG TAN {Zgj = pan~ 1t ‘%EE_E = ANGULO (17
w =% DE FASE

DIVIDIENDO NUMERADOR Y DENOMINADOR DE LAS ECS, [16)Y (17) ENTRE m?

SE OBTIENE:

D
“ 0

k
5 -
i 2
/{1 - m_f} + f[2z-)

2r,

sen{dt -~ @) {18)

y{t) =

1

g = AN (19}

[y
Ehjﬂm = o
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SI SE TIENE EXCITACION ARMONICRiEN LA BASE DE LA ESTRUCTURA

xoit} = asenfit, O SEA, Xy = anzsenﬂt, BASTA CAMBIAR A pom EN LA

EC. (16) POR ~a’; HACIENDO ESTO SE OBTIENE .

2
yit) = (8/w) - a sen{ft-¢} (20}
Jf 2 : .
0T, 2 a, 2
{1 - —2] + (2=
w
FACTOR DE_AMPLIFTCACION DINAMICA DE DESPL.= B, = thlf—é-t—}-l
By
.l :
21 gL
i _______  —
o 2 )
A= 1.5 2 N
FIG. 1. CURYAS DE AMPLIFICACION DINAMICA PARA EL CASO DE FUERZA
- EXTERNA
_ 1
Pa - / 2 R, 2 (2
{1 - —2] + {27=}
W LF]

LOS FPACTORES DE AMPLIFICACION DINAMICA DE VELOCIDAD Y ACELERACION SE
SE PUEDEN OBTENER DERIVANDC RESPECTO A t LA EC. {16) © LA (20}, SEGUNW

5EA EL CAS50., LOS RESULTADCOS S0W, RESPECTIVAMENTE,-

7 (t) - T _ Ln2. y(t)
Max| =L < B = 2By ¥ B, = (7B, = MAX!Z:Z—I {22}



EJEMPLO

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS ARMONICAS

58 PROBOD UNE1E5TRUCTURA, AJUSTANDO LA MAQUINA EN LAS FPRECUENCIAS

- 15 BAD o _ ,g RAD
ﬂl = 14 SEC Y HE = 25 SEG'

CASCG. LAS AMPLITUDES Y ANGULOS DE FASE DE LA RESPUESTA QUE SE MIDIE-

COM UNA FUERZA MAXIMA DE 500 LB EN CADA

RON FUERON:

7.2 x 1u'3in, g

= o e = . : =
Py 1 15 fcnsﬂl 0.966 senﬁl 0.259)
o, = 14.5 x 107710, , = 557 (cosd, = 0.574; seng, = 0.819)
EVALUAR LAS PROPIEDADES DINAMICAS DEL SISTEMA,
HACTENTDIO;
o, = Py B = Py 1 { 1 }1f2
LT = )
Ik dy kg g% 1 b (208/(1-89)] :
LY W rl
ccﬂﬁi
p. cosd,
= _9 i =
P TR T3 ;8 N/ w
1 -8B
O
D coﬁﬁi
k - kg2 = 22— = xop’n (23)

Py

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS:

2 500 [U.Bﬁﬁll

k - (16)“m = Z————22L _ th
7.2 x 10° N HH#?.k = 100 000 T~

G 2

G
x - {25}2m = 500 {ﬁ.5?f; ’fpx\%xkim = 128.5 lbiiﬁj‘
14.5 x 10 Q}
o = E = 27.9 RAD
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USANDO LAS ECS. (17) Y (23) SE OBTIEHE:

p senf. :
;= E%“FE‘i : DE DONDE ¢ lEEDG (0.233) —— = 15.7%
1Py 2555 100 000(7.2 x 10 )
RESONANCIA

CUANDO L& EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGUAL A LA NATURAL DEL SIS-

TEMAR, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CAS0O DE RESONANCIA. DE LA EC.{EU}

E5 EVIDENTE QUE S5I B={/w=1 SE TIENE

yit) = %— a sen{fit-Mm
SE
By
ﬂfﬁd]rea =-§%—EN CAS0 DE MOVIMIENTO DEL SUELO Y DE FUERZA EXTERNA

SIN EMBARGO, AUNQUE ES5TA RESPUESTA ES CAST IGUAL A LA MAXIMA, ESTA

OCURRE CUANDO @ = w/l-2¢°. EN EL CASO DE y(t) y y (t), EL MAXIMO OCU-

RRE, RESPECTIVAMENTE, CUANDO

w

Q=w Y @ S——mmmee— - ST {< 20%, LOS VALORES DE ESTAS & NO
fl—zgz

DIFIEREN EN MAS DE 2%.

EL MAXIMO VALOR DE Bd (PARA O = w 1—2;2} Eé

2

}
d’ MAX e 1;-—*#:;2 MAX e 1’“‘-52

SI S5E TIENE FUERZA ﬁKTERNA 0 MOVIMIENTC DEL SUELO, RESPECTIVAMENTE.

SE OBSERVA EN ESTAS ECUACIONES QUE SI ;=0,‘5[B‘;1]mx = =,
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51 SE ANALTZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE

MOVIMIENTO PARA EL CASO DE CONDICIGNES INICIALES NULAS Y B=1 SE TIENE

QUE: .
ht : Eo Ccoswt

= A 't + ! - =
y(t) =] {A zen w F 3 cos w't) T

y{0) = B - pD,f'{E;k] = 0

DE DONDE, HACIENDO y(0)=0 ¥ y({0)=0, SE GBTIENEN:

A‘E__M_EE le
kK Zat Tk /—n "X It
POR LO QUE

1 Po [ ~ht
=— e ijr__T senw't + cosw't) - coswt]

yl{t) = L X :

Twd

PARA AMORTIGUAMIENTOS PEQUEROS:

EY7'-'E_1 = %? {e_ht—l}ccswt
294

W ”“r\“mi%f
\/ \ '—L_ K
...... qi/__ﬁ

S ’;>U

$1 4 =0, APLICANDO LA REGLA DE L HOGPITAL, SE OBTIENE:

(e) % -
EE?E— 5 isenwt ut coswt)

Ll

0 SEhA, EL MAXIMO DE LA RESPUESTA TIENDE A INFIHITD GRRDURLMEHTF
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L I A I

{f{' /r\ !
VU\/ |
CARACTERISTICAS DINAMICAS DE [0S REGISTRADURES DE SIsMOs,

51 LA ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRUMENTO ES ARMONICA, DADA POR LA

ECUACION
xg[t} = a senitt

EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER

e

= 1 1 a
By > Zo 2
%1-“—212 + (2:82
1] 3

PUESTO QUE LA FIG I CORRESPONDE A Ed' ¥ EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA

r = 0.7 SE TIENE Bd = 1 PARA ﬂiﬂfm < 0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA-

ZAMIENTO DE LA MASA DE UN SISTEMA ES PROPORCIONAL A LA ACELERACION DE

SU_BASE, S1 ESTE TIENE AMORTIGUAMIENTO DEL 70% Y SI LAS EXCITACIONES
QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS INFERIORES AL 60% DE

LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEMA. §SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO

RESULTA SER UN ACELEROMETRQ,

EN INGENIERIA SISMICA LA MAXIMA FRECUENCIA DE INTERES ES5 DEL ORDEN DE

10 CPS (T = 0.1 SEG), FOR LO QUE LOS ACELERUMETRDS TIENEN FRECUENCIA

MATURAL DE 16 A 20 CPS,
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POR OTRA PARTE SI LA EXCITACION DEL SUELO ES x_ = a senlt, O SEA,

¥ =-a nzsennt, ENTONCES EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER EL

SERALADC EN LA ECUACION (20), ES DECIR,

[ﬂfm]z N
ﬁ-!ﬂf"mlzl + (260/w)

EH Lﬁ GREFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVA QUE SI ¢=0.5 Y R>w EL DES-

PLAZMMIENTO DE LA MASA ES PROPORCIONAL AL DEL SUELQ; SI EBTO SE

CUMPLE, EL APARATOD, CDNSTITUYE UN DESPLAZOMETRG, CONOCIDO TAMBIEN

CoOMO_SISMOMETRG.

1

By

- Q/EU

DETERHINACIbN EXPERIMENTAL DEL AMORTIGUAMIENTO DE UNA ESTRUCTURA ME-

DIANTE VIBRACIONES FORZADAS ADRMONICAS

By 4 {(B4) 2 zE i €= DFSPLEZIMENTD £31anCe
5 'y
5 f; ﬂ/
{ Bg) max
¥ 2
2p L
I | NGTA < ws pESULTADIS LE (A3 POYSHLS
L |
|
£ i | CUEVA DE AMPLHIEICD0ON EYPEPMENTAL
1]
u—"'"".-'.‘.'.ﬂ-' ll
P =2 g — tl E
) I I! [ ——
) b r4 3
g A
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A . ) ' t
SI SE DETERMINA B, EXPERIMENTALMENTE MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS
DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS ARMONICAS, Y ADEMAS SE DETERMINA

pgr ENTONCES

X (3 S .y

OTRO METODO PARA DETERMINAR [ CON BASE EN LA CURVA EXPERIMENTAL DE

Bd SE CONCCE CON EL NMOMBRE DE "METODC DEL ANCHO DE BANDA DE LA MITAD

DE POTENCIA", ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALOR rms DE LA AMPLITUD EN RESONANCIA, EL CUAL VALE

{Bd}MHXKEE; SEAN BZ Y # ESTAS FRECUENCIAS, DE LA ECUACION DE Bd

1
SE OBTIENE: rmas = A - RATZ CUADRADA DEL VALOR MEDICO CUADRATICO
? /
| NS S i

p —
F—i- 2 = g,/ 11817 1208y
,

ELEVANDO AL CUADREADO AMBOS MIEMEBROS:

1 1

8y 2 (1-8212 1 (2¢8)2

DE DONDE 52 = 1 - 2¢° + 2¢rl +c2

DE AQUI, DESPRECIANDQ EL TPTERMINO £2 DEL RADICAL, SE OBTIENE

1 - 27 - 2;2 8. 21 - ¢ - 2

I

I+

L

1+ 2¢ - 272

™=
[\
Il-
—
+
P
1
1t
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_ . B, B
DE DONDE - —35——£ {25)
__EJEMPLO 4
b -
E
?; I -2
= in = 4.9 x]ﬂ;_ﬂ_
w
4 L
-]
=
ety
5 |
3
-l
e 2k
[TH}
=
[+
EY . -
l
¥ | :
15 75 *.‘i-'l. Toud
# ﬁnﬂ
DE LA EC (25) AQ =D, -, = 0.8 %%g
ﬂz- ) HI
o2 P27 8% ves fres %2 % o087 |, o,
7 : 3 T, ¥ ®,  39.97 .

METODC NUMERICO 8 DE NEWMARK PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE VIBRACIONES

FOREZADAS .

EL. METODO QUE A CONTINUACION SE DESCRIBE ES ADAPTABLE A STSTEMAS NO

LINEALES CCMN VARIQS GRADOS DE LIBERTAD.

PROCEDIMIENTO:

=t, + AL,

1. SEAN y,, y,.y¥;s CONOCIDOS EN EL INSTANTE t;, y £;,=t,

SUPONGAMOS EL VALOR DE Y1

2. CALCULEMOS ¥, ., = y, + ly, + Yipp)0t/2 (26)
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3. CALCULEMOS ¥ie1 ) Y, tyac + {% —-a}yi{atiz + ayi+1iﬁt} {27)

4, CALCULEMOS UNA NUEVA APRONIMACION PARA Y1 A PARTIN DE L&

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO:

LE
L

v . N 2
Yipr T2V T 0 Wiy " Yage) T o)y (28)
DONDE y__, = ptti+11fk

5. REPITAMOS LAS ETAPAS 2 A 4 EMPEZANDO CON EL NUEVO VALOR v,

HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORESDE yi+i

CASI IGUALES.

SE RECOMIENDAN VALCRES DE B.DE 1/6 & 1/4 Y At=0,1T PARA ASEGURAR

CONVERGENCIA ¥ ESTABILIDAD,
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i ‘fg,ﬁﬂ/Eﬁﬁ
M =4 th Sq7te
EJEMPLD .
. —— g=CLE a,4
. Lb
K':'E —"-Fl
. —12
e Prati

CALCULAR LA RESPUESTA DE LA ESTRUCTURA APLICANDO EL METODO 8 DE

HEWMAREK
o = /R/M = /1674 = 32‘2—?
20
h=rte =0,2x3=06 ; T=2L =209 SE

TOMAREMOS a=0.2 ¥ at = 0.2 (= ©.17T) SUSTITUYENDO EN L&S ECS, (26),

{27) y (28):
Yigp = ¥y T 010y + ¥, y)
Y1+1 = yi +_D.2yi + U.UlZYi + D.ﬂﬂBYi+1
Yier = "1-29;,0 - 9¥54) - X050

EN t=0 SABEMOS QUE SE TIENE y=l, y=0 Y y=0

EN t=0 + at = 0,2 SEG; SUPCNGAMOS Yie1 = 5.0 INKSEGz; o =-§

y; =90

y; = 0
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a [ .
' _ . _ . _
hl o = P — — =
Y ¥y4p =71:2 % 0,5 - 9 x 0,04 - (-30 x 0.2} = 5,04
e .
o | Yier 2O F 0.1 (045.00) = 0,504 5y, =0+ 04 0+ 0,008 x5.04
-
Lo _
g = 0,04032
ul [
N — - — - -~ - 2
| Yie1 1.2 x 0,504 - 9 x 0.4032 ~ (-6) = 5.033 IN/SEG
ESTOS CALCULOS SE PUEDEN DR@ANIZAR MEDIANTE UWA TABLA COMO LA SIGUIENTE:
t X Y Y Y
© 2 2
SEG IN/SER ING/SEG ING/SEG IN
0 0 b 0 0
0.2 ~6 5,0000 0.5000 6,04000
5,040 80,5040 0,04032
5,033 0.5033 0.04026
5.034 0.5034 0.04027
0.4 ~12 B.0000 1.8078 0.26536
7,442 1.7510 0.26079
7.534 1.7602 0.261 62
7.533 1.7601 0.26162
0.4" 0 4,467 1.7601 0.26162
0.6 0 -6.0600 0.7134 06.51204
-5.464 0.7670 0.51633.
-5.550 0,7584 0,51564
EN  t=0.2+at=0,4SEG: x_ = -30 x 0.4 = -12
y, = 5.034, y, = 0.5034, y = 0,04027




SUPONIENDO v = §.000 SE OBTIENE:

i+l

l’ -
S | ¥yeq = 0-5034 + 0.1 {5.034 + 8.000) = 1.8068
L]
99 y .., = 0.04027 + 0,2 x 0,5034 + 0,012 x 5,034 + 0.008 x 8 = 0.26536
51 ..
| v;pp 7 1.2 x 1,8068 ~ 9 x 0,26536 ~ (-12) = 7,442 IN/SEG®

Mo

+ ra -n LE 3 L) . _

EN  t=0.4 SOLOCAMBIAY : ¥y ., = ¥g 4 *+ X, = 7.533 = 12 = -4.467
EN t=0.6, y =-4.467) y, = 1.7601; y = 0.26162
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ESPECTROS DE RESPUESTA ESTRUCTURAL
RECORDEMOS QUE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE VIBRACIONES FORZADAS CON
EXCITACION SISMICA ES

T
Yit} = " ) xg{t—f}e

—

hcw{t_T}sen w!'{t-1)dr

DE LA OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZAMIENTO
RELATIVQ, Yit}, ES FUNCION DEL TIEMPO, t, EIL AMORTIGUAMIENTO, ¢, Y
LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, w {0 DEL PERIODO NATURAL) :

y(t) = €fit,w,z)

FIJEMOS UN VALOR DE ¢, POR EJEMPLO ¢=0, Y LUEGO ASIGNEMOS VALORES A
w, POR EJEMPLO 0.1, 0,2, 0.3, ETC, HASTA CUBRIR UN INTERVALQ DE INTE-
RES, Y PARA CADA CAS0O CALCULEMOS LA FUNCION RESULTANTE DE APLICAR LA

ECUACION ANTERICR., CON ESTA OBTENEMOS

Il
I

£.(t, 0,1, O}

yy (£) £, (t)

1{

y3tty'= f£i(t, 0.2, 0) = £,(t)

SEAN D, = Mﬂx|y1{t}| = Diwy, L)
D, = MAX[y, (t)] = D{uw,,z}
Dy = MAX|y,{t)}| = Dlwg,z}



Daspiazamiento rejativo,

34.

X{1), puig
;h M”ﬂﬂnﬂnn ) }
..?“'UUJ IV ALAR AL
e« — —J Md:{[:{t:[}u*za pulg. « B35 ¢ .
ISR SO T N S ST TN S NN T N ST N N TN T S T N SN SR S
0 5 : 10 15 20 25
. Tiempa,r,suq' ,

Respuesta de un sistema amortiguado simpie
con T,=1.0seg y £ =0.10, ol sismo de
El Centro, Cal., 1940, componente N-S
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EN TAL CASO, LA GRAFICA

ES EL ESPECTR( DE RESPUESTA DE DESPLAZAMIENT(S PARA =0, SI ESTE PROCESO DE

REPITE FIJANDO OTROS VALORES DE ¥. POR EJEMPLO, £=0.02, 0.95, 0.1,

0.2, BETC, SE OBTENDRAN LOS ESPECTROS DE DESPLAZAMIENTOS CORRESPONDIENTES.

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS. PARA OTRDS TIPOS DE
RESPUESTA, TALES COMOQ VELOCTDAD RELATIVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, QUE SON,

RESFECTIVAMENTE

- ' ;A = MAX}X 2
Vo= max|y(erl o A= MAxEX(R) ), (29)

PSEUDO - ESFECTROS

EST!—‘LDISTICM&EN&‘E 5E HA ENCONTRADC QUE

Sv.= wld = VW - {30)

Sh‘=mD'=Aéujv . .13

A S““1r Y SPL SE LES .LLAMA PSEUDOESPECTROS.

log V = log w= log ¥V + log T - log 2=

DE LA EC- (30) : leog D

DE LA EC.{31): log A log V + log w= log ¥V - log T + log 27

FSTAS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO;
LA PRIMERE CON PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1, SI SE USA

g COMO VARIABLE INDEPENDIENTE; SI SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN-

TE + 1, ¥ LA SEGUNDA, -~1.
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i Vo
D A A D
ALTERNATIVAMERTE  EN
FERMINGS DEL PERIODA,
7,
A5 4% 45" A%°
—— —
w T
EJEMEPLO
CALCULAR EL ESPECTRO CORRESEONDIENTE A LA EXCITACION {(CONSIDERESE =)
by
[ )
|
i
o to -
EN UN EJEMPLO ANTERIOR SE OQBTUVD
. _ o <
y{t) = — {1 - coswt), SIL 0<t£t
- _ 2a T
D = MAX|Y({t)]| = =5 ; Ocp=t_, (0sT<2t )
_ e 2a . _ _ _
Sv —uD1- el SA- wV = 2a
wt
Y D = MAX|y(t}]= 3% sen —=> , SI T2t
} o
t [
_ _ 2a “%a . _ _ Qa
SV = wld = ‘E}- IS'EI'I. 5 | i SR = wV = 2&'59“7'
w o
sen—s—
LIM 5 = P ey 2 3= 2%,
w0 o wt
w10 [}
2

CASO PARTICULAR: 5I tﬂ = 1 S8EG vy a = 100 IN_J"EEGZ'

— e —— e a—

2 =% 100 100
= = S5Ef
Sv 5 - T > S1 0 < T < 2 &8E

!



N
Va

Pseudovelocidad V,en’pulg/seg

37.

ﬁxl
_ 100T; T (.
SV = - iﬁen 3 I

100T) o ?'| SI T»2 SEG

LIM 5, = 100 IN/SEG ’

T

K | /6'
00 XA A o twe ]
NN AH < 100 pulg/seg?

100

50

i -, h
‘ >< 7 ® * %
10 / N s Ay PINN AN 4

- 1 5 107 -7 50 100
ETLE " "Perigdo nglural - T, s g -

.....

Espectro no amortigucdo correspondiente o un pulso rectonguliar
de acelerociones. Segun N.Newmork y £.Rosenblueth, ref 1

Ll

.-
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Componente N-S5

’y o ®
O =] =]
[ I

Desplozomiento maximo D ,en cm

L J
o

b S I R
0 1o 7 20 3.0 4.0
Perioda notural T, ,en seg

Espectrd de desplozamientos . Sismo de Tokachi ~Oki, Jopdn
{1968), Segdn H, Tsuchida, E. Kurata y K, Sudo, ref 4
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Componente N-5
200 - .

150 |- £=0.05

100 §-

[ =010

Lr
o

] | I J | 1] )
1.0 2.0 3.0 4.0
Periodo notural T, , en seg

V locidad relative mcéxima V,en cm/seq

o
o

A
Mdx {| Xo '[I'.II}

3‘.0 —

.

Componente N-5 o

"

Mux{r}fgili l} = 207.67 cm/seg?

2.0

1.0

| {=0.10 ™

I l L1 t I ;
0 1.0 20 3.0 40
Periodo nalural T, ,enseg

_—-.

Espectros de velocidades y de aceleraciones.Sismo de Tokachi-
Oki, Japan (1968) , Seqgin H.Tsuchida , E.Kuroto ¥y K. Sudo,

ref 4

3
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FN TSN E

| VERTICAL

a B 1 g &5 & L 1 & 7§ 3

Acelerogramas originales del sismo registrado el
11-v-1962 ,en fo ALAMEDA CENTRAL, Mex.D.F.

TR
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4

i

DISTRIBUCION DE LAS FURRZAS CORTANTES EN UN ENTREPISO

\Jr - -
X:L A ,a[ IF, = K. 4+ K, &6§+,..+ K d=V¥ =K_ &
/i' 2 L] L ]
{ — WWN—F S n eq
| fx?.
Xy ’ Ko V’:;‘L 5T Ky = 8 Keq
] AN
' . / An
- neg| 0N
= ik
L P [+
: —MA 2 |
[
M :'fz ; I
F\n '/ KE = E Ki
9 iax1
'Rl
] M, = IF X, = DK 6X; = SIK/X, = VX,= Heqax,
I OR.X;
X, = 1=i e POSTCION DEL CENTRO DE RIGIDECES
I K
i=1 1
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DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANTES DIRECTAS ¥ POR TORSIQH

cerlro de
3rc.uedqd /:Fg )
(C:G) dé}:&r:a e L
r ry
naraa Fy /-'/ex p // Vg
centro cle ﬁ/ __________ SR
rlﬂldecas / .
____/ ______ 7_--_.-/2.-—; S \
. _-. ‘nl(‘lﬁ
’4"}, K;l.‘!l
5 T £}
-s e c L
Kt
7777 7777777 """X

T 77T T I 77T 77777777

VirFx ~ ) ) ™ tl/{a
R,
T My

Ly =
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VEAMOS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FUERRZAS CORTANTES EN LOS MARCOS

C.H.

n
s+
™

MP’:
s

it Y1

= M w
X
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SISTEMAS N0 LINEALES DEF UN GRADO OE LIBEBRTAD

ECUACION DE MOVIMIENTO:

Mx + 0ly,y) = P(£)

SI Qly, y} = KY + CY

MODELOS PARTICULARES

1. RIGIDO-PLASTICO

S5E TIENWE

¥ = x—xo = DESPLAZAMIENTO RELATIVOD

El, SISTEMA ELASTICO LINEAL

Q2

o]

Ha)

Q E'Ql + Cy, SI y<0

Q= Qz + Cy, 5T y<0 EN DONDE C = CONSTANTE. SE HA EMPLEADO COMO

MODELO EN EL RNALISIS DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA

Y ENRGCAMIENTO

2. ELASTO-PLASTICO

Q= 0,ly) + cy

SE EMPLEA COMO MODELQ EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCTILES.

FACTOR DE DUCTILIDAD =

po= Yuer

¥y = DESPLAZAMIENTC MAXIMO QUE PULEDE SOPORTAR EL SISTEMA GIN

FALLAR.
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3. SISTEMA BILINEAL Q
Q |}
l .
] Y ) “3
CON ENDUREC IMIENTO CON ABLANDAMIENTO
SE USA COMO MODELO PARA ANALISIS SE USA COMO MODELO DE SISTEMAS
DE PUENTES COLGANTES ' QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-

MIENTO (MUROS DE MAMPOSTERIA,

POR EJEM), )

4. _TIPC MASING
Q,

{INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES)

|
Q- Q A
J/;f5§;2\ — 5 Qi)
e 3
Es ueim‘fo de
I3 C(?.(.IFVE

QD = FUERZA EN v = ¥

-

o

Yo = DESPLAZAMIENTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO '(y CAMBIO

DE SIGNC) POR ULTIMA VEZ

CASO PARTICULAR DEL ESQUELETO _ SR
Y= 8, 42,7 (MODELO RAMBER - OSGOOD) -
Y7 @ Q |

DOHDE yl, Qi; a ¥y r SCON CONSTANTES POSITIVAS i. a
Ql '

S RO

e A=, 4

———

3
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EJEMPLO: ' CASO BILINEAL

EJEMPLO CAS0 ELASTOPLASTICO

CQA i
= |
_T_ [:_T— {&2(] 3 ;7
v SV S
S —

HETODC g DE NEWMARK

PARA EL ANALISIS DE SISTEMAS NO LINEALES SE PUEDE USAR EL_METODO B

DE NEWMARX DESCRITO ANTERIORMEWTE.
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EJEMPLO ' -
1 Q tons
) l.:"lr.;-?.'fﬂn 5 2 m"
_paty 7 “— K= 48 ton /em
B Jpr---
P ﬁ’”‘Kfath“cww
i . i o L9379 cms g
Pty tons ‘

50 :
5 I
C 0.5 — ¢ 5¢g9,

ECUACION DE.EQUILIBRIO DINAMICO , MY + Q(¥} = P(t)

v _ Pt} -~ 0¥y _ Pit) - Qfy}
Y = ) . = 5 (1)

PARA ‘LA APLICACION DEL METODO DE NEWMARK SE TIENEN LAS,SIGUIENTES

EXPRESIONES:
ti+1_: ti + At
'Yi{;;=.Yi + [Yi + Yi+1] AL/2 ‘
- [ 2 LR " i
Y = ¥ + Yi At + (0.5 - lei {at)” + B Yi+1 fat)

i+l i

CONSIDERANDO st = 0.10 SEG. Y B = 1/6 SE PUEDE ESCRIBIR,

- A"
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4

L] - * "l 1 -nm
Yi+1 Yi +_—ﬁ {Yi + ?i+11 {11}

B

] 1 aw LI ]
Yiep = ¥y F YH0.10) & g 2%y £ ¥ ) (1)

EL PROCEDIMIENTO DE CALCULC ES,COMO SIGUE:

h

([ SE ASUME Yi+1
SE CALCULA ¥, CON LA ECUACION {TI}
( SE CALCULA Y . CON LA ECUACTION (III)

-

SE CALCULA UN MEJCR VALOR DE Y CON LA ECUACION (I),

i+l
ETC. o -

PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA @ SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASQS:

oy & _ Qmax
2
Qo b ——— ; C
|
I | |
0 Yo Y Urndx
1. CDMPDﬁTRMIENTD ELASTICO O = 32 ¥ TONS
2. CAMBIO DE RIGIDEZ = 30 + 18 {Y—YO] TON
1. DESCARGA . Q= dex - 32[YMEXHY} TONS

ESfA ULTIMA EXPRESION MANTIENE SU VALIDEZ HASTA QUE,(ﬁHAx—Y] EEYD



&

..e-’i" ot
i

T e

Vor N -

et rg*
Tt b

. .o
T.a Mip T

] Ly

ot

PARA t =0,

PARA t.e 0.10,

ler, CICLOC

TR ¥,y = 20
: o Yin

i+l

'I'I“‘.v

.
L
.

20, CICLO

i+1
i+l

Q =

¥iv1 =

jer. CICLO

YG = 00,9375 CMS

Y:

45.

)
]

=

Yi

il
L

-
|

COMO PRIMER TANTEQO, EN TAL CASO

1
‘ o+ oTil {0 + 25} = 2,25
- 1 -
=0+ 0,10 x 0 + Z00 {2 x 25 + 20) D.11&7
32 x 0,1167 = 3,7330

_ 50 - 3,733

% = 23,134

23.134/2 = 16.567

73,134/600 = 0,1210

32 x 0,1219 = 33,9000

{50 - 3.9)/2 = 23.050



40, CICLO

Yiv1
Yie1

¥i+1

=
]

23.052

23.052/2 = 2.4025.

73.052/600 = 0.12175
32 x 0.12175 = 3,8960

{50 = 3,8960) /2 = 23.052

... ETC,

51.
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s *aw

LOS . CALCULOS BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLR SIGUIENTE:

.-»d',_"'

R )

o b3 L,
. ﬂf‘f} AR { ' ]
A L I Y Y ¥ 0
sErsiFElAToNs | oM sEG” CM SEG cMS TONS
0.0 -~ %50.00 | 25.000 | 0,00 0.00 0.00
0.10.%7|¥ 50,00 20,000 2.2500 0.1167 3.7330
‘ 23,134 | 2.4070 0.1219 3.9000
23,050 | 2.4025 0.12175 3.3960
| 23,052 | 2.4026 0.12175 3.8260
0.20° | 50,00 20,000 | 4.5552 0.4722 15.110
- 17,445 | 4.4270 0.46793 14.370

17.513 | 4.4310 D.46804 14.977

17.511 | 4,43075 | 0.46204 14.977
0.30% .| 50.00 10,000 | 5.8060 0.98610 30,8750
9.560 | 5.7840 0.98540 30.8620
9,569 | 5,7848 0.98543 30.8630

0.40°7. .| 50.00 0.00 §.2630 1.5958 41.849
o 4.0750 | 6.4670 1.6026 41.972

~ 4.0131 | 6.4640 1.6025 41,970
4.0150 | 6.4640 1.60250 41.9790

0.50". | 50.00 . 0.00 6.6650 2.2623 53.846

PR ~1.9230

S -1,9000 | £.56975 | 2.2591 53.789

- ~1.8944

e ~1.8946 | 6.5700 2,25912 57.789
0.50+ |r 500 _24.3946 | 6.5700 2,25912 53.789
0.60_7 % 5,00 ~30.000 | 13,8503 2.7848 63.251

e -29,126 3.8940 2.78626 63.278

ﬁwfﬁjgg{ ~29.136 3.89347 2.78624 63,277

ﬁ'@‘. Xkl ~29.138 | 3189347 | 2.78624 63.277
0. 70484 %% 500 -32.000 | 0.83657. | 3.025127 67.577

".:;:s%_ ol - -31,289

sl vy -31,320 | 0,87057 | 3.02626 67.598

r% A" -31,299

mkm@i«'i ~31.301 | o0.87147 | 3.02641 67.600

e 1 )

0.727851% 5:00 -31,620 | -0.00313 | 3.03850 67.818
st -31,409

NS ~31.420 | -n,000352 | 3.03853 67.818

;AR ~31.4093 { -0,000205 | 3.03853 67.818
En t=E 55+ SEG, ay —-45/2 = -22.5 .1 -22,5 - 1,8946 = -24,3946




CONTINUACION DEL CUADRC ANTERIOR

32,

t P Y . ¥ ¥ Q
0.80 5,0 -28,000 ~2.1449 | 2,959611 65,293
~30,146
~30.000 ~2.21708 | 2,957874 65.237
~30.118
~30,117 -2.22127 | 2,95777 65.234
0.90 5.0 ~27.,00 -5,07712 | 2.59025 53.473
-24.236 |, -
~25.00 T~1,97712 | 2.59358 53.580
~24,290
~24.294 -4.94182 | 2,59476 53,617
24,308 ~4,94242 | 2,59474 53.617
1,00 5,0 -14,00 ~6.85782 | 1.99614 34.461
-14.,7305- ’
~14,7200" -| ~6,89382 | 1.99494 34,423
~14,7120 | ~6.892342 | 1.93495 34,423

EN ESTOS CALCULOS SE .INTRODUJO t = 0.50 ¥ 0,507 PORQUE PARA ESTE

INSTANTE SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA CARGA P{t} DE 50.00 TONS

A 5.D00 TONS, CON LO CUAL SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA ACELERA-

CION DEL SISTEMA Y, EN ESTE INSTANTE NO SE PRODUCEN CAMBIOS EN ¥

Y Y.

EL TIEMPO t = 00,7273 SEG.

SE INTRODUJO POR LA NECES1DAD DRE

CALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE ¢, PUES A PARTIR DE DICHD INSTANTE

SE 'INICIA LA DESCARGA DEL SISTEMA.

ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE

LA FHEE DE APROXIMAR Y A CERO, OBTENIENDOSE YHEX=3.Q3353 CHS v

Q

MAX

= §7.818 TON.

EN EL CUADRO SIGUIEKTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS.



= 3.03853 .

I OX,0.57
/m

Seq

1.0

"£S



e

t ;if‘[su;':-.uestsi} P Y Q ’;'.{calculado} Y
Seq. . Cm seg ™2 Ton Cm. Ton cm Seg™? Cm Seg™ !
¢.0 - - 50.0C| 0.00 0.00 25.00 0.00
0.10 23.0520 50,001 6,12175| 3.896 23.0520 2,40260
0.20 . 17.5110 50.00| 0.46804 | 14.977 17.5110 4.43075
0.30 9.5690 50.00] 0.98543| 30.863 9.5690 5.78480 -
D.40 4.0150 50.00| 1.60250| 41.970 4.0150 5.45{0
0.50" -1,8946 50,00- 2.25912| 53.789 -1,8946 §.5700
0.50+ - - 5.00| 2.25912| 53.78% - ~24,3945 6.5700 -
0.60 -29.1380 5,00 | 2,78624 | 63,277 ~29.1380 3.89347
0.70 -31,3010 5,001 3.02641| 67.600 -31.3010 0.87147
0,7278 | -31,4093 5,00 3,03853] 67,818 -31,4093 ~0.000205
0.800 -30.1170 5.00| 2.95777] 65.234 -30.1170 -2.22127
0.90 ~24.3080 5,00 2,5%474 | 53.617 ~24.3080 -4,94242
1.00 -14,7120 5,00 | 1.95495| 34.423 -14,7120 -6.89342
mix = 3.03853 cms’
RESPUESTA MAXIMA
méx = 67.818 +tons

NO.THAS

9

~ CAMBTIODE CARGA

— Qﬁéix, Ymﬁx.

[ CAMBIO DE RIGIDEZ

PS5
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CRITERTOS PARA TRAZAR ESPECTROS DE DISENQ ELASTOPLASTICOS A PARTIR DEL ELASTICO

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTC MAXIMO DEL SISTEMA ELASTICO
Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL .PERIDDI'J:

e Kymax Q@

Q = K}r = - _E
u
Qal-mmmonmeos :’T p Y H
T S -
%-___- ” 1 }PM}\.K = e 'l-l}'}, W p
: :
: : De
i .l-.,_ D e —
U
Yy T J P

a1y
2. CRITERIC DE IGUAL ENERGIA ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA:

r W L ~h1 1 -
k ..'...' ~\\}'\\\]
LTS AR
A NN\

2
. }i" N
b 2 12, et - b A
o7 g g
Y Y
YE
e .



POR LO TANTO e et

D, = D /VETT Y Q= QT

AMORTTGUAKTENTO HISTERETICO

S1 SE CUENTA CON EQUIFO PARA MEDIR EL ANGULO DE FASE PNTRE LA FUERZA DE EXCI-
" TACION Y EL DESPLAZAMIENTO RESULTANTE, SE PUEDE EVALUAR EXPERIMEN-
TALMENTE ‘EL AMORTIGUAMIENTQ DEL, SISTEMA CON UNA SOLA PRUEBA DE
VIBRACION ARMONICA EN RESONANCIA. ESTA SE LOGRA CUANDG SE AJUSTA
LA FRECUENCIA DEL EXCITADOR DE TAL MANERA QUE EL ANGULO LE FASE $hA
90°, YA QUE: ‘ - .

56



:g"=u.as.

@
~ 1g0° —
)
i furr"
=
“~ £%0.5
iy N
R gg°
T
3
e - € = 0.0
= . .
e | 0 [—
: o 4 2

ﬂ=_&

EN ESTAS CONDICIONES LA FUERZA DE EXCITACION QUEDA EN FASE CON
LA VELOCIDAD DE LA MASA YA QUE

y = A sep(wt - 8) = -A coswt, SI 0 = 90°
Y } = Awsenut H ; = Awa cosut

Y DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO:

Hﬂ.uzcnswt + CAuvsenat + X{-A cosut) = posenmt

SE VE QUE SE DEBE CUMPLIR QUE:"

DE DONDE |C = — (1)

CA” = pu [T

DE LAS ECUACICNES ANTERIORES SE DEDUCE QﬂE:

27 2 2 2.

y© = A% cos"w" - cosZut

> I

p" - pi senzmt ; = senzmt

. 2
SUI"[ANDD« + Ez. = sen wt + CDSzmt

Pg

ﬁJ{H Jﬁiﬁu
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QUE ES LA ECUACION DE UNA ELIPSE CON LOS EJES COORDENADOS y Y p,

ASI (fig 1): 4 z
= = _Kd'
1 F¢ l AREA = W5 = =5
L ~ T- =2
Koo N ke TR
NRNN A
3 A y
Flg 2

Fig 1
__S1 EL AMORTIGUAMIENTO NO ES EXACTAMENTE VISCOSO, LA GRAFICA QUE SE

OBTENDRIA DE p CONTRA y NO SERTA EXACTAMENTE ELIPTICA, SINO ALGO
COMO LA LINEA PUNTEADA AHI MOSTRADA. EN ESTE CASO SE PUEDE UTI-
LIZAR UN AMORTIGUAMIENTO VISCOSQ EQUIVALENTE, DE TAL MANERA QUE EL AREA

Wd, DE ESTA CURVA SEA IGUAL A LA DE LA ELIPSE EQUIVALENTE, Weq-nﬂpo,
ES DECIR

W
. d
\ Wd = wﬁpu , DE DQAQNDE pd .y

POR LO QUE; DE LA EC. (I)

C -——fif— (I1)
i €4 LT
. 2W ¢
- ADEMAS, C_ = 2/EM'= 2K/w ; DE FIG. 2 : C_. = 2(—;I)fu, DE DONDE
¢ - e
¢q ccr

fq = g/ (4Mg) ~ (117)
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DE LAS ECS.:{I] Y {I}I-SE CONCLUYE QUE EL FACTOR DE AMORTIGUAMIENYO

UISCDSP ES FUNCIQN DE LA FRECUENCIA, w,

1 “y

EXISTE OTRO TIPO DE AMORTIGUAMIENTO DUEIES INDEPENDIENTE DE LA FRE-

CUENCIA, QUE SE CONOCE COMO AMORTIGUAMIENTO HISTERETICO, EL CUAL

PRODUCE UN& FULRZA EN FASE CON LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA,

PERO PROPORCIOMAL AL DESPLAZAMIENTO, E5 DECIE

£, = akly(e) | 2LEL (111)
. lg(t}|

DONDE n ES EL COEFICIENTE DE AMORTIGUAMIENTO HISTERETICO., EL DIA-

GRAMA DE £_ DURANTE UN CICLO ES f"
A

L

PARA 2 metelm,_ - L Ip
- PARA thf§ .

o
- | et

1 l

?fﬁ |

I

[

[
| > [
PARA n<t<sn | PARA zetem —

- A x nkA _ 2
Wd = L —= = 28 nk

5T S5E CONSIDERA OUE LA ENERGIA PERDIDA POR HISTERESIS SE PUEDE REPRE-

SENTAR MEDIANTE UN AMORTIGUADOR VISCOSO, ENTONCES, DE LA EC. (IT') ¥

2
t:z_h_ﬂ%=-% Ly In-'ﬁﬂl [IV}
KA

FIG 2
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METODO B8 DE NEWMARK

SISTEMAS ELASTICOS LINEALES DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBERTAD Y
COMPORTAMIENTO ELASTICO LINEAL SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACIONES QUE
PARA UN SISTEMA DE UN GRADQ DE LIBERTAD.

xj(tj-l-‘]) = KJ (tl) * [xJ (ti} + ;“j{ti*q)] %

x (t5,0) = x;(e) « xg(e)at + [(172-83%5(¢;) + x, (£, )] (o)

]

EN DONDE j = 1,2,...,N.

EN ESTE CASO SE RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE 8 COMPRENDIDO ENTRE 1/4

Y 1/6, Y QUE at = 0.1 TN' EN DOKDE TN ES EL PERIODO NATURAL DE VIBRA-

CION MAS PEQUERD,



EJEMPLG

SEA UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO,
CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON:

10 1] 2 0
K = . ' M =
1 5 K D1
USANDO EL METODO g DE NEWMARK CON at=0.2 seg Y 8= 1/6 CALCULE LA
RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAMIENTOS

DEL SUELO:

Xy ™ 1.2 ¢ . sl 0

X, = 4.8-1.2 ¢ 51 2 <« 1t <4 seg

1A

t < Z seg (x, EN CENTIMETROS)

Xo " q 51 t <0 o t > 4 seg

PUESTO QUE ESTA EXCITACTON IMPLICA QUE ;;{tj = 0 PARA TODO t, SE
TIENE QUE LA ECUACION MATRICIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER

MY + KY =MY «Q =20

POR LO QUE
mpy,r Q=0+ oy = Q/m,
My ¥ * Q=G+ y, = Qy/my

EN DONDE LA SR Y Yo = X3 7 X,

CON a4t = 0.2 seg ¥ pa= 176, LAS ECUACIONES DEL METORO 8 DE NEWMARK

QUEDAN EN LA FORMA

x.(ti+1)

j ::{j[ti) + D.1[;:'j{ti) + ic'j(tiﬂj]

x;(t;,) = x;(8;) + 0.1 ij(ti] + u.u4[¥j(ti)f3 + x;(t5,)/6]

J



ENt =0, y, =x, =0, y, =x; =0, y, =x, = O.

i 1 1 i
BN t = 0.2, x, = 1.2 x 0.2 = 0.24 cm; SUPONGAMOS x, = y, = 1.35

Y Xy = ¥y ™ 1.50 cm/seg:

PRIMER CICLO

PARA LA MASA 1: X, =0+ 0.1 (0 + 1.35) = 0.135 cn/seg
x, =0+ 0+ 0.04(0 + 1.35/6) = 0.009 cm

= 0.009 - 0.24 = —.03231 cm

==
L

PARA LA MASA 2: iz =0+ 0.1(0 + 1.50) = 0.15
X, = 0+ 0+ 0.04(0 + 1.50/6) = 0.01

y, = 0.01 - 0,24 = - 0.23 cm

q, 10 1| [-0.231 -2.540
g = = i -
_ Q, 1 5| |-0.230 -1.381
POR LO QUE  y, - X, ='2.54/2 » 1.27 # 1.35

¥p = X, = 1.381/1 = 1.381 # 1.50

SEGUNDO CICLO

Xx. = 0.1 x 1.27 = 0.127 éz 0.1 x 1.38% = 0.138

1.
0.04 x 1.381/6 = D.ﬂﬂ?ld

-
o
|

x, = 0.03 x 1.27/6 = 0.0085

y, = 0.0085 - 0.24 = -5.2315 y, = 0.0002 - 0.24 = -0.2308




10 1 -0.2315 -2.546

Q= 4
1 5| t-g.z308 -1.386
DE DONDE £1 = ;1 = 2.546/2 = 1.273 & 1.27
£2 - ;2 = 1.386/1 = 1.386 & 1.381

EN t = 0.2 + 0.2

0:4 seg SE TIENEN x_ = 1.2 x 0.4 = 0.48,

x,{t;) = 0.0085 ; x,(ts) = 0.0092
() = 0.127 : x,(t;) = 0.138
x, (t;) = 1.273 ; x,(t;) = 1.386

PRIMER CICLO

"SUPONIENDO x,(t;,.) = 2.3 Y x,(t;,,) = 2.1 SE OBTIENEN:

i 4
—t
]

0.127 + 0.1(1.273 + 2.3) = 0.484

X; = 0.0085 + 0.2 x 0.127 + 0.04{1.273/3 + 2.3/6) = 0.0662
'y, = 0.0662 - 0.48 = -0.4138
iz = 0.138 + D.1(1.386 + 2.1} = 0.486
x, = 0.0002 + 0.2 x 0.138 + 0.04(1.386/3 + 2.1/6) = 0.0693
y, = 0.0693 - 0.48 = -0.4107

10 1] |-0.4138 -4.548 ’
Q = =

1 s| {-.4107 -2.468

DE DONDE x, = y, = 4.548/2 = 2,274 # 2.3
X, = ¥y, = 2.468 # 2.1

ETCETERA. LOS RESULTADOS DEL PROBLEMA SE PRESENTAN EN LA TABLA 1.
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seq ©m  ton
0.0 2.0 "-50.00

0.1 2.0 =37.500
-38.550

-38.975

- -318.8735
-1R.B70

.2 0D.2 -20.00
-11.575%
=-12.275
-12.84
~12.735
-12.7216

0.3 2.9 10.000
- 11.945
11.83

12,00
11.9885

0.4 2.0 2I5.000
21.3%95
21. 360
21,225

0.5 .0 15.00
12.64
12.87
13.89
13.75
13.72

0.6 2.0 {.000
2.62
0.115
0.785
0.925
0.68

0.615 2,00 -3.00
-0.53

-

L

2
Ton

0.00

-6.25
-5.463 -
-5.283
-5.14
-5.341

=10.00
-17.46
-16.7975

~16.5446.

-16.6076
-16. 6100

=25.00
-23.1324

-23.1277
-33.2129
~23.2078

=35.00Q

~16. 745
-i6.8191
-36.7493

-10.00
2.B158
2.1815
1.6B33
1.7853

15.000 .
20,550

22,9118
22.4804
22,4285
22.4532

25.000
24.9334

-

X
1

2
cn/seq
50. B0
37.5
32.3
33.512%

331.593
33.530

10.00
1.575
-5.185
=31.9575H
=31.809&
—-3.886

~-35.00
-36.995

~34.963
~35,13
-35.202

~40, 000
-36.095
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12.38
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¥

-0

g
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-22.4532
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-24.9334
* x -x ®x, ST HACE CAST CERO, CAMRIO DE FCSITIVC A NEGATIUD.1x11m5x = 1.4245 em

x x
1 -1

co/seg  cm
0.00 0.00
4.375 0.229
4,115 0.2205
4.175%6& . 0.2225
2.179& G.222¢
4.1765%  0.2225
£.353 D.7685
5.9317 0.7545
5.5937 00,7432
5.6551  0.,7453
5.6625 0.7455
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cm/seg omfseg

.00 0.00

375 -4.063
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t xﬂ Q1 .Qz X, X, x1 x1 xz xz x1~xn xz—x1 x1-xﬂ_ xz-x1 Ogiﬁigg—
seqg cm ton ton cm/seg cm/seq  com/seg cm cm/seq cm em cm em/seq cm/segq
0.70 00 10,000 25,000 35.000 =25.000 0.8090 C.9484 Z2.441 2.285 1.3386
-2.580 25000 27.580 -25.000 0Q.53728 0.9405 2441 2.285 1.32445
-2.975% 25.000 27.975 -25.000 ©.5886 0.9409 2.441 2.285 1.32441
-2.955 25,000 27.955 -25.000 0©.5878 0.5409 2.441 2,285 -1.0581 1.3441 0.5878 1.8532
0.735% 2.00 -1.000Q 25,000 26.000 -25.000 1.5368 0.98065 1.565 2.3549
-0.89675 25.000 25.9675 -25.000 1.5367 0.98065 1.566 2.3549
=0.9671 25.000 25.9671 -25.000 1.5367 0.98065 1.366 2.3549 =1.10%3 1.3742 1.5367 0.0293
0.0 200 5.000 20.000 15.000 =20.000 Z.BRZ3 1.1282 0.09128 2.40E6B 1.2756
&. 365 22.575 16.245 -22.595 2.919& 1.0449 0.01343 2.4053 1.3604
&.570 22.46%9 18.085 -22.469 2.9748 1.1300 0.0173 2.4053 1.2753
&.435 22.5613 16.0948 -22.5613 2.9151 1.1288 0.0144 2.4053 -0.8712 1.2765 2.9151 -2,9007 *h

*h xz 5E HACE CASI CEEQ
|x2|m5x = 2,.4053 cm

bl
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METODOS DE STODOLA-VIANELLO-NEWMARK Y DE HOLZER PARA EL CALCULO
DE FRECUENCIAS Y CONFIGURACIONES MODALES

Enrique del Valle ¢ *

Para ¢alcular las frecuencias y configuraciones modales
de estructuras ldeallzadas comoc una serie de masas unidas por re-—
sortes, sin amortiguamiento, en vibracifn libre, se puede suponer
que cada masa se mueve en movimiente arménico simple definido por
X=X, €oB wt © .X=X, sen wt donde xh define la amplitud y w la
frecuencia circular del movimiento

La aceleracibn estari dada entonces: por ﬁ=-w2xu cos wt
5 ﬁz—wzxn EEH-Wt=—w2K y las fuerzas de inercia a que estard some’
tida cada masa, de acuerde con la segunda ley de Wewton, serén
Fi = mX = e ’ : .

Por otro lado, la fuerza restitutiva gue aparece en ca-
da resorte estard dada por Fe=RA&X, donde R e8 la rigidez de entre-
piso, gue podemos definir come la fuerza cortante gue es pnecesario
aplicar para producir un desplazamiento unitario entre dos niveles
consecutivos: R = V/hy,para A% = 1

femos entonces, que las fuerzas a que se verd sujeta ca
da masa dependerin de X y de wz.uﬁiéamente.

Por otro ladp, sahemos gque para cﬁnacer un modo de wvi-
brar necesitamos conocer tanto la frecuencia w (o periodo T} co-
mo ia configuracisn modal relativa, ¥ gque si la estructura estd
Vibgahdo en un modo dado, la frecuencia del movimiento de cada ma
sa seré 1a misma,

Tomando en cuenta lo anterior, se pﬁedén emplear dos
métodos numéricos para el cllcule de las freguencias ¥y configura
cicnes modales.

% profesor Titular, Divisién de Estudios de Posgrade de la Facultad de Ingenie
ria, UNAM
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El mé&todo propueste por Stodola-Vianello-Newmark, con-i,

giste en:
1. Suponer una configuracidn deformada de la estructura:
Ixisupues?a
2. Valuar las fuerzas de inercia asociadas a esa confi-
gquracisn Fi= ~mw231, dejando wz cumm.factor comfin cu
=

yo valor no conocemos, .
3. Valuar la fuerza cortante en la estructura, como la

suma acumulativa de las fuerzas de inercia de arriba
i
abajo del edificio. Vi=;£nFi {funcitn de wzh

4. Calcular leos incrementos de deformacifn correspondien

-

kes a las fuerzas cortantes.

Vi
Ri

AX1 = {funcidén de wzl.

5. Obtener la configuracifn calculada de la estructura
come la suma acumulativa de los Lncrementos de defor
macién, de abajo hacia arriba.

n

LI Axi = coef.-w2 ‘
i=1

¥card
Esto nos dard un coeficiente multiplicado por w2 para -:
o cada masa.
6. Sila estructura esti vibrando en un modo la configu-
racibn calculada serd propeorcional a la supuesta, ¥

el factor de proporcionalidad serxrd wz. BEsto es, para

cada masa podremcs calcular
2 )&.ugue sta
Coef. de X

W
calc

En general, los valores de w2 calculados para cada masa,



no serfn iguales en el primer ciclo, pero el método es de rapida
convergencia gi se usa come nueva &aniguraciﬁn supuesta la obte-
nida al final de cada cfclo, de preferencia normalizéndola, esto
€s, haciendo que la deformacifin de una de las masas, por ejemplo
la primera, tenga siempre el mismo valor, con objeto de chservar
como s8e modifica la configuracidn relativa después de cada ciclo.
Los valores de wz obtenidos en cada cicle nos dan tambi&n un in-
tervalo de valores gque se va cerrando hasta que se obtiene final-

mente los mismoa valores para todas las masas.

El m&todo descrito anteriormente converge siempre hacia

el modo mds bajo que esté presente en la configuracifn supuesta,

y dadc que al suponer una configuracifn cualquiera ésta estard
formada por una combinacidn lineal de todos los modos posibles,
el modo mis bajo serd el primero o fundamental. Mis adelante se

indica com¢ hacer para calcular modos superiores.

Ejemplo. Calcular la frecuencia y configuracidn modal

del primer modo de vibrar de la estructura representada por el

modelo matemitico siguiente,

2 ' & E
Tan-seg fom -E., - 2 E
.- =] o T
n=2 2P & 5 g &
! . =
S & 3 o
R=50 ton/fcm N = N s
& o = -4 e
- L& ]
m=2q o 4 t
, /
R=100 2
r (= 4 ! v
L& = m=2 m=2 RAN-IR=2 m=2 Ton-seg /cm
m=2 2/ Lo L= -
R=150
D
m=Y 3
R=200




.Para realizar los pasos antes indicados conviene usar una

tabulacifn como la siguienta:

ler., Ciclg
2 o
ton Beg ton & s
am am cm _ v 2 fihd
Nivel m . R ¥ein Fismu X v BX=—g", | Xeard " {an
- 2 ] o i
4 2 by © 8w 0.50%w 7.6092 = —— [ 5.2
50 T 0. 16w 0.52
)
3 2 3 Ty ” . 0.36w> ] 8.333 = uia"ﬁ 3.6
- 100 ™ gy 0.1tw" '
lt.-"‘
? 2 2 HH’E'\'\* G.22w2 4.091 = f% 2.2
150 1Bw 0,12w '
=1 2 1
1 2 1 2\\‘2-".\“ 2 r 0.iw 10,0 = <1 1
200 20w 0.1w *
0] Q

Nitese que los valores R, V y 4X estin ‘defasados,

den al entrepiso.

‘pues corre EPUE

* Para iniciar el cilculo puede usarse cualgquler valor de X. En ge

neral, el m&étodo convergiri mis répido entre mis acertada sea la

configuracifn supuesta, pero si se supghe por ejemplo una configura

racifn que se parezca a un segundo, tercero o-cuarto medo, de cual-

guier manera, al términoc de algunos ciclos més, llegaremeos al primer

modo.

i
** NStese gue en este caso, el valor de w

1
7.692
Bag

Y

1Q

1

2
seqg

estari comprendide entre

*x* Fn un segundo cicle, usaremcs como nueva configuracidn supues-

ta la obtenida

modo que

la

al final del

deformacién

primer

del

primer nivel,

ciclo normalizada

de

sea unitaria;,

tal




entre ﬁ.lwz

esto es, dividiende la configuracibn calculada en ca-
da nivel,
20, Ciclo
Ni- 2
vell w R Xsup Fi v AX X W Xein
y | 2 5.2 | 10.tw> ) , 0.651w> | 7.988 | 5.425
RO 194w Q.208w
2 P
3 2 3.6 T, 2w .5 2 Q. Lk 3w B.126 3,692
" 100 17.6w 0.176w
2 z
z? P 7,2 4w 2 3 0.207w B.240 2.22%
150 23w 0147w
2 a
1 2 1.0 2. W 9 2 0,120w 8.333 1.p
200 2w 0.120w
a 0

Obsérvese que el intervalco de variacifn de w2 se redujo a
7.988 ¥y 8.333 y que las variaciocnes en la configuracibn modal fue-
ron mucho mengres gue las que tuve el primer ciclo,

Tomando como base de partida nuevamente la configuracidn

calculada, en un tercer c¢icloc se tiene: -

Hivel | m R X F ¥

&R X %] X,
Sup W i
y |2 5.425 | 10.85w° > , |0.673%w7| £.050 | 5.u63
L0 10.85w 0,21 70w !
2 2
K 2 3.9z T.3080w 2 2 O 4565w 8.4081 1.703
100 18. 234w |0, 1823w
2 172 2.928 | w.usy? , ) 0.2746w2| 8.108 | 2.225
150 92 GBUWS|0.1512w
' v
- 123 .ton | 1.00
1 | 2 1.0 2.0 w , ) 0.123%7) 8.1
200 24 684y |0, 1234w
0 0

y finalmente, en un cuarte ciclo, la aproximacidn se considera sufi-

clente:




Mia1| m k| xe F v A% X e Xi
5| 2 5.u61 | 10.922%2 ) ) 0.6775w°| 8.061 | 5.u68
50 , 10.922w° | 0.218bw
!
2
3l 2 3.703 | 7.406u ) \ 0.4501°| 8.066 | 3.705
100 18.328w° | 0.183%
.1 _
5| 2 . 2,225 | 4.45u ) , 0.2758w2| B.067 | 2.226
150 d 22.778w°| 0.1519x° | .
y
1| 2 1.00 2.00w - , 0.1259w°} 8.071 | 1.00
200 24, 778w | 0.123%
0 £l 12.389 | 5 11.5363w2 B.06Y

* E) valor final de w2 lo obtenemos con m&s precisifn dividiendo la

suma de Ksup entre la suma de coeficientes de Xoaro EStO es mis pre

al
cizsc que promediar los valores de w2 de ¢ada nivel
2n 6.2832

w=/B.06%= 2.8397; Tz — = 5l = 2.219 seg.

Cileulo de modos superiores empleando este mBtodo

Como se indicd antes, el métode converge al modo mds ba-
jo presente en la configuracidn supuesta, y al suponer una combina
cifn cualquiera &sta estari constituida por una combinacidn lineal

de los distintos modos de vibrar:

Xﬁﬁp= clxil+czxi2+c3xi3+cqxi4, donde xil a Xi4 son las conf;gu_

racicnes modales ¥ Ci son coeficlentes de participacifn,

51 gueremos calcular el segqundo modo de vibrar empleando

este m&todo, tendremos gue quitar a la configuracifn supuesta (la

participacifn del primer modo:C,X para lo cual necesitamos cono

i1’
cer Xil ¥ Cl. xil la ¢calculamos como se indicd antes y Cl lo pode-

mos ¢alcular recurriende a la preopiedad de ortogonalidad de los mo

dos de vibracifin que indica gue Emixinximfﬂ 51 n#m, donde xi Y

n



Xim son confiliguraciones modales.

S1 multiplicamos la expresidn anterior de xsup por mixil

Y sumamos para todas las masas, considerando gue los coeficientes
de participaci®n son constantes y pueden salir de la sumatoria, =

tendremos

- 2
Emixiix5up = CIEmix + c?Emixiixiz + Caﬂmixi ¥.. +

it 113

donde los tf&rminos gue multiplican a' ¢ C ctc. 50n nulos por la

b
propiedad de ortogonalidad de los modes, gquedandc entonces
Im

ixilxsup
2
Im. ¥ i1
i

]

Esta expresidn es vilida para cualguier modoc n.

Por tanto, sl queremos calcular el segundo modo de vi-
brar, supcndremos una configuracifn gue se parezca a este modo, es
decir, gue tenga un punto de deflexifn nula, calcularemos el valor
de Cl con la Expresiﬁn'untericr y restaremos a la configuracifn
supuesta para el sequndo modo la participacidn del primer modo -
Cl xil’ l5 que da por resultado una nueva configuracifn supuesta
para el segﬁndo mﬁdc en la que el modo mis hajo presente es el s2
gunéé ¥ por lo.tanto, al aplicar el método habrd convergencia ha
cia este modo.' A la operacifin antes descrita se le llama “limpia”®
de modos. ‘

51 gquisi&ramos calcular el tercer modo de vibrar, ten
driamos que conocer de antemanc las configuraciones correctas de
primegn y‘segundo modo, ¥ SUupoOner una cnnfiguraciﬁn gue se parez
ca al tercer modo, (gue tenga dos puntos de deflexifn nula); cal
cularfamos dos coeficientes de participacidbn Cl Y Cz, correspon-
dientes a los modos primero y-sequndd, en la configuracifn supucs
ta y-la limpiarfiamos para que 2] modo mis bajo presente en ella

sea el tercero y el método converja a este modo.



Egto es

xias

LEJ
n

Xi1s

1.11:':

imX,
i

X,
cl 1]

-+

1 xiﬂsup

i me

up

2
il

xiasup

De manera semejante se procede para calcular otros modos su-

pericres.

En la préctica, y debido a errores numéricos o de aproxima-

. cibn que van acarréandose no basta con una sola limpia,.

Para lo

grar convergencia adecuada da buen resultado limpiar la configura-

cifn calculada al cabo de cada ciclo, antes de caleulay los valores

de w2

como nueva configuracifin para un nuevo ciclo.

Emsa misma configuracibn

limpiada, normalizada,

nos sirve

var cuando mencs tres cifras significativas en los cilculos.

Es conveniente lle-

Para fijar ideas, calculemos tres ciclos del segundo modo de

vibrar de la estructura para ita cual calculamos anterigrmente el

primer modo.

F. =
Z . — 12
. ¥ . X, - . =£ . le.
o | R %it (i | ™ 1 Xi2eupPran ¥ i2sud G181 | Hi2 mxl.?w? v ¥ % Cale
. _ -
) E.u68)10.936/ 59,799 -1.0 |-10.936 [0.054 |-1.054]|-2.108w 5 2 -0.0334u"
50 —2_ 108 -0.0422 .
] ’ 0,036 [-0.036 |0.072 . D.008Bw
] mﬂa.?os 7.4l [27.450 0 0 0.0 w “2'180‘{2_0.0119“9
7 2
’d 9,295 4,454 9.910 2.0 9,910 1-0.022|1.978 | 3.956w , 0.0306w
150 of 1.776w7 [0, 0128w "
2 1.00] 2.0 | 2.0 1.0 2.0 L0.0410 | 0.990 | 1.980w ) 0.0188w
200 = _ 9.756w> |0. 0188w
T rlgg. 182 J=0.974
;—————f-f
DATQS - 0.97y
Z — = . 2
Ct 95,162~ © oogd

, configuracidn supuesta puede ser cualquiera, perc desde luego es convenliente que s5e€ pa-
zca a un segunde modo, esto es, que tenga un cambio de signo en la configuracidn modal.



. | .
His . 5 2 5 wa 2
cale.| - .
re1] ™ig¥eale ] -C ki X3calc s25up | ™izsugf v ax Xeal
2 2 2 -
4 | -0,3653w H0.00696w (-0.02644w 139.B6 11,3047 —ELEDBHW? 2 2 -ﬂ.ﬂﬂlhwz
<2,.6084yw" | =0.05217u
) 2 2 2 2 ?
3 0 0652w 0. 0047 2w 0,01352w |-2.66 9.66069 | 13338 2 2 0.0207 7w
-, 27T4Ew | 00177 5w
2 2 2 2 P
p's Q1362w 0. 00204w 0.03340w |9%.15 1.64595 13,2990y 2 2 0.03352w
2.02u4w C.01350w
2 2 2 2 Z
1 0376w 0.00127w C.O2007w |u9.33 2,990 1. 9800w 7 o 0.02002«
4,004 4w 0.02002w
2
1 -0.1263w
=0 1253w2 2
C‘l = W = =0.0012736w

i Noymalizando con respecto a 0,99 en el primer nivel, para comparar la

la configuracian.

evolyeildn de

i . = 2.0
I+md, o -C ¥ X Wt - b
. . . . y
vd. il cal 1741 2 cal ix12sup mxizsﬁp fild
2 2 .
4 L0.3u339u” |+0.000012w° | -0. 03138842 |41.55 |-1.5520 | -3.10uw° ) ,
. =3. 104w =0.36208w
2 2 Z ?
3] 0.15391w +0.000008w 0.020778w |32.10 1.0274 2 D5uBw 2 2
=1.0492w | -0.01049w
2 2 2 Py
2 u.1uqzaw +0.000005w 0.033525uw" |49, 20 1.6577 3315w 2 5
. 2 2668w 0.01513¢w
I <2 2 2
1 | 0.04000w [ +0. O00002w 0.020022w |U9.45 Q.99 1.98w 2 o
- b, 2462w G.021723w
. 2
E=-0.00021w- E =2.1231
L|5.2272
D.Dﬂﬁiléz 2
Cl ® -53.187 = -D.Dﬂﬂﬂﬂ?ll??w

Al NBtese que.el intervale de W queda comprendido entre 32,1 y 49,43 y que el

ajuste en la curva ocurre casi entre las dos filtimas masas. Cbzérvese

rreccidn al limpiar es muy pequefia.

que la co-



-

fddh
ey - 2 -
Na- Xcalc mxiixcalc _Clxii xcalc " xisup
vel .
2 ry ' 2
4 -0.03623w -0.,39621w +0.000023 -0.036207w LZ.38 -1.705
2 2 P
3 0.02585w 0.19155w +0. 000015 0.025865w 29.72 1.206
2 2 2
2 0. 03634w 0.16179w +0.000009 0. 036399 45.61 1.6495
2 2 2
1 0.02123w 0. 0426w +0. 000004 . 0.021234y 46.62 0.94
2 . 3 prom.
a a L-0,00041w . E=0.0472410 43.70
i, 9y
E=D.119555w? 33.68
" f vals. abs.)
-0,00041w 2
s — — T —|
¢, WS 160 0, 000300 Lw

wkxd P intervalo de variacifin de w2 se ha reducido a 39.72 -~ 46_62

(dif = £.9%) y los ajustes en la curva son menores. En uno o
dos cicles més se llegaria al valor correcto de w2 Yy X;- N&-
éese gue para estimar un valor de wz procediendc como s¢ Indi
y de los coeg

P
tomande valores abscolutes o tomando en cuen

chH antericrmente podemos hacer las sumas de isu
ficientes de Xcalc
ta el signo correspeondiente, La variacifn qgue se obhtiene en

este caso es de 3% aprox. 51 sacamos el promedic de wz se oh-

tiene un valor casi igqual al obtenido ¢on las sumas de valores

absolutos, gue es mis correcto.

$i no hubiframos heche la limpla en ninguno de los c¢lcles, al
cabo de 8 habrfamos llegado a la configuraci&n del primer modo
{en vez de 4 ciclos gue se necesitaron cuando la configuracin

supuesta se parecia a la del primer mods).

10.



11.

Aplicacidn del M&tcdo de Stodola-viancllo-Newmark Yara
Estructuras de Flexifn

Cumﬁ se veri mds adelante, cuando las trabes de los marcos son nuy
flexiblés en comparacidn cen las columnas, o cuande las fuerzas la
terales son resistidas por mureos que trabajan esencialmente a fle-
x16n, la rigidez de entrepiso no es independienta de la distribu~
cibn de fugrzas a gue csté sometida la estructura y por tanto no
puede suponerse condtante para el cdlculo de los distintos nodos

de vibrar. En general, la pseudorigidez equivalente gue se obten-
dria. para un segunde modo serd mayor gue la correspondiente al pri
mer modo, pues los efectos de flexidn de conjunto se reducen consl
derablemente al no tener todas las fuerzas actuando en el mismo sen

tido. Lo mismo podria decirse para modos superiores {ref. 1).

En es0s8 casos, las propiledades elfstico geomBtricas de la estructu-
ra no guedarin definiéas por rigideces de entrepiso sing por la va-
riacifn de los productos EI v GA con los cuales se podréan calcu-

lar las dé?mrmaciones debkidas a flexifn y a fuerza cortante respec

tivamente.’

»

Para-calcular las deformaciones por flexién es conveniente el em-
pleo de los teoremas de la viga conjugada, que es, para el caso de
un veladizo, otro veladize empotrado en el extreme opuesto cargado
con;el diagrama de momentus entre EI, y en el cual los momentos

flexionantes corresponden a las deformaciones de la viga real.

Las deformaciones por cortante, que en el caso de estructuras a ba
se de muros pueden ser importantes en comparacifn con las de flexidn,

gobre todo en los niyeles inferiores, sa calculan mediante la expre-

V. h,
sifn axv = -+, Qdonde axv es ] ingremente de deformaciédn por
. 1 AiG i
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C L
cortante entre dos niveles consecutivas, ?i, hi ¥ Ai son, respectiva

mente la fuerza cortante, la altura y el 4rea efectiva de cortante
entre es50s mismos niveles y G es el médulo de elasticidad al cortan

|
te del material de la estructura.

Para calcular los modos de vibraci®n, se supone una configuracibn
maodal, se calculan las fuerzas @E Inercia Fi= miwzxi asociagdas a
la ¢onfiguracidn y las fuerzas cnrténtes correspondientes y a par-
tir de ellas se valtan los incrementos de momento de cada entrepi-
80 y los muméntos de volteo acumulados de arriba hacia abaje, los
cuales se dividen entre EI {habri dos valores de M/EI en un misﬁo
nivel en los casos en que-haya cambio de seccifn de los muros}. La
integracién numérica del diagrama de M/EI nos permitird transfor-
mar ese diagrama en una serie de cargas concentradas egquivalentes
a &1 aplicadas en los distintos niveles con los cioales es muy fi-
c1l calcular los cortantes eguivalentes correspondientes a cada en
trepiso y los incrementos de momento flexionante en la viga conju-
gada gue ser&nh iguales a los incrementos de deformacidn por flexidn
entre dos niveles consecutivos (es el equivalente de AX = V/R del
caso visto anteriormente). A estos incrementos de deformacién por
flexifn se sumarfn los correspondientea a la deformacidn por cor-

tante y con esa suma se podri calcular la nueva configuracifn, gue

seri como antes funcidn de wz y de donde podremos despejar este va

lor y en caso de gue no sea igual para todas las masas volver a ha

cer otro ciclo tomando como configuracifn de partida la encontrada
Cy .

anteriormente normalizindola con respecto a una de las masas para

poder comparar la evoluci®n de las confiquraciones de cada ciclo.



13.

Para fijar ideas, a continuvacifn se presenta un ejemplc de anilisis
de una estructura en que las fuerzas laterales son resistidas por mu

ros, cuyos valores de I y A son los indicados en la figura sigulente:

x s
=1 & .} Tor:Ef s,

* [ ——— ./
Al 1 leaamt, A2l
. , 6
L- = ~ruml_:+;=1 M Ay E=200 000 hgfcm2=? 00 QOO Tunfm2=231ﬂ Tcm‘m2
I
3;_,.“ e Is &4 M*‘ #"-T#‘ G=0.4 'E-‘-G-Exl{}ﬁ Tcm.-"'mz
[ '
v CFCRE- S SR S T v M oLg
' 1
4Im pay4 1:B.Em“r\=t.(¢m
* B o ariv i
qJJTZEEE. 4 2 2 em Tan Ton-m L/m
cm » | Ten-m ] Ton 2|y ¥ w? v AM=Vh M ;1
m I EI A GA h| "suf  sup El
| 2
30.10 6 . g 5.0 1 0,50u - > 2 0 Q
B.G | 12.Bx10 1.2 ) 0.96x10 3 0_5u 1.5
2 10.15 - . 2.5 | 0.38u° , . 1.50% |0,1172x307 %"
6.4 |12.8x10° [ 1.2 [ 0.96x10" | 3 0.88w" | 7.64%
1|0.15 o 6l 6 1 D.15w2 5 2 N.1llw2 n.azauxm::;;wg
§.57)17.0%10 1.6 11.28x10 L 303w L.12w O.2u3BNE0 vy
a . E.?Ew? U.yESQxlﬂHEH?

Ejemplo de' ¢&lculo de las concentraciones equivalentes al diagrama
de M/EI
Para el nivel 3

2 6 2

P = 3 (2x0 +.0.1172 x 10”2 w¥) = 0.0586x10 ®w

g - §

{ve£ aclaracifn al pie de la tabla de la pagina siguiente )




i n, m NieE m m
N Peqh" Vegqh# = *heth ¥
S 4 Ak= Veq "heb X, Y Mot Xeal
3 |0.0586x10 w? 2 6 2 o 2 g o 423.0052x107°
-8 23.2.2359210 w B,7107x10 wo [21.9B20x10 TwT {8.27310 w A '
10.1172x10 w . 5
2 -6 2 14.732x10 Tw
0.2789x10 w '
N1.ou0ex20782 |5.520ux107%2 |2.75x107%%  |g.27omm10782 | -
-6 2. .
0,.3820%10 "w » & 2
1 -f 6.u596x10 W
0.6486x10 w : . A
No.8102x107%:2 |3.2008x10 752 |3. 2188210752 E.HEQEMG_EHE\
o [0.8102x10~52%) 0
2
Vaeg
Aok
X
W sup
2173.42 3.36
1696.99 2.28
1548.08 1.0
# Para cbtener cargas concentradas equivalentes al diagrama de M/EI se puede usar la
férmula siguiente:
[H]
L (2atb); Py = ¢ (2b+a)
donde h es la distancia entre dos puntos A y B con ordenadas de M/EI iguales
8 &y b respectivamente. La variacién de M/EI entre & ¥ B es lineal, por lo que
esta expresidn se obtiene considerando dos tridngulas con alturas. a ¥y b respec-
tivamente y base h. Pa ¥ Fb son laas concentraciones correspondientes en los pun-
tas & y B,  (Ref, 2}
%%  Recueérdese gue el empotramiente de la viga conjugada es el extreme superior, por
lo gue se empieza de abafe hacia arriba el cilcule,
#4h  Obsérvese que en el primer entrepiso la deformacién por cortante es prdctica-
mente igual a la de flexién por lo que despreciarla conduciria a errores muy
grandes. Al ir aumentando la altura de la estructura la defermacidn por cortan-
te va reduciendo su inpertancis en comparacidn con la de flexidn y puede lle-
gar a ser despreciable. Fn este caso la deformaciin por cortante en el tercer
entrepisc es 23% de la debida a flexién.
#74%% Dpbe tenerse cuidade econ las unidades al valuar wz pues es fcil equivocarse, cb

+ -
garvese que xsup esta en cm ¥y X cale resulta en metros
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Método de Holzer

Cemo se indic$ anterlormente, para conocer completamente un modo de
vibrar necesitamos conocer tanto la configuracidn modal como la fre-
cuenéia del modo., Hemos visto cue en elmftode de Stodola-Vianello-
Hewmark se supone una configquracidn relativa y a partir de ella se
calcula el valor de wz. Hf?lzer procede exactamente alrevés, esto es, surone la fr_g
cuencié ¥ a partir de ell; se calcula la configquracifin relativa de abajo hacia arri
ba de la estructura. Dado que la configuracifin es relativa sa puede suponer tam@ién
la deformacifn de la primera masa {por consiguiente el incremento de deformacifn en

tre la base y la primera masa.} El método tiene las siguientes etapas :

Los datos son las masas y las rigideces de entrepiso, igual gue an-

tes.
2
1. Suponer un valor de w
2, Obtener los valores de mw2 para cada masa

sup

3. Suponer la deformacidn del primer nivel: Xy7 cngIEne suponear
un valcr:unitafio. Esto ?quivale también, como ya se dijo a
shponer ﬁxi:

4. calcular la fuerza cortante en la base de la estructura, (pri
mé& entrepisc) gque seri por definicién de rigidez.de entrepi-

s0

vV, = R

1 laxl' si AX, = 1, V., = R

1 1 1
5. Caleular la fuerza de inercia asociada a la masa del primer

nivel: 3
F1 = MY supxl



e b oA

6. Por definicibn de fuerza cortante, como la suma acumulativa de
las fuerzas arriba de un ¢ierto nivel, podremos calcular 1la
cortante del segundo entrepiso restando a la cortante an la

base la fuerza de inercia del primer nivel, esto es

~

Conocida la fuerza cortante en el entrepiso 2 podemos calcular

el incremento de deformacidn en ese entrepiso dividiendo 1la
v
Rj
8. Sumando AX, a la deformacidn del primer nivel cbtendremos la de-

cortante entre la rigidez de entrepisc

formacidn del segundo nivel xz = xl + axz ¢ Yopodemos repetir
los pasos 2 a 8 para todas las masas hasta llegar al extremoc

superior de la estructura.

81 la frecuencia supuesta corresponde a un modo de vibrar, obten- !
dreﬁos que la fuerza de inercia del filtime nivel es Igual a la fuer
za cortante del entrepisccoorrespondiente (por eguilibrio dinfmice).
81 la frecuencia supuesta no es la correspondiente a un modo de vi-
brar, se obtendrd una diferencia entre el valor de la fuerza de i-
nercia.y 2l de la fuerza cortante en el extrems de la estructura.
En eété caso el método no es convergente, pero s8I hacemos otro ci-
clo con otro valor de wz ralativamente,cercanc al anterior, encold
traremos otra diferencia y podremos trazar una grdfica que nos re
lacione las frecuencias supuestas (abscisas) con las diferencias
entre fuerza de inercia y fuerza cortante en el extremo superier

de lé estructura (ordenadas). Una vez gue tenemos dos puntos de esa

grifica podremos buscar un valor de wz supuesto en la interseccibn
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con el eje de las abscisas de la lfnea gue une los puntos antes ob
tenidos, o su prolongacifn si ambas diferencias tienen el mismo
signo. Con este tercer valor supuesto para wz seguramente obten-
dremos otra diferencia, menor gue las anteriores, gue nos definird
un tercer punto en la grifica. Podremos entonces trazar una curva
entre los tres puntos y definir asf un nuevo valor de w2 gue segu-
ramente estarid muy pr&ximo a la frecuencia correcta de uno de los

nodos de vibrar de la egtructura,

Cuandc ya se esti cerca del valor correcto, se puede mejorar el wva-
lor supuesto de we empleando el cociente de Crandall sigquiente

=2 _ .2 LV.AX
LFX

donde ;2 es el valor gue debemos suponer en el ciclo siguiente.

El m&todo presentade sirve para calcular cualquier medo natural de
vibracién teniendo como datos las masas y las rigideces de entre-
piso de la estructura. El modo de que se trate se cobtendra de la
inspecciﬁﬁ de la configuracidn modal, tomandd.en cuenta que en el pri-
mera-tadas las deformaciones tieten el miswo signo, en el sequndo hay un carbio

de signo, ‘en el tercerc dos'cambios de signo y as{ sucesivamente.

5i se conoce la frecuencia del primer modo de vibrar (por huaberlo
cal&u;ado empleando el m#&todo Stodela-vVianello-Newmark, por ejem=

plo), se puede estimar gruesamente el valor de las frecuencias de

2.2 2 2

los modos superiores empleando la relaciﬁntﬁfawl :W3£25er

(Esta aproximacifin puede ser demasiado burda dupendiendo de los va

eto,

lores relativos. de las masas y rigideces en cada caso particular,

pero sirve como orientacifn).



Ejarplo:

Calculemos el segundo modo de vibrar de la estructura que se usé en
el método de Stodola-Vianello-Newmark, suponiendo
2, 0.2 _ .1
W Bwl—ng—TEEEQZ

Usaremos la tabulacifn siguiehte

N i- 2
*

el m "R m"sup ax X F v
y 2 1ub e ©2.751 1y -396.1 |3 Dif = 260.7

5D -2.707 "] a— -135.4
3 2 144 = -0.044 —» - 6.3 A

100 -1.u417 - -1h1.7

. ),

2 9 144 oy 1.373 ~p -197.7

150 0.373 7 3—— 56
1 2 1un i 1.0 ]-qr 1 _

200 i 1.0 | Lo 200

sup

* Obsérvese gue aunque la diferencila encontrads es fuerte, la configuracidn =e pare-

ce a un segundo modo, pues tiene un cambio de signe.

Dsando un nueve valor de wzsup de 50'1fsgg2, tendremos

Ni- ,

vel o R m AX X F v

b 2. 100 ~2.334 | -233.n uf. 6e.7

50 ~3.354 ~166.7

3 9 100 4. 00 100
100 ~0.667 - 66.7

2 5 100 1.667 166.7 )
150 0.657 100

1 2 100 1.0 100
200 | 1.0 | 200
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Trazando la grdfica wzsuﬁ-diferencias ancontrames
| D;'{dﬂ‘m‘.;.‘fh
- Pon,]
/
i /
/
/.
o
' /
2 '
A s j Fig l.
h Bl
! Sa TR uk”?

que el valcor de w2 que hace cero las diferencias es aproximada-
mente 44 (pedria obtenerse por tridngulos semejantes, pero sabe
mos gue aln cuvande se hiciara asf{ el valer no nos llevari exac-
tamente a ceyg difgfancia pues la variacifn no es lineal como

estamos supenlendo, excepto en intervalos muy cerrados).

Suponiendo entonces w2 = 44

Ni- Lol R P me?| ax X r v X VAX
val,
YITTEY ST :
K 88 _a.ghh | -162.27 299,23
50 -3.174 -158,7 503,71
3 |21 ES 1.33 117 155.61
100 =0 817 - u1.,7 17.349
2 |2 08 1.797 | 153.7 268,51
150 0.747 112 83.66
1 |2z 88 1.0 a8 38
200 1.0 200 200
T e
D 7611.35 | 804.76




[

-2 A04 .76 _
w -

2
§11.35 ~ 19-64 1/seg

Usando w2 = 43.64 ifsegz
gup

Ni-f ol » | me? | "ax X P v
val '
y | 2 87.28 -1.809 (-157.89 bif.=0.05
50 -3.159 -157.94

3|z . 87.28 1.350 | 117.83

100 -0.u01 - 40,11
2 | 2 B87.28 1,751 | 152.83

150 0.751 112.72
1| 2 B7.28 1.0 87.28

200 1.0 200
0

Como puede verse, la diferencia zl final de este fltimo ciclio es

deshreciable, por lo que

2 2
W, = 43.64 1/seg’, Wy = 6.606 1l/seg , T2 = 0.951 seg

¥y la configuracidn modal es la indicada.

Suponiendo otro valor mayor de wz podria calcularse el tercerc y
cuarto modos. Puede tambi&n verificarse que la frecuencia del pri
mer modo obtenido con el m&todo de Stodola-Vianello-Newmark es <o

rracta.

Comentarios adiclonales

En los m&todos presentados se tiene como datos las masas ¥ las ri
gidaces de entreplso. Las masas son relativamente fi&ciles de cal-
cular y dependen exclusivamente del peso de los matariales con

gue est& hecha la estructura y de la carga viva gque se considere
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para fines de andlisis sismico. Las rigideces serdn funcisn de
las propiedades elistico-geométricas de los materiales empleados,
gue no es sencille definir y de la estructuracidn, sobre todo de
la relacifin que guarden las rigideces relativas de las barras

gue forman la estructura,; trabes y columnas.

Dadec el moedelo matemditico de un edificio come una serie de masag
hnidas por resortes, definimos como sistema estrechamente aco-
plado a aguel en que la rigidez de entrepiso es independiente de
la distribucidn de cargas laterales a que se vea scmetido el mo-
delo, esto es, la rigidez de entrepiso es invariable independien
temente de la eldstica que adgquiera la estructura al ser somati-
da a cargas laterales. Aguf se entiende por rigidez de entrepiso,
como se indict anteriormentella fuerza necesaria para producir
el desplazamiento unitario de un nivel con respecto al otro,
esto es

v
R = s : para A=l =V

En la fiyura 2 se muestra el modelo matemitico de un edificio de
14 niveles sometido a distintos sistemas de fuerzas. De acuerdo
ccn:ln antes dicho, la rigidez debe ser independiente de las’
fuerzas aplicadas {este tipo de estructuras se conoce tambi&n co

mo estructura “"de cortante").

P —— = — , e e s
1 F , .
Wste—— - ! = JJ’L-"’ . 11-_*
t— < 0 --)-II i I—) -I'-—i‘“.l ;J‘——
A G
1 PN [P Y FPR 4 l "
L 1 IR 1 £



Para gque esto se cumpla, la rigidez de entrepiso debe ser funcidn
finica-y exclusivamente de las columnas de cada entrepiso, . para lo
cual, los giros de %DE nudﬂs_deban ger nuloes, lo gue se ‘logra si
las trabes 'son Infinitamente rigidas en comparacidn con las co-
lumnas, en cuyo caso la el&stic; de cada una de las columnas es
la mostrada en la figura 3, y_lcs elementos meclnicos gue apare-

cen son los gue ahi se muestran, para barras de segcidn constan-
—

A i F = __I_E.—I'EE L
[ W

&% gl ax Fia®
L F M: LI:'F_- b

' —-—
En la préctica, es diffcil gque la rigidez relativa de las trabes

te.

(k=I/1) sea wuy grande en comparacifn con la'de las columnas, lo
cue hard cue los gireos de los nudos novsean cero,relajindese el sistema
y reducindose la rigidez del marco para un mismo tamaific de co-
lumnas. Debide a esto, el caso de trabes infinitaﬁente rigidas

en comparacifn con las coclumnas recibe a2 veces el nombre de cota

superior de rigidez.

Al ser significativos los giros de los nudos, la rigidez de en-
trepisoc ya no serd independiente del sistema de fuerzas horizon-
tales aplicadas. En el limite infericr, llegaremocs al caso del

voladizo mosatrado eh la figura 4, para el cual no tieﬁe sentido
hablar de rigidez de entrepiso, pues seri diferente para cada u-
na de las posibles canfiguracinnes de fuerzas aplicadas. A eSte

casc lo definiremos como sistema remotamente acoplado. 1

%ﬁ “ﬂt’ n"‘g
- b
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N&tese que en ambos casos se trata de estructuras aparentemente
iguales, constituidas por marcos rigidos formados por trabes y co
lumnas unidos en los nuados, s5in embargo, como puede apreciarse en-
las figuras 1 y 3, las deformaciones de la estructura cuando to-
das las fuerzas se aplican en el mismo sentido son muy diferentas
en uno y otro caso. En la figura 2, la tancgente en el extremo su
perior es wvertical, mientras que en la figura 4, la tangente en

el extremo superior tiene la inclinacifn méxima.

La figura 5 ilustra la forma en que variarian los momentos flexio
nantes en las columnas del marco en los casos extremos y en unoc
intermedio. N&tese gue la aplicacién de mEtodos aproximados para
la obtencifn de momentos en trabes y columnas sin verificar cual .
es la situacidn del marco, puede conducir a errores muy importan
tes de subestimaciSn de momentos en las columnas y de desplaza-

mientos horizentales de la estructura,

7l

marco con trabes rl marco en situa- woladieg
yidas en comparacidn cidn intermedia {trabes muy flexi-
con 'as columnas. . hles comparadas ¢an

las columnas).

Momentos flexionantes en columnasg.
" Fig. 5
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ya que los mé&todos aproximados en general suponen la formacifn de
articulaciones (puntos de momento nulo) en cada entrepise, y la si
tuacifn puede ser tal gue los puntos de inflexidn .del diagrama de

momentos desaparezcan en uno, varios o todes logs niveles.

Cualquier edificio de la préctica estari en una posicidn intermedia
con respecto a los casos descritos.

Para conocer cual es la situacfﬁn en cada caso particular, John A.
Blume (referencia 1) sugiere el empleo de un indice de rotacibn

modal, gue define como

z {I}"flj trab&s
E{1/1)

cols

Y se-puede valuar en cualguier entrepiso. {Blume lo hace para el en
trepiso medic}. Aqui E{Iflkrébgs es la suma de rigideces relati-

vas de las trabes de un cierto nivel y E{le}cols' es la suma de ri

gideces relativas de las columnas en gue se apoyan las trabes antes

mencionadas.

-

Blume encontrd gue si p>0.10 hay puntos de momento nuleo en las co-
lumnas.de todos los entrepisos mientras gue, para valores de p me-
nores de 0,01 la estructura se asemeja mis a un voladize. Para valo
res de p entre 0.0l y 0.10 la situacifn es intermedia y habrd entre
pisos en que no haya puntos de momentc nule, por le gque los metodos
aproximados de anilisis pueden conducir a fuertes errcres del lado
de la inseguridad por lo que respecta a los valores de los momentos
flexionantes para los gue debe diseflarse asf{ come respectoc a los
desplazamientos laterales de la estructura; la rigidez de entrepiso
pierde gignificado y conviene emplear m&étodos matriciales para

analizarla.
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5i la estructura tieme variaciones importantes con la altura, con-

vondrd valuar p en distintos niveles,

Efectos de deformacidn axial de las columnas

Hasta agqui se ha considerado gque las deformaciones axiales de las
columnas, en el caso de wmarcos rigides, son desprecilables y no con
tribuyen a la deformacifn horizontal. Esto es vilido sélo si la re
lacién entre alturé ¥ ancho de la estructura es peguefia, tal ve:z
menor gue 3. Al aumentar el valor de esa relacibn, el efecto de mo
mento de volteo en el edificic adquiere mayor importancla y se pue
den cometer errores importantes al despreciar los acortamientos y

alargamientos de las columnas debldo & fuerza axial.

Cuando las trabes se vuelven muy flexibles en comparacidn con las
columnas, cada una de las c¢olumnas trabajarid como voladizo y la

fuerza axial en ellas seri pequefa.

En el caso de marcos contraventeados, la crujia o crujfas contra-
venteadas’ tendrin compor tamiento similar al de upn muro y deberan
por tanto considerarse como estructuras de flexitn, calculando sus

periodos como se indigé en el mftodo de Stedola-Vianello-Wewmark.

Cuando se tienen marcos y muros trnbaj&ndo simultineamente la si-
tuacidn se complica pues la interaccin entre ambos sisteman es-
tructurales hace quﬁ varie la fuerza gue toman uno y otrec en ca-
da entrepiso; los murcs suelen tomar la mayor-prnpnrcidn de la
cortante total en los entrepisos inferiores mieﬁtras gque la situa
cidn se invierte en los niveles superliores. Ver referencia 1.

Esto hace dificil la aplicacifn de m&todos numéricos para calcular

108 nodos de vibracifn de este tipo de estructuras, siendo mas



conveniente e} enpled de métcdaé matricialas para aste f£in,

+

REFERENCIA 1 |

Blume, Jehn A., “"Dynamic Characteristics of Multistory Buildings",
Procedings ASCE, Structural Divisitn, February 1968,

(Se entregard copia de ella como parte del material del curso)
FEFERENCIA 2

Godden, William G., "Numerical Analysis of Beam and Column Structures”,

Prentice Hall.
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VIGAS DE CURTANTE NO AMORTIGUADAS

SON SISTEMAS CONTINUOS CUYOS CAMBIOS DE PENDIENTE SON PROPOR-
CICNALES AL CORTANTE QUE ACTUA EN LA SECCION.

SEAN m y p LA MASA Y FUERZIA EXTERNA DISTRIBUIDAS POR UNIDAD DE
LONGITUD, Y SEA k LA RIGIDEZ POR CORTANTE:

xJL . .
M P(f)
be—
> M L
-+ Lt =y
dx_l_ 2%
k = FAG

F =« TFACTOR DE FORMA
A = AREA SECCION TRANSVERSAL
G =  MODULO DE ELASTICIDAD DINAMICO AL CORTANTE

X o= plt) (1)



LA EC HOMOGENEA QUEDA (CON p=0)

2, 2
3%x 207 g 2. %

[N}
B_(t) Z e_(t) z 2
n 2 ™n n L2 n
- v =0 D =y m— = u_ = CONSTANTE
Eniti Z; Eniti En n
wz
_ 2 - ", D -
= B, *w, 0, =0 ; I +—=1I1 =0
v
'
En = senmn(t-tn}, I, = A, sen— [K-an)

Do “n ] _
- X, T An sen[:rtx-anjdsen n[t-tn) , n=1,2,..

LAS CONSTANTES ag Y wo SE DETERHINAN EN CADA PROBLEMA EN FUNCION

DE LAS CONWNDICIONES DE FRONTERA

CONDICION DE ORTOGONALIDAD
L
[ %, 00%,00 =0, 51n 4
o

EJEMPLO 1: CUERDA VIBRANTE DE LONGITUD L Y EXTREMOS FIJCS:

EN EL EXTREMO X=0 SE TENDRA

(3 x,t) =0 = L0 j5y; j=0,1,2,...




EN EL EXTREMO X = L SE TENDRA

(4) x(L,t) =0 = L—=np ; n-:1,2,...

PUESTO QUE EN LA EC (3) SE TOMA j=0, YA QUE j=1,2,... DAN LA MISMA
SOLUCION, LO CUAL CONDUCE A a_ = 0

. . o v
DE LA EC {4): w, T

v ono= 1,2,...

FRECUENCTA FUNDAMENTAL

SI -1, w, = Lo, D ow,
T

= 2L —

b =5 . Th ™

LAS CONFIGURACIONES MODALES QUEDAN:

- n“:{ ' - 1'111}( nmvw _
Zn ﬁnsen-f— y x(t,X) ﬂnsen—r-sen T {t-tn}

CONDICION DE ORTOGONALIDAD:

L .

inX jnX ) .
J A, sen=y Aj senlz—dx 0, SI i# ]
o

I

EJEMPLO 2: VIGA DE CORTANTE APOYADA EN X = 0 Y LIBRE EN'X = L

DE x(D,t) = 0 =2 a, = 0 r i

: 0 L
DE x’(L,t) = 0 (PUESTO QUE EN X = L SE DEBE CUMPLIR QUE LA FUERZA
CORTANTE, S, SEA NULA),

W mnx u
t = — e -
x' (X, t) An. ;. C0s —— sen n[t tn}



. Wn= w, L 7
S x'(L,t) =0 = cos — -~ = —=—(2n-1)
0 mn’={- 7 (2n-1) n=1,2,...
' - Hv - E | l¢‘_L
51 n=1; b.'l1 m A,’ T1 v
. T1
w = HI[ZH'I} : Tn =
i T
AST: 'I‘2 =g T3 = 5 ETC.
DISTRIBUCION DE CORTANTES: -
' X
_ X . f_'l “n ) .
Sn k 2% An k - €05 —— st:mmn{t tn}
i --....‘\
r\'\‘ J x \\\\ 'L.__..-—'X '\ 1;
% i y \'\‘ ¥
\1,'1 e \\"’""'5 P
1{ - )j .-'; I
. Yy & e
"u1III S L ! ’
! S P \y'd
-j . ! Jrr f
JJ' 1'1 I;' ' \-,\
. L[] .
. J; 1 I:”{"I\ \\ \H‘___.J_S
Ty | ¥ A?L? ‘1
ler, MODO(FUNDAMENTAL) 20. MODO Jer. MODG
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VIBRACIONES -FORIADAS EN VIGAS DE CORTANTE

SEA xo[t} LA EXCITACION DEL TERRENO. LA RESPUESTA, x(t), DEL

SISTEMA ES
T
' - an mn .
(3) x(t) = ;EI ;;— sen —= X [ xﬂ(r}senmn{t-r]dr

o

TAREA:  DEMOSTRAR ECS (3) Y (4) Y ESTUDIAR SECCION 3.15,

EJEMPLO: CALCULAR EL LIMITE SUPERICR DEL CORTANTE EN UNA VIGA DE
CORTANTE A CUYA BASE SE LE SOMETE A UNA ACELERACION CONSTANTE,

a.

EL ESPECTRO DE ESTA EXCITACION ES V = a/w

. I - | )
POR LO TANTO, Sc<k ?:?:_( t Lsen -2xX)|V ‘
n=1 °n : ‘
= ka Vuw w = sen =z-(2n-1)X
5 <«<| ¢ . nchs?“K=%% £ Ev:
. la=1 “n m n=1 {Zn-i)r 2—[21‘1-1}
§ < % E q—T—;_r cos 2n£1 01X | BN Xw0
. n H—I ..n-'l]



2 1
5 < (8alm)/+" I ——5 = alnm
n=} (Zn-1)

Tk

..
o
3
’L:
N



a.

_ AMORTIGUAMIENTO NULQ

. ~ Mg V
.ﬁ\}l:. I ﬁ(j;fj ( T _#,_ _\i"_& L
R I N s |V
AL
Ca it r, e

VIBRACION DE VIGAS EN FLEXION

V27
e

R B

E ‘_—-cfz——l

V o+ opdz - (V + %% dz) - £dz = 0 (1)

2

J2,
EN DONDE £ dz = mdx - —;§ . {2)

or

SUSTITUYENDO {2} EN (1) Y SIMPLIFICANDO:

2

3V a"x
—— = p - M — (3‘}
3z atz
aM _ aM
M+ Vdz - M+ 2 dz) = 0 ==V (4)

~ {DESPRECIANDO LOS TERMINOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS MOMENTOS

DE p'Y 1)
SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE

2 2 .
35{+m3x_p (4}

322 Etz :

| 3
TOMANDO EN CUENTA QUEE!.i = 2% SE OBTIENE FINALMENTE
L

a’x d X
(E1 =) + m=— = p (5}
az 3z atz



AMORTIGUAMIENTO VISCOSO

- FUBRZA DE AMORTIGUAMIENTO POR

VELOCIDAD TRANSVERSAL = c(z) 3%

2
3 X X

— = p-m5 - = (6)
2t t :

-~ FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR DEFORMACION DE LA VIGA,

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER DE DEFORMACION PLANA

2L
‘f\ﬁ—-ﬂ‘:%ar 33
M = jcyda = ¢, I(z2)=%
amort d azzat
Caq™ AMORTIGUAMIENTO
POR DEFORMACION
1 o2 —+
INCORPORANDO EL MOMENTC DEBIDO Al AMORTIGUAMIENTO EN LA
EC. (5) -
L2 2 3 2
3 g X 0" X 4 X ax _
2o (Bl 25+ gyl 5y +m teex =P (6]
azz 8z d az et atz 8

51 LA EXCITACION ES POR MOVIMIENTO DE LOS APOYOS, SE PUEDE
DEMOSTRAR {CLOUGH Y PENZIEN, PAG 303) QUE:

2 2 X 2

o X ax o X ox _
(EI jLE-+ C.I ) +m + ¢ =D

bzi 5z d azzat atz at efect.

EN DONDE

Y ( 3%x 33x5 ) a%x ax =

p = —3 (El —5 + (I —5— m - C

efect 4, 3T d° 52%5¢ at? at
x(z,8)= x . (Z,t) + x{z,t)

10t



Xg ™ DESPLAZAMIENTCO PSEUDQESTATICO OCASTONADO POR EL MOV, DE

LOS APOYOS DE MANERA ESTATICA

x = DESPLAZAMIENTO DINAMICO

L S SI SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS-

=8 L  LACION POR APOYO:

C e

j“' D =t #.6,(t) (8)
""h‘u

X
¢ jep 11
[ .
Il | h % &s B.(z) = CONFIGURACION DE LA VIGA
58,1 i

:BI A &.=]
’I/“i X, = C)éﬁffilam;ﬂn!fn DEBIDA 1
preudoesi@iico

INCORPORANDD (8) EN (7):

2

4 . , 2 s d.(z) .
- L a0 i
Pefact —1-21{::13161(1:} v o By (t) —fu [ch(Z}_—'ﬁ_az ﬁi[t)]} (9)

EN LA MAYQORIA DE LOS CAS0S EL AMORTIGUAMIENTO INFLUYE POCO EN LA FUERZA

EFECTIVA Y LA EC.(9) SE SIMPLIFICA A

4

Pefect © *ifl-mﬂi (z)8;(t)

EN EL CASQ DE UN VOLADIZO

===+
Bal 4 1
,(z) = -4 +

Pefece = - m{z) 8, (t)



ANALISIS DE VIBRACIONES LIBRES

CONSIDEREMOS UNA VIGA DE SECCION CONSTANTE (EI- CONSTANTE ; m=MASA
POR UNIDAD DE LONGITUD).

4 2
X i R 4
DE LA EC.(5): EI + m —5 = ]
' 324 ats .
o4 - 2 : '
a X m o X .
= = ﬂ [:-H:I}
bzd ET atZ

RESOLVIENDO LA EC. (10) POR SEPARACIOMN DE VARIABLES:

L]

x(z,t] = 8(z) Y(t)

- .. Iv -y
8'V(z) (&) vy 002) Y(r) = 03 L3 oo m T . g

POR LO QUE

v -
.8 z) _ .. m Y{t) _ - ot = TANT
| Wé-)_)- = -ﬁ ﬁ?} = a ( C = CDNS AN EJ

POR LC TANTO OBTENEMOS DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS:

olVezy - a* a(z) = 0

Y(t) + w’Y(t) = 0 DONDE w® = 2EI
m
2=

4 _ w'm
0 a BT

LA SOLUCION DE LA SEGUNDA DE ESTAS ES:

- ¥(r) = o) senut + ¥(0) cosut (11)



LA SOLUCION DE LA PRIMERA ES:

8(z) = A, sen az + A, cos az + A, senhaz + A, coshaz (12)

EN DONDE LAS A, SE CALCULAN EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON-
TERA DE LA VIGA EN AMBOS EXTREMOS.

EJEMPLO

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON:
en z=0: B{o)=0, M(o)= EI B(a) = O

en z=L: #&(L)=0, M(L)= EIB"(L} = 0

SUSTITUYENDO 8({c)=0 Y 8"(o}=0 EN LA EC.(12) Y SU SEGUNDA DERIVADA:

0(c) !'&2 + ﬁd cosh 0 = 0
A, = Ay =0

dlo) = a®(- A, + A, cosh 0) = 0

HACIENDO LO MISMO CON (L) = 0 y @"(L} = 0:

§(L).= A, sen alL + A, senh alL = 0

: k 3 —3A, = 0
” . 3
(L) = a®(-A, sen aL + A; senh al) = 0

POR LO TANTO, (L) = Ay sen al = 0
PUESTO QUE A,=0 ES LA SOLUCION TRIVIAL, SE DEBE TENER QUE A, SEA
ARBITRARIA Y QUE

‘ éen alL. = 0 - aL=n»; n=20,1, 2,...,=

POR LO TANTO, a = na»/L. RECORDANDO QUE .

a® = W R/EI, SE TIENE QUE



' 2.2
S 2 = [nm’L}dEIfﬂl 0 w_ = n___%__ m

n n L

SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VIBRACION DE LA VIGA.

] -
LAS CONFIGURACIONES MODALES SON -

- nx
Bn(z] A1 sen T z

2
0,=A.sen == : w, = X JRI/m
_
AT~ T
| "2 ler. MODO
9.=4 2rz
2— IEEn L
) |~., o, = 45 ET7
e 2 2 L?
| Zo. MODO
I 3nz 9 z F
, ./"\‘T-:Bf‘ql““ T gt Ez ET/m
A | 2 3er. MODO
’ 1: 4: 9
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Ejemplo: Calecular las frecuencias circulares y los modos de vi-

bracifn de la siguiente estructura:

B
i

T‘C}
|
Fm ; e Xa K = 4k
+___ —_ _1;+f:$%_
f M X,
3m |
! Columnae de rigidez k

;J"G . en cualquier direccifn

X, = x,. + 33X

-.- X2 = 1{2 - 3}{3

Posicién de equilibric estdtico

e 2 K
Fn la direccittin de Xl: m{l + le 0 4 i
(movimiento desacoplade con X, ¥ X4)
T
f = [.0.0]
En la direccién xz: sz + sz = 0
. i ) )
MX, + KX, 3KX4 0 { )
' e ) )
En la direccién }{3. sz x 3 + KT xs D i )



e

" ia-&f

R PY

T2k

Momento respecto a C.R.= B x 3k x 3

1

18K

Sustituyendo KT en la ec. (2):

EMKZ + 18K 13 =0 {3}

sz + 6K X3 =0 {4}

Restando la ec. (4) a la ec. (1) se obtiene:

KX, = EKKB = aq K2 = 933 - XE = 9X3

2

Sustituyendo esto Gltimo en la ec. (4): Xyt %& Xy 7 o

wy = -3?-% :EET = [0,9,1]



METODO B DE NEWMARK

SISTEMAS ELASTICOS LINEALES DE_VARIOS GRADOS _DE LIBERTAD

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADQS DE LIBERTAD Y
COMPORTAMIENTO ELASTICO LINEAL SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACIONES QUE
PARA UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD.

X500,y = x5 (t5) + [x085) + x50t )] &

HOMIEENCR N éj(ti)at . [(1!2-5];}{ti] . a;j(ti+1}]{nt}2

EN DONDE j = 1,2,...,HN.

EN ESTE CASO SE RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE § COMPRENDIDO ENTRE 1/4

Y 1/6, Y QUE at &= 0.1 TN’ EN DONDE TN ES ElL PERIODC NATURAL DE VIBRA-

CION MAS PEQUEROD.



EJEMPLO

SEA UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO,

CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON:

10 1 2 D
...E = - . ) H =
1 s oo

USANDC EL METODO g DE NEWMARK CON at=D.2 seg Y = 1/6 CALCULE LA
RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAMIENTOS

DEL SUELO:
X5 = 1.2 t ‘S1 0 <t « 2 seg (x, EN CENTIMETROS)
X5 = 4.8-1.2 ¢t SI 2 <t < 4 seg
x =4 51 t <0 o t > 4 seg

PUESTO QUE ESTA EXCITACION IMPLICA QUE ;;[t] = 0 PARA TODO t, SE
TIENE QUE LA ECUACION MATRICIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER

ﬂ:.f:-l-KY:H'Y"-lrg = |

—_— —— —

POR LO QUE
Mgy, v Q=0 oy = Q/my
my Yo * Qy = 0+ ¥y, = Q/m,
EN DONDE Yy < Xy - X Y Yy = X3 - X,

CON 4t = D.2 seg Y B= 1/6, LAS ECUACIONES DEL METODO g DE NEWMARK
QUEDAN EN LA FORMA

xj (ty,q) = %y (t) + 0.1x;(tg) = X (ty,q)]

X (t;,4) = x;(t) + 0.1 ij(ti) + u.u4[¥j(ti)f3 * xj(t;,()/6]
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YIERACION DE GISTEMAS DISCRETOS DE VARIOS

GRADOS DE LTBERTAD

Uiamplos de sistemas de n GL

7

Ylatd

-k

Ademis, la consideramos

T

Fal Fal

Supongamos;

ot ——— —

-
- equivale a:
’ )
,Ji 1, g
i By R S o
B — o =,
rd s T s A

Caracteristicas:

concentradas
- masas -
rigidas
-'¢colyuypnas solo ge deforman
lateralmente

- con una coordenada por ma-
sa queda definida 1la configu
nacitn del sistema

4

IM',,.,_. 11 g
[ 2 ]
-

="t 3
- -
elistica,lineal

iy - Mg 1.

A > A

- ada
- masas concentt 5

0

A j{lz“‘“
5 &}a s

‘Plit} P,(t)

aislemos una masa:

5

- Fa
d r
Pait} fuerzas concentradas exte-
ricres
Foq = ¥ fuerzas resistencia eldsti-

ca & la deformaciin



Las ecuacicnes condensadas de movioiento seran:

FIi + Fri = Plit}
|
FI2 + Fr? = PQ{t}
Frg * FPE = Pa[t}
Lt

( . - Fuerzas asociadas al desplazamiento,
NO al movimiante

la determinacifn de estas fuerzas ez un prchlenma
estitico.

Coeficientesa de influencia

1. Da flexibilidaad

fi' = degpl. de la coord. i debido a una carga unitaria en
] coord. j (desplazamiento y fuerza en = direccidn)

Por superposicién

Ky = Fpq Q + £, Q + £,, 0,
o = Fup Q4 +If22 Qy + £h5 Oy inv., (1}
Kg = Tgq Qg + T4, 0y ¢ faa'ﬂa
2. De rigide=z: T k“
/’* lhzi
=l 7/ ‘\ o
g 1
hb:
K.. = fuerza en coordenada i por un desplazamiento unitarioe

1 M
3 en coordenada j.



Por superpouiecidn

1l
-~
i
-
-~
ha
+
-~
L

ql 11 71 12 2 13 73
I

n

-
o
+
-
2
+

=
e

Q, 21 %4 52 %2 23 %3

QS = K X, + K X, + K A4

Desde luego Kij = Kji {y fij ; fji] [Haswell-ﬁohr]

La scuacidn 2 tawbié&n puede escribirsge:

: 2
Q; 2 K. X,

C’;:f 1] j

¢ bien, en notacidén matrieial

?y Ky1 ¥y0 Kyg X

Pl = Ko1 Koo Koy %2

Q, Ka1 K3q K33 Aq

matriz de ri-
gideces
Ponemos:
gqj = [-Ki d{z
- '_1 _ - _

Claro que lKJ = LF] = Efij]

Sustituyende {(2) o (3) en ecuacicones de movimiento:

- \ _

mixi + K, X Kigxz t K, xa Pi{t}

m, X, + K21X1 + Kzzxg + Kga x3 = PE(t]
ad

MoKy t Kgp¥y * KgpXy + Ky Xg = Buled

(2)

3



. -
m, 0 0 X1 K11 K, Kla xl Pl{t}
|
¢ m, 0 00 1Ky Kyp Kpg X f= (P le)
! 0 Wy xa Kai 1(3? 13 xa Paﬂt]
o también:
er ] {vibracidn
fn] {xj + [1-(] }:-{Z = ESP(t] Forzada}
- ;ﬁz {vibracidn
libre}

1. VIBRACION LIBRE

MR- [

Supongamos la sclucién

gxl = Hji} {A sen pt + B sen pt) = grf v ()

e ——————————

it

oF (2.1)

copnstante > define:
con t escalar - variacitn armduieca
- amplitud
tenemss:
{x} = {rf {A sen pt + B cos pt} = 1  Y(t)
{i} = Er} {Ap cos pt - B p Sen pt) ' {1.2)

¥

Sustituyende 1.2 en 1.1 y dividiendo entre Y{t)} nos gueda:

- p? ] {‘”} » ] $5 - {ai

[[r:] - 9’ [Hj{ri = fof (1.3)
G |

n

{r} {-hp2 sen pt - B pi gos pt) = - p2 gr] Y{t]

o geatl




S

[Kj {r} = p? Eﬂj {rf [k {q} pr‘2r [E] {r}

pre x EHE_I ) pre x [KJ r

DN e} s [ f

o

En las dos formas llegamos é un problema de VAC

) b = ) 4]
Froblema de valores caracteristicos:

- Dada una matricz cuadr;da de orden (nxn) [L]. que representa
una transformacitn lineal de vectores n-dimensionales, debe
encontrarse un vector Iug gque transformado por {il reasulte
en octro veeter A_Jui en la misma "direccién". © sea,[}] solo
cambia la magnitud de 5“1 2in ecambiar la direccidn.

El vector es un vector caracteristico (o eigenvector) de [i}.
k(escalar} representa la relacidn entre las "longitudes" an-
tezs y despufs de la transformacidn y para llegar a los YEC de-
be tomar - -valores de un conjunto de valores caracteristicos
{YAC) {o eigenvalores}.

£1 prchblema de encontrar frecusncias y modos naturales puede

considerarse un problema de YAC., - (8TD)

Tenemos

-l

%u} (1.3)



i en el sistema de escuaciones

. W) B = o

[ﬁ] es no singular, la solucidn finica es la trivial
{3{ = ?OE>dE donde: nos interesa el caso en que [A] es
singular. En este caso la adjunta® [ﬁ] existe y puede pre X

per ella, -con el resultads

b fxf = fof
porque [_ﬁ:l [A] = 'A[ [IJ T"[&J (nxn}

Fuesto gue |F|.]l = 0, 3:{} no necesariamente ez nule, pero si
se asigna un valer dado a unc de sus elementeos los demdas que
dan deterninados en forma dnica.

También notamos gue si %x} es solucidn de [ﬁ] {XF = {G}
¥y ¢ &3 una constante, entonzes H{R} ea también selucicn.
For lo tante, hay un nimero infinite de soluciones. Todos es-
tgs se consideraran juntas y hablaremcs de una "“solucidn" co-

ma un c¢onjunto de relaciones entre los elementos de ;“1'

Volvemos a [x]___;fp?__‘[u] = {o (1.2
CEESNLIR N .

Al desarrcllar lE| = 0 llegamos a una ecuacidn de grade n
en pg, cuyas raices son les VAC.

- Cono fK] y [H] seh gimétricas y positivas definidas®,

*Transpuesta de la matriz de gofactores.
fed [ﬁ_j ¢5 POS, DEF. si |;515 [AJ {&1}0 para todo {EIE ne nulo



-

uede demostrarse gu . acnacicon caracteristica
de & tpar € laa raices de la i

2 2

IJ2 sy B .

Zon reales y positivaz. Las llamamos &12, a

Las n frecuencias naturales son

los términos positiveos de las raiees y la wmis baja es llama-

da frecuencgia fundamental.

- Para la gran mayoria de los casao3d de interés las frecuencias
\ .
son diferentes entre si.

- Para cada frecuencia Pi existe una YEC asociado:

(k] frgi = pi2 EHJ {rgi i=1,..u, n

© sea para cada P existe una selucién grE ne trivial

e e e B e Sl

- Normalizacidn (sclo conveniencia, sin significade fisico)

Yarias formms:

5 g 1.0

2 o.nt

1 - 0.2 )

=y o

!rgi [ﬁ] {r}i =1 {nodos normales) .
R e i e ] "

- Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades
ciracteristicas derivadqs de las propiedades de inercia y ri-

éidez expresadgs popr los elementes de [F] ¥ [K}*

- Llamaremts matriz modal [B] a la que tiene los YEC, o vecte-

res modales, comd Qolumnas.



OCRTOGONALIDAD BE MCDOS DE ?IER:&EIGN

5e dice que dos vectores jai ¥ gh} son orteogonales con ras
: :
Pecto a la matriz simétrieca [ﬁ] ai

STOFSEES TGRSR

Depostrenes gue dos vectores modales irfi ¥ ir}j, asociados a

frecusncias diferentes (ri # rj] gson ortogonales con respectod a
las matrices de inercia y eléstica.

- ¢Cada uno de e3tes vectores satisface la ecuacidn 1.3

2= <] S [¥] {3 = ;—2[@ fr?

? ] {‘”}i
Py (¥ jef

pre X 1 y j§ por frij { } respectivanente

R R PR ATERN RIS 0
JRENORLT {v B 5 36 EJ{} i?gr;;f@fr}j
rerc ¢omo [H:l ¥ [K:] .son slmetrica:;; . _ ;

SO ARSI
TSN S W

iy [W]
]
., restando miembro a miembro en ecuaciones (a}:

[ {00, s [ 6,
RSN O RS IRET ST

20

It
It

{a)



of o (150 00 Hy) o oe - Ll g,

2
Py

'2 2
Yy como p, ¥ P

e e e e e e T T e e e e T e e ™ | e et

(=, [ e, - o :;r;; 6 &3, - o

Tenemos ecuaciones de ortogonalidad:

fohe [l fefy = o
=y [y = o

51 i # 3

La ec

EHJ ;x? + L"K:[{x} = {u} (a)
¥ la matriz modal ER:]

3 = [ fvg
'y Bustituyendo en (a):
O IR {58« I ] §3 = fof
premultipliecando Ipor- L-R-]' :
(707 (4] 7 EL[E; Rl = o3 (b)

A .diagonales _ _.7
s

——————



" 10

Llamemos

[’] " [u] (&}
(R]" [x] [®]

pe]

[ESX

la ec (b) (p. 14) puede ponerse:
(el §51 Yk ¥}

gue squivale a:

1l
—
=]

'

.
Dyy ¥g ot kg ¥y =00
T k* -
Mg Yo ¥ 22 Yo
; "—._- _k* o o
+ H
mnn ¥ nno ¥n
de las que
. % k*
? 11 2 _“nn
Py = —T e s Pn =—
m m
n nn
—_—— g — O

L
Recordar que para - e k—ﬂd&ﬂ—ﬂéﬁ4

n
o]

.
mx + kKx

u 2
X+ p o

i

=)
L
Tl

1]

0 zea, con laz transformacidn

g

aplicada a la ecuacidn

[n] {Ef e s = o

n
I
=
T
gy
i
| I



11,

hemos descompuesto un sistema de nGL en n sSistemas de 1GL in-

dependientes,

Consideremos el producto

[H*J'l EK?:I ([_‘R]*[1-1_‘,'{_‘;{])‘1 [R3 ' (K3 [R) = Jxx] Judd™?
(7 0 e X ) )
Rt k] []] = T4

hﬁl contiene las frecuencias naturales en la diagonal principal

El problema de sncontrar frecuencias y modes naturales equl
vale al de encontrar la matriz [R] que diagonalice [HJ ¥ EKJ

de acunserdo con

1L

(rR]  [r] (R

[
LRI * [x]R] '

Tkl

Las frecuencias naturales se obtendran de

B0 ] - el AT - PR

Yeimos lo en otra forma

sl [lpiif + 1k] j-'xi' = {P{t]j

Sustituyendo ;ﬁf = th {Y?

(W) Eed §y] o+ DkIIRI 4] = RGeS



12,

[P |
premultiplicando por {qu

o et

———

{P(t{E
)

—

o
fal

B0 B e ey WIS - Iy
{b escalar

En los productos {(a} y (b) sclo queda {(por ortogonalidad):

(W . S

ST O R PRI PR PRI
’ H; - K*j = P? Hnj pt

i i3

L}

) {}(t}f

] -

§Z P
'

¥ rara el mode j tenemas:

wt oy 2 P (L)
. . + R = N
1 ya P] yj ]
o bien (1.5)
Wiy s & Pt
i¥i T

aniloga a la acuacifn de movimiente para 1 GL:

mx + k x = P(t£)
En (1.5%) tenemos:

n ecuacicones independiantes para nGL

1 ecuaeidn independiente para cada modo

Para vibracidn libre {(1GL}



la solucidn es:
¥ = A cos pt + B sen pt {e)
I
¥ para el modo j tendremos (Pj{t} = 0)

. = A, 5 .t + B, sen P, t (d)}
Y:a j ©° FII 3 3

51 en {c) hacemos

“ l-
aﬂtrﬂ - xo %L=G - xo
llegamos a
%
x(t) = X cos pt + — sen pt

y .. en (d}:

Vo
¥. = ¥_. cos p.t + =23 ﬁ:mr?t
1 J Pj J'

Cualguier configuracidén del sistema puede expresarse ¢omo una

suma de feormas modales multiplicadas per clertos coeficientes.

Esquematicamente:

= ¥ Y +
est&tlca 1 - EQ 2 53
o ( = Y{t})

dinfmica

(Exf, - gx{t}ﬂ

134
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. )
En nuestra expresion

§ = I®] {1’3 1.4

L

ng puede no ser funcibn de t, por ejempleo:
4 .
fﬂ ) Eii .= LF.] {c}' @:)
_.‘J. )
./ donde {c} e el vector de conatantes
que prex [h] nos da la configuracién {{j

P

De la ec. {el: \

fof = @7 ?&j (['RJ H?éIHG)
En 1.4 también podrilamos hacer
SRR

o Lt w
perc sigamos otro camine, premultiplicando pnr{r¢ LHJ

J
o por %rI; [KJ

rhy 0 $f = fely OBIR fo) - fwgy DO §f g vy
SERRUR S N
C ot {r;j [#] qu Y,

Fror ortogonalidad todos eatos productos sonm nules excapto el

{rby D3 iefy vy

t&rmino



de donde tenemos

¢

_" r
13

[fd {3,008 f

fi 0

(9 )

$io}

[e) $=¢5 vy

M. X
M|dry -
(%] ¢r] i 3
(coeficiente de participacidn)
— —— —_— e — - —
Ejemplo {(vigas rigidas)
 Waile
_”'zjlf_? 50 T/cm (2.0
. M =
" -'-__E-e_} 120 T/cm [4] \\
| ! 180 T/em
T e
Matriz de rigideces
rr— = - cfat T =
K,y 120 Xzl l/ Ksg 180
'-?‘ s "r
| . a . -
I// Ky = 300 'j T Ky, = 120
- e —-'_":'-i—'._'
-,—— P&
L[k = Moo -120 0“'!' 5
1
-124 180 -60 = Gd -2
0 - 60 650 0

K ixf

755 L

B

il

]

15,

K_E fxf

ton SEEE

I

&0

-&0
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2 e
(] = ﬁiﬂ [Hj] M = |+ 1,50
0 o 1
_ o 2
= 60 ((5 - o P } -2 0
1.5
- 2 [B-W 4] ] l"i)
0 SN (-1 2
si d = p2f5ﬂ
[E) = &0 “(5-24) -2 o
-~ 2 {3-1.5 d} -1
0 -1 (1-d)
(£] =0 =60 (a® - 5.5d° +7.5d-2)=0
d, = 0.35
d, = 1.61
d, = 3.54
2 —_ . 2 - -
A7 = 80 4 $£,° = 21.0 §, o= .58 |
2 _ - frecuencias
¥4 = 96.5 *3 = .82 naturales
2 - i
¢3 = 212.4 {a = 14,56
Hadaosz;
4
0 u11~€5§,.f
i
_‘-_"J"' [
— |, o4d :'—'73—,‘:- \
!
./"f }




lR] = " 1.000 1.000 1.000

2.135 0.89% -1.04Y4

3.285 -1.474 0.4811

Y

- % 1 - 7
*LHJ = [R] [1-1] LR] = [19.62% g.038 0.00
0.037 5.386 -0.014
0.006 -0.01L 3.804

Ed:

19.6296 = {r}i [11] ;rii u: =Zri§ m

['xﬂ = R] [xI [&] - “6.839 0.012 0.03Y

0.042 8.651 -0.0u40
0.034 -0.040 13.3473
Comprobacidn con K = p H s
= B12.209
N &
9 519.749 0 = t%z Hj
Q o , BG7.970
.
11{ ;l = 413.940 Qs
g 519.060

' L Drer Q-+ §08.380



15.

_,.—-—l—L— =
Xau aen
1
| - _ ]
X9 = 2 °m ;X"E = {2
3
l -
/ Xi0 i e
I . p
[
fr}i [H] {”é 2.0 + 65.uD5 + 9. BS55
01 # - = 0.9303 cm
M. 19.629
1
fep, (M1 & ] 2.0+ 2,697 - u.u22
Top = s = 0.0511
02 M 57386 +05.
2
{”5 ﬁﬂ?x} 2.0 - 3.132 + 1-233 |
Yoy == = = 0.0268
a3 M 3.80% -
Modo int]
P, = .58
P, = 9.82
F. = 14.
3 56
Eu p.
70.930 cm
0D.0541 em 3‘?“ amplitudes de los

medos
0.026 cno
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Para obtener los desplazamientos de las masas debemos multipli-

car por las cenfiguraciones modales:

H
1l

1.0
i1 grsi Yift} =£§.;g:§ 0.93 cos 4,58 ¢t

1.0
i frgz Y,(t) 7[0.3991 0.051 cos 9.82 t

x =
1.474
1.00 ! '
X.. = } Y {(t) =-1.048 0.0266 cos 14.56 ¢
13 &'3 3 o.u11f

y sumar. 0 sSea los deaplazamientos xi(t] de las masas serin

x(e) = [R] fyce)]

xiit} =T, Yi{t} try, YB(t] P, Yaft}
ngt} =T, Yift} + PQP Yzﬂt} tr,. Yaft}
xaft] =T, Yift}_+ Py Y?{t} + Tag Ya{t}

Qtro ejemplo

Para 1GL teniémos

? F‘f‘E\
h '-
r i . : 1ir.---u—-——;l,..-

Lo ece: .
P2y n plr) 32
X x = m o
y para CI = 0 la sclucibn



Tenames ahora el problema de encontrar la respuesta de

— 8

L) =40 Tow i)
' [
—_— —
IF I 2o Toy ‘F;{ijt
b y -
=~
—_—
Para el nmodo J:
& *
e 2 F. (1) Pas )
Yyt b Y] = A —=- 42 cuya molugghdn es:
M. . i
i s & L
& Y
I3 o P-D
Yj = (1 - COS8 p.t) = —%——* (1 - QOS p.t)
K . M.
i P55
#
Cilculo de P,
360
* 1 1
P, = {r-} {P(t}} = r;j 120
] 1 60
modo
* *
1 P1 = P1r11 + P2r21 + P3 r31 = ZE0+25B.2+197.1 = 51333
. .
2 P2 = F1r12 + P2r22 + P3 r32 f ac0+107.88~85.4 = 379 .48
*
3 EB = Plriﬂ + P2 r23 + P3 PBB- 360-125.20+24 .66 =259.94
Ahora bien, P* *
Yitsty ~ 12 % ° ¥
‘f. M. K
3 ] 3

20,



813.30

Yitst) " 7T x 19.628 ~ 1-973 cnm
_ _373.us8 i}
Yﬂfst] " 885 x 5,386 ¢.730 cm
. _258.38 _
Ys(st) ° 717.%x3.gog - 0-321 com
de donde
. -
Y_j = _]Tp2 » (1 - cos8 PjtS; lé, “enemos :
33

Y, (t) = Yitae) (1 - cos pit)
Yzft} = Yzist} (i—cns fzt)

Talt) = ¥y raey (} - cas faf)

¥y, finalmente:
fx(x1} = SRR AR AR AR RN ==} §f

x, (1} f1.000 1.000
X,(t)f=¢2.135) 1.973 (1-cnsf1t)+...+}-1.uuu n.azifi-cosfat)
Xsft] 3.28% o.u1l



EXCITACION SISHICA

A, Eistemas 1GL

e
~ ’?'k L x + Kx + P{t) {a)
s e

Para P(t)} cualquiera y para €I # ¢ 1la solucidn de (&) es:
X

) 1
x(t} = X805 pt + 'FE sen pt + _TP / P{Z) sen p(t-3)dZ

Para excitacidn mismica:

m(x + v} + k x = O
¢ sea,

m X + k x = - ni {b)

/1, e -
ey B AV

De la comparacidn de (a} y (b}, la Bolucidn completa de &sta

es: ) 7.
_ *o 1 . -
=(t} = X, ©0S pt + -z sen pt - 5 a(Z) sen pl(t-g) d7
A -
P. Sistemas de nGL:
P, (1) ~m, &
T {5}« @) = frenf = Jrpcol s |
.Pr;(t} -m;i:'
m

u
1
3
[
|
"l
1

'ﬂ-u-‘h._,.
-



Es decir, tenemos:

B $ o+ [x]

e - - gep s
[ﬁ]%x}

sust. %xI
SR ¢ (R 39 - o) - - 4o B

pre & fr}s

ey DOBISE +fely DIRIM = f)5 ) = - pps ) 6

por ortogonalidad: L/
J

fols 0P 4y« ey D9 359y = #f U]

¥ queda:
H* + K* P* u* o
o . - = = - il
;Y3 i ¥4 ] 3

la solucidn (CT =2 0) de esta cpuzcibn as:

%
Para Pj :

yj{t} +'—*—/ , (&} Sen‘f‘ (t-2)da
ii

i *
Para U._:

d r

1 * _ .

}'j(t} : mﬂ/uj {z) senrf’j[t $)dz
11 4

3.



2h.

que puede escribirse:

" t
m,
y.(t) = - — T{Z) sen P.(t-2) 42

términgd a

Yo
+ ch cos +jt + —;%— sen %jt para
]

CI # 0

Una vez obtenidos los elementos de {g} sclo falta premul-

tiplicar por [R] para obtemner ;x}

gx(t}}*- [:R] Z‘}r{'c}}

GENERALIZACION DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD

Tenemos la ecuacibn:

[E’K] - p? ['Hilfx} = fn}
gue convenimos en escribir en la forma:

{K—p2H1x=u

come los vectores mpodales la satisfacen:

j

y premultiplicando per: r, mu™? tenemos:

r:pj=-t-§uz- (a)



s r"

25|

que puede escribirse

y asi podria seguirse para llegar a:

- | -1 { ﬂenter‘o.
r'i B (¥ "KI Pj =40 »{_mi: J A——
- ' b
1‘*; M (M 1 K}£ r:i = 0 ( }

en forma andloga podemos obtener

1 Vi
r. (MFY ™ M ry = 0 (e}
i 1 _1?
r, (KM )YKr, =20
i 1 ]
En (b}:
§= - 2 woi? =k o™t ot
{en{c],cnni=2} =HK1HK_1H=HFHFH
f =-i mr iy = mklw =wMEH
f=v M (N TTRY = M
f=1¢ . H it = ow ks ok
g2z M R R R S S

f=3 o i? 1wt kwlk=x vkt x

n
=
x




EE"

VIRRACION LIBRE Y FORZADA DE SISTEMAS DE N GL CON AMORTIGUAMIENTO

Las ecuaciones ds equilibric dinimico somn:

EFI} + .{Fa} + grr} = {P(t}}
ERRREY
(K] 4=/

EJ 3

Y —b
"ihj %
e ::,""\.-r

1l |

—— ey
|
fu
e
n

‘o
-
]

[e13]

¥ cij = fuerza de amortiguamiente en la cocordenada i debido a
una velececidad unitaria en la coordenada j.

f

' ' j ) j .
= inasea

- acoplamiento

], f[gi_lf €15 T %51

£ /oo

La ecuacidn de moevimiento es

(] {xf{ + [<] {xj:r (k1 {x} gP('t;]



Hagamos: ggf=[h]§g}premu1tipli;ando p;r {qf%
el G o)+ o) IR s o] (ST = o) o)
Para desacoplar estas ccuaciones debemos tener
b M) fefy =0 1o sierto por
§=35 (k14r); = 0 P ortogonalidad

L £ 3 ipero ésta? (a)

=
K

t
{I‘jj EC} gl":r i =
1¢ admitamos que se cumple:

Ya definimos

St [hlbf*fj -1
el (i =

75 [0] friy ==cg = 28 w3

felafeof =

v ahorg

¥ nuestra ecuacidn para el modo j gueda:

MA % +2R.P . MA +PiMEy . = PH
27574 j%j]y]f]]y] j

o bilemn:

JELE

Y T

27



28,

Como las soluciches para un sistema de 4oL {cuya ec. es

i-':+23p::c+p"x = -P-'IEL}J va las conocenos, solo nos falta saber

L]

cémo debe ger [:C] para gue se ‘cu.mpla

R el 0 i ()

- ademas, ¢tlaro, de -

n
L= ]
-

§5; (M) §ef 5 -
$els 19 ol

1]
=

La ec. {(a) se satisface si
i) [¢] es proporcionala (M] o a (K]

i1i) EC] es una. combinacion lineal de [M] ¥ EK] 2 O

¢l = ) [H,J *ay [K.?

esto es muy restringido.

iii} En forma n&s general:

[c] = [ i'al [I“I-lKJ - i (cd (38.1)

pues ya sabemos que todas las posibles formas

[-M] CI*I'iK:[]‘ son satisfactorias y (3B.1) es

una €. L de matrices de agte tivo.



in

La seleccidn adecuada de ay daréd a {@] las propiedades de-

seadas, o0 sea,podremos dar valores especificos a los elementos

de [C] . ¢Cudles le damos?
——-—_"o.__.—.-_-___.__._'-_-__

Asignamos un eierto valer de B a cada modo.

A ;rjj (c] drf, = 28.p 5 - i!r}j c,] {PIj = Icy; e
Y e S
A AN

De 38.1 y A
et = doll [H] [v ] Hrla (38.3)
hot il (7§51 '
Por otra parte, para vibracifn libre:

K-PiMir., = D
{ #] r]

_ b2y, - X -
Xr, = {Djnrj ﬁrj Fir

premultiplicando por réH:

1 T ]
r My,  MFMp
? s T B j
j
es decir

b1y Ly o a1k,
/FZI 3773 T

3

v asi podriamos llegar a que, para cualquier 1:

29.



3a.

ST NP NN, TP G §
.P]J Hj er(H K} ry = 3 39.1
e et
por 38,3
De 359.1:
1
C%_ = 2 f.r
H (*f’]}M]al
1
C#. = ) M
5 (%J H]al
¥ sumando sobre 1:
1
ECh. = Epiytmna
TR LT R A
perc ya teniamos que
LCR. = 2R.B MH
4 31 E:l'ij ]
/ 1./
JF OHE = 2 it
za]fj%] :f”’:}%al
de donde:
e e e e

= -1 741
S f‘fj’ a, .

e, ————_ S— ]
Con los n valores de Ej para los n modos podemos resol-

ver para 1os n valores de a, y formar nuestra {C] con

la ecuyacidn



.
T

[l = [ ial '[H'llsjl

Por eiemple para nuestra estructura de 3GL asignhemos:

Bi = nlin, Bz = UIGE, Ea = D.ﬂ? -
_ 1 zy-1 2,0 141
B, = 0.10 = a{}+a(1=}+a(1=}]
1 7F, [1'?1 o'Fa’ T8ty

h=1]
r2
n

0.06 = ?‘r? :-&_lff’;}_1+ED(’F;}G+&1{#;}§

8, = 0.02 #,; "a_if#;ri+aﬂr’j=g}“+a1r_’p§}1]

¢, en forma matricial:

0.05 5

;n.iu§ MRV SENEY. . 5 a_,
Cfo.ooz) | ekl 1, A, ag

al resolver para a, resulta

(€] = a_, [MPM] +a, [H] +a, [K]

e e e T e e

En p.. tenemos que para .CI = 0 y B8 = 0, para excitacibn

sismica

mE ..
yj(t] T - P—Ef*-fati‘(ﬁsen Pj(t-z-}df
33

coeficiente de participacién

31.



. ’ | m
c ;i_ grfj{@} ) 1o1"iTi3
! j %b}j CM] fr} ? m.rl

y .. podemos poner: .
’ '?j(t]'= Cjzgit}
en la que C; estd definida Efrihg v
NI ,F,i—jgﬁlz.:-serfp.::t-z.m;
3 J
{y semejante si g& # 0}

yj{t}'= Cjzj(t]

Ademis, tenemos

o 58
Xy Tyq Ty »oeee S L EEERERL T I
Xo
] Tyy Top «ene- Pos vere Ty Y,
Ry . . i :
xn n1 g v rnj ' nn Tn

2.



tt
N n h

X, = E r..¥. = jElrijCjzj(t}
1

De agqui (sin sumar para todos los modos}

%1y max * *13%|25 ¢ max = 715658

= p,.C. EQ : Y ¢
1379 g
1]
De z2sta ec. pasaﬁos a:
‘ | n 41 Sa
. o= Fopy..,.C.5 r,..0
i|max . 1373 4 aq 11 3F:
aps J71 3e1 J
5 Imdsxe SER 5 pax??

FROB
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Efectos sismicos en estructuras en forma
de Péﬁdﬂlﬂ nvertido

Octavio RASCON CH. *

INTRODUCCION

En la practica se presentan estructuras consti-
tuidas por una sola eolumna la cual sostiene una
cubierta que puede ser una Josa o un cascardn, Su
comportamiento dinamico Jdebe estudiarse consi-
derando €l efecto que la inercia rotacional de la
cubierta induce en el movimiento total de la ea-
trurtura.

A principios de este afio se presentd en Califor-
nia, EUA. un trabajo’ en el cual se tratd este pro-
blema desde un punto de vista energético. Se cal-
culd sélo el periodo fundamental y con base en
¢l, la respuesta de la estructuea a un determinado
temblar. Los periodos calculados para cuatro es-
tructuras de esie tipo ya construidas fueron me-
nores que los medidas in situ. La discrepancia fue
atribuida a efectos de rotacién y traslacisn de la
base.

Ll ohjeto de este trabajo es introducir un anli-
sis modal, el cual nos proporcionard los efectos del
acoplamiento que exisie entre los modos de vibra-
cian, También se tomardn ¢n cuenta en forma
aproximada los efectos de rotacidén y traslacién
de 1a base.

CALCULOQ DE FRECUENCIAS Y
CONFIGURACIONES MODALES
DE VIBRACION

1. Suclo rigide

Para el caso en que el centro de gravedad de la
cubierta se encuentra localizado en la prolongacién
del eje de Ja columna, el movimiento de la estruc-
tura podra estudiarse en dos direcciones perpen-
diculares entre si. En tal caso el problema podra
discretizarze como de dos modos de vibracién aco-
plados en cada direccidn,

Para el calculo de las frecuencias de vibracidn
se idealizard a estructura como de camportamienta
lineal, constituida por una cubierta infinitamente
rigida de masa simétricamente distribuida y sopoz-
tada por una sola columna. Como primer caso se
considerara al suelo infinitamente rigido {lig. 1).

En fig 1

1V = peso de la cubierta mas la parte tributa-

tia de la columna ;

] = momento de inercia de Iz masa de la cu-
bierta respecto al eje z

* Asistznie  dr  [nvestigader, Iustiute de  logenieria,
LINAM.,

/,r'—E,Ic

e Hr ] 2

T
Fic, |. Péndulo inverticdo

= modulo de clasticidad del material de la
columna
f. = momento de inercia de la seccidn transver-
sal de la columna con respecto al eje
.3, = centro de gravedad de la cubicrea
L = distancia de C.G. al suela.

Para la columna mostrada en las figs. 2a v 25,

k = rigidez por traslacidn {fuerza horizontal
aplicada en C.(7. necesaria para que este
s¢ desplace la unidad)

k. = rgidez por rotacion (par aplicade en C.G.
necesario para producir un giro unitario
a la altura de C.G.

6 = rotacion en C.G, debida a Ia fuerza &

3 = desplazamiento lateral de C.G. debido al
mamente K.

M ]

'
<

1/5 3E1,
i x ¥ ) !
| El¢
L L krt L
E. i r
Pl e e
L
I H
i o krl” L
bl Broer T2

'e, 2. Rigideces

8 REVISTA DE LA 50CIEDAD MEXICANA DB INGENIERIA SISMICA. A G



Despreciandc las deformaciones por cortante,
las expresiones para k, k., ® y & pueden encontrar-
se por estatica y valen

k= 3El/IN, {1la)
k, = Bl./L: (2a)
o =15/L {1b)
8 =1L/2 {2b}

Para una fuerza de magnitud ak, €] desplaza-
miento serd « v ¢l giro «@. Para un par de magni-
tud gk, el giro scrd 8 y el desplazamiento 88, Al
aplicarse ambos simultaneamente, el despiazamien-
to total de C.G, serd x, y el giro ¢, (Ffig. 3).

X
. ka ke 8
]
£y
x,=2a+838
L
E|=GE+B
_r_

Fwg. ). Deaplazamientor y giros totales

Por tanto Jos valores de x, ¥ ¢ quedan dadoa
par

n=aua-4 8% (3)

o= at o f (4)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 3 y 4 para
a y £ y wtilizanda las ecs 15 ¥ 2F se abtiene

o =[x, — koye ) A {5a)
ﬁ = {t;—k]ﬂ'.}fﬁ |:5b]
en laxs cuales
¥y = L’szh: {E"a]
v =l —kLYy4EL, =025 {ch)

Bara las oscilaciones del péndulo mostrado en
la fig 1. el diagrama de cuerpo libre de la cubierta
esté indicado en la fig 4. Las ecuaciones de movi-
miente. desprecianda efectos gravitacionales, serdn

m?r.—l—kn-:ﬂ {7}
J-r.1+kfﬂ=0' {E}

I N

X, = desplatamianta
del cenirg de grg
vedad de la cubier
to

paskeidn da

equilibria
‘-\ .

E= ratgcion del cen-
irp da gravedgd
de lg cubierta

mx t+ka =0

JE +x B0

Pw:. 1. Dvagrama de cwerpo libre

Sustituyendo a {38} vy {5b) en (¥} v (8) =e
obtiene

M3 (kv — ke ) fe =0 (9)

oot {hee — kkgxm) fx =0 (10)

Las ¢es. @ y 10 se pueden expresar matricial-
mente en la forma

I K ol | B ST

Utilizando las ecs 1a, 2a ¥ 6a se encuentra que
ykk, = Lk{i2 (12)

Puesto que ¢l movimiento ¢y armdnice se tiene
que

(13)

en donde w» es la frecuencia circular natural de vi-
hracifin,

Sustituyende las ecs. 12y 13 en {11} se abtiene

1.x.:| = ﬁ'x] ¥ ?[ = "—"lvfl

m D X1 k Lk Xy
i Tz
o R O T 2 P I
'U' ..'I FL 2 z t £
14}
Fartorizando en Ja ec. 14
k —E m [ x)
5 Lk e =0
— 5 k, o J z)

{13}

La ec 13 representa un aistema de ecuaciocnes
hemogéneas, el coal, para tener solucidn diferente
de la trivial, necesita que su determinante sea nulo,

Por tanto
k . Lk
P >
i . =0 (la)
— el
ZK K f

REVISTA DE LA SOCIEDAD MEXICANA DE INGENIERIA SISHICA, A. C. 9



Desarrollando el determinante se |lega a
i
mful — — (k] + mk,}o? +
+—£T{1kk,—ﬂk“}=ﬁ L an

Dividiendo ambas miembros entre mj y conside-

rando gue Lik¥ = 3kk, se abtiene

k] mk, Kk
o — min wl + *mh: =0 l:_lﬁ:l

que es una ecuacién de segundo grada en o¥, cuyas
soluciones son

. L K mke

L T szn )
[ (k] mk,}? k k.
- J[ dmi P e Amj e (19)

Dividiendo numerador y denominader de {19}
entre mj

L _kmakil
1.2 Ix "_
f%\/{k;’m + k)7 — (hfm) (/)
(20)
Llamandn a

k/m = p' = cuadrado de la frecuencia circu'ar na-
tural por traslacién

k./] = 1 = coadrado de la frecuencia circular na-
tura] por rotacion

se obtiens

¢ oW, = 2(p= 4 x

b xl[p“-[‘ﬂ“}“—p’ﬂ’)- (21}

Dividiendo ambos miembros de (21) entre p* y
haciendo w¥/p* = A y 0/p" = psellegaa

hs=2 (l RPN 5 s p) (22)

Es intecesante notar gue si ] = 0 {masa concen-
trada) de la ec 17 se obtiene o = kfm = p?.

Las canfiguraciones modales pueden obtenerse
de cualquiers de las dos ecuaciones algebraicas
contenidas ¢n la ecuacidn matricial dacda en ec 15
La primera de ellas es

y Lk
[—— ) x g === a =0 {23)

] " 2
donde el indice n indica £l nimero del moda ¥ de
la cual se obtiene

1, n/enn =%/(§—Muf) (24)

dividienda numerador ¥ denominador de (24) en-
tre'm y considerando que - = 0.25 kfm =p* ¥
que A = wl/p* se llega a

x1alew = 2L/ (4 —Ay) {25)

.5i se desean tomar en cuenta las deformaciones
por tortante basta con modificar las rigideces me-
diants un apilisis de estitica y partic de nueve de
la ec 17 sin considerar que L?k% = 3kk,. Si existe
excentricidad en alguns direccidn su efecto podra

- tomarse en cuenta introduciendo un grado de liber-

tad adicional.. -
En las figs 5 v 6 se encuentran representados los
resultados de las ecs 22 y 25,

*

o Ll
o L
1

r

154

10 =
4 =" /

0 } : ] : .

[+ | 2 3 4 5 [ 7 a B
B, 5 Gralica de Jrecuencias
[}

lx/L)1 /e

Al e — | — - e f———

—a|———ifr

|

|

i

I

-3¢ 1
3 |

I

1

|

L]

Fig. 6. Grifica (oL frvak
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2. Suefo flexible

Al oscilar una estructura cimentada en suele
blande, existe interacciébn dinamica suelo-estructu-
ra que en la mayoria de los casos no debe despre-
ciarse a) calcular las frecuencias v los modos de
vibracién. En lo que sigue se propone la adaptacidn
de un método numérico para tomar ¢n cuenta di-
che efecto.

Las restricciones del suelo serdn idealizadas me-
dianle resortes de comportamiente lineal: una para
desplazamientos lineales horizontales y etro pa-
ra deformaciones anguiares de cabeceo de la o-
mentacién ©3,

En la fig. 7 se hace referencia a los pardmetros
que a continuacidén se mencionan

K = rigidez del resorte corrcspondiente a la
traslacion de la base ¢ = C:A
Ce = coeficienie de cortante elastico uniforme
del suelo.
A = area de contacto de la cimentacién.
Rl = rigidez del resorte correspondiente a rota-
¢ién de la base ' = Oy — W'y
Cp = coeliciente de compresitn elastica no uni-
farme del suele.
{, = momento de inercia de drea de la base de
la cimentacién <on respecit al gje o'
W' = peso total de la estructura
$ = altura del centro de gravedad de la ez-
tructuta sabre ¢l nivel de despiante
F = m-"’l..r
x == desplazamiento m;:djr total en C.G.
M= Iuﬂr fag T
n
+ — desplazamienta angular tota! en C.G,

L’ = altura de C.G. scbre e nivel de desplante
xg = traslacion de la base

e — rotacién de la base

= &4 Iﬂﬁ

Pp—= @ o

Xy — f-'l'l

[ I— F]“f

B8 = Mk,

L3 0k k. x. &5y W ya definidos ante-
riormenle.

Et problema serd resuelto utilizando un proce-
dimiento iterativo y la tabulacidén propuesta por
N. M. Newmark*; se despreciardn la variacién
de !a rigidez de la columna debida a la {fuerza
normal v los momentos en la misma, cansados
por la cxcentricidad del pese debida a deforma-
clones de la columna,

Sean

E, = fuerza horizontal en la base de la cimen-
tacifp = I

A, = momento [lexionante en la base de la ci-
mentacidn = M + FL’

x, = F, K

Fg = M,IR

A continuacién se describe el procedimiento &
seguir:
{. Supoener valores para x ¥ r
2 Cakular F y A usando las expresiones
F = mulx y ¢ = Jule. En esta etapa el valor

de w, ain no se conocs: por tanto se tevard
como factor comun en ¢l resto del calculo

] 1] ‘
Posician

gde equilibrio
——

& ]

1

Fig. 7. Modely de ntersccidn dindmica aucfo-eafrnciuree
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3. Calcular la fuerza y ¢] moments en |2 base me-
diante las [6rmulay
Fo=F y M,=M<+FL'

Encontrar los valores de los desplazamientos

Xa :Fl,‘IK ¥ !l=M4]IIR

. Caleular los valores de los parémetros o« = Ffk
8= Mk,

fectuar los producias 8§ y av

cCalcular vy = e+ By oy =8 + ab

. Efectuar el producte x. = L',

. Calcular los desplazamientos Jineales y anqula-

res tatales de C.G. mediante las expresiones

d=xmtondn oy =t

10. Encontrar el valor de o7 mediante los cocien-
les x/x'yofe

11, 5i loa valores de «? calculados en ¢l paso an-
terior son aproximadamente iguales, el proceso
habra concluido. En case contrario repitase la
secuela utilizando coma valores de partida para
x ¥ ¢ los encontrades en etapa 9 o valores
cuyo cociente sea igual al de x' entre o El
proceso deberd continuarse hasta lograr la
aproximacidn deseada.

WGoISh W b

EJEMPLO DE APLICACION |

Con motive de ilustrar los conceptos enunciados
anteriormente se caleularin las {recuencias y mo-
doa de vibracién de un cascardn ya construido en
California, EUA {lq 8). Los datos necesarias
han sida extraidos d« ?a ref 1. Se computardn tam-
bién las respuestas sismicas suponiendo que €32 es-
tructura fuers a construirse en la rona blanda de
la ciudad de Méxica. Se utilizaran par tante los
pardmetros elasticos de las arcillas del Valle de
Méxice v los espectros de disefio propuestos en el
reglamento de construccion para el Distrito Fede-
ral %,

Los datos necesarion de la estructura san

L =49 ¢m

I = 480 cm

0= 249 cm

W = 20 450 kg (m = 208! kg seg®fom)
W' = 43 &X kg

fh = LTS X 10%em

o = 10685 x 10%m!
k= 1266 ]U*kgftm

ke = 741 ¥ 1* kg emfrad
] = 1.386 > 10%kg seg® cm
7 = 0.0D3SR radfem

§ = 208 cm/rad

Los expresiones para Cr y Cy son las siguien-
tes?

iy 1 B |
Cr=F, — e =F — — (28]
(= A T —rVA
En ecs 26
iy = mé&dulo de elasticidad del suelo
v = relacidn de Poisson del suelo

A = area de contacto de la cimentacidn
F\, Fy, = lactores de forma de la cimentacién

Fara ¢! caso de la zona blanda del Valle de
México un valor representativo de £ es 50 kg/em?
y »=.5"% Para una cimentacién cuadrada los
valores de F, ¥ F; son 0.704 y 2.11 respectiva-
mente.

Sustituyendo valores en ecs 26 se obtiene

Cr =0.123 kgfcm?
Ce = 03869 kgfem?

Caso 1, SuELo ricipo

a} Calcufo de frecuencias y modes de vibracidn

Para ¢l cilculo de las Frecuencias de vibracidn
usaremoy la lormula dada en ec 22, Los valores de
los parametros a sustituir son

p* = kfm = 608 (rad/seg)?
02 =k, /J = 935 {rad{seq)?
» = Gfp? — 0.882

con los cuales
he=2{1.882 = V355—0,882) = 0.494: 7.034

Por tanig
w = V040 % 608 = VI = 17.32 rad/seq

w: = V7034 X 608 = V4260 = 65.30 rad/sey

Los periodos naturales son

Ty = 2rfu, = 0.362 seg (T, obtenido de un regis-
tto de vibraciones libres de la estructura y
repartado en ref 1| = 0.483 seg)

T.= zrllru: = 0.085 s

Comparando los valares calculado ¥ medido de
T, se puede ver la impertancia de la interaccién di-
nimica suelo-estruciura.

Las relaciones modales se cbtienen de las #cs. 25
y sus valures son

2 = 419

.'l‘|j'rl'1 :m= 235 cmfrad
_ o 2x41% _
Xeft: = m =275 cm/frad

b} Respuesta sismica

Para el calcole de la respuesta sismica de siste-
mas de varios gradas de libertad es necesano
calcular los coeficientes de participacién de cada
modo de vibracién, Se puede demostrar ' que para
este casn ex aplicable la siguiente ecuacibn

XTMT

c,‘ — e ————
X MX,

(27}
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-

CORTE A-A
915
Acotgciones en centimeiros
]
—I—5
IJ-
152
| CORTE B-B

l’

345 =TT
B

i

6! L | .
I 2__!

I-—'—-‘Enﬂ

Pia. 8 Cascargn wilizado pars efemplo. [Después de k. Mclean)

en la cual

.7 es un vegtar gque representa los desplaza-
mientos estdticos de cada grado de iiber-
tad de la estructura inducides por un
desplazamientg estatice unitario de la base.

X, es ¢l vector modal para el enésimo modo

{n)

M es la matriz de inercia v

XTI &5 el vector traspuesto de X,

Para nuestro caso s tendrd

=3 =]

| - ELEVACION

=t

2] 5[]
wefm ] e ]

— m 07 _ [2081 o
M=[u Pl = [ 0 LJEEXIG"J

Suatituyendo valores en ec 27 y efectuando los
productos matriciales en ella indicados se abtiene

4,960

C, = 3566 X 108 =000193
570
Cr = gog e joe - 000193
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Ei valor absoluto de la respuesta méxima en
cada uno de los modos sers .

Va = luerza contante _ m 0
[M,. = momento flexinnante] - lC'![ o X

X ['“‘] Sen
LY
donde

San = ordenada del espectro de aceleraciones
alectada por el coeficiente sismice € =
= 0.15.

(28)

El espectro que serd utllizado es el propuesto
en el reglamento de construcciones del Distrito
Federal " (fig. ?), Loz valores de las ordenadas
espectrales correspondientes a T, y Tp son 100
cm/seg? v BO.6 cm/seg? respectivamente.

Sustituyendo valores en ec 28 se llega a

Vi 957 kg
|:M1:] o [Zﬁﬂ,ﬂﬂﬂ kg cm:l {29)
Vel _ B93 kg .
[M,:’ . [Zlﬁ.ﬂﬂﬂkgcm] {30)

El criteric propuesto en ref. B serd utilizade
para ¢l calcalo de la respuesta total (considerando
los efectos cambinados de los dos modos}. Por lo
anterior la respuesta total de la estructura valded

V=VVIL Vi, M= VML M
{3la, 31b)
En ecs 31a v 3lb

V' = fuerza cortante tatal en la columna

g =acelgracion de

— la gravedad
q q
59,
|
1o Sa,25
g T
o, 5
3 28, 0.5 1+T )
9
o ! ! L - -
[ 1 [ 3 4 T {seql

Fic. 9. Bapectro de aceleracioncr
(Después de B, Hosenblueth y L. Esleval

M = momento Pexionante tatal en C. G.
Sustituyendo loa valores dados en ecs 2%'y 30
en {31) se obtiene

V= 1310kg A = 344,000 kg cm
El momento en la base de la columna valdrea
My = 344000 4 1,310 x 419 = 893000 kg cm
Los resultados de este caso se resumen en la
fig. 10a,
Caso 2. SUELG FLEXIBLE
8) Calenlo de frecnencins y modos de vibracic,

Para considerar las restriccianes del auela em-
plearemos el método propuestic anteriormente pro.
cediende en forma tabular, Sustituyendo valores
en ecuaciones para X y A se obtienen 1.58 X 101
kgfom v 8,35 X 10" kg em/rad respectivaniente,

PRIMER MODO

Factor comuin

Perdmetros Valores (ler. ciclo]

x, ¢ (supuestos) x = 400 cm e =1 rad

Fomuix. M=[de F =3320 M = 1,386.000 w;
Fom'F M,=M+ FI/ F, = 8320 M, = 5.376.000 u
xe = Fof/K, 0= My/R X = 0.4420 ¢y = 0.00847 o)

a=F/k, #=M/k, a = 0,6570 # = 0.00187 “
85 af BB =03802 «f =000235 ol
Hn=at fgs rn=5+ald x, = J 62 ey = 0.00422 -]
Xy =ro L x, = 4.0650 "
A=Ayt x, b xSt X =55532 ¢ = (01265 o}
w! =2/ W= 720 78,7

=438, XT=[4381)
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PRIMER MODO

SEGUNDO MODO

Parametroa Valores {20 ccle} Eacter comin
X, ¢ 438 1

F. &M 9130 1,386,000 wl
Fo, My | 913D 5,766,000 ul
Xn Fa 0.4860 0.00910 w
a 0.7210 0.00187 ut
BE. of 0.3892 0.002585 w|
Xy &) 1.1102 0.0044535 w?
X2 b2 4.365 ot
X 5.961 0013565 o
u? 735 758 —_

Suponiendo que la aproximacion es sulbicientc
resulta

a/¢ = 440, XT = [440,1], ot =74 {rad/seg)?
Ty = 0.7 s,

El procedimiento para el ¢émputo de los para-
metros del sequnde modo es el mismo, sélo que
la configuracién supuesta deberd "limpiarse”, an-
tes de proseguir ¢l célculo, de Jas componentes del
primer modo que pudiera contener. Se demues-
tra ¥ que si JT; es el vector de la configuracidn
supuesta, ¢l vector libre de camponentes del pri-
mer modo queda dado por

X7 M %,

X.= X;__Wx; (32}

Suponiende para el primer ciclo
X =[—150
* [ I ]

¥ sustituyendo valores en la ecuacidn matricial 32
te obtiene

%[

que nos da los valares de partida para el primer
viclo de calcula,

Pargmetros Valores (fer. eiclo] Factor coman

X, E —15} 1

F.M 3143 1386000
EFoMs —3143 —123, 00 5
Xu, Py —0.14672 —0.000194D0 )
o B — 2487 00018700 wy
85,08 03892  —0.0008850
o 0.1411 g.0009810 wy
x5y, —0.0930 u;
¢ —0.1191 00007870  af
ot 1267 1270 —

xfe = =151, XT = [—I151 1], T, = 0,176 szeq,

En este caso se supuso un valor cercanc al real
y por tanto sélo se necesitd un ciclo para gue se
obtuvieea la aproximacién deseada, Si el valer su-
puesto no hubiesz sido ese sino otro cualquiera
sequramente no hubicra side saficiente un ciclo
de cdlcule. En los ciclos subsiguientes se proce-
deria en igual forma que antes: suponer inicial-
mente la configurociin obtenida en ¢l ciclo antes
vior; limpiarla de las componentes del primer mo-
do; etc.

b} Respnesta sismica

os valores de los coelicientes de participacidn
y de las ordenadas espectrales para este case son:

o = 0.001689, Cp = —0.00188%

Sa = 1274 cmfseg’. S, = 86.6 cm/seg?
Las respuestas maximas para <ada modo valen

v,” _[ 1970kg  °
M, | T 296,200 kg em

Vel 461 kg
My |7 [203.000kgem
Las respuestas maximas totzales seran (fig 10b)

V=2030kg
M =361 000 kg cm
My = 1209000 kg cm
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Mz 344 togn ¢m

361 ton cm O

V=1.31tan 2.03 tan

M =893 ton cm
R s

(b) :

1,93 ton

§209 ton cm
E

Fc. 10, Respuestas sismicas

Casa 3. Base rIGIDA Y MASA CONCENTRADA

Para comparacidn de resuliados se verd cuil es
el valor de la respuesta méxima en el caso de des-
preciar la inercia rotacional v la interaccidn suelo-

estructura,

Para este caso p* — 603 {radfseg]’. T =0325
seg. 0155, = 926 cm/seg", V = mS, =1930kg y
v = 80B,000 kg em (Fig 10c),

CONCLUSIONES

En la siguiente tabla se resumen los resultados
de los tres casos, indicados como porcentajes del
segundo caso.

Concepla Casa ! Casa 2 Casa Y
Vv 64.4%h 100% 95.0%
M 05.2% 100%% 0
Fit 73185 1005 66.7 %0

Los resultados de la tabla anterior dan una
idea claza de la importancia que tiene el considerar
la inercia rotacional de la cubierta ¥ la interaccidn
sucla-estructura. La importancia del primer con-
cepto aumentard conlorime mayer sea &l momento
de inercia de masa de la cubierta con respecto al
eje z, El altimo concepto es tanto mas importante
cuanto mas blando sea el suele de cimentacion,
En particular puede chservarse que en ¢l tipo de
salucidn 3 no se obtiene momenta flexionaote a la
altura de C.G, Esto puede traec consigo serios
erroces en la cuantia del acera de refuerzo nece-
satio en la unign columna-cubicrta que es donde
mas ductilidad necesita desarrollarse.
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ximacidn a un bajo costo. -

Es necesario hacer notar gue entre mas pequehoise elija el tamano
del paso de integracifn (A7) mejor seri la aproxXimacidn; s5in embar-
go, el costo del tiempo de computacifin resulta mayor, ya gue 8ste

es directamente proporcional al nftmero de pasos de integracifin, En-
tonces, la eficiencia de un método depende de la elecciln apropiada
del paso de integracifn, A, para al cual el mEtodo converge a la
soluciﬁnl

La convergencia de un método se puede probar al satisfacer las gon-
diciones de consistencia y estabilidad. Ademis se ha observade gue
cuando el tamafio del paso es grande, comparado con el periode més
corto del sistema, la solucidn aproximada, no obstante satisfacer
2]l oriterio de estabilidad, presenta errores significativos en las
amplitudes correspondientes a los primeros pasos de integracién. Es
te fenSmeno se conoce con el nombre de excedenc;a y debe lnvestigar
de gue no se presente en el método seleccionado.

En el mEtodo de superposicifn modal se transforma el sistema de ..
ecuacicnes diferenciales acopladas (ec 2.3.48) en Y ecuaciones de

un grado de libertad, desacopladas (Y es el nimero de grados de li-
bertad de las ec 2.3.48). La transformacidn que se emplea para desa
coplar las ecuaciones se determina al resolver el correspondiente
praoblema de vibracibén libre de la ec 2.3.48 ( cuando € = 0 y P = O},
que conduce a un problema de valores caracteristices. Enel espacio
transformadoc (denominado natural) se integran por separado las ecua
clones desacopladas, cuya scolucifin se transforma al espacio criginal.
El m&todo directo qué se describe en este resumen, ¢€uyoc usoc se reco-
mienda, es el m&todo Beta de Newmark, para f5=lf4 ¥ ﬂz-i. Ya gue
&5 incondicionalmente estable)se cbtiene buana apreximaclidn y no
presenta el fenfmenco de excedencila.

El mStodo de superposicidn modal tambien se recomienda como mé&todu

eficiente para obtener la respuesta de sistemas lineales.
4.2.2 MEtopde Beta de Wewmark

Al congiderar que la variacitn de la aceleracidn relativa, asociada
a cada grade de libertad, tiene una variacidn lineal en el interva-
lo de integracitn L[4., 4,] , como se indica en la fig. 4.4, se ob

tienen las expresiones sigquienteg:

4
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»
-

'L_jlﬁg (4.2.1)
O = U, + _i_. At(i_ja + '«j!) 4.2.2)
|

U = U, + Ak Qa —1-{— Ati(.‘i Qﬂ + l—'}—t) {4.2.3)

Con kbase en las ecs §.2.2 y 4.2.3, Newmark propone la aproximacién
sigulente:

Q - Qﬂ +_(I-b‘)ﬁi i_jo +Y‘ A'f Ql . {4._2_4}

4+ At L}'_G + (-& - /&))Jt*’* L_}'u +/B£.t‘_fj| (4.2.5)

1
I

| =o

El parimetro A estd relacionado con la estabilidad del método [para

ﬂ: 1/4 , es incondicicnalmente estable) y el parimetro Y estd rela-
cionade con la sstabilidad y convergencia del método debido al amor-
tiguamiento matemdtico gue puede inducirse (para Y=1/2 , no existe

amortiguamiento matemitice). Para el caso en que /3-1,1"5 Y a”-=1f2,

las ecs 4.2.4. y 4.2.5. son iguales a las ecs 4.2.2 y 4.2.3, respec-
tivamaente, )

Al definir los wvectores ﬂ ¥ é . como se Indica a continuacifin:

4 = {_.L a {1 -¥) st Q. (4.2.6)
b= U, + At L_}a + (Ji-ﬁ) J_H"'*Qﬂ. : (4.2.7)

las ecs 4.2.4 y 4.2.5 se escriben come sigue:
. LA
U = a4 XAt U (4.2.8)

U, = b +/5 ﬁi'}'t."'-'; | ' | (4.2.9)

Al valuar las ecuaciones de movimiento (ec 2.3.48) al final del in-
tervaloc [{.= £1} Y €n la ecuacibn resultante se sustituyen las acs
4.2,8.y 4.2.9, se obtiene la siguiente expresidn:

.HQI+§GQ'+Mﬂé E_;'I)-I-]_c;(b +/Bﬂ£2't:_ji§=?i {4.2.10)

gue puede escribirse como
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P(ﬂ.ij - E. (4.2.11}
donde

2
K*: M At € ‘1"/5 bt K (4.2.12)
X

r-r - ~ K b - - (d4.2.13)

La ecuacibn gue gobierna a la aceleracién al final del paso es un
sistema de ecuacicnes algebraicas lineales, como los descritos en
el inciso 4.1. Puesto gue las matrices M, £ y K son simétricas,

_Eﬁ también lo es. Si el tamano del ( 42 ) se conserva constante du-
rante el ﬁrocesa de integracidn y puesto que las matrices M, € y K
son constantes, Eﬁ tambi&n resulta constante.

Al sustitulr la ec 2.3.4% en las ecs 4.2.12 y 4.2.13 se obtienen
las expresiones sigulentes:

P (er o) M L (Y aEH+ PRI
1"_-_-?-—"4*_19_._—\‘_:(//{94-@) (4.2.15}

—_
— I

La forma sistemltica para utilizar el mftodo de Newmark se muestra
en la tabla 4,2, '

4.3 Esguema simple para crganizar un programa de computadora

En la £ig. 4.2 se muestra, en forma esguemitica, los aspectos mas

ralevantes para construir un programa de computadora simple, basado

on el método del elemento finito, para cargas estiticas.

Ina secuencia a seguir para construilr el programa de computadora

puede ser la sigulente: '

#} Se .define el modelo matemiAtico gue se va a resolver. Para ello
se procede como se bosgqueja en el capitulo 1.

b} Se‘especifica la forma de como manipular los parimetros gque de
finen a los materiales con gue se va construir la estructura,
De acuerdo con las ecuaciones constitutivas del capitule 1, son:
E, ¥ y £ . Esto se define en el blogque indicado con MATERIALES.

¢} Se establece como definir la geometrfa de la estructura por re-
solver. Queda definida al conocer las coordenadas de los puntes
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e}
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nodales en éue se idealiza la estructura, segln el capftulo 2.
Esto se realiza en el bloque llamado COORDENADAS.

Se éspecifica la informacifn necesaria para establecer las ecua
ciones de egquilibric de cada une de los elementos de la estruc—~
tura {por ejemplo: puntos nodales, material, geometria, funcio-
ciones de interpclacidn, etc). Con tal informacibn se puede cons
truir la matriz de rigideces de cada elémento, sggdh se indica
en los capitulos 2 y 3. Tambi#&n se puede establécer el ensamble
de la matriz de rigideces, comg se especifica en el capitule 2.
Todo lo anterior se realiza en el blogue indicado por ELEMENTOS.
Se indica la forma de introducir las c¢ondiciones de frontera en
la matriz de rigidecea (capitulc 2} ¥ se lleva a cabo la trian-
gulacién {cap., 4}. Esta actividad gueda indicada en el blogue
denominado FRONTERA. B

Se gistematiza la forma de cuantifiecar el wvector de cargas con
opeibn a varias condiciones de cargas. Las fuerzas dehidas a es
fuerzos y deformaciones iniciales,peso.propic, y cargas de super
ficie en los elementes finitos {capitulbs 2 y 3) as conveniente
cuantificarlos en el blogue ELEMENTOS. En el blogue CARGAS se es
pecifican las cargas concentradas gue actuan en los puntes noda-
les ¥ se llevan a cabo las operaciones indicadas, de acuerdo con

los capitulos 2 y 4.

Es muy recomendable gue los bloques mostrados funciones como sub-ru

tinas controladas por un programa principal que permita el dimensio

namiento eficiente de los arreglos que se utilicen en las sub-ruti-

nas.

Desde luego gue el esquema simplista de la fig.4, puede tener mu---

chas variantes gque dependerin de la experiencia numérica de guienes

las elaboren.
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TABLA 3.1

Abscisas y coeficientes de pese para la cuadratura de Gaussg

jl flaydx = i 1 fa),

i1

iﬂi , H‘;‘
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nml
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nmf
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CEal20 93854 B6265 Q60T 15730 48133
023540 21860 EX14T 04a6791 39145 726%|
' Hwl
0-HFI0 79123 47789 012948 49468] &EEMD
G7415) 11855 99394 QX80 33911 ¥9277
040584 51533 13397 C15133 D005 319
00000 D000 D000 0a17%5 lade 11459 -
Amb
G038 SESH) B7536 O-L012Y 85242 90176
079560 G774 1607 (22238 PO344 530174
0 5255) M099 14329 051370 tedsd 7TH8Y
O-1B34Y L6427 95850 036268 37813 62
=y -
Q94E16E J2195 BI526 03127 435883 o)574
052603 11073 Jtd36 G 1RD&S B1006 9185)
Q81337 14327 DO59G 026061 06751 G915
01335 14235 DD Crd234 70700 0001
O HIOT DOCKED OO0 033023 $3550 01240
now |0
CyT100 p5285 17172 O0GaGT 13417 (%64
O 36506 AMEH B4955 G 14945 13341 s04El
D&MD 9651 ULy 021938 L3625 jigdl
Da1319 531911 M43 0I6326 87193 KPS

O BET 41385 F1631 G 9553 42247 14733
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Tabla 3.2, Férmulas para integracidn numérica de tetraedros

No |Orden Fig Error Ptﬂ'Cocrd.- W‘;Kvolumen

Fawoy o L1404

1 Lineal

2 Cuadraticoy.
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P

1 Cbico

4 Bh T
g
g g a
ek e o g
sl g g e

PE.
1 Coord. W?fﬁrea

. I
Fig
Lineal
R=0W"} 1.4 1

Cuadritig e L0 i
==tk b 0.4.1 1
r {04 i
Clihico \ a L1 -4
AowiNk'] b L‘rb.ﬂ-.ll}l} H
N kN T ¥ .
1ia&§ © @ 03,021,048 '
’ g ki 0:72500,00044
b znﬂl-‘l
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r 7 fua } -
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wilh
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1, = OT#7ilnwidl
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de Gauss—Crout para matrices cuadradas

TABLA 4.1 Subrutinas para la triangulacidn y sustitucldn del método
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Tapla 4.2 Algorietms del métede Beta de Newmark, para aigtemas
lineales de varies grados de libartad

a} Calcular las siguientes constantes:
'Clﬁ — det
C] — th-" c2a

I

q{t =/Bdi‘

aa - al AL

Gq:’ —i—dﬁi'aﬁ
q$: f+qod'
GL-:.Q‘, ‘t‘/u"'-t?b

bl Construir la matriz X*
4+
K'=08sM+a k

¢) Triangularizar K*

Para cada pago de intagracién:

g L

d) Construir les vectores & ,é

by + a0, tY Y,
rep -otMa -k[A3+E]

a) Calcular Lj:,:madiante la Buatitucién hacia adelante y hacia atris
en el sistema de scuacicnas
kU =1

=1 —

£} Calcular los vectores

Ql—g*’qﬂg’i
U = E-J-Q_,Lit



=

=

z 4

Xgdi™ Xy &q + Xpip+ X3 Ay

Uk A= U ayF Updy ¥ Uz ks

a) MNotacidn indicial

Fig 1.1

O}
P{IJ,Z} Uz U}r}r
Dy
Tex
1
K A
-
4
A
X
P =Xi+y]+zk

b ) Notaclon tradiciona! ( sin indice )

Sistemas de referencia cartesiano

98
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r

Zapata corrida

-

Murco de retencisn Fresa de tierra

Fig 1.2 Ejemplos de problemas.de estados planos de deformacifn

|

¥

Fig 1.3 Regién para los estodos planos



Ba

J.'Ii].

Fig 1.4 Estado plano d
Es plang n e esfuerzos. Placa delgada con cargas en

Fig 1.5 gistema de coordenadas cilindricas para sb6lidos

axisimétricos,
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Fig 1.6 Componentes de los tensorea de esfuerzo y de defor-
macifn en la referencia cilindrica.
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Fig. 2.1 Idealizacifn de una regidn.
bidimensional, (estado pla
no de esfuerzos)mediante ele

mentos finitos

No. de elementos finitos
No. de puntos nodales

]

Pig. 2.2 Elementos finitos para establecer
el equilibrio global de la estruc
tura.
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Fig 3.1 Elementos finitos de varias formas
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Fig 3.2 Elementos cuadriticos
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{variacifn lineal), con - sional, (variacién
- prigen en un extremo lineal), con origen
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B
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Fig 3.5 Elemento unidimensional, Fig 3.6 Elemento unidimensig
. (variacifn cuadritica), nal, (variacifin cua-—
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' . en el centro
X
e |
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Fig 3.7 Coordenadas en un elementc en el que se utiljiza interpolacifin
lineal .
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a} variable no normalizada b} wvariahle normalizada c) variable norma
{origen en un extremo) {origen en un extremc} lizada {origen

en el centro)
Fig 3.8 Aproximacifn lineal, en un elemente lagrangiano
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a) variable no normalizada B} wariable normalizada c)variable norma-
{origen en un extremo} _ " {origen en un extremo}  lizada (origen

en el centra)
Fig 3.9 Aproximacifn cuadritica en un elementc lagrangilano
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Fig 3.10 Funcicnes de inter- .Fig 3.11 TriAngulo de Pascal
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Fig 3.12 Elemento triangular lineal Fig 3.13 Familla de elemen
tos triangulares

Fig 3.14 Coocrdenadas de Area
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Fig 3.24 Mapeos de elementos bidimensionales y tridimensionales
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Iscparambtrico Superparamétrico

Subparamétrico

Punto donde e define la coordenada

Punto donde sa define la Funciéin

Fig. 3.25 Transformaclén de coordenadas mediante funciones
de forma
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. MATERIALES. Se especifican los valores de EJQJE.
para todos los materiales que intervienen

=
' CODRDENADAS. Se proporcionan las coordenadas da
0. los puntos nodales de la estructura
— 0
(= .
g ELEMENTOS matriz B '
W
t> 3
-
A
2 Lee la infor-
= macién regue =3
F rida por cada MATRIZ K
— elemento finito
—- 2 Y ejecuta lo
indicads. =
3 MATRTZ 2 D
o o _
o
5
o §
o ENSAMBLE K
B
i}
A
- ©
E FRONTERA - TRIANGULACION DE X
—— =1 -
- -~
o _
- E CARGAS VECTOR P
o
. Para cada con
oo W dicién de carga
" lea la informa
X cifn requerida y VECTOR P
I o ejecuta lo
e indicado

= SUSTTTUCION U
m 1

ESFUERZ0S
o

Fig. 4.5 Organizacifn esguemitica simple para un programa
computadora del m&todo del elemento finito ( estdticol
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INTRODUCCION AL METODC DEIL ELEMENTO FINITO

Ramén Cervantes Beltrin* y Victor Porras 5ilva*

1.

1.1

INTRODUCCION

Generalidades

El método del elemento finito es un m&tode aproximado para resol-
ver ecuaciones diferenciales de problemas de valores en la fronte
ra o de valores en la frontera e iniciales, que se presentan en -
ingenieria ¥ en la fisiga matemftica., Esquemidticamente, la secuen
cia del mbtodo del elemento finito se puede resumir en 1os pasos
siguientes:

1)

2)

3)

4)

-

5}

El medic continuo se divide en varias regiones, denominados
elementos, de formas convenientes (triangulares, cuadriléte-
ros, tetra .edrca, hexa edros, etc.).

Mediante una seleccidn apropiada de ciertos puntos de los —-—
elementos, dencminades puntos nodales, las variables de la -
ecuacidn diferencial se escriben como una combinacifn lineal
de funciones de interpolacifn,seleccionadas adecuadamente,y

de los valores especificados en los puntes nodales de las va
riables o sus derivadas.

Mediante el uso de los métodos variacionales o de los resi-
duns pesados, lasg.ecuaciones diferenciales que gobiernan al
problema se transforman en ecuaciones del elemento finito, -
qua gnblernan. en forma aislada, a todos los elementos fini-
tos.,

- B

Los elementos aislados se agrupan para formar un .sgsoema glo

bal de ecuaciones diferenciales {problema de valgores en la -, .

frontera e ini¢ifles) o de ecuacdones algebralcaauﬂpxmblgma
R ]
de valores en la frontera), .qQom.sus' propias® Eﬂﬂdlﬂlﬂnﬁs ae

frontera o condicliones iniciales,
N 47 & rdm

1os valores de la variable se determinan al resolver los sis
temas de ecuaciones correspondientes,

El cbjetivo de este curso ceonsiate en discutir, brevemente, los -
fundamentos del método del elemento finite y sus aplicaclones’a.-

* Profesor investlgador, Divisién de Estudios de Posgrado, Facul-
tad de Ingenierfia, UNAM. .



la ingenierfa estructural. BAsicamente se utilizan las ecuaciones
de equilibrio de la teoria de la elasticidad lineal.

1.ﬁ Ecuaciﬁnes de equilibrio de 1& Blastodinamica

‘Para poder estudiar el comportamiento de las estructuras es nece-
sario establecer su modelacidn, ya sea experimental o matemftica.
La modelacién que forma parte de este tema es la matemitica y con
siste en expresar,en un lenguaje formal o matemdtico,las leyes -
que gobiernan al comportamiento.

Toda estructura queda definida por los conceptos siguientes;

1) Geometria
2) Material
3) Cargas

Las leyes que gobiernan a los conceptos anteriores son las leyes
de la meclnica y en sspecial las correspondientes a la mecénica -
del medic continuo. Las estructuras que se estudiaran en este te-
ma son las gque se construirdn con un material sélido, eléstico, -
lineal e isftropo. Las leyes gue gobiernan a tales estructuras --
forman la base de la tecria de la elasticidad lineal y las ecua-—-
ciones correspondientes a cualguier punto de la estructura, aso--
ciadas a un siatema de referencia cartesianc, resultan ser;

1.2.1 Principic de la conservacién de la cantidad de movimiento -
en su forma local o primeras ecuaciones da Cauchy del mowvi-
miento, -

a) En notacidn indicial

285 —raQ. f102.1
3xj-+€¥',;"eqt _ t1:2.4)
Caegrlee S
donde ﬂ;iaun loa componentes del tenmor de esfuerzos de.Cauchy,
simétrice, que en forma matricial se puede expresar colg: |,

| S @ gl
[453]: =6 &, G _ (1.2,2)
G:"I C.-}"- E:I!

4% son los componentes del vector fuerzaas de cuerpo por unidad de
masa cuya axpresidén es:

5 2.
SENN 322
5



Q;ann los componentes del vector aceleracidn indicadeos como:

£
[Q;] =Q = ql . . (1.2.4)
a'-ﬁ

El vector aceleracién se puede expresar en funcifin de los compo--
nentes del vector de velocidades V; ., del vector de posicidn b

y del vector de desplazamientos , ¥, , como se indica a continua- -

cidn
dv _d*F 4
a = = = — (1.2.5)
) dt d¥ dt*
gque "en forma de sus componentes resulta ser
g, . PLI'N 2ruy |7 :
Q = [ N 3 T 7 3 4% {1.2.6)
u‘l
€ - U, . (1.2.7)
u,

€ es la densidad de masa por unidad de volumen

b} En notacién tradiciconal, las primeras ecuaciones de Cauchy
del movimiento resultan ser:

‘ V< ' ’D[’;z ')G;x

S + ')3 —+ "aﬁ —t— e .ET. :.ea:(, .{1-1'2...8}3

2 2y ELYY 765
+

L2 — P4 (1.2.8)b
T T Ay Tome Ty = es




Vo, % Ve o {

~= + oY +‘})i (1.2.8)c

donde los elementos del tensor [\: y los vectores ‘_r ¥ C_l resultan
ser:

B . G;: Gas
€ = | Gy ‘;_a,: N ' (1.2.9)
6xz  Gay Tz
[ %« :
£ oz ] % (1.2.10)
i 2 rsT -
Q = [;%% ’ F%—lj; ? ?‘;g;_ (1.2.11)
U = aLJ- . (1.2.12)
Z g :

1.2.2 Tensor de deformaciohea

La métrica utilizada para medir el cambic gecmBtrico del cuerpe -
resulta ser;

a) En notacin indigial

~ L QU | Ju
e‘ (ur-:j + ':L) T ( i‘% - 5—-";) (1.2.13)
3

donde ei son los componentas del tensor de defurmaulnnes. Bimétri
co, gque en forma matricial =se indica como:



Qu ell e‘-}
[Eij] = € = e, e, & (1.2.14)
Car Sy Sas )

-

"

U, son los componentes del vector desplazamiento. En la primera
forma de la ec. 1.2.13 se utiliza la convencidn de derivadas par-
wial, mediante una coma

L) En notacidn tradicional

€ T '-‘;’—‘i (1.2.15)
Syy = %_‘j: {1.2.16)
3 urF :
e - 2 (1.2.17)
12 D2
ou i
bﬂtj = 28, = ;33. (%_;- ] (1.2.,18)
| W
=28, - 3¥ 4 oY% (1.2.19)
X}Il J2 a2 Dy
wr - _
- 4@, = v &=, (1.2.20)
&i:{ R % -7(. -+ 2
Cxx ezj €22
e = e S {l.2,21)



1.2.3 Ecuaciones ¢onstitutivas

Las ecuacionea constitutivas del material sélido, alé&stico, li--

neal e isétropo estfn dadas por las ecuaciones de Hocke-Cauchy, -
tambi&n conocida como Ley de Hooke generalizada.

a) En notacién indicial

G;.L — 1 emm Sk-t -+ 2/!“ e".-{. {1.2.,22)

o blen

1 :
&, =~ qmm Slt{ + L {‘-m (1.2,23)

¢ 2 0 (32 + 24 24 .

donde l.j,)* son las conatantes elisticas de Lamé y Sk{ es la -
dalta de Kronecker.

Laa constantes de Lamé& estfn relacionadas:conh las constantes de -
laboratorio denominadas, mddulos de Young,de Elasticidad E y rela
cién de Porsson ) , mediante 1as expresiones siguientes:

A= _EY
(+v)(1-2v)

i

(1.2.24)

M =G = k(E 7 s
|+

o

‘donde G 86 la conoca con el nombre de mAdulo de rigidez al cor--
tante. .

Con base en las ecs 1.2.24 v 1.2.25, las acs 1.2.22 v 1.2.23 ge -
pueden epcribir como: :

6 - E G -av) & +,\J' 5 . (1.2.26)
T Ue) Gea9) ( TR S ]



e =

" .é. [(H-ﬂ) EL(, A SH] (1.2.1271

b} En notaclén tradicional

Las ecs 1.2.26 y 1,2.27 se pueden escribir como

Gix = — [(l"’)eﬁﬁ v(e, + E)] (1.2.28)
(1+v)(1-29)

ET I vee v [(M},) e”w(eiﬁe“)] -

Oap = (Hi (‘_w)[(*—"’) Caa + V(B0 ? "33)}“-2-3“

G, = f—ﬂ—) fey = G T, 2o

L a(ia) e = G Yya (1.2.32)

2 — Y o= G ¥ (1.2.33)

2 i(l-inu) X 43

AL

o L[ Ay + %]



e-‘iﬂ :'JE_'[GJS - (% + q;‘)J (1.2.35)
ezi='é_'[¢u -2 (G + g;':_1)] . (L.2.36)
xxj = p’—(l-;-—p-)ﬁj Z‘“G:ﬁj | C (1.2.37)
yu,:. = 1(:;)6}‘1 = 'q’l(’_ﬂi (1.2.38)
gzz = 1{:#) Cax = '%— bax (1.2.39)

Las ecs 1.2,28 a 1,2.33 se pueden agrupar enh forma matricial, se-
glin se indica a continuacidn

rF,'_ ‘ r'n-‘,) v v o © Q €z
Sy y 1=V ¥ e 0 o IS
TS PR - S yoo-Y 9 e ° H%|1.2.40)
Gay (_IHJ)('.-ZP‘) o s 0 . -k(t-:ﬂ} o o alzj
Ca| o o o ° *(+2) o A
. o -1
_C;,_‘ A o o +(1 )/ h&‘n‘

¢que en forma simbélica se puede escribir come

G=De | (1.2.41)

b - — S



donde E' v Q son los vectores de esfuerzos y de deformaciones, -

respectlvamente, y D es 1a matriz de coeficientes elésticos, cu-
yasﬁexpreslcnaa BON ¢

b

ki r
h o »
Sxx. Cxx
Sy Cay
G = S (0 (1.2.42) e = | S (1,2.43)
N q:.‘h‘ I \ - . B aﬁ:‘:
E.ﬂzi. J_Zlf] o :-,,?..:“J < L et rua' .
hgtlﬂ BA!'JI_'.
. r. ey ’ -\ \
oo l':':.?-’“v! Wi ao a & .ot
E{ L+ v ( Y- -y ¥ o o a
= AL T S (1.2.44)
G+0Y Q1-a?} | o e o (-9 € a .
- -] a’ - o \' r,ﬁ t(‘q: ﬂ) o R
Le ° a o $(i-2))]

También las ecs 1.2.34 a 1.2.39 al agruparse en forma matricial -

se pueden ssecribir de la asigulente forma PR .

=D €

< (1.2.45)
- ‘ IL ¢, o )
—[l-}.u\-ﬂ J-‘J e °
- - ] -y o e g
R T e O T © o . ® (1.2.46)
- T g | a o s 2{i+¥} o °
a . ® . O o .ﬂ{Hb’} ° ‘
s o ‘o 0 O n ﬂtH‘i’L

1.2.4 Ecuaciones de campo Y S o
Las ecuaciones de campo son las ecuaciones de movimiento o equili
brio din&mico (eca ' l1.2.1 a 1.2.8) expresadas en funcidn de los —-
componentes del vector desplazamlentﬁ. Se les conocen también con
el nombre d& ecua01ones de campode Navier y ‘son: )

~ T Tl TN e o
a) En notacién indicial
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FEstas ecuaciones se cocbtienen al sustituir las ecs 1,.2.13 en lag -
ecs 1,2.22 y el resultadeo obtenido se sustituye en la ec. 1,2.1
resulta:

Dy, N Vu
(o )9’5:911, aETs WS e
bh) En notacidén vectorial

Con base en la definicién del operador grad:l.entav las ecs 1.2.47
se pueden escribir como:

(3 +2) ?(‘z-e)—/«? x ¥ xd +ef=pl g2

donde ¥,el operador gradiente,queda definido por

PEEUEE RPN ' - 1
Rk TRET: + & 1-3::,' by 5% (1.2.49)

e

V =

c) En notacién tradicional

En este caso, las ecuaciones de campo se pueden escribir directa-
mente al interpretar las ecs 1.2.47 6 las ecs 1.2.48. También se
pueden obtener al sustituir las ecs 1.2.15 a 1.2.20 en las ecs —-
1,2,28 a 1.2.33; y el resultado cbtenido se¢ sustituye en las ecs
1,2,8. Las ecuaciones resultantes se indican a continuaciédn,

¥

1 PREIE L2 'Dur >u
Tou 4+l & (1,2.50)
G( 4 i-29 o= a '?-Jj 91)+€$ f' St . T 2

| 2
G(VJ‘U‘+ L2 A +W_)+ f-r -p ¥ {1,2.50)b

f . 1 ’
6(V‘EJ‘+_L.- 2—(%— L +?-£)"'€¥ =22 .zsoe
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donde V* en el operador de Laplace definido con

P Pt o2t
= = + +

—_— = " (1.2.51}
QIE QIE .2 ‘-3"-_[1 P

1.3 Ecuaciones de eguilibrio para varias geometrias

Las ecuaciones de equilibrio (ecs 1.2.47 6 1.2.48 6§ 1.2.50} son vA
lidas para cualguier punto de cualquier estructura de forma arbi--
traria, pero construidas con un material sflido, elistico, lineal
e iabtropo {estructuras modeladas con la teoria de la elasticidad
lineal)., De acuerde ¢on lo indicado en el inciso 1.2, la geometria
de la estructura influye senaiblemente en la forma final de las —-
ecuaciones de equilibrio. En este inciso se bosquejan los modelos
estructurales de la elasticidad lineal para varias geometrias adi-
cionales a la geometria arbitraria (tridimensional), que se indicé
en el inciso anterior,

1.3.]1 Estados planos -

En este modalo estructura}, la geometria se puede considerar en un
planc y el problema matematico es bidimensional,

1.3.1.1 Estado planc de deformaciones

En la fig. 1.2 se muestran algunas estructuras gue poseen las si--—
guientes caracteristicas:

a) La geometria corresponde a un cuerpt alargads y prismaticeo, de
tal manera que para definirla basta especificar la seccibn co-
rrespondiente a un plano perpendicular al eje.

bh). Las cargas gue actuan a lo large del eje son tales que basta --
con definirlas en un plano perpendicular al eje.

e acuerdo con las caracteristicas anterbres, la estructura cqueda -
definida en un plane (fig. 1.3) de espesor unitario, todas las va-
riables que aparecen en las acuaciones de equilibric son indepen--

dientes de la variable z ( a lo large del eje) y el desplazamiento,
w, =h tal direccidn es nulo, es decir:

il = u Lj'.l 3) (1.3.1)

Aar= W (2,4) (1.3.2)

W= 0 (1.3.3)
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A continuacifin se describe el efecto de las ecs 1.3.1 a 1.3.3 en -
las ecuaciones de equilibrio de la estructura.
a) Tensor de deformaciones

Al sustituir las ecs 1.3.1 a 1.3.3 en las ecs 1.2.15 a 1.2.20
se gbtiene

€., = %_ ' ' (1.3.4)
B

'Eaﬁ - %_j{ I, (1.3.5)

'3{1: = 2@1‘3 = :—; + % ' (1.3.6)

e, = a*f_“;;- g, =o - {1.3.7)

b) Ecuaciones constitutivas

Al sustituir las ecs 1,3.4 a 1,3.7 en las ecs 1.2.28 a 1.,2.33; vy -
al ordenar el resultado en forma matricial se obtiene

,

r':-.(_ . -V v Q rez‘-‘
by | = —= Yy 1-Y o €yy (1.3.8)
- () (i-av
24 O 0 (1 ¥,
. L%y
(,
07, = ¥ (G =+ Q?H) {1.3.9)

La ec 1.1.8 se puede escribir en forma simbélica como:

g = D & (L.3.10)
donde .
. : i "
F;ﬂ_ eﬁi.
'CE = 1y (1.3.11) g - edj (1.3.12}
h(]‘lj L \b"‘r_‘j
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—

= E N -Y  p (1.3.13)
Q- 29) o o 1 (-1)

&) Ecuacién de Cauchy del movimiento

Was 2%y 27U
ax. + 2y + £ P: = € g'— (1.3.14)
{BG;L > % SEh
o + b - € F =¢ S {1.3.15}

1.,3.1.2 Estado plano de esfuerzos

$i1 las estructuras desqgltas en el E%Eado plano de deformaciones,
en vez de ser alargada§¢axtranrd1nar1mente -delgadas (fig. 1.4) se
Puede aseverar que los componentes del tensor esfuerzo, asociados
a la direccidén del espesor, son nules, es decir:

ﬁ; = :q = stz = 0 (1.3,18)

Al sustituir las eca 1.3.16 en las ecs 1,2.34 a 1.2.39 y recrde--
narlas se obtiene '

e:‘-r; = —E—- [ G;_.{ - ﬂﬁ;ﬁ] _ .3.17)
1T & -vn
eﬂj' = [ Yy 1] | | (1.3.18)
v
EL& = & Exj = ‘“gli—l lr.j {1.3.19)
621 :,T;T ( e:l:\r_ + 55) {(1.2.20)

\J*B = Y,z o (1.3.21)
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A continuacién ae resumen las ecuacionea de equilibrio para los -
estados planos de eafuerzo. '

b]

al Tensor de deformacicnes

Queda _igual que las deformaclones planas, excepto gue existe la -
deformacidén €, dada por la ec 1.3.20

b} Ecuaciones constitutivas

Al poner en forma matricial las ecs 1.3.17 a2 1.3.19 se tranafor--
man en

Qo = i v 0 -y

a~ - Pl ] e, (1.,3.22)
43 =g * o J )

G;J @ *if*“O riﬂ

La ec 1.3.22, en forma simbflica;se puede escribir como se indica
en la ec 1.3.10; donde los vectores ¥ 4 € | estén dades por las ecs
1,3,11 y 1.3,12 y la matriz D se indica a continuacién:

1 p o
= -E 1% Vo (1.3.23)
- =9t e 0 £09)

c} Ecuaciones de Cauchy del movimiento
Quedan iguales a lasg de las deformaciones planas,
1.3.1.3 Relacidn entre los estados planos

Se pueda demostrar fAcilments que la ec 1,3.22 se transforma en -
la ec 1.2.13 2i se efectua la sustitucidn indicada a2 continuacisdn

E - —-TT ) (1.2.24)
Y = _{ET ' (1.3.25)

Por lo tante se puede concluir gue sl se tiene resuelto el modelo
matemidtico correspondiente al estado plane de esfuerzos, se puede
tener también el correspondiente al estado planc de deformaciones,

si el espesor se hace unitario y se efectua la transformacién in-
dicada por las ecs 1.3.24 vy 1,3.25.
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1,3.2 561idosa axisimétricos o de revolucién

b ¥ Infi yoqusd sb toaocltasuod E£,T.8.1
Existen estructuras cuya gecometria queda definida mediante un cuer
po1de’ revolucifn por lo que existe -simetria'geométricakrespectoial
eje de revelucidn, Las variables de lz tenria de la elasticidadss
paraz tales cuerpos conviene expresarlas en un sistema de referen-
cia ecilindrice, segfin se muestra en la fig. 1.5.

w—}-t.ﬁ L 8, 235
Y
Los componentes del tenscr de deformaciones se myestran en la --
fig, 1.6 y en relacién con el vector desplazamientos se indica a

1.3.2.1 Tensor de -:ief_drmacionas ’r'{a.'.‘: = 13):} +

continuacidn, - ) - e - '
br, . L St 3P L4 e £ +’-'ﬁ§
_ ™ L ae 1 L)
e = gLl (1.3.26)
r = 3¢ _ | .3
e -~ E—'.'-r . —r 2 ¥ . - 1'_:1'..‘.@".} E?E
a2 = 3o R ST w32 G
3w
e Y 1 Pl (1.3.27)
89 T r? . v reR boSLELL
Qr .oa% sh
Y - ae e M 4 9V (1.3,28)
ra ra 3] By . i ' 1agronaseh [A
. . . . wwisitEv BI
u w
}jlrp = 2 ef‘ﬂ = JF '3_ - ?...... - U_i et e, - (1°:3%.2B) amid]
2o br - - :8ixs v ()
s D _
= ae, =1L Z e - . rF30.8.51
h);n 46 r 2 Dy { o,

g . L 1r_ Y- .n.-:._..u} ELP:&:} .E‘I.Eq

donde tL=ul{G1,0),wr=wWH2,6)4vT(%28) gon los. componentes dell.wectoisias
plazamiento en la direccién radial{¥)axial (z} y tangencialy (8 ey
respectivamente. .

- r}) W= g
1.3.2.2 Ecuaciones constitutivas

_-.-‘_"r _'J-.‘ =7
Los componentes del tensor esfuerzo asociado al sistema de refe--
rencia se muestran en la fig. 1,6, La ecuacidén constitutiva Qestti(
dada por la ec 1,2.41 en donde los vectores de esfuerze y de de--

formaciones se indican a continuacién: - »a a3ullnl &2
'4&‘ : . ,_.-‘[ o ey e <i3u olzdiIiiups
rer
) et
T E__”’ . © ot lOBUST (B
£z
S= ) . (1.3.31)  €=]e, €©3.32), o .
e —_ S ¥ ] 1.
ri i Eft 1 v
T, e,
Ty Coa |
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1.3.2.3 Bcuaciones de Cauchy del movimiento

Las ecuaciones de Cauchy para la referencia cilindrica resultan -
Rer:

E-rr' ) '}6.;’

H;r rz"f'*“'l'- 30 —L'—( m}*‘f”? “ {1.3.33)
| G G A
.%.P%q-#%;—‘ + & ) 1-@&=e%—“ (1.3.34)
25 p _ o '

ai? +.F%€§l-+-%= -}f--L-é-FFE 4—{?4L - é’gz; (1.3.35)

1.3.2.4 Representaciédn de las cargas arbitrarjias mediante series
de Fourier

Al descomponer las cargas mediante series de Fourier, respecto a
la variable tangencial (&)}, el problema tridimensional se trans
forma en varica problemas bidimensicnales en las variablaes radial -

(f) y axial { z )},
1.3.2.5 S6lidos axisimétricos con carga axial

Para cargas con simetria axialjﬁnicamente,existe un términc de la
serie de Fourier y los componentes del vector desplazamiento regul

tan_sar

u=ulfhg) (1.3.36)
= u(hH#) | (1.3.37)
U =0 ' ‘ ' (1.3.38)

La influencia de las ecs 1.3.38 a 1.3,38 en las ecuaciones de
equilibrio para estas estructuras se resume a continuacifn:

a) Tensor de deformaciones

Al sustitulr las ecs 1.3.36 a 1.3.30 en lag ecg 1.3.26 a 1.3.30 ze
cbtienen las expresiones siguientes
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? N
err = "Bif t1.3.39)

ow '
C = 57 (1.:1.491
e ._:-_I‘, LA - e 103040

&
oy QU : -

Y'n:: 2€,, = 52 + - (1.3.42)
Yoy = Top =0 (1.3143)

+ -

k) Ecuaciones constitutivas

Las ecuaciones constitutivas {ec 1.2.4G]1se reduce a la ex-
presifin sigquiente

] - Tl
G‘-'r-r"] 1-u P Y a Eff’ ) *
E W -V o <
S2a | . LY 2 (1.3.44)
Ge QeNCieavy [» 20 -0 0 Coo -
Sra 18 0 o F(-2) ¥ea s
en donde log elementos de la ecuacifn simbSlicav(ec:l.2.41) re
gultan aser -
r{}_i"d".l rErrn
=% | (y.3.49) e . |Cex (1.3.46)
Teo S
“G.I"J- ] ,‘:HTI‘
Y W ¥ A ] *
D = 2 Yooy Yoo (1.3.47)
{ve}C-2ny [y Y -v 0 .. s
o 0 0 (-2} ...
c) Ecuaciones de Cauchy . - . -

Las dos ecuaciones de Cauchy del movimiento gue resultan se.-

indican a continuacifin:
:

D%y '
=€ Bea (1.3.48)

r2’)6‘-“' raﬂ-r"g E"‘ ._i&"‘
vl . +-Lr(rr na)""f'rr
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PL 524 LI Y Q
= + — MF =
ar o x - I 6‘ % C

1.3.3 Otras goometrlas

VRN
AR

{(1,3.49)

Existen varias geometrias gue se utiljizan para modelar las es-
tructuras como son: bharras, ﬁlaéas ¥y cascarones, La datermina-
cidn de las ecuaciones de egquilibrio resulta un éocu m&s lzbo-
ripsa que las geometrfas discutidas, raz8n por la que no se in
dicarf en este rasumen.

1.4 M8todos Aproximados para la Solucifin de las Ecuaciones de
Equilibric

Lag
w&cuaciones de eguilibrio bosguejadas en los Incises anterigres

ge pueden escribir, en forma matricial, como se indica a conti-

nuaci#n
Ay ={ P .41y
[;}g = 9 PO b {(1.4.2)

donde los componentes de las matrices A.y B son operadoras dife
renciales, leos componentes del vector u son las funcicnes in-
cdgnitas del problema, y los componentes de los vectores £y 1
son funciones cohocidas, La ec 1.4.]1 fepresenta el equillibrio

en cualquiar punto Interior de la estructura {rEglﬂn.ﬂl,H \a e
L. 42 \as corfmependiewies tondiciones Je ronteva (fesidh 1) .
Para fines de explicacién y por facilidad, las ecs 1.4.1 y 1.4.2,

en lo que sigue, se considerardn como ecuaciones escalates, es

decir
Au = P b L (1.4.3)
Bu = g PR ' (1.4.4)

1.4,1 Métodos de las funciomnegle prueba

De los mBtodos aproximados existentes para resolver la ag $ 1.4.1
Lt a#uﬁmnes
y 1.4.2 {1.4.3 y 1.4.4}, los gue utilizan soluciones,de prueba

son los que, en el campo numdriceo,se aplican con gran &xito.

Fn estos métodos, la scluci®n buscada, u, a2 aproximada mediante
la prueba, 4, de la forma siguiente

[
1.4.5
a=zer¢r { )
=) '
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donde ¢ . son M funciones conocidas, linealmente independientes

gue existen en la regifnm @ + ' y los coeficientes C_ son pard-
' ' . . L2 X

metros desconocidos gue se’ determinaran con algfin criterio,

1.4.2 Meétodos da los regiduos pesados

Para explicar estos métodos, la ec 1.4.3 se escribe como se in-
dica a continuacisn

Au - £=o 14,6,

Al sustituir en la ec 1.4.6 el valor aproximado de u (Q}, dado
por la ec 1,4,5, se obtiene un error o residuo, £, dado por

s
£ = Au-0 (1.4.7)

La seleccidn de las funcicnes de prueba, ¢r, de la ec 1.4.5, se
hace de tal manera que satisfagan las condiciones de frontera
(en T} mientras gue los coeficintes, C_, de la solucifn aproxi-
mada se cuantifican de tal manera gue el crror, dado por la

ec 1.4.7, sea minimo o pequefic en algun contexte.

En forma generalizada, una funclén pesada de los rasiduos W f(e},
es la que deba gatisfacer el criterio de pequenez, donde, W es

la funcifn de peso y £(e) ez la funcidn residual, tal que, f{c}=Q,
para €=0, El criterio de pequeiiez para todes los mfétodos da los
residuos se puéﬂe expresar Como:

IWF(E)d-ﬂﬂ-ﬂ - (1.4.8}

.

La condicifn dada por la cc 1.4.8 para operadores lineales {que
es el caso de la teorfa de la eclasticidad lineal} conduce a un
sistema de ecuacioncs algebraicas lineales, para todos log méto
dos que actualmente se usan (subdominio, minimos cuadrados,
Galerkin, etec). I

1.4.2 M&todeo de Galerkin

El método de Galerkin, gonncido también como de Bubnov, consiste
en hacer gue sl error, £, sea cortogonal a las funciones. de prue-
ba, ¢r, an el dominic do la estructura {(en ), 8 decir, Jque las
funcicnes de peso sean lag funcicnes de prueba, como se indica a

continuacion
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S Qbr € ¢J_IL,:=a. (1.4.3}
~I2,

1.4.4- M&todos variacionales

En estos métodos, se busca que la solucién de la ec 1.4.3 pro

porciong un valor extremal a la funcional, I(u}, que es una in
tegral de u y sus derivadas sobre el dominic de la estructura

(2 + T,

_Entonces, sl se conoce la funciocnal, I{u), los métodos varia-
cionales se pueden establecer de la siguiente forma

I{u} = valor extremal ) (1.4.10)
BlU) = F (1.4.11)

an donde la ec., 1.4.11 establece las condiciones de frontera
asanclales o principales.

De acuerdo con las ecs 1,4.10 a 1.4.11, los métodos variaciona
lea utilizan la solucidn aproximada dada por la ec 1.4.5, en
donde las funcicnes de prueba, ¢r, satisfacen las condiciones
da frontera asancilales {@c¢ 1.4.11) vy los coeficienteas, Cr, se
determinan de tal manera gqua Be satisfaga la ec 1.4.10.

En los métodos variacionales se puede utilizar, en vez de la
funcicnal, una ecuacifin variacicnal,

Se puede afirmar que si al operador {A) dal sistema por resolver
as lineal, sim8trico, positive definido, el valor esatacionario
e8 un minimo absoluto.

1.4.5 Matodo de Rayleigh

De todos los métodos variacionales (Diferencias finitas, Kantoro-
vich, Trefftz, atc.) el gue actualmente tiene mayores aplicacio-
nes es el método de Rayleigh, tambi&n conocido en el nombre da
Ritz o Rayleigh~Ritz, |
Este m8todo consiste en gustituir directamente la solucifin aproxi
mada dada por la ec 1.4.5, en la funcional I({d) y aplicar la con
dictfn de extremo, en funcidn de loz parAmetreos Er, como se indi

ca a continuacién:
"o T (&)= o (1.4.12)
-1

En caso de utilizarse la ecuacidn variacional, la ac, 1,4.5 se @

— —_——— - - - - ..

gustituve diraectamanta.
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2. ELEMENTOS FINITCS DE UN MEDIO CONTINUO, ENFOQUE DE DESPLAZA-
 MIENTOS.

En la formulaci®n del mé&todo del elemento finito los par@metros
C,.+ gue aparecen en los m8todos de las funciones de prueba {in-
ciso 1.4.1), se pueden asociar a valores generalizados de la in=-
cégnita 1 (desplazamientos y sus derivadas) en los puntos noda-
les, o bilen,a otros conceptos relacionados con tales valores
{fuerzas o esfuerzos generalizados, o combinacicnes entre despla
zamientos y fuerzas generalizadas). En este resumen finicamente
se considerarin come incSgnitasa los valores generalizados de,u,
y recibe el nombre de enfogue de desplazamientos

2.1 Modelo discreto esténdar

En el anflisls de las estructuras esquelatales {armaduras, marcos,
etc.) se establecen las ecuaciones de eguilibrio con hase en las
correspondientes ecuaciones de eguilibrio de cada una de las ba-
rrag gque las forman. Lo mismo sucede con otros sistemas, no ne-
cesariamente estructurales, en donde se puede efectuar una dis-
cretizacidn a priori.

En los medios continuos, generalmente es muy dificil ascociarles,
a primera vista, un modelo discreto para su representacidn racio
nal y, por le tanto, para establecer Bus ecuaciones. La forma de

realizarlo se indica a continuacitn, ejemplificado con la fig 2.1.

a)

bl

c)

dl

El medic continuo se divide en un nimero finito de regignes, de
formas apropiadas, mediante lineas o superficlea. A estas re-
glones se les denomina elementos finltos {de forma triangular
en la fig 2.1} el

Los elemontos finitos se supone gque @stan interconectados en
un nfimero finito de puntos nodales, situados sobre las fronte-
ras de los elementos {circulos pequefios en la fig 2.1). Los
desplazamientos de los puntos nodales serfn las incfynitas bi-

sicas del problema.

Se define en forma finica, al estado de desplazamientos en cual
guier punto del elemento finito, en funcibdbn de los desplaza-

mientos en los puntos nodales {(interpolacidnl

Con los desplazamientos conocidos se puede definir, en forma
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finica, el eatado de deformaciones (tensor de deformacicnes),
tambi&n, en té8rminos de los desplazamientos en los puntos no-
dales. Con base en las ecuaclonmse  constitutivas se puede co-
nocer el estado de esfuerzos en funcién de los desplazamien<-. :
tos en los puntos nodales '

el Sa determing al aistema de fuerzas concentradas, en los pun-
tos nodales, gue equilibre los esfuerzos en las fronteras y
cualgquier fuerza concentrada o distribuida que acive en los
punteos del elemento, Estas fuerzas egquilibrantes también re-
sultan en funcién de los desplazamientos en los puntos noda-
les, y su relacifn conduce al concepto de matriz de rigideces.

2,2 Principic del trabajo virtual en la teorfa de la elastigidad
lineal

Como se Indict en la solucidn aproximada de las ecuaciones de
equilibrio con los métodos variacionales, se puede utilizar una
ecuacifin variacional en vez de una funcional. En las ecuaciones

de la elastici i 1 variacional eatf d or
@ ta elastic ‘ﬁdl iuﬁf’afl.é, y o F.:':&ﬂ':i\ﬁa.“; AT T aaeiihﬁaﬂa 3

el principic del trabajo virtual,Adel movimiento, y su expresidn,
en notaci®n indicial, rasulta sar:

{_;Lq;l thL dn =L fr%f{' o Uy c‘J-ﬂ-_-= ﬁ‘ G;}h— clu"- el

+ Leﬁk Su‘.lza O,-Q- | (2.2.1)

en donde, el simbolo ,8, indica la primera varlacidn que opera
gobre las cantidades que le preceden y los elementos restantes se

- ’ -
definieron en el capitulo anteriocr.

En notacifin matricial, la ec 2,2.1 se puede escribir como:

L’sg."'g dn ] Jued o :Jpr STy d T

o + SLAT{-_’ d.n ' (2.2.2)

-1
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2.3 Ecuacidn de equilibrico de los elementos finitos

A fin de ejemplificar el procedimiento para establecer las ecua-
cicnes de equilibric del models diacreto estandar de los medics
continuos {Elementb finito} se hace referencia a la fig 2.1, que

corresponde a un estado plano de eafuerzos.
2.3.1 Definicidn de la geometria

De acuerdo con el punto {a) del inciso 2.1, en la fig 2.1 se mues
tra la regifn de la estructura, la divisidn en.regicnes triangula
res ¥ la definicibn de.leos puntos nodales. Desde luego gue la geo
metria de los elementos finites no es finica, ni tampoce la defini
¢18n de los puntos nodales. En el capfitulo 3 se presentan otras
_geometrias que se pueden utilizar en regiones bidimensionales.

2.3.2 Aproximacifn de la solucifin

La formulacién dal elemento finito, a diferencia de los métodos
de las funciones de prueba tradicionales, aproxima la sclucién
en cada una de las regicnes correspondientes a los elementos fi-
nitos. Entonces la aproximacifn en la regién global de la estruc
tura es seccionalmente continua. Desde luego gue esta aproxima-
cifdn deke proporcionar desplazamientos compatibles en las fronte
‘ras con los elementos vecinos.

En la fig 2.1 el elemento finito e, represen;a'a*cualquier ale-
mente en gue se dividid la regifn. A &1 le corresponden los con

ceptos siquientes .

Los componentes del vector desplazamientos asociados a cualquier
punto del elemento sonh dos; u = u{3}y] paralelc al eje x vy
v = v{x,y) paralelo al eje y. La representacifn vectorial resul-~

ta ser:

u = 14 : {2.3.1)
5 - | e

De acuerdo con el punto (b} del inciso 2.i, los puntos nodales
del elemento finito se etiquetan con las letras 1, 1, k, gue
pueden, representar a cualquier digito de los nlmeros enteros con

los que se numeran los puntos nodales de la estructura. Entonces,
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log vectores de desplazamiento de los puntos nodales son:

u; .
U. = t . = Y U, = U
CoLm M 7 Uom

con las ecs 2.3.2 se puede formar un sbSlo vector denominado, vec

(2.3.2}

tor de desplazamientos nodales del elemento, segln se Indica a

continuacién
u;
e .
A = (U - U; {2.3.3)
= 3 T
o
u
=m | um
LU;W

con hase en la ec 2.3.2, la ac 1.4.5 para el slemento triangular
de la fig 3.1 se puede escribir comos

")

W= N+ N U 4+ K Ui (2.3.4)
%F= N U+ hﬂ lﬁ + N, U (2.3.5)
donde las funciones N, = N, UK, y)y Nj = Njfi,yl y N = Nmfz,yl
reciben el ncmbre de funciones de forma. En el capltule 3 se pre

sentan las expresiones correspondientes a varias geometrfas de
elementos finitos. '

Las ecs 2,3.4 y 2.3.5 se pueden escribir en forma matricial ¢omo

sa indica a continuacisn

~ _
N; : u; |

W _ ¥ hh | Mo L4

~ - “r .

'U- () h]'b o ”‘j Q ”m L (2.3.6)
u .
o
1&
Uy
Um

con basa en las ecs 2.3.1 y 2.3.3, la ec 2.3.6 se puede ascribir

COmo:
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. | : (2.3.7)
Iﬂ
donde Y
M, o "L a M _ Ne O
ReFbe M) S el w o T T, L (2.3.8)
ky e N e N ' {2.3.9)
—_ q . - - . LR R o e e
t’] - [H"' » MJ;&“‘] [¢ ! !J‘- | “L':E o :”vﬂ]

2.3.3 Componentes del tensgr de deformaciones

Al sustitulr las ecs 1.3.4 a 1.3.6 en la ec 1.3.12 se cbtiene

F!E_)H. | -
L} EL Lt
“ 81
Cex “%t_r_ - -
€ =8y =] = | o £ =L U (2.3.10)
E ‘.:}ru'i‘?ir D j B
2y | ! 4 31' H 55 Ei.'

en donde se utilizé la ec 2.3.1, y la matriz de operadores, L,
de acuerdo con la ec 2.3.10 resulta ser

2 o
B
L = (o] ﬁ- f2.3.11)
D Q:
? )
Ly
| Sy )
Al sustituir: la ec 2.3.7 on la ec 2.3.10 resulta ser
e=LNu®=Bu (2.3.12)

donde, la matriz de deformaciones, B, es:

BE=LN {2.3.13}

Al sustituir las ecs 2.3.9 vy 2.23.11 en la ec 2.3.13, se cbtiene
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la forma explicita de la matriz B para el elemento considerado

SCLN L 2Na ]
B AR B S
B =] o0 L . O i?ﬂf_ o r}_”"_ (2.3.14)
i AT T o3
"o f'aw - 'a_;_ Y Ny
- Bj | %j | T Y 2= |

2.3.4 Ecuacifn ccnﬁtitutiva

De acuerdo con la ec 1.3.22, la ecuacifn constitutiva para un
naterial libre de esfuerzos y deformacicnes iniciales se escribe

como:

a=0De . (2.3.15)

Se se considera gue al material gometido a esfuerzos iniciales,
g, ¥y a deformaciocnes iniciales, 8,1 la ecuacin 2.3.15 se modi-
fica como Be indica a ceontinuacién

g=Dla-g)} +g, | (2.3.16)

2,3.5 Equilibric dindmico

La expresi®n del principic del trabajo virtual, dada por la ec
2,2,2, es valida para la regibn completa de la estructura. Cuan
do se aplica a la regidn de un elementc finito [ﬂe + rE], su ex
pregibn resulta ser:

[ Seedas|sieida = 30K, dr
B S L[t da e

an donde losg elementog del integrando deben referirse al elemento
finito; y de acuerde con los desarrollos anterjicres se cuantifican
a continuacifn, al tomar en cﬁentu que la variacibn ge debe tomar
. en cuanta finicamente en el vector de desplazamientos nedales.

e’ = 2 ( 9”-' E’T) = 'g!ﬂ- =3 (2.3.18)
YT SQ = SCQQT QT) = 53”&7 (2:3,19)
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.. ~ e
W =NUY

p——

({2.3.20)

Al sustituir las ecs 2.3.18 y 2,3.20 en la ec 2.3.,17, y al recor-
dar gue los componentes del vector de desplazamientos nodales son
independientes de las variables espaciales (salen fuecra de los
integrandos), se obtiene la expresifin siguianﬂe:

59“[ L—E-*T‘E" dn + (Lf Wy A 4o Ut fpg‘r_rmcﬁn

c + f.,-, NTE oLl'L) (2.3.21)

FPara que la ec 2.3.,21 ses vilida para cualguier variacifin del

vector de desplazamientos nodales {SEFT}, ge deberd cumplir que
< a
N | & e g _P
15¢d£+h1u ﬁp 4 (2.3.21)
e -o- - — -% -

donde, la matriz de masas, EF, del elemento &, esta dado por

§E=LL€W&Aﬁ (2.3.22)

[_La
gg Y ;2 s5on los vectores de fuerzas del eleq&ntn.debidc a las

fuerzas de superficie y de cuerpo, respectivamente, que actuan
scbre el elamento, es declr

'9:2 fre NT E_{m dr

L
£ NT £ dan . (2.3.24)
e Jpe ~ -
Al sustituir la ec 2.3.1¢ on la Iintegral de la ec2.3.21 se ob-
tiene

(2.3.23)

( erCan-| B'Deda-{Epe dns B % de
B abaly _n —e
= o
- e dn -
S -?e,, + T?‘Té {2.3.26)

donde g: ¥ Ei.ssn los vectores de fuerzas del elemento debidas
a la def;rmaciﬁn inieial, e r Y al esfuerzo inicial, E;. respec

tiamente, en €l clemento finito, y resultan ser
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4 T
[ ff B D € dn (2.3.26)
. -‘-LG

£° . 'S dn (2.3.27)

-1 ne
Al sustitulr la ac 2,2,12 an lag ec 2,.3.25 rasulta

| grda ([ ¥oed)d- {5 +4y

NS
€ € A

e d ‘{')'E:,, gn (2.3.27)
donde la matriz de rigideces, EF, del elemento finito, e,resulta
ser:
E F ' DBda (2.3.28)

e '

Al sugtituir la ec 2.3.27 en la ec 2.3.3]1 se cbtiene
Me (¢ + k® u® = £°¢ (2.3.29)

-

donde el vector de fuerzas extetwas, ;E, del elemento ,e, se
indica a ccntinuaciﬁn

£E. +-|: +.P -P (2.3.30)
= £ - r

2.3,6 Eguilibrio estitico - .

Cuandc las fuerzas gque actuan sobre el elemento son independlen-
tes del tiempo {(cargas estidticas}, se debe cumplir la relacifn si

. gulente

u:-o (2.3.31)

Al sustituir la ec 2.3.31 en la 2¢ 2.3.29 sa cobhtiene la ecuacién
de equilibrioc estftica del elemento finito, gue resulta ser:

<
ke yc= ¢ ' (2.3.32)
2.3.7 Propiedades de los matrices de rigideces y de masas

Al calcular la transpuesta de la matriz de rigideces (ec 2.3.28)
se obtiene '

ke Sn@ bE}J,_{'L L(Eﬂb& c:’..ﬂ. JEBTPT(@T)TCJJL (2.3.33)

c
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Al observar las diversas formas de lasa ecuaciones constitutivas
para las geometrias consideradas se concluye gue la matriz.de co
eficientes alisticos os simetrta, es decir

»T=D (2.3.34)
ademis, se debe cumplir que
(B)T = B | (2.3.35)

Al sustituir lag ecs 2.3,34 y 2.3.35 en la ec 2.3.33 y considerar
ademas la ec 2,3.28, resulta gque:

-
(KC)T._. BP'b B dao = k . (2.3.36}
s

De la ec 2.3.36 se concluye gue la matriz de rigideces, de los
elementos finites, para los medios continuos de la elasticidad
lineal, e= simétrica.

Al calcular la transpuesta de la matriz de masas (ec 2.3.22) se

obtlene T T 17 G\ T
v (1 ednda)=l euaa < (e
(leJ ='( gnp ) e LS
= (eNTN d = M€ (2.3.37)

De la ec 2.3.37 se concluye que la matriz de masas de los ele-
mentos £initos, para los medios continuos de la elasticidad li-
neal, es simétrica.

2.3.8 Matriz de masas concentradas [diagonal]-

La matriz de masas del elemento finito, dado por la ec 2.3.22,
80 le denomina matriz de masas consistente, ya que es la gue
resulta en forma natural en el proceso de discretizacifn en el
mé&todo del ele.mento finitop. La matriz de masas consistente ge-

neralmente no es diagonal.
- e
Sin embargo, por conveniencias numéricas, se utiliza con mucha

fercuencia el uso de matrices diagonales, formadas de tal ma-
nera gque las masas asociadas a los puntos ss consideren concen
tradas, El proceso de cofdcentracifn no as finico ¥ se han utili-
zade los que a continuacibn se enumeran

a] Concentracibén de masas mediante conceptos fisicos tales como
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por ejemplo, el da'gféas o volfimenes tributarics

b] Concentracifn mediante. nuzevas funciones de formas definidas de

tal manera gue se anulen los términos fuera de la diagonal de
la matriz de masas consistente

c) Concentracidn mediante el essacalamiento de los elementes de la
diagonal principal -da,la matriz de masas consistente, de tal
manera que se presarvh la masa total del slemanto

d) Concentracifn mediante la integracifn numfrica da la matriz de

masas conslstentes, al- geleccionar a les puntos ncdales como
puntos de muestrac

El procedimiento del incise d conduce a ceceficientes negativoes
de la matriz de masas;ﬂiggcnal. Independientementa del procedi-
misnto seguido, 1la matriz de masas concentrada o diagonal resul-

ta ser de la forma mostrada a continuacién (para el eslemento
triangular] |

. - ﬂ
M &« o -0 o \
e M 6 o o
e ] '
M =] 2 M & o o . (2.3.38)
- o o 0 M o o
6 9o o e My ©
L & o ¢ o o He

donda Hi’ Hj' Mm son loservalores de las masas concentradasa an
los puntos nedales reapectivos

2.3 Ecuacibn de equilibrio del medic continue glebal

§i una estructura esti en equilibrio, cualquier parte da alla
también lgo esti: la inverea, tambi#fn es cierta. Entonces, si
ge tiene garantizado elregquilibric de todos los elementos fini-

tos en gue se discretizod el medic continuo, se puede establecer
el equilibrioc del medid continuo glokal.

AL -
2.3,1 Engamble de las esuacicone

A fin de llevar a cabo,,sistemfticamente, el establecimiento de
las ecuacionea de equilibric del medio continuo global, se pro~
cede a numerar, en forma secuencial, los elementos finitos en
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que se idealizg el medic continup ¥ los puntos nodales correspon-
dientes (ver fig 2.2)

De acuerdoc con lo aseverado al inciso dael ineciso 2.3 el equilibrio
de la estructura mostrada en la fig 2.2 se puede 'eseribir, al uti
lizar la ec 2.3.9, como se indica a continuacién

. AR )
Ifj“" Lf] » KU {_’ (2.3.39),
f:iuJ ue o et TAn g (2.3.39),,
. £3v) :
- . . ba {33}
]‘j{i}) u{jjj + E_ ! - .9 . {2.3-39135

—

en las ecuaciones anteriores el nimero indicado en el paréntesis
corresponde al nfimerc del elaemento. En forma condensada, las ecs
2,3.39 S5e pueden escribir como

2% .. 32 3% (e)
! (e) {e) (e .
= U_E}u + E K U )f p -f [2.3.40)
=t - & =y =

Les ecs 2.3.3% 8 2,3.40 se pucden reordenar, de acuerdoc con las

observaciones indicadas a continuacifn.

De la fig 3.2 se puvede observar que los desplazamientos del punto
nodal 20 {uzn Y vzu], asi como sus segundss derivades respecto al
tiempo fuzﬂ Y vznl aparecen en las correspondientes ecuaciones de
equilibric de los elementos finitos indicados eon los nfimeros, 11,
12, 13, 18, 19, 20 vy 21, Bsta observacifn conduce a aseverar que
el niimero de ecuaciones en gue se pueden agrupar las ecuaciones

" 2.3.39 6 2.3.40 es igual al nfimeroc de puntos nodales multiplicade
por ¢l nGmero de grades de libertad asociado a cada punto nedal.
Lntunces, las acuaciones do equilibrio ordenadas, correspondien=
tes a las ecs 2.3.39 6 2.3,40 se puedan escribir como

HU + U = P (2.3.41)
donde las matrjices E ¥ E, denominadas matrices de masas y de ri-
gideces de la astructura, y el vectcr'E, conocido como el vector
de cargas de la estructura, se determinan con el ordenamiento de

las ecuaclones siguientes: .

3 T =
= pM L) (2.3.42)
€« -, - -

r !I[.
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R
k=2 'ISCE) ’ (2,3.43)
“E; % Qw - P (2.3.44)
ez .

El vector U, de la ecuacifn de eguilibrio de la estructura

{ec 2.3.41), .es el vector de desplazamientos de la estructura y
ge construye con los vectores desplazamiento dg cada punto nodal,
geglin se muestra en la ec 2.3.45. El vector de aceleraciones de
la estructura, ﬁ, representa las segundas derivadas respecto al
tiempo del vector U,

ul
- ,
u, N
L_)' - - - L e — Ll(j—__) . (1345)
‘ L ~1f) u;s
Tos

El procedimiento sistematizado para llevar a cabo las eca 2.3.42

a 2.3.44 es exactamente igual al que se utiliza en las estructu-
ras esqueletalas.

2.2 Condiciones de frontera

Las ecuaciones de movimientc de la estructura (ecs 2.3,46) deben
satisfacer valores prescritos fe algunos componentes del vector
U, denominados condiciones de frontera.

En la fig 2.2, del ejemplo seguido, los valores de los desplaza-
mientos de leos puntes nodales 2,9 y 25 son nuleos, Esto se indica
a continuacion como

gn.=L = {2.3.46)
'l:!‘[ = & {2.3.4E]b
4 = (2.3.46)
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Al hacer que las ecuaciones de movimiente (ec 2.3.41) satifagan
las condiciones de frontera, dadas por las ecs 2.3.46, se obtile
nen las ecuaciones sigulentes

MO + kY =P , (2.3.47)

e

en la ec 2.3.47 se puede obsarvar que las condiconaes de frontera
{(ecs 2.3.46) inciden en las matrices de masas ¥ y de rigideces K
¥ en el vector de cargas E, que se transforman en M , K ¥ P, res

pectivamente.

La forma de intrgggFir las condicones de frontera en las ecuacig
nes de movimiento,iqual a como se hace en las estructuras esgue-
latales.

-

2,3 Matriz de amortiguamiento

Aungue el modelo matemfitico de laos sblidos, elfsticos lineales no
considera efectos disipativos,al utilizarse en la modelacidn de
las estructuras reales, se le adiciona a la ec 2.3.41 un términe
correspondiente a las fuerzas digipativas del tipo viscosc lineal,
como se Iindica a continuacifn:

MU+C0 +ky =P (2.3.48)

donde U es el vector de velocidades de la estructura, primera de-
rivada respecto al tiempo de U, y C o5 la matriz de amortigua-
mientog de la estructura, generalmente cuantificada con el crite-
rio de Rayleigh, mediante la ecuacifn siguiente

C.o= =l +pk ' {2.3.49)

o' y/u son coeficiantes que se determinan &xperiméntalmante,
2,3.4 Condiciones iniciales

Para poder Integrar las ecuaciones de equilibrio din&mico

fac 2.3.48) se requiere especificar el origen del movimiento, a
partir del cual se empezarf a cuantificar. Este origen del movi-
miento se conoce con el nombre de condiciones iniclales y queda
establecide al especificar los vectores de desplazamienta U, ¥
de velocidad ﬁo al inicio del movimiento (en el tiempo, t=0), w.

decir

U - Ua {2,3.50)
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U L U (2,3,51)

A - o
LA N
2.3.5 Eguilibrio estitico
El equilibrioc estitico da las estructutas es un caso particular
del movimiento, y es aquel en que el vector de cargas P y el vec
tor desplazamientos U son independientes del tiempo. Al imponer
esta condicion a las ecuacicnes de equilibric dindmico (ec 2.3.48},

se transforman an las sigquientes

K U =P . . (2.3.52)

2.3.6 solucibn de lag ecuaciones de egquilibrio

Las ecuafcones de eguilibrio egtftice (ec 2.3.52) resultan ser

un sigtema de ecuaciones algebraicas, lineales sim8tricas no ho-
mogeneas, Su auluciﬁnfthiene seglin los me&todos descritos en

al capitule 4. Con el vector de desplazamientos de la estructura
canocide (U} se calculan cada uno de los vectores de desplazamien
tos nodales de los elementog finitos [Hé] y Se procede a cuantifj
car para cada ung de ellos, y en los puntos deseados,.los siguien

tes conceptos:

al Los componentes del tensor de deformaciones, mediante las ecs
2.3.11, 2,3,12 y 2.3.13
]

b} Los componentes del tensor esfuerzo, mediantae la ec 2.3.16

Las ecuacicones de equilibrieg dinfmice (ec 2.3.48) es un sistema
de acuaclones diferenciales crdinarias, de segundo orden, linea-
les, no hompgeneaa, acapladas cuya seolucifin se indica en el ca-
pitulo 4. Cohocidos los vectores de deaplazamientos (U), de ve-~
locidades {0} y de aceleraciocnes {ﬁ} se procede como en el caso
del problema estitice a cuantificar los valores de los com
ponentas de los tensores de esfuerzos y de defgrmaciones durante

el movimiento.
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3. FUNCIONES DE INTERPCLACICON DE ELEMENTOS FINITOS

3.1 Generalidades

En gapftulos antericres se indicéd que las aecuacicnes del clemento
finito se obtienen mediante los métodos variacionales (Rayleigh-

Ritz) © de los residuos pesados (Galerkin). Sin embarga, existen

algunas diferencias b#Asicas en relacidn con al método del elemen-
to finito ya gue Be caracteriza por:

1} La representacidén funcional global de una variable consiste da
un ensamble de representaciones funcicnales.locales. Laa inte-
grales globales sobre el dominio de la estructura,, se usta—-
blece en funcidn de un ensamble de integrales scbre dominios -
locales, ﬂe' . de elementos Finitos disjuntos,

2) 5i sé utiliza &) métcdo de Rayleigh-Ritz, el principio varia-—-
cional global se construye como un ensamble de los principios
variacionales aplicados a cada elemento finito.

3) 81 se utiliza el método de Galerkin, las funciones de interp ¢
lacién del elemento finite actuan comc funciones de peso en la
integral de Galerkin.

En general, el pasp mas crucial en el método del elemento finito
consiste en la seleccifn de funclones de interpolacién adecuadas.
Deben satisfacer clertos criterios para que se¢ logre la convergan
cia de la solucidn aproximada a la sﬂlucldn oxacta, de la acuaw--
cibn diferencial en cuestidn,

La interpoclacién de elementos finitos sge caracteriza por la forma
del elemento f£inito y el orden de aproximacién, En general, la se
leccifin de un elemento finito depende de:

a} La geometria del dominio global.
) El grado de aproximacién desesdo en la soluacisdn.
¢} La facilidad de integracién sobre el dominic del elemento,

El dominio global donde se desea integrar las ecuaciones diferen-
ciales puede ser unidimensiconal, bidimensiopal o tridimensional.
En la fig, 3,1 se indican las geometrifas de algunos elementos f£i-
nitos correspondlentes a.los dominics globales indicadoes.

En general, las funciones de interpolacién son polinomios de va--
rioa grados pero también se pueden utilizar productos de polino--
mios con funcicones exponenciales o trigonométricas., Si se utili--
zan polinomios lineales, (nicamente se refuieren los puntos noda-
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les de lag esquinas de los elementos finitos:(fig., 3.l)mientras -
que 8i se desean polinomicos cuadréticos se deben adicionar puntos
nedales comprendidos en las fronteras de leos elementos (fig. 3.,2).
Desde luego gue se pueden utilizar aproximaciones con pelinomios
de orden supericr, perc se necesitan adicionar puntos nodales.

3.2 Elementos unidimensionales

Se presentarin varios aelementos que dependerin bisicamente del po
linomio utilizado para la interpolacién,

3.2.1 Elementos convencionales

La expansién polinémica de la variable unidimensional, ‘u=u{x), sae
puede indicar como:

t .
U=aqa, +a=x L=1,2,3%...,n' (3.2.1})

rFl

3.2.1,1 Interpolaciédn lineal

En este caso, la ec 3.1.1 resulta ser
= qn . al. rd (3.2.2)

para poder expresar el valor de W , en funcifn de los valores en
los puntos nodales (fig. 3.3)

u|= u : - ) (3.2.3)

W = U . [3.2.4)
x =4 ‘

Al sustituir la ec 3.2.2 en la ec 3.,2.3 se obtiene

U = a

= A (3.2.5)
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Al sustituir la ec 3.2.2 en la ec 3.2.4 resulta

U, =a, +a 1 _ (3.2.6)

De laa ecs 3.2.5 y 3.2.6 se aobtiene
g = uL (3.2.7)

a, = .%_ ( U, - ul) g l..(:l,.:z*.a}

Al sustituir las ecs 3.2.7 y 3.2,.8 en la ec 3.2.2.resulta

i- X _
O S T L

donde .Ni se denominan funciones de interpolacidn y sus expresio--
nes 8on:

*

N - = . (3.2.10)
! ]

N, = == | . (3.2.1L)

L

3.2.1.2 Interpolacién lineal normalizada

51 el sistema de referencia se selecciona como se indica en la -~
fig. 3.4, se define una nueva variable adimensional como se indicn
a continuacién

kg = '.:—— {3.2.12)
h | | |

donde h’-"&‘t ¥, de acuardo con la ec 3,2.12, sa-puade indicar el
sigulente comportamiente de la variable :

"g - O en el centro del elemento (3.2.13)a
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E = -1 en &l puntoc nodal 1 . {3.2.13)b

E = i en el puntoc nodal 2 : (3.2.13)c

Con base en la variable E ,» la ec 3.2,1 se puede escribir como ;
L .

Uu=q, + Q& E . : . {3.2.14)

Y para el caso lineal se reduce a

U= Qb +'a;§ {3.2.15)

en donde las condicionea de frontera dadas, por las ecs 3, 2 3 vy -
1.2.4 se indican a continuacidn:

Ul = U, (3.2.16)
|

U = 4 . l f3.2.l'?}‘
g

Al sequir la secuencia indicada en el inciac anterior las constan

tes Q' y 4, , de la ec 3.2.15, al utilizar las ecs 3.2,16 y --
3.1.17 reaultan ser: :

a, = _.*f (u\ + U, ) | . (3.2.19)

Q, = =+ (u, - u) | . (3.2.19)

y la ec 3.2.15 se puede escribir como
=4 0- B o e 10 E) =N

;b2 (3.2 20

en donde las funcionea de interpolacién N.; , resultan ser:

} :
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N,'=_1_ (\-— §) (2.2,21)

N, = -—:L-( |+ E) | | ta.z.zz}.

3.2.1.3 Interpclacién cuadritica

En este caso, la ec 3.1.1 toma la forma siyuiente:
;]
U=q, +ax + 04, 2 _ (3.2.23)

¥ para poder cuantificar las tres cnnstantes,ﬂﬂjﬂ,arat se regquierse
conocer el valor de ¥ en otro punto adigional a los extremos, co-
mo se indica en la fig. 3.5: en donde el punto adicicnal se selec
cionari en el centro del elemento.

Dae acuerdo con la fig. 3.5, las condiciones de frontera resultan
ser : . )

9 = u, (3.2.24)a
I=y
Ui - = Uy (3.2.24}b
:’(:L -
)
U = U _ (3.2.24)c¢
2=t

Al hacer que la ec 3.2.23 satisfaga las condiciones esatablecidas
per la ec 3.2,24 se chtienen las ecuaciones siguientes

LA Qe (3.2.25)a

Iy

1

U = % + 4 to, + L La, (3.2.25)b
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]

% .
U=qaq +da <+ 1"q _ (3.2.25)c

3

El sistema de ecuaciones anterior (ecs 3.2.25) se pusde escribir
en forma matricial como se indica a continuacién

.'L . o o r@n {'_!1 -

Aot ]| = o (3.2.26)
i .

1t e U

Cuya solucibdn resulta ser

Q, = Q (3.2.27)a
a = -i-.— (- 3 U + 4u, -u,) ' (3.2.27)b
Q, = iz(u,' - Q_UL'-I- Ua) ' L {3.2.27)c

¥ la ec 3.2.23 se puede escribir como

v

u={1- 3(%—] + 1(5‘;;]1] W, +4(':—)["%]U1+%['1+1(§,_‘)]u_.‘ (3.2.28)
0o bien

U= NL - ' L:l‘,ﬂ,3 - (3.2.29)

L

donda

e s(3) (2]

L
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N, = 4(%)0 - _T_) : - (3.2.31)

Nﬁ'__‘ (-?—;—) [-.{ + 2 (%)] (3.2.32)

3.2.1,4 Interpolacién cuadritica normalizada

5i el sistema de referencia se selecciona con la variable normali
zada indicada en el inciso 3,2.1.2, s¢gfin 5e miiestra en la fig.3.6,
la ec 3.2.23 Be puede escribir como:

U= q, +a1§ -}—'01 Ei (3.2.33).

Con las condiciones de frontera dadas a caontinuacidn

U = U ' . §3.2.34)a
¥
%=1 &
U = U, (3.2,34)b
g?—"ﬂ
W = U, - o : T (3.2.38)¢

%=1

Al sequir el procedimiento utilizado para cuantificar los coefi--
cientes Q¢’Q‘3Ci la ez 3.2.33 Be pucde escribir como

A ]

U=nN;, U - ' (3.2.35)

donde : . v

N, = _lI E(g—t) | , (3.2.36)
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Ny = | - §2 | (3.2.37)
N, = 4 “5' (§ +|) (3.2.38).

.3.2.1.5 Interpolacién en coordenadas naturales

Si las funcionéa de interpolacién se obtienen en funcién de varia-
bles espaciales adimensicnales ¢ normalizadas, entonces al sistema
normalizado se le denomina sistema cocordenado natural,

Como puede observarse, en los incisos 3.2.1.1 2 3,2.1.4 se han lo-
grado expresar s las funciones de interpolacién en terminos de va-
riables adimensionales (que pueden ser X/f o blen g;'z/j,) y en -~
ambos cascs ase puede definir sistemas coordenados naturales, pero
con origenes diferentes, '

3.2.2 Elementes con polinomios de Lagrange
A fin de evitar la solucién de ecuaciones que se presentan en la -
determinacidén de leos coeficientes del polinomic de interpolacién -

utilizado en el incisc 3.2,1, se puede utilizar el criterio de la
interpclacidn Lagrangiana, expresada como

Lo =N (3.2.39)

an donde !;' representa a las funciones de interpolacidn de Lagran

ge, cuyas expresiones son:

{3.2.40)

fﬂ _ "'FT x-x; _(I'Il)"'Itx'xi")(x'x“‘)”'("‘x“)
R A R e R e e

en donde con el aimbole Tl se indica el producto de los binomios 3(
Y7 --:.;g;'I scbre el rango de J

En esta interpolacién, la longitud del elemento se divide en seg--
mentos de igual tamafio por los v puntos nodales, donde n=m+{y -m
es el orden de aproximacidn,

ZJ
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S5i la ec 3.2.40 se expresa en funcién de la wvariable adimengiﬂnal
= % /h, - 8@ puede escribir como:

by
“ A L]
oo, 805
L n
g2, 5 #1 - €.
En la fig., 3.7 se muestra eaguemiticamente la divisifn de la re--
gitn del elemento para las ecs 3.2.40 y 3.2.41. A continuacién se

ejemplifica el uso de la 1ntarpolacidn de Lagrange para dlversas
Srdenes de aproximacién.

(3.2.41)

3.z.2.1 Interpnlacién lineal
En este casoMz) y nz4, segln se indica en la fig. 3.8 la interpo
lacién de Lagrange, para diversas referencias, se indica & conti-

nuacisdn.

a} Variable no normalizada, referencia mostrada en la fig, 1,8a

N, = 2 - Ztho_o o2 (3.2.42)
I_::L ﬂ-*l-, }]
- 0 T
N :.21': 2-% . X = Z (3.2,43)

) Variahle normalizada, referencia mostrada &n la fig. 3.8b

N‘z JEL: g__'.g:.f‘._: 'g_:_i — _L_: E {3.2.44)
§-7 o- c

=»fi= -5 - _g__:*f_ = | (3.2.45)
N}L L gl_g‘ | - o. ?

¢) Variable normalizada, referencia mostrada en la.fig. 3.8c

‘—fPi: M_E“fl = —m—.gﬂl f::.
| Ei—gi (-1) -4

=z
{
I
r
.

- g) (3.2.46)
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N = - ‘ —
Nz: fi - £ - & - % -(-1) =J£(l+-§'){3.z.4§}

E-E‘ b = (1)

i

El oxrden m=% ¥y el nmero de puntos n=3 ,
fig. 3.9 y las expresiones para sus correspondientes variables se

indican a continuacidn.

a) variable no normalizada, refarencia mostrada en la fig., 3,9a

_ 3.... Q:.L Z (- 13) [1 -4 )(x- h) % (b
M=t= (% -20) (X, - %) (o-§)(o- I'ER'J"’(?) (3.2.47)

N= L= (z-2) (2-%)  (x-0)(z-h)- 4-;:.[];::] (3.2.48)
T (gex) () CBeo){gon) b

2 (=% ){2-%)  (m-p(-N/2)
N=4 = = T~
> f’ (F-2) (%) (h-o)(h- h/a) ( )[2 ] e

b) Variable normalizada, referencia mostrada en la fig, 3.9 b

e )5 §) (e “3 = =3(54)(5-) 0250

3 -0 (E I) , '
g. (§ ?) L3- EB) (§ ) =~y -1\ (3.2.51
A (3-5)(%," i,) (£-0) (4 -) Sy o2

3 - §)(5-§ -0
__P - (g )(g ) (‘g )(g g(g-i§{3 2.52)

T (5 85 8 (ma (o vz)

Et

se indican en la —e
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c} Variable normalizada, referencia mostrada en la fig. 3.%c¢

Las expresiones son iguales a los primeros t&rminos de las corres
pondientes ecs 3,2.50 a 3,2.52, pero el valor de las coordenadas
cambian, y se.indica a continucién

N = { ((gi-jz} (_l_,) 1% (‘g __,‘) (3.2.53)

[‘5' (-0][’5 -] - ' 3y 4
h= C[e-n]fe - -5 | }
[§-0]05-9) _
Ly-Gn]lv-e7 -

Como era de esperarse las ecuaciones 3,.2,42 a 3.2.52 coingiden con

sus casos correspondientes a las ecuaciones obtenidas &n el inciso
3.2.1

’§ (E-l—{) (3.2.55)

L4

N fa-

3.2.3 Elementos con polincmios de Hermite

En las interpclacicnes donde se desea ademfs de la continuidad de
ia funcién, la continuidad de las derivadas de la miema, es mis -
recomendable el uso de las funciones de interpolacién de Hermite.
A fin de ejemplificar el uac de la interpolaciﬁn de Hermite se —-.
indica, a continuacifn, el caso del elemento finito con dos pun--

tos nodales y primeras derivadas contlnuaﬂ, en funclﬁn de la va—-
riable normalizada, 'g - ':r.,f"ln

W)= (D)W + h (B)U 5 b=b2 sase

que pueda escriblrse como

U[E) = N, & , {3.2.57)
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donde y . son polinomios de Hermite, (fig. 3.10 ) cuyas'e#- .
presiones son: . )
o ' 7 E]
I‘\',-——‘r\I =1-35 + 2§ (3.2.58)
o 1 3 ’
N, = ht = 3% -1 % (3.2.59)

2 *
N,: \nl = E -2 E + gs {3.2.60)
N 3 .
l’): = E - El , {3.2.61}

4 -
‘.
n L]
u, = U = Ui " {3.2.62)
geg
_ . ,
u:L: U = _u: (3.2.63)
%=1
i .
, = ?..L_{ = U {(3.2.64)
B§ )
B-o
Uy = 4 = u: ,(3.2.65)
iig '

=1
Desde luego que se pueden conaiderar continuidad en derivadas de

crden superior pero se regqueririn polinomics de Hermite, también,
de orden superior.

+

3.3 Elementos bidimensionales

Como se indica en la fig. 3.1, las-geometrias de los elementos fi
nitos bidimensiocnales més usados son el tri&ngulo, el rectdngulo

y el cuadriliterc general. En este incise ss bosgusejan las funcio
nes de interpolaciones asociadas al trifngulo y al rectingulo con



48

lados lineales. En el inciso 3.5, se consgidera la posibilidad de
extender estos conceptos a geometrias planas mas complejas (cua--
driliteros generales, con lados curvos},

En la expansién polindmica de los elementos finitos se busca el md
#imo orden del polinomio completo correspondiente a un nmero mini
mo de grados de libertad {puntos nodales), Para determinar el n(me
to de terminoa que se presentamn.enam polinomio de dos variables,-
es conveniente utilizar el trifdngulo de Pascal, mostrado en la --
fig. 3.11

3.3.1 Elemento triangular lineal en coordenadas cartesianas,

La representacién polindmica mas simple de la funcién U = U (=,5%)
es la lineal {ver fig. 3.12) y su expresién es

of
U':u{l'{'gii'l' s ] (3.2.1)

las condicicnes de frontera correspondientes con los puntos noda-
les resultan ser

U :U* U

I J j =3 & ™

A N Y
h:l.'h.' 534 J2Ym

Al hacer que la ec 3.3.]1 satisfaga las esc 3.3.2 se obtiene

{3.3.2)

L]

U= #—ﬁ-{(a; + !;;'—'t. +E;j)ui +(ﬂd4 'ﬁx+ﬂjﬂ)({j+(ﬁm+hz+ﬁu)u~.} (3.3.3)

donde
i

a, = % Y ~ Im Y, (3.3.9)°

-L; - f{; - ﬁfsfﬁﬂqun Cot.raohicen ao astalupnsizi {3%3es5y{d S.E.E

Jm
oJelgmos oimonilog nw Ao asvs1833 s.n =osivis3 eb o1urda Lo omod
- I . PR - . " m, .
e =3 ﬂ'ﬁ' _-xr - Ih: _ . DR T N WG IR s | - P
FI2 e i "'.'{} Wil g7 U‘ - L o= 3.t - . w LoUDaL .
b7t ol A Tk e U P a1 sbe

y los coeficientes ijﬂm,%3km}quﬂwl se-obtienen mediante permuta-
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clén ciclica de loa subindices en las esc 3.3.4 a 3.3.6.

b £ 5;
A= Lo Y= :ﬂ,;J-m' (3.3.7)
i ?h'- {jm

el drea del triingulc ijm ga indica gon Aijm

La ec 3.3 8e puede escribir como

U= N, U, . . ks1,2,3 . (3.3.8), '
que en fcrma matricial resulta ser

u=N L_I_ : , , (3.2.9)
donde | |

N:[ N | N; le{\,ﬂb) S (3.3.11)

[}
f vt

{A (3.3._121

L um_ {3x1)

jtn& funciones de forma

‘N, = -'-’J-IE (a, + by 2 + € f_[) (3.3.13)

L
3.3.2 Elementes triangulares en coordenadas naturales

Como el nlimero de términos gque aparecen en un pelinocmic completo
determina el nGmero de puntos nodales requeridos, con base en- al -
triangulo de Pascal, en la fig. 3.13 semuestran los pun-
tos nodales requeridos para los pclinomios de interpolacién lineal,
cuadritica y clGbica del .elemento triangular,
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En lugar de proceder'como en el ineciso 3.3.1, se utiliza el con--
cepto de coordenados naturales gue conduce a las coordenadas de -

Area, Ln;Lzﬂ Ly (fig. 3.14), cuya relacidn con las coordenadas --
cartesianas esta dada por

T=h T n ot s T (3.3.14)
y=hoy R0+ R, - . (3.3.18)
L= Lnl + Ly L . (3.3.16}

donde la ec 3,3.16 establece que las coordenadas de &rea L;, Bon
linealmente dependientes.

Otra forma alternaktiva de definir las ¢oordenadas de Area se indi-
gan a continuvacidn (vVer fig. 3.14}

L, = APH / Aias ' S (3.3.17)

5 Q‘F’bl/”ua : (3.3.18)

-
H

L3=APHL/‘4|15 | .o (3.3.19)

Las funcionezs de forma Nc » para loe elementos triangulares de 1a
fig. 3.14 resultan ser:

3.3.2.1 Interpoclacién lineal

Se reguiere Gnicamente, log 3 puntos nodales sobre las esquinas
N, = L,; L= 1,2, 3 (3.3.20)

3.3.2.2 Interpclacién cuadritica

5e raguieren 3 puntos nodalas sobre las esquinas y B puntos noda--
les sobre los lados.
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é] Para los puntos de esqguina
N, =(2 L, —i YL : t=12,3 (3.3.21)

) Para los puntos schre los lados, localizados al cemtro

Ny = Lok, (3.3.22}a
’\]5 = #H L, L_-, ~ {(3.3,22}b
N, = 4L, L _ (3.3.22)c

3.3.2.3 Interpolacidn cfibica .

Se requieren 3 puntos nodales sobre las esquinas, & puntos nodales
scbre los lados y un punto nodal 1nter1ur, alineadc con los puntos
nodales de los ladoa.

a) Para los puntos de esquina
NiZJﬁ:(BLL -l)(BL;’-Z) LI-I J‘ I:":l_;l‘]..s I I {3.3:.2.3}

b) Para los puntos sobre leos lados, localizados al tercio

Ny = i," L, L, (BL1I -1) | (3.3.24)a
| Ng = bty (30, -0)  (3.3.24)1
N, = L Lba(?’Lz -1) . (.3.240c

F
i

hi

X

1

[

% Ly by (3L -1) " (3.3.24)4
4

a1

Np = HL,(EL!‘") (3.3.24)e



Ny = jﬂ_- Ly L (?L.*I) (3.3.24) ¢

¢) Para el punto interior

Ny = 27 L ko by . (3.3.25)

3.3.3 Referencias para elementoa rectagulares

Para esta geometria es conveniente usar coordenadas normaliradas y
la forma de seleccionarlas se indica en la fig, 3.16.

Debide a la geometria del recténgulo, las funciones de forma se --
pueden generar, sistematicamente, mediante pruductos de pﬂllnﬂmlos
en las dos coordenadas,

r . B -
3.2.4 Familia Lagrangiana para elementos rectangulares -

$i las funciones de interpolacidn se construyen con los polinemios
de Lagrange ({ec 3.2.41), se pueden escribir como -

NE(EJ) = {:(E) 'EZ U)) . (3.3.26)

dcnde’dies la funcidn de interpolacidén para cualquier punto nudal‘-j
f:‘ corresponde al pelinomio de Lagrange para la variable ,
que pasa por m puntos nodales, K,localizados en lineas definidas

mediante = constante; y‘[“ es el polinomic de Lagrange para la
variable % , gque pasa par'h puntos neodales, l_ localizados medlan—
teg-cnnstante. J L.

En la fig, 3.17 se muestran los puntos nodales requeridos para al-
gunos miembros de la familia de Lagrange. El uso de estas funcio—
nes esta muy limitado, tantc por el nGmero de puntos nodales reque
ridos como por el nfmero de términos par531tos que resultan en las
pollnomlos M._

'3.3.5 Familia Serendipity para elementos rectangulares

Las funcicnes de interpolacién de esta familia se obtuvieron, ori-
ginalmente, por inapecclén y por esta razdn Zienkiewicz les asigno
el nombre de Serendipity, en similitud con la princesa,de SEIEnle:

-l: -r\-"h
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de la novela de Horace Walpole, famosa por sus descubrimientos ca
suales.

Esta familia se origint por la conveniencia de que las funcicnes -
de interpolacién dependan de puntos nodales localizados sobre los
lados del elemento, como pueden verse en la fig. 3.18. Ea necesa--
rio aseverar que las funciones generadas por los puntos localiza--
dos acbre los lados,generan polingmioa completeoa hasta el grado -~
tres; para aprﬂxlmaclones cuantas o mda, es.necesaric adicionar nu.
dos interiocres, )

Las funciones de forma para varias aproximaciones ae indican a con
tinuvacidn:

3.3.5.1 Interpolacifin lineal

Se requleren inicamente los 4 puntos nodales sgbre las esquinas

N: = (|+’§7§)(1+99) i1, 2,3, | t3.3.2'?}_

3.3.5.2 Interpolacibén cuadritica

Se requieren 4 punteca nodales schre las esguinas y 4 puntos noda-
les scbre los lados,

a) Para puntos sobre las esguinas

N =40+ E*gi)l(w 99 )(§5,+ 9 ) -:)). 21,4,3,4 (3.3.28)

b) Para'los puntos sobre los ladasf incaligados al centro.
Hiz-}_‘:(hg*)(lm)yi) Para G za . s 53 (3.3,29)
jd;:.k(]-l-— g‘;:j(\_bl)_ﬁam pl.=u ) tz2¢,§ ' (3.3,30)

3.3.5.3 Interpolacién ctibica.

Se recuieren 4 puntos nodales sohra las esguinas y 8 puntoa neoda-
les sobre los=s ladgs.
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a} Para puntos scbre las esquinas
i '
Ni =35 (‘+§E;)(""?ﬂ')[?(g*'bt)"{g; 174,2,3,4  (3.3.31)

b) Para los puntos scbre los lados, localizados al tercio

HE:%(uggi)(x-;z)(w‘iw;) pava § =Tly D=2l i V61 (3.3.32)

-

Nﬁ:%[”éd’j&)(l‘? )(H-?f'f) Pard. 7 S b gi:f%jk:f,a’.ﬂ)m (3.3.33)

. 3.4 Elementos tridimensicnales.

Al igual que el inciso 3.4, se bosguejan las funciones de interpo
lacién para las geometriazs simplea formadas con superficies pla--
nas ya: gque en el inciso 3.5 se extienden estas funciones a geome-
trias mis generales, como el hexa_edro,

3.4.1 Elemento tetrqjedro lineal en coordenadasg cartesianas

La funcién tridimensional U=t{zy,2) ae puede representar en forma de
polinomios lineales como se indica a continuacién

U = o+ g X rdy Y aely 2 (3.4.1

Las condiciones de frontera, correspondientes a los puntos noda--
les (ver £fig. 3.12) resultan ser

¥ = . - .Y ULy -
g_ix L ) =Ly J s .:'1"' um 1= P (3.4.2)
B-Eu 3=h‘i b:jﬂ‘\ j HP
E:it 22/ . =] 21-

Al hacer que la ec 3.4.1 satisfaga las ecs 3. 4 2 resulta:

ct:uL_Q i + €Y a2
- -+1=.:r_+ej+d?:
J

11

¢Lq Q. + b, L + @ +‘dﬂq£
¢ +l'9:f.+ﬂ|pj+d£
P
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5u=_l._(<;63.u£ +%.L{J.+¢”um+¢{aup)

{3.4.3)
ijmp ‘

donde V:jmr, es el volumen del tetra edro formado con los puntos no
dales "'JJ"”,’;I P cuantificado mediante

TR T

i
AT S L - PR T - 3.4.4
U‘J""P o 14 :J“ HJ--. iii { }
i 2 de Ir

Y los coeficientes ﬂ;}h:,(';y ﬂ’.‘ se cuantifican como se indica & con-
tinuacidn: )

%4 ; .
r " (3.4.5)
S N PR W '

! 35 i

L
W
2
3
L
i

by = LY, 2 om | " {3.4.6)
1 J ip
L
R A 2y .
Gz 2, 4 2m ) (3.4.7)
p i % p
1% 8, |
:d; =) I Y 4 {3.4.8)
L ST

Las otras constuntau(qjl bj.ﬂ'_,‘,d,j ,an: LH, G_m, A, Qp , LFJ & 4 dp )

se& definen enteramente slmilar- . a las correspondientes ccocnstantes
q;',l,; ,C; Yy d; ., madlante un intercambic ciclico de loa subindi-
ces en el orden b :E,‘S’m . con la convencién establecida en la -
fig. 3.18.

La ec 3.4.3 se puede escribir, con las notaciones indicial y matxi
clal, como ase indica & continuacidn:

Y= N, Mk, | k=1 2,3, (3.4.9)
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= Nu (3.2.10)
donde
.’lj _ [,\J; N‘j N, 5 ](m” (3.4.11)
0,
v = N (3.4.12)
- U, ]
L Melevxny
y las funciones de forma , A,
N, = (G: + by~ Y +d:2)/é ViJmP T (3.4.13)

31.4.2 Elementos tetra edros en coordenadas naturalea

De manera similar al elemento triangular bidimensional, el nGmero
de puntos nodales regqueridos para definir polinomics completos, -
asi como el tetra’edro de Pascal, se muestra en la fig. 3.20.

Laa ccordenadas naturales de tetrza 2dro se denominan coordenadas -
de vnluman,!kijf=l,2,3,4, cuya relacidn con las coordenadas carte-
sianas resulta ser (fig. 3.21).

x = LI. 'II +L1 xl+. L‘h 15 + L;‘,: :{4 . {3.4.14)
TR N MRS N (3.4.15)
2= L2 + L2, + L2, 4 Ly dy ' (3.4.16)

o= L, FL oty vy (3.4.17)"
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La forma alternativa para definir las coordenadaszs de volumen se -
indica a continuacidén {fig. 3.21) -

L'l = ¥%134 M154 | | (3.4.18)
Ly = VFl‘.-!.l-}/Uiu,d - T (3.4.19)
Ly = Veiay V’,;bd . | (3.4.20)
Ly= VPil?;/QI:B-‘-f . {3.4.21)

Las funcionee de fofma N;, para los elementos tetra .edros de la -
fig, 3.20 resultan ser.

3.4.2.1 Interpclaclitn lineal

Se requieren Gnicamente los 4 puntes nodales sobre las esquinas,
M‘: '..‘.LL ’ . L= 1, 1; 3,4 (3.4.22)

3.4.2.2 Interpolacidn cuadrética
' Se requieren 4 puntos nodales sobre las esaguinas y 6 puntos noda-
les sobre las arigtas, gue en esate capo se suponen localizadas al

centro.,

a) Para los puntos de. esguina
WNF. = (2 Lk"') Ly ; R =1,2,3,4 (3.4.23)

b} Fara los punteos del centro de las aristas

-N_ﬁ-: "“-—s Lo, ' - (3.4.24) -

'A.}m ': d L, Ly .' (3.4.25)
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3.4.2.3 Interpolacién cibica

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas, 12 puntos noda-
les sobre las aristas localizadas a los tercios y 4 puntos noda--
les sobre las caras, alineados con los puntos nodales de las arig
tas,

a) Paraz los puntos de esquina

hel (3L ) (3L -2) L isusad g

b} Para los puntos sobre las aristas

b ] d
' i

Ne =2 L L (L, -1) | (3.4.27)
N, = % L, (2, -1) (3.4.28)

c) Para los puntos sobre las caras

N, = 2% L, L L, (3.4.29)

17

"Nu: 23 L' Ll L‘f‘ (3.4.30)

L N . - - ' _;.

3.4.3 Familia ngrangiana para prismas rectangulares

Laz funcicnes de ihterpolacidn,hh » Be construyen directamente --
con el producto de tres polinomios de Lagrange, como se indica 2
continuacidn:

'Nf (E) 9; 5) = ’EZ (g)’f: (7) j:(g> (3.4.31)

donde %,ijg son las variables normalizadas y m, n ¥ p son las sub-
divisiones a lo largo de cada arista (ver fig. 3.22), Al igual que
en los elementos bidimensionales, la aplicacldn practica de estos
elementos es c¢asi nula, por su ineficiencia.
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3.4.4 Familia Serendipity para prismas rectangulares

Sa cbtienen con razonamientos enteramente similares a los usados

en lpa elementos bidimenejionales. En la fig, 3.23 se muestran los
runtoes nodales asociados a los eIEmentoa cuyas funcicnes de inter
polacidn se indican a continuacifng

3.4.4.1 Interpolacidn lineal

Se re¢uieren finicamente B puntos nodales sokre las esguinas,

N, = -L(n+‘§§)(l+77)(i+§\;) (3.4.32)

3,4.4.2 Interpolacién cuadr&tica e )

Se requieren 8 puntos nodales ascbre las esquiﬁas y 16 puntes noda
lea sobre las aristas y en este caso, se seleccicnaron en los pun
tus medios.

a} Para los puntos sobre las esgquinas

e (TR SR, 93 #5578 e

( Vel 2,300, ?)
b) Para los puntos sobre las aristas

S BTS04 O+58) e nmn
g

N
- : = + ' - bty (3.4.34
¥ %= oypztl g b=y )

#

-

" w ¥-

3.4.4.3 Interpolacifn cfibica

Sa raguleren B puntos nodales scbre las enquinaé y 24 puntos noda-
las sobre las aristas, Que en esta caso se localizaron a loe ter-
clos,

a} Para puntcs sobre las esquihas

=2 (8 8o (58 ITHER Y 8] asm
(ﬂ:l, 1,3, .00 3) '
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b} Para los puntos sobre las aristas

M= g (080008802 (1855 )  Lennte 4 5
- S A R

3.4.5 Elementos anillos axisimétricos

8i la geomatria del cuerpo es el de un sblido de revelucidn o axi-
gimétrico (ver fig. {-5), la conflguracidn, tridimensional se puede
reducir a un bidimensional, debido a la posibilidad de eliminar la
variable angular. Entonces, se pueden utilizar los elementos fini-
tos del inciso 3.3, perc con las variahles asociadas a los ecjes ra
dial y axial,

3.5 Elementogs igoparamdétricos

Para que cualquier geometria, relativamente compleja, se pueda re-
presentar con un nlmere peguefio de elementos, se necesitan elemen-
tos finitos con formas més complejas gue las descritas en los inci
sos 3.2 a 3.4. BEn este incisoc se tratan geometrias distorazionadas
{lados y superficies curvas) de los elementos de forma simple gue
conduzcan a geometrias arbitrarias, seglin se pucde c¢bservar en la
fig. 3.24; en donde los puntos asociados a las regiones regulares
mapean g puntos de las regiones irregulares., En este mapeo, la ro-
ferencia original del elemento se transforma en una referencia cur
vilinea. Si el mapeo es uno a uno, se puede establecer una corres-
pondencia entre las coordenadas cartesianas y las curvilineaa, de
la forma siguiente (caso tridimensional}.

B4 E g Lm

3 :.r 7 e biea .'j :~$\ L;,, - [3.%.1)
L

Z b4 2 _ L::

Una vez establecida la relacidén dada por la ec 3.5.1, las funciones
de forma se pueden especificar en las coordenadas locales y, median
te una serie de transformaciones, detarminar los elementos corres-
pondientes a una referencia arbitraria.

3.5.)1 Transformacidn de coordenadas mediante funciones de forma
? |
st N; rﬂ;(‘g, 91[5) ~son las funciones de forma del elemento en las --

coordenadas locales (no deformadas), se puede escribir la relacidn
siguiente: ‘
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4 ] i =[]
=N|.'x-‘+ .”-f-”m:t.',;'”;ii:Lul!'”; ’Jm-l -:l :I..N-I 3'" . .r i {3.5-2}
-
| ' | ¢ Y ] |
geny ot oz Mg = LG Na] ] ©.5.3)
- [ Y .
: v | Ml o |
AR R TR U [ B (5.4
| Fal

donde X, y. Z son las coordenadas en la refareancia cartesiana de
cualquier punto localizade en el elemento deformado, y i ,Y .4 ;izlm,
las correspondientas, coordenadas cartesianas de m puntas, ueleccio
nados aprnpiadumentn sobre la frontera del elemento,

Para asegurar la continuidad entre las fronteras de los elementns
mapaadou. basta con asegurar que las funcicnes de forma hk garan-
ticen la continuldad da los elementos en la configuraci®n no de--
formada. . , .

La representacién de la varilable de campo, funcién U, definida en
la regifn del alamento, en términcs de las coordenadas curvilineas
{ E’ 2, g ) y las funciones de forma resulta ser,

NPT Mn] V| = N L_i_ aan (1.5.5)

u=n; (5,78)y,

donde Y ,1-1 n, son los valores da la variable U, en los W puntos
nudnlaa dal slementc.

Para asegurar la continuidad de la funcién U {ae 3.5.5), basta
con asegurar que las funciones. ds- formahk(g,mjjutilxzadnu. garan-
ticen la continuidnd da u en-lan caurdunadal del elementc no dea--
fnmndn. .

Los puntes nodales (n) utilizados para definir la intarpolacién de
la funcidén WU {ec 3,.5.5%) pusden estar o ho eptar relacionados con -
~los puntos (m) empleandos para definir la geomatria del elemento --
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{feca 3.5.2 a 3.5.4}., En la fig, 3.25 se muestran las relaciones -
que s5e pueden presentar para un elemento plano (cuadrilfterc con
lados curvoe)l en donde las funciones de forma M;", f:r)j' , para defi
nir la geometria del elemento {esc 3.5.2 a 3.5.4) son cuadrfticas;
mientras gque las funciones de forma #; , para definir la funcidn
U (ec 3.5.5) puede ser lineal ((=1,¢ ), cuadritica [ {=4,¥) o ci
bica {i=:i2).

Se llaman elementos ispparamétricos cuande se utilizan los mismos
puntos para def:l.tur a la geometria y a la funcién (n = m) y, por
lo tanto, las funciones de forma sen las mismas, es decir.

N; :_N; L:'I).-., n (3.5.8)

¥ en la actualidad son los elementos de usc mas generalizado,

Se llaman selementos subparamétricos cuando N<m y elementos super
paramétricos cuando w Ty .

3.5.2 Derivaclidn de las funcicones de forma

Cﬂnsidlére.sa el sistema de referencia localg,’j,ls ¥ 5U Ccorrespon-—
diente sistema de referencia global x, y, 2; las derivadas parcia
les de las funciones de forma W; , respecto a las variables loca-
les, por la regla de la cadena, se pueden expresar como:

Wy M ‘DM 23 oM "2% (3.5.7)

pg oz 2¢ . 59 bg | 02 g
oM _3opL gy W R (3.5.8)
Y 2y Dy Pz 2y
B M PR PLAR )2 (3.5.9)

DA S *?3’33

Las ecs 3.5.7 a 3.5.9 se pueden expresar en forma matrlcml B~
glin se indica a continuacidn:
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) (e 2o 2e][24 (b
_Eﬁg 2F- E % bra Y3
a0 | [P Ry B2 | o
3|71 B | (T I - (3.5.10)
28 2L [ PRI W 24 :
el D% D By Y

‘donde J, dencminada matriz Jacobiana, se puede cuantificar ex—-

plieitamente con base en las ecs 3.5.2 a 3.5.4, y& que, por la --

ec 3.5.6, se conccen las funciones de forma en la referencia lo-- !
" ¢al {elementos isoparamétricos). La expresiém de JJ resulta ser:

(DA . DN ‘Bﬁu T
TE 5%‘1- Ei Q}E 3 Ei_zagjh
z,%i)é_x; s %3; .2'%_0;_‘&; {3.5.11)

DAy

' ’J
| Z %‘-1; 2 S b %"{5‘?.‘)

1Ea
1

En la ec 3.5.10 se puede conocer el término de la izquierda, ya -

que se conocen las N; , por lo gue se puede escribir la ecuacién -
siguiente - '

o

N oW |

QM — [
| 55|~ J T (3.5.12)
2 XSl

-Lr..aid " _ L g L

.-I . . . ’
Para qgue exista 9 es necesario que el Jacobiano (det ] ) de 1la —-
transformaciédn sea diferente de cero, es decir

(&
4

I

o
v
v/
el

= |2(%y,2)
2(¥0,%)

(3.5.13)

debJ = 13 =

RIS
¥
-
4]

Ty
2

o)
Y
Y
Ny

3
vy
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3,5.3 Integracién en coordenadas locales

En el método del elemento finito es muy frecuente cuantificar in-

tegrales scgbre regiones de los diversgs elementes finitos, como -
las indicadas a contihuacién:

1

#

Vi =

A

—
=

il

C{U dv = E C-',(lj 9. E)J:r_dg dz
V v

g

I
A

et

'LI'L_S;GLA,@.-j Flay ds
. L

G dh - (19&1&5

1. - A ) - bl - -

(3.5.14)

(3.5.15)

(3.5.16)

Debido a la complejidad, tanto de los intengrandos como de las re
' giones de integracién, es conveniente establecer las integrales -

anteriores en funcidn de las coordenadas naturales-y:quedan como

se indica a continuacién:

<]

=1

HJ E;',,(‘E‘.{Q, §)dg dy dS

pe=f [ 6(3,0, 9 e
I‘I :L_Si ‘gu (.E;\ 54 g

Aungue las regiones de integracidn de las ecs 3,5.17 a 3.5.19 es-

tan bien-definidas las funciones :},

neral,
las int

(3.5.17)

(3.5.18)

{31.5.19)

s Y GL resultan, en go-

sumamente compleijas de tal manera que, para llevar a cabo

egraciones, es necesaric un métode nhumérico, gQue sea una -
aproximacifin al problema,

3.5.3.1 Integracién numérica para rectangulos y prismas rectangu-

La cuad
del ord

- lares.

T

ritura recomendabile es la Gaussiana en donde el &rrox &a

'transforman en lasg’ siguientes.

len D(ﬂ’nl Con esta cuadritura,. las ecs 3,5.17 a 3.5.19 se
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”r=§ i i H; HJ'HM év(ga > 2',, gn«) | (3.5.20)
A = i i H; Hj én(gc s Z) . ' (3.5.21)
L. = 2 H 5._( E.,) ' (3.5.22)

L=

donda H; son los coeficientes de pesé asociado a las abscisas )
por donde se hace pasar la aproximacién pollndmlca. cCuyos valores
ge indican en la tabla 3.1

3.5.3.2 Integracidn numérica para triéngulns y tetra ‘edros

Las coordenadas locales de estos elementca difieren, respecto a -—
las del incieo 3.5.3.2, en los siguientes puntos.

i) Scn linealmente dependientes y son maycreﬁ en nGmero {uno maa})
que las coordenadas cartesianas.

ii} Los 1fmites de variacién son diferentes, ya que varian de 0 a
1l.. | '

A fin de continuar con el usc de las ecs 3.5.7 & 3.5.13 se pugde -

hacer el sigulente camblo de variables (para el caso tridimensio=--~

nal) . :

t =k . (3.5.23)
7 = by | (3.5.24)
¢ = L | ‘ (3.5.25)

- ‘g _7.. T =L, | | : (3.5.26)

Como las funciones de forma ML eutin'dadas en funcifn de las varié
bles L;, el cdlculo de sus derivadas se podrin efectuar con expre-
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siones de la forma sigquiente:

TN DR o D, +"au :JL 4_’3_!«1:'_}# (3.5.27)
2t 2L, D€ AL, Dy . 25 2y 33

J
Al utilizar las ecs 3.5.23 a 31.5.26 en la ec 3.5.27, resulta
DN DN ‘N,

e = —— i ' - (3.5.28)
DL, "BLLf

(W ]

de manera similar se pueden obtener las siquientes ecuaciones

BIv, DN e . (
: - — 3.5,29
39 2L ey }

N DM ‘20;

— {3.5.30)}
g 0L, Ly

|

Laa ecs 3.5.17 y 3.5.18 se adaptan a los correspondientes lImites
de integracidn y son:

}&{Sjﬂav('ﬁ:?; ‘JEJ}‘JS J.[ JG (] ylf)di.dﬁf*{ﬂ’&i:a.a.31}

P

[ (LHL*J‘LL)C)LL G“‘R. (3.5.32)

f

HH GL,(%;))‘JW) J

-La aproximacidn nfimerica de las ecs 3,5,31 y 3.5.32, mediante la -
f8rmula de Hammer, se indica a continuacién:

- .
Ve =% (GQv); W: | (3.5.33)

H

(C; (3.5.34)
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donde el limite de la sumatoria (n) representa los puntos de inte
gracién considerados (ver tablas 2.2 y 3.3), el simbolo { '} J.n-:i:.
-ca el valor de la funcién.limitada por el paréntesis en las cuur-
denadas de los puntos de integracién (ver tabla 3.2 v 3.3) ¥ W

bu: son los factores de peso correspondientes. En las tablas 3.2
¥ 3.3 se especifican todcs los elementcs para el uso de las f6rmu
las de -Hammer. : !

r
-
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4., ASPECTOS NUMERICOS DEL ELEMENTO FINITO

Con base en los desarrcllos de los capftulos anteriores se puede
aseverar que para poder aplicar el método del -.elemento finito,
en la solucién de los problemas gue se presentan en la practica
profesional, es necesario el uso de una computadora digital. Por
lo tanto, es necesario desarrollar programas de computadora gque,
con la informacién de la geometria, el material vy las cargas .,
Se construyan y se resuelvan las ecuaciones de equilibrio corres
pondientes, ¥y se determinen, ademids,los elementos reqgueridos pa-

ra el andlisis y el disefio de las estructuras.

En este capftulo se resumen los aspectos num&ricos gue forman
parte de los algoritmos ascciadds al método del elemento finito
¥ que, desde el punto de vista de computacifn, controlan la efi-
ciencia de los programas de computadoras ascciados a los algoerit
mos en cuestibn. .

4.1 Solucifn de los sistemas de ecuacicnes algebraicas linealés

El modelo matemftico correspondiente al sistema de ecuaclones al

gebraicas lineales se acostumbra representar como:

Ax=Dh (4.1.1)

donde A es la matriz de coeficientes (de rigideces, K, en nuestro
cago) cuadrada de n renglones por n columpas, b el vector de car-
gas (P en nuestro caso) y x el vector incfgnita (los desplazamien

tos U, en nuestrc caso).

Log m&todos de selucidn para resolver el modelo matemitico dado
por la ec 4.1.1, conforman dos grandes grupos y son: los métodos
directos y 1los mBtodos iterativos. Lo3s gue actualmente se encuen-
tran en usc en el método del elemento finito son los directos ¥
e este grupo, los denominados cdmpactas, gue son los gue se des-
criben a continuvacidn.

4.1.1 Metodos directos gencrales

En el Algebra lineal se demuestra que cualguier matriz A, no sin-
gular, se puede descomponer en el producto de dos matrices trifn-
gulares, una interior L y otra supericr-g, con-la condieibn de que
alguna de ellas este normalizada (todes los elementos de la diago-

nal prinecipal son iguales a la unidad}. Entonces, se puede escri-
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bir lo sigulente:

A=LU ' (4.1.2)

Las matrices triangulares L ¥ U, se cuantifican con la ec 4.1.2
y 2 tal procesc se denomina triangulacifin., Al sustituir la ec
4.1.2 en la ec 4.1.1 se obtiene

L = b {4.2.3).

=
|

La ec 4.1.3 se puede escribir como

LY=5h : (4.1.4}
donde
UXx=yY ' ' {(4.1.5)

lLas ecs 4.1.4 y 4.1.5, conocidas como sustitucisdn hacia adelante
y sustitucldn hacia atr&s, regspectivamente, establecen gue el pro
ceso de triangulacifn {ec 4.1.2) transforma al sistema original,
gue es arbitraric {ec 4.1.1} en dos sistemas triangulares (ecs
4.1.4 y 4.1.5}) gue son mucho mis simples de resolver.

De acuerdo con las dos posibilidades para seleccicnar a la matriz
normalizada, se obtienen los dos métodos siguientes:.

4,1.1.1 Mé&todo de Gauss

El método de eliminaciftn de Gauss en forma compacta se obtlene
cuando la matriz triangular interior estd normalizada, eu decir

Liios 1=1,...,A (4.1.6)

d.1.1,2 HM&todo de Crout

El m&todo de Crout en forma compacta se obtiene cuando la matriz
normalizada es la tringular superior, o sea

: . |
U, =1 1=1,....,n (4.1.7)

4.1.2 MEtodos directos para matrices simétricas

i la matriz de coeficientes es simétrica', es decir,

AT = A . (4.18)
lﬁs métodos de Gauss y de Crout se pueden mndifipar para temar

en cuenta tal situaci&n. Para ello, la ec 4.1.2, con base en la -
matriz identidad, I, se puede escribir como:
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A=LIU=LDD U=LD DU (4.1.9)

donde D &s una matriz diagonal, formada con la diagonal de U, en
el método de Gauss, o bien con la diagonal de L, en £l método de

Grout.

4.1.2.1IMétndn da Gauss modificadeo.

51 la ec 4.1.9 gueda arreglada como:

a=LDdplu=LpT (4.1.10)
donde
T=0u (4.1.11)

Al hacer que la ac 4.1.10 satisfaga la condicifn de simetria
{ec 4.1.8) Se gbtiene gue

0" pL' =Lpi ' (4.1.12)

de donde se concluye lo siguiente

5=

{4.1.13})

Al sustituir la sc 4.1.13 en la ec 4.1,10 se cobtiene el procesc de
triangulacién para el métode de Gauss modificado para matrices si-
métricas y resulta ser

A=LDL : (4.1.14)

La ec 4.1.14 establece que el proceso de trianyulacidn gueda defi-
nide por una matriz triangular inferior normalizada y una matriz

diagonal.

El procesc de sustituciin se obtiene al sustituir la ec 4.1.14 en
la 4.1.1 y resulta

LDL

X = b . {4.1.15)
La ec 4,1.135 se puede escribir como

= b ' _ (4.1.16)

|EF

et [+

T

D =Y . ' (4.1.17)

La ec 4.1.16 es la sustitucién hacia adelante y la ec 4.1.17 la

sustituelisn hacia atrib
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4-.1.2.2 Método de Crout modificado

€l la ec 4.1.% queda arreglada como

A=z LB DU= LDVY * (4.1.18)
donde
E= LE.-l {4.1.1%)

ARl hacer gue la ec 4.1.18 satisfaga la condicidn de simetria
{ec 4.1.8) resulta que

v'pL =LDU : (4.1.20)

la ec 4,1.20 establece gue

Nyl

= ut ‘ (4.1.21)

Al sustituir: la ec 4.1.21 en la ec 4.1.18 se obtiene el proceso
de triangulacifn para el métedo de Crout medificado para matrices,gue

s& indica como

"A=ULDU (4.1.22)

La ec 4.1.22 establece que el proceso de triangulacibn gqueda defi~
nide por una matriz triangular superior normalizada y una matriz

diagonal.

Al comparar las ecs 4,1.14 vy 4.1.22, gue definen los procesos de
triangulacién para los métodes de Gauss y de Crout,modificados pa
ra matrices simétricas, se puede concluir que no existe diferencia
entre ellosly los métodos modificados pueden llamarse método de

Gauss-Crout.

De acuerdos con lo anterior, las ecuacicnes de sustitucién hacia
adelante v hacia atrfs, en notacidn de matrices triangulares supe-
riores normalizadas, se puede escribir como se Indica a continua-
cibn (ya que U = ET] 1

vy =b {4.1.23)
DUx=Y ‘ (4.1.24)
H.1.2.3 MBtodo de Cholesky .

Se puede considerar como una varlante ael método de Gauss-Crout,
para £l caso en gque la matriz A sea positiva definida. Entonces
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la ec 4.1.19 se puede escribir como

A= UTDR DU - WY | {4.1.25)

- 1/2

donde la matriz triangular U* = D U ya no esta normalizada.

Las sustituciones hacia adelante y hacia atris se obtienen al sus
tituir; la ec 4.1.25 en la ec 4.1.1 y resultan ser: +

'y = b : : (4.1.26)

Ve =4 (4.1.27)

4.1.24 seleccidn y organizacidn del método de solueifn

La seleccifn del método debe hacerse con base en el menor nlimero
de operaciones consumidoras de tieamnén la ccmputadc:a. Fara .ma-
trices simétricas gue es el caso de interfs, el mftodo de Gauss-
Crout, ordenado en forma inteligente, efectua menos operaciones
que el de Chelesky y es el gue se recomienda. Su algoritmo se re-
sume en la tabla 4.1

Aungque en los desarrcllos de las ecuacicones de los m&todos de so-
lucidn se emplearcon varios arregleos matriciales, y vectoriales,
en la computadora se debe utilizar el menor nUmero de allos ya
gue, eh general, la gcapacidad de la memoria répida esta limitada.
En la tabla 4.2 se presentan las subrut{nas del algoritmo de
Gauss-Crout, en donde se utiliza un arreglo matricial y un arre-
glo wvectorial, por las razones Indicadas a continuacifn

a) La matriz diagonal, D, se guarda en la diagonal de la matriz
original A y la matriz triangular euperior normalizada se
guarda en el trifingulo superior de la matriz original A. Lo
anterior se puede observar en la subrutina TGCCC3 de la tabla

4.2, en donde se entra con la matriz original A.

b} El vector Y-se guarda en el vector b (sustitucidn hacia adelan
te} y al final, el vector x es el gue queda guardaﬂo en el vec
tor b sustitucibn hacia adelanta] Lo anterior se indic¢a en la

svbrutina S6CCC3 de la tabla 4.2, donde se entra con la matriz

triangularizada y el vector de cargas.
Dtro aspecto relarionado con la organizacidn del método de sglu-

cién consiste en como se lleven a cabo las operaciones matriciales
. -

de los algoritmos. Comop una recomendacidén a priori que se Justifi

ca en el inciso 4.1.3, las operaciones con las matrices conviene
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realizarlaas por columnas y en las subrutinas de la tabla 4.2 ya se
incluye esta recomendacién,

"4.1.3 Organizacifn de las ecuaciones de equilibrio

El ordenamiento de las ecuacionas do equilibric depende de la nume
racifn de los puntocs nodales y es la que determina la configura-
cibn da las caeficiéntes de la matriz A, que es de la forma mdstri
da en la fig 4.1, pn}a matrices simétricas. De acuerdo con la fig
4.1, la informacidn correspondiente al arreglo matricial A se pue-
de manipular con menor o mayor eficlencia, tanto operativa como de
capacidad, si se guarda en'los arregles descritos a continuacifn

4.1,3.1 Arreglos cuadrados

Este arregle es el m#s elemental (fig 4.1) y, de hechs, los algo--
ritmos de las tabla 4.1 . estdn desarreollados para estos
arregles, A continuacifn se resumen sus desventajas numéricas

a) Existe gran desperdicic de espacio en lamemoria rdpida por que,
al menos, se almacenan los % n {n-1l) elementos gue no sefutili-
zan, ya gue no se operan con ellos (cantidades bajo la diagonal

principal de la fig 4.1)

b} Existe otro desperdicio de espacio al guardar cantidades nulas,
localizadas arriba de los contornos mestrados en la fig 4.1. Co
me con estas cantidades si se opera, también existe desperdicio
de tiempo.

La localizacifn de los elementos en estos arreglos es directa
4.1.31ﬁrrggios rectangulares (en banda)

En la fig 4.2 se muestran los coeficientes que definen a la matriz
A, comprendidos entre la banda limftada por la diagonal principal

f el contorno de banda, indicados en la fig 4.1. Esﬁaé coeficientes
forman un arregle rectangular denominado arreglc en banda, cuyas
degventajas se resumen a continuacién

a)l Existe todavia desperdicio de espacio, porque se almacenan eleg
mentos que no existen en la matriz A, come 8son los ceros qué
aparecen en el trifngulo inferior derechs de la f;@ 4.2 gque,
desde luego noc se opera con ellos. .

J
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b] Existe otro desperdicio de espaclic al guardar los ceres que
existen entre los contornos de silueta y de banda, mostrados
en la fig 4.1, Puesto gue con estos ceros si se cpera, tam-
bi&n existe desperdicio de tiempo.

Para la locallzacifn de los elementosen este arreglo, en relacibn
con el arregleo cuadrado, no se regulere Informacibdn adicional al
ancho de banda, y se puede definir una relacifn qua identifiquen a
las columnas, ya gue son las tnicas que se distorsicnan

4,1.4 Arreglos unidimensionrales (en silueta)

En la fig 4.3 se muestran los coeficientes que definen a la matriz
A, comprendidos entre la diagonal principal y el contorno de silug
ta, indicados en la fig 4.1. Estos coeficientes forman un arreglo

unidimensional,;, al ecolocar las columnas una tras otra.

En este arreglo no se puede hablay de idesperdicio de espacio ni
cperativo, ya que se elimiran tocdos los ceros ne operativos y, por
lo tanto, es el arregle mds eficiente que hasta la fecha se ha lo-
grado. Para la localizaci®n de los elementos en este arreglo en
relacifn con el arregle cuadrado, se reguiere un arregle adicional
(como el IA mostradc en la fig 4.3) en donde se especifique la lo-
calizacién del elemento de la diagonal principal correspondiente a
cada columna. Con este arregle se puede definir una relaciln gue
identifigue tanto a los renglones como a las columnas distorsiona=-

das al pasar al arreglo unidimensional.

4.2 Splucidn de los sistemas de ecuvacionez diferenciales ordinarias

lineales

4.2.1 Introduccién

Bl modelo matemAtico correspondiente a las ecuaclones de eguilibrio
dindmico de los medios continucs modelados con la teoriz de la elaz-
ticidad se indica con las ecs 2.3.48 a 2.3.51.

La solucién de las ecs 2.3.48 puede obtenerse mediante la aplicacidn
de los procedimjientos clisicos para la solucidn de ecuaciones difcren
clales lineales con coeficientes constantes. Sin embarge, tales méto-
dos resultan, en general, ineficientes para lgs sistemas estructura--

les. l'or tal razén se han desarrollado L&cenicas especiales gue toman

 aal
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an cuenta las caracteristicas de las matrices K, C y M, para mejorar

la eficiencia del mé&todo de solucidn. Tales procedimientos conducen

a dos clases de mEtodos dencominados, directes y de superposicidn

modal. Los mEtodos directos integran a la ec 2.3.48 en forma directa,

sin ninguna transformacifn. Los. que interesan son los de paso simple,

y s& basan en las ideas:

1} Se satisface el equilibrio Gnicamente en puntos discretes a inter
valos 4l, denominado paso de integracisn {fig. 4.4)

2) Se supcne conocida la variacifn, en el intervalo At, de los des--
plazamientos, velocldades y aceleracignes.

Las ildeas.anterilores conducen a métodos aproximados, y la aproxima---

cifin y el costo de cada método dependen de la varilacidn gque se elija.

Los métodos directos gue se utilizan con mayor frecuencia se listan

a continuacibn:

a) Método de diferencias centrales

b} MEtodo de Houbolt

c] Método Theta de Wilson

d} MEtodo Beta de Newmark

e} MEtodo Alfa de Hilber

f) MEtodo cfibico de Argyres ) .

La diferencia bfsica entre estos mEtodos se encuentra en la forma en
que se aproxima la respuesta en el intervalo At.

En los m&todos de diferencias centrales y de Houbolt, se emplea una
aproximacidn de las aceleraciones y velocidades en t&€rminos de los
desplazamlientos, mediante diferencias finitas.

En el mftodo Theta de Wilson, Se supone una variacién lineal en el
intervalo [+ , t +84L] | donde el parfimetro & >| , contrela la con
vergencia y estabilidad del método. .

En el método Beta de Newmark, Se generaliza la wvariacién lineal de
la aceleraci®n mediante dos parfmetras & y A

En el mé&todo Rlfa de Hilber se emplea la misma aproximﬁciﬁn que el
Beta- de Newmark pero introduce un término perturbador gue se contro-
la mediante un pardmetreo =% .

El mftodo clbico de Argyris, la fuerza de inercia se aproxima mediag'
te una variacifin cfibica en el intervalo A+

El prcpésito que se persigue en cualgier método de IntegraciSn numé-

rica s gue el método sea eficiente en el contexto de una buena aprg
~ !

F .



£# centro de educacion continua

'iij divieién de estudios de posgrado

';; tacultad de ingenieria unam

VI EUIIIED INTERNACIONAL DE INGENIERIA SISHICA

DiNAmICA ESTROCTURAL

DUCTILIDAD ¥ COMPORTAMIENTO SISMICO

DR, LUIB ESTEVA MARAROTO

. JULIO, 1980 .

Palace ce Minerla Calfe de Tocubo 5 primer plso ) Mixice 1, D, F,

Pl '
ﬁ’

Tel: 521-40-20






DUCTILIDAD Y COMPORTAMIENTO SISMICO™W

L. Esteva*

RESUMEN

Se describen tas relaciones que ligan demandas de ductilidad con resistencia y
rigidez en sistemas simples sometidos a excitacién sismica, asT como algunos
problemas que se encuentran al tratar.de extrapolar dichas relagiones & siste-
mas complejos, representativos de 10s que encuentran los ingeniérns en la pric
tica de disefio. La descripcidn citada se orienta a la identificacidn de condi-
ciones que influyen en la capacidad de las estructuras para responder dictil-
mente ante temblores sin fallar, y a la definicidn de tos ¢riterios pertinen-
tes de disefio estructural. ‘

ABSTRALT

A description is provided of the relationships tying ductility demands with
streugfh and stiffness in simple systems subjected to seismic excitation, as
well as of some problems found when trying to extrapolate those relationships
to complex systems, representative of those found in design practice. The des-
cription mentioned ajms at identifying those conditions influencing structural
capacity to respond in a ductile manner to earthquakes without failing and at
defining the corresponding criteria of structural design.
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Y, Negurafesa def didedo 41£lnl‘..r.n
E} disefio en Ingenierfa se halta arratgado en 14 nece-
sidad social de optioar. ftpli:; cons iderar ;:c10n15
alterngtivas, estimar sus consecuenc fas y hacer 1g me-
Jor seleccifn. En ingenfarfa sismica, Cada posible 11~
nea de accifn tncluye 12 adopcidn de un sistems estryc
tural y un criterio de disebo sTsmica, mientras Gue 1a
evaluacibn de las consecuencias fmplica estimar res- .
puestas estructurales y costos esperados de dahos. Los
criterios usuales de disefo sTsmico adoptan coeficien-
tes de cortante y nrdéﬁadas espectrales cnmn.nedidls
de 12 respuesta estructural), ya gue Estl S8 AIprosa RN
gensral en términos de aceleraciones ¥ fuerzas latera-
Tes equivalantes actusndo sabre sistemas lineales, Pe-
ro estas variables no son s ino medidas Indirectas del

‘comportamientn del sistema durante temblores: sirven
para controlar los valores de varisbles mis significa-
tives, tales como deflexiones laterales de 1os siste-

maz no lineales resles, ducti)idades locales y de con-

Junto, y mdrqeney oe sejurided con respecta a falle
por inestabilidad (efactos de sequnde orden). En vists
de que las relaciones entre variables de control ¥ res
puesta resl depepden dal tipo y caracterfsticas del
s1stema estructural, la comgrensidn de esta relaciones
s requisito pira 2l lagro de dicehos adecuados, Este
Lancepto Se opone a lp aplicacifn ciega de requititos
reglamentarips: en diseho sfsmico, més que en otros

campos de nganferfa, es flicil caer en Ta aplicacidn
estricta, pero ciegs, de¢ las mds ivinzadas normas y,
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:1n‘tnh|rgn. producir una istru:tura destipada & coa-

portyrie pobremente,

La cptimacidn que es meta del disefy s{saico puede ex-
presarse gn téralnos de varios cbjetivos direcios: el
digety s{smico trata de proporcionar niveles adecusdos
de sequridad con respectn 4l colapso ente tembliores
encepcionylmente intenses, 437 como con respecto & di-
hos a tmitru:r.iunﬂ adyacentes; busca tambifn prote-
ger & 1as construtciones contra dahos materiales exce-
$ives bado 1o accifn de temblores de intensidad medery
da, asegurar 1a facilfdad de Tos trabajos de répara-
¢idn, reconstruccidn o refutric en casp de dafos, ¥
proporeionsr proteccién contrs Ta acumolacién de daho
estryctural durante series de temblores. Finalmente,
s trata de preservar la sequridad y 1a comodidad de
Tos pcupantes y del pdblico en general, logrando que
1a respuesth estructural dorante tembloreas de intensi-
dad mederads o exceds ciertos niveles ge tolerancia,
¥ evitando el pinico durante terblores de intensidad

- mgdergds o alts, particularmente en edfificios &n donle

se espera frecuente aglomeracidn de personss.

La consecucidn de los objetivos anteriores requiere m

- cho mit que &1 dimepsionamiento de 105 mismbros estruc

turales pare fuerzes internss dadas. €5 indispensable
tomar enn cuenty esplfcltamente dichos' objetivos, asf
comz los probiemas relacignados con 8 respuests e -
tructural no lineal y ton 2] tﬂmpurtlmientd-dl mate-
rinles, miembros y conexioney somatidos & varios ci-
clos de Cargs alternada, Implica también 18 1dentifica
citn de condi¢ionas de servicio ¥y la formulacifn

de 1oz criterios de actﬂtaciﬁn{curre&pnnﬁientesi

2. Compontomdenta no Lineal, dunxitidad‘¢ ARL Purgs T
4lamica
a
L4 dice que un sistema estructural-es dictil s1 es cy-
paz de soportar deformaciones Importantes 1 carga pric
ticamentim constante, sin alcanzar niveles excesivos de
dahg o de disminucidn de 12 resistencia ante aplicacia

" nes subsecusntes de cargas. Las Curvas a y b o 1

fig 1 mogstran relaciones tipicas entre carga [P} ¥ e
flexidn (D) pars 18 primera aplicacidn de carge en sy
reras ductiler y frigiles, respectivamente. La curve g
corresponde & 18 réspuests bajo cargd lateral de un
parce de concreto reforiado adecugdemente detallado.
en donde los efectos de wsbelter no son significati-



vos; la curva b es tiplca de mamposteria de blogues
huecos ran pscadso refuerzo. Para estructuras gque dehan
soportar stsmos, no pusde Inferirse comportamiento dic
til simplements de observar curvas :arga-d:efnrmaciﬁn
‘para &1 primer cicln de cargs, y2 que el daflg product -
do durapte los primeros ciclos puede deteriorar 12 ca-
pacidad de ahsorcidn de energfa del sistema para ci
clos pisteriores: la rigider puede degradarse en forma
apreciable, como ocurre,er muros de cortante de albafd
lerfa o en marcos de concreto reforzado detallados de
manera deficiente.

La capacidad de sistemas estructurales para absorber
erargfa mediante compertamiento histerético sirve de
apoyo & 1os critarios convencionales de disefio sfsmi-
to, que requiacen que las pstructuras se diseMen pars
fuerzas laterales de magnitud may inferior & 1a necesa
rfa para mantenerlas dentro de su Tniervalo de compar-
tamiento 1ineal durante temblares severps. As§ la se-
quridad contra colapsc ante sismos puede lograrse ha-
clendo una estructura resistente, haciéndola dictil o
disefiando par'a una combinacidn econdaica de ambas pro-
piedades. Parz algunas tipes de materiales y miembros
estructurales, 1a ductilidad es difici) de Tograr, ¥
ta ecorcmia dicta 13 conveniencia de dfsedar para car-
gas laterales relat!vamente elevadas: para otras. es
mucho mds barato Tograr ductflidad que resistencia, y
la prictica de diseio refleja =ste hecha. Pero =1 em-
plec de materiales dictiles mo implica necesariamente
el logro de sistemss dictiles; por ejemplo, las concen
Lraciones de exfuerzos en juntas soidadas pueden propl
tiar 14 ocurrencia de falla prematura, de paturalera
frigtl, en dichas juntas, y los efectas P - A [interac
cign entre Jaflexiones laterales ¥ fuerzas intermas
causadas por la accion de cargas gravitacionmales ac-
tuando sobre 13 estructura deformada) pueden ocasionsr
falla por inestabilidad cuando la rigidez lateral efec
tiva £5 demasiado baja.

En este trabajo se describen las relaclones cuentitati
vas que ligan demandas de ductilidad con resistencia ;
rigidez en Sistemas simples sometidos 2 eacitacitn sfs
wica, as! como algunos problemss gque 2 ercuentran al
tratar de extrapolar dichas relaclones & sistemas com-
plejos, representativos de los gue encuentran los inge
niergs en la prictica de disefio. La descripcidn citada
e orienta & 1a idsntificacifn de condicfones que in-

fluyen en Ta capacidad oe Jas estructuras pera respon-

der dictilmente ante temblores sin fallgr, y & 12 de-
finicifn de Yos criterics pertipentes de diseflo es-
tructural.

*

3, Buctifidad tocal y global

EY compgrtamiento ddctil no 1ineal da sictemas comple
jos resulta en genera) de las deformaciones dictiles
lucales, 'o cancentradas, que oCurren en 135 secciones
particulares de uma estructura dada en dpnde se alean
zan deformacicnes de fluencla, La ductilided de cone
Junte, ¢ glabal, es una propiedad de une curva Garga-
deformacidn expresada en términos de 1a resultante de
1as cargas externas que actlan &n una parcidn impor-
tante de ut s{stema dade; por ejemple, lof marcos de
edificips suslen tratarse como viges de cortante para
fines de estimar su respuesta dindmica no }ineal ante
excitacidn sfsmica. Las ductilidades ni‘lnha'tes 58 ex-
Présan entonces en tfrminos de las curvas que Mgan
Fueyzas cortantes con deformaciones lTaterales en cada
enirepiso, En general, ¢1 valor sudrice adoptadn per
Ta ductilidad global en un entrepiso o coincide ton
los valores d# 1as ducti}idades concentradgs gue se&
desarrg]lan en 108 puntos correspondientes del entre-
pisc, y& que Tg ductilidad del feajunto es funcidn de
1a relacidn entre l4s contribucionss & 1o deformacidn
de entrepiso de las 'defurllc‘-unts dictiles congentra-
das y de Tas eldsticas distribuides, En sistemas que
nd pueden idealizarse comd vigas de cortante, Vs re-
isciones entre duct!{lidades de conjunty y locales de-
penden de lay configuriciones deformadas de diches
Siitomas, y por tante varfen durante un $1smo dadn.
En forma aproxiceds, purden pdoptarse 1as relaciones
entre ductilidad globa’d y local que correspondan 4 12
con Figuracién que se obLiene di cynsiderar que las ae
formacipnes mbuimas o& 105 entrepfsos pcurren simitd
nesmen b .

La ductilided global disponible pyede controlérse me-
diante &) disefo y Ta eiecucidn de 1oz detalles es-

tructurales que permitan ol desarrollo de ductilida-
des locales adecusdas. L2 demsnda local de ductilidad
varfs sntre puntos diferentes de yn ststema complefo.
En un punta dado, dicha demanda es funcidn de la re-
sistencia Tocal y de Ta varfac!dn de 1o resistencis

en todo a1 si{stema, Esto es consscuencia de la Inte-
raccitn entre 13 disipacido de enargfa por histbresis
en dliversas secciones, En mercos de edificios, la va-
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rizbitidad en Ya ductilidad requerida en diviersos pun
tos suele Ser consacusncia de la Superposicidn de la3
fuerzas internas desbidas a cargas permanentes y a =2-
gitaciones acclidentales. Influyen en diche duct!lfidad
1 orden en gue s& alcapce o] 1imits de cadencie en
Ios diversos puntos ¥ la interaccifn antrz momentos
flexionantes, fuerzas fortantes ¥y fuerzas axinles, wn
tre otrps factores.

4. Respuesdn dindmica de alstemus efmples elnspo-plfs
Licos

La 1dealfzacitn mis usdal de estruCturas dOctiles z;
el sistema elasto-plistico {fig ?). Para =1los se de-
fine el factor de ductilidad como #1 coclente de 1n
deformacidn mixiza desarrul!:d; entre 1d que Carres-
ponde al 1imite de cedencia: Q = O/D . 51 ¢ anal{za
1a respuesta de sistemas elasto-plisticos de un grade
de Hbertad y de rigider y masa dadas ants exCitacio-
nes s¥smicas, y se phitienen curvas de las deformacin-
nes de cedencia que deben caracterizar & Jichos 4iste
mas pard lograr dmnd.u de ductilidad que no excedan
de ciertos valpres dadox, se ohserva que, sari perio-
dos naturales de vibracifn que no Sean demasiado cor-
tos, las defprmaciones de cadentld que 4 rtqu1qnen -
¥y por tanto 1aaﬁffrrespund{entes toeficientas de Cor-
tante en l1a base — varfan en razdn frversa con la duc
tilidad. L2 f1g 3 1lustra esta afipmacibn para el tem
blor de E1 Centrp, 1940, En las abscisas 3e tlenen
frecuencias naturales f en escala logarTimica. ¥ en
las grdenadas, seudo-velogidades [obtenidas como sl
vroducto de frecuencla naturel par deformacidn de ce-
dencia redusrida) en el miseg tipo de escala, pars 3
versos valores del factor de ductid{idad. Dada 1a for-
ma en que se definferon Jas ordenadys en ests figura,
e fécil demostrar que las deformicipnes requeridas
de cedencia pueden ' leerse refiriéndose a un sistema
de rectas a 45* que stuben de frquierda & derecha, y
que Jas seudo-aceleraciones {2xf}'9 pueden leerse to
mando com) base un S1stews de reClas a 45" Que bajan
de {rquierda & derecha. Las curvias cbrenidas segin se
acaba de describir constituyen lot 'esputm de defor
macidn para sistemas elasto-pléstices, En 1a figura
e phserva que para frecuencias nadturales que nNg exce
dan de 1 cps, las ordenadas especirales son aprodima-
damente propercionsles al reciproco del factor de duc-
tilidad. Teniendn en cpenta que la deformacidn late-
ral D es 1gual & 1a de cedencia Dr multip! 1cads por

el factor de doctilidad &, la prepoecionslidgd 1nver-
s1 aproximada entre I:I.,lr ¥y 0 implica que pars periodos
naturales mayores que 1 seg, O es pricticamente {nde-
pendlente de 0 ¥ por tanto de la resistencia lateral
del s1stema. Para perfodos naturales coartos, la defor
maciSn de cedencia ¥ la seudpaceleracidn especirales
resultan poco sensibles a la ductilidad, y en 8] 11-
mite, para peripdas naturales nulps, o estructuras in
finltamente rigtdas, la seudvaceleracidn es fqual &
1a mixima aceleracidn gel terreno, y 1e deformacidn
total D = QDI es proporcional a Ta ductilidad, En
otras palabras, la deformacidn total as pricticaments
frsensible at factor de ductilidad para periodos naty
rales mederados y largos, y tiende a ser proporcicnal
» dicko factor para periodos wuy cortos: 1a sepdoaces
leracién espectral es jnversamenty propercional &l
factor de guctilidad para periodos paturales modera-
dgos y largos, ¥ se torma casi insensible & diche Fag-
tor pard periodes ey cortos. En conseduencis, para
sitstemas elastopldsticos de un grada de 1{bertsd y de
periodo natural no senor que 0.8 spg, dproximpdanen-
te, las aceleraciones espectrales de diseho pueden tn
marse iguales a las que corresponden a sisiemas 1inea
les divididas entre 1 factor de ductilidad peemisi-
ble, segin el tipo de estructurd; pary estrutturas de
peripdos Cortps las reducciones que pueden lograrse
en las fuerras laterales de disefip son menos sensi-
bies & & ductilidad. Em estructuras que hayan de
censtruirse sobre terrena blando, el 1imite sproaxima-
do de O.8sey deberd tal ver subirse, teniendo en cuen
ta los periodos dominantes del movimiento del terre-
no.-La poca eficlencia de l1a ductilidad para reducir
las ordenadas espectrales en el intervilo de periodos
mengres que los dominantes del movimiento pueds tam-
bién interpretarse en LErminos del alargamients dil
peripdo de vibracidn efectivo de un ii;llil Que resul
ta de iu In'spuesti no tireal y de \p tendencia pene-
ral de crecisiento de las orderadss espectrales con
£1 periode natural en =1 intervile citado. Aunque &)
problema ne ha sido seficientesente estudiada, a3
normas de disefo siinién-de Ts Cludyd de Béaico propo
nen espectros d& aceleraciones #n terrene blande cx-
racterizadas por prdenddas constintes para un amplio
iptervalo de perlodos faturales oenores que Jos domi-
nantes det terreno, claramente identificados en los
espectros elisticos (fig 4).

Lat conclusiones Que anteceden son vilidas para siste
mas que puedan {dealizarse coms elasto-plisticos. p,:
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re algungs sistemss estructurales tal idealizacidn mo
es vilida. La curva carga-deformacitn puede caracteri
2arse por linites de cedenciy distinteos para cads sen
tidn de aplicacidn de la carge; la capacidid de absor
cidn de energfa por histéresis para una deformacidn
dada puede reducirse drefsticamente de cicle a clela,
como consecurencia de las deformaciones residuales en
elementos. como 105 cobles de arrfostramlento, que 58
1¢ pueden tomar fugrzas de un mismo sigrg; Jos ci¢les
de histfresis son muy ongosint En marcos de concreto
presfarzado; la ocurrencia de dafios puede causar la
degradecidn de las rigideces en las curvas carge-de-
forwac!dn despufs de unos cusntos ciclos, ¥ 1a in-
fluencia de efectos do esbeltez puede dar lugar a
pendientes negativas significativas en el intervalo
posterior & Yz cedencia. Cuslquiers de estos efectos
puede conducir a toeficientes sismicos supsrfores a
las aplicables al caso elasto-pléstico convenci¢nal.

h. Doetilided g detendons .

La fig 5 representa ol caso tfpico de respuesta ante
carga altamente sin deterioro. Se trats de wns junta
entre trabe ¥ columna de una astructura de acerg, so-
metida a momentas de igual signe en los extremos de
1as trabes (Krawinkler &t al, 1976 - En las ordenadas
s8 moestra 1a sumd de momentos y &n las abscisss Ta
distorsibn angular del teblero en 12 zona de midn.
b aprecia en ella &} efeclo Bauschinger, es decir,
1a desaparicidn de 13 ley pricticamente bilinea! car-
ga-deformacidn viltde para 1a prinera aplicacidn de
cargy, y ta sustitecidn de la curve correspondientie
por otra en gue las pendientes varfan gradual y mona-
ténicamente, desde un minimo para cargas pequedas.
hasta un minimo, para deformacionss grandes. Los cam-
bios de pendientes, y par tanto en la capacidad de d}
sipacifn de energfa por histéresis, son significatl-
voi s&le entre la primera aplicecidn de cargpa y la
curva de descargas inmediata. A partir de ella, los £l
clos de histéresis son pricticamente estables pary un
nimerg de repeticionas supericr a1 que peede ocurelr
bajo la accidn de unos cuanlos tembloves. Esta condi-
cldn favorece la distpacién de energia cindtica duran
te sismos intensos y contribuye & cndgroiaralpl!tu«
des de respuesta y niveles de dades.

Mo todas las construcclones se caracterizan pgr cur-
vas estables y de gran capatidad de dizipacidn como

estas: un ejemplo e lo contrario se mostrd en la fig
Ib. Estas propledades dependen del material empleado
¥ de los modos de faila que rijan ¢l comportamiento;
En sistemas estructurales, dependen de Tos detalles
constructivos en los alembros y en las uniones. En
construcciones de acero soldadas, la condicldn para
chtener curvas como 1as de la fig 5 es contar con fag
tores de seqguridad suficfentemente elevadas contra
inestabilidad lecal; sin embarga, Tas eibelteces de
Tos miechros que se emplean conducen con frecusncia

3 curvas comd Tay d¢ Ta fiyg 6, cargcterfsticas de sis
temas en que e tignificativa 1a inestabilidad de con

" junta.

En estructuras de concreto, e1rlngru de ductilidades
¥ capacidadei'de disipacién de energfa adecusdas re-
quiere estudi¢ culdadose de unignes, anclales, parcen
tajes de refuerze, Tactores de sequridad en distintos
modos de falla, entre otros conceptos. E1 estudin ex-
perimental de estas variables ha rectfbide atencidn du
rante los d1timas afos. Berterp y Popav [1975) estu-
diaron el comportamiento ante carga alternsnte de sub
conjuntos constitufdos por tramos de yigas y calumnas
{fig 7). Las wvariables analfzadas incluyeron 1 tipa
¥ cuantrh de refuerio en las juntas y en jos extremos
de los miembros (fig 8), la influencis de la inestabi
lidad [fig 9] ¥ de la Fuerza cortante (fig 13} ¥ el
desi{zamients de Yas juntas (fig 11}, Es clara Va3 in-
flyencia que estas variables pueden tener #n doctili-
dad y en capacidad de absorcidn da energfa,

Las vigas de acoplamientn entre muros rigidizantes se
caracterizan a menude por relaciones elevadas de pe-
ralte a claro, 1o qua acasiona relaciones slevadas de
fuerza cartante a moménto flexionante. La fig 12 mues
tra &urvas-carga-dtfn;naciﬁn para los diférentes por-
centajes de refuerzo Joagitudinal y trgnsversal. £ty
dios recientes (Faulay, 1971) han demgstradn gue la
disposicién del refuerzo como en la fig 13 conduce &
curvas mEs satisfactorias y & dafos de mencs cuantfa.

La influencia de 1a carga axiaT en Ta ductilidad de
miembros de concreto reforzado sometidos & flesocom-
presidn ha sido utud{l-da' tedricamente por Park y
Pautsy (1975]), considerandc 13 curva carge-deforma-
cién de concrete 3in confinar. En 12 fig L4 se resu-
wen las hipitesis y Yas conclusiones de tates estu-
dins. Es clara 1a reduccifin de 1a duct§lidad dispond-
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ble {en tErmingy de ta relacifn momento-curvatura} )
aspciada pun con niveles moderados de carge axial, fs
te efectn sustenta ) criterio de dizefo designado co
mo columng fuerte-trabe débil, .orientags 2l desarro-
1o de deformaciones ineldsticas en a3 trabes, con
preferencia 4 las columnas.

De naturaleza tefrica son tambidn los estudfes {Park
¥ Pauliy. 1975) en que se basan las curvas carga-de-
farmacifn para murns de concreto que fallan en fle-
xifn {fig 15). En Ta figura citads se observa que me-
diante cyantfas y distribuciones adecuadas de refuer-
10 es pasible odbtener ductilidades elevadas en rste
tipa d elementes. Otros Tectores a considerarse, po-
co estudiados a la Techa, son la pesibilidad de pan-
deg de borde y la influencia de carga vertical ¥ fuer
za cortente, tanto en la turva ante 1o primera aplica
cifn de cargh como en l2s que corresponden & cargas

4

repetidas |

Los miesbros presforzados suelen cirn:terizarse por
curvas semejantes a 1a fig 16 (Spencer, 196%): 1a ri-
gldez décrece ﬁarn deformaciones grandes ¥ lof cicles
hizsterfticos angostas implican poca capacidad para di
sipar energle.

G, Respuesia de sihfemas dimples con divensos Leyea
cakget -de fpamaedin

La fig 17 presenta algunas idealizagiones usuales de
curvas Carga-deformacibn empleadas para representar

a Tas descritas en los pirrafos anteriores. E1 case
bilinesl de 1a fig 172 es una buena aproximacifn 4
1as curvys de 1a g 5. E1 caso 176 ws &1 elastoplés-
tico conyentional, mlentras que #1 17c se caracteriza
por niveles de fivencia distintns en los dos sentidos
dé aplicacin de las cargas laterales. Esta condi-
cifin se presenta, por ejemplo, en marcos comg el de
1s fig 18a, en donde 1a descarga sohre Ta viga AB en
0 pusde actuar a Tavor O en contre de las carges per-
manentes, La pendiente negativa en la fig 174 e debe
a 1o accidn de Tas cargas gravitacionales actuando sp
bre 1a configuracita deformads (desplaramienta late-
ral} del sistena, ¥ &5 funcidn de 1o suma de CITQLS
verticales por encima del entrepise gue interess, de
Ta alturs de este y de su rigidex lateral {Rosen -
bluath, 1965), La fig 17= es una idealfzacién de los
ciclos histerdticos angostas tipicos de eleentod

presforzades, y la 171 representa casos con deteripro
moderado de rigidez, ¢oma es de esperarse en miembros
construfdps parcielmente con materiales frégiles, y
“kn donde no se han tomado precawciones especiales pa-
ré evitar dahios eacesivos en cada clelo de carga. Tal
es el <aso, por elexplo, en diafragmas de cartante de
mADDCELErTa o en maréys de Concreto refartsdo pobre-
mente detallados. La curva de 1a fig 17g suele desig~
narse comd wodelo de deslizamienta (en inglés: slip~
type curve} y es tiplca de casps en que la rargh late
ral es resistids fundamentalmente por elementos de
arripstramfento {fig 1Bb) o cables atirantados {fig
18c) que séle pueden resistir esfueriog de tensidp,
Lo grurrencia de piveles de fluenpcia distintos en ca-
da sentido de accidn de las cargas laterales (fig 17¢}
ccasfons la gcumulacifn de deformaciones pldstlcas en
el sentidoe del menor nivel. ET problema fue estudiade
cuantifativamente por Bielak {1966}, quien daterming
Ta respuests sTsmica de sistemas con curva carga - de
Tormacifn elastopl&stica &n un sentide y elistica, de
capacidad 1limitada, en el otro, Para ¢] texblor de
E1 Centro 1940, 165 resultsdos se muestrin en is Ffig
20, y deben compararse con los de la fiﬁ 29, que G-
rresponden 3 sistemas eloastoplfstices usuales. EN fac
tor de fluencis ¢ »3 1a relacidn entre la capacidad
de flvencia y 1a qua 5¢ requerirfa para asegurir Com-
portamiento 1ineal del sistema,

famfrer (1977) chtuvo la respuesta de divertos Siste-

ras de cortante de varlos grados de Iibertld; inciu-
yendo 1a influencia de esbeltez {efectos P-a) ante
acalarogrames tfpicos de 165 que se obtiensgn en 18 7o
n4 de suelo compresible de la ciudad de Méxica, Entre
los casos znalizados se incluveron sistemas con periy
doy naturales de D.%seqg ¥ 2.55eq, que son, respectivg
menke, Menpres ¥ aproaimadanente {guales & lo3 domi-
rantes del movimiento [ver fig 21). Ls esbaltez se de
finfé por 1& relecidn entre €1 valor absoluto de 1y
rigider de 1a rama negitiva de 14 curva :trgu-defnrml.
cifn (fig 17d} ¥ Va <e 1a rama inictal. En términos
de 1ot parfmetras de disefo y de respursts bajo un
andl{sis ordinario que no 1ncluys Tos efectos de es-
beltez, este pardmetro es 19w] & 8 = 1.27/c, en don
de ¢ o5 ¢} coeficiente de carges laterales adoptads -
en el diseho, Q 41 facter de ductilidad ¥ ¥ 11 rela-
cifn entre 1o deformacidn litera) de entﬁtpisn. cAlcu
Tadd con las fuerras luterales de 2isefg, y 1a lltur;
oe entreplso. En todos 1o% casos analizados 3e toms



g#0.G1 en l1a planta baja, y valores menores an los pi

505 superiores, dependientes de Ja distribucibn de ri- -
gideces ¥ masas de todo el sistems. E1 valor citado es-
pequedia, y¥ que en estructurss wsuales $gn de psperar-

sd con frecuencia valores det srden de 0,04, 5 deter-
minaron valores del factor de amplificacisn de deforma
cianes laterales, definide comg 1a relacidn entre 1a
deformacidn de entrepiso obtenida mediante un andtisis
dinamico que inctuys Ja inflvencia de los efectos P-4
¥ la deformacidéin que se obtendrfa para el mismg entre-
pisa si dicha influencia se despreciara. Dichos facto-
res 5¢ canpararon con los valores aproximudos determi-
nados bajo 13 hipftesis de que o] sistema de {nterés
se encuenira sometido al sistema dé cargat 11tera1l;
necesario para ocasionar, medlante $u accifin estitica,
el sistem: de gesplazamientos cbienidos de vn andlisis
que omita los efectos de esheltez. La Compargcidn se
mestra en Fas figs 22 y 23 psra estructuras con perig
dos de 0.5 y 2.5 speg, respectivamente, ¥ doctilidades
noainales de disefo de 4. Es claro que miantris pars
los casos estidfades el factor de empiificacidn estitd
coc na Se aparta mucho de 1, el factor disimico pusde
en ocasiones gleanzar valores exces{wvps.*

Las respuestas de estructyras presforzadas depende de
la proporcifin en que participen elementos presforzados
¥ de contreto reforzado ordinaria en 2 disipacifn de
energfa. Spencer [1969) ha comparads 1as respuestas de
los sistemas de interds pars clertos valores da los p2
rémetros pertinentes. En el casp extremd, un s s tena
presforrado pyede 1dealizarse medlante 1p gréfics £183
tica hitineal de la f1g 17, La relacidn entre Tas an-
plitudes miximas de las respupstes del sistema bild-
neal & histerética se presenta en funcidn de 1a fra-
cuentia normalizads pera &1 acelerograma de EY Centro
en la fig 23, para varios valores o2 la relacidn de
fluencia, ¢. ta relacién en estudio crece con 1o fre-
cuencia. .

£1 comportamiento de sistemas de deslizamiento (fig
179) se describe en 12 fig 24. En ella su obyervan

* [n Tas normmas de diseie sTsmico de 1o cludad de Méxi
ca las posibles consecuencias desfavorables de esta
discrepancia eitSn cubjertas por 1a forea conservado
ra en que g especifican los espectiros de digefo.
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anplftudes sistemiticamente mayores para estructuraes -
con este tipo oo curva que para las correspondlentes

elastoplisticas.

F. Demanday de ductilidad en sfatemes complejos

B1 las demandas de ductilidad por entreplsp en siste-
mis que puedan idealfzarse come vigas de covrtsnte, nd
145 de ductifidad Tocal en los extremos de miembroy
de marcos cantinuos suelen ser uniformes en Jos siste
mas, estructyrales prdimarfes.

Influyen en Ja distribocifin de dichas demandss Tas ca

Irlﬁteristicgs de cada sTsmo, a3t como las distribucig

nes de masas, rigideces y resistenctfas en o estruc-
turs en cuestidn. Frank et al {1976}, deteraimron 1a°
rESPUES ta din&mi:a de sistemas de corpante de custro’
grados de 1ibertad ante una faailiy & tesblores res-
les normalfzados & 1a misha aceleracidn mdaimy del te
rrend. y ante otra de temblores simulados. Para cada
tesblor se determind €] espectro elastoplistico de di
sefd que correspondfa a4 un facior de ductilidad de 4,
¥ 5e determind 21 promedic de dichos espectros pars
cadd ma de Tas familiss citadas. Se disaParon estrug
turas de cortante de cuatrg grados de= Vibertad, pird
cada unp de los espectros elastoplisticos, mediante
un &ndlisis modal convencignal que {ncluyo Onfcemen-
te el mado fundamental de vibracisn. Para cads ung

de Tos acelerogramas se determind 1a respoesta del
51$tEmalnn lireal resultante, meﬁ1ante un proced!-
mientg de {ntegracidn numirica pasp w paso. Se encon-
trd que 1os coeficientes de varfacifn de las demandas
de ductilidad de entrepist eran Moy glevadas, ¥ que
los valores medios estaban muy por encima,'an los ex-
tremys superior & inferior del edificig, del valor d=
4 supuestn en el disefio [Fig 25). Esto 1mplica que
alln para estos sistemas steples ¥ uni formes, Tos crite
rios convencionales de disefo basados en anklisis df-
nimico modal conducen & discrepancias sistemiticas #n
tre los efectos s{smicos reales ¥y los nominales. En
un intepte por estodiar Jes demandas of ductilidad en
edificlos con diferentes pericdos naterales y formas
de varfacitn de 12 rigider de entreplso, Guerra ¥ Es-
teva [1977) determineron 1a respuesta de Sistemay d&
cortante ante los sceiercgramis de tres slswor regis-
trados en 13 zona de terrenc compresible de 1a cludad
de México, Los espectros  1ineales mostraban sproxima-
damente o] mizmo periodo dominante [2.5 seq), y casi

"
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{guales prdenadas esxpectrales para dicho periodn. aun
qut pard periodos cortos uno de ellos mostrabie ordens
da$ aprecitlemente superiores » las o= los otros dos.
Ademds de estudiar edificios con entrepisos qﬁe po-
seen las resistencias que resultan de un criteric con
venclonal de andl1sfs y disefo pars &1 espectrg medin
de los temblores considerados. se enford o atencifn
4 1a Influencia scbre 1a respuesta sTsmica do la va-
riabilidad de las factores de segueridad con respecto
4 cortantes de entrepfseo en la altura de cada =difi-
£ie. Tal variabilidad 2 menwdn proyiena de los requi-
sitos arquitectdaicos, como consecuencia de 1o cua-
1e5 aTgunos entrepisos pueden pojeer resistencias ma-
yores que las requeridas 42 acoerde con el coeficien-
te sTsmico para disefio. Cuando esto ocurre, se altera
ta-contribucidn relativa de cada entrepisc o 1o disi-
pacidn Bisterftica de energia cinética con respecto a
la que s presentaria para edificios con Tactor de se
guridad wniforme, ¥y los entrepisos que pasesn Tos fag
tores de seguridad mis pequebot se ven sometidos a de-
mardas de ductilidad mis elevadas que las 21 caso
uniforme. Por procedimientos de integracidn mumérica
PAsD & paso se determinaron las respuestas de diver-
so3 edifigios de cortante de diez niveles. Se tomaron
periodos naturales de 0.5, 1.0 y 2.55eg y amortigua-
alento visposg de 0.02. Las curves :Irgl-dtfurm$:1ﬁn
de los entrepfsos eran elaste-plisticas, con capacida
des de fluencis obtenidis del andlitis eidal snte un
espectro de disefo aproaimadamente tgual al promedio
de los tres temblores estusdfados, para un faclor de
ductilidad 4.* En algunos de Jos sistemas se tomaron
factares de sobre-resstencia {relacidn entre capaci-
dad lateral disponible y requeridz en €1 disefo) no
unfformes, a fin de simular 1a contribucidn frecuente
mente indeseable de Tos elementos ng estructursles.

* Los espectros elastoplisticos no se obtuvieron de
manera rigurosa. la aproximscidn consistid en divi-
dir entre & todas las ordenadas del espectro elfstf
co de aceleraciones para periodos sayores de 2. 5seg
{dcnde ocurren miximos del espectro) ¥ entre un fac
tor que variaba linealmente entre ! y 4 con el pe-
rioda natyral, pars valores da rite U1tfmg compren-
dido entre 0 v 2.5 seq. Dado que-1a5 ductitidades
#n &) intervalo de periodas £ortpy 300 buy sensfbles
a la relacidn de resistencis de fluencia » respuesta
elfstice, 1as ordenadas espectrales adoptadas pueden
corresponder a ductilidades nominkles muey diferen-
tes de &

ta fig 25 resume  10% casos estudlades, y 1a 27 algqu-
nos de los resultados. Se observa que un efecto de
panurcinnlr resistencia excetiva en alqunas seccio-
nes de sistemas de cortants e aumentar las demandss
de ductilidad en otras, E1 aumento es mds significati
vo para afstemas o= periodc corte. Aun para casas con
factor de sohre-resi{stencia unitario (es decir, resis
tencia dispenible fqual a Ta requerida) las demandas
de ductilidad de Tos entrépisus Inferiores suelen re-
sultar mayeres aue las nominates de disedo. La princi
pal diferencia cualftative entre sstos resultados y
los de Frank et a1 [fig 25) 1a constituyen las eleva-
das ductilidades en el eatremo superior d&l edificio
para este G1timo caso, que no s mvestran en 105 estu

dles de Guerra ¥ Esteva, La diferencia se explica por
“que los disefios de estos Gltimos tomaron en cuenta ls

contribucidn de Yos modos superiores de vibracifn, y
Tus de los prinercs autorgs omitiergn dicha contribu-
cidn,

ios resultados descritos seMalan la conveniencia de
estudiar criterios alternativos para especificar la
distribucién da capacidades de cortante de antrapiso,
& fin de reducir Ya variabilidad de las demandas de
ductil{dad, Pars ello se estudiaron varios sistemas
adicicnales. En algunos de #1los la resfstencia de 12
planta baja se tomd 0 por clento superior a 1s de di
sefip. La fig 28a ldestra Gue e&n clertos casos un pe-
quefip incremento en o resistencia de Fa planta baja
transfiere desdndas sustancisles de ductilidad &1 sz
qunda sntrepiso. Puesto que =n sistemss reales pue-
den esperarse varfadiones aleatorias de rasistencis
mayores que 1a que agul se considera, dicha variabili
dad debe tomarse en cuenta mediante modelos probabi-
1Tsticos. En otro grupe de edificios se estudid 12 in
fluencia, en las demandas de ductilidad, de disefar
considerando o ignorande 1a contribucifn de los mo-
dos superiores de vibracidn. La flg 280 muestra dife-
rencias sfgnificativay tnlli! ductilidages de los pi-
so5 superioras, & pesar de que 143 difsrencias de re-
sistencia son pequedas.

De ip anterior ta c:_mc'luyl qQue pana slfemos de cox- '
tantr los criterios convencionales de anilisis y dise
fo sTsmico no proporcicnan un control gdecuadn de res
puesta sTsmlca expresads en térmings de ductiiidndest
En algunos sfstemas, en donde el facior de seguridad,
dﬂthmm1lﬂhnhdehrnuumudhmm-



ble ¢ 1a fuerza de disefio predicha por =1 andlisis 14--

neal. varfa aprecishlemente de una a otra seccldn erf
tica, las demandas de ductilidad pusden resultar mu-
cho mayorss que (25 que ocurrirfan en las mismas sec-
clones, can los mismps factores de seguridad, s1 es-
tos fueran unifarmes en 12 estructura. Las fmptlcacio
nes de #5tps resultados deberfan trasladapse 2 la
prictics de disefo estrugtural,

Los potos estudios disponibles sobre demandas locales
de ducti)idad en marcos continbios muestran gue 1s dis
sribucidn de dichas demundas en §istemas con factor
de sequridad comstante presente varisciomes menos &
acentundas que lax describes para sistemas de cortan-
te. 5 han propussta diversos criterias pars definir
las ductilidades locales. Havl Tand et al (1376} pro-
ponen dos alternativas [fig 29): Ja primers &5 131 re-
Tacién del girn en el extremo de una barra &) que ofp
rrirfd én dicha extremo cuandd en ambos se alcantara
simultineamente ¢1 momento de fluencia respectivo, A
esta 1o denotan ductilidad rotactonal. La segqunda de
finicién, designada como ductilidad de momento o de

curvatura, e3 1a relacidn entre 1a curvatura Jocal en

una seccibn y la que corresponde 21 momentg de fluen-
cla, Lo variacifin de ambas medidas de la.ductddigad
Joca) fue-estudiade por 108 autores citades en diver-
505 marcos disefades para diversas ductilidades nomi-
nale; empleandp wnflisis modal elstico. En §a fig 30
e presents un caso tiplco estudiado, y &p Jas 31
32 Jos miximos factores de ductilidad pars trabes y
columnas en cada nivel, cuando la ductilidad nominal
de diseho era 4. 5810 deten obienerse comclusitnes o
hre 1ot valores relativos y no sobre Tos absalutos,
en comparslidn con la dyctilidad nowinal de 4, ¥a que
las figuras se refieren g ductilidad Tacal y 12 G1tl-
ma cifra citada es ductilidad global de entrepise.
Los estudios descritos se han referid & martos regu-
Yares, $in vartaciores bruscas =n las dimensfones de
sus miembros nil en sus claros horfzontales y yertica-
les, La ocurrencia de tales varfaciones es con fre-
cuencia causs de concentraciones importantes de demap
das de ductilidad, » np &5 rarc que lzs condiciqnes

" que gcasionan tales demandas sean tankidn motivo de
incapacidad de los miembros afectados para responder
a eflas. As{, por ejemplo. 1a& restriccidn que fmpp-
nen 108 murgy de fa Tig 33 & las columnas A hacen que
el clare efective de diches coTumnas sea 1gual a su

longitud 1ibre, entre ¢l sistema de cubierta y e
borde superior del wmuro; 1a rigidez laterz] de cada
una de astay columnas resulta mucho mayor que las de
1a% que no se encuentrap restringidas, y las fuerZas
curtantes respectivas -- y por tantg las demapdas de
ductflided -- varfan de igual manera, Debidn a su ba
Ja relacidn de clare a peralte, las colTumnas A suve-
len ofrecen menores factores de seguridad ante ten-
stéin diagonal que ante tensifn por flexfdn y por ende
tienden & presentar comportamiento poco dicefl. Condi
clgnes semejantas se¢ presentan en las trabes o2 menor
cl;hn localizadas en marcos con separaciaones Buy dest
guales entre £jes de columnzs, 0 2n trabes que Ingt-
den en punios de los bordes de murgs rigidizantes en
donde se presentan gfros y desplazamientos verticales
importantes (Fig 34). En todes estes casos los proble
mas pueden aliviarse wodificande rigideces relativas
{por ejesplo, reduciendo peraltes de claros cortas),
o disefando de tz) manera de lograr que dominen los
nodos de Talla dictiles. La fig 13, por ejemplc, muet
tra ] tipo de refuerza recomendable para elementos
peraltados que 1igan dos muros rigidizantes acoplados
(fautay, 1971],

B. Comeniarios finales

A pes}r de que 1a impartancia de la capacidad de disi
pacidn de energfa mediante comportamiento digt!! para
res{stir sfzmos severgs ha sido bien reconocida. no
se cuenta & ta fecha con criterios de andlisis ¥ dise
ha gue considersan & las demandas de ductilidad, 0 3
las deformacicnes tnelfsticas, como fas variables de
control. Los procedimientos usuales de an§ifsis. tan-
to estdtico como dindmice, adoptan las fuerzas tnier-
nas que provienen de estudios de respuesta !1neales.
Lot wedidas de la capicidad que debe proporcicoparse
a les misnbres estructurples parz que las demandas
locales de ductilidad se mantengan dentro de 1Tmites
tolerables, Fero dichas demandas son muy sensibles a
1as caratteristicas ce las estructuras, y a los deta-
1es de cada excitacidn sfimica, y ne es raroc encon-
trar que Sus valores se alelan significativaments de
lgs nominales de digefio. Por otra parte, no existen
criterios suficientemente probades para producir
miembros estructurales capaces de desnrru]lnr ducty
Vded e3pecificas, A lo mis que parecen poder 23pl-
rar 198 Ingenleros en este &specto en un fuiurd CET
cang &5 & 1dentificar 1as irregularidades
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que preden causar concentraciones axc#sfvies de ducti-
Hdad y 1 tratar de evitarlas. E1 campo de investiga-
cifn es muy vasto y estimulante: abarca e) desarrelle
de procedimientos pricticos y aficientes para prede-
efr las demandas de ductilidad en estructuras dadas,
¥ 1a formulacidn de criterios de diseho pira ograr el
deserrol 1o de duct{ldades especfficas,

3. Referercias '

1. Arnold, P., Adams, PF.F, & Lu, L.W,, (1366), "The
Effect of Instabllity on the Cyclic Behavier of a
Frame®, Proc. lntermational Symposium on the
Effects of Repeated Loading f Katerials and Struc
tures, RILEM, & .

Z. Bertero, Y.¥., & Popov, E.P. (1975), "Hysteretic '
fehavigr of Ductile Homent Resisting Reinforced
Concrete Frame Comporents” Earthquake Ergineering
Revearch Center, Collepe of Engéneering, University
of Callfornis, Berkeley, EERC 75-16

3. Blelak, J. (2965), “Dynami¢ Response of Single -
Degree - of Freedom Ailinear Systems®, Theiis yub-
aitted #n partial fulfilment of the requirements
for the degree of Master of Scfence, Rice Universi
ty. Houston, Tesas

1. Frank, R., Anagnostopoulos. 5., Biges. J.M.. Vinmar
cke, E, H. {1976}, "Yarfebility of Inelastic Struc
tural Response Dus to Rexl and Artificiel Ground
Notions”™, MIT Department of Civi] Engtneering Re-
saarch Repart R7E6-6, Order No, 529

5. Guerra, 0. R, & Estenn, L, (1977}, “Equivalent

Properties and Ductility Requirements in Seismic

Dynamic Analysis ef Non)inaar Systemt™, Proc.

$ixth World Conference on Earthquake Engineering,

Hew Dalht .

Haviland, R.M., Bigps, J.¥. & Anagnostopoulos, 5.

{1976), "Inelastic Responset Spectrum Design Proce-

dures for 5tes) Frames®, MLT Department of Civil

Enginesring, Resaarch Report A7E-40, Order No. 557

Krawinkler, H, Bertera, ¥.¥., & Fl‘np-u'u'. E.P. [197%],

*Inelastic Behavior of Stes} Beam-to-Column Subas-

semblages”™, Earthquake Englneering Reszarch Lenter,

Callege of Engineering, University of {alfformia,

Berkeley, EERC 76-22

B. Park, R., & Paulay, T. {1975}, “Reinfurced Concrets
Structures®, John Wiley b Sonk, New York

. Paulay, 7. (1971), "Coupling Beams of Reinforced

b

=

1o,

1.

12.

Concrate Shear Walls®, Journal of the Structural
M visjon, ASCE, 37, 5T3, B43-B62

Ramfrez, J. (1977}, “Efectos de inestab{lided en
la respuesta sTsmica de estructuras de cortanie
inelisticas”, Tesis de Maestrfa, Dfvisidn de Esty
dios Superlpres, Facultad de Tngenierfa, Universi
dad Nactomal Autfroma de México

Rosenblueth, E. [1965), "Slenderness Effects iR
Bui1dings™, Iournal af the Structural Division,
ASCE, 91, ST1, 229-52

Spencer, R.A. [1968), "The Woalinear Response of
Moleistory Frestressed Concrete Structures to
Earthquake Excitation®, Proc. Fourth World Confe-
rence on Earthquake Engineering, Santiago, Chile



29

Fig 1. Sistemas diictiles y fragiles

Fig 2. Sistema elastoplistico
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de subconjuntos (segin Bertero y Fopow, 1575)
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b) VIGA R-6

Fig 10. Influencia de esfuerzos cortantes en el comportamiento
histerético de miembros de flexaifn (segin Bertero v
Popov, 1875)
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Fig 13. Disposicidn sugerida del acerv en una viga de acoplamiento con
refuerzo diagomal {adaptada de Paulay, 1971)
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Fig 18. Estructuras especiales
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DUCTILIDAD ¥ COMPORTAMIENTO SISMICO**

L. Esteva*

RESUMEN

Se describen 1as relaciones que ligan demandas de ductilidad con resistencia y
rigidez en sistemas simples sometidos a excitacidn sismica, asf como algunos
problemas gue se encuentran al tratar de extrapolar dichas relacfones a siste-
mas complefos, representatives de Tos que encuentran los ingeniérus en 1a pric
tica de'diseﬁu. La descripcifn citada se orienta a la identificacidn de condi-
ciones que influyen en Ta capacidad de las estructuras para respunder dictil-
mente ante temblores sin fallar, y a la definicidn de Yos criterios pertinen-
tes de disefio estructural. -

ABSTRACT

A description is provided of the relationships tying ductility demands with
strength and stiffness in simple systems subjected to seismic excitation, as
well as of some probiems found when trying to extrapolate those relationships
to complex systems, represeniative of those found in design practice. The des-

cription mentioned aims at identifying thase1cnnd1tinns_inf]uencing structural
capacity to respond in a ductile manner to earthquakes without failing and at
defining the corresponding criteria of structural design,

-dr
'

* Instituto de Ingenierfa, Universidad Nacional Autdnoma de Méxice, Ciudad
Universitaria, MExico 20, 0, F. MEXICO

** Rasumen de una conferencia presentada en Ta Escuela Técnica Superior de
Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de la Universidad Politécnica de
Barcelona . . :
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DUCTILIOAD ¥ COIPORTAMIENTD SISMICO*+

L. Exteva®

1. Watwnaleza det dibede 4 Lamino

E1 disefo en ingenierfa se hl1illlrrligldﬂ &n 1o nece-
sidad soctal de optimar. Tmplica considerar acciomes
Alernatives, estimar sus consecuenclas y hacer la me.
Jor seleccidn. En ingenderfa stsmiga, cada posible 11-
ney de acciln incluye 12 adopcidn de un sistema estruc
tural ¥ un critario de diseho fsmico, mientras que 1a
evsluacidn de Yas consecuencias implica estimar res- .
puestag estructurales y costos esperados de dahos, Lo
criterias vsuales de diseho sfimico sdoptan coeficien-
tes d& cortante y ordéhadls espectrales como medidas
de e respuesta estrictural, ya que ;stl L axpriss en
genera) en téralnos de aceleraciones ¥y fuerzas latera-
Tes"rauivalentes actuando sobre sistemas lineales, Pe-
ro estas variables no son sinc medidss indirectas del
comportamiento del sistemd durante temblores: sirven
pars controlar los valores dr variables mis Significa-
tiwvas, tales como deflestones Taterales de los siste-
mag 0 lineales realdes, duCtilidades Jocales y de con-
Junto, y mirgenes de sajuridad con respectio & falla
por inestabiiidad {efectos de sequndo orden). En vists
de que las relaciones entre variables de contrel ¥ res
puestd real dependen del tipe ¥ caracterfsticas del
sictema estructursl, 1a comprensidn de esta relaciones
&5 requisite p&ru el logro de d1seﬂqs afecuados, Este
toencepto se ppone a2 la splicacidn cipga de requisites
reglanentarios: en disehc sTsmico, nds que en otros

Campos de Ingenlerfa, ey TEc1Y caer_#n 13 aplicacidn
estricts, pero ciegd, de las iy avinzades normas y,

* tnttituto de Ingenferfa, Universidad Macional Autdno
ma de Ménico, Cludad Universitaris, Mérico 20, D, F.
MEXICD

s*pacumen de una conferencia presentads en 1a Escunla
Téenica Superior de Lgenieros de Caminos, Canales ¥
Puertos de la Universidad Politécnica de Barcelon

$in embargo, producir una estructura destinada a co-
portarst pubrements,

Ls optimacidn que es mets del disefn s¥smico pusde ex-
presarie en térmings de varlos objetivos directos: el
disedo s¥smico trats de proporciocnar niveles adecuados
de seguridad con respecto &l colspso ante temblaores
eicepcicnalmente intentos, &3 como Con respecto 4 da-
Roy & construcciones adyacentes; busta tapbifn prote-
Qer 4 Ias':anstruccinnes contra dafios materisles axce-
sives bajo 12 acciln de tembleres de intensidad modery
da, asequrar 2 facilidaed de los trabajos de repara-
¢ifin, reconstruccién o refuerzo en caso de daitos, ¥
proporcipnar proteccidn contra 1a acymulacidn de daho
estructursl durante series de templores, Finalmente,
3¢ trata de preservar la sequridad y Jo comodidad de
104 ocupdntes y del piblico en general, logrands que
18 respuesta estructural duranie tepblores de intensi-
dad moderada no excedd clertos niveles de tolerancia,
¥ evitando el pinice durante temblores de intensidad

- mpderads o alta, particularments en eddficios en donde
se esperd frecusnte aglomeracidn de personas.

La consecyucidn de los obietivos anteriures'requiert LT
- cho ads que el dimensionsmiento de 1o miesbres estruc
turales para fuerzas Intermas dadas. Es indispensable
tomar en cuenta explicitamente dichps cbjepives, ast
como lgs problemas relacionados con 12 TESpuesta %5 -
tructyral ne 1inesl y con & cumportamieﬂtd-QE mate-
riales, miembros ¥ conexiones sometidos & varios cl-
clos de carga alternada, Implica también 13 identifica
cidn de condiciones de servicio ¥ 1a formulacisn
de los criterios de |:¢pta:lonicurresnnddientE1.

2. Comportomiento o Linezl, duntitidnd‘y Acapues iz
slamica
]
%a-dice que un sistemd estructural es dGet!) 4§ es ca-
paz de soportsr deformiciones importantes & carga pric
ticymente constante, sifh alcanzar niveles sucesivos de

,~ daho o ge disminucidn de Ya resistencia ante aplicacie

nes subsecuentes de cargas. Las curvas a ¥ b en la

fig 1 :uc}tFaﬁ rtll:jﬂﬂt: tipicas entre carga {P} v de
flesifn (D] pirs la primers aplicacién de cprga &n siy
temas dictiles y frigiles, respectivamente. Ls cyrve &
corresponde & s reipuesta bajo carga lateral de un
marce de contreto reforZado adecuadamente datallade,
en donde los efectos de esbeltez no son significatd-



¥as; ta curya b es tfpice de mampesterfa de bloques
huecos con escasa refuerze. Para sstructurzs gue deban
sopartar sismos, no puede Inferirie compartamientn dig
11l simpiemente de gbservar curvas carg;—d&fnnla:i&n
‘parva €Y primer ciclo de corgi. yi que el dafio produci-
40 dursntt tos primeros ciclos puede deteriorar la ca~
pacidad de absarcifin de enevgfa del sistemy pare ci-
clos pasteripras: 13 rigidez puede degradarse en forew
aprecizble, como ocurre en sures de cortante de aibafi
lerfa 0 en marcps de concreto reforzado detallados de
manera defiziente,

La capacidad de sistewmas astructurales pars absorber
energfa med{ante comportamiente hlsterdtico sirve de
apoyo a los criterios convencionales de disedo sfsol-
Co. que réquieren que Jas estructuras Se disefien para
fuerzas laterales de megnitwd oy inferler a la necesa
ris para mantanerias dentro de su intervale de compor-
tamlente lineal durante tesbiores Severgs. AsT la se-
quridad contra colapso ante $'smos puede lograrse ha-
ciendo una estructura resistente, haciéndola dictil &
disefando para una combinacifn econdmica de ambas pro=-
pledades. Para algunos tipos e materidles y miembros
estructurales, 1a ductiiidad es dif¥cil de lograr, ¥
1a economfs dicta Ya conveniencia de disefar para car-
qgas laterales relativamente elevadas; para otras, #5
moecho oS bBarato lograr ductilidad que yesistencia, ¥
Ya prictica de disefo reflejy este hechg, Pern el em-
Flen de materiales dictiles no implicd pnecesarizmente
el logro de sistemas dictiles; por ejemplo, 1as concen
traciones de esfuerzas en juntas saldadas pueden propl
cfar 12 ocurrrencia de fadla prematura, gde naturaleza
frigil, en dichas juntds, y los efectos P - & [interac
Cifn entre deflantones laterales ¥ fusrzas {nternas
tausadas por la accldn de carges gravitacionales ac-
tuando sgbre 13 pstructura deformada) pueden ocasionar
falla por inestabilidad cuando 2 rigider lateral efec
tva o5 demasiado baja,

En este trabajo se describen las relaciones coantitati
vas que ligan demandas de ductilided ton resistencia ;
rigidel &n sisteoas simples somet]dos a excitacién sfs
mica, asT com alquees probles2s Que 5& entyeatran sl
tratar de extrapolar dichas relsclones g sistemas com-
plejos, representativos d+ los que encuentran los inge
nerps en 1a prictica de ditefo. La descripcifn citada
sz orienta a 1z {centificacifn de condiclones que in-

fluyen en la capacidad de las estructuras para respon-

£l

der dijctiImente ante terblores sinp fallar, ¥ & la de-
finicidn de los criterios pertinentes de diseho as-
tructural.

1. Ductilidad tocat y plobat

El comportamiento ddctil no lineal de sistemas coaple
Jos resulta en general de las deformaciones dictiles
locales, o concentradas, que ocurren en 1as secclones
particulares de uné estrocturs dada en donde 5e alcan
ran defarmaciones de Fluencia. La duct!lided de’ con-
Junto, o glebal, es una propledad de une curva carga-
deformacidn sxpresada en tfrmings de 1o resultanie de
las cargas externas que actian en una porcifn {mpor-
tante de un sistema dado; por ejemplo, los marcos de
¢dificios suelen tratarse como vigas de cortenie para
fines de pstimar su respuesta dinlaica no Vireal ante
excitagifin sfsmica. Las ductididades ilnhalts EE fx-
presan entonces en térainos de las curvas que ligan ~
fuerzas cortantes con deformaciones laterales en cads
entrepise. En general, el valor numérico adoptade por
14 ductilidad global en yn antrepise no coinclde con
‘s valeres de 1as ductilidades concentradas qua se
desarrgllan en las puntos correspondientes del entre-
piso, ya que la ductilidad det conjunto &5 funcidn de
la relacidn entre bas contribuciones 3 1a deformacidn
de entrepiso de las deformaciones dictiles concentra-
das ¥ da las tlisti£35 distribuidas. Em 3istemas que
no puotden idealizarse como vigas ce cortasnte, lag re-
laciones entre ductilidades de conjunte y Tocales de-
penden de las conflguraciones deformsdas de dichos
sistemas, y por tanto varfan durante un sismg dade.
En forma aproximada, pueden adoptarse 1as relaciones
entre ductilidad global ¥ local que correspondan 2 18
configuracidn gue se obtiene de considersr que las de
formeciones miximas de los entrepisos ocurren simultd
neamente. )

L1 ductilidad glabal disponible puede controlarse me-
diante o] disefio y la ejecucidn de Jot detalles es-

Arugturales que permitan 21 desarrollo de ductilida-

des locales adecuadas. La demands local de duciilidad
varis entre puntos diferentes de yn sistema complejn,
En un punto dado, dicha &Enanua ex funcifn de l1a re-
sistencia local y de Ya variacifin de 1a restistencia

en tedo o) sistema. E5to es consecupncia de la fnte-
raccién entre 1a disipacién de erergfa por histéresis
en diversas secciones. En marcos de edificlos. la va-
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riabilidsd en 1a ductilidad requerida en diversps pun
tos suele Ser consecuEncia de 1 syperposicién de las
fuerzas Interras deblidas 2 carges permanentes ¥ a ex-
citeciones accidentales. Iafluyen en dicha ductdlidad
&1 orden en que se alcance e} 1imite de cedencla en
los diversios puntos ¥ ia interaceidn entre momentos
flexlonantes, fuerzas cartantes ¥ fuerzas axlales, en
tre otros factores,

A, Reapues bt dindmica de alstomu aimples eladgo-pldy
Lieos . '

La 1dealfzacidn mis usval de estructuras ddct!iles es
el ststems elasto-plésticn (fig 2), Para ‘ellos se de-
fine #) factor de ductilidad como &1 coclente de la
deformag {dn mixima desarrollada entre 1o que Corres-
pande a1 1imite de cecencia: O = 0/0 . 51 5@ #naliza
la respuesta ds sistemds elasto-plisticos ¢2 un grado
de Vibertad y de rigider y masa dadas ante excitacio-
nes sYsmicas, y se obtienen curvat de las deformacio-
nes de cedincia que deben caracterizar o dichos siste
mas pard 1ograr demandas de ductdlidad que no excedan
de clertos valores dados, se observa que, pars perlo-
dos maturales de vibracidn que no dean Jemasiadn cor-
tos, las deformaciones de cedencia que se requieren —
¥ por tanto 1quEErrespondientes toeficiantes de cor-
tynte en 18 pase — varfan en razdn inversa cah la duc
tilidad. La fig 3 ilustra ests afirmacidn para el tem
blor de E1 Centro, 1940, En las abscisas se tlenen
frecuencias naturales 7 en escala logarftaica, y en
133 ordenades, sewdo-velocidades {obtentdas como el
productio de frecusncia naturs]l por deformacidn de ce-
dencia reduerida) #n el mismo tfho de escala, para di
varsos valores del factor de ducti{d{dad. Dada la for-
ma en que & definfaron Jas prdenadas en esta figura,
es TEci) demostrar que las deformaciones regquer{das
de cedencia poaden leerse refirifndose & un sistema
de rectas 1 45" que suben de 12quierdy a derecha, y
que las seudo-aceleraciones {(2af}'D  pyeden Jeerse to
mands como bhse pn sistema de rectay & 45% que hajan
de 1Iquierda § derecha. Las curvis chtenidas S&gin se
aciba die deScribir constituyen Insknipl:trns de defar
macidn para sistemas elasto-ptistices. En la figura
se ohserva Que para frecuencias naturalsas que ng exce
dan de 1 cps, las ordenadas espectrales $00 Aproxima-
dgmente proporcionales al recfproco del factor de -
til11dad. Teniendn en cuenta que la deformacidn late-
ral O es 1gual & 12 de cedencia Dr miltipl{cada par
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el factor de ductilidad Q. la proporcionalidad inver-
sa aprosaimada entre l.'lllr ¥ Q implica que pars periodos
naturales mayores gue 1 seq, D &5 précticasente inde-
pendiente de ] ¥ por tante de la resistencis lateral
del sistema. Para perlodos naturgles cortos, la defop
macidn de cedencia ¥ 1& seudcace)eracidn espectrales
resultan poco sensibles n Yo dectilidad, y en el 11-
mite, para perfodos naturales nulos, o estructuras in
finitamente rfgidas. ta sevdoaceleracidn &5 dgual a
Ta mbxima aceleracidn del terreng, y la defopmacifin
totel O = uq, es proporciona] a g ductilidad, En
otras palabras, 1a deformacidn total es précticamente
insensible a1 factor de duccilidad para pericdes naty
rales modergdos ¥ lérgos, y tiende & ser proporcional
a dfcha factor para perfodos way cartos: 1a seqdpace-
leracidn espectral es inversamente proporcional al
factor de ducti1idad para perigdos naturales modera-
dos y largos, y se torne cas! insensible a dicho fage
tor pard periodos mUY cortés. En consecuencia, para
sistemas elastopldsticos de un grado de libertad y de
perinds maturs] ro menor que 0.8 seg. aproaimadapen -
te, 14t ateleraciones espectrales de disefio preden ta
marit iguales a las Que corresponden & sistemas linea
Tes divididas entre el factor de ductilidad permisi-
ble, segin al tipo de sstructura; para estructuras de
periodns cortos 1as reduccionss que pueden lograrse
en 1as fuerzas laterales de disefo son menas sensi-
Bles » 1a dectiiided. Enm estructuras gue hayan de
construirse sobre terrenp blando, el 1{mite sproxisa-
do de 0.9seq deberd tal ver subirse, teniendo en cuen
ta los periodos dominantes del movimiento del terre-
ne. La poca eficiencit de 1a dwttilided para reducir
lag ordenadas espectriles en o] intervilo de perliodos
menores que los dominantes del movimients pugde tam-
bi&n ieterpretarse en tfrminas del alargamiento del
periodo de vibracién efectivo de un sistema que resul
ta de su respuests no Tinead y de g tendencla gene-
re) de crecimlente de 1as ordenadas espectrales con
el pirinda natural en el intervalo citada. Aungue &1
problest no ha side suficienismente pstodiade, Tas
noreas de disefio sismico de Y4 Ciudad de MExico propg
nen especiros de aceleraciones en terrend blindo ca=
racterizadeos por ordenadas consiantes para un amplio
intervalo de pericdos naturales mensres gue los domi-
hantet del terreno, claramente {dentificados en ot
cspectros elisticos [fig 4),

Lus eonclusfones que anteceden son vilidas para siste
mas que puedan des)izarse comd elasto-pldsticos. Pl:
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re algunos sistemas estructyrales tal ideslizacidn no
es vilida. La curva carga-deformac!dn puede caracter]
tarse por 1imites de cedsncia distintos para cada sen
tide de aplicacidn de la carga; 12 capacidad de absor
ctiin de energla por histéresis para una deformagidn
deda puede reducirse dristicamente de cicle a ciclo,
como consecruencis de las deformaciones residuzles en

elementos, coms 1oz cables de arrigstramlento, que s

lo pueden tomar fuerzas de un piseo signa; los ciclos
de histéresis som muy angostos err marcos de concreto
presforzado;, la oourrencia de dafios puede causar la
degradacifin de las rigideces en las curvas cargz-de-
formacidn despuds de unos cuantos ciclos, ¥ 1a in-
fluencia de efectos de eshelte: purde dir Jugar a
pendientes negativas significativas en 8] intervalo
posterigr & ta cedencia. Cualguiera de estos efactos
pugde conducir a coeficientes sfsmicos superiores a

tos aplicables al caso =lasto-plistica Sonvencional,
5, Puctilidad y deteniono .

La fig & represanta el caso $fplco de respussta ante
carga altamente sin deterioro. Se Lrata de una junta
entre trabe y colpmna de una estrufturd de acero, so-
netida & momentos de iqual stqno en los extremos de
12y trabes [krawinkler et al, 1976 )- £n as ordenadas
s¢ sueiird Ta suma de mozeatos y en las abscisas la
distorsién angular del tablerc en la zond de unidn.
3¢ aprecia en e11a el efecto Bauschinger, es decir,
la desaparicifn de 1a Tey pricticamente bilineal car-
ga-deformacidn vilida para la primera aplicacifn de
carga, ¥ la sustitucidn de 1a curva correspondienie
por atrs en que las pendientes varfan gradual y mano-
ténicamente, desde un miximo para cargas pequedlas,
hasta wn sinimo, para deformaciones grardes. Los cam-

bios ¢e pendientes. y por tanto en la cepacidad de di

sipacibn de erergfa por histéresis, son significati-
vos s0lo entre 12 primers aplicacidn de cargh y 12

curva de descergd inmediata. A partir de ells, los ci

tlos de histéresis son pricticamente estables pare un
nimere de repeticiones superior al gque puede currir
bajo 1o ac¢ifn de unos cuantgs temblores. Esta condi-

cifn favorece la disipacibn de energfs cinética dyran

te s!ismos intensos y contribuye & controlar amplitu-
des de respussta y niveles de dabos.

Mg todas Tas roenstrucciones se caracterizan por cur-
vas sstables y de gran capacidad de disipacifn come
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estas: wn eiemplo de lo contrario se mostrd en 1a fig
1b. Estas propiedades dependen del m.ateria! enpl sado
¥ de Tos modos de falla que rijan el comportamienta;
en shstemas estructurales, dependen de Tos detalles
constructives en Tps miembros y en Yas unfgnes. En
conttrugciones de acero soldadas, la condicidm parg
obtener curvas como las de 1a fig & ey contar ton fag
tores de sequridad suficientemente elevadas contra
inestabil1dad Jocal; sin embargo, las esbelteces de
los miembros que sp emplean ¢conducen con frecuencla

4 curvas como las de 3a fig 6, caracterfsticas de sis
t:emu en gue es sfgnificativa la inestabilidad de con

" junta.

En estructuras de concreto, ] logro de ductilidades
¥ capacidades de disipacidn de epergfa adecuadas re-
quiere estudio cuidadosc de uniones, snclajes, porcen
tajes de refyerro, factores de sequridad en distintos
modos de falla, entre otros conceptos. E1 estodic ex-
perimenta) de estas vardiables ha recibide atencidn du
rante Yos dltimos afos. Qertero y Popov {1975) estu-
diaron el comportamiento ante cerge alternante de sub
cenjuntos constitufdos por tramos de wigas y columnas
{fig ). Las variables analizades {nmcluyeron &1 tipo
¥ tulntfs de refuerzo en Jas Junias y en los extrems
de los miembros (fig B), la {nfluencia de 1a inestabl
Tidad (fig 9) ¥ de 1a fuerza cortante {Fig 10] ¥ &}
des1izamientno de Tas juntas [fip 11). E5 clara la in-
fluercta que estas variables pusden tener en ductitf-
dad y en capacidsd de absorcidn d= energfa.

Las vigas de acoplamiento entre muros rigldizantes se
taracterizan i menudo por relasiones slevadas de pe-
ratte & clevo, 1o gue ccasiona relaciones elevaday de
futrn cortante a -mentu Flextonante. Ly fig 12 oes
trs Curvas- :lrga-defumciﬁn para ios diferentes par-
centafes de refuerzo longitudinal y trgnsversal. fsty
digs recfentes {Paulay, 1971) han demastrado que la
disposicidn del refuerzo como en la fig 13 conduce a
:erus mis satisfactorias y a dafas de menos cuantfa.

La Influencia de 1a carga azfa) en la ductilidad de
miesbros de concreto reforiade sometidos 4 flexocom-
presidn ha $ido estudizda tedricamente por Park y
Paulay (1975]), considerande la curve carga-deforms-
c18n de concreto stn confimar, En la fig 14 se resu-
men las hipitesis y Yas conclusiones de tales estu-
dios. [s clara 1a reduccidn de g dugtitidad disponi-
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ble {en térmings de Ia retacidn momentp-curvatura) )
asociadih aun con niveles moderados de carga axial. Eg
te efecio sustenta &1 criteric de disefio designado co
mo columna fuerte-trabe dEb11, orientade 21 desarro-
1o de deformaciones ineldsticas en Jas trabes, con
preferencia a 1as columnas.

De mpturaleza tefrica son tasbidn Tos estodios (Park
¥ Paglay, 1975) en que se basan las curvas carga-de-
formacidn pars muros de concreté gue falian en fle-
aibn [fig 25). En Va figura citeda se observa gue me-
diante cuantfas y distribuciones adecuadas de refuer-
to e5 posible obtenér ductilidades eleyades en eite
tipu‘di elementos. Qtros factoredl 8 considerarse, po-
co estudiados 4 13 fecha, son la posibilidad de pan-
dec de borde y 1a influencia de carga vertical y fuer
IL cortants, tanto en la tyurva ante la primers apiics
cifn de carga como en Ta% que correSponden 3 CAFQ4Y

repetidas.

Los miesbros presforzados kuelen c;ra:teriznrie por

curvgy semejantes a la fig 16 {Spencer, 1969): la ri-

glde; defrece ﬁari def;r-lciones grandes y los ciclos

histerdticos sngostos implican poch capacidad para d1

sipar energla. )

6. Respueada de sdiademas 4imples con diversas feyed
saxga-de formeedin

La fig 17 presenta dlgunas 1dealizaciones uswales de
curvat cargi-deforeacidn mepleadas para representar

a Yas descritas en log pdrrafos anteriores. E1 caso
t1linesl de Ta fig 17a es una buens aproximezidn 2
128 curvas de la ffg 5, E) caso 70 es &) elastoplds-
tico conwencional, mientras que el 17¢ se caracteriza
por niveles de fluencia distintos en 1os. dos tentidos
deé aplicacibn de Yas cargas laterales. fsta condi-
cifn se presents, por ejespla, en marcos como gl de
la fig 15, en donde la descargs sobre Ta viga AB en
0 puede actuar a favor o en contra de las cargss per-
manentas. L pendienta negative en 1z fig 174 sa debe
& ‘& aecifn de las cargas gravitacionales sctuando sg
bre 1a configuracidn deformada {desplazamiento late-
rald de) sistemd, ¥y es funcidn de la suma de cargas
verticates por encims del entrepiso que interess, d¢
'a altyra de este ¥ de su rigidaz Jatera) {Rosen -
biuetn, 1965). La fig 17e e5 una 1dealizacién da Yos
ciclps histeréticos angestos tipicost de elementds

presforzados, ¥ 1a 17f representa cases con deteriore
woderada de rigider, comt es de esperirse en miexsbros
construfdos parclalmente con materiales fragiles, ¥

“en donde no te han tomads precauciones espsciales pa-
ra evitar dafips excesivos en cada ¢iclo de carge. Tal
es el casp, por ejemplo, en diafragmas de cortante de
mampos terfs ¢ en marcos de concrety reforzade pobre-
mente detallados. La Eurra de la fig 173 suele desig-
narse com0 modelo de deslizamients (en inglés: slip-
type curve) y et tIpfca de casos en que Ja carga late
ral es resistida fundamentalmente par &lementos de
arriostramiento (fig 18b} o cables atirantadas [fig
1Bc} que sfilo pueden resistir esfuerzos de tensifin.
L2 geurrencin de niveles de floencis dstintos en ca-
da sentida de accifin de las cargas lateraTes (fig 17c)
ocasiond 1a ascumilacidn de deformaciones plésticas en
el sentido del menor aivel, E1 problema fue astudiade
cuantitativamente per Bielak (1966}, quie=n determind
1a respuests sfsmica de sistemas com Surva cargas —-de
formacifn alastoplfstica en un sentido y elistica, da
capacidad {1{mitada, en el otro. Pars 1 temblor de
Ei Centro 1940, los resultadps se muestran en la fig
20, y deben compararse con los de la fig 29, que co-
rresponden a sistemas elastopldstices ususles, E£1 fac
tor de Mlyencia ¢ es la relacidn entre Ja capacidad
de fluencia y la que s¢ requerirfa para assgurar cos-
portamiento 11neal dal sistema,

Ramfrezr {1977} obtuvo 1a respuesta de diversos siste-
mas de cortante de varlos grados de libertad, inclu-
yendo la inflyencia de eshelter {efectps P-p) ante
acelerogrames tipicos de los que te obtienen an la 2o
na de suela compresible de la ciudad de México. Entre
los casos analizados se incluyeran sistemas con perip
dos naturales da O.5seg y 2.5589, Que son, respectivy
mente, Mengres y aprosimadamente fgustes a lps domi-
nantes del mavimiento [ver fig 21). La esbeltez se de
finid por 1a relacién entre el valor absolyty de s
rigidez de 1p ramy negitiva de 1a curva llrgl-d!fﬂﬂ!i‘
cidn (#19 174) ¥ 1a de 1a rana infchal. En tfrmings
de Tos parimetros de disebqg y de respuetia bajo un
andlisis ordinarto que ne incluya 105 efectos de es-
beltez, este parinttro es igusl & 8 = 1.2¥/Qc, en don
de ¢ &5 €] coeflciente de cargas laterales ydoptade )
en e} disefle, § ) factor de ductilidad ¥ ¥ 12 rala-
cifn entre 1o deformacién latersl du tnt;Episu. caley
lads con tas fugrzas Taterales de diseds, ¥ 1a altura
de entreplie, En tedes 1ov casos analizados se tomd



g+0.01 en Ya planta bajla, y vilores menores an los pi

sos superiores, dependientes de 12 distribucidn de ri- .
gideces y masas de todo #1 sistema. E1 valor citado es-
pequefic, ya& gue en estryctyras usuvales son de esperar-

5& con frecuencis valores del orden de 0.04. Se deter-

minaron valores del factor de amp)ificacitin de deforma

clones laterales, definido comg 1a re1‘ac1ﬁn entre la
deformacibn de entrepise obtenida mediante i andlisis
dinimico que incluya l& influencia de Jas efectos P-&
¥ 12 deforwacibn que se obtendria para el mismo entre-
piso 51 dicha influencia se despreciary. Dichos facto-
res se compararon con 1os valores aproximados determi-
nadas bajo la hipdtesis de que al 5istenm de Tnterés
se encuentra sometidg al sistema de carges laterates
necesaria para ocasionar, mediante su acctﬁn estdtica,
el sistema de desplazamisntes obtenldos de un andlisis
que ooita los efectos de esheltez. La comparacifn Se
oyestry #n las figs 22 ¥ 21 para estructuras con periy
dos de 0.5 y 2.5 seq, respectivamente, ¥ ductilidades
nominales de disefio de 4. Es clare que mientras para
Tos casos estudiadas &1 factor de amplificacidn estéid
€0 no 58 &parta mucho de 1, ) factor dindmico pupds
en ocasfones alcanzar valores excesivos.*

Las raspuestas de estruciurys prt:fnrzadai depende de,
1a proparcida en gue participan slementos presforzados
¥y de ¢oncretn reforzado ordiparic en la disipacibn de
energTa. Spencer [1968) ha comparado las respuestas de
los sistemas de Interés para clerios valores de los pa
rdmetros pertinentes. En el caso extremo, un 515 tama

presforzade puede idealizarse mediante la grifica elfs

tica bilineal de la fig 17e, La relacidn entre las am-
plitodes miximas de las respueslat del siste=a bili-
aeal e histerético se pressnta en funcién de la fre-
cuencia normalizada para 21 pcelerograma de £1 Centro
en 1a fig 23, para varios valores de la relacitn de
fluencia, <. L3 relacidn en estudio crece con la fre-
cuencia,

El compartamients de sistemas de deslizamientn (fig
179} se describe en 1a fig 24, En e11a 5¢ observan

* En las normas de disedo Sfsmico da 1a cludad de MExi

g lay posibles consecuencias desfavorzbles de esta

discrepancia estin cubiertas par la forma comservado

rd en Que se especifican lgs espectros de disefllg,

elastaplSsticas.
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amplitudes sistemfticamente mayores para eStructuras
con este L1po e curva que para las correspondientes

7. Demandzs de ducdilidad em sistemas compde fod

N{ las dzmandas de ductdlidad pu} entrepisod &n siste-
was que puedan tdeal{zarse com vigay de cnrtap:e_ ni
las de ductilidad local en los sxtremps e miembrgs
de marcos continuds sutlen ser unlformes en 145 siste
mis estructurales ordfnarios.

Influyen en 1a distribucidn de dichas derandss las ca

_racter{sticas de cada sismo, asf como Tas distribucig

nes de masas, rigideces y resistenclas en Ja estruc-
tura en cuestidn. Frank et al (1976), determinapon 127
TeSPUBSta dindmica de sistemas de cortante de cuatro
grados e 1lbertad ante una fasflia d¢ temdlores rea-
les normalizados & Ya misks aceleracidn wizima del te
rreEnd, y ante otra ‘de temblpres simulades. Pars cada
temblor se determing &1 espectro elastopléstico de 4§
sefo gue correspondfh & un factor de ductitidad de 4,
¥ se determing e! promedio de dichos espectros para
cada una de las familias citadas. Se diseflaron estruc
turas de cortante de coatro grados de lTibertad, para
cada unp de Tos espectros elastoplistices, medlante
un andlfsiy modal convencienzl que incluyo Onicamen-

“te o] podo fundamental de vibraciSn. Pars cads une

de Tus acelerugrames se de termi nd 1a respuesta dal

sistema no 1ineal resultante, medlante un procedi-

miente de {ntegracidm numérica paso & pasd. 5¢ encon-
trd que 1ps poeficientes de variacidn de 145 demandas
de ductilidad de entrepiso eran muy elevides. y que
o5 valores pedint estaban suy por encima,'en los px-
tremos superfor & Inferior del edificia, de] valar da
4 supuesto en o3 diseflo {fig 25]. Exto implica gue
ailn para estos sistemas simples y uniformes, los crite
rios tonvencionales de diseiio basados en andlisis dl-
nimico modal conducen a discrepancias sistemdticas en
tre 105 efectos sfsmicos reales y 105 nominales. En
un intente por estudiar las demandas de ductilidad en
edificios con diferentes periodos naturales ¥ formas
de wariacifin de 1a rigidez de entrepise, Bubrra y E5-
teva [1977) determineron la respuesta de sistemas de
gortante ante los acelerogramas de tres $lsmas regis-
trados en la zona de terreno compresible de Ve ciudad
de MéExfro. Los espectros’ 1ineales oxstraban aproxims-
damente el nismo periodo dominante (2.5 seg). y casi
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igua]ei ordgnadns espectrales para dicho pericdo, aun
Gué pdra pericdos cortos uno de ellps mostraba ordena
dus apreciyzlesente superiores & las de 1os otros dos.
Ademfs o mtudiar edificios con entrepisos QI.;! po-
seen las resistencias que resultan de un eriteris con
vencjonal de andlisis y disefio part el espectro medio
de T temblores considerados, se enfocd l1a atencifn
& 1a influencia sobre 1a respuesta sfsmica de la va-
riabhiTidad de los factores de seguridad con respecto
4 cortantes de entrepise en 1o altura de cada edifi-
¢fo. Tal variabilidad 1 senudo proviense de 14% requl -
sitos arquitectﬁﬁicnﬁ. como consecuencia de 1os cua-
les algunos entrepisos pusden poseer resistencias ma-
yores que 1as regueridas de acuerde con el coeficien-
te sTsmico para disefo. Cvando esto ccurre, 52 altera
la-contribucidn relativa de cada entrepisc 4 la disi-
pacibn Nister&tica de energin cinética con respectd a
14 que i# presentarfa pary edificios con factor de s&
gurided yniforme, ¥ los entrepisos que poseen 1ot far
tares de seguridad mis pequefios se wven scmetidos & de-
mandas de ductilidad mis elevadas que las de] caso
uni forme . Par prnced1h1entns de integracidn numérica
Pas0 4 paso se determinaren Yay respuestas de diver-
s03 m=dificios de cortante de die: niveles. 5e tomaron
periodos naturales de 0.5, 1.0 y 2.5eg y amortigua-
mientyg viscoso de 0.02. Las curvas :arga-defqrm;:iﬁn
de Tos entrepisos eran #laste-plisticas, :nn':lpac1dg
des de flyencia pbtenfdas del anflisis modal ante un
espectiro de disefip aproximadamente igual &l promedio
de los tres temblores estuodlados, parz un facter de
ductilidad 4.* En algunos de las sistemas s Lomaron
factores de sobre-resistencia [relacifn entre capaci-
dad lateral disponible y requerida an 8] diseho] ne
undformes, a fin de simular Ja contribucidn frecuente
mente {ndessable de los elementos no estructurales.

* Los espectros elastopldsticos no se obiuvieron de
manery rigurosa. La aproximacidn consistid en divi-
dir entre 4 todas las ordenadas del espectro elisti
co de aceleraciones pard periodps mayores de 2.54eq
{donde ocurren miximos del espectra} y entre un fag
tor que variabs linealmente entre 1 y 4 con «1 pe-
riodo ratural, para valores de este d1t{mo compren-
dido entre 0 v 2.5 seq. Dado que Jas doctilfdades
en &1 intervalo de periodos cortos son muy sensibles
& la relacitn de resistencis de fluencia a respuesta
eldstics, 1as ordenadas sspectrates adoptadas pueden
corresponder a ductilidedes nominzles muy diferen-
tes de &,

La fig 26 resume los casos estudiades, ¥ Ya 27 algu-
nos de Tos resultados. Se phserva que un =fecto de
proporcfonar resistencia encesiva en alqunas seccio-
nes de siscemas de cortants 3 sumentar las demundss
de ductilidad en otras. £ awmento es mds signfficati
vo pard tistemas de periodg corto. Aun pira calos con
factor de sobre-resistencia unitario (es decir, resis
tencia disponible 1gusl & 1a requerida) las demandas
de ducti)idad de los entrepisos inferiores sutlen re-
sultar mayores que las rominales de disefia. La princi
pal diferencia cualitativa entre e5tos resulitadog y
Tos de Frank et 2l [fig £5) Ya constituyen las eleva-
dat ducti]idades en el extremg superior del edifigin
para sste ditima casn, que np s& muestram en Tos esty

dips de Guerra y Esteva. La diferencia se explice por
"que Yos disefios de estos G1timos tomaron en cuenta 1a

contribucidn de Jos modos superiores de vibracifn, y
Tos de 143 prinercs autores omitieron dicha contribu-

cffin,

Lus resultados descritos -seflalan Ta convenfencia de
estudiar criterios alternativos para especificir 1a
distribucifn de capacidades de cortante de entrepizo,
a fin de reducir la variabilidad d& ias demandas de
guctilidad, Fara ello se estudiaron varios sistemas
adicionales. En alqunos de #llos 1 resistencia de la
plante baja se tamd 10 par ciento superfor & Ta de di
seho. La fig 28a mues tra qus en cierios casos un pe-
quedo incrementsy en 1a resistencia de 12 planty baja

- transfiere demandas sustanciales de ductilidad al se

gundo entrepiso. Puesto que en sisteaas reales pue-
den esperarse varfaciones aleatorfas de resistencia
may¢res que 1a que aquf se considera, dicha varlabili
dad debe tomarse en cuenta medlante modelos probabd -
Tstices. En otro grupo de edificios se estudid la ip
fluencia, en las demandas de ductilidad, de dfsafar
considerande ¢ ignorands 13 centribucifn de los mo-
dos tuperiores de vibracidn. La fig 28b moestra dffe-
renciat significativas en las ductilidades de los pi-
sos superiores, & pesar de que las o Fferencias de re-
sistencia son pequafas.

Oe 1o anterier se concluy® que para siafemti d oo~
fonte Vo3 :riterins':unvlncinnalzg de anflisis y dise
fio sTsmico no proporciensn un control adecuado de rt:
puesta sTsmlca expresada en términos de du:t111d¢dzst
En algunos 3istemas, en donde o] factor de sequridad,
defintdo como ta relacién de 1a resistencis dispont-



ble & 1a fuerza de disedo predicha por 2] andtisis 11.-

ned), varfa apreciablemente de una a otra seceide crf
tica, 123 demandas de ductilidad pueden resultar m-
cha mayores que 1a&5 que ocurrirfen en las mismas Sece
ciones, con los mismos Factores de segurided, si es-
tos fueran unfformes en 12 estructura. Las imp!icacio
nes de estos resultades deberfsn trasladarse 2 Ta
pricticy de disedin estructura?,

Les pocos estudios disponibles sSobre demandas Toceles
de ductilidad en marcos contintios muestran qui Ta dis
tribucidn de dichas demandss en sistemas con factar
de segurided constante presenls variaciones menos a

acentuadas gque las descritas para sistemas de cortan= -

te. 5S¢ han propuestp diversos £riterios para dafinip
las durtilidades localas. Mavi land et 2l (1876) pro-
ponen dos alternativas (fig 29): 1a primers as la re-
lacién del girc en &) extremg de una barra a1 gque ==
rrirfd &n dicho extremo cuando &n ambos so elcanzara
simyltineamente el momente de fluencia respectivo, A
asta 12 denptan ductilided ratacianal. La segunda de
finlcldn, designada como ductilidad de momenta o de

curvaturs, es 1a relacién entre 1o curvatora Tocal en

gna seccifn y la que corresponde 41 momento de fliuen-
cia. La vardacidn de amtas medidas de la-dyctilidad
locat fue-estudfada por 108 autores citados en diver-
$os marcos disefiados para diversas ductilidades nomi-
nales empleands anklisis moda) eldstico. En ta fig 30
se presenta un caso tiplen estudiade, ¥ en tas 31 ¥
32 Tos méximas factores de dugtilidad para trabes y
columnygs en cada nivel, cuinde 1a durtifidad nominal
de ¢iieho era £, S61g deben chienerse conclusiches s
bre 105 valores relatives y o Sobre los absolutss,
en comparacidn con 1a duct1lidad nominal de 4, ya que
Taz figuras se refieren g duct!hidad local y la Gtti-
ma ifra citada es ducti]fdad glupal de entrepisg,
Los estudios descritos se han referido a marcos regu-
tares, 310 variaciones bruscds &n las dimensiones de
Sus miembros ni en sus cliaros horitontales y vertica-
les, L4 ocurrencia de tales wirlaciones es con fre-
cuenc td causa de concentraciones impartartes de deman
das de ductilidad, y np s raro que las condicfones

: qur ecasfonan tales demandas sesn también motive de
Tncapacidad de los mievbros afettados para responder
a el1a5. Asf, por ejemplo. 12 restriceién que impo-
nen 1os muros oe la fig 33 4 123 cotumas B hacen que
Bl claro &£fective de dichas colummas ses igual & su

Tongitud 11bre, éntre €l sistema de cublerts v &)
barde suparior dgl muro; 1a rigldez Tateral de cada
una de estas columnas results muche mayor que las de
Tas g no se encuentran restringfdas, y las fugrias
cortantes respectivas -- y par tantg Y25 demandas de
ductitidad -- varfan de {guat maners. Debidg a su ba
Ja rajactdn de claro a peralle, las columnas A sue-
len gfrecen nenares factores de segouridad ante ten-
tifn dizgonai que ante tensiSn por Tlexldn y por ende
tienden 3 pressntar comporlamiento poco dict!l. Condi
tiones semejantes so presentan en las trabes dé mengr
cté}u locatizadas en marcos con separaciones muy desi
guales entre ajes de colymnas, o en trabes que Tnci-
den en puntas da 1ot bordes de muros rigidizanies en
donde te presentan giros y desplazamjentos verticales
jmpprtantes (fig 34). En todas estos cases 1ot prodle
mas pueden eliviarse modificando rigideces relativas
{por ;Jeuﬂln, reduciendo peraltes de claros cortos),
o disefiandp de ta) manera de lograr gque dominen los
mixdos de falle ddctiles. La fig 13, por ejemplo, muei
tra el tipo de refusrzo recomendable para elemantos
peraltades que 1igan dos muras rigidizantes acoplados
{Paulay, 1971).

B. Comendanisd fiaales

A pesar de que la fmportanciz de 1a capacidad de disi
pacién de energfs mediante compartamiento ducti] para
resi@tir sismos severos ha sido bien recorocida, ne
s& cuents a la ferha con criterigs de anflisly y dise
fiv que considersn a Jas demandas de ductilidad, & a
Jas deformaciones ineldsticas, como lay variables de
control. Las procedimientos usvales de pnitisfs. tan-
to estitico como dimdmico, adoptan las fueras inter-
nas gue provienen de estudios de respuesta !inEﬁIBS.
comp medidas de la capacidad que debe proporcionsrse
a los IiEﬂbrnslestrudturales para que las demandas
locales de ductilidad se mantengan dentro de 1fmites
tolerables. Fero dlchas demandas son muy sensibles a
las caracteristicas de las estructuras, y & los deta-
1es A= cada eacitacidn sfsmica, ¥y no es raro encon-
trar que sus valores se alejan significativements de
los nominales de disefo. _Par otra parte, no sxisten
criterios suficientemente probados para producie
miembros estructureles capaces de deszrrellar duct]
1idad especfficas. A 1o mis que parecen poder 4s5pi-
rar 1g5 ingenleros an est; aspecto &n un fytura Cer
cang ¢5 a identificar las irregularidades
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que pueden causar concentraciones excesivas de ducki-
Hdad y o tratar de evitarley. E1 campa de Investiga-
cidn et muy vasto ¥ estimulante: abarca el desarrollo
de procedimientos pricticos y #ficientes para prede—
cir las demandas de ductilidad en estructuras dadas,

¥ la forrulaciBa de eritarfas de diseflo paralograr el
desarrollo de ductilidades especfficas.
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Fig 1. Sistemas dictiles y fragiles

Fig 2. Sistema elastoplastico
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METODOS DE DISCRETIZACTON DE S ISTEMA CONTIMUOS

1. POR CONCENTRACION DE MASAS

[
Mash POR UNIDAD

PE LONGITUD = m

) i F J’ ,’.
1
1
|| TR R
ld
P e P T ]

A A AR

J i,

2.  EXPRESANDO LA CONFIGURACION DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA COMO
UNA SERIE DE FUNCIONES ESPECIFICADAS. POR EJEMPLO, SI ESTAS
FUNCIONES SON ARMONICAS:

N 1TX
Zix,t) = I bi sen
i=]
_.H..X
O . T v S Sl
| { .' b.qﬁeﬂlé bzaenm bﬁenﬁl
EN GENERAL. PARA CUALQUIER TIPO DE FUNCION y{x): -
N
z{x,t) = I z_ (t)hy,{x)
i=1 * 1
1 +—7 G
-; Co—
. 1 _
L A L.
[ -EA(L .
. J‘_ f
3. MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS Eb‘}thz»\tbk\} 9

1 T T 1]
RS e " Buasios



AL PLANTEAR LAS ECUACIONES DE EQUILIERIO DE CUERPOS RIGIDOS ES A ME-

NUDO NECESARIO CONOCER LOS MOMENTOS DE INERCIA DE MASA. A CONTI-

RUACION SE PRESENTAN ALGUNQS CASOS:

m = MASA POR UNIDAD DE LONGITUD

Y = MASA POR UNIDAD

DE AREA
L a L
T ]
4 -J-
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L — rn:;ﬁL_ b ___er,ﬂ1=ﬁfjb
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RESPUBS TA DINAMICA DE SISTEMAS ELASTICOS LINEALES DE UN GRADO DE LI ERTAD
CON AMORTTGUAMTENTY VTSCOSD

4]
S Yy
oy A / K
ANV
<i::::) A
K, ; i M B(1)
h#!!/i//fﬁ7_@m?7

T 777

———— Xﬂl{tj FEI‘CCT(S\"‘I l’!U‘Q
t = TIEMPD
M = MASA
K = RIGIDEZ
C = AMORTIGUAMIENTCO
fi{t) = FUERZA EXTERNA
XO{t] = DESPLAZAMIENTO DEL SUELD

EL AMORTIGUAMIENTO VISCOSO ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RESTAU-

RACION PROPORCTONAL A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA RESPECTO ‘AL

SUELDO,

EL AMORTIGUAMIENTO SE DEBE PRINCIPALMENTE A LA FRICCION INTERNA

ENTRE LOS GRANOS © PARTICULAS DEL MATERIAL DE L& ESTRUCTURA, Y A
FRICCTION EN LAS JUNTAS Y COMEMTONES DE LA MISMA, ES EL ELEMENTO

DEL SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA,

fa, LEY.DE NERTON:

“LA RAPIDEZ DE CAMBIO DEL MOMENTUM DE CUALQUIER MASA, m, ES IGUAL

A LA FUEREA QUE ACTUA SOBRE ELLAM



[

plt) = {mg{-a - (m3x)

e
1
o

pi{t) = FUERZA ACTUANTE
X = DESPLAZAMIENTO
t = TIEMPO

S5I m ES COMSTANTE: plt] = mx

PRINCTIPID DE D' ALAMEERT

SI LA 2a. LEY DE NEWTON LA ESCRIBIMOS COMO

'y

plt)] —mx = 0
AL SEGUNDO TERMINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE COMO FUERZIA PE INERCIA:
EL CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARROLLA UNA FUERZA DE INERCIA PROPOR-
CIONAL A 5Y ACELERACION ¥ QUE SE OPONE A ELLA SE CONOCE COMO PRIN-
CIPIO DE D'ALAMBERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO SE

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EQUILTERIOQ DPINAMICO,

ECUACION DE EQUILIBRIO

e ! ,

Y i I fs |

/] | { l: ——

/] : M| - B(L) R

']_[ { 1 p(b) {a I P['“

/ ‘e

TT77T7 7777777777777

Xo{1 )

DIAGRMAMA DE CUERPO LIBRE
EQUILIBRIO; £, + £, + £ = p(t) (1)
Y
PARA UN SISTEMA ELASTICO: £, = Kix = x_) = ky

-

CE; - QO) = Cy (2)

1l

PARA AMORTIGUAMIENTO VISCO50: fa

POR EL PRINCIFIO DE D'ALAMBERT: £; = mx = m(y + Eol



SUSTITUYENDO LAS ECS. 2 EN LA EC. 1 SE OBTIENE:

m[y + x } + cy + ky = p(t)

DE DONDE

- . ee (3)
My + cy + Ky = pf{t) - Mxn

RIVIDIENDO ENTRE M AMBOS MIEMBROS DE LA EC. 3:

y+SyrKy-Rtl

2h, ¥y o+ = w°, DONDE w = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, EN

RAD/SEG:

K
|SI ﬁ

v+ 2hoy + wly 1.3._5_3| - };_\ ' (4)

CUANDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL S5ISTEMA SE TRATA DE UN PROBLEMA

DEI¥IBRﬂCIONES FORZADAS; EN CASQ CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE VIBRA-

CIONES LIBRES.

VIERACIONES LTBRES

EN ESTE CASO LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIQ RESULTA SER
LI ) ] .2
y+ Zhy+oewy=20

CUYA SOLUCION ES

yit) = e"ht[i:l sen w't + C2 cos w't) {5}

DONDE w' = wz- h2 = FRECUENCIA CIR&UL&R WNATURAL AMORTIGUADA

¥ 2, ¥ €, SON CONSTANTES QUE DEFPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIﬂLES

1 2 i ot i wlbviisteniraisbuthatd i




{EN t£=0) DE DESPLAZAMIENTO Y ﬁELDCIDAD QUE TEWGA LA MABA DEL 515-

TEMM.

ESTAS RESULTAN SER

_ ¥(0} + hy(0)
]

2

¢y " (6}
LA EC {5} SE PUEDE ESCRIBIR TAMBIEN COMO:
yit} = Ae-ht cos (w't - 8) l {7}
C
DONDE & = Jci + cg vy 9 = tan T El = ANGULO DE FASE ‘
]

LA GRAFICA DE LA EC (7) ES
L

— T
{D-‘V /-\ /_YI-._____‘ N N
" NS ST

PERIODQ NATURAL AMORTIGUADO, SEG

=
1
It

E' = %T = FRECUENCIA WNATURAL AMORTIGUADA, cps

UEﬂﬂGS Fl, CASO ESPECIAL DE LA EC, (%) EN QUE h-w. EM TAL CASO0,
w' = #mz - hzﬁﬂ, cos w't+1 ¥ sen w't-w't, CON LO CUA LA EC. (3) SE

REDUCE A

g(e) = e ¥ ([{y(0) + hy(0))/u']{w't) + y(0)}

e [y (0t + (1 +wtly(0)]



LA GRAFICA DE ESTA ECUACION ES

¥

q“
ﬁm

~F- - {

Y OBVIAMENTE NO REPRESENTA UN MOVIMIENTO OSCILATORIO, POR LO CUAL

SI h = w SE DICE QUE SE TIENE AMORTIGUAMIENTO CRITICO, EN TAL CASQ:

DE DONDE Cc = 2/KEM' . (g2)

A LA RELACION r = Cfccr SE LE LLAMA FBRACCION DEL AMORTIGUAMIENTO

_CRITICO.

DESPEJANDO 2 M DE LA EC. (8) Y SUSTITUYENDOLA EN LA EC.h = C/{2M)}

SE OBTIENE:

o C _ 2K - E _
7 = L™ i
Ccr “cr 2/EKM
2 4K

ADEMAS:

wt o= wll - 2 (9)

1L0S VALORES USUALES EN ESTRUCTURAS QUE ASUME z VARIAN ENTRE 2 ¥ 5%.
EN ESTE INTERVALO w' Y w SON CASI IGUALES; VEAMOS, POR EJEMPLO,

EL CASC EN QUE ¢ = 0.1



w'=w ¢l - 0.0l = (,995w

OTREA FORMA DE MEDIER EL GRADO DE AMORTIGUAMIENTO QUE TIENE UNA ES-

TRUCTURA ES5 MEDIANTE EL DECREMENTO LOGARITMICO, EL CURL SE DEFINE

COMO EL LOGARITMO DEL COCIENTE DE DOS AMPLITUDES COMSECUTIVAS

he_htccsiw't—ﬁl

vit)
L = In ——LX2 = Ip ,
yit + T7) he_h{t+T T;:Os{m'{t+T']—E]
- 1n{ -ht cos ('t - &) }

1=
e-hTE+T'J COSI'E + @' T'-8)

e'ht cosfw't - 8) }

-ht -hT' coslu't - B + 27)
e e

In{

21

fw —
w#lncz

1
1n BT = hpe = ger =

) ;l—gi ) {10)

5I ¢ E5 PEQUERQ,

‘L = 2n {1l}

ECOACION DE MOWIMIENTO GENERALIZADA,

HAY PROBLEMAS QUE APARENTEMENTE CORRESPONDE A VIBRACIOHES DE 515-
TEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD PERO QUE EN REALIDAD 50N DE UN

GRADO SOLAMENTE.
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EJEMELO exc,;?f;;;gn :

/Pi*xjc) B2 S"(J[

™
" Gr+u:u|ucfn:n‘ 'erro raida
bers) LI, 17777 e e
% N

n, = =th L

M= masa por unickacl
da mfg. el

C
l T
'rD'l E:f Eﬂ.'l 'l:m 1r£12 Tr2

CONSIDEREMOS PRIMERC EL CASO SIN LA FUERZA NORMAL, N.

TOMANDQ COMO COCRDENADA GENERALIZADA A Zi(thk

1
= = — H = 1 = il
foq = K, (EE") k14 2(t) 1 fg,= X, (66"} = K, 3 Z(t)
¢ =c. Sop'y =c. Lateys £, = CIME)
py - €1 {&EP 13 : fpo 2
£ =m L2y =L iz = 2amz (b
11 13 L 5

. fIz=m2%.Zl {t)
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2 .. .
Eop(y) = 3 a’hz(e)

P, = 8pag(t}

LA ECUACION DE MOVIMIENTO DEL SISTEMA SE PUEDE ESTARLECER IGUALANDO
A CERC EL TRABATO VINTUAL REALIZADO POR TODAS LAS FUERZAS AL DARLE

AL S5ISTEMA UN DESPLAZAMIENTO VIRTUAL EN EL PUNTO B IGUAL A 8Z. EN

TAL CASQ
A
- 3 3 sprok. L 1 Z(t) 62
_ . _ s ﬁ_%_ _ EZ.l:t] 2 _
sz{tHEZ} 2am ZIt}{E} m, =3 [3-621
4 2= " 52 = 2 -
- xam ztt}tggi + Bpa;[t}i§621 =D
SIMPLIFICANDC SE DBTIENEI
- dm - C .
- am pd 1 2 k _

16 (A)

ER

pﬁt{t{‘ 52 = 0

-

COMO EL DESPLAZAMIENTO VIRTUAL 42 NO ES CERO, SCE DEBE CUMPLIR QUE

EL TERMINO ENTRE PARRENTESIS ES CERO. EN TAL CASQ:

r— 4 e ——

il E{t} + C E{t} + & Z{t} = Ett}\

EN DONDE
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C
=4 = 4 . M |
m = ma + 7 m, 5 c 5"“32
k
o= 2 2 . - = 16 =
k'lﬁ kl+ 5 H pit) = 3 par{t}

ESTOS PARAMETROS SE DENOMINAN MASA, AMORTIGUAMIENTO, RIGIDEZ Y FUERZA

GENERALIZADAS, RESPECTIVAMENTE. '

CONSIDEREMOS AHORA EL CAS0 DE LA FUERZA NORMAL N SOLAMENTE:

(56: 8E4+E§EE

9 gf*-u - -
— 4a e da ——=
-ge
§ = DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL DEBIDC AL GIRO DE LA BARRA i

=2 . = 2
Eel =1z 52 Gez Ia &2

. 7

[ ] 'EE _2 ﬁz

o | o2

EL TRABAJQ VIRTOUAL ES:

i = Nie = 1 HZ {62}
12 a

COoMO EL SISTEMA ES LINEAL SE PUEDE SUMAR ESTE TRABAJO VIRTUAL AL DE

LA ECUACION {a), CON LO CUAL LA RIGIDEZ GENERALIZADA SE MODIFICA,

QUEDANDO EN LA FORMA:
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2

-~ & 1
k= —x% +§k2 17

16 71

|

DE ESTA RIGIDEZ SE PUEDE SACAR, DE PASO, LA CARGA CRITICA DE PANDEO

- |
HACIENDO k = 0:

_ .27 |
Ner = {E'ETkl + szla

DETCRMINACION EXPERIMENTAL DE y EN ESTRUCTURAS REALES 0 EN MODELOS

SI SE REALIZA UN EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE
SU POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURA DE S0 PQSICION DE EQUILIBRIO
ESTATICC Y SE DEJA VIBRANDO LIBREMENTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA-
CIONES QUE 5E REGISTREN EN LA MASA TENDRA LA MISMA FORMA QUE LA GRA-

FICA DE LA EC. 7.

27

|
JI1 Ace rtrcflmqfro - Amp'ﬁ {;Cador - Qq‘gfﬁ'!'rﬂ dor

AT 7777
LG
Y
HLJHT‘)
Gt

SI DE DICHO REGISTRO SE MIDEN y(t + T')y y{t} SE PUEDE OBTENER L Y,

DE LA EC. (11), DESPEJAR A
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erncuETrs ﬁcf&

Z L . 2L
ph St T h o g SEL T A
v sy S G A e

Lsfructvras oL
CORTANTE. @Jaﬂafa Sas
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EJEMPLO

A UNA ESTRUCTURA DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZOWNTAL DE
20 TON EN SU MASA, dBEERVANDDSE UN DESPLAZAMIENTO ESTATICO DE 0.2 CM.
AL SOLTAR SUBITAMENTE LA FUERZA SE REGISTRA UN PERIODD DE OSCILACION

DE G.2 SEG, Y QUE LA AMPLITUD EN EL SEGUNDO CICLO ES DE D.14 CM.

an_ﬂ -
W S P: 20+on uibi
(aplicade
Q:}Tujt'-.l:uﬁier'ﬁ'{‘_) o ne O 14
K A -t
(& \\;/ 2
7 7777
CALCULAR u, whfil y ¢
. 2u T2 2nT 2.0 TON
1. pE T === = = = 0.2 X K = = 100 =i
m K .;E; 0,2 CM
1
5E OBTIENE
Wt o2 Rgzan? = (0,2)2 x 100 x 981/47° = U'“j x 100 xg?g%
W = 99,4 TON,
_ 2 _ 2m naD .__1=_l__=
2 W' =T S g2 = rgggd FlegeS gzt S cps
0.2 _
3 L = ln 5*j7 = ln 1.43 = 0.357
¢t o= 8:237 = 50568 0 z = 5.68 %
= = 7‘,"’_1= N !
¢ LCCI 2/ KM = 0.1132 /iun ¥ 99.4/981

= 1,132 x 0,318 = 0,36 TON SEG/CH
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EJEMPLO
CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD SUJETO
A LA SIGULENTE EXCITACION:

Aé) A

CON C =10

5

m£ + kx = P,

- :? x = €, senwt + C, coswt + pofk
STENt =0, x=07Y x = 0:
CE = -Fofk Y C1 = )
By _
p ' '.
x--kﬂﬁ - coswt); X ‘
f * L =
B = FACTOR DE AMPLIFICACION DIRAMICA = P“ = (1 = cosut)
()
BMEI = 2, EN t = T/2, 3T/2...
AHORA, SI LA EXCITACION ES DE DURACION tﬂ;
;??)ﬁ ST tet, :
5 x = 'kﬂ (1 - cosut)
a - Mpo
xft) = % senut
_‘11- ; - i Ed t = t(].'
¢ P
= _9 - -
x[tﬂ} =T (1 CDSmtO] _CDNDICID
NES INICIA
' 2P LES PARA
x(tﬂ} =1 senmto

>
ttc
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51 tbto, x =Acoswt' + B Scnut' , CON t" = £ - tn

EN ' =0 ([t = tDj,SE DEBEN CUMPLIR LAS CONDICIONES INICIALLS AN-

TERIORES, LO CUAL CONDUCE A

Ty Py
A= * (1 - EDSwtO) Y B o= senut
Py . Py
POR LO QUE X = {1 - cawtﬂj CoSwt' + T senutﬂ senwt!
p
= ‘]-;E /[1 - ::-:rs:utc:)2 + senzutﬂ sen(wt' - 8 )
0
p
= B - L
X = = /2(1 COs tﬂ) sen(gt e)
- pD 2 mtﬂ ‘ 0
< T \F snn‘fu] seni{gut' - 8)
B= FACTOR DE AMPLIFICACION
Wt L
- 0 = u
BI'-[AK Z sen 5 2 sen{u-.[.—}
'tﬂ L
CUANDO —2 = 5= | By = 2
E%HIA h
2.8 = == =y
|
I
I
| " l ":‘--:L T
¢ 0.5 /o g o/
EL MAYIMO I EL MAXIMO OCURRE DURANTE LA EXCITACION
OCURRE DES- __
PUERS DE LA
EXCITACION
LR

I t /T ES MUY PEQUENO, sen T“ =t /T



14I1|

Y x,,, = —2 % - © oo,
MAX k T MK 2 Mw Mid
m

Zpﬁ nt Zpﬂ wt , p_t 1

EN DONDE i = Poty = EREA BAJO LA EXCITACION

EJEMPLO: EXCITACION DADRA POR UN IMPULSO-SEA UN IMPULSO APLICADO
DURANTE UN INTERVALO DE TIEMPO At MUY PEQUERC, TAL QUE at/T << I:

PLE) 4 '

&
JM/;UJQO s ﬁ/j)p’f
1/

77

*dé_*—'d-" -

POR EL PRINCIPIO IMPULSQ - MOMENTO SE TIENE QUE

AL .
I = plt)dt = mx
0 :

EN DDﬁDE % ES LA VELOCIDAD QUE EL IMPULSO LE IMPRIME A LA MASA DEL
SISTEMA. DESPUES DE at EL SISTEMA QUEDA VIBRANDG LIBREMENTE CON
VELOCIDAD INICIAL i{ﬂ) = % , MIDIENDO EL TIEMFO EN LA ESCALA DE
t', Y CON DESPLAZAMIENTO INICIAL QUE PUEDRE CONSIDERARSE NULO, DEBIDDI
A QUE EN EL CORTOQ INTERVALO DE TIEMPO at LA MASA ADQUIERE UN DES-

PLAZAMIENTCG DE MAGNITUD DESPRECTABLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SER

x{t') = E&El senwt' = ]%rsenmt'

SI EL SISTEMA TIENE AMORTIGUAMIENTO,

I e-:mt'

x{t'} = _IF senw't'’



PRINCIPIO DE HAMILTON

ty ty
5(T-V)de + -[ SW dt = 0

| ! ne

t] t.,1

DONDE
T = ENERGIA CINETICA TOTAL
Ve ENERGIA POTENCIAL TOTAL, INCLUYENDO ENERGIA DE DEFOR-
MACION Y ENERGIA POTENCTAL DE LAS FUERZIAS CONSERVATIVAS
W .= TRABAJO REALIZADO POR LAS TFULRZAS NO CONSERVATIVAS
(TALES COMO LAS DE AMORTIGUAMIENTO)

8= VARTACION TOMADA DURANTE EL INTERVALO DE TIEMPO DE t,

A t2

EN ESTE PRINCIPIO SE ASUME QUE LA VARIACION, &x, DEL DESPLAZAMICGNTO

EN LOS INSTANTES t, Y t, ES XNULQC.

EJEMPLO

PR IR SN -
7 ~ M p(t) T = 7 X" Vo= 5 kx
- ‘2 Trer .

VAV v o Y AT I

Gan = p(t)éx - cxéx

F2 o, L .
J 6[5 mx< - Ekx Jdt + [ (pl(t)éx - cxdx)dt
t.l . t.!

2 .. ta :

[ (mx&x - kxdx)dt + [ (p(t) - cx)éx dt = O
ty pY

t

2 "
[ rmxﬁx - fex + kx - p(t))Ysx]de = 0

4

(ES LA ENERGIA DE DLETOR-
MACION, UNICAMENTE)



INTEGRANDO POR PARTES EL PRIMER TERMINO DE ESTA INTEGRAL;

t t

2 .. . t, 2 ..
J mxéx dt = mxsx] °- [ mx § x dt
L8
ty 1 4y
Y2 .
'{ mxéx dt

POR LO QUE
) ..
l [- mx - ex - kx + p(t)]éx dt = 0
t
PUESTO QUE &x ES ARBITRARIA, LA ECUACION ANTERIOR SE SATISFACE EN

GENERAL 50L0O SI

mg * ci + kx - p(t) = 0

EJEMPLO

‘ 1)
*4 ol Vi, 0 = y(xz(e)
14 APLICANDO EL PRINCIPIC DE HAMILTON:
| | () L 2
{T;E;f(ﬁ{) T= E-L]m(g)(vt{x,tﬂ dx
- : ' ENERGIA POTENCIAL POR DEFORMACION:
m{x) L
=10 Ve 3 J EI(x) (v (x, t))dx
T T (L
b, thy— L ’

el(t) = % J [V*[x,t}]zdx
o .

ENERdIR POTENCIAL DEBIDA A LA FUERZA NORMAL:

L
. . % l [v‘[x,t)]zdt
0

Yy



EN ESTAS ECUACIONES: v = dv/dt : v' = dv/dx

vits dzvfdxz

PUESTO QUE Nb ITAY FUERZAS DINAMICAS EXTERNAS Y S1 CONSIDERAMOS AMOR-
TIGUAMIENTO NUWLO, ENTONCES ﬁwnc = 0, POR LD QUE

T

2 .
[ §(T-V)det = 0 o
t
t2 L ] ) L
[ [J m(x]vt&;t) dv dx -[ EI(x)}v"(x,t) &§v'dx +
r o o
1
L
+ N [ v'(x,t) év'dx] = 0O
0

TOMANDO EN CUENTA QUE

‘-. : " = g I = gyl --‘
Vt L VD y ¥ Wi, v v'Z v vz

G&t a 5; , av'' = ¢”ﬁ;, dv' = 'Sz, ﬁ; - ¢5£
SE OBTIENE
t, L L
C o 5 - _
J [z6z { m{x) ¢"&x =+ dzv (1] J m{x)ydx -
L L
- zéz I EI[x}[y"]zﬁx + Nzgz j (w”)zﬁxl dtr = 0
o
o

INTEGRANDO POR PARTES LAS PRTMERAS DOS INTEGRALES Y HACIENDO
L
m e [ m(x)#% dx = MASA GENERALIZADA
)



L
= J EI(x) (¥")%dx = RIGIDEZ GENERALIZADA SIN CONSIDERAR
ju

g

FUERZA NORMAL
L . L
5 { BI(x) (¥") “dx ~ N[ (¢')%dx = RIGIDEZ GENERALIZADA CON N

Q O

-

. L
ﬁ[t] = FUERZA GENERALIZADA EFECTIVA = - Vo [ m(x)wéx
! 4]

SE OBTIENE LA ECUACION

t2 L ) . Y
f [mz + kz - p(t)]éz dt = D
t1 L

POR LO QUE
mz + kz = p(t)

CASQ PARTICULAR. CONSIDEREMOS El=cte Y m=cte *= m

SEA v(x) = 1 - ccs%§ . EN TAL CASO:

L L
m o j Aly)Cdx = m [ (1 - cosP¥)%ax = 0.228 fiL
Q E

SI N={):

- L , L “2 P2 “4 -

k = J EI(4") dx = EI I [——f COSEE} dx = 7 3
4L L

Q o

. L L
. " i o Tx . L
pit) -—vG[t) J my dx --mvﬂ(t} [ {1 - COSEE) dx 0.364 vaD[t)

51 N#0:

. 4
k = %f =3" N J {¢‘]2dx a N j [%%-sen%szdx



i - I4 El . le
32 L3 gL
2
4 N = 2
: 9. . LE1  er’ -r_ EIL
PARA CARGAIDL PANDEO: 33 L3 L 0> Nur 7 y
= n N
CON LO QUE K = 7 f1 - ﬁLﬂj Y LA ECUACION DE EQUILIRBRIO
3L or

QUEDA EN LA FORMA:

- 3 -
0.228 mLz(t) + TEL (1 = Ny 51ey = 0.364mLv_(t)
5213 Ner ] ©

LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL CORRESPONDIENTE ES

n B (1)
cT
b = _4
7.296 mL
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SQLUCION AL PROBLEMA DEF VIBRACTIONES FORZIADAS

A. FUERZA EXTERNA

VEAMOS PRIMERC EL CASO EN QUE EXISTE pit] Y QUE ¥;{t] = {,

SIENDO plt) ARBITRARIA

PUESTO QUE dT«<<T, LA FUERZA APLICADA EN t=77 PRODUCIRA UN INCREMENTOC

INSTANTANEDO EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A&

o pltidr
Y =

Y UN THCREMENTO INSTAWNTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DLECIR, yw=0.
TOMANDO ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES BN t='f, LA EC. 5

D& COMD RESULTADRO

yit} = E&%%ﬂl sen w' (t-T) e-h[t—r] s
PUESTO QUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIRBLE SUPERPONER LOS EFECTOS
OCASTIOWADOS POR LOS IMPULSOS APLICADOS EN CADE r QUE HAYAN OCURRIDO

ANTES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES DECIR,



1g.

t
y{t)] = ﬁm_ I pi{vle “hit- Tlsenm (t-1)dT {12)
1 htt r} .
LA FUNCION o Wl senu' (t-1) ,QUEES LA RESPUESTA A UN IMPULSO INSTANTA-

'
NEQO UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONOCE. COMO FUMNCION DE TRAMSFERENCTA DEL

SISTEMA.

P

\/\ ' 7=

Yo

| )

LA S0OLUCION DADA EN LA EC. (12} SE DEWOMINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-~

LIBRIG; LA SOLUCION GENERAL ES:

t

cos{w't-9) + I'-‘ll_m_' fplir)e

-ht ~hi{t-T}

yit) = Ae senw' (t-1)dr

EN DONDE A y © DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO
Y VELOCIDAD, y(0) Y y{0}, RESPECTIVAMENTE. FN GENERAL LA PARTE DE
LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR E5 LA MAS IMPORTANTE,

YA QUE LA OTRA PARTE SE AMORTIGUA RAFIDAMENTE.

B. MOVINIENTO DEL SUELD

PARA ESCRIBIR LA SOLOCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE
EQUILIBRID PARA EL CAS0O DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTC DE LA

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CAMBIAR pi:)/¥M DE La EC. (12} POR -XD .

YA QLIIE FEN DICHA ECUACION APARECE EN EL MIEMBRO DERECHO p(t) /M CUANDO
LA EXCITAC1ON ES P{t} ¥ APARECE 'Xo CUANDO LA EXCITACION ES DOR

MOVIMIENTO DEL SUELD, EN ESTE TASO
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LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES

t ..
y(t) = ;% [ x (r)e BIt=T) Senw! (t~1)dT (14)

- r e n W ——— -

EJEMPLC
CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADC DE LIBERTAD CON AMOR-,

TIGUAMIENTO NULO, CUANDC LA EXCITACION ES LA SIGUIENTE:

%l
L = 0
%— .
o { Rﬂit] = a, S8I ﬂqteta'
x F 4 4
tu - X, (t) = 0, SI £<0 O t>t
o o

CONSIDERESE QUE y{0)=0 Y y{0}=0. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES
SON WULAS SE TIENE QUE A=0 {UTILIZANDO LA EC. (13} Y LA SOLUCION PAR-

TICULAR QUE SIGUE, EC. [A)):

t t

yley = 22/ a senw(t-1idr = 22/ sén wlt-v)ds
-_— 0
= =5 (1~ coswt) SI  0stst, {A)

PARA FINES DE DISERO ESTRUCTURAL ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA

MAXIMA; ESTA OCURRE CUANDC coswt =-1, O S5EA, CUANDO

wht

Il
C
o
.
I
I
[ %
I
2]
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Y VALE

MAX {|yle)} =

T
§§5t Q U§T52tc

PRRA tPtO, O SEA, PARA Tf2>t0 E5 NECESARIO OBTENER LA RESPUESTA EN VI-
BRACION LIBRE CON LAS CONDICIGNES INICIALES DE VELOCIDAD Y DESPLAZA~
MIENTO CORRESPONDIENTES A t=t0:

_ -8 . = 22
y{tﬂﬁ = = {1 coswtol ; yEtD} L Senwt

U

- L)

APLICANDO LAS ECS. (5) Y (6)- OBTENEMOS:

ylt) = :% [senmtD senwt' -~ (1l - chutD} coswt’]
1]
a 2 féenzmt + [1 - coswt }2! sen {wt® - M)
m2 o . o
-2a . X
y({t) = =5 senuty sen(ut' - #)
w 2
-1 J.-cuswtD
DONDE " = t -t Y § = tan " (—— )

O senwt0

EL VALOR MAXIMO DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALD ES

wt
(v}
SeN——

Max( |y ()|} = £3|sen—

mz s B1 t:-tcr & T:-Zto
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EXCITACION ARMONICA ' .

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO EN QUE LA ESTRUCTURA ES EXCITADA POR LA

FUERZA ARMONICA
pit) = P senfit -

DE DURACION INDEFINIDA.

LA éGLUCIDN DE ESTE PROBLEMA SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A

plt) = 1= senitt EN LA INTEGRAL DE DUHAMEL ¥ OBTENIENDO SU SOLUCION.
S5IN EMBARGQ, EL RESULTADO LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACION CDE QUE
PARA QUE EL MIEMBRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO
APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIQ QUE EN EL IZQUIERDO SE
TENGAN CDMBINACID?EE DE TERMINOS TAMBIEN ARMONICOS, CONSIDEREMOS,

-

POR LO TANTO, LA SOLUCION

v{t) = A senfit + B cosfit {149

Y DETERMINEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A Y B PARA SATISFACER LA
)
ECUACION DIPERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR
A yvit}, yi{t) ¥ y(t) EN LA ECUACION DIFTERENCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC-

TORIZANDO:

{—hﬂz -~ 2haB +m2A} sanfit +

2 2 _ Py
f-R3~ + ZhA{f +w B)] cosit = o sanfit + 0 x gosiht

PARA OUE PSTa IGUALDAD SE CUMPLA SE REQUIERE QUE
~AR%-2h8B + wlA = -2

_Bn® + 2haA + o2B = 0



RESOLVIENDO ESTE SISTEMA DE ECUACIONES SE OBTIENE:

SUSTITUYENDO A ¥ B EN LA EC. (149

F
—M—D Eﬂz —wzl
I p =
1wl —af)2 4+ 4nég?
Pﬂ -
o . _=2h8 X
[mz 2_"E‘+ dh ﬂz

yit) =

0, TAMBRIEN

yit) =

ZH Doupz #

DIVIDIENDO NUMERADDR Y DENOMINADOR DE LAS ECS, (16)Y {17} ENTRE w

it:] _
2 Mz el ) é{{ﬂ%wzi senfit - 2hft cosftl
{w”™ -f7)" + 4h"n
PD
- - sen{ft - f)
(w2 -09)? + 4n?g?
-1 2hfi

= ANG TAN {:%1 = TAN

= ANGULD
o2 -n2  DE FASE

SE OBTIENE:
o]
-2
y{t} = — «— sen{ft - @)
Ja - 2, 0?2
w2 L
L 2
g = TaN ——Jﬂfm
5
il

20,

(15)

{16)

(17}

(1R)

{19)

2
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81 SE TIENE EXCITACION ARMONICA EN LA BASE DE LA ESTRUCTURA

L] 2
xo{t} = aseniit, O SEA, X, = all senilt, BASTA CAMBIAR A pc_;’M EN L&

EC. (16} POR ,—anz; HACIENDO ESTO SE OBTIENE

2
yie) = (08/u) - a sen(ot-g) (20)
2 .
/ AT, 2 i, 2
(14 82 w282
w
FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA DE DESPL.- B, = MAx]LlE)]
B i
3 L
27 &:ﬂl
. U -
1
; Nt-2 3~
e ) Y 0
G. Ui& 1 1'5 2 w
FIG. 1. CURVAS DE AMPLIFPICACION DINAMICA PARA EL CASO DE FUERZA

© EXTERNA

B (21)

= ; 1
a 2
/1 - Ba% e (202
W L

LOS FACTORES DE AMPLIFICACION DINAMICA DE VELOCIDAD ¥ ACELERACION SBE
SE PUEDEN OBTENER DERIVANDO RESPECTO A t LA EC. {16} O LA (20), SEGUN

SEA EL CAS0, LOS RESULTADOS SON, RESPECTIVAMENTE,

'[t} = T _oGRv2. ”(t}
bmxl-;f-r| = B, = = By Y B, = (Z)"By = MAXIhz—i (22}
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EJEMPLO

CON URA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS ARMONICAS

SE PROEO UNA!ESTRUCTURh, AJUSTANDD LA MAQUINA EN LAS PRECUENCIAS

_ 1 BAD _ o< RAD
By = 16 ggg Y B, = 25 gggo

CASC. LAS AMPLITUDES Y ANGULOS DE FASE DE LA RESPUESTA QUE SE MIDIE-

CON UNA TUERZA MAXIMA DE 500 LB EN CADA

ROM FUEROMN:

Py = 7.2 x lDHEin, ﬁl = 15°® {cosﬁl = 0,966 ; senﬁl = 0.,25%)
Pa = 14.5 x lﬂ_ain, E2 = 55“[c05ﬂ2 = 0.574; senﬁz = ,919)
EVALUAR LAS PROPIEDADES DINAMICAS DEL SISTEMA.
HACIENDO:
E e
0y "By, TF ozl - =
1 1 - 8% 1+ [2¢8/(1-8)]7 |
L W r
' cosﬁi
p_ cos@
1l -8
o )
p_ cosf,
k -~ kg2 = =——3 - k-n’nm (23)

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS:

N

. 6
k- {15}2m - 500 {0 953} X = 100 000 iﬁ
7.2 x 10 y g;,éf in
2 500 (0.574) |~ 1b spe?
kK - [25} m = : =3 m= 128.5 ——EE-H~
14,5 x 10 7 Q}

K RAD
w=/ == 27.9 gz
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USANDO LAS ECS. (17) ¥ (23) SE QBTIENE:

p. senf .
;= E%*_KE”l : DE DONDE ¢ lﬁsno {0.259) —— = 15.7%
1 1 Zm"lﬂﬂ DGU‘{?.Z ®x 140 }

RESONANCIA

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGUAL A LA NATURAL DBEL SIS-

TEMA, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESONANCIA. DE LA EC. (20)

ES EVIDENTE QUE SI f=0/w=1 SE TIENE

y{t) = %E a sen{Qt-f)
L
Ba
1 .
D[Bd}res = rfE'EN CAS0 DE MOVIMIENTO DEL SUELO Y DE FUERZA EXTERNA

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA

OCURRE CUANDO 8 = w/l-2z°. EN EL CASO DE y(t) y v (t), EL MAXIMO OCU-

RRE, RESPECTIVAMENTE, CUANDO

N=w Y § =——— - §I §< 20%, LOS VALORES DE ESTAS @ NO

#1-2c2

DIFIEREN EN MAS DE 2%.

EL MAXIMO VALOR DE B, (PARA 1 = w 1-252] Eé

d

2
=1 0 (B = (97w}

) ) =
d’ MAX o d’ MAX —
20/1-¢° 20/1-72

51 S5E TIENE FUERZA EXTERNA O MOVIMIENTO DEL SUELD, RESPECTIVAMENTE.

(B

SE QBSERVA EN ESTAS ECUACIONES QUE SI =0,

de]MAx =



SI SE ANALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE

MOVIMIENTO PARAR EIL CASC DE CCONDICIOHES INICIALES NULAS ¥ f=1 SE TILNE
DUE: 1

- P
}r{t] = & ht[.ﬁ. sen w't + B cas wlt} - _O coswt

k 2
yi{D) = B - po_a"liznkl =0

DE DONDE, HACIENDO v{Q0)=D0 Y y(0)=0D, SE OBTIENEN:

a0 » _Po 1 . _Fo 1
k 2’ * 3 : k 2t
2/1-¢ '
POR LO QUE

1 Po «ht [4
ylt) = 3= 5= [e { senu't + cosu't) - cosut]
2r k a_cz

PARA AMORTIGUAMIENTOS PEQUEROS:

EE}%% = %E [e_ht-IICDSmt
o

T&'{{)

Eﬂ;,-—"“""f'{ ---- Fa_

. f | 2%
.‘_W/ 0 S
Y, \ T

~ AL ./ J_gg

SiEy) y Bt

L)

Eﬁéﬁl =1 {senwt - mt_coﬂut]

-

0 SEA, EL MAXIMD DE LA RESFUESTA TIENDE A INFIMNITO GRADUALMERTE.
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Ay -
Pb/b "; -,

,f<"7r\ _
k‘“ﬁ\gl &h)/ _ t |

\ ~ .

CARACTERISTICAS DINAMICAS DE L0S REGISTRADORES DE SISMOS,

-

51 1A ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRUMENTO ES ARMONICA, DADA POR LA

ECUACTON
xoft] = a senfit

EL FACTQOR DE AMPLIFICACION RESULTA S5ER

=

Ed = 1 1 _ .4
f/ Z 4 5 o w
P a
L + i
(1-85% + (208

PUESTC QUE .LA FIG I CORRESPONDE A Bj, Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA

d
2

¢ = 0.7 SE TIENE B, = 1 PARA ﬂﬁﬂfm < D.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLaA-

4
ZAMIENTO DE LA MASA DE UN SISTEMA ES PROPORCIONAL A LA ACELERACION DE

S5U_BABE, S5I ESTE TIENE AMORTIGUAMIENTO DEL 70% ¥ SI LAS EXCITACIONES
QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAE INFERIORES AL §0% DE
LA FRECUENCIA MNATURAL DEL SISTEMA. SI ESTC SE CUMPLE, EL APARATO

RESULTA SER UN ACELEROMETRO.

EN INGENIERIA SISHICA LA MAXIMA FRECUENCIA DE INTERES ES DEL ORDEN DE

16 CP5 (T = 0.1 SEG), POR LO QUE LOS ACELEROMETRQS TIENEN FRECUENCIA

HATURAL DE 16 A 20 CPS,
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POR OTRA PARTE ST LA EXCITACION DEL SUELC ES X, = @ senfit, O SEA,

X ==3 ﬂzsennt, ENTONCES EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER EL

SERALADO EN LA ECUACION (20), ES DECIR,

B! = .{"L{fﬂ'jz
l/{l—{ﬂf'm}z} + (2¢8/w)°

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVA QUE 8! ¢=0.5 Y fi>w EL DES-
PLAZAMIENTO DE LA MASA ES PROPORCIONAL AL DEL SUELC; 51 ESTO SE

- ———

CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYE UN DESPLAZOMETRD, CONOCIDO TAMEIEN

COMO_SISMOMETRO.

B,
!

DETERMIHACI;IJH EXPERIMENTAL DEL AMORTIGUAMIENTO DE UNA ESTRUCTURA ME-

DIANTE VIBRACIOHES FORZADAS APMONICAS
(Ba) 2

G

5F ERTD ESTAIICH
z€ LAZIM! £

= DE
7"5::/’"

s &

MTTA < 02 pesulladis £f LAY PRUEHSS

CHEES BE AMFEIE/F200N EVPEPRAMENTAL

!
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5I SE DETERMINA Bd EXPERIMENTAIMENTE MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS

DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS ARMDNICAE; Y ADEMAS SE DETERMINA

Pt ENTONCES

o]
o (24)

- T 2T83) uax

OTRO METCDO PARA DETERMINAR t CON BASE EN LA CURVA EXPERIMENTAL DE

Bd SE CONOCE CON EL NOMBRE DE *"METODO DEL ANCHO DE BANDA DE LA MITAD
DE POTENCIA", ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALOR rms DE LA AMPLITUD EN RESONANCIA, EL COUAL VALE

(B //2; SEAN 8, ¥ #, ESTAS FRECUENCIAS. DE LA ECUACION DE By

a’ Max 1
SE OBTIENE: rms = -2 = RATZ CUADRADA DEL VALOR MEDIO CUADRATICO
? %
I~_ X~ -
1 %o Ji1_a2y2 7
= 5o =g //01-8°)"+ (228)
2 ¢ ©

ELEVANDO AL CUOADRADC AMBOS MIEMBROS:

1 1
2 (1-82)2 + (208)°

8
2 / '
DE DONDE 52 =1 - 2z + 2¢/41 +£2

DE AQUI, DESPRECIANDD1EL TERMINO ﬂz DEL RADICAL, SE GRTIENE

2 = 2 . 2

Bl =1 -2y - 2¢ H Bl =1-z -3

2 2 .

52 =1+ 25 - 2¢g H BZ = 1+ g =~ tz
52 - El = EC
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B, -B
DE DONDE Tz 22 1 [25)
' . v
._EJEMPLQ i £pos = =72
b1 2
& 5,57110;“ 4’
.t
4 i
o
W 4 |
=]
-3
=
,d -
4.
<1
w2
= :
2 :
L1, = :n ]
Wl ] h
X I I ! 1
o 1 I | i )
15 Em\\_ 25 -?l rad
$ly - 19.55 (L, = 20.42 2 Sey
- - - RAD
DE LA EC (25) A = p, - Ry .87 SF¢ .
n, _ a,
s EI2 B B1 ='nres ﬂres . 2 - nl _ .87 _ 2 18%
& )] : 2 G, + @, 3997 )

METODO NUMERICO

8 DE NEWHARK PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE VIBRACIOHNES

FORZADAS,

EL METODO QUE A CONTINUACION SE DESCRIBE ES ADAPTABLE A SISTEMAS WG

LINEALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD,
PROCEDIMIENTO:
1. SEAN vy, yi,syi, CONOCIDOS EN EL INSTANTE ti, Y £t + At
SUPONGAMOS EL VALOR DE vy, (o1
2.  CALCULEMOS y . 2y, + {y, + v, )8t/2 (26)
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.- L) 1 b 3 vE
CALCULEMOS y, , = v, + y,at t (53-8 Yy, (at) ey, {at) (27)

CALCULEMOS UNA NUEVA APROXIMACION PARA Yi+l A PARTIR DE LA

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO:

. . 2
Yipr T200¥ 00 " @ ¥y T Yege! - )14 (28)

DONDE vy = p{ti+11fk

est

REPITAMOS LAS ETAPAS 2 A 4 EMPEZANDO CON EL NUEVO VALOR y,,,

HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORES DE ;i+i

CAST IGUALES.

SE RECOMIENDAN VALORES DE 8.DE 1/6 m 1/4 Y 4t=0,1T PARA ASEGURAR

CONVERGENCIA ¥ ESTABILIDAD.,
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M =4 U Seqin
EJEMPLO ’
e o ——ri—— €=G-E 5’4
T
K=26 —,
g —f2
za {t) 5'3ﬂt

CALCULAR LA RESPUESTA DE L& ESTRUCTURA APLICANDO EL METODO g DE

NEWMARK
w= /KM = /678 = 3 %%?
hoefw =~0.,2%x3=0.6 ; T= %} = 2.09 SEG

TOMAREMOS g=0.2 ¥ at = 0.2 (= 0.1T) SUSTITUYENDO EN LAS ECS, {286),

[27) v (28):
Yeer = ¥y ¥ 010y vy
Yiyp 5 ¥y +.U-2Yi + 0.012yi + U.Uﬂﬂyi+1
Yier = "1o2¥54) 7 Wgay T X5l

EN t=0 SABEMOS QUE SE TIENE y=0, y=0 Y y=0

EN t=0 + st = 0.2 SEG; SUPONGAMOS Yigr ™ 5.0 IH{SEGE; x_=-§



1¥ cicLn

2% CICLO

b,

Yisl

Yisl

Yiv1

= 0,04032

¥Yivt

=0+ 0.1 (0  5) =

0.5.

=2=1.2 x 0,% - % x 0,04 ~

=06+ 0.1 (0 + 5,04) = 0,504 ;

P ¥i41

(-30 x 0.2)

Yi+1

=-1.2 x 0,504 -~ 9 x 0.4032 ~ {-6) = 5,033 IN/SEG

= 5,04

31,

=0+ 0+ 0+ 0.008 x 5

Z 0+ 0+ 0+ 0.008 %5.04

2

0.04

ESTCS CALCULCS SE PUEDEN ORGANIZAR HMEDIANTE UNA TABLA COMO LA SIGUIENTE:

t X Y Y Y
SEG IN/SERZ ING/SEG2 ING/5EG N
0 0 0 0 0
0.2 -6 5,0000 0.5000 0.04000
5,040 0.5640 0.04032
5,033 0.5033 0.04026
_5.034 0.5034 D.04027
0.4~ -12 8.0000 1.8078 0.26536
7.442 1.7510 0.26079
7.534 1.7602 0.26162
7.533 1,7601 0.26162
0.4t 0 -4.467 1.7601 0.26162
0.6 0 —£.000 0.7134 0.51204
~5.464 0.7670 0.51633.
~5,550 0.7584 0.51564
EM t = 0.2 + 4t = 0.4 SEG: xX_ = -30 x 0.4 =

-

5.034, vy,

o

= {,5034,

y, = 0.04027

L
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SUPONIENDOD Y = B,000 55 OBTIENE:

i+l

d 4
S | Yyeq = 0.5034 + 0.1 {5.034 + 3.000) = 1.8068
o
=% ¥y, = 0.04027 + 0,2 x 0,5034 + 0,012 x 5,034 + 0,008 x 8 = 0.26536
- -
| ¥gep = ~1.2 x 1,8068 - 9 x 0.26536 ~ {-12) = 7.442 1n/5EG

o

. o ” . _

EN t = 0.4" SOLOCAMBIA Y : Yo ,. = ¥Yg 4. * %, = 7.533 - 12 = -4.467
EN t = 0.6, 3}'1 =-4.467) y, = 1.7601; y = 0.26152
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ESPECTROS DE RESPUESTA ESTRUCTURAL
RECORDEMOS QUE LA SOLUCICN DEL PROBLEMA DE VIBRACIONES FORZADAS CON
EXCITACION SISMICA ES

-1 t ..
¥Yi{t) = —r I xo{t—rﬁe

-;wtt_T}sen w'(t=1)dr

DE L& OBSERVACICN DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZAMIENTO
RELATIVO, v(t), ES FUNCION DEL TIEMPO, t+, EL AMORTIGUAMIENTO, i, Y
LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, w (0 DEL FERIODO NATURAL) :

yi{t) = fit,u,)

FIJEMOS UN VALQOR DE £, POR EJEMPLC =0, Y LUEGD ASIGNEMOS VALORES A
w, POR EJEMPLO 0,1, 0,2, 0.3, ETC, HASTA CUBRIR UN INTERVALC DE INTE-
RES, Y PARA CADA CASO CALCULEMOS LA FUNCION RESULTANTE DE APLICAR LA

ECUOACION ANTERIOR. CON ESTA OBTENEMOS

y (e} = £,(8, 0.1, 0) = £, (t)

H
1

t, 0.2, 0)

£, (t £, ()

vy, {t] '1

yy{£) = £,(£, 0.2, 0) = f,(t)

SEAN D, = MAX|y,{t)| = D{wy,z}

1

D -MAx]yz{tH Dlwy, L)

2

Dy = MAX[|y,(£)] = Dlug,x)

3



Desplozomiento relative,

Xit), puilg

2

}

o
.l
s
-3

4.

-ra

li—-- --J Md:{lull”}=3.zapulg.-ES.-E‘E"GM

| I SR AN N S T TR S J S TEA T S A T S SN TS N SR S SRR S T R |

O 8 10 5 20 25
Tiempn,f.segl )

Respuesta de un sistema ocmortiguado simple
con T,=1.0seg y ¢ =0.10, ol sismo de
Eil Centro, Cal., 1940, componente N-S

k
th B = O = m
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EN TAL CAS5Q, LA GRAFICA

ib

ES EL ESPECTR) DE RESPUESTA DE DESPLAZAMTENTOS PARA Z=0N, 8I ESTE PROCESO DE

REFPITE FIJHNDO DTRDS VALORES DE £. PDR EJEMPLO, Z 0.02, ¢.95, 0.1,

0.2, ETC, SE OBTENDRAN LOS ESPECTRD% DE DESPLAZP&MIENTO'S CDRRFSPDNDIENTEE.

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS PARA OTROS TIPOS DE
oot A
RESPUESTA, TALES COMO VELOCIDAD RELATIVA, ACELERACTON ABSOLUTA, ETC, QUE SON,

RESPECTIVAMENTE

V = MAX|vy(t) |._;,m ; .p‘" MAX|K{t]|:,w - {29)

PSEUDO - ESPECTROS

ESTADISTICAMENTE SE HA ENCONTRADO QUE
§ = whD = ¥ {30)
S.'= 4D = A £ yv ‘ . {31

A Sv Y sh SE LES LLAMA PSEUDOESPECTROS.

log V - leg w= log V + log T - log 21

DE LA EC. I3G}:_ log D

DE LA EC.(31): log A log V + log w= log V - log T + log 21

ESTAS ECUACIONES CORRESFONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO;

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1., SI SE USA

w COMO VARIABLE INDEPENDIENTE:; SI SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN-

TE + 1, ¥ LA SEGUNDA, -1.
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! v
T F+Y D
MTERNATIVAMERTE | EN
TERMINGS DEd PEQIORD,
-
4% 4y
— M
w 7

EJEMPLO

CALCULAR FL ESPECTRO CORRESPONDIENTE A LA EXCITACION (CONSIDERESE =0}

i ?x'n ' t

.I:_
At -

a t.u

EN UN EJEMPLO ANTERICQR SE QBTUVO

a

) - <
yit) = = {1 coswt}, ST 0<t t,
D= MAX|Y(t)]| = 22 . gLt , (0<r<2t )
- we © T=2="o' -"=""p
. 2a . - =
E‘V =WD. = T : SA wy 2a
2a wE,
Y D=Hﬂx|y(t}|=:isenT ¢ BT T2 t_
t wt
. 2 w (]
.5, = wh = Ta | sen —z-ql 1,: S, = wV = ZafsenTl
w0
san
LM s, = M0 (ar — 2= at
w0 v w o o
2

2.
CASO PARTICULAR: SI t_ =1 SEG y a = 100 IN/SEG

e o

_ 2 x 100 _ 100 R
SV- T = = T} SIﬁiTEE.E

!



Pseudovelocidad V,en pulg/seq

100T | con -X| ST T>2 SEG
- T

LIM 5, = 100 IN/SEG

T+ =

37..

AN

Q:

500
A\

/
AN tot 1 seg
/]

a<s]on pulg;"sﬂqz

RN
. :
X

X,

100

50

7
2

N

)

2
5

o 10C

e "Periode nalural: Tr‘*‘"‘ g -

Espectre no amortiguado correspondiente a un pulso rectangular
de oceleraciones. Segun N.Newmark y E,Rosenblueth, ref 1

e
]
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e

s Componente N-5

= BO-

O

& ]

E

o

= EID —

€

L

[

LA ]

'E 40|

3]

=]

&

e 20

O

o | SO D L [ | 1
0 1.0 2.0 3.0 4.0

Periodo nolural T, , en seg

Especird de desplazamientos . Sisme de Tokochi —0ki, Japon
(1968) , Seguin H.Tsuchida,E, Kurata y K. Sudo, ref 4



200

150

[

V Jocidod relativa mexima V en cm/seg

100

ih
o

o
<
-
Q

2.0

1.0

a0,

Compeonente N-5

£=0,05

{=0.10

| | 1 | | ; ]
2.0 3.0 4,0
Periodo natural T, , en seg

Componente N-5 -

Mux{l'x'g{t] I} = 207.67 em/seg?

L=0.05

TrAFET 5 e
LT, T I

ke 4 [ O TR S

£{=0.10

L1 11 - L1

!
0O 1.0 2.0 3.0 4.0-

— -

Periodo natural T, ,en"seq

Especiros de velocidades y de aceleraciones. Sismo de Tokachi-
Oki, Jopdn {1968) . Sequn H.Tsuchido , E, Kurota y K. Sudo,

ref 4



w‘J N 79°14'E =" 1
i 1venricar”
[
I N 045 W ;
| t I
200 i3

Acelerogramas origincles del sismo registrgdo el
- 11-v-1962 ,en lo ALAMEDA CENTRAL, Mex. . F.

*T3
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? - L
DISTRIBUCION DE LAS FUEREAS CORTAMNTES EN UN ENTREPISO

Yo /[ IF, = K, 6+ K, 8+...+ X d= vV = K
2 1 1 2 % Feent 2
W n eg
: Z %
Xv ' W, f;l 5T Ky = & K
| —AMA—F .
| . s Xn
| AN |
" wq| =N
: ‘ ;=
I L :; )
II —MA—p
#
WW— N -
Kon f K = I K
eq i=1 i
'3(
) M, = IF X, = IK,6X, = $IK;X, = VX,= K, 6X,
I K.X
s
X, = == -« POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES
L X
i=1 *




a2

DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANTES BIRECTAS Y POR TORSIQN

gravedad
(C.G)

Ctzn'l'rg cje
-deca.s

R\|/
|

Ex
~ -

7T 7T 7T T I T I I > x

\

AR
v,,r,q.‘) :“f,@
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VEAMOS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FUERZAS CORTANTES EN LOS MARCOS

EFi = EKiE = ?x . & = EEI

C.R.

7 2

7|7 y TX X1
i K. Y!'% + LK
;1 y;1 . Xy 1 y; &
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SISTEMAS MO LINEALES DE UN GRADO DE LTBERTAD

ECUACICM DE MOVIMIENTO:

Mx + Qiy,y) = B{t) ; v = x-:-:o = DESPLAZAMIENTO RELATIVO

51 Q{y, y} = K¥ + CY SE TIENE EL SISTEMA ELASTICC LINEAL

MODELOS PARTICULARES

1.

_ RIGIDO-PLASTICO Q4

]
@ "

Q =-Q, + Cy, 8T y<0
Q = 0, + Cy, SI y<0  EN DONDE C = CONSTANTE. SE HA EMPLEADO COMO

MODELO EM EL ANELISIS DE TALUDES ¥ CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA

Y ENRGCCAMIENTOQ

ELASTO-PLASTICO Q

0 = Dl{y} + Cy
SE EMPLEA COMO MONDELD EN EL RNAL&SIS DE ESTRUCTIRAS DUCTILES,

FACTOR DE DUCTILIDAD = u = Yo'Va

yu = PESPLAZAMIENTO MAXIMO QUE PUEDE SOPORTAR EL SISTEMA SIN

FALLAR.



3. _SISTEMA BILINEAL
Q

1 =Y

CON ENDURECIMIENTO

SE USA COMO MODELO PARA ANALISIS

DE PUENTES COLGANTES

4. _TIPO MASING
Q)

Val?d) -
f éaqfueiitc de

la curva

o = FUERZA EN y = y_

[
]

g
!

DE SIGNC) POR ULTIMA VEE

45,

3

CON ABLANDAMIENTO

SE USa COMO MODELO DE SISTEMAS
QUE SE DEGRADAN FPOR AGRIETA~
MIENTO (MUROS DE MAMPOSTERIA,

POR EJEM} .

{INCLUYE A LO5 ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES)

Q-0 Y - ¥,
—_ = { J
2 9t

DESPLAZAMIENTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO

r (MODELO RAMBER - 0SGOOD) '

CAS0O PARTICULAR DEL ESOUELETO
Y- 4 L
¥ @ 2

DONDE y, , Q,, a y r SON CONSTANTES POSITIVAS - ,

Q |

fp

!J(';'l— (-3 3 a]

A=A, 54

Pr—

¥
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EJEMPLO: ) CASD BILINEAL

EJEMPLO ' CAS0 ELASTOPLASTICO
. QY .
T E_ 5230 7 ]
- /0
% I B AR

METODC B DE NEWMARK

PARA EL AMNALISIS DE SISTEMAS NO LINEALES S5E PUEDE USAR EL METODG 8

DE NEWMARK DESCRITO ANTERIORMENTE.




EJEMPLO

= i .
by M=2ton sogicm®

. /4

e | T
pty tons

30

47,

1 Q tons

K= AR ‘l’.cm/cm

b = = -

oL k=32 koo s

5__.._' _________

0.9379 Cm o

O

— 1 5249,

ECUACION DE.EQUILIBRIO DINAMICO , MY + Q(Y) = P{t)

_ P{t) - 0¥ _ Bit

) - Qly)

Y M

2

{I)

¥

PARA LA APLICACION DEL METODC DE NEWMARK SE TIENEN LAS,SIGUIENTES

EXPRESIONES:

t ti + At

i+1,

+ " L a8 L)

= Y, + {Yi + Yi+l} at/2

i+l 71

Yiel

CONSIDERANDD 8t = G.10 5EG,

=Y + Y. At + (0.5 -
1 1

Y= 1/6

B‘.i‘x’i ':ﬂ.t}z + B Y

- - 2
i1 8T

SE PUEDE ESCRIBIR;
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»

‘1

Yivr = Yyt 3p Oy v ¥ ) (11}
4 1 L] "N
Yi+1 Yi + Yi{ﬂ.lu} + ZHG IZYi + Yi+1‘.l (III)

EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO.ES COMO SIGUE:

[ SE ASUME Y o4
'SE CALCULA Y, CON LA ECUACION {(II)
( SE CALCULA Y, CON LA ECUACION (TII}

L)

SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE ¥ CON LA ECUACION (I},

i+l
ETC.

PARA LA FUNCICN DE RESISTENCIA @ SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASQS:

Q4 _ _ Q may
4
Qo - —— -
|
I 1 |
Q IHD N | YUmdx
1. IéDMPDﬁTAMIEHTO ELASTICO . D = 32 ¥ TONS
2. CAMBIO DE RIGIDEZ g = 30 + 18 fY-YD} TOH

3. DESCARGA ' Q= dex - 32{YHAK_Y] TONS

ESfﬂ ULTIMA EXPRESION MANTIENE SU VALIDEZ HASTA QUE,(YHAK—Y} EZYG



¥_ = 0,9375 CMS ; 0, = 30,0 TON
PARA £=0, y = = %? =25 ; yx07¢=0

PARA t.= 0.10, y, = y, = 0 ; y; = 23

ler, CICLO

SEA y;, 'y ™ 20 COMO PRIMER TANTEC. EN TAL CASO

. 1 )
Yigp = 0 + 55 (0 + 25) = 2,25

6 + 0,10 x 0 +

600

Q= 32 x 00,1167 = 3,7330

y _ 50 - 3,733

ir1 s = 23,134
20, CICLO
é1+1 = 23,134/2 = 16,567
Yiyq = 73.134/600 = 0.1219

0 = 32 x 0,121% = 3,9000
Y,y = (50 - 3,9)/2 = 23,050

3er, CICLO

L 2% 25 + 20) = 0.1167

49,



io. CICLO

Yie1 = 23.052
¥;.p = 23.082/2 = 2,4026
Y4 = 73,052/600 = 0,12175

. 0N = 32 x 0,12175 = 3,8960

v = (50 - 3.8960)/2 =-23.052 ... ETC.

50.



LOS CALCULOS BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE:

51,

t p l Y -7 Y -1 Y 0
SEGS TONS | CM SEG CM SEG cMS TONS
0.0 50,90 { 25,000 | 0,00 0.00 0.00 |
0,10 50,00 | 20,000 | 2.2500 0.1167 3.7330

21.134 | 2.4070 0.1219 3.9000
l 23.050 | 2.4025 0.12175 3,3960
i 23.052 | 2,4026 0.12175 3.8960
0.20 50,00 20,000 | 4,5552 0.4722 15,110
17.445 | 4,4270 0.46793 14,970
17.513 | 4.4310 0.46804 14,977
17.511 | 4.43075 | 0.46204 14,977
1
0.30 50.06 | 10,000 | 5,8060 0.98610 30,8750
9.560 | 5.7840 0.98540 30,8620
[ 9.569 | 5.7848 0.98543 30.8630
0.4¢  { 50.00 0.00 6.2630 1.5958 41,849
4.0750 | 6.4670 1.6026 41,972
4,0141 | 6.4640 1.6025 41,970
4.0150 | 6.4640 1.60250 41,970
0.50" 50.00 . 0.00 6.6650 2.2623 53.846
-1.9000 | 6,56975 | 2.2591 53,789
~1.8944
~1,8945 | 6,5700 2,25912 53,789
0.50+ 5,00 ~24,3946 | 6,5700 2,25912 53.789
0.60 5.00 ~30.000 | 3.8503 2.7848 63.251
- -29.126 | 13.8940 2.78626 63.278
~29,136 | 3,89347 | 2.78624 63,277
‘ ~29.138 | 3,89347 | 2.78624 63.277
0.70 5,00 -32.000 | 0.83657. | 2,025127 67.577
~31.289
~31.320 | ©0.87057 | 3.02626 §7.598
~31,301 | 0,87147 | 3.02641 67.600
0.7278 | .5.00 -31.620 | -0.00313 | 3,03850 67.818
~31,409
~31,420 | -n.000352 | 3.03853 67.818
~31.4093 { -0.000205 | 3.03853 67.818

En t=0.5.+ SEG, ay =-43/2 =

~-22.5 ,.=22.5

- 1,8946 = ~24.3%46

u——



CONTINUACION DEL CUADRQ ANTERIOR

-

52,

L)

t p Y Y 4 Q
0.80 5.0 =~28.000 ~2.1449 2.959611 65,293
~30,1486
~30,000. -2,21708 2.957874 65,237
~-30,118 .
~30,117 ~2.22127 2,95777 £5.2134
D.90 5.0 ~27,00 -.| ~-5,07712 2.59025 53,473
24,236 ..} :
-25.00 ~{ ~4.87712 2.59358 53,580
-24,290 *
~24.294 | -4.94182 2.5%476 53.617
-24,308 ‘| -4,94242 2.59474 $3.617
1.00 5,0 ~14,00 ~-6,685782 1.99614 34,461
-14.7305
-14,7200" |- -6,89382 1.95494 34,423
~14,7120 " ~6.89342 1.89495 34,423

EN ESTOS CALCULOS SE .INTRODUJO t = 0.50° Y 0,507 PORQUE PARA ESTE

INSTANTE SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA CARGA P{t) DE 50.00 TONS

A 5.G0 TONS, CON LO CUAL SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA ACELERA-

CION DEL SISTEMA }. EN ESTE INSTANTE N0 SE PRODUCEN CAMBIOS EN Y

Y ¥.

EL TIEMPQ t =-0,7273 SEG,

SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE

CALCULAR LLOS VALORES DE Y Y DE {3, PUES A PARTIR DE DICHO IUSTANTE

SE 'INICIA LA DESCARGA DEL SISTEMA,

ESTA CONDICION S5E ENCONTRO SOBRE

LA ERSE DE APROXIMAR Y A CERO, OBT?HIEHDDSE YMAX-J.DEBEJ CMS y

Onak

67.818 TON.

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UH RESUMEN DE LOS RESULTADOS.



2.0
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Xwmdx = 2.0385%3 .

Seq
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t - i"{suﬁnuesté} LP Y Q) ;f-l:calculado] Y NOTAS
Seq, . Cm Seng Tan Cm. Ton Cm Seg_z Cm Seg_}'

0.0 - - 50.00| 0.00 0.00 25.00 0.00

0.10 23.0520 50.00F 0,12175| 3.B96 23.0520 2.40260

0.20 . 17.5110 50.00] C,46804 [ 14.977 17.5110 4.43075 1 .
0.30 9. 5690 50.00 | 0.98543 | 30,863 .7 9.5690 5.78480 -\— CAMBIO DE RIGIDEZ
Nn_49 4.0150 £0.00 | 1.60250| 41.970 4.0150 6.4640 - iy

0.50 -1.8946 50.00 | 2,25912} 53.789 -1.8946 6.5700 ° :

0.50+ - - 5.00 | 2.25912| 53.789 F-24.3945 6.5700 - CAMBIO DE CARGA
0.60 -29.1380 5,00(.2.78624| 63,277 -29,1380 3.89347 | 7

0.70 -31,3010 5.00 | 3.02641| 67.600 _~31,3010 0.87147 .

0.7278 § -31,4093 5.00{ 3,03853 | 67.818 -31.4093 | -0.000205 1 Om&x, Ymix.

0.800 -30.1170 5,00 | 2.95777| 65.234 -30,1170 ~2.22127 ”

9.90 -24.3080 5.00 ! 2.59474{ 53.617 -24.3080 ~4.94242

1.00 -14.7120 5,007 1.99495| 34.423 -14,7120 -6.89342

RESPUESTA HAXIMA

IY mix = 3,031853 cms’

LQ mix = 67.H1B 1tons

“FS
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CRITERIOS PARA TRAZAR ESPECTROS DE DISERD ELASTOPLASTICOS A PARTIR DEL ELASTICO

CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXIMO DEL SISTEMA ELASTICO
Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO:

@ o = Ky _Krmax | Qe
E ¥ " H
Gel----=------ oA
’.-"' 1
’ - ' n [ 3 =
%_..____ L 1 me I]'E I-l}r}r qu
I I
! ! De
1 l-._ D W —
H!:I T J p L
Hm:’.u"'/qHH
CRITERIO DE IGUAL ENERGIA ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA:

. | 2
] 2 ¥ :
TVg Ry T VY, T Yy VYt ,

Tidegz Yo 1o, 01
2'{3;}?) Yy 2 S
Ye T
— 'I-"1
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Y’E
Y B ——
b4 YZu- 1
Y:l = b = E]“”'- e
Y MAX P /- T /T
POR LO TANTO *

np = D/ Zu- T Y QI'? - QEH'ZT-_V

AMORTTGUAMTENT( HISTERETICO ,

SI SE CUENTA OON EQUIPO PARA MEDIR EL ANGULO DE FASE ENTRE LA FUERZA DE EXCI-

' TACION Y EL DESPLAZAMIENTO RESULTANTE, SE PUEDE EVALUAR EXPERTMEN-
TALMENTE 'EL AMORTIGUAMIENTO DEL SISTEMA CON UNA SOLA PRUEBA DE
VIBRACION ARMONICA EN RESONANCIA. ESTA SE LOGRA CUANDO SE AJUSTA
LA FRECUENCIA DEL EXCITADOR DE TAL MANERA QUE EL ANGULO DE FASE SEA
907, YA QUE: . .

56
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- ANGULY DE FASE

EN ESTAS CONDICIONES LA FUERIA DE EXCITACICN QUEDA EN FASE CON
LA VELOCIDAD DE LA MASA YA QUE

y = A sen{ut - B) = -A coswt, 5! 8 = 90°
Y } = Awsenut ' ; = Amz coswt

Y DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO:

MAMZCGSmt + CAwsenuwt + K(-A coswt) = pﬂsenmt

SE VE QUE SE DEBE CUMPLIR QUE:

CAw = p, . DE DONDE [C = ;2 (1)

DE LAS ECUACIONES ANTERIORES SE DEDUCE QUE:

2 2 2 2 .

yoo= A" Ccosw cﬂszmt

» I

*

pz - pg 5en2mt »

senzmt

_ 2
SUMANDO ; + Ef = gen mt + Cﬂszwt

Po

}MFN t:;unlﬂm



-

QUE ES LA ECUACION DE UNA ELIPSE CON LOS EJES COORDENADOS y Y p,

AST (fig 1): '4}

fol

Fig |1
SI_EL AMORTIGUAMIENTO NO ES EXACTAMENTE VISCOSO, LA GRAFIGCA QUE SE

z
AREA =W = erﬁ
,-....J; ":5 1- o Ew5
I S )| Ka Al
\\\S\\\S\"Q“Q‘L 1) -
Ay
Flg 2

OBTENDRIA DE p CONTRA y NO SERIA EXACTAMENTE ELIPTICA, SINO ALGO

COMO LA LINEA PUNTEADA AHI MOSTRADA. EN ESTE CAS0 S5E PUEDE UTI-

LIZAR UN AMORTIGUAMIENTO VISCOSO EQUIVALENTE, DE TAL MANERA QUE EL AREA

wd,
ES DECIR . .

' . wd

Wy = mAp, DE DONDE p, = =%

POR LO QUE, DE LA EC. (I)

4%

(11}

R = : : . - 5 ;
ADEMAS, Ccr = 2/KM'= 2K/w ; DE FIG. Z : C_. 2(?]1‘;...1, DE DONRE

c

¢ = %8
eq  Cop

Loq " W&f{4'WS]

(I1°)

55
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DE LAS ECS. {I} Y (II) SE CONCLUYE OUE EL FACTOR DE AMORTIGUAMIEN.O

VISCOS50 ES FUNCION DE LA FRECUENCIA, u,

I .
EXISTE OTRO TIPO DE AMORTIGUAMIENTO QUE ES INDEPENDIENTE DE LA FRE-

CUENCIA, QUE 5E CONOCE COMQ AMORTIGUAMIENTO HISTERETICO, EL CUAL

PRODUCE UNA FUERZA EN FASE CON LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA,

PERC PROPORCICHAL AL DESPLAZAMIENTO, 'ES DECIR

£ = nklyit) | ie) {I11)
ly () |

DONDE n ES EL COEFICIENTE DE AMORTIGUAMIENTC HISTERETICC, EL DIA-

GRAMA DE Ea DURANTE UN CICLO ES

A
PARA % n<t<2n A
) 7 PARA Ue_:tg% .
1 ;

A

P, //m//
) ]
PARA nct-:%.-.r PARA Ef_tjilt

= A % nkd ?
Wy = % =552 = 2A"nk

SI SE CONSIDERA QUE LA ENERGIA PERDIpDA POR HISTERESIS SE PUEDE REPRE-

SENTAR MEDIANTE UN AMORTIGUADOR VISC0OS0, EMNTONCES, DE LA EC. (IL') ¥

FIG 2:
Zﬂznk n
[ = — = e L] n = T {IV)
i
4 KR
S
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METODO B8 DE NEWMARK

.04 -
SISTEMAS ELASTICOS LINEALES DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBERTAD Y
COMPORTAMIENTO ELASTICO LINEAL SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACIONES QUE

PARA UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD.

ij[ti+1) - gj(ti) d [%}(ti} * %}(ti+i?] 5

X (ty,q) = x50t + x(e)ae + [(1/2-0)x;(t)) + 8x;(t, )] (ot)’

EN DONDE jJ = 1,2,...,N.

EN ESTE CASO SE RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE g COMPRENDIDO ENTRE 1/4

EN DONDE T, ES EL PERIQDO NATURAL DE VIBRA-

Y 1/6, Y QUE at & 0.1 Ty, N

CION MAS PEQUERG.



EJEMPLO

SEA UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO,

CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON:

1o 1| 20
K = ' M =
1 s N
USANDO EL METODO 8 DE NEWMARK CON at=0.2 seg Y 8= 1/6 CALCULE LA
RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAMIENTOS

DEL SUELO:
X, = 1.2 ¢ - BI D <t < 2 seg (xCI EN CENTIMETROS)
X, = 4.8-1.2 ¢ S1 2 <t <4 seg
x =10 51 t<0 o t > 4 seg

PUESTO QUE ESTA EXCITACION IMPLICA QUE ;;{t} = 0 PARA TODO t, SE

TIENE QUE LA ECUACTON MATRICIAL DE EQUILTBRIO RESULTA SER
MY + KY = MY +Q =30

POR LO QUE

mpypr Q=0 oy = Qy/m,

!
(=]
+
=
Twd
I

my }é *Q, = Qy/m,

EN DONLDE Y = Xy - X Y Yq = Xo = X

1 o

CON at = 0.2 seg Y 8= 1/6, LAS ECUACIONES DEL METODO g DE NEWMARK
QUEDAN EN LA FORMA

;j(ti+1} - ij[tij + G.T[gj(ti] + i}(ti+1]]

X;(ty,0) = x;(t;) * 0.1 ij(ti) s ﬂ.ﬂd[%}(ti]fﬁ x5 (5,0)/76]



EN t =0, ¥ =X < 0, ¥y = x, = 0, ¥y T % T a,

p

EN. t

I

0.2, x, = 1.2 x 0.2 = 0.24 cm; SUPONGAMOS x, = ;1 = 1.35

Y ;:'2 - ;;2 = 1.50 cm/seg:

PRIMER CICLO

PARA LA MASA 1: £1 D+ 0.1 {0 + 1.35) = 0.135 cm/seg

0+ 0+ 0.04(0 + 1.35/6) = 0.009 cm

-
]

0.009 - 0.24 = - 0.231 cm

iy
1]

0+ 0.1(¢ + 1.50) =-0.15

PARA LA MASA 2: X

0 + 0+ 0.04(0 + 1.50/6) = 0.01

-
1

= 0,01 - 0.24 = - 0,23 cm

]
=
I

. 231 -2.540

A
=
-—

]
=3

230 ~1.381

P’
[30)
—r
T
3
=

L5472 = 1,27 # 1,35

_F
n
et
—
It
b2

POR LO QUE

38171 = 1.381 # 1.50

e
(2%

H

W -
a2

It
j—y

SEGUNDO CICLO

X, = 0.1 x 1.27 = 0.127 x, = 0.1 x 1.381 = 0.138
x; = 0,04 x 1.27/6 = 0.0085 x, = 0.04 x 1.381/6 = 0.0092_
Y1 = 0. 0085 - 0.24 = -5,2315 YZ = 0.0092 - 0.24 = -0,2308




i0 1 -0.2315 -2.540

Q:El -
1 sf |-0.2308 -1.386
DE DONDE Xy = yq = 2.546/2 = 1.273 & 1.27
X, = ¥, = 1.386/t = 1.386 * 1.381

ENt =0.2 + 0,2

0.4 seg SE TIENEN x, = 1.2 x 0.4 = 0.48,

1]
- T

x1(ti) = (0.0085 ; xz(ti) Q082
x1(ti) = 0,127 ; xZ[ti] = 0.138
x1(ti} = 1.273 ; xztti] = 1.386

PRIMER CICLO

' SUPONIENDO x,(t,,,) = 2.3 Y x,(t,.,) = 2.1 SE OBTIENEN:

[P
—
]

0.127 + 0.1{1.273 + 2.3) = 0.484

X, = 0.0085 + 0.2 x 0.127 + 0.04{1.273/3 + 2.3/6) = 0.0662
'y, = 0.0662 - 0.48 = -0,4138
x, = 0.138 + 0.1(1.386 + 2.1) = 0.486
x, = 0.0092 + 0.2 x 0.138 + 0,04(1.386/3 + 2.1/6) = 0.0693
yy = 0.0693 - 0.48 = -0.4107

10 1| |-0.4138 -4.548
9 = I

1 5| |-.4107 -2.468

DE DONDE ;1 - ;1 4.548/2 = 2.274 # 2.3

X, = ¥, = 2.468 # 2.1

ETCETERA. LOS RESULTADOS DEL PROBLEMA SE PRESENTAN EN LA TABLA 1.
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ton
~50. 00

~37,500
-38,550
-38.975
- -38.875
-35.870

=20,00
-11.57%
-12.275
-12.84
=12.735
-12.7316

10. 000
11,995

11.83
12.00
- 11.9885%

25.000
21.095
21.380
21.225

cm
200
2.0

seg

0.0

2.0

2
ton

0.00

-56.25
-5.48&3
-3.283
-5.34
=5.343

=-10.00
=-17.46
-16,.7975
-16.5446.
~16.86076
-16.85100
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-231
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-23.

-15.
-G,

"16!-

-160

1324

1277
21329
2018

oo
T45
8193
7453

Xy

cm/seg
S0.00

irT.5
32.3
33.509125
33.5183
31,530

10.00
1.575
=5.185
-3.9575
-3.8086
-3.8886

=35.00
=26.995

-34.963
-35,13
-35.202

=-40.000
=-36.095
~38.1057
~38. 0443

0.5

15.60

12.64
12.87
13.H%
13.75
13.72

2.4 0.000
2.62
0. t15
0.785
0.925
0.83

~3.00
-{.53

G.613 2.00

- [ -

* -— =
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~10.00
2.8159
2.1819
1.6833
1.7853

15.000
20,550
22.9139
22.4804
22.4285
22.4532

25.000
24,8334

=25.0
-22.64
-10.024
=11.7081
-11.945%

15.000
12.38
20,435
22,1289
21.5554
21.54B5

28.Q00
25.53
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X
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900

6,250
5.463
5.283
5.340
5.3425

10.00
17.436
16.7975
16.54416
16.6076
16.6100

25.00
23.132
23.127
23,213
23.202

15.000

16.7457
16.8193
15,7493

10.00
-2.8159
-2.1819
-1.683
-1.7833

=15.000
=-20.55
-22.918%
-22.4804
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-22.4532

—25.4000
~24.923%

X X
1 !

cm/eey  om
0.00 0.00
4.375 0.22%
4.115 0.2205
4.1756 . 0.2225
4.1796 0.2226
4.1785 0.2225
6.353 0.7685
5.9317 0.7%45
5.5937 0.7432
5,6551  0.7453
5.6625  0.7455
5.8587 0.7454
3.7144  1.27199
3.6146 1.2366
3.7162 . 1.2400_
.N80 __ _1.2397
3.7043 1.239¢
-0.1193 1.421%
Q.0%63 1.4272
-0.0341  1.4245
~-0.0313 1.4245
-3.1835% 1.2928
=3.0655 1.2568
-2.4347 1.2778
-2.5189 1.2750
-2.530? 1.2746
«1.6915% 1.0524
-2.5090 1.0023
-2.1063 1.0157
-1.98686 1.0185
=2, 050 1.176
-2.050 1.0176
-1.690% 0.9894
-1.6%6% 0.9891

-

Xa

cm/saeg
0.00

0.2125
0.2721
0.2641
0.2670
0.26M1

1.0342
1.4072
1.3741
1.3614
1.3646
1.3647

3.4452
3.3518

3.3510
3.3558

T 3.3552

5. 3067
5.3853
5.38B6
5.3854

6.7228
6.0818B
£.1137
6.1387
6.1336

5.2341
5.0168
4. 8986
4.%203
d4.9229
4.9216

4_5657
4.5659
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** CAMBIO DE RIGIDEZ EN EL 20. PISO ¥,-x, = 1.0y Q, = 25
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0704
. 0091
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. 0089
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.GB1g
L0811
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-3114

L3114
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3116

.T520
L7544
7545
. 7544

o000 Qoo CoOo0oO CDOoooo o

. 3654
3440
-3451
.3459
. 3457

B745
9188
. 3149
-9154
<9157
.9156

1.9467
1.96867

1.4245 ¢cm

[ R

-t ol b o ok .

- 00

L1

L
1774
L7713
7774

<2314
. 2455

-2546

.7604

-5755

7254

. 9824

0106

cti
4.00

2185
-0.2113
=0.2136
-2127
-2135

-6584
G219
-66171
L6643
. 6644
6642

.9252
<5251

. 3285
.9280
-0279

=0.6698
-0.67217
-i4.56699
-8.5700

=-{.

1126
0832
-0E73
-0709
L0741

L2214
L3165
-B8592
-8971
.8987
-8950

-9973
-9973
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cm/seq  om/seq
.0.00 0.00
4,375 ~4.063
4.115 -3.842
4.1756  -1,9114
4.1796 -3.9326
4.1765 -3,9093
6_13153 -5.3188
5.93%7 -4.5244
5.6587 -4.294

3.70437  -0.34m

-0.0313 5.4067

-2.5208

-2.050

=-1.6967

8.6644

6.9716

5.2626
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t X Q x_=X OBSERVA~

e 2 *y 2, M 1 *2 *2 1% ®2™ 0 %0l %2 pepe
seq <@ ton ton cm/seqg cm/seg om/seg om cm/aeq Cm cm cm co/seq com/fseg
0.70 2.00 -310.000 25.000 35.000 -25.000 0Q.86%6  0.94B4 2,44 2.285 1.3366
. —2.5%80  25.000 27.580 -25.000 0.5728 0.9405%  2.441 2.285 1.3445
-2.975 25.000 27.975  =25.000 D0.58B& 0.9409 Z2.441 2.285 1.4
=2.955 25,000 27.855 =25.000 0.5878 0.940%  Z.44 2.285 -1.0591 1.3441 0.5878 1.8532
0.735 2.00 -1.000 25.000 26,000 =-25.000 1.5368 0.96065 1.565 2.3549
-0.9575% 25.000 3h.9675 -25.Q000 1.5367 0.98065 1.566 2.3549
~0.9671 26,000 2h.9671 -25.000 1.5267 0.98065 1.566 2.3549 -1.1083  1.3742 1.5387 0.0293
0.20 2.00 5,000 20.000 15.000 -20.000 2.8823 1.1282 0.09128 2.4068 1.27586
6. 365 22,575 16.245 =22.595 2.9196 1.0449  0.01343 2.4053 1.3604
6.570 22.4613 18.0B5 -22.469 2.9748 1.1300 .0173 Z2.4053 1.2753
6.4356 22.5613 16.0948 -22.5613 2.9151 7.1288 0.0144  2.4053 -0.8712 1.2765  2.9151 -2.9007 R

. ** x, SE HACE CASI CERO
|x2$m5x = 2,.4052 cm
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METODOS DE STODOLA-VIANELLO-MNEWMARK Y DE HOLZER PARA EL CALCULO
DE FRECUENCIAS Y CONFIGURACIONES MODALES

Enrique del Valle C *

Para calcular las frecuencias y configuraciones modales
de estructuras Ildealizadas como una serie de masas unidas por re-
sortes, sin amortiguamientuf en vibracifn libre, se puede suponer
gue cada masa 5€ mueve en movimiento arménico simple definido pp;

X=X . cos Wt 0 X=X, sen wt donde X, define la amplitud y w 1la

0 0
frecuencia circular del movimiento

0

La aceleracién estarf dada entonces: por E=—w2x ¢os wt

0
5 §=rwzxﬂ sen wt=-w2X y las fuerzas Qe inercia a que estari saome’
tida cada masa, de acuerdo con la segunda ley de Newton, serén

Fi = mX = -mw’X |

Por otre ladeo, la fuerza restitutiva que aparece en car
da resorte estari dada por Fe=RaAX, donde R es la rigidez de entrer
piso, gue podemos definir como la fuerza cortante gue es necesaric
aplicar para producir un desplazamiento unitaric entre dos niveles
conseécutivos: R .,= V/4X,para AX = 1

femos entonces, que las fuerzas a gque se verd sujeta ca
da ﬁaﬂa dependersin de X y de wz.uﬁicamente.

Por Otro lado, sabemos que para cﬁnccer un modo de vi-
brar necesitames conocer tanto la frecuencia w (o ﬁerioﬂo T} co-
mo iq configuraci6n modal relativa, y gue si la estructura esté
vibééﬁdo en un node dadeo, lp frecgencia del movimiento de cada ma
sa serd 15 misma, | '

Tomando en cuenta le anterior, se puedén emplear dos
métodos numéricos para el cilculo de las frecuencias y configura
ciones modales,

% profeson Titular, Divisisn de Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingenie
ria,. UNAM ’



siste en:

El m8todo propuesto por Stcodola-Vianello-Newmark, con=i,

Suponer una configuracifn deformada de la estructura:

xisupuesta

Valuar las fuerzas de inercia asociadas a esa confi-

: . . 2 : )
guracidén Fi= —meXi, dejando w como factor comiin cu
. J = =

yo valor no conccemos. .
Valuar- la fuerza cortante en la estructura, como la
suma acumulativa de las fuerzas de inercia de arriba

1
abajo del edificilo. V= énFi.{funciﬁn de wz}

. Calcular los incrementos de deformacifn correspondien

tes a las fuerzas cortantes.

Vi

, 2
=5 {funcifn de w ).

AXi =

Obtener la configuracifn calculada de la estructura
COomo la_suma acumulativa de los incrementos de defor
macifn, de abajo hacia arriba. |

n

2
= L AXi = coef.»w '
§calcjyl

Fsto nos dard un coeficiente multiplicadc por wz para -

o cada masa.

b.

Si la estructura estd vibrando en un modo la configu-
racin calculada seri& proporcional a la supuesta, y
el factor de proporcionalidad serd wz. Esto es, para

cada masa podremos calcular

w2 = %uEuesta

Coef. de Xcalc

1

En general, los valores de w2 calculados para cada masa,



no ser&n iguales en el primer ciclo, peroc el m&todo es de ripida
convergencia si S& usa como hueva configuracifn supuesta la nb%e-
nida al final de cada ciﬁlﬂ, de preferencia nnrmaliz&ndo%a, Eskﬂ
es, haciendo que la deformacifén de una de las masas, por ejemple
la primera, tenga .siempre el mismo valnr, con objeto de observ;r
como se modifica la configuracifin relativa después de cada cicio.
Los valores de wz obtenidos en cada ciclo nos dan tambié&n un in+
tervalo de valores gue se va cerrando hasta gue se obtiene final-
mente los mismos valores para todas las masas.

El método descrito anteriormente converge siempre hahii
el modo mis bajo gue esté presénte en la configuracidn supuesta,
y dado que al suponer una configuracifn cualguiera &sta estar£
formada por una coembipacifn lineal de todos los medos posibles,
el modo mds bajo serd el primerc o fundamental. M&s adelante se
indica como hacer para calcular modos superiores.

EjEmplo..Chlcular la frecuencia y configuracisn meodal

. del primer modo de vibrar de la estructura representada por el

medelo matemltico siguiente.

2 E =
Ton-seg /cm 2 -t-'.:’. g
. (‘j = =] e
mzZ p-" e 5 b 5
* S . ]
= = o
L} [u] ol =
R=50 ton/fom o 44 N w
, o o &, [
6] ? .
m=2, " o 4 L,
[
E=100 ? [
- L 4 ]
B < - m=2 | AN—| m=2 m=2 m=2 | Ton-seg/em
m=2 3/ - o
R=150
<
m="7 s
E=2060




.Para realizar los pasos antes indicados conviene usar una

tabulacifin como la siguiente:

ler. Ciclo

Ton SEEE tﬂ % 3]
cm om cm - v 2
- fededt
Nivel | m R X | Fizmeox] v Ax=+ Keald ¥ . ¥
1 2 1 e, y b 0.5207 [ 7,692 = o (5.0
50 A Bw 0.18w" ’
L T,
2 A I 2 3
3 2 3 1% . 0.3Ew B.333 = . —— 13.%
I
100 M | 0L 1uwt A 9.36
L
¥
2 2 2 liwi‘.,“ 0 EN:_G.Esz g.091 = ﬁ?ﬁ 3.2
15@ 18w o 19w - ) *
o4 e ) 1
1 2 1 2w -N.\‘ 5 2 'ﬂ.hr 10.40 = -"ﬁ'—l 1
200 20m 0.1w ~ .
0 0
Notese gque los valores R, V y AX estin . defasados, pues correspon

den al entrepiso.

* Parﬁ iniciar el cdlcule puede usarse cualéﬁier valor de X. En ge
néral, el m&todo converglirf mas rfpido entre mis acertada sea la
configuracifn supuesta, perc si se supone por ejemplo una configura
racidn gque se parezca a un segundo, tercero o-cuarto medo, de cual-

guier manera, al t&rmino de algunos ciclos mis, llegaremos al primer

modo.

. 2 ,
*% Nftese que en este caso, el valor de w estard comprendido entre

1 1
7.682 — y 10 5
© seqg seqg

**% En un segunde c¢iclo, usaremos como nueva configuracifn supues-
ta la obtenida al final del primer cicle normalizada de tal

modo que la deformaciéin del primer nivel, sea unitaria,




esto es, dividiendo la configuracidn calculada entre D.lw2 Bn ca-
da nivel,
20, Ciclo
Ni- 9
vell m R ¥sup Fi v AX X W Xein
b 5.2 | 10.ku 5 ) 0.651w° | 7.088 | 5.425
50 10.9w 0. 208w
2 F4
K| 2 3.8 7.2 o 2 0. 443w 8,126 3.6%92
100 17, By 0.176u
2 2 2.2 y, 4w 2 2 ﬂ.?E?wE 2.2u0 2.225
150 22w 0147w
2 2
1 2 1.0 2. w 2 p | 0.120w H,332 1.0
200 2Uw 0.120w
L}
0 0

Obs&rvese que el intervalo de variacibn de wz ge redujo a

7.5988 y 8.333

¥y qQue las variaciones en la configuracibn modal fue-

ron mucho menores que lag gue tuvo el primer ciclo.

Tomando como base de partida nuevamente la configuracifn

, calculada, en un tercer ciclo se tiene:

Nivel | m R X F ¥ AX X -2 A,
sup W i
o |2 5.405 | 10.85w° 5 ) 0.6739w"| £.050 | 5.461
50 10.B5%° ]0.2170w .
3 2 1,692 7.3BUw 5 N 0.u569w2| &.081 703
: 100 18,23uw” |0, 1823u"
2 172 2.225% NG Swe ) 2 0.27u6w| B.103 225
150 27 B8Uw | 0.1512w
' 2
2 0.1234 L. 10M 0N
1 | 2 1.0 2.0 w ) ) 1234w 8.1
200 24, H8Uw [ 0.123ky
0 0

y finalmente, en un cuarto ciclo, la aproximacidn

cienta:

se considera sufi-




Niel] m R Xeim F v AX X o Xi
ho| 2 5.461 | 10.9224° 5 , 0.67754°| B.061 | 5..68
50 : 10.922w" | 0.2184w
! 2 2
al 2 3.703 | 7.406u . , [0.45910°] 8,066 | 3.705
100 18.328w" | 0.1833w
2
2 1 2 . 2,225 | 4.45 , \ 0.2758w2| 8.067 | 2.226
150 22.718w"| 0.1519u
1] 2 1.00 2. 00w’ o, . 0.12302] B.071 | 1.00
200 24,7768 | 0.1239w
2
0 l E{ 12.389 | L 11.5353w i B.OBYW __J

* El valor final de w2 lo cbtenempos con mis precisifin dividiendo la

suma de xsup entre la suma de coeficientes de X arc Esto es mis pre

al
ciso gue promediar log valores de wz de cada nivel

2n _ 6.2832
W 2.8397

w=/B.064= 2.8397; T= = 2.21) seg.

Cilculc de modos superiores empleando este método

Como se indicd antes, el método converge al modo mis ba-
jo presente en la configuracidin supuesta, ¥ al suponer una combing
cifn cualquiera &sta estard constituida por una combinacidn lineal

de los distintos modos de vibrar:

Kgup™ C1%; 10X oHC X, 370X ,, donde X, 2 X, , son las configu-

sup 1711 72712 *3
raciones modales y Ci son coeficientes de partigipacién,

il

Si gueremos calcular el segundo modo de vibrar empleando

este método, tendremos gue gquitar a la configuracién supuesta’ [la

participacifn del primer modo:C,X para lo cual necesitamos cong

1!
d_
cer xil Y Cl. Xil la calculamos como se indicd antes y Cl le pode

moa calcular recurriende a la propiedad de ortogonalidad de los mo

gdos de vibracifn gue indica gue Emixinximnﬂ 51 n¥m, donde Xin ¥



xim son configuraciones modales.

Si multiplicamcs la expresifn antericr de xsup por mixil

¥ sumamos para todas las masas, considerando gue los coaficientes
de participacifn son constantes y pueden salir de la sumatoria, -

tendremos :

. 2
Emixiixsup = Clﬂmix i1t Cizmixilxiz + CBEmixilxia t

donde leos términcs gque multiplican a'Cz, C3. etc. Son nulos por la
propiedad de ortogonalidad de los modos, quedando entonces

Emixilxsup

C

I m %%t
i
Esta expresidn es vilida para cualgquier modo n,

Por tanto, si queremos calcular el segundo modo de vi-
brar, supondremos una configuraci®n que s¢ parezca a este modo, es
decir, gue tenga un punto de deflexidn nula, calcularemos el valor
da Cl con la Expresiﬁnlanterior Yy restaremos a la ccnfigqraciﬁn
supuesta para el segundo modo la participacifn del primer meodc -
€1 *i1v
para el segundo modo en la que ¢l modo mids bajo presente es el se

le que da por resultado una nueva configuracidn supuesta

gundo. ¥ por lo tanto, al aplicar el método habrd convergencia ha
¢la este mode.r A la operacin antes descrita se l¢ llama "limpia®
de modos. ‘

Si guisiframos calcular el tercer modo de vibrar, ten
driaﬁos que conocer de antemano las configuraciones correctas de
primero y‘59gunda modo, Yy suponer una configuraciﬁh gue se parez
ca al tercer mode, {gque tenga dos pﬁntos de deflexifn nula); cal
cularfamos dos coeficientes de participacibn CL ¥ Cc,, correspon-
dientes a los medos primero y segundo, en la configuracitn supues

ta y11a limpiarfamos para que el modo wmis bajo presente en ella

sea el tercerc y el método converja a este modo.
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De manera semeiante se procede para calcular otros modos sui-

periores.

En la prActica, y debido a errores numéricos o de aproxima-

cifin gue van acarréandose no basta con una sola limpia.

Para lo

grar convergencia adecuada da buen resultade limpiar la configura-

cifn calculada al cabo de cada ciclo,
2

de w

como nueva configuracidn para un nuevo ciclo,

Esa misma configuracidn limpiada, normalizada, nos sirve

var cuando menos tres cifras significativas en los cidlculos.

antes de calcular los wvalores

Es conveniente lle-

Para fijar ideas, calculemos tres ciclos del segundo meodo de

vibrar de la estructura para la cual calculamos antericrmente el

primer modo.

F =
2 L= i2
f - T M -
NN ST L R LIPTY | RPN L TE PN st RFER B ULl aX % Cale
. 32
3 5, 468] 10, 936) 59.794 -1.0 [-10.936 [-0.054 [~1,054|-2.108w 2 -0.0334w"
50 -2. mu-ﬂ -0.0h224 5
3,705 7.u1 [27.454 0 0 -0.036 |0.036 |0.072w 2 oo 2] 0.0088w
100 ' ) ~2, 180w 0. 0818w ,
; 2 226 4,454 9,910 2.0 9.910 {0.022|1.978 | 3,956u 0.0306w
150 . J1.776w7 [0-01184? 0
2 .00 | 2.0 | 2.0 1.0 2.0 L0.010 | 0.990 | 1.980w1 - 0.0188w
200 -~ ——— 3. 7E6wS | 0.0188u2
tr|99.162 J- 0.974
— t -
DATOS . 0.974%
C, = ggqgy - 000982

configuracidn supuesta puede ser cualqulera, pero desde luego es conveniente que s¢ pa-
zea a un segundo modo, =8to e3, que tenga un cambio de signo en la configuracidn medal.
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M1 . . by, ' 2 ' = 2
el mxii}{n.alc. Cl}hl xzcalﬂ W i2sup m}fi.zsury v Ax x—::al
2 r
H | =0,36503w +0.DGE'§EW2 -G.D‘JEHHHE 39.86 [-1.30y42 -?.E‘:{}Blmz 5 - -0.03141.42
—=2.608uw | -0,05217w
' 2 2 2 2 2
3 0. 0652w 0. 004 72w Q.01352w {-2.66 | 0.6669 | 1,3336w 2 2 00207 7w
4.27ubw | -0 01275
2 2 2 2 2
Z 0.136%2w 0. 0028w 0. 0330u4w™ 139,15 1.64495 | 3 2990w 2 2 0.,03535%w
2.024 0w 0.01350w
2 2 2 ? ?
1 L0376w 0.00127w 0, 000079 149.33 0,930 1. 9800w 2 2 0.02002w
5 004Uy 0. 02002
5 |
E|-0.1263w
-0 1253H2 2z
...1 = W - -U.ﬂﬂii?ﬁﬁw

" Mopmalizando Con respscto a 0.99 en el primer nivel, para compdrar la
la configuracidn.

evolucidn de

L : - 2
il+mX, ¥ -C_X. X W gl - = 2
pl . \ W
gl 1 cal 1711 2 cal xlisup mxl?sﬂp 4%
2 2 2 Z
3 ROL3U33%9% [ #0.000012w | -0.031388w H1.5_5 =1.5520 | -3,104w 9 2
. -3. 104w 0. 06208w
2 2 2 2
1| 0.15381% | +0. 000008 0.020778w (32.10 1.0274 2.0%48w 2 2
=1.0u92w" | -0.0104%w
2 2 p 2
2 1 0.14923w ;+0.000005w 0. 023525w7 ju9.20 1.6577 32150 2 5
. 2.2662w 0.01511w
2 -2 2 2
1 ] O.0u00Yw [ +0.000002w 0.020022w |49.U5 0.99 1.968w 2 2
: N 2ub2w 0.02123w
. 2
E==0.00021u- " L =2.1231 .
' L| Es.2271
0.00021w 2
= " -0.,000002 ?
C, 55 155 0 Iu? W
*i%  Nitese que el intervalo de Wl queda comprendido entre 32.1 y u9.4% y que el
1juste en la curva ocurre casi entre las dos filtimas masas. Obsérvese que la co-

rreccifn al limpiar es nuy peguefia.
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ARG
‘Wi-| x X, X -C. X X w? X
cale i1 eale 1741 calc isup
val
4 -3.03523w2 -ﬂ.39621w?" +0. 000023 *G-DSE?DTH2 42,86 =1.70%
2 2 . 2
3 G.02585w 0.19155w +0.,. 000015 0.025800m 39,72 1.206
) 2 ?
z 0. 0363w g.16179w +0.000005 0, 036349 uh, 61 1.69%
2 2 . 2
1 0.02123w 0. 08 246w +0. 000004 . 0.0212340w 4BR,B2 0.99
5 - 5| Prom.
a 4] L=0.0004 1w . EqD+GhT?41w (e W
: 4l , 9y
E=ﬂ.119555u2 43.68
) { vals. ahs.)
-0, 00041w 2
C"_— R N . l-i
i R TH 0, 000004 1w

kxxx B] intervale de variacidn de w2 se ha reducido a 3%.72 - §6.62

{dif = 6.9) v los ajustes en la curva son menores. En uno o
- 2

dos cicloa m#As se llegaria al valor correcto de w ¥ xi. N~
tese gue para estimar un valeor de wz procediendo como se indi

cb anteriormente podemos hacer las sumas de X_ vy de los coe

P

%icientes de i&alc tomando valores absolutos o tomando en cuen
ta el signo correspondiente. La variacifn que se obtiene en

este casoc es de 3% aprox. 5i sacamos el promedic de w2 e ob-
tiene un valor casi igual al obtenido con las sumas de valores

absolutos, que es mis correcto.

Si no hubiéramos hecho la liﬁpia en ninguno de los cicles, al
cabo de 8 habriamos llegado a la configuracifn del primer modo
(en vez de 4 ciclos que se necesitaron cuandc la configuracibn

supuasta se parecfa a la del primer modo).

10.
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Aplicacibn del ME&todo de Stodola-Vianello-Newmark l'ara
Estructuras de Flexifn

Comn se veri mis adelante, cuando las trabes de los marcos sSon muy
flexibles en gomparacilién cor las columnas, o cuande las fuerzas la
terales sop resistidas por muros gque trabajan esencialmente a fle-
x16n, }a rigidez de enlrepisc no es independiente de la distribu-
cibn de fuerzas a gue c:cté sometida la estructura y por tanto no
puede suponerse constante para el célculp de los distintos modos
de vibrar, En general, la pseudorigidez equivalente gue se obten-
dria. para un segqundo modo serd mayor que la correspondiente al pri
mer modo, pues los efectos de flexifn de cﬁnjunto se reducen cugsi

derahlemente al no tener todas las fuerzas actuando en el mismo sen

tide. Lo misme podria decirse para modos superiores {ref. 1).

En e30s casos, las propledades elistico geométricas de la estructu-
ra no guedarin definiéas por rigideces de entrepiso sino por la va-
riacidn de los productos EI y GA con los cuales se podran calcu-

lar las dé;ormaciones debidas a flexibfn y a fuerza cortante respec

tivngnte_

Par;*calcular las deformaciones por flexifn es conveniente el em-
pleoc de los teoremas de la viga conjugada, que es, para el caso de
un voladizo, otro voladizo empotrado en el extreme opuesta cargado
con'el diagrama de momentos entre EI, y en el cual los momentos

flexionantes corresponden a las deformacicnes de la viga -real.

Las deformaciones por cortante, que en el caso de estructuras a ba
se de murps pueden ser importantes en comparacidn con las de flexiln..

sobre tode en lDBan&lESlnferJﬁrEu, se cplculan mediante la expre-

Vv.h
1 . donde ﬂxv es el incremente de deformacidn por

i AiG . i

sifn axv
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cortante entre dos niveles consecutivos, Vi h; ¥ &; son, respéctivﬂ
mente la fuerza cortante, la altura y el &rea efectiva de cortante
entre esos mismos niveles y G es el médule de elasticidad al cortan

1
te del material de la estructura.

Para calcular los modos de vibracidn, se supone una configquracifn
modal, se calculan las fuerzas ﬁe inercia Fi= miwzxi asogcladas a
la configuracifn y las fuerzas ccrténtes correspondientes vy a pér—
tir de ellas se valfian los incrementos de momento de cada entrepi-
so ¥ los momentos de volteo acumuladeos de arrihba hacia abaje, los
cuales ge dividen entre EI {(habré ﬁcs valores de M/EI en un miémn
nivel en los casos en gue haya c&mbio de seccién de los muros). La
integracidn numérica del diagrama de M/EI nos permitiri transfor-
mar ese¢ diagrama en una serie de cargas concentradas egquivalentes
a &1 aplicadas en los distintos niveles con los cuales es muy fi-
cil calecular los cortantes equivalentes correspondientes a cada en
trepiso y los incrementos de momento flexionante en la viga conju-
gada que ser&n iguales a los incrementos de deformaci®n por flexiln
entre dos niveles conasecutives {(es el equivalente de AX = V/R del
caso visto anteriormente). A €5tos incrementos de deformacifn por
flexifin se sumarin los correspondientes a la defermacidn por cor-

tante v con esa suma se podri calcular la nueva configuracién, gue

serd como antes funcidn de w2 y de donde podremos despejar este va
lor y en caso de gue no sea igual para todas las masas volver a ha
cer otro ciclo tomando como configuracifn de partida la.encnntrada
antericrmente normalizindola con respectoc a una de las masas para

poder comparar la evolucién de las configuraciones de cada ciclo.
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Para fijar ideas, a continuacifn se presenta un ejemplo de andlisis
de una estructura en gue las fuerzas laterales son resistidas por mu

ros, cuyos valores de I y A son los indicados en la figura siguienta:

T M= My a.\ Tuﬁ-ff_j‘f;,“
A R T L S
i 6
S RS DT F=200 000 kg/em?s2 000 000 Ton/m°=2x10° Ton/m’
i
Zea oL laedamt AfL2d gooy £20.8%16° Ton/m?
S :
T_ o= — =k = T n M °+!5
: 2
4 et I:E.Em‘ﬂh:l,ﬁm ..
. W L
Ni JT'_F‘:EE‘: Y 2 2 cm Ton Ton-m t/m
o m | Ton-m m Tan m| . oK HE v AM=VL M ¥
n 1 EI A Ga h Sup sup EI
3 | 0.10 . . 5.0 0,500 , , |0 0
6.4 112,810 | 1.2 | 0.96x10" | 3 0. 5w 1.5w
2 |6.15 e . 2.5 | 0.38u° . , 1.5w” |0.1172%10" %2
B.&% |12.8x10 1.2 10,9610 |3 0.B8w 2. Ghw
1025 | - 6t o1t loasd? ) , | 4-19w? 0. 323ux107 00
8.5°]17.0x10° [ 1.6 | 1.28x10 j4 1.03w" | 4.12w B.2453X18 v
G - 8.26u> 3.9559x1n‘5u2
!

Ejemplo de' cdlculo de las concentraciones equlvalentes al diagrama

de M/EI

Para el nivel 3

& 2

2, . 0.0586x10 5y

P =3 (2x0 +.0.1172 x 1ﬂ'E W
El'.‘_[_- 6

{ve£ aclaracisn al pie de la tabla de la pdgina siguiente }



[ s m, m e T m
Ni-1 paqa- Veght AME Veq “h=hA X AXv A X
il f tot cal
3 a.usasxlo'ﬁw": 5 2 6 2 & 5 & 2 23.0052x10 %
' 12, 2380x10 %% [6.7107x207 O%® [1.5625x107 w° | 8.2732x10 0w Y]
-6 24
0.1172x10 W § 2
2 -6 2 . 14.732x10 w
0.2789%10 "W a -6 2 & 2 _§ 2 £ 2
-8 zﬂi.ﬁuﬂﬂxiﬂ WO |5.5224x10 w |2.75x10 w B.2724x10 "w
0.23820x10 "w LN 6 3
! -6 2 6.4596%10 u
0.6486Xx10 w A
- B - -
‘\G.Biﬂ?xiﬂ EHE 3.2408x10 w? 3.2188x10 5w2 6.4596x10 Ew2\
0 :;:.E::l.t:uzx:u::'E'w"“*'t ) 0
2
Veeg
Ak %
W sup b .
- ; Ve
S 2173.42 3.56 e L E
.,
T T
3 glehg T ~
1696,99 2.28 A S
?; n ﬂn
15HS.DEI 1.0 b—— - - S
# Para obtener cargas concentradas equivalentes al diagrama de M/EI se puede usar la
férmula siguiente:
- b ) - I
Pa ol {2a+b); Pb - (Zb+a)
donde h es la distancia entre des puntos A ¥y B con ordenadas de M/EI ipuales
a a y b respectivamente. La variacidn de M/EI entre A y B es lineal, por lo que
e3ta expresién se obtiene considerando dos triangulos con alturas. a ¥ b respec-
tivapente y bage h. Pa y Pb son las concentraciones correspondientes en los pun-
tos & y B, (Ref. 2)
%% Recuérdese que el empotramiento de la viga conjugada es el extremo superior, por
lo que se empieza de abajo hacia arriba el cdlculo,
2%  (Ohgéprvese qua ¢n el primer entrepisc la deformacidn por cortante es practica-
mente igual a la de flexidn por lo que despreciarla conduciria a errores muy
grandes. Al ir aumentande la altura de la estructura la deformacidn por cortan-
te va reduciendo su importancia en comparacién con la de flexidn y pueds llo-
gar a ser despreciable. En este caso la deformacidn por cortante en el tercer
entrepiso es 23% de la debida a flexidn.
f%&% Debe tenerse cuidado con las unidades al wyaluar wE pues es fdcil equivocarse, ob

4
servese que xsup esTa en cm ¥ X rale resulta en metros
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MEtoda de Holzer

Como se indich antericrmente, para congcer completamente un modo de
vibrar necesitamos conocer tanto la configuracifn modal como la fre-
cuenéia del modo. Hemos visto que enh elmétodo de Stodola-Vianello-
Newmark se supone una configuracidn relativa y a partir de ella se
calcula el valor de wz. HOolzer procede exactamente alrevés, esto es, supone la fre
cuencié y a partir de ell& se calcula la confi¢riracitn relativa de abajo hacia arri
ba de la estructura. Dadc que la configuracitn es relativa se puede suponer tambitn
la defcrmacitn de la primera masa (por consiguiente el incremento de deformacifn en

tre la Lase y la primera masa.l E! mé&todo tiene las siguientes etapas

Los datos son las masas y las rigideces de entrepiso, igual que an-

tes.
2
1. Suponer un valor de w
2. Obtener los valores de mwzsup rara cada masa

3. Suponer la deformacibn del primer nivel: X+ conviene suponer
un valbr: unitaric. Esto equivale tambi#n, comc ya se dijo a
sﬁpﬂner axi:

4. Caicular la fuerza cortante en la base de la estructura, ipri
mé.r entrepiso) que serf por definicifn de rigidez de entrepi~

50

Vl = Rlﬂxl' si ﬂXl =1, Vl = Rl

5. Calcular la fuerza de inercia ascociada a la masa del primer

nivel: 2



Y

6. Por definicidn de fuerza cortante, come la suma acumulativa de
lasg fuerzas arriba de un cierto nivel, podremos calcular la
cortante del segundo entrepisc restando a la cortante en la

base la fuerza de ilnercia del primer nivel, esto es

b |

Conocida la fuerza cortante en el entrepisoc 2 podemos calcular
el Incremento de deformacifn en ese entrepiso dividiendo la

cortante entre la rigidez de entrepiso

Vv
LX =_2
R

2

2

8. Sumando AX, a la deformacifn del primer nivel obtendremos la de-
formacifén del segundo nivel Xy = Xyt 8%, s yopodemos repetir
los pascs 5 a 8 para todas las masas hasta llegar al extremo

superior de la estructura.

5i la frecusncia supuesta corresponde a un modeo de vibrar, cbten- !
dreﬁps que la fuerza de inercia del 6ltimo nivel es igual a la fuer
Za cortante del entrepisggcorrespondiente (por equilibrio dinimice).
Ei la frecuencia supuesta no es la correspondiente a un modo de vi-
brar, se bbtendri una diferencia entre el valor de la fuerza de i-
nercialy el de la fuerza cortante en el extremc de la estructura.
En este caso el métode no es convergente, pero s! hacemos otro ci-
¢lo con otro valor de wz relativamente,cercanc al anterior, enccn
traremos otra diferencia y podremos trazar una grdfica que nos re
lacione las frecuencilas gsupuestas (abscisas) con las diferencias
entre fuerza de inercia % fuerza curtante:en el extremo superior

de l; estructura {ordenadas). Una vez que tenemos dos puntos de eésa

2 ;
grifica podremos buscar un valor de w' supuesto en la interseccidn
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con &l eje de las abscisas de la linea gue une los puntos antes ab
tenidos, o su prolongacifn si ambas diferencias tienen el mismo
gsigno. Con este tercer valor supuesto para wz seguramente obten-
dremos otra diferencia, menor que las antericres, gque nos definir$
un tercer punto en la grafica. Podremos entences trazar una curva
entre los tres puntos y definir asf un nueve valor de w2 que sequ-
ramente estarf muy préximo a la frecuencia correcta de uno de los

modos de vibrar de la estructura.

Cunando ya se estfi cerca del valor correcto, se puede mejorxar el va-
lor supuesto de wz emoleando el ceciente de Crandall siguiente

52 = WE IV. AX
LFX

—2 . .
donde w- es el valor que debemos suponer en el ciclo siguiente.

El m&tedo presentads sirve para calcular cualquier modo natural de
vibracidn teniendo comc dates las masas y las rigideces de entre-
pisc de la estructura. El modo de que se trate se ohtendri de la
inspecciﬁnl de la configuracifn medal, temando.en cﬁenta que en el pri-
merd!UJias las deformacicnes tienen el mi=to signo, en el saqundo heay un carbio

de sigho, en el tercero dos:carbios de signo v asi sucesivamente.

8i se conoce la frecuencia del primer modo de vibrar {(por haberlo
caléu;ado empleando el mi&todo Stodola-Vianelle-Newmark, poy ejem-
plel), se ?uede Estimﬁr gruesamente el valor de las frecuencias de
los modos superiores empleando la relaciﬁnwééewi ;w§£25wi, eta.
(Esta aproximacién puede ser demasiado burda dependiendo de los va

lores relativos de las masas v rigideces en cada caso particular,

perc sirve come orientacifng.
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Calculemos el segundo modo de vibrar de la estructura que se usf an

el método de Stodola-Vianello-Newmark, suponiendo

2, 2 _ _ 1
wz & Bwl =9 x 8B =72 Eegz

Usaremos la tabulaci®n siguieﬁte

{1 - o [
i
el | o R e p AX X F v
wo| o2 144 o -2.751 P 23361 |5 Bif = 260.7
'ﬁﬂ -2.707 “ N e -135J+
3 2 144 o 0 0Nl > - 6.3 A
100 -1.417 -t -141.7
) o
2 2 y e 1-373 p -197.7
150 0.373 7 —t— 5B
1 2 1Ly 1.0 |—~ 1uu j .
200 1.0 | 12 200

% Obgérvese que aungue la diferencia encontrada ez fuerte, la configuracién se pare-

ce a un segundo modo, pues tiene un cambic de signe,

Usando un nuevo valor de w- up de 5ﬂ-lfs§g2, tendremos

5
f 1 -

Ni- \
vel m R [\ %) Ful o X F i
. 2. 100 -2.a3y -233.Y Dif. 687

o0 -3.33Y -166.7
| 2 100 1.00 100

) 1Dﬂ —D-EE? - EE.?

2 2 100 1.667 166.7
1 2 100 1.0 100

200 1.0 200
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Trazando la gri&fica wz uﬁ-diferencias encontramos

I
E Di—fercrv:;.—.s
F - 2007

thi.

|
Il Rt
. =T e W
ot

gque al valor de wz que hace cerc las diferencias es aproximada-
mente 44 (podria obtenerse por trifngulos semejantes, pero sabe
mos que alin cuando se hiciera asf el valor no nos llevard exac-

tamente a cerg diferencia pues la variacidn no es lineal como

estamos suponiendo, excepto en intervales muy cerrados).

Suponiendo entonces w2 = 44

Ni-|
| r — A% X F Y FX VAX
vel
DIF.=7.57 -
y |2 88 “1.684 | -182.27 299,23
| s0 —1.174 -158.7 503,71
3 |2l ag 1.33 117 155 .51
100 -0.L417 - - 41,7 17,39
2 |2 | aa 1.747 153, 7 265,51
150 0.747 112 83,66
1 |2 28 1.0 a8 88
200 1.0 200 200
0 T811.35 | BO4.76




-2 _ 804,76 _ 2
w = Ly Bl 5% © 43.64 1/seg

Usando wg = L3.6Y4 1;‘seg2
sup

Hi- 2
vel m R , W AX ¥ F v
y | 2 87.28 -1.809 |-157.89 Dif.=0.05
50 ~3,159 -157.94 .
alz2 - B7.28 1.350 | 117.82
100 -0.401 _ - 40,11
2 | 2 B7.28 1.751 | 152.83
150 0.751 112.72
1°] 2 87.28 1.0 87.28
200 1.0 200
o

Como puede verse, la diferencia al final de este Gltimo ciclo es

despreciable, por lo gque

2
wy = 43.64 1/seq”, W, = 6.606 1/seg , T, = 0.951 seg

y la configuracién modal es la indicada.

Suponiendo otro valor mayor de wz podria calcularse el tercero y
cuarto modos. Puede también verificarse que la frecuencia del pri
mer modo obtenido con el métodeo de Stodola-Vianello-Newmark es co

rrecta.

Comentarios adicionales

En los métodos presentados se tiene como datos las masas y las ri
gideces de entrepisc. Las masas son relativamente f&ciles de cal-
cular y dependen exclusivamente del peso de los materiales con

que esté hecha la estructura y de la carga viva gue sé considere
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para fines de anflisis sismico. Laa'rigidEcgs serin funcién de
las propiedades eléstico-gecmétricas de los materiales empleados,
gue no es sencillilo definir y de la estructuracidn, sobre todo de
la relacifn gue guarden las rigideces relativas de las barras

gque forman la estructura, trabes y columnas.

DPado el modelo matemfitico de un edificio come una serie de masas
unidas por resortes, definimos como sistema estrechamente aco-—
plado a aguel en gque la rigidez de entrepiso es independiente de
la distribueibn de cargas laterales a gque se vea sometide el mo-
delo, esto es, la rigidez de entrepiso es invariable independien
temente de la elistica gue adquiera la estructura al ser someti-
tda a 'carygas laterales. ﬁqﬁi se antiende por rigidez de entrepiso,
como se indicS anteriormente,la fuerza necesaria para producir
el desplazamiento unitaric de un nivel c¢on respecto al otro,
esto es

. Y . _ .
R = ¥ ; para AX=1 , R=V

En la figura 2 se muestra el modelo matemitico de un edifiecio de
d niveles sometido a distintos sistemas de fuerzas. De acuesrdo

con'le antes dicho, la rigidez debe ser independiente de las’
fuerzas aplicadas {este tipo de estructuras se conoce también co

mo estructura "de cortante™}.

A —-ﬁ-; , — - — L
—— o —-_— - ;r'—p "....-’
l by 4 L '
I.-—.i", ol ah:jfﬁ'ﬂ. "‘ \Lh:[ ra
I e— = [} | o +...T. , -
l ! i/ ! ’ | ‘: I
I I I3 S
n—r—-—m o | ‘-J'- -d--l . el
O y i ;
i .-L- |rnﬂ]~ r'n:,ui;j I-' 4;_' ;__ f 'I
ik | ,
- —— ——



Para que esto se cumpla, la rigidez de entrepisc debe ser funcisn
Gnica y exclusivamente de las columnas de cada entrepiso, para lo
cual, los giros de ;Ds nudostdeben ser nilos, lo gue se logra si
las trabes 'son infinitamente rigidgs en comparaci®n con las co-
lumnas, en cuye caso la elfistica de cada una de las columnas es
la mostrada en la figura 3, y_los elementos megfnicos gue apare-—

cen son les que ahf se muestran, para barras de seccifin constan-

A Fa 'a?i}l Jur

1 M:..;LE—L‘I.‘[&! Fiﬂ?)

En la préctica, es diffcil dque la rigidez relativa de las trahes

te. L

{k=I/1) sea muy grande en comparaciln con la -de las columnas, lo
que hard que los giros de los mxdos norsean carg,relajindose el sistema
y reduciéndose la rigidez del marco para un misﬁﬁ tamano de co-
lumnas. Dekido a esto, el casp de trabes infinitamente rigidas
en comparacidn con las columnas recibe a veces el nombre de cota

superior de rigidez.

Al ser significativos los giros de los nudos, la rigidez de en-
trepiso ya no serd independiente del sistema de fuerzas horizon-
tales aplicadas. En el limite inferior, llegaremos al caso del

veladizo mostrado eﬁ la figura 4, para £} cual no tiene sentido
hablar de rigidez de entrepisc, pues seri diferente para cada u-
na de las posibles confiquraciones de fuerzas aplicadas. A este

caso lo definiremos como sistema remotamente acoplado. |




NStese que en ambos casos se trata de estructuras aparentemente
lguales, constituidas por marcos rigidos formados por trabes y co
lumnas unidos en los nudos, sin embargo, ?oma puede apraeciarse en
las figuras 1 ¥ 3, las deformacicnes de la estructura cuandc to-
das las fuerzas.se aplican en el mismo sentido son muy diferentes
en uno y otro caso. En la figura 2, la tangente en el extremo su
perior es vertical, mientras que en la figura 4, la tangente en

el extremoc superlor tiene la inclinacifn mfxima.

La figura 5 ilustra la fcrﬁh en gque variarian los momentos flexio
nantes an las columnas del marco en los casos extremos y en uno
intermedio. N&6tese gque la aplicacidn de m&todos aproximados para
la obtencitn de momentos en trabes y columnas sin.verificar cual
es la situacifn del marco, puede conducir a errores muy importan
tes de subestimacifn de momentos en las columnas y de desplaza-

mientos herizontales de la estructura,

marco con trabes ri marco en situa- voladiza
gidas en womparacldn cion lntermedia {trabes muy flexi-
con Jas columnas. ) blea comparadas <on

. las columnas).

Momentos flexignantes en columnas.
" Fig. &
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ya gue los mBtodos aproximados en general suponen la formacibn de
articulaciones (puntos de momento nulo) en cada entrepiso, y la si
tuacifn puede ser tal que los puntos de inflexidn.del diagrama de

momentos desaparezcan en uno, varios o todes los niveles,

Cualquier edificic de la prictica estari en una posicifin intermedia
con respeaecto a los casos descritos.

Para conocer cual es la situacfﬁn en c¢ada caso particular, John A.
Blume (referencia 1) suglere el empleo de un indice de rotacifn

modal, gue define como

a

'z{x,mt
DR VAR

rabes

p:
cols
¥ se'puede valuar en cualquier entrepiso. (Blume lo hace para el en -
trepiso medio). Agul E{Ifl{r;bgs e&s la suma de rigideces relati-

vas de las trabes de un cierto nivel y E{I/1l) es la suma de ri

cols -
gideces relativas de las columnas en gue se apoyan las trabes antes

mencionadas.

Blume encontré que si p>0.10 hay puntos de‘momento nulo en las co-
1umnas-de todos los entrepiscos mientras gue, para valores de p me-
nores de 0.0l la estructura se asemeja mis a un voladizo. Para vale
res de p entre 0.0l y 0.10.la situacién es intermedia y habra entre
plsos en gue no haya puntos de momento nulo, por lo dque los métodeos
aproximados de anflisis pueden conducir a fuertes errores del lado
de la inseguridad por lo gque respecta a 1los valores de los momentos
flexionantes: para log que debe disefarse asi como respectoc a 1los
desplazamientos latérales de la estructura; la rigidez de entrepiso
pié;de significado y conviene emplear'hétodos matriciales para

analizarla.
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81 la estructura tiene variaciones importantes con la altura, con-

vendrsi valuar p en distintos niveles.

Efectos de deformacin axial de las columnas

Hasta agui se ha considerado que las deformacicnes axiales de las
columnas, en el caso de marcos rigides, son despreciables y no con
tribuyen a la deformacifn herizontal. Esto es vdlido s&lo si la re
lacifn entre alturﬁ ¥y ancho de la estructura es peguefia, tal vez
mency que 3. Al aumentar el valor de esa relacifin, el efecto de mo
mento de volteo en el edificio adquiere mayor importancia y se pue
den cometer errores importantes al despreciar los acortamientos y

alargamientos de las columnas debido a fuerza axial.

Cuando las trabes se vuelven muy flexibles en comparacifn con las
columnas, cada una de las columnas trabajari como voladizo y la

fuerza axial en ellas seri peguefia.

En el case de marcos contraventeados, la crujfa o crujfas contra-
venteadas  tendrdn comportamiento similar al de un muro y debardin
por' tanto considerarse comQ estructuras de flexi®n, calculando sus

periodos como se indicS en el método de Stodeola-YVianello-Newmark.

Cuando se tienen marcos Y muros trﬂbajﬁndu simultineamente la si-
tuacidédn se complica pues la interaccidn entre ambos sistemas as-
tructurales hace quﬁ varfie la fuerza gue toman uno y otro en ca-
da entrepiseo; los muros suelen tomar la mayor1prﬂporciﬁn de la
cortante total en los entrepiscs inferiores mieétras gue la situa
cién se invierte en los niveles superiores. Ver referencia 1.

Esto hace diffcil la aplicacidn de m&todos numfricos para calcular

los modos de vibracifn de este tipo de estructuras, siendo mas



conveniente el emplec de métndoh matriciales para este fin,

REFERENCIA 1 |

Blume, John A., "Dynamic Characteristics of Multistory Buildings",
Procedings ASCE, Structural Divisifn, February 1968,

{Se entregari copia de ella Can:parte del material del cursal

-REFERENCIA 2

Godden, William G., “Numerical Analysis of Beam and Column Structures”,

Prentice Hall.



de estudios de posgrado §

ds ‘ingenierisa unam

VI CURSO INTERMACIONAL DE INGENIERIA SI1SMICA

DINAMICA ESTRUCTURAL

VIBRACION DE VIGAS DE CORTANTE Y DE FLEXION

DR, OCTAVIO A, RASCON CHAVEZ

JULIO, 1980

Paloclo de Minarla Caolla de Tacuba 5 primer plio Méxlco 1, D. F Tel; 53-4D0-20






LY

VIGAS DE CORTANTE NO AMORTIGUADAS

-
i

SON SISTEMAS CONTINUOS CuYOS CAMBIOS DE PENDIENTE SON PROPCR-
CIONALES AL CORTANTE QUE ACTUA EN LA SECCION.

Fa \
SEAN m y p LA MASA Y FUERZA EXTERNA DISTRIBUIDAS POR UNIDAD DE
LONGITUD, Y SEA k LA RIGIDEZ POR CORTANTE:

X4
—

m & :)b(f)

e

5

k = FAG

Z

N

ﬁ"——

FACTOR DE FORMA

bry |
]

AREA SECCION TRANSVERSAL

LPr I
" H

. MODULO DE ELASTICIDAD DINAMYICO AL CORTANTE

2

- a X

FI mdX —-—2-t
d

POR.EQUILIBRIO: . :

as

H dx"'de‘mFdX‘D
2 2
mi% - x2F - p) (1)



LA EC HOMOGENEA QUEDA (CON p=0)

X -0 - -k
() 5 -v"3F =0, vi-2

ESCRIBIENDO x(t) = Z (X)8, (t), LA EC (2) QUEDA

nn non
g_(t) ) § (t) 2. 2
n 2 "n n & "n _.
- ¥ = *-:) m = oy" = ="y, m CONSTANTE
gni.""'j I; n t El'l n
NZ
_ 2 = P | =
> 8 +tw 0 =0 ; I +-—3I =0
v
“n
8 = senw {t-t ), Z_ = A sen—’ {X-a )

X, = A, sen[:?{x-an}]senpn[t—tn)], n=1,2...

LAS CONSTANTES ., Y W SE DETERMINAN EN CADA PROBLEMA EN FUNCION

DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA

CONDICION DE ORTOGONALIDAD
L
J X, (X)x5(X) = 0, 8T n¥3j
o

EJEMPLO 1: CUERDA VIBRANTE DE LONGITUD L Y EXTREMOS FIJO5:

EN EL EXTREMO X=0 SE TENDRA

w_ 4

(3) x(D,t) =0 = “v D owie s 5 =0,1,2,...




EN EL EXTREMO X « L SE TENDRA
L

) w
(4) x(L,t) = 0O i} "v =nr ; s 1,2,...

PUESTO QUE EN LA EC (3) SE TOMA j=0, YA QUE j=1,2,... DAN LA MISMA
SOLUCION, LO CUAL CONDUCE A a_ = 0

DE LA EC {4): w = 570 0= 1,2,...

i}

FRECUENCIA FUNDAMENTAL

Lk .
SI n=1, wy = T
T
- 2L -1
Y T1 v . Tn T n
LAS CONFIGURACIONES MODALES (QUEDAN:
Zn = hnsennLLx , x(t,X) = hnsennzxseni?:—t{t-tn]
CONDICION DE ORTOGONALIDAD:
L .
inX inX . .
J Aj sen== A, se:n-LL—dx-IJ, SI 147
ﬂ‘ b

EJEMPLO 2: VIGA DE CORTANTE APOYADA EN X = 0 Y LIBRE EN X = L

4

.
t.

P
P TN

DE x(0,t) = 0 % a_ = 0

DE x'(L,t) = 0 [PUESTO QUE EN X = L SE DEBE CUMPLIR QUE LA FUERZIA
CORTANTE, 5, SEA NULA),

Wy wn X "
t = - — -
x'(X,t) = A = cos — sen” (t-t }



w L w, L
S x'(L,t) = 0 = cos —~ = - - ; {2n-1)
| 1)
¢ w'l= o 3 (2n-1) na=1,2,
=1 = IV - 4L
SIm=ly ey =1y 2 T 5.5
7
wy = e n-1) 5 T =ae
T T,
ASI: T, = 5 , Ty = & , EIC

X
- ax _ “n “n :
Sn k ¥ A k ~ ©05 —— senmn(t-tn]
LI o
19 ] Y
r\ l “\,\ :ﬂ__-ﬁ—)f 1 5
\1!. b X \‘)j \\ ‘il
W ) s
, ™
\ ! e \,_./.S . //'i"‘l
{ /*" )j - i
.‘! ‘\ i AVl
;o i WV
J ‘E‘N‘S b \;K
/ I"" ] 2N
/ f'{ 1 .
’ Y .S
’ hn i \|
T rrhar .f.’y? ‘1

ter, MODO(FUNDAMENTAL) Zo. MODO Jer. MODO



VIBRACTONES -FORZADAS EN VIGAS DPE CORTANTE

* SEA x'o(t) LA EXCITACION DEL TERRENO. LA RESPUESTA, x{t), DEL

SISTEMA ES
t
' = a, Wy .
{3) x({t) =-f —— sen — X J X [(v)senu (t-t)dr
- w v Q n
n=1 n }
o
L
DONDE o,V
Jn 5emn de
= Q - 4
(4) %n L 0oV n-1)%
Jn 5en de
0

TAREA: DEMOSTRAR ECS (3) Y (4) Y ESTUDIAR SECCION 3.15.

EJEMPLO: CALCULAR EL LIMITE SUPERIOR DEL CORTANTE EN UNA VIGA DE
CORTANTE A CUYA BASE SE LE SOMETE A UNA ACELERACION CONSTANTE,

2,

EL ESPECTRO DE ESTA EXCITACION ES V=ale

. o a o
POR LO TANTO, S<k ﬁ—( r =2 sen - X)|V o *
n=1 "n : ;
m
= ka V w w =  5en (2n-1)X%
S <]z IO s -2 X = &% I va -
“lo=1 ®n VY v " X n=1 (2n-1)F 3(20-1)

r cos
7% pe1 (2n-1)° zL

S < Salm 1 (2n-1]nX . EN X=0



S

S < [EEILIH!!'HZ z —1—2-= alm
— n=1 (21’_1-1]

-—



VIBRACION DE VIGAS EN FLEXIOQN

AMORTIGUAMIENTQ NULO

s ~1’1‘”‘F"f—n w\m 2 iz

, My Vv
, r Pz, &) C ,[ 33 L
. i a | M v §5z

% z l__- P—

4 ;‘)'A

"JJ—L"E—EJ» \EJ'(E)J (&)

Y e

V+paz - (v+2ldny - £dz -0 (1)
EN DONDE £.dz = mdx - 2%x’ (2
I il . )

SUSTITUYENDG (2) EN (1) Y SIMPLIFICANDO:
2z " P-D0— (3)
M+ Vdz - (M + = dz) = 0 ==V (4)

" (DESPRECIANDO LOS TERMINOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS MOMENTOS
DE p Y_fI]

SUSTITUYENDO (4) EN {3) SE OBTIENE

s M, 3'x 0y

m = p (4*)
312 atz

sz -
TOMANDO EN CUENTA QUE S} SE OBTIENE FINALMENTE
El 52
2 2 2

2 (e1 2% +mF-p (5)




AMORTIGUAMIENTO VYISCOSO

- FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR

c{z? %£

VELOCIDAD TRANSVERSAL

X

t

=
ar

oV . 3
3z P W

ar

- FUERZA DE AMORTIGUAMIENTC POR DEFORMACION DE LA

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER
= €, 2

7

%

DE DEFORMACION

Mamnrt = JU}Fdﬂ.

ENTO
CION

c 4= AMORTIGUAMI
N PGR DEFORMA
+ o2 —

INCORPORANDO EL MOMENTC DEBIDC AL AMORTIGUAMIENTO EN LA
EC. (5)
2 2 K3 Z
3 a"x 3" x i x
—— (EI — + 0,1 Yo+ m +r
azz 3z d azzat at

SI LA EXCITACION ES POR MOVIMIENTO

DEMOSTRAR (CLOUGH Y PENZIEN, PAG 30
2 2 3 2

d 5 X 3 x X
= (EI + C,1I )+ =+
DE azz d azzat atz
EN DONDE

.5 - azxs asxs
p (EI + 0.1 )
Jefect = ;2 222 & aplpt
x(z,t)= x (z,t) + x(z,t)

tﬂt es5t

ax
== (6)
DE LOS APOYOS, SE PUEDE
3] QUE:
X .
at Pefect.
sz Exs
- m - == (V)
atz ¢t

(6)
VIGA.
PLANA
3
37X
= C II:Z.}-—T
d JdzrTat



xg = DESPLAZAMIENTO PSEUDOESTATICO OCASIONADQ POR EL MOV, DE
LGS APOYOS DE MANERA ESTATICA

x = DESPLAZAMIENTC DINAMICO

S1 SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS-
8L  LACION POR APOYO:

.4
x, = L B.6.(1) (8)
- i=]
_J: T %L 55 ﬂi {z) = CONFIGURACION DE LA VIGA
ﬁ/’”ﬁj}{" x:.:des‘,ﬁfazam;'enfa DEBIDA A &;=1
Pievdoesiatico
INCORPORANDO {8) EN (7):.
2
4 . . E'2 2 ﬁi(z] .
Pefect =;r1{mﬁisi[t} +c s (1) ¢ ;—@[cdlfz]—-;—f—_ ﬁi[t)]} (9)
i= z z

EN LA MAYORIA DE LOS CASOS EL AMORTIGUAMIENTO INFLUYE POCO EN LA FUERZIA

EFECTIVA Y LA EC.(9) SE SIMPLIFICA A

4 .
—_E1imﬂi(z]di(tj

1=

Pafect

EN EL CAS0 DE UN VOLADIZO

pom— = == =k
Eil'ﬂ 1
31(2}_’ 1 k?i ot

Pefect = - m(z) &;(1)



ANALISIS DE VIBRACIONES LIBRES

CONSIDEREMOS UNA VIGA DE SECCION CONSTANTE (EI= CONSTANTE ; m=MASA
1
POR UNIDAD DE LONGITUD).

atx , - a?
DE LA EC.(5): EI % +mn "3 = ¢
: Az AL .
4 -2 :
T e X m axX _
- = 0 ’ (10)
agd EL 2

RESOLVIENDO LA EC. {10) POR SEPARACION DE VARIABLES:

x(z,t) = 8(z) Y(t}

. v Y '
07 V(z) v(r) + & 8(z) Y(£) = 0 ; 5§T§§l *Iﬁ}*%%%} =0

POR LO QUE

v ..
- B z) _ m_ Y(r} _ . -
| Ta’('z(T)' - Y_E?} C = a" { C = CONSTANTE)

POR LO TANTO OBTENEMOS DOS ECUACIONES DIFERENCTALES ORDINARIAS:

otVizy - at a(z) = 0

Y(t) + w’Y(t) = 0 DONDE o2 = 2 El
m

H 2_

i | w m

0 i T

LA SOLUCION DE LA SEGUNDA DE ESTAS ES:

©Y{t) = I&El senwt + Y(o)} coswt {11)



4

LA SOLUCION DE LA PRIMERA ES:

8(z) = A, sen az + A, cos az + A; senhaz + A, coshaz (12)

EN DONDE LAS hi SE CALCULAN EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON-
TERA DE LA VIGA EN AMBOS EXTREMOS.

EJEMPLO

V1GA SIMPLEMENTE APOYADA

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON:
en z=0: B(e)=0, M(o}= EI 8(o) = 0
en z=L: #&(L)=0, M(L)= EI&"(L) = 0

SUSTITUYENDO 8(o)=0 Y @"(0)=0 EN LA EC.[12) Y SU SEGUNDA DERIVADA:

8(o) ="A, + ﬁd cosh 0 = 0

2

DA, v A =0
6(0) = a’(- Ay + A

4 cosh ()} = 0

HACIENDO LO MISMO CON (L) = 0 y 8"(L) = 0:

8(L).= A, sen aL + A; senh al = 0

N . T }_}As - {]
a(L) aZ(-A1 sen al + A; senh al) = O

POR LO TANTO, 8(L} = A, sen aL = 0
PUESTO QUE A,=0 ES LA SOLUCION TRIVIAL;, SE DEBE TENER QUE A, SEA
ARBITRARIA Y QUE

éen al. = 0 — al - ne; ne=20,1, 2,...,=

POR LO TANTO, a = naz/L. RECORDANDO QUE
a® = wlm/EI, SE TIENE QUE



: 2 2
.2 d - n"u % -
- = (na/L) EI/m 0 = I/m
“n (nw “n LE

SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VIBRACION DE LA VIGA.
! -

LAS CONFIGURACIONES MODALES SON -

nnm

En[z) = "Q‘T sen —— 2
rZ 12 =
8,=A,sen — ! W, = — I/m
e T
!
i ler. MODO
452 =
= I /El/m
LZ
20 MODOD
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Eiemplo: Calcular las frecuencias circulares y los modos de vi-

bracifin de la siguiente estructura:

(e |
e I PR Sal' K = 4k
s
I M X
S I
l_ r Columnas de rigidez k

en cualquier direccin

M s xz - 3H3

Posicibn de equilibrio estdtico

ke 2
En la direccisn de xl: Hxl + KKl = 0 w wy

1
Zi=

{movimiento desacoplado con X, y ¥,4)

z," = [1,0.0}

Eno la direccisin XE: sz + sz =

sz + sz - 3KX3 = 0 { 1)

ME x 1+ K xs = 0 { 2 )

Eq la direccitn x3= 2 T



g . . ;*ii
PIELII

Momento respecto a C.R.= B x 3k x 3 = 72k

= 18K
SBustituyendo KT en la ec. {2}:
3r-1x2 + 18K x3 =0 {3)
MX, + 6K X, = 0 {4)

Restand® la ec., {4) a la ec. {1) se obtiene:

K}(z - QKXE =0 .. Xz = 9}{3 - Xz = 91{3
. . 6K
Sustituyendo esto Gltimo en la ec. (4}: X2 + g Xy = 0
s 2 K T
w3 = 3w 7%y = [0.91]
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YIBRACION DY SISTEMAS DISCRETOS DE VARIOS
GRADQOS DE LIBERTAD

Cijemplos de sisztemas de n GL

Caracteristicas:

congentradas
- masasz .
. : rigidas

- gaolumnnas solo se deforman
A= lateralmente

' : - ¢on una coerdenada por ma-

E sa gueda definida la configu
-Z nacidén del sistema

- egquivale a:

0k w f}w-r

¢

Ademas, la consideramos elastica,lincal
mt, £L
’,pf’ W, iz s
= ) ST S A

Supongamos

,ﬂflg“”’_“_[*“*~ :. "7 .~ -masas cencentradas
- LJ_Fd
A
lPiit} P ft3 Pait] fuerzas concentradas exte-
1 riores
aisiemos uta Mmasa:

F‘ - r 1 = Z?fuerzas resistencia elésti-
Ii T ca a la deformacifn

b

4%,



Las ecudciones candensadaes de movimiente serfn:

FIi + Fri = Piitj
|
F F =
12 7 Fpo = Byl
FIE + Frﬂ = Paft}
[

| - Fuerzas asociadas al desplazamiente,
HO al movimiento

la determinacidn de estas fuerzas &8s un problema
estitico.

Coeficientes de Influencia

1. De flexibilidad 4 4,=
"'-Fﬂ'l
i B T
A ) Fa
f.. = dzspl. de la evord. i debido a una carga unitaria en
o coord. j {desplazaniente y fuerza en = direceidn}
Por superpesicidn
X Z E4q Q¥ £y Uy 4 Egy Y
Xp = 31 Qp + £y Oy + 19y O inv. (1)
Xy = Fgq0 @ ¥ fgy @ 1 Fyy ¢,
2. De rigidez: Tk”
kg
— fiq‘“\\\_
%= | Af | N
T ksj
X,., = fuerza en coordenada i por un desplazamiento unitario

i .
1 en coordenada J.

2,



For guperposicién
Qi = Kii Xi + 1(12 X2 + Kia Xa

Q? = K X, + K X, + K X

Desde luepo

-~
n
-~
-
tal
e 1
n

ij J

1 Fi3 %5
J:

o bien, en notacidén matricial

S

Q, Kia ¥19 K43 | *1
Bl = )%y Ky Xy ¥
Q. K31 K32 Kag %3
matriz de pi-
Eideces
Fonemos:
S} = [k ¢t
claro que (x| = [F] - £15]

Sustituyende (2) o (3) en ecuaciones de movimiento:

MRyt BygXg f Kpp¥y t Kyg Xy = P, (%)
¥ K X =

moXy t Koy ¥y aa¥s t Koy Xy Pylt)
ik

m.X, + Kalxi + Kagxg + K33+x3 = Patt}

f‘i} (Maxwell-Mohr}

(2}

3.



a hieqn
m, 0 O xi Kil Kig K 4 xi Pl[t}
]
0 m,! o ﬁz LKy, %y, K, X0 P,{t)
0 0 mg| 1%, K31 %32 32 Xq| [Palt?

o también:

Wl [N

1]

forzada)

EGE fvibracibn
librael

1. VYIBRACION LIBRE

§df 1. {1.1)

el
E
— )
+
—
=
L e —
w
e
]

Supenganos la solucidn

/
{XE = r} {A sen pt + B sen pt) = grE Y (t)
constante L'F;;_;la ;;fﬁﬂar define:
con t ¢ r - variacion armdnica
- amplitud

tenemos:
{xf = {rf {A sen pt + B cos pt} = r Y(t)
{ﬁ} = Zr} (Ap cos pt - B p sen pt) ' {1.2)
{i} = {r} (-&pz sen pt - B Pz co3 pt) = - pg'gr} Y{t}

Suatituryendo 1 2 en 1.1 y dividiende entre Y(t) nos gqueda:

ot Pl {ef e I B = fof

[[K] [u}‘i (1.9)
G

o [ea;



0D {rf = 97 (W] {f (3§} = 2% ] 5

B
pre x tﬂ}ll _ pre x rﬁj-i- 1

2

SR R N O i

En las dos formas llegamos a un problema de VAC

[LJ {u} = ;;'_ fuj
Problema de valores caracteristicos;

- Dada una matriz cuadrada de orden {(nxn) [L], que representa
una transformacién lineal de vectores n-dimensionales, debe
BONCONLTarse un vector Jul que transformade por [ﬁl rasulte
en otro vector A ;ui en la misma "dipeceidn". © sea,[Ll solo
cambia a magnitud de guz gin cambiar la direccidn.

El vector es un vector caracteristico (o eigenvector) de [h].
tlescalar) representa la relacitn entrae las "longituydes" an-
tes y después de la transformacién y para llegar a los VEC de-
be tomar-valores de un conjuﬁto de valores caracteristicos
{¥AC) (o eigenvalores}.

El probklema de encontrar frecuencias y modos naturales puede

considerarse un problema de VAC. - (STD)

Tenemncs

[-[k] - p’ [}ﬂ] {r} = o} (1.3)



51 en el sistema de ecuyaciones

(W] i jof

[ﬁl es no singular, la solucidn finica es la trivial

gxf = fﬂf}de donde: nos interesa el caso en que [ﬁ} e8

singular. En este caso la adjunta® [ﬁJ existe y puede pre ¥

per ella, eon el resultado

_ |al fx} ;ui
porque R [a] = a0 [1]  #[@) G

Puesto gque l&l =0, !x§ no necesariamente es nulo, pero si

ir

se asligna un valor dado a uno de aus elementeos 1los demas que
dan determinades an feorma tinica.

También notamos que si %X} es solucidn de [ﬁ] {X} = {UI
y ¢X a5 una constante, entonces H{Xf es también Salucidn.
Por lo tantc, hay un niimero infinite de solucicones. Todos es-
tds se consideraran juntas y hablaremos de una "solucién™ co-

mo un eonjunto de relaciones entre 108 slementos de 31{1

Volvemos a [E(]__.-:-"EP;-,DI_]] grs = {G} (1.3}

Al desarrollar lEl = 0 llegamos a una ecuacidn de grado n
an pz, cuyas ralces son los VAC.

- Como fK] ¥ [H] son s8imétricas y positivas definidaas¥,

*Transpuesta de la matriz de cofactores.

**[}] «g POS. DEF. si yﬁi [hJ {&1}>u para todo {&E no nulo



puede demostrarse que las raicea de la ecuacifh caracteriatica

2
Zon realesa y positivas. Las llamamas &12, Py anees Pn?'

Las n frecuencias naturales son
l
los términos positives de las raices y la mis baja es llama-

da frecuencia fundamental.

L]

- Para la gran mayorlia de los cascos de interés las frecuencias

gon diferentes entre =1,

- Para cada frecuencia P; exlste una VEC asociadeo:

[KJ ;qgi 2 piz EHJ ;rgi i=1,...,=n

¢ sea para cada p, existe una solucidn iPE no trivial

)
e e e e e .
- Normalizacibn {(scle conveniencia, sip significade fisico)

Yariaa farmas:

= 1.0

D B 0.4

1 4 0.2 .

frg; [ﬂ] {r}i = 3 {imodos normales) .

Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades
caracteristicas derivadgs de las propiedades de inercia y ri-
Eidez expresadgs por loz elementos de [}] ¥ [K].

~ Llamaremos matriz modal [F] a la que tiene los VEC, o vecto-

ras modales, comG ¢glumpas.

T



ORTOGONALIDAD DE _MODOS DE YIBRACION

5¢ dice gue dos vectores gai ¥ gh} son eortogonales con res

i
Pecto a la matriz simétrica [ﬁ} i

o} 0] o] < ol (9] B3 =0 o
Demostremcs gue dos vectores modales ;PEi ¥ fr}j, asociados a
frecuencias diferentes {r& # rj} son ertogenales con reapecto a
las matrices de inercia y elastica.

- (Cada uno de estos vectores satisface la ecuacidn 1.3

o2 [ fe} = [K] 53 [ {5 = 5[4 #F

Pi? [4] {“}i
py [l §ri s

1
pre X 1 y 4 pon ;rij ¥ %r}i respectivamente

[x] {“; 3 [¥) fffi
ey [w] gety

‘;‘;2 [x} § «f i
é’?[‘{j {“E i

pi %“3; 1] f"si =§P}1’j f‘(] ;r'fi {PZ]-[_H] {"ii = ;_i'f ?"flj [—K]{“zi [
3 hs 00§y 008 HIEE, Ly #1030
perg comg [ﬂ] ¥ [%J son simétricaa:

STNCIE S A T
by D J - 3 D95,

‘., restando miembrg a miembro en ecuaciones f(a):

}

i
i



fpi - p?] ({rii [ ] {P}j) =0 0 = (:; . ;—J#};[—Kj{r}?j

2
¥ come Py ¥ Pj?

SO e R

Tanemos ecuadciocnes de ortogonalidad.

Lo, e
{rfl [K] r}j

s5i i # 7§
{

La ac

Bl 5] e (D6 - B
¥ la matriz podal fR] r

Hagamos
§$x3 = [ [v§
.y sustityyende en {(a):
(] {®] ‘;;yf + [ [R] {yg =;f:ai

premultiplicande por Z:E]'

CTCT 1) &) R0 BRIt = oS (e

| —

ﬂ dlagonales ﬁ

' !
L \H,Ki 1 - i# 3
— 1



10

Liampemoz

(] * [n] [#]
(R]' {x1 [®]

el
ES
la ec (b) {p. 1) puede ponerse:
Lo §58 o+ Ted fy

que equivale a:

n
——
=

i

By ¥y t Ry ¥y 70
*h % ;
Map ¥y v Koy Yy
* *k- . -' 0
mn Yo T an o
da les gue
* "
k
2 11 2 *an
Pi = T K 1t ’ pn =&
m m
1 1
—_— e & T
e
Recordar que para ~ \1_ "_'JLE:""_;]
mx + kx = 0
. 2 k
¥+pix= 0 y p = -

0 sea, con la transfarmacidn

NG Y

aplicada a la ecuaeién

EH:J ;xj v [X] {x}

fof
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hemos descompuesto un sistema de nGL en o sistemas de 1GL in-

dependientes.

Considaremos el producto

(33 B (o popdt o 0 - el A
a7t 007 (97 X 0 o
RS LI N £ N

E%] contiene 'las frecuencias naturales en la diagonal principal

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales equi
vale al! de encontrar la matriz [R] que diagonalice [HJ y [K]

de acuerde con

/82
k&)

C(RI ' M1 (R]
LR+ [x]1IR]

Las frecuencias naturalss se gbtendran de

AT ped e ped Y - P

Vedmoslo en otra forma
el W o« X1 §x - .gmmj
Sustituyende ?ﬁ? = Lﬁ] {Yf

{H} LR] %y} + EKI £il 5y§ = ;Ptt]a



premultiplicands por

M L

(a)

iy B0, B fE e gy L

LKj Ir] {Y
fh}

) oo

esgalar

En los productos {a) y (b} sele gueda (por ortogonalidad):

- —————y ) -.u--.-__. -

ME K,
3 3

¥y para el mode 7 rtenemos:

Hs’l wr o H*
+ .
i 74 Py i¥s
o bien
Hr . K*
. + .
] y] ] Y]

aniloga a la ecuyacidn de movimiento para 1 GL:

mX + k x%

En' (1.5) tenemos:

n ecuaciones independientes para nGL

1 ecuacidn independiente para cada mado

Para vibracidn libre (1GL)

X + p2 ® = 0

i
Pj(t}

P

+ {13 LKJ?FE

-\_...---

.
o

M,

1

L)

P

P(t)

i {m}

(1.5}%



13.

la golucidn esn:
x = A cos pt + B sen pt {c)
!

¥y para el mede j tendremcs (Pj(t} = 0}

, = A, cos p.tT + B, sen P,t (d)
¥y j “9% Py y 3

5i en (c) hacemos

by '
8]t=ﬂ =% %L=ﬂ = X
llegamos a

x(t} = ka cos pt + —% sen pt

y .°v en (d}:

Cualguier configuracidn del sistema puede expresarse coMQ una
suma de formas modales multiplicadas por ciertos coeficlentes,

Esquematicamente: .

|
esigiica = frgl Y, o+ {r}z Y, ot %r}a Yo +.
o _ (Y = ¥(t))

dinfmica

(v

]

fx(t}ﬂ



. '

En nuestra expresién

5 = [R] $v 1.4
g x{ puede no ser funcidn de t, por ejemplo:
l .

BIEISIES o

:}
K/J donda {c} es el vector de constantes

que prex [R] nos da la configuracign {{j

ek
I

De la =c,
fef = (™ $15 ([_'R] H?éIHG}
En 1.4 también podriamos hacer

7 -1
Mo [T
pero sigamos otre camino, ppemultiplicando.ﬁor{rfé EHJ

o por Epz; EK]
el 00 5= gty OO0 B - ey 00 ¢4
‘i{fj [”] é"gz Yo ¥t

r‘fj [-H] fI]J "t'

Por ortogonalidad todos estos productos Son nulos excepto el

térming '

{rfy Ll iely v,



de donde tenemes

T

LI B

1

de deonde:

RN RET Dﬂ{x}

. e

154

[4) §vf

wf . %I'Fg [:KS{X}

]
T H. . M.,
{j fH]M ! 9 Py 7y
(coeficiente de participacidn)
e = ——rnr T gt
Ejemplo (vigas rigidas)
M lo
.._"*z_:'..':_f_] 60 T/em 2.0 0 0
120 T/em  [M] = 0 1.5 0 |ton seg-
m z2.58 =
180 T/enm 0 ° 1.0
T AT
Matpiz de rigideces
¥3='1
= 1 - + " =
—
r— - xl' —"'F = ot = -
K, 120 xf l Kop 180 K., 60
‘}d=]".} — A
I o = = (o =
(. ~K11 300 q K12 120 P K13 O
e g RGNS Ear bl
- [k} = 300 -120 0 g -2 0
-120 180 =50 = 640 -2 3 -1 {T/cm)
o - BO 60 0 -1 1



£ -
si 4 =
o) -
6] = 0
2 6o

>
n

2
60 {5 - 7 P
- 2
0
p2/60
6O “(5-24d
- 2
o

161

2 2 0
Y # 1.5 &
2 o 1

-2 a
(5-1.5 d} i
-1 (1-4)

= B0 {d3 - 5.5 d2 + 7.5 d - 2) =0

0.

as
.61
-
21.0 P,
96.5 £

= 4.58
_ frecuencias
= 9.82 naturales
1

= 14,56 ‘

-~




[R] = 1.000 1.000 1.000

2.135 0.89% ~1.0u4Y4

5.285 -1.47Y 0.411

L. T - 'l
K J = [R] [HJ [R] = [19.829 6.038 0.007
0.037 5.386 -0.01y
0.006 -0.014 3.804

Ej:

19.6296 = {r;; [n] ;rgj = H; = Zrif i

thJ 2 L’R]T (k] [®] = &0 [T6.899 0.042 0.03u

G.0o42 #.651 -0.0L0

0.43u -0.040 13.473

&
Comprobacidn con tK;I

n
—7
hul\.'l
e 4
>
| LA
I

412,209 0 a _\
o
0 519.749 0 2 [*!J M_:l

0 0 807.970
* —
‘fg g = [u13.940 Qe Qoes
. [ £19.060 gors
Qooe 0.+ 808.380 |



18.

= 3 ch
1
= 2 con {x E - o
4]
a
= 1 en
2.0 + 6,405 + 9.855
01 = 0.9303 cm
H 19,629
1
;PFQ (H];x} 2.0 + 2.697 - K.u22
o2 © = - 0.0511
02 A 5.386
M
2
{rs ﬁﬂ?"’] 2.0,- 3.132 + 1.233
=2 == = 0.0266
03 - 3. 600
;
Modo Yj(t}
= 4,
P1 5B
P, = 9.82
= .56
Py 14 .5
En p.
0.930 ecm
0.051 cn SDF amplitudes de lca

modos
0.026 cm
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Para obtener los desplazamientos de las masas debemos multipli-

car por las configuracicones modales:

1.0
XK., = gr ¥, {t) = 2.135} 0.93 cos 4.58 t
11 51 1 EL.EBS

1.0
X3y = {r{z Y, () =J_u.aaa] 0.051 cos 9.H2 t

1.474
Xpq = }F}S Ya[t} %
y _sumar. O sea los desplazamientos xi{t} dz las masas sarin

fxt0)f = [R] {y(0)]

.00
.oun 0.0266 cos 14.56 t

L4113

O e

xi{t] =Ty, Yiit} T, Yait} t P, Yait}
xzit} = Ty, Yi(t] + Ty tht] + P Ya(t]
xait} "= To, Y1(t1_+ L Y?(t] t Pa, Ya(t}
Otro ejenplo
Para 10GL teni&mus =)
{{’ — e aees
\‘ % )
e o e o -——-;_—).-
La'ac .
. B2 o x P{t) i 51
x X = m m

y para CI = 0 la solueidn

x = .—; (1-c95pt)



Tenemos ahora el problema de encontrar la respuesta de

.
R =40 Tomn Prt)
I
——
Tifﬂ"*?ﬂT}H T?fﬂit
i
=
Y
Fffi:)" o Towr
Para el mode j:
P, (1) P,
e t
Y] + ?2 Yj = —1—1—— = n%— cuya solucidn es:
M M
i , 3
& *
P o . P*g
¥, = —1— (1 - COB p.t) = —]—* (1 - cos p.t)
X L p2 m’ 3
] 1 ]
®
Cilculo de P,
. (360
P, = {r} {P(t]} = ;rg 120
! 5O
mf&o
*
1 Pi = P1r11 + P2r21 + Pa r31 = 360+256.2+4197.21 = 813.‘3
" :
2} P2 = l”j.:f‘12 + P2r22 + l":3 1‘32 = 360+107.88-8B.4 = 379.LE
3 P* = P P P = 360 5.28+24.66 =259,.098
3 T TiT1a t T2 Toa ¥ T3 Tas® 123. P0b FESE.
Ahora bien, *

i
[ P
~
in
+
—
1]
+ M’
1
4
- *

20,



_ §13.30 _

Yi(gt) - 71 x 19.608 - *1-973 cm
_a79.48 )

Y2(at) ~ 965 % 5.386 ”'73°‘“m
_ 259.a38 )

Ya(st) ~ 717.ux3.808 0.321 cm

de donde

) %
F
Yj = ;?—i?— (1 - cos PjtSJ % Tenencs:
1 ]

Yiit} = Yi(gt) (1 - cos pitj
Y, (t) = Yorgpy (1-cos fzt)

Ya(t} = Yﬂ(at] (EL ~ gos ﬂ’atj

v, finalmente:

fe(ed} = o] 1i0e) + fmof V000 + fegfYale) - [®] §if

X (tJI 1.000 1.000 ]
: 3
= - . -1. N - t
X {tf= %.135_ 1,973 (1 casfit)+. +1-1.0u8{0 321(& casfa
xait} 3.285) 0.411

21.



22

EXCITACION SISMICA

A. Sistemas 1GL

=

D x + kx + BP(t) (a)

Para P{t) cunalguiera y para CI # 0 la solucifén de (a) es:
b

2] ' 1
= —_— - L
x{t] x_cos pt + g sen pt + Tmp ) P(E} sen pl(t-T)d

Fara execitacion siamiea:

m{® + u) + k x =0

o sea,

B X + kK x = - mf (b}

De la comparacidn de (a) y (b}, la solucitn completa de &sta

es: ’ ?

X
x{t) = x, €os pt + —% sen pt - % {2} sen p(t-g) 47

B, Sistemas de nGL:

PJ(t} -mlﬁ
M) 5} +B3 3 = freaf = eyl s Jom
IPI:II(t} .

Dy



Es decir, tenemos:

DRSSO

"

gP (t }}
[’] {:-r}

1l

sust. %x}
Cal 1457+ [ @] 4 gmﬁ - dmf W)

pre x  fr},

ffs OO <l DRI < )y | ;r} { m}

7 .

per ertogonalidad:

SHOE AR FE R

¥y quada:
. = = - = - mm u
RS AN R j j 3

la solucidbn (CI = 0} de esta ecnacldn es:

P P*
ara P. :
]

Tl

7 .

S S (t-3)43

yj{t] %,Hi 3 &} Ben fj t-21432
I

i &
Para U_:

|

J ' r
(t) = ——= 0% (2) sen b.(t-2)d2
7 j ™ P ’

23‘.



gue puede escribirse:

* t
m,
yj(t} = - _;T /_lT(Z} sen "’j{t-z} dZ
'Fi 1 2

§°. términad a
+ y . CO=s f.t + sen +.t para
o7 ] . ]
1 ciL # 0

Una vez obtenidos los elementos de {3} sole falta premul-

tiplicar por [ﬁ] para obtener fx}

%x[t]}= (R fym}

GENERALIZACIQON DE LAS CONDICICRES DE QORTOGOWALIDAD

Tenenos la ecuacibn:

'[‘;_;tc] - p? ['HJ] gx} = §0}
que convenimos en escrihir en 1la forma:

(K - p°M) % = 0

como los vectores modalea la satisfacen:

2
Kr, =4, Mr. {a)
] %] 1 '

T -
y premultiplicando por: r, MH 1 tenetos:

24,



que puede escribirse

! -1 s
r, M (K K} rj = qQ

y asi podria seguirse para llegar a:

r; M (H_ix}ﬂrj = Q -{

en forma anfloga podemos ohtener

1
r. {(HF) H rj = {

"
]

=
Y

u e
L T R

4

EEntern
[y E.-{a-ﬂ

r. fK M ") K r] = Q
En (k):
- .2 woait? oo it i
(en (e), con 4=2) -kl kiM=MF MM
{ =-I mew iyl = m k1w =MFH
_1 e
£=5 Ho(HTKY = M
g=¢ . vl = wwtx=x
g=2 TR B R I
J-» warta?=mu? xwtcr k=gl x

(=

{c}

L 25-
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VIRRACION LIBRE Y FORZADA DE SISTEMAS DE N GL CON AMORTIGUAMIENTO

Las ecuaciones de equilibric dinfmice somn:

EFI} + {Fa} + gFP} = {P[t]}

YTa tenemcs:

Py oy
th X
e F -':r"'\.?
[ L[]

xY
—_
iy o,

» -
s sl

¥ zhora hacenos

E) i

™y
k]
1]
| S
n

‘o
-t
]

[13]

v ¢.. = fuerza de amortiguamiento en la coordenada i debido a

una velocidad unitaria en la coordenada j.

I b .=
! kT kg
1 indica
ﬁ7 FE] A acoplamiente
-

€15 T %51

LLa ecuacidn de movinmientso as

[h] {E} + [E] {i}: + [k] {3} gP(t?}



Hagamos: g%;=[h]{g}premu1tiplicandﬂ por ;%f;

ff‘lf;[r{][ﬂ{y}w‘r}; RIRMsE o]y IRV = o)y deco}

Para desacoplar estas ecuaciones debemos tener

gr}; [ﬁ] {?Fi = 0 i #93 cierto por
éy}; [k] {r}i = 1 &3 ortogonalidad
{rj; [C] ;Pji =0 147 ipero &sta? (a)

1° admitamce que se cumple:

Ya definimos

?ﬂ;ﬁﬂ'?fj 3
ohy [ §f5 =
[F}5 [e) ]y ==y = anghyus

n
=
E

fris feof = 23

¥y ahora

¥ nuestra ecuacidn para el modo queda:

M®_ § 428 P .Méy +P2Miy, = Pk
2375 BJ%’J 373 fj] 379 7 Y5

o bien:

o

P
- y 2 e 1
75428 vy +Plvs = Hi

27.
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Como las solucicnes para un sistema de 4oL (cuya ec. es

§+?Bpi+p1x = Eﬁil} ya las conccemos, Sclo nos falta saber

cdmo debe ser [ﬁ] para que se cumpla

el (] grls =0 idd (@)

- ademas, claro, de

1]
=

$e3; [4] ¢} 5
?"}; <3 {5

1)
o]

La ec. {a) se satisface si

i} [b] es preoporcionala [HJ C a [k]

v

ii} [C] es un; combinacion lineal de [H] ¥ [k] sy ©

[b:l = &5 EHJ ta, [Kj

esto es muy restringido.

iii) En forma m%s general:
[e] = [ ia k] = ; (c,] (38.1)

pues ya sabemos que todas las posibles formas

(M] [ *K]' son satisfactorias y (38.1) es

ina C. .L de matrices de este tipo.



La seleccifn adecuada de a, dara a [Q] las propiedades de-

seadas, o sea,podremos dar valores especificos a los elementcs

de {E] . ICufles le damos?
—— et .
Asignamos un cierto valor de B a cada modo.

] 1
cg = frjy (€ {rf; = 28.pym - pjels (6] fels = ity (38.2)

e ——— —— e

A AN

De 38.1 v A

' 1,11
cty = dofy (] [Mk] {r}jal (38.3)
Jor otra parte, para vibracidén libre:
K-p? .= 0
( b]MJrJ
= z ‘ L o 1 =
ke, = ’iDjHrj FT ry = FMr

premultiplicandc por rﬁM:

T "MEM
.M. = . .
'F}’- i j j
es declr
Bt = rivor o™y,

] ] ] J

y asi podriamos llegar & que, para cualquier 1:

29,



De 34.1:

¥y sumando sobre 1:

perc ya teniamos que

de donde:

Con los

c#
t - .
f> ) H* = oM 1K}lrj = —a:'i 39.1
g—-—-}.—-—-—-‘
par 38.3
ot = ¥ ura
Cgl = (éz H*a
1
ICY. = LYy Mta
1 11 1+] 71
EC*¥. = 28, #
- 31 EJ'PjHJ
/ 1
2B.P.M% = E(P%} I
B]fy] 1 J yéal
'_____..-——-..__,_...-'-'-""—\—-—'-l—l—l—-——
B. = E{f }a
| 51 1-

e e e e et

n valores de Bj

ver para 1los n valores de

la ecuacidn

para los

n modos podemos resol-

a, vy formay nuestra fﬁ] con

30,



3.
=1 1
[c] = [ e (k]
Por ejemplo para nuestra estructura de 3GL asignemos:

g, = 0.10, 8, = 0.05, B, = 0.02

8, = 0.20 = 5%; (#2 Tra 2 Ora B2 :l

B, = 0.05 = H’% :;_1(f=;}'1+ani't’;}0+a1{{’glﬂ
B, = 0.02 = ?’;—3 j—1 Lia, h2)04 (47

o, en forma matricial:
0.10
G.05¢{ =
0.02

al resclver para a, resulta

VY M 1
14y, 4 2y
i . SEEV S a,

L]

(c] =a_, Dim) +ag, [H] +a, [K]

[S— S i T S S

En p.. tenemos que para CI = 0 y B = 0, para excitacibn

sismica ' . .

yj(t} s ——11{ ' { Dsen Pj(t Wde

coeficiente de participacidn



m

C, = Tﬁ = ;rf;éﬁ} - 1flmirij
j T M% T T om

] ] %f}] CM] ?P% iflmirij

y .. podemos poner:

yj(t} z Cjzj{t}

en la que Cj esti definida arriba y

1 ,t
. - © L t-
2 () ﬂfuﬁ( Yeerp, (t-2)dz

{(y semejante si @ # D)

yj(t) F Cjzj(t}

Ademls, tenemos

= [R1{

B \
(Hl Pyq  Tgg veers Tyg oeree 'y rYi
Xs -
: I"zl I‘Ez ----- sz - b v w .I‘.zn Y?
J'ii = ] y . .
: . A .1y ?
L_xﬂ Pni rnz . . * n] ----- I"nn Yn
S 217
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ﬂﬂ"h"

LS

33.

tt

=4

n n
X. = Irv.,y. = L p,.C,z.{t)
i7 4 3373 425437303

De aqui (sin sumar para todos los modos)

[%14 Imax = T15%]25 ¢ |max = *13%5%a

u

b
r. C. 2
1173 41
]

De zsta ec. pasaﬁo& a:
n Sa

Xoloa, = r,.C.5, = I »r..C, )

| 1|Egg o9 3373% 7 50T Y

Lr
g

%1 | mdx =/EC X5 oy
FROB
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INTRODUCCION AL METODO DEI, ELEMENTO FINITO

Ramdn Cervantes Beltrén* y'victor Porras Silva+

1. INTRODUCCION

1.1 &Generalidades

El m&todo del elamento finito es un m&todo aproximado para rescl-
ver ecuaciones diferenciales de problemas de valores en la fronte
ra o de valores en la frontera e iniciales, que se presentan en -
ingenieria y en la fisica matemitica. Esquemiticamente, la secuen
cia del método del elemento finito se puede resumir en los pasos
siguientes:

1) El medic continuo se divide ‘en varias regiones, denominados
elementos, de formas convenientes (triangulares, cuadrilite-
ros, tetra .edros, hexa edros, etc.).

2) Mediante una seleccidn apreopiada de ciertos puntos de los -—-
elementos, dencminados puntos nodales, las variables de la -
ecuacidn diferencial se escriben como una combinacién lineal
de funciones de interpolacién,seleccionadas adecuadamente,y
de los valoresa especificados en los puntos nodales de las va
riables ¢ sus derivadas.

3] Mediante el uso de los métodos variacionales o de los resi-
duoa pesados, las ecuaciones diferenciales que gobiernan al
problema se transforman en ecuaciones del elemento finita, -
que gabiernan, en forma aislada, a todos los elementoa fini-
tos.,

. b

4) Los elementos aislados se agrupan para formar un sisgema glo
bal de ecuaciones diferenciales (problema de valores en la -..
frontera e inicidles) o de ecuaciones algehralcaa¢dp:nblema
de valores en la frontera), .Qon.s5us ‘propias’ cnnd1c1onL§ de

- frontera o condiciones iniciales. v

[ e ]
L]

5) Loa valores de la variable se determinan al reseclver los sis
temas de ecuaciones correspondientes.

El objetivo de este curso consiste en discutir, brevemente, los -
fundamentos del m&todo del elemento finito y sus aplicaciones’a .-

* profesor investigador, Divisién de Estudios de Posgrado, Facul-
tad de Ingenieria, UNAM.

L



12 ingenierfia estructural. Bisicamente se utilizan las ecvaciones
de aeguilibrio de la teoria de la elasticidad lineal,.

1.2 Ecuaciones de equilibric de la alastodinimica

‘Para poder estudiar el comportamiento de las estructuras es nhece=-
saric establecer su modelacién, ya sea experimental o matemdtica.
La medelacién que forma parte de este tema es la matemitica y con
siste en expresar, en un lenguaje formal ¢ matemdtico,las leyes -
¢que gobiernan al comportamiento.

Toda estructura gueda definida por los conceptos siguientes:

1) Gecmetria
2) Material
3) Cargas

Las leyes que gobiernan a los conceptos anteriores son las leyes
de la mecénica y en especial las correspondientes a la mecfnica -
del medioc continuo. Las estructuras que se estudiaran en este te-
ma son las gue se construirfn con un material s&lido, eléstico, -
lineal e isétropo. Las leyes que gobiernan a tales estructuras --
forman la base de la teocria de la elasticidad lineal y las ecua--
ciones correspondientes a cualgquier punto de la estructura, aso--
ciadas a un sistema de referencia cartesiano, resultan ser:

1.2,1 Principic de la conservacién de la c¢antidad de movimiento -
en su forma local o primeras ecuaciones de Cauchy del movi-

] mienta.
a) En notacién indicial
adid § = . {1.2.1)
'_"} xJ. + G F‘; 6 ql. I

o ! TR e
donde Gl;s@n los componentes del tenscr de esfuerzos deiCauchy,
simétrico, que en forma matricial se puede expresar compg: ..

Gy Gip @y TS
(=g =[s 5w
G Ga G5y

4% son los componentes del vector fuerzas de cuerpo por unidad de
masa Cuya expresién es:

[ﬂ]:{:tgl [%EJ}
5



Q;)sun los componentes del vector aceleraciébn indicados como:

a,

i
[Q;] =a=1aq, - {1.2.4)
a‘.‘!
El vector aceleracidn se puede expresar en funcidn de los compo——

nentes del vector de velocidades V; , del vector de posicién K

y del vector de desplazamientos , u; , como se indica a continua- -
cidn

dv _d'F ' ‘
at T de de | e

a =

gue en forma de sus componentes resulta ser

‘Jlu‘ | ?1”1 Btul T

« =[50 G 7 e (29
ul

4= by, : (1.2.7)
Uy

€ es la densidad de masa por unidad de volumen

b} En notacidén tradicional, las primeras ecuaciones de Cauchy
del movimiento resultan ser: -

Dhx ' ’D(';z. P Q
. - r2.8)a
+ .-)-:j —+ rBJ-'E -I_ e -E( e < I{l EIB

P L
72 b2y 71535' ’}G;s — ga {1.2.8)b
=t oAy Toae T




NG PL s
vy TR YR ef,=€% - aase

donde los elementos del tensar E. Y los vectores f ¥ 9- resultan
ser:

G.m G;-J G-il;
g_' = G-:j'-'(. G‘JJ E:!'l ' {1.2.9}
O G-;‘J Tes
5
£ 218 (1.2.10)
. ¥a
e & Tw|T
a = }_.U_-i , VY y  — (1.2.11)
- ] }'t :}11 L%
(U
W = |4 ‘ (1.2.12)
| W

1.2.2 Tensor de deformaciones

La métrica utilizada para medir el cambio geom&trico del cuerpe -
resulta ser: '

a) En notacién indicial

au: U, '
i - A1 U, . + U, =L — 4+ __‘L) {1,2,.13}

donde eu_scn los componentes del tensor de defgrmaciocnes, simétri
co, gue en forma matricial se indica como: '



e, Cu Sy
[Ea_-;] = € = e, e, € (1.2.14)
Ea. ':hs. EI.I_,

. UL son los componentes del vector desplazamiento, En la primera

forma de la ®¢. 1,2.13 se utiliza la convencién de derivadas par-
¢cial, mediante una coma

) En notacidn tradicicnal

= ou

e;x_ - ;{' ' . ' {1.2.15]
- v
_ oW . 1

eﬂ = _a (1.2.17)

&x=:‘1E --gu.|_ra_q:

\ W 5y - (1.2.18)
.X‘Hi =2 €y = % + %r (1.2.19)
82 = 2% = %l: + F%ui " (1.2.20)

Cxx etj Cxz | R
€ = € 4% &Jj €, "[1.':?‘.21}



1.2.3 Ecuacicnes constitutivas

Las ecuaciones constitutivas del material sélido, elistico, li-—-
neal e isbdtropo estln dadas por las ecuaciones de Hooke-Cauchy, -
también conocida como Ley de Hooke generalizada.

a) En notacién indiejal

6, = % Smm Sy + 2M Cpy (1.2.22)
¢ bien 1
e = — me Sh..{ + ["_.h_t (1.2.23)

e 2 (32 +2M) a

donde A 3/”- son las conatantes elasticas de Lamé y Sk.{ es la -
delta de Kronecker.

Las constantes de Lamé esatén relacionadasécun las constantea de -
laboratorio denpminadasa, mbdulos de Young,de Elasticidad E y rela
cidn de Porsson ) , mediante las expresiones siguientes:

A= EY
(1+v){1-2¥)

i

{(1.2.24}

G = —& . (1.2.25)
201+ 7)

/u

donde &G se le conoce con el nombre de mb6dulo de rigidez al cor--
tante, .

Con base en las ecs 1.2.24 yv 1.2_.25, las ecs 1,2,22 v 1.2.23 58 -
pueden escribir come: -

G =_-F (-29) &, +pe 5.1 1.2
“ (+2) (1=2V) [ kel M k;_} 2,26



eka

A
E

b} En notacién tradicicnal

Las ecs 1,2,26 y 1.2,27 se pueden escribir como

Ozx = = [(I -1?) e\x.{_ + ])(ejj + ezi):' (1.

(vav)(h-29)

by = mi)(l-w}[(“ﬁ)e”ﬁu(%ﬁe")] .
G = ooy () (e s o
G;Jl, = .7:(_31_) H’xj = q h’lxj (1.
&= a(ia) e = G i .

E ¥y =g

Fra 2,(1-"!-1)) 3 2L

1
{

Ei =

|
L E

[("“‘J) E;t - V&, Slef_]

[G;c:; - ’)(_(rljj + Géi)_l

(i.

(1.

.27)

.28)

.29)

.30)

-31)

.32

.33)

.2.34)



2-("""))(1;3 - 1
X;J"- E g (E;j
_ i('*")qh -
xﬁ"'* T & B ?Qﬂ’-

2.{1+V)
B‘},x = £ G;I = _éjL ﬁ-i-'l'.

Las ecs 1.2.28 a 1.2.,33 se pueden agrupar en forma

glin se indica a continuacién

-

by .

¥

- B
_(:+a)(v1ﬂ)

b

ﬁ ',fl ."-'-F\

[P X

£

s,

gue en

G-Dbe

rl

Fom

forma simb&lica

- ) P Y o o o]
‘,J [~ ¥ ;’ O & o

¥ ¥ bu ! & o

o o Y -L_—(I-ﬂl?) o o

o o o & -&{1-1;}) a
o o o o o —i—(i-z.ﬂ)}

se puede escribir como

(1.2.35)

{(1.2.36)

(1,2.37)

(1.2.38)

(1.2.39)

matricial, se-

-~

Cad

a7
e

(1.2.40)

(1.2.41)



donde E y § son los vectores de eafuerzoz y de deformaciones,

respectivamente, ¥y P es la matriz de coeficientes elésticos, cu-
yas expresiones son:

x| (€. )
Sy Cuy
& = | Su (1.2.42} e =| s (1.2,43)
q;lj‘ 3'";_1
Cyz ¥a
hG‘LiH N KI.:LJ
‘I-LJ }’ ]-J o =] o
= 1) R WV o o a
D = ¥ ) (= o a o (1.2.44)
- (4v) Ll-ai’) o o a -t(:,-xﬂ) ] 2
a o (- o 'i‘["-‘ﬂb}) o
L & o o a o (i)

Tambi&én las ecs 1.2.24 a 1.2.39 al agruparse en forma matricial -

se pueden escribir de la sigquiente forma
¥

e =D ¢

P (1.2.45)
k'
[ -¥ Ly o o 9
. ) \ - o o o
— _L_ - T i & o o (1.2.46)
- £ | o 0 o R4V} e @
o 6 e o 2{1+v) ©
| o 5 a o )

1.2.4 Ecuacicnes de campo

Las ecuaciones de campo son las ecuaciones de movimiento o egquili
brio dinfmico (ecs 1.,2.1 a 1.2.8}) expresadas en funcidn de los --
componentes del vector desplazamiento. Se les conocen también con
el nombre de ecuacignes de campo de Navier y son:

a) En notacién indicial



10

Estas ecuaciones se obtienen al sustituir las ecs 1.2.13 en las -
ecs 1.2,22 y el resultado obtenido se sustituye en la ec- 1.2.1
resulta:

2

rD L)h _ DUy
A +£—'€’at{

Qud,
A+
( /‘)’2)_19:{

{(1,2.47)

b} En neotacidin vectorial

Con base en la definicién del operador gradlentev las eca 1.2.47
se pueden escribir como:

(1+rc/u)?(?-u)-/f?'><?x9. *‘-€£=€E (1.2.48)
donde V. el operador gradiente,queda definido por
V= by LI e L2 L2 (1.2.49)

FE M B TR T PR N P

¢} En notacidn tradicional

En este caso, las ecuaciones de campo se pueden escribir directa-
mente al interpretar las ecs 1.2.47 & las ecs 1.2.48, Tambi&n se
pueden obtener al sustituir las ecs 1.2.15 a 1.2,20 en las ecs —-
1.2.28 a 1,2,33; v el resultadoc cbtenidc se sustituye en las ecs
1.2.8. Las ecuacignes resultantes se indican a continuacidn.

L

2 PN - e ) - pDu
Q(V u+'._-l:5?'-t.. 31+5?+31)+€-p1 egtl (l.Z.ISD]a

el au LT 'ai) PR)
(\',r v+ —— A_.“; 33 B_jﬂ e + €~F (1.2,50)b

2 W W el o 2w ]
(s 3 EB) ek e aas
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donde V* en el gperador de Laplace definido con

Tf}?.v:L = 2 _i_gi
f o ox bx, | x| Dyt

L
+ 2 . {1.2.51)
Azt

1.3 Ecuacicones de equilibris para varias geometrias

Las ecuaciones de equilibrio {ecs 1.2.47 6 1.2.48 6 1.2.50) son v&
lidas para cualquier punto de cualgquier estructura de forma arbi--
traria, perc construidas con un material s&lido, eldstico, lineal

e isdtropo (estructuras modeladas con la teorfa de la elasticidad

linsal). be acuardo con lo indicado en el incise 1.2, la geometria
de la estructura influye sensiblemente en la forma final de las --
ecuaciones de equilibrio., En este incisco se bosgquejan los modelos

estructurales de la elasticidad lineal para varias geometrfas adi-
cipnales a la geometria arbitraria {tridimensicnal), gue se indicd
en el inciso anterior. ‘

1.3.1 Estados planos -

En este modelo estructural, la geometria se puede considerar en un
plano y el problema matematico &3 bidimensional.

1.3.1.1 Estado plano de deformaciones

En la fig. 1.2 se muestranh algunas esBtructuras gue poseen las si--
guientes caracteristicas:

al La geometria_correspcnde & un cuerpoc alargado y prismatice, de
tal manera que para definirla basta especificar la seccibn co-
rrespondienta a un planc perpendicular al eje.

k). Las cargas gque actuan a lo largo del eje son tales que basta --
con definirlas en un planoc perpendicular al eje.

De acuerdo con las caracteristicas anterpbres,la estructura gueda -
definida en un planc (fig. 1.3) de espesor unitario, todas las va-
riables que aparecen en las ecuaciones de equilibrio son indepen--
dientes de la variakle z { a lo largo del eje) y el desplazamiento,
w, en tal direccién =5 mulg, es decir:

il = u(:,r_) j) (1.3.1)

e W () {1.3,2)

W= O {1.3.3)



A continuacién se describe el efecto de las ecs 1.3.,1 a 1.3.3 en -

las ecuaciones de equilibrio de la estructura,.

a) Tensor de deformaciones

&l sustituir las ecs 1,3.1 a 1.3.3 en las ecs 1.2.15 a 1.2.20

ae abtiene

E = 24
' &=z
- 2V
‘eaij .EG;
. - - o | or
X{Zn “ieuj“ ra\'j -+ X

e = B‘:’H:k" =0

21 42

b) Ecuaciones constitutivas

Al pustituir las ecs 1.3.4 & 1,3.7 en las eces 1.2,28 a 1,2.33; vy -

(1.3.4)

(1.3.5)

{1.3.6)

- {1.3.7})

al ordenar el rasultado en forma matricial se obtiene

,

‘_‘11 A ‘l"” {J rez_‘:
= Ciav)(i-ay
2y L0 (29 hA:J

-
g = ¥ (b + T (1.3.9)

La ec 1.3.8 se puede escribir en forma simbdlica como:

G.: = D < (1.3.10)
donde
. . -
EIHJ Eui.
= v ' 1 11 = 1.3.12
G_‘: Jj { 3. } g— Jj ( 3 }
G.
\ lj . ﬁi‘j
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E
D= y b= ¥ & (1.3.13)

L1+ﬂ)(l~ﬂﬂ] o a 4 (i-29)

¢} Bouacidn de Cauchy del movimiento

DCax )G;."I 'Z)ZU.

= T —',2,]3 + € ‘p:c. = € —-—a - (1.3.14)
%6;‘:.. 2 G:’-ﬂ oV

—_— 4 = T

= 5 g - € % € et (1.3.15)

1.3.1.2 Estado planc de esfuerzos

Si las estructuras des%{xtas en al EEtado plano de deformaciones,
en vez de ser alargada§¢gxtraardinar1mente delgadas (fig. l.4) se
puede aseverar gue los componentes del tansor esfuerzo, asociados
a la direccifn del espesor, son nulos, es decir:

S = Sxg = %2 =0 (1.3,186)

31 sustituilr las ecs 1.3.16 en las ecs 1,2.34 a 1.2.39 y recorde--
narlaa se obtiene |

S

Sgy T T %y - umx] - (1.3.18)

3'1:[ = R Gy = M G'j | (1.3.19)

S22 % ~ 2 ( @xzx + Ej:j) (1.3.20)
- ¥

vﬂz = f,,=o | (1.3.21)
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A continuacidédn se resumen las ecuaciones de equilibrio para los -
esteados planos de esfuerzo. '

a) Tensor de deformaciones

Queda_igual gue las deformaciones planas, excepto que existe la -
deformacidn €, dada por la ec 1.3.20

b} Equaciones constitutivas

Al poner en forma matricial las ecs 1.3.17 a 1.3.19 se transfor--
man en
3
e | - Y1 o | | €y (1.3.22)
‘HH Il‘ﬁg' i
[} o l(l"'l}) !‘13

Say

La ec 1.3.22, en forma simbblica,se puede escribir comc se indica
en la ec 1.3.10; donde los vectores ¥ y £ . estin dados por las ecs
1,3,11 y 1.3.,12 y la matriz B se indica a2 continuacién:

1 Y 2
- _E % oo (1.3.23)
- =¥ {o o x(v)

¢} Ecuaciones de Cauchy del movimiento
Quedan iguales a las de las deformaciones planas.
1.3.1.3 Relacidn entre los estados planos

Se puede demostrar facilmente que la ec 1,3.22 se transforma en -
la ec 1.3.13 si se efectua la sustitucidn indicada a continuacién

- =

t = 5 (1.3.24)
'll-.

o= —-—"’7" ' (1.3.25)

Por lo tanto se puede concluir que si se tiene resuelto el modelo
matemitico correspondiente al estade plano de esfuerzos, se puede
tener también el correspondiente al estado planc de deformaciones,

gi el espesor se hace unitario y se efectua la transformacifn in-
dicada por las ecs 1.3,24 y 1.3.25,
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1.2.2 S881lidos axisimétricos o de revolucidn

Existen estructuras cuya geometria gueda definida mediante un cuer
po de revolucidn por lo gque existe simetria geoméirica respecto al
eje de revolucidn. Las variables de la teorfia de la elasticidad -
para tales cuerpos conviene expresarlas en un sistema de referen-
cia cilindrica, segln se muestra en la fig. l.5.

1.3.2.1 Tensor de deformaciones
Los componentes del tensor de deformaciones se muestran en la =-

fig. 1.6 y en relacidn con el vector desplazamientos se indicea a
continuacidn.

S .-_~ (2;_1 | | (1.3.26)
Q, = %’: e (L.3.27)
S ir +.:: ‘;%r o e
“'ra - 28, = % + r%-i (1.3.28)
¥y = 26 = & % + %—:’;f - c-:’—_ (1.3.29)
'g‘” = A¢,, = -'—r z—i + i—:: (1.3.30).

donde th=u(f2,0),r:wW4,8)4w(%48) son los componentes del vector des
plazamiente en la direecién radial{¥)axial {z) y tangencial {e),-
respectivamente. 1 .

1.3.2.2 Bcouaciones constitutivas

Los componentes del tensor esfuerzo ascciado al sistema de 'refe--
rencia se muestran en la fig. 1.6. La ecuacidn constitutiva esté
dada por la ec 1.2.41 en donde los vectores de esfuerzo y de de--
formaciones se indican a ¢ontinuacidn:

o
Te :r'
L ¥ "
R (1.3.31) €= e, €.3.32)
.
% ; €
Tr" Erﬂ
L Fan ] €0
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1.3.2.3 Ecuaciones de Cauchy del movimiento

Las ecuaciones de Cauchy para la referencia cilindrica resultan -
ser:

2
W Wex g e e _ e
2 Y v 3 +__r( fr %ﬁ}*epr 62__.{1 {1.3.33)
Bee VW 16, oL
) - L 29 L ﬁ- $ = —
13 M F Ty b oL + € s =€ EYE (1.3.34)

AT 'b@;

{
ae Ty T

Ve _ p v '
TR AENS RS P INLEE

1.3.2.4 Representacidn de las cargas arbitrarias mediante series
de Fourier

Al descomponer las cargas mediante series de Fourier, respecto a
la variable tangencial {(©®}, el problema tridimensicnal se trans
forma en varios problemas bidimensionales en las variables radial:

(f) y axial { z ).

1.3.2.5 S6lidos axisimétricos con carga axial

*

Para Ccargas con simetria axial}ﬁnicamentejexiste un término de la
serie de Fourier y los componentes del vector desplazamiento resul

tan sger
Ty =ulhh®) ' (1.3,36)
ar- U (5 2) (1.3.37)
w=o6 ' (1.3.38)

La influencia de lag ec¢s 1.3.36 a 1.3,38 en las ecuaciones de
equilibric para estas estructuras se resume a continuacifin:

a) Tensor de deformaciones

Al sustituir las ecs 1.3.36 a 1.3.38 en las ecs 1.3.26 a 1.3.30 se
obtienan las expresicnes siguieﬁtes
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e - U
BT
o '
ez;.= B A
Gom &
u
A(lrk eu"'i‘.. = E + af"

¥rg = )‘ze =2
k) Ecuaciones constitutivas

Las ecuaciones constitutivas

presién siquiente

&}f -0 » Y 0 &(r‘
Q22 | _ E Voo o Caz
Go| QeNGean)|» v oY J_" €se
F‘”- R o "('-ﬂ]. L Yez]

en donde los elementos de la ecuacifn simbSlica (ec 1.2.41} re

sultan ser

E—I"f‘] Ef’l"
§ ={ 02 (1-3.45) e o [S=
Tro Eun
\_E-!'J. L_-gr:_
'.-'D » ¥ o)
D — & V 1"} 3 L]
- {1+0)(1-20) L M - D
Q o = -Hl-:lﬂ)ﬂ

) Ecuaciones de Cauchy

(1,3.39)
V.34,
(1.3.41)
(1.3.42)

{1.3.43)

fec 1.2.40) se reduce a la ex-

(1.3.44}

(1.3.486)

{1.3.47)

Las dos ecuaciones de Cauchy del movimiento que resultan se

indican a continuacifn:

D "0,
oy + er

So)ref =

Dty

€ 3¢

{1.3.48)
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PN rbE;k \ G, —
Y _ak+_‘_.rg+€-p2-(

1.3.3 Otras ygecmetrias

DY

e

(1,3.49)

Existen varias geometrlas que se utilizan para modelar las es-
tructuras como son: barras, placas y cascarones. La determina-
cifin de las ecuacicnes de equilibrio resulta un poco mis labo-
rigsa que las geometrfag discutidas, razfn por la gque no se in

dicari en este resumen,

1.4 MEtodos Aproximados para la Solucisn de las Ecuaciones de
Equilibrio

Las
AZcuaciones de eguilibrio bosguejadas en los inciscs anteriores

se pueden escribir, en forma matricial, comc se Indica a conti-

nuacidn
ﬂ 4 = { A {1.4.1}
['QI;! = § PO {1.4.2)

donde los componentes de las matrices A y B son operadoras dife
renciales, los componentes del vector u son las funciones in-
cégnitas del problema, y los compénentes de los vectores £y ¥
son funciones conocidas. La ec 1,4.1 representa el eguilibrio

il
en cualquier punto interior de la estructura (region.fl), Y \aec
142 las corfespendienies condicitnes &= ronteva (feainn r‘).
Para fines de explicacién y por facilidad, las ecs 1.4.1 vy 1.4.2,

en lo que sigue, s& considerarin como ecuaciones escaloYes, es

decir
Au = P L L (1.4.3)
Bu =g g [ (1.4.4)

1.4.1 M&todos de las funcionede pruehbha

De los métodos aproximadeos existentes para resolver lgf ecs,l.4.1
e o a-{“ﬁcmncs
y 1.4.2 (1.4.3 y 1.4.4), los que utilizan soluciones,de prueba

son los que, en el campe numéricq)se aplican con gran &xito.

En estos métodos, la soluclidn buscada, u, es aproximada mediante

la prueba, U, de la forma siguiente

R
LT: E Qr cf]r
=,

(1.4.5)
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donde ¢ . son M funciones conocidas, linealmente independientes
gque existen en la regién @ + T y los coeficiantes C_ son paré-
metros desconocidos gue se determinarin con algln criterio.

1.4.2 ME&todos de los residuos pesados

Para explicar estos métodos, la e¢ 1l.4.3 se escribe como se in-
dica a continuacién

Au - =0 (1.4.6)

Al sustituir en la ec 1.4.8 el valor aproximado de u (1), dado
por la ec 1,4.5, se obtiene un error o rasiduc, £, dado por

€ = AU - £ {1.4.7}

La seleccifn de las funciones de prueba, ¢r’ de la ec 1.4.5, se
hace de tal manera que satisfagan lascondicionesde frontera
(en T] mientras que los coeficintes, Cr’ de la solucién aproxi-
mada se cuantifican de tal manera gue el error, dado por la

ec 1.4.7, sea minimo o pequefic en algun contexto.

En forma generalizada, una funcifn pesada de los residucs W fe),
e5 la que debe satisfacer el criterio de pequefiez, donde, W es

la funcifn de peso y f(c) as la funcibn residual, tal que, fileg)=0,
para e=0. El c¢riterioc de quueﬁez!para todos los métodes de los
reaiducs se puéde expresar como: .

J‘W{T(E)d_ﬂ.f—a {1.4.8)
i

La condicibn dada por la ec 1.4.8 para gperadores linezles (que
eg el caso de la teoria de la elasticidad lineal) conduce a un
sistema de ecuacienes algebraicas lineales, para todos log méto
dos gue actualmente se usan (subdominio, minimes cuadrados,
Galerkin, etc}.. . .

1.4.3%2 Mitodeo de Galerkin

El método de Galerkin,'canacido también como de Bubnov, consiste
en hacer gque el error, £, sea ortogonal a las funciones de prue-
ba, ¢r’ en el dominic de la estructura (en 1), es decir, gue las
funciones de peso sean las funciones de prueba, como se indica a

continuacidn
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S Cbr e dn=e (1.4.9)
1L

1.4.4 MBtodos wvariacicnales

En estos métodog, se busca gque la soluciSn de la ec 1.4.3 pro

porcione un valor extremal a la funcional, T{:), gue es una in
tegral de u y sus derivadas sobre el dominfo de la estructura

{9+ T},

Entonces, si se conoce la funcicnal, I{u}, los mEtodos varia-
cicnales se pueden establecer de la siguiente forma

-

I{u} = valor extremal {1.4.10)
BLu) = % (1.4.11}

en donde la ec. 1.4.11 establece las condiciones de Ffrontera
esenciales o principales,

De acuerdo con las ec¢s 1.4.10 a 1.4.11, los métodos variacicna
les utilizan la solucibn aproximada dada por la ec 1.4.5, en
donde las funciones da prueba, ¢r* satisfacen las condiciones
de frontera esenciales {€¢ 1.4.11) y los coeficientes, Cr, se
determinan de tal manera que se satisfaga la ec 1.4.10.

En los métodos variacionales se puede utilizar, en vez de la
funcional, una ecuacifin variacional.

]
Se puede afirmar que si el operador (A) del sistema por resolver
es lineal, simétrico, positivo definido, el valor estaciocnario

es un minimo absoluto.
1.4.5 Mé&todo de Rayleigh

De todos los métodos varlacionales (Diferencias finitas, Kantoro-
vich, Trefftz, etc.} el gue actualmente tiene mayores aplicacio-
nes es el mitodo da Rayleigh, tamhién conocido en el nombre de

Ritz o Rayleigh-Ritz,

Este m&todo consiste en sugtituir directamente la solucidn aproxi
mada dada por 1la ec 1.4.5, en la funciopal I{ll} y aplicar la con
dicitn de extremo, en funci®n de los par&metros C., como se indi

ca a continuacidn:

9T (fi) = g (1.4.12)

20,

En caso de utilizarse la ecuacifn variacional, la ec, 1.4.5 ze &

R s m T T e e Y T S —

sustituve diractamonte .
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2, ELEMENTOS FINITOS DE UN MEDIC CONTINUO. ENFOQUE DE DESFLAZA-
MIENTOS.

En la formulacifén del m&todo del elemento finito los parémetros
Cr' gue aparecen en los mEtodos de las funciones de prueba (in-
ciso 1.4.1}), se pueden agsociar a valores generalizados de la in-
cégnita 1 {desplazamientos y sus derivadas) en los puntos noda-
les, o bien,a otros conceptos relacionados con tales valores
{fuerzas o esfuerzos generalizades, o combinacicnes entre despla
zamientos y fuerzas generalizadas). En este resumen finicamente
se considerardn como incégnitasa los valores generalizados de,u,

y recibe el nombre de enfoque de desplazamientos

2.1 Modelo discreto estandar

En el an&lisis de las estructuras esqueletales (armaduras, marcos,
gtc.) se establecen las ecuaciones de egquilibrio con base en las
correspondientes ecuaciones de equilibric de cada una de las ba-
rras que las forman. Lo mismo sucede con otros sistemas, ne ne-
cegsariamente estructurales, en donde se puede efectuar una dts-
cretizacidbn a priori.

En los medios continuos, generalmente es muy diffcil asociarles,
a primera vista, un modelo discreto para su representacidn racio
nal y, por le tanto, para establecer sus ecuvaciones. La forma de
realizarlo se indica a continuacifin, ejemplificado con la fig 2.1.

a) El medic continuo se divide en un ntmero finitoc de reglones, de
formas apropiadas, mediante lineas o superficies. A estas re-
. glones se les denomina elementos finitos {(de forma triangular

en la fig 2.1} Tl ek

43 Los elementos finitos se supone gue estan interconectados en
un ntmere finito de puntos nodales, situados sobre las fronte-
ras de los elementos {circules pequehos en la fig 2.1). Los
desplazamientos de los puntos nodales serfin las Incbgnitas bhd-
gicas del problema.

¢} Se define en fomma finica, al estado de desplazamientos en cual
gquier punto del elemente finito, en funcisn de los desplaza-
mientos en les puntos nodales {interpolacifn)

d) Con los desplazamientos conocidos se puede definiy, en forma
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inica, el estado de deformaciones {tensor de deformacicnes),
tambi&én, en t&rminos de los desplazamientos en los puntos no-
dales. Con base en las ecuacionss .constitutivas se puede co-
nocer el estade de esfuerzos en funcifn de los desplazamien=-:
tos en los puntos nodales .

el Se determind el sistema de fuerzas concentradas, en los pun—
tos nodales, gue equilibre los esfuerzos en las fronteras y
cualquier fuerza concentrada o distribuida gque acive en los
puntos del elemento. Estas fuerzas eguilibrantes. tamhién re-
sultan en funcifn de los desplazamientos en los puntos noda-
les, y su relacifn conduce al concepto de matriz de rigideces.

2,2 Principio del trabajo virtual en la teoria de la elasticidad
lineal

Como s2e indicd en la selucidn aproximada de las ecuacicnes de

equilibrico con los métodos variacicnales, Be puede utilizar una

ecuacifn variacional en vez de una funcional. En las ecuaciones

de la elastiqi%?ﬂ 1inFa1, la ecuacifin varlacional estd dada por
=l cynl we SehiEpen oL afdacaics do Savehy

el principic del trabajo virtual,Adel movimiento, y su expresifn,

en notacidbn indicial, resulta ser:

f_[;ri;l Se.h_,‘ GL.Q_ =LL E%% Suh a_ﬂ.= fl" G:H)L J'uh. Cj-lim|

) + Leﬂ Sub OIJL | (2.2.1}

en dende, el simbolo ,§, Indica la primera variacifin gue opera
sobre las cantidades gue le preceden y los elementos restantes se

definieron en el capftulo anterior.

En notacifn matricial, la ec 2.2.1 se pyede escribir como;

E 5% dn +J’ Supl ol_ﬂ-'?? YTy dT
3 o P

- 4 SQT-E d_n (2.2.2)

-
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2.3 Ecuacidn de equilibrio de los elementos finitos

A fin de ejemplificar el procedimiento para establecer las ecua-
ciones de equilibric del modelo discreto estandar de los medios
continuos (elemento finito) se hace referencia a la fig 2.1, gue

corresponde a un estado planc de esfuerzos.
2.3.1 Definicibn de la geometria

De acuerdo con el punto (3} del inciso 2.1, en la fig 2.1 se mues
tra la regifin de la estructura, la divisi&n en.rEgianes triangula
res ¥ la definicidn de los puntos nodales. Desde luege que la geco
metrfa de los elementos finitos no es finica, ni tampoco la defini
cifén de los puntos nodales. En el capitulc 3' se presentan otras
_geometrias que se pueden utilizar &n regiones bidimensicnales.

2.3.2 Aproximacidn de la soluciébn

La formulacifn del elemente finito, a diferencia de los métodos
de las funciones de prueba tradicionales, aproxima la solucién
en cada una de las regionas correspondientes a los elementos fi-
nitos. Entonces la aproximacifn en la regifén glebal de la estruc
tura e5 se¢cionalmente continua. Desde luego gue esta aproxima-
cién debe propcfcionar desplazamientos compatibles en las fronte

ras conh los elementos vecings.

En la fig 2.1 el elemento finito e, representa a cualguier ele-~
mento en que se dividié la regifn, A &l le corresponden los con

ceptos siguientes.

Los componentes del vector desplazamientos asoclados a cualguier
punto del elemento son dos; u = ui;}y} paralelo al eje x ¥y

v = v{x,y] paralele al eje y. La representacidén vectorial resul-
ta ser:

u= " - (2.3.1)
- i -

De acuerdo con el punto (k] del incisc 2.1, los puntos nodales
del elemento finite ge etiguetan con las letras i, j, k, gque

pueden representar a cualguier digito de los nlmeros entercs con

los gque se numeran les puntos nodales de la estructura. Entonces,
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los vectores de desplazamiento de los puntos nodales son;

U; u
u, = U, = |9 u, = |H (2.3.2)
»; 7, o

con las ecs 2.3.2 se puede formar un s8lo vector denominado, vec
tor de desplazamientos nodales del elemento, segln se indica a

continuacisn
-u£
Hui W
& .
U= Lij = Yj {2.3.3)
- .
U o
L ™ Y,
31qﬂx .

con base en la ec 2.3.2, la ec 1.4.5 para el elemento triangular
de la fig 3.1 se puede escribir como:

L™

U= N+ Ny U 4+ N U (2.3.4)
Penp 0+ NG+ N U (2:3-3)
donde las funciones Ny = Niiji,y], Nj = Njfin} y N o= Nmflr?]

reciben el nombre de funciones de forma. En ¢l capitulo 3 se pre
sentan las expresiones correspondientes a varias geometrias de

elementos finitos.
Las ecs 2.3.4 y 2.3.5 se pueden es¢ribir en forma matricial como

se indica a continuacifn

L]

-

a _ N & hﬁ 3] LV & u;
~ | = e
i} o N 0 Ny 0 N N {2.3.6)
J
"‘LG.
U
Ve

con base en las ecs 2.3.1 y 2.3.3, la e¢ 2.3.6 se puede escribir

COmo 2
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(2.3.7}

“d
donde W
IU':' ] e o N o
4 " ™
M=o H;] K :[o “J] p N . ”j (2.3.8)
N, 5 M TN e
- . = |=-1- AR . {2.3.9)
rlj - [N“ r ‘J;EJM] [Q : ) o ¢ ”d o] pu'v"l.

2.31,3 Componentes del tensor de deformacichnes

Al sustituilr las ecs 1,3.4 a 1.3.6 en la ec 1.3.12 Ee obtiene

r "

Pl 1
bl EL u
1 aa_
6311 f%E " v
g = eﬂj = j - o % :L_;u (2.3.10)

W, -
Byt ?

3‘15. N »j 31- E'-'_j E(_

en donde se utilizé la ec 2.3.1, y la matriz de operadores, L,
de acuerdo con la ec 2.3.10 resulta ser

- .
CE o
o
L - LD
= & — (2.3,.11)
2 2
| 3y ‘o_
Al sustituir: la ec 2,.3.7 en la ec 2.3.1Q resulta ser
E=£EEE=EEE (2.3.12)
donde, la matriz de deformacicnes, B, es:
B=LN {2.3.13)

Al sustituir las ecs 2.3.9 y 2.3.11 en la ec 2,.3.13, se obtiene
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la forma explicita de la matriz B para el elemento considerado

F'?)M; ' 1?”'1 _,B_'k.].ﬂ:| )
o om0 e 9
B -] 0o | L L I%”‘“ (2.3.14)
T ¢ T
PR T L S TV S V1
. By | 2= 2y | B PECE

2.3.4 Ecuzacifn constitutiva

De acuerdo con la ec 1.3.22, la ecuzeidn constitutiva para un
material libre de esfuerzos y deformaciones iniciales se escribe

Como:
g=De S (2.3.15)

S5e se considera que al materilal sometido a esfuerzos iniciales,
g, v a deformacicones iniciales, e, l1a ecuacidn 2.3.15 se modi-
fica como se indica a continuacién

g=D{e e+ a, ‘ {2.3.16)

2.3.5 Equilibrio dinimico

La expresifin del principic del trabajo virtual, dada por la ec
2.2.2, es vdlida para la regifn completa de la estructura. Cuan
do se aplica a la regién de un elemente finito (@, + T, ), su ex
presitn resulta ser:

[ Sevdas [sweida = ) I, d7
Ln® &

+ Y suT § d (2.3.17)

A&
en donde los elementos del integrando deben referirse al elemento

finito; y de acuerdo con los desarrollos anteriores se cuantifican
a continuacifn, al tomar en cuenta que la variacifn se debe tomar
en cuenta Gnicamente en el vector de desplazamientos nodales.

JeT 2 ( _L_fT @T) = -59” B (2.3.18)
3uT & Tl = S‘(Q'ET ;\_jT): QusTN T (2.3.19)
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I'E
N U (2.3.20)

e

152
1

U %
Al sustituir las ecs 2.3.18 y 2.3.20 en la ec 2.3,17, y al recor-
dar que los componentes del vector de desplazamientos nodales son

independientes de las variables espaciales (salen fuera de los
integrandes), se cobtiene la expresifin siguienﬁe:

sutr[ (&7 dns ([ ewndn)i sy [ ue, o

3

4 NTE oﬂ_n_) {2.3.21)

L nt
Para gque la ec 2.3.21 sea vdlida para cualgquier variacién del
vector de desplazamientcs nodales {SUET}, se deberd cumplir que

J T?:; Gd_Q+HE “E_* -p 4 ‘Pa (2.3.21)

-5

donde, la matriz de masas, ﬂ s dal eslemento e, esta dado por

M& = j‘_ﬂ‘ ENT N don (2.3.22)

i

=
Es ¥ f son los vectores de fuerzas del elementa debidc a las

fuerzas de superficie y de cuerpeo, respectivamente, que actuan
socbre €l elemento, ez declr

=51r*;= NT Ty AT

(2.3.2%)

-P:= NT & da . (2.3.24)

‘ne
A1 sustituir la ec 2.3.16 en la integral de la ec2.3.21 se ob-
tiene
-
’ T
( erfua-| PDeda-[ e dpa] 2 Nde

__q-'t- -fl_‘:- __[lﬁ.- —e

El

I

e .
-
Bpe do - -p + _?
ne -€, LR (2.3.26)
donde f y Er‘snn los vectores de fuerzas del elemento debidas
a la defcrmaciﬁn inicial, e,, ¥ al esfuerzo inicial, G . respeg

tiamente, en el elementc finiteo, y resultan ser
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[ T
fc =f B D& dn (2.3.26)
€ T e
= r
_ (2.3.27)
fo-] &% dn

Al sustituir la ec 2.3,12 en la ec 2,23.25 resulta
- e
1 a2
j\ E}Tﬁ_a\..[l '—*(S\ E‘P@dﬁ)g "'fc +‘Pm‘.
JIF - —n.t‘ - = 8
a e
= " U -'{1 + gw;

e {2.3.27)
donde la matriz de rigideces, EF, dal elemento finito, e,resulta
Ser:

T
E:=-_V ' DBda (2.3.28)
JLE
Al sustituir la ec 2.3.27 en la ec 2.3.31 se obtiene
b [~ e
M % + kTu® = £°¢ (2.3.29)

donde el vector de fuerzas externas, EF, del elemento ,e, s5e

indica & continuacién

e S)E e e = )
[ + L7 —~ 7[7 (2,3.30)
- 5 _ﬂ- -EEn _q.-n

2,3.6 Equilibric estitico

Cuando las fuerzas gue actuan sobre el elemento son independien-
tes del tiempo (cargas estiticas), se debe cumplir la relacibn si
gulente

Q.E - © {2.3.31)

Al sustituir la ec 2.3.31 en la ec 2.3.2% se cbtiene la ecuacisn
de eguilibric estitica del elements finito, que resulta ser:

<
ke us= (2.3.32)
2.3.7 Propiedades de los matrices de rigideces y de masas

21 calcular ia transpuesta de la matriz de rigideces (ec 2.2.28)
Ee obtiene

CK.EJT’(S PTI}&Jﬂ) - (eTpe)da=| B2 (&) dr (2.3.33)

e Rt
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Al observar las diversazs formas de las ecusciones constitutivas
para las geometrfas consideradas se concluye que la matriz.de co
eficientes elisticos es simetrta, es decir

T=D {2.3.34)
ademis, se debe cumplir que
(E)T =& (2.3.35)

Al sustituir las ecs 2.3,34 y 2.3.35 en la ec 2.3.33 y considerar
ademis la ec 2.3.28, resulta que:

vt
B th

De la ec 2.3.36 se concluye gque la matriz de rigideces, de los
elementos finitos, para los medios continuos de la elasticidad
lineal, es simétrica.

Al calcular la transpuesta de la matriz de masas {(ec 2.3.22) se

cbtiene
(4e)7= { g Ny aLn)Tm-Lte (N"YY da :fe KPP
= (enNNda = ME (2.3.37)

n=
De la ec 2.3.37 se concluye que la matriz de masas de leos ele-

mentos finitos, para los medios continuos de la elasticidad li-~
neal, es sim&trica. '

2.3.8 Matriz de masas concentradas (diagonal)

La matriz de masas daltelementa finito, dado por la ec 2.3.22,
se le denomina matriz de masas consistente, ya que es la que
resulta en forma natural en el procesc de discretizacifn en el
mé&todo del ele mento finito. La matriz de masas consistente ge-

neralmente np es diagonal.
-

Sin embargo, por conveniencias huméricas, se utiliza con mucha
fercuencia el usc de matrices diagonales, formadas de tal ma-

nera gue las masas ascciadas a los puntos 52 consideren concen
tradas, El proceso de concentracisn no es finico y se han utili~
zado los que a continuacifn se enumeran

a) Concentracidn de masas mediante conceptos fisicos tales como
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por ejemplo, el deﬁgré;s o volfimenes tributarios

b) Concentracifn mediante nuevas funciones de formag definidas de
tal manera gque se anulen los términos fuera de la diagonal de
la matriz de masas consistente

o) Conecentracion mediante el escalamiento de los elementos de la
diagonal principal.de.la matriz de masas consistente, de tal
manera gue se preservb la maga total del elemento

d} Concentracifin mediante la integracifinm nim&rica de la matriz de
masas consistentes,—al- seleccicnar a los puntos nodales como
puntos de muestreo

El procedimiento del inciso d conduce a c¢oeficientes negativoes
de la matriz de masaﬁ:ﬂ&ﬁ?ﬂnal. Independientemente del procedi-
miento seguido, la matriz_de masas concentrada o diagonal resul-

ta ser de la forma mostrada a continuacién {(para el elemento
triangular)

‘M, & o D 0 o
a h G O O i}
e o m
Mo=|® 2 M & = o (2.3.38)
- 6 © ©6 M o D
o © o & My o
L b & G ) o Hy

P

donde Mi' Mj' Mm son loswralores de lag masas concentradas en

los puntos nodales respectivos
2.3 Ecuacidn de equilibrio del medio continue glebal

Si una estructura esti en eguilibrio, cualguier parte de alla
tambidn lo est&; la inversa, también es cierta. Entonces, si

se tiene garantizado elrequilibric de todos los elementes fini-
tos en gue se discretizd el medio continue, se puede estahbhlecer
el equilibrio del medid continuo global.

ot B

2.3.1 Ensamble de las ecuacliones

A fin de llevar a cabohﬁsisteméticamente, el establecimiento de
las ecuaciones de equilibrio del medic continuo glchal, se pro-

cade a numerar, en forma secuencial, los elementos finitos en
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que se ldealizo el medio continueo y los puntos nodales correspon-
dientes (ver fig 2.2)

De acuerdo ¢on lo aseverado al Incisc del incisce 2.3 el egquilibrio
de la estructura mostrada en la flg 2.2 se puede 'escribir, al uti
lizar 1la ec 2.3.9, com¢ se indica a continuwacién

. PV ) N
MO W v v U . £ (2.3.39),
PR T I T A S (2.3.39),
. (33) :
Ty e e )
lj;,};ubs} + kU ___9 (2.3.39),,

en las ecuaciones anteriores el nimero indicado en el paré&ntesis
corresponde al nfimerc del elaemento. En forma condensada, las ecs

2.3.;9 S5e pueden escribir como

2,7, D 5
ey * (e (€} (e 2 (e)
TR S S TR 2 |

=! &y

— {2.3.40)
Las ecs 2.3.3% 6 2,3.40 se pueden recrdenar, de acuerdo con las

abgservaciones indicadas & continuacién.

De la fig 3.2 se puede observar que los desplazamientos del punte
nodal 20 (uzu Y vzul, asi como sus segundes derivades respecto al
tiempo (ﬁzu ¥ EED} aparecen en las correspondientes ecuaciones de
equilibrio de los elementos finitos indicades con los nfimeros, 11,
12, 13, 18, 19, 20 v 21,Esta observacifn conduce a aseverar que
el nfimerc de ecuaciones en gue se pueden agrupar las ecuaclones
2.3.39 6 2.2.40 es igual al nimerc de puntos nodales multiplicado
por el nfimero de grades de libertad ascciado a cada puntc nodal.
Entonces, las ecuaciones de equllibric ordenadas, correspondien—
tes a las ecs 2.3,35 6 2.3.40 se pueden escribir como

. -

+ U = P (2.3.41)
donde las matrices M y K, denominadas matrices de masas y de ri-

1<

——

gideces de la estructura, y el vector E, conocide come el vector
de cargas de la estructura, se determinan con el ordenamiéento de

las ecuaciones sigquientes:

M = M ) (2.3.42)
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. 2 e |
Kk =2 K (2.3.43)

&J: P (¢ {2.3.44)

-

El vector E, de la ecuacibn de equilibrio de la estructura

{ec 2.3.41), .es 2]l wvector de desplazamientos de la estructura ¥y
s& construye con los vectores degplazamiento de cada punto nodal,
seglin se muestra en la ec 2.3.48. El vector de aceleraciones de
la estructura, ﬁ, representa las segundas derivadas respecto al
tiempo del vector .

u‘t
- ar

i

t.l

Bl = U (%) (2.3.45)

1
i
1
Y
il
L

yif‘] Uys

El procedimiento sistematizado para llavar a cabo las ecs 2.3.42
a 2.3.44 es exactamente igual al gque se utiliza en las estructu-

ras asgueletales.
2.2 Condiciones de frontera

Las ecuaciones de movimiente de la estructura (ecs 2.3.46} deben
satisfacer valores prescritos de algqunos componentes del vector

U, denominados condiciones de frontera,

En la fig 2.2, del ejemplc sequido, los valores de les desplaza-
mientos de los puntos nodales 2,9 ¥ 25 son nulos. Esto se indica

a continuacion como

4, =@ (2.3.46)
u, =0 (2.3.46),
_ o (2.3.46)
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Al hacer que las ecuaciones de movimiento {ec 2.3,41) satifagan
las condiciones de frontera, dadas por lasz ecs 2.3.46, se obtie

nen las ecuaciones siguientes

MU + KU =P o (2.3.47)

e

en la ec 2.3.47 se puede ocbservar gue las condicones de frontera
(ecs 2.3.46) inciden en las matrices de masas M y de rigideces K

¥ en el vector de cargas P, gue se transforman en M , K ¥y B, res
pectivamente,

La forma de introd%Fir las condicpnea de frontera en las ecuacig
py )

nes de mnvimiEnthigual a como se hace en las estructuras esgue-

letales.

2.3 Matriz de amortiguamiento

hungue el modelo matemAtico de log sb6lidos, elidsticos lineales no
considera efectos disipativos,al utilizarse en la modelacidn de
las estructuras realeaes, se le adiciona a la ec 2.3.41 un t&rmino
corraspondiente a las fuerzas disipativas del tipo wviscose lineal,

coma se indica a continuacién:
MU +C0 +kU =P (2.3.48)

donda E es el vector de velocldades de la estructura, primera de-
rivada respecto al tiempo de U, y € es la matyriz de amortigua-
mientos de la estructura}gsneralmenta cuantificada con el crite-
ric de Rayleigh, mediante la acuaci&n siguiente

C=oH +HEk ' {2.3.49}
M‘y/u son coeficientes gue se determinan experimentalmenta
2.3.4 Condiciones iniciales

Para poder integrar las eéuacianes de equilibrio dinfimico

(ec 2.3.48B] se requiere especificar el origen del movimiente, a
partir del cual se empezari a cuantificar. Este origen del movi-
miente se conoce con el nomhre de condiciones iniciales y gueda
establecido al especificar les vectores ﬂe desplazamiento U, ¥
de velocidad Qﬂ al inicioc del movimiento {en el tiempo, t=¢), s
decir

U _ Ua {2.3.50)
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U ~ U (2.3.51)

2,3.5 Egquilibrio estdtico

El equilibrio estitico de las estructutas es un caso particular
del movimiento, ¥ es aquel en gque el vactor de cargas P y el vec
tor desplazamientos U scon independientes del tiempo. Al Imponer
esta condicion a las ecuaciones de equilibric dindmice (ec 2.3.48),
se transforman en las siguientes

W U = E ) o (2.3.52)

— e

2.3.6 Sclucifn de las ecuaclones de equilibrio

Las ecuaffones de equilibrioc estftico (ec 2.3.52) resultan ser

un sistema de ecuaciones algebraicas, lineales sim&tricas no ho-
mogenaas.  Sua snluciﬁﬁiﬁbtiene gegln los mé&todos descritos en

el capituleo 4. Con el vector de desplazamientos de la estructura
conocido (U} se calculan cada uno de los vectores de desplazamien
tos nodales de los elementos finitos (g?] y se procede a cuantifi
car para cada uno de ellos, ¥y en los puntos deseadns; los siguien

tes conceptos:

al Los componentes del tensor de deformaciones, mediante las ecs
2.3,11, 2.3.,12 y 2.3.13

b} Los componentes del tensor esfuerzo, mediante la ec 2.3.16

Las ecuacicnes de eguilibrio dinfmico {ec 2.3.,48) es un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias, de segunhdo orden, linea-
les, no homegeneas, acopladas cuya sclucién se indica en el ca-
pitule 4. Conocidos los vectdres de desplazamientos (U], de ve-
locidades {0) y de aceleracicnes {ﬁ} se procede como en el case
del problema estatico a cuantificar los valores de los com
ponentes de los tensores de esfuerzes y de deformaciones durante

el movimiento.
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3. FUNCIOHMES DE INTERPOLACION DE ELEMENTOS FINITOS

3.1 Generalidades

En capitulos anteriores se indicd que las ecuaciones del elemento
finito se obtienen mediante los métodos variacionales (Rayleigh-

Ritz) o de los residucga pesados (Galerkin). Sin embargo, existen

algunas diferencias bisicas en relacidn con el métode del elemen-
to finito ya ¢ue se caracteriza por:

1) La representacidén funcicnal global de una variable consiste de
un ensamble de represesntaciones funcionales.locales. Las inte-
grales globales schre el dominio de la estructura,fl, se esta--
blece en funcidn de un ensamble de integraleg sobre dominios -
logale=, nE , de elementos finitca dis-quntos,.

2} Si se utiliza el método de Rayleigh-Ritz, el prinecipio varia--
cional glcgbal se construye como un ensamble de los prinecipics
variacionales aplicados a cada elemento finito.

3} 51 se utiliza el método de Galerkin, las funcicnes de interp 0
lacién del elemento finito actuan como funcicnes de peso en la
integral de Galerkin.

En general, el pasoc mas crucial en el método del elemento finito
consiste en la seleccisén de funciones de interpolacién adecuadas.
Deben satisfacer ciertos criterios para gue se logre la cenvergen
cia de la solucidn aproximada & la soluclﬁn exacta, de la ecua---
citn diferencial en cuestidn.

La interpoclacidén de elementos f£initos se caracteriza por la forma
del elemento finito y el orden de aproximacién. En general, la sse
leccin de un elemento finito depende de:

a) La geometria del dominio glchal,
b) El grade de aproximacién deseado en la solucidn,
c) La facilidad de integracidn scbre el dominio del elemento,

El deminio global donde se desea integrar las ecuaciones diferen-
ciales puede ser unidimensional, bidimensional o0 tridimenaional.
En la fig. 3.1 se indican las geometrias de algunos elementos £i-
nitos correspondientes a.los dominios globales indicados.

En general, las funciones de interpolacién son pelinomios de va--
rios grados pero también se pueden utilizar productos de polino--
mioa con funciones exponenciales o trigonométricas, S1 se utili--
zan polinomios linealesa, tGnicamente se requieren les puntes noda-
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las de las esquinas de los elementos finitos:(fig. 3.l)mientras -
que s8i se desean polinomios cuadraticos se deben adiclonar puntos
nbdales comprendidos en las fronteras de las elementos [(fig. 2.2},
Desde luego que se pueden utilizar aproximaciones con polinomios
de orden superior; pero se necesitan adicionar puntos nodales,

3.2 Elementos unidimensionales

Se presentarfn varios elementos que dependerfn bésicamente del po
linomic utilizade para la interpolacibn.

2.2.1 Elementos convencionales

La expansidén polinSmica de la variable unidipensional, u=u(x), se
puede indicar como:

i .
U=2a + a X L=, 2,3, .., n" (3.2.1)
3.2.1.1 Interpolacidn lineal
En este caso, la e¢ 3.1.1 resulta ser
u — C?n -+ Q1 1 [3.2.2}

para poder expresar el valor de W , en fungidén de los valores en
los puntos nodalea (fig. 2.3)

ul= v . ) (3.2.3)

W ' (3.2.4)

—
It

Al sustituir la ec 3.2.2 en la ec 3.2.3 se obtiene

U, = 'Q, (3.2.5)
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Al sustituir la ec 3.2.2 en la ec 3.2.4 resulta

Uy

a, + a, L . (3.2.6)
De las ecs 3.2.5 y 3.2.6 se obtiene
a = UL (3.2.7)

o=

| _i_(ui.. ul) - {(3.2.8)

Al sustituir las ecs 3.2.7 y 3.2.8 en la ec 3.2.2.resulta

= (] _zti__)ul + %. U, =N, u; (3.2.9)

donde.Ni se denominan funciones de interpolacidn y sus expresio--
nes #on:

1

N | {3.2.10)
‘ 4

N, -"—;‘- _ " (3.2.11)

3.2.1.2 Interpolacién lineal normalizada
851 el sistema de referencia se selecciona como se indica en la --

fig. 3.4, se define una nueva variable adimensicnal como se indica
a continuacidén

Lg = = C (3.2.12)
h :

dondea h==%:i v, de acuerdo con la ec 3.2.12, se puede indicar el
siguiente comportamiento de la variable

‘g = 0O . en el centro del alemento (3.2.13)a
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? = -1 en el puntc nodal 1 {3.2.13)b

-Z; = | en el punto nodal 2 . {3.2.13)c

Con base en la varidble1§ ., la ec 3.2.1 Be puede escribir cﬁmo:

h []
u=aq, + @ E | ' . {3.2.14)
y para el caso lineal se reduce a
U = {ln +'Ej;‘§ (3.2.15)

en donde las condiciones de frontera dadas, por las ecs 3,2.3 y -
3.2.4 se indican a contimacidn:. :

9 = U, (3.2,16)
l

Y _ ' 3.2.17)

U 2

Lo
Al seguir la secuencia indicada en el incisc anterlieor las constan

tes Qo y @ , de 1la ec 3.2.15, al utilizar las ecs 3.2.16 y --
3,1.17 resultan ser:

Q, = L (u, + u,) . (3.2.18)
a, = -+ (u, - u) | S '(3.2.19)

y la ec 3.,2.15 se puede escribir come

=L (- B U e L E) U =N, g it o

en donde las funciones de interpelacidn %1& , resultan ser:

} -
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N= L= (1 + %)

3.2.1.3 Interpclacién cuadrética

En este caso, la ec 3,1.,1 toma la forma siguiente:

U= qQ, +alx+01:¢’-

{3.2.21)

[3.2.22)

(3.2.23)

y para poder cuantificar las tres constantes, O,,@ y 2, se requiere
conocer el valor de . en otro punto adicional a los extremos, co-
mo se indica en la fig. 3.5; en donde el punto adicicnal =se selec

cionari en el centro dal alemento.

ser

U = U,
A=e

LL —— LJL
HJ:l

A

i = [J3

x=f

De acuerdo con la fig, 3.5, las c¢ondiciones de frontera resultan

{3.2.24)a

(3.2.24)b

(3.2.24)c

Al hacer que la ec 3.2.23 satisfaga las condiciones esatablecidas
por la ec 3,2.24 se obtienen las ecuaciones siguientes

i
O
o

U,

(3.2.25)a

{3.2.25)b



41

t

. K
Uy = Q, + ‘Eo“l + {Q, , {3.2.25)¢

El sistema de ecuaciones anterior {ecs 3,2,25) se puede escribir
en forma matricial como se indica a continuacién

10 o[ U
Aot epe | = u, (3.2.26)
N S RN Uy |

Cuya solucifn resulta ser

-an - Q\ (3.2.27)a
Q = -;-—(— 3 U 4+ HU, -uy) (3.2.27)b
O:L: i‘f( U.,. “"'2 u',__"'l" u!.) {3.2.27)c

v la ec 3,2.23 se puede escribir como
weli-a(3)+ 23 Yo iz, 0220
o bien .‘

U= N; U L=1,2,3 ' (3.2.29)
dende

= a3 (3
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Ny = 4(-}‘-)(1 - "it_) : . (3.2.31)

N5r= (-?-) ]:—1 + i(%—-)] | (3.2.32)

3.2.1.4 Interpolacién cuadritica normalizada

5i el sistema de referencia se selecciona con la variable normali
zada indicada en el inciso 3.2.1.2, seg(n se muestra en la fig.3.6,
la ec 3.2,.23 se puede eacribir como:

U= Q, +O.IE +'01§1 {3.2.33)

Con las condiciones de frontera dadas a continuacién

] = U ' . (3.2.34)a
$=y

U = U, {3.2.34)b
-§=b

U = U, " (3.2.34)c

=1

Al seguir el procedimiente utilizado para guantificar los coefi--
cientes Qg, Q BQ" . la ec 3.2.33 se puede escribir come

U=N U; - (3.2.35)

donde

'N-.: '—2_ §(§ "l)* ’ .{3.2.36)
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2
N, =1- % | (3.2.37)

N, = 4 E (§ 'H) | (3.2.38)

3.2.1.5 Interpolacién en coordenadas naturales

8i las funciones de interpolacién se obtienen en funcién de varia-
bles espaciales adimensionales o normalizadas, entoncesa al sistema
normalizado se le denomina sistema coordenado natural,

Como puede observarse, en los incisos 3,2.1.1 a 3,2.1.4 se han lo-
gradoc expresar a las funcicnes de interpolacidn en terminos de va-
riables adimensiconales (que pueden ser X/f o bien g;xﬁ,} Yy en --
ambos casos se puede definir sistemas coordenados naturales, pero
con origenes diferentes.

3.2.2 Elementos ¢on poclinomics de Lagrange
A fin de evitar la solucién de ecuaciones que se presentan en la -
determinacién de los coeficientes del polinomic de interpolacidn -

utilizade en el inciso 3.2.1, se puede utilizar el criterio de la
interpolacién Lagrangiana, expresada como

U= 1{ U = N, u; (3.2.39)

en donde J% representa a las funciones de interpolaciédn de Lagran
ge, cuyas expresiones son: .

(3.2.40)

I s () (XK ) (5 K)o (2
(. -J:;.

i
J=|J&¢£ "-'Ei _(1‘,-1*]“-(%*{;,)(ICFI‘-H)-“[‘.{;-x")

enn donde con &l sihboln TT sae indica ¢l producto de loa binomios - ;

y:t:-:(j sobre el rango de J

En esta interpolacién, la longitud del elemento se divide en segw--
mentos de igual tamafio por les v puntes nodales, donde n=m+{y -m
es el orden de aproximacién. '

rFa
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Si la ec 3.2.40 se expresa en funcidn de la variable adimensional
= %/ + se puede escribir como:

"

" :
AN T TS
. = ' —_— (3.2.41)

2,51 E - €,

it § - E

En la fig. 3.7 se muestra esquemfticamente la divisién de la re--
gién del elemento para las ecs 3.2.40 y 2,2.41. A continuacién se
ejemplifica el uso de la interpolacidn de Lagrange para diversas
Srdenes de aproximacién.
3.2.2.1 Interpolacién lineal
En este casoMs=| y viz4, gegln se indica en la fig. 2.8 la interpo
lacidn de Lagrange, para diversas referencias, se indica a conti-

nuacidén.,

a) Variable no normalizada, referencia mpstrada en la fig, 3.Ba

1 -
N=1= 22" = 2cho- -2 (3.2.42)
! X -, ﬂ-‘lq h
-0 ’
N, =h = 22 X = = (3.2.43)
T T, - %, h-v h :

bl variable normalizada, referencla mostrada en la fig., 3.8b

N Al el TN T N € (3.2.44)
5-%, -1 :

L - - 0
R R

¢} Variable normalizada, referencia mostrada en la fig. 3.8c
+ E-% %-u
ﬂ_i.. .

N = < = :J—(\_'gt (3.2.46)
AR = R
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i ' -
N_f,‘: € - S, . % (i)_:iLI_{_-g)uzz;ey

o t .t V- (1)

a I

El ordenm=1 y el ntmero de puntos n=3 , ze indican en la --
fig. 3.2 vy las expresiones para sus correspondientes variables se

indican a continuacién,

a) variable no normalizada, referencia mostrada en la fig, 3.%9a

VI ™ (S G VG
! CT {-1.,"11.) (:"I"(-g'}_ Eﬂ'%)(ﬂ*hj

- 1.3% L
= | 3h H(IF) {3.2.47)

(1-1,\](1'13) -{z-njfz-h) qx =

fa XS (3
N, = - (% -2,)(Fa - %y) ) (';'_*-n)(%-'n)_ W "'E] .

2.48)

2 (z-x) (=) (g -hfa) |
No=d = = = (22X | 3.2.49
R CELSICELN (h=o){h- hia) ( ][ih l]

b} Variable normalizada, referencia mostrada en la fig. 3.9 b

o880
N=4 (55,05 §) ( ) HERE) o2

n= e (¢-5)(5-%) (8- uJ(E ) = ¥tfey ) e
(5,-8)(%," ‘%g (%-0) (1) -
3 (g-5)5-5) (E—ﬂ)(?-,-%:

Hy= 4, = = - 3.2.5.:2
Pl (%,- §)(5,- §,) (-0 (- 12) Z’E@I 1) ’
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¢) Variable normalizada, referencia mostrada en la fig. 31.,9c

Las expresiones son iguales a los primergs términcs de las corres
pendientes ecs 3.2.50 a 3.2.52, pero el valor de las coordenadas
cambian, y se.indica a continucién

(E-ﬂ) - (3.2.
N =1 (i-u}{-l-i) E(E 1) 3.2.53)

[§ ('l)][g ‘] - - rS-'L (3.2.54)
[u -{- I]][“ -1 |
P, [$-(-0][§-0)
S NEICUIIRELY

Como era de esperarse las ecuaciones 3,2.42 a 3.2,52 coinciden con
sus casos corrxespondientes a las ecuaciones obtenidas en el inciso
3.2l‘1

=
I
!

)

Tg (E-q—{) {3..2.55}

3.2.3 Elementos con polincmios de Hermite

En lag interpolaciones donde se desea ademis de la continuidad de
la funcién, la continuidad de las derivadas de la nisma, es mis -
recomendable el uso de las funciones de Interpolacién de Hermite.

A Fin de ejemplificar el uso de la interpolacién de Hermite se --.
indica, a continuacién, el caso del elemente finito con dos pun--

tos nodales y primeras derivadas contlnuas, en funcifén de la va--
riable normallzada,‘g - ﬁnfh

U('g)'-"— kt(g)ut + Hi (E)Ut y L=1.2 (3.2.55}I

¢gque puede escribirse come

ULE) = N Y | (3.2.57)
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donde y . son polinomios de Hermite, {fig. 3.10 ) cuyas ex-
presiones son:

o ) 2 )
N,=L1 :i*3§—l—‘l§ (3.2.58)

2 2 '
N, 3% -2 § (3.2.59)

It
e
lH

N, = h = §-2% + EB (3.2:60)

1 S )
N, = L),_ = E -5 . (3.2.61)

[+ ]
u = u = U,' " (3.2.62)
le-.
a
Y= U = U (3.2.63)
=1
i
= H = Ll1t . (3.2.64)
3 .
2%
€=0
Uy = 3u = u,f (3.2.65)
2%

=1
Desde luego gue se pueden considerar continuidad en derivadas de

orden superior perc se regueririn polinomios de Hermite, también,
de orden superior.

3.3 Elementos bidimensionales '

Come se indica en la fig. 3.1, las geometrias de los elementos fi
nitos bidimensionales mis usados son el tridnguleo, el rectingulo

y el cuadrilitero general. En este inciso se bosgquejan las funcip
nes de interpeclaciones asociadas al trifngulo y al rectiangulo con
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lados lineales. En el inciseo 3.5, se considera la posibilidad de
extender estos conceptos a geometrias planas mas complejas {cua--
drilédteros generales, con lados curvos).

En la expansitdn polinSmica de los elementos finitos se busca el mi
xima orden del polincmic completo correspondiente a un nimero mini
mo de grados de libertad (puntos nodales). Para determinar el nfime
te de terminos gque ae preaentagﬁanaﬁ1pclinnmid de dos wvariables, -
es conveniente utilizar el trifngulo de Pascal, mostrado en la --
fig. 3.1l

3.3.1 Elemento triangular lineal en ¢oordenadas cartesianas.

La representacidn polinbmica mas simple de la funcién J= (L)
es la lineal (ver fig, 3.12) y sSu expresidn es

of

las condiciones de frontera correspondientes con los puntos noda-
les resultan ser

- U .ou U o
. =% T w y x=x; © J u X, Um (3.3.2}

3:':‘“- ) :!"‘:li_q+ J2Ym

Al hacer que la ec 3.,3.1 satisfaga las esc 3.3.2 se obtiene

u:ﬁ{(ﬂ;+$;z +ﬂ;j)ll; +(ﬂd+LJ{+EJH)UJ+(ﬂm+LmZ+Em)uhS (3.3.3)
donde
a; = % Y Im Y, (3.3.4)"

b =Y = Y = "ﬂ&m : (3.3.5)

-E-: G - X = xm'

: - ; ¥ (3.3.6)

v los coeficientes a.j-’ "U!:I'v L,,“gl-:'('m se obtienen mediante permuta-
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cidn cficlica de los sublindices en las esc 3.3.4 a8 3.3.6.

I o=z oy
A= LY id Ijj = '!ﬂ";jm‘ (3.3.7)
L T.,,., ljm

ol drea del tridngulo '-JI‘“ se indica con ﬂ;,jm

La ac 31,3 se puede escribir como

U= N, U, o k=1,24,3 . (3.3.8).
que en forma matricial resulta ser

u = N U : - (3.3.9)
donde | |

N=[ N . N; N“‘](,H} . . (3.3.11)

L_,_l U : (3.3.12)

i

| U | (3x1)

j tn..q,, funcionas de forma

)

L

N, = E‘E (a, + by + @.:'j) (3.3.1)

3.3.2 Elementos triangulares en coordenadas naturales

Comc el nimero de t&rminos gque aparecen en un polinomico completo
determina el nfimero de puntos nodales reqgueridos, con base en.el -
triangule de PascalJ' en la fig. 3.13 semuestran los pun-
tos nodales reguerides para les polinomios de interpolacién lineal,
cuagdritica y ctbica del elemento triangular.
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En lugar de proceder como en el incisc 3,3.1, se utiliza el con--
cepto de coordenados naturales gue conduce a las coordenadas de ~
érea, L ,L 4L, (fig. 3.14), couya relacién con las coordenadas --
cartesianas esta dada por

= AR N A T TN T N AN {3.3.14)
y= by #0404 ba Y, : - (3.3.15)
[ = L +L +L | (3.3.16)

donde la ec 3,3,l6 establece gue las coordenadas de &rea L:, son
linealmente dependientes.

Otra forma alternativa de definir las coordenadas de rea se indi-
can a continuacidn (Ver fig. 3.14)

L, = APaa / Avas | ~ (3.3.17)

Ll = HF%{ // ﬂlij . (3.3.18)

L, =As, / Aas o (3.3.19)

Las funcicnes de forma Mi » para los elementos triangulares de la
fig. 3.14 resultan ser:

3.3.2.1 Interpolacidn lineal

Se reguiere fnicamente los 3 puntos nodales sobre las esquinas
Jw = Lv : L= l; 2, 3 . {(3.32.20)

3.3.2.2"'Interpolacién cuadritica

Se requieren 3 puntos nodales sobre las eaquinas y 8 puntos noda--
les sobre los lados,
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é} Para los puntos de esquina
'Ni *:[2 k. —!)L; , L= 1,2, 3 (3.3.21)

b) Para los puntos sobre los lados, localizados al cemtro

M4 = 4 Lr Lt. {3.3.22)a
”s = 4 Lo L; (3.3.22)b
N, = 4 L, L | (3.3.22)c

3.3.2.3 Interpolacidn ctbica

S5e requieren 3 puntos nodales sobre las esquinas, 6 puntos neodales
sohre los lados v un punto nodal 1nter10r, alineado con loa puntos
nodales de los ladps,

a) Para los puntos de esqﬁina

-

N4 (o -0(nma) kS dsuas T eaa
b} Para los puntos sobre los lados, leocalizados al tercio

Ny = _j: L, L, (3IL. —[) | (3.3.24)a

T by (31, -t) (3.3.24)b

‘ji. L, L:,.(:”-z -1) | | (3.3.24)c

Ny = i:_ L L_-,(E’IL.%") | i (3.3.24)d

4

.

1—_,,1-,(3]—.-.“) (3.3.24)e



Ny = -q; by L -(?L,-—l) | (3.3.24)¢

é] Fara el punto interior
Ny = 29 L ta by , | (3.3.25)

J.3.3 Referencias para elementos rectagulares

Para esta geometria es conveniente usar coordenadas normalizadas y
la forma de seleccionarlas se indica en la fig. 3.16.

Debido a la geometria del recténgulo, lasg func1ones'ﬂe forma se --
pueden generar, sistemiticamente, mediante prcductns de pnlxnﬂmlas
en las doe coordenadas, .
¢
-
3.3.4 rFamilia Lagrangiana para elementos rectangulares

Si las funciones de interpolacién se construyen con los polinomios
de Lagrange f{ec 3.2.4l1), se pueden escribir como

W; (g: ?) = {: (E) “E: U?) | | (3.3.26)

dondef& es la funcién de interpolacién para cualquier punto nodal LJ

f:‘ corresponde al polinomic de lLagrange para la wvariable .
que pasa por m puntos nodales, K,localizados en lineas definidas
mediante = censtante; vy {“ es el polinomic de Lagrange 'para la
variable 7 . gue pasa por y puntos nodales, l_ localizados median-
teg: conﬁtante. b
En la fig. 3.17 se muestran los puntos nodales requeridos para al-
gunos miembros de la familia de Lagrange. El uso de estas funcic--
nes estd muy limitado, tanto por el nfimero de puntos nodales regue
ridos como por el nfimero de t&rminos parfisitos ¢ue resultan en los
polinomiocs , N, .

3.3.5 Famllia Serendipity para elementps rectangulares
Las funcicnes de interpelac¢ifn de esta familia se obtuvieron, ori-

ginalmente, por inspeccifn y por esta razén Ziepkiewicz les asigno
el nombre de Serendipity, en similitud con la princesa de Serendip,
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de la novela da Horace Walpole, famosa por sus descubrimientos ca
suales,

Esta familia se origind por la conveniencia de que las funciones -
de interpolacidén dependan de puntos nodales localizados sobre los
lados del elemento, comoe pueden verse en la fig, 3,18, Es necesa--
rio aseverar que las funciones generadas por los puntos localiza--
dos scbre los lados,generan polinomios completos hasta el grado --
tres; para aproximaciones cuantas o mis, es. necesario adicicnar nu.
doca interiores. '

Laa funciones de forma para wvarias aprnx1mac1ones se indican a con
tinuacibn:
r

3.3.5.1 Interpolacidn lineal

Se requleren inicamente lgs 4 puntos nodales sobre las esqulnaa

(;'"'g ‘5)(14-9?)) (=1, 2, 3,4 | (3.3.2'?)1

J.3.5.2 Interpolacidn cuadratica

Sa reguieren 4 puntcs nodales sobre las esgquinas y 4 puntos noda-
les sobre los lados.

a) Para puntos aschbre las esguinas

Ni 7-&—(1--'- EE;)I(H- 92)(? §£+ 7% _!)j 1=1,1,3,4  (3.3.28)

b} Para los puntos sobre los lados, localizados al centro.
”iﬁ:(“?)("“bﬂ) Para §.z0 . (1 57 (3.3.29)
LG B (oy) s fme  ishr | waao

3,3.5.3 Interpoclacibn cibica,
Se requieren 4 puntos nodales sobre las eaquinas y 8 puntos noda-
les sobre los lados.
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a) Para puntos sobre las eaguinas

N; =§; (‘ + € E;)(|+99;)[?(Ei4-91)' “’J; t71,2,3,4  (3.3.31)

b) Para los puntos sobre los lados, localizados al taercio
) P . .
:%(H—EE;)(I-; )(i+‘ip{?¢) para gi_'ri y )7:"ijz'.-}“’5’:”,‘1E3-3.32]

”:.=§5_(”b9?:)(1.‘51)(1”3'?;) para W oI} § Eiri"?:,larga,a_,m!m.s.aa}

. 3.4 Elementes tridimensionales .

S w o

Al igual que el inciso 3.4, se besquelan las funciones de interpo
lacidn para las geometrfias simples formadas con superficies pla--
nag ya que en el incisc 3.5 se extienden estas funclones ‘a geome-.

trfas mis generales, como el hexa_edro.

3.4.1 Elemento tetrqjedro lineal en coordenadas cartesianas

La funcibdn tridimensional U-Wzy2) se puede representar en forma de
polinomics lineales como se’'indica a continuacidn

U = o g 2y oy 2 (3.4.1)

Las condicicnes de frontera, correspondientes a los puntos noda--
les (ver fig. 3.19} resultan ser

u = u' . "J = u‘ v u - ’ L{I = u
= & ) x_:ij J oo _:J"M um i=1p F {3.4.2)
.’J=3{ :5".‘.‘:_; 5=3m 3'4?

h acer que la ec 3 4.1 satlsfaga las ecs 3. 4 2 resulta:
¢.~= @ = by ® 4 €Y+ o 2
¢, - DJn + by X+ LY i-dJ-E

¢ Qn + b g +@Mj A

¢ = G rhox F Gy 1 dd

~

e
]

X

B
]
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e l' (cﬁ;ul ‘*“%-l':{;'f"émum-i‘dpup)

(3.4.3)
tjmp

donde l{j’“f" es el volumen del’ tetra .édro formado con los puntos no
dales ! , cuantificado mediante
hJJMjF

- 4] 4o &

i
I Y 2 {3.4.4)
UumF b 1 o HJ,,.. zi

I 2 4p 2

Y los coceficlentes ﬂ-;,h‘,f;j d; se cuantifican como se indica a gon-
tinuacidn:

TR F T
Q= }*m 9, 1, ' (3.4.5)
ol S P '
I 3 EX
by = Yo Zen {3.4.6)
4 3 Lp
i
%y %, ,
Gz =, L 2m (3.4.7)
25 s ie
'i‘!' Bj 1
.d; = | =, ¥, 4 | {3.4.8)
ooy 4

Laa otras cnnstantes(aj; bj,ﬂ_;,cl‘j,ﬂn, I'J'-ﬁ,(::mJ 0|-1, G, L,:-, GF Y dF )

se definen enteramente similar-  a las correspondientes constantes
a;, b, G 3 d; , mediante un intercambio ciclico de los subindi-
ces en el orden P =;=.£}|ﬂ . con la convencidn establecida en la -
fig. 3.19,

La ec 3.4.3 se puede escribir, con las notaciones indicial y matri
cial, como se indica a continuacifn;

U = Mk. uh .J k=12, 3,4 (3.4.9)



56

(3.4.10)

donde
N=[8 N Na N ](,“4) (3.4.11)

‘ui"
U= N (3.4.12)
- o

L Me)exn) i
y las funciones de forma , N, it

- L)

N; = (G + ;2 ¢y +d:;¢‘)/@ V{jm? e

3.4.2 Elementos tetra edros en coordenadas naturales

De maneraz similar al elemento triangular bidimensional, el nfimero
de puntos nodales reguerides para definir peolinomios completos, -
asi como el tet:%fédrn de Pascal, se muestra en la fig. 3.20,

-~ .
Las coordenadas naturales de tatra edro se denominan coordenadas -
de vcluman,ﬂﬁcjt=l,2,3,4, cuya relacidn con las coordenadas carte-
sianas resulta ser {(fig, 3.21}.

x= LoX +lx L, Fhy Xy (3.4.14)
q = Ly *+ LY, + LY+ LYy (3.4.15)
2a Loz v L2, + L+ Lydy ' (3.4.16)

(3.4.17)
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La forma alternativa para definir las coordenadas de wvolumen se -
indica a continuacién {fig., 3.21) - '

L= Veray /V;:_yﬁ | (3.4.18)

L‘L = vPH"J/UualI . . (3.4.19)
L‘b = V'Pill{/vllﬁhd I ’ [3 .4.2D}
L"f - ."’9113/{/1134 - (3.4.21}

Las funciocnes de forma hk, para les elementos tetra .edros de la -
fig. 3.20 resultan ser.

3,4.2.1 Interpolacifn lineal

Se reguieren tinicamente loa 4 puntos nodales scobre las esgquinas.

Nf, - LL . . L: b, o2, 314 {3.4.22)

3.4.2.2 Interpolacidn cuadréaticsa

" Se requieren 4 puntos nodales sobre las esguinas y 6 puntes noda-
les sobre las aristas, gue en eate caso se suponen localizadas al
centro, - '

a) Para los puntos de esquina

4

ka = (-’4‘- Lh.— I) Lh_ ko= ,2,3,4 (3.4.23)
b} ?ara los puntos del centro de las aristas

Ng = 4 Ly ke ‘ (3.4,24) .

No= Ll o (3.4.25)
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3.4.2.3 Interpolacién ctbica

Se requieren 4 puntes nodales sobre las esquinas, 12 puntos noda-
les sobre las aristas localizadas a los tercios y 4 puntos noda--
les sobre las caras, alineados con los puntos nodales de las aris
tas,

al Para los puntos de esguina
I\J;,.—-—%(?-'L; *J)(E’Li “2) Lo o l=u2,3.9 (340

b) Para los puntos spghre las aristaa

S

Ny =2 &, Ll('-bL]*_-i) (3.4.27)
N, = % Lo (2, =1) (3.4.28)

*
L)
L]

c) Para los puntes sobre las caras

-N” = 23 L L L, (3.4.29)

Ny= 27 Lk Ly : (3.4.30)

3.4.3 Familia Lagrangiana para prismas rectandgulares

Las funciones de interpolacién,N; , se construyen directamente —~
con el productc de tres polinomics de Lagrange, como s8¢ indica a
continuacidn:

'Ni (EJ 9; 6) = ‘?Z(g)/fz (D)j:(g) (3.4.31)

donde g_))_,g son las variables normalizadas y m, n y p son las sub-
divisiones a lo largo de cada arista {ver fig. 3.22). Al iqual que
en los elementos bidimensionales, la aplicacidn préctica de estos
elementos es c¢asi nula, por su ineficiencia,
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3.4.4 Familia Serendipity para prismas rectangulares

Se obtienen con razonamientos enteramente similares a los usados
en los elementos bidimensionales. En la fig. 3.23 se muestran los
puntos nodales asociados a los elementos cuyas funciones de inter
polacién se indican a continuacién: '

3.4.4.1 Interpolacién lineal

Se reguieren (nicamente 8 puntos nodales sobre las esquinas,

I‘JL:-EE(iwLEEL)(Hp?‘)(H;‘;‘) (3.4.32)

3.4.4.2 Interpolaﬁiﬁn cuadritica
Se reguieren 8 puntos nodales sobre las esquinas y 16 puntos noda
les scbre laa aristas y en este caso, se seleccionaron en les pun

tos medias,

a} Para los puntos sobre las esguinas

Nex3(1+ 58 (0905 ) (8%, 02 + 3%, -2) 3.4.33)
{L=y,2,3,...,8)
) Para leos puntos sobre las aristas

N = 4 (15§ (1+95) 0+ 5 8, PO
) T.xe - oY= §f=f|, (3.4.34)

-

- r
n -,

3.4.4.3 Interpnlaci@n clibica
Se requieren 8 puntos nodales sobre las esguinas y 24 puntos noda-
les scbre lase aristas, que en este casc se localizaron a los ter-

cigs,

a}) Para puntos Bobre las Esquihas

I'J;_:Ei':i.(-l-l-g *Sl)(’l"rDZ)(l'l-ssh)fq(gﬁ'pi#- ;1)-I';]' {3.4.35}
({:l, 1, 3, :..3) '
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) Para los puntos sobre las aristas

M7 g (oSN E 802 (1 8%8:)  Lanntt g 5

: MR SR S S A

3.4.5% Elementos anillos axisimétricos

Si la geometrfa del cuerpo es el de un s86lido de revolucidn o axi-
simétrico (ver fig. !-5), la configuracidén tridimensional se puede
reducir a un bidimensional, debido a la posibilidad de eliminar la
variable angular. Entonces, se pueden utilizar los elementos fini-
tos del inciso 3.3, pero con las variables ascciadas a los ejes ra
dial y axial.

3.5 Elementos isoparamfétricos

Para que cualguier geometria, relativamente compleja, se pueda re-
presentar con un nmerc pegquefio de elementos, se necesitan elemen-
tos finitos con formas mis complejas gue las descritas en los inci
508 3.2 a 3.4. BEn este inciso se tratan geometrias distorsionadas
{lados y superficies curvas) de los elementos de forma simple gue
conduzcan a geometrias arbitrarias, segfin se puede observar en la
fig. 3.24; en donde los puntos asociados & las regiones regulares
mapean  puntos de las regiones irregulares. En este mapec, la re-
ferencia original del elemento se transforma en una referencia gur
vilinea, S8i el mapeo es unoc a uno, se puede establecer una corres-
pondencia entre las coordenadas cartesianas y las curvilineas, de
la forma siguiente (caso tridimensional).

X % Z rLi

y| =f v & bien y| = £k . {3.5.1)
L

J [ e

Una wvez establecida la relacién dada por la ec 3.5.1, las funciones
de forma se pueden especificar en las coordenadas locales y, medlan
te una gerie de transformaciones, determinar los elementos corres-
pondientes a una referencia arbitraria.

3.59.1 Transformacitn de coordenadas mediante funciones de forma

! i
st N; =J"J;(l§, 9}15) son las funciones de forma del elemento en las --
coordenadas locales (no deformadas), se puede escribir la relacién
sigulento: )
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i j‘ | .! f
=WKFMH%%=mﬁ=m“Wm1?:¢£%J - - {3.5.2)
.
: N -Mf -[hf .. N'] W W'
R AR R HEd S B N R S (3.5.3)
.Hl'l s
) { | ! i 1 . i
z=H.'1I+...+UM£M=H;E;:[M,*.-;,”m_] . N 2 (3.5.4)
2.

donde X, y, z son las coordenadas en la referencia cartesiana de
cualquier punto lﬂcalizado en el elemento deformado, y % ,Y; i*-hJ ",
las correspondientes coordenadas cartesianas de m puntos, selecc;g
nados apropiadamente sobre la frontera del elemento.

Para asegurar la continuidad entre las fronteras de los elementos
mapeados, basta coh asegurar gue lasa funciones de forma Mh,garan-
ticen la continuidad de loa elementos en la configuracidn no de--
formada.

La representacidn de la variable de campo, funcién U, definida en
la regidn del elemento, en términos de lag coordenadaa curvilineas
{ E, ?} § )} ¥ las funciocnes de forma reaulta ser,

U= Ak (EJ?B)U;: [”l 3%t N“] Y= NU .. (3.5.5)

Un
donde u},tai M, son los valorea de la variable U en los Yl puntos
ncdales del elamento, ’

Para asegurar la continuidad de la funcién U (ec 3.5.5}, basta
con asegurar gue las funciones de formahl(gjp,)utilizadas, garan-
ticen la cantlnuldad de U en las cnordenadas del elementoc no de--
furmadﬂ

Los puntos nodalea (n) utilizados para definir la interpolacién de
la funcién W (ec 3.5.5) pueden estar o no estar relaciocnades con -
los punteos (m) empleados para definir la geometria del elemento --
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{eca 2.5.2 a 3.5.4). Bn la fig. 3.25 se muestran las relaciocnes -
que se pueden presentar para un elemento plano {(cuadrilftero con
lados curves) en donde las funciones de forma Mf,f:bf. para defi
nir la geometria del alemento {esc 3,5.2 a 3.5.4) son cuadriticas,;
mientras gue las funciones de forma #; , para definir la Euncién
I (ec 3.5.5) puede ser lineal {:i=i,§ ), cuadritica { v=4//}) o ch
bica (izyra).

Se llaman elementos is¢paramétricos cuando se utilizan los mismos
puntos para defipir a la geometria y a la funcién (n = m) y, por
lo tanto, las funciones de forma son las miamas, es decir,

N: = N, t=l,..., vt (3.5.6)

vy en la actualidad son los elementos de uso mas generalizado,

Se llaman elementos subparamétriccs cuando W<m y elementos super
paramétricos cuando w > o,

3.5.2 Derivacidn de las funciones de forma

Ccnsid_érése el sistema de referencia lucalg,ﬂ,ls Y Su correspon-
diente sistema de referencia global x, y, 2; las derivadas parcia

. ) t
les de las funciones de forma M , respecto a las variables loca-
les, por la regla de la cadena, se pueden expresar COmMO:

1 -

W LW U M , oM f (3.5.7)

pL >z ¢ . 2% ¢ - da g

QA _ M DL +,3_*.:'_E'3_3 Lo TR (3.5.8)
YR, 2y 3y Pracy
L)L P N Ok (3.5.9)

D¢ T ex ¢ 3y % %20y

Las ecs 3.5.7 a 3.5.9 se pueden expresar en forma matricial, se--
gfin se indica a continuacidn:
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we] [ 2y 2 1[ "N, |
st |9 SF || w =
2§ |t ey )| | o
o7 Sl TR 7 BT B 7Y (3.5.10)
il |ax Dy PR)L W, 24
ks .?5 oY ChIXERT S v D¢

donde J, denominada matriz Jaccbilana, se puede cuantificar ex--
plicitamente con base en lag ecs 3.5.2 a 3.5.4, ya que, por la --
ec 3.5.6, se conocen las funciones de forma en la referencia lo--
cal (elementos isoparamétricos). La expresién de J resulta ser:

[ 2N YoH

IR~ ?55 Z 5% |

z"%ﬂ;x. —Z , '2%2‘5- (3.5.11)
A

R 53 32%4

g |
18

En la ac 3,5.10 se puede conocer el t&rmino de la izquierda, ya -

que Be Conocen las N; , por lo que se puede escribir la ecuacién -
slguiente

- I '| '

?nJ LY

F i _i 15;}{

- LHY M

155~ - J o7 (3.5.12)
2 XN

L2 | 2% |

Para gue exista J es neeesarla que el Jaccbiano (JEEJ ) de la --
transformacidn sea diferente de cero, es decir

- . B
. J‘: Iy = 9_:(. fﬁi ,GJ_E - ()(ihld;'zj (3.5.13}
=10 =15 555 2(%,7,%)

E.:_-' ) .

o)
(¥a

o
vy
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3.5.3 Integracién en coordenadas locales
En el método del elemento finito es muy frecuente cuantificar in-

tegrales scbre regiones de los diversos elementos finitos, como -
laa indicadas a continuacidn:

C!V c]\.»’-:f C,(ljﬂjz)dia’ga’z (3.5.14)
v ..

Vr

1%

. L % 48 =S.A H (1’3)41% (3.5.15)

- 5 LG, dn :j F(a).d2 (3.5.16)
N L - .

Debido a la complejidad, tanto ‘de los intengrandos como de las re
giones de integracidn, es conveniente establecer las integrales -
anteriores en funcién de las coordenadas naturales y quedan como

gse indica a continuacién:

Vr ‘-'—'fST EU(E . 7; $)dt d) d (3.5.17)

- = "f_

AI.:SY Q(E ; 3) dé ‘J) (3.5.18)
L= asds . e

Aungqub las regiones de integracifn de las ecs 3.5.17 a2 3.5.19 ea-
tan hlen definidas las funciones ﬁ;, z*.ﬂ GL resultan, en go-
neral, sumamente complejas de tal manera gue, para llevar a cabo
las iptegraciones, ed necesario un método numirico, gue sea una -

aproximacidn al problema.

3.5.3.1 Integracibdn numérica para rectangulos y prismas rectangu-
lares,.

La cuaﬁr&tura recomendabie es la Gaussiana enh donde el ecrror ea
del ocrden U(ﬁ “l Con esta cuadrétura, las eca 3,.5,.17 a 3.5.19 se
transformﬂn en las slguientes. .
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:i i i HL Hj ' Hm @.’_,v(f; > Z‘J-SM) _ {3.5.,20)
A= i i H, HJ‘ aﬂ(gg 5 2) | ' (3.5.21)
L, = 2 H, :L_( E) ' (3.5.22)

L=

dende H; son los coeficientes de pesc asociado a las abscisas g;,
por donde se hace pasar la apreximacidn polinfmica, cuyecs valaores

se indican en la tabla 3.1
3.5.3.2 Integracidn numérica para tridngulos y tetra ‘edros

Las cocrdenadas locales de estos elementos difieren, respecto a --
las del inciso 3.5.3.2, en los siguientes puntos. '

i) Son linealmente dependientes y son mayﬂres en niimero (une mras)
que las cocrdenadas cartesianas.

ii) Los limites de variacién son difereﬁtes, va gue varjian de 0 a
1 .

A fin de continuar con el uso de las ecs 5.5.1 a 3.5.13 se puede -

hacer el siguiente cambio de variables (para el caso tridimensic--
nal). .

T =k o - | (3.5.23)
? = by . | ' | (3.5.'241
{= L, | ‘ (3.5.25)

.i,_.‘s_y__"g:_l,#_ . . . (1.5.26}

Como las funciones de forma N estfn dadas en funcién de las varia
bles L{, el cdlculo de sus derivadas se podrin efectuar con expre-
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siones de la forma siguliente:

N - N;
ﬂ — ﬁ‘} - ﬁ% ’}E ’ai 4 "}}i ?.f.f +_r-.a_._" ’}ﬁ {3_5.2?]
P8 AL, 2T TS DY B, B3 oy 2%
Al utiliz;r las ecs 3,5.23 a 1.5.26 en 1la ec 3.5.27, resulta

PN N N * (3.5.28)
'E?g 2L, AL

de manera similar se pueden obtener las sigquientes ecuaciones

MW 2

| o ’ (3.5.29)
29 L By

I

W om M (3.5.30)
9'5 9!..3 f;_:;;_t*

i

Las ecs 3.5.17 v 3.5.18 se adaptan a los correspondientes limites
de integracién y son:

ty 1-9-3 | i=d, =i ~ia
\&ES S &, (5,2,5)45d)d3 -” Jiuta.,ajwldi. iyl (3 ,5.31)

|~

L .
Ga (L., Li:Ls)dLI dL, (3-5.32)
r

[ asiso (]

-La aproximacidn nfimerica de las ecs 3.5.31 y 3.5.32, mediante la -
£65rmula de Hammer, s2e indica a continuvacifn:

ht] - .
VL :Z (Gv): W: | (3.5.33)

i ({f;') (3.5.,34)

I'.:|
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donde el limite de la sumatoria {n) representaz loa puntos de inte
gracién considerados {ver tablas 3.2 y 3.3), el aimbolo (} indi
-ca el wvalor de la funcién limitada por el paréntesis en las coor-
denadas de los puntos de integracién {ver tabla 3,2 y 3.3) ¥y W
w:" son los factorea de peso correspondientes, En las tablas 3.2
y 3.3 se especifican todos los elementos para el 80 de las f&rmu
las de ‘Hammer., ' '
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4. ASPECTQS NUMERICOS DEL ELEMENTO FINITO

Con base en los desarrclles de los capitulos anteriores se puede
ageverar gque para poder aplicar el m&todo del -elemento f£ipito,
en la sclucidn de los problemas que 5¢ presentan en la préctica
profesional, es necesario €l usoc de una computadora digital. Por
lo tanto, es necesario desarrollar programas de computadora gue,
con la informacifin de la geometria, el material y las cargas ,
se construyan y se resuelvan lag ecuaciones de eduilibrio corres
pondientes, y se determinen, ademés,los elementos requeridos pa-
ra el an@lisis y el diseno de las estructuras,

En este capitulo se resumen los aspectos numéricos que forman
parte de los algoritmos asociados al método del elemento fipito
Yy que, desde el punto de vista de computaciédn, controlan la efi-
ciencia de los programas de computadoras asociados a los algorit
mos en cuestisn. .

4.1 Solucibn de los sistemas de ecuaciones algebraicas linealés

El modelo matemAtico correspondiente al sistema de ecuaciones al

gebraicas lineales se acostumbra representar coma:

Ax=b (4.1.1)

donde A es la matriz de coeficientes (de rigideces, XK, en nuestro
caso} cuadrada de n renglones por n columnas, b el vector de car-
gas (P en nuestro caso) y %X el vector inclgnita (los desplazamien

tos U, en nuestro casc)-

Los métodos de solucisn para resclver el modelo matemtico dado
por la ec 4.1.1, conforman dos grandes grupos ¥y son: los métodos
directos y los métodos iteratives. Los gque actualmente se encuen-
tran en uso en el método del elemento finito son los directos y
de este grupc, los denominados cdmpactns, gue son los gue se des-

criben a continuacién.
4.1.1 MEtodos directos generales

En el dlgebra lineal se demuestra gue cualguier matriz A, no sin-
gular, se puede descomponer en el producto de dos matrices trién-
gulares, una interior L y otra superior U, con la condici&n de que
alguna de ellas este normalizada (todos los elementos de la diago-
nal principal son iguales a la unidad). Entonces, se puede escri-



bir lo siguiente:
A=1LU" ' , (4.1.2)

Las matrices triangulares L y U, se cuantifican con la ec 4.1.2
y & tal proceso se dencmina triangulacién. Al sustituir la ec
4,1.2 en la ec 4.1.1 se cbtiane

LUx=b (4.2.3).

La ec 4.1.3 se pusda escribir como

LY=b . _ {4.1.4)
dende
UX=Y ‘ ' (4.1.5)

Las ecs 4.1.4 y 4.1.5, conogilidas como sustitucifn hacia adelante
y sustituelién hacia atr&s, regspectivamente, establecen gque el pro
ceso de triangulacin (ec¢ 4.1.2) transforma al sistema original,
gque es arbitrario {ec 4.1.1) en dos sistemas triangulares (ecs
4.1.4 y 4.1.5) gque scn mucho més simples de resolver.

De acuerdo con las dos posibilidades para seleccionar a la matriz
normalizada, se obtienen los dos m&todos sigulentes:.

4.1.1.1 HMEtodo de Gauss

El método de eliminacin de Causs en forma compacta se obtiene

cuando la matriz triangular interior estd normalizada, es decir

) i=1,...,0 (4.1.6)

ii=]1
4,1.1.2 HEtodo de Crout

El método de Crout en forma compacta se obtiene cuando la matriz
normalizada es la tringular superior, o sea

u,;; =1 lal,....n ' (4.1,7)

4,1.2 MéEtodos directos para matrices simétricas
51 la matriz de coeficientes es simétrical, eg decir,

Al = A (4.18)

los m&todos de Gauss y de Crout se pueden modificar para tomar
en cuenta tal siﬁugciﬁn. Para ello, la ec 4.1.2, con base en la -,

matriz identidad, I, se puede escribir como:



A=LIU=LDD U=LD DU (4.1.9)

donde D es una matriz diagonal, formada con la diagonal de U, en
el método de Gauss, o bien con la’'diagonal de L, en el mé&todo de
Grout.

4.1.2.1_Métudu de Gauss modificado.

Si la'ec 4.1.9 gueda arreglada como:

A=LDD U=LDT S {4.1.10)
donde
U=5'u (4.1.11)

Al hacer que la ec 4.1,10 satisfaga la condicifn de simetria
{ec 4,1.8) S5e obtiene que
=T T

U DL =LDU (4.1.12)
de donde se concluye lo siguiente
§=1’ T {4.1.13)

Al sustitulr la ec 4.1.13 en la ec 4.1.10 se abtiene el proceso de
triangulacidn para el métode de Gauss modificado para matrices si-
métricas y resulta ser

A= LD LT ' (4.1.14)

La ec 4.1.14 establece que el proceso de triangulacidn queda defi-
nido por una matriz triangular inferior normalizada y una matriz

diagonal.

FEl proceso de sustitucitn se obtiene al sustituir la ec 4.1.14 en
la 4.1.1 vy resulta

LDr  x=b - (4.1.15)

La e¢ 4.1.15 se puede escribir como

LY=h | _ {4.1.16}
EET£= ¥ {4.1.17)

La ec 4.1.16 es la sustitucifn hacia adelante y la ec 4.1.17 la

sustitucifin hacia atras
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471,.2.2 MEtode de Crout modificado

Si la ec 4.1.9 queda arreglada como

A=LDBDU= LDUY (4.1.18)
donde
E =L q—l _ (4.1.1%)

Al hacer que la ec 4.1.18 satisfaga la condicién de simetria
{(ec 4.1.8} resulta que

v pL T =LpuU : (4.1.20)

la ec 4.1.20 establaece que
L=U _ (4.1.21)

Al sustituir: la ec 4.1.21 en la ec 4.1.18 se ohtilene el proceso
de triangulacifn para el método de Crout medificado para matrices,que
se indica como

A=U" DU {4.1.22)

La &c 4.1.22 establece que el proceso de triangulacifn queda defi-
nido por una matriz triangular superior normalizada y una matriz
diagonal.

Al comparar las ecs 4.1.14 y 4.1.22, gue definen los procesos de
trfapgulaciﬁn para los métodos de Gauss y de Crout,modificados pa
ra matrices simétricas, se puede concluir gue no existe diferencia
entre ellns.y los mEtodos mudifica@os pueden llamarse método de

Gauss—-Crout,

De acuerdo con 1o anterior, las ecuaciones de sustitucitn hacia
adelante y hacia atrﬁs, en notacibn de matrices triangulares supe-
ricres normalizadas, se puede escribir como se indica a centinua-
cin (ya gue U = L) ' '

v’ ¥ = b (4.1.23)
DUX=Y¥ | (4.1.24)
4,1,2.3 MBtodo de Cholesky ,

Se puede conslderar como una variante cel m&todo de Gauss=-Crout,
para el caso en que la matriz A sea positiva definida. Entonces
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la ec 4.1.19 se puede escribir como

PRSETLE NS CRTRSRVALITY | (4.1.25)

- 1/2

donde la matriz triangular U¥ = D U ya no esta normalizada.

Las sustituciones hacia adelante y hacia atrds se obtienen al sus
tituir; la ec 4.1.25 en la ec 4.1.1 y resultan ger: ]

"7y = b : : (4.1.26)

-

Ui =34 (4.1.27)

4.1.24 seleccidbn y organizacifn del método de solucidén

La seleccisn del mé&todo debe hacerse con base en el menor nimero
de operaciones consumideras de tiemp:én la computadora. Para ma-
trices simétricas gue es 21 caso de interés, el méEtodo de Gauss-
Crout, ordenado en forma inteligente, efectua menos operaciones
que el de Chulesky y eg el que se recamlanda Su algoritmo se re-
sums en la tabla 4.1

Aunque en los desarrolles de las ecuacjiones de los m&todos de so-
lucidn se emplearon varios arregles matriciales, y vectoriales,
eén la computadora se debe utilizar el menor nimero de clles ya
que, en general, la capacidad de la memoria répida esta 1im1tad
En la tabla 4.2 se presentan las subrutinas del algoritme de
Gauss-Crout, en donde se utiliza un arreglc matricial y un arre-
gle vectorial, por las razones indicadas a continuacidn

a) La matriz diagonal, B, se guarda en la diagonal de la matriz
original A ¥ la matriz triangular supericr normalizada se
guarda en el trifingulo supericr de la matriz original A. Lo
anterior se puede observar en la subrutina TGCCC3 de la tabla

4.2, en donde se entra con la matriz original A.

b) E1 vector ¥-se guarda en el vector b (sustitucifn hacia adelan
tel ¥y al final, el vector x es el gque gueda guardado en el vec
tor E sustitucisn hacia adelante). Lo anterior se indica en la

guebrutina SGCCC3 de la tabla 4.2, donde se entra con la matriz
triangularizada y el vector de cargas.
Otro aspecto relacionado con la organizacifn del m&todo de splu-

cifn consiste en romo se lleven a cabo las operaciones matriciales
de los algoritmos. Como una recomendacidn a priori gque se justifl

ca en el inciso 4.1.3, las operaciones con las matrices Conviene
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realizarlas por columnas y en las subrutinas de la tabla 4.2 ya se

incluye esta recomandacién,

"4.1.3 Drganizaci®n de las ecuaciones de equilibrio

El ordenamiento de las ecuaciones ds equilibric depende de la nume
racidn de los purtos nodales y es la que determina la confilgura-
cifn da los cnefi:iéntes de la matriz A, que es de la forma mdstrﬂ
da en la fig 4.1, pare matrices simétricaé. De acuerde con la fig
4.1, la informacifn correspondiente al arreglo matricial A se pue-
de manipular con menor o mayor eficiencia, tanto operativa como de
capacjdad, si se guarda en-los arreqlos descritos a continuacién

4.1.3.1 Arreglos cuadradas

Este arreglo es el mis elemental (fig 4.1) y, de hecho, los algo-~"
ritmos de las tabla 4.1 . estin desarrcllados para estos

arraglos, A continuacidn se resumen sus desventajas numéricas

a) Existe gran despardiclo de espac1o en lamemoria rdpida por gue,
al menos, se almacenan lcs 5 n (n=1} elementos gque no selutili-
zan, ya que no se operan con elles {cantidades bajo la diagonal
principal de la £ig 4.1) ‘

b} Existe otro desperdicic de espacic al guardar cantidades nulas,
localizadas arriba de los contorros mostrados en la fig 4.1. Co
mo con estas cantidades si se opera, tambié&n existe desperdicic
de tiempo.’

La localizacifn de los elementos en estos arreglcs es directa
4.1.32Arreglos rectangulares (en banda)

En la fig 4.2 se muestran los coeficientes que definen a la matriz
A, comprendidas entre la banda limitada peor la diagunal principal
y el contorno de banda, indicados en la fig 4,1. Estos coeficientes
forman un arreglo rectangular dencminado arreglo en banda, cuyas
desventajas se resumen a continuacién

al Existe todavia desperdicio de espacic, porgue se almacenan ele
mentos que no existen en la matriz A, como son los cercs gue
aparecen an el trifingulo inferior derecho de la fig 4.2 que,
degde lﬁggc no se opera ©on sllos. .
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b) Existe otro desperdicio de espacio al guardar los ceros gque
exigten entre los contornos de silueta y de banda, mostrados
en la fig 4.1. Puesto que con estos ceros si se opera, tam-
bi&n existe desperdicio da tiembo.

Para la localiZacifin de los elementosen este arreglo, en relacién
con al arreglo cuadrado, no se requiere Iinformacidn adicional al
ancho de banda, vy ge puede definir una relacién gque identifiguen a
lag columnas, ya qﬁe son las dnicas que ge distorsionan

4.1.4 Arreglos unidimensionales {(en silueta)

En la fig 4.3 se muestran los coefilicientes gue definen a la matriz
A, comprendidos entre la diagonal principal y el contornc de silue
ta, indicados en la fig 4.1. Estos coeficientes forman un arreglo
unidimensional,; al celocar las columnas una tras otra.

En esta arreglo no se puede hablar da‘desperdicio de espacio ni
oparativo, yva que e eliminan todos los ceros no operativos y, por
lo tanto, es el arreglo mds eficiente gue hasta la fecha se ha lo-
grado. Para la localizacidn de los clementos en este arreglo en
ralacifn con el arregle cuadrado, se reguiere un arregle adicional
[coma el IA mostrade en la fig 4.3) en donde se especifique la lo-
calizaci6bn del elemento de la diagonal principal correspondiente a
cada columna. Con este arreglo se puede definir una relacifin gue
identifique tanto a los rengleones como a las columnas distorsiona-
das al pasar al arreglo unidimensional.

4.2 S0lucibn de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

linealas

4.2,.1 Introducci&n

El modelo matemitico correspondiente a las scuaciones de eguilibrie
dinimico de los medios continuos modelados con la teorfa da la elas-
ticidad se indica con las ecs 2.3.48 a 2.3.51.

La solucifn de las ecs 2.3.48 puede obtenerse mediante la aplicacidn
de los procedimientos cldsicos para la solucidn de ecuaciones diferen
ciales lineales con ceoeficientes constantes. Sin embargo, tales méto-
dos resultan, en general, ineficientes para los sistemas estructura--

les. Por tal razdn se han desarrcllado técnicas especiales qua toman
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en cuenta las caracteristicas de las matrices K, C¢ y M, para mejorar

la eficiencia del m&todo de solucidn. Tales procedimientos conducen

a dos clases de métodos dencominados, directos y de superposicidn‘

modal. Los méEtodos directos integran a la e¢ 2.3.48 en forma directa,

sin ninguna transformacidbn. Los gue interesan son los de paso simple,

y se basan en las ideas: )

1} Se satisface el equilibrio Gnicamente en puntos discretos a intexr
valos A6, denominade paso de integracifn (fig. 4.4}

2} Se supone conocida la variacifn, en el intervalo At, de los des--
plazamientos, velocidades y aceleraciones.

Las ideas.anteriores conducen a mé&todos aproximados, vy la aproxima--=-

cifn y el costo de cada método dependen de la variacifn gque se elija.

Los métodos directos que se utilizan con mayor frecuencia se listan

a continuacifn:

a) MEtodo de diferencias centrales

b) MEtodo de Houbolt

¢) MEtodo Theta de Wilson

d) MEtodo Beta de Newmark

g} Mé&todo Alfa de Hilber

f) Mé&todo ctibico de Argyres _ ‘

La diferencia bisica entre estos m&todos se encuentra en la forma en
gus sa aproxima la respuesta en el intervalo 4T.

En los mé&tocdos de diférencias centralas y de Houbolt, se emplea una
aproxXximacién de las aceleraciocnes y wvelocidades en té&rminos da laos
desplazamientos, mediante diferencias finitas.

En el método Theta de Wilson, se supone una variaci®n lineal en el
intervalo L[t , t +84t] | donde el parfmetrc 8>| , controla la con
vergencia y estabilidad del método, '

En el método Beta de Newmark, se generﬁliza la variacién lineal de
la aceleracifn mediante dos pardmetros & y A

En el m&todo Alfa de Hilber se emplea la misma aprcximécidn gue el
Beta-de Newmark pero Introduce un términcg perturkador gue se contro-
la mediante un parmetro o4 .

El mé&tode clibico de Argyris, la fuverza de inercia se aproxima mediaﬂl
te una varlaci&n clblca en el intervalo At

El prcpﬁsito que se persigue en cuvalqgier métode de integracifn nums-
rica es que el mé&todo sea eficiente en el contexto de una buena apro
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ximacidn a un bajo costo.

Es necesario hacer notar gue entre mas pequenn-;se e¢lija el tamafio
del paso de integracifn (A1) mejor zerf la aproximaciléin; sin embar-
go, el costo del tiempo de computacifn resulta mayor, ya gue éste
es directamente proporcional al ntmero de pasos de integracifn. En-
tonces, la eficiencia de un m&todo depende de la eleccidn apropiada
del paso de integracifn, &L, para el cual el m&todo converge a la
soluciﬁnl

La convergencia de un m&todo se puede probar al satisfacer las con-
diciones de consistencia y estabi{lidad. Ademds se ha observado que
cuando el tamafio del pasc es grande, comparado con el periodo mas
corte del sistema, la solucidn aproximada, no cbstante satisfacer
el criteric de estabilidad, presenta errcres significativos en las
amplitudes correspondientes a los primercs pasos de integracidn. Es
te fenSmeno se conoce con el nombre de excedencia y debe LnVEEtigar
se¢ gue no se presente en el método seleccionado.

En el m&todo de superposicidn modal se transforma el sistema de ..
ecuaciones diferenciales acopladas {ec 2.3.48] en Y ecuaciones de

un grado de libertad, desacopladas (Y es el nimero de grados de li-
bertad de las ec 2.3.48). La transformacifin que se emplea para desa
coplar las ecuaciones ge determina al resclver el correspondiente
problema de vibracifSn libre de la ec 2.3.48 ( cuando C = 0 y P = 0},
gue conduce a un problema de valores caracteristicos. Enel espacio
transformade (denominado natural) se integran por separado las ecua
ciones desacopladas, cuya solucibn se transforma al espaclo original.
El m&todo directo qué se describe en este resumen, cuyo uso se& reco-
mienda, @3 el método Beta de Newmark, para A=1/4 vy y:-i. Ya que
es Incondicionalmente estable,se obtiene buana aproximaciln y no
prasenta el fenbmeno de excedencia.

El método de superposicidn modal tambien se recomienda como m&todo

eficiente para cbtener la respuesta de sistemas linesales.
4.2,2 Método Beta de Newmark

Al considerar que la varlarifin de la aceleracitn relativa, ascciada
a ¢ada grado de libertad, tiene una variacidén lingal an el interva-
lo de integracién L[+., +,] , como se indica en la fig. 4.4, se ob

tienen las expresiones alguientes:
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-
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Lo
|
1<

| (4.2.,1)

O =U + _'!1_. At(go -+ ';{l) (4.2.2)
=1

U = Uy + bt L:,i',DL —I—_Gl‘;- .dt’*(i i_j,_., + L:"q) (4.2.3}

Con base en las ecs 4.2.2 y 4.2.3, Mewmark propone la aproximacidn
siguienté:

U = L:JD +.(l—B‘)£H Ll;n + YAt Q. / |:4'.2.41

, U-I =\, + At U_ 4+ (.;: - )&)M_’* U, +/6M1U1 (4.2.5)
El par&m&trﬂ,ﬁ-esta relacionade con la estabilidad del método (para
fﬂt 1/4 , es incondicionalmente estable) y el par&metroc ¥ estd rela-
clonado con la estabilidad y convergencia del método debido al amor-
tiguamiento matemdtico que puede inducirse {para y'=1/2 , no existe
amortiguamiento matemitico). Para &l casc en que K3=lfﬁ Y XL=1f2,
las ecs 4.2.4. v 4.2.5, Bon iguales a la% ecs 4,2.2 y 4.2,3, respec-

tivamente.

Al definir los vectores 4 ¥y b , como se indica a continuacibn:

4 = i_jﬂ + (1) at-U, (4.2.6)
beU, + 8t U, + (h-A)8RU (4.2.7

las ecs 4.2.4 y 4.2.5 se escriben como sigue:
= G 4 Ej‘ﬂf l:J_l {4.2.8)

- b +/9 ﬁtl.{_f':, ' (4.2.9)

-

Lo

i

Al valuar las ecuaciones de movimiento (ec 2.3.48) al final del in-
tervalce (f.= EIJ ¥ en la ecuacifn resultante se sustituyen las ecs
4.2.8.y 4.2.9, se obtiene la siguiente expresién:

.H{il +§Gg'+raﬁ L_J‘)HLE_(L_; +/£M:1'l__'_,;'j ='Ei (4.2.10)

que puede escribirse como
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U=17 . (4.2.11)

2
K*: M YA C '5"[5 ALK (4.2.12)

roE -Ca-kb e e

I.a ecuacifin gue gobilerna a la aceleracifn al final del pasc es un
gistema de ecuaciones algebraicas lineales, como log descritos en
el incisoc 4.1. Puesto que las matrices M, C y [ son sim&tricas,

_Ef tamki&n lo es. 81 el tamafio del { 4¢ } se conserva constante du-
rante el brnceso de integracifn y puesto que las matrices M, C y K
son constantes, Eﬁ también resulta constante. ) '
Al sustituir la ec 2.3.49 en las ecs 4.2.12 y 4.2.13 se obtiensn

las expresicnes siguientes:

K*=(1+¥‘b{°ﬂ>ﬂ +(¥At/u+/adt2)|f- (4.2.14)
r=?—=’~L‘13:—\S(/9+‘2) (4.2.15)

La forma sistemftica para utilizar el métoedo de Newmark se muestra
en la tabla 4.2,

4.3 Esquema simple para organizar un programa de computadora

En la fig, 4.2 se muestra, en forma esguemfitica, los aspectos mas

relevantes para construir un prngfama de computadcra simple, basado

en el método del elemento finlto, para cargas est8ticas.

Ina secuencia a seguir para construir el proﬁrama de computadore

puede ser la sigulente: -

a) Se define el modelo matemdtico gue se va a resolver. Para ello
se .procede como se bosqueja en el capitule 1.

b) $elespecifica la forma de como manipular los parémetros gue de
finen a los materiales con que se va construir la estructura.
De acuerdo con las ecuaciones constitutivas del capitule 1, son:
E, ¥ y £ . Esto se define en el blogue indicado con MATERIALES.

¢) Se establece como definir la geumetria de la estructura por re-
solver, Queda definida al conocer las coordenadas de los puntos
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nodaleslen éue se idealiza la estructura, segtin el capitule 2.
Esto sa realiza en el blogue llamado COORDENADAS.

Se éspecifica la informacin necesaria para establecer las ecua
ciones de eguilibric de cada uno de los elementos de la estruc-
tura {por ejemplo: puntos nodales, material, gecmetria, funcio-
ciones de interpolacidn, etc). Con tal informacibn se puede cons
truir la matriz- de rigideces de cada elémenta, segdh se indica
en los capftulos 2 y 3. Tambi&n se puede establecer el ensamble
de la matriz de rigideces, como se especifica en el capitulo 2.
Todo lo antericor se realiza en el blogue indicado por ELEMENTOS.
SZe indica la forma de introducir las condicicnes de frontara an
la matriz de rigideces {capitulo 2} ¥y se lleva a cabo la trian-
gulaciﬁn {cap. 4). Esta actividad gueda indicada en el bhlogue
dencminade FRONTERA, |

52 sistematiza la forma de cuantificar el vector de cargags con
opcidn a varias condiciones de c¢argas. Las fuerzas debidas a es
fuerzos y deformaciones iniciales;pasQ.propio, ¥ cargas de super
ficie en los elementos finitos [capitulbs 2y 3) es convenienta
cuantificarlos en el blogue ELEMENTOS. En el blogue CARGAS se es
pecifican las cargas concentradas gue actuan en les puntos noda-
les y se llevan a cabo las operaciones indicadas, de acuerdo con
los capitulos 2 vy 4.

Es muy recomendable gue los blogues mestrados funciones como sub-ru

tinas controladas per un programa principal que permita el dimensic

namiento eficiente de los arreglos gue se utilicen en las sub-ruti-

nas.

Desde luego gue el esguema simplista de la fig.4, puede tener mu---

chas variantes gque dependerfin de la experiencia numérica de quienes

las elaboren.
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TABLA 3.1
Abscisas y coeficientes de peso para la cuadratura de Gauss
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Tabla 3.2, FbSrmulas para integracifn numérica de tetraedros
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TABLA 4.1 Subrutinas para la triangulaclidn y sustitucidn del método
' de Gauss-Crout para matrices cuadradas
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TABLA 4,2 Algoritmo del métcdo Beta de Mewnark, pars siastemas
lineales de varios grados de libertad

a) Calcular las siguientes constantes:

b} Conatruir la matrisz K*

Kﬂ"" as M +af.l£

c) Triangularizar K*
pPara cada paso de integracidn:

d) Conatrulr los vectores & ,é y -

Q=L}o+al -E-‘I:n

_ U + AU, v U,

e

r-p -otMa-k[pa+k]

- -1 s
e) Calcular U mediante la sustitucidin hacia adelante y hacia atris
en al sistema de ecuaciones

'Eé# ij =

1o~

f] Calcular los vectores

Uy =a + 4, U

<
il
16—
.l_
D
"
1



el

=

Xdi ™ Xy dy + Xpdp + X3 43

Uphp = U dyFUpda YUy dy

a) Notacién indicial

Fig 1.1

£
L |
- -~ =
J o
= Y
A
X
p = XAty +zk
4 T uitv)t+whk

b ) Notaclon trodicional { sin indice )

Sistemas de referencia cartesiono
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Zapata corrida

LS

-
T :
ﬁﬂ%@ﬁﬁﬂm

Hure de ratencibn Prasa de tierra

Fig 1.2 Ejemples de prohlemas.de estados planos de deformacibn l

!

¥

Fig 1.3 Region para los estodos planos
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¥

1]]

Fig 1.4 Estado plano de esfuerzos. Placa delgada con cargas en
Su plano ' :

Fig 1.5 Sistema de coordenadas cilindricas para sb6lidos

axisimBtricos,



g9

Fig 1.6 Componentes de log tensores de esfuerzo y de defor-
macidn en la referencia cilindrica.



No. de elementos finitos =
No. de puntos nodales = 25

- |

Fig. 2.1 Idealizacidn de una regibn " . . . ’ : ' T X
bidimensional, (estado pla Fig. 2.2 Elementos finiteos para establecer
no de esfuerzos)mediante ele . el equilibrio glohal de la estruc

mentos finitos - tura.
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— . unidimansional

triangular rectangular cuadrilftero

anille triangular anille ¢uadrilitero

tetraadro  exaedro regular exaedro irregular

Fig 3.1 Elementos finitos de varias formas

g

o

&

- A
D

Fig 1.2 Elementos cuadrticos
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) 1 ! =
-— H -.l'-” —x/i
. _| Y
A
o _ ) £--1 L- {1
Fig 3.3. Elemento unidimensiénal, Fig 3.4 -Elementc unidimen-
{variacifin lineal), con sional, {variacisn
- origen en un extremo lineal), con origen
, : en €1 capntro
¢
l- o . 1 2 3
— . T C ’
T, N gt t=fmt
- 1 ) . .
= A
Fig 3.5 Elemento unidimensional, Fig 3.f Elemento unidimensio

(variacifn cuadritica),
-~ --con origen en un extremo

=+

nal, (variacifn cua-
dri3tica), con origen
en el centro

-y

E
—-—t—:-f ‘
+— o * *
; 1 a~1 " 1 2
= : -
Fig 3.7 Coordenadas en un elamento en el gue se

lineal

it I

utiliza interpeclacidn

= o -

Iy - 1 h 2, . -
5n Xy 4 -0 £~ 3 ==l i -0 L=
- 2 - L : ! ~ * —
a) wvariable no normalizada h)] wvariable normalizada ©) variable norma

(origen en un extramo)

{oricen en un extrema)

lizada (origen

en el centrao)

Fig 3.8 Aproximacifn lineal, en un elemento lagrangiano

. N -
— — =
=0 z-F Ty~ h &0 £= b1 £ -0 -1
} : - ] }:: y —]| }- Y ~—
a) variable no normalizada b)Y wvariable normalizada c¢)wvariable norma-

{origen en un extremo}

Fig 3.9

- {origen en un extremo)-

lizada {origen
en el centro)

Aproximacifn cuadrStica en un elemento lagrangiano
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0 ny M3 _— j_/_IB, ____________
T NN z
:‘_ ' _— _5,7‘,/_ _\,Dr/_ _\,1 ----------- 1
o1} " — /._Br‘_p{--\x ;/.__\ /_q\§ ________
: : 5 i /\/\/\/\/\
~o1f- E 7(7?7?7?7??\ ““““““
Fig 3.10 Funciones de inter-

. Fig 3.11 Tridngulec de Pascal
polacifdn de Hermite -

| 4 2

cuadritico

¢} ~Gbico

X 1 4 5 2

Fig 3.12

Elemento triangular lineal

Fig 3.13 Familia de elemen
tos triangulares

lx, ¥

{05

Fig 3.14 Coordenadas de &rea
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}Y -—ﬂ—‘|*—”-—'-|
ekinh
A ! - |
1 b 1 lineal
/ ‘ : i ' (ol
L= -
-~
ne =1 \
% fal
x‘ -
Fig 3.1¢ Ccurdenadaé normiliza Fig 3.17 Pamilia Lagrangiana
‘ das para un rectingulo . de rectanqulos
/E- +i .
) tu )
fo -1 §  |t= °
lineal cuadritico clibico )
o) '\q .o " <) i) culrtico

Fig 3.18 Familia Serendipity de rectangulos

Fig 3.19 Elemento tetraedro lineal



feibico)

Fig 3.20 Familia de tetraedros

Fig 3.2 1 Coordenadas de volumen



Fig 3.22 Prisma rectangular de la familia Lagrangiana

=1

gnudo:

\

g= 1!
{lineal)

\

(= -1

nudos

{cuadritico)

Fig 3.23 Familia-Serepdipity de prismas rectangulares



Coordenadas cartesianas

coordenadas locales

coordenadas carteslanas

Filg 3.24 Mapeos de elementos bidimensionales y tridimensionales



99 -

Subparamétrice

Punto donde se define la coordenada

Punto donde se define la funcién

Fig. 3.25 Transformacién de ccordenadas mediante funciones

de forma
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F'__.__l . -{
Ay 1 O ! A Contorno de
___:'_...J Siluetg
Az
Contornic de bhanda
-
Fig 4.1 Arreglos cuadrados
SIMETRICA
- Ae
Ag
- - i _
Ay o Ay,
Ay Azy O
Fig. 4.2 Arreglos cuadrados . A A
"{ en banda) 1 0 15
A = A'Ht hh; Ahﬁ
Agy Ay o
A A, Ay
P e m
Ay, A, 1O
L]
F. Tt
1 Ay Py | 0
2 LYY I
3 FT
4 Az
1
5 Ayy -
2
[ Y B -
.5
7 Ah —
6
B Aat -
IA = 9
9 Ass -
12
10 Aok _
14
11 Asi -
17
12 A -
13 Aer
14 B 17
15 Fea Fig. 4.3 Arreglos unidimensionales
{en silueta)
15 An .
17 Bun
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e =L —

‘ ( Tamado del pasa ) '
Valores conocidos al inicio del paso : Ug l'J_.;.. y
Valores por conocer al fina! del paso U, _Q«i s ¥

Fig 4.4 Variacidn tineal de lo aceleracion en &
intervalo de integracion , At.

_— - - -
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MATERIALES. Se especifican los valores de E_,QJ e.

para todos les materiales gue intervienen

M

COORDENADAS. Se proporcionan las coordenadas de
les puntos nodales de la estructura

ELEMENTOS

Lea la infor-
macifin reque
rida por cada
elemento finito

y ejecuta lo
indicado.

‘e
MATRIZ B )

MATRIZ K ©

MATRIZ © D

§

(Para el control y el dimensionamiento de las subrutinas)

FRONTERA K

ENSAMBLE K

CARGAS

Para cada con
dicitn de carga
lee la informa
cidn requerida ¥
ejecuta lo
indicado

PFig. 4.5

TRIANGULACION DE K

VECTOR P

VECTOR P

SUSTITUCION U

ESFUERZOS

organizacifn esguemdtica simple para un programa

computadora del método del elemento finito ( estdtice)
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Efectos sismicos en estructuras en ﬁ:urm.cz
de Péﬂdula invertido

Octevio RASCON CH. *

INTRCGDUCCION

En la practica se presentan estructuras consti-
tuidas por una sola columna la cual soatiene una
cubierta que puede ser una losa o un cascarén. Su
comportamiento dinSmico debe estudiarse consi-
derando el efecto que la inercia rotacional de la
cubierta induce en el movimiento total de la es.
tructura.

A principios de este afia se presentd en Califor-
nia, ELIA, un trabajo’ en ¢l cual se trata este pro-
blema desde un punto de vista energético. Se cal-
culé sélo ¢l periodo fundamental ¥ con base en
¢], la respuesta de la estructura 2 un determinado
temblor, Los periodos caleulados para cuatro es-
tructuras de esie tipo ya construidas fueron me-
nores que los medidos in site. La discrepancia fue
atribuida a efectos de ratacién y traslacién de la
base.

El objeta de cste trabajo es introducir un anali-
sis modal, el cual nos proporcionars los efectos del
aroplamienta que existe entre Jos modos de vibra-
cién. Tembién se tomarfn en cuenta en lorma
aproximada los efectos de rotacién ¥ traslacién
de la hase.

CALCULO DE FRECUENCIAS Y
CONFIGURACIONES MODALES
DE VIBRACION

1. Suclo rigido

Para el casa en que el centro de gravedad de Ja
cubierta se encuentra localizade en la prolongacidn
del eje de la colomna, ¢} movimiento de la estruc-
tura podra estudiarse en dos direcciones perpen-
diculares entre si. En tal caso el problema podra
discretizarse coma de dos modos de vibracidn aco-
plados en cada direccidn.

Para ¢] calcula de las frecuencias de vibracidn
se idealizara la estructura como de comportamiento
lineal, constituida por una cebierta infinitamente
rigida de masa simétricamente distribuida y sopor-
tada por una sola columna. Como primer caso se
considerara al svelo infinitamente rigide {Fg. L].

En fig 1

1V = peso de la cubierta mas la parte tributa-

ria de la columna '

J = momento de inercia de la masa de la cu-
bierta respecto al eje =

+ Asistrnte de  Inwestigador. Institute de  Ingenietla,

LIMNARE.

-

/»-""'E-Ic

A YT " %

F4
P, . Pémdulo inpertido

F = médulo de elasticidad del material de la
columna
{. = momento de inercia de la seccidn transver-
2al de la columna con respecto a! eje z
C.G. = centro de gravedad de la cubierta
L = distancia de C.G. al suelo.

Para la columna mostrada en las figs, 20 y 25

k = rigidez por traslacidn (fuerza horizontal
aplicada en C.G. necesaria para que este
se desplace la unidad}

k, = rigidez por rotacién {par aplicado en C.G,
necesario para producic un gira wnitario
a la altura de C.G.

& = rotacién en £.G. debida a la fuerza &

I = desplazamiente lateral de C.G. debido al
momento k..

AT
|z 7 z
|
|
L L
E.l. | 3
2L
B I - .‘-2_

e, 2. Ripldeces
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Despreciando las deflormaciones por cartante,
las expresiones para k. k,. @ y 3 pueden encontrar-
se por estitica y valen

k= AEI /LY {1a}
k. = EI./L; [2a)
&= 1.5/ {1b)
8= L/2 {2h)

Para una lTuetza de magnitud ek, el desplaza-
miento serd 2 y el giro ath. Para un par de magni-
tud f%, el gira sera # y el desplazamiento 5. Al
aplicarse amhas simultdneamente, ¢l desplazamien-
to tatal de C.G. serd x, v el gira £, {fig. 3).

X

Ikﬂ krB
|

57

14 x,=a+ 83
L

E,zafd+f

B I

Fiz. 1. Dreaplaramientos y giros rofales

Por tanta los valores de x, y ¢, quedan dados
por

n=atf (1)

£ = ) o fi (4)

Resalviendao el sistema de ecuaciones 3 y 4 para
o ¥ £. ¥ utilizando las ces | y 25 se obtiene

a = (e, —koyey ) fu {5a)
B=lan—kyx) /e (5b)

en las cuales
v = IV2EL: {6a)
= | — kL34EL, = 0.25 (6b})

Para las oscilaciones del péndulo mestrado en
la Fig L, €] diagrama de cuerpo likre de la cubiezta
esth indicado en la lig 4. Las ecvaciones de movi-
miento, despreciando efectos gravitacienales, serdn

mx, + ke =10 (71
Ji kg0 (8)

ael centro de gro
i"'\d [ vadad da la gubier
ta

m¥; &% rotacian del cen-
fro de gravedad
de la cubiertg

posicidn de

equillbric .,\\

‘] X, v derplazamienty

mid, +ka v

JE| +kr_ﬂll'_']

Fia. 4. Dhsgrama de cuerpa fehre

Sustituyendo 2 {Sa) y (5b) en (7) ¥ (8) &
obtiene

mxy + (kxy — ke ) fx =0 {9)
j;1+ [k,!]—kk,}'.f]}f‘=ﬂ {lﬁ}

Las ecs. 9 y 10 se pueden expresar matricial- |

mente £n la farma

mu][;r‘.] 1[ k —yu,][xn

. - =0(LI
[ﬂ 4L & + sL—ykke Kk, T J ()
Ltilizande las ecs 1a, Za y 6a s¢ encuentra que

vhkk, = Lkj2 (12]

Puesto que el movimiento es armdénico se tiene
que

P A y = —a'r {13)
en donde w es fa frecuencia circelar natural de vi-
bracion.

Sustituyendo las ecs. 12y 13 en (11} se obtlene

n ﬂ X lr.--k X
ioF T
_ T z —
L + . _L_k k “ — ﬂ
ﬂ ; Fi 2 ! : F1
4)
Pactorizando en la ec, 14
k
k —L— m 0 iy
B Lk - =0
- ? kr ﬂ j | ¥}
(13}

La ec 13 representa un sistema de ecuaciones
homogéneas, el cual, para tener sclucidn dilerente
de la trivial. necesita que su determinante sea nulo.

Por tanta |,
k . Lk
PR T
. =0 (16}
Lk r .
T % Pl
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Desarcoliando el determinante se llega a
1
miwt — - (k) + mkJu®

41“; (4kk, — L2k} =0 )

+

Dividiendo ambos miembros entre m] y conaide-
rando que L'k* = 3kk, se obticne

kl - mk, k k.
t— [ —
mfx § Amfe* 0 (18)

gue es upa ecuacidn de segundo gradeo en o, cuyas
solucianes son

g _ KA mk
e < Zaifx -
o | ]+ mk)? Kk,
"I 4m* 2" 4Amja? (19)

Dividiendo numerador y denaminadar de {19}
entre m]

1 = kim 4 k.f] -

L2 2x

= 21: ,J{kfm + kI — (kfm) (k]
{20}

Llamando a

kfm = p* = ruadrado de la frecuencia cireu'ar na-
tural por traslacidn

k./] = * = cuadrado de la frecuencia circular na-
tural por roracifn

se obtiene
Wi, = Z(Fﬁ + 07+

H d\}{;,“—‘,’_nij-’-_pzﬂ_') |:'2I:|

Dividiendn ambos miembros de {21} entre p? v
haciendo «¥/p! = A y (¥/p* = yse llega a

na=2() b=V Fai—g) (2

Es inleresante notar que si § = 0 {masa concens
trada) de !a ec 17 se obtiene & = kfm = g*

&

Las configuraciones modales pueden obtenerse
de cualquiern de lag dos ecvaciones algebraicas
contenidas en la ecuacion matricial dada en ec 15,
La primera de cllas es

[ i} Xy, ~ Lx

fpa =10 ‘.23}

donde el indice r indica el nimero del modo y de
la cunl s¢ obtigne

VAR T R

dividiendo numerador ¥ denominador de (24} en-
ire’m y considerando que « = .23, kfm =p~ ¥
que A. — al/p? e llegaa

xh.fr;‘.:ILf[‘I—l.:! {25]

.5i se desean tomar en cuenta las delormaciones
por cortante basta con medificar las rigideces me-
diante un anlisis de estitica y 2panrh'r e nuevo de
la ec 17 sin considerar que L*k* = 3&k,. Si existe
excentricidad en alguna direccibn su ¢fecto podrd

“tomarse en cuenta introduciendo un grado de liber-

tad adicional.. -
En Jas figs 5 v 6 se encuentran representados los
resultados de las ecs 22 y 25.

Y S N N N

il

1 1
R | 4 5 &

7 a:
Xy
35 4

P

2% 1

™

20t

f

oL ¢ } ) |
DlEE#ﬁETBF,

Fuw. 5. Grdfica e frecnencias

7=t

o — e — = -

o ] r—— e e | —

r

1
L]
1
__.l.....—...__]._——-p,

Fic. &. Grafica [z/L)fr a2
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2. Suelo flexible

Al ascilar una estructura cimentada en suelo
blando, existe interaccién dindmica suelo-estrucru-
ra que en la mayoria de los casos no debe despre-
ciarse al calcylar las frecuencias v los modos de
vibracién, En lo que sigue se propoue la adaptacion
de wn métedo numérico para tomar en cuenta di-
tho efecia.

Las restricciones del suela serdn idealizaaas me-
dianle resortes de comporiamiento lineal: une para
desplazamientos lineales horizontales y otro pa-
ra deformaciones anqulares de cabeces de la ci-
mentacion *-%.

En !a fig. 7 se hace referencia a los pardmetras
fue a continuacidon se mencionan

K = rigidez del resorte correspondiente a la
traslocidn de la base * = CrA
C: = coeficiente de cortante clistico uniforme
del suelo,
A = area de contacto de la cimentacidn,
R = rigidez de] resorte correspondiente a rota-
¢itn de la base ¥ = Cply — Wi
Cy = coeliciente de compresién elastica no uni-
forme del suelo.
!, = momento de inercia de srea de la base de
la cimentaciéon con respecto al eje 2
W' = peso total de la estructura
¥ == altura del centro de gravedad de la cs-
tructura sobre el nivel de desplante
F= mix’
x = desplazamiento au:g::k,:- total en C.G.
M = Juic ~res
n

= desplazamiento angular totat en C.G.

-
[

-

L' = altura de C.G. sohre el nivel de desplante
traslacion de la base

Xp =

o = rot2cign de la base
= na- 18

= 4 b

X = {'ra

« = Plk

A= Mk

J.E. 8 0, k k. x. 6p y W ya delinidos ante-
riormernte.

El problema sera resuelto utilizando un proce-
dimiento iterativo v la tahulacidn propuesta par
M. M. Newmark; se despreciarin la variacién
de la rigider d¢ 'a columna debida a la fuerza
normal W y los momentes en la misma, causadas
por la excentricidad del peso debida a deforma-
ciones de la columna.

Sean
F, = fuerza horizontal en la base de la cimen-
tacisn = F
M, = momento flexionante en la base de la ci-
mentacion = M + FLY
Xy =— F"'.K
Fyg = Jq*ft."-lq

A continuacién se describe £l procedimienta a
sequiir:

7. Buponer valores para x y -

2, Caleular F y M usande las expresiones
F=max y ¢ =]ule. En esta etapa el valor
de v, 2in no se conoce; por tanto se llevard
como factor comin en ¢l resto del cilculo

- ] "
Posicign

de equilibrio —__
¥

> j
1
—_xe x1

L

Pour]

base

_1_“‘\ 1'.'-?'3 /

Mz, 7. Modelo de inferaccion Jdindmica zurlo-¢sfricfurs
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3. Calcular la [uerza y el momento en ia base me-
diante las férmulas
Fo=F y M,=M4+FL

. Encontrar los valores de Jos desplazamientos

x, =FafKy ro=M.R

. Calcular los valores de los parametros « = Ffk

B=>Mfik
fectuar los productos 85 v of

Calctlar xy = a+B8ly =84 ot

Efectuar el producto x» = e,

Calcular los desplazamientas lineales y angula-

res totales de C.(G. mediante las expresiones

E AT Y f=nte

I0. Encontrar el valor de o) mediants los cocien-
tes x/at v oo/

11. 5i los valores de wf calcnlados en el paso an-
terior son aproximadamente iguales, €] process
habra concluido. En caso cotitrario repitase la
secuela utilizande como valores de partida para
x y ¢ los encontrados en eizpa 9 o valores
cuyo cociente sea igual al de ¥’ entre ¢'. El
praceza deberd continuarse hasta lograr la
aproximacidn deseada.

DEM; Lk

EJEMPLO DE APLICACION

Con metive de ilustrar los conceptos enunciados
anteriarmente se calcularan las frecuencias y mo-
dos de vibracién de un cascarén ya construido en
California, EUA (lig 8). Los datos necesarios
han sido extraidos de ?a ref |. 5S¢ computarin tam-
bién las respueatas siamicas suponiendo gque ¢32 e5-
tructuras fuera a construirse en la zona blanda de
la ciuvdad de México. Se utilizaran par ranto los
parametros clasticos de las arcillas del Valle de
Meéxico ¥ los espectros de disefio propuestos en el
reglamento de construccidn para el Distrite Pede-
ral %

Los datos necesarios de la estructura son

. =419 ¢m

L' = 480 cm

= 249 cm

W = 20, 450 kg (m = 20.81 kg seg?/em)
W= 43 600 kg

L = L7735 x 10cm*

I, = 1065 % 10%m*

k= 1.266 3 10" kg/em

k, = 7.41 X 1" kg cm/rad
J = 1.386 X 10" kg seg® cm
= 0.00358 rad/cm

§ — 208 cm/rad

Las expresiones para Cr v Cp son las siguien-
tes®

i | E' 1
1 — C’:Fg—'-—— {2&?
1 — vt A 1 — ¢ A
En ecs 26 !
E.i

Cr :_F

madulo de elasticidad del suelo
relacidn de Poisson del suelo

A = aren de contacto de la cimentacidn
*Fy. Fs = lactares de forma de la cimentacién

Para ¢l caso de la zona blanda del Valle de
Meéxico un valor representativo de B es 50 kgfem?
y v+==0.5% Para una cimentacién cuadrada los
valores de F, v F, son 0.704 y 2.1] respectiva-
mente,

Sustituyendo valores en ecs 26 se obtiene

Cr =0.123 kgfcm*
Cy = 0.36% kqfem®

Caso 1. SueLo rigioo

al Calenle de frecuencias y modos de vibracidn

Para ¢l calewlo de las frecuencias de vibracidn
usaremas la Farmula dada en ec 22, Los valores de
los parametros a sustituir son

P = kfm = 608 (radfseg)?
0* =k, /] = 535 {rad/seg)?
p=M{p* = 0.882

con los cualex
A, = 2{1.882 = V3.55 —0.882) = 0.494; 7.0

Por tanta
= V0494 K 608 = V300 = 17.32 rad/seg

w: = V7039 X 608 = V4260 = 65.30 rad/seq

Los periodos naturales son

T: = 2rfw; = 0.362 segy (T, obtenido de un regis-
tro de vibraciones libres de la estructura ¥
reportado en ref | = 0.483 seq)

To = 2rfay = 0.096 seg

Comparando los valores caleulado y medido de
T, se puede ver la importancia de la interaccion di-
namica suelo-estructura.

Las relaciones modales se obtienen de las ecs. 23
¥ sus valores son

_ 2x 49
x e, = 4 —539% = 238 cm/frad
L 2X419 __
xufeg = gy vl 275 cm/frad

b) Respuesta siseica

Para el chlculo de la respuesta sismica de siste-
mas de varios grados de libertad es necesario
calcular los coeficientes de participacién de cada
modo de vibracidn. Se puede demostrar T que para
este caso €5 aplicable la siguoieate ecuacién

C. = XIAT

= o ——— 27
X HIX, Va7
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PLANTA

|
-

CORTE A-A

MG

Acotaciones en cenlimetros

815 -

24

+
:

IF ELEVACION

CORTE B-8

61 | |
{ |
f-—382
Fic. 8. Casxcardn utilizade pars ejemplo. {Después de R. McLean) : "
en la cual ¥, =[ 2?5 ]. X, = [ —27:’5 :|
T es un vector que representa los desplaza- .
mientos estaticos de cada grado de liber- - =
tad de la estructura inducidos por un T= [233 I]. AT = [—-2?5 1]
desplazamiento estatico unitario de la base.
_ w0} _ [208] 0
X, es el vector modal para el enésimo modo M= 4 = h) 1.386 % |04

{(n)

M es la matriz de inercia ¥
X7

Para nuestro caso se tendra
'f-= [x"'] = [] ]
Tpal l}

REVISTA DE LA SQCIEDAD MEXICANA

ez ¢l vector traspuesto de X,
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Sustituyenda valores en ec 27 y efectuando loa
productog matriciales en ella indicados se obtiene

4,960

5720 _
= 7o5 x 0w 0001

13



El valor absoluto de la respuesta mixima en
cada une de los modos sera 7,

. m 0
M, = momento EIExiunanteJ - 'C'1[ 0 f:| X

X [”‘ ] Sen
LY
donde

San = ordenada del espectro de aceleraciones
alectada por ¢l coeficiente sismice € =
= .15,

El espectro que serd utilizado es el rrapuestn
en ¢l reglamento de construcciones del Distrito
Federal * {fig. 9). Los valores de las ordenadas
espectrales correspondientes a T vy Ty son 100
cm/seq” v 806 cm/seq? respectivamente,
Sustituyendo valares en ec 28 se llega a

[V. = fuerra cortante

(28}

Vi _ 957 kg
[M:] B [zﬁa,mokg cm] (29)
Vel _ [ 5893 kg i
[1“1] - [ZI&UOG kg Em_l {3"]]

El criterio propuesto en ref, § serd utilizado
ara el cilculo de la respuesta total {considerando
o8 efectos combinados de las dos mades). Por lo

anterior la respueata total de la estructura valdra

V= miﬁ, : M= \‘(M{TME
{31a, 31b)
En ers 3la y 3th

V' — fuerza cortante total en la columna

‘g uacelergeion da
la gravedaod

0.5

g
T“*G.E'EHTI

o | ] I ]
0 1 2 3 4

Fic. 9. Esperiva de aceleracioner
|Después de E. Rosenblueth y L. Esteva)

-
T iseql

M = momento flexionante total en C. G,
Sustituyendo los valores dados en ecs 29y 30

en {313 se obtiene
V =1310kg M = 344,000 kg ¢m
El momento en la base de la columna valdra
M= 244000 + 1,310 % 419 = 893,000 kg ¢m
Las resultados de este casoc se resumen en la
Eig. 10a.
Casn 2. SUBLe PLEXINLE
a} Célcolo de [reciuencias y modos de vibracion

Para considerar las restricciones del suelo em-
plearemos el método propuesto anteriormente pro-
cediendo en forma tabular. Sustituyende valores
en ecuaciones para K y R se obtienen 1.88 X 104
kgfem y 6.35 ¥ 10* kg em/rad respectivamente.

PRIMER MODO

Valares { 1er. ciclo)

Factor comin

Pargmefroa

x. £ (Bupuestas) x = 400 ¢m e=! rad

F=malx, M= [alr F = 8320 M = 1,386,000 wl
F.=F M,=M+FL F, = 8320 M, = 5.376,000 g
xa = Fo/K. e, = Mo/R xp = 0.4420 £ = (L0087 o

= F/k, B =Mk, a = 0.6570 £ = 0.00187 “
g nf A8 =03892 a6 =000235 !
Hn=a+f8 =g +ad xy = 1.0462 £ = 000422 )
X2 el 2y = 4.0650 _ ol
Xe=xe+ x4+ x =+ ¥ =3553 " = 0012565 wl
wy = x/x, W =8/ 72.0 78.7

¥ =438 XT={4381]

14 REVISTA DE LA SOCIEDAD MEXICANA DE INGENIERIA SISMICA. A (.
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PRIMER MODO

SEGUNDO MODO

Pardmetros Valores (2* cicla) Factor comen
x e 433 i

FM | 9130 1,386,000  wf
FoM, | 9130 5766.000] !
fees ) 0.4860 0.00910 o
w 0.7210 0.00187 w?
ps.af | 0.3892 0.002585|  at
1, b 1.1102 0.004455| o
Xy £y 4.365 T
X 5.961 0.012565| o
ol 735 75.8 —

Supeniende que la aproximacion es suficiente
resulta

£/ = 440, XT = [440,1], ot =74 {rad/seg)?
T = 0.731 seq.

E! procedimiento para el cémputo de los pard-
metros del sequnde modo es ¢l mismo. sblo que
la configuracion supuesta debera “limpiarse”, an-
tes de proseguir el calculo, de las componentes del
primer modo que pudiera contener. Se demues-
tra” que si X\ es £l vector de la configuracion
supuesta, el vector libre de componentes del pri-
mer medo queda dade por

— — =
XM X,

- X, {32)
XTMX,

Xg = X‘r_.—"'"
Suponiendo para el primer ciclo
3= —1350
! [ | ]

y sustituyendo valores en la ecuacién matricial 32
ze obtiene

5=

que nos da lus valores de partida para el primer
cicle de calcula.

Pardmiciros Valores {ler. cicla) Paclor comiin

X. 4 —151 i
FM —3143 1,356,000 w?
Fo Ms —-3143 —123,000 w}
Xy €3 —0.1672 —0.0001940 w}
e fi —0.248} 00313700 "}
8. af 0.3892 —0.0008890 wl
Xy 01411 0.0009810 uh
Xb fy —0.0920 wy

L —0.1191 0.0007870 w?
wl 1267 §270 —

x'fef = -—151, XT = [—151 1}, Ty = 0.176 seq.

En este caso se supuso un valor cercano al real
y por tanto solo se necesitd un cicle para que se
obtuviera la aproximacion deseada. Si el valar su-
puesto no hubiese sido ese sino otro cualquiera
seguramente no hubiera sido suficients wn cicla
de cakulo. En los ciclos subsiguientes se proce-
deria en igua! forma que antes: suponer inicial-
mente la conliguracién obtenida en el ciclo ante-
riot; limpiarla de las componentes del primer mo-
do; elc.

b) Respuesta sismica

Los valores de los ceelicientes de participacitn
y de las ardenadas espectrales para esle case son:

Ci = 0001689, = —D.001 5680
Spo= 1274 cm/fseg?, S = 866 em/seg?

Las respuestas méximas para cada modo valen
Vil _ [ 1.970 kg
My~ L298,200kg cm

Vg — 461 kﬂ
M. |7 1203000 kg cim

Las respuestas maximas totales serdAn (fig 10b)
V =2030 kg

M = 21,000 kg em
M, = 1.200 000 kg em

REVISTA'DE [A SOCIEDAD MEXICANA DE INGENTERIA SISMICA. A. C. 15



M= 344 ton cm
TN

J61 ton cm 0

FoLL

Ve=1,311ton

{a) {b)

..' 209 ton cm

"

.93 ton

Fuz. 10. Respuestas sismicas

Caso 3. Base wiciDa v MASA CONCENTRADA

Para comparacitn de resultados se vera cudl es
¢l valor de la respuests maxima en ef caso de des-
preciar la inercia rotacional y la interaccion suelo-
estructura.

Para esie caso p? = 6!]8 {rad,ﬂ"s =0.325
eg. 0.155, = 92.6 cm/seg® § —IQBDkgy
N? = 808,000 kg cm I{E1g Iﬂc}

CONCLUSIONES

En la siguiente tabla se resumen los resultados
de los tres casos, indicados como porcentajes del
segundo caso,

Carcepto LCasa | Caso 2 Casxo I
v o4 4% 100% 95.0%
M 95.2% 100% ¢ %
M, FER. 3 1005 66.7 Ge

Los resultados de Ja tabla anterior dan una
idea clara de la importancia que tiene el considerar
la inercia rotacional de la cubierta y la interaccidn
suelo-estructura, La importancia del primer con-
cepto aumentard conforme mayor sea el momento
de inercia de masa de la cubierta con respecto al
eje . El dltimo concepto es tanto méas importanie
cuante més bBlando sea el suelo de cimentacidn.
En particular peede chservarse que en ¢l tipo de
solucidn 3 no se obtiene momentc Hexionante a la
altura de C.G, Este puede traer consigo serios
errores €n Ja cuantia cfe] acerer de refuerzo nece-
sario en la unidn columna-cubierta que es donde
mas ductilidad necesita desarrollarse.
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Estudio estadistico de los criterios
para estimar la respuesta sismica

de sistemas lineales

con dos grados de libertad

Octavio A. Rascon
Aupuste G, Villarreal®

RESUMEN

El objetc de esta trabajo es verificar el grado de
aproximacion de dos métodos gue con frecuencia se
utilizan para estimar la respuesta sismica maxima de
sistenas lineales con varios grados de libertad. Para
ello se aplica el método de Monte Carla en el estudio
de tres tipos de estructuras con dos grados de liber-
tad: torsidn y trastacidin, cabeceo v traslacidn, ¥ tras-
laciin en dos pisos. Como excitaciones e utilizan
sismos simuladas v reales; s& comparan [as respuestas
estimadas can ias exacias, se hacen recomendaciones
acerca del emplen de dichos métodes, v se obtienen
las distribuciones de probabilidades de los cocientes
de las respuestas exactas entre |as estimadas,

ABSTRACT

The purpose of this work is to verify the degree of
approximation of tweo meathods used frequently for
estimating the maximum seismic response of linear
systems with various degrees of freedom. To do this,
the Monte Carlo method is used in the study of three
types of structures with two degrees of freedom:
torsion and translation, rocking and translation, and
translation in a two story building. Simulated and real
earthquakes are used as ground excitatipns; estimated
responses are comparad with the exact ones, recom-
mendations for tha use of such mathods are given,
and the probability distributions of the ratios of
gxact to estimated rasponses are obtained,

* Profeyares inwestigadores, Inrdturo de fngenieri, UGN AM

1. INTRODUCCION

En este trabajo se analiza el comportamient dind-
mico de algunos tipos de estructuras de comporta-
miento lineal de dos grados de libertad cuando se los
sujeta a solicitaciones sismicas, El objeto es verificar
el grada de aproximacidn de dos métodos propuestas
par Rosenblueth {refs 3 v 2) para estimar Ja respuesta
maxima total, mediante S comparacidn con 135 res
puestas mAximas exactas abtenidas con el método de
andlisis modal, al superponer en &l tiempao los efectos
del sismo en los dos modos naturales de vibracién de
la estructura,

E! método 1 consiste en estimar fa respuesta maxima
total, 2, extrayendo la ralz cuadrada de fa suma de
las cuadrados de la respuesta en cada modo natural de
vibraci@n, Q,, es decir

o=+ 20} (.1

{e=t
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donde n es el total de grados de libertad del sistema.

El método 2 consiste &n aplicar la formula

n 2 D_“
ﬂ-\/z 0114,.};3_.'_‘] (1.2
I=1 ) T+ e,
siendo
€ = e 1.3)
I wy Hijw
donde
aQ, respyesta maxima en el i-ésimo

modo de vibracién, tomada cori el
mismo signo que el de la corres-
pondiente funcidon de transteren-
cia cuando esta alcanza su valor
méximc absolute

w; ' i-6sima frecuencia circular natural
de vibracion del-sistema sin amor-
tiguamisnto

w] = 1=t i-ésima frecuencia circular naturat
de vibracidn del sistema amorti-
- guada

t fraccibébn del amortiguamientio
critico en el i-és5imo mado natural

U=+ 2w S fraccidbn del amortiguamiento
critica equivalente
by duracién del sismo con el que =

excita al sistema

El interds primordial al realizar esta vernificacion radi-
ca en que el método 1, actpalmente en uso en varios
reglamentos de construccidn (refs 3 v 4), podria lle-
gar a sustituirse por ¢l métado 2. N

Se han propuesto otros procedimientos para estimar
Q (ref 8] que son funcién no linaal de los resuitados
del método 1; sin embargo, no se discuten en oste
trabajo porque han side estudiados con base en es
ructitras sin amortiguamiento, las cuales, como se
werd, conducen g conclusiones diferentes de las que
corresponden a estructuras amortiguadas.

Fara realizar estad isticamente este estudio, se emplea
ron téenicas de reduccidn de variancia del métodn de
Monte Carlo,

En cuanto al andlisis, este s limita a tres casos, los
cuales se detallan en al Apéndice:;

1. Torsidn en estruciuras de un piso, considerando
que |es respuestas dindmicas son lz fuerza cortante v
el momento torsionante,
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2. Cabeceo en estructuras de un piso, considerondg
como respuestas la fuerza cortante y el momento de
cibecea,

3. Traslacidén en estructuras de dos pisos, 1omando er.
cuenta las fuerzas cortanies en los enirepisos uno y
dos.

2, CALCULO DE LAS RESPUESTAS MAXIMAS'

Las respuestas aldsticas mdximas de 1os diversos tipos
da estructuras se calcularon utilizando:

al Método 1 {ec 1.1, criterio del Reglamento de Cons-
trucciones del Departamentg del Distrito Federal, ref

3 -

bl Método 2 lec 1.2 y nuevo criterio de Rosenblueth,
ref 2}

c) Andlisis modal (respuesta exacta).

Los rasultados del andlisis madal sirvieron como base
de comparacion del grado de aproximacion de las esti-
maciones logradas con (o5 otros Jos Criterios.

Como excitaciones sismicas se emplearon cuairo sis-
meos simufadas de acuerdn ¢con el método indicado en
la ref 6 {figs 1 ad), v uno real {fig b, regisirado en la
zona blanda de la ciudad de México tief 7).

El andlisis de los tres casos se realizd empleando el
método de Monte Carlo, que consiste én estudiar el
comportamiento de un modelo matemdtico deter-
minado, mediante la simulacidn de log datos de entra-
da (generalmente en computadara digital] y del
estudio estadistico de los resuitados. Cada vez que se
introduce un conjunio de datos y se obtiene la rus-
puesta del modelo, se dice que se efectla un experi-
meanto canceptual del problema; la colercidn de resul-
tados constituye |3 muestra gue sirve de base para
inferir cudl es el grado de aproximacidn con que
dicho modelo matematco representa el fendmeng
para el cual 58 formuld,

Conforme aumenta el namere de parametros que
intervienen en el modelo matematico, se increments
la cantidad de experimentios necesaria para dilucidar
cudles influyen en el problema, es decir, para verificar
5i en o5 resultados que se abtienen al variar |os valo-
res de los pardmetros existen diferencias estadisticas
significativas; §in embargo, eso representa un costo de
computacidbn que en ocasiones hace grohibitivo 1al
tipo de estudios, a menos que se emplee alguna técn-
ca de reduccitn de variancia {refs 11 y 12], lo que
permite un aharrg considerable en &) namero de expe
rimentos necesarip para obtener conclusiones adecua
das,

La técnica da reduccidn de variancia que se empleg en
este trabaio es muy comon y consiste en:
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al Asignar diversos valores a cada pardmelro que
interviene en el problema, de manera que 52 cubran
Ios interyalos de interés de cada uno.

b] Calcular la respugsia maxima exacia y 1as estima-
das con los métodos 1 v 2 para cadz combinacidn de
valores de los diferentes parametros,

¢} Obtener las respuestas normalizadas dividiendo los
valares exactos entre los estimados; esto =2 hace para
cada combinacidon de valores de los pardmetros, con
lo cual se elimina la dispersidn en !os resultados oca-
sionada por Ja magnitud v variacién con el tiempo de
los datos de entrada (se reduce 1a variancia),

d} Estudiar si existen diferencias estadisticas signifi-
cativas entre los resuliados obtenidos al variar los
valores asignados a uno de ios pardmerros. Silas hay,
se infiere que 1ps resultados logrados con cada valor
de dicho pardmetro corfesponden a poblacionas esta-
. disticas diferentes; en caso contrarip, la poblacién
estadistica g5 la misma y, por consiguiente, 1as mues-
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tras respectivas pueden agruparse en una sola de
mayor tamafio, a partir de la cual es factible abtener
conclusiones mas. generales v confiables acerca del
modela en estutio, yva que la variancia del promedio
de la estimacion s& reduce en proporcidn a i/n (ref
11}. Esta etapa se repite sucesivamente para cada uno
de los parametros restantes, con lo que se realiza, de
hechio, un andlisis de variancia.

2.1 Resultados del probtema de torsidn {caso 1)

Para disefio sismico de edificios, los elementos mecd-
nicos que usualmente interesa conocer son las fuerzas
v marnenios que obran sobre cada elemento estruc-
tural, Para simplificar, con objeto de aistar os efectos
de la fuerza cortante v del momenic torsionante, e

mi1e problema de torsidn se considerard ung estruc-
tura {fig B} con masa uniformemente diswribuida, con
un solo muro en direccidn 2 que resista fa fuerza
corlante directa, y dos idénticos en direccidn ¥ [per.
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pendicular al movimientgl, de manera gue cada una
de estos dltimos resista una fuerza cortante igual a
M/d, donde' M es al momento torsionante dindmico v
d o5 la separacion de los dos rmuros. En esta caso, 1a
estructura presenta excentricidad solo en direccidn
perpendicular a la de excitacién, 2.

Los pardmetros que se escogieron para estudiar el
praoblema de torsian fueron {fig 6):

A = bid

b dimensidn en la direccidn ¥

& = Elu”)b

T pericdo fundamental de vibracion =, f27 =
=, f(2eK/m)

¢ fraccibn de amor tiguamiento respecto al erltico
en ambos mod os de vibracidn .

0 cociente ge [ frecuencia angular entra |a {iheal
= (L AV(K/m)

{.os valores que se asignaron a 4, b y ¢ son ios consig-

nados en la tabla 1; los de £ son 0, 0.05y 0.10; {os de .

7.05,09 10,11, 15, 20,25 3y4,vlosde T,
01,03, 05 07, 1.0, 1.5, 2, 3 vy 4sq Loscasos de
7 = 1, 0,9y 1.1 s estudiaren con especial cuidado
debido a qua para valores de n = 1y cercangs, sucede
que las dos frecuencias naturales de vibracidn resultan

-mds proximas entre s7-{ec A3} v, en consecuencia, el

érmino ¢}, de las ees A8 v A9 del Apéndice puede
asumir valores pequefios {ec 1.3}, #n cuya caso se
pueden presentar diferencias considerables entre los
reseltados de ambos mérodos, puesto que el térming
de la dable suma de la ec 1.2 asume valores tanto
MayOres cuento menores son los de 14

Para cada uno de los casos de la tabla 1 se obtuvieron
las fuerzas cortantes y los momentos torsionantes

MEXiMas correspondientss a todas las combinacjones
dﬂ r- rl v -

5." las figuras que aparecen mas adelante no se hace
1SUNCIGN de tos resultados obtenidos con cada SiSMO

ni con cada c¢ombinacidn da A, & v ¢, va que las
muestras respectivas e mezclaron al no haberse
encontrado diferencias estadfsticas significativas con
un 95 par ciento de nivel de confianza en lgs mismos,
a pesar de la marcada diferencia entre los valores da
dichos pardmetros y de las caracteristicas de las sis-
mos, tales comd duracidn y frecuencia dominante.

2 1.1 Momento torsionants

En las figs 7 a 9 se presentan los resultados corres-
pondientes a los casosen losque Ty =20%gy{ =
=0, 0.05y 0,10, respectivamente. En el eje de las abisci-
533 se localizan los valores do g, v en el de las orde
nadas los cocientes de los momenigs torsionantes
exactos, M, enire los estimados, M y M, con los méto-
dos 1 ¥ 2, respectivaments (Apéndice).

En 1a fig 7, en 1a que el amortiguamiento &5 nulg, se
aprecia mayor dispersidn en los resultados de ambos
metodos que corresponden g n = 0.9 1.0y 1.1 que
para los demds valores de 5. En cambio, en las figs 8 v
g9, que corresponden at = 0.05y = 0.10, respecti-
vamente, 2 observa que la dispersidn de los resyl-
tados del método 2 es pricticamente lz misma para
todos los valores da n {2! coeficiente de variacion es
cereano a 0.2], cosa que ng sucede con los resultados
del metodo 1, para los cuales st tiena rmayor disper-
sibn cuando n - 08, 1.0y 1.1, Estas observaciones
llewan a lz conglusidn de que parg el métode 1 no =
puaden mezclar las muestras correspondientes 3 todos
los valores de n, va que tos resultados dependen de
este pardmetro, mientras que para ¢l método 2 po-
drian mezclarse las gue no se refieren 2 amortigua-
miento nulo si sa verificara gue los valores medios
eorrespondientas a cada 5 son estadisticamente igua-
les,

Para. lograr dicha verificacidn, se investigd primerg si
fos resultades del métode 2 san independientes dsi
pericdo fundamental, T,. Con este fin se trazd un
juego de figuras del mismo tipo que 18s figs 10 a5 12,
que corresponden a g = 1.0 con = 0, 0,05y (.30,

respectivamente, En la fig 10, que corresponde a | =
= (3, 52 observa que los resultados sl dependen de T, ya

que |os valores medios son sensiblernonte mds grandes
para periodos mayores de 1.0 sey que para los menc-
res. Por lo contrario, en las figs 11 y 12 se nota que
los valores medios son pricticamente independientes
de 7, en ei intervalo de periodos estudiade, por o
Que las muestras de cada periodo pusden agrupaise en
unz sola (esta conclusidn tambidén s vdlida para los
resultados del método 1),

Parg werificar eatadisticamente la canclusidn anterior,
s2 realizé una prueta de hipdtesis acerea de si la pen-
diente de la recta que se ajusta a ios datos puede
considerarse nula, habiéndose aceptade con 95 por
cienia de nivel de confianza,

g
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En la fig 13 se presentan en el eje de las ordenadas los
promedios, (MM v (M/M), de los resultados obte-
mdos respectivamente con igs métodos 1 y 2, consi-
derando gue estos son independientes de 7, ;en el eje
ce las abszisas se localizan los valores de n. S5e ohserva
que, para n = 09,10 vy 1.1, el método 2 sobrestima
tigeramente la respuesta media {en 10 por ciento),
iendiendo a subestiimarla en 5 por ciento canforme
los valores de n se alejan de 1.0, cuando { = Q.05 y
010

Con objeto de verificar si con el méatodo 2 1os resul-
tados son independientes de g, 52 realizargn pruebas
de hipdtesis de igualdad de medias, siendoaceptables
can 9% por ciento de nivel de confianza. Por lo con-
trano, los resultados del método 1 no fueron indepen-
dientes de n, lo cual es obvio, puesio que con {=
= 010 = tiene que el promedic de MM es0.31 para
= 1 iel minimg valor fue 0,04 v el maximo 0.68B), v
G,QE!] para p = 4 (el minimo fue 066 v & maximo
1.28].

En ia fig 13 se cbserva también que i0s promediops
ebtenidos con el método 1 se acercan & Jos exactos
conforme » aumenta, presentdndase mayores errores
para valores de  muy cercanos a 1.0, para el cual las
frecuencias paturales de la estructura resultan mas

préximas entre si {ec A.3), lo que trae como conse-
cuencia que en muchas cecasiones 1as respuestas maxi-
mas en ambos modos de vibracién ocurran simueltd-
neamente y con signo cantrario, por lo gue la respues-
13 combinada maxima e$ la suma algebraica de ambas
réSpuestas, gue da resultados menores gue fos de la ec
AT,

Orra conclusion inmediata que se abliene de (3 fig 13
&5 que los resultados del método 2 son prdcticaments
independientes de ¢ cuando ¢ = 0.05 v que el méto-
do 1 pierde aproximacidn conforme aumenta §, ¥ ¢
58 aproximaa i

De o anterior se concluye también que en estruciuras
amortiguadas, que son las de interés prictice, ef méto-
do 2 proporciona, en promedic, mejores resultados
qua el mépdo 1, aunque el 2 subestime mas y con
mayar frecuencia la respuesto mdxima. En estructuras
no ammortiguadas, que dnhicamente son de intarés
académico, el método 1 proporciona mejores resulta-
dos,

Otro punto importante de discusidn es 2l del cociente
de la excentricidad dindmica exacta, ey, entre la estd
tica, e,. En las figs 14 a 16 se tiene 5 en el eje de las
abscisas, ¥ €4/, en ¢l eje de las ordenadas,

0.3

Fig 1 4. Variccidn con a2 laf pramedios de tox mginestog lorbomanies coifimogdar
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Se obiserva en la fig 14, que corresponde a amortigua-
mients nuic, que para g =09, Y0 v 1.1 hay una
marcada diferencia entre los resuliados obienidos
para el casa | con 105 casos |1 v 1 {1a de estos altimas
entre si no es tan imporiante). Asi, cuando o = 1.0,
en el caso | el promedio de e4/e, fue 385 y 1a desvia-
cidbn estdndar 166, en el caso ! estos pardmetros
mstadisticos valieron 5.4 y 0.6, respectivaments, Para
valores de g separados de 1.0 en 0.5 unidades 0 mias
hay diferencras menags apreciables entre los resulta-
dos de fos tres casos, Ademnds, &4/, disminuye rdpi-
damente conforme n se aleja de 1.0.
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204

En ias figs 15 v 16, para { = 0.05 v 0.10, respectiva-
mente, casi no hay diferencias entre los resuliados de
los dos casos, aunque persiste la dependencia respec

a . Comparando estas tres Oltimas tiguras se no..
también que g4/8, disminuye conforme el amortigua-
miento aumenta, Asl, para { = 005 el promedio fue
4.6v la dosviacidn estdndar 1,3, mientras que para b =
= 0.10, los velores carrespandientes fueron 2.7 v 0.7

De las figs 15 v 16 se concluye que ia disposician del
Reglamenie de Construcciongs del Departamenta del
Distrito Federal de que se tome e, /2, = 1.5 subesti-
ma el valor promedio para todos los valores da
mavoras de 0.5 y mengres de 4.0 (agui sa omitid el
tirming ¢ 0.05b que se agrega a 1.5 en la disposicidn
del Reglamento, porque dicho térming tiene como
finalidad prevenir excentricidades accidentales ocasio-
nadas por variaciones imprevisibles de masas v rigide-
o5 y posibles excitaciones torsionajes).

Con objeto de esumar probabilidades de evenios rela
cionados con los momentos 1orsionantes, se trazaron
en papel de probabitidades los datos de frecuencias
arumuladas correspondientes a diferentes casos, Las
distribuciones de probahbilidades emplzadas fueron la
tagar (tmico normal, 1a extrama tipo It v 1a normal, de
las cuales, por apreciacibn visual, s considerd que
esta liima daba en general mejores resultades (figs
17 a2 19),

Para verificar que las poblaciones bajo estudia tienen
distribuciones normales, se realizaron pruebas de
hipdtesis estadisticas con un 9% por ciento da nivel de
confianza,

Los resupltados fueron:
Méroda 1

{Con resultados de g = 1.5, 2.0, 25, 30 vy 4.0 me:-
clados; tig 17)

¢ =0 se rechaza la hipdtesis nula de que la distri-
bucidn es normal con media 116 y desviacion estan-
dar 0.12 (esta hipGtesis se rechaza también con un 99
por cienta de nivel de confianza)

{ = 0.05y{ = 0.10: 52 aceptan las hipdiesis nulas de
cue las distribuciones son normales con medias 0.96 v
0.85, v desviaciones estdndar 0.15 vy 017, respectiva-
mente.

Métoda 2

{Con resultados den = 1.6, 2.0, 2.5, 3.0 v 4.0 mez-
clados; fig 18)

t =0, 0.05y 0.10: se aceptan las hipGtesis dg gque lg

distribuciones son normales con medias 1.5, 1.06 v
1.00, y desviaciones estdndar C.15, 0.15 v 0,15
respectivamente. Para { = 005, [a hipdlesis se acepts
con 89 por ciento de nivel de confianza; las o1ras con
98 por ciento.
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Ademds, para ¢ = 0.10 se estudio el cazo en que se
rmezclaron los resultados da np = 1y 5 = 1.1 {fig 19),
abtenidndose una distribucién normal con media 0.88
¥ desviacidn estandar 917, También se mezclaron los
resultados de los valores de p de 1 a 4, para los cuales
s2 obiuvo una distribucidn de igual tipo con media
09% v desviacion estdndar 0,15, Ambas hipdesis
lueron aceptables, pero con 975 por ciento de nivel
do confianza,

En todos los casns descritos en que se acepta la hips-
tesis nula, se obsorvd que |a desviacitn estdndar os
muy semejante, va que varfada 0,15 2017, mientras
que la meadia va de 0.86 a 1,15,

2.1.2 Fuarza cortante

Los resuttados ablenides con las métodos 1 y 2,
correspondientes a g = 1.0y ¢ = 0, 52 muestran en fa
tig 20, En el eje de las abscisas se tienen los periodos

fundamentales, T, v en el de las ordenadas las fuer-
a5 cortantes normalizadas, VWV y VAV, obtenidas sl
dividir las fuerzas cortantes, V, calculadds mediante
andlisis modal entre las estimadas con |os métodos 1 vy
2, Vy V. respectivamente.

De la fig 20 y otras similares s2 concluyd que las
fuerzas cortantes normalizadas obtenidas con ambos
métadas son independientes del pericde fundamen-
tal, 7,, con 95 por ciento de nivel de contianza.
Ademds, para valores de n menores de 0.9 y mayores
de 1.1, los resultados fueron independientes de los
parametros A, & v c, con erfores de £ & por ciento.
Esta independencia también se abtuvo para el métado
2, inclusive cuando g =09, 1.0 v 1.1, con errores
maximos de 40 por ciento en defecto v 20 por ciento
en exceso para { =0, tendiendo a reducirse canforme
aumenta el amortiguamiento; asi, para { = 0.05, s
chiuvieron errores masimos de & 20 por ciento, ¥
parat =0.10de ¢+ 10 por cignto.

385
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Para el método 1, con p = 1.0, los errores maximos
fueron; 41 por ciento en defecto para la estrugtu-
racién del casc | y 32 por cienig en defecto en los
casos 1y 111, Los errores medios respectivas fueron
J6 y 15 por cienta, ambos en defecto. Para g = 1.1,
fa estructuracion del caso | wwo errores méximos de
+ 5 por ciento, v las tipo 1l vy 111, 38 por ciento en
defecto y 11 por ciento en exceso,

Respecto al amortiguamiento, se concluyd gue las
tuerzas cortantes normalizadas son practicamente
independientes de este; asf, para n = 1, |os promedios
globales de los métodos 1 w 2 fuercn 1.23 v 1,11,
respectivamente, paraf m Q; para t = 005 de 1 .30y
102, yparat =0.10de 1.30v 1.0.

Como peede apreciarse mediante 1os promedios cita-
dos en el parrafo anterior, 103 resultados que se
obtienen con el métode 2 son mejores que los del 1
wuando ¢ = 1.0, Una conglusidn semejanie se obiuve
cuando n = 09 v 1.1, aungue las diferencias s redu-
jeron en un 10 por ciento. Para valores de n fuera del
intervalo 09 < 5 € 1.1, Ios resultados de ambos
métodos fueron practicamente iguales,
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2.2 Resultados del problema de cabeceo {caso 2}

Los pardmetros que se escogieran para estudiar el pro-
blerma de cabeceo fueron:

M masa {otal
L distancia del niro de gravedad .
suelo al centro de g ceriodo
T\ periodo fundamental
{ fraccion de amortiguamiento respecto al critico
en ambos modos de vibracién
7. cociente de la frecuencia angular entre la lineal

Los valores que se asignaron 2 7, fueron 0.3, 0.7, 1.0,
1.5,20,30y4.0seg.at, 0,008y 010, vag, .02,
05,10,15,20, 25 30v 40, Encuantoamy L,
unicamenta se ysaron 2.0 ten seg?/m v 4 m, respec-
livamente, va que por los resultados {fuerzas vy
momentos normalizados) que se obluvieron con estas
combinaciones se juzgd innecesario 8l uso de otras
valores; por la misma razdn @ emplearon dnicamente
tres de los sismos del problema de torsion,

En este problema, igual que en ¢l de torsidn, no hubo
diferencias aprociables entre los resuitados obtenidos
con los tres sismns gue sa emplearon como excitacian,
por 1o cual se afuparon (0§ resultadns en una sola
muestra, Ademvrd, tanio las fuerzas cortantes como

los momentos de cabaceo méximos normalizadas
fueron estadisticamente independientes del periodo
fundamental, T,, con nivel de confianza de 85 por
cienlo.

Otra conclusiGn  interesante es que Yos resuliados
obtenidos con los métodos 1 y 2 (Apéndice] son prac
ticarmente iguales, con diferencias maximas entre ellas
de 5 por cientn, Esto se debe a que los valores de €3,
{ec 1,3) son grandes porque las frecuencias de vibra-
citn no resultan con valores ruy Cercanos entre si,
gun cyando se wsaron p, muy pequefas, de manera
nque ¢ radical dela ec A7 fuera tambidn pequefio y,
por tanto, que las diferencias entre las dos frecuencias
fundamentales fueran minimas. Esto hace que los
t&rminos gue contienen a €3, en lasecs A24 y AZ5
resulten Muy pequenos ¥ Que estas ecuaciones sean
casi iguales a las ecs A.22 y A Z3, respectivamente.

Aprovechando las conclusiones anterioras, se acumu-
laron 1as muestras correspandientas a todos los perio-
dos fundamentales, y para cada amartiguamiento s
elabararon dos grdficas: una de fuerzas cortantes y
oira de momentas de cabecec normalizados, emplean-
do Gnicamente los resultados del método 2. En cilas,
el cjg de las abscisas representd_a n,, v ¢l de las orde-
nodas a los cocientes VWV o MAM, doiads vy M deno-
tan iz fuerza cortante y el momento de cabeceo exac-
tos, ¥y V v M los mismos elementos mecdnicos estima-
dos con &l métado 2.
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Debido a que las conclusiones obtenidas de esas grafi-
£as son practicamente las misrmas, en este trabajo solo
s2 reproduce la correspondiente a las fuerzas cor-
tantes can'{ = 010 {fig 21). Dichas conclusipnes
fueron, ademds de las mencionadas, las siguientes:

— Los rest!tados son estad(sticamente independientes

de n con 85 por ciento de nivel de confianza, cuando
{2005

— La respuesta normalizada se subestima con mayaor
frecuencia que lo que se sobrastira, en proporcidn de
2al

— El error maxima en defecto fue 29 por ciento, y en
excesn, 22 por ciento

— El promedic global de los resultadas con ¢ = .05 es
1.0%, v el coeficiente de variacién, 10 por ciento

— Los resultados varfan ligeramente al introducir
amortiguamiento a fa estructura; se hace nolar que
para t = 0, la respuesta normalizada promedio s
subestima apreximadamente en 10 por cientd mi
que con = 0,05 y 010 {fig 22). En estas dos Oili-
mMos ¢asos No se aprecia diferencia significativaen los
promedios de las respuestas ni en las dispersiones.
Asi, los efrores maximos que e tuvieron para { =
0.05 alcanzaron 31 par ciento en defecto v 10 por
ciento en exceso; en cuanto a { =, 0,10 fuerpn, ros
pectivamente, 27 v 21 por ciento

— Dado que existe gran incertidumbre en otros facto-
res de? disefio sismico, tales como magnitud del sismo
de disefio (o en las amplitudes del espectro de dise-
Ao}, contenido de frecuencias, duracidn v variacidn
temporal del mismo, se puede concluir que las estima-
ciones obtenidas con los dos métodos son, en prome-
dip, satisfagtorias en este tipo de estructuras.
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2.3 Rasultados del problema de trasiacién |caso 3)

Para estudiar este problema & escogieron como pard-
mewros:

e = ':k:fm-; }f{klfm,:l
L periodo fundamental

{ fraccion de amortiguamiento respecto al cri-
tico en ambos modos de vibracion

iy /m,  relacion de masas

Los valores que se asignaron a , fueron 0.1, 0.2, 0.5,

1.0,15y3;a7,,03 1.0y40seq:a¢,0, 005y

CAD;yam,/mm, 0510y 20

Los resultados se anafizaron mediante gréficas con g,
o T, en ¢l gje de las abscisas, ¥ cocientes de las fuerzas
cortantes exactas entre las estimadas en el eje de las
ardenadas [fuerzas cortantes normalizadas), Debido a
que |os resultadas no difirieron mucho de los de cabe-
oen, s empled dnicamente UN SiSMa como excitacion,
Las conclusiones a que se llegd son:

— Las estimaciones que se obtiencn con los métodos
1 v 2 son practicomente iquales, debido a que los
valores de las frecuencias de vibracidn no resotftan
muy cercanas entre si en cada caso, o cual hace que
tas €], {ec 1.3} resulten grandes v, por tanto, gue &l
rming de 1as ecs A36 v A.37 que las incluye sea
Muy pequefio, en cuyo caso las ecs A.34 v A3 son
casi iquales a las ecs A36 v A.37, regpectivaments.
Esta e observd aun cuando se estudiaron casos adi-
ciongles de m,/m, vy 1., para los cuales el radical de
la ec A.29 fue minimo, con lo cual hubg las dife-

rencias minimas posibles entre las dos frecuencias
fundamentales ¥, par tanto, 10% valores mas pequedios
de e} ;. Esto ocurre cuando

-

1—m;/m,

=TT mzfmlp,sim,fm, <1

M

Dichos casos adicionates fueron: my/my = 0.2 con
n, = 0.B655; my/my = 0.5 con ny = 0,222,y my/my
=028 con g, = 0.062, En estos, ladiferencia mdxima
gue se obtuvo entre los resultados de |os dos métodos
fue de 13 por ciento, stendo mejores los del método
2

— Lac estimaciones normalizadas son estadistica-
mente independientes del periodo fundamental, T,
con nivel de confianza da 95 por ciento

— En la fig 23 se observa gue 135 estimaciones de V,
y V; tienen, en promedio, errores muy parecidos, por
o que en las canclusiones No es necesario hacer dis-
tinciones entre ellas

= La respuesta se sobrestima solamente en 30 por
cento de los casos. El error mdximo en exceso que 58
obeervld fue 46 por cienio, vy en defecto 41 par cien-
to. FI coeficiente de variacidn para { = 0.10 alcanzo
12 por ciento

~ En Ja fig 24 se observa que los promedios de las
estimaciones con ¢ = 0,00y Q.10 son mejores que |as
que corresponden a ¢ = O, lo cual hace pensar que las
conclusiones obtenidas en laret G respectoa § = Ona
pueden generalizarse para § > 0

J3%



— Los promedios globales da las fuerzas cortantes
narmalizadas fueron, para { = 0, 1.15; para t = 0.085,
1.04, yencuantca{ = 0.10, 1.04, Ademas, se abser-
va que respecto 2 § = .05y 0.10, los resultados son
muy similares, es decir, son independientes de ¢t si ¢
»0.05

— Las medias de los resultados normalizadas son esta-
disticamente independientes de a relacidn de masas,
my /my, con un nivel de confianza de 95 por ciento,
pero los casos especiales de my /m, v n, indicados
anteriprmente tuvieron mayor dispersion

—Para = 0.05 v 0.0, las estimaciones normali-
zadas son estad fsticamente independiantes de n, , con
un nivel de confianza de 95 por ciento, como pue
apreciarse en la fig 24 en la que aparecen unicamer _
los resuftades del método 2. Para { = o esta hipotesis
ne se aceptd

— Por la misma razon indicada en al ultimo pdrrafo
de conclusiones de! problema de cabeceo, las estima-
cipnes obtenidas con ambos métodos son en prome-
dio satisfactorias en este tipo de estructuras
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3. CONCLUSIONES

El resumen de las conclusiones obtenidas de los tres
prablemas estudiados es:

' En beceo vy traslacion:

— En promedia las estimacinnes normalizadas de lag
respugstas maximas logradas con los métodos 1y 2
son satisfactorias v pricticamente iguales; esto altimo
debido a que €33 >> 0

— La respuesta s2 subestimd con mayor frecuencia
gue |0 que se sobrestimd, reduciéndose el error al
considerar amartiguamienta en Iz estructura, Ademas,
los walores exactos divididos entre 1os estimados fue-
ron estadisticamente independientesde Ty v 7. 0 1y,
asi como del tipo de respuesta que se rate {momento
de cabeceo o fuerza cortante)

En tarsidn:

— Las conclusiones si difieren al tomar en cuenta el
momento torsionante o 1a fuerza cortante, Ademdas,
debido a que en algunos casos €3, es pequeda, los dos
métodos dan resul tados diferentes

— Las estimacionas del momento torsionants al consi-
derar amortiguamiento estructural nulo dependen en
gran medida de la relacidn de frecuencias, n. Ademds,
estos difieren al usar el método 1 o el 2, siendo més
aproximados los del 1 para valores de ¢ comprendidos
er al intervalo 0 05 < n< 1.6 0 muy parecidos fuera
e & .

— Para los tres amortiguamientos estudiados, los re-
sultados del método 2 son estadisticamente indepen-
dientesde », no asi los del 1; son mejores los del méto-
do 2evandoy = 0.05y 010

— Cuando s2 tenga 0.5 € 5 & 2, 52 recomienda usar
el método 2; en los demas casos os indistinto el e
plea da cualquiera de los dos métodos

— Lt relacitin de excentricidad dindmica a excentri-
vidad estdtica se subestima en las disposiciones del
fleglamento de Construcciones del Distrito Federal,
siendo esto mas cuando el valor de n queda compren-
dido entre 0.8 v 2_ En particular, para 0.8 <5< 1.1
1513 relacion vale, en promedio, 46 para t = 006 y
2.7 para ] = 0.10. De lo anterior se concluye que g5
necesyrio realizar estudios exhaustives sobre este
wpoctn, considerando vibragidn torsional en estruc-
turas de varios pisos ¥ con comportamiento inelds
tico

— Las distribuciones de probabilidades del cocients
del valor exacto sobre el estimado son normales con
desviacidn estdndar cercana a 0.16 y media compren-
dida en el intervalo ¥ £ .12 {lig 19)

APENDICE

A1 ANALISIS OINAMICO DE UNA ESTRUCTURA
SUJETA A TORSION

La fig A1 representa un edificio d& un piso, de forma
arbitraria, con la lirea del centro de torsian {CT) al
centro de aravedad (CG} perpendicular a la direccidn
del sismo considarado.

En dicha figura se tienu que
m  masa total dsi sistema

4 momento polar de mas respects al centro de
gravedad

L, rigidez torsional respecto al centro de torsidn
K rigidez lineal en la direccion del movimiento
e, excentricidad estatica

& dimensian de la estructury en direecidn Y

¢ = 6/b

Considerando que la rigidez torsional respecto al cen-
ro de gravedad es

L=1L, + K e,

y aplicanda el principio de D'Alambert para obtener
Ias ecuaciones de equilibrio del sistema en vibiracionos
libres, se ITega al siguientse sisterna de ecuaciones dile-
renciales lineales de sequndo orden {ref 8)

mi+ Kiz—e, d1 =0
(A1)
Jb+LP—Ka,z=0

Sustituvendoenlaec Al af = —wlzyb=—w2
{por ser vibraciones libres), donde o es la frecuencia
circular natural del sistema, vy resolviendo el sistema
de ecuaciones algebraicas resultante, se obtiene la
ecuacihn caracteristica:

M=+ 4=t/ = {A.2)

donde 3 = w2 Ak/m), P = JAmb )y q ={LINK/m).
Las rafces ce la e A2 son

= it i
n— 1 o°

AJd
o+ Y 7 (A.3)

L
7"1,:

mieniras que los vectores de las configuraciones
modales son

K.}
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I Direccicn del
 movimiento

¥

By A.l. Diograma d¢ cuerpo Hhre 22 una cafruciurg pujefa a toredn y traslacidn frinta ;uperior)

Fy 1
= w2
1—22
ch

{A.4)

En térmings de las raices 37 _ de la ec A3, se puede
demostrar {ref 8) que los coeficientes de participacibn
de los modos 1y 2 {las proporciones en que contri-
buyen los modos a |a respugsta total del sistema) se
encuentiran dados por

2
R R S R T L

rn=1,2 iA.5)

Ahora, si se suponen conocidas las aceleraciones
espectrales de cada modo, 4, , la fuerza cortante méxi-
ma vale

Voema, £, ;n=1,2 {A.8)
¥ el mamento torsionante maximo respectc al centro
de torsibn es

{1y v,

M
oh chm

nel,?2 (AT

Una vez conocidos losvaloresde V,, Vy M, v M. la
aplicacion da la ec 1.2 conduce 2 la estimacion de la
. fuerza cortante y del momento tofsionante maximos
medianta &l mé1odao 2; ellos son, respectivamente

o2

(A8
T,
\
.ﬁ=‘/M:+M§_,2M=. (A
i+l

13

donde ¢} se obtiene aplicando la ec 1.3. El signa
negativo asociado al doble producto que aparece en la
ec A9 se debe a que las funciones de transferencia de
s mamentos en el primerg v segundo modos tienen
signo contrario, ya que el factor {1 -X2] que aparece
en la ec A7 es pasitivo para el primer moda [n= 1)y
negativo para el segundo (n = 2], lo cual se demuestra
COMmeG sigue:

Delaec A3
%,
+ 1 —ip 2
ij;I_:i'f__‘/'[:q ) .
2 4 i
par lo que
g+ 3 n-—1
T - =1
MR Z
. Anilogamente

de ahique,si na 1



Al = b —_—
2 2 2
N
o+ 1 1—n
Ve —— =1
2 2 2

En consacuencia, (1 —Aj1 > 0y {1 =231 <0

Ademds, segun el Reglamento del Distrite Federal
imetodo 1) las respuestas dindmicas maximas del
misma sistema estarian dadas por {ec 1.1)

V=, vi+vi (A.10)
M= [ M+ (A1)

Finalmente, por el método exacto, las respuestas
mdximas totales, ¥V v M, se obtienen locatizando 108
mdximas en el tiempo, t, de las sumas de las respues-
. 1as {cortante o momento, segon sea el caso) en los
moados 1 v 2, es decir,

= Max| { v, (0 + v, (] \ {A.12)
M=Mix| [y v, 10 +1y v,{ﬂ}' (A.13)
donde
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A2 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA
SUHJETA A CABECED

Es frecuenie gue en la prictica se presenten estrus:
wras constituidas por una hilera de colurnmas o una
sola columna que sostieng una losa o un cascardn
{p¢ndulos invertidos), tal como la que aparece en la
fig A2, La respuesta dindmica da una estructura de
gsle tipo se debe pbtener {ref 9} considerando el efec-
10 que |a inercia rotacional de la cubierta induce en el
mavimiento 1otal del sistema,

En la fig 4.2 se empled (a notacidn:

W peso de la cubierta mis la parte tributaria Lclel la
colurnna

m Wha

§ aceleracidn de la gravedad

J.  momento de inercia de la masa de la cubieria
respectoal ejg £

£ mddulo de elasticidad del material de la columna

/. momento de inercia de la seccién transversal de
la columna respucto al eje £

CG centro de gravedad de la cubierta

L distancia del sualo al centro de gravedad

El diagrama da cuerpo libre de la estructura anterior
aparece en la fig A_3, en I3 cual se liene que [ref 9)

K rigidez por traslacién = 3£/ /A3

K, rigidez por rotacién = £/, /L

x  desplazamiento de! centro de gravedad de la
cubierta

% rotagién def centro de gravedad de |z cubierta

a = (x-k, 7 plfk

A o=1l¢-kyx)k

Y =LM2E,

k=1—KL¥4Ef, =025

Las ecuaciones diferengiales de movimiento ¢orras.

pondientes al diagrama de cuerpo libre de la estruc-
tura son

mE+(Ke— KK,y k=0
) {A.15}
Je b HIK & = KK, yxlfk=0

Considerandn que se satistacen las relaciones x =—
—wlixy i =—w?d, donde w es la frecuencia circulsr
natural de vibracidn de la estructura, v resohviendo el
sisterma de ecuaciones A, 15, s¢ obtiene la ecuacidn
caracteristica

KK,
Am J. kY

KJ. +rmK,
mJf. kK

4
W -

0 . {AI8)

que es ura ecuscidn de segundn grado en w? Sise
efectian algunas transformacgiones algebraicas v s&
considara que

cuadrado de la frecuencia circular natu-
ral por trasiacidn

Kim = p*

393



K, /. =07 cuadrado de la frecuencia circular natu-
ral por rotacidn

A=wip?
e == ﬂ!fp:

sa |lega a

71,122 1+ n, ¢ \/“ +g 1 —1'.":_:'\ AT

FPor otra parte, los vectores da las configuraciones
modales son

_Xn_ _ 1 _
- R {A_18)

4 =2

4, k-]

S5¢ pueda dermostrar (ref 9] que los coeficientes de
participacidn correspondientes a los modos 1 v 2 se
encuentran dados por la expresifn

c_-L*nm 1,2

: (A.19)
Xm+edd,

Fartiendo del hecho de que seé conocen las-acelera-
ciones espectrales de cada modo, &, , la fuerza cortan-
te mixima y el momento miximo de cabecep
correspondientes valen

V.=ma, Coxpm=ma, Cy;n=172 (A.20}
41,
M,=da, Ch &, =Ja, C, T
(4 =210
=" F v
5 Lm n {A.21)

Las respuestas dindmicas de la estructura de acverdo
con los criterios del Reglamento de Caonstrucciones
de! D. F. método 1) v de Rosenblueth {método 2},
= obtienen haciendo uso de las ecuaciones -

Va [ V142 (A.22)
Mo /M4 M2 {A.23}

: L
- Vv, V,
V=‘/V}+V;+21t:—

(A.24)
12

/ Mo+ — My My My [A.25)
1 +\\E12

donde €], se calcula mediante la ec 1.3, €l signo
menos aparece en la ec A.25 debido a que la funcidn
oe transferencia de! segundo modo &5 de signo opues-
to a la del primero, yva que se puede demostrar, a
partir de la ec A.17 que k, <4y X, > 4, por lo gue
&l factor 4 - &, que aparece en faec A2 tiene signg
positivo en el modo 1, ¥ negativo en el 2.

La respuesta dindmica exacla se pbtiene utilizando las
axpresiones

V= Mix |{C, mx, al[ﬂ +C3 mx, a;m} |{A.2E~I'

M=Max [{C Lo, a,m+c=..f,_¢-132m}| {A.27)

A3 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA
SLMETA A TRASLACION

Consideremos ahora €l caso de una estruciura de cor
ante de dos pisos, en la cual no existe rotacién en (¢

planos harizontales en los niveles de los pisos {fig
Ad),

La ecuacidn matricial de equilibrio de este sistema cs
{ref 10]

- - - -

m. Ut—'KI —Kj K: F4
= [D]

K: mj Uz ‘_K] Za

(A.28)

donde m, y m; son {23 masas concentradas en los
niveles 1 y 2, v K, y K; son las rigideces de los
entrepisos 1 y 2, respectivamente,

Partiende de este sistema de ecuaciones vy haciendo
n, = (Ky/my K /)y A = w¥IK, /m, ), se obtie
nen las ralces

‘| N
1§',=5 [n, +{my femy ) m, +'E]1
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1 2 )
1;/[::, +my/fmy ), + IJ .=4n,. [A.28} .

Ademds, las vectores de configuraciones modales
resultan ser

= sna 1,2 (A 30}
.I +{K1fm|}_W:
Ty {K| J’Irmj Hﬁh!m.l

. - b —

Ademds, se puade demostrar rl[na’[ 10} que los coefi-
gientes da participacion de ios modos 1y 2 s& encuen-
lran dados par

Iy T {mjfml}z'l,n *

Cp= n=1,2 {A.31}

z:llﬂ + {mifml ] 2%,1: J

Si se conocen las aceleraciones espectrales de cada
mode, a,, la fugrza cortante maxima cormespondiente
al entrepisc 1 en cada modo vale

Vip=Coaglm 2y +m 23, inm 1,2 [A32)

en tanto que {a fuerza cortante méxima correspon-
dients al entrepiso 2 es

Vipn=Chaamy 2y, D=l 2 (A.33)
Ya conocidos los valores de V4 ¥ Vi, , , lus respues-
tas maximas dindmicas totales de la esiructura esti-

madas con los métodps 1 ¥ 2 se caleulan haciendo uso
de las férmulas

1?1 = V}.t + v.:,l {A.34)
v, =/ Vi, + Vi, [A.35)

v, = \/"""1.1 Vi +2 Yia i :’l,: (A.36)
1+,
v, V,,
?1’\/"?:*"’:1_2:';—:'1' 1A3T)
) ) i1

donde e}; se calcula mediante laec 1.3

25



Finalmente, las respuestas mdximas dindmicas de la
estructura en cuestidn seé pueden obtener mediante el
méicdo exacto haciendc uso de las ectrationes

1 2
V), = Mdx [ ¢, a,it) [m1 Zyn tmy z:.n:“ |
n=1
{A.38)
1
Vy=Méx | Z Cpadtymyz;, {A.39)
n=1
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Thiers 251-3° Z.P.13
Z.P.5 '
53192 48

13.  Alfredo José Gonzidlez Valera
Ministerio de Tranaporte y
Comuntcaciones .

Pisc 4 Torre Sur
Caracas

4. Vicente Gonzidlez Gonzédlez

SAHOP Ret 34 Av. Genaro Garcla 40 A-3
Av. Constituyentes 946 Jardin Balbuena
México, D.F. Z.P.9
271 30 00 Ext. 4ll 571 48 81
15. Salvador Guillén Duefas
Jalapa 291
Z.P.7
16,  Rafae] Lopez Patifio
Esc, de Ing. de la Calle Colegio Militar No. 14
Univ. Autdnoma de Gro. Chilpancingo, Gro.
Chilpancingo, Gro.
227 4l
17, Luis Fernando Marin Huerta
Co Fr E- ;J'
18. Francisco Magafia Pérez iy
Instituto Mexicano del Petrdlec Edif 75 Entrada C Depto, 102
Av. L&zaro Clrdenas 152 Unidad Lindavista Vallejo
Meéxico 14, D.F. Mexico 14, D .F. —~
567 66 00 567 36 86
1¢.  Samuel Atberto E, Martinez Aquino
Inst.; Tecnologico de Tehuacan * Reforma Nte. 306-1
Sta. {Ma. Coacan Tehuacan, Pue.

y 7 Tehudcan, Pue. 227 50



20,

21.

22,

23.

24.

23,

26.

28.

José Abraham Martinez Bainf -
Escuela de Ingenieria Civil -
Universidad Auténorma de Queré'tam
Querétaro, Qro,

!

Eduardo Mondragén Tt::ulE:d&m::E
C. F. E.

Roberto Olivares Montoya
SARH

Ignacio Ramirez 120-2°
México 4, D.F.

i
x
Gustavo Olivares Salinas '?
Ci F- Ei
Luis Pifia Carhajal f
Instituto Mexicanod el Petréleo
Av. de los 100 Metros No. 152
Mexico 14, D.F,
567 66.00 Ext. 2647

Leopaldo Gerardo Ramu'ez Mena

C. F. E, ;

Thiers 251 :
México, D.F.
545 33 59 C

jos& Enrique Rebolledo Ydnge
Universidad Técnica de Machala

-
Antonic Rios Rojas !
Aseguradora Mexicana , S.A..

Plaza de los Ferrucarnles 9§
México, D.F, ;
566 52 77 Ext. 141

Victor Manuel Ruiz Reyes
PEMEX '
Depto. de Geotecnia ' .

jefe de!l Depto. de Control de C‘al]d
Marina Nal. 329 ]

Z.P.17 l

545 43 30 |

Lucas Ricardo Tejero Arﬂrade
Inst. Nal.de Inv. Nucleares '

b, Franklin 16}

Z.P. 1

271 22 07 -
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Cpe. Posada 8
Col. Alcanfores
Querétaro, Qro.
2 51 8%

Filipinas 178-16

Z.P.13

Guerrero 330 E -19
Tlatelelco

Z.p.3

583 78 46

Buenavista 27
Coyoacin

Z. P, 21

554 40 Ot

[Herde de Nacozari 97-20!1
Col. Morelos
Z.P.2

- 789 38 34

Cruz dgel Sur 35
Prado Churubusco
Z.P.13

S82 14 46

4

H
Tiber 105 G
Z.P.5. %
SIL 3052 r

E %

g'.‘.
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32,

33.

34,

35,

36.

José Luis Torres Barajas |[1

Ing. de Sistermnas del Transporte

Metropolitano 4
Legaria 252
Z.P.17

399 69 22 Exr. 215

kg o —

Rodolfo Vazquez Zeferino § {
Esc. de Ing.

[niv., Auténoma de Guerrico
Chilpancingo, Gro

2 27 41

José Veldzquez Valdez

PEMEX

Coordinador de Estudios de Gaotecnia §

Marina Nal,
Z.P.\7

326

= ——

Carlos Valencia Carmona |
Universidad Veracruzana

José I. Valle Garcia
Instituto Mexicanv del Petroleo
Av. de les [00 Metros N . 152
Z.P. 14

567 66 00 Ext.

Isidro Viliasante Muiioz l
Aseguradora Mexicana, 3.A.
Plaza de los Ferrcocarriles 9
México, D,F,
566 52 77

2647

José E, Paredes |74
Pueblo.Libre

Luis Zapata Bagtietto ’ +
¥
Lima
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Bondojito 14-1
Col. Michoacan
Z.P. 2

529 26 94

Dr. Parra 9
Col. (entro
Tixtla, Gro.

Giotto 66-201
Mixcoac
Z.P. 15

598 50 a7

Sullana 701
Lindavista
2.4

Abraham Gonzélez 67
México 4, D.F.
566 29 22



