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l. 

VINAMICA ES TRLICTURAL 

VEFINICION. 
DR. OCTAVIO A RASCON CH. 

GRADOS DE LIBERTAD = NUMERO DE COORDENADAS GENERALIZADAS (DESPLA-

ZAMIENTOS O GIROS) QUE SE REQUIEREN PARA DEFINIR LA POSICION DEL 

SISTE~1A EN CUALQUIER INSTANTE. 

EJEMPLOS 

UN GRADO DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

n GRADOS DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

INFINITO NUMERO DE 
GRADOS DE LIBERTAD 



2. 

METOVOS VE VISCRETIZACION VE S ISTEM~ COMTINUOS 

l. POR CONCENTRACION DE MASAS 

MASA POR UNIDAD 

DE LONGITUD = m . 
!(//t#tiUDUt/l//l!lrt/71/':1////P/IDllTill/IJH~ 

'-\.t. I 

z , 

~m: 

mm n.rp¡ 
2. EXPRESANDO LA CONFIGURACION DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA COMO 

3. 

UNA SERIE DE FUNCIONES ESPECIFICADAS. POR EJEMPLO, SI ESTAS 

FUNCIONES SON AID10NICAS: 

Z(x,t) = 

_ __,>-~X 

N 
Í'll'X 

I: bi sen ¡;-
i=l 

,t;=>'<=>"7tm= e= ~+~~+¡;='~+ ... 
--;---- L 6-tsen'I!f b2 5en '2.~x 63 se.n ;3-rrx 

EN GENERAL. PARA CUALQUIER TIPO DE FUNCION ~(x): ~ 

1 

-¡;. 

l' 
~· 

z(x,t) = 

+ -·---·lJH+ 

N 
I: z.(t)~.(x) 

i=l 1 1 

MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS 

-+--- l- - - ·--+ 

Á-~t-!z,rtl 
"l l x,t ) ~ l ~ ct ) \.tt l x ' 

1 



3. 

AL PLANTEAR LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE CUERPOS RIGIDOS ES A ME-

NUDO NECESARIO CONOCER LOS MOMENTOS DE INERCIA DE MASA. A CONTI-

NUACION SE PRESENTAN ALGUNOS CASOS: 

m = MASA POR UNIDAD DE LONGITUD 

t 
1 

2_h 
-:f" 

¡ 
J_ - -
~~~ 

¡ 

-t-

BARRA UNIFORME 

(J 

3 

m .. , , ")) 
Io=-~r:- (o'-+ n·-

.-1 --+-------''<----,_ rr\ = ~ O b j2 
/ 

PLACA UNIFORME TRIANGULAR 

b 

+ 

Y = UASA POR UNIDAD 
DE AREA 

a 

PLACA UNIFORME RECTANGULAR 

r 
i 

b 
2 

f-
i 
1 

6 -2 
1 

1 
t--

-·- ·- -----........ 
// ' 

\ 

\ 
\ 

' Q_ 
-/---~-

o 
J.-ji<--__ ? __ ---/--

PLACA UNIFORME ELIPTICA 
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RESPUESTA VINAMICA VE SISTEMAS ELASTICOS LINEALES VE UN GRAVO VE LI lfRTAV 

CON AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 

K, L 

17TT7ll 
__ _,.,...._ )(o d: ) 

t = TIEMPO 

M = MASA 

K = RIGIDEZ 

< 

C = AMORTIGUk~IENTO 

f(t) =FUERZA EXTERNA 

> 

X (t) = DESPLAZAMIENTO DEL SUELO 
o 

EL AMORTIGUAMIENTO VISCOSO ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RESTAU-

RACION PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA ~~SA RESPECTO AL 

SUELO. 

EL AMORTIGUAMIENTO SE· DEBE PRINCIPALMENTE A LA FRICCION INTERNA 

ENTRE LOS GRANOS O PARTICULAS DEL MATERIAL DE LA ESTRUCTURA, Y A 

FRICCION EN LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA l-USMA. ES EL ELEMENTO 

DEL SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA. 

2a. LE Y VE NH.'fON: 

"LA RAPIDEZ DE CAMBIO DEL MOMENTm! DE CUALQUIER MASA, m, ES IGUAL 

A LA FUERZA QUE ACTUA SOBRE ELLA" 

._, 
' 



p{t) 
d 1 

= dt {mx) 

p{t) = FUERZA ACTUANTE 

x = DESPLAZMUENTO 

t = TIEr1PO 

. •· 
SI m ES CONSTANTE: p{t) = mx 

PRINCIPIO VE V' ALMA l.ERT 

SI LA 2a. LEY DE NEWTON LA ESCRIBIMOS COMO 

p{t) ,.... mx = O 

5. 

AL SEGUNDO TERMINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE COMO FUERZA VE INERCIA; 

EL CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARROLLA UNA FUERZA DE INERCIA PROPOR-

CIONAL A SU ACELERACION Y QUE SE OPONE A ELLA SE CONOCE COMO PRIN-

CIPIO DE D 1 ALAMBERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE MOVUUENTO SE 

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EQ_UIL1PRIO VINAM1CO. 

ECUACION DE EQUILIBRIO 

X o 
~K 

EQUILIBRIO: 

PARA UN SISTEMA ELASTICO: 

PARA AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: 

fe 

fe 

fa 

+ f a + 

= K{x 

. 
= c{x 

r 

DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 

fi = p(t) {1) 

' 1 

- X ) = k y 

1 
o . 

- X ) = Cy ~ o {2) 

~ • • • • • 1 
POR EL PRINCIPIO DE D'ALAMBERT: fi = mx = m{y + X 0 )j 

) 



SUSTITUYENDO LAS ECS. 2 EN LA EC. 1 SE OBTIENE: 
• 

m(y + x ) + cy + ky = p{t) 
o 

DE DONDE 

My + cy + Ky = p(t) - Mxo 1 _______ , 
DIVIDIENDO ENTRE M M4BOS MIEMBROS DE LA EC.3: 

. . e · K p <t> • • 
y + M y + M y = ~ - xo 

6. 

(3) 

SI 
e K _ 2 
M - 2h, y M - w ~ DONDE w = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, EN 

RAD/SEG: 

(4) 

CUANDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SIST~~ SE TRATA DE UN PROBLEMA 

DE VIBRACIONES FORZADAS; EN CASO CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE VIBRA

CIONES LIBRES. 

VIERACIOMES LI ~ES 

EN ESTE CASO LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

2 y+2hy+wy=O 

CUYA SOLUCION ES 

-ht y(t) = e (C1 sen w't + c2 cos w't) (S) 

DONDE w' = lw 2
- h

21
= FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL AMORTIGUADA 

Y c
1 

Y c
2 

SON CONSTANTES QUE DEPENbEN DE LAS CONDICIONES INICIALES 



7 . 

(EN t=O) DE DESPLAZAMIENTO Y VELOCIDAD QUE TENGA LA ~ffiSA DEL SIS-

TEMA. 

ESTAS RESULTAN SER 

1 ¡ . ~l 1 • t 
1 y(O) + hy(O) J 1 

el = ¡y 
;C2 = y (O) ( 6) 

1 w' ' ' 1 
1---- - ---- --- --' _, . ------

LA EC (S) SE PUEDE ESCRIBIR TAMBIEN COMO: 

--- ------------- -·-·-- -

y(t) A e 
-ht 

(w' t 9) (7) = ces -

DONDE A ¡~2 + c2 y e tan 
-1 el 

ANGULO DE FASE = = c2 -1 2 

LA GRAFIC DE LA EC (7) ES 
':J 

¡_____ ___ 
t--- T' 

-----
y(O)! ------

t 

TI-~ = - w 1 
PERIODO NATURAL MtORTIGUADO, SEG 

f' = 1 = FRECUENCIA NATURAL AMORTIGUADA, cps 

VEM10S EL CASO ESPECIAL DE LA EC. (S) EN QUE h-+w. EN TAL CASO, 

w' = lw 2 - h 2 ~o, ces w't-+1 Y sen w't-+w't, CON LO CUJILLA EC. (S) SE 

REDUCE A . 
y(t) = e-wt { [ (y(O) + hy(O) )/w'] (w't) + y(O)} 
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LA GRAFICA DE ESTA ECUACION ES" 

rr---
y:,) 1 ~'-. 

1 ! -----
-- 1 1 -¡----- ---- _____ ... ... ~- --~ r 

Y OBVIN~NTE NO REPRESENTA UN MOVIMIENTO OSCILATORIO, POR LO CUAL 

SI h = w SE DICE QUE SE TIENE kMORTIGUAMIENTO CRITICO. EN TAL CASO: 

DE DONDE 

h cr = w = (f 

(8) 

A LA RELACION ~ = C/Ccr SE LE LLkMA ~RACCION DEL ~iORTIGUAM_!~~!Q 

CRITICO. 

DESPEJANDO A M DE LA EC. ( 8) Y SUSTITUYENDOLA EN LA EC. h = C/ (2M) 

SE OBTIENE: 

e 
h = ---=--- = 

c2 
cr 2 

4K 

ADEMAS: 

w' = Jw2_ h2 

w' = wh 
= 

e 
ccr 

/w 2-

- ~2 

2K --= 
2/i<M' 

w2~2 

~ff = ~w 
M 

= w/1-~ 2 

(9) 

LOS VALORES USUALES EN ESTRUCTURAS QUE ASUME ~ VARIAN ENTRE 2 Y 5%. 

EN ESTE INTERVALO w' Y w SON CASI IGUALES; VEAMOS, POR EJEMPLO, 

EL CASO EN QUE ~ = 0.1 
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w' =w 11- 0.01 1 = 0.995w 

OTRA FOIDiA DE MEDIR EL GRADO DE kMORTIGUAMIENTO QUE TIENE UNA ES-

TRUCTURA ES MEDIANTE EL_ DEC~~1_!?_~~9 _L9_(;_1\~!_TMICO, EL CUAL SE DEFINE 

COMO EL LOGARITMO DEL COCIENTE DE DOS AMPLITUDES CONSECUTIVAS 

L = ln y(t) 
y(t + T') 

-ht 
ln{ e = -h(t+T') e 

-ht 
ln{ e = -ht -hT' e e 

= ln Ae-htcos(w't-9) 

Ae-h(t+T')cos[w' (t+T')-9] 

cos(w't 9) - } 
cos(w't + w'T'-9) 

cos(w't 9) -
2'1T) } cos(w't 9 - + 

+hT' = ln e = hT' = ~wT' 2'1T = ~w 
w/1-~2, 

SI ~ ES PEQUE~O, 

ECUACION DE MOVIMIENTO GENERALIZADA. 

(10) 

( 11) 

HAY PROBLEMAS QUE APARENTEMENTE CORRESPONDE A VIBRACIONES DE SIS-

TE~~S DE ~ARIOS GRADOS DE LIBERTAD PERO QUE EN REALIDAD SON DE UN 

GRADO SOLAMENTE. 
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EJEMPLO 

· p(x t)= -F~ ~r~) 
• Cl J ~ l . 

.JL 0.. --7F-rr- ,~ 

l. ., 

o' / 

o E. 
e 

.. --

o ·" a "'< 

~ G 

J fct rlf fRi fo2 f12 rlt'2. 

a ·f a~ 

\"Y\A='rñ L 
m: mn;:o rr¡l •la¡l 

de. \ • ... 1 Ot'• .,, ._., 1 

e 

CONSIDEREMOS PRIMERO EL CASO SIN LA FUERZA NORMAL, N. 

TOMANDO COio·10 COORDENADA GENERAL! ZADA A Z ( t): 

3 = kl4 Z(t) 

- 1 .. 
mL 2 Z(t)= 

.. 
2añiz (t) 

2 •• 
fi2 = m2 3 z (t) 

1 -, 1 
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mL L
2 

= 4a 3 Z(t) = 

LA ECUACION DE MOVH1IENTO DEL SISTEMA SE PUEDE ESTABLECER IGUALANDO 

A CERO EL TRABAJO VIRTUAL REALIZADO POR TODAS LAS FUERZAS AL DARLE 

AL SISTEMA UN DESPLAZAMIENTO VIRTUAL EN EL PUNTO B IGUAL A oZ. EN 

TAL CASO 

. 
oW =-k1 Í Z(t) (í oZ)-K2 i Z(t) (~ oZ) -c1 Z~t) (~z ) -

- e 
2 

z ( t) ( o z ) - 2 aiñ z · ( t) ( g) -m 2 z ( t ) (~o z ) 
2 2 3 3 

SIMPLIFICANDO SE OBTIENE 

taiñ + 
- 4m2 el 9 + k2) a m Z(t) C2) Z(t) + Z(t) 3 + -) + (16 + (16 kl -9 9 

16 - 1 - 3 paz;; (t) oz = o (A) 

COMO EL DESPLAZAMIENTO VIRTUAL oZ NO ES CERO, SE DEBE CUMPLIR QUE 

EL TERMINO ENTRE PARENTESIS ES CERO. EN TAL CASO: 

EN DONDE 
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4 - 4 el 
c2 m :::; 

3 m a + 9 rn2 e = 16 + 

~ 9 k2 ~ 16 -k = 16 kl + -9- p(t) = T par; (t) 

ESTOS PARAMETROS SE DENOMINAN MASA, AMORTIGUAMIENTO, RIGIDEZ Y FUERZA 

GENERALIZADAS, RESPECTIVk~ENTE. 

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO DE LA FUERZA NORMAL N SOLAMENTE: 

-
e\ e= de1+ 6e2 

- - - - -- - - -- ..r-

Jz -·--·----t 
z. 

14 4a---
o = DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL DEBIDO AL BARRA i e. 

l. 

• 
• • 

o z oz el =4a 

o e 7 
= 12 

EL TRABAJO VIRTUAL ES: 

o~'V = Noe = 

z -
a 

7 
12 

z 
= 3a oz 

oz 

NZ (o z) 
a 

COMO EL SISTEMA ES LINEAL SE PUEDE SU~mR ESTE TRABAJO VIRTUAL AL DE 

LA ECUACION (A) , CON LO CUAL LA RIGIDEZ GENERALIZADA SE MODIFICA, 

QUEDANDO EN LA FORMA: 



• 
13. 

k = 1~ k1 + ~k2 t 1~ ~ 
DE ESTA RIGIDEZ SE PUEDE SACAR, DE PASO, LA CARGA CRITICA DE PANDEO 

HACIENDO k = O: 

_ V~~E~IIHACION EXPER~ME.~T~~ _ _!)_E_ -~ _ _IN ESTRUCTU~ _ ~~ALES_ O_~~ _MOVELOS 

SI SE REALIZA UN EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE 

SU POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURA DE SU POSICION DE EQUILIBRIO 

ESTATICO Y SE DEJA VIBRANDO LIBRE~ffiNTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA-

CIONES QUE SE REGISTREN EN LA MASA TENDRA LA UIS~-1A FORMA QUE LA GRA-

FICA DE LA EC.7. 

j 1 Ac<Z.I ~rÓn•<ltrO}-[Am¡oló ¡;coclo-:}- Ra9i s +~-a-cJ~l 
ITTT177 rrlm 

·glt+T)) 

~ ct_) 

SI DE DICHO REGISTRO SE ~IDEN y(t + T')y y(t) SE PUEDE OBTENER L Y, 

DE LA EC. (11), DESPEJAR A~ 

L 
~ = fi 



1. 

PRINCIPIO DE HAMILTON 

t2 
J o (T- V) dt + 

t, 
DONDE 

T = ENERGIA CINETICA TOTAL 

V= ENERGIA POTENCIAL TOTAL, INCLUYENDO ENERGIA DE DEFOR

MACION Y ENERGIA POTENCIAL DE LAS FUERZAS CONSERVATIVAS 

W = TRABAJO REALIZADO POR LAS FUERZAS NO CONSERVATIVAS nc 
(TALES COMO LAS DE AMORTIGUM4IENTO) 

o= VARIACION TOMADA DURANTE EL INTERVALO DE TIEMPO DE t 1 
A t 2 

EN ESTE PRINCIPIO SE ASUME QUE LA VARIACION, ox, DEL DESPLAZAMIENTO 

EN LOS INSTANTES t 1 Y t 2 ES NULO. 

EJEMPLO 

K 
t==:~(t) T= 

,· // 7 7 7 1 7 1 1 1 7 7 

1 • 2 
2 mx 

ow nc = p(t)ox -

t2 
1 2 

t2 
J o'l m~2 - -kx )dt + 

J 
(p(t)ox-"2 2 

t1 . t 1 

t . 

V = ~ kx2 (ES LA ENERGIA DE DEFOR
MACION, UNICAMENTE) 

CXoX 

. 
cxox)dt 

I 
2 . • 

(mxox - kxox)dt + (p(t) - cx)ox dt = o 
t1 

t 

J 
2 ~ • • 

lmxox 
. 

(ex + kx - p(t))ox]dt = O 

t1 
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INTEGRANDO POR PARTES EL PRHfER TER~INO DE ESTA INTEGRAL; 

J t2 .. 
=J mx6x dt 

t1 

POR LO QUE 

t 

f 
2 •• 

mx 6 x dt 
J 
tl 

J
t 2 •• 

[- mx - ex - kx + p(t)]6x dt = O 
t, 

PUESTO QUE .sx ES ARBITRARIA, LA ECUACION ANTERIOR SE SATISFACE EN 

GENERAL SOLO SI 

EJEMPLO 

L 

mx + ex + kx - p(t) = O 

L 

v(x,t) = ~(x)z(t) 
APLICANDO EL PRINCIPIO DE HAMILTON: 

L 
1 J . 2 T= 2 m(x)(vt(x,t~ dx 

o 

ENERGIA POTENCIAL POR DEFORMACION: 

L 

V= ~ J EI(x) (v"(x,t))2dx 
o 

e ( t) = ~ Jo [ v ' ( x , t) ] 2 dx 

ENERGIA POTENCIAL DEBIDA A LA FUERZA NORMAL: 

- -N2 JL 2 VN = [v' (x,t)] dt 
o 

1 

l 
l . 
~ 



EN ESTAS ECUACIONES: v = dv/dt ; v' = dv/dx 

v"= d2v/dx2 

3. 

~UESTO QUE NO HAY FUERZAS DINAMICAS EXTERNAS, Y SI CONSIDERA.~OS _A.\tQR

TIGUAMIENTO NULO, ENTONCES ~W = O, POR LO QUE · nc 

, t 2 
j ~(T-V)dt = O 

tl 

t 2 ,L • 

J. [ J m(x)vt (1<, t) 
tl o 

L 

o 

L 

~~tdx -J_EI(x)v"(x,t) ~v"dx + 
o 

+N J v'(x,t) Bv'dx] = O 
o 

TO~~NDO EN CUENTA QUE 

vt = v + v
0 

, v" = w"Z, v' = lji'Z v = wZ 

SE OBTIENE 
L 

+ ~zv0 (t) J m(x)w6x 
o 

L L 
- z~z J. EI(x)(ljl") 26x + Nzc5z J (~j~") 2 c5xl dt =O 

o . o 

INTEGRANDO POR PARTES LAS PRIMERAS DOS INTEGRALES Y HACIENDO 
L 

m = J. m(x)w 2 dx : MASA GENERALIZADA 
o 
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L 
~ 

Ia E I ( x) ( 1jl") 
2 dx K = = RIGIDEZ GENERALIZADA SIN CONSIDERAR 

FUERZA NORMAL 

o 

L L 
GEN~RALIZ~~-~ 

J EI(x)(1j1") 2dx NI 
2 K = (JP ~) -~x = RIGIDE-Z 

o~ .............. ~~--- o 
L 

p(t) = FUERZA GENERALIZADA EFECTIVA = - ;o J m(x)ljl~x 
o 

SE OBTIENE LA ECUACION 
t 

J 
2
[;; + ¡z - p(t)j~z dt = O 

t1 

POR LO QUE 

... .. - ... 
mz + kz = p(t) 

-CASO PARTICULAR. CONSID~REMOS EI=cte Y m=cte = m 

SEA ljl(x) = 1 - cos~~ ; EN TAL CASO: 

L L 

m = I - 2 m(ljl) dx = m J ·c1 1TX 2 cos 2L) dx = o.22s mL 
o 

SI N=O: 
L 

J EI(1j1") 2dx = 
~ 

k = 
o 

~ .. 
p(t) =-v

0
(t) 

o 

SI N;iO: 

o 

L 2 

J 
1T 1TX 2d EI (-2 COSzL) X = 

o 41 

L 

dx =-m;
0

(t) J 
o 

nx - ·· (1 - cos 2L? dx =-0.364 mLv
0

(t) 

L 

k = ~ ~~ - N J ($')
2
dx 

L 

J ( 
1T 1TX) 2 = N ZL sen2L dx 

o o 

'""(~ 



,, 
n

4 EI PARA CARGA DE PANDEO: 32 L3 -
N rr2 
cr 
8L 

5. 

- ..,..4EI N 
K " (1 -'-) 

= 32L3 - Ncr 
CON LO QUE Y LA ECUACION DE EQUILIBRIO 

QUEDA EN LA FORMA: 
----·----- ·---------· ------ -----------, 

LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL CORRESPONDIENTE ES 

r --.. -- . -~-- -- ..... -·--- .. 1 
PEI (1-rfi---) l __ = J_ ;.-2_9~ ñiL ~r__J 



14. 

EJEMPLO 

A UNA ESTRUCTURA DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE 

20 TON EN SU MASA, OBSERVANDOSE UN DESPLAZA~IENTO ESTATICO DE 0.2 CM. 

AL SOLTAR SUBITk~ENTE LA FUERZA SE REGISTRA UN PERIODO DE OSCILACION 

DE 0.2 SEG, Y QUE LA ~~PLITUD EN EL SEGUNDO CICLO ES DE 0.14 CM • 

l. 

2. 

3. 

. ! t ~',i l .. 

1 ·-·---! 
¡ 

m-n 

CALCULAR w, w~fjL y ~ 

DE T' 
. 27T 'IT2 

= --= 
w 

/f 
SE OBTIENE 

21T IW' 0.2 y = 
IKg"' 

K = 2.0 = lOO TON 
0.2 CM 

• 2 1 2 W = T' Kg 47T = (0.2) 2 
X lOQ X 981/41T 2 = 0.04 X 100 X 981 

4 9.87 

• 
~v 99.4 TON 

21T 21T RAD 1 1 
w' = T' = "0:"2 = 101T SEG ; f' = v= 0.2 - 5 cps 

L ln 0.2 ln 1.43 0.357 = 0.14 = = 

L 0.357 0.0568 o 5.68 % ~ - 2n 
= = ~ = 2;r 

e = ~ccr = ~2/"KM., = 0.1132 fi o o- -x-99-. ~f/9-sT' 

= 1,132 x 0.318 = 0.36 TON SEG/CM 

/ 
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EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERT.~ SUJETO 

A LA SIGUIENTE EXCITACION: 
A~·~ A 

J., ----.-----
~ 

----"'> 
t 

Po 
x = lC (1 - coswt); 

CON C = O 

mx + kx = p o 

x = c1 senwt + c2 coswt + p
0

/k 

SI EN t = o, X = o y X = 0: 

e = -F /k Y c1 = o 2 o 

,nt ; ;'\ .. / .·~'\ 
1""' :'\_.-...' 

B = FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA = = (1 - coswt) 

BMAX = 2, EN t = T/2, 3T/2 ... 

p 
(_Q_) 

k 

AHORA, SI LA EXCITACION ES DE DURACION t · o . 

!{:) i¡. 
i 
1 

p: 
r 

-- . o 

. --·---; 

1 

1 
_ _¡ __ -

~

"'"' 

SI t < t
0 

Po 
x = lC (1 - coswt) 
. 
x(t) 

EN t = t . o· 

x(t
0

) 
Po 

=lC (1 - coswt
0

) \ CONDICIO-
NES INICIA . ,,)po 

x(t
0

) =k senwt
0 1 LES PARA 

J t>t o 



SI t>t , o x = A coswt 1 + B senwt 1 

14' 1 

CON t 1 = t - t ' o 

EN t 1 =O ( t = t
0

),SE DEBEN CUMPLIR LAS CONDICIONES INICIALES AN

TERIORES, LO CUAL CONDUCE A 

POR LO QUE 

o 

CUANDO 
t~l/1)1. 11-

p 
A = __2. (1 - coswt ) 

k o 
y Po 

B = k senwt
0 

Po Po 
x = k (1 - coswt

0
) coswt 1 + k senwt

0 
senwt' 

p ·- -------
X = ko /2 (1 - cos t

0
) sen(wt' - 9) 

. t 
w o 

(2 sen--2--) sen(wt' - 9) 
~-- --·- -------..,---- ___ .J 

B= FACTOR DE AMPLIFICACION 
wt t

0 BMAX = 2 sen~ = 2 sen(n1') 

B~.1AX = 2 

;!.. .( --- :::::--- -·t --· 

1 

j; 
--t-- ... _ ___J_ 

c.-:; 1·0. 
1 . - --------· ·----- ';;> ic /T 

¡.~ 

EL MAXIMO EL MAXIMO OCURRE DURANTE LA EXCITACION 
OCURRE DES- ~ r 
PUES DE LA -
EXCITACION 

nt 
SI t

0
/T ES 1'1UY PEQUE~O, sen-0 = nt /T T o 



y XMAX 
2Po wto 2Po ~to Poto I 

= ""lC""T=mk -2-=~=m~ 
m 

EN DONDE i = p t = AREA BAJO LA EXCITACION o o 

14' ' ' 

EJEMPLO: EXCITACION DADA POR UN IMPULSOrSEA UN IMPULSO APLICADO 

DURANTE UN INTERVALO DE TIEMPO At MUY PEQUENO, TAL QUE At/T << 1: 
f ~): t 

1 ' ~ 

1 ~ 
1- ".'J 

! ,.-, 
''\ 1 ' •• 

1 ' 
li ' 

A,¡ 
li. 

~> . ; ' -trt=-\· -.. --:' -- u -·- ·---

·---..... t 
.. 

POR EL PRINCIPIO IMPULSO - MOMENTO SE TIENE QUE 

At . 
1 • 1 p(t)dt = mx 

o 
EN DONDE x ES LA veLOCIDAD QUE EL IMPULSO LE IMPRIME A LA MASA DEL 

SISTEMA. DESPUES DE At EL SISTEMA QUEDA VIBRANDO LIBREMENTE CON 

VELOCIDAD INICIAL ~(O) = ! , MIDIENDO EL TIEMPO EN LA ESCALA DE 

t', Y CON DESPLAZAMIENTO INICIAL QUE PUEDE CONSIDERARSE NULO, DEBIDO 

A QUE EN EL CORTO INTERVALO DE TIEMPO At LA MASA ADQUIERE UN DES

PLAZAMIENTO DE MAGNITUD DESPRECIABLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SER 

. 
x(t') = !121 sen~t• = ~en~t• 

~ . m~ 

SI EL SISTEMA TIENE AMORTIGUAMIENTO, 

x(t') = _!_ e-t~t• sen~'t' 
m~ 



1 5. 

SOLUCION AL PROBLEMA VE VIBRACIONES FORZAVAS 

A. FUERZA EXTERNA 

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE EXISTE p(t) Y QUE x
0

(t) = O, 

SIENDO p(t) ARBITRARIA 

·1 

1 
-- -- - t-

tol 
'\. r 

. ~~ ~ -- ---- - - f 
t· 

-t 

PUESTO QUE dT <<T, LA FUERZA APLICADA EN t= 7: PRODUCIRA UN INCREMENTO 

INSTANTANEO EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A 

y = p(T)dT 
M 

Y UN INCREMENTO INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y=O. 

TOMANDO ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t=r·., LA EC. 5 

DA COMO RESULTADO 

y(t) = p(T)dT 
Mw' 

-h(t-T) sen w' (t-T) e · t>T 

PUESTO QUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPONER LOS EFECTOS 

OCASIONADOS POR LOS H1PULSOS APLICADOS EN CADA T QUE HAYAN OCURRIDO 

A.~TES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES·· DECIR, 
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¡ - --
¡ y(t) = (12) 

_¡ 

LA FUNCION M 1, e-h (t-T) sénw' (t-T) ,QUE ES LA RESPUESTA A UN Il\IPULSO I~ST.;.~T.=\-• w 

NEO UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONOCE COMO _fW!C1011 VE TRA!ISF~_~N~_!_A DEL 

SISTEMA. 

'J'- L 
.._j '~ ~ r j 

r/ T, T'=- , 
l \ 

LA SOLUCION DADA EN LA EC. (12) SE DENOMINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA 

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI

LIBRIO; LA SOLUCION GENERAL ES: 

¡-

y(t) -ht 1 t -h (t-T) = Ae cos(w't-9) + Mw' f p{T)e senw' {t-T)dT 
-oo 

EN DONDE A y 9 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO . 
Y VELOCIDAD, y{O) Y y{O), RESPECTIVkMENTE. EN GENERAL LA PARTE DE 

LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES LA MAS IMPORTANTE, 

YA QUE LA OTRA PARTE SE AMORTIGUA RAPIDAMENTE. 

B. 110VHUENTO DEL SUELO 

PARA ESCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

EQUILIBRIO PARA EL CASO DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA 

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CAHBIAR p ( T) /~1 DE LA EC. { 12) POR -x ___ o 

YA QUE EN DICHA ECUACION APARECE EN EL MIEUBRO DERECHO p{t)/M CUANDO 

LA EXCITA.CION ES P (t) Y APl\RECE -X CUANDO LA EXCITACION ES POR o 

MOVHUENTO DEL SUELO. EN ESTE CASO 

'.o~~~~~~ 
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LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES 

y (t) -1 t •• -h(t-T) 
= WT! x

0
(T)e senw' (t-T)dT (14) 

-co 

EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD CON &~OR-

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA EXCITACION ES LA SIGUIENTE: 

x.,tb4 
! z; 
i 

= o 

+ 1 ¡-- -- . -¡ 
X (t) SI t)~t~t ' = a, o. o o 

! 
--- 1-- - ¡ ' - ---~ \_ 

_¡_ 

ó '-o X (t) = O, SI t<O t>t o o 

CONSIDERESE QUE y(O)=O Y y(O)=O. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES 

SON NULAS SE TIENE QUE A=O (UTILIZANDO LA EC. (13) Y LA SOLUCION PAR

TICULAR QUE SIGUE, EC. (A)): 

-1 y(t) = 
w 

-a = 2 
w 

t 
! a senw(t-T)dT = -a 

w 
-co 

t 
! sen w(t-T)dT 
o 

(1- coswt) SI O<t<t 
- - o 

(A) 

PARA FINES DE DISE~O ESTRUCTURAL ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA 

MAXIMA; ESTA OCURRE CUANDO coswt =-1, O SEA, CUANDO 

wt = 7T o t 7T 7T T = w =~ = 2 
T 



Y VALE 

MAX { ly<t>P 
2a 

= = 2 w 

a 2 
---,: T , SI 
211' 

T 
o~-2 ~t . o o 

18. 

O~T~2t . o 

PATA t>t , O SEA, PARA T/2>t ES NECESARIO OBTENER LA RESPUESTA EN VI-o o 
BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELOCIDAD Y DESPLAZA-

MIENTO CORRESPONDIENTES A t=t : o 

y(t
0

) = -~ (1 - coswt
0

) ; 
w 

= -a senwt 
w o 

APLICANDO LAS ECS. ( 5) Y ( 6) OBTENEr<ms: 

DONDE 

Y(t) = -a (senwt senwt' - (1 - t ) coswt'] 2 o cosw o 

= 

y(t) = 

t' = 

w 

-2a 2 senwt0 sen(wt' - ~) 
w 2 

t -t o 
1 1-coswt 

- o 
= tan ( senwt

0 
) 

sen (wt' - ~) 

EL VALOR ~1AXUm DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALO ES 

2 : wt 1 
MAX{ ly(t) ll = ~~sen 2° , SI t>t

0 
O T>2t

0 
w 1 
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EXCITACION ARMONICA 

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO EN QUE LA ESTRUCTURA ES EXCITADA POR LA 

FUERZA ARMONICA 

p(t) = p
0 

sennt 

DE DURACION INDEFINIDA. 

LA SOLUCION DE ESTE PROBLE~1A SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A 

p(t) = p sennt EN LA INTEGRAL DE DU~~EL Y OBTENIENDO SU SOLUCION. o 

SIN EMBARGO, EL RESULTADO LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACION DE QUE 

PARA QUE EL ~UE~1BRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO 

APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE 

TENGAN COMBINACIONES DE TERMINOS TAMBIEN AR~ONICOS. CONSIDEREMOS, 

POR LO TANTO, LA SOLUCION 

y(t) = A sennt + B cosnt 

Y DETER~INEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A Y B PARA SATISFACER LA 

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR 

A y(t), y(t) Y y(t) EN LA ECUACION DIFERENCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC-

TORIZANDO: 

p 
; sennt + O x cosnt 

PARA QUE ESTA IGUALDAD SE CUUPLA SE REQUIERE QUE 

-An 2-2hnB +. w2A = p~ 
-Bn

2 + 2hQA + w2B = O 
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RESOLVIENDO ESTE SISTE11A DE ECUACIONES SE OBTIENE: 

Po (Q2 2 
""11 -w ) 

A = 
(w 2 -n2)2 + 4h2n 2 

Po 

B 
-2hn ""11 = 2 -n2 )2. + 4.h2n 2 (w 

SUSTITUYENDO A Y B EN LA EC. (141
): 

Po 
""11 2 2 

y (t) = --=------...,:--:=-----=._._,... { ( n -w ) sennt - 2hn cosnt} 
(w2 -n2)2 + 4h2n2 

(15) 

O, TAMBIEN 

(16) 

EN DONDE ~ = ANG TAN (-B) = TAN-1 2hQ = ANGULO 
A w2 -n2 DE FASE 

(17) 

DIVIDIENDO Nlll·1ERADOR Y DENOMINADOR DE LAS ECS. (16) Y (17) ENTRE w
2 

SE OBTIENE: 

o -o 

·-1 

""k 1 

y ( t ) = j¡-.,..,( _,_
1

.,...., __ ,_,...,2="-·,...,.._ ..,..,_ ._==.,.............,_,..,.._ ,...,_ ,... _ __,....1 - sen ( n t - ~) JI 
- ~ 2) + ( 2 z;-) 2 ·- --- .. - . . - -~-. 

Q 
2 z;

w 

--. 

... J 

(18) 

(19) 

:~ 
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SI SE TIENE EXCITACION ARMONICA EN LA BASE DE LA ESTRUCTURA 
• • 2 

= asennt, O SEA, x = an sennt, BASTA C~~BIAR A p /M EN LA o o 
2 EC. (16) POR -an ; HACIENDO ESTO SE OBTIENE 

y(t) 

FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA DE DESPL.= Bd 

1 
1 

i 

1 

l 

1 

1 

1 

\ 
\ 

\ 

' 1 

(20) 

= MAXImLI a 

( 21) 

w 

LOS FACTORES DE AMPLIFICACION DINAMICA DE VELOCIDAD Y ACELERACION SE 
1 

SE PUEDEN OBTENER DERIVANDO RESP~CTO A t LA EC. (16) O LA (20), SEGUN 
1 

SEA EL CASO. LOS RESULTADOS SON~ RESPECTIVMiENTE, 
j 

r-1AX 1 xJ.ll¡ = B = g_ B 
aw v w d 

Y. 

1 
[• 
1\1 

'•1 

= MAXI~I (22) 
· aw 
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EJEM.PLO 

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS ARMONICAS 

SE PROBO UNA ESTRUCTURA, AJUSTANDO LA MAQUINA EN LAS FRECUENCIAS 

RAD RAD 
01 = 16 SEG Y n2 = 25 SEG' CON UNA FUERZA MAXI~~ DE 500 LB EN CADA 

CASO. LAS AMPLITUDES Y ANGULOS DE FASE DE LA RESPUESTA QUE SE MIDIE-

RON FUERON: 

-3 
p 1 = 7.2 x 10 in, ~1 = 15° (cos~1 = 0.966 ; sen~1 = 0.259) 

-3 
p - 14 5 X 10 in ~ - 55°(cos~2 = 0.574; 2 - • , 2 - sen~2 = 0.819) 

EVALUAR LAS PROPIEDADES DINAMICAS DEL SISTEMA. 

HACIENDO: 

Po 
P. = -k Bd. 

l. l. 

o 
= 

= Po 1 1 1112 

¡- 1 - a2 {1 + [2~a/(1-a 2 >] 2 i 
L___---·---v-------/ 

a = n/w 

2 = k-n m 

cos~i 

( 2 3} 

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS: 

k - (16) 2m = 500 (0.966) 1 
7.2 X 10

3 ~'-~k 
500 (0.574) ¡__..~ ~ 

3) m 14.5 X 10- . 

= 100 000 ~b
l.n 

2 
= 128.5 lb_SEG 
{), l.n 

·¡,;:t RAD 
w =1 ~ = 27.9 SEG 
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USANDO LAS ECS. (17) Y (23) SE OBTIENE: 

p sen~. 
r;; = o l. 

28. kp. 
l. l. 

RESONANCIA 

DE DONDE r;; 500 (0. 259 ) = 15.7% 
2 2 ~~ 9 100 000(7.2 X 10-

3
) 

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGUAL A LA NATURAL DEL SIS-

TEMA, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESONANCIA. DE LA EC.(20) 

ES EVIDENTE QUE SI B=n/w=1 SE TIENE 

y (t) 

O(Bd)res = 2~ EN CASO DE MOVIMIENTO DEL SUELO y DE FUERZA EXTERNA 

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA 

OCURRE CUANDO n = w~. EN EL CASO DE y(t) y y (t), EL MAXIMO OCU-

RRE, RESPECTIVAMENTE, CUANDO 

n=w Y n w 
· SI r;;~ 20%, LOS VALORES DE ESTAS n NO 

Á-2r; 2' 

DIFIEREN EN MAS DE 2%. 

EL MAXIMO VALOR DE Bd (PARA n = wÁ-2r;; 2', ES 

o 

SI SE TIENE FUERZA EXTERNA O MOVIMIENTO DEL SUELO, RESPECTIVAMENTE. 

SE OBSERVA EN ESTAS ECUACIONES QUE SI r;;=O, (Bd)MAX = ~. 
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SI SE ANALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERE~CIAL DE 

MOVIMIENTO P~.RA EL CASO DE CONDICIONES INICIALES NULAS Y 6=1 SE TIENE 

QUE: 

y(t) -ht Po = e (A sen w1 t + B cos w't) - le 

y(O) = B - p
0

/(2r;;k) = O 

o 

coswt 
2r;; 

DE DONDE, HACIENDO y(O)=O Y y(O)=O~ SE OBTIENEN: 

POR LO QUE 

1 Po [e-ht t ] y(t) = ~le <¡ 2' senw't + cosw't) - coswt 
1-r;; 

Y (t) • 1 (e-ht-1) coswt 
p /k 2¡ 1 

o .!.}¡' t ' t --- _' ~ 
1 R/6._ .... ------~-- ---:T-i 
i ·"',. / ~ ' ' 2?; 
V\._}___ __ ----- . --< -··-I . ........ 
1' 1 1 
1 ' 1 ' ..L. 
1 '-~- 1 \ \ 1 1 '-¡ ',,, ___ \ ,. ./ ¡ z; , V _______ ·...:. __ t_ 

Si t>O 1 ~=l -
SI~ =O, APLICANDO LA REGLA DE L'HOSPITAL, SE OBTIENE: 

y(t) = !
2 

(senwt - wt coswt) 
p /k o 

O SEA, EL MAXIMO DE LA RESPUESTA TIENDE A INFINITO GRADUAL~NTE. 
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-
. \ 
\ 

.... 1 
..... \ . ' 

CARACTERISTICAS VINAMICAS VE LOS REGISTRAVORES VE SISMOS. 

SI IA ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRm1ENTO ES ARMONICA, DADA POR LA 

ECUACION 

.. 
x

0
(t) = a sennt 

EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER 

PUESTO QUE LA FIG I CORRESPONDE A Bd' Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA 

-~·~--~·?SE TIENE Bd,;, 1 PARA O~n/w ~ 0.6, SE CONCLUYE QUE_EL DESPLA-

ZAMIENTO DE LA ~1ASA DE UN SISTE~iA ES PROPORCIONAL A LA ACELERACION DE 

SU BASE, SI ESTE TIENE AMORTIGUAMIENTO DEL 70% Y SI LAS EXCITACIONES 

QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS INFERIORES AL 60% DE 

LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEMA. SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO 

RESULTA SER UN ACELEROMETRO. 

EN INGENIERIA SIS~UCA LA MAXIMA FRECUENCIA DE INTERES ES DEL ORDEN DE 

10 CPS (T = O .1 SEG) 1 POR LO QU~ LOS ACELEROP1ETROS TIENEN FRECUENCIA 

NATURAL DE 16 A 20 CPS. 
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POR OTRA PARTE SI LA EXCITACION DEL SUELO ES x
0 

= a sennt, O SEA, 

~ =-a n 2sennt, ENTONCES EL FACTOR DE k~PLIFICACION RESULTA SER EL 

SEflALADO EN LA ECUACION (20), ES DECIR, 

B' 
d 

= (n/w)
2 

t[i 1- Úv w )2 ) + ( 2 ¿ n> w-) z . ., 

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVA QUE SI ~=0.5 Y n>w EL DES-

PLAZAMIENTO DE LA MASA ES PROPORCIONAL AL DEL SUELO; SI ESTO SE 

CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYE UN -~ES~LAZOME!~~' CONOCIDO Tk~BIEN 

CO~tO SI SMOMETRO. 
~-----------·-- --

- il./cu 

DETERMINACION EXPERIMENTAL DEL M10RTIGUAMIENTO DE UNA ESTRUCTUR~ ME-

DIANTE VIBRACIONES FORZADAS ARMONICAS 

f
0

-= )ESFi ~ZJ.M!EII7LJ E:T¿-¡ .,, 

-=~/Á 

2/? -·-
G 

• 
f, ~ • ') ry;;: . :: .''·~··_ •:·: -;.:'/'.!,' !;;"i'.ERIME..'/~iJ!.. 

( 1 ~\ l -7--

! ---------· ' ----t- 1 'i / 
! 1 j-~ 

¡: ¡ ' _1 ______ l ___ ~·-· ___ J_ ___ ___ 

o ,q 1 1 \· 2 3 
1 
1 
1 

-~ 



- ¿ 

27. 

SI SE DETEPJ1INA Bd EXPERIMENTAU1ENTE MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS 

DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS A~~ONICAS, Y ADEMAS SE DETERMINA 

ENTONCES '------- -----J ¡ . Po 
l; = 

1 2(Bd)MAX 
1.. -- ----

(24) 

OTRO HETODO PARA DETERMINAR~ CON BASE EN LA CURVA EXPERn-1ENTAL DE 

Bd SE CONOCE CON EL NOMBRE DE :~METO~O- DEL ANCHO DE __ ~~-~~~-__!:?~ ~~- _M_I!~ 

DE POTENCIA". ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALOR rms DE LA M1PLITUD EN RESONANCIA, EL CUAL VALE 

(Bd)MAX//2; SEAN e2 Y e1 ESTAS FRECUENCIAS. DE LA ECUACION DE Bd 

( 
rms = ~ = RAIZ CUADRADA 

12' t 
~~ .. r) 

DEL VALOR MEDIO CUADRATÍCO SE OBTIENE: 

ELEVANDO AL CUADRADO AMBOS MIEMBROS: 

1 

ss 2 = 1 

(l-e 2) 2 + (2r;;e) 2 

DE AQUI, DESPRECIANDO EL TERMINO r;;
2 DEL RADICAL, SE OBTIENE 

132 • 1 2r;; 2r;;2 o 1;2 = - el = 1 - r;; 1 
132 . 

1 2r;; 2 . 1;;2 = + 2r;; e2 1 + r;; 2 

e2 el 
o 

2r;; - = 



DE DONDE 

' EJEM~ ¡_,Q_ j 
' te- --

F 

N 
1 
0 
)( 

.-. 
<1 
::L 

DE LA EC (25) 

. 
l; 

l:. 

,----

.. 

f' : . 
' ' ' ~ ' • • / 

¡ 

\ -., 
- ll.O. . .....-- '-

~--
1 . ' • l. - . 

~ . ·. \. 
.;1.!: 19. rss '-.e ¿_ -= 20.42 

Afl = 02 fll 0.87 RAD - = SEG 
02 01 

0res fl n2 - 01 0.87 res = 2 n2 + fll 39.97 

28. 

( 25) 

= 2.18% 

METODO NUMERICO B DE NEWMARK PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE VIBRACIONES 

FORZADAS. 

EL METODO QUE A CONTINUACION SE DESCRIBE ES ADAPTABLE A SISTEMAS NO 

LINEALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD. 

PROCEDIMIENTO: 

l. SEAN yi, yi,~yi, CONOCIDOS EN EL INSTANTE ti' y ti+l=ti + 6t. 

SUPONGM10S EL VALOR DE Yi+l 

2. (26) 
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3o 
1 • • 2 •• 

CALCULEMOS y i + 1 ,: y i + y i tl t + ( 2 - 8 ) y i ( 6 t ) + B y i + 1 ( tl t ) ( 2 7 ) . 

lO 

4 o CALCULE~10S UNA NUEVA APROXH1ACION PARA y i+
1 

A PARTIR DE LA 

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO: 

( 29) 

DONDE yest = p(ti+1 )/k 

5o REPITAII10S L..Z'\S ETAPAS 2 A 4 EMPEZANDO CON EL NUEVO VALOR y i+
1 

HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORESDE yi+
1 

CASI If;UALESo 

SE REC0~1IENDAN VALORES DE 8 DE 1/6 ~--~~_!_~-~t~0-~1~--~ARA ASEGURAR 

CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD. 
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1 
/ 

30. 

OA 
i 
1 

----
1 

-j__t2. 

CALCULAR LA RESPUESTA DE LA ESTRUCTURA APLICANDO EL METODO B DE 

NEWMARK 

w = 3 RAD 
SEG 

h = ~w = 0.2 x 3 = 0.6 T = 2n = 2 09 S 3 . EG 

TOMAREMOS s=0.2 y 6t = 0.2 (~ o.lT) SUSTITUYENDO 

(27) y (28) : 

.. . 
0.1 (y i + yi+l) yi+l = y. + 

1 

.. .. 
• + 0.2y. + 0.012y. + 0.008yi+l yi+l yi 1 1 

EN t=O SABEt-10S QUE SE TIENE y= O, y= O Y y= O 

EN LAS ECS. (26), 

EN t=O + 6t = 0.2 SEG; SUPONGAMOS yi+l = S.O IN/SEG
2

; x
0 

=-6 

Y = o i 

Y = o i 
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¡' 

o 

i 
..J 

yi+1 = o + 0.1 (O + S) = o.s . 
yi+1 = o + o + o + 0.008 X S = 0.04 u r -o 

~· yi+1 =-1.2 X o.s - 9 X 0.04 - (-30 X 0.2) = S.04 ..... 
~ 

Yi+1 . O + 0.1 (O+ S.04) = 0.504 Y1+1 - O+ O + O + 0.008 x5.04 = 
o 
...J 
u 
u 
oJ: 

l\J 

= 0.04032 

Yi+1 =-1.2 X 0.504 - 9 X 0.4032 - (-6) = 5.033 IN/SEG
2 

ESTOS CALCULOS SE ,---- - -- --- ¡- --•• 
l t • X 

PUEDEN ORGANIZAR 11mDIANTE UNP.. TABLA COMO LA SIGUIENTE: 
! --- ~ ' - ·;· - 1 y 1 

: SEG 
1 
IN/~Er, 2 

1 

2 
ING/SEG ING/SEG IN 

r- --
1 :o o o o o 

' ----- - -- ------ -~- --- . ---- __, 

' ¡ o. 2 

~-----

' o. 4 

-6 

-- ~------------- ----- --· _., __ _ 

-12 

s.oooo 
S.040 

S.033 

S.034 

8.0000 

7.442 

7.534 

1 7.533 

0.5000 

0.5040 

0.5033 

0.5034 

1.8078 

1.7510 

l. 7602 

1.7601 

0.04000 1 
1 

1 

0.04032 1 

i 
0.04026 1 

0.04027 
-----·-t 

0.26536 

0.26079 

0.26163 

0.26162 
"· - ---------------- ----- -- ------+------- ------ - -- - -- 1 

-¡----- ---- -- --- - ---1 

0.4+ o -4.467 1.7601 
1 

' 
¡ 

0.26162 j 

: o. 6 

EN 

o 
' -- ~~- .. ---------- -----------+---- ---------- t -· -- --- - - __, 

' -6.000 ; 0.7134 1 
1 

O.S1204 

-S.464 0.7670 0.51633 

-S.550 0.~584 1 0.5~564 

--- ------ - ---- j 

. 1 . 

--- ----- -~---- --- ___ j_ _____ · ---- _ __1 

t = 0.2 + 6t = 0.4 SEG: X
0 

= -30 X 0.4 = -12 

yi = 5.034, yi = 0.5034, y. = 0.04027 
1 



SUPONIENDO 

o yi+1 = -(...; 

<:.J 
yi+l = 

~1 
....... 

yi+1 = 

EN 

o o 

v. 1 = 8o000 SE OBTIENE: 
""1+ 

Oo5034 + Oo1 (5o034 + SoOOO) 1o8068 

0.04027 + Oo2 X Oo5034 + 0.012 X 5o034 

-1.2 X 1,8068 - 9 X 0.26536 - ( -12) = 

.. . . .. . 
SOLO CMffiiA y Yoo4+ 

32o 

+ 0.008 X 8 = 

7o442 IN/SEG2 

= 7o533 - 12 = 

EN t = Oo6, v. =-4o467) y. = 1.7601: y= Oo26162 
"1 1 

Oo26536 

-4o467 



33. 

ESPECTROS VE RESPUESTA ESTRUCTUP~L 

RECORDEMOS QUE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE VIBRACIONES FORZADAS CON 

EXCITACION SISMICA ES 

DE ~~ OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZA~IENTO 

RELATIVO, Y(t), ES FUNCION DEL TIEMPO, t~ EL A"'tORTit;UA..~IENTO, z;;, Y 

LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, w (O DEL PERIODO NATURAL): 

y(t) : f(t,w,z:;) 

FIJEMOS UN VALOR DE z:;, POR EJEMPLO z:;=O, Y LUEGO ASIGNEMOS VALORES A 

w, POR EJEMPLO 0.1, 0.2. 0.3, ETC, HASTA CUBRIR UN INTERVALO DE INTE-

RES, Y PARA CADA CASO CALCULEMOS LA FUNCION RESULT&~TE DE APLICAR LA 

ECUACION ANTERIOR. CON ESTA OBTENEf.10S 

yl (t) = fl (t, 0.1, O) = f1 (t) 

y2(t) = f2(t, 0.2, O) = f2 (t) 

y3(t) = f3(t, 0.2, O) = f3(t) 

SEAN Dl = MAXIy1(t)l = D(w 1 ,z;;) 

D2 = MAXIy2(t) 1 = D(w2 ,z:;) 

D3 = P-1AXIy3(t) 1 = D(w 3 ,z:;) 

• 



Desplazamiento relativo, 
X(t), pulg 

) 

2 

•1 

l ' ' ' o 

Máx { 1 x(l) 1} = 3.28 pulg. ~ 8· 3 6 CIV'I 

1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1 1_ 1 1 1 J 1 1 e 1 e 

5 10 15 20 25 

Tiempo, t ,seg 

Respuesto de un sistema amortiguado simple 
con T1 = 1.0 seg y t =0.10, al sismo de 
El Centro, CoL, 1940, componente N-S 

34. 

1 1 



EN TAL CASO~ LA GRP~ICA 

~D 
D4 '_ ---

\ 

t-I 
D:¡ 
Di r o i , 

[ __ ,__ -- i 
o .l o 2 

35. 

,., 
7 '5 =o 
/ 

'--- o, ____ 0 ___ ...._ (() 

.3 04 

ES EL . ESPECTRO VE RESPUESTA VE V_~~_PLAZ~H~ENTO~ PARA ~ =O. SI ESTE PROCESO DE 

REPITE FIJANDO OTROS VALORES DE 'S· POR EJEMPLO, 2;=0.02, 0.05, 0.1, 

0.2, ETC, SE OBTENDRAN LOS ESPECTROS DE DESPLAZ&~IENTOS CORRESPONDIENTES. 

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS PARA OTROS TIPOS DE 

RESPUESTA, TALES cm10 VELOCIVAV RELATIVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, QUE SON, 

RESPECTIVAr1ENTE 

. .. 
V = MAX 1 y ( t) lo_~ , w A = MAXIX(t) 1 

PSEUDO - ESPECTROS 

ESTADISTIC.M1ENTE SE HA ENCONTRADO QUE 

.. 
S = wD = '\7 

V 

SA w2D • • = = A wv 

¡;,w (29) 

(30) 

( 31) 

DE LA ECw (30): log D = log V- log w= log V+ log T- log 2w 

DE LA EC.(31): log A= log V+ log w= log V- log T + log 2n 

ESTAS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO; 

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1, SI SE USA 

w COMO VARIABLE INDEPENDIENTE; SI SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN-

TE + 1, Y LA SEGUNDA, -1. 



EJEMPLO 

4 
1 

K 
i " 

.""' 

36. 

D 

----~ 

T 

CALCULAR EL ESPECTRO CORRESPONDIENTE A LA EXCITACION (CONSIDERESE s=O) 

r-
1 

J_ 
1 

l_ 

+ Xo 
1 

,l 
0------ t

0 

EN UN EJEHPLO ANTERIOR SE OBTUVO 

-a y(t) = --
2 

(1- coswt), SI O<t~t 
w - o 

D = MAXIY(t) 1 = ~~ 

S =wD = 
2

a , SA = wV = 2a 
V w 

D MAXiy(t) 1= 2a wt
0 SI = 2 sen -2-y 

w 

2a wt . 
S = wD = !sen ~, .~ SA = wV 

V w 2 •', 
t w.o 

LIM S 
Ln1 {at 

sen-r 
} = at = o 

w-+0 V w-+0 o wt í 
01 

--2-¡1 
1, 

\ 

-~ t 

T>2 t 
o 

wt 
= 2alsen 2°1 

CASO PARTICULAR: SI t = 
o 

1 
\ ,G Y a = 100 IN/SEG2 

;¡ 

'1 
1 2 X 100 

2'IT 
= 100 T S~ o < T < 2 s:er; ., 

:1 
(1 

¡, 

¡1 
T 

'IT 



37. 

2n 
lOOT or-xl 

SV = -n-1 sen 2 1= 

= l~OTisen ; 1 SI T>2 SEG 

LIM·sV = 100 IN/SEG 
T-+oo 



> 
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38. 

Periodo natural T ,l.!n seg 

Espectro no amortiguado correspondiente a un ~:u!so rectangular 
de aceleraciones. Según l\J. Newmork y E. Rosenblue th, ref 1 



E 
u 
e 
Q) .. 
e 
o 
E 
';( 
'O 
E 
o -e 
GJ 

E 40-
o 
N 
o 
Q. 

~ 20 
o 

Componente N-S 

t= 0.05 -.. .. 

./"'.R--_¡ 
~~ .... -

~ 

o~~--~=-----'----'-·---'~Q ______ _., ________ ~-4--~ 
o 1.0 . 2.0 3.0 4.0 

Periodo natural T1 , en seo 

39. 

Espectro de desplazamientos. Sismo de Tokoc.hi -Oki, Japón 
(1968). Según H. Tsuchido, E. Kurato y K. Sudo, ref 4 

-



40. 

01 
(J) 
el) 

' E Componente N-5 u 200 -e 
ClJ .. 
> 
o 
E 150 
)( ~ "0 
E 

1001-o 
> - . 
o i Q) 
'-

"' 50l-o 

"' ! 
u i 

-'?. 
01 > 1 .. o 1.0 2.0 3.0 4.0 

Periodo natural T1 , en seg 

A 

Móx {1 XoU>I} 
Componente N-S 

Mox{lx0 (t) !} = 207.67 cm/seg 2 

2.0 

2.0 3.0 4.0 
Periodo natural T1 , en seg 

Espectros de velocidades y de aceleraciones. Sismo de Tokachi
Oki, Japón ( 1968) . Según H. Ts.uchido r E. Kw·ato y K. Sudo • 
ref 4 
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DISTRIBUCION DE LAS FUERZAS CORTANTES EN UN ENT~EPISO 

r;, - K,-- - -r- -1· 
1 { li. -·vV'/ ----~ j \ 

Xv 1 ; K, ~Xj 1 

' -- -./\!V\r- ~---\ X 
o K 

eq 

o ~ " 

o ~ j_X ... t. .::.-~ .. 
K·.,-1 ~ 

-·M\,_-~ 

--r---~'V~--+- ¡'- - -- n / 
K,, K = ¿ K. ! 

eq i=l l. 1 
, ______ __j_ 

42o 

K ó eq 

-- ----- -~- -- ·-- ·- - -- -------
1 

1 n 
I:M. = I:F.X. = I:K.oX. = oi:K.X. =me = KeqoX.,.. 

1 1 1 l. l. l. 1 ·-v 

1 
¿ K.X. 

i=l l. l. 
1 X 
1 

= 
V n 

1 ¿ K. 
¡_ i=l l. 

: ~=-- :u POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES 



,...-
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42 1 

DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANTES DIRECTAS Y POR TORSION -- ·--------~----------------~- . ---- ·----- ----·----- -- ···--- _____ .,.__ -· 

~/ ;---· ---·-- -·· ·-·---·-·; ···- --;----/ T 

/ / ~ . ..-·) 
/ / / / ' .· 1 

/ / / / :¡ 
' :1 

Q.;_-,.,,,·Í.·Jrl . / TIJ -' ./ ·'/¡1. :¡ 
,/ - - 7 - - - -/-r- - -- -/- - -/- ·- ;-:·· -~- i 

1 --- •• ··---~~ '-' / / /' :: l! 
. . •. 1 __, // d t,rfn.a. ~ ______ ·- __ ./~ __ /_ · :1 ;: 

,/ / ft'i'1Cl.I"C.I3 'f")( e~ e){ / / // .-<~· .. v. ;¡·'¡' 

c.antro ck. - -/~ - - - - - r- -- - - /_!- - ~~ --_;·/ / 1¡ 
r i ~ i e\. e Q. ::) _ _ -·· . --~-.Y ·----------;-: / , //_/ , 

~(. ~ .) - - /- - - - - - --¡ - - - - - /- - - /- • -7_ ,. 
/ / / / / _._ 1 ----- -------·--·--··---

••• 

;:-- r· 
Vy 1 

('a 

1 

.e 

1 

1 

rrr711 1 r T7 

C.G. 
0 

f."\ ,~X 
v,..~+="x -~ 

lc.ra. 
+ 

... 

~1 
~~ 

! 

••• 



-

43. 

VEA~OS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FUERZAS CORTAN~ES EN LOS ~ARCOS 

F1 K1 
--- ---

F2 K2 
- -- .. - -

F3 K3 
- ---- -- -.:, 
F 4 K4 : 

-- ---- ----~-..J. 

V e. R. • ! __ __.._0 1 • '1 

X --.,..- . .... • 

L 

Kxn--. 

1 

i 
F n-1 Kn--11 1 

-- -- .,_. -j 1 
! 
' 1 

F Kn 1 1 

--.ll.- -t--\ 
r/ 

ul 
.:.J • p 

- - ~ ~t'Y& :J.- ----- -
' l="xm- i 

' 

DF. OONOF. 9 = ..., 

POR LO QUE 

1 
---,.---
1 

K X! x. 1 
1 

F = i 

EF. 
1 

F 
xi 

F 
xi 

K.o 

= 

F. 
1 

= 

= 

1 

EK. o = V o = 

K 

K 

1 X 

K. 
1 

= vx n 
E K. 

i=1 1 

o = K X~ e 
xi X. xi 1 

1 

o = K Y! 9 
yi v. yi 1 -1 

= EF X! +EF Y! 
xi 1 yi 1 

' \ 

+ EK Y! 2 ) 
yi 1 

K Y! 
Y. 1 

1 

V 
X 

EK. 
1 



44. 

SISTEMAS NO LINEALES VE UN GRAVO VE L1BERTAV 

ECUACION DE r-tOVIMIENTO ~ 

Mx + Q(y,y) = P(t) ; y = x-x = DESPLAZA!UENTO RELATIVO o 

SI Q(y, y) = KY + CY SE TIENE EL SISTEMA ELASTICO LINEAL 

MODELOS PARTICULARES 

l. 

2. 

RIGIDO-PLASTICO 

Q =-Ql + Cy, SI y< O 

Q = º2 + Cy, SI y< O 

MODELO EN EL ANALISIS 

Y ENROCMUENTO 

ELASTO-PLASTICO 

Q = Ql(y) + Cy 

Q + 
1 
1 

' 

EN DONDE C = CONSTANTE.SE HA EMPLEADO COMO 

DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA 

SE EMPLEA COMO ~10DELO EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCTILES. 

FACTOR DE DUCTI~ = lJ = Yu1Ye 

y = DESPLAZ~1IENTO ~mxiMO QUE PUEDE SOPORTAR EL SISTE~m SIN 
u 

FALLAR. 



45. 

3. SISTEMA BILINEAL 

Q 

-- ----------- ~ --·- ·--·- -----~ 
CON ENDURECD1IENTO CON ABLANDAMIENTO . ~ -· -·--· - . - - --- -· 

SE USA COMO MODELO PARA ANALISIS SE USA COMO MODELO DE SISTEMAS 

DE PUENTES COLGANTES QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-

MIENTO (MUROS DE MAMPOSTERIA, 

POR EJEM), 

4. TIPO MASING 

Q (INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES) 

,. 
----~-+~~-----~ 

~ 
t.s<:luela. to de 
lacurva : 

Q
0 

= FUERZA EN y = y
0 

y
0 

= DESPLAZAMIENTO EN tL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO 

'· 
DE SIGNC) POR ULTIMA VEZ 

CASO PARTICULAR DEL ESQUELET9 

1· 
(H·:>DELO RAUBER - OSGOOD) 

'• 
:·· 

DONDE y
1

, Q
1

, a. y r SON CONS?ANTES POSITIVAS 

, 
,/4-c- o<.= o 

.ií' 



EJEt-tPLO: 

--··-- ·---~;; -·
/ 

' 

.:'// . 

~y-·· 

CASO BILINEAL 

. v·1 ~):) /_.,. / 
-~~ -¿1 ;- / .. : / 

\- 1 ¡/ 
f 

___ ,.: __ 1/ .. ·l - . ·- ··-· .. ·-
'1 i._'-' 1 ~-- ··;_ ¡'¡ 1 f! 

¿. '·J'-V 
V 

EJEMPLO CASO ELASTOPLASTICO 

Q 

METOVO S VE NEWMARK 

46. 

·····-

l ., 
'1' 

i ,¡ 

PARA EL ANALISIS DE SISTEr.ms NO LINEALES SE PUEDE USi~ EL METODO S 

DE NE~~RK DESCRITO ANTERIOR~ENTE. 

\ -- .. --

:\ 
\ 
1 
i 
1 

\ 



47. 

EJEMPLO 

C~ tons 

30 

1 

1 
rlrr 

' 

nh 
J K= 32. tan¡'Clrl5 

l PCtl tons 
50¡ 

0 ! 0.9375 C.r1-1 ~ 

--:~:-+---- - - --- -- ~ J5_ -:-.. --.-.. · .. -- .. - t 

•• 
ECUACION DE EQUILIBRIO DIN~1ICO , MY + Q(Y) = P(t) 

y = P(t) Q(Y) = P(t) Q(y) 
M 2 (I) 

PARA LA APLICACION DEL METODO DE NE~~RK SE TIENEN LAS SIGUIENTES 

EXPRESIONES: 

ti+1 = t. + At 
1 .. .. 

yi+1 = Y. + (Yi + yi+1) flt/2 
1 .. 

(6t) 2 . . 
(flt) 2 

yi+1 = Y. + Y. At + (O. 5 - a)Yi + a yi+1 1 1 

CONSIDERANDO flt = 0.10 SEG. Y a = 1/6 SE PUEDE ESCRIBIR: 

··~ 

..... 
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1 . . 
V = V +20 (Y. + yi+l) (II) """i+l ~ . 

l. l. 

. 1 
.. 

yi+l = Y. + Y.(O.lO) + 600 (2Yi + y i+l) (III) 
l. l. 

EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE: 

(SE ASUME yi+l 

1 

! 
SE CALCULA yi+l CON LA ECUACION (II) 

/ SE CALCULA y CON LA ECUACION (III) \ i+l ¡ 

SE CALCULA UN. MEJOR VALOR DE Yi+l CON LA ECUACION ( I )! 

l. ETC. 

PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS: 

Q r------- -·-· --- ,9..!~1.::){ --.71 

1 ! 

1 

Go f.-----
1 
1 

! 
1 
1 
¡ 

r 

/ 

/ 

1 

/ 

/ 
i 

1 

________ j ________ ¡ ..... ----- ·-------- ____ _¡_ __ 
o ~o ~ .Ym,'\x 

l. COMPORTaMIENTO ELASTICO Q = 32 Y TONS 

2. CM-1BIO DE RIGIDEZ Q = 30 + 18 (Y-Y ) TON 
o 

3. DESCARGA Q = Q d -
1
32 (Y_._·"11.X-Y) TONS · ·m x ... J.n 

' 
1 

ESTA ULTIMA EXPRESION MANTIENE,SU VALIDEZ HASTA QUE,(YMAX-Y) ~2Y0 



49. 

y = 0.9375 CMS i Qo = 30.0 TON o 

PARA t =o, 
p 50 25 y O¡ y o y = = T = = = ------- M 

.. 
~-~~ __ 1:~_0 • 1 o, yi = yi = o i yi = 25 

1er. CICLO 

SEA yi+ 1 = 20 COMO PRIMER TANTEO. EN TAL CASO 

o + 1 
(O + 25) 2.25 yi+1 = 20 = 

o + 0.10 X o + 1 (2 X 25 + 20) 0.1167 yi+1 = 600 = 

Q = 32 X 0.1167 = 3.7330 

y 50 - 3.733 23.134 = = i+1 2 
1 •, 
,; 

2o. CICLO :¡ 

f' 
,¡ 
'• y -. 

i+1 = 23.134/2 = 16.567-: 
i 
'• 
' 

yi+1 = 73.134/600 = o .1419 

Q = 32 X 0.1219 = 3.9000 

yi+1 = (50 - 3.9)/2 

3er. CICLO 

'i, 
,1, 



so. 

4o. CICLO 

yi+l = 23.052 

V = 23.052/2 = 2.4026 - i+l 

yi+1 = 73.052/600 = 0.12175 

Q ~ 32 X 0.12175 = 3.8960 

y= (50- 3.8960)/2 = 23.052 ••• ETC. 



LOS CALCULOS BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE: 

t 
SE~ S 

o. o 
0.10 

0.20 

0.30 

0.40 

0.50+ 

0.60 

0.70 

0.7278 

p 
TONS 

so.ao 

50.00 

50.00 

50.00 

50.00 

50.1)0 

s.oo 

5.00 

5.00 

5.00 

.. 

.. 

25.000 

20.000 
23.134 
23.050 
23.052 

20.000 
17.445 
17.513 
17.511 

10.000 
9.560 
9.569 

y 
CM SEG-l 

o.oo 

2.2500 
2.4070 
2.4025 
2.4026 

4.5552 
4.4270 
4.4310 
4.43075 

5.8060 
5.7840 
5.7848 

0.00 6.2630 
4.0750 : 6.4670 
4.0141 6.4640 
4.0150 6.4640 

0.00 
-1.9230 
-1.9000 
-1.8944 
-1.8946 

-24,3946 

6.6650 

6.56975 

6.s7oo· 

6.5700 
--··- -- r-- --- -

-30.000 
-29.126 
-29.136 
-29.138 

-32.000 
-31.289 
-31.320 
-31.299 
-31.301 

3.8503 
3.8940 

' 3.89347 
3.89347 

0.83657 

0.87057 

0.87147 
·- ... -

y 
c~s 

o.oo 

0.1167 
0.1219 
0.12175 
0.12175 

0.4722 
0.46793 
0.46804 
0.46204 

0.98610 
0.98540 
0.98543 

l. 5958 
1.6026 
l. 6025 
1.60250 

2.2623 

2.2591 

2.25912 

2.25912 

2.7848 
2.78626 
2.78624 
2.78624 

3.025127 

3.02626 

3.02641 

-31.620 -0.00313 ¡ 3.03850 
i -31.409 

-31.420 
-31.4093 

1 

-o. ooo3s2 i 3. 03853 
-o .'ooo2os j 3. 03853 

51. 

Q 
TONS 

0.00 

3.7330 
3.9000 
3.3960 
3.8960 

15.110 
14.970 
14.977 
14.977 

30.8750 
30.8620 
30.8630 

41.849 
41.972 
41.970 
41.970 

53.846 

53.789 

53.789 

53.789 

63.251 
63.278 
63.277 
63.277 

67.577 

67.598 

67.600 

67.818 

67.818 
67.818 

En t=O.S + SEG, 6Y =-45/2 = -22.5 .:-22.5- 1.8946 = -24.3946 



1 

! 

CONTINUACION DEL CUADRO ANTE~IOR 

.. 
t p y 

0.80 s.o -28.000 
-30.146 
-30.000 
-30.118 
-30.117 

• y y 

----L----·-- . 

-2.1449 

-2.21708 

1 -2.22127 

¡ 

2.959611 

2.957874 

2,95777 

• 

52. 

Q 

65.293 

6"5.237 

65.234 
¡-- -- ··- - - . . . ... - ""t· --· . 

0.90 5.0 -27.00 -5.07712 
-24.236 

2.59025 i 53.473 
; 

-25.00 -4.97712 2.59358 53.580 
-24.290 
-24.294 -4.94182 2.59476 53.617 
-24.308 -4.94242 2.59474 53.617 

-------- ...:.. _______ -- .. -----i---
1.00 s.o -14.00 ! -6.857A2 1.99614 34.461 

-14.7305 . 
; -14.7200 -6.89382 1.99494 34.423 

__ j_ ____ _ -14.7120 -6.89342 1.99495 34.423 

EN ESTOS CALCULOS SE INTRODUJO t = 0.50 Y 0.50+ PORQUE PARA ESTE 

INSTANTE SE PRODUCE UN CM1BIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS 

A 5.00 TONS, CON LO CUAL SE PRODUCE UN Ck~BIO BRUSCO EN LA ACELERA-

CION DEL SISTEMA Y. EN ESTE INSTANTE NO SE PRODUCEN CAMBIOS EN Y 

Y Y. EL TIEl-iPO t = O • 7273 SEG. SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE 

CALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE 0, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE 

SE INICIA LA DESCARGA DEL SISTEr-~A. ES.TA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE 

LA BASE DE APROXIMAR Y A CERO, OBTENIENDOSE YMAX: 3 • 03853 CMS y 

Ql•lAX = 67.818 TON. 

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS. 
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N O T A S 

0.10 23.0520 50.00! 0.121751 3.896 23.0520 

0.20 11.s110 so.ooj o.46804 1 14.977 1 11.s110 
• 1 1 

0.30 9.5690 50.00 ¡ 0.98543! 30.863 1 
1 

0.40 4.0150 50.00 i 1.60250 41.970 
,.,_._------~~.: 0.50- -1.8946 

·o-:5¡;~- ~ -. 
o. 60 1 -29.1380 
0.70 -31.3010 

o. 72781 -31.4093 

0.800 ! -30.1170 

0.90 1 -24.3080 

l. 00 l -14.7120 . -·- - -------. ·-··-

50.00! 2.25912 53.789 

s.oo 2.25912 53.789-

s.oo 2.78624 63.277 

5.00 3.02641 67.600 

s.oo 3.03853 67.818 

s.oo 2.95777 65.234 

s.oo 2.59474 53.617 

5.00 1.99495 34.423 
-- - - ... -- ... 

9.5690 

4.0150 

-1.8946 

-24.3945 

-29.1380 

-31.3010 

-31.4093 

-30.1170 

-24.3080 

-14.7120 
. . -

RESPUESTA t1AXIMA 
[Y m4x = 3.03853 cms 

~ máx = 67.818 tons 

0.00 

2.40260 

4.43075 

5. 78480 -t-- CAMBIO 

6.4640 ,. 

6.5700 

6.5700 t CAMBIO 

3.89347 ¡ 
0.87147 ¡ 

-o. 000205 + Qmáx, 
-2.22127 

-4.94242 

-6.89342 

DE RIGIDEZ 

DE CARGA 

Ymáx. 

U'l ,... . 

• 

i ,. ' 

1 

1 



CRITERIOS PARA TRAZAR ESPECTROS VE VISENO ELASTOPLASTICOS A PARTIR VEL ELASTICO 

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXIMO DEL SISTE~~ ELASTICO 

Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO: 

Gc. - - - - - ·- . - --A-
/ 1 

/ 

:J,..~,/ .J-4~~ 

= D = e 

D = De 
p ¡! 

2. CRITERIO DE IGUAL ENERGIA ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA: 

Kyeye 
= 

Kyy_yy_ 
2 2 

' 2 1 2 + -zYe =-y YyYp .2 y 

(Ye)2 ~ 1 
2 = -

Y y Y y 

Q 

-- """7t 
//' 

' 1 
1 

/ 1 

Q p - - 7.~'--/-, ---+-: ·-· - ":1 
. .{ .1 4 ' \ ·~ 

+ 

... t 1 1 
fl -- .. .--_<_, 1 : ', 1 

-·· i. ···-··~ ~ 
e ~j ~ll ~P 

Kyy(Yp 

- 2 
Y y = 

1 -2- ¡! -

' ! 

- l,·Yy) 
1 

YyYp :·.-,, 
' : 
' 1 
\ 
' 

1 
2 

2 
:X. 

,. 
,1 

' 

2 

• 
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POR LO TANTO 

Y e 
12\l-=----r 

y~MAX 
12~- 11 

y 

= 

Q = Q !12~- 1
1 

P e 

AMORTIGUAMIENTO HISTERETICO 

SI SE aJENI'A OON EepiPO PARA MEDIR EL ANGULO DE FASE ENTRE LA RJERZA DE EXC 1 -

TACION Y EL DESPLAZ~~IENTO RESULTANTE, SE PUEDE EVALUAR EXPERIMEN

TALMENTE EL AMORTIGUAMIENTO DEL SISTEMA CON UNA SOLA PRUEBA DE 

VIBRACION ARMONICA EN RESONANCIA. ESTA SE LOGRA CUANDO SE AJUSTA 

LA FRECUENCIA DEL EXCITADOR DE TAL MANERA QUE EL ANGULO DE FASE SEA 

90°, YA QUE: 
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~ - . ""'-· 
r::::, 
'4 
:::-.. 
~ 

=< j 
""' o ~..:::' ::::;_...-~ 

\ s =o. os 
\ 

·- ---2 
,8 = ;: 

EN ESTAS CONDICIONES LA FUERZA DE EXCITACION QUEDA EN FASE CON 

LA VELOCIDAD DE LA MASA YA QUE 

y = A sen(wt - 9) = -A coswt, SI 9 = 90° 

Y y = Awsenwt 
• • 2 
y = Aw coswt 

Y DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO: 

2 MAw coswt + CAwsenwt + K(-A coswt) = p
0

senwt 

SE VE QUE SE DEBE CUMPLIR QUE: 

CAw = p o 

r--·---

, DE DONDE 

DE LAS ECUACIONES ANTERIORES SE DEDUCE QUE: 

2 A2 2 2 • y = cos w , 

y 

SUMANDO: 

2 
E--2 -
Po 

2 sen wt 

(1) 
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QUE ES LA ECUACION DE UNA ELIPSE CON LOS EJES COORDENADOS y Y p, 

· · . AS 1 ( f i g 1 ) : t -. r AREA -= W6 = .!L 
1'4 - 2 

J. '-,, .. ,-¡--
¡-·----·-·""- · 1 K: 2Ws 

k.~--- . ' : r;. --A·-2 
..r ~ 1 ' ..,... . ~ L _.;,..___,.__ ________ .. _, _ _,._. 

A 

FIG 2 
Fl~ 1 

SI EL AMORTIGUAMIENTO NO ES EXACTAMENTE VISCOSO, LA GRAFICA QUE SE ·--------··· ---~-- -· ·- ----··- .............. - .. ~ -·- -----· ... . 

OBTENDRIA DE p CONTRA y NO SERIA EXACTAMENTE ELIPTICA, SINO ALGO 

1 COMO LA LINEA PUNTEADA AHI MOSTRADA. 
. . 

EN ESTE CASO SE .. PUEDE UTI-

LIZAR UN AMORTIGUAMIENTO VISCOSO EQUIVALENTE, DE TAL MANERA QUE EL AREA ------·--· ----···-·--
Wd, DE ESTA CURVA SEA IGUAL A LA DE LA ELIPSE EQUIVALENTE, W

8
q•wAp

0
, 

ES DECI'R 

POR LO QUE, DE LA EC. (I) 

w e •. d 
eq Z rrwA 

ADEMAS, DE FIG. 2 

. ! 
(II) 

2ws 
Ccr • 2(~~~~. DE DONDE 

(II') 
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DE LAS ECS. (I) Y (II) SE CONCLUYE QUE EL FACTOR DE Al10RTIGUAMIENTO 

VISCOSO ES FUNCION DE LA FRECUENCIA, ~. 

EXISTE OTRO TIPO DE AMORTIGUM1IENTO QUE ES INDEPENDIENTE DE LA FRE

CUENCIA, QUE SE CONOCE COMO AMORTIGUAMIENTO HISTERETICO, EL CUAL -- . --~- -- ~ - -- . - . . ~ . . 

PRODUCE UNA FUERZA EN FASE CON LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA, 

PERO PROPORCIONAL AL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR 

f = a 
nkly(t) 1 ~(t) 

ly (t) 1 
(III) 

DONDE n ES EL COEFICIENTE DE N'ORTIGUkMIENTO HISTERETICO. EL DIA-

GRAUA DE fa DURANTE UN CICLO ES 

~ft 

PARA t 

--f
! 

r¡kA 
i ___ L 

¡'' 

J 

¡ 
¡ 

W - 4 A x nkA = 2A2nk d - 2 

SI SE CONSIDERA QUE LA ENERGIA PERDIDA POR HISTF.RESI~ SE PUEDE REPRE-

SENTAR MEDIANTE UN Al~ORTI~UADOR VISCOSO, ENTONCES, DE LA EC. (II') Y 

FIG 2: 

r; = Tl 
1T 

o (IV) 
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EJEMPLO 

METODO a DE NEWMARK PARA SISTEMAS LINEALES DE VARIOS 

GRADOS DE LIBERTAD 

C. = O para todo i 
1 

1-

PARA CADA 

MASA O GRADO 

DE LIBERTAD 

t1t = 0.2 ; a = 1/6 

MOVIMIENTO DEL SUELO: X
0 

= 1.2t (X
0 

EN CM Y t EN SEGUNDOS) 

SI O~t~2 SEG, y X o = 4.8-1.2 t SI 0<2 <4 SEG 

y X o = o SI t<O o t>4 SEG 

SI yl = X -X y y = x2 - X 1 o 2 o 
Q, .. 

Q =[ l MY+KY= o + M y + Q = Q 
Q2 .. 

(PUESTO QUE X o = O) 

ml y1 + Ql = o + y1 = -Q1/m1 

m2 Y2 + Q2 = o + Y2 = -Q21mz . .. 
EN t=O, Y.=O, Y.=O, Y.=O 

1 1 1 

.. 
EN t=0.2, SUPONGAMOS X1=1.35 y 

X
0 

= 1.2 X 0.2 = 0.24 



2. 

~-, PARA LA MASA 1: 

x1 = O+ (1.35 + O) 022 = 0.135 

1 1 2 1 2 X1 = 0 +O+ (2- 6)(0.2) x O+ 6 X 1.35 (0.2) = 0.009 CM 

Y1 = 0.009 - 0.24 = - 0.231 

o 
...::1 

u PARA LA MASA 2: 

~ 

u < . 
~= x2 = o + (1.5 + O) O. 1 S 

,.. 
C1) 

.... x2 o + o + 0 + ! X 
2 0.01 = 1.5(0.2) = 6 

1 
1 

1 

1 

Y2 : 0.01 - 0.24 = -0.23 

-i 
1 

1 
1 
1 

l 
[
Q1] = Q = [1 o 1] ¡-o. 231] = r-2. 54¡. 
Q 2 1 S - O • 2 3 ~1. 3 81 

.. 
X 1 = 2 • S 4/2 = 1 • 2 1: Y 1 •• •• +ETC. 
x2 = 1.381/1 • 1.381 • v2 

l 
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a. 

-

VIBRACION DE VIGAS EN FLEXION 

l-------
1 

di!. --i 

V + pdz - (V + ;~ dz) - fidz = O e 1 ) 

EN DONDE f 1dz = mdx (2) 

SUSTITUYENDO (2) EN (1) Y SIMPLIFICANDO: 

av 32 
= p - m___!. 

az at 2 (3) 

M + Vdz - (M + aM dz) = o aM = V az az (4) 

(DESPRECIANDO LOS TERMINOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS HOMENTOS 

DE p Y f
1

) 

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE 

M 2 
TOHANDO EN CUENTA QU~ EI = ~ SE OBTIENE FINALMENTE 

! é) 2; 2 

2 2 
-3 -(EI ~) 
az 2 az 2 

' 

\ 
1 

1 

(4') 

(S) 



b. AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 

FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR 

VELOCIDAD TRANSVERSAL = 

vV --

e(z) ax 
at 

2. 

(6) 

- FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR DEFORMACION DE LA VIGA. 

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER DE DEFORMACION PLANA 

+- el~: -+ 

Mamort = Joyda 

ed= AMORTIGUA~IENTO 

POR DEFORMACION 

INCORPORANDO EL MOMENTO DEBIDO AL AMORTIGUAMIENTO EN LA 

EC. (5) 

d2 2 3 
(EI E~ + Cdi d X ) 

az 2 az 2 az 2at 

'2 
a x e!!. = + m-. -2 + at P 
at 

(6) 

SI LA EXCITACION ES POR MOVIMIENTO DE LOS APOYOS, SE PUEDE 

DEMOSTRAR (CLOUGH Y PENZIEN, PAG 303) QUE: 

~2 2 3 V 
CJ (E I o X + e I C) 2 X ) + m~' X + e ()X = p 
-:-.z2 o.z2 d ·· 2 at efeet. 
u o a z at ;;t 

EN DONDE 

Pefeet 
~_3xs 

cdi -J-z-) 
(Jlz at 

1 

\ 
x(z,t)= x t(z,t) + x(z,t) \ 

tOt es \ 

\ 
\ 

ax 
S 

at (7) 
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3. 

x
5 

= DESPLAZAMIENTO PSEUDOESTATICO OCASIONADO POR EL MOV. DE 

LOS APOYOS DE MANERA ESTATICA 

x = DESPLAZAMIENTO DINAMICO 

~.(z) = CONFIGURACION DE LA VIGA 
1 

INCORPORANDO (8) EN (7): 

4 
Pefect =i! 1 {m~i 0 i(t) + e 

DEBIDA A o.=1 
1 

2 
• 02 a Si(z) 

~.o.(t) + - 2 [cdl(z) 2 o
1
.(t)]} 

1 1 az az 
(9) 

EN LA MAYORIA DE LOS CASOS EL AMORTIGUAMIENTO INFLUYE POCO EN LA FUERZA 

EFECTIVA Y LA EC.(9) SE SIMPLIFICA A 

4 
Pefect = - r 

i=1 

.. 
m~. ( z) o. ( t) 

1 1 

EN EL CASO DE UN VOLADIZO 

~ 1 ( z) = 1 

y .. 
Pefect = - m(z) o

1 
(t) 

\ ,, 
' 

~ L - - - :___- ...::--=; -.1-
-, ~ -- - - ___ ; 1 .. / 

e~ f , 1 

~~ ---~ 



--

-

4. 

ANALISIS DE VIBRACIONES LIBRES 

CONSIDEREMOS UNA VIGA DE SECCION CONSTANTE (El= CONSTANTE m=MASA 

POR UNIDAD DE LONGITUD). 

a 4 - a 2x EI ~ + m - = O 
az 4 at 2 DE LA EC.(S): 

4 m -::..2 o X _ "'X _ 

e>z4 - Er at2 -
o 

RESOLVIENDO LA EC. (10) POR SEPARACION DE VARIABLES: 

x(z,t) = 9(z) Y(t) 

-
9 IV ( z) Y ( t) + ;:I 9 ( z) Y ( t) = O 

POR LO QUE 

IV - .. 
~ + _.E!_ li!l = o ----erzJ E I YTfT 

~ __ Yft~ 4 ----erzJ - :I y t = C = a ( C = CONSTANTE) 

( 1 O) 

POR LO TANTO OBTENEMOS DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS: 

e1V(z) - a4 9(z) = O 

Y(t) + w2Y(t) = O DONDE 2 
w = 

o a4 = 

LA SOLUCION DE LA SEGUNDA DE ESTAS ES: 

• 1 

Y(t) = !121 senwt + Y(o)l coswt w ¡ 

\ 

' 
1 ., 

1 

4 
a EI 
-m 

2-
w m 
El 

( 11) 
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5. 

LA SOLUCION DE LA PRIMERA ES: 

9(z) = A1 sen az + A2 cos az + A3 senhaz + A4 coshaz (12) 

EN DONDE LAS A. SE CALCULAN EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON-
1 

TERA DE LA VIGA EN AMBOS EXTREMOS. 

EJEMPLO 

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA ------··--·---- -----------
LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON: 

.. 
en z=O: 9(o)=O, M(o)= EI 9(o) = O 

en z=L: 9(L)=O, M(L)= EI9"(L) = O 

SUSTITUYENDO 9(o)=O Y 9"(o)=O EN LA EC.(12) Y SU SEGUNDA DERIVADA: 

9(o) = 
,, 

9 (o) 

HACIENDO LO MISMO CON 9(L) = O y 9"(L) = O: 

9(L) = A1 sen aL + A3 senh aL = o 
o1-+A3 - o ,, 

a2 (-A 9(L) = sen aL + A3 senh aL) = 1 
1 

POR LO TANTO, 9 (L) = A1 sen aL = o 

PUESTO QUE A1=0 ES LA SOLUC.ION TRIVIAL, SE DEBE TENER QUE A1 SEA 

ARBITRARIA Y QUE 
1 •• 

sen aL= O~ a~= n1r; n =O, 1, 2, ... ,01> 
' ¡ 

POR LO TANTO, a = n1r/L. RECORDANDO QUE 
1 

a 4 = w2i/EI, SE TIEK~ QUE 



6. 

2 4 -
w = (nn/L) EI/rn n o 2 2 !Er:---n n -

w = -- I/rn 
n L2 

SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VIBRACION DE LA VIGA. 

LAS CONFIGURACIONES HODALES SON 

nz __ .---~e 1 =A1 sen T 

->z 
2nz 

1 

f9 2=A 1sen1 

~~·~wz= 

w = 1 

2 
;. IEI/rn 
L 

1er. MODO 

2o. MODO 

9 2 ~~- ----n -
w = - EI/rn 

3 L2 
3er. MODO 
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l. ECUACION DIFERENCIAL VE MOVIMIENTO VE UNA VIGA Q.UE SE VEFORMA EXCLU

SIVAMENTE POR CORTE 

F/6 la 

D 
Q +- o Q 

oz 
6z 

T 
z 

··-··-·· __ l __ --
F/4 lb 

Consideraremos el problema del movimiento de una viga en voladizo, 

empotrada en un extremo y libre en el_otro, que tiene la propiedad 

de deformarse exclusivamente por efecto de las fuerzas cortantes. 

Este sistema puede servir de modelo sencillo para estudiar, al 

menos cualitativamente, el comportamiento de edificios altos estruc

turados a base de marcos rígidos así como la transmisión de ondas 

planas de corte que se propagan verticalmente en un estrato de 

suelo horizontal. No obstante lo dicho, la ecuación-diferencial 

se establecerá con alguna generalidad algo mayor de manera que sea 

aplicable a otros casos. 

Consideremos la viga de Fig. 1a, empotrada en O y libre en su otro 

extremo. El movimiento lo referiremos a un sistema de referencia 

absoluta (sistema inercial); elegiremos además un sistema de refe-

rencia m6vil, solidario con la base de la estructura y animado de 

un movimiento de traslación horizontal y rectilíneo. 

De manera que si 0
0 

y O son, respectivamente, los orígenes de los 

,j 
/' 
\_ 

1 ¡ 
f 



dos sistemas de referencia mencionados 

O O = S(t) o 

2 . 

(1) 

es una funci6n conocida del tiempo t, que representa el movimiento del 

suelo en la direcci6n Ox. Supondremos que el movimiento de la 

·base es inexorable; es decir, la base tiene un movimiento impuesto 

por el suelo, no hay desplazamiento de la base respecto del suelo 

circundante, ni tampoco la base gira. Dicho de otro modo, ignora-

mos o no tenemos en cuenta la interacci6n dinámica entre el suelo y 

la estructura. Tendremos, entonces, que 

S(t) = a(t) (2) 

es la componente horizontal de la aceleraci6n del suelo en la direc

ci6n Ox. 

Llamaremos, x(z,t) el desplazamiento horizontal de la estructura en 

el punto de cota z, referido a su base O; z la cota de un punto 

cualquiera de la viga; A el área de la secci6n transversal de la 

viga, G el m6dulo de elasticidad transversal del material de la 

viga, K un factor que depende la forma de la secci6n transversal 

(adimensional) y H el largo de la viga, que representa la altura 

total del edificio que pretendemos modelar, o el espesor de la 

capa de suelo, si es eso lo que pretendemos representar. Final

mente, llamaremos m la masa por unidad de largo de la viga y Q el 

esfuerzo cortante en la secci6n a cota z. 

Del segundo principio de Newton aplicado a un segmento de viga 

(ver Fig lb) obtenemos la ecuaci6n diferencial 



3. 

az 
s) -Q + Q + !º- t~Z m AZ-z(X + = 

at az 

O BIEN 

m a2x 
+ ma(t) = ~Q 

at 2 az (3) 

La ecuación constitutiva de la viga de corte es 

Q = KAG~ az (4) 

eliminando Q entre las ecuaciones (3) y (4), obtenemos 

"2X " m-a - + ma (t) = - 0 [KAG 3x] 
atz az az 

(S) 

En general, m y KAG son funciones de z (viga de sección variable y 

con distribución variable, mejor dicho no uniforme, de la masa). 

En el caso general tendremos, entonces, poniendo explicitamente 

esta dependencia funcional 

m = m (z) } (6) 
KAG = k(z) 

en que m.(z) y k(z) representan la masa local y la rigidez de corte 

local de la viga. 

En el caso particular de una viga uniforme, que será el que tratare-

mos en detalle, m(z) y k(z) son costantes y la ecuación (S) toma 

la forma 

KAG a2x = -- - a(t) 
m az2 

(7) 



Pondremos 
KAG 
m 

con lo cual la ecuacion (7) se transforma en 

que es la forma más cimple de la ec.u.a.ci6n de onda..6. 

4 o 

(8) 

(9) 

El parámetro e tiene dimensiones ILT- 1 
1 y, según veremos, represen

ta la velocidad de propagación de las ondas a lo largo de la viga. 

Para resolver cualquiera de las dos ecuaciones (S) o (9) necesita-

mos conocer las condiciones iniciales y las condiciones en los ex

tremos o condiciones de borde. Las primeras se refieren al estado 

en que se encuentra la viga en un instante determinado, t=o, por 

ejemplo. Las segundas describen las condiciones de vínculo. 

Las condiciones iniciales se pueden dar especificando, por ejemplo, 

la posición y la velocidad de todos los puntos de la viga en el 

instante t=o: 

x(z,O) = fi (z) (10) 

xH(z,O) = f 2 (z) (11) 

Las condiciones de borde pueden ser muy variadas. En nuestro caso 

se tiene 

x(o,t) = O (12) 

XH = (H,t) = o 
1 

( 13) 

1 

\ 
La primera de estas ecuaciones dtce que el extremo inferior de la 

1 

viga se mueve junto con la base. :La última expresa que el esfuerzo 
1 

1 

!' 
_j._ 
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de corte es nulo en el extremo superior. 

Observemos, aunque sea trivial, que la ecuación diferencial lec (S) 

o ec (9), según el casoi es independiente de las condiciones inicia

les y de borde; por lo tanto, su validez es general. Esto fluye 

indistintamente del borde de dichas condiciones no han tenido para 

que ser tornadas en cuenta en la deducción de la ecuación diferencial 

y que la consideración del caso particular de la viga en voladizo 

no ha tenido otro fin que fijar la atención sobre un caso concreto. 

2. M OVOS NORMALES VE LA VIGA VE CORTE EN VOLAVI ZO 

Considerarnos el caso particular de una viga uniforme en voladizo que 

se deforma por corte exclusivamente, suponiendo que la base se encuen 

traen reposo (S(t) =constante). Trataremos de determinar rnovirnien 

tos en que x (z, t) pueda ex.presarse corno el producto de dos funciones, 

una que depende exclusivamente de z, y otra que es función de t sola 

mente. Veremos que esto es posible siempre que la función de t sea 

una función sinusidal cuya frecuencia sea igual a uno de un conjunto 

de valores discretos. Resultará así que todos los puntos de la viga 

se moverán con movimiento armónico simple, con la misma frecuencia 

y en fase o en oposición. Las funciones de z quedarán completamente 

determinadas, salvo un factor de amplitud arbitrario. A estos movi

mientos tan especiales los llamaremos modo~ no4male~ o modo~ p4inci

pale~ de oscilar. 

Pongamos entonces 

x(z,t) = 0(z)f(t) (1) 
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La ecuación diferencial para la viga uniforme con base fija 

(s(t) =constante) se obtiene de la ecuación (1.9) poniendo en ella 

a(t) = O. Resulta 

(2) 

Sustituyendo la expresión (1) obtenemos 

o bien 

f(t) (3) 

Ahora bien, el primer miembro de (3) es función de t solamente, mien

tras que el segundo miembro depende sólo de z. Pero t y z son varia

bles independientes; luego, para que se'pueda cumplir (3) es pre-

~o que ambos miembros sean iguales a una misma constante. 

Llamemo\_-w 2 dicha constante. Obtenemos así las dos ecuaciones dife

renciales ordinarias siguientes 

(4) 

Decimos que hemos logrado ~ep~~ las variables de la ecuaciÓn en 

derivadas parciales (2), o que hemos ~epaJtado dicha ecuación en dos 

ecuaciones diferenciales ordinarias. La constante w recibe por 

ello el nombre de c.oYL6ta.n:te de ~epaJta.ú6n. 
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La solución general de (4) se puede escribir en la forma 

f(t) = R cos(wt+E) (6) 

que representa una oscilación armónica simple de frecuencia 

circular w y fase inicial E. 

La solución general de (5) es 

S(z) = A sen(w:) + B cos(w:) (7) 

Recurrimos ahora a las condiciones de borde (1.12) y (1.13) que se 

pueden expresar en la forma 

0(o) = 0

0 

} 

0' (H) = 
(8) 

Sustituyendo la expresión de 0(z) encontrada en (7) obtenemos 

~A 
e 

B = O} 
cos (wcH) = O 

(9) 

Este sistema admite la.solución trivial ~A-0, B=O, que corresponde 

al reposo en la posición de equilibrio y no nos interesa. Por lo 
wA .J. tanto, suponemos C: r O, con lo cual nos vemos obligados a concluir 

que un movimiento del tipo postulado sólo es posible si w es raíz 

de la ecuación trascendente 

cos(wH) = O e . 

cuyas soluciones son 

)
1TC 

w = (2n-1 -n 2H 

( 1 O) 

(n = 1 , 2, 3, •.. ) (11) 
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Las frecuencias wn reciben el nombre de 6Jt.ecuencia.6 noJr.ma.i.U o 6Jt.e

cuenciah rz.a.tultalu de la viga. La ec e10) es· la ec.u.ac.i6n de óJt.ec.u.encia.6. 

Observemos que 

w1 : Wz: w3: . . . = 1 : 3: S: e 12) 

Las frecuencias naturales, ordenadas de menor a mayor, son entre 

sí como la sucesión de los números impares. Los períodos corres-

pondientes valen 

T = 41i • 1 
n e ezn-1) e 13) 

y forman, por consiguiente, una pJr.ogJt.u.i.ón aJtm6n.ic.a. 

Finalmente el conocimiento transversal de la sección de la viga si

tuada a la cota z, para un instante t cualquiera, está dado por 

X ez't) = A sene 2~ii 1 )1TZ cosew t + e: ) e 1 2 3 ) e14) n n n n n = ' ' , ... 

Cada uno de estos movimientos recibe el nombre de modo noJr.mal o modo 

pJt.inc.ipal de oscilar. Nótese que las constantes An y &n han quedado 

sin determinar. Esto es así porque no hemos hecho uso de las con

diciones inciales. An es la amp~ del modo de orden n; e:n es su 

6Me .inic.ial o simplemente fta.6e. Al modo de menor frecuencia se le da 

el nombre de modo 6u.ndament.a1.. Los demás se designan como 2o.,3er ... modo, 

· o, genéricamente, como modo.& .&u.peJúoJt.u. En el caso particular que 

nos ocupa, dada la relación armónica de los períodos, establecida 

anteriormente, se habla de aJun6n.ica6 .6u.pe.Jt.ioJt.U. 

f ., 

f 

t 
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Las frecuencias wn y las funciones ~n(z) reciben el nombre de 

6Jr.ec.uenc.ia6 modai..u 1J 6u.nc.ionu modai..u, respectivamente. También se 

usan los apelativos de óllec.u.encia c.aJLa.cteJr..t..6üc.a., valoll c.aJLa.c.te!Lt6üc.o, 

6Jr.ec.u.encia pllop-i.a., valoll pllop.io, úgenvalu.e y los correspondientes óu.nci6n 

CLVLa.c.te!l.1Júc.a. , e te . 

Convendremos en normalizar o estandarizar las funciones modales, 

elijiendo su amplitud igual a la unidad. Con esta convención ten-

dremos 

an(z) = sen(2n-1)TIZ 
" 2H 

(n = 1,2,3, ... ) e 1 s) 

Las fuerzas cortantes del modo de orden n quedan dados (para 

A =1) por n 

axn(z,t) 
= kAG az 

El corte en la base es (para An=1) 

= kAG (2n-1)TI cos(2n-1)TIZ ( t + ) 2H 2H cos wn en 

(16) 

Luego, el corte en la sección situada en la cota z referido al 

corte basal valdrá 

Qn (z, t) 

Qn(o,t) 
= (2n-1)TIZ 

cos ZH (n = 1, 2, 3, •.• ) (17) 

El momento de volteo (positivo en el sentido trigonométrico po-

sitivo 7) está dado por (para An=1) 
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Luego 

(18) 

Por lo tanto el momento de volteo referido al momento de volteo local 

es 

Hn(z,t) 
Mn(o,t) = (19) 

Finalmente, llamemos kn la altura a la cual habría que aplicar el 

corte basal para obtener en la base un momento estático igual (numé

ricamente, o sea, en valor absoluto) al momento de volteo basal. 

Tendremos 

de donde 

2 . 
' (n = 1, 2, 3, ... ) (2n-1)7T 
, 
1 

expresión que se ha tabulado ~ continuación. 
i 

n 

1 

2 

3 

4 

S 

0.6366 

0.2122 

0.1273 

0.0909 

0.0707 

i. 

i 
1 

)¡ 
1 

'· 

! 
1 
!· 
1 

(20) 



1 1 o 

La tabla anterior da los valores de hn para los cinco primeros 

H 
modos. Así, si se aplica el corte basal correspondiente al primer 

modo como una fuerza estática horizontal a la cota 0,6366 H, 

el momento de dicha fuerza respecto de la base es igual al momento 

de volteo basal en el modo fundamental. El resultado de ec (20) 

y la tabla muestran que, a igualdad de corte basal, el modo funda-

mental es el que tiene importancia predominante en el momento de 

volteo basal. 

A una conclusión análoga llegarnos examinando las ecuaciones (16) y 

(18). A igualdad de amplitud de oscilación, mientras los cortes 

basales máximos crecen con el número de orden del modo, según la 

serie de los números impares (1, 3, 5, ... ), el momento de volteo 

basal máximo permanece el mismo (en valor absoluto) para todos los 

modos. 

En la Fig 2 hemos representado esquemáticamente las funciones modales 

y las razones Qn(z,t) Mn(z,t) paran= 1, 2, 3 
Qn(o,t) ' Mn(o,t) 



! 

o 

m 1 (z,t) 
·--;,.¡1--(o ·:- i.j 

.i o 

m2 (z_~t) 
?1lz ( 0~-t) 

FJGU!l!J 2 

1 

1 2. 

7113(t:~t) 

m3(o, t) 

Los puntos para los cuales ~n(2) se anula se llaman nodo~; aquéllos 

para los cuales ~n(2) es extremo (máximo o mínimo) se llaman v~~u. 

Podemos observar que ~n(z) presenta exactamente n vientres y n nodos 

(si se cuenta con tal el punto z=o). 

Observemos también que, salvo para x=1, en que el mayor momento de 

volteo ocurre en la base, en los modos superiores el momento de volteo 

máximo no ocurre en la base y 's numéricamente igual al doble del 
1 

momento de volteo máximo basal~ 

1 
1 
! 

/ 
1 
1 
1 
1 

1 
) 
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3.- ORTOGONALIDAD DE LOS MODOS NORMALES, VIBRACIONES LIBRES 

Las funciones modales encontradas en la Secci6n 2 satisfacen la re-

laci6n de ortogonalidad 

En efecto 

J
H (2i-1)~z (2j-1)~z dz 

sen 2H sen 2H 
o 

para i ~ j (1) 

= ~ JH [cos(i~j)~z- cos(i+~-l)~zjdz 
o 

= o (i ~ j) 

Esta propiedad tiene extraordinaria importancia para el desarrollo 

de la teor!a de las vibraciones libres y de las vibraciones forzadas. 

Las funciones ~i(z) forman una base ortogonal (completa) en el inte~ 

valo (O,H) y, con algunas ~estricciones que no tienen importancia 

en las aplicaciones prácticas, cual~iéra funci6n se puede represe~ 

taren dicho intervalo como una combinaci6n lineal de las ~i(z). 

No entraremos aquí a establecer la posibilidad de tal representaci6n 

ni su unicidad. Nos limitaremos a establecer c6mo se pueden calcular 

los coeficientes de la combinaci6n lineal. 

Sea 
f(z) O < z < H 

una funci6n cualquiera de z, y admitamos que es posible representa~ 

la en la forma 

f(z) (2) 
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Para determinar los coeficientes a. multiplicamos ambos miembros de 
J 

(2} por cpj(z) e integramos entre O y H, teniendo en cuenta las rela 

cienes de ortogonalidad. Obtememos 

JHO f (z) cpj (z) dz 

JHO ct>f{z) dz 

(3) 

Que la representaci6n (2) es ünica es una consecuencia directa del 

hecho que las funciones cpi{z) son linealmente independientes. 

El resultado reci~n encontrado nos permite resolver de inmediato el 

problema de las vibraciones libres. Se trata de resolver el sistema 

diferencial 

a2x = c2 a2x 
at 2 az 2 

x{O,t) = O ,xz(H,t) = O 

x{z,O) = f 1 {z) , xt {z,O) = f 2 (z) 

{4) 

correspondiente a las vibraciones libres de una viga uniforme que 

se deforma exclusivamente por corte, empotrada en z=O y libre en z=H, 

sujeta a las condiciones iniciales expresadas en la dlt~a l!nea 

de { 4) • 

La funci6n 

satisface la ecuaci6n diferencial y las condiciones de borde. De-

terminaremos los coeficientes ai' ei de manera que las condiciones 

iniciales queden tambi~n cumplidas. 
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Derivando (S) respecto del tiempo obtenemos 

Haciendo t=O en (5) y (6) y tomando en cuenta las condiciones inicia 

les, obtenemos 

x(z,O) 

y 

Por lo tanto J: 
a. = 

1 

wiei = 

00 = ¿ w.e. ~.(z) = f2(z) i=l 1 1 1 

f 1 (z) ~i(z) dz 

JH ~~(z) dz o 1 

JH f
2

(z) ~ i (z) dz 
o 

JH ~~(z) dz o 1 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

y el problema queda resuelto. La vibraci6n libre consiste en una 

superposici6n de movimméntos arm6nicos simples de frecuencias iqua - -
les a las frecuencias modales, cuyas amplitudes y fases quedan deter 

minadas por las condiciones iniciales. 

Pongamos 

1 (11) 

entonces 

X ( Z, t) (12) 
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Los variables ~i(t) las llamaremos coordenadas normales del sistema. 

4.- SIGNIFICADO FISICO DE LAS RELACIONES DE ORTOGONALIDAD,OSCILADO
RES MODALES 

En la Secci6n 3 hemos establecido las relaciones de ortogonalidad 

para las funciones modales de la viga de corte en voladizo como una 

propiedad matemática de dichas funciones. Queremos ahora darle a 

dichas relaciones un significado o interpretaci6n f!sica. 

Empezaremos por establecer expresiones para la energ!a cin~tica y 

la energ!a potencial de la viga cuando ésta se encuentra animada de 

un movimiento libre arbitrario que como hemos visto reci~n se puede 

representar por la expresi6n (3.12). 

Por definici6n la energ!a cinética del sistema es 

1 JH ax 2 
T = 2 m<rr> dz = 

o 
(1) 

Invirtiendo el orden de integraci6n y de suma y tenieado en cuenta 

las relaciones de ortogonalidad obtenemos 

T = ~ r €fCt) JH ~~(z) dz 
i=l o l. 

(2) 

Para obtener la energ!a potencial observamos que ésta es simplemente 

el trabajo acumulado por las fuerzas internas (esfuerzos de corte) 

desde la posici6n de equilibrio en reposo (configuraci6n no defor

mada) basta la configuraci6n definida por (3.12). En un elemento 

de viga como el de fig la se ha acumulado la energ!a 

óV = ~ QYtSZ {3) 



en que Q es el corte y Y la distorsión. Pero segdn (1.4) 

Q = kAG3x 
3Z 

y para pequeñas amplitudes 

Luego, 

y por lo tanto 

ax y = az 

V = 
1 

kAG J H [r E; • 4> ! ( z) r E; j 4> J~ ( z) J d z 
2 o i=1 1 1 j=1 

Una integración por partes nos da 

17. 

(4) 

(S) 

(6) 

Pero, seg~n las condiciones de borde <j>j(O) =O, <J>!(H) =O; luego, 

el primer t~r.mino del segundo miembro es nulo para toda combinaci6n 

de i y de j. Por otro lado segdn la ec (2.5) 

(7) 

Luego, la integral 

J
H 

<l>j_ (z) <J>j (z) dz 

o 
(6 bis) 

es nula si i ~ j, en virtud de las relaciones de ortogonalidad, 

Cuando i = j tenemos 

J
H 2 

[<~>i (z)J dz 
o 

(8) 
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En consecuencia, inviertiendo en (S) Eü orden de integraci6n y suma: 

1 kAG 00 

~1 (t) w~ JH ct»i(z) V = 2~ 
li dz (9) 
i=1 l. 

o 

Pero 

c2 kAG = m 

Luego, finalmente 

1 00 w2 JH 1 kAG 
00 

~~ 
r 2 

V=2mi: ~f (t) cfl f (z) dz = I: j[ct»j_<z>J dt (10) 
i=1 i 2 i=l l. o 

Lo interesante de los resultados (2) y (10) es que en las expresio-

nes de V y de T solamente aparecen cuadrados de las coordenadas 

normales ~i (en la expresi6n de V) o cuadrados de los derivadas tem 

perales~- de dichas coordenadas (en la expresi6n de T). No aparecen 
l. 

productos de la forma ~i~j o ~i~j con i ~ j. 

Este resultado ·llo expresamos diciendo que hemos diagonal izado simul 

táneamente las expresiones de la energ!a cin~tica y de la energía 

potencial. La consecuencia inmediata es que la ecuaci6n del movimien

to (2.2). que es una ecuaci6n a derivadas parciales, se puede repre

sentar por una infinidad numerable de ecuaciones diferenciales ordi-

narias no acopladas; es decir, en cada una de las cuales aparece una 

y s6lo una de las coordenadas ~i. Esto facilita enormemente el pro

blema de integrar las ecuaciones del movimiento. 

Empleando las ecuaciones de Lagrange 

- av (i=1,2 
aqi 

. . . ) (11) 

. ' 
' 
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encontramos inmediatamente que las coordenadas normales satisfacen 

las ecuaciones 

2 
~i + (¡)i~i =o (i = 1, 2, 3, •.• ) (12) 

Como era de esperar, si se tiene en cuenta la relaci6n (3.11). Cada 

modo normal se comporta, entonces, como un oscilador arm6nico simple, 

independiente de los demás. Si Mi y Ki son, respectivamente, la 

masa y la constante elástica del oscilador que corresponde al modo 

i, debemos tener necesariamente 

(i = 1, 2, 3, ••. ) (13) 

Por lo tanto, para determinar completamente el oscilador que repre

senta al iésimo modo nos bastará determinar su masa Mi. La ecuaci6n 

de frecuencias y ecs. (13) nos dan los Ki. 

Llamaremos oscilador modal equivalente o simplemente oscilador modal, 

a un oscilador arm6nico simple cuya masa y rigidez (o constante 

elástica) son tales, que es capaz de oscilar de manera que, en cada 

constante, su energ!a cinética, su energ!a potencial y su cantidad 

de movimiento sean iguales a los del sistema estudiado oscilando en 

un modo normal. 

Si Mi y Ki son respectivamente, la masa y la constante elástica del 

oscilador modal equivalente al iésimo modo debemos tener 

1 2 2 
-2 M.R.~.= 

l. l. l. 
(14) 



en que R. es un factor de escala. 
1 
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(15) 

(16) 

De (14) y (15) obtenemos inmediatamente (13), dividiendo miembro a 

miembro. Elevando al cuadrado (16) y dividiendo por (14) resulta 

[ !H fl.(z)dz] 2 
o 1 M. = m~~~=------

1 !H ~~(z)dz 
o 1 

= H 2 f m{l. (z) dz o 1 

(17) 

Sustituyendo en (17) las expresiones de las funciones modales encon-

tradas en (2.15), concluimos que las masas de los osciladores moda-

les para una viga uniforme en voladizo que se deforma exclusivamen-

te por corte están dadas por la expresi6n 

= 8M 
(i = 1, 2, 3, ••• ·) (18) 

(2i-1) 2
1T

2 

en que M es la masa total de la viga. 

La tabla siguiente da los valores de M.JM para los cinco primeros 
l. 

modos. 
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Observemos que los osciladores modales de los tres primeros 

modos contienen, en conjunto, poco más del 93% de la masa to 

tal de la viga, y que entre los cinco primeros completan alre-

dedor del 96%. 

Se demuestra en los libros de teoría de las series de· Fourier 

que 

00 
1 

E (2n-1)1 
n=1 

Concluimos, entonces, que 

00 

E M. = M 
. 1 ~ 
~= 

(19) 

(20) 

La swna de las masas de los osciladores modales, definidos en 

la forma que se ha hecho más arriba, es igual a la masa total de 

la estructura. Podemos establecer este resultado sin necesidad 

de recurrir a la relación (19). Concibamos un movimiento im-

pulsivo de la viga a partir de su configuración de equilibrio 



22. 

con reposo, por el cual damos a cada punto de la viga una ve-

locidad igual a la unidad. Evidentemente la cantidad de movi 

miento inicial de la viga será igual a su masa total M. 

Ahora bien, para este movimiento tan especial tenemos las con-

diciones iniciales 

x(z,O) = O = f 1 Cz) 

Luego, las ecuaciones (3.9) y (3.10) nos dan 

= 

a. = O 
~ 

~~~i(z)dz 
¡H~~(z)dz 
o ~ 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

y la cantidad de movimiento inicial será, de acuerdo con (3.8), 

por (17). Luego, 

'"' 00 f E mw.s.~.(z)dz = 
o i=1 ~ ~ 1 

00 

= l: M. 
. 1 ~ 
~= 

00 

r M. = M. 
i=1 ~ 

00 

r m 
i=1 ¡H~~{z)dz 

o ~ ,. 
= 

(25) 

Profundizando en el significado físico de las relaciones de or 

togonalidad, demostraremos que: el trabajo virtual de las fuer

zas de inercia desarrolladas en un modo para un desplazamiento 

virtual correspondiente a un modo distinto es idénticamente nu-
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lo. Análogamente, el trabajo virtual de las fuerzas elásticasinter

nas (esfuerzos de corte) desarrollado én un modo para un desplaza

miento correspondiente a un modo distinto e id~nticamente nulo. 

En efecto, las fuerzas de inercia correspondientes al•modo están 

dadas por (ver ec. 3.12) 

#M 

.- m ~i (t)pi (z)dz ( 26) 

y un desplazamiento virtual correspondiente al modo j está dado por 

~j(t)~j(z)ot 

Llamemos oW .. el trabajo virtual; tendremos 
1) 

Si i~j 

·• • fH <5W
1
.J. =-m C(t)~.(t)ot ~.(z)~.(z)dz 

1 ): o 1 J 

<5W .. = O 
1) 

(i~j) 

en virtud de las relaciones de ortogonalidad 

Para i=j, la ec. (28) dá 

o sea 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

El trabajo de las fuerzas de inercia desarrolladas en el modo i para 

un desplazamiento correspondiente al mismo modo es igual al decre

mento de la energ1a cin~tica de dicho modo. 

f 

t 
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Analizando ahora el trabajo virtual de las fuerzas el~sticas internas, 

encontramos, llamando 6U .. el trabajo realizado por las fuerzas el~s-
l.J . 

ticas del modo i para un desplazamiento correspondiente al modo j 

pero 

y 

Luego 

6Uij 

Q. = 
l. 

axj = 
az 

J.Ho. 
. 

= axj6tdz 
o l. az ( 31) 

ax. 
KAG l. 

az- = KAG E;i(t),0i_(z) ( 32) 

É;. (t) ,01• (z) 
J J 

(33) 

• lH 1 1 = ot KAGE;J. (t)E;J.(t) ,0. (z),0. (z)dz 
o l. J 

(34) 

que según hemos demostrado en (6 bis) es igual a cero'para i,j. 

Ahora bien, para i=j, tenemos 

6Uii = 6t KAG t 1 (t) t1 (t) ~Ú'~(z)] 2dz 
o sea 

en que V. es la energ!a el~stica del modo i. Tenemos en concecuen-
l. 

cia que el trabajo de las fuerzas elásticas desarrolladas en el modo 

i para un desplazamiento correspondiente a ese mismo modo es igual a 

la variacion de la energ!a potencial del modo en cuesti6n. 

Con esto terminamos la demostración de que no hay interacci6n entre los 

modos de vibrar durante una oscilaci6n libre. Cada modo se comporta 

como si los dem~s no existieran. Resulta, entonces, que no s6lo el 

sistema como un todo es conservativo, sino que, adem~s, la energ!a se 

conserva dentro de cada modo. 
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5. RESPUESTA DE LA VIGA DE CORTE EN VOLADIZO PARA UN MOVIMIEN-

TO ARBITRARIO DE SU BASE. 

Supongamos cumplidas las hip6tesis sobre el movimiento del 

suelo enunciadas al comienzo de la secci6n l. Las expresiones 

de la energía cin~tica y potencial en t~r.minos de las coordena 

das normales, serán (n6tese que T es la energía cin~tica abso-

luta; es decir, la del movimiento referido a un sistema ini 

cial): 
co 

s>2 T 1: 1 M. (Ri ii_ + = 
i=1 2 1 

co 
2 

1: 1 
~i 

2 V = 2 K.R. 
i=1 1 1 

Las ecuaciones de Lagrange 

nos dan 

o bien 

..L( aT) aT _ av (1=1;2,3, ••• ) 
tSt ari - a-ti- - ar

1 

2 •• 2 
M.R. ~ 1. + M.R.S(t) =- K.R.~. 

1 l. l. 1 1 1 1 

(i=1,2,3 .•. ) 

La soluci6n de estas ecuaciones esta dada por la conocida 

integral de Duhamel 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

~i = 1 
wiRi 

(i=1,2,3 ••• ) 

Recurriendo a la ecuaci6n (3.12) obtenemos inmediatamente para 

el corrimiento lateral de la secci6n de la viga a la cota z en 

(5) 
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el instante t: 

00 ~ i (z) J t~(T)sen w.(t-T)dT x (z, t) = - r 
i=1 wiRi .. 1 ;,. -· .. ; 

De la ec (4 .16 se tiene, tornando en cuenta (4.17), 

L= 
M. 

1 
R. 

m ~Hcp~z}dz 1 

o 1 

Luego, finalmente, 

00 

x(z,t) =- r cpi(z) 
i=1 

= ~: cpi{z)dz 

): cp~(z)dz 1 

~ H m - ( z) dz 1:. J t a ( T) 

\~w. cp • ( z) dz 1 
-oo 

o 1 

(6) 

(7) 

(8) 

La respuesta queda así expresada corno una superposi.~i6n de las 

funciones, modales multiplicada cada una por una funci6n del 

tiempo que no es otra cosa que la respuesta del oscilador 

modal correspondiente y que un factor constante, caracter!sti 

co de cada modo, que se ha dado en llamar factor de participa

~. Para nuestro caso dicho factor vale 

\ 
\ 

(1=1, 2, 3 ••• ) 

Sustituyendo las expresiones de epi (z}, encontrarnos 

,; (9) 

En la tabla siguiente se dan los valores de !_ para los cinco 

' primeros modos de la vige! de corte uniforme 

,¡ 

l 

j 

¡ 
' 1 
1 
1 
' 

R. 
1 en voladizo 



~--·-:·---.-----~ 
: l. 1 

R. 
l. 

1 1.2732 

2 0.4244 

3 0.2546 
1 

4 ¡ o .1819 1 

L..~--j-~~ 
Para el esfuerzo cortante tenemos la expresi6n 

axe<z1t) 
Q{z,t) = KAG = - KAG az 

y para el momento volcante 

co <P'. {z) 
¿ l. 

i=lf:A).R. 
l. l. 

co (-1) i + cp. (z) 
lJ1 ( z , t) = - KAG E l. 

i=1 wiRi 

6. EJEMPLO. 

27. 

·.", 

Calcular las respuestas ~odales máx~as de una viga de corte 

uniforme, en voladizo, cuyo período fundamental es 3 seg, 

(1.1) 

sometido a un "temblor" cuyo espectro de aceleraciones absolutas 

8a(T 0 ) es el dado por la Fig. 3. 

fig.3 
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• El espectro dado corresponde al que se puede obten~r en un 

terreno relativamente duro. En ese tipo de terreno y para 

una estructura de período fundamental igual a 3 seg, la 

interacción entre el nulo y la estructura puede no tenerse 

en cuenta, aunque esta asección debe tomarse con alguna 

precaución. 

La estructura misma podría ser el modelo ultra-simplificado 

de un edificio ·en· forma de torre, estructurado a base de marcos 

r!gid:>s de acero, de unos 30 a 35 pisos de altura. ~ 

No nos va a interesar el valor mínimo de cada una de las res-

puestas modales, sino más bien comparar la influencia relativa 

de las diferentes modos. No interesa, por lo tanto, el valor 

absoluto de las ordenadas espectrales, sino su for.ma en 

relación con los períodos de la estructura. 

El espectro de desplazamientos relativos Sd(T 0 } (para amorti

guamiento nulo} está relacionado con el de aceleraciones abso

lutas a través de la ecuación. 

Entonces 

=~11 a max 47T 2 

= ~~ 5a <~o) . 

41T2 
(1) 

.·.~ 

para T0~ 0.3 seg (2) 

(3) 



' 
Los periodos naturales cumplen la rela¿i6n 

1 
3 

1 
5 

29. 

Luego, con T1 = 3 seg, tendremos T2 = 1 seg, T3 = 0.6 ~~eg, ••• 

El corte basal máximo para el modo iésimo se puede expresar en 
·;·~· 
·, 

la forma siguiente 

• en que M. es la masa del oscilador modal correspondiente al modOL 
l. 

Llamando W el peso total de la viga obtenemos los cortes barales 

máximos por modo que se tabulan a continuaci6n 

i 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

0.81057 

0.09006 

0.03242 

0.01654 

0.01001 

0.00670 

T. (seg) 
l. 

3.000 

l. 000 

0.600 

0.429 

0.333 

0.273 

Sa(Ti) 
g 

0.1 lalmáx 
g 

0.3 " 
0.5 " 

0.7 11 

0.9 11 

1.0 11 

loibasallm4x 

• .. 

O. 081057i~'lll a 1 m4x:g 

0.027018 wlalmáx:g 

0.016210 wlalmáx:g 

0.011578 wlalmáx:g 

0.009009 wlalmáx:g 

0.006700 wlalmáx:g 

La suma de los cortes basales modales máximos, tomados en valor 

absoluto, representa una cota superior para el corte basal total, 

ya que los máximos de cada modo no ocurren simultáneamente. A partir 
" 

del sexto modo T .1 ~ O. 3 seg ~ luego, a partir de dicho ~<¡>do, las orde

nadas del espectro de aceleraciones son cortantes, e iguales, a 

lalm4x. Luego, 

\ 
~1 
l'· 
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-· 
"" = [O . 14 4 8 7 2 + ; 1 :::2 • 8

2
] W 1 a 1 máx 

n=6(2n-1) n g 
lol < 1: lo.l base i=1 1 base,rnáx 

La serie que aparece en esta expresión es convergente y sus valores 

"" 1: 1 8 

n=1 (2n-1) 2 
n

2 
8 S 1 

- 2 1: 2 
S M' 

=1-1:~= 
i=1 M 

1-0.45960=0.04040 
n n=1 (2n-1) 

Luego 

1 1 
wlalmáx 1: Q. b á = 0.185272 ; 

1 ase,m x g 

Por otro lado, la expresi6n 

lolbase < Q.185272 
.)' 

wlalmáx 
g 

llamada superposici6n cuadrática representa el valor más probable 

de lolbasal' en la hip6tesis de que las respuestas modales no están 

correlacionadas entre s!. Esta expresi6n dá una estimaci6n por 

defecto, ya que la hipótesis de partida es falsa. Efectuado el cál-

culo obtenemos 

/; 2 
i=1 °i base,máx 

Entonces 

-r 

= 0.08877 wlalmáx 
g 

0
_08877 wlalmáx 

g < lobaselmáx < 0.18527 Wlalmáx 
g 

Desgraciadamente no disponemos de una teor!a realmente confiable 

Para tener estimaciones más estrechas y realistas de lo 1 base máx 

basados en un análisis modal. La norma chilena para el diseño 

s!smico de edificios permite emplear el promedio de los resultados 
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~ 

obtenidos superponiendo los valores modales en valor ábsoluto 

y en forma cuadr~tica y exije emplear, por lo menos, los tres 

primeros modos. Procediendo de esta manera resulta 

= 0.106 wlalmáx 
g 

si se consideran los tres primeros modos 

= 0 _137 wlalmáx 
g 

si se consideran todos los modos. 

En la Fig 4, hemos representado los cortes (en valor absoluto) como 

funci6n de ~ para los tres primeros modos, a una misma escala. La 

Fig 5, muestra los cortes de los tres primeros modos superpuestos 

en valor absoluto. 

Se puede apreciar que la influencia de los modos 2o. y 3o. es muy 

importante en el tercio superior de la estructura. En los que en 

lenguaje vulgar se describe con los nombres de efecto de "chicoteo" 

o de "coleo". 

Consideremos ahora el caso de una viga más rígida, co~ un período 

fundamental de 0.3 seg, que podría corresponder a un edificio de 

hormig6n armado de unos cuatro o cinco pisos. 

Repitiendo los c~lculos tenemos 



1 
1 

o.s ~-
1 

1 

~ 
1 

• 

Z/H 

Z/H 

' ~' \\ \ ' 

/1 \ 
./ 1 . 

: ) B~ MODO 

0.5. ',~ 

VJ 
~;~•J

0

MODD 
! -.., ' 

! " \ 

~- 32 o 

MODO FUND11}1(ENTAL 

; \ 
o : ___ _L--L.-, \.__ _ ___j_ ________ ..J__ -- ___ _j_ ----

0 O. O 5 Q. l. O 

F/6 

MODO FtJnJDAAI/ENTAL 

1 Q¡ 1 

4 
W ¡a.¡ mci.-tl~ 

:'t 

)~J.' 

TR€S PRIMEROS MDJ>t:i~ SUPE:ePUESTD5 
EN VALOP A$50LUTO 

3 

t IQ¡ 1 

w la.l~ 1~ 
o l . ·- --------. l_ ·-----·-----'----~---1.----L.. ----l-'--~ 

0-1'!1 o 0.05 0-10 :: •. j· 

Flli 5 
·r 
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i 

1 

2 

3 

4 

S 

0.81057 

0.09006 

0.03242 

0.01654 

0.01001 

T. (seg) 
l. 

0.3 

0.1 

0.06 

0.0429 

0.0333 

loi baselmáx 

' 

JaJ máx:g' , 

11 o. 09006~ 
.... ~~ 

o. 0324i~: 11 

'" 
11 0.01654 

11 0.01001 

wlalmáx/9 

' La superposici6n en valor absoluto dá simplemente 

= Wlal ~: /g m a. X 

Mientras que la superposici6n cuadrática dÁ: 
.t 

1 2 1 
E 0 i base,máx = 

-~-~· 
0.816 wlalmáx/g .·.-.·_ 

11 

,, 

11 

" 

Ahora las dos estimaciones son más parecidas y podemos encerrar 

lob ~ 1 entre limites más estrechos ase,ma.x 
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La Fig 6 muestra que en las estructuras de período relativamente 

corto (para el espectro de respuesta que hemos supuesto), la influen-

cia de los modos superiores es menor importante que en la del pertodo 

fundamental largo. Tambi6n resulta menos importante el efecto de 

"chicoteo"i 

¡ 
1 

1 \ • 

Z/11 

1 \\ 
1 1 • 

-7 SI/PEPPOSIC/0/IJ DE TRES PRIMEROS 
/ MODOS Ell/ Vdi.D2 ABSOLUTO 

: 1 \ 
:J 

i 1 '¡ 
~ • ~ ; MODIJ 

:,V . 0.-5 

V Fll/11~4 JI/EN TAL 

., , 
i 

t \ .3 !!' NO/JO 

1\\7 
1 't'\ 
1 ' . o lt _ _j _______ l. .. _______ _.! ___________ _._ ___ "---
o o.5 10 

Fl& 6 

.·.r 

~ 
'• 

~ 
-'.-

IQ 1 

Examinemos ahora los momentos de voiteo. Para ello aprovechamos 
•' 

el resultado encontrado en (2.20) que determina el mo~ento de volteo 
\1~ 

basal en funci6n del corte basal para cada modo. Encontramos para 
., ' . 

la viga cuyo pertodo fundamental es 3 seg, los valores que se anotan 

en la tabla que va a continuaci6n. 

1 

' . 
1 

1 ' 

l' 



i 

1 

2 

3 

4 

5 

Z/!1 
l. o ~--

! 
1 1. 

~~ 
f\:\ 
: \' 
1 \ 

o.s ¡_) 
: 1 
l 1 1¡ 
!; . 

WHialmáx/g 

0.05160 

0.00573 

0.00206 

0.00105 

0.00064 

·r .~g MODO 

j\ 1 
; \ . 
L_~ _ 1 . _, . _ ~ _ __ 
o o.c-.?5 

MODO FI./NDAMEIIJT4L 

L_ __ 

0.050 

• 
•· 35. 

" ·7 

i 
• 

,. 

v-

1 YTZ-<'1 _______ , __ 
WJI ¡a.l-mO:y lg 
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YIBRACION DE SISTEMAS niSCRETOS DE VARIOS 

GRADOS DE LIBERTAD 

Ejemplos de sistemas de n GL 

1 

_j_ 

- nasas 

Caract'=r1sticas: 

con C'=n trada s 
rigi .ia s 

- columnas solo se deforman 
lateralmente 

- con una coordenada por ma
sa queda definida la con::~-1~ 

~ación del sistema 

- equivale a: 

Además, la consideramos elástica,lineal 

Supongamos: 

aislem~s una masa: 

Í F; u-) 

"Wit M z )1\.121. 

~~---+C>~~é)~·--+¿)7---~ 

y.3 
-- .. ~masas concentradas 

?li 
A 

¡ P 3
(t) fuerzas concentradas exte-

riores 

=·l fuerzas resistencia elásti
ca a la deformación 



La:: ecuaciones condensadas de movimie!lto serán: 

---- Fuerzas asociat:.as al despl3.zamiento, 
NO al movimient:o 

. ~a determinación de estas fuerzas es un problema 

estático. 

Coeficientes de influencia 

1. De flexibilidad 

f. . = 
~) 

despl. 
coord. 

de la coord. i d~bido a una carga unitaria en 
j (desplazamiento y fuerza en = dirección) 

Por superposición 

2. 

K •• 
~J 

x1 = f11 Ql + f12 Q2 + f13 Q3 

x2 ::-
f21 Q1 + f22 Q2 + f23 Q3 i'nv. (1) 

x3 = f31 Ql + f32 Q2 + f33 Q3 

De rigidez: 1 ~~~ 
' 

>t,.: ' 

= fuerza en coordenada i por un desplazamiento unitario 
en coordenada j. 



Por superposición 

Q1 = K11 xi + K12 x2 + Kt3 x3 

Q2 = K21 x1 + K22 x2 + K~3 x3 

Q3 = K31 x1 + K32 x2 + Kl3 x3 

Desde luego K .. =K .. (y f .. =f .. ) {Maxwell-Mohr) 
2J ]2 2J J2 

La ecuación 2 también puede escribirse: 

K. • X. 
2J J 

o bien, en notación matricial 

Ponemos: 

- 1 
Claro•que [Kf 

K11 K12 K13 

K21 K22 K23 

K31 K32 K33 

matriz de ri
gideces 

{Qí = [KJ fxr 
= [rJ = [f ij 1 

Sustituyendo (2) o (3) en ecuaciones de movimiento: 
.. 

m1X1 + K11x1 + K12x2 + K13 x3 = pi{t) 
' • 1 

m2X2 + K21x1 + K22x2 + K23 x3 = P
2
{t) 

" m3X3 + K31x1 t K32x2 + K33 x3 = p 3 (t) 

( 2) 



o 1:-ien: 

o 

o 

o 

o t·3mbién: 

1. VIBRACION LIBRE 

~J ~ '-7 
(X( + 

Supongamos la solución 

fx~ = 11. (A sen pt 

K12 K13 

K22 K23 

K32 K33 

[KJ fx] 

= 

= 

+ B sen pt) 

)P(t )? (vibración 
t J forzada) 

(vibración 
libre) 

jo r 

= 1 rJ y ( t) 

( 1.1) 

constante 
con t 

es ca lar ..__-----·_,_:;ll> define: 
- variación armónica 
- amplitud 

tenemos: 

fx} = [r} (A sen pt + B cos pt) ·= r' Y(t) 

{x} = [ r} (Ap cos pt - B p sen pt) (1.2) 

fx] [.? 2 2 cos pt) p2 { r} Y(t) = r) (-Ap sen pt B p = -

Sustituyendo j .2 en 1.1 y dividiend"o entre Y(t) nos queda: 

o sea: 

( 1. 3) 

---cr--· - _ __, 

[E] 



... f l'} 2 l>iJ í :KJ {r} 2 tM] [r J [K] ( = p trJ = ~· 

[!1}-1 l-:1 1 pre x pre X [K_.~ • -;¡ 
p 

[M]-1 [K] fr{ 
2 ' -, 1 ~r~ [K]-1 ['M_: {r I = p (l' .. = 

L . 1 ,.; p2 L ,.1 

,\ ~ •.· 
En las dos formas llegamos a un pl ·oblema de V AC 

[t] {u}= 

Problema de valores característicos: 

- Dada una matriz cuadrada de orden (~xn) [1], que representa 

una transformación lineal de vectores n-dimensionales, debe 

encontrarse un vector fu} que transfo!mado por ~L} resulte 

en otro vector A fur en la misma ''dirección". O sea, [tJ .solo 

cambia la magnitud de ~uJ sin cambiar la dirección. 

El vector es un vector característico (o eigenvector) de LL_. 
).(escalar) representa la relación entre las "longitudes" an-

tes y después de la transformación y para llegar a los VEC de-

be tomar·valores de un conjunto de valores característicos 

(YAC) (o eigenvalores}. 

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales puede 

con&iderarse un problema de YAC. - (STD) 

Tenernos 

= ~a) (.t. 3) 



Si en el sistema de ecuaciones 

= 

(A~ es no singular, la solución 6nica es la trivlal 
1 Jo;) de donde; nos interesa el caso en que [A] es 

sin.~ u lar. r~A_·~ En este caso la adjunta* L existe y puede pre X 

por ella, -con el resultado' 

lA 1 ixf = io1 
porque [!J [A] = 1 A~ [rJ -r [AJ (nxn) 

Puesto que lA\ = o~ lx S no necesariamente es nulo, pero si 
1 

'. 
se asigna un valor dado a uno de sus elementos los demás qu~ 

dan determinados en forma única. 

Tambi¡n n~tamos que si ix J es solución de [AJ { xr = 
y t?< es una constante, entonces !Xix} es también solución. 

Por lo tanto, hay un número infinito de soluciones. Todos es-

tqs se considerarán junta..s y hablarE?mos de una "solución" co-

mo un conjunto de relaciones entre los elementos de 

Volvem:)s a [M~] $r) = (1.3) 

o 

Al desarrollar !El = O llegamos a una ecuación de grado n 

2 
en p , cuyas raíces son los VAC. 

1. .., ,_' 

- Como [M] son ~imétrica..s y positivas definidas*, 

*Transpuesta de la matriz de cofactores. 

~'o'c[A] es POS. DEF. si {<i1' [AJ f<i1>o para ·todo {é1] no nulo 



- j 

puede demostrarse que las raices de la ecuaci6n caracteristiqa 

b 2 2 2 
son re3les y positivas. Las llamam?s 7 1 , p 2 ,. ··, pn • 

Las n frecuenciaa naturales son 

los términos positivos de las raic~s y la más baja es llama-

da fre~uencia fundamental. 

- Para la gran mayoría de los casca de interés las frecuencias 

son diferentes entre sí. 

- Para cada frecuencia p. existe una VEC asociado: 
~ 

= 2 
p. 

J. 
i=1, ..• ,n 

o sea para cada pi existe una solu?i6n ~ri no trivial 

- Normalización (solo conveniencia, sin significado fisico) 

Varias formas: 

1.0,-7 
0.4 -

0.2 

(modos normales) 

'· 

- Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades 

características derivadQs de las propiedades da inercia y ri-

gidez expresad~s por los elementos de [M] y 

r -. 
- Llamar~mos matriz modal L~J a la que tiene los VEC, o vecto-

res mndalP.s, como cofumnas. 



. 
ORT:)GONALIDAD DE MODOS DE VIBRACION 

Se ·!ice que dos vectores 1a~ y ~bf son ortogon3.les con res 

p e e · · o a 1 a m a tri z s i m é t l' i e a [ J] s i 

o 

8 • 

Dem<'Stremo::; que dos vectores modales ( 7 
~ ['~ i y ~r~-., asociados a 

( J J 

frecuencias diferentes <ri # rj) son ortogonales con respecto a 

las matrices de inercia y elástica. 

- Cada uno de estos vectores satisface la ecuación 1.3 

2 í J . ] p L M ~r 

es decir: 

pi2 [M] fr?i =(K]{~ i 

pj (MJ fri j = [](] rr~ j 

r ") 1 

[M] frJ i 

[M] {r~ j 

- 1 

!._2 [KJ f > = r? . 
Pi 

,_ -· ~ 

1 . .., S' ., 
= -LK , r: . 

Pj 2 :.i , J 

pre X i y j por ;r~ . y S rf . respectivamente 
. J ) ~ 

~ 
2 . -, ' 

= {r}'j [K] fr} i 

1 1 

U1J ?r; . tHjlMJH~ 
1 

1rk j [K] {rJ i p . r': = 
Pi

2 - . 
~ ~ J . ~ 

2 ~r ~ ~ [M] ?r J j = { r•J' j [K J { ~ j 
1 

{r} ~[K] {r} j p. ~Í"l~[M]fvjj Pj2 J 

.. 
pero como [MJ y [KJ son simétricas:· 

. . ' restandc miembro a miembro en ecuaciones (a): 

(a) 



2 
y como P.i 2 

p . 
J 

..... ----... ~-- ------- ---..._-----------.. ---- .... __ ..... ''~ ---- --- -... _ __............._... -
? , r- J ~ ? ;> , . ..., ~ .., 

Sr¡. . M \ rj . = O 5 r,. . , K _'1-N . = O 
?)1 ; ) ~Jlw- ·.~J _ 

.... ~~~- ....... ____ .. _ -- __ ___..,._ __ ,._,_____ 
Tenemos ecuaciones de ortogonalidéd: 

1 

CM] /r~ j ) l'~ • = o 1 • l 

{ > 1 [K] si r > • fr) j = o ) l 

La ec 

y la matriz modal [R] 

Hagamos: 

·- , 
= 'L Rj fyl ¿ ) 

y sustituyendo en (a): 

premul.tiplicando pOl.' {RJ 1 

.'R."] Jyi 
'- ' ' . - + 

. 
" 

. \.,._, __ -· . 
diagpnales ·- .. /"" 

M, K 

i # j 

= 

i ~ j 

(a) 

(b) 



Llzmemos 

[R] ' '[M] [R] 

[RJ 1 (K] [R] 

la e e ( b) (p. 14) 

..,. 1 

~Y( 1 N 1: t + - ;:. 

que equivale a: 

.¡, 
'' * m11 y1 + k11 

*1c ,, * m22 y2 + k22 

- --
* .. 

m Yn + k 
nn nn 

de las que 

= ,.. ' 11 •••• , 

Recordar 

.. 
mx + .. 

X + 

m 
n 

que 

kx 

2 
p X 

• 

para 

= o 

= o y 

-

p 

= 

= 

2 

puede 

LK,:l 

yl = 

y2 = 

-
Yn = 

ponerse: 

{ YS 

o 

o 

o 

~': 
k· 

nn 
=-~ 

m nn 

= 

o- e:::::>--

k 
= m 

o sea, con la transformación 

) X~ = [R] ~YJ 1 

aplicada. la 
.... a ecuaclon 

[MJ r· . 
.X + [KJ {x! = 

10. 

r 
-' o·r 
l 

~-0 J 
' 



11., 

hemos descompuesto un sistema de 1GL en n sistemas de 1GL in-

~endientes. 

CnT'Isideremos el producto 

;- *-l - 1 f ld -, M.- K - ([R] • [M] [RJt 1 
c~J [K] ,-. .:, 

LR_.I = {!~] LM~-1 

í J-1 [M] -1 -1 1 

= LR [~ Du -~ [KJ [R=; 

= [ J-1 r- J-1 R LM {Kj [R] = [pJ 

"'_:-:J., l r~ contiene las frecuencias naturales en la diagonal principal 

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales equi 

vale al de encontrar la matriz [R] que diagonalice [MJ. y ~K] 

de acuerdo con 

[R] ' 

CRJ 1 

[MJ [R] 

L KJ [R] 

= 

= 

Las frecuencias naturales se obtendrán de 

= 

Veámoslo en otra forma 

{M) r·· 7 
'- ..., ( ., {p ( t >] x' + - K.J ix.!. = 

L ~ 

. ,. 
r'"] f ., Sustituyendo 'x> = y~ j . L.'R 

r -1 [R] r· -, :··Rl í, y} M~ l. y~ + LK~ = 
-. J 

• 

1P Ct }$ 



pr~multiplicando por 

, ·r, j [M] + 
....__~ ·-- ... 

(a) 

S 
., 1 

rr . . • J 

• 1 

) r,( • 
) :.. J . ____ ... _ ... ~ 

(b) 

r ) 1 - ') = '> r • . ,\ P ( t ) Í 
) J ( 

~---- .... ....-- ___ .... 
escalar 

En los p r •) d u e t o s ( a ) y ( b } s o 1 o que da ( por orto g o na 1 i da d ) : 

1 
' L_.M) fr/ j 

, . 
r~ 

j 
y, + frJ j l J --· ~ 

M ~e K*. 
J J 

y para el modo j tenemos: 

* ... 
M. y. 

J J 

o bien 

2 
+ p. 

J 

;'e •• 

* M. y. 
J J 

* M. y. 
J J 

+ K. y. 
J J 

[KJ ¡r.~ j y. 
J 

= 
'2-

p. M*. 
J J 

* = P.(t) 
J 

~'= = p. (t} 
J 

= ~r}: 
~ 

)P(t)j 
' J ( __..) 

~ ---,... 
p ,•:. = -=- p . r .. 

J L,. 1 1] 
(.. 

·an&loga a la ecuaci5n de movimiento para 1 GL: 

m x + k x = P(t) 

En (1.5) tenemos: 

• 
n ecuaciones independientes para nGL 

1 ecuación independiente para ca~a modo 

Para vibraci5n libre (1GL~ 

•• 2 
X + p X = 0 

z 
p = m 

( 1. 5) 

12. 



la solución es: 

X = A ces pt + B sen pt 

y para el modo j tendremos 

y. = A • 
J J 

Si en (e) hacemos 

)i_} t=O = 

llegamos a 

x(t) 

y • en ( d ) : 

y . = 
J 

---._ _ _.....,___ 

e os 

= 

X 
o 

X 

yoj 

o 

p.t 
J 

e os 

e os 

(_p . ( t) 
J 

+ B. 
J 

pt + 

p.t + 
J 

= o) 

~en P.t 

o 

X 

4 

X 
o 

o 
p 

• 
Y oj 
p. 

J 

J 

sen pt 

~~· r;. t 
..., 

(e) 

{d) 

Cualquier configuración del sistema puede expresarse como una 

suma de formas modales multiplicadas por ciertos coeficientes. 

Esquemáticamente: 

( 

l 
~x} 

estática 
o 

dinámica 

= 

= 

+ + 

~X(t)~) 

+ 

+ ... 1 

sr? 3 y 3 + •••• 

(Y = Y(t)) 



En nu~stra expresión 

= 1.4 

) .{ ~ puede no ser función de t, po:' ejem'plo: 

1 . f·¡ 
1 ' 

' ¡--1 
: 1 
j ;~ 
¡ 1 

,Í 1 ~ 1 R J ' (~) = ';e ~ 
) ,_ 

donde fe] es el vector de constantes il¡' 
.. _L __ que prex (RJ nos da la configuración 

De la e e , (e l : 

fe~ 
1 ' 

= lR] -1 

En 1.4 también podríamos hacer 

( i 
IYJ' = ¡ 

([i~J NO~ING) 
1 

.• 1 
pero sigamos otro camino, premultiplicando por ~rt j 

, '1 t 
o por ~r' . 

' • J 

• 1 
. rf . !.~Mi 

L. ..J <X. 
J 1 ' 

,-Kl 
1 • 
~ ..... 

~ 7 1 [MJ [R] fYJ = r? . 
' J 

'. 

1 

'LM] {rf 1 = S'r? . 
l ~ J 

Jr}: 
r· -

. ~ 

' + LM-' <r ·, 
' ·J 1 '2 

~ f 1 [M] )"r1 + <r j ' ;n 

Por ortogonalidad todos estos productos son nuJ· 

término ( f 1 r . 
\ J 

Y. 
J 

y1 + 

" + .. '. 
J 2 

y 
n 

.to el 

14. 

<1J 



., 

de donde tenemos 

= 

de donde: 

( '? 1 
~r~. 
1 J J 

y. 
J 

~- 1 
-- -1 5 J 5 .. ; . LK .. 2 X 

= ) J = ;\ 

Jr? . [K] ~X~! 
~~ •-· 

2 . • 

(coeficiente de participación) 

Ejemplo (vigas rígidas) 

111-1 ~ = 1. (;> 

F
. 1 • 

· ____ .. ¡ 1--- -· ----··60 T/cm 
~.-:.!.•.?.. ·i :' 

?,~-jf ·---·-·· .120 T/cm 

f -- -180 T/cm 
"' .,..,.--

Matriz de rigideces 

r1____,. K31 = O t\-? 1<32 

. b~ K 21 = -120 X=/· z ~~ 
28 

;¿=1· .;L ~ 
1 ~ 1 '-- K = 300 . -- 11 
__ J:~- . 
------·18o 

[K].= 

[

·so o 

120 

o 

-120 

180 

- 60 

"!> 
K12 

•' 

-o 

-60 :: 60 

60 

K. 
J 

= -60 

= 180 

= 120 

rs 
1 

\-2 
lo 

p.. M. 
J J 

o 
1. 5 

o 

OJ . 
O ton seg

2 

1.0 cm 

)t~-='r 
-r ·~-= 1 . . 33 60 

\ . 

~~K23 -60 

·rK13 o = 
-·.~---) .. .......... 

-2 o 

3 -1 (T/cm) 

-1 1 



~K] [MJ] 
["2 ~~ o [E] 2 = - F M = 
l~ 

1. 5 
ti 

60 ( 5 2 p 2) -2 o = 60 

- 2 (3 1.5 2) '1'\ -- p -) 
60 -· 

' 1 2 -11 (1-- p ) 
- 60 

o 

'J 

si d = p'/60 

60 

l
( 5- 2d) -2 

- 2 (3-1.5 d) 

o -1 

o l. 

- 1 i 

(~-d)J 

{E/ = O = 60 (d
3 

- 5.5 d
2 + 7.5 d- 2) = O 

d1 = 0.35 

d2 = 1.61 

d3 = 3.54 

f2 60 d: t1 2 
21.0 f1 4.58 = = = 

f2 
2 

9 6 . S 1s 9.82 
frecuencias = = naturales 

fs 
2 

212.4 fs 14.56 = = 

Modos: 



[R] = 1.000 1.000 1. oo~l 
2.135 0.899 -1.04J 
3.285 -1.474 0.411 

~M*J = [R ]' ,[~fJ [R] = 19.629 0.038 0.007 

0.03í 5.386 -0.014 

0.006 -0.014 3.804 

Ej: 

= {r} ~ [M J jrij * '=:."" 2 19.6296 = M1 =4-r.1 m. 
L ~ ~ 

[~<*1 = [RJ' [~<] [R] = 60 6.899 0.042 0.034 

0.042 8.651 -0.040 . 

0.034 -0.040 13.473 

Comprobación con tl<~ = 'f 2 *1 
'- p M ~ = 

= 1412.209 o o ..,. 
1 

J 
tr2 M~ l o 519.749 o = 

o o 807.970 

tK*J = 413.940 O••· o .. t 

o··· 519.060 o •. ' 
' 

o •• " O·. ' 808.380 



En p. 

/ 

y01 

y02 

Y03 

.3_ ___ 
x3Q 

x2o 

.x10 

, " 
1 

[M] {xo~ -{r] 1 
= * -

Mi 

fr~ 2 [M] fxo] = 
= * 

M2 

= fr) 3 rMJ {x01 = 
M~·· 

3 

0.930 cm 

0.051 cm 

· O. 02 6 cm 

18 • 

= 3 ero 

(1 ( 

Jxo 1 = 2 cm = ~~ J 
= 1 cm 

2. o + 6.405 + 9.855 
= O. 9 JO 3 cm 

19.629 

2.0 + 2.697 - 4.422 
= 0.0511 

5.386 

2.0 - 3.132 + 1. 233 
= 0.0266 

3.804 

son amplitudes de los 
' modos 



Para obtener los desplazamientos <le las masa~ debemos multipl.i-

car por las configuraciones modal~s: 

[rf 1 
to : 

xi1 = Y
1
(t) = 2.135( 

3.285) 
0.93 cos 4.58 t 

~r: y 2 (t) 
(1.0 ·¡ 

xi2 = =¡ o. 89 9) 1 1 2 l-1.474 
O.OSj cos 9.82 t 

. 
~rJ 3 

f 1.00 ; 
xi3 = Y

3
(t) 1.044f 

0.411 
0.0266 cos 14.56 t 

y sumar. O sea los desplazamientos x.(t) de ¡as masas serán 
l. 

{x<t>J = [R] ¡y(t)J 

x 1 (t) = r11 Y
1
{t) + 1'12 Y

3
(t) 

x 2 (t) = r21 y 1 (t) + 1'22 Y
2
(t) 

X-:¡(t) - r31 Y
1
(t) + 1'32 Y

2
(t) 

"' 

Otro ej~pl_o __ 

Para 1GL ten1amos 

~ -!.;--· f.ó~f-é) 
-.N- ~ 1 ...... 

' -· o 
7 ""7..,.-¡--¡-;- rr 

La ec: 

2 
X + p X : 

P(t) 
= m 

y para CI = O la solución 

p 
o -m 

+ r13 Y
3
(t) 

+ r23 Y
3
(t) 

+ r33 ~3(t) 

p(t) 

X = 
p 

o 
K ( 1 - cos pt) 



Tanemos ahora el problema de encontrar la respuesta de 

1 

i 

1 r---

r1 
.J. . --- l 

?ara el modo j: 

•• ~2 y . + Y. 
J J 

,': 
p. 

(1 Y. = ~ 
J ':J': 

K. 
J 

* Cálculo de P. 
J 

==-
~ (é) =.{.O T-., 

* p. (t} 
= J = * M. 

J 

- cos pjt) = 

* p. 

.
JO O 
~ cuya solución es: 
M. 

J 

* p • 
_E_ 

2 * p. M. 
J )" 

- cos p.t) 
J 

* {r} ~ {P(t)) ~r~ ~ to: p. = = 120' 
J 60) 

modo 

~ 
* 1{ p1 = P1r11 + P2r21 + p3 r31 = 360+256.2+197.1 = 813.3 

j 
• 

1 * 
21 

p2 = P1r12 + P2r22 + P 3 r 32 = 360+107.88-88.4 = 379.48 

* 31 p3 = P1r13 + p2 r23 + p3 r33= 360-125.28+24.66 =259.98 

Ahora bien, * * p • p . 

yj(st) = J = + 
t~ * M. K. 

J J 

20. 



2.1 o 

y1(st) 
813.30 1.973 = = cm 21 X 19.629-

Y2(st) = 379.48 = 0.730 cm 965 X :>.386 

·y3(st) = 259.38 0.321 212.4x3.804 = cm 

de donde 

* p. 
(1 Y. = J 

1 - ·cos p j t ~) ~ tenemos: 
J p~ M. 

J J 

y, finalmente: 
• 



EXCITACION SISMICA 

A. Sistemas 1GL 

Par 1 

x(t) 

2~ ,-~-~~ 
. //. 

:: -_--,~ 7;' .;.<' .F 

P(t} cualquiera y 
X o 

= xocos pt + ~ 

•• m x + kx + P(t) (a) 

para CI t- O la solución de. (a) es: 

sen pt + 1 ~~·(~) sen p(t-~)d~· 
mp .. o 

Para excitación sismica: 

m(x + Ü) + k X : 0 

o sea, 

m x· + k X = - mi.i (b) 

De la comparación de (a} y (b}, la solución completa de ésta 

es: 

x(t) = x o cos pt + 

B. Sistemas de nGL: 

[M] fx} +[k] {x} 

• 
X o 

p 

= 

sen pt 

{ p ( t >} = 

ü<~> sen p(t-6> dZ 

. P1(t)~ f .. -m
1 

u 

P
2
(t) = •• -m 2 u 

Pl{t)/ 

. . 
-m' Ü 

1 n 

22 .. 

m1 

-{rr{ü· .. 
m2 u.= = -

rnn 



2). 

Es decir, ~enemos: 

[M] {xJ [K] ~X J ~P( t >} - $m] ... + = = u. 

sust. ~xJ = [RJ fY] 

~MJ [R] fyj + [K] [R_] ~Yf = ~P(t~ = - sm] ü (t) 

' pre x jr} j 

por. ortogonalidad: 

fr}; [M] {rJ •• ir}; [~ ir] j * =u~ y. + y. = p. J J J J 

y queda: 

* .. * * * * ... M. y. + K. y. = P. = u. = - m. u J J J J J J J 

. 
la solución ( CI O) de esta ... . . = ecuac~on es: 

* Para p . 
• J t 

yj(t) 1 jp; (~) sen f.(t-6)d;; = 
+jM; J 

* Para u J: 

. 1 jr• 
yj(t) (:t ) sen f j (t-~)d ~ = 1' ---r uj .M. 

J J o 



que puede e~cribirse: 

* t 
m. 

y. ( t) 
J = - J * f .M. 

1 ü (¡:) sen f.Ct-~) dZ. 
] . 

J J 
_p 

., 
J. y ;JJ.· + y . cos T. t + 

OJ J 
sen·+. t J 

tértoinQJ a 
para 
CI 1- O 

Ona vez obtenidos los elementos de jY} solo falta premul

tiplicar por [R] para obtener fx/ 
... 

GENERALIZACION DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD 

Tenemos la ecuación: 

que convenimos en escribir en la forma: 

2 (K - p M) X = o 

como los vectores modales la satisfacen: 

y 

K r. = f~ J ] 

1 

premultiplicando poi': r. 

' r. 
~ 

. 2 
K r. = p. 

J J 

~ 

M r. 
J 

MM-l tenemos: 

(a} 

. 
24o 



que puede ,esc:raibil"se 

1". 
~ 

y así podría seguirse para llegar a: 

' -1 2 { f en tei'o l". M (M K} l". = a 
- - c:;>O ~ J_ <. ~ ~ J 

I' • M (M-1 K/ I'. = ~ J 

en fol"ma análoga podernos obtener> 

En ( b): 

' P. r . (MF) M r . = O 
~ J 

I' • 
~-

-1 R. 
(K M ) K r. = O 

J 

o 

9= - 2- M (M-lK} -2 = M (M-1K)-1 (M-1K)-1 

(en (e), i=2} M -1 M -1 M M F con = K K = 

Q :-/ M(M- 1K)- 1 = M K- 1 . M' = M F M· 

-i.=-t> (M- 1K) 
o 

M = M 

f_-::;f M (M- 1K)1 M -1 K K = M = 

' 
f..=Z M (M-1 K) 2 M -1 -1 K K -1 

K = M K M = M 

2,:.~ (M-1K)3 M -1 K M- 1 M- 1K= K M = M K M 

M 

-1 

(b) 

(e) 

F M 

K M-l K 



26. 

~RACION LIBRE Y FORZADA DE SISTEMAS DE N GL CON AMORTIGUAMIENTO 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico son: 

Ya 1:enemos: 

fr } 1 r 

= [M] /xJ' · 

= [KJ {x} 

y ahora hacemos 

donde 

y c .. = fuerza de amortiguamiento en la coordenada i debido a 
~] 

una velocidad unitaria en la coordenada j. 

_¡ ' . -
~~----·-- - cjk = ckj \ 1 1 

¡ 
L. __ -[(EJ~ 

indica 

[ 
1 acoplamiento 

e .. = e .. 
t 

~J J~ 
r 

____, 
1 

La ecuación de movimiento es 

[M] ix] + fe] {x] + [K] {x} = {P(t)í 



Hag~os: fx}:: [R J fy} premul tiplica:tdo por {rj ~ 
1 • • 

~r] j @J[R] fY} + ?r]~ (éJ [R] fyl + {r] ~ ~KJ [R] ?y] = {r] ~ {Pct1 

Para desacoplar estas ecuaciones debemos tener 

1° admitamos que se cumple: 

Ya definimos 

~ r]; [K J { rJ j = Kj 
y ahora 

[ r} ~ [e J ir J j ==C~ 
J 

= 2B.f.M~ 
J J J 

y nuestra ecuaci6n para el modo j queda: 

o bien: 

y . + 2 8 . h. y . +f ~y . 
J Jl J J J J 

p~ 

=Mt 
J 

cierto por 

ortogonalidad 

¿pero ésta? (a) 

27~ 



Como las soluciones para un sistema d·~ 1GL (cuya ec. es 

x+i'f3p~+p 2 x =· P(t)) ya ·las conocemos, :;olo nos falta saber 
m 

cómo debe ser [e] para que se cumpld 

~ -;. j 

además, claro, de . 

~r) ~ [M] {rJ j = o 

f 
y ~ -;. J 

' 
~rJi [K] {r]j = o 

La ec. (a) se satisface si 

i) [e] es proporciona la [MJ o a . [K] 

ii) [e] es una combinacion lineal de [M] y [K] , o 

sea: 

esto es m~y restringido. 

iii) En forma más general: 

[e] = t [c;J 
1 

· pues ya sabemos que todas las posibles formas 

[M] [M-1 K] 1 son satisfactorias y (38 .1) es 

una C. L de matrices de este tipo. 

28. 

(a) 

(38.1) 



L~ selección adecuada de a1 dará·é. · (e] las propiedades de7 

s~adas, o seaJpodremos dar valores e-specíficos a los elementos 

¿Cuáles le damos? ------
Aa;i.gnamos un cierto valor de. a a cada modo. 

2 a .J~ .M-:: Jr J J = f [r] ~ [el] f rl j = 
'--·--- -......---- _ ___., 

"~- . ---- --·--·· ---~·~ 

A 

DE-~ 3 8. :1. y ~ A 

Por otra parte, para vibración libre: 

(K-t~M)r. = O 
J J 

Kr . = t ~ Mr . -++ Jr. r . = FMr . 
J J J tj J J 

premultiplicando p~r r!M: 
J 

• es decir 

1 1 
E2r.Mr.; = 
'f J J j 

' r.MFMr-. 
J J 

-1 -1 r!M(M K) r . 
. J J 

.... _.... 

y así nodríamos llegar a que, para cualquier 1: 

(38.2) 

(38.3) 



1 -1 1 = r.M(M K) r. 
J . J 

De 39.1: 

e~-= = ct~) lM='!al 
jl J J 

c;'r .- cf~ >1
M='!a

1 jl . J J 

y sumando sobre 1: 

pero ya teníamos que 

de ·donde: 

EC='!l = 2f3.t.M~ 
1 J J J J 

1 
28 .f .M~ = 

J J . J 
1 

E(P~) 1~a 
1 J ,/) 1 

---------

39.1 

Con los n valores de B· para los n modos podemos resol
] 

ver para los n valores de a 1 y formar nuestra [e] con 

la ecuación 

30. 



[e] 

Por ejemplo para nuestra estructura Je 3GL asignemos: 

0.02 

o, en forma matricial: 

)0.10~ 1 ) o. os = 2 
i o. 02 

111'1 t1 
11f2 ·t2 
11t3 .-t3 

al resolver para a
1 

resulta 

[e] = a 1 
-~ 

[MrMj +a0 [M] +a1 [K J ------------.........__,..-.-
En p. :tenemos que para CI = O y B = o, para excitación 

A ' 
s~sm~ca 

m 1r t . 
P .f~p~f0 ~ (~sen PJ. (t- I·)d.l: 

J J 
coeficiente de participación 

)1o 



m 
mi¡ ~r} ~ fn1 r J(l.r .. 

i=l J. J.] c. = __]_ = = 
) M* f ]~ [ H] ~r~, m 

J r Jil.r~. 
i=1 J. J.] 

y podemos poner: 

c:m ln. que c. 
J 

C.z.(t) 
J J 

está definida arriba y 

(y semejante si a ~ 0) 

Además, tenemos 

o sea 

(x1 "'\ r1l 

)$2 1 r21 . 
*· = 

J. 

X Lrn1 n 

r12 • Q o • 41 

r22 ·o o ·o o • 

rn2 . . . . . 

C.z.(t) 
J J 

r1j · • • · .r1n 

r2j o •• o • r 2n 

o • 

r nj • • • • .r nn 

yi 

y2 

~~ 

)2.· 



' ' .~. 

ti· 

X .. : 
~ 

n 
Z r .. y. = 

j=1 ~J J 

n 
;:: r .. C.z.(t) 

j ::1 ~J J J 

De aql.tí (sin sumar para todos los moclos) 

r .. c.¡z.(t)! lJ J J max 

De esta ec. pasamos a: 

n 

::: r .. c.sl 
~J J e 

S 
- e a ... r ... -

. ~J J tj 

n S 

1 X ·1 ' ~ max = 
ABS 

l:r .. C.Sd= 
j=l ~J J 

a l: r .. C. AiT 
j=1 ~J J -rj 
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Sec. 3-8 

__ ') 

Prob. 3-1 

~20k 
1 ,_k 

''''''*' t f t 8 

f 8ft f 

~ 
~1~11 

~5ft-+ 

I=2 

4& 
~ 10ft 

12 ft 

Prob. 3-2 

lOft 

.Prob. 3-3 

i'Ok 
A 1=1 

.1. 10ft 

Prob. 3-4 

~ 
·1 

8 fOk 

.1 

8 

~ 
·1 

Problems 

E I = Constont 

E I =Constan! 

E= Constan! 

tO ft liOOk 

)}' 
A 

12 k 

40 fl 

E!= Constan! EI=Constont 

Prob. 3-5 Prob. 3-6 

73 

1 
'1 

7-4 lntroduction to the Flcxibility Method of Analysis: P/anar Structures Ch.3 

E~. 
". !lO k ! 20k 

L 
AE =Constan! 

lOft 

Prob. 3-7 

~5ft 

L/ !30k :Jt20k :;', 
' ~=~~~ 

4@>20ft=80fl 

Prob. 3-8 

Prob .. 3-9 

El= Constgnt 
8 o 

30ft 

Prr>b. 3-16 



:>ec. J-a Problems 

Prob. 3-17 

8 e 
15ft 

El= Constant 
20ft 20ft 20ft 

Prob. 3-18 

1
20 k 

I=I.S 1=2.0 I 1.8 

20ft 

Prob. 3-19 

w 

k= El k= El 

,

A• f f f f f f f ~tf f f f f f f f ~~ 

..._ __ --=L:..._ __ ..¡../,___1_0_t_
3

~L=------l El~ ~~nstont 
Prob. 3-20 

20 

E , 00 • r ft El- eon.,,, 
10ft 

8 D 

fl e 
7J.?J. 

A 
"77, 77/ 

30ft 

Prob. 3-21 

75 
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JE = Constont 

~013011 
100 k 200 tt +so tt j 

• 8 <al 40 fl = 320 ft 

Prob. 3-22 

2ft-k 

lOft 15ft El= Constant 

Prob. 3-23 

2 3 

~A ~8 ·l:J2ft 
10ft 10ft 10ft 10ft 10ft 1 

El =Constan! 

Load case 1 -a single vertical 20 k" load ot point 1 
Load cose 2- o single vertical 20 k load ot point 2 
Load cose 3- o single vertical 20 k load ot point 3 

Prob. 3-24 

SELECTED REFERENCES 

Ch. 3 

3-1 Rogers, G. L. and M. L. Causey, Mechanics of Engineering Structures. New York: 
John Wiley & Sons, Inc., 1962. · 

3-2 Carpenter, Samuel, Structural Mechanics. New York: John Wiley & Sons, Inc., 

1960. 
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4-7 
Problems 

Ch. 4 

4-1 to 4-6. Analyze the structural system for the indicated loading, and draw the shear 
and moment diagrams-for each member; E= constant and the relative value of moment 
of inertia is indicated for eac~ member. 

" ~ ~ 12 ttl 20ft 
aul 24ft 16ft 32ft 

21 1 31. 

Prob.4-1 

15ft 15ft 

21 21 

Prob.4-2 

25ft .1 
Prob.4-3 
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k 
2ft 

Ji,* 1 1 I 'I 1 1 1 l 
·.~ 11511 21 31 l 21 

0 
20ft 

1 30ft 40ft 30ft 

Prob. 4-4 

2k -3/ 

'i.I 8ft 
3k -20ft 2/ 1 

21 fl 

V, 

¡. 20ft .l. ~ 
Prob. 4-5 

2k-
21 

1 1 12ft 

4k-
21 

21 21 12ft 

JI: ~ 

~ 20ft ~ 
P.rob. 4-_6 

4-7. Analyze the rigid frame of Pro h. 4-2 for a settlement of the center support of0:6 in.; 
1 = 500 in4 , E= 30,000 ksi. 

4-B. Detcrminz thc final mcmbe.r end actions and tl-.e support -ccactions for the frame 
of Pmb. 4-3 causcd by G. clock-,¡.·isc rotat:on of th~: kft support of 2o; 1 = 5000 in4, 
E = 30C') ==.::~. 
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4-9. Analyze the planar orthogonal frame of Prob. 4-4 for a scttlement of the lcft column 
support of 0.6 in. and of the right column support of 0.8 in.; 1 = 6000 in4, E = 3000 ksi. 

4-10 to 4-12. Calculate the final member end actions and the support reactions for the 
indicated loading of the structure, and draw the shear and moment diagrams for each 

·member; E= 30,000 ksl. _ 

.... -

.... - o 
10 

~ 

º 

16 VF 78 

15 ft 

k 

30ft 

o 
10 

~ 

º 

Prob. 4-10 

¡30 k 

16 VF 78 

. ¡. 15ft 

Prob. 4-11 

k 
3.0ft 

18 w: 70 

24 w: 100 

30ft 

.¡ 

o 
10 

~ 

º 

0.51i 
t ¡ f f ¡ f ¡ i i I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l 

[~ 
30'1F 108 33WII8 30 W:I08 

o o 
~ ~ 

~ ~ 
~ ~ 

~~ ~~ ~ ~ 

~y 45ft 30ft 

Prob. 4-12 

... 
10 
([) 

~ 
~ 

~H~ 

.¡ 
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4-13. Determine the final member end actions and the support reactions for the frame 
of Prob. 4-11 íf member a ís fabricated with a 6° bend (rotating the right end of the 
member counterclockwise) 'at a point 5 ft from the left end of the member. 

4-14. Analyze the frame of Prob. 4-12 for a fabrication error of 0.75 in. which resulted 
in the 33 VF 118 being too short. 

4-15. Analyze the continuous béam for the given Joading. The beams are 1.5-ft wide 
and ha ve straight haunches; E= 3000 ksi. 

24ft 40ft 24ft 

Prob. 4-15 

4-16. Analyze the continuous beam for the indicated Joading condition. Draw the shear 
and moment diagrams for each beam. The relative values of moments of inertia for each 
member are indicated; E = constant . 

Prob. 4-16 

4-17. Write a computer program using the stiffness method to analyze a ~?ntinuous beam 
for a uniform vertical load applied to any span and acting over the enti~e span. Assume 
that the moment of inertia ·¡s constant o ver the span of each beam and is different for 
each beam; E is constant for the structure. 

4-18. Develop a computer program t.o analyze a general planar orthogonal frame by 
the stiffness method for the following load cases: (1) a uniform normal load over the 
span of a member; (2) a normal concentrated load applied at point within the span of· 
a member; (3) a vertical or horizontal concentrated load applied at a joint; and (4) a 
moment applied at a joint. Assume that the beam elements are prism:-•:~ and that E is 

constant for the structure. 
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4-19. Write a computer program to devclop ihe mcmber stiffness matrix and to compute 
. the fixed end actions for a uniform normal load acting ovcr the entire span for a non-

prismatic beam element. 

SELECTED REFERENCES 

4-1 Pei, Ming L., "Stiffness Method of Rigid Frame Analysis," ASCE, Second Con
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Wesley Publishing Co., lnc., 1957. 

4-3 Gere, James M., and William Weaver, Jr., Analysis of Framed Structures. Princeton, 
N.J.: D. Van Norstrand Co., Jnc., 1965. 

4-4 Wang, Chu-Kia, Statically Jndeterminate Structures. New York: McGraw-Hill 
Book Company, 1953. 

4-5 Morice, P. B., Linear Structural Analysis. London: Thames and Hudson, 1959. 

4-6 Hall, A. S., and R. W. Woodhead, Frame Analysis. New York: John Wiley & Sons, 
lnc., 1961. 

4-7 Rubinstcin, Moshe F., Matrix Computer Analysis of Structures. Englewood Cliffs, 
N.J.: Prentice-Hall, lnc., 1966. 

4-3 Willcms, Nicholas, ar.d William M. Lucas, Jr., Matrix Analysis for Structural 
Engineers. Englewood Cliffs, N.J.: Prentice-Hall, Inc., 1968. 

4-9 Livesley, R. K., Matrix Methods o/ Structural Analysis. New York: The Macmillan 
Company, Inc., 1964. 
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The stitfness method is a very powerful too! when couplcd with the electronic' 
digital computer for analyzing complex as wcll as simple structures. The procedur~ 
for carrying out the analysis is a very orderly, systematic proccdure that is not 
restricted to a particular type of system. Only those matrices that are required to 
describe the behavior ofparticular structural elements are ditferent. Thus; the prob
lern of analyzing a given structure becomes one of developing the proper matrices 
to describe the response of the elcments which make up the system. 

6-9 
Problema 

6-1. Determine the final end actions developcd at the end of each member and the 
support reactions of the rigid frame caused by the indicated loading. Fcr cach member, 
1:. = 3//2, l:y = 2/, J. = 41, and A..,= 1/4; E= constant and G = E/2. The relative 
value of 1 for each member is given in the box adjacent to the membcr. The y,.-x .. 
plane of each mcmber is perpendicular to the X-Z reference. 

y 

Prob. 6-1 Note: The Ym-Xm ¡:;lane of each member is ¡!Crpen• 
diculu to the .f-Z plane. 

6-2. Analyze the space frame for the imposed loading condition. The mcmbcrs are 
prisll'!at!c 24 w:: 100 stecl beams; E = 30,000 ksi and G = ! 2,000 ksi. The membcrs are 
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oriented such that the Ym-Xm plane of each beam, where the Y m axis defines the minor 
axis of the cross-section, is perpendicular to the X-Z reference plane. 

y 

Prob. 6-2 Note: The Ym-:lfm plane of each member is perpen
dicular to the X-Z plane. 

6-3. Compute the ~upport reactions and final end actions. For members 1 and 2, 
/" = 21/3, 1, = /, 1, = 3/, andA" = 1/5; for member 3, /" = 1, 1,.= 2/, /,=51, and 
Az = 1/4; E= constant and G = E/2. The y,.-xm plane of each beam is perpendicula. 
to the X- Y reference axis. 

z // 
/ 

/ 
/ 

/ 

" 

lOft . 

/ 
/ 

/ 

X 

Prob. 6-3 Note: The y,.-x,. plane of each member is pcrpen-
di to the X- Y plane. 
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6-4. The space frame is to be analyzed for tfie indicated loading condition. With thc 
y,. axis dcfining the minor principal axis of the cross-section, the Ym-Xm plane of eacJ 
bcam is perpendicular to the X- Y refcrence plane and the y,.-x,. plane of each columr 
is perpendicular to the X-Z reference plane; E= 30,000 ksi and G = 12,000 ksi. 

X 

Prob. 6-4 Note: The y,.-x,. planes of the beams are perpen
dicular to the X- Y plane, and the y,.-x,. planes of the columns are 
perpendicular to the X-Z plane. 

6-5. Determine the final end actions for each member and the support reactions for the 
structure caused by the applied loading. For members 1 and 2, lz = //2'; 1,. = 6/, /, = 8/, 
andA,. ~ 1/5; for member 3, 1, = 1, 1,. = 10/, /, = 10/, and A, =J/4; E= constant 
and G = E/2. Letting the y,. axis define the minor principal axis o~~a .. l]lember's cross
section, the y,.-x,. plane of members 2 and 3 are perpendicular to the X-Z reference 
plane and the y,.-x,. plane of member 1 coincides with the X- Y reference plane. 

6-6. Develop the complete structure stiffness matrix for the rigid space frame described 
in the figure and set up .the cpmpletejoint load matrix for the indicated loading condition•_ 
Letting the y,. axis define the minor principal axis of a cross-section, the y,.-x,. plane of 
each column is parallel to the Y-Z reference plane and for each bea,.. is pérpendicular 
to the X..: Y reference plane; ·E = 30,000 ksi and G = 12,000 ksi. 
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y 

Problems 

y 

Prob. 6-5 Note: The y,-x, plane of member 1 coincides witb 
the X-Y reference plane. The Ym-Xm plane of members 2 and 3 
is perpendicular to the X-Z plane in both cases. 

15ft 

~ 

@] 24 YF 120 
o 
~ 

~ 0 
~ 

~ 25 fl 

Prob. 6-6 

X 

289 

6-7. Analyze the frame of Prob. 6-2 for a vertical settlement of 0.75 in. of the support a. 

6-8. Determine the final end actions and support reactions devcloped by thc risid frame 
of Prob. 6-2 if mcmber b is fabricated 1 in. too short. 

~o Stiffness MerJ¡od oi An~l;sis ~ Three-Dimensional Structures Ch. 6 • 

6-9. Analyze the space frame ~f Prob. 6-S for a ~ertical scttlement o_f O.S in. of the sup-
- port of member 1. Let ¡ = 1000 in•, E= 3000 ks1, and G = 1000 ks1. 

6-10. Analyze the rigid space frame of Prob. 6-6 for the indicated loading. 

6-11. Analyze the rigid frame structure of Prob. 6-6 for an increase in temperature of 
40° of members á over the other members of the structure. 

6-12 to 6-15. Determine the bar forces developed in the space truss. The orientation of 
the local axes for each member may be selected for convenience of computation; 
E = 30,000 ksi. The cross-sectional area of each member (in terms of sq in.) is indicated 
adjacent to the member. 

y 

Prob. 6-12 

6-16. Compute the bar forces developed .in the space truss of Prob. 6-12 if membec 
a is fabricated O.S in. too short. 

,6-17. Analyze the space truss of Prob- 6-13 for a settlcment of support a of 0.7S in. 

6-18. Determine the bar forces in each member and the support reactions for the struc-
ture if member a o[ the truss of Prob. 6-14 is fabricakd 0.25 in. too long. · 

6-19. An::!lyze tl:c structure of Prob. 6-15 for a fabric?ttion error of 0.3 in. shortening 
thc lenr,th of merr.b:::- e:. 
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y 

20 k 

80 ft 

X 

. Prob. 6-13 

• 1 

Prob. 6-14 
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y 

32ft 

12 ft 

Fz = 60 k Fy = 120 k 

16ft 

z 
Prob. 6-16 

6-20 to 6-23. Analyze the planar grid structures for the indicated Joading. Each rnember 
is positioned in the X-Y reference plane so that the major principal axis {ym) of each 
cross-section Iies in the plane; E= 30,000 ksi and G = 12,000 ksi. 

X 

z 

Prob. 6-20 Note: Major principal axis of .the cross sectk 
each member Iies in the X- Y reference plane. .• 
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Problems 

y 

z 
30 'IF 116 

24ft 

Prob. 6-21 Note: Major principal axis of the cross section of 
each membcr líes in the X-Y reference plane. 

)" 

Prob. 6-22 Note: Major principal axis of the crcss section of 
/ eac:h member lies in the X- Y reference plane. 

X 

z 

30 YF 99 
-------------~--r ¿, 

Prob. 6-23 Note: Major principal axis of the cross section of 
each mcmbcr lies in the X- Y refercncc plan e. 

293 
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6-24. Analyze the planar gi"id structurc shown in thc figure for the indicatcd loading. 
For each member, /., = 31/2, 1, = 2/, 1. = /, and A., = 1/6. The major principal axis 
(y..,) of the cross-scction of each membcr Jies in the X- Y refcrcncc planc. The relative 
value of 1 for each member is givcn in the box adjaccnt to thc mcmbcr; E= constan! 
and G = E/3. 

X 

z 

Prob. 6-24 Note: Major principal axis of the cross scction of 
each member líes in the X- Y rcfcrence plane. 

6-25. Determine the final end actions and the support reactions for thc structure.Qf 
Prob. 6-21 if member a is fabricated with a bend of 5o (rotating right end in a counter
clockwise direction) al midspan. 

6-26. (a) Establish all Óf the matrices for a beam element with either a variable ·or 
constant cross-section over its span length, arbitrarily oriented in a threc-dimensional 
space, with both ends of the member restrained against translation in the x,, y,., and z. 
directions, both ends reslrained against rotation about the x, and y,. axes, and both.ends 
free to rotate about the z., axis so that this type of member could be handled in a stiffness 
analysis. 

· (b) Evaluatc thc mcmber stiff'ness matrix for this bca:n clement if it w~rc a prismatic 
member. 

6-27. Develop the grid member stifTness matrix [KG1 for a prismatic grid mcmber witlt 
a pin at thej-end,oft_he member so that it is free to rotatc about the major principal.axis 
y,. The member is assumed to be restrained against all other possible components of 
end displacemcnl. Also, establish the transformation rnatrix [TG], and the transformed 
grid member stiffncss matrix [RG}¡ for this member. 

6-28. Establi~h the mcmbcr stiffncss rnatrix [K•J, for a prismatic 12 in. [ 25# beam. 
Note that for this mcmber the shear centcr and the ccntroid of the crcss-section do not 
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coincide. The X m axis will define the centroidal axis of the beam and the Zm principal axis 
will contain both the centroid and the shear center of the channel section. 

6-29. 'Develop a coinputer program to analyze by the' stiffness method a planar grid 
frame for any possiblc loading condition. Hint: Let fixed end actions be input data. 

6-30. Writc a computer program to analyze by the stiffness method a sp~ce tr~~s system' 
for loads applied only at the joints. - -· 

6-31. Write a computer program to carry out the analysis ~fa rigid space frame by the 
stiffness method for any pcissible 'loading condition.' Ílint: Use fixed end actions as input. 

SELECTED REFERENCES 

6-1 Willems, Nicholas, and William M. Lucas, Jr., Matrix Analysis for Structural 
Engineers. Englewood Cliffs, N.J.: Prcntice-Hall, Inc., 1968. 

6-2 Gere, James M., and William Weaver, Jr., Analysis of Framed Structures. Princeton, 
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l. 
METODO DE ANALISIS POR EL~MENTOS FINITOS. 

INTRODUCCION. 

El ingeniero en la busca de los valores numéricos adecuados para descri-

bir su proceso de d.iseñor se encontraba generalrnente con formulaciones mate:_ 

máticas difíciles. Por ejemplo, consic!erando el simple caso de teoría de --·· -· , ...... 
flexión de placas, bajo las hipótesis de pequeñas deformaciones y que las sec-

ciones plmas permanecen planas después de la deformación, la ecuación di fe-

' 
rencial que gobierna el análisis .pare. un material elástico lineal homegene0 e 

isotrópico es 

- e; -o· ( 1) -- -p 

donde W es la deflexión en el p~nio ( x, y ), q es la intensidad de la carga en el 

punto ( x, y ), "y D::. ¡; (~ -"11~- es la rigidez flexionan te de la placa la 

cual depende del modulo de elasticidad E, el espesor de lá placa ·h y la rela-

e ión de Poisson -\) En la Fig. 1 se presenta un elemento diferencial de 

la placa y las acciones y reacciones sobre él. Combina..'ldo la flexión simple -
. 

en dos direcciones se obtiene para los momentos y corranres por unidAd eJe Ion-

gitud de placa lo siguiente: 



fi~. \ Sú¡: ~c;Q tñed\a. c!e o~ "?\o.ca., ~ 
00 e\<2 Ul e .«ro J.·,~ e(e'l\ c.~\ &x, d r . 



DESFI- UNAM Mar¿o 15 de 1976 P. Ballesteros 

(2) 

Para el caso particular de la placa libremente apoyada, y rectangular, -

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) son: 

. 
w)(Y. (o.,~)+.., \Nv'( (o a\()= o 

(3) 

V z 



Navier en 1820 presentó a la Academia Francesa de Ciencias, la solución 

representando la carga q ( x, y), por medio de una serie trigonométrica doble 
00 Cs@ 

~~lj)= L [:: .. ~ ~ ~ ~ ~~ (j (4) 

substitutye ( 4) en ( 1) y considerando las propiedades de ortogonalidad de las 

series trigonométricas obtiene la solución de la ecuación diferencial bi-armónica 

(1) como 

(S) 

en donde el coeficiente Amn viene expresado por 

~
('JI...~'.c L, • 4 ~ tf e'(\"({ " 

a,.."::~ ~c.x.l))~ c;:x ~ b~ ~,_á~ 
o @ 

{6) 

. 
El procedimiento de Navier consiste en lo siguiente: Conocida la función de 

carga q (x,y), se substituye en (6) y se-obtiene el coeficiente Amn el cual -

nuevamente se substituye en (S) y se obtiene la deflexión W (x, y), y por mec;tio 

las ecuaciones (2) se obtienen los momentos y cortantes lM \ y f Q} . 
Es importante observar que las limitaciones de Navier se refieren a una placa -

rectangular libremente apoyada y con una función de carga q (x, y) impar con -

respecto a x, y_ con respecto a Y, es decir, fe~==-+(-)() y 

Si Xa función fuese par» la representación de -

q (x, y) seria mediante una serie de cosenos, y si q (x, y> fuese una función cua~~ 



quiera, se representaría mediance una serie trigonométrica doble completa 

de senos y cosenos, y se tendrían problemas en satisfacer las condiciones en 

la frontera. Generalmente la convergenci~ de la serie (S) es lenta, y e¡¡ algu_ 

nos casos es necesario considerar más de 500 térnlinos para asegurar la solu~ 

e ión corree ta.. , 

Posteriormente en 1900 M. Levy cambia de posición los ejes coordenado::: 

( Fig. 3 ) e utiliza una serie trigonomét'rica simple, 
c::o 

oJ= "-f~<~l~~x L eL. (7) 

El procedimiento de Levy consiste en substituir (7) en ( 1) obteniendo una 

ecuación diferencial lineal de cuarto orden en fm(y} con coeficientes, constan
L 

tes no homogenea con la cual ya es posible satisfacer diferentes condiciones en 
~ 

la frontera 1( ........ _+ ';i' . ¡· . ~ 1 l d &; , pero contmua Imitauo a una p aca recrangu ar · 

libremente apoyada en las fronteras x =o y x = a. 

/I/ 

) 
;t4i / 

i'-

...... 

-- -- _jw 
~ ) ' 

-
1 

~ 4 
H' 

1 

Fig. 3 Pe:sición de ejes en solución de M. Levy. 



Las limitaciones de análisis tan restrlngidas, como los ejemplos anteriores, 

aparecían en innumerables problemas de ingeniería, lo cual originó el principio 
. 

de los métodos numéricos, el cual presenta dos etapas de desarrollo. Antes ..... - . 
de la época de las computadoras, donde representa un im~r_t~t~ pa¡:>e.J_~l Prof . ...... -·-~·- - -- ----~---... - ------ .-.... ---- - ------- - - ....- .. ___ --- -

Southwell del Colegio Imperial de Inglaterra, desarroll~do y aplic~do los mé--- ------- ------- ----- --------· . -·-----·---

!üdos numéricos de relajación y diferencias finitas, superaJ!dO_!a~_limi_!aciof!e~ 
--- -- --- -~· ------- __ ,.. _______ ·-------~-----~---------

restringidas de los métodos analíticos de solucióno 
. ---- --- -· __ ..... 

Durante la era de -las computadoras digitales, el método de análisis oo.r ele_ 

!!lentos finitos ha obtenido gran popularidad, ..Questo que en este procedimien.tD 

como. resultado de la discretización del medio por apalizar, se obtienen sistemas 

a~des de ecuaciones algebraicas lineales simultáneaª', lo cual actualmente su 

~o lución no representa ningún problema. Por ejemplo, en _el caso de análisis -
L-, 

elástico lineal de placas, podemos tener cualquiier condición de apoyo p de _geo~ 

tría y de cargas, prácticamente se eliminan la mayoría de las restricciones de 

las soluciones analíticas mencionadas, el problerna más importante es verifiar 

adecuadamente su convergencia. 

~1 primer trabajo referente al método se debe a Hrenikoff Ref. ,1~

blicado en 1941, _¡el .segundo a McHena publicado en 1943 ~n mnQüs tra~ªi2s 

( Fig. 4 ) se verifican soluciones de p:roblemas de elasticidad bidemensional~p 

estado plano de esfuerzos, discretizan.Q.Q el medio y buscando la analogía e,.~,. 

solución estructural. 

Posteriormente en 1949 Newmark, en su libro de Métodos Numéricos 

Ref. 3 p presenta los métodos· de Hrenikoff ~-~5Henry~ Sin e~~_rg~~-e.l 
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Fig. 4 Primera soluc!ón presentada por HrenL!coff en 1941. 

cré_di~<? de aplicarlo _a me~ios continuos es de 1:"urn~!,_Clough,_ Martin y :ro-w 

Ref. _§ , y no es, sino hasta 1960 con Clough,,. Ref:_ 6 _nace P9r primer.a - - . . • 
vez el nombre mágico de "Elemen.to Finito"·' derivando más correcram~.n~? las 

en el mismo tiempo la computadora comienza a ser una herramienta muy ~_fect!_ 

va, conduce rápidam~te a la solución !.!_.~mérica de problemas elástico lineal§~S 

complejos, en los cuales una solución analítica no ~ra E?sibl!;. 

Se inician la derivación de las propiedades de rigidez de_los elemenros finitos, 
1 1 

el campo de desplél.4amientos en el medio se expresa en función de los desplaza -
~-~ -- ....,_ .. ---- --· .... ~- __ ...__ ....... ·- --~---· - . -- .. - . 
mientes nodales del elemento, satisfaciendo continuidad, las fuerzas iu:e;nas se . . .............. -- . -- .. --· - .. . 

definen aplicando el principio del tral:E jo virtua~, la identidad de_ este prqce.~q f:,o .. n 
- _ .. ' ' • - ·- - - ---- ---- _, -.-.. •• - ...... -- --- -.,- ........ ~--..,;:¡..,.. -""" 

Ref. 7 
-. S -. - El desarrollo anterior se acentúa en el campo de la Mecá-es obvia. 

nica de Sólidos y poste~iorment~ Zienkiewicz Ref. 13 y Wilson Ref. 14 lo 

aplican en Mecánica de fluidos y en problemas de análisis de conducción de calor. 
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Se presenta al/final una l~sta de referencias de importancia del método del e"le-

rnen to finito,' 

.Al iniciar la determinación de esfuer~os y desplazamientos en cierto proble-
, ' 

ma de diseño, las ~cuaciones que gobjern~ el problema en cualquier 'forma de

ben satisfacer equilibrio y continuidad. 

El. Método del Elemento Finito. es ·un procedimiento analítico, y cuando se 

aplica a un medio continuo. éste se.·modela ana-líticamente subdividié~dolo en -
,. . ' 

sub-regiones (los elementos finitos) en los que el comportamiento de cada uno 

es definido por grupos separados de funcione~ que supuestamente definen esfuer

zos y desplazamientos ·en esa región, Ías funciones se seleccionan en forma tal 
. 

que se satisfaga la condición de .continuidad a través de todo el medio, por lo -,_ . 
. . \ . ·~ . 

tanto, el método del elemento finito en común con las soluciones por series y di-

ferencias finitas representa una aproximaéión a la solución del problema 
- ~ t Oz 
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TIPOS DE ELEMENTOS. 

rgernentos que son usados comunmente en la práctica son _ilustrados en.Ja 

fig. ~ 

El elemento estructural simple, Flg. 5 (a), es un miembro de la familia --------------..:.-
total de elementos finitos. Cuando se usa con elementos del mismo tipo descri 

be armaduras y estructuras espaciales. Cuando se combina con elementos de 

q 

tipo diferente, especialmente con elementos de placa generalmente se describen 

miembros de rigidez. 

Los elementos básicos en apálisis por elementos finitos son plac_as delgadas ------ ,_..--. 

con cargas contenidas en su pl~o ( condición de esfuerzos planos ), triangulares 

y cuadriláteros se ilustran en la Fib .Qp. Se denominan básicos porque los pri

meros desarrollos concernientes con el método se refieren a ellos . 

.. Los elementos sólidQJ>, Fig. S cE,), son la generalización tridimensional de 

los elementos· de esfuerzos planos. El tetrahedro y ,el hexaedro son las formas 

más comunes y son esenciales para modelar analíticamente problemas de mecá 

nica ue suelos, rocas y estructuras nucleares. Es conveniente mencionar que 

la única forma práctica de resolver problemas tridimensionales. prácticos, es 

el método de elementos finitos. 

Uno de los campos más importantes de aplicación del m~todo de .elementos 

finitos es en el análisis· de "sólidos axisimétricos", Fig. S (d). Una gran varíe ~ 

dad de problemas de ingeniería caen en esta categoría, incluyendo concreto, t~ 

ques, recipientes nucleares, rotores, pistones, flechas de motores, y la cabeza 

de los roquets. Generalmente son medios de carga y geometría axisimétrica. 



En la Fig. 5 (d) se muestra el elemento tri_angular, también se usan secciones 

cuadriláteras • 

... S!=.Te .. nto ~e placa plana en flexióU es empleado no solo en conección con el 

comportamien@ de placas planas, sino también en cascarones y miembros de ~ 

pared delgada. Fig. S (e}. 

Estructuras de cascarón delgado axisimét.ticas, Fig. S (!), tienen el mismo 

(O 

rango de significado en la aplicación práctica que ·los sólidos axisimétricos. Sin-

embargo~ las relaciones gobernantes se derivan de la teoría de cascarones delg~ 

dos. 
., 

Cuando una estructura de cascarón delgado que de hecho es curva~ es .prefe-

rible emplear elementos de cascarón curvos delgados para el modelo analítico, 

tienen la ventaja de describir más aproximadamente la superficie curva del case~ 

rón, y la apropiada representación del acoplamiento de deformación y equilibrio 

entre cada elemento. Elementos tipi~os de cascarones de doble curvatura se mues 

tran en Fig. S (g).. Gran número de formulaciones para este elemento existen. 

ALGUNAS APLICACIONES DE ELEMENTOS FL'\IITOS. 

Examinaremos algunas aplicaciones delmétodo de elementos fin]tos en diseño 

estructural con el objeto de ilustrar la forma en la cual se usan los elernenros -

de la Fig. S, y la escala y complejidad de los problemas. 

El desarrollo del método del elemento finito se debe a los investigadores re-

J.acionados con la industria aeronáutica. La Figura 6 muestra la forma en que -



®~/ 

se aplicó el análisis por elementos finitos oe una porción del avión Boeing 7 47. 

La estructura del fuselaje de un avión consiste de laminas de aluminio ligadas 

a una estructura interna formada por armaduras y atiezadores. La experien-

cia ha mostrado que los efectos locales de flexión en el cascarón son despreci~ 

bles, por lo tanto, se supone que consiste de elementos en condición plana de -

esfuerzos Fig. S(b). El análisis de elementos finitos del Boeing 7 47, de la 

parte achurada, región que conecta el cuerpo o Cascarón Monocoque con las alas, 

área achurada en Fig. 6, consiste de 7000 incógnitas. Por lo tanto, es común 

en la práctica dividí r la estructura en regiones, o subestructuras, y analizar -

cada una por elementos. finitos con el objeto de producir un superelema1to. Los 

superelemenros se ligan entre sí por medio de un procedimiento convencional -

qu~ determina la fase final del análisis. 

· -~1 esquema de subestruc turación del Boeing 7 47 es mostrado en la Fig. 6 

y los detalles son listados en la Tabla l. 

_ Sub- Descripción Nodos Condición Elemento Elemento Grados liber Grado de 
Estructura Carga Viga Placa tad interac-- libertad 

ción elemen- toral. 
ros. 

1 Ala 262 14 355 363 104 796 
2 ~nrro ala 267 8 414 295 198 880 
3 Ca!::carón 

Monocoque 291 7 502 223 91 1,026 
4 Cascarón M .213 S 377 185 145 820 
5 Cascarpn M 292 7 415 241 200 936 
6 Caja Tren 

Aterrizaje 170 lO 221 103 126 686 
7 Cascaróñ i\1 285 6 392 2-19 233 909 
8 Caja Tren 

Aterrizaje 129 -·lO 201 .. 93 148 503 
9 Cascarón i\1 286 i 497 227 92 l, 038 

TOTAL 2,195 63 3,374 1,979 555 7,594 

-r~b\o.1 ~u~ ~~1tu~lu~~·\¿r~ ~\ ~oetVl, 741 



Esfuerzos planos 

Fig 6 Boeing 747 



Como es usual en el diseño de aviones,- se hicieron pruebas en el prototipo 

y los resultados se compararon con la solución por elementos finitos, coinci -

diendo como se muestra en la Fig. 7 

o DE.FORMIMETRO AXIAL 

D DE.FORMIMETRO BIAXIAL 

Boenig 7471~ 4 
1 

./ 
~fl c __ ...... rt:=3~~· 

~~ 

-4 -2 o 2 

80 

Lineo de 1 agua ( Water line ) 

Fig. 7 Comparación entre análisis y experimentación del Boing 747 

Es importante agregar que la respuesta dinár~lica de un avión es muy impor 

· tante, así como su inestabilidad elástica es una forma importante de falla. Nin 

g~no de estos fenómenos puede tratarse por los métodos simplificados, pero su 

análisis· usando el método de elementos finitos ha probado ser muy aceptable. 

' 1 

Problemas similares se eneU€!nttñt'l tu\ A~ui~tura Naval. Figura 8 una 
- ' 

porción de una estructura de un transbordador. La parte plana es J-epresentada 

por elementos en estado plano de esfuerzos, _ Fig. 5 (b). Elementos estructu -

rales, Fig. 5 (a), son empleados en la re:pn~::..cntación de Ja estructura interna. 

j . 



· .... 
El número total de incógnitos paradcfiriir las partes imponnntcs de uo barco 

es del orden de SO, 000, y de nuevo se sulxlivide el problema en sulx~structuras 

obteniendo menos incógnitas. 

Elemento estructural ( o ) 

C.L 

1 
b) Esfueraos planos 

C.L 
i 

1 

Elemento ( b .) 

(o ) 

(O) 

Fig. 8 · Análisis por elemento finiro de ... ·~tructura de un _ironsbodudo. 
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Elementos sÓlidos 

Fig 9 Analisis por elementos finitos de un recipiente reactor de concreto presforzado 

Requerimientos de seguridad en el diseño estructural de los reactores nu-

cleares han cau$/ado que la industria u~e ampliamente el análisis por elementos 
. 

finitos. Figura 9 (a) un recipiente .reactor de concreto presforzado. Debido a 

la simetría ·es ¡nstble analizar solamente un doceavo de la estructura total, - :: 

Fig. 9 (b). 
! . 

Su volumen se tnódcilil anulftl.etunente en un ensamble de ekmentos 

tetaedrales y hexaedrales, Fig. 5 (e) .. En problemas de este tipo, el número dr 

incógnitas. es del orden de 20,000, y muy común hacer el análisis en condicione~ 

no lineales en material y geometría. 



, 

No todos los problemas de aplicación oel método de elementos finitos son 

de proporciones monumentales. Las figuras 10 y 11 muestran aplicaciones -. . 

básicas a ciertos problemas de ingeniería civil. Una forma de incrementar 

la eficiencia de diseño en secciones roladas de acero estrucrural es cor:.a11do 

el alma en la forn1a dentada mostrada en la Fig. 10 (a), colocando una sección 

sobre la otra y soldándolas, Fig. ·10 (b)o Y se obtiene una viga más aperalta

da reduciendo el acero en el alma, y por supuesto que en este problema rutin~ 

rio de diseño, no es necesario el uso del método de elementos finitos. 

" Ara B 

1 
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1 
_¡ 
1 

Fig. 10 Análisis de elementos ünitos de una viga aperaltada en celosfJ.. 

Un problema·todavia más común es el de una viga de concreto reforzado, 
•• ·- - ·~·-··-·-- -. 1 

Fig. 11, para el cual se conoce muy poco respecto a la adherencia entre el -:.-- ...... . - ~. - -..,_.. . 

acero de refuerzo y el concreto, y la formación y crecimiento de las grietas 
-- - ··-- , ... _ . 

_al aumentar la car~a. La Figura 11 (a) muestra el modelo analítico de ele-



@ 

meritos finitos y la descripción de las trayectorias de grietas y las gráficas de --·- ·~ .. - ' - . .. 

.~3-fu_e~os se muestran en la Fig. 11 (b). 

Los pocos ejemplos mostrados muestran que el método de elementos finitos 

puede ser usado ventajosamente en cualquier situación que se requiera la pre--

dicción de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos, vibraciones, 

L11estabilidad elástica, mecánica de fluidos, transferencia de calor. Situaciones 

que se levantan de diversos campos que tradicionalmente han sido considerados 

como disciplinas ingenieriles separadas. Ejem. ;p Ingeniería Civil, Mecánica, -

Aeroespacial, Arquitectura Naval. El método del elemento finito proporciona . 
.., 

una tecnología unificada de análisis en casi todos los campos. 

Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos teóricos básicos 

y estudiar problemas específicos de carácter práctico. Un compendio de tales 

problemas llenaría muchos volumenes, :por lo tanto es recomendable consultar 

las memorias de congresos y public~ciones periódicas correspondientes. 

PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES. 

Se ha indicado que las ecuaciones del método de elementos finitos son de una 

forma tal que su carácter general permite teóricamente escribir un solo progra_ 

ma de computadora que :::-esuelva la mayoría de los problemas que se presentan 

en la Mecánica de Medio Continuos. Programas de computadora con este obje-

tivo, aún en escala restringida, son llamados programas "de propósitos genera-

les". La ventaja de programas de propósitos generales no es sólo su capacidad, 
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Fig. 11 Análisis I>QU!~!!l~!?-tos _fJpitos de un~ viga de cons;_~~W 
reforzad_2. 



sino también en la instrucción de los probables usuarios respecto a la ínter-

pretación de la documentación, los datos y procedimientos de entrada y sali-

da de resultados. 

El costo de desarrollo de un tprograma de propósitos generales es usual

m.ente muy alto por lo que la amortización de la inversión es esencial. Cier-

tos programas de propósitos generales son codificados en un lenguaje comp'..l-

tacional que permite operar el P.rograma a muchas organizaciones diferentes 

localizadas en grandes separaciones geográficas. Otros programas de propó 

sitos especiales de limitada capacidad se usan en organizaciones industriales 

y gubernamentales con un costo menor en su desarrollo y operación. 

_! .. _as cuatro componentes mostradas en el diagrarp.a de flujo de la Fig. ~2, 

son cqmunes en el desarrollo de programas .. <:!~ prop§_si to~ g~l)eral~, fase _c!_e 

datos de entrada, requiere del usuario información del medio o matera!, des-
Q...-,__ .... ----·- ·-- ..... -~~- -- .. ~- ' • ~- ... 

cripción geométrica de la representación por elemen_tos ~i~itos y las condic~o-
.,_.-.a. - .__.. -- --- --------- -- . -- ----- --- ---- . - - --- - ' ·--

' 
1!.~~- ~~-~~g-~_y-~_e ... fro.n~er~. Los programas de propósitos generales más so-

fisticados facilitan el proceso de entrada corno propiedades constitutivas del 

material, almacenados previamente, esquemas de modelar analíticamente el 

medio, trazar esterográficamente la idealización por elementos finitos en for-. 

ma tal que los errores pueden detectarse antes de efectuar los cálculos. 

La fase de biblioteca de elementos finito§ es de interés primordial en el -

curso. En ella se tienen los procesos de codificación formulativos para los 

elementos individualmente. La mayoría de los programas de propósitos ge-

nerales contienen todos los elementos de la Fig. S, así como ciertas otras al-

ternativas de formulación para. un tipo dado de ~lemento, por ejemplo el trián-
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~-1-~ Entrada de datos 

Cefinición del material, geometría, 

cargas y condiciones en la frontera 

del modelo físico del medio. 

2. Elem~s de blfuiot~ca.~ 
Gener::~ión de los modelos matemáticos j 

para los elementos estructurales y las 

cargas aplicadas. 

3. Solución 

Construcción y solución del modelo 

matemático para el sistema estrucrural 

4. Salida de resultados 

Obtención de esfuerzos y 

desplazamientos. 

Fig. 12 Diagrama de flujo computacional en 
Análisis Es truc rural. 

® 



gulo en flexión. Teóricamente el elemento biblioteca es de. extremos abiertos 

y capaz de acomodar cualquier nuevo elemento. de cualquier grado de comple-

jidad. 

La fase elemento de blibioteca recibe los datos almacenados y establece las 

relaciones algebráicas del elemento por medio de la aplicación de los procesos , 

formulativos relevantes de· codificación. Esta fase del programa de propósitos 

generales también incluye todas las relaciones algebráicas para interconectar 

los elementos vecinos y la conección del proceso en sí. Las operaciones poste-

riores producen un conjunto de ecuaciones algebráicas lineales simultáneas para 
... 

representar la estructura completa por elementos finitos. 

La fase so lución del programa de propósitos generales opera .sob:-e las ecu~ 

ciones del problema formadas en la fase anterior. En el caso de un problema -
,-'. 

de an~lisis estrucrural solo significa la solución de un conjunto de ecuaciones li~ 

neales algebráicas. Soluciones para respuesta dinámica requerirán computacio-

nes más extensas sobre la historia-tiempo de las cargas aplicadas. En algunos 

casos hay que operar en regiones subdivididas como en el caso del análisis del 

Boeing 747, o efectuar operaciones especiales en las ecuaciones construidas ori-

ginalmente. · Incluidas en esta fase están las operaciones necesarias de substiru-

ción para obtener todos los aspectos deseados de la solución. 

~a fase salida de resultado.,p presenta el análisis con un registro de la solución 

sobre la cual se pueden tomar decisiones respecto al dimensionamiento estructu-

ralo diseño. El registro comunmehte es presentado mediante una lista impresa 

de esfuerzos y desplazamientos de los respectivos elementos. Así. como en la -
. . . 

fase de entrada existe una fuerte tendencia a la representación gráfica de datos, -



taies como gráficas de trayectorias principale~ de esfuerzos o modos de pandeo 

y vibr_ación. 

ALGUNOS PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES. 
~;...=m;;¡;;:x;y ** r i ., "'; : = = *':. ;::: e 7't 'ñ ~ 

(;;;¡;) 
~ 

· ICES-STRUDL II, !!_l_le~ated Civil Ef!gineering SystemL!IC§_S), MIT. Maneja 

problemas de deformación y esfuerzos planos, cascarones rebajados, sólidos tr.!_ 

dimensionales,. flexión de placas con y sin deformación axial.. Su uso en proble-
1 , 

mas muy especializados resulta caro. ASKA, Automatic System for Kinematic · ... 
Analysi~. ~sarrollado_ J2?!''J. ~H. Argyris, _!-lo A. Kam~ ~otros .en la Un~~d 

de Stuttgaro Sistema general muy potente el cual incluye una biblioteca de. 42 

elementos diferentes. Puede ser costoso para un usuario especializado. SAP, 
G:. ----

A General Strucrural Analysis Program, elaborado por Eo L. Wilson de la Univer~ 
,_ ____ .-~---- __ .,. __ ~ -~~ ... ---- ---- --~-----, ---~--- ~--- ------------- . ..-. --. 
sidad de California. Incluye análisis lineal estático y dinámico de estructuras elás 
........ --·-·---·---------·-- -
t"icas, estructuras tridimensionales, sólidos axisimétricos, sólidos tridimensiona-

les, esfuerzos y deformación plana, placas y cascarones. 

Zienkiewcz, OeC. 11 progr~a desarrollando en la Universidad de Wales, 

Swansea. Incluye lo de los programas anteriores y problemas de Mecánica d~ 

Fluidos y transferencia de calor o 

NASTRAN, NAsa STRuctural ANaly~s. Desarrollado J?Qr U .. S. National -

Aeronautical and Space Administration para análisis elástico qe varias estructuras 

incluye, análisis de expansión térmica, respuesta dínámica a cargas transitorias -

y ~xitacion~s random,, cálc:Jlo de· valores característicos reales y complejos, esta 

bilidad dinámica. Ofrece capacidad Hnútad~ para análisis no lL"leal .. 
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SAMIS, Strucrural Analysis and Matrix lnterpretarive System. Desarrollado 

por Jet Propulsion Laboratory, y Manned Spacecraft Center. Contiene un ele -

mento unid.imensional general y elementos triangulares para deformaciones por 

flexión y membrana. 

ELAS y ELAS 8, Equilibrium Problems of Linear Strucrures. Desarrollado 
--=:: • • •• --- ·---------- ... • -----~ .... 

po_r _eljet I'!opu~sion_L~r~~ory. Incluye una biblioteca de elementos unict.:·mt~~ 
".'.w..---~· 

sionales, triangulares, cuadriláteros, tetaedros, hexaedros, cónicos, sólidos -

axisimét:icos de secciones cuadriláteros y triangulares. 

!,1AR;9,_ ~~~_borado por P. V. Marca!, inclu~_ .. análisis )in!:_ al y !lO lill~.§.J_de ¡rr.2_ 

blemas de Mecánica de Medios Continuos. 
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FIN ITE ELENENT ME'I'HOD 

THEORY AND APPLICATIO'N 

l. INTRODUC7ION 

1.1 HISTORICAL BACKGROU~D 

The finite element method (~EM) has become a powerful numerical 

technique for solving cornprex problcms in science and engineering, 

mainly due to the advances made earlier in the numericsl methods 

particularly in matrix methods as well as ·due to the rapid 

introduction of high speed computers in the market. However, 

the introduction of concepts and applicati~ns of FEH dates back 

·to the era of mathematicians who tried to calculate _the perimeter 

and are a of a circle by idealizing i t as ~- regular polygon. 

is also interesting to note that the bounc=; solutions ·.-.7hich aré 

often discusscd in FEN can be traced back to the solution of the 

are a of a c.ircle. I.f t.he circle is modellcd \d. th an inscribed 

polygon, a lower bound solution is obtain~d whercas an upper 

bound solution is obtained by replacing tl·~ circle by-a circums 

cril>cd polygon. E ven though th8 basic COJ · ·.:(;::pts of FEH exi!:> Leu 

for over two thousand years, for all pract leal purposes, one can 

only say that these concepts were actually us~d for solving 

physical problems in 1950s by the aeronauttcal engineers. 

In 1956, Turner et al (Ref 1) presented th-~ stiffness analysis 

for the complex structures, which is the ~tarting point in the 

rcdiscovery of FEH. Nevcrthelcss, Clough :nef 2) Has the one 

\·lho actnally u sed the t.erm · Fl:~H in 19 60. ~- -: ·:1ce then, a t:r•_:·· 

mendous ümount of reseürch has b(~E:l· Cone ::. :·1 this field ¿:¡nJ 
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quite a large nurnber of papers have been published in almost.all 

the journals related to all fields of engineering as well as sorne 
1 

in the fields of mathematics and science. In addition, several 

conferences have been held all over the world arid hundreds of 

papers have been presented in each. The theory and application 

of FEM have also been presented in numerous text books (Ref 3-22) . 

In order to help the research workers in tracing the references 

required for their par~icular work severa! bibliographics have 

either been published or under preparation, among them notably 

Ref (23) is a good source of information. 

1~2 APPLICATIONS OF FEM 

The FEM is applicable to a variety of boundary value and initial 

value problems in engineering as well as applied science. Sorne 

-of these applications are: 

1. Stress Analysis of Structures, Stabili~y of Structures, 
Dynamic response of structures, Therma."L Stress Analysis, 
Torsion of prismatic members 

2. Stress Analysis of Geomechanics proble~s, Soil-Structure 
Interaction, Slope Stabili ty problems, 'Soil Dynamics and 
Earthquake Engineering, Seepage in soils and rocks, Ccn
solidation settlement 

3. Solutions in Fluid Mechanics, Harbour cscillations, Pollution 
Studies, ·sedimentation 

4. Analysis of Nuclear Reactor Structures 

S. Stress Analysis and Flow Problems in Eiomechanics 

6. Characteristic Study of Composites in j~ibre Technology 

7. \·lave Propagation in Geophysics 

B. Ficld Problems in Elcctrical Engineering 
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Apart from the above mentioned areas, the FEM is also applicablc 

to any other problem as long as thc analyst makes certain that 

the problern is amenable to solution based on the assumptions 

intioduced in the forrnulation of FEM and appropriate material 

properties can be provided in a realistic rnanner~ 

1.3 METHODS OF ANALYSIS 

In general, there are four basic methods of analysi~ in FEM

displacement method; equ.ilibrium method, mixed method and hybri.d 

method. The field variables or unknown quantities in each of 

these methods ·are as follows. 

Displacernent rnethod - displacements and their derivatives 

Equilibrium method - stress componerits 

Mixed method - sorne displacements and sorne stress components 

Hybrid method - displacements or boundary forces 

In the displaccment method, srnooth displacement distribution is 

assumed vvi thin an element, interelement compatibili ty of displa-

cement is gcnerally assured and minimum p0tential energy criterion 

is used in the for.mulation. 

In the equilibrium rnethod, the interior s~ress distribution is 

assumed ·to be smooth, tl)e equil ibrium of ~>:lundary tractions is 

maintai'ned. and the mínimum complimentary e:nergy is the bZl.sis 

for the formulation. 

In thc rnixed mcthod \vhich is generally u~: ·:d for plate and shell 

problems, both displacements and stress es are asswned smooth 
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in the interior, the displacement components and the equivalent 

stress components are considered to be continuous at the inter-

element boundaries and the formulation is based on Reissner's 

principle. 

In the hybrid method, dependi~g on whether the model is dis

placement type or equilibrium type, the distribution of dis-
. 

placements or stresses within the element is considered to be 

smooth and alorlg the interelement boundary either assumed 

compatible displacements or assumed equilibrating boundary 

tractions are ensured and either rnodified complementary energy 

or modified pot~ntial energy principle is adopted for the for-

mulation. 

A~ong these four methods, the displacement method ~s the most 

widely used approach. However, for plate bending problems 

cither the equilibrium or mixed rnethod is preferred and for 

sorne field problems hybrid method is more suitable. 

1.4 DESCRIPTION OF FEM 

A structure, continuum or a domain is divided into a number of 

arbitrary shaped parts or regions known as element~. These 

elements are interconnected at joints knm~-:1 as nade~. The 

principal unknown is termed as the 6~eld va~iable. This field 

variable can be displacement, temperature, pore-prcssure or 

stress. The distribution of the field variable within an 

element is approximatcd by the use of certain polynomial 

functions Variational methods or residual methods are employed 

1 •. 
\. ·.-
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to develop the finite element equations which relate the field 

.variables at the nodes to the corresponding action vector at the 

nodes of the element. This relationship is provided by the so 

called property matrix which is based on the material and the 

geometric properties of the element. Finally these finite 

element equations are assembled to forro a system of algebraic 

equations for ·the en tire dorna in. ·rhe unkno-vm ·field variable 

is obtained by solvi~g this system of algebraic equations. 

1.5 BASIC STEPS IN FE ANALYSIS 

The basic steps. in the finite element analysis of general 

problems are as follows. 

1. The Cuútinuum is Q.ivided into finite elements of any 
arbitrary shape. 

2. A suitable polynomial is chosen to represent the distribution 
of the field variable within an element in terms of its 
nodal values. Thus, the field variables at the nodes become 
the ·primary unknowns. 

3. Using variational rnethods or residual IT!ethods, the finite 
element equations are formulated. 

4. The individual finite element equation~ obtaincd in ~tep 
3 are assernbled to forro a set of algebraic equations for 
the overall continuum. 

·5. The sólution of the algebraic equations obtained in stc? 4 
yields the values of the field variables at the nodes. 

6. From the field variables at the nodes, the secondary 
variables such as stress, strain for an element can be 
obtained. 
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4. Plane Stress and Plane Strain 

4.1 lntroduction 

Two-dirnensional elastic prob1erns were the first successful exarnples of 
the application of the finite elernent method. 1•

2 Indeed, we have already 
used this situation to illustrate the basis of the finite elernent formulation 
in, Chapter 2 where the general relationships were derived. These basic 
relationships are given in Eqs. (2.1), (2.2), (2.3), (2.9), (2.10), and (2.16) and 
for quick reference are summarized in Appendix II. 

In this chapter the p?rticular relationships for the problem in hand will 
be derived in more detail, and illustrated by suitable practica! exarnples, 
a procedure that wi!l be followed throughout the remainder of thc book. 

Only the simplest, triangular, element will be discussed in detail but the 
basic approach is general. More elabora te elements to be discussed in la ter 
chapters WOljid be introd).lced to tl::e same problern in an idcntical manner. 

The reader not familiar with the applicable basic definitions of clasticity 
is referred to e!ementary texts on the subject, in particular to the text by 
Timoshenko·and Goodier,3 whose notation will be widely used hcre. 

In both problems of p1ane stress and planc strain the displacement 
field is uniquely given by the u and v disp!acements in directions of the 

· cartcsian, orthogonal x and y axes. 
Again, in both, the only strains and stresses that ha veto be considered 

are the three components in thc x-y plane. In the case of plane stress, by 
definition, all other c9mponents of stress are zero and therefore give no 
contribution to interna! work. In plane strain the stress in a direction 
perpendicular to thc x-y plane is not zero. However. by definition, the 
strain in that din:ctic.n is zero, and ther'!fore no contribution to interna! 
wort: is made by this stress, which can in fact be explicitly ev3luated from 
the three main stress cor.1por.ents, if desircd, at the end of all computation. 

4.2 Element Characteristics 

4.2.1 Displacement functions. Figure 4.1 shows the typical triangular 
element considered, with ·nades i, j, m numbered in an anti-c!ockwise 
arder. 
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The displacernents of a nade ha ve two components 
49 

{~¡} = {::}. (4.1) 

and the six components of element displacements Me Iisted as a vector 

(4.2) 

y 

·- x, 

j 
y, 

.____._l __ ---c> 
X 

Fig. 4.1 An element of a continuum in plane stre~s or plane strain 

The _displacements ~ithin an elerr.ent have to be uriiquely defined by 
these stx values. The stmplest representation if. clt:arly given by two linear 
polynomials · 

u= a: 1 +o:2x+a3y, 

v = a4 +a5x+a6J. 
(4.3) 

1:he síx constants a can be evaluated casily by sol ving the two scts of three 
S!rP~t!tancous equa!icns which will arise if thc nodal ca-ordinales are in
serted and the displacements equated ¡ ~' thc appropriate nodal displace
mcnts. Writing, for cxample, 

u, =IX¡ +o:2x, +D'JYi 

Uj =IX¡ -t-Ct¡Xj +U?J'i (4.4) 

•i 
i 

1 
; .. ',, 
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we can easily solve for a 1, a 2 , and a3 in terms of the nodal displacements 
11¡, ui, u,. and obtain finally 

in-which 

O¡ = Xj)1,.-X,JJj 

b¡ = YJ-Ym = Yim ' (4.5b) 

with the other coefficieÍlts obtained by a cyclic permutation of subscripts 
in the arder; i, j, m, and where 

X¡ )'¡ 

2~ ;:::;. det 1' xi >'i = 2 (area of triangle ijm). (4.5c) 

As the equations,-for the ver.ical displacement v are similar we·aJso have 

Though nor strictly necessary at this stage we can represent the above 
relations Eqs. (4.5a) and ( 4.6) in the standard form of Eq. (2.1) 

{f} ={~}=[N]{()}"= [IN;, IN], IN~]{ó}' (4.7) 

with 1 a two by two identity matrix, and 

N; = (a;+b;x+c¡y)/2~ etc. 

Note: if co-ordina tes are taken from the centroid of the element then 
X;+x.,+xj =y,+ Y¡+ Y .. = o and O¡ = 26./3 = O¡ = om. 

(4.8) 

The chosen displacement function automatically guarantees continuity 
of displacements with adjacent elements because the displacements vary 
linearly along' any side of the triangle and, with identical displacement 
imposed at the nades, the same displacement will clearly exist all along 

an interface. 
4.2.2 Strain (total). The total strain at any point within the ele;nent can 

be defined by its threc components which con tribute to interna! work. 
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011 1 
ox 

{•) ~ {!: } = 
ov 
o y (4.9) 

Y..:y 
011 ov 
-+-
ay ax J .. -

Using Eqs. (4.7) or (4.5a) and (4.6) we have 

o N~ o N'. o N~ u, o _J o o ox ox ox V¡ 

{t:} = 
o N; o N'. a N;,. UJ o o _J o o y o y ay vi 

a N; o N; o N'. _J o N'. _J o N~ o N~ 11m 

o y ox ay ox o y ox V m 

[ :· o bj o b ... 

~-] =- C¡ o el o uw (4.10) 
2A 

C¡ b¡ ci bj c ... b ... 

which defines the matrix [B] of Eq. (2.2) explicitly. 
1t will be noted that in this case the [B] matrix is independent of the 

position within the element, and hence the strains are constant throughout 
it. Obviously, the criterion of constant strain mentioned in Chapter 2 is 
satisfied by the shape functions. 

4.2.3 /ni tia! strain (thermal strain). • Initial' strains, that is strains which 
are independent of stress, may be due to many causes. Shrinkage, crystal 
growth or, most frequently, temperature changes will, in general, result in 
an initial strain vector. 

(4.11) 

·. :.-:-:. 

Although this initial strain may, in general, depend on the position 
within the element, it will usually be defined by average, constant, values. 
This is consistent with the constant strain conditions imposed by the 
prescribed displacement function. 

Thus, for the case of plane stress in an isotropic material in an element 
subject toa temperature rise o• with a coefficient of thermal expansiona, 

) 

- . : i; 

,. 

., 
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we will have, for instance, 

(4.12) 

as no shear strains are caused by a thermal dilatation. 
In plane strain the situation is more complex. The presumption of plane 

strain implies that stresses perpendicular to the x-y plane wili develop 
dueto thermal expansion even without the three main stress components, 
and hence the initial strain will be affected by the elastic constants. 

lt will be shown that in such a case 

{<,) ~ (1 +,) { ~n (4.13) 

where vis the Poisson's ratio. 

y y' 

j 

L----------f:o>p;> X 

Fig. 4.2 Ar! element of a stratified (transvcrsely-isotropic) m:.llerial 

Anisotropic materials present special problcms, since the coefficients 
of thcrma! expa~1:;ion may vary with dircction. Let x' and y' in Fig. 4.2 
show r:1c principal directions of the material. The initial strain due to 
thcrmal cxpans.ion bécome"s, with refercnce to thesc co-ordinates for pla~e 
stress 

(4.14) ' 
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where a 1 and a2 are the expansion coefficients referred to the x and y' 
axes respectively. 

To obtain the strain components in the_x, y system it is necessary to use 
an appropriate strain transformation matrix [T] giving 

{t:o·} = [T]T{eo}· 

With the p as defined in Fig. 4.2 it is easily verified that 

r
cos2 p 

[T] = sin2 p 
sin p cos fJ 

sin2 P 
cos2 P 

-sin p cos fJ 

- 2 sin P cos P ] 
2 sin p cos P . 
cos2 p- sin2 p 

(4.15) 

Thus, {e0 } can be simply evaluated. It will be noted that no longer is the 
shear component of strain equal to zero in the x-y co-ordina tes. 

4.2.4 Elasticity matrix. The matrix [D] of the relation Eq. (2.3) 

(4.16) 

can be explicitly stated for any material (excluding here { u0 } which is 
simply additive). 

Plar.e stress·-isotropic material. For plane stress in an isotropic material 
we havc, by definition, 

e,= aJE-vu,fE+exo 

e,= -vuJE+u,!E+e10 

y,, = 2(1 + v)r,y/E + e,,0 . 

Se>lving the above for the stresses, we obtain matrix (D] as 

in whicb E is the clastic mcdulus and v !s the Poisson's ratio. 

(4.17) 

(4.18) 

Plane s!rain--isotropic material. In this case ;'J normal stress u, .::xists 
in add!tion to the !hree other stress components. For the special case of 
isotropic thermal expz.nsion we have 

e"= uJE-vu,.JE-·vu,/E+a.O• 

<:1 = - vuJE +u,.JE·-vu,/E + rt8" 

1'xy = 2(1 +v)tx/E. 

(4.19) 
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but in addition 

1 

On eliminating uz and solving for the-three remaining stresses we obtain 
the previously quoted expression for the initial strain Eq. (4. 1 3), and by 
comparison with Eq. (4.16), the matrix [D] 

[D] = E(l-v) 
(1 +v)(l -2v) ( 

1 v/(1 -v) 

vf(l-v) 1 

o o 
~ ]· 

(1 -2v)/2(1 -v) 

(4.20) 

Anisotropic materials. For a completely anisotropic material, 21 inde
pendent elastic constants are necessary to define completely the three
dimensional stress-strain relationship.4

• s 
Iftwo-dimensional analysis is to be applicable a symmetry ofproperties 

must exist, implying at most six independent constants in the [D] matrix. 
Thus, it is always possible to write 

[

d¡¡ di2 

[D] = .d22 

(sym) 

(4.21) 

to describe the most general two-dimensional behaviour. (The necessary 
symmetry of the [D] matrix follows from the general equivalent of the 
Maxwell-Betti reciproca! theorem and is a consequence ofinvariant energy 
irrespective of the path tak~n to reach a given strain state.) 

y 

Fig. 4.3 A stratified (transversely-isotropic) material 
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A case of particular interest in practice is that of a 'stratified' or 
transversely-isotropic material in which a rotational symmetry ofproper
ties exists within the plane of the strata. Such a material possesses only five 
independent elastic constants. 

The general stress-strain relations give in this case, following the nota
tion of Lekhnitskii, 4 and taking now the y axis as- perpendicular to the 
strata (neglecting initial strain), Fig. 4.3. 

e_..= uJE1 -v2u)E2 -v 1a,/E1 

e,= - v2aJE2 +a)E2 -v2a,/E2 

e,= -v 1aJE1 -v2a,fE2 +aJE1 

Y ... = {2(1 +v 1)/E¡}r_.. 

y_.,= Gr .. , 
. 2 

1 
Y,. = -G r,. 

2 . 

(4.22) 

in which the constants E 1, v1 (G 1 is dependent) are associated with the 
behaviour in plane ofthe strata and E2 , G2 , v2 with a direction normal to 
these. 

The [D] matrix in two-dimensions becomes now, taking 

[D] 

for plane stress, or 

for plane strain. 

E1 Gl - = n and -=m 
El El 

nvl(J+v 1) 

(l- v~) 

o 

o 
(4.23) 

(4.24) 

When, as in Fig. 4 .2, the direction of strata is inclined to the x-axis then 
to obtain the [D] matrices in the universal co-ordinates a transformation 



56 FIN ITE ELEMENT METHOD IN ENGINEERING SéJENCE 

is necessary. Taking [D'] as relating the stresses and strains in the inclined 
co-ordina te system (x', y') it is easy to show that 

[D] = [T] [D'] [T]1 (4.25) 

where [T] is the same as given in Eq. (4.15) 

Jfthe stress systems {a'} and {a} correspond to {e'} and {e} respectively then by 
equality of work · 

{a'}1 {e'} = {a}1 {e} 
or 

{e'}T[D']{t'} = {t}T[D]{e} 

from which Eq. (4.25) follows on substitution ofEq. (4.15). (See also Chapter l.) 

4.2.5 The stiffizess matrix. The stiffness matrix of the element ijm is 
defined from the general relationship Eq. (2.10) as 

[k] = J [B]1 [D] [B]t dx dy (4.26) 

where 1 is the thickness of the element and the integration is taken over 
the area of the triangle. If the thickness of the element is assumed to be 
constant, an assumption corivergent to the truth as size of elements 
dccreases, then, as neither of the matrices contains x or y we ha ve, simply 

[k] = [B]1 [D] [B]tA (4.27) 

where A is the area of the triangle (defined already by Eq. (3.5)). This 
form is now sufficiently explicit for computation with the actual matrix 
operations being left to the computer. 

The matrix [B] defined by Eq. (4.1 O) can be written as 

{

b. o} 
[B] = [~¡, B

1
, B.,] with [B,] = o' e, /26., etc. 

C¡ b¡ '· 

(4.28) 

Now ttie stiffnes$ matrix can be written in a partitioned form as 

. -r ~¡¡ ~·j ~ ... ] 
[k] -

1 

k jo k iJ k J"' 

k,., k.,J kmHI 

(4.29) 

in which the 2 by 2 submatric("S are built up as 

[k,,] = [B,]T[D] [B,]t6. (4.30) 

This· fórm is ofLe~ convcnient· for computation. 

4.2.6 Nodal forces due ro initial strain. Thcse are gi.vcn dircctly by the 
expression Eq. (2.12) which, on pcrforming the integration, becomes · 

{ F}~o = - [B]1 [D] [t0 ]tA, etc. (4.31) 
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Partitioning, one can write alternatively 

{F¡}~o = - [B.] 1 [D] [e0 ]tA, etc. 
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(4.32) 

These 'initial strain' forces are contributed to thé nades of an element 
in an unequal manner and require precise evaluation. Similar expressions 
are derived for initial stress forces. 

4.2. 7 Distributed body forces. In the general case of plane stress or 
strain ea eh element of unit arca in the x-y plane is subject to forces 

{p} = {;} 

in the direction of the appropriate axes. 
Again, by Eq. (2.11 ), the contribution of such forces to these at ea eh 

node is given by 

or by Eq. (4.7) 

{F¡}P = -{;} f N; dx dy, etc. (4.33) 

if the body forces X and Y are constan t. As N¡ is no longer constant the 
integration has to be carried out explicitly. Sorne general integration 
formulae for a triangle are given in Appendix 111. 

In this spccial case thc calculation will be simplified if the origin of 
co-ordina tes is taken at the centro id of the ciernen t. Now 

J x d; dy = J y dx dy = O 
and on using Eq. (3.8) 

{F¡}p = -{;}fa¡ dx dyj2A = -{;}aJ2 

or {F¡}p = -{~} ll/3 = {Fi}P = {Fm}p (4.34) 

by relations noted on p. 50. 
Explicitly, for the whole elernent rx 

y 

{F}~ = -
X A/3 (4.35) y 
X 
y 
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which means simply that the total forces acting in x and y direction dueto 
the body forces are distributed to the nodes in three equal parts. This fact 
corresponds with physical intuition, and was often assumed implicitly. 

4.2.8 Body force porential. In many cases the body forces are defined in 
terms of a body force potential 4> as 

ocJ> 
X=--· ox Y= 

aq, 
o y 

(4.36) 

and this poten tia!, rather than the values of X and Y, is known throughout 
the region and is specified at nodal points. If { q, }" lists the three values of 
the potential associated with the nodes of the element, i.e., 

(4.37) 

and has to correspond with constant values of X and Y, cJ> must vary 
Iinearly within the element. The 'shape function' of its variation will 
obviously be given by a procedure identical to that used in deriving 
Eqs. (4 .4) to (4 .6), and yields 

Thus, 

and 

4> = [N;, Nj, N~]{cJ>}". 

ocJ> 
X= -- = -[b;, bi, b,.]{cJ>}"/2.1 ox 

(4.38) 

arp 
Y= -- = -[e¡, ci, cmJ{c/J}"/2.:1. (4.39) ay 

The vector of nodal forces dueto the body force potential will now replace 
Eq. (4.35) by 

b¡ bj bm l 
C¡ el cm 

1 b¡ bj bm 
{F}~ = 6 { q,·} (4.40) 

C¡ ci cm 

b, bj bm 

C¡ Cj cm 

4.2.9 Evaluariºn of stresses. The formulae derived enable the full stiff
ness matrix of the structure to be assembled, anda solution for displace
ments to be obtained. 
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The stress matrix given in general terms in Eq. (2.15) is obtained by 
the appropriate substitutions for each clement. 

The stresses are, by the basic assumption,.constant within the element. 
It is usual to assign these to the centroid ofthe elcment, and in most ofthe 
examples in this chapter this procedure is followed. An alternative con
sists of obtaining stress values at the nodes by averaging the values in the 
adjacent elements. Sorne • weighting • procedures ha ve been u sed in this 
context on an empírica! basis but their advantage appears small. 

lt is usual to arrange for the computer to calcula te the principal stresses 
and their directions of every element. 

4.3 Examples-An Assessment of Accuracy 

There is no doubt that the solution to plane elasticity problems as formu
Jated in Section 4.2 is, in the limit of subdivision, an exact solution. 
Indeed at any stage of a finite subdivision it is an approximate solution as, 
say, a Fourier series solution with a limited number ofterms. 

As already explained in Chapter 2 the total strain energy obtained 
during any stage of approximation will be below the true strain energy of 
the exact solution. In practice it will mean that the displacements, and 
hence also the stresses, will be underestimated by the approximation in 
its general picture. However, it must be emphasized that this is not neces
sarily true at every point of the continuum individually; hence the value 
of such a bound in practice is not great. -

What is important for the engineer to know is the order of accuracy 
achievable in typical problems with a certain fineness of element sub
division. In any particular case the error can be assessed by comparison 
with known, exact, solutions or by a study of the convergence, using two 
or more stages of subdivision. 

With the development of experience the engineer can assess a priori the 
order of approximation that will be involved in a specific problem tackled 
with a given element subdivision. Sorne of this experience will perhaps be 
conveyed by the examples considered in this book. 

In the-first place attention will be focused on sorne simple problems for 
which exact solutions are available. 

Uniform stress field. If the exact solution is in fact that Óf a uniform 
stress field then, whatever the element subdivision, the finite element 
solution will coincide exactly with the exact one. This -is "an obvious 
corollary of the formulation, nevertheless it is useful as a first check of 
written computer programs. 

Linear/y varying stress field. Here, obviously, the basic assumption of 
constancy of stress within elements means that solution will be approxi
mate only. In Fig. 4.4 a simple example of a beam subject to constant 
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bending mornent is shown with a fairly coarse subdivision. It is readily 
seen that the axial (o) stress given by the element 'straddles' the exact 
values and, in fact, if the constant stress values are associated with 
centroids of the elements and plotted, the best 'fit' line represents the 

exact stresses. 

)' 

O·GD 
·O·Ol 
-o·oe 

0·00 
·O ·OI 
-O·OU 

-0·11 
0·07 
O·Ol 

-o·aa 
-0·07 
-o·aa 

·O·U 
0·04 

•0·04 

0 Nodal averages 

* Values at 
centres of 
triangles 

Fig. 4.4 Pure bendjng ofa beam solved by a coarse subd!vi~ion into clemt:nls of 
triangular Wape. (Value& cf 6'

1
, a~, and • ... !isted in that 01der) 

The horizontal and shear stress components differ again from the exact 
values (which are simply zero). Again, however, it will be noted that they 
osci!late by equal, small amounts around the exact values. 
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At intemal nodes, if the average of stresses of surrounding elements is 
taken it will be found that the exact stresses are vcry closcly r~prcsented. 
The average al externa! faces is not, howcver, so good. The overall im
provernent in representing the stresses by nodal averages, as shown on 
Fig. 4.4, is often used in practice for improvernent of the approximation. 

A weighting of averages near the faces of the stru~ture can furlher be 
used for refinement. Withol!t being dogmatic on this pojnl, it seems 
preferable, when accuracy demands this, simply to use a finer mesh 
subdivision. 

Stress concentration. A more realistic test problem is shown in Figs. 
4.5 and 4.6. Here the flow of stress around a circular hole in an isotropic 
and in an a11isotropic stratified material is considered when the stress con
ditions are uniform. 6 A graded division into elements is used lo allow a 
more detailed study in the region where high stress gradients are expected. 
The high dcgree of accuracy achievable can be assessed from Fig. 4.6 
where sorne cf the results are compared against exact solutions. 3 • 

7 

Fig. 4.5 A circular bol e in a uniform stress field. (a) isotropic material; (b) 
stratified (orthotropic) material; E,.= E1 = 1, E,= Ez = 3, v1 = 0·1, Vz =O, 
G,., = 0·42 

4.4 Sorne Practkal Applir.:ations 

Obviou:;!y, the practica! applications of th~;; method are li'mitless, and 
indeed at thi~ moment of time the use of the finite element method is 
superseding experimentdl technique for planto: problem:> beca use of its high 
accuracy, low cost, and versatility. The euse of trcatment of material 
anisotropy, thermai stresses, or body force proble:n~ add to its aávantages. 
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Exact solution for infinite plate. 
o Finite element solution. 

1·0 

._.,-

(u) lsotropic. (b) Orthotropic. 

Fig. 4.6 Compar,ison oftheoretical and finite element results for cases (a) and (b) 
of Fig. 4.5 

. 
A few examples of actual applications to complex problems of engineer-

ing practice will now be given. 
Stress jlow around a reinforced opening (Fig. 4.7). In steel pressure 

vessels or aircraft structures, openings have to be introduced in the 
stressed skin. The penetrating duct itself provides sorne reinforcement 
round the edge and, in addition, the skin itself is increased in thickness to 
reduce the stresses dueto the concentration effects. 

Analysis of such problems treated as cases of plane stress presents no 
difficulties. The elements are so chosen asto follow the thickness variation, 
and appropriate values ofthis are assigned. 

The narrow band of thick material near the edge can be represented 
either by special beam-type elements, or more easíly in a standard pro
gramme by very thín triangular elements of the usual type, to which 
appropriate thickness is assigned. The latter procedure was used in the 
problem shown in Fig. 4.7 which gives sorne of the resulting stresses near 
the opening itself. The fairly large extent of the region introduced in the 
analysis and the · grading of the mesh should be noted. · 

An anisotropic va/ley subject to tectonic stress6 (Fig. 4.8). A symmetrical 
valley subject to a unifonn horizontal stress is considered. The material is 
stratified, hence is 'transversely isotropic ', and the direction of strata 
varies from point to point. 
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u 

-t-

,. 
10t+ 

+ 

Restrained in y direction from movement. 

Fig. 4.7 A reinforced opening in a plate. Uniform stress field ata distance from 
opening CTz = 100, u,= 50. Thickness ofplate regions A, 8, and C is in the ratio 
of 1:3:23 

The stress plot shows the tensile region that develops. This phenomenon 
is of considerable interest to geologists and engineers concerned with rack 
mechanics. 
A dam subject to externa/ and interna/ water pressures8

•9 (Fig. 4.9). A 
buttress dam on a somewhat complex rack foundation is here analysed. 
Tne heterogeneous foundation region is subject to plane strain conditions 
while the dam itself is considered as a plate (plane stress) of variable 
thickness. 

With externa! and gravity loading no special problems of analysis arise, 
though perhaps it should be mentioned that it was found worth while to 
'automatize' the computation of gravity nada! loads. 

When pare pressures are considered, the situation, however, requires 
perhaps sorne explanation. 

It is well known that in a porous material the water pressure is trans-

-+ 

" -+ 
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mittcd to the structure as a body force of magnitude 

op 
.r = --· ox 

op 
Y=-oy 

and thát now the externa! pressure need not be considered. 
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Fig. 4.8 A valley with curved strata subject toa horizontal tectonic stress 
(plane strain 170 nodes, 298 elements) 
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(a) 
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Fig. 4.9 Stress analysis of a buttless dam. Plaue stress condition assumed in da m 
and plar.e strain in foundation. (a) The buttress section analysed. (b) Extent of 
foundation considered and division into finite elements 
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The pare pressure p i:;, in fact, now a body force potential, as dcfined 
in Eq. (4.36). Figure 4.9 shows the element subdivision of the rcgion and 
the outlinc of the da m. Figure 4.1 O( a) and (b) show the stresses resulting 
from gravity (applied to the dam only) and dueto water pressure assumed 
to be acting as an externa! load or, alternatively as an interna! pare pres
sure. Both solutions indicate large tensile regions, but the increase of 
stresses dueto the second assumption is important. 

Cracking. The tensile stresses in the previous example will doubtless 
cause the rack to crack. lfa stable situation can develop when such a crack 
spreads then the dam can be considered safe. 

Cracks can be introduced very simply into the analysis by assigning 
zero elasticity values to chosen elements. An analysis with a wide cracked 
wedge is sho\vn in Fig. 4.11, where it can be seen that with the extent of 
the crack assumed no tension within the dam body develops. 

A more elaborate procedure for following crack propagation and result
ing stress redistribution can be developed and will be discussed later (see 
Chapter 18). 

Cracked zone 
(material 
considered) 
as E=O 

Tensile zone 
tension less t 
probable initial 
compression in 

Compression (-) 

Arrow indicates 
tension 

Stresses exclude the 
· ·na! rock stresses 

¿._;:;,¡._~~~~~*-~~~--.;~-,.,\~~~ in foundation 

... 

Fig. 4.11 Stresses in a buttress da m. An introduction of a 'crack' modifies stress 
distribution (same loading as Fig. 4.10(b)) 
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Thermal stresses. As an example of thcrma! stress cnmpuiation the 
same darn is shown under simple temperatu~e cistíibution assumptions. 
Results of this analysis are given in Fig. 4.12. 

Temperature in this region - 15 F 

>e 
~ ,_.. 

tension ( + )/ ~/ 200 lb/in2 
...._(\ \ ,'-

;,..,..../\ .'<~Á.rrow indicates 
Compression {-) '':'f tension 

p.-;¡.-,~~~<:· r.;~::f!i'fi&'t!f!J.1Kt.tt!i;~ 100 lb/in2 

No temperature change in foundation 

Fig. 4.12 Stres~ ar.aly~is of a buttress dam. Thermai st;esses due to coohng of 
shaded area by J.'i°F (E= 3 X 106 lb/in 2

, a = 6 X w-~¡deg F) 

Gro1•ity dams. A buttres!'t dam is a natu;al cxample for the application 
of finite elcment methods. Other types, such as gravity dams with or 
without piers at'd so on, can also be simply treated. Figure 4.13 shows an 
analysis of a large dam with piers and crest gates. 

In this case an approximation of assuming a two-dimensional treatment 
in the vicinity ofthe abrupt change of scction, i.e., where the piers join the 
ll!ain body ofth~ da m, is clearly involved, but this leads to localized e:-rors_ 

0!1ly. 
It is imoortant to note here how, i..-; a single so!u1.ion, the gr<>.ding of 

ekment sizt- is used to study concentration of stress at the cable an
choragcs, the general5tr<!ss flow in thedam, and the foundat.ion behaviour. 
The linear ratio of 'iize of largest to smallest elements is of th~ order of 30 
to 1 (the largest elel\lents occ-.1rring in the ~"oundation are not shown in the 

figu .. ~). 
Underground power stalion. This last example illustrater:i in Figs. 4.14 

and 4.15 shows an interesting large-scale application. Here princir~.l 
stresses are plotted automatically. In this analy~is very many different 
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components :;f {oc}, the initial sllc:~s. were used due to unccrtainty of 
knowldge aboul geuiogical condiiions. The rapid soiution and p;ot of 
many res•1lts enableC: the limits witiun which siresses vary to be íuund and 
an engineering decision arrived at. 

o :10 10 &a so mo~T 

Fig. 4.13 A large barrage with p!ers and prestressing t.:ables 

4.5 Special Treatment of Plane Strain with an lncompressible Material 

It will hav~ becn noted that the relationship Eq. (4.20) defining the 
elasticity [D] m:>trix for a11 i:.utropic material b!:"eaks down whcn the 
Poisson's ratio re:Iche!> a value uf 0·5 é!.S l!.e far.;tor in the parentheses 
becomes infinitc. A siru¡..le way of side: :::eppmg i.hc difficulty present~::d is 
to us::. valu.:!s of Poiss.>n's ratio approximate to 0·5 but not equal to it. 
Experien-:-e shows, however, that if this if done the approximation of 
solution deteriorates. An aiternative proceuure has bcen suggested by 
Herrman. 10 Thi~ involv.:!S the use ola new variat~onal formulation, and 
read;;rs are fi.!Ít:rred to his wo;-k ror de.Jils. 



Fig. 4.14 An underground power station. Mesh used in analysis. 
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Fig. 4.15 An underground power station. Plot of principal stresses. 
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In thc above t!1e s~:facc ¡;::c:~:-al is only tak.en on externa! ~Gundaries 
where bjén o:- cl'/Ct: :s s¡x:c:::.::.:.. !fu and vare given thcre t::~ eq,uations 
are not for'Tlcd i:1 bOiH.:.·~:y pOi:-.ls. 

Althou<,!h a st:1ndacd f._.:;n cf: f:r.:t.: c!cmer.'. ro.>lauonship h,¡s JCC•l 

cst::oli:-.hcd tl!e ~l.::1•cr.t m::~r:::-. !s ,¡ot ".ymrnctric. S·.!ch r.on-syn~m\!tric 
·t··· •··· .,:.,:~·• ...,_ ..... ,_ .. ~., -tth·,-·· ~- '1 1 oh th··· :r..l Ll:l:'> ú.,~;.n GflSI. ••• ,;0\\ 1" vv·~···:. i:>Ll "lwc. .... ..:. WJ. • serve .... 

herc a simple changa of sign of Eq_ (3_36) rc-cst:lblishcs symmetry aftcr 
integration by parts. G::k:-k!n p:-occ!>s is thus no~ uniquc. 

An altcrna:ivc apprc, ,~h.-lo the ahovc probk:n could be pursued by 
introducing '1 stre ... m function col}cept. If we define 

u= --::-· 
o o 

v=-ox (3.46) 
ry 

then Eq. (3.36) is idcntically satisfied and wc are lefi with two goveming 
equations: 

op ( o2 
¡p ) ( oo) 

X- iJx + Jl or + oyl . -o y = O, 

(8.47) 

Ditfcrcn~iatir.g the first with rcspect lo y and sccond with respect to x and 
subtracting, p i_s clim:.1atcd ar,d only one equation is left. 

(3.48) 

A similar proccss o~ "'pp:-oximatc formulation as befo re can be adopted 
and the rcadét C3ll :'!rio:-m this a$ an exercise_ He will find that now sym
metric elemer.t n-;atricc; ¡,r:sc and indecd the formulation will be very 
similar to th~- discuss.:d in ~he chapcr en plate bending. The sbape func
iion nc"', howcvc.r, \1 ¡¡: iJa\·e to JJtisfy cox1tinuity u!' first derivativcs 
betwecn clements as second arder di!ferentials occur in thc various 
integrals. Such problcms ha ve been dealt with in an axi-symmetric context 
by Atkinson el a/. 14 from thc basis ofa variational form givcn in Chapter 
15. p. 317. 

Thcsc exarnplc.s .1.~vc b~cr. :r;tn.duc-.j h.• ;J!u~trutc ti:.: ¡::n.:r¡¡l applico.bili·y d 
thc' mctho<! Thc r.:rt:cu:a. f:roblpm d: ..... "Ursed hcrc, howevcr, is of sorne c:on· 
sidcrablc cngin~-:rir.~ ir.t.:1 .-si ;:.¡.d nw:·'l o,;1cr J.. :n thc solutinn nfthc Navicr-Sr.okcs 

,-
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equ:uion is currently in progress. !n the i!!ustratio::., to linearizc the cquations, the 
dynamic tcrms 

iJu ou bv iJv 
u~+v-·u-+v-

ox r}y ox cy 
: .•. ·· t.:.•:: ,lmJtr~d :mm thc tWo ·::qs. (3.35) respcctivcly.- ~¡j;- ;dcmion is uhví
c.,;s· o~ r· •· ·~t-:c 1: .!; tfrcn. it will be· .>und tha~ th~ resulting cq aíio:-.~ of th.: general . 
f~,.-¡;; '-'· ..>) llif r:or.-hnt!:~r, [1:~ l>cing depcndcnt its;;Jf on thc vcloci1ics. Thc 
u.:rivation is too complex to be discussed in detail hcrc but thc readcr could con
sider extension of thc non-linea:- techniques of Chapter 18 to be iipplit:able bcrc. 

3. 7 Concludlng Remarks 

In addition to gencralizing the finite element concept to that of approxi
mately solving a variational problem, the a!Lernative of proceeding 
directly by approximating to the differential expression was presentcd. 
Both procedures open up many, as yet unexplored, fields of application. 
Sorne general ideas in ~imilar context are given by Oden. 1 s Other ures of 
finite element process, ·such as minimization of the root mean squarc value · 
of errors, can ea$ily be envisaged. 
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4. Plane Stress and Plane Strain 
.-

4.1 Introduction 

Two-dimensional elastic problems were the first successful examples of 
the application of thc finitc element mcthod. 1

•
2 Indeed, we have already 

uscd this situation to illustrate the basis of the finite element formulation 
in Chapter 2 whcre the general relationships werc derived. These basic 
relationships are given in Eqs. (2.1 ), (2.2), {2.3 ), (2.9), (2.1 0), and {2.16) and 
for quick reference are summarized in Appendix 11. 

In this chapter the particular relationships for tbc problem in hand will 
be dcrived in more detail, and illustrated by suitable practica! examples, 
a proccdure that will be followed throughout the rema.inder of the book. 

Only the simplest, triangular, element will be discussed in detail but the 
basic approach is general. More elabora te eléments to be discussed in la ter 
chapters would be introduccd to the same problem in an idcntical manner. 

The reader not famil;ar ,-,irh the applicable r·:J.sic definition" of clas 1 ~city 

is rcfcrred to clcmcnta¡;; tcxts on the subject, in particular t:J the te.<! by 
Timoshenko a,¿ f.Joodt.'.r, 3 Nhose notat;-:-n wi!l be widcly usel! ht'rc. 

In both prooléms or plane stress and plar.e straw thc ('ii,placer:-ent 
field is uniquely givcn by the u and v displaccmcnts in d1rections of the 
cartcsian, orthogonal x and y axes. 

Again, in both, the only strains and stresses that ha veto be considered 
are thc threc components in the x-y plane. In the case of plane stress, by 
definition, all othcr componcnts of stress are zero and therefore give no 
contribution to. interna) work. In plane strain the stress in a direction 
perpendicular to the x-y plane is not zero. However, by definition, the 
strain in that dircction is zcro, and thereforc no contribution to internal 
work is made by this stress, which can in fact be explicitly cvaluated from 
the threc main stress componcnts, if dcsircd, at thc cnd of ull comput:.:tion. 

4.2 Elemcnt Chaructcristics 

4.2.1 Dl:\p/an'llle/11 jimc:tiuns. Figure 4.1 sr10ws thc typical triangulur 
~lement considered, with nodes i, j, m numbcred in an ariti-clockwise 
arder. 

48 
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Thc displaccmcnts of a nade ha ve two components 
49 

(4.1) 

and the six components of element displaéemcnts are listcd as a vector 

(4.:!) 

y 

j 
y, 

j_ 
Fig. 4.1 An clement of a continuum in plane stress or planc stram 

The displacements within an elemcnt have to be uniqucly dcfined ··by 
thcse six values. The simplcst representation is clearly given by two linear 
polynomials 

u= IX1 +oc2x-t oc 3y, 

V= o:4 +ctsX+ct6)', 
(4.3) 

Thc six constants ct can be cvaluated easily by solvinr tnc two sets of three 
simultancous cquations which will arisc if thc nodal co-ordinatcs are in
scrted and the displacemcnts equatcd to thc appropriate nodal displacc
mcnts. V,'riting, for examplc, 

11¡ = Cl¡ + o:2x1 -T- :%3.1'1 

UJ = CX¡ + ClzXJ + 0:3Y,i 

Um = Cl¡ + 0:2Xm + O:;;Y,.,. 

(4.4) 
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wc can casily sol ve for tx 1, tx 2, and ct3 in tcrms of the nodal displ:tcemcnts 

11,, 11i. 11,. and obtain finally 

in which 

a;= X)'m-x,.._vi 

b; = .V1- Y m == }'jm 

\vith thc othcr coc1ficicnts obtained by a cyclic r~.-rtr.l'illlion of s.:bscrip~s 
in thc arder. i,j, m, and whcrc 

x, Y; 

2~ =del = 2 (arza of triangle ijm). (4.5¡;) 

As thc equations for thc vertical displacemcnt t• are similar wc also have 

1 hough ;-¡ot .• Lrictly n-:-ccs~:-try D.i t'·i; ~t~ge wc c.t:' rcprcscnt 1.hc abovc 
relations Eqs. (4.5a) and (4.6) in thc. stanc,:trd form ofEq. (2.1) 

{f} = {~}= [N]{b}" =[JN;,INj,IN~]{<5}" (4.7) 

with 1 a two by two idcntity rnatrix, and 

N;= (a;+b;x+c¡y)/2~ cte. 

Note: if co-ordina tes are takcn from thc centro id of thc elemcnt then 
X;+xm+xj = y1+j·1+y,.. =·0 and a1 = 'i.l!./3::;, a1 =a,... 

(4.8) 

Thc choscr. displaccmcnt function automatically guarantccs continuity 
of displaccme:Jts with adjaccnt clcmcnts bccau~c thc displaccmcnts vary 
lincarly along any sidc of·thc trianglc :.tr.d, with kkntical' displaccmcnt 
imposcd :1t the nodcs, thc same dispbccmcnt will ckarly exi•;t ull ¡¡!ung 
an interface. 

4.2.2 Strain (total). Thc total strain at any point within thc elemcnt can 
be C.cfincd by its th:-ee compon~.::~ whió cont:ibute to interna! work. 

'• 
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G -~ o . J,' .• 

ox OX <:x 

VI fr.} = 
iJNi iJN'. DN~ o .o _...l. o 
i)y iJy iJy ll¡ 

a N; a N: o N' o N' él N',.. o N'.., ur, _J _J 
i)y ox ay ox ay ex l¡ ! 

' "'• 

" ~ 

r~: 
o b¡ o b, : .. ] 1 

{ (5 J ,. =- C; o l'· o 
2~ J 

b; ci b¡ (' b"' m 

wh1ch defines the matrix [B] of Eq. (2.2~ cr.li':i~ly. 

'i' ·' 

(4.9) 

(4.10) 

It will be noted that in this case the [B] matri.>. is indepencént of tL:.. 
position within the element, and hencc thc strains ~re constant throughout 
it. Obviously, the criterion of constant strain mcJ:tioncd in Chap:cr 2 is 
satisfied by the shapc functions. 

4.2.3 lnitial strain (thermal strain). • Initü~l' strains, that is strains which 
are indepcndcnt of stress, may be dueto many causes. Shrinkagc, crystal 
growth or, most frequcntly, temperature changes will, in ge~cral. result in 
an initial strain vector. 

(4.11) 

Although this initial strain may,, in genera!. dcpcnd on tnc position 
within the c!cmcn~. :. wii! u~u<:~iy b~ dcf::1c:.i by~ n·~<'gc const<.:nt. va!u::s. 
This h; consistent ,.,;,h thc cons~a:n str:-~in co:H.!i::ot;~ im¡xN:ti by thc 
prcscribcd dispiaccmcnt function. 

Thus. for thc case of plane stress in an i~otropic ma·~rial i11 an clrment 
subject te a temperaturc rise 0" wi~h e:· :·~:.: -.- ::icn t e: :i:::~:::~:: c:qa~sion a:. 

1 
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wc wili have, for instance, 

(4.12) 

as no shcar strains are caused by a thermal dilatation. 
In plane strain the situation is more complcx. Thc presumption ofplane 

strain implies that strcsses perpendicular to the x-y plane will develop 
duc to tl-}~rrnal np?.nsirr. cven wit.hout thc threc main stress cornponents. 
and hcnce thc ini~ial strain \'vil! be affectcu oy '.he clastic constants. 

lt will be shoV>n that in such a case 

{ 

!l:Oc j 
{r.o} = (1 + v) rxgc J (4.13) 

whcre vis the Poisson's ratio. 

y y' 

j 

~--------------------------------------~X 

Fig. 4.2 An eleme·n ol a stratified (tnns\c:fely-i~otropic) material 

Anisotropic materials present specia1 probiems, sincc.: the coefficicnts 
of therma1 cxpansion may vary with dircction. Lct :r and y' in Fig. 4.2 
show thc prin-cipal dircctions of thc material. Thc ínitial strain duc lo 

thcrmal cxpansion bécomcs. with referencc to thcsc co-ordinatcs for planc 
stress 

(4.14) ' 

- .. 
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wherc rx 1 an~ rx2 are the expansion coefficients referred to the x' and y' 
axcs respective1y. 

To obtain the strain components in tl:~ x, y sy Jten it is ncc~~sary to use 
an appropriatc strain transformation mc1trix [Tj .. ~. vin!! 

{eo·} = [T]T{e0 }. (4.15) 

With the {3 as defined in Fig. 4.2 it is easily verified rhat 

l
cos2 f3 sin 2 '{3 

[T] = sin 2 fJ cos 2 {3 

sin f3 cos {3 -sin fJ cos f3 

- 2 sin [3 cos fJ l 
., . .. [3 J -Sin, COS 

cos" ¡, -sin: [J 

Thus, { e0 } can be simply evaluated. It will be noted that no longer is the 
shear component of strain equal to zero in the x-y co-ordina tes. 

4.2.4 Elasticity matrix. The matrix [D] of thc relation Eq. (2.3) 

{u} = {:;} = [D] ({:;} -{e0 }) 

tx1 Yxr 

(4.16) 

can be explicitly stated for any material (excluding here {u0 } which is 
simply additive). 

Plane stress-isotropic material. For plane stress in an isotropic material 
wc have, by definition, 

e" = aJE-va)E+r.xo 

e,.= -wrJE+a,.!E+ero. 

Yx1 = 2(1 +v)rx,.íE+cxyO· 

Solving the above for the stresses, we obtain matrix [D] as 

[D] = ~r: 
l-v2 

Lo 
V Ü l 
.... '1' -0··' /"1 
\} \ '"~-

in which E is the elastic modulus and \' is the Poisson ·s ratio. 

(4.17) 

(4.18) 

Plane strain--isotropic material. In th:s c:1sc a normal ~trcss rr, exísts 
in addition to thc threc othcr stress componcr.Ls. For thc spccial case of 
isotr:Jpic thermal c::pn~ion we havc 

e"= r;JE-va>./E- ''a:íE..J. :~o· 

r.1 = - vuJE+a,.!E- vu:fl:., + rxV'' 

i'xr = 2(1 +\')':3:y/E. 

(4.19) 
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but in addition 

e== O= -\'ajE-va,./E+a:IE+'J.U'". 

On climinalir.g a= and solving for thc thrcc rcmaining strcsscs \\'C obtain 
tr.c prcviously quotcd expression for thc initial strain Eq. (4.13), and by 
comparison with.Eq. (4.16), thc matrix [D) 

[D] = E(l-r) 
(1 + r)(l- 2r) 

l'/(1-\') 

1 

o 
(4.20) o ] o . 

(l-2r)/2(1 -v) 

Anisotropic materia/s. For a complctely anisotropic material, 21 inde
pendcnt elastic constants are nccessary to define completcly the thrcc-
dimensional strcss-strain rclationship.4

•
5 

. 

lftwo-dimensional analysis is to be applicablc a symmetry ofproperties 
must exist, impl:>ing at 111ost six independent constants in the [D 1 .nr.tr:x. 
Thus, it is always pr .ssible to write 

[

dll 

[D] = 

(sym) 

(4.21) 

to describe thc most general two-dimcnsional bchaviour. (Tite ncccssary 
symmetry of the [D] matrix follows from the general cquivalcnt of the 
Maxwell-Bctti reciproca) thcorem and is a conscquence ofinvariant energy 
irrcspcctive of the path taken to rcach a given strain statc.) 

y 

Planc of strata parallcl to x-: 

Fig. 4.3 A stratiñcó (t;c.nsve::-sciy-isot::-cpic) mzterial 

PLANE STRESS ANI1 Pl.A~E STRAIN 

A case of particular. intercst in practicc is that of a '<>!r¡¡tiflcd · or 
transvcrscly-isotropic material in whid1 a rotational symmctr) ot' propcr
ties cxists within the planc of the strata. Su eh a material possesses only fivc 
indcpcndcnt ci:.tstic constants. _ _ 

Thc general stress-strain relations g!vc In this case. foilowing the nota
tion of Lckhnitskii,4 and taking now thc y axis as pcrpc_n9icular to th~ 
strata (ncglecting initial strain), Fig. 4.3. 

e" = a,./E1 - v2a/E2 - \' 1a:fE1 

e,.=- \'2 ax/E2 +rr_,._.'E:-\' 2a=-'E2. 

r.= = - r 1a.JE1 - r 2c,. E: -T G/E1 

'}'_.: = {2(1 +vl)/E1}t,: 
1 

• "YX7 = Gl t~.r 

1 
7y% = (;t.r: 

z-

(4.::) 

in which the constants E., v1 (G1 is dcper.dcnt) are associat~ with thc 
behaviour in plane of the strata and E2 , Gi, v2 with a ·directicn normal to · 
these. · 

The [D] matrix in two-dimensions becomes now, taking 

for p1ane stress, or 

El_= n and 
r. 
. '2 

r
n(l-m~) m 2(1 +v 1) 

nv2(l +v¡) (1-,·f) 

L 0 0 
1 
' 

for plai'!c strain. 

G, 
~ =111 
1:: 

1) : 

u 

(4.23) 

\Vhcn. as in Fig. 4.2. the direction of !'trata is inclincd to the x-a~is then 
to obta::-: ~nc [D] matr:~cs ín the !l:1ivc:-~<:: ~o-o:-<iinates a t:-ansformation 



; 
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is ncccssary. Taking [D'] as rcl~ting thc stresscs and strains in the inclincd 
co-ordinatl! systcm p··, y') it is easy to show that 

[D] = [T][D'][T]T. 

wherc [T] is the samc ..iS given in Eq. (4.15) 

lfthe stn:ss systems {e'} and {u} correspond to {e'} and {e} respectively thcn by 
equ:~lity of work 

or 
{r.'}T[D']{¡;'} = {E}T[D] [t} 

from which Eq. (4.25) foliu\\'s on ~ub<>ti:ution ofEq. (4.15). (S('(' also Chaplcr 1.) 

4.2.5 Thc stif}i:css matrix. The st!fTncss ma~rix of thc clcment ijm is 
defincd from thc general relationship Eq. (2.1 O) as 

[k] ~ I [B]T[D] [B]t dx dy (4.26) 

where t is the thickness of the clement and tite integration is taken over 
thc area of the triangle. 1f the thickness of thc elemcnt is assumed to be 
constan!. an as!.umption convergen! to thc truth as size of elcmcnts 
dccr<.:ascs. thcn. as ncithcr ofthc matricc<; contains x or y wc havc, simpfy 

[k) = [B]T[D] [ll]tt. (4.27) 

where /1 1S thc arC':~ of thc triangle ~_od1nco a!ready by Eq. (3.5) ). This 
form is no\v suflicicnt1y cxplicit for computation with thc actual matrix 
opcrations bcmg left to thc computer. 

Í'hc matrix [B] dcfincd by Eq. (4.10) can be writtcn as 

[B] = [81, 81• B,.] with [B;] = ~ o' e¡ ¡u~. r' 
( b- o} 
l C; b, 

(4.28) 

Now the s:ifTncss matrix can be written in a partitioned form as 

[

k¡¡ k;¡ klm] 
[k] = kji kjj kJm 

kmí k,.¡ k,.,. 

(4.29) 

in which thc 2 by 2 submatriccs are built up as 

[k,,] = [B,]1 [D] [B,]tll.. (4.30) 

This form is oftcn convenieni for eomputati<'n. 

4.2.6 Nada! fnrc ''s d u· to initialstrain. Thc.~c are g:iven din:ctly b'l thc 
cxprcssion E;. {2.12) wltich, on pcrfor'l1ii1g th.: intC!;l ation. be~:.•ml'S 

{F}~o ~ - [B]'[D] [c0 j;ñ., cte. (4.31) 

PLA:-IE STRESS A:"'D Pl.-\~F: S'fr{l\1~ 

Partitioning, one can writc a!tcrnativcly 

{F¡}~o = -[B;/[D][r.0]t•.\, cte. 

57 

(4.32) 

1 hc3e 'initial str~in · í"orces are cont:-it·:J~cd te th:: nod~::. rf an dcmcnt 
in an unequal manner and rcquire precise ev:lluatioi1. Simil:.:r expressions 
are derived for initial stress forccs. 

4.2. 7 Distributed. body forces. In the gcr.cral ca~e of pbne stress or 
strain each elcment'ofriñit area in the x-y pbne is sub_;cct to forc<.:s 

1 1. _ ÍX) 
(P¡ - 1 :'( 

' ~ 

in the dircction of the appropri~:tc axes. 
.Again, by Eq. (2.11), the contribution of such [ClLCs to thesc <!l each 

node is given by · 

{F}~ = - f [N]T{~} dx dy, 

or by Eq. (4.7) 

. {F¡},. = -{~}IN¡ dx dy, etc. (4.33) 

if thc body forces X and Y are constant. As N¡ is no Iongcr constant thc 
intcgration has to be carricd out explicitlv Somc ge:1cral intcgr<Jtion 
,·ormCJiae for a. t:-iangle are g;·.-cn in Appe~c:·, ;;r. 

In this sp(:cial case the c:.dculation will be simpiil:cd tf thc origin of 
co-ordina tesis taken at the ccntroid of the ciernen t. ~ow 

f x dx dy = f y dx dy = O 

and on using Eq. (3.8) 

{F¡},. = -{;}fa; dx dy/2t. = -{-;}a . .'2 

or { F¡}, = ~ { ~} ll/3 =- { Fj}, = { F m}, 

by re1ations notcd on p. 50. 
Explicit1y, for thc whole elcmcnt 

{F)~ = 

rxl 
! }' ' 
1 }' ~ ,, .. 

-¡Y oh 

lxi 
yj 

(4.34) 

('.J5) 
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which mcans simply that thc total forces ~cting i:-: x <'.ndy direction dueto 
thc body forccs <:re d;stnuutcd to thc noj,· .n ;.h:·cc equ:.1! parts. Thi~ facl 
corresponds with physical intuiticr., ~nd w~:s C'f•en a~s~Jmcd implicitly. 

4.2.8 Bnt~t·Jorce potelltial. In many cases the body forccs are dctincd in 
tcrms of a body force potential 9 as 

ct/J 
X=--· -ox Y= 

iy 
(4.36) 

anri this poten ti::!!, rather than the values of X and Y, is known throughout 
thc rcg:on and is spccificd H t noc!al points. If { c¡W lists thc thrce values of 
thc potenti:Il associatcd "ith thc nodcs of the clemcnt, i.c .. 

(4.37) 

and har. to corrcsp0nd with constant valucs of X and Y, tjJ rnust vary 
lir:early within thc elemcnt. The 'shapc function' of its variation will 
obviously be givcn by a procedure identical to that used in deriving 
Eqs. (4.4) to (4.6). and yiclds 

4) = [N;. Nj. N~][tf>}'". (4.38) 

Thus. 

and 

i'\f 
Y= __ r = -[c1, ci, c,]{t/JV/2.ó.. (4.39) ov 

Thc vector ofnodal forces dueto the body force potential will now repbce 
Eq. (4.35) by 

b; bj b, 

C¡ C¡ Cm 

'F}" =! bl. bj b'" 
{t/l} (4.40) l 1' 6 

C¡ ci e,. 

b; bj b,., 

e <"¡ ( 

4.2.9 Et•aluation of :;trc.ues. The formulac oaivcd cnab!e thc full stiff
ncss matrix of the structure to be asscmbled, and a solution for displacc
rr:ents to be obtained. 
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The stress matrix given in general terms in E1.! ' · · ~~ ¡~ obtaincd by 
thc appropriatc substitutions for cach clemcnl. 

The stress;:s are, by the basic assumption. constant \ ·itl:in the clcment. 
It is usual_to assign these to thc centroid ofthc eicmcn:. :.nd in mo~t ofthe 
cxamples in this chapter this ·proccdurc is fc!lowcd. An altcrnativc con
sists of obtaining stress values at thc nades by :nc:aging the v•}I!JCS in the 
adjacent elements. Some 'wcighting' procecu:-cs ha ve been uscd in this 
context on an empirical basis but their advantagc appcars small. 

It is usual to arrange for the computcr to ca!cu]:ttc !re prir.c;p:.11 ~tresscs 

and thcir directions of every elcment. 

4.3 Examplcs-An Assessmcnt of Accuracy 

There is no doubt that.the solution to plane eiasticity problems as formu
latcd in Section 4.2 is, in the limit of subdivision. an cxact solution. 
lndeed at any stage of a finite subdivision it is an approximate solution as, 
say, a Fourier series solution with a limited number of tcrnlS. 

As already exp!ai;:1ed iil Chapter 2 the total strain encrgy obtaincd 
during any stage of approximation wHJ be below the truc strain energy of 
the exact solution. In practice it will mean that the displacemr:nts, and 
hcnce also thc strcsscs, will be undcrcstimatcd by t~c approximation in 
its general picture. However, it must be emphasizcd that this is not ncccs
sarily truc r.t evcry point of the continuum iadividually; hcnce the V<~iue 
0~wch a bouwi in practicc is not gre:tt. 

What is important for the engin~-.:r to krov. :s th~ unkr of ¡;ccuracy 
~c:hi'!v~ble in typical. ¡:.·r-:-~.!ems wit'1 a ('Crt:!::1 :"·H~:-Jf'>S of elemc"'t sub
division. In any particular case the error can oe c:s·~·~scd by companson 
with known, exact, solutions or by a study·of thc convergence. using tw.o 
or more stagcs of subdivision. 

With the development of experience the engincer can assess a priori the 
ordcr of approximation that will be in volved ir. a Sj)e~ific problem tackled 
wilh a given clcment s;.:bdivi:;Ion. Sorne of this cxp::ric:ncc v. ;¡¡ f·!rhaps be 
conveyed by the examples considered in this bot Y.. 

Ir. tl-Íe"fi.rst place attc.ntion will be focm,cd on sJt.1.: si:n~)·. i'roblcms for 
which cxact solutions are available. 

Uniform stress jic;_ld. If thc ex:tct sciutior: ic: in f:l.Lt that of a uniform 
~trcss ficld thcn, v.:hatcvcr the clcmc:nt subdi,·ision. t!H.' linitc ckmclit 
sclutipn. will, coincide. cxa~tly.. w:th thc_ c:xn<:t o~c. This is an chvious 
corclla:-y of thc formula~ion. ncvcr!h-:kso; it is :·q:~·u• ;:-.; ;: :ir-;t rl:cck of 
writt.:n compu!cr r:ogra:m. 

Lllieariy wrying ~·tressjie/J. ·Hcrc. obviou~ly. thc basic assumption of 
constancy of stress within elemcnts mcans th:1t solutic:·, wi!l be appro;du 
rr:ate o:1iy. i:: rig. 4.4 a ú::pic exar::ple. o:<' ~can: :;~;bjc·:::~ to con!'•ant 
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bcnding momcnt i-; shown with a fairly coarsc subdivision. lt is rcadily 
sccn th;it thc axial (G..) stress givcr. by thc clcmcnt 'stradd\cs' thc cxact 
valucs and, in f:.1ct. ·¡r thc constant stre~~ values are associatcd with 
,,:cntroids of thc clemcnrs and plottcd, thc b~st · !it · linc reprcscnts thc 
cxact strcsscs. 

e ::e~ -e ~~ 
-C·GS 

' . -0·45 -0·,5 
"'/ o 01 -e-os 

-o u 
0·07 
0·07 

-o 85 
-o· C7 
-o 03 

0 l"odal a\'cragcs 

* Yalues at 
centres of 
tn:tnglcs 

Fig. 4.4 Purc bcnding ofa be:! m solvcd by a coars~ ~ubdivi.;ion in!o d~mcnts of 
tnangular ~!'!:!pe. (Valuco; of u,.. a.,. und -r, .. li~tcd ir. ti1al ordrr) 

The horizontal and shcar stress componcnts diffcr again from thc e~:acl 
valucs (which are simply zero). Again. howcver. it will be notcd that thcy 
cscillate by cq'!.lal. s:nall amcunts aro::'1d the cxact v<!.it:es. 

' . 
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At interna! nades, if the average of strcsscs of surrounding clemcnts is 
takcn it will be found that the cxact strcsscs are vcry c!osciy rcprcsentcd. 
The avcr:.tge at externa) faces is not, howcver, so ¡:ood. Thc ovcrull im
pro\·cmcnt in reprcscnting the strcsses by no(H •~\'e:;:gc.,, as ~hnw:1 on 
Fig. 4.~. is often used in practice for imrrovcrr:cnt or thc ,· íJ;'~C.\!I:lation. 

A weighti:-~g of averages ncar thc f::!ccs of thc strt.:ture c~:~n_fl,jrthcr be 
uscd for refinement. Without b~ing dogmatic on ~his poi~nt. it sccms 
preferable, when accuracy dcm<::nds this, sirr.ply to u.;;e a finer mrsh 
~ ,bdivi~ion. 

S:ress conccn:rction. A more rc<:;:stic f.es: Nc.rlc--;1 ~~ ~hown >: Fig~. 

-1.'i !"'Jd ~.E Hcrc t::.· fiu•:: vfs~:·c.·s .:.rt•··:-·.i <! ~·.r·.,·::. ·, - 1 ~· :., :tn ;,.:,(r."1!c 

~Tld in an a!'lisctrop:c strati!kd material is cc·r.~:.der.::.· ··.'::e:: t:~c .;tr:'~'> C'Y&

ditions are uniform. 6 A graded division into e;er:1cnt~ is used to aliow a 
more detailcd study in the region where high stress gradients are expcctcd. 
Thc high degree of accuracy achicvable can be assessed from Fig. 4.6 
where sorne of the results are compared against exact solutions. 3• 

7 

Fig. ·4.5 A circular boJe in a uniform stress ficld. (a) !sotropic material; (b) 
stratificd (orthotropic) material; E"= E1 = 1, E,.= !:..'2 = 3, ~· 1 = 0·1, ''2 =O. 

e" .. = o·42 

4.4 Sorne Practica! Applic::tions 

Ob · 1 th t. 1 ¡·,.. t'ons of ,.,,.. ··..,··"·· •l!'!'l, ,l '!r" !i~i¡; ..• , . .,, ::nd v:ou~ y, e prac 1ca :tri'¡,,¡: r , -. ,!,, - " 

ir~dcl'C: ¡:t this mom.::-:~ of tirr . .; ~he :1~::- ·:.:>~ the f.ni:~ :::cr::;:·1: !~·.:: l•J.~ i,.; 
!>up..:rseding experimental tccimique for planc proo:crns beca use ofits high 
?.ccuracy, Jow cost, and vcrsatility. The e<l~e cf trcatmc. ~t of :1.1aterial 
u:lisotropy, t~ermal s~:-essc~. or body f c::ce 'p;-c :;: ~m~ :-.dé to ; ~:;a e: •ar: tq;es. 
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lu) lsotroric. 

["<:JCt solutio:-t for infinitc pla:e. 
Fmite ckmcnt solution. 

: -~- "1 
11-75 .~ 1 . ti. o~ 

J_ j_ __ i !~-o""'"-
. i 

(h) Orthotropic. 

Fig. 4.6 Comp:1r)son ofthcoretical and finitc clc:mcnt rcsults for cases (a) and (h) 
of Fig. 4.5 

A few e'<~!mplcs ofactua.l applic.:~ions to complex problcmc; ofcnginccr
ing practi;;..: wi:l now b¡; giv¡;n. 

Stress jlml' around a reinforced openin_q (Fig. 4.7). Jn stcel prcssurc 
vcsscls or aircraft structurcs, op:::nings have to be introduced in thc 
-;trc-sscd skin. Thc pcnctrating duct itscif ~rovide~ sorne reinforcerncnt 
round the cdgc and, in addition. tite skin itsdf :s increa~ed in thickncss to 
reduce thc strc~s\!s duc to thc conccntration efTccts. 

Analysis of such problcrns tre::..,d a~ cases of plane stress p:-cscnts no 
difticüitics. Thc clements are so chv°Cri as ~o follow the thickncss variation, 
and appropriatc valt;.!s of this are assigncd. 

Thc narrow b::J.nd r f thick m:.•.tc1 ial ncár i.hc edgc can be rep:-c!>entet: 
eithcr by sr:':i~.: hea:r.· t,vrc dcmcnt -. u me r ~ ea~ ¡:y in a -'!:u d::ro pr·J
g:-ammc by vcry thi;. t.-iéir'l,bUlar c:~mcnts of thc ,rsu .. : t)pe, to "·hi:.:h 
approp~i:\te thickncss is assigncd. Thc :aucr proccdurc w:1s mcd in the 
probkm shown in Fig. 4. 7 wilich givcs so~~c or thc rcsu!ting strcsscs ncar 
the opcning itself. Thc f~1irly largc cxtcBt of thc rcgion introduccd ¡n thc 
analy;;;s and thc gradio-:g of thc mcs:1 shou!d lx· n·:>~cd. · 

An c:lli.•·orropi<" ralf1:r ,,·u!!icct to tectonic s11 e.n-" i Fit! . .;.s l. A ~yml'h.'t ric:! 1 
v;illcy ~t:bjcct toa unif0nn horizontal stress i~ corJsid..:rcli. Thc matcri~d is 
stratificd, hencc is • transvcrsely isotropic ·. and thc dircction of strata 
varíes frorri poi:1t to point. 
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Fig. 4. 7 A rcinforccd opening in a plate. Ur.iform stress ficld ::t :~ dist:mcc from 
opening a, = 100, (1F = 50. Thickness of pi:! te r·~2-!Cr.s A. 3. a:-tl' e is 11\ t:-c r:ltio 
of 1:3:23 

The stress plot shows the tcnsilc region ~hat develops. This phenomenon 
is ofco.1siderab!e intcrest to gcologists and eng;ncer~ c0nccrncd with rock 
:ncchanics. 
A dam .subject to externa! ond interna! weder rrcs~ures8 • 9 (Fig. 4.C)). A 
huttrcss dam or; a ~.on.<.:.vhat comp_cx r-::~~- ;'):;.:-.:':.::t•.;:: i~ :~re .:·~ .... :)sed. 
Thc heterogencous fou;Jda~ion regicn is sub_;cc~ to ¡::.;.:~:: sir<.:in CC•Iditions 
whilc the d:!f'l1 itsc:f is considctd as :1 p~~:~c (pi¡~;;c s:rc-~.;) of variable 
thickncss. 

\\'ith extcrn:J.l and gravity louding no sp('c:::i :-~:·~V(':11~ 0f an:1lysis arise. 
thOt!~h r::rhaps it s:'<'!!Jé be '!'11:i1 l j¡,ll:o:! ·!~:¡_~ :t w:" f.··.:·~·-' '·'· •';; .1 '•'· ¡, :t;: lO 

·:!:.!f('G:~t!ii'c' lhc co!.1putatiu!~ Oi. t::·a·,·i!~ nocl~:1; J:....t':--_ 

\\';¡en porc pressu~.::s are considered, Ü1e s!ti :ni: n. how::ver, rcc,uires 
pcrhaps somc cxplanation. 

lt is well /~:::cw::: that in <! ~orous ;:;aterir.'. ::-:: wa:c: pr~ssurc is ~rans-

. -. 
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mittcd to th\! Si!Tcture as a hody force of ma;r.nitude 

Dp 
,\' = --· 

i"x 
?p 

y=--
Dy 

and th;!t now thc externul prcssurc nced not be considcrcd. 
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e 

r
e ,.., 

47 ft. O in. 

1::" displ:!ccmcnts assumcd 

<;cctJOn.tl p.a•: / •. A. 

(a) 

in.---· 

\\.:i' tapcr 
ft. 11' 1'2 ft (, "l. 

Fig. 4.9 Stress analysis ofa buttrcss dam. Planc s:~css condition assumcd in dam 
and planc str<'-Í!' in founda<io::. (rr) Thc buttn;>~ ~:~·.io~. ~~.:Jys::c. (h) Ext~:-;t of 
foundation c('::s;dc~cd a:1d ciivision into ;;.,itc c:c·::::::-:s 
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The pore pressure p is, in fact, now a bO':Iy force poten tia!, as dcfined 
in Eq. (4.36). Figur..:; ·t9 sho·.vs thc ':lcrn:~t .. ~~:iivisioi! of t:1c r!!gion and 
the outlinc of the dam. Figure 4.1 G~a) alid O'} !..how t:ic str..:s .(;s resulting 
;ro;n g:avity (crp!id lO the dam onJy) ¡1nrJ dt:·: lO wat.:l rrcs~ ~Ir:; ?.:.sumed 
to be acting as an externalload or, alternativcly ..ts an ir:tern;,; po¡c pres
sure. Both solutions indicatc large 'tcnsile regions. but thc increase of 
stresses due to the sccond assumption is important. 

Cracking. The tensile stresses in the previous example will ácubtless 
cause the rock to crack. lf a stable -;itl!ation caP drvclop whcn scch a crack 
spreads then the dam can be conside:-ed safe 

Cracks can be introduced very si 11 ply iroLO 1. >¡o é'naly:;is by assigning 
z~ro elasticity values to chosen clements. An an::!lysi~ v.ir.h a widc cracked 
wedge is !:hown in Fig. 4.11, where it can be seen :hat with the cxtent cof 
the crack assumed no t~nsion within the cjam body develops. 

A more elaborate procedure for foliowiog crack propagation and p;so;lt
ing stre:>s redistribution can be developed and will be discus:;ed la\er (see 
Chapter 18). 

Cracked zone 
(material 
considcred) 

Arrow indicates 
tcnsion 

Strcss~s rxcludc tl.e 
·~<--'~""'*~origh<~l rock strcsses 

in foundation 

r-ig. 4.11 Stresses in a outtrcss da m. An introcu~~ior .. - r a ·~rack· mt'difies stress 
distribu:ion (J:arne ioa¿i::& z.~ ~i~. 4. i O(b~) 
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Thermal s/re.ues. As an cxample of thermal stress computation tbe 
sume dam is showu unJI!r simple tempc· :¡tu re distribut;on assumptions. 
Rcsulls of this analysis are gi\'cn in Fig. 4.12 

)( 
,~ , 
~ , ..... 

tcnsion ( + >' ( 200 lb/in2 

,.\r$'1\\\;'Á.;row indicates 

100 lb/.in 2 

No tempcrature change in foundation 

Fig. 4.12 Stress analysis of a buttress dam. Thermal stresses dne to cooling of 
shaded arca by 15Jr (E= 3 x 106 lb/in\ !X =-- 6 x 10- 6 /drg F) .._.,..,. . 

Gravity dams. ,\ QU:trfs~· éam is a 11atural eu.mpie for tl,e apphcatic.:1 
of finite element métnods. Other types, such as gravity dams with or 
without piers and so on: can also be simply treated. Figure 4.13 shows an 
analysis of a large dam with piers and crcst gates. 

In this case an approximation of assuming a two-dimensional treatment 
in the vicinity ofthe ab;upt change ofsection, i.e., where the piersjoin the 
main body ofthe dam. is clearly involved, but this leads to locali:ted errors 
only. 

lt is important to note here how, in a single solution, the grading of 
clement size is used to study concentration of stress at the cable an
choragcs, the general stress flow in thc da m, and th::: foundation behaviour. 
The linear ratio of size of largcstto smalll"st c:.:ml!nt" i~ of thc order of JO 
to 1 {thz largc~t ele:ncr.ts occurrhg in th ... f(\u!1.:ati0r. a :-e not s!tcwn in th:.. 
fi!!ure). 

Undcr_qrmmcl pou·c:r .~lation. This last cxa111ple illu'lt r.atcd in Fi~s. 4.1 <! 
and 4.15 shows_ an intercsting :arge-scale application. Here principai 
stres~es are plottc-J automaticaily. In this analysis very many diffcrer.! 

PLANE STRESS ANO PLANE STRAIN 

components of {u0 }, the initial stress, were u.;;ed c!uc to unccrtainty of 
knowledgc about gcologi<:al conditions. Th= 1 a¡..1d ~'l!uuon and plot of 
many results enabled the limits within which stresscs '.try to be found and 
an engineering decision arrived at. 

Fig. 4.13 A large barrage with piers and prestressing cables 

4.5 Special Tre;¡tment of Planc Strain "ith an : n::o.n¡;-,:~~ible !\1atcrial 

It will have been noted that the relationship E4. (4.20) defining the 
elasticity [D] matrix for an isotropic mate~ :a! hc;tks c!<.l\\11 whcn the 
Poisson's ratio reaches a value of 0·5 as ti:c factor in the parenthcscs 
becomes infinite. A simple way of sidc-step¡1ing the dif!lculty prcscntcd is 
to use values of Poissor.·s ratio ap¡,ro:-;imatc '" ~-" !-)•..:t ~e·. 'Xl~:.:l ll~ iL 
Ex¡~·ricncc ~hows.. how~vcr. <h:H if ths ts ,~,,r.~.: t!" ::r;>r0'tÍm~:tio:' of 
solution dt.:terioratcs. An altcrnative proccdun: ha:. tx:cn suggc~li:J n~ 
Herrman. 10 This involvcs the use of a new variationa! formulation. and 
readers are referred to hi~ work for details. 



Fíg. 4.14 An underground power station. Mesh used in analysis. 
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METODO B DE NEWMARK 

SISTEMAS ELASTICOS LINEALES DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD 

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS-DE LIBERTAD Y 

COMPORTAMIENTO ELASTICO LINEAL SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACIONES QUE 

PARA UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD. 

• • • ó t 
= :X. (t.) + -[X. (t.) + X· (t · 1)] -2 

J 1 J 1 J 1+ 

• • • 2 
XJ. ( t 

1
. +-1 ) - = X • ( t · ) +_ -X . ( t . ) ó t -+ -[ ( 1 / 2 :--e) X-.- ( t . ) + BX . ( t . --1- ) ] ( ó t) 

J 1 J- 1 J 1 - J 1+ -

·EN DONDE j = 1,2, ... ,N. 

EN ESTE CASO SE RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE--e COMPRENDIDO ENTRE 1/4 

Y 1/6, Y_ QUE '.óL-~- 0.:1 -TN-' EN~DONpE :-1'-N, ES _EL --PERiüDü''-NATURAJ:;- DE- VIBRA_-

CION MAS PEQUEÑO. 



2. 

EJEMPLO 

SEA UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO, 

CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON: 

' M = [: ~] 
USANDO EL METODO 13 DE NEWMARK CON l:lt=0.2 seg Y 13= 1/6 CALCULE LA 

RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAMIENTOS 

DEL SUELO: 

X o = 1.2 t- SI- o < t -<-- 2- seg- ex EN CENTIMETROS) - o 

X o = -4. 8- 1-. 2 t- ~,SI--- -_ 2_- < t < 4 seg_ 

X = o =--- _- SI t-- < 0- o -~t---> 4-~ -seg---- -~ o 

PUEST-D -QUE~ES-'fA c-BC€-lTAC-1 GN-=-lMEL-I-GA=QUEc-. :x-~~(-t) -- =:-~O_ PARA TODO- T-;---sE 

TIENEo":QUE--- Lk'-~CUAC JON=MA'f:RI-é-I-Al¡-::-DE-c::EQUI LI~BRJO:-RESUL'f A- SER- - ----

POR Lo-=QuE~~ -~:-

m1 y1 + Q, 

m2 Y2-~ Q2 

MY -f:::._. KY~- ==.~ MY- _+ -Q = O 

--- = -o 

-=---0 

- -X . o 

+-

+--

Yi 

--y 2 

= Q1/m1 

= Q /m --- 2 2 

- X ,--
0 

CON-lit- =--0.2-seg-Y-- ~~ 1/6,_ LAS:~ECUACIONES-DEL--METOD0-13-DE NEWMARK _ 

QUEDAN=-EN-- LA- -FORMA-e-- c=:.c: 

. . . 
x j e ti+ 1 ) -= ~ j e t i J - :t- o . , [ x j e ti J + ~ j e t i t_, J J 

. . . . . 
xJ.(t

1
.+ 1) = x.(t.) + 0.1 x_.(t.) + 0.04[x:(t.)/3 + xJ.(ti+ 1)/6] - J 1 J - 1- - - J 1 . 



EN t = o, Y· = 
l. 

EN t = o. 2' X 
o .. 

y x2 = Y2 

PRIMER CICLO 

PARA LA MASA 1 : 

"'' 

PARA LA MASA 2": 

Q, 

º = = 
Q2 

POR LO QUE 

SEGUNDO CICLO 

x, = o. 1 X 1. 27 

ú 

x. = o' y. = x. = o' y. = x. = o. 
l. l. l. l. l. 

= 1 . 2 X o. 2 = 0.24 cm; SUPONGAMOS x, = 

= 1. 50 cm/seg: 

x, = o + o. 1 (O + 1. 35) = 0.135 

x, = o + o + 0.04(0 + 1. 35/6) 

y1 = 0.009 0.24 = - 0.231 cm 

x2 = o + O. 1 (O + 1 . 5O) = o. 1 5 

x2 = o + o + 0.04(0 + 1. 50/6) 

Y2 = 0.01 0.24 = - 0.23 cm 

1 o 1 -0.231 -2.540 
~ = 

1 5 -0.230 -1 . 381 

y 1 = x 1 = 2.5~/2 = 1.27 t 1.35 

y 2 = x 2 = 1.381/1 = 1.381 t 1.so 

= 

= 

3 . 

y1 = 1 . 35 

cm/seg 

0.009 cm 

0.01 

= 0.127 X = 0.1 X 1.381 = 0.138 
2-

x, 0.04 X 1.27/6 = 0.0085 x2 = 0.04 x 1.381/6 = 0.0092 

y1 = 0.0085 - 0.24 = -0.2315 y 2 = o.oo92 - o.24 = -0.2308 

o 



4 . 

Q = [1 O 1] [- O • 2 31 S] = [- 2 . S 4 6] 
1 S -0.2308 -1.386 

DE DONDE x, = y1 = 2:S~6/2 = 1. 273 . 1. 27 

x2 = Y2 = 1.386/1 = 1. 386 - 1. 381 

EN t = 0.2 + 0.2 = 0.4 seg SE TIENEN x = 1.2 
O· 

X 0.4 = o. 48.., 

x 1 (ti) = 0.008S x2Cti) = 0.0092 
. . 
x, (ti) = 0.127 .:x2Cti) = 0.138 
.. . . 
x, (ti) = 1 . 2 7 3 . x2 (ti) = 1. 386 

PRIMER.CICLO 

.. 
SUPONIENDo·--xl(ti+l) = ·2.3~- Y Xz(ti+ 1) =-2.1 -SE-OBTIENEN: 

x
1 

=-Q.1-21·-~~:o.1 (.1. 273_.+_. 2 .3) ~=-o.-484 

x
1 

= _o.oo8s +-_o.2.x0.127-+ o.04(l.273/3~:f~2.3/6) ·= 0.0662. 

y1 =_0.0662.::- G>.48--=:=-:-0-.4-138c.-:· -c-

x2 =--·0 ... 1:38+~-o;-~ CL~38-6 _F .. Z~::!J--=~.0~486 ·--·------

x2 =--0.0092-·-+- o~-·2 ~ 0.138--+-0.-·04(L.:386/3-+ 2-;-1/6)- = 0.0693 

= o.0693----0.48 = -0.41or--· Y2 

Q = [:o :] [~~~::~s] ~ [~:::::] " 
.. 

DE ·DONDE. x
1 

= .y 1 -·=:-A~-S48/-2-::-=--2.274 :) 2.3 - .-
.. 
x

2 
= y

2 
= 2.468:; 1.1 

o 

ETCETERk;-- LOS RESULTADOS DEL PROBLEMA SE PRESENTAN·'--EN·--LA TABLA 1 .--



5 

SISTEMAS UNEALES CON VARIOS GRADOS -or I.TBl':RTAl> 

Tomado -del--l-ibro de N. Newmark y E.Rosenblueth D. 

TABLA 2.1. Ejemplo 2.7 

.!. ~ ~ t ~ ~-~ S, ~ i: ~ ~-~ .!e 
seg ton cm/seg' cm/seg cm cm ton cm/seg• cm/seg cm cm cm 

-
o o o o o o o o o o o o 

0.2 2 ~40 1.3~0 0.13~ 0.0090 •0.2310 f.380 1.~00 0.1~0 0.0100 -o.uoo 0.24 

0.2 2.~46 1.270 0127 0008~ -0.23 1 ~ 1,386 1,380 0.138 0.0092 -0.2308 024 

0.2 2.~46 1.273 0.127 0.0085 -0.2 31 ~ 1.386 1.386 0.138 0.0092 -0.2308 0.24 

0.4 4.~48 +2. 300 o 484 +0.0662 -0.4138 2.468 2.100 0.486 +o 0693 -0.4107 0.48 

0.4 4.~48 2.274 0.481' 0.0660 -0.4140 2.4~5 2.468 c.~Z3 0.0718 -0.4082 0.48 

o.• 4.548 2.2 74 o 481 0.0660 -o.~ 140 2.45~ e 2.4~5 0.522 o 0717 -0.4083 0.48 

0.4 4.~48 2.274 0.481 0.0660 -0.4140 2.4~~ 2.4~5 o.~22 0.0717 -o 4083 0.48 

0.6 5.585 2.700 0.978 0.21 o~ -0.~09~ 2.960 3>.200 1.088 0.2301 -o 4839 0.72 

0.6 5.~81 2.793 0.9117 0.2111 -0.5089 2.967 2.960 1.064 0.228~ -0.491~ 0.72 

0.6 5.~80 2. 790 0.987 0.2 11 1 -o. ~089 -2.966 2.967 1.06~ 0.2286 -o 4 914 0.72 

0.6 ~.580 2.790 o 987 0.211 1 -0.5089 2.966 2.966 1.065 o 2286 -0.4914 0.72 

0.8 5 409 2.900 .. ~~6 0.46~0 -0.49~0 2.790 2.980 1,660 0.5010 -0.4590 0.96 
; 

08 5.4 2 3 2.704 1.~36 0.4637 -0.4963 2. 798 2.790 1.641 0.4997 -o 4603 0.96 

' i 08 ~.422 2.7 1 1 1.53>7 0.4 638 -0.4962 2.797 2.798 1.642 0.4 998 -0.4602 0.96 

! 08 5.4 22 2. 711 1.~37 0.4638 -0.4962 2.797 2.797 1.642 0.4998 -0.4602 0.96 

1 1.0 4.104 z. 150 2.023 o 8216 -0.3784 1.977 2.200 2.14 2 o 8802 -0.3198 1.20 
1 
1 l. O 4.1 11 2.052 2.0 l:lo 0.8 2 1 o -0.3 790 1.985 1,.977 2.12 O 0.8787 -a 32 1 3 1.20 
' 

1.0 4.1 11 2.0~~ 2.014 0.8210 -0.3790 1.985 1.985 2.12 1 0.8787 -0.3213 1.20 

! 1.0 4.11 1 2 05~ 2.014 0.8210 -0.3790 1.985 -1-.985 Z.l 2 1 0.8787 -0.3213 1.20 

1.2 1.931 0.950 2.315- 1.2!>75 -0.1825 0.7.12- -0.700 2.390-- -1.3341 -0.1059 1.4 4 

1.2 1.930 o 965 2.316 1.2576 -0.1 824 
' 

o. 712 0.71 2 2.391 1.3341 -0.1059 1.44 

1.2 1.930 0.965 2.316 1.25 76 -0.1824 0.712 0.712 2.391' 1.3341 -0.10~9 1.44 

1,4 - 0.653 -0.320 2.381 1,7 316 0.0516 -o. 7 3 5 -o 8oo 2.382 1.8165 0.1365 1.68 

1.4 - 0.6 52 -0.3 2 6 2.380 1.73 15 0.0515 -o. 73 5 -o. 735 2.388 1.8169 0.1369 1.68 

1.4 - 0.652 -0.326 2. 380 l. 7 315 0.0~1 ~ - o. 7 3 5 -o. 7 J 5 2.388 1.8169 0.1369 1.68 

1.6 - 3 083 -1.~00 2.197 2.1932 0.27 32 - 2.02 6 -2.100 2.104 2.2707 0.3507 1.92 

1.6 - 3.080 -l. 54 1 2. 193 Z.l929 o 27 29 - 2.029 -2.026 2.1 1 1 2.2712 o 3512 1.92 

1.6 - J 080 -1.540 2.193. 2.1929 o 27 29 - 2. 02 9 -2.029 2.11 1 2.2712 0.351 2 1.92 

1.8 - 4.830 -2.500 l. 789 2.59 4 3 0.4343 -2.869 -2.900 1.618 2.6471 0.4871 2.16 

1.8 - 4.83 6 -2.415 l. 797 2.5949 o 4349 - z 8 7 1 -2. e 6 9 1.6 21 2.6473 o 4873 2.16 

1.8 - 4.836 -2.418 l. 797 2 5949 0.4349 -2.8 7 1 -2.871 l. 6 21 2.6473 0.487 3 2.16 

2.0 - 5.547 -2 800 l. 2 75 2.9034 0.5034 - 3.069 -3.000 1.034 2.9132 0.~ 132 2 40 -
20 - 5.5 4 9 -2.773 l. 27 8 2.9036 0.5036 --3.068 - 3.069 1.027 2.9127 0.512 7 z 40 

2.0 - :1.549 - 2. 7 7 4 l. 2 78 2.9036 0.5036 - 3.068 - 3.068 1,027 2.912 7 0.~1 27 2.40 



{. 

TABLA 2.1. Ejemplo 2.7 (Cont.) 

.!. Ql lt t ~ ~-~ ~ l[ X ~ ~-~ 3! 
se¡: ton cm/f.Cg: <.mf5c¡; cm cm ton cm/he¡;' cm/se¡: cm cm cm 

2.2 -10.156 -5.200 o. ~81 3 0875 0.9275 • 5.332 . 5.~60 o. 174 3.0408 O.BBOB 2.16 

2.2 -10.165 - 5.07 8 o ~93 3 0883 0.9283 - 5.337 -5-.332 o. 187 3.0~ 17 o 8817 2.16 

2.2 -10. 165 -5 083 o. 493 3 0883 0.9263 - 5.337 -5.337 o. 186 3.0417 O B8 17 2.16 

2.~ ·12.578 -6 900 -0.705 30731 1.1531 - 6.386 -6.200 ·0. 968 2.9(,65 1.0':65 1.92 

2.<: -12.617 - 6.289 -O. 64 4 :!..0772 l. 1572 - 6.383 . 6.386 -0.987 2.9E>52 1.0052 1.92 

2.4 -12.61:¡ -6 309 -o. 6< 6 :!..0770 l. 1570 - 6.383 -6 383 -0.9 86 2.9652 1.0052 1.92 

2.~ -12.615 -6.308 -o. 64 6 3.07 70 1.1570 - 6.383 . 6.383 -0.9 86 2.9G52 1.0<52 1.92 

2.6 -12.388 -6.200 -1.897 2.BZ25 1.1425 - 5.958 -6.000 -2.224 2.1><2 9 o 9€.29 1.68 

2.6 -12 388 -6.194- ·1.896 2.8225 1.1 42~ - 5-.959 -5.9~8 ·2.220 2.6<32 0.9&32 1.68 

2.6 -12.388 -6.194 -l.e96 Z.B2 2 5 1.1 .. 25 - 5.959 - 5. 959 :z. 2 20 2.lo~32 0.9!:32 1 6f 

2.8 - 9.573 -4.300 . 2.9~ 5 2.3320 08920 - 4.155" • 4. 100 ·3. 206 f 2.0925 0.652 5 1.4<: 

2.8 - 9.540 -4.787 -2.994 2.32 8 8 0.8888 . 4.1 50 -4. 155 -3.212 2.0921 o 652 1 .... 4 

2.8 - 9.541 -4.770 -2.992 2.32 8 9 o 8689 -4.1 50 - ~- 150 -3.2 11 2.0921 o 652 1 ¡_;¡.o; 

2.8 - 9.541 -4.770 -2.992 2 3289 O 88f9 -4.1 !1.0 -4.·1 50 -3. 21-t 2.0921 0.652·1 ....... 
:!.O - 4 687 - 2.500 -3.7 19 1.6502 0.~ 502 1.376 - 1.400 -3. 7 66 1.3853 0.1853 1.20 

3.0 - 4.698 -2.34 3 -3.703 1.6513 0.<513 -J.378 -l. 3 7.6 .3. 7 64 1.3854 0.-1854 1.2-Q 

3.0 - .... :6-98- -2:--;\49 -3.704- -1.6513 0.4513 - 1.3 78 - l. 3 78 -3. 7 64 1.3854 0.185< 1.20 

3.2 1.090 0.800 -3.859 0.88 45 -o.0755 1.'7-<>8 1.700 -3.7 32 0.62 55 -0.334 5 0.96 

3.2 l. 106 0.5<:5 -3.884 08828 -00772 l. 7 48 l. 74 B. -3.7 2 7 o 62~9 0.334 1 0.96 
-

3.2 l. 105 0.553 -3.883 0.8629 -0.0771 l. 748 -1.748 ·3. 7 27 0.62~9 0.334 1 0.96 

J.2 I.·JO!i 0.5.!13. -.3. 883 -0.88 2 9 -007 71 l. 7 .. 8 l. 7"8 -3.7 27 0.6259 -0:3301-1- C';S6 

3.4 6.608 3.600 . 3.468 0.1377 -o 5823 .-4.506 - 4. 700 ·3.082 -0.06~9 -0-7849 -{),72 

3.4 6_629 3.304 -3. <;38 0.1357 -0.56<"3 4.5 15 4.506 -3. 101 -0.0662 ·0.78G2 .0.72 

3.4 6.628 3.314 -3:.c~~-g 0.13~8 -0.584;2 "4.515 4.51 5 -3. •·oo -0.0661 -0.·<861 0.72 

:!..4 6.628 3.314 -3. 4 39 0.1358 -0.5842 4.5 15 4.51 5 -3. 100 -0.0661 -0.7861 0.72 

.. 
3.6 10.578 ::;.~00 -2.568 -0.~718 -0.9:518 6.25_1 6.900 -l. 958 -0.5799 - 1.0599 0.<8 

3.6 10.589 5.289 -2.57 9 -04725 -o 9525 6.277· --6.251 -2.023 - 0.58<2 - 1.06<2 0.<8 
-

:!..6 10.589 :5.299 -2.57 7 -0.4725 -0.9:525 6.277 6.277 -2.020 -0.5841 - 1.0641 0.48 

36 10.:589 5.299 -2.57 7 -0.4 7 25 -0.95 25 6.277 6.277 -2 020 -0.58'11 -i.-o641 0 ... 8 

3.8 12.259 6.200 -1.427 -0.8760 -1.1160 6.6 12 6.800 -o. 1 • 2 -0.8591 -1.0991 o 24 

~-8 12.264 6.130 -l. ~34 -0.8764 -1.1164 6.6 • e 6. 61 2 -o. 131 -o 8603 - 1.1003 0.24 

3.8 12.2 6~ 6. 132 -l. 43 .. -0.8764 -1.1164 6. 618 6.618 -o. 130 -0.8603 -1.1003 0.24 

40 11.323 5.600 -0.260 -1.0441 -1.0441· 5.454 :5.400 o. 472 -0.8821 -0.882 1 o 
4.0 11.319 5.661 -o. 2 55 -1.0437 -1.0437 5.4 53 5.454 0.477 -0.8817 0.6817 o 

G 

40 11.319 5.660 -o. 255 -1.0437 -l. O~ 37 5.<53 5.4 53 0.4 77 -o.e s11 -o 8817 o 

... 2 1o..io5" -5."350-= =o. e~{,: -0.9836 -0.983E 5. 3.30 5.~00 -L--5"9 -0.8691 O.BE91 o 

4.2 10.705 5.352 O. B4 6 -0.9636 -0.98 !6 5.329 :5.330 l. 55 2 0.8689 ·0.8E>89 o 
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t xo Q1 

;eg cm ton 

x1 
2 

cm/seg 
' 

. . . 
x2 

cm/seg 
2 

x1 

cm/seg 
1 

.o 2.0 -5o.oo o.oo 50.00 0.00 1: 

6.250 
5.46,3. 
5.2~3 
5.340' 
5.3425 

0~00 
1 

).1 2.0 -37.500 -6.25 37.~ 4.375 
4.115 
4. 17 56 
4. 1796 
4.1765 

-38.550 -5.463 32.3 

•
' -38.975 -5.283 33.5125 

-38.875 -5.34 33.593 
-38.870 -5.343 33.530 

).2 0.2 -2o.oo -1o.oo ~o~ob · 
-11.575 -17.46 1.575 
M12.275 •16.7975 -5.195 
-12.84 -16~5446 -3.9575 

10lo¿ 
17.:46 
16~7975 

6. 353 1 

5. 9317 
5.5937 

16~5446 5.6551 
16.6076 5.6625 
16.6100 5.6587 · 

-12.735 -1~.6076 -3.8096 
-12.7216 -16.6100 -3.8~6 

1.3 2.0 1o.·ooo 
11 •· 995 
11 • 83 
12.00 
11.9885 

.4 2.0 25.000 
'21.095 

21.360 
21.225 

• S 2. O 15.00 
12.64 
12.87 
13.89 
13.75 
13.72 

.6 2.0 o.ooo 
2.62 
o. 115 
0.785 
0.925 
0.88 

1 

' 
-25.00 -35.00 25.00 
-2~ .. 1324 -36.995 23.132 
-23.1277 ~34.963 23.127 
-23.2129 -35.13 23.213 
-23.2018 ~35.202 23.202 

3~7144 
3.6146 
3.7162 
3.7080 
3.7043 

-15~00 ~40.000 

-16.745 -36.095 
-16.8193 -38.1057 
-16.7493 -38.0443 

15.000 -0.1193 
16.7457 0.0563, 
16.8193 -0.0341 
16.7493 -0.0313 

1 \ 

'1 ' l 

-10.00 -25.0 10.00 ··~3.1835 

2.8159 -22.64 -2.8159 -3.0655 
2.~819 -10.024 ·-2.1819. ~i.4347 
1.6833 -11~7081 -1.683 -2.5189 
1.7853 -11.9459 -1.7853 -2.5308 

15.000 15.000 -15.000 -1.6915 
20.550 12.38 -2o.5s 1 -2.5o9ó 
22.9139 20.435 -22¡9189 -2.1663 
22.4804 22.1289 -22.4804 -1.986~ 
22.4285 21.5554 -22•4285 -2.050'1 
22~4532 21.5485 -22.4532 -2.oso1i 

X 
• 1 

cm 
1 

'1 

0.00 
1 

o.2i9 
1 

0.2205 
o.~Hs 
o.2i26 
o.2~2s 

o~7~Js 
0.7545 
0.7432 
0.74$3 
0~7455 

o. 7'494 

1.Hd9 
1'.2366 

' 1 

1.2100 
1.2397 
1.2396 

1 1 

1 • ~219 
1. 4272 
1.4245 
1. 4245 

' 1. 2528 
1.2568 
1.2778 

• 1 

1.27!:)0 
1. 2746 

' 
1 • 0524 
1.0623 
1.0157 
1.0185 
1.oi7.6 
1.on6 

1 

.615 2.00 -3.00 
-0.53 

25.000 28.000 -25.000 -1.6905 0.9894 
24.9334 25.53 -24.9334 -1.6967 0.9894 

~2 
cm/s.eg 

o. ob' 
1 • 

0.3~25 

0.2731 
0.2641 
0.2670 
6.2,?71 
1 ''' 

1 • 6342 
1.4072 
1.3741 
1 • 3614 
1.3646 
1.3647 

ü 1, 

3.1452 
:3.3!518 
3. 3S10 
3.3558 
3.3552 

5.3067 
5.3853 
5.3886 
5.3854 

:1 1 

L .,~28 
6.0818 
6.1137 
6.1387 
6.1336 

5.2943 
5.0168 
4.8986 
4.9203 
4.9229 
4.9216 
1 

4.5657 
4.5659 

0.00 

0.0104 
0.0091 
0.0088 
0.0089 
0.0089 

0.070 
0.063 
0.0814 
0.0809 
ó.o81o 
0.0811 

0.3146 
0.3114 
0.3114 
0.3116 
0.3116 

0.7520 
0.7544 
0.7545 
0.7544 

1.3654 
1.3440 
1. 3451 
1.3459 
1 • 3457 

1.8745 
1. 9188 
1.9149 
1 • 91 56 
1.9157 
1.9156 

1. 9867 
1. 9867 

~ 1-,-~ =~ SE HACE CASI CERO, CAMBIO DE POSITIVO A NEGATIVO.jx jmáx = 1.4245 cm o 1 . i 1 
* C~IO DE RJrTDEZ EN EL 2o. PISO x2-x1 = 1.00J Q2 = 25¡ 

x
1
-x

0 
x

2
-x

1 
cm/seg cm/seg 

-2.00 o.oo 0.00 0.00 

-1.771 -0.2185 4.375 
-1.7795 -0.2113 4.115 
-1.7774 -0.2136 4.1756 
-1.7773 -0.2137 4.1796 
-1.7774 -0.2135 4.1765 

-1.2314 -0.6984 6.353 
~1.2455 -0.6919 5.9317 

-0.6617 
-0.6643 
-0.6644 

-4.063 
-3.842 
-3.9114 
-3.9126 
-3.9093 

-5.3188 
-4.5244 

-1.2546 -0.6642 5.6587 -4.294 

-0.9252 
-0.9251 
-0.9285 
-0.9280 

-0.7604 -0.9279 3.7043 -0.3491 

-0.6698 
-0.6727 
-0.6699 

-0.5755 -0.6700 -0.0313 5.4067 

0.1126 
o. 0872 
0.0673 
0.0709 

-0.7254 0.0741 

0.8221 
0.9165 
0.8992 
0.8971 
0.8987 

-2.5308 8.6644 

-0.9824 0.8990 -2.050 6.9716 

0.9973 
-1.0106 0.9973 -1.6967 6.2626 

OBSERVA
CIONES 

* 

** 



' . 
t X Q, Q2 x, x2 x, x1 x4 x2 x

1
-x

0 
x -x · x

1
-x

0 x2-x1 OBSERVA-
o 

2 2 
2 1 

CIONES seg cm ton ton cm/seg cm/seg cm/seg cm ym{seg cm cm cm cm/seg cm/seg 

0.70 2.00 -10.000 25.000 35.000 -25.000 0.8696 0.9484 2.441 2.285 1.3366 
-2.580 25.000 27.580 -25.000 0.5728 0.9405 2.441 2.285 1 .·344~ 
-2.975 25.000 27.975 -25.000 0.5886 0.9409 2.441 2.285 1.3441 
-2.955 25.000 27.955 ,...25.000 0.5878 0.9409 2-141 2. 285 . -1.0591 1.3441 0.5878 1.8532 

' 
i 1 

o. 735 2.00 -1.000 25.000 26.000 -25.000 1. 5368 0.98065 1.565 2.3549 
-0.9675 25.000 25.9675 -25.000 1.5367 0.980~5 ~.566 ;2.3549 
-0.9671 25.000 25.9671 -25.000 1.5367 0.980(55 1.566 2.3549 -1.1093 1.3742 1 .5367 0.0293 

0.80 2.00 5.000 20.000 15.000 -20.000 2.8823 1.1282 0.09128 2.4068 1.2756 
0~01343 

1 1 

6.365 22.575 16.245 -22.595 2.9196 1.0449 2.4053 1.3604 
6.570 22.4619 18.085 -22.469 2.9748 1.1300 0.0173 2.4053 1.2753 
6.435 22.5613 16.0948 -22.5613 2.9151 1.1288 0.0144 2.4053 -0.8712 1.2765 2.9151 -2.9007 ** 

** x2 SE HACE CASI CERO 

lx2 lmáx = 2.4053 cm 

.. 
r . 



RELACION DE ALUMNOS AL CURSO LINAMICA ESTRUCT 0~AL (IV CURSO IN 
TERNACIONAL DE lNGENIERIA SISMlCA JULIO, 197 8). -

l. 

2. 

3. 

GUSTAVO AGUIRHE P. 
UNIV. TEC. P. DE LOJA 
ECUADOR. 
P. O~ BOX 71 S.A. 
TEL. 960375 

ROBERTO ENRIQUE BRENES BRENES 
INST. COSTARRICENSE DE ELECTRICIDAD 
SABANA NORTE, SAN JOSE, COSTA RICA 

JOSE BENJAMIN DUEÑAS GOMEZ 
DIR. GRAL. DE OBRAS MARITIMAS 
INSURGENTES SUR 465 
MEXICO ll,D. F. 

4. ST ANISLA W DOR OSZ 

5. 

INST. DE INGENIERIA, UNAM 
lVlEXICO 20, D.F. 
TEL. 548.97.94 ., 

SERGIO OCTA VIO R. ESCOBAR MEDINA 
ESC. DE ING. 
UNIV. AUTONOMA DE ZACATECAS 
TEL. 2.08.27 

6. JAIME E. FLORES CALDERON 
UNIVERSIDAD DE CAUCA 
DEPARTAMENTO DE F ISICA 

7. 

8. 

ELlAS GALINDO V i\LLARINO 
UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO 
CENTRO UNIVERSITAH.lO 
QUERETARO, QRO. 

OSCAR JAIME GELBW ASER 
EURO ESTUDIOS S.A. DE C. Y. 
GAUSS 9-202 
MEXICO 5, D.F. 
TEL. 250.70.00 

9. TEOFILO LUNA SANCHEZ . 

Av.Col. del Valle443 
México 12, D.F. 
Tel. 523.99. 90 

Calle 18, AUS 4-6 
Los Angeles, Cartago, 
Costa Rica 

José Ma. Tornen 20-8 
San· Miguel Chalultepec 
México 18, O, F. 
Tel. 516.34.70 

Juan de T o losa 809 
Zacatecas, Zac. 
Tel. 2.11.47 

Germán Patiño 36-5 
Col. Aragón 
Querétaro, Qro. 

Sudermann 143-1 
México 5, D.F. 
Tel. 51!5. 55.99 

BUFETE INDUSTRIAL DISEÑOS Y PROYECTOS SA. Cuiculco 57-6 
TOLSTOI 22 México 13, D.F. 
MEXICO, D.F. Tel. 533.15.00 Ext. 275 

lO. RAUL MENDOZA MONROY 
CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO S.A. 
MELCHOR OCAMPO 171 
MEXICO 17, D.F. 
TEL . .592. 37.18 

Lago Victoria 52-2 
Col. Anahuac 
México 17, D.F. 
Tel. 250.30.62 



ll. 

12. 

- .2 .., 

ING.;RAMON MORALES ROSS 
UNIV. JUAREZ AUTO. DE TABASCO 
CIUDAD UNIVERSITARIA 
VILLAHERMOSA, T AB. 

FLORENCIO MORENO LOPEZ 
ESC. DE ING. 
UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO 
QUERETARO, QRO. 
TEL. 251.89 

13. ING. ROBERTO MORENO QUINTO 

14. 

15. 

16. 

CIA. D ¡:.: LUZ Y FUERZA DEL CENTRO 

ANTONIO NIETO G. 
INDUSTRIAL MINERA MEXICO S.A. 
BAJA CALIFORNIA 200 - 12° Piso 
MEXICO, D.F. 
TEL. 564.70.66 EXT.288 

]OSE ROLANDO PAREDES ESCORZA 
DIRECCION GENERAL DE OBRAS MARITIMAS 
S. C. T. 
INSURGENTES SUR 465 
MEXICO 11, C.F. 
TEL. 564.77.58 

JESUS PORRAS MARISCAL 
INST. TEC . .REGIONAL DE OAXACA 
CALZ. INST. TEC. S¡N, 
OAXACA, OAX. 
TEL. 644.13 

17. ALFONSO RUIZ VAZQUEZ 

18. 

· ARUA CONSTRUCCIONES 
AV. VALLE DE BRAVO N0.19 
MEXICO 22, D.F. 
TEL. 677.37.30 

ANTONIO SANCHEZ HERNANDEZ 
ESCUELA DE INGENIERIA 
UNlVESIOAD AUTONOMA DE QUERETARO · 
QUERETARO, QRO. 
TEL. 251.89 

Pezta1ozzi 526-5 
Col. Narvarte 
Méxjco 12, D.F. 
Tel. 523.21.52 

Primavera Ote. 35 
Querétaro, Qro. 
Tel. 2. 72.20 

Irlanda 132-30 
México 21, D. F . 
Tel. 549.68.73 

Rosa Verde 157 
Col. Molino de Rosas 
MEXICO 19, D.F. 
Tel. 6.51. 06. 67 

Calz. Sta. Anita 115 
Col. Moder11a 
México, D. P. 
Tel. óYU.l7. 68 

San Luis Potosí~ 19 
Col. Hidalgo 
Querétaro, Qro. 
Tel. 270.08 

.. ••t,rl .. 
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19. 

20. 

21. 

·-

RAUL SERRANO LIZAOLA 
ESC. DE ING. CIVIL 

. CIUDAD UNIVERSITARIA 
PT TEBLA, PUE. 

FEDERICO TIRADO INDA 
: ESC; DE ING. 
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UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO 
CHILPANCINGO, GRO. 
TEL. 227.41 

ANGEL ] . VALLEJO GONZALEZ 
CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO S.A. 
TLALOC 90 
COL. ANAHUAC 
México 17, D.F. 
Te l. 59 2 . 37 . 18 

Bona mpak 4506 
Col. Reforma Agua Azul 
Puebla, Pue. 
Tel.: 4392.96 

Juárez 57 
Chilpancingo, Gro. 
Tel. 228.44 

Valle de Oaxaca 24 
Col. Vista del Valle 
Naucalpan, Edo. de Méx. 
Tel. 560. SO. 65 


