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_DEFINICION.

'GRADOS DE LIBERTAD

DINAMICA ES TRUCTURAL

DR. OCTAVIO A RASCON CH.

NUMERO DE COORDENADAS GENERALIZADAS

(DESPLA-

ZAMIENTOS O GIROS) QUE SE REQUIEREN PARA DEFINIR LA POSICION DEL

SISTEMA EN CUALQUIER INSTANTE.
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_ METODOS DE DISCRETIZACION DE S ISTEMAS CONTINUOS
1. POR CONCENTRACION DE MASAS

MASA POR UNIDAD
DE LONGITUD = m
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2. EXPRESANDO LA CONFIGURACION DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA COMO
UNA SERIE DE FUNCIONES ESPECIFICADAS. POR EJEMPLO, SI ESTAS

FUNCIONES SON ARMONICAS:

N .
- inx
zZ(x,t) = iil bi sen =f
—> ¥
- _/\ — .
e ¥ =
| L . b4een]1'é b, sen EE(_ bs Sen X
EN GENERAL, PARA CUALQUIER TIPO DE FUNCION ¢ (x): -
N
206,0) = Tz (04 ()

3. MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS Z(x,‘t):i,\d)uil(x\
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qiéd06 ﬁ%%ﬁ \dgmefhﬁ




AL PLANTEAR LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE CUERPOS RIGIDOS ES A ME-
NUDO NECESARIO CONOCER LOS MOMENTOS DE INERCIA DE MASA. A CONTI-

NUACION SE PRESENTAN ALGUNOS CASOS:

m = MASA POR UNIDAD DE LONGITUD

Y = MASA POR UNIDAD
DE AREA

s
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RESPUBS TA DINAMICA DE SISTEMAS ELASTICOS LINEALES DE UN GRADO DE LI ERTAD

CON AMORTIGUAMIENTO VISCOSO

M
-——-—-..;/; ;/;;;/,'/;77

7
" I B
/
KoL 1 - M. k3
._),LZ VTITTTITTT 7 77717
TX g frccidn nala
o({) Cr g
t = TIEMPO
M = MASA
K = RIGIDEZ
C = AMORTIGUAMIENTO
£(t) = FUERZA EXTERNA
X_(t) = DESPLAZAMIENTO DEL SUELO

EL AMORTIGUAMIENTO VISCOSO ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RESTAU-

RACION PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA RESPECTO AL

SUELO.

EL AMORTIGUAMIENTO SE DEBE PRINCIPALMENTE A LA FRICCION INTERNA

ENTRE LOS GRANOS O PARTICULAS DEL MATERIAL DE LA ESTRUCTURA, Y A

FRICCION EN LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA MISMA. ES EL ELEMENTO

DEL SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA.

2a. LEY DE NEGTON:

Kl

"LA RAPIDEZ DE CAMBIO DEL MOMENTUﬁ DE CUALQUIER MASA, m, ES IGUAL

A LA FUERZA QUE ACTUA SOBRE ELLA"



_ d dx, _ d
p(t) = 3t (ma'E') = dt (mx)

p(t) = FUERZA ACTUANTE
X = DESPLAZAMIENTO
t = TIEMPO

SI m ES CONSTANTE: p(t) = mx

PRINCIPIO DE D'ALAMERT

SI LA 2a. LEY DE NEWTON LA ESCRIBIMOS COMO

p(t) — mx =0
AL SEGUNDO TERMINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE COMO FUERZA DE INERCIA;
EL CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARROLLA UNA FUERZA DE INERCIA PROPOR-
CIONAL A SU ACELERACION Y QUE SE OPONE A ELLA SE CONOCE COMO PRIN-
CIPIO DE D'ALAMBERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO SE

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EQUILIERIO DINAMICO,

ECUACION DE EQUILIBRIO

Xo e _ f+x— _
2 K T [ |
/ f~/\Avf | l LT
/ L L P —-12 i
/4 C'i. L
777772777777 77777
Xo(l)
DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE
EQUILIBRIO: £, + £, + £; = p(¥) (1)
PARA UN SISTEMA ELASTICO: £, = K(x - xo) = ky
PARA AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: f_ = c(x - xo) = c§ > (2)

POR EL PRINCIPIO DE D'ALAMBERT: f; = mx = m(y + Xg)




SUSTITUYENDO LAS ECS. 2 EN LA EC.1 SE OBTIENE:

m(y + xo) + cy + ky = p(t)
DE DONDE

e . . (3)
My + cy + Ky = p(t) - Mxo

]

DIVIDIENDO ENTRE M AMBOS MIEMBROS DE LA EC, 3:

c . K., _p)
Y*gY¥YtugY =Ty o
C K 2
SI M = 2h, vy S W DONDE w = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, EN
RAD/SEG:
LY . 2 _p(t) * e
y + 2hy+my—T Xo (4)

CUANDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTEMA SE TRATA DE UN PROBLEMA
DE VIBRACIONES FORZADAS,; EN CASO CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE VIBRA-

CIONES LIBRES,

VIBRACTONES LTBRES

EN ESTE CASO LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER

y + 2hy+w2y=0

CUYA SOLUCION ES

y(t) = e—ht(C1 sen w't + C, cos w't) (5)
2 2
DONDE w' = Yw"=- h® = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL AMORTIGUADA

SON CONSTANTES QUE DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES

1

Y C1 Y C2



(EN t=0) DE DESPLAZAMIENTO Y VELOCIDAD QUE TENGA LA MASA DEL SIS-

TEMA.
ESTAS RESULTAN SER

! .

| _ v(0) + hy(0)
' 1 w'

b— - .. P

§ {
C Y icz = v(0) (6)
LA EC (5) SE PUEDE ESCRIBIR TAMBIEN COMO:
y(t) = Ae—ht cos (w't ~ 0) - (7)
> 2 -1 €1
DONDE A = /c1 + C5 Y 6 = tan 5~ = ANGULO DE FASE
2
LA GRAFICA DE LA EC (7) ES
y T ] ™
ol
-
T':3$ = PERIODO NATURAL AMORTIGUADO, SEG
£' = %T = FRECUENCIA NATURAL AMORTIGUADA, cps

VEAMOS EL CASO ESPECIAL DE LA EC, (5) EN QUE h»w. EN TAL CASO,

7
w' = »’wz - h2->0, cos w't+1 ¥ sen w't>w't, CON LO CUALLA EC. (5) SE
REDUCE A
y(t) = e {[(y(0) + hy(0))/u'] (u't) + y(0)}

ety + +ot)y(0)]



LA GRAFICA DE ESTA ECUACION ES

I 4

- |

R

79 ! \ .

b e
-
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Y OBVIAMENTE NO REPRESENTA UN MOVIMIENTO OSCILATORIO, POR LO CUAL

SI h = w SE DICE QUE SE TIENE AMORTIGUAMIENTO CRITICO. EN TAL CASO:

DE DONDE Cc
cr

2/ . (8)

cr

A LA RELACION ¢ = C/C SE LE LLAMA FRACCION DEL AMORTIGUAMIENTO

_ CRITICO.

DESPEJANDO A M DE LA EC. (8) Y SUSTITUYENDOLA EN LA EC.h = C/(2M)

SE OBTIENE:
h=—%_='é—c—2K___=C'b54=cm
ccr cr 2/KM'
2 4K
ADEMAS:

w' = w/l - Cz (9)

1LOS VALORES USUALES EN ESTRUCTURAS QUE ASUME ¢ VARIAN ENTRE 2 Y 5%.
EN ESTE INTERVALO w' Y w SON CASI IGUALES; VEAMOS, POR EJEMPLO,

EL  CASO EN QUE ¢ = 0.1



w'=w vl - 0.01" = 0,995w

OTRA FORMA DE MEDIR EL GRADO DE AMORTIGUAMIENTO QUE TIENE UNA ES-
TRUCTURA ES MEDIANTE EL DECREMENTO LOGARITMICO, EL CUAL SE DEFINE

COMO EL LOGARITMO DEL COCIENTE DE DOS AMPLITUDES CONSECUTIVAS

(t) ~ht

L = 1n Y - 1in Ae cos(w't-06)
. =
Y(t + 7T ) Ae—h(t+T')COS[(D' (t+T')"6}
= 1n{ e-ht cos{w't - B) }
e-h(t+T') cos(w't + 'T'-8)
= 1n{ o Bt cos(uw't - 8) }

-ht -hT' cos(w't - 6 + 27)
e e

+hT' 2m
= 1ln e = hT' = uwT' = Ctw
mfl-gz
L = 2n¢g
Vl—t;i (10)
SI ¢ ES PEQUEWO,
L = 2n¢g (11)

ECUACION DE MOVIMIENTO GENERALIZADA.

HAY PROBLEMAS QUE APARENTEMENTE CORRESPONDE A VIBRACIONES DE SIS-
TEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD PERO QUE EN REALIDAD SON DE UN

GRADO SOLAMENTE.



EJEMPLO
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CONSIDEREMOS PRIMERO EL CASO SIN LA FUERZA NORMAL, N.
TOMANDO COMO COORDENADA GENERALIZADA A Z(t)
£ . = k. (EE') = ko2 2(t) ; fo.= ko(GG') = K. = Z(t)
p1 = ¥ k17 R N Y Ky 3
£ =c. @ pp') =c. Xa); £ = C.z(t)
p1 = ¢ (Gt 11 i fpa = €y
fo.o=m L Z(t) =mL L 7Z(t) = 2amz (t)
11 - M 3 L 5 ;
_ 2 LN ] ‘{
frp=my 532 (t) Y

..,i



11.

P, = 8pacz (t)

LA ECUACION DE MOVIMIENTO DEL SISTEMA SE PUEDE ESTABLECER IGUALANDO
A CERO EL TRABAJO VIRTUAL REALIZADO POR TODAS LAS FUERZAS AL DARLE

AL SISTEMA UN DESPLAZAMIENTO VIRTUAL EN EL PUNTO B IGUAL A §Z. EN

TAL CASO
§W =-k, % Z(t) (% §2)-K, % Z(t) (% §2) =Cq é—;t—) (%5 )
- C,z(t) (s2) - 2am z(t) (3F)-m, g.g—.(t—)(%GZ)
- 2 2% z(t) (32 + spaz(t) (3e2) = 0
SIMPLIFICANDO SE OBTIENE
%arﬂ + @ + 4—2-2-) Z(t) + (:_é+ c,) 7 (t) + (19—6 ky + }_<§2_) Z(t) -
-2 pa;(t)] §2 = 0 (2)

COMO EL DESPLAZAMIENTO VIRTUAL 6§Z NO ES CERO, SE DEBE CUMPLIR QUE

EL TERMINO ENTRE PARENTESIS ES CERO. EN TAL CASO:

{3’3 Z(t) + 0 2(t) + % 2(t) = B(t)

EN DONDE



12,

Q

~ 4 = 4 . R |
m_,-j- ma+§m2 ; c-—6+C2
k
~ 9 2 . - _ 16 =
k = R kl + T— H p(t) = _3 pag(t)

ESTOS PARAMETROS SE DENOMINAN MASA, AMORTIGUAMIENTO, RIGIDEZ Y FUERZA

GENERALIZADAS, RESPECTIVAMENTE.

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO DE LA FUERZA NORMAL N SOLAMENTE:

- - ———
f

de= O+

4-de
Ge = DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL DEBIDO AL GIRO DE LA BARRA i
i
=z . = Z_
Gel “1a 8§22 ; Gez = 33 §2
X 7z
o @ Ge—l—' aGZ

EL TRABAJO VIRTUAL ES:

W = Née = 7z %? (62)

12

COMO EL SISTEMA ES LINEAL SE PUEDE SUMAR ESTE TRABAJO VIRTUAL AL DE
LA ECUACION (A), CON LO CUAL LA RIGIDEZ GENERALIZADA SE MODIFICA,

OUEDANDO EN LA FORMA:



13.

~ 1 7
k=1 kKt o

w2

o

DE ESTA RIGIDEZ SE PUEDE SACAR, DE PASO, LA CARGA CRITICA DE PANDEO

HACTIENDO k = O0:

_ .27 4
Nor = (3gk; *+ z7%))2

DETERMIVACION EXPERIMENTAL“RE_E_fN ESTRUCTURAS REALES 0 EN MODELOS
SI SE REALIZA UN EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE
SU POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURA DE SU POSICION DE EQUILIBRIO
ESTATICO Y SE DEJA VIBRANDO LIBREMENTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA-
CIONES QUE SE REGISTREN EN LA MASA TENDRA LA MISMA FORMA QUE LA GRA-

FICA DE LA EC. 7.

ACQlQro,m(z'h'o > Amp“ {ica_rjor % Qagf5+rodor

LG

\ AN

L

g (e )

Gy |-

SI DE DICHO REGISTRO SE MIDEN y(t + T')y y(t) SE PUEDE OBTENER L Y,

DE LA EC. (11), DESPEJAR A ¢ l

-~
It
e

3



PRINCIPIO DE HAMILTON

t tZ

f ZG(T-V)dt + J oW dt = 0
t t
DONDE

T = ENERGIA CINETICA TOTAL

V= ENERGIA POTENCIAL TOTAL, INCLUYENDO ENERGIA DE DEFOR-
MACION Y ENERGIA POTENCIAL DE LAS FUERZAS CONSERVATIVAS

W = TRABAJO REALIZADO POR LAS FUERZAS NO CONSERVATIVAS

(TALES COMO LAS DE AMORTIGUAMIENTO)

§= VARIACION TOMADA DURANTE EL INTERVALO DE TIEMPO DE t,
A t,

EN ESTE PRINCIPIO SE ASUME QUE LA VARIACION, éx, DEL DESPLAZAMIENTO

EN LOS INSTANTES t, Y t, ES NULO.
EJEMPLO
K 1 _:2 1 ,.2
J—WW—]\y l—ep(t) T = 5 mx“ ; V = > kx” (ES LA ENERGIA DE DEFOR-
; ain MACION, UNICAMENTE)

S STTITTTT 77T

awnc = p(t)éx - cxéx
t t
2. 1 2 1,2 2 '

J 6(7 mx° - ka )dt + f (p(t)sx - cxéx)dt
‘l:1 . t1

t, . t, :
J (mxéx - kxsx)dt + J (p(t) - cx)éx dt = 0O
ty t

t
2e + .
J fmx&x - (cx + kx - p(t))éx]dt = 0
t
1



INTEGRANDO POR PARTES EL PRIMER TERMINO DE ESTA INTEGRAL;

t t

2 . . . tZ 2 ..
J mxéx dt = mxéx] © - J[ mx § x dt
t
t1 . 1 t1
t .
={ mxéx dt
t
POR LO QUE

t
2 . .
I [- mx - cx - kx + p(t)]sx dt = 0

ty

PUESTO QUE sx ES ARBITRARIA, LA ECUACION ANTERIOR SE SATISFACE EN

GENERAL SOLO SI

mn.c.+cx+kx-p(t)=0

EJEMPLO
T (1)
X 4 il v(x,t) = p(x)z(t)
7“"V(X{)N
t " APLICANDO EL PRINCIPIO DE HAMILTOI!
ﬂﬂ e(d) L
e 53 = 1 f m(x) (v, (x,t)Pdx
: v(xt) 2 ol e
L ; ENERGIA POTENCIAL POR DEFORMACION.
m(x) L
£L(X) 1 " 2
+ I l,, Ve > L EI(x) (v"(x,t)) dx
b, (4)—# L

e(t) = %J [v' (x,t)] %dx
(o]

ENERGIA POTENCIAL DEBIDA A LA FUERZA NORMAL:
L
N 2
Vy = - -Z-J [v'(x,t)]“dt

o

|
i
{



EN ESTAS ECUACIONES: Vv = dv/dt ; v' = dv/dx
!

v''= dzv/dx2

PUESTO QUE NO HAY FUERZAS DINAMICAS EXTERNAS Y SI CONSIDERAMOS AMOR-
TIGUAMIENTO NULO, ENTONCES Gwnc = 0, POR LO QUE

t

r2

J §(T-V)dt = 0 0

Y

t, L : L

J [} m(x)vt&,t) cvtdx -J,El(x)v"(x,t) sv''dx +

L
+ N J v'(x,t) 6v'dx] = 0
0

TOMANDO EN CUENTA QUE

Ve =V t v, vt = "2, v' = ¢'Z v = Y2

svt = 6v , 6V" = Y"8Z, 6v' = y'sz, &v = ydz

SE OBTIENE
t2 L L
[ ] . 2 LN
J [262 J m(x) y“6x + szo(t) J m(x)yéx -
t, o 0
L L
- 26z J EI(x)(w")zsx + Nzéz J (w")zcxl dt = 0
o .
)

INTEGRANDO POR PARTES LAS PRIMERAS DOS INTEGRALES Y HACIENDO
L

J m(x}wz
o

m dx = MASA GENERALIZADA



L
K = J EI(x) (¥")%dx = RIGIDEZ GENERALIZADA SIN CONSIDERAR
(o)
FUERZA NORMAL
L L .
= (x) (¥")“dx - N| (y')“dx = RIGIDEZ GENERALIZADA“CON'N
P 07 M- 0
L
p(t) = FUERZA GENERALIZADA EFECTIVA = - v_ J m(x)y8x

SE OBTIENE LA ECUACION

2 L.
[ [mz + kz - p(t)]sz dt =
t

POR LO QUE

mz + kz = 5(t)

0

o)

CASO PARTICULAR. CONSIDEREMOS EI=cte Y m=cte = m

SEA v(x) =1 - cos%% : EN TAL CASO:
L L
m = [ m(y)dx = m J « - cos%%)zdx = 0.228 nL
0 (o]
ST N=0:
L L 4
k = EI(w")de = EI (X cosﬂﬁ)zdx =3 _EL
2 2L 3
4L L
0 (o] .
L L
. - i - ) x _ .
p(t) = vo(t) J my dx = mvo(t) J (1 COSZL) dx 0.364 vao(t)
0 (o)
SI N#0:
4 L L
R EI 2 _ T X2
k = z7 Eg - N_j (v')"dx = N J (ZL senZL) dx

0 o



EA - S
37 37 8L
<% EI Ncr"2 +% EI
PARA CARGA DE PANDEO: }» it 0 N__ = - 5
= 4EI N
CON LO QUE K= ZEL 1 - K Y LA ECUACION DE EQUILIBRIO
32L cr

QUEDA EN LA FORMA:

——— ——— s = v v s

. 4_- .
0.228 mLz(t) + MEL (1 - Ny ;) = 0.364mLv (1)
3213 Ner °

LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL CORRESPONDIENTE ES

I el
m EI(1-
) ( N_. ) l

w -—
7.296 mL?

enmamrne!



14.

_ EJEMPLO
A UNA ESTRUCTURA DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE
20 TON EN SU MASA, OBSERVANDOSE UN DESPLAZAMIENTO ESTATICO DE 0.2 CM.
AL SOLTAR SUBITAMENTE LA FUERZA SE REGISTRA UN PERIODO DE OSCILACION

DE 0.2 SEG, Y QUE LA AMPLITUD EN EL SEGUNDO CICLO ES DE 0.14 CM.

s
o9

g4 e -
Z_Z/C_ e Oor w’%;,*
: (ap#i‘c*oo\o L. ) o o
. ! e=Yo ncoan.enie “ETN . = Ol
R i A |
-—— . - A - f—e T
2 Oi \ 1/ ER‘ '
77 77577 | g '
|
CALCULAR u, ohf'L y ¢
1. pE T' = 2T = T2 _ 2n/W _ 0.2 Y K = %;2 100 ggﬂ
w K GE; .
M
SE OBTIENE
wir? kg/an? = (0.2)% x 100 x 981/4x° = 2:08 % 100 x 982
W= 99.4 TON
_ 2w _ 2m _ RAD v o 1 _ 1 ’
2. w' = T 092 = 10x SEG £f' = ok 7.3 5 cps
0.2 _ _
3. L 1n 014 = In 1.43 = 0.357
. L _ 0.357 _
T = 5‘; = —2—;—— = 0.0568 0 T = 5.68 %
C= ¢C,. = t2/KM = 0.1132 }/iﬁﬁ—E“gé*.il-/é_'B'i"

1.132 x 0.318 = 0.36 TON SEG/CM
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_EJEMPLO
CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTHD

A LA SIGUIENTE EXCITACION:

At A
CON C =0
o mx + kx = P,
: — X = C1 senwt + C2 cosuwt
; £
SIENt =0, x=0Yx-=
C = -F /k Y C =0
p ”"‘
= =2 (1 - cosut); ’\\\v ~<\\\
B = FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA = p = (1 = COSmt)
()
BMAX =2, ENt =T/2, 3T/2...

AHORA, SI LA EXCITACION ES DE DURACION t,

A A i SI t<t,
I - Do (1 - t)
ﬁ : B ey X = k COSw
! | . w P
% x(t) = ko senwt
_ _ff - é EN t = to'.

= pO
x(to) =X - c05mto)

. :')pO
x(to) = senmto

SUJETQ

+ po/k

>¢

CONDICIO-
NES INICIA
LES PARA

t>to

|
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SI t>tb’ X =Acoswt' + B senwt' , CON t' = t - to

ENt'=0(t-= to),SE DEBEN CUMPLIR LAS CONDICIONES INICIALES AN-
TERIORES, LO CUAL CONDUCE A

o

A = EQ (1 - coswut ) Y B = -2 senwt
k “*o k “%o

)

p
POR LO QUE X = 1? - c05wto) coswt' + 1? senmt0 senwt'

P ——— .
= 1? /(1 - c05mt0)2 + senzmto sen(wt' - 0 )
0
p ”-
X = 1? /&(1 - CcOos to) sen(pt' - 0)
P ot
= 1? (2 sen—fg) sen{yt' - 08)
N e ————— 2
B= FACTOR DE AMPLIFICACION
wt t
= o _ 9
BMAX = 2 sen 3 2 sen(n.r)
"to T
| CUANDO T = 3 BMAX = 2
Erax N
Rl i o e e e
j j
|
| 7
- ——— L. 4 Iy . R ) R [’ =
R/ C5 0. /E =6 /T
EL MAXIMO ’ EL MAXIMO OCURRE DURANTE LA EXCITACION
OCURRE DES-

-
PUES DE LA
EXCITACION

mt

SI t /T ES MUY PEQUENO, sen T° = nt /T




-14|||

Y = Zpo _"__tg - Zpo “’to - poto - I
XMAX kK T mk 2 mw mw
m

EN DONDE i = poto = AREA BAJO LA EXCITACION

EJEMPLO: EXCITACION DADA POR UN IMPULSO-SEA UN IMPULSO APLICADO

DURANTE UN INTERVALO DE TIEMPO At MUY PEQUENO, TAL QUE At/T << 1:
A "'. /N .
rFo l
| % 4t

P
5

ot -:/.'////"L//é'a-‘) BNV ///t)c/f
&

l’,g " :
B 2
At 7,

POR EL PRINCIPIO IMPULSO - MOMENTO SE TIENE QUE

|
;,

At .
I =/ p(t)dt = mx

0
EN DONDE x ES LA VELOCIDAD QUE EL IMPULSO LE IMPRIME A LA MASA DEL
SISTEMA. DESPUES DE At EL SISTEMA QUEDA VIBRANDO LIBREMENTE CON
VELOCIDAD INICIAL x(0) = i , MIDIENDO EL TIEMPO EN LA ESCALA DE
t', Y CON DESPLAZAMIENTO INICIAL QUE PUEDE CONSIDERARSE NULO, DEBIDO
A QUE EN EL CORTO INTERVALO DE TIEMPO at LA MASA ADQUIERE UN DES-
PLAZAMIENTO DE MAGNITUD DESPRECIABLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SER

x(t') = lm&l_ senwt' = %-senmt'

SI EL SISTEMA TIENE AMORTIGUAMIENTO,

- ]
I e zwt

x(t') = e senw't’
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SOLUCTION AL PROBLEMA DE VIBRACIONES FORZADAS

A. FUERZA EXTERNA

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE EXISTE p(t) Y QUE xo(t) = 0,
SIENDO p(t) ARBITRARIA
ﬂ—— _5{,
F@ﬂ v PR
—N o f !
R ] ,
-L __--»/ - ’ I - »\~ I [} b‘t
|
: I
' P ;
S o1

PUESTO QUE d7<«<T, LA FUERZA APLICADA EN t=7 PRODUCIRA UN INCREMENTO

INSTANTANEO EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A

© _ p(r)dr
Y ="w

Y UN INCREMENTO INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y=0.
TOMANDO ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t="%, LA EC.5

DA COMO RESULTADO

y(t) = E%%%gl sen w' (t-1) e-h(trr) s t>7

PUESTO QUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPONER LOS EFECTOS
OCASIONADOS POR LOS IMPULSOS APLICADOS EN CADA t QUE HAYAN OCURRIDO

ANTES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES.DECIR,

'
!
!

)
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i t 3
i y(t) = ﬁf% J p(1)e h(t T)senw'(t—r)dr ; (12)
LA FUNCION M—ml,— e PE=T) cunut (t-1) ,OQUE ES LA RESPUESTA A UN IMPULSO INSTANTA-

NEO UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONOCE COMO FUNCION DE TRA!NSFERENCIA DEL

 SISTEMA.

o P(E)
i *‘ .

N e - -
; Y .
: T > — ‘

LA SOLUCION DADA EN LA EC. (12) SE DENOMINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA

G

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRIO; LA SOLUCION GENERAL ES:

1
Muw'

-h(t-1)

X t
g y(t) = Ae” cos(w't-08) + /S plt)e senw' (t-1)dr
I

EN DONDE A y 6 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO
Y VELOCIDAD, y(0) Y y(0O), RESPECTIVAMENTE. EN GENERAL LA PARTE DE
LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES LA MAS IMPORTANTE,

YA QUE LA OTRA PARTE SE AMORTIGUA RAPIDAMENTE.

B. MOVIMIENTO DEL SUELO

PARA ESCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE
EQUILIBRIO PARA EL CASO DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CAMBIAR p(t)/M DE LA EC. (12) POR -xo ’

YA QUE EN DICHA ECUACION APARECE EN EL MIEMBRO DERECHO p(t)/M CUANDO

LA EXCITACION ES P(t) Y APARECE-Xo CUANDO LA EXCITACION ES POR

MOVIMIENTO DEL SUELO. EN ESTE CASO
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LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES

; (T)e-h(t-T)

o (14)

senw' (t-1)dr

8 -t

; -1
Y=
- EJEMPLO

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD CON AMOR-

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA EXCITACION ES LA SIGUIENTE:

(i
E 4 = 0
a x (t) = a, SI fgtst
o ‘; ) i\ _J_‘ - A"_.’ t LN 2 ,
‘o xo(t) = 0, SI t<0 O t>t

CONSIDERESE QUE y(0)=0 Y y(0)=0. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES
SON NULAS SE TIENE QUE A=0 (UTILIZANDO LA EC. (13) Y LA SOLUCION PAR-

TICULAR QUE SIGUE, EC. (A)):

t t

y(t) = L / a senw(t-1)dr = =2 J sen w(t-t)dr
w . w
_. =—a -
= — (1= coswt) SI 0ztst (a)

€

PARA FINES DE DISENO ESTRUCTURAL ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA

MAXIMA; ESTA OCURRE CUANDO coswt =+~1, O SEA, CUANDO'

]
3
@]
rr
|
]
il
|

wt
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Y VALE

max {|y)fr =25 > T°, SI Oggst_ O 0gTg2t

PATA t>to, O SEA, PARA T/2>to ES NECESARIO OBTENER LA RESPUESTA EN VI-
BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELOCIDAD Y DESPLAZA-

MIENTO CORRESPONDIENTES A t=to:

= =3 - . = -2
y(to) = wz (1 coswto) ; y(to) " senwto

APLICANDO LAS ECS. (5) Y (6) OBTENEMOS:

y(t) = :% [senmto senwt' - (1 - c05wto) cosuwt']
w
. ca // 2 - 2 v
= 2 sen“wt  + (1 coswto) sen (wt g)
_ ~2a '
y(t) = =5 senut, sen(ut' - §)
w 2
-1 1-cosut
| — - = e ——————
DONDE t' =t -t Y § = tan “( senut_ )

EL VALOR MAXIMO DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALO ES

2a wto
MAX{'Y(t)I} = —5|sen—5—

w

, SI t>t_ O T>2t
(o] (o
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EXCITACION ARMONICA

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO EN QUE LA ESTRUCTURA ES EXCITADA POR LA

FUERZA ARMONICA
p(t) = Po sent

DE DURACION INDEFINIDA.

LA SOLUCION DE ESTE PROBLEMA SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A

p(t) = Py senQt EN LA INTEGRAL DE DUHAMEL Y OBTENIENDO SU SOLUCION.
SIN EMBARGO, EL RESULTADO LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACION DE QUEA
PARA QUE EL MIEMBRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO
APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE
TENGAN COMBINACIONES DE TERMINOS TAMBIEN ARMONICOS. CONSIDEREMOS,

POR LO TANTO, LA SOLUCION

y(t) = A senQt + B cosQt (14)

Y DETERMINEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A Y B PARA SATISFACER LA
ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR
A y(t), y(t) Y y(t) EN LA ECUACION DIFERENCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC-

TORIZANDO:

2

(-a02 - 2h0B +w2A) senqt +

P
+ 2hAQ +w2B) cosQt = T% senQt + 0 x cosft

(-an
PARA QUE ESTA IGUALDAD SE CUMPLA SE REQUIERE QUE

-20%-2haB + wlA = -2

-BQZ + 2hQA + sz

]
o
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RESOLVIENDO ESTE SISTEMA DE ECUACIONES SE OBTIENE:

P
5 (80 =)
A =
(w2 -92)2+ 4h292
Po
B -2h@ M
(w2 -2%)%+ 4nq?

SUSTITUYENDO A Y B EN LA EC. (14):

pO
_ M 2 2
y(t) = ) ) ) {(2=w") senfit - 2hQ cosQt} (15)
(™ =27)° + 4h”"Q
O, TAMBIEN
pO
_ M
y(t) = . sen (Rt - §) (16)
(02 -22)2 + 4n2q2
TN DONDE @ = ANG TAN (:%) = ran~?! —%ﬁﬁ—f = ANGULO (17)
wé -0 DE FASE
DIVIDIENDO NUMERADOR Y DENOMINADOR DE LAS ECS, (16)Y (17) ENTRE w2
SE OBTIENE:
T e -
D {
e}
% !
I y(t) = ————g————————— sen(a2t - §) | (18)
| _a° 12 .
j (1 m2) + (2z-) —J
-1 25% I .
g = TAN T —— (19)
1-2 |
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SI SE TIENE EXCITACION ARMONICA EN LA BASE DE LA ESTRUCTURA

xo(t) = asenQt, O SEA, xo = aﬂzsenﬂt. BASTA CAMBIAR A po/M EN LA

EC. (16) POR -an; HACIENDO ESTO SE OBTIENE

(2/w) >
/ 2 2 2
. 2 Q
/(1 - )+ g

y(t) = - a sen(qt-g) (20)

_FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA DE DESPL.= B = MAXIzégll

E>d ? _/’l | ‘1\'\

J 1 ) 0
3 - | /".'[
r r\\\\
7 | L
2t v : \\ =00
0.5 e
// > 7 i ‘\\
1‘-‘:’/“—'“"—_—_;"“N_”_\\:__—
" ~ - l\\\» \\
L2 i
—— e - ey [ - o ——
o 0.5 1 1.5 2 W
FIG. 1. CURVAS DE AMPLIFICACION DINAMICA PARA EL CASO DE-FUERZA
- EXTERNA ‘

— P - P

! 1
: B. = (21)
| e /i1 - 852 4 (282
L 2 YR
[y i
LOS FACTORES DE AMPLIFICACION DINAMICA DE VELOCIDAD Y ACELERACION SE
{
SE PUEDEN OBTENER DERIVANDO RESPECTO A t LA EC. (16) O LA (20), SEGUN

¥
SEA EL CASO. LOS RESULTADOS SON, RESPECTIVAMENTE,
]

s(t) ) _ _ 9 a2 _ y(t)
M| Ll = By = 5By Y By = (7R = max|E ) 22)



EJEMPLO

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS ARMONICAS
SE PROBO UNA ESTRUCTURA, AJUSTANDO LA MAQUINA EN LAS FRECUENCIAS
RAD . RAD
= jbnalionady Y = —_— \
Ql 16 SFG ¥ 92 25 SEG’ CON UNA FUERZA MAXIMA DE 500 LB EN CaADa
CASO. LAS AMPLITUDES Y ANGULOS DE FASE DE LA RESPUESTA QUE SE MIDIE-

RON FUERON:

p, = 7.2 x 10-3in, g, = 15° (cos@, = 0.966 ; send = 0.259)
1 1 1 1
py = 14.5 x 10’3in, g, = 55°(cosf, = 0.574; senf, = 0.819)
EVALUAR LAS PROPIEDADES DINAMICAS DEL SISTEMA.
HACIENDO:
P p
pr T Ba, Tk T3 - v 2
i 1 -8° 1+ [2z8/(1-89)] i
— -\ ya
cosﬂi
p_. cosf,
PR 5 i 8=2/u
1 -8
o)
p. cosf.
k - kg2 = =2—1 - xo%n (23)

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS:
1b.

)
Kk - (16)2m = 300 (0.966) 100 000 1B

7.2 x 10° gﬁi:><<:j;k = in
, 2
K - (25)%n < 500 (0.574) |- m 3}}28_5 1b SEG

14.5 x 1073 in

_/ k. RAD
w =/ == 27.9 g5
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USANDO LAS ECS. (17) Y (23) SE OBTIENE:

p_ sengd.
t = 5g—%;— i DE DONDE ¢ 16500 {0-259) —— = 15.7%
i*Py 257>5 100 000(7.2 x 10 ")
RESONANCIA

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGUAL A LA NATURAL DEL SIS~

TEMA, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESONANCIA. DE LA EC. (20)

ES EVIDENTE QUE SI B8=Q/w=1 SE TIENE

y(t) =

\

a sen(Qt-g)

aniF1H

O(By) og = 7%; EN CASO DE MOVIMIENTO DEL SUELO Y DE FUERZA EXTERNA

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA

OCURRE CUANDO @ = w#l-Zc% EN EL CASO DE y(t) y y (t), EL MAXIMO OCU-

RRE, RESPECTIVAMENTE, CUANDO

Q=uw Y Q =;72===r- SI r< 20%, LOS VALORES DE ESTAS Q NO
2
1-2g

DIFIEREN EN MAS DE 2%.
EL MAXIMO VALOR DE Bd (PARA Q@ = o 1—2;2) ES

Byax = —F—= O (By) yax = (a/)?
2;/1-c2 2;/1-;2
SI SE TIENE FUERZA EXTERNA O MOVIMIENTO DEL SUELO, RESPECTIVAMENTE.

SE OBSERVA EN ESTAS ECUACIONES QUE SI =0, (Bd)MAX = o,



SI SE ANALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE

MOVIMIENTO PARA EL CASO DE CONDICIONES INICIALES NULAS Y 8=1 SE TIENE

QUE:
- P
y(t) e ht(A sen w't + B cos w't) - kO ngwt

y(0) = B - p_/(2tk) = 0

DE DONDE, HACIENDO y(0)=0 Y y(0)=0, SE OBTIENEN:

A= p—o w = p—o- ———————1 ;s B = E-Q L
k 20w k 5 ! k 2z
2/&-;
POR LO QUE
y(t) = %— -p;(—o- [e"ht (== senu't + cosu't) - coswt]
z ;1—c2
PARA AMORTIGUA&IENTOS PEQUEFOS ;
y(e) - 1 (e—ht-l)coswt
po7k 2¢
th'f
P m-=e-
| s _{;L,
e o 23
KV fom e I e
,! “\\“: i Ix ) | 1 t
| SRR X
Si &)0 y Bl
SI ;=O, APLICANDO LA REGLA DE L'HOSPITAL, SE OBTIENE:
y(t) _ 1 (senwt - wt coswt)
po7k 2

O SZA, EL MAXIMO DE LA RESPUESTA TIENDE A INFINITO GRADUALMENTE.
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CARACTERISTICAS DINAMICAS DE LOS REGISTRADORES DE SISMOS.

SI 1A ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRUMENTO ES ARMONICA, DADA POR LA

ECUACION
xo(t) = a senft

EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER

B

2
w w

= _ 1 1
I O

Yrg Q72 Q,2
Vi-22 + 2l

po )

PUESTO QUE LA FIG I CORRESPONDE A Bd, Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA

tr = 0.7 SE TIENE Bd = 1 PARA 0<2/w < 0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA-

ZA@;ENTQﬁDE_LA_ﬂ%?A QE UN_§I§&E§A E?»ﬁRdPORCIONAL A LA ACELERACION DE
SU BASE, SI ESTE TIENE AMORTIGUAMIENTO DEL 70% Y SI LAS EXCITACIONES
QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS INFERIORES AL 60% DE
LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEMA. SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO

RESULTA SER UN ACELEROMETRO.

EN INGENIERIA SISMICA LA MAXIMA FRECUENCIA DE INTERES ES DEL ORDEN DE
10 cpPS (T = 0.1 SEG), POR LO QUE LOS ACELEROMETROS TIENEN FRECUENCIA

NATURAL DE 16 A 20 CPS.

|
|
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POR OTRA PARTE SI LA EXCITACION DEL SUELO ES X, = a senft, O SEA,

X3 2 T

X =-a N“senfit, ENTONCES EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER EL

SEffALADO EN LA ECUACION (20), ES DECIR,

B = (2/w)
I
d |/('1-(o/w)2) + (2c9/w)°

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVA QUE SI z=0.5 Y @>w EL DES-
PLAZAMIENTO DE LA MASA ES PROPORCIONAL AL DEL SUELO; SI ESTO SE

CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYE UN DESPLAZOMETRO, CONOCIDO TAMBIEN

COMO SISMOMETRO.

) ""\'\
Bcl A 2 = : \ v

[6X
|
e
o
CoR

L /ey

————

DETERMINACION EXPERIMENTAL DEL AMORTIGUAMIENTO DE UNA ESTRUCTURA ME-

DIANTE VIBRACIONES FORZADAS ARMONICAS

o]
bd é — - (Byq) 2 -;—— s €y = DESP AZAMIENTY £07271
- /, 7 = ﬁo/‘
s c -
(&cl) m&’x
Ea
2k |- '.'
NIT4 + o= pECU_TALCS 12 47 POIFHIS
\
P . 5‘ CUBIL L F NN P ERINENTEL
= N/
¢ N /
=25~ A
& ! - J l —— e ....-. -..--—L__—-_ R
0 1 2 3
B A
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SI SE DETERMINA Bd EXPERIMENTALMENTE MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS

DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS ARMONICAS, Y ADEMAS SE DETERMINA

Po? ENTONCES

)
L E e (24)

|
% 2(Bg)vax

OTRO METODO PARA DETERMINAR t CON BASE EN LA CURVA EXPERIMENTAL DE

Bd SE CONOCE CON EL NOMBRE DE 'METODO DEL ANCHO DE BANDA DE LA MITAD

DE POTENCIA" ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALOR rms DE LA AMPLITUD EN RESONANCIA, EL CUAL VALE

(By) yax/’/27 SEAN B, Y 8, ESTAS FRECUENCIAS. DE LA ECUACION DE By
SE OBTIENE: rms = 2 = RAIZ CUADRADA DEL VALOR MEDIO CUADRATCO
P
N2 -
P )
2
L0 o, a-s2s (2e8)?
2o <t °

ELEVANDO AL CUADRADO AMBOS MIEMBROS:

I S 1
832 (1-8%)°% + (2¢8)°

DE DONDE 82 =1 - 2;2 + Zcfg +C2

DE AQUI, DESPRECIANDO EL TERMINO Cz DEL RADICAL, SE OBTIENE

2 bl 2 .
By = 1 -2z - 2 ; By = 1 -z - c2
2 2 .
82 =1+ 27 - 2¢ : By = 1+ - cz
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" 1
B, -8
DE DONDE Tz _37;_£ (25)
{ +~P\L
i o SLytete
EJEMPLO_ i Dy = 23702
& - 2 |
- 5.67x|0;nkwy\
] e ﬂ
Q EE ~ B.eTx10"¢ . .2
x ' 2T i = 4.0 K0T
! > Li.
- i f’// y 2 '
£y
e - ;
= ;
= b4

YPUE
.

EREY
)

!
N
1>
P

4

¥

Y b ——e
c——— § ’ L _ ._.-1_._
Sy = 19.55 =, = 20.42 L
- - _ RAD
DE LA EC (25) AQ = 92 Ql 0.87 SEG
2, i p
. B2 "By freg  fres % 7 f  0.87 _ 2.18%
i 2 2 R, + @, 39.97 .

METODO NUMERICO § DE NEWMARK PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE VIBRACIONES

FORZADAS.

EL METODO QUE A CONTINUACION SE DESCRIBE ES ADAPTABLE A SISTEMAS NO

LINEALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD.

PROCEDIMIENTO:

1. SEAN Yy yi'ﬂyi' CONOCIDOS EN EL INSTANTE ti, v ti+1=ti + At.

SUPONGAMOS EL VALOR DE Yis1

2. CALCULEMOS vy, , = y; + (yi + yi+1)At/2 (26)
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3. CALCULEMOS y,,, £y, + y,at + (5 —8)y, (at) + gy, (a6) (27).

4. CALCULEMOS UNA NUEVA APROXIMACION PARA y A PARTIR DE LA

i+l
ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO:

. ) ) ) o
Yit1 T 72%0¥5.9 T 0 (¥i4 T Yese) T (XD i41 (28)
DONDE Yost = p(ti+1)/k

5.  REPITAMOS LAS ETAPAS 2 A 4 EMPEZANDO CON EL NUEVO VALOR v,

HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORESDE Yist

CASI IGUALES.

SE RECOMIENDAN VALORES DE B DE 1/6 A 1/4 Y At0,1T PARA ASEGURAR

CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD.
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M =4 U Seg%tn
EJEMPLO HIRNRAYAYAYA . ,
__.._5-..\.\>,':-_'\\/. & 0.2 . 0.4 © f—
- |
- Ab \/\\ |
X=36 7 - \\_\\\ }i
) —-12
“ 2y (t)=-301
1 1

CALCULAR LA RESPUESTA DE LA ESTRUCTURA APLICANDO EL METODO B DE

NEWMARK
o o ' _ . RAD
w= VRM = J/36/4 = 3 an
h=1tw =0.2x3=20.6 ; T-= %} = 2,09 SEG

TOMAREMOS 8=0.2 Y At = 0.2 (= 0.1T) SUSTITUYENDO EN LAS ECS. (26),

(27) y (28):

= yi + 0.1 (yi +y )

Yi+1 i+l
Yip1 - Y + 0.2yi + 0.012yi + 0.008yi+1

Yier = "1e2¥549 ~ 9549~ (X) i

EN t=0 SABEMOS QUE SE TIENE y=0, y=0 Y y=0

EN t=0 + At = 0.2 SEG; SUPONGAMOS y, , = 5.0 IN/SEGZ; x6"=-6
y; =0
vy, =0
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)
e .
¥ [ Yipq =0+ 0.1 (0+5) =05 ;y. ,=0+0+0+0.008x5=0.04
<)
M| Y4 =102 X 0.5 - 9 x 0,04 = (=30 x 0.2) = 5.04
| Yier T 04 0.1 (0 +5.08) = 0.504 5y, = 040+ 0+ 0.008 x5.04 =
-
© 4 = 0.04032
()
o) .
2
[\V] = - - - =
| Yiep =712 X 0.504 - 9 x 0.4032 - (-6) = 5.033 IN/SEG
ESTOS CALCULOS SE PUEDEN ORGANIZAR MEDIANTE UNA TABLA COMO LA SIGUIENTE:
- Tt Tty T ee ! TTT e l R M N -
! t § X Y : Yy . ! Y !
| SEG IN/SEG’ ING/SEG> ING/SEG | IN |
P - T ;
0 0 0 0 j 0 3
D g Sl U S e crm——— e C e e - — e B N . N <
0.2 -6 | 5.0000 0.5000 0.04000 |
. . t
. ' 5.040 0.5040 0.04032 |
; 5.033 0.5033 © 0.04026 !
| s é 5.034 0.5034 ©0.04027 !
P e et - e e vane @ e e - i
0.4~ ' -12 : 8.0000 i 1.8078 0.26536 |
’ ' | 7.442 i 1.7510 0.26079 |
| 7.534 | 1.7602 . 0.26163 |
| 3 7.533 ' 1.7601 | 0.26162
S 5ttt A
! i
0.4F 0 ; ~4.467 L 1.7601 ' 0.26162 |
- S S S OO
0.6 0 . -6.000 ' 0.7134 | 0.51204 |
: -5.464 | 0.7670 | 0.51633
. -5.550 . 0.7584 0.51564 |
, . ’ . ' |
|
! . 3 . ]
EN t = 0.2+ At =0.4 SEG: X_ = -30 x 0.4 = -12

y, = 5.034, y =0.5034, y, = 0.04027
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SUPONIENDO yi'f'l = 8,000 SE OBTIENE:
o | y... =0.5034 + 0.1 (5.034 + 8.000) = 1.8068
ba i+l
S 4y, = 0.04027 + 0.2 x 0.5034 + 0,012 x 5.034 + 0.008 x 8 = 0.26536
g| se
~ | Yy4q = -1.2 x 1,8068 - 9 x 0.26536 - (-12) = 7.442 IN/SEG’
+ LN} *q [ X ] LX) _ - -
EN t=0.4" SOLO CAMBIA y : yg , =vy ,_ + X, = 7.533 - 12 = -4.467

EN t = 0.6, Yi =-4.467) Y; < 1,7601: y = 0.26162
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ESPECTROS DE RESPUESTA ESTRUCTURAL

RECORDEMOS QUE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE VIBRACIONES FORZADAS CON
EXCITACION SISMICA ES
l t LR ]

Y(t) = ;—, fox_(t-te

- 00

—relt=t) o o' (t-1)dt

DE LA OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZAMIENTO
RELATIVO, V(t), ES FUNCION DEL TIEMPO, t. EL AMORTIGUAMIENTO, z, Y
LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, w (O DEL PERIODO NATURAL):

y(t) = f(t,w,1)

FIJEMOS UN VALdR DE ¢z, POR EJEMPLO =0, Y LUEGO ASIGNEMOS VALORES A
w, POR EJEMPLO 0.1, 0.2. 0.3, ETC, HASTA CUBRIR UN INTERVALO DE INTE-
RES, Y PARA CADA CASO CALCULEMOS LA FUNCION RESULTANTE DE APLICAR LA

ECUACION ANTERIOR. CON ESTA OBTENEMOS

yl(t) = fl(t, 0.1, 0) fl(t)

Yz(t) = fz(t, 0.2, 0) fz(t)

y3(t) f3(t, 0.2, 0) f3(t)

SEAN D, = MAX|y, (t)] = D(uy,z)

D

Ll
]

5 = MAX|y, (t)| = D(uw,,z)

D

3 MAx[y3(t)| = D(uy,%)
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Desplazamiento relativo,

X(t), puig
JF—. 4[3
L o hd
o Lis J\A - o
n UJ UUV '
| 1
2} 1-2
- - —d de{iu(t)|}=3.28 pulg. = B35 cm 1'31
T W VAT VAR AN VOET RN YRS YR PN YN VRN SAURY W WA YUY TUREY W U DU TN WO ST VY DO W S _1.
0 L) 10 15 20 25

Tiempo,t.seq'

Respuesta de un sistema amortiguado simple
con T,=10seg y { =0.10, al sismo de

El Centro, Cal., 1940, componente N-S
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EN TAL CASO, LA GRAFICA

AD

ES EL ESPECTR0 DE RESPUESTA DE DESPLAZAMIENTOS PARA =0, SI ESTE PROCESO DE

REPITE FIJANDO OTROS VALORES DE C POR EJEMPLO, £ =0.02, 0.05, 0.1,

0.2, ETC, SE OBTENDRAN LOS ESPECTROS DE DESPLAZAMIENTOS CORRESPONDIENTES

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS PARA OTROS TIPOS DE
RESPUESTA, TALES COMO VELOCIDAD RELATIVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, QUE SON,

RESPECTIVAMENTE

V = MAX|y(t) '._;,w i A= MAxlic'(t) IE,m (29)

PSEUDO -~ ESPECTROS

ESTADISTICAMENTE SE HA ENCONTRADO QUE
S = wb =V (30)
S. = w’D = A % wv (31)

AS_Y S, SE LES LLAMA PSEUDOESPECTROS.

DE LA EC. (30): log D log V - log w= log V + log T - log 2«

DE LA EC.(31): log A

log V + log w= 1log V - log T + log 2n

ESTAS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO;
LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1, SI SE USA
w COMO VARIABLE INDEPENDIENTE; SI SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN-

TE + 1, Y LA SEGUNDA, -1.
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Vol
D A

N ALTERNSTIVAMERTE o EN
TERMINDS LEL FELIZDA,

X .

. ’ 7 , b
a5 ;;25\\\
e

CALCULAR EL ESPECTRO CORRESPONDIENTE A LA EXCITACION (CONSIDERESE z=0)
b5,

!
|

I
N
<

EJEMPLO

por— o

. -
b} t 4
EN UN EJEMPLO ANTERIOR SE OBTUVO

y(t) = -2 {1 - coswt), SI Ogtéto

w2
D = MAX|Y(t)]| = %% ; 0:%§tor (0§T§2to)
_ 2a
SV=ND*T ,SA=wV=2a
wt
Y D=M_Axly(t)|=2—;‘sen-2—° , SI T>2 t
N o
t wt
_ _ 2a o _ _ o
s, = wb = = | sen = Sy = wV = 2a|sen—§—|
w0
\ sen——
LIM S = Efg (at, . 2_y= at,
w0 w o}
7 4

!
CASO PARTICULAR: SI to =1 STG y a = 100 IN/SEG2
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—x1
_ 100T T Xt
Sy = =% | sen 5 | =
= l-Oo—Tlsen —=| SI T>2 SEG
T T
LIM 'SV = 100 IN/SEG

T> »

37.



Pseudovelocidad V,en pulg/seg

38.

1000 r—- I
r 1 / ' >< >: i’q 7| S’oo
y |/ . SN o
, \ VA 7N
500\ AN ﬂ N /“L. e ,/: 4')<\.\ P !\;_\.‘,A

boﬁ ‘__. X to— 1 seq t s /:\.\L\ <
" ///>< B 0 100 puig/sey? ! 4 FeN ; %
PrIassey i N1 :<_>%

100 ; . : 1%
50 g N é / ! A /
X XA N AN
AN /‘7 ///’\ ¥ |
\'xq / | /
* NS S5 {oo

Periodn natural T,en seq

Espectro no amortiguado correspondiente a un puiso rectongular
de aceleraciones.Segun N.Newmark y £.Rosenblueth ref 1
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o o
L

Componente N-S

o @
o o)
| |

’

Desplazamiento maximo D,en cm

N
o
]
"k
' g
‘\
[ Y

H
o
{

) 10 = 20 3.0 4.0
Periodo natural T, ,en seg

Espectro de desplozamientos . Sismo de Tokachi -Oki, Japon
(1968) . Segin H.Tsuchida, E.Kurata y K. Sudo, ref 4
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Componente N-S
200;—

150

£=0.05

[

V locidad relativa mcxima V,en cm/seg

100 N

(4]
o]
VY
[
°
[
(o]

0 1.0 2.0 3.0 4.0
Periode notural T, , en seg

A
Max {l x.o(”l} ‘ _
Componente N-S
3.0
_ Mox{i Xolt) S} = 207.67 cm/seg?
20

\,\_\
£=0.10 —/}'\\

j | | I } ] T
00 1.0 20 3.0 4.0
Periodo natural T, ,en seg

1.0

Espectros de velocidades y de aceieraciones.Sismo de Tokachi-
Oki, Japon (1968) . Sequn H.Tsuchida , E.Kurata y K. Sudo,
ref 4
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° VERTICAL
- v.-_/_./ ..... -
(%4
(-]
L w
: M,\/\),W‘NEW‘\~ N 10746"W
< e _———
t
0 200 229

Acelerogramas originales del sismo registrado el
11-V-1962 ,en lo ALAMEDA CENTRAL, Mex.D.F.

Iy
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DISTRIBUCION DE LAS FUERZAS'CORTANTES EN UN ENTREPISO

oy Y
'/ii Ky ZF. = K, 8+ K, 8+...+ K 6=V = K
SN AR _ué eq
l | sz
Xy | Ko Z 6L K; = 8 K o
i , == \f\f \/\I"“ %‘J
L . 4 Xn P
! L : Z
y, 3' oo E Xo-4 —> 2
1 iy
i i K'-\—1 i
L WA -g
, WIN— I a—
, K. ﬂ i Reg = % K|
| | 9 =1 |
Y
i 1 IM;, = IF X, = IK 8X; = 8IK X, = VX,= Keqesxv
I KX,
X, = 1=i | <==—====——= POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES
r K, |
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_DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANTES DIRECTAS Y POR TORSION
/ / -7 7T,
7 4
e / 4 /
p 7
Cev‘\'h«ﬁ_ ’————-/-—»—-—_-—_- _.._/..../...-..
o /
Sovondog - / ¥ ’ /’ i
- / W~ /
C 7 Flt’crl“a_.____}»‘ —_———— - .._._/:.._"
’ yd dQ/‘"\Q"CJB Fx e / A Vi |
o , /Qx Vs y »/-/‘ ‘ i
centro cle —_——f - — —— — Wt o\ SR S .,‘//1'/
r?qic‘gcq_g — ey m_._.-_.-—’//? , 7 7
‘r 7 4 /
R. —_—ym—m e e e S -~ - - -
_ LR y I ;
/ T e
[__.. -— -— - f‘*.—m—- — NI -
V.
Y o .
f []
o | csoe §\ g
3z 4 2
i N
S/ 7T 7777777
C.G. \('?=F3 |
©
Mr, ca(® l
i |
c.e cK. "
My |
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VEAMOS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FUERZAS CORTANTES EN LOS MARCOS

. V. .
1“1 y1

IM = IF_ X} +IF_ ¥}
it Yi

0(ZK_ X'% + IK Y'?)
x; 1 y; 1

=M
Tx

1
~

POR LO QUE

o .- - - e,

Yy TX yx x'2 + zK_Y'°2
x.,1 y. i

‘, i i i
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SISTEMAS NO LINEALES DE UN GRADO DE LIBERTAD

ECUACION DE MOVIMIENTO-

Mx + Q(y,y) =P(t) ; vy = x-x = DESPLAZAMIENTO RELATIVO

S1 O(y, y) = KY + CY SE TIENE EL SISTEMA ELASTICO LINEAL

MODELOS PARTICULARES

1.  RIGIDO-PLASTICO Q &

Q4

Q =—Q1 + Cy, SI y<0
Q= Q2 + Cy, SI y<0 EN DONDE C = CONSTANTE. SE HA EMPLEADO COMO
MODELO EN EL ANALISIS DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA

Y ENROCAMIENTO

2. ELASTO-PLASTICO AQ
i "
i HQ Bu H

————— i

Q = Ql(y) + Cy

SE EMPLEA COMO MODELO EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCTILES,
FACTOR DE DUCTILIDAD = u = vy, /¥,
Y, = DESPLAZAMIENTO MAXIMO QUE PUEDE SOPORTAR EL SISTEMA SIN

FALLAR.



3. SISTEMA BILINEAL_

Q .
/

e -
-

— e T e ——— s — H
CON ENDURECIMIENTO
SE USA COMO MODELO PARA ANALISIS

DE PUENTES COLGANTES

Q

A

1/',/\
Ty

CON ABLANDAMIENTO
SE USA COMO MODELO DE SISTEMAS
QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-

MIENTO (MUROS DE MAMPOSTERIA,

POR EJEM)
4. TIPO MASING
Ql (INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES)
“':-”’] -Q°—Q(y-y°)
= - 17 2
7 §
U o Esquelajo d
la curva j
Q, = FUERZA EN y = y_ |
Yy, = DESPLAZAMIENTO EN EL CUAL EI PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO

DE SIGNC) POR ULTIﬂA VEZ

CASO PARTICULAR DEL ESQUELETOQ

Yy -9 Q
yiI 9 Q

+ o (T (MODELO RAMBER - OSGOOD)

DONDE y,, Q;, o y r SON CONSTANTES POSITIVAS

N

/"G—. A= O

,r=4

e}
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_EJEMPLO: CASO BILINEAL

EJEMPLO CASO ELASTOPLASTICO

P
A
D
5
=y

METODO B DE NEWMARK \
PARA EL ANALISIS DE SISTEMAS NO LINEALES SE PUEDE USIR EL METODO B

DE NEWMARK DESCRITO ANTERIORMENTE.



_ EJEMPLO

54{2+ht
ety 7777]

e

ECUACION DE EQUILIBRIO

y = 2t

h

47.

c “-9375 Cimg
Vet tons
30 —
1
5 ———————————
c s S d $15,

- 0(Y) _ P(t) - o(y)

PARA LA APLICACION DEL

M

2

EXPRESIONES:
£y, = t; + At
=Y
Yigp = ¥y + (Y + Y00 at/2
Yi+1 = Yi + Yi At

CONSIDERANDO At

= 0,10 SEG. Y B =

+ (0.5 - B)gz'i (At)2 + 8 Y

1/6

DINAMICO , MY + Q(Y) = P(t)

(I)

2
iv1 (4%

SE PUEDE ESCRIBIR;

METODO DE NEWMARK SE TIENEN LAS SIGUIENTES



‘:'i+1 = ‘:’i * %‘5 (;i + .Y.i+1) (I1)
Y = Y, + Y. (0.10) + g5 (2¥, + Y,,,) (II1)
EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE:
{ SE ASUME i{.l. +1
SE CALCULA ii 1 CON LA ECUACION (II)
{ sE caLcura Yo CON LA ECUACION (III)
SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE s.z.i +1 CON LA ECUACION (I),
_ ETC.

PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS:

Qb . Qmax

Qog

S R

J Ymax
1. COMPORTAMIENTO ELASTICO ' QO = 32 Y TONS
2. CAMBIO DE RIGIDEZ oy Q = 30 + 18 (Y—Yo) TON
3. DESCARGA ’ Q = dex - FZ(YMAX—Y) TONS

ESTA ULTIMA EXPRESION MANTIENE,bU VALIDEZ HASTA QUE,(YMAX-Y) §2Yo
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Y = 0.9375 CMS ;i 9, = 30.0 TON
° _ 50 _ _ _
PAR.A_t_O, -ﬁ-_é-— 25 ; _‘[— 0, Y— 0

ler. CICLO
SEA §i+1 = 20 COMO PRIMER TANTEO. EN TAL CASO
§i+1 =0 + ;5 (0 + 25) = 2,25
Yie1 =0+ 0.10 x 0 + 3%5 (2 x 25 + 20) = 0.1167

Q = 32 x 0.1167 = 3,7330

y _ 50 - 3.733 _ ‘
i+1 5 23.1T4
20. CICLO \
- {‘{’
y t— — T.I
141 = 23.13472 16.567;
Yipq = 73.134/600 = 0.1%;9

Q = 32 x 0,1219 = 3.9000

Yipp = (50 - 3.9)/2 = 23.050
f
3er. CICLO :

[
!
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CICLO

Yie1 = 23.052

= = 4
Yiel 23.052/2 2.4026
Yi+1 = 73.052/600 = 0.12175

0= 32 x 0.12175 = 3.8960

‘< .
i

(50 - 3.8960)/2 = 23.052

ETC.

50.



LOS CALCULOS BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE:

SEGS

0.0
0.10

0.7278

b
TONS

50.90
50.00

50.00

50.00

50.00

5.00

i

CM SEG

Y 2

25.000

20.000
23.134
23,050
23,052

20,000

17,445
17.513
17.511
10.000
9.560
9.569

0.00

4.0750 .

4.0141

4.0150

0.00
-1.9230
-1.9000
-1.8944
~1,8946

-24,3946 .

R

-30.000
-29.126
-29.136
-29.138

~32.000
-31.289
-31.320
-31,299
~31.301

-31.620
-31.409
-31.420
-31.4093

En t=0.5 + SEG, Ay =-45/2 =

Y 1

CM SEG~

0.00

2,.2500
2.,4070
2.4025
2,4026

4.5552
4.4270
4,4310
4,43075

5.8060
5.7840
5.7848

6.2630
6.4670
6.4640
6.4640

6.6650
6.56975
6.5700"
6.5700
3.8503
3.8940
3.89347
3.89347
0.83657
0.87057
o
0.87147 |
-0.00313
-0.000352 |
~0.000205 |

51,

X 0
CMS TONS
0.00 0.00
0.1167 3.7330
0.1219 3.9000
0.12175 3.3960
0.12175 3.8960
0.4722 15.110
0.46793 14.970
0.46804 14.977
0.46204 14.977
0.98610 30.8750
0.98540 30.8620
0.98543 30.8630
1.5958 41.849
1.6026 41,972
1.6025 41.970
1.60250 41.9790
2.2623 53.846
2.2591 53.789
2,25912 53.789
2.25912 53.789
2.7848 63.251
2.78626 63.278
2.78624 © 63.277
2.78624 . 63.277
3.025127 | 67.577
3.02626 . 67.598
|
3.02641 | 67.600
: -
3.03850 . 67.818
i
3.03853 © 67.818
3.03853 | 67.818
-24.3946

-22.5 .. -22.5 - 1.8946



CONTINUACION DEL CUADRO ANTERIOR

EN ESTOS CALCULOS SE INTRODUJO t =

52.

t p 'Y Y Y Q
S S SO
0.80 5.0 ~28.000 ~2.1449 | 2,959611 65.293
~30.146
; ~30.000 -2.21708 | 2.957874 65.237
| -30.118 |
~30.117 , -2.22127 | 2,95777 | 65.234
0.90 5.0  -27.00 | -5.07712 | 2.59025 | 53.473
-24.236 ! § ; :
. =25.00 -4,97712 | 2.59358 , 53,580
' -24.290 | |
. -24.294 | -4.94182 | 2,59476 | 53.617
24,308 ~4.94242 | 2.59474 53.617
1.00 | 5.0 _14.00 | -6.85782 | 1.99614 34.461
| . -14.7305 !
| ' -14,7200 | -6.89382 | 1.99494 34,423
| | -14.7120 | -6.89342 | 1.99495 34.423

0.50" Y 0.507 PORQUE PARA ESTE

INSTANTE SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS

A 5,00 TONS, CON LO CUAL SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA ACELERA-

CION DEL SISTEMA Y., EN ESTE INSTANTE NO SE PRODUCEN CAMBIOS EN Y

Y Y. EL TIEMPO t = 00,7273 SEG. SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE

CALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE O, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE
SE INICIA LA DESCARGA DEL SISTEMA. ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE

LA BASE DE APROXIMAR Y A CERO, OBTENIENDOSE YMAX=3.03853 CMS y

Ouax = 67-818 TON.

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS.



1.0

e

l

Xméx = 3.03853

0.728 Seq

‘€S



; SO S R
t ; y(supuesta)' P : Y _1 0 g(calculado)§ Y ! NOTAS
Seqg. i Cm Seg-2 i Ton § Cm. ’ Ton Cm Seg-2 ! Cm seqg”!
L O
0.0 - - so.oo? 0.00 0.00 25.00 . 0.00
©0.10 ;| 23,0520 50.00! 0.12175! 3.896 23.0520 2.40260
. 0.20 17.5110 50.00| 0.46804, 14.977 17.5110 |  4.43075
0.30 9.5690 50.00; 0.98543 30.863 9.5690 5.78480 -{- CAMBIO DE RIGIDEZ
0.40 4,0150 50.00] 1.60250} 41.970 4.0150 5 6.4640
~n§_*gL§gf -1.8946 50.00 | 2.25912| 53,789 -1.8946 6.5700
T 0.504 |~ - 5.00| 2.25912| 53.789 -24.3945 6.5700 -+ CAMBIO DE CARGA
0.60 -29,1380 5.00] 2,78624| 63,277 -29.1380 |  3.89347
0.70 -31.3010 5.00| 3,02641| 67.600 -31,3010 f 0.87147
0.7278 | -31.4093 5.00| 3,03853| 67.818 ! -31,4093 | -0.000205 - Om&x, Ym&x.
0.800 -30.1170 5.00| 2.95777 | 65.234 -30.1170 { -2.22127
'+ 0.90 -24,3080 5,00 2.59474| 53.617 -24.3080 -4.94242
;__1.9p_ -14.7120 _ 5.001,99495| 34.423 | -14,7120 -6.89342

Y m&x = 3.03853 cms
RESPUESTA MAXIMA

="

QO max 67.818 tons

4]

S S
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CRITERTIOS PARA TRAZAR ESPECTROS DE DISENO ELASTOPLASTICOS A PARTIR DEL ELASTICO

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXIMO DEL SISTEMA ELASTICO

Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO:

l(A Q - Ky = KYMAX = _Q_g
p y u u
Gef---- -
///’ E y = D = uy = uD
QP - - o e MAX e y p
| t
: ; De
- D = =£
33 ;Y P u
:Jr..éx:/qu
2. CRITERIO DE IGUAL ENERGIA ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA:
8 q
\|
KYe b m—— _-7',
P
d !
A
]
A R s
P S S BN -
M yj 5" y@ NP
Ky .y. Ky.y !
e’ e = y y + K ';
> Yy (p -iYy)
) 2
U 4
\ 2 =.‘. + - 2 = ~'~‘ _X
Ve Py P Vyp T Yy Ty 2
y y !
1 e 2 _’p _1._ 1 )
G sy, e
)’y Yy g
4
y ) !
Y Y | |
y :
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y
y, = ——
y Y2u- 1
y
. . é]MAX _ D
y_MAX P /s /7T

POR LO TANTO

Dp = De/VZu- i Y Qp = Qe/VZu- 1

AMORTTGUAMIENTO HISTERETICO

SI SE CUENTA CON EQUIPO PARA MEDIR EL ANGULO DE FASE ENTRE LA FUERZA DE EXCI-
TACION Y EL DESPLAZAMIENTO RESULTANTE, SE PUEDE EVALUAR EXPERIMEN-
TALMENTE EL AMORTIGUAMIENTO DEL SISTEMA CON UNA SOLA PRUEBA DE
VIBRACION ARMONICA EN RESONANCIA. ESTA SE LOGRA CUANDO SE AJUSTA
LA FRECUENCIA DEL EXCITADOR DE TAL MANERA QUE EL ANGULO DE FASE SEA
90°, YA QUE:



ANGILy DF

~ N~

: ‘ . a
A=

57

EN ESTAS CONDICIONES LA FUERZA DE EXCITACION QUEDA EN FASE CON

LA VELOCIDAD DE LA MASA YA QUE

y = A sen(wt - 8) = -A coswt, SI 0 = 90°
Y & = Awsenut sy Yy = Amz coswt
Y DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO:

MAwZCOSwt + CAuwsenwt + K(-A coswt) = posenwt

SE VE QUE SE DEBE CUMPLIR QUE:

pO
CAw = p, , DE DONDE |C = 1=

DE LAS
2
y
Y
2
p

P e ———————

Aw

a——

ECUACIONES ANTERIORES SE DEDUCE QUE:
2 22 2 2
= A” cos“w” § ZZ = cos wt
A
= pg senzwt s = senzmt

SUMANDO:

>Nr<N O.UNPN

+
O.UN[UN

= senzwt + coszmt

(1)
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QUE ES LA ECUACION DE UNA ELIPSE CON LOS EJES COORDENADOS y Y p,

“ - ASI (fig 1): |4 v
‘ 4 ‘Fc AREA =W = =5

Flg 2

FIG 1
SI EL AMORTIGUAMIENTO NO ES EXACTAMENTE VISCOSO, LA GRAFICA QUE SE

OBTENDRIA DE p CONTRA y NO SERIA EXACTAMENTE ELIPTICA, SINO ALGO
| COMO LA LINEA PUNTEADA AHI MOSTRADA. EN ESTE CASO SE PUEDE UTI-
LIZAR UN AMORTIGUAMIENTO VISCOSO EQUIVALENTE, DE TAL MANERA QUE EL AREA

W;, DE ESTA CURVA SEA IGUAL A LA DE LA ELIPSE EQUIVALENTE, Weq-uApo,
ES DECIR '
W3
Wy = mAp, , DE DONDE p; = -%
POR LO QUE, DE LA EC. (I)
W3
Ceq " TwAZ a (D
zws'
ADEMAS, C_. = 2/KM'= 2K/u ; DE FIG. 2 : C_,. = 2(—3)/p, DE DONDE
A
€q Ccr

teq " Wd/(4nws).1 | (1)
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DE LAS ECS. (I) Y (II) SE CONCLUYE QUE EL FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO

VISCOSO ES FUNCION DE LA FRECUENCIA, .

EXISTE OTRO TIPO DE AMORTIGUAMIENTO QUE ES INDEPENDIENTE DE LA FRE-
CUENCIA, QUE SE CONOCE COMO AMORTIGUAMIENTO HISTERETICO, EL CUAL
PRODUCE UNA FUERZA EN FASE CON LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA,

PERO PROPORCIONAL AL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR

£ = nk |y (¢) |-ZLE (1II)
y(t) |

DONDE n ES EL COEFICIENTE DE AMORTIGUAMIENTO HISTERETICO. EL DIA-

GRAMA DE fa DURANTE UN CICLO ES

PARA % n<t<2m §¢
T PARA 0<t<z
. T AREA - 4
. f TOTAL
'7/(' 7 = m 3m / |
| _A~. . y d = =
A P = 2 ™ 2 / 2‘1’1’
P "/ RV 4 y BN
. A7 S oW ) we
f \M\' / _,,‘/’,:/ A 3 I | 7 |
: - /// ' //' A Y / ! :
\yg‘l\ y ‘ '
{

. | p
: : il
PARA m<t<a | PARA pcten

_ A x nkA _ 2
wd = 4 — = 2A nk

SI SE CONSIDERA QUE LA ENERGIA PERDIDA POR HISTFRESIS SE PUEDE REPRE-~-
SENTAR MEDIANTE UN AMORTIGUADOR VISCOSO, ENTONCES, DE LA EC. (II') ¥
FIG 2:

2 - .
= 2A"nk _ n_ o n o= me (IV)
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METODO B DE

NEWMARK PARA SISTEMAS LINEALES DE VARIOS

GRADOS DE LIBERTAD

EJEMPLO -
10 1 2 0
K = M= ; C. =0 para todo i
1 5 0 1 1
X.. . =X. + (X. + X..,) At | PARA CADA
i+ i i Y X41) 3
| MASA O GRADO
_ . 1 ee 2 oo 2
Xipq = X; + XAt + (58X, (at) + 8 X, (at) DE LIBERTAD
)
At = 0.2 ; B = 1/6
MOVIMIENTO DEL SUELO: X_ = 1.2t (X, EN CM Y t EN SEGUNDOS)
ST 0<t<2 SEG, Y X_ = 4.8-1.2t SI 0<2¢4 SEG
Y X, =0 SI t<0 0 t>4 SEG
SI Y= XX, Y Y, =X, - X
.. . Q,
MY+KY=0 + MY+Q=20; Q =[ ]
(PUESTO QUE X_ = 0)
mp Yy v Q=0 * Y= -Qy/my
my, Y+ Q=0 > Y, = -Qy/m,
EN t=0, Y;=0, Y;=0, Y;=0
EN t=0.2, SUPONGAMOS X,=1.35 Y X.=1.50 SM__
1 2 5
SEG
X =1.2x 0.2 =0.24

o



CICLO

er

1

~——

PARA LA MASA 1:

+ (1.35 + 0) L2
+ 0+ (- 00.2)°

.009 - 0.24 = - 0.23

=4
—h
I
=

PARA LA MASA 2:

+ (1.5 + 0) 953 =0

+ 0+ 0 + %

Y, = 0.01 - 0.24 = -0.23

AR

x 1.5(0.2)% =

0.135
1
XO‘*E

1

.15

0.01

2.54 i,
-*> .e
1.38 X

2

x 1.

35 (0.2)% = 0.009 CM

= 2.54/2 = 1.27=Y1
.. oETC.
= 1.381/1 = 1.381 = Yz
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Procecsmien? /ferative
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2., Cblenemeos i, 94 X, ; 2..'3 v X con s expre

Slones oe/ ﬂ—ﬂew mark.
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se¢ reptle el clelo.

Ex/o/‘gubo:s el /5- KNewmark Paré ﬁc 2’- 1 42z 6‘./.5::‘5?.

A ° o./] ,°*° o0
xd-{-/ = x‘.‘ + re (x.&"‘xjﬂ)
o P . e o
A = Z‘,;+a.95(,z;+24‘+:) R [&2-3)
o 2 *° 2,7 %
%’ = x" o 0./ x-t' * (‘2"’"‘) (0:!) xl' +(o.l)(2.) zﬂ/
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VIBRACION DE VIGAS EN FLEXION

AMORT IGUAMIENTO NULO _ R i jf tn \‘\M,; 25
, l
B ( Tﬂ v L,
~f It Ty SRS
A 7/ S—— 2 L o —
77 I
) Eo_gdz) EI(z), m(2)
_— oV i
pdz - (V + 55 dz) - f,dz = 0 (1)
)2
EN DONDE f;dz = mdx ——§ (2)
at

SUSTITUYENDO (2) EN (1) Y SIMPLIFICANDO:

2
2V 3 X
W o_p X (3)
0z at2

Mo+ Vvdz - M+ 2az) =0 Wov (4)

(DESPRECIANDO LOS TERMINOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS MOMENTOS
DEpY fI)

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE

OM | X g (4")
9z at {
;M BZX
TOMANDO EN CUENTA QU%EE = SE OBTIENE FINALMENTE
} R
2 2 é
L2 ¢ mF = p (5)
92z 9z {’at

|

s



AMORTIGUAMIENTO VISCOSO

- FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR
aX

—

VELOCIDAD TRANSVERSAL = Ys

c(z)

2
oV 9 X 39X
— = p - m_ - C ——
DY 8t2 ]

(6)

- FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR DEFORMACION DE LA VIGA,

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER DE DEFORMACION PLANA

N (=

n

-

/
+ 2

£
& 57
M

amort J

3
oyda = cy1(2)%3

9z73t

Cq= AMORTIGUAMIENTO
POR DEFORMACION

INCORPORANDO EL MOMENTO DEBIDO AL AMORTIGUAMIENTO EN LA

EC. (5)

2 2 3 2
G R e R A
9z YA 92 93t at

ax
ot

SI LA EXCITACION ES POR MOVIMIENTO DE

(6)

LOS APOYOS, SE PUEDE

DEMOSTRAR (CLOUGH Y PENZIEN, PAG 303) QUE:
2 2 3 2
) 5 X & X orX X
—s (EI &5 + C;I —5—) + mS5 + c=- = p
bzz az2 d azzat étz ot efect.
;
EN DONDE |
-82 azxs &st azxs AX
p _ (EI +C,I - ) - m -¢c— (D
efect 572 572 v 2., 5t 3t
! \

\

x(z,t)= x__ (z,t) + x(z,t)] |\
t0t est Lo



DESPLAZAMIENTO PSEUDOESTATICO OCASIONADO POR EL MOV. DE

~
]

LOS APOYOS DE MANERA ESTATICA

DESPLAZAMIENTO DINAMICO

X =

SI SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS-
LACION POR APOYO:

4
X =%

s 75 1¢iai(t) (8)

ﬂi(z) = CONFIGURACION DE LA VIGA
DEBIDA A Gi=1

l— _ Xg= O/C”S (2253m/cn?s
! psevdoestat/co

INCORPORANDO (8) EN (7):

2

4 378 (z)

.. . 2 .
9
P =-z {(mP.6.(t) + c B.6.(t) + “—[c,I(z)—=— 6.(t)]} (9)
efect ._, i1 i'i A " i
EN LA MAYORIA DE LOS CASOS EL AMORTIGUAMIENTO INFLUYE POCO EN LA FUERZA
EFECTIVA Y LA EC.(9) SE SIMPLIFICA A

Pefect ~ mﬂi(z)gi(t)

{
=
N~
—

EN EL CASO DE UN VOLADIZO

p— == 5y
_ &1 2 1
91 (z) = 1 n ffL 4

Pefect -~ - Mm(2) ZS.1(t)



ANALISIS DE VIBRACIONES LIBRES

CONSIDEREMOS UNA VIGA DE SECCION CONSTANTE (EI= CONSTANTE ; m=MASA
POR UNIDAD DE LONGITUD).

a4x - Bzx
DE LA EC.(5): EI —¢ +m — = 0
9z at
4 - 2
wr il > slor Al (10)
oz ot

RESOLVIENDO LA EC. (10) POR SEPARACION DE VARIABLES:
x(z,t) = 8(z) Y(t)
IV ﬁx . oV, m oYt
8 (Z) Y(t) +'E—I 9(2) Y(t) =0 ; '—e'(—z(j)- ""}Tﬁ?} =0

POR LO QUE

IV LR ]
0V (z) _ . m Y(t) _ . _ .4 )
st = - Tt C =a” (C = CONSTANTE)

POR LO TANTO OBTENEMOS DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS:

61V(z) - a* 6(2z) = 0

B | 4
Y(t) + w’¥Y(t) = 0 DONDE % = 2EL
' m
2
i 4 _ o™m
o a ET

LA SOLUCION DE LA SEGUNDA DE ESTAS ES:

!

Y(t) = X&Ql senwt + Y(O%;COSwt : (11)



LA SOLUCION DE LA PRIMERA ES:

0(z) = A1 sen az + A2 cos az + A3 senhaz + A4 coshaz (12)

EN DONDE LAS Ai SE CALCULAN EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON-
TERA DE LA VIGA EN AMBOS EXTREMOS.

EJEMPLO

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON:

en z=0: 6(0)=0, M(0)= EI 8(0)

i
S

en z=L: ©0(L)=0, M(L)= EIO"(L)

[
()

SUSTITUYENDO 8(0o)=0 Y 8"(0)=0 EN LA EC.(12) Y SU SEGUNDA DERIVADA:

0 (o) A, + A4 cosh 0 = 0

2 . = =
" # AZ - A4 - 0
8 (o)

az(- A2 + A4 cosh 0) =0

HACIENDO LO MISMO CON 6(L) = 0 y @"(L) = 0:

o(L)
6 (L)

A1 sen alL + A3 senh aL = 0

—+A3 = 0
az(-A1 sen alL + A3 senh alL) = 0

POR LO TANTO, 8(L) = A, sen aL = 0

PUESTO QUE A

=0 ES LA SOLUCION TRIVIAL, SE DEBE TENER QUE A, SEA

:
ARBITRARIA Y QUE ?

t v

1

sen aL = 0 > a. =nr; n=20,1, 2,...,=
L)

i
POR LO TANTO, a = nn/L. #ECORDANDO QUE

a = wZm/EI, SE TIENé QUE



nZTI'2
2

(%3 = (nn/L)4EI/ﬁ 0 w_ =

n L

/E1/m

SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VIBRACION DE LA VIGA.

LAS CONFIGURACIONES MODALES SON

On(z) = A1 sen —— 2z

2o. MODO

2 R
3z . = 2" El/m
3 L2
3er. MODO




1. ECUACION DIFERENCTIAL DE MOVIMIENTO DE UNA VIGA QUE SE DEFORMA EXCLU-
STVAMENTE POR CORTE

z
+ ‘ SISTEMA DE REFEPRENCIA MOVIL 0 Q
0z
/1
[ =
: S 1
g H Q |
/ L z
4 _ N
V4
FlG fa : FIG 1b

Consideraremos el problema del movimiento de una viga en voladizo,
empotrada en un extremo y libre en el otro, que tiene la propiedad
de deformarse exclusivamente por efecto de las fuerzas cortantes.
Este sistema puede servir de modelo sencillo para estudiar, al
menos cualitativamente, el comportamiento de edificios altos estruc-
turados a base de marcos rigidos asi como la transmisién de ondas
planas de corte que se propagan verticalmente en un estrato de

suelo horizontal. No obstante lo dicho, la ecuacidén diferencial

se estableceri con alguna generalidad algo mayor de manera que sea

aplicable a otros casos.

Consideremos 1la viga de Fig. 1a, empotrada en O y libre en su otro
extremo. El movimiento lo referiremos a un sistema de referencia
absoluta (sistema inercial); elegiremos ademds un sistema de refe-
rencia mdévil, solidario con la base de la estructura y animado de

un movimiento de traslacién horizontal y rectilineo.

De manera que si Oo y O son, respectivamente, los origenes de los
)

'
H

S e



dos sistemas de referencia mencionados

0,0 = S(t) (1

es una funcidén conocida del tiempo t, que representa el movimiento del

suelo en la direccién Ox. Supondremos que el movimiento de 1la

" base es inexorable; es deéir, la base tiene un movimiento impuesto

por el suelo, no hay desplazamiento de la base respecto del suelo
circundante, ni tampoco la base gira. Dicho de otro modo, ignora-

mos o no tenemos en cuenta la interaccidén dindmica entre el suelo y \

la estructura. Tendremos, entonces, que

S(t) = a(t) (2)

es la componente horizontal de la aceleracidén del suelo en la direc-

cién Ox.

Llamaremos, x(z,t) el desplazamiento horizontal de la estructura en

el punto de cota z, referido a su base O; z la cota de un punto

cualquiera de la viga; A el 4drea de la seccidén transversal de la

viga, G el mbédulo de elasticidad transversal del material de 1la

viga, K un factor que depende la forma de la seccidn transversal
(adimensional) y H el largo de 1la viga, que representa la altura

total del edificio que pretendemos modelar, o el espesor de la

capa de suelo, si es eso lo que pretendemos representar. Final-

mente, llamaremos m la masa por unidad de largo de la viga y Q el |

esfuerzo cortante en la seccidn a cota z.

Del segundo principio de Newton aplicado a un segmento de viga |

(ver Fig 1b) obtenemos la ecuacidén diferencial



2
] - 39
m Az ;——Z—(X + S) = Q + Q + 37 AZ

O BIEN !

Bzx
Btz

+ ma(t) = 33 (3)

La ecuacidn constitutiva de 1la viga de corte es

Q = kaG 22X (4)

eliminando Q entre las ecuaciones (3) y (4), obtenemos

32x 5 3X
matz + ma(t) = EE[KAGEE (5)

En general, m y KAG son funciones de z (viga de seccidén variable y
con distribucién variable, mejor dicho no uniforme, de la masa).
En el caso general tendremos, entonces, poniendo explicitamente

esta dependencia funcional

il

m

m(z)
k(z)

(6)

KAG
en que m(z) y k(z) representan la masa local y la rigidez de corte

local de 1la viga.

En el caso particular de una viga uniforme, que serd el que tratare-
mos en detalle, m(z) y k(z) son costantes y la ecuacidén (5) toma

la forma

37X KAG 3°x

= - t 7
22 m 2 a(t) (7)




Pondremos
2 KAG
: (8)

con lo cual la ecuacion (7) se transforma en

azx 32

2 X
— =c" —5 - a(t) (%)
Btz 322

que es la forma mids cimple de la ecuacién de ondas.

El pardmetro c tiene dimensiones ILT'1| y, seglin veremos, represen-

ta la velocidad de propagacibén de las ondas a lo largo de la viga.

Para resolver cualquiera de las dos ecuaciones (5) o (9) necesita-
mos conocer las condiciones iniciales y las condiciones en los ex-
tremos o condiciones de borde. Las primeras se refieren al estado
en que se encuentra la viga en un instante determinado, t=o0, por

ejemplo. Las segundas describen las condiciones de vinculo.

Las condiciones iniciales se pueden dar especificando, por ejemplo,
la posicién y la velocidad de todos los puntos de la viga en el

instante t=o:

x(z,0) = £, (2) , (10)
x,(z,0) = £,(2) ; (11)

Las condiciones de borde pueden ser muy variadas. En nuestro caso

se tiene

x(o,t) = 0 (12)
= (H,t) = 0 | (13)

. . \ . -
La primera de estas ecuaciones dice que el extremo inferior de 1la

\
viga se mueve junto con la base. ;La iltima expresa que el esfuerzo

!

i

3
m

!

ok



de corte es nulo en el extremo superior.

Observemos, aunque sea trivial, que la ecuacidén diferencial |ec (5)
o ec (9), seglin el caso| es independiente de las condiciones inicia-
les y de borde; por lo tanto, su validez es general. Esto fluye
indistintamente del borde de dichas condiciones no han tenido para
que ser tomadas en cuenta en la deduccidn de la ecuacidn diferencial
y que la consideracidén del caso particular de 1la vigé en voladizo

no ha tenido otro fin que fijar la atencidn sobre un caso concreto.

2. MODOS NORMALES DE LA VIGA DE CORTE EN VOLADIZO

Consideramos el caso particular de una viga uniforme en voladizo que
se deforma por corte exclusivamente, suponiendo que la base se encuen
tra en reposo (S(t) = constante). Trataremos de determinar movimien
tos en que x(z,t) pueda expresarse como el producto de dos funciones,
una que depende exclusivamente de z, y otra que es funcidén de t sola
mente. Veremos que esto es posible siempre que la funcibn de t sea
una funcidén sinusidal cuya frecuencia sea igual a uno de un conjunto
de valores discretos. Resultarid asi que todos los puntos de la viga
se moveran con movimiento arménico simple, con la misma frecuencia

y en fase o en oposicidén. Las funciones de z quedaridn completamente
determinadas, salvo un factor de amplitud arbitrario. A estos movi-
mientos tan especiales los llamaremos modos normafes o modos princ4-

pales de oscilar.

Pongamos entonces

x(z,t) = B#(z)£(t) _ (M



La ecuacidn diferencial para la viga uniforme con base fija
(s(t) = constante) se obtiene de la ecuacidén (1.9) poniendo en ella

a(t) = 0. Resulta

53¢ 53 (2)

Sustituyendo la expresidn (1) obtenemos

2 2
g(z) L£ =28l £y
dt dz
o bien
ats a‘s
ats _ 2 dz? (3)

Ahora bien, el primer miembro de (3) es funcién de t solamente, mien-
tras que el segundo miembro depende s6lo de z. Pero t y z son varia-
bleé independientes; luego, para que se pueda cumplir (3) es pre-

ClAO que ambos miembros sean iguales a una misma constante.

Llamemoiﬂjmz dicha constante. Obtenemos asi las dos ecuaciones dife-

renciales ordinarias siguientes

2

%ff + Wl =0 (4)
2 2

49 v e g-0 (5)

dz c

. . !
Decimos que hemos logrado separar las variables de la ecuacion en
derivadas parciales (2), o que hemos separado dicha ecuacidn en dos
ecuaciones diferenciales ordinarias. La constante w recibe por

ello el nombre de constante de separacidn.



La solucidn general de (4) se puede escribir en la forma

f(t) = R cos(wt+e) (6)
que representa una oscilacidn armdénica simple de frecuencia
circular o y fase inicial e

La solucidn general de (5) es
g(z) = A sen(%}) + B cos(%? (7)
Recurrimos ahora a las condiciones de borde (1.12) y (1.13) que se
pueden expresar en la forma
g(o) =0
(8)
g'(H) = 0

Sustituyendo la expresifén de #(z) encontrada en (7) obtenemos

B=0
(9)

w wH
- A cos(?; 0

Este sistema admite la solucién trivial %é=0, B=0, que.corresponde
al reposo en la posicién de equilibrio y no nos interesa. Por lo
tanto, suponemos %? # 0, con lo cual nos vemos obligados a concluir

que un movimiento del tipo postulado sélo es posible si u es raiz

de la ecuacidn trascendente
cos(—) =0 (10)

cuyas soluciones son

w, = (2n-1)3% (n = 1,2,3,...) (11)



Las frecuencias W reciben el nombre de fgrecuencias normales o fre-

cuencias natwwales de la viga. La ec (10) es la ecuacibn de grecuencias.

Observemos que

Wil oWyl wgl ... = 1: 3: 5: ... (12)

Las frecuencias naturales, ordenadas de menor a mayor, son entre

si como la sucesidn de los nfimeros impares. Los periodos corres-

pondientes valen

T, =T ) (13

y forman, por consiguiente, una progresidn aménica

Finalmente el conocimiento transversal de la seccidén de la viga si-

tuada a la cota z, para un instante t cualquiera, estid dado por
2n-1
xn(z,t) = An sen(—%ﬁ—lnz cos(mnt + en) (n=1,2,3,...) (14)

Cada uno de estos movimientos recibe el nombre de modo noamal o modo
prineipal de oscilar. NOtese que las constantes An y én han quedado
sin determinar. Esto es asi porque no hemos hecho uso de las con-
diciones inciales. An es la amplitud del modo de orden n; e, €S su
gase inicial o simplemente {ase. Al modo de menor frecuencia se le da

el nombre de modo gundamental. Los demds se designan como 20.,3er...modo,
"0, genéricamente, como modos superiones. En el caso particular que

nos ocupa, dada la relacidén armdnica de los periodos, establecida

anteriormente, se habla de auménioas superiores.



Las frecuencias wy Y las funciones ﬂn(z) reciben el nombre de
frecuencias modales y funciones modales , respectivamente. También se
usan los apelativos de frecuencia caracteristica, valorn caracteristico,
grecuencia propia, valor propio, eigenvalue y los correspondientes funcibn

caracterniuica, etc.

Convendremos en normalizar o estandarizar las funciones modales,
elijiendo su amplitud igual a la unidad. Con esta convencién ten-

dremos

p_(z) = senﬂZB%%lli ' (n=1,2,3,...) (15)

Las fuerzas cortantes del modo de orden m quedan dados (para

An=1) por

ax_(z,t) - -
Qn(z,t) = kAG ——3—37—— = KkAG LZ%ﬁlll c:osiglz—l-ﬁl)-15 cos(m&:+ en)

El corte en la base es (para An=1)
2n-
Q, (0,t) = kAG {ZBT cos(u t +e ) (16)

Luego, el corte en la seccidén situada en la cota z referido al

corte basal valdra

, L
DD el e, 25,00 (7
n ’

El momento de volteo (positivo en el sentido trigonométrico po-

sitivo 7) estid dado por (para An=1)




10.

- 13D (Zn-1)nz
Mn(z,t) = KkAG % 1)" + sen > ] cos(mnt + en)
Luego
M (0,t) = (-1)" KAG cos(w t + e ) (18)

Por 1o tanto el momento de volteo referido al momento de volteo local

€S

M (z,t)
n*=’ - _45N (2n-1)nz
M;TETFT = 1 + (-1)" sen A (19)

Finalmente, llamemos kn la altura a la cual habria que aplicar el
corte basal para obtener en la base un momento estdtico igual (numé-

ricamente, o sea, en valor absoluto) al momento de volteo basal.

Tendremos
|Q, (0, t) |h, = [M (o,t)]
de donde ,
hn 2 ;
T = T S (m=1,2,3,...) (20)

‘expresidén que se ha tabulado @ continuacién.

.
.
h :

n H

1 0.6366 {
2 0.2122 /
3 0.1273 !
4 0.0909 f
5 0.0707
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La tabla anterior da los valores de hn para los cinco primeros

H
modos. Asi, si se aplica el corte basal correspondiente al primer
modo como una fuerza estitica horizontal a la cota 0,6366 H,
el momento de dicha fuerza respecto de la base es igual al momento
de volteo basal en el modo fundamental. El resultado de ec (20)
y la tabla muestran que, a igualdad de corte basal, el modo funda-
mental es el que tiene importancia predominante en el momento de

volteo basal.

A una conclusidén anidloga llegamos examinando las ecuaciones (16) y
(18). A igualdad de amplitud de oscilacidén, mientras los cortes
basales midximos crecen con'el nmero de orden del modo, segfin la
serie de los nfimeros impares (1, 3, 5,...), el momento de volteo
basal miaximo permanece el mismo (en valor absoluto) para todos los

modos.

En la Fig 2 hemos representado esquemdticamente las funciones modales

y las razones Qn(z’t) Mn(z’t) paran=1, 2, 3

Qnio,ti ’ Mnio,ti
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m,(z,t)
m,; (Oa t)

FIGURS 2

Los puntos para los cuales gn(Z) se anula se llaman nodos; aquéllos

para los cuales ﬂn(Z) es extremo (midximo o minimo) se llaman vientres.
Podemos observar que ﬂn(z) presenta exactamente n vientres y n nodos
(si se cuenta con tal el punto z=o0).

Observemos también que, sélvo para x=1, en que el mayor momento de
volteo ocurre en la base, en los modos superiores el ﬁomento de volteo
midximo no ocurre en la base y és numéricamente igual al doble del

{
momento de volteo midximo basa}l
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3.~ ORTOGONALIDAD DE LOS MODOS NORMALES, VIBRACIONES LIBRES

Las funciones modales encontradas en la Seccién 2 satisfacen la re-

lacibn de ortogonalidad

H
J m¢i(z) ¢j(z) dz = 0 para i # j (1)
0

En efecto

H . H ~ .

(2i-1) 7z (24-1) 7z 21 (i-§) 71z _ (i+j-1) 9z

JO sen >H sen SH dz = 5 J LFos q cos———ﬁ-————-dz
0

]
o

(1 # 3)

Esta propiedad tiene extraordinaria importancia para el desarrollo

de la teoria de las vibraciones libres y de las vibraciones forzadas.

Las funciones ¢i(z) forman una base ortogonal (completa) en el inter
valo (0,H) y, con algunas restricciones que no tienen importancia

en las aplicaciones pr&cticas, cualquiéra funcifén se puede represen
tar en dicho intervalo como una combinac;én lineal de las ¢i(z).

No entraremos aquf a establecer la posibilidad de tal representacién
ni su unicidad. Nos limitaremos a establecer cémo se pueden calcular

los coeficientes de la combinacifn lineal.

Sea
f(z) 0 <2 < H

una funcibn cualquiera de z, y admitamos que es posible representar

la en la forma

f(z) = L ay ¢i(z) (2)
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Para determinar los coeficientes aj multiplicamos ambos miembros de
(2) por ¢j(z) e integramos entre 0 y H, teniendo en cuenta las rela

ciones de ortogonalidad. Obtenemos

H
J £(z) ¢j(2) dz

oy = g (3)
J 95 (z) dz

Que la representacidén (2) es finica es una consecuencia directa del
hecho que las funciones ¢i(z) son linealmente independientes.

El resultado recié&n encontrado nos permite resolver de immediato el

problema de las vibraciones libres. Se trata de resolver el sistema

diferencial
2 2 |
0°x _ c2 X ;
at? 322
x(0,t) =0 X, (H,t) =0 (4)
x(z,0) = £,(2) , xt(z,O) = £,(2)

correspondiente a las vibraciones libres de una viga uniforme que
se deforma exclusivamente por corte, empotrada en 2z=0 y libre en z=H,
sujeta a las condiciones iniciales expresadas en la tiltima lfnea

de (4).

La funcién

x(z,t) = §=1 [&i cos wit + Bi sen mi#] ¢i(z) (5)

satisface la ecuacién diferencial y las condiciones de borde. De-
terminaremos los coeficientes ass Bi de manera que las condiciones

iniciales queden tambié&n cumplidas.
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Derivando (5) respecto del tiempo obtenemos

o©

x,(z,t) = L [} wio; S€N wit + w. B, COS wi%] $;(2)  (6)

Haciendo t=0 en (5) y (6) y tomando en cuenta las condiciones inicia

les, obtenemos

x(z,0) = % oy ¢i(z) = £, (2) (7)

xt(z,O) = E w.B ¢i(2) = £,(2) (8)

Por lo tanto H
J £,(2) ¢,(z) az
0 i
a; = i (9)
$2(z) dz
| o

H

j fz(z) ¢i(z) dz

wiBi = H (10)
Jo $2(z) dz

y el problema queda resuelto. La vibracién libre consiste en una
superposicién de movimééntos arménicos simples de frecuencias igua
les a las frecuencias modales, cuyas amplitudes y fases quedan deter

minadas por las condiciones iniciales.

Pongamos

gi(t) = oy cos wit + Bi seh wit ’ (11)

entonces

x(z,t) = g Ei(t) ¢i(2) (12)

=1
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Los variables Ei(t) las llamaremos coordenadas normales del sistema.

4.~ SIGNIFICADO FISICO DE LAS RELACIONES DE ORTOGONALIDAD,OSCILADO-
RES MODALES

En la Secci6n 3 hemos establecido las relaciones de ortogonalidad
para las funciones modales de la viga de corte en voladizo como una
propiedad matemitica de dichas funciones. Queremos ahora darle a

dichas relaciones un significado o interpretacién fisica.

Empezaremos por establecer expresiones para la energia cinética Y
la energia potencial de la viga cuando &sta se encuentra animada de
un movimiento libre arbitrario que como hemos visto recién se puede

representar por la expresibén (3.12).
Por definicibn la energia cinética del sistema es

H 2 H . . -
T = % J m(%% dz = %-J [i §i¢i(z) z=

g.¢.(z)]dz (1)
0 o Li=l j=1 373

Invirtiendo el orden de integracifn y de suma y teniémdo en cuenta

las relaciones de ortogonalidad obtenemos

T=’§°§° £2(t) jH ¢2(2z) dz . (2)
Para obtener la energfia potencial observamos que &sta es simplemente
el trabajo acumulado por las fuerzas internas (esfuerzos de corte)
desde la posici6n de equilibrio en reposo (configuracién no defor-
mada) basta la configuracién definida por (3.12). En un elemento

de viga como el de fig la se ha acumulado la energia

&V = % QYsz (3)
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en que Q es el corte y Y la distorsién. Pero segtin (1.4)
_ X
Q = kAGs3

y para pequehas amplitudes

= 3X
7= 3z
Luego,
_1 3xX, 2
8V = 3 kAG(‘é;) 52 (4)
y por lo tanto
H
1 @ -3
V = 5 kAG T Lo b ! d 5
; Jo [.=1 FHO £j¢3(z)] z (5)

Una integracién por partes hos da

H H H
J ¢i(z) ¢j(z) dz = [¢i ¢j] - J ¢i(z) ¢j(z) dz (6)

0 0 0
Pero, segln las condiciones de borde ¢j(0) =0, ¢i(H) = 0; luego,
el primer té&€rmino del segundo miembro es nulo para toda combinacién

de 1 y de j. Por otro lado seglin la ec (2.5)

w?
" - - __1
Luego, la integral
H
f ¢;(2) ¢j(2) dz (6 bis)

0

es nula si i # j, en virtud de las relaciones de ortogonalidad,

Cuando i = j tenemos

H H 2 I (H 2
f ¢3(2) ¢}(z) dz = [ [¢i(2)]" @z = 5 J [¢5(2)] " az (8)
0 0
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En consecuencia, inviertiendo en (5) el orden de integracién v suma:

<

H
= 1 kAG ¢ 2 2 2
Pero 1
c2 = XAG

Luego, finalmente

H
1 x 1 oo f 2
V=5>m1 2(t %J 2 dz = 5 kAG : 2 ' t (10
Fm L £t w $2(z) dz = 3 ilelJ[¢l(z)] dt (10)

Lo interesante de los resultados (2) y (10) es que én las expresio-
nes de V y de T solamente aparecen cuadrados de las coordenadas
normales Ei (en la expresién de V) o cuadrados de los derivadas tem

porales éi de dichas coordenadas (en la expresifn de T). No aparecen

.o &

productos de la forma EiEJ iéj con i # j.

Este resultado 1o expresamos diciendo que hemos diagonalizado simul

t&neamente las expresiones de la energifa cinética y de la energla

potencial. La consecuencia inmediata es que la ecuacién del movimien-

to (2.2). que es una ecuacibn a derivadas parciales, se puede repre-

sentar por una infinidad numerable de ecuaciones diferenciales ordi-

narias no acopladas; es decir, en cada una de las cuales aparece una

y s6lo una de las coordenadas gi. Esto facilita enormemente el pro-

blema de integrar las ecuaciones del movimiento.

Empleando las ecuaciones de Lagrange

d_3T _ 3T _ _ 3V (y.1,2...) (11)
i 39y



encontramos inmediatamente que las coordenadas normales satisfacen

las ecuaciones

£+ mig. = o (i=1, 2, 3,...) (12)

Como era de esperar, si se tiene en cuenta la relacién (3.11). Cada
modo normal se comporta, entonces, como un oscilador arménico simple,
independiente de los demds. Si Mi Yy Ki son, respectivamente, ia
masa y la constante el8stica del oscilador que corresponde al modo

i, debemos tener necesariamente

= w, (i=1, 2, 3,...) (13)

Por lo tanto, para determinar completamente el oscilador que repre-

senta al ié51mo modo nos bastari determinar su masa Mi' La ecuacién
de frecuencias y ecs. (13) nos dan los Ki'

Llamaremos oscilador modal equivalente o simplemente oscilador modal,

a un oscilador armdnico simple cuya masa y rigidez (o constante
eldstica) son tales, que es capaz de oscilar de manera que, en cada
constante, su energia cinética, su energia potencial y su cantidad
de movimiento sean iguales a los del sistema estudiado oscilando en
un modo normal.

5i My vy Ki son respectivamente, la masa y la constante eldstica del

.&simo

oscilador modal equivalente al i modo debemos tener

i(z)dz (14)
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1 2.2 _m 2 2 _H 2
5 KiRiEi =3 E;iwi f‘; gl(Z)dZ (15)
M.R.E. = mé fH g.(z)dz (16)
ivizi i’0 i

en que Ri es un factor de escala.

De (14) y (15) obtenemos inmediatamente (13), dividiendo miembro a

miembro. Elevando al cuadrado (16) y dividiendo por (14) resulta

2o zaz)? [Png, (2)a2]?
. 2 92 (2)az i rPng? (z)az tn
o "1 o "1

Sustituyendo en (17) las expresiones de las funciones modales encon-
tradas en (2.15), concluimos que las masas de los osciladores moda-
les para una viga uniforme en voladizo que se deforma exclusivamen-

te por corte estdn dadas por la expresién

M, = —8M (i=1, 2, 3,...9 (18)

1 (2i—1)2112

en que M es la masa total de la viga.

La tabla siguiente da los valores de Mi[M para los cinco primeros

modos.
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M.
i -1
M
1| 0.81057 :
2 0.09006
3 0.03242
4 0.01654
5 0.01001

Observemos que los osciladores modales de los tres primeros
modos contienen, en conjunto, poco mis del 93% de la masa to
tal de la viga, y que entre los cinco primeros completan alre-

dedor del 96%.

Se demuestra en los libros de teoria de las series de Fourier

que

[+ ]
1 72
I 7 = & (19)

Concluimos, entonces, que

o

z Mi =M (20)

i=1
La suma de las masas de los osciladores modales, definidos en
la forma que se ha hecho m&s arriba, es igual ala masa total de
la estructura. Podemos establecer este resultado sin necesidad
de recurrir a la relacidén (19). Concibamos un movimiento im-

pulsivo de la viga a partir de su configuracidn de equilibrio
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con reposo, por el cual damos a cada punto de la viga una ve-
locidad igual a la unidad. Evidentemente la cantidad de movi

miento inicial de la viga seri igual a su masa total M.

Ahora bien, para este movimiento tan especial tenemos las con-

diciones iniciales

(1]
o
11}

x(z,0) f1(Z) (21)

n
[N
"

xt(z,O) fz(z) ; (22)

Luego, las ecuaciones (3.9) y (3.10) nos dan

a. =0 (23)

!°H¢i(2)dz
w.:B. =

e — (24)
e Lf¢§(z)dz

y la cantidad de movimiento inicial ser&, de acuerdo con (3.8),

— (H
l_fo ¢i(Z)dz :[2

H R > ©
[ mx (z,0)dz = [ I mw.B.,4.(z)dz = Im : =
ot 0jzq + 173 i=1 fé%g(z)dz
= I M. (25)
i=1 *

por (17). Luego, LM, = M.
i=1

Profundizando en el significado fisico de las relaciones de or

togonalidad, demostraremos que: el trabajo virtual de las fuer-

zas de inercia desarrolladas en un modo para un desplazamiento

virtual correspondiente a un modo distinto es idénticamente nu-
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lo. Andlogamente, el trabajo virtual de las fuerzas eldsticas inter-

nas (esfuerzos de corte) desarrollado en un modo para un desplaza-

miento correspondiente a un modo distinto e idé&nticamente nulo.

En efecto, las fuerzas de inercia correspondientes al‘modo esté&n

dadas por (ver ec. 3.12)
s
-m g, (t)p;(z)az (26)
y un desplazamiento virtual correspondiente al modo j esti& dado por
: . . 2
EJ(t)ﬂJ(Z)Gt (27)
Llamemos 6Wij el trabajo virtual; tendremos

Gwij

o . H
-m Ei(t)Ej(t)Gt Ioﬂi(z)ﬂj(Z)dz (28)

Si i#j oW = 0 (i#3) . (29)

en virtud de las relaciones de ortogonalidad

Para i=j, la ec. (28) da

e H
_ . 2
Gwii ——mgigist L)ﬂi (z)dz
O Ssea
2
a1 _.2(H . (30)
W, = - g [ mé L P, (z)dz] st ==8T,

El trabajo de las fuerzas de inercia desarrolladas en el modo i para

un desplazamiento correspondiente al mismo modo es igqual al decre-

mento de la energia cinética de dicho modo.

=y X
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Analizando ahora el trabajo virtual de las fuerzas el&sticas internas,
encontramos, llamando GUij el trabajo realizado por las fuerzas el&s-

ticas del modo i para un desplazamiento correspondienée al modo j

H - ‘
- 99X
8U; 4 = LQi s—ilstdz (31)
3%,
pero Q; = KAG 3= = KAG gi(t)ﬂ’i(z) (32)
3% .
—J - ; )
Y 7z Ej(t)ﬂj(Z) (33)
‘ H, 1
Luego GUij = §t KAng(th(t) J ﬂi(z)ﬂj(z)dz (34)
(o]

que seglin hemos demostrado en (6 bis) es igual a cero{para i#j.

Ahora bien, para i=j, tenemos

H
. 2
SU,, = 6t KAG £ (t) &, (t) L (2 (z)]“az
O sea

d 11 kag £2(t H’ 23z] 5t = 3
$Ui; = 3 7 £i )ofﬂi“)] zJét = 6V,  (35)

en que V, es la energia eléstica del modo i. Tenemos en concecuen-

cia que el trabajo de las fuerzas elisticas desarrolladas en el modo

i para un desplazamiento correspondiente a ese mismo modo es igual a

la variacion de la energfa potencial del modo en cuestién.

Con esto terminamos la demostracién de que no hay interaccién entre los

modos de vibrar durante una oscilacién libre. Cada modo se comporta

como si los dem&s no existieran. Resulta, entonces, que no s6lo el
sistema como un todo es conservativo, sino que, ademds, la energia se

conserva dentro de cada modo.
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5. RESPUESTA DE LA VIGA DE CORTE EN VOLADIZO PARA UN MOVIMIEN-

TO ARBITRARIO DE SU BASE.

Supongamos cumplidas las hipbtesis sobre el movimiento del

suelo enunciadas al comienzo de la seccibdn 1. Las expresiones
de la energfa cinética y potencial en términos de las coordena
das normales, seridn (nb6tese que T es la energia cinética abso-

luta; es decir, la del movimiento referido a un sistema ini -

cial):
A | . ) -
T=3% = M., (R.E, + 8S) (1)
i=1 2 i i~i
1 2 .2
V=25: = K.RT E.
i=1 2 ii i (2)

Las ecuaciones de Lagrange

JL_(aT ) - 3T _ _ 3V (1=1,2,3,...) (3)
st 5{& oL agi
nos dan
M R2 E + M.R g(t) = - K Rzé
iti 34 iti iTici
o bien
a(t) (i=1,2,3...) (4)

ae 2 _
By Y wig; = R,

La solucibén de estas ecuaciones esta dada por la conocida

integral de Duhamel

t
E, = = lR. ‘J‘a(r)sen wg (t-t)dtr (i=1,2,3...) (5)

Recurriendo a la ecuacién (3.12) obtenemos inmediatamente para

el corrimiento lateral de la seccibn de la viga a la cota z en
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el instante t:

x(z/t) = - I S a(t)sen w; (E=T)dT  (6)

-
De la ec (4.16 se tiene, tomando en cuenta (4.17)}
5 )
M, & ¢i(z)az
i m SH¢(z)dz SH ¢i(z)dz (7)

Luego, finalmente, &

H
x(z,t) = - ; ¢, (2) &ﬁ_liilii_ 1 a(t) sen wi(t—tidr
i=1 * =2 wy

La respuesta queda asi expresadacomo una superposipién de las
funciones, modales multiplicada cada una por una fﬁncién del
tiempo que no es otra cosa que la respuesta del oééilador
modal correspondiente y que un factor constante, céracteristi

co de cada modo, que se ha dado en llamar factor de participa-

&i6n. Para nuestro caso dicho factor vale

N

Ay

H
\ X ¢i(z)dz

_ g ritEdE  (421,2,3...)

1
T TH
& Xog,j(z)dz

Sustituyendo las expresiones de ¢i (z) , encontramos

1 __.__4 (9)
R (Zi-1)m '

i

En la tabla siguiente se dan los valores de 1 para los cinco
' R

primeros modos de la vigé'de corte uniforme * en voladizo
[

e wmomar
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i 1
R,
i

| 1 1.2732

|2 0.4244

i 3 0.2546

o . 0.1819

! !

.- i 0.1415

L.
Para el esfuerzo cortante tenemos la expresién

3q (2,t) = ¢ () (L
Q(z,t) = KAG ~——=— = - KAG I a(t) sen w,(t-1)drt
3z i=19 R, .
i'i -o
(10)
Y para el momento volcante t
@ (-1 + ¢ (2) e
Mz, t) = - KAG I — i a(z) sen w; (t-t)dr (11)
i=1 i'i

-ao

6. EJEMPLO.

Calcular las respuestas modales miximas de una viga de corte
uniforme, en voladizo, cuyo perfodo fundamental es 3 segq,

sometido a un "temblor" cuyo espectro de aceleraciones absolutas

Sa(To) es el dado por la Fig. 3.

§ Salte) ,
) . Sa(To) = |a|max'-. ,T°i0.3 seqg
]
: 0'3|a|inaxsT°§-3 seg
! m
| "o
]
lalmay X
:
]
v \
i e 2 .
0.3 1.0 20 To eeg
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~

El espectro dado corresponde al que se puede obtenér en un
terreno relativamente duro. En ese tipo de terrena Yy para
una estructura de perfodo fundamental igual a 3 seé, la
interaccibén entre el nulo y la estructura puede no tenerse
en cuenta, aungque esta aseccibn debe tomarse con alguna

precaucidn.

La estructura misma podria ser el modelo ultra-simplificado
de un edificio ‘en forma de torre, estructurado a base de marcos

rigids de acero, de unos 30 a 35 pisos de altura. -

No nos va a interesar el valor minimo de cada una ée las res-
puestas modales, sino mds bien comparar la influeﬁéia relativa
de las diferentes modos. No interesa, por lo tanto, el valor
absoluto de las ordenadas espectrales, sino su forma en

relacidén con los periodos de la estructura.

El espectro de desplazamientos relativos Sd(To) (para amorti -
guamiento nulo) esti relacionado con el de aceleraciones abso~-

lutas a través de la ecuacibn.

2

T S (T ) g

1 _ Qo a K H
Sd(T°) = 52 Sa(T°) = 3 - ‘ (1)

° 4w .

Entonces
_ T, para T,< 0.3 seg (2)
8q(To) = ZL; 2] pax °
T

Sq(T,) = —;;; Ialmax para T,> 0.3 seg (3)



29.

Los periodos naturales cumplen la relacdién

T,: T,: T.: 0. =1 : 5 : % : ...

1 2 3

Luego, con T1 = 3 seg, tendremos T2 = 1 segq, T3 = O.Gigeg, oo

ésimo

El corte basal m&ximo para el modo i se puede expresar en
i3

la forma siguiente

lQl (olt) |M5x

= Mi Sa(Ti)
en que Mi es la masa del oscilador modal correspondiente al modo {
Llamando W el peso total de la viga obtenemos los cortes barales

miximos por modo que se tabulan a continuacibn

i 2% = 2% Ti(seg) fzéfil ,lQibasallmAx |

1 0.81057 3.000 0.1 |a|méx 0.081057;W|a|m§x:g
2 0.09006 1.000 0.3 H 0.027018 W|a|m&x:qg
3 0.03242 0.600 0.5 " 0.016210 W|a|m&x:g
4 0.01654 0.429 0.7 " 0.011578 W|a|m&x:g
5 0.01001 0.333 0.9 " 0.009009 W|a|m&x:g
6 0.00670 0.273 1.0 " 0.006700 W|a|m&x:g

La suma de los cortes basales modales m&ximos, tomados en valor
absoluto, representa una cota superior para el corte basal total,

ya que los mé&ximos de cada modo no ocurren simult&nea@ente. A partir
del sexto modo Tié 0.3 seg; luego, a partir de dicho dio, las orde-
nadas del espectro de aceleraciones son cortantes, e iguales, a

|a|m8x. Luego,
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-+

T 1 . 8+W|a|max
Q] < I |o.| [0.144872 + £ e
base i=1 1 base,mix n=6(2n-1)2 1T2 g

La serie que aparece en esta expresifn es convergente y sus valores

eo s s .
5 -i—7 —82- - —87 T —1—2 =1 -3 ”1{4—1 = 1-0.45960=0.04040
n=1 (2n-1) T ™ n=1 (2n-1) i=1

Luego

| = 0.185272 Wla|mix .

zlo base,méx g IQ]base e

i

Por otro lado, la expresibn

-
w
2
//Tz Qi base,max

i=1

llamada superposicibén cuadr&tica representa el valor mis probable

de |Q|basal' en la hip6tesis de que las respuestas modales no estén
correlacionadas entre si. Esta expresifn d4 una estimacién por
defecto, ya que la hipb6tesis de partida es falsa. Efectuado el c4l-

culo obtenemos

-r

-]

2 B )
= 07 pase,msx = 0-08877 W|;|méx

Entonces

o.oae77ﬂgiﬂé_x < 0.18527 !‘_l%_lﬂé}.

IQbase'méx

Desgraciadamente no disponemos de una teorfa realmente confiable

i i has realistas de
para tener estimaciones mis estrec Y 1l |Qbase|méx

basados en un anflisis modal. La norma chilena para el disefio
sismico de edificios permite emplear el promedio de los resultados

():)

;‘5
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.
obtenidos superponiendo los valores modales en valor épsoluto
P

y en forma cuadritica y exije emplear, por lo menos, ips tres

primeros modos. Procediendo de esta manera resulta

IQbaselméx

0.106 jrlalmix
g

si se consideran los tres primeros modos

lQbaselmax

0.137 wlalmix
g

si se consideran todos los modos. ;

En la Fig 4, hemos representado los cortes (en valor ébsoluto) como
funcidn de % para los tres primeros modos, a una misma escala. La
Fig 5, muestra los cortes de los tres pfiméros modos superpuestos

en valor absoluto.

Se puede apreciar que la influencia de los modos 20. y 30. es muy
importante en el tercio superior de la estructura. En los que en
lenguaje vulgar se describe con los nombres de efecto de "chicoteo"

o de "coleo".

-

»T

Consideremos ahora el caso de una viga mis rigida, con: un periodo
fundamental de 0.3 seg, que podria corresponder a un éaificio de

hormigbn armado de unos cuatro o cinco pisos.

Repitiendo los cdlculos tenemos
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Mabo FUNOAMENTAL

10
Qi
Wa|mdx|Y

-
P

+

TPES PPIMEROS MDDOS SUPERPUESTDS
EN VALOP ABRSOLUTO

o~ -
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W. M, s_(T.)

. i S T. (seq) i lQ. |

i WS M i —5 i base 'méx

1 0.81057 0.3 lal méx:g | 0.81057. W|a|méx /g
2 0.09006 0.1 " 0.09006° "

3 0.03242  0.06 " 0.03242”

4 0.01654 0.0429 " 0.01654 "

5 0.01001 0.0333 " 0.01001 "

z | Wlalmax/g

La superposicidén en valor absoluto d& simplemente

2]Qy Wlal

i base| méx

Mientras que la superposicibn cuadr&tica d4:

] ‘g’:}
//Z Ql base,mix - ©° 816 wlalm&x B

Ahora las dos estimaciones son mis parecidas y podemos encerrar

lQbase m&xl entre limites mi&s estrechos
r

0.816 W|a| | ¢ wlal

max < ‘Qbase,méx m&x

N
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La Fig 6 muestra que en las estructuras de periodo relativamente
corto (para el espectro de respuesta que hemos supuesto), la influen-
cia de los modos superiores es menor importante que en la del perfodo
fundamental largo. También resulta menos importante el efecto de

"chicoteo“l r

Z/H |

$

TS
Qr
‘

;750PEPPOSM70M DE TPES PPIMERGS
MODOS EN V4lok 48SOLUTO

FUNDIMENTAL

y .
|

E'\ 3% mobo ¥

AU

A |
O }L_.‘L__L__ —_ 1 R l_ —— L EECE {

(o] 0.5 10

1Q |
W |o| may |g

FIG 6 - ;
Examinemos ahora los momentos de volteo. Para elld aprovechamos
el resultado encontrado en (2.20) que determina el mo%ento de volteo
basal en funcibén del corte basal para cada modo. Encgitramos para

la viga cuyo periodo fundamental es 3 seg, los valores gque se anotan

en la tabla que va a continuacién.
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p. 35,
5;
M. |
; i méx base
WH|alm&x/g
1 0.05160
2 0.00573
3 0.00206
4 0.00105 ,
5 0.00064 1
&
A
- Z/Y
1.0 o
0.5 : $
MODO FUNDAMENTAL .
P
/ .:,*’;
[[
;\ ,
:__\/ NI —
0 0.C:25 0.6050
721
WH | Q |-may | g
6 T .
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VIBRACION DE SISTEMAS DISCRETOS DE VARIOS
GRADOS DE LIBERTAD

Ejemplos de sistemas de n 3L

Caracteristicas:

concentradas

~ nasas P
. rigilias

- columnas solo se deforman
lateralmente

D=t

- con una coordenada por ma-~

‘ sa queda definida la confi-nu
2 racidn del sistema

equivale a:

m, Wiy W- Win

2 ooy =15 @0y
77 7 77 T e T

Adem3s, la consideramos eldstica,lineal

/ﬂjé:z
/ . w Wiz Wis
; - 1 S
A 2 ,

Supongamos:

X‘ ll . }{z )(3
T T e — --—masas concentradas

| 1 =<

Y

A ﬁ( 7 Fa)
4 Pi(t) Pz(t) Pa(t) fuerzas concentradas exte-
‘ riores
aislemos una masa:
- ='S"" 3 . - s
F‘ ‘Iri 2, fuerzas resistencia elasti

ca a la deformacidn

’ { Ii
N

M,

7 i)



Las ecuaciones condensadas de movimiento serén:

FI1 + Fri = P1(t)
Fro * Py = Byt
FIS + Fra = Pa(t)

! .. - Fuerzas asociacas al desplazamiento,
o NO al movimiento

. la determinacidn de estas fuerzas es un problema
estdtico.

Coeficientes de influencia

1. De flexibilidad 44,2

T“ T~ RGERE-Y
" 4 s
PA

X 4

fi' = despl. de la coord. i debido a una carga unitaria en
coord. j (desplazamiento y fuerza en = direccidn)

Por superposicidn

Xg T 8409 Q + £, Q) + £, Q4

Ki' = fuerza en coordenada i por un desplazamiento unitario
] en coordenada j.



Por superposicidn

Q, = K X, + K X, + K X

1 11 1 12 2 13 3
Qy = Kyy X, + Koo X, + Ko Xg (2)
Q3 = Kgq Xg *+ K5y X5 + Kyg Xy
Desde luego Kij = Kji (y fij = fji) (Maxwell-Mohr)

~

[N
o
()

/:

Q K11 %12 Kq3 (Xl ]
Qi = K1 Koo Kpj X,
Qq K31 Kgo X33 X3
matriz de ri-
gideces
Ponemos:
5-
fof = [k
f-q - .
Cl 4 = F 1 = f . .
aroe*que [KJ L B [ 13]

Sustituyendo (2) o (3) en ecuaciones de movimiento:

myX, + K X, o4 K12%2 Ky, X, = P, (1)

myX, + K21X1 + K22X2 + K23 x3 = Pz(t)
(N

maXg t KgqXy t KXo + Kyg X4 = Pylt)



o tien:
- oe ‘\ \ ~
fhi 0 0 X Kig Xq0 Ky ) Xl/ P1(t)
0 my 0 | K0y [ Kyy Ky Koo X0 (P ()
0 0 m, 3 !Kai Koo Kyg ( X,| [Pg(t)
- J
o también:
o ) (vibracidn
M { =
[ J (X} * [K] }XS ;P(t)f forzada)
- goz (vibracidn
libre)

1. VIBRACION LIBRE

LY

Supongamos la solucidn

gx{ = siii, (A sen pt + B sen pt) = gri Y (t)

constante .—2>» define:
escalar — . . P
con t - variacion armonica
~ amplitud

-+

[k] gxf - éof (1.1)

tenemos
ij = {rf (A sen pt + B cos pt) = r° Y(t)

{kf = {r} (Ap cos pt - B p sen pt) (1.2)
{%j . {5} (-Ap? sen pt - B p’ cos pt) = - p° {r} ¥(t)

Sustituyendo 1.2 en 1.1 y dividiendo entre Y(t) nos queda:

- p? Fuj {r} v [kJ$25 = {of

O 8Sea:

[ﬁx] - p? [ &l - {o} . (1.3)

(]

!

™



5.

EK] {r} = p2 EM] {r} X {?} = p2 fM] rr?
1

pfe x [ﬁjri pre x [Kj-j . 5
o
PO KD f] = e® e Lofe s g7 D f

AR
.,

En las dos formes llegamos a un problema de VAC

- e 3 N D
r i
JJ §u5 A_‘uj
Problema de valores caracteristicos:

- Dada una matriz cuadrada de orden (nxn) [L], que representa
una transformacidn lineal de vectores n-dimensionales, debe
encontrarse un vector 5u§ que transformado por LLl resulte
en otro veqtor A fuz en la misma "direccidn". 0 sea,[Ll_solo
cambia la magnitud de %uz sin cambiar la direccidn.

El vector es un vector caracteristico (o eigenvector) de EL‘.
)(escalar) representa la relacidn entre las "longitudes" an-
tes y después de la transformacidn y para llegar a los VEC de-
be tomar valores de un conjunto de valores caracteristicos
(VAC) (o eigenvalores]).

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales puede

considerarse un problema de VAC. - (STD)

Tenemos

{j(x] -_p? [M_ﬂ {r?( = {03 | . (1.3)



£

Si en el sistema de ecuaciones

s = fof

[Ai es no siagular, la solucidn Gnica es la trivial

/

. ' . A ,
singular., En este caso la adjunta® |A existe -.uede pre X
N Y F

7
XS = ;Oj,de donde; nos interesa el caso en que [A] es

Por ella, -con el resultado’

al fx} goi |
porque [_ﬂ [A] = lA{ [I] 'VL[AJ (nxn)

l -
Puesto que !A\ = Q, gx} no necesariamente es nulo, pero si

se asigna un valor dado a uno de sus elementos los demds que
dan determinados en Fforma fGnica.

- . . s fn?
También notamos que si §X es solucidn de [h X = ,03

: {

y ¢X es una constante, entonces ﬂ{%f es también solucidn.
Por lo tanto, hay un nimero infinito de soluciones. Todos es-
tds se consideraran juntas y hablaremos de una "solucidn® co-

mo un conjuntc de relacicnes entre los elementos de ;xz,

Volvemds a {Bq- —Fp§ DQ] grs = {0} ' o | (2.3)

e

L

o

Al desarrollar lE’ = 0 llegamos a una ecuacidn de grado n

en p2, cuyés raices son los VAC,

. - e
1 t.

- Como fK] y [M] son gimétricas y positivas definidas#®,

*Transpuesta de la matriz de cofactores.
= ’ e
**[K] es P0S. DEF. si {éi' [AJ {qg;>0 ' para ‘todo {QK no nulo



C et e .o

puede demostrarse que las raices de la ecuacidn caracteristica

son reales y pcsitivas. Las llamamos %12, p22 ye vy an.

Las n frecuencias naturales son

los términos positivos de las raicss y la mas baja es llama-

da freczcuencia fundamental.

- Para la gran mayoria de los casos de interds las frecuencias
son diferentes entre si.

- Para cada frecuencia P; existe una VEC asociado:

[K] ;q?i = pi2 (TMJ ,grgi i=41,..., n

© sea para cada p, existe una solucidn grg no trivial

- Normalizacidn (solo conveniencia, sin significado fisico)

Varias formas:

1 o.2q./
frgl [ﬁ] §r}i = 1 (modos normales)

e e S e s =b e
- Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades
caracteristicas derivadds de las propiedades de inercia y ri-
. Ml ]
gidez expresadqs por los elementos de Mj vy [k .

- Llamaremos matriz modal [Bj a la que tiene los VEC, o vecto-

res modales, como columnas.



ORTOGONALIDAD DE MODOS DE VIBRACION

Se dice que dos vectores

—~—N

ai y gb} son ortogoniales con res

pec o a la matriz simé&trica TUJ si

gak' IJ] Pos

Ll c_ =
{b ! )_J] ta’ =0

Demostremos que dos vectores modales ;pfi y grjj, asociados a
frecuencias diferentes (F} # rj) son ortogonales con respecto a
las matrices de inercia y eldstica.

- Cada uno de estos vectores satisface la ecuacidn 1.3
2 . .- P -
2 D3p < (AF 063 - L0

es decir:

[x] {r}i
p5 [ jxf,

pre X i y j por ;sz y r% respectivamente

RSP OEL PR DR
[¥] '.?Pij o [M] $x5y i‘;ﬂ‘(j ‘gr;j

N

p: rj LI =§r ,_K]5 é M]{
oy D) defy <5 ) z:z
pero como ‘[M] y [K] son simétricas:

[k]gr
}ﬂ r

E @qﬁr?. .
?E fM] ;—3:-2— {r}i[‘ler}j

3

'1_
Ay ey
. e

n

s
N Y
He = o -
A S

[
]

A AL,
s

e

3

‘., restandc miembro a miembro en ecuaciones (a):



(pf-p§).(%rf£ [M.] 5’\‘3) : /"-" ; —_—)&;'[KJ{K}J

2 2
y como p, # pj
e S e T e T S e T T TN T e e e TN e -
' ) ) .
.7 = 2 ; B ’ { =
{rji [M] 0 ?r,l K ‘.\,rjj 0

T e L o o e,
\/—\/—W’-V\"—\- -

Tenemos ecuaciones de ortogonalidecd:

1"}; (] fl"ij
{r ; [x] {I';j

—_—

0

si i # 3§
Q

v

La ec¢

] 150+ G = o (2)
Yy la matriz modal [r]

Hagamos:
S BN LS
Y sustituyendo en (a):
N RN SEA I -0’

Premultiplicando por [;K]'

e o e

(B3 (1 5, [R]_M[r% R A3 I €

A dlagonales s



Llzmnemos

[’ ' [u] (r] Vi
(R} 1x] [R]

i
=

la ec (b) (p. 14) puede ponerse:

W e Wl - (o

o

"‘7
i

que equivale a:

7': N *

Myg ¥y * kyy ¥y =00
h . s

Mpg Yo *  kKyp ¥y, =0
P —k' - T

mnn yn + nn yn - 0

% %
2 Kiq 2 _“nn
pl = T e RS pn -
m m
n nn
_— O e—— D 7T

/ L )
Recordar que para -~ -~ t:T&mL"““ifﬂl

m¥X + kx = 0
¥+ p2x = 0 vy p2 = %

°

0 sea, con la transformacidn

ng = [RJ '§y3

!

aplicada a la ecuacidn

SR LT YIS C1 LY

10.
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hemos descompuesto un sistema de 2GL en n sistemas de 1GL in-

dependientes.

Consideremos el ﬁroducto
D B (9 [ [x] (%)= [xs] Jud ™

(T R pdX )
R g R = TS

\fl contiene las frecuencias naturales en la diagonal principal

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales equi

-

vale al de encontrar la matriz [R] que diagonalice [MJ. y “Kj

de acuerdo con

(R [ (R]
[R] " [x][R]

[

Y

Las frecuencias naturales se obtendrin de

WO el - el [Tt o- e

™™™ L et TN

Veadmoslo en otra forma

Tmi fx? KD $x] = {P(t‘)j



premultiplicando por Sr;;

o ~ . AP : _ 2w K

R E R v E T
(a) (b) escalar

En los productos (a) y (b) solo queda (por ortogunalidad):

N . 0 v P 1 N
rl . M < .+ . | K > . = . P(ti¢
5 L) {P‘J 73 {r}J LJ7>P>,J Y3 \?rﬁj fJ ( !,
ik = g2 e, .
Mz K#, = . e, .= = o, . s
3 j TPy ] P35 T2 Pi V]
y para el modo Jj tenemos:
¥ oy 4 2 y* = pr(t)
i Y5 Py 599 % %4
o bien (1.5)
M* . . K* _ P*(t)
5 75 Y5 3

‘and@loga a la ecuacidn de movimiento para 1 GL:

m¥X + k x = P(t)

En (1.5) tenemos:

L
n ecuaciones independientes para nGL

1 ecuacidn independiente para cada modo
Para vibracidn libre (1GL)

[} 2 k
x +p x =20 p = g
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la solucidn es:
x = A cos pt + B sen pt (c)
y para el modo j tendremos (Pj(t) = 0)
yj = Aj cos pjt f Bj sen Pjt (d)

Si en (c) hacemos

llegamos a

x(t) = X, cos pt + —% sen pt

e e e e ™

Cuvalquier configuracidn del sistema puede expresarse como una
suma de formas modales multiplicadas por ciertos coeficientes.

Esquemdticamente:

) - + + '
‘x} Y, o+ 5} Y, +
= r
estdtica 1. l 2 2
(o]
dindmica

(% = )



En nuestra expresidn

~ _ :"“T )
= IR} v 1.4
(<! puede no ser funcidn de t, po» ejemplo:

V7
s 110 = IR] el ()
i/l : ‘o 7
: ! donde {c} es el vector de constantes
L{/ que prex lk]' nos da la configuracidn §;}

De la ec. (e):
. ..1 5 - /
fef = (K] f1 ([R] N?,élNG)
En 1.4 tambié&n podriamos hacer

o= [RITY fx)
R

pero sigamos otro camino, premultiplicando por;rej LM

. f -
o por grfj LK7

—t

!

g Pyt )' " c Y )
ps ] ook = fefy ([R] $yf = IR PR

Por ortogonalidad todos &stos productos son nul: to el

término



de donde tenemos

fof Do) $x]

Cle =

de dconde:

(coeficiente de participacidn)

Ejemplo (vigas rigidas)
hatlo
tzg;ﬁffjg'"' =60 T/cm
,Jﬂizégﬂ-}"‘ . 120 T/cm
"”'"””‘“; ~ —180 T/cm

—> K = 0 ,

[u) v 5

(1]

K

31 N
:M_# = - IR 72 e
\’\ K,, = -120 Xzl %
o Vl—> ;L
N - |
C vKaq 7 800 < K
. AN
- - '80 .7—-_’~__
. [kK].= [3oo  -120 0
-120 160 -60) =
0 - 60 60

32

J

= =60

ir

180

120

15,

&35 [x] {x; |
7 E

YN,
P] .]
0 0
0 1.0 cm
K;s'T
7 K3y = 60
-/ - -
| Koy = -80
} Kig = 0
SR P
3 -1 (T/cm)
-1 1
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) 2 @ 0]
(] = (_[K] - p {’M]] M = (o0 1.5 06
- [O o 1
_ - 2 2
= 60 (5 c5 P ) 2 0
1.5 2 RN
-2 G ch)
2
0 1’(1-—6' p)
2
si d = p /60
[E] = 60 (5-2d) -2 o 1
-2 (3-1.5 4d) -1
0 -1 (1-d)J
{E) =0 =60 (d° - 5.5 a2 + 7.5 4 - 2) = 0
d, = 0.35
d, = 1.61
d, = 3.54
2 — » 2 -—
f = 60 d: 'pl = 21.0 1}:1-458
2 _ _ frecuencias
?2 = 96.5 ?3 $.82 naturales
2 -~
/1:3 = 212.4 4>3 = 14,56
Modos:
3.285 -1.474 0.4811 7% .
r——--~————-——/- =
y L 0,897 /s‘/
238 2
- -'7/ e \\ <\ 4 it lL.oo
\‘;\ e
L._W/ 'o°°> - :1-1~" ,__,,\s_g
. . e ‘ L o
'Pi = u..ss 4>2 = 9.82 ‘Fa = 14.56
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1.000 - 1.000 1.000

2,135 0.899 -1.044

&
n
|V

3.285 -1.474 0.411

19.62¢ 0.038 T 0.007

< % ' 3 o~
W] - &) I E] -
0.037 - 5.386 -0.014
0.006 -0.014 3.804
Ej:
- ! b - L] .5 2
19.6296-{rf1 [MJ grh = M "f-rii m,

fkil = (8] [x] ®] = 60 [T6.s99 0.042 0.0
0.042 8.651 -0.0u40 (-

0.034 -0.040 13.473

. #
Comprobacidn con tKJ

—A

.'UN

z#
i

412.209 0 J

0 519.749

0 0 807.970

®
JE
0'*  519.060 Qe

.~

Qe Q.-+ 808.380

-
413.940 Qs o---:]



3 : -
XSQ = 3 cn

, X20 = 2 cm ;&OE =
! X = 1 cm
10

“\

r\_/‘\_f\
w N R
L———-\-“‘\/

TIIITT
?
fr}, D] %33 2.0 + 6.405 + 9.855 |
01 e = = 0.9303 cm
M 19.629
1
e}, [¥] %{} 2.0 + 2.697 - 4.422
Y., =22 2 = 0.0511
02 % 5.366
M
2
e (ﬁ]gx} 2.0 - 3.132 + 1.233
{23 - — 1o, = 0.0266
03 CE: 3.804
Modc Yi(t)
P, = 4.58
P, = 9.82
P, = 14.56
En p.
0.930 cm
0.051 cm son ampli*tudes de los
modos
"0.026 cm



Para obtener los desplazamientos de las masas debemos multipli-
car por las configuraciones modales:

1.6 .
x., = {r{i Y,(t) =¢2.1350  0.93 cos 4.58 t
3.28 85)
. 1.0 7
X.. = JIp. Y (t) 0.899 0.054 cos 9.82 t
i2 1.2 /1 u7uS
: 1.00 | ' '
X.. = r} Y. (t) =-1.044 0.0266 cos 14.56 t
13 & 3 3 o.uu{

b o ie . a
y sumar. O sea los desplazamientos xl(t) de las masas seran

{x(t)} = [R] fy(t)}

xg(t) = ryy Y(e) + 2, Y (£) +r, 5 Y (¢)
x2(t) = ryy Yi(t) +r,, Y2(t) t Ty, Ya(t)
xa(t) "= T,y Yi(t) +ra, Y2(t) t rag Ya(t)
Otro ejemplo
Para 1GL teniamos P(e)
PR 2 )
AMA [ St -
I'd ~o—-l ?6
ANy e U T
o
La ec:
. . p2 ) P(t) _ 32
X X = - -

y para CI = 0 la solucidn

~

X = 3% (1 - cos pt)



Tenemos ahora el problema de encontrar la respuesta de

! ap———
! B(t) =40 Tons P+
l
e T G- e
!- B (Y= 120 Ty 'P‘_(ﬁjt
! T
= e
1
é
~. ——
rara el modo j:
‘ * %
(X4 2 Pj (t) P.o
Yj + b Yj = de— = 2 cuya solucidn es:
M, M.
] J
& ® ,
'P.o‘ P.o
Y., = —%— (1 - cos p.t) = —l——* (1 - ¢Oos p.t)
3 “ ] 2 ]
K. p. M.
] 1 7
. *
Calculo de P,
% f 1 360 :
P. = {p} {P(t)} = grg 120 .
] ] ] 60
modo
ﬁ P* P P P = 256.2 7 813.3
q x* °
2 P2 = P1r12 + P2r22 + P3 Pa, = 360+107.88-88.4 = 379.u48
%
3: P3 = P1r13 + P2 r,a t P3 r.a® 360-125.28+24.66 =259.98
Ahora bien, P* _ P*
Y'(st) ) * = %
J L M, K
J ] 3




813.30

Yi(st) ° 71 % 19.628 - - 1:973 cm
_ 379.48 _
¥2(st) © 965 x 5.388 ~ 0-730 cm
. . 259.38 _
Ya(st) = 712.%x3.808 - 0-321 cm
de donde
&
P,
Y. = ———lF- - - ) :
-3 P2 M (1 cos PJt\) 3 tenemos
i

Yi(t)_= Yi(st) (1 - cos pit)
Y,(t) = Yo(st) (1-cos %Qt)

Ya(t) = YS(St) (4 - ¢os faf) _

¥y, finalmente:

'Zx(t)f = ;Pli Y, () + §r2} Y, (t) + §r3€Y3(t) =:h] {i}v

Xi(t)7 1.000 ' 1.000
X,(t)) {3.285 0.411

21,
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EXCITACION SISMICA

A. Sistemas 1GL

mx + kx + P(t) (a)

Pari P(t) cualquiera y para CI # 0 la solucidn de (a) es:
X .

_ o) 1 ' _ '
x(t) = x_cos pt + F sen pt + mp ) P(Z) sen p(t-%B)de
Para excitacidn sismica:
—t K
) ., P_-h e LXY
1 ! q~" N m(x + u) + k x = 0
/| / J
/_%.,‘PZ o sea,
TR TR .
/ _:C".. e mx + k x = - mnd (b)
oz ey N

De la comparacidn de (a) y (b}, la solucidn completa de ésta
es t

3 /

—% sen pt - ES i /ﬁ(g) sen p(t-g) dZ

A

x(t) = x_  cos pt +

B. Sistemas de nGL:

.Pl(é) -mitf
] {5t k] 4§ = ;P(t)} = P?(t)z -,

' p;m/ -m

[}]
'
8
ll.
]
'\l\,\
=8
et
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£s decir, tenemos:

[M]‘ {x} + [K] $x}

sust. gx}

/;P(t )}
[R] ¢y}

Cu] [R] 5yj + [x] [iz] 3vp = gP(t)j = - émf U(t)

93 CBE s GOBIST - by 1 - -3 4 E
/7* T C

por. ortogonalidad:

oty D} i o 5 9 #2349, - P =Uj

Y queda: .
ut + K pt ¥ W
. = . = S - m
3 y] yJ ] ]

la solucidn (CI = 0) de esta ecuacidn es:

P P* :
ar? j Z’
- 1 * _ -
yj(t) = %_MF/PJ (2) sen 'Fj(t 3)ag
13 %
Par U*
a M .
J . r
R | % _ )
Yj(t) = ’PF/UJ (£ sen'f’j(t Y WA
17 J,



que puede escribirse:

" t
m,
y () = - ——dp /‘G(Z) sen )}’j(t-d)‘dz
Pius

T+ oy sen‘%jt

(1Y
ﬁ\_&
i o

o3 cos éjt +

24,

térningd a
para '
CI # 0

Una vez obtenidos los elementos de gy} solo falta premul-

tiplicar por [R] para obtener gx}

Y

vgxu)}: ®] gY(t)}'

[

A

GENERALIZACION DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD

Tenemos la ecuacidn:

[[1(] - p? [M_ﬂ gx} = fo}
que convenimos en escribir en la forma:
(K - p2M) x =0

como los vectores modales la satisfacen:

- 32
K rj = ¢j M rj

' -
y premultiplicando por: r, MM 1 tenemos:

(a}
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qQue puede .escribirse

ri M (M 3

y asi podria seguirse para llegar a:

' -1 [ ,ﬁentero
r. M (M "KY r, = a -{“004 | ¢ oo
' oy L
r M (M 1 K) r, =0 ( >
1 ]
en forma anfiloga podemos obtener
' Y _
ri (MF) M rj = Q {c]
14
. L2
ri‘ (kM) K rj = 0.~
o)
En (b):
- -2 I R S R VRN R S S B SRE R
. (en (c), con 4=2) =M K MKk MMFuTFH
0 =i o )™t s Mk lw =M
- o
N/ G B S N M
Q= I O N
=2 nmot?uuteuti-xutg
-1 -1 1 -1 -1

3 M (M”13

l

Y
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VIBRACION LIBRE Y FORZADA DE SISTEMAS DE N GL CON AMORTIGUAMIENTO

Las ecuaciones de equilibrio dindmico son:
'éfFI} + {Fa} + gFr} = %P(t)}

Ya tenemos:
<:-.P13 M) &
o = (K] 6

y ahora hacemos

(<] ¢3f

~ AN
o]
o]
—
]

‘o)
I
1

[¢35]

hY

Yy ¢34 = fuerza de amortiguamiento en

la coordenada i debido a

una velocidad unitaria en la coordenada j.

Z S
e

R T S
indica

| !
B ere—
27 . - ' acoplamiento
| 1 C.. = C..,
N SO T A N & ji
4 ) =

lLa ecuacidn de movimiento es

P15+ 3§+ 0§ - o)
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Hag‘an\los : {X} =[R] {y} premultiplicf?tndo ’pc;r {r} ;

fe} 3 BRI 57+ 58} CAEI 3+ ey DS = fo) fee)

Para desacoplar estas ecuaciones debemos tener

gr}; [ﬁ] {?]i =0 i£3 cierto por
ér}; [k:lgr}i =0 1i#3 ortogonhalidad
Hi'l [Cl gP}i =0 i# 7 ¢pero ésta? (a)

1° admitamos que se cumple:
Ya definimos
1 -
efs 04 g6y =
%r}; [x] ;r}j K

!

[F]5 [e] frfy ==cf = 285y

n
=
*

gr}; {P(t)} = p#

y ahora

y nuestra ecuacidn para el modo j queda:

M#*,

5. +28. P M3y +P2May . = P
573 8342 §y+pinsy 3

3373 "3 373
o bien:
P*

AT SAETRS
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Como las soluciones para un sistema de 4cL (cuya ec. es

%+28px+pix = Eéil

cbmo debe ser [C] para que se cumpla

) ya las conocemos, 30lo nos falta saber

Sl (] fely 0 if3 (a

ademis, claro, de

1}
o

§v3; [M) $f 4
H'i [] §ri;

n
o

La ec. (a) se satisface si

i) [b] es proporcionala [MJ o a '[k]

ii) [c¢] es una combinacion lineal de [M] y [k] s O
sea: '

T[] =y () +a, [K]

esto es myuy restringido.

iii) En forma mis general:
e} = [ za; ]t =z [c] (38.1)
1 :

- pues ya sabemos que todas las posibles formas

[}ﬂ [h-igll gon satisfactorias y (38.1) es

una C. L de matrices de este tipo.



La seleccidn adecuada de ay

dari & [Q] las propiedades de~

s=adas, O sea,podremos dar valores especificos a los elementos

de [&] . ¢Cudles le damos?
h—-".\_—\‘_v

Asignamos un cierto valor de B a cada modo.

2858 = Efefy [ey] {x{

f = foJs [ &,
—————— N

A \
De 38.1 v A

~——

\ ) et

—— o

C%

Por otra parte, para vibracidn libre:

- 2 .
(K ‘f’jM)rJ 0

- b2 1 -
ke = berj - pr rs = FMr,

premultiplicando por rﬁM:

?
lr.Mp, = r.MFMr.
P j 3

]

es decir

1t

¢ )" Ims

erMeM~ i),
IS

J

y asi rodriamos llegar a que, para cualquier

0= grj; EM] [&‘1KJ 1{p}jal

= % .
iCJl $38 2)

e
-

(38.3)

29.



C#
1
(P ) M* = r.M(M~1K)lr. =
b ] a,
q_——\/—-“
por 38.3
De 39.1:
% = 1
le = G#j) M3~al
C;l'=.0é2) M*a
y sumando sobre 1:
1
ECH. = LOPY)M#a
134 173 1L

pero ya teniamos que

EC¥, = 2B.P. M3
1 41 3733

[ 1
A .M¥ = L(P2 %
28j¢}’] l( J)'ygal

L]
N
w
=

%

" de ‘donde:

-1 241
Bj -fFj-i(‘t’j)al

—

Con los n valores de Bj para los

ver para los n valores de ‘al y formar nuestra EC] con

la ecuacidn

39.

1

n modos podemos resol-

30.



31.
- -1
[c) = [ za, [M¥«]
Por ejemplo para nuestra estructura de 3GL asignemos:
B, = 0.10, 82 = 0.05, B, = 0.02
. = .4 241 2,0, 2y1 |
3 % 0.10 = g5 1La1<4>1> tagtp2) Tta  (p1)1 |

7 [a (D ey Oray )]

™
[
i
o
Q
(2]
1

w0
w
1
o

.02 -7-%;{1 LT +a0(‘%>§)°+a1(/i=§>1]

o, en forma matricial:

)g S S| VST a1
loioz2) 2 143 1k, b, a,

3 o
1Py 1k, A, 1 &
al resolver para a; resulta

(cl =a_, (M) +a, [M] +a, [K]
\_’—W\.‘-“M'”
En p. tenemos que para CI = 0 y B8 = 0, para excitacidn
sismica

mH

Yj(i‘) = - ﬁf;&(&)wn P (t-12)dZ
]

coeficiente de participacidn




m
j M#% . m
j N ;b}j [ fP; iiimirij

y .. podemos poner:
L(t) = Coz.(t
‘yj( ) sz( )
en la que Cj estd definida arriba y
25 () = —fijfgﬁ(Z)sen?j(t-Z,)dZ,
J
(y semejante si B8 # 0)
3 t = C. . t
yj( ) zj( )

J

Ademis, tenemos

fuf = [R] 3]

O sea .
[~ -
N o
(Xi I rll P12 a g o e s rlj s 06 Qo ern Yi\
X, |
: r21 71‘22 ‘e 06’0 o @ rzj OIGQQr‘zn Y2
Rep = 1. ) R >
Xn I‘ni rn2 ® 0o c e rnj s 0 %0 nrnn Yn

32 o"




T

De aqui (sin sumar para todos los modos) |

%54 Imax = ©43%5]25 8 |max = T13%354
. : Q
S “a
= p,.C, 2
. 1] ],F%
_ J
De esta ec. pasamos a:
! l n n
X ‘ r..C.8., = I r..C
1 |max ._, 1] 3°d tna 13 ]
aps 171 3=1
lxilméx -'/rgﬂxljlmax)2

0

AV H]
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.

% £I =Constant
7
s |

. L _
Prab. 3-1 AE Constant
lzo K Prob. 3-7
111-k
t Y ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¢t ¥ % 38 £ = Constont
=Lonstan .
2 A 2
| 8n 12 fi | (
|y 1 ! ; . 15 1
Prob. 3-2 ‘
| v}}/z A .
' v+30k 20k
10k 10k p L _
—= = Censtant
-/2 A B ‘ AE
. J £ = Constant 4@20f1=80H
L_s 1 10 1
] i | Prob. 3-8
Prob. 3-3
\ ilO k
- I=2 4 I=1 g | 15 ft
%‘ J % £ = Constant l . - ~.
10 f1 10 ft A
[ i Jl % % -130 K
Prob.3.4 : ‘ Z‘-E = Constont
_ 4@ 1511=60f
’ 100k :
10 ft 1 G_f}'.'i" Prob. 3-9
I I Z ‘ ¥
T ] i
‘ S ft 20 ft | 201t
1 -k 20k
10 f1 Al L g . l
12 k 72 EI =Constant
10ft j” 401 7 & ¢ P
i 1 7 4
Z | e L 201t | 30 ft Jlo #_ 15 ]
£I =Canstant £I =Constant
Prob. 3-16
Prob. 3-5 Prob. 3-6




Sec. J-& Problems
' : 1I5 k.
y/
El=
|A% %B l 7}% ] = Constant ._
10 f1
l— 10 ft 10 fi J
Prob. 3-17
{IOOk
aA B A ¥
15 ft
D
ET =Constant
be 20 ft 20 ft 20 ft
Prob. 3-18
20k
I=18 1=2.0 I=18
< ,A B ’ C £ = Constant
| 10f 10f [ 10 l 20 ft 1%
[l | I L
Prob. 3-19
' W
aj_ii Y Y Y VY VYT YV ¥ VTV ¥ Y Y
A 8 C
y= EL k= EL
o 1083
L L L: L . EI =Constant
Prob. 3-20
£, 100K ]
5 ft
B D ET = Constant
10 ft '
20 ft % — ¥
A
2
| 30 #
fe

Prob. 3-21

75

76 Introduction to the Flexibility Method of Analysis: Planar Structures

Ch. 3

.L_ =
AE Constant

—

30 ft

A

]

2 o 50
Y00k V200t

V50 tt J -
8 @ 40 f1 =320 ft

' .

Prob. 3-22
2 f1-k
20k
B c -
10 ft 10 ft
t A
- 7 o ——
10 ft 15 ft J EI = Constant
Prob. 3-23
1 2 3
#5° 5 | c
12 ft
D
10 ft 10 ft 10 ft 10 ft 10 ft

EI =Constant

Load case 1 — a single vertical 20 K’ load ot point 1
Load case 2 — a single vertical 20 k load at point 2
Lood case 3 —a single vertical 20 k load of point 3

Prob, 3-24

SELECTED REFERENCES

3-1 Rogers, G. L. and M. L. Causey, Mechanics of Engineering Structures. New York:

John Wiley & Sons, Inc., 1962.

3-2 Carpenter, Samuel, Structural Mechanics. New York: John Wiley & Sons, Inc.,

1960.

.
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Stiffne.. Method of Analysis : Planar thogonal Structures Sec. 4-7 Proolems 139
4-7
21 :
Problems I % 15 f
4-1 to 4-6. Analyze the structural system for the indicated loading, and draw the shear 727, '
and moment diagrams for each member; E = constant and the relative value of moment -
of inertia is indicated for each member. ) 30 f1 40 ft 30t
- 1
8k 16k Prob. 4-4
L v 2k
Y <
7 % B o 2ot | 31
af_tL 24 ft 16 f1 32 1 21 8t
20t 2!
Prob. 4-1 217 % 12 ft
10 k k X - - .
et Ton]
20 f1 10 ft
| 3k -~ %
Bft ] INiofi Prob. 4-6
6 ft
wL/, 2k—> 21
15 ft 15 ft ~
21 21 I I 2t
Prob.4.2 3Kk —>
21 {
k .
2% 21 21 12 1
IEEEEREERERRE! 4k
2I ’ 1 ’ L 2
v/ 73 - 7
1 12 | L 20 f1
2011 21 ‘ v
V274 - Prob, 4-6
R 4-7. Analyze the rigid frame of Prob. 4-2 for a settlement of the center support of 06 in.;
2 I = 500in*, E = 30,000 ksi.
!_ 2511 4.8, Determine the final member end actions and the support reactions for the frame
Prob of Prob. 4-3 caused by a clockwise rotation of the ift support of 2°; I = 5000 in¢,
rob.4-3



540 Suffness Method of Analysis : Planar Orthogonal Structures Ch. 4

4-9. Analyze the planar orthogonal frame of Prob. 4-4 for a scttlement of the left column
support of 0.6 in. and of the right column support of 0.8 in.; / = 6000 in4, E = 3000 ksi.

4-10 to 4-12. Calculate the final member end actions and the support reactions for the
indicated loading of the structure, and draw the shear and moment diagrams for each
‘member; E = 30,000 ksi.

o I8 W 70 Py I8 W 70 o
= < < <
o S 245. lf) k *
Q T f = 065 e
HI}G}‘}linvvvyvvvn
24 W 100 24 W 100
o o o
had w0 [te] [Te]
© % S 3
(o} O o
- 7 %A /4
30 ft 30 ft
U Prob. 4-10
30 k
EW 78 Y I6W 78
12 @ ”m [a2]
7o} n 0 -
Y S S P
g 2 T 2
16 W 78 16 W 78
72 77
15 ft 15 f1
Prob. 4-11
K
o5& y 304
ansaxxxxsliBIRRRRERREN
30 W 108 33wW8 30 W I08 .
0 O 0|
- ) o ®
o % % %
o o o
—— 7 7/% 77,
30 ft 45 ft 30 t
Prob. 4-12

Problems 141

Sec. 4-7
4-13. Determine the final member end actions and the support reactions for the frame
of Prob. 4-11 if member a is fabricated with a 6° bend (rotating the right end of the

member counterclockwise) at a point 5 ft from the left end of the member.

4.14, Analyze the frame of Prob. 4-12 for a fabrication error of 0.75 in. which resulted
in the 33 ws 118 being too short.

4-15. Analyze the continuous beam for the given loaaing. The beams are 1.5-ft wide
and have straight haunches; E = 3000 ksi.

afn - '
1 &
i\\” ft 2 ft
| EEEERERR. {
’ ft
12 ft 2 f

40 ft
4-16. Analyze the continuous beam for the indicated loading condition. Draw the shear
and moment diagrams for each beam. The relative values of moments of inertia for each

member are indicated; E = constant.

Prob. 4-15

, 24%
EEEEEEREEREX,
o 1 I3 31 | 21 T%ﬁ I
A AR
‘ 3511 50 ft 25 1t
[ |
Prob. 4-16

4-17. Write a computer program using the stiffness method to analyze a continuous beam
for a uniform vertical load applied to any span and acting over the enti.r_e span. Assume
that the moment.-of inertia“is constant over the span of each beam and is different for

each beam; E is constant for the structure.

4-18. Develop a computer program to analyze a general planar orthogonal frame by
the stiffness method for the following load cases: (1) a uniform normal load over the
span of a member; (2) a normal concentrated load applied at point within the span of.
a member; (3) a vertical or horizontal concentrated load applied at a joint; and (4) a
moment applied at a joint. Assume that the beam elements are prism>**~ and that E is

constant for the structure,



142 Stitiness Method of Analysis : Planar Orthogonal Structures Ch. 4

4-19. Write a computer program to develop the member stiffness matrix and to compute
. the fixed end actions for a uniform normal load acting over the entire span for a non-

prismatic beam element.

SELECTED REFERENCES

4-1 Pei, Ming L., “Stiffness Method of Rigid Frame.Analysis," ASCE, Second Con-
ference on Electronic Computation. Pittsburgh, Pa.: September 8 and 9, 1960.

4-2 Kinney, ). Sterling, Indeterminate Structural Analysis. Reading, Mass.: Addison-
" Wesley Publishing Co., Inc., 1957.

4-3 Gere, James M., and William Weaver, Jr., Analysis of Framed Structures. Princeton,
N.J.: D. Van Norstrand Co., Inc., 1965.

4-4 Wang, CHu-Kia, Statically Indcterminate Structures. New York: McGraw-Hill
Book Company, 1953.

4-5 Morice, P. B., Linear Structural Analysis. London: Thames and Hudson, 1959.

4.6 Hal}, A. S., and R. W. Woodhead, Frame Analysis. New York: John Wiley & Sons,
Inc., 1961.

4.7 Rubinstcin, Moshe F., Matrix Computer Analysis of Structures. Englewood Cliffs,
N.J.: Prentice-Hall, Inc., 1966. .

4-3 Willems, Nicholas, and William M. Lucas, Jr., Matrix Analysis for Structural
Engineers. Englewood Cliffs, N.J.: Prentice-Hall, Inc., 1968.

4.8 Livesley, R. K., Matrix Methods of Structural Analysis. New York: The Macmillan
Company, Inc., 1964.

286 B Stiffness Method o‘f.)ﬁ'nalysis : Three-Dimensiona Structures : Ch. &

The stiffness method is a very powerful tool when coupled with the electronic’
digital computer for analyzing complex as well as simple structures. The procedure
for carrying out the analysis is a very orderly, systematic procedure that is not
restricted to a particular type of system. Only those matrices that are required to
describe the behavior of particular structural elements are different. Thus, the prob-
lem of analyzing a given structure becomes one of developing the proper matrices
to describe the response of the elements which make up the system.

6-9

Problems

6-1. Determine the final end actions developcd at the end of each member and the
support reactions of the rigid frame caused by the indicated loading. Feor ecach member
I.=312, I, =21, 1, =4I, and A, = I/4; E = constant and G = E/2. The relativé
value of I for each member is given in the box adjacent to the member. The y.~—x,

plane of each member is perpendicular to the X-Z reference. N

P4

Prob. 6-1 Note: The y,-x, plane of cach member is perpen.
dicular to the X-Z plane.

62 Analyze the space frame for the imposed loading condition. The members are
prismatic 24 v~ 100 stecl beams; £ = 30,000 ksi and G = 12,000 ksi. The members are



Sec. 6-9

Problems 287

oriented such that the y,,—x,, plane of each beam, where the y,, axis defines the minor
axis of the cross-section, is perpendicular to the X-Z reference plane.

Prob. 6-2 Note: The yn,~xn planc of each member is perpen-

dicular to the X~Z plane.
. -
6-3. Compute the support reactions and final end actions. For members 1 and 2,
I, =213, 1,=1, I, =3I, and 4, = If5; for member 3, I, = I, I,=2I, I, = 51, and
A. = I/4; E = constant and G = EJ2, The y,—x,, plane of each beam is perpendicula.
to the X-Y reference axis.

. . k

3.6 I

t .
I EEEERERER™
0 %

7

k- ——————=

10 ft

Prob. 6-3 Note: The yn—xm plane of each member is perpen-
di to the X-Y plane.

’

288 Stiffness-Method of Analysis : Three-Dimensional Structures Ch. ¢

6-4. The space frame is to be analyzed for the indicated loading condition. With th
¥Ym axis defining the minor principal axis of the cross-section, the y,—x,. plane of eacl
beam is perpendicular to the X-Y reference plane and the y,-x,, plane of each columz
is perpendicular to the X-Z reference plane; E = 30,000 ksi and G = 12,000 ksi.

/
}w -
20 ft J 2 ft
| v
. ws /// .
. NZ
12w 120 XY |1aq
K X
4'Oﬁ
%
294 W IZOI
Z
0
(>
D:\*
n/
\\
S

Prob. 6-4 Note: The y,—x», planes of the beams are perpen-
. dicular to the X-Y plane, and the y,-x,, planes of the columns are
perpendicular to the X-Z plane.

6-5. Determine the final end actions for each member and the support reactions for the
structure caused by the applied loading. For members 1 and 2, I, = I/2; I, = 61, I, = 8,
and A, = I/5; for member 3, I, =1, I, = 101, I, = 10I, and A, =-1/4; E = constant
and G = EJ2. Letting the y,, axis define the minor principal axis of.a member’s cross-
section, the y,~x, plane of members 2 and 3 are perpendicular to the X-Z reference
plane and the y,—x,, plane of member 1 coincides with the X-Y reference plane.

6-6. Develop the complete structure stiffness matrix for the rigid space frame described

in the figure and set up the complete joint load matrix for the indicated loading condition:

Letting the y,, axis define the minor principal axis of a cross-section, the ¥Ym—Xm Plane of

cach column is parallel to the Y-Z reference plane and for each bea~ is perpendicular
i to the X-Y reference plane; E = 30,000 ksi and G = 12,000 ksi. .



( 30 Stiffness Method of Ané/ésis? 7hree-Dimensional Structures ] Ch. 6 °
Sec. 6-9 : Problems 289 C ‘
. 6-9. Analyze the space frame of Prob. 6-5 fora vertical scttlement of 0.5 in. of the sup-
Y _ port of member 1. Let / = 1000 in*, E = 3000ksi, and G == 1000 ksi.

©  6-10. Analyze the rigid space frame of Prob. 6-6 for the indicated loading.

6-11. Analyze the rigid frame structure of Prob. 6-6 for an increasc in tcmperature of
40° of members a over the other members of the structure,

6-12 to 6-15. Determine the bar forces developed in the space truss. The orientation of
the local axes for each member may be sclected for convenience of computation;
E = 30,000 ksi. The cross-sectional area of each member (in terms of sq in.) is indicated
adjacent to the member.

12 ft

9 ft

8
Prob. 6-5 Note: The yn,-x,, plane of member 1 coincides with
the X-Y reference plane. The ym-xn plane of members 2 and 3
is perpendicular to the X-Z plane in both cases, 4ft h
X X
ag / r
I ERREERERERERY YA 30 &
24 W 120 _ A
.4 S IS ft 12 ft [ ’
Q
< i2 ft
of‘i S X r
v % .
@ 24 W 120 ‘ol 7

& 3 Q 2

$|(a Y 4%

o o

, Prob. 6-12
Y !
A

6-16. Compute the bar forces developed .in the space truss of Prob. 6-12 if member
a is fabricated 0.5 in. too short,

/ 25 ft

\

7 7 .
Prob. 6-6 6-17. Analyze the space truss of Prob. 6-13 for a settlement of support a of 0.75 in.
. ' 6-18. Determine the bar forces in each member and ihe support reactions for the struc-
6-7. Analyze the frame of Prob. 6-2 for a vertical settlement of 0.75 in. of the support a. ture if member @ of the truss of Prob. 6-14 is fabricat:d 0.25 in. too long. '
6-8. Determine the final end actions and support reactions developed by the rigid frame 6-19. Anzlyze the structure of Prob. 6-15 for a f'abricmion error of 0.3 in. shortening

of Prob. 6-2 if member b is fabricated 1 in. too shori. the length of member o
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20 k

32 1t

80 ft
' X
X : 12
7, ) =
1 Fz=60kF” 120 k
| 16 ft
|
V4
) - Prob. 6-15
7 .
6-20 to 6-23. Analyze the planar grid structures for the indicated loading. Each member
is positioned in the X-Y reference plane so that the major principal axis (y,,) of each
cross-section lies in the plane; E = 30,000 ksi and G = 12,000 ksi.
X Z
y, 25ft 258,
. 24V\FI20‘ / 24“,:'201 /
25 ft ’ ok % Y
24 WF 100 : ﬁ’ﬂ
24 W 120 'Af
> ——

25 ft

.7/ ’

Prob. 6-20 Note: Major principal axis of .the cross sectic ¢

Prob. -1 L
rob. 6-14 each member lies in the X-Y reference plane.
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~

% 30w 116 7

Y .
/
S
o ]
\‘g‘b 24 fi
o

Y }ow:lzlgn _/ .
a 4 /

Prob. 6-21 Note: Major principal axis of the cross section of
each member lies in the X-Y reference plane.

3

24 W 94
/ 10 ft 7
Prob. 6-22 Note: Major principal axis of the cress section of

~ each member lies in the X-Y reference plane.

v 4

W\
8
3
3
o
!

a 30 W 99 0

I5 1 /1oH /
/ 7 /
X

Prob. 6-23 Nore: Major principal axis of the cross section of

each member lies in the X-Y reference plane.

294 Stiffness Method of Analysis : Three-Dimensional Structures Ch. 6

6-24. Analyze the planar grid structure shown in the figure for the indicated loading.
For each member, I, = 3//2, I, =21, I, = I, and A, = J/6. The major principal axis
(r.) of the cross-section of each member lies in the X-Y refercnce planc. The relative
value of I for each member is given in the box adjacent to the member; E = constant
and G = Ef3.

12 ft

Prob. 6-28 Note: Major principal axis of the cross section of
each member lies in the X-Y reference plane.

6-25. Determine the final end actions and the support reactions for the structure of
Prob. 6-21 if member a is fabricated with a bend of 5° (rotating right end in a counter-
clockwise direction) at midspan.

6-26. (a) Fstablish alt of the matrices for a beam element with either a variable -or
constant cross-section over its span length, arbitrarily oriented in a three-dimensional
space, with both ends of the member restrained against translation in the x,,, y.., and z.,
directions, both ends restrained against rotation about the x,, and y,, axes, and both.ends
free to rotate about the z,, axis so that this type of member could be handled in a stiffness
analysis.

-(b) Evaluate the member stifness matrix for this beam clement if it were a prismatic
member.

6-27. Develop the grid member stiffness matrix {Kg), for a prismatic grid member with
a pin at the j-end of the member so that it is free to rotate about the major principal axis
¥Ym- The member is assumed to be restrained against all other possible components of
end displacement. Also, establish the transformation matrix [T¢); and the transformed
grid member stiffness mairix [R¢); for this member.

6-28. Establish the member stiffness matrix [K#), for a prismatic 12 in, [25#% beam.
Note that for this member the shear center and the centroid of the cross-section do not
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coincide. The x,, axis will define the centroidal axis of the beam and the z,, principal axis
will contain both the centroid and the shear center of the channel section.

6-29. 'Develop a computer program to analyze by the stiffness method a planar grid
frame for any possible loading condition. Hint: Let fixed end actions be input data.

6-30. Write a computer program to analyze by the stiffness method a spéce trl‘.fsxs:system‘
for loads applied only at the joints. .

6-31. Write a computer program to carry out the gpalyéis'df a rigid space frame by the
stiffness method for any possible loading conditicn. Hint: Use fixed end actions as input.

SELECTED REFERENCES

6-1 Willems, Nicholas, and William M. Lucas, Jr., Matrix Analysis for Structural
Engineers. Englewood Cliffs, N.J.: Prentice-Hall, Inc., 1968.

6-2 Gere, James M., and William Weaver, Jr., Analysis of Framed Structures. Princeton,
N.J.: D. Van Nostrand Company, Inc., 1965.

6-3 Seely, Fred B., and James O. Smith, Advanced Mechanics of Materials, 2nd ed.
New York: John Wiley & Sons, Inc., 1952,

6-4 Timoshenko, S. P., and J. H. Goodier, Theory of Elasticity, 2nd ed. New York:
McGraw-Hill Book Company, 1951.
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METODO DE ANALISIS POR ELEMENTOS FINITOS.

INTRODUCCION.,

El ingeniero en la busca de los valores numéricos adecuados para descri~

bir su proceso de disefio, se encontraba generalmente con formulaciones mate

e
”~

maticas dificiles. Por ejemplo, considerando el simple caso de teorfa de ---
flexién de placas, bajo las hipétesis. de ;Sequeﬁas deformaciones y que las sec-
ciones planas permanecen planas después de la deformacién, la ecuacién di fe-
rencial que gobierna el anélisis .i)ara un matefial elastice lineal hoﬁwgener) e

isotrdpico es

4 .

rotw |, 52 W _ G (1
L R e -
R X4 QX ‘g > 49 D

P

donde W es la deflexién en el p(gnt'o (x, ¥), q es la intensidad de la carga en el
Eh
puno (X, v), y D= === es la rigidez flexionante de la placa la
12C1-399
cual depende del modulo de elasticidad E, el espesor de la placa h y la rela-
ci6én de Poisson =) . Enla Fig. 1 se presenta un elemento diferencial de
la placa y las acciones y reacciones sobre €l. Combinando la flexion simple -

en dos direcciones se obtiene para los momentos y corrantes por tnidad de lon-

gitud de placa lo siguiente:
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Q= - D%‘ ‘Q’w

(2)

: 3N w
donde W‘?\}‘j . ’2}(?- @/—g

Para el caso particular de ta placa libremente apoyada, y rectangular, -

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) som:
W (@) g} =0

Wi (&y) + "9 NW Qop.t;} =0 @
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Navier en 1820 presents a la Academia Francesa de Ciencias, la solucién

representando la carga q ( %, y), por medio de una serie trigonométrica doble

%C’“"ﬁj 7 YQM @x S,Qu»——-‘ % (4

substitutye (4) en (1) y considerando las propiedades de ortogonalidad de las

series trigonométricas obtiene la solucion de la ecuacién diferencial bi~armoénica

) T @.@W\

=55 L(W‘sa&- ) _wx@w % )

et =y

{1) como

en donde el coeficiente Amn viene expresado por

& v
‘ 4 W Gi 4
Qg & = K. A,m L i3
wez ==\ \§ f@ X & &
o O

El procedimiénto de Navier consiste en lo siguiente: Conocida la funcién de
carga q (x,y), se substituye en (6) y se-obtiene el coeficiente Amn el cual -
nuevamente se subsdtuye en (5) y se obtiene la deflexién W (x,y), y por medio
las ecuaciones (2) se obtienen los momentwos y cortantes iM% y {@%’

Es impoftante obse-r'var que las limitacioﬁes de Navier se refieren a una placa -

rec.tangular libremente apoyada y con una funcién de carga q (x,y) impar con -

respecto a X, y con respecto a Y, es decir, | "C(K) = a“‘p("’x) y
Si la funcién fuese par, la representacién de -

q (x,y) seria mediante una serie de cosenos, y si q(x, ?‘i) fuese una funcién cual



¢

quiera, se representaria mediante uns serie trigonométrica doble completa
de senos y cosenos, y se tendrian problemas en satisfacer las condiciones en
la frontera. Generalmente la convergencia de la serie (5) es lenta, y en algu

nos ¢asos es necesario considerar més de 500 t€rminos para asegurar la solu

cién correcta. .

Posteriormente en 1900 M. Levy cambia de posicién los ejes coordenadoc

( Fig. 3 ) e utiliza una serie trigonométrica simple

W => '¢m<g)m% X
m=t

-

(7)
El procedimiento de Levy consiste en substituir (7) en (1) obteniendc una
ecuacién diferencial lineal de cuarto orden en fm(y) con coeficientes constan-

L.
tes no homogenea con la cual ya es posible satisfacer diferentes condiciones en

la frontera %9-"’ b 2 » Pero continua limitado a'una placa rectangular
libremente apoyada en las fronteras x =0 y X =a.

e /A

%

—

e =W

O
&
N

7~

. a. _

P R ]

Fig. 3 Pcsicidn de ejes en solucién de M. Levy.
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Las limitaciones de anilisis tan restringidas, como los ejemplos anteriores,
aparecian en innumerables problemas de ingenieria, lo cual originé el principio
de los métodos numéricos, el cual presenta d(;s etapas de desarrollo.  Antes
de i3 época de las computadoras, donde representa un importante papel el Prof.

Southwell del Colegio Imperiai de Inglaterra, desarrollando y aplicando los mé-

todos numéricos de relajacién y diferencias finitas, superando_las limitaciones

restringidas de los métodos analiticos de solucién.

Durante la era de las computadoras digitales, el método de anilisis por ele

mentos finitos ha obtenido gran popularidad, puesto que en este procedimienio

como resultado de la discretizacién del medio por analizar, se obtienen sistemas

grandes de ecuaciones algebraicas lineales simultdneas, lo cual actualmente su

solucién no representa ninglin problema. Por ejemplo, en el caso de anilisis -

Ly

elastico lineal de placas, podemos tener cualquier condicién de apoyo, de geome

tria y de cargas, pricticamente se eliminan la mayoria de las restricciones de

las soluciones analiticas mencionadas, el problerna mis importante es verifiar

e

adecuadamente su convergencia.

El primer trabajo referente al método se debe a Hrenikoff Ref, 1  pu-

blicado en 1941, Yy el segundo a McHenry publicado en 1943 en_ambos trabajos

{ Fig. 4 ) se verifican soluciones de problemas de elasticidad bidemensional en

estado plano de esfuerzos, discretizando el medio y buscando la analogia con la

solucién estructural.

Posteriormente en 1949 Newmark, en su libro de Mé&todos Numéricos - -

-~ STIR

Ref. 3 , presenta los métodos de Hrenikoff y McHenry. Sin embargo, el
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Fig. 4 Primera solucicn presentada por Hrenikoff en 1941.

 e—.

Ref. 5 , y noes, sino hasta 1960 con Clough, Ref. 6 nace por primera

9

vez el nombre magico de "Elemento Finito" , derivando més correctamenie las

propiedades bisicas del elemento rtriangular y el rectangular, y el hecho de que

en el mismo tiempo la computadora comienza a ser una herramienta muy ef=cti

va, conduce rapidamente a la solucién numérica de problemas elidstico lineales

complejos, en los cuales una solucién analitica no era posible.

Se inician la derivacién de las propiedades de rigidez de los elementos finitos,

el campo de desplazamientos en el medio se expresa en funcidén de los desplaza -
mientos nodales del elemento, satisfaciendo continuidad, las fuerzas irwemas se

-— e ent s 4 e m—— =

definen aplicando el principio del traka jo virtual, la identidad de este proceso con

— B

el de minimizar la energia potencial wtal, o sea, el procesc ge Rayleigh-Ritz

Ref. 7 esobvia. Eldesarrollo anterior se acentla en €l campo de la Meca-

nica de S6lidos y posteriormente Zienkiewicz Ref. 13 y Wilson Ref. 14 lo

aplican en Mecanica de fluidos y en problemas de anilisis de conduccién de calor.
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Se presenta a.ll,fﬁnal una lista de referencias de importancia del método del ele-
memd finitoy A

Al iniciar la determinacién de esfuefz:os y desplazémientos en cierto proble-
ma de diseno, las ecuaciones que gobjernan el problema.en cualquier forma de-
ben satisfacer equilibrio y continuidad. | |

El Método del Elemento Finito es un procedimients analitico, y cuando se
aplica a un medio clontinuo, éste se-modela analiticamente subdividiéndolo en -
sub-regiones ( los elementos f{nitos ) en Tos qdé el comportamiento de cada uno
es definido por grupos separados de funci:ones que supuestamente definen esfuer-
zos y desplazamientos en esa reéic’m, l/a,s_ funciones se se\leccionan en forma tal

que se satisfaga la condicién de .continuidad a través de todo el wmedio, por lo -

p \ C . 1 - .
tanto, el método del elemento finito en comiin con las soluciones por series y di-

ferencias finitas representa una aproximacién a la solucién del problema

4 92
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‘Fig 3 Tipos de elermenitos finifos




TIPOS DE ELEMENTOS.

Elementos que son usados comunmente en la prictica son ilustrados en la

Fig. 5,

El elemento estructural simple, Fig. 5 (a), es un miembro de la familia -

total de elementos finitos. Cuando se usa con elementos del mismo tipo descri
be armaduras y estructuras éspaciales. Cuando se combina con elementos de
tipo diferente, especialmente con elerﬁentos de placa generalmente se describen
miembros de rigidez.

Los elementos basicos en anilisis por elementos finitos son placas delgadas

con cargas contenidas en su plano ( condicién de esfuerzos planos ), triangulares

y cuadrilateros se ilustran en la Fib_5b. Se denominan basicos porque los pri-
meros desarrollos concernientes con el método se refieren a ellos.

Los elementos sé6lidos, Fig. 5 gé), son la generalizacién tridimensional de

los elementos de esfuerzos plancs. El tetrahedro y el hexaedro son las formas
mas comunes y son esenciales para modelar analiticamente problemas de mecé
nica Jde suelos, rocas y estructuras nucleares. Es conveniénte mencionar que
la Gnica forma préctica de resolver problemas tridimensionales practicos, €s
el método de elementos finitos.

Uno de los campos més importantes de aplicacion del método de elementos

finitos es en el anilisis de "s6lidos axisimétricos"”, Fig. 5(d). Una gran varie -

dad de problemas de ingenieria caen en esta categoria, incluyendo concreto, tan
ques, recipientes nucleares, rotores, pistones, flechas de motores, y la cabeza

de los roquets. Generalmente son medios de carga y geometria axisimétrica.
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En la Fig. 5(d) se muestra el elemento triangular, también se usan secciones

cuadrilateras.

Elemento de placa plana en flexion es empleado no solo en coneccién con el

comportamienio de placas planas, sino también en cascarones y miembros de -

pared delgada. Fig. 5 (e).

Estructuras de cascaroén delgado axisimétricas, Fig. 5 (f), denen el mismo

rango de significado en la aplicacién practica que los sélidos axisimétricos. Sin-
embargo. las relaciones gobernantes se derivan de la teoria de cascarones delga
dos.
. » )
Cuando una estructura de cascarén delgado que de hecho es curva, es prefe-
rible emplear elementos de cascarén curvos delgados para el modelo analitico,
tienen la ventaja de describir mas aproximadamente la superficie curva del casca

rdn, y la apropiada representacién del acoplamiento de deformacién y equilibrio

entre cada elemento. Elementos tipicos de cascarones de doble curvawra se mues

tran en Fig. 5(g). Gran nimero de formulaciones para este elemento existen.

ALGUNAS APLICACIONES DE ELEMENTOS FINITOS.

Examinaremos algunas aplicaciones delmétodo de elernentos finitos en disefio
estructural con el objeto de ilustrar la forma en la cual se usan los elementos -
de la Fig. 5, y la escala y complejidad de los problemas.

El desarrollo del método del elemento finib se debe a los investigadcres re-

Jacionados con la industria aerondurica. La Figura 6 muestra la forma en que -
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se aplicé el andlisis por elementos finitos' de una porcién del avién Boeing 747.
La estrucmré del fuselaje de un avién consiste de laminas de aluminio ligadas
a una estructura interna formada por armaduras y atiezadores. La experien-
cia ha mostrado que los efectos locales de flexién en el cascardn son desprecia
bles, por lo tanto, se supone que consiste de elementos en condicién plana de -
esfuerzos Fig. 5(b). El anilisis de elementos finitos del Boeing 747, de la -
parte achurada, regién que conecrta el cdérpo o Cascarén Monocoque con las alas,
drea achurada en Fig. 6, consiste de 7000 incégnitas. Por lo tanto, es comun
en la prictica dividir la estructura en regiones, o subestructuras, y analizar -
cada una por elementos finitos con <;1 ckjeto de producir un superelemento. Los
superelementos se ligan entre si por me&io de un procedimiento convencional -
que determina la fase final del anilisis.

- El esquema de subestructuracién del Boeing 747 es mostrado en la Fig. 6

y los detalles son listados en la Tabla 1.

.. Sub- Descripcién Nodos Condicién Elemento Elemento Grados liber Grado de
Estructura : Carga Viga Placa tad interac-~ -  libertad
- - cién elemen- toral.
: 108,
1 Ala 262 14 355 363 104 796
2 Cenwro ala 267 8 414 295 198 880
3 Cascardn T
Monocoque 251 7 502 223 91 1,026
4 Cascardén M.213 S 377 185 145 820
5 Cascarén M 292 7 415 241 200 936
6 Caja Tren
Aterrizaje 170 10 221 103 126 686 -
7 Cascarén M 285 6 392 249 233 909
8 Caja Tren
- Aterrizaje 129 - 10 201 -~ 93 . 148 503
9 Cascardn M 286 7 497 227 92 1,038
TOTAL 2,195 63 3,374 1,679 553 7,594

Tablad Wk @sﬁ%uc:%uné\@% dal Roetnq 747



Fig 6 Boeing 747



Como es usual en el disefio de aviones, se hicieron pruebas en el prototipo

y los résultados se compararon con la solucién por elementos finitos, coinci -

-

diendo como se muestra en la Fig., 7
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Fig. 7 Comparacién entre anilisis y experimentacién del Boing 747

\
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Es importante agregar que la respueséa dindmica de un avion es ﬁuy impor
- tante, asi como su inestabilidad eldstica es una forma importante de falla, Nin
guno de estos fenémenos puede tratarse por los métodos simplificados, pero su
analisis usando. el método de elementos finitos ﬁa probado ser muy aceptablg.
Problemas similares se encuentran m; Aifq‘u‘!itectura Naval: Figura B una -~
porcién' de una estructura de un transbordador. La parte plana es representada
' por elementos en estado plano de esfuerzos, Fig. 5(b). Elementos estructu -

rales, Fig. 5 (a), son empleados en la reprewcentacién de la estructura interna.



E1 ndmero total de incégnitas para definir las partes importantes de un barco
es del orden de 50,000, y de nuevo se subdivide el problema en subcstructuras

obteniendo menos incégnitas.

14 . i / N p
'» Elemento (b)) )

oy ' A Etemenio (a)
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b) Esfuerios plonos

Elemento {b)

=

Fig. 8 - Anilisis por elemento finito de vstructura de un fronsbordudo
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Eiementos solidos

Fig 9 Andlisis por elementos finitos de un recipiente reactor de concreto presforzado

Requerimientos de seguridad en el disefio estructural de los rcactores nu-
cleares han causado que la industria use ampliamente el analisis por elementos
finitos. Figura 9 (a) un recipiente,rea.ictor de concreto presfofzado. Debido a
la simetria es posible analizar solamente un doceavo de la estruclura total, ~ -

Fig. 9 (b). Su volumen se modela anglfticamente en un e'nsamble'_de elementos
tetaedrales y hexaedrales, Fig. 5(c). En problemas de este tipo, el nimero d-
incOgnitas es del orden de 20,000, y muy comin hacer el anéalisis er condiciones

no lineales en material y geometria.
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No todos los problemas de aplicacién del método de elementos finitos son
de p_ropbrcio nes monumeptales. Las figuras 10y 11 muestran aplicaciones -
basicas a ciertqs problemas de ingenieria civil. Una forma de incrementar
la eficiencia de disefio en secciones roladas de acero estructural es coriando
el alma en la forma dentada mostrada en la Fig. 10 (a), colocando una seccién
sobre la otra y soldandclas, Fig. 10 (b). Y se obtiene una viga mais aperalta-

da reduciendo el acero en el alma, y por supuesto que en este problema rutina

rio de disefio, no es necesario el uso del método de elementos finitos.

- 1

|Rarsanennd) !

| i -

—

Fig. 10 Analisis de elementos finitos de una viga aperaltada en celosia.

Un problema todavia més comiin es el de una viga de concrelwo reforzado,
Fig. 11, para el cual se conoce muy poco respecto a la adherencia entre el
acero de refuerzo y el concreto, y la formacién y crecimiento de las grietas

al aumentar la carga. La Figura 11 (a) muestra el medelo analitico de éle-
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mentos finitos y la descripcion de las trayectorias de grietas y las gréficas de

esfuerzos se muestran en la Fig. 11 (b).

L'os pocos ejemplos mostrados muestran que el método de elementos finitos
puede ser usadyo ventajosamente en cualquier situacién que se requiera la pre--
diccién de esfuerzos y deformaciones internas,‘desplazamientos, vibraciones,
inestabilidad elastica, mecanica de fluidos, éransferencia de calor. Situaciones
que se levantan de diversos campos que tradicionalmente han sido considerados

como disciplinas ingenieriles separadas. Ejem., Ingenieria Civil, Mecénica, -

Aeroespacial, Arquitectura Naval. El método del elemento finito proporciona

~

una tecnologia unificada de anilisis en casi todos los campos.

Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos tedricos basicos
y estudiar problemas especificos de caricter prictico. Un compendio de tales
problemas llenaria muchos volumenes, por lo tanto es recomendable consultar

las memorias de congresos y publicaciones periédicas correspondientes.

!;R'OGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES.

~ Se ha indicado que las ecuaciones del método de elementos finitos son de una
forma tal que su carécter general permite teéricamente escribir un solo progra
ma de computadora que resuelva la mayoria de los problemas que se presentan
en la Mecéanica de Medio Continuos. Programas de computadora con este obje-
tivo, aln en escala restringida, son llamados prografnas "de propdsitos genera-

les”. La ventaja de programas de propdsitos generales no es sélo su capacidad,
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Fig. 11 Anahsis por elementos finitog de una_viga de concrep
reforzado. : '




@

sino también en la instruccién de los probables usuarios respecto a la inter-

pretacidn de la documentacién, los datos y procedimientos de entrada y sali-
da de resultados. .

El costo de desarrollo de un !programa de propdsitos generales es usual-
mente muy alto por Io que la amortizac.ién de la inversidn es esencial., Cier-
tos programas de propSsitos generales son codificado‘s en un lenguaje compu-
tacional que permite operar el programa a muchas organizaciones diferentes
localizadas en grandes separaciones geogréficas. Owos programas de propd
sitos especiaies de limitada capacidad se usan en organizaciones industriales

y gubernamentales con un costo menor en su desarrollo y operacién.

Las cuatro componenties mostradas en el diagrama de flujo de la Fig. 12,

son comunes en el desarrollo de programas de propdsitos generales, fase de

dats de entrada, requiere del usuario informacién del medio o

Dt o — e e e B e e e

materal, des-

cripcion geométrica de la representacién por elementos finitos y las condicio-
nes de carga y de frontera. Los programas de propésitos generales mis sa-
fisricados facilitan el proceso de entrada como propiedades constitutivas del
material, almacenados previamente, esqu-emas de modelar analiticamente el
medio, trazar esterograficamente la idealizacién por elementios finitos en for-.

ma tal que los errores pueden detectarse antes de efectuar los calculos.

La fase de biblioteca de elementos finitos es de interés primordial en el -

curso. En ella se tienen los procesos de codificacién formulativos para los
elementos individualmente. La mayoriade los programas de propdsitos ge-
nerales contienen todos los elementos de la Fig. 5, asi como ciertas otras al-

ternativas de formulacién para un tipo dado de =lemento, por ejemplo el trian-



1. Entracfaf. de datos

Definicién del material, geomertria,

cargas y condiciones 2n la frontera

del mcdelo fisico del medio.

v

g 2. Elementos de bilbioteca. E

Generacidn de los modelos matematicos
para los elementos estructurales y las

cargas aplicadas.

v

3. Solucién .

~rezs.

Construccién y solucién del modelo

matematico para el sistema estructural

Salida de resultados E

gy e LS (T w /Y

Obtencidén de esfuerzos y

desplazamientos.

B sty eSO AS. vor bad

Fig. 12 Diagrama de flujo computacional en
Anéalisis Estrucwral.
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gulo en flexién. Tééricamente el elementb biblioteca es de extremos abiertos
'y capaz de acomodar cualquier nuevo elemento. de cualquier grado de comple-
jidad. ’

La fase elemento de blibioteca recibe los datos almacenados y establece las
relaciones algebraicas del elemento por medio de la aplicacién de los procesos
formulativos relevantes dé'codificacién. Esta fase del programa de propdsitos
génerales también incluye todas las relaciones algebriaicas para interconectar
los elementos vecinos y la coneccion del proceso en si, l.as operaciones poste-'
riores producen un conjunto de ecuaciones algebréicas lineales simultaneas para
representar la estruc tura completa ;aor elefnentos finitos.

La fase solucién del i)rograma de proplsitos generales opera .sobre las ecua

" ciones del problema formadas en la fase anterior. En el caso de un problema -
-~
de anilisis estructral solo significa la solucién de un conjunto de ecuaciones li-
neales algebriicas. Soluciones para respuesta dindmica requeriran computacic-
nes mais extensas sobre la historia-tiempo de las cargas aplicadas. En algunos
casos hay que operar en regiones subdivididas como en el caso del anédlisis del
Boeing 747, o efectuar operaciones especiales en las ecuaciones construidas ori-
ginalmente. - Incluidas en esta fase estin las operaciones necesarias de substitu-

cidén para obtener todos los aspectos deseados de la solucién.

La fase salida de resultados presenta el analisis con un registro de la solucién

sobre la cual se pueden tomar decisiones respecto al dimensionamiento estructu-
ral o disefio. El registro comunmente es presentado mediante una lista impresa
de esfuerzos y desplazamientos de los respecrtivos elementos. Asicomo en la -

fase de entrada existe una fuerte tendencia a la representacién grafica de datos, -
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tales como gréficas de trayectorias princiﬁaleg de esfuerzos o modos de pandeo

y vibr'ac‘:‘ién.

ALGUNOS PROGRAMAS DE PROPOSITOS GE’NERALES

L3 L35 byt st o A ataca:

ICES-STRUDL II, Integrated Civil Engineering System, (ICES), MIT, Maneja
' problemas de deformacidn y esfuerzos planos, cascarones rebajados, sélidos i
dimensionales,  flexién de placas con y sin deformacién axial. Su uso en proble-

mas ruy especializados resulta caro.  ASKA, Automatic System for Kinematic:

Analysis. Desarrollado por'J."H. Argyris, H. A. Kamel vy otros en la Universidad
de Smuttgar. Sistema general muy potente el cual ixicluye una biblioteca de 42
elementos diferentes. Puede ser costoso para un usuario especializado. SAP

A General Structural Analysis Prograrn, elaborado por E. L. Wilson de la Univer-

e e o ——— e A o oy " W s i e P a—— s —

s1dad de Cahfox_jma. Incluye analisis lineal estdtco y dindmico de estructuras elis
ticas, estructuras tridimensionales, sohdos axisimértricos, sélidos tridimensiona-
les, esfuerzos y deformacién plana, placas y cascarones.

Zienkiewcz, O.C., programa desarrollando en la Universidad de Wales, -

Swansea. Incluye lo de los programas anteriores y problemas de Mécanica d2
Fluidos y transferencia de calor. -

NASTRAN, NAsa STRuctiral ANalysis. Desarrollado por U. S. National -

Aeronautical and Space Administration para anilisis eldstico de varias estructuras

incluye, anilisis de expansi6n térmica, respuesta dinimica a cargas transitorias -
y exitaciones random,cilculo de valores caracteristicos reales y complejos, esta

bilidad dindmica. Ofrece capacidad limitada para anilisis no lineal.



DESFI-UNAM Marzo 15 de 1976. P. Ballestecros “~

SAMIS, Structural Analysis and Matrix Interpretarive System. Desarrollado
por ‘et Propulsion Laborawry, y Manned Spacecraft Center. Contiene un ele -
mento unidimensional general y e}ementos triangulares para deformaciones por
flexién y membréna. |

lSLAS y ELAS 8, __Eg_gilibrium Problems of Linear Strucrurc?s. Desgrrollado

por el Jet Propulsion Laboratory. Incluye una biblioteca de elementos unidimen
sionales, triangulares, cuadrildteros, tetaedros, hexaedros, cénicos, sélidos -
axisimét-icos de secciones cuadrilateros y triangulares.

MARC, elaborado por P. V. Marcal, incluye andlisis lineal y no lineal de pro

blemas de Mecanica de Medios Continuos.
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FINITE ELEMENT METHOD
THHEORY AND APPLICATION

- 1. INTRODUCTION

1.1 HISTORICAL BACKGROUND

The finite element method (FEM) has become a powerful numerical
téchnique for solving complex problems in séience and engineering,
mainly due to the advances made earlier in the numerical methods
particularly in matrix methods as well as due to the rapid
éntroduction cf high speed computers in the market. However,

éhe introduction of concepts and applications of FEM dates back
‘to the era of mathematicians who tried to calculate the perimeter
and area of a circle by idealizing it as & regular polygon. It
is also interesting to note that the bounc. solutions vhich are
often discussed in FEM can be traced back to the solution oif the
area of a circle. If the circle is modellcd with an inscribed
polygon; a lower bound solution ;s obtainsed whereas an upper
bound solution is obtained by replacing ti!-2 circle by a circums
cribed polygon. Even fhough the basic c0yuep£s of FEM exisled
for over th thousand years, for all pract jcal purposes, one can
only say that these concepts were actually used for solving

physical problems in 1950s by the aeronaul ical engineers.

In 1956, Turner et al (Ref 1) presented tliz stiffness analysis
for thé éomplex structures, which is the starting point in the
rediscovery of FEM. Nevertheless, Clough (Ref 2) was the one
who actually used the term F¥M in 1960. ance then, a tre-

mendous amount of research has baer done 21 this field ani



quite a large number of papers have been published in almost all
the journals related to all fields of engineering as well as some
in the fields of mathematics and science. 1In addition, several
conferences have been held all over the world and hundreds of
papers have been presented in each. The theory and application
of FEM have also been presented in numerous text books (Ref 3-22).
In order to help the research workers in tracing the references
required for their particular work several bibliographics have
either been published or under preparation, among them notably

Ref (23) is a good source of information.

1.2 APPLICATIONS OF FEM
The FEM is applicable to a variety of boundary value and initial
value problems in engineering as well as applied science. Some
-0of these applications are:

1. Stress Analysis of Structures, Stability of Structures,
Dynamic response of structures, Thermal Stress Analysis,
Torsion of prismatic members

2. Stress Analysis of Geomechanics problemns, Soil-Structure
Interaction, Slope Stability problems, Soil Dynamics and
Earthquake Engineering, Seepage in soils and rocks, Ccn-

solidation settlement

3. Solutions in Fluid Mechanics, Harbour cscillations, Pollution
Studies, Sedimentation

4. Analysis of Nuclear Reactor Structures

5. Stress Analysis and Flow‘Problems in Eicmechanics

6. Characteristic étudy of.Composites in ¥ibre Technology
7. Wave ?ropagation in Geoph&sics

8. Ficld Problems in Electrical Engineering



Apart from the above mentioned areas, the FEM is also applicable
to any other problem as long as the analyst makes certain that
the problem ié.amenable to solution based on the assumptions
introduced in the formulation of FEM and appropriate material

properties can be provided in a realistic manner.

1.3 METHODS OF ANALYSIS

In general, there are four basic methodg of analysis in FEM-
displacement method, equilibrium method,'mixed methcd and hybrid
method. The field variables or unknown quantities in cach of

these methods -rare as follows.

Displacement method -~ displacements and their derivaetives
Equilibrium method - stress components

Mixed method - some displacements and some stress components

Hybrid method - displacements or boundary forces

In the displacement method, smooth displacement distribution is
assumed within an element, interelement compatibility of displa-
cement is generally assured and minimum potential energy criterion

is used in the formulation.

In the equilibrium method, the interior siress distribution is
assumed to be smooth, the equilibrium of oundary tractions is
maintained and the minimum complimentary cnergy is the basis

for the formulation.

In the mixed method which is generally uv:d for plate and shell

problems, both displacements and stresses are assumed snooth



in the interior, the displacement components and the equivalent
stress components are coﬁsidered to be continuous at the inter-

element boundaries and the formulation i1s based on Reissner's

principle.

In the hybrid method, depending on whether the model is dis-
placement type or equilibrium type, the distribution of dis-
placements or stresses within the element is considered to be
smooth and along the interelement boundary either assumed
coﬁpatible displacements or assumed equilibrating boundary
Fractions are énsured and either modified complementary energy
6r modified potential energy principle is adopted for the for-

mulation.

Among these four methods, the displacement method is the most
widely used approach. However, for plate bending problems
cither the equilibrium or mixed meﬁhod is preferred and for

some field problems hybrid method is more suitable.

1.4 DESCRIPTION OF FEM

A structure, continuum or a domain is divided into ; number of
arbitrary shaped parts or regions known as efemenits. These
elements are interconnected at joints know: as nodes. The

principal unknown is termed as the {{efd vardfable. This field

variable can be displacement, temperature, pore-pressure Or
stress. The distribution of the field variable within an
element is approximated by the use of certain polynomial

functions Variational methods or residual methods are employed



ta develop the finite element equations which relate the field
wvariables at the nodes to the corresponding action vector at the
nodes of the element. This relationship is provided by the so
called property matrix which is based on the material and the
~geometric properties of the element. Finally these finite
element equations are assembled to form a system of algebraic
_equations for ‘the entire domain. The unknown field variable

is obtained by solving this system of algebraic equations.

1.5 BASIC STEPS IN FE ANALYSIS
The basic steps- in the finite element analysis of general

préblems are as follows. |

1. The countinuum is {divided into finite elements of any
arbitrary shape.

2. A suitable polynomial is chosen to represent the distrikbuticn
of the field variable within an element in terms of its
nodal values. Thus, the field variables at the nodes become
the ‘primary unknowns. .

3. Using variational methods or residual ﬁcthods, the finite
element equations are formulated.

4. The individual finite element eguations obtained in step
3 are assembled to form a set of algebraic equations for
the overall continuum.

‘5. The solution of the algebraic‘equations obtained in step 4
yields the valuesof the field variables at the nodes.

6. From the field variables at the nodes, the secondary
variables such as stress, strain for an element can be
obtained. ‘
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4. Plane Stress and Plane Strain

4.1 Introduction

Two-dimensional elastic problems were the first successful examples of
the application of the finite element method.!-? Indeed, we have already
used this situation to illustrate the basis of the finite element formulation
in. Chapter 2 where the general relationships were derived. These basic
relationships are given in Egs. (2.1), (2.2), (2.3),(2.9), (2.10), and (2.16) and
for quick reference are sumimarized in Appendix II.

In this chapter the particular relationships for the problem in hand will
be derived in more detail, and illustrated by suitable practical examples,
a procedure that will be followed throughout the remainder of the book.

Only the simplest, triangular, element will be discussed in detail but the
basic approach is general. More elaborate elements to be discussed in later
chapters wouid be introduced to the same problem in an identical manner.

The reader not familiar with the applicable basic definitions of ¢lasticity
is referred to elementary texts on the subject, in particular to the text by
Timoshenko'and Goodier,® whose notation will be widely used here.

In both problems of plane stress and plane strain the displacement
field is uniquely given by the u and v displacements in directions of the

-cartesian, orthogonal x and y axes.

Again, in both, the only strains and stresses that have to be considered
are the three components in the x-y plane. In the case of plane stress, by
definition, all other components of stress are zero and therefore give no
contribution to internal work. In plane strain the stress in & direction
perpendicuiar to the x-y plane is not zero. However, by definition, the
strain in that direction is zero, and therefore no costribution to internal
work i made by this stress, which can in fact be explicitly evaluated from
the three main stress components, if desired, at the end of all computation.

4.2 Element Characteristics
4.2.1 Displéc’ement Junctions. Figure 4.1 shows the typical triangular
element considered, with .nodes i, j, m numbered in an anti-clockwise

order.
48
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The displacements of a node have two components

{6} = {:} @.1)

and the six components of element displacements are listed as a vector

{0} = {6, . (4.2)

-5 X

Fig. 4.1 An element of a continuum in plane stress or plane strain

The .displacemems within an element have to be uniquely defined by
these six values. The simplest representation is clearly given by two linear
polynomials ’

U = a, +0T2x+a3y,

4.3)

V= ot osx bagy.

']"he six constants & can be evaluated casily by soiving the two scts of three
simaltancous equaticns which will arise if the nodal co-ordinates are in-
serted and the displacements equated > the appropriate nodal displace-
ments. Writing, for example,

U, = o) +ou,x, +o3y;

Uj = 0y +o33; +dzy; (4.4)

U = &5 +0 X, a5V,

. g

iy

;ﬁ;
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we can easily solve for a,, a,, and a; in terms of the nodal displacements
u;, uj, Uy, and obtain finally

]

u= 5z {(a;+ bix+ cy)u,+(a;+ bx+ cpu,+ (8 + bpX + Co) i) (4.52)
in-which
A = XY= Xp)j )
bi = }’;—J’m = Yim \ (45b)

€ = Xpy—=X; = Xpj

with the other coefficients obtained by a cyclic permutation of subscripts
in the order; i, j, m, and where

. I xi
2A =det |I' x; y;| =2 (area of triangle ijm). (4.5¢)
1 Xn Ym

As the cquat-ions:for the vertical displacement v are similar we also have
v = 2LA{(a, +‘b,x+ cy;+(a,+bx+cy;+(an +bpx+ )}, (4.6)

Though not’ stn'ctlyv necéssary at this stage we can represent the above
relations Egs. (4.52) and (4.6) in the standard form of Eq. (2.1)

{f} ={ }- [N1{8) = LIN}, IN', IN){8)¢ @

with / a two by two identity matrix, and
N! = (a;+bx+ c)[2A etc. (4.8)

Note- if co-ordinates are taken from the centroid of the element then
Xi+Xg+X; = yi+y;tya =0 and g = 2A/3 = a; = a,,

The chosen displacement function automatically guarantees continuity
of displacements with adjacent elements because the displacements vary
linearly along any side of the triangle and, with identical displacement
imposed at the nodes, the same displacement will clearly exist all along
an interface.

4.2.2 Strain (total). The total strain at any point within the element can
be defined by its threc components which contribute to internal work.
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( du )
ox
£ :
x 0
=Je t={ = | (49)
. dy
yxy t
6u+6v
k6y 6xJ ;
Using Eqs. (4.7) or (4.5a) and (4.6) we have
r T ()
aNI. l. ’
=i 0 ON; 0 N, 0 ol
ox ox Ox ;
ON; ON’ ON, u
=10 =— 0 — 0 = !
{el dy Jy dy 4vj [
ON; 3N, ON; 8N; ON, oNn| |ua
dy o0x dy ox Oy O0x v,
- .J ./
b; 0 b, 0 b, O
1
=33 0 ¢ O ¢ 0 ¢, {6} » (4.10)

4]

which defines the matrix [ B] of Eq. (2.2) explicitly.

It will be noted that in this case the [B] matrix is independent of the
position within the element, and hence the strains are constant throughout
it. Obviously, the criterion of constant strain mentioned in Chapter 2 is
satisfied by the shape functions.

4.2.3 Initial strain (thermal strain). * Initial’ strains, that is strains which
are independent of stress, may be due to many causes. Shrinkage, crystal
growth or, most frequently, temperature changes will, in general, result in
an initial strain vector.

€xo0
{eo} = &0 ¢~ 4.11)
‘)"xyO a

Although this initial strain may, in general, depend on the position
within the element, it will usually be defined by average, constant, values.
This is consistent with the constant strain conditions imposed by the
prescribed displacement function.

Thus, for the case of plane stress in an isotropic material in an element
subject to a temperature rise 6¢ with a coefficient of thermal expansion a,

J

* b
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we will have, for instance,
al°
{eo} = ag‘ : (4.12)

as no shear strains are caused by a thermal dilatation.

In plane strain the situation is more complex. The presumption of plane
strain implies that stresses perpendicular to the x-y plane wili develop
due to thermal expansion even without the three main stress components,
and hence the initial strain will be affected by the elastic constants.

It will be shown that in such a case

. afte
{eo} = (1+v){ ab® (4.13)
0

where v is the Poisson’s ratio.

AY

B X

Fig. 4.2 An element of a stratified (transversely-isotropic) material

Anisotropic materials present special problems, since the coefficients
of thermal expansion may vary with direction. Let x” aad ' in Fig. 4.2
show tue principal directions of the material. The initial strain due to
thermal expansion bécomes, with reference to these co-ordinates for plane
stress

Exa ' r(z,@"’
{eo} ="{&00 } = {a30° (4.14) \
.yx'y'O 0
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where a, and a, are the expansion coefficients referred to the x’ and y’
axes respectively. '

To obtain the strain components in the x, y system it is necessary to use
an appropriate strain transformation matrix {7°] giving

{eoa} = [TT{eq}- (4.15)
With the B as defined in Fig. 4.2 it is easily verified that
cos? f sin’ B —2sinfcosf
[(T]= [sin?2 B cos? B 2sin fcos B
sinfcosfp —sinfcosf  cos? f—sin’ B
Thus, {e,} can be simply evaluated. It will be noted that no longer is the

shear component of strain equal to zero in the x-y co-ordinates.
4.2.4 Elasticity matrix. The matrix [D] of the relation Eq. (2.3)

oy &
{oe} = <o, t = [D] g, r —{eo} (4.16)
Txy ¥xy

can be explicitly stated for any material (excluding here {o,} which is
simply additive). '

Plane stress—isotropic material. For plane stress in an isotropic material
we have, by definition,

e, = 0 JE—va [Etey,
, = —vo,JE+o,/Btey, 4.17)
Yay = 2(1 )1, JE+ £, 0.

Sclving the above for the stresses, we obtairi matrix [D] as

3

1 v 0
(D] = lfvz v 1 0 (4.18)
00 (1-v)2

in which E is the elastic medulus and v is the Poisson’s ratio.

Plane strain-—isotropic material. In this case 2 normal stress g, cxists
in addition to the three other stress components. For the special case of
isotropic thermal expansion we have

¢, = 0 /E—vo /E—vo,[E+al*
£ -va,/E+0o,/E~va [E+af° 4.19)
2(1 +v)t,/E.

y

Pxy
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but in addition
e =0= —vo /E—vo /E+o,/E+ab".

On eliminating o, and solving for the three remaining stresses we obtain
the previously quoted expression for the initial strain Eq. (4.13), and by
comparison with Eq. (4.16), the matrix [D]

1 V(1 =) 0
. E1-v) _
[D] = T = v/(1=v) 1 0 . (4.20)
0 0 (1—-2v)/2(1-v)

Anisotropic materials. For a completely anisotropic material, 21 inde-
pendent elastic constants are necessary to define completely the three-
dimensional stress-strain relationship.*

If two-dimensional analysis is to be applicable a symmetry of properties
must exist, implying at most six independent constants in the [ D] matrix.
Thus, it is always possible to write

du du dys
[D] = ~d22 dzs (4.21)
(sym) dy;

to describe the most general two-dimensional behaviour. (The necessary
symmetry of the [D] matrix follows from the general equivalent of the
Maxwell-Betti reciprocal theorem and is a consequence of invariant energy
irrespective of the path taken to reach a given strain state.)

é)’

Plane of strata parallel to x—z

Fig. 4.3 A stratified (transversely-isotropic) matenal
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A case of particular interest in practice is that of a ‘stratified’ or
transversely-isotropic material in which a rotational symmetry of proper-
ties exists within the plane of the strata. Such a material possesses only five
independent elastic constants.

The general stress-strain relations give in this case, following the nota-
tion of Lekhnitskii,* and taking now the y axis as. perpendicular to the
strata (neglecting initial strain), Fig. 4.3. R

&= 0 JE, —v,0,/E; —v,0,/E,

e, = — v0,/E,+0/E;—~v,0,/E,

= —v,0,/E,—v,0,/E;+0,/E, : (4.22)
= {2(1 +v,)/E,}1,;

1
Yy = G_2 Txy

(]
~
|

~
bl
N

f

1
Yyz = 6;' Ty:.

in which the constants E,, v, (G, is dependent) are associated with the
behaviour in plane of the strata and E,, G5, v, with a direction normal to
these.

The [ D] matrix in two-dimensions becomes now, taking

E,

) . : Ez =n and E—z =
n  nv, 0
E
[D] = (_1?,31@ nvy 1 0 : (4.23)

for plane stress, or

D= Ea
T (T 4v)(1—v, —2mv3)
n(l—=nvd) nvy(1+v)) 0
nvy(1+v,) (1~v) 0 (4.24)
- 0 0 m(l +v,)(1 —v, —2nv3)

for plane strain.
When, as in Fig. 4.2, the direction of strata is inclined to the x-axis then
to obtain the [ D] matrices in the universal co-ordinates a transformation
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is necessary. Taking [ D] as relating the stresses and strains in the inclined
co-ordinate system (x’, ) it is easy to show that

[p] = [T[D](TT" (4.25)
where [ 7] is the same as given in Eq. (4.15)
If the stress systems {¢’} and {o} correspond to {¢'} and {c} respectively then by
equality of work :
{a'}{e} = {a}{e}

{£Y [0 e} = {e}[D e}
from which Eq. (4.25) follows on substitution of Eq. (4.15). (See also Chapter 1.)

or

4.2.5 The stiffness matrix. The stifiness matrix of the element ijm is
defined from the general relationship Eq. (2.10) as

(k] = J [BIT[D](B]tdxdy (4.26)

where ¢ is the thickness of the element and the integration is taken over
the area of the triangle. If the thickness of the element is assumed to be
constant, an assumption corvergent to the truth as size of elements
decreases, then, as neither of the matrices contains x or y we have, simply

(k] = [BY'[D1[BA (4.27)

where A is the area of the triangie (defined already by Eq. (3.5)). This
form is now sufficiently explicit for computation with the actual matrix
operations being left to the computer.

The matrix [ 8] defined by Eq. (4.10) can be written as

, b, 0
(B] = (B, B,B,) with [B]1=10 ¢ /ZA, etc. (4.28)
a b
Now the stiffness matrix can be written in a partitioned form as
[k,-,- Ky Kim
k]l =Yk, Ky k. (4.29)
ke km; Ko

in which the 2 by 2 submatrices are built up as
[k, = [BILDI[B1A. (4.30)
This form is often cenvenient for computation.

4.2.6 Nodal forces due to initial strain. These are given dircctly by the
expression Eq. (2.12) which, on performing the integration, becomes

{F} = —[BI'[D]1[eo)iA, etc. (4.31)
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Partitioning, one can write alternatively
{F}% = —[BI[D][eo)A. etc. (4.32)

These ‘initial strain’ forces are contributed to thé nodes of an element
in an unequal manner and require precise evaluation. Similar expressions
are derived for initial stress forces.

4.2.7 Distributed body forces. In the general case of plane stress or
strain each element of unit area in the x—y plane is subject to forces

o-f]

in the direction of the appropriate axes.
Again, by Eq. (2.11), the contribution of such forces to these at each

node is given by
X
{Fl; = —J [N]T{ Y} dx dy,

or by Eq. (4.7)
(F}, = _{’{,} f N, dx dy, etc. @3

if the body forces X and Y are constant. As N; is no longer constant the
integration has to be carried out explicitly. Some general integration
formulae for a triangle are given in Appendix 111

In this special case the calculation will be simplified if the origin of
co-ordinates is taken at the centroid of the element. Now

dexdy= Jydxdy=0

and on using Eq. (3.8)

{F}, = —{;\:}J.a,- dx dy/24 = —{’:}aﬁ

or (F, = -{’;} 83 = {F}, = (F), (4.34)

by relations noted on p. 50.
Explicitly, for the whole element

/)':.
Y
(FY = =175 1473 (435)
X
Y
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which means simply that the total forces acting in x and y direction due to
the body forces are distributed to the nodes in three equal parts. This fact
corresponds with physical intuition, and was often assumed implicitly.

4.2.8 Body force potential. In many cases the body forccs are defined in
terms of a body force potential ¢ as

= Y=-= (4.36)

and this potential, rather than the vatlues of X and Y, is known throughoﬁt
the region and is specified at nodal points. If {¢}* lists the three values of
the potential associated with the nodes of the element, i.e.,

& '
(o) = {9, | (4.37)
P

and has to correspond with constant values of X and Y, ¢ must vary
linearly within the element. The ‘shape function’ of its variation will
obviously be given by a procedure identical to that used in deriving
Egs. (4.4) to (4.6), and yields

¢ = [N, N, N..J{¢}*. (4.38)
Thus,
x= -2 o (b,b,5000)728
X
and
y= -9 - e, e, e} a (4.39)
dy

The vector of nodal forces due to the body force potential w1ll now replace
Eq. (4.35) by

[ b, b b, ]
¢ ¢ 'c,,,
.1 b; b; b,
{F}p ='—6— {d’e} (4.40)
C; (,‘J m
b, b, b,
‘ | 6 € Cm ]

4.2.9 Evaluation of stresses. The formulae derived enable the full stiff-
ness matrix of the structure to be assembled, and a solution for displace-
ments to be obtained.
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The stress matrix given in general terms in Eq. (2.15) is obtained by
the appropriate substitutions for each eclement.

The stresses are, by the basic assumption,.constant within the element.
It is usual to assign these to the centroid of the element, and in most of the
examples in this chapter this procedure is followed. An alternative con-
sists of obtaining stress values at the nodes by averaging the values in the
adjacent elements. Some ‘weighting’ procedures have been used in this
context on an empirical basis but their advantage appears small.

1t is usual to arrange for the computer to calculate the principal stresses
and their directions of every element.

4.3 Examples—An Assessment of Accuracy

There is no doubt that the solution to plane elasticity problems as formu-
lated in Section 4.2 is, in the limit of subdivision, an exact solution.
Indeed at any stage of a finite subdivision it is an approximate solution as,
say, a Fourier series solution with a limited number of terms.

As already explained in Chapter 2 the total strain energy obtained
during any stage of approximation will be below the true strain energy of
the exact solution. In practice it will mean that the displacements, and
hence also the stresses, will be underestimated by the approximation in
its general picture. However, it must be emphasized that this is not neces-
sarily true at every point of the continuum individually; hence the value
of such a bound in practice is not great. '

What is important for the engineer to know is the order of accuracy
achievable in typical problems with a certain fineness of element sub-
division. In any particular case the error can be assessed by comparison
with known, exact, solutions or by a study of the convergence, using two
or more stages of subdivision.

With the development of experience the engineer can assess a priori the
order of approximation that will be involved in a specific problem tackled
with a given element subdivision. Some of this experience will perhaps be
conveyed by the examples considered in this book.

In the first place attention will be focused on some simple problems for
which exact solutions are available. B

Uniform stress field. If the exact solution is in fact that of a uniform
stress field then, whatever the element subdivision, the finite element
solution will coincide exactly with the exact one. This is an obvious
corollary of the formulation, nevertheless it is useful as a first check of
written computer programs.

Linearly varying stress field. Here, obviously, the basic assumption of
constancy of stress within elements means that solution will be approxi-
mate only. In Fig. 4.4 a simple example of a beam subject to constant
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bending moment is shown with a fairly coarse subdivision. It is readily
seen that the axial (6,) stress given by the element *straddles’ the exact
values and, in fact, if the constant stress values are associated with
centroids of the elements and plotted, the best ‘fit’ line represents the
exact stresses.

|

L] ——xb— X
-0-44
] ~-0-07
~007
-0-08
0-07
00
-0-88
-007
«0-08
-0-4%
-0- 06
oo
=040 -0-48
-0-0¢ ~0-06
-0-06 0-38
0-00 ~0-63
~-0-08 0-04
-0-090 -0-04
% i ® Nodal averages
l g # Values at
) centres of
\*-"G ' 41~ triangles
@ Oy= =~ 1
- *‘i
Exact
(ox= 70y = 0)
r=0-15

Fig. 4.4 Pure bending of a beam solved by a coarse subdivision into clements of
triangular sHape. (Values of ¢, 6,, and 1, listed in that oider)

The horizontal and shear stress components differ again from the exact
values (which are simply zero). Again, however, it will be noted that they
oscillate by equal, small amounts around the exact values.
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At interna! nodes, if the average of stresses of surrounding elements is
taken it will be found that the exact stresses are very closely rzpresented.
The average at external faces is not, however, so good. The gverall im-
provement in representing the stresses by nodal averages, as shown on
Fig. 4.4, is often used in practice for improvement of the approximation.

A weighting of averages near the faces of the structure can furiher be
used for refinement. Without being dogmatic on this poini, it seems
preferable, when accuracy demands this, simply to use a finer mesh
subdivision. )

Stress concentration. A more realistic test problem is shown in Figs.
4.5 and 4.6. Here the flow of stress around a circular hole in an isotropic
and in an anisotropic stratified material is considered when the stress con-
ditions are uniform.® A graded division into elements is used to allow a
more detailed study in the region where high stress gradients are expecied.
The high degree of accuracy achievable can be assessed from Fig. 4.6
where some of the results are cotapared against exact solutions, 37

Fig. 4.5 A circular hole in a uniform stress field. (a) isotropic material; (b)
stratified (orthotropic) material; E, = E; = 1, E, = E; =3, vy =01, v, =0,
G,, = 042 ,

4.4 Scme Practical Applications

Obviously, the practical applications of the method are limitless, and
indeed at this moment of time the use of the finite element method is
superseding experimenta! technique for plane groblems because of its high
accuracy, low cost, and versatility. The ease of treatment of material
anisotropy, thermal stresses, or body force probieins add to its advantages.
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Exact solution for infinite plate.
(] Finite element solutjon.

(a) Isotropic. (b) Orthotropic.

Fig. 4.6 Comparison of theoretical and finite element results for cases (a) and (b)
of Fig. 4.5

A few examples of actual applications to complex problems of engineer-
ing practice will now be given.

Stress flow around a reinforced opening (Fig. 4.7). In steel pressure
vessels or aircraft structures, openings have to be introduced in the
stressed skin. The penetrating duct itself provides some reinforcement
round the edge and, in addition, the skin itself is increased in thickness to
reduce the stresses due to the concentration effects.

Analysis of such problems treated as cases of plane stress presents no
difficulties. The elements are so chosen as to follow the thickness variation,
and appropriate values of this are assigned.

The narrow band of thick material near the edge can be represented
either by special beam-type elements, or more easily in a standard pro-
gramme by very thin triangular elements of the usual type, to which
appropriate thickness is assigned. The latter procedure was used in the
problem shown in Fig. 4.7 which gives some of the resulting stresses near
the opening itself. The fairly large extent of the region introduced in the
analysis and the grading of the mesh should be noted. ’

An anisotropic valley subject to tectonic siress® (Fig. 4.8). A symmetrical
valley subject to a uniform horizontal stress is considered. The material is
stratified, hence is ‘transversely isotropic’, and the direction of strata
varies from point 1o point.
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Fig. 4.7 A reinforced opening in a plate. Uniform stress field at a distance from

opening o, = 100, g, = 50. Thickness of plate regions A, B, and C is in the ratio
of 1:3:23

The stress plot shows the tensile region that develops. This phenomenon

1s of considerable interest to geologists and engineers concerned with rock
mechanics.
A dam subject to external and internal water pressures®® (Fig. 4.9). A
buttress dam on a somewhat complex rock foundation is here analysed.
The heterogeneous foundation region is subject to plane strain conditions
while the dam itself is considered as a plate (plane stress) of variable
thickness.

With external and gravity loading no special problems of analysis arise,
though perhaps it should be mentioned that it was found worth while to
‘automatize’ the computation of gravity nodal loads.

When pore pressures are considered, the situation, however, requires
perhaps some explanation. :

It is well known that in a porous material the water pressure is trans-



64 FINITE ELEMENT METHOD IN ENGINEERING SCIENCE

mitted to the structure as a body force of magnitude

8‘ x u=0 Region analysed

Fig. 4.8 A valley with curved strata subject to a horizental tectonic stress

(plane strain 170 nodes, 298 elements)

——e e -

47 f1. 0 in.
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Zero displacements assumed
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and plane strain ir foundation. (a) The buttress section analysed. (b) Extent of
foundation considered and division into finite elemeants . ~
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The pore pressure p i, in fact, now a body force potential, as defined
in Eq. (4.36). Figure 4.9 shows the element subdivision of the region and
the outline of the dam. Figure 4.10(a) and (b) show the stresses resulting
from gravity (applied to the dam only) and due to water pressure assumed
to be acting as an external load or, alternatively az an internal pore pres-
sure. Both solutions indicate large tensile regions, but the increase of
stresses due to the second assumption is important.

Cracking. The tensile stresses in the previous example will doubtless
cause the rock to crack. If a stable situation can develop when such a crack
spreads then ihe dam can be considered safe.

Cracks can be introduced very simply into the analysis by assigning
zero elasticity values to chosen elements. An analysis with a wide cracked
wedge is shown in Fig. 4.11, where it can be seen that with the extent of
the crack assumed no tension within the dam body develops.

A moreelaborate procedure for following crack propagation and result-

ing stress redistribution can be developed and will be discussed later (see
Chapter 18).

Compression ()
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compression in rock N

Fig. 4.11 Stresses in a buttress dam. An introduction of a ‘crack ' modifies stress

distribution (same loading as Fig. 4.10(b))
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Thermal stresses. As an example of therma! stress compuiation the
same dam is shown under simple temperature cistribution assumptions.
Results of this analysis are given in Fig. 4.12.
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components f {6}, the initial sizess, were used due to unccriainty of
knowledge about geological condiiions. The rapid solution and piot of
many resnlts enabled the limits withim which sivesses vary to be fuand and
an engineering decision arrived at.

Water level |
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Fig.4.12 Stresc aralysis of a buttress dam. Thermai sizesses due to cocling of
shaded area by 15°F (E = 3 x 16° Ibfin*, a = 6x 107 %/deg F)

Gravity dams. A buttress dam is a natural example for the application
of finite element methods. Other types, such as gravity dams with or
without piers ard so on, can also be simply treated. Figure 4.13 shows an
analysis of a large dam with piers and crest gates.

In this case an approximation of assuming a two-dimensional treatment
in the vicinity of the abrupt change of section, i.e., where the piers join the

main body of the dam, is clearly involved, but this leads to localized errors

only.

It is important to note here how, i» a single solution, the grading of
element size is used to study concentration of stress at the cable an-
chorages, the seneral stress flow in the daim, and the foundation behaviour.
The linear ratio of size of largest to smallest elements is of ths order of 30
to | (the largest elements occarring in the foundation are not shown in the
figure).

Underground power station. This last example illustrated in Figs. 4.14
and 4.15 shows an interesting large-scale application. Here principal
stresses are plotted automatically. In this analysis very many different

17 2

. A 3 @ PY -uo-\
St 115 -1 19 . 4 g ) o7y
N

Fig. 4.13 A large barrage with piers and prestressing <a2bles

4.5 Special Treatment of Plane Strain with an Incompressible Material

It will have beca noted that the relationship Eq. (4.20) defining the
elasticity [D) metrix for an isotropic maicrial breaks down when the
Poisson’s ratio reaches a value of 0-5 2s the factor in the parentheses
becones infinite. A sinuple way of side ziepping the difficulty presented is
to usz valizs of Poisson’s ratio approximaie to -5 but not equal to it.
Experience shows, however, that if this is done the approximation of
solution deteviorates. An alternative procedure has been suggested by
Herrman.'® This involves the use of a new variational formulatior, and
readcrs are referred to his work ior decails.



70 FINITE ELEMENT METHOD IN ENGINEERING SCIENCE

Fig 4.14 An underground power station. Mesh used in analysis.
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In the above the surfuce in ez'al is only taken on externa! Scundaries
where ¢ujin or évfér is specifed. f wand v are given there the zauations

arc not formed 11 bouL 49Ty poinis.

Al(hough a stundacd fonn of 2 fin'te element relauoaship has Leea
estabiished the ele srert matrin is ot wymmetric. Such non-symimetric
matrices ofica arise in fow proiiuas! out the rades will observe that
here a simple change of sign of Eq. (3.36) re-cstablishes symmetry after
integration by parts. Gelerkin nrocess is thus not unique.

An aliernative appro .<h 1o the above problem could be pursued by
introducing = stre.m function concept. If we define

u= - 522 (3.46)

then Eq. (3.36) is identically satisfied and we are left with two governing

equations:
+ o? a’ 60 0
Mazts2) '
i, (2, E(2
Y ay"‘(axz+ay>(

Diffcrentiating the first with respect to y and sccond with respect to x and
subtracting, p is elim.aated and only one equation js left.

(8.47)

£0 AN R0 @r0\ @Y oX
LN ¥ B4 % o 3.48
# (('}xz *3 2 ) \ox? + ayz) ox oy (3.48)

A similar process o approximate formulation as before can be adopted
and the rcader can rericrm this as an exercise. He will find that now sym-
metric elemernt matricc: witsc and indeed the formulation will be very
similar to th=. discusscd in the chapier cn plate bending. The shape func-
iion ncw, however, will have to satisfy continuity of first derivatives
between clements as sccond order differentials occur in the various
integrals. Such problems have been dealt with in an axi-symmetric context
by Atkinson ef al.** from the basis of a variational form given in Chapter
15, p. 317.

These emnp!m Jave been ntroduced wo HNustrate the g:n..'.'l applicubili’'y of

the method The particulas probi~in dicuesed here, however, is of some con-
siderable enpinioring interost 2i.d muzh werk in the soluting of the Navier-Stokes
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equation is currently in progress. In the illustration, to linearize the equations, the
dynamic terms - -
Y _ 6u,+ ou v + ov
UtV T UT—TV
ox dy ox &y
Pare been omitfed rom the two 3as. (3.35) respectively, T hair ictention is obyi-
cus'v p, v eible b then it will be *ound that the resulting cq ations of the gencral |
forn «2.03) are con-lincar, X7 being dcpcndmi itself on the velocities. The
derivation is too complex to be discussed in detail here but the reader could con-
sider extension of the non-linear techniques of Chapter 18 to be applivable here.

3.7 Concluding Remarks

In addition to gencralizing the finite element concept to that of approxi-
mately solving a variational problem, the aliernative of proceeding
directly by approximating to the differential expression was presented.
Both procedures open up many, as yet unexplored, fields of application.
Some general ideas in similar context are given by Oden.!® Other uses of
finite element process, such as minimization of the root mean square value
of errors, can easily be envisaged.
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4. Plane Stress and Plane Strain

4 | Introduction

Two dimensional elastic problems were thc first successful examples of
the application of the finitc element mcthod."? Indeed, we have already
used this situation to illustrate the basis of the finite element formulation
in Chapter 2 whcre the general relationships were derived. These basic
relationships are given in Egs. (2.1),(2.2),(2.3), (2.9), (2.10), and (2.16) and
for quick reference are summarized in Appendix 11.

In this chapter the particular relationships for the problem in hand will
be derived in more detail, and illustrated by suitable practical examples,
a procedure that will be followed throughout the remainder of the book.

Only the simplest, triangular, element will be discussed in detail but the
basic approach is general. More elaborate elements to be discussed in later
chapters would be introduced to the same problem in an identical manner.

The reader not familiar with the applicable tasic definitions of elagticity
is referred to elementurv texts on the subject, in particular to the texr by
Timoshenko and ‘3oodi.'r,> whose notati~n will be widcly used here.

In both proolems of plane stress and plare stram the displacerrent
field is uniquely given by the ¥ and v displacements in directions of the
cartesian, orthogonal x and y axes.

Again, in both, the only strains and stresses that have to be considered
are the threc components in the x—y plane. In the case of plane stress, by
definition, all other components of stress are zero and therefore give no
contribution to.internal work. In plane strain the stress in a direction
perpendicular to the x-y plane is not zero. However, by definition, the
strain in that direction is zero, and therefore no contribution to internal
work is made by this stress, which can in fact be explicitly evaluated from
the threc main stress components, if desired, at the end of «ll computation.

4.2 Element Characteristics
4.2.1 Displacement functions. Figure 4.1 siiows the typical triangular
clement considered, with nodes i, j, m numbecred in an anti-clockwise
order.
48
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The displacements of a node have two components

(8} = {;‘} | (@.1)

and the six components of element displacements arc listed as a vector

J,
{0} = 6,-1. T (4.2)
Sm)

—

- - ~—f X

Fig. 4.1 An clement of a continuum in plane stress or planc strain

The displacements within an element have to be uniquely defined” ‘by
these six values. The simplest representation is clearly given by two linear
polynomials

u= d1+dzx-* a:;y, (4 3)
V= 0g+ X+l '

The six constants a can be evaluated easily by sclving tne two sets of three
simultancous equations which will arise if the nodal co-ordinates arc in-
scrted and the displacements equated to the appropriate nodal dxsplacc-
ments. Writing, for example,

1

%y + 0% + 2V,
. u., = al +a2xj +a3_V'; (4.4)
u,,, Xy + az-\-m + as_'f‘_r )

]
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we can easily solve for 2, a,, and a; in terms of the nodal displacements
i, ;. 1, and obtain finally

u = "]A l(u +bix+ )+ (a;+bx + e+ (@ + b X H ey} (4.52)

in which
- a; = XY m = Yul;

bi =¥, Ym = Vim . 14.5b)

(= Xy X =

-
1 smy

with the other coctficients obtained by a cyclic permy Lﬁ\lOl" of szbscripis
in the order. i, j, m, and where
b x
2A = det |1 x; y;| =2 (arca of triangle ijm). (4.5¢)

bV X Y |

As the equations for the vertical displacement ¢ are similar we also have
1
ro= ;Z{(u,+l),..\‘+¢'Lx‘)::,-+(u,-+hr\‘+r;v)vj+((1,,,+h,,,.\”+c,,,_v)r,,,}. (4.6)

Though aot sirictly necessary ai this stage we cap represent the above
relations Eqs. (4.5a) and (4.6) in the stancard form of Eq. (2.1)

n = {Z} = [NJ{6}° =[IN}, INS, IN, {6} 4.7

with I a two by two identity matrix, and
/' = (a;+bix+cy)/2A cte. (4.8)

Note: if co-ordinates arc taken from the centroid of the element then
X+ Xptx; =y +y+Va =0 and g =243 =aq; =a,.

The choscn displaccment function automatically guarantecs continuity
of displacements with adjacent clements because the displacements vary
lincarly along any side of the triangle and, with identical displucement
imposed 2t the nodes, the sume displacement will clearly exist ali along
an interface.

4.2.2 Strain (total). The total strain at any point within the element can
be cefined by its three compeneris ‘vhvcn contribute to internal work.
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[ éu ]
’x
ix - A
ey =Je L=4 & | (4.9)

. S

I xy
cu (v
-kc“'y*(f‘_\'J

Using Egs. (4.7) or 14,53) and {4.6) we have

r T

ST il W4 I
N ¢ g i o
ox ox cx i,
{£f=10 c'}_I_V_; .0 .‘?.]!; 0 ‘_‘}_N_'l': U
dy dy d) v;
dy éx 9y ox ady éx| i
L. . A S

by 0 b; 0 b, O
] -
= 2—A- 0 C,- 0 (.'J-' 0 C," {(’} (4'0)
C; b" Cj I)J Cry [)m

which defines the matrix [B] of Eq. (2.2} cuplizitdy.

It wiil be noted that in this casc the [£] matris is indepandent of the
position within the element, and hence the strains are constant throughout
1it. Obviously, the criterion of constant strain mentioned in Chapter 2 is
satisfied by the shape functions.

4.2.3 Initial strain (thermal strain). * Initial’ strains, that is strains which
are independent of stress, may be due to many causcs. Shrinkage, crystal
growth or, most frequently, temperature changes will, in gencral, result in
an initial strain vector.

x0
{eo} = {/ ] : . @4.11)
xy0 3

Although this initia! strain muv in bmcm’ depend on the position
within the clement, i will usuaiiv b s defin 4 hy cvesnge constant, values,
This is consistent w.h the constunt s:rmn condizions imposed by the
prescribed displacement function.

Thus. for the case of plane stress in an isetropic ma‘crial in an element
subject ic a temperature rise §¢ u.t‘) 2 cooTcient of snormel capension a.
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we wili have, for instance,
o0¢
{€o} = alf (4.12)
0

as no shear strains are caused by a thermal dilatation.

In plane strain the situation is more complex. The presumption of plane
strain implies that stresses perpendicular to the x-y plane will develop
due to thermal expansicn even without the three main stress components,
and hence the initial strain will be affected ov the elastic constants.

It will be shown that in such a casc

a0 )
{eo} = (1+v) anj (4.13)
. 0
where v is the Poisson’s ratio.

A.V

- X

Fig. 4.2 Anelement of a stratified (transvcrsely-isotropic) material

Anisotropic materials present special probiems, since the coefficients
of thermal expansion may vary with direction, Let ¥ und 3’ in Fig. 4.2
show the principal dircctions of the material. The initial strain due to
thermal expansion bécomes, with reference to these co-ordinates for planc

stress
£y0 o, {*
{eo) = {1ty = {a,0" (4.14) v

Yx'y‘f)j L O
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where a, and a, are the expansion coefficients referred to the x” and )
axcs respectively.

To obtain the strain components in th2 x, y sy.ter it is ncecssary to use
an appropriate strain transformation matrix [T g.ving

{eo-} = [T1™{eo}- (4.15)
With the f as defined in Fig. 4.2 it is easily verified that
cos? B sin?'f
[T] = |sin? B cos? f

sin fcos B —sinfcosf

—2sin ficos f ']
2sin," cos f8 J
cos” [, —sin” S} -
Thus, {¢,} can be simply evaluated. It will be noted that no longer is the

shear component of strain equal to zero in the x—y co-ordinates.
4.2.4 Elasticity matrix. The matrix [D] of the relation Eq. (2.3)

Oy &y
{0} =40, t =[D] e, ¢ —{&o} ) (4.16)
Txy Vxy

can be explicitly stated for any material (excluding here {g,} which is
simply additive).

Plane stress—isotropic material. For plane stress in an isotropic malterial
we have, by definition,

& = 6 JE—va,JE+¢,,
&, = —vo/E+0 /E+e, (4.17)
Yay = 201+ V)1, /E+Cip0-
Solving the above for the stresses, we obtain matrix [D] as
1 v 0
[Pl = lfvl Irv 1 0 (4.18)

Lo o (i-vy2)

in which E is the elastic modulus and v is the Poisson’s ratio.

Plane strain—isotropic material. In this casc a normal stress o, exists
in addition to the threc other stress components. For the special case ol
isotropic thermal expansion we have

e,‘, = 6 /E~vo /E- v jE~+ =0 )
= —v6,/E+o/E—vo [L+al® . (4.19)
Yey = 2(1 +¥)z,,/E.
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but in addition
£, = 0= —vo /E-vo /E+a./E+20".
On climinating o, and solving for the threc remaining stresses we obtain

the previously quoted expression for the initial strain Eq. (4.13), and by
comparison with Eq. (4.16), the matrix [D]

1 v/(1 =v) 0
. E(1-v) e .
[D]—m v/(1—v) 1 0 ) (4.20)
0 0 (1=2v)/21 —v)

Anisotropic materials. For a completely anisotropic material, 21 inde-
pendent elastic constants are nccessary to define completely the three-
dimensional stress-strain relationship.®

If two-dimensional analysis is to be applicable a svmmetry of propcmes
must exist, implying at most six independent constants in the [P ] matrix.
Thus, it is always pr.ssible to write

dyy, dyy dizy
{I)] = (122 d23 (4.21)
(sym) dsa
to describe the most gencral two- dimensional bchaviour. (The nccessary
symmetry of the [D] matrix follows from the general cquivalent of the

Maxwell-Betti reciprocal theorem and is a consegquence of invariant energy
irrespective of the path taken to reach a given strain state.)

Planc of strata paralicl to x—=

Fig. 4.3 A stratified (transversciy-isotrepic) material

2
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A case of particular. interest in practice is that of a ‘stratified’ or
transverscly-isotropic material in which a rotational symmetry ot propet -
ties cxists within the planc of the strata. Such a material possesses only five
independent clastic constants.

The general stress-strain relations give in this case. followmg the nota-
tion of Lckhnitskii,* and taking now the y axis as perpendicular to the
strata (neglecting initial strain), Fig. 4.3.

& = 0 /Ey—v,0,/E,—v,0./E,
& = — Vvy0,/Es+a /E.—v,6./E,
&, = —v,6,/F —vi6, E-+6.'E, (4.22)
Yee = 120049, )/E )7,
Yoy = 2T
Y =G T
1

Pye = 'c_;; L1

in which the constants E,, v; (G, is dependent) are associatad with the
behaviour in plane of the strata. and E,, G,, v, with a directicn norm'll to
these. -~

The [ D] matrix in two-dimensions becomes now, taking

E, G,
—_— = i d —_— =
A n an 7 m
ny, $ _‘,
E )
[D] = m nvy 1 0 (4.23)

0 0 m(!—-nvd)

for plane stress, or

D= Ex
(1 +v (1 —v, —21v3)
a(l=m3)  nvy(1+vy) 0
nvy(1+v,) (1=v) 0 (4.23)
L 0 0 gl sy (= = 2avd)

for plarc strain,
When. as in Fig. 4.2. the dlrcctxon of strata is inclined to the x-axis then
to obizin the [P matrices in the universal co-ordinates a transformation
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is necessary. Taking [D "] as relating the stresses and strains in the inclined
co-ordinate system (x', ) it is easy to show that

(D] = [T (4.25)
where [T] is the same as given in Eq. (4.15) ‘
If the stress systems {¢’} and {o} correspond to {¢’ } and {c} respecuvely then by

equality of work
(@) = {o){e}

(@)D = {e)7[D1Le)
from which Eq. (4.25) foliows on substitution of Eq. (4.15). (See also Chapter 1.)

or

4.2.5 The stiffiress matrix, The stiffness matrix of the clement ijm is
defincd from the general relationship Eq. (2.10) as

(k] = J [(B]'[D][B])r dx dy : (4.26)

where ¢ is the thickness of the clement and tne integration is taken over
the area of the triangle. If the thickness of the element is assumed to be
constant, an assumption convergent to the truth as size of elements
decreascs., then, as neither of the matrices contains x or y we have, simply

(k] = [BT{D][BYA (4.27)

where A 1s the arca of the triangle (acfined atready by Eq. (3.5)). This
form is now suflicicntly cxplicit for computation with the actual matrix
operations being left to the computer.

. The matrix [B] defined by Eq. (4.10) can be written as

(b, 0O
[B) = [B. B, B,] with [B] = {0 ¢ /ZA. o (4.28)
¢ b,
Now the s:ifThess matrix can be written in a partitioned form as
kil ki] klm
(k)= (ki ky km (4.29)
kmi Kmj Kom

in which the 2 by 2 submatrices are built up as
kol = [BY D184, (4.30)
This form is often convenicnl for computation.

4.2.6 Nodul forces die to initial strain. These are given directly by the
expression E¢. (2.12) which. on performiag the integration, becomes

{Flo = ~{BY{D](eoqiA, ete. _ (4.31)
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Partitioning, one can write alternatively

{0 = —[B.,ID][eeiA, cte. (4.32)

These ‘initial strain” forces are contricuted te the nodes of ar clement
in an unequal manner and rcquire precise evaiuation. Similar expressions
are derived for initial stress forces. .

4.2.7 Distributed body forces. In the gereral case of mec stress or
strain each element 6f nit area in the x—3 plane is subiect to forces

oy = 3

N

in the direction of the approprite axes.
-Again, by Eq. (2.11), the contribution of such {ciies to these at each
node is given by

(Al = - '[ [N]T{’;} dx dy,
or by Eq. (4.7)

{F}, = -{";}J N; dx dy, etc. (4.33)
if the body forces X and Y are constant. As N; is no longer constant the
intcgration has to be carricd out explicitlv. Some general integration
Jormuiae for a triangle are ¢iven in Append:y il

In this special case the calculation will be stmpiified if the origin of
ce-ordinates is taken at the centroid of the clement. Now

dexdy=J._vdxdy=O

and on using Eq. (3.8)

{(F}, = —{Y} j a; dx dy/2A = —{A}:}aﬂ

or (F}, = —{’)f} A3 = {F}, = {F.), (4.34)

by relations noted on p. 50.
Explicitly, for the whole element

v }A/S (4.35)
|
!
Vi
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which means simply that the total forces acting iz x and y direction due to
the body forees are distnibuted to the node .o three equai parts. This {uct
corresponds with physical intuiticn, and was ef*en assumed implicitly.

4.2.8 Bodyv force potential. In many cases the body forccs are defined in
terms of a body force potential ¢ as

= -—?é’ Y = —Cj—’ (4.36)
- Ox cy

ard this potentizl, rather than the values of X and Y, is known throughout
the region and is specified at nodal points. If {¢}° lists the three values of
the potential associuted with the nodes of the element, ic..

(¢:)
() = {Lq'), ; (4.37)
©m)

and has to correspond with constant values of X and ¥, ¢ must vary
linearly within the element. The *shape function’ of its variation will
obviously be given by a procedure identical to that used in deriving
Ecs. (4.4) to (4.6). and viclds

¢ = [N.N; N Jlo)e. (4.38)
Thus,
Y = = "ﬁ = —[b,‘, b‘;, h,,,]{")",'zA
(,
and
Y = ‘a‘; ~[ei ¢ cad{ D)2 (4.39)

The veetor of nodal forces due to the body force potential will now replace
Eq. (4.35) by

b, b b,
€ ¢ Oy

(Fi; = ¢ b i i" {61 (4.40)
b b b
LG ]

42,9 Evaluation of siresses. The formulae acrived enable the full stifl-
ness matrix of the structure to be asscmbled, and a solution for displace-
ments to be obtained,
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The stress matrix given in gencral terms in Eg "< is obtained by
the appropriate substitutions for cach clement.

The stresses are, by the basic assumption. constant v ithin the clement.
It is usual to assign these to the centroid of the ciement. wnd in most of the
cxamples in this chapter this procedure is fcliowed. An alternative con-
sists of obtaining stress values at the nodes by averaging the values in the
adjacent elements. Some *‘weighting” procecdurcs have been used in this
context on an empirical basis but their advantage appears small.

It is usual to arrange for the computer to caiculate the principa’ stresses
and their directions of every element.

4.3 Examples—An Assessment of Accuracy

There is no doubt that the solution to plane elasticity preblems as formu-
lated in Section 4.2 is, in the limit of subdivision. an exact solution.
Indeed at any stage of a finite subdivision it is an approximate solution as,
say, a Fourier series solution with a limited number of terms.

As already explained in Chapter 2 the total strain encrgy obtained
during any stage of approximation will be below the true strain energy of
the exact solution. In practice it will meun that the displacements, and
hence also the stresses, will be underestimated by the approximation in
its general picture. However, it must be emphasized that this is not neces-
sarily truc at every point of the continuum individually: hence the vaiue
ofsuch a bound in practice is not great.

What is important for the engincer to krow is the order of sccuracy
achieveble in typical problems with a certain fneness of eleme-t sub-
division. In any particular case the error can be zs<v=sed by comparison
with known, exact, solutions or by a study of the convergence, using iwo
or more stages of subdivision.

With the development of experience the engincer can assess a priori the
order of approximation that will be involved in a specific problem tackled
with a given clement subdivision. Some of this experience v il perhaps be
conveyed by the examples considered in this boc k.

Ir the first place attention will be focused on sotaz simriv problems for
which cxact solutions are available.

Uniformn stress field. If the exact sciution: i< in fact that of a uniform
stress ficld then, whatever the element subdivision, the finite clement
sclution. will, coincide. exactly, with the cexact one. This is an cbvious
corcllary of the formulation. nevertheizss it 1: ceefu’ oy o fmst check of
writlen computer progranis

Luiearly carying stress fi eld. ‘Here, obviouslv, the basic assumption of
constancy of stress within elements means ti"lt solution will be approxi-
mate only, it Fig 4.4 a simpic xan‘plc of ¢ team subject to consiant
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bending moment is shown with a fairly coarse subdivision. It is readily
seen that the anial (¢,) stress given by the clement “straddles’ the exact
values and, in fact. if the constant stress values are associated with
centroids of the elements and plotted, the best *fit” line represents the
exact stresses. ’ '

-0 48 § -0-48 B
-0 02 -0-06
~C-06 000

. y :

® Nodal averages
ft— |

¥ Values at

N centres of
S triangles

(NS
L

Exact
(g,=7,,=0)
=015
Fig.4.4 Purc bending of 1 beum solved by a course subdivision into clements of
trangular shape. (Values of ¢,. g, and 7. listed in that order)

The horizontal and shear stress components differ again from the exact
values (which are simply zero). Again. however, it will be noted that they
escillate by cgual. small amcunts around the cxact vaiucs.
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At internal nodes, if the average of stresses of surrounding clements is
taken it will be found that the cxact stresses are very closciy represented.
The average at external faces is not, however, so good. The overall im-
provement in representing the stresses by nod-i avercges, as shown on
Fig. 4.4. is often used in practicc for improvement of the copreaimation.

A weighting of averages near the faces of the strocture ¢in further be
uscd for refinement. Without being dogmatic on this point. it scems
preferable, when accuracy demends this, simply to use a finer mesh
<. bdiviston. _

Stress concentration. A moere reastic test nrebicm s <hown in Figs,
4.5 and 4.6 Here i flow of sirees croerd o coreels Mole i an aotranic
2nd in an anisetropic stratificd material is cors.dered lien te stress cone-
ditions are uniform.® A graded division into eiements is used to aliow a
more detailed study in the region where high stress gradients are expected.
The high degree of accuracy achievable can be assessed from Fig. 4.6
where some of the results are compared against exact solutions.?-?

>R V% \
NAVAVY £ Pt
N i \ l A 1
\ ] / ~N Ln——

Fig. 4.5 A circular hole in a uniform stress ficld. (a) isotropic material; (b)
stratified (orthotropic) material; E, = E, = 1, E, = E, = 3, v; = 01, v; = 0.
G, =042

4.4 Some Practical Applications

Cbviously, the practical applications of the method are limitiovs, and
indeed @t this moment of tims the use of the fnite clement mun0l s
superseding experimental tecnnique for planc prooiems becuuse of'its high
accuracy, low cost, and versatility. The ease of trcatme~t of material
anisotropy, tasrmal siresscs. or body foree probiome 2dd 10 i3 aCVaniagss.
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Exact solution for infinite plate.
2 Finite clement solution.,

(«) Isotropic. (h) Orthotropic.

Fig. 4.6 Comparison of theoretical and finite clement results for cases () and (b)
of Fig. 4.5

A few examiples of actual applicetions to complex problems of engineer-
ing practice wiil now be given.

Stress flow around a reinforced opening (Fig. 4.7). In steel pressure
vessels or aircraft structures, openings have to be introduced in the
stressed skin. The penctrating duct atseif provides some reinforcement
round the edge and, in addition, the skin itsclf is increased in thickness to
reduce the stresses duce to the concentration cffects.

Analysis of such problems trew.ed as cases of plane stress preseits no
difficuitics. The elements are so chosen as (o follow the thickness variation,
and appropriatc valu2s of this are assigned.

The narrow band ¢« f thick mzteiial near ihe edge can be rcp*csemeo
either by speciar hear.-ivpe elemenis. or mere east’y in a stag dard pro-
gramme by very lh::- triangular eiements of the usuel iype, 10 which
appropriate thickness is assigned. The iatter procedure was used in the
problem shown in Fig. 4.7 which gives somce of the resulting stresses neaur
the opening itsclf. The fairly large extent of the rcg-cm introduced in the
analysis and the grading of the mesh should be noted,
~Anenisotropic ralley suliject to tectonic stess” (Fig, S.8) A symmetricn]

viilley subject to a uniform horizontal stress is considered. The materiui is
stratified, hence is “transversely isotropic™. and the dircction of strata
varics from point to point.
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Revrained in y direction fron: movement.

Fig. 4.7 A reinforced opening in a plate. Uniform stress ficld at 2 distance from
opening 6, = 100, 6, = 50. Thickness of plate rzgions A. B, and Cis i the ratio
of 1:3:23

The stress plot shows the tensile region that develeps. This phenomenon

is of considerable interest to geologists and engincers concerned with rock
mechanics.
A dam subject to external and interna! water pressures®® (Fig. 4.9). A
butiress dam on a sonscwhat comp.ex rodh Sounfaien i oore enaiysed.
The heterogencous foundation region is subiccs to puine sirain coaditions
while the dom itseif is considered as a plele (pianc stress) of variable
thickness,

With external and gravity loading no speciai problems of analysis arise,
though rerhaps it should be meptiensd hat i wer fund werh white o
“eufemntive” the computation o gravit nodal fauds

VWien pore pressurcs are considered, ine siti ztizn, however, requires
perhaps some explanation.

It is well xnown that in 2 porous m .__“tc'ria'. 1tz wales pressure is trans-
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mitted to the siructure as a body force of maznitude
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Tensile zone
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v
(2]
-~ g
b T 5 The pore pressure p is, in fact, now a body force potential, as defined
e B 'z é \ in Eq. (4.36). Figarc 4.9 shows the clemant «ubdivision of the region and
g, 2 & < o the outline of the dam. Figurc 4.16/a) anid (£) show tic stres .es resulting
- FACR & i iron goavity (epplied to the dam orly} and g to watar presture 2ssumed
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;500 2. ) g B Cracking. The tensile stresses in the previous example will dcubtless
(4 . .
X 3 ey o g cause the rock to crack. If a stable sitiation car develop when such a crack
- 5 P
- ] L] -
. AV 25 spreads then the dam can be considered safe
APt £< Cracks can be introduced very simply inwo the enalysis by assigning
2, « by 2% 23 zero elasticity values to chosen clements. An analvsis with a wide cracked
> " 2 e ~ £ 8 wedge is chown in Fig. 4.11, where it can be seen that with the extent of
; ’ 0 o o N L . . . .
g & 3 3 4 o P = 58 the crack assumed no tension within the dam body develops.
‘ o i Sl b ° 1 y - 3
- S B A AP , pigy ik -y A more claborate procedure for following crack propagation and resuit-
b8 SN ¥ - { &% 22 ing stress redistribution can be developed and will be discussed later (see
4 I e I %\4/ 52 | Aw %E Chapter 18). ‘
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Thermal stresses. As an example of thermal stress computation the
same dam is shown under simple tempe i ture distribution assumptions.
Results of this analysis are given in Fig. 4.12

Temperature in this region — 5 F

X
2 .

Pha
2. 200 1b/in?

i {
\ Compression {—) ‘1" tension
100  Ib/in?

AT

No temperature change in foundation

Fig.4.12 Stress analysis of a buttress dam. Thermal stresses due to cooling of
shddcd area by 15"' (E = 3x10%lbjin", =a 6 x 10~ %/dcg F)

Gravity dains. A hu'tréss cam is a natural exampie for the apphicatuion
of finite element methods. Other types, such as gravity dams with or
without piers and so on, can also be simply treated. Figure 4.13 shows an
analysis of a large dam with pxers and crest gates.

In this case an approximation of assuming a two-dimensional treatment
in the vicinity of the absupt change of section, i.e., where the piers join the

main body of the dam, is clearly involved, but this leads to localized errors

only.

It is important to note here how, in a single solution, the grading of
clement size is used to study concentration of strcss at the cable an-
chorages, the general stress flow in the dam, and the foundation behaviour.
The linear ratio of size of largest to smalicst ciements is of the order of 30
to | (the largest elemer.ts occurring in the feundation are not shown in the
figure).

Underground power station. This last example iltustrated in Figs. 4.14
and 4.15 shows an interesiing iarge-scale application. Here principai
stresses are plotted automaticaily. In this analysis very many different

tension (+)” \
P
AN Arr0w indicates

PLANE STRESS AND PLANE STRAIN - 69

components of {,}, the initial stress, were used due to uncertainty of
knowledge about geological conditions, Ths 1apwd #alutton and plot of
many results enabled the limits within which stresses vary to be found and
an engineering decision arrived at.

Water ievel \ o
= . .;_ Shadan  Locul effect
- % 13x10' -%4-497 ik Bl of prestressing
Sy ad ' w0 g .
4 \ -70
1 i s -
3 y axidtin
) ~544 60
17
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-8 \ 0 3

J 75
-2 \ 1 &
v 4 > / R\ 2N Tailwater ievel
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3 -\m/ \/
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3 3

Fig. 4.13 A large barrage with piers and prestressing cables

4.5 Special Treatment of Plane Strain with an }nzo.ng-cssible Material

It will have been noted that the relationship Ey. (4.20) defining the
clasticity [D] matrix for an isotropic mater.a! breaks down when the
Poisson’s ratio reaches a value of 0-5 as tic factor in the parenthcses
becomes infinite. A simple way of side-stepping the difficulty presented is
to usc values of Poissor’s ratio approximatc fe ©-€ hut not cqual 0L
Exporience shows, however. thut if this 1s dore the zpproximation of
solution deteriorates. An alternative procedure has been suggested by
Herrman.'? This involves the use of a new variationa! formulation. and
readers are referred to his work for details.
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Fig. 4.14 An underground power station. Mesh used in analysis.
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Fig. 4:15  An underground power station. Plot of principal strésses:
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METODO g8 DE NEWMARK

SISTEMAS ELASTICOS LINEALES DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBERTAD Y
COMPORTAMIENTO ELASTICO LiNEAL SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACIONES QUE

PARA UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD.
X (t. = x (t.) + {x.(t.) + x,(t.. )] &t
5ty = X508 5t 5(t091 3

xs(ti¥1)-= X (t3) +,;j§ti)At~+[(1/z;e)i3(ti) +;3£3(ti;i)](At)2

“EN DONDE j = 1,2,...,N.

EN ESTE CASO SE RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE~8 COMPRENDIDO ENTRE 1/4

Y 1/6, Y;QUEiAt;é_0¢1*TN; ENHDONDETIN;ES_EL~PERIOD07NATURAE“DE‘VIBRA:

CION MAS PEQUENO.

2 =




EJEMPLO

SEA UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO,
CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON:
10 1] - , 2 -0
—]_(- = - s M =
1 5 0 1
USANDO EL METODO 8 DE NEWMARK CON At=0.2 seg Y g= 1/6 CALCULE LA
RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAMIENTOS .

'DEL SUELO:

1.2 ¢+ - SI- t <=2 seg” _(xo EN CENTIMETROS)

Xo T _ 0 <t
x, =4.8-1-2 t- =.81--.2-< t < 4 seg -
X, = 0o - - SI t.< 0- 0-~t—> 4-seg-—

PUESTO 'QU'E?-ES-'I‘A"fEX~G-I~TAC—ION%MP{J-I{Z—K:QUE;'—"X%(‘-t) -=-0 PARA TODO t, SE

TIENE=QUE~LA“ECUACION=MATRICIAL=DE-=EQUILIBRIO-RESULTA SER---—-
ﬂ” + .. ]_(l{_; ' 7=_.’_ ﬂn_ + _Q = g -

POR LO~QUE—— "

mp Yyt Q=0 oy = Qy/my

My Y-t Qp =-0 =+ ¥, =.Q,/m,
EN DONDE?yT'—:=ﬁx1 - ")fo Y. Yq- = ?(2 T X
CON-At =-0.2-seg. Y— 8= 1/6,. LAS.ECUACIONES._DEL_METODO. 8_DE NEWMARK _

QUEDAN-EN-LA- FORMA == ---

;c.j(tiﬂ)"= écj(ti)’ + 0.1 [;c.j(ti) + S_c'j(tiﬂ)]
x;(t5,0) = x;(t5) * 0.1 ij(ti)‘+_0.04[;5(ti)/3 + QG(ti+1)/6]
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EN t

EN t = 0.2, x_ = 1.2 x 0.2 = 0.24 cm; SUPONGAMOS ¥1 - §1 - 1.38

o
Y x, = y, = 1.50 cm/seg

PRIMER CICLO

PARA LA MASA 1: £1 =0+ 0.1 (0O + 1.35) = 0.135 cm/seg

' ' Xy = 0+ 0+ 0.04(0 + 1.35/6) = 0.009 cm

y1'= 0.009 - 0.24 = -.0.231 cm
PARA LA MASA 2: X, = 0+ 0.1(0 + 1.50) = 0.15
X, =0 + 0+ 0.04(0 + 1.50/6) = 0.01
y, = 0.01 - 0.24 = - 0.23 cm
Q, 10 1] [-0.231 -2.540
Q - - ° -
Q, 1 5| [-0.230 -1.381
POR LO QUE Y; = Xy = 2.54/2 = 1.27 # 1.35

Yy, = X, = 1.381/1 = 1.381 # 1.50

SEGUNDO CICLO

Xy = 0.1 x 1.27 = 0.127 X, = 0.1-x 1.381 = 0.138
Xy = 0.04 x 1.27/6 = 0.0085 Xy = 0.04 x 1.381/6 = 0.0092
Yq = 0.0085 - 0.24 = -0.2315 Yo = 0.0092 - 0.24 = -0.2308




10 1| [-0.2315 -2.546
Q = =
1 5| [-0.2308 -1.386
DE DONDE X, = yq = 2:546/2 = 1.273 & 1.27
x, =y, = 1.386/1 = 1.386 = 1.381
EN t = 0.2 + 0.2 = 0.4 seg SE TIENEN x_ = 1.2 x 0.4 = 0.48,

X1(ti) = 0.0085 ?.. :xz(ti) = 9.0092
x1(ti) = 0.127 - - ; .‘-xz(ti) = 0.138
x1(ti) =1.273 . ; _xz(ti) = 1.386

PRIMER CICLO __-

SUPONIENDO""'xi(t:.L = 2.3 Y 'xh(ti+1) =.2.1 ~SELOBTIENEN:

+1)

i1,=‘Q.Tz7_¢:o.1(1.275.+~2.3)j=—0;484

X, = 0.0085 +.0.2.x.0.727-+-0.04(1.273/3%22.3/6) = 0.0662

0.0662 - 6.48 = -0.4138. -

¢ NG
-
It

© X, =-0.138 01 (17386 #.2:1)-==0:486 . .

X, = 0.0092+0:2 x 0.138 +-0.04(1386/3 + 2:1/6) = 0.0693

y, = 0.0693 --0.48 = -0.4107

10 1| [-0.4138|. |-4.548
9 = =
11 5| |-:a4107 | |-2.468) -

DE-DONDE .~ X, =.y,-=4.548/2-="2.274 # 2.3 =~

X, =y, = 2.468 # 2.1

ETCETERA:—~ LOS RESULTADOS DEL PROBLEMA. SE PRESENTAN“EN-LA TABLA 1.-
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- ~Tomado ‘del-libro de N. Newmark y E.Rosenblueth D.

’ TasLa2.1. Ejemplo 2.7

e Y - T O O - -0 N T R D S T I )
seg ton |cm/seg?|cm/seg cm cm ton |cm/seg?lcm/seg cm cm cm

o [¢] 4] o (] [} o o [+] [} o
0.2 2 540 1.350 0.133% 0.009C|-0.2310 f.380 1.500 } 0.150 0.0100]| -0.2300] 024
0.2 2.546 1.270 o127 00085%5]-0.2315 1.386 1.380 0.138 0.0052] -0.,2308] 024

0.2 2.%46 1.273 0.127 0.0085(-0.2313 1.386 t.386 0.138 0.0092| -0.2308} 0.24

” 0.4 4.548 [+2.300 0484 |+0.0662}-0.4138 2.468 2,100 0.486 |+00693] ~0.4107| 0.48
0.4 4.548 2.274 0.481°' ] 0.0660[-0.4140} 2.4535 2.468 c.523 0.0718|-0.4082} 0.48
0.2 4.548 2.274 048 0.0660[-0.4140] 2.455 [€2.455 0.522 00717]1-0.4083( 0.48

0.4 4.548 2.274 0.48) 0.0660]-0.4140] 2.4535 2.455 0.522 0.0717 |-0 4083} 0.48

0.6 5585 2.700 | ©0.978 } 0.2105]-0.5095 2.960 3.200 1.088 0.23011-04839] 0.72
0.6 5.981 2.793 0.987 0.2111 |-0.5083)_ 2.967 2960 1,064 0.2285}-0.4915} 0.72
106 8.580 | 2.790 0.987 | 0.2111 |-0.5089]~2.966 2.967 1.065 0.2286|-04914 | 0.72

v 0.6 $.580 2.790 0987 | 0.2111]-0.5089] 2.966 2.966 1.065 02286]-0.49:14 ] 0.72

-10.8 5409 2.900 1.956 | 0.4650|-0.4950] 2.790 2980 1.660 0.50101-0.4590{ 0.96
i
joes 5423 2.704 1.536 | 0.4637}-0.4963] 2.798 2.790 1.641 0.49971-04603] 0.96
; o8 8422 2711 1.537 | 0.4638[-0.4962| 2.797 2.798 1.642 0.4998]-0.4602] 0.96
i o8 5422 2.711 1.537 0.4638[-0.4962 2.797 2,797 1.642 0.4998]-0.4602] 0.96
; 1.0 4104 2.150 2.023 08216 |-0.3784 1.977 2.200 1 2.142 0 8802|-0.31981{ 1.20
5 1.0 4.1t 2.052 2.013 | G8210[-0.3790 1.985 L9777 2.120 0.8787|-Q3213] t.20
.o} a.ilt 2,055 2.014 | 0.B210[-0.3790 1.985 1.985 | 2.121 0.8787]-0.3213 ] 1.20
- i 1.0 4011t 2 055 2014 0.8210]-0.3790 1.985 1.985 | 2.a21 08787 |-Q3213} 1.20
|
; 1.2 1.934 0.950 2.315 | L2575{-0.1825) 0.7.12_|{- 0.700 | 2.390..§ -1.3341 ]-0G.1059] 144
, 1.2 1.930 | 0965 2.316 1.2576]-0.1824}F 0.712 0.712 ] 2.391 1.3341 }-0.1059 } 1,44
1.2 1.930 0.965 2.316 L25761-0.1824] 0.712 0712 1 2.391° 1.3341 |-0.1059 }t 1,44
L)
t.4]-0.65%3 |-0.320 2.381 1.7316] 00516({-0.735 |-0800 | 2.382 1.8165] 0.1365] 1.68

1.4]-0.652 |-0.326 2.380 1.7315] 0.051%3{-0.735 [-0.735 2.388 18169] 0.t1369}1.68

1.4]1- 0652 }-0.326 2.380 1.7315] 0.0515|-0.735 [-0.735 2.388 1.8169| 0.1369] 1.68

1.6]-3083 |-1.500 | 2.197 2.1932] 0.27321-2.026 |-2.100 ] 2.104 2.2707] 0.3507] .92
1.6 1- 3.080 |-1.%41t 2.193 21929 02729]-2.029 |-2.026 | 2,111 2.2712] 03512)1.92

1.6 |- 3080 [-1.%540 2.193.1 2.1929| 02729|-2.029 |-2.029 2411 2.2712]1 0.3512| .92

1.8 |- 4830 |-2.500 1.769 § 2.5943| 0.4343]|-2.869 }-2.900 1.618 2.6471 ) 04871} 2.t6
1.8 |- a.836 |-2.415 1.797 } 2.9949| 0 4349{-2 87t |-2.869 | 1.621 2.64731 04873 2.16

—Cr

1.8 ]-4836 ]-2.418 1,797 | 25949 | 0.4349]|-2.871 }-2.871 1.621 2.6473] 04873 | 2.16

2.0]1-35.3547 |-2800 1.273% | 2.9034] 0.5034]-3.069 |-3.000 | 1.034 2.9132] 05132 ] 240
20]-5549 {-2.773 1.278 | 2.9036| 0.5036}- 3.068 |- 3.069 1.027 2.9127¢ 0.3127] 240

2.0]1-53%49 |-2.774 1.278 | 2.9036] 0.5036]- 3.068 |- 3.068 1,027 29127 0.5127 | 2.40




TasrLa 2.1. Ejemplo 2.7 (Cont.)

] S| 2 2 BN - - £ x 5 X ) X

sef ton |cm/seg®loem/scg|l cm cm ton |cm/seg?|cm/sBeg cm cm cm
2.2]-10.156 |-5.200 | 0.481 ] 30875 0.9275]-5.332]-5.460 ] 0. 174 | 3.0408] O.680B} 2.16
2.21-10.165 |-5.078 | 0 493 | soep3] 0.92e3}-5.337 |-5.332 |0.187 | 3.0417{ OBBI7} 2.16
221-10.165 [-5 083 [ 0.493 | 30883} 0.9263]-5.337 |-5.337 0.186 | 3.0417] OEBIT| 216
24-12.578 |-6 9500 |-0.705 | 30731] 1.1531]-6.38B6 |~-6.200 |-0.968 | 2.9663] 1.0465} 1.92
26112617 |-6.289 |-0.64a ] 20772} 1.1572]-6.383 |- 6.286 |-0.98B7 | 2.9652] 1.0432] 1.92
24]-12.615 |-6 209 |-0.646 | 20770] 1.1570]- 6.383 |- 6 383 [-0.9B6 | 2.9652] 1.0452 1.92
2al-12.615 |-6.208 |-0.646 | 3.0770] 1.1570]- 6.383 |- 6.383 [-0.986 | 2.9652} 1.04532} 1.92
26]-12.388 [-6.200 |-1.897 | 28225} 1.1425]-5.95B |-6.000 |-2.224 | 2.6429] 05629 ] L.68
26-12 388 |-6.194-}-1.896  28225] 1.1922)-5.959 |-5.928 |-2.220 | 2.6432} 0.9632] 168
26]-12.388 |-6.194 |-1.€96 | 28225 1.1425|- 5.999 |-5.959 |-2.220 | 2.€432| 0932 | 1 6E
28-9.573 |-4.300 |-2.245 | 23320] 08920}- 4.155 |- 4. 100 [-3.206 [+2.0925] 0.6525] 1.44
28{- 9540 {-4.787 |-2.994 | 22288} 0.8888)- 4.150}-4.155 }-3.212 | 2.0821] 06521} 144
28} 9.541 |-4.770 |-2.992 | 23289| 08689 |- 4.150 {-4.150 |-3.21) | 2.0921] 06321} 1.44
28)-9.541 |-4.770 |-2.992 | 23289] 08889}-4.150 |-4.4150 {-3.211 -} 2.092! 0.652+ | 1:441
30}- 4687 |-2.500 [-3.719 | 1.6502] 0.4502} 1.376 |-1.400 |-3.766 1.3853] 0.1853 } L20
30|- 4.698 |-2.343 -3.703- 1.6513] 04513[-1.378 [-1.376 |-3.764 | 1.2854] O4€54 1 .20
320{- 4:6968-{-2:249 |-3.704-}-1.6513] 0.4513}-1.378 |- 1.378 |-3.764 | 1.3E54| 0.1854] 1.20
32) 1.090 | 0.800 [-3.859 | 0.8B45}-0.0755] 1.748] 1.700 [-3.732 | 0.6255]-0.3245} 0.96
32| 1106 | 0.545 |-3.884 | 0882E(-00772| 1.748 | 1.748 |-3.727 | 06255 0.3241 | 0.56
32 1.105 | 0.553 |-3.883°'| 0.8629[-0.0771} 1.748|-1.748 {-3.727 | 0.6259}-0.3241 | 0.96
32| 1105 ]| 0583 )-3.883°| 0.86829]-00771] 1.748] 1.748 |-3.727 | 0.6259|-0:334t | O:S6
34) 6.608 ) 3.600 }-3.468 | 0.1377|-05823]-4.506 |- 4,700 |-3.082 ]-0.0649]-078495 {-0.72
34] 6629 | 3304 |-3.438 | 0.1357([-0.5643] 4.515} 4.506 |-3.101 |-0.0662]-0.7862 {0.72
24| 6.628 | 3.314 |-3:a29 | 0.1358]-05842|"a.515| 4.515 |-3.100 |-0.0661]-0.7861 |72
24| €628 | 3.314 |-3.439 | 0.1358|-0.5842} a.515] 4515 ]-3.100 [-0.0661]|-0.7861 { 0.72
36| fo.s78 | s.200 |-2.568 }-0.4718]-0.9518 6.251 | 6.900 |-1.9%8 }-0.5799]- 1.0599 1 0.48
36]10.589 | 5.289 |-2.579 |-04725]|-09525) 6.277|-6.251 }-2.023 |-0.5842)-1.0642 | 0.48
316 10.589 | 5.299 [-2.577 |-0.4725]-0.9525| 6.277 .6.277 -2.020 |-0.5841]|-1.0841 | 0.48
36] 10.589 | 5.299 |-2.577 {-0.4725|-0.9525] €.277 | 6.277 |-2 020 }-0.5841}-1.0641 | 0.4B
3gl12.259 | 6.200 |-1.427 |-0.8760}-1.1t60} €6.612] 6.800 |-0.712 }-0.8591]-1.0991 | 024
agli12.264 | 6.130 |-1.434 }-0.8764|-1.1164] 6.618| 6.612 |-0.731 [-0 B603]-1.1003 | 0.24
38112.264 | 6.132 }-1.434 }-0.8764])-1.1164) 6.618} 6.618 |-0.730 |-0.8602]-1.1003 | 0.24
a0} 11.323 ] 5.600 |-0.260 |-1.0441|-1.0441] 5.454| 5.400 | 0.472 |-0.8821|-0.8821 [+]

40] 11.319 | 5.66¢ [-0.255 |-1.0437|-1.0437] 5.453} 5.454 | 0.477 [-0.BB17[-0.6817 [\]

a0 11,319 | 5.660 |-0.255 |-1.0437]-1.0437] 5.453| 5.453 | 0.477 |-0.8817]-08817 ]

«2] 10705 |-53507]-0.046:}- 0.9836}-0583¢] 5.330( 5,300 |-1-5649 |-0.8651 [-D.B€91 o

42]10.705 | 5.352 | 0.8646 |-0.9636]-0.9826] 5.329] 5.330 | 1.552 Fo.sses -0.8689 (4]
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X

cp/seg
0,00 |
4.375
4.115
4.1756

4.1796
4.1765

6.353'

© 3.9317

5.5937
5.6551
5.6625
5.6587 '
3.7144
3.6146

3.7162
3.7080
3.7043

-0.1193

0.0563.

-0.0341

-0.0313
I

. .-=3.1835
-3.0655

-2.4347
-2.5189
-2.5308

-1.6915
~2.5090
-2.10613
-1.9866
-2.0501
-2.050}

-1.6905
-1.6967

0.7454

1.£5$9
1.2366
1.2400
1.2397
1.?3?6
-4219
.4272
.4245
.4245

T G

1.2528
1.2568
1,2778
1.2750
1.2746

1.0524
1.0023
1.0157
1.0185
1.0176
1:0176

0.9894
0.9894

cm/seg
o.ob'

0.3125
0.2731
0.2641
0.2670
?.;571
1.0342
1.4072
1.3741
1.3614
1.3646
1.3647
g.gﬁsz
3.3518

3.3510
3.3558
3.3552

5.3067
5.3853
5.3886
5.3854

T
2.7228

' 6.0818

6.1137
6.1387
6.1336

5.2943
5.0168
4,8986
4.9203
4.9229
F.9216

4.5657
4.5659

cm

0.00

' 0.0104

0.0091
0.0088
0.0089
0.0089

0.070

0.083

0.0814
0.0809
0.0810
0.0811
0.3146
0.3114

0.3114
0.3116
0.3116

0.7520
0.7544
0.7545
0.7544

1.3654
1.3440
1.3451
1.3459
1.3457

1.8745
1.9188
1.9149
1.9156
1.9157
1.9156

1.9867
1.9867

SE HACE CASI CERO, CAMBIO DE POSITIVO A NhGATIVQ.Ix1|m5x‘= 1.4245 cm
!

Eox, 9 2, X *2
eg cm ton -ton cm/seqg cm/seg
0 2.0 -50.00 0.00 50.00  0.00 ]
. i .t
.1 2.0 -37.500 -6.25  37.5 6.250
" -38.550 -5.463 32.3 5.463 .
. -38.975 =5.283 33.5125 5.283
®  _33.875 -5.3¢  33.593 5.340°
-38.870 -5.343  33.530 5.3425
[ t
.2 0.2 -20.00 =-10.00 10.00 10loo
-11.575 =17.46 1,575  17.46
«12.275 -16.7975 -5.185 16.7975
-12.84 =-16.5446 -3.9575 16.5446
-12.735 -16.6076 -3.8096 16.6076
~12.7216 -16.6100 -3.886 16.6100
.3 2.0 10.000 =-25.00 =-35.00 25.00
- 11.995 -23.1324 -36.995 23.132
11.83  =23.1277 -34.963 23.127
12.00  -23.2129 -35.13  23.213
11.9885 =-23.2018 -35.202 23.202
.4 2.0 25.000 -15.00 +40.000 15.000
'21.095 -16.745 -36.095 16.7457
21.360 =16.8193 -38.1057 16.8193
21.225 -16.7493 -38.0443 16.7493
| ' . .
.5 2.0 15.00 - e
12.64 . -10.00 =25.0 10.00 .
12.87  2.8159 -22.64 -2.8159
13.89  2.1819 =-10.024 '-2.1819"
13.75  1.6833 =11.7081 -1.683"
13.72 1.7853  -11.9459 -1.7853
.6 2.0 0.000 15.000 15.000 ~-15.000
2.62 20.550 12.38  =20.55'
0.115  22.9139 20.435 =22.9189
0.785  22.4804 22.1289 -22.4804
0.925  22.4285 21.5554 =-22.4285
0.88 22:4532 21.5485 =22.4532
.6152.00 ~-3.00  25.000 28.000 =-25.000
-0.53  24.9334 25.53  -24.9334
xf-x0=x1
* CAMBIO DE RI"TDEZ EN EL 20. PISO x,-X,
|

= 1.00y Q) = 25

cm
-2.00

-1.771
-1.7795
-1.7774
-1.7773
-1.7774

-1.2314
~1.2455

-1.2546

-0.7604

-0.5755

-0.7254

-0.9824

cm
0.00

-0.2185
-0.2113
-0.2136
-0.2137
-0.2135

-0.6984
~0.6919
-0.6617
-0.6643
~-0.6644
-0.6642

-0.9252
-0.9251

-0.9285
-0.9280
-0.9279

-0.6698
-0.6727
-0.6699
-0.6700

0.1126
0.0872
0.0673

-0.0709

0.0741

0.8221
0.9165
0.8992
0.8971
0.8987
0.8990

0.9973
0.9973

1™

cm/seg
0.00

4.375
4.115

4.1756

4.1796
4.1765

6.353
5.9317

5.6587

3.7043

-0,0313

-2.5308

-2.050

-1.6967

X,"x,
cm/seq

0.00

-4.063
-3.842
-3.9114

-3.9126 .

-3.9093

-5.3188
=4.5244

-4.294

~0.3491

5.4067

8.6644

6.9716

6.2626

OBSERVA-
CIONES

*k



10

%
t xo Q1

seg cm ton

0.70 2.00 -10.000
-2.580
-2.975
-2.955

0.735 2.00 -1.000
~-0.9675
=0.9671

0.80 2.00 5.000
6.365
6.570
6.435

* %k

2

ton

25.000

25.000
25.000
25.000

25.000
25.000
25.000

20.000
22.575
22.4619
22.5613

x2 SE HACE CASI CERO

Ileméx = 2.4053 cm

X,

cm/seg

35.000
27.580
27.975
27.955

26.000
25.9675
25.9671

15.000
16.245
18.085
16.0948

Xy

cn/seg

-25.000
-25.000
-25.000
~-25.000

-25.000
-25.000
-25.000

-20.000
-22.595
-22.469

X4

cm/seg

0.8696
0.5728
0.5886
0.5878

1.5368
1.5367
1.5367

2.8823
2.9196
2.9748

-22.5613 2.9151

X

cm

0.9484

0.9405

0.9409

0.9409
t

0.98065
0.98065
0.98065

1.1282
1.0449
1.1300
1.1288

?m(éeg

2.441

2.441

2.441

2.441
|

1.565
1.566
1.566

0.09128
0.01343
0.0173
0.0144

cm

2.285
2.285
2.285
2.285 .

2.3549
2.3549
2.3549

2.4068
2.4053
2.4053
2.4053

cm

-1.0591

=-1.1093

-0.8712

X, =X

2%

cm

1.3366
1.3445
1.3441
1.3441

1.3742

1.2756
1.3604
1.2753
1.2765

X,7X,
cm/seg

0.5878

1.5367

2.9151

xz—x

cm/seg

1.8532

0.0293

~2,9007

OBSERVA-
CIONES

*k




10.

RELACION DE ALUMNOS AL CURSO LINAMICA ESTRUCT JRAL (IV CURSO IN

TERNACIONAL DIZ INGENIERIA SISMICA JULIO, 1978).

GUSTAVO AGUIRRE P.
UNIV. TEC. P. DE LOJA
ECUADOR.

P.O. BOX 71 S. A,

TEL. 960375

ROBERTQC ENRIQUE BRENES BRENES
INST, COSTARRICENSE DE ELECTRICIDAD
SABANA NORTE, SAN JOSE, COSTA RICA

JOSE BENJAMIN DUENAS GOMEZ
DIR. GRAL. DE OBRAS MARITIMAS
INSURGENTES SUR 465

MEXICO 11,D.F.

STANISLLAW DORCSZ

INST. DE INGENIER!IA, UNAM
MEXICO 20, D.F.

TEL. 548.97.94

SERGIO OCTAVIO R. ESCOBAR MEDINA
ESC. DE ING.

UNIV., AUTONOMA DE ZACATECAS
TEL. 2.08.27

JAIME E. FLORES CALDERON
UNIVERSIDAD DE CAUCA
DEPARTAMENTO DE FISICA

ELIAS GALINDO VALLAKINO
UNIVERSIDAD AUTCNOMA DE QUERETARO
CENTRO UNIVERSITARIO

QUERETARO, QRO.

OSCAR JAIME GELBWASER
EURO ESTUDIOS S.A. DE C. V.
GAUSS 9-202

MEXICO 5, D.F.

TEL. 250.70.00

TEOFILO LUNA SANCHEZ

BUFETE INDUSTRIAL DISENOS Y PROYECTOS SA

TOLSTOI 22
MEXICO, D.F.

RAUL MENDOZA MONROY

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO S.A.

MELCHOR OCAMPC 171

MEXICO 17,D.F.
TEL. 592.37.18

Av.Col. del Valle 443
Meéxico 12, D.F.
Tel. 523.99.90

Calle 18, AUS 4-6
Los Angeles, Cartago,
Costa Rica

José Ma. Tornell 20-8
San - Miguel Chalultepec
México 18, D.F,

Tel. 516.34.70

Juan de Tolosa 809
Zacatecas, Zac.
Tel. 2.11.47

German Patifio 36-5
Col. Aragdn
Querétaro, Qro.

Sudermann 143-1
México 5, D.F.
Tel. 545.55.99

Cuiculco 57-6
México 13, D.F.
Tel. 533.15.00 Ext, 275

Lago Victoria 52-2
Col. Anahuac
México 17, D.F.
Tel. 250.30.62



11.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

-2 -

ING.:RAMON MORALES ROSS

UNIV. JUAREZ AUTO. DE TABASCO
CIUDAD UNIVERSITARIA
VILLAHERMOSA, TAB.

FLORENCIO MORENO LOPEZ

ESC. DE ING.

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO
QUERETARO, QRO.

TEL. 251. 89

ING. ROBERTO MORENO QUINTO
CIA. DE LUZ ¥ FUERZA DEL CENTRO

ANTONIO NIETO G.

- INDUSTRIAL MINERA MEXICO S.A.

BAJA CALIFORNIA 200 - 12° Piso
MEXICO, D.F.
TEL. 564.70.66 EXT.288

JOSE ROLANDO PAREDES ESCORZA
DIRECCION GENERAL DE OBRAS MARITIMAS
S.C. T. ‘

INSURGENTES SUR 465

MEXICO 11, C.F.

TEL. 564.77.58

JESUS PORRAS MARISCAL

INST. TEC. REGCIONAL DE CAXACA
CALZ. INST. TEC. S/N,

OAXACA, CAX.

TEL. 644.13

ALFONSO RUIZ VAZQUEZ

"ARUA CONSTRUCCIONES

AV. VALLE DE BRAVO NO.19
MEXICO 22, D.F.
TEL. 677.37.30

ANTONIO SANCHEZ HERNANDEZ
ESCUELA DE INGENIERIA |
UNIVESIDAD AUTONOMA DE QUERETARO -
QUERETARO, QRO.

TEL. 251. 89

Peztalozzi 526-5
Col. Narvarte
México 12, D.F.
Tel. 523.21.52

Primavera Cte. 35
Querétaro, Qro.
Tel. 2.72.20

Irlanda 132-30
México 21, D.F.
Tel. 549.68,73

Rosa Verde 157

Col. Molino de Rosas
MEXICO 19, D.F.
Tel. 651.06.67

Calz. Sta. Anita 115
Ccl. Moderna
México, D.F.
Tel. 690.17.68

San Luis Potosi, {9
Col. Hidalgo
Querétaro, Qro.
Tel. 270.08



19.

20.

21.

RAUL SERRANO LIZAOLA
ESC. DE ING. CIVIL

" CIUDAD UNIVERSITARIA

PITEBLA, PUE.

FEDERICO TIRADC INDA
" ESC. DE ING.

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO
CHILPANCINGO, GRO.
TEL. 227.41

ANGEL ]. VALLE]JO GONZALEZ

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO S.A.

TLALOC 90
COL. ANAHUAC
México 17, D.F.
Tel. 592.37.18

Bonampak 4506

Col. Reforma Agua Azul
Puebla, Pue.

Tel.: 4392.96

Juarez 57
Chilpancingo, Gro.
Tel. 228,44

Valle de Oaxaca 24

Col. Vista del Valie
Naucalpan, Edo. de Méx.
Tel. 560.50.65




