\hﬁf@im@
IOV, o &

centro de educacion continua

divisidén de - estudlos superlores
facultad de ingenierfa, unam

A LOS ASISTENTES A LOS CURSOS DEL CENTRO DE EDUCACION-
CONTINUA

Las gutoridades de la Facultad de Ingenierfia, por conducto del Jefe del
Centro de Educacidon Continua, Dr. Pedro Martinez Pereda, otorgan una
constancia de asistencia a quienes cumplan con los requisitos estableci
dos para cada curso. Las personas que deseen que aparezca Ssu titulo
profesional precediendo a su nombre en la constancia, deberidn entregar
copia del mismo o de su cédula a mads tardar el SEGUNDO DIA de clases,
en las oficinas del Centro con la seflorita Barraza, encargada de ins--
cripciones. ‘

El control de asistencia se llevard a cabo a través de la persona encar
gada de entregar las notas del curso. Las inasistencias seran computa
das por las autoridades del Centro, con el fin de entregarle constancia
solamente a los alumnos que tengan un minimo del 80% de asistencia.

Se recomienda a los asistentes participar activamente con sus ideas vy
experiencias, pues los cursos que ofrece el Centro estin planeados para
que los profesores expongan una tesis, pero sobre todo, para que coordi
nen las opiniones de todos los interesados constituyendo verdaderos se
minarios.

Es muy importante que todos los asistentes llenen y entreguen su hoja -
de inscripcidn al inicio del curso. Las personas comisionadas por algu
na institucién-deberin pasar a inscribirse en las oficinas del Centro -
en la misma forma que los demds asistentes entregando el oficio respecti
vo. .

Con objeto de mejorar los servicios que el Centro de Educacidn Continua
ofrece, al final del curso se harid una evaluacibén a través de un cues--
tionario disefiado para emitir juicios anbénimos por parte de los asisten
tes.
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(Qué le parecid el ambiente del Centro de Educacidén Continua?

Muy agradable[ | - i¥gradable ] Desagradable [ |

Medio de comunicacién por el que se enterd del curso:

Periddico Periddico Folleto del
Excélsior [] Novedades [_] . Curso ]
Cartel Radio : Comunicacidn
mensual ] /Universidad[:] carta,teléfo ]

no,verbal,etc.

Medio de transporte utilizado paré venir al Palacio de Mineria:
Autombvil Metro Otro medio
particular D D 4 _ D

iQué cambios haria usted en el programa para tratar de perfeccic
nar el curso? ‘ ,

;Recomendaria el curso a otras personas? si[] No []

{Qué curso le gustaria que ofreciera el Centro de Educacién Conti
nua?

{Qué servicios desearia que tuviese el CEC para los a51stente5|
cursos?

Otras sugestiones:
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IIT CURSO INTERNACIONAL DE INGENIERIA SISMICA |

SISMOLOGIA

C. LOMNITZ

5 Y7DE JULIO DE 1977

INTRODUCCION

Desde el punto de vista del ingeniero, los sismos represenfgn un
riesgo importante que debe ser considerado en el diseno de toda es~
tructura. En muchas regiones el riesgo de falla de la estructura
por sismo puede llegar a dominar otras consideraciones de diseﬁo.“
Por lo tanﬁo, es necesario conocer ciertos aspectos bisicos de sis-

mologia para fines de estimacién del riesgo sismico local.

Las presentes conferencias tratardn de los siguientes aspectos, que'
de ninguna manera agotan el tema de la sismologia;pero se han selec-

cionado por ser relevantces en el marco de este curso.

A, Sismologia y Sismotecténica
B. Sismologia observacicnal
c. Prediccibn de temblores

Ante todo, es indispensable precisar que no conocemos la causa y
el mecanismo de generaciéﬂfde los temblores, Exiéten ciertag
hipbtesis y se ha avanzado mucho en los ﬁltimos‘diez 0 quince anos;
pero se trata de fenfSmencs muy complejos cuya ﬁéturaleza exacta '

an no llega a ser totalmente comprendida por la ciencia.

-

-



A. SISMOLOGIA Y SISMOTECTONICA

Observemoé la distribucibn geogr&fica de los temblores en un globo
(fig 1). Veremos que la actividad sismica va rodeando y delineando
ciertas grandes unidades geogrdficas, que son placas de la lit6sfera.
Se cree que estas placas pueden tener movimientos absolutos y rela-

tivos, ya qgue descansan en una capa viscosa: astenf6sfera. Cuando

dos placas se van alejando mutuamente, el hueco es railenado por
materiales que suben desde la astenbsfera. En cambio, cuando dos

placas se van acercando su choque mutuo es acomodado mediante la

subduccibn, es decir, la absorcidn de una placa (la placa oce8nica)
por debajo de la otra fla placa continental). Si ambas placas en
proceso de colisiﬁn son continentales se produce una compresién
que pliega el borde continental y lés deja como un acordebdn (ejem-
" plo: los Himalayas); los temblores se originan principalmente en
los bordes de piacas, debido a estos procesos de tensidn o compre-

sibén entre las placas

Hay también sismos en el interior de las placas, ya que &stas no

son homogéneas y, por el contrario, contienen numerosas imperfec
ciones que son otras tantas causas de concentracibn de esfuerzos.
Algunos dg estos sismos "intra-placas” pueden ser altamente destruc-
tivos. Sin embargo, la mayor proporcién de la energia sismica se

localiza en los bordes de las placas litosféricas.

Fallas y fracturas. Una falla es un plano de discontinuidad mecé&-

nica entre dos unidades geolbgicas; en cambio, un contacto es un
plano de discontinuidad deposicional (fig 2)., Por ejemplo, una

falla puede desplazar un contacto, pero no viceversa. El desplaza-

3



miento de los contactos a uno y otro lado de una falla, indica la

.

actividad de la falla.

Pricticamente toda la superficie de la tierra ha sufrido deforma-
cidén intensa; por lo tanto, existen fallas en todas partes. La

sismologfa estudia la configuracién de las unidades geolbgicas en

relacidn a los sismos, y la sismotect6nica estudia la deformacibn

que dichas unidades han sufrido y su actividad sismica.

Un sismo es una ruptura sobre un plano. Todo sismo se produce sobre
una falla, generalmente una falla pre-existente. E1l largo de una
falla y su importancia regional, indican la magnitud potencial del

sismo que puede generar.

Pero antes hay que determinar si la falla esactiva. Esta tarea

es de crftica importancia y debe ser realizada por un geblogo expe~,
rimentado. Cons?ste en analizar las relaciones entre la falla y las
formaciones cenozoicas, muy particularmente las del cuaternario:
desplazamiento del curso de los rios, formacidn de terrazas, ero-’

sién y dep6sitos deltaicos, y otros indicios.

Hay fallas activas que atraviesan toda la corteza terrestre (fallas
corticales), o toda la litésfera, como la Falla de San Andrés que

es un borde de placas. Para poder determinar la importancia rela-
tiva de una placa, es necesario complementar la sismogeoldgia re-
gional con estudios geofiéicos espeéifiqoé sobre la estructura de la
corteza. Por ejémplo, si existe1nuafuerte‘anomalia gravitacional,

'y si los estudios sismolbgicos revelan espesores diferentes de la

corteza a ambos lados de la falla, podr& concluirse gue la falla



compromete todo el espesor de. la corteza.

Existen sismos destructores que se han originado en fallas cortas.
La F%lla de Tiscapa, que produjo el sismo de Managua de 1972, tie-
‘ne un largo de unos 15-20 km. Sin embargo, la magnitud del sismo
éﬁé solamente ‘de 6 en 1la égcala de Richter. Los dahos despropor-

cionados se debieron a la cercania del epicentro y al tipo de cons-

trucciones.

Como ejemplo, veremos el andlisis sismogeolbgico y sismotectbdnico

del terremoto de Tangshan (China), en 1976.

" B. SISMOLOGIA OBSERVACIONAL

Las ondas sismicas se propagan en cualquier medio, excepto en el va-
cio, y su deteccibn se limita Gnicamente a la sensibilidad de los

aparatos y al ruido sismico ambiente.

El sism6grafo es un instrumento que utiliza el principio del micrd-
fono: transforma vibraciones mecinicas en impuisos eléctricos. El1°
sistema inercial del sism@metro se compone de una masa sﬁspendida me
diante resortes o hilos: se mide la posicibén relativa del centro de.
masa con respecto al suelo. Hay una gran Variedad de tipos y mode-
los de sismbmetros, seglin la direccibn del movimiento (de la suspen-

sién) y el rango de frecuencias.

TIPOS DE SISMOMETROS

+ (a] Frecuencia:

Acelerdgrafos 2 = 20 Hz

Sismémetros de periodo corto ' "~ 1 Hz

Sismbmetros de perindo largo 0.01 - 0.1 Hz



(b) Tipo de suspensidn:

Vertical

Horizontal‘

lLas caracteristicas de amplificacifén de un sismbmetro pueden regular
se eléctricamente, es decir, variando la impedancia del circuitoc de
salida y las caracteristicas del equipo de registro. En principio

es posible obtener amplificaciones m&ximas dei orden de 108 en térmi
nos de desplazamiento a frecuencias de {11z (1a amplificacifn se re-
fiere al factor de escala en el sismograma). En la prctica, el rui
do sfsmico ambiente reduce la amplificacién ﬁtil a una fracciSn de- la
sensibilidad del equipo. La mayoria de las buenas estaciones operan

a una amplificacién del orden de 50,000 a frecuencias de 1lHz.

Ondas sismicas. En sismologia,las ondas compresionales (sonido), se

denominan "Ondas P"’y las transversales (rotacionaleé o de ciéalleL)
se denominan "Ondas S". Las velocida&es de estas ondag son muy di-
ferentes entre sf y varfan de un material a otro. 8Si p es la densi-
dad del material y A,u son los nfimeros de Lamé (par@metros eldsticos),

las velocidades de P y S se expresan como sigue:

v. = /(A + 2
p ( uw)/ e
Vg = /w/p

Adends de las ondas P y §, que se denominan "ondas de cuerpo”, exis- '
ten las ondas superficiales que se dan solamente en la interfése en-

tre dos medios diferentes. Las ampliﬁﬁdes de laé ondas superficiales
decaen r&pidamente’desde la sugerficie‘hacia el interior del medio. .

Existen ondas Rayléigh (en las que cadahﬁarticula de la superficie .
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sigue una elipse retrégrada en el plano vertical), y ongas Love

(en que la trayéctoria de-la parﬁicula transversal a la direccidn
de prépagacién y estd en ei plano.-de la interfase). Las ondas su-
perficiales son dispersivas y sus componentes de alta frecuencia se
amortiguan rédpidamente. Suelen adiquirir amplitudes mucho mayores
para las ondas de cuerpo, y desempefian un papel importante desde el

punto de vista del dano sismico.

Prediccién. A partir de 1966 se inicifé en China un programa oficial

de prediccidn de temblores. Por ser el primer programa de este gé-

nero en el mundo merece un andlisis detallado.
El sistema chino de prediccibn se basa en las sigulentes premisas.

l. Las causas directas de los sismos se desconocen.

2. La interaccidn ‘de estas causas con la estructura geolbgica da

margen a un cuadro muy complejo de sintomas y efectos.

3. En una regién dada la configuracién general de estos sintomas y

efectos es estable y tiende a repetirse.

4. Para predecir temblores es necesario disponer de‘hna informa-
cibn ﬁuy amplia'y detallada, que permita al sism6logo abstraer
el cuadro general de fenfmenos premonitores y anilizar su sig-

nificado.

g < a

5. Esto significa que es necesario cubrir la regién, y especialmen

te la posible zona epicentral,; con una densa red de estaciones

de observacién.

" Los chinos enfocan la lucha contra los sismos como un programa de

alta prioridad, en todo similar a una campaha militar. Han movili-



zado a cientos de miles de voluntarios que construyeron aparatos
sencfllos-en susblugares de trabajo y los controlan diariamente.
En consecuencia, ya las brigadas y los bur6s sismolb6gicos provin-
ciales han aprendido a interpretar las caracteristicas de sus res-
pectivas regiones, que las ayudan a diagnosticar las anomalias al

momento de presentarse y a implementar medidas que ya han salvado

muchos miles de widas.

Las mediciones que actualmente se hacen en China para detectar efec
tos premonitores de los sismos abarcan m&s de diez diferentes fen6-
menos, en su mayorfa relacionados con Variaciones en el campo de

esfuerzos de la tierra:

observaciones geodésicas A
desplazamientos en fallas geol&gicas
inclinacién del suelo

cambios de resistividad en rocas

corrientes tellricas

geomagnetismo

campo gravitacional

medicioneé geoquinmicas N
fluctuacién de; nivel de agua eﬂipozos
efecto piezoel&ctrico en swondeos

cambios de velocidad sismi&g en rocas
cambios en la ocurrencia de sismo{3 menores
cambios en el caudal de los. mananjiciales

cambios en el comportamientc) anime:l



La mayorias de estos efectos son cuantitativos e instrumentales;
uncos cuantos son cualitativos y dependen de observadores humanos.
Existen cuatro etapas de prediccibn, Y cada etapa utiliza otras cla-

ses de fendmenos predictores.

A. Predicci6én a largo plazo
B. Prediccidén a mediano plazo
" C. Prediccibn a corto plazo

D. Prediccidn inmediata

?

Para la prediccibn inmediata se utilizan los cambios en el campo
geomagnético, en la resistividad de las rocas, en el nivel de lcs
pozos, en la inclinacién del suelo, en el comportamiento animal y,
sobre todo, la ocurrencia de sismos premonitores. La prediccibén in
mediata es la m4s delicada ya que depende generalmente de la efi-
ciencia y decisibén de un pequefio grupo local, muchas veces de sis-

m8logos voluntarios.

Sin embargo, los &xitos reportados por el programa son impresionan-

tes. Se presentard un estudio de caso para aclarar el método uti-

lizado.
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SEISMOLOGICAL INSTRUMENTA'TION
THOMAS V. MCEVILLY

idepariment of Geology and Geophysics, Universily of California, Berheley, Calif., U.S.A.

HL EINTRODUCTION

T'his chapler presents general information and guideline hopelully uselul
in selecting instroments for seismological rescarch and engineering applica-
Lions, 'T'wo main aspecis are considered: (1) defining the measurement re-
quirements in a particular situation; (2) understanding the principles and
capabilities of available sensing, signal condilioning, and recording systems .
and the degree to which regquirements can be metl by available equipment.
Famphasis is on widely used conventional seismological equipment. Special
devices, suely as shrain gages, seismoscopes, and digital acquisition systems are
menhioned where appropriate.

1020 APPLICATIONS

The following stand oul among the many applications of seismological in- .
straments in the assessment of seismic risk and in providing bases for the
makoye of engineering decisions,
== Seismolectonie_investigalions: use of earthquake source parameters and
spatial distrbution of hypocenters Lo infer local or regional teclonie charace-
teristies such as principal stress directions, extent of potential earthquake
zones, deformation rates, depth range of crustal or upper-mantle earth-
ques, and temporal variations of earthquake source parameters or medium
properties,

Namtoring of fanlt_creep: detection and mv.nsqrvmont of long-{erm aseis-
mic ~lip on polentially aclive recent fault Lraces, ¢
= i athguake prediction research: monitoring temporal varialions in carth-
qm. llu‘ chiaracteristics and physical properties in the source region,
== Saorl-range seismicity sbudies: use of portable or tlemporary equipment in
gathwermg spatial and Lemporal data on occurrence off small local earthquakes,
delecting and mapping aclive faults, or monitoring -effects of reservoir load-
ing behind dams,

— Shallow subsurface investigation: use of a variely of active or passive seis-

|
!
\
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molopieal methods in measuring soil properties, overburden thickness, laleral
vinsbion in nearsurface geology, depth of waler table, ete.

Altershoek sequence study: study of characteristics of aftershock se-
quences, the nature of Taulling, and local ground effecls.

\‘Irnm:'m()tnin recording: detection and broadband recording of moderate
o Slrony protiid motion in seismic regions for specilying bases of structural
- v iy Lhe area,

Determination of dynamic properties of structures: measurement of struc-
Laral responses Lo staliermaymnmieperrmbations—including, among the lat-
1, impulsive excilation of free vibralions, forced harmonic or quasiharmon-
o exertation, ambient disturbances, blasts, and earlthquakes.,

Maodel studies: monitoring of shaking-lable motions and of the responses
o WNHACIT TG namic excitation.”

Thiwe applications require the measurement of motion or force either al a
pomt (e, an aceeleromeler) or between two points (e.g., a stoain gage), We
shall concentrale on the former class of requirement and will thus treat the
convenlional inerlial seismometer in some detail. Strain monitoring Lech-
maues for struclures or across faull zones are wellCOHVCT I sprdalized
rexts, A series of papers presenled at Lthe 5th World Conference on ISarth-
quake lngineering (1973) provide an excellent revww ol ecarlhquake instru-
mentation for r(-cordmg slrong motion,

T HEQUIREMUENTS: GENERAL

The nature of a particular application will usually specily the type of sen-
sor required, the frequency range of interest, the accuracy and resolution of
Lie record produced, and any requitements for possible interconnection of
istraments, remote data telemelry, or provisions for automatic processing.
Sdddivional constraints are always preseny in the available budget as well as in
tae operational and maintenance condilions.

An maportant early decision involves recording requirements. Al Limes a
sple measurement of the peak value il sufficient — in other applications
the time history of the parameter variation must be retained. Ordinarily
areel measurement of peak values is far less expensive than time-based re-
cording, We consider next a group of special-purpose instruments, including
neak-reading deviees, and follow with @ more extensive discussion of widely

L wed conventional inertinl seismometers and scismographs.
ot ————— —————————-

fo.4 PEAK-READING INSTRUMENTS

Py

14,1 Peale ground molion

The informatlion contained in the pcak value of a ground-motion para-
meler (maximum displacement, velocityr, or acceleration) is usuaily insuffi-

Lhosenbiuth @  page /2 firal proof



cient for much analysis heyond threshold monitoring or event counting. In-
stiuments measuring such peak values serve frequently as complements of
standard seismographs capable of supplying full time histories of ground
maolion, In some applientions, however, these data are of greal value. A
prime example is the simple low-cosl shock (acceleration) indicator widely
awed 1o monilor Lhe vibration environmaont during commercial ransportation
of delicate equipment. Another application is the peak velocily indicatlor
used Lo monitor damage polential of vibrations from blasting and heavy con-
struetion. Simple Cotinting of microcarthquakes larger than a given magni-
Latle also provides a valuable aclivily indicator [or voleanoces.

For strong-motion recording, interest is ordinarily centered on the peak
hovizontal ground acceleralion or Lhe peak responses of oscillalors with
specifie periods and damping ratios. A precise measurement of peak ground
acceleration is not sought. In keeping with the goals of low-¢ost and simplici
Ly, and in view of the unsophisticated analysis of Lhe resulling data, a rough
estimitte of peak aceeleration is usually adequate. This can be obtained from
several types of deviees,

A Talling-pin sel is a primilive vibraltion-indicating instrument, consisting
of a sohol flender, rigid prismatic rods of different heights, standing on a
horizontal surface. Roughly, the rod slenderness determines the horizonlal
acceleration required to topple it. If b = diameter of rod base, i = rod height,
andd g = gravity, a statistically applied horizontal acceleration of bg/h is ro-
quired to topple the rod. While the peak earthquake acceleration actually
required Lo topple the rod in an ecarthquake may differ substantially from
Lthis value, by noting which rods have toppled over we gel a gross idea of a
rinye in which lies the maximum horizontal neceleralion. The maximum and
minimum values of peale pround acceleration in which we are inlerested
determine the range of rod slenderness and (he precision with which we wish
to bracket the peak n(:cul'/rnl.iun governs Lhe number of rods used.

A seismoscope is an instrument which records the occurrence of an carth-
quake, A widely used model due to Wilmot (shown in Fig, 10.1) is a damped
two-degree-of-freedom oscillator capable of recording the pendulum trajec-
fory in the horizontal plane. Recording by stylus on a smoked walch glass,
the instroment traces o hodogram representing the response ol a lightly
dinnped pendulum to the earthquake excitalion. A reasonable model of a
typical structure is embodied in a natural period of 0,75 see and a damping
factor of 0.1 critical, Having no time (nor frequency) scale, the seismoscope
record cannot be reduced to ground motion, i.e., the siune record can be
produced by an inlinite family of widely diflering ground motions, At high-
Mequency excilation, Lthe seismoscope trace deflection is proportional to
pround displacement, while at low frequencies it is proporlional Lo ground
acvelevalion, For any excitalion, however, it fullills the intended purpose
ol providing a point (0.75 see period, 0.1 damping) on the response spec-
tram for the carthgquake molion recorded. A series of such seismoscopes
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G L Wilmot seismoscope (left, courtesy Kinemetrics, Ine.) and seistnojiram written
i 7 San Femnitas arteeanke (courlesy Seismological Field Survey, NOAA).

LT P

with different periods and damping can be used to oblain several poinis on
the response spectrum directly.

Semmoscopes with natural frequencies above about 20 11z produce, for
typucal earthquakes, recovds with amplitude direetly propoitional Lo ground
acceleration and can thus be calibrated as peak-reading acceleromedters,
Vaaous desipns exist hased on different Lypes of oscillation, e.g., pendulums
with stylus and smoked glass, cantilevers wilh magnetic indication of maxi-
mi.n deflection, elastic spheres writing ink impressions on a confining box
upon flattening due Lo acceleration, ete,

10.:1.2 Peak structural motion

—— >

When conducting harmonic-excilalion Lests of a structure, offen only the
monion amphtudes at different points are of inlerest for various excitation
hequencies, The osaiilations are useally of sulfliciently low frequency and
faase amplitude; Lhey can be measured divectly al the scismomeler output,
Woon the structure s man-exciled, visual observation of the seismometer
cnpul allows the operators Lo control their swaying, For earlhquake exci-
Lo, any of the devices deseribed in the previous seclion can, of course, be
inseadled al various points within the struclare,

tnoeases wheve Lhe structure’s damping rabio is Lo be measured, an accurate
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teeord of the decay of free oscillations must be made and peak-reading de.
vices are inadequate. With modern instrumentation it should be casy Lo ob-
tun natural frequencies and damping factors for structures Lo an accuracy of
i few pereent — quile adeqguate for such measurements within the linear-re-
spomse range of struclures. '

One of the most significant structural response parameters in carthquakes
in he maximum acceleration developed at selected points. Using the péeak-
reading aceeleromelers discussed in the previous section, such measureiments
should be possible with errors of 10% or less.

10.-1.3 Peale structural deformations

N—.‘M—

We are often interested in measuring a building’s maximum interstory rel-
ative displacements and the strains al selected sections of structural members
or al joinls, 'T'he former have been successfully recorded by using the device
depicted in Fig. 10.2. It consists of a diagonal bar extending Lthe whole story
heht, connected al the lower end to a’lever that magnilies relative displace-
ments five-fold, The lever has a pen that records on a drum possessing a
clock mechanism which requires rewinding once a week. Records are ob-
tamed on paper replaced when rewinding the clock mechanism. The reason
for the rotating deum in lieu of a stalionary scratch device is that tempera-
Lure changes and wind effects cause some story drifls which it is desirable Lo
isolale from earthquake response, The labler is confined Lo such a shorl, Lime
inferval on the record that it is impossible Lo derive a response-history record
batt the accuracy with which maximum drifts are read is quite sufficient for
praciical purposes,

FJ

T

S,a“:’"
\odlusloble screw

/-—recordinq mechonism
% for deflection device

!
!‘ oivo!

Fut 102, Stroctural strain recording device., Diagonal clement detects relative motion
aeross entire story in building (alTer ZOGVHEYCTnd Newmark, 19566).
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Fr. 1003, Sevateh stvain gape. Phe eirealar targel, 2.6 em an diameter, is rotated by the
Mrams, Bad attachiment plates may be separated several meters (courtesy Prewill Asso-

l‘ihll'.‘%).

When straing due Lo phenomena other than carthquakes are neglipible rels
abive Lo emthguake-caused strains, a very convenienl, inexpensive, and com-
pact instrument is the seraleh strain gage, shown in g, 10,3, This 1s essen-
tiadly o har conneeting bwo fixed plates atlached Lo o member up Lo weveral
mekers apart. A simple magfying deviee, ending in a stylus which seratehes
on a smoked plass or melal plate, is incorporated i the connecting rod and
provides a permanent record of the sbrain. ‘The record is ordimandy read
Livougzh a microscope or a powerful magniflying glass.

Although the instruments described provide only peak values and their ac-
curacy is not high, their costs are so many times smaller than those of more
conventional and complex equipment that a great many can be installed in a
siructure for the price of a single sophisticated instrument. It would seem
thuat there is much Lo recommend the use of these simple instruments, .

10.5 CONVENTIONAL SEISMOGRAPNIC SYSTEM ~— DIESIGN CONSIDERATIONS

Y

10.5.1 Basic design paramelers

Bandivid(ly, sensitivity, and dynaniic range are the hasic parameters one
nivst define in specifying a seismopraphic system. A difficulty Lies in their in-
terdependence. Bandwidlh is the frequency interval of greatest interest: dyv-
namic range is the spanof the largest (full scale) Lo the smallest (wxl( m
nnm) us.ll»l«- symal recorded and s vxprnssc‘d as the ratio (often in dB) of
these Lwo signals; and sensitivity re fers to the absolute Eain (magnitication)
oi the seismopraph within the range. Generally all three cannol be oplimized
stimultancously in a reasonably sinple instrument. or example, the special,
hagh-gain, long-period seismographs used in the detection of teleseismic sur-
fice waves from small nuclear explosions and carthquakes exhibit very high
giin (ca. 10° magnification) in a very narrow frequency band around 40 sec
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(0.02-0.03 1z). The same long-period scismograph, operatipg al the same
site, but in the convenlional WWSSN (world-wide seismographic station nei-
work) long-peviod mode (15~100 scc) woukl be capable of operating at
. maximum magnification of the order of 3 - 107, giving the sama amphtide
of background motion on a record as produced by the highsgain coniipisy -
tion. On the other hand, if we conld faithfully record the hasic seismoind! e
input with a dynamic range of 10%, we weuld capture the information in
buth of the foregoing configurations and we could produce either gecord
through an appropriate playout.

. A sceond example of parameter control can be seen in Lhe recording melh-
ods commaonly used for Jocal o.url.hqu.nkv motion, The bandwidth required
for recarvding strong ground motion near the souree of a major carthiuake is
essentially the same as that used in microcartheuake recording — ahont 0.1--
30 1z, The actual ground motion, however, will be several centimeiers for
the former and severnl nanometors (1070 m) for the lalter, a tatio of 107, A
single instrument designed Lo do both measuring tasks simullancously would
demand o dynumic range of 107, or 3150 «B (20 dB is a factor of 30), ‘Tlus
design new-impossibility gives rise Lo the two different systom ty.u-s in come.
mon use,

10.5,2 Bancdwvidth
A Ay

Bandwidlh can usually be specific carly-on in the consideration of a seis-
mographic system design, The required frequency range of ground motion is
gencrally clear from the intended use of Lhe data. Modern instrunients allow
great flexibility in this selection. However, il the recording medium is a visi-.
ble recovd (as opposed to digital or analog magnetic tape Lo be processes
later), one must Lake eare not Lo attempt extreme wideband recording, as the
resulting earthquake records would be of ragged appearance and difTicult to
inferpret. Background noise amplitude also increases with bandwith, aften
obscuring small events that could be seen clearly on a visible record from a
narrower-band instrument. An obvious example is the 6—8 sec microseism
band, which is effectively avoided in the conventional shmtpcnod/long
period seismographs employed in most observalorices.

It both handwidth and visible records are required, i is often pmxsguh- to
split the output from a single scismometer into several desirable frequency
bands, with individual gain adjustments, and to record the bands scparately.
A pertinent example lies in the use of the commercially available foree-hal.,
anee aceclecomeler, for moderale-to-strong-motion recording. Such un umts ¢X-
Tabit ihat response Lo ground acceleration over the frequency range O ~80
1z wilh the limiting instrumental noise background smaller than 107° g (¢ =
gravity) for high-quality unils having a full-scale capability of 1 g. Any de-
sired frequency bands can be derived from its oulput on visible records at
giins consistenl with the inherent device output noise, Awiathier illusliation
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of madern wideband sensors is the new series of longeperioa seriuoraete
wipable of operating at natural periods o H0 se T TROR T e e
' \mmmvnle Equipped with appropriate wansducers these instriuments can
eoduce simultancous records of soid-earth Lides (period of about 12 hours),
frve oscillations and mantle suifice waves (J()() -3000 see), convenlional
lomz-period waves (H=100 sec), conventional short-period waves (0.2 5 sec),
il microeavthqualde signals (2—20 1z). 'This exemplificd the necd for sepa-
raie gecords of the different bandwidth signals, with individual gams and
recordimngg speeds, il visible records are the prime data medium, 1 s clear that
e of digital or analog magnelic tape Tor primiry recording provides a means
o recovering the desieed bandwidth in postprocessing and Lhis reduces Lhe
requirements for continuous visible moniloring of all bands.

10 5.3 Sensitivity
G sy

Selection of the operaling sensitivity for a seismograph would appear
shatghtlforward once the bandwidth is specified. In most applicalions Lhe
sesmologish or engineer can define the maximum and minimum symals to be
recorded; Lthe inI.vrcl(:pnn(l(!né(: of the Tundamental design parameters ol sen-
silbwvily and dynamic range is apparent here, ‘

Modern high-quality inertial seisimomelers with moving coil Lransducers
have inherent dvnamic_range capabilities of 10°—10% (100120 dR) over
which the outpul is an adequately linear and undistorted representation of
the inpul ground motion. Only the most sophisticated and stule-oi-the-arl re-
cording systems (such as the digital systems in exploration scismoloyy orin
largge nuclear detection arrays, with 16—19 bit word lengths) approac h ihese
viilues. Convenlional seismographs use only a part of this dynamic range ofr
the sensor itself.

A pgood quality, conventional, visible seismograph has a dynamic range of
A0--50 dB (roughly, a measurement ‘resolution’in the trace position of aboul
0 2=0.5 mm and a full-scale swing o1 50 mm). The best analog N magnetic
tupe recorders exhibit roughly the same dyniamié range, but generally over

a wider frequency bandwidth, Withodigital recording Lheé range depends on
the number of bits in a data word, whiie the bandwidth is sel by the sam-
pimg rale and seismomeler response. Ten- Lo Llwelve-bit words are commonly
used in seismology im dynamic rv(,uurenwnl,s of aboul, 4 and 66 dB, respec-
Lively,

In this discussion we have assumidés thal the fundamental noise limitation
v bposed by the recording sysbems, ie., that (he inherenl scismometer
noise (not ground noise) and the noise in the signal-processing elements (gal-
vanomeler or amplilier) are at or below the recorder noise level or resolu-
tion. Fhis situation should be a (lm;ii'n criterion Lo avoid wasting porl of the
usible recorder range one system noiso.

ilaving bckctod the recording mv(*hum and ll,.s dynamic range, we can now
a 3

|
|
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specifly the sensitivity required or our overall system. This is often done

casly al the smali-signal end of the range, where we can usually define the
. sninilest motion we want to detect. Frequently this level is siniply sel at the

' Jocal microseismic background level. However, in some appiications it is im-

- portant that carthquakes of a given size he recorded without “chipping” the
recard. This is particularly true for strong-motion recording where, for
exianple, we may wish to stay on scale up to 1 or 1.5 g. If the recorder range
it not Large, this requirement. will result in records with no visible microseis-
mic background, ‘This should be carefully considered in selting the system
sensativity, Having established the operaling sensilivity, its realizalion is a
situple matler of gain hetween seismometer and recorder.

Fimally, some scheme musk exist in order that the system response can be
measured inils operaiing configuration. This is important hothin the initial
set-up and in the maintenance program where periodic checks of perfor-
m.nce are made with the system installed and operational.

1 5.4 Response curve

A reasonable estimale of the nature of the motion Lo he recorded by g
proposed system thus allows specification of the fundamental instrument
patamelers, These characteristics are embodied in the instrument response
curve, which contains all the relevant informalion about the seismograph’s
behavior under excilation. The comnion representation of the system re-
sponse is a magnification curve M(f), where [ is frequency, in hertz, of the
excilation motion, assumed harmonic. M is Lhe ratio of record amplitude to
excilation displacement; it is Lhus a displacement sensitivity. The record am-
plitude can he measured in many ways, such ‘as millimeters of trace dispiace-,
ment on a record or film viewer, outlpul vollage from an amplifier or tape
recorder on playback, or (he numerical value of a digital word generated hy
an analog-to-digilal converler. The denominator in M can equally well he
excibation velocity or acceleration. These choices define than V() = M)/
2af = velocily sensitivily, and A(f) = M{/)/(2nf)? = acceleralion sensilivity,
where we have used the relation | dxfdt] = Zw|x|f in harmonic motion.,

In complete stalements about magniiication curves lend themselves to
confusion, M, V, and A curves can apply Lo the same instrument, dillering
soicly by factors 2n/. I is important that the precise meaning of the ordi-
nates of the magnification curve he made explicit. This source of coniusion
is related to the practice of referring Lo scne seismographs as “velocity
meters” and to others as “accelerometers”. This terminology applies to the
frequeney range of interest, IT Lhe M(f) curve js flatl in this frequency range,
the inslrument is termed a “displacement meter™; if V(/), a velocily meler;
and if A(f}is flat, an accelerometer, Figure 10.4 shows. a sel of generalized
M.V, and A curves for a hypothetical scismograph; this single instriment

, may be culled a displacement meter, velocity meter, or acceleromeler, de-

~
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Fyr 10,4, Magaification (M), velocity sensitivity (V), and acecleration sensitivity (A% re-
sponse cwrves far o seismograph, peneralized Lo straight line sepoments, The seismayraph
niw be deseribed as an acceleromeler, a velogity meter, or o displacenient meter in the
tiequencey ranges |, 2, and 3, respectively, )

<

Fe 106, Top, Approxsmate specteal range, 0.1 --160 He, of ground displacement expect-
e drom earthguakes in the mognitade cange 2 -0, Boltom, Alternale system auynifica-
Liom curves to record shaded signal range in Toplignre, requiring 100 (3 dlynamie range
{*1hat’ response of system 1) or 60 dB (‘pre-whitened’ response of system 2),

pendding oin whether we are inlerested in frequeney vanges 3, 2, or 1 respec-
'l\’l‘l_v.

Analysis of (he intended application of a required seismographic system
seould lead Lo thd design respoase curve, both in shape and in ahsolute level,
1 e shape reflects the bandwidih of the motion Lo be nieastved and, if pos-
wbley it should compensate for any severe frequency-dependence in iis ex-

ected motion (iG should “pre-whiten® the input, in the sense of making jts

spectrum essentially flat in the frequency range of inlerest). ‘The lattér consi-
Co
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ceration is more important the smaller the available dynamnic ringe ol the
system and the wider the bandwidlh desired. The response curve’s o wolule
wevel is the system sensilivity and must be sel recognizing Lhe o e -ovanpe
ul the motions to be recorded, There are upper and lower fim s toihe sive
of the motions Lo he recorded (Lheir ratio being Lhe reguired tnnimum dy-
mamie range). Figure 10,5 illustrates these concepls with a geaeradized range
of expected ecarlthquake signals at Lwo possible response curves for the band-
wiath, The figure dhsplays an carthquake-like displacement spectrum assiin
it that recording over three orders of carthquake magnituce is required.
From the maximum signal al low frequency Lo the minimum at high [re-
queney there are five ovders of maynitude (100 dB). I we ailempled Lo re-
cocd in accordance wilth the desired bandwidlh and sicoal range for response
cuive 1, we would need a resolution of 107°% of full scale to deleet the mini-
mum signal of interest. Alter prowhitening the response (curve 2), we 1eguise
only a resolution of 10 73 of full scale Lo record the same motion:s. Mosl visi-
hie records offer litlle more than two orders of magnitude, and The ground-
displacement spectrum is Lypical for ecarlhauakes. Henee iois nol sorprising
that difficully is encountered in trying Lo record widehand earthquake
pround-molion data (in the 0.05—50 1z hand, say) on systems with limited
dyvnamice range. Fven digital recording with system response curve 1 in the
fmre would need an 18-bit. word lengih for the full 10% range winle 12 bits
waoutld suffice for the shaped response of curve 2. '

Another step in defining the required response eurve for a griven applica-
Hion lies in identifying potential noise sources, in the ground or in the sys-
tem, that might hmit the sensitivity., The classic example of such noise pro-
blem i the 6—8 see microscism so prominent in most seismograms. With
niagnitudes up to 10.mm during high activity, these ubiquitous surfuce wirves
have resulted in the Leaditional long-period/short-period division in seismo-
melry, which effectlively avoids high gain in the troublesome range,

The wide variation often resulling in response curves as we altempt (o
cover the useful frequency range of earthqguake ground motion is illustrated

Figs. 10.6—10.8. The figures display a range of magnification curves of
svatems operaling withmy the observatories of the niversity of Califor
Soasmopraphic Stations wand  ave representative of current (echaiques for
aude-range appheations. An enlire complex of instruments for recording
! .rlhqnulu'; in the magnitude (M) range of =3 to 9 covers a phenomenal
aan of ground amplitudes and frequencies: 10 7' 1o 1071 m or more in dis-
piacements and 3:107% Lo 10? [z in frequencies, where we are excluding
eaith tides, Tault creep, faull rupture, and secular strains al the low-[requen-
cy extreme, and high-frequency acouslic waves at the high end.

3y
1055 Setling specifications

The applicalion Tor which a seismographic system is o be designed defines
the key instruimental parameters required to furnish the data sought, as we

T
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o 106, Saite of magnifieation curves applicable to phologra )him_lly recording seisann-
HBerkeley. No

erephs in station network of University of €nlifornia, e wide range of maxi-
spsan magnification and period of the inaximum, from the conventional short-period sys
Lo (eurve 1) Lo the ultra-dong period (ULEP) system (curve 7).

hoote discussed: DQandawidbh, sensitivity (with possible variations over the
broadwidth), and dynamie range. These aesult in a response curve, the al»

scinte-sensitivity=levelsthe-required-resolution-at—the-smallsignal-extreme;
ar o the sull-seale capabibily, Bandwidth sind sensitivily pardmeters are mat-
fers of mechanical and electrical characteristics of the seismometers id sig-
ne.. conditioning devices. Dynamic range, dlong with timing resclution and
comstraints on record duration Tormat, seis additional requirements on the
o cording system, '

The most important adimonition in setong speeifications for seisamopraphic
sy iems s Lo ascertain as completely as possible Lhe wature of gae gromi
toshions . we wish o record, Manulacturers of seismologicnl  equipmend
so ol pot be placed in the position of interpreting requests Tor quotations
o Ushorb-period seismograph systems™, for & “strang-motion sensor™, o a
breoadhamed seismoprnph . The resull can e o purvchased systom thai does nel
des the job or that is far more claborale and thus more expscnsive L
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Fr 1.7, Suite of mngnifieation cueves applicable to telemetered shoet-pesiod seisine.
graphs in the Umversity of California network which record on a single 16-nun filwm vo-

conlder,

A common mistake is the assumptlion that one should apply a “safety fac-
lor” of, say, two Lo the requirements in all directions Lo be sure of getling
tiw system actually needed, This is seriously objectionable because scismos
praphic design does not use a conlinuous spectrum of building-block compo.
nents. The componeals are widely spaced in capabilities and in cost, and a
futor of two in sensitivily and bandwidth may necessitate major steps in
several components of the system and imply an order of magnitude Lost
terease,

When the particular application allows some flexibility in system para-
merters il is advisable to request quotations on packages designed for the ex.
tremes in the aceeptable range. The manulacturer usually also suppests an
intermediale system as oplimum, On the other hand, if one knows precisely
e required instramental paramelers for the application, it'is well to state
them exactly from the beginning, This will ordinarily nmum that the most
evonomical design will he adopled.

In this discussion of system specification we must also menticn the exis-
Lnce of “slandard” seismographs — widely used syslems developed in re-

._-.--,'..'N.
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I, 108, Suite of diaplacement sensilivily eurves applicable to telemeterd broaaband
secanographs in the University of California network which yeecord on N nsgine e Lape
at iterkely and are digitized on plavback, JAS, WDC are skation named; 51" s shoud jreriod
clomnel; Displ.,, Velocity indieate transducer used. The four response Lypes shown are
tal e simullaneously from a single seismomeler by appropriate selcelion of transducer,
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Hise Lo particulie apphcalions and wiich consequently offer maximun
i ormance Tor=then cost. Several are ilustrabed in Fig. 10.9. It is often eco-
iomical advandageous Lo ouse such packages when their speciflications cover
Laerequirements of the application in nund,

Oa

1+ 5.6 Peripheral considerations

ae preceding discussion deall with whal can be ¢alled the fundanicutal
i ramental parameters, ‘Phere are usually several additional consivesivdons
m aeleeting a seismographic system Tor amven application, The more specil e
e application, the more significant these peripheral considerations may e
¢ o The following list provides some examples,
Lavingne One shoubd stale the vequived precision and resolution of tae
Lo psvslem, Procision involves slability ol the clock, generally erystal-con-
trotled, and s absolule time error. Resolution involves hoti fhe increment.
G ceference pulses fram Lhe eloek and the speed of the recording sysiom,

secord duration. ‘This includes the time elapsed from the phiysicid enangd-
e afl Wi paper, Tilm, or magnelic tape,

hysical size, The total volume ad weight of the complele systens o
e imporkaot, especially for instriments for vecording stractural e
spenses, and the malter hecomes paramount in office and commercial build-
o, .

cower requirements, Ileclrical-powdr consumplion is crucial when one

Laed operale the system on balberics T FemoleToealtng or with portable in-

Jooments, When maintenanee costs for more conventional solulions ave par-
denlarly high, use of solar cells can he appropriale,

clemelry, It is becoming commonpiace Lo transmil data Hom aremale
w.catialion Lo a central or convenienl recording site using land lme, tele
pame hine, or Jow-power radio links, ‘There are many advantages in this prac-
[NTRA

(1) Reduced maintenance costs for instrunients at locations ol diflicult ac-
e ibility, ‘

<2) The use of a conmmon time base for an enlire network of stations,

() Continvous monitorin ol the instruments’ operation, which allows
i mediale detection of conditions requiring atlestion,

¢ ) Continuots recording of all data on a common meditun. 17 magnetic
fagee, the uninteresting portions may be ervased, retmning complete records of
cteats only, thus avouding Lthe use of excenssive lengths of paper, N, or tape
watle ad taining: excellent Limmng resolution,

(9) Reduced systen cosls due Lo elimination of local clocks, recorders,
A elaborale vaulls, with atlendant power requurements. Ifor station net-
vorks, these cost savings “are usually nol compensated by telepione-line
chacpes, resulling in a net cost reduction for the teleraetered systeni.

LA Al

— drccording system. There is much vanely in this system component. One

e [
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may select smoked glass or paper; photographic film; pen and helical record.
e on dram; strip chart; casselte; 174", 1/2", or 1" reci-toreel nugmietic
tapwe, analog or digital, The user penerally has several constrainls that incline
his preference toward a particular recorder, Thus, magnetic-tape recording
mdds the expensive requirement of a playback system andt associaled hard-
wie but in many applicaticss it is well justificd i viow of the increased dy-
usamic rangem bandwidlh, and timing resolulion along with conciseness in
processing.

— "Uriggering ancd mg_px;'Modcm sensors and circuilry allow a wide selec-
tion of triggering thresholds and background noise/signal ratios to be incor
porited into systems designed Lo record only sporadic events of interest. In.,
expensive semiconduclor memorics are available that perninil retention of the
initial portion of Lhe signal; yet Lheir use is by no means widespread ab pre-
senl, In the coming years, however, such systems promise Lo become stag-
thard in seismology where the information desired consists of diserele events.
Many shortcomings in present triggered seismographs, due primarily Lo
missing Lhe onset of Lhe event, are eliminated by the incorporation of such
maemory syslems,

— lnstrumental protection. Instruments wzed at construction or near biasting
sites or installed in locations exposed Lo vandalisin or mere curiosity demand
special considerations concerning Lheir proiection.

‘Ihe foregoing and other additional considerations are necessary ingre-
dients in the selection of a systemn confituralion ence the fundamental para-
melers have been specified. Often they drastically reduce the number of
altermative system types for a given applicalion.

10.6 CONVENTIONAL SEISMOGRAPIHIC SYSTEMS — COMPONENT ELEMENTS
. L T L o

10.6.1 General constraints

The preceding section treated the general problein of specitying perfor-.
mance and physical characteristics in a seismograph. The following discus.
sion deall with available components used in the design of specific seismo-
praphic systems. Upon cursory analysis, it would appear that virlually any
desired response curve is attainable. In theory this is the case. Any seisine-
meter, of arbitrary natural frequeacy, dimping, mass, and sensitivity, pro-
duces 1 non-zero oubpul in response to ground molion of any cmplitnde and
frequency. Conceivably one need merely seleet, by some signal conditioning
method (amplification and seleclive filleringt), the sensitivity and bandwidth
of interost. The concept is perfectly correct. The neglected factlor is noise. As
long as a system so designed will produce, in response Lo ground molion ab
tiw: desired detection threshold, an oubput sulficientlly above systeim noise,
the design concept is sound, Unforlunately, this condition is not easily.ob- -
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tvinied when high sensitivity and low frequencies are involved. I it were,.
s.-uli?;fnn()l«>gisl.s would need only an inexpensive ex;'wlor'al.iOII-Lypc geophone, an ™
amnlifier, and a variable filler to work the eutire seismic band from solid-
carth Lides Lo blast vibrations. '

Kealizahle (as opposed Lo ideal) designs for seismographs are based on
carifful consideration and definition of the system requirements, as discussed
carher, followed by a common-sense evalualion of performance capacilities
in components available for use, There will always be more than one design
Lo accomplish a given measurement task. Satisfaclion comes in oplimizing
the interplay of capability, complexity, and cost with the requirements of
Lthe application. Variations in the resulling solutions.are evident when one
considers, as an example, the wide range of scismographs in routine usc
worldwide as “long period” instruments. Subsequent discussions outline in-
formation on system components that, hopefully, will be helpful to the seis-
molngisl, geologist, or engincer faced with the task of specifying a scismo-
praph for a parlicular use,

10.6.2 The complete scismograph

The basic clements integral to a smx[m_) mpl\ are three. The sensor, nor-
mally a seismomeler of some deseriplion, pmd\u(‘.s a measurable xu'm\l in re-
sponse to a motion of ils base. The response of a scismomeler is characler-
e typically in Lerms of a sensitivily and some frequencey dependence. ‘This
findamental” hehavior cin be slated compactly in its Lransier_function, e,
e oulpul (in whalever units are appropriate — o, vull:\,".nn;wu-s deflee-
Lion of.an oplical or mechanical lever, cle.) per unit excitalion (again in ap-
propwiale units — c.g., ground displacement, velocity, accelaration, strain, ro-
tation, ele.), as a function of the frequencey (in Hz) of the excitation. Gener-
ally, the ltransfer funclion is presenled for convenience as a complex fune-
tion of angular requency, e.g., S(w), where w is in radians per second (w =
2af where [is in Hz or cycles per second). The complex nature of S(w) in-
dicates that the outpul of the sensor may be out of phase with the excita-
tion, and S(w) could be given as [S(w)|o'™? where ¢(w) is the phase lag.
S{w) completely defines the response characteristics of a seismometer. For
the convenlional design using a spring-mass mechanical oscillalor, S(w) can
bhe written in Lerms of its natural frequency, damping, and sensilivity.

The second element in the seismograph acls on Lthe oulpul of the sensor
i s Joosely deseribed as the signal conditioning device. 1L may be no more
than o mechanical or optical system of MWERTOT, more oftea in modern in-
sbruments, an electronic circuit or galvanometer providing amplificalion and
filt-ring of the eleelrical output of the sensor. In any case, the signal con-
cdittoning element can also be charactenzed by ils transfer function, say
C(w), giving outpul/input as a funclion of frequency in appropriale units.
Wiule we shall sce thal most S$(w) are very similar in form, C(w), on the

' .
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other hand, can range from the simplicily of a numerical constant Lo the in-
tricacy of an involved chain of amplifiers with low- and high-pass filters,
yielding a complicated, complex functional representation. Despite pui(-n’.i'ul'
complexily in C(w), it is usually a straighiforward procedure t.a wn&s.u the
mathematical expression for it.

The third and final clement in a complete seismograph rcmrdq the conddi-
tioned output of the sensor. The oulpul of the recorder is a record. In its
simplest form it is the deflection (e. g., in mm) of a trace from some zevo
position on a sheel of recording paper, film or glass. It may alicrautively be a
digital word (in counts) an FM tone (in Hz) or voltage writlen on magnetic
tape. The recorder also may have a characteristic frequency respunse. We de-
fine its transfer funclion as R({w), in the same sense as for the iwo previous
clements, The oulputl of the recorder is the seisinogram, the flmdamcntal

medium ol dala presentation in scismology.

Assuming the system clements are themselves lincar systems, we can de-
fine the response of Lhe complele seismograph in lerms of its components,
The transfer funclion 7T(w) of the complele seisimograph is:

T ((.))—;S(u)(,(w)lf(w)

where T'(iw) is Lthe oulpul of Lhe recorder dnndod by the input to Lho SeNROr,
in the appropriate unils for the system. Virlually always a complex quantily,
T(02) is usually presented as | 7(w)i, the amplitude response, in 2 magnilica.
Lion, velocily sensilivity, or acceleration sensitivily cugve (sce g, 10.4),
along wilth ¢(w), the phase response,

Tw) complelely deseribes Lhe performance of a seismograph, except for
system noise, 1L is sufficien! Lo produce synthetic seisimograms from a known
inpul, I(w) (where /{w) is simply the Pourier Lransform, or spectrum of (1),
the inpul ground motion time function). It serves as well Lo recover the
inpul molion (in the frequency range where the input ground molion ex-

ceeds the equivalent sysiem noise) from the recorded output O(t), or its
spectrum O(w). 'The nature of the system transfer function is thus seen clear-
ly in its definition:

O(w) = H{w) T(w)
or:
(W) = O(w)]T(w)

1L is evident «t this slage thal, in designing a required system rosponse, all
three system elements, S, C, and 12, must be considered in shaping T{w).
With regard to the sysiem poise level, each element also contribules. Fither
i level of background nol-.c (e.q2., from an amplifier) or a basic resolution
(v.ge., Lhe smallest med surable signal in a recording medivm) will chavacterize
cach clement. These limiting values, which gencrally are frequency-depen-

!
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denl, can be “taken through™ the system Lransfer funu,mn Lo uve the oper-
fukng norse level or resolution in O(w).

We shall discuss the system elements in turn,

10 6.3 Seismomelers

bt o7 = e s e =

The scismometer is the basic sensor of ground molion, say w(x, ¥, 2, ).
For merlial (spring-mass) Lype seismomelers, the measurement is made of
relative distance between the seismomeler frame (ground) and an inerlial
reference point on the suspended mass. Normally only one component of 1,
sy ny, s deteeted with a given sesmomeler, The seismomeler output s Lhos
proportional in some way to w, (1), ond it may, depending on the design and
on the Lype transducer used Lo delect the relative motion, actually produce a

sl very nearly proporlional Lo u (1) or Lhe time derivalives @, (L) or i, (L)
in Lthe bandwidth of interest (sce .Sm.Lmn 10.56.5).

Fxtensomelers or strain_gages, on the other hand, measure 1he change in
one ol the components of u, usually in the direction of the raeasured com-
ponent, e, du (0)/0x, usually denoted as Lhe extensional skenin component

o Againg depending on the Lransducer, which s Lhe miteprai part of a seis-
momeler converlbing mechanical motion inlo-a u:;nhl(\ outpal sipnad, the ae-
Lual vutput may be a Liime derivative of e, (1), c.g., e, (/).

The responsie equaliong for the conventional inerlinl seismometer are easi-
ly developed. For convenience in analyzing dala, we desire the response in a
form S(w), where w is angular frequency of the excitation (sce Sceclion
10.6.2).

The «-thlmum cqualion for a damped single degree of freedom seismo-
meter, responding to pround motion u, (1), can be writlen:

my+cy thy=0

wlwr«-, as shown in IMig, 10,10, x is Lhe absolute displacement of m, y = x--
. Lhe measurable relative displ.\u-mvnl‘ of m, m is mass of the system, ¢ is
Hu- damping coeflicient (force/velocity), and k is the spring constant (foru‘/

thisplae vnu\f)

Rewriting the equation in the familiar form:

Yo 20w,y + wly =iy )

where w,, = Vik/m, the undamped natural frequency of the system in rad.an/
sec, il = e/2muw,, the dampm;_ faclm. i.e., the fraciion of criticat damp-
ing for the oscillator. ‘

T'he solulion Lo the equalion of motion is rcadnly obtained by application
ol the Laplace Lransform, i.c.:

i

32 Y(0) +y(0)(s + 2w4) - ) o

Yis)=— ~-- AN ek
s* + 2t w, s+w s34+ 20ws + Wi )

l‘t

. \

i
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ig. 10.10, Mechanical schemuetic of conventional inertial seismometer.

where s = iw, Y(s) is the Laplace transforh of y(!), and F(s) is the Laplace
transfor of —-u ().

The ?irst termi is the complementary solulion, representing transicnt mo-
tion duc Lo initial condilions at ¢ = 0, while the second is the particular solu-
tion for the forcing acceleralion —ii (f).

The Lransient molion, or natural vibralion of the oscillator can be trans.
formed back Lo the time domain, giving: ' ‘

Yy = cxn(—'!'w,,l)[}'(O) €08 [yt + (%g} + 9.'.(2){) sin #wn‘]

where g = (1—¢%)1/2,

'The physical signilicance of critical damping (§ = 1) is clear in this form as
the value of ¢ (= 2¢mw,) for which the natural vibration ceases and the mo.
tion becomes a simple exponential decay as ¥(0)e “n’, This is Lermed criticul
damping. For § > 1, the nalural motion is described by exponentially decay-
ing functions, always laking a longer time to reach a given amplifude reduc-
tion than for the critically damped case. In mgst seismograph designs, the
natural frequency w,, of the seismomeler falls within the frequency band of
the ground motion to be recorded by the system. In such cases, damping is
usually set near-eritical to eliminate prolonged transient oscillalions which
tend Lo mask the desired response to the ongoing forcing ground motion.

Similarly transfonming the forced moticn back to time vields, for a gencr-
al form of —ii (1): ‘

{ ' .
¥ =55 fis (0 expl—oan(t = 1)) sinfuan(t =)}

This is the famiiiar convolution integral seen in the analysis of lincar system
responsc. It is clear thatl the cutput at a given time depends on the totad prior
time history of excitation. With dampipg near-critical, however, the respensa
to a given input is reduced significantly by times of the order of sovera! Limes
the natural period. oot '

1 {
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- vather than a generad form of u, it is convenient Lo consider the seimo.
Semeler response 1o siasoidal mmt'm(m HY A p.uucul.n [requency. ifor har-
T e ground molion of the form:

i ()7 A sin wt

o

a (L) - A-sin Wet
w?

where o, is Lhe angalar frequency of Torcing molion (radians per second),
the steady-state vesponse (neglecling transient motion) is:

»y=- A - e gIN(W L @)

l(wn - wo)I + (z§w||wc)2 l '
where:

03
G Lan! 200y,
) 41N ) ‘-
Wl wl

pavens the phese shiflt,

This expression represents Lhe hasic measurable molion in o seisimomeler,
haoring for the moment any clfects of the transducer whiel deteels (his
motion, wo can deline Lthe basic secismometer displacement sensilivily, or
magnification M(w,), us:

lv(l)l

Miw,) = . L (1)

+ Lhe phase lag ¢(w,)

wi

(W = W) + (2 wawe) ]

huml.lrly, the volocn,v bonsmvxty is:

V(w,) = = o 5)-+ additional w/2 phase lag over M

. o W, _
[(Wi— wl) + (2w, w,)?)"*

and the acceleration sensilivity is:

Nw,) = — zf—) + addilional phnsc lag over M
[ ]

P!

= . ar—

Hwd = w2 + (2w, w,)? ]2
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The equivalent expressions in the form of complex transfer funclions are:

2

S
Syl(w)=- - © s
" s: + 2((&}”3 "- wgl

’ =i
Sy{w) = ]

§P+ 2w, s il

—1
-

:\‘,«,(U)):"“‘ :

' 82+ 2w,s + w)

where s = i,

These lundammenial seusiiivily curves are presenled for various flemping fac-
toin i g, 10.11, The corvesponding phise curves are shown i ¥ig, 10,12, |
Naoe thal an arbiteary specification of poase must be made, corresponding
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IPi:: 10,11, Noraselized seismomeier resnonse enrves for three dimpivg inclors in ternme of
mnitication (M), velocity srnsitvily { V), aitte aceelerating sensitivily (A) vs. Teabeney
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govir asymplolic sinpes, .
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Fuio 10,12, Phaxe response (@) for Lhe magnification cueve M in Fig. 10.11 for four
damping values, High-frequency asymplotes are 5ol hy convention at 0°,

to Lhe sign definition on y relative to x and «, in Fig. 10.10. In secisinometry
it 15 conventional Lo specify the asympiotic phase-delay value as zero for
hydh-frequency displacement sensilivity; i.c., we usually Lap the seisinomeler
in a given direclion and identify the output polarity with Lthe tap direction.
This convention produces the phase relations shown in Fig. 16.12 for y rel-
ative to ur,, and illustrated for high [requencies in Fig. 10,13,

The seismometer thus provides us with the measurable quaniity y, which
is reluled to the ground molion w, as shown in Figs. 10.11 and 10.12. Sig-
nal conditioning, as will be discussed in Lhe next section, is normally applied
lo y in the fortn of amplification and [iltering. A very common {orm of such

N

“‘,\/}\
« M
V),

/

N
\
e

Us

¢

I 100130, Hlusteation of high-frequencey (£, 2~ [,,) phase response of seismometer dis
placoment ¥ Lo seady-state sinusoidal ground displacement u,, velocily u,, and acceleri
tion uy. High-frequency limit is 0° by convenlion,
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cn;nlil.inninu is applicd within the seistaometer in the process of 'measaring

. The device which performs this measuvement wiidun Lhe seismony ter is
lmmml the {ransducer, Transdueer in general use wre desipned Lo newaiee
erlaer y {Lthe fllsnlumn-\ni of Lhe inertisl reference) or y. Tro fonmer Ly e,
the displacement teansducer, consists nonmally of cither a passive jover sys-
Loty (eplical or mechanical), or of an active (requiring exieria cicctniead
power) eleetronic cireui to measure change in eapacilance bebween a lixed
andd a moving plate. The velocily Lransducer is Ly picadly @ coil of wird moving
in o Nixed magactic field generatod by a permansal magnet, aad produeing
an ot voltage direetly proporlional to the rvelative velocity ¥. In Lhis cise
the seismometer outputl is cdifferentiated, and the response curves M, Voand
A Pig, 1031 are mulliplicd by wg = 25/, shown as &, V', wul 47 in the
figrure, Nole Lhal it is nob possible Lo obtain a Oat magnification curve from
the velocity-transducer oulpul, unless further shaping is apphied 1o Lhe siymal,

Al {he vesponse curves in Fig, 1031 exiibil asymploiic demands with
slopes proporiional Lo /) wihere nas a positive or nagative inleger or sero (see
insert in fipore), Furthermore, these asymptlotes alwiys aiersech ol U0, = 1,
i, al the aatural frequency of Lthe seismomeler, Nole also thal, {or Leavy
dataping (see curves 7ot § = 10), a third etraight segiment appears round fof
[, 1. 'Phis segment extends from £, /28 Lo 2¢ f,, and is oflen used in ro-
s,x mise shaping. Foy example, Soviet slrop cauelioganglounguls use the curve

" 10Y while ULS. desipns use the curve A (E = 1) Willmore (1961) and
Hml,'vrs (1!)67) present a complele dise of the graphical representation of re.
SPONSE CUryes,

10.G6.4 Sienal conditioning

We have reviewed the nature of basie cutput signals presented by convene
Lo nal seismomelers. I the shape (frequency response) and absolute Jevel
(seasitivily) of one of these curves if essentially that required {or a particu-
lar application, we need only record the signal, More orien we have need for
a different shape andfor sensilivity and must invesligate methods of signals
condilioning,

In virtually every reguirement for a seismograph there exists a range of
frequencies Lo be recorded wilh reasonable difelity. This specification al
most always implies injection of unwanicd n..cl\p(mn(l noise {from either
tive system or the pround). In Figs 1014 we ah()w a geners |.x7ml hae k; round
noise curve for a very guiel sibe. Saperimposed on voupiidy a f, ' or £72 wide-
band noise distribution are the microsei in peaks, particalarly the 58 see
bend relibed Lo ocean waves. T8 | ihis curve which has had ihe grealest ine
Mience on high-gain scismograph design. The common long-period-—short.
perviod dwision s sbviously motivated by the necessity of minimish W fe-
wponse around G-ee period, Fhe rationnie for sharp peaking of (he vegponse
al 30 40 see in the modors high-gain lnnu-purmd systoms likewise s hased
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1o 1 1 1
0.0i Q. [ 10 Hz
fo
e 10,14, Average background microscism for a very quiet site, in mm of ground dis-
placement, as a funetion of I'ruquc?l—ggr'_'-—__~

on backpground motion consideralions. Pelerson and Orsini (in press) de-
sevibe these considerations in the design of the modern Saismic Research Ob-
sorvatqries (SRO) which arve being instadled in the world-wide network., '

The degree of conditioning necessary w a system will depend on the sub-
sequent recording of the signal. As disenssed earlier in this chapter, the con-
venlional vieahle seismogram used in routine seisimological observalions has
Iaited dynamic range. Such records are more readable with correspondingly
nnrower bhandwidlths than are more broadband seismograms. AL the olher
exireme, a digitally recording system with very wide dynamic randge, say 100
did, can record with a wide frequency range. R

Sumal conditionmyg in its most common implementation consists of am-
placation and/or filtering of the signal Lo produce the desired sensitivity and
boaadwidth, Baste parameters Lo be considered in conditioning are (he inher-
end noise levels al the seismometer output and in the conditioning device,

A Lypical moving-coil velocity bransducer with several hundred ohms resis-
voree will have o generator constant, G ol around 100 volls per weler poer
ceond, or 100 newlons per ampere. This quantily is a lixed property of the
permanenl mapgnel and coil, equal to the product of the Mux densily 18
iwebers/m®) and the length of conductor L (m) in the magnetic field. The
quantities Vm™ts 1 NJA, or Wh/m are numerically and dimensionally iden-
beal, and all specily G. From IFig. 10.10, the typical background velocity al
a quiet site ab 11z is 27 - 107" min/scc or 2mmu/écec (or nm/sec), producing
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a peak voltage of 0.6 4V, The inherent Johnson noiw in the coil by vistue of
its resistance s smalier hy more than Two’ magnitude than this qu e ina
badwidih of a few herts, yielding a fairly clear and uneontaminated signal
fremy the smallest ground motions we might wish Lo nieasure in the shabl
period range. With .t m'mmc noise, the backgesund particie veincily will
remain esseplially consinnt except for pmiicroseism peaks, and, so long as y =
u, (fo > 1,), the velocits-transducey output gives the most noise-froe mea-
surement of ¥ over a reniively wide frequency bandwidth, '

A convealional displacoment Lransducer using capacitance piales is inher-
enlly a device with grealer noise than o ¢oil by virtue of the fack thal it is an

aciive electronic cireuil measuring small capacitunce changes, bhus subject Lo
noise coninbitlions from its components, power supyply, ele. b handwidlhbs
of a few berlz, with very caceful dosign utilizing phase-sensitive detoction,
neise levels eguivaient to 1077 mm have been achioved. For the oldersiyle
desipn esing balanced resonand circuils, o proactical vguivalent noise jovel
woukl appear Lo be 107%--107% mny. See Dratler {(in press) for a discussion
of capasilance-displicement transducers.

Muodern mﬂTIT:Tﬁ: are capabie ol operating over bandwidibs of several
herts with equivalent input noise Jevels of something less than 0.1 gV for dis-
vrede components, and loss than 1V for the best integrat.ed 2ircuil, ansplis
fiers {cost aboul $23). Clearly, the slate-of-the-arl now atlows sulisiitution of
solidstate amplificrs for galvanomeiors where high sensilivity s roguired and
DC power (Lypically much fess thon 1 watl) is available. ‘This developmont,
in very recent years, has provided a new dimension in flexibility for seismo-
graph desipn,

Lintil around the middle 1960°s there was no substifute {or the galvano-
meler as a low-noise amplifier, Bauivalent input noise levels beiow 0.1 gV
were readily avielable, Fgually important, the galvanometler derives its
driving power direclly from the moving-coti transducer, wilh externzi power
required only fer the light source. li is this combmalion of lew noise and
high gain (2 Lo 20 /e V) that sels Lhe seismometer—galvenomeler conthi-
nalion as the standard eleclromagnetic seismograph for many years. [V also
led Lo Lhe pholoinbe amplifier (PTA) when high-level electrical signals were
required Tor subgsequent visible or Lape recording and other sigial processing
or {ransmission,

A conclusion apparant in the preceding discussion is important in the
desien of signad-condibisning electronics following i seistnumcetor culpud, it
is that aviulabie velucily o displacersent transducers ciuy be used with eqaal-
ly satisfaciory resuils in the range of frequencies about 0,000 1z, whore
the seismomeler relative displacament y can be made essenlialiy ol (o the
grovmad displacement w,, i.c., where the M-curve is esscatinily flel. In Ubis
range either bransducer ean be designed with inlicrent nolse evels cquivalent
Lo prround displacements well Below bachground i tho auiciost sitas, AL fro-
quencies above ab:eul 16 {lz, by virlue of decicusing ground noise, the dis-
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< placement-transducer noise approaches levels equivalent to backgraund. At
low [frequencies, however, by virtue of the more rapid decrease in velocity
(»7 than iu (Insp).u-mnont () (f} vs. /,) with longer-period ground mntion
(rompare M with M in IFig. 10.7), the displacement transducer rapidiy be-
comes the beller detector and is the logical choice for measurement of
mindle surlace waves, ree oscillations, gravity, carth strain, and solul-cavth

h“.w. s et et

“he above considerations of noise limilations in su-n.\l con«hlmnmu hos

co e more important as higher- sensitivities are re qunTrl For most mmuf-
\n. ion_and engineering-scismology applications, however, the gromid o
fic s 1o be measured are sulliciently large that noise levels in signal condi-
Lo deviees are not normally a serious concern.

Fhe basic rule governing selection of signal-sonditioning components s
thist the Tull dynamic range of the recording device is used for ground mo-
ton in the bandwidth of inlercst. An example would be in digital recording,
where one would wanl the least significant bit in the digital dala word o™
represent ground motion and not system noise. Similarly, the mechanical
and oplical design in a convenlional strong-motion accelerometer should be
sulTiciently clean (hat the smallest measurable doﬂvctlon of the photo-
praphic trace represents seismomeler mirror deflection due to ground motion
and nol spurious noise in the mechanical filin drive or optical systems.

10.6.5 Recording
C————————TTR

The decision as Lo recording method for a seismograph is usually reached
cirly in the systems design procedure. Dictated by the planned use of the
data, as well as by the form and quality of the signal available for recording,
the recorder selection is normally straightforward. Frequency bandwidih,
dynamic range, and record length, in addition ol physical and electrical con-
straints, are the principal parameters governing the choice.

The major division in commonly used recording systems separates visible,
or hard-copy, recorders from those which record the signal on magnetic tape
of some Lype. The Tormer designation includes: (1) devices in which a stylus
inscribes the record on smoked or otherwise coated paper, glass, or metal;

) pen and ink recorders; (3) healed stylus on special paper; and (1) light
spot. on photographic film or paper. Dynamic range is limited to about 40—
OO dB in the best cases. The highest lrequency measurable depends on Lhe
spoeed of the recording medium relalive to the slylus, pen, or light spot, as
weil as on the aclual size of the trace being wrilten, Typicul recordings
speeds range from 0.1 -mmysee for frequencies aboutl 0.05 Lz, up to 10 nun/
see for frequencies as high as 20—60 11z (depending on trace width). In
geoeral, the finest trace, about 0.1 mm wide, is wrillen by a stylus on
smuoked paper or glass. The problem of pen [riction and associated deadband
is climinated in photographic recording where high contrast is also obtained,
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llw convenienee of pensink recorders, using inexpensive paper, is ofien pire-

wred inoa bradaclf analysis considering resolution, econtbieast, and rictien
ulmu: wilh cost andd "rmvcmum ¢, A compromise with the convenicnee of pens
aed paper, bul improeved resolution and contrast over ink, is the heated siy-
lus on special coated paper, which is naturally more expensive than the piain
paper used with ink. A popular multi-channel recorder uses 16-mm filo
which is processed in the unit. Unless TRe §e h(-lmnu;,l.mh 1§ designed for a spe
cific recording lechnigue {e.,, the 70-mm fiim in many strong-motion sys-
tems), the selection of visible recerders is normally based as much an por-
sonat preference as o delails in specifications,

V"L'.'!!L‘..[‘.i‘.i"""" in general, are designed for low cost plus the caiivenienes
ol viewing nuol nw}mtunnu al least one day’s dala on a single record, They al-
low measureinend of Lime and amplitude, enly estimations of frequency con-
tead, and By and large are nol well suited for digilizalion and subsequesl.
processing, An exceplion is the high-qualily strong-motion accelerograpia
filne record, which contains a single event on three well-spaced Ltraces al rel-
atively high recording speed.

Maymetie-tape gystems constitute the other principal class of recorders
conmonly used in '\»4‘*smoi0gu.al measurements, Developments in low-power
aualoy and digital cireuitry during the 1970', plus the increasing access of
workers Lo analoyg playvback facihities and o small computers wilh nagnetic.
tape playback eapabilitivs, have resulled in greatly increased application of
majgnelic-bape recording in a wide range of seismological elforls, Recording
is accomplished in ihree fundamentally different modes: (1) analog direct;
(2) unadoy M (f'“m-nvncy modulated); and (3) digilal,

In direcel recarding the analog signal is converled direetly inlo a propor.
Lional magnetization on the Lape. A consevuence of the dependence on g
Lo head velocity in Lhe playback process is that DC sipnals cannol be cecord-
ed and recovered on pdaybaclk, Lthus the method has a low-frequeacy culofl
of soveral hertz, Very low recording specds of around 0.1 mmi/sce wilh up
to 20 dB dynamic range have been used to record dala al frequencies up lo -
20--30 Hz, For Y-in Lape with seven dala bracks Lhis is a very efficicnl mode
of dala storage, The inck of DO response and relatively low dyaamic runge
are the major limitaions of direct analogt recording,

M analog nugnedic-lape recording offers the advantages of DC pexponse,
precise amplitade mfonmaiion, and 40—=50 dis dynamic range, at a badeos{
in bepe speed. C=18 i1z Landwidth can be oblained &l 1 ma/sec lape spoed,
Considering iprain seven data bracks o a Ye-in tape ab this siow speed,; a single
reel of Lape can conlain several weeks daia from up Lo seven seisnsoprasshs,
Whiie such recorders sre used widely in seismology, they ave in sealily procs
sion laboratory devices nob well-suiled Lo the rigors of ficld i-staliationg an-
Joss nanintained coisbantly by qualified Leclinickins,

Dapital mapnelic-tape reenrding sulfored initially from ihe low infenna.
tion densily pessiile wélalive 1o analog methods, For example, o 15-bit waord

&

-
©>

Rosenbluth v puye

£

first proof

v

{ o



AG6 dB dynamic range) al 25 samples per second (barely adequale Tor 10
Hz response, wilhadequate anti-alias liltering), recording on the same Y-in
T-track tape, wilth seven dala channels mulliple<ed (each at 10 1z bhand-
witith), would require a tape speed over [ em/sec — an order of magmitude
less information density than for IF'M. Even though the lower densily is bal-
anced by an order of magnitude improvement in dyvnamic range, the required
ftequency of tlp(' change for mulli-stat.on continuous recording poses a
severe problem lor seismographic data acgsition,

Two recent developments may well revolutionize the use of digital mag-
petic-lape recording in scismology. These are Lthe advent of low-glir(‘lizll)lo
divilal_casselle transports along with the development of inlegraled cireuit

————,

:_l_-_! i__l_(_-'l.-la_-l m__(_)(_luh-s wherehy thousands of bits of information can be Tiekd
I pemory on a Smiple printed circuil board, providing a delay in the data
stream whele the decision is being made u;,.m.hnu its significance and the
necessity of recording il permanenlly on tape, Such “sell-editing’ dula sys-
Lems, which can be used with low-cost casselle or Y-in tape recorders for
eventl recording, have finally broughl the unqguestioned superior fidelity of
dyatad recording to routine seismographic recording where the desired data
consisl of discrele events, comprising but a fraction of the total moniloring
tiize. Ambuter and Solomon (1974) and I'rolhero (1976) describe systems
of this type.

As a final suggestion to those who wouid design systems based on magne-
Lic tape as the prime recéording medium — a monitor recoid of some Lype, re-
cording conlinuously, is invaluable in the task of identifying, locatlng, and
processing Lthe events stored on the tape.

10.6.6 Timing
.

Timing systems commonly used in soismographs are’ of Lwo types: (1) a
precision oscillator driving a clock; or () continuous rcception ol a radio
Lime si;,’nnl wven in the case of the oscillator and clodk, regular radio recep-
Lion 1s needed for Lime check. :

Crystal oscillators with teimperature conlipensalion for Life bases ave avail-
able at relatively low cost and low power drain with loog-term stabilily of
5-107% ab constanl temperature. Thist stability makes available simple
lnmny,, systeins whieli exhibit drifé rates il normal service of as little as 0.1

T poer moi s The lomplc te hmm;, prog,l.\m derived from siich an vscillator
can be as simple as a'series of minule and Is5our pulses for visible recorders, or
as complex as a (lnwlul time code wilh (ihy, hour, minute, second informa-
Lion Fepeated once er second. The basie precision is the same in either casc,

Kadio Lime .'wl[{ll.ll‘ﬁ exist in a variety of forms. Perhaps the most comimon is
(e WWVlype penodic or continuous Linle data transmission in the 2.5—20
Milz standard time broadenst bands. These short-wave signals can usually be
received, with ndvqu'u(,c,'cquipmcn'(,,-nnywl?zcrc in the world, at some time of
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ihe day. While adequate for chronometer Lime checks, these sipnals are Loo
ervatic in reception qualily for use as a primary time signal. Low-frequency
tine broadeasts in the 16—~100 [z range, such as WWVR, cin be recetved
reliably enough for continbous recording over arcas of continciital dimone
s1ons, Anolher source of conlinuous Lime data lies in the navigational hroads
cands such as the Lorun system. In many arcas, standard broadcast stations
{(H00—=1500 11z) trasnmit daily reference signals at repgular times, A micro-
power Limer can be incorporaled casily and at very low cost into fiekd sys-
lems Lo Larm on o preluned receiver daily ab a present Lime stabie Lo a few
seconds per month., ‘

There is the oceasicanl systems that does nol requive syacironization
utiversal lime, Specialpurpese microcarthguake netwoiks, such as those
usedd in peathermal site investigations, recording evenls seim only by that nege
work, aic oo Gample, Another example is the array of deforation and
pressure pages oflen installed in large dams or straclures (o record sesponse
Lo strong earlheuake shaling. In these cases a system is adequale wiich pros
virdles a reference for relalive thiming amony data channels, and sufficient pes
cision for the anaiysis comiemplated (e.g., high-tesolution response speaira),

10.6.7 Telemceiry
MnDn st

In many casns 1L is advantageous to emplace the seismometer some dis-
tance from the recording site, The distance may be as little as 1—2 fam,
wirere eullural noise is unaceeptable high in the recorder area, or as much as
hundreds of kilomeires when cenbral recording of @ network of stations is
desived, Modern  Lechnigues of data lelemetry, M or digital, provide o
sunple reliable sohution to this need.

The most connnonly used telemetry system for seismological data is based
on frequency nsodulation (FM) in the audio range of 360-—=3000 Lz which is
readhily  (ransmitted by commercial voice-gricie telephone laes, Ty picaily,
seranometler sipoals in the 025 1z range are converted by a vollage-con.
frolled oscillator (VEO) fo tohes in the audio band modulated £125 1z by
the signal, Up to nine (bul preferably seven or less) independent Lones (mul-
ti-components wb one station, different gains, or muilipie stalions) can then
he multiplexed ouio one lelephona line, Al Lhe receoiver, the tones are dena-
dubaiod by narrow-hand diseriminalors which deliver the oviginal analog seis.
mooteler syad, Dynmnie range of 5060 di can be obtained with relidively
simple system, The signals wee then available at the cenleal recording sile
Tor recording and processing. A variation on Uhis method nses intermaediade
recording of the muaitiplexed tone bundles on magnelie Lape al 16/16 s (24
min/fsec), wilth demodudialion upon playback. This is probably the must
dease packing of information available in magnetic Lipe recording:.

The telemetry hnl may consist altermatively of low power (0.1--0.5 vuit)
Wyigully irarsmilling ih FM mode somewhere in the 66500
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‘ ";’w\ii bz ranpe, requiring: line-of-sight path, and effective up to 100 kin distance
m favorable circumstances. With radio telemelry, as with special land lines,
the 300—3000 Hz bandwidth limitation on voice-grade telephone lines can
be extended, allowing more channels per link, '

"I the requirement exists Lo telemeter data with a dynamic ranpe greater
than about 60 dB, digilal techniques should be investigated. While digital
data telemetry is notl presenlly in widespread use for modest scismological
installations, the rapid advances in the ficld of digital datla transmission and
acquisition virtually assures that such mecthods are coming is scismological
practice,

10,7 CALIBRATION
w

After civeful consideration of the requirements and compaonents of a pro-
posed scismographic system has produced detailed specifications and the re-
stiling equipment has been installed, the incvitable question is asked, *What
is the system response?” This question frequently arises, sometimes as soon
as the syslem is operational; in other cases it may be months, or even years,
before data from the instruments are processed in such a manner that any
more Lhan a rough magnification value is required. Nevertheless, this ques-
ton will arise sooner or later in the case of virlually any modern inslallation
of seismographic instrumentation,

In this final section the Ltwo general and most effeciive approaches Lo an-
swering Lhe question of system calibration will be outlined. The two meth.
ods are: (1) theoretical, a consideration of the expected response ol cach cele-
ment in Lhe system and Lheir syntheses inlo the overall system response; and
(22 empivieal, a direcl measurement of Lthe system response to an inpul equi-
valent to a known ground motion. In the former approach we need Lo know
all the parameters which define the response of each component, must be
known, i.c., seistnometer natural frequency, damping, coil resistance and in-
duclance, transducer sensiliviby, amplifier and [iller characteristies, and
recording-system constants, Many or all of these will have to be measured in
the laboralory, Lo a precision consistent. with the desired accurvacy of the
theorvetical response calendation. In the latler empivieal method, only the
means Lo ingeel i known equivalent ground-molion inpul, with the requored
precision, inlo the system is needed, The standard modern approach Lo this
is the use of anindependent calibration coil on the seismometer. A currend
passed thirough the coil, whose electromapgnelic constant is known or can be
cattly measured, produces a known force on the inertial mass of the seis-
mometer which is equivalent Lo an acceeleration of the ground. While many
apparently differing schemes for calibration are used, they are, virlually
wilhout exceplion, simply varialions or combinations of these two methods.

Wilh careful procedures, cither approach to calibration is capable of pro.
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ducing response curves aceurate to better than 5%. IHaving performed such
a calibration, it is common good praclice Lo check system response periodi-
cally with a simple weight lift or known electlrical signal in Lhe ca!ibrutiob
coil. Variations in the system response are seen easily as changes in the re-
sponsae (“cal-pulse”} of the system Lo this standard test input, :
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EFrECTOS SISMICOS EN SUELOS GRANULARES

por

Abraham Dfaz Rodriguez*

INTRODUCCION

El comportamiento adecuado de los suelos y las cimentaciones duran
te la ocurrencia de temblores es escencial para evitar danos seve-

ros a toda clase de estructuras.

Las condiciones bajo las cuales los suelos (como parte de la cimen

tacidn o como material de construccién) pierden una parte sigrifica
tiva de su resistencia, conduciendo a fallas inducidas por temblo-

res, no son, al menos hasta la fecha (junio, 1977) cbmpletamente

entendidas y constituyen un campo fertil de investigacidn y de gran

utilidad para la pré&ctica profesional de la Ingenierfa Civil.

La importancia de los efectcs que los sismos pueden inducir en los
suelos granulares se debe a los graves danocs gue se han observado

en numnerosas ocasiones durante los temblores pasados.

* Investigador, Instituto de Ingenieria, UNAM

* Profesor, Divisifn de Estudics Superiores,

Facultad de Ingenierfa, UNAM



De 1881 a 1946 se ha informado de 229 deslizamientos, gue causaron
el desplazamiento total de 25 mil}ones de m3 de arena. En Holanda,
a orillas de los numerosos estrecﬁcs que existen, ha habido gran

cantidad de deslizémientos que provocaron el rompimiento de diques

Yy, por tanto, la inundacifén de grandes extensiones.

Durante el temblor de Chile, en 1960, se formaron extensas zonas

de falla. La tierra fue arrastrada hacia el mar a lo largo de 1la
costa de 600 m, llevando consigo todas las estructuras de retencibn;
las paredes del muelle con secciones de 5 m de concreto reforzado
fueron abatidas y luego arrastradas. En este mismo temblor, falld

una presa debido a la licuacibn del suelo de cimentacifn.

En México existen evidencias de que durante el sismo de 1959 (Ma;~
sal, 1961), un gran tramo de la margen izguierda del rio Coatza-
coalcos tuvo desplazamientos verticaies y horizontales de importan
cia. Muchas instalaciones de la zona de astilleros sufrieron hun-
dimientos bajo la cimentacidn y el asentamiento general fue notable
degpués del sismo. Algunos tramos de los muelles cimentados sobre
pilotes metdlicos de 10 m de longitud sufrieron desplazemientos
apreciables en direccib6n horizontal. Uno de los muelles se despla
z6 hacia el rio mi8s de 1/2 m. Tales movimientos se han atribuido
al fen6meno de licuacibn en los m;ntos arenolimosos v limoarenosos
que alli se encuentran entre 0 y 8 m de profundidad. En vis;a de

las altas relaciones de vacios y de la granulometria uniforme de

dichos suelos, no puede descartarse esta posibilidad.



En Alaska, en 1964 (Seed, 1969), se produjo un deslizamiento debido
a la licuacién’del sueio que movi6 70 millones de m3 de material,
destruyendo muchas de las instalaciones de ia bahia de Anchcrage.
Lq superficie del terreno fue completamente devastada por los des
plazamientos, produciéndose una nueva superficie irregular. E1l

40 por ciento de las casas y edificios comerciales fueron seriamen
te danados debido a las fisuras que se extendian bajo las construc

ciones.

Durante junio de 1964, en Niigata,Japdén (Seed y Lee, 1966), hubo
danos muy graves causados por licuacifén de la arena. Muchas es-
tructuras se asentaron mds de 1 m y se inclinaron notablemente;
hubo un edificio que gird 80° (fig 1), guedando prdcticamente ten
dido en el suelo. Adem&s de estas fallas, hubo otras evidencias
fisicas de licuaci6én. Poeco después del sismo se observS que bro-
taba agua del suelo por las grietas que se formaron, en las cuales
llegaron a huﬁdirse casas y autombviles; al mismo tiempeo, se vefia
emergerva la superficie estructuras gque debian permanecer bajo el
suelo, como fue el caso de un tanqﬁg para tratamientc de aguas ne
'gras.

Durante este sismo, en la extensa zona licuada se produje;on danos
en edificios, puentes, céminos, muelles, vfas de ferrocarrif, etc.
Debido al asentamiento que se produjo, la parte de la ciudad cer-
cana al rfo quedd completamente inundada. Se estima gue en este

sismo 2,130 edificios sufrieron falla total, 6,200 fueron seriamegh

te danados y 31 200 sufrieron dahos ligeros (Seed y Lee, 1967).



FENOMENOS INDUCIDOS POR SISMOS

El comportamiento din&mico de los suelos granulares conétituye, den~
tro de.la dinfmica de suelos, uno de los problemas que actualmente
esté lejos de ser comprendido totalmente y es mucho lo que falta por
dilucidar en torno a ello, al grado que es posible ver interpretacio
nes diferentes y an contradictorias de-los hechos experimentales
disponibles, y por lo tanto, constituye un campo fertil para la in~

vestigacidn en ingenierfa sismica.

Dos de los principales fenSmenos que la ocurrencia de temblores,

pueden inducir en depbsitos de suelos granulares son:

1. Cambios de volumen (Densificacibn-asentamientos)
2. Reduccién de la resistencia al esfuerzo cortante

(Aumento de la presidn de poro-licuacibn)

En lo que sigue se tratar& de dar un breve panorama del estado de
conocimiento que guardan estos dos temas. No se ha pretendido en
estas notas hacer un anélisis exahuspivo y completo. Para maycres
detalles se ha elaborado una lista de referencias actualizada (Jju-
nio de 1977) para que sirva de gula a aquellas personas que esten

interesadas en profundizar en el tema.



ESTUDIOS DE DENSIFICACION

Es un hecho bien establecido que la aélicacién de carga ciclica a
una mﬁestra.de arena, da como resultado un decrecimiento progresivo
de vblumen, ain en el caso de arenas densas, las cuales se compor-
tarian dilatantes bajo carga unidireccional o monoténica. Varias
técnicas, tanto de laboratorio como de campo,. se han desarrollado

(Broms y Forssblad, 1969).

El uso de vibraciones verticales para producir la densificacién de
muestras de arena se ha utlizado en el pasado (D'Appolonia y
D'Appolonia, 1967; Whitman y Ortigosa, 1968), estos estudios han
mostrado que los cambios de peso volumétrico de las muestras son

pequenos para aceleraciones menores de 1 g (figs 4 y 5).

Lds cambios tanto de volumen como ée Earacteristicas friccionantes
de arenas secas inducidos por grandes aceleraciones horizontales

y un gran ntGmero de ciclos de pequeﬁa amplitud se han investigado
utilizando cajas de corte montadas sobre mesas vibradoras (Barkan,

1962; Youd, 1970), ver fig 6.

Otros estudios basados en ensayes de corte simple y mesas vibrado-
ras, con niveles de aceleracidn y amplitudes de deformacifn seme-
jantes a los esperados en temblores intensos, han mostrado que: la
amplitud de deformacibn, compacidad relativa y nfmero de ciclos de
carga son los principales factores que gobiernan la compactaciln de
suelos granulares secos o saturados bajo condiciones drenadas

(Silver y Sced. 1969; Youd, 1972) ver fig 7.



Pyke, Seed y Chan (1974), realizaron una serie de ensayes de corte
simple tanto en una (%) como en dos (x,y) direcciones. Se utili-
zaron dos patrones bdsicos de movimiento, en los ensayes bidireccio

naies.

Los resultados de los ensayes utilizando movimientos aleatorios se
resumen en la fig 8, en donde se encuentra el asentamiento para

10 ciclos de carga como funcibn de la relacién, rhﬂ:v, en donde, th,
es el maximo esfuerzo cortante horizontal vy, av, es el esfuerzo ver
tical aplicado. Estas pruebas confirmaron las conclusiones de Silver
y Seed (1971), que para un nivel de defofmaciones cortantes el asen
tamienté inducido es independiente del- esfuerzo vertical. Sin em-
bargo, si se realiza una prueba bajo condiciones de esfuerzo con-
trolado, las deformaciones cortantes ciclicas,y por lo tanto los
asentamientos, se incrementan con el incremento de la relacibén de
esfuerz s. Para un valor dado Qe la relacitn de esfuerzos se puede
ver que el asentamiento causados por dos componentes de movimiento

es aproximadamente igual a la suma de los asentamientos causados por

cada una de las componentes.

Sobre la base de estos resultados parece razonable postular gque para
arenas saturadas ensayadas bajo condiciones no drenadas, el’imcre—
mento de la presibn de poro ser& aproximadamente dos veces més réapida

bajo dos componentes de movimiento que bajo una sola.

Tomando en cuenta todo lo anterior, se puede concluir que 10s aspec
tos mds importantes relacionados con los cambios de volumen de sue

los granulares, son los siguientes:



a) Los esfuerzos cortantes ciclos constituyen el medio mis efectivo
de densificacién
b) Para un peso volumétrico dado, la amplitud de las deformaciones

cortantes es el paré&metro m&s importante que afecta la velocidad

y magnitud de la densificacién

c) A mayores esfuerzos de sobrecarga la velocidad de densificacién

geneéralmente resulta menor

4) La densificacibdn es independiente de la frecuencia del movimiento

CALCULO DE ASENTAMIENTO

La accibén de los sismos puede causar asentamientos considerables en
depbsitos de suelos granulares. Durante el temblor de San Fernando,
ocurrido el 9 de febrero de 1971, se tuvieron asentamientos de edi-

ficios, los cuales variaron de 10 a 15 cm (aprox. 4 a 6 pulgadas).

Mayores asentamientos e incluso inclinacibén de edificios pueden ocu-
rrir debido a la licuacién de los depbsitos de arena saturada, pero

este problema se tratar& en el capitulo siguiente.

Los asentamientos de depdgsitos de arena seca, resultantes del movi-

miento del terreno son rara vez uniformemente distribuidos, Yy, en
general causan asentamientos diferenciales en las estructuras, los
cuales, en algunos casos, pueden llegar a clasifiicarse como danos

mayores. Danos severos de grandes estructuras en Skopje durante



el temblor de 1963, fueron atribuidos a los asentamientos diferen-
ciales causados por la densificacién de lentes de arena suelta bajo

las cimentaciones (Seed and Silver, 1972).

Los asentamientos de edificios cimentados sobre arena seca, conside
rando la accidn de cargas estfticas, se estima empiricamente y gene
ralmente, se pone poca atencién a los posibles asentamientos debidos

a los movimientos del terreno inducidos por sismos.

Se han propuesto dos procedimientos semi-empiricos para estimar los

asentamientos provocados por temblores. Uno de éstos propuesto por
Seed y Silver (1972) permite estimar el asentamiento de arenas se-
cas, Pyke et al (1974) amplib el mé&todo para tomar en cuenta movi-
mientos multi-direccionales. Lee y Albaisa (1974) propusieron un

método aplicab%e a arenas saturadas.

El procedimiento de Seed y Silver (1972) para estimar el asentamien
to de un estrato Qe arena debido a carga sismica, consiste de los
siguientes pasos:

a) Calcular la historia de deformaciones de cortante en varias

capas del estrato, usando un método de andlisis dind&mico lineal.

b) Convertir la historia de deformaciones de cortante en cada capa
a un nlmero equivalente de ciclos de deformacibn cortante de

amplitud constante.

c) Aplicar el ntGmero de ciclos de deformacibn cortante, determinado
en (b) a muestras de arena ensayadas bajo condiciones de corte
simple y determinar las deformaciones volwr%tricas a deformacio

nes verticales resultantes.



d) Repetir el porcedimiento de (c) para cada capa del estrato e in
tegrar las deformaciones verticales para obtener el asentamiento

total.

El paso (b) involucra una dproximacidn. Martin et al. (1975} ha de
mostrado gque el efecto de una historia irregular de deformaciones
de cortante depende no Gnicamente de la magnitud de los pulsos en
el registro, como también del orden en que ellos son aplicados.

El procedimiento para determinar el nfimero equivalente de ciclos

no toma en cuenta el hecho antes mencionado.

Al expresar analiticamente la relacién entre deformaciones de cor-
tante y los cambios de volumen, se puéden eliminar los pasos b, ¢
.y d como sucede con el método de Martin et al (1975), el cual es
aplicable al c&lculo de asentamientos dé estratos de ayena seca o

parcialmente saturada.



PERDIDA DE RESISTENCIA DE SUELOS GRANULARES

- LICUACION DE ARENAS -

Probablemente uno de los efectos m&s costosos y espectaculares que
se puedan encontrar en ingenierfa sismica se deban al fenbémeno de

la licuaciébn de arenas.

"El fenbmeno es complejo y afin no es claro y campieﬁamente comprené
dido, al grado que es posible encontrar interpretaciones diferen-

tes y afin contradictorias de los hechos experimentales existentes.

La discrepancia empieza con la propia definicién del término licua
cidén. Mientras que para H.B. Seed (1966) el té&rmino "licuacidén ini
cial” es la condicidn de una muestra de arena en la cual la presidn
de poro inducida por la apiicacibn de carga cficlica alcanza ei valor
de la presi6tn de confinamiento y el £érmino "licuacidn total" es

la condicibn correspondiente a due la muestra alcance una amplitud de
deformacién del 20%; A. Casagrande en 1969, utiliza los t&rminos
licuacién y mobilidad ciclica que después modifica (Casagrande,1976)
definiendo por "licuacidn real"” a la respuesta de una muestra de
arena suelta y saturada cuando se le somete a deformaciones o im-—
pactos que dan como resultado una p&rdida sustancial de resistencia
y en casos extremos a flujo de taludeéi y por "licuacidn cfclica™

la respuesta.de un espécimen dilatante de arena cuando se le ensaya

en cimara triaxial ciclica y la presién de poro se eleva en forma

incremental hasta alcanzar la presién de confinamiento.
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En esta plitica entenderemos por ﬁlicuacidn de arenas" al fenfmeno
mediante el cual una areﬁa saturada pierde una gran parte dé su re
sistencia al esfuerzo cortante (debidc a carga monotbnica o cficlica)
Yy fluye o se comporta como un iiquido hasta que los esfuerzos cor-
tantes actuantes en la masa de suelo disminuyen a valores compati-

bles con la resistencia del suelo licuado, el movimiento se detiene,

y el suelo recupera su resistencia y estabilidad.

Por lo tanto, un talud que se licia llega a estabilizarse, cuando

la pendiente se ha reducido a pocos grados.

Descripcién del Fenbmeno

El fenfmeno de licuacibén de arenas es causado por el desarrollo de
grandes presiones en el agua que ocupa_los poros del suelo. Estas
grandes presiones de poro son jinducidas cuando se aplican a la masa
de suelo esfuerzos o deformaciones de cortante, en condiciones tales

que no se permite su disipacién immediata, es decir pr&cticamente

"a volumen constante. La forma de aplicacibn de los esfuerzos cor-

tantes puede ser monoténica, ciclica o transitoria.

Factores que influyen en la ocurrencia de licuscién

Los factores mé&s importantes que influyen en la ocurrencia de licua
cién son:

a) Tipo de suelo

Los suelos uniformemente graduados son mis susceptibles de sufrir
licuaci6én qgue los suelos bien graduados; dentro de los primeros, las

arenas finas se licuan mids facilmente que las gravas O suelos
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arcillosos aluyviales. En el temblor de Alaska se observé que las

estructuras de puentes cimentadas sobre arena sufrierongrandes des .
plazamientos, mientras que las cimentadas en grava no tuvieron

danos.

En la fig 9 se muestran las envolventes de las curvas granulométri

cas de los suelos que se han licuado.

b) Compacidad relativa (Cr) o relacién de vacios (e)
Un depbsito de arena suelta es m&s susceptible de sufrir licuacién

que un depbsito de arena densa.

En el temblor de Niigata hubo licuacién en zonas cuya Ci era del
orden del 50 por ciento, o menor, en tanto que en las zonas CcOn una

.

Cr > 70 por ciento no se present6 ningdn dano.
En la fig 10 se ilustra el concepto de compacidad relativa.

c) Esfuerzc confinante inicial

La susceptibilidad de licuacidn disminuye al aumentar el esfuerzo
confinante. Ensayes de laboratorio han mostrado que para una rela
cibébn de vacios inicial, el esfuerzo cortante requerido para comen-
zar la licuaciébn bajo condiciones de carga repetida, se incrementa

o

con el aumento de la presién de confinamiento.

d) Magnitud del esfuerzo repetido

Cualquier depbsito con una relacibén de vacfos mayor gque su e es

min

susceptible de sufrir pérdida parcial o total de resistencia, si la

excitacibn es de intensidad suficiente.
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Eyidencias de campo demuestran que depSsitos de arena suelta han re
sistido sismos de poca ihtensidad (0.005g) y se han licuado ante la

accién de sismos intensos (0.169), (seed, Idriss, 1971).

La'resistencia a la licuacibén decrece al aumentar la magnitud del

esfuerzo.

e) Nfmero de ciclos de esfuer:zo

Todos los estudios de laboratorio indican gue en una muestra sujeta
a carga repetida, con un nivel de esfuerzo o deformacién prescrito,
el inicio de la licuacién depender& de la aplicacidn dehun nGmero

requerido de ciclos de esfuerzo.

Esto se confirmé en Anchorage, durante el temblor de 1964, ya que
los deslizamientos ocurrieron después de 90 seg de iniciado el movi

miento.,

TRABAJOS EXPERIMENTALES
Desde el punto de vista experimental, el fenbmeno de licuacién ha si
do estudiado por varios investigadores utilizando diversos aparatos

(triaxial, triaxial'ciclica, corte simple cfclico, torsién ciclica

y mesa vibradora).

‘E1l concepto de relacibn de vacios critica
La evidencia experimental ha demostrado que las arenas "sueltas" disg
minuyen su volumen bajo la accidn de esfuerzos cortantes y gue, por

el contrario las arenas "densas" lo aumentan.
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Tomando en cugnta lo anterior, A. Casagrande llegb a la conclusién

de que el decremento de volumen de una arena suelta y el incremento
de volumen de una arena densa tenderfan a la misma relacién de va-
cfos, en la cual la arena puede deformarse sin cambio de volumen, a

la cual denomind "relacidn de vacios critica".

Puesto que la curva de relacién de critica divide el comportamiento
dilatante (bajo la curva) y contractivo (arriba de la curva), Casa-
grande la propuso como una medida para investigar la susceptibilidad

de licuacién de una arena.

Posteriormente Casagfande al analizar la falla de la presa de Fort
Peck se dio cuenta que la curva de relacibn de vacics critica no
dividia realmente el comportamiento contractivo y dilatante de las

arenas.

Castro (1969) modificd el concepto de relacidén de vacios critica y
obtuvo, a partir de resultados de pruebas triaxiales consolidadas-
no drenadas con medicién de presibn de poro (pruebas cu), la curva
de estado critico. En la fig 11 se muestran las lineas ec de ..

estado critico para varias arenas.

Prueba triaxial ciclica

Seed y Lee (1966) fueron los primeros en utilizar c@mara triaxizl
ciclica, con objeto de reproducir la condicién de esfuerzos a que
se halla sujeto un elemento de suelo durante un temblor (atribuyen
do el estado de deformaciones del suelo a la propagacién de ondas

de cortante).




Si la superficie del terreno es horizontal, antes del temblor no hay
esfuerzos cortantes en plancs horizontales (fig 12a). Durante el
temblor, los esfuerzos normales permanecen constantes, pero se gene

ran esfuerzos cortantes (figs 12b y 12c).

En una cé&mara triaxial ciclica, la condicifn de esfuerzos sehalada

antes se produce en un plano a 45°, como se indica en la fig 13.

El comportamiento de las muestras de arena suelta, sometidas al en
saye propuesto por Seed y Lee, se caracteriza por un aumento gra-
dual de la presifn de poro sin que haya deformacién axial aprecia
ble, hasta gue se produce el incremento que eleva la presién de po
ro al mismo valor de la presidn confinante, momento a partir del
cual la muestra se deforma subitamente mds del 20%. Las arenas en
estado compacto exhiben un comportamieﬁto similar al de las arenas
sueltas, pero al llegar a la "licuacién inicial" no se presenta una
deformacién grande en forma s@Gbita, sino que la deformacidén se in-

crementa gradualmente.

Séglin el concepto de Seed y Lee, cualquier esp&cimen de arena es
susceptible de licuarse no importandoc su compacidadArelativa.
Los par&metros més importantes segln estos investigadores son: el
ntmero de ciclos de esfuerzo (hdé) para alcanzar la condiéién

u =709, la relacibén entre el esfuerzo cortante méximo y el esfuerzo

cdc

confinante, la relaci6n de vacios.

203

Castro (1969) al realizar sus ensayes en cémara triaxial ciclica
observé qﬁe durante la prueba se desarrollan haterogeneidades cn

las muestras, de manera especial en la zona superior. Atribuye a
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estas heterpgeneidades,‘inducidas por el ensaye, el que especimenes

U L

densos alcancen la condicién u 3

Al comparar los ensayes realizados por Castro y por Seed y Lee, se
aprecia que la frecuencia de aplicacién de carga hace que el com-
portamiento de prueba Quasi estdtica sea diferente al de prueha ci-

clica.

Prueba de corte simple ciclico

La prueba de corte simple ciclico se desarrolld con la idea de con-
seguir mayor aproximacibén a las condiciones de campo que la lograda

con cémara triaxial.

Uno de los primeros aparatos de corte simple fue el desarrollado

por Swedish and Norwegian Geotechnical'Institutes (Kjellman,1951).

Sin embargo, este aparato tenia el inconveniente de utilizar mues-
tras cilindricas (los esfuerzos cortantes en una seccién horizontal

no pueden ser uniformes).

Roscoe (1953) modific6 el aparato, utilizando muestras de seccifn

rectangular y paredes rigidas.

En la Universidad de Californja, en Berkeley, Feacock y Seed (1968)
desarrollaron un aparato de corte simple, que utilizaron péra exa-
minar la tendencia a licuarse de una muestra de arena sometida .a
este tipo de esfuerzo. También én‘la Universidad de British Colum
bia, Pickering y Finn (1969), Finn et al (1970 y 1971) han utilizado

corte ciclico simple para el estudio de licuac:i(n.
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1

En las figs 14 y 15 se ilustran los resultados obtenidos por Peacock

y Seed.

Este tipo de ensayes generalmente consiste en colocar un recipiente
0 caja con arena saturada, sobre una mesa vibradora y medir la ace-~

leracidén de la mesa a la cual ocurre la licuacibén. Estos valores

se relacionan con las medidas de_aceleracién en el campOs_. . .. ii..

Whitman (1970) menciona lcs factores que afectan los resultados y
su influencia en la interpretacifn de los mismos:

1. Frecuencia de vibracién

2. Duracibén de vibracibn

3. Tamafc y gecmetria del recipiente

4. Caracteristicas de deformacién del recipiente

5. Método de colocacibn de la muestra

6. Control del drenaje

'7. Aparatos de medicibébn de deformaciones \

8. Presibn confinante ?
Finn, Emery y Gupta (1971) mencionan las ventajes de usar grandes

muestras y mesa vibradora.
1

Tal vez la prihcipal objecién al uso de recipientes rigidos sobre

mesa vibradora es qgue no represantan las condiciones de campo.

Con objeto de superar esta dificultad Diaz, Wecktmann e Iturbe (1973)
proponen combinar la utilidad de las condiciones de corte simple

(inciso b) y 1z ventaja de utilizar muestras grandes (30 x 60 x 90 cm)
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en un recipiente de paredes mbviles para ensayar arena saturada en

mesa vibradora.

METODOS PARA EVALUAR LA SUSCEPTIBILIDAD
A LA LICUACION DE LOS SUELOS

En relacién a la prediccién de la suéceptibilidad a la licuacidn de

dep8sitos de suelos granulares saturados considerable cantidad de

investigacién se ha dirigido hacia el desarrolloc de mejores métodos

de predicciébn y técnicas de ensaye.

Los métodos se pueden clasificar en tres categorias:

1.

Métodos empiricos, basados en la comparacibn de las condiciones

de los sitios en donde ocurrid o no licuaciédn con las condicio-

nes del sitio que se desea analizar.

Dentro de esta categoria se clasifican los primeros cuatro méto

dos que se describirdn ‘en este capitulo.

M&todos simplificados. Consisten bésicamente en comparar la re

sistencia obtenida en pruebas de laboratorioc, con los esfuerzos

gue provocarg el sismo.

En esta categoria se clasifican los métodos propuestos por Seed

e Idriss (1970) y por Casagrande (1976).
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3. Meétodos de andlisis de respuesta del terreno. Son méds refinados

g-¢ los anteriores, utilizan programas de computadora.

Criterio del WES (Waterways Experimental Station)

Este criterio fue desarrollado para analizar la estabilidad de terra
plenes a lo largo del RIo Mississipi, en el que se producen flujos
de material producidos por el incremento de la presién de poror ori

{
ginada por los cambios del nivel del rio.

Criterio de Florin e Ivanov

Este criterio, desarrollado en Rusia, permite estimar la suscepti-
bilidad a la licuacibén de suelos por medio de pruebas de campo. Se
investigan los 10 m superiores de suelo haciendo explotar sucesiva-

mente tres cargas de dinamita de 5 kg colocadas a una profundidad

media de 4.5 m y determinando despuéé de cada explosibn, el asen-

tamiento medio de la superficie dentro de un radioc de 4.5 m. La
cantidad y profundidad a la que se coloca el explosivo se eligen

de forma que no haya expulsifn de- suelo durante la explosibén. Si
el asentamiento promedio es menor de 8 a 10 cm y la relacién de
asentamientos entre explosione§ sucesivas es menor que 0.6 se puede

afirmar que ese suelo no c¢s susceptible a licuacién.

Criterio de Kishida

Este criterio estd basado én el andlisis de las condiciones del sue
lo de ‘3 sitios en los que ocurrid licuacibdn, (Kishida,1969). Bajo
sismos de igual magnitud, puede ocurrir licuacién si el nivel fre&ti
co estd cerca de la superficie, si las caracteristicas granulométri

cas satisfacen las relaciones: Z2mm > DSo > .074 mm; Cu <10 y
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ademds se cumplen las siguientes condiciones:

- El espesor del estrato de suelo no licuable, arriba del es-

trato, licuable es menor que 8 m.

- La relacidén de los espesores del estrato no licuable al li-

cuable es menor que 1.

Kishida también concluye que los suelos no son susceptibles a 1la

licuacién si:
. . . . . 2
~ La presibn efectiva de confinamiento es superior a 2 kg/cm” o,

- La compacidad relativa es superior a 75%.

Criterio de Oshaki

Este criterio (Oshaki, 1969) establece que los suelos con nivel fref
tico cercano a la superficie pueden licuarse si se presentan las si- ,

guientes caracteristicas granulométricas:

“2mm > D _ > 0.2 mm; D < 0.1 mm
60 10

Adicionalmente, establece que estos suelos tendrédn poca probabilidad

de licuarse si el nGmero de golpes NSp en prucha de penetracidn es-

téndar es mayor que 2z, en que z es la profundidad en metros.

M&todo de Seed e Idriss

Este método consiste en chpararllqs esfuerzos inducidos por el sig
mo en los estratos licuables con los que puede resistir el suelo
sin que ocurra licuacién. Para determinar los esfuerzos inducidos
in situ, debe coﬁtarse con el acelerograma del sismo de diseno, la

estratigrafia y las propiedades indice y mecédnicas de los suelos.

Secd e Idriss proponen un procedimiento simplificado para estimar
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la magnitud de los esfuerzos que of;gina el sismo. La magnitud de
los esfuerzos que pueden provocar licuacién en el suelo se obtiene
a partir de prueBas de laboratorio, tanto triaxiales como de corte
simple, con esfuerzos‘repetidos o bien se estima con gr&ficas de di
seno obtenidas por Seed e Idriss. La comparacién de los esfuerzos
inducidos por el sismo con los que provocan licuacién del suelo per

mite juzgar la susceptibilidad de un suelo a sufrir este fenbmeno.

Se calcula el esfuerzo cortante mé&ximo (Tméx) a una profundidad z,
conocida la aceleraci€én méaxima (améx) en la superficie del terreno,
y suponiendo que la masa de suelo se comporta como un cuerpo rigido,

mediante la expreéién:

T = a

max

LQl;f

m&x
mgx aceleracién mixima en la superficie del terreno
Yz presién vergical total a la profundidad z

g aceleracibn de la gravedad

T nAx esfuerzo cortante maxime a la profundidad =

como el terreno es deformable, en geheral se tendré@ que:

siendo ry un factor de correccibn, menor gue 1.

El anélisis de varios sismcs en sitios que presentan un estrato de

arena en los 15 m superiores ha mostrado_ que ry cae dentro del in-

i

tervalo de valores de la fig 16.
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Seed e Idriss proponen calcular el esfuerzo cortante promedio Tp
que, en un nmero dado de ciclos, produce el mismo efecto que el

, . @
sismo con la expresibn:

r_ = 0.65 12
. 2% g

P Ansx Ta

Por su parte, el nGmero de ciclos significativos en el comporta=
miento del material depender& de la duracibén del sismo. Para fines

précticos se puede usar la siguiente tabla:

Magnitud del sismo N°‘de ciclos significativos, N
7 10
7 1/2 20
. 8 30

Previamente a la realizacibn de pruebas de‘laboratorio, es preciso
conocer la compacidad'relativa del material ‘in-situ. Para ello se
utilizan los resultados de las investigaciones hechas por Holtz vy
Gibbs. En la fig 17 se presenta uﬁa gréfica modificada por Seed

e Idriss que permite conocer la compacidad relativa.

Los esfuerzos que provocarén la lic&acién en un suelo a una compa-
cidad relativa dada, se pueden deducir en forma aproximada de los
experimentos llevados a cabo por diveréds investigadores, tanto en
cémaras triaxiales como en aparatos de corte simple. A partir de
pruebas en cémaras triaxiales se han obtenido gr&dficas gue permiten
estimar si ocurrird licuacibén en un suelo sémetido a cierto nimero

g
de ciclos (10 & 30 usualmente} para una relacibdn de esfuerzos (5%9)
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dada y determinado tamafio de las particulas {(representado pcr el
Dso)' En las figs 14 y 15 se presentan estas gr&ficas para una com

pacidad relativa de 50%.

Para determinar la relacién de esfuerzos correspondiente a otra com
pacidad relativa se usa el hecho experimental de que la relacidn de
o} .
dc . R . .
esfuerzos (Esmo es aproximadamente proporcicnal a la compacidad rela

tiva (fig 14 y 15). En las mismas figuras, se observa que el mate-

rial menos resistente corresponde a un Dso = 0.074 mm.

Tomando en cuenta que el esfuerzo méas éignificativo, en la licuacién
de un suelo bajo la accidén de un temblor, es el esfuerzo cortante

éctuaﬁte en el plano horizontal; la pruéb; de corte simple es la guc
mejor asemeja las condiciones de deformacién in—siﬁu. Es por tanto
importanﬁe correlacionar 1lo0s resulta@os anteriores, obtenidos en c&
maras triaxiales, con los obtenidos en pruebas de corte. Las inve;

tigaciones llevadas a cabo por Seed e Idriss, permitieron concluir

que, para fines précticos:

g
(X2Y) corte simple = ¢ (—gg) triaxial
oy- r ch

en que depende de la compacidad relativa (fig 18).

Comparando los esfuerzos producidos en el terrwno por un temblor y
(-]

‘los esfuerzos que el material es capaz de soportar, es posible de-

terminar si el suelo presentarid o no el fenmero de licuacidn, para

las condiciones particulares supuestas.

Seed e Idriss presentan un procedimiento simpl:ificado gue permite

aplicar el método anterior en fcrma expedita mriiante gr&ficas de
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penetracibn esté&ndar contra la profundidad, elaboradas para 2 pro-
fundidades tipicas del nivel fredtico y para 2 aceleraciones m&xi-
mas del terreno (figs 19 y 20). En estas grdficas se delimitan tres.
zonas: una, en la cual no habré licuacién; otra, en la que podria o
no presentarse licuacibn dependiendo de las caracteristiéas granu-
lométricas del material y de la magnitud del temblor; y la tercera
an la cual es muy probable que el material se licGe. Las fronteras
entre las zonas anteriores se determinaron para una compacidad rela
tiva de 50% y corresponden'a condiciones extremas en cuanto al nGme
ro de ciclos significativos producidos por un temblor y a la granu-
lometria del material. La frontera a la izquierda de la cual se con
cluye que habr& licuacidn fue obtenida usando el minimo nfimerc de
cicloé razonable (NSp = 10) combinado con la granulcmetria del mateé
rial menos susceptible a la licuacibn (D50 = 2 mm); la frontera a

1; derecha de la cual se dice no habra licuacibn se obtuvo combinan

do el miximo nGmero de ciclos razonable (NSp = 30) con la granulo-

metria del material mas suscebdtible (D50 = .074 mm).

Método de Casagrande

En esencia el procedimiento consta de los siguientes pasogz

1. Se ejecutan pruebas triaxiales con"aplicacjéq de carga monotbni
ca (o ciclica, dependiendo de la'compacidad relativa de la are
na), en muestras inalteradas labradas de blogues obtenidcs ma-
nualmente, y se determina su respuesta. De preferencia las prue
bas deben ejecutarse en un equipo que disponga de extremos lu-
bricados y los especimenes deben estar consolidados con una_;elg

cibn de esfuerzos principales de 2.
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(SR

Se determina la linea de estado critico, linea e si es que los

f"
resultados de las pruebas lo permiten,

A partir de pruebas de compresifn unidimensional, se estiman las
combinaciones de esfuerzos efectivos y compacidad relativa (re-

lacibn de vacios) susceptibles de désarréllarse en el campo.

Se compara la posicidn de los puntos estimados en el paso ante-
rior con la posicifn de la linea e¢. Los puntos situzdos arriba.
y a la derecha de la linea e, son susceptibles de experimentar

licuacién. Puntos situados a la izquierda de y sobre la linea Cev

no son susceptibles de experimentar licuacibn,

En suelos no susceptibles de experimentar licuacidn por su posi
cibén en relacidn con la linea ecr es posible estimar el incre-
mento de presidén de poro inducido por ia aplicacibén dg cargas E
ciclicas para un c;erto Eﬁmero de ciclos. A. Casagrande estima

que el nGmero de ciclos necesario para inducir presiones de poro
superiores al 50% de la presifn de confinamiento in situ, es su
perior a cuatro veces el nlmero de ciclos observados en el labo
ratorio (valor a partir del cual la influencia del fenmeno de

¢

movilidad ciclica en los resultados, es muy importante).

Si se requiere una estimacidn de las deformaciones inducidas por
carga ciclica en el campo, es necegério ejecutar mediciones pre
cisas de las deformaciones en el laboratorio, hasta que la pre
sibén de poro alcanza el 50% de la presibén de confinamiento, y
utilizar estas mediciones como una guia de las posibles deforma
ciones in situ, teniendo en cuenta que sclo una fraccidn de las

deformaciones medidas en el laboratorio son causadas por el me-

canismo gue controla el desarrollo de presiones de pero v lefor-

maciones en el campo.
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CONCLUSIONES

La licuacién se presenta fundamentalmente en arenaé finas, uni-
formes, de origen recienté y aluvial, y con compacidades relati
vas inferiores a 40 6 50% dependiendo de la presibn de confina-
miento. La experiencié de que se dispone indica que arenas con
una compacidad relativa > 50% no son susceptibles de evperimen-

tar licuacidn,

Para estimar la susceptibilidad a la licuacibn de arenas existen
procedimientos empiricos y analiticos. Ambos hacen uso de la
experiencia, y el segundo tipo‘hace uso de los resultados de
pruebas de laboratorio ejecutadas sobre muestras representati»A

vas del suelo.

Los procedimientos empiricos relacionan el comportamiento del
suelo con factores tales como el espesor de los estratos bajo
consideracifn, sus caracteristicas granulomé&tricas, etc. 8u

aplicacién es limitada a condiciones similares a las que les '

dieron origen.

Los procedimientos analiticos hacen uso de la experiencia, la

teoria, y los resultados de pruebas de laboratorio en donde se

o

determina la respuesta de muestras del suelo, sujetas a condi-
ciones de esfuerzo y deformacibn que se supone duplican las

condiciones existentes in situ.

Los procedimientos analiticos responden a dos enfoques princi-

\

pales: (a) el basado en el concepto de relacidn de vacios cri-

-

tica; aplicable para identificar la suscepkibilidad a la licua
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ci6én de arenas bajo carga monotdnica y ciclica, y (b) el basado
en los resultado; de pruebas cicliéas; de utilidad para estimar
el aumento en la presibn de poro y las deformaciones in situ
después de considerar que el mecanismo que controla el desarro
lio de estas variables in situ es diferente al mecanismo que

controla el desarrollo de estas mismas variables en el labora-
torio.
Parece ser que un enfoque diferente y realista al problema de

la licuacibn de arenas consistirfa en efectuar investigaciones

detalladas de depbsitos naturales.
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Compacidad

Relativa, Dr' Susceptibilidad a la Licuacién
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Zona con una alta susceptibilidad

50 Zona de frontera, con baja susceptibilidad

Zona no susceptible
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Compacidad Relativa D, (%) = x 100

¢ e .
max min

f‘ig. 10 Concepto de Compacidad Relativa
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TEQORIA DE PROBABILIDADES

R_’.’é: L, D Ve ) #j. i - J"-/ A

EXPERTMENTO. PARA FINES DE ESTE CURSO, SE ENTENDERA POR EXPERI _

MENTO A TODO PROCESO DE OBSERVACION, ASI UN EXPERIMENTO PUEDE SER
PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE, O PUEDE SER EFECTUADO POR

LA NATURALEZA EN CASO DE UN FENOMENO NATURAL. POR EJEMPLO, EL
LANZAR UNA MONEDA O UN DADO Y OBSERVAR LA CARA QUE QUEDA HACIA
ARRIBA, ES UN EXPERIMENTO PLANEADO Y REALIZADO POR EL HOMBRE.

EL OBSERVAR LA CANTibAD DE AGUA QUE LrUEVE ANUALMENTE EN UNA

CIUDAD, ES UN EXPERIMENTO ASOCIADO A UN FENOMENO NATURAL.

AL . RESULTADO' DE UN EXPERIMENTO SE LE. DENOMINA DAT0O . A UN

GRUPO DE DATOS SE LE LLAMA MUESTRA,

PROBABILIDAD: ES UNA MEDIDA DE LA CERTIDUMBRE QUE SE LE ASOCIA A
LA OCURRENCIA U OBSERVACION DE UN RESULTADO DETERMINADO, AL REA-

LIZARSE EL EXPERIMENTO CORRESPONDIENTE.

LA TEORIA DE PROBABILTVADES ES UNA RAMA DE LAS MATEMATICAS APLICADAS
QUE TRATA 1.0 CONCERNIENTE A LA ASIGNACION Y MANEJO DE PROBABI-

LIDADES.



ESTADISTICA: ES LA RAMA DE LAS MATEMATICAS QUE SE ENCARGA DE ENSE-

NAR LAS REGLAS PARA COLECTAR, ORGANIZAR, PRESENTAR Y PROCESAR LOS
DATOS .OBTENIDOS AL REALIZAR VARIAS VECES EL EXPERIMENTO ASOCIADO
A UN-FENOMENO DE INTERES Y PARA INFERIR CONCLUSIONES ACERCA DE
ESTE ULTIMO{ PROPORCIONA, ADEMAS, LOS METODOS PARA EL DISERO DE
EXPERIMENTOS Y PARA TOMAR DECISIONES CUANDO APARECEN SITUACIONES
DE INCERTIDUMBRE.
.
* DESCRIPTIVA.- TRATA LO CONCERNIENTE A
LA OBTENCION, ORGANIZACICN, PROCESA-

MIENTO Y PRESENTACION DE LOS DATOS.

ESTADISTICA < * INFERENCIAL.- TRATA LO CONCERNIENTE A
B —————— % ,
L.OS METODOS PARA INFERIR CONCLUSIONES
ACERCA DEL FENOMENO DEL CUAL PROVIENEN

LOS DATOS




SIMBOLOS DE DESIGUALDADES:

v

< menor que

A

menor o igual que
> mayor que
mayor o igual que

# diferente de

TEORTA DE CONJUNTOS

UN CONJUNTO ES UNA COLECCION BIEN DEFINIDA DE OBJETOS.

NOTACION: LOS CONJUNTOS SE DENOTAN USUALMENTE CON LETRAS MAYUSCU-

LAS, Y SUS ELEMENTOS SE ANOTAN DENTRO DE UN PAR DE LLAVES.

EJEMPLOS

-

A)

B)

C)

D)

E)

F)

-EL CONJUNTO DE NUMEROS ANOTADOS EN UN DADO ES

s=14{1, 2, 3, 4, 5, 6}

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS MENORES QUE.S ES

S = {-»,....,-3, -2, =1, 0, 1, 2, 3, 4}

S = {x: x ES ENTERO Y xs4}

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS POSITIVOS MENORES QUE 5 ES

E = {OI 11 2, 3r 4}

E = {x: ES ENTERO Y 0<x<4}

EL CONJUNTO DE LOS CONTINENTES ES

C ={ASIA, EUROPA, AMERICA, AFRICA, OCEANIA}

EL CONJUNTO DE MARCAS QUE TIENE UNA MONEDA ES

M = {CARA, CRUZ}

EL CONJUNTO DE NUMEROS MAYORES DE 5 PERO MENORES O IGUALES

QUE 10 .
Sy = {x: 5<xg10}

¢!



FINITOS- CUANDO TIENEN UN NUMERO FINITO

DE ELEMENTOS
CONJUNTOS 4
INFINITOS- CUANDO TIENEN UN NUMERO INFINITO

DE ELEMENTOS

| SUBCONJUNTOS
PARA EXPRESAR QUE UN ELEMENTO PERTENECE A UN CONJUNTO SE USA EL

—

SIMBOLO €. PARA EXPRESAR QUE NO PERTENECE SE USA EL SIMBOLO #.

EJEMPLO
SI Sl = {X:5<X510}, ENTONCES
3 ¢S ;s 5 £ 8 ; 8 € S.; 10¢e S

1’ 1

PARA EXPRESAR QUE UN CONJUNTO ESTA CONTENID0O EN OTRO SE USA EL

SIMBOLO C; SI NO ESTA CONTENID0 SE USA EL SIMBOLO ¢.

PARA QUE UN CONJUNTO ESTE CONTENIDO EN OTRO SE REQUIERE QUE T0DOS
SUS ELEMENTOS LO ESTEN, ES DECIR, QUE TODOS SUS ELEMENTOS PERTE~

NEZCAN A AMBOS CONJUNTOS.

EJEMPLO

SEAN E={3,5}; F={3,8}; G={7,9}. E¢S, ; FgS; i GCSy

SI UM CONJUNTO, B, ESTA CONTENIDO EN OTRO, S, SE DICE QUE B

ES SUBCONJUNTO DE S.

EJEMPLO

B = {X:3<X<8} Y Sl={X: 5<‘}§§_lo}
EN ESTE CASO:

GCS]_:)G ES SUBCONJUNTO DE S1

B(ZSl:yB NO. ES SUBCONJUNTO DE Sl



~

SE DICE QUE DOS CONJUNTOS SON IGUALES CUANDO CONTIENEN LOS

MISMOS ELEMENTOS (NO IMPORTA EL ORDEN EN QUE ESTOS SE ESCRIBAN)

EJEMPLO
SEAN aA={1,3,5,7}, B={7,5,1,3} Y cC={7,5,1}

EN TAL CASO, A = B#C
CONJUNTO VACTO

DE LA MISMA MANERA QUE EXISTE EL CERO EN LOS NUMEROS, EN LA

TEORIA DE CONJUNTOS EXISTE EL CONJUNTO VACIO, EL CUALNO TIENE

ELEMENTOS. USUALMENTE SE DENOTA g.

EJEMPLO
¢CUAL ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS, X, TALES QUE 2X=7 Y X ES
ENTERO?

SOLUCION -~ ES EL CONJUNTO VACIO, 4.

A g SE LE CONSIDERA CCMO SUBCONJUNTO DE CUALQUIER CONJUNTO. AST,
POR EJEM, TODOS LOS SUBCONJUNTOS DEL CONJUNTO

S ={2,5,10} SON: {2};{5};{10};{2,5} ;{2,10};(5,10};(2,5,10} Y &.

ESPACIO DE EVENTOS

ASOCIADO A UN EXPERIMENTO SIEMPRE HAY UN CONJUNTO DE RESULTADOS

POSIBLES; A DICHO CONJUNTO SE LE LLAMA ESPACIO DE EVENTOS.

EJEMPLOS

EL ESPACIO DE EVENTOS ASOCIADO AL EXPERIMENTO DE LANZAR UN DADQO Y
ANOTAR LA CARA QUE NUEDA HACIA ARRIBA ES

s ={1,2,3,4,5,6}
EL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL EXPERIMENTO DE LANZAR

DOS DADOS Y ANOTAR LOS NUMEROS QUE QUEDAN HACIA ARRIBA ES



[ ,1,a,2), 1,3, (1,8,1,5),(1,6)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (3,6)
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5), (4,6)

(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)

. (6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) |
SI EN ESTE EXPERIMENTO LA OBSERVACION DE INTERES FUESE LA SUMA
DE LOS DOS NUMEROS OBSERVADOS, ENTONCES EL ESPACIO DE EVENTOS
DEL EXPERIMENTO SERIA

s= {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

A TODO SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO DE EVENTOS SE LE LLAMA EVENTO. A
LOS EVENTOS QUE TIENEN UN SOLO ELEMENTO DEL ESPACIO SE LES LLAMA

EVENTOS STMPLES.

SI AL REALIZAR UN EXPERIMENTO SE OBSERVA UN ELEMENTO DEL EVENTO

A, ENTONCES SE DICE QUE OCURRI0 O SE_VERIFICO EL EVENTO A. POR

EJEMPLO, SI A={2,4} Y AL LANZAR UN DADO SE OBSERVA EL 2 O 4, SE
DICE QUE OCURRIO EL EVENTO A; SI SE OBSERVA CUALQUIER OTRO NUME~

RO, ENTONCES SE DICE QUE NO CCURRIO A.

DISCRETOS~ SI SUS ELEMENTOS PUEDEN NUM}E"
- RARSE O CONTARSE. TIENEN UN NUMERO
ESPACIOS DE FINITO O INFINITO NUMERABLE DE ELEMENTOS,

EVENTOS -
CONTINUOS- SI SUS ELEMENTOS NO PULDEN

ENUMERARSE., TIENEN UN NUMERO INFINITO NO

| NUMERABLE DE ELEMENTOS



EJEMPLO
LOS ESPACIOS DE EVENTOS Sl={CARA,'CRUZ}; Sz={l,2,3,4,5,6,}7
S3={VERDE, ROJO} SON DISCRETOS. LOS ESPACIOS DE EVENTOS

§,=1X: -=<X<0}; s {z: 2>3}; Sg=1Y:3<Y<80}

5
SON CONTINUOS.

EJEMPLO

¢QUE TIPOS DE ESPACIOS DE EVENTOS CORRESPONDEN A LOS SIGUIENTES

EXPERIMENTOS? ¢

A) CONTEO DEL NUMERO DE GRANOS DE UNA MAZORCA DE MAIZ
s={0,1,2,3,...,~}, ES DISCRETO E INFINITO

B) MEDICION DE LA LONGITUD DE UNA ESPIGA DE TRIGO
S={X: 0<X<=},X EN CM, ES CONTINUO E INFINITO

C) MEDICION DEL EFECTO DE UNA VACUNA, EN TERMINOS DE "EXITO" O
"FRACASO" |
S={EXITO, FRACASO} ES DISCRETO Y FINITO.

D) MEDICION DEL NUMERO DE MILIGRAM&S DE UN ANTIBIOTICO CONTENIDO
EN UNMA CAPSULA

S={Y:0<¥<»} Y en mg, ES CONTINUO E INFINITO.

COMPLEMENTO DE UN EVENTO

EL COMPLEMENTO DE UN EVENTO A ES OTRO EVENTO QUE CONTIENE TODOS LOS

ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE QUE NO ESTAN EN A.
USUALMENTE SE DENOTA CON UNA TILDE SOBRE EL SIMBOLO QUE CORRESPON-

DE AL EVENTO QUE COMPLEMENTA, A.

EJEMPLOS

SI s={1,2,3,4,5,6} Y A={1,3,5} ENTONCES A={2,4,6}.

SI S={X: 0<X<58} Y A={X: 3<X<17), ENTONCES A={X: 0:<X<3, 17<X<58}



EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSTVOS

CUANDO DOS O MAS EVENTOS NO PUEDEN OCURRIR SIMULTANEAMENTE AL
REALIZAR UNA SOLA VEZ UN EXPERIMENTO, SE DICE QUE ESTOS SON

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS; ES DECIR, DOS EVENTOS SON MUTUAMENTE EXCLU-

SIVOS CUANDO NO TIENEN NI UN SOLO ELEMENTO EN COMUN.
EJEMPLO
A) CUALQUIER EVENTO Y SU COMPLEMENTO SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS.
B) ¢SOM E={Y: 0<¥<25} Y A={2,50,100} MUTUAMENTE EXCLUSIVOS?"
'NO, PORQUE TIENEN EL ELEMENTO 2 EN COMUN.
OPERACTONES CON EVENTOS
UNION
LA UNION DE DOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS ELEMENTOS SON TODOS

LOS DE AMBOS. LA OPERACION DE UNION SE DENOTA CON EL SIMBOLO U.

EJEMPLOS

A) SI A={2,4,6} ¥ B={1,6,12}, ENTONCES

D

G=AUB ={1,4,6,12,2}

L

B) ¢SON A Y B MUTUAMENTE EXCLUSIVOS? NO PORQUE TIENEN EL 6 EN COMUN.

C) SI D={Y: 0<Y<13} Y E={Y: 20<Y<50},
ENTONCES
DUE={Y: 0<Y¥<13, 20<Y¥<50}
D) SI F={Y: B<Y<20}, ENTONCES
DUF={Y; 0<Y<20}.
E) SI G={Y: 3<¥<l0}, ENTONCES
DUG={Y: 0<Y¥<13}= D; OBSERVESE QUE EN ESTE CASO GCD. EN GENERAL,

SI ACB, ENTONCES AUB=B.

EN GENERAL, LA UNION DE VARIOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOSB

ELEMENTOS SON TODOS LOS DE LOS EVENTOS QUE S5E UNEN.



EJEMPLO

AUBUF = K = {1,2,4,6, y: 8< y <20}

INTERSECCTION
LA INTERSECCION DE DOS EVENTOS ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS QUE
\

PERTENECEN SIMULTANEAMENTE A AMBOS. PARA DENOTAR LA OPERACION

DE INTERSECCION SE USA EL SIMBOLO N .

EJEMPLOS

A) A {2,3,6} Y B={2,6,10} ENTONCES ANB = C = {2,6}
B) D = {Y: 4<Y<5}, ENTONCES AND = {.

OBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO A Y D SON MUTUAMENTE. EXCLUSIVOS,
YA QUE NO TIENEN NINGUN ELEMENTO EN COMUN. SIEMPRE QUE DOS EVENTOS

SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, SU INTERSECCION ES EL CONJUNTO VACIO.

EN GENERAL, LA INTERSECCION DE VARIOS EVENTOS ES EL COMJUNTO DE

ELEMENTOS QUE TODOS ELLOS TIENEN EN COMUN.
EJEMPLO

SI A =1{2,3,6,8}; B={2,3,10,100}; C={Y: 0<Y<5} Y D={Y¥: 2<¥<4},

ENTONCES
ANBNCND = E ={2,3}
AUBUCUD = F ={Y: 0<¥<5, 6,8,10,100}

LA OCURRENCIA DE UN EVENTO'Y' GTRO IMPLICA LA OCURRENCIA DE AMBOS
A LA VEZ, ES DECIR, QUE SE VERIFIDUE LA INTERSECCION. LA OCURRENCIA
DE UN EVENTO "0"ALGUN OTRO, IMPLICA LA OCURRENCIA DE CUALQUIERA

DE ELLOS, ES DECIR DE LA UNION.



10.

DIAGRAMAS DE VENN

UNA MANERA DE ILUSTRAR GRAFICAMENTE LAS OPERACIONES CON CONJUNTOS

1S MEDIANTE LOS 0DIAGRAMAS DE VENN. EN ESTOS, CADA CONJUNTO SE

REPRESENTA POR UNA CURVA CERRADA QUE ENCIERRA LOS ELEMENTOS

QUE LE CORRESPONDEN.

Evento Ay Evento 4,

Puntos comunes o Ag y AjlInterseccion,4g N 4y)

Evento .AOS ' SEvento Ay

Eventos mutuamente exclusivos (lnterseccion nula)

Evento Ag

Unidn de Adg y 4, (Ag U 4))

Diagramas de Venn (unién e interseccion de eventos)



11.

TEORTA DE PROBABILIDADES

AL LANZAR UNA MONEDA NO PODEMOS PREDECIR CON CERTEZA CUAL CARA
QUEDARA HACIA ARRIBA. LO UNICO QUE SE PUEDE ASEGURAR, SI LA
MONEDA NO‘ESTA CARGADA, ES QUE AMBAS CARAS TIENEN LA MISMA 6POR—
TUNIDAD DE SALIR, ES DECIR, QUE‘LOS EVENTOS SIMPLES {CARA} Y

{CRUZ} TIENEN LA MISMA PROBABILIDAD DE OCURRIR.

COMO YA SE DIJO, LA PRUBABILIDAD DE QUE OCURRA UN EVENTO ES UNA
MEDIDA DEL GRADC DE CONFIANZA QUE SE TIENE DE QUE ESTE OCURRA

AL REALIZAR EL EXPERIMENTO CORRESPONDIENTE.
EXISTEN POR LO MENOS TRES MANERAS DE ASIGNARLE UNA PROBABILIDAD
A UN EVENTO:

1. EN TERMINOS DE LOS RESULTADOS DE REPETIR VARIAS VECES UN

EXPERIMENTO (METODO FRECUENCIAL).
2. APLICANDO LA DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDADES.

3. CON BASE EN UN MODELO MATEMATICO (PROBABILISTICO) DEL FENO-

MENO DE QUE SE TRATE.



12.

METODO FRECUENCIAL

SI N(A) ES EL NUMERO DE VECES QUE SE OBSERVA EL EVENTO A AL REA-

LIZAR N VECES UN EXPERIMENTO, LA FRECUENCIA RELATIVA DE A, DEFINIDA

COMO N(A) /N, SE CONSIDERA COMO ESTIMACION DE LA PROBABILIDAD DE A,

N N(A)
{
E.%) S
Ya QUE, EN EL LIMITE, P(A) = 1]\‘]{‘: N—I\](i-

EJEMPLO

DE UNA URNA QUE CONTIENE BOLAS ROJAS, BLANCAS Y AZULES, SE SACO

UNA BOLA, SFE ANOTO SU COLOR Y SE REGRESO A LA URNA. SI ESTE EXPE_

RIMENTO SE REPITE 20 VECES Y LOS RESULTADOS SON
b,b,a,r,r,r,a,b,r,a,b,b,a,r,b,r,r,a,r,a, DONDE

r = ROJA, b = BLANCA, a = AZUL

(QUE PROBABILIDADES LE ASIGNARTA A LOS EVENTOS B={b}, A={al, y .

R={r}, DE ACUERDO CON EL METODO FRECUENCIAL?

EN ESTA MUESTRA SE TIENE QUE N(B)=6, N(A)=6, N(R}=8, N=20
L - 6 _ 3, = 8- 4
POR LO QUE P(B)—'z"—o' = ﬁ’ P(A) - "6"' 0: P(R) - 20 10

NOTESE QUE LOS EVENTOS B, A Y R SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, YA QUE

SON EVENTOS SIMPLES, Y QUE

243

P(B) + P(A) + P(R) = 10 10

4 _ 4 - p(g
+ﬁ— l‘p(d)

EN DONDE S = {r,b,al}

W



13. ~1//

DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDADES

SI N(A) ES EL NUMEROC DE MANERAS ICUALMENTE PROBABLES EN QUE PUEDE

OCURRIR EL EVENTC A Y N ES EL NUMERO TOTAL DE ELEMENTOS DEL ESPA~

CIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE, ENTONCES LA PROBABILIDAD DE A ES

N(A)

P(a) = N

EJEMPLOS

A) SI EN UNA URNA SE TIENEN 5 BOLAS BLANCAS Y 15 NEGRAS, Y SE VA
A SELECCIONAR UNA AL, AZAR, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE
SEA BLANCA(A={BLANCA})?:

N= 5+15220; N(A)=53P (A)=gi= =

B) SI SE LANZAN DOS DADOS, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE
1. SALGA UN 2 Y UN 5 (EVENTO B)?
2, LA SUMA SEA 7 (EVENTO A)

PARA EL INCISO 1 EL ESPACIO DE EVENTOS ES:

-

[ (1,1) (1,2)(1,3) (1;4) (1,5) (1,6)
(2.1) (2,2)(2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2)(3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2)(4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

(5,1) (5,2)(5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

L (6.1) (6,2)(6,3) (6,4) (6,5) (6,6) |
SI EL DADO NO ESTA CARGADO, CADA PAREJA DE NUMEROS E5 IGUALMENTE
PROBABLE. EN TAL CASO, N=36 y N(B)=2 ( APARECE (2,5) O (5,2))

= P(B)=2/36=1/18.

PARA EL INCISO 2 EL ESPACIO DE EVENTOS ES
Sl={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

PERO NO TODOS LOS ELEMENTOS (EVENTOS SIMPLES) SON IGUALMENTE PROBA-
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BLES,\YA QUE, POR EJEMPLO, EL 2 SOLO APARECERA SI SE OBSERVA LA
PAREJA (1,1), EN CAMBIO EL. 3 APARECERA SI OCURREN LAS PAREJAS
{1,2) O (2.1), ES DECIR, EL 3 TIENE EL DOBLE DE. PROBABILIDAD

QUE EL 2. POR ESTO, PARA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE LA SUMA
SEA 7 ES NECESARIO TRABAJAR CON EI ESPACIO S Y CONTAR LAS MANERAS
POSIBLES DE QUE LA SUMA SEA 7, LO CUAL OCURRE SI SE OBSERVA CUAL~
QUIERA DE LAS PAREJAS (6,1), (5,2), (4,3), (3,4), (2,5) o (1,6),
ES DECIR, HAY 6 MANERAS IGUALMENTE PROBABLES DE QUE OCURRA EL

EVENTO A. POR LO TANTO

PROCEDIENDO DE ESTA MANERA SE PUEDEN CALCULAR LAS PROBABILIDADES

DE QUE LA SUMA SEA 2,3,4,ETC. LOS RESULTADOS SON:

— 1 . -— 2 © - 3 L3 = é—-o
P((2)}) = 3¢5 P(13}) = Zx PU{4}) = 31 PU5Y) = 3
P(6)) = 31 P((7)) = S P(1B))= 351 P(19)) = Tg
P({10}) = 25 ; P({11}) = %E y P({12}) = %E

12
(OBSERVESE QUE I P({i})=1
i=2

ASTGNACTION DE PROBABILIDADES MEDIANTE UN MODELO MATEMATICO
MEDIANTE ESTE METODO LAS PROBABILIDADES SE ASIGNAN A PARTIR DE UM
MODELO MATEMATICO QUE INVOLUCRE TODOS LOS FACTORES POSIBLES QUE’

INTERVIENEN EN LA ALFATORIEDAD DEL FENOMENO.



15. /

AXTOMAS DE LA TEORTA DE PROBABILIDADES

LAS PROBABILIDADES QUE SE ASIGNAN A LOS DIFERENTES EVENTOS
RELACIONADOS CON UN FENOMENO ALEATORIO DEBEN CUMPLIR CON LCS

SIGUIENTES TRES AXIOMAS:

AXIOMA 1: LA PROBABILIDAD DE OCURRENCIA DE UN EVENTO A ES UN
NUMERO, P(A), QUE SE LE ASIGNA A DICHO EVENTO, CUYO VALOR
QUEDA EN EL INTERVALO '
0sP(A)<1
AXIOMA 2: SI S ES UN ESPACIO DE EVENTOS, ENTONCES
P(S)=1
AXIOMA 3: LA PROBABILIDAD, P(C), DE LA UNION, G, DE DOS EVENTOS
MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, A Y B, ES IGUAL A LA SUMA DE LAS
PROBABILIDADES DE ESTOS, ES DECIR,
P(AUB) = P(C) = P(A) + P(B)

EJEMPLOS

A) EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE UN DADO QUE NO ESTA CARGADO
SE PUEDE ASIGNAR A CADA NUMERO iA CADA EVENTO SIMPLE) UNA PRO-
BABILIDAD DE 1/6, SI A={2,4} Y B={5,6}, ENTONCES, PUESTO
QUE A={2}U{4} Y B={5}y{6}, Y QUE LOS EVENTOS ELEMENTALES SON

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI, APLICANDO EL AXIOMA 3 SE

OBTIENEN:

P(A)=P({2}) + P({4}) = % + % - % _ %
= L, 1_2_1

P(B)=P({5}) + P({6}) = z + i

SI C=AUB, Y DADO QUE A Y B SON EVENTOS MUITUAMENTE EXCLUSIVOQS:

P(C) = P(A) + P(B) = % s 1.2



ADEMAS, OBSERVESE QUE SE CUMPLE CON LOS AXIOMAS 1 Y 2,

YA QUE

P(S) = P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({61])
_1 .1 .1, 1, 1 1 _6_
~gtgrertesrterteg~g-1?

EJEMPLO
EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE DOS DADOS, ¢CUAL ES LA PROBABI-
LIDAD QUE AL REALIZAR UNA VEZ EL EXPERIMENTO LA SUMA DE LOS DOS
NUMEROS QUE QUEDEN HACIA ARRIBA SEA 7 U 11? ESTO ES EQUIVALENTE
A PREGUNTAR POR LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA EL EVENTO
C ={7}U {11). ©PUESTO QUE {7} Y {11} SON EVENTOS MUTUAMENTE"

EXCLUSIVOS:

(K=

8
36

P(Q) = P({7}) + P({11}) = & + %

o
W
™

3

CJEMPLO

EN UN LABORATORIO SE PROBAROM 100 VIGAS DE CONCRETO REFORZADO NOMI-
NALMENTE IDENTICAS, Y SE ANOTARON LAS CARGAS CON LAS CUALES FALLO
CADA UNA. DE ESTA SUCESION DE EXPERIMENTOS SE ASIGNARON, EN'TER~
MINOS DE LAS FRECUENCIAS RELATIVAS CORRESPONDIENTES, LAS SIGUIENTES
PROBABILIDADES:

SI A ={X: 0<X<20 ton}; P(A) = 0.17

ST B ={X: 20<X<40 ton}; P(B) = 0.24
SI C ={X: 40<X<60 ton}; P(C) = 0.27
SI D ={X: 60<X<80}; P(D) = 0.13
SI E =({X: 80<X<100};  P(E) = 0.11
ST F ={X: 100<X}; P(F) = 0.08

IP(.) = 1.00
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SI SE REALIZA UNA VEZ MAS EL EXPERIMENTO, CALCULEMOS LAS SIGUIEN-

TES PROBABILIDADES:

A)

B)

C)

QUE LA RESISTENCIA SEA MENOR O IGUAL QUE 80 TON. PUESTO QUE
G= {X: 0<X<80 ton} SE TIENE QUE G= AUBUCUD, POR LO QUE

P(G)=P(A) + P(B) + P(C) -+ P(D) = 0.17 + 0.24 + 0,27 + 0.13 = (.81

LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 60 TONS.- - PUESTO QUE
H= {X: 60<X<w} O H={X: X>60} SE TIENE QUE H= DUEUF,

POR LO QUE P(H) = P(D) + P(E) + P(F) = 0.13 + 0.11 + 0.08 =032

LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 40 TON, PERO CUANDO MUCHO
100 TON.
PUESTO QUE I={X: 40<X<100} SE TIENE QUE I = CUDUE

POR LO QUE P(I) = P(C) + P(D) + P(E) = 0.27 + 0.13 + 0.11 = 0.51



TEOREMAS
DOS TEOREMAS IMPORTANTES QUE SE DEDUCEN A PARTIR DE LOS AXIOMAS
SON:
TEOREMA 1,

SI A ES UN EVENTO DEL ESPACIO S, ENTONCES P(A)=1-P (A)

DEMOSTRACION

PUESTO QUE A Y A SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS

b

¥ ADEMAS AUA=S, ENTONCES, P(S)=P(A)+P(A)=1
=> P(A)=1-P(A)

CASO PARTICULAR: PUESTO QUE P(S)=1-P(S)=0 Y 8S=f, SE TIENE QUE

P(2)=0
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TEOREMA 2.

SI A Y B SON DOS EVENTOS CUALQUIERA DE S, ENTONCES

P (AUB)=P (&) +P (B) ~P (ANB)

DEMOSTRACION

SEA EL DIAGRAMA DE VENN:

AUB= (ANB) U (ANB)U (BNA). PUESTO QUE ANB, ANB Y BNA SON MUTUAMENTE
EXCLUSIVOS, SE TIENE QUE P (AUB)=P (ANB)+¥ANB)+P (BNE),

SUMANDO Y RESTANDO P (ANB) Y AGRUPANDO TERMINOS SE OBTIENE
P(AUB) = [P(ANB)+P(ANB) ]+ [P (ANB)+P (BNA) ] -P (ANB)

PERO A= (ANB)U (ANB)=>P (AnNB)+P (ANB) =P (A)

Y B=(ANB)U(BNA)=>P (ANB)+P (BNA)=P(B), POR LO QUE

P (AUB)=P (2)+P (B) -P (ANB)
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EN UNA URNA SE TIENEN 28 TIRAS DE PAPEL Y EN CADA UNA SE ENCUEN-

TRA ANOTADA UNA LETRA DISTINTA DEL ALFABETO.
BILIDAD DE QUE AL EXTRAER AL AZAR UNA TIRA:
A) SE OBTENGA UNA VOCAL

B) SE OBTENGA a O 2z

C) OCURRAN C Y D, DONDE C={x,v,z} ¥y

CALCULE LA PROBA-

D={b,c,y,z}
D} OCURRA C O D
Respuestas
A) A={a,e,iro,u}l =>P(A)= %—
2
B) B={arZ} =>P(B) = -i-g
C) F= CAD= {y,z} =>P(F) = 3—8
D) E= CUD= {b,c,x,y,z} =>P(E) = 3_8_
o P(E)=P(C)+P(D)-P(CND)
- = 2_ = = 3,4 _2 _ 535
P(CND)=P(F)= 5z =P(E)= 35 + 55 - 55 = 33
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VARTABLES ALEATORTIAS

CLASIFICACION DE VARIABLES

VARIABLE:
TODA CARACTERISTICA QUE

PUEDE ASUMIR VALORES DI

FERENTES
VARIABLES ESCALARES: VARIABLES NOMINALES:
SON LAS VARIABLES QUE SOLO SON LAS VARIABLES QUE SOLO
ASUMEN VALORES NUMERICOS ASUMEN VALORES NOMINALES

- (NOMBRES, ADJETIVOS, ETC)
VARIABLES CONTINUAS: VARIABLES DISCRETAS:
SON AQUELLAS QUE PUEDEN SON AQUELLAS QUE PUEDEN ASU-
TOMAR UN NUMERO INFINITO MIR UN NUMERO FINITO O UMO.
NO NUMERABLE DE VALORES ‘ INFINITO NUMERABLE DE VALO-
LES DISTINTOS

UNA VARTABLE ‘ALEATORIA ES UNA VARIABLE TAL QUE NO PUEDE PREDECIRSE

CON CERTEZA EL VALOR QUE ASUMIRA AL REALIZAR UN EXPERIMEN?Q:

POR EJEMPLO, LA RESISTENCIA O CARGA DE FALLA DE UNAS VIGAS ES UNA
VARIABLE ALEATORIA;YA QUE ANTES DE ROMPEﬁfﬁNA VIGA TOMAbA AL AZAR
NO SE PUEDE PRECISAR CUAL SERA SU RESISTENCIA. EN LA SIGUIENTE
TABLA SE PRESENTAN LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES CON 15 VIGAS DE
CONCRETO RETFORZADO, OBSERVANDOSE QUE ESTOS VARIAN DE UNAS A OTRAS

DE MANERA ALEATORIA.
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TABLA 2. PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO

Namero de Carga de agrieta- | Carga de falla,
la viga miento, en kg en kg
1 4700 ' 4700
2 3 840 4220
3 3270 4 360
4 2310 4 680
5 2950 4270
6 . 4810 4810
7 2720 4590
8 2720 4490
9 4310 4310
10 2950 4 630
11 4220 4220
12 2720 4 340
13 2720 4 340
14 2 630 4770
15 2950 4630

A TODO EXPERIMENTO SE LE PUEDE ASOCIAR AL MENOS UNA VARIABLE ALEA-
TORIA, DEPENDIENDO ESTA DEL PROBLEMA QUE SE TENGA PLANTEADO. POR

EJEMPLO, _EN_EL_CASO_DE_LA_RESISTENCIA_DE_LAS VIGAS_DE_VARIABLE

ALEATORIA PUEDE SER DIRECTAMENTE = DICHA RESISTENCIA, EN CUYO

CASO SU ESPACIO DE EVENTOS SERIA
Sl = {Xé 0<X<ow}
LA VARIABLE TAMBIEN PUDO HABER SIDO UNA CUYO ESPACIO DE EVENTOS

FUERA
S, = {EXITO, FRACASO}
EN DONDE EL EXITO OCURRIRIA SI LA VIGA RESISTIERA MAS DE CIERTA

CANTIDAD, POR EJEMPLO 4600 KG, Y EL FRACASO OCURRIRIA SI RESISTIERA

MENOS, ES DECIR:
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EXITO: SI X>4600 KG

FRACASO: SI X<4600 KG

LEVES DE PROBABILIDADES

EL COMPORTAMIENTO DE UNA VARIABLE ALEATORIA SE DESCRIBE MEDIANTE
SU LEY DE PROBABILIDADES, LA CUAL PUEDE ESPECIFICARSE DE DIFERENTES
FORMAS. LA MANERA MAS COMUN DE HACERLO ES MEDIANTE SU DISTRIBU-

CION O DENSIDAD DE PROBABTLIDADES,

A FIN DE EVITAR CONFUSION, SE EMPLEARA UNA LETRA MAYUSCULA PARA DENOTAR
UNA VARIABLE ALEATORIA, Y LA MIMUSCULA CORRESPONDIENTE PARA LOS

VALORES QUE PUEDE ASUMIR, SI LA VARIABLE ALEATORIA X ES DISCRETA

Y PUEDE ASUMIR LOS VALORES X SU DENSIDAD DE PROBABILIDADES,

ie

fx(x) SERA EL CONJUNTO DE LAS PROBABILIDADES
Px(xi) = P(X = xi)

LA CUAL SE LEE "PROBABILIDAD DE QUE X = xi". ESTO ES

fx(x),= {Px(xi)}

PARA QUE UNA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SATISFAGA LOS TRES AXIOMAS

DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES, SE DEBEN CUMPLIR LOS SIGUIENTES

REQUISITOS

A) 0<P,(x) <1 PARA TODA x.
- X7] - L

n :
B) I P'x(xi) = 1, DONDE n ES EL NUMERO TOTAL DE VALORES QUL

i=1
PUEDE ASUMIR X

C) P(xm < Xixr) =

o~
g
s
~
o
“—
3
A
at
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LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS O FUNCION DE DISTRIBUCION

OTRA FORMA DE ESPECIFICAR LA LEY DE PROBABILIDADES DE UNA VARIA-
BLE ALEATORIA ES MEDIANTE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACU-
MULADAS, Fx(xp, QUE SE DEFINE COMO EL CONJUNTO DE LAS SUMAS PAR-
CIALES DE LAS PROBABILIDADES, Px(xi), CORRESPONDIENTES A TODOS
LOS VALORES DE X MENORES O IGUALES QUE X, POR LO TANTO, ESTA
FUNCION DA LAS PROBABILIDADES DE QUE LA VARIABLE ALEATORIA TOME

VALORES MENORES O IGUALES QUE xm PARA CUALQUIER m, ES DECIR
Fx(x) = {Fx(xm)} ; m=1,2,...,n

EN DONDE

[

s 0t

8

Fx(xm) = Px(xi) P(ngm)

[
-

VA
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EJEMPLO

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA "NUMERO TOTAL DE CARROS QUE SE
DETIENEN EN UNA ESQUINA DEBIDO A LA LUZ ROJA DE UN SEMAFORO". SI
LAS PROBABILIDADES ASOCIADAS A CADA VALOR, DETERMINADAS POR EL

METODO FRECUENCIAL, SON

(0.1 sI x = 0
0,2 SI x =1
0.3 8I x = 2
= J 0.2 ST =3
Px(x) X
0,1 SI x =4

0.1 8I x =°5

0 SI x > 6
\

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES Y LA DE PROBABILIDADES ACUMULADZAS

CORRESPONDIENTES SERAN
)
! |
X ifx(X) FX(X)

<0 0 0 {o, SI x < 0
0 0.1 0.1 10,1,8TI 0 < x < 1
11 0.2 0.3 '0.3,51 1< %<2
2 % 0.3 E 0.6 0 SEA  F (x) = Jo.a,sx 2 < %<3
3, 0.2 ;0.8 0.8 SI 3 < X < 4
4 0.1 | 0.9 0.9 ST 4 < X< 5
5 ; 0.1 ' 1.0 1.0,ST 5 ¢ x
' 1.0

>6 ; 0

LAS GRAFICAS DE ESTAS DISTRIBUCIONES SE PRESENTAN EN LA FIGURA

DE LA SIGUIENTE HOJA.
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1 i

o) 1 2 3 4 5 6 7

a) Distribucién de probabilidudes

%Fxlx)
1.0
r
- e
I
0.8 |- ]
5 I
|
0.6 |- —
i |
!
0.4 - {
- r—n—‘
0.2 |- :
——
o ] | | ] | 1 1
o} | 2 3 4 5 6 7

b) Funcibén de distribucién

Ley de probabilidades del ejemplo del trdfico
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_BJEMPLO
SEA LA VARIABLE ALEATORIA X DEFINIDA POR LA SUMA DE LOS DOS NUMEROS
QUE QUEDEN,HACIA ARRIBA AL, LANZAR DOS D2ADOS, EN ESTE CASO EL #S*
PACIO DE EVENTOS ES | |

s={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

Y LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES ES

£(%x) = (L .2 3 4 5 6 5 4 3 2 1,
X 36’ 367 36' 36’ 36’ 36’ 36’ 36’ 36’ 36’ 36
EN ESTE CASO X1=2, X2=3,...,X11=12
1 _ 2 _ 1
Y' fx(z) - ?3‘, fx(3) - 3 ’o.-,fx(l2) = 36

ESTAS PROBABILIDADES FUERON CALCULADAS EN UN EJEMPLO PREVIO SOBRE

PROBABILIDADES DE EVENTOS .

CON ESTAS PROBABILIDADES SE PUEDE OBTENER LA FUNCION DE DISTRIBUCION

O DE PROBABILIDADES ACUMULADAS, DE LA SIGUIENTE MANERA:

X fx) Fy(x) 4 fx(*)

<2 0 0 2

2 | 1/36 1/36 R i A

3| 2/36 | 3736 s I 1

4| 3/36 6/36 gﬁfh____““_, R O I O I

5 | 4/36 10/36 (/3¢ 4 lﬁ[ el '!_l

6 | 5/36 | 15/36 i i R B A

7| 6/36 21/36 pEL L

8 | 5/36 26/36 i ! !!

o | 4/36 | 30/36 fX;! o
10 | 3/36 33/36 B
11 | 2/36 | 35/36 j f §
12 | 1/36 36/36=1 - |
>12 | 0 1 C i

I=1 b |

12
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EN EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, LA PROBABILIDAD

DE QUE ESTA TOME UN VALOR COMPRENDIDO ENTRE x Y x + dx ESTA DADA

POR fx(x)dx, DONDE fx(x) ES LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X. POR

LO TANTO, LA PROBABILIDAD DE QUE X ASUMA VALORES COMPRENDIDOS EN

460

EL INTERVALO x,<X<x, ES
Pl & xex) dex
Xy

P(x,<X<x,) = [
1 2 x fx(x) dx N

iz 2 XK
1 ol Xe * R ypcix

LA INTERPRETACION GRAFICA DE ESTA PROBABILIDAD ES QUE CORRESPONDE

AL AREA BAJO LA CURVA DE fx(x) COMPRENDIDA ENTRE Xy Y Xy

PUESTO QUE FX(X) = P(X:X) = P(—ngix), Y EN VIRTUD DE LA ECUACION
ANTERIOR SE TIENE QUE LA FUNCION DE DISTRIBUCION ES:
‘ £,(x)
X P(Xéx)

X
Felx) =/ _, £y(0)du I\AW -

DONDE UV ES SOLO UNA VARIABLE MUDA DE INTEGRACION. EL VALOR DE ESTA

INTEGRAL ES IGUAL AL AREA BAJC LA CURVA DE FX(X) A LA IZQUIERDA

DE x. DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE

dFX(x) d X
— 5 = = (s_, fx(U)dU) = fX(x)

ALGUNAS PROPIEDADES DE Fx(x) SON:

0<Fo(x) <l
Fy(-=) =0
Fele) =1

Fx(x + E)ZFX(X)' SI €>0
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FX(X2) - FX(Xl) = P(X <X<X

PARA SATISFACER LOS AXIOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES SE

NECESITA QUE
£, (x) > 0 PARA TODA x

foo Eylx) dx =1

NN

.\\\g&
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EJEMPLO

SEA UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDA-

DES-ES DE FORMA TRIANGULAR DADA POR LAS SIGUIENTES ECUACIONES:

£,(Y) = £ Y + %, ST ~25¥<0

fY(y)

fyly) =0 SI Y<2 O Y>4

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES, ENTONCES:

SI -2<Y¥<0

Y
FY(y) = f

- GO

1273 _, 1273
7y (%)
SI 0<Y<4 &im
, =% Y =Y , g

_ 1 1 =1 -U L, 0y o

Fyly) = F (0) + [ (-3 U+ 3 au = 3+ [T53 + 3]
] 2
== -Y _ 4+ ¥
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Foly) =0 SI  y<=2
FY(y) =1 SI y>4
/LF):[g)
f4— — S
o fem
-~
5/¢ F -~ ;
/ 7~
s
' , |
! [ :
/.. iz ! : -
+ ¢ — pooe ' ‘ + - Y
-2 =/ o 7 Z 3 S .

SI SE DESEA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE AL REALIZAR UNA VEZ
EL EXPERIMENTO NOUE INVOLUCRA A DICHA VARIABLE, EL VALOR QUE SE
OBSERVE CAIGA EN EL INTERVALO 1<Y¥<2, ENTONCES

? 1 1 2 .y
Plcy<2] = J (-5 y+ 3 dy = [T57 + 4]

el
—
-
A
<
A
[\
—
[
)
S
[\
!
r
S
-
I
|
1
oof
[
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_EJEMPLO.
UN INGENIERO ESTA INTERESADO EN DISENAR UNA TORRE QUE RESISTA LAS
CARGAS DEBIDAS AL VIENTO. DE UNA SERIE DE OBSERVACIONES DE LA
MAXIMA VELOCIDAD ANUAL DEL VIENTO CERCA DEL SITIO DE INTERES, SE
ENCUENTRA QUE EL HISTOGRAMA PUEDE AJUSTARSE RAZONABLEMENTE, DESDE
UN.PUNTO DE VISTA ESTADISTICO, MEDIANTE UNA DISTRIBUCION DE PROBA-

BILTDADES EXPONENCIAL DE LA FORMA

fy @) =Ke™; x>0

DONDE X ES LA MAXIMA VELOCIDAD DEL VIENTO,X ES UNA CONSTANTE Y K
ES OTRA CONSTANTE TAL QUE OBLIGA A QUE EL AREA BAJO LA CURVA DE
fX(X) SEA IGUAL A UNO, POR TANTO,

= -K
f KeM dx =
0 I

oo K
A X P g———
(e =5 =1

DE DONDE

POR TANTO

LX) =™ 1 x>20

LA FUNCION DE DISTRIBUCION SERA

X X
Fx(x) =_/:) [y (W)du =“/; Ae M dy = [—e'“‘]z= l1—e™; x20

EL VALOR DE ) SE PUEDE TOMAR, POR EJEMPLO, DE MANERA QUE FX(X)
SE AJUSTE PARA QUE COINCIﬁA CON UN VALOR EMPIRICO. ASI, SI LA
L FRECUENCIA RELATIVA DEL EVENTO A = {X§7O KM/H} ES 0.9, ENTONCES
P(0<X<70) = F (70) = 0.9

DE DONDE

0.9 = 1 —¢ /0%

POR LO CUAL A = 0.033.
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Areo=F[35.<.X.<.TO] = 0.216

Qi
= [Areo=P[l405X] = 0.0099
0 I} IILJIIIIE_JZTILI‘{LI L X
O 35 70 140 210 280 350

Mdxima velocidod anual del viento,en km/hr

a) Densidad de probabilidades de X

] | ] ]
140 210 280 350
Madxima velocidad anual del viento,en km/hr

b) Funcién de distribucion de X

Ley de probabilidades correspondiente al ejemplo de la mdxima
velocidad anual del viento

SI SE DESEA CALCULAR, POR EJEMPLO, LA PROBABILIDAD DE QUE LA VELO-

CIDAD MAXIMA DEL VIENTO EN UN ARO DADO ESTE ENTRE 35 Y 70 KM/H,
SE TENDRA:
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70 70
P(35¢k¢70) = s 0.033¢70-0%3%ax = [70-033%) -
35 \
_ _,-0.033x70_ _,=0,033x35,__ ~2.31, ,-1.155 _

=-0.099 + 0,315 = 0.216

"EN TERMINOS DE FX(X) ESTA PROBABILIDAD QUEDA DADA POR

-1,155

P(35¢X<70) }=0.90-0.685

Fx(70)—FX(35)=0.90-(1—e

0.215
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FUNCION DE DISTRIBUCTON COMPLEMENTARIA

EL COMPLEMENTO, GX(X), DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES
ACUMULADAS SE UTILIZA CUANDO LAS DECISIONES SE TOMAN CON BASE

EN PROBABILIDADES DE QUE SE EXCEDA UN VALOR DADO DE LA VARIABLE.
LA FUNCION DE DISTRIBUCION COMPLEMEMTARIA SE DEFINE COMO

GX(X) = P(X>x) = 1 - Fx(x)

EJEMPLO
PARA EL PROBLEMA ANTERIOR DE LA VELOCIDAD MAXIMA ANUAL DEL VIENTO,

CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE ESTA SEA MAYOR DE 140 KM/H:

G (n5)= B (X2140) = [ 0.033¢7%:033%a = 9.0099

140

O, ALTERNATIVAMENTE

P(X>140) = 1-F, (140) = G, (140)= 1-(1-¢ 0+033%140)_,=%-62.4 400
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LA ESPERANZA DE UNA FUNCION g(X), DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA,

X

C

r

ES, POR DEFINICION
E(g(X)) = E g(xi)PX(xi)

PARA UNA VARIABLE CONTINUA

E(g(X)) = /  g(x) £ (x)dx
_ EJEMPLOS
1. SI g(X) = CONSTANTE = ¢
E(c) = ¢ [/ 6X(x)dx =
2. SI g({X) = ¢cx E[X)
o ~
E[ex] =cf xfy(x)dx = cE[X] .
3. SI g(X) = a + bx
Ela+ bx]= a s fgylx)dx+b J xf,(x)dx =
4. SI g(X)= g,(X) + g,(X)

[+ -] o

Efg (X) + g, (X)] =/ g lx)f, )dx + s

~— 00

Elg, )] + E[g,(0]

a+bE [X]

gz(x)éxlx!dx
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EJEMPLO

SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES

EXPONENCIAL, CALCULAR LA ESPERANZA DE LA FUNCICN

EN ESTE CASO SE TIENE QUE

-
fx(x) = xe ¥ SI 0<X<e» , Y fx(x) = 0. SI X<0

POR LO QUE

o«

ExD)=E[g(X)]= /_ glx)f (x)dx = » s x"e ™ dx

-

-X © )
2@ X S

=>\['—x—-—7——]0 + 2}\—>‘ ’ xe M *dx =;—§ [[“(HM)]O = -i—z

EN GENERAL, A LA ESPERANZA DE X2 SE LE DENOMINA VALOR MEDIO CUADRATICO.
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MEDIDAS DE TENDENCTIA CENTRAL

LA MEDIA O ESPERANZA , E[X], DE UNA VARIABLE ALEATORIA, X, SE CALCULA
CON LAS ECUACIONES ANTERIORES PARA EL CASO EN QUE g(X)=X. DE ESTA

MANERA, SI LA VARIABLE ES DISCRETA, SU ESPERANZA QUEDA DADA POR

E(X) =,Z, x; Py [x,)

DONDE n ES EL TOTAL DE VALORES QUE X PUEDE ASUMIR.

PARA EL CASO DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, LA MEDIA ES

[>2]

m, = E(X) = xﬁx(x)dx

.Co
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EJEMPLO
CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CUYA DENSIDAD DE

PROBABILIDADES ES TRIANGULAR DADA POR

£, (Y) = % y + % ST -2<y<0
fy(v) =Tz v+ 35 ST Osysd
f£yly) =0 SI y<=2 0 y>4
” 1 - 1
E(Y) = J vE (y)dy = {2 y&+ Pay + Sy y(T5 + P
0 4
- B el e, -
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EJEMPLO

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE

PROBABILIDADES EXPONENCIAL

£(x)

1]
>
)

E(X) = / xf(x)dx
I 0 A

Il
>
-
>
[o 1}
»

|
>
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MEDIDAS DE DISPERSION

UNA MEDIDA MUY COMUN DE LA DISPERSION O VARIABILIDAD DE LOS VALORES QUE
PUEDE ASUMIR UNA VARIABLE ALEATORIA ES LA VARTANCIA, LA CUAL SE

2 -
DENOTA COMO ¢  (X) O VAR (X), LA CUAL SE DEFINE COMO LA ESPERANZA

DE LA FUNCION ¢(X) = [x—E(x)]z. ASI, PARA UNA VARIABLE ALEATORTA
DISCRETA
2 i=n 2
o (X) = VAR(X) = & (x, - E(X))° P_(x.)
. 1 X 1
i=1
Y PARA UNA CONTINUA
2 ® 2
0" (X) = VAR(X) = [  (x - E(X)"fy(x)dx

DESARROLLANDO EL INTEGRANDO DE ESTA ULTIMA ECUACION:

(o]

o®(X) = 1 (x°-2xE(X) + E° (X))f, (x)dx

—a0

=2} w o

roxPE (dx - 2B(X) xf, (x)ax+EZ(X)/ £, (x)dx = E[x°}-B%[x]

—o0 —0

ES DECIR, LA VARIANCIA SE PUEDE CALCULAR COMO LA DIFERENCIA DEL

VALOR MEDIO CUADRATICO Y EL CUADRADO DE LA MEDIA DE X.

'OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION DE LA VARIABLE ALEATORIA X SON LA
DESVTACION ESTANDAR, o(X),LA CUAL ES IGUAL A LA RAIZ CUADRADA DE LA

VARIANCIA, Y EL COEFICIENTE DE VARIACION QUE SE DEFINE COMO

v(X)=0(X)/E(X) , SI E(X)#0



75 .

EJEMPLO
SI X ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES'
EXPONENCIAL, CALCULAR SU VARIANCIA, DESVIACION ESTANDAR Y COE-
FICIENTE DE VARIACION:
-Ax

E(X-E[x])? = f“(x—E[x])zxe

-— 00

g (X) 2[

dx = A ém(xz-ZxE[X]+E x]e

~

= 2 6mx2e_xxdx —2E[X]x£mxe—xxdx + EZ[X] éfe

—Axdx

+ —% = l?
X A A

>
>

-2 _
=5 -2

YA QUE E(X) = 1/» Y E[x*]=2/%.

USANDO LA FORMULA o° (X) = E[Xz] - E2[X], Y TOMANDO EN CUENTA QUE
E[x2] = 2/)% SE OBTIENE:
o2 (x) = 2/2% = 122 = 112

EN CONSECUENCIA, LA DESVIACION ESTANDAR ES

s(X) = /102 = 1/»

Y EL COEFICIENTE DE VARIACION

v(X) = o(X)/E(X)

]
>a|)-a'>a| b=
It
'—l
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EJEMPLO

SEA Y UNA VARTIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES

TRIANGULAR DADA POR

1 1
fo(¥) =5 v+3 SI ~-2<y<0
-1 1
fY(y) =15V + 3 SI O<y<4
fY(y) =0 SI y<=2 0 y>4

CALCULAR LA VARIANCIA, LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE

VARIACION.

CALCULAREMOS PRIMERO EL VALOR MEDIO CUADRATICO PARA LUEGO APLICAR

LA ECUACION o2(Y) = E(Y?) - E(Y)
B[v?] - izyz(% Y+ %)dy + é“yé(_I% + %)dy =[%§ + %il:+ [Z%gq-%i
o2 (Y) = 2-(2/3)%=14/9
s(y) =1.25 (Vi9/9)
v(Y) =1.25/(2/3) = 1,88
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DISTRIBUCTONES PARTTCULARES
VARTABLES ALEATORIAS DISCRETAS

DISTRIBUCTON BINOMIAL O DE BERNOULLI
LA DISTRIBUCION BINOMIAL O DE BERNOULLI SE EMPLEA COMO DENSIDAD

DE PROBABILIDADES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS ASOCIADOS

A EXPERIMENTOS EN LOS QUE SOLO HAY (O SOLO IMPORTAN) DOS RESUL-

TADOS POSIBLES, UNO DE LOS CUALES USUALMENTE SE DENOMINA "EXITO"

Y, EL OTRO, "FRACASO". ( S = §eéxito, frecino} )

SEAN p= PROBABILIDAD DE OBSERVAR "EXITO" AL REALIZAR UNA VEZ
EL EXPERIMENTO

g= PROBABILIDAD DE "FRACASO" = 1l-p

VARIABLE ALEATORIA "NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR

[

n VECES EL EXPERIMENTO "CON REEMPLAZO"

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES BINOMIAL ES

f(x) = ;TT%i;TT pan—x : x=0,1,...,n

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LOS PARAMETROS DE ESTA DISTRIBUCION SON

E(X) = np , 62(X) = npq
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LA ESPERANZA DE LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI ES

n ' - n . _
E(X) = I X —ore—erp g ~= I Xt o
=0 x! (n-x)! =1 x! (n-x)!
= n g (n-1)! -1 _n-x _ (p+ )n—l - n
P & D) T(n-x). g pipTq P
= -
PR A 4
(Fry)

LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL ES

62 (X) = E[(X-E(X))z] = E[(X-np)z]

2 2 2,
)

PERO E[(X-np)2]=E(X2—2an + n p2) = E[X + X(X-1) - 2npX + n“p“,

=E[(1-2np)X] + E[X(x~1)]+ E (n’p?)

n ' .
=(1-2np)np + n’p? + . =T P e x(x=1)

x=
o220 (n-2) ! 2pX=2gn=X
=np-n“p +xiz n(n-1) (x=2) ! (n-x) ! d
i 2 3 2 n (n-2)! X-2 n-x
=np-n'p- + n(n-1)p" I oSy TmIRyT ;

\3{_2 T -—.-)n.?'

(P+g)

=np—n2p2 + n(n-l)pz(p+q)n'2 = np-np2=np(l-p)=npq

EN RESUMEN, PARA LA DISTRIBUCION BINOMIAL,

E(X) = np 02(X) = npgd ; o(X) = vVnpg



L1 %
i N

81 .

__EJEMPLO

SI SE LANZA AL AIRE SEIS VECES UNA MONEDA HOMOGENEA,

A)

B)

A)

B)

(CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER DOS "CARAS"?

¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER POR LO MENOS CUATRO "CARAS"
(X>4)?

éCUAN?O VALEN LA ESPERANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR?

SOLUCION

PUESTO QUE LA MONEDA ES HOMOGENEA SE TIENE p=1/2 Y g=1-1/2=1/2,

DONDE o ES LA PROBABILIDAD DE OBSERVAR "CARA" (CARA = EXITO) EN

UN LANZAMIENTO. POR TANTO

6. 2 6.

P[X = 2] = £.(2) = re=5yT

2! 4!

PARA QUE SE CUMPLA X>4 EN SEIS LANZAMIENTOS, SE NECESITA QUE
SE OBSERVEN 4,5 o 6 CARAS. PUESTO QUE ESTOS TRES EVENTOS SON

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, SE TIENE

P(x24] = £ (4) + £_(5) + £_(6)

CALCULANDO LOS TRES SUMANDOS COMO EN LA PREGUNTA ANTERIOR, RESULTA

P[x>4] = 7o (1/2) % (1/2) A1) (1/2) 83 B 2y S
15 6 1_11_,
=t TS 0- 3434

E[(X] = np = 6(1/2) = 3

X]= npg = 6(1/2)(1/2) = 3/2 , o(X) = V/3/2 = 1.22

(%)2(1/2)6— =8 _(1/2)® = 2202344

& o

-
¢}
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DISTRIBUCION DE POISSON

UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES PARA UNA VARIABLE ALEATORIA DIS-

CRETA, X, DE LA FORMA

e
fX(X) =—'——:'—-— ; X = 0' l, 2,..0

SE LLAMA DISTRIBUCION DE POISSOM; EN ESTA ECUACION AES UNA CONSTANTE, SE

PUEDE DEMOSTRAR QUE LA MEDIA Y LA VARIANCIA PARA ESTA DISTRIBUCION

QUEDAN DADAS POR

L Axenk
E(X) = I x < =
x=0 '
o X =X
2(x) =1 (x-n2 28 -,
%=0 x!

ES POSIBLE DEMOSTRAR QUE LA DISTRIBUCION DE POISSON FPUEDE EMPLEARSE

COMO UNA PROXIMACION DE LA DE BERNOULLI, TOMANDO ) = np CUANDO n

ES GRANDE Y p PEQUENA, PERO DE TAL MANERA QUE npg > 1. AL RESPECTO,
SI n=20 Y p=0.05, ENTONCES EL ERROR NUE SE TIENE AL USAR DICHA APRO-
XIMACION ES MENOR DE 3 POR CIENTO PARA VALORES DE ¥ MENORES DE 3;
PARA X=4 Y X=5 LOS ERRORES RESPECTIVOS SON 15 Y 41 POR CIENTO, DE~-
BIDO A OUE NO SE CUMPLE CON LA CONDICION DE OUE npq SEA MAYOR DE

UNO, YA QUE npg = 20x0.05x0.95 = 0.95.
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_EJEMPLO
SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE
UNA DETERMINADA FUERZA DE TENSION ES DE 0,001, :CUAL ES LA PROBA-

BILIDAD DE NUE DE 2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN A) TRES, B) MAS

DE DOS?

CON X = 2000 x 0.001= 2 Y CONSIDERANDO QUE npg = 19>1,SE PUEDE
USAR LA DISTRIBUCION DE POISSON COMO APROXIMACION DE LA BINOMIAL:

A3 e

a) P(X T

3]

23 ¢

P{X = 3] = 0.18

Il
il

EN ESTE CASO LA DISTRIBUCION BINOMIAL DA COMO RESULTADO

.1 _ 2000! 3 1997_
P(x=3] = Sy 75957 (0.001)7(0.999) = 0.184
b) HX>2]=1—PM<2FJ—J}QFH—PTX=M+

202 2le? 22 g7
'+PLX=IJ+P[X==ﬂ}=1" T TR TR

2

2

1

2

2

2

S

2

sl e—— — - = =] - = = 0323

e e e e
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EJEMPLO

UNA COMPAFMIA ASEGURADORA DESPUES DE MUCHOS ASMOS DE EXPERIENCIA HA.
AU ALMENITE

ESTIMADO QUE EL 0,004% DE LA POBLACIGN FALLECE!POR ACCIDENTE

AUTOMOVILISTICO. SI ESTA COMPANIA TIENE 40,000 ASEGURADOS, ¢CUAL

ES LA PROBABILIDAD DE QUE 2 DE ELLOS MUERAN EN UN ANO POR ESE TIPC

DE ACCIDENTE?

SEA X EL NUMERO DE PERSONAS QUE MUEREN ANUALMENTE DE ENTRE LOS

ASEGURADOS, POR ACCIDENTE, LA MEDIA DE X ES
E[X] = 0.00004 x 40,000 = 1.6 = )

ADEMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE npq»l, SE PUEDE USAR SIN GRAN ERROR

LA DISTRIBUCION DE POISSON:

X - x ~-1.6
1Ae {1.6)7e —°
p[x:x] = 5 = 2 )X: ; x=0, 1, 2,...
POR LO QUE
2 -1,6
P[X=2] - (1.6£'e _ 0.2019 >2< 2,56 = 0.26

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES PARA ESTA VARIABLE ALEATORIA ES:

X ; 0 1 2_ _______ 3 4 5 ' 6 o e
fx(x) i0.202 0.323}10.258, 0,138 | 0.055 | 0.018 l0.005 oo
| R | ! ]
A T
03 ()
m
027 |

I i

n |
.
0
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EJEMPLO _
EN LA AMPLIACION DEL CARRIL PARA DAR VUELTA A LA IZQUIERDA EN UNA
AVENIDA, SOLO HAY CAPACIDAD PARA 3 AUTOS COMO MAXIMO ESPERANDO
LA FLECHA LUMINOSA DEL SEMAFORO, EN UN ESTUDIO ESTADISTICO DEL
TRANSITO EN ESE LUGAR SE ENCONTRO QUE EN CADA CICLO DE LUCES DEL
SEMAFORO HAY EN PROMEDIO 6 AUTOS QUE VAN A DAR VUELTA. ¢CUAL ES
LA PROBABILIDAD DE QUE EN UN CICLO DEL SEMAFORO, TOMADO AL AZAR,

SE CONGESTIONE EL TRANSITO POR EXCEDERSE LA CAPACIDAD DEL CARRIL?

P{x>3] = 2

SI A={X>3}, A ={X<3}

P(R) = 1-P(A) O P(A)= 1-P(A), CON =6,
_ x=3 =3 —66x
P(A) = P[X<3] = £.(x) = =7
x=0 x=0
2 3
P(R) = e 8(1 + 6+ g— + %—) = 61e”% = 0.152

P[x>3] = 1-0,152 = 0.848

g
)
i

|
I

\

!
|
R
|
!

|

(

<l
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PROCESO ESTOCASTICO DE POISSON

CON BASE EN LA DISTRIBUCION DE POISSON SE PUEDE DEDUCIR QUE LA DISTRI-
BUCION DE PROBABILIDADES DEL NUMERO DE OCURRENCIAS DE UN EVENTO

DURANTE UN PERIODO t QUEDA DADA POR

£,(x) = P[X = x EN UN LAPSO t]

(At)x e—kt

DONDE

A = NUMERO MEDIO DE OCURRENCIAS POR UNIDAD DE TIEMPO,

LA ESPERANZA Y LA VARIANCIA DE ESTE PROCESO, PARA UN LAPSO t, SON

E (X) At

oz(X) At

PARA QUE ESTA DISTRIBUCION SE APLIQUE SE REQUIERE QUE EL EVENTO

OCURRA CADA VEZ DE MANERA INDEPENDIENTE DE LAS OCURRENCIAS PREVIAS,

A SU RECIPROCO, 1/ SE LE DENOMINA ~PERIODO DE RECURRENCTA.
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__EJEMPLO
EN UNA CENTRAL DE COMUNICACIONES SE TIENE UNA DEMANDA MEDIA DEL
SERVICIO DE 8 LLAMADAS CADA MINUTO. CALCULAR LAS PROBABILIDADES
DE OUE EN 2 MINUTOS NO SE SOLICITE EL SERVICIO, DE QUE SE SOLICITE

£0LO UNA VEZ,Y MAS DE UNA VEZ,

0 -8x2
£ (0) = plx=0] = e e = 716 = 0.00004
1 -16
_1l67e _
£, (1) = 228~ 0.00064

P{X>1] = 1 - (0.00004 + 0,00064) = 0,99932
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EJEMPLO

MEDIANTE UN ESTUDIO ESTADISTICO SOBRE LA OCURRENCIA DE MAREMOTOS

EN LA COSTA MEXICANA DEL OCEANO PACIFICO SE ESTIMO GUE UNA OLA

DE 4m DE ALTURA O MAYOR SOBRE EL NIVEL DE LA MAREA TIENE UN PERIO-
’DO DE RECURRENCIA DE 100 ANOS, CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE QUE
EN LOS PROXIMOS 10, 50 y 100 ANOS NO OCURRA NINGUN MAREMOTO EN DICHA
REGION CUYA OLA MAXIMA EXCEDE DE 4m} SUPONIENDO QUE LA OCURRENCIA

DE LOS MAREMOTOS SE PUEDE MODELAR MEDIANTE UN PROCESO ESTOCASTICO

DE POISSON.

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X=NUMERO

DE MAREMOTOS CUYA OLA MAXIMA ES MAYOR DE 4m, CON 3=1/100=0.01 ES

_at e p.01t &0-01t
fx(x) = =

x! x!

POR LO TANTO, PARA t=10, 50 Y 100 AfOS, SE TIENE, RESPECTIVAMENTE,

QUE:
0 -0.01x10 ‘ .
a) fX(o) = (otolxlo)o'e - e_Ool = 0.905
0 ~0.01x50
b) £,(0) = (0.01x503'e — = o 03 - 5.607
0 -0.01x100
C) fx(o) = (0-01x108)‘ e = o 1 = 0.368

PARA ESTE MISMO PROBLEMA, LAS PROBABILIDADES DE QUE OCURRA AL MENOS

UN MAREMOTO CON OLA MAXIMA MAYOR DE 4m SON, RESPECTIVAMENTE,



Y

p(x>1]

P[xél]

¢) P[X>1]

l-fX(O)

1-0.607

1-0.368

1-0.905

0.393

0,632

94.
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VARTABLES ALEATORIAS CONTINUAS

DISTRIBUCION UNTFORME

SE DICE QUE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, TIENE DISTRIBUCION

UNTFORME ENTRE X = a Y X = b{(b>a) SI

1 .
£ = NTE = ; D<€ X%
x (X) = CONSTANTE = , X<o

LO QUE SIGNIFICA QUE LA PROBABILIDAD DE OBTENER.UN VALOR ENTRE
x Y x + dx ES LA MISMA PARA CUALQUIER x COMPRENDIDA ENTRE a Y b.

LA GRAFICA DE DICHA DISTRIBUCION ES

%
/7 I e '¢
a U I . b
ax .

Distnibucion uniforme de una variable aleatonia continua

LA ESPERANZA Y LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION UNIFORME SE CALCULAN

DE LA SIGUIENTE MANERA;

b 1 x? b b2 — g
E (X] /: X g——dx [2(b—a)]a XCE b+ a)
b b _2 b 2
2 - _ 2 1 _ X (2(Xx]) _
o (X) = [ (X—E[XJ) 'b_—a' dx _cf b—‘-é— dax + —b[:'%— dx
a . a a
b
-7 2xE|X|dX
a-b
a
b 2 2 _b
- [ x3 ] + I"(EIX]) 'x b [ 2 E[X] X ] -
3B -a)l, LD — 4 Ja b-—a 2]a

b* — a® — b~ aP



DISTRIBUCTION NORMAL
UNA DE LAS DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS MAS

UTIL ES LA DISTRIBUCION NORMAL O DE GAUSS, DEFINIDA POR LA ECUACION

2 2
£ (x) = L e (xmu) /20

ovan

DONDE u ES LA MEDIA Y 0 LA DESVIACION ESTANDAR DE X.

5% SE HACE LA TRANSFORMACION
Z = (X~u)/o

ENTONCES LA ECUACION ANTERIOR SE REDUCE A LA LLAMADA FORMA ESTANDAR,

CUYA ECUACION ES

2;
1 o2 /2

fz(z) =
/2n

EN ESTE CASO LA VARIABLE ALEATORIA Z TIENE DISTRIBUCION NORMAL CON

MEDTA TGUAL A CERO Y VARTANCIA TGUAL A UNO.

EXISTEN TABLAS PARA CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE UNA VARIABLE ASO-
CIADA A UNA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR. EN LA SIGUIENTE FIGURA
SE MUESTRA LA FORMA DE CAMPANA DE ESTA DISTRIBUCION, OBSERVANDOSE

LA SIMETRIA RESPECTO A Z=E(Z)=0.

Area=68.27 %

Area=13.59 %
»~—~Area=2.14 %

i 7

=3 =2 2 2 3
L Area=95.45 % |

L Y

Area=99.73 %

—

Nistrnibucidn nonmal de una variable aleatoria continua
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LA UTILIDAD DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR RADICA EN QUE

X z
_ 2 _ _ 22
P[xl§X§x2] = /Pf (x)dx = P[z,<222,] = / fy(z)dz
x z
1 1
DONDE
z X
7. = L7V oy . _2-H




TABLA 3
FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

_ 1 _u2 /2
FZ ( r4 ) J /2—_"_ e du
-00
. 3

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-3 .0013 .
—2.91.0019 .0018 .0017 .0017 .0016 .0016 .NO1S .0015 .0014 .0014
-—2.81.0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
-2.7 |.0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
—2.6 {.0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
—2.5 1.0062 ..0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .00s1 .0049 .0048

"

—2.41.0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064
=2.31.0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0Q87 .0N84
—2.2 [ .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0l16 .0l13 .0110
=21 ‘.0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 O0I54 .0150 .0146 .0143
—2.0,.0227 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .9197 .0192 .0188 .0i83
-;].9 .0287 ' 0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .023J3
—1.8 1.0359 .0351 .0344 .0336 .0329 0322 .0314 .0307 .0300 .0294
—1.7 |.0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
~1.6 | .0548 0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
—1.5 ] .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
—~1.41.0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 (0721 .0708 .0694 .0G681
—~1.3 1.0968 .0951 .0934 .09i8 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
—1.2 {.1151 .1131 .J112 .1093 .1075 .1056* .1038 .1020 .1003 .0985
—1.1 1.1357 .1335 .1314 1292 .1271 .1251 .i230 .1210 .1190 .1170
~1.0 | .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379

—.9|.1841 .1814 ,1788 .1762 .1736 .1711 .i685 .1660 .1635 .1611

-.8 l 2119 .2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 .1921 .18%4 .1867

—~.7,.2420 .2389 .2358 .2326 .2297 2266 .2236 2206 .2177 .2148
—.6 I 2743 2709 2676 .2643 .2611 .2578 .2546 .2514 2483 .2451
-.5 l 3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 .2877 .2843 .2810 .2775

-4 I 3446 ,3409 .3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .3156 3121

-3 | .3821 .3783 .3745 3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483

-2 ’ 4207 4168 4129 .4090 .4052 .4013 3974 .3936 .3897 .3859

-.1 I.4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 .4286 .4247

—.01.5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801 .4761 4721 .4681 .4641




TABLA 3 (continuacidn)

£ @)
Z
FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR T
, .
L 422
F,(z) = J e du
Z V2 \
-® NN
0
z| ‘o 1. 2 3 4 5 6 7 8 9
0 |.5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 5239 .5279 .5319 .5359
0 [.5398 .5438 .5478 .S517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753
271.5793 .5832 .S871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
3 [.6179 6217 6255 .6293 6331 .636; .6406 .6443 .6480 .6517
4 ].6554 6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879
5.6915 .6950 6985 .7019 .7054 .7088 .7123 7157 .7190 .7224
C.6 12257 7201 7324 7357 7389 (7422 1454 7486 7517 7549
71.7580 .7611 7642 .7673 .7704 .7734 .1764 .7794 .7823 .7852
8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .802% .8051 .8079 .8106 .8133
5| .8159 8186 .8212 .8238 .8264 .8269 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 | 8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .853) .8554 .8577 .8599 .862l
1.1 |.8643 .8665 .8636 .8708 .8729 .874% 8770 .8790 .8810 .8830
12| 8849 .8369 .8888 .8907 .$925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 1.9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177
14 | 9192 9207 .9222 9236 .9251 .926. .9279 .9292 9306 .9319
1.1 9332 9345 9357 .9370 .9382 .Ssv4 9406 .9418 9429 .9441
1.6 | .9452 9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 1.9554 .9564 9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 1.9641 .9649 9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9700 .9706
1.9 .9713 9719 .9726 .9732 9738 .9744 9750 .9756 .9761 .9767
20(.9773 9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817
2.0 | .9821 .9826 .9830 .9334 9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857
2.2 9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890
2.5 1.9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 9911 .9913 .9916
2419918 9920 9922 .9925 9927 .9929 9931 .9932 .9934 5936
2519938 9940 9941 .9943 9945 9946 9948 .9949 9351 9952
2.€1.9953 .9955 9956 .9357 .9959 .9960 .9961 .9952 .9953 .9964
2J|9%5 9966 .5967 .996% .9969 9970 .9971 .9972 9973 9974
2.8’.9974 9975 9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981
2.9.9951 9982 9982 983 9984 9984 9985 995 9986 9986
3. |.9987

>Z
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EJEMPLO

¢

COMO RESULTADO DE UNA LARGA SERIE DE EXPERIMENTOS PROBANDO A COM-

PRESION SIMPLE CILINDROS DE CONCRETO, SE HA ESTIMADO QUE LA ESPERAN-

ZR DE LA RESISTENCIA ES DE 240 KG/CM2 Y LA DESVIACION ESTANDAR DE

30 KG/CM2.

A) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE OTRO CILINDRO TOMADO AL AZAR

RESISTA MENOS DE 240 KG/CMZ?

B. ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE RESISTA MAS DE 330 KG/CMZ?

C) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SU RESISTENCIA ESTE EN EL INTER-

VALO DE 210 A 240 KG/CM27

SUPONGASE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ES NORMAL.
SOLUCTON
A) PARA EMPLEAR LAS TABLAS DE DISTRIBUCION NORMAL ES NECESARIO

ESTANDARIZAR LA VARIABLE X, EMPLEANDO u=240 Y 0=30, CON Xl=240:
L. . 240 - 240 _
17 T30 °

RECURRIENDO A LA TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL SE OBTIENE

P[x <240] = Pfz<0] = 0.5

O SEA, LA PROBABILIDAD QUE CORRESPONDE AL, AREA SOMBREADA DE LA SI-

GUIENTE FIGIIRA:

z1=0

—

Fig 16. Distribucién normal correspondiente al inciso ¢ del ejemplo
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TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

TDENTICAAS

SEAN LAS VARIABLES ALEATORIAS X, , X D ¢ CON/DENSIDADES DE

e k’

PROBABILIDADES(ARBITRARIASLCUYA STIMA SE DENOTARA COMO W, ES DECIR

W=X, +. X, + ,.. + X

1 2 k

ES POSIBLE DEMOSTRAR EL TEOREMA DENOMINADO TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE,
CUYO ENUNCIADO INDICA QUE CONFORME AUMENTA EL NUMERO DE VARIABLES

INVOLUCRADAS EN LA SUMA ANTERIOR (AL AUMENTAR k), LA DENSIDAD DE

PROBABILIDADES DE W TIENDE A SER LA DISTRIBUCION NORMAL. ADEMAS

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE SI TODAS LAS VARIABLES-Xl,Xz, vy Xk TIENEN
DISTRIBUCION NORMAL, ENTONCES, RIGUROSAMENTE, W TAMBIEN LA TIENE,

INDEPENDIENTEMENTE DEL NUMERO DE VARIABLES QUE APAREZCAN EN LA SUMA.

A PARTIR DEL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL SE DEMUESTRA QUE LA DISTRI-

BUCION DE BERNOULLI SE PUEDE APROXIMAR MEDIANTE LA NORMAL CUANDC EL

NUMERO DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE (30 O MAS), CON
LO CUAL SE LOGRA UN AHORRO CONSIDERABLE DE LABOR NUMERICA EN LA
SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS. PARA MEJORAR ESTA APROXIMACION,

CONVIENE EFECTUAR UNA CORRECCION POR CONTINUIDAD, LA CUAL SE JUS-

TIFICA POR USAR UNA DISTRIBUCION CONTINUA EN VEZ DE UNA DISCRETA,

'SUMANDO O RESTANDO, SEGUN SEA EL CASO, 0.5 AL VALOR DE X QUE SE

USE. POR EJEMPLO, SI SE DESEA CUANTIFICAR LA PROBABILIDAD DE QUE
DE 2000 ENSAYES SE LOGREN DE 3 A 6 EXITOS, LOS LIMITES REALES QUE
SE DEBEN USAR AL APLICAR LA DISTRIBUCION CONTINUA SON xl=2.5 Y

x2=6.5.



B) EL VALOR; ESTANDARIZADO DE LA VARIABLE, PARA x1?330 KG/CM2, ES
2 < 330_5034_2 =3
FOR LO QUE
P(x>330] = p[z>3] = 1-0.9987 = 0.0013

QUE ES EL AREA SOMBREADA DE LA SIGUIENTE FIGURA:

& F(z2)

0. 0013

—3.0—]

Distribucién normal correspondiente al inciso b del ejemplo

C) LOS VALORES ESTANDARIZADOS DE LA VARIABLE, PARA x,=210 Y
x2=240 SON:
_ 210 - 240 __,
21 30
_ 240 - 240 _
22730 "~ °
POR LO QUE
P(210<Xx<240] = P[- 1<Z<0] = 0.3413

2=-1 2,=0

Fig 16. Distribucién normal correspondiente al inciso c¢ del ejemplo
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SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERC AL APLICARLE
CIERTA CARGA ES DE 0,001, DETERMINAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN

2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN MAS DE DOS.

USANDO LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI SE OBTIENE

P[x>2] =1 -P[x<2] =1 - (pP{x=0] +P[x =1] + P[x = 2])=

_ - 2 000! 0 2000, 2 000! 1 1999

=1 (7_556T_5T (0.001) " (0.999) +T5597 1!(0,001)/(0,999) +
2 000! 2 1998 . _

+ 75557 57 (0.001)7(0.999) } = 0.3255

LOS CALCULOS NECESARIOS PARA OBTENER LA SOLUCION SON BASTANTE MAS
TEDIOSOS QUE LOS QUE DEBEN EFECTUARSE APROVECHANDO QUE EL NUMERO
DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE, A FIN DE UTILIZAR LA
DISTRIBUCION NORMAL. EN ESTAS CIRCUNSTANCIAS, LA PROBABILIDAD DE
QUE X<2 EN EL CASO DISCRETO, EQUIVALE A LA DE QUE X<2.5 EN EL

CONTINUO; ASI

L= np=2 000 x 0.001 = 2

o = Y/ynpgq = V2 000 x 0.001 x 0.999 = 1.41
P[x<2.5] = P[2s 2'? 573] = P[2<0.355] = 0.6387

DE DONDE

P[x>2.5]= 1 - P[X<2.5] = 1 - 0.6387 = 0.3613
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REGLAS DE CONTEO

AL ASIGNAR PROBABILIDADES A LOS EVENTOS APLICANDO LA TEORIA CLA-

SICA ES NECESARIO CALCULAR N(A) Y N PARA APLICAR LA FORMULA

P(A)=N(A) /N,

SEAN, POR EJEMPLO, LOS EVENTOS A={b,c} Y B={a,e,i,o,u} CON LOS
CUALES SE FORMAN PALABRAS DE DOS LETRAS, LA PRIMERA DE A Y LA
.SEGUNDA DE B. EL EVENTO QUE SE FORMA ASI ES
C={xy: xeB; veB}

SI ENUMERAMOS LOS ELEMENTOS:

CON LA b: ba,be,bi,bo,bu

} 10 ELEMENTOS

CON LA c¢: ca,ce,ci,co,cu
SIN EMBARGO, LA SOLUCION SE PUEDE OBTENER RAPIDAMENTE SIN NECE-
SIDAD DE ENUMERAR TODAS LAS POSIBILIDADES, OBSERVANDO QUE LA PRI-
MERA LETRA SOLO PUEDE SER DE DOS TIPOS b O ¢, MIENTRAS QUE LA
SEGUNDA, DE CINCO TIPOS a,e,i,o,u, POR LO QUE EL TOTAL DE ELE-

MENTOS ES 2x5=10, ES DECIR, EL EVENTO C PUEDE OCURRIR DE 10 MA-

NERAS DISTINTAS E IGUALMENTE PROBABLES,
REGLA DE LA MULTTPLICACION o
EN GENERAL, SI DOS EVENTOS, A Y B, PUEDEN OCURRIR DE N(A) Y N(B)

MANERAS DISTINTAS, RESPECTIVAMENTE, ENTONCES EL TOTAL DE MANERAS

EN QUE AMBOS PUEDEN OCURRIR, EN EL ORDEN INDICADO, ES N(A) X N(B).

ESTA REGLA SE PUEDE GENERALIZAR A MAS DE DOS EVENTOS.
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EJEMPLO
¢CUANTOS NUMEROS PARES DE TRES CIFRAS SE PUEDEN FORMAR UTILIZAN-
DO LOS DIGITOS 5,6,7,8 v 9, SIN QUE SE USE EL MISMO DIGITO EN LAS

DECENAS Y LAS CENTENAS?

SOLUCION.- SEAN LOS EVENTOS
A ={X: X ESTA EN LAS CENTENAS}
B ={Y: Y ESTAPEN LAS DECENAS}

C ={Z: Z ESTA EN LAS UNIDADES Y ES PAR}

D ={XY7: XeA; YeB; ZeC}

PUESTO QUE NO SE PERNMITE REPETICION DE DIGITOS, N{(A)=5 Y N(B)=4,
ADEMAS, PUESTO QUE EL NUMERO DEBE SER PAR, N(C)=2, POR LO TANTO

N(D) = 5x4x2=40

SI EL ULTIMO DIGITO NO TUVIESE QUE SER PAR: S={XYZ: X€A;YEeB;ZEF}
DONDE F={Z: Z ESTA EN LAS UNIDADES}

ENTONCES N(F)=5 Y N(S)=5x4x5=100.

CON ESTO, CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE SI EL. ESPACIO DE EVENTOS
ES S Y SE ANOTAN TODOS LOS NUMEROS DEL MISMO EN UNA TIRA DE PAPEL,

AL SACAR UNA AL AZAR DE UNA URNA, EL NUMERO SEA PAR:

_ N(A) _ _N(A) _ 40

N T NS 100‘= 0.4 = 40%

P (A)




u)
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EJEMPLO

EN UNA CAJA SE TIENEN TRES PERFORACIONES NUMERADAS DEL UNO AL
TRES. SI SE HECHAN EN ELLA TRES BOLAS TAMBIEN NUMERADAS DEL 1 AL
3 Y SE AGITA LA CAJA, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE NINGUNA

BOLA CAIGA EN LA PERFORACION QUE TIENE SU NUMERO (EVENTO A)

2 POSIBILIDADES

N(A) = 2x1xl=2
N = 3x2x1=6
P(A):M:?_:i 5

N 6 3 : 1 POSIBILIDAD °



N
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_EJEMPLO

SE

DISPONE DE TRES BANDERAS: UNA BLANCA, UNA NEGRA Y UNA VERDE.
SI CADA PAREJA DE BANDERAS DE DISTINTO COLOR CONSTITUYE UNA
SENAL, ¢CUANTAS SENALES SE PUEDEN HACER SI EL ORDEN DE COLOCA-
CION DE LAS BANDERAS ES IMPORTANTE (EVENTO A)?

N(A) = 3x2=6

SI TRES BANDERAS TAMBIEN CONSTITUYEN UNA SENAL CUANDO TODAS
SON DE DIFERENTE COLOR ¢CUANTAS SENALES PODEMOS HACER CON LAS
3 BANDERAS A LA VEZ (EVENTO B)?

N(B) = 3x2x1=6

(CUANTAS SENALES SE PUEDEN HACER CON DOS O TRES BANDERAS EN LAS

i

CONDICIONES ANTERIORES (EVENTOS C)? ¢ =AUB

N(A) + N(B) = 6+6=1é

N (C)

SI CADA SENAL DEL EVENTO C SE DIBUJA EN UNA TIRA DE PAPEL Y
LUEGO SE COLOCAN EN~UNA URNA, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE
SI SE TOMA UNA AL AZAR,
A) SALGA UNA SENAL ESPECIFICA (EVENTO F): (é=¢2)

P(F) = N(F)/N(C) = 1/12 '

B) SALGA UNA SEffAL CON DOS BANDERAS POR LO MENOS (EVENTO G): '

G=C DN(G)=12 SP(G) = %% -1
C) SALGA UNA SENAL CON DOS BANDERAS, UMA DE ELLAS VERDE ({EVENTO H) :
- 4 = _4_1
N(H) = 1x2+2x1=4 SP(H) =17 = 3

D) SALGA UNA SENAL CON TRES BANDERAS, UMNA DE ELLAS VERDE (EVENTO I):
N(I)= 1x2x1+ 1x1lx2+ 2x1xi =6

50%

P(I)= 6/12 = 1/2
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E) SALGA UNA SENAL CON DOS .0 TRES BANDERAS EN QUE SE USE UNA
VERDE (EVENTC J)
J = HUI =>N(J) = N(H)+N(I) = 4+6=10

P(J) = 10/1z = 5/6
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PERMUTACTONES

EL ARREGLO DE N OBJETOS EN CIERTO ORDEN SE DENOMINA PERMUTACION.

POR EJEMPLO, TODAS LAS PERMUTACIONES QUE PUEDEN HACERSE CON LAS
LETRAS A,B,C SON: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA, EL TOTAL ES

3x2x1=6 PERMUTACIONES (N=3).

EN GENERAL, EL NUMERO DE PERMUTACIONES' ES N(N-1) (N-2) (N-3)x...x1=N!

EJEMPLO
¢CUANTAS PERMUTACIONES SE PUEDEN HACER CON 5 OBJETOS?

5! = 5x%4x3x2x1=120

EJEMPLO
EN UN LIBRERO SE COLOCARAN AL AZAR 7 LIBROS. CALCULEMOS LA PRO-

BABILIDAD DE QUE EL DE HISTORIA Y EL DE GEOGRAFIA QUEDEN JUNTOS

(EVENTO A). 6/
21
D(A) = N(A)/N ~
=
\'115
MR
NGOy
l
N=7! = 7x(6x5x4x3x2x1) = 7x6!
2'x6" 21x%6! 2
— ] - = . L = . - =
N(A) = 2!x6! ; P(A) = = 5
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EJEMPLO

EN UNA URNA SE TIENEN 6 ESFERAS, DE LAS CUALES 3 SON BLANCAS Y
3 SON NEGRAS. SI LAS SEIS SE EXTRAEN AL AZAR, UNA TRAS OTRA SIN REMPLAZO

LA PROBABILIDAD DE QUE LAS 3 BLANCAS SALGAN EN FORMA CONSECUTIVA

/ (EVENTO F) ES:

o vit-L :
o s }
" R

| —
V_ -
#/
N(F) = 3! x 4! ; N= 6!
N _ 3} x 4! 3! x 4!
P(F) = N(F)/N= 6! 6x5x4!
_ 3x2x1 - 1
P(F) = =555 7 5
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EJEMPLO

EN UNA URNA SE TIENEN 7 SOBRES IDENTICOS Y CADA UNO CONTIENE UN BI-
LLETE DE DIFERENTE DENOMINACION (1,5,10,20,50,100 y 500 PESOS).
{CUAL ES LA PROBABILIDAD DE 1,5,50 y 500 PESOS SALGAN CONSECUTI-
VAMENTE EN CUALQUIER ORDEN, SI SE SACAN LOS SIETE AL AZAR, UNO

TRAS OTRO (EVENTO A)?,

4.’

— s - —A_ﬂ
[ T T T e e ey -
: ,
R 5 50 oo )\ |10 20 100
L o —ao AT0 aTn e TS e oo mc,q:.epcl '
— — y

Y

4”

Il
L=
dle-

‘N(A)

]

[ -
-

; N=7
4! _ 4x3x2x1 _ 4

—

4!x _ -
7x6x5x4! 7xX6x5 3

P(a)

=fx
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PERMUTACTONES PARCTALES

EL NUMERO DE MANERAS EN QUE SE PUEDEN ORDENAR N OBJETOS TOMANDO

DE r EN r ES:

NPr = ——N.!._._
(N-r)!

ESTO ES EQUIVALENTE A DECIR QUE NPr ES EL NUMERO DE DIFERENTES
- MANERAS EN QUE r OBJETOS PUEDEN SER SELECCIONADOS DE N OBJETOS
(r<N) SIN REEMPLAZAR NINGUNO DE ELLOS AL LOTE ANTES DE SACAR EL
SIGUIENTE.

OBSERVESE QUE SI r=N:

EJEMPLO

SI SE TIENEN LAS LETRAS A,B,C,D, EL NUMERO DE MANERAS EN QUE SE

PUEDEN ORDENAR TOMANDO DE 2 EN 2 ES

4! _ 4x3x2.

A4P2 = oy T T T T o< 12

EL CONJUNTO DE ESTAS POSIBILIDADES ES:
S ={AB,AC,AD,BA,BC,BD,CA,CB,CD,DA,DB,DC!}
OBSERVESE QUE CUANDO EL ORDEN ES IMPORTANTE, AC NO ESLO MISMO QUE

CA, ETC,.
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COMBINACTONES

CUANDO EL ORDEN NO ES IMPORTANTE, ES DECIR, SI EL AGRUPAMIENTO
GA ES EL MISMO QUE EL AC, A LOS AGRUPAMIENTOS SE LES DENOMINA

COMBINACTONES, POR EJEMPLO, SI SE FORMARA UNA COMISION DE 2 INDI-

VIDUOS DE UN GRUPO DE 8 TOMANDO SUS NOMBRES AL AZAR DE UNA URNA,
Y DESEAMOS SABER CUANTOS COMITES DE 2 MIEMBROS PODRIAN FORMARSE
'COMO RESULTADO DEL PROCESO, ENTONCES LOS RESULTADOS (PEDRO, JOSE)
Y (JOSE, PEDRO) CONSTITUIRIAN EL MISMO COMITE, ES DECIR, NO IMPOR-

TARIA EN QUE ORDEN SE SACARAN SUS NOMBRES DE LA URNA,

ASI, SE PUEDE DEMOSTRAR QUE EL NUMERO DE COMBINACIONES FPOSIBLES

DE ¥ORMAR DE N OBJETOS TOMANDO DE r EN r ES:

N _N!
r

NCr = T (N-r)!r!

ESTO EQUIVALE A DECIR QUE NCr ES EL NUMERO DE MANERAS DISTINTAS EN
QUE r OBJETOS PUEDEN SELECCIONARSE DE N (r<N) SIN REEMPLAZO VY SIN IM-

PORTAR EL ORDEN EN QUE APAREZCAN,

CUANDO UNO SE ENFRENTA A UN PROBLEMA QUE IMPLICA LA REPETICION DE UN EXPE-
RIMENTO, ES NECESARIO DETERMINAR SI HAY O NO REEMPLAZO DE LAS OBSER-
BACIONES. POR EJEMPLO, EL REPETIR EL LANZAMIENTO DE UN DADO Y OB-

SERVAR CADA VEZ EL NUMERO QUE QUEDA HACIA ARRIBA LLEVA IMPLICITO

QUE HAY REEMPLAZO,
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EJEMPLO

UNA CAJA CONTIENE 10 FOCOS, DE LOS CUALES 3 SON DEFECTIIOSOS., SI

SELECCIQNAMOS 4 AL AZAR SIN REEMPLAZO0

<

A) (CUANTOS SON LOS RESULTADOS POSIBLES, ES DECIR, CUANTOS ELE-

MENTOS TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS?

- p 10!
1074 (10-4)!

B) ¢CUANTOS ELEMENTOS DE S TIENEN COMO PRIMER RESULTADO UN FOCO

N(S) = 10x9x8x7 = 5040

DEFECTUOSO Y TRES FOCOS BUENOS EN LOS OTROS TRES?

3! 7 3t 7!

N(a) 73 = @FoDT *F =T T 3T X 7T

"
g
»x
g

i

N(A) = 3 x (7x6x5) = 630
=> P(A) = 630/5040 = 63/504

C) ¢CUANTOS ELEMENTOS DE S TIENEN UN FOCO DEFECTUOSO Y 3 BUENOS?

N(B) = 4 x 3P1 X 7P3 = 4x630 = 2520
_ _ 2520 _ 1
= P(B) = 5545 = 3
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PERMUTACIONES DE GRUPOS DE OBJETOS

"EL NUMERO DE PERMUTACIONES POSIBLES DE N OBJETOS DE LOS CUALES

SE TIENEN Nl,IGUALES ENTRE SI EN EL PRIMER GRUPO, N, IGUALES

2

ENTRE SI EN EL SEGUNDO GRUPO, ETC, HASTA N, IGUALES EN EL K-ESIMO

K
GRUPG (LOS GRUPOS SON DISTINGUIBLES ENTRE SI), DE MANERA QUE

N1 + N2 +...+ NK = N QUEDA DADO POR LA FORMULA:

P N!
N "N, ,N_,e0o,N, = s -
1 2 K NloNzntthK'

EJEMPL

EN EL INCISO C DEL EJEMPLO ANTERIOR SE TIENEN DOS GRUPOS EN LA
171
Y EL DE BUENOS, CON TRES ELEMENTOS, N,=3, QUE SE PERMUTAN POR GRUPO

1]
pE 4F1,3 = Ié&? = 4 MANERAS DISTINTAS,

MUESTRA, EL DE DEFECTUOSOS CON UN SOLO ELEMENTO, ES DECIR N

EJEMPLO

ENUMERE LAS PERMUTACIONES QUE SE PUEDEN HACER CON DOS GRUPOS DE -

BOLAS, 2 NEGRAS Y 2 BLANCAS.

b bnn
nl = 2
b nbn . N . L o
bnnb n2=2
n bbn 4
nnbb 4F2,2 = 37 37.= ©
nbnb
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EJEMPLO
UNA CAJA CONTIENE 25 TRANSISTORES DE LAS CUALES 3 SON EFECTUOSOS.
¢(CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE, SI SE EXTRAEN 5 AL AZAR SIN
REMPLAZC,

A) SE OBTENGAN LOS 3 DEFECTUOSOS
B) SE OBTENGAN SOLO 2 DEFECTUOSOS
.C) SE OBTENGA SOLO 1 DEFECTUOSO

D) NO SE OBTENGA NINGUNO DEFECTUOSO?

SOLUCION¢
L .B. _ 25! _ 25}
A) N(S) = 25°5 = oxE2iyr = 521
GRUPO DE 3, N,=3 GRUPO DE 2, N,=2
Py b b -’ Bm- B
) "’"""\f“‘"’ | D=DEFECTUOSQ
) 22F2 )
v o -'ﬂﬁw; ~ B=BUEND
5F3,2
A . . To22¢ 5!
Ny = 373 0 2272°573,2 = 30 R e o—
2!
N(B) = 60 22+
22!
6055+ -
_ 307 .. 22! _ 60
P(R) 250~ 80 357 =T13800
20!
P oo T 377
B) | Ny ¥ Ny '
p p'ls B B
L{E}}n% ~-



33,

_ P P P, . 3! 22! 51
N (B) 32 x 2273 x 5°2,3 = 3T mashyT Toaw
_ 22! 5x4 _ __ 22!
N(B) = 3! 19T 3 = 60 197
60221
b (B) = 97 _ oo 22! 20x19! _ 1200
35T 251 197 - 13800
207
" ¢) er=1“‘ r N=a T
i i - ' P P
ﬁ D ! }B B B Bl , N{C) = 3 X 22°4 x 51,4
v b P ' _ 22! 5!
W3 224 _ N(CY =3 ToaTayT X TTxal
P _ . 22! 5x4! _ . 22!
5F1,4 N(C) = 3 222 XL - g5 22
15 22!
p(c) = - IBT _ 15x20x19x18! _ 5700
351 25T .., 13800
207 227 % :
P, _ 22!  _ 22!
D) hE» B vB B B/ N(D) = 2275 (22-5y1 177
22F5
_22!1/17! _ 20x19x18x17!
P(D) - 1 - "
257 250 1.,
700 - 20! '

P(D)=6840/13800

OBSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO HEMOS CALCULADO LAS PROBABILIDADES DE

TODOS LOS ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE AL"NU-

MERO DE DEFECTUOSOS QUE SE PUEDEN OBSERVAR EN UNA SELECCION AL AZAR

. ’ ’
DE 5 ELEMENTOS", EN LA CUAL SOLO SE PUEDEN TENER 0,1,2, O 3 DEFEC~

. TUOSOS,_ES-DECIR, ——— e

s = {0,1,2,3}



e

VERIFIQUEMOS QUE, EN EFECTO, P(S) = 1:

P(S)

P({0}) + P({1}) + P({2}) + P({3})

6840 5700.+ 1200 + 60
13800 13800 13800 13800

[
w
[0}
o
o

[y
(O8]
[o0]
o
<

34,
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PROBABI LIDAD CONDICIONAL

LA PROBABILIDAD CONDICIONAL, P(A}B), DEL EVENTO A, DADO QUE EL B
HA OCURRIDO SE CALCULA CON LA FORMULA

_ P (ANB)

= 31 P(B)>0 (1)

P(A|B)
EVENTOS INDEPENDIENTES
SI DOS EVENTOS, A Y B, SON INDEPENDIENTES, LA PROBABILIDAD DE A

NO SE ALTERA SI OCURRE EL EVENTO B; ES DECIR, DOS EVENTOS SON

INDEPENDIENTES SI

P(A|B) = P(A)

EN TAL CASO, DE LA ECUACION 1 :
P(ANB) = P(A) x P(B) (1)

PUESTO QUE.P(ANB) = N(ANB)/N(S) Y P(B) = N(B)/N(S) LA ECUACION 1

SE PUEDE ESCRIBIR COMO

N (AAB) P 2)
_ N(S) _ N(AfB)
P(AlB) = N (B) - T N(B)
N (S)

EL TRABAJAR CON LA ECUACION 2 EQUIVALE A EMPLEAR UN ESPACIO DE

EVENTOS REDUCIDO DE S A B.

EJEMPLO

EN UNA URNA HAY 10 TRANSISTORES BUENOS Y 10 DEFECTUOSOS. ¢CUAL
ES LA PROBABILIDAD DE SACAR UNO BYENO Y UNO DEFECTUOSO (EN CUAL-
QUIER ORDEN) AL REALIZAR DOS EXTRACCIONES AL AZAR, SI HAY REEMPTLAZO

DEL PRIMER TRANSISTOR OBSERVADO?

7
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HAY VARIAS FORMAS DE RESOLVER ESTE PROBLEMA:

1.

PUESTO QUE EL NUMERO DE DEFECTUOSOS ES IGUAL AL DE BUENOS, SE
PUEDE FORMULAR EL SIGUIENTE ESPACIO DE EVENTOS, EN EL QﬁE
TODOS LOS ELEMENTOS SON IGUALMENTE PROBABLES:

s = {(,d), (d,b), (b,b), (b,d)}
EL EVENTO DE INTERES ES:

A= {(d,b}), (b,d)}

POR LO QUE N(S) = 4, N(A) = 2

Y P(A) 2/4 = 1/2

HAY 10 x 10 MANERAS DISTINTAS DE QUE SALGA PRIMERO EL BUENO Y
LUEGO EL DEFECTUOSO, Y OTRAS TANTAS DE QUE OCURRA DE MANERA

INVERSA. POR LO TANTO:

N(A) = (10 x 10) x 2 = 200
N(S) = 20 x 20 = 400
P(A) = 200/400 = 1/2

SEAN LOS EVENTOS
B = {SALE PRIMERO EL BUENO Y LUEGO EL DEFECTUOSO} = {¢,d)}

- {SALE PRIMERO EL DEFECTUOSO Y LUEGO EL BUENO} = {(c\ b)}

o 9
I

{SALE PRIMERO EL BUENO}
E = {SALE SEGUNDO EL DEFECTUOSO}
0 = {SALE PRIMERQ EIL DEFECTUOSO}

R = {SALE SEGUNDO EL BUENO}

POR LO TANTO, AL REALIZAR LAS DOS EXTRACCIONES CONSECUTIVAMENTE:

B = DNE Y F = ONR




SI A = {SALE UNO BUENO Y UNO MALO} = BUF
SE TIENE QUE P(A) = P(B)+P(F)

YA QUE B Y F SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, Y
10 10 100 1

P(B) = P(DNE) = 55 X 55 = 7755 = T
- _ 10 10 _ 1

YA QUE DY E, YOY R SON INDEPENDIENTES. ESTO CONDUCE A
_1.,1_1

P(A) = E+ E—- 5

RESOLVAMOS AHORA ESTE PROBLEMA SI NO HAY REEMPLAZO:

P(E|D)P(D)= 10 x 22 = 1L, va QUE
10/20, P(E|D) = 10/19 ANALOGAMENTE, P(F) = Ig, |
- 10 .10 _ 10
35t 38" 19
INDEPENDENCTA DE UN GRUPO DE EVENTOS
EN GENERAL, LOS EVENTOS A A

’_I

P (DNE)

[

P (D)

POR LO QUE P(A)

o r B

17 720 M

SON INDEPENDIENTES SI, Y SOLO SI,

P(AK{\AKzﬂ...ﬂAKR) = P(AKl)xP(AKZ)x...xP(AKR)

PARA CUALQUTER GRUPO DE ENTEROS K, K,,...,Kp, CON K <M (TODAS

R
LAS PAREJAS, TERCIAS, ETC, DE EVENTOS POSIBLES DE FORMARSE DEBEN
SER INDEPENDIENTES). '
DICHO DE OTRA MANERA, LOS EVENTOS A;, A,,..., Ay, SON INDEPENDIENTES
SI LOS ELEMENTOS DE TODOS LOS SUBCONJUNTOS POSIBLES DE R={A1,A2,,.;f

SON INDEPENDIENTES. o Ayl
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Z 9
EJEMPLO
SI M=3, A,, A, y A, SON INDEPENDIENTES SI, Y SOLO SI,
P(a,AR,) = P(3;)P(a,) | TODAS LAS COMBINACIONES QUE PUEDAN
P(A‘lﬂ‘AB) - PPy | FORMARSE CON DOS EVENTOS:
P(AfA;) = P(A,)P(A,) .; (A, Ay}, {a), Ay}, {A,, Aj)
P(2;A2,N8;) = B(A;)P(Ay) P (A}

SI M=4, PARA QUE Al' AZ, A3 y A

4 SEAN INDEPENDIENTES SE REQUIERE

QUE SE CUMPLA QUE

P(ANIAARNA,) = P(A,)P(A,)P(A;)P(A,)

P(AlﬂAzﬂAB) = P(Al)P(Az)P(A3) 7
P(,AlﬂAzﬂA4) = P(A,)P(A,)P(A,) TODAS LAS COMBINACIONES DE
TRES EVENTOS QUE PUEDAN FOR-
p _ ,C, _ 4! _
p(AZ(\A3nA4) = P(AZ)P(A3)P(A4) MARSE = 473 = T S 4
P(Alf\A3nA4) = P(Al)P(A3)P(A4). J
P(AAA.) = P(A,)P(A,) )
172 1 2
P(aNAa;) = P(A))P(Ay) -
TODAS LAS COMBINACIONES DE
P(A.lA,) = P(A,)P(A,) DOS EVENTOS QUE PUEDAN FOR-
174 1 4 ‘ pe 4
= 7 = h =
!p MARSE 4-2 T 6

P(AA,) = P(A,)P(A,)

P(AjN2,) = P(A3)P(Ay) )



39.

EJEMPLO

EN UN ESTUDIO SOCIOLOGICO SE INTERROGARON 1200 PERSONAS DE UNA

COLONIA RESIDENCIAL, Y SE OBTUVIERON LOS SIGUIENTES DATOS:

90

GUsTO POR LA TITULO UNIVERA SIN TITULO UNI}
MUSICA CLASICA SITARIO VERSITARIO
VARONES DAMAS VARONES DAMAS T
ALTO 100 50 | 200 250 600
BAJO 150 100 150 200 600
A 250 150 350 450 1200
SI A = {VARON} , B = {CON TITULO}
C = {GUSTO ALTO}

¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SI SE SELECCIONA UN CIUDADANO AL
AZAR DE LA MISMA COLONIA, ESTE SEA VARON, TENGA TITULO Y GUSTO

ALTO POR LA MUSICA?

POR EL METODO FRECUENCIAL:

NUMERO DE VARONES = 250 + 350 600

250 + 150 = 400

NUMERO DE PERSONAS CON TITULO

NUMERO DE PERSONAS CON ALTO GUSTO POR LA MUSICA CLASICA = 600

N

POR LO TANTO

P(A) 600/1200 1/2, P(B) = 400/1200 = %

Y P(C) 600/1200 1/2 . PUESTO QUE

D= ANBNC Y A, B Y C SON INDEPENDIENTES, SE TIENE QUE

- 1

- ———

12

o=

P(D)=%x —%-x

DE OTRA MANERA: P(D)= 100/1200 = 1/12
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LEY GENERAL DE MULTIPLICACION .

DE LA ECUACION (1):
P(ANB) = P(A|B)P(B)
ESTA ECUACION SE PUEDE GENERALIZAR A MAS DE DOS EVENTOS ASI:

P(ENE,N...NE, }=P(E;)P E,)|E ) ...P(E|E{,E,, werByq) (3)

2By
POR EJEMPLO, SI K=4¢

P(Ef\EzﬂE

NE,)

3 P(El)P(EzIEl)P(E3IEl,E2)x

X P(E4|EI,E2JE3)

EJEMPLO

¢{CUAL ES LA PRQBABILIDAD DE QUE AL EXTRAER SIN REEMPLAZO CUATRO

CARTAS AL AZAR DE UN PAQUETE DE 52, LAS DOS PRIMERAS SEAN DIA-

MANTES Y LAS DOS ULTIMAS SEAN CORAZONES (EVENTO E)?

SEAN A {LA la. ES DIAMANTE}, B ={LA 2a. ES DIAMANTE!},

C

{LA 3a. ES CORAZON}, D ={LA 4a. ES CORAZON!}.
EN TAL CASO |
E = A0BNCND = {(d, d,c,;)}
P(a) = 13/52, P(B|A)=12/51, P(C|A,B)=13/50
p(D|A,B,C)=12/49

APLICANDO LA ECUACION 3 SE OBTIENE

SI LOS EVENTOS Ei QUE APARECEN EN LA ECUACION (3) SON INDEPEN-

DIENTES, - ENTONCES
P(ElﬂEzﬂ...ﬂEk) = P(El)xP(Ez)x...xP(Ek)

QUE ES LA LEY GENERAL DE MULTIPLICACION
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EJEMPLO
SE TIENEN EN UNA URNA TRES BOLAS BLANCAS Y TRES NEGRAS, ¢CUAL
ES LA PROBABTT.TNAD DE QUE APAREZCAN LAS TRES BLANCAS AL PRIN-

CIPIO SI SE EXTRAEN SIN REEMPLAZO SUCESIVAMENTE LAS SEIS?

6!
1. bbbnnn CON PERMUTACIONES:
3! 3! N(A) = 3! x 3!
N(S) = 6!
P(A) = 3! 3! / 6! = 1/20
2. b b bln nn. CON PERMUTACIONES POR GRUPOS:
N(A) = 1
- = 5= 20
N(S) = ¢P3,3% 3737 =
P(A) = 1/20
3. lfkf?nnn
. 121 T
PROBABILIDADES: 3 & 7 1

CON PROBABILIDADES CONDICIONALES:

|~

2.l
5 4

N[ =

P(A) =

[\
o
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AHORA, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE LAS TRES BLANCAS APAREZCAN

CONSECUTIVAMENTE?
¢l
r B ——
i. b hlbn nn CON PERMUTACIONES:
= 314! 1
3! 4 P(A) = 7= =3
2. b bblnnn CON PERMUTACIONES POR GRUPOS:
N(A) = P, . = i =4 = p. . =212 2
= 4P1,3 F Tr3T = 4 N(8) = ¢Py 5= 3737 =
P(A) = 4/20 = 1/5
3. 'b bbnnn CCN PROBABILIDADES CONDICIO-
'r TT “’T NALES:
1 21 5 (ay = (L2 1 24 1
PROBARILIDADES: 5 g Z 1 P(A)—(2k5X4)4P1’3 50 g



EJEMPLO
DE UN LOTE DE 100 EJES DE RELOJERIA SE EXTRAEN CUATRO AL AZAR SIN
REEMPLAZO, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN DOS DEFEC-

TUOSOS (EVENTO A) SI EN EL LOTE HAY 20 POR CIENTO DE DEFECTUOSOS?

1. 4P2:&i6
d d b b
R A
0 0 79
PROBABILIDADES: 100 99 98 37

2. 100P4 CON PERMUTACIONES PARCIALES Y EN GRUPOS:
. — 200 80! 4!
d 4 b b _ 18! 78T 7IT7
——— P(n) = 100!
20%2 802 96.

N/
(20x19) (80x79) (6)

P = =
42,2 = T100x99%98x%097 0.15
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LEY GENERAL DE LA ADICION

SI TODOS LOS EVENTOS Ei SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE SI,

EL AXIOMA 3 TAMBIEN SE GENERALIZA A:

P(ElUE U...UEk) = P(E1)+P(E2)+..,+P(Ek)

2

25
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TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

SE DICE QUE UN GRUPO DE EVENTOS ES COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVO SI LA

UNION DE TODOS ELLOS ES EL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE.

A /Espocio de eventos

EN UN GRUPO DE EVENTOS COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVOS Y MUTUAMENTE

EXCLUSIVOS, B,, B,,...,B_, SI A ES UN EVENTO CUALQUIERA DEFINIDO
1 2 n

EN EL MISMO ESPACIO, ENTONCES, APLICANDO EL AXIOMA 3, RESULTA
‘ i=n
P(A) = P(ANB,) + P(ANB,) +...+ P(ANB_) = £ P(ANB.)
1 2 n i=1 1

YA QUE LOS EVENTOS ANB; SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS,Y A* ( AAB')U(MBQ ...
TOMANDO EN CUENTA QUE P(ANB;) = P(B;)P(A|B;), SE OBTIENE FINAL-
MENTE LA ECUACION
i=n
P(A) = I P(Bi)P(AIBi)

i=1 .
CON LA CUAL SE DEFINE EL LLAMADO TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL,
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TEOREMA DE BAVES

CONSIDERANDO QUE P(B_NA)=P(ANB,), SE TIENE QUE

] J
P(BiﬂA) P (ANB )
PByIA) = 5uy— = I
DE DONDE
P(B.)P(A|B.)
= ] b
P(By|A) = +—

_21 P(Ei)P(AlBi)

ESTE RESULTADO SE CONOCE COMO TEOREMA DE BAYES. A LAS PROBABILIDADES

P(B_j) QUE SE ASIGNAN A LOS EVENTOS B_j ANTES DE OBSERVAR EL EVENTO
A, SE LES DENOMINA A PRIORT 0 PREVIAS; A LAS PROBABILIDADES P(leA)QUE
SE OBTIENEN DESPUES DE OBSERVAR EL EVENTO A, SE LES LLAMA A POSTE-

RIORT O POSTERIORES.
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EJEMPILO
EN UNA FABRICA SE RECIBEN REGULADORES DE VOLTAJE DE DOS PROVEEDORES,

B, ¥YB EN PROPORCION DE 3 A 1; ES DECIR, LA PROBABILIDAD DE QUE

1 2!
UN REGULADOR TOMADO AL AZAR PROVENGA DEL PROVEEDOR B1 ES P(Bl)=3/4,

Y DEL B, ES P(B2)=1/4.

2
SUPONGAMOS ADEMAS QUE EL CONTROL DE CALIDAD DEL PROVEEDOR B1 ES

MEJOR QUE EL DE B DE MANERA QUE EL 95% DE LOS REGULADORES DE Bl

2'
TRABAJAN BIEN, Y SOLO EL 80% DE LOS DE B2 FUNCIONAN CORRECTAMENTE.
CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR TOMADO AL AZAR FUN-
CIONE BIEN (EVENTO A).

P(A|B1) = 0.95; P(AIBZ) = 0.80

DEL TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL:

P(A) = P(A|B;)P(B,)+P(A[B,)P(B,)

0.95 x % + 0.80 x % = 0.9125
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EJEMPLO
SUPONGAMOS AHORA QUE LA PREGUNTA DEL PROBLEMA. SE CAMBIA A: ¢CUAL
ES LA PRCBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR TOMADO AL AZAR PROVENGA

DEL PROVEEDOR B SI SE HIZC UNA PRUEBA DEL REGULADOR Y SE OBSERVO

1!
QUE FUNCIONA CORRECTAMENTE? -
APLICANDO EL TEOREMA DE BAYES:

P(Bl)P(AIBl)

' |
- - Pl :é. P(B = -
P(B,| A) P(B)P(A[B ) +P (B,)P(A[B,) ~’ (®) 5’ ») 4
3
B "4—X 0.95 2.85_
=3 T =365 0-78
= x N.95 + = x 0.80 *
g ¥ 3
ADEMAS
P(B,)P(A[B,) 7 x 0.80 :
P(B,|A) = —5—¢ = —37ps < 0.22
Z i
OBSERVESE QUE
= 1.00

P(B,|A) + P(B2|A) = 0,78 + 0,22
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EJEMPLO

SUPONGASE QUE UNA PRUEBA PARA DETECTAR DIABETES TIENE UNA EFICIEN-
CIA DEL 95%, ES DECIR, SOLO EN EL 95% DE LOS CASOS SE DETECTA CON
ELLA LA DIABETES.EN UNA PERSONA QUE LA PADECE. SUPONGASE TAMBIEN
QUE EL 2% DE LAS PRUEBAS QUE RESULTAN POSITIVAS SON DE GENTE SANA,

Y QUE EL 3% DE LA POBLACION DE UNA REGION DE MEXICO PADECE ESTA
ENFERMEDAD.

a) ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE UNA PERSONA SELECCIONADA AL AZAR
PUEDA SER DECLARADA DIABETICA POR LA PRUEBA?

bh) SI LA PRUEBA DICE QUE SI ES DIABETICA, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD

DE QUE REALMENTE LO SEA?
;OLucsod

Bl= {TIENE DIABETES}; B2 = {NO TIENE DIABETES}

E = {LA PRUEBA DETECTA DIABETES}

P(B;) = 0.03, P(B,) = 0,97
P(E[Bl) = 0,95, P(EIBZ) = 0,02
a) P(E) = P(E[Bl)P(Bl) + P(E|B,)P(B,)

= 0.95 x 0.03 + 0.02 x 0.97 = 0.0479

P(B;)P(E|B,)
P(Bl)P(E]B1)+P(BZ)P(Ele)

b) P(BllE)

_ 0.03 x 0.95 _
= 903 x 0.95 ¥ 0.97 x 0.0z - 039
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EJEMPLO
EXISTE UN EDIFICIO DE CONCRETO REFORZADO PARA EL CUAL SE INVESTIGA
SU CAPACIDAD DE CARGA DE DISENO.~ UN INGENIERO, CON BASE EN SU
EXPERIENCIA PERSONAL Y CON BASE EN LA EPOCA EN QUE FUE CONSTRUIDO,
DECIDE QUE LA RESISTENCIA NOMINAL, fé DEL CONCRETO PUDO SER
DE 150 KG/CMz, 200 KG/CM2 0 250 KG/CMZ, CON LAS SIGUIENTES PROBA-

BILIDADES PREVIAS:

RESISTENCIA NCMINAL, EN KG/CM2 PROBABILIDAD

By = {150} P(B,)=0.3
B, = {200) P(B,)=0.6
= | =
By = {250} P(B;)=0.1

PARA PREDECIR LA RESISTENCIA NOMINAL REAL, ES NECESARIO REALIZAR
UN EXPERIMENTO QUE CONSISTE EN EXTRAER CORAZONES (MUESTRAS) DEL
CONCRETO DE LA ESTRUCTURA Y PROBARLOS A COMPRESION SIMPLE. EL
INGENIERO DECIDE QUE LA RESISTENCIA, S, DE UN SOLO CORAZON DARA
UNA PREDICCION CONFIABLE, Y DEFINE LOS EVENTOS ANOTADOS EN LA PRI-
MERA COLUMNA DE LA TABLA Dﬁ LA SIGUIENTE HOJA, A LAS CUALES LES
ASIGNA PROBABILIDADES CONDICIONALES, DADA LA RESISTENCIA NOMiNALF'
fé , DE ACUERDO CON LA SUPOSICION DE QUE LA RESISTENCIA TIENE DIS5S-
TRIBUCION NORMAL CON LA MEDIA IGUAL A fé Y COEFICIENTE DE VARIACION
CONSTANTE; DE ACUERDO CON LA TEXTURA DEL CONCRETO Y CON LA EPOCA DE

CONSTRUCCION, LE ASIGNA UN VALOR DE 0.20 A DICHO COEFICIENTE (IMPLI-

CA UN CONTROL DE CALIDAD MALO)
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RESISTENCIA DEL CORAZON, S, EN P(A.|B.)
KG/CH? TET Y = Iy l—2oo (£' ).=250
(c)1—150 (£l )= e )3
B1={150} 132={2oo} B3={250}
EVENTO A, = {S<175} 0.80 0.25 0.05
EVENTO A2 = {175585225} 0.20 0.50 0.25
EVENTO A3 = {8 > 225} 0 0.25 0.70
.4
Area=0./9/% 0%
o7977 2:.0062 ? _
\?/J%ﬁﬂC/a
er @/cmz
/?es/k/enc/a
2
e% 'éﬁ/"”
e;/'sz/enc/'a
2
s e 47/””
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SUPONGASE QUE SE SACA UN CORAZON Y QUE SU RESISTENCIA RESULTA SER

DE 164 KG/CMZ, ES DECIR, QUE OCURRE EL EVENTO A LAS PROBABILI-

1.
DADES A POSTERIORI DE LAS RESISTENCIAS NOMINALES SON, ENTONCES

P({150})P (A, |{150})
B((T507) B (A, [(1501)+B ({20077 5 (A, [{2001) B ({25071 P (A5 3507 "

P({150}IA1)

0.3 x 0.80 _ 0.24
0.3 x 0,8+ 0.6 x 0,25 + 0.1 x 0.05 ~ 0.24 + 0.15 + 0.005

_ 0.24 - ' -
= §.395 = 0.6076

[ ]

P({200})P(A1i{200})

_ _0.15 _
P({200}|A1) = 5395 = 5593 0,3797
P({250})P (A, |{250})
_ 1! _0.005  _
P({250}|a;) = PREE = 9.395 - 0.0127

SUPONGASE AHORA QUE EN VEZ DE UN SOLO CORAZON EL INGENIERO HUBIESE
DECIDIDO OBTENER DOS, SITUADOS EN DIFERENTES NIVELES DE LA ESTRUCTURA,
1 Y EN EL OTRO AZ' LA PROBABILIDAD
DE QUE”OCUﬁRAN AMBOS EVENTOS (Al, A2) SI fé ES REALMENTE 150, 200

Y QUE AL PROBARLOS EN UNO OCURRIO A

0 250 KG/CM2, SERA EL PRODUCTO DE DOS PROBABILIDADES CONDICIONALES,

PUESTO QUE Al_y A, SON INDEPENDIENTES,

2

P(A;,A,|{150}) = P(A;]|{150})P(A,[{150}) = 0.80 x 0.20 = 0.1§
P(A;,A,[{200}) = P(A,[{200})P(A,[{200}) = 0.25 x 0.50 = 0.125
P(A,,A,[{250}) = = 0.05 x 0.25 = 0.0125

P (A, |{250}) P(A2|{2§O})
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ESTAS PROBABILIDADES SON INDISPENSABLES, YA QUE EL TEOREMA DE BAYES

EN ESTE CASO NOS DARIA:

[ pc{lso})P(Al,Azl{lso})
P\{lSO}'Al’Az) = P({lso})P(Al'Azl{150})+PY{200})P(A1,AZI{200})+P({250})x

xP(Al,AZI{ZSO})

EN ESTE CASO LAS PROBABILIDADES A POSTERIORI SON:

_ 0.3 x 0.16
P({150}A1,2)) = 555516 7 0.6 % 0,195 F 0. T X 0.0125

_ 0.048 _ 0.048 = 0.386
0.048 + 0,075 + 0.00125 0.12425 °

P({ZOO})P(Al,Azl{ZOO}) 0.075"

P({200}]A,2)) = 0.12425 = 0.12425 -~ 0-604

P({2501)P(a),A,{250}) _ 0.00125 _ 4 g,
0.12425 0.12425

P({250}|A1,A2)

LOS MISMOS RESULTADOS SE HABRIAN OBTENIDO SI EL INGENIERO, DESPUES

DE EXTkAER EL PRIMER CORAZON Y DE CALCULAR LAS PROBABILIDADES POS-
TERIORES CORRESPONDIENTES, HUBIERA DECIDIDO SACAR EL SEGUNDO Y
RECALCULAR DICHAS PROBABILIDADES CON BASE EN LAS OBTENIDAS PARA EL
PRIMERO; ES DECIR, LAS PROBABILIDADES PREVIAS EN EL SEGUNDO CALCULO
SERIAN P({150}) = 0.6076, P({200}) = 0.3797 Y P({250}) = 0.0127.

EN TAL CASO, LAS PROBABILIDADES ROSTERIORES, DADO QUE OCURRIO A2,

SON



P({150})P(A2|{150})
= 0.2 x 0.6076 + 0.5 X 0.3797 + 0.25 x 0.0127

P({150}lA2)

0.12152 0,12152

= 0.I2152 ¥ 0.18975 ¥ 000318 - 0.31445 ~ ¢-386
P({200})P(A.]|{200})
_ 2 _ 0.18975 _
P({200}[A)) = 0.31445 = 0.31445 -~ 0-604 s
P({250})P(A,|{250})
_ 2 0.00318 _ . .
P({250}[A,)= TO.31445 = 931445 - 0-010

QUE SON IGUALES A LAS ANTERIORES.,

CON LO ANTERIOR SE DEMUESTRA QUE LAS PROBABILIDADES SE PUEDEN ACTUA-

LIZAR CONFORME SE VA OBTENIENDO NUEVA INFORMACION EXPERIMENTAL.

o
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OTRAS MEDIDAS USUALES DE TENDENCIA CENTRAL DE UNA VARIABLE ALEA-
TORIA SON LA MEDIANA Y EL M0DO, LA PRIMERA SE DEFINE COMO EL VALOR
DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE UNA PROBABILIDAD ACUMULADA DE
50%,? LA SEGUNDA, COMO EL VALOR DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE

LA MAYOR PROBABILIDAD.

EJEMPLO

SI LA DENSIDAD .DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X CORRES-
PONDE.A LOS ERRORES EN UNA NIVELACION, ES LA DE LA SEGUNDA COLUMNA

DE LA SIGUIENTE TABLA, LA MEDIA DE DICHA VARIABLE RESULTA SER 4 167
LA MEDIANA 4000 ; EL MODO 4000 MICRAS. LOS CALCULOS CORRESPONDIEN-

TES SE LOCALIZAN EN LA TERCERA COLUMNA,

X;, EN MICRAS | Py (x ] xPylx;), EN MICRAS | F, (x|
0 6/60 0 6/60
1 000 2/60 2 000/60 8/60
2 000 4/60 8 000/60 12/60
3 000 8/60 24 000/60 20/60

4 000 13/60 52 000/60 33/60:0.5

5 000 12/60 60 000/60 45/60
6 000 7/60 42 000/60 52/60
7 000 4/60 28 000/60 56/60
8 000 2/60 16 000/60 58/60
9 000 2/60 18 000/60 60/60
TOTAL: E[X] = 250 000/60=4 167 MICRAS
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Ejemplo.  Constrwecdibn de La carpeta de una carvietera.

\

Un contratista construiri la carpeta-de_una carretera en tramos
de 50 m; el gobierno aceptari o rechazari cada tramo de acuerdo
con una prueba de control de calidad. El contratista tiene la
opcibn de pedir el concreto a una de dos plantas premezcladoras;
la planta A cobra 140 pesos/m3 y la B 160 pesos/m3, pero, el
control de calidad que se lleva en la planta B8 es mejor, lo
cual hace més probable que un tramo dado pase favorablemente

la p;ueba de aceptacibén. Tomando en cuenta que en cada tramo

se usan 100 m3 de concreto y gue la probabilidad de que el pro-

veniente de la planta A no pase la prueba de gontrol es 0.10,

y la de B es 0.05, el constructor deberd decidirse por cuédl
planta usar. El &rbol de decisiones de este problema es el
mostrado en la fig 6.4, donde P(el) y P(ez) son las probabili-
dades de que ocurran 61 Yy 92, respectivamen£e. La utilidad

u, = u(al, 61) es la que corresponde a utilizar la planta A

Y que la carpeta pase la prueba de control de calidad; en este
caso la utilidad (negativa) es el costo del concreto ($14,000.00)
m§§ la colocacién (supongaﬁos $100,000.00), por lo cual Ul = .
-114,000.00. U,y = u(al, 62) es la que corresponde a usar la
planta A y que la carpeta no pase la prueba de calidad; en

este caso. el constructor deberd demoler y reconstruir el tramo

con los siguientes costos:

Pérdida de prestigio S 5,000¢.00

Mano de obra de demolicidn 15,000.00
Carpeta demolida

Concreto 14,000.00

Mano de obra de colocacibn 100,000.00
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Mano de obra $ 100,000.00

Reconstruccidn
Concreto : 14,000.00
TOTAL S 248,000.00

De manera similar se obtienen U3 Y U4, cuyos valores resultan

ser U3 = - $116,000.00 y U4 = - $252,000.00.

Si 1la deciéién se tomara sin considerar las pfobabilidades de
aceptar la carpeta, el constructor se decidiria por la planta
A, ya que la pérdida (utilidad negativa) seria menor. Si si
se toman en cuenta y adoptamos como ciiterio de decisibn el es-
coger la planta que conduzca a una esperanza de pWa menor se
tendréd (recuerde que la esperanza de la variable aleatoria X,

E[X], es E[X]= z P[XL]XL’ donde las XL son los valores que puede

i=1
asumir X, y P[XL] son las probabilidades correspondientes):

Para la planta A:

E[U] = 0.90 x (-114,000)+0.10 x(-248,000) =-$127,400.
Para la planta B: ‘

E[U] = 0.95 x (-116,000)+0.05 x(-252,000) = -$122,800.

Comparando ambas cifras se concluye que la decisidn de comprar
el concreto de la planta B conduce a una pérdida esperada menor
que la de la planta A, es decir, se escoge la planta B aunque

el precio unitario del concreto sea mayor.



Fig 6.4 Arbol de decisiones del ejemplo 6.2

(A1)
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-$114,000
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Y0

EN LA SIGUIENTE TABLA SE CALCULA LA VARIANCIA DE LA VARIABLE ALEA-~

TORIA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SE PRESENTO EN EL EJEMPLO

ANTERIOR ( E(x) = &/67 mivcraz),

LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE
BLE ALEATORIA SON, RESPECTIVAMENTE,

o{X)= v4 798 000 =

2 200 MICRAS, Y wX)=0 X)/E(X)

[\

oY

[
[e)}

2

%~ B0 o () (x,~E (X)°P, (x ) ,
EN MICRAS EN MICRAS
-4 167 6/60 1 740 000
-3 167 2/60 333 000
-2 167 4/60 313 000
-1 167 8/60 181 000
- 167 13/60 6 000
833 12/60 139 000
1 833 7/60 390 000
2 833 4/60 531 000
3 833 2/60 487 000
4 833 2/60 687 000

TOTAL; 4 798 000 MICRAS

o
o

~

=o%(x)

VARIACION DE ESTA VARIA-

0.528
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SI n=2, ENTONCES X PUEDE ASUMIR LOS VALORES 0, 1 y 2, ES DECIR

s={0,1,2}. EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERIMENTO ES

S, = {(FRACASO, FRACASO), (EXITO, FRACASO), (FRACASO,EXITO),
—~— ~ ~— e
X =0 X =1 X =1

(EXITO, EXITO)}

—

X =2

Loos [P(0), P(1), P(2))
OBSERVESE QUE x=0 OCURRE DE UNA MANERA, x=1, DE DOS, Y x=2, DE
UNA. ESTOS RESULTADOS SE PUEDEN OBTENER PERMUTANDO DOS GRUPdS,

UNO CON x Y EL OTRO CON n-x ELEMENTOS:

2y . _ 2 _ .02
- 28 —
x=1: 2P1,l = TreIT = 2 ; P({1}) = 2pq
. 2! - . _ _ N2 _ 2.0
X—Z. 2P2'0 - —_Z!XO! - l ? P({Z}) - pxp - p - p q
2 . 2 . 2 2
i r P({i}) = q"+2pg+pP® = (P+q)° = 1
i=0

(OBSERVESE QUE LOS ELEMENTOS DE Sl NO SON IGUALMENTE PROBABLES, A

MENOS QUE p= q = 1/2,)
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SIn=3, § = {0,1,2,3},| e = EXITO Y £ = FRACASO, ENTONCES

Sl= {(£,£,£), (e,f,£), (f,e,£), (f,£,e), (e,e,f), (e,f,e),

(f,e,e), (e,e,e)l}

! )
X'= 0: 3P, y=pierr = 1 ; P({0)) = 1 p%q° = ¢°
3! 2
x = 1: 4Py o=pyipT = 3 7 P({1}) = 3 pg
3! 2
X = 23 3P2’1=m!— = 3 ! P({2}) = 3p g
3! 30 3
¥ = 3: 3Py o=3TpT = 1 4 g({3})=1p g =p
z P({i})=(p+q)3=l
. i=0

PASANDO AL CASO GENERAL DE CUALQUIER VALOR DE n, LA PROBABILIDAD

DE QUE OCURRAN x EXITOS Y n-x FRACASOS EN UN ORDEN DETERMINADO ES

P (X=x) = pan—x

EN VIRTUD DE LA LEY GENERAL DE MULTIPLICACION.

UN ORDEN POSIBLE SERIA, POR EJEMPILO,-

EXITO, EXITO,.,.., EXITO, FRACASO,,.., FRACASO
- J -
v N
X n-x

AHORA BIEN, LOS x EXITOS PUEDEN OCURRIR EN an _xORDENES DISTINTCS,

?

CADA UNO CON PROBABILIDAD p g’ %, POR LO TANTO, EN VIRTUD DE LA

LEY GENERAL DE ADICION, LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE X

RESULTA SER

n! X n-x
. P q ;i x=0,1,...,n

fx(x) = XT(n-x)1 \

LA CUAL SE CONOCE CON EL NOMBRE DE BINOMIAL 0 DE BERNOULLT.



TABLA 1’
FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

X
_ n! k n-k
Fx(X) = I Tmr Pod

X 0.19 0.20 0.30 0.40 0.50
0 .8100 .6400 .4900 .3600 2500
‘1 9900 .9600 9100 .8400 1500
0 7290 5120 .3430 2160 1250
1 9720 .8960 .7840 .6480 .5000
2 9950 .9920 .9730 9360 - 8750
0 .6561 .4096 .240! 1296 .0625
1 9477 .8192 6517 4752 3125
2 .5963 9728 9163 .8208 . .6875
3 .9999 9984 9919 9744 9375
0 .5905 3277 .1681 0778 03127
1 9185 7373 .5282 3370 1875
2 9914 9421 .R369 .6826 .5000
3 9995 .9933 9692 9130 © 8125
4 1.0000 9997 .9976 .9898 .9688
0 S314 2621 176 .0467 .0156
1 .8857 .6554 .4202 2333 1094




TABLA 1
FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

(continuaci6n)

X
n! k n-k
z
Bx(x) = I xamr P9
P

n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
6 2 .9842 9011 7443 .5443 .3438
3 9987 9830 9295 .8208 6562

4 9999 9984 9891 9590 8906

5 1.0000 9999 9993 9959 9844

7 0 4783 2097 0824 .0280 0078
1 .8503 5767 3294 .1586 0625

z 9743 8520 6471 4199 2266

3 9973 ° 9667 8740 7102 .5000

4 ".9998 .9953 9712 .9037 7734

5 1.0000 .9996 9962 9812 9375

6 1.0000 - 1.0000 9998 9984 9922

8 0 .4305. .1678 0576 0168 0039
1 8131 .5033 2553 .1064 0352

2 ..9619 7969 5518 3154 1445

3 .9950 9437 8059 .5941 .3633

4 .9996 9896 _ 9420 8263 .6367

5 1.0000 9988 9887 9502 8555

6 1.0000 .9999 9987 9915 9648

7 1.0000 1.0000 9999 9993 9961

9 0 .3874 1342 0404 0101 0020
1 7748 .4362 .1960 .0705 0195

2 9470 7382 4628 2318 .0898

3 9917 9144 7297 .4826 2539

4 9991 .9804 9012 7334 .5000

5 .9999 9969 9747 .9006 7461

6 1.0000 9997 9957 9750 - 9102

7 1.0000 1.0000 9996 .9962 9805

8 1.0000 1.0000 1.0000 9997 9580

10 o .3487 1074 .0282 .0060 0010
1 7361 .3758 .1493 0464 0107
2 9298 6778 3828 1673 0547

3 9872 8791 6496 .3823 1719

4 9984 9672 .8497 6331 3770

4’7.



TABLA 1 (continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

X
) B n-k
Fx() = 2 TmoT P9
) P

n X 0.10 0.20 0.20 0.40 0.50

10 5 9999 9936 9527 8338 6230
6 1.0000 9991 9894 9452 8231
7 1.0000 9999 9984 9877 9453
g 1.0000 1.0000 9999 9983 9893
9 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9930

i .o 3138 - .0859 0198 0036 .000$
! 6974 3221 1120 0302 0059
2 9104 6174 3127 1189 0327
3 9815 8389 5696 2963 1133
4 9972 9496 7857 5328 2744
5 9997 9883 9218 7535 .5000
6 1.0000 9980 9784 9006 7256
7 1.0000 9998 9957 9707 8867
g 1.0000 1.0000 0994 9941 9673
9 1.0000 1.0000 1.0000 9993 9941
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9995

2 0 2824 0687 0138 0022 .0002
1 6590 2749 0850 0196 0032
2 8891 5583 2528 0834 0193
3 9744 7946 4925 2253 0730
4 9957 9274 7237 4382, 1938
5 9995 9806 8822 6652 3872
6 19999 9961 9614 8418 6128
7 1.0000 9994 9905 9427 8062
8 1.0000 9999 19983 9847 9270,
9 1.0000 _ 1.0000 9998 9972 9807
10 1.0000 1.0000 1.0000 9997 9968
T 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9998 |

13 o0 2512 0550 .0097 0013 0001
i 6213 2336 0637 0126 0017
2 8661 5017 2025 0579 o112
3 9658 7473 4206 1636 0461
4 9935 .9009 6543 13530 1334
5 9991 .9700 834€ 5744 2905
6 9999 9930 9376 7712 5600
7 1.0000 9938 9818 9023 7095




TABLA 1 (continuacién)
FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

x ' kK n-k
F, (x z . n
x(X) = I T P9
P
n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
13 8 1.0000 .-9998 .9960 .9679 .8666
9 1.0000 1.0000 .9993 . .9922 .9539
10 1.0000 1.0000 .9999 .9987 .9888
11 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9983
12 1.0000 1.0000 . 1.0000 1.0000 .9999
14 0 2288 ..0440 .0068 .0008 .0001
1 .584¢ 1979 0475 .0081 .0009
2 .8416 .4481 .1608 .0398 .0065
3 9559 4982 .3552 1243 .0287
4 .9908 .8702 .5842 2793 .0898
5 .9985 .9561 .7805 .4859 2120
6 .9998 .9884 .9067 4925 .3953
7 1.0000 9976 .9685 .8499 .6047
8 1.0000 .9996 9917 9417 .7880
9 1.0000 1.0000 .9983 .9825 9102
10 1.0000 1.0000 .9998 9961 9713
n 1.0000 1.0000 1.0000 9994 9935
12 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9991
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999
15 0 .2059 .0352 .0047 0005 .0000
1 .5490 1671 .0353 .0052 .0005
2 8159 .3980 1268 0271 .0037
3 9444 .6482 .2969 .0905 0176
4 .9873 .8358 5155 2173 0592
s 9978 .9389 7216 4032 .1509
6 .9997 9819 .8689 .6098 .3036
7 1.0000 .9958 .9500 .7869 .5000
8 1.0000 .9992 .9848 .9050 .6964
9 1.0000 .9999 .9963 9662 .8491
10 1.0000 1.0000 ,9993 .9907 .9408
11 1.0000 1.0000 .9999 9981 9824
12 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 .9963
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9995
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000




TABLA T (continuacibn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

X

- n! k n-k
Fx(x) = X -oT P9
P
n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
18 0 |, .1501 .0180 .0016 .0001 0000
H 4503+~ 0991 0142 0013 .0001
2 7338 2713 .0600 .0082 0007
3 9018 5010 .1546 .0328 0038
4 9718 7164 3327 L0942 0154
S 9936 8671 5344 2088 0481
6 .9988 .9487 7217 3743 1189
7 ".9998 9837 .8553 5634 2403
8 1.0000 .9957 .9404 .7368 4073
9 1.0000 1 .9991 9790 8653 5927
10 1.0000 5998 5939 9424 7597
11 1.06000 1.0000 .9986 9797 8811
12 1.0000 1.0000 .9997 9942 9519
13 1.0000 1.0000 1.6060 9987 9846
14 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 9962
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9993
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
19 0 1351 0144 0011 .0001 L0000
1 .4203 .0829 0104 .0008 .0000
2 .7054 .2369 .0462 .0055 0004
3 .8850 4551 1332 .0230 0022
4 .9648 6733 .2822 0696 0096
5 9914 8369 4739 1629 .0318
6 .9983 9324 .6655 3081 .0835
7 9997 9767 8180 .4878 1796
8 1.0000 9933 9161 .6675 3238
9 1.0000 9984 .9674 8138 5000
10 1.0000 L9997 9895 SlI5 .6762
11 1.0000 1.0000 9972 9648 .3204
12 1.0000 1.0000 .9994 .9884 9165
13 1.0000 1.0000 .9999 9569 9632
14 1.0000 1.0009 1.0000 .9994 99044
15 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9978
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9996
17 1.0000 1.00C0 1.0600 1.0000 1.0000

77



FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

TABLA 1 (continuacidn)

X 2! k k
F — n. n-
x() = P Rmgr P A
P

n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
16 0 1853 0281 0033 .0003 .0000
1 5147 1407 0261 0033 .0003
2 7892 .3518 0994 0183 .0021
3 9316 .5981 2459 .- 0651 .0106
4 5830 7982 4499 .1666 0384
5 9567 9183 6598 3288 .1051
6 9995 9733 8247 5272 2272
7 9999 19930 9256 7161 .4018
8 1.0000 .9985." 9743 .8577 5982
9 10000 .9998 9929 9417 7728
10 1.0000 1.0000 9984 9809 8949
1t 1.0000 1.0000 9997 9951 9616
12 1.0000 1.0000 1.0000 9991 .9894
13 1.0000 1.0000 1.0000 9999 .9979
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
17 o 1668 0225 0023 .0002 0000
1 4818 1182 0193 0021 .0001
2 .7618 .3096 0774 0123 .0012
3 9174 .5489 2019 0464 .0064
4 9779 7582 3887 .1260 0245
5 9953 8943 5968 2639 0717
6 9992 9623 7752 4478 " 1662
7 .9999 .9891 8954 6405 3145
8 1.0000 .9974 9597 8011 .5000
9 1.5000 9995 9873 9081 .6855
10 1.0000 9999 9968 9652 8338
11 1.0000 1.0000 9993 ,9894 .9283
12 1.0000 1.0000 9999 9975 9755
13 1.0000 1.06000 1.0000 9995 9936
14 1.0000 1.0000 1.0000 9999 .9983
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9599
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000




TABLA 1 (continuacién)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

X

. k n-k
F (X) X -_'—(LTT P q
X x=p Kr(n-kj:
r
n X 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
20 0 1216 0115 .0008 .0000 .0000
! 3917 0692 0076 .000S .0000
2 6769 2061 0355 .0036 .0002
3 .8670 4114 1071 .0160 20013
4 9568 6296 2378 0510 .0059
5 9887 .8042 4164 1256 0207
6 9976 9133 .6080 2500 0577
7 9996 9679 7723 4159 © L1316
8 19999 9900 8867 5956 2517
9 1.0000 9974 9520 7553 4119
10 1.0000 9994 9829 8725 .5881
1 '1.0000 9999 9949 9435 7483
12 1.0000 1.0000 9987 9790 8684
13 1.0000 1.0000 9997 9935 9423
14 1.0000 1.0000 1.0000 9984 9793
is 1.0000 1.0000 1.0000 9997 9941
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9987
17 1.0000 1.0000 1.0000 11.0000 . 9998
18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1:0000
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DISTRIBUCION  GEOMETRICA

SEA p LA PROBABILIDAD DE EXITQ EN UN EXPERIMENTO, SI EL EXPERIMEN-

TO ES CON REEMPLAZO Y SE REPITE SUCESIVAMENTE HASTA-QUE SE OBSERVA

UN EXITO SE TENDRA LA VARIABLE ALEATORIA X=NUMERO DE REPETICIONES
DEL EXPERIMENTO HASTA QUE SE OBSERVA EL PRIMER EXITO., OBTENGAMOS

L& DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X, (5; {1,2, 3,00 } )

EL PRIMER EXITO OCURRIRA EN EL EXPERIMENTO NUMERO x SI, Y SOLO SI,
EN LOS x-1 ANTERIORES HUBO PUROS FRACASOS. LA PROBABILIDAD DE

ESTE EVENTO, DADO QUE LOS EXPERIMENTOS SON INDEPENDIENTES, ES

£ 00 = (1-p) 7 Ip

ESTA FUNCION SE DENOMINA DISTRIBUCION GEOMETRICA . SE PUEDE DEMOSTRAR

QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES

- _n x~1 _ n
Fyo(X) = z p(1-p) =1 - (1-p)

Y QUE

(l—p)x_lp = (1-p)/p2

EJEMPLO

(CUAL ES LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN TORNILLO DEFECTUOSO POR
. SEXTA
PRIMERA VEZ EN LA QIIINTA EXTRACCION, SI EL PORCENTAJE DE DEFEC-

TUOSOS DEL LOTE DEL CUAL SE MUESTREA ES DE 5 POR CIENTO?

P(x=6) = £, (6) = (1-0.05)°x 0.05 = 0.95°x% 0.05 = 0.03869



83, 52

DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

CUANDO SE TIENE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA CUYO ESPACIO DE

EVENTOS TIENE SOLO DOS ELEMENTOS, DIGAMOS S={EXITO, FRACASO}, Y SE

REALIZA UN MUESTREO SIN REEMPLAZ0, ENTONCES LOS RESULTADOS DE CADA
EXPERIMENTO NO SON INDEPENDIENTES NT LA PROBABILIDAD DE EXITO PERMANECE
CONSTANTE, COMO EN LA DISTRIBUCION BINOMIAL, POR LO QUE ESTA ULTIMA

NO ES APLICABLE.

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA NUMERO DE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR

n VECES EL EXPERIMENTO CONSISTENTE EN EXTRAER, SIN REEMPLAZO, ELE-

MENTOS ﬁE UN LOTE QUE TIENE N OBJETOS DE LOS CUALES M SON "EXITOS".
EL NUMERO DE ELEMENTOS QUE TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERI-
MENTO ES

N(S) = NCn
EL NUMERO, N({X=x}), DE MANERAS POSIBRLES E IGUALMENTE PROBABLES DE

OBTENER x EXITOS ES

EN EL LOTE EN LA MUESTRA
N ELEMENTOS n ELEMENTOS
— A ~ r— e —
\GOGWOQPGOWGG OO - -006ee - -0
- v g ~ — Ay — .,
M EXITOS (N-M) FRACASOS x EXITOS QUE | (n-x)FRACASOS QUE

SE PUEDEN ELE|SE PUEDEN ELEGIR
(" -

GIR DE M™x MA|DE N—Mcn—xMANERAs

NERAS

CADA ELECCION POSIBLE DE x EXITOS SE COMBINA CON CADA ELECCION
POSIBLE DE (n-x) FRACASOS; POR LO TANTO, EL NUMERO TOTAL DE MANERAS

DE OBTENER x EXITOS EN n EXTRACCIONES SIN REEMPLAZO ES

N({X=x}) = (,C,) -y Cp-s’
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POR LO TANTO

M -M

(L C.,) ( C ) (L) ( )
_ _ _ ‘Mx’'‘N-M"n-x" _ 'x -X
P({X=x}) = fx(x) = . = 5

n

~ |8 =2

, x=0,1,...,n
N™n ( :

EN DONDE () = Mt )= (N-M) -
X x! (M-x)! ' ‘n-x (n~x) ! (N-M-n+x) )}

N, _ N!
n n! (N-n)!

QUE SE CONOCE COMO DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA, LA MEDIA Y LA VARIAN-

CIA DE ESTA DISTRIBUCION SON

' noCH(Q)
E(X) = I x= X = nM/N
x=0 (N)
n
Y
n (M)(N—M)
2 _ nM, 2 'x’ ‘n-x’' _ Mn(N-M) (N-n)
o (X) = I (X"‘—N—) N = )
x=0 () N™ (N-1)

RESPECTIVAMENTE.
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EJEMPLO
EN UN PROBLEMA DE CONTROL ESTADISTICO DE CALIDAD, SE TIENE UN LOTE

DE 100 TRANSFORMADORES DE CORRIENTE ELECTRICA, DE LOS CUALES 40
SON DEFECTUOSOS (NO CUMPLEN LAS NORMAS DE FABRICACION). ¢CUAL ES

LA PROBABILIDAD DE OBTENER UNO DEFECTUOSO DE TRES SELECCIONADOS AL

AZAR SIN REEMPLAZO?

A% (130720 A9 (%Y
P[x=1] = =
100 100
(199) (199,
4G! % 60!

_ 39! x 1! 58! x 2. _ ,

= 100+ = (0.438
97'x3!

APROXIMACION DE LA DISTRIBUCION HEPERGEOMETRICA MEDIANTE LA BINOMIAL

CUANDO N ES GRANDE Y n PEQUEN_O (N>10n), LA DISTRIBUCION BINOMIAL :SE PUEDE

4

USAR COMO APROXIMACION DE LA HIPERGEOMETRICA. DE ESTA APROXIMACION

SE HECHA MANO CUANDO LOS CALCULOS CON ESTA ULTIMA RESULTAN TEDIOSOS.

EN EL CASO DEL EJEMPLO ANTERIOR, SI SE USA LA DENSIDAD BINOMIAL SE

OBTIENE, CON p=40/100 = 0.40 Y n=3

P [x=1] = 13177 (0.40)1(0.60)2 = 0.432
FORMULA DE STIRLING
N: VI (BT (e = 2.718...)

Error 2% SI n = 4

0.8% SI n = 10

Error
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86.

[ Distribucién hipergeométrica

Distribucion binomial
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TABLA Z

FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON

X e-A k
Fx (X) = I .E'———
k=0 :

A v
X | .50 1.0 20 3.0 40 5.0 60 10 8.0 5.0
0 60" 368 .135 .0s0 .018 .007 .002 .00t 000 .000
1 910 736 .4D6 199  .092 040 .017 007 .003 .00l
2 986 920 .677 423 238 128 G2 .030 014  .006
k} 998 981 .857 .647 433 265 A5t 082 042 021

4 | 1.000 .996 .947 815 629 440 235 173 100 055 |

s | 1.000 .999 .983 961 785  .616 .446 301 91 116
6 | 1.000 1.000 .995 .966 889 .762 .605 .450 313 .207
7 1.000 1.000 .9%9 _..988 949 867 744 .599 453 324
8 4 1.000 1.000 1.000° .99¢ 979 932 .847 729 593 436
9 §1.000 1.000 1.000 .95¢ 992 968 916 .830 17 587
10 1.000 1.000 1.000 1(.000 997  .986 957 901 .816 .706_
11 1.000 1.000 1.000 1.000 999 995 030 947 .888 .803
12 | 1.000 1.000 1.000 1.00 1.000 .998 991 973 936 .876
13 1.0c0 1,000 1.000 1.000 1.000 .999 996 .987 966 .926
14 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 994 683 .959
15 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .998 992 978
16 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1i.000 .999 996 .989
}7 1 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 Q98  .995
18 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 999 698
19 | £.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.600 1.000 1.000 .999
20 1.000 1.000 1.000 1.600 1.000 1.000 1.600 1.000 1.000 §.000




FUNCION DE DISTRIBUCIQON DE POISSON

TABLA 2 (continuacién)

X -2 Lk
e A
Fy() = 2 S
A
X 10.0 11.0 12.0 13.0 14.0 15.0
2 .003 ~ .001 .001 .000 .000 .000
3 010 .005 .002 001 .600 .000
4 029 015 008 .004 .002 .001
s .067 038 .020 017 .006 .003
6 .130 _.,079° .046 .026 .014 .008_
7 220 .143 .090 .054 032 .018
8 .333 232 155 .100 062 .037
9 .458 341 242 .166 .109 .070
10 .583 .460 347 .252 .176 .118
1t .697 .579 462 3553 .260 .185
12 792 .689 576 462 358 268
13 .864 .781 .682 573 464 .363
14 917 .854 a1 675 .570 .466
15 2951 907 .844 764 .669 .568
16 973 .944 .899 . .835 J756 .664
17 .986 .968 937 .890 .827 749
18 .993 .982 .963 9 .883 .819
19 .997 .991 979 957 923 .875
20 .998 .995 .988 975 952 917
21 .999 .998 994 986 971 947
2 1.000 .999 .997 .992 983 ..967
23 1.000 1.000 .999 .996 .991 .981
24 1.000 1.000 .999 .998 .995 .989
25 1.000 1.000 1.000 .999 .997 994
26 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 .997
27 1.000 1.000 1.000 1.000 .999 998
28 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 999
29 1.000 £.000 1.000° 1.000 1.000 1.000
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EJEMPLO

EN UNA SERIE DE 462 EXPERIMENTOS CON FINES ANTROPdLOGICOS/CONSIS—
TENTES EN MEDIR EL TAMANO DE LA CABEZA DE LOS INDIGENAS RESIDENTES
EN UNA ZONA TROPICAL, SE OBTUVIERON LOS RESULTADOS ANOTADOS EN LAS
DOS PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA. SI LA VARIABLE ALEA-
TORIA "TAMANO DE LA CABEZA" SE CONSIDERA QUE TIENE DISTRIBUCION
NORMAL, ¢QUE CANTIDAD DE RESULTADOS SE ESPERARIA OBTENER ANTES DE
HACER LAS MEDICIONES, SI SE CONSIDERA QUE u= X = 191.8MM y

6= S = 6.48MM, DONDE x=PROMEDIC ARITMETICO Y s=DESVIACION ESTANDAR

DE LOS DATOS?

171.5 - 191.8_ _ 175.5 - 191.8_

Sy

179.5 - 191.8

z, = -3.13; =z

1 6.48 ~2.51;

2 = €.48 X3 .46

= - 190, ETC.
P(-3.13<2<-2,51) = 0.0051; P(-2,51<2<-1.90) = 0.0227;
P(-1.90<Z<-1.28) = 0.0716, ETC.

462 x 0.0051 = 2.4; 462 x 0.0227 = 10.5; 462 x 0.0716 = 33.1, ETC.
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103. SE
INTERVALO DE NUMERO DE OB~ INTERVALO DE|PROBABILIDAD|FRECUENCIA
171.5-175.5 3 (-3.13)-(-2.51)| 0.0051 2.4 1
175.5-179.5 9 (-2.51)-(~1.90) | 0.0227 10.5
175.5-183.5 29 (-1.90)-(-1.28)| 0.0716 33.1
|183.5-187.5 | 6 (-1.28)-(-0.66)| 0.1543 | 71.3 ..
187.5-191.5 | 104 (-0.66)-(-0.05) | 0.2255 104.2 ]
191.5-195.5 | 110 (=0.05)- 0.57 | 0.2356 108.8 _
195.5-199.5 88 ' 0.57 - 1.19 __0.1673 77.3
{199'5‘2035 30 i .19 - _}.:_8.9_._,§.,_,9.:.931% 37.5 .
203.5-207.5 | 6 | 1.80 - 2.42 | 0.0281 13.0 |
207.5-211.5 4| 2.42- 3.04 lw..‘?_-,‘?ﬂéﬁ_,___ 3.0
211.5-215.5 - B 2 3.04 - 3.66 ]h 0.0011 0.5 .|
215.5-219.5 1 3.66 - 4.27 . 0.0001 | o0

TOTAL: 462 - TOTAL: 461.6
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AMPLIFICACION DE ONDAS DE RAYLEIGH

S. E. Ruiz
L.. Esteva

RESUMEN

Se analiza la forma en que la presencia de un manto superficial de ma
terial compresible afecta las caracteristicas del movimiento causado por
ondas sismicas de Rayleigh. Los valores de las funciones de amplifica
cién obtenidos se comparan con valores que resultan de emplear el mo
delo usual unidimeénsional de ondas de cortante que viajan verticalmente.
Se utiliza un modelo numérico bidimensional, y se plantea una formuia-
cién mixta de las condiciones de frontera que limitan dicho modelo a un
espacio finito.

ABSTRACT

An analysis is presented of the influence of a soft surface layer on the
motion produced by seismic Rayleigh waves. Discrete amplification

values are compared with these arising from the conventional unidimensional
model of vertically-traveling shear waves. A two-dimensional finite-
element model is adopted, and a mixed formulation of bourdary conditions
is used in crder to work within a finite space.

* Instituto de Ingenieria, UNAM. "



AMPLIFICACION DE ONDAS DE RAYLEIGH

S. E. Ruiz
I.. Esteva

1, INTRODUCCION

En la estimacién de riesgo sismico, entre otros problemas de ingenie
ria, es necesario predecir las caracteristicas de los temblores en si
tios dados, a partir de magnitud y distancia entre foco y sitio. Tal
prediccién se hace con ffecuencia en dos etapas: la primera se refie-
re a terreno firme y la segundé toma en cuenta la influencia de las

condiciones locales.

Estudios recientes (ref 1-4) indican que una parte importante de la ener
gia sismica originada en un foco poco profundo se propaga en forma de
ondas superficiales, tan’fo'a largas distancias como en el campo cerca

no. La forma en que las condiciones locales, tales como la presen. ia

" de mantos de material compresible, afecta las caracteristicas de los
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movimientos sismicos depende del tipo y direccién de los trenes de on
das que llegan a cada sitio (ref 5, 12); sin embargo, la mayor parte de
los estudios relativos a la influencia citada suele tomar en cuenta unica

mente las ondas transversales gque inciden verticalmente en la superfi-

cie de contacto entre las formaciones blandas y el terreno firme.

Los estudios sistematicos sobre la forma en que las condiciones loca-
les afectan las amplitudes de ondas superficiales datan de unos cuantos
afios (ref 6-10), y en la mayor parte de los casos se refieren a ondas
de Love. En este trabajo se estudia la influencia de mantos de mate-
rial compresible en los movimientos del terreno causados por ondas de
Rayleigh. Para ello, se obtienen puntos discretos de las funciones de
amplific.acién en el dominio de la frecuencia, obtenidas como cocientes
de las amplitudes méiximas del movimiento en la superficie del material
compresible y las que se presentafian en terreno ﬁrme, de no ser modifi
cadas por la presencia de dicho material. ILas funciones de amplifica
cibén Que se estudian corresponden a ondas armobnicas estacionarias de
diversas frecuencias. Estas funciones se comparan con las que resul
tan de empleér el modelo usual (unidimensional) que supone ondas trans

versales que inciden verticalmente.

En vista de que las funciones de amplificacidn son sensinles al tipo de
onda, el empleo de las primeras para estudiar la influencia de condi--
ciones locales ante excitaciones sismicas requiere el conocimiento de

la fraccién de la energia que llega a la vecindad del sitio de interés en
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diversos.tipos de ondas. Este problema ha recibido poca atencién por

'

parte de ingenieros y -deberi ser objeto de estudios futuros.

2. ANALISIS DE RESPUESTA

2.1 . Condiciones locales

La fig 1 muestra la configuracién de los casos analizados. En cada
uno de ellos se supone que un tren de ondas de Rayleigh se propaga bajo
condiciones de deformacidén plana por el medio homogéneo, a la izquier
da de la figura, hasta incidir sobx"e la frontera DEF que separa el me
dio homogéneo citado (e~n adelante llamado terreno firme) del manto de
material compresible que se encuentra en la parte superior derecha.
Se obtiene la relacién entre las amplitudes maximas del movimiento del
terrenio en diversos puntos de la superficie DB y la amplitud de las o_rl'
das de llegada en A, para diversas frecuenciaé de dichas ondas y diver

sas combinaciones de propiedades mecénicas de los dos medios. El
anélisis se limita a la condicidn de sistemas lineales sin viscosidad.
Los resultadss se comparan con las funciones de amplificacién corres

pondientes a ondas transversales y longitudinales que viajan en direc-

cién vertical.

2.2 Modelo numérico

Se adoptd el criterio de anilisis de respuesta compleja en el dominio
de la frecuencia. Para ello, se definid un modelo de elementos fini-

tos, con las condiciones de frontera que se describen més adelante, y



se establecieron las ecuaciones de equilibrio dindmico para las cendicio
nes de excitacién correspondientes a la llegada, de izquierda a derecha',
de ondas de Rayleigh de distintas frecuencias. La relacién entre mixi
ma dimensién lineal de los elementos finitos y la minima longitud.de

onda excitadora nunca excedié de 4/15. El limite recomendado para los
casos en que el analisis se lleva a cabo por'criterios de propagacidn de

ondas es 1/12 (ref 11).

2.3 Condiciones de frontera

Si las ondas que entran y salen por una frontera dada son de igual tipo
y direccién de propagacidn, es posible representar las condiciones de

frontera mediapte sistemas de amortiguadores viscosos. En otros ca-
sos tal representacidon puede lograrse sdlo de manera aproximada. En
este trabajo se plantea una formulacién mixta, en que se estipulan de

manera exacta los esfuerzos de las ondas de entrada y se ponen en for
ma aproximada las condiciones de frontera para las ondas de salida, de

-tipo y direccién desconocidos.

Considérese una frontera plana, un sistema conocido de ondas penetran
do a través de ella a la regibn R que interesa estudiar, y un sistema
desconocido abandonéndola (fig 3). Sean ¢, y G, los esfuerzos normal
y tangencial sobre la frontera que resultan del sistema de ondas in i-
dentes, y sean Co Y ’62 los que corresponden a las ondas que salen.

Definanse los ejes Ey rk como en la fig 3, y sean & y v los despla-
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zumientos paralelos a.cada uno de ellos. Los esfuerzos O,y Z]
se calculan en términos de las expresiones analiticas de las ondas 1n
éidentes:- Goy ’Z>2 pueden expresarse en forma sencilla en términos de
las velocidades de los puntos de la frontera, si se introducen hipdtesis

simplificadoras.

Supéngase que 'y esta provocado por ondas planas longitudinales que
viajan paralelamente al eje r'l . Sean cp la velocidad de propagacidn
de dichas ondas y vy el correspondiente desplazamiento paralelo al e)¢

y\- Se tiene

@ = (X + 2G) oz (
, bl'\
Por otra parte,
dvy b dwe 1
BY\ p 3t Cp

teniendo en cuenta que 012) = >\+ 2G)/€ , en donde p es densidad dul‘
material, se obtiene

I R A (2)
El desplazamiento u- es la suma de las contribuciones vy y 7V, de las
ondas que entran y éalen de R. Por lo tanto, U} = \'J’— \}i, y el esfuer,
éo reéultante en un pﬁnfo de la frontera AB se determina aproximacin

mente como sigue:

aQ

G-1+°—2= Ul-ecp(U-U’l)

=0_1+€va1-€ch ()



Es decir, la condicion de frontera equivale a considerar un conjunto de
amortiguadores viscosos, actuando paralelamente al eje "l . La cons-
tante de disipacién de dichos amortiguadores vale Q ¢p por unidad de

4rea en el plano de la frontera. Ademé&s, sobre la frontera debe apli-

carse un esfuerzo igual a oy + e p {r'l.

Un razonamiento analogo conduce a la siguiente condicién de frontera
referida a esfuerzos tangenciales, en donde cg es la velocidad de pro-

pagacién de las ondas transversales.

'Z::T:l+ecsu..1—?csu. (4)
En ciertos casos es posible suponer que la mayor parte de la energia
que sale por una frontera esti asociada con ondas de tipo y direccién
de propagacién conocidos. En tal caso, las ecs 3 y 4 se modifican co

1 4
mo sigue: , . .

q

Glﬁ-a.ecpvl-_agcpv (5)

n

'61+b€cs'l:ki-b€cs!:k (6)

Aqui, a y b son parimetrcs que pueden depender o no de lé frecuencia,
de acuerdo con el tipo de ondas. Parza el caso de ondas de Rayleigh en
un medio homogéneo (parte izquierdé de la fig 1), dichos paré&metros fue
ron determinados por Lysmer y Kuhlemey—er‘(ref 11) y estén dados por

las expresiones siguientes (fig 4).



. n ) 1 - 282 g'(kz)

akz) = [1 (— ) ez (7)
_ f'(kz)

b(kz) = n [ i+ ——kg(kz)] (8)

donde

n = 1.08766, para Mbédulo de Poisson ¥ = 0,25
2 1 -2

5°= constante elistica = ————
2(1 -y)
k = nimero de onda, es decir, relacién entre frecuencia de
oscilacién y velocidad de propagacidén
f(kz) = variacidén del desplazamiento horizontal con la profundi-

dad de una onda Rayleigh en medio homogéneo

g(kz) = variacidén del desplazamiento vertical con la profundidad
de una onda Rayleigh en medio homogéneo

1 =‘ .c_l.t:.

f'(kz) 1
| d

g'(kz) = <&

dz
. <
Cuando las ondas de entrada .y de salida corresponden al mismo tipo de

ondas y direccién de propagacidn, - se obtiene

6‘=2aecp'\f1—agcp\r. (9)

5=2bgcg iy -becg (10)

y las condiciones de frontera consisten en el doble sistema de amortigua
dores de efectos longitudinales y de cortante, con constantes respectivas
a @ Ccp,y b ¢ ¢4 por unidad de ancho, sometidos en su base a desplaza-

mientos iguales al doble de los correspondientes a las ondas de llegada.
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Los principios anteriores se aplican a continuacién a las fronieras AA’,

BB' y CC' de la fig 2.

Frontera AA'

&, y 5 corresponden a lag ondas incidentes de Rayleigh (ref 11}, pa

ra x = 0 y z variable:

k i’, (A 4+ 20 flkz) + A g'(kz)].eim toay

3

14

7, = Gki {_f'(k;) - g(kg)'] et Wt (12)

Para las ondas de salida se adoptaron en este caso log valores a = 1,

b =1enlas ecs 5y §.

Frontera BB'

Como en el caso anterior, G ¥ "61 corresponden a ondas incidentes de

Rayleigh, pero ahora sus valores corresponden a 2z = 2z, Yy X variable:

N

&) = k [ (X + 2G) f(kzy) + A g'(kzo)] gl k)
, (13)
By = Gki ! f'{kzy) - g(kzo)] ei(w t - kx) (14)
L

Para ondas de salida se tomaron a =1, b= 1.

Los esfuerzos 6, y &, debidos a ondas de Rayleigh son muy pequerios
a profundidades mayores que vez y media su longitud de onda. Dado que
en el caso en estudio la frontera BBE' se cclocd a una. profundidad z,=2H,

los esfuerzos en cuestién serin despreciables para ondas de Rayleigh in-
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cidentes con longitud de onda menor que H.

Frontera CC!

En este caso, 67 y B; son nulos. Para determinar a y b se sigu\ié
la formulacién de Lysmer y Kuhlemeyer (ref 11), considerando las con
figuraciones que corresponden al movimiento causado por ondas Rayleigh
al viajar a través de un medio estratificado (ref 14), ILas expresiones
(17) y (18) siguen siendo validas, con los correspondientes valores ‘de,
f y g asociados a un medio compresible que estd soportado por un me-

dio semi-infinito homogéneo, a saber,

fs -k (P cosh Rz + Q senh Rz) + S(A senh Rz + Bcos R z)
g = R(P_senh Rz + Q cosh Rz) - k(A cosh Sz + B senh Sz),

para el estrato superior, y,
f=-kP'e"? + gA' e”?
g = rP'e’® - kA'e®?

para el medio subyacente

Dondg,
P, Q A, B, P', A' son constantes que se obtienen de las condiciones
de frontera en la interfase y én la superficie libre (ref 13).

217 /| . periodo de las ondas,

2T [k longitud de onda,

A% velocidad de ondas Rayleigh,

r
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ki, kg nimero de onda de cortante, manto super
ficial y subyacente, -

h{, hy = nimero de onda longitudinal, manio super
ficial y subyacente,

2 _ .92 _,2. 2 .32 |2
S k Xy 3 8 £ | 5
. o
RE =% -nd; r®=k? - nj
- n » v L] h g
k = 2., nuimero de onda, obtenida a partir de ia
Ve ecuacidn caracteristica o de las curvas
de dispersién correspondientes
En este trabajo se analizan casos en los que x2> k%) h? .

Para el caso extremo en gue las propiedades de log dos medios son
iguales, las respuestas obtenidas del anilisis de un modelo como el de
la fig 2, con condiciones de frontera segin los criterios expuestos en
los parrafos anteriores, concueréan razonablemente con las obtenidas

analfticamente para un medio homogéneo.

3. YVALORES DE LLA AMPLIFICACION

3.1 Casos analizados

En las figs 5 a 8 se presentan amplificaciones para diversos puntos en
la superficie del manto suiaerior, para cada frecuencia estudiada de las
ondas de llegada,y en la fig 9 el valor méximo de la amplificacién, sin
importar el punto en donde se presenta. ILas amplificaciones se compa
ran con las que se obtendrian segiin el modelo unidimensional de propa

gacién vertical de ondas de cortante. ¥n ambos c2sos, la amplifica-
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cién se calcula como el cociente de la amplitud del desplazamiento para
las condiciones estudiadas entre la que se presentaria de no ser afecta

da por las condiciones locales.

La amplificaciébn que sufren los desplazamientos de los puntos ubicadous
en el manto superficial (fig 1), con respecto a puntos ubicados en el me
dio circundante, varia con la longitud de ondas incidentes y con la rela
ciédn de impedancias* existente entre los dos medios. A fin de cono-
cer la infl:uencia de estos parimetros se estudiaron casos con rela»-
ciones de impedancias igual a 0.22, 0.35, 0.58 y 0.73, excitados por
ondas incidentes con frecuencias iguales a las primeras frecuencias na
turales del estrato superior idealizado mediante un modelo unidimensio

nal con comportamiento semejante al de una viga de cortante.
3.2 Resultados

De los analisis hechos se puede observar lo siguiente
a) Para una frecuencia de excitacidn dada, la amplificacién
maxima disminuye a medida que la relacién de impedan-
cias entre el manto superficial y el que lo soporta aumen
ta (fig‘9).

b) La amplificacién méixima de la componente horizontal pa-

'ra una frecuencia de excitacién y una relacién de impedan

* Se entiende por impedancia el producto de la densidad de masa por
la velocidad de ondas de cortante de un medio ( @ jVg;). En este
trabajo el numerador de la relacién de impedancias corresponde a
las propiedades del manto superficial. '



c)

d)

13

cias dadas, es en general mayof' que ia de la componente
vertical, siendo més importinte la diferencia para relacio
nes pequefiag de impedancia enire los medios {fig 9;.

Para relacicnes de impedancia de €.73, y longitudes de

onda de 0.52 H y 0.76 H 1a amplitud es menor que en el
medio circundante {fig 8a y b). Para esta misma relacidn

de impedancias y longitud de onda de 1.25 H no exisie am-
plificacion sensible (fig 8c).

La amplilficacién mésima de la cémponente de movimiento
horizontal causada por ondasg Rayleigh que inciden horizon-
talmente sobre dos medios con lés caracteristicas geomé-
tricas antes descritasvy con relacic;nes de impedancia peque
fias (£0. 35), es mayor que la obtenida del anéilisis de un mo
delo unidimensional con incidencia vertical de ondas de cor—
tante, para las primeras f'recuencias naturales del manto su
perficial. Para otras relaciones de impedancias, las ampli-
ficaciones de 1as ondas de Rayleigh pueden ser menores que
las de las ondas de cortante. Los resultados del anéilisis de
un modelo unidimensional se indican con flechas horizontales

en la fig 9.
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e) Las figs 5 a 8 muestran que aun para distancias horizon
tales iguales a cinco veces el espesor del estrato supe-
rior ocurren variaciones importantes de amplitud’ de un
punto a otro. 'En parte, tales variaciones se deben a la’
perturbacidn local ocasionada por la discontinuidad entire
los dos medios en el tramo DE (fig 2). = Es posible que
las aproximacio:nes'imph'citas en las condiciones de fron
tera (fig 2) sean en parte reéponsables de las fluc-
tuaciones en cuestién. Esto sugiere la ‘conveniencia de
desarrrollar criterios- de "anilisis para este problema en
donde no‘hayé que recurrir a cbndiciones' de frontera co
mo las citadas.’ o - : )

f) Para el ra.rigb’ de relaciones entre longitudes de onda y es
pesor del manto superfiéial ()\| /H) estudiado, es posible:
la existencia de las ondas.My de Sezawa (ref 14); sin em

bargo, estas no se consideraron en este estudio.

4. CONCLUSIONES

Las amplificaciones del movimiento sismico causadas por la presencia
de estratos de material de baja rigidez son muy sensibles a los tipos
de ondas que causan el movimiento en cuestion. A fin de predecir la
influencia de las condiciones locales en las caracteristicas de los tem

blores que pueden esperarse en un sitio dado es deseable estimar la
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contribucidén de los distinios tipos de ondas a dichos temblores. Como
es muy diffcil extraer esta informacién de los registros de sismos rea
les, debe acudirse 2l desarrolle de modelos analiticos que simulen ia

fuente sismica y la propagacidén de las ondas hasta la vecindad del sitio

de interés.

Dada la escasez de resultados analfticos sobre la amplificacién de ondas
de Rayleigh en condiciones comparab;es a las que aquf se estudian, no
fue pesible estimar la precisién de los resultados que aqui se incluyen;
ni determinar los errores que pue&en haberse introducido como conse-
cuencia de las aproximaciones implicitas en las condiciones de frontera;
pero se verificé que para el caso de propiedades iguales para estrato su
perficial y manto inferior la solucién eoncordaba exéctamente con la del

\
medio semi-infinito.

5. RECONOCIMIENTO

En la formulacién de los programas de computadora se uiilizé ma

terial proporcionado por G Ayala y R Aranda.

6. REFERENCIAS

1, Trifunac, M D, "'Response envelope spectrum and interpretation of
strong earthquake ground moticn'’, Bull. Seism. Soc. Am, Vol. 61,
No. 2 (1971) pp 343-358. -

2. Trifunac, M D, \"Investigation of strong earthquake ground miotion",
Doctoral Thesis, California Institute of Technology, Pasadena, Cal.
(1969).



16

10.

11.

12.

13.

14.

Nemani, D y Mal, A K, "Short period surface waves in a layered
medium", Sixth World Conference on Earthquake Engng., Delhi
(1977).

Mal, A K y Duke, C M, "Transfer functions for surface waves',
Sixth World Conference on Earthquake Engng., Delhi (1977).

Ruiz, S E, "Influencia de las condiciones locales en las caracteris
ticas de los sismos', Tesis de Maestria, DESFI-UNAM (19786)

Lysmer J y Waas G, ''Shear waves in plane infinite structures', J
Engng. Mech. Div. ASCE, Vol. 98 (1972), pp 85-105 '

Drake, L. A, "Love and Rayleigh waves in non-horizontal layered

‘media", BSSA, Vol. 62, P-2, (1972), pp 1241-1258

Drake L A, "Rayleigh waves at a continental boundary by the finite
element method", BSSA, Vol. 62, (1972), pp 1259-1268

Drake L. A, y Mal A K, "Love and Rayleigh waves in the San Fer-
nando Valley", BSSA, Vol 6'2, P-2 (1972), pp 1673-1690

Knopoff L. y Hudson J A, 'Transmission of Love waves past a
continental margin", Journal of Geophysical Research, Vol. 69, No.
8, (1964), pp 1649-1652

Lysmer J y Kuhlemeyer R L, ''Finite dynamic model for infinite
media', Journal of the Engng. Mech. Div. EM4, (1969), pp 859-
875

Esteva L, ''Microzoning: models and reality" contribution to a panel
session on ground motion characteristics, Proc. Sixth World Confe-
rence Earthquake Eng Delhi (1977)

Lee A W, "The effect of geological structure upon microseismic
disturbance', Monthly Not. Roy. Astron. Soc.: Geophys Suppl., 3,
(1932), pp. 83-105 :

Kanai K, "On the Ms-waves (Sezawa-waves)'', Bull. Earthq. Res.
Inst., Vol. XXIV, (1950), pp 39-48



17

[RA B
ST A e .
—_— 1y R, e T

Iy Lo

4 -@"“ i H
—_— ’/i i
. s

i
o b

|

Ondas sismicas
superficiales

Tig 1 Condiciones locales

4 D [\é_'j—-g—r—;
4—[F [\ I T }—?

' N ;‘]]:E H
= Tl
1 = _LJH {
o (3 ,> T+ H

H ¥ AHEH —H-1 LIALLALIAL T @

HL-J
H
0l
i
i
iy
HE
s
Oy
H
H
—F
—F
i
H
i i»

<G——e HT

N

o A
@_L_.

Fig 2 Modelc numérico



18
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Componente horizontal — Componente vertical

—-— Amplificacion segun

Fig 5b

modelo unidimensional I - 2.70 Hz.

Factor de amplificacibn de ondas de Rayleigh. Relacién
de impedancias = 0.22
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— Componente horizontal ———— Componente vertical
—-— Amplificacion seqdn

modelo unidimensionai SL = 1.96 H%-

Fig 5c Factor de amplificacién de ondas de Rayleigh. Relacidn
de impedancias = §.22
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Componente horizontal ~ ———=— Componente vertical

—-— Amplificacion segun
modelo unidimensional .. $t= 3,12 Hz.

Fig 6¢ Factor de amplificacién de ondas de Rayleigh. Relacién
de impedancias = 0.35
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Componente horizontal ———— Componente vertical

—-— Amplificacion segun
modelo unidimensional £.= 1,85 Hz.

Fig 6d Factor de amplificacién de ondas de Rayleigh. Relacién

de impedancias = 0.35
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0
Componente horizontal -———=— Componente vertical
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Fig 7c Factor de amplificacién de ondas de Rayleigh. Relacion
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——— Componente horizontal ——=—-=— Componente vertical
—-— Amplificacidn segin
modelo unidimensional f = 10.2 Hz.
Fig 8a - Factor de amplificacién de ondas de Rayleigh. Relacidn

de impedancias = 0,73
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TRANSMISION DE ONDAS
por Dr. Octavio A. Rascén Ch.

SE HACE LA HIPOTESIS DE QUE LAS ONDAS SE TRANSMITEN EN UN MEDIO
..HOMOGENEO, ELASTICO LINEAL E ISOTROPICO. ANALICEMOS EL PROBLEMA
EN LA DIRECCION X.
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CASOS PARTICULARES .

ONDAS PLANAS EN UN SOLIDO INFINITO:

1. CASO EN QUE EX,= u, = 0 Y QUE Uy ES INDEP. DE Y y Z, EN TAL

CASO LA EC ANTERIOR SE REDUCE A:

azu azu

sz atz

_ UNA SOLUCION DE -ESTA ECUACION ES:

_ . X ' x
u = £t - % ¢ ge+ X

, DONDE o = /(A + 24)/ p = cte

)

\ L

> €

~-- ---OBSERVESE QUE CONFORME-GRECE'X; TAMBIEN t CRECE, ES DECIR, LA

T .ONDAVIAJA DE'IZQUIERDKQAZDERECHk. ANALOGAMENTE, g(t + %),'

.~ REPRESENTA: UNA-.ONDA QUE -VIAJA DE DERECHA A IZQUIERDA.‘ EN AMBOS
CASOS- LA VELOCIDAD DE TRANSMISION DE LA ONDA ES «; ESTE TIPO

. DE ONDAS. SE DENOMINAN LONGITUDINALES O PRINCIPALES (P) (Los =~ . ...

ESFUERZOS CORTANTES-SON NULOS) .

2.~ CASO EN QUE u, = u, = 0 (EL MOV. SE RESTRINGE A LA DIRECCION -

YY), Y uy ES INDEPENDIENTE DE._Y. y Z. LA EC.=-GENERAL-DE EQUILIBRIO



EN DIRECCION Y SE RECUCE A

2 2

3 u 9 u
e

axX ot

QUE ES DE FORMA SEMEJANTE A LA ANTERIOR. EN ESTE CASO LA SOLU-

CION ES:
= _ X ) .S
uy, F(t - ) +G(t + 3)
DONDE
B = Yu/p

ES .LA VELOCIDAD_ DE TRANSMISION;~-ESTAS ONDAS -SE--LLAMAN--TRANSVERSALES O

DE CORTANTE~" (S,-DE-SHEAR);-YA QUE- EL UNICO. ESEUERZO-QUE APARECE

EN EL-CORTANTE o . = -p8 F'(t - %),‘DONDE"“

y



ONDAS SUPERFICIALES.

- RAYLEIGH

- LOVE ~ -

LAS ONDAS DE RAYLEIGH . ..SE GENERAN AL :INCIDIR LAS ONDAS DE CUERPOQ :_ “:

EN LA SUPERFICIE DE LA TIERRA. - ESTAS VIAJAN CON UNA VELOCIDAD . ...

Vp < B- (SI v=0.25, Vp = 0.928) Y CADA PARTICULA DES-::.
CRIBE UNA ORBITA ELIPTICA ... -~ ~@ - =

AY

VI

=
[} -]

o
(o9

LAS ONDAS DE LOVE -SE GENERAN CUANDO LAS ONDAS DE CUERPO 'INCIDEN EN
MANTOS DE DIFERENTES RIGIDECES, QUE CRECEN -CON LA PROFUNDIDAD.

POR EJEMPLO, SI

W T
4




AQUI V

L DEPENDE DE LA FRECUENCIA DE LA ONDA. .

ESTAS ONDAS TIENEN COMPONENTES DE DESPLAZAMIENTOS UNICAMENTE"
HORIZONTALES. T
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