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PROLOGO

Esta publicacidn estd. dirigida’'a agquellos lectores gue por pri-
mera vez estudlan la materia o a los gue desean hacer un repaso
dc la misma.

Estas notas se han preparadnra base de adiciones y modificacio-
ngs gue se han ido incorporando a los apuntes elaborades por el
autor para los diversos cursos gque sobre el tema ha impartido -
enh la ahora DivisiSn de Educaci6n Continua de la Pacultad de In
~genierfa, y para el curse introductorio de Probabilidad y Esta-
distica de esta Divisién. Por lo anterior, se ha decidido manteg

ner en esta edicifn el cardcter original e Iinformal de apuntes

de clase;






INTRODUCCTON

EXPERTMENTO

PARA FINES DE ESTE CURSD, SE ENTENDERA POR EXPERIMENTO A TODO PRO

CESQ DE OBSERVACION DE UN FENOMENO O VARIABLE DE INTERES,

ASI UN EXPERIMENTO PUEDE SER PLANEADRD ¥ REALIZADD POR EL HOMBRE, -

0 PUEDE SER EFECTUADO POR LA NATURALEZA, EN CRSD.DE UN FENOMENOQ -

NATURAL.

POR EJEMPLO, EL LANZAR UNA MONEDA O UN DADO Y OBSERVAR LA CARA QUE
QUEDA HACIA ARRIBA ES UN EXPERIMENTO PLANEADO Y REALIZADC POR EL -
HOMBRE. EL OBSERVAR LA C%NTIDED DE AGUA QUE LLUEVE ANUALMENTE EN

UNA CIUDAD, ES UN EXPERIMENTO ASOCIADO A UN FENOMENC NATURAL.

AL RESULTADO DE UN EXPERIMENTO SE LE DENOMINA DATO U OBSERVACION -

A UN GRUPO O COLECCION DE DATQS SE LE LLAMA MUESTRA.

PROBABILIDAD

LA PROBABILIDAD ES UNA MEDIDA DE LA CERTIDUMBRE QUE SE LE ASOCIA -
A LA OCURRENCIA U OBSERVACION DE UN RESULTADO DETERMINADO, AL REA-

LTZARSE EL EXPERIMENTD CORRESPONDIENTE.

L]

LA TEURTA DE PROBABILIDADES ES UNA RAMA DE LAS MATEMATICAS APLICA-
,DAS QUE TRATA LO CONCERNIENTE A LA ASICNACION Y MANEJO DE PROBABI-

LIDADES.



ESTADISTICA

LA ESTADISTICA ES LA RAMA DE LAS MATEMATICAS QUE SE ENCARGA DE
ENSERAR LAS REGLAS PARA COLECTAR, ORGANIZAR, PRESENTAR Y PROCE
SAR LOS DATOS OBTENIDOS AL REALIZAR VARIAS VECES EL EXPERIMEN-
7O ASOCIADO A UN FENOMENO O VARIABLE, DE- INTERES, Y PARA INFERIR
CONCLUSIONES ACERCA DE ESTE ULTIMO. PROPORCIONA, ADEMAS, LOS -
METODOS PARA EL DISERO ESTADISTICO DE EXPERIMENTOS Y DARA TOMAR

DECISIONES CUANDO APARECEN SITUACIONES DE INCERTIDUMBERE.,

CLASIFICACION

DESCRIPTIVA. TRATA ,LO CONCERNIENTE & LA
QBTENCION, ORGANIZACION, PROCESAMIENTO

Y FRESENTACION DE LODS DATOS.

ESTADISTICA | * INFERENCIAL.- TRATA LO CONCERNIENTE A.LOS

-

METODOS PARA INFERIR CONCLUSIONES ACERCA

DEL FENOMENO G VARIABLE DEL CUAL PROVIE-

NEN LOS DATOS.




MUESTRE) :  ES EL PROCESO DE ADQUISICION DE UNA MUESTRA
[ CON REEMPLAZO.~ CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADO SE REIN
TEGRA AL LOTE DEL CUAL FUE EXTRAIDO, ANTES DE EXTRAER
EL SIGUIENTE.

MUESTREQ J
SIN REEMPLAZQ.- CUANDO CADA ELEMENTO OBSERVADD NO SE -
REINTEGRA AL LOTE.

POBLACION: COLECCION DE DATOS QUE SE PUEDEN OBTEMER AL REALIZAR
UNA SECUENCIA EXHAUSTIVA DE EXPERIMENTOS.
[ DISCRETA .~ TIENE UN NUMERO FINITO O UN NUMERO INFINITO
NUMERAELE DE DATOS POSIBLES

POBIACION §
CONTINUA,- TIENE UN NUMERO INFINITO NO NUMERABLE DE DA
TOS POSIBLES

EJEMPLOS

1. EXPERIMENTO: LANZAMIENTO DE UNA MONEDA DIEZ VECES

POBLACION: - SUCESION INFINITA NUMERABLE DE "CARAS"™ Y “CRUCES"

(DISCRETA}

MUESTRA : GRUPO DE 10 OBSERVACIONES

2. EXPERIMENTO: MEDICION DE LA PRECIPITACION -PLUVIAL DIARIA EN LA

CIUDAD DE MEXIOC DURANTE DIEZ AROS

POBRLACTION: SUCESION INFINITA NO NUMERABLE DE VALORES (CONTI-
NUA}
MUESTRA : GRUPO DE 3652 OBSERVACIONES (TOMANDO DOS AROS

BISIESTOS DE 29 DIAS EN FEBRERO)



MUESTRA ALEATORIA: ES UNA MUESTRA OBRTENIDA DE TAL MANERA QUE TO00S

LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION TIENMEN LA MISMA PROBABILICAD DE SER
OBSERVADOS Y, ADEMAS, LA OBSERVACION DE UN ELEMENTO NO AFECTA LA

PROBAEILIDAD DE OBSERVAR CUALQUIER OTRO, ES DECIR, SI SON INDEPEN-

DIENTES.

TABLA DE WUMERDS ALFATORIOS: ES UNA TABLA QUE CONTIENE NUMEROS QUE CONS-

TITUYEN UNA MUESTRAR ALEATCRIA CBTENIDA DE UNA DISTRIBUCION DE PRO-
BABILIDADES UNIFORME, QUE GENERALMEWNTE CORRESFONDE & Uﬁh VARIABLE
ALEATORIA QUE PUEDE ASUMIR VALORES ENTRE 0 Y 1, HULTIPLICEﬁ05 POR
lﬂr, EN DONDE r ES EL NUMERQO DE DIGITDé QUE SE DESEA TENGAN LOS

NUMEROS,
4 £y %)

- X

LAS TABLAS QUE SE USEN PARA OBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DEREN CON-
TENER NUMEROS CON MAYOR NUMERO DE DIGITOS QUE LDS QUE TIENE EL

TOTAL DE ELEMENTOS DE LA PDBiACION QUE SE VA A MUESTREAR, POR
EJEMFLO, SI S5E VA A QBTENER UNA MUESTRA ALEATORIA DE UN LOTE DE
LENTES PARA MICROSCOPIO QUE TIENE 10,000 ELEMENTOS, LA TABLA QUE

SE USE DEBERA TENER NUMEROS ALEATORIOS CON 5 O MAS DIGITOS.



METODO DE MUESTRED ALEATORIO

1. SE ENdMERAN LOS ELEMENTOS DE LA POBLACION.

2. BSE FIJA BL CRITERICQ DE SELECCION DE LOS NUMEROS ALEATORIOS
(POR EJEMPLO, SE DEFINE QUE RENGLONES Y QUE COLUMNAS SE VAN A
LEER] .

3. §8E INDICA QUE DIGITOS SE éﬁﬂ A ELIMINAR EN CAS(Q DL QUE LOS
NUMEROS DE LA TABLA TENGAN MAS DIGITOS QUE LOS NECESARIOS

4. BSE LEEN LOS NUMERQS, DE ACUERDO CON Ld FIJADO EN LOS PUNTOS 2
Y 3, Y SE EXTRAEN DEL LOTE LOS ELEMENTOS QUE TIENEN LOS NUMEROS
LEIDOS. ESTOS CONSTITUYEN LA MUESTRA FISICA CON LA CUAL REALIZAR
LOS EXPERIMENTOS. LAS OBSERVACIONES CONSTITUIRAN LA MUESTRA

ALEATORIA DESEADA.

NGTA:; TODOS LO5 NUMEROS QUE SE REPITAN SE CONSIDERAN S50LO UNA VEL.

TAMBIEN SE ELIMINAN LOS NUMEROS MAYCRES DEL TAMARC DEL LOTE.

EJEMPLG

SE TIENE UN LOTE DE 1,000 TRANSISTCRES NUMERADOS DEL UNO AL MIL,
CuYa CALIDAD SE VA A VERIFICAR ESTADISTICAMENTE, PARA LO CUAL SE
DECIDE TOMAR UNA MUESTRA DE 40 ELEMENTOS Y MEDIR SU AMPLIFICACION
USANDO LA TABLA DE NUMERDS ALEATORIOS ANEXA, CON EL CRITERIO DE TO

MAER TODOS LOS RENGLONES IMPARES ELIMINANDO EL ULTIMO DIGITO. LA

MUESTRA FISICA SERIAN LOS TRANSISTORES CORRESPONDIENTES A LOS NUME
RCS 0415, 0006, 0394, 0998, 0530, 0394, 0160, ETIC,



TABLA DE NUMERGS ALEATORIOS

1. Fisher, R. A. y Yates, F., "Statistical tables", Ed. Qliver and Boyd Ltd, Londres

2. Owen, B., "Handbook of statistical tables", Addisson-Wesley Co., 13962,

Columa 1 2 3 4 5 b 7 8 9 - 10 11
Renglén

1 16408 51859 04153 53381 79401 21438 83035 92330 A6693 31228 59649
2 186249 81953 05520 919a2 04739 13092 17662 B4B22 94730 OR4d96 35090
3 73115 47494 47458 87637 23D16 00060 aBB24 71013 18735 20286 23153
4 57491 16703 23187 49323 45021 33132 12544 410635 830780 45393 44812
5 30405 03946 237492 14422 15059 45759 22716 19752 09983 T4353 68668
6 16631 35006 85500 32388 52390 52330 16115 692498 ig7r3z2 a8480 73817
7 96773 202906 42559 TBIRS 05300 22164 24369 542324 5083 19687 11H52
B 38935 64202 14349 B2674 66523 44133 D0627 33552 5970 19124 63318
9 11624 Te384 17403 03941 44187 64486 64758 75366 76554 Q1601 12614
10 78919 15474 23632 27889 47514 02584 A7680 20801 72152 392329 34806
REFERENCIAS




AGRUPAMIENTO DE DATOS

FRECUENCTA DE UN EVENTOr ES EL NUMERO DE VECES QUE QCURRE EL EVENTO

AL OBTENER UNA MUESTRA DE LA POBLACION CORRESPONDIENTE.

FRECUENCTIA RELATIVA DE UN EVENTO- ES EL COCIENTE DE SU FRECUENCIA ENTRE

EL TOTAL DE ELEMENTOS {(TAMERAO) DE LA MUESTRA,

FRECUFENCIA RELATIVA Acu.uumq»\_.- ES LA ACUMULACION (SUMA)] DE LAS FRECUFN-

CTAS RELATIVAS HASTA UN VALOR DADO, PARTICNDO DEL VALOR (O DEL
INTERVALO} MAS PEQUERO, EN OTRAS PALABRAS, ES LA FRECUENCIA DE

VALORES MENORES O IGUALES QUE UN VALQR DADO,

FRECUENCTA ACUMULADA COMPLEMENTARTA.- BES LA FRECUENCIA DE VALORES MAYORES

QUE UN VALOR DADO = NUMERC DE DATOS - FRECUENCIA ACUMULADA

DISTRIBUCTION DE FRECUENCIAS

CON OBJETO DE FACILITAR L& INTERPRETACZION DE LOS DATQS I;:-}UE LB
TIENEN EN UNA MUESTRA, ES CONVENIENTE AGRUPARLOS POR WVALORES O POR

INTERVALOS DE VALORES, FORMANDO ASI UNA TABLA DE DISTRIBUCION DE

FRECUENCIAS.
PARA FACILITAR EL CALCULO DE LAS FRECUENCIAS ES UTIL ORDEHAR LOS
DATOS EN FORMA CRECIENTE O DECRECIENTE DE VALORES, FORMANDO ASIY

UNA TABLA DE DATOS ORDENADOS,



ETEMPLO

EN UNA ESCUELA SECUNDARIA SE LES APLICO A 30 PROFESORES UN EXAMEN
SOBRE PEDAGOGIA, LAS CALIFICACIONES (DATOS) QUE SE OBTUYIERON
FUERON (YA ESTAN ORDENADOS EN FORMA CRECIENTE)

57, 9, 65, &7, €7, 67, 69, 72, 73, 73, 77, 78, 78,
I"'l---ﬂ.,--.—-n‘ = "

- L.

v
A B C

§1, s1, 83, 83, B3, 84, 84, 87, B8, 89, 89, 91, 91, 93,

L - L

95, 97, 99 1
E
a. AGRUPAMTENTO DE VALORES
CALIFICACION  FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA RE-
RELATIVA LATIVA ACQUMULADA

57 1 1/30 1/30

59 1 . 1/30 2/30

65 1 1/30 3/30

67 3 3/30 6/30

69 1 1/30 - 7/30

72 1 1/30 8/30

73 2 2/30 10/30

77 1 1/30 11/30

78 2 2/30 13/30

81 2 2/30 15/30

83 3 3/30 18/30

84 2 2/30 20/30

87 1 1/30 ' 21/30

88 1 1730 22/30

BY 2 2/30 24/30

91 2 2/30 26/30

93 1 1/30 27/30

95 1 1/30 2B/30

97 1 1/30 29/30

99 1. 1/30 30/30=1

£=130 L=30/30=1

anHL ES LA FRECUENCIA RELATIVA DE VALORES MENORES O IGUALES QUE 937:27/D



b. AGRUPAMIENTC POR INTERVALOS

LIMITES PE CLASES: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMQ DE CADA INTERVALO

MARCAS DE CLASE: SON LOS VALORES MEDIOS DE CADA THTERVALO DE CLASE

LIMITES REALES DE CIASE: SON LOS VALORES MINIMO Y MAXIMO QUF SON

FRONTERA ENTRE LOS INTERVALOS. ESTOS DEBEN TENER UNA CIFRA DECI-

MAL HMAS QUE LOS DATOS,

EVENTO (INTERVALO DE ELEMENTOS FRE- FRECUENCIA
CALIFICACIONES) OBSERVADOS CUENCIA RELATIVA
A= {51-60}) 57,59 2 2/30
B = {61-70} 65,67,67,67,69 5 5/30
C = {71-80}) 72,73,73,77,78,78 6 £/30
D = {81-90} B1,81,83,83,83,84,
84,87,88,89,89 11 11./30
E = {%1-1901 91,91,93,95,97,99 6 6/30
) I=30 30/30=1
/ \x“"\
LIMITES INFERICRES | LIMITES SUPERIORES
DE CLASE DE CLASE
EVENTO LIMITES DE LIMITES REALES MRBRCAS DE
CLASE DE CLASE CLASE
INFERIOR |SJPERIOR | INFERIOR| SIPERIOR
A 51 60 50,5 60,5 55.5
B 61 70 60.5 70,5 65,5
C 71 B0 0.5 80,5 75.5
D B1 90 80,5 90,5 85.5
E 91 100 90.5 100.5 '95,5
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’/ Limites recles ge close T\\

&0.5

80.5
'/- Limites de class \ l'/. Limites de clase \"ris

J 13 I L
1 L
55.5 i

k Warcas de clase

m
o8

A = {X: 50.5<X<60.5}

B = {X: 60.5<X<70.5)

C = {X; 70.5<X< 80,5}

D = {X: 80.5<X<90,5}

E = {X: 90.5<X<100,5}
LIMITES REALES LIMITES REALES éUPE—
INFERICRES DE CLASE RIGRES DE CLASE

PROCEDIMIENTO DE AGRUPAMIENTO

A MAYOR NUMERC DE DATOS SE REQUIERE MAYOR NUMERQ DE INTERVALOS,
PERC EE RECOMIENDA QUE ESTE NUMERGC ESTE ENTRE 5 ¥ 20, SUPONIENDO
QUE EN PROMEDIO CAIGAN 5-0 MAS ELEMENTOS EN CADA INTERVALG. ASI, SI

SE TIENEN 30 DATOS, SE RECOMIENDA USAR 30/5=6 INTERVALOS.

EL PROCESO DE AGRUPAMIENTO SE INDICARA AL MISMO TIEMPO QUE SE REA-~

LIzZA& EL SIGUIENTE EJEMPLO,

EJEMPLO

EN UN ESTUDIO ANTROPOLOGICC SE OBTUVO UNA MUESTRA DE 30 ESTATURAS
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DE LOS VARONES ADULTOS RESIDENTES EN UNA REGION. LOS DATOS, ORDE-

1T -

NADOS EN FORMA CRECIENTE DE VALORES, FUERON LOS SIGUIENTES:

15%, 161i,163,163,162,167,167,167,167,168,168,168,16%,169,170,

171,17%,173,174,175,175,175,178,179,181,181,183,184,187,191 CM.

OBTENER LA TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS.

SOLUCION:

DETERMINACION DEL RANGO DE LA MUESTRA
RANGO = VALOR MAXTIMO - VALOR MINIMO = 191-159=32 CM

DETERMINACION DEL NUMERO DE INTERVALOS.

NUMERD DE INTERVALOS = %? - €

DETERMINACION DE LOQOS LIMITES DE CLASE

RANGO _ 32 _ ¢
NUMERO ~ & = ~°

ANCHGC DE LOS INTERVALOS =
TOMAREMOS UN ANCHO DE & CM, CON LO CUAL EL RANGQ DEL AGRUPAMIENTO
ES 6 x 6§ = 36 CM. LA DIFERENCIA DE RANGOS ES 36-32=4, QUE SE
REPARTE EN LOS DOS INTERVALOS EXTREMOS EQUITATIVAMENTE. POR LO
TANTO, LOS INTERVALOS RESULTAN SER:

157-162, 163-168, 169-174, 175-180, 181-186, 187-192



4. INTEGRACION DE LA TABLA:

[ HTE RVALDO LIMITES REALES FREC. FREC, REL.J FREC. FREC .REL.

INF. S5UP. ' ACTIM. LCUM,

157-162 156.5 | 162.5 N . , 5. 067
30
163-168 162.5 | 168.5| 10 %% 0.333] 12 o 400
169174 168.5 | 174.5 7 | 5g =0.233| 19 0.633
175-180 174.5 | 180.5 5 %ﬁ =0.167 24 0.800
181-186 180.5 | 186.5 4 %E =0.133 28 0.933
187-192 186.5 | 192.5 2 %ﬁ =0.067 30 1.000
£=130 £21.000
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PRESENTACION GRAFICA DE {AS DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

156.5
162,5
168.5
1745
180.%
186.5
192.5

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DE LOS DATOS DE LAS
ESTATURAS DE LOS VARONES RESIDENTES EN UNA REGION

Histegroma
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Distribucion de frecuancias acumulados
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‘grsmﬁmm DEL PROBLEMA DE LAS CALIFICACTONES EN PEDAGDGTA

I mmmmmmm o e -

ll | | | P
IiHiHT”!HiHLUHHIHTHIHIHIHIH -
70 80 50 1G0O

Calificacion

TAREA: DIBUJAR EL POLIGONO, DE FRECUENCIAS Y LAS CURVAS DE FRECUENCIAS

RELATIVAS ACUMULADAS Y COMPLEMENTARIAS,



EJEMPLOQ
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EN UN ESTUDIO SOBRE LA CALIDAD DE LOS MONOBLOCKS PRODUCIDOS POR

UNA FTABRICA, SE OBTUVO UNA MUESTRA ALEATORIA DE 100 ELEMENTQS,

A LOS CUALES SE LES CONTO EL NUMERQ DE DEFECTQOS DE FABRICACION.

LA DISTRIBUCICN DE FRECUENCIAS QUE SE QOBTUVC ES LA SIGUIENTE:

NUMERC DE FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA ACUMULADA
DEFECTOS ACUMULALA COMPLEMENTARIA
0 4 4 96 (100-4)
1 13 17 BY (100-17)
2 33 1 50 (100-50)
3 K 80 20 {1¢0-80)
4 15 a5 5 {100-95)
5 5 100 0 {100-100)
100
|
np-—-——-
o Mp-—-——- -
©
=
<]
o w0
S L naiatal T T
TR T |
10f
s o1 .
i ]
R T -
Namero de caefectos
100%_'—-———-""__ e
2 95 o T—-—-—|I L
=) L — 1 - .
= W --i—' ' Distribucidn de frecuencias
E -: ‘_ I : I acumulodos.
| I I
S
g sep-—epe——t : | | Distribution de frecuencias
2 I F , | | gcumuladas complementorios.
3 A
2 ! b A
o I
om0
e R N e -
) : 3 4 5

Nimero de defectos
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PERCENTILES~ SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-

CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MUOLTIPLOS DE 1 POR CIENTO.
PECTLES: SOW LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRECUEN-
CIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 10 POR CIENTO.
CUARTILES- SON LOS VALORES DE LA VARIABLE CORRESPONDIENTES A FRE-
CUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS QUE SON MULTIPLOS DE 25 POR CIENTO.
MEDIANAZ VALOR DPE LA VARIABLE CORRESPONDIENTE A LA FRECUENCIA

RELATIVA ACUMULADA DRE 50%,
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- D ar0 2
] o
=060 @
a [
= 1 e | ] 050 o
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HEDTTPAS REPRESENTATIVAS DE LOS DATOS

MEDIDAS DE TENDENCTA CENTRAL

VALOR MEDIO O PROMEDIO ARITMETICO
PARA DATOS NO AGRUPADLOS

=]

X =

Fle

L Xy
i=1
DONDE Xy S0N LO5 VALORES DE LOS DATQS Y n ES EL TAaMARQO DE LA

MUESTRA.

SI LOS DATDS ESTAN AGRUPADQS Y fj ES LA FRECUENCIA DEL j~ESIMO VALOR O

INTERVALO Y xj ES VALOR O LA MARCA DE CLASE CORRESPONDIENTE, ENTONCES

K
- _1
x =4 L fixy 7 K= NUMERG DE INTERVALOS

EJEMPLO

SEA EL EJEMPLO ENUNCIADO ANTERICRMENTE DE LOS DEFECTOS EN MONOBLOCKS.

SE TENIA:
j No, DE BEFECTOS FRECUENCIA .
X £ fix
1 0 4 4§ x 0 =0
2 1 13 13 x 1 = 13
3 2 33 33 x 2 = 66
4 3 30 30 x 3 =80 | % = %%%

5 4 15 15 x 4 = 60 | % = 2.54 DEFECTOS
6 " . 5 ks =25 POR MONOBLOCK
=100 t 254

i=1
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MOD0~ ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE APARECE CON MAYOR FRECUENCIA |,

EN UNA MUESTRA. SI LOS DATQS ESTAN AGRUPADOS, EL MODO ES LA

MARCA DE CLASE DEL INTERVALO QUE TIENE LA MAYOR FRECUENCIA.

EJEMPTLO

EN EL PROBLEMA DE LOS MONOBLOCKS EL MODQ ES 2, EN EL PROBLEMA

DE LAS ESTATURAS DE LOS VARONES ADULTOS DE UNA CIUDAD EL MODO ES
165.5 CM,
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MEPIANA:- ES EL VALOR DE LA VARIABLE QUE CORRESPONDE AL 50% DE LA

FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA.

SI LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS POR INTERVALOS, LA MEDIANA SE PUEDE

CALCULAR CON LA FORMULA (ADEMAS Dﬁ GRAFICARMENTE, COMO Y& SE VIO

= = — et ]
MEDIANA M LM + F M

DONDE LM = LIMITE INFERIOR REAL DEL INTERVALC QUE CONTIENE A LA
MEDIANA

fM ¥ 4, = RESPECTIVAMENTE, A LA FRECUENCIA Y ANCHO DEL INTER-

VALOC QUE CONTIENE A LA MEDIANA

F,, = FRECUENCIA ACUOMULADA HASTA EL INTERVALO QUE CONTIENE

- & LA MEDIANA EXCLUSIVE

n = TAMARND DE LA MUESTRA

n
- fM i, T - FM
=) ! d
S /2 =50%-—, M ¢
5 . S F
(=1 e =y — - — 1 | - g = d __2____jL
M ' : - M f .
,E | | M
I
2 Lt . Mediona = M = Ly + £
tw [ 9u |
L1 -
LM M 1 x

:Int&nn'lu que contiane -

a la medianag
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EJEMPLO
EN UN ESTUDID PARA DETERMIMAR LOS TIEMPOS EN QUE UNA. MUESTRA ALEA~
TORIA DE INDIVIDUCS REACCIONABA A CIERTOS ESTIMULOS PSICOLOGICOS

SE OBTUVO LO SIGUIENTE:

. § |[MARCA DE CLASE| LIMITES FRECUENCIA | FRECUENCIA | o opa
x, EN SEG REALES £ ACUMULADA, F r
1 0.10 0.075-0,125 2 2 Q.20
2 0.15 0.125-0,175 7 9 1.05
3 0.20 5.175-0.225 14 . 23 2.80
3 0.25 0.225-0,275 4 27 1,00
K=5 0.30 0.275-0,325 3 30 0.90
£=30 § £ x,=5.,95
PROMEDIO ARITMETICO j=1
- 5.95
X - 30 0.198 SEG

MODD = (¢.20 SEG

HMEDLANA 0.05

d, = 0.05, L, = 0.20 - 203 = 0,175, F, =9
n/2 = 30/2 = 15, £, =14

MEDIANA = M = 0,175 + EETg-E 0.05

0,30
14

M= 0,175 + = 0,175 + 0.021 = 0.196 SEG



23

MEDIDAS DE DISPERSION

RANGO = MAXIMO VALOR QOESERVADD - MINIMO VALOR OBSERVADO

VARTANCTIA - SI

5I LOS DATQOS

COMDE LAS xj

VALOS 0O LOS

LOS DATOS N0 ESTAN AGRUPADOS:

n n —_—
Si =L 5 x - E]z =L of x? - R x? - ;2
®og=3 ! gy ?
ESTaAN AGRUPADOS:
K K
S; = l L . (x —1ﬂ2_= l‘ £ £ xz - F2= ;7 - %
n j=1 Jd ] (2] j=1 s

SON LOS VALORES O ' LAS MARCAS DE CLASE DE LOS INTER-

VALORES DE AGRUPAMIENTO.

DESVIACTION ESTANDAR

se= /87

COEFICTENTE DE VARTACION

Vy = ijx
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EJEMPLO

EN UN ESTUDIO SDERE LA TEHPERATURA MIM DIPLRIPL EN UNA CIUDAD
L Jie P e L

SE OBTUVC LO SIGUIENTE DURANTE UNA PRIM?ERA

- . - . gy "

j [IvrERvALOS DE [marca DE fFrecuEnciy [ _ [ _, i
TEMPERATURA, *F | CLASE, °F £ xf| x-x Jix-x)° | (x-%}“f

1 55 - 63 - -59 2 1181-21,3]453.7 907.4

2 64 - 72 68 § 408)-12.3[151.3 | 907.8

3 73 ~ 81 77 7 539]- 3,3} 10,9 | 76.3
“Npo Tan S “ 1 |s,. N R o

a B2 <190 ;x b .86 - +| 49 m 7| 774) <. 32,5 | 292.5

t ) j‘=i; . £ =F . i

5 91 - 99 95 _6 570 14.7216.1 |1286.6

i qwads 7a paoas el GlusosPiOfh uoa | x 2ad [3480:6

2409 _ R ALIl, ‘?Lui; A dC ETHOJAV 20 0 gnaay

X = 5 = 80.73

5}2{ - 3483.6 ~ 116 °F2 TETN TR MI0L TP
Sy = V116 = 10.8 °F - -?";;:E*=KE

e ?i%?i%}, W OATONY 3T aTRADLER 4
MODO = 86 A S

dy=9, Ly=72.5, £,=7, Fy=8, J = 30 = 15

i5 - 8 g w 72,5 + 9 = B1.5 °F

MEDIANA = M = 72,5 + 3




EJEMFLO

l. AGRUPAR LO5 DATOS DE LA SIGUIENTE TABLA POR INTERVALOS Y ELA-
BGRARLUNA TABLA CON FRECUENCIAS, FRECUENCIAS RELATIVAS, FRE-
CUENCIAS ACUMULADAS Y FRECUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS { ANO-
TAR LIMITES, LIMITES REALES Y MARCAS DE CLASE).

0.78 0.38 0.72 0.65 0.72 0.92 0.78 0.65 0.92 0.78
1.36 1.43 0.65 0.48 0.B3 0.48 0.72 0.48 0.65 0.78
0.65 1.00 0.78 0.78 1.03 1.26 0.48 0.48 1.06 0.96
0.65 0.%2 0,72 0.78 0.78 0.,4B 0.28 0.36 .83 0.4B
.78 0.4 0.36 0,78 0,78 (.83 0,88 0.8 1,03 1.21
0.88 0,57 0.72 1,03 Q.92 0.9 0.78 1.09 @,92 1,12
0.5 0,65 0.83 0.72 0,72 .78 0.72 1.09 0,83 0.83
0.83 1,06 0.37 0.78 1,23 1,0% 1,03 0.18 .65 1.3
¢.96 0.65 0.48 1.18 1,12 0,18 Q.48 0,72 @.57 0.55
0.9¢ 0.65 0.96 0,51 0.65 1.21 1,48 0.% 0,96 1.40

2. DIBUJAR: A) HISTOGRAMA
B} POLIGONC DE FRECUENCIAS
C) CURVA DE FRECUENCIAS ACUMULADAS

3. CALCULAR TODAS LAS MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL Y DE DISPER-
SIONW QUE SE HAN ESTUDIADO

a,, AGRUPANDO DATOS POR VALORES
L . CON DATOS AGRUPADOS POR INTERVALOS
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MEDIDAS DE DISPERSION { DATOS AGRUPADODS POR VALORES )
Y TENDENCIA CENTRAL

Rango = 1.48 - 0.18 = 1.39
Datos Frecuencia x£ xZ x2f
»
.18 4 0.72 . 0.032 0,128
Q.28 1 6.28 0,078 0.078
0.36 2 0.72 0.130 0.260
0,38 1 0.38 0.144 0.144
0.48 7 3.36 0.230 1.610
0,49 1 0,49 0.240 " 0.240
6.51 1 0.51 0.260 6.260
0.55 1 8.55 0.302 0.302
0,57 3 1.71 0.325 6.975
0.65 12 7.80 0.422 5.064
0.72 : 6.48 0,518 4.662
0.78 14 10,92 0.608 8.512
0,83 7 5,81 0,689 4.823
0,88 2 1.76 0.774 1.548
0.92 5 4.60 0.846 4.230
0.96 8 7.68 0.922 7.376
1,00 1 1,00 1.000 1.000
1.03 4 4.12 1.061 4.244
1.06 2 2.12 1.124 2.248
1,09 3 3.27 1.189 3.567
1.12 2 2.24 1,254 2.508
1.18 1 1.18 1.392 1,392
1.21 2 2.42 1.462 2.928
1.23 1 1.23 1.513 1.513
1.26 1 1.26 1.588 1.588
1.34 1 1.34 1.796 1.796
1.36 1 1.36 1.850 1.850
1,40 1 1.40 1.960 1.960
1.43 1 1.43 2.045 2.045
1.48 1 1.48 2,190 2,190
[a79.62 | E=71.041
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2 L 71.041/100 = 0,710
- - )
¥ = 19:62 _ 5 79¢ S2 = %% - %X = 0.710-0.634
100 = 0.076
— & .
x = 0.634 s; = 0.076
= z — -
s, = / S =/0.076 = 0.276
Sx 0.276
Coeficiente de varjacidbn =V = —2_ = —L277 = 3,347 = 34.7%
x - -
X 0.7506

Modo = 0.78

Mediana = 0,78



AGRUPAMIENTO POR

JNTERVALOS:

N° DE INTERVALOS = 100/5 = 20; ANCHO = 1.30/20 = 0.065

RANGO = 1.48 - 0.18 = 1.30

Intervalo Limites reales FREC. FRECUENCIA FREC. FREC. REL.

INF. SUP. RELATIVA ACUM. ACUMULADA
1 0.14-0.20 0.135 0.205 4 4/100=0.04 4 0.04
2 0.21-0.27 0.205 0.275 0 0/100=0.00 4 0.04
3 0.28-0.34 0.275 0.345 1 1/100=0.01 5 0.05
4 0.35-0.41 0.345 0.415 3 3/100=0.03 B 0.08
5 0.42-0.48 0. 415 0.48% 7 2/100=0, 07 15 0.15
6 | 0.49-0.55 0.485 0.555 3 3/100=0.03 18 0.18
7 0.56-0.62 0.555 0.625 3 3/100=0.03 21 .21
8 0.63-0.6% G.625 0.695 12 12/100=0.12 33 0.33
9 0.70-0.76 0.695 0.765 g 9/100=0.09 42 0,42
10 0.77-0.83 0.765 0.B35 21 21/100=0.21 63 0.63
11 0.84-0.90 0.835 0.905 2 2/100=0.02 65 0.65
12 0.91-0,97 0. 905 0.975 13 13/100=0.13 78 D.78
13 0.98-1.04 0.975 1.045 5 5/100=0.05 B3 D.83
14 1.05-1.11 .1.045 1.115 5 5/100=0.05 88 0.88
15 1.12-1.18 1.115 1.185 3 3/100=0.03 91 0.91
16 1.19-1.25 1.185 1.255 3 3/100=D.03 54 0.94
17 1.26-1.32 1.255 1.325 1 1/100=0.01 95 0.95
18 1.33~1.39 1.325 1.395 2 2/100=0.02 97 0.97
19 1.40-1.46 1.395 1.465 2 2/100=0.02 99 0.9%
20 1.47-1.53 - 1.465 | 1.535 1 1/100=0.01 100 1.00

e 100 I= 1.00

e
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MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Marca de Limites Frecuencia Frecuencila A- fu
J clase x realas f acumulada, F
1 0.17 0.135~0.205 4 4 0.68
2 0.24 0.205-0.275 0 4 0.00
3, 0.31 0.275-0.345 1 5 0.31
§, 0.38 0.345-0.415 3 8 1.14
5 0.45 0.415-0.485 7 15 3.15
6, D.52 0.485-0.555 3 18 1.56
EL 0.59 0.555-0.625 3 21 1.717
B .66 0.625-0.6495 12 33 7.92
8, Q.73 0.695-0_765 9 42 6.57
10 0.80 0.765-0.8B35 21 63 16,80
11 0.B7 0.835-0_505 2 65 1.74
12. 0.94 J.905-0.975 13 T8 12.22
13, 1.01 0.975-1.045 5 83 5.05
14 1.08 0.045-1.115 5 g8 5.40
15 1.15 1.115-1.185 3 91 3.45
i6 1.22 1 1.185-~1.255 3 94 3.66
17 1.25% 1.255-1.325 1 95 1.29
1s 1l.3a 1.325-1.395 2 97 2.?2
19. 1.43 1.395-1.465 2 95 2.86
20, 1.50 l1.465-1.535% 1 1040 1.50
2‘11 £
oy T3°
=7%,79
Promedic aritmético X = ?iﬁg = 0.7375
8- Fy
MODQ-=0, 80 Mediana=M = Ly, + __E;"—_dn
de, 0.07 LM = 0,765 FM 42
fH = 21 n = 100 .
Mediana = 0.765 + —2=22 g g7

21

w 0.765 + 0.026 = 0.794
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DE DISPERSIOH { DATOS AGRUPADOS )

MEDIDAS
Rango = mixime valor observado - minimo valor observado
= 1.48 - 0.18 = 1.30 to
Marca de Frecuencia - _ 3 ~ 3
J Intervalo clase x f xf X=X {x~x) fr-x1" £
1 0.14-0.20 0.17 4 0,68 |-0.628 n.394 1.576
2 | o0.21-0.27 "0.24 0 0.00 |-0.558 0.311 0.00
3 0.28-0.34 0,31 1 0.31 |~0.488 0.238 0.238
4 0.35=0.41 0.38 3 1.14 |-0.418 0.175 0.525
5 0.42-0.48 0.45 7 3.15 |-0.348 a.121 0.847
6 0.49-0.55 0.52 3 1.56 {-0.278 G.077 0.231
7 0.56-0.62 0.5% 3 1.77 {-0.208 0.043 0.129
B 0.63=0,69 0.66 12 7.92. 1-0.138 0.019 . 0.228
g 0.70-0.76 0.73 9 6.57 |-0.068 0.004 0.036
10 0.77=0.83 0.80 21 16.80 0;002 0.00 0.000
11 | 0.84-0.90 0.87 2 1.74 | 0.072 [ o0.00s 0.010
12 0.91-0.97 0.94 13 12.22 0.142 0.020 0.260
13 | 0.98-1.04 1.01 5 s.e5 | 0.212 | 0.045 0.225
14 1.05-1.11 1.08 5 5.40 0.282 0.07%9 0.395
15 1.12-1.18 1.15 3 3.45 0.352I | ©0.123 0.369
16 1.19-1.25 1,22 3 3.66 0.422 0.178 0.534
17 1.26-1.32 1.29 1 1.29 0.492 0.242 0,242
18 1,33~1.39 1.36 2 2,72 0.562 0.316 0.632
19 1,40-1,46 1.43 2 2.86 0.632 0.399 0.798
20 1.47-1.53 1.50 1 1.50 0.702 0.493 0.493
100 79.79 7.768
Mediana = ¥ = ~2222 = 0.7979
~ 100
5! w Variancia = —1°8 = 0.077
100
Desviac. estdndar =8 = 0.277 [Sx =/f§)
5
Coeficiente de variacibn = vV, = —= = 2.277 _ 4.347,

X . 0.7979
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TRANSFORMACION LINEAL DE VARIABLES : ¥ = a + bX

SI SE TIENE UNA MUESTRA DE TAMARO n DE LA VARIABLE X, A CADA VALOR

X; . DE DICHA MUESTRA LE CORRESPONDE UN VALOR, y,, DE LA MUESTRA DE

i
Y, DADO POR .

y; =at hxI

POR LO TANTO, EL PROMEDID ARITMETICO DE LAS Yy ES

a +

|+~
| =

n [
I x. = a +hx
= 1

=
]

=Nl o

21T

I (a + bxi] n,

yPrir oLy amxp®alr a%k onozabkg v 1 oz b -
1=l 1 M= i=1 i=1 1=1

= a® ¢ 2abx% + bx

Y, LA VARIANCIA,

52(y) = y2-32 = a2 4 2ab% + B2 - (a+bX)? = bixo-bR? = bGP (x),

ESTAS TRANSFORMACIONES SE PUEDEN EMPLEAR PARA CALCULAR EL PROMEDIO
Y, ¥ LA VARIANCIA sE[FI DE LA*MUESTRA DE UNA VARIABLE QUE RESULTA
DE UNA TRANSFORMACION Y, CON BASE EN ELLOS, CALCULAR X ¥y sz(x} D13
LA MUESTRA ORIGINAL, MEDIANTE LAS ECUACIONES

x = {y ~al /b

s = sl /P
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ESTE PROCEDIMIENTO AHORRA BARSTANTE TIEMPO DE CALCULCS CUANDO LOS
DATQS ESTAN AGRUPADOS, EN CUYO CASO LOS x, SON LAS MARCAS DE CLA-
SE-

EN OCRSIONES LA TRANSFORMACION LINEAL SE PLANTEA COMO

=}I'-G:|
b4 . T2

DONDE ¢ y ¢z SON CONSTANTES. EN ESTE CASO SE OBTIENEN

- _X-c 1
F':—Ez—l" Y 52 (¢} = _C':_ 51[2()

CE ESTAS ECUACIONES SE LLEGA A

J_(=I32§+C] -

52 (x)= cz 52 (y)
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EJEMFLC
EN EL PROBLEMA DE LOS RESULTADOS, Xy DE UN EXAMEN SOBRE PEDAGO-

GIA SE OBTUVD LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS INDICADA EN LAS DOS

PRIMERAS COLUMNAS DE LA SIGUIENTE TABLA:

MARCAS DE CLASE| FRECUENCIAS | MARCAS DE CLASE 5 p

X4 £, TRANSFORMADA,y, (v, f. |¥{ |¥] &

55.5 2 -2 - 4 4 8

65.5 5 -1 -5 1 5

75.5 - 0 | 0 0 0

85.5 11 1 11 1 11

95.5 6 | 2 12 4 24
I=30 1=14 I=48

Y = 14/30 = 0.467, y2= 48/30 = 1.6, sztyl = 1.6 - {9_45?,3= 1.382

= 0.467x 10 + 75.5 = B0.17,52(x)= 1.382 - x 16° = 138.2

CALCULAREMOS EL PROMEDIO Y LA VARIANCIA DE ESTA MUESTRA, CALCULAN-

DO PRIMERO y ¥y % {y) DE LA TRANSFORMACION

[§]
o
=
0
[
il

MARCA DE CLASE CENTRAL Y

L]
]

2 ANCHO DE CLASE

TOMANDO ¢, = 75.5 y C, = 10, SE TIENE y; ~(x-75.5/10

POR LO QUE
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Yy < (-75,5 + 55.5}/10 =-2

¥y = {-75.5% + £5,5)/10 = -1

y3 = (=75.5 + 75.5)/10 = @
Yy © {=75.5 + 85,5)/10 = 1
ys = (-75.5 + 95.5)/10 = 2

OBSERVESE QUE SE OBTIENE y = 0 PARA EL INTERVALO CORRESPONDIENTE A
'Xi = Cl' Y PARA LOS INTERVALODS CON VALORES MAYORES DE X BASTA
COH IRLE SUMANDO UNA UNIDAD, MIENTRAS QUE A LOS DE VALDﬁES MENORES ,

IRLE RESTANDO UNA UNIDALD.
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REGRESTON LINEAL

CON MUCHA FRECUENCIA SE PRESENTAN PROBLEMAS EN QUE INTERVIENEN!

DOS ?AliIRBLEE ALEATORIAS (0 UNA ALEATORIA Y UNA DETERMINISTA) Y

SE DESEA DETERMINAR UNA RELACION FUNCIOHWAI, ENTRE ELLAS. SI SE,

OBTIENE UNA MUESTRA DE PAREJAS DE DATOS (X;, y;) Y.SE ANOTAN EN
UNA GRAFICA X-Y, VISUALMENTE SE P'.’I:I'DRA FREVEER EL TIPO DE RELACION
ENTRE AMBAS VARIABLES, Y LUEGO HACER UN_AJUSTE MATEMATICG DE ALGUN

TIFO DE CURVA,

EJEMPLOS {GRAFICAS DE CORRELACICHN)

{

Relaclon llneal

Valar del inventaria
a fin da afio

-
Venia anuval an millenes de:pesos

o A

r

[*)]

=2

LTl

o

[

(=9

L Ralacidn parabdileo :

2 o

(1)

L -

[

a -
Tiempo , &n meses

=)

s |

2 . .

‘2

[+]

@ o

: g

o o - - ° a

‘I: a o .

-§ . Ningunc relocién apreciable

— [ ]

_ @ o

3 s

Callfleacion en Fisica
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PARA AJUSTAR ALGUNA CURVA A UW GRUPQO DE DATOS SE PUEDE PROCEDER
DE DIFERENTES MANERAS, DE LAS CUALES LA MAS SENCILLA ES "A OJO",
PERC TIENE IJ’L DESVENTAJA DE QUE, POR NO SER SISTEMATICO, DIFERENTES
PERSONAS PROFPONEN DISTINTAS CURVAS.. DE LOS METODOS ANALITICOS O

MATEMATICOS, EL MAS- COMUN ES EL DE MINIMOS CUADRADOS,

51 X ES LA VARIARLETHNODEPENGIENTE Y Y LA DEPERDIENTE, SE DICE QUE LA

REGRESION ES5 DE ¥ CON BASE BN X, Y VICEVERSA.

EN ESTE CURSO NOS CONCRETAREMOS AL CAS0 DE UN AJUSTE LINEAL, ES

DECTR, MEDIANTE UNA LINEA RECTA, DE ECUACICH §=m}( + b, EN DONDE

m ES LA PENDIENTE ¥ b LA ORDENADA AL ORIGEN.

v v |

._—..x _J; — X
b = ordencda en el origen ; m = pendiente

v | Y|

-] ° o ¢

° o . e

o ° ° 1 Pendiente infinita
> ]

9 -] B 2

° Pendiente nulQ o
. o o
-]
A— b -
X of . X
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Recla de regresion
Y smX+h

-
H—
S FOCP R
r
i

0
L— ﬂx Fl
- aY = ?z'?1
m = AY / AX AX 2 Xp-x,

NOTACION PARA LA REGRESION LINEAL
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AGRUPAMTENTO DE DATOS POR PAREJAS

CUANDO SE TIENE UNA MUESTRA CON MUCEQS DATOS TCOMADOS POR PAREJAS,
CORRESPONDIENTES A DOS VARIABLES ALEATORIAS, ES5 A MENUDO CONVE-
NIENTE AGRUPARLOS POR VALORES O POR INTERVALOS Y LUEGQ OBTENER LA

DISTRIBUCTON CONJUNTA DE FRECUENCIAS, DE LA MANERA QUE SE MUESTRA EN EL

SIGUIENTE EJEMPLO,

EJEMPLO

EN Uﬁ ESTUDIO CON FINES ANTROPOLOGICGS REALIZADO EN UNA MATERNIDAD,
SE OBTUVO LA MUESTRA POR PAREJAS, MOSTRADA EN LA TABLA 1, CORRES-

PONDIENTE A LAS VARIABLES ALEATORIAS

X = ESTATURA
'Y = CIRCUNFERENCIA DE LA CABEZA

DE LOS NINOS AL NACER,

CALCULAR L& DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS ¥ DIBUJAR EL

HISTOGRAMA CORRESPONDIENTE. AGRUPAR POR VALORES.

PROCEDIMIENTO:

1. Determinar 108 valores miximos vy minimos de los datos X vy Y.

2, Elaborar la tabla de conteo

3. Elaborar la tabla con la distribucifin conjunta de frecuencias.
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TABLA 1 , ESTATURA x [EM CM), ¥ CIRCUNFERENCTIA DE LA CA-
BEIA Y [EN CM}, EN BEBES AL NACER [DATOS DEL PROF, E, NAVRATIL,
UNTVERSITY HOSPITAL, ORAZ, 7962}

x L) - ¥ = L, F4 [ F 3 ¥
52 36 3o 33 A M -} 16 43 h
41 M 48 34 49 LL ) 53 1 48 3}
3 3 i1 kL3 L] L n 34 50 i
-3 34 54 iR 51 34 43 34 43 52
47 EH 49 34 50 i 31 35 49 15
-3 13 a9 i3 47 i3 50 4 43 M
L7 3 49 i3 45 34 49 is L3 Lt
52 b1 0 34 49 kN k1t Ek| 4% Ll
13 n 48 kk] 43 ¥} 47 1 49 M
44 3a 52 34 52 s 50 a5 49 Ly}
50 34 50 kL) 51 n 49 M 48 kL)
L n 0 1n 50 15 i L) 0 K}
¥4 1 49 15 56 L 44 34 49 13
0 13 51 1% iz 1) 47 15 ) 12
L M 5 15 47 3 0 33 34 n
49 M 48 2 3 15 L | 35 i K}
43 M 48 12 49 M L7 Ll 32 M
43 13 50 un 43 L] 1) i3 51 33
5 35 L1} i3 49 M L M L2 as
50 15 52 5 il 35 53 i 43 3

TABLA 2, GRAFICA DE CONTEQ CORRESPONDIENTE A LA
MUESTRA DE LA TABLA T.

Circunlerenca Estatuta ¥ (e ¢m)
de |a cabeia
¥ len om)

a7 | 48 | 4% | S | 51 | 52 53 | 54 | 55 | 36

3 | :

13 17

3 |

i
1IN ool T

|
35 M MR |

3%

M | I

1 1

n

- [¥[°%
- |5 5% %
5
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TABLA 3. DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS DE LA MUESTRA DE LA
TABLA 11

* Estaluca x Len e}

Circunforencia
de fa calweza

¥ (en cm} a1 L a8 | as !-sn [ 51T52 ]_53 i

54| 551 56
T ! 1
38 B
17 BERERE
36 I
T on 3 slo 6]t
14 vl lwelel ]
33 T s | 5| 4 I

12 1 1 1

HISTOGRAMA CORRESPONDIENTE A LA TABLA !

Frecuencia- .
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METODO DE MINTMOS CUADRADOS

" EL METCDO DE MINIMOS CUADRADOS TIEWNE COMC CRITERIO EL QUE LA SUMA

DE LOS CUADRADOS DE LAS DESVIACIONES DE LAS ORDENADAS, ¥ RES-

PECTO A LA RECTA DE REGRESION, Fi' SEL MINIMA, ES DECIR, SE TIENE

. ON METODRO DE OPTIMIZACION EN EL QUE SE PRETENDE QUE

n ~
D= I [y, - y.]z SEA MINIMO
. 1 1
i=1
n 7]
D =% {Ei - (b + mxi}]
=1
n .
%E =2% {y,-b-mx){(=1) =0
1=1 .
3D n ~
= = ziil (y;, = b - mx.)(=x;) =0

CON ESTO SE TIENE UN SISTEMA DE ECUACIOMES LINEALES CON DOS INCOG-

NITAS, b Y m, QUE CONDUCE A

1 . 1 - -
) nExiEi_— Tx Iy, ) qx.y, - XY _ Eﬁixi—x}(yi-y}
m Z . 2 ]
nkx, - f{Ix.) 5" {x) 57 {x)
i i
I Iy, =~ Ly.Ixn_ v, _
b = i 21 21 i _ 7 - m%

ESTA ULTIMA ECUACION INDICA QUE LA RECTA PASA POR EL PUNTO (X,y).

SI LAS PAREJAS DE DATOS ESTAN AGRUPADAS EN K CELDAS Y LA FRECUENCIA

DE LA CELPA | ES fjxy’ ¥ xj Y yj SON SUS MARCAS DE CLASES, ENTONCES,

1
n. I f Y(xj-x}{yj—yl

I ==

f, - Xy
215 4xy™ 975 Y

Sz{x] Sztx}
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METODO CORT(Q PARA CALCULAR 1A RECTA DE REGRESION.

A MENUDO SE PRESENTAN PROBRLEMAS DE REGRESION LINEAL EN LOS QUE SE

MANEJAN GRANDES CANTIDADES DE DATOS Y, ADEMAS, SUS VALORES SON DE

VARIAS CIFRAS. PARA REDUCIR LA LABOR NUMERICA SE RECURRE A AGRU-

PAR LOS5 DATOS Y A TRANSFORMAR LAS VARIABLES DE LA MANERA SIGUIENTE:

x - Cl ¥y - (:3
x' = — V' = o o O, Q>0
22 C4 2 q
= ! = !
DE DDﬂDE X Cox' + Cl Y C4y + C3

EN TAIL CASD, EL PRIMER TERMINO DEL NIUMERADCR DE LA FORMULA PARA

CALCOULAR m SE TRANSFORMA 2

1 X 1 X
=z . = = L CaX' + C {0 + Cg}
ni_y IXY 3% 3 ) Fyxy (€25 1) (Cg¥
1 [
= = Iyl +
njil f]xymz 4xjyj + CECij t&C 4Yj ¢ C3]
1 K K 1
= = i ty! X+
C,C, jil Eixg®i¥] + C2C3 j: Eyxy®y * €1
1 K Lot 3
=C2C45 21 fjxyxy + Czc3x'+ C qu'+CC3

EL SEGUNDCQ TERMINO DE LA MISMA FORMULA QUEDA:

Xy = {CEE' + Cy)C,y' + cy) = c2c4E-?1 + CZC3§

4

Ky

t o4 clc4f, + C,Cq

3

=¥
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ADEMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE

s%(x) = 3% ix")

LA FORMULA PARA CALCULAR LA PENDIENTE CAMBIA A
K o LK
—_— 1 L 1 ¥ ol | 1 t
S0 Ly § BV O EY . ClEy £y v
cisztx'] Ca §°(x")

EN ESTAS TRANSFORMACIONES C

1 Y C3 DEBEN SER IGUALES A ALGUNA DE LAS

MARCAS DE CLASE CENTRALES DE x Y v, RESPECTIVAMENTE, Y CZ Y Cq DEBEN

SER IGUALES A LOS ANCHOS DE LOS INTERVALOS DE LOS DATOS DE % Y de

y’RESPECTIvAMENTE.

EJEMPLO 76

CALCULAR LA RECTA DE REGRESION DE LOS DATCS ANOTADOS EN LA

S5IGUIENTE TABLA, MEDIANTE EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS.

x| y | xy | x
8| 72| 56| 64 R = 70/10=7, § = 65/10=6.5, x°=624/10m=62,4

6|12 72 36 2

52[x] = 2.4 - 77 = 13,4

4 2 8 16 1
& 6 el 36 m = 3.3 = 0.13

11 7 21 | 169

10 3 30 | 100 b=46,5=-0,13 x 7 = 5,59
1 & 6. 1
7 2 14 49
i',v =0.12 % + 5.59
3 5 27 9

12 111 | 132 | 144

E=70 [ 65 | 472 | 624
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EJEMPLO +
1

OBTENER LA RECTA DE REGRESION DE LAS CARGAS EN LOS PISOS 1 Y 9

DE UN EDIFICIO

CARGAS EN TON/M°

FONA FISO 1 PISO 9

X Y
A 38 55
B 354 170
c 207 107
D 273 270
E 127 182
F 324 962
G 358 222
H 518 405
1 147 115
I 181 420
X 118 4B4
L 114 . | 287
M 243 228
N 522 470
0 236 194
P 269 260
Q 268 679
R 321 366
s 305 54
T 335 317
U 577 368
v 271 284

RANGO DE X: 577-38

RANGO DE ¥Y: §62-182
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TABLA 4. DISTRIBUCTON CONJUNTA DE FﬁECUENCIAS UE LAS CARGAS EN LOS PISOS I ¥V 94,

0.5
a
100.5

100.5
a
200.5

L)

200.5
a
300,5

300.5
a
400.5

400.5
a
500.5

500,5
a
600,5

00,5

a i

700.,5

700.5
a
800.5

800,5
a
900,53

900.5
a
1000.5

0.5

100.5

X, (i}

100.5

200.5

X (1}

X (1

X

(2)

200.5

300.5

X

DCCL{4)

X (1)

X (1}

300.5

400.5

X

X0 (4)

X (1)

4060.5

500.5

EDU:S

600.5

) SR Y

X (2
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DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DE X

CALCULO DE x vy 3(x)
fl r 2 2
INTERVALOS |MARCAS DE x£., X x“f
: CLASE '

0.5 -100.5| 50.5 50,5 2,550.25 2,550.25
100.5-200.5| 150.5 752.50 22,650.25 | 113,251,25
200.5-~300.5| 250.5 1,753,50 62,750.25 | 439,251.25
300.5~400.5| 350.5 2,103.00 122,850.25 | 737,101.50
400.5-500.5] 45G.5 0.00 164,430.25 0.00
508.5-600.5| 550.5 1,651.50 303,050.25 | 909,150.75

=22 £=6,311.00 '£=2,201.304.50

= 6,311.00 -
X = T = EEE-BE, X = BE‘ZBB-EE

2o 2.201,304.50

22

2

= 100,059.30

52(x} = 100,059,30 - 82,288.66 = 17,770.64

S(x) = Hl?,??ﬂ.ﬁd = 133.31
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DISTRIBUCICON DE FRACUENCIAS DE Y

CALCULO DE ¥y y S(y)

INTERVALOS | HAPCAS DE ) 5
CLASE ¥y fY yfy g Y fy

100.5-200.5 | 150.5 2 301,00 | 22,650,25 45,300.50
200,5=300.5 | 250.5 6| 1,503.00 | 62,750.25 176,501, 50
300.5-400.5 | 350.5 8| 2,804.00 |122,850.25 982,802, 00
400.5-500,5 | 450.5 a| 1,802.00 |202,950.25 811,801.00
500.5-600.5 | 550.5 0 0.00 [303,050.25 0.00
600.5-700.5 | 650.5 1 650.50 |423,150.25 423,150.25
700.5-800.5 | 750.5 0 0.00 {563,250,25 0.00
800.5-900.5 | 850.5 0 0.00 [723,350.25 0.00
900.5-1000.5 | 950.5 1 950.50 [903,450.25 903,450.25

1=22r=8,011,00 £=1,543,005.50

7 = E;E&%;EE = 364.14 , ¥° = 132,597.94

o2 3,54

3,005,50

b4 o

73

= 161,045.70

52{y1 = 161,045,700 -~ 132,597.94 = 28,447.76

Sty) = /28,447.76

168,646

TAREA: CALCULAR X, 52(x)}, ¥ y S2(y) DE LOS DATOS AGRUPADOS ANTE-

RICRES,

MEDIANTE TRANSFORMACIONES APROPIADAS DE VARIABLES.




DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS
CALCULODE m y b
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MARCAS DE CLASE FRECUENCIAS
x ¥ fx}’ Xy % yxy
50,5 150, 1 . 17,7060.25. 17,700,25
150.5 150.5 ; 1 227650.25 22,650.25
150.5 250.5 1 ' 37,700.25 37,700, 25
150.5 350.5 1 52,750.25 52,750.25
150.5 450.5 2 67 ,800.25 135,600,50
250,5 150.5 1 37,700.25 37,700.25
250, 5 250.5 4 62,750.25 '251,001.00
250,5 | 350.5 1 §7,800.25 87,800.25
250,5 650.5 1 162,950.25 162,950,25
350.5 250.5 1 87,800.25 87,800.25
350.5 | 350.5 4 122,850.25 491,401.00
350.5 950.5 1 333,150.25 333,150.25
550, 5 150. 5 1 192,950.25 192,950.25
550, 5 450.5 2 248,000.25 496,000.50
= 22 r = 2,407,155.50
PUESTO QUE X = g = 164.14 v §%{x) = 17,770.64
SE OBTIENE FINALMENTE QUE
2,407,155-50 _ (786,86} {364.14)
m = = 0,28

b=y-mx=366.14 - 0.28 x 286.B6 = 283.82

¥

17,790, 64

= 0.28 x + 283.82
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RESOLVER EL PROBLEMA ANTERIOR MEDIANTE EL METODC CORTO.

PARA APLICAR EL METODO CORTO SE EMPLEA UNA TABULACION COMO LA

SIGUIENTE:
1
2 2 .
' £ oy 1 £ y! Lf Vgt
¢ & 4 Y Y yY ixy° ¥
o
4.'\c:¥i‘ >
el -;,\-l"
<l ¢
<7 {,)T
i:r@_
ERDH 4
£
o
xl
f =
x
V2
X
2
fxx
TE. x'w!
xRy
xty! £ x'y' | «——-— CELDA 1
Y jxy | Toxy ¥

PARA LA TRANSFORMACION DE VARIABLES

TOMAREMOS Cl =

25

0.5,

YT

Cq

c, = 100,

Cy = 350.5




X 0.5-100.5|100,5~-290.5|200,5~300.5[300,5-~400.5}500.5-600.5|F ‘yffiy'y”zf?yg if. x'y'
Y 50.5 150.5 250,5 350,5 550.5 Y 1- e
100, 5-200.5
150.5 2l 112 Jo |10 21 -2l ~al 4] 8 2
200.5-300.5
250.5 1122 |o 4]0 {-1]1 laa 6| -1 -6} 1| s 0
300,5-400.5
350.5 1 Jo ol 1 |0 jo [1]o o4 {0 ol 1 {o a|l of ofol o 0
450.5 -1| 2 |-z 3l 2 s al 1 4|z} 4 4
600.5-700.5
650.5 o |1 1o 1| 3 3| 9| o 0
300, 5-1000.5
950.5 611 |6 1| 6 &38| 36 6
£ 1 5 7 6 3 22 3 §3 12
x! -2 -1 0 1 3
£ x" -2 -5 0 6 9 B
x
xt2 4 1 0 1 9
£ xt? 4 5 0 6 27 42
X
If._ x'y' 0 0 ) 12 —
ixy® Y 1 5 6
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oS

2
2

. _ 8

X" = 33 a 2.8636

!

[ 8] E=a)
L= ]

= 0,3636; Y = -5 = 0.1364; o = = 1,9091, ;?;;

22

~

s2(x*) = 1.9091-(D.3636}° = 1.7769; 8°(y'] = 2.8636-(0.1364)% = 2.8450

X = C.X' + €, = 36.36 + 250.5 = 286.86

13,64 + 350.5 = 364,14

s
[ ]
9]
e
het
+
T}
Lk
I

1
100 1.7783 1.7763% y

- mx = 364.14 -~ 0,28 x 286.86 = 283,82

v

930,5 [ mmmasrmm = e - —

o
i
it

850.9 [
750.8
8304 f--—-------- t Y=028x + 283.82

8.3

.

- oo

]
I
|
4308 [ == e S -
|
!

n.=2:e|:f.~.sws.Qﬂ;E DR

250.5

150.5 == ~—— -4~— -

0.5
]

150.8 p-—----
250, 8 f= == == = -

17,3 1) S VR
450.3

ns0. e e

TAREA; CALCULAR LA RECTA DE REGRESION, Y TRAZAR LA GRATICA CORRES~

PONDIENTE, DE LOS DATOS AGRUPADOS DE LA TABLA 3.



TABLA DE CALCULO REGRESION - CORRELACION
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VARTANCIA ¥ ERROR ESTANDAR PE LA ESTIMACION MEDIANTE IE RE{TA DE REGRESION

~
CCM) YA SE INDIOO, EL TERMING y, ~ y. REPRESENTA LA DIFERENCIA ENTRE
EL VALOR OBSERVADO DE LA VARIABLE Y Y EL VALOR PREDICHO (LA ORDENADA
DE LA RECTA DE REGRESION) CORRESPONDIENTE A x,. DICHO TERMING SE

LLaMA ERROR DE PREDICCION O DE ESTIMACION, POR EJEMPLQ, S5I PARA X.,=50

3
S5E OBSERVA QUE y3=65, Y LA ECUACION DE LA RECTA DE REGRESION ES

‘-' L}
y=J0 x + 21.9, EL VALOR PREDICHO RESULTA ¥; =070 x 50 + 21,9=56.9,Y EL

ERROR DE PREDICCION CORRESPONDIENTE ES 65 - 56.% = 8.1,

LA VARJANCIA DE (A PREDICCION 0 DE LA ESTIHACION, Ejlx' QUE ES UNA ESTIMA-

CION GLOBAL DEL ERROR DE PREDICCION PARa TODOS LOS FUNTCS OBSER-

VADOS, SE DEFINE MEDIANTE LA FORMULA
i=N -

L (y, = ¥,)

2 Ci=1 i

y|x ¥

2

5 {1}

EN DONDE ¥ ES EL TOTAL DE DBATDS DE Y. ADEMAS, SE PUEDE DEMOSTRAR

2
yix
MEDIANTE L& ECUACION

QUE 5 SE RELACIONA CON LA PENDIENTE DE LA RECTA DE REGRESION

2

2 2 .2
5% = 8% - m® §%(x
ylx ¥ (x)

PUESTO (QUE LA ECUACION ? = mx + b SE OBTIENE MEDIANTE EL METCDO DE MINI
i=N -

M5 CUADRADOS, EN EL CUAL I (Ei - yi]z TIENE EL MINIMO VALOR PC-
i=1 :

SIBLE, Y COMO LA VARIANCIA DE LA PREDICCION SE CALCULA CON LA

EC (I}, LAS PREDICCTIONES BASADAS FN LA RECTA DE MINIMOS CUADRADQS

SON TALES QUE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION ES MINIMA,
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»

IGUAL QUE LA DESVIACION ESTANDAR DE UHA MUESTRA SE DEFINE COMO LA

RATZ'CUADRADA DE LA VARIANCIA, EIL FRROR ESTANDAR DE LA ESTIMACION O DE

[A PREDICCION, S|, SE DEFINE COMO LA RAIZ CUADRADA DE LA VARIANCIA
DE LA ESTIMACION, ES DECIR

T

Sy lx S¢lx

YA SE DIJO QUE LA DIFERENCIA Yy ;i REPRESENTA LA DESVIACICN DE UNA
ORDENADA QBSERVADA RESPECTO A sSU ORDENADA PREDICHA MEDIANTE LA RECTA
DE RﬁGREEIDN, EXISTE OTRC TIPQ.DE DESVIACION: LA DE LAS ORDENADAS
PREDICHAS MEDIANTE LA RECTA DE REGRESTOHN, ;i' RESPECTO AL PROMEDIO

ARITMETICO, ¥, DE LAS ORDEMADAS OBSERVADAS, y,. ESTA DESVIACION,

INDICADA COMO ;i - ¥, SE LLAMA DESVIACION EXPLICADA, YA QUE DE LA

ECUACION

y; = mx, + b = mX, +y - mX =y + m{xiﬂx]

SE OBTIENE
¥; - ¥ = mx;-x)
LA CUAL INDICA QUE LAS DESVIACIONES DE ;1 RESPECTO A y SE EXPLICAN

EXCLUSIVAMENTE POR (SON FUNCION DE) L& DESVIACION DE Xy RESPECTO

A X,

SI A LA DIFERENCIA y,; =~ y SE LE LLAMA DESUIACION TUTAL DE 5.’1 CON RES-

PECTO AL PROMEDIO ARITMETICO, y, LA ECUACION

- o - - ~

¥y ¥y =y, -y 4+ ly, -y
INDICA QUE LA DESVIACION TOTAL ES IGUAL A LA DESVIACION EXPLICADA
MAS y, - 'w}i. LAS DESVIACIONES y, - y; OCURREN AL AZAR, ES DECIR,

EN FORMA INEXPLICABLE, DE AHYI QUE SE LES CONQZCA CON EL NOMBRE DE
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DESVIACIONES TNEXPLICADAS ( NO EXPLICADAS) .

COMO CONSECUENCIA DE LA ECUACION ANTERIOQR, S5E PUEDE DEMOSTRAR! QUE

i=N _ 5 =N . i=N IR
Loy, - ) Loy, - P Loty - Yy)
i=1 w1zl + i=1

N N N

ELL MIEMBRO IZQUIERDC DE ESTA ECUACION CORRESPONDE A LA VARIANCIA,

Szfy}, DE LOCS DATOS DE y. EL SEGUNDRO TERMINC DEL. MIEMBRO DERECHO

2
ylx*

BIEN COMO _VARIANCTA INEXPLICADA, EL PRIMER TERMINO DEL MISMO MIEMBRO
' o~
SE DENOMINA _VARTANCIA EXPLICADA, ¥ SE REPRESENTA CON EL SIMBQLO 52 {v).

EN CONSECUENCIA, SE PUEDE ESCRIBIR '

ES PRECISAMENTE LA VARIANCIA DE LA PREDICCION, S CONQCIDA, TAM-

2 2. 2
2] = 5 + 5
(¥) (y} le
i Y
Yl_y
_ I
Y ——
- |
I
|
| -
X
*4
-, 2 -2 = - _ =2
2 E[yi-y] E{mxi+b—y} E{mxi+y—mx Y)
Sy 7 N = N " 3
2 2
m E{xi—x] 3 9
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MEDIDAS DF CORRELACION

CUANDO SE REALIZAN ESTUDIOS ESTADISTICOS EN QUE SE INVOLUCRAN
DOS O MAS VARIABLES ES A MENUDO CONVENIENTE CONTAR CON UNA MEDIDA

NUMERICA DEL GRADO DE ASOCIACfOH 0 RELACION QUE HAY ENTRE ELLAS.

L

T . ) e
UONA DE ESTAS MEDIDAS SE DENOMINZ Cﬂ““ﬂﬂ”ﬂLﬁ,SzxY; La CUAL SE DE-

FINE COMO:

2 N - -
Sxy iil{xi - x!tyi - ¥l =

1 -—
T XY = KY

Il
B

=1
EN DONDE

(xy, ¥y} = PAREJAS DE DATOS
X = PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARIABLE X
¥ = PROMEDIO DE LOS DATOS DE LA VARTABLE ‘¥

N = TOTAL DE PAREJAS DE DATOS

OTRA MEDIDA DE CORRELACION, (JUE RESULTA ADIMENSIONAL, ES EL _COEFI-

CIENTE DE CORRELACION, oy, QUE SE DEFINE COMC
- ' . - i h-|-: '_ - ) .... V

-

2
= _%_%I . -
Pxy S{x) S(y)’ 1_5 pxy =1

EN DONDE .
szxY = COVARIBNCIA ENTRE X vy Y
Six) = DESVIACION ESTANDAR DE LOS DATOS DE X
| S{y} = DESVIACION ESTANDAR DE LOS DATOS DE ¥
b Y | A
Y ¥
) n o {.D . »
— - X > »x  — ~ X
4
/ \ ..
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CASO DE CORRELACTON PERFECTA

CUANDO SE PLﬂNTEﬁ EL METCDC DE MINIMOS CUADRADCS PARA ESTIMAR LA
Co | -
. ] 1 1 ]
RECTA DE REGRESION LINEAL ENTRE DOS VARJABLES, ESTE SE DESARROLLO
SOBRE LA BASE DE HACER MINIMA LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LA DES-

t
VIACION VERTICAL DE CADA PUNTO RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION,

ESTO ES QUE
N v 3 .
‘D= I {y, - y;)" = MINIMO S AR
i=
EN DONDE
Yi = mxi + b = mxi + y ~mx =y + m{xi - X} (2]

- .
SUSTITUYENDO A y; EN LA EC (1) Y AGRUPANDC TERMINOS SE OEBTIENE
N - = 12
p= & [ty, - ¥ - mix; - )] (3)
i=1 ,
OBSERVESE QUE n ES CERQ SI, Y SOLO S8I, CADA SUMANDO ES CERO, ES

DECIR, S5I

vy - v - m(x, - ¥) = 0 PARA TODO i

PARA LD CUAL SE REQUIERE QUE TODE LOS PUNTOS (%] yil_gunnnﬁ SOBRE

Jos RECTR DE REGRESION, DADA POR LA EC (2), EN ESTE CABQ 5E DICE

QUE LA REGRESION & PERFECTA.

POR OTRA PARTE, DESARROLLANDO EL BINOMIC AL CUADRADC DE LA EC (3)

OBTENEMOS

[y, - P2 = 2mly, - $)lxg = %)+ m (xy = %)°]

i
I
e X

1=1

NSZ{y} - 2mnsiq_+ stfx1m2
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EN EL CASO DE QUE TODOS LOS PUNTOS DE LA MUESTRA QUEDEN SQBRE LA

RECTA DE REGRESION SE TIENE QUE

D = st{ir} = 2m bqsiy + m2 ﬁsz{x} =0 (4)

POR OTRA PARTE, TOMANDO EN CUENTA QUE

N

1 - -
Ly (x, - Ry, -9 2
m = e i - Sxy (5)
52 (x) 52 (x)

: LA EC {4) QUEDA EN LA FO

Pl E

52 (y) = ztsf“)z,f 52 (x} +{5§yjzf' s%(x) = 0

DE DONDE, EN EL CASO DE REGRESION PERFECTA,

L] r 3

c o qshp st sty S © (8]
1 . TR .. . ,
¥, SI 5(x)>0 Y S(y)>0,

2"

, N
(S 2 2 _
' Pry = 2 L 7" -52{:{]52{'}’} = 10 0 SEAs by, = 1
Y 5%(x)s(y} S {x)8° (y)
CURNDO ESTO SUCEDE, ES DECIR, SI o, =1 6 p._ = -1, SE TIENE EL

A ¥ 2Y
CASO DE CORRELACION PERFECTA, |
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CAS 0 DE CORRELACTON NULA

LA CORRELACION ENTRE LOS DATOS DE DOS VARIRBLES ALEATORIARS RESULTA
NULA ST sxy = 0 {0 pxy = 0} LD CUAL SUCEDE CUANDO m=0 (VER EC (5)).
EN TAL CASC, LA RECTA DE REGRESIQN DE Y CON BASE EN X TIENE COMO

ECUACION A v = ¥, Y LA DE X CON BASE EN Y, A X = X .(m=w}.
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_RELACION ENTRE EL COEFICIENTE DE CORRELACIONY LA PENDIENTE DE fA RECTA

DE REGRESION

TOMANDO EN CUENTA QUE

e e

52¥T .2 1 - e
Py ETETETET 18y = W L (x, = x){y; - ¥)

¥ HACIENDO SUSTITUCIONES EN L& ECUACION PARA CALCULAR LA PENDIENTE

DE LA RECTA DE REGRESION SE QBTIENE

N

1 - - :

= I {x.-x)(y,-v) 2
. N .21 i i _ g _ Py S{x}S{y)

52{x] Szlx} Sz{x}
0 S5EA
- S(y) , .

m Pxy Si(x) ' (8}

1 )
DE ESTA MANERA, SI CALCULAMOS m MEDIANTE EL METODRO CORTO DESCRITO

ANTERIORMENTE, PODEMOS CALCULAR Py DESPEJANDOLA DE LA EC (B},

Y
ES DECIR, EMPLEANDO LA ECUACION
5 (%) 2 2 2 '
- ma i, = 8°({1 - (9)
Py = ™ S(y) AEIMISMG,Sylx Y{ pxyl

ALTERNATIVAMENTE, MEDIANTE EL METODO CORTO SE OEBTIENE pxy EN FORMA

'DIRECTA USANDO TA ECUACION
i

t £ Ay - Xy

i j=1 XY
Pxy © S(x1) S(y'} - (10)
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EN DONDE f ES LA FRECUENCIA DE LA CELDA 1, X' ¥ y' SON LAS

ixy
MARCAS DE CLASE DE LOS INTERVALOS, X' Y y' SON LOS PROMEDIOS ARIT-
METICOS,Y S(x'}) ¥ S{y') LAS DESVIACIONES ESTANDAR DE LOS DATOS DE

X1 Y y' OBTENIDOS MEDIANTE LAS TRANSFORMACIONES

X - y - C
1 3
't — ¥ y!' = ——
€2 €4
EN DONDE
C, = MARCA DE CLASE CENTRAL DE LAS X
C, = ANCHO DE LOS INTERVALOS DE CLASE DE LAS X
C, = MARCA DE CLASE CENTRAL DE LAS y
C, = ANCHO DE LOS INTERVALOS DE CLASE DE LAS y

RANGY DEL COEFICIENTE DE CORRELACION

DE LA ECUACION CON QUE SE CALCULA LA VARIANCIA DE LA ESTIMACION

2 _ 2 2
sylx = 5 (y) (1- p xyl _ (7}
2 2

SE CONCLUYE QUE Pry < 1, ¥A QUE 5 > 0; EN CONSECUENCIA

YIx

-1 <p i].‘ {8)

Xy



FJEMPLD

-t LEN

B35

!

DIEZ ?IGHE DE MADERA NDMINRLMEHTE IDENTICHS SE PRDBERON CON UNA

-

CARGA COHCENTRADA EW EL CENTRO DEL CLRRD'

P Y TR

ANQTADOS

EN LA TABLA SIGUIENTE,

LOS RESULTRDOS 508 LOS

EN Y

ER- }'

CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRE-

LACION, LA RECTA.DE REGRESION Y LAS VARIANCIAS EXPLICADA E INEXPLI-

-

CADA.

CARGA DF, FALIA | DE FLEXION MR- - - = . o -2 -2

%, EN K xmm, vy, N | RTOX|¥OY [x-%} {y-¥} {x.Jg}_ fy - ¥)
950 0.33 140 | o.017 2.38 19,600 | 0.000289
1050 0.37 240 | 0,057 |  13.68 57,600 | ©.003249
750 0,28" Fig0-0,0337 ] '1.98 1,600 | 0.001089
900 0.30 90 {-0.013 | . =117 | 8,200 [ 0.000169
700 0.27 ~110 {-0,043 4.73 12,100 | 0.001849
650 0,28 ~160 [-0.033 15,28 25,600 ! 0.001089
950 0.35 140 | 0.037 5.18 19,600 | 0.001369
850 0,40 40| o.087 "3.48 1,600 | 0.007569
600 0.26 ~210 |-0,053 . 11.13 44,100 [ 0.002802
700 0.29 ...| -us|-0.023 | -. 2.53" 12,100 | 0.000529

= 8100 = 3.13 I=0 [r=0 149,20 | 1=204,000 [z=D.020010

x=800 - 510 xe; ¥ = 2l = 0,313 ony siy = 4320 _ 4.9

5% (x) = % = 20,400; S(x) = /20,400 = 142,83-'-

5% (y) = Mi:'-—i}—ﬂ = 0.002001; S&(y) = /B.002000 = 0.0447:
_ 4.92 -

Pey = TAZ. 83 x 0.0a47 = 077

m

ny

Siy)/8(x) = 0.77 x 0.0447/142.83 = 0.000241 CM/KG
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ba 0,313 - 0.000241 x 810 = 0,118 CM

7 = 0.000241 x + 0.118; SI X = 600, y = 0,145 + 0,118 = 0.263

Y|

C4a0 -

0.35

\- Y = 0.000241 X +0.118

.33
0.30 !
|
ol -
ol
0263 I
D251 _1i ] 1 1 I -
600 700 800 900 V00 N0 X

2 2 2 2
= 5 1 - = 0.002001 (2 -~ 0.777) = 0,00D0815
5, |x (y) ( Oy
5 = O, 0285
ylx -

52{?] = 52{;] + Silx-—¥ 52{§] = 0,002001 — 0.000815 = 0,001186

st;l. o (.0344

EL AGRIETAMIENTO QUE SE PREDICE.POR EJEMPLO, PARA UNA CARGA DE 15300Kg,

ST EL COMPORTAMIENTC DE L& VIGA CONTINUA IGUAL, SERA

¥ = 0,000241 x 1500 + 0.118 = 0.480 CM
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EJEMPLO ,
CALCULAR EL CQEFICIENTE DE CORRELACION MEDIANTE EL METODO CORTO DE
LOS DATOS LA SIGUIENTE TABLA, OBTENER TAMBIEN LA ECUACION DE LA

RECTA DE REGRESION CQRREEPDNDIEﬁTE-.

CALIFICACION, TIEMPO s X, CALIFTCACION | TI _EMPD r Y,
X .| EN MIN, . X EN MIN.
97 77 B7 83 )
97 <. 86 87 58
95 60 87 79
95 52 36 60
94 §2 85 62
5 4 86 83 72
94 * 80 82 68
93 79 82 66
93 92 83 71
93 RE 81 70
92 74 80 ' 65
g2 43 80 B4
52 61 79 B2
92 75 79 93
91 79 79 76
99 62 78 71
90 81 77 89
90 80 77 71
90 76 77 98
90 70 76 l g2
89 | 67 76 62
B8 69 74 98
88 81 72 78
g8 B0 79 ’ 91
87 91 70 78
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DISTRIBUCION CONJUNTA DE FRECUENCIAS:

v 70-75 | 76-81 | 82-87 | 88-93 | 94-99
41-50 1

51-60 2 2
61-70 2 3 5 1
71-80 2 3 3 v 2
81-90 4 1 3 2
91-100 2 3 1 1
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x
2 2
22,5 | 78.5 { 84,5 | 90.5 | 96.5 | £ vl | vt | Byt ze, x
¥ | e |2 EY Y . 15y SY
45,5 ~2 1«2 1} -21{ -2 4 -2
55,5 | olz|o ~2(2fa | 4| 1] -4 1 -4
65.5 ol2| ololzlo [ ols| o]l ojilo | 12| of o 0 ) 0
75.5 Lo 2| —a|-13|-3 Jofato | 17| 7] 2|2 17| 1] 17 1 17
BS.5 2141~ 1ol1to | 213} 6l alzis 0] 27 20 4 40 6
95,5 L6 12k1Ad-3(3[-9 lol1jo { 3[o] 3 7] 3| 21 9 63 18
£, 4 |12 10 17 7 50 52 128 -14
X! -2 h 0 1 2
£ x' -8 412 0 17 14 11
x' 2 4 |1 0 1 4
fxx'z 16 |12 o | 17 28 73
I8, xiyt -16 -20" (1] 14 gl -14
ixy yl \
C, = 84.5; C, = 6; C, = 65.5; C, = 10
X' = 11/50 = 0.22; y' = 52/50 = 1.04
% = 6 x 0,22 + 84.5 = B5,82;
y = 10 x 1,04 + 65,5 = 75.%
s2(x') = 73/50 - (0.22)° = 1.42; S{x') = /1.42 = 1,19
s2(y') =l26/50 ~ (1.04)2 = 1.49; S{y'} = /1,49 = 1,22

|

Six) = 1,19 x 6 7.14; Sty) = 1,22 % 18 = 12,2

-14/50 - .22 x 1.04

Py ~ 1.10.x 1.22 =.- 0.35
m=-0.35 % 12.2 / 7.14 =-0.60
b = 75,9 - (~0,60) 85.82 = 127,39

TAREA: TRAZAR EL DIAGRAMA DE CORRELACION Y LA RECTA DE REGRESION CORRES-

PONDIENTE, Y CALCULAR EL ERROR ESTANDAR DE LA ESTIMACION,
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SERIES CRONOLOGICAS O

SERIES DE TIEMFQ

Se le denomina serie cronolfpica o de tiempo a toda serie de

obhservaciones {datos) tomados en tiempos especificos, que en
general estdn igualmente espaciados (cada hora, cada semana,
cada mes, cada afio, etc.)

~ .
Tendencia peneral.- Indica hacia dbénde

tiende la serie cronoldgica

Componente estacional,- Indica las va-

Componentes de
riaciones perif6dicas que ocurren a cor-

una serie cro-
to plaze {en periocdos menores de un afio)

nolégica 4
Componente ciclica.- Indica las variacio-
nes perifidicas que ocurren & largo plazo
(en periodos mayores de un afio)
Componente irregular.- Indica las varia-
ciones que ocurren al azar.
“
y-c.
. A e’
- 91“‘
o ﬁﬁ‘
— o
- 1
(=]
e
=2
-1
=]

— - P —————
T p— — ————

Varliable

1950
1961——
a5il ————

"""""""" Tiempo , t
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Tendencia
——
]

|
m o
£g o— e
< -
25
o i _
35 .
S T
O B N
o 2 ]

Tiempo

20 —

5 |—- —-
0

?

SDPD|3UO] 3P s3Il ua
ua pjihbajubw ap uol2INpaid

1957 ' 1958
—r

i
]
L}
-
]

1956

1935

i
|

Los datos son trimestrales )

{

lica

|
|
|
|
|
|
i
|

la componente cic

Tiempo

o _

=

o

L

=

&

( sosad ap SAUO||W Ip S |

SOD1jGNg SDIQQ U UOISJBAUY @ A

b
|-

1%
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/Z-:-nu de prediccion

Tendencio exponencial

Y = aged

Tiempo , t

TENDENCIA GENERAL

ur

Minimos cuadrados
M&todos de
 Dos promedioes
cdlculo
Promedios mbviles

“y

MINIMOS CUADRADOS

El mtode de minimos cuadradeos se estudis en el capitulo de re-
gresién lineal para el caso de tendencia modelada mediante una

linea recta.

$i la tendencia no se puede modeiar razeonablemente mediante una
recta, es necesario emplear una relacién no lineal, que puede

ser un polinomio de orden M, dado por
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. 2 M
F(1) = bytb t+b,t +. . +byt

En este caso las constantes bi que hacen minime el error cua-
dritico respecte a la linea de regresifn, q, se obtienen de

tesolver un sistema de ecuacicnes simultineas que resultan de;

39 59 aq 3q _
28 0, M -0 B0, 2 s

en donde

~ 2
(ri-yyd

L

|
n= 3
Tl

i

En el caso de un ajuste parabdlico (M = 2}, por ejemplo,

b

Y(t) *bytrb,t?

0

~

Yi

e
- 2
y(ti] bﬂ+b1ti+b2ti

n ) 2
4=z {r;=bgbyty-hyty)

1

N
n
d - o _ _ N z -
igb 2151(Yi by-byti-byti) = 0
n
i% = -2 5 (y:-bo-bit.-b,t%)t,=0 -
a 1 i=1 1 1] 173 271 1

n
a - 27, _ . - 2 -

—

Estas tres filtimas ecuaciones constituyen un sistema con tres
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incbgnitas, by, by y b,. Este sistema se pucde reescribir en

et
la forma:

- . 2 - '
bgn#*b,zt. +brts = Ty,

2 . S
bnzti+b1zti+hzzti Rtyys

2 K] 4 o 2ot
bﬂnti+b]zti+bzzti ptivs

Y luepo resolver para bﬂ’ bT ¥y b

5

Lnventario o fin de ano

i

Tiempo , afios
Cuandc al observar la gréfica de Y contrz t se concluye que

es razonahle ajustar una funcidn exponencial de la forma

Y(t) = ae®t

se puede resolver el problema trabajande ¢en logaritmes, ya. que,

en tal caso,

ln?{t] = In a+mt
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o 524
Z(t) = mt+b
que es la ecuacifn de una linea recta y, por lo tanto, las
constantes m ¥ b = 1n a se calculan mediante las férmu-

las que se obtuvieron - para el caso de regresién lineal,

con Z; = lnY{ti)

Y (t)

——
t
p——
= |
e
P
=
n
—_ S
! )
I
—
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METODO DE DOS PROMEDIOS

El método de dos promedicos consiste en dividir los datos en

dos partes y calcular el promedio de las Y, ¥ los tiempos

centrales correspondientes a cada parte, con lo cual se ob-
tienen los puntos (Ei’?t} ¥y [¥2’T2) por les cuales pasa

la recta buscada

EJEMPLO
Afio NGmero de Afio Promedio
autes vendidos central

1951 B&60

1952 910 1952 G29
1953 1018

1954 1326

1955 1749 18955 1,733
1956 2125

1733
929

Nimero de outos vendlgos




7

"PROMEDIOS MOVILES

Los promedios méviles de orden N de la serie de niimeros Yy

Yos¥go- o a¥yr Yepr-- ¥, @5 la secuencia de promedios arit-

méticos

AN ARRRS TRS 30 4 MRS T
N ’ N ’

Por ejemplo, los promedios mdviles de orden 2 de los nlmeros

. -

3, 9, 5 ¥ 1 es la secuencia

3+9 9+5 _ 5¢+1 _
2 ﬁr 2 ?: 7 3 -
mientras que los de orden 3 son
235 - 567, 23 = 500

3

Cuando se obtienen los promedios mbviles de los datos de una
serie cronoldgica, cada promedic se asocia con el tiempo cen-

tral de los tiempos que le carresponden.
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B60+910+1018 _

910+1018+ 1326/ _

1018+1326+1749 _

EJEMPLQ
ARO Nimero de Promedio mbvil
Autos vendidos de arden T
1951 860
1952 91u}‘ 929
1953 1,n13J>] 1,085
1954 1,326 }] 1,364
1955 1,74% J } 1,733
1056 2,121 J
L]
=)
n
o 1 | | 1 I |
S T T B A
o 20001 10l
2 L L 73 |
g [ I | | t |
| 1 | | I
T} | ! | t I
b I 1 k i |
o l00OF 1 Loy
5 @ i : ! '
E A
-2 ] | 1 [ | |
= i 1 I 1 I |
| I 1 ! I
1 L 1 I 1 1
e @B & B8
< =i} o 2]

ARos

1326+1748+2121 _
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COMPONENTE ESTACIONAL

Como ya se -dijo, la componente estacional sirve para indicar

las variaciones periddicas que ocurren a corto plazo {periodos

menores de un afio), tales come los aumentes en las ventas en

navidad de cada afio, o el aumento en la demanda de servicio en un

banco cada fin de semana.

Al proceso de separar las cuatro componentes de una serie de

tiempos se le denomina proceso de descomposicidén. En este pro-

ceso usaremos los simboleos, T, E, C ¢ I para denctar, respecti-
vamente, las componentes de tendencia general, estacional, ci-
clica e irregular. Ademis, consideraremcs que la serie se com-

pone del producto de las cuatro componentes, es declr, que

Y = TECI

Si eliminamos a la componente estacional de una serie nos queda
solamente T C I; si luego dividimos a la serie entre T C I ob-

tenemos B, es decir

TECI .

T .

TCI TCI

Si la componente estacional se requiere para los meses del afio y los
datos son mensuales, para eliminarla se roquiere sacar los prome-
dios mbviles de orden 12. Si se requiere para las semanas y los
datos son semanales,E se elimina calculando les promedios méviles

de orden 52.
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Resumiendo, para calcular la componente estacional se prac-

tica el siguiente procedimiento:

I. Cﬁlculu de los promedios mbviles {se obtiene TCI)

2. CAlculo de los porcentajes de los promedios mbéviles (se ob-
tiene TECI/TCI = E)

3. Se calculan las medianas de los valores correspondientes a
cada periodo (tambidn se pueden usar los promedios aritmé-
ticos}. Con esto se obtiene un valor representative (de
tendencia SEntral} de los valores de cada periodo.

4, B8e calculan los indices estacionales haciendo gque el prome-

dic de estos por periodo sea de 100%.



EJEMPLO

oty one apotoasss
En la siguiente tabla se presenta el consumo promedio por dla

Coraaimibasute ctaeaitme e

de fertilizante que se consumid en una regidn agricola.

4 adaragmon gl

g1

ce

TEIL fe1 wYry

]

cohpo L

Iﬁ I..
Dbte—

ner la compopentejestacional.dm soiberste #ol b oluslih

L

- ¥ *

LA

Afio |Trimestre| Consumo, Y| Suma | Promedio | Promedioimévil|,Porcentaje del
ton/dia mavil centradﬂ, TCI promedio mdvil
ki F".Hi'ﬁﬂ:'_',‘.'ili‘f'tri"‘: Jopid i U L L R S P e Fean f e YjICT""= E_; }‘
! "Wivglecih 28y 24 wray debang ax nfildeeyY uboiveg jboo
3 2k U‘Ejnjégaﬂ:qe 1oi6v ju %1 %I-e e Gr2a ged {2 )uis
b 3 .obod?2q nbis ob zw ﬂi%ﬁ %ni sh: f1s18d:3 nionsilassy 111.53
3 | vy U sup2densin)d ﬂgﬁnuliaaﬁu% eanlibut 288 Antunin an 69.5
1 1 18 Azdr E%ﬂ chotfing 1nd82dran whloik 62.7
9 2 43 117 ' 27.3 157.5
26.5
6 3 30 112 27.0 111.1
27.5
i) 4 15 106 25.8 50.3
32.0
1 1 22 110 33.2 66.2
34.3
9 2 61 128 35.9 169.9
37.5
) 3 35 137 37.4 104.2
37.3
7 4 28 150 37.6 74.5
37.8
i 1 21 149 37.6 55.8
37.3
0 ‘2 63 151 . 36.8 171.2
36.3
6 3 37 149
8 4 24 145

Puesto que los datos estin dados por trimestre el indice esta-

cional que se obtendrid serd para los trimestres, por lo cual

los promedios méviles para eliminar, como primer paso,

ponente estacional deben ser de orden 4,

a la com




7o

&80

850

40

30

20

10

Promedia movll

g2

Seria cronolagica
TELCI

TCI

|

[
I

-l 1966 .t 1967 .. 1968 ___.
1

ELIMINACION DE LA COMPONENTE ESTACIONAL ,
E, MEDIANTE PROMEDIOS MOVILES
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2045035421 _ 126 _ 5y 5, 126:20418 _ 154, eqc.
31.5+31.0 _ 31.3; 31.0+29.3 _ 30.2; etc.
(35/31.3) x 100 = 111.5%;: (21/30.2) x 100 = 69.5%; etc.

Porcentaje de los pro-
! medios maviles ) "Indice

Trimestre | 1965 | 1966 [1067 7068 | ‘ediana estacional,$
1 62.7| 66.21 55.8 62.7 60.8
i = 157.5}169.0[171.2 169.9 164.5
3 T11.% L 111.1|104., 2 111.1 1D?.5
4 0%9.5 50.3| 74.5 £9.5 G7.3

r = 413.2 £ = 400.1 + 400

Para que el promedio por estacién sea de 100% se requiere mul-

tiplicar cada mediana por el factor

= 0,968

2.7 x 0.968 = 60.8%;

111.5 x 0.968 = 107.5;

169.9 x 0.968 = 164.5

69.5 x 0.968 = 67.3
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E, %

170
100

-

trimasire

Zer trimestre —~i-—4°

My oy ——

18" trimasire —ul-..— 29  trimestre

| E—
1

INDICE ESTACIONAL



COMPONENTE CICLICA

Como ya se indicB, 1a componente ciclica de una serie crono-

16gica indica las variaciones periddicas que ésta tiene a lar-

g0 plazce (tiempos mayores de un afie).

51 dividimos la serie de tiempo entre TE obtenemos

Y _ TECI

TE = 1g - CI

Cuando los datos de la serie estfin dados por afies, ésta no con-

tiene a la componente estacional (el indice estacional vale 100%

para cada periodo), por lo que para obtener CI serd suficien-

te con dividir a 1la serie entre T.

El procedimiento para obtener la componente ciclica consiste en:

1. Dividir la serie cronaltgica entre TE, con 1o cual se ob-
tiene (I,

2. Calcular los promedios mbviles de orden N de la serie CI,
can lo cual se elimina I, en donde N debe ser menor que

el periecdo de los ciclos [(nos queda ().



EJEMPLO

86

En la siguiente tabla se presentan los datos de produccidn de

uva en una granja, asi como sus promedios mdviles de orden 5,

calcular la componente ciclica.

Produccifn, Y Promedio mévil, | CI = Y/T,| Promedio Componente
ARO en ton T, en ten en % mivilt, C irregular
en % CI/C, en
1948 5¢.0 41,3 121.1
1949 35.0 45.1 90.5 103.0 88
1950 41.9 43.0 07.4 102.% a5
1951 48.0 39.7 120.9 103.0 117
1952 36.1 39.8 00.7 98.8 92
1953 33.8 39.8 84.9 89.3 95
1954 35.3 38.2 02._4 5.5 97
1955 42. 0 38.5 109.1 106.4 103
1956 43.6 37.0 117.8 109.8 107
1957 37.9 37.0 102.4

Puesto que ¢l mis pequefio de los ciclos va de 1948 a 1951

(el periodo cs de 3 afios) ¥ el mayor'éa de 1951 a 1956 (el perio-

do es de 5 afios), tomaremos promedios mbviles de orden 3 pa-

ra eliminar a I.

121.1+90,5+97, 4

= 103.0;

103.0+1271.1+120.9

3

= 102.9
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|
5 =
g . ' G
[Ty F_ c_
g S 100 , = ' 3 §0 |-
& o i 5
8 ' | 2 a0l
: j | 2 o
8 | | £ 1
| | 30t |
I | |
- - 20 | -
| | |
- 10}
-'_ i |
1l-llll-ll'-_ [+ N T N T N SRR RN S T S P
E Et,enuﬁos T B o9 X 8 3 t,enahos
a — h o ) & o )

Para evaluar los Indices de la componente ciclica es reco-

mendable contar por lo menos con tres periodos completos de

datos. Los Indices ciclicos se calculan de manera semejan-

te a los estacionales.

]



BB
EJEMPLO

Supbngase que la componente ciclica de las inversiones anua-
les en un pais con pericdo sexenal de gobierno federal es la
indicada en la siguiente tabla. Calcular los Indices cicli-

cos.
AfiD C, en %
1047 85
48 102
49 117
50 126
51 129
52 137
53 79
54 08
55 121
56 127
57 132
58 143 Afio | Comp. ciclica | Indice
59 So @el CICLOS Promedio|ciclico,
ciclo] 1 2 3 4 en 1
60 86
61 121 i 85} 7o 59l 89S 78-.0 67 .5
62 122 i 102| 98y 86| 100 896.5 B3.5
63 137 3 M711211121] 112 117.8 161.9
64 149 4 1261127122129 126.0 1459.0
65 89 5 129132137136 133.5 115.4
66 100 6 137143149138 141.8 122.7
67 112 I= §93.6 600.0
68 129
69 | 136 R LE
70 138
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COMPONENTE IRREGULAR

L]

Comoise indic§, 1a componente irregular de una serie cronolé-

gica indica las variacicnes que en &sta ocurren al azar.
Una vez que se ha calculade C, para obtener I basta divi-
dir CI entre (, es decir

CI/C = I

En la tabla del penliltimo ejemplo- se encuentra calculada la
componente irregular de la serie cronolégica correspondien-

te a la produccidn de uva en una granja.

C
x
=
=2
& ),/?
=3 100 |
55 / W |
=
L
5 BB |
[ 1
§ 80 |- |
60 — ' |
+ | -
40 P T T T N N R J | P—
* 2 S ¥ =& t ,en anos
o o o - o
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APENDICE
PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1: 5Se tienen los siguientes tiempos en segundos para

diversas operacicnes de una pala meclnica.

CARGA MOV. 1. | DESCARGA | MOV. 2. |TOTAL
25 10 2 8 45
19 7 2 8 36
19 10 2 9 40
20 8 2 11 41
25 10 . 2 19 - 47
21 7 2 3 38
21 8 2 10 41
26 10 2 13 51
22 ' 11 2 a 471
18 7 2 8 5

S5e quiere reducir la variabilidad en tiempo total.

iCudl operacifin debe estudiarse como fuente principal de varia-
bilidad?

Solucién;

Obtener X, 52, S, V para operaciones de carga, movimiento 1

y moevimiento 2
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Gperacifn de carga.

X X-X (x-X) 2
25 3.4 11.546
14 -2.6 6.76
ig -2.h b.70
20 -1.6 2,08
25 2.4 11.56
21 -0.6 0.36
21 -0.6 0.36
26 1.4 15,306
22 g.4 0.16
1B -3.56 12.96&
216 0.0 72.4
= _ 215 _
= o = 21.6 Seq.
N 3
IoXy = X)°

g2 _ i=l 72.4

- 17
s? = 7.24 seg’
5 = /7.24 Segz. = 2.69 Seg.
_ 5 _ 2.69 seqg. _
v = % = St ses 0.12




g2

HOVIMIENTO 1

X x? X - X (x -~ 0
10 100 1.2 1.44
7 49 -1.8 3.24
18 100 1.2 1.44
8 64 0.8 0.64
10 100 1.2 1.44
7 {9 -1.8 3.24
8 64 -0.8 0.64
i0 140 1.2 1.44
11 121 2.2 4.84
7 19 -1.18 3.24
28 796 0.0 21.6
X = %%— = 8.8 seg
;I [xi - }”2
g? - i=l . 2165 = 2.16 seq

tm
]

V2,16 segZ. = 1.47 seq.

_ 1.47 seq. _
Vs i e - 017

0 bien usando
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=2 _ 796 _ 2
X" = 10 = 79.6 Seg”.
" 4
s? = 79.6 - (8.8)° .
2 2
57 = 79,6 - 77.44 = 2.16 seg”.
MOVIMIENTO 2
X x° X - " (x - X
8 a4 -1.3 1.69
8 64 " -1.3 1.6%
5 Bl -0.3 n.0o
11 121 1.7 2.89
i0 140 0.7 0.49
8 a4 -1.3 1.5%
10 100 0.7 0.4%
13 169 3.7 13.69
8 64 -1,3 1,69
B8 G4 -~1.3 1.69
R ’ 26,
33 1 891 0.0 { 10
T =22 .
X = 10 n.3 saqg.
N
E (X, - E]z
g2 o i=1 26.10 _ 5 g1 geqg?

19
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S = ¥2.61 Seg2. = 1.62 Seq.
_5 _1.62 Seg. _
v == 5% Seq n.17
X
¢ bien usando

52 = 2 _ %2

=2 _ 891

X5 = 0 89.1

s? = 89.1 - (9,32

s = B%.1 ~ B6.49

2 2.51 Segz.

w
1]

Por lo tante, las principales fuentes de variabilidad son los
movimientos 1 y 2, va gue tienen el mayor coeficiente de varia-

cidn, de D.17.



PROZLENA 2.- En oproceso de control de calidad en una f8brica de expleo-
sivos, se szach la sigulentes muestra aleatoria del peso de 40 cartuchos
de dinamita,

Feso Bn gramoa
' 38.4 38.3 36. 1 39.8
£ 37.1 37.7 37.6 40.8
38.6 37.4 38,3 k|-
38.5 37.1 39.2 37.8
37.4 36.5 38.7 36,7
37.3 36.3 18.2 38,3
39.0 38.0 36.2 39.0
37.7 39,2 18.8 38.3
39.5 17.0 39.5 36.9
37.4 18.2 | 39.2 38.8

Usando log datos bisicos determinar medila, rango, varlancla, desviacidn
estindar v medlana.

Agrumar log datos vy trazar el histograma, el noligone de frecuencias v

el ooligono de frecuencias acumuladas. Asi_mismo calcular la media, la
variancia, la desviarifn estindar y la mediana.

n
P i
a) MDA S . 152290 _ Lo .
N ' 40 e
b) BANGO R o= 42.8 - 36.1 = 4.7

n

Ex;- 57
o varmmiems LK 0
X! 40




d} DESVIACION ESTANDAR
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Ji ke
g=/ 1 b (-0
N i=1
\
X X-% |x-m2 |
© 3m.4 0.33 0.1
a7,1 -0,97 0.94
8.6 0.53 0.29
3a.5 43 0.18
17.4 -0.57 0.45
7.3 0.7 0.5%
39.0 0.93 0.86
37.7 -0.37 0.14
39.5 1.43 2.04
37.4 -0.67 0.45
18.3 0.23 0.05
37.7 -0.37 0.14
37.4 ~0.67 0.45
7.1, -0.97 0.94
36.5 -1.57 2.46
36.3 -1.77 3.13
8.0 ~0.07 0.00
39.2 1.13 1.28
37.0 -1.07 1.14
38,2 0.13 0.02

Y 1.10 n 1,049
% X-X | &x-%°
36.1 -1.,97 3.88
37.6 -0.47 0.22
38.3 0.22 0.05
39.2 1.13 1.28
38.7 0.63 0, 40
3g.2 0.13 0,02
36,2 -1.87 3.50
28,3 0.73 0.53
19.5 1.43 2.04
39.2 1.13 1.28
39,8 1.73 2.99
40.8 2.73 7.45
38.1 0.03 Q.00
37.8 -0.27 0.07
36,7 -1.37 1.88
38,3 0.23 0.05
39.0 0.93 0.86
38.3 0.23 0.05
36.9 -1.17 1.37
38.8 0.73 0.53
1522.9 44.05




al MEDIANA

£] HISTOGRAMA

e,
36,
36,
Ja,
36,
3G,
37,
EX
37,
37,

= T U R PF R ¥

—

M= 38.2

37.4
37.4
37.4
at.e
ar.7
37.7
37.48
38. ¢
g1
38.2

97

Lab
e
B

I

38,
5.
jg,
e,
3e.
g,
ie.
38,
ia,

L R I« A T Y R 7 A I ™ I

b W o 2 O om

Lad
[t
& oW

4
Ho. de Intervalos de clase = ég- a8
Anchio: 4.7 = 0.6
o

CLASE LIMITES REALES
LIMITE DE FRECIENCIA INF, BUP.
.1 - 6.6 4 i6.05 36.65
36.7 - 37.2 5 16.65 37.25%
37.3 - 171.8B B 37.25 a7 .85
37.9 - 18.4 9 37.8% 38.45
38.5 - 39.0 7 28.45 15,05
3g.1 - 39.6 5 39.05 39.65
39,7 - 40.2 1 39.65 40 .25
40,3 - 40.8 1 40.25 40.85%
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g} POLIGONG DE FRECUENCIAS

FRECUEMCIR]
MARCA OF CLASE [FRECUENCIA | RELATIVA
36,35 4 0.100
36.95 5 0,125
37.55 8 0.200
38.15 9 0.225
8,75 7 0.175
35,35 5 ¢.125
39,95 1 /.025
40.55 1 0.025

L= 1,000 |

h) FRECUERCTIAS ACUMULADAS

LIMITE EEAL|FRECUEMCIN FEECUENCIA
SUPERIOR | ACUMULADA [RELATIVA ACUMULADH

k0 L 4 0.1

37,28 9 Q,225

17,85 17 0.425

i8.45 28 0,650
39,05 i3 d.825

39.65 K|z 0.%30
40.25 39 n.975
40.85 40 1.00




i} MEDIA

29

K
E e
i1 i 1522.20
Rw- = —=5— = 39.06
MARCA DE CLASE| PRECUENCIA xE
X £
36.35 4 14540
16,95 5 184.75
37.55 8 300, 40
38.15 9 343,35
38.75 7 271.25
39,35 5 196.75
19,95 1 19,95
40.55 1 4n_55
1522.20
4) VARIRNCIA X
- — 2
E f, (X - X} X
g2 o imt 4 i 41.42 _ . ..
N 40 y
MARCA DE |FRECUENCIA _ 2 2
CLASE X £ X=X | x-x% |fix -~ s,
i
36,35 4 -1,71 2.92 11.68
36,95 5 -1,11 1.23 6.15
37.55 a -0.51 0.26 2.08
38.15  feumr 9. 0.09 0.01 o sufhe 00
th et el v
38.75 - bev . 7 0.9 0.48 1,36
35,35 5 1.29 1,66 8.30
39,55 1 1.69 3,57 JEC v o o
40,55 1 2,49 6,20 2.49
41.42
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k) DESVIACION ESTARMDAR

o — o
- iEefy (%= X _ /1,015

1} MEDIANA

N/2 - F
! - + e —
Med LH 3 dH

(20 -~ 17)

0.6 = 8.05
3 E 3B8.0

= 37.85 +

1.017%



Frecuencias
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/ Hlstogroma

A

Poligono de frecuencios

3605

37

38

39

Histograma y Poligono de frecuencias
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PROELEMA 3
i patos Bisicos Datos Ordenados

1lbs. 1bs.
i1¢,350 9,300
9,309 - 9,300
9,600 9,400
10,300 9,500
9,4001 9,550
12,600 ) 9,550
i0,100 9,600
9,900 ‘ 9,300
8,500 10,100
1¢,200 ' 10,200
4,300 15,2&0
9,550 10,3400
g,550 10,350
1a,500 10,500
10,200 10,600

Agrupar, efectuar la transformacién Y = ¥X - 10,000 y calcular

X a partir de Y.
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¥ = ¥ -~ 10,000,

Tahla 1.
{Agrupamiento arbitrario}

Limites | . . F v | yr

9300 - 9500 9,400 4 -600 | -2400
9500 -~ 9700 9,600 3 -400 | ~1200
9700 - 93500 9,800 1 200 | - 200
9900 - 10100 10,000 1 0 0
10100 - 106300 10,200 3 200 600
10300 - 10500 10,400 2 400 800
10500 - 10700 | 10,600 1 600 600
15 -1800

¥ = - l%%ﬂ- = - 120 ; X =7 + 10,090

¥ = -120 + 10,000 = 92880 1b

A continuacifn encuentre X para los mismos datos usando

_?.-Cl
===
P
con Cl = 19,090 {Marca de clase)
c, = 200 {Ancho de intervalo)



105

TABLA II
Limites M, C. E Y Yf
9300 - 3500 9,400 4 -3, -12
9500 - 9700 9,600 3 -2 -6
700 - 9900 5,800 1 -1 -1
9900 -10100 | 10,000 1 0 0
10100 -10300 | 10,200 3 1 3
10300 -10500 10,400 2 2 4 ¢
10500 -10700 10,600 1 k! 3
15 -9
X - 10,000, _ ~
H
T
N 0.
= _ =3 _ = _ i=1"4ifji
¥ = TE = 0.6 “-— ¥ = N
X=0¢,Y+0C
X = 200 (-D.6) + 10,000
¥ = =120 + 10,000 = 9880 lb

(Coincide con el resultado de la pAgina anterior)

tUsande el método cortg obtener la variancia y la desviacidn estdan-
dar de los dateos de X.

X = 10000

Y= i
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M,C. £ ¥ Y y2 vif
3400 4 -3 | -12 g 16
9600 3 2 | -6 4 12
9800 1 -1 | -1 1

10000 1 0 9 0
10200 3 1 3 1
10400 2 2 4 4
10600 1 3 3 9
15 -9 28
N
T
goim fifi -
NNE 15 *
EoYSf,
=1 59
§2 = 7R =15 = 4.6
s§ = Y2 - ?2 = 4.6 —t~.512 = 4.6-0.36 = 4,24
2 Si 2 2 .2
COmo 5 = o0 5" =C. 5
y 2 14 2 Ty
¢
2
si - (200)%(4.24) = 169,600 Seq-
:. 5, = /163,600 seg? = 411.83 1b
v oo Sx_ L 41183 oo

X 9880
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[
X Y £y y? vif
! 9300 2 ~14 -28 196 392
9400 1 _12 ~24 144 144
9500 1 _10 ~10 100 100
9550 2 -9 -18 81 162
600 1 -8 -8 64 64
9500 1 -2 -2 q 4
10100 1 2 2 4 4
10200 2 4 B 16 32,
10300 1 6 6 36 16
10350 1 7 7 49 49
10500 1 10 10 100 100
10600 1 12 12 144 144
) 15 -45 1231
_ X - 10,000 _ 9,300 - 10,000 __ _ 9,400 - 10,000
'y — F Yl 50‘ =-14, Y2 L E:ﬂ
¥ = 5-5559:5551 3 Xa50F% + 10,000; X = 50 (=3} + 10,000 = 9850
L2 121 W2 2 Lt 2
Y = LS BZ: SY = Y Y B2 (-3} 73
g2
2 _ 2 _ 2,2 = —
S = xp— 7 Sy = 50°S] 2500 x 73 = 182,500
Y vl _ 427.2 _
s_ = /182,500 = 427.2 C.V., = gezs= = 4.343

=12 ,...



PROBLEMA 4 .

LA RECTA DE TEWNDENCIA GENERAL,

HMEDIOS.,

PARA LA SIGUIENTE S5ERIE DE TIEMFOS,

103

DETERMINAR

MEDIANTE EL METCDO DE DOS PRO-

ARG b
1960 61.2
61 58.3
62 67.1
63 69.2
64 68.9
£5 76.1
66 75.9
67 82.0
68 80.1
69 88.5
237 = 64.94,
02-8 _ go.s2,

%

L= 324.7

L =4D02.6

1962

"
|

1987

las
H
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Kv-H
0
P
ED_—.mr — —-—-r—.._._.
|
10 l
4 |
60 ! ;
| |
i I |
50}- | |
| |
I [
i I | 1 L ] ! i ! |
1960 196! 1962 1963 1964 1965 1965 1967 1968 1969
- e ' TELANT ke ﬂﬁc
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PROBLEFMA 5. Ia tabla A contiene 20 parejas de datns donde:
Yi = Contenide de agqua determinadc por un método convencional.
xi = Contenido de agua por método I,

Mediante el m&todo corto obtener la recta de regresifin.

TABLA A
Y X
62 58
a7 50
19 17
15 17
65 68
28 24
63 60
37 35
20 21
9 9
64 69
56 57
53 54 =
2 5
49 48
53 50
15 14
22 20
13 13
35 34




TAELA DE CQONTED

X .
v 0.5-10.5 | 10.5-20.5 20.5-30.5 30.5-40.5 40.5-50.5 50.5-60.5 60.5-70.5
0.5-10.5 I
2
10.5-20.5 Y7l / -
4 1
20.5-30.5 / | 7
1 1
30.5-40.5 g
2
40,5-50.5 Y7
50.5-60.5 / /7
1 2
60.570.5 /4 /4
2 2

T1T



w2 ]

15.5 | 25.5 | 35.5 | 45.5 | 55.5 ) 65.5 | £ | ¥' | £y¥" Y'z fy‘f'z T ey '
21 -3| -8 ’
4 3 5| -2 -10
1 1 2] -1 ] -2
2 2| o 2
2 2| 1 2
1 2 3| 2 6
2 2 5| 3| 12
5 2 2 3 4 2 j 20 2
-2 -1 0 1 2 3 Senndo
-10 -2 0 3 B 6 | -1 XT=K-CI . y'=Y_C3
& €4
con Cl = C3 = 35.5
= Cy =C, =10
1= . _ X - 35.5
1—1H it ;_0‘ - _0.05% y' =¥ -135.5

eIt




X _ 2 2 |
) 5.5 |15.5 | 25.5 | 35.5 | 45.5 s5.5 | es.5 | £ [Y | £y | ¥ | £y F Y
5.5 9’2 18 2 [31-6 | o | 18 .18
15.5 al41m | 2)1]2 5 | -2 | -10 | 4 20 18
5.5 A1z | alfs 2 [~1}-2] 1 2 3
35.5 ozl 2 0 o| o 0 |I 0
45.5 1{2[2 2 | 1 2 | 1 '
55.5 2|1l a|2ls 3 2] 6| 4 | 12 10
65.5 o2tz | 9|2l | 4 3| 12 9 36 30
fx 2 5 2 2 3 4 2 20 2 90 g1
X' -3 -2 -1 0 1 2 3
1 : i, X'Y =81
fxx' —B -10 -2 0 3 8 6 -1
x2] o 4 1 0 1 4 9 st X = 7
£ x'%| 18 20 2 0 3 "16 | 18 77 Efiy'f"z = %0
i, xv' | 18 18 33 0 4 20 |18 | 81
F=%=3.35 F=%=4.5 B
s2, :F-E'fﬁ 3.85(-0.05)° = 3.847; sf,¢= 4.5-(0.1)% = 4.49 -~

-



M - -
[ B ) I
l ¢ £ XY -X ¥
o =Ei=‘1 ixy 11 C_d
] C2
x'l
CZ o C4 = 10 : N = 20
x' = -0.05 : Y = 0.10
2
SK' = 3 847
k .
I £ XYy, =81
i=1 Ixy {1

g1
(g = (0-090{0.1}10 4 g5

m = =
(3.847) (10) 3.847

1.05

C, =C, = 35.5

173
X=cX' +C =10(-0.05 + 35.5 = 35
¥ =::4T' + Cy = 10(0.1) + 35.5 = 36.5
b=Y-mx = 36.5- ({1.05) (35.) = -0.25

Y =1.05X - 0.25
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FPara estrs mignos datos obtener la ecuacisn de la rects de regqresidn sin

agqrupar los datos.

58 62 3596 3364

50 47 2350 2500

17 19 323 269

17 15 255 28%

68 65 4420 4624

24 28 672 576

60 63 3780 3600

35 27 945 1225
| 2l 20 420 441
g 9 81 Bl
69 &4 441e 4761
57 58 3152 31249

o4 53 2862 2916

5 2 19 a3

48 49 2352 | 2304

50 33 2650 2500

14 15 210 195
20 22 44 400
13 13 lg9 169

34 35 1190 1156

723 717 34,333 34,665



!

=] o

il

)

[

IlE

="35.85

36.15

fi

N
T yy = 34333

o1 L1720
Ny
L xi
1=1 1 34665
N 20

= 1716

1733.25

_ 1716 - 35.85(36.15)
1733.25 - (36.15)2

= 1733.25 - 1306.82

- i

1716 — 1295.98

420,02

Y -~ mX

35.85 - 0.98(36.15)

0.98 X + 0.42

0.

476.43

42

D.398
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PROBLEMA 6., PARA LOS SIGUIENTES DATOS, AJUSTAR UNA PARARBOLA POR

EL METODO DE HMINIMOS CUADRADDS.

ARO Y
1850 23.2
1860 31.4
1870 39.8
1880 50.2
1890 62.9
190G 16.0
1910 92.0
1920 105.7
1930 122.8
1940 131.7 -
1950 151.1
usawpo  tr = == 2900 oo 4500, ¢, = 10)

10 1 2
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AR10 t'! Y i:'2 t‘a th 'y t'z‘f
1850 -5 | 23.2 25 -125 £25 ~116. | 580.0
1860 -4 | 31.4 16 - 64 256 ~125.6 | 502.4
1870 -3 | 39.8 9 - 27 81 ~119.4 | 1358.2
1880 -2 | s0.2 3 - 8 16 ~100.4 | 200.8
1890 -1 | s2.9 1 - 1 1 - 62.9 | 62.9
1900 o | 76.0 0 0 0 0 0
1910 1| 92.0 1 1 1 92.0 | 92.
1920 2 | 105.7 3 8 16 211.4 { 422.8
1930 1| 122.8 9 27 81 368.4 | 1105.2
1940 4 | 131.7 16 64 256 526.8 | 2107.2
1950 5 | 151.1 25 125 625 755.5 | 3777.5

0 | 886.8 | 110 0 1958 1429.8 { 9209.0
' . -
ity = 0 rtly, = 1429.8
Iy, = 886.8 st ?y = 9209.0
rey? = 110 N o= 1t
re! = [
ret? = 1958




RECORDANDO QUE:

S5E TIENE QUE:

DE La EC 2:

11%

2
hﬂN + blzt + hzzt - IY

2 3

ByEt + by It” + BoIt” = Ity

2 3 4 2
byIt® + b It” + b It" = Ity
ilb, + Ob, + 110b, = 886.8 ; (1)
Ob, + 110b, + 0b, = 1429.8 (2)
110b, + Ob, + 1958b, = 920§.0 (3)
110b, = 1429.8

b, = 13.0

MULTIPLICANDO LA EC 1 POR 10 ¥ RESTANDOLE LA EC 3:

110b, + 1100b, = 8868.0
-110by - 1958b, = =-9209.0
-Bﬁﬂ.bz = 341,0

b, = 2%% = 0,39744

2 858
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SUSTITUYENDO EN EC 1:

11hu + 110(0.35744) = 886.8

llbg = BEb.8 - 43.72 = B843.08

B43.08 _
by = == = 76.6436

POR LO TANTO:

Y = 76.6436 + 13.0 t' + 0.3974 £'°
DOUDE EL ORIGEN £t = 0
CORRESPONDE A €, = 1900.
ty -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

X 1850 1860 1370 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950

¥ 21.58 231.00 41.22 52.23 64.04 76.646 90.04 104,23 119.22 135.00 151.58



150t

1501

L

140

L

130

120

G

L

100

[

90

80F

0

&0

20

30}

20

10

L

121

'l.'r:

d——

1850

1860

1870

1880

1830

1900

1910

1920

1930

1940

1950
ANO
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PROBLEMA 7. PARA LOS DATOS DE X y Y PRESENTADOS MAS ADELAN-

TE, AJUSTAR MEDIANTE EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS UNA CURVA DE

LA FORMA Y = ab®, DONDE a y b SON CONSTANTES.

S5ACANDD LOGARITMOS BASE 10 & AMBOS MIEMBROS:

log ahK

WL
1

log

log ¥ = log a + log bx

log i = log a + X locg b
HACIENDO Y' = log Y
b' = log a
m = log b
SE TIENE: Y' = b +m X

RECORDANDO QUE PARA UNA RECTA AJUSTADA POR MINIMOS CUADRADOS 5@

TIENE:
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RECORDANDO (QUE:

m = log b, b

b' = log a, a =

32.1514 (1.

e
[}

4

Y Y' = log Y X X xy'
32 1.5051 g ] 0
47 1.6721 1 1 1.6721
65 1.812% 2 4 3.6208
92 1.9638 a G 5.8914
132 2.1206 4 16 .4823
i 199 2.2788 5 25 11,3538
275 2.4393 & 36 14.6358
I 12,7928 21 81.0 45,7014
¥t o= EEL;EEE = 1.9704
= 21
X = - 3
7
45.7014
= - 3(1.9704)
m = ) = 0.1544
13-(3})

1.9704 -0.1544{3) = 1.5072

luﬂ.1544

lﬂ}.SﬂTE

269} %

= 1.42693

= 32.1514

rr
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PROBLEMA 8
Calcular pranedics mfviles centrados de orden 4.
. Promedio méSyil

AN 8 ¥ Premedio mfw:ll.l centrado

1955 .50

19546 6.5
43,5

14857 43 42.12
40.73

1958 44.5 43.93
41.13

1459 38.9 39.83
38.53

1980 a1 37.80
37.08

1861 32.6 37.43
37.78

1962 Jg.7 i8.1i6
38.51

19632 41.7 38.68
38.82 —

1954 41.1

1965 3i.8
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PROBLEMA 9, Como resultade del censo habitacional en una ciudad, sze de

termind que el nimero amual de edificios construidos en ella de 1956 a

1965 fueron los indicados en la siguignte tabla. Determinar la tendencia

de construccifn mediante promedics mfviles de orden 3, 4 y 8, y-mediante

los métodos de dos promedics v minimos cuadrados

estos dos dltimos casgos) .

FROMEDIOS MOVILES

(tendencia lineal en -

A%o, T|Edificios)Prom., miv.| Suma Suma |Prom. mSv.| Prom. mbv.| Prom. mdv.
¥ 163, ¥ orden 3 arden 4| orden 8| ordenh 4 |cent. ardenleent. orden
B 4
1956 5.3
1957 5.2 5.4 5.6
1958 5.7 5.7 5.7 5.65 5.65
1959 6.2 5.9 22,4 45,3 6.0 5,90 5.45
1960 5.8 6.3 22.9 47.2 6,3 6,20 6.15
1961 &.6 0.4 24 .3 49,6 6.5 6. 40 6,40
1962 6.7 8,7 25.3 51.13 T.D_ 6.75 6.75
1963 6.9 7.2 26.0 54.1 7.4 7.20 7.20
1564 7.9 7.4 2581 51,7
1965 2.1 29.6
']
Pos PROMEDIOS
1a. parte 2";'2 = 5.64
6.2
2 = 7.24

Za. parte



MINIMOS CUADRADOS

La recta de regresidin se calculari con un cambio previc de variable:

=

0

20,25

126

X= T - 1956
X Y Xy %2
0 (1956) | 5.3 0 o
1 (1957 | 5.2 5.2 1
2 {1958} | 5.7 11.4 4
3 (1959) | 6.2 18.6 9
4 (1960) | 5.8 23.2 16
5 (1961) | 6.6 33.0 25
6 (1962) | 6.7 40.2 36
7 (1963) | 6.9 48.3 49
8 (1964) | 7.9 63.2 64
9 (1963) | 4.1 72.9 81
45 64.4 316.0 285
_ 1 rey = 31.6 X2 = 28.5
Y = 6,44 o .
XX = 29.0
31.6 - 29.0 _
M T T28.5 - 20.25 0.315
y - mx = 6.44 - L.42 = 5.02

T = 0.315 x + 5,02
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PROELEMA 10. Con los siguientes datos, efectuar un anflisis de correlacitn

de X con Y, ¥ con ¥

Y oamparar: pe. o COn DXYE para determinar

BF
cudl predamina.

12 .27 5.%7

18 5.68 5.04

24 6.25 6.99

30 7.2 7.39

36 8.02 £.88

42 | 871 8.9

44 8.42 9.0

Solucisn:
N DL-EJE N (Y. -'nz
s =/ ¢ —= ; s =/ ¢ 2
b 4 ¥ =1 H ¥ =1 N
i {:(1-?{] ty; - ¥}
Covariancia: 5 = E —
xy _ N .
i=1
=
Coeficiente de oorrelaciln: P = . &
ny Exsy



Prye - 1.2 X 1.27

= = =2 =2 oy =
X ¥ x, - % v, - D x, - % (¥, -9 X, - %, -0
12 5.27 ~17.43 -1.81 303.8 3.28 31,55
18 5.68 -11.43 -1.4 130.64 1.96 16.0
24 6.25 - 5.43 8.3 29_48 0.69 4.51
30 7.2 0.57 0.12 D.32 0.01 0.07
36 8.02 6.57 0.94 43.16 0.88 6.18
42 8.71 12.57 1.63 158.0 3.66 20.44
44 8.42 14.57 1.34 212,28 1.80 19.52
206 | 49.55 B77.68 11.28 98.32
— _ 206 2 877.68 _ 2 _11.2§ _ _ 98,32 _
X = 2532 = 29.43 s2 = BIL.E8 = 425,38 Sy = = 1.61, s, =532
¥=2:3 - 7.08 s,= /53=11.2, s = /LE =12
- 14.05 = 0.98777

14.05



— 2 o 2 3 T
X Y (X; ~ X) (¥, - ¥ (X; = X) v, -y (X, - X) {Yi Y)
12 5.77 | -17.43 -1.65 303.80 2.72 C28.76
8 5.04 | -11.43 -2.38 130.64 5.66 27.20
24 6£.99 | - 5.43 ~0.43 29.48 —0.18 2.33
0 7.39 0.57 -0.03 0.32 0.0009 -0.02
36 B.8B 6.57 1.46 43.16 2.13 9,59
42 8.90 12.57 1.48 158.00 2.19 18.60
44 9,00 14.57 1.58 212.28 2.50 23.02
206 | 51.97 877.68 15.238 109.48
= _ 206 2 _ 877.68 _ 2 _15.38 _ _ 109.48 _
X = 55+ 29.43 $, = —5—= = 125.38, 5 5= 2.2, = —=— = 15.69
= _ 51.97 _
¥ === = 7.42 5 = /125,38 =11.2, § =+ 2.2 = 1.48

_ __15.64
pxyB (11.2) (1.48)

'
4

" = 0.94353 < pra

zye

4)

CET
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PROBLEMA 11, Los resultados de probar 10 vigas de madera son 108 siguien
tes:

Calcutar ny' recta de regresifn y variancias, explicada e inexplicada.

X en Kg. | & en cm
550 0.33
1050 0.37
750 0.28
300 0.30
700 Q.27
650 .28
950 0.25
850 0.40
600 0.26
760 0.29




CET

x} Y | x-%| v-¥ | x-De-9 x-%% | w9n?
950 | 0.33 | 140 .017 2,38 19, 600 0.600289
1050 | 0.37 | 240 .057 13.68 57,600 0.003249
750 | 0.28 |- 60 - .0313 1.98 3,600 0.001089
900 | 6.30 90 - .013 - 1.17 8,100 G.000169
700 | 0.27 |-110 - .043 4.73 12,100 0.001849
G50 0.28 =160 - Q33 .28 25,600 0.001089
950 | 0.35 | 140 .037 5.18 19, 600 0.001369
850 | 0.40 4D .087 31.48 1,600 0.007569
600 | 0.26 |-210 - .053 11.13 44,100 0.002B09
700 | 0.29 |-110 - .023 2.53 12,100 0.000529
B1oo | 3.13 49.20 204,000 0.02001
. - _ B0 _ ., o 49.20 _
S X =2 =610 e Sy = 3000 = 4.92
S 3.3 i 2 _ 204,000 _ ,
T =35 = 0313 am: _ s¢ = =2 - 20400, S = 142.83
g2 = 0.02001

y =~ 10 = 0.002001, SY = 0.04473
4.92

Py = (142.83) (.04473) -7701
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m= ey ;ﬁ = 60,7701 9&%%%%%—= 0.0002411
b=Y -mX
b = 0.313 — 0.000241(810)
b=0.11779 £ 0.118
¥ = 0.000241 X + 0.118
La variancia de la estimacién 52 serd

y|x

2

2
Sy x )

— aliq_
= Syil nx},

2 | 2
5 = 0.002001 , 1 ~ (0.7701 = (.000814
vlx { L ( )

2 2 2
Pero 5 =8% + 8
y Ty “ylx !

por lo que

g2 =52 - 5% = 0.002001 - 0.000814 = {.,001187
Y v |x

b4

W e
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PROBLEMA 12, OBTENGA LOS PROMEDIOS MOVILES DE ORDEN 5 DE LOS

DATOS SIGUIENTES: —

SUMA PROMEDIO MOVIL
ARO Y 5 anns 5 afios
1959 50.0
1950 36.5
1981 43,0 212.9 42.58
1962 44.5 201.0 40,2
1963 38.9 187.0 39.4
1964 38.1 152.80 3B.5¢6
1965 . 32.6 150.0 38.0
1966 3B.7 "182.2 38,44
18367 41,7 187.9 37.58
1968 41.1
1969 3.8
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LA REPRESENTACION SERA

B9

62 63 64 & B8 67

&

1959 60

AND
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PROBRLEMA 13.-Los datos sresentados en la tercer columna de la tabla si-
quiente corregwonden al consumo mensual de energia eléctrica durante los
afios da 1960 a 1963, en clontos de miles de ®w/h. Calcular la componete
estacional para cada mes, determinando a la tendencia, T, mediante el qé
todo de minimos cuadrades, tomando como valores de Y a los nromedios men

sudles de consumo de cada afo.

MOLUCION :Netarminar 1a recta tomands como origen al tiemse madio de  --

1860, al cual correoconde el promedic del consumo de gse aho.

ASO,t v ty t2
0 4.08 a i}

1 5.88 5.88 1

2 6. 48 12.96 4

3 ¥.08 21,24 Q
I=8 24,31 40.08 id
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t =6/4 = 1.5, v = 24.32/4 = 6,08
Ll el - 2 2
5 Bty = 10,02, t? w 14/4 = 3.5 , of = 3.5 - 1.5% = 1,25
L Ity ~ Ly
o - W - 10.02 - 3.12 0.73
' gtz 1.25 *

bm¥-m =6,08-0.72x%x1.5=5

[

e

w (3,72t +5

Con origen en enero de 1960, ¥ con &l tiemoc en meses la recta resulta ser:

T=0.72 ({t-0.51 /12+5~-0,72x0.,5

T = 3,03t + 4,64
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AN0" § MES | CONSUMO | SUHA [ PROMEDIQ | TORCENTAJE I A
E 5.0 105.6| 4.67| 493.2] 101.4

F 4.9 102.4% 4,73 | aad.a| 101.2

M 4.7 99.4| 4.79] 476.1]  98.7

A 4.4 95.5| 4.65| 463.2| 95.0

o M 4.0 93.9| 4.91| 481.0| 86.8

3 e 4.2 91.5] 4.97| 454.8| 92.3
I 4.1 4.9 33.7 g7.1| s.03| 238.1| 93.6
A 4.5 5.0 90,0 90.7| 5.00| 461.7| 97.5

5 4.8 5,1 94.1 on.4) 5.15| 506.8| 94.7

o 5.5 5.2 105.8 106.7| 5.21| 555.9] 95.9

n 5.9 5.3 111.3 112.2| 5.27] s91.3| 99.8

(o] &.5 SB.5 5.4 120.4 1M7%.4) 5.33| 525.7 103.9

E 6.0 50.5 5.5 109. 1 105.6| 5.39| S69.2| 105.4

9 5.8 60.4 5.5 105.5 102.4| 5.45] 558.1] 103.9

M 5.8 61.5 5.6 103.6 99.4| 5.51] 547.7| 105.0

A 5.4 62.5 5.7 94,7 o5.5| 5.57 531.9] 101.5

| = 5.4 63.9 5.8 93.1 91.9| s.63| s28.7} 102.1

a| o 5.3 65.0 5.9 g%.9 91.5| 5.69] s20.6! 101.8
AN 51 | 66.0 | 5.9 86.4 87.1| 5.75| 500.8| 101.8
T A 5.4 | 66.9 | 6.0 90.0 90.7| 5.81| 527.0} 102.5
~| s 5.8 | &7.9 6.0 96,7 98.4| 5.87] 577.6| 100.4

o 6.5 68.9 6.0 108.3 106.7] 5.93| 632.7| 102.7

2 6.9 69.9 6.1 13,1 112.2| 5.99] 672.1| 102.7

o 7.2 0.6 6.1 113.,0 117.4| 6.05} 7310.3 101.4

= 6.5 71.1 6.2 104.8 105.6] 6.11| 645.2] 100.7

F 6.4 1.7 B3 101.6 W24} 6.17] 631.48 101,3

i 6.1 72,0 6.3 96.8 99.4| &.23] 619.3| 98.5

A 6.1 72.7 6.4 95.3 95.5| 6.20] 600.7] 101.5

" &,.0 73.13 6.4 93.18 93.9) B.35] F9&.3 100,56

o 5.9 73.9 6.5 90.8 at.s| e.41| 536.5| 100.6

e E J 5.9 T 6.5 90 .8 £7.1| 6.47] 563.5 104.7
E l & 6.2 75.5 6.6 93.9 an.7| 6.53| 592,31 104.7
s 6.7 76.4 6.6 101.5 an.4| 6.59| eas.s| 103.2

o 6.9 76.0 6.6 104.5 106.7| 6.65| 709.6] 97.2

i 7.3 1.2 6,7 109,00 i12.2| &.71| 752.9 97.4

D | 7.8 77.8 6.7 116.4 117.4| 6.77} 794.8| 8s.1

i
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Ao ! =s cnniywo 1 SUMA ﬂgﬁ?ﬁDIﬂ ggzcgggigg 2 [ pp | Sr = CI
' CENTRADD DI MOVIL

e | 7.0 78,3 6.8 102,9 105.6 {6.83 |721.2 | 97.1
P 7.0 78,9 6.9 101.4 102.4 |6.89 [705.5 | 99.2
M 6.8 79.6 6.9 98.6 99.4 |6.95 l690.8 | 98.4
. ].a 6.3 79.8 7.0 90.0 95.5 |7.01 |669.5 | 94.1
S M 6.5 80.3 7.0 92.9 53.9 [7.07 |663.9 | 97.9
2 | g 6.6 |80 | 7.1 93.0 91.5 {7.13 [652.4 | 101.2
T 3 6.7 | B1.8 87.% |7.19 [626.2 | 107.0
A 7.0 82.6 90.7 '7.25 |657.6 | 106.4
'S 7.2 83,1 98.4 +7.31 [719.3 | 100.1
o 7.5 83.7 106.7 {7.37 |786.4 | 95.4
N 8.0 B4.4 112,2 [7.42 |saz.6 | 96.0
D 8.3 84.9 117.4 [7.43 [879.3 | 94.4

ENR 109,1 104,8 102.9 104,18 105.6

Eas 105.5 | 101,6 | 101.4 101.6 102.4

2 103.6 | 96,8 | 98.6 90.6 99,4

A3R 94.7 | 95.3 | 90,0 94.7 95.5

MAY 91,1 | 93.8 | 92.9 93.1 92,9

UM 82.8 { 80,3 | 93.0 90.8 91.5

JUL 81.7 | 8.4 ] 90.8 B6.4 87.1

AGO 90.0 | 90.0 | 3.9 90.0 90,7

SEP 94.1 | 96.7 |101,5 96.7 99.4

ocr | 195.8 ]109.3 [104.5 105.8 106.7

Mo 111.3 113.1 109.0 t11.3 112.2

DIC 120.4 118.0 116.4 116.4 11?:4

1150.2 1200.0

1200 - 1.0082

1180.2




a5
2.0
85
8.0
5
7.0
65
€.0
2.9
5.0
4.5
4.0
35
3.0
2.5
2.0

.5

1.0
05
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PROLOGO

Esta publicacldn estl dirigida a aguellos lectores gus por pri-
mera voe egstudian la materia o0 a los que desean hacer un repaso
de la misma.

Estas notas se han preparado a base de adiciones y modificacio-
nes gue se han ido incorporandc a los apuntes elaberados por el
autor para los diversos curscs gue sobre gl tema ha impartido -
en la ahora Divisifn de Educacifin Continua de la Facultad de In
genierfi, v para el curse introductorio de Probabilidad y Esta-
distica de esta Divisifn, Por lo anterior, se ha decidido mante
ner en esta edicidn el cardcter original e informai de apuntes

de clase.






INTRODUCCION A LA TEORIA DE PROBABILIDADES

POR: DR, OCTAVIO A. RASCON Z
SIMBOLOS DE DESTGUALDADES: CUVE

< manor qua

1A

menor o igual gue

» mayor gque

1%

mayor o igual gue

#* diferante de
TECRIA PE CONTUNTOS
UN CONJUNTG ES UNA COLECCION BIEN DEFINIDA DE OBJETOS.
NOTACTON: LOS CONJUNTOS SE DENOTAN USUALMENTE CON LETRAS MAYUSCU-

LAS, Y 5US ELEMENTOS SE ANOTAN DENTRO DE UN PAR DE LLAVES.

EJEMPLOS

Al EL CONJUNTO DE NUMEROS ANOTADOS EN UN DADO ES
S=1{1, 2, 3, 4, 5, &}
B) EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTERUOS MENORES QUE 5 ES
§ = {»=,....,-3, -2, -1, 0, L, 2, 3, &}
o 5 = {x: x ES ENTERD Y x4}
C) EL CbHJUHTD DE LOS HUMEROS ENTEROS POSITIVOS MENORES QUE 5 ES
E= {0, 1, 2, 3, 4}

E

IH

{x: ES8 ENTERO Y (xx<4l

D} EL CONJUNTO DE LOS CONTINENTES ES
C ={ASIA, EUROPA, AMERICA, AFRICA, OCEANIA}

E} EL CONJUNTO DE MARCAS QUE TIENE UNA MONEDA ES
M = {CARA, CRUZ}

F) EL CONJUNTO DE NUMERQS MAYORES DE 5 PERC MENQRES 0 IGUALES
QUE 10

8, = {x: 5<xzl0]



FINITOS- CUANDO TIENEN UN NUMERO FINITO

DE ELEMENTOS
CONJTUNTOS -
INFINITOS ~ CUANDO TIENEN UN NUMERO INFINITO

DE ELEMENTOS

e

SUBCONTLNTOS
PARA EXPRESAR QUE UN ELEMENTO PERTENECE A UN CONJUNTO SE USA EL

SIMBOLO e. FPARA EXPRESAR NUE N0 PERTENECE SE USA EL SIMBOLOD ¢.

EJEMPLO
SI S, = {X:5<X<10}, ENTONCES.
3::’51 ;EEEl:Eesl;lﬂcsl

PARA EXPRESAR QUE UN CONJUNTO ESTA CONTENIDO EN OTRO SE USA EL

SIMBOLO C; SI N ESTA CONTENIDO SE USA EL SIMBOLO €.

FARA QUE UN CONJUNTO ESTE CONTENIDO EN OTRQ SE REQUIERE QUE TODOS
5US ELEMENT(OS LO ESTEM, ES DECIR, QUE TODOS SUS ELEMENTOS PERTE-

NEZCAN A AMBOS CONJUNTOS.

EJEMPLD

SEAN E={3,5}; F=(3,8}; G6={7,9). Eg@S, ; F¢g5, ; GCS5,

¢
k]

51 OM CONJUNTO, B, ESTA CONTEWIDO EN OTRO, S5, SE DICE QUE B

ES  SUBCONIUNTY) DE S,

EJEMPLO

B = {X:3¢X<B} ¥ S,={X: S5<X<lC}
EMN ESTE CASO:

GCS]_#G ES SUBCONJUNTO DE El

BES]_#B HO ES SUBCONJUNTQO DE Sl



SE DICE QUE DOS CONJUNTOS SON IGUALES CUANDO CONTIEMEN LOS

MISMOS ELEMENTOS "{NO IMPORTA EL ORDEN EN QUE ESTOS SE ESCRIBAN)

EJEMELO
SEAN A={1,3,5,7}, B={7,5,1,3} ¥ cC={7,5,1}

EN TAL CASQO, A = B#C -
CONIUNTO VACTO

DE LA MISMA MANERA QUE EXISTE EL CERO EN LOS NUMERDS, EN LA

TEORIA DE CONJUNTOS EXISTE EL CONJUNTQ VPACIO, EL CUAL NQ TIENE

ELEMENTOS, USUALMENTE SE DENOTA g,

EJEMPLQO
JCUAL ES EL CONJUNTO DE ELEMENTOS, X, TALES QUE 2X=7 Y X ES
ENTERO?

SOLUCION ~ ES EL CONJUNTO VACICO, F.

A @ SE LE CONSIDERA COMO SUBCONJUNTO DE CUALQUIER CONJUNTO. ASI,
FOR EJEM, TODQS LOS SUBCOMJUNTOS- DEL COMNJUNTO

S ={2,5,10} SON: {2};{5}:{10}:{2,5} {2,10}:(5,10}%;02,5,10} Y #.

ESPACIO DE EVENTOS ' -

ASOCTIADO A UN EXPERIMENTO S5IEKMPRE HAY UW CONJUNTC DE RESULTADOS

h]

POSIBLES: A DICHO CONJUNTO S5E LE LLAMA ESPACTO DE EVENTOS.

ETEMPLOS

EL ESPACIC DE EVENTOS ASOCIADO AL EXPERIMENTC DE LANZAR UN DADD Y
ANOTAR La CARA QUE NUEDA HACIA ARRIBA ES

g-={1,2,3,4,5,6}
EL ESPACIO DE EVENTDS CORRESPONDIENTE AL EXPERIMENTO DE LANZAR

POS DADOS Y ANOTAR LOS NUMERQOS NUE QUEDAM HACIA ARRIBA ES



{1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5).(1,6)
[2,1].{2;2},{2*3}.{2,4};{5;5];{2;51
(3,1),03,2),(3,3),4{2,4),(3,5},(3,86)
(4,1),(4,2},(4,3),(4,4},{4,5),{4,6)
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4}),1(5,5},(5,86)
(6,1),16,2),(6,3),(6,4),(6,5},{6,86)

— -

ST EN ESTE EXPERIMENTO LA OBSERVACION DE INTERES FUESE LA SUMA

DE LOS5 DOS5 NUMERCS OBSERVADOS, ENTONCES EL ESPACIO DE EVENTOS
DEL EXPERIMENTO SERIA

= (2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)

A TODO SUBCONJUNTO DE UN ESPACIO DE EVENTOS SE LE LLAMA EVENTO. A
LOS EVENTOS QUE TIENEN UN SOLO ELLEMENTCO DEL ESPACTO SE LES LLAMA

EVENTOS STMPLES.

5T AL REALIZAR UN EXPERIMENTO SE OESERVA UW ELEMENTO DEL EVENWTO

A, ENTONCES SE DICE QUE OCURRI] 0 SE VERTFICO EL EVENTO A. POR

EJEMPLO, SI A={2',4} Y AL LANZAR UN DADO SE OBSERVA EL 2 O 4, SE
DICE QUE CCURRIO EL EVENTO &; SI SE OBSERVA CUALQUIER OTRO NUME-

RO, ENTONCES SE DICE QUE NJ OCURRIOD A.

PISCRETOS - SI SUS ELEMENTGS PUEDEN NUME-
RARSE 0 CONTARSE. TIENEN UN NUMERO
ESPACIOS DE FINITO O INFINITO NUMERABLE DE ELEMENTOS.

EVENTOS
CONTINUOS - 8T SUS ELEMENTOS N{ PUEDEN

ENUMERARSE. TIENEN UN NUMERO INFINITO NO

NUMERABLE DE ELEMENTOS




EJEMPLO

LOS ESPACIOS DE EVENTOS § =[CARA, CRUZ}; $,=(1,2,3,4,5,6,};

S,={VERDE, ROJO} 50N DISCRCTOS. LOS ESPACIOS DE EVENTOS

54={x: ~mcX<0}; &
SON CONTINUOS.

5{2: 223}: S =(Y:3<¥<80]

EJEMPLO

(QUE TIPOS DE ESPACIOS DE EVENTOS CORRESPONDEN A LOS SIGUIENTES

EXPERIMENTOS?

A) CONTEQO DEL NUMERO DE GRANOS DE UNA MAZORCA DE MATIZ
5={0,1,2,3,...,=}, ES DISCRETO E INFINITO

B) HMEDICION DE LA LONGITUD DE UNA ESPIGA DE TRIGO
S={X: 0<X<=},Xx EN CM, ES CONTINUO E INFINITO

C) MEDICION DEL EFECTO DE UNA VACUNA, EN TERMINOS DE "EXITO" O
"FRACASQ"
S={EXITO, FRACASO} E5 DISCRETO Y FINITO.

D} MEDICION DEL CONTENIDG DE UN ANTIBIOTICO
EN UMA CAPSULA

S={Y:0<¥<«}, Y en mg, ES CONTINUC E INFINITO.

COMPLEMEMTD DE UN EVENTO

\

EL COMPLEMENTC DE UN EVENTO A E5 OTRO EVENTO QUE CONTIENE TODOS LOS

ELEMENTOS DEL ESPACIO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE (QUE HO E3TAN EN A.

USUALMENTE SE DEXNOTA CON UNA TILDE SOBRE EL SIMBGOLO QUE CORRESPON-

DE AL EVENTO QUE COMPLEMENTA, M

!
EJEMPLOS

51 §={1,2,3,4,5,6} Y &A={1,3,5}t ENTONCES A={2,4,6}.

51 $={X: D<X<5B} Y A={X: 3<X<17)}, ENTONCES A={X: 0:X<3, 17<X<5B]}



EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSTY(S

CUANDG DO5S O MAS EVENTOS NO PUEDEN OCURRIR SIMULTANEAMENTE AL
REALIZAR UNA S0OLA VEZ UN EXPERIMENTC, SE DICE QUE ESTOS S50

MUTUAMENTE EXCLUSTVES, ES DECIR, DOS EVENTOS 50N MUTUAMENTE EXCLU-

5IVO5 CUANDO NO TIEWEN WI UN SOLO ELEMENTO EN COMUN.

EJEMPLO
A} CUALQUIER EVENTO Y SU COMPLEMENTOQ SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS.
B} :80M E={Y: 0<¥<25} ¥ A={2,50,100} MUTUAMENTE EXCLUSIVOS?

NO, PORQUE TIENEN EL ELEMENTO 2 EN COMUN.

OPERACTONES CON EVENTOS

UNTON
LA UNTON DE DQS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS ELEMENTOS SON TODOS

LO5 DE aMB(OS. LA OPERACION DE UNION SE DENOTA CON EL S5IMBOLO U.

EJEMPLOS
A} SI Aa={2,4,6} ¥ B={1,6,12}, ENTONCES

C=AUB ={1,4,6,12,2}

B} £SON A Y B MUTUAMENTE EXCLUSIVOS? NO PORQUE TIENEW EL 6 EN COMUN.

C} 58I D={Y: 0<¥<13} Y E={Y¥: 20:Y<50},
ENTONCES
DUE={Y: 0<¥<13, 20<¥<50!}

D) SI F={¥: 8<¥Y<20}, ENTONCES
DUF={Y: 0<Y<20}.

E} SI G={Y¥: 3<Y<l0}, ENTONCES .
DUG={Y: 0<Y<13}= D; OBSERVESE QUE EN ESTE CASC GCD. EN GENERAL,

SI ACB, ENTONCES AUE=B.

EN GENERAL, LA UNIOHN DE VARIOS EVENTOS ES OTRO EVENTO CUYOS

ELEMENTOS SON TODOS LOS DE LOS EVENTOS QUE SE UNEN.



LX]

EJEMPLO

AUBUF = K = {1,2,4,6, y: B< y <20}
ITNTERSECCION

LA INTERSECCTON DE DOS EVENTOS ES EL COMJUNTC DE ELEMENTOS QUE

PERTENECEN SIMULTANEAMENTE A AMBOS., PARA DENOTAR LA QPERACION

DE INTERSLCCION SE USA EL SIMBOLO N

EJEMPLOS

AY A {2,3,81 Y B = {E,E,lﬂ}IENTDNCES ANB

G =1{2,6}
B) D = {¥: 4<¥<5}, ENTONCES AND = @,

OBSERVESE QUE [EN ESTE EJEMPLO A Y D SON MUTUAMENTE. EXCLUSIVOS,
YA QUE NO TIENEN NINGUN ELEMENTO EN COMUN. SIEMPRE QUE DOS EVENTOS

SON MUTUAMENTE EXCLUSIVGOS, 50 INTERSECCION ES EL CONJUNTO VACIO.

FN GENERAL, LA INTERSECCION DE VARIOCS EVENTOS ES EL COMJUNTC DE

ELEMENT{OS QUE TODOS ELLOS TIENEN EN COMUN.

EJEMFPLOD

ST A = {2,3,6,8}; B={2,3,10,100}; C={Y¥: 0<¥<5} Y D={Y: 2:Y<4},

ENTONCES
ANBNACAD = E ={2,3}
AUBUCYD = F ={¥: 0<¥<5, 6,8,10,100}

-

LA OCURRENCIA DE UM EVENTO ¥ OTRO IMPLICA LA OCURRENCIA DE AMBOS

A LA VEZ, ES DECIR, QUE SE VERIFIQUE LA INTERSECCTON. La OCURRENCTA

DE UN EVENTO "0"ALGUN OTRO, IMPLICA LA OCURRENCIA DE CUALQUIERA

DE ELLOS, ES DECIR DE LA LNTON.



DIAGRAMAS DE VENN

UNA MANERA DE ILUSTRAR GRAFICAMENTE LAS CPERACIONES CON CONJUNTOS

E5 MEDIANTE LOS _DIAGMUS DE VENN. EN ESTOS, CADA CONJUNTO SE

REPRESENTA POR UNA CURVA CERRADA QUE ENCIERRA LOS ELEMENTOS

QUE LE CORRESPONDEN.

Evento 4j Evento 4,

AL hy

A3ﬂ Ay = A,y
Puntas comunes o Ag y AyfInterseccion, 4y M 4y)

Evento Ap Evento 4

Eventos mutuamente exclusivos [Interseccidn nuig)

Evento A,

Unidn de Ap y 4 {4 U 4)

Dingramas de Venn (unidn e interseceion de eventos)

EVENTOS COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVOS

5E DICE QUE LOS EVENTOS B, , Bz,'...,Bn SON COLECTIVAMENTE EXHAUSTI-

VOS CUANDO LA UNION DE TODOS ELLOS ES IGUAL AL ESPACTO DE EVENTOQS,
ES DECIR, 81

B.UB .. .UBN & E;



TEQRIA DE FROBABILIRADES

AL LANZAR UNA MONEDA NGO PODEMOS PREDECIR CON CERTEZA CUAL CARA QUE-
DARA HACIA ARRIBA., LO UNICO QUE SE PUEDE ASEGURAR, SI LA MONEDA

NO ESTA CARGADA, E5 QUE AMBAS CARAS TIENEN LA MISMA OPORTUWIDAD DE

SALIR, ES DECIR, QUE LOS EVENTOS SIMPLES (CaARa) ¥ (CRUZ) TIENEN LA

MISMA PROBABILIDAD DE OCURRIR.

COMO YA SE DIJO, LA PROBABILIDAD DE QUE .OCURRA UN EVENWNTO ES UNA

MEDIDA DEL GRADC DE CONFIANZA QUE SE TIENL DE QUE LSTE QCURBA AL

REALIZAR EL EXPERIMIENTO CORRESPCNDIENTE,

AXICMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

LAS PROBABILIDADES QUE SE ASIGNAN A LOS DIFERENTES EVENTOS RELACIOQ
NADOS CON UN FENOMENO ALEATORIO DEBEN CUMPLIR CON LOS SIGUIENTES

TRES AXIOMAS:

BXTOMA 1: LA PROBABILIDAD DE OCURRENCIA DE UN EVENTO A ES UN HUME
MERp, P{A}, QUE SE LE ASIGNA A DICHQ EVENTO, CUYD VALOR

QUEDA EN EL INTERVALO

0< P(a) sl
AXIOMM 2: SI 8 ES UN ESPACICO DE EVENTOS, ENTONCES
P(S) = 1
AXICMA 3: LA PROBABILIDAD, pC), DE LA UNION, C, DE DQOS EVENTOS
MUTUAMENTE BEXCLUSIVOS, A Y B, ES IGUAL A LA SUMA DE LAS
PROBABRILIDADES DE ESTOS, ES DECIR,

P{AUB}] = P(C]) = P(A) + P(B)]
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LEY GENERAL DE LA ADICION

ST TODOS LOS EVENTOS E, SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS ENTRE $1,
EL AXIOMA 3 SE GENERALIZA A:

P{EIUEEU...UEk} a ptEl} +-P{E2} + ...+ P{Ekl

EXISTEN POR LO MENOS CUATRO MANERAS DE ASIGHNARLE UNA PROBA-

BILIDAD A UN EVENTO:

l.,EN TERMINOS DE LOS RESULTADOS DE REPETIR VARIAS VECES UN
EXPERIMENTO {METODO FRECUENCIAL}.

2, APLICANDO LA DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDADES.

3. CON BASE EN UN MODELO MATEMATICO (PROBABILISTICO) DEL FE
NOMENQ DE QUE SE TRATE.

4. MEDIANTE UN ANALISIS SUBJETIVQ DEL PROBLEMA.
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METODD FRECUENCTAL

SI N(A) ES EL NUMERO DE VECES QUE SE OBSERVA EL EVENTO A AL REA-

LIZAR N VECES UY EXPERIMENTO, LA FRECUENCIA REIATIVA DE A, DEFINIDA

COMO N({A}/N, SE CONSIDERA COMO ESTIMACIQH DE LA PROBABILIDAD DE A,

H{A)
P (A} %
YA QUE, EN EL LIMITE, p(a) = 1im N{(A)

e [

EJEMPLO

DE UNA URNA QUE CONTIENE BOLAS ROJAS, BLANCAS ¥ AZULLES, SE SACO
UNA BOLA, SE ANOTO SU COLOR Y SE REGRES0 A LA URNA. SI ESTE EXPE_
RIMENTO SE REPITE 20 VECES Y LOS RESULTADOS S0H
b,b,a,r,r,r,a,b,r,a,b,b,a,r,h,r,r,a,r,a,DDNDE
r = ROJA, b = BLANCA, a = AZUL | .

ZQUE PROBABILIDADES LE ASIGNARIA A LOS LVENTOS B={bh}, A={a}, ¥

Rafr}, DE ACUERDO CON EL METCDO WRECUENCIAL?

E{l ESTA MUESTRA SE TIENE QUE N(B)=6, N(A)=6, N(R}=8, W=20

3

107

|on

8 s

PlA) = I T1g¢ PR} =

b 3
s 20 1

POR LO QUE P{B}=2

o

NOTESE QUE LOS EVENTOS B, A Y R SOM MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, YA NUE

50N EVENTOS SIMPLES, Y QUE

3, .4 P(S)

10 10

BF{R} + P[A) + D{Q) = + = 1

ofw

EN DONDE S = {r,b,a}
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DEFINICION CIASICA DE PROBAETLIDADES

SI M{A) ES EL NUMERQ DE MANEDRAS TGUALMENTE PROBABLES EN QUE PUEDE

OCURRIR EL EVENTO A Y M ES EL NUMERQ TOTAL DE ELEMENTOS DEL ESPA-

CIC DE EVENTOS CORRESPONDIENTE, ENTONCES LA PROBABILIDAD DE A ES
PIAY = Mﬁﬁ_},

EJEMPLOS

A} 5I EN UNA URBNA SE TIEMEN 5 BOLAS BLANCAS Y 15 NEGRAS, Y SE VA
A SELECCICMAR UNA AL AZAR, ¢(CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE

SEA BLANCAA={BLANCAl})7?:

M= 5+15220; M{A}=5%&PI{A}=~2—§= Z

B) 5I SE LANEZAN DOS DADDS, (CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE
1. SALGA UN 2 Y UN 5 (EVENTO B)?
2, LA SUMA SEA 7 (EVENTO A

PARA EL INCISC 1 EL ESPACIO DE EVENTOS ES:

e —_

(1,1) (1,2)(1,3) {(1;4) (1,5) (1,6)
(2.1) (2,2)(2,3} (2,4) (2,5) (2,6)
(3,11 (3,2)(3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2)(4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

(5,1) (5,2)(5,23) (5,4) (5,5} (5,6)

| (6,1) (6,2)(5,3) (6,4) (6,5) (6,6) |
51 EL DADO NO ESTA CARGADO, CADA PAREJA DE NUMERODS ES IGUALMENTE
PROBABLE. ~ EN TAL CASO, M=36 y m(B)=2 [ APARECE (2,53} 0 {5,2)}

= P(B)=2/36=1/18.

PARA EL IHNCIS50 2 EL ESFACID DE EVENTOS ES
£4={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

PERQ NO TODOS LOS ELEMENTOS (EVENTOS SIMPLES) S0N IGUALMENTE PROBA-
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BLES, YA QUE, POR EJEMPLO, EL 2 SOLO APARECERA SI SE OBSERVA LA
PAREJA (1,1}, EN CAMBIO EL 3 APHRECER# 51 OCURREN LAS PAREJAS
.{1,2] © (2.1), ES DCCIR, EL 3 TIENE EL DOBLE DE PROBABILIDAD

QUE EL 2. POR ESTO, PARA CALCULAR L2 PROBABILIDAD DE QUE LA SUMA
SEA 7 ES NECESARIO TRABAJAR CON LEL ESPFACIO S Y CONTAR LAS MANERAS
POSIBLES DE QﬁEILR SUMA SEA 7, LO CUAL OCURRE SI éE OBSERVA CUAL-
QUIERA DE LAS PAREJAS (6,1), (5,2), (4,3), (3,4), {2,5) o {1,686},
EEZ DECIR, H#Y & MAWNERAS IGUALMENTE PROBABLES DE QUE OCURRA EL
EVENTO A. POR LO TANTO

_M(A) _ 6 _

ol 36

P (A) _ .jE;

PROCEDIENDO DE ESTA MANERA SE PUEDEN CARLCULAR LAS FPROBABILIDADES

DE QUE LA SUMA SEA 2,3,4,ETC. LOS RESULTADOS 50N:

PI{2]) = 3= PA3N = 35 PLUAY) = 35 PUSH = 3 :
P{{6}) = g—s; P({(T}) = %3; pPa})= ggF P({9]) = ‘;T: DIEI‘RI;I:ELCIDN
PU(10}) = 3 ; PU{11}) = 2- y PU12}) = 3¢ PRORABILIDADES

12
{OBSERVESE QUE I P({i)}=}
im2

ASTGNACION DE PROBABTLIDADES MEDIANTE UN MODELO MATEMATICO

MEDIANTE ESTE METODO LAS PROBABILIDADES SE ASIGNAN A PARTIR DE UN
LY

MODELQ MATEMATICO QUE INVOLUCRE TODOS LOS FACTORES POSIBLES QUE

INTERVIENEN EN LA ALEATORIEDAD DEL FEROMENO.

ASIGNACION DE PROBABILIDADES MEDIANTE UN ANALISIS SUBJETIVO DEL

PROBLEMA,, .
EN ESTE CASO LAS PROBABILIDADES SE ASIGNAN DE MANERA SUBJETIVA, CON
BASE EN LA EXPERIENCIA QUL SE TENGA SOBRE UN PROBLEMA SEMEJANTE, -

PROPIA O AJENA, DE CARACTER TEQRICO O EXPFERIMENTAL.
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EJEMELOS

A) EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE UN DADO QUE NO ESTA CARGADO
SE PUEDE ASIGNAR A CADA NUMERD (A CADA EVENTOQ SIMPLE} UNA PRO-
BABILIDAD DE 1/6, ST A={2,4} Y B={5,§8}, ENTONCES, PUESTO QUE
A ={2}u {4} ¥ B={5}u{s}, ¥ QUE LOS EVENTOS ELEMENTALES SON MU-

TOARMENTE EXCLUSIVOS ENTRE 5T, APLICANDO EL AXIOMA 3 SE OBTIENEN:

P(a)=P({2} + P({4}) = % + % - % - %
P(BI=P({5} + P({6}) = % + %.: % - %

SI C=AUB, Y DADO QUE A Y B SON EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOGS:

P(C) = P(A] + P(B) = ++x~3

w

ADEMAS, OBSERVESE QUE SE CUMPLE CON LOS AXTOMAS 1 y 2, YA QUE

P{S) = P{{1}) + B({2}) + P({3}) + P({4}} + P({5}} + B{{6]})

1 1 6
+-6F+E-=F =1

| =

ST P

EJEMELO

EN EL PROBLEMA DEL LANZAMIENTO DE DOS DADOS, (CUAL ES LA PROBABILI-
DAD QUE AL REALIZAR UNA VEZ EL EXPERIMENTC LA SUMA DE LOS DOS NUME-
ROS QUE QUEDEN HACIA ARRIBA SEA 7 U 117 ESTO ES EQUIVALENTE A PRE
GUNTAR POR LA PROBABILIDAD DE QUE OCURRA EL EVENTO

¢ ={7} v {11}. PUESTQO QUE {7} ¥ {11} SON EVENTOS5 MUTUAMENTE
EXCLUSIVOS:

P(C] = B({7}} + P({11}) = —= + 2 = £ = £ = PROBABILIDAD DE QUE OCD
RRA {7) O {11)



EJEMPL(}

is

EN UN LABORATORIQ SE PROBARON 100 VIGAS DE CONCRET(Q REFORZADO NOMI

NALMENTE IDENTICAS, Y SE ANOTARON LAS CARGAS CON LAS CUALES FALLO

CADR UNA.

MINGS DE LAS FRECUENCIAS

PROBABILIDADES :
SI A = {X: 0<X<20 ton}; P (a)
SI B = {X:20<X<40 ton}; P (B)
SI ¢ = {X:40<X<60 ton}: P {C)
SI D = {X:60<X<80}; P {D
SI E = {X:80<X<100]; P (E)
ST F = {X:100<X}; P {F)

ZP(.)

n

DE ESTA SUCESTON DE EXPERIMEWTOS SE ASIGNARCN, EN TER

RELATIVAS CORRESPOWDIENTES, LAS SIGUIENTES

0.17 (17/100)
0.24 (24/100)
0.27 (27/100)
0.13 (13/100)

0.11 (11/100)

0,08 { B/1006)

1.00

SI SL REALIZA UNA VEZ MAS EL EXPERIMENTO, CALCULEMOS LAS SIGUIENTES

PEOBABILIDADES ;

Al

B}

QUE LA RESISTENCIA SEA MENOR O IGUAL QUE 80 TON. PUESTQO QUE

G = {X: 0<X<80 ton} SE TIENE QUE G= AUBUCUD, POR LO QUE

P{G} = P{A) + P{B)

= 0.81

+ P(CY + PI(DY = 0.17 + 0.27 + 0.27 + 013 =

b3

LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 60 TONS. PUESTO QUE

H = {X: 60<X<»} O

POR Lo QUE P(H)

]

H={X:

X>»60} SE TIENE QUE H = DUEUF,

(D} + P(E) + P(F} = 0.13 + 0.11 + 0,08 =0.32
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C) LA PROBABILIDAD QUE RESISTA MAS DE 40 TON, PERO CUANDO MUCHO
100 TON.

PUESTO QUE I = {X: 40<X<100} SE TIENE QUE I = CUDUE

FOR LO QUE‘P{I)

1l

P{C} + PI(D}) + P(E] = 0,27 + 0.13 + G.1l1 0.51

TEOREMAS

DOS TEQREMAS IMPORTANTES QUE SE DEDUCEN A PARTIR DE LOS AXIOMAS

SON:

TEUJREMA ).
ST A ES UN EVENTO DEL ESPACIO S, ENTONCES T ({A)=1-P (A}

DEMGSTRACION

PUESTO QUE A ¥ A SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS
Y ADEMAS AUA=S, ENTONCES, P(S)=P{A)+P(A)=1
3 P(A)=1-P(A)

CASO PARTICULAR: PUESTO QUE P (5)=1-P({8}=0 ¥ S=§, SE TIENE QUE

P{@)=0
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TEORELA 2,

5T A Y B 50N DOS EVENTOS CUALQUIERA DE 5, ENTONCES

P (AUB) =P {A)+P (B)-P (ANB)

DEMOSTRACION

SEA EL DIAGRAMA DE VENN:

AUB=(ANB)U{ANBIU (BNA). PUESTO QUE ANB, aAnB Y BAA SON MUTUAMENTE
EXCLUSIVOS, SE TIENE QUE P{AUB)=P (ANB}+HANR)+P {BNEK), '
SUMANDCO Y RESTANDD P(AAB)Y Y AGRUPANDO TERMINQS SE OBTIENE
P{AUB) = [P(ANB)+P(ANE) ] +[P(ANR)+P (BNAR) | -P (ANB)

DERO A= (ANB)}U(ANB)=> P [ANB}+P [ANB) =P (A}

¥ B={AABIU{BNA}=>P (ANB)+P (BNA)=P{B), POR LO QUE

P{AUB)=P (A)+P(B}-FP (ANE)



1B

EJEMPLO

EN UNA URN2Z SE TIENEN 28 TIRAS DE PAPEL Y EN CADA UNA SF ENCUEN-
TRA ANOTADA UNA LLTRA DISTINTA DEL ALFABETO, CALCULE LA PROBA-
BILIDAD DE QUE AL EXTRAER AL AZAR UNA TIRA:
A) SE OBTLNGA UNA WOCAL
B} SE OBTENGA a O z
C) OCURRAN G Y D, DONDE CF{x,y,3]1y

D={b,¢,y,2}

D} OCURRA C O D

Kespuestas .
Al h={ar9;i;mpu} =>P ()= gT
2
B)Y B={a,z} ==F{R} = 55
€Y F= CND= {y,z} =>P(F) = %ﬁ
D) E= CUD= {b,c,x,y,z} =>P(E) = g

o FP(E)=P{C)+P(D)-P(CND)

ol 2 « 24 2 5
PICAD)=P(F)= 55 =>P(E)* 5g + 55 - 3§ = 33

-
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REGLAS DE CONTED

AL ASTGNAR PROBABTLIDADES A LOS EVENTOS APLICANDO LA TEORIA CLA-

SICA ES NECESARIO CALCULAR N(A) Y N PARA APLICAR LA FORMULA

P{A)=N{A} /N,

SEAN, POR EJEMPLO, LOS EVENTCS A={b,c} Y B={a,e,i,o,u} CON LOS
CUALES SE FORMAN PALABRAS DE DOS LETRAS, LA PRIMERA DE A Y LA
SEGUNDA DE B. EL EVENTO QUE SE FORMA ASI ES
C={xy: Heh; veB}

51 ENUMERAMOS LOS ELEMENTOS:

éON LA b: ba,be,hi,bn,bur
} 10 ELEMENTOS
COoN pﬁ c: cta,ca,cl,co,cu _
SIN EMBARGO, LA SOLUCION SE PUEDE OBTENER RAPIDAMENTE SIN NECE-
SIDAD DE ENUMERAR TODAS LAS POSIBILIDADES, COBSERVANDO QUE LA PRI~
MERA LETRA SOLO PUEDE SER DE DOS TIPOS b O ¢,, MIENTRAS QUE LA
SEGUNDA, DE CINCO TIPOS a,e,i,o,u, POR LO QUE EL TOTAL DE ELE-

MENTOS ES5 2x5=10, ES5 NECIR, EL EVENTO C PUEDE CCURRIR DE 10 MA-

NERAS DISTINTAS E IGUALMENTE PROBABLES.
REGLA DE LA MULTIPLICACION

EN GENERAL, 5I D05 EVENTOS, A Y B, PUEDEN OCURRIR DE N{aA) Y N(B}
MANERAS DISTINTAS, RESPECTIVAMENTE, ENTONCES EL TOTARL DE MANERAS

EN QUE AMBOS PUEDEN OCURRIR, EN EL ORDEN INDICADO, ES N(A) X N{B),.

ESTA REGLA SE PUEDE GENERALIZAR A MAS DE DOS EVENTOS.
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EJEMEPLO
ECUANTOS WUMERQS PARES DE TRES CIFRAS SE PUEDEN FORMAR UTILIZAN-
DO LOS DIGITOS 5,6,7,8 v 9, SIN QUE SE USE EL MISMO DIGITC EN LAS

DECEHAS Y LAS CEHNTENAS?

SOLUCION.- SEAN LOS EVENTOS
A ={X: X ESTA EN LAS CENTENAS}
B ={¥: ¥ ESTA EN LAS DECENAS}
C ={Z: Z ESTA EN LAS UNIDADES Y ES PAR}

D ={XY¥Z: XeA; YeB; ZeC}

PUESTO QUE HO SE PERIMITE REPETICION DE DIGITOS, N{A)=S5 ¥ N{(B}=4.
ADEMAS, PUESTO QUE EL NUMERO DEBE SER PAR, N({C)=2. POR LO TANTO

NiD) = Sxd4xZ=40

ST ZIL ULTIMO DIGITO NO TUVIESE QUE SER PAR: S={XYZ2: Xe€A;YEB;ZcF)
DONDE F={2: 2 ESTA EN LAS UNIDADES}

ENTONCES N{F}=5 Y N(S)=5x4x5=100.

CON ESTO, CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE SI EL ESPACIO DE EVENTOS

ES § Y SE ANOTAN TODOS LOS NUMEROCS DEL MISMO EN UNA TIRA DE PAPEL,

AL SACAR UNA AL AZAR DE UNA URNA, EL NUMERO SEA PAR:

pea) = M) _ N _ 40

. N Nis) = 1op = 0.4 = 40%
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EJEMPLO

EN UNA CAJA SE TIENEN TRES PERFORACIONES NUMERADAS DEL UNG AL
TRES . QI SE HECHAN EN ELLA TRES BOLAS TAMBIEN NUMERADAS DEL 1 AL
3 Y SE AGITA LA CRJA, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE NINGUNA BOLA

CAIGA EN LA PERFCRACION QUE TIENE S0 NUMERO {EVENTO A}

POSIBILIDAD

%@

1 PGSIEILIDRD

2 POSIBILIDADES

NfA} = 2xlxl=2

H = 3x2xl=4
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2JEMPLO

SE DISPONE DE TRES BANDERAS: UNA BLANCA, UNA NEGRA Y UNA VERDE.

1.

ST CADA FPFAREJA DE ﬁﬂHDERﬁS DE DISTINTO COLOR CONSTITUYE UHNA
SERAL, (CUANTAS SERALES SE PUEDENM HACER 81 EIL ORDEN DE COLOCA-
CION DE LAS BANDERAS ES IMPORTANTE {EVENTO A}?

N(A) = 3x2=a4

ST TRES BANDERAS TAMBIEN CONSTITUYEN UNA SERAL CUANDO TQODAS
SON DE DIFERENTE COLOR JCUANTAS SENALES PODEMOS HACER CON LAS
3 BANDERAS A LA VEZ (EVENTOQ B)?

N{B) = 3x2x1=6 - .
!

1
L]

JCUANTAS SERALES SE PUEDEN HACER CON DOS O TRES BANDERAS EN LAS
CONDICIONESE ANTERIORES lEvEﬂTOS c)? C = AUB

N{C) =-N{A) + N{(B) = 6+6=12

SI CADA SESNAL DEL EVENTO C SE DIBUJA EN UNA TIRA DE PAPEL ¥

LUEGOC SE COLOCAN EN Uﬁh URNA, (CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE

&1 SE TOMA UNA AL AZAR,

A) SALGA UMA SERAL ESPECIFICA (EVENTO F): fs=C1
P{F}) = N(F}/N{C) = 1/12

B) SALGA UNA SERAL CON DOS BANDERAS POR LO MENOS (EVENTO .G):

G=C DN (E)=12 SP(G) = 15 = 1

.C]'SALGH UNA SEfAL CON DOS BANDERAS, UNA DE ELLAS VERDE {EVENTO H):

N(H) = 1x2+2x1=4 =P (H) =T% = %

) SALGA UNA SEfAL CON TRES BAﬂDERAS. UMA DE ELLAS VERDE (EVENTO I):
N{I)= 1x2xl+ 1x1x2+ 2uxlxl =6

P{I}= 6/12 = 1/2 = 50%
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E} SALGA UNA SERAL CON DCS O TRES BANDERAS EN QUE SE USE UNA

VERDE (EVENTO J)
J = HUI DN(T) = NIH)+N(I) = 4+6=10

P(J} = 10/12 = 5/6

o] I
I
ayn

0 P(J) = P(H) + P(I} = %+
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EJEMPLO

EN UNA URNA SE TIENEN 6 ESFERAS, DE LAS CUALES 3 SON BLANCAS Y 3
SON NEGRAS, SI LAS SEISISE EXTRAEN AL AZAR, UNA TRAS OTRA, SIN -
REMPLAZO LA PROBABILIDAD DE QUE LAS 3 BLANCAS SALGAN EN FORMA CON

SECUTIVE (EVENTO F) ES:

N . | ,
| ~ A N
l |
l |
| - 1 |
| - _— @ |
L "\/' -~
4
N[F.‘}='3!I.x4! c N = 6!

- 3x2xl _ 1
PR~ T -
1A PROBABILIDAD DE QUE LAS TRES BLANCAS SALGAN AL PRINCIPIO{EVENTO G)

ES:
31 37 0 3! x 3! 1
N(G] = 3! x 3! , P(&) = 3 " FxSxdxsT - 20




25

 PERMUTACTONES

EL ARREGLO DE N OBJETOS EN CIERTO ORDEN SE DENOMINA PERMUTACTON.

POR EJEMPLO, TODAS LAS PERMUTACIONES QUE PUEDEN HACERSE CON LAS
LETRAS A,B,C 50N: ABC, ACB, BAC, BCA, CaAB, CBA. EL TOTAL ES

3x2x1l=6 PERMUTACIONES (N=3).

EN GENERAL, EL HUMERO DE PERMUTACIONES ES M({N-1) (N-2) (N-3)x...x1l=K!

EJEMPLO
(CUANTAS PERMUTACIONES SE PUEDEN HACER CON 5 OBJETOS?

5! = BxdxIxZ2xi=l120

EJEMPLO

EN UN LIBRERC SE COLOCARAN AL AZAR 7 LIBROS. CALCULEMOS LA PRO-
BABILIDAD DE QUE EL DE RISTORIA Y EL DE Gﬁ@GRﬁFIA QUEDEN JUNTOS
(EVENTO A).

T(A) = NI(A}/N

N=7! = Tx{6x5x4x3x2x1l} = 7x6! .
= 91 ) _ Aix6! _ 2'xe6! 2
N{A) 2'x6 ; P(A) = Zgr- = T = %
6/
Lo - L}
2/
—

Historia
Geografic
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EJEMILO _
EN UNA URNA SE TIENEN 7 SOBRES IDENTICOS Y CADA UNO CONTIENE UN BILLETE DE
DIFERENTE DENOMINACTION (1,5,70,20,50,100 y 500 PESOS)

4CUAL ES LA PROBABILIDAD DE 1,5,30 y 500 PESOS SALGAN CONSECUTIVAMENTE EN
CUALQUIER ORDEN, SI SE SACAN LOS SIETE AL AZAR, UNO TRAS OTRD (EVENTO A)?.

4
N
;e kY
; |
|
1 3 50 soalf [10 20 . |100
. o e e
LY V ri
4!

N(A) = 4!x4!; N=7!

p(ay = SIMAL . alxdl  axiona 4
S 7X0X5%d | 7x6x5 35

LA PROBABILIDAD DE QUE SALGAN CONSECUTIVAMENTE Y EN EL ORDEN 1, 5,

. 50, 50 ES:

"
= [ r B — = . LI =
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/s

PERMUTACIONES PARCIALES

EL NUMERO DE MANERAS EN QUE SE FUEDREN QRDENAR N QBJETOS TOMANDO

DE © EN r ES:
N!

P
Vo myT

ESTO ES EQUIVALENTE A DECIR QUE NFr ES EL NUMERO DE DIFERENTES
MANERAS EN QUE r OBJETOS PUEDEN SER SELECCIONADROS DE M OBJETCS

(r<N) SIN REEMPLAZAR NINGUNO DE ELLOS AL LOTE ANTES DE SACAR EL

SIGUIENTE.

OBSERVESE QUE SI r=N:

N! N!._

NN = et T T

EJEMPLO

5I SE TIENEN LAS LETRAS H,B,C;D, EL NUMRRC DE MANERAS EN QUE S5E
PUEDEN CORDENAR TOMANDCO DE 2 EN 2 ES

4! 4x3x%2)

aF2 = -7 = — 21 = 12

EL CONJUNTO DE ESTAS POSIBILIDADES ES:
§ ={AB,AC,AD,BA,BC,BD,CA,CB,CD,DA,DB,DC}
OBSERVESE QUE CUANDD EL “OFRDEN ES IMPORTANTE, AC HO ESLO MISMO QUE

CA, ETC. .
LA PROBABILIDAD DE QUE SALGAN CONSECUTIVAMENTE Y EN EL ORDEN 1,5,

50,500 ES:

1 1
N(B}= 1x4! , P(B)= _;? = ?;E%?EHT_ = E%ﬁ
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COMBINACTONES

CUANDO EL ORDEN NO ES IMPORTANTE, ES DECIR, SI EL AGRUPAMIENTO

GA ES5 EL MISMO QUE EL AC, A LOS AGRUPAMIENTOS SE LES DENOMINA

COMBINACTONES., POR EJEMPLO, SI SE FORMARA UNA COMISION DE 2 INDI-

VIDUOS DE UN GRUPO DE 8 TOMANDO SUS NOMBRES AL AZAR DE UNA URNA,
Y DESEAMOS SABER CUANTOS COMITES DE 2 MIEMBROS PODRIAN FORMARSE
COMO RESULTADC DEL PROCESO, ENTONCES LOS RESULTADOS (PEDRO, JOSE)
Y{JOSE, PEDRO)CONSTITUTRIAN EL MISMO COMITE, ES DECIR, NO IMPOR-

TARIA EN QUE ORDEN SE SACARAN SUS NOMBRES DE LA URNA.

ASl, SE PUEDE DEMOSTRAR (QUE EL NUMERO DE COMBINACIONES POSIBLES

DE FORMAR DE N CBJETOS TOMANDO DE r EN r ES:

N!

.c= N =
N-r {r} HN-r}.r!

ESTO EQUIVALE A DECIR QUE NCr ES EL NUMERO DE MANERAS DISTINTAS EN

(UE r OBJETOS FUEDEN SELECCIONARSE DE N {r<N) SIN REEMPLAZID ¥ SIN TM-

PORTAR EL ORDEN EN (UE APAREZCAN,

CUANDO UNO SE FNFEENTA A UN PROELEMA QUE IMPLICA LA REPETICION DE UN EXPE-
RIMENTO, ES NECESARIO DETERMINAR 51 HAY O NO REREMPLAZDO DE LAS OBSER-
BACIONES. POR EJEMPLO, EL REPETIR EL LANZAMIENTO DE UN DADO Y OB-

SERVAR CADA VEZ EL NUMERO QUE QUEDA HACIA ARRIBA LLEVA IMFLICITO

QUE' HAY REEMPLAZO,
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EJEMPLO
UNA CAJA CONTIENE 10 FOCOS, DE LOS CUALES 3 SON DEFECTUOSOS. .SI SE
LECCIONAMOS 4 AL AZAR SIN REEMPLAZO

A} ¢CUANTOS 50N LOS RESULTADOS POSIBLES, ES DECIR, CUANTOS ELEMEN

TOS TIENE EL ESPACIQ DE EVENTOS?

- " 10! -

B} ZCUANTOS ELEMENTOS DE- S5 TIENEN COMO PRIMER RESULTADO UN FOCO -

DEFECTUOS0 Y TRES FOCQOS BUENOS EN LOS OTROS TRES?T

lolololo

. 3
AR LT A5 T € 51 M ¢ ) M

] =l

-y -

N{A) = 3 x ([7x6x5} = 630

2 PA} = 630/5040 m 63/504
C)  ¢CUANTOS ELEMENTOS DE S TIENEN UN FQCO DEFECTUOSO Y 3 BUENOS?

3+1=4~,_

N(Bl = 4 x jP; x P, = 4x630 = 2520

w0 <

25210 i -
DP@) = g = 3 -

-‘
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PERMUTACIONES DE GRUPOS DE OBJETOS

"EL NUMERO DE PERMUTACIQNES POSIBLES DE N OBJETOS DE LOS CUALES

SE TIENEN N,

ENTRE SI EN EL SEGUNDCO GRUPO, ETC, HASTA HK IGUALES EN EL K-ES5IMO

IGUALES ENTRE SI EN EL PRIMER GRUFO, N, IGUALES

GRUPO (LOS GRUPOS SCN DISTINGUIBLES ENTRE 5T), DE MANERA QUE

Nl + NE +...F HK = N QUEDA DADO POR LA FORMULA:
F : NI :
N N ;N pt--:N = 1 ¥
l 2 K HlIHEIFFFNK'
EJEMPLC

EN EL INCISC C DEL EJEMPLGO ANTERIOR SE TIENEMN DOS GRUPCS EN LA

MUESTRA, EL DE DEFECTUOS0S CON UN SOLO ELEMENTO, ES5 DECIR N1=1,

¥ EL DE BUENQES, CON TRES ELEMENTDE,N2=3, QUE SE PFERMUTAM EOR GRUFOS

pe 4F1,3 = IiiT = 4 MANERAS DISTINTAS.

EJEMPLO

ENUMERE LAS PERMUTACIONES QUE SE PUEDEN HACER CON DOS GUUPOS DE

BOLAS, 2 NEGRAS Y 2 BLANCAS,
: CAS JUNTAS}

: k)

o= 2 RA) = riqr = )

(CON N, =2 Y N, =

P{C} = 3/6.= 1/2

S o 5 OO
F S o5 53 o
s T oD s o oo
5 s = T~ S

ST A =.{LAS DOS BLAN-

L



E&EMPLD
UNA CAJA CONTIENE 25 TRANSISTORES DE 10f CUALES 3 SON DEFECTUQSOS.
¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE, SI SE EXTRAEN 5 AL AZAR SIN
REMPLAZO,

A] SE OBTENGAN LOS 3 DEPECTUOS0S

B) SE OBTENGAN SOLO 2 DEFECTUOSOS

) SE OBTENGA SQLO 1 DEFECTUDSO

D} NO SE OBTENGA NINGUNOG DEPECTUOSO?

SOLUCION:

251
Al H{(Z) = 25 5 = ng-érf - EUT

GRUPO DE 3, N, =3 GRUPO DE 2, N,=2
:-‘B _ *_[r]_ ‘Dﬁ‘_} FE-:;E_I =DEFECTUQS0
' p p {  B=RUENO
AR N Foa
583,2 - :

Nl = 3F3 ¢ 22F2 53,2 = sk 3 x i

_ 22!
N(A] = 60 —55i-

22
6055t 221 60
B(A) = ——z=—= 60 —u-
zﬁ'l

=2 ﬂzn3
N I I
D D E B B
[
l.

I Lp. | |
3 2 22
S

52,3

Nl
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P 31

P P _ 22! 51
H{B) = 372 x 223 x 52,3 = ) 102377 “%ix3!

N (B}

.

221 .
6aE5s . 221 20%x19! _ 1200
P(BI = |g_| = 60 . =
—3ET 257 131 IIB00
5G]
SR i
‘b i e B B B{ N(C} = 3 x 22%4 x 5F1,4
:'“V—; P N f| - X ® r
3 P | 221 5
:“i,‘l/"'?'“ ------ ; NECL = 3 T T X TTTRAT
221 Sxd! 221
551, 4 . N{C} = 3 9§ —Txa7 = 15 T1gT
1 221
plC) = TET _ 15x20x19x181 _ 5700
: 351 251 g 13800
207 227 '
p 221 231
D} B B B B B N(DI = 22°5 = .=
A v —~ | (22571 177
22Fe
1 1 1
P(D) = 22.(}?. - 2G§é?x18x11.
707 P
P (D) =6840/13800

ORSERVESE QUE EN ESTE EJEMPLO HEMOS CALCULADO LAS PROBABILIDADES DE
TODOS LOCS ELEMENTOS DEL ESPACTO DE EVENTOS CQRRESPONDIENTE AL "NUME
RO DE DEFECTUCS0OS QUE SE PUEDEN OBSERVAR EN UNA SELECCION AL AZAR DE

5 ELEMENTOS", EN LA CUAL SOLO SE PUEDEN TENER 0,1,2, & 3 DEFECTUOSOS,

ES DECIR,
' 5, = {0,1,2.3}

VERIFIQUEMOS QUE, EN EFECTO, P(g) = 1:

'p151}= P({0}) + P({1}) + B({2}) + P({3})
33

6840 5700 1200 60

13800 ~ 13800 ' T3I800 T 13800

s 17O nNnNm
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" PROBABILTDAD CONDICIONAL

LA PROBABILIDAD CONDICIONAL, P(A|B), DEL EVENTO A, DADO QUE EL B
HA OCURRIDO SE CALCULA CON LA FORMULA

P(A|B] = -Eé%g%l ; P(B)>0 {1)

EVENTOS INDEPEKDIENTES

SI DOS EVENTOS, A Y B, SON INDEPENDIENTES, LA PROBABILIDAD DE A

NO SE ALTERA 5I CCURRE EL EVENTO B; ES DECIR, DOS EVENTOS SCHN

INDEPENDTENTES ST

P(A|B) = P (A)
EN TAL CAS50, DE L& ECUACION 1:
' P(ANB]L = E(A} x P(B} ()
PUESTO QUE P({ANB}] = N{ANBI/N(S5} ¥ P(B) = N{B)/N(3)] LA ECUACION 1

SE PUEDE ESCRIBIR COMO

N{ANB} (ANB)
HESI N
P(A[B}= R{B] = — W(BL (2
N{SI

EL TRABAJAR CON LA ECUACION 2 EQUIVALE A EMPLEAR UN ESPACIQ DE EVEN
TOS REDUCIDO DE S A B.

EJEMPLO
EN UNA URNE HAY 10 TRANSISTORES BUENOS Y 10 DEFECTUQOS0S. ¢CUAL ES LA

PROBABILIDAD DE SACAR UNO BUENO ¥ UNO DEFECTUOSC (EN CUALQUIER ORDEN}

AL REALIZAR DOS EXTRACCIONES AL AZAR?, SI HAY REEMPLAZO DEL PRIMER

TRANSISTQR OBSERVADC?



HAY‘vﬁRIAS FORMAS DE RESOLVER ESTE PROBLEMA:

1. PUESTO QUE EL WUMERC DE DEFECTUOSOS ES IGUAL.hL DE BUENOS, SE
PUEDE FORMULAR EL SIGUIENTE ESPACIO DE EVENTOS, EN EL QUE
TODOS LOS ELEMENTOS SON IGUALMENTE PROBABLES:

s = {{d4,4), {4,b), (b,b), (b,d}}
EL EVENTO DE INTERES ES:

A= {{d,b), (b,d)}
POR LO QUE Ri(5) = 4, Nfﬁ) = 2

Y P(A) = 2/4 = 172

2. HAY 10 x 10 MANERAS DISTINTAS DE QUE SALGA PRIMERO EL BUENO Y
LUEGO EL DEFECTUOSO, Y OTRAS TANTAS DE QUE OCURRA DE MANERA
INVERSA. POR LO TANTO:

NiA] = {10 x 10} x 2 = 200

400

N(5) = 20 x 20

P(A) = 200/400

i/2

3. SEAN LOS EVENTOS
..B = {SALE PRIMERQ EL BUEﬁD Y LUEGO EL DEFECTUOSO!l= {(b, d})
F = {SALE PRIMERC EL DEFECTU0SO Y LUEGO EL BUENO}= {{d, b}}
D = {SALE PRIMERC EI BUENO} 1
E = {SALE SEGUNDOC EL_DEFECTUOSD}M : '
0 = {SALE FRIMERC EL DEFECTUOSC!
R = {SALE SEGUNDO EL BUENO} .

FOR LO TANTO, AL REALIZAR LAS DOS EXTRACCIONES CONSECUTIVAMENTE::

B = DfE Y F = OnR
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SI A = {SALE UNO BUENO Y UNO MALC) = BUF
SE TIENE QUE P(A) = P(B)+P(F)

YA bUE B ¥ F SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, ¥

- _ 10 10 _ 100 _ 1

P[B} - P{DnE] - E‘E}' X -2—'6 - Tﬂ-ﬁ = 4
- =10 0 _1

E({F] P(CNR) = 50 X 55 ]

YA QUE DY E, YO Y R SON INDEPENDIENTES. ESTO CONDUCE A
=i,1_1 '

P (A} 7t 7= 3

RESOLVAMOS AHORA ESTE PROBLEMA SI NO HAY REEMPLAZO:

. 10 _ 10 _ 10
P(DNE) = P{E|D)P(D})= 5 X 75 = 35 ,
P(D) = 10/20, P{E|D} = 10/19 ANALOGAMENTE, P(F) = E%.,

POR LO QUE P(A) = %% + %% = %g,

YA QUE

INDEPENDENCIA DE UN GRUPCG DE EVENTOS .
EN GENERAL, LOS5 EVENTOS Al' Az,...phm

SON INDEPENDIEWTES 5I, ¥ SOLO S5I,

PtaKfﬁﬂKgﬁ...naKRl = P{AKIJxPIRKE}x...xPEEKRl

LAS PAREJAS, TERCIAS, ETC, DE EVENTOS POSIBLES DE FORMARSE DEBEN

SER INDEPENDIENTES),
DICHO DE OTRA MANERA, LOS EVENTOS hl' AZ""' AH SONM INDEPENDIENTES

51 ﬁDS ELEMENTQS DE TODOS LOS SUBCONJUNTOS POSIBLES DE

= : DIENTES.
R {hl,hz,...,ﬁﬁ} SON INDEPEN



EJEMPLO

SIM=3, Ay, A, ¥ A,

P(AYIA,) = P(A,)P (A,
P{ﬁtnhal = P{Al]P{-A3J

P (_A?PHE} = P {AEIP {AE}

P{hlﬂﬂzﬂﬁaj = P{Al}P{Az}Ptha}J
51 M=4, PARA QUE Al'
RE QUE SE CUMPLA QUE
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50N IRDEPENDIENTES SI, Y SOLO SI,

TODAS LAS COMBINACIONES QUE PUE
DAN FORMARSE CON DOS5 EVENTOS:

(A, Ayl (AL, Bgdy, (A, Ay)

AE' '.Fi.: ¥ 34 SEAN INDEPENDIENTES SE REQUIE

P {Alﬂﬂz(lh:‘,nhqi = P (Hl}P {AE}P{A3}P EAd}

P{A0ANA,) = P(A}P(A)P{(A,)
pmlnazhad'l = P(A }P(A,)P(A,)
PAAANA,) = P(A,}P(A,)P(A,} -
fmlnapﬂqi-n P(A,})P(A;)P(A,)
P(AOR,] = P(A )P (A,))
'P[Pglnﬁai = P{A,)P(A]]

P{‘f"iﬂndi = P(a,)P(A,)

P(ALIAL) = P(A,)P(A,)

P{Azﬁﬂd,\ = P[hz}P[ﬂ4}

P{AsnA,) = P{AJIP(A,)

-

TODAS LAS COMBINACIONES DE

TRES EVENTOS QUE PUEDAN FDE*.

MARSE = 4C3 = 3?'1:

TODAS LAS COMBINACIOHES DE

DOS EVENTOS QUE PUEDAN FOR

t MARSE=4CE:2",_1+2:=E_‘




EJEMPLO
EN UN ESTUDIQ SOCIOLOGICO SE INTERROGARON 1200 PERSONAS DE UNA

COLONIA RESIDENCIAL, Y SE OBTUVIERON LOS STIGUIENTES DATOS:

GUSTO POR LA TITULO UNIVER - SIN TITULO UNI-
MUSICA CLASICA SITARIO VERSITARIO
VARONES | DAMAS VARONES | DAMAS X
ALTO 180 50 200 250 600
BAJO 150 1080 150 200 600
L 250 150 a50 450 1200
SI : A = {VARON] , * B = {CON TITULO} , C = {GUSTO ALTO}

A. (CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE SI SE SELECCIONA UN CIUDADANO
AL AZAR DE LA MISMA COLONIA, ESTE SEA VARON; TENGA TITULO Y

GUSTCO ALTO POR LA MUSICA?
POR EL METODD FRECUENCIAL: P(D) = 100/1200 = 1/12
B. VERIFIQUE 5I &, B Y C SON INDEPENDIENTES POR TERCIA.

NUMERC DE VARONES = 250 + 350 = 600 = N(A)

NUMER? DE PERSONAS CON TITULD = 250 + 150 = 400 N{B)

NUMERD DE PERSONAS CON ALTO GUSTC FOR LA MUSICA

600 = MNI(C}

EQR LO TANTG

P(A)

1i

600/1200 = 1/2, P(B) = 400/1200 = 3

Y P(C) = 600/1200 = 1/2.

POR OTRA PARTE D = ANB{IC. 5I A, B Y C SON INDEPENDIENTES, SE
TIENE QUE Pp(D) = % x % x % = %?
QUE CCOINCIDE CON EL RESULTADC DEL METCODO FRECUENCIAL. POR LO

TANTO A, B Y C SON INDEPENDIENTES FOR TERCIA.

3B
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EJEMPLO

LA URNA A CONTIENE 1¢ ARTICULOS, DE LOS CUALES 3 SON DEFECTUDSOS
LA URNA B CONTIENE 6§ ARTICULOS DE LOS CUALES 2 SON DEFECTUOSOS.
51 SE SACA AL AZAR UND DE CADA URNA:

a. ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUF UNQ SEA DEFECTUC-
SO Y EL OTRO NO (EVENTD R)?
SEN LOS EVENTOS

¢ = {(DEFECTUOS0 DE A, BUENO DE B} )}
n = { (DEFECTUOSO DE B, BUENO DE A)}

EN TAL CASO

P{C] = x- =
10 5
P(D) = X 0z 2
10 30
B(R) = P(¢c) + P(D) = —~ + L - 13
5 30 30

b, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE LOS DOS SEAN DEFECTUO-
508 (EVENTCO T} 7

T = {{DEFECTUOS0 DE A, DEFECTUCSD DE B}}

P(T) = 3 X 2 _ 1
10 & 10

’ . 1
¢. ¢ CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE LOS BdS SEAN BUE
NOS { EVENTO WV)?

-

v= { {(BUENO DE A, BUEND DE E}}

10 & 15
13 1 7
OBSERVESE QUE P (R} + P(T) + P{V)= . P A

3D 10 15



LEY GENERAL DE MULTIPLICACION -

DE LA ECUACION {(1}:

P(ANB} = P{A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

ESTan ECUACION SE PUEDE GENERALIZAR A MAS DE DOS

P[EfﬁEzﬂ...ﬂEk}=P{El]PE%]E1)...P{Ek1E

POR EJEMPLO, SI K=4

P(E,NE,NENE,) = PIE)IP(E,}E IP(E,]E,,B, ) x PIE,|E,,

EJEMPLO

10Egr s By )
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EVENTOS ASI:

{3}

¢CUAL ES5 LA PROBAPILIDAD DE QUE AL EXTRAER S5IN REEMPLAZO CUATRO

CARTAS AL AZAR DE UN PAQUETE DE 52, LAS DOS

PRIMERAS SEAN

DIA-

ES DIAMANTE!},

ES CORAZON].

52747

——
dd C

c
! \
P

132 13F2

(1317111 x {13/11!)

P ({E)

qa'/ag!
13 x 12 x 13 x 12

MANTES Y LAS DOS ULTIMAS SEAN CORAZONES {EVENTO E)?
SEAN A = {LA la, ES DIAMANTE}, B ={LA 2a,
C = {LA la, E5 CORAZON], b =(LA da.

Bl TAL CASC

E = ANBNCAD = {(d,d,c,c) )

P(AY = l3f52,.P{B|ﬂ]=12f51, P{C|A,B)=13/50

P(D|A,B,C}=12/49 '
APLICANDO LA ECUACION 3 SE OBTIENE .

pem = 13121312 78

52 51 50 495 = 20825

ST LOS EVENTOS E; QUE APARECEN EN LA ECUACION
DIENTES, ENTONCES
P[EfﬁEzﬂ...ﬂEk} = P(El]xP(Ez}x...xP[Ek}

QUE ES LA LEY GENERAL DE MUITIPLICACTON

52 x 51 x 50 X 40
78/20825
{3} sSOM INDEPEN~
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_EJLMPLO
SE TIEMEN EN UNA URNA TRES BOLAS BLANCAS Y TRES HNEGRAS. ;CUAL
ES L& PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN LAS TRES BLANCAS AL PRIN-

CIPIQ SI SE EXTRAEN SIN REEMPLAZQ SUCESIVAMENTE LAS SEIS?

6!
— - —_—
1 bbhnnn .
. » , CON PERMUTACIONES:
3! 3! N{A) = 3! x 3!
N(S) = 6.
PIA) = 3! 3t / 6! = 1/20
2, Eb blnnn CON PERMUTACIONES POR RRUPOS:
H{a)y =1
6!
N{S) = ¢By 4= yy3T = 20
PlA} = 1/20
3. bbbnnn
R
PROBABILIDADES ! % % % 1

CON PROBABILIDADES CONDICIONALES:

1
70

P(A) =

o P
-
il pa
]
|
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AHORA, ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE LAS TRES BLAMNCAS APAREZCAN

CONSECUTIVAMENTE?
61
1. éiigjg nn n‘
3 4.
2 b b blnnn
N(a) = =

1

P (A) 4/20 = 1/5

PROBABILIDADES:

41,3 = T

(ST ey

CON PERMUTACIOHNES:
_ 3y 1
P(A) =

&7 5

CON PERMUTACIONES POR GRUPOS:

_ _ 6! _
= 4 N{8) = Py 5 = 3737 = 20
nnon CON PROBABILIDADES CONDICIO-

NALES:

121 4 _

Tlal g —"
A
g PA)* (xeX7) 4Py, 3730 ©

L]ty - T
o] e e O

| =
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LJEMPLD
DE UN LOTE DE 100 EJES DE RELOJERIA SE EXTRAEN CUATRO AL AZAR SIH
REEMPLAZ0D, JCUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE APAREZCAN DOS DEFEC-

TUOSOS (EVENTO A) SI EM EL LQTE HAY 20 POR CIENTO DE DREFECTUOQS0OS?

d ad B o)
h b bk
PROBABILIDADFES: ﬁ{] 9—9 I8 57

CON PROBABILIDAD CONDICIONAL:

a

0 9 Bn 79 .}E

1 —
E{A) ”(IEE 55 5g o786 = 0.15

CON PERMUTACIONES PARCIALES Y EN GRUPOS:

2. 10074 207 80¢ 4!
. - 1 P(A) = 187 78! 272!
- ¥
d a b b 132:
2082 8ot 2 '
B
42,2 . 120x19) (80x79) (6) _ 4 15

100x99x98x 57
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TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

SE DICE OUE UN GRUPQ DE EVENTOS ES COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVO ST LA

UNION DE TODOS ELLOS ES EL ESPACICO DE EVENTOS CORRESPONDIENTE.

A [Espucic de “eventos
& |
&, 74
ANE:
En BiUB,U...UB =5
Ef'

EN UN GRUFQ DE EVENTOS COLECTIVAMENTE EXHAUSTIVOS Y MUTUAMENTE

EXCLUSIVOS, B .,Bn, 51 2 E5 UN EVENTO CUALQUIERA DEFINIDO

1+ Bares

EN EL MISMO ESPACIQ, ENTONCES, APLICANDO EL AXIOMA 3, RESULTA
; I=n
P{A} = P{ANB_.) + P{ANB,) +...+ P(ANB_ ) = L P{ANRB.)
1 2 n im3 i

YA OUE LOS EVENTOS ANB; SON MUTUAMENTE EXCLUSIVOS y(ang,)U(ANBz)U...=A
TOMANDO EN CUENTA QUE P(ANB;} = P(B;}P{A|B;), SE OBTIENE FINAL-
MENTE LA ECUACION
i=n
P(A) = £ PB(BP(A]B,)

1m
CON LA CUAL SE DEFINE EL LLAMADO TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL.




45

TEQREMA DE BAVES

CONSIDERANGC QUE R({B NA}=F(ANB,), SE TIENE QUE

] 1

P{Ejﬁﬂ] PIEHB1]

P{Bj|A] T TB{ay T TPlay
DE DONDE
P(B.)P{a|B.)
= ] J

P(By{A) = o 3

151 PtBiIPmIBiJ

ESTE RESULTADO SE CONOCE COMO TEOREMA DE BRAVES. A LAS PROBARILIDADES

P[Bj} QUE SE ASTCGNAN A LOS EVENTQS Bj ANTES DE OBSERVAR EL EVENTO

A, SE LES DENOMINA A PRIOR] O PREVIAS; A LAS PROBABILIDADES P(Ej|R}QUE

SE OBTIENEN DESPUES DE OBSERVAR EL EVENTO A, SE LES LLAMA A POSYTE-

RIORT @ POSTERIORES.

EJEMPLO 46

EN UNA PABRICA SE RECIBEN REGULADORES DE VOLTAJE DE DOS PROVEEDORES,
B, ¥ B,, EN PROPORCION DE 3 A 1; ES DECIR, LA PROBABILIDAD DE QUE
UN REGULADCR TOMADO AL AZAR PROVENGA DEL PROVEEDOR B, ES P(B,)=3/4,

Y DEL R, ES P{BE}=1_£"4.

2
SUPONGAMOS ADEMAS QUE EL CONTROL DE CALIDAD DEL PROVEEDOR El ES
MEJOR QUE EL DE B,, DE MANERA QUE EL 95% DE LOS REGULADORES DE B,
TRABAJAN BIEN, Y SOLO EL 80% DE LOS DE B, FUNCIONAN CORRECTAMENTE.
CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR TOMADO AL AZAR FUN-
CIONE BIEN (EVENTO A):

P{A]B,) = 0.95; P(nr]|B,) = 0.80

DEL TEQREMA DE LA PROBARILIDAD TOTAL:

P(A) = F(A[B,)P(B,)+P(AlB,)P(B,)
3 1 _
= 0.95 x 3 + 0,80 x rda 0.8125
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EJEMPLG

SUPONGAMOS AHORA QUE LA PREGUNTA DEL PROBI.CMA SE CAMBIA A; CUAL
ES LA PROBABILIDAD DE QUE UN REGULADOR TOMADQ AL AZAR PROVENGA
DEL PROVEEDOR B, SI SE HIZQ UNA PRUEBA DEL REGULADOR ¥ SE ORSERVO
QUE FOUNCIONA CORRECTAMENTE?

APLICANDO EL TEOREMA DE BAYES:

P(B,} P(aA|B,)

3 1
P(B)|A) = g ypRTs TFRTB TPATE,T | P81 =1 BBy =
1 1 P 2
3
_ IJ'E 0.95 _ 2'35 - ?H
C d co095+1x0.80 3-89 '
I N Ix a
BRDEMAS
P(B,) P(A|B,) 7 x 0.80
P{B,|A) = 7,65 = —ygy - 022
3 T

OBSERVESE QUE

P(B [A) + P(B,|A] = 0.78 + 0.22 = 1.00
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EJEMPFLO

SUPONGASE QUE UNA PRUEBA PARA DETECTAR DIABETES TIENE UNA EFICIENCIA

DEL 95%, ES DECIR, SOLO EN EL 85% DE LOS CAS0S SE DETECTA CON ELLA

LA DIAﬁETES EN UNA PERSOMNA QUE LA PADECE. SUPONGASE TAMBIEN QUE EL

2% DE LAS PRUEBAS QUE RESULTAN POSITIVAS SOM DE GENTE SANA, Y QUE EL

3 % DE LA POBLACION DE UNA REGION DE MEXICO PADECE ESTA ENFERMEDAD.

aj

bl

al

b)

{CUAL ES LA FPROBABILIDALD DE QUE UNA PERSONA SELECCIONADA AL -
AZAR PUEDA SER DECLARADA DIABETICA POR LA PRUEBA?

SI LA PRUEBA DICE QUE SI ES DIABETICA, (CUAL ES LA PROBABILIDAD
DE QUE REALMENTE LT SEA?

SOLUCION

B,= {TIENE DIABETES}; B. = {NO TIENE DIABETES}:; S5 =fBl. Bg

2
E = {LA PRUEBA DETECTA DIARETES)

P{Bll = 0,03, P[Bz} = 0,97

P(EIB,) = a,95, P(E|B,) = 0.02

P(E} = P[E|BllP{Bl} + P(E]B,}P(B,)

A {,95 x 0,03 + 0,02 x 0,87 = 0.0479

.
PLB1}P{E|31}

B(By|E) = BB, P(E[B, 1P (B, 1P (E]E,)

.03 » 0,495
a, x O, + . x-{0.

—

= 0,59
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EJEMPLGO

TRES MAQUINAS A, B Y ¢ PRODUCEN EL 50, 20 Y 30 %, RESPECTIVA-
MENTE, DEL TOTAL DE ARTICULOS QUE PRODUCE UNA FABRICA. LOS
PORCENTAJES DE DEFECTUOS0S QUE CADA MAQUINA ELADORA 50N 1, 3
¥ 5, BRESPECTIVAMENTE. 5T SE SELECCIONC UN ARTICULOS AL AZAR
Y RESULTO DEFECTUOQS0, CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE QUE HA-
YA SIDO PRODUCIDO POR CADA UNA DE LAS MAQUINAS,. )

Solucidn

Sea b= {ARTICULOS DEFECTUOS0S)}: ENTONCES

P{A) P(D|A}
P(A) Pip]Aa) + P{B) P{D|B) + P(C} P(D|C)

PiA|D)=

CON P(Al= 0.5, P(B)= 0.2, P(C)= 0.3, P(D|A)= 0.01,

P(D]{B}= 0.03 Y P(D|C)= 0.05

SE OBTIENE
o (n| D) 0.5 x 0.01 _ _0.005 0. 19
0.5 x 0.01 + 0.2 x 0.03 + 0,3 x 0.05 0.026

ANBRLOGAMENTE,
p(bpy= 22 X0.03 _ 0.006 _ 5,
0.026 0.026
plc|py= Qs X 0.05 _ 0015 _ , op
0.026 0.026

OBSERVESE QUE

P(a[D) + P(B|D) + P(C|D)= 0.19 + 0.23 + 0.58 = 1.00
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EXISTE UN EDIFICIO DE CONCRETO REFQRZIADD PARA EL CUAL SE IWVES—
TIGa s5U CAPACIDAD DE CARGA DE DISERO. UN INGENIERD, COM BASE EN
SU EXPERIENCIA PERSONAL Y CON BASE EN LA EPOCA EN QUE FUE CONS-
TRUIDG, DECIDE QUE LA RESISTENCIA NOMINAL, fé,DEL COMCRETO FUDO
SER DE 150 KG/CMZ, 200 KG/CMZ, 250 KG/CM>, CON LAS SIGULENTES

PRUOBABILIDADES PREVIAS:

RESISTENCIA NOMINAL, EN KGKCMZ PROBABILIDAD
B2 ={200} P{Bz] = 0.6
B, ={ 250} P(BR,) = 0.1

PARA ESTIMAR LA RESISTENCIA NOMINAL REAL, ES NECESARIO REALIZAR
UN EXPERIMENTO QUE CONSISTE EN EXTRAER CORAZCNES {(MUESTRAS) DEL
CONCRETO DE LA ESTRUCTURA ¥ PRDEARLDé A COMPRESIOW SIMPLE. EL
INGENIERO DECIDE QUE LA RESISTENCIA, 5, DE UN SOLO CORAZON DARA
UNA INDICACION CQNFIABLE, ¥ DEFINE LOS EVENTOS ANCTADGOS EN LA
PRIMERA COLUMNA DE LA TABLA DE LA SIGUIENTE HOJA, A LAS CUALES
LES ASIGN# PROBARILIDADES CONDICIONALES, DADA LA RESISTENCIA
NOMINAL, fé » DE ACUERDO CON LA SUPQSICION DE QUE LA RESPST%NCIﬁ
Cih TIENE DISTRIBUCICON NORMAL CON LA MEDIA IGUAL A fé ¥ COE-
FICIENTE DE VARIACION CONSTANTE; DE ACUERDO CON LA TEXTURA DEL
CONCRETO Y CON LA EPOCA DE CONSTRUCCION, LE ASIGNA UN VALCR

DE 0.20 A DICHO COEFICIENTE (IMPLICA UN CONTROL DE CALIDAD MA-

LO) .



51

RESISTENCIA DEL CORAZON, 5, EN p(A.|B.}
KG/CM2 - i1
{ e }1=15Er {fc }2=2m} {fc }3=250
B1={15ﬂ|} a;{znu} 33-{25u}
EVENTO A = {54175} 0.80 0.25 0.05
EVENTO A, = (175 <S< 225} 0.20 G.50 0.25
EVENTO A, = {§ > 225} 0 0.25 0.70
Argg= C,196] £ Q2
DO0D62
-
‘ Resisiencia en kg/cme
| 04EBICI'=05
i 4
0.2660 £0.25 y/ -
: 0.2660 £ 0.25

——.

0.0668:= 0,05

Resisiencia en kg/cm?

0.6915 2 0.7

i

Resistencia en kg/cm?
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SUPONGASE QUE SE SACA UN CORAZON Y QUE 50 RESISTENCIA RESULTA SER

DE 164 KGKCHE, ES DECIR, (JUE OCURRE EL EVENTO Al. LAS PROBABILI-

DADES A POSTERIORI DE LAS RESISTENCIAS NOMINALES SON, ENTONCES

P({150})P (A, [{150})
i} PU{150)) P (A, [(150)+P(T2001YP (A, [T2C01}+P{(250}7P (A

P{{lf}ﬂllﬁl} 1II2TUT}_

_ 0.3 x 0.80 - 0.24 _
T D.3 x 0.8 ¥ 0.6 x D.25 + 0.1x 0,08  0.24 + 0.1% + 0.005

0.24

= 5-9g5 = 0.6076
P{{200})P(A |{200}) '
1 _ 0.15 _
P{{zuu}ial} = F 395 = 35S 0.3797
P{{250}1)P (A, | (250
_ 1 _ 0,005
p{{25u}|all - 5393 = 0 0.0127

Lad
o
- LN

SUPONGASE AHORA QUE EN VEZ DE UN SOLO CORAZON EL INGENIERGC HUBIESE
DECIDIDG OBTENER DGS, SITUADOS EN DIFERENTES NIVELES DE LA ESTRUCTURA,
¥ QUE AL PROBARLCOS EN UNO QCURRIO hl Y EN EL OTROQ Az. LA PROBABILIDAD

DE QUE OCURRAN AMBOS EVENTOS {Rl, A 51 fé ES REALMENTE 153, 200

)
0 250 KGKCME, SERA EL PRODUCTO DE NDOS PROBABILIDADES CGNDICIDH&FES,

PUESTO QUE Al Y 32 50N IWDEPENDIENTES,

N

P(R, R,[{150}) = P(A,|{150})F(A,](150}} = 0.80 x 0.20 = 0.16

P(Ay A, ]{200}) = P(A |(200})P(R,[(200}) = 0.25 x 0.50 = 0.125

F

P{h,,R,|{250)} = P(A,]{250}) P(A,[{250)= 0.05 x 0.25 = 0.0125
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ESTAS PROBABILIDADES SON INDISPENSRRLES, YA QUE EL TEOREMA DE BAYES

EN ESTE CASO NOS5 DARIA:

PIIISODIP A, A, | (150))
" PUTISO0TIPIA,, A, [ (15011 7B ({200))P (A, A, [(200)) +P ({25071

P{150} ] A).A,)

“P(R A, T1250T)

EN ESTE CASO LAS PROBABILIDADES A POSTERIORI SON:

.3 x 0.16 _
p{{lsu}lhl.az} Y §.3 % 0.1i6 * 0.6 x 0.125 + 0.1 x 0,012

_ 0.048 2 0.048 o oo
G.048 + 0,075 + 0.00125 0.12425 °°

P({20011P (A h2|{2GD}]

) 1’ _0.075  _
P({2001{A;,A)) 517495 — = p.13435 _ 0-604

P({250})P (A, A, ] (250)) _ 0.00125
012435 §.12425

= 0.010

P{[ESD}lAl,AZI

LOS MISM0OS RESULTADOS SE HABRIAM OBTENIDO SI EL INGENIERO, DESPUES

DE EXTRﬁER EL PRIMER CORAZON Y DE CALCULAR LAS PROBABILIDADES POSG-
TERIODRES CORRESPONDIENTES, HUBIERﬁ DECIﬁIDD SACAR EL SEGUNDO Y
RECALCULAR DICHAS PROBABILIDADES CON ERSE EN LAS OBRTENIDAS PARA EL
PRIMERG: ES DECIR, LAS PROBABILIDADES PREVIAS EM EL SEGUNDO CALCULO
SERIAN P({150}) = 0.6076, B({2001) = 0.3797 Y P{{2501) = Q.0127,

EN TAL CAS0O, LAS PROBABITLIDADES POSTERICRES, DADO QUE OCURRIO ﬁz,

S0N
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'
¥

P{{150})P(a,[{150})

PULSONA,) = =507 T 5.5 x T 397 T 025 w0 0157
_ _0.12152 _ 012152 | o Lo
0.1215Z + 0.18075 + 0.00318 ~ 0,31445 .
P{{200}]n,) = 0,313 = 9.31445 ~ 0-604
!
P ((250) [y PHESDHP{R%]'{ZSD}} L 0.00318 _ o .. ,
2} 5. 31445 5. 31445 ~- 0~

QQUE SON IGUALES A LAS ANTERIORES,

CCOW LO ANTERIOR SE DEMUESTRA QUE LAS PROBABILIDADES SE PUEDEW ACTUA-

LIZAR CONFORME SE VA OBTEWIENDO WUEVA INFORMACIOMN EXPERIMENTAL,
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VARTABLES ALEATORTAS

-

CLASIFICACION DE VARIABLES

FERENTES

VARIABLE:

TODA CARACTERISTICA QUE
PUEDE ASUMIR VALORES DI

VARIABLES ESCALARES:

SON LAS VARIABLES QUE SQLO
ASUMEN VALORES NUMERICOS

'

VARIABLES NOMINALES:

SON LAS VARIABLES QUE SQLO
ASUMEN VALORES NOMINALES
(NOMBRES, ADJETIVOS, ETC)

VARIABLES CONTIWUAS:

50N AQUELLAS QUE PUEDEN
TOMAR UN NUMERG INFINITQ
NO NUMERABLE DE VALORES

l

VARIABLES DISCRETAS:

SON AQUELLAS QUE PUEDEN ASU-
MIR UN HUMERO FINITO O UND
INFINITO WUMERABLE DE VALO-
LES DISTINTOS

bNh VARTABLE ALEATURTA ES UNA VARIABLE TAL QUE NG PUEDE PREDECIRSE

CON CERTEZA EL VALOR QUE ASUMIRA

AL REALIZAR UN EXPERIMENTO.

POR EJEMPLO, LA RESISTENCIA O CARGA DE FALLA DE UNAS VIGAS ES UNA

VARIABLE ALEATORIA, YA QUE ANTES DE ROMPER UNA VIGA TOMADA.AL AZAR

NO SE PUEDE PRECISAR CUAL SERA SU RESISTENCIA. EN LA SIGUIENTE

TABLA SE PRESENTAN LOS RESULTANOS EXPERIMENTALES CON 15 VIGAS DE

CONCRETO REPORZADQ, OBSERVANDQSE QUE ESTOS VARIAN DE UNAS A OTRAS

L MANERA ALEATORIA.
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PRUEBAS DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO

Nomero de | Carga de agrieta- '|" Carga de falla,
la viga miento, en kg, X en kg, ¥
L 4700 4 700
2 3 340 4220
3 3270 4 360
4 2310 4 680
5 2950 4 270
6 . 4810 4810
7 2710 4 590
8 2710 4 450
9 4310 4310
10 2950 4 630
| 4220 4220
12 2720 4 340
13 2720 4 340
14 2 63D 4710
15 2950 4 630

A TODO EXPERIMENTC SE LE PUEDE ASOCIAR AL MENOS UNA VARIABLE ALEA-
TORTA, DEPENDIENDO ESTA DEL PROBLEMA QUE SE TENGA PLANTEADO. POR
EJEMPLO, EN. EL CASO DE LA RESISTENCIA DE LAS VIGAS DE VARIABLE
ALEATORIA PUEDE SER DIRECTAMENTE DICHA RESISTENCIA, EN CUYO
CASO SU ESPACIO DE EVENTOS SERTA . :

5, = {X: Oc<Xe=}
LA VARIABLE TAMBIEN PUDO HABER SIDQ UNA CUYO ESPACIO DE EVENTOS

FUERA
5, = {EXITQ, FRACASO)

EN DuﬁDE EL EXITO OCURRIRIA SI LA VIGA RESISTIERA MAS DE CIERTA

CANTIDAD, POR EJEMPLO 4600 K, Y EL FRACASO OCURRIRIA SI RESISTIERA

MENOS, ES DECIR:
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EXITO: 51 X»4600 KaG

FRACAB0: SI X<4600 KG

LEYES DE PROBABTLTIDADES

EL COMPORTAMIENTO DE UNA VARIABLE ALEATORIA SE DESCRIBE MEDIANTE
SU LEY DE PROBABILIDADES, La CUAL PUEDE ESPECIFICARSE DE DIFERENTES
FORMAS. LA MANERA MAS COMUN DE HACERLO ES MEDIANTE SU DISTRIBU-

CION 0 DENSTDAD DE PROBRABILIDADES,

A FIN DE EVTTAR CONFUSION , SE EMPLEARA UNA LETRA MAYUSCULA PARA DENQTAR
UNA VARIABLE ALEATORTA, Y La MIMOSCULAR CORRESPONDIENTE PARA LOS

VALORES QUE PUEDE ASUMIR. SI LA VARIABLE ALEATORIA X ES DISCRETA

¥ PUEDE ASUMIR LOS VALORES x., Si} DENSIDAD DE PROBAEBILIDADES,

ll'

fx{XJSERA EL COWJUNTO DE LAS PROBABILIDADES

Polx;) = P{X = %)  i=1,2,...,n

H
£

LA CUAL SE LEE "PROBABILIDAD DE QUE X i". ESTO ES

fxl{x‘] = {Pxixi” I =1,2;,...n

PARA QUE UNA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SATISFAGA LOS TRES AXIOMAS
DE LA TEORIA DE PROBABILIDADLES, SE DEBEN CUMPLIR LOS SIGUIENTES
REQUISITOS

A 0 <P (x} <1 PARM TODA x_
=R - i

n
R E Px{xi} = 1, DONDE n ES EL HUMERO TOTAL DE VALORES QUE

i=1
PUEDE ASUMIR X

i=r
C) Plx. & Xgx ) = i;‘lm Pelx;) ¢ m<r poNDE LAS X; ESTAN

ORDEWNADAS EN FORMA CERECIENTE, ES DECIR,

o4 HaS X9 ,..4M
1 2 K| n
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" DISTRIBUCION DE PROBABTLIDADES ACUMULADAS O FUNCION DE DISTRTBUCION

OTRA FORMA DE ESPECIFICAR LA LEY DE PROBABILIDADES DE UNA VARIA-
BLE ALEATORIA ES MEDIANTE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ACU-
MUOLADAS , FK{XJ; QUE S5E DEFINE COMO EL CONJUNTO DE LAS SUMAS PAR-
CIALES DE LAS PROBABILIDADES, Pxfxi}, CCRRESPONDIENTES A TODOS

LGOS VALORES DE X MENORES O IGUALES QUE Xy FOR 1O TANTG, ESTA

FUNCION DA LAS PROBABILIDADES DE OUE LA VARIABLE ALEATORIA TOME

VATL.ORES MEMORES O IGUALES QUE xm PARA CUALQUIER m, ES5 DECIR
inxl = {inxml} : m=1,2,...,n

EN DONDE
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EJEMPLC

SEA X LA VARIABLE ALFATORIA DISCRETA NUMERD TNTAL DE CARROS QUE SE
DETIENEN EN UNA ESQUINA DEBIDO A LA LUZ ROJA DE UN SEMAFPORO"™, SI
LAS PROBABILIDADES ASOCIADAS A CADA VALOR, DETEFRMINADAS POR EL

METCDO FRECUENWCIAL, SON

0.1 S5I x =14
0.2 SI x =1
0.3 SI x =2
P (x}) = 0,2 SI x=1
0,1 51 x =4

0.1 85I == 5

0 8T x » b
LA DfSTRIBUCIDN DE PROBARILIDADES Y L& DE PROBARILIDADES ACMNULADAS

CORRESPONDIENTES SERAN

X £ (%) | E () )

0| 0 —p0 . lo, 8T x <0

0 {].léyﬂ.l , 0.1,5T 0 < x < 1

1 0.2470.3 0.3,8T 1 < X < 2

2 0.3470.5 O SEA  Fi{x) =¢0.6, 8T 2 ¢ X < 3

3 0.2470.5 0.8,8T 2 < X < 4 ‘
4 n.147u.9 0.9, SI 4 < X< 5

g ﬂ.ll-—/—;y-l.ﬂ j1.0,5T 5 « x

>6 | 0 Laro N

LAS GRAFICAS DE ESTAS DISTRIBUCICHES SE PREZSENTAN EN LA FIGUEA

DE L& SIGUIENTE HOJA,



' 4 Pfo)
0.4
c.2 l—-
nl- \ . l l | I 1 _—.
c 1 2 3 4 5 & T 8 |y
a)  Distribucién de probabilidades

‘ Felxl
'F-D [ I

. I._l
0.8 - ,—1

I
: |

0.6 l - -

i }
0.4 ;

[_*
0.2 ;
.
0 ) ; ! 1 I 1 1 | -~
Q 1 2 3 4 5 B T ] X

bB)  Funcién de distribucidn

Ley de probabilidades del ejemplo del trifico
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EJEHPLG
SEA LA VARIABLE ALEATORIA X DEFINIDA POR LA SUMA DE LOS DOS NUMEROS
QUE QUEDEN,HACIA ARRIBA AL LANZAR DOS D2DOS, EN ESTE CASO EL ES-
BACIO DE EVENTOS ES '

s = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
Y LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES ES

3 .2 1

_, 12 3 4 6 5
fx{-x-}‘{____ * 36" 36° 36’ 36" 36’ 36

36" 36' 36’ 36

‘“len

EN E?TE CAS0 xlnz, K2=3,...}K11=12
2 1 -

o1 .
Y. fxl:z} Y- fxta] = ﬁ:--o;f [12} = 3E

ESTAS PROBABILIDADES FUERON CALCULADAS EN UN EJEMPLC FREVIO SOBRE

PROBABILIDADES DE EVENTOS5

CON ESTAS FROBABILIDADES SE PUEDE OBTENER LA FUNCIGN DE DISTRIBUCION

O DE PROBABILIDADES ACUMUL&DES DE LA SIGUIENTE MANERA:

X fix) ng] Folx)
X
<2 0 "0 - |
2 | 1736 1/36 8/ %~ T o ——— =
5/ 36 ——~—m e — s —— —
3| 2736 3/36 ! IR 11 T
a | 3736 6/36 3/38bm e L
5| 438 10/36 e/w———1-t—{-+-+-+4- b r——-—-
6 5/36 15/36 1736 =~ :}' TTT1 T
7 6/36 21/36 01 2345678 3101 2 »
8 | 5/36 | 26/36 P (x) '
91 4736 | 30/36 T b —
: IRt = It
10 3/36 33/36 B | } I
11 2/36 35/36 Y T S i :l
| 1!
12 | 1/36 | 36/361 S NEEE.
»12°| o 1 AR
T=1 I3/ af———r————— \ t : R
} HI A | 1 |
A A it o S L1y
e EERREEE
S — 1 ]
ﬁ:::'r' . J.I '.' : :. : 1 I i el
2 35 T 48 ¥

30 11 12
X
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EN EL CASC DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, X, LA PROBABILIDAD
DE QﬁE ESTA TOME UN VALOR COMPRENDIDC ENTRE x Y x + dx ESTA DADA

Ponﬁfx[xjdx, DONDE f, (x) ES LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X. POR

LO TANTC, LA PROBAEILIDAD DE QUE X ASUMA VALORES COMPREMDIDOS EN
fx{x}

EL INTERVALO x

15X<x, ES

Px,£XsX,)

Ptxlsxsxzj = i
1 X1 1 X; Xt

3
X+dx

LA INTERPRETACION GRAFICA DE ESTA PROBABILIDAD ES QUE CORRESPONDE

AL AREA BAJO LA CURVA DE fKIX} COMFRENDIDA ENTRE xl‘Y Xo -

PUESTO QUE F, {x} = P(Xzx) = P(-=<X<x), Y EN VIRTUD DE LA ECUACION
aNTERIph SE TIENE QUE LA FUNCION DE DISTRIBUCION ES;:
£, {x)
P (X<x}
% =
Fylx) = j__ £ (ulau %

. X
DONDE \f ES SOLCQ UNA VARIABLE MUDA DE INTEGRACION. EL VALOR DE ESTA

INTEGRAL ES IGUAL AL AREA BAJO LA CURVA DE Fx[x} A LA IZQUIEEDA

DE x. DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE OUE

dFX{x} ' a X
—a= = = {f_w fX{U]dU] = fx{xl

ALGUNAS PROPIEDADES DE Fx{x} SON:

0sFy, (x) <l
Fy{-=) =0
Fyl®) =1

P ix + e}2F, (x), SI €20



FX(KE} - Fx{xl} = P{xl«_:x-c X

PA.R?L ShTI-SFPnCER 10S AXIOMAS DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES SE

NECESITA QUE
£,{x) > 0 PARA TODA x

e fx{x} dx = 1

63
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EJEMPLO

SEA UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA CUYA DENSIDAD DE PROBABILIDA-

DES ES DE FORMA TRIANGULAR DADA POR LAS SIGUIENTES ECUACIONES:

_1 1
f {¥) = £ ¥ + 3,81 -22¥20

S | 1
fY{y] = 3 ¥t §,81 D<¥<4
fely) = 0 ST ¥<2 0 Y>4

b, Ly)

P(ic¥<2) = 5/24

LA DISTRIBUCICHN DE PROBABILIDADES ACUMULADAS ES, ENTONCES:

851 -2<¥<0

' Y y 1 1
. Fyly) = /7 £,(0)aU = /] {F U+ 34U

2
= (v ;U =Y. + ¥+ 1 .
(17 + 3]_2 73T 3
1 fY[Y]
SI 0<Y<4
Y
=g 1 a L
_ 0 , g
y 1 1 1 -U u
Fyly) = F {0} + S (-5 U + 3) d0 = 3¢ [ 5T * 30
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SI SE DESEA CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE AL REALIZAR UNA VEZ.
EL. EXPERIMENTO QUE INVOLUCRA A DICHA VARIABLE, EL VALOR QUE SE
OBSERVE CAIGA EN EL INTERVALO 1<Y¥<2, ENTONCES

2 L 2

2
1 1l - 5
Plrsve2] = 4 Gy 9y = Ulg+ 3], = o

0

P[1e¥e2) = F_(2) - F (1) = 2 -

@jLn

_—
3
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EJEMPLO
UN INGENIERD ESTA IHTEBESADD EN DISERAR UNA TORRE QUE RESISTA LAS
CHRG#S DEBIDAS AL VIENTC,  DE UNA SERIE DE OBSERVACIONES DE LA
MAXIMA VELOCIDAD ANUAL DEL VIENTO CERCA DEL SITIC DE INTERES, SE
ENCUENTRA QUE EL HISTOGRAMA PUEDE AJUSTARSE RAZONABLEMENTE, DESDE

UN PUNTO DE VISTA ESTADISTICO, MEDIANTE UNA DISTRIBUCION DE PROBA-

BI|TDADES EXPONENCTAL DE LA FORMA

Sy mKeMixp0 Y f {x) = 0; x <0

DONDE X ES5 LA MAXIMA VELOCIDAD DEL VIENTO,A ES5 UNA CGﬁSTEHTE Y K
ES OTRA CONSTANTE TAL QUE OBLIGA A QUE EL AREA BAJO LA CURVA DE

-foX} SEA IGUAL A UNO, POR TANTO,

oo K
X R |
(e, = =

DE DONDE

POR TANTO
S (x) = e M oo x>0

LA FUNCION_DE DISTRIBUCION SERA

I x
Fylx} =J; Sy W) du =f AN iy = [-e"‘"}x- lwe™:x 20
) 0 0 ‘

EL VALOR DE A SE PUEDE TOMAR, POR EJEMPLO, DE MANERA QUE F, (x)
SE hJaSTE PARA QUE COINCIDA CON UN VALOR EMPIRICO. ASI, 5I LA
FRECUENCIA RELATIVA DEL EVENTO & = {KE?G KHFH} ES 0.9, ENTONMNCES

P(0<X<70) = F,(70) = 0.9

DE DONDE

0.9 = 1 —¢~ 704

POR LO CUAL x = 0.033,



&7

‘frﬁh’
0.033 3
area: P[355X70] = 0.216
- Areu=F[l405X] = 0.0039
0 |- X
o 35 70 140 210 280 350
Mdxima veiocidod anuot del viento,en km/hr -
1 a) Densidad de probabilidades de X
‘in’x}
1.0 ]
Gylx} /1 P {70} =-0.90 .
L 'Fxl:35} = 0,685 )
o5 l _ P(35< X < 70) = 0.90-0.685 = 0,215
.Y{’]
|
o 1 [ ! ! o - X
0 35 70 140 210 . 280 350

Mdxima valocidod anuat det viento,en kmshr

b) Funcidn de distribucion de X

Ley de probabilidades correspondiente al ejemplo de lo mdxima

velocidad anual del viento

I SE-DESEA CALCULAR, POR EJEMPLO, LA PROBABILIDAD DE JUE LA VELO-

CIDAD MAXIMA DEL VIENTO EN UN ARO DADO ESTE ENTRE 35 Y 70 KM/H,

SE TENDRA:
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P(35¢X<70) = f 0,033 0-03%ax - [_E-ﬂ.azax]35
35
- _o~0.033x70_,_,-0,033x35,__ -2.31 ,~1,155 _

=-0,0%2 + 0,315 = @,21¢

EN TERMINCS DE Fx(x} ESTA PROEBABILIDAD QUEDA DADA POR

1_1'155

P(35<X<70) = F,(70)-F, (35)=0.90~(1- )=0.90-0,685

= 0,215

69

FUNCION DE DISTRIBUCION COMPLEMENTARIA

EL COMPLEMENTO, Gx{x}, DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES
ACUMULADAS SU UTILIZA CUANDO LAS DECISICNES SE TOMAN CON BASE
EN PROBABILIDADES DE QUE SE EXCEDA UN VALOR DADO DE LA VARIABLE.

LA FURNCION DE DISTRIBUCION COMPLEMENTARIA SE DEFINE COMO

Gy (x} =P (Xpx] =1 ~ ?XERI

EJEMPLO
PARA EL PROBLEMA ANTERIQOR DE LA VELOCIDAD MAXIMA ANUAL DEL VIENTOQ,

CALCULEMOS LA PROBABILIDAD DE QUE ESTA SEA MAYOR DE 140 KM/H:

G, (140) = B{X>140] = /° 0,33 "9-033%4, - ¢loo9e

140

0, ALTERNATIVAMENTE

P(X2140) = 1-P,(140) = &, (1401 = 1-(1re™ 010330280, ~882_ 14 g
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ESPERANZAS

LA ESPERANZA DE UNA FUNCION g(X), DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA,

¥, ES, FOR DEFINICION

(g(X}) T (x P, (x_ )
E X = I x JP (x
9 P A A S

O PARA UNA VARIABLE CONTINUA

E{g{X)) = J  g{x)f (x)dx
EJEMPLOS
1, SI g(X) = CONSTANTE = ¢
Ele) = ¢ 77 fylxldx = ¢
2.. SI g(X} = x
E[ x] = 17 xg,(x)dx
3. &8I g(X) = a + bx
Efa+bx)=a 7 fylx)lderd f xfylxtdx = a+bE [(X]
4. SI g{X)=.g;(X) + g,(X}

' E[qlixl + gzix}] = f ‘glixlﬁx{:}dx v/ gztxlﬁkix]dx

= E{g, (X))} + Efg,(x)]

. #-cC 1 e
5, 51 g(X)_ = 3 = 3 x—T
B(2X = - E(x) - 55— = EOL o0

6.'81 g(X). = axz

E(axz} = afnxzfx{x]dx = a E(le
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EJEMPLO

ST X BS UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAID DE PROBABILIDADES

EXPONENCIAL, CALCULAR LA ESPERANZA DE LA FUNCION

gEX} = Xz

EH ESTE CASC 5E TIENE QUE

=1 : -
flx) = 2e7"% 8T gexém , ¥ £ () = 0, ST X<0

BOR LC OUE

) eE(g (X ]m £ glx)fybutdx = 4 g x7e M

2 =AXk @m - @ aa

-X e 2x -lxd _:_% [a_}‘x{Hlxj]u -

=} =] f xe % 2
A A

1y Q % Yo 2

EN GENERAL, A LA ESPERANZA DE XE SE LE DENOMINA VALOR MEDTO CUADRATICO.

T Ey (x) EN EL CASO DE LA VELOC.
A ANUAL MAXIMA DEL VIENTO
E(x?)= —2— = 1836.55 (A2
. X (0.033)
0

MOMENT(QS DE OREDEN n

a) RESPECTO AL ORIGEN, CUANDQ g{X) = X'

g(x™ = Efg()]) = s %" £ (x)ax
EJEMPLO: E{x%) = MOMENTO DE 2° ORDEN RESPECTQ AL ORIGEN
b) RESPECTD A LA MEDIA, cuando g(X} = (X - E{x)]|"

E[x - EEX}] =[x - 20" £ (x)dx

EJEMPLO: E[X - E(x]] = MOMENTO DE 2° ORDEN RESPECTO A LA MEDIA.



Ejumplo, Constnuceidn de la carpeta de una cawrefena,

Un_cnntratista construiri la carpeta de una garretera en tr#mns
déFSD m: el gobierno aceptar§ o rechazarf cada tramo de acuerdo
COn una prueﬁa de control de calidad. El contratista tiene la
opcifn de pedir el concreto a una de dos plantas premezcladoras;
IF planta A cobra 140 pesosfm3 y la 8§ 16l peaosfma, pero, el_
control de calidad que 3e lleva en la planta B es mejor, lo
cual hace mis probable que un tramo dado pase favorablemente

la prueba de aceptacifin. Tomando en cuenta gue en cada tramo
se usan 100 m3 de concreto y que la probabilidad de gue el pro-
veniente de la planta Alno prase la prueba de control es .10,

y la de B es (.08, el constructor deberd decidirse por cuil
p}anta usar. El 8rbol de decisicnes de este problema es el
mostrado en la fig 6.4, donde Ple,] y P[Ezl son las probabill-
dades de que ocurran 8, Y 85, respectivamente. La utilidad

U1 = u{al, Blj e5 la gue corresponde a utilizar la planta A

¥ que la carpeta pase la prueba de control de calidad; en este

72

caso la utilidad (negativa) es el costo del concreto (514,000.00Q)

mﬂ? la colocacién (supongamos $100,000.60}, por lo cual U, =
-114,000.00. U, = ula,, 8,} es la que corresponde a usar la
planta A y que la carpeta no pase la prueba de calidad; en
este caso el constructor deberi demoler y reconstrulr el tramo

con los siguientes costos:

Pérdida de prestigio 3 5,000.00

Mang de aobra de demolicifin 15,000, 00
Carpeta demolida
: Contreto 14,000.00

Mano de obra de colocacisn 100,000,00
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Mano de obra $ 100,000.00
Reconstruccidn
. Concreto 14,000.00
TOTAL S 248,000.00

De manera similar se obtienen U3 y U, cuyos valores resultan

sar U3 = = $116,0006.00 ¥ [l4 = - $252,000.00.

5i la decisidn se tomara sin ccnsiderarllas prﬁbabilidades de
aceptar la carpeta, el constructor se decidirfa por la planta
A, ya que la p8rdida (utilidad negativa) seria mencr. Si si
Se toman en cuenta y adoptamos como crllfenio de decisidn el es-
cogelr la planta que conduzca a una esperanza de pfrdida menor se
tendr&:[recuerde que la esperanza de la variable aleatoria X,
E[K]; es E[X]= _? -P[Ki]xi, donde las Kirson los valores que puede
. i=
asumirhxl~¥ P[Ki] son las probabilidades correspondientes):
Para la planta A:
) E[U} a 0.90 x (-114,000)+0.10 x(-248,000} =-5127,400.

Para la planta B8:

E[U] = 0.535 x {-116,Dﬂﬂ]+ﬂ.05‘x(-?SE,DDUl = =-5122,8B00.

Coﬁﬁarnndﬂ ambas cifras se concluye gque la decisifn de comprar
el concreto de la planta B conduce & una pé€rdida esperada menor
que la de la planta A, es decir, se escoge la planta B aungue

el preclo unitario del concreto sea mayor.,
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u1= -5114.000

u£= -$248,000

U3- ~3116.000

ud- -5252,000

Arbol de decisiones del! ejemplo
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_MEDIDAS DE TENDENCTIA CENTRAL

LA _MEDIA O ESPERANZA , E({X], DE UNA VARIABLE ALEATORIA, X, SE CALCULA

CON LAS ECUACIONES ANTERIORES PARA EL CASO EN QUE g(X)=X. DE ESTA

MANERA, S5I LA VARIABLE ES DISCRETA, SU ESPERANZA QUEDA DADA POR

1=n

B =gEy xg By Ixgd 7

DONDE n FS EL TOTAL DE VALORES QUE X PUEDE ASUMIR.

PARA EL CAS0 DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA, LA MEDIA ES

p = Mmo= E(X}_=- o oxgylxidx

-

OTR&S MEDIDAS USUALES DE TENDENCIA CENTRAL DE UNA VARIABLE ALEATO-
RIA SON LA MEPIANA Y EL MOPO., LA PRIMERA SE DEFINE COMQO EL VALOR

DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPONDE UNA PROBABILIDAD ACUMULADA DE

50%, Y LA SEGUNDA, COMO EL VALOR DE LA VARIABLE AL CUAL CORRESPON-

DE LA MAYDR PROBABILIDAD O EL MAXIMC DE LA DENSIDAD DE PROBABILI-

DADES, SEGUN SE TRATE DE UNA VARIRBLE '‘DISCRETA O DE UNA CONTINUA,

RESPECTIVAMENTE.
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EJEMPLO

SI LA DENSIDAD .DE PROBABILIDADES DE LA VARIABLE ALEATORIA X CORRESPON
DﬂiﬂIiA LOS ERRORES EN UNA NIVELACION, ES LA DE LA SEGUNDA COLUMNA

DE Lﬂ:SIGUIENTE TABLA, LE1MEDIA DE DICHA WARIABLE RESULTA SER 4 167
LA MEDIANA 400( Y EL MCDO 4000 HICRRS. LOS CALCULOS CORRESPONDIEN-

TES SE LOCALIZAN EN LA TERCERA COLUMNA,

x;» EN MICRAS [Py ix ) X Pylx, ], EN MICRAS | F,lx ]
. o | 6/60 0 6/60
1000 2/60 2 000/60 8/60
2 000 4/60 8 000/60 12/60
3 000 8/60 24 000/60 20/60
4 000 13/60 52 000/60 33/6020.5
5 000 12/60° 60 000/60 45/60
6 000 7/60 42 000/60 52/60
7 000 4/60 28 060/60 56/60
B 000 2/60 16 000/60 58/60
9 000 2/60 18 000/60 60/60

TOTAL: E[X] = 250 000/60=4 167 MICRAS

LA MAXIMA PROBABILIDAD ES 13/60, POR LO QUE EL MODG VALE 4000 MICRAS.
POR QTRA PARTE LA PROBABILIDAD ACUMULADA DEL 50 POR CIENTO SE EXCEDE

il x; = 4000¢, POR LO QUE LA {IEDIANA VALE TAMBIEN 4029 MICRAS.
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EJEMPLO
CALCULAR LA ESPERANZIA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CUYA DENSIDAD DE

PROBABILIDADES ES5 TRIANGULAR DADA POR

£ Y)Y = F ¥+ 3 ST ~2<y<0
£, ly) = }% y + % SI Dcy<4
Cfyly) =0 : "SI y<-2 O y»4
w 4
E(Y} = / yf (y)dy = 7° YF% + %de + 5 y (75 + %}ﬁy

it _2

LG p2? 3
- 2
5l e8], =3

EL MAXIMO DE ESTA DENSIDAD DE PROBABILIDADES SE PRESENTA EN Y = 0,
POR LO QUE

MODO = 0

PCIR O’TRPL PARTE EL 50 POR CIENTO DE FROBABILIDAD ACUMULADA SE CDI“[PLE
TA EN EL VALOR DE Y QUE CUMPLE cON '
FY‘Y’ -3- %T %

RESOLVIENDG ESTA ECUACION DE SEGUNDG GRADC SE ENCUENTRA:

MEDIAMA = (0.530
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EJEMPLO

CALCULAR LA ESPERANZA DE UNAR VARIABLE ALEATORIA CCON DENSIDAD DE

PROBABILIDADES EXPONENCIAL

RS
£ (x) =2e

. -iX a
E(X) = 7 xf, (x)ax= A #7xe M Fdx = 1["92 {1+1x]]u - %

- 0 A

$.0

[
i
i

I

F T

E{X) = 1/3

MODO
MEDIANA = 0.693/X

EL MAXIMO DE fx{xj ESTA EN x=0, POR LO QUE
MODO = O

EL 50 POR CIENTO DE LA PROBABILIDAD ACUMULADA SE COMPLETA EN EL

VALOR DE X QUE CUMPLE CON F (x) = 0.5 = 1'- g AX
DE. DONDE
-in 0.5 _ 0.693

HEDIEN.F& = ) )

DONDE tn ES LOGARITMO HATURAL.
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MEDRIPAS PE DISPERSION

WA MEDIDA MUY OOMUN DE LA DISPERSTON O VARIABILIDAD DE LOS VALORES QUE
PUEDE ASUMIR UNA VARIABLE ALEATORIA ES LA VARIANCIA, LA CUAL SE

DENOTA COMO azl}(] 0 VAR (X), LA CUAL SE DEFINE COMQ LA ESPERANZA

DE LA FUNCION g{X) = [x_-sa;x]]z. ASI, PARA UNA VARIABLE ALEATORIA
DISCRETA

2 ' 1=n 2

¢CIX} = VAR(X} = I (x; - E(X))® B (x,)

i=1
Y PARA UNA CONTINUA

o? (X} = VARIX) = S {x - E(X)Pf {x)ax
DESARROLLANDO EL TWTEGRANDO DE ESTA ULTIMA ECUACION:

o2 (x) = J {x%~2xE(X) + B2 (X)f, (x)ax

—rTY

= L L]

= xf (0dx - 2E(X)/ xf, () dx+E2(X) £ £, (0)Ax = E[x?]-E%[x]

ES DECIR, LA VARIANCIA SE PUEDE CALCULAR COMC LA DIFERENCIA DEL

VALOR MEDIO CUADRATICO Y EL CUADRADO DE LA MEDIA DE X.

OFRAS MEDIDAS DE DISPERSION DE LA VARIABLE ALEATORIA ¥ SON LA

DESVTACION ESTANDAR, o{X),LA CUAL ES IGUAL A LA RAIZ CUADRADA DE LA

VARIANCIA, Y EL _COEFICIENTE DE VARIACION QUE SE DEFINE COMO'

vi(X)=oc (X)/E(X} , SI E{X)#0
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I[N LA SICUIENTE TABLA SE CALCUTLA LA VARTANCIA DE LA VARIABLE ALEATORIA

CUYA DENSIDAD DE FROBABILIDADES SE PRESENTO EN EL EJEMPLO

ANIERIOR

(Efx) = 4167 MICRAS)
| 2 y 2
X B0 |G -EG) Pelng) | Oy -EOD) PRy,
EN MICRAS|  MICRAS® EN MICRAS
-4 167 | 17 363 889 6760 1 736 388
“3 167 | 10 029 889 2760 334 329
2217 | 4 695 889 4760 313 059
1167 | 1 361 889 8/60 181 585
- 167 27 889 13/60 6 042
833 693 889 12/60 138 777
1833 [ 3 359 889 7760 391 987
2833 | 8 025 889 4760 535 089
3833 | 14 691 889 2/60 489 729
4 833 | 23 357 889 2/60 778 596
TOTAL:, 4 105 551 MICRAS®= o> (X)

LA DESVIACION ESIANTWR Y EL COEFICIENTE DE VARIACION DE ESTA VARIABLE

ALEATORIA 50N, RESPECTTVAMENIT,

a(X) =

V4 305

5

i

= 2 215 MICRAS, Y v(X)= o(X)/E(X) =

7 215
T

.

= .531
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EJEMPLO
SI X E5 UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES
EXPONENCIAL, CALCULAR SU VARIANCIA, DESVIACION ESTANDAR Y COE-

FICIENTE DE VARIACION:

az{X]

= 1 gnxze_lxdx —EE[Kllfmxeqlxdx + EE{X] éfeqhxdx
0

2 11
=TTtz T2

YA QUE E{X) = 1/%» Y E[x2]= 2/,

USANDO LA FORMULA o° (X) = E[Kz] - Ez[x], Y TOMANDO EN CUENTA QUE

E[xz] = 2{12 SE OBTIENE:
a?(x) = 222 - 112 =’
EN CONSECUENCIA, LA DESVIACION ESTANDAR ES

s(X) = Y132 = 1/ \

Y EL COEFICIEMNTE DE VARIACION

1
V{X) = olX)/E{X) = —%- =1
T

E{X-E[x])2 = /" (x-E[X]) %re"**ax = 1 éw[xz-ixE[K]+E2[H}}E

Ax

dx
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EJEMPLO

SEA Y UNA VARIABLE ALEATORIA CON DENSIDAD DE PROBABILIDADES

TRIANGULAR DADA POR

1 1
fY{?} = E y + El SI —Eiyiﬂ

-1 1 .
fYEy} = IE v ot E 51 ‘Diyfd
fY(YJ = 0 SI ¥<-2 0 ¥»4

CALCULAR LA VARIANCIA, LA DESVIACION ESTANDAR Y EL COEFICIENTE DE

VARIACTON.

CALCULAREMOS PRIMERQ EL VALOR MEDIO CUADRATICO PARA LUEGO APLICAR

LA ECUACION o¢°{y} = E(Y%) - £°(¥) p
E[Yz] _ izYZ{% v+ %}d? + £”Y2{_I% + %]dy =[§; + %312+ [:%;+-%Ei% 2
o2 (Y) = 2-{2;?12-1439
aly) = t.25 ( /1479 )
vi¥} = 1.25/(2/3) = 1,88 ‘
EIEMPLO

51 SE HACE LA TRANSFORMACION Y= ax, LCUANTO VALE LA VARIANCIA

L]

DE ¥ EN TERMINOS DE LA DE X7?

2 2 2
DE LOQ VISTO ANTERIORMENTE, E(Y) = aE{x} Y E(¥ )= a"E(X")

oF ) = B?)- 82w = a® E(x?) ~a?B (x)=a2 [E(x%) -EZ (x)frao? (%)
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DISTRIBUCTONES PARTICULARES
VARTABLES ALEATUORIAS DISCRETAS '

DISTRIBUCTON BINUMIAL 0 DE BERNOULLT

LA DISTRIBUCION BINOMIAL O DE BERHOULLI SE EMPLEA COMO DENSIDAD
DE PROBABILIDADES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS ASQCIADOS

A EXPERIMENTQOS EN LOS QUE SOLO HAY (0 SOLO IMPORTAN] DOS RESUL-

TADOS POSIBLES, UNO DE LOS CUALES USUALMENTE SE DEMOMINA "EXITO"

Y, EL OTRO, "FRACASO", (5 = [(EXITO, FRACASO}).

SEAN p= PROBABILIDAD DE OBSERVAR "EXITO" AL REALIZAR UNA VEZ
EL EXPERIMENTO
g= FROBABILIDAD DE "FRACASO" = 1-p
¥= VARIABLE ALEATORIA "NUMEROD DE EXITOS OBSERVADOS5 AL REFETIR

n VECES EL EXPERIMENTO "COW -REEMPLAZO™

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES BINOMIAL ES

¥ _onN-X

n! B
f[x}=mpq : x =0, 1,...,n

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE L0OS PARAMETROS DE ESTA DISTRIBUCION SOW

b}

E{(X) = np , o0°(X) = npg

REFERENCIA: W, BEYER, "HANDBOOK QF TABLES FOR PROBABILITY AND

STATISTICS", THE CHEMICAL RUBBER, CO. f1966) .

-



DEMOSTRACTON

SI n=2, ENTONCES X PUEDE ASUMIR LOS VALORES O, 1 y 2, ES DECIR

5={G,l,2}. EL, ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERIMENTO ES

51 = { (FRACASO, FRACASO}, (BEXITO, FRACASQ),
LS rl [ N r

»” LY
L

- X =0 . X =1 =1

(FRACASO,EXITO) ,

VEXITD, EXITO)]

—.

X =2

fotx) ={£, (o), E (13,5, (2)}
OBSERVESE QUE x=0 OCURRE DE UNA MANERA, %=1, DE DOS, ¥ x=2, DE
UNA. ESTOS RESULTADOS SE PUEDEN OBTENER PERMUTANDO DOS GRUPOS,

UNO CON x ¥ LBL OTRO CON n-x ELEMENTOS:

00 By, = wimr=1; P({oh=qxq-=-q = pal

x=0: 2Po,2 T oTxar = L1 ¢ =4xaq9=4d =

=1 P = 2 __ 22 ; p{{1}) = 2bq

: 2P1,1 T ITxT3 i £

_ Co2r _ L o2 L 240

w=2 ZPE,G = x0T = 1 ; Pri2h o s Pq
2 2 2 2
E P{{1}}) = @°+2pg+p”~ = (P+qQ)" = 1
i=0

(DESERUESE QUE LOS ELEMENTOS DE Sl MO SOH IGUALMENTE PROBABLES, A

MEHOS QUE p= q = 1/2,)
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SIn=23, 8§ = {0,1,2,3], & = EXITO Y f = FRACASO, ENTONCES

s,= {(f,£,£), (e,f,£), (f,e,f), (£,f,8), {e,e £}, {e,f,2),

{f,e,e), (e,e,e)l

. 23, a1 903 2 3
x = 0 BPDr3 T w37 1 : P{{0O}} l1p g =49
X = 1: P, =i = 3 ; P({1}) = 3 pg?

971,27 ITxaT f pd
X = 2t JP, ==2t _ = 3 P{{2)}) = 3p2
372,17 3Tx1! i P 4
3! 30 3
X = 13: 3P3,U=m = 1 ; 5{{3}}=IP J =p
L P({1})=(p+q) =1
i=0

PASANDO AL CAS0 GENERAL DE CUALQUIER VALOR DE n, LA PROBABILIDAD

DE QUE OCURRAN x EXITOS Y n-x FRACASOS EN UN ORPEN DETERMINADY ES

P{¥=x} = pan-x

EN VIRTUD DE LA LEY GENERAL DE MULTIPLICACION.
UN ORDEN POSIBLE SERIA, POR EJEMPLO,

EXITO, EXITO,...,, EXITGO, FRACASC,..., FRACASO

L J b s
e

"
® n-x

AHORA -BIEN, LOS x EXITOS PUEDEN OCCURRIR EN an n_xDRDENES DISTINTOS,

r

CADA UNO CON PROBABILIDAD p g . POR LO TANTO, EN VIRTUD DE LA

LEY GLEMERAL DE ADICION, LA DISTRIBUCIOHI OE PROBABILIDADES DE L

RESULTA SER

n! X N-xX

fxfxlzmr?'q rxo=0,1,...,.0

LA CUAL 5FE CONOCE CON EL NOMBRE DE__ARINOMIAL O TF BERNOLLLT,
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LA ESPERANZA DE LA DISTRIBUCION DE BERNOULLI ES

n n
n! ¥ neX . n! X =X
E(X) = & X oy Fq = L[ X == jale]
%=0 X! (0-x) | et ® (- ¢
- 1 fn-1}11 X~1 n-x _ n-1 _
= np I (x=13 ! (n-x71. aq = np{p+tq} = np
x=1 ) : .
e e e e ——
(pra) " !
LA VARIANCIA DE LA DISTRIBUCION BINQMIAL ES
2 _ el 20 - g 2
g?(X) = EN(X-E{X))"]1 = EIl(X-np)°7]
PERO E]| {x-np}2]=E{}(2~2npx + nzpzl = F[X + X(X-1) - 2npX + nzpzj
= 2 2
=Ef (i-2np)X] + Elx(x-1}]+ En“p")
3 ' 22 B n! X n-x_ . _
={1-2npinp + n'p° + LTS T P9 xix-1)
x=N
n
_ 2 2 {n-211 2 X-2 n-x
¥=2
2 2 2 B -2)! Xx-2 _n-x
=np-n“p° + ni{n-1ip 32 {Kjg)iin—x}! 2=
X=

- 2
=np—n2p2 + n{n-l]pz{p+q]n z - np-np =npf{l-p)=npg

EN RESUMEN, PARA LA DISTRIBUCION BINOMIAL,

E(X) = np ; ©2{X) = npq ; o(X) = /npq



TABLA 1
FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

X n-k

- n: k
Fxtd = I T Poa

P r
n % £.10 0.20 030 0.40 050
1 0 8100 6400 4500 3600 2500
I 5900 L9600 4100 400 L7500
3 o 7290 5120 3430 2160 1250
1 9720 B0 T30 AG4E0 5000
2 5540 5910 8730 8360 , 8750
4 ] 6361 A5 240 (1296 " 0625
1 9477 BiG2 H517 ATS2 J312s
2 503 K-y ik BrE3 208 o1 L6875
3 5595 5%54d 5919 G744 5375
5 o L5905 J277 A6 - 0778 5] b
1 9185 xtal Eatpd 30 18758
2 9914 a4 AI6T 68326 5000
3 99958 D533 S692 B130 + 8125
4 1,000 99937 L3076 039% 4633
6 1] 514 2621 T8 D467 Q156
1 B3s87? BS54 A L2313 1o

[}

P’:XE"‘H} P{J{cxn} +P{X=xn]; P[Xixn:l =P{!{ixn_1]

P(Xex 4) + PIX=x)

P{X = x_ ) = P(X <x. ) - Pf}{ixn_l]



TABLA 1
FUNCIDN DE DISTRIBUCION BINOMIAL

{continudacidn)

X 1
n' n-k

Fe{x) = © 1= 7

I k=ﬂ' k ﬂ.‘k] 4

) P
n x 0.10 0.20 0,30 0.40 0.50
& T 9842 9011 7443 5343 L3405
3 9987 5830 9295 208 £562
4 9559 5984 5851 5550 06
L] 1 G000 8939 9593 R R 9814
0 A783 2097 0224 0280 0078
1 B503 5767 3294 1586 0625
z 8743 £520 647 L4199 1266
2 Hm 9667 L8740 F102 3000
4 . 9993 5953 9712 9037 374
5 1.0000 5996 9962 8812 9375
& 10000 - " 1.0000 9998 9984 L5922
8 0 4305, 1678 0576 . 0158 0039
1 4131 5033 .2553 1064 0352
2 . 9619 7%9 5518 154 1428
3 9950 5437 .§052 L5941 3633
4 9906 5886 5420 .E263 6367
5 10000 5988 9837 53502 8555
& 1.6000 5959 5987 9915 G548
7 1.0000 10U 999y 4993 9961
$ o 3874 1342 0404 0101 0020,
1 1148 A162 1960 0705 0195
2 9470 Il _a628 2318 OE%8
3 8917 g 70897 A6 2518
4 5991 204 5012 134 L5000
5 4999 0969 5747 50046 7461
& 1.0000 5997 5957 2750 - L9102
7 1.0000 £.0000 5996 S0n7 .930%
8 10000 10600 1.0000 4997 5530
10- 0 .3437 1074 L0282 0080 0210
1 NETY 378 149] D154 0107
2 8295 6778 3823 1471 0547
3 BETY 8791 6195 1873 1719
4 5984 Se72 2397 .613] L3770




TABLA 1

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

x

(continuacién)

nt "k n-k
By(x) = I frtaxyr P4
k=0
r- . P
" X ¢.1d 0.0 0,30 .40 0,50
16 5 .9999 49936 5327 8338 4230
& 1.0000 5991 9891 9453 .831
1 1.0000 5559 9954 SE77 3453
8 ! OO0 ! .DUSD 5599 5913 8592
9 1.0000 1.0006 1.00M0 5999 5550
1.0 1M 0859 019§ D036 0005
] EAFE] L1 Rkl 0362 JAH5S
2 | 9loa 6174 127 1188 0127
i1 9315 £189 656 .2963 A
4, 972 5494 1837 5323 2744
1 5997 5881 LHE: 7535 L5000
A 10000 5980 L5784 9008 256
7 1.0000 9943 5957 5707 8567
H 1.6000 1 .DOGO 0994 S840 9573
9 1.0000 1,0000 1.0000 LF903 A%
12 1.0000 1.0030 1.00040 1.0000 5935
12 1] . .7Bl4 D087 138 Kok 000
I 6550 2749 D30 0195 0032
2 BESL L5583 2578 0534 0193
3| L0744 7946 928 183 0330
4 9957 5274 3117 4332 .1938
5 8995 9806 817 BB 3472
& 5997 L Y|4 8418 A8
7 1.0000 5954 9905 547 L5082
] 1.0000 5999 999 $B47 270
3 1.0000 10000 4598 8972 G807
10 [.onag 10000 1.0G00 5957 G968
1 1.0000 10000 § 0000 1 DOCD 9993
11 0 2542 D550 0087 0013 0001
i £213 2316 0637 T0Ns 0617
2 BG4 017 2025 0379 0ti2
1 L9653 341 L4206 1686 61
4 5935 5009 4533 50 130
5 £45] 5700 XKL 744 .93
& * 0959 5930 9175 . M2 L2000
7 1.0000 L995R SBI9 Lo ik} 1095

B3



TABLA 1

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

{continuacign)

x ' k
F,(x) = n. n-k
x (%) koo K (n-k)T PO
- I
n X 0.10 0.20 0,30 0.40 0.50
13 8 1.0000 .-9998 9960 2679 8606
9 1.0000 1.0000 4933 4922 8515
10 1.0000 1.0600 509 9947 0548
1 1.0000 1.0000 1.0000 8999 9943
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999
14 0 "2288 - ..0440 0063 0008 0001
I 5B46 1579 0475 onst 0009
2 . .B416 4481 1608 2398 0065
3 9558 4932 L3352 1243 D87
4 5903 ..B702 5842 273 . 0308
[} .9985 2561 ,7805 4850 2120
6 5998 9884 5067 4975 1953
7 10000 T 9976 9635 8459 4047
2 1.0000 5996 9917 9417 7880
g- 1.0000 1 0000 593 4825 5102
10 1.0000 1.0000 5998 99561 5713
It 1.0000 1.0000 1.0000 9994 9915
12 1.0000 §.0000 1.0000 ,5999 5991
13 1.5000 1,000 16000 1.0000 .5909
1S 0 .205% 0352 0047 D05 0000
1 ,5190 a7 0353 0052 0003
2 B159 1980 1768 ikt 00317
1 9442 L6382 2969 0508 0176
4 9373 2158 5158 2173 0592
5 9978 0359 126 40232 1509
6 .9987 9819 .3689 L6098 303k
7 1.0000 5958 .9500 TRES L5000
8 1.0000 9991 o818 5050 TN
g 10000 9999 5963 9662 3491
10 10000 | 000 093 4907 5408
1 1.6000 100600 9999 B9 0534
12 1.0000 " 10000 1.0000 .5997 9963
1 1.G000 10000 10000 1,0000 4993
14 1.0000 16000 10000 19000 1.0000

-

ELE



TABLA 1 ([continuacién)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL

. - n? 'k
P = E RITRRT P 9

X

n-k

H x 010 0.20 ufin 040 0,50
18 0 1501 o180 oG " 000! D000
1 4503" . 0691 0142 0013 .ooot
y) 738 2713 OE00 D02 oot
3 JB0I8 5010 1646 0373 .03
4 5714 164 3327 0543 0154
5 5938 EETL 5344 2088 04g)
6 So5E 5487 anz 3743 (1189
¥ 9908 Le3y 503 S614 2403
8 Loooa 0 L9957 5404 7368 4073
g 1.0000 9991 9790 B653 5927
10 1.0004 _.9998 08939 9414 7597
11 1.0000 1.0000 O9RE G197 £311
1% 10003 1 0000 9997 9942 5519
13 |+ 1.0000 1.0000 1.0060 98T 9844
14 1.0000 1.0000 1.000K) 558 5962
15 1.0000 1.00040 10000 1O 0903
16 1.0000 10000 1.0000 1.0600 5959
17 1.0000 10004 1.6000 10000 1.0000
19 i 1351 0148 . O 0001 D000
i _ 4 0829 ol 08 0000
2 7054 2369 0462 JHIs 5 0094
1 B850 4351 L1332 0730 00xr
4 BEAE 6733 2812 Jo69s 005G
5 5914 8359 4739 1629 0313
& .9983 932 £655 0k 35
7 9957 5767 2180 4E78 1796
3 1.0004 9913 5161 675 3238
9 10000 998 9574 2134 L5000
10 1.0000 547 B80S SO JGT6D
11 1.0000 1.0000 5372 648 3304
12 1.0060 10000 5994 SRS 185
13 1.0004 1.0000 5399 9550 5682
14 1 0000 1.0000 10000 L9ng Do
15 1.0000 1.0000 |00 .9999 't 0074
I 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 5994
17 1.0000 1 0000 1.0000 1.0000 1.0




TABLA 1 (continuacidn)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMTAL

X 1
nt k n-
Fe(x) = L CinekyT P k
k=0 ™ :
P

"X 0.10 0,20 0.30 0.40 0.50
16 0 1253 0281 0033 0002 0000
1 5147 1407 0261 o 0003
2 gy 35t8 0994 0183 0021
3 9314 PEITE 2459 085 0106
4 583 7982 4499 1666 0184
s 9557 5183 6598 3288 1031
6 905 9733 8247 5272 22m
7 5999 9930 6256 7161 4012
2| 1.0%0 3985, ° 9743 £877 5582
9 £. 0000 9998 5929 8417 2738
10°] 10000 1.0000 | huBs 5509 5949
1 1.0000 1.0000 9597 9951 9616
12 1O 1 0600 | 0060 5951 5894
12 1000 1.6000 1.0000 8999 9979
14 10000 1.0000 1.0000 1.0000 5997
15 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000
10 1668 0225 0023 0002 000
3 4213 J1B2 0193 0027 0001
2 613 3096 0774 mn 0012
3 9174 5489 2018 0464 D064
4 1 582 3837 1260 0243
5 9953 £04) 5968 2619 o7
£ 9992 8623 7152 44738 1662
2 940 939 8954 6405 3145
g 10000 9974 9597 201 5000
g 000 9595 9873 9081 6855
10 1,100 5999 9963 9852 £313
1 16000 LOVG0 9993 9574 5261
12 1.0 10000 9999 5915 9755
13 1.0 1.6000 10000 5995 9916
14 1.0900 1.0000 16060 9999 9963
15 1.OU0 16000 1 0000 1.0000 5559
16 1 Lot 1 000 0000 1.0000 1 0G0

92



TABLA 1 (continuacién)

FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL
X

. n! k
Fxta = L RRET P A

n-k

P
X 0.10 0.20 ¢.30 0.4 0.50
0 0 1216 s D008 0000 0000
! T 652 74 005 BECLY
2 6769 2061 0353 6036 0002
3 2610 4112 1071 0160 0013
4 9568 G296 2315 0510 050
5 9837 8042 316 1256 0207
6 9976 9133 6030 2500 0877
7 9996 B679 A121 4159 A5
a L9953 5900 BEST 5956 25017
9 | 1.0000 9974 9520 7553 Ay
10 10000 5994 R29 B7125 J5EE!L
11 10000 090 2949 Y2415 7483
12 | 10000 1.0000 9987 9790 8684
13§ 10000 1.0000 9997 9935 9423
14 1.0000 10000 15000 5984 ST
if 10000 1.0000 1.G0O00 9997 Sa41
16 | . 10000 1.000D 1.0000 0000 9487
by 1.Q000 1.0080 | O 10G00 L39E
1% 10000 1 K00 10009 1. 00040 109340




EJEMFPLQ
SI SE LANZA AL AIRE SEIS VECES UNMA MONEDA HOMOGENEA,

Al dCUAL E5 LA PROBABILIDAD DE OBTENER DOS "CARAS"?
B} dCUAL ES LA PROBABILIDAD DE ORTENER POR LO MENOS CU%TRD "CARASY
(X>4)7
g ZCUANTO ?ﬁLEN LA ESPERANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR?
SOLUCTON '
A) PUESTO QUE LA MONEDA ES HOMOGENEA SE TIENE p=l/2 ¥ g=1-1/2=1/2,
DONDE » ES LA PROBABILIDAD DE OBSERVAR "CARA" (CARA = EXTITC) EN

UN LANZAMIENTO. FOR TANTO

. - L B! 1.2 6-2_ _61! o 6
p(x = 2] = £2(2) = srEmyris) T (/2] g il/2) " =
(DE LA TABLA: Pi{X=2)=r(x<3)<P(%<2)= 0.3438-0.1094 = 0.2344)

B) PARA QUE SE CUMPLA X>4 EN SEIS LANZAMIENTOS, SE NECESITA QUE

] =
R

SE ORSERVEN 4,5 o b6 CARAS. PUESTO QUE BSTOS TRES EVENTOS SON

MUTUAMENTE EXCLUSIVOS, SE TIENE {3;4} = {4)Ju{5tui6]
P[x>4] = £ (4} + £_{5) + £_(6)

CALCULAMDO LOS TRES SUMANDOS COMO EN LA PREGUNTA ANTERIOR, RESULTA

Plxoal = i/t /2 B P 5 a2 Sy 08

_15, 6, 111
=%l T §g tgx < o3z v 03438

(DE LA TABLA: P{x>4} =1-~P(x<3)=1-0.6562 = 0.3438)

¢) E[X)] = np = 6(1/2} = 3

o?[X]= npq = 6(1/2) (1/2) = 3/2  o(X) = V373 = 1.22
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EJEAPLO

5I CON BASE EN LA EXTERIENCIA DE MUCHO TIEMBO SE SABE QUE UNA
MAQUINA IMPRIME COLORES DEFECTUQOSOS EN UN 5 POR CIENTC DE LAS
VECES, CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE DE 10 IMPR?SIGNES SE
OBTENGA;

a. NINGUMA DEFECTUOSA
b. UNA DEFECTUOSA .
c. MAS DE UNA DEFECTUOSA

ASIMISMO, CALCULAR LA MEDIA Y LA DESVIACION ESTANDAR DEL NUME
RO DE DEFECTUOSAS.

Solucidn

SEA EXITQ = IMPRESION DEFETUGSA
EN TAL CASO p = 0.05 ¥ g = 1~0.05 = 0.95

a. NINGUNA DEFECTUQSA ES LO MISMO

QUE X = 0; ENTONCES n-%= 10-~0=10 V:

P(x=0)= £ _(0)= — = 18- (0.03) %(0.95y 10

x! (n=x)! 0! (10-0)°

= 28 10.05) %5 595 = 5993
10!

Ir. UNA DEPECTUQSA ES LO MISMD
QUE X = 1l: ENTOWCES n=-x = 10-1 = 8 ¥;

Pix = 1) = ¢ (1) = 2L (.05 M (0.95)°

i+ 9

_ 1o x.9- (0.05) {0.6302) = 0,315
q,

. MAS TOE UNA DEFECTUOSA ES LO MISMOD
OUE x > 1

p(X > 1) = 1-P{X £ 1) = 1-[P{x = 0)+4pix = 1}]

= 1-{0.599+0.315) = 0.086



S6

E{x) = np = 10x0.05 = 015
g?ix)= npg = 10 x 0.05 x 0.95 = 0.0475
olx) = / D.0475 = 0.2179

EJLEMPLO

RESOLVER AHORA EL INCISO b. DEL EJEMPLC ANTERIOR, PARA EL CASO
EN QUE p = 0.1

P(x = 1} = 20 (o.10)1¢0.90)%=0.3874=238. 74%

1 9.

USANDO LAS TABLAS DE LA DISTRIBUCION EINOMINAL:

{¥x = x} U {X £ x-1} = {X £ x}

FOR LO TANTO P{X = x} + P{X £ x-1} = Plx £ x}
Y P{X =x} = 0{x < x} ~ P{¥X £ x-1}

.EN ESTE LJEMPLO x = 1 vy x-1=0, POR LD QUE

P(¥X=1) = P(X3l) - PI(X £ 0)

= 0.7361 ~ 0.3487 = 0,3874
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DISTRIBUCION GEOMETRICA

SEA p LA PROBABILIDAD DE EXITO EN UN EXPERIMENTO. 51 EL EXPERIMEN-

TO ES CON REEMPLAZO Y SE REPITE SUCESIVAMENTE HASTA QUE SE OBSERVA
UN EXITO, SE TENDRA LA VARIABLE ALEATQRIA X=NUMERC DE REPETICIONES
DEL EXPERIMIENTC HASTA QUE S5E OBSERVA EL PRIMER EXITO. OBTENGAMOS

LA DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE X (5 = {1,2,3..., = })_

EL, PRIMER EXITO QOCURRIRA EN EI, EXPERIMENTO NUMERO x 3I, Y 50LO S5I,
EN LOS x-1 ANTERIORES HUBO PURQS FRACASOS. LA PROBABILIDAD DE

ESTE EVENTO, DADO QUE LOS EXPERIMIENTQS 50W INDEFPENDIENTES, ES

_ e L) |
fxix} = (l-p] P

ESTA FUMCION SE DEMOMINA DISTRIBUCION CGECOMETRICA. SE PUEDE DEMOSTRAR

GUE LA DISTRIBUCION DE PROBARILIDADES ACUMULADAS ES

n
F(x) = & pl1-p}* =1 - (1-p ™
x=1
Y QUE
E{X) = x(1-p)° "p=l/p
x=1
UZ{X] =¥ {x-;}2{1+p}x_1p = ll-P]sz
x=1 P .
EJEMPLO

¢CUAL ES LA PROBABRILIDAD DE OBTENER UN TORNILLO DEFECTUQSO POR
PRIMERA VEZ EN LA SEXTA EXTRACCION, SI EL PORCENTAJE DE DEFECTUL-

505 DEL LOTE DEL CUAL SE MULSTREA EE DL 5 POR CI=ZNTO?

P(X=6) = £ (6) = (1-0.05}° x 0.05 = 0.957% 0.05 = 0.03869



PISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

CUANDO SE TIENE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA COYO ESPACIO DE

EVENTOS TIENE SQLO DOS ELEMENT0S, DIGAMOS S={EXIT0, FRARCASO!, Y 5E

REALIZA UN MUESTREO SiN REEMPLAZOQ, ENTOWCES LOS RESULTADOS DE CADA

EXPERIMENTO NO SON INDEPENDIENTES NT LA PROBABILIDAD PE EXTTQ PERMANECE

CONSTANTE, COMO EN LA DISTRIBUCION BINOMIAL, POR LO QUE ESTA ULTIMA

NO ES5 APLICABLE,

SEA X LA VARIABLE ALEATORIA NUMERO DRE EXITOS OBSERVADOS AL REPETIR

n VECES EL EXPERIMENTO CONSISTENTFE EN EXTRAER, SIN REEMPLAZO, ELE-

MENTOS DE UM LOTE QUE TIENE W OBJETCS DE LOS CUALES M SON "EXITOS".

EL NUMERD DE ELEMENTOS fJUE TIENE EL ESPACIO DE EVENTOS DEL EXPERI-
MENTO E5

H(S} = NCn
EL NUMERGO, N{{¥=x}), DE MANERAS PQSIBLES E IGUALMENTE PROBABLES DE

OBTENER x EXITOS ES:

EN EI. LOTE EN LA MIESTRA
H‘EU@EﬂHDS n EFEMENIDS
_ » y - A —
¢ o0 . . .00 Q00O .. 400 0 Qg . 99 o0 . .04
L i J " F 1 S P
T = —
M EXITODS (WN-M] FRNTASOS ® EXTTOS JIE |{n-—:~;} FRACREDS COE

M

SE PUEDEN ELE lSE PUEDEN ELEGIR
GIR DE M'x M |DE N-4n-x MAERAS

CADA ELECCION POSIBLE DE x EXNITOS SE COMBINA CON CADA ELECCION
POSIBLE DE (n-x) FHACASQOS: POR LN TANTO, EL NUMERQ TOTAL DE MANERAS

DE OBTENER x EXITOS EN n EXTRACCIONES SIN REEMPLAZO ES

N({X=x)) = (,C ) (g y Cpiye)

n=x
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POR LO TANTOD

M, N-M
(. cot, ¢ } o N
P{{H=X}} ax Ex{x] 2 M X 2'—:{ n—x - X Nﬂ X ; x=ﬂ,1, 'rn
¥ {1
n
M, M! N-M, _ (=13 !
EN DONDE () = 7T ¢ baen! ™ ooyt (R-H-ntm] |
v L M!
n’ ~ nal{¥-n)?
QUE SE CONOCE COMO DISTRIRUCTION HIPERGEQMETRICA, LA MEDIA Y LA YVARIAN-
CIA DE ESTA DISTRIBUCION SON
no e
E{X} = L x 5 = n¢/ = np , s1L p =M/N
x=0D ()
n
Y
n My (N
o2 (x) = I Ex“r:q_mjz X ‘Jn-x _ _hmug-m (N-n) _ o ll-p) _n%
x=0 ' (3 no(N-1)

RESPECTIVAMENTE.
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EJEMPLO
EN UN PROBLEMA DE CONTROL ESTHDISTIC.O DE CALIDAD, SE TIENE UN LOTE
DE 100 TRANSFORMADORES DE CORRLIENTE ELECTRICA, DE LOS CUALES 40
50N DEFECTUOS0OS (NO CUMPLEN LAS NORMAS DE FABRICACION) . (CUAL E5
LA PROBABILIDAD DE OBTENER UNO DEFECTUOS0 DE TRES SELECCIONADOS AL

AZAR SIN REEMPLAZOQ?

S 1 e A L0
Plx=1] = {1'3"3’1 {mﬂT_
3 3
40: 60 '
_ 387 x 1} ™ 58T x 2T _ ;
= 60 = 0.438
97 %31

APROXIMACION DE A DISTRIBUCION HEPERGEOMETRICA MEDIANTE LA BINOMTAL _

CUANDO N ES GRANDE ¥ n PEQUERO (M » 10n}, LA DISTRIBUCION BINOMIAL SE PUEDE

USAR COMO APROXTMACTON DE LA HIPERGEOMETRICA., DE ESTA APROXIMACION

S5E HECHA MANO CUANDO LOS CALCULOS CON ESTA ULTIMA RESULTAN TEDIOSOS.
EN EL CAS0O DEL EJ‘EMPLD ANTERIQR, S5I S5E USR LA DERSIDAD BINOMIAL 5@
OBTIENE, CON p=40/100 = 0.40 Y n=3

P[x=1] = 3ot 0.40)7(0.60)% = 0.432 \

FORMULA BE STIRLING

N' o SFEA t%}“ . (e = 2.718...)

Error = 2% S5I n = 4

Error = 0.8% SI n = 10
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" DISTRIBUCICON DE POTSSOM

UHA DISTRIBUCION DE PROBARILIDADES PARA UNA VARIABLE ALEATORIA DIS-

CRETA, X, DE LA FORMA
fxtx} =

SE LLAMA DISTRIBUCION DL FOISSQON; EM ESTA ECUACION A ES UNA CONSTAN

TE. S5E PUEDE DEMOSTRAR QUE LA MEDIA ¥ LA VARIANCIA PARA ESTA DIS-

TRIBUCION QUEDAN DADAS POR

B0 = Ey x—r— =
et By eyt RS oy ,,
UNA VEZ COMNOCIDA A, CON ESTA DI%TRIBUCIDN SE PUEDEN CALCULAR LAS PRO

BAEILIDADES DE QUE UN.EVENTO OCURRA x VECES,

ES POSIBLE DEMOSTRAR QUE LA DISTRIBUCION DE POISSON PUEDE EMPLEARSE

COMD UNA PROXIMACION DE LA DE BERNOULLI, TOMANDO A = np, CUANDO n

ES GRANDE Y p PEQUERA, PERO DE TAL MANERA QUE npg > 1. AL RESPECTO,
SI n=20) y p=0.05, ENTONCES EL ERROR QUE SE TIENE AL USAR DICHA APRO
XIMACION ES MENOR DE 3 POR CIENTO PARA VALORES DE X MENQRES DE *3;

PARA X=4 y X=5 LOS ERRORES RESPECTIVOS Sﬂﬁ 15 ¥ 41 POR CIENTOQ, DEBI
DO A QUE NO SE CUMPLE COM LA CONDICION DE QUE npg SEA MAYOR DE UNOG,

YA QUE npg = 20x0.05x0.95 = 0.95



TABLA 2

FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON.

x -3 Lk
k=0
. A
x| .50 1.0 20 3D 44 50 6.0 .0 8.0 90
4] LOT 0 SJER 0 L13S 0s0 OB 007 002 om0l DO 000
1 A0 736 4b6 199 082 40 DET 07 G0 0D
2 S8 920 677 423 235 1 Ger 030 G1a DD
3 SR, 911 BSE 647 433 265 LIST 0 W0yl 042 02
4 | 100} 895 917 B15 629 440 22% 0 LT3 DD 055
510000 9y 931 961 Ji5 0 B1E M 3ot 19l LItA
6 | 1000 OO0  ws 956 B39 7AY  605 450 313 207
7o LOD 1000 B9G . 9S8 910 BET T44 509 453 11
3 100D 1000 1o w9e  9T9 512 B4 T 991 456
9 11000 1000 loo0 599 332 96 Hle B30 TIF 4
10 11090 1.000 LODD 100D 397 9EG 95T Bol 218 JTO6
1] 1090 LOOG 1.000 1.000 999 5395 P%D Y41 RIE LRQ3
12 ] 1000 1oy 1000 1000 1000 9% %1 971 3356 B
13 | 1000 1LOOD 1000 J.000 1000 UUs 39e 957 G986 325
14 | 1000 1Loag 1000 OO0 1000 LODo - 999 9g: 9§31 9:%
15 | 1000 1000 1000 LODD Q000 1oD0 0399 998 992 67
16 110 100D 1O too0 PA0Q P00 Lued 999 998 989
1T 1100 L0g0 1O [o00 Fem oeg o LO0go 993 9935
IE | 10 LOog [ooo LOgY 1000 000 Lodd Lodn o9y 99l
19| LAaon LG o0 1o00 Tuog 1Lody LGS LOgd 1000 999
SOOF OO0 LGDD 1080 oo Lo toe0  1GDg LOAD 1000 1.000




FUNCION DE DISTRIBUCION DE POISSON

TABLA 2 (continuacidn}

104

- A
.E.
=
Fy(x) kT

x 1911 110 120 13.0 14.0 15.0
2 003 B01L 001 000 000 00
1 AL 005 002 .0ar G0 000
4 029 015 008 004 002 o0l
L4 067 033 020 Aan 006 003
& 130 R 7 046 026 ord VL)
7 2 RS 080 054 A2 018
© B .33 232 155 100 062 037
9 A58 P} g3 66 o9 0
10 563 A5D a7 Rels) 178 118
1l 407 5719 462 153 260 185
12 732 689 578 A6 358 68
I & 864 81 682 573 454 363
| 14 817 B54 772 675 570 A0
15 .95] 907 B44 64 660 568
TS 973 S44 894 .A35 756 64
17 984 968 917 B90 B2 REL
1% 993 B2 96) S .B83 E19
19 097 891 879 957 973 A7s
0 938 - 955 938 575 952 317
21 90 998 954 B4 871 947
) 1 000 999 997 992 923 AT
] 1000 1.000 .99 R 991 581
24 1,600 1.000 999 393 955 989
a5 1.000 1.000 1.000 500 957 594
25 1.0 1.001 1.000 1000 999 957
a3 1 0o 1.000 1.090 1.0 o9y 99k
°B 1 060t 1.000 1.000 1000 1.050 KT
29 1.000 Laigns 1000 1000 1.003 5,00
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EJEMPLO
SI LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UMA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE
UNA ‘DETERMINADA FUERZA DE TENSION ES DE 0,001, :CUAL ES LA PROBA-
BILIDAD DE NUE DE 2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN A) TRES, B) MAS |

DE DO5?

CON A = 2000 x 0.001= 2 Y CONSIDERANDC QUE npg = 19>1,SE PUEDE

USAR LA DISTRIBUCION DE FOISSON COMO APROXIMACION DE LA BINOMIAL:

3 A
a) PIX = 3] .:,_.3‘.3_‘:",

'23 b
“PIX = 3] = 3f = 0.18

CON LAS TABLAS: P [X=3] =0.857-0.677=0.18
EN ESTE CAS0 LA DISTRIBUCION BINOMIAL DA COMO RESULTADO

2000! 1997

P[x=3] = W [3.031]3[5-999] = 0.184

b PX> 2 =1-PLA<2=]~Fy Q=1 -{P[X= 0]+

27 et s

o 1! 2!

+p[X=1]+P[K= z]}= -

3
=] e —— e = —= ] - — = {1.323
I ¢

CON LAS TABLAS: P (X »>2] =1-0.67720.323



FUNCION DE DISTRIBUCION DE PQISSON

TABLA 2 (continuacién)

X - Uk
k=D .
A
x 10.0 11.0 12.0 13.0 14.0 15.0
2 001 A0l 00l 000 000 000
3 010 005 002 001 0 000
4 029 oS 008 004 2 001
5 067 032 .20 A1t 006 003
6 130 o7y 046 026 014 008
7 .220 143 000 FiLT: 032 (1R
© 8 31 232 .155 100 062 037
9 A58 T ¥l 66 .10 O
10 R1t! Asd 347 252 176 118
31 607 578 462 353 260 NEE
1z o 68U 576 A6 358 68
)3 BE4 3] £82 573 AL 83
)4 917§ .B54 772 75 S0 ABh
13 .9s] 907 B4 764 669 568
16 573 844 895 835 736 (L4
1 JSRG S&8 537 E90 827 749
L 593 932 963 i 823 B19
19 597 931 979 as7 923 ET5
30 938 595 988 975 452 917
| 999 .59 994 956 871 84t
22 1.000 9% 9597 993 T 983 ST
2] 1000 1.000 959 995 991 LS
o 1.000 1.000 998 993 595 939
25 1000 1,000 1.060 939 997 594
2% 1 D00 1.000 1.000 1.000 950 997
27 1.000 1.000 1.000 1.050 599 498
28 100003 1.0 1.000 1000 1.060 501
2 1.000 [ .00 1,000 1.o0n 1.003 1.000

104
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S5I LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA ?ARILLE DE ACERO AL APLICARLE

UNA ‘DETERMINADA FUERZA DE TENSION ES DE 0.001, ¢CUAL ES LA PROBA-

BILIDAD

DE DOS?

n -

CON

USAR LA

CON LAS
EN ESTE

DE NUE DE 2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN A) TRES, B} MAS

2000 x 0.001= 2 Y CONSIDERANDO QUE npg = 19»>1,SE PUEDE
DISTRIBUCION DE POISSON COMO APROXIMACION DE LA BINOMIAL:

At et

a) FIX = 3) = —=

2 ¢
"PIX = 3] = 3f « 0.18

TABLAS: P [X=3] =0.857-0.677=0,18
CASO LA DISTRIBUCION BINOMIAL DA COMO RESULTADOD

2000 (6.001)°(0.999) 1797~ 5. 1384

P{x=3] = ST 9597

b)Y PIX> 2 =l-PlX<2=1_F, (Du! _{P[x= 0]+

CON LAS

207 et 22T
+P(X= l]+P[X=2]}ul-— - -

1 2 2
=] = —— - —

5
= Ez_h eﬂ=1—-é-;-ﬂ.323

TABLAS: P ‘[X »2] =1-0.677=0.323
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EJEMPLO

UN& COMPARIA ASEGURADORA DESPUES DE MUCHOS ARNOS DE EXPERINNCIA HA
HA ESTIMADD QUE EL 0.004% DE LA POBLACION FALLECE ANULAMENTE POR AC-
CIDENTE AUTOMOVILISTICO. SI ESTA COMPANTIA TIENE 40,000 ASEGUhADDS,
&CURL.ES La PRbBABILIDﬁﬁ DE QUE 2 DE ELLOS MUERAN EN UN ANO PCR ESTE

TIPG DE ACCIDENTE?
‘

SEA X EL NUMERQ DE PERSQNAS QUE MUEREN ANUALMENTE DE ENTRE LOS ASE-

GURADOS, POR ACCIDEWTE, LA MEDIA DE X ES
Efx] = 0.00004 x 40,000 = 1.6 = °

ADEMAS, TOMANDO EN CUENTA QUE npg>l, SE PUEDE USAR SIN GRAN ERROR

LA DISTRIBUCION DE POISSON:

X =2 * =-1.6
P[x=x] = lx? = “"Eiie ; ox=0, 1, 2,...
POR LO QUE
2 -1.6
P [x=2] = {L:8)e - 0.2019 X 2.56 ¢ 5

LA DISTRIBUCION DE FROBABEILIDADES PARA ESTA VARIABLE ALEATORIA ES:

T x 0 1 2 3 4 : .
£ (x) 0.202 0.323 0.258 0.138 0.055 0.018 50

A

. . ‘fx‘x1
_ 0.3 .
0.2 '
. 0.
| .
1 2 :

0

W eer—
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.0 . 'l-{

EJEMPLQ

EN LA AMPLTACION DEL CARRIL PARA DAR VUELTA A L& IZQUIERDA EN UNA
A?ENfDA, 50L0O HAY CAPACIDAD PARA 3 AUTOS COMO MANIMO ESPERANDO

LA FLECHA LUMINQSA DEL SEMATORC, EN UN ESTUDIO ESTADISTICO DEL
TRANSITO EN ESE LUGAR SE ENCDHTRﬁ QUE EN CADA CICLO DE LUCES DEL
SEMAFOR{D HAY EN PRDHEDiD 6 AUTOQOS QUE VAN A DAR VUELTA,., ¢CUAL ES
LA bRDBHBILIDAD DE QUE EN UN CICLO DEL SEMAFORC, TOMADO AL AZAR,

SE CONGESTIONE EL TRANSITQ POR EXCEDERSE LA CAPACIDAD DEL CARRIL?

G{3}= P[x>3] = 2
SI A={X>3}, ‘R ={X<3}

P(A) = 1-P(A) O P{A)= 1-P{A), CON i=6,

_ x=3 x=3 e-ﬁﬁx
Pla) = P{Xfﬂ] = T fx[x} =T —
x=0 . x=0 P
a 3
P{A} = e_ﬁ{l + 6 + g— + g—} = Ele"ﬁ = 0,151

P[A] = Pix>3] = 1-0.151 = 0,849

L
18T

p {X »3]= 1-P[X<3]= 1-0.151=0.849

DE LAS TABLAS:
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PROCESC ESTOCASTICO DE POISSON

N BASE EN LA DISTRIBUCICN DE POISSONM SE PFUEDE DEDOCIR QUE LA DI.STRII-

BUCION DE PRDBABILIDRDESIDEL NUMERO DE OCURRENCIAS DE UN EVEHTO

CORANTE UON PERICDO t QUEDA DADA PCR

f#ix] P[X = x EN UN LAPSO t]

llt}x ehlt

X,

fX{x} =

DONDE

A = NUMERO MEDIO DE OCURRENCIAS POR UNIDAD DE TIEMPO,

LA ESPERANZA Y LA VARIAMCIA DE ESTE PROCES0, PARA UN LAPSO t, SON

E{X) =1t

UE{X] At

PARA QUE ESTA DISTRIBUCION SE APLIQUE SE REQUIERE QUE EL EVENTOQ

OCURRA CADA VEZ DE MANERA INDEPENDTENTE DE LAS OCURRENCIAS PREVIAS,

Y QUE » SEA CCNSTANTE, A 3 SE LE CONOCE COMO INTENSIDAD DEL FROCESOQO;

A SU RECIPROCO, 1/1 SE LE DENOMINA PERIODO DE RECURRENCIA,

ti = tiempo de ocurrencia de iEsimo evento
1
TI('J eyt I ) e e = Tiempo, horas
t t., t t £t t t
1 =2 3 74 5 6 7 5
X4 | - '

» Tiempo, horas
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-EJEMPLO

EN UNA CENTRAL DE COMUNICACIONES SE TIENE UNA DEMANDA MEDIA DEL
SERVICIC DE 68 LLAMADAS CADA MINUTO, CALCULAR LAS PROBABILIDADES
DE QUE EN 2 MINUTOS NO SE SOLICITE EL SERVICIO, DE QUE SE SOLICITE

SOLO UNA VEZ,Y MAS DE UNA VEZ,

£ (0) = P[x=0] = . = &7 1% = g.00004
1 -16
£ = 28 = 0.0006¢

P[X>1] = 1 - (0.00004 + 0,00064) = 0,99932
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EJESPLO

MEDIANTE UN ESTUDIQ ESTADISTICC SOBRE LA CCURRENCIA DE MAREMOTOS

EN LA COSTA szicann DEL 'OCEANO pnéIFIco SE ESTIMO QUE UNA OLA

DE 4m DE ALTURA O MAYOR SOBRE EL NIVEL DE LA MAREA TIENE UN PERIO-
DO DE RECURRENCIA DE 100 AROS. CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE QUE
EN LOS PROXIMOS 10, 5nty 100 ASOS NO OCURRA NINGUN MAREMOTO EN DICHA
REGION CUYA OLA MAXIMA EXCEDE DE 4m, SUPQNIENDO QUE LA OCURRENCIA
DE 10§ MAREMOTOS SE PUEDE MODELAR MEDIANTE UN PRDCESD-ESTDCASTICO

DE POISSON.

L& DiETRIBUCIDN DE PROBEEILIDRDES DE LA VARIABLE ALEATQORIA X=NUMERQ

DE MAREMOTOS CUYA OLA MAXIMA ES MAYOR DE 4m, CON 3=1/100=0.01 ES

={1ﬂxe_lt _=[ﬂ.ﬂlﬂx~e"ﬂ'ﬂ1t
x! x!

fx{x}

POR LO TANTOQ, PARZ t=10, 50 Y 100 aAfl0S, SE TIENE, RESPECTIVAMENTE,

QUE;
0_-0.01x10 -
a) £, (0) = 10.01x10) e = e 01~ 0.905
X 0!
0 _-0.01x50
b}'fxiﬂl {ﬂ.ﬂleﬁ}le - 6.5 _ 0.507
ol
0 —-0.01x100 -
c). £ (0) = (0.01x100) e e ol . 5368

X 0!

PARR ESTE1HIEHD PROBLEMA, LAS PROBABILIDADES DE QUE OCURRA AL MENGS

. UN.MAREMOTC CON OLA MAXIMA MAYOR DE 4m SON, RESPECTIVAMENTE,



a) p(x>1] = 1-£,10) = 1-0.905 = 0.095
b) P[x>1] = 1-0.607 = 0.393
c) P[X21] = 1-0.368 = 0,632

EJEMFPLO

112

SE SABE QUE UNA !NAQUINA QUE PRODUCE PAPEL PARA DIBUJO, LO HACE
CON UN DEFECTO PCR CADA 100 M FABRICADOS

{CUAL ES LA PROBARILIDAD DE TENER CERO DEFECTOS
EN UN PLIEGO DE Z0 M?

A= 1/100 = 0.01 PREFECTOS /METRO

t -0.01x20

0 .
(ije*® o.0ix2pfe

€! O!

(X = 0) =

0
-0,2
{D-Z:IE = ﬂ_ﬂzﬂ

0!
.

e

{EN ESTE CASO t = LONGITUD)

(CUAL ES LA PROEABILIDAD NDE TENER UN DEFECTO EN 20m?

5

1
jﬂ.Z}e—D‘z

1!

P(X = 1) = a 0,164

(CUAL ES LA PRORABILIDAD DE TENER UNO O CERQ DEFEC-
TOS? '

P{O 5 x £ 1) =P{X =20) + PiX =1} = 4,820 + 0Q,164=0,984

CUAL ES LA PROBABILIDAD DE TENER MAS pDE UM DEFECTO?

P(X > 1) =1 - P{(X £ 1) =1 - 0.984 = 0,016



EJEMPLO
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SE SABE QUE EH.CIERTA ZONA GEOGRAFICA SE LOCALIZA UNA ESPECIE

2

ANITMAL RARA A RAZON DE 2 EJEMPLARES POR 100 KM©. SI SE TOMA
UNA FOTOGRAFIA AEREA QUE.ABARQUE 120 KM?, ;CUAL ES LA PROBA-
BILIDAD DE LOCALIZAR 5 ANIMALES?

» CON A=

BP{X =

2.45e

—2 = 5.02 ANIMALES/KMZ

1GQ
3 - b
5}:{1118 At a (0.02 x 120)e 0.02 x 120 .
x! 1
“2.47 39 526

= 0.06]1

51

{EN E5
LCUAL
P(X =
SCUAL
P{X =
cCUAL

F(X »

120 X 10.943

TE CASC t= AREA)

E5 LA PROBABILIDAD DE LOCALIZAR UN ANIMAL?
1 -2.4

l} = 2.4 ¢ = (}.219
1!

ES LA PROBABILIDAD DE NO LOCALIZAR NINGUNG?

o) - @.ale 24

0!
E5 LA PROBABILIDAD DE LOCALIZAR MAS DE UNO?

= 0.081

1) =1 - P(X < 1) =1 - {0.219 + 0.091) = 0.6%0
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SE PUEDE DEMOSTRAR QUE!

CUANDG UN EVENTO OCURRE SIGUIENDO UN PROCESO DE POISSON, LA VA-

RIARLE ALEATORIA "TIEMPO ENTRE UNA OCURRENCIA CUALQUIERA Y LA
... _SIGUIENTE" TIENE_UNA_DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES EXPONENCIAL.

" o —

EJEMPLO

51 LOS MAREMOTOS QUE SE REGISTRAN EN UN PUNTO DE LA COSTA ME-
XICANA DEL OCEANQ PACIFICC OCURREN SIGUIENDO UN PROCESQC DE POI-
SS50N CON X = (.01, CALCULAR LA FROBABILIDAD DE QUE ENTRE UN
MAREMOTO Y EL SIGUIENTE TRANSCURRA UM TIEMPO

a. MAYOR DE 100 -ARDS
b. ENTRE 50 Y 100 ANOS

ety .
a. P(t > 100) = f A e Mtar = @000 X 100 _ o1 54 g0y
- 100 '
100
b. P(50 < t < 100) =:‘f .01 & %% %3¢ = rrr00) - Fi50)
50
0401 % 100, (o m0.01 % 50 n0.5_ el

= (1 -

0.6065 - 0.3679 = 40,2386
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VARTABLES ALEATORIAS CONTINUAS

DISTRIBLUCTON UNTFORME

SE DICE QUE UNA VARIAELE ALEATORIA CONTINUA, X, TIENE PISTRIBUCTOM

UNTFORME ENTRE X = a ¥ X = bf{k»ra) SI

= = 1 :
fy(x) = CONSTANTE = g~T—7  af£X:z<bh

LO QUE SIGNIFICA QUE LA PROBABILIDAD DE OBTENER UN VALOR ENTRE
x ¥ x + dx ES 1,A MISMA PARA CUALOUIER x COMPRENDIDA ENTRE a Y b.

LA GRAFICA DE DICHA DISTRIBUCION ES
Folx) b

B T i —

¥
NN

o
a "'ta* f— b
X

Distnibicdibn wunlforme de una variable afeatoria contlinua

LA ESPERANZA Y LA VARIAKCIA DE LA DISTRIBUCION UNMNIFORME SE CALCULAN
DE LA SIGUIENTE MANERA:

b 1 x? b ¥ -4

" 2(b —a)
b b 2 ‘b 2
o200 = 5 emle))? ghe ax = 7 s ax o+ r LEELC ax -
a . a ‘a
b
- f ZXE!X[dx

a-hb
a

el [ - HEE S

B — gt . {& -~ gy
T - + (ELAD E[X} ( a) 12
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LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDRDES ACUMULADAS ES

Y

: 1 X—-a

{ —p-g du = = . aszx<b
5 a B-a

' =
a
LA GRAFICA DE ESTA FUNCION ES UNA LINEA RECTA DE a A b:

N Fx[xl

EJEMPLO

(CUANTO VALE LA PROBABILIDAD DE QUE X SEA MENOR QUE 1/3, SI
ES UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION UNIFORME EN EL IN-

TERVALO 0-17

1_,
X = a 3
F i = =
X %- B - a b - a
PARA a = 0 ¥ b = 1 HQ5 QUEDA
1
= -0
Fx[_l-_lza =“13h
l1 -0
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PISTRIBUCION NORMAL

UNA DE LAS DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS MAS

UTIL ES5 LA DISTRIBUCTON NORMAL O DE GAUSS, DEFINIDA POR LA ECUACION

1 -l /26

X T

DONDE u ES5 LA MEDIA Y o LA DESVIACION ESTANDAR DE X.

51 SE HACE LA TRANSFORMACION

1 ]=E{x}—u = 0; o(2) G;[K] = 1)

Z = {X=ul/o (El(Z})= E[x ; g

ENTONCES LA ECUACION ANTERIOR SE REDUCE A LA LLAMADA FORMA CSTANDAR,

CUYA ECUACION ES

p 2
£ lzy = L o"ZH2 g (g) = 7 L o722 gy
z ;ETT 2 -—r "’21]

EN ESTE CAS0 La& VARIABLE ALEATORIA Z TIENE DISTRIBUCION NORMAL CON

MEDTA TGUAL A CERQ ¥ VARTANCTA IGUAL A UNG,

EXISTEN TABLAS PARA CALCULAR LAS PROBABILIDADES DE UNA VARIABLE AS0-
CIADA A UNA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR, EN LA SIGUIENTE FIGURA
SE MUESTRA LA FORMA DE CAMPANA DE ESTA DISTRIBUCION, OBSERVANDOSE

LA SIMETRIA RESPECTO & Z=E(Z)=0.y QUE E§ ASINTOTICA AL EJE Z.

fz’ iz}
Are0=68,27 %
Areas13.59 %

Lreg=214 %

-

-3 -2 -1 0 1 2 3 z.
[ Area=95,45 % — |
Area=99. 73 % -

Distnibucifn nowmal de una variabfe afeatonia continua
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LA UTILIDAD DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR BRADICA EN QUE

' b3 . z

: _ T2 2
, P[xlgxfxz] = [f, (x}dx = P[21§Z£zz] = fTfp{z}dz

* 21

DONDE




TABLA 3
.
FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR
Z
1 —uzfz
F,(z} = ==
Z{} ¥ 37 & du
20
Z 0 1 2 3 4 5 & 7 9
—3. {.0013
—29|.0019 O0IE 0017 .0OLF .0OI& .00I6 N5 Q0I5 .0DI4 .O0N4
~28|.0026 0025 .002¢ 0023 0023 0022 0021 0021 .0020_ .00I9
=27 |.0035 0004 003} .0032 0031t .0030 .00C9 0028 0027 0026
=26 |.0097 0045 0048 0643 0041 0040 D039 0038 Q037 .00Y
. |-2.5| 0062 ..0060 0059 .0057 0055 0054 .0052 .DOS! 0040 .004F
—24 | 0082 0080 0078 0075 0073 .0071 .0069 OGE3 0066 .00S+
=23 | 0157 014 0102 D099 0035 0094 0091 003%  GDET L0034
—221.0139 0136 0131 0128 0125 D122 0119 016 0113 .01
—21{.0179 0174 0170 .0166 .0162 .DISS 0154 013D 0146 0143
—30,.0227 .0222 0217 0212 0207 0202 OI%7 0152 OIS 0183
—~19|.0287° 0281 0274 D268 0162 0256 0250 0344 0233 0233
—1.8]|.035% .0351 0344 .0336 0319 0322 0314 0307 0300 0294
~LT[.0H6 0436 0427 0418 0409 0401 039 0384 0IT G367
—1.6|.0543 0937 0526 0516 .0505 0495 2435 0475 0365 0458
—1.5 | 0663 0655 0613 .0630 0613 0606 0594 0532 0571 0859
—1.4]0308 0793 0778 0764 OM9 0735 72l 0708 0694 .D6BI
—13 | o983 o510 0934 .09i8 0901 .0E§S 0869 0853 0838 0323
— 120150 113 112 10%3 1073 L1054 D3R 1020 (1003 .D9ES
—u1 37 335 o34 2% 1270 250 12301200 130 1D
—1.5 | JSET (1562 1539 (1515 1492 1469 T35 142} 1401 1379
—5 . 184 1B14 1788 1TE2 1736 0711 G685 16RO (161X L16dI
-8 1.2019 2050 2061 L2033 2005 1977 0%4% L1521 LIE54 LIBET
—. 1l 2389 2358 2326 2297 236 2036 22048 21WT 2I4R
—.6].2?43 M0 267 (2643 MBI 2478 L2546 2514 (2483 2450
—JI.]OES Joso 3015 2981 2046 2912 2877 2843 2310 ITVE
—.4 (3446 3309 331 L3336 3300 3264 3226 3192 3156 51
—31.3821 3783 3745 0707 (3669 3632 3894 3557 3520 3483
— 274207 AI63 4139 4000 4052 4013 3974 3936 1G9 3858
—.1 |.¢603 AI62  A5Ir 34B1 433 4403 4353 4325 L4086 4241
-~ 015000 4060 4920 3850 .4Ba) .JBD1 4761 4711 48R 46d]
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TABLA 3 (continuacidn) )

PUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

FA 1 2}; 2
r.lz) = f -u
2 _im v"Z_—Fn = du

210 Y. 2 3 4 5 f 7 3 9
A 5000 5040 5030 5520 51500 3199 8239 5279 5119 .51%%
L 1.5398 05438 5478 5517 L5557 JE59% SRlIG SATS L5114 5743
U870 SE32 SR LS9L0 5943 A9RT L6046 LeDES A1 610}
I 6179 A217 L6255 5291 L8331 £3b 6ADG B44Y 6480 6517
A .5551 BT L6623 Bs6Y  BTCD E136 AT72 AR08 nid4 ERT7O
569185 6550 JEUES 019 ThS4 7088 LTI MIST OIS0 1AM
G178 138 U734 (7357 JTARS (TAZY M54 MEE LISIT L7339
g .7580 7601 J7A42 LTI LTINS T34 TTES TI94 TRMY 7SR
B LTRRL TR0 (7919 967 UT995 8027 2041 LEOT9 LELDS .813)
A ].8139 8186 8212 3233 5264 B2DY BIIS Bxa0 B3G5 .318Y

LB41d  B433 (B4&1 3435 8508 BSMy BS34 8ETT BSGY  EEL

1.0

1.1 ).8643 .g665 (3636 AT0E G722 RTJR 8770 BIS0 3810 .BEIO
1.2} 5Bay G849 .BB3E .B307  .597F  F944 BWEL E9ED  (ESOT G0N
1,3 §.9032 9049 9066 9032 w0499 BH1S 9131 9147 91682 97T
1.4 | 9192 8207 9212 8214 L8251 826. B2 5292 9108 9319
LD .9332 5345 9357 9370 93BT fuwr 9406 G418 94329 4l
1.6 | 9452 G481 9474 0434 D485 8505 9515 9525 3535 9543
$.71.9554 (9554 LBSTY L05BR 95DE 9599 0608 R&16 (9425 9E1)
LA ] .9841 9649 “9A56 L9664  BATI HATE BERE  9e9) OO0 9708
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EJEMPLC
COMO RESULTADRO DE UNA LARGA SERIE DE EXPERIMENTOS PROBANDO A COM-
PRESICN S5IMFLE CILIHDROS DE COMCRET(O, SE HA ESTIMADDO QUE LA ESPERAN-

ZA DE LA RESISTENCIA ES DE 240 KG,»’;:M2 Y LA DESVIACION ESTANDAR DE

30 RG/CM2.

A) _(CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE OTRO CILINDRO TOMADO AL AZAR

RESISTA MENOS DE 240 KG/CM’?

B. ¢CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE RESISTA MAS DE 330 KG/CM°?

{) ¢CUAL ES LA PROBARILIDAD DE QUE 5U RESISTENCIA ESTE EN EL INTER-

VALO DE 210 A 240 KG}CME?

SUPONGASE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ES NORMAL.

SOLUCTON

A) PARA EMPLEAR LAS TABLAS DE DISTRIBUCION NORMAL ES NECESARIO

ESTANDARIZAR LA VARIABLE X, EMPLEANDC ¢=240 Y ¢=30, COHN xl=24ﬂ:

_ 240 - 240 _

zy 30 0

RECURRIENDD A LA TABLA DE LA DISTRIBUCION WORMAL SE UBTIENE

P[X <240} = p[2<0] = 0.5

0 SEA, LA PROBABILIDAD QUE CORRESPONDE AL AREA SOMBREARDA DE LA 51~

GUIENTE FIGNRA:

— 7

Distribucisn normal correspondiente al inciso ¢ del efemplo
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B) EL VALOR ESTANDARIZADQ DE LA VARIABLE, PARA xl=33ﬂ KGfCMz, ES

_ 330 - 240 _
2y = =3¢ =3

POR LO QUE

P{x>330] = pfz>3] = 1-0.9987 = 0,0013

QUE ES EL AREA SOMBREADA DE LA SIGUIENTE FIGURA:

0.0013
0.9787
- 7
b=—20—

Diseribucién normal correspondiente al inciso b del efemplo
C) LOS VALORES ESTANDARIZADOS DE LA VARIABLE, PARA xl=2 10 ¥

x,=240 SON:
. 210 - 240 _
23 30 =
_ 240 - 240 _
Z3 30 =0
POR LO QUE

P[~ 1<2<0] = 0.3413,

F[210 < X < 240]

S==1 ;1;:0

© Distribucién normal correspondiente al inciso ¢ del efemplo
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EJEMPLO

SE HA ENCONTRADD QUE LA VARIABLE ALEATORIA "ERROR EN LA MEDI-
bIGN DE LAS DISTARNCIAS ENTRE ﬁOS PUNTOS™ TIENE DISTRIBUCION
NORMAI, CON MEDIA CERCO. SI SE SABE QUE EL TAMANO VERDADERO DE
UNA LINEA ES DE 2 M Y QUE LA VARIANCIA DE SUMEDICION ES BCME,
CALCULAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN UNA MEDICION LA LONGITUD

QUE SE REGISTRE SEA

a. MENOR DE 195 CM
b. MAYOR DE 203 CM
‘c. COMPRENDIDO ENTRE 198 ¥ 202 CH.

a. P{X <195} = ? CON u = 200 CH Y ¢ = Jy 9 = 3 CM

g o 1957200 _ =5 _ g g7

PIX <195)=- P(2<-1.67}=0.0475=4.73%

b. 203 - 200 _
3

P(X » 203) = 1 - P(X £203)= 1-FP(Z<1) = 1-0,8413=0,.1587=15.87%

c. P{198 < X < 202) = ?

= 0,67

198 = 200 _ g 67, 7, = 202 - 200

3 3

P(198B< X <202) = P(-0.67< 2 <0.671=2x0.2486=0,4972=49.72 %

{z)

D.2486
0.2486

00,2514

—0.67—4 o fa.67
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TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

X .,X. , CON DENSIDADES DF

SEAN LAS VARIABLES ALEATORIAS X, Xy, .- ¥,

PROBABILIDADES ARBITRARIAS COUYA SUMA SE DENOTARA COMO W, ES DECIR

W=X,  + X_+ ,.. + X

1 2 k

ES POSIBLE DEMOSTRAR EL TEOREMA DENOMINADC TEOREMA CENTRAL DEI LIMITE,

CUYO ENUNCIADO INDICA QUE CONFORME AUMENTA EL NUMERO DE VARTABLES

INVOLUCRADAS EN LA SUMA ANTERIOR {AL AUMENTAR k), LA DENSIDAD DE

PROBABILIDADES DE W TIENDE A S5ER LA DISTRIBUCION NORMAL., ADEMAS

S5E PUEDE DEMOSTRAR QUE 51 TODAS LAS VARIABLES xl,xz, swry Xk TIENEN
DISTRIBUCION NCRMAL, ENTONCES, RIGURCSAMENTE, W TAMBIEN LA TIENE,

INDEPENDIENTEMENTE DEL NUMERC DE VARIABLES QUE APAREZCAN EN LA SUMA.

A PARTIR DEL TEQREMA DEL LIMITE CENTRAL SE DEMUESTRA GUE T.A DISTRI-

BUCION DE BERNQULLI SE PUEDE APROXIMAR MEDIANTE LA NORMAL CUANDO EL

NUMERO DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE {30 O MAas), CON
LO CUAL SE LOGRA UN AHORRO CONSIDERABLE DE LABOR NUMERICA EN LA
SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS. PARA MEJORAR ESTA APROYIMACTION,

CONVIENE EFECTUAR UNA CORRECCION POR CONTINUIDAD, LA CUAL SE JUS-

TIFICA Por USAR UNA DISTRIBUCION CONTINUA EN VEZ DE UNA DISCRETA,

SUMANDO O RESTANDO, SEGUN SEA EL case, 0.5 AL VALOR DE X QUE - SE

USE. POR EJEMPLO, SI SE DESEA CUANTIFICAR LA PROBABILIDAD DE QUE
nE 2000 ENSAYES SE LOGREN DE 3 & 6 EXITOS, LOS LIMITES REALES QUE

SE DEBEN USAR AL APLICAR LA DISTRIBUCION CONTINUA SO xl=2.5 Y

x2=ﬁ.5.
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EJEM-LO

51 LA PROBABILIDAD DE QUE FALLE UNA VARILLA DE ACERO AL APLICARLE
CIERTA CARGA ES5 DE 0,001, DETERMINAR LA PROBABILIDAD DE QUE EN

2000 VARILLAS PROBADAS FALLEN MAS DE DOS,.
USANDO LA DISTRIBOCION DE BERNOULLI SE OBTIENE

p[x>é] =1-P(Xx<2}) =1- (P[x=0] + P[x = 1] + Plx = 2]}=

2 040q.;
ano: 0.

2 000 2 000!

0 14955
(0.001)" (0.999) *T 961 1T *

=1 -ty (0.601) > (0.999)

2 Doo!

+ I"gggT—jTfﬂ.ﬂﬁl]zfﬂ.999]1993

}o= 06,3233

LOS CALCULOS WECESARIOS PARA OBTENER LA SOLUCION SON BASTANTE MAS
TEDIOSOS QUE LOS QUE DEBEN EFECTUARSE APROVECHANDO QUE EL NUMERG
DE REPETICIONES DEL EXPERIMENTO ES GRANDE, A FIN DE UTILIZAR LA
DISTRIBUCION NORMAL. EWN ESTAS CIRCUNSTANCIAS, LA PROBABILIDADL DE
QUE X<2 EN EL CASO DISCRETCO, EQUIVALE A LA DE QUE Xz2.3 EN EL

CONTINUO; AST

1
[

np = 2 000 x 0.001 = 2 (SE Ush Lz MISMAa MEDIA),

o = /opg = /% 000 X 0,001 % 0,999 = 1.41
- 2,5 - 2 ' 3
P{x<2.5] = P2z =Fy~| = P[2<0.355] = 0.6387

DE DONDE

P[x>25]= 1 - B[X<2.5] = 1 - 0.6387 = 0.3613

-
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EJEMPLO

EN UNA SERIE DE- 462 EXPERIMENTGS CON FINES AHTRDPéLDGICDSJCDHEIS-

TENTES EN MEDIR EL TAMARNO DE LA CABEZA DE LOS INDIGENAS RESIDENTES
EN UNA Z20NA TROPICAL, SE OBTUVIERON LOS RESULTADOS ANOTADCS EN LAS

DOS PRIMERAS COLUMNAS DE L&A STGUIENTE TABLA. SI LA VARIABLE ALEA-
TORIA "TAMARO DE LA CABEZA" SE CONSIDERA QUE TIENE DISTRIBUCIONM

NORMAL, &0OUE CANTIDAD DE .RESULTADOS SE ESPERARIA OBTENER ANTES DE

HACER LAS MEDICIONES, SI SE CONSIDERA QUE yu= X = 191.8MM y
a= s = §.48MM, DONDE x=PROMEDIO ARITMETICO Y ssDESVIACION ESTANDAR

DE L0OS DATOS?

_ 171.5 - 191.8 . _175.5 - 191.8_ ., ., _ _179.5-191.8
2y = §.48 -3.131 2, = §.45 2.51; %3=T17%
= - 180, ETC.

P(-3.13<2<-2,51) = 0.0051; P({-2,51<Z<-1.90) = 0.0227;

P{-1.90<Z<-1.28) 0.0716, ETC.

462 x 0.0051 = 2.4; 462 x 0.0227 = 10,5; 462 x 0.071s = 2323.1, ETC,.
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INTERVALO DE NUMEROQ DE OB- INTERVALD DE|PROBARILIDAD| FRECUENCIA
VALORES DE X, | SERVACIONES g Koy Plz. <7<z i=p |ESPERADA =
EN MM (frecuencia, f) 5 122523879 462 p
171.5-175.5 3 {-3.13)-(-2.51)| 0.p051 2.4
175.5-179.5 9 (-2,51)-(-1.90)| 0.0227 10.5
179.5-183.5 29 (-1.90)-(-1.28}] 0.0716 33.1
183,5-187.5 76 (-1.28)-(-0.66)| 0.,1543 71,2
167.5-191.5 104 (-0.66)-{-0,05)| 0.2255 104,2
191.5-195.5 110 (-0.05)- 0.57 0.2356 108.8
195,5-199,5 88 0.57 - 1.19 | 10,1673 77.3
199.5-203.5 30 1.19 - 1,80 | 0.0811 37,5
203.5-207.5 6 1,80 - 2,42 0.0281 13.0
207.5-211.5 4 2.42 - 3,04 0,0066 3,0
211,5-215.5 2 3,04 - 3.66 | 0,0011 0.5
215.5-219.5 1 3,66 - 4.27 | 0.0001 0.0
TOTAL: 462 TOTAL: 461.6
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PROBLEMA {. Las temperaturas registradas en un lugar a di-

versas horas son las indicadas en la siguiente tabla:

a)

b)

c)

d)

Takla 1
39.0 © 3200 11.%9 36.8
313.8 22,9 24,7 3.7
16.2 10.3 31.3 L 35.7
28.1 3.5, 33.8 32.1
"5.3 16.72 7.4 33.3
18,2 6.0 26.6 10,4
19 .4 16.3 16.1 3.3
31.9 §.0 7.7 20.8
19.5 4.5 25.4 3.1
21,2 28.2 390 23.5
35.1 1.1 24.2 5.6

Defina Jos intervalos de agrunamiento de los datos ante-

ricoras, '

Con 1lps eventos definidos en e] inciso a} elabore;una ta-

hia de datos agrupados;
Una tabla de distribucifn Jde frecuiencias.

Dibuje el histograma, el polIqono de frecuencias y la

curva de frecuenciai relativas acunuladas.



PROBLEMA Z: Se tienen les siguientes tiempos en segundos para

diversas operaciones de una pala meclnica.

CARGA MOV, 1. DESCARGA MOV, 2, TOTAL
25 ' 10 2 8 45
19 7 2 8 36
19 1w S 2 9 40
20 g 2 11 341
25 10 2 19 47
21 7 .2 B 38
21 8 2 10 41
26 10 _ 2 13 51
22 il 2 8 43
18 7 2 8 35

Se guiere reducir la variabilidad en tiempo total,

¢Cuil operacidn debe estudiarse como fuente principal de varia-

bilidad?

Solucidn:

Obtener X, 52, 5, vV para cperaciones de carga, movimiento 1

¥y movimiento 2



Operacidn de carga.

X %-X [X-I
25 3.4 11.56
19 ~2.6 §.76
19 -2.6 §.76
20 -1.6 2,
25 2.4 11.58
21 -0.6 0.36
21 -0.6 0.36
26 4.4 0 19.36
22 0.4 ~ 0.16
18 -3.6 12.96
216 0.0 co72.4
X = 3%%- = 21.6 Seq.
H 4
L. (X - P
g2 . i=1 _ 72.4
3] 10
2 2

57 = ¥.24 5ed.

§ = /7.24 Segz. = 2.69 Seg.

_ 2.69 seg. _
21.5 seq. 0.12

= |t



MOVIMIENTO 1
X %2 X - X (x - i‘}z
1o 1040 1.2 1.44
!
7 49 -1.8 3.24
10 100 1.2 1.44
B 64 -G.8 0.64
10 100 1.2 1.44
7 44 -1.8 3. 24
g Gd -0.8 0.64d
Lo 100 1.2 1.44
11 121 2.2 4.84
7 449 -1.8 3.24
B8 7095 a.0 21,9
= g4
X F g.B sey
N
L {X, - %) 2
2 i=1 _ 21,6 :
s i = =15 = 2.16 se?
S = v2.16 segld., = 1.47 seqg
- 1.47 seq. _
v B.E segqg. 8.17
O bien wusando
g2 _ ¥2 _ 32




796 _ .
10 = 79.6 Se? .
= 79.6 - (8.8)2
= 79.6 - 77.44 = 2.1% segz
MOVIMIENTO W 2
X x? ¥ - X (X - E}z
| 64 =-1.3 1.69
g 54 -1.3 1.£9
9 : ot -3.3 0.09
11 121 1.7 Z.82
10 100 0.7 0.49
10 ion O~ 0.49
13 . 169 a7 13.69
8 G4 -1.3 1.6569
8 64 -1.3 1.59
33 891 0.0 26.10
X = = 9.3 seq.
2
{Hi - %)
2 26.10 2
s N —lﬁ'——* = 2.51 E=l=1a




gl

S5 = /2.61 S5eg2.. = 1.62 Seq.
-5 1.62 Seg. _
v == 5.3 Seq. .17
X
O bien usando

52=22_q2

=2 _ 891 =

X" = 6 9.1

52 = g9.1 - (9.3)°
s? = g9.1 - 86.49

2.51 Seq-.

4y
H

Por lo tanto, las principales fuentes de variabilidad son los
movimientos 1 ¥y 2, ya que tienen el mayor coeficiente de varia-

cién, de 0.17.



17

DROBLEMA '3.- En procesc de control de calidad en una'fibrica de explo-
sivpg, se sach la sigulente muestra . aleatoria del veso de 40 cartuchos
de dinamita,

Pesc en gramos -

38. 4 38.3° o 36,1 9.8 ‘
3T 1 7.7 3i7.6 40.8 .
© 38.6 37.4 38.3 TRE
38.5 37.1 . 39,2 37.4
37.4 6.5 .38.7 |- 36.7
37.3 36.3 1,38.2 |1 35.31
T390 m.o'l 2 35.2j 19 39.-::]
r 37,7, 19,2 v, 38.8 |5 38.3°
39.5° 17.0 - 39.5 |14 36.9°
37.4" 3B.2 ;v39.2 |*.3B.8,

Usando los datos bisicos determinar media,rrango,” variancla, desviacién
estindar v mediana.

Rgrunar los datos vy trazar el histoqrama,) el poligono de frecuencias y
el voligono de frecuencias acumuladas. As) mismo calcular la media,rla
variancia, la desviacifn estandar v, la mediana.

[ 1]
. Loox¥i
a) MZDIA T L0 1522.90 Lo .
LI I R 40_ T =
k) - RANGO r R = 47,8 - 36.1 = 4.7 .
r n — 2
c} VARIRNCIA L- (¥ - X) »
T g2 | i= S 144.05 1.10

i ' * 40



d) DESVIACIOH ESTRHNDAR

1

n _ 5 ’ . .
5 "/:T iE1 (X3= X - ¥ 1.10 = 1.04%

[ X x-% |lx-m° ' X "x-% | x-%2
. 4 0.33 0.11 36,1 -1,97 3.80
37.1 -0.97 0.94 37.6 -0.47 0.22
38.6 0,53 0.28 38.3 0.23 0.05
38.5 0.43 0.18 39.2 1.13 1,28
17.4 -0.67 ¢.45 18.7 0.63 0.40
37.1 -0.77 0.59 8.2 6.13 0.02
39.0 0,93 0.86 36.2 -1.87 3.50
37.7 -0,137 0.14 28,3 0,73 0.53
39.5 1.43 2.04 39.5 1.43 2.04
37.4 -0.67 0.45 39,2 1.132 1.28
8.3 0.23 0.05 _ 39.8 1.73 2.99
a7.7 -0,37 0.14 : a0.4 2,73 7.45
37.4 -0.67 0.45 381 0.0 0.00
37.1 -0.97 0.94 37.8 -0.27 0.07
36.5 -1.57 2,46 6.7 -1.37 1.88
36,3 -1.77 3,13 38.3 0.232 0.05
38.0 -0.07 0.00 : 39.0 0.93 0.86
39.2 1.13 1.28 38,3 0.23 0.05
37.0 -1.07 1.14 36.9 -1.17 1.37
39.2 0.13 0.02 .8 |_0.73 0.53

t522.9 44.05




el

£}

MEDIAMA
K1 i7.4 ig.2 z.Aa
6.2 i7.4 38,3 9.0
35.3 at.4 3B.3 i9.0
16.5 7.6 1B.3 39.2
i5.7 Kiry) 4.3 39.2
6.9 37.7 aa.4 3g9.2
at.o 37.8 3.5 io.5
iz 8.0 389.6 39.5
7. 8.1 1B.7 3%.8
7.3 ig.2 la.8 40.8
M= 38,2
HISTOGRAMA
40
Mo. de Intervalos da clase = T " 8
.7
Ancho: 5 = 0.6
CLASE LIMITES EEALES
LIMITE DE [PRECUENCIA] INF. sSUP.
g, - l6.b 4 B .05 16,65
a7 - 37.2 S 565 17.25
37r.3 = 17.8 ] a7.25 i7.85
37.9 - 39.4 9 37.85 38.45
38.5 « 39.0 7 38.45 19,05
igs.1 - 19.6 5 39.05 39,65
9.7 - 40.2 1 39.65 40.25
40,3 - 40.B 1 40 .25 40 .85




g) POLIGOHC DE FRECUENCIAS

*

FRECUENCIA
MARCEHL DE CLASE |FFECUENCIA | RELATIVA
36. 135 a4’ 0,100
35.95 5 - 0,125
17.55 B 0.200
38.15 g 0.22%
38.75 ? 0.175%
39,35 L} 0,125
39.95 1 0.025
40.55 1 0.025
E = 1.000
h} FHEECUENCIAS ACUMULADAS
LIMITE REALIFRECUEN{ITN FRECUENCIA

SUPERIOR | ACUMULADS

RELATIVR ACUMULADN

36165 4
37,25 9
37.85 17
38,45 26
39.05 33
39.65 8
40.25 39

40.85 40

0.1
0,225
0.425
0.650
0.B25
0.950
0,975
1,00

10



i} MEDIA

3} VARIANCIA

s
. L ®
g- 5% D20 . 3s.06
NMARCA DE CLASE| FRECUENCIA | x£
X £
16.35 4 145,40
36.95 5 184.75
37.55 " 8 300, 40
38.15 3 343.35
39.75 7 271.25
39,35 5 196.75
39.95 1 39.95
40.55 1 20,55
K _ 2
2 iE1 £, - R T 036
M 40 :
| MARCA DE TERECUENCIA }' . ' 5 ' 2
CLASE X £ X -F% | (x-2% [fix -0
36,35 a -1, 1 2,92 11.68
36,95 5 -1, 41 1.23 6.15
37.55 8 ~0.51 0.26 2,08
38.15 9 0.09 0.0% 0,09
38.75 7 0.69 0,48 3,36
39,135 5 1.29 1.66 8.30
39.95 1 1.89 3.57 1.57
40.55 1 2,49 | 6.20 2.49
31,42

11
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k} DESVIACICH ESTAHNDAR

g
1y MEDIANA
/2 - Fys
MHed = LH + f— dl“l
M
) 20 - 17
= 37.8B3 + t_g-—-j— x D.&6 = 18,05
— T -~ -
N F 'Iru"+ ! !'TL‘ T e M
-+ =" ae ' i- - ?
. \
- I .
. - [
N 1 ¢ N '
' e s reot
- (] . 3 J ¢ ©
T * o L -
. ¥ 1 : P
r -



Frecuvencias

10

| 4

Histograme

Poligono de frecuencias

13

3803 v B 35 40 4]

Histograma y Poligonc de frecuencias
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PROBLEMA 4

Datos Bisicaos

lbs.

16,350
5,300 .
9,600

10,390
9,400

19,600

10,100
3,900
9,500

10,200
9,300
9,550
9,550

10,500

10,200

pDatos Ordenados

lbs.

9,300
9,300,
g,40%
9,500
9,550
9,550
9,600
9,909
10,100
10,200
lﬂ.Zﬂﬂ
10,3400
10,2350
10,500

10,600

h
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Agrupar, efectuar la transformacién Y = X - 12,000 y calcular

X

a partir de Y.



Y - K __;-lﬂ;UﬂD- ' [T}

_ Tabla 1.
{Agrupamient¢ arbitrario)
Limites . M. C. F Y Y
9300 - 8500 4,400 4 ~600 |'-2400
9500 - 9700 | 9,600 [° 3 | -400 | -1200
hll" Nl N I-!"
5700 - ‘9900 | 9,800 1 | -200 [‘2%200
9900 - 10100 10,000 1 0 Los Py
I A aca. o
10200 - 10300 | 10,200 3 200 600
' FLl-1 n : . - Lo
10360 - °10300 |, 10,400 2 400 wdig o
E‘ﬂﬂ [r ) 1
10500 - 10700 10,600 1 600 | 600
totert ' 15 .| ‘1800
! ~r o G lr [
' }
. ooy At : -Lf ¢
Y = - lE%9, = - 120 X =7+ 10F000
p‘t]; .lI . ' -J'_ H
_ L ‘D'I- ) -
X = -120 + 10,009 = 9880 1b
L

-
O, . .

A continuacifn encuentre ¥ para los mismos datos usando

=

¢ - i- Cl
3 T 'l:" i
2
con Cl = 10,000 iMarca de clase}
C. = 200 fancho de intervalg)



, TABLA II
Limites M. C. £ | ¥ YE
9300 ~ 9500 9,400 4 -3 -12
9500 - 9700 9,600 3 -2 -6
o700 = 9940 5,800 1 -1 -1
9500 -10100 10,000 1 0 0
10100 -10300 10,200 3 1 3
10300 -10500 10,400 2 2 4
Fl L]
10500 -10700 |[; 10,600 1 3 3
] 15 _9
]
X.- 10,000 '
Y = 26n (c, = 10,000 , C, = 200)
, N
L
’ fy
- - 7 o i=1"i"1
¥ = T7E- 2.6 — ¥=—g
X =C, Y+ Cy
X = znn'{-n.ﬁi + 10,000
X =-120 + 10,000 = 9880 1b

(Coincide con el resultado de la pigina anterior)

Usando el m&todo corto obtener la variancia y la desviacién estln-

dar de los datos de X.

_ X =~ 10000

¥ = T¥%5%

17



M.C. £ Y YE y? 2¢
9400 4 -3 | -12 9 16
9600 3 S 4 12
9800 1 -1 | -1 1 1

10000 1 0 0 0 0
10200 3 1 3 1 3
10400 2 2 4 4 8
10600 1 3 3 9 9
15 -3 28 69
N
. =1 Yify - . g
P v
z Yif
g2 = g - 5% =
si =72 - ¥ = 4.6 -{-.5?2 4.6-0.36 = 4.24
2
como Si = S% -+ Ei = C% Sfr
€2
s2 = (2000%(4.24) = 169,600  Seg
. sx = /169,600 segZ = 411.83 lk
v o= 23X - A11.83. 4 pyqes

X 9880

ls
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' z
X L F Y £y oy y ¥
G20 O 2 - /< - 2/ 9% 3¢z
G0 0 / - /2 - 2 % R4
G Jo0 / -/0 - /0 sO0 YR
@550 2 - 92 - £ /6 Z
Y5232 / s - /4 6+ 5 ¥
gi22 / - 2 -2 74 v
/0 r0° / z 2 of o
/2 eted Z o ¢ /a 32
/030° / e b 34 2z
/2350 / ? # 47 ¢ 3
77 500 /s iy, e /o0 ,»*::f::ﬂir
70630 / 772 /2 Y P
/ ".—"z',.._ -_:7,:[_:_ /227
- X - /ﬂ 290 _ fj:: —/gaes . . ‘f‘u’aajﬁg‘:’fﬂa*!’z
= = e );- :{_ﬂ = . Yz e
— =
e —— =
Y=
= X o 1529 = X = S0r # /8 000
. Lo _
X=50(-3)rr0 voas FF50
— 123 2 _ T oo ¢
yr==rm = g2 ; ss Y Y P7-(-3=173
_z S 2 .2 .
= = = = = o
Sy 0 > 5 T I05, =2000x73=/07 50

SX = V/oofjﬁlaﬁ < 9_1?7?2

.= L2722 . 3
C-‘V.K. W ‘!/ #Z
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PROBLEMA 5 .

20

-
1

r

FARA LA SIGUIENTE SERIE DE TIEMPCS, DETERMINAR

LA RECTA DE TENUDENCIA GENERAL, MEDIANTE EL METODO DE DOS PRO-

HEDIOS.

|

il

ARO Y
1960 £1.2
61 58.3
62 67.1
63 69.2
64 6B.9
€5 76.1
66 75.9
67 B2.0
68 80.1
69 B8.5

L =1324.7



80

80

70

&0

30

21

i T T — i — G ¢ — — R | B i — —— —— 1y = —

€4.94
I
|
|
|
|

'
1
.
1

L ] L L 1 1 1 1
1960 1956 1962 1963 1564 . 196% 1966 . 1967 1968

\

[
1969
ANO



PROBLEMA 6. La tabla A contiene 20 parejas de datos donde:

Yi = Contenido de agua determinado por un método convencional.

X,

" Contenido de agua por método I.

Mediante el método corto obtener la recta de regresidn.

TABLA h
Y X
62 58
47 50
19 17
.
15 17
| es 68
28 24
63 60
37 35
20 7n
9 5
64 69
56 57
53 54 SR s
2 5
49 48
53 50
15 14
22 20
13 13
o 34
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TRELA [E QNTID

X .
- 0.5-10.5 10.5-20.5. | 20.5-2¢.5- | 30.5-40.5 | 40.5-50:5 50.5-60.5 &0.5-70.5
J I
0.5-10.5 s g . f
2’ l |
i . ‘
10.5-20.5 o7 ;o L '
4" 11
. I 1 l -
20.5-30.5 ! ! i
) 1 1 |
30.5-40.5 Y |
2
40.5-50.5- /4
zr
!
50.5-60.5 : ./ R/
i ! . 1 2
T
60.5-70.5 14 i
2 v




2,

) . 2 2
X ' ' 1
5.5 15.5 | 25.5 | 35.5 | 45.5 { 55.5 | &5.5 | £ Y' | ¢ Y £Y £ '
¥ y ¥ y “iny
5.5 2 21 -3 -6
¢ 15.5 4 1 5 | -2 | -10
25.5 1 1 2 -1 -2
35.5 2 2 0 a
45.5 2 2 1 2
i 55,5 1 2 3 2 6
65.5 2 2 1 3 12
f 2 5 2 2 J 1) 2 20 2
X
X -3 -2 -1 0 1 2 3
U=ando-
£ X' ~6 -16 | -2 0 3 8 6 | -1 . X-g Y-C
. ¥ = ; Y_ =
. e €4
X-z ! "
z xarz 200 Cl ={, = 35.5
i
T ¢, =¢, =10
f. Wy . ]
_ X - 35.5
’E , X .10
=1 L flxi: -1
X == == = -0.05 - . _ ¥ - 35.5
. 20 Y=
i i 2 o a.10
Y === 490 ~ %




25

X 2
5.5 15.5 25.5 35.5 45.5 55. 5 65.5 £, £ £ ¥ iy
5.5 | 92|18 2 -6 18 18
15.5 ald1e | 212 5 -19 20 18
25.5 212 1|11 2 -2 2 3
35.5 0|2l 2 0 0 0
45.5 112{2 2 2 2 2
55.5 2 il al2ls 3 6 12 10
65.5 6l2j12 | 9|2hrs8 4 12 36 30
£ | 2 5 2 2 3 4 2 20 2 90 81
x' -3 -2 -1 0 1 2 3
£x' | -6 -10 -2 0 3 8 6 -1 iy XY =8l
x 2 9 4 1 0 1 4 9 Hy =7
x| 18 20 2 0 3 “16 | 18 77 Bf, ¥ = 90
wx'y' 18 18 3 D 4 20 1B 81
= % 3.85 = g—g 4.5
2 %% o 3.85-(-0.05)2 = 3.847; si._ = 4.5-¢r = 4.49




Ademis

26

N : e T |
15 £, XY -X ¥ &5
Cja=p DY LA Cy {
m = —
7 g,
X
C,=Cy=10 ; N = 20
X' = -0.05 . Y =0.10
2 _
Sy = 3.847
k .
I £ XY, =8l
i=p ¥ 12
B1
- Gg = (009 (0.1)10 4 ooe o
3.847 "

{3.847) {10}

Cc, =C, = 35.5

1 - %
X = ::25:"' +C, = 10(-0.05) + 35.5 = 35
¥=IC4T' +Cy= 10{0.1) + 35.5 = 36.5

b=Y -m{ = 36.5 - (L.05)(35.) = ~0.25

1.05 ¥ - 0.25

o
I



Para estos mismos datoa obtener la ecuacifmn de la recta de regqresifn sin

aqrupar los datos,

X Y XY XE
58 62 3596| 3364
50 47 2350 2500
17 19 323 289
17| 15 255| 289
60 65 4420 4624
24 28 672 576,
60 63 3780 3600
35 27 945| 1225
21 20 420 441

g 9 81 g1"
69 64 a416! 4761
57 56 3192{ 3249
54 53 2862 2916

5 2 10 25
48 49 23521 2304
50 53 2650 | 2500
14 15 210 196
20 22 440 400
13 13 169 169
34 35 1190 | 1156

723 717 34,333 34,665

27



i

| |

=l

R
w2 _ 2
= 20
N
T
-1 Y1
_ i1t mg7
N
EoX,
i=1 723 ©
== 5 = 36.15
N
roxy, =333 _ 196
L i1 20
i=1
N,
E X
_i=1 ' 34665
- N 20

1733.25

171§ - 35.85(36.15)
1733.25 - {36.15)2

1716 — 1295.98 . 420.02 _

179308 — 1306.827  ~ 436.43  0-°8

¥ - mX

35.85 - 0.98(36.15) = 0.42

1

0.98 X + 0.42

28



PROBLEMA 7. PARA LOS SIGUIENTES DATOS, AJUSTAR UNA PARABOLA POR

EL HETODO DE MINIMOS CUADRADOS.

ARQ Y
1850 23.2
1860 31.4
1870 39.8
1880 50,2
1890 62,9
1900 76.0
1910 92.0
1920 105.7
1930 122.9
1940 131.7
1950 151.1

usanNDo  t' = —E—ZT%EEE tc; = 1900, <C, = 10]



30

Y
i

ASIO t' Y er? % grd ey erly
1850 -5 23.2 25 -125 625 -116, 580.0
1860 -4 31.4 16 - 64 256 ~125.6 | 502.4

. 1870 -3 | 39.8 9 - 27 81 -119,4 | 358.2
1880 -2 50,2 4 - 8 16 ~100.4 | 200.8
1890 -1 | 62.9 1 -1 1 - 62.9 | 62.9
1900 o | 76.0 0 0 0 0 0
1910 1 92.0 1 1 1 92.0 | 92.
1520 2 | 105,7 4 8 16 211.4 | 422.8
1930 3 | 122.8 9 27 B1 368.4 [ 1105.2
1940 4 | 131.7 16 64 256 526.8 | 2107.2
1950 5 | 151.1 25 125 625 755.5 | 3777.5

¢ { 686.8 110 0 1958 1429.8 | 9209.0

L J— . ! =
£t} = 0 rely, = 1429.8
Iy, = 886.8 1t'%Y = 9209.0
Itl = 110 N = 11
Et!” = 0

1L

= 1958




RECORDANDOD QUE:

SE TIENE QUE:

DE LA EC 2:

MULTIPLICANDO LA EC 1 POR 10 Y RESTANDOLE LA EC 3:

2

byt + b It + b,It® = 1y
b It + b, Et® + b.It> = It
o 1 2 Y
2 3. 4 2
boEt” + b, Tt” + bore" = 1ty

llbﬂ + ﬂbl + 1lﬂb2 = B86.8

Dbﬂ + 110b1 + Db2 = 1429.8

110k, + 0Ok

.
+ *ESEbz

llﬂbl = 1429.8

b, = 13.0

1

110by + 1100b, = 8868.0
-110by - 1958b, = -3209.0
—Bﬁé.bz = 341.5

L oan
by = gz5 =~ 0.39744

3l

{1)

(2)

(3)



SUSTITUYENDO EN EC 1:

1lb{) + 110{0.39744) = BB6.8

llbﬂ = 886.8.- 43,72 = 8413.08

_ 843.08

9 = i1 = 76.6436

POR LO TANTO:

Y = 76.6436 + 13.0 t' + 0.3974 £'°
DONDE EL ORIGEN £ = 0
CORRESPONDE A ] ti = 14009
£} -5 -4 3 -2 -1 0 1 - 2 3 4 5

X 185¢ 1860 1370 1880 1890 1900 1910 1920 193¢ 1940 1950

¥ 21,58 31.00 41.22 52.23 64.04 76.646 90.04 104.23 119.22 135.90 151,54
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PROBLEMA 8, PARA LOS DATOS DE X y Y PRESENTADOS MAS ADELAN-

- TE, AJUSTAR HEDIANTE EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS UNA CURVA DE

i

LA FORMA Y = ab, DONDE a y b SON CONSTAHTES.

SACANDC LOGARITMOQS BASE 10 A AMBOS MIEMBROS:

log Y = log abX

log ; = log a + log Lx
log Y = lmgla + X leg b
HACIENDO | . g' =Ilog §
b' = 1locg a
m = 1log b
SE TIENE: Y' = b' +m X

RECORDANDO QUE PARA UNA RECTA AJUSTADA POR MINIMOS CUADRADOS SO

TIENE:

=
I
-
o
H
Lo
1
=
-




Y Y' =log Y | X X2 Xy"
32 1.5051 : 0 ‘0 o
47 1.6721 1 1 1.6721
65 1.8129 2 4 3.6258
92 1.9638 3 ;) 5.8914
132 2.1206 4 16 - 8.4823
199 2.2788 5 25 11.3938
275 2.4393 6 36 14.6358
£ 13.7926 21 91.9 45.7014
¥ = 134%335 = 1.9704
- 21
=% =3
x2 = 2L 2130

45.7014
T2222S - 3(1.9704)
- 0.1544

13-(3)°

1.9704 -0.1544(3) = 1.5072

o
i
il
i
=)
E
|

RECORDANDC QUE:

m=1log b, b =203 a1 4269

b* log a, a = lﬂl'SG?z w 32,1514

32.1514(1.4269)%

i
I
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PROBLEMAR. O

Calcular mranedios mSviles centrados de orden 4.

Pranedio mfvwil
AR Y zurﬁmdin mdﬁ?l centrado
1955 50
1956 36.5
43.5 :
1957 43 . 42.12
—| 40.73
1958 44 .5 40,093
41,13
1959 38.9 39.83
—| 3B.53
1960 38.1 37.80
-t 37.08 .
1961 32.6 37.43
37.78
1962 38.7 3B.16
18.52
1963 41.7 . 3RB.68
- 38.83
1964 41,1
1965 33.8
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PRODLEMA 10, Como resultadc del censo habitacional en una ciudad, se de

termind que ¢l niimerc anual da edificios congtruideos en ella de 1956 a

1965 fueron los indicados en la siguiente tabla. Determinar la tendencia

de construccifin medianta ﬁrumudius mbviles cde orden 3, 4 v 8, y mediante

los métodos de dos promediocs y minimos cuadrados

entoy dog filtimos cascs),

FROMEDIOS MWILES

ftendencla lineal en -

Ah0, T|pdificios|Prom. mév.| Suma Suma |Prom. mSv.j Prom. obv.] Prom. mdv.
x 1G3, Y orden 13 orden 4| orden 81 orden 4 jcant. ordenlcent. orden
8 4
1956 5.3
1957 5.2 5.4 5.6
1958 5.7 5.7 5.7 5.65 .65
1959 6.2 5.9 22.4% 45 .3 &.0 5.30 5,85
1960 5.4 6.3 22.9 47.2 €.1 6.20 6,15
1961 6.6 6.4 24.3 49.6 6.5 6.40 G6.40
1962 6.7 &.7 25,13 £1.3 ?.D_ 6.5 &.75
1963 6.9 7.2 26.0 54.1 7.4 T.20 T30
1964 7.9 T.4 8.1 ST.7
15965 8.1 29.6
BOS PROMEDIOS
1a. parte = #——EE.:,'L- = .84
6.2
- = 7.2
Za. parte 5




MINIMOS CUADRADOS

b

= T - 1856

X ¥ Ay %2
o (195&) 5.1 a Q
1 (1957 5.2 5.2 1
2 {1958 5.7 11.4 q
3 {19549] .2 186
4 (1960) | 5.8 21,2 16
5 {1961) " 6.6 31,90 25
G (1982) 6.7 40, 2 36
7 {1963) 8.9 48,3 49
B [1964) 7.9 61.2 64
& [(1955]) 8.1 72.9 B1
15 64.4 116.0 285
Loiey = 306 %2 = 28,
- 6.44 N
X¥ = 29.0
31.6 - 23.0 )
35,5 — 20.25 0.315
¥y - mx = 6,44 - 1,42 = -5.02-

3 w 0.315 x + 5,02

5

P
- amd

38

4

La recta de regresibfn se calculari con un cambio previc de variable:



{x 10%)

de ediflclos

/AT
Y
1 |P.l|l. orden 8

PM, orden 4

r

Numerg

]
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PROBLEMA 11, Con los siquientes datos, efectuar un andlisis de correlacifn

== de X con Y, Y coon

i

cudl predomina,

YB Y Ccomparar: Pyya COR p}{YB para determinar

x--.- x-u-Y{:-Hu .-...-T.YE — -
12 5.27 5.77 - -
18 5:.68 5.04 .
24 6.25 6.99 )
30 7.2 7.29 o

: 3% ; 8.02) ess | .o f
4z g.71| 8.9 e
44 8.42 9.0

-] )
Solucién: . - oo -

i=1

-,

N OB L L Su -9l
5 = " E _i_____ . g = I 1
x N o ¥ . N

Coy jancia: 5 =
va:_::. Xy =

-

N Exi-xl {yi - X)

z

i

L]

N

i=1"

Creficiente de correlacifn:

p



X ¥ (X, = %) (, - %) (x, - %) (t; - ) %, - Ny, -H

12 5,27 -17.43 -1.81 303.8 3.28 31.55

18 5.68 -11.43 -1.4 130, 64 1.96 16.0

24 .25 - 5.42 -8.3 29.48 0.69 4.51

10 7.2 0.57 0.12 .32 0.01 0.07

6 8.02 £.57 0,94 43.16 0.88 .6.18

42 8.71 12.57 1.63 158.0 2.66 20.44

44 8.42 14.57 1.34 212.28 1.80 19.52
P06 { 49.55 877.68 11.28 58,32

- 206 _ 2 _ 877.68 _ 2 _11.28 _ _ 98.32
X =52 = 20.43 S, 5= = 125.38 =5 =16l 8w S
T~ 33:9% _ 908 s, = 7125.38 = 11.2, J1.6L = 1.27

B

)

o 14.05
Yo 11.2 X 1.27

= 0.38777

= 14.05

1



= = 2 32 = —
x [y & - ¥ -9 %, - X) (v, - D % -0, -9
12 | 5.77 [-17.43 ~1.65 303.80 2.72 28.76
8 | 5.04 [-11.43 ~2.38 130. 64 5.66 - 27,20
24 | 6.99 |-5.43 ~0.43 29.48 -0.18 2.33
30 | 7.38 | o.57 -0.03 0.32 0.0009 -0.02
3% | 8.88 | 6.57 1.46 43.16 2.13 9.50
a2 | s.90 | 12.57 1.48 158.00 2.19 18.60
44 .00 14 .57 1.58 212.28 2.80 23,02
206 | 51.97 877.68 15.38 109.48
T=206 3943 §2=877-68_ 45538, s2=1538. 5, 5 10248 _ 5 o
7 7 ¥ 7 Xy 7
= _ 51.97 _ _
¥ =220 =742 s, = /ABIB=11.2, 5 =/22=1.48
15.64

nyﬂ= (11.2) {1.48)

g = 0.94333 <« pru

XyE

Ly



. PROBLEMA 17, Los resultados de probar 10 vigas de madera son los siguien-

tes:
Calcular L recta de regresifn y var}ancins, explicada e inexplicada.
X en Kg.| & en om
950 0.33
1050 - 0.37
750 0.28
900 0.30
0 0.27 -
650 0.28
950 0.35
850 0.40
600 0.26
700 0.29




X Y X-X Y-Y (X =Xy - ¥y {xuilz {Y-?'}z
950 | 0.33 | 140 017 2.38 ' 19,600 0.000289
1050 | 0.37 | 240 .057 13.68 57,600 0.003249
750 | 0.28 |- 60 - .033 1.98 3,600 (. 001089
300 | 0.30 90 ~ 013 - 1.17 8,100 0.000162
700 | 0.27 |-110 - .043 4.73 12,100 0.001849
650 | 0.28 |-160 - .033 5.28 25,600 0.001089
g50 | 0.35 | 140 .037 5,18 19,600 D.001369
gso0 | 0.40 40 .087 3,48 1,600 0.007569
600 | 0.26 |-210 - .053 11.13 44,100 0.002809
700 | 0.29 [-110 - .023 2.53 12,100 0.00052%
8100 | 3.13 49.20 204,000 0.02001
— 8100 49,20
" o —— = . - = 4
X = S5~ = 810 Kg Sy ™ 6 52
= 3.3 _ 2 _ 204,000 _ _
¥ = o - 0.312 om. Sx =5 20400, SX 142_83
2 _ 0.02001 _ _
S, = —qg5-— = 0.002001, s, 0.04473
4.92

Puy = TI42.83) (-04a7%y ~ +170L

1%



m-%w%-mﬂmgﬁ%%TEMMﬂl
be¥ —mX
b = 0.313 — 0.000241(810)
b = 0.11779 & 0.118
¥ = 0.000241 X + 0.118
La m.w.rv:ia da la estimacisn S;IK serd
S;Ix - Sitl-piyl

2 [, 2
Sylx = (,002001 L_f - {G.7701) ::] = 00.000814

2 2. .2
Pero 5% e 5f 45
y vy Sylx !

.por lo que

2 2 2
p - = ).002001 -~ 0.000814 = 0.C011B7



PROBLEMA 13.

OBTENGA LOS PROMEDIOS MOVILES DE ORDEN 5 DE LOS

DATOS SIGUIENTES:

SUMA PROMEDIQ MOVIL

ARO ¥ 5 afics 5 afios
1559 50.0

1960 36.5

1961 43.0 212.9 42,58
1562 . -44.5 201.0 40,2

: 1

1943 38.9 197.0 | 39.4
11964 38.1 192 BQ 38.56
1965 . 2.6 190.90 g, o
1966 38.7 192.2 38.44
1967 41.7 187.9 37 .58
1968 ai.1 |

1565 33.8

45
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‘LA REPRESENTACTON SERA

63

I
64

67

L

O

&2

&1

1
1959 &0

35.IJI—

F Y-8 ] o

300

ARD
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PrOSLEMA 14,-Los datos nreseﬁtadns en la tercer columna de la tabla si-
guiente corresnonden al consumo mensual de energia eléctrica durante los
afics de 1960 al 1963, en clentos ds nmiles de Ww/h. Calculﬂr'la componente
.estacicnal wara cada mes,.determinandc a la tendencia, T, mediante el mg
foﬁu de minimos cuadrados, tomando comos valores da Y a los nromedios men

suales de consume de cada Afc.

SOLUCTION :Determinar la recta tomando come origen al tiemmo peodio de -~

/
1960, al cual corraevonde el promedio del consumo de'ese ado.

L

; Afia, t ¥ Lty £
0 4.08 0 o .

1 5.84 5.88 1

2 6.48 | 12.98 4

3 7.08 21,24 9

L=g 24.32 | 40.08 14
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T =6/4=1.5, "y = 24.32/4 = 6,08
L Ter = 10,02 , t? = (474 = 3.5 , o2 = 3.5 - 1.57 = 1.25
e Ity - ty '
o ) 10.02 - 9.12 0.72
" ::rt2 ' 1.25 *

=Y~ = 6.08 -0.72 x 1.5 =5

" Con origen en enero de 1960, y con el tiem»o an medes la recta resulta mer:

T=0,72 {t-0.5} F12+5 0,72 x 0.5

‘T = 0,03 ¢ + 4.64



A% | HES | CONSUND | BURA | PROMEDIO | TORCENTATE T

‘f Otk | BERE| 2 | T [ FT

E 5.0 105.6| 4.67 | 493.2| 101.4

F 4.9 102.4| 4.73] 484.4] 101.2

" 4.7 95.4{ 4.79| 476.1| 98.7

A 4.4 . 95.5! 4.85| 463.2| 95.0

ol ¥ 4.0 a 91.9| 4.91| 461.0| 36.8

L 3 J 4.2 91.5| 4,97 454.8 92.3
S 4.1 4.9 83.7 87.1| 5.03| 438.1| 93.6
>l a 4.5 5.0 90.0 90.7| 5.09| 481.7| 97.5

s 4.9 5.1 94.1 98.4| 5.15| s06.8| 94.7

0 5.5 5.2, 105,89 106.7] s.21| 555.9| 3.9

t 5.9 5.3 11.3 112.2| 5.27| 591.3] 9.8

D 6.5 58.5 5.4 120,4 117.4| 5.33| 625.7} 103.9

R 6.0 59.5 5,5 109. 1 105.6] 5.39| 569.2| 105.4

F 5.8 60.4 5.5 1055 102.4 | 5,45/ 558.1| 103.9

M ! 5.8 61.5 5.6 193.6 95.4| 5.51| 547.7] 305.9

A 5.4 62.5 5.7 94,7 95.5| 5.57| 531.23) 101.5

| 5.4 | 63.9 | 5.3 93.1 93.9| 5.63| 528.7| 102.1

@ g 5.3 65.0 5.9 59.8 91.5| 5.63| 520.6| 101.8
9w g 5.1 | 66.0 | 5.9 86. 4 87.1| 5.75| 500.8| 101.8
I 5.4 | 66.9 | 6.0 30.0 90.7| 5.81{ 527.0{ 102.5
~“| s 5.8 | 7.9 6.0 96.7 98.4| 5.87| 577.6] 100.4

0 6.5 | 68.3 ] 6.0 108.3 106.7] 5.91) 632.7] 102.7

2 6.9 69.9 6.1 13,1 112.2{ 5.98] 672.1] 102.7

D 7.2 70.6 6.1 113.0 117.4} 6.05) 7103} 101.4

s 6.5 FAT 6.2 1204.8 105.6] 6.11] &45.2 1007

P 6.4 71.7 6.3 101.6 102.4| 6.17| 631.8| 101.3

H 6.1 72.0 6.3 96.8 99.4| 6.23] 619.3]  98.5

A 6.1 72.7 6.4 95.3 95.5] 6.29} 600.7] 101.5

M 6.0 73.3 6.4 93.8 93,9 6.35| 596.3| 100.G

ol 5.9 72.9 6.5 90.8 91.5| 6.41| 586.5| 100.6

N 5.9 74.7 6.5 50,8 87.1| 6.47{ 563.5| 104.7
% o B 6.2 75.5 6.6 93.9 90.7| 6,53| 592.3| 104.7
jol I 6.7 76.4 6.6 101.5 9R.4| 6.59| 648.5| 103.3

o 6.9 76.8 | 6.6 104.5 106.7| 6.65| 709.6] 97.2

i 7.3 77.2 6.7 109.0 12.2| 6.71] 752.9] 97.0

D 7.8 1.8 6.7 16,4 117.4] 6.77{ 734.8 94.1




ARO | ims COSUHO { suea PROMEDIO | PORCENTATE I R v | gr | FreCl
CENTRADD | DIO MOVIL
3 7.0 78.1 6.8 102.9 105.6 [6.83 |721.2 | .97.1
F 7.0 78.9 6.9 101.4 02.4 {6.89 [705.5 | 99.2
M 6.8 79.6 | 6.9 99.6 99.4 |6.95 [600.8 | 98.4
_ A 6.3 79.8 7.0 30,0 95.5 [7.01 |669.5 § 94.1
e M 6.5 80.3 7.0 52.9 93.9 [7.07 les1.9 | 97.9
% f I 6.6 81.0 7.1 33.0 91.5 |7.13 |652.4 | 101.2
™ J 6.7  81.9 87,1 |7.19 |626.2 | 107.0
~ A 7.0 | 82.6 90.7 '7.25 |657.6 | 106.4
s 7.2 83,1 98.4 -7.31 |718.3 | 100.1
0 7.5 83.7 106.7 [7.37 [786.4 | 95.a
W- 8.0 84.4 112.2 [7.43 {833.6 | 96.0
D 8.3 84.9 £17.4 |7.49 [879.3 | 94.4
R O T WO [ | D
=E 109, | 104,8 | 102.9 104,8 105.6
T 105.5 | 101.6 | 101.4 101.6 102.4
VAP, 103.6 | 96,3 | sa g 98.6 99,4
. R3R 94,7 | 95.3 {. 90,0 54.7 95.5
i Ay 93,1 | 93.e | 92.0 93.1 93.9
JUm go.8 | 90,3 | 93.0 90.8 91,5
aut, 83.7 | 86.4 | %0.8 66.4 87,1
AGo 80.0 | 9v.0 { 93.9 90.0 90.7
SED 94,1 | 96.7 }101.5 96.7 93.4
ocT | 195.8 j108.3 |104.5 105.8 106.7
oy 111.1 113.1 3106.0 111.3 112.2
prc | 120.4 [118.0 [116.¢ 116.4 117.4
902 17000
1200 1.0092

199,23
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DROBLEMA 15.- En la tabla siguiente se presentan los valores del produc-

to nacipnal bruta, de 1950 a 1960.

Calegular:

n) Los indices simples, tomands ¢omo afo hase &
1958 v 1955,

bl Los Indices ealabin

¢} Loz Indices simples a wartir de los Tndices es-
labdn, para los ahos base 1950 y 1955,

Fuente: Cimara Macional da la Industria
da la Construccibdn. Ponencia -
r Ho. 3. “"La demanda v la planea
L cién de la Industria de la Cons -
trucceifn en MBxieco".
Bustamante J. ¥ Esgobedo R.

AT

Valor del Producto
Macional Bruto

3

1950
1951
1952
1933
1954
1955
1956
1957
1958
18955
1860

41
52
59
58
72

51



a) Indices simoles con afds bame 1950:

L - R - T - - -

1950
1951/1950
1952/1950
1953/1950

.1954/195¢

1955/1950
1956/1950
1957/1950
1958/1950
195971950
1960/1950

52741
39./41
58/41
12/41
B7/41
99/41
114/4%
127/41
136/41
154 /41

Indices simmles con a%io base 1835:

L R - T =T R I B 4

1650/1955
1951/1955
1952/1355
1953/1355
1954/1955
1955

1956/1955
1957/195%
1958/1955
1958/1955
1960,/1955

41/87
52/87
59/87
56/87
72/87

93/87
114/87
127/87
136/37
154/87

100
126

143,
141,
175,
212,
241,
278,
309,

in
375

47,
59.
&7,
66,
82,
100.
113,
131,
145,
156,
176,

.8

(=N U N I - R I T -
R B R L " R

o7
.6

1
7
B
6

D w9 a0

E N N N R Y

52



b) Indices eslabdn:

R - T - R

= o

1951,/1950
1852/1951
1853/1%52
1954/1953
1855 /14954
1956/1955
195771956
1958/1957
1959/1958
1960/1559

©¢] Indices simples con afic base 1950:

1550=1,

00=100%

1951=1,00x1.268=126. 6%
1952=] . 00x1,268x7,134=143,9%

1953=1,
1954=1

1955=1,

1956m1
1957=1.
1958=1
1959=1
1960=1,

00x1.2608x1,134x0,
L0x1 . 26Rx1
00x1.268x%1.
L00x1.268x1,
OQx1,268x1.
00x1, 268x1,
-00x1.268x7.
00x1.268x1.

134x0.983x1.,

134%0.
134x0,
134x0.
134x0.
134x0
134x0

9H3x1.
Sa3x1,
983x1.
983x1.
S983%1.
LOBA%1.

983m141.5%

53

= 52/41 126.8 &

= 55752 = 113.4 %

= S5R/59 = 9B.3 %

= V2/58 = 1:4.1 %

= 87772 = 120.8 %

= 99/87 = 113.7 %

= 114/59 =" 115.1 &

- 1277114 = 111.4 %

= 136/127 = 107.0 %

= 1547136 = 113.2 &

241=175 6% -

241%1,208=212.2%

241x1.208x1.137=241.5%
241:1.208x1.13?x{.151-2?3.at
241x1.208x1.137%1 . 1517 . 113=309, 8%
241x1.208x1.137x1,151%1.113%1.,07=331. 74
241x3.208x1.137%1,151%1.113x1.07x1.132=375 6%



Indices

1950
1951
1952
1953
1254
15535
15956
1557
1958
1953
1960

simles con afto base 1955:

.00

= 1.00

.00
- 00
G0
.00
.00
.00
.00

00

X

Ca T -

oM M X M

1,208
1,208
1.208
1.208
1.204

100 &

1.117
1.137
1.137

21,137

1,137

HoOoX M X

1.241 X
1,241 X
1.241 X
1.241

B2. 6 &

1.137 &
1,151 =
1,151

~

1,131

o

1,151 =

98.3 X 1.134 X 1.268 = 47.1 %
2.3 X 1.134 = 59,7 &

98.21 = &7.B &%

GG.6 %

131.0 %

1.113 = 145.9 %

1.113 x 1,07 = 156,3 &

1.113 % 1.07 x 1,132 = 176.8 %
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PROBLEMA 16

CON OBJETO DE VERIFICAR LA CONSISTENCIA INTERNA DE UNA PRUEBA
PSICOLOGICA, ESTA SE APLICO DQS VECES A CADA UNA DE DDSIMUES-
TRAS ALEATORIAS. ESTAS” MUESTRAS SE EXTRAJERON DL NIROS DEL
CUARTO GRADC DE DOS ESCUELAS DISTINTAS,‘"h” y '""B". LAS CALI-
FICACIONES DE LA PRIMERA APLICACION CdRRESPDNDEN A L# VARTA-
BELE X; LAS DE LA SEGﬁNDﬁ APLICACION (15 DIAS DESPUES DE LA PRI-

MERA), CORRESPONDEN A LA VARIABLE Y.

a. CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRELACION DE X y Y
PARA CADA ESCUELA, Y PARA LAS DOS ESCUELAS JUNTAS,

Y PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE pyy>0 EN CADA CASO.

b, PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE My = UY PARA AMBAS ES-

CUELAS JUNTAS, Y PARA CADA ESCUELA POR SEPARADO,

¢. PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE

A B

2. 1 = u
Yy Y

3.0 [Xﬁ] =g [KB]
2

d.o (Yﬁ} =g (YE}

FORMULAS

- - 2 2 _2 2 2 -2
X = £x;/n, Y=ty /n, $ (X)m3x /n -X, 8 (¥) =z¥;/n-¥

2 _2 ¥ _ v -
5% (d) erdi/n - &, ty - Y%; n-1 ., t, =rgy /A2

1-1r4
5§ 52 :
--=x ‘!FSI.{'
X-¥ v/n ZX) + nys AV) o 52
—_— =
Ny +My -2 [nX nw)
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z
M

MAYOR Y MENOR, RESPECTIVAMENTE, DE LAS DOS QUE SE ESTAN COHPH-

2
DONDE S Y Sm SON ESTIMACIONES INSESGADAS DE LAS VARTANCEAS

RANDC,

RESPUESTAS A LOS INCISOS a y b

ESCUELA A

2 2 7 2

X |Y X Y XY d=x-y d
34 35| 1156|1225 1190 -1 1
391 36| 15271296 1404 3 g
401 401 16001600 | 1600 0 0
S5 38 1225|1444 1330 -3 9
304 29 900 | 347 870 1 1
28 26 7841 676 728 2 4
33| 34 1089|1156 1122 -1 1
38| 40| 14441600 1520 -2 4
32| 391 10241521 1248 -7 49
37| 35| 1369|1225 1295 2 4
20| 26 676| 6706 676 0 0
40 39| 1600|1521 15606 1 1
327 30| 1024 900 360 2 4
5| 34| 1089)1156 1122 -1 1
38{ 33| 144411089 1254 5 25
34| 39| 1156|1521 1346 -5 25
351 37) 1225(1369 1285 -2 4
5841590 |20326(20816] 20500 -6 142

z

2
590 _ P

5384

» 33~ = 34.352041 ; X° = 1180.1245

1

gl

.a6/17= —0.3526411 ; 3% = 0.1245674

Ea

§2) =29328 - 11g0.1245=  15.5225 ; S(x) = 3.9398604

sy = 28818 y704.4982 « 19.9723 ; S(Y) = 4.4690379

2 .13z = 737 ; & 2.8685141
Ed 17 0.1245674 B.22B3737 ; d-

20500/17)- (34.352941) (34.705882)  _
Xy T { (3.9333&n4)(q.45903?9 3.77438812



. - . . I = = 5 ?
Hyip=07, H:p >0, t=ty g0 0= 2.13

——

r Ji7-2 . _ _ |

to ® 0.774 Jpgayd? = 0.774 x 6.116 = 4.73>2.13 .
R . P oA
POR L0 QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE QUE a . =0 CON UN

NIVEL DE CONFIANZA DEL 95%. t. = %35 975,156 = 2.12

- [(34.353-34.706) /16, _
d* I 7 860 l = 0.492< 2.12

T

POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPQTESIS DE QUEy = y  CON UN
. X ')

95% DE NIVEL DE CONFIANZA.

ESCUELA B

X Y x2 | % XY- | d=X-v |
39 | a1 | 1s21 | 1681] 1589 | -2 3
27 | 36 |- 729 | 1206| 872 | -9 81
33 | 31 | 1089 961| 1023 | 2 4
37 | 36 | 1369 | 1296] 1332 1 4
35 | 36 | 1225 | 1206 1260 | -1 1
31 | 33 961 | 1089 i023 | -2 4
33 | 32| 1089 | 102a| 1056 1 1
39 | a0 { 1521 | 1600| 1560 | - 1
39 | 35 | 1521 | 1225] 13865 4 16
27 | 29 891 841y 783 | -2 2
32 | 36 | 1024 | 3296] 1152 | -4 16
34. | 35 | 1156 { 1225] 1190 | -1 i
3¢ | 33 | 1225 ( 1156| 1190 1 1
36 1 42 | 1206 | 1764] 1512 | -6 36
34 | 34 | 1156 | 1156| 1156 0 0
20 1 3 841 961| B899 |. -2 4
(540 (56T | 18617 | T9BG7[T9072 |71 173

% - 585 _ 5395 ; X% . 1139.0625
| = 35.0625 ; Y=1229.3789

; : = ; 07707
S (x) - ?§21 - 1139,0625 = 24,3125 ; S({x) = 4,93

—
w0
=}

67 _ 1229.3789 = 12.3086 ; S(Y) = 3.5083614

=-1,3125 3 3= 1.7226562
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2 _. 175, . ]
Sq = Tg - 17226562 = 9.214844 S,° 3.0355961

. _(19072/16)-(33.75)(35.0625 .
Txy 4.53077 3 0.4994934
t = 0.499 / 14 22,154 <2.15
[u) * ul"?'S'T . .

POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTES!S DE QUE iy-ﬂ, CON UN
5% DE NIVEL DE CONFIANZA.

_,{33.75-35.063) ¢/T5_ .
td'1£‘“‘37535 |= 1.67 <2.13

PCR LO QUE S5E ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE e T My o CON

UN 95% DE NIVEL DE CONFIANZA.

AMBAS ESCUELAS JUNTAS

2

i

Ix, = 1124, py.=1151, fo - 38040,5y° = 39572, zdi--z7,gd§ - 317

1124 a2 . ,
L= —3z 7 34060806 5 X = 1160.1248 5 d == = -0.8181818 ; q = 0.6694214
v 31 - 34878787 ;%= 1216.5207

sZx) = 38900 _ y160.1248 19.8752 ; S(x) - 4.458161

s?(y) = 20883 _ 1216.5297= 16.2884 ; S(Y) = 4.0356889

2 '
s5. 317 i .
d' = ~3F" - 0.6694214 = §.9366392 ; Sy = 2.9894212

. (39572/333- (34.060606}(34.878787)
Txy [4.3458161) (£.0358809) 0.6201924
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_| (54,061 - 34.879 /332

555 [= 1.548<2.04

4

POR LO QUE SE ACEPTA Lﬁ HIPOTESIS DE QUE My T By CON

UN 95% DE NIVEL DE CONFIANZA. r

o= 0.620/31 = - 4.398 »2.04

POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE QUE ey =0

CON UN NIVEL DE CONFIANZA DEL 95%. -

RESPUESTAS AL INCISO e .

t- . . _34.35-33.75 - 0.6 =
"2 ¥y 17X15.52+16x24.53 [ 1 +_1 283, 84758896 0 1,1
o § ] 17 16 31 '
}
=0.368 <2.04

POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE p_= My s CON UN

X
A B

05% DE NIVEL DE CONFIANZA.

P |34.71-35.06 | - | -0.35]
Y -¥_ T - -
A B 17x19.97+16x12. 31 339.49+196.496
/ 3T {(0.121) &3 (0.121)

= 0,24 < 2,04

POR LO QUE 3E ACEPTA LA HIFOTESIS DE QUE Py ™ My CON UM
. B °’

-+

95% DE NIVEL DE CONFIANZA,
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PARA LA PRUEBA DE IGUALDAD DE VARIANCIAS USAREMCS

2a.31/ 1% = 1.57¢ 3.41 = By 4015,16)
77 '

15.52/ 1%

. 2 2
POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE o, T O,

A B
CON UN 98% DE NIVEL DE CONFIANZA.

/17
2 : )

?_

15
12,31 ¥ 15

. . 2
POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE o, = ¢
CON UN 98% DE NIVEL DE CONFIANZIA.
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PROBLEMA 17 , o
EN UN ESTUDIO CON FINES ANTROPOLOGTCOS SE OBTUVO UNA MUESTRA

ALEATORIA DEL TAMARO DE LA CABEZA DE LOS5 INDIGENAS ORIGINARIOS
DE CIERTA h%GIDﬁ TROPICAL, LOS DATOS AGRUPADOS SE PRESENTAN

EN LA SIGUIENTE TABLA. PROBAR LA HIPDTESiS DE QUE ESTOS .DATOS
CORRESPONDEN A UNA VARIABLE CON DISTRTYBUCION NOBMAL,

INTERVALO FRECUENCTA PRECUENCIA  £.-e, (£ e’ [fi-ei}z
DE VALORES, mm  OBSERVADA, f.  ESPERADA, e.. - €3

<171.5 0 0.4 0.4 0.16 0.40
171.5-175.5 3 2.4 0.6 0,36 0,15
175.5-179.5 g i0.5 -1.5 1.25 0.12
179.5-183.5 29 ‘ 33.1 -4.1 16,81 3.51
183.5-187.5 76 : 71.3 4.7 22.00 0.31
187.5-191.5 . -104 104.2 -0.2 0.04 " 0.00-
191.5-195.5 110 108.8 1.8 3,24 0.03
185.5-199.5 88 77.3 10.7 114,49 1.48
199.5-203.5 30 37.5 -7.5 56.25 1.50
203.5-207.5 6 13.0 -7.0 49,00 5.70
207.5-211.5 4 3.0 1.0 1.00 0.33
211.5-215.5 2 0.5082 1.4918 72.23 4.58
215.5-219.5 1 0.0462 0.9538 0n.010 19.69

» 219.5 0 =0 TOTAL: 32.67

H (f. — e.)2
x2 = ¢ = i/ , % - 32,67 > 15.7= x° =y
i1 e : 0.95,11 €

POR LO QUE LA HIPOTESIS NULA NO PUEDE RECHAZARSE CON UN

95% INE NIVEL DE CONFIANZA.

FX2)

0.05

0 197 w2
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EJEMPLO 18

FPARA LOS DATOS DE X ¥ Y_PRESENTRDGS EN LA SIGUIENTE: TABLA, CAL-
CULAR S| ¥ LOS INTERVALOS DE CONFIANZA DE B y 4 PARA o= 0,05,
¥ PARA Y CORRESPONDIENTE A Xah0,

' - 5 = )

]I‘m]hp. alcghal . ¥ ¥Y.—9¢ (y,-9.)" X, ~X (x,~x)" -

xlnc 1t5- i i i i 1" i T, i

s | 20.2 20.9.7 -0.7 0.49.  .12.5% 155.2:”

40 23.1 "22.0 1.1 1.21 - - 7.5 56.2

45 23,2 23. 1 0.1 0.01 . -.2.5 6.2

50 23.6 24.3 -0.7 0.49. Z 2.5 6.2;

55 25.8 25.4 0.4 0.16 i 7. 5. 46,2

&0 26.3 26,5 -0.2 0. 04 f 12,5 156,2
L=285 . £=2,40 I=q37,4
SADEFDS QUE ¥ = 0.225 x + 13.01

¥ (35)=0.225(35)+13.01=20.9, : ¥ (4 0)=0.225(40)+13.01=32,0)etc.
. % == an5, sg=4T4 n.

INTERVALOS DE CONPIANZA:

=2 .
: .01, /i X 1
a) PARA B 13,01 = tc SY|K _EETf_+ “E,

X

2

1 21
Sylx = mez Elgm¥gl = 2.4 = 0.6,

t g

c-tﬂ,9?5,4 = 2.776,

L = /0.6 = 0.77

vl

2
13.01 + 2.776 x 0.77J/i?'5 + = = 13.01:-4.93 = (8.08,17.94}
§(72.9) 6 '
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5 .
- Ylx 0.77
B) PARA M: 0.225 st ——— = 0.225 2,776 =Tl =
52 /6 (72.9)
x

C) PARA y,; (x=50): y, (50)=24.3

- 1. (xy-xf (50-47.5%
4.3:".1:'5 y — _....i_._- = . £ . . - —— =
5 . yi'x/n + 52 24.3£2.776x0 ??A} £172.9)
n
b4

= 24.3:0.9 = (23.4,25.2)



) 64
EJEMPLO 1§

Sac;r una muestra de 5{ nﬁmeros de una tabla aleatoria, entre -
0y 1 ¥y prﬂhaf la hipﬁtesis de que cnrrespnnde a uﬁﬁ dlst;1‘
buciﬁn uniforme. Usar o = ﬂ.05 ' T )
Eoiicfﬁn: d o .

L [ . Lol
T

LT

)
Utilizando los renglones 1, 3, 5, 7. 9 de la tabla de nﬁmeros -
H . - * r
alaaturios presentada en vﬂl 1l de Estadistica Descrlptlva,

oy ._*_ -

multiplicande x lﬂ_5 dichos nﬁmerns y eliminanéo le 3 ﬂltimcs
' 1 . - - = -

-Ti. &2 o,

la siguiente muestra:

o=

nidmerss se obtiena

D.‘lt:i - 0.81 - D:I;J:i - 0.53 - 0779 I oiaa - 0.83 - 0.92 - 0,36 - 0.31
0.59 - 0.73 - 0,47 - 943: 0,87 - olﬁé ~ %00 - -:3:55"3'_ - 0,71 - 0.18
0;2{] - 0.23 - 0.30 - 0,03 - 0.23 ~ 0.14 - Gi% - EEE = 0,22 -‘-_n.iar
0.09 = 0.74 - 0.68 - 0,96 - 0.20 - u'é Z0l78 - 0l05 - 0122 - 0,24
0.5; - 0.35 - ﬂ‘.:lél - 0.11 - {l;ﬁi ~ b, ?f - u:,ji: 0703 - 0,44 - 0.64
Agrupando datos en ;q intervaios ;en;mus: e T
Int%rvaln fi- "?I_* fi?éi'_-{fz:azf. {f ei] /e

0,000-0,105 |6 |75 " |71 IT O TTITTTT 9,20

a.lné—ﬂ.zus 10 7|s™=| =5 =25~ -

n.zué—u.zus 7 5"" e R R S -

0,3ﬂ§—u,405 4 T e R R 0,20

n.4n;~u.5a5 5 ~ "5;' N S D R R

n.sn;—ﬂ.sna N e T R S AR -«

0.605-0.705 {2 |75~ |23 e[y ga™

0.708-0.805 | 6 | -5~ |1 ——=1 0,207 7

0.805-0.95 | 4 | 5 |"= i~ == 0.2~

0.9051.005 13 | s~ |2 | I “0.80

——tar — P —

r =10.0
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—'T'=' 1G.0 ‘

Por lo tanto se acepta la hipftesis que 1os nlmeros correspon-

den 2 una distribucifn uniforme, con un.nivel de significancia

de 0.05. .
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PROBLEM: 1

UNA URNA, A, CONTIENE DOS BOLAS BLANCAS Y DOS NEGRAS.

OTRA URNA, B, THES BOLAS BLANCAS Y DOS NEGRAS. PASAMOS UNA
BOLA DE LA URNA A A LA B, SE SACA UNA BOLA DE LA URNA B y
RESULTA QUE ES BLANCA. ;.CUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE LA
BOLZ QUE PASAMOS HAYA S5IDO BLANCA?

EESPUESTA, SEAN:

{LA BOLA QUE PASAMOS FUE BLANCA};

B = P{B) = 2/4 = 1/2
N = {LA BOLA QUE PASAMOS FUE NEGRA }; ~P{W) = 2/4 = 1/2
sb= {L2A BOLA QUE SACAMOS FUE BLANCA}L; P{Sb1B} = {3 + 1)/6 = 4/6
ENTONCES
4 i
p(s |B) P(B) T X3 i

Pmlsb]“pslal P(B) + P(S, (M) P(NM) £ .1 3.1 -7

b bl "§X7rE 2



PROBLEMA 2

2. UN JUGUETE SE ARMA COM TRES PARTES. LA PROBABILIDAD DE {QUE
CADA PARTE SEA DEFECTUQSA ES 0.1; CALCULAR LA PROBARILIDAD

DE QUE EL JUCUETE ESTE DEFECTUOSO.

LO5 EVENTOS A, B Y C S0ON THDLEPENDIENTES, POR LO QUE EN

P{auBUC) = P(A) + P(B] + P(C) - D{ANB) ~ P(BNC) - P(ANC) + PB(ANBNC}
- SE TIENE )

P {(aNB) = P{(A) P(B) = 0.1 x 0.1

P (BNC) = P{B} P(C} = 0.1 x 0.1

P(Aa) PIC) 0.1 x 0.1

P (ANC)

P (AMBNC) = P(A} P{(B) P(C) = 0.1 x 0.1 x 0.1 = EG.113

ENTONCES

P(AUBUC) = 3(0.1)- 3(0.1) (0.1) + (0.1)°% = 0,271



PROBLLEMA 3

TIRAMOS UH DADO HASTA QUE APAREZCH UN D‘DE; SFEA LA VARIABLE ELEHTE
RIA X EL NUMERC DE TIRADAS NECESARIAS:

a) ENCONTRAR F (x)

b) ENCONTRAR F{x) SI SE U'ILIZAN DOS DADOS

RESPUOESTA

a) Pix =1} = 1/6

P(x = 2) = {5/6) (1/6)
P(x = 3) = (5/6)%(1/6) ‘
p(X = x) = (5/6)%57% (1/6)
) X . X k-1
Fix) = P{X < x} = ¢ flx) =1 {5/6) (1/6)
k=1 k=1

b} EVENTOS FAVORABLES = 2 x 6 = 12:
{2,1), (2,2}, (2,3}, (2,4}, (2,5}, (2,6), (1,22 (3,2}, (4,2),(5,2), (6,2)

EVERTOS POSIBLES = 52‘ = 36
Y2 2
P{DBTENER ON 2] = 5-6- = E
Pix = 1) = 1/3
P{x = 2) = (2/3}(1/3}
P(x = 3) = {2/3}°(1/3)
P(X = x) = (27377 (1/3)
: X k-1
P 1
Fi{x) = ¢ (%) {=)
k=1 ° J3



PROBLEMA 4

CALCULAR EL VALOR DE A QUE HACE A fx{xr UNA FUNCION DE DENSIDAD.

AX sl 0. < % < 4
£ (= ={ A{8 - X) 81 4% x <8
0 ' g1 X < 0,< B

DETERMINAR ¥ DIBUJAR LA FUNCION DE DISTRIBUCION CORRESPONDIENTE, Y

CALCULAR P{X ¢ 6} ¥ P{0 < X < 6},

RESPUESTA
VALOR DE A:

L 8
1= fAxdx + [-A(8-x)d x = 8A + 323 --324 + 80 > A = o

DETERMINACION DL F({x}:

Sl X - ﬂr F{K] = D

- 1 x .2
51 0 < X < 4: Fx} = 3¢ J xdx = x"/32
1 0 '
51 4 < X < 8
I X 2
— 1 " 1 - L - E _
FIx) = 3¢ @ + 3¢ / (&x} dx = - 35+ 5 -1
S8 x > 8
F(x} =1
Bl RESUMEM:
(1 si x » B
2 . ,
- 4 « X <« B
F(x) =¢%_+ % -1 SL 4 = & £
x? s 0 <X > 4
32 10— ——:
c s5i X <« 0 1.i
" 2 o5} . _ ,
[] El m-

P{0<X<6} = F(6) - F(0} = 7/8 ‘ -



PHROBLEMA 5

DEFINIR URA FUNCION DE DENSIDAD USANDO x(2-x), SOBRE EL COHNJUNTO

0 < X = 2. ENCONTRAR P{agx:zb) 5SI

a) 0 <a<bs<?2
B a <oy 2 < b.
RESPUESTA,

2
AEx(2-x) ax=1=204 - Hon 3

£(x) =r33- ®(2-x) s8i 0 = x <2

0 sl x < 0, x> 2
3

r 2 _ x
Fix) —~3f4 [x T} s1 0 2 x < 2

0 _ si x < 0, x » 2

\ d '
. PARA 0 < a < b < 2

bz ; ;
: 2
Plag<xsbl=Fb) -Fla)=3 @ -2)--3 @ -%)=
L b23-b) _ a? (3-a)
4 4

B si a < 0, 2 < b:

B{a < X < b} = P{la < x < 0} + P{0 <« x < 2} + P{2 < x < b}

PUESTD QUE P{a < 0} = P{2 < ¥ < h} =0

o

Y R{0 < x < 2} = F{2]. - F(0O) =1

A
£
A

ENTONCES P{a « x <« b} = 1



PROBLEMA &

SUPONIENDD QUIZ L& VIDA UTIL DE UN CIERTO TIPCO DE BULBOS SIGUE
UNA DENSIDAD E{x) = 100/x°, si x < 100, y £,(x) = 0, six 2 100.
JCUAL ES LA PROBABILIDAD QE QUE NINGUND DE LOS TRES BULBOS DE UN
RADIO TENGA QUE SER SUSTITUICO DURANTE LAS PRIMERAS 150 HORAS DE
OPERACION? .

SCUAL ES LA PROBABILIDAD DE QUE LOS TRES BULBOS OQRIGINALES TEMGAN
QUE SER SUSTITUIDOS DURANTE LAS PRIMERAS 150 HORAS DE OFLERACION?
RESPOESTA

I150

P{FALLA DE UN BULEO)} =7 100 dx.= 1/1
190 x?

0 3

F{0 FALLAS EN 3 BULBQS} ={g}{§} L%} = B/27

P(3 FALLAS ©N 3 BULBOS} = (3)(3)° (517 = 1/27

OTRA PORMA:

P{NINGUNO DE LOS 3 BULBOS TENWGA QUE

1090 3 _ 8
SER SUSTITUIDO DURANTE LAS 150 H = {50 7 dx. )7 = 53
X
DE OPERACION }
P{LOS 3 BULBOS TENGAN QUE SER REEM 150
1090 I_ 1
PLAZADOS DURAIITE LAS PRIMERAS 150 = { {ug = dx 17 = g
X

HORAS ]



PROBLEMA 7

CALCULAR Y DIBUJAR LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADLES ACUMULA-

DAS CORRESPCNDIENTE A LA FUNCION DE DENSIDAD DEFIMNIDA CQMO:

' 0 81 x <« 0
fix) =¢ 3/4 81 x = 0
e > si % = 0
]
RESFUESTA
S1i x < 0Q:
F{x} = 0;
5i x = 0:
_ 3
Si = >‘G: N % o
.3 e =34t [oet] oo
P =gty T =g+vg [ ] =% 73
EN RESUMEN: _
1- 94 i ¥ > 0
Fi{x) = % st x = 0
) 81 x = D

Fy{x)




PROLBLIEMA B

CALCULAR ¥ DIBUJAR LA FUNCION DE DISTRIBUCION CORRESPONDIENTE A

LA FUNCION DE DENSIDADR:

}

fy %]

/b~
1
'
1
1
1
]
_b.
0 Ly a+b a+2h X
RESPUESTA:
0 . si > (a+ 2b) _
-t L, (a+2pex)  si(a 4+ bl =x < {a+ 2b)
f{x}=1ll“ S
= {x - a) si a<x < (a + b)
2 = =
h
1] 5L ¥ < A
81 ¥ < a:
Fx{x]:ﬂ .
51 a <% < (a+ b): 5 5
A =1 j":II Y dx 1 i aL:-:+"’1 )
F,.({x) = — 7 [x - a = = -
X 52 a W2 T 3
Si [a+b}ix5_{a+2b}:
1 {a+hb} 1 X
Folx) = = 7 {x - a) dx+—2.f' fa + 2b - x) dz
b° a b< {a+b)
5L x » a + ?b
Fy{x) =1 Fyix)
i




PROBLEMAS 9

8. Calcular y dibujar la funcifin de distribucidn correspondien
te a la funcidn de densidad:

TK{IJL

1/b

0 a g+b 0+2b
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INFERENCIA ESTADISTICA

Por: M en I Augusto Villorreal Arandas

1. Introduccidén

La parte de la estadistica que proporciona las regias
para inferir ciertas caracteristicas de una poblacidn a partir
de muestras extraldas de ella, junto con indicaciones probabiliz
ticas de la veracidad de tales inferencias, se llama {nfliewncda

ediadisdfien,

En la inferencia estadistica se estudian las relaciones
existentes entre una poblacifn, las muestras obtenidas de ella, v
las técnicas para estimar par@metros, tales como la media y la va
riancia, o bien para determinar si las diferencias entre dos mues

tras son debhidas al azar, etc.

2. Distribucionsas muestrales

Si 3e consideran todas las muestras posibles de tamafio

* Secxefandio Acadfmice, Divisidn de Estyedios Superiores, Facultad
Se Ingenierfa, UNAM ¥y Pacdesca {nvesfigaden, Instituto de Inye-
niarfa, UXAL



r gue pueden extraerse de una poblacidn, y para cada una se cal-
cuia el valor del promedic aritmético, este seguralrente variard
e una muEEtra a otra, ya gue depende de los valores e los datos
gue se hayan obtenlido en cada muestra. Por 1o tanto, el promedio
aritm&-ico es en si una variable aleatoria., como tambié&n lo son,

por la misma razdn, el range y la variancia de la muestra,

A todo elemento gue es funcibn de los valores de los
datos gue se tienen en una muestra se le denomina ct&iadisfdica; to
da astacdistica es, entonces, upna variable aleatoria cuya distribu
cifn de probabilidades se conoce como distiibucidn muesazaal. Si,
por ejemplo, la estadistica considerada es la variancia de la mues
tra, su €densidad de probhabilidades se 1lama diai&{buéiﬁn mUes taa s

de 2a vardancda.

En forma similar se pueden obtener las distribucionss
muestrales de la desviacifn estindar, del rango, etc., cada una
de las cuales tendré sus proplos pardmetros, lo gue poermite ha-

blar de ia media ¥ la desviacidn estipdar de la variancia, ote.

i, Muecstreo con ¥ sin remplazo

Cuando s5e afectda un muestrec en una poblacidn de tal
manera que fada elemante de la misma se pueda exscodger mis de una
vez, se dice gue el muestreo es con aemplazo; en caso contraric,
el muestreo es s«i Aemplazo. Si de una urna se gquiere extraer una
rieestra de bolas de colores, se puede proceder de dos maneras:
ze zaca al gzar una bola, se ancta su color y se regresa a la ur-
na antes cde obtener otra, y asi sucesivamente; en este caso el

muestrec e85 con aegmpfaze. La segurda forme consiste en extiraer



al azar todas las bolas gue constituyen la muestra sin regre-

sarlas a la urna, siendo entonces un muestreo :4n aomplazo.

4. Distriburcicon rnuestral del promedio aritmérico

Supdngase gque se extraen sin remplazo todas las muestras
posibles de tamafio n de ‘una poblacién finita de tamafo Hp > n. 81
la media y la desviacidn estfindar de la distribucifn muestral del
promedio aritmético se denctan con Vg ¥ Og. ¥ la media ¥y la desvia
ci&n estindar de la poblacidén con |y ¥ @, respectivamente, entonces

¢5 posible demostrar gue se cumplen las siguientes ecuaciones

Ademds, si la peblacidn es infinita (o el muestreo e5 con rempla-

zo), los resultadoes anteriores se reducen 4

[ %

UE-‘-L!
a
%%
¥ i
puesto gue
1im 0 Hp -t g

N +m



Para valores grandes de ain 230) se demuestra, emplean
fo el teorema del limite cantral, gue la distribucifn muestral
del promedic aritmético es aproximadamente una distribucidn nor-
mal con media ug ¥ desviacisdn estindar 0%+ independicntamente de
cu&l smea la densidad &e probabilidades de X, la variable aleato-
ria asociada a la poblacifn. 5i esta variable tiene distribucidn
nc;mal,la distribucifn muestral del promedio aritmético también

s normal, aun para valores pequenos de n  {n < 30)

Ejempfo 4.1

Supdngase gue se tiene una poblacién finita formada por
los Gatos 1,2,3,4,5. Se desea conhccer la media y la desviacidn
estandar de la distribucibn muestral del promedio aritmético. con

sideranac las muestras de tamano 3 obtenidas sin remplazo.

Primen proccdimienio.

Siendo la poblaci&n finita ¥y 2l muestrec sin remplazo,
Eshbosible obtener la distribucifn muestral correspondiente para
calecular despufs sus pardmetros, considerando que el nfimero total

ce muestras distintas de tamafo 3 que pueden obtenerse a partir

ge una poblacidn de 5 elementos es

5.

Fris-yr - 10

Dichas muestras son las siguientes, junto con sus pro-

aedios aritméticos correspondientes:



X, X,

1 1
1, 2, 3 6/3 3, 4, 5 12/3
i, 2, 4 7/3 3, 4, 1 8/3
1, 2, 5 8/3 4, 5, 1 10/3
2, 3, 4 9/3 " 4, 5, 2 11/3
2, 3, 5 10/3 5, 1, 3 /3

Para calcular l2 .media y la desviacibn esténdar, se em

plez la siguiente tabla

13

ii 6/3 7/3 8/3 B/3 9/3 9/3. 10/3 10/3 1ik3

ﬁ? 3&/9 49/9 64/9 64/9 8l/9 81/9 10049 100/% 12179
1 ' . ' .

-

10 10 -2
L Xi = 990/3 . Xi = B840/9
[ i=1 ; i=1
» . { oo Yoo H
10
= X =-1_ x = =L - 320 .
=X "T10 E Xt 3 T
10 5
2 1 <3 =2 1 . B4D 2
.1 x4 - = = - == _ -

= 9,333 -~ 9.000 = §.333 =» oy = Y0.323 = 0.577
Es decir, ug = 3 ¥ oy = 0.577 ’ - N
Segundo procedimiento, -
> T | ma

12/3

144/%

Por tratarse de una poblacibn finita, se verifica gue



[
Ln
-

=

[}
L
bt
A+

1l

Lot

en donde N

El valor de o de la poblacifn es

-

z _ 1+4+9+16+25

2 53

o E - (37 =% -9 = 11-9 = 2
Por lo tanto, o = /2 =" 1.4145 vy
o5 = 1.4145 {5_‘_3 = {0.8164) (0.7071} = 0.577
. V3 5 -1 : .
- . ) ) _;l .
Es decir, ”i = 31 ¥ 0y = 0.577

[

Comparando los resultados, se puede cbhservar gue ambos

H ]
. . N i
procedimientos conducen a la obtencifn de los mismos valores de
" i \ , *
r

U= Y TG

7 3 para la distribucién muestral del.promedio aritmético.

T -
"

-

Efemplo 4.2

+

En una bodega se tienen cinco mil varillas de acero; el
valor medio del peso, X, de cada varilla es de 5.02 kg,,y lz des-
viacifn estdndar 0.3 kg, Hallar la preobabilidad de gque una mues-

tra de cien varillas, es¢ogida al azar, tenga un peso total

a. entre 4%6 y 500 kg

b. de mis de 310 kg. CAaTi : -



=~
]

*

rPara la distribucidn muestral del promedico, se tiene gue

up = W= 5.02 kg y., por tratarse_ de unaﬂpoblaciﬁn finita,
\*-'!'-:'- ]
T Pty Ay s - -
o30 5000 =100 % T .
...~ 0.30 ) - -

a. E] peso total de la muestra'Egtar& entre 496 y 500

kd 51 el peso promedid de las cien varillas se encuentra entre

P
r

4.96 ¥ 5.00 kg. Puesto que la’ muestra es mayor de 30 elementos

IR wt
se puede considerar como aproximadamente normal a la distribucidn

meestral, y les valores estindar correspondientes a X = 4.96 y o
X = 5.00 se obtieneh mediante la transformacién
- 1Y a4 - '
-_I_I-— AL 4 ko -
IIXG_ X
X

_E‘s dECir; RN -*7 M B R TR

; o 496 - 5.02

1 6.027, 3 2%
_— th -1 '
z = 5 -UG — 5-02 =.-_D |?q [ ". L 3} L ,,L'
2 5627 - - O

wr, Wb

En la fig 4.1 se puade apreciar gue

P{496 ¢ x £ 500) = p[-2.22 ¢ Z ¢ -0.74] =

k

= p{-2.22 ¢« 275 0] ~P[~0.74 € Z 5 O



frf!’/’

Z,=~2.22 Zz='0.?4

-

Fig 4.1 Distaibucidn neamal coargapondiente af ejemplo

Recurriendo a la tabla de Areas bajo la curva normal estandar

entre 0 y I gueda finalmente

P[496 € X & 500) = 0.4868 - 0.2704 = 0.2164

L]

L., E1 peso total de la muestra exceder§ de 510 kg si

el pesc promedio de las cien varillas pasa de 5.10 kg.

Estandarizando dicho valor, gueda

_5.10 ~ 5.02 _
25 0.037 Z.98

Calculando el drea bajo 1a curva normal a la derecha de este va
lor {{ig 4.2), se tiene gue
P[x > 510) = P{Z » 2.96] = P[2 > 0] - Pfo ¢ 2 < 2.9¢6] =

= 0.5 - 0.4985 = 0.0015. s

v



i

felfx)

2.96

Fig 4.2 Distrnibuciln nonmal conredpondiente af ejemplc

5. Distribucidn muestral de diferencias de promedios aritm#ticos

Con frecuencia se presenta el caso en el que so tieren
datos de dos poblaciones con variables aleatorias ascociacdas X v
Y, respectivamente, surgiendo la duda de si estas se pueden COnsi
derar comoc una sola, es decir, si X = ¥, Para probar estacistica
mznte esta nivdtesis (como se verd mds adelante}l, ez necesario ob
tener las distribuciones muestrazles de la diferencia de los pro-

medios ¥ de las variancias de las muestras de ambas variables.

- Sean X y ¥ los promedios aritméticos obtenidos.de mues-

tras aleatorias de tamano Ry ¥ 1 de dos poblacicones oon Ccaracte-

Y
risticas X y ¥, respectivamente. Se puede demostrar gue la dis-

tribucifn muestral de la diferencia de los promedios correspon-

dianteg a poblaciones infinitas con medias My ¥ Hy ¥ desviaciones

estidndar o ¥ g

X tiene los sigquientes parametros:

YI‘

Ro- ¥ T




51 las muestras son independientes.

Esta distribucibén tamhién es aplicable a poblaciones finitas si
el muestrec es con remplazo. Para al caso de poblaciones finitas

en las cuales el muestreo se hace sin remplazo, 105 pardmetros de

la distribucifn muestral de la diferencia de los bromedios arit-

mEtICcos s50n

2 2
S SRR WY e B T S S B
XY Y ny NK_]' nY Y-l

suponiendo gue las muestras sean independientes.
Ejemplo 5.1

Considérese gue de una poblacifn X se obticnen tres mues

tras pusibles,cuyos correspondientes promedios aritméticos son
3, 7y 8. De ptra poblacifn Y 5e extraen dos muestras posibles,
con promedios 2 vy 4, respectivamente. Se¢ deben obtener los pari-. -

metrus de la distribucibn muestral de las difaroncias de los prome:,

dips aritmé&ticos.

-

Primer procedimienio

Todas las posibles diferencias de promedios aritméticos

-

de X con los de ¥ serfan



3-2 7 -2 B - 2 S 1 5 6
I -4 T -4 g -4 -1 3 4
Es decir,
Le =~ = -1+143+4+5+6 . 18 3
-y e &
¥ . LT P ) .
2 (=1-3F (1-3% e (3-3P 4 (ae3P 4 (5374 (6-3)°
Xx-Y - - S
&
.= 34 . 17
. 1 - [ 3 * -
Segundo piocedimientc
S5e sabe que
U = = H= = L= 52; - = o= 4+ 0=
X-¥ X ¥ o’ X-¥ Y
Por ello, )
3+7+8 _ 18 _
l“'i 3 L] 3 - ﬁ rl
L _2+4 & _ s
Y3 Z 7 =3
2. 3.6+ 176"+ (8-6 _ 14
X 3 3
o o 223+ 14-3% 2
Y 2 2
Mgy 46 3 =3 - ’
2 _ . 14 = 17
UE"? 3 + 1= _j_



Se chserva gue ambos procedimientos conducen a 105 mis-

mos resultados,

Las varillas de acero gue fabrica una companfa A tienen
un peso medio de 6.5 kg y unaldESViaciﬁn estindar de (.4, en tan-
to gue las producidas por una empresa B tienen unréésm medic de
6.3 kg ¥ una desviacisn est&gdar de 0.3 kg. 5i-'se toman nuestras
aleatorias de 100 varillas de cada f&brica, ¢cudl es la probabili

cad ce gue las de la companla A tengan un peso promedic de por lo

menas

a. D.35 kg

b, 0.10 kg '

mayor que el de la companfa B?

-

S5e puede suponar en este caso gue las distribuciones muaes
A . rL - -
trales involucradas son normales, ep virtud de"que el tamane de am-
bas muestras es mayolr de 30 elementos. Tamhi&n se puede suponer

aug ambzs poblaciones son infinitas, y éieﬁdoEA v X, 'loS pPesos pro-

B
medios de las muestras de las fdbricas A y B, respectivamente, on-

" e

tonces - ' .

pz = = Uz -y =6.5-6.3 = 0.20 kg

h
(0.4 , (0.3
100 100

= D.05 kg
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La variable estandarizada de la diferencia de los promedios es

- - _'“ _ - —— _
;o £f5 XB! XA xE ) {xA KEJ;-_G.EG
b o= - 9.0
ipn ~ X3
Ta. Estandarizando la diferencia de 0.3% kg se llega a
‘2. = .35 - 0.20 _ 06.15 _ 3
1 0.05 0.05%

La propadilidad deseada es el drea bajo la curva normal a la dere-

cha de I = 3, a5 decir

P [x, » EB + 0-35] =P [2 » 3] = 0.500 - ©.4967 = 0.0013

b. Al estandarizar la diferencia de 0.10 kg, la varia-
tle I resulta .
7. = 6.10 - 0.20 _-0.1 _ -5
2 G.05 0.05

La probabilidad reguerida es el drea bajc la curva naormal a la
derecha de I= -2, es decir
P[X, > X

g + 0.10] = P[Z » - 2] = 0.5 + 0.4772 = 0.9772
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6. Teoria estadistica de la estimacifn

4

En la pr&ctieca profesional a menude resulta hecesario
inferir informaci&n acerca de una poblacidn mediante el uso de
rmuestras extraldas de ella; una parte bisica de dicha Inferen-
cia consiste en esfimaxr los valores de los pardmetros de la po-
blaci&n (media, variancia, etc.] a partir de las estadisticas
correspandientes de la nuestra, como se explica a continuacidn.

V. Estimadores puntuales. Clasificacifn

$i un estimador de un parametrc de la poblacidn consis
te en un solo valor de una estadistica, se le conoce como Jadq-

madon punifual del pardmetro.

Cuando la media de la distribucifin muestral do u4na es-
tadistica es igual al pardmetro gque se esti estimando de la po-
nlacidn, enconces la estadistica se conoce como esdimaddaon {nili
gade del pari&metro: si no sucede asi, entonces se denomina csdd
madoh sesgado. Ambos estimadores son puntualeé. Yy sus wvalores
corraspongdientes se llaman estimaciones insesgadas © sesgraas,
respectivamente. Dicho de otra manera, si 5 os una estadfstica
cuya distribuci&n muestral tiene media us, y ol parimetro co-

rrespondiente de la poblacifn es #, se dice que § es un estima-

dor insesaado de £ si .

by 7 e
Por otra parte, s5i la estadistica Sﬂ de la muesira tien

€& a ser igual al parémetro € ce la podlacibn a medida que se



hace m&s grande el tamano de la Mmuestra, entonces la estadistica .

recibe el nombre de caflimador consiafente del parametro.

Empleando simbolos, si

1fm 5 = 8
#

nem

resulta que la estadistica Sn s un estimador consistente. Por
ejenplo, el promedio aritmético es un estimador insesgado y con
sistente de la media, y la variancilia de la muestra es un estima

dor sesgado y consistente de la variancia de la poblacidn. .

si las distribuciones muestrales de varias estadiIsticas
tienen el mismo valor de la medla, se dice que la estadistica gue
cuenta con la menor variancia es un gstfimadon cjiciente ce 2icha
media, en tanto que las estadisticas restantes se conocCen como

cs timadores Lfnegicienies del pardmetro. '

-

Par ejemplo, las distribuciones muestrales del pronedio

aritmétice y de laz mediana cuénta; con medjas que son, en ambos
casas, iguales a la media de l; poblacidn. $Sin embargo, la va-
riancia de la distribucisn muestral del promedio aritmStico as
menor gue la de la distribucidn de la mediana, por 1o qﬁe el
promedic aritmético obtenido de una muestra aleatoria proporcio
na un estimador eficiente de la media de la poblacifin, en tanto

gue la mediana obtenida de la muestra proporciona un estimacor

ineficiente de dicho pardmetro,
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[ )

8. Estinacifin de intervalos de confianza para los pardmetros

de una poblaciftn .

La estimacifn de un parimetro de una poblaci6n mediante
un par de nlrmeros entre los cuales s¢ encuentra, con cierta pro-
babilidad, el valor de dicho parSmetro, se llama estimacifn del

intervalo cel mismo.

"

Sea S una estadistica obtenida de una muestra de tamano
n pard estimar el valor del parimetro &, y sea ﬂila desviacidn
estindar (conocida o estimada) de su distribucidn muestral. La
prébabilidad, 1 - &, de gue el valor de p 5¢ localice en el inter

-

donda 1, €S una constante, s5e

valo de 5§ - z, 0. a 5+ 2, Ogs

escribe en ta forma

LAY
L7
+
|
e
o
[*r
| —y
il
b=t
i
w

P[S - zE US £ B

$i se fija el valor de 1 - o, se puede cbtener el valor de T
necesario para gue se satisfaga la ecuacifin anterior, con 1o
cual quedﬁ definido el {nieavalo de conjfianza del paranetro @,

i§ = z_ © }, correspondiente al nivel de cenflanid

S + =
e “B' e v

s
1l = o,

La constante z, que fija el intervalo de .confianza se -

conoce como vafon calfico. 5i la distribucidn de $§ es nor-
mal, el valor de z, correspondiente a uno de o se chtiene de 1z
tabla de Ereas baje la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente.

+ -
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TABLA B.1 VALORES DE 2z PARA DISTINTOS NIVELES DE CONFIANZA

Nive! de confianza, en porcentaje ’ <, _|
99.73 3.00
94 00 158
98.00 233
95.00 2.05
95 45 .00

- _ 95.00 . _ 1.90 Tt

00.00 " © 1.64 .
80.00 1.28
68.27 1.00~
30.00 (.674

Ejempfo 8.1

Sea e] promedio aritmético X una estadfstica con dis-

tribecitn normal. Las probakilidades o niveles de confianza Ze

gue ui {o u de la poblacifn) se encuentre localizada entre los

iimites X : oge X 2 29y y X1t 3ag son 63,26, 95.44 y 99.72°%,
regpactivamente, obteniéndose dichos valores de la tabla de drvas
bajo la curva normal. Lo anterjor significa gque el intervalo
X 13 ag contendrd a kg en el 99.73 por ciento de las muestras

de tanano n, per lo gue leos intervalos de confianza de 68,24,

95_44 y 99.73 por ciente para estimar a u son (X - oz X + DE]

(X - & oy X + 2 ui} ¥y (x -3 di,i + 3 DEJ. lo cual se aprecia

en la f43 8.1 siguiente,



Af_ %
%

Areo -GB.260 %

\

aArma= 13 59 %
Lres=2.14 "%

b

»3E %Wy RG R Rl W2og  Re30; %
» L Area=95_44 % !
L Arep=99.73 % -
Fig 8.1

9. Estimacifin de intervalos de confianza para la mecdia

Los limites de confianza para la media de una poblacifn

+

corn variable aleatoria X asociada estin dados por

[} . £l -

X = -
e 9%

an dongde Z. depende del nivel de confianza desecads. 9Si X tiens
gistribucién normal, z, puede obtenerse en forma directa de la
tabla 8.1. Por ejemplo, los limites de confianza de 95 v $9 por

ciento para estimar la media, p, de la poblacifn son X * t.96cy

Y X = 2.58B GE, respectivamente. Al obtener estos limites hay gque

usar el valor calculado de X para la muestra correspondiente.

Entonces, los ifmites de confiarnza para la media de la PO

blacifn guedan Jados por
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en casc de gue el muestrec se haga a partir de una poblacidén in-
finita o de gue se efectfie con remplaze a partir de una poblacidn

finita, o por

w1

+

H
2
L)

si el muestred es sin remplazo a partir de una poblacitn finita

de tamaho Hp.

Ejempio 9.1

Las mediciones de los diimetros de una muestra aleato-

ria de 100 tubos de albahal mostraron una media de 32 cm ¥y una
1

desviacifn estdndar de 2 cm. Obtenyanse los lfmites de confian-

Zza de

a. 95 por ciento
b. %7 por ciento
para el didmetro medio de todos los tubos.

a. Dem la tabla 8.1, 1os limites de confianza del 95

por ciento son

X*1.960/¥n = 32 + 1.96(2//160} = 32 * 0.392 cm

o sca 31.608 y 32.392, en donde se ha empleado €] valor de Sx
cara estimar el de ¢ de la poblacibn, puesto gue la muestra es

suficientemente grande {(mayor de 30 elerentos). Esto significa



gue con una probabilidad de 95 por ciento, el wvalor de b, se en-

guentra entre 31,608 y 32:392 cm.
I3

b, 81 I = z, es tal gue ¢l Adrea bajo la <curva normal
a la derecha Ce zc e5 el 1.5 por ciento del &drea total, entonces
el drea entre 0 ¥y z, es 0.5 -~ 0.015 = 0.485, por lo qgue do la tu
bla de dreas haje la curva normal se obtiene . = 2.17. Por 1lo

tante, los limites de confianza del 97 por ciento son:

X-2.170/V w = 32:2.17{2//100 )} = 32:0.434 cm

¥y el Intervalo de confianza respectivo es {31.566 cm, 32.434 cm}.

i,

Ejempfﬂ 9.2‘

na muestra aleatoria de 50 calificaciones de clerto
examen de admisifn tiene un promedio aritmético de 72 puntos,
con desviacifn estindar igual a 10. 8i el examen se aplicd a

19018 personas, obtener

a. E)l intervalo de confianza del 95%% para la media

del total de calificaciones.

b, +El tamafio de muestra nccesario para que el error
F
en la estimacifin de la media no exceda de 2 puntos,

considerando el migsmo nivel de confianza.
L

. E]l nivel de confianza para el cual la media de la

poblécidn sea 72 2 1 puntos.



-

"a., 51 se estima a o ée la poblacifn con Sx de 13 mues-—

tra y se considera gue la poblacibn es finita, los limites de con

fianza son, puesto gque X = 72, 2, = 1.96, SH = 10, up = 1018 vy

no= 50,

—

10 10lg - 50

|+

©7E 1.96

s

I+

1.96 (1.4142) (0.9755)

72 & 2,704
v el intarvalo de confianza respectivo es

(69.296, 74.704)

b. Puesto que gl error en la estimacifn de la media

es, para peblacidn finita,

Error en la estimacifn = I - 2 JF Np -

C ave ~ 1
" p
en oste caso se tendria
7 g PP n e 2
L v o u - ] \
F
© sea, para un nivel de confianza de 95%
1.96 10 ] 1o1g — n 3
S et 10618 - 1
lg’.ﬁ ||. 1{]15 - H 2



Elevando 21 cuadrado la desigualdad, gueda

iB4.15 1018 - n
n inp17?

< 4

o Sea

B7.85 < n

1k

or lo coal, se requieren al mencos B8 elementos en la muestra
para gue el error en la estimacifn no exceda de 2 puntos, para

_1.. - a = D-EE.

€. Los 1fmites de confianza son, ¢n este casoc

10 /1018 :LEE
72 2 III'.'Z Eﬁ 10l - 1
72 :z IC {1.4142)¢0.9755)
o sea
72 &+ 1.31795 Iﬂ

Fuesto gque se desea gue el valor de la media sea 72 £ 1 puntos,

se verifica que

1 = 1.3755 Ic

Es decir

e " 103795 7 0:725



Eil dreaz bajo la curva normal estindar entre 0 y Zc = 0.725 es,
por interpclacidn lineal,igual a 0.2657. Por lo tanto, el ni-
vel de confianza es igual-al doble del drea anterior, es decir,

2(0.2657) = 0.5314 (@ 53.14%}, tal como se muestra en la {4 9.1.

10. Intervalos de confianza para diferencias de medias

Los limites de confianza para la diferencia de las me-
dias cuando las pcblaciones X y Y son infinitas, o cuando el muesg
trep se realiza con remplazo de poblaciones finitas, se encuen-

tran dados por

en donde X, nx ¥y Y, n, son los respectivos promedios aritm&ticos

*y tamanos de }as dos muestras extraldas de las poblaciones, y

O, ¥ 9, lag desviaciones eastindar de estas Gltimas.



En el caso e gque las poblaciones X y Y scan finitas

y el muestreo sin remplazo, los limites de confianza son

? 2
o ¥, -n oL -n
- - - — }: x K N‘ Y ":."
A=Y 2 P g= = = ¥ -~ ¥ + 7 - — +. —
e XN-Y ¢ n, o Nyl ny y - |

en donde HX ¥ HY son log tamafos de las poblaciones X y Y, ress

pectivamente.

Las dos ecuaciones anteriores son v&lidas Gnicamente si

las muestras aleatorias seleccionacdas son independientes.

Ejemple 10.1

Para el ejewplo de las varillas tratado anteriormoente
{5.2), encontrar ¢l intervalo de confianza del 95.45% para las
diferencias de las medias de las poblaciones.

Siendo X, =

4 = by = 0.4 kg, Xp = vn = 6.3 kg,

= 6.5 kg. g = Vg

G4
Og = 0.3 kg ¥y Ry = Rg = 100, los lfmites de confianza para la

diferencia de las medias son, emnpleando la tabla 8.1

/uz o2 / 2 2
A A B _ _ {0.4) (0.3)° _
J{vﬂ ){E * ZC‘. “A -+ "‘E = &£.5 6.3 = 2 100 + ) =

Por lo tento, el intervalo de confianza respectivo es (0.1, 0.3)



g
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1

Eyemple 10.2

Se tienen en una bodega 3000 focos de marca X, y 5000
de marca Y. Se extrae upa muastra aleatoria de 150 focos de la
marca ¥, y se obtiene una duracitn promedio de 1400 horas, con
desviacibn estindar igual a 120 horas. Otra muestra aleatoria
de 200 focos de la marca Y tuvo una duraci®n promedio de 1200
horas, con desviacifin esténdar igual a 80 horas. Obtener inter

valos de confianza de

a. 95%
b. 95%%
para la diferencia de los tiempos medios de duracifn de logs fo-

cos de ambas marcas.

*al! Puesto gque se trata de pobklaciones finitas vy

x - 3000, ne = 150, ¥ = 1200 h, SY = 89 h,

X = 1400 h, S, = 120 h, N
i = 200, se obtiene, estimando a gy ¥ Oy con 5

= 3000 ¥ n

Y

¥ Xy

SY , respectivamente

- ——— e —— - -

2 2 -
100 - . 1. \/f (120) 3000 - 150 (BQ)  5C00 - 200
1400 - 1200 ¢ 1.96 159 3006 — 1 ' 206 5000 - 1

200

I+

1.96 (11.04}

200

1+

21.638

o sea, (178.362, 221.638}, puesto que de la tabla 8.1, para un ni-

vel de caonfianza de 95%, Ic = 1._96.

b. En oste caso, al emplear - tabla 8.1 se obtiaene
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Ec = 2.58 para un nivel de confianza de 9%%, por lc cual los 1iI-

Jites sOn
400 ~ 1200 + .58 v/ 1120073000 - 150 ¢80)® 5000 - 2000
o0 ' T 150 3000 - 1 200 5000 - 1

200

I+

2.58 (11.04)

200 28.483

(£

y &l intervalec de confianza es

(171.517, 228.483)

i11. Pruebas de hipfitesis

Sup&ngase gue una empresa armadora de automdviles estd
en la <isyuntiva de emplear una pueva marca de bujias en sus ool
dades © la ¢ue regularmente utiliza, y gue su departamchto e
contreol de calidad debe decidir, con base en i1a informacién de
les moestras de las dos marcas distintas. Las decisiones Ze
exta tipo, es decirt que se basan en estudios estadlsticos, recl
hen el nombre de decddd{ones esfadisiicas, v a 1os procedimien-
tos gue permiten decidir si se acepta o rechaza una hipbStesis se
les liama prucbas de hipStesis, pruebas de sdignificancia o regia

de decdeidn,

Al tomar decisiones estadisticas, €5 neCesario postular

las diversas alternativas o cursos de accldn gue pueden adoptars
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En el .casc particular de una prucba de aipdies (s solamente se
tienen dos cursos de aceidn pesibles, los ague se denotardn co-

mo Hg y R A la accidn H, se le llama kipftesis nufa, y a la

i ]
Hl’ nipfiesis afteanative, Por ejemplo, si la hipStesis nula esta

blece gue b = u

siguientes:

2 la hip&tesis alternativa puede ser una de las

-3 TR O
¥y Myl < U, My ¥ M,

Al realizar una prueba de hipftesis, s¢ prueba siempre

la verdad de la hipStesis nula H , aun cuando de antemanc se de

o

see rechazarla.
12. Errores de los tipos I y II. Nivel de significancia

En muchas ocasiones se presenta el caso de gue se recha
za una hipbtesis nula cuando en realidad deberfa ser aceptada;
cuandn esto sucede se dice que Se ha cometido un eaxor de Lipo 1.
En ctras ocasiones se acepta una hip&tesis nula ziendo en reali-
dad falsa; en este caso se dice que se ha cometido un etroa de

Laipu IT,

Al probar una hipftesis nula, a la md3xima probabilidad
con la gue se esta dispuesto a cometer yn error del tipo I se le
liama nivef de signijicancia,a, de la prugba, a2l cual dentro de
la priactica se acostumbra establecer de 5 pdr ciento (0.05}) o 10
por clento (0.1). E}! complemento del nivei de significancia,

1 - o, g2 coroce como nivel de confianza.
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Si, pcr ejemplo, al realizar una prueba de hipbtesis
s@¢ escoge uh nivel de significancia de 10 por ciento, significa
que existen 10 posibilidades en 100 de gue se rechace &sta cuan
do deberia ser aceptada; es decir, gue se rechaza a un nivel de
significancia del 10 por ciento, ¥ que la probakbilidad de gue la

decisidn haya sido errfnea es de 0.1.

13. Comportamiento de los errores tipos T y I

.

Sup&ngase gue se trata de probar la hipbtesis nula de

gue la media, u de la distribucifin muestral de la estadistica

51‘
£ @as u], en contra de la hipfHtesis alternativa gue establece gue

Yo = ul, donde u2 = ul, es decir

En la fig 13.1 se nuestra en forma grifica la relacilin
entre los errores tipos I y II en el caso en el gque la regla de

gacisién para aceptar o rechazar Hn e5 la siguiente:

Si ef vafohr de fa estadistica S obtenide de
ting muestra excede de cieate vafoxr egailico

El’ neendcede H,i en caso contnario, acép-

Lfeode,

s evidante gque si HD as verdadera, t¢ntonces o {(iraea con - -rayado
doble) es la probabilidad de gue S > 51, o sea la de rechazar a

HB niend> verdadera f(errer tipo I). Por otro 1adp,si H, es ver

i
darera, entoncesS 3 {frea con rayads senc-:lo) es la probabilidad



1
de gue § < Sl, o sea la de aceptar Hn siendo falsa (error tipo

I3j.

Ohsérvesae gque si se aumenta el valor de Sl sa resuce la
probahilidac a, pero se incrementa la £; 1o contzario secede si

se disminuye el wvalor de SI'

T
+
la@f*) l{ﬁ“ﬂ
Distribucion de § v Cistribucidn de §
baja lo hipdtesis Mp bojo |a hipdtesis &
B a
= - _=*3
My 5y Hp

P[S:-Sl] = ¢ (error tipao I)

P[S‘:SI] = B {error tipo IT)

Fig 13.1 Probabifidades de Los carores Lipes I y 1T en pruchas

de hipliedis.
b
En zr‘ealidad. la Gnica forma posible en la cual se pueden
minimizar simultineamente los errores de tipos I y II es aumentan
do 2l tarane de la muestra, para hacer mids "picudas” las distribu

)

ciones muestrales de la estadfstica bajo las hipStesis H, y H,.

Al c¢bservar la fig 13.2 siguientn, es posible concluir
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gue ol tamafo de los orrores I y I1 s menor para un tamafo de

muestra igual a 100 gue para un tamano igual a 50, considerando

la misma regla de decisifn anterior.

L
: A A7)
?Jﬁjo H Baio p‘t‘
o -
= 50
p i _ %
- ' .(..d_.i,...;‘\t- Y PR v e '-5
5
| -
ﬁn&c H‘
- -

Fig 13,2

Sin embargo, esta té&cnica de reduccibfn simultdnea de Srm-
bas tipos de errores no Siempre puede ponerse en prictica, dehido

4 razones de costo, tiempo,etc.

-



14, Regicones criticas, de rechazo o de significancia. Regio-

- v

nes de aceptacifn.

. i . . .
Cuando una hipStesis nula no se acepta se dice Sue Sie
secraza Sun nivel de sdiguificancia def a por cienio, o cue el

valor estandarizado de la estadistica involucrada es sigudfica-

tduo 2 un nivel de sdgnifdicancia a. . o
44l - "

Al conjunto de los valcres de la estadistica en el
gue se rechaza la hipStesis nula se le denomina 1egqdfn criiica,

de secnaze, o de sdgnigicanciza. « Por el contrario, al ronjunte

i

de 1los valores de la estadistica en gue se acepta la hipStesis,

se¢ le llama regdidn de aceptacddn.. _ -

[
-

PR Considérese gue la distribucifén muestral de la. esta-
distica § es normal con desviacifn esté&ndar dg. gue la vartiable
? resulta de estandarizar a 5, gue la hip&tesis nula, H,, es que

la mecia da 5§ vale us,ly que la hipétesis alternativa H, es gue

l

dicha media es diferente de Ug: €S decir, gue

H 1 nnedia de la distribuci®n muestral de 5= He

-

' 3
- H : media-de la distribucifn muestral de Syius

51 se adopta la regla de decisibn de aceptar la hipdte

sis Hﬂ’ 51 el valor de Z cae dentro del intervalo central gque
1

encierra al 9% por ciento del fLrea de la distribucidn de proba-

bilidades, entonces HD se aceptard en €X ©asgo en que
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-2.58 £ I £ 2.58

erpleance la tabla de &reas hajo la curva nermal esté@ndar. Tero
i ¢i valor esstandarizado de la estadistica se encuentra fuera
gv dicho intervalo, se conéluye que £1 evento puede OCUTrirl con
srobabllidad de 0.01 si la Lip&tesls HD es verdadera {&rea raya-
da total de la fig 14.1).. En tal caso, el valor 2 de la variable
esténdar difiere sdignificativamente del que se podria esperar de
acuerdo con la hip&tesis nula, lo cHal inclina a rechazarla a un
nivel de confianzé del 95 pc} cieﬁto.

De lo anterior de deduce gue el Jrea total rayéda dg la
fig 14.1 es el nivel de sigﬁificancia u-de la prueba, y represen

ta la probabilidad de c<¢ometer un error del tipo I. Por ellc, la

ragitn de aceptacifn de H

0

es -2.58 ¢ I ¢« 2.58, y la de recha:zo

es 7 » 2.38 y 7 < -2_.5B.

Regidn crifice

Areq = O005

Region ¢rifica

Lreaz 0000 o
Regidn de aceptacion

.
T X — : ~T 258 N
; Ared 20,99 -— '

Fig 14.1 Regdifn de significancda
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En la tabla 14.1 se presentan los valcores de la varia-
bie estandarizada, Z, que limitan las regiones de aceptacifn v
de rechazo para el caso en el gue la estadistica involucraca en
la prueba tenga distribucifn muestral normal. Cuando en alguna
cruepa de hipbtesis serccnsideren niveles de significancia éife

rentes a los gue aparecen en la tabla mencionada, resulia necesa

rio emplear la de &reas bajo la curva normal estdndar.

TABLA 14 | VALORES CRITICOS DE -~

Nivel de Valgres de z para Valores de 2 para
significanciy, o pruebas de una cola pruebas de dos colus
0.1 —1.281 o 1.28] -lLod5 ¥ L4l [
0.05 —1.,645 o 1.645 -1.960 ¥ 1960
¢.0] —2.326 ¢ 2,326 —2.575 y 2.575 l
0.005 -2375 o 2.575 2810 y 2810

1
15. FPruebas de una y de dos colas

©n la prueba de hipStesis del ejemplo anterior, la regidn
de rechazo de la hip&tesis nula guedS en ambos extremos (colas) de
ia distribucidn muestral de la estadistica involucrada en la prue-
ba; a las pruebas de este tipc se les denomina paucbas de des ce-
£24. Cuando la regitn de rechazo se encuentra solamente en un ex-~
cremo de la distribuciSn muestral en cuestidén, se les llama prue-

oza de unz cofa.

Las pruebas de dos colas se presentan cuandoc en la hipS-

tasis alternativa aparece el signo # (diferente de), como en el
1

zicuirnte Caso



a4,

H, : He »* H,

en donde vg es la media de la estadistica §, y i, es un valor

1
fijo.

En los casos

=

o

p FoHg T

las pruebas resultan de una cocla. ‘

16. Pruebas de hip6Gtesis para la media :

Para el caso de una poblacidn infinita {o finita en gue

S5¢ muestree con remplazo), cuya desviacif®n estidndar o se conoce

o0 Se puede estimar adecuadamente, si se tiene gue la estadistica

S5 obtenida de la muestira es el promedio aritmé&tico, entonces .la

mediz de su distribucifn muestral as Mg < ”i

estindar es Gg = 03 = a/¥n, en donde u y ¢ son, respectivamente,

= y, ¥ su desviacidn

la madia y la desviacién estindar de la variable aleatoria X zso-
ciada a la peoblacifn. y n cs el tamahic de la muestra. En tal ca-
s0, si X tieme distribucidn normal, la variable estandarizada <o-

-

rregspoendionte serd
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X . X-p
oo a/vn

rara el caso de muestreo sin remplazo de poblacidn fini

;"'N'—n
. - a P | .
ta, se tiene gue g, = p= = ; en donde N s el ta
$ % #T\/Hp-l P

mano de la poblacién, por lo gque la variable estandarizada seré

I =- __x-u
G\/NP-H
Vo1

£n los 8os casos anteriores, el valor de ! correspondiente al de

X de ia muestra es e% fgue s& dehe comparar con el valer critico
cqr;espondiente al nivel de significancia fijadeo, para asi acep-
tar o nc la hipStesis nula (prueba de una cola). B5i.se trata cde
una fruebé de deos colas, el valar‘de { se debe comparar con los

2os valcrés criticos quetcgrrespandqn al valeor de o seleccionado.

En cuslguiera de los casos anteriores, el vaior o valores criti-

oS se puaden Obtener de la tabla 14.1, parz valores comunes de 2.

Esemplo 16.1

Se sabe gue el promedio de calificaciones de una muestra
aleatoria de tamafico 100 de los estudiantes de tercer ano de inge-
niarfa civil es de 7.6, con una desviacidn estdndar de 0.2. Si u
dencta la media de la poblacifn de esas calificaciones, X, y si

g2 supone gue X tiesne distribucidn normzl, probar la hipitesis
r

rr oa
-
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t = 7.65 en contra de la hip&Htesis alternativa p # 7.65, usando

un nivel de significapncia de

a. 0.05

b. G.01

Para la solucifin se deben considerar las hip&tesis

Hﬂ : U= 7,65

F]-: ¥y 7.565

Puesto gue p % 7.65 incluye valores manores y mayores de 7.65,

se trata de una prueba de dos colas.

T

La estadfstica bajo consideracién es el promedioc arit-
mético,i, de la muestra, gue se SuPDneextraiﬁa de una-poblacidn
infinita, La distribuci®n muestral de X tiene media Hy = Be ¥

desviacifn esténdar oy = /Y rn, en donde v ¥y ¢ denctan, respec~

tivamente, la media y la desviacién estindar de la peblaci®n de

calificacilones.

1

Bajo la hip&tesis H, {considerdndola verdadera), se

0

tiene gue

- = 7. -
11x 65 H .
y utilizando la desviacitin estindar de la muestra como una esti
macibn de ¢, lo cual se supone razonhable por tratarse de una mues

tra grande,

o3 = o/Yn = 0.2//100 = 0.2/10 = 0.02



a. Para la prueba de dos cclas a un nivel de signifi-

cancia de 0.05 se establece la siguiente regla de decisiln

Acgptan iy i ef valon 2 conrespondiente a2l va-
Lor det promedio de &a muedira s¢ encuenixra den
tno def intenvale de -1.96 a 1.96 [(Labla T4.7).

Er caso conirario, hechazan Hy

[

Pupsto gue

7 =5 - ¥ L 7.6 - 7.65 _ -2.5
G/Vn 0.02

se encuentra fuera del rango de -1.96 a 1.96, se rechaza la hi-

oStesis HG a un nivel de significancia de 0.05.

b. 5i el nivel de significancia es 0D.01, el intervalo
de -:1.96 a 1.96 de la regla de decisifn del incisc o se rezpla-
za por el de -2.58 a 2.58 tabla(l14.1]). Entonces, puesto gque el

]

valor muestral 2 = -2.5 e ancuentra dentro de oste intervalo,

se acepta la hipStesis Hu a un nivel de significancia gde {.0L.

Ejemple 16.2

La resistencia media a la ruptura de cables de acerc
fabricados por la empresa X es de 505 kg. Una empresa consulto
ra sygiere a X gue cambie su proceso de manufactura, con lo cual
incrementary la resistencia de sus cables. Se prueba el nucvo
BIGCaso, ¥ Se exirip una muestra aleatoria de 50 cables, cbte-

niéndese para #llos una resistencia promelio de %26 kg, con Cdeg-



E1N

viac:ién estdndar igual a 42 kg. (Se puede considerar gque el
nuevo proceso realmente increnenta la resistencia, con un ni-

wel de confianza de 99%7

En ¢ste casa, se debe plantear una prueha de hipdtaesis

d= una gola, para la cual
H_: uw = 905 kg
H, ¢ p > 8905 kg

PuestD gue el tamaho de la muestra es suficientemente grande,
se suede anroXimar la distribucifn muestral de la resistencia
promedio mediante una normal, v estimar el valor dg g de la po-

hlacidn mediante Sx de la muestra.

Considerando a la poblacifn infinita, v suponiendo co-

me verdadera a H se tiene gue .-

DJ‘

u= = b = 903 kg

g= = O  x 42 _ 5.94

S e VR

Fara la prueba de una cola &2 un hivel e significancia

da a I ~ ({1l -} =1-0.99 = 0.01, la regla de decisifin es

Accpian Hy «i el valor estandanizado de X de

fa mucsra 2s menor o igual a I, = 2.326 Eig

6fa 14.1); en cado contrarioc, nechazahr Hﬂ.
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En virtud de gue

o= 5.94

es mayor de 2,326, se¢ recha:za 1!D a izn nivel de significancia de
i1, concliuyérndose gue en realidad 1 nueve proceso sf incrementa

la resistencia de los cables.

17. Pruebas de diferencias de medias

Sean X Yy ¥ los promedios aritméticos obtenidos de dos
muestras de tamanos Ry ¥ By extrafdas respectivamente de dos po
biacciones con medias_ux Y Wy, ¥ desviaciones cstindar Oy ¥ Oy
Se trata de probar la hipbtesis nula, Hﬂ, de gue no existe dife-
rencia entre las mediasa, es decir, que My = M- 5i nx y n, son
suficientemente grandes (>30), la distribucidn muestral de las &:
ferencias de los promedios es aproximadamente neormal. ‘ﬁ:cha dis
tribucidn muestral es3 riqurosamente normal si las variables alez-
torias X y ¥ asocladas a la poblacibn tienen distribucidén normal,
aungue A, y n, gean menores de 30, Para csta distriboucifSn mues-

tral, la variable estandarizada I, que se compara con los valores

criticos corregponcéientes, se encuentra dada por

7 = = -

X-¥ X-¥

X-¥ X -Y-0 X-¥%
(a3

con la cual se puede probkar 1a hipbtesis nula H, en contra de

g

atras hipbStesis alternativas, H 2 un nivel apropiado de signi-

l.l'

ficancia.
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fjemple 17.1

En el laboratorio de druebas de una empresa fabricante
de ap2ratos electriinicos se ensayaron dos marcas de transistores,
A y 8, e caracteristicas similares, con objeto de comprobar su
ganancia,de voltaje. Se towaron muestras aleatorias de 100 tran
sistores de cada mazca, arrojande una ganancia promedic de 21 de
cibelgs, con desviacién estindar de 0.3 decibeles para la marca
A, v 30.9 decibeles de ganancia prunedio, con desviacitn estandar
de 0.4 decibeles para la otra. (Existe una diferencia significa

tiva antre las ganancias en voltaje de los transistores a cn ni-
vel de significancia de
a, 0.05

b. 0.017

5\1.3 y bg son las medias respectivas de las dos pobla-
cicnes infinitas & las que corresponden las muestras, la pruebha

de hibbtesis adopta la forma siguiente:

H, :UA.?{HB

Entonces, ¢l valer de ! es, bajo 1la hipdtesis HU:

S S B x*"l;_x_ﬂ__=____§_l__:_3_ﬂ;9_____;3
o= = O — PR It
X, - Xg fuaz a2 0.3)° _ {0.4)

{T+ - 100 100
¥ A B
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a. Puesto gue se trata de una prueba de dos colas 3
un nivel de significancia de 0.05, la diferencia e&s significati
va si €] valor de ! se encuentra fuera del intervalo de -1.96 a
1.96. Como cste es el caso, puede conciuirse gque efectivamente
existe diferencia significativa en la ganancia en voltaje de los

transistores.

. B5i la prueba es 3 qn_ni?el de significancia de 0.01,
la diferencia es significativa si I se encuentra fuera éel rango
de -2,58 a 2.58. Partiendeo del hecho de gue 7 = 2, la diferencia
entre las ganancias es producto del azar, y.se acepta la hipSte-
sis de gue ambes tipos de transistores tienen igual ganancia me-

dia en voltaje a un nivel de confianza de 9% por ciento.

Ejempte 17.2

La estatura promedio de 30 estudiantes varones tomnados
al azar cue participan en actividades deportivas es de 173 cm,.
con desviacidn est&ndar de 6.3 cm. Otra muestra aleatoria de 50
estudiantes varcnes gue no participan en ese tipo de actividades
tiene promedio de estatura igual a 171 cm, con desviacifn estin-
ar igual a 7.1 ¢cm. FProbar la hipitesis de gue los estudiantes
varones gque practican deportes sgn mé&s altos gue los gue no lo

hacen, a un nivel de significancia de 0.05.

Se debe decidir entre las hipStesis
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siandg X la variable aleatoria aspciada a 1a poblacifin infinita
Se estaturas de alumnos gue practican deportes, y ¥ la asociada

2 la de estudiantes gue no lo hacen, que tambi&n es infinita,

Bajo la hipbtesis H se tiene gue

O !

S
."rf?' 02 / z 2
ARt S S PR DR N P
R-7 7N oy "y WAL 50 ,
!
Intonces, el valor de I es
- X-¥ _ 173 - 171 _ 2
= v 5 7 M W7 TN

Puesto gue se trata de una prueba de hipfitesis de una

cola, 2 un nivel a = 0.05, se rechazaria Hﬂ si el valor e 7

muestral fuera mayeor cel valor critico para dicho nivel, el cual
es I = 1.343, Puesto gue I < IC, erl este Caso se concluye gue
;’_‘_ [

la diferencia &n las estaturas de ambos grupos de estudiantes

sa debe LDnicamente al azar,



Yo re ardenadas mayores de ceta oo of lad o de bas abcinus nepativas, Te hecho, L vatad siioa
5% e puede estudiar sise convideran maestras aletoriss de tamana 1extradass de uny po-
hlagion normal von desviscion eslindur 4, ¥ si para cada muestia se caleula ¢f valor de la
tad futica.

n 5_1?

b
-
ek
I
=

a'l

donde .‘s': cs Ju varigncia de a muesira,

Ei niimere de erados de Lbertad, v, dz una esladistica se define como

sitndo soel tymafo de bs muestra v £ ¢] nomere de pardemetros de Lo poblacidm que deben

culimatse @ parbic de glla

Lo distnibucion muestral de la estadistica x? estd dada par le ecuavion

r

]
7 At

FO0) = Ux" e

vo la que U ¢s una constante que hace que el drea (otal bajo o cuns tesele inual » cno, y
A~ 1 eselnlmero dJe prados de hbertad, Esta distribucian se loma S ovaefrada, mising

Quc se presenta en bz fig 20 pars distintos valores de w

o g 10 5 20 A°

Iig 20 Distribucien Sl cupdrada para distitfas valores de v

1 j !



3.4 Moestras pogquedas
Camo ¥a s¢ indicd, par muestras prandes (n & 300 las distribuciones

Wi irelos de Muchas estad tslicas son apreximadamente normales, siendo tanio mejor
la aproaimacitn cuanto mayaor ¢s ¢l tamafo’de £, 5in embarge, cuando se trata de muesirys
en s gque a2 30, Hamadas muesiras peguenas, la aproximaciion no e suficientemente buena,

par |9 gue resuita necesirio introducir una teoria apropisda para su estudio.

"

Al estudio de las distribuciones muestrales de Jas estad isticas para mues-
E sisten al respecio

i
tras pequedas s le lluma deorfa estadistica de las murestras pequenas,
[res distributiones importantes: Ji cuadfroda, £ y ¢ de Student.

3.4.1 Distribucion 4 cuadrada [(x° )
Hasta ahora solo s¢ ha tratado la distribucion muesizal de ia media.

Er #ila scecion se verd lo concerniente a la distribucién muestral de ia varjzncia. 57,
pura muestras aleatorias exlraidas de poblaciones normales, Puesta que S, no puede ser
nepativa, =s e esperarse que s distribucidn muestral no sez una curva normal, va que esla



TABELA 8. VALORES CRITICOS X7

L5.

X s

Iy x_ [T x_ va X e x.:“ I_w X x?u x.ztn r;:s 1‘;15 a ::H X L]
1 T.HE bi} £.02 3 Hd ra 1.32 455 -1a2 O FLiRE) nag A0 ECLTH
2 I 911 1w 299 4.61 .17 1.19 578 N 41 0% e T
K] 11 % 113 435 THI 415 4,11 a7 1.21 AR 352 2k N ER 32
4 149 113 Thl v 4G 1.8 318 1.36 1.92 (i 1 Ak] LT i)
3 14,7 152 125 1115 9.2 B.b3 435 147 1.&] 115 ay E11) A
& (T e R 144 126 10.E TR4 535 1458 2.: 1 64 1.4 M7 Hlh
-7 oz iRS 140 i4.] 1201 .04 &35 425 .43 1R Y 169 1M K1)
£} Mo 0.1 175 155 1.4 102 .M 507 149 .73 313 ey | 3w
G T4 2.7 19.0 16,9 14.7 Th4 H.34 1,90 4.17 11 1.10 .09 1
1 1 252 332 0.5 183 16.0 1A 234 b 74 487 354 128 2,54 e
il 6.8 2.7 e 19.7 17.3 1. 10.35 157 558 4357 1k} 308 T
: M. 6.2 m.2 2t %5 148 1,1 H4d 410 513 4.40 157 vy
1 M 3 a7 724 193 184 12,1 9.30 1M 189 L] atl 147
14 LY ] M a1 137 2.1 1.2 133 1.2 .74 &5T 543 4 Lb 4.1t
15 Kbl ELYS 275 251 p ) 182 14.3 i) B.55 7.4 b5 o 4 en
(1 4.1 Rl 2E.% 6.3 3.5 194 153 1.9 2.31 746 &%) SHI 14
17 15,7 134 10,2 1.6 4.8 205 16,3 128 10,4 Ra? 1.56 sl 170
! 1.2 R s 249 6.0 zlb 17,2 11.7 ines 934 B2 FR (1 f.28
(AN T F S ki 32,9 01 7.2 el 181 146 11,32 101 kAl 1.6} (LA
M &0 7.6 347 11,4 TH.4% 133 19.3 155 124 109 959 H.26 741
2 414 EE 156 17 9.6 49 na 163 112 116 0.3 R.e8Q Rt
L FEN.] 44.3 e 1319 0.8 26.0 1.3 17.2 14.0 133 tin 0.4d E k4
1y £4.7 AN 14,1 352 310 ¥ N 221 18,1 14.% 12.1 11,7 12 2.0
4 45 4 £1n %4 kI 117 252 1 19.0 14.7 J1.R 124 0.9 9,49
5 an g PP 406 17 144 9.3 41 19.% 16.5 14,5 11,13 11.5 L)
2+ aF. % LR 219 e 156 304 253 2.8 17.1 154 i 1.2 11.1
17 LS 7.0 432 40,1 6.7 ils 6.1 217 14.1 18,2 14.4 129 11.R
ik 510 483 44 5 41,3 e 124 211 na i59 16,9 15,3 136 [
¥ 0 523 A9k a5 3 4218 3wl 337 8.3 236 198 1.7 16,0 141 13.1
in P37 L3R ata 4315 ap} 348 rL 4.8 0.6 145 16.8 150 118
[T B 637 6.7 55,8 118 45.7 3% T 9.1 PR 24 12 o7
| Ty 762 1.4 h1.5 632 163 493 4310 7 aE 124 797 mn
&0 920 k¥ 4 Ei13 4.1 4.4 £7.0 59,3 523 454 112 45 ns 155
oof ol 104 5.0 0 £5.5 114 4593 6.7 5a 3 e 4R.H 454 411
CI O B 1123 1066 m.9 4.6 BE.1 79.3 1.1 4.1 0.4 51.2 133 51.2
% L1763 1241 AT 1.l 1014 Gl 4 9.3 20,4 733 LT £5.0 t1.R g2
1l bad: 115 8 12w g t2q.1 K5 104.1 9%.3 90,42 14 1.4 4.2 M 67}




S ahatante gue e disinbueian Aocimdrada el s o paesvinido op
el eniudio de las muoustras peguefias, cubr acharer gue es validy par sgquellss mayares dae 30 o

le v afighle alealiria involucraby T distoheiagn  armal,

334 Vimlervalo e confianza para 14 vanianuia

Tal come s Tn2e para la distnbucion narmal s pocden eslalslever b
tervabos dis comtiancg para la x-uridrn?'iu de lu pohlacidn on Cnminos de b sarionesg Je o ung
mveskes exiraida de clla, 8 un nived de eonlanza dodo 1 o= e s s Dace s de Bos valores
CPLiC o g: de li tabla Bo Por 1o tanlo, ue inlervdbd de conlianza parg o oesimd e o F

estariy dado por

vomde \{:. ¥ 1: ~on kos valores critivos para 1os cuales el UL - adf2 por ciento del drea s

encuepity en los pxiremos zgquicrdo y derecho de fa dixtribucidn, respectivamente.

o hpse en 1o anlerior. s concluye que

b} ¥ [
n.”j'rl , H‘SI
—:—"i a < 3
X/ x X
]

esunintenvalo de coniianza para estimar 2 o 2 un nivel de confianza 1 - a.

3402 Trueha de hipolesis para 13 vargcia

La pruclade hipéiests para s venancia de tna poblacion nonmgl w elve
e calvulande el valor de la estudistica x? y estableciendo by hipdiesis /oy H apropiadas,
ev decir, s mloplan reples de decision sinilares a las usadas para 1o estad fstiga £,
Ejrmplo '

La varfanciu del tiempo de ¢laboracion de cierlo produeio es yraal o

A0 mip, st ewikberso, su procesa de omontfociurg se o mokhifica  y se Toma wna mnesten de



A

welME tempos, para la cual |13 variancia fosulla ser igual a 62 min. ;Es sigmificativo el au-
mento del tiempo de elaboracidn a un nivel de significancia de

ay 005
L) 0.017

Se debe decidir de entre las hipdrtesis
|

. fHy . o = 40 min

H, 1 o® > 40 min
Supamiendo gue !z hipdtesis nula es correcta, ¢! valor de 1a estadistica X* para la mueskra

considerada es

n Sy _ (20} (62)

1
a? 40 3

4} Como se trata de una prueba de una cola, la hipdtesis H, se rechazaria si
¢] vylor de la estadistica x ¥ fuera mayor que el de X* para un nivel de significancia igual
a 005, ¢ coal, para ¥ = 20 = 1 = 19 prados de lihertad resulta ser 300 (tabla B}, Como
31 > 300, H, s rechaza a un nivel de significancia de 0.05,

b} En este caso, el valor de x? para un nivel de significancia de 0.01 y 19 gra-
dos de liberiad es lgeal a 36 2. Puesto que 31 < 362, s¢ acep:aHu a un nivel de signilican-
cia de 0.01,

3.4.2 Distnbucwn F

Al efeciuar Ia prusba de hipbtesis de jgualdad de medias para inuestras
prouthas, ¢n la siguiente seccidn se supondra que las variancias de Tas poblucianes a las
que correspord en tales muestras son iguales. Por o 1anto, es necesario probar antes si tal su-
posicidn es correcta,  Para eilo, debe considerarse que sl S}, ey 5,3_ My SO Fespectiva-
mente la variancia y el tamafio de dos muestras exiraidas de poblaciones normales que

liemen jgudl variancia, entonces ! -

(3.15}
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resuita ser £l valor de una vaniable ale2loria (estadistica) que tiene-distribucion F, con
pardmelnsy, =, — 1yv, = p =1 Estz distribucién {fig 22} cuenta con dos pard-

metros, v, ¥ ¥y, que son los grados de liberlag que corresponden a la variancia del nu-
merador y del denominador de la ec 3,15, respectivamente. Cuando se hace referenciaa
una distribucion & en particular, siempre se dan primere 108 grados de liberiad para [a varian-
cia del numerador; es decir, £ {v,, v, ). En la tabla 9 se presentan los valores criticos &,
para distintos valores de v y ¥, y un nivel de siznificancia de 0.01. Cuando jos prados
de libertad », © v, DG se encuentren en dichz tahla el valor de F % puede ablener median-
te interpolacion linezl. 51 se desey probar la hipdtesis a otros niveles de significancia, es
factible ernplear las tablay de {a disIrihuci:fm Flrefs 9 vil),

rresd

FU.Dﬁ'
Fo.01

Fig 22, Distribucidn F.

De acuerdo con o anterior, se puede probar iz hipdtesis nulz

H

H,: ¥

D.ﬂ‘ =

1
x

en contra de alguna hipotesis alternativa adecuads haciendo uso del hechao de que ¢f cocien-

. . - 1 - . -
te 5215, es una estadistiea que tiene disttibucion F.

Ejemplo

Una empresa manufacturera de cartdn prensado va 2 decidir acerca del
emplecde una pressodora A o una B a Mln de obtener un grosor determinado en su producto,
Bl problema estriba en que_ambis prensadoris proporciondn grc;snrcs muty similares, es
decir, que la -.'uriunciu_d:a_'!os.grmEm:s pard las'dos miguinas es la misma, Para decidir acer-
damente, S [Oma Uil nuestr2 alcatoria de 3| cartenes prensados par la miquina A y

otrade 41 por Iz B, Como lus varianviys del grosor para los carlones de las muoestras resul-

49.
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tencevr de 10 8 de b omeras, respoclivinnente, se estahlooen bas lapaiesis

. 1 2 "
”u‘ 0, =9y
] N T
L} z .
. 1
‘ HI Uy Py,
. .

vkl obpela de proharlss aun pned de spnileanciy de 00U

Bl valor de la estud i»bica £ resalta

S

5‘2
A 12
Fo= T - = 14
Sy 5
Pacvtoguer, = 31 — 1 = 30y v, = 41 —~ | = 40 en iz tabla ¥ = pucde ver que purg un
nivel de spifcancis Je .01 ef valor, £, de £(30, 40) ex 211 v acuendo con eslos

vulures, la hipalcsis HD s rechazaria si el valor de & fuera mayor e £ 0300 dh

Priesto que 1o snlenar resulta ser cierlo, se rechaz Hﬂ, Conci S g o
iy L pronsadore B seria la mejor cleecion,

343 Dsinbucidn fde Student

Si se consideran muesiras de lamaido n extraidus de ung poblucion
nurmal con media w vy variancia desconocida, pars cada muestra s¢ puede caloular G o
tudintica T definida mediante la fonnuta

X - -
= o Wwa— | L3 i

duorde X es of momedic ¥ .‘EI L desvipcidn estandar e Lo muoesta.

La distribucion muestral de 7 (Mg 23} cstd doda por 1 ecuagiton

Lf

N e 2

el L ogque & es v constante que bace que el drea bajo la corva ses isua) g eno, y 1= o =1

il

fun=

-

v ol namero de grados e liberrad, '
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Normal
=4

Fig 23, Disgibucion 1 d& Student para distinras valores de v

1
Enla fig 23 s aprecia que confomme » (o R ¢l tamafo de 1a muestra) aumenta, la distribu-
cidn de f{r) se aproximd a la distribucidn normal.

3.4.3.1 Limites ¢ intervalos de conflanza

De manera similar a como s¢ hizo con 1a distribucidn normal, es posi-
ble estimar los limites de conhanza de la media, ¢, de una poblacién mediante los vafores
Crivicos, i, de la distribucién £, que dependen del tamafio de la muestra ydeI nivel de con-
flanza dt'sudD encontrandose dichos valores en fa tabla 10.

Al pues,

n-l‘:!‘
X

representa un intervalo de confianza para ¢, 2 partit de! cual s¢ puede estimar quc u se

encuepntra Jentro del intervalo
’ 3

v _ - o
<pu< X+,

M~ \/—H-:_l- .

En tdnminis gencrales, las limites de confianrza para la media de la

X-r

rblacidon se represenizn como




THBLA 10. VALORES 1, PARA LA DISTRIBUCION
t DE STUDENT

52,

¥ f.“j fr“ 'r_v"! "_91 ! w0 £ L] I.'.H. :_".ﬂ d =M f Ly
[ 4366 1.2 11.71 6.1 i.07 1.378 1.000 g R Jdsa
2 947 6.9b 410 192 1.29 1061 Rla BT 259 ez
k] £E3 454 1.1 115 164 R JES BT 27 Ak
4 462 Lk 118 ra 1413 g4l a4l LY ey NEY
] 404 il 158 202 148 Ao 127 Sl T i
k& 37 114 145 1.94 1,44 906 .71R 551 Jak A0
7 .50 00 136 191 143 E96 L San el Jdu
m 156 280 131 1.B& 140 R 6 AT 262 30
9 114 1Rl 114 1.E3 1,3 B53 Julvk ! 541 261 2%
10 117 i .23 1.E1 1.37 1% 700G LY %) ] A28
i LB .11 2.1 150 1.34 £74 £97 San 260 L
1% 106 .68 218 1,78 1,36 573 HIE 3319 L2159 B
13 101 265 2.1% £.77 1.36 71 £94 518 259 A2s
14 . 195 21.62 2,14 1.6 1.34 B&E 491 457 Y Nl
1% R Ta1 113 1.75 1.34 JMBE 491 A36 LY A
Ife 19z 128 212 1.75 1.24 L 490 S35 158 AN
1T 1.90 147 211 1.74 1.33 % LR Si4 257 2%
12 153 254 210 173 1.13 B4 511 S04 a5y A
1] 51 T84 p iy 111 .33 61 Y H 531 87 27
20 254 143 2.09 1.72 1.32 73] BRT k) .57 A7
N 233 252 2.08 1,32 1,32 £59 6RE 512 LTS 127
22 2.82 .51 .07 1.72 1.32 A58 K3 LY W) ey 127
1 1kl 1.0 107 1.7k 1.3 LY} BBS A32 T (B
a4 n A0 249 206 .71 1,32 BET ABE 531 J1%6 N4
: a7% 1aH 1.06 N 1.32 k& bia A1 25k 127
: 2B T 4B 205 1.7 1,32 LY BH4 53 256 A27
» i 247 103 1.71 1.1 B35 A83 LAY e ] 117
r) 116 24T 204 ] 1.31 S HE2 A30 s 127
9 176 148 204 1.70 1.1 54 583 430 256 127
3 275 .44 104 170 130 3513 AN 530 256 B )
40 10 241 7.02 168 1.0 JBs1 JEHT S29 258 e
af 1b 739 2.00 1.67 1,30 B4E b3 ¥l L1548 J26
140 R 236 1.58 (P18 1.9 §.15.3 477 Sk (254 %
o pT 1.3) 1.96 Leds 1,2% b4z H14 524 at] At
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r
3.4.3.2 Pruebas de hipdtesis

La prueba de hipdiesis para ta media de una poblacidn s¢ pueds efec-
LEar CON mussizay pequertas en forma andioga a la de muesiras de lamafo mayor de 30 @
en lugar de utilizar a la estad {stice Z se emplea la 7. Entonces, si se consideran dos mucairas
wleglorias cuyos tamafos, desviaciones estandar y promedios son Ny S, X Y iy, Sy, ?’,
respectivamente, extrazidas de pablaciones nonmales de dgual variancia {u’x = ay ), e
puede probar 1a hipatesis, Hu. de gtie las muesiras provienen de una misma poblacion,

es decir, de que también sus medias son puates, utilizando la estadinhice T denoda por

(31T

donde

2 1
) Hy Sx + oy, Sr '
£ = ) (3.18)
Ry + Ny~ 2

+

cura dislribucidn eslaf deSwdenl, conv=n, + 7, — 2 gradosde libertad.

X

Ejernplo
Conforme 3l plan de desarrollo agricala de una regidn, s= probd un

nuevy fertilizanic para maiz. Para ello s2 escopgieron 24 ha de terreno, aplicidose diclio

prodocto a la mitad de ellas.  El promedio de produccién de maiz en la zona que »¢ usd

{ertilizante Tue d& 5.3 ton, con una desviacion estindar de 0.30 ton, en lanto que on lu otra

zona ¢} promedio {ue de 5.0 ton, con desviacidn estdndar de Q.36 ton,
'

De acuerdo con los resultados, ;se puede concluir que existe un aumen-
to significativo en 13 produccidn d¢ maiz al usar Tertitizante, sise ulilica un nivel doe sigmifl-

cancia de :

2y 0.0%

b} 1.057
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Para probar b hipdtesisde iguasldod de medizs et iad Bspensable salver pri-

nierg ol lad pauestizs provienen de dos noblaciones normades de peal sarianeta, En cse caso,
" “A ¥ ﬂ; denatan o las variancizs de 1y prodoceidn de waiz ep ke zona tratada y vn la o
tfratinla, respectivamente, o debe probar la bipotess nola ff,0 ¢ = 53 enconlra de Lo

a los dos niveles de sipnificunciz esteblecidos,

lipotess ailefnaliva HI: u: - u:

EPaalor de B estadisticy 2 oes, de le ec 3,05,

It 10.407
Ve - = 1.27
83 10365

voelvalor critico de & 001, 11}, ohienido de Ty tabla 9 moedignie inerpofucian lincal, 1o-
relta 3,47, Por lo tanto, come 1.27 < 447, s¢ acepta la hipétesis nula o un nivel de sipni-

Nrancia de 001,
L] . -
El valer critico de ¢, 1) a un nivel de signiftcancia de 0.05 (rerf 9

es 290 deghigue como 1.27 < 252, también sc acepla lu hipdiesis M.
Con base enn [o anterior, se debe deadin entre Jus hipdtesis
T

Hu: B = by fla dferencia en los promedics s¢ dcbe al azar)
ot 2 ey (el fentilizante mejors b produceién)
s¢ ticne gue '

Bajo la hipdiesis Hn‘

ny Sy 4+ 0y S I240.407 + [2(0.36Y

£ = - — = (1.397

' "x+”r"_2 12+ 12 =2
por lo zueal
5% - 50

1= —_—— = | H5

1% 1 + !

A AT
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a)  [uesto que scotrata de una pruchi de unz cole 2 un aivel de signifvzncia
de G.0I, se recha?a T¢ hipdiesis M si ¢ es mayar que el valor eritico, oo eorrespondivnie
u dicho nivel, el cual paraw = n 4n,- 2= 124 12 = 2= 12 prados de hbertad, se abuene
de la roble 8 como v, = 2.51. Come ! < ¢, 12 hipdtesis ff; no se puede rechazur 3 un aivel
de significancia de .G,

bY  5i &l nivel de signilicancia de 1a pmtb-’]- es de 0.05, se rer,:hu'f.a Hy sites

mayot que ¢l valog £, respectivo que para.22 grados de libertad es i, = 172, por o que
de avverdo con lo anterior, Ho se rechaza a un nivel de sigmificancia d= 0.05.

! v
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EUFSTRE0 ALEATCRIO SINFLE FARYZ RiEGNES
|

T+ 'n una pegquefle. coumunidad e realize una invogtigacifn pers deterzic:r-
guf rreporcién del gasto fumilisr es dedicado & 1+ alimentacidn v gué
LroLoreidn g dedicedo & la atencidn médics y rmedicoarentos. Se seluc-
ctons unag muewstrs sfleatords simple de 40 frmillan de up tot:zl Ge 2000
fredildcen quc1f0rman lz comunidad.

Totirar: Froporelén del gasto famllisr dedicadr & l¢ slicentaciln,

[
[

be. I vorjanza del imclso a,

¢. Fl error cstindar del incisc a;

d, Intervelos de conficnza del %5% para Iz proporeifin dek
‘ganto femilier dedicade a le alimentscibn.

¢. Lo prororcidn del gasto fzmlifiar cdedicsdo en ctencifn nmidies
¥ rmedicomentos,

£f. Lo varianzas del incisc e,

£. Intervzics de confianza del G0O% para la proporceidn cel gosnic

fordllar dedicade & ls atencibn nmbdica y medlcanentec.
los datos que ge presentan corresponden a loo pestos de un mes ¥y wetln

exrregados en miltes de pes~a.

Gastpo Ggato Gasto wurm
rapillia Familiar Alimentacidn ¥idicons ¥ Fedicanente.

1 10 4 ;
2 11t - G.8
) 8 4 0.5
G 9 Sl 1
5 &.5 3 G.2
6 5 2.5 #
? I{" 505 Ur'-r
£ & 2 .4
9 i 1.4 e
13 12 4.5 0.6%
11 9 - .k
TE 3'5 ]iE CI.}"
15 2 2 C
4 2 1.5 0
=
12 € p/ .4



Femilia

Caslo
Famillar

dnuto

Alimentacildn

16
L
18
1S
20
21
2

23,

24
cts
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2. In una granja se esth experimentando con una nucve slimentacilin pors

[0llos. Se trabajs cob una poblaciln de 600 pollos & lcao que e lec pea:

al ini¢tar el experimento, el peso total inielal resultd de 780 kiles ,

Leapubs de un mes de desda conocer el peso medio por polle y €l pesc to-

tal de low pollos , pars lo cusl 5o selecciond una nuestra zleatoria suce
rla de 3C polleos gque proporcicnsaron la sipuionte informacdéng constderando

x ¢l peso Inieciel del pollo , ¥ 21 peso al mes del expericento
w3z’

v

ol ) - . - . £ T ey - .'j_ - ;,.'I- ‘ LT
Z. X, = a.;?/- - 2-,. LAt A v},J A N RO v 'j"‘?’l T o, e h.'t
Wz H R ! 4 .

Yetimar: a.,Pesy medioc por polle al mes de inlciladg el exyerizento.

b.Feeo tota]l de loa pollos,
c. ¥arlanzas de los incleoce 8 ¥ kb
d. Iptorvales de confienza del 95% para 103 inciscs a y b.

-
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%2, Una institucidn bancerieg cuenta con 1000 clientes con ¢uentas de che-
ques ¥ parg un estudic econfmico cesea conocer quéd propereifn del ingre-
80 menpusl gastan aus clientes en jpromedio. Para estimar estr proporeibn
deciden llevar z cabo un muestrec mleatoric slbople de 30 clientes. De lco
estados de cuentas mensuales obtlenen lon gastos del cliente y de los de-

tos confldencieles obtienen el Ingreso mencual. Lae observagliones obtenida:

de la mucgtra fueron las sigulentes: -
Cliente Gastc {(en miles de pesoa} Ingresc(miles d¢ penos
1 20 25
.2 20 22
2 3¢ 30
.ok - 33 LG
2 30 29
€ 0 25
7 25 2%
& 20 20
9 40 50
16 3G 20
11 - - 50 - &0
12 28 - 30
13 29 40
14 23 25
t5 28 30
16 : 20 20
17 38 . L
18 z0 * 30
15 3z >0
20 20 20
21 29 30
22 25 25
23 38 : LG
24 20 30
25 20 20
26 29 30
27 25 2B
28 20 ) ; 20
2% 2? 30
30 35 L0
Totales BE6 ' oCy
Eptip= r: a., La proporcifnm del ingreso que los ¢llentes gzstan

menguglmente €& intervalos del G5% de confianza.
; 82°La cantidad medisa del gastc por cliente y gu vorianza,
€. El total d& gasotes en la poblacibn y su error estfrdar.

Adela Avad Capriiio.

Jundeo de 19E&¢
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PRUEBAS Dz HIPOTESIS E INTERVALOS DE CONFIANZA

EN REGHRESION LIXNEAT

5I EL MODELO QUZ RELACIONA A ¥ COW X ES LINEAL, ENTONCES
Y = MK + B

5I NO ZE CONOCEN ¥ ¥ B, ES NECESARIO E5TIMARLOS COX BASE EX
UNs HNUESTRA, QON LO CODAL SE OBTIENWE

Y = m¥X + ©

¥

!

EN DONDE m ES EL ESTIMADOR M, Yb, EL DE 3. SEA “ifx LA

te

VARIANCIA DE LA ESTIMACION DE Y CON BASE EN X.

k=

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE, SI SE CONOCE u§|x , ENTONCES:

n
Var{m = aé = Gile I [xi - E}z = azlehSi
i i=3 Y
Xc =2
var(b) = of = 2| /n + e ooz &4 iy
< . {x; - % p nSx
i=1 =
5 ”;ix{x - % 2 s 1. (x~30°
Var(mX + b) = ay[xfn o = c; = Gyix{ﬁ + 5 )
= 2 n5
£ (x, - =) X
i=1

I of|, NO SE CONOCE, SE PUEDE OBTENER UNA ESTIMACION’ TNSESGA-
DA DE ELLA MEDIANTE La 'ECUACICN




INTERVALOS DE CONFIANZA: _y|x CONOCIDA

a. PARA LA ORDENADA EN EI ORIGEN, B,

bizcnb

DONDE 2o T BF{Z < Zci = 1 - pf2; a = NIVEL DE SIGNIFICANCIA

b, PARA LA PENDIENTE, M:

m+ Z_ o
Z “en

¢. PARA LA PRECICCION, Yi;

Yl i ZCU?

EN CASO DE QUE uy!x SEA DESCONQCIDA (ES 10O USGAL), DEBE ESTI-
MARSE A PARTIR DE LA MUESTRA MEDJANTE Sy[x. EN TAL CASO LOS

INTERVALOS DE CONFIANZA CAMBIAN A:

a. PARA LA ORDENADA EN EI, ORIGEN, B: b t t o,

BCXNDpE tﬂ E5 EL VALOR CRITICO DE UY¥ WIVEL DE SIGRIFICANCIA

2, CORRESPOXDIENTE A UNA DISTRIBUCION t DE STUDENT COX

v = n — 2 GRADOS DE LIBERTAD, v Ei ES LA VARIANCIA (SESGADA}
DE LA MUESTERA DE x.
b. PARA LA PENDIENTE, M: m + t_o_
+ s 7 n52 0 mo+ £, Sylx
B2Ete Sy|x X Ihe XLX



c. FARA LA PREDICCION, Yi:

G o+ ¢ gfi (x; = F)*
- —_— - o —r.
i - S /R )

-
ad

(2]
+
+
o

51 Xs ESTA DENTRO DEL RANGC.DE LA MUESTRA, O

/ .2
. (x.- ¥)
.1 i
+ i 1 "7
Y, ot Sy|x V4 =+ 2
n..x

oI Xy E57TA FUERA DEL RANGO.




EJEMPIO

LA FORMARCION DEL ALCOHOL EN UM PRGCESO DE FERMENTACION SE RILA-
CIONA CON LA TEMPERATURA. EN UNA SERIE DE SEIS MEDICIONES A

DISTINTAS TEMPERATURAS SE OBTLVO 1O SIGUIENTE:

, "EMPERATURA, X, °C | 33 | a0 | a5 50§55 60

i ALCQHOL,¥., 1t l 20.2 ! 23.1 {*23-2 l 23.8 5 25.8 5 26.5

[

S SF AJUSTA UNA RECTA POR WMINIMOS CUADRADOS SE GETIERE
Y = 0.225 X +13.01

(x = 47.5, ¥y = 23.7)

INTERVALOS DE QONFIANZA CON UYIX = 0.8 (CONQCIDA}. a = 0.45.

b Ty e 37,5 - 1843
6 2
DONDE F {x., — x}" = 437.5
i=1
b+ z, 9, = 13.01 + 1.96 x 1.845 = (9.39, 16.63)
o, = —<B - 08 - 0.0382
: 437.5 ”
m+ oz, o, = 0.225 + 1.96 x 0.0382 = 0.225 + 0.075 =

[}
L]
[y
Ln
[ ]
=

. 300)



LJERCICIO

PARA LOS DATOS DE X y Y PRESENTADOS EN LA SIGUIENTE TABLA, CAL-
CULAR Sny Y LOE INTERVALOS DE CONFIANZA DE B v M PARA = 0,05,
¥ PARA Y CORRESPONDIENTE A X=50.

e ket v [ vehy |Gwot | | 07
t3s lo2p.2 | 20.8 | -0.7 1 0.1 -12.5 | 1s6.2
| 40 23.1 22,01 1.1 1.21 - 7.5 56,2
45 23.2 23.1 0.1 0,01 | - 2.5 6.2 |
so {23.6 | 24,30 -0.7 1 o0.29 ) 5| 6.2
lss ) 25.8 | 25.4 1 .4 ! o0.16 5 | s6.2
6o | 26.3 | 26,51 -0.2 1 o.04 | 12.5 | 156.2
£=283 ~ £=2.40 r=437.2

SAETDS (UE ¥ = 0.225 x + 13.01
(35)=0.225(35)+13.01=20.9, © ¥{40)}=0.225 {40)+13,01=22.0 etc.

R eSp=ans, see=llEms o

INTERVALOS DE CONFIANZA:

=2
H 1 / 1
a) EFARA B 13.02 = t S}"Ixn,f yr "H
b
= = 2 === I
e %5.975,4 2.776, Sy[x o3 LlyymRy) 7 2.4 = 0.8,

5 = VOB = 0.77
y | x

2
13.01 = 2.775 x 0. 'a"s'/’ﬁﬂpJ o ; = 13.0G14 4.93 = (3.08,17.94)




g
| 0,77
(52 /6 (72.9)

4

=0, 225£0.102 = (0,1235,0,327)

-

C) PARB y,(x=50): y;(50) = 24.3

- . B = . N 5
24-3it5 _lx/l'. + .Mi+ = 24_3x2_??5xﬂ_??ﬁ_ + ‘:50"4;:5? =
Y, 2 6 6672.9)
) : n E:-: - .

= 24.3*0.% = (23.4,25.2)



TAREA: HACER ESTIMACIONES DE INTERVALOS DE CONFIANZA PARA
x = 0.95 Y a=0,0,DEb, mY Yi' ESTE ULTIMO 'PARA UN
X = x; QUE SELECCTOWE CADA QUIEN. UTILIZAR UNQO DE LOS

PROBZLEMAS DE REGRESION DEJADOS COMO TAREA ANTERIORMENTE.

PRUIEBAS DE TIPOTESIS

da. PARA L& ORDENADAR EN EL ORIGENW

BE - b B -5k

SE DEMDESTRA QUE g = g = T
s . % Sylx [
ek nsi 5, ¥ D

TIENE DISTRIBUCION © DE STUDENT CON v = »n - 2 GRADOS DE
LIBERTAD.
51 SE DESA PROBAR La HIPOTESIS

HU : B = hg

H : B ¥ hﬂ
BASTA SUSTITUIR A B = b EN LA ECUACION ANTERIGR Y EVALUZR
T = t, E5 DECTIRE,

E-b

i

t s ——
- -
Cyl= [E7

Ex n

SE ACEPTARA H, SI [t[<|t_|; EN CASO CONTRARIG SE RECHAZARA

{PRUEBA DE DOS CQLAS), SI Hy FUERA B » bu, SE ACEPTARA ST
< t,, ¥ SE RECHAZARE EN CASO CONTRARIO (PRUEBA DE UNA COLA}
h
S o
/ﬂ *
/2 Vs a/2
x -~ ¢ a
ﬂ’iﬁg LY e { T
tc t¢ T | t tC T

PRUEBA DE DGS COLAS PRUEEA DE UNA COLA



o, PARA LA PENDIENTE, H ‘

ANALOGAMERTE, PARA M, LA ESTADISTICA

M- m, M - my DOKDE m, = VALOR DE M BAJO LA
=§ = T, e, . ) _
Sy|fon5ii yIx HIDPOTESIS NULA Hﬂ : M =m.
sxﬁ?
TAMBIEN TIENE DISTRIBUCTION t DE STUDENT CON v =n - 2
Il - m
GRADOS DE LIBERTAD: t =g 0
ix
Exﬁ?
EJEMPLO
CONSIDERE LOS DATOS SICUIENTES:
Tx 0 1 2 3 3 [ 5 I ) Ca

¥ |ﬂ.lE D.U?J 0.08) 0.23 E.Eﬂt 0,35 | 0.55| 0.75|0.81| 0.B5

m = 0.093, b =0.032, S2,_ = 0.01258
vix
g2 = &_ %ﬂix - %2 - 82.50/10 = 8.25; I x2 = 285, x2 =283 2285
x 10 2, . -2y 1= £82 1 -
) A
a. PROBAR LA MIPOTESIS DE QUE B = 0 i
L. PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE M = 0.1 0. 005
CON & = 0.01 ¥ S|, DESCONOCIDA. . 99 9005
- I %
. Hﬂ : B = O; H1 : B #FQ “"i} T 'jx“- -
-3.1355 i0.486 3.355
b - b e
L o= & = 0.032 0 = 0.486 ACEPTACION
— l 28,5
S,1q j Y 0-01258 Jrox s
3
Jﬁsx
e = €g.995, § = 3-355 > 0.486 . SE ACEPTA Hy.



Hﬂ t M= 0.1; Hl s M ¥ 0,1

f oo " Mo _0.093 - 0.1

Sy |x /0.0:258"
s,  V8.25 x 10

= 0,567 <« 3,355

SE ACEPTA Hg CON 99% DE NIVEL DE CONDIANZA.



10

PRUEEA DE HIPGTESIS PARA EL COEFICIENTE DE CORRELACION, 2y

PRUEBA

>
T3 - — . -
ot ﬂxy [+ I H_T_ . ﬂxy f o

SE DEMUFEETRA QUE EN CAS0 DE QUE X Y Y SON INDEFENDIENTES
{- = 0), LA ESTADISTICA

TIENE DISTRIBUCION t DE STURENT CON o - 2 GRADOS DE LIBZrTAD.

ZJEMPLO

EX ZA5E A UNA MUESTHA ALEATORIA LDE 30 DATCS SOBRE LA TEMPERATU-
Rh MEDIA DURANTE UN MES, ¥, ¥ EL PESDO MEDIO DE LOS TOMATES BIS~

CADDS, ¥, SE OBTUVO UN COEFICIENTE DE CORRELACION 1‘}:}r = 0.931,

PrOBAR LA HIPOTESIS DE QUE pxy = 0. USAR o = 0.05,
H'l:i : pXY = [J ; Hl r pxy #F 0
Ty T
- n — - = 1
=r > = 0.931 / 13,448

V1 - 0.931°

tc = tﬂ.g?S, 2 = 2.048 < 13,4418

SE RECHAZA H':J A UN NIVEL DE CONFIANZA DEL 95%.



11
EJERCICTS
CON OBJETO DE VERIFICAR LA CONSISTENCIA INTERNA DE UNA PRULBA
PSICOLOGICA, ESTA SE APLICO DOS VECES A EﬁDA UK4a DE DGs MUES-
TRAS ﬂLEﬂTbRIAS, E5TAS MUESTRAS SE EXTRAJERON DE NISOS DEL
CUARTO GRADO DE DOS ESCUELAS DISTIXNTAS, "A" v "B'. LAS CALI-
FICACTOXES DE LA PRIMERA APLICACION CORRESPONDEN A LA VARIA-
BLE ¥; LAS DE LA SEGUNDA APLICACION {75 DIAS DESPUES DE LA PRI-
MERA)Y, CORRESPONDEN A LA VARIABLE Y.

a. CALCULAR EL CORFICIENTE DE CORRELACION DE X v v
DARA CADA ESCUELA, Y PARA LAS NOS ESCUELAS JUNTAS,
Y PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE pr>O Ex CADA CASO.

b. PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE vy = “Y PARA AMBAS E:=-

CUELAS JUNTAS, Y PARA CADA ESCULLA POR SEPARADC.

¢. tROBAR LA HIPGTESIS DE QUE -

-y

A B

My

[ ]

u
TA ‘B

- 2 2 -
3.3 (Kﬁ] =g [IB)

iy

2 2
.G (YAJ =g (YB]I

FORMULAS

- - 2 2 2 2 Z _Z
X = Exifn, Y=1Yifn, S (X)=zX /n -X 5 (Y) =EYifn-Y

2 2, a2 X1 TR -
£ (d) =@d;/n - d, 1y = Y ty r?{‘ff"ﬂri
¥ o 1-x2
S c2 -
t. =~ = A-Y H p= M
MY /aEER) 2 S AV o oy Sk
Tty "2 [H; HYJ



fad

ok

2 2 '
DONDE 5‘ ¥ SF 50N ESTIMACTONES TNSESCADAS DE LAS VARTANCTIAS

{
MAYOR Y MENOR, RESPECTIVAMENTE, DE LAS DOS QUE SE ESTAN COMPA-

RANDO,

RESPUESTAS A LOS INCISOS a v b

ESCUELA A
: B
2 2 2
Y X Y XY | d=x-y d
54| 35 11361225 | 1190 -1 1
39( 36| 1521|1296 | 1404 3 9
16 40| 1600 {1600 | 1600 0 0
| 350 38| 122511444 | 1330 -3 9
30| 29° 900{ 841 | 870 1 1
28 26| 784l 676 | 728 2 4
35( 34 1089|1156 | 1122 -1 1
38| 30| 1444(1600 | 1520 -2 4
| 320 390 102401521 | 1248 -7 49
371035 1366[1225 | 1205 2 4
26| 26| 676] 676 | 676 0 0
40| 39} 16001521 | 1560 3 1
52( 30] 1024 900 | 960 2 4
331 349 108911156 | 1122 -1 1
35| 33 14421089 | 1254 5 25
33| 55 11561521 | 1326 -5 25
350 57! 1225(1369 | 1298 ¥ 2
3831500203261 205180 20500 | -6 | 142
: T
¥ = 3% = 340352041 %% < 1180.1245
2
Y = 222 « 34.705882 ; ¥ = 1204.4982
3 =6/17= -0.3529411 ; 3% = 0.1245674

- 20326

57(x) =S435 - 1180.1243=  15.53225 5 S(x} = 3.9398604
s2evy = 20816 . 1204.4982 = 19.9723 ; S(Y) = 4.4690373
2 _ 142 - . = 7 2
Sd = T3 0.1245674 = BE.22B3737 ; Sd 2 8BES141

 (20500/17)-(34.352941)(34.705882) _ .
Sy T (3. 03G8604) (4.4600375) _0-7742887



~

Hptp =0, Hj:p >0, t=1%5 995 15"

ty = 0.774 Fé;TﬁE?EiE-= 0,774 x 6.116 = 4,73 »2.1

POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE QUE p =0 COX N
NIVEL DL CONFIANZA DEL 95%. t, ™ Tg.995,16 = 2.12

¢ . 434,353-34.706)/i6
d= I~ 2.569

L= 0.492< 2,12

POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPGTESIS DE QUEy = u  CON UN

95% DE NIVEL DE CONFIANZA.

ESCUELA B
?

X Y Lol xyo | aexev at
59 a1 | 1s21 | o1ss1l t1sog L -2 | 4
27 36 729 1236 972 -9 81

| 33 31 1089 9611 1023 2 4
37 36 1369 12906| 1332 i 4
33 36 1225 1296 1260 -1 1
31 33 967 1089| 1023 -2 4
33 32 1089 1 1024 1056 1 1
3G a0 1521 1600] 1560 -1 1
39 35 1521 225l 1363 4 16
27 29 3091 541 783 -2 4
iz 36 1624 12968| 1152 -4 16
34 %5 1156 12251 1190 -1 1

| 35 34 1225 11561 1190 1 1
36 42 1296 17641 1512 -6 36°
34 34 1156 1156 1136 4] 0
29 31 841 I8 961 899 -2 4

F‘saa‘ i;ﬁT“ 13614 J TGERT 19072 - 21 E 175 [

545 i 2
¥ =22 . 5575 £2 - 1139.0625 ; d =-1.3125 ; 37= 1.
Y = %%l = 35.0625 ; ¥-7229.3789
.2 _ 18614 675 = 24,3125 : S{x} = 4.9307707
sx(x] = = 11358.0 _

sPy) -+ 12887 . 1229.3769 = 12.3086 ; S(y) = 3.5083614



52 . i3 1.7226567 = 3.214544 S5,= 3.0355961

. {19072/16)-(33.75)(35.0625) 00105
Fxy T EW SETTETS S B PEEEELES

- ;14 _ =
t, 0.498 GTTET 2,154 <2.15

POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE QUE iy*ﬂ, CON UN

95% DE MIVEL DE CONFIANZIA.

SR ?SGEE 063) V5 |. 1.67 <2.13

CON

POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS BE QUE Hy T 8y

US 95% DE NIVEL DE CONEIAKZA.

AMBAS ESCUELAS JUNTAS

Ex; = 1124, py,=1151, fo - 3894&.&?- = 39872, pd, =-27 ;34

T 1124 . =2 - %
X 33 = 34-{]&{}6{}6 » ¥ = 115D.1245 ; ,d = ._3..:_3 _D+S‘|3‘|ETB : a-' D.Elé_':-;
7 = 1;2‘ = 34.878787 ;  ¥9=1216.5297
sy = E%%iﬂ - 1160.1248= 19.8752 : S(X) = 4.45816]
3
$°(y) = 5%%§§ - 1216.3297= 16.2884 ; S(Y) = 4.0353589
3
84 - —%%1 - 0.6694214 = 8.9366392 ; S, = 2.9894212
 (39572/33)-(34.060606) (34.878787) )

xy © [£.458161)(4.0355585) 0.6201924



15

(32.061 - 34.879 /IT

{.I =r 2;989 r: T.Sdﬁd?.ﬂ-ﬂ

t

POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS BE QUE w, = 3., CO¥
UN 95% DE NIVEL DE CONFIANZA.

= f-'” -
L 0.620f/ 537 = 4.398 »2.04

POR LO QU= SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE QUE :&y=0’

CON UN NIVEL DE CONEIANZA DEL 95%.

RESPUESTAS Al TNCISO ¢

t. . o _34.35-33.75 - 0.6 .
X =X - —_— -
A T7x715.62+16%24.3 1 + 1 763.84+388 .08
37 7 T%“J #/; & (0.121)
=0.568 <Z.04
POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE g = y, , CON DN
A =
§5% DE NIVEL DE CONFIANZA.
e, . = __|34.71-35.06 | . _ b -0.331
¥y, - - —
A s T7x10.97+16Xx12. 31 ; /339 .43+196,96
= (0.121) /=2 T (0.1213

= 3.24 < 2,04

Y

POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESTS DE QUE My = H CON 1w
A 53 °*

93% DE NIVEL DE CONFIANZA,



PARA LA PRUEBA DE IGUALDAD DE VARIANCIAS USAREMOS

f 16
24,31

&
15 _ .
F o= — 1.57< 3.41 = Fy ,(15,10)
15.52/ 16

2
POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE 7,
CON UX 68% DE NIVEL NE CONFIANZA.

i

17
po 19.97 /T8 2058 _ § g2¢ 3,41
12,71
6
12.31 ¥ T35

2
POGR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE By = O
COX UN 98% DE NIVEL DE CONFTANIA.

-

Ir
=]
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LETIMACION DE UNA PROPOHCION POR INTERVALOS

De la probabilidad P(8 - 2 05 2 5 < & + 2.0

o S} = l=q {1}

aen donde o nivel de significanecia

nivel de confianza

b=
i

14
i

L
1l

valor critico gque delimita la zona de procabili
dad l-co

se optiene la estimaciSn de & mediante un intervalo de confian
za,

Considerande a p como la proporcidn de "€xitos" se tiene ol

cztx} = p{1-p}, % = nfmero éxitos/n,ug = pycz{?ﬂ = pi{l-pl/n.

La ecuaclén 1 se puede escribir en la forma

—

P(|S-0l<z o0_) = 1-a, por 1o que si 5 = x:

c
_ — e - 2
Pix-plsz, A(i-pl/n ) = 1-a = P((x - P}’< 2. pll-p)/n)

Parn {:_C—plz = 2{2: pll-pi/n sc puede escrikir coma

(1 + zifn}pz-zpfi + Zifizni} +¥ =0

Resolviendoc esta ecuacién de segundo grade en p se obtiene que

el intervalo ¢e confianza es

- — —_—— -

5 T2 2 ;
- Z" - __- kA _ b P '._
FiR 4 c_zc/xjix}_i‘n. jcpec NX+ =S +2 fox{l=x) _

=)
2n 4n? 2n cy n
i
dondel =& ——5—:
1+2" /o
, c 22
31 n es grande y—z-;:'—<< X, los 1lfmites de confianza son arroxima
damente =

L e X P
X5z, x(1l-x}/n
51 la poblacidn es finita y el muestreo es sin reemplazo, Se usa

th

}..l

2 - —
Sg = X(1=-R)

.
[



EJERCICLO

—_——— ——r

LA DURACION DE LOS TRANSFORMADORES PRODUCIDODS EW UNA FABRICA

FUE MEDIDA EN UNJA MUESTRA DE 50 ELEMENTOS TOMADOS AL AZAR, OZ-

TENIENDOSE LA SIGUIERTE DISTRIBUCION DE FRECUENCTIAS:

[P

- i |

!

INTERVALD N° 1 2 3 [ 4
|
i .
T T
r ) | :l
- . " e ,_d._.....1 o — 1 .
PRECUENCIA | 21 16 9 4

PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES

DZ LA VARIABLE ALEATORIA "DURACION DE LOS TRANSFORMADORES" ES

EXPONENCIAL CON PARAMETRO 3z0.45 ANOS™. USAR a = 0.03.

SOLUCTON
LAS TRECUENCIAS ESPERADAS SON: nP(x, < X < %)
DOWDT = TAMANO DE LA MUESTRA
1 -
°, = PO S X < 1) =/ (0.450e 0-45t 44 = g.362; 508,
. ” o-0.455
Py = (12X <2) =/ (0.45) at = 0.232; 50p,
3 -
Py = (2 £ X < 3) = (0.45)e 0-45% 4¢ = 0.145; s0p,
Py =p(x»>4) =5 (0.450e 0%t ap = oL2s9 509,
3 ¢ = 0.9%8 =1
oy 2 2 el 2 ) 2
¢ - 21181007, (16-11.5%  (9-2.25% _ (4-12.55%

1i.6 .25

12.85

18.10

11.60Q

Il
w]
b
La

|
L 1]
Lo
wes
[im) LT
LR
It
wn
o




L

2 =
£0‘95’3 - ?!31 - 31?4

POR LD QUE SE RECHAFZA LA HIPOTESIS NULA CON UN 5% DE NIVEL DE

SIGNIFICANCIA.



DIERCICIQ

ST PIENSA QUE L& EMISION DE PARTICULAS RADIDACTIVAS DE CIERTA
FUENTE OCURRE SEGUN UNA DISTRIBUCION DE FROBABILIDADES DE
POISS0N,. EL NUMEZO DE PARTICULAS EMITIDAS EN 100 INTERVALCS
CONSECUTIVOS OE 10 SEG QUEDD DISTRIBUIDG DE LA SIGUIENTE MANERA

in® DE PARTICULAS [ a 1 [ 2 3 4 4|
% DE INTERVALOS | e v T
(FRECUENCTA) 11 30 | 25 20 w0 | e

2RO0BAR 1A HIFOTESIS DE QUE EFECTIVAMENTE SE TRATA DE UNA DIS-

TRIBUCION DE POISSOM. USAR o = (.01,

SCGLUCION

PUESTO QUE NGO NOGS IRDICAK UN VALOR DEL PARBMETED DE LA DISTRI-
BUCION NECESITAMOS ESTIMARLO A PARTIR DE LA INFORMACION DADA

ARRIBA:

-
A

{(0 % K} + (1 x30) + (2 x 25 + (3 x20} + (4 x 10} + (5 x 4)}/100
=2.00 PARTICULAS/INTERVALQ

LA DISTRIBUCION DE POISSON ES ENTONCES:

D | x =2
_ Al e 27 e - _
fX{X} B X! B x! P{X = x)
- 0 -2 ]

p, = fXEG} = 2" e 7/0% = 0.135; np, = 100 x 0.135 = 13.5
Pa = fx{l} = 21 e_zfl! = {),270; np, = 100 % 0.270 = 27.40
py = £,(2) = 22 e7%/20 = 0.270; np, = 27.0

py = £,(3) = 27 &7%/31 = 0.180; rp, = 18.0

pe = £.04) = 2% &7%/41 = 0.090; np, = 9.0

>
g
I
o
%
'
z
1
s

- Fxf4j = 0.G55; npg = 5.5



2, o139 @0-27.0% , @s-20.0° , 20-1m? | (10-9.00° | (4-5.5)°

+

13.5

= 1l.687

2

X 0.99, 4 °

37,0 770 * 18 * 3.0 " 5.5

w = & -1 - 1= 4 f(w = W=-r=-1; r = N* DE
ESTIMACIONES HECHA I0W LLS

DATGOS)

13.277 » 1.687 . SE ACEPTA LA HIPOTESIS NULA



EJERCICIO

EN UN ESTUDIOC CON FINES ANTRGPOLOGICOS SE OBTUVQ UNA MUESTRA
ALEATORIA DEL TAMARQ DE LA CABEZA DE LOS INDIGENAS ORIGINARIOS
DE CIERTA REGION TROPICAL. LOS DATOS AGRUPADOS SE PRESENTAXN

EN LA SIGUIENTE TABLA., PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE ESTOS DATOS

CORRESPONDEN A UNA YARTABLE CON DISTRIBUCTON NORMAL.

¥ -

1NTERVALD FRECUENCTA FRECUENCTA fooe. (f;-e.)" (£.-e.)”
PE VALORES, mm  OBSERVADA, f,  ESPERADA, e.. €3

<171.5 i .4 0.4 0.16 0.40
171.5-175.5 3 2.4 0.6 0.36 D.15
175,5-179.5 g 10.5 -1.5 1.25 0.12
17¢.5-18%, 5 29 33.1 -4,1 16.81 0.51
183.5-187.5 76 71.3 6.7 72.09 0.31
187.3-191.3 104 104.2 -0.2 0.04 6.00
191.5-195.3 110 108.8 1.8 3.24 0.03
195.3-100.5 A8 77.3 1G.7 114,49 .48
196.3-205.5 30 37.5 -7.5 36.25 1.30
203.3-207.3 6 13.0 -7.0 319.00 3.77
207.3-211.3 4 3.0 1.0 1.00 0,33
211.5-215.5 2 0.5082 1.4018  2.23 4.58
213.3-219.3 1 0.0462 0.9533 g.910 19.65

> 219,53 0 =0 TOTAL 32.67

do{f, - e )2
¥¢ = 1 = i ., e 32,87 ¥ 19.7= X2 -
1ml €4 0.95,11 <

POE LO QUE LA HIPOTESIS NULA NO PUEDE RECHAZARSE CON UN

95% DE NIVEL DE CONFIANZA,

FEX?)‘

(DDE
L

#) 197 *e




EJERCICIO

SACAR UNA MUESTRA DE 50 NUMEROCS DE UNA TABLA DE NUMERDS ALEATC-

RIOS ¥ PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE PROVIENEN DE UNA DISTRIBUCION

CNIFORME DE ¢ A 1, PREVIA REDUCCION A DECIMARLES, USAR 2 = 0.05.
SOLUCION
UTILIZANDO LOS RENGLONES 1, 3, 5, 7, % DE LA TABLL DE NUMERIS

ALEATORIOS PRESENTADA EN EL VOL.

3 CADA NUMERD Y ELIMINANDD LOS 3 ULTIMOS DI

1 DE ESTADISTICA DESCRITIVA®*,
MULTIPLICANDO x 107

GITGS SE OBTIENE LA SIGUIENTE MUESTRA:

0.16 - 0.8 - 0.04 - 0.53 - 0.7% - 0,21 - 6,82 - 0,92 - 0.36 - 5
0.59 - 0.73 - 0.47 - 0,47 - 0,87 - 6.98 - 0.G0 - (.B8 - 0.71 - &
0.20 - 0.23 - 0.30 - 0.03 - 0.23 - 0.14 - 0.15 - 0.45 - 0,22 - 0
.09 - 0.74 - G.68 - 0.96 - 0,20 - 0.42 - 0,78 -~ 0,05 -~ (.22 - 0
0.54 - 0.35 - 6.,1% - 0.11 - 9,31 - 0.76 - 0,17 - 0.03 - G.34 - 0.

AGRUPANDD DATOS EN 10 INTERVALOS TENEMOS:

INTERVALO | £, | ey | £;-e, | (£,-e P (2i-e ) /e,
0.000-0.105 5 1 1 0.20
0.105-0.205| 1¢ | 5 5 25 5
6.205-0.355| 7 | s 2 4 3.80
0.305-0.405| a } 5 | -1 1 5.26
5.405-0.505| 5 | 5 0 0 3
0.505-6.605| 3 | 5 | -2 z 8. 80
6.605-0.705| 2 | s | -3 9 1.80
0.705-0.805| 6 | S 1 1 6.20
0.805-0.905) 4 | 5 | -2 1 9.20
0.905-1.005] 3 | 5 2 4 0. 80
s = 10.0




2
9 Il ‘.f."'e.]
X = g le = 10,0
i=1 z
.KZ
‘5 g5 = 16.9 > 10

POR LO TANTD SE ACEPTA LA HIPGTESIS DE QUE LOS NUMERCOS CORREE-
FONDEN A UxA PISTRIBUCION UXIFORME, COK UN NIVEL DE SIGNIFICAN-

CIA DE 0.05,

"EneLOM, 0. &., "INTRODUCCTION A LA ESTADISTICA DESCRIPTIVAY,
VvoL. I, 3a. Eb, {1977}, PAG. Z21.



CURSO NE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

JOSE LUIS ABAD CARRANZA
CFE -

LUIS JAVIER ATHIE MORALES
Auxiliar "E"

CFE

Tel: 543-41-87

ING., ROBERTO CARVAJAL RODRIGUEZ
Jafe de Oficina

CFE.

Tel: 543-31-35

HECTOR JESUS CHAVELZ PONCE
Pasante de Ing. Hidr6logo
CIFE

Tel: 087-006-99 exts. 212,210

ING. ALFREDO FERNANDEZ ESPINQSA
Ing. "B" Minimo

CFE

Tel; 543-60-07

ISMAEL GALINDO AGUILAR
IPESA Consultores
Proyectista

San lorenzo 353

Del Vzlle

Méxice 12 D, E,

Tel: 556-15-76

ING. ELADTO MEGCHUN GIL
Auxiliar Administrativo

Banco nacional de Obras y Servi-
cips PGblicos 5. A.

Av, Insurgentes Nte., 423

U. Tlatelolco México 4 , I, F.
Tel: 579-23-54

EVELTA CANALES LUNA
Actuario

CFC

Tel: 543-59-3%

Manz. 1 Edif. B-J-303
Unidad Lindavista Vallejo
México 14, D. F.

Tel: 567-56-13

Av. Dalias ¥ 8
J. de Coyoacén
MExico 21, D. F.
Tel: 677-03-82

Av. San Bernahé 565
San jerfnimo

México 20, DI, F.
Tei: 595-03-30

Albino Garcia # 279
Col. Viaducto Piedad
México 13, D. F.

Retorno 8 I Pavia 140-C-4
J. Balbuena

México 8, D. F,

Tel: 552-18-86

Sal Luis Potoesi 182 - 10
Roma
México 7, I, F.

Playa Hermosa 458
Marte

México 13, D. F,
Tel: 579-23-54

Marques de Aguayo ¥ 29 Cto.

Cd. Satelite Edo. de Méx.
Tel: 562-20-85

Fundadores



(2)

ING, RAUL MAYA GONZALLZ
Gedlogon
CFE

Tel: 543-44-51

-+

ING. FERNANDO MURQZ DEL RIQ
Oceandgrafo
CFE

Tel: 543-44-35

ING, LUIS FERNANDO OLVERA Y MTZ,
Provectista

CFE

Tel: 536-92-34

CARLOS. RENAUD TOLEDD
Pasante eventual "A™
{FE

1°de Mayo 1477
Yeracruz, Ver.

HANUEL RIVAS SALGADO
Ingenicria Civil
CFE

Tel: 543-41-87

ARTURO C. SANCHEZ VILLASLEROR
Pasante de Ingenierfa .
CFE

Tel: 543-44-35

ANTONIO SANTOS PEREZ
Ingeniero Civil

SERGIO PEREZ TAFIA

Pasante Ev, "CY
{I*E
Tel; GE7-06-80Y9 Ext, 230

Av, Universidad 1353
Flarida

México 20, D. F.
Tel: 534-76-07

Meseta 154

Jurd, del Pedregpal
México 20, D. I,
Tel: 5568-12-79

Apartado Postal 335-A
Cuernavaca, Mor.
Tel: 552-69

Edif. A-3 depto. 501
Torres de Mixcoac
México 19, D. F.

Viveros del lago # 78
Vivaros de la Lama

4

Tlalnepantla Edo. de Méx.

Tel: 397-%0-92

Bolivar 571-203
Alamos

M8xico 13, D. F.
Tel: 530-49-54

Jesls maria 187 - 8
Centro
Midxico 1, D. F.

tel: 542-45-14

Ileroes de Pudierna # 01

San Jerdnimo
Mixico 20, 1. T,
Tel: 595-04-30
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ING. P, EDUARDO TORRES TOLEDRO
Proyectista |

SARH

Reforma 20 - 108

México 1, D. F.

ING. ANDRES ACEVYEDO TREJO
Profesor ESIA LPN

Unidad Profesional Zacatenco
Lindavista D, F.

ING. MIGUEL TOSCANO BRISERO
CFE ,
Tel: 543-44-51

ING. JOSE VARGAS SANTILLAN
Ing. Proyectista

CFE

Tel: 687-06-99

Calle 47 # 47

S5ta Cruz meyehualco
Méxice 13, I, F.
Tel: 6971-18-42

Zapotla # 76
Iztacalco
México §, D, ¥.
Tel: 579-57-21

Av, Plutarco E. Calles
Granjas Mé&xico ZIP: 8

195-A-301



