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JRACION DE VIGAS DF FLEXICN Y VIRASILE Cf’{{_
TANTE. '
julio 2% 17:00 a4 19:00 4 ) " " " T-. T lavio Rascon Chévez
Julin 22 19:15 g 21:1% h INTFODUCCTCH AL BETOWD UL FLEMENTD . INITG on € Ramén Cervantes B,
julie 24 17:00 a 21:15 h kt " " K. en €. Ramén Corvantes B.
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IAMIENTQS © GIRDS} CUE SE REDUIEREN PAEA DEFINIR LA FOSICION OEL
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=1 1 L
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E = TIEMFD
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FRIKCIPIO Df Q' ALAMETRT

EX LA 2a. LEY DE KEWTLNW LK ESCRIBIMOS COMOC

ot w0 .

AL SFEGUNDD TrRMINO DE LA ECUTACTON SK LE CONOCE COMO FULRIA [ TNERCTAF
EL CTONCEPTO DE CUE LUNA MASA DESARRCOLLA UMA FUENZR DE IKERCINA FPROPOR-
CICHAL A S0 ACELERACTON ¥ OUE GE OPONE A ELLA EE CONOCE COHO PRIN~-
CIFIQ? DE D'ALAMBERT, ¥ FERMITE QUE LAY ECUACIONES DF HMOYINIENTD BE
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ECUACION DE FOUILIBRID
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| b ——pit)
‘*t 71 e ©
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x=l1) DIMGHAMA DE CUERFO LIBKE
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[} - - 2-
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~ht \ ,
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w'mw 1T LY a g yos,

OTRA FURMA DE MEDIR EL CRADD CE AMIRTISUCARMIFNTO OUE TIENE OMA ES-
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FOMANDGO COMO COORRENADA GENERALIEATA A L{tk

- . [t
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51 SE REMLIRA UN EXPERIMENTG EN EL CDAL 5E BACA A LA ESTHUCTURA DG £ __‘_-j' ~ Jf,.l'j‘i"ﬂ.-' 02,5’

5U POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURAA DE 50 POSICION DE EQUILIBRIO

. P s c;{-_/m.?n:a e,
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ESENRLO ' EJLHPLO
& UHA ESTPUCTURA DE UM PISO &% LE ATLICA UNE CRRGA HORITONTAL oOT CALCULAT LA RISPUESTA DE UK ST3TCMA DF UL GRAED UE LIBERTA!SUJLTG
20 TON EF S0 MAER, OBSFRVANDOSE UN DESPLAZAMIENTO ESTATICO DE 0.2 CM. A LA SIGUIENTE EXCITACION:
AL SOLTAR SUBITAMENTE Lk FOERZA SE RESISTRA UN FERIODD DE OSCILACION At) |
"DE £.% SEG, ¥ QUE LA AYFLITUD BN EL SEGTHDO CICLO ES BB 0.14 OX, Ry C -0
prLA ’é - - I'l;:. * kx - 'F'l:|
—= P ?Diﬂﬂ H_{l: .
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- 31 ST ety ¢
- - pn
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. NES INICTR
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PRINCIFTO DE HAMILTON

1, Lt
J-lﬂ-ﬂdt* | endeeo
L L
DONDE
T = [NERGIA CIKITICA TOTAL _
V= ENERGIA POTLNCIAL TOTAL, INCLUYENDO ENFAGIA DE DEFOR-
MACION ¥ ENERGIA POTENCIAL DE LAS FUERZAS CONSERVATIVAS
W - TRABAJD REALIZADO POR LAS FUESIAS MO CONSCRVATIVAS

{TALES COMJ LAS DE AMORTTGUAMIENTO)
= VARTACION TOMADA DURAKNTE EL INTERVALD RE TIDMI'D DE t'l

l.l'.z

EX ESTE PRIMCIPIO SE ASUHE QUE LA ?iﬂIACIDH, 4x, DEL DESFLAZAMICNTO

Li LOS INSTANTES ¢, ¥ t, ES NULO.
EYEMPLD
‘ K
od— {(t) T = } axd vl ¥x® (ES L INERGIA DE DEFOA-
3 Y : MACION, UNICAMENTE)
-
W pitles - cx4x
[ 4 tZ

2 i .
: l !:% cxl - %i:lldt + J (p{r)éx - cxia)dt

-

: .. 2 )
l (muEx - Lxep)dt « l (pit) - ca)éx dt = O
1 Sty

2. )
l rl;lz - fex + kx - plt))ex]de = 0
5

vl 20

INTEGRANDOD POR PARTES EL PRIHER TERMINQ DE D5TA INILGRAL;

H t
F . *s ? ..
J REEX dT = IIEI] - [ axr x4t
1
t'l 1 tT
.
-{ axdz 4t
L
FOR LD QUE

t: - -
l [- mx - cx - kx + p{t}]ﬂx dy = 0
Y K

FUESTO QUE sx T3 ARRITRARIA, LA ECHACION ANTERIDR SE SATISFACE EN

CFRERAL 5ULD 5T

m;-c;.‘"i:xvp[tjiﬂ

EJEMPLO
il
s K : viz.t) = sfx}zit)
Sy,
b APLICANDO EL FRINCIPIO DE.HAMILTON:
] eili L
1 J : !
. T= wi{x) (v [x,2]]dx
vy T t
L LNERGIA FOTINCIAL POR DEFORMACTON:
mix} .
EIix}) Ve %J mm{\_..{r.t)]zdl
T . .
-]
i)+ . L

ee) = 3 | (v

ENERGIA POTENCIAL DEBIDA A Lﬁ; FUBRIA NOBMAL:

L
L ; J [v'{z,t}}zdt
O v
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PARA CARCA DE PANDED: II I,_I 3L 05 Nn_ T L—f
- drr N
CON LOQUE - ¥ = Jﬁ {1+ g4 Y LA ECUACION DE EQUILIBRLO

3L cT

QUEDA FEN LA FORHA:

- | -
0.72% aLift}. s Sslz_i} - ) 2y - o3staLy (1)
<r

LA FRECULNCIA CIRCULAR KATURAL CORRLSPONDIENTE ES

- ¥

15,
L 24
SOTNCTON AL FROBLEMA Dt WIERACIMWES FORIADAS

A.  FUERZA FXTLRRA
YERNOS I-’REHT:I'!D. EL CAS0 EN QUE EXISTE plt) ¥ GuE :n{tl =0,

SIEDO pit] ARBT-RARIA

Aiﬁ,/ -1:4;11_ "'T. I

ANz -t

TedT

PLESTO AL dT<«<T, 1A FUERIA APLICAOA BN t=T PROOUCIRA ON ITRCAEHERTO

INSTANTANED FN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL R

- Plaids
M

¥ yH IHCAEMENTG INSTANTANED 1utl) Ex EL UDESPLAIRMIENTO, ES DECIR, y=0.
TOMANDD ESTDS INCREMENTDS £0MD CORDICICHES INICIALES EW t-r LA PO 5
TA OG0 RFDUTTAT

yit) = E'u'%'ﬂ—‘ Ren w' (L=t} e hiter} Toter

PUESTO OUE FL SISTEMA ES LIKERL ES PDSIBLE SUMERMDEER LOF LFECTOS
OCASTIRLADOS POR LGS INPULSO0S APLTCADOS TN CADA + {WE FAYAN OCURRIDG

ANTFS DEL INWSTANTE ¢ DR INTERES; L[S DRCIR,
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yIet = i;l" ! pirbe PRIt L"ll!‘h-' (t-1)dr {12} LA SOLUCION FRATICULAR E5, ENTOHCES
—— . ] 'r - — . -
.1 _-hit-7] et oy E .- h e i
LA FUNCIDN E‘F‘ amne” (t=1] AEES LA RESPFUESTA A UN DPULSD INSTANTA- yit) = :}_ i lﬁlrlt hit-r} pena’ [E—1]dt (14}
KED UMITARIO DE FUERIA, SE LE CONOCE LOMO FUNCTON DE TRAMSFERENCTA DE( -
1
LSTIHNA, ElEMPLY °
H(h - CALCULAR LA RESPURSTA DE UM SISTEMA DE UN GAADO DE LIBERTAD COH 23R
Pl - - , - TIGUAMIENTO WULD, COANUDO LA EXCITACION ES LA SIGUIENTE: + *
|_-__?.1 . a1 - )
. ' . . —- 1. T oy *'f.{'[ - N
! 'é‘ 3 TI l 1 ’ s - . T ‘L - & - I
il hal [
' . i ) I . i_ i w fr} = &, 5T Bgket,
LA SOLOCIGH PADA EN LA BC [12) SE DENOMINA INTEGRAL OE ROHAMEL. ESTA — PR . )
Y . x (t] = O, 61 ve0 O 5t
CONSTITUYE LA SOLOCTON PARTICULAR DE LA PCUACION DIFERENCIAL DE EQUI- . o o

LIBRIO; LA SOLUCTON GENERAL E£S: CORSIDRRESE QUE ¥ (0)=0 Y y!0}m=0, PUETYC QUE LAS CONGICIONES INICIALE

. . . - " SON KULAS S5E TIENE QUE A=D |UTILIZANDO LA EC. (13} T LA SOLUCION PAX-
conlu’t-B} + %"_f plae M penut fe- e T Trfuiap QUE SIGUE, EC. IA)D): -

yiet = ae™ Nt

L -t

. . ! M . o £ _ E . B . n
E¥ DONDE A ¥ § DEFENDEN DE LAS CONDICIONES INTCIALEY DE DESPLAZAMIENTO ™ yit) = % I'a senwlt-r)dr o _'3 5 aen wlt=tidy’
. - n .
¥ VELOCIDAD, ¥(D) Y y(0), RESFECTIVAMENTE, N GEKFRRL LA PARTE DE

LA RESPLESTA DADA FOR LA SQLICIOR PARTICULAR EX LA MAS IMPORIANTE, - :;_ 1= comut) ET ﬂ:tit (nd
L

o -
YA QUE LA DTRA TARTE SE AHORTIGUA RATIDAMENTE, ’

. ot . PARA FINES DE DISCRG ESTRDCTURAL ES IMPORTINTE COROCEA LA RESPUESTA
B.  MOVINIENTG DEL SUELD .

I

MAXIMA; ESTA OCURRE CURMDO conet =1, 0 SEA, CUTARDD
PARA ESCRIBIR LA SOLUCION FARTICULAR DE LA ECUACLON DIFEREXCIAL DE

EQUILINRIO PARA EL CAhS50 DE VINRACION FORZADR pPOR MOVIMIENTO DE La

. .. - -
BASE DE LM ESTRUCTURA, BASTA CAMBIAR plr)/M DE LA BC. (12) POR —Xx_ ., .
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MY INTENTO DEL BUELOD. EN ESTE CASO
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SOLLCICN GEMERAL PARA EL GCRSD = 0

P
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F0) = 0 %€y sen (W0} + Gy cos (w0 + 52 “:Eg_:'j" o

-0+ C, ¥ 0 -C:‘ﬂ
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USANDO LAS ECS, {17} ¥ (23) S5E OBTIENE:
p. Boof
2] i 300 [0.259)

<= : hE DOWDE ¢ .
L PR I5aoe 100 000(7.2 X 10

T = 15.7%
!

¥
CUMNDO LA EXCITACION TIEWE FRECTTHCIA ToUsl a LA MATORAL I, STS-

TEMA, EE DICE OUE SE PRESENTA EI CAS0 BE RESCHANCIA. DE LR EC. [20)

EL EVIDENTE WE 8] 8+rQ/u=1 EE TIFFE

1
¥y = F I aen(Qt-F)

B

1
Um'd'rﬂl = =TS FN CASO DE MOVIMIENTD DEL SUELO ¥ DE FUERLA EXTERNA

SIN EMBARGS, AUNQUE EST-.I. RESFUESTA ES CASI IGUAL A 1A MAXTMA, ERTA

OCURRE CUANDO # » w/1-2;%. EN EL CA80 DE y(t} ¥ ¥ (L), EL Maxima 0CU-
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-_ .
e % f ._f:___\ 5T Tt 20%, LOS VALORES DZ ESTAS @ HO

[ -
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e L L
-
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H
{ 1 o deI = _LF@__

1
B -
g MAK MAX Py
1/t i 1
51 SE TICHE FUERTA EXTERNA O MOVIMIENTG DEL SOELO, RESPECTIVAMERTE.

SE CHSERVA FH ESTAS ECUMCIONES QUE 51 =0, (B}, . =

M,

. - - 33
£1 GE ARALTIN LA SGI{!ICIIH GEMESAL DE LA ECUACION DIPERENCIAL DE
I"ﬁUIHIE;'ITD FARMA Ef. CASC DE CORDICIOHMES IMICIALEYR NULAS ¥ &=l 5p TIENKE
1 b I. )

!"[t}. - E-ht[l En y't + B ocom o e'tl - PE m:”t

¥il =8 - p flZtk) - @

DE DOWDE, BACTZMDO y {C)=0 ¥ r(0)=0, SE OBTIEREN:

A= B _;Pa 1 rm=- P 1
T I =2 T K
LT

o L 0K

~ht

yir) = %—n ::g [o [~ senw't + crme't] - mul:]
t .?1_3

TARM AMORTICUAMIERTOS PEUFEIOS. .

TR 2 gp e areseee
'P‘u & 1 -
Y1)

WA
SVAVI"

Sbyg v pat

ST % =0, APLICARDO Lk REGLA DE L'SOSFITAL, SE CPTILN::

;—,:}-:—I'- = i— iun:-t -~ uwt corwi]

o] S.}:‘.h, EL MAXIMO DE La REEFUESL A TIENDE A INFINITO GCRADUAIMINTE.




POR OTRA PARTE SI Lh EXCITACION DLL SUZLO ES x_ = & aenGt, O EEA,

X =-a nznennt,

FNTONCES EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SN EL

SEMALADD EM LA ECUACION (21}, ES CECIT,

- i2/u)®
g ﬁl-irf—}‘} + (Z50/m) b

EN LA GRAFICA TOHRESPONDTENTE SE OBRSERTA OUE SI (=0.% ¥ Qrw FL DES-

. "
PLAZAMIINTG DE LA - MASA F5 PROPORCTONMAL AL DEL SUEKLO: 51 BESTO BE

. CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYE UN DISPLAZOMETRD, CONDCIDG TAMBIEN

COHO 51 SWMIATTRD.

h. -
DETERMTNACIGON EXPERIMENTAL DEL AMORTIGUMMIENTO DE OHA FETROCTURA HME-

DIANTE VIRRACTONES FORZADAS ATMONICAS

C By | — [By) & -—-—E H n;sr'uzmm. TN
I - L
i se | ) L/ ]
8] mex
. ) e
£ |-

AT < e praniTades 1€ L PERERD

Crbrd LE QMR ERALCIE AT

7.
-

81 S5E DETERMIMA Bd EXFRRIMCHTALMENTE MEOIMNTE UHA SERIE DE PRICRAS

.DE VIREACION.FORIADA CON FURRIAS AMMCWICAS, Y ADFMAS OF DETERMTHA

";1  EBrrelEs

Po

R 17 v a

OTRO METODD FARA DETERMINAR t CON DASE EN LA CURVA EXPERIMENTAL DE

Ed EE COROCE CON EL NOMPRE CE “METODO DEL ANCAD LFE nANDA DE L& N1TAD
— [ ]

DE FOTERCIA®. ESTE SE RAZR IM DETFRMINAR LAS FPECUZmCIAE UE CORRES-

PONDEN AL VALOR rus DE LA MHPLITUDR EX REFOWANCIA, EL CTUAL VALE

DE LA PCUALTION DE B

n,) A¥2; SEAN B
d " MAX 21 A

2 T a ESTAS FRECUENCIAS,

5E OHTIENE: my = -‘L « RAIZ CUADRADA DEL VALOR MEDIO CLADRATICO

, (_ies‘vf_\of____.D

1 Fo -
' 7w "% -2 (2cm? -

LY

-

+ ELEVARDD At. COADRAM] AMBOS MIEMBRDS:

- »

L
Py ity o S |
B =817 & [2tK)

bE DOWOE g2 =.1 - 2¢% + 3cdt a2

1 ) N ' i 3

PE AT, DESPRECIANT PL TERMIBG [* NEL AADICAL, S CLoI1FNE
24 w2 .
51"'1.-2:.'2:, 1 HI-I*C-CI :
F 2 .
l! =3 4 2[r -~ ka4 I ﬂz = 1 + [ - ti
Hz - !1 = 2r



0.
o -
Mo At Segyin Torinfeyt
LIEwLg ﬁ=-5-l ad
Ke2p -{;‘;
2y [t)a-20L -2

Ll

CALCULAR LA RESPUESTA [E LA ESTRUCTIRA APLICANDD E;- METODO & DE
HEWHARR

ww W = fieg4 = 3 RRD

EEG

h*tu ~G.2x3=0,6 f Ta ; - 209 SN

TOMAREMOS pe(.2 Y At = 0.7 [£ o.1T] EDETITUYENDD ER IAS ECS. (26),

127y ¥ (28}

+

Yiil H Y’. + 0.1 {Yi * }"1“11

. ._,..“1 - ?i + 0,23:-: + D.ui:y1 + ﬂ.uﬂwi”

Fral ™ Lo ¥ v, - L,

E¥ ta0 SABEMDS QUE SE TIEKE yel, y=0 Y y=0 -

EH t=0 & 3t = (.1 SEGr SUPCHGAMDS Yy.q " 5.0 15{535’; x, =-&

11,

Y, = 5,034, ¥y

L]

= 05034,

¥y, = 0,04027

. .. 41
3 - r -
a ¥yp9 04 0.1 [0+ 5) =05 F¥jaq "9+ 0+ 04 0,006 x5 = .04
9 Yot St e Faa .
C [ -'1752 ¥ G5 -5 0,04 - (=30 x 0.2 =-5.04
LT S T 4 -
o |e¥aer A B A U100 8 5000 - 0.504 ; y,,, 204 04 0+ 0.008 x5.04 =
s .
L
o . = 0.04032 i
- R Y I T : ’ 2
. Tyal =—3.2 x 0,504 -~ 9 % D.4032 - (-1 = 5.03] IN/EESG
- - ;-.- t- o, o= r 'J - a
_ESTOS EE PUFDFM_DRGANTIAR MEDIANTE UNA TABLA COMO LA SIGUIENTE:
v e " oy ¥ ¥y
o 2 2
S5EG n/BLR" ING/5EG ING/SES TH
L]
D g - L 0 o
b.2 -£ 5. 0000 0.5400 0,t4a00
. b 5040 . 5040 8.04032
5.013 0.5033 0.04025
' 5,014 05014 0.04027
L Liz §.0000 1.8078 0.26515
- T.442 1,7510 0.26070°
7.534 1.7602 ¢.261 63
) 7.513 1.760L 0.76162
o.a? 0 - -1.467 1.7601. 0.26162
0.6 o . 000 o.T134 0.51204
WY «l " p.7870 0.51633
. -K.550 n. 7564 0.51564
Y L = D7 4 at = 0.4 EBG: ¥_w =30 x 8.4 w -7

L



EL

Beapinzamienta relafivg,
xit}, puig

}r.

éﬂé :

-
13
3L
- = - — I-'d:.{l:lﬂl}=3.2!wlu.-lB!5cm
—_ s ko —_
o ; *lud.l 1151-;1;:-1.-.2;_._.;1
\ . b T TIIHW.I,I'IIII .

Respuesia de un sistemo cmecilguade simple
con T =10seg ¥ - =00, of sisma de
El Centro, Cal., 1940, components M-8

M TAL CASQ, LA GRAFICA

1%,

ES EL [SFECTRD PF RESFUFSTA PE BESPLATAHIINTOS PARA Z wh, S1 ESTE PROCESO CE

REFITE FIJANDO OTROS VAILORES OF '{; BOR LJEMFLO, T =0.02, 0.95, 0.1,

$.2, BT, FE OBTENDRAN LO5S ESPECTROS DE DESPLAZAMIENIONS CONALSPONDIENTES.

DE HMHERA MHALOGh S€ FULDIN OODTEWER LOS ESPECTROS FARA OTROS TIPQS OB

RESFUESTA, TALES COM0 VELOCTOAD RELATIRA,

FESPECTIVINDITE

v o= sax|yiey] i A= MR
Eew !

*

Sl-uzﬂ:'i;ﬂ'

A S TS, S5F LESZ LLAMAL PRELTESPECTRS,

DE LA ®C- {30): log D = Iog ¥ - log wo=

DE LA EC.(31): log A = log ¥V * log we

Lo

ACELERALTON ABSOLITA, ETC, QUE SON,

{29

(30}

{3111

Ing ¥V 4 log T = log 2r

log ¥ = log T 4 log 2+

ESTAS ECUMRCIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTALR EM FAFEL LODCARITMICD;

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 ¥ LA SEGUNDA CO% PEKRDIEKTE +1. S1 ZE UsA

w COMO VRRIAELE INOLPERDIENTE: 32X EF USA T, LA FRIHERA TEHDHAR PEKDIEN-

TE + 1, ¥ LA SEGUNDA, -1.



H : .
i . 10,

1 s,
- . 50
s 4 "
49 X,
E Tomponents N -5
e Z0Q-
>
E 150 La0.05 \/s
_,-E \___“
& # E e, .
= sol- Components N-% .E
g =
£ T
% sol- =
2 . % 20 2.0 30 Py
¥ aale periedo noterel T, , an teg
5 R
i
B
¥ 203
° A
o __’,.,/"{l Ly : L] : Mdz {]h’glll‘l} 1 .
+] l.a 20 30 40 .- ' Compontnle N-5
' . . 3ol )

Periode naturol T, ,en seq .
o Mu:{l"fgﬂll} = 2O7.G7 emieegt

r

Espectro de desplaromientos. Sismo de Tohachi - Qki, Japdn

l‘i‘f}.ﬁl. Segun H.Tsu:hidu,E,_I-curalu ¥ K.Suvco, ref 4 0

{005

Do wf- . - N

- . . £=u.lu._.-—"""" T
; X S TS T TN DTS J ROV B S,

n 1.4 2.0 10 e

Fericde nnlyrnl T, 0 tEQ

1

Especlros de velotidodes y da oceleraclones. Sismo de Tohachi—
Oki, Japon {1968) . Segln H.Tsuchido, E. Kurota y K. Sude,

raf 4
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PISTRIBUCION DE LAS FUERZAL CORTAHTES KM UN TNTREPISD

2

- h
Eqr. 1:1 E.{
.
n Ty & DPgXg = TR 86X, m dIRGK, = V= Rogf¥e
I KX, - '
iw1 171
x, =122 e POEICIGH DEL CENTRD DE RIGIDECES
I K
guy 1

IF, = K 4+ F_ 4+4...+# % B2 ¥ =y
i 3 n

- 43,
o4
VEAMOS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FUERZAS CORTANTES B Los pawcrs
r K ! -
F,OK . AR X v
F K | F = IK = * -
] ._.___,__1_._5_.' TF, = IR E =¥ %y i,
H 1
* r] 13 i
N A ——— e
L Fe | K.{
L et S S
C.R. ! Fe=¥
'J',_...B_. . | I ‘i
:. iml
I =1 "n=1 !
o — e o E—— ]
]
]
i
| y'
Koty -
1 T T,
1 irn F - 4 - K
--t{‘!m:i_ [ b 1 1 % 1 y
o ~
r 1.3 ] - *
R xi » }'1 }‘i Krixl a8
qu' ce
" = M - ' '
P \ oox, = IF, 1! SEF_ X
x| 5:“, Lll :;:._! ! f | !.i t L i
k- - — = 2
| '| E‘:/ : -)L " - “”xiri D "Kyix:z'
ﬂ_i’_ 1 Irj. \ 5 —
ﬁ-l N ]
al:l HTI
DF NONDE 8 =
.4 -3
+ g X
e, 'fi rh‘, i
FOR LD OOE '
E_¥! YW X
Y, = Py, =y 1 ¥yt
x F, = —*
‘ e S N B o T H
T Y'Y+ K x? ¥i Ik Y'Y 4Tk K?
81 i l"i i . !1 1 ,'1 1




e, - -

a7

ETEMPLO CASO BILINEAL

|

EJEMPLD Casd ELASTOPLASTICD

Ly

e v

*Z e
¢ £ )

HETODD & PL NEWMARE

PATA TI ANALIRIR DE S1sT0HAS WO LIKNEALER SE PUELE USAR EL_E;TGDU ]

DE SEWMARY DESCRITO ANTERMIDRMINTE.

47,
5y ™
EJEMFPLD
Q toms
Mz=2ton aqgtemt
pety me K= 4B Lo fem
30 [
- K= 32 Lot
T i O REITY e —34
pily toas .
EE —_—
5 ------------ ———
) [ —1i atéa"_r
ECDACION DE BOUILLERIC DINAMICO , MY + QIY} = P(t)
¥y - rd H— ofry _ Elt} ;ﬂtv_!_ in

FARA LA APLICACION DEL METIDDI DE HEWMARE SE TIENEN LMS FIGUIENTES

EXFRESIDN 39

t1+1 -t t At

LR 7R AR L IV Ye

. . . . e 2 . 2
¥iu Yi +* YI At + [, . ii {65)” + B Tt {aej

CONSIDERANDO At = 0,10 SEG. 1 B o 1€ £E PUEDF FSCLISIR;



. 61
40. CICLO
¥i*1 = 23.052
'}1_‘_1 = 2} OS2 = 2 4015
;1+1 = ¥).053/600 = 0,1217%

0 = 32 x 0.12175 & 3, 0960

y = {50 - 34960172 « 21.052 ... ETO.

LO5 CALDULOE BASICOS SE PULSSTRAN EY

b}
L]

—_

51T~

LA TAYLA SIGUTENTE:

t P [ L LA Y- 4]
SERS TCUS M SED (5 4 - s TORS
0.0 50,90 | 25,1110 0.4an b.no .G
n.10 so.0¢ | 20,000 z.25%70 0.1157 3,710

73,114 2.40L70 b.1321% 1.9044
21,0450 2.4021% B.1217% Y. I%50
23, 0%2 24026 D,12175% 38960
o r s0.c0 Z0.000 £.5532 0.4TY 15110
17 . %45 £ 427h O.467T41 14,9810
17,513 4.4310 4. 46804 14,9717
17.511 4 43075 - I Ffriq 1] I4.9717
—— e} — -
o, 30 S0.00 10,940 F.A060 a.98610 30.87%0
9.560 L. 7340 099540 10.8520
9,559 5. ThdA D.9E5] 30.RE])A
0.40 50,00 o.on 5.2610 1.%958 41,849
14,0750 6.4670 1.6028 41,972
4.0141 | &.4640 1.602% 11.97¢
4. 0150 E.4640 1.60250 41,970
o.5%0" 54. 00 0.00 £, 6450 2.1623 51946
-L.9110
. -1,9000 | £.5697% 2.75%1 . E).78%
. =-1.4944
=1,89dE &, 5700 i,259112 3).TE%
0. 50+ 5.00 24,1946 | 657400 2,2591%2 53.79%
0. 60 .00 =30.005 31,4503 2.7848 £3.25%1
-29.126 140 P11 £3.276
- ~ix.136 3.99347 2.718674 3,277
=19.11% 1. 19147 2,78624 63,277
o, ! L =32 008 G.83E57 1,025127 67.517
-11.2E9
=31.321 - AThsT 3,0T626 67.5%8 '
-31.7%9
=31.301 BoBTL#T EPLIFIT } LT.E0%
0. 127TR .00 =311.610 =0.00313 A.ciiasd &7.83R
=31.40%
=31.420 =0.0007352 —.q rhy 67,811
- ___ -31.4093 ! -0.000205 ] 3, .33 &7.H1H

"En ta0.5 & BB, ap =-45/2 = -37.5 . ~22.5.- L.E94E = -24.3194%



61

LX

Yy, = 23.052

¥j.q * 13.052/2 = 2.4026
Ti+1 = 73,0%276000 & D, 1217%
=32 % 0.12175 = 1, 8950

Y = I50 - 3.89631/2 = 21.052 ... PTG,

Fr
e

510~

LO5 CALCOLOS BASICODS SE MORATRAN [ Lk Tadia STCOIFNTR:

-31,4083 ¢ -0, pp5ant | oy.- L3

t P T, LA ¥ 2
SERS TONS H CHM SEC ™ SEn | TONS
n.o _50.00 4 %.008 [ 9.49 T a.04
0.10 s, o0 20,030 7.2500 0.1167 | 37337
21,134 | 7.4040 0.1719 3.8040
231.050 L.40215% a.irs 3. 3960
23,052 | I.4028 n.12175 1.1550
.19 50.00 20.000 | #.5552 D.4712 15.110
17,445 A 42Th D.46T%1 14 . 4971p
17.3513 4,.4310 O. 45394 14.93%
174,%11 4 43978 O.46704 1+.877
.30 50.00 19.000 | s.mcs0 o.opa10 30,8750
y.560 | 5.7840 8.5854D 30,8630
0. %649 5.7RdAE 0.%0543 R Y]
— - _
0,40 50,00 0,00 6.2630 1.5558 41 649
£.0750 | 6.457D 1 E02E AL.872
£.0141 | 6.484D 1.6025 11,5970
4 8150 | 6.4540 1.£0250 41,873
0.50" | so.np 2.00 6.6650 2.2623 53, W46
-=1.97237
-1,%000 | 6.56871% | 2.2591 51 783
L -1,B%44
-1.8346 | €.5700 2,259]12 31,729
0,59+ 5. 00 ~20,3956 | 6.5700 | 2.2591% 53,785
a.50 %00 -30.000 | 3.8303 2,7948 63.251
-29.126 | 3.894n 2.78626 £3.218
~39.136 | 3.m9347 | 2070624 63.277
-23.138 | 3.pedar | 2l7me24 53,277
6,16 5,00 -37.003 | o0.43657 | 3.p35t77 67.5717
-311.289
-31.328 | o.ares? | 3lcosze £7.558
-11,2%%
~a1.300 | e.m714% | 3 uuges £7.600 t
o.7z7e | 5,00 ~31.620 | -0.00313 | z.oiess '———_E?TEIF_’}
-11,40%
=31,420 -~ 0003%r . . t8)

67.018
&7.81H

En =05 4 SBG, ay =~85/2 = =31.5 0 =25.5 - 1.8946 = ~24.)946

-
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g
w 8
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—
E & 5
= =
;3 g
i = = b .
=i T a H
L o
g g .
a8 3 - 3 i
- = ey
i s >3 |
' [N
. n e [ ] -..1.1\-.. Ly
= E u % * Ly
m m m A [ _ e
B m m .I_ - pwon Lo e
m i m m ' aet ~ +
* | u . -
E : = * ' e N
E .1 m. u _ - q uf.w... (g
5 2 I . L A '
P b i ' o a
B3 £ o | L N e
= m — 1 i - r”.. [ ]
B = & % S & - T e
g & 3 T PO
oy L
I & ‘s ~ a ._...n.“ur.v..
8 B. = fion . . L
- e m m ' ] e -~
o = % .
= I x NS =l - .
2] m -_-..._._ 5 P Cu - = » o™
= o A | L. - g e
m L l_z
g - - . |
t “h.:cﬂdl-.nuu g Y I+] m...__nn.un..._u.-.uuu m H O _H..r -]
ag. Zw Seg”? Ton o, Tan Cn 8o ? oo Seq L
5.0 - - 56,507 0.08 0,36 15,00 0.00
.10 21,0820 50,00 0.17175| 1.E9§ 23.0520 7.40260
0.20 17,5110 LO.00 | oL AEEDE| 14.977 17.51i10 4,41078
0. 30 9.5690 50.00| 0.98543{ 10,963 5, 5490 5.70430 <= CAMAID DE RIGIDEZ
0,40 1.013%0 50,003 1.69354a ) 41,870 §.0150 6. 4640
o.%0" -1,8946 Q.00 | 2.25012] %31.704 -1.8%48 , E.5700
0.%50+ - - 5,00 2,25412 | 23,799 “24.0045 5.5700 ~—CAMBIQ DE CARGA
o.60 - | 29,130 5.00) 2.78¢624| 53,277 -29.1280 3.89347
0,70 ~31.3010 5.00 | 3,02641) 87,600 -%1,13010 o.k1147
e, 7218 | -31,409) 5.00 | 3,03853 [ 67,818 -31,40%3 -0, 000208 — Qmax, Yedx.
8. 840 -30.1170 S.00¢ 2.95717 ) 6520 -30.1170 -2.22127
0. 90 -24, 3080 5.00 | 2.59474| 53,617 -74.3088 -1.94742
1.00 14,7130 5,00) 1.95605] 14,42 -14.7120 -.89342
_ g
¥ mlx = J,02853 cma'
RESPUZSTA MAXIMA
Mo mix = &7,821 toow !
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.o 70
QUE ES LA FCUACTON DE UNA ELIPSE CON LD5 EJES COORDENADOS y Y p, HITODD & DE, KERMARK
1): : ' . :
ASI {fig 1] 11" & | ARTL S W = :{l SISTIMAS ELASTICOS LINFALES DE WARIOS GRANDS LF S 1120TAD

FARA CALCULAR LA RESFUESTA DE UN S1STEMA DE N GRADOS DE LIBIATAD Y
WF"D‘ITA;HENTD ELASTICO LIWEAL SE EWMTLEAN LAS MISMAS LCDACIONES QUE

PARA UR SISTEMA TE I GRADQ DE LEIBERTAD,

I - : Fig ¢ . - - i
Flg I ' ' SIS TCVRRUIUPREACRY I o

ST EL AMORTICUAMIENTO NO ES EIACTAMINTE ¥1SC0S0, LA GRAFICA QUE SF
OBTEXORTA DE p CONTRA y NO SLRlA ETAUTAMENTE ELIFTICA, SIHO ALGO LIS TR P I ;j{:i]-: + [(‘12-61¥j{til . l;](ti.1)]llt]:
Ctrwd LA LINEA PUNTEABDA AHLI MOSTXADA, LN ESTE CAS0 SE FUEDE UT1-

LIZAR UN AMORTIGUAMIENTO VISCOSG EriWALFLTE, CE TAL MANEWA QUE EL AREN EN DONDE § = 1,2,... M.

Ny DE ESTA CURVA SEA TGUAL A LA DE LA ECIPSE EQUIVALENTE, W =oAp .

ES DECIR T f 176, ¥ QUE At * 3.} T,, EN DOKDE .‘IH.EE-IZI. FLR10D0 RATURAL LE VIBRA-
w

- : — CION HAS PEQUERD.
Ny = wAp, , D DOMOE ng = 3% q

EM ESTE CASC SE RECOMIENDA TANRILN UN VALOR IG ¢ COMPREMDIDG ENTRE 1/

rOR L0 QUE, DE LA EC. (1}

|

Coq "33~ (1

ADEMAS, C.p

Eeq.‘rﬂ

Tr

™
= /00 = 3K/u ; BE FIG. 2 @ Co. = Z(~3)/a, il Wbl
: A

eq " wdfti-u5]| (ar)




-

.
-0.3315% RN
02308 -;.snaj

x: - y‘ = I.54642 = E.I73 4 .25

PR S 1.30671 = 1.386 * .31

EN t = ®.I * 0.2 = 0.4 yog SE TIENEN z, " 1.2 x 0.4 = Doap,

:(t]-llus H
xt{ti; = a.337 H

l,[t 1 = 1.171 H

3,(t;) = 0.0092
iz(:iz - 0138
_;2tti} - 1.386

PRIMER CIELO

SUPDN I ENDD : (r.

Y = 2.3 Y x(ty,,) - .V SE ORTIENEM:

J.!-'I

0= 0137 + B[, 273 & 2.3)] = 0.484

t Q.0085 + 0.7 x 0.127 + .04{1.2773/3 + 1.3fe)} - W.p65l

¥, v 9.0862 - 843 - -0 4130,

X, = 0,138 + 0. 101346 + 2.1] = O.456

Xy + 0.0092 + 6.2 % 0.138 + 0.04(1.386/3 + 1.1/6} = 0.0693

-
[ )
[ ]

o

IE DONDE

EICETERA.

3.08%3 - D.4% = -D. 4107

1] 1-p.4138 -4, 54R , .

- - 30T =1-468

T, 7 ¥, ¢ 1-SABL - 224 F 2.3

O Sl P Z.068 F 2.1

LOS RESULTADDS DEL PROBLEMA.SE THESEWIAN IN 1A T/rLa 1,



Te a2.1, Ejrmpe 227 Zont)

- - £
NIRRT EY Y- N R
uy o Jemfrerdeaies] rem Loy Lany CrASMECtEBRFRERE e Lt B

Z2|40. 05K [-2.200 | QAN | JOBTE) 08275 |-5.332 [-% 443 | 4 174 | JC4CE] CRBCY | .16
L2 |AG ks |-4CFe § 0403 ) RCRRY) Oomznd -2 037 |-5.3232 Joo1af [ AGair| et I-"_{

I e P

TE[-10, 163 |-2 003 | O %) | Loda3 | O 82ed -0 a7 -5 32T O ek | Al L (T I

LAl ATH |-6 900 |-OD TB3F AOTII) 0, 1421 & 3RF [0 200 -O.960 BAGLE| g | LT i
L[ 2 RIT 0. Th% -0 0dd [ WQTTF] LLanbE - €000 -4 006 -0 50k | Doweipl o faci] b
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L % 91 Qz = \ :3 , X, x . :z
Mg ¢m toh Lan co/iag ca/sey omSECg oo om/SEdg cm
Q. o =5H0.00D 0.00 50,00 g.ca 0.00 0.00 .23 0.ca
G.. &0 -3T.500 ~-4,25 37.5 6.250  4.17% 0,229 31268 oo
-38.550 ~5.463 2.3 5.453 4,115 0.2205 ©0.27TM 0,091
=33.97% =5.381 12.5r25 3.283) 4.1756 O.I82% 0.2851 0. JEB
=14.87% =534 33.593 5.34n0 4.179%¢  0.2226 p.isTH O.0JBE
-3B.B7R  -5,343  33.530  5.342%  4,.1765  0.T17% G.2€¥1  3.00B9
0.2 o, =20.08  -1D,00 10.00 16.00 6.8 D.76E5  1.0342 D070
=11.575% =17.46 1.5%7% i7.46 S.9317  0.754% 71,4572 0.QA3
=13.275  =16.7%75 -5.188 16,7975 =.3%17  0.9433 1.3741 £.0814
=12.84 =¥, 5446 -3,9578 16.544E 5.0851  0.7453  1.3614  0.0805
=11.735 -1E6.E076 ~1.BO9E 16.ETT6 5.6E25 0.74%5 1.3646 0,080
~1Z.7216 -JE.G1EH =-1.886 16.56100 S5.€387  0,7454 1,357 o.CAN
0.1 2.0 "10.4co ~25.00 =-15.080 235,00 1,744 1.23%9 3.4552 0 JM4E
11.:95- 211224 =3E.995 23,137 I 6146 1.2366 3.35tR 0.3114
11.82 =23.1277 =34.983 23,127 3.7162 1.2400 3.3510  D.A114
o 13.28% =33.2125 -35.13 2.3 o, PDHD b.2397 1,355 0.1116
i1.9885 ~Z3.2008 -15.302 3,202 3.704)  j.2346 3,3552 0.3116
0.4 2.0 25.003 15000 -40.605 15,008 -0.1193 1.4219 85,1067 0.T5I0
23,085 <16, 745 »36.095% 16,7457 0.0%63  1.4272 5.3853 0,744
21,360  -16,6153 «38,1057 16.81493 -3.0347 1.424%  5.3886 . D754l
21.225  -16.74%3 -3B.0433 16,7493 -0 0313 1.4245F 5,3853 0 0.7544
€.5 2.0 5.00
12.64 =100 -3%.8 t0.00 -3, 1833 1,252 6,778 1.3651
12,87 <.k 22,64 -1.515% . -3,.065% 1.256B 6,058 1, 3440
11.8% 2.1818  »10.024 «2,1819 =2.4347 1,2778  &,1137  1.34W
13,75 T.E933 19,7081 -4,£83 -2.5%B3 1.27HD &.1387 1.3459
. 13:12 T.TE53 -11.94%5 -1,7853 -2, 5308 1.2746  6.1336  1.3457
0.6 .0 O.000 15,000 15000 -1%,990 -1.6915 1.052%7 5.20431  1.874S
.62 20,550 12,38 =20.55 -2.%509% 1.0021 5.016A 1.9188
0.1t5 22.91%% 10.43% 22,9189 -Z_1062 11,0357 4.B986  1.9149
C. 4% 22.iB04 2 12689 =73, 4BOd -1.59866 1.01485 4.9201 1.9156
0.92% 22.4395 21,5554 -213,4285 -r 080 1.0176 4.9272%  1.91%7%
O.8b 22.4%12 I1.54u5  -77.451% -2.0%0  1.017&  4,9216 1.B15E
G615 2.00 —3.00 15.000  M.o00 -28.070 -1.640% 0,5894 4.5657 1.98&7
=-.5) i4.%3134 25.53 ~24.59324 -1.£967 0.985%3 4.%659%  1.4E67

»

" 2, mxgmx, SE HACE CASI CERO, CAMETO DE POSITIVO A MEGATIVO. |k |mx = 1.4245 o
Y CAMMIO DT RISIOEZ RN EL 22, PISO x,-x, = 1.00; 0, = 25

(X ]

t x -
s ‘Qi *, . Xy , A *y Xz *3
g ocm  tan ton cm/ keg ca/ang  cmfEey cm L= Py L o
0.7 300 -10.000 25.D00 3h.D00 0 -25.000 (LBE9E  0.94B4  2.441 2,385
-2.380. 25.200 27,580 ~25.000 O0.ST28 0,%405  2.441 2.28%
=2.91%  I5.000  27.97%. 25,000 0,586  0,9409 2,441 2.285
=2.955  23.000 27,955 25,000 0.587@  0.9400 2.441 2.28%
0.71% 2.00 -1.000 25.000 26.000 -25,000 1.5368 O.OBOES  1.565 1.3549
=0.89675 25,000 25.9675 -2%,000 1.5367  0.9806% 1.565 23549
~C.9671  25.000 25,8871 -25.000 1.5367 O.9EDES 1.5L4 2.1549
C.Rd 2.0 5.008 20.000 15,000 -20,000 2.88331  1,1282 0.09123 2.4068
6.36% 23.575 16,245 -72.59% 2.9196  1,0449 0.0134) 2,40%)
£-570 22.4819 E.0B5  -22.465 22,9748 1.1300  0.0173  2.4053
B.4315 23.5613 16,0948 -22.5613 2.9151 1.12B8  D.0144 2.4085%
[ X EE HACE CATI Tfhn

’ Iliinﬁx = U400 o

-1.2%45

-0, 1654

-L.5755

-.7254

-.5824

=-t.008

«1.0591

=1.1083

-g.8711

Q.00
= 8%

-, d
LU S
= 2137
=C.2115

-0.6384
-C.571%
=0.6517
=0.6E41
=01, E64d
=0.#G47

-0.9z73k
05251
«0. 2263
0. 4280

S E2TY

-C.EB95
~(1.6727
-y . 6899
=0.670)

0.1126
Q.087%
0.0673
Q.a7a%
.07

0.8I
0. 31ES
0.6931
0-83m
Q.esa7t
0,859

09573
0.97271

1.3360
1. 3445
1.3341
.M

13742

1.2156
1.3674
1.,2752
1.276%

=0.0111

-2,4308

-2.0350

=1. 6967

-’ -

X =X

caf&eg

G.5878

1.5367

2.9151

OBSERVA-
CIONES

7Ry

cms g
0.0
-4,863
-1.842 .
-3.511:4
=3.9126
=3.9093

=5.3188
=5, 5244

~4.294

=3,

8L

S.4067 *

B.6644

6.9T16

6.2676

+ +

2
ca/saq

QOBSERVA -
CIONES

1.8531

0.019)

=2.3007 i
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PROBLEMA DE VIBRACIOMNES DE TORSION

ACCPLADAR CON TFRAELATION

X(2-e,8) 7

—— I £ = vigidez en traslacidn

- 4
:P_z = HZ + xfz—esﬁj =- 0

EHL‘.’G. = J5 + Lta - HE:-E.B] a = D
Jé + Lg - Re z = 0

- "Eft DONDE L = L + Kei

FUESTO OUE LAS VIBRACIONES S50M ARMONICAS:

ee y e
Sustituyendo en ec (1]:
~w’Mz + K2 - Ke 8 = 0

(% - wlMlz - e o = 0

R

e = b’ ' L, ® rictd-- pn torsifn

(1)

(2]

L)

- Bl
Sustituyendo (3} en (I); ‘
- gt - -
Jtd + LTB K’BBI 0
(L - Juzja- Ke_z = 0
1
E - wiH - KES
pet _|. " - 2
- P - z
K"S ! IT Ju
[K‘ - wiM) (L ~Jwl) - K2e® w ¢
T 5
KL - RJui- oI + Mh* - F2o2 = D
T Mg+, s
KT + ML Kk%e?
hh- Tuz.‘ﬁ'r_-___j-u
M M2 M3
JIVIENDD POR {K;M}zz
K + H K Kzez
uj‘ - uz _____L'I + LT - -]
(kB DGME e m?

51 32 = wi/ {K/M} Y CONSIDERARDO & = ol

P LTIJ ':2

Aho- 22 1o+ i+ a0
KA RS gt

]

51 (Lo AN/ kM) = m oy 37 = 3/(e0%)

-2 (L4 +a-ci3im=0
— 3

. B _n*li./[n+1]2.c

" ALz ] 4 *er

H ' ) 2
v e =) (KD y oy =y (KAM)

1]

L]
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+

SUSTITUYENDO A ui, EN {(1") O EN (2'}:

zy 1
2= |1 - J.E d
B
1 ch
SUSTITIVLHDO A ugt

Iz 1 1
ty = =11 - 1: or 2= [, _ 112-:
®2 cb b

cé

M&todo de Hewmark para calcular la frecuenciam y elmodo fundamen-

q.

Supcner la configuracifin del modn, g?

Calcular lag fuerzas de inercia correspondientes a 5:, mante
niande: a mi como factor, por ser descenccida: (Few

o, 2 - o
F f”l ﬂ.El

Calcular la Eﬂnfiguraciﬂn ;i {en funcidn da mi} gua producen

lag fuerzam de inercia calculadam en 1a atapa 2

v st o gl go, 2
2i/uy = K FO/ey
Caleular log cocientes
. 40
JI.“ - ir
r wl !
By

donds r = r-f=1mo grode de lihortad, $1 todas las J.;' BON
iguales, tandremos gue 1;_ = 'i ¥

-1 o e | 22
=1 51" =2 = "™ ==t

-
X

) oy
En caso contrario, tendremos las cotas superior e {nferior de u

5.

1 '2 1
min A % wy £ mix A .

Mejorar la ¢ota superior mediante el coclente de Schwartz: [(al

se . dazea): T
3 28 (g /0]) "
1} : -

17 TGl T e @)
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6. 5i no todas las .'tr son fguales, repetir e} procedimiento co-

menzando con 1) '

1
Eiempln:
2
. Kl = 10 tonfem Kz = ) ton/cm
K‘_ W= 40 {Gﬂ K‘ N = 4.08 ]
- b €8
J*+ 5] ' 3,000 5,000
Sea £, = [_1 K =
5,000 25,000
Fo . $.08 0 3 i} 16 N 50 -10 s
] 0 68 |[-1 -6g.00| ; B = “x 10
vy . L =10 &

2 o -10] [B.l6 1.0880 N
21 . . 1072
o -0 6] {-6e.0] [-0i4n36 ,
f - —2 _ '
2/{1.088 x 10™°) = 183.8
A o= H
2

_1 183.8 < ws < 2042
-1/(-0.48%6 x 10 “} = 204,

Aplicando la ec. [A) se cobtienms ui < 159.46 {%]2, con ' lo gua .

0.445 < T, = 0.464 seg. Para un segundo ciclo se empezarfa ¢on
a 2.2 1.00840
31-51 ; b —
-1.0 0.468596 -

2. 2 1.1200 194.9
Con este se ghtiene Eﬂful - ¥ A = , Con
8

~0.487 nn. 8

lo cual 0.443 < Ty £ 0.450 @eg. Aplicands ec. (Al

0.445 = T, = 0,450

) - 1

Ejemplo: Calcular las frecuencias ciizularers vy los modos

bracifén de la Bigulentea eptructura:

K = 4k

K. = rigidez a la tors

 Columnas de rigidez k&
en cualgquier direccifin

M,kz 3{2 = xz * '!)\‘.3
JfX' e X3 = X, - 3x

1{* Posicibn de equilibric estitico

. LN ] - 2 - K
En la direccitn de xl. H.Jt‘l + K?‘l 0w ul )

H

[movimients desacopleds con X ¥ IJ

z" = [1.0,0] —
- En la direccién )r.'zg ]'-1:'.'2 bR, = O
M¥2 + KXy = IKX, = 0 (1
En I'x direpcitin Xyt 'H.:lt-szir-KT Is-ﬂ ) f 2

{despreciando tfrminos de segunde ordenl.



. . £ 11 .

Momento ras[.:teci:'.cr aC.R.=8 x 3k x 3 =72k

= 1Y
Sustituyendo Er en la ec. (27t
3]-!}:2 + 18F 13 = { (1
HIz 4+ EBX 13 - (4}

N -

Restando la ec. {4} a la ec. [1) se ocbtipna:

L33 -

sz - Exxa =0 .., x2 - 9x3 - xz = axa
- i &K
Sustituyendo esto Gltimo en la ec. (4): XJ + T 13 = 0.
- 2 2 R T
Srouwy m o3 _;3_2 - Eﬂ-grll
Sustituyendo X3 = X,/8 en la ec. 1: . -
X, b KX, ~ 3K o2 - wr e 2 .o‘
2 2 T MK v 5 KXy =
v L 2R . 2 _2K_ 2
Aat3p¥a =m0 Suy =gy

" . Ex al migmo modo de vil:;rar.
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L 1
VIGAS DE CORTANTE WO AMORTTGUADAS

50N SI1STEMAS CONTINUQS CUYQS CAMBIOS DE PENDIE-I*I'l;E 50N FROPOR-
CIONALES AL CORTANTE QUE ACTUA EN LA SECCION,

4

SEAN o ¥ p LA MASA Y FUERIA EXTGRNA DISTRIBUIDAS POR UNTDAD DE
-LOKGITID, Y E';t]:‘:{ k LA RIGIDEL POR CORTANTE:
L

4 =S At
=4
] 9%

k = FAG

F = FACTOR DE FORMA

A = AREA SECCION TRANSYERSAL

G = MODULG DE ELASTICIDAD DINAMICO AL CORTANTE

. 2
Fp o= {Lndx} "a_t’zf.

POR EQUILIEBRIO: _
i *.

e & epax-mliux-o

¥ Ry x _at
z "2 .

i x I

m—s -k —5 = p(t) £1)
it ak .

A7 .

2

LA EC HOHOGENEA QUEDA (CON p=0)

(2) ﬁ_} -v" 25 e -vTe

z 6 z " 0
ntam ¥V a8y
[} ] “(} zli 1
B {t) z 4 (t
n 2 "n n 2 *n
- vi R ap = Ty C Y T = CONSTANTE
I'.It n 'I'It n n
b!
2 A
-;>nn+uan-u,z"+v21n o

n
e - Bn fen ui‘--{t-tn], En’.'"ﬁa sen — {x - an]

. . o .
* & " - - = + -
S EL T An se:;[?{l an]]scr{-n[t‘tn]], n=1,2...; An B A
LAS COMGTANTES A Y wn SE DETERMINAN EN CANRA PROBLEMA EN FUNCIC

DE LAS CONDICIONES DE ERONTERA.

EGHDICIU:.‘I DE QRTOGONALIDAD:
L .
[ x () (X} = 0, SIn 7 j

o

EJEMPLO 1: ©CUERDA VTRRANTE DE LONGITUD L ¥ EXTREMOS FTJOS:

5 L =%
EN EL EXTREMOD X=0 SE TERDRA

; ) i S ’
(3} z{0,t} = D 9 et L B $o» 0,3, 2,0, = an-=U




EN EL LXTREMO X = L SE TENDRA

unL
(47 x(L,t) = @ -}—;—-n: ponos 1,2,..,

PUESTO QUE EN LA EC (3] SE TOMA j=0, YA QUE j=1,2,... DAN LA MISMA

S50LUCION, LO CUAL CONDUCE A a, = 0.

DE LA EC (4): w' = 2% ;

n n=1,2,...

FRECUENCIA FUMDAMENTAL -

81 n=1, - -'—[T- s o T D ey
T, .

C. - 2L ; .- 1

¥ Tl: ¥ T11 n

LAS CONFIGURACIONES MODALES QUEDAN:

Cw A senrX w A senEgen ¥ e o
In Ansen L v x(1,X) Anaen T sen—L—-[t—tn]

CONDICION DT DRTQGDN.A.LIDAB:

L . ) . *
. ink ind,:
J A, senTy “j sa_:nj—l:—dx =0, SI 419 j

O

EJFMFLO 2: VIGA DE CORTANLE APOYADA EN X = 0'Y LIBRE EN X = L.

‘a f-‘:}'f\

A

d L

DE x{0,t] = 0 = a - a

DE =" ({L,t) = D (PUESTO QUE EN X = L SE DEBE CUNPLIR QUE LA FULRTIA

CORTANTE, S, SEA NULA),

Cox “ wnI
. :JI'. (X,t) = A, - cos ~ senmn(t—tn]

S x'{L,t) = D = ces % > I - -5_—-[2n-|]

mo= T1,3,... -

. T.l
' ., " u1{2n-l] H Tn T
T 5
ASI:TZ-T,T]'T, ETC.
DISTRIRUCION DE CORTANTES:
. . - u w X
' -k 2X . N _n_ ;
‘:-’n k o% Ay k v C05 — senun{t tn}
"\ ) N, ek ‘:.\ ‘\_
\.\ [TENy - \;‘a o .Fr
Y .'I PN 5 A
. - )
! A J P
/\1 / e { P
! WS i r" \K/
) . 1
’ L i!- T 1
1] 1 ' ™, .
.rj I I‘!\I\ ‘\. \':—""'-"'
Frrry ! reder e }
ler. MODDO{FURDAMEKRTAL) o, HODRO Jer, MODO



B - EN X = D:
o : )
VIBRACIONES FORIADAS EN VIGAS DE CORTANTE 5« (8alm}fy’ I —Y o« alm
. - n=i {2n-1)
SEA ;:'u[t] LA EXCITACION DEL TERREND. LA RESPUESTA, x{t), DEL S 7
SISTEMA ES .
t
- ﬂn 'I’I .
(9 x(r) =-r 2 sen D x J X [t)senu_(t-t}d
. n=7 n v : a Tl
-5 ke,

TAREA: DEMOSTRAR ECS [3) ¥ (4) ¥ ESTUDIAR SECCION .15,

T-EJEMPLO: CALCULAR EL LIMITE SUPERIOR DEL CORTANTE EN UKA YIGA DE
. CORTANTE A CUYA BASE SE LE SOMETE A UNA ACELERACION COMSTAKNTE,
a N

+ ' ¢
r - -

EL ESPLCTRQ BE ESTA EXCITACION ES ¥ = afue -

.POR LO TANTO, Skl 1 == sen 5t X)(V _
n=1 “n
- ka ¥ w . = o5 w(Zn-1}X
4 3L
5 x E—mi-Tcus—vEI‘.ﬂk; 4 .- : con y2 = £
n=1 n _ n=1 (In-1)¢ E{Zn-i] n
datm 7 1 In-1nX
s ¢ Ao cos Lagint
2% n=t (7n-1)



fi

VIBRACION DE VIGAS I'N FLEXION

¢

AMORT IGUAMIENTO ﬁhLﬂ

1 . -— -—— ——

Mg v .
A 1,
NP O R
(1T 137y
B W
a_jez] EX(2), mi(z)
Vepaz - (ve Woagy o £dz = 0 (13
EN DONDE f.dz = [mdz) 2Xx | : ) .2
I el _ ”
SUSTITUYENDO (2) EN (1} Y SIMPLIFICANDG:
2.
v _ @
ﬁ P o a_t—i_ Y {I]
M+ vdi - (M + %g dz) = ¢, ° %g-- v L (8)

(DESPRECIANDO LOS TERMINOS DE SEGUNDO ORDEN DE LO5S HMOMENTDS
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despluzamirnte ¢rktheo enrtare o la bt

X. w1 el vector modal para el enbalmo medo

(n)
A v b mainy dr nergla ¥

K7 ol witior trispeesig de K.

Para wwestin Civo 3¢ teadrd

~[]-(1]

REVISTA bl EA SOCIEIDAD MEXICANA

(2] ®a[7]
=[m I]. R*.:[Tm l]

M= [m '] = [mn:.il uad:m-]

Surtltryende valogey en e 37 ¥ elrctunnds o1
preductos matricizles o eila Indicados or ol icne

[ ]

T
o= Tk o™ DLO[9E

_ —S5Im
CI - m =L —-0-““91
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El vk abaoluin de b m fa sk cima
nuda i e lng menchi werd F, i -

V. = Ieerza corianie afmn I
M. = momentg ﬂraluunlt] = I_r“'l L} ;J x
T . t. )
x[7:]s- (28

donede

B = oefenada del especire de svrlrracemes
aifufltl;a par ¢l toelicieme sitmica { =

Bl expectra gt week wilizado e ol propurats
rn el reglasitnta dr consrpucioney dlr l.fi.:mlu
Federal = thy %), Low vadores de Ly ordensdas
vipritrales conespondientey o Ty v T2 osom 100
/g y BDLE o farg® rocpecdivarme p.
Suatitupends valowes en we 2% e lhega &

[ v.] _ 97 Ly
M, | T [ 362000 kpim
- v K3 lg [
. [M.] = [lla,ﬂwig-.-. {3)
El ceiteire propardio em pel, & accd oliliceds
E.F-l £l chbeulo de la respusss toral | conplde randa
wlecior combinsdos di km doi modm). Doe ko
wsoterica La rtspocsds botlal de La eoipuctwra vakdid
VavWTVE . e vMITTME
T 1M MBI

(%}

En ¢ta Ma ¥ 3k
V' = luweza corfente lodal en o eolumata

ERE S
b gravesad

alf

3
fﬂ:hbluu

# ! L 1 L -—
¢ ! : i . T eal
Fe % F rg afe i e
IPrygts s K Romrnbderih v L, Everyl

M = momenta (iesionante 10ial en £ G

Sustituyenda Ion valores dad 9y 23
e piaryend o =t dadas +n eca 29 ¥

Ve l3oky M x 344,000 kg o
Fl mamenio en ln base de In qolaiina valdrd .
Al = MA4000 + 133 % 119 = 393,000 kgrm

Los reawhiades de este casa or resunnn on la
lig. 0. .

Ta30 1 BUELo mutamie
*} Cilcwlo de fregueensiag ¥ moden ot ribracide,

Para copnsdtzar L resivicriones del secio rm-
plenrrtme #l mitode progwedo snteriormenle pro-
iedeendo en forenn Libular, Sustituvendo valores
rn orewgclonet pare Ky K w obitienen 1.85 3 |*
bgiem 5 6.0% 3 10 kg tmfand prapecliviomente.

. PRIMER MODO
Pardmcirem ¥ abmrar [, ricle )} Fortor revala
E v [vopurMm | LTANm  ewml Illli
F=man M=‘I'-:: Fuuin M = | 256000 <
Fi=F. M= M+ FL' F. = 35m M, = 5.376,000 ot
- .- = .l"..:.i'.l’1 = MR 2. = 04420 v = DOOMT o
« = Ffb # =Mk amDEST Aw0DOIBT -
B «t 3 =0.3897  o#mDOZ -
n=ad B o =ftad |z z1062 . =000 o
=l x, = 1065 T
Foamdn+x =4 a2 = L5857 ¢ = 00r2ew -
o =R o 720 nr - - -
PR O X TYY
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" PRIMER MO

SEGUNTH: MONRO

Puramriras Yolotwy | picka] Prchr qeamlas  Patirantioet Wabwot flor, chin) ' Packar posiey
I T ] AR PR 1
T Laeoin| .- T OCEM =N RETTY. . R
Fo. M, | 5120 5, 764 0NN ! FoM. 342 ==122.KM1 -
fare | Qaned 000918 - 2oy —0ISF7 —D000I40 W
-l orng. - oond? - ef =0 ooHETE
B o 03297 0.00252% ul Fi. o 0.J492 —0 pODBATD -
Fra LI emass| LI LT] S oo o
e | 4287 - e —OD9W o
o gL o0IF6S| o SO e N1 I T LT S
ul 715 75.8 —_ -l B 1270 —

Supenunde que T aproximackin op pufiriente
republa

2t 4, X7 = [401]. =1 TE (gl

T, = 0700 arg.

El procedimienta pare rl coempule & lon park-
metrow del segunds modo ¢ wl misma, sba goe
Ia combiguracibn suparaa deberd ~lim piprae”, -
tex de praseguir ¢l chiowks, de Lan cod petenten diel
piimer mode que pudiers contrner. Se demuts-
et e 5 X en el mector de b oopligeimein

* awproeets, <l vector Siber de compontates dd pri-

mer modo queds. dada par

KoM X .
X=X — __1."':“1-. X, (32)
Sepanitnde pare ol primer ocde
— 1%
H.'_.{ 1 ]
¥ mustitwyendno walores en lu ecvagkin mairkisl 32
w oblicne ] .
— L5
% =[] )
que non da loc velorer de partidn pare el primer

cheho dy ciloodn
1

s IS X = [= S 1) T =0 1 Monry

En cxfe cang pe fopung un vabor cercans al real
¥ pot 1anto sbk0 e necttilo mn ¢lclo parn yue we
ohiurliera la sprodlmackin dearada. 5 ¢ valor pas
porsia o hobwer sedo e sine s reslquiera
segwrameeis rn hubstis sdo pofeme e el
de rilcvko. Fnoloa ckclea sobuguienier ar prone-
derla en ipwal lorma que anbes: supener micial-
menit b coml e pbtenids ru el cuho ante-
rior; hmpiarda Loy componendcn del primer ma-
do; elg, - ‘-

&) Respaesia sismicy r

Las velorey de loa I;ﬂlfifil!ﬁ[l‘l‘.il parti pacidm
¥ de len ordenndas eapestiales para edi cane son!
Ci = 0001638, Cy = — 0001589

S E 127 A coforgl. S, m A& cmieeg”

Lay iohpoestar mdsbmas para rada podds vk
’ TV.]1_[ L90kg

My 3T LML kg tw

VWl Aslkg

M, 7 [0y em
Inn reapuventas maziman 1otales werdn { g 106}

VR0
M= 361 M0 bhg cm
Al = 1.I0.000 kg cm
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M= 344 1an cm

(a) (b)

' Fug, 10, Rropurslad sjmsicas

Casa 1 Dase pltiba v MASA CONCENTRADA

Para comparscin de ttsulados se verd cudl e
el valor de |2 respuestn mdrima en el cazo de dep-
preciar lo inercia rotacipnal ¥ la interaccién suels-

eslructurs-
Para ¢Mr casa p* = 508 :idj’ug]‘ I=012%

NP 0155 = 92 f confag®, mS, = LA kg y
= F0A.000 by oo {[ig Iﬂc}

CONCLUSIGNES

En la dguiente 1ably xe resumen loa revultados
de toa 1rer rases, Indicaden comn poentajes del
srqunde ca¥o,

Canrepin Lo f Cana ] Cos §
) i 17 100 25 0%

M a5.2% 1007 (LI
M, 7354 10074 5.7

Los resultados de la 1abla™ amiericr dan ona
idea clara de la imponiania ?lll! tiene el eonsiderar
ba [nercia retacional de I3 cubicria y la interaceian

suelp-estenrlury, La impariancia del primes con- .

cofin Aumchlaca copforme mayor wea ¢l momenio
dr meccia de masa de 12 cubicrta con respecio al
vjc r. El filtimo concepte 4 tanio mis impostanie
cvanta mps blando wa el cuela de Gmenlacién,
En particular puede sbservorse que en £l 1ipo Je
soluckds 3 no se obliene momente I'frnl:mqnlt 2 la
aliura dr C.G. Emo puede trasr consigo seras
eriotes en In cuantia del acere de refuerro nece-
sarig ¢n 2 unidn ¢olumna-cubierta que #1 doode
mix duceitidad necealra desarrollarae.

. R -
t2osdon cm

1.53 ton
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1. -,

EEFEﬂPIDH NE STSTREMAS DISCRETOS DE YARIOS

GFEADDS DY LIRERTAD Las =cuaciones coiulentadawn.de povinieanto aserin:
. F + F = B {t}
. . . 11 rt 1
Ejenrioa Je 1lgtemas dea o GL -
" + F = P (1}
Caracteriaticas: 12 r? 2
. coneantridaa
F ____'______"'_" mizax ;:‘i:{!-‘lﬂ Fta + Fr3 = Pa(t]
[ R, o ¥ )
= coiumnas avlo se deforman LT:;_#F-—F*_ Tuerzas acspcfadaa al dssplazualento,
Lol S Pnlt— lateralments . HO al mavimiento :
' H - cof 'na coordensda por @3- »*
aa yeda Jdefinidas Ia configu .+ la determinacifn de estas furrzad sa un problama
- racidn del sistema -
criatice.
——— - equivale a:
F i Pte—" ' ] CoeficIientea 1e influencia
M'l *I H-!"" |,Hl',| —
’ = i R T NE T ) . =
S R - W el ] u i 1. Da flexibilidad a="!

e S r—, T —F £
) - - Tay
Ademis, la gonsideramoas =listira,lin=al j(/ff ﬁ' lﬂ, ~

nﬁ*ﬁr

My Aty s E = daspi. de la coord. 1 debide & una cargs unitarla ea

X ffp,# 1 A —D— i} coord. j {desplazamiento y fuerza en = direccidn)

Syponganon: Por supi;fﬂliciﬁﬂ

Y .
- masis copcentradas = .
ﬁ Xyo= Fyg Oy 0 £, 0, ¢ £, 0,
= ﬁ!‘-ﬂ * T ) .
P:(t} Pgtt} fuerzas coocentradak eate- I? = f?l.qi ¥ f!? Q? :ﬁfEE q! inv. {1}
riores =
Ky = faq Qg+ Fayy Oy + Ty, e,
aiplexos una maza:
F Fg = 7 fyerzam resistencis eifsti- 7. De rigidex: - '

Il ca & la deformacidp

™
E % Fucrsa B e - ot f“_‘\‘“--.__--’fﬁ

o

Kig = fuerza en coordenada I por un deaplazamients unitarlo
i an coordensda §.



(2 fe] = ot [} i)

pre X Eﬂ]'i

M7 - e g

Lk] {tf = p? [hj {r} )
pre x [Kj-i- "—2

3
TR IR R D

In la3 dos formas llezamow a un problema de ¥AC

(1] fof = Afof

Frotlema de valores caragterinticos:

- Dada yupa matriz cuyadrada de orden frxn} [L]. que representa
una traonsSocwacitn lipeal de vectores n-dizansienales, Jdabs
eAcoOnirars® un Yectop Jui que transformado por [Ll rejylta
an otrg vecior A ?ui mn la misrez: "direccion™. 0O san,[h] acle
canbia la zagnitud de §ui sin canbiar 1la direccidn.

El vector e3 un vecter airacteristico (o eigenvector) ds [h}-
l{tncalar} representa la relacifo antre las "lengitudes"™ an-
tes ¥ deapuids d= la tranewforsaciin y para 1l=gar a los VEC J4e-
Le tomar-valares de un conijunts de valores cnra;turiaticaa
(¥AC) (o eiganvalores].

El problems da enc¢ntrar frecuenciss y wodos naturales pueds

considerargs un problena de YAC. = {(5TD)

Tenemos B

(o0 208l §3 - 8 (1.0

51 an &1 gistema da scudclonca

IRV I
['A] es no wsingular, la #olucidn fnica a8 la trivial
{)&z = [ﬂ}}de depJe nos interesa sl cazo en gue [.l.] ey

singular. Cn aszta rasa 13 adjuuta® [ﬁ} veiate ¥ Puﬂdg. pre X

por =114, -con #1 resuliadc

I {xf < fo
pargue [_?] [&] = IA[ [I] ) fEI-J {rnxn}

Fuesato ue ]At. =0, j:} ARG Ricemariaments as nulo, pepd Ai
a% 2cigna up valer d3de 3 uno dm &n3 alzmcalos lok demds qua
dan deterninados’ a1 Forma infea,

Tankifn notames que si ?X} eg apluclion de [-I.J fx; - I{nI
y ¢ =4 una constants, SRToNCes ﬂfﬁf ea tambian molyciba.
For lo tapte, hay un aimere Infinite Jx sclucionew. TodoB a3-
tqs se considerarin juyntas y hablaremoa de una “apluciin" co-

wo un cuniuntn de relacitnew entre los elemantos ds ;:1.

Yolvanol a Dq‘ﬂ;,pz [H] grS = {u} (1.3}
[ =) '

Al dssarrsllar 1:| = @ llegamos & una #cuacibn de grado
en pT, turis ralces son loa VAC,

- fono [x] ¥ {H} ach bimitricas y pomitivaas definidas¥,

*Tranaputata de ;l watriz de cofictores.
tl[fl ew POS. DEF. =i {ﬁi [h} ial;>u para todo {&] no oule



¥ como piz i Pj

e o T e e T e e T et T ey e —— e e

ﬂ'i (M iy = 0 ° N Hj"_i__

e

Tortemed ~cuacionms de ortegonalidad.

r
1"'}; E"}] ey = o
fr =013y = o

si i ¥ 4

la &g

B 51+ (T - &
¥ la matriz modal [R]

=3 = I} I}

¥ sustituysnda an (a}:

(1 R1 7+ DD B §v3 0 -f%

prepultiplicande per ER-_]' ;

(101 013+ 00 04 F] gk -
W!gnnnleajﬂ-ﬂ_-

o1 ) [

]
(=]
y

LA I |

(a)

(L)

Llanamos

[l 6] {23 = pwel
TRV RF— e

la ez (h) fp. fun} pu}de nanersal
LIt ) I 27 L

qus enquivales a:

] *

gy Ty Y Ky o7y o=@
TR o
2 Y2 ° 22 ¥z " 9
T a T -k_ -- -7
"nn Fao * ag T T 9
T de las gue
X * *
: 11 2 Fun
P, = —F sreens . Py PR
» o
n oo
- "
Kecordar qu# rara —— o o= E“'_"__@
=
mx + kx = 0
- 2 2
x+pxss 0 ¥ p Sl

% nza, cop la transformacién

4 - [ 3
aplicada & la ecuacilp

I DA - 9

iy



1

la molucifn q3:
x = A cos pt + B 5u;.ﬁt - {e)
¥y para el nodoe j tendvemas (ijt} = 0}

yj = Hj can pjt * Bj aen Pjt {d)

E1 an (¢} hacemoe

A + "
Alea U ¥ f]uo * X

1lngazas a
i
x{t] = X, ©oF Pt + s ¥enopt

¥ .. an [d):

yi s Yuj cos pjt + rji 5¢nf’t

Cualquier configuraciin del aistema pusde axprasaraw coms una
suma de formaw modalas multiplicadas por clertes cosficienten.

Easquamiticamante:

R ZS P Hz v i, T

s ) (1 - T{tl':l
dindwmica

({x'; . ;x{ﬂn

ek
Cn nyeztri expresibn
W = [R] ) 1.%
fuada ne ser funciin.de t, por ajreple:
;li = [k] .:-fc} )
denda {c} 23 &1 vaotor Jde constantes

I"*_\xxwid”

—

Be 13 =c. [e]:

que Prex {hl

fef %) ! 1[1; (['n_] n7£nm)

En 1.% tamhfZn podrianca hacar

- ]
pero xigancs otro camipoe, premultiplicande pnr{rfj EHJ

(x3

ulpnr érl;

{hy [ & -

Por ortoponalidad todoa estos productos Som fiolpe &zcepto al

tdrmino

f = 7

+ {rg

nos da la caofiguracin {1

ety DODAT ] = §

-

[¥] ‘Hl ¥,

[n] { ;2 ,2 $anne

”1 (%] 1“1] ¥

‘"_; (%] {r{,

T

3

L



R)] = 1.000 1.000
7.135% 0.899
3.285 -1 8T

] ) 3]+ [reer

0.006

Ei:

.Eﬂ]1§r£1 * ‘H: -
21 '
[kﬁj = (’1 . [] (R] = .sa |76.e90

- ¥
19.6295 = {rfi-

Ty
.
LoT )
—
-
-
-
-
[=]
o
ot
&

-
="

el
]

T}fﬂ = fura_gwe g 0r-»
o 519,060 0+
Qens Q.+ BOA.380

1.000
-1.0n4

g.u11l

0.Q3B"

5.1

-0.01H

» fuiz2.208 -« 0
;;.. : .
0 §19.749
o ©a 507.470

T
J

-1

6.007
-0.01k

3.804

LI 1 L
=0.040

13.%73

17+

Fir

Modo

En p-.

a2

w "7
26 " ?
.4

cn

on

o

J_ 2.0 ¢ 6.405 4 §.855

19.629

-

[‘u]?‘.} zu+zn1-um

ll 5. 386
{5 (3p} 2.0.- 2.132 + 1,293
oy © W T ¢ EPY'L O
Titt]
"
1
D.930 ¢cn
0.051 om nién amplitudes du las
* mcdos
D.0ZE ca

= 0.130) cm

G.055i1

x,0G.0268

TR

.58

14,586



B13.30
1 x 19.679

_379.4B
265 x 5.386

259.38

T e
I(at) 712.4x3.00%

da dernds

T, ()

rzit}

Y, () =

1.973 tm [

0.730 cm

cu

F.
‘f"lf' (1 - ceoa Pjt:',JI E tenemos:

* Tytary {3 - oo Pyt)
= I?(:t] (1:=un *Et)

rrﬁﬁst} (f - cos fat) _

¥, finalwents:

peted} = frodorite) ?PQI.YE{t} + frgfrter =(r] fu]

xl{t]

!i(t} ={a.1a%

xaft}

fi.oc0

3.285

1.973 [i—cusfitjf...* -

1.000 .
t.ound0. 529 (l-cusf’at)
O kil

FA M

2.4

EXCLITACION Z1EMICA.

A. Sietemss 1GL
- ¥

—— ll: T ak )
- ;ﬂffqu_‘Pux + kn + PI[t]) fad

Para P{t} cualquiera y para CIL # O la solucifn de fa) es:
% &

x{t} = x, cos pt ¢ fE #=n pt + A

T F(X) een pl{t-BldL

Fara wxcitacifn siemica:

-+

I[? + U8} + kx =D
- o Awa,

mx +tkxa= - mi (b}

De la cecparacidn d¢ (a)} v (b), la soluciin completa de Exca

H'=,_ f_

(t} = . EEV A

xlt X €as pt + —; Nen pt - 7 u{;! san pit-g) 47
L]

B. Sistenas de olGL:

. .Pift] -ll"
BY-{a] +[1 8 = freaf = Je0l < e
S PICt) nl g

s ‘1

= - Wa

- u;

2|



25, . ’ 26.

que putde excriblirse YIBRACION LIEBRE ¥ FORZADA DE SISTEMAS DE M GL COM AMORTIGUABIENTQ

. . . ' - - . "

¥ - i
'.lr1 a

’ -1

ry MM

u Las scyaciones de equilibric dindmice mon: |

A {Fﬂ] v iR} s e}
n ff

TAa EmO K}
—— L‘ ten L

¥ asi podrla seguirse para llegar a;

r; | l’.li-:ll'l]"r:.'i =

N (u7! K}I r, =0 (W %r& = [ {;I

!‘i j

| - ESRICED)

an formxz andloga podemos obtener

' - - - ¥ ahora hacotoe .
ry f:-sr)znrj-u (c) :
o to - %r'} ; [}:“] 1‘:} o
L x u"}ﬂx a .
r. r, =
. 1. “ donda
(=3 = [ea5]
En (h): .
,E= -2 .‘H (H'Iil'z = K {n'i K]_i (N ix} 1 r ‘ij = fuerza da amortipuamiente an 1a° coordenads i debido &
fen (e) £-2) R T una velocidad unitaria en la coordenada J. )
en (<), con 4- : = K = o
- YO - ' R P—— Co )
7 = MU I I R L e = e
: . ) _fI jk kj .
: . T ' I =t _ indica
feo o k) - M ' / ]fli.____ i _ lcupllll:!:ntu )
¢ _J{:__. €35~ Sy
_1 1 -1 . . . . i
£= LY = PR E=X La ecuacibn de movimiento e

{53 « (<) §5f + (e {,} - ?‘mlrf :

+
. ]




"

La seleccibn adecuada de a

de E’.‘] - iCuiles 1+ damos?

—— e

Asipnamos un cierto valor de

o ,f:-j; (€] {,
L s

. A ~‘%r~}; I_"MJ (1] 1{:~L.a1

Por otravparte, para vibracién libre:

K-PIMdpe, =
{ #] }rJ a

KI" z JiD:-IHZ‘v""" 1 r._qr.:h
S S R S i IS
premultiplicanda por riﬁ:
s

-1 IM L
= .M = HF .
f}f] Pj _rj Hr]"

y -t
- - .

es decip

py=1,, =1..=-1
. ‘4 = pt .
({JJ: M3 = iKORTK) e

y asi podriamos llegar a2 qua, para cualywier

1 dard a [C] 1as
seadas, © sea;podremos dar valoree especificos

g a cada modo.
1

7eFys = L5 Lo {rl
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ver para los n valores de a, y formar nuestra [C] con
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Estudio estadistico de los criterios
para estimar la respuesta sismica

de sistemas lineales

con dos grados de libertad

Octavio A, Rascon
Augusto G, Villarreal®

RESUMEN

El obpo die este traliajo os verificar e grado de
aproximacitn de dos métodos que con frecuencia se
utilizan paia estimar la respoesta sismich méxima de
sistemas lineales con varios grados de hibertad. Para
ello se aplica ¢! mdtodo de Monte Carlo en @ nstudio
de fres tipos de Cstructuras con dog grados de liber-
1ad: lorsidn y traslacitin, cabeceo y traslacion, y tras.
lacién ¢n dos pisos. Como excitaciones e utilizan
sisros simulados v reales; se comparan 1as respuestas
ustirmadas con 1As exactas, se hacen recomnendaciones
ncerca del emplee de dichos méiodas, y se ablienen
las distribucinnes de peolahilidades de tos coclentes
dea ias 1ospuestas #xactas entre 13s estimadas.

ABSTRACT

The purpose of this work is 1o verify the degree of
appraximation of two methods used fregquently for
eslimaling the naximum seismic response of Hnear
syslems with various degrees of freedom. To do this,
the Monte Carlo method is Dsed in the study of three
wpes of structures with jwo degrees of freedom:
torsion and translation, rocking and transfation, and
translation in a two story building. Simulated and real
carthquakes are used as ground excitations; estimated
responses are cornpargd with the exact ones, recem-
mendations for the use of such methods are given,
and the ohability distributions of the ratios of
exact 1o estimatad responsas are oblained

4 Frafesorcy feove siigedoest, Tratifpdo o8 Jugenis iy, AT

1. INTRQDUCCION L.

Fn este trabajo se analiza ¢l comportamientio ding-
mico de alguras lipos de estrucluras de comporla-
mienta lincal de dos gradaos de libertad cuando se les
sujeta a solicitaciones sismicas. £l objeto es venticar
¢l grade de aproximacion de dos métados propuesios
por Rosenldueth {rels 1y 2] para estimar |2 respuesta
maxima tolal, medianie sy comparacibn con 1as res-
priesias mdximas uxaclas abtenidas con el mdiodo «de
andlisis mnodat, al stperponer en el liempo los efectos
ozl sismo en los dos modos paturales de vibeagldn do
I3 esiructura, '

Cl meledo 1 consiste en estimar b respuesta mdxima
tatal, O, exiroyendo la raiz cuadrada de la suma de
los cuadeadns de Ja respuesta on cadn maddo patural da
vibiracidin, Q,, es decir '




donde n es el total de gradoes de libertad del sisiema,

El rmétodo 2 consiste en aplicar 1z thrmula

i=1 1 7] 14 Ezij

"

siendg .
Wy — :
S L {1.3)
ow+5 .
donde
0, respuesta Indxma “en el dsimo .
T imodo de vibracion, tomada con el
mismd signae que el de 12 corres-
] pondiente funcign de transferen-
’ cia cuando osta alcanza su valor
maximo absoluto
o - . iésima frecuencia circular natural

 de vibracion de! sistema sin EITIC'F-
1| guamiento

wl=w;/ 1 =t} |-é5|n-_|a frecuencia circular naturol
de vibracidn del sislema amorti-
quado

fracciGn del amortiguamienio
t:n'iicu en gl i-dsimg modo naiueal

;1 §i+ 2/{w,S) fran:cltm del amortiguamicnio
crifico equivalente

s E duracion del sisime con el gue =
excita al sisiema .

. El interés primordial al reatizar esta verificacion radi-
ea e que el método 1, actualimente en LSO ¢n varios
reglamentos de corsiruccidn {refs 3 v 4), podria lle-
gar a sustituirse por el método 2,

52 han prapuecsto o'ras procedimienios para estimar

@ {ief B} gue son Tuncidn no'lingal do los esullados -

gl mfoda 1) sin embargo, no s discuten en esle
irabajo porque han side estudiados con base en es-
iricturas SN amertiguamicnio, las cudles, como se
vird, conducen a conclusiones diferentes de las que
cotresponden a estructusas amaot tiguadas.

Para reglizar evstadisticernenie este esiudio, se cmplea-

ron téenicas de reduccion de variancia del metodo de

hhonte Carla,

"

Er cuanto al analisis, este se limile a tres casos, los
“les s dotalan en el Apindice:

. Torsidn en estructuras de oun piso, considerande
que las ruspuestas dindmicas son la {yerra coriante y
el momeMo torsioname,

376

2. Caberep en ostructuras de un piso, considerando
coimo respuestas 1a fuerza cortanie y el momento de
cab:ecen,

3. Traslacidn en estructuras de dos pisos, 1omando en
cuenta lag fuerzas cortantes en 1os entrepizos uno y
dog, )

2. CALCULO DE LAS RESPUESTAS MAXIMAS:

Las respuestas eldsticas maximas de los diversos tipos
de estructuras se caleularon utilizando:

a} Método 1 lec 1.1, criterio del Reglamenlo de Cons-
trucciones del Duepartamento del Distiito Federal, ref
3}

b} Método 2 [ec 1.2 \.-' NUevD criterio de Rosenbluath,
ref2)  -- k2

c) A_nél'iéis modal :'resph't;sla urama:l,

Los resuliados del andlisis modal sirvieron como base
de comparacitn del grado de aproximacian de |as esti-
maciones logradas con los otros dos ¢riterios.

Como excilaciones sismicas s2 emplearon cuatro sis-
mos simulados de acueido con el método indicado en
Iz ret 6 {figs 1 a 4), v uno real {fig 5), registrado en la
7ona hlenda de la ciedad de Méxieo {ief 7).

El andlisis de los tres casos se realizd empleando el
imetodo de Meonte Carlo, que ronsisie en estudiar |
compariamiento de un mod¢lo matemdtico deter-
minade, mediante la simulacidn de las datos de entra-
da (goneralmente en compotadora’ digitat) v del
estudio estadfstico de los resullados, Cada vez que se
intioduce un conjunto de dalos v se obtiene la res-
puesta del madelo, se dice que 52 elecl(a un experi-
meato concettuat del problema; |a coleceidn de rosal-
lados constituye la rruestra que sirve do base para
inferir cudl- es ¢l gredo de aproximacién con que
dichy rmodolo mmatematico representa el fendemeno
para gl cual se fermuld.

Conforme numenta & nomero de paramefros e
intervienen en e modelp matemético, se incrementa
la cantidad de experirmentos necesana para dilucidar
cudles influyen en ¢l problema, es decir, para verilicar
si en los resuliados que se oblienen al variar los valo-
et de los pardmetros cxisten diferencias esladistivas
significativas; sin embargo, eso represanta un costo de
computacids que en ocasiones hace prohibitivs 1zl
ting de estydios, a mmenos que seemplee zlguna téeni-
ca de reduccin de varigneia {refs 11 y 12|, lo que
[®rmite un ahorro considerdbhe en el ndme ¢ de expe-
rimenips nec=anc para obiener conclusionds adecua-
rias.

A iécnica de reducc:-ﬁn d¢ veriancia que s Fmp!ﬂa &0
esie wrabajo €s muy comin v CONSisie B
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al Asignar diversos valores a cada pardmetro que
interviene an el problema, de mancra gue 52 cubran
los intervalos de inlerds de cads uno,

bl Caleular la respuesta mdxima exacta v las estima-
tfas con los métodos 1 y 2 para cade combinacion de
valores de los diferenies pardmaoiros,

c) Obtener las respuestas normalizadas dividiendo los
valares €xactos enlre los estimados: estg 52 hace para
vida combinacion de valores de los pardmietros, con
o ewial se elimina la dispersidn en los resyl tados oca-
sionada por 1a magnitud v variacion con el tiempo de
los datos de entrada (se reduce la variancia).

d} Estudiar si exisien diferencias estadisticas signifi-
cativas entre los resultados obtenidos al variar los
valores asignados 3 uno de los rardmetros, Silas hay,
se infiere que los resultados logrados con cada valor

» diche pardmetr corresponden a poblaciones esta-
Jisticas diferentes; en casn contrario, la poblacian
esiadistica €s 1a Misma y, por tonsiguiente. las mues.

3318 -

tras respectivas puedan agruparse en una sola de
mayar tamafia, a partir de la cual o5 lactible obtener
conclusiones mas generales y contiables acerca dal
modelo en estudio, yva que la variancia del promedio
de la estimacidn se reduce en proporcidn a 1/n {ref
11). Esta etapa se repite sucesivamenie para cada uno
de los pardrnetros restantes, con (o gue se realiza, de
hecho, un andlisis de variancia.

2.1 Resultados del problemna de torsian {caso 1)

Fara disefie sismica de edilicios, los elementos mecs.
nicos que bsualmente inteiesa conocer son s fuerzas
¥ momentos que chran sohre cada elemento estfuc-
tural. Para simplificar, con objeto de aislar 1os efecios
de la fuerza cortanie y del mornento lorsignanie, en
este problema de 1orsidn $2 conswlerard una estruc-
tura {fig G} con masa uniformemente disiribuida, con
un solo mura en direccidn Z que resista la fuerla
cotlante direcia, v dos idénticos en diieccidn ¥ lper-
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pendicular al movimiento), de manera gue cada uno
de estos ltimos resista una fuerza cortante igual a
M/d, donde'M es el momento torsionante dindmico y
“d s la separacidn de los dos muros, En'este caso, la
estructura presenta excentricidad solo en direccidn
perpendicular a la de excitacion, Z.

Los pardmetros que 58 escogieron para estudiar el
_prablerma de torsicn fueron [fig 6):

A = b
b dimension en la direccidn Y
c-m e, /b -,
S periodo fundamental de vibracibn = w, 2% =
=%, /(2nKim)
L fraccidn de amortiguamiento respecto at ¢rftico
en ambos mod os de vibracion
- cociente de-la frecuencia angular entre l& lineal »

1] -
‘ = {LANK/m) -

-

Los valores qué e asignarm aa, by sonios consig

rados enla tabla 1;tosde b son G, 005y 010 los da

n, 05,09 10,1.1,15 20,25 3v4,ylosdeT

01,03 05 07,10 15, 2 3y 4seg. Loscasosde -

g = 1, 0,9y 1.1 sa estudiaren con especial cuidado
debido a que para valores de g = 1y cercans, sudede
que las dos frecuencias naturales de vibracidn resultan
mas proximas entre si (ec A.3] y, en consecuerkia, el
término €}, de las ecs A8 y A9 del Apéndice puede
asymir valores pequerios {ee 1.3}, en cuyo caso sa
pueden presentar diferencias considerables entre los
resultados de ambos métodos, puesto que el 1é&rming
de la doble suma de i3 ec 1.2- aﬁume valores tanto
mayores cuanto menofes son losda €3, . :

Para cada uno de |10s casos de ta takla 1 se obtuvieron
las fuerzas cortantes y los momentos lorsionantes
rmdximos correspondientes a {odas las combinaciones

2. Ty

En las figuras que aparecen mas adelante no se hace
distincidn de los resultados obienidos con cada sismo

- periode fundamental;

ni con, cada combinacitn de A, b v ¢, va que las
muestras respectivas se mezclaron al no haberse
encontrado diferencias estadisticas significativas con
un 95 por ciente de nivel de confianza en los mismos,
@ pesar de |a marcada diferencia entre los valores de
dichos parametros v de las caracterfsticas de los sis-
mos, tales como duracidn v frecuencia dominante,

2 1.1 Mormento torsionante

En_las figs 7 a 9 se presentan los resultados corres-
pordientes aloscasos en los que Ty, = 20segy { =
w (3, 0.05 v 0,10, respectivamente, En el eje de |as absci-
55 se localizan los valores de g, v en ¢l de las arde-
nadas los cocientes de los momentos tarsionantes
exactos, M, entre los estimados, M v M, con los méto-
dos 1y 2, respectivamente {Apéndl-::e}

~En’la fig 7, en la gue el Emnrtlguamlenm es nulo, se
aprecia mayor dispersidn en los resultados de ambos

* métodos que corresponden’'an = 0.8, 1.0 v 1.1 que

para los demés valores de n.-En cambio, en las figs 8 y
9, que corresponden a$ = 005y § = 0.10, respecti-
vaments,” se - observa "que *la ‘dispersidn de-los resul-
tados del método 2 es prdcticaments la misma para
todos los valores de ¢ {el coeficienta de variacidn es
cercano a 0.2), cosa que no sucede con los resultados
del método 1, para los cuales se tiene mayor disper-
‘sibn cuando 7 = 0.9, 1.0 y. 1.1, Estas ohservaciones
flevan a la conclusitn de que para el método 1 no se
pueden mezclar las muestras correspondientes 8 todos
los valores de n,:ya que los resuitados dependen de
este pardmetrd] mientras que para el método 2 po-

drian mezclarse las que no se refieren a amortigua-
miento nulo si sa- verificara que'fos valores medios
correspordientes a cada g mn estad fsticamente igua-
les, i

Para lagrar dicha uqrificaciﬁn, 58 investigh primero si
los resuliados del método 2 son independientes del
T1. Con este fin se trazd un
juego de figuras del mismo tipo que las figs 10a 12,
gque corrssponden an= 10con { = 0, 005y 0.10,
respectivamente. En la fig 10, gue correspande a { =
=0, sz observa que losresultados sl dependende T, , va
que fos valores medios son semlhlemenle mids grandes
para periodos mayores de 1,0 seg que para ios meno-
res. Por lo contrario, en las figs 11 v .12 se nota que
los valores medios son précticamente independientes
de 7, en e! intervalo de pericdos. estudiado,. por. lo
que las muestras de cada periodo pueden agruparse en
una sola {esta conclusion también es . vdlida para los
resultados del método 1), r

Para verificar estadisticamente la conclusidn anterior,
s2 realizh una prueba de hipdiesis acerca de si ta pen-
diente de la recta gue se ajusta ‘g los datos puede
considerarse nula, habiéndose aceptado con 95 por

- ciento de nivel de confianza, '

I
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En 13 fig 13 se presentan en el eje do las crdenadas los
promedios, (M) v (M/M). de los resultados obte-
nidos respectivamente con los métodos 1 vy 2, consi-
derando que estos son independientes de T, ; en el gje
de las abscisas se localizan |os valores de n, S8 observa
que, para n= 09, 10 v 1.1, el método 2 schrestima
ligeramente la respuesta media (en 10 por ciento),
tendiendo a subestimarla en & por ciento conforme
:;:s Duarnres da 5 se algjan de 1.0, cuando { =0 DE
1 .

Con objeto de veriticar si con el método 2 los resul-
tados son independientes de n, se realizaron pruebas
de hipdiesis de igualdad de medias, siendo aceptables
con 85 por ciento de nivel de confianza. Por lo con-
traric, los resultados del método 1 no fyeron indepen-
dientes de n, lo cual es obvio, puesio quecon t=
=010 s tiene que el promedio de MM es (0.31 para

e =-T:{el minimo valor-fue 0,04 v el maximo 0.68}),.y-.

0.99 para 7 = 4 (el minimo fue 0.66 y el méxlmo
1.28). - - -

En la fig 13 se -:::bserva tamblén ue Jcns pmmedlﬂs
obtenidos con el método 1 se acercan a los exactos

conforme g aumenta, pressntdndose mayores errares -

- para valores de n muy cercanos a 1.0, para el cual las
frecuencias naturales de la’estructura resyltan més

priximas entre sl {ec A 3l, lo Que trae como conse-
cuencia gue en muchas ocasiones 1as respuestas méxi-
mas en ambes modes de vibracidn ocurran simulta-
neamente y ¢oN signg contrario, por 16 que la respues-
ta combinada mdxima es |a suma algebraica de ambas
respuestas, que da resuitados menores que losde laec
Al

Otra conclusién inmediata que se obtiene de la fig 13
es que tos resultados del método 2 son practicamenta
independientes de { cuando § > 0.05 y que et méto-
do 1 pierds aproximacidn conforme aumenta &, v n
se aproximaa i~

De lo anterior se concluye también gue en estructuras
amaortiguadas, gue son las de interés practico, el méto-
do 2 propocciona, en promedio, mejores resultados
que & métado 1, aunque el 2 subestime mas v con

ne amortiguadas, que Unicamente son de interds
académica, el mé’mdo 1 prop-arcmna memres resulta

l-l'"'
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Otro punto impartante de discusion es el del cocienta

‘ge la excentricidad dindmica exacta, 8,4, entre la esta-

tica, &,. En las figs 14 a 16 se tiene n en el gje de las
ahsrisas, v 24/8, en el eje de las ordenadas,”
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Sa ohserva en la fig 14, que corrasponde a amartigus-
miento nule, que para n =098, 10 v 1.1 hay una
marcada diferencia entre los resullados obtenicdos

*a el caso 1 con los casos 11y |11 {la de estos Gitimos

re si no es tan importante). Asi, cuande n = 1.0,
a1 el caso | el promedio de ey /e, fue 38.5 vy la desvia-
cidn estdndar 16.6; en el casu il estos cardmetros
estad sticos valieron 5.4 v 0.8, revr 2 tivaments, Para
valoras de n separados de 1.0 »n 0% unidadss o mas

hay diferenctas menos apreciables eitre los resulta-
dos de*los tres casos. Ademnds, ay/e, distinuaye rapi-

damente conforme g se aleja de 1.0,
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Enlas figs 15 v 16, para § = Q.05 y 0.10, respectiva-
mente, casi no hay diferencias entre 1os resuitados de
los dos casos, aunque persiste la dependencia reéspectio
a n. Comparando estas tres Ultimas figuras se nota
también que e, /2, disminuye confarme el amortigua-
miente aumenta, Asi, para { = 0.05 & promedio fue
4.6y la dasviacion estdndar 1.3, mientras que para § =
= 0.10, \os valores correspondientes fueren 2.7 v 0.7,

De las figs 15 v 16 se concluye que la disposicidn del
Reglamento de Construcciones del Departamento del
Distritc Federal de que se tome &4/, = 1.5 subesti-
ma el valor -promedio para todos- los valores de g
mayores de 0.5 v menores de 4.0 {aqui se omitid =l
¥rmina ¢ 0.05b que se agrega a 1.5 en !a disposicion
dal Reglamento, porque diche térming tiene como
finglidad prevenir excentricidades accidentales ocasio-
nadas por variaciones imprevisibles de masas y rigide-

cesy p:::sl t:-has e:-ccntacmnes mrsmnares} .
‘ iy

-Con- obieta: dEﬂtlmar probamh-::lades da evemus rela-~

conados con los mamentos 1orsionantes, se razaron .
en papel de probabilidades los datos de’ frecuenmas
acumuladas correspondientes a diferentes casos. Las
distribuciones de probabilidades empleadas fueron-la
Ingarftmico narmal, la extrema tipe li y lanormal, de
las cuales, por apreciacidn visual, se considerd gque

" esta ultima daba en ~general memres resmtadm (figs

17 a 19},

Para verificar gque las poblaciones bajo estudio tienen
distribuciones normales, se realizaron pruebas de
hipbtesis estadfsticas mn un 95 por clentn da nwel de

confianza

-3 =0: se rech;az'éu la hip(‘.&tesis'nma da que |a distri-

. ) - 1
Lts resultadns fueron:

Mdtodo l'

{Con resultadc:s dﬂ n=
clados; fig 17}~ .

1521‘.'} 25 Sﬂvdﬂmez ..

bucibn es normal con media 116 y- desviacion estin-
dar 0,12 {esta hipdiesis se rechaza también conun 93 .
por menm de nivel de confianzal’

t =005y =010 se aceptan ias hipdtesis nulas de
gue las distribuciones son normales con medias 0.96 v
0.85, v desviaciones estdndar 015 ¢ O, 17, respe-::twa
menie.

Mérada 2 -

" {Con-resultados de ¢ = 15 EI‘J 28 30v4ﬂn1&z

clados; fig 18}

. — . )
I =0, 005y 0.10; se aceptan las hipftesis de que las
distribuciones son normales con medias 1,15, 1.06 v

-1.00, - v--desviaciones- esténdar - 016~ 0:15-y - 0.15;-

respectivamente, Para ¢ = 0.05, |a hipbtesis se acepta
con 99 por ciento de nivel de conlianza; las c:tras con
a5 por ciento,

4 -
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g 16 Coarirntes de it excentrichind dinderiea coagnd #dleg In ritdifon, pare § = {410

Ademds, parg © = 0,10 s estud'd o caso en que so
mazcliron jos tesuliados e n = ty p = 1.1 (fig 19,
obteniéndose una distribucion normal con media 0.8
v dasviacidn estandar 017, También se mezclaron Ios
resaltidas che los valores de pode Va4, para los cuales
s obtuvo una distribecién de igual tipo con media
095 v desviacion estindar 016, Ambas hindlesis
fueron aceptables, pero con 975 por ciento de nivel
dz confianza.

En 1oidos los casos (doscrilos en gue s2 geaepla la hipd-
tesis nula, se observa que la desviacidon estandar es
muy stmejants, va que varia de 0.1 2 017, micntras
que lamedia vade 0BG 2 1,15,

2 1.7 Fuerza cortanto

—03 resuftados obrenidos con los mélodos 1 y 2,
correspondienies an = 1.0y D = 0, se muestran en 3
fig 20. En ol gje do las ghscisas se lienen 0% peniodos

fundomentales, T, v en el de las ordenadas 105 fuer-
zas cortantes nornalizadas, VAV vy VAP, abtenidas al
divichir §as fuerzas conantes, v, calculadas mediznte

" andbiss modal entre los ostimadas con los metodos 1y

2 vy ¥ respectivaments,

De ta fig 20 v otras similares se congluyd que las
[uersas ronlantes normatizacas ohitenidas con amnbos
métodos son indeponcdienies del periodo fundzmen-
tal F,, con 95 por ciento do nivel da condianea.
Ademds, para valores de p menores de 0.9 v mayores
dz 1.3, los resuliados tueren independientes de los
patsmetros A, & y o, con wrrpies de 2 5 por ciento.
Esta independancio 1ambién se obtuvo para el método
2, inclusive ciande n = 0.8, 1.0 v 1.1, con errores
maxitnos e 40 por ciento en delecto y 20 pol ciento
en esceso para ¢ =0, tendiendo a reducirse conforma
aumenta el amoriiguamiento; asf, para [ = 005, s
ahiuvieron orrores masiming de 2 20 por ciento, vy
para b = 010 de 2 10 par ciento,
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Fig 19 fMesultadas del método 2 pare = 0,100

Fara el métoda 1, con § = 1.0, los 2rrares maximos
fueron: A1 por cisnto en delecto para ia estructu-
racion del casu | v 32 por ciento en defecto en tos
casos 1ty 11 Los errores madios respeclivos fueron
36 v 18 por ciento, ambos en defeeto, Para n = 1.1,
fa estructuracidn del caso | g errores maximos ds
+ 5 por ciento, y las tipo 11y 1], 32 por clente en
defozto v 11 por ciento en exceso.

Fespecio al amortiguarmicnto, s¢ concluyo que 1as
fuerzas cortantes normalizadas son pricricamente
independicnies de este; ash, para np = 1, los promedios
oglobates de los métados by 2 fueron 1.23 v 1,17,
respeclivamente, parat = 0; pata ¢ = 005 de 1.30y
102, yparat =0.10de 1,30y 1.0

Como purede apreciarse mediante |os momedios cita-
dos ¢n ¢ parrafo anterior, 1os resultados que s
chiienen con el método 2 son mejores gue los del 1
cuandt 7 = 1.0. Una conclusign sermajanic s2 abtuvo
cuondo n = 0.9 v 1.1, aunque las diferancias se redu-
jeron en un 10 par cienio. Para valores de p fuera del
iniervalp 08 < = 1,1, los reseltados de ambos
métedos fuergn practicaiments iguales.
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? 2 Resultados del problema de cabaceo {caso 2)

Los parametros que 5o escogieron para estudiar ¢ pro-
blema de caheceo fueron,

masa 1o1a|
i dislancta del suele al centro da or d .
canl graveda periodo
T, periodo fFundamendtal

I fraceidn de amostinuamiento respecto al critico
r0 ambos modos de vibragién

7. cotiente de la Trecuencia angular eota 13 lineal

Los valores que se asignaron o 7 fueron 0.3, 0.7, 1.0,
15, 20,30y 40seq,at, 0005y 010 vanq,, 0.2,
06 1.0 15 20, 25 30y 40 Encoantoamy £,
Gnicainente se vsaron 2.0 ton s2¢* /i v 4 m, respec-
tvameni2, ya gut por los resultados {fuerzas v
mormentos normalizados) gee se obluviergn cun estas
combinaciones se juzgd innecesario el yso de olrog
valorns: por 1a misma razén se emplearon nicainen te
tres de |os sismos del problema ge torsitn,

En este problema, iqual gue on el de tarsign, no hubo
diferencias apreciables entre 1os resulizdos ohignidos

ar 105 tres sismos (U s¢ emplearan como exciticién,
por lo cual se agruparon os rescltados en una sola
muestra, Ademds, tanlo las fuerzas cortanies como

s momenios e caboecen maximos normalisedos
fueron estadislicamenie independienies def ponodo
fundamental, 7,, con nivel de coadionza de 95 por
cienig,

Otra conclusion interasante o5 goe los resullados
ohienidos con los métodos | v 2 {Apéndice) son prac-
ticamente fguales, con dierencias miximas eotre ellog
thz 5 por cignto, Esto se debe o que Jos valores de €],

{ec 1.3) son grandes porque las Trecuencias de vibra-
citn no resultan con valores moy cErcanos entre si,
aun cuando se usdron ®, Muy peguenas, de manera
que ol radical delaec A7 Toera tantbién peguerio v,
par tanto, que las dilerancias enlie 1as dos frecuencias
fundamentales {usran minimag, E510 hage que los
trrmings que conticnen @ ¢, &n lasecs A 24 v AZS
resulten muy pequefios v Que eslas Lcuadiones Sean
cosi iguales 3 135 eos AL22 y AZ3, rospectivamente,

Aprovechando las conclusionegs antoriones, so acimu-
laron las minesiras correspondientes a 1odos 03 perio-
dos fundameniales, vy para cada amortiguamien1o 52
elaboraron dos gridficas: una de fuersas cortantes v
otra da momentos de cabeceo normalizados, emplean-
do Gnicamente 1os resultados del método 2. En cllas,
el #je do l1as abscisas represen té An,, yeldelas orde.
nadas a tos cocientes VWV o MA, donde V oy & deno-
lan [a fyerza corlante y el momento de cabeceo exac-
tos, vy V ¥ M los mismas elementos mec3nicos estima-
dus con o método 2,

&B?



Debido a qun 1as conclusiones obtanidas de esag grafi-
cas son precticamente las mismas, en este (rabajo solo
en reprbduce la correspondisnmte a las tuerzas cor-
23 con § = 010 {fg 21}, Dichas conclusionss
«.eron, adzmas d2 {as mencionadas, 1as siguienies:

— Los ressltados son estadisticanents independientes
de » -con 9% por ciento de nival de confianza, cuando
e 005

— La respuesia normalizada se spbestima con mayor
frecuencia gua lo qua s soluestimil, en proparcidn ds
2al

— El error maximo en defvcto fue 29 por cienta, y en
excesn, 27 por ciento

= E! pramedivu global de los resultodos con § 2= . 0b es
1.05, v el coeficienle de variacidn, 10 por ciento

— Los resyltadas varian ligzrarmente ab introducic
M tiguamiento a la estructury; s2 hace notar que
para T =0, |3 1ospuestn normalizada promedio se
subestima aproxdimadament2 en 0 por cienta mas
que con ¢ = 0.05 vy 0.10 (iig 221, £n esios dos olti-
MOs Casos no se dprecia difsrencia signilicativa en los
promedios de 13s respuestas ni en las dispersicnes.
Asf los priores Maximos que s tuaviglon para | =
0.0% alcangaran 31 por gignto en defecio v 19 por
ciento en excesn; en cuanta a b =, 0,10 fueron, res
pectlivamente, 27 v 21 por cieno

— Dade que existe gran incertidumbre en oiros factlo-
res del diseflo sismico, tales como mayattud del sisme
de disefio (0'en |ns amplitudes del espectro de dise
fio}, contenido de frecuencias, duracidn y variacidn
temporal el Mismo, s0 puede concluir gue lus cstima-
ciones obtenidas ¢on los dos métodaos son, en prome:-
dio, satisfaciorias en este lipo dé estruciuras,
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2.3 Resultadaes del problema de traslacidn {caso 3)

Para estudiar este problema se escogicron como pard-
rna oS '

= (ko /eny Vi Frny )
0 perode fundameniat

Iy {raccidn <2 amortiguamientn respecto al eri-
tico en ambos modos de vibrazion

my Ay relpoidn de masas

l.os valores que se asignaron an, fueron .1, 0.2, 0.5,

1.0, 1.5y 3aT,, 03 1.0y A40seqat, 0 0086y

010:vam,/m, 0B 10y20

Los resultados se analizaron metlionte graficas con «,

0 7; en el eje d= las abscisas, y cocientes de las tuerzas
cortantes exactas entre las estimadas en el eje de ias
ordenadas ((Uerzas cortantes normalizadas). Debido a
que 16& resultados na difitieron mucho de los de czhe-
cen, st empled nicamenta Un SisMO como excitacion,
Las conclusiones a que se (legd son:

— Las esttmactones que se obtienan can los mdtodos
1 v 2 son practicamonte iguales, debido a que los
valores de las frecuencias de vibracidn no resultan
MLy, Cercanas entre 50 en cara caso, lo cual hace qua
las ¢3, {ec 1.3} resulten grandas v, por 1anto, que el
wrming de 1as ecs AZG v A 37 que las induye sea
muy pegueiio, en cuyo caso las ecs A 34 v A5 son
~ast iguales 3 1as ecs A 36 v AJ7, respectivamenis,

o s¢ observd aun cuando se gstudiaron casos adi-
-Jnales dz g1 4my v on,, pira los cuales el radical de
la ec AZ9 fue mimimo, con lo cual hubo 1as dife-

rencias minimas posibles entre las dos frocuencias
fundamentales v, por tamo, los vialores mas peguenos
o e} 3. Esto ocurre cuando

1 —m. ."ml.
= —— sy, <
n (1 + g fem 12 27
Dichos casos adicionates fueron: my /M, = 0.2 con

g, = 05585 mydm, =08 cong, = 0222,y m,/m,
= 0.8 con 5, = 0.062. En cstos, la diferencia mdxima
que se obtuvo entre los resultados de [os dos metodos
fue de 13 por ciento, siendo mejores tos del méodo
2 ¢ .

— las estimaciones normalizadas son estadistico-
mente independientes del periado fundamental, 7,
con nivel de confianza de 95 por ciento

— En la {ig 23 se ohsorya que 135 estimaciones de V)
v Vo thener, on promedio, trrores iy parecidos, por
lo que en las conclusiones no es necesaric hacer dis-
linciones entre ¢llas

— La respuesta se sobrestima solamente en 30 por
ciento de los cascs. El error maximo en exceso que sg
chseive Tue A0 por ciento, v en defecto 41 por cien-
to. El cocficiente de variacion para { = 0.10 alcanzo
12 par ciento

— En 2 fig 24 se observa que los promedios de las
pstimaciones con { = 0.0% v 0,10 son mejores que |as
que correspandan a b= 0, fo cual hace pensar que las
conclusignes obtenidas en fa ref Srespecioad = Ono
pucdan generdizarse pora £ 2> 0

LY
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— Los promedios glotwales d2 las fusrzas conanics
normalizadas fueron, para § = 0, 1.15; para & = 0.05,
104 yoencuanioa{ = 0010, 1.04. Adamas, se obser -
gue respecto a § = 005y 010 los resulados son
iy simmilares, s decir, son indzpendientes de § 513
»0.05 )
— Las medias de los resuliados normalizadas son esta-
disticamenie indzpendientes de la relacidn d2 masas,
my /my, con on nivel de conlianza de 95 por ciento,
para los casos especiales de my dny v on, indicados
anigriormente tuvieron mayor dispersion

vy I Yy

—Para v = 005 v 0.10, las estimaciones normali-
zadas 00 ostad (sticemenie independientes de n, . con
un nive! de confianza de 95 por cienta, coma pueds
apreciarse on la fig 24 en ly que aparecen anicninente
los resultados del método 2. Para b = o esta hipbiesis
no 52 aceptd

— Por la misma razdén indicada en el altime pdrraio
de conclustones d2! prohlema de cabeceo, las estima-
cignes abienidas con ambos mélodos son en prome-
die satisiactorias en gste 1ipo de estruciuras
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- = 1,2 iA.4)
=32

ch

En 1frminos de tas 1afces A7 , de la ec A3, se pueds
demostrar [ref 8} que los coelicientes de participacidn
de los modos 1 vy 2 {las proporcionas en gue contri-
buycen [os modos a 1a respuesta total del sislema) se
encuentran dados por

c!

ST EEVTENTE

n=1,2 (A,5)

Ahora, si se suponen conocidas ias aceleraciones
espectrales de cada modo, 3, , la fuerza cortante maxi-
ma vale
V.mma, C,;n=1,2 (4.6)
vy el momento torsionanie maximo respecilo al centro
de torsidn es
{1 —A21JV,

o chm

in=1,2 (A7}
Jna vez conocidos losvaloresde V,, Vo, M, v &, la
plicacitn de la ec 1,2 conduce o la estimacidn de fa
fuerza cortante vy d2l momenio torsionante mMaxiMmos
mediante el mélodo 2; elios son, respeclivameante

b2 )

V- \/V’*‘ vis2 It v‘ (5.8)
14 l‘:
M, My
.ﬁ:\/M:+M‘I_2 ' 2 “(A9)
] +{’”_
donde e}, se obtiene aplicando la ec 1.3, El signa

' negativo asociado al doble produclo gue aparece cn a3

ec A9 se debe a gue Ias funciones de transferencia de
los momentos en el primere vy segundo modos tenen
signo contrania, ya.que el factor {1 - :\’ } que aparece
en laec A7 &5 positivo para ¢l primer moda in = i}y
negatlivo para el segundo {n = 2), 16 cual se demuesira
Como sigue:

Delaec A3
L R Y A Sl
1 2 q e
par lo que
5+ g—1
FEE - =1
! 2 2 o
Analogamente
llz_r,l-l-'l {n - 1)? o
T ? & ji

de ghigue, si = 1



3. CONCLUSIONES

EI resumen de las conclusiongs :::h tenidas dz los tres
probfemas estudiadas es,

En cabecep v 1rashacion:

— En promedio las estimaziones normalizadas da las
respuestas maximas togradas con fos mittodos 1y 2
son satisfactorias v pradcticamente iguales; esto Oltimo
debidoaquaei, >> 0

— La respuesta se subestimé con mayor frecuencia
que lo que se sobrestimd, reduciéndose ol error al
censiderar amartiguamiento en la estructura. Ademas,
los walores exactos drvididos entre jos estimados fue-
ron esladisticomente independientesde T, v, o5, .,
asi como del lipo da respuesia que sé trate {momento
dz cabeceo o fuerza cortante)

-

En torsion:

— Las conclusiones si dilieren al tomar en cuenta el
momento totsionante o la fuerza cortante, Ademds,
debide a que en algunos casos ¢ 3, s pequeia, los dos
méiodos dan resultados diterentes

— L.as estimaciones del momeanto torsignante al consi-

doerar amortigramiento estruciural nufo,dependen en
gran medida de la relacién de frecuencias, n. Ademds,
es105 ditieren al usar el metedo 1 o el Z, siendo mis
mroximades los del 1 para valores do 5 comprendidos
onoel intervalo o 00 = e 1.0 0 muy parceidos Tuern
de &l

— Para tps tres amaortiguamientos estudiados, los re-
sultados del método 2 son estadisticamente indepan.
dientesde n, no asi 1os del 1; son mejores los del méro-
doZcuandot =005y 010

'— Cuando so tenga 0.5 & = 2, s¢ recomienda usar
el mélotdo 2 en los demds casos os indistintg ol em-
pleo de cualguiera de los dos métodos

— La relacitn de gxcentricidad dindmica a excentri-
cidad estdtice se subestima on fas disposiciones del
Reglamento da Construcciones del Dhstrito Federal,
sientdo esto mads cuando el valor de 1 queds compren:
dide entre 0.8 v 2. En particular, para0 9= € 1.1
e51a relacion vale, en promedio, 46 parat = 005 y
27 para { = 0,10, De lp anterior se concluye yue es
necesanio realizar estudios exhaustives sobro aste
aspecin, considerando vibracion torsional en estruc.
luras de varios pisos y con comportamiento inelds
| [fade]

- Las distribuciones de probabilidades del cocionte
Jel walor exaclo sobire ¢l estimado son normales con
desviacidn estdndar cercana a Q.16 y media compren-
dicfaen el intervalo 1 £ 012 {fig 19)

APEMDICE
Al ANALISIS DINAMICO DE UNA 'ESTHU(‘:"l’l..FFh!‘nL
SUJETA ATORSION

ta fig A.1 representa un edificio de un piso, dz forma
arbitraria, con 13 linea del centro de tersién {CT) al.
centro de gravedad {CG) perpendicular a 13 direccidn
dzi sismo considerado.

En dicha finqura se tiene que
m  masa tatal del sislema

g momento polar de masa respecte al centro de
gravadad

L, rigidez torsional respecto al centro de torsidn
rigidey linedl en {a dirgccidn del movimiento

g, excenliicidad estdtica .

& dimensidn de fa estructura en direccidn Y

£ =8/

Considerando que la rigidez mr:.lcmal respecto al cen-
tro de grauedad as

L=1{, +Ke]

v eplicanda el principio de O"Alambert para obiener
las ecvacionss de equilibrio del sistema en vibraciones
libres, se lluge al siguiente gistama de ecuaciones dife-
renciales lineales de sequndo orden {ref 8}

mZ+Klz—e, 0 =0
i (A1)
Jbh+L¢-Ke,z2=0

Sustituyendoen laec Al af=— wizyde=—uwid
{por ser vibraciones dilres), domde g:es I3 hiecuengia
circular natural del sisterna, y resolviendo el sisierna
de ecuaciones algsbriicas resultuntg, se obtiene ia
ecuaciodn caracteristica:

Moty = (A2

donda A? = Wi Ak/m), 7 = 2/Amdt) v p s (LINAK /m).
Las raices de fa ec A2 son

+ _._1.1 1
SPLAA TR Sl

. o (AD

mientias que los vectores de las confiquraciones
modales son



nt! np-—1
- b — = .
. 177y 2 "
0,5 g5 1
nt 1-:1:
YA — =
- i 2

En consecuencia, {1 —Aj1 > 0y (1 —=311< 0

Ademas, segan el Beglamenta del Bistrito Federal
{métoda 1} las respuestas dindmicas médximas del
misma sislema estarian dadas por {ec 1.1}

{A.10)

[A.11)

Finalmente, por el método exacto, las respuesias
mdximas tatales, V v M, se obtiengn localizando los
mdximas en 2l tiempo, 1, de las symas de 1as respues-
s (eorlante o mamenio, seqon sea el casob en los
modos 1y 2, es deeir,

V= ij {m C'|_ 2y {’.] ‘l'mCz 32 h}} | =
= Mix {v,{t! + v,{l]} ‘ {A.12)
M= Max {1‘, Vo1 W, {1}} 1 {A.13)
donde
=n-_-“ At in=12 {A14)
chm

AZ ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA
SUJETA A CABECED

Es frecuente que en |g prictica se presenten estiuce
wras constituidas por una hileda de columnas o una
sola columna que sostiene una osy ¢ un cascardn
inéndulas invertidost, tal coma la que apaicce en la
fig A2, La respuesta dindmica de una estructura de
este tipo s2 debe abiener {ref 9) considerando ol efec-
I que la inercia rotacional de {u cubierta indoco en ol
movimiento total del sistema.

N A I

nla fig A 2 se empled la notacion:

W peso de la cubierta mas la parle tributaria de la
eolumna

m Wi -
g acaleracitin de la gravedar)

J. momenio de inercia de la maw d2 la cubierta
respecto al ejg £

£ mdbdulo de elasticidad del material de la columna

f. momento de inercta de 13 seccidn transversal do
la columng respecio al eje £

CG centro de gravedad de Iz cubizria
L distancia del suefo al centro da gravedad

El diagrama de cusrpo libre de |a eswoctura anterior
aparece en la fig A3, en ia cual s2 tiena que (ref 9)

K rigidez por traslasién = 3£, /42
K rigidez por rotacibn = £ /L

& desplazamiento del centro de gravedad de ta
cubierta

4 rotecidn dol centro de gravedad de la cubierta
a = \x-k yalik

B o=1[¢-kyxlk

v = L3f2 Ei,

k =1—-KLMAE!, =025

Las ecuaciones diferenctales de movimienio corres-
pondientes al diggrama de cuerpo libre de ls ostruce
tura san .

mi+iKe— KK, ydik=0
. (A.15)
JBHIK &= KK 1xlk=0

-

Considerando que se satisfacen las relaciones x = -
—wixyid =—w?d, donde w es la frecuencia circular
natural de vibracion de la estructura, v resolviendo el
sistema de ecuaciones A 15, so phiiene la ecuacian
caracler{stica
Kl +mK,

M‘

w4+ KK

= A5
o Amdo kR -D { D},...

Queé €5 una ecuacidn de sequndo grade en w? Sise
efectdan algunas wansformaciones algebraicas v sC
considera qus

cuadrodo de la frecuencia circular natu-
ral por traslacion

Kin=pl

303



KA. =107 cuadrado de 1a frecuencia cireular natu-
ral por rotacion

- w‘z /p?
e = Q? "I’Iﬂ:

sellggaa_

Ty =281+ g 2 ‘/“""ﬂc}’—qc_]\ {A17)

Por oira parte, los vectores de las configuraciones

modales son

n=12 A8}

" [ 2L ]

Se puede demosirar (rel 9) gue los coeficientes de
participacidn conrespondientes a ios modas 1y 2 se
encuentran dados por la expresién

X 1T

C, =7 __.
X m el J

n=1,2 (A19)

Partigndo del hecho de gque se conncen las acelera-
ciones cspectrales de cadty medo, &, , |2 fuerza cortan-
te mdxima vy el mamento miximo de ¢aboceo
correspondignies valen

Voema, Ca xp=ma, Cain=12 (A.20}
4 —)
M.o=Ja, C, ¢ln=_faﬂ Cn 5T no
(4 =20

Las respuestas dindmicas de la estructura de aguerdo
con las crilerios del Regliimento de Construcciones
del D, F. imétodo 1) v de Rosenbluelh {métade 2},
s pbtienen haciendo uso de las ecvaciones _ . L .

v

Vit vl (A22)

ME+ M3 {A.23}

394

-entrepiscs 1y 2, respactivameanie.

{A,24)

]
- Voo,

12
n?::\/nﬂ + 422
donde ¢3?

1, 5e calcula mediante la ec 1.3, El signe
menos aparece en la ec A 25 debido a gue la funcidn
de transferencia de! segundo modo es de signo opues-
1o o la dal primero, yva gue se puede demosirar, #
partir d2 la ec A17, quer, <4y i, & 4, por lo que
ef factor 4 - A, que aparece en laec A.21 Liene signa
positivo en el modo 1, y negativo en el 2.

*
M, M,
= (A25)
i+eq,

La respuesta dindmica exacta se obtiena utilizando las
EXHEsiones

V= Mix | { Comx, 8, (tV+0y mx, 3, ft}} |1’A.26?

M= Méx I{C} Jl: q-"‘l a.ft:l+C1 Jc‘b:ﬂz{”} | [.AZ?]

A3 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA
SUJETA A TRASLACION

Considercmos ahora el caso de una estructura e cor-
tante de dos pisoes, en 2 cual no existe rotacidn en los
planos horizontales en los niveles de los pisos ({fig
A4).

L# mcuacidn matricial de equilibric da esta sistema as
{reef 101)

p— — - —_

myw! =Ky — K; Ky
= [{]

KZ m: l'.u.'l: — Kz

{A.28)

donde m, v m, 50n los masas concentradas en los
niveles } v 2, v K, y K, son las rigidaces de jos

Partiendo de este sistema de eCuaciones v haciendn

s, o= (K JAK, /my ) y A = w¥IK, /m) ), s8 obtie-

nen s rajeos

1
:ﬁ,:=§ [ﬂ. + {mydmy 1o, +1]:.
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1%\/[ T lmydmy g + 1:|1 - 4‘1'?._\

Ademds, los vectores de _configuraciones rmodales
resuttlan ser

Zy.n 1
o n=1,2 {A30)
+[K|fm.}—u’

n, (K, iy Yy Aoy )

Ademds, se puede demosirar (ref 10} gue los coefi-
cientes de participacidn de 1os mados 1 v 2 s2 encuen-
tran dudos por

o Hlmalm iz, f
Iy, {rty 1 1';n=l,2

(A.31)

”=

2, +imy/m ) 23,

Si sc conocen laz areleraciones espectrales de cada
modo, a,, |a fuerza corante mdxima correspondiente
al entrepiso 1 en cada modo vale

Vlﬂ., = Cn-an{mi z]'n + ﬂ‘?: ZL,,} ;.i'l = I, 2 I,A,SE}
en tamo que la fusrza cortant? maxima correspon-
diente &l entrepiso 2 es

Vin =Chdn iy 234 ;n=12 (A.33

Ya conccidos los valores de V, , vy V3, . las respues-
tas mdximas dindmicas 1otales de la estructura esti-
madas con los métodos 1 v 2 se calculan haciendo usa
de las Fdrmulas

'l?l.' = V-i.] + V’l'z IA.S“:‘
Vo =/ Vi, + Vi, {A.25)
v, V o
W’: vil +_v.‘;,1 + 2 1—,-—- o lﬂ.aﬂi
12
Vz i vlt‘
= - [&.37)
VI ‘/V" ' 'u” K vt EETIS €1,

donde ¢}, se calcula mediantetaec 1.3

-2 1)

—_— e —



Finalmoente, las resnuestas mdximas dindmicas de 13
estructura €1 cuestion s& pueden obtener mediante el

Jmetoda exacio haciendo vso de las ecuaciones

2 '
V, = Max { TG, 3, I:m1 Ia¥mz, ,;IH
n= i !
(.38}
H
Vy=Mix] X Cya,lthm,z,, (n.33)
n=1
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H INTRODUCC ToM

i.! Generalidadey

L

£1 mitodo de) tlepenta finito es un ndtodo aproximade pars resolver l::u;u:in-
nes diferenciales de problemas de valorss en la frontera g de u‘iurt; o 13
frontera ¢ iniciales, que se presentan en ingenierfa ¥ en s fisics matemditi
ca. Esquemiticaments, la secuenciz de) método del alemento finito se ‘puegt

resvair en Jos pasas tiguientes:

1) El1 medio continuo {dominio de las warisbles dm 145 ecuaciones diferencia
les) se divide en varjas reglones, denominados wiementps finites, de for
may convenientes [Vfneas, tridngules, cuadrilfteres, tetraedros, hexdedrog,

ete. ),

2} Mediante una seleccidn apropisda de clertos puntos de Jos elementos fink
105, denominados pluntnl nedales, las variables de la ecuscidn diferencial

e aproaisan pedisnte wip Combinacibn Yineal dll funciones de interpola-

v

¢ibn [conocidas), seleccionadas sdecuadamenta, y de los valores [desca
_mocidos) de las varlables, y en algunos casos de sus derivadas, especi

ficados en los puntos nodales,

3) Mediante #1 uso de los oftodas varlacionales o de los residuos pesados,
las ecuaciones diferenciales que gobieman 31 problema, s& transforman
&n ecuacignes del elemento finito que gobiernan, en forma aislada, & tode

105 #lerentos finitos.

4} Los elementos finitos alslades se agrupan para formar un tistema global
de 2Cyaciones diferenciales (en &1 problema de valores &n Y& fronters &
inictates} a de ecudciones algebraicas {en el problema de valores en la
frontera), con sus proplas condiciones de fronters o condigiones 1ni:.1£

5} Los valores de las varlables de las scuaclones diferenciales quedan defi

nidos g1 resolver Ips sistemas de ecuaciones correspondientes,

El objetive de este curse tonsiste en discutir, brevemente, los fundamentos
del método el elemento finfto y sus aplicaciones & la ingenierda estructural.
Sésicamente se utilizan las ecvsciones de equilibrio de la teorfs de 12 elas-

ticidad 1ineal.

1.t Eeuagfoned di Fquilibafo de £a Elastodindmica

Pars poder sstudiar €1 cosportamiento de las estrycturas es necesirio extable
cer su modelacidn, ya sed experimenu‘l o matemiticy, La modelacidn que fo
parte de este tema @5 1o matecftica y consiste en expresar, en un lenguaje

formal a matemitico, 1as deyes que gobiernan &l comportamfents,
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Tods estructura gqueds definida por los conceptos siguientes: ©

1] Geometrin
T2} Materiad)

3] Cargas

Las Jeyes gue gobijernsn los conceptes anteriores son las Teyes de 1a mechni

cn, y en especinl las cnrrﬂp;:ndien-tes a la wecénice del medio continuo.” Las
estructuras que se estudfan en este tema son las que se construyen con un ma
terial sdlido, elistico, 1inead ¢ {sitropo. Las leyes gque goblernan a tales
estructuras forman la base ¢ la teorfa de Va elasticidad lineal y las ecun

ciones correspondientes a cutln;uilr punto de Ya estructure, #5ociadas & un

sistema de referencin cartesiang I:i bdx,y, ¢ de 1o Fig 1.1), resultan ser:

1.2.1 Principio de ls conservacidn de 1a cantidad de movimiente &n su forma
Jocal o primeras ecuacignes de Cauchy da) movimiento .

L]

a] En notacidn 1adicial

iﬂ.' -
171"'*." 080 _ L2
donde:
oyy %M Tos componentes del tensar de asfuerzos de Cauchy, siméiri-
€0, guer en forma matricia) se purds expresar coma:

u %12 ‘n
(u”] - I YR P T 2 (28] (1.2.2)

l Y % Ty

L

son Tgs cemponentes del yector fueriat de cuerpa por wnidad de -

f

1 matad cuys ecpresibn ex:
f

IEA R AIER RSt {1.2.3}
S i Sl L B

f
]

& son los componentes del vector acelerscidn indicados como:

[ ] -1 l.: 1 .1 lxpt) | C(n.2.4)

E1 vector aceleracién se puede expresar en funcifn del vector
de velocidades ¥ , del vector de posicidn p (p = X Ll] ¥

del vector de desplazamientas, ¥ , como-se indica a continua

clén
dv dip d'u
e 8 —— m —p {1.2.5)
a
2T T T
que en forms de sus componentes resuita ser
1
2 : 2
v, ¥y, 2y, (1.2.6)
asl—y « T3 r T
- at at it

ul
- - . 1 1-2-?
v, u-[xgt) { )

. u’



b}

B *p “1'” ¢s a densidad de masa por unidad de volumen,

La Tetra T de 10 ec 1,2.6 indica transpuesta, ya que o} vector a se

escribe como un vectar rengién,

En notacido tradicional, las prime ' .
resultan ser: ' primeras ecudciones de Cauchy del movimientp

XX 'y 1x
T Y el e (1.2.811
iux io IUI
. -—-ih * —-ﬂa: + —I“ +p f_.,, sk {1.2.8)2
0 i da
__‘lq,_f_;.{.ﬁ.}pf "o {1.2.8]3

. x iy FH z z
donde los elementos del tensor’ ¢ ¥ lus vectares S ¥y & resuitan ser:

[ S 1

o %y %
[ %y Py .- o | 2 (x,¥.2,t) {1.2.5}
°zx. %zy  *n
( ~ .
fﬁ
te fy | = Lyt {1.2.10)
f,
T
sty vl : )
i - — 1 Ty — L | fl. N ) 1e. 1l
Cpatt e Ty L ) (.2.an

" ']
h - ‘*I ;g {x.y,2,t) {1.2.12)
- . w

1.2.2 Tensor d& deformaciones

La oftrica utidizada para medir el cambio geométricy del cuerpo resuliy ser:

-l

a} En notaciBn indicial

3 )
i+ ;—:-}J (1.!.13_]

1, 1
€y " 7 ':”1'.,1 + "J.i:' 7 '::xj

donde:

] son los componentes del- temsor de deformaciones, timétrico, que
13 en forss eatrictal se indica coma !

1 %12 %
['”] T TR {'1-"} {1.2.14)
'!1 e!l E;:

En Y3 primera forms de 1a ec 1.2,13 se wtiliza la convencibn de derivadas

parciales pediante una Coza, .

b] En notacibn tradicional

- 3
L . {1.2.15)
e =3 . [1.2.16)



.
I :
I T) : . (1.2.17)
- 1!_ ‘_' ¢
Ty "y T3yt . {1.2.18)
- IR VI ) |
Tﬂ R TR {1.2.19)
I L1 , -
ot ¥y tw . L2
L3 .l.‘l" e
erfe, 6, e, leslnnnt) {1.2.21)
'2! ':r .!t

1.2.3 Ecuaciones constitutivas

Las ecuaciones constitutivas del material s8)ido, elfstico, Vineal's isbtropo
est  dadas por las ecuscignes de Hooke-Cauchy, conocida también como la Ley

de | ' generalfzada,

4} En notacifn indicial

'k-E- -} l‘n iu + Qu .u “.2‘.2‘!]
o b
A 1 .
lk.f. LI m ﬂ“ Iu + o du I‘.LE.ZJ}
donde: -

Xy » son Jas constantes slfsticas de Lask y 0,y & 18 delta de
Kronecker, :

-

Las constanies de Land estin relacionadas con las constantes de labgratorie,
dengninadas oidulos de Young o de elasticidad E y relacibn de Poisson v, me

diante Tas expresiones siguientes;

Ev .
L T T {1,2.24)
E’ .
LG = T (1.2.25)
donde: .
G . se le conoce con ¢1 rombre de nidula de rigidez 41 cortante,

Con base #n Tas ecs 1.2.24 y 1.2,25, Tas ecs 1.2.22 y 1.2.23 s» pueden escri
bir coma:" I '

Ilu = mﬂ%‘l—_m [l: 1-2v} lu + uam ﬂk!‘l ) {1.2.25)

4, " % {(lhr} LU . "Iut] ’ [1.27.2?}

r

b} En notacidn tradicional

Lag #ct 1.2.26 y 1.2.27 s& pueden escribir com

o *;E T [(19) £y v (e e ) (1.2,28)
E
%y " TIESITT-ZS (1=v} ey 'Y (e *e,) {1.2.29)



py ® m {1-u} Y {Iuﬂﬂ}

. ,
- h - h
Oy "I iy " 8 Twy

E
%z " HINT vz " 8 T2

' ' E -
T2 " WIH] Tox = 6 ¥y

2{l+v |
Txy ‘ '_(_E_l Oy ° T “xy
2f1l+y 1

. 201wy 1
Yax "0 % T %x

{1.2.30)

“{1.2.31)

{1.2.32)

{1.2.33)

N

-

{1.2.34)
{1.2.35)
{1.2.36)

{1.2.3)
{1.2.38}

{1.2.39}

Las ecs 1.2.28 a 1.2.33 s& pueden agrupar en forma matricial, segin se indica

&+

" a continvacifn

r 3 i i -I
% 1w v v Q 1] 1] ey
Yyy . v lew v 0 0 _{J' L
o, * ﬂE oyl v v  lew 0 o v L.
[ . b] - ¥
o5 & 0 q _ 51 zﬂ 0 0 Xy
L1
tyy d 1] 0 4] -2-{1-2‘“! v} "fﬁ
1
\ ] . i
{1.2.40]

que en forma yimbElica se puede escribir Comd

osbe {.2.41)
donde:
o ¥y & son los vectores de esfutrzos y de deformciones, respectivomente
r - A
D ey 1a matriz de coeficientea elisticos, cuyas expresiones son:

1 r 3
Px e
“yr | ®yy
e, | (s e-|e, (1.2.43)
“xy . Ty
03'1 Tyz
Yx Tru




~1] -
1l ¥ ) 1] Q ]
¥ | LV [ 0 !
e el I TSN PV 0o . 0 (h2.44)
¢ 0 .0 Hiw) 0 0
RN ] I NI
I T D i{l-hl‘

Tasbifn Yas ecs 1.2.34 a 1,2,39 9] aqruparsy sn formd matrici{sl se pusden

escribi{r da 1a siguients fores

2Pty S {.2.48)
. 1 = -y - & 0 0
= | - o 0 0
. i I | o 0 - L 0 .
Yleg-| T - : (1.2.46)
¢ 0 0 2} ¢ 0 . '
0 ¢ 0 0 - 2(1tv) 0
P o0 o 9 0 2(iv)

i.2.4 E:un?innri de campo

.25 ecuaciones de campa son Jas ecuacignes de moyimiento o equilibrio dindm]
co fecs 1.2.1 & 1.2.8) exprosadas en funcidn dg 1e5 somponentes del] yector
desplazamiento. S¢ Jes conacen tasbién con o) nobre  gruacionss do camp

de Navier y son:

- 12 .

2} en notacidn tndicial

Estas ecusciones se obtienen al sustituir las ecs 1.2.13 en l‘t.lti 1.2.02

. ¥ ®] resultado obtenide se sustituye en la ec 1.2.1 reseltas

oo a Ly Sty
- fatu) Lty " tp fh . —:— {1.2.47}
iueaxh “# e

. b] en notacidn vectorial

Con base en la definicidn del operador gradiente ¥ , las ecs 3.2.47 5o pueden

ascribir tomo;
(ar2u) (T~ i) cp ExZxurpfepd {3.2.48)

dondey
¥y #) eparador gradiente, queda definidn por

'i'hﬁ'l‘;ﬁ*i% Kt | {1.2.49)

c] en aotacin tredicional

En este caso, las ecuaciones de campo se puedl;n escridir directamente a) inter
pretar las ecs 1.2.47 0 Vas ecs 1.2,48. Tarbién se pueden cbtener al susti- .
tuir fas ecs 1.2.15 8 1.2.20 en Jas ecs 1.2.26 & 1.2,33; y el resultado obte
nido s sustituye en tes ecs 1.2.8, Las ecuaciones resultantes g& indican

3 continuacidn; . o O

? .
[ 1' —— t pfy p L4 (}.7.502)

wiy +
G rr P
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1 3w, aty
‘["'*F‘FE(E'.T*H} ‘:pfr":tT [1.2.50&}
1 S 0w oy m ‘ I . '
‘[ﬁ+mﬁt_l+ﬂ‘ﬁ] ipfti.;!- . {4.2.5%0¢)
© donde: ,
¥ gy &% operpdor de Laplace definido con
2 4 o Ft] "
ey vyt 00, 2 1.2.51)
L T ;;f " . {

1.1 Feaaciomes de fquilibife mva Vaniss Ceometalas

Loy ecusciones de equilibric (ees 12,47 6 1.2.48 & 1.2.50} son wh)ides pare
cuslquier puntn de cualquitr estructurs de forma arbitraria, pero coastruides
con um materin) $311d0, alitticg, Tines) ¢ {sdtropo [eriructuras modeladas
con ' teorfa dn 1o etesticidad lineal]. De acuverdo con 1o indicada en £1

inciso 1.2, la prometrfa de 1a estructurn influye sengiblementa en la forma

fianl de tat ecuaciones de fguilibrie. Em este dngiso, te bosqui]en ‘hi et -

1oy estructurales ¢ Yo wlasticidad MHnesl pars warisy geometriss sdicionaler
o s geometria arbitracla (tridimensional), que se dndicd #n o] intiso ente-

ripr,

1,.3.1 Estados planos

£ s1te modelo ettructural, 14 peomatrie 3¢ puede conytdernr ow un plano y
al problems mateadiice #5 bidimmmzionl,

T

1.5.1.1 Estado planc de defprreaciones

En Tn Flg 1.2 52 I.Rl.trll'i glgunas estructuras gue poseen las iigu:lﬂul taral

terfiticas:

1l n georemtris corresponde & un cwerpe dlargedo y prisabtica, de tal maners

que para fefinirla basts especificar lu seccidm correipondients & on Fla

* . no perpendicylar al eje

b} a4 Carges que ectlan n Te lergo del eje 104 tales que Basts con definirc

Tat, tambifn, en un plane perpendicyler 47 ele.

Dw scwerdn con las carscterfstices anteriores, Ta estructury queds definidy #n
un F]‘II'IE [Fig 1.1} de espesor wniterio, bodas Yas variehles qub sparties e
lat ecupciones oF eouiiibrig ton Independientes de s yardable z {n o Tar-

go da] ¢ie) y &} desplazamiento, w. en 1l direccidn ex pulo, 23 decir:

v=u iyt {1.3.1}
¥ouw baay,t) . {1.1.2)
wei : [1.3.3%

A continvacidn se describe ol afects o6 1af wcy 331 0 133 en s ecuac iy

nes o0 equilibrio oe 1a estructura,

a) Tensar de deformaciones

Al sustitufpr Tar eci 1.2.1 0 1.1.3 en las s 1.2.15 w 1.2.20 z4 obiiena

- a’
f " {1.1.4]
a =2 - . . . 11.1.5%}

AT
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. N TRy /4
Tv ? oy "3y ik (I.2.4)
'11 - T’! - " L ] tl-:-?]

b} ecuaciones constitutiven

Al sastityir los ecs 10,4 4 1,3.7 en las wcy 3. L20 1.2.1], ¥ ot ordenar
a1 pepultado en forms matriciel sz cbiiens

L ' j B ] a L.
E
'IH L] m L ] I-w '] l” tl.].‘] -
[ 9 b 1
ay 71-&) T
L |',a“ * I”] (1.3.9)
La o 1.3.8 0 puede escribir «n foroa sixhites comp:
LN N : B [1-3.19)
donde: B )
“AI !II
e= |, (1.2.11} &= Iﬂ {1.3.12)
*xr Yay

- 16 -

(1.3.13

0 }n-iu}

1-¥ v
£
p= ST .1-@! - 0
]

€] Ecuaclones de Cauchy del movimienty

{1.3.15)

d) Ecvaclones de campo . .

AL gustitubr las wes 104 8 L0.7 en 1o ec 1,08 y ¢ resvltsds o8 Tag ect

1314 y 1.0,15 3¢ cbtienen Tas scuacionen siquisntes ..

v 3 l P v N
‘r;:i’;':'j +n_-'ﬂ'=li_l"_l"ﬁ}"f;.';t_; [1-1-1‘]

1 2 !
TLALAM sl TP E#%:—*%-:—,I*Df s 11 {1.3.17)

! gyt I-4 =3 Y et

1.1.1.2 Eitedo plano de exfoverzon

51 lag estrocturas cescritas an ¢l estado plano de deformaciones, on vez de
ser alarqudsy son extraord inariamente delgades (Fig 1.4) ca puads aseverir
Gt Tox componentes del tenzor erforreo, s3ocisdos a 1a direccifn 4ol aspeser,

1on mulon;: oy decir: .

-'ﬂ.‘

L . II'.I-J-‘“

(1.3.14) -
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Al sustituir Tep #cs 1.J.1E en las ey 1.2 0 1,2.09, ¥ reardensriss s&

obk Tenat
¢ sile va {1.3.19)
ax B | "ux ]
" % [ Oy - ¥ Ty ] {1.3.20
Hir :
iy " Oy . {1.2.21)
.II .. ]::T [lu * ..'!'J"i . a2
T,; . rﬂ - . {1.1.23)

)
A continuacifn s¢ resumen las scusciones d& equilibria para los astsdes pla-

nea de exfueria,

a} lensar de deformaciones

T

Queds fgual gque Ted deformacioney planas (e£s 1,34 » 1.3.7}, Eacepto gue exiy

e T Seformacidn » dada por 1a ¢ 1.2.22

tH
b} #cwsciones constitutivas

Al ponar en forma matricial Tas wcs 1,3,19 v 1,121 s¢ transforman

v

L 1 = 1] L .

| J E -
'.'ﬂ' 'I:r v 1 a2 !H Ii..‘l.!l]
.'\l' 1} "] i’““ﬂ T],*

- 18 -

La e¢ 1324, en forma yimbdlica, se puede escribir com s indica en 1o

eC. 1.} 105 donde Jos vectores o ¥ & antdn dados por Yaw ees 1.3.11 p

1L.L12 y 1o matriz D se indica & continuacida:

Y [

p--E |, 4 0 (1.3.25)°
1-d . .
’ ¢ 0 }[I-v}

€] ecusclones de Caychy cel movimients

Quedan iguales 2 Tas de Tay deformacionsy planil.
d) echaciones de Campo
LS LTS I Y 1) ooy )
E(?:l * iyz} Y15 {iu ) ”l tpf = e ’ {1.1.26)
‘l!.!—' * a:_".i " Jow_ 2 ;"

o A ’
A v, v f Ll
it ayd 155y x :;r]' tH, T ot

- {1.3.27)

L3133 Felscidn entre Ton eytades plance

W puede demostrar ficiimente qut T4 o 1.3, 24 40 tranafoms e Ta o 1.3.10
sl s efectie o sustituci®n todicada s contshuacidn

[a i_[u‘" {1.3.26)
L
v - {113129}

far tanto, 34 pusde contlulr que st s tiana SHsutlio o] sodelo matemdtico
correspond{mate sl #xtade plano oo esfuerzos, S8 putds tener tiabiin al correy
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pondiente al eatade plane de deformaciones, £ ¢l espesor se hace unitarlo ¥

se efecton in transfocmaclbn {ndicada por lex et 1.3.28 y 1.3.29.

1.1.2 53Vdos mafsimétricos o de revolucibn

[aisten eslrgctures cuya geometrls gueda definlde eedianie on cwerpo de reve
Tucifn por 1o quer eufsbe simetr{s geométrics cespecto al vje d¢ revelocidn,
51 tambifn existe, plmetrfy del materdnl respecta 2l miswo ole de 12 zimetrfa
geomElrica, entonces, 1 3b11do o3 uisimétrifa y at variables da 12 teoris
o i elasticidad pars tiles cutrpot conviens wapresarlis #n un pistemy de

referencia cllilndrico, como wl que 12 seectry e la Fig 1.5.

1.3.2.1 Tensor de deformaciones

Lot cooponantar del tensor de deformaciones ¢ matbran en o Fig lé yen 2
Tacidn con ol wegtor de desplezamionind sus scpresioney 3 indican & contines
cifn.

.« 5 ) (1.3.30)
', " :_:. - [1,;.31]
o, " i {1.3.32)
R T :_: N .:.; {1.1.33)
r..z.".é:_:+i_*:-§ C{1.3.34)
e, %;_:4 ,E ‘ {1.:..151

donde :
veu(rz,n), vsr (e, 2007 wewlr.2, 8] 100 iy componentes dal vector
desplazamlento, o , #n 1o direccidn radial, r, sxfad, 1, y tangencial, w,
respectivaments. .
5B
1.).2.% Ecvaciones conptitytivas
Los componentes del tenser asfuerzo asociado al tistema do referenciz ta sues
trenm an I Flg 1.6, La wovaciin constitutive extd dada por la ac 1.2.41 en

donds Tos wectorss oo ssfusrio ¥ oy Geformiciones s& fndicad & continuacifn:

4

ry'rr i [ 'rr N
%11 ) T
9 . - [ -
-] " {1.3.3%} | " {1,332}
'r: . 'r:
u" ) " t"
20 . | .
- l ]

1.3.2.3 Ecuicionas de Caucny del mayiafenta
Lis scuacionws o Cauchy pers Ta referencis £11Tndrica resulten sér:

e t e, 1 .
TR Cr e )t me iy {1:3.98)
i L i 2

rt IZ,17m 1 P
_il' +* 31 +* S * r + lf: ) ;;_T tl-]ﬂ} .

- .

-y



1.3.2.4 Ecuaciones oo Campo

{1.3.43)

Al sustituir Tag ecs 1.3.00 & 1,335 #n Ya eeuncidn consbitutiva, de Forma

simller a

Ta 22 1.2.45, ¥ #] resulbada se sustibtuye en Tay #c3 §.3,.38 & 1.3.44,

st obtienen Tos ecuaciones dr campe indicadas s continuacin

div u =

w w1301
“ e ) G- s [FaR -
i
l'p.frlﬂi—.:l-
L

{1.3.431

11,3.43}

11.3.4%)

-

1.2.2.4 Representacifn de las corgas arbitrariay mediants caries de Fourlar

Al descorponer 1a% cargas sctuaskes sobre el sdlice asisisteico, medignte

series oo Fourier, respecta a a vaclable tangencial, o, ) problens tri-
dimensional s¢ trantforma en virios probleman bidlnensionnias en Tas varia
blws radial. r, y sxsal, I, €} ndeero o¢ probiomas bidimensionsles corress ~

ponde &) nimerg da #lementod utiliradon en e serla de Fourler,

1.3,2.% 5411dey uxisinétrlcos con curgs nxfal

Para cargas actuantes con piertria asia), Gnicsmante, £21Ete un thrming de 1a

sarts da Fourter, ¥ 1o componentes dal vector desplizsmiesto resvltan ser

¥ = ulr.1] © {1.3.458)
¥y = vir,z) [1.3.%5)
wel (1.3.47]

La influencia de Tas ecx 10,45 w 13,47 en 1as wcuactones de #quilibrio pa-

ra e5bas EStPuchuras se refumr & continuac)dn:

A tustitule Ton pes 1,345 n 3.3.47 on Tas ecy 13,30 3 10,35 ax obtlenen

las wapresiones sigufentes:

F1) R .
'rr‘ - TF . Ili:r“]
e x L - ) 01.3.4%}
it iz -

' {1.3.50)



b fcwaciones constilutivag
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{1.2.51}

{1.3.58)

Lay ecudciones constitutivec {e¢ 1.2.40) s& reducen 4 Ta expresidn siguiente

— -

rr

cll

ﬂ'.

a
rl

Pur -

L e ———

- [14y] [1-2v)

J=w

» 1]
v a
1-v Q

-0 2w

-

]
FF

i1

"r:

L.

£1.2.50)

en donde loy #liroenipy de Ta pounciln comstitetive escrita en Torme 3iebdlies

Toc 1.2.41) resultan wer

rr

o
iz

Lt 1

{5.2.54)

'rl‘

!11
' »

Fan

Trt

- {1.3.55)

I —

- Ik - =+

-I-v v v 0 -|
¥ Ton » a
b —t = {1.3.56)
S T -2 L w 1-» 1]
0 o0 0 -2
L- -

_ Ecvacloned o hu-ch;

vor don ecuaclones de Couchy J#1 movimignto que resulian 1 indlcan & Cof-,

(310114101
FLI
”rr “r: 1 £1.3.87)
-t 2 . pf_m g — A,
T LSS TLARS Bl e
L -1 T
i £ SPRE LR RP ¥ 11,358}
Tl L L PR e

9} Ecusclonas dw cowpo

1 gustitule Jaw moe 1,045 & 7.5,47 wn laa scp 1.9,8 & 1.3, 0 pa obrienan
L

a sxprapiones wigulentren

—u} 3 1_ e v .

CJIE:'._:.:;l ?F {ﬂl'l' !] L] -IE [ﬁ T l ‘,pfr- » _“_: 11.3.5g}
- 1 3 H [ . v

r-Jl gl G-} gl -,-::]}_ st B oo

e e b a ——
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1 & )
dv == o fru) v {1.3.61}

1.0.7 Otras geomerrfas

Existen varias geomelrTas que & ulilizan prrs modelar Yas estructuras come
son barras, placal y cascargnes. Lo determlabcifn dr Tt uul:i;nﬂ de equi-
Hoeto resuita vo poco mis Taboriosa que 1as grometrTay divcutidas, razén por

1a qur no se indicerd en esly resumen,

1.8 Wltados Apiecimados pora G4 Solucifa de fas Ceusciomes de Fquilibuis

Lac ecuaciores &8¢ equilibrio resumldas #n Yot incisps anteriores se preden

escribir, en forma matrictal, como xe Indlca & continuacidn

en Q (1.4.1)

=

ic
L]

=

*g ‘en T {1.4.2}

donde 10% componentes de Tas matrices A y B 1on opersdares diferenclales, 1gs
componentes del vector u son Tas funciones inchgnitas del problema, ¥ los com
penentes de los weelores f y g son funclones conocldas. La eg ].,\1..1r FEprELEn-
10 el equilitrlo #n coalouier punlo interlar de la estrectora [regidn o), ¥

in ec 1.4.2 las correspondientes condiciones de fronlerd {regifin ).
Pary flnes de explicacibn, y por facilided, s ecs 141 » 1.4.7, 3¢ ronside

ran cod0 ecuaciones wscalares, o4 decir,

o= T ma {Il.l.l}

By = 4 mT {1.4.4)

1.4.1 MEledgs de las funciones de prueha

O ot sftodos aprorimadoy euistenies pars resoleer T3 ecs 14,1 § 1.4.2
.3y L.4.4), lox que utilizan 3oluctonet sedipnts Tunciones de prueba

son Tos que, #n &1 caqpo numdrico, s aplican con gran Exitp,

En w3tos mbtodon, 1a soluclén Bwscada, w, e apronimeda medisnts 13 prueba,
v, o g sigufenie forea:
-
U=FC 4
-

IR {1.4,5)

donde 4, san M funciores conocfdas, Tinealmente independientes, que existen
en 14 regidn 0+ T ¥y los corficientes l.'r son parizatrox desconocidol gue

st determinarin ¢op alglin crilerin.

1.4,2 Métodos de Tos residugs pesades

Fars explicar malos -!r‘tudﬂ. Ta et 1.4.3 3¢ escribe come 3¢ Indica & conti-

(LT I40-

Au=-F=10 {1.4.8)

Al swslitulr en ta #c L.4.6 &)1 valor aprozisads de win], dady for .h ec

1.4,%, s= phtien® un error 0 resldun, &, dade por

cchu-f {1.4.7)

Ly seleccidn de Yas funcignes de pryebas, o de Ta ve 1,45, 3o Race de tal
mangry que satisfagan las condlcicrws de fromlera {en 7] slentras gue Tos
coeficientes, Er. dr 12 solwtibn sproximedy s= cyantifican de ty] mynera qur,

«1 arcor, dado por n ec 1.4.7, 322 ofnino o pequefio n aigin contexto.
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En forms gertralizada, una funcifa peyads de Tos reviduos W Fic), et 15 que
debe tatisfacer el criterio de pequefez, donde, W ;s la fun¢ifin de pesp ¥
flcd es Ta funcidn restdusl, tal que, fic) = O, para ¢=0. El criterlo de

prqueiel pare today Tot oétodos de Tot residuns s& pusde expretar pome:

Ju W f{c}das D {1.4.8]

La condicibn dadda por 1n ec 1, 4.8 pary operadores 1ineales (que ex el case
de 15 tevria de 1a etasticided 1laeal) conduce & un s[ctems d¢ wovacionas
algebraicas Vineales para todes los mbtodos que actualmente se utan [subdo-

minlo, mfnimoy cusdredos, Galerkin, ete. ]

1.4.1 Métodes de Galerkin

E) nétodo de Galerkin, conpcido tacbién como de Bubeov-Calerkin, consiste en
‘hacer gue & ereor, ¢, ses oriogenal & }aé funciones de prueba, *r' en el
dominio de Ta estruclura {ea 0], €3 decls, que as funclones de peso sean
las funcipnes de prueba, coso st Indica a continuaciéng

,Jn b di=0 . {1.4.9)

1.4.40 Fétodos varisclonaies

[n ertes mEtodos, se busce que 1o solucfin de 1a #c 3.4,3 proporcione un
vatpr eatremal a 1a funcional, I{u}, que €3 una Integral de u y sus derfva-

445 sobre v) domindo de 1a estructurs [0+ r].

Entonces, 31 32 conoce la funcignal, I{u}, Tos nétodoy warTectonales s» puE

den establecer de 1o sfguiente forea: .

- 28 -

{l.4.310%
{1.4.11)

Tiu] = vador eatremal
Bfu) = g
rn donde 1a wc, 14,11 establece Yas condiclooes du Tronters esenciales &

principales,

Dn acverdy con Tas eg% 14030 & 1.4,11, Yo wibodos varfacfonates utilinan

Ya solucidm aproaimeda dada por ta ec 1.4.5 en donde Tas funcipnes de pruth:.

'ir. vl 'sTacen lag condiciones de Frontera esenciales {eoc }.4,.11) y Tov coe-

flclentes, tr. s¢ determingn de L7 manera gue & satistagm Ja ec 1,400, -En
1oy mEtodosr vartséioneles te puede utilfzar, en ver de 1a feninongl, yne ecun
cidn wariacionel. Se pwede aftraar que 31 #1 pperador (AY del sisiemn por re-
solver s Tineat, rinkirico, porltive dafinido, ) valor eatacionario so un

minioo absoluto.

1.4.5 Hétedo de Rapleigh

Te todos Tos adlodes varlacicrales (ddfererctas fieflas, Kantorovlch, Trefftz,
#tc. ) el que actvaluente tiene maypres aplicaciones.es el mitcdo de Rayleigh,

tatién conpt fdp en 1 nocbre de RiLD o Rayleigh-Att:,

[sie métede consiste ¢n swslilulr directasente Ja soluciln apronimada dada
por 1a ec 1.4.5, en 12 funcions] 1{K) y aplicar 1s condicidn dr sutrems, en
funcifin de Tox pariémelroy tr' tome Ak indica & contllnuacidn:

(1.4.12]

-::r 1a) = @

En caso dr utiiizarse 1a ecuaniba varfectonn),-1a ec, J.0.5 54 tustitupe &t-

. [
rectasenle wn alla.



2. ILIMENZOS FINITOS OF UN MEDIO CONTINUO, ENFOOUE DE DLSPLATANIENIOS

En 12 formulacifin del sflode del elpmento findto 105 pardmetros fr, que
aparecen =n ‘o5 eiiodot de las funciones de prutba (incise 1411, s pue
den saoclac 4 valores gemeratzados de 1a dncdgrita u {desplaramientos ¥
tu1 derivadas) en 103 punlos nodalet;~ o bien, & otraos conceptos relaciona-
dos ton tales walores [fuerzas o erfeerios geserslizadas, o combineglones
entre desplazamicnios ¥ Fuerzas generslizadas]. [n esie reswmen Gnlcamente
3¢ congideran cono Inchonitat & Tot valores generalfzados de, w, ¥ recl-

be vl nisbire de enfoque de desplagamientos

1.} Madele Ddacaele Tipo

£n o1 &ndli3is de Yas estructurss esqueletales {Armaduras, marcos, etc.) se
ertatlecen Tat ecubciones de equilibria con bate n Tas correspondinatn

scubciones dr mquilibric da cada ved ¢ Tay barras que lat forman. Lo mis-

o suceds ¢on gblros sistemas, no necesariamenta estructurales, sn donda 1@

purde efectvsr ung diseretizncién o prigei,

“En Gos medics Continups, generalments, ox muy d1FTCY] asociarles, & prisera

wista, un modelo discreto para v representacidn raciomal y, por 18 tante,
para establecer cus ecuaciones, La forma de renlfzarlo tx indlca 2 continua=

clén, con 18 spvds de 1a Flg 2.1,

. a} E1 medio continuo se divids en un nimero finito de regiones, de formas

spropiadas, mediante Vineas o suparficles. A extas regicoes 1a les deno-

miry eleentos finttoc [de forme trianguler en la Fig 2,1])

Lot elementod Tinltos 54 topond Que estda InEercanectados &n un nOmero
finito de puntos nodales, s!tuados sobre Yes fronterss de los I]mtﬂ-i
{circulos pt'qutﬁus en in Fig 2.1). Los desplazamientos de Jog puntod np-

dales son las Inclgnitas blsicas del problea,

+ ] %S¢ defloe, an forwa Onlca, al campr de dﬂphn_n'r!ntal en cualguier pun-

to del #lementg Finlto, en funcidn de los dasplazamientoxs en lon puntos
nodales [interpolacién)

d] Con =1 campa de desplazamientes conocido se puece definir, tambifn en
fores Gnlca, a los caspos de deformacionet [tensor de deformacionns),
¥ de ecfuerzos (tansor de exfuerzos] en funcidn de 108 desplazsmientos

de 1ot puntos nodales

4] 5S¢ determing ¢ siviewa de fueriss conceniradas, en Vo5 puntos nodales,
Gue equiiibre Tos wsfusrzos &n jas Tronterss ¥ cualquier fueria concen-
trada o disuribyida gue actoe ew, Jos puntas el elements. fitas fuerTis

equilibrantas taxbidn resvitan oh funcifn dx los dasplazsmientos en 1o%

~
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« 3 -
. I.% Eewacifm de Tquilibrio de foa Flemenlod Finilos :
puntos nodales, y 34 relacitn conduce 41 CcoRcrpio de matriz de rlgideces, - i -
(A fin de elemplificar el procedimiento para establecer o5 pcvaciones de” '
1.1 Puincipia ded Trabaje Virtual en fa Teovda de La Flatieddad Linead wquilibric dal wodelo discreto Lipe de lon wediesr continugs [elemento

Coma ¢ Indich en 12 solucidn sprowimads de 12t ecuaciones de equilibric con Finito} se hace referencia a Ta Flg 2.1, que corresponds & un estads plans

los mdtodys varlacionales, 1o pusde utiiSrar una ecudcidn varlascional en verx L “‘f“I"”“-

de wra funcional. En Yas ecuaciones de Ta #lasticidad Tineal, ta ecw:r.lﬁn ¥ 2.3.1 Deflinicitn de 1a geometrls
rlaciong] estd dada por &l principlo del trabajo wirtual, dal cudl se sbilie-
ren 1as ecusciones de Cauchy del movimients, ¥ su sxpresidna, sn notacidn ind Dt acuerds con &1 punto {a] éal Snciso 2.1, en 14 F1g 2.1 se nuestrd 12 re-
glén e Ta witructers, 1a divisidn en regionas Erlangulares y Ta definfcidn
cfal, resylta sar: '
d# 1oz pentos nodaies. Desde Tuegn que 'a geometrfa de Jop &lmmentes finitos

'y ng e Gnica, nl tampoco 1a definiciln de los puntos nodeles. En ol capltuic

k
] dig + —_— du_ &r
L: TR jn P at v, 0 - fr F{njk Y& ) 1 3¢ prosentsn oirar geometirfat que $¢ pueden wiilizar an regione: Midioen-
) tlonales, '
. [ of, du, da (2.2.1}
o 2.3.2 Apronlsacidin de 1a solec!én

. ' Le formulacidn del elemento finlto, 3 diferencis de Jos mitodos de las fungis
en donde, #l 3febole, 4, Indica 1a primers variacifn gue gpera scbre 193 can =
L nes de pruety tradiclonales, sproxima 18 soluclin on cads uni de las reglones
tidadet Gue 1e preceden, “[n]k' s$om oz conponentes de Tas Cargas quk por
= b correspondientes & 1os #1ementpy finitgs, Entonces, 1a aproximacidn en Ta re- '
unidad de superficie actusn scbre 1o frontars de} Cuerpo ¥ 103 alsvesatos Pes-
glidn global de 1o estrycturs vy seccionalmente continud. Besde Toegd que #ita
tantes 5@ definieron en ol capfteie anterlor,
aproadmacidn debe proporcionsar desplazamientos compatibles #n Tas fronteras

d i
En nptacién matricial, Ya e 2.2.1 se puede escribdir como can Yas #lesentos vec Ings.

T En Ta fig 2.1 el elemento finito. &, representd & Cualguier #lzmento £n Gua

I iel ot oI 4ngim-f afg{n}dr
9 A T - se dividi§ 14 regidn. A &1 1o corresponden los concepbos sigulentes,

* J § !T L& ) {2.2.3) Los componentes del vector desplazamientoy asecfados o cualguier gunto ded -
7 ]
- elemento 3o dox; wr wlny.t] paralels al wle i ¥ ¥ = vixg.t] paralelo ol

- eja ¥, La reprosentacidn vertiorial resulbs ser!
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L i-u] ) {l-l Ilt] ) [21'1]
¥

De acuerda con el puntq (b] del dncfao 2.1, los puntos nodales del elemento
finlto »o etiguetan con Tas letras !, ], m, que pusden representar & fual-
quier ¢151to erterc £on lox Gue 34 numerin lof puntes nodales de 1a sptruce

Tulh.

Prterces, los vectores de de!ﬂhtlﬂi_ll‘ll‘.ﬂ de Tos puntod nodales SOR;

S LT DO e DA R e N IS (2.3.2)
= 2 = .-j ¥y = Bt Yy -

con Tad ey 2.3.2 sa puede Tormar wn 3810 vector dengminada, wector de del-

plaismiomios nodales del alemento, tngda s $ndica o continwicida.

ui -~ .

u

ut - 5 - y_‘ (&} {2.0.7)

u .

LS X
'
u.

I—'. —

can base en la ec 2.0.2, 1a x L4 5 para #] alecanto trisngular de ia Fig

2.1 s pusde escribir comg:

T )
i Hyup o Mg e iy H. w Tx, ¥ t) ] {2.3.4)
Ten v CMxy el v e Sy 1) (2.1.5)

donde las funclones N, + N, {x,¥], By = Nylxy) ¥ Koo N_(x.y] reciben ol
micbry de funclonas de forma. En 1 capfivio 3 te presentan las LEPresiong s

correspondientes a varias geonetriss de slementos findees,

"olas ks 230 y 2.0.5 1e pueden #3Cribir en forms mateielal como se todica &

cantingaclidn
['ﬁ] _[nl om0 a u]ru,-
Y o w u. o ow v {2.1.4)
. . 4y
'3
o

PO W T N

THEES Vs . SR ¢ % % 1
Ya
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donds

X '[:i :1] Py, [:‘1 :j] L [:' :-] (7.2.4)
1-[&,:!;-!,]-[:"I :i g :J - :;I {2.3.9)

2.3 tﬂnn&utn dal tentor Jde Jeformeciones

Al sustitulr las ets L34 & 136 on 1o et 13,12 e obtinne

' [ 3 B o T Ta
, = W o
| .
- - ;_f » i . =
[} o Sy ¢ 5 ; Ly [!.ILI.Q.'I
¥
Xy ED) v 3 ]
AR T ET I 1

b - e -

L

en donde te wtflizd 1o sc 2.5.1, y 1a matriz de cperedorny, L. da atuerdd

con ta oec .3.10 results ar

)
w 0
L] s £ §2.1.11)
hy
] 3
TR T
Al suititeir T2 we 2.0.7 o 1o ec 2.3.10 rekulla sar
ge Lk =B " {2.3.12)

- 15 -

donde, & mptriz da deformdciondt, B, K

‘BeLN {2.3.13)

Al pustitudr Tas ofd 205 ¥ 2.3.1) #n Yo ec %.3.)). or obtlens 1o forms ex-

plicite du 1a matriz B pars 21 oTemantoc considerads

L L F )
i "
o 0 % ° e
F1| FL | * Hl“ .
1-| o - o ; o . (2.1.34)

W W b1 an :H_' 1]
| i n

204 Ecuscibn constitutiva

De tcuerds con 14 ac 1.3.22, 1a wtvac!fa constitutive pard un materinl libew

G exfwerzos y deformaciones ir-'ir.iiin e ascribe como:

g=De . - {2.3.15]

§1 1o considers que 4] miterial astd ometfdo o esfuerzaz TRiCT4les, g. ¥ @

deformasiones inicialng, [ T4 scuwacifn 2.2.15 5o modifice comd s Imdice &

contlswclidn

!-E{_!_-!ult!‘ ) . (1.3.16}

"



Z2.3.5 Equilibrio dinkmica *

La expresidn del principic deb frabajo virtual, dade por Ja e 2.2.2, 2
" vallda para 1a regifin completa de 14 estructera, Cusnda g2 aplics & Ya re

gT8n de un wlemento Finito {r.t.I * r.,'p, 1u sxpresiba rewults zar:

T T
[n' & dﬂ+lﬂ. L) n!d:.:-;r‘ 8 Oy O
2.3.47)

en donde 105 elementas del integrando deben referirse al elements finlte:
y de¢ acuerda con Joa desarrollox anteripres se cuankifican a cpntinuacidn,
a] tomar en cuenta que la variacidn s deben considerar dnicamants en o)

vectar de desplagimientos nodales, g‘.

s - afutT8T) - 6a*T 87 {2.2.18)
. L]

PP LT T L {2.3.19)

Byi-Kue d {2.3.20]

Al sustitulr Tas #cy 2.3.18 & 2.3.80 en la ec 2.3.17, ¥ a) recordar que 1ot
conpanentas del vector de desplazamientos npdales son independientes de Jas
variables espaciales (salen Fusra de 166 intejrandoi) oo obtiena 1o eapresidn

siguieate:

T

v

| i!'T [L. ,?_TE i + IL;' 2 ﬂT! ) !'] -d E‘..ﬂ E}r' E‘r o) ar

r [ L (2.3.21)

Fars Qult Ta ec 2.0.2) ced vilidy pars coalguier varlaciln Gal wackor 8 dwg-

plazenientos oodales {d-fr',i..“ dabe cumplir que

-

J Bloane M %o r oyt f2:3.22)

Er = F

donde, 14 matriz de mhsas, f, 467 slamenta ¢, etd dady por _

K - J , o nan {2.3.23)
fi

I: ¥ _[: son los vectorst de Fuerlat del alecents Jebido & Tas ' .. S

perficle ¥ de currpo, raspectivimanta, que acivad 3obrw ¢1 eTeoentd, &3 <ir

& T
. }r. K oy, ot {2,3.24)

T
e L'! [ da [2.1.25)
Al sustltudr Ta oc 2,316 en Ta Tntegral de g ec 2.1.22 12 abtiens

T une T \ \
[n|! Em [ﬂ'!- E.!.u-jn.! Ez"‘dntjn'! E"dﬂ
T
'Jn'! Beda-f « L, (2-2.26)



dande I: ¥ r' son los vectores de fusrzas del alemento debiday & 1a defor-
L] “da
st Infctal, LW al esfuerzo faicial, d., requ:tir;lg@t:, m 41 ¢lmen

"o finte, y resultan ser

L L Yoy @ . {2.3.21}
L;'J o dn : {2.3.26)
- nvl = =t ' [

Al sustitudr 1s oc 2.3.12 #n 1o £c 2.3.26 resulta

jete ey &

R M ' . H2.0.29)

wnde 13 mately de rigideces 5'. del ¢lementn finito, &, resulita yer:

i - J 8 035 an ' {2.3.20)
n!

Al tuativadde Ta #¢ 2.3.2% on V2 ac 2.2.27 34 cbtivw

ﬂf.ﬂ’ . E’ of =t

{2.1.31}

donde o1 vector de fuerInt axterna:z, If, da) elewanto, w, 54 Indice @ conti-

nunelfn

fefegeg -0, (2.3.32)

2.3.6 Equilibric estdtico

Cugndo 185 fusreas que actuss scbre el elsweniz 100 Independientss el tiemgo

" {cargss esifticas), se debe cumplir 1 relacidn siguiente

v

u* -0 ' ' {2.2,13)

© AT sustitelr Ta &t 2.2,37 #n 1a ec 2.3.3] pe obtiene 1o scuacifn de equili-

Lrtn astftica del nlements finito, que resyits Sar:

et -t _ (2.3.4)

2.1.7" Propiedades da lax satrices de rigideces y de maspd

Al calcular 1a transpuesta du Ta matriz da rigldeces (o 2,2.30) 3¢ obITen

1 T T Tr otT I P £2.2.35)
oy - ot - ,tggglu-n,_l__gtum A
vl 1) .

Al observar Tas diversas formas de ecubciones constitutivas pi.. 2§ geoce-
triay consfderadas 32 conclupe que Ta watril de Coaflclentas elisticts ox

ctmbtrica, o Secdr

L {2.3.36)

adexds, se deba w11 que

TULES" , {2.3.37)

Al sustituls Ta1 et 2,036 y 2.0.97 e s o .0.25 y considarar bbands i

ac 2.1.30, reswlta qued .
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T

Wy [ e

pamext
n '

{2,3.36}

“Dw Taoec Z.1.30 $w concluye que la matriz de rigideces de lo: iementoy

Finltas, para Toz eedlos contloues o 1o elasticided Tineal, #5 pimbtrics.

Al calcular Ta tracspuests de 1o matrii da macas {ec 2.3.23) sx ohtiena

0 LA T T Ty
R AR R TS PR

. - Jﬂt oA N en -t (2.3.39)

Be 1o #¢ 2.3.79 se concluye que o mitri de musas de bo1 ziementos finites, *

para les medion contleuas de 1s elasticidad nead, 45 cimbirica.

2.3.8 Parriz de mazan concentrades [diaganal}

Lo matriz de mesas del elemento finlta, cede por To #c 2.3.23, = 1¢ denoming

mitrii de masas consistente, ya gue r3 14 fue results #n forss natursd en 4l
L]

procese de dlscrelizactdn en o] oftedo de) plements finite. La mabriz df wi-

Bdi Consistents generaimente no es diagomsl,

i embarge, por Conveniencias nwesdrichs, sk utilzs con mucha frecusnciy el
vig dr matrices dlagonales formadas de tal marers gue Tay masas asocisdas &
. los puntos te consigeren concentradas, £l procesc dy Concentracifn no o3

Gnica y se han utilizado Tos que a contingacTdn se enumeran

4] Concentracidn de matss oediznte concepias fistcos, por ejemplo, wl e

drdas & vol0menes tributarips

b) Concentracidn -M'It.:ui noevey Tunciones de formd  definidet dr tal sdnera

-4 - '

gue se anulen Tss tEminos fuers de Ta diagonal de la ratriz de masas
" tonsistents

.¢) Concentrac!fn medlinte el eicalsuients de los wlementos de In diagona’
principal de 1a matelz de masas conk!stents, de Ca) maners que se RTRLET,

ve 1a mazh tetal del elemento

d) Concentracitn mediante 1a integracidn numErice de T matriz de mdtas con-

:liitﬂ-'ﬂ‘.t.. al teleccionar & 105 puntss nodales Cowe puntcs de muriired
) L3
[1 procedimients dot Inciso d conduce & coeficientes nrgativgs de 1a matri:

de masas diagunal, Independientementz del pracedimienta aequido. 1o matril
L]
dt masas concentrads ¢ Jiagendl refdlits ser Ya Torms sostrada & continuacida

{para el elmmento Arlangular]

(W, © o o o o
1] M1 a aQ Q ]
0 a Hj a g O
- . {2.3.40}
- 2 v} H hy d o
)] & a 1} Pgn o
I_ﬂ 1] o [+ 2 H‘l
doande “1' M I'Il ton lo: valores de T4 BALAT concenirsdst en 1ot puntox mé=

dales respectivor

£.4 Ecuzcifn de  Fquildbade del Media Coniinue GLobal

51 waa esbructurs sstd en equilfbelo, cusiquier parts da wlla taxitin Is

w1ty 18 inversa, tamblén es clerts, Entonces, 51 1o blane girantizads ol
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equilibeio de todds 105 elementos finites en que so discretlzd el medlo Con-

tinup. s pusde establecar &1 squilfbrioc dat nedfa contfruo global.

!.i.l Ensaxble g 13 ecuaciones .

ATin de 1evar a c;?ﬂ. sistemdticamente, el establecimiente de Tas eCundlo-
ney de gquilibrin del medio cont inus globat, sa procedd & pumerar, en forma
secuencial, 1ot elementos finites ¥ Tos puntos nedsles gue resulian de 1n

definlcién de 1a geometrin segin &) inciso 2,311 {ver Fig 2.2]

D¢ acuerde com 1o aveverydo en |1|1ncisn 2.3, ol vquilibrin de 1a ertructurs

mostrada en Ta Fig 2.7 $¢ pueds wibableces, a) utidizer Ta #c 2,3,31, comd

se indlca a continueclan .

attd i), 1) Jn 2 1) ' X R}
w2} g2}, (2} (2} 1) (2.4.13,
N30 u“” » b33 ,03) 033) - RENY

en las scuacioney anterfores el namerg indicado en 105 prréntesic correspon-

de a1 pimero de) elemanto, En forma condensaca, Tat wos 2.4.1 3¢ pueden w3-

cridlr como
%: !tll ![:}-, %: EF!} EE:] . E: IF‘! {2.4.2)
el - " "

Lt ecs Z.4.1 6 Z.0,% 3¢ pusden reordenar, de acuerdo <on lat chiervacionel

indicadas a continuacidn.

En Ta Fig 2.2 tx pueds observer qua Tos desplazaaienton 41 punito rodal

- 4 -

12 {uy, ¥ ¥yp)s st como suz segundas derivadas respecio al tiempe
{H]z ¥ FIII apirecan en 143 gorrespondlentay l:ul:fnnes de wquflibric de los
“elementoy finitos Indlendos coa los nimaros, 13, 12, 13, 18, 13, 20 y 21.

La chyervazifn anterior conduce & Lseverar gue ] nimero de ecuaciones en

que & pueden agrupar Taz ucualtsne: £.4.1 4 2.4.2 a5 fous] a1 nlmero de pun-
toy nodales muttiplicade por e] nimere de grades de libertad aicdisdo a cada
punic nedal, Entonces. Tas scuaciones de equilibria ordensdst se pusden =g}
Br oo

+Ry+F

R {2.4.3)

=1

donds 14y matrices By E, sv tonocen con 1ot moabres de matrices de masas y
ge rigldeces de la estructurs, y al vector F, v o] vector s cargas o 12

esiructure. E) ordenantentd de las matricap y vecbor snteriores e eaprese,

“sinb§licamente, & contisuacidn

N )
g-§ al : ~ 2.0
™l
(e) . .
-1 E (r.4.5]
] . .
11
AR FALLI (3 (2.4.)

E1 wector, U, de 1a ecvacién de equilibric de Ta estructurs {ec 2.4.3), ¢
¢l wactar dn'ﬁespla:nmltntu: de 1a estructura ¥ 5e construye con 105 wectores
desplazamlents da cada puntd nodal segdn sa fndica en Ta ec 2,4.7, £ vector

de acalevacioney de 1o astructyra, 0, represents Tas segunday derivadas res-

4
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pecto 4l tiespe del wvector U,
J“l -
IR
Y
U=y - - uit} - (z.4.7)
¥
) )
g .
-3
T Yo
L ¥z

El procedinientn sistematizado para Vlavdr & TAB0 T2z pcx 2044 2 2.4.5

1gual a1 que s¢ utilize en Tas estructursd esqueletalen.

2.0.2 Condctnes de fronbera

Las ecosciones de parvimlento de Ya estructors [ecs 2.4.3) deben satisfacer
valores prescritos de algunos cioponentes del vector . Tales valores cong-

cidos definen laz cendiciones de froatera, )

En 1a Fig 2.0, <& eiemplo seguide, Tos valores da Jox desplizamisntos de

los puntos nodales 2,% ¥ 25 son nutos. Dste 3¢ Indiza a continuacidn come

u 0 (2.4.8),
Hg - g [z...a}z
upem & (2.4.8},

Al hacar que 1as ecuagiones de movimiento [ec 2.4.3] satisfagen las condl-

 ¢lones de frontera, 1ndfcadas por Tas wiy 305, s obtienen 1ot scuaciones

tigulentel

HL+EU=F : ‘ [2.4.9)

" g Ta e £.4.9 se puede phservar que 15 condiciones de frontera {nes 2.4.8)

inciden en lac matrices ds masas 0 y 48 rigideces E ry en ¢l vector de car-

g% _E. gue 3¢ trantforman en M, K ¥ !, respect ivinente.

1a forms stetemdbice de {ntrodudire lag condiciones ce froaters en Tas eCod

. -
clonet de mavimiento ex 1cusl) v como s huce en Tas estructuras ssqualetales.

7.4.3 Mptriz de amortiguamienta

Aonque e} modelo matemitice de log $811dos, eldstices Tineales no contldera
efectot disipativos, a7 wtildzarse en 1o endelaciln de Jas estrycturas realn
s« 1o adicions & 1a I'I:Hil'.‘l'qn de equilibric dindaico de la estracturs

{#c 2.4,9) un téming correspondlante & las feer?as disipativis dal tipo vis-

cosn lineal, y o tranzforma en:

=1

HU+CB+EU=P {2.4.10)

L3

donda U 3 #] vector de velpcfdades de la estructurs, pricera derivada ress
pecto 4l tiespo de U, y C o5 Ta matriz de amortiguenieatos de s sxtructura,
yeneralignte cuant{ficada con el critario de Raylelgh, mediante la scuscida

siguiente

C=af vk : f2.4.13)

o ¥ b aen Losficientes 'qu_t st deterainan axperimentaioenty
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Z.4, 4 Condlcianes inicieles

Pera pader integrar las ::ua:lﬁnes de equilfbrio dinfzlce (4 7.4.10} 32
-nquitrl sspecificar ¢l origen dol povimiznte, 2 partir 4ol cual or deses
cuantificar. Esta origen ¢l movimients $# conoce con el hombre de condiclo
ner ndclales y queds establecido al especificar los vattores On desplaza-

sienta U ¥ dn velocidsd Qo an 4l origen dal movfmiente [en o1 tlempo, =z},

s decir

ul - {2.4.12}
g O

ul =B - . (2.4.13}

“ltee T .

2.0.5 Fouilibrio estdcico

E} #qullibria estitico de Tas estructurds #5 un caso partfcular del movimien-

to, ¥ 3 aguel on gue ¢ wector de cargad Py el vector desplazeaientas U son

in&-penditnt:s del Llempo. Al fmporer eita condicitn & st efuaciones de equl

ligrlo dinkmicey {ec 2.4.10}, ze tranzforman en las ecuacionss siguienies
KU} (2.4.34)

F N Sn1u:15n-de Tas ecuac!iones de equilfbria

Las .cu.c16n¢s de equilibrio estdtica (ec 2.4,14} resultan ser un sistema de
ecvacioney atgebraicas, Tineales sizftricac no homageneas. Su solucidn se ob=
tieny segin los etodes descritos en &} cepltulo 4. Con ol vector de despla-

raafantes e 12 estructurs comocide, {U), e calculan Cada umo de 103 wecte-

- 48 - .

res de dasplazamientos podales de os elementos finitos lgfl ¥y 54 procede L

cuaatificar para cada slemsanto, en los punioy derepdas, loa siguientes con-

" ceplos:

a} Lot componentes del tensor de deformaciones, mediante 1ot #ca 1.0,12 ¥

.3

by Lot componentes del tenyor esfuerza, medlante 1o o 2.0.16

. Las wcuaclomes de equiithric dindmlce (ec 2.4. ml es un tTstems de ecubciones

diferenciales grainarias, d segundo orden, Ilnta\ts. g hpmotendas, l:upll-

das cuyd saluclbn se tndice en ¢] capTtulo 4, fonocides los weciores de des-

platatientos (U], de velocidades [I.'l] ¥ de aceleraciones {LF] ta proceds coop

en ¢l case del problems estitice & cuantificar loa valores de To3 Coeonen-
1

2ot de Jof tensores de safudrfos ¥ de deforeacionss ¢urante a) edyisiento.



3, FUMIIONES DE IWTERPOLACION GE ELEMCNTOS FINITOS

3.1 Gennralldadea

En capitulos anteriores ae indict que Ise wouaciones Jal elsmento
finito we obriencn medisnte los métadop variscionales {Rayleigh-

Rirz] o de los residuce pessdos (Galerkin] . Sin esbacgo, existen

mlgunap diferencias hisican en relacisn con rl pEtodo del slemen—
e finico ya gue gp caracteriza bur} )

1) La rfopresentacisn funclopal global Ao una varlable Copaista de
un opsamble do ceprosentaciones funelopales locales., Las inte-
grales glubales sobre @l deminle de la estpucktura,fi, W4 esta--
hisce ¢n furcisn oo un ensamble de integrales sobre Agminlos -
locales, 'IZ:e , de slewentos finitom disjuntos.

21 5} #w utiliza ¢l mitodo de Rayleigh-Ritzr, el principio varia--
ciocnal glabal ga conmtruyn comd un enmamble de los prlnoipios

varblavicnales aplicados a cada elemento finito,

3} 50 g utlliza gl método de Galeckln, las funciones de Interp 2

lacién del elemento linito actuan como funciones de peso en la,

inktegral de Galackin.,

En general, el paso mam crucial en #) método del elementa finito
consistes en la seleccidn de fupcliones de inteppolacitn adecuadas.

pebon Matiefscer cleciGe Criterioa pera gua ¢ logre 18 convergen

cia da la solucifn aproximada a 1a sglucliin exacta, de 1a soua---
cién difwrencial on cuastién,

La interpolacidon de elementos finikos sg caracreriza par la formd
del elemento finleo y ¢l orden d¢ aproximacifn, En genecal, la sg
leccidn de un elomento finito depends dos

al Ln goorerria de) dominin global,
b] El gradeo de aproximacifn deseado en la molucidn.
¢] La farilidad de irteqgracidn sobre ¢l deminipg del elemento.

£l dominic global donde e desea integrar las ecuaciones diforen-
cislus pucde ser gnidimentional, bidipensional o tridlmensionail.
En 1a fig. 3.1 se indican laa geomeirfas de algunos eismantos fi-
nitos correapondientan 8.los dominlos globales indicados.

- En genapal, las fupcienws de intecpolacidn son polinomiss da va--
rice grados pero tamblfn me pueden ucilizar prodoctos da polipo—-
mios cop funclonss axporancislea o trigonemétrricas. Bi se wrili--
£an polinomios linesalss, Gniczzents sw Tequisien los pontos Roda-

v
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les de 1an eaguipas de Jom alementos finitos:i{fig. 3.llmientram -
que Bl po domgsn polinomion gundritices e depen adicionar puntos
nedalea comprendidcs =n las fronteras Qo lod alementos [fig., 1.2).
Deade luego gue ae pueden ubllizar aproximacionss con polinomios
de orcden ‘suparier, peco s pocesitan adiclonsr puntos nodales.

3.2 Elementod Unidimensiongles

ta presentarin varios elwnentos que depanderin bhsicamante del po
linomic utillzads para la iptezrpolacifn,

3.2.1 Elwmantos convancionglas

i3 expanslén pslinfmica de 1x \I'I.rit.hll unidimengional, u=uixl. *a
pueda indloar COmG, '

H '
U=a + 4o [ I D T {1.3.1)

. 31.2.3.1 Interpolacisn iineal

En onte cend, 1a ec 3.1.1 resgolita ser
U= 4a, «+ dl AL (3.2.21

para podar ¢Xpresar I".L valor da 4 , en funcldén da los valores sn
los puntos nodalues (fig, 3,3)

u,= uf * (3.2.3)
LEda

U, = u {3.2.4)
x I{

Al sustituir le ec 3.27.2 on la &0 3.2.3 se tbtlene

U, = 4, {3.2.8)
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Al suptitulr la ac 3.3.7 sn la sc 1.37.4§ casulta

-

u =a, +a i {(3.2.6) °

Da las nce 3.2.5 ¥ 3.2.6 s ohtiane

a =u . (3.2.7}

= A {u, -y (1.7.8)
Q, T ( L )

Al sustlenir las sce 3,2.7 ¥y 3.2;3 an Ia e J.2.1.fesulka

u= (] - ,_15_)1..1. - ::_ u, = Ni U\;' (3.2.%

dands '"i a9 dengminan funcionas dea interpolacién y sus wxpresio-—
nes SOn1

N = ] - 3— ' {3.2.10)

: ¢

My = = T .2
A '

1.2.1.7 interpolacidn lineal normalizada

51 al wistema de rufarencis zs solecciona como se indica en 1n --

fig. 1.4, pe define una nueva varisble adimensional como aw indica

atcantinulclﬁn
L% = = . [(3.2.1%)
k

dopde h-"ll-l ¥. de acusrdo con la ac 3.3%.13, se pusda indicar sl -
siguients comportamianto de 1 wariablae *g:

‘s = 0 an al cantrio dal slesanto {3.2.13)a

E -] en al punto nodal 1 {3.2.11}b

E = 1 : an al punto nodal 2 . {3.2.13%e

Ccon base an la variable g , 1a w2 3.2.1 an pusde epcriliir como:

-

U=4, + ‘-'*Lg . SRR« I 35 T

Y para sl caso 1inesl se reducs »

M= S, + ﬂ.g {3.3.15}

en donda las condiciones éu frontera dadas, por las ece 3.2.3 y -
1,2.4 o9 indican = continzacidng.

U]J = Y ' {3.2.18)
gt -

' =y . (3.2.171

3:1 1

Al meguir la secusncis indicada en el ineisc anterior las conatan
tes Oa y O, , de la oc 3.7.1%, sl ucilizar lse ecs 3.21,16 ¥ --
3.1.17 resultan ser: .

aq, = J,:: (u, + U} . {3.3.18)
Q = (o~ ) . C T paaw
v la sz 3,2.15 se pueds sscribir comc

KL= J:Z(l' Eyu+ L0 LBV =N U et e

ac dande las funclonam de intexpolscisn _ﬂ.; y Twdultan sars

fl
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M= L {1-E) (5.2
Ny= = () +t) . . {3.2.22)

1.2.1.) Ipterpolacién cuadritica

Pn amtw cans, la ez 3,.1,1 ltnn la forma wigquienta
+a, 2 '
U=4a, + 4= g % {3.2.23)

y para poder cuantificar las tres constanken, O 4, ¥ ne requiarce
conocer @l valor do & an otro punto adiclonal a los sxtremon, Co=
mo ae indica wn la fig. 3.5; oo donds el punto adicional se swleg
cionacd ¢n ¢l contro dal alemento, ~

De acuardo con la fig. 3.5, lam candiclonas dae Fronters resultas
ser - . )

u = U, . {3.2.2418 '
Lra
u = Uy ($.2.24)b
ﬂ'.zi.
3
u = U, . {1.2.24}c
=x=1

Al hacer qua la ec 1,2,23 aatisfaga las condicloness sstablecidgs
por la ec 1.2.34 se obtisnen las scuaciones sigulsntes

Uy = Qe - {3.2.7%1a

3
G = 4 + + la, + J‘F 1,“,, {3.2,25%

T

A .
Uynm G + 4o + 172, (3.2.25)¢

El sistema de ecuaclones anterior {ece 3.2.1%) se puede eecribic
an forpa matricial como se indica & continuacidn ®

L e o[ d u, ’

et Lt a | = w ' ©(3.2.28)
HS

o SR SN u,

Cuys aclucidn reaulra aer

g, = a4, ! © 3.2.271a

a, = Jt_ (_ 3 W4+ HUy - uy) | (.27
, .

0, = T’:(u" -2+ U) (3.2.27e

¥ la ec 3.2.13 ae pusds ascribir como

urle-a{3 + (3] Tu A3 e, 622

o bian

U= N, U Clzi,a (1.2,29)
donda

n=1-3({F)+ ﬂ.(%—)!’ (3.2,30)
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[3,2.31)

M= (7)1 - 2)

e () v 5 (3)]

1.2.1.4 Interpolacidn cuadritica normalizada

(3.7.32)

5i wl sietcta de referencis sw welwcclona con 1a varisble normeli
Tada indicada an €l inciso 3.2.1.7, seqgln e maestza an la fig.3.6,
la ec 1.2.2] pa puede secrcibir comds

u=aa+a.-§+ aj.gz

(3.2,33)
Con las condiclones de frontera dadis & continuacidn
u = U (3.2.34]m
LIY
| = (3.2.38)>
g e i - )
u = U, {31.2.34)¢

t=.

al soguir =l procedimianto utilizeds para cushtlficar los comfi--
cimntes G, a qu. » la @ 3.2.17 na pusds sacribic como

=N U . - {3.2.315}
dande . '
N, € JE_-E(§-I) , {3.2.36)

(3.2,37)

Nys b= '§1‘
N, = % g (§ +|)

31,2.1.5 Interpalacifn an coordenadas naturales

13.2.38)

5i las funclopes de interpolacidm se cbilenen en funcibn de varls-
bles espacikles adioenalonales o normalizndan, entonces &l slotema
normalizads sw le dencmins sistema coordenado natural.

Coma puade obpervarss, en loe inciscs 1.2.1,1 a 3,.2,1.4 se hen lo-
grade exprussr a lan furciones ds interpolacitn en t4cminos de wa-

- riables adimensionales (quw pueden ser X/¢ o bisn Er%il v o0 —
ambos cason Ne puede definic aistemas conrdenados naturales, paro

con grigenos Jifecenton.
1.2.1 Eleoantos con pelinomios da [Agrange .

A tin de evitar la solucién da wcuacicnas gué #% pPressentan an la -
dqtarminacidn de lom cooflciontes del polinomio dao intorpolaci&n -
utiilzads wn al inciso 3.2,1, sa pusde gtilisar al oriteric da I
interpolacidn Lagrangiena, axpresnds coms

[3.2.39)

ue il = N

en &nde 1} repreaentd & las {unciohes de intarpolecidn e Lagran
ge, SUySss axprasionas sam

ri F .
i‘: Y (e PSSO Al il i iy PRI

PiEl Weg @ (e T Y x ) fy )

&n donde con el eizbolao Tr se indica 4] producto dw los hinomiss x-z.,-

Y f.-%; #cbre el zange de
N

En esta interpolecitn, la lengliud dol alarento se dividea an a8g--
mentos de igual tasafio por los Wi puntos nodalas, donds nemsl ¥y m
a8 wl ordan Jde aproxisaciba.
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s
a

Ei la ec 3.2.40 me pxpresa #n funcitdsn de la verlabla adimensicsnel
'f;'-f % /1y » 88 puedws caceibir comoy

(3.2,41)

En 1a fig, 3.7 s¢ muostza eaquemdticements ls diviaitn ds 1B ze--
gidn del glemento parh lag ace 3.2,40 ¥ 3.2.41, A contlhuaciin ea
sjerplificn ¢l use dw la interpolacifn da  Lagrangw pars diversas
drdenen de sproxioacidn,

3.2.2.1 Intorpolacidn lineal
En tetw caao™s y mak, segln se indics en la flg. 3.8 & interpo
lazlédn de Lagrange, para divacsas roforencias, #% indica = conti-

nuacion.

a] Variable no pormalizada, refacencia mostrads en la flg. 3.8a°

1 - .
Newf o 2B o 220 = - % - {1.2.42)
' ' X -y, o-h H
« 0 =L
H =I‘L= adinlind i = = {3.2,43)
L 2 T, -, 1h|,-|-'l L} . -

_LJ-_-fL= é_g"— 5 -t - l—g {1.2._44)

N, = ‘f: = %5__.1:1 = .gi: : = ‘g {3.2.45)

+ §- -4
N =1 = ES_EEI = :Sﬂ}-i = J_,:[l-g} {3.2.48)

e

-8 -

'N,L: Ff-_‘ g‘_E’n = E“('l‘]‘
5- %, e (-1)

El prdenmz 1 v el nomaro de puntoa m=3 , ae indlcan &n la -
fig. 3.9 y las expresiches para aul correspondiantes varjabies sa
indican a continuacidn.

i. (i# E} (3.2.46)

a} Variable no normalizadas, referencla mostrada «n.ls fig, 3.9a

LI G BT Y {z B TCTEN S
R XN e e- ) ) e

(3.2.49)

5 {:_-:.‘j{“—‘ :J {'1-,}{1-#1] 41[,;.{]
S ALC LN b {-'-"‘"H

L ] x ] th_‘]
Lt D L VR B el (3.2.49)
%25 2 hex)  (hoof(h- hia) “][ ] :

h) variable normalizads, rafezencia mostzads en la fig, 3,9 %

s (3- 8)(5-5) (-gt3-0
(‘i 5,05, %)[ -4}
WA ) 5-%,) _ (5-o58- }
(% E]{fs ‘é,‘} (4 -} -
_Fi,_{g'gl}{g'g:} '_{E ](‘g-!.}
2TAT L =
(g',‘ E,HE,‘ E;) (e} {1m 1a)

_n(ﬁ-}.)(ﬁ-'.) 13.2.50 .

_.;E(E ‘) (3.2.51)

‘g(f' .nu .2 .1511
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€} Variablea narmalizada, referencin moatrads sn la flg. 3.9¢
Law axprosionam son iguasloa a los primeros cédrminows da laa COCrEes

pondicntes eon J.21.50 & ]1.2.57, pero al velor de las coordansdams
caphlan, ¥ sa indica a continucién

N.-—{-l: E:i.'.f]{{i::i- =L E(g ._.|) . {3.2.53)

_ gt B9[]
T Le-ten) e -1}
3 [5-t0]L§ -]

N, = {, - TSI r:-}: g {3+1) 13.2.55)

i- g™ (3.2.54)

Coma ara de eaperCatas las scuacionas 3.2 452 & 3.2.%2 coincidan cnn:‘

aua capns corrmdpondientas a lag acuacionss obkenidap #n el inclso
1.z2.1 .

3.2.1 Elomentoa con polinomios du Hermite

En las interpolaciones donde se desea ademds de Ja continuidad de
la funtién, la continuidad de laz dacivadas da la misma, ea mdw -
recomandable el uso da las funciores de interpolacién de Hermlcse,

M fin de siemplificar ol usa dw la interpolacidn de Hearmite ww ==
irdica, a continuacidn, el caso dol elesento finito con dos pun-—
toe podalea y primeras dearivadas ¢ontinuam, en funcitn ds la ve--
riable nocmalieads, %= -_;jh . ’

u(E)= k(84 + b (3D U

[ ]
v=l2 {3.2.56)

L

-

que pueds escriblrae como

u{‘?,:.) = N U (3.2.57)

-E- ¢
donds ¥y . aon polinomios de Hermite, (fig. 3.10 } cuyas ex-
premiones son -
n 1 )
N.‘-‘-]f\,=!‘5% +1§ (3.1.58)

-'”

w=h' = 2% -2 % L (3.2.39)
L: E - 4 Ei"l" ga P . | (1.2.60)

I

=
1

P 3 1 I
N4 = 111_ = E - E—" . ) {31.2.61)
h | . ) : .
U= U = I.l,l (3.2.63)
fro - .
. . ) )
u1= % o= .U: . (3.2.63}
§=1
r . 1
U = E = 4, (31.2.64)
3 Elf .
Suw
Uge U =) (3.2.65)

2%
1y :
pende luego qQue se& pusden considerar continuidad en derivadas de

orden s:perisr paro s& requericin polinomics da jlermice, teehidn,
de orden suparior.

™

3.1 Elewentos bidimennionales

© Ceswo e indica en la fig. 3.1, las geoosatrias dm los elevmntos f1

nitos tldimensiconalan més usados son el tridngulo. el rectinqule
y #l cuadrilitero genaral. En este inclesc sa Bosguejan las funcis
naa de interpolaciones asociadas al czifngule ¥y &l rectingulo con

LY
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lador linealen, Pn el incimno 3.5, se copmideca la powibilidad de
extender estoa conceplon & georsbrias planas mae complejag (oua--
drildterss gencrales, con lados curves), .

En la expansibn polindmica de log elémentos Finitos se busca ¢l md
¥imo ordon del polinemio completo cocrespondiecte a un nGmaro ming
tn: da grados de libectad {puntos nodales], Para datermipar el e
tor de tarmings gue E¢ profentan gnun polinomiao .de dos variables,-
a9 convenlents utllizar el kriingule do Pawenl, mostrado en la  —-
flg. .11 .

3.3.1 Elemento trlangular lineal an cogrdenacdas cartwalanas,

1o reprasentaclsdn polindmica mam simple de la funcidn W = vz, ﬂ'J
«a la }jinnal (ver fig. 3,12) ¥ su axpraesidn en

TR AL S {3.2.1)

laz condiciunes de frontera Eurrarpcndlcnttl con lga puntos poda-
lea cawultan ser

- U u] - u.
xexp T 1 ez, T m (3.1.2]
MER-Y 1;'5-
Al hacer qua la 90 3.3.1 sacisfags las asc 3.3.2 sa cbtiena

Lou

LI}

U

ax; =

LEEY
-

= ;_n {(ﬂ; +E= +¢'.-j'lu; +f @+ b; 1+f~i:}‘-5-+{q_+1_:+€.2u_} 3.3 ,3]‘

donda

a, = % 4a - Tu Y. (1.3.4)
L‘; = 3‘ = ﬁfﬂ = ljjm * {];3-5:
e, = Cu -zJ- = 1..4* r.1.6)

y los coeficisntes ﬂi,ﬂ”&, L‘”EI'J{I" e chtianen oadiants permuta-

: - k2 -

cithn ciclica de loe aublndices wn lam eac 3.3.4 & 3.,3.6.

Vo Ty .
= |1 oz 4= 24y, _ (3,3.%)
[

el dzen Aal tridngulo ii"'\ ae jpdica con nﬁ;j,,,

La ac 3.3 =4 puwda sscribirc como
= ”k uk__ . k= L33 . (3.3.8),
que en forms matricial results mex
U=NU o . " [3.3.9)

danda ~

1
~
Z
&
Z
]
Pa—

W= (3.3.11)
L )

o= i, - 3.3.12)
Uen] g301)

j fu. fanciornes du forma

Hizilz(q;-bb:z +ey) (9.1.13)

3.3.7 Elementos tristhgulacen en coordenadas natugales

Comz el plmerTe de tlracnos que aparecen en un polinomic cozpleto.
detarwing ol nlizgre d¢ puntos nodales recuecidos, con base en- sl -
triangulo da Paacal,- an la fig, 1.13 sarmuastzan los puh-
tow nodaies regueridos para los polinomice de interpolacidn lineal,
cundritica ¥ ¢Chics dal-elsssnto triangularp,
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En lugar de prnccdcr'cumn e 8l ipcisc 1,3.1, #e utlliza el cop--
cepta de coordenadss noturales qQue conducs 3 las goordenadan de -
srea, L,,0, =4y (£ig. 3.14), cuys telaclén con las coordenadas -«
cartasianas «sta dada por

al, T+ b3+ by d {3.1.14)
y=L oy + k5 v LY, : . 13.3.18)
= L w4 FL {3.3.16)

Asnde 1a ec 3.1.16 catablece qus laa coordenadaw de ézes Li. son
linealmente dependieantas. .

Otre forma altsrnativa de definiv las coozdenadas de Eces am indi-
can s continusclién [Vear fig. 3.14)

LL - npia /f Aiss (3.3.17)
L, = Apay / Biga (1.3.18
Ly *Ae / Aias {3.3.19)

Las funcicnes de forma M: . pazd los alemantaw triangulaces da 1k
fig. 3.14 casultan ear:

3.3.2.1 Interpalacién linsal

Se reculers Gnicamsnts lom 3 puntos nodaled sobre lan waguiras
N o= b : PT 1d,3 (3.3.29)

3.3.72.1 Iatarpalacién cuadrieics

Sz requieren 3 puntos nodales scbra las esquinas ¥ & puntos noda--
lws sobra los ladns,

-

al para loa puntos de seguina
N, ={1 Lyo-t ML .o ae 2,3 §3.3.21}

b] Para los puntos schre loe lados, localizsdos sl Certco

My = Mk, Lo : ‘ £3.1.22)a
Ny = 4 L, L, {3.1.221%
No= L, L (3.1.22)c

31.1.1.3 Interpolacisn cibica
Sa reguisren 3} puntos nodales aghbre las ssquinea, & puntos nodales

sobre low ladce ¥ un punto nodal intericr, alineads con los puntos
rodaloes da loa lados.

a) Para los puntos da anguing
Minf_faL;—i)f?aL;-i}L; R IPETE I EEREPEET

bl pars losa puntos wobre loe lados, localirados sl twroio

Ng=~ L L, (35,-1) {3.3.34)a
Ny = -}_ ot (3L, -1) ' (3.3.28)b
Mo XL 15‘( ERS "); : | 5 ' (3.3.24)c
Ny = % Li":(a‘"-ﬂ") ' © {3.3,24)d
Ny = j{ L3LI(3|-;"I}' . R . (3.3.24)
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Mo s - by L, {(z1,-1) 13.3.24}¢

¢) Para ¢l punto interior

”m = I?LI Ll L,g. {31.3.25])

3.3.3 hofarencias paca elementos tecthgulares

Parz emta geometria es convenlents usnr eoocdanadas normatiradas ¥
1a forea de selecclonaclas ma indica en 1a fig. 3.14.

Debide & 1a gopmetria del rectingulo, las funcicnes de forma ce --
pueden gonerdc, sisctcmiticamonte, medlante productos de pﬂlinqniu-
#n lag doa coordeonadasy,

b

3.3.4 Fonilla Lagrangiana pAfa alementos rectapgulares

g1 las funcicoos de Intecpolacitn se construyan con los polinomics
da Lagrange {ec 3.1.41), e pusden oacrlbic coms

w50 =4 ()4 )

dquefJ.on la funcién de intecpolacién para cuslquier punto nodal b

f* corresponda a4l polinomls de Lagrange para la variable .
gue paga por @ puntos sodaled, ¥, localizades an lineas definidas
mediant o = conmELante; ¥ .{“ 1 el poelinomic do Lagranga parz la
variable 7 ., gque pasa pof g puntcs pedales, L localizadas median-
tei- cendtante.

[1.3.28)

En la fig. 31.17 me muestran los puntos nodalas regquetidos para al-
quoos miem=eos de 1a familin da Lagrange, C1 usg de wataw funclo--
nes estd muy limitads, tants per el pimerc de puntos nodales regud
ridas comy por wl nimero oa términos pardsitos que resyltan en lowe
polinomics & |

1,1,5 Familia Sorendipity para ¢lementes reckengulaces
Lar funcionss da intorpolacién do asts familis aw cbtuwjeron, orl-

ginalments, por inspeccidn ¥ Por asts razon ZTlankiewicr lem asigno
al noebre de Sescendipity, on sladlitud con la princesa ds Serandip.

o+

.m*ib'EQf‘*hﬂ) Para &:n.;1i:a;

"= BE -

de la novale da |forace walpale, famosa por sus descubrimientos ca
guales.

Ezta familia am origind por la conveoniencia de que las funciones -
de interpolacibn dependapn de puntos nodales locallzadow achre los
lados dal elemento, como pusden verse ep Lla fig, 3,18, Em nogoma--

T rig apsverar que las fupcionas generadas por los puntocs localiza-=

doy eabre loa lados, genecan polinomios coumpletos haata sl grado --
trea; pAra apioximdcionss CUArtas o ala, ea noc::iria adicionar nu
daa inturiure:

Lag funcichea ds forma paCfad varids Aproxipacionss se indican a een
cinuacidng

1.3.5.1 Interpolacidn linsal

Se roguleren Gnicamente 108 4 puntos nodales scbos las owguinas

%= 4043 I

3.,3.5.2 Interpolacitn cuadcdtica

iz, 1,3, (3.3.27}

Se requisren. 4 puntos nodales sobre las ssguinas y & punto- noda -
lun cobre loe lados.

aj Para puntoa acbre las segquinae

:Jr{“'EE;)(‘*F‘.&-}[HH‘-??‘-");E-U.;.# 13.3.28)
b} Para los puntoe acbre lom ludos, localizados al centro.
{3.3,29)
u;:-!‘:(té- EE:]{I‘!}JIF‘-; E.:a ; IE:C_‘}‘ {1.3.30)
3.3.5,3 Interpolacidn cthica.

Sa roguleren & puntos oodales schre las saguinss ¥ B puntos nods-
las sohra los lados.
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a} Para puntos scbra las ssguinas
4t 1
M =fz {1+ § ga){”f’ﬂ')ﬁ“ *'V)]"”J; b 4,39 (33,313

b} Para low puntos sgbre los ladoa, localizadge al tercio
q -
”;’;['*EE:H"}:J{”T?E) Para B2l g Betl Liewngy.an

PJI::%{HHJ(I'E{}{HTEEJ pora :I‘, Ty §.x :'.} j;:.t;n,'rln f3.3.33)

F

3.4 Elemgnton tridimennignaley

Al lgual guo el incieo 3.4, e# bosguejan las fum:iune'-s da

inter
laclén para las geometrias aimples formbdas con P2

superficies pla--

RaF Y3 que oo el inciso 3.5 se extienden 2atas funciones & [T

trlas mia gonerales, coma wl hexa _edro.
3.4.1 Elemwnto tetra 'sdro lineal en coordanadas cartesianss

La funclin tridimensionsl Urdesi) ca pusde Tepresontar an formas de
polinomics lincales como se indica a cortingacién

i = el +-l=3(.+"'1'j+-f¢1 {3.4.1)

Lay condleiones de fronters, correspondisntes u los Funtos noda--
les {ver fig. 31.13] rasultan ser

u =y.

= . U .U = ) =Uu
" : . = ' =
:.“."_ ) 2,7 Ay rd, LL,) taa, t (31.4.27]
Pibe S 51y et :
F N raH Tr b Frdp

Al hacer gue la £z 3,4.1 satlnfaga
r\E; = O =hbr = =€y 4 o &
{.. ‘:‘j " LJ':‘- + G;J * JJ-E-

$= u s bul 4 luy rdaZ

L]

g - % shp 2 G+ 4

las wce 3.4.7 cesulia,

L)

= —l—+(¢‘u'; "‘%—[ﬁ'i‘ éﬂum""{ru]ﬁ)

B {1.4.3)
iimp

donde 1’:'.!""'4" as wl volumon del tetral «dro formada con lom puntos ng
dalea E;ja"":i’ ¢ cuantificado mediants

L1 3

i .
I R L T R ¥ 31.4.4
Pooap o up

¥ los cosflcientes ﬂ;,ﬁ-'}f;j ﬂ'.' an coaptifican ;:ou:: aa indica & con-
elpuaciting

oo i
Az |*n 4. 1. : (3.4.5)
Lp 4 1,
Y 1
brz |1 W T : (1.4.6)
i - bl' :r )
% L
e= | = 1 2k (3.4.7)
l-r 1 =r
% 4 i ’
d=|w & 1 [3.4.8)
RLAEE-CR

Las okbras mnntantol{“_-'n bj.l’;, J‘i j-ﬂ..., l='-, '3-.‘*-'1_.""‘: + Lt'? & 3 dp )
#a dafinen enteramenta similay | a las corzrespondlantes ponacantes
a:ll.;_{'; JJ; - . aediante un Intercarhic ciclico de los subindi-

2es en ol orden § ,;,‘i‘m . ton la convanclén aatablecida an la -
fig. 3.19,

Ia »c 3.4.) na pusde siccibir, con las notaclones indicial y matri
clal, comay ew indica a continuacifng

He N Y, s kangd {3.4,9)
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Ta forma slternative para definir lws coordenadas de volumsn se -
ipdica a contionacién (fig, 3.21) '

= Mg -
us==d . (3.4.10) . : .
I"I = Vl‘u-f "'I:l::v" 1,419
donda . : y
. L, = ‘Jpn.;/vuw _ (1,4,19)
.h'_! = [M‘I ”J- N., - p‘ll"" ]fui} {3.4.11) ! ) - )
. L, = Voray fMaav 3.4.200
u; . y '
. - 3.4,21)
U= (4 (3.4.12) " P’w/(/““'r {
- u,
Yelegany Las funcionea de forma M:, para ior elssentos tetrs sdros ds la -
. fig. 1,30 resultsan aar.
1 .
¥ las funclones da forma , a) 3.4.1.1 Interpolacién Lineal
_ . ) . . . 1 4 dales sobra las ik,
N. - (ﬁ‘ + by Q._']' +d; 2 )/G \"'l-"j-*r £3.4.13) G+ Taquleran finicassnts lom 4 puntos oo srgu
D= L ] e T
1.4.2 Elomontos tetra edros en coordenadap Naturales . N, v ' J te (3.4.22)
Da manera similazr al elemento triangular bidicensional, el nﬂnm.
d-lpuntal ospdales requeridos para definir polinomics eomplatom, - 3.4.2,7 Interpalacién cuadcitlca
bl coma el tetra edrc de Pamcal, »e mugskDE en la fig, .20, Se requiaren ¢ punton nodales mohra ias eegRinas y 6 puntos noda-
Laa esardenadas naturalsea de totra edra as denccinan coordenadas - . . 1esbnahr- lasg acimtan, que an aata c.alo sa Buponan localizadas sl
de volumen, L: ;{®l.2,),4, cuya relacidn con las coordenadsa cacte CEnLCg.
slinaa resuleca” sor {flg, 3.21), a] Para los puntos de ssquine
iz Llii-i-l.j_xl"i“i.b:t#'#i..; x,’; . {
3.4.14) _ ( - . -
N, = 1 Lk 1y Ly : Ro=1,2,3,4 (3.4.23}
: .
= Ly +t + L + )
J 5‘ l-j!.- ] j:. Ly Jf {3.4.,15) E] Para los puntos dal centro Jde las arisktas
2s L g + L, 2, 4L 2 4i2 ' }
LT ] A - Rt ¥ =y [3.4.14}) . h]s. = 4 'LI L'J_. {(1.4.24)
1= L+ vy vy i : :

{3.4.17) . N’; T L# {1.4.25) -
. ] -
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3.4.1.3 Interpolacién cfibica

Fe requiescen 4 puntos nodales sobre las asquinas, 12 puntos noda-
Iem acbre Llas 2rictas localiradas & loa btercios y 4 puntos noda--
les gobrg las caras, alineados con los puntos nodales de las arls
tas.

a] Pars loms puntos de asguina

”i____&(al_; _;)(BL; 23 L sieL3AY ez CC

b) Para 1lod puntos sobre las aristas

RED- S L,_{EL,-O {3.6.27)
M, = '?f Lok, (st -1} (3.4.28)

c) Par:tlo- puntos schre las cazia
]":',1 - 33 LI L:. La (3.4.29)

Myz A7 b Ly by {3.4.30}

1,4.3 Familla Iagranglana para polissas rectanguliices

Las funciones da interpolecién, M, , sa construyen directamecte --
con al producto de tres polincmios de Lagrange, como me indica &
continuaaidng

L5, 2,9 = LOLOLE  pas

donda$,7;4 son las variables normalizadas y m, n y p #0n lz2g sub-
diviglones & lo largo de cada ariete (ver fig. 3.,23). Al igqual gqQue
an los elemsntos Lidisanelonales, la aplicacién précrica da estos
slemantos aa casl nuls, por wu ineflciencia.

1,4.4 Familin Serendlpity para priemas rectanqulares

4 obtieren con razonamisntos sAtordmesta simllares a low usados
an 1o elementoa bldimencionkies. En la £lg. 3.23 ae muestren los
puntos nodales asmosiados a los wlementos cuyss funclones de intaeg
polacién ae indican a continwacléng

3.4,4.1 Interpolacitn lineal

54 requieren dnicamenta-B puntoa nodales sobra las esgulnas.

H£=-;If(i+§§:)(1+52.)‘(!+§‘5;} | [3_.4.:;21

3.4.4,7 Interpolacitn cusdcdvica

& requieran 8 puntos nodales wobre 1as seguinsa y 16 puntos poca

lgs sobza lam mzistaw ¥ &0 oRie CasG, a8 palscciconaron an los pun
ton medios.

a] Paca loe puntos acbreo las asguinas

”F}"':' +3 ‘gl.]{ugp‘.}(li'; 'i](g I Vi 13 '1) {3.4.33}
{L='J=.L"'JPJ
b) Fara los puntos achbre las axletas

Hi:J;r(1+I§:}(1+pp:'){ll+5§:) Lz % 08,1002
¥ %= oM =it ;._=t|| (3.4.34)

-

3.4,.4.3 Interpolacibn cébica

S5a requieren B puntos nodales agbre las uiquinai ¥ 24 puntos npodta-
les wobrs las Acistas, Qué on este Cano e localiraron & ioe tar-
cios.

a) Para puntos escbrw las asguinos

t}i=ﬁ_(t+gg;)[1+3’;‘:]{[+§s;][‘1{§t}’t+ 211 - ueam
(iztyn3,---8)
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b) Fara lom puntos scbre las arlatas

,”."E?Ti{"E’J(1*=’EEL]{'*F_ﬂ-](l*ﬁf;] ST
4 g = :"Jé

{3.4.38)
PR j;;::f '

3.4.5% Elementeos anllloe axisimétricon

5l la geamobria del cuvrpe eg al de un 86)1d0 de revslucldn o axli-
simberica {ver fig. .12}, la configuracifin tridimensiopal s& pueds
reducic a un bidimensjonal, dobido a ia posibilidad de sliminar la
warlshie anqulac. Entonces, aes pupden utilizer.los elemsntos £ipl-
tos del Inclsc 3.3, pero con las variablea meocindas a los wjes ra
dial y axial, '

3.5 Blemantas iscoaramfrricon

Fara Ggua cualquier gegmetria, relativemente compleja, sa pueda re-
presentar €on ua nGmoro pequelfo da elementop, 3@ Pecesltan s=lemen=
tos finitem con fotmas mis corplejas gue lam descritas on los incd
sb% 3.2 & 3.4, En eutwe incisg g4 EFolan gesmatcias distgrefonadaas
(lades p wuperficies curvas) de low eléqantos de forma simple que
concduzcan & geomnetcian arbitrariap, segln se pusde chservar ea la
fig. 3.34:; en fande los puntos asoeiados a las regicnes regqulares
mapean x punkos de las regiones irrogulares, ZIn este mapoo, la ra-
forencia original dol wlemento ee traneforma en una referencia cur
wllinea. 451 vl mipeo as uno a uno, se puede sstdblacer una corres-
pondencia entre las cuerdenacas cartesianas y las curvilineas, da
la forma siguiente [caso tridimenslenall.

L]
I

X E x L1
Y =T ;} & bran Y ,-:.r Ly . [3.5.1]
' L
7
z 14 L:

Una ver eatablecida la relacisn dads por la o0 3.5.1, las funciones
de forma ma pueden eppocificar en laa esordenadss localas vy, modiap
te una aarle de Erasgformaciones, determinar loa elementos corros-
pondigntes & una refaroncid arbitraria,

3.%.1 Teanaforeacion de coordenadas mediante funcicnes de forma
i ] ]
sf N; =J'J,-(‘§,5‘J?J son las funclones de forma del elements sn lag --

coordenadan locsles [(no daformadas), & pusdes wecribir la rwlacidn
siguiante:

.l -

i 1
2 ”l.il*- et NI..I-:!\’;KE :[ﬂ:.. (TR ”-] ::1 - L!I':s_ . (3 L5.2)
.
. 1 + i Y |
3'q|3|+.,.4-ﬂ__5_:”; j;:["lu N 'L.j cf = "..J ! i3 'EJ’.
L
1 L) 1 ] "...
zl?Jl‘:ldr--.ilIL‘:‘r”;'I;:[:Jl.*--‘u-l:] ‘;' - Ll‘;_' [3.5.4%

danda x, ¥y, Z mon las coardonadas e la referencia cartealana dl. .
cualyuler punto localizade en el elamento deformado. y i34 ;2h”
1ss correspondientes coordenadas cartesianas de m puntos, suleccio

nados apropladamente acbre 1 frontera del slemanto.

Fara asegurar la continuldad entre las fronterad da los “,lrm““tun
mapeadas, basta con asegurar que las funcionas de forma M, garan-
bicen la continuidad de loa wlessentos en la configucacién no de=--

formada.

La representacifn de la varlable o campo. funcltn W, dofinida an
la ragisn del elsmento, ot tErminos de las coordenddas curvilineas
(% n, £ ) y las funclones de forwa resulta aer.

3

UHJ:(E}?E)U;:[”H“':MJ MWl B U o s

U

donde Y:,i:4, ", son loa valores de la wariable U, &n loa Y paintos
nodales del slmmento.

para azegqurar ta continujdad de la funclég W (e 3.5.5], hasta
con aseguraz gue las funciones de forma »r{f, 4%jutilizadas, qaran-
ticen la continuidad da U4,an las coordenadac dal slements no de--

fomado. .

Las puntos nodalea (n} utilirados para dafinir la interpolacidn de
1a funcisn Mk [#c 1.5.5) pusdan estar o ne ostar relsclcpadas con -
los puntos (] etpleados parm definir In gecoetcis del slazsnco -~
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(ecm 1.5.2 & 3.5%.47. £n la fig. 3,1% 60 mucsttan las relaciones -
Gua sulpugdcn pro:cntar para un elemente plano {cuadrilétero con
loadas turvos)] en donde lpa funciocnes de Eorma h-'.'r,L-.F §. para duli
nir la geometria el glemento fesc 1,%,7 & 3.5.4) son :uaﬂr&ti:ul.
mientras qua lae [uncionos de forma & ., para definlr la funcidn
U {ec 1.5.%) puede zer lipeal {(«h 4}, cuadrdtica { <:0,7) o cG
bica |i=1],

w lisman elementos iEopararétcieos ouands e ueilizan loa miamas
puntos para definir a ls geometria y a la funcldn (n = m) ¥y, por
lo cants, las funciones de forma 00 1A Mismay, &8 Jacir,

b ot :
M= N l=t,. .., n - {3.5.6}
-
¥ #r la actualidad son low elementom de usd was geberelizada,

Se llaman glementos subparamfiricos cuands MLm y alamentos supel
paramétricos cuanda n e oy

3.5.2 Derivaclon de law funciones de forma

Conaidérese al elstema da referoncla lacalgiﬂ'.‘s ¥ BU COrrespon-
dignte sistens de referencia global x, ¥. &) laa derivadas pa.n:igl
les d¢ las funciones da [orma M) . respecto s laa waclables loca-
les, por la regla de le Shdena, &8 pueden SXPrESAT CORO:

E=?_’:’;"_‘+TL’-3!_+3_"'3 {3.5.7)
35 AL 1% 2y }E LR

oo whiax Wy WA (a.5.6)
Y L ?} By 3? P

FLEA U N I S N L - {1.5.9)
Dy, T 3y Y 319y

Law ofe 3.5.7 & 3.5.9 ma pueden axpresar an forma matriclal, se-=
gtin se indica & continuagldn:

-Th =
N 21 Dy 24 ][R bk
Fy | |eF NI || T ¢T3
a | _ |3 9y 2| ] 2k
R R (3.5.10)
4, a3 W 20 T
R A T T U oY

dende J, deromlnida matriz Jacobiana, e pusds cuantificar ex-»
pifaitaments con basa en las ece 1,5.2 & 3.5.4, va qua, por lp --
ez 3.53.6, aa conocen las’funciones da forma an la raferencia lpes
cal (alementos ipoparambtricos),. La expresaién de T rasults sars

- u,
¥ TRy 2

J= "2"?;_‘15'-1.- w ALy, b ?;4_; {1.5.11)
E'&%h }.. '}1} 2 '

En is o2 3,5,10 se pueds conocer el térmioo de la izquierda, ya -

que e Conocen las M, por lo gue s¢ pusds sscribir la ecuacidn -
sigqulente

aH; ATIE

|5 IR 34

' [ L 2 )
rg-j" - J ETe . {1.5.12)
bl By
S . ?;

Fata gue exlita }_ Wi necssACio que +]1 Jacohiano {&ij ] do 1a -~
transformaciin asa Aiforente da caro, ea cecir

daJ =3 = (2% -4 % 2rv) (3.5.13)
T I 3
q_:. ‘?1 'H&" {E!gzg}
'ig o ]
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1.5.3 Integracidn en coordenadas localas

En nl métode del elemento finito o8 muy frecuante cu;htificar 1=
tegrales wobre regicnos de los diverags alementaws finitos, coms -
las indicadas a contlnuacidng

UI :J GU CJ'U - [ C,(l, 4, !JJZ_JJ ﬂrl t3.5.140
v v :

A =J G, d4 =L H (z,y)d:JJ (2.5,1%)
F

b =5 G, d4 "L Flayde 13.5.16)
L

Dabida a la complejidad, tanta de las intengrandos coRc da las &
glanes d= integracidn, e3 convenlance sptnhlecer lam integralss -
anteriores eh funci&n da las coordanadae naturales y guedan coms

#a indlea s continuacléng

Ve =mJ z,(%,7,8)dedy Jﬁ

(3.5.17
Ar :Y [L REEVE %) de ‘1; {3.5.18)
Ly = S! & (5] R {3.5.19)

Aungque las regliones de integracién de jam ecs 3.5,17 & 31.5.19 ex=
ten bles doflnidas las funcicnos ﬁ? ,3. L] i roaulkan, en ga-
neral, suramonte complaias de tal maneca que, paza llevar & cabo
ias integraciones, 3 neccsarlo un wktodd nezkrico, Qua aeE wid -
spraxiracisn al provlosa.

3,5.1.1 Integracifn numérica pars rectangulos y prismas rectanqu-
laros, -

LA cund:itur:’racnmendablc es la Caupaisna on donds el errov oa
dol orden GLA "l Con oath cuadrdtura, las ece 1.5.17 a 3.5,19 ma
transforman a0 laa siguientas.

-

"':"'i i 5‘- H:. H o H v:?(f_ ) 2 ,S..j 13.5.20)
Ay = i E: H Hj 6,(5; > 2) {3.5.21)
L, = “-. H; EL.( E‘} (3.5.22)

L=

~ donde H: son 1low cosflcientes de pesoc ascciado & las abaclane g;,

por donds e hace pamar ia aproxioacién polintelch,/ cuyos valoaran

. we lodican an la tabla 3.1

3.%.31.2 Intpgracidn RUmETick para tridpguloa y cetra edoow

tap coordensdas locmles de optos elomenton difleran, Ladpesio & -
jam dal ipciso 3.5.3.2, en los pigulentes puntos.

1] Son lipealments dependigntes y #on mhyoled #n nlmero fund mad)
que las coordansdas chitesizniaw.

i1} Loa limites & wariacldm son difacentes, yd qua varian de O &
1.

A fin da continuar com ai uso de lae ece 3.5.7 & 3.5.13 wa pueds -
hacer ol siguients ¢apbic dm viciables {para al capp cridimensic--
nall.

t =% (3.5.231
7 £ by (31.5.24)
Ve by [3.5,25)

(3.5,.186)

I-§—7-§=14

como laa funclones de forma N: astdn dadas en fupcitn de las vazim
blen L;, el cileuic da sus derivadas da podrin sfoctuar ol ple-
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sionea da la forwa sigulenten

-l . 4 . d
LI S TR T +'3E-‘li: L e
1 3, B M, g Thy 3% gy 9%

Al utilizar las eca 3.%,.23 & 3.5.16 an e & 3,.5.27, rasults
e s {1.5.28})

da caners aimilar se pusden cbrtener lia slguientes scuaciones

:}"-:: "&h‘; ':'”.'
— = m— — = .5
?? LJ.. 'ai.f 3 =

&
L L o 1 {3.5.30)

g 2 L, 'EH-:.,'
Las wcd 3,%.17 ¥ 3,5.18 sa sdaptan a loa carrespondientes limites
ds integracidn y eony

[SE SR LAY

Jafrluh:‘yl—\'}ﬂt‘\ J‘:J'rz'“,:!] -5_.31]

v ﬂjéi £,5,5)45d5d 5 J

o

ta aproximacién ninarica da law eca 3.5.31 y 3.5.33, medianta la -
fArrula de Mazmar, oe lndlca & continuacldng

"

]:df‘i.{sa:r}“d) —ﬁ

.,
E'[hil'hll.}df.la“,‘ (3.5.30)
I '

\'4 - ¥
V=2 {QW): W ) (3.5.33)
fiy = é (Z W {3.5.34)

- 80 «

dorde el limlte do la sumatoria (n} represents ios puntas de intg
gracibn considarados (ver tablas 1.2 y 1.3}, ol simbole (: {mdi

.ca ol vaior do la Funclén limitada par @l paréntoais un las coor-

deradan da los puntos dw integraclén {ver tabla 3.2 y 2.3) ¥ wW,”

w. son los factoree de peso correspondisntes, En lag tablam 1.2

y 1.1 me aspecifican todos loa alementoa para sl omo da las fdomo
law da Hammar. ' : '

4 asn e

———m



4, ASPECTODS WUMLRICOS DEL ELEMENTD FINITO

Con Lase en lon deosarzolles de log capltulos anterigres se pueds
amovorde que para poder aplicar el mitods del  elepenta  finite,
en la aoluclén d¢ lox procblemas qua ko presentan ¢n la prictica
prnfc:iqnail ea necesario ol upo de una computadora digital. For
la tanto, ¢a pecesaric desarrollar programas de computadora gqua,
con la {nformacidn de la geomotrfas, ¢l matacial y las cargas ,
1 :nnl{rurnn y 6o resualvin lam orunciores de equilibrio correg
pondienter, ¥ 6e determinen, sdemfs;los alementcs requeridos pa=-
ra ol amilieik v el diseqiv do las natructuran. '

En asta chpltulo ee resumen lod bgpocton numéricos que forman
parto da los algoritmes asociadow al métode dal elemento finfto
y que, drade el punte de vista do computacién, controlan la eli-
ciencla de loa progracas e cnmbutndural agccladon a los algorit
DoE € Susitifn.

4.1 Salucidn du los gisteman de pcdaciones almebraiciae lineales

El wodelo maremitico correspondiente al distema de ecuaciones al
gqebrafcas lineales se acostuabra represesathr COMOL

ﬁ X - I_: [4.1.11

donde A Fg la matriz de coaficlentes (da rigidecen, X, en mulestrd
cano) cualrada 2e n renglencs por nooglumnad, b el vector de car-
gam (B ch nenakre fasn)l y x el vector incdgnita [los desplazamien

tag UV, 0 puesbro CAaED) .

Lap pfiendas do salucidn para rerclver ol medelo materitico dado
por la og 0.1.1, conforman dor grandes grupos ¥ son: los métcidos
diractos ¥ loz nétrdos ifteratives. Lod que aftualmeste S8 encdsn-=
tran on umo e &l pitods del alemanta Firito son los direckos ¥
de este grupo, ios Senominades compachoN. gqué EGR lod &ue 58 dee~
criban &4 continuacidn.

4.1.1 Hﬁtudul.direttbi generalen

£a al &lgebra linesl se decucstra Gue cualquier macriz A, no 6in-
qular, st pusds descompontr en ol products de dos matrices Tridn-
qulares, wra interior L y otra supacior U, con la condicidn Se qua

algunas de allas e5ts normalizada (todos los wlamentos da la diago-

ral principal son Iguales & la unidsd], Entonces, se puede escri-

bir 1o siguiente:
A~LU : {4.1.2)
Law marricar triangulares L ¥ U, so cvantifizan con la ac 4.1.2

y & tal proceso se dencmina triangulacifn. Al sustituir la ac
4.1.7 en la o 4,1.1 50 cbtiene

LiUx=ph 4.2.3)

o g 4.1.1 Ba pusds escribir ¢omo

Ly-h _ (4.1 4}
donda
UN=7¥ . 4.1.5)

Lag cea 4.1.4 v 4.1.5, wvonocidas como sumtiltucidn kacia adelanta
y sustitucidn heclia a:ris. respectivaceonte, oicahlecen que el pro
ceno da triangulacidn {ec 4.]1.1) traneforms al sistema urig:nal,-
gue ex arbitrario fec 4.1.1} en dox sistesse trlanqguiares [ecs
£.1.4 y #.1.5) gue son mucho wis aimples Jde resclvar.

Ce acuerde con las doz pesibllidados pars salaccionar a la matriz
normelizada,:pe ghtrienen loa Jos eétodos sigulantas:

4,1.1.1 MErpdo de Gauss

El miitods de elimigacidn de Gaves an forma compacta se ohblene
cuando la matriz triangular intorior estd normalizada, es decir

Lyim 1=l,...,n {4.1.6)
£.1.1.2 Mitods de Crout

rl mécodo dm Crout ep forma compacta sa obtiens cuando la matriz
normalizada as la tringuiar superier, o Mca

U, -t lai,...,n BT 18 O )
4.1, Hétodox Jdirectos pard satrives simdtricas

51 la matriz de ceeficientey e aiolitrica , a8 declr,

A = p {4.58)

los pitodos de Gauss ¥ da Crout se puedan podificar para tomar
an cusnta tal situaciSn, Pars slla, la ac 4.1.%, con base en la
macric fdantidad, I, ke puads escribic como:
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1 i

o ) 4.1.9)

A-L -Lbo oy

]
1=

u=Lp
dorde D es uma makrir diagonal, formada con la diagonal de U, en
al método do Gavne, o bBian con la diagonal dw L, en 4] mitodo de
Creut. )

4.1.2.1 Mitodo de Gauss modificado.

51 la ec 4,1, 5F guada arreglada ooma

A=LD Erl y=spLpid t4.1.10)
danda
geBu ' 141,11

Al hacer gua f} sc 4.1.10 satisfaga la condicidn de simatria
[ec 4.1.8] 5a cbhrisne qua

gr o ET" repd (h.1.12%

de donds ee concluys lo elguicnto

T-1 ) S (4.1,13

Al Bustibtulr la #¢ 4.1.13 an la e 4.1,10 Fe obtlane el procesp de
rriangalacisn para sl mitodo da Geuns modificeds pera matrices sl-
betricas ¥ resulta sar .

petnr {4.1,10

La ag 4.1.1d ovtabloce gua wl procosd de triangulacidn gqueda defi-
aidz por ura matrit cwriangular Inforfoe nocnalizada ¥y una matril
disgonal.

Il proceso de sustitucifn se obtiane al sustituilzr la ac 4.1.11 en
1a 4.1.1 ¥ rafults

Lo sk - : 14.1.,15)
La ¢¢ 4.1.15 #u pusda pecribir como

LY=pb ' {4.1.18)
pLx=Y 4,117

La ec 4.1.16 o4 la suatitucisn hacis adalants y la o0 4.1.17 la

sustitucifn hacis atras

- - !
4,1.2.2 Hitode da Crout modificade

£1 Ia e 4.1.9% gueda arreglada coRu

A LEDYU= LRV (4.1.18)
danda
T=np*’ ' {4.1.19)

Al hacer qua la ec 4.1.14 seticfaga la condicién de nimetria
fec 4.3.0) romulta que’

W o TeEDu {4.1.20}

la ee ¢.1.30 eatableca qua

L=y S 3T

‘Al gustituire Ja @c {,1,231 an la ac 4.1.14 an pbtiene el process

de triangulacifn para wl mbtode de Crout madificado para atrices , gua
ge indica copo

a=ulpy (4.1.22)

‘ Ta e 4.1.227 establece gue #l process de eviapgulacidn gueda delfi-

nido por und matriz triangular wuperior normalirsda y una matriz '
dlaganal.

k1 compatsar 1a6 ece 4.1.44 y 4,1.22, gue definen 1oz procascs da
triangulacifipn para ica mEtodos da Gause y da Creut,medificados pa
ra matricres pimitricas, &0 puede conclulr gua ne existe difarencla
entre allos y los métodoe modificados puedsn Llamarge mitodo de
Gauss-Crout.

De acuwrdo con lo antazior, laés ecuacionas de sustitucitn hacia
sdelante y hocfa atrds, an notacidn de matrlcas toiangulazas SuUps=
riores norsalizadan, se pusde sscribir como aw indica s -continua-
eifn {ya qua U = ETI )

U Yy=bh f4.1.27)

DU x Y . t4.2.24}

Jf.1.2.1 nitodo da Cholasky

Sa punda considerar coms una variante dal pdeode da Gauss-Crout, .
para 4l caso en que la mAtrix A sea positive dafinida. Entoncas :
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Ia ec £.1.19 0 pucde cacribir coma
W ¥, aT - »

Ao UTLO LYY o uwy . 1.1.25)

dorde la matcie triangular us = pt/? D ya po gsta normalizeds,

Lag susti{tucionss hacia adelante ¥ hacla atrds sw obtiensn al sus
tituiry la #c 4.1.25 an la ec £. 1.1 ¥ resultan ses:
ar

vy e

Wi =3

1.1.24 an]eccisén ¥ vrganizacifén dal mftode de solurlfn

(4.1.26}
4.1.17)

La selrecisin dal mftods deba hacorse con baxe en 0l menor nlmers
de vperacianer eanrumidnoras dan tiempeen la compuradora. Fara ma-
tricen simitrican que an &l cago de interds, el mitordo de Gauze-
Crouk, oardenade eon forma inkteligente, efectua menos Qpearacicpne

Gue el 2¢ Chalesky y ar al que go racomiernda. S5u algoritmo se re-
Bume gn 1y tabla 4.1

Aungue e low degarrollon de las ecuacionss de Jos eftodos d¢ go~
lucifia ke emplaarcn varfcs arreglos catriciales, y vactoriales,
en la corputadora se debe ueflizar el zeqar ndzaro de ollos ya -
Gue, on genaral, la capacidad de la wemoria ripi{da rata limitada,
Ein 1a tabla 4.2 se presentan las schbrgtinas dol algoritmo da
Gauss-Crout, on donde se urfliza un arreqle matric{al ¥ un acra-
gl vectorial, par lam razones Indicadas a continuzcisn

4] La mattir diagonal. D, so guarda en Ia diagenal da la marriz
origipal & ¥y la matcfz triangular fuperior normalizada we
guarda en rl trifngule guperinr de la mateliy origlnal A, Lo
dnterior =o pueds chanrvar en 1a subratina TGCCCY da la tahla
4.2, ¢n donde ao onira con La matris uriginal A.

bl El vecter ¥ ke gunrda en &l vectgr B isustitucisn hacla adelan
tel ¥ al final, el vector £ ez el gque queda guardado gn el ez
tor b suptituielsn hacia adelantel. Lo anterior se indica en la

suhrutina SCCCC] de la tabla 4. 2, dozde sw entrs con la matriz
triangularizada ¥ ol vactor de cirgas,
Otro aspecto rulacionadeo con 1a organizacién del mitoda da solu-

cifn concists on romo me llaven & cabo lag eperaciconos matriciales
ce los slgoritmos. Como Unk recomendacisn a priery gue se jusrifi
2a ep wl fncime 4.1.3, lan operacicnes con lay matricew convians

- B -

realizarlas por olumnse ¥y &n lan.suhrutinaa de la tobly 4.2 ya am
ircluye esta cecosmndacifo,
£.1.1 Organizaciin de las ecuacioneas do eguilfbrio

El ordepamianto 4« las ecuacionos do cqullibrio depends de 1a nume
raclén de lop puntos nodales y ez la que determina la :unrigurfi
cifin 42 los confifientas de la matriz A, que es do la forma mostra
da en la fig 4.1, pars matricas kimtcicas. Do acuerda con la f1g
4.1, la infprmacifn carrespondiente al arreglo matcicial A s pus=
de manipular con menor ¢ mayosr eficiencia, tanto operativa como ds
capacidad, &4 so guarda on low nrrogloe deaceitos a continbaslin

4.1.)3.1 arenglon cundrados

Eate arraglo aos el min elemontal (fig €.17 y, de hechg, lod algo-

ritmos da law tabla 4.1 . wst&n demarcollados pars astos

arresion, A continuacidn pe resumen sus desveantajas numdricas

a)l Existe gran despardicio de eppacio en lamemorls ripids por que,
al pency, #0 AlRAacEnan I;l % n {n=i] elesentos gua ne se'utili-
zTon, ya que ng &% operan con ellpe (cartidadas Bajo la diaganal
principal d¢ la fig 1.1} .

B Exiate otro dosperdicic da wipacic al quardar cantidados nulas,
loralizadas arrika de loa contornoe mostcoados on la fig 4.1, Ca
mz ton estas cantidedoas ai se opera, Epmbifin oxiste deaperdicie
de Efempo.

La loealizacifin de low elamontos cn cstos arreglos nm directa

4.1.3%arreglos roctangulares len bandal

Zn 1a fig 4.2 8& MUERLTan 101 coeficiantes gue dafinen & 1la matriz
A, comprendidas ankro la banoa limitada por la disgonal principal
; el contorno 4o banda, Indicados en la fig 4.1, Fatos coaficientes
forman uh arrwglo recrangular denominada arreqlo an Lahda, cuyls
desventajay s r-tuian 4 continuacidn
al Existe tedavis d‘;pirdiclu da wspacio, pOTOUe se almaconan #la
mantos que ne axisten an la matriz L, CGRO KON 108 TS Qua
. gparecen en al triingulo irfarior derecho de 1» fig 4.2 qua,
dezda luego nRO s Gpera coa eilos.
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b) Exiate otro desperdicio de ospacio al guardar los carce gua
existen entra 10f contornos Jde silusta ¥y da banda, mostrados
cen la [ig 4,1, Puerto gud Con estod ceros el »e opcra, tam-
Bifn oxiAte desperdicie de tieopo.

Para la iocalizacifn o los wlecerntoe un weke arragla, =0 relacidn
con el arreglo cuddrada, no e recuiere Infoppacidn adicioral al
anche dao banda, y &6 pusda dofinic una relacisn que {dectiffiquen &
lag columnas, pa fgud son las fnicas gquo we distorseionan

4.:.4 Arreglop unidimensionales (en wilueta)

En la fiq %.3 s muastran lod Cocficientes que dofinen a la matriz
bk, comprendidos ohire la diaqonal principal y el cuntorns de silug
ta, Indicadas en la fig 4.1. Laraz coeficientes forman un arreqgle
unidionensional, al calocar laz columna® una tram Gira.

En ests Arreqio ne £a puede hablir de desperdicic de espacio ni
aperativa, ya gquo $o climinan todes los ceros no oporatives y, por
lo tante, £4 2l arregleo mis offivientd gue hasia la fecha se ha lo-
grado. Para la localizacifin da los elesontos en aste arcegio &n
telacitn con ol arreglo cuadrado, se roguiere un ArfTegle adicional
teome ¢l IA mostrndo en la fig 4.3} en dande ¢t edpecifigue la lo-
calizacisn del elomynta da la dlagopal priscipal corrgspondiesnte &
cada cplumna, Copn deke arreglo sa puoade definir una relaciln gue
{dentirigua tante 4 tom renglonos como k las columnas dlatorsipna=
das al pamar al arroglo unidimansiconal.

4.2 Solucidn de 108 mlisteras de ecuaciones diferencialas ozdiparias

lintalen

4,2.1 Introdeceltn

El modgle matezitice corrcspondiente a las ecuaciconss de equilibrio
Ainimico de los medioa continuds modelados con la toorZa da la clas-
tiridad e indlcy tan las ped 7.3.48 & 2.3.51.

La salucido de las wc3 2.3.40 pueds obtenerge oecdiants la apllicacifn
de loy procedizientos clicices para la sglusidn de aguaciones diferen
cialeg linealeps con cosflcientas oonsLAntey. 5in ethargo, tales mSto=
dra resultan, en goneral, ineficiantea para los alskbemas EBETuCturs--
los. Forf tal razon se han desarrollade edenicas sspaciales Gue CoRAn
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en cuenta las cari:ter}stlcal de lag mactlces E, C ¥ M, pars me]orar

ta eficiencia del mftode do Eolucifn, Tales procedimicnios conducen

a 408 clases de pitodos denominades, direckos y de pupacpoxicifn

mndaf, Lox mitodos directon lategran & l2 ec 2.3.49 en Forma direces,

sin ninguna trapsforsacilin, Lok g Intwresan son o8 de walo Aibple,

¥ as bagsn en lag ideas:

1) Sz saviefaces el oquilibrio Onicament? en puntos discretoR a inter
valos AL, dopcminadc page da integracién (fiq. 4.4)

2} Se supone conocidas Ia variaciin, en €] intervalo 4t, de los des--
plaramientoms, valoCidadam ¥ acelgraciones,

Laz Ideas anteriopas Londucen & mbtodoa proximadeol, ¥ la aprodiba---

cldn y ol coBto de cada mébodo Aspendan 4& la varisgifn gua ag élijl.

Log mEtodos diresccos Ges ea uwrllizan con mayor fracuancis se listan

a4 centinuvaclén:

al Mitods de diferencias centrales
by} #dtode de Houbolt

¢} Mirpdo Theta de Wilzon

d} Mivodn Beta da Newmars

gl PMirodo Alfa de lllber

£} Motods cibigo  da ACgyran

La diferoncis hisipa =ntre egto¥ mftodos se encuyentra &0 la forma an
que Ee aprexima la respuesta en el dintervale at,

En los mdeodos de difcrenciam e¢ntraleeg ¥ da HoubolE, se emplea una
aproximacian de lag arelerscioaes ¥ valoClidadeg en térmings da los
dasplazanaiantog, mediante difarancias finltas.

N vl méLpdo Theta de Wilzon, #a supona wha varfaclén lineal on el
tnteryals Lt , 4 184E] | dende ol parsmetre §2>| , controla la con
verqeneia y eatabllidad del mdtods.

Er ¢l rtrodo Beta da Mewmark, $¢ generalira la variscidn lineal dw
12 acelapucltn mediants dom parmetzoa & 4

En el nfirpdo Alfa da Hilber ga nmélea 1a misma aprosimacicn que el
Beka de Newmark pero Introduce uUn tSrming perturbadar qua e céntrg-
12 madiante un pardsctro S,

El =ftoda ofibico de AMgyrie, 1a fueria da inercis #é aproxims nndia11
t# una variacifin cluica £n el intarvale 4%

El propéeitd que sa parsigque an cualgiar aftods de integracidn nuzd-
rica ey qus ol oitode #ek eficlante on wl contexto d8 una Luend Apro
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ximagidtn a yn bajo costa, ;
Ea necrsario hacul ROtAr gue entre mak peoueno :g¢ alija el tamado
del pase de integracitn [44) ooior sord la aproximacidn; sln sabar-
go, #1 costo del tiempo de computacifn zosulta mayer, ya que Gste
3 directamente proporcional al pfiners da pasos de integracign, En-
toncew, la ef(ciencila do wn mi3todo deoponde de 1g eleccisn apropiada
del paxd de integracién, &%, para 2! cusl el oitodo converge & la
salnciin. .
La convergencia de un mircds e puede probar al satisfacer lap oon—
dictonrs da conaiatencia y eRtabilidad. Adomis se ha ohservads que
cuanda el tamape del paso oo grande, comparada <on e=! perfada mia
corte del mistema, la solucidn zprozimads, no chstance tatisfacer
2l erlterio de estabilidad, picscnta eizores significatives =o lag
amplitudna corrompundienten a loe primeccr pasos de Integracidn. Es
to fenfAcnd e connce £on el nombre de wucodencia y debe inventigar
EE QU N 8f predente en gl mitodo peleccionada,
Zn ol mitodo de muperposicitn wadal sa transforma ol sistems do .
ecuacioned diferenclales acopladas [ec 2,3.48) ean 1 ecuaciones de )
un gr‘ado de liberead, desssgpladas [fes el picero da gradss &u 1li-
bertad de lag ec 2.).48). La transformacitm que se whplea para dasa
coplar las ecuacionss se detorwipa 8l resalver ol COErespond ] ence
prodlemy de vibragldn libre de la ec 2.3.40 | cusado & = cyPeon,
fue conduca a un problems de valores cavacteristicos. Fhal espacio .
transformada tdeaominads natural} se integran por sepacada lagp L=
cioney desecopladiy, cuya asluciin se trankforoa al aEpacio orlginal.
EFl pitodo directo que se deacribe &n edb# resumen, <Uy0 uso se Teco-
micnda, ea el mitodo Pota da Mowmark, paca A=1/4 y .'_:‘--i. ¥Ya que
es Incondittionalmenie ¢stoble se ghtiane budna apresimacidn y no
preseats ol fenfoweno e excedencsia.
I mitode de scperposicidn sodsl tazhien se recozienda coma método
eficlents para chbtener la rodpussta da sisteman lipeals=s.

4.2.7 HMérodo Bets 48 Hewmark

£l condlderar quo la variacifn do la acoleracidn ralativa, asgocisca
t cada grado <o libotcad, tlomo una variacidn linsal en al intepva-
13 de tatagracisn L4, 1] . coms se indica an 1a 219, 4.4, an ab
tienen laa sxpresicnes sigulentes:

aa wr - ) -

U=y i4.2.1)
U= .:..Jx_di(fj,-—i‘li‘] 14.2.2)
-1

Y =y, + bt t, + L IXNE U, + 1‘-‘14} {4,2,3)

Con Sawe mn las oce 4.2.2 y 4.2.3, Nevmark propone la aproximacidn

Eligulente:
[_:i = L:‘[. + (l-h‘l)di LL_JL + Y 4 l::;, t4.2.4}
Y =, + bt 0, 4 (1- ;a.)z,v" v, {/a.'.t"'f.i‘ (4.2.5]

El parfmatre A estd rolacionades con la estahbilidad del méteds jpara

' ﬁ= lfd ; ea incondicionalesats astable] y el pardoetro ¥ estd rola-

clionada con la exzabilidasZ y convergencia del nitoda dabido al apor-
tiguaziwnto matenmitloq gue pucds Lnducirsa {para } =1/7 , no sxiste
anartiguamlento macemdtico). Para el cago &n goa H#-1;’6 ¥ E‘-lxi,
las ace 4.2.4. y 4, 2.5, w00 lqualee a lag gce 4.2.2 ¥ 4.2.3, respac~
tivamante.

Al definir los vectorss & y | , como 3u indica a continuacifn

4 = G- 4 =¥y &t U, (.2.6) -
boU, 8O, (4p) U, 2.
las eca 4.2.4 y 4.2.5 se escriban coma miguar

.Ltjl = a4 & it Q' 6. 2.49)
y, - b +/6 “—"i.-":.' 4.2, %}

Al valuar lax ecuacigpnes de movimiento (e 2.3.48) al fipal ds) in-
tervalo (%= Ell ¥ #n la ecuacifin resultantes Be sustiruyen las &ca
d4.2.8 y 4,2.%, o cbrieng la siguiente expreaifin:

:HU. rea+rst ) (b +p Atlglj -EI (4.2.50}

qua Pucda wecribiras como
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y=70 {4.2.11)

danda

i
k' = ™ LA +F‘ bLTK (4.2.17)
r- % -cCa - Kb . {4.2.131

La scuazifin que goblornda a la acelaracitn al flnal del pawd w5 un
sistema da wewaciones algeSraicas linealea, COMS 1ps desaritos en
el incise 4.1, Pursto qgue lay matrices M, £ ¥ ¥ son simdtricas,

Eﬁ tarhiidn lo es. SL ol tamang dgl [ 4t ] ue Cconservay constants Jy-
rante el procesc de [ntegracifn y puesto qua las matrices M, C ¥ K
=40 condtantes, E* tambifin resulta constanta.

Al sugseitufy 1la e 2.3.4% en las eck 4.2.12 ¥ 4.2.13 am obtlenen
las exproslonce siguientes:

E“Z(..;--,*L{u)r-_‘- + (¥ LM +/3‘”‘2)E [€.2.14
fz?-_uttig_,_lg:{/(5+h\) {4.2.15)

-
1

La forms wistemitica para utilizar =1 método de Newmark de Buestra
en la tabls 4.2,

4.3 Epnuema sirole pars organlz8f wn nrogoama de comput adora

En la fig, 4.2 s& mugatra, en [ar@md niquecaticd, loa agpactod Dag
relevantes para coanktrulr un programd de computadora elsple, bazads
en el mdtodo del eiemonto finito, para caprgem satiticas,

Una secuoncia a sequly para conattuelr 2] programa Ao computadora

puede ser la siguiente:

al Se dafine el modela mate=itico que se& va & resuluér. Fara ellp
s¢ proceds como se bosgueja enocl caplitule 1.

b} Se eapacifica Ia forma da como manipular los pn:&muf:ul que de
finen a los matezrisles con fud B2 va oensbrulr la eebructura,
¢ acugrdo con las aruaciones canstitutivas dol capfeutio 1, sons
£# y P . Bite sw define wn ol bloque indicado con MATERIALES.

c) 5a ustdbhlece como Jefinir la gocmetria de la estructura por re-
solvar. Queda dafinida al conocar lis coordenadas de loe pantos
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nodalce en quo me idealiza la estructura, segln &1 capitule 2.
Eato sg realiza on el blegque llamade COORDCIADAD.

&) S50 ospecifics la infarmacidn necesarlsa para citablecar las ecya
ciones da equilibric de gcada uao d¢ loe elemcntod de la estrus-
tura {por ejoxplo: puntos nodalas, material, geotitrlia, [uaclio-
ciones de interpolacifp, pte). Con tal InfarmaciGn se puede cong
erulr la matrlz de rigideces da cada elemants, lugdh 56 indlica
an los capfiulos 2 y 3. Tamhiln es pumda establacer el enmarbls
dg la matriz da rigideces, como se ospocifica «n ¢l capitule I,
Tada lo anterior ¢ reallza en el bloque indicado par ELEMLNTOS.

al &8 indica 1a fesma de introducir leoa condicicones do frontord an
la matriz de rigideces (capfeulo 2) y so licva & cabo la Erlan~
gulacién {cap. 4). Ests acelvidad quada indicada en al biogue
deponlinado FROMNTEHRA.

f} G sistematiza la forma &4 cuantificar ¢l vactor <a cargas con
opulfin a4 varlas candiciones de cargod. Lad fuerzas debidae & o
funrzcoe ¥ dsformacionos iniclalas, peda proplo, ¥y CAargas da Super
ficie en ias wiemontos finitos {capituloe 2 ¥y )M ey convenienca
cyantificarlos &n el blogus ELEMENTDS. En el blogque CARGAS sa ax
pocifican lam carqas concentradas gqua actuan en lon puntos noda-
las y 56 llevan a £abo lam operacicnes indicadae, do acuwarde con
los capitulom 2 ¥y 4.

Ea muy recomendable que los blogues mestradoa funciones c030 sub-ru
tina® controladas por un programi principal gue parmita el dimensis
namimnts eficients de los arradglos gue ee utilicen en las sub-ruti-
nas.

Saade lutgo que al eaguema sfiepllsta do la fig.d, pusds tocex @ag---
chaa vartantes gos dependarén da la axperilencia numbzica de Gulenas
las slaboren.
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TRDLA 4.2 hlgerizmo del pébgdo Dota do Hawmark, Dara Blstamag
linealea de varios qgrades do liboread

a} Calculer laa sigulentes constantass
a,=Fat

q.:: ﬂ{ - qn

ﬂL:/Bdt B - .‘

aldt

oy
W
"

B Cometrule la matels KY
L
E =ﬂsﬂ+anﬂ

g] Triangularizar ®*
Para cada paso de intagracifing

d} Construlr los vacteres @ ,& ] r
= u. -+ ql uﬂ

=

_p - ta —k[ 48 FE]

LA,
e} Calcular L mediante la sustitucifn hacla adelants y hacia atzis
en el slitema da ecuacionas
%
Fio=r

- I,

a
Loy + U, F G Y,
¥

#) Calcular los vectored '

{i-‘l=9 4.-&“!_._!*

L o+, U

o
i

o

=i

X

+ Xydg + Xy dy

L= Xy dy

"

" ui-rvi-rwh

v

WpdyFtphy T U, A,

hy*

tuh

wr

b ) HMotocldn trodicionat | sin indice )

ol Nolosion indigial

4

Sistemos dg¢ referencia cortesiang

Fig 1.1
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= -

Zapala corelda Muro de relencidn = . y

Fig 1.3 Regidn pora los esicdos planos

Presg de  tierrg

Fig. 1.2 Ejemplos de problemas de estados planas
de deformacita .
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Fig. L4 Eastade plono de esfuerzos. Placo delgoda con cargas *

&en su plang.

unyfr, 7, 8% '0}1(‘&;; H !'G_
yayir, z, 8 ez tEarl
wewlr, z,0)

Fig. L& Cempontntes de 105 tensores de erfuerio y de deforma-
. cién en ung referencia cifindrica.

Flg.15 Sistemo de coordenadas cilindricas para sdlldos
axisiméiricos



Reclangular

Anlfla triongulor

Unidimensional

- 106 -

Triongular
JCyodriidiers

BIRIINIISE O 3D Joqel owqnba ja

433300153 Dued soLug SEIWRWHIT ZZ By

- 107 -

G = §3opou sojund ap oL
€€ = sojwy StHUZWAE ap /| .

A
uy

Hexaedro reguiar

Anillo tundrilolers

TR saiuE
—#3 U [ $G7iEnsa ap -’
ounid opoysa) 1SLOISuSw DLy
LRBd pun ap ugrIeToep| |2 by

varlas formas,

de

Elementos flnlias

Fig. 3.1°
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Fig. 3.2 Elementos cuodraticos .
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Fig. 33 Elemenlto unidimensional ¢on voriocion

Iinen! ¥ origen en un exlremo.
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Fig. 3.4 Elemento unldimensional ton variocldn

lineal y origen en el ceniro.
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i Fig. 3.6 Elements unldimenslanal con var jocidn
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Fig. 3.7 Coordencdas 8n uh tlemenio an &l qgue =8
. wtllizo interpolocidn lineal. :
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a) Variable no nermolizeda con origen wnun exlremo.
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b} Varluble normolizada con origen en un extramo.

-{ - ] -"—E
1 . .
© 1
E:-'l f=0, E'rl
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¢} Vaoriable normalizoda con arigen en el centro.

Flg. 3.8 Aproximotidn lineal en un elemente lagrangicno.
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Flig. 3.-9 Ap-rnnimccidn cuadrifrica ©n un elemente Lagricngiana.
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Fig. 3.12 Elements triangular’ lineal.

Fig. 3.10 Funciones de interpolocidn de Hermita.
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Fig. 3.11 Tridngula de Pascel.

i Fig. 313 Fomilio de etementos trigngulgres .
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Flg. 3.14 Cocordenodos de area.

Fig. 316 Cowrdencdas rormalizadas porg un recidngulo.

Fig. 3.17 Famllio Logriangiona de

g=-

Fig. .18

o} Linegl

e
o { Lineal )
£} Cibiso
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1} o L} b

¢} Cibko
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reciangulas |

d ] Cudrtito

Serendipity da racmnquln:.-
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Elements tetrgedre lineal.

L Fig. 320 “Fgmilic de tetroedros.

Fig. .21 Coordenadas de volumen,

K nudew [Condriticel}
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Coordenados lacales
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{ Lineal ! »
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Fig. 3.23 Fomllic Sarendipity da prlsmss rectongulares
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Cogrdenadas corteslancs

Fig. 3.24 Mopeos de elementos bidimensionales y tridimensionales
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Flg. 325
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| i _ MATERIATES. 58 cupeeificam los valores oe EJ‘J} E"1
para todos los materiales que {neecvianon
=L
COORDENADAS. Se proporcionan las coordanadas da
. J o los puntas pedales don la eRtructura
1]
J S
i E ELEMENTOS pATRIZ B
I -
. oo
H
i i '
i -4 Leg éa infar-
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s —_—ty b2 g —
ol
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Volores par conocer ol finol del paso ; o Uy it B o diciin de carga
1 < lea ia informa
H ciGn requerida y VECTOR Tr
oo njecits lo n
= indicado
n - 'l - " E‘ b
Fig 4.4 Variocién lineal d2 o coelerccion en el SUSTITUCICH U
intervale- de inlagrecidn , at, o
. . oo o EEFUERZOS

"Fig. 4.5 Oryanizacién eaquendtica alEpim para un programa
’ computadeora el =Etodo del aleponto finlto [ astitico)
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consecut [voRs F;- WALX,phra AL = )
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como 1s suma acumulative ds los incrasantos dx defor

TR T —— o -

sacidn, da sbaja hacis seriba.

' n
. !allﬂ-f 4%1 = gpaf s u: .

ul
Exto now darcd un coaficients multiplicada pur v pary
" oada mana,

6. 8L la sstructurs satd vibrando eao wa woda 1a confiqu-
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En ganiral, los valoras da 'l calcylados para cada mawa,

c.a:c-.;lu los incrmmantcs da deformaaldn coryaspondien
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‘la primara, tonga ciompre wl miswe valor, con objats de nhurnr IR 2 ST . . .- "'
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ragionar nodales y c, #on coafialantuw ‘dn participacibn.

éa los distintos modos de vibrers
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r“ixn::up - ﬂir"ix?n *CIm Rkt t I'ixil gg t e ) e manera semejonte as proceds para ralcalsr ctros kodal su- -
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s AT -, oidn quw van ‘acarréandoss no basts con una A mpia. )
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v . P T B PR TR TEL B I S !
brac, luPﬂl'drmi una ¢onflguracitn que se plrezu . e-t- moda, as < como Ruava cnnt:guucmn pars un cuavo cicle, Es convenimnta lle- '
o e ca 0 - i
ducir, quﬁ tenga un punto de deflexifn nuln; celcularmn: el valor . e \rlr r.-u.-rdu uem:u tres ni.l!ru significativas an los, “"1““1"'- K 1
L]
da L‘l con la aepresifin abterfor y rutlrmi & la configuracidr, ) ' : . p." fij.: j_dg..r l:lll:\llﬂlﬂl tren ciclos dal segqundd sodo da .
supuesta para ol fegundo medo la participacidn del primer modo = 1 7 vlhrn: Jde la estructura pars la cual calculamos anteriormentw &1 - '.,
_— v i . N
Cl Iﬂ, 1o gque da por resultado una nueva configuracifin supuesta . priner moda. -
ara el mogunde mods en la que 2! modo méa bajo prescente as el.sw r . . F,. = .
) ’ :  ° CTe il v, (e, =¥ ], -J"i S FIETEY A I A | xca
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2 - -
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. - 150 ' 211-115“ DIEE F
ur y v |2  Ruoo| z.8 12.0 1.o| 2.0 |o.010 [oosso [ 1.me0w B O3BES
drlamoe que conocer de antemans lap eonfigquraciones ¢orrectas de 200 ' - . 3. 75507 |0, Q18T
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' B . Il '
ca Al wercer modo, {gue tengh dos puntos de deflexifn nula); cal . — - . N
. ' T o 974
cularfamps das cowficiontes 2w partioipaciGn Cl ¥ cr CoL [ eepan= . ! ?"m o ”; E‘! r h l_#.ﬂﬂiqﬂ

o b
disntes & loa podos primece ¥ sogunda, en lLa configuracifin wupues ' desds luage se convenleats qus ke PA-
- * la confl {&n aupuests pusds s cuslqulers, pars 1
FALCA & uwnr::;unh modc, asto wa, qua tenge uh casbic dw algna an la conffpuracion nndal

ta ¥ la limpiariamce para gua o} modo mfa baje prasanta wh alla \ . .
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soa &l torgera y 4l método converfa 4 aste sodo. . o
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. . ponve’ | -0 0521
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3| wossze? | noowraa? | motasn? [-2.80 |ov.ease | 1330w 2l 5| 0.02077
b [aame? aonzest .
s 2 ) 2l - van?
2| nicze? | ooo2ann? | ooamanu? [s1.33 [1.6wns | 3 2980w N R
. I 2,02%uw° | 0 0350w .
- 1 1 1 ] Lot 2
1| ovren? | aooian? | aozoome® [ug.3a |o.99n | 190007 ' 5| ¢ oavaze
%, 004ny" | 0020024 )
£ ]-8.1763
047638 2
e w22 a -0.0012736

S0 17Eh
1" TVEe ,

Ld
#k pocgalizanco con respecto & 0,99 an 4l primer nivel, para comparar la
la cenfipuracifn. .
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* awolucifn da

L, P
Nipex, X -t X X ol oF 7 \r. ax
) 11 cal 1711 2 cal Kiiaup ihﬁp
o 0. 3320v? | o0, 50001 1’ [ -0, 03138047 W1, 88 [-1.5520 -2 104t . .
=3 1w 0. ke
| g e
2 | o 18391u?] o0 000008w? | 0.0207764% 32,18 | 1.02% | -2 osses’ . .
: 1 D%ER" | -0, 0104t
. ] 1 -
7 ¥ 2 AT
3 | 0.2907357 | v0. 0000059 % | 00235750 [49,20 | 14577 | 33254 o ;
T2567CT 8.91511w
1 | o .ouooun?|+0.00000ne?| 0.02002207 (49,45 | 0.59 3587 I ;
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La-0.00021" T - [aam
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ask  NAtese qua i Inteprvala de u* queda comprondido aotrs 32.1 ¥ WL 4Ry que al
ajvats wn 1 curve eouTTe Al sntre las doa Giffmes masas. Cabrvess que 14 oo

rrecclic al llmplar ¢ sary paguebs.

ot et e
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LI v ki
I8 I SRR I £ X i o x
wnl 3 . i1 cale 13 . tale Llaup
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k] * 2 H
3 D-F?’_‘h ] B 18] 55w 0. 00001Y LTI .72 1,106
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4 f“"'ﬂ.intﬂ"lu de varlacifin de w® an ha reducids a 35.72 « 46,62

Jidif = §,5%) ¥ lom ajustus en lm curve son mmorey. En uno o

. 4

dop clglos mds se llegaris al valor correcta an w ¥ K. Ko
tase gué paza astimar un valor da u: procedicwde comws sa indi
¢f antariormonte podemos hacer las sumas de fl'.up ¥ de los con

ficiantaa ds 5“1 temands valoras abeclutos o tosando R CuEn

|4
ta &l pigno correspondisnts. La variacifin qua se cbtisna an

osta casn en da 1% apron. 51 sacamoce al prmudicldn w' bk ob

tiene un wvaloy canl igual al obtenido con ler sumas du valores

abyoluton, que s miAm corpesto.

81 no bubléramecs hacho 1a lispis en nipguno dw lom cicloe, al -
cabo de 1 habrfamos lipgada & la configuraciln del primer modo
[an va1 de 4 clalos gua as necesitaron cuands la configuracidn
luEu"u o parsais & 18 del primar modo).
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aplicaciton d¢l Eitodo de Stodols-Vianello-Hewmark PaEa
FEtructuras de FlexiSa

Cog sa verd mis adelante, Tuando las trabes de los marcos acn wuy
flexihles en comparagifn ger lag celuwrias, o cuando las Fuerzas 1s
£Era1ﬂ5 son reaistidao por MUERS Que trabajan osencialmente a fle-
xifn, la rigider de aalreplso no es pdependiante de la digtribu-
¢ibn do fuerzas o gue citd cometida lu CEETugctura y par tanko no
pacdo supoadred corstante para el cilsalo Aa los distintas modol

» de wiprar. Ln geaeral, la pseudorigldoer cquivalents que &0 cbton-
cria para us fcqundn modo strd mayoer qua la correspomdicnte al pri
rer modo, purs los efectos do Ilexidn de conjunte se reducen conal
darablemcnto Al pge tener todas las fuerzas aCt;nndo on el mismo €N

tido. Lo olsed podrfa decicss Dara pixios pup4riores {(ref. 1),

En csof casga, las propicdados olistico geomftricas dao la Estructu:
ra Lo gueedarin 2cfinfdas por rigideces de entrepleo ming por ia wa-
Tiacidn da low produgtos EI ¥ GA con los cuales eo podréo calou-

lar laa deformaciones debidas & flexidn ¥ a fusrza cortante respec

tivascnte,

Para calcular lap deformacjonas por [lexidn oz convenlente el pm-
pieo &€ los tefrcomae Qo la viga conjogada, gua os, para =l capo de
un voladizo, otro voladiso empotrade en el extrema opuddtsd cargado
con 4l diagrana de mouentss CAtrn E:..r en o cual low sosentos

flexionantes correeponden a las defprmaciones do la viga real.

Las doforzacipnes por cortante, gue an el case de estructuras o ba
pe do murof pucden sar importantos en comparacifn con las da flexida.

gobTe LS an lnlniv;lnuinfﬂrianIf a0 calculan pediante Ia expze-
V. h b
Eifn hxv W 1L ., dendo le es el Incremeantd A daformacidn pol

A i ‘.

. cortante entre cos nivelet coRBocubivys, Ui' h1 Y hi aon, reppecaiva
monta la fuerza cortante, log alturs ¥ 8l drea cfectiva de cortahks
entrm esoy mi{emos niveles y G £5 8] médulo de wlasticidad al cortzn

.te dal matorial de la estructura.

Para calcular los modos de vibracifn, se supone una econfiguracidn
madal, se caloulan las fucrznsldn inceoia F;= miwzxi asociadae a
1a configuragidn y law fugrzsf cortantes correcpondisntes y a [par-—
tir da =llas me valfian los incremantos de memento de cada snkrepdi-
60 ¥ los momentos de voltao scumulades de arriba hacta abajo, los
cuales me dividen entrs E1 (habri Jdos valoras do M/EI on un plisno
nival ‘#n los casos en gue hayh combde de seccidn de los murcEl. La
-integracitin numﬁ¥in1 del dipgrama de M/CI nos permitird cransfor-
mar ti3a disgrama ep upa sgoiec de cargas congentradas equivalentes’
a2 Gl aplicadas en 1ps distintos niveles con los cualey &s muy f5-
€1l celeular los cortantes equivalenter correspondientes a cada en
tropiso ¥ loo dncrementos do moments Flexiconante en la vigs condu—
gada Qque serin fguales a 2o Incrementos de deforoacidn por flexisn
entro 205 nivoles contecutivon [(es el equivalente do 24X = V/R dal
casag vistoa anterliormente). A estUﬁ ingreoentos 2o deformaciin por
» Flexifin se sumars lap correspondlantos & la deformacidn por cor-

tante ¥ con oma suma o podrd Calcular Ia nueva conflguracisn, que

serd como antak funcithn ce w: Y cde dnnﬁq podrepos Sappejar oste va
lor ¥ en cago de gua no 9ualiuua1 para todas las pagas volvor & ha
cer Gtro ciclo tomando como coRfiquracidn da partida la uncun:réda
antoziarments normallizindcla con Iespecto & uwnk da las Masag para

poder comparar la evalucifn do lag configuracicnes de cada cicle.
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Para fijar idcas. o continuacién Sa prescenta un ojomplo de andilislie

de Wna eBLTUctura on guo 184 fuorzas laterales san reaistidas por i

res, euyes valarus ce Iy M con 1oz indicodos en la Pigura siguiente
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Ejcmple 4o cilouls fe las nuncnn:tucinnes pquivalentes al diggrama
& MfLI

Fara ol nivel 3

Poq ® 3 (2wp + 0.1172 x 1077 o) @ oopstexieE?
6 )

(¥er aclaracidn al piac de la tabla de la pf-gim. niguienta }

ik

[ T1 1]

Para phtgner cargan concentradas equivelantes gl dlageama da M/EI 5@ puada usor la
fEroule siguishbs;

h
7, o} el opx g Obed

b
donde h oas ia didtancia engpa dos puntos & ¥ B coh erdenadda do HSZD Spuajes

i ay b respectlyvamerte. La variaclss de /71 entra Ay B wg lincal, 7or lo qua
esta expresitn st ghiiene considerands 908 trianpuios con aiturgs. & y b reapec-
tivam#nte y hara p, Pa ¥ [b oon las concenlidcioned eorrrspandicntes ob los pun-
ton A Y R, [Ref. T )

Fecurrdese qua +l wepotramjento d2 la »iga conjupads ex el sutveeo supeTlor, Dor
1t gye B2 eopiess de abale hacia arrila ) ediculn

Ch=dtvewg qua eh al primer pnatreepiso ba de formocids por roctonie  es practica-
penta Lpual a 1a de flealdn por 1o que despreciarla conducicia a ervores soy
grapdea. AL Ir aymsntands la altura de la esiruciurd la Jeforescién por cortan-
te va Teduciends su Importancia on comparatifn eon la de Ilenifa y  pucda 1le-
gar # wer desproglable. [ ents case la defarmacién por corlante so el tovcer o
corrapisn o5 7% de 1a dobida a Flexidn, ] '
Debe Teharse cwidade con lam wnidades &) valuay xr? puor e ficll equivocarss, ob .

—
ST

BATVeRN qui” I'“ astd am cm y X zalg vesulta en patros

P
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métnda da Molzer

.Camo v indich anterlormente, para conocer completamente un modo do
vibrar necoglbomos conogoer tanto 1a cnnf:quraciéﬁ modal comp la lre-
cuencia del rodo. Homos visto Gua o elpnftado de Stodala-Vianella-~
ievmark B¢ FURCHE una corfiguraclién rclativa ¥ a partir de ella ra
caledla ol valne de Hz. Hslzar proccde mactamonts alivwds, csko tw, Euglp::nct N, [re
-
cuencia ¥ a partdr e ells se calcula la corfiguacifa relativa dr aboya hacis arzi
ba do la ¢atructora. Cada q:n la confiqurasifm ¢ relativa es jucde supaner Lambifn

la delormacidn de la prirera masa {por covsimaiento el incremoots da deformacife o

1 tre Ls baso y la orimers mass.}  El mitedo tiens lis siguientes scapas :

. Loa datocs gon las masas ¥ las rigideces de antrepiss, igual gue gn-
tas.

l. Supaner un Aler do uz

2. Chteser los valoros de mﬂz
Eup

J. Suponer la deformaszifin del primer nivals L,; conviens suponar

para rada mana

un valor wnitaric. Esto equivele tambidn, cozo ya 4 dijo a
supnner .M.'I.
1. Calcular la fuerza e¢grtantg on la base da Ya estructura, {pri
" =

mer entrepiso) qua sezi por delfinicidn de rigidez de entrepli-

an

¥, = B, AX 2L A¥. = 1, ¥

1 15451 1 =R

i 1

5. Calewlar la fuerza de Inercla asociada & la masa dal primer

nivel: ) 3
?1 - =1w lupxl

1G.

6. For definicitn de fueria cortanto, oomo Ia suma acumulativa de

1as fuerzas arriba 4= wn ¢lecto nival, podromos calculaxr la

cortanta del segundo entroplep reotandg a la cortante ca la

bags 12 fuerza {de inercia dal primer nivel, askc s
\Fz - Vl - !‘1
%, -Cconpeidn la fuwkza cortante en allnritrtpisn i podemos calecular

¢l incremento da deformacidn en esw entrepisc dividienda 1r
v
-2
Ra
B. Bumando LK, & la deformacidn del primer nivel ghrondremos la’des

coyrtante entra la rigldes dw entcaplse .
' 1

formagidn del meguode nivel xz - xl v ax, y-podemb: rupet%:
lop pasas 5 a B para todsn las maaas hasta llagar al extreno

suparicr de la pabkzuckura,

£i la frwouencis gupussta corresponds a wh =odo de vibrar, obter-

dremos yup la fuerid & inercia del Glrimo nivel oa igual & la fusr
za cortante del entrepisocorrospondients {pn; equilibrip dindmicod.
5t la Frecuencia supuasta no o3 la corrospondicnta a un modo dao wir

hrar, &e bbtendrd una diferencia entre ¢l valor do la fuerza de i-

percia ¥ el de la Iuergza cortankte en el extremo de la estruckors.

Fl L1
En esta camo el odtode no s convergohte, peco 2 haremos otrp ci-

clo con obtro valor de w: relativamenke ¢ercane ol anterior, #ncon
trarcmow otra diferencla ytpoq:unus trazar una gridfica gue nod TE
lacione las frecusnciss supuastas {(sbscizas) con las diferenclas
entra fusrza de ipgrcia } fuarza cortants #n el extroRo puperior

da la epkructusa tardunéda:j.-una ver gua tonomos dod punkos du aea

gréfica podrescs buscar un valor de ‘2 upucsto an la tnteresccldn
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i
con el oo do lag obsedsas do la 1fne: Quo wne loB puntos ontos ob
tonidos, o su prolongacifn al aobwe diforoncilan tienan el migmo
Con acte torcer valpr supuosto parca uz

signo. eeQuramcnte pten-

dremos otra difcrepcia, mepcr qgua las antoericres, qua hox definicd
un tercer punts on la grifica, Podromoes entOnces STAZAYX URa Curva
entra les tras puntos y dofinic anl ua nuovo valor do wl que Ragu—
ramonta estard muy préxime a la fresuascia correcta do uno de lown

oodoa de vibrar ¢e la astruckura, _

Cuando ya *e o3td cerca del valor correcto, se puede malorar =l va-
lar supuesto da wz erpleando el coclente do Crandall siguicnte :

2! - g2 LEAX
IFx
Idcndn ;2 es wl valor gque debemos suponer cn ol ciclo dlguleénta..
El método presentado slrva Dara calcular cualguier modo nat:.:-ral da
yibracidn tepiondo como d.l'atns lag masas y los rigldecen de ent:‘*n-l
pise do la estructura. Cl medo do que so trate se qghtendsi de la
inspeccilSn da la configuracifn modal, krmasds on cusnta qua en €1 rn::l.-
pore todas las deformaciones tlenen ¢l mismo @iong, oo ol aajunla hay wn corbdo

‘ da xigro, e el tereers doe carbios do pigno vy asl sucesivaments.

£1 wa conoce 1a frecuencia del primer modo de vibrar (per haberlo
caleulado cmpluanén el mitodo Stodola-viancllo-Hewmark, por sjem-
plo), & piede cetimar grucsazenta &l va.lu; de las frecuencias de
los modos :uporioi-es erpleands la relaciin »-iﬁwi ;wi-‘-!ﬁui, ete.
{Ests aproximacifn pusda sor demaslado burda dapendiondo de los va

lores ralatives da las mamam ¥ rigideces an <ada case particular,

gara pirve como criontacidnl.

" Ejl‘.r.pl;:u

" Calculemos el segqundo nodo de vibrar de la estrwctura qua sa ued an

¢l mitode do Etodola-Vianello-Tiownark, suponiondo

1 .

wis ol 9 xpeT2 Zeg?
Usaresod la tabulacitin miguiante -
I ] .
a1 ] ] "':q- ax x T ¥
b . d4m [, -2,751 < -U6.1 [ 21f = 260.7
0 -3.707 7 = =135,M
n 1 1nn L, ~0.0hu e - R.3 A
100 =1.417 ] i - =1k1.7
\ I
2 2.1 1uk ) o 12073 % 1LY
150 ©.373 7 - —
A
4! z 14y ' 1.1 ’._, 1Nk . .
100 1.0 | Lo S 41
1
"] 'u?l 11

& Qbefeyers que aunque la difercncie encontrads a3 fuerts, la sonfiguraclin se pare-

c# & un weguodo oodo, pust tieas un cinbio da mlgro.

Ueardge un nuevo walor da "ztup de 50-1Hang2, tondremos

di- 2 -
vl m n mr X R 1 F ¥
- % : 1w |, -2, 434 «113.4 olf. 667
so | -3.33% -166.7
3 F) 100 1. 00 oD .
188 - =0.8E7 "= BE.T
. 1
2 H | 1o 1.667 1LE.7 1
150 |, , 0.E87 L
1 F - - 1049 " $.4 100 N
= - - a L3
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Trazando la grifica uz_up- difagenciaa encantramce Uzande -’“F L 1.{3!3’2
. Ni- ]
D:{”h‘;“ ! i B well ® R L] & X F ¥
- ¢ Tl ' - |z 87.70 -1.80% |-157.89% | Dif.=0.o8
/ : L 50 -3.159 ~157. 5
; : " D - . k] 2 .14 1.330 117.83
7 : . . 1060 -0 %01 - b, 14
"! I 2| 2 87.38 1.751 157.m3
s | . 150 0.75% 112,72
| .
JKJ‘J'i-l.'.-.T B .1 2 7.8 1.0 720
) - " . L] 1.8 200
A;i ; . Fig l. - . o
oy £ .
™
2 . Lt ! .
gua al valar do » guo haca cere lap diferencias es aproximadas Como pueda voras, la diferancia al finsl de ests Gliimo ciclo es
" monte 44 {podria cbtencres por tridngulos semejantoe, perc saba despreciabla, por lo gua
zef que &80 cuands o hiclera asl &l walor no nos 1levard R aE—- 2 2 g
w, = 3,64 1jeeg”, v " 4.606 1/seyg . TZ = 0,951 seg

tamentd & ¢ero difarencia pues la variacisén po es lineal como |
y la configuracifn modal as la indicada.

estomod suponicndo, oXcepbo en iptervalos muy carrados).,

i Guponiendo otro valar mayar da wz pericfa calculares al carcaro ¥

Suponierds entoaces w = &4 ]
' cuarto modos. Fuede tamhidén verlficarew qus la frocuwncis del pei

¥i- 2 mer modo obtenldo con el mitode de Stodola-Viapello-Nawmurk es ca
ol R ™ A x F ¥ X TAX ) . -
wel . , rroecta.
il w5.57
7 11} =1.844 | -102,17 99,33
¥ -3-174 -1?3'1 03,31 . Camentarics adicienales
F [ 1 1.1a 117 133,41
H: 14 ~0.u17 - 41,7 11,39 * En los mitodos presentadon &8 bisne comd datos las masam y lae ©i
# L] - 1,743 15,7 6,51 gideces da entrepiso. Las masas pon rolativamenta ficilca de cal-
154 0.7437 ' 112 B1.50 ' .
cular ¥ dependen exclusivansnte del paso da los matarislos Con
2 1] 1.9 11} 1) .
oo 1.0 10 200 qua sctd bacha la sctructura ¥y de la carga viva gue am conciders
Ial.a BN, 78
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para fines da anilisis slsmico. Lap rigidecer sé;in funcifin de
1ag propiededes clistico-geomitricas de los materiales emploados,
quo no es Ecrcilis definir ¥ do la estrugturacifn, &obre kaxlg da
“la relacifn que guarden las rigideces ralltiﬁls de las barzan )

qua forman la estractura. traboe ¥ columnas.

pade el modoln matemitico dn.un edificio como wna sezie do masaa
ynidas por rasaorkes, defipimon como sistoma estrechamento aco—
plado 2 agual en qua la rigides de cptrepiso eg independlente de
1a digtribucifn de cargas laterales a quo sa vea mometido ¢l ma=
dalo, esto &, la rigider de antrepisc o ipvariable indnpqndiaﬁ
tepente de la elietica fue adquisra  la estmactua al ser somotl-
da & cargan lateralea.
come i Ipdich ;qtnriorpeqte la Iuer:a nacesaria para produclir
#l densplatanients unitaris da un nhwl con respacts al otre,
estd &4 '
n-% ; para AXsl , R-—'\l'
En la figura 2 se mucatra el modelo matemitico da un &dificic da
4 nivoles comatldc a diatintos eistedas Ja fuegaan. Do acuardo
con lo ances diche, in rigldex dehe sar independlnnh: do lan
fugrzas aplicadas leake GIPP da lﬁtrucﬁurll se congoe tambifn €4

mo oxtruckurs "de cortante”}.

—r ¥ " —

_ Ffrﬂ{ljn&ﬁ n
|—— —
' ;{-’
4 | = '
Trrh -ﬁj‘[;a“u -
(13

hoot ge antiende por rigidez de entropiss,

)

Para fque cato e cumpls, la rigidez deo gnkreplso debe ser.lunciﬁn
fnica y oxgluwivamente da Iag columnas da coda enlreplss, para 1o
cual, los gires de los nudoa deben ser nulos, lo que se logra sl
las tzabes son infinitamente rligidaa en comparacidn con lasm co-
iumpas, en ouys caso la elistica de cad; und da las eglumnan es

1a mostrads wn la figura 3, ¥ los elcerontos mecdnlcos que MpaTes

coh son low gut ahi sa puestron, parz barras de saccibn condtahis
f==F Fa 1BE1 A2
L"

e A
M t."i:ré—‘o F-'g?ﬁ

En la prictica, =a diffecil :;;fla rigidaz relativa da las trabes
{km1/1] mea muy grands eb comparacifn con la de laa colunnay, lo
quo hard cue lon glrod de lns Tudos no sean oordy relajdndoas 2l osistena
y reduciéndose la riglder del marco pn;; un niers tamafio de co-
lumnas. Debida a esto, el case de trabas infinitamernte rigidas
an comparacida con las colunnas recib; & veces =l nombre das cota

pupsrior de rigidez.

Al se¢r significativos los girds de los nudos, la rigidez de en-
trenpiEo ya ho gerd tndeperdiente del sistema de funrzas norizon-
tales aplicedas. En al limite inferfior, llegarcas al cass del
voladizo moatrado en la figurs i, pars wl cual nO Liche pontido
hablar de rigidez do cntropleo, puas perd difercnta para cada u=
na de Las posibles con:iguracinnes do fuerzas aplicadar. A astd

rago lo definiremos como diptana :emut;nnnte acoplado., 1

L

- b —! —
“,ﬁTf. wed m oy £ ey {-""‘-'.'f‘*"‘
- _——
= -~ - -r . -
— - -
-k ’
- vl
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Eoluso gue ¢n anbes cakos Se Erata do cetructuras aparenteomentao
igquales, constituldas por maxcad rigidcw (oroados por trabes y oo
lunnos unidos en los nudop, sin SABIEGO. COMO pucde aprecisrsn an
las figuras 1 ¥ 3, las doformaciones de la catructera cuando to-=
das las fuerzae ¢ aplican &n ol miseo sentide son muy difarentea
en uno y otre rasc. En la Digura %, la tangonte an @] extramo 84
perior es vertlcal, micntras gue en la fiqura 4, la tangentm &n

el extress superioar tiene la inciipaciGr miaims.

la figura 5 1lustra la forma en gue varfarfan los momantcs floxio
nantts on las colompny del narco #n los CaEGE extrimos ¥ on Uno
intarmodic, ;ﬂtcsc que la aplicssién da mbtedos aproximadaos para
la ghtancifn de momentos en trabos ¥ colunnae ein verificar cual
- ag la eitcacldn dol parco. puedes condicin 8 wrTOTas mUY jmportan
tos da cubestimacidn da momentos @n laa ¢olumnas y dé desplaza-

oiontos horizontales de la estructura,

|/
oA Z

/
/
-

votadlzo
. {txabes sy Flesl-
Lles compatadae oOn
lap aolumnark}.

warca con brabes cl marco on pitua=
gidaw an comparaci gibn Lntermedis
oo las columnaw. -

Mosentow flexicnantes on columnav. .
- CPig. 3

‘ . ' 24.

ya ue los mitxos nprnximudn:'cn genaral muponen la Iormecidn de
arkivulaciongs {puntog de memohtn oule] on cada ontrepiso, ¥y la al
tuacifin pul:;:!n kor tal gua loa puntos de (nflexidn del disgrama de

. b
momeEntes deEAPATEICAR &N Una, YArioa o todos los pivelea,

Cﬂalquie: elificio da la prictica estard en una poli:iﬁn interz—edia
Qon reapecto & los camca danpriton.

Para conacer cual ep ln sitcacidn en cada cago particular, John A.
Blune (refcrencia 1) svwglere a1 eapleo de an indice da rotacidn

midal, gqua dalflno como

AT T v

:{I;I}colt . ) '

y se puede valuar en gualguier entrepisd, {Blume 1l¢ hace para el en
trepise medic). Agul E{Ifl{;;h‘.'. g la tuza de rigideces ralati-

vak dio lam trabea de un ¢ierte nivel y I(1/1) .®F la puma do ri

cols
gidaces relativas du las coluRnas ¢n gque &% Apoyan lad trabss antax

mencionadas,

Blups ercontrd gue si p3d.10 hay puntos de momento nulo #n las co-
lumrax da todos loa entrepisok Alentras que, park valorcs da @ pe-
noros d& 0.0L la nséructura g® neemeja mis a un yaladizo, Para valo
res de p entre 0.01 y 0,10 ta wituacifin &¢ intermpdia y habrd entre
piscm en gut he haya puntos de momento nulo, por 1o gue los métodod
aproximados de andlisis purden conducir & fuertes szrores del lade
da ls {nzeguridad por lo gue respecta & los valores de loc momentos
flexicnantog’ para led gqua dobe diseﬁnrnn as! como respectoc a los
deaplazazientos lataralos de li ostructurd; La riglidaz 4a antrepise

picrda significado ¥y conviens saploear mbtodos matriciales para

analizacla, . . Y. . .
- . .



51 la estructara ticne variaciones impertantes con la altura, CoR-

vondrd valuar p on distincos nivelos,

Elfoctor de deformacifin axial de las columnas

Tasta aquf a« ha considerado gue las deformaciones sxiales da las
columnaz, en ol casp da marcos rigides, Eon dﬂupruciubln; ¥ mo con
tribuyen £ la deformaciGn horizontal. Feto es vwilido cdlc sl la re
iacidn entra aleura ¥ ancho de la estTuctura e peguefia, tal vex
menar gua 3, Al aumontar e]1 valor de asa relacifn, el afecto de me
moente de uol?au en el edificio adquiere mayor importancia y e pus

dan coreior wrrores loportantes al deapragiar lox acortamientos y

alargemientes do lag columnas deblide a fusrza axial.

Cuards lag trabes s& voelven muy flexibles on cozparacifin con law
columpag, cada ung da law colunnas trabajark como voladizo ¥ 1a

fugrza axial an allas escrd peguefla.

B2 ol raso de parcos contraventeador, la crujla o crujfas contra-
venteatas tendelin comportacients similar al de un mursa ¥ deborin
por tanto copeldcrarso como ectructuraz Jda flexibn, calculando sus

periodos comg an indicd on el mitodo de Stodola-vianollo-Newmark.

Cuands o Elengn marcos ¥ meros trabajacdc afimultineamente lp =i-
tuanihn e cOplica puna la Interascifn entre anboa siktenas =s-
tructurales haco guo varic la fuerza que tomah uno ¥y oEXo of Ca-
da oREreplsc; lu; FucoN sualen tuuar.la mayor proporgifn de la
cortante itotal cn los gnatrepiage Inferioros misntrem gque la situa
cldn e Invierto ¢n loa niveles auperiacada. Vor raferancia 1.

Esto hace diffcil la aplicacitn de métodos numdricos para caléwiar

lom modos Aa vibracifin Jda aste tipo da amtructuras, slando mide

25,
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“epnveniente ol emplao de métodos matricisles pars, okte fin,
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