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1: Mli.THEMATICAL PllEL!MINARIES 

1.0 INTRODUCTION. some relevant lllathematical .-esults are collected in this 

ct>aPter. These results find a wide application within the realJn of analysis, 

synthesis and optimization of mcchanisms. Often, rigorous proofs are not 

provided, however a reference list is given at the end of the chapter, where 

the interested reader can find the required details. 

1.1. VP.CTOR SPACE, LINEAR DEPENDENCE ANO BASIS OF A VECTOR SPACE. 

A vector space, also called a linear space, over a field F (1.1)• is a 

set V of cbjects, called vectcrs, having the follcwing prcperties: 

a) TO each pair {~ , rl cf vectors from the set, there co.-responds one 

(and enly ene) vector, denoted x + X, al so frOIIl V, called "the addi tion 

ef x and ' y" such thet 

i) This eddition is commutetive, i.e . 

• 
X - X 

ii) It is essociative, i. e. ' any element z of V, 

•l - (x+y)+z 

iii) There exista in V e unique vector Q, callt!d ·"the 'z~ro 

such that, for eny ~e V, 

of V", 

iv) Te each vecto.- x E V, there corresponda a unique vector -x, also 

• 
in V, such that 

* Numbern in brackets designate ref<irences at the en.:J or each chapter • 

• 

• 



1,3. 

The a~id set of vectors is lincarly independcnt (t. 1.) if e equals zerc 

i~plies that all a's are zero as well. Otherwise, the set is said te be 

linearly dependent (!.d.) 

~~ple 1.1.4 The set containinq only ene nonzero vector, {x},is !.i. 

Example \,1,5 The set containing only two vectore, ene of which is the 

origin, {x,O}, is Ld. 

The eet of vectors {x,,.,,.,,,x} ~V spans V if and only if every vector 
~ • .n 

v t V can be expressed as a linear cOillbination of the vecto.-s of the set. 

A set of vectors B • {x ,x,, ..• ,x }e V 

' " 
is a basis V if and only if: 

i)'B ia Unearl_y independent, and 

iil B spans V 

All bases of a given space V contain the same nurnber of vecto.-s. Thus, if 

B is a basb for V, the number n of elements of B is the dimension 

• of V (abreviated: n;di.rn V) 

Example 1.1.6 In 3-dimensional Euclidean space the unit vectors {i, j} 

lying parallel to the X and y coordinate axes sean the vectors in the X-Y 

plana, but do not span the vectors in the physical three-dimensional space. 

Exercise 1.1.1 Prove that the set B given above is a basis foi V if and 

only if each vector in V can be expressed as a unique·linear combination of 

the· elemento of B. 

1. 2 LINEAR TRl\NSFORMATION AND ITS WITRIX REPRESENTATION 

Henceforth,.only finita-dimensional vector spaces will be dealt with and, 

when necessary, the dimension of the space will be indicated as an exponent 

of the space, i.e., v" means dim V•n • 

• A transformation T, from en m-dimensional vector space u, to an n-dimensional 

vector space V is a rule which establishes a corrcspondence between en 

element of U anda unique element of V. It is representad as: 



.. 
. ' 

• 

• 

• 

' . , 

that, ter all dietinct ~~ and ~2 , :(~ 1 ) ""' also disdnct, , ,, 
said to be one-to-onc •. If T.is onto and one-to-one, it is said to t~ 

'invertible. 

,lf'T ia invertible, to each vE V there co¡,responds a unique u & u ouch th•~ 

'i B !(y), •• one can define a mapping 

., 
U~'r(v) _, 

T is C"-lled the "inverse" of· T. 

' _, , ' V + U such that 

(1.<.4) 

Exercise 1.2.2 Let P be tlle projection of the three-d1<:tensional E<.;:lidean 

• 
space onto a plane,.say, the X-Y plane. Thus, v • P(u) is such th~: the 

vector with cc'?ponents (x, y, z), is mapped into the vectOr "'ith cc~.ponent~ 

(x, y, 0), 

i) le P a linear transformation? 

ii) Ia P onto?,one-to-one?,invertible? 

A very important fact concerning linear transformations of finite G~en-

sional vector spaccs is containcd in the following result: 

LetLbea 

• U and 

linear transforcation . " from U to V • 

v", respectively • Then clearly, for cach 

E V can be expressed as a linear combiñation of tha v 's in _, 
L (u. ) - _, 

(1.2.5) 

consequently, to represent the images of the m vectors of B , mn sc~la.-s 

" 
like those appearing in (1.2.5) are required. These scala.-s can be ~rrange¿ 

in the following manner: 

'u o ... lm 

., ., 
(1.2.6) 

/ 
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1. 3 RI\NGE NlD tiUU. SPI'.CE OF A LINEAR TRANSI'ORMATION 

As stated in Section 1.2, the set of vectors v t V for which there is ~t 

least ene u e U such that v a L(ul is callad ~the ranqe of L" and is repre­

J;.;nted as R(L), Le, R(L) ··{v-L{u)' u & U}, - - - - -
The set of vectou ~O e U for which :- (~0 ¡ • O t V is called ''the null space 

ot L" and is representad as N(LJ, i.e. NI!-) • f~0 ·~<~0 J·~l-
It is e si~ple matter to show that R(L) and N(L) are subspaces of V and U, 

respectively*. 

'The dimensione of dam(L), R(L) and N(L) are not independent, but they ere 

related (see 6-~ ): 
dim dom(L)•dim R(L) + dim N(L) 

Example 1.3.1 In considerinq the projection of Exercise 

(1.3.1) 

' 1.2.1, U is E 

thus R(~) is the X-y plane, N(P) is the Z axis, hence of dimension 1. 
'"' 

X-y plena is two-dimensionsl and dom(L) is three-dimensional, hence (1.3.1) 

holde. 

Exercise 1.3.1 Describe the range and the null space of the reflection of 

Example 1.2.1 lllld verify that eq. (1.3.1) holds true. 

1. 4 EIGENVALUES ANO EIGENVECTORS OF l\ LINEI\R TRJ\NSFORMATION 

Let L be a linear transformation of v into itself (such an L is called an 

"endomorphiSm"), In general, the image L(v) of an element v of V is lin.,uly - -
independent with v, but if it happen~· t~at a nonzero vector v an<l ilS irn~ge 

under L are linearly dependent, i.e. if 

L(v) • Av (l.~. 1) 

• The ·proof of this statement can be found in 11ny of the books listed in 
the reference at the end of this ch11pter. 
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"the_ geometric multiplicity of ~ 1 ". 

¡Excrcise 1.4.1 Show that the geomctric multiplicity of a particular eigen-

Vlllue cannot be greater than ita algebraic multiplicity. 

A' Hermitian matriK is onc which equals ita transpose conjugate. If ~ nkl.tr:!.o< 

equals the negativa of its tr=~pose conjugate, it is said to be ske•' Henni":oan. 

l'or Herrnitian matrices we hav.e·the very imoortant rcsult: 

THEOREM 1.4.1 The Ugenvaluu o6 a HV!lrJlii.an ma.t:!Ux Me !U!al. ru1d W 

Ugenvec.Wit6 Me rmrVml(y o.lr..thogonal (.i. e . .the .út11ell. p.toduU:, «.it.i.d1 "_u 

d..UcM~ed .{./t de.ta..U.út Sec. 1.8, o6 .two d{.¿Uo¡ct Ugenve.ctoM,~ zeM~. 

The proof of the foregoing theorem is very "idely l<nown and is r.ot pnsente¿ 

here. The reader can find a proof in any of the books listed at the •~d of 

the chapter. 

1. S CHANGE OF BASIS 

Given a vector~ its representation [v
1

, v
2

, ... ,v
11

)T ref .. rred to ~ ;,asis 

B .--{~ 1 .~2 ••••• ~n}, is defined as the ordered set of scalars that pr;:,duce 

v as e linear combination of the vectors of B. Thus, v can be expres~ad as 

y., v,s,••,s,+ ... +v 8 
- - n-n 

(1.5.1) 

A vector v and its represcntation, though isomorphic• to each other, 3re --
essentially different entities. In í~ct, y is an abatract algebraic e~tity 

satisfying_properties a) and b) of Section 1.1, whereas its represent~tion 

is an array of numbera. Similarly, a linear transformation, ~· and ito 

representation, (~)B, are essentially different entitiea. A questior. that 

could ~rise naturally ia; Given thc representations (~)B and [~)B of v 

and L, respectively, referred to the basis B, what are the correspon¿cng 

• TWO sets are isomorphic to each other if similar oparations can be 
defined on their elcmcnts. 
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1. 11 

O<, equivalently, 

(,), . (~J;1 [y)B (1.5.8) 

·~. assuming that ~ is the ~ge ot " under ,, 
(,),·(el, (·d~.~ (1.5.9) 

O<, referring eq. (1.5.9) " tho baais e, instead, 

(1.5.10) 

Applying the relationship (1.5.8) to vector w and introducing it into eq. 

{1,5,10), 

trom which the next relationship readily follows 

(1.5.11) 

P'inally, COIIIPllring (1.5.9) witb (1.5.11), 

or, equivalently, 

(1.5.121 

Relationships (1.5.81 and (1.5.12) are the answers to the question posed at 

the Oeginning Of this Section. The right hand side of (1.5.12) is a similar-

ity transfo:mation of (e) -. 
Exercise 1.5.1 Show that, under a similarity transforination, the charac-

terhtic polynanial of a ~~~atrix re.,..ins. invariant. 

Exerciae 1.5.2 The trace of a matrix is defined as the sum of the elements 

on ita diagonal. Show that the trace of a rnatrix rcrnains invariant under 

a aimilarity tranafono.ation Hint: Show first that, if ~· B and g are nxn 

111atrices, 

Tr(~) ,. Tr(~\::N • 
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where ' !:i ' col~n vector, ~i is ~ 

vector). The wllole set of equations (1.6,6), for a.ll'i and all j ca:. then 

be written as 

{1 .6.7) 

where I is the IM.trix with unity on its diagonal and zeros elsewhen. Eq. 

(1.6.7) states a vecy important fllct about Q, nar.»Ly, that it is an 

orthogonal matrix. Summarizing, a symmetric nxn ~atrix 4 can ~e dia~~naliz~O 

via a sir.tilarity transformat~on, the collllr.ns of wilose ma.u:ix are t~ •• eioenq·-

tors of ~ 

The eigenvalue problem stated in (1,6.1) is solvcd by first finding :he 

•. 
eigenvalues {X 1 )~. These values are found froin tte followins: proce::ne: 

Write eq. (1.6.1) in the fo= 

{~- Xi!)<;;im~ (1,6.~) 

This equation states that the set {1) 1 }~ lies in the null spac< of ~- A
1
!- ?or 

this matrix to have nonzero vector!! in its null space, its determin..:.t shc1,;.:j 

vanish, i.e. 

(1.6.1) 

whcse left hand side is its characteristic polynonlal, which was in~~oduced 

in section- 1 .4. This equation thus contains n roou, sorne of "hich c~uld 

be repeated. 

11 very useful result is ne><t suwru1.rized, though JKOt preved. 

TIIEOREM !Cayt~y-H.-unUtonl. A .1qu.Me >=Wx .laU6!iU W own chCV!.ac;~ti.lt.ü 

equat'-<:an, .<..e. ;_n P!A¡_I 1_.1 ;_.u ch~V~.ac..te..!<.i_.~.tic poll_¡uomiaf, t:hCJt 

Pl~J • O {1.G.1JI 

A prOQf ot thh teoreJn can be found either in {1.l. pp. 148-150) or ln 

(1.4, pp. 112-115) 
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• {1,7,le) 

The feregeing properties ef conjugate bilinear forms suggest that ene possible 

way of constructing a bilincar torm is as follows: 

''" 
(1.7.2) 

IExercise 1.7.1 Preve that definitien (1.7.2) saLisfies properties (1.7.1) 

It, in (1.7.1), y • ~· the bil!near form becomes the quadratic form 

(1.7.3) 

It will be shewn "that the bilinear form (1.7.2) defines a scalar product 
• 

fer a vector space.under certain conditiona on A. 

Dcfinition: A sealar product, p(y,y), of two elements for a vector space U 

is a ~plex number with the follcwing properties: 

1) ·It is Hermitian symmetric: 

(1.7.4a) 

ii) It is conjugate linear in both u and Y.• 

(1.7.4b) 

(1 .7.4c) 

(1.7.4d)• 

(1.7.4a} 

Ui) It is real and positive definite: 

p(~,~l>O, for y, # Q (1.7.4f) 

p(>¿,';!l • O, if and cnly if u -O (1.7.4g) 

.. 
* Note: conjugate linear in Y. • 
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Sine e 

then 

On the other hand, if b ls skew-Hermitian, then, 

Sin ce 

""" ' ·. 

thus proving the "if" part of the theorem. 

!Exercise 1.7.2 Prove the "only if" part of Theorem 1.7.2 

What Theorem 1.7.2 states is very important, namely that Hermitian matrices 

ere good Candidates for defining a scalar product for a vector space, since 

the associated quadratic form is real. What is now left to investigate is 

whether this form turns out to be positive definite as well. Though this is 

not true for ~ Hermitian matrix, it is (obviouly!) so for positive definite 

Hermitian matrices (by definition!). Futhermore, since the c¡uadratic form 

of a positive defioite matrix must, in the first place, be real, and since, 

' for the quadratic form associated with a matrix to be real, the matrix must 

be Hermitian (from Theorcm 1.7.2), it is not necessary to refer toa positive 

definite (or semidefinite) m<~trix as being Hermitian. 

Su~rizing: rn arder for the quadratic form (1.7.2) to be a scalar product, 

~ must be positive definite. Next, a very important result concerning an 

easy characterization of positive definite (~cmidefinite) matrices is givcn. 

.. 
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Substitution of (1,7,10) a.nd l1,7,12} into.(1,7,11) yields 

"(1,7.13) 

Now, assume u is such that " a.ll but its k-- ~omponent va.nish; in this case, 

(1,7.13) reduces to 

from which 

ao4, since Ak can be any of the eigenvalues of ~· the proof of this psrt is 

done. The proof 'of the .. "if" part is obvious a.nd is left as an exeroise for 

the reeder. 

Exercise 1.7.2 Show that, if the eigenva.lues of a square ma.trix are all 

real a.nd qnoater than (or equal te) zero, the ~~~atrix is pos! te definite 

{semidefinite). 

A ve~ specia.l ca.se of a positiva definite·matrix is the identity matrix, 

! , which yields the very well known scalar product 

(1.7.14) 

In doaling with vector spaces over the rea.l field, the.a.dsing ~nner product 

is real and henco, from Sc~.wa.rz's inequality "(1.4,· p.125). 

" lp <!;1·!'1 p (~ •'!) 

thus making it possible to define a "geo~etry" for then, the cosine of the·· 

angle between vectors u and v can be defined as 
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However, c~uting it requires n (the dimension ot the space to which the 

vector under c:onsidera.tion belon9a) multiplic<~.tions (Le. n square raidngs) 1 

n-1 additions and ene square root computation. In arder to proceed furthar, 

'socne more definitions are needed. 

Jl.n invertible linear transformation is ca:y.e-? en "isometry" if it preserves 

' the following scalar Produce 

It is a very simple matter to show that, 

be an isomeery, it is required that its 

inver.:~e, i.e., · 
_, 

~··~::-

' 
' . . ' 

. '' " i.nfóorrlor 
• 

transposc 

e 
:~ 

(1.8.3) 

for a transformstion ~ to 

conjugate, E•, equals its 

(1.8.4) 

If P is defined over the compleK field and meets condition (1 .8.4), then 

it is said to be unitary. If P h defined over the real field, then !:•=ET• 

the tranapose of E and; if it satiefies ·.~1.8.4), it is said to be orthoqonal. 
'\. ' . : 

E><ercise 1, B. 1 Show th~t · in arder for ]?·-to 'be an isometry, i t is neoessary 

that P satis!ies (1.8.4), i.e., show that under the similarity transformation 

tcPx, 11 • Py, B-PAP- 1 , { - -- - -- - ---
the following scalar product is . ' prC!served_: 

1.9 PROPERTIES Of' UNITAR'f 1\ND OR'I"HCGONAL l".ATRICES. 

Sorne irnportant faots about unitary and orthogonal matrices are discuss~d in 

this section. Notice that all results concerning unitary matrices appl'f to 

orthoqonal matrices, for the latter are a special case of the former. 

TI-IEOREM 1.9.1 The ~U c6 UgeJwaiuu o~ a un.i.talt!f nu.tJtb:: Uu on the uni.t 
. ' . 

Wcle lzl • 1, eell-tell'.td a.t .the cMg-in o6·the eomptex plwle . 



• minimum, it is said to be ~ saddl~ point. Crit~ria tD de~ ido whether ~n 

e~tre~um is a maximum, a min~wn or a saddle point are next derived. 

11n expansion of t around !'o in a Taylor serica illustrates the kind of 

atationary point at hand. In fact, the Taylor expanaion of $ ia 

1,23 

. ' (1,10.1) 

where R is the residual, whi~h ~Ontains terma of third and higher ordcrs. 

Then the increment of ~ at x
0

, 

' ' ' M-~· c!!'0 l o'.!+~ +"tl!'0 l_"'!!' 

for a given increment o'.x " x-x
0

, ia 

if terma of third and higher orders are neglectcd. 

given by 

(1.10.2) 

f'rom eq. (1.10.~) it ~an be concluded that ths linear p<~nt of ll$ vanishes 

at a station~ry point, which malees clear why such points are called stationary 

Whether ~O ~onstitutes an extremum or not, dependa on the sign of ~~~- It is 

a maximum if M is nonpositive for arbitrary ll¡s. lt is a minimum if the said 

increment is nonnegative for arbitrary ~~~- If the sign of the increment 

dependa on o'.~, then !!'o ia a saddle point for reasons which are brought up 

' • the,following, Eq. (1.10.2) show!' that the siqn of ~~ depends entirely '" 
on the quadratic te~, at a stationary point. Whether this term is nonposi-

tive or nonnegative, it is sufficient that the Hessian rnatrix ~"(x) bo sign 

lfcotidefinite at x
0

. Notice, however, that this condition on the Hesslan 

!Mtrix is anly suffic:ienc, but not necessary, for it is basad on Eq. (1.10.2), 

which is truncated after third-order terms. In fact, a function whose 

Hessian at a stationary point is ai<m-semide!inite can constilute eitt.er a 
• 

maximum, a mini""'"'• or a saddle point as shown next, 

Froin the forcgoing discussion, the following theorem is concluded. 

HIEORHI 1.10.1 E:úJteJtu a11d -5a.ddle. po.i.n.U. o6 a. d-itáeJLentia.ble. 6unctiOt1 

occuJt a.t -!>ta.üonOJlY pOitlt.l. Folt. a. Ua..t.io111VU} p<~útt to colt4Wu.te a lotat 

ma.Um'"~ (m.úUmuml .U .U hu66úient, a..Uhough not nlcMMt-'!y, tha.t t:he. 

.. 

... : . 



• IExerciac 1.10.1 frove Corolla.ry 1,10.7 

' 4' 4 
Thc functio~ t= .z

1 
+ .x

2 Ex11111ple 1.10.1 + •.. ' ,.. has a local minimum 

" 
atx1 •x:;¡"··· • X • 0. The Hesuian matrix of this function, howevcr, 

" 
vanishas at this mini.mum. 

Exa,.ple 1.10.2 '!'he fun<::tion ' ., has a stationary point at thll udgin, 

which is a saddle poiilt. lts Hessian matrix, however, vanishes <>t this ¡>oint. 

The functJon x~ + x~ has a mini~ at (o,o). At thi~ 

point ita Hessian matrix is positive semidefinite. 

l. 11 LINEAR JI.LGEBRAIC S'lSTEMS. 

Let ~be an mxn matrix and x and b be n-and m-dimensional ·;ect<.>rs where, in 

general, m# n. Equation 

Ax=b (1.11.1) 

is a linear algebraic system. It is linear because, if x and x, are ils -' -
solutions for ~-~ 1 and ~~2 , ando and B are scalars, then a~ 1 +e~2 is a 

solutio_n for ~a~ 1 +B~2 • It is algebr.,ic aa opposed to differential or 

dynamic because it doea not involve derivativea. There are tbree different 

cases regarding tbe solution of eq. ( 1.11. 1), depending on wh<>ther m is 

greater than, less than or equal to n. These are discussed next: 

i) m>n. ln thia case the number o! equations is greater than that of 

unknowns. The system ia overdetermined and there is no guarantee of 

tha wdstenoe of a oarta,in x -o auch that AJ< .. b. 
~-o . 

A vary simple example of suoh a system is the tollowing: . _, 
' . _, 
' 

~o~here "'"'2 and n•1. I! x 1 ~s, the first equation is satisfied 

(1.11.111) 

(1.11.1h) 

but thc 

second one ia not. If, on the.other hand, x
1
-3, the second equation 

is ~atisfied, but tha first one is not. However, a system with m>n 

oould have a solution, whicb could even be unique if, out of the m 



• 
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inversa~ of A. A method to detennine x that does not require the _, 
cornputation of I'.I is given in (1.s) and (1.6). In {1.1), an iterative 

method to compute A
1 

is pro?osed. ~e numerical solution of this problem 

is presented in section 1.12. This problem arises in such fieds as 

control theory, curve-fitting (regressions) and mcchanism synthesis. 

ii) m<n. In this case the n=ber of equations is less than thet-of unknm.·r.s. 

Hence, if the syst~ is consitent•, it has an infinity of solutions. <:r 

instance, the system 

x+y•3, (1.11,9) 

in which m•l and n•2, admits infinitcly many solution, namely all point.l 

' lying en the line 

,y•x+3 (1.11.10) 

Now conaider the syatem . 

x+y+z•l (1.11,11al 

x+y-z•l (1.11.11b) 

with m•2 and n~3. This system admits an infinity of solutions all with 

:>.•0. 

ln c:ase a system with m<n adrnits a solution, it in fac:t admits infintel:· 

many, whic:h is not diffic:ult to prove. Indeed, partition matrix ~ and 

vec:tor x in the form 

"' n-m 

Thus, eq. (1.11.1) is equivalent to 

{1 .• 11.13) 

• i.e. if ~ & Rl~l 

1 

¡ 

1 



• From which, if AAT is of full rank, 

f!'inally, substit.uting the lattcr valuc o!~ into eq. (1.11,19), 

T T -1 + 
X'"A (AA ) b~ll b (1.11.22) 

whero 

is another pseudo-inversa of A. 

Exercise 1.11.1 Can both pseudo-inverses of ~- the one given i.n (1.:~.8) 

and that of (1.11.23) exist for &_ given matrix ~? Explain. 

'l'he foregoing soJ.ution (1. 11 .22) has ~Un y interpretations: in ~entre: theor:' 

it yields the control taking a systgm from a known initial state to ~ desir&~ 

final ene while spending the minimum illt\OUnt of energy. In Kir.<>.'t\atic' it :i~.:s 

two interpretations which will be given in Ch. 2, togehter wiL~ appl::ation• 

to hypoid gO'!ar design. 

Ex:ercise 1.11.2 Show that the image of thc error (1.11.4) is perpen~:cular 

to !!'o as given by (1.11.8). This result is known as the "Projection :heo::::e:::.' 

and finds extensive applications Ín optiMization théory.(1.9). 

iii) m•n. This is the best known case and an extensiva disc~;sion e: it 

can be found in any elem~ntary lin~ar alg~bra textbook. !he mo;t 

important result in this case states that if A is of full rank, i.e. 

if det A 1 O, then the system has a unique solution, ,.¡,;.en is ;iven 

1. 12 NU~RIC!IL SOLUTlON OF LINEAR ALGEBRJIIC SYSTEMS 

Consider the systeno (1.11.1) for all three cases discussed in sectior. 1.11. 
.. 

i) m•n. !hn first case that will be discussed here is that fe~ m•n. 

There are many methods to solvo such s linear algebraic system, b~~ slL 



• 
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It ~ ie not singular, the user calls the SOLVE subprogram, which computes 

the solution to the eystem by back substitution, i.e."frOill (1.12.1) in 

the follo,.ing !llanner: The equation 

LUx-h (1.12.2) 

can be written as 

by sstting ~~~- Thus _, 
yaL b•c (1.12.3) 

where 
_, 

¡,. eKists since det ¡,. (the produet of tha elements on the diagonal 

of !_.) is equ~l to oni! (1.11). Substituting _(1.12.3) into !!~"'l'• one 

obtains the final solut.ion: 

where 
_, 

U exists because A has been detectad to be nonsingular•. 
• • 

The flow diagram of the whole program appears in l'ig 1. 12. 1 and the 

listings of DECOMP and SOLVE in Figs. 1.12.2 and 1.12.3 

ii) rn>n. Next, the numeric<!l solution oí the overdeternined linea.- ~ystem 

Ax~b is discussed. In this case the nWIIber of equations is great"r tllan 

that of unknowns and hence the &ought "solutiona h that !!'o which 

minimízes the EUclidean nocm o! the error ~0-~. This is done by appli-

cation of nou~eholder reflections (1.5) to boU ~ and b. A Householder 

reflcction is an orthogonal tJ:ansfo:rn~~~tion ~ whkh has the property that 

(1.12.4) 

Given an m-vector a with cor.~poncnts a
1

• a
2

, ...• .. ' the Houscholdcr • 
reflcction 11 (a function of ~) detincd as 

* In fact, th<'rc is no need to cxplicitely 
_, 

compute !!· and ' 
_, 

triangular structure of L and U pcrmits a recur~ivo· solution. 

for the 

" 
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u 
12 

" e 

" e ,. e 

" e 

" e 

" e 
19 e ,. e 

" e 
22 e 
2J e 

" e 
25 e 
26 e 

" e 
20 e 
29 e 
30 e 
3> 
32 
33 
34 
35 
Jb 
J7 
JS 
J9 
<0. ., 
" 43 

" " .. 
<7 

" " so 
" " S3 

" SS 

" " 50 

• 

SUBROUTJIIE DECOHP(NrNHlHrAoiPl 
REAL ACNJriH.tiDIHloT 
JNlEGER lf>INDIH) 

HATRIX TRIANGULARIZATION BY GAUSSIAN ELIHINATION 

INPUT l 
• Clf{I.IER OF' Mr'ITrnX 

1.33 

N 
NDIH 
A 

= l'IE:CLAm;:D lllMEONSION OF ARRAY A, IN THE HAIN I"IWGRAH = MATRIX TO DE TR!ANGULARIZED 

OUTPUT l 
ACir.J)r IoLE,J 
A(loJh J,Q'f,_J 
IPCKh ICLT,N 
IPCNJ 
USE 'SOLVE.' TO 

= lii>PEf( TRIANGUl-AR Fl'lCTORo U 
=HULTIF'LIERS ~ LOWER TRIANOULAf1 FACTtll{o I-1.. 
•lNDEX OF t<-TH PIVOr ROI.J 
" <-l>**CNUHDER OF INTERCHANGESl OR O. 

ODTAIN SOLUTION OF LlNEAR SISfEM 
f•E-TERM!Al ~ IF·(Nl*AClril*AI2o;!>*•••*AINoNJ 
IF If•(N),.O, A IS SINGULAR, 'SOLVE' Wlll Dl'.JIDE BY ZERO 
INTERCHANGES FINI!lHEIJ IN Uo ONLY PARTLY IN l 

IPCNl='l 
DO 60 K=1rN 

IF<K,EQ,tO GO TO 50 
KPl=Ktl 
H=K 
DO 10 I"'KPl,N 

IF.(AriSCA< I,K)) ,GT ,AU.S(A(M,IO l) 1'1=1 
10 CONTINUE 

IP<Kl"M 
IF<M.NE;K) lP(Nl=-lP(N) 
T=A O'h K l 
A<Mol<l,.A(K,Kl 
A(KoKl'"T 
JF<T.EO,Ol GO TO 50 
DO 20 l=KPl•N 

20 A(I•Kl=-A<loKl/T 
DO 40 .1,1\r'l•N 

T"'A<M,J) 
A<M•Jl=ACKoJl 
A<K•Jl=T 
lFCT.EO.O,l GO TO 40 
DO 30 !=KP1 o N 

30 A(loJl=A<IoJl+A(loKl:ICT 
40 CONTINLJE 
50 IFCACK•Kl.EO.O,) IP<Nl•O 
60 CONTINUE 

f(IZTLI!IN 
END 

Pi<¡. 1 • 12.2 Listinq of SUBR.OUTIN!l OECOMP 
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• • ., . Ca. 1J 11~!1 (1.12.Sa) ' 

' • ~;-a~1 (1.12.5b) 

' • "'• (1.12.5c) 

" ' 
, 

• ,_ - '' (1.12.5b) a ••. 
T~ansforms ~ into ·a!,• and rcflccts nny other vector b a.bout a hyporplanc 

perpendicular to ~· 

On the other hand, it L\_ is defined as 

2 2 2 1 
"k • sqn(ak)(ak + ak+1+ •.• +ac)2 (1.12.6a) 

!:!k • (o, ... ,O,\;+"k' ak+1, ..• ,aJT (1.12.6b) 

(1.12.6c) 

(1.12.6<l) 

then t\_~ is a vector whoee first k-1 components are identical to thoso of 

~· ita kth component is -ok and its ~umaininq m-k components are all zero. 

Furthermore. if vis any other vector, then 

where 

, .. . , 
and it, in particular, vk " vk+1 • ..• • v

111 
• O, then 

1 

Let now ~i 

of thc i~ 

be the Householder reflcction wich cancela the last m-i coroponents 

setting its 

colwnn of ~ 1_ 1 ~ , 

'" 
while lcavinq its 1-1 componente unchangcd and 

,_ componcnt ~qual to -a
1

, for i"'1 •... ,n. By a,pplication of 

thc n Houscholder reflections thua defined, on A and b in the form 



100 
101 
102 
103 
1o4 e 
10:1 e 

- toó e 
107 e 
100 e 
109 e 
11QC 
111 e 
112 e 
113 e 
114 e 
115 e 
ttó e 
117 e 
110 e 
119 e 
120 e 
121 e 
122 e 
123 e· 
124 e 
>25 
126 
127 
128 
129 
130 
131 
132 
133 
m 
m 
136 
137 e 
t3a e 
m 
1<0 
141 

"' 1<3 

1 

144 2 
145 
146 
H7 
148 3 
149 - 4 
150 ó 
151 
1s2 e 
153 e 
154 e 
!SS 

S!)[IROUT INE HECOHP ( HD I M, 11, N • A >U l 
IIHEGER HDIH,H•N 
REAL A(HDIH•Nl•U<Hl 
Rf;AL ALPHA, 11ETA, GAMMA, SORT" 

HOUSEHOLDER REDUCTION OF RECTANGULAR MATRIX TO UPPER 
TRIANGULAR FORH, USE WITH HOLVE FOR LEAST-SOUARE 
SOLUTJUNS OF OVERDETERMINEll SYSTENS, 

110111~ DECLARED ROW DIHENSION OF A 
M ~ NUMDER OF ROWS OF A 
N = NUH[IER OF COLUMNS OF A 
A = M-[IY-N MATRIX WITH M.>,N 

INPUT : 
MATRIX lO 11E REDUCED 

OUTPUT: 

. 1. 37 

REDUCED HATRIX AND INFORHATION ABOUT REDUCTION 
U = M-VECTOR 

INPUT : 
IGNDREII 

OUTPUT: 
INFORHATION ABOUT REDUCTION 

F"!NO REFLECTION WHICH ZEROES A(J,Kl• ¡_. Kfl,,,,,,,,,,H 

D06K..,l>N 
ALPHA= 0.0 
DO 1 Ja 1\,H 

U(ll" A<I•Kl 
ALPHA~ ALPHA+U(Il*U<Il 

CONTINUE 
ALPHA., SQRT ( ALPHA l. 
IF(U(KJ,LT,Q,Q) ALPHA= -ALPHA 
LJ(KJ• U<Kl+ALF'HA 
BETA= ALPHA*U(Kl 
A (K o lO= -ALF'HA 
IF(BETA.EQ,Q,Q,QR,K,EQ,N) GO TO 6 

APPLY REFLECTION TO REHAINING COLUHNS OF A 
KPl"' K+! 
[10 4 Jm KPloN 

GAHHA= 0.0 
DO 2 I= K oH 

GAMMA"' GAMMIHU(ll*A(JoJJ 
CONTINUE 
GAMMA= GAHHA/BETA 
DO 3 I= KoM 

A(J,J)a A(loJl-GAHHA*U<Il 
CONTINUE 

CONTJNUE 
CON TJNUE 
RETURN 

TRIANGUL(IR RESULT STORED IN A(J,J), J,LE,J 
VECTORS LIEFINING REFLECTIONS STDRED IN U ANII REST OF A 

'"" 
Fig 1 • 12.4 · Listing of SUI!ROUTHIE !IECOMP 
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Exercisc 1.12.3* Show thllt ~~ as defined in eqs, (1,12,5) is in fact a 

reflection, i.e. show that ~ is orthogonal and the value of its determinant 

is -1. (Hint: Use the result of Exercisc 1.12.2). 

iii) m<n: Now, the linear system of cquations ~-~ is studied when the 

nunilier of unknowns is greatcr that the nuniliar of equations. 

In this case, the system is underdetermined and has an infinity of 

BOlutions. Howcver, as was discussed in Seotion 1.11, among those 

solutions, there ls ene, say ~O whose Euclidean norm is a minimum. 

This is given by aq. (1.11.22), repeated hera for re&dy reference. 

T T -1 
!!'o-~ ·'~ > ~ 

One pessible way of computing ~O is given next: 

a) Writc aq. (1.11.~0) in tha font 

b) Using the LU decomposition method, find ~ from (1.12,9) 

(1.12.6) 

e) With A known fr0111 step iiJ, compute 1!'o by llliltrix multiplication, 

as appearing in (1,11,19), i.e • 
• , 

X ~A A 
•O • • (1.12.10) 

1. 13 NUNER!CAL SOLUTION OF NONLINCAR AL.GEBRAIC SYSTENS. 

For severa! reasons, nonlinear systems are more difficult to deal with than 

are linear systems. Considering the simplest case of equal nunilier of 

equations and unknowns, thcre i~ no guarantee that the nonlinear syst""' has 

a uinquc &olution¡ in fact, there is no quarantee that the sy<ltem has a 

solution at all. 

• See Section 2.3 for mors details on refloctions. 



Example 1.13.1 Th~ 2nd order nonlinear algebraic system 

' • 
. ' 

1 • 4 1 

,,, 
(b) 

has no solution, for the hype~bola (al doea not intersect the eircle (b), 

~~~ is shown in Fig. 1.13.1 

Exbmple 1.13.2 The 2nd erdcr linear algebraie system 

' ' X Y a 1 

' ' X +y m4 

has four solutions, nanely 

"3 .. ¡t' 
x4 .. if' 

-A 

which are the four points where the hyperbola (el interscots the oirole 

(d). T'hese interseotions appo.lr in Fig. 1.13.~ 

The rnost popular method of solving a nonlinear algebraio system is the 

(O) 

'" 

so-callad Ne><ton-Raphson method. First, the syste= of equations has to be 

writtcn in the form 

~(l!'l .. 2 (1.13.1) 

where ~ and x are m- and n-dimensional veotors. For eXlL!IIple, system (a), 

(b) "ot Exalllpla 1.1 3.1 can be writtrm in thc fo:rm 

t
1 

1x
1 

,x
2

J ' ' - 16 - o • •, ., (a' ) 

t
2 

(x
1

,x
2

¡ • ' ., • ' ., - ' - o (b') 

Hore t
1 

and f
2 

are tho o::omponents of thc 2-dimensional voctor" f .md x 1 and 
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which is tha 'Nawton-navhson iterativo echeme. Tho ¡>roccóura is stopr.«<l 

whan a convergence criterion ie met. One possiblo critorion is that ~hu 

norrn of !l;:tk) ~caches a valua bclow cc.-tain p.-csc.-ihccl tolorance, i.c. 

{L 13.8) 

who.-e (: is ~ho ~a,id tolerance. On the othc.- han<:l, it can elso happer. that 

at iteration k, the norm of the incremcnt becomcs B~a.aller than thc tc~c.-anc;c. 

In this case, cvcn if the convergcnce crite.-ion (1.13.8). is not mct, ~t is 

useloss to períorm mo.-e in~eration11. Thus, it is more reasonable to v~rify 

first that the nono of the correction deos not bocOlllo too srnsll befor~ 

l•roccl!ding furth.er, an<l stop tho prococluro if both ll!l!!'kl 11 ar.:: 

ere emall enough, in which caso, convergonce is reacheó. 

If only ll<~::tkll goes belaw tho imposed tolerance, <lo not accept thc c~rrc­

sponclin<J x as the solution. 'I'he conclitions und.ar which tha procedur~ ., 
converges are discus!leó, in ( 1. 15) . These conóitions, howover, cannot be 

verifiecl easily, in generaL What is aóvisecl todo is to u-y differe~.t 

inith.l guesses ~O till convergonce is reached and to stop the procc<L:.ra if 

elther 

i) too many iteratione have been perforrncd 

If tho met.hod of Ncwton~Raphson converges for a given problem, it <loe• so 

qundratically, i.e. two digits are gained par iteration óuring ~he ar"oxi-

l!lation to thc solution. It can happen, however, U>at the proce.iura c!J~s 

not converge ~notonically, in which case, 

thus giving riso to strong osclllations and, possibly, dlvergcncc. Cne way 

to copo with this situation is to introduce óamping, i.e. instc""d of using 



Jflll0~1H gu<>SS 

) ~0 ,K~O 

1 
' ' .. ""' K>KMI\X? 

,,, 
computes ,., ' i 

•o -o . 
1 K•K+1 • o 
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1950 
1960 
1970 
19BO 
1990 
2000 
2010 
2020 e 
2o3o e 
2o4o e 
20!50 
2060 
2070 
20EJO 
2090 
2100 
2110 
21:!0 :5 
2130 6 
2140 
21~i0 

2160 7 
2110 e 
2t8o e 
2190 e 
2200 e 
2210 
2220 
2230 8 
22<10 
2:!50 
2260 9 
2270 
2280 10 
2290 
2300 11 
2310 
2320 
2330 101 
2340 102 
2350 
2360 
2370 103 
2380 104 
2390 lOS 
:i400 

• 

IFlDELNOR,LT,TQL) GO TO 8 ,., 
DO 4 l"'loN -, 

Xlll•XCIJ-IIELTACIJ 
CONTINUE . 
CALL FUNCXoFoPoN) 
FNOR~=FNORMCFoNl 

1 • 4 7 

TESTIIIG THE NOrm OF THE FUNCTION F AT CURRENT VALUE OF X. ·~ THIS 
DOES NOT DECREt'ISEo TIIEN DAMPlNG IS INTRODUCED. 

IFCFNOR2.LT,TOLJ GO TO 8 
IFCFNOR2,LT,FNOR1) GO TO 1 
IFCILGT.I(MAXl GO TO 7 · 
DO 6 I=<1oN 

IFCK,GE.2l GO TO S 
DEL TAl 1) = CIIAMP-1. l *DEL TAC l) 
GO TO 6 
DEL"TA C I ) =DAMPniEL TA C I l 

.CONTINUE 
.K=K+l 

GO TO 3 
WRITEC6o101) 

IT AT THlS ITERATION THE NORM OF THE FUNCTION Ct'INNOT BE DE:.~:EASED 
AFTER KMAX I•AMPINGSo DAMP IS SET EQUAL TO -1 Ai~D THE SUBROL:TINE 
RETURNS TO THE MAIN PROGf"(AM; 

DAMP:o-1 
RETURN 
WRITEC6o102l FNOR2oiTERoK 
DO 9 I=loN 

WRITEC6o103lloXCil 
CONTINUE 
RETURN 
WRITEC6o104l 
RETURN 
WRJTEC6o10:5l 
DAMP'"O 
RETURN 
FOI\MATUOXo 'NO CONVERGENC¡' WITH THIS DAMF'ING VALUE'/l 
FORMATI2X•'CONVERGENCE REACHED. NORH OF THE FUNCTIO/"I',~X• 

6HFltN = F15,9//::!Xo'NUHFER OF lTERATlONS"' 'olSo!:'X• 
'NlJMl<ER OF lii'IMPINGB "'oi3//5Xt'THE SOLU!JON IS:"/l 

FORHAT ( 5X, 2HL<=l6t10X o2HX,~f'10. 4/l 
FORHATilOXo'NO CONVERGENCE'/l 
FORHATflOX•'JACOBl MATRlX IS SINGULAR'/) 

'"" 

Fig 1,13.4 Listin<J of SUBROUTINE NRDAMP (Continced) 
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computo it írom 

(1.13.14) 

tor i .. O, 1, .•. , 111ax and stop thc dampinq when 

The algorithm h illustrated with tloe tlow diagram of Fig 1.13.5 and 

imple1:1entcd wi th the subroutino NRDN!C, appoaring in Fig 1.13. 6 

The sy~tcm, in this case, is undordeterminatcd and infinitely t:~any solutions 

can be cxpccted to exiat, OUt of these solutions,however, one can choose 

that·with a minil:1.um nol111, thus oonverting the problef'l into a nonlincar 

quadratic :;>rogra=inq problero, atated as 

Minil:!ize xTx. 

aubject to ~(~) • O 

(1.!3. !5a) 

(1.1J."15b) 

One way to find the minirnizinq l!'o• of problem (!. 13.15) is via tho r.~ethod 

of Lagrange rnultipliers. Thus, define a new objoctive function 

which is stationary a:_ ~o 
t <!!ol g 2~o 

where its gradient vaniahes. 

t f'T(x)),.- O . -o -

Thus, 

(1.13.16) 

(1.13.17) 

'I'he systems of equatiomo (1.13.15b) a.nd (1.13.17) now represent a large<" 

ayst= ot l':l+n equations (m in (1.13.10bl and n in (1.13.12)) in m+n unknowns 

(m cornponcnts ot ~ and n componcnta of ~). Hence, the problem now reduces 

to the first case and so can be solved by application of the subroutine 

NRDA11P. 

Ex.erciso 1.13.2 Let 

f(~)-t x~ +(x
1
-x

2
) 2+<x

2
-x

3
l.

2
+(x3-x4 ¡2 

+ 

(7 53 'J +$ ~osx 1 t JPosx2 + ~osx3+ ~osx4 

be 11. so;:ah . .- function ot a vector argumont ~-(x 1 ,x2 _x3 ,x4)T. Find its 



200 
210 
220 
230 e 
2<0 e 
250 e 
260 e 
270 e 
280 e 
290 e 
300 e 
310 e 
320 e 

"330 e 
3<0 e 
350 e 
360 e 
370 e 
3BO e 
390 e 
400 e 
410 ' '120 ' ,o ' 440 e 
45o e 
460 e 
470 e 
480 e 
<90 ' 500 ' 510 e 
520 c. 
530 e 
540 e 
550 ' 500 e 
570 e 
500 e 
590 e 
600 e 
610 e 
620 e 
630 
640 
650 ' 660 
6>0 e 
680 e 

"' 700 
710 
720 
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SUIJROUT I NE NRDAI'IC (X, FLIN, [ofOX o Po TOL, DAMP•N• M, ITERo 1'11\X, KMAX) 
REAL X (N) o F ( Ml • Df' <M, N l , P ( 1 l , U (M l o DEL TAOthFNORHl, FNORH2, 
DIOLNOR 

TIIIS f•IWDr<flH OIJTAINS THE_LEAST SOUARE SOLUTION TO THE NONLINEAR 
SYSTEM f'(Y.)"' Oo t.JiiERE F ANll X ARE M-AND N-DJMEHSJONAL VECTORS 1 M 
EtEING c:I~IOATER THAN tl. THE PROCEDURE IS ITERATJVE, AND AT EACH 
llERo'\T JI.Jr! FHWG TliE LEAST SU LIARE SOLUTION TO lHE LINEAR SYSTEM 
DF*DELTo'\'-' -F, WHERE [ff IS TIIE JACOBJAN M X N ttATrtiX OF lHE ORIGINAL 
SYSTEH, COMPUTED AT THE CURRENT VALUE OF X, THE LINEAR LEAST SOUARE 
SOLUTION AT EACH ITERATION IS FOUND VIA HOUSEHDLDER REFLECl IONS 1 
f!.J[IEf~t:l\ A, AND G, Lli\HLOUH>fo NUMERICAL METHODSo PRENTICE HALLo 
ENGLEWO()D CLIFFSo N,.J,, 1974o pp. 201-206o 443-444), 
f'flRAME.fEf<S. : 

X , •= N-DIMENSIONAL VECTOR OF UNKNOWNS. 
F , •" M-DIMENSIONAL VECTOR OF FUNCTIONS WHOSE EUCLIDEAN NORM 

IS TO DE MlNJMIZED. 
DF • ·= M X ti JACODIAN MATRIX OF F WITH RESPECT TO X. 
P • •= VECTOR OF F·ARAMETERS Af"PEARING IN FUN AND/OR [lf(•X, ITS 

DIMENSION VARIES FROM f'I~OBLEM TO PROBLEM. 
TOL .. = A REAL POSITIVE ·,SMALL' .VARIABLE DENOTHJG THE IMPOSED 

TOLERANCE. IT IS SUPPLIED BY THE USER. 
DAMP , •= A f\EAL POSlTIVE VARIABLE o O.LT. DAHP ,LT.1, IT DENO"fES 

THE DAMF"ING FACTOR ANI• IS SUF"PLIED DV THE ·USER, 
!TER , • = AN INlEGER VARIABLE DENOTING THE NUMBER OF THE CURRENT 

ITCRATION, 
MAX , •"' AN INTEGER VARIABLE DENOTING THE MAXIMUM NUHDEf~ OF 

ALLOWED ITERATIONS. 
KHAX ,,= AN INTEGER VflRIABLE DENOTING THE HAXIMUM NUMBER OF 

ALLOWED DAHPINGS. 
SUDSIDiflr(Y SUEHWUTINES ; 

HECOMF" = TRIANGULARIZES A RECTANGULAR HATRlX BY HOUSEHOLDER 
REFLECTIONS CMOLER C. a,, MATRIX ElGENVALUE AND LEASl­
StlUARE COHPUTATIONS• COMPUTER SCIENCE IIEPARTAMENf, 
STANFOfW UtHIJERSITY. HARCH, 1973,) 

HOLVE = SOLVES TRIANGULARIZEl! SYSTEM BY MCK-SUBSTITUTION <MOLER 
C. a., OP, CIT,l 

FUN =COMPUTES F. 
DFr•X = COMf"Ul ES I<F, 
FNORM = COMPUTES THE HI\XIHUH NORH OF A VECTOR, · 

ITEI-l:"'O 
CALL FUNCXoFoPoH•N) 
ITEH.,I TER+! 
IF(lfEk.GT.HAXl GO TO 10 

FORMS LINEAR LEAST SQUARE PRO~LEM 
FNOHHl=FNORH(f,H) 
CALl. [<f[IX(X,TtFoP•MoNl 
CflLL liECOHP<M,M•N•Df,U) 
CALL HOLVE<M•M,N,DF,Uof) 

Fi<¡ 1. 1.1.6 Listinq of SUBROIJTINE NRDI\MC 
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stationary points and decide whathe~ each is eitho~ a maximum, a 

mini= ora saddle point, for B., 1,10,50. 

Note: f(x) could rcpresent the potential enerqy of a mechanical system, In 

this case the sta.tionary points correspond to the followinq equilihriurn 

atetes: 1:1inima yield a ¡¡table equilib~i= state, whersa11 noaxirna and saddl" 

points yield unstable states, 

Exa=ple 1.13.3 Find the point clo¡¡est to all three curves of Fiq 1.13.í. 

These curves are the parabola(~). the circle(C) and the hyperbola(») with 

the following equations: 

'· ' "' y •-x 
'·' ' ' • (C{ • • y • 

' ' '" X y • ' 
FrOill Fig 1,13.7 it is olear that no single pair (x,y) satisfieS all three 

equations simultaneously. There exist points of coordinates x
0

, y
0

, however, 

that minimi~e the quadratic norm of the error of the said equations. 

These can be found with the aid of SUSROtrl'INE NRDAHC. A prngram was 

"'ritten that calls NRDAMC, HECOMP and HOLVE to find the least-square 

solution to eqs. (P), (C) and (H). The found solutions were: 

First solution: x•-1.61537, y-1.17844 

Second solution: x• 1,61537, y•1,J7844 

which are shown in Fiq 1,13,7. These points havo symrnetrical locations, 

as eKpected, and lie almost on the circle at abount equal distances from 

""' 
The maKi.r:oum error of the foregoing apprnxi"""tion was oornputed as 0.22070 
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C O N D I C I O N E 5 OPTIMALIDAD' 

l. EL PROBLEMA GENEAAL DE PROGRAMACION NO LTNEAL 

En el sentido más ampl1o, el problema general no l•neal es el 

de encontrar un extr~o (máximo o minimo) de una !Unci6n objetivo sujeta 

a restricciones de igualdad '! o no lineales. Sin embargo, en las si 

guientes secciones· de esta,- notas han··quedado excluidos· los dos· siguientes 

problemas: 

a) -Las variables estan restringidas a valores enteros 

(programaci6n no lineal entera) 

b) 'Las restricciones incluyen al parámetro tiempo en la 

forma de una ecuaci6n diferencial (control 6ptimo). 

En lo siguiente se supondrá que la func•6n objetivo f (x) es 

continua, h
1 

(x), ... , hm (x) denotan las restricciones de igualdad y 

9m+l (x)' · • ·' g (x) las restricciones de desigualdad, donde: 

' ' x = ( x
1 

, ... , x n} es un vector columna de componentes x
1 

, ... , 

en un espacio euclidi..no n-dimensional. (Las variables 

pueden ser parámetros de diseño, ajuste de controles, lecturas de 

1 
\ -- . -----

' n 

.... ' n 



instrumentos, etc., mientras que la función objetivo podria representar 

el costo, peso, ganancias, etc. ; f"inalmente, las restricciones pueden r~ 

presentar requerimientos técnicos, condiciones de operación, etc., del 

proceso). 

El probl~~ de programación no lineal se puede establecer 

.. 
formalmente como : 

Minimizar: (l. 1) 

SUJeta a 1:1 restricciones de igualdad, lineales '! no lineales, o 

h.(x) .. o 

' 
j = 1, ... , m (l. 2) 

' (p - m) restricciones de desigualdad, lineales '1 no lineales, 
o 

,, (x) > O j=r.~+l, ... ,p (l. 3) 

O en .forma al terna como : 

Minimizar: {f(x) lx " R) (l. 4) 

donde R es el dominio de x para el cual (1.2) y (1.3) se satish.cen, 

es decir: 

R ~ lxlh.(xl • O, gj(xl> O, pnra toda j) ' -
(l. 5) 

Un ejemplo sencillo de programación no lineal es 

el que se ~m.~.estra en la .figura 1, y está dado por: 



' ,. 
' 

' ' ' 
i 

Minimice: 

sujeto "' 

... .. ---

, 

., 

' 
", 
,, 
,, 
'4 

' 

(<) 
, 

• ,, ' 
1•1 

, 
• ., 

- ., ' M 

- x" > O ,-
- • , o ,-

1 

- ' 

, ., • , • ' , 
' ., - ' - o 

-t 
, 

o 

------- ··--· 

Contornos 

de~ f (~) 

FIGURA 1. Representación geométrica de un problema de programación 

3. 

\ 
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IL NOTACION Y TERMIUOLOGIA 

El veetor columna x~:(x", ... ,x*)T 
1 n 

que satisfaee 

(1.1)- (1-3) • se denomina ounto 6-otimo, y el valor de r (x ) que re 

corresponde se denomina valor óptimo de la función objetivo. La pareja, 

• • 
f' "(x ) cons~tuye la solución óptima. Para algunos problemas, pu~ 

den existir varias categorías de soluciones óptimas si la funci6n objetivo 

no es unimodal (exhibe mas de un punto extremo) como se ilustra en la 

figura 2. La solución global óptima representa el valor mas pequeño de 

f (x), mientras qUe l11la solución óptima local (o relativa) repre,;enta 

el valor más pequeño de r (x) en una cierta vecindad del vector x: 

es decir, 

• 
Óptimo global x satisface 

• óptill\0 local x satisf'ace f (x*) < f (xJ!Ix-x*ll< o(xlr) 

2.1. Concavidad y Convexidad 

Los conceptos de concavidad y convexidad ayudan a determinar 

bajo qUe condiciones una solución óptima local es tambien solución óptima 

global. 

Una funr::i6n ~(x) se dice qUe es convexa en el d01:1inio R, 

si para·cualesquiera dos vector!!s x
1 

y x
2 

cR, 



-'· 

(1.6) 

donde a es un escalar o< e< 1 •. Además, ~(x) es estrictamente 

convexa si, para :\ t x
2 

, el signo en (1.6) se puede re~ 

plazar por el signo de desigualdad (<). Si en (1.6) la desigualdad 

contraria es la válida, se dice que la función ~ (x) es c:óncava (_::_) 

o estrictamente cóncava (>). Note que si ; (x).'"' cóncava (cónvexa), 

es cónvexa. (cóncava). (Las.funciones~lineales-son; simultilne_e~ 

mente, convexas y.cóncavas). _ 

. ' Una función convexa diferenciable posee las siguientes propi~ 

dades. · 

) 
) 
') 

La rnatri:t>de~segundas :derivad!l!l:parciales>deeo .¡,(x) • con·- ) , 

o) 

respecto-a~ x·. (rnatri-zcHessiana)-· eso.posi ti va· de.finidi·( o-· ) · ¡ (L 7) 
positiva semidefinida) para toda 

tamente convexa (o convexa). 

,, .¡.{x) es estris.) 

) 
) 

Sobre el dominio de R, ~(x) posee un.sólo minimo. 
) 
) 

Un conjunto de puntos (o regi6n) se deiine como conjunto convexo 

en un.espacJ.o n-dimensional si, para toda pareja de punto~ ' .. ' 
el conjunto, la linea recta que los une pertenece completamente al conjunto. 

Es decir, R es convexo si para toda '). y x2 ' 
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De los conceptos de convexidad emerge un resultado importante 

en programación fl\at<!!:lática: para el problema de programación no lineal 

conocido como el problema de programaci6n conve~a 

MiniJl'li:zar 
· .. 

sujeta a 

f (x) 

g.(x)>O ' -
no 

j~l, ... ,p 

en el cual (1), f (x) es una función convexa y (2) cada restricción de 

desigualdad es una f'Unc:ión cóncava (las restricciones J'orman un conjunto 

convexo), se puede demostrar el siguiente resultado: el mínimo lOCal tam.-

bién es minimo global (Usando argumentos opuestos, el resultado opuesto, 

máximo, también es der.o). 

2.2. Factibüidad 

CUalquier vector x que satisface tanto las restricciones de 

desigualdad como las de ig-~aldad se llama punto fao:tible. El conjunto de 

todos los ptL~tos que satisfacen las restricciones constituyen el dominio 

ractible de f (x), y se denotará por R : C'-'alquier punto no en R se 

llama punto no factible . 

. Un óptimo re;tringido es uno para el cual el óptimo local cae 

en la frontera de la región factible. Si las restricciones son unicamente 



.. 
X- • ~ 

' 

7-

de igualda<:l, un punto x factible debe caer en la intersección de to<:las 

las hipersuperficies que satisfacen h _ (x) = O 

' 
Con respecto a las re$trü:ciones de desigualdad, un punto x 

se puede clasificar como punto interior (factible), punto frontera 

(f~tible) o punto exterior (no factible). Los puntos interiores son 

aquellos para los cuales gj (x) O ; para un punto frontera, gj 

gj (x) ~ O para al menos una restricción; y un punto exterior, 

g j· (X)...:.~. o: para .al :menos.una restricción. Las .restricciones:se. llaman 

activa~-= ( ó.de catadura) .• 

•• 

si;g_-(X) m·O •. 

' 
Una región R de vectores admisibles puede ser convexa o 

no convexa, según se describió con anteriorida~, pero además pué<:le ser 
V 

simplement" conexa 

(a) simplemente conexa 
(no coñvexa) 

o no simplemente· conexa (ver·Figura 2). 

--. 1 ----·····. 

.... 

- '" -
,.;:·_···Rig/6~ 
-factibl~.:o-:: 

• ·--

(b) no simplemente conexa 
(obviamente no convexa) 

FIGURA 2. Ejemplos de tipos de región 
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2.3. El Gradiente 

El conjunto de puntos para los cuales una f'unci6n f{x) exhibe 

un valor constante, se llaman contornos de f(x) Si la función 

f(x) es continua y diferenciable, el gradiente de la Función existe y 

est~ definido como el vector columna rormado por las primeras derivadas 

parciales de f(.x) con resp<!cto a x es decir: 

Se puede demostrar que en el espacio métrico euclidiano, el gr~ 

d1cnte de una fUnción escalar apunta en la d:~.recci6n de r.láxi.mo increnento 

en el valor de la función, máx:~.mo ascenso, y que es, además, ortogonal 

a las lineas de contorno. El negativo del gradiente apunta en 1a dirección 

d"l máx:uoo descen~o de f(x). Finalmente, cualquier vector V, ortogonal 

a Vf{x), t<>l como la superficie tangente a f(x) está definido por 

(Figura 3) 



9. 

H (x} 

Vf(x} 

'------,------------,, 

FIGURA'3:' Er·gradienteo y·la·dir=ción,dennáXUno descenso •. 

2.4. Aproximación de funciones 

-Algunos· de ·los- procedim.i en tos· de. pNlgr;unac.ióñ. matemática- que- se. 

discutirán·más.tarde.requieren de aproximaciones lineales-o cuadráticas 

para• ~ (X)-,-; g~(X)) y¡- ho(x) •• 

•• - Una aproximación lineal, o de primer orden, para una función 

~ (x), se puede hacer truncando la s"rie d" Taylor, alrededor de un punto 

x cor.tO 
o 

(1.9) 

Para oLtener una aproximación cuadrática, en la misma serie de 

Taylor s" pueden despreciar los términos mayores" iguales a· tercer orden, 

obteniéndose 

1 



w. 

f(x) (1.10) 

es la matri~ Hessiana a f (x}, H (x), es decir 

donde 

" (h .. (x,)} i,j m 1, •.. , n 
,, o 

Se observa f'ac:ilmente que H (x) es una ,..atriz simétrica. 

(Llla) 

{l.llb) 

2.5. Condiciones Necesarias y SJ.<f'icientes para que Una So1uci6n sea 

Solución Optima 

Para algunas clases especiales del problema gen-;ral de progr~ 

ción no lineal {Bes (1.1)- (1.3) J ha sido posible establecer criterios 

de optimalidad. Sin ~bargo, para funciones completamente generales, no ha 

sido posible establecer criterios de optilnalidad precisos. En consecuencia, 

unicamente se describlrán algunos casos especiales, los cuales, sin embargo, 

son bastante comunes y de importancia práctica. Las condiciones que determi 

nan si· un vector x resuelve o no el problema de programación no lineal ser.in 

pres~tadas en una serie de teoremas los cuale~ no serán demostrados (las 

demostraciones están fuera de los objetivos de este curso). 

' 
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2.5.1. ProgramC~ci6n no-limml ~in re"'tncciones 

El problema es el siguiente: 

Minimizar: f{x), X tEn 

• Las condiciDnes necesarias para que-x~ 

(1.12) 

sea-un mínimo 

local del problema (1 .12) son : 

L. 
" ~ . 

diferenciable-en:. x,. 

• 2. 9f (x·) =-0, es decir, existe un pUnto·estacionario.de 

f (x) 

• 
Las condiciones suficientes para que x sea un minimo 

lO<;~·del-problema (1.1~) son: 

' .j , 3.;. > .·, .. . -' :es :decir;-.la ;ma tri:z' Hessiana "'s :positiva~-

defirúda . 

(Las condiciones para la existencia de un máximo son iguales, excepto que 

el hessiano deberá ser negativo definido). 

2-5-2- Progr~i6n no-lineal con restricciones de Igualdad 

y De,;igualdad 

En este caso el problema es el siguiente: 



Minimizar: ' ¡,1 ' 
,• 1 

1 
Sujeta a ' "· (,1 • o j '"' l. . .. ' m 1 (1.13) 

' 1 ,, (,1 o j • •• L . .. ' ' 1 

• 
Las condiciones necesarias para que x sea un minimo 

local se establee"'\ en dos teoremas, el primero de los cuales ( t"orema 2) .. 
puede ser llamado condiciones de primer orden (debido a que las funciones 

que intervienen se consideran una vez dilerenciables). El segundo teorema 

(teorema 3) s" le denomina condiciones de segundo orden (se considera que 

las funciones son dos veces dife.renciables). 

Para establecer las condiciones necesarias, empezaremos con 

• • 
el siguiente concepto: s~ x '"' un minimo local de f (x ) , ésta no puede 

• 
decrecer a lo largo de ningun arco "suave" dirigido desde x hacia la re 

• 
gi6n Factible. Sea el vector V tangente al arco que empieza en x Usa>:!. 

do los conceptos de Fiacco y Me Cormici:, se asignan tres diFerentes cate92_ 

rías o clase!: al vector V. donde cada conjunto V_ incluye el conjunto de V 

' 
tales que: (ver tabla I). 

• 
Todas las posibles perturbaciones " ' caen ., '" unión ,, 

', ' ', ' ei ' ' ',· ' (,1 decrece, mientras que ei V G v
1

, ' ¡,1 

,. incrementa o '" constante. En esencia, las condiciones necesarias ,, 
primer orden imponen el requerimiento de que el conjunto v

2 
esté vacío. 
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está vacio, se puede demostrar la existencia de los multiplicadores 

de Lagrange, resultando el siguiente teorema. 

TEOREMA l. 

1•1 • 
x satisface el problema (1.13), (b) las funciones 

F (x), g j (x) son'. un" vez diferencii>bles, Y (e) =. 
• • vacío, entonces exiHen los vectores u y w (multiplicadores de 

Lagrange) tales que, • • "' , x ) satisfacen 

• 1>1 ' (~ ) • 

' 
o j • '· . ... m 

1 2) 'J 
• l• 1 , o ' • "' .. 1 • . ... ' 

1 3) • 
" '· 1•1 • o j • •• '· .... ' ' ' • 1 ,¡ "· 

, o ' • m • '· . ... ' ' • • • 151 V L(x " • w ) • o 

donde la función 

L(x,u,w) ~ f (x) 

puede ser cons~derada como una función Lagrangiana generalizaaa, asociada 

al problema (1.13). 

con el propósito de establecer bajo que circunstancias el conjunto 

v
2 

está vacío, se necesita calificar, a primer orden, a las restricciones. 



• ,,, 
' = punto .factible '" problema (1.13) ' supónga~e '"' ", (x), , . 

~ (x)' 9 m+l (.). ... ' ', 1 ·) "" funciones una vez difcr~inbles. 

La calif'icación a primer orden de las restricciones es una condición que se 

impone unicamente sobre las restricciones (sin importar la función objetivo) 

y que consiste en que para cada punto frontera formado por el conjunto de 

restricciones de igualdad'y las activas de desigualdad, debe de existir una 

curva suave que termine en el punto frontera y que pertenezca completamente 

·-al.conjunto de.hs.restricciones. ·si x- es un minimo·loeal"de~ f'(x), ésta 

. .. 
no o puede: decrecer-' a o lo :largo; de • tal; curva, _dirigida,des.de_:_x _ hacia· ¿a_ región: 

.factible. Una condición suficiente para la calificación a primer orden de 

las restricciones __ que debe cumplirse es que todos los gradientes de las re~ 

· tricciones·de-desigualdad-activas-y-lo5-Sradientes.de.las rcstricciones.de • 

• 
igualdad :evaluados'""- xc , sean,lineal!:lente' independientes: _ Esto e Último- se.-

establece' en· eU. sigui=te ~t.,arema; _ 

TEORE>!A 2. 

Si las !\melones h, (x), ... , hm.(x), g- (x), ... , g- (x) 
~ m+l p 

• 
una ve:< dif'e>'enciables en x-, y si la calificación a pt'imer orden de las 

• • 
restricciones es válida en x , entonces la condición necesaria para que x 

sea un mínimo local del problema (1.7), es que existan multiplicadot'es de 

... .. .. . .. 
Lagrange u y w· tales·que- (u , "', x) satisf'agan·las ecuaciones 

(1) - (5) del Teorema l. 
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Para tomar en cuenta la curvatura de las !'unciones en el problema 

(1.13), Me Cormick estableció las condiciones necesarias de segundo orden 

• 
para que x sea un minimo local. Supongase que las funciones f' (x), 

... ' hm (x), 9m+l (x), '''' g (x) 

' 
son dos veces diferenciables 

• 
en x un pwtto que satisface al problenta (1.13). Sea V cualquier vector 

• 
no cero tal que 

para las restricciones de desigualdad 

activas 

para las restricciones de igualdad 

Entonces, si V es la tangente a una curva ~(o), a_:::. O, do" 

veces diferen<:iable, a lo largo de, la cual gi (,¡.(o)} _, O para todas 

las restricciones de desigualdad activas, y hj ( 1/J (o) J "' O para todas 

las restricciones de igualdad, la calificación a segundo orden de las re~ 

• 
tricciones en x es válida. Una condición suficiente para la califi.caci6n 

a seaundo orden de las restricc~one~ que debe cumplir~e es que los gradientes 

• de las restricciones de deügualdnd activas en x y los gradientes de las 

• 
restricciones de igualdad en x sean linealmente independientes. 

Las condiciones n~e~arias de segundo orden se pueden establecer 

eOliO s~gue. 

; 



TEOREMll 3. 

(a) Si las .funciones .f (x), h
1 

(x), ... , , hm (x), g (x) '. , . ' 
m+l 

• son dos veces dife~enciables en x y (b) si la cali.ficaciÓn a 

• primer orden de las restricciones es válida en x entonces las condiciones 

• 
necesarias para que x sea un minimo local.dcl problema (1.13). son que exi~ 

• • tan u y . .., tales que (e) ecuaciones {1) - (S) del Teorema 1 se S,!. 

tisfagan,- y ( d). para. cada: vector. no :cero . .V, .. ·para.el~cual·_ 1 - g .-. {x*:) 

' 
= o, 

para-las· restricciones de' desigualdad' activas,- y :·VT-r-
. -

h,•,(>d-= 0,-:.. para~ 

lag ·restricciones -de -igualdad, se cu.;,ple lo siguiente : 

( 6) • • • (x , u , w ) ' , o 

• 

' 

• 
La!l .condiciones suficientes,para que x sea un minimo lOCal aisl,!. 

do del· problema .(l. 13) .• son,la,wliismas .(a)~, { b). y-( ; }-=; del1Teorema ·3, c. 

' 
exceptocla'.parte (d);~ ( écuacci6n-(G-)-) ~ la-cualo.debe!ser,substil:Uidaopor: .: 

(d'). Para cada vector ' no cero para el cual ,' V g j 
•• 
(• ) • o ,=. 

' • 
las restricciones de desigualdad activas, ' Vg .• (x) 

' 
, o para '~ 
' ' • 

restricciones ,, desigualdad no activas y ' '" (• ) • o para '~ 
' 

restricciones de desigualdad,- lo siguiente es verdadero: 

( 6') • • • (x , U , V ) V o 

\ -- -- ---- ----. -· 

1 

! 



• 

'· 

' " 

Condiciones necesarias y suf'icientes con 

restricciones 'e desigualdad. 

Minir.lizar: ' (•) o ' ., • ., 
Sujeta a: 9"1 (x) o 1•, ' • •, 'l • '>O 

,, ) 

-) -2 - ' ' ' ' / \ 

/ _, \ 

1 
/ ' ' / \ 

1 1 \ ', -2 
1 

mínimo 1 oc a 1 

FIGURA 4. Región admisible y curvas de contorno del Ejemplo l. 

Se,observa que g
1 

(x) es u.'la restricción activa 

mientras que g
2 

(x) no lo es. 



Ya que sólo una de las restricciones está activa, no se necesita 

comprobar la,calificaci6n a primer -y segundo, orden de las restricciones 

(llote que I' (x), s
1 

(x) y g
2 

(x) son dos veces diferenciables). 

De acuerdo a los Teoremas (1) y (2) se necesita demostrar que e:xi,1 

• • 
ten u y x tales que 

1,) 

1 ;) 

( 4)' , 

1 5) 

• • 
ujgj(:x)=O 

• u:· ~ o., 
J :-

• VL (x , 

--- - - - - - ~ ---- ---

' ' • • 
"; ,, • ' 

, o -. ' ' ' ·-,-. " > L 
,., , ' o 

• ", 
• ", 

(L = 

' 2 • . -· 
1- ., "2 

• • 1- y , 
2 

• u"'" >-o-~. 
1-• --

• 
" > o 2 -

• 

f (:x) - u-g 

' ' 

\ 

-

' ) o 

' ) o 

(x)·- u 
2 

o 

,, 

1 
1 > 



Resolviendo las ecuaciones rrnteriores se puede verificar que 

' • 
' • ( O, - 3 J' 

' • 
( ~ J' " • ' o 

La condición de segundo orden que debe ser satisfecha es 

• o restricción activa 

es decir: 

- o 

,. donde '> puede tomar cualquier valor, y v, • 0, substituyendo 

V en ( 5), se tiene 

VT V2L • • (6) ,, u ) V , o 

v'c [' (' . u,) o 

l donde 
• 

o '", 

Ejemplo 2. Condiciones necesarias y suficientes con restricciones de 

Igualdad y de Desigualdad 

Minimize : ' (•) • 
, ., • ', 

Sujeta a : ', (,) 
, 

• "' 
, 

• ., 9 • o 

,, (>) • ,,, • ', '> • ' 
, o 

,, H • ,,, • ., ) • ' 
, o 



' 

• 

mrnini 
~local· 

--

_, 

' 
' 

-

' 
' ' ' 

3 

- ' / 

·/ 

/ 

·-
1 1 

, 
. 

-~ 1 _.· 

1 

' ' ' '. 
' 

/ 

/ 

/ 

' / 
/ 

' 
' 

n. 

' 
(x)-o 

.. :v "· 
-~-1 \ •\ 

......"':._ ., 
• 2 _, 

\ ' ' \ 
\ ' -J, Contornos 1 1 ,..,._.- do f {x} 

\ \ 1 ' \ \ ' \ 

' / 

' FIGURA:.::S.;>:: l!._egi6n~admisibl<•"y~curvas~deoniv.eL: deLEjer.tpl0-2---- \ -

De acuerdo al Teorema 3, h
1

, (x), g
2 

(x) y g
3 

(x) deben ser 

dos vece,..·diferenciable'>;- Ademá.s,-los gradientes d"·las restr-icciones "S. 

tivas deberán·ser"linealmente-independientes para-que satisfagan-la califi 

• caci6n a primer- y segundo orden. Suponga """ A, localizado en • -
' (- 2-37,·-1.84) ~,. intersección de ' 

• l• } • - ,, l• } - o ... 
un candidatO a minimo local. Si se i'orma una combinación lineal entre los 

• • 
"" x , "". t>.ene que, para que sean 

\ 



linealmente independientes 

• • ' e, V g (x ) 

' 
o 

e, [::J e, [ ::.;] 

y como :.;] 1 o 

es decir, lOs gradientes de ,., restricciones activas son linealmente 

independientes. 

o., acuerdo a los Teoremas (1) y (2) " debe cumplir que 

' ' • • • (>) ", (< ) • o ., ' ., • o 

' • • • 
(2) ,, (< ) • o C•, ' ., ) ' 9 ' o 

• • 
C•, ' ., ) • ' " .. 

~·.-

[ ' ' ,] • • • • • 
(3) u. ,, (< ) • o u, C•, • ., ) ' • o 

3 

• 
1 

• • 'l· u, (x, ' •, ) ' o 

• • (4) u. ' o u ' o 
J - ' • • o u, ' 



• • • (5) o;L(x, u w) =O • • • 
L = r (x ) + w

1 
\ (x ) 

• • 
' X ' ' X ' - ' - ' o 

• • ' • ', ", .,, -
• • 

' '" - ' X - ' o 
' ' 

de !dollde ·se .obtiene:quea:. 
' . 

• 
" -' 

- o, 779 

• ", - 1 ,05' 

• ", - o 
. 

De--acuerdo:.u~l'eorema...:i, i5e;:.rlebe .=centrar-"-' V 'tel ::' qu~..:. _ 

"' . • vgj(x)=O para las restricciones de desigualdad activas, y 

además • 
Vh

1
(x)=O es decir 

' l 1 v, • ·v ) - o v, "X ', - o 
' ' ' • -" ' 

• 
, X 

' • • 
V¡· ' ' - -0-- , 

", v
1 

+ 2 ., ', • o 
' • 

' X 
• ' 



' de donde se obtiene que (o , o) y entonces 

existe una única solución al problema en la intersección de g
2 

(x) y h
1 

(x). 

Note que ~~ este problema en particular 

' ' . . V V L (x , u • 
< ) ' , o 

para toda V ~ O , ~ es <leciP ' 
. . . 

1 .. 1 'i' L X , u w es una matPiz positiva 

dclinida. (condición (6' ) ). 

Los dos ejemplos analizados en este capitulo tienen el propósito 

de ilustrar las condiciones de optima.lidad de primero y segundo orden. 

Ahora bien, los problemas que se pueden tratar analiticamente son de:masiado 

sencillos, sin que esto quiera decir que para problemas muy grandes y/
0 

complicados lo anterior no sea válido . 

• 



BIBL10GRAFIA 

1. A. V. Fiacc:o and G.P. Me: Cormic:k. "Non linear Programming", 

Joh.o¡ lliley and sons, Inc., !le"' York, 1968. 

2. V. \l. Xuhn andA. 'J. Tucker, "Non linear Programming. Proc. 2nd. 

. 3. 

Berdeley Syrnp. on Mathematic:al Stati~tic:s and Probability, 

Univ. of Calif. Press, scrkeley, 1951, pp. 481-492. 

G.P. M<:. Cormic:k. SIAM J. Appl. Math., 12. 641 (1967) 

4. Q.L. Mangasarian, "Non linear Programming", Me. Gra..,-Hill, 

Neo,.r York, 1969. 



• 

DIVISION DE EDUCAC/ON CONTINUA 
TAD DE /NGENIERIA U.N.A.M. 

OPTIMACION DE SISTEMAS FISICOS 

METODOS DE OPTIMACION SIN RESTRICCIONES 

M. EN C. SUSANA GOMEZ GOt1EZ 

1'\ARZO, 1981 

Polodo do Minorío Collo do Tocubo 5 primor pho MO.ico 1, O. F. Toh 521·40-20 Apdo. Pc<hl M-2285 



METODOLOGIA 

I. BUSQUEDAS UNIDIRECCIONALES 

Casi la totalidad de las técnicas de minimizaci6n que se describl 

rán • en' otras o secciones <más ,adel M. te , -..requieren-de, t&nicas, de. minimi zaci6n ~~ 

unidilnensionales :--las ;cuales~ tiene.., -como;; prop6si to; el :olocalizar.:el~nimo =-

local de·una·J'unci6n d" una variable. La implementaci6n"de los métodos 

mencionados requieren del conocimiento previo de un cierto intervalo 

cual conticne-al-minimo. <!e.la . .runci6n_objetivo _ .f" (x), .y además .se.supone 

que en el-intervalo prescrito la J'unci6n es unimodal. En la Tabla Il 

se mencionan.algunos·de los métodos.más.conocidos para-lograr·la minimiz~ 

ci6n ·:deseada,--:;: todos -los •cuales• tienen' como"" própósi to ·rec;!ucir · el tamaño-del-·-

intervalo IJ.(o) hasta un tamaño o'. (n) Para comparar la rapidez r~ 

lativa de los métodos, ~ilde·def"ine una eFiciencia para n evaluaciones de 

la fUnci6n como : 

EFiciencia ~ 

En la tabla I se comparan los valores de E para varios métodos. 



Métodos no-secuenciales Secuencial es 

Búsqueda uniforme 

Búsqueda uniForme 

(Dicotornus} 

' 

' 
" • ' ' 

( •) : Número de 

uúsqueda secuencial 
(Dicotoi:IUs} 

Búsqueda Fibonacci 

Sección Dorada 

Fibonacci 'm " 

' 
• ,, " 

(0.618) l- n 

evaluaciones 

TABLA II. Ef"iciencia de Técnicas de BÚsqueda Unidimensional 

En la Tabla III se compara el número de evaluaciones de la Función 

que se requiere para reducir un intervalo inicial de ' 5 X 15 a W10 menor. 

NO SECUENCIAL SECUENCIAL 

..,e 11) Uniforme Dicotomus DiCOtOJI\us Fibonacci Sección Dorada 

5 • -3 w "' "' " H n 

5 • 10
5 19,999 19,998 " " " 

TABLA III. Número de evaluación de la .fUnción para reducir 
..,<o)~ 

A continuación se describe el método de la sección dorada. Este 

método esta basado en· la división de una linea en dos segmentos tales que 

la relación del tamaño original de la linea al segmento mayor es la misma 



que la relaeión del segmento mayor al menor, es deeir 

de donde 

F -"' 

' 
3 - 15 

' 
/5--;'""- 1 

', • 

' 
', 

w~ -0.38 

w•., 0,62::"-· 

', • ' 
,, 

' ' • ', ', ' 

Para iniciar. la_bÚsqueda de~ núnimo de I (x), .se necesita espec.!_-

Iicar (o averiguar) en que.dirccci6n ésta se llevará a cabo. (Se supondrá 

Como primer paso se debe encontrar un intervalo ~ donde se encue:! 

tra el mínimo de I (x) usando, por ejemplo, una serie de pasos cada vez 

más grande sobre la variable independiente. Suponga que esto se ha hecho 

y que-los·Últimos- tres.puntos-obtenidos en--X __ son-lo~ siguientes: 

,, (o) 
•1 últllno, 

(o) 
' ' ' '1 

(o) 
donde ' (x/o)) ::_ f (x2 (o)) 

' 
sea 

(<) ' . • '3 
(<) 

'1 
(<) 

(Fig. 6). Co anterior una vez heeho la-

1:-ésirna·etapa:r.todifica el-intervalo de la siguiente forr.ta. 



"' 
,, 

"' 

f " 

f' (yl (k)) < f (y (k)) (k+l) 

' ~ 

' ' 
f' (y (k))~ f (y2 (k)) (k+l) ' ~ ' 
f' (yl (k))= f' (y2 (k)) (k+l) ' ~ 

O 62 6(o) ¡ . 1 

: ---.,...--r 
' ' ' ' 

"1 (OYJ (o)x2(ojY2(o) 

+/,.(k) (k) 
F 2 - x3 

(y2(k)- xl(k)), 

' ', (k+l) , ', 
¡,) x(k+l)_ (k) 1 

3" :-Y3 [ 

(x3 (k) - Y¡ (k))' 
' ', (k+l) (>) (k+l) (k) 1 , ,, "3 = "3 1 

( (k) (k)) 
y2 - "1 • (x (k) _ _(k)) 

3 yl ' ' 
(k+l) ¡,) ( (k+l) (') 

" ~" '3 ~ ,, ' o 

' ' 
(k+l) 

" -' ' ' 
¡,) 

(o) ,, 

'3 
(k+l) 

(o) 

'3 
¡,) 

+ J. 62 

1 o) 

' 
(o) 

' 

FIGURA 6. Búsqueda mediante sección Dorada. 



30. 

Otra clase de métodos para bÚsquedas unidireccionales. Localizar 

• un·punto x, cercano a x (el minimo) mediante interpolación y extrapE_ 

lación. En estos métodos se usan interpolaciones cuadráticas y cúbicas 

para aproximar el valor de la fUnción. A continuación se describen un par 

. de algoritmos que al usarlos en Forma conjunta generan un algoritmo bastante 

poderoso para la localización de minimos locales en una dirección: estos dos 

algoritmos"son:los:siguientes~ 

a)"Davis-5wann - Compey:(DSC);-~ para:def'inir~el.int.,rvalo:::. A _donde.-

se encuentra el mínimo, y 

b) Powall, pi.ra.deünir .la localización "exacta"· del-mínimo. 

En~ el . método-.: DSC -, _. se" toman- pasos--de • tamaño 'Cada< vez-. mayor- hasta--

usa interpolación cuadrática (Figura 7):-- Los pasos que se siguen en este· 

algoritmo son los siguientes 

L Evaluar P (x) en el punto inicial X 
(o) 

" ' ¡/o)+ t..k 

Si . ' (x(o) +· 'x) " (xo ) e e continua e= el "paso 2. 

" ' 
(x(o) + ") > ' 

(x o) " é!ePine 'X " - '" (ee 

ca:nbia '" dirección de bÚsqueda) y se continua con el paso J. 

2. 
(lal).. (k) 

X . = X +· f.x 



3L 

3. Calcular 

4. Si f (x (k+l)) se duplica el tamaño de paso 

y se repite el procedimiento desde el paso 2. Si 

etc., reduzcase x a la mitad y regrese a los pasos 2 y 3 

una vez más. 

5. De los cuatro puntos igualmente espaciados x, en el conjunto 

{ (m+l) 
' ' ' 

(m) (m-1) 
" ' 

(m-2) 
x } , se eliminan o 

(m) 
' 

o 
(m-2) 

' ' 
el que este más lejos de la x con el valor de 

la fUnción más baja. Los tres puntos restantes se denotan como 

' 
(o) 

' 
(o) 

' 
(e) 

donde 
(o) 

x es el punto central 

(•) 
' 

(o) (e) - ' 
(o) 

• 

• 
6. Use interpolaci6n cuadrática para estir.lar x , 

.. -* (b) 
X ~ X = X 

( •l t.x(r(x )- r (x (e))) 

''· 

Los pasos anteriores completan la primera etapa del método ose. 

-· Para continuar, se r·ein~cia en x o " 
(e) 

reduce ax y se empieza desde el paso 1 nuevamente. 

1 
" 
1 



• 

' 

-:. 

f (X) ,, 
5 

,/ 

,.,(m-8)x(m-2) X(m-1} .. x(m+J) X (m) 

FIGURA;. 7 .. : Método~- DSC;,;; par.a-minimi ::aci6n;;. unidimensional.·--· 

En el método de Po~ell, se usa una aproximaci6n cuadrática usando 

los-tres primeros-puntos-obtenidos en la direcci6n·de·búsqueda·dada.· La_ x 

correspondiente al minimo de la-función cuadrática se usa para_ efectuar una 

nueva.aproxirnaci6n.y-se.continua.de.esta•fo~•hasta~localizar~el~minimo:de 

' f (x)--'(Figura 8).· 

. .. . . 
1 . ' . 

. 
. 

-
~ x* . ;. ·" • 

-

' ' • X ( J ) x(2): (J) : x( 3 )=x(l)+2Ax . " ' 
(prlm.,ra etapa) 

' ' ' 
' ' 
' ' (Segunda ·etapa) · ' . 

--~· 

FIGURA· B. Método·· de -Povell ·para-minimizaci6n'·unidirnensional." 

1 
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,,, pasos que deben seguirse para implementar el método de Powell 
.. 

son: 

L dados 1' 1 
' calcule 

1,1 1 '1 
" ' " ~ X • ' 

'· calcule f: (x (1)) 

' ' 
(x (2)) 

'· " ' lx ( 1 ) ) , f (x ( 2)) X 
1 3 1 

~ " 
1,1 
'" 

" ' (,,y> 
' 

(x(2)) (,1 1,1 
' < X ~ X -

4. Calcule ' 
(x (¡)) 

-· 5· Estime el valor de X ~" minimo '" f: (x)' X ' 
.~, 

. -· 
X " X ~ 

'· 
-• - (1) 
x o algunos de entre {x , X 

1,1 ( 3 1 
X } 

corresponda al valor más pequeño de f: (x), difiere en menos 

que la exactitud presenta para x, o la exactitud en el valor 

de f: (x), se termina la búsqueda. En caso contrario, evalúe 

-· f ( x ) y se ellmina del conjunto 

que tenga el valo.- más alto de la I'unci6n f (x), a menos que 

se pierda el :intervalo de x donde se encuentra el minimo, en 

cuyo caso se debe eliminar una x tal que el intervalo adecU<~do 

no se pierda. Se repita el procedimiento desde el paso 6. 



11. MllllMIZACIO!l SIN RESTRICCIO!!ES USAllDO DERIVADAS 

El problema general de minimización sin t·estricciones se p-uede 

plantear como 

Minimizar f (x) , x6L-n "' 
donde f (x) es la función objetivo. Según se vió en el capitulo 

• • • 
anterior;-"se•pretende~encont:rar.=un. punto' <X-"' taJ.·.que::o 'l f' .(x.) :.... ,Q a_ 

En~ 1 a- presente-sección 'se: a. tacará -el: prob-lem.eo. :-d..I'·inido: en:{l-)! medí ante· el~- · 

uso de ·métodos que hagan uso·de ·las ·primeras e y segundas derivadas parciales-

('lf' (x) Y ' ·v f (x)J de la función objetivo. 

2.1. Método=.del Máximo Descenso (Gradiente) 

ción.objetivo.-f (x), .en,cualquier.punto.x , •. es_un.vector~dirigido en la-

dirección del mixii!IO-increJI\ento local en .f' (x) .. Resulta-obvio que-se puede-

' escoger como dirección de bÚsqueda, para minimizar~.,.f (x), la dirección 

opuesta al ·gradiente,- - · V f· (x), esto-es,- en-li>.-dirección- de - rnáx~mo· deseen-·· 

so. Si se escoge como dirección de bÚsqueda la ya señalada, resultará lo 

siguiente. 

·. a) sea la dirección de búsqueda en el 

k-ésimo paso del algoritmo. 

\ 
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>) " ,., - • '• \ 
~ -., " (xk) • " el desplazamiento 

del punto ', " xl:+l' es decir 

""·' 
~ " • ,., ( ' un escalar positivo) 

' ' 
,) Ento=es, la aproximac:ión a primer orden de E (x) quedará 

o·lri.en~- -------~ . . 
. ' • • 

"k\ITf(~k.)·. o 

es· deeir;c se puede.garantizar. que: para o._ '\ ¡_, su.fic:ientrnnente.~" 

pequeño,-el-valor;de la FUnción-en x._ -decrecerá con res- -
k+l. -

pecto '-al·. valor.~ previo·. en"" x- ,._. siempre ry; cuando,;,. VE' ( x.¡;)" # · O; !;v 
- 1: -- ' ·- ,. • ... 

( E!l-los puntos -. (a)· -. (e)>-' O;: _ -~" ·le ·con~ e· eor.m ·-trunaño 'de 

paso). 

' Existen varias alternativas nara escoger el tamaño de paso a . ' 

• 

.. 
de.las cuales se pueden l!leneionar las siguientes 

a) Fijar el valor de '\, de antemano e igual para todas las 

iteraciones del·método.--La desventaja•de proceder de esta· 

Eorma·e5_que no:se.puede,garantizar·que de.una,iterac:i6n·a-

• 

1 
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la siguiente, el v~lor de la fUnción decrezca, ya que e~ta 

propiedad sólo es válida C\landO a k ----7' o. 

Debido a lo anterior, el método puede presentar las siguient~s 

desventajas. Er_¡ primer lugar, que si a k no es lo "su.fic:ient~ 

mente pcqu.,ña" el método ascilará. Por otro lado, si "k 

escoge "demasiado pequeña" la convergencia puede volverse 

demasiado. pequeña. 

b) r-Una-segunda;al ternativa ces ,escoger_=;o -: en -cada.·- iteración -de~-
< - . 

Forma tal que el valor de la-fUnción ·objetivo se-reduzca para 

algún cierto valor de "k- Para lograr lo anterior se puede 

proceder. de la siguiente. forma-en cada-etapa. 

O < " < 1 ·¡ un-factor:::ru.ltiplicativo-.=: 

i);: se .fija'- 6 -:o c:~ref,-·i= O 
o 

ii) 
(i·) • ' - '\ 'o' k 

iii) calcular ' (/) 
iv) oi 

i 
f (y ) < r (~) continuar con el paso vii) 

v) i ~ i + 1 

vi) · repetir el pr'oeedimiento deséle ( ii) 

vii) 

""" 
~ 

' 
( i) ., "< " 

' ('),+¡) ~ ' (yi) 

- -

i • 



El procedim~ento anterior garantiza que, si se permite un número 

ilimitado de iteraciones en cada etapa del método de 

máximo descenso, se obtendrá un descenso en la funci6n objetivo. Tiene 

el defecto a que puede consumir de~asiado tiempo en la bÚsqueda de un ta 

maño de naso adecuado o r ¡,;. 

e)"' Una tercera,alternativa-.es.;la:;siguiente.~;o.Sllp~ngase,que de~=-·· --- -- . . -- - -----.,.---

x_ .caerá-sobre-la ecuaci6n de un·parámCtro, 
"' 

X = X .¡. 
k+l k 

siendo o el parámetro. La di.feren.eia entre este-procedimiento y los dos 

anteriores-es :que:en;el-;.presente :si ;pide.-que:el·.tamaño:de.p~so-; a .-sea,tal 

• 
que ... - f (x -. ) ~ .f (x;H.,. o.s~.)c! adquiera'su minimo:valor_'ie·O,•.formal.mente_ 

l::+l· k_ k •.• 

d f (xk .¡. o.Sk) 

do 

Por-ejemplo, si f (x) es una·.funci6n.cuadrática 

f (x) = 

entonces 

__ \ - ~--

' ' a+bx+ixOx (O: positiva definida 
simétrica). 

= -b-Qx 
k 

" - . 



/ X l:+l = - (1): (t> + Q X )::} 

• 

de donde 

• 

o 1 o 

' 

J8. 

entonces se pueden emplear cualquiera de las· técnicas de búsquedas, unidi 

mensionales descritas~ la sección anterior. 

Una:caracteristica,interesante de.este.procedimiento·de minimiza 

ci6n,-es que· el ·gradil!llte ·en· el nuevo .punto;-:~ + 

la dirección ·de ·búsm•eda, ""''leada-,ara,localizar-•·x ·· es decir ' 
~- k+l' 

•lr (x k+l) S k = O, lo cual se demuestra como sigue. Sup6ngase la 

misma "f'unci6n cu<>ddotica y¡¡, empleada entonces 

' . 
' F ( " ) y de la expresión para - o '" obtiene 

00 

T T 
(b+Qxk) 8 • 8 o "> 8 - o 

' ' ' 



y como 1:: S 1:: ' entone: es 

' (t>+Qxl:) ' (x k+l - ' 1 o. ' • ', o • 
' ' 

o bien 

' ' ' 
(o. H xk+l) ' ' vf' (x k+l) 

' - o. 

.. 

Lo anterior se ilustra en la Figura 9. 

' 

'\ 
'lf(xkl. 

"---------------------------------------., 

FIGURA 9. Ortogonalidad de las direcciones de Búsqueda 

La irnplernentaci6n práctica del algoritmo de máximo descenso, con 

cualquiera de las tres alternat~vas discutida~ para determinar 

daria de 1a siguiente f'orma. 



l. k - o 

2. Estimar 

3. Calcular 

x (punto de arranque). 
o 

f' (X ) 

' 
tolerancia, se ha encontrado 

un punto "stacionario <le la f'unci6n f' (x) 

5-~ s k - ---vr-(x ¡¿l 

como·resultado·se calcula,_ x · • 

"' 
1· Calcular Vf (xk+l). 

. y "f' 

s.··k -·-k+l se repite el procedimiento des<le·el paso 4. 

Para· finalizar 'la discu~i6nosobre.eli métodO!d.,l,máxifiiO. descenso 

es conveniente hacer notar que bajo algunas condiciones, por cierto no muy 

frecuentes, .,¡algoritmo puede ser atraído por:un.punto.silla ya que también 

en esta clase de puntos se_satisface que ..,T l' (x) Vl' (x) - O, no exi~ 

tiendo f'orma de detectar a priori que tal cosa suceder~. Ahora bien, para 

clasificar el tipo de punto donde se detuvo el algoritmo, es necesario anali 

zar la matriz de segundas derivadas, de acuerdo a : 

i) H, ·positiva definida mínimo 

ii) H, negativa definida máximo 

\ 



' 

•· 

iii) H, semi-positiva o semi-negativa deFinida punto silla. 

2.2. Método de Nevton 

El métodO de Nevton que a continuación se presenta esta basado en 

una aproximación a· s'egundo orden de la función objetivo f" (x), es decir, 

usa ini'onnación de segundo orden (matriz hessiana), de aquí que se le e la 

sifique como método de segundo orden. 

Considérese la aproximación a segundo orden de F (x) 

f" (x + AX) = F (x) + 
T T- 2 

V .f (x) W< + i' llx V F (x) llx 

Si se supone que la aproximación anterior es buena, como de hecho 

lo es en la vecindad de un mínimo y de un máximo, entonces , al derivar pa!_ 

cialmente f" (x + 6x) con respecto a cada uno de los elementos de {IX se 

obtiene 

donde 

'af(xtllk) : Vf(x) t v 2f{x)l>x : O 

"· 
de donde 

H (x) = rf J' (x) es la matriz hessi~a (hij = 

será la dirección del desplazamiento desde un punto ~ 

es decir 

• 
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El cmpl~o de la Última .fónnula para generar los 1 ter<mdos del mét2_ 

do de Ne'o'ton puede provocar los siguientes problemas si es qlle el método 

se está empleando para minimizar una función .f.(x). El problema es el si 

guiente .• Note que tanto un máximo como un mínimo, asi como los puntos 

silla, satisfacen Of(x '1- c.xl/ 011>: = o, . por lo que no se puede 

gar•mtlzar que el método converga a un minimo, si no se modi.fica adecuad~ 

mente Esta rnodi.ficación consiste en lo siguiente : 

sea •'-' 

deFpvnto • X .; al -· ' ,., ' considérase;la .aprorimaci6n.a pril:ler .orderL--

4e f.' (x) como si!j1.le 

f(xk t Ax¡.,l ~ f(xi,;) • ok(VTf(xk) A>tk)pk 

o bien "--"- · 

( v' p> 

donde es el ta:naño de paso, descrito en el inciso anterior, ' . 
• 

es el sentido de la dirección de búsqueda, el cual se determina como 

sigue ,. que se desea oue 

., ' o , entonces 

¡ ' p ~ 

' _, 
T . -1 • 

V f(xk)l! (xk}Vf(xk)> O 

VTf(~)H-l(xk)Vf(~)< O ,, 

·-------··-



Y con esto se garantiza que si ak(>o) es suficientemente 

pequeña entonces F (x ~tl) < f (x ~) Y el método de Ne~on convergerá 

a un mirlimo, o en el peor de los casos a un punto silla, pero nunca a un 

máximo (se omite la dis=si6n sobre el tamaño de paso ak , por ser idén 

tica a la presentada con anterioridad). 

Tomando en cuenta los puntos anteriores, la ir.lplernentaci6n del 

método de Ne\<l"ton queda como sigue 

L ' - o 

,, Estimar 

3. Calcular 

4. Calcular 

5- Si 

= punto 

' o 
(punto 

' (x) ' 

Vf (x ,) 

de arranque) 

Vf (x ) < ' -
estoacionario do f (x) 

toleraru:ia, se ha encontrado 

(minir..o o punto silla). 

'· Calcular H (x k) ' " 
_, 

(x ~) 

¡ 'VTf(x ) -3 
(x k) Vf(x ) 7. 3 ,, " > o 

' ' 
'k - •lt(x 

1
,) 

-3 
(x k) Vf('),_) < -3 ,, " o 

8. ll"k : - pk 

9. Calcular ''k (inciso 2.1) 

cOJ:IO resultado se obtiene 
X k+l' 

' ' 



. ' 

"· 

10. 1:: ~--k+ 1. Se repite el procedimiento desde (4). 

Es f'ác:il ver que si la .func:i6n ot>jetivo es cuadrática, p. ej. 

f (x) • • ' • t ' ' Q ' 

el método de llevton converge en una sola i terac:i6n, ya que 

Vf (x :kJ t> + Qxk 

entonceS 

• 

-1 *-
Q b = X convergencia cuadrática 

2.3. Conjugancia y Direcciones Conjugadas 

Como se verá más adelante, ·_una FUnción objetivo cuadrática de 

n-v=iables que exhibe un mínimo, puede ser minimizada en n pasos (o 

menos) si estos pasos se tornan en lo que se ha llamado direcciones conjuga-

~- En el inc:iso siguiente se limitará la discusión a FUnciones ?'adrát_i 

cas del tipo 

·• 
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f (x) = (o) 

donde H es una 01atriz positiva def'in.ida. 

2. 3.1. Conjugancia ------
Supóngase "" " minimizaci6n Oe ' (,) empieza eo " o 
'o = la dirección S escogida arbitrariamente (o ''" '"""' algoritmo) 

El siguiente punto generado por 

el algoritno será 

con respecto a 

de donde 

es decir 

VTf(x
0

}§
0 

ST~2f(x )S 
o o o 

Una vez que se encuentra el siguiente iterando, x1 

(1) 

'" 

se deber;J 

seleccionar una nueva dirección de búsqueda para la minimización de f (x). 

La nueva dirección 

o. 

independientes de búsqueda 

se dice que es conjuaada con S 
o 

,, 

' o 

(En general, un cOnJunto de n direcciones 

son conjugadas con respecto 

a una matriz Q, positiva de.finida, si 



,, QS " O 
' j 

O<Uj<n-1 ,, ) 

Q, podria ser, por ejemplo, la matriz hessiana de la Eunci6n objetivo H. 

Note actemás que si O"" l, la matriz unitaria, conjugancia y ortogonal,!. 

dad son sin6nimos). 

Debido a que los vectores si, son linealmente independientes 

• además:de.conjugados;:;;. cualquier..:.vectOr.-.:VJE, En.;· 

V 
j 

' 
n-.1· .-:.~ 

t . V 

' 
T 

sj H (x) V 

s'?-- ·H (x)-.s;-
J ' ~ 

Otra relaci?n-importante.que-se utilizará 
• 

guiente. Considerese la matriz P dePinida por 

,, ' '; 
T 

S . oS . 

' ' 

más-adelante-es.la si 

. ' 

Resulta obvio que si las o se escogan de ma.'lera tal que 
j 

' ' ', ~ ', 
·entonces __ ' ~ ' 

_, 
.Ahora .bien. 

1 

• 
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e 7 )11sk 
o-7 

7 

'" ', ~ J~O 
n .S.S. • 7 ajS/Sj HSk) 

7 7 7 j;Q 

- " ', ' 
(s k.T H ' ,1 

'" donde '" -7 
¡, ' '' 1 

-7 
"> - ' , entonces ' ~ ' ' 

' o-7 ' ' " decir -7 j j 

' ~ j~O 
' ' H ' 7 j 

si las direcciones de l>ásqueda empleadas en la minimización de f (x) se 

escogen conjugadas (esto se demostrará más adelante) a continuación se 

demuestra que c:ualauier f'u=ión cuadrática de n variables oue exhibe 

un minirno, pu"de ser 01inirnizada en n pasos, "i se =pleap direccion"'l 

conJugadas, una dirección diferente en cada paso. Ademii.s, el orden en que 

se usan las direcciones de bUsqueda es irrelevante para alcanzar el ~:~inimo. 

Dernonstraci6n f. (x) = ' i X H )C, vr(x)~b+Hx, 

• 
VI (x) = H, y en el minimo de x , V f (x ) = O, es decir 

Para la n-ésima etapa se tiene, usando (1) y (2), que 



•" 

.. .-

-- ,, 

y como en cada etapa se u.:6 el valor óptimo de dado por la 

ecuación (2), 

lSa.} 

Por otro lado 

(5k)TVf(~):(5k)T(H~+b) 

_:(Skl~-(~(X0 .t,:~-:~~Sil .+ o J ' " . 
( -, .,,,~-. ")" _: ,;;n·+u~O 

" ~ o .. 
por.:conjuganc:ia:de -la;S. :'.. "': 

' " 

Entonces 

n-l · 
X ·, = X ' -· l: 

n ~ o · 
k=o--

Us...W.o la :relación (4 .a) 

., ,_, 
' = k~o o 

y por lo tanto--

,_, (S.~f 
' = k~o o 

(S)T 
"' . k -'--

•• 

o 

" 

(5".b) -· 
- __ T ~· 

(s:.) ' a •S .. 
k .. k 

obtiene que 

(S/ " "" o s, 

(¡;l " s, 

s, ,_, (S k)T " 
_, 

(a b)- -s, 
=-. ~ 

k=o 
(5 )T a s, s, 

'k. ' -



y usando ( 4 a) nuevamente, se obtiene 

_, 
' ' 

49. 

J'.e.d. 

Un método para el cual se garantiza que alcanza el minimo de una 

Función objetivo cuadrática en un número especifico de pasos, se dice que 

tiene la propiedad de termin~i6n cuadrática. (El método de gradiente 

conjugado necesita de n pa.o;os, mientras que el de Jlevton uno sólo). 

2.3.2. Método de Gradiente conjugado 

El ~:~étodo de Fletcher- Reeves de gradiente conjugado, que 

a continuación se describe, genera una secuencia de direcciones de bÚsqueda 

que son combinación lineal de 'lf,(xl: ), la dirección de máximo descenso 

en el Último punto, y de las l< direcciones de búsqueda anteriores, S , S , 

o ' 

... , 5 k-l' usando factores de peso tales que Sk sea conjugada a las 

direcciones anteriores. 

Para ilustrar el método, sea S = - V f' (x ) , y 
o o 

s, (6) 

donde se escoge de forma tal que o, sean conjugadas con 

respecto a H, es decir 

o ( 71 
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Para eliminar S , considérese la aproximaci6n a primer orden 
o 

del gradiente, es decir 

--~---~-- -----

• = 11 H S 
o o 

y como"H""""s•slltét:rica;·o entonces:;· 

ST __ V;(xtl-:Vf(~o))T~H,.~:·-' 
o 

Substituyeñdo (6) y (9) en (7) se obtiene 

(8) 

• 

( 9 ) • 

Vf(x' )j'··i·- Vf•'(x-•) + Q S J '--:.o :(10) o•· • 1>. lo· -·' . . 

.:.. ... - ..... ,., ··- vTr (x
1 

)_ s
0 

=. o, entonces· 

' V.f(x
1

) _f(x
1

)_. 

VTf(x )S· 
o o 

.~. o bien, 

( 11) 

. . 

·~·· 

La direcc~ón de búsqueda S
2 

se,f'orrna como UJla combinaci6n lineal 

8 
o 

se fuerza a que sea conjugada a 

' i 
-" 
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e~ lo que se obtiene ,. siguiente expr"si6n '~" 
los Factores de peso 

"k ¡ f' (x J:) " (x k) 

"k ~ (12) 

VT f (x ) 
H 

VE (x ) ,_, 

La implementación del algoritmo de gradiente conjugado de 

Fletcher- Reeves 'incluye los siguientes pasos : 

1. Estimar x (punto de arranque} 

" 
2. S = 

" 
Vf' (x ) 

o 

3. E:n la k-ésima etapa del algoritmo, se determina el mínimo 

unidirecclonal de f (x), a lo largo de la dirección de 

búsqueda S k. Con esto se localiza 

4- La nueva d1rección de búsqueda se determina como 

Después de (n+l) iteraciones (k., n), se empieza un nuevo 

ciclo del algoritmo, es decir, x se convierte en x . 
n+l o 

5- La bús'<l'eda se da por terminada cuando en alguna i teraci6n 

sucede qiie 

' tolerancia 



note que al igual que en el método de gradiente ordinario, no ~e necesita 

la inversión de matriz alguna, lo cual es una.ventaja. 

2:4. Métodos de Métrica Variable 

Los métodos de Métrica.Variable .. o Cuaü-Nevton son ?etodos q11e. 

aproximan el hessiana_; o su inversa, usando unic<unente inFormación acerca 

-..a-.,.,:.,--. ~ -__ ,._ - del.,gi-adiente ;.,d • .&' mayoriaode ·. estO's~métOdos~usan~direcciones"-conjug·a&,S~;c_o:!.--~ :_ 
/ 

representa una aproximación a 
_, 

H {¡e ) • ; {En el método de ' . 

u ~~ ... ~-~-~---~·-Gradiente '-~nario •fl• '" j¿·) ~--I ,.-.mientras ,que. el.lllétod6 .de.Nevton~ twna-. ~ ..., 

- -1 . 
!J {x -:), .;, ~H• ;• {l< • ,) ,-· > con la ·desve:ntaja;_de;que.•hay-qlle~invertir.:ehoo~ --·· 

k ~ k • 

hessiano) .·· · > 

En una serie de métodos:de Cua.si-NeYton, 
~, 

H • (x k+ 
1

) se.apro=ma 

de la inFormación disponiblo;" en la 1:- ésima etapa, como 

. - ( 2) 

donde _ '1. es una aproximación a H es una ~atriz que se-espec~Iica 

de-acuerdo al-método, y w .una constante de escalamiento-que Erecuentemente 

se fija en .1 La selección de deteTmina, esencialmente, el método 

l 
-·' 
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de método variable. Para garantizar convergencia, wnk+l debe ser posi 

tiva de.f'inida y debe satis.f'acer la sil}Uiente relación cuando reemplaza a 

- ' ' 
(3 a) 

que es una aproximación a primer orden del gradiente. 

' 
En la 1 ''¡ .. k - es~ma etapa de cualquler método se conocen 

y se 

desea calcular n k -1 

De la relación obtenida con (2) y (3) como 

donde " -' 

nk+l ttg k 

por lo que _la ecuac:i6n 

debe ~er re=el ta para llnk 

( 3 b) 

nk+l- nk' 

( 3 e) 

y esta se obtiene como sigue. Si el lado 

_, 
' 

derecho de (3 e) se mult1plica y divide por el primer térnri.no, 



"' 

-

' • 

... 

o bien, 

' llr¡ -(-
k " 

llx¡,Y T 

YT ""k "' 
donde los vectores colwnna y, Z son arbitrarios, al igual que w • 

._,,. ~- .. ·por ejemPlo se escogen 

w - ' 

-.-.-
y--= Z = fl X - nkllg k 
·-~- __ _, ____ k------- " 

.. 
. • . . " " y -· . , 

' ' • 

' 
"· 

" 
•• . . . --- " .. ... .,_,. -----

' • nkllgk 

entonces la matriz ~ se. actualiza de acuerdO 
"k+l _;. 

al método de Davidon-·•· 

Fletcher- Powe11: .-;__ya.-que los.vectores .:y, . z_; son.arbi trarios 

• 
se · pued"'! . . .. 

~ . ------·----· -·-- paso~_: __ -¡e--' 

' 
. Se· detenninan ·mediante: minimi zacioñes -utlidireccionales 'de·-

f (x) en la direcci6n todos los.métodos:que calculan una 

s~métrica·que·satisfagan··(J'b)¡· generan·direcciones·que son mutuamente 

ortogonales (para. fUnciones. cuadráticas) .. 
. ' 

. '" ....... k de Rango -~ ---------
Broyden demostr6 que. si flnk . 

" 

es.simétrica con.rango 1, 

la relaci6n nk+l t.gk - se satisface, la. única posibilidad 
" 

de escoger 

--· 



( 5) 

El algoritmo func:ionaría de la siguiente .forma. Se escogen 

y se usa una forma secuencial (1), ( ) y (2) hasta 

que por ejemplo Por otro lado, si se 

usan minimizaciones unidireccionales, el método genera direcciones conj~ 

gadas y bajo algunas condiciones ~ás o ~enes restrictivas, se puede demo~ 

trar que el algoritmo c9:nver¡¡e a la solución. , Una caracteri!¡tica atractiva 

de este mhodo es. que ''k en (1) no .necesariamente tiene que ser un parám.<O . . 
tro que minimize I' (x) a lo largo de S le . dU mi= Broyden demuestra 

que x puede tomar cualquier valor con la Unica condición de que no provg_ 

que que n se haga singular (denominador en (5)). 

Si la runci6n objetivo. no es, cuadrática, algunos de los aspectos 

poco satisfactorios al usaf (5), son los siguient~s: 

1. puede dejar de ser positiva d".finida,. en cuyo caso es ne<;;~ 

s~io recurrir a alguna otra estr~tegia que lo garantice. 

2. La corre;:ci6n ñnk puede no quedar acotada (generalmente 

por errores de redondes, incluso para .funciones cuadráticas) 

3. Si por coincidencia 

la dirección del paso anterior, se vuelve singular. 



> 

... --
--

En conscqnencia, en el algorit."::o de Broyden, si sucede que 

. , 

(okAgk 

se .tuerzo a que 

. .._ ... 

> 

. ·- . - ~ . -~- . -
~' -~.+-:2;4:2 • ..=.-Métod.ot.d~Davi.d.CSI.;::. Fletcher "".Povel1 ··• --•-" - ·-· -- . 

' .. 
> 

i . .-... :.. .......... '-'-
' ' - ">f' 

"· 

-- -

_ •. La. 'l inicial no~illmente .se. tOIIla co::lQ. n ... I. -(se pÚede usar oiá:I<iuie;:·· 
' 

otra matriz-simétrica positiva definida), con lo que el método arranca con 

la direcciOn ~el-máximo d..Scenso.- Conforme el método avaru:a, va existiendo 

1,irucam.bio.del.mé~odo o¡~e.gi-ádiente.a NeW!¡on -con lo que.S<i obtible.una·griin 

ventaja¿ al _.usar.: las: mejores· carac teri stica,s • de . ambos· mél:odos """'-

Como se ~e;ncion6 con ·anterioridad.-la r~laci6n para link 

·en el.mi:todo-de-Davidon.:.Fletcher-P01óe_ll, y k.= llxk 

con lo que al substituir en.(4) se obtiene 

' llxk(ll.xk) 

·-. 

•• . {l"'k) T ll"¡;, •• 
( 5) 

en donde las matrices son simét.ricas y s1, además, ~k ., 

... 1 
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también simétrica, entonces también lo será. La relaci6n anterior 

(&:. (5)) prqduce resultados s¡¡tis.factorios en la prálc¡:ic:a siempre y cuando 

1. El.error al.evaluar V . .f (x k) no _sea grande 

no se haga mal-condicionada 

El papel de la matriz A k .en la ecuac~6Jl (5) es garanti 

zar que 
_, 
' mientras que la matriz garantiza "'!e 

Para 

' 
_, 

se;'~> positiva definida en todos 1 os pasos, y en el. limite. se cancela 
. '· 

E<>to se puede ver como sigue 

A 
o ' o 

I + (A + A ) 
o ' 

- (B - B ) 
. o ' 

' ' + "i~o/'k-

~ I'unci6n cuadrática " -· '" '" matrices A. debe , .. igual ,, 
' 

cuando ' ~ o - '· ' " ·~· '• '" matrices ' deberá cancelar o, 
' 

(I en este caso), se puede decir que el r.>étodo de Davidon-Fletcher-Powell 

refleja, en cierta .forma, toda la in.formaci6n ganada en iteraciones anteri~ 

res, a,. través de n. .. 

Debe señal;;rse que el método q"e se· está desc.ubriendo usa 

direcciones conjugadas si la I"u.nci6n objetivo es. cuadrática. Para que la 

Última direcci6n, 

' 
S o-' sea conjugada a todas las anteriores, se debe 



--· ... _ ~~' 

. ---- -~--

... ~ 

cumplir-que 

si se substituye que ~ 

n-1 ·· 

i' n-1 n-1 
. - . --

·.donde "~--x -,:_: -..;, '_: [ll ~- ;--:.;,. x• ;- ... ; , 
n-1, -o-~ 1 : 
-1 : 

-( ~- = -H_,.)';·entonces= 
n-1-

" ,_, 

f(x ).m 
. n 7 L 

·-· -. 

• 
Si:;:::· a rr....,-· =·-! • 

· .n-L,: 

• de búsqueda anteriores dadas".p.or.-llx ,.llx , ... , · t.x 
1 

. 
o .1 n-

58. 

(6) 

---~---

todas las .d_irecciones .de.l;>U.squeda .son .conjugadas, se .puede .demostrar que • 

1 

de _donde 

n-1 n-1 .• ,A.=.I:o 
~- ~ .l= 

llg ·=-H ' . . 

l:: sl:: )_ 

en toncas el. nUJOador ... 

T ... 

' " ' . 

(7) 

que es la f6rmula (4 b). Sec. 2,3, obtenida con anterioridad. 

• 1 
1 
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Algoritmos d~ Pearson 

'~'· ---·~· ..• -. .• ·- ... --.~--· Pearsan,propusó .w.a serie de algori unos- para- ci>lcular n 1-

'- -- ,.- . --

usando direcciones que fueran conjugadas. Los algoritmos de Pearson se 

pueden obtener empleando diferentes.vectores y, Z en la ecuación (4) del 

inciso 2.4., según se muestra a continuación 

Pearson no. 2 ' " - l. 

_,...... Entonces :-~-

-
T -¡· 

( llx k ),. llg k 

-- -.. - - - --,...-~ -

donde R es cualquier simétriCa. positiva definida.~ Este algoritmo general 
o 

---~- ·-- --•·--- •"mente~eonduce a matrices mal'·conclicionadas:-;:· --- •• --- . --- ------- ---~ ..... --
- ' ' • 

. 
• 

Entonces-. ' .,_. 

- n = n • k+l k 

" ·- -

Este algoritmo se-comporta bastante parecido a1 de Davidon-

Fletcher- Po,.,ell , ... excepto.que el .tamaño.del paso.es ,. e~ .general, inferJ.Or __ 

al de·e$te último. 

• 

'•, . 



"· 

3. Newton- Raphson Proyectado. ---------------------------
Pearson propuso este otro algoritll\0 al cual se pue?e 

obtener haciendo """ < __, -. ' z ~ ,, llg }:: ' con lo '"" 
,. 

obtiene. 

1 '' 
ll g k ) 1 " ' ", 1' 

~ " R o o 

Este método incluye la siguiente regla de reinicio cada 

n etapas, donde n es el número de variables independientes. sobre la 

matriz 

,_, 

es decir, cada n etapas se toma 
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... 
' . 

,. 

,, 

' 
'"'' • 
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·,.~_., .... '~"'· 11 

lc·ltl!} .. ' ... 
''"'"' p ¡, ¡:IV<• lo¡' ()6-1). 

foro qwoduol< '""-"'"' llootonoo o<d SOLd<l (1\cl. 1) pro'>'<>d tn.t, llthol!nt 

otcp of ""' d<>COOII""''" lo a pooll<nt otop, '"" lolluoiOg rola<Lonolw>kl: 

(16) 

''" 

,., 
• ..,_,. '• "',,,., ,., ""' p,.,.;""'"' , . r.~ .. ,.,. (<>·11 ""'' '""' tbo ;udl<• ot n<lo 

'" "' ,., ¡, ''"'"'"'"' ,. '''" "''""'"' " """' ~'"''"' """"·""· f'l''"""" (41·1) ...... 

tO•L (1~· o'"''"'"' ot ,.,.,, "''"'""'" ooLI'"I-""'' lo ti" "'"«ll<l!rcclloo ot c><ry p<OVIowo 

''"·""". ,.,,.., 1, 1'~. l"··ll ''""' '''·'' "'" "'"'" ''''""''" " <<l<h ltorn<IOA ,,., Uoo 

0, "' 1, ,1,1,. ""' ·" 1 , '" l'"'''"'" JL< "' '"" '" '"")"><"'' w"h '"'1""' 10 ""' ''"''"'" 

"' '"'' 1 11 11, 1, " • 1,, ,,,, ''"~"''"" ,. '"""' ,¡,. "'"'"""'-~'"""'" '""''""'· T<o< ol¡;nruh"' 

¡llij~Uio, -"'' ••""""' !o (L'l '"''"''' """''""'"'·'oc"'"'" oo moro <hoo o •101'1; 

lt•·" '"'' , ti•• "''"'"'"'" •• j(o) j, o'·"'" 0j "' mo "'"" """ n o!O'f"', 

1 
1 
1 
' 

1 ' 

1, 

l. 
1 

' 

1 

' 

·-···-' ---~--',----~~ 

" 
5.1. !t"!'L":!'''',."'J:·~· L"''" ... ,,-'""" r-~~uo. 

-' )t' ' . 
..,)oLo,: ·'PI• 

~ ood , """''""" o nno-.o~oo;.,...._l ,..,,.b IR<I. •1- '!lo< dlllk•hr .,¡ llolo """"''" '"" 

( ••• 6., "'. ·ap 

In ... ~1<~ ~ 1• "'''lmtt.-.1"" ooon:~lo~ lo1 lh< nHtUmom o/ lo loo¡¡ lhr ol!lcrlloo <1<11,.,..."" 

.. ........... . ' 

ooon:lo dl10<1lon~ ,,.., k ..... n rroon ll!o f"''""' Mo~>Uoo', U« ororrh dlt1.ollon r ron .. . . 
!k<Ormlnool ~ltlo ~~- {H·l): (bl lho "~""""m"'~"'"~~ mull h< <ktt•rmloo;ol"" nolnimll."'~ 

U.. ,.,,.,,,;, r o long onc' , .. rdo ,.,, .. ,.,, p. " In Se<Uot\ 7: (r) tbo rorr«llo• !a to olio 

poolllon Y<"<<•r o 1> d«<rml"- d '""1 E~. (<!·ll: ,,.¡ 1<11 <>• '"'" pooHI ... ><<lor ;: 15 e..-

<""''" ¡.., ¡, "U•I•"' («< S<otioo 1), To "'" li>o ol~ot tlhm, """ bJl"IOt'l (d·lJ ood 

•' 

. 
' 

• 

"'' 1' • ~(<), ''L· ,,¡,.,,In o_toU"~ L~>l U1o lirOI "'P i• o P""li<"' "''1'• 

·-· ¡,, ''""'"r.- ""' lollowL.,; '"'"""'"" ue J"-'rtl"'nl: (o) lo lloo '""i•o-~<"~'"'~ 1>1 ...,..,_., 

u lo '"'"""',. ""' "'" •h·p.•Lro o"-' "'-1<r••lo>;-d •«•r><oly, ""'le Uol_; 1• ~u.·("~·~~ '· ¡ 
' 

''"'" ,,,. '"'''''''"' -~"''·'"''~u.-,.~,, .. ,, . .., <r • "' • • > "' "'""''· ,.._., "· "~"'""~' ' 
>'. ¡·1•) '"') • '"" ' 1 "''""""' (>l• ,_ 1). 



• • • 

"""'"!'• 

~~il-.1.\ 

' 
, • Ac(o.! "" 

"'-'"" A " o oymm• "" • • n '"""' to h< •P«Ilkd. TI>< IO<At vorlotloo o/ 1110 luoc<l .. 

1•1 to <"'' hy Eq. IIGI •1•1<11, lo tbo """' olllCI. ""'"""'' 

"" '""'''" rro¡~·rt¡· ol '"''''"''"'""lo'""""""· 
,.,M, ........ , ,, .. ,. .... ¡ '"" 0, Al polo! l, .... 11&.00;. 1!il ....... _, .... ¡ 

,,. . ....,.,, """''" •· ""' "''dknt c~<l 1> ""'""· Th'""'"'"• tbo d.lflc<ea<"" 

"' ... ;, 
>1< "'"tob!t, Wo >.O oh lO d<t<ro\J"" th< ,,..t<IA A 10 thot tho rolott .. " 

• 

... <omhl"" (!>lj·(IO) <• "'"'" 
•• 

.~.,...,.. 

·' 

"'' • 

. "'' 
' 

"" 

"'' 

"'' 

'¡ 
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1' 
1: 
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1 
1 ., 
1¡ 
1 1 

1 ., 
'. a, 
' 

1 
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a, 
a 

" 
----------- --··--'" 

" 
< " 

r· .c.-· 

whon r ood o oloooto arhll<orr "'"'~'""' Tloordoro, i,t.o """"' IL ~ ho ,._¡.,iw 

,,....li,..oolllo rclot"'" ... 

11 j..ntcut .. , llo,. '"""""' 

r • li , ·, 

. ' •. 
' 

Note ..... eh< o«-' o ..O mttd moUrl<oo on <lo<,.~,..,.;,.;.¡ tlolo el (\0) '"' o-1'fl<: 

thonf.,..; Jf ¡. 11 ''""""''"· A lo o loo oym""'""· 

.. 
,1,.\:t 

,., 

•' 

"" 
.. , 

1.1. q.;,",;,, """'"""· No~, '"""'""' til< ponlcut.,. '"'" olo r • ..,u .. ,.,.._ ,,; 

torO! (U). I'Dr thl• qU>droll< IIH•:Uoo, tho toll-1-.; prop.·W•• cao Ir •"-• ~~ ..... 

(o) U ""' 1•1<0.\ '"'"'-' ~ 1• <~<><e• '" h" lO. ¡,.,,,.. o["'" "~ .. ,¡ oi<Oh·" ""' rls 

u. ""' ''· n 
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'" 

, 1 11 .., ''"'"' 1,:1.;, th< ""''""''""~'"' •'•"rlhoo '""""'-' ""''""'P ,.., .. 'C"""0 
• 'Tltl> 

1> Jo~· 00 ,,.,. ¡,,, ••~• ~·" ''"''"'""k""' •l¡;orhl"" '''"'"" .. '"••1<•1 ,.~h 'l""'lll""nlulloo. 

lb) 11 ol•• Jnltbl '"'"'' ~ 1< rh•«• '" '"' ~""'"'"' oldJo~o. uny ool~«i'"'"' ono1tllo A 

" ••·~ ~""""''' ,o-nour. Wllh '"'" """''"""'""•• <ho lollowlo~ r<:l>!IOM hold: 

~<n·•ll"" ,, "'''Y ~, .. ,...,. •• ntton. Eq"'"'"' ¡~J-i) "'"'' '"' lho ''"'• dlr<Ctloo &t 

'"" '" """" ,.., th< '""'' "lrool loo " '~'''' "''"'""' lloro<l<to oro ooo)upto w~h 

(&1) 

ro '1'-" totl_. '""'''" "''"" 11. Ao tb< ol¡:crtthm p<oc<<l"'· th< mottt. A'""'' tolho 

'"'''"' o! ''' 00, 0,.., "''''""'' '"""' 11, "d rrlollon (61l)lr<omoo urllltcd roo<tly 

,¡,. 0 , ""'' .-¡;rn" ,. "'"''"". TI" ol¡:crWom (~1. wHh A u¡<l'l«lo<eordlog lO (19), 

«~-"'' '"" ¡...->ol«N '"Ir ro lo 00 moto'"" n ooopo: th<rdoro, thc mtolmum o! l(<t) lo 

-•.l. !''"""'"!~·~- ¡ 011 ""'"'""""' ,,. .. uoo, t1-.o •Uiol>lo·m<111< 

'"-'''"''"' ·- ,.,,. .... ;".~ .. , 
; ••• ,, ' '• • '"1'· ,, • '•1•1 

,., 

1 

1 

r 

•• ,. 

.' 

~llb 

'"' 

For'oo1 110..,too e.cr¡>t th< 11ro1. U.. comptrt. ol;orl'"" '-"' ,_ oto1«1" lol,_., 

(o)¡.,.- o ~ln·o oOm! .. lpolot o. 11« ;ro<IO<•nt ¡(<o) Jo '"""'"' olr><< :ll). "-'• A oro l"""o 

p w!llo (Ol- )jo ¡lo) !he ""''"'""' Otopol<o• o moo< l-oo dr<ttm ln<•d b>' "''"'"'"''"" <ho loort too 1 

''""" lh< "' t<h dln-<<IOO p. oo lo S«tloo 1' 1<1 lhe '""'""""' lo 10 tho ro•ltloo ""<tOO o 

lo ol<te<ml..-<1 "''"ll.Eq. (1>3·1): ,.., fd) lhr "'"' ¡ooo~l"" ,.;,,., l!o compuh ~ """"""' 

[~. (6l·l). N<•t, thc""' rookiOII """'; b,con,oo lhr """''"''"""' lur tho ,.,.........,,. 
• 

Jtrtotroo ""'' thc pror"'lw"' !lo r<-p:o<«< uoll\ o pl<d<lcrml<>'d •<<wl•~ COIMI"I"" lo 

In clooln~, tlo< loll,..lng '"'"'"""" o te ["<lho<ru: (•) lo "" "".oblt" mtlrl< "'"'hod, 

" 1• '"'"""',.'''"<he o !<'pOli< oh< <1o.1ormJ""' •«•""''' (b) roounlo¡: Uoc •'1-"'•lh,. 

ti•• '""''""'·•k n.¡,,.,._.,, o! d« """" A lo •lol>l.-.1. lor "ompl<. 11 the .,.,,.¡,-, o 

l 
' 
' ; 



• 

• , 
~-''-''!!..: ~·:·~.:. 

lo ,-"h ul<l•• ''""'"'" ..,.,bodoo, ""' oh1'""" m - 1m Ofllo®.11. lo .W. ooct!on, 

' . 
"' . . 

""' ¡o, IQ ''"' o.h< miniO'">'-' ul 'u,. MKUon f('>) "''"" ... I!IJ. (19) lo< lho Ordl .. ry .......... 
• " '1 " 

''•'"•~~m n< z,1. !JO) lor ~" '""'"~""'81"'11ont o.W •orlohlo·mctrl< oiAomlh~ • iln<o 

,, •. "~!W<J"'' In •"""""" '"''''" .,... , ... .,.,uoo ol .... Unt dorlv><l>< F 0 •~ 1"'~':' 

'"" "'""" ''"'""''" 
.., ..... 

For ollol lt.< P'"''""' n><thoJo, w< """ 

... 
¡.,1 '"' ,,., 1 ,.1~1,. ~'""""" """""'• ,,.., f~, yoi·1J lo< "" .. rLoblo·mct<lo: !T"dhn6: (!( 

'"'"'· ~~- 1&11 ·IJ ,...,.,.,, th ... !he o«-'·•1<rlvoU•o ""'''" 11(1) ¡., <<plid<!_Y OVO~~~- •' 

u .... ,, ,.. "'' ""' .,., '" ••• ''"' '"""'""'' '''"'""' ...... 
r.,l'l. (lll'l:c0¡, t'l) • r,'A- "11 

• 1 L/>''f "" + "f') • <!> - .,lJT P 

In P'"' '"' •·~ "''1' <hoo ,u 

wl" "'el" O""'""'"'"'''' 

'"' 
, .. , 

' 
' 

1 
1 

' . 
• 
' 

1' l. Oo!U< h•·~~~t!.­

' 

" 
r .. w h• <'""~"'''-'' '"' ......, dllfl<ml .. ,.._., of n, ''"'"'''· ~, ''"' n1, wlth "l ~ ~, :. o. 

" 
U ,.1 o..t 0, '"" oU<b '""' 

" . p (<o )<O· . ' 
·. 

~""' lho '"'~"""" ol "" l>O<Uan F(o) <>«uro /or ,..,.. ••loo • 111 ""-' .. .., .... 

In""' ........ ,.. "'""''""' <ho '""'""" F[m} ~llh,. <UI>Ioc 

...... . .. " 
PW • A • .... • 11• Clo. • •1/ + DP·•l .. . . ' ... 

..,_. !l'"ot ollll oec<>nd dorl••tl•<• '"'· jllvon bf 

'. .. . -------- 2 • 
P 0to1 • • • 1Cio. - •,J nll(~ · •,J .. , r .,_lill.• zc • bD«> - '•' 
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• 
' . ' 
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., 
·, 

.,, 
"0>11 ooolor o"'(lklo,., A, U, C, D •« G<torml"'d b)o t"""lrlr.,c (ll) lo motth O !lo <rtdl""l<t 

' " 1 
•Id lho oklpe of ~· <orvo PW " a1 old a1• Thot<forc, ..,. hu lo ,,. .. l!o< lln<u 

"'lO>tlono 

' lhc '"'""""" l~'l· 11"'"'"'"" In tho 11¡# ol (IJ). .,.. . .,,¡,,, o< """ '"""1""' 

. ' n • •
1 

• (ltJnJ{ -e • .J<c - J!D)l 

• .. 

' •· 
(Uj." 
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3
orc preo<rl""d om.oU numben, 

7 ,¡, ~•111"""'""''"', An olter=<< l<<htllque /or compulloj" U.. ~''""" otopol>e, 

"'" oi ~""-<llloo•r.L<>lloo "''"' Will· Jn ooi<&'J.,dl to .... ,. ""'' lile lllottloo .,.,..,.. .. a1 

d<!<ulo L.., <Or<O<UOA lO$'"""'¡ Jrom U orbl<rory """'1 .. 1 .. 1 ... o , • 
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1 
1 
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., 
'!l., dino<<lon 1><10~ n lo <k'tcrml..,.. Lo ouch o woy that tilo llnl •orlatLoo 

lf{O j• 1' jo )!o • • • "" 
lo ..,,,u.o. ~ .... fll)·IUJ. wo obtoln 

"' 
TbeftiO<I, 0f{<>

0
) .... rt-'Y< U'"" dirO<tloo fo«OJ o. lo.-. ... _, .. 

._ 

"" 
.,._..,,, oi <lo !.o chol<e, oho conKtloo (U) lr<<>m<o •• 

' .. , 
To I'O<Iorm Uoo ot·>rd1, 1 oomiMI .. lu< """' be ¡;l.,.n lo ''g> 'noco, - o<to u ~ 1, 

<oml""<l !o lrom Eq. (U),,.. o r.-om r1. (11), U F(o,! ~ Fl<> ), ""' ouii"C /Ktor u• 1 11 • 
oeer¡,..l>le. 11 FW ~ P(o

0
), lh< P'""'""' .. ,.., o1 u moll ·"" rrpla<..t b) ,...,. om.ollrr 

-.luc In ""' "..,;< O <u < 1 untll tln· ro,.llolon r¡,) < F(o ) !o rn<t: thb '"" .., o!t>!oe<l • 
tltn>u~t. bt.,.·<t!o., ""'' lo, b¡ ou<rou!•ol) <'1•1~1.,. lh< .,,.,. ol ~ 1'1' 1. Al thl.o ~"'~'"• tht 

'!loo"''"" ~Uin<·<l lor ~ !rcomo• lho n<un!n>l '''""o lor • 
tb< "'" '"''" '"'P• .""' ''"' P'"'""'"'" 1.< n·p·ot«l """'O do.·olrnl "'""" ol ''""'""1 to 

"'"'"'''· "'" h, '"""'''''· (lh) "' (11) '' "'"fl"'· lo U•< "'""'"'-O ol ¡,.,.,, ¡,.¡ .. ,,...,, ..... 
""' n'"' .,,.,. ol "" .,.,.,-¡, '''"''''""' "'" ¡,. "'·"~' ~"'' 0 • n. • 

' 
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UPQATI~G UOJ,RS l'OU THIU'KNALTY OONtiTAN'I' 
UB!m IN Tlm I'KNAJ/t'Y IIUJ<im'ION lltn'JIO)} 

FOR MATJJEl!IATIOAio I'ROORAMMUW l'!tOBI·BMS 

A. Jltnw., «. )1. ()''"'"~"• ond J.. v. r •• vT 

• 
Uolnd. TOo ,,..,,~ of '"'"''""''' o ,,.,)¡., J 1<1 •••J>rl .. o .. ,,,,..,, o<•l-1 

,, ............ ..... J ............. ............. ~·~···· ..... •< '· ,.. ,... ... , 
'""'"" '"'"'"' h loo"""l~l¡ "''lo, o '''1''"' "' "'""'""''"''''""""·'"'""'o·­
l.lo"" lo •"'"''• '"' ol o lo loO '"' ,.¡.,. "" 1"'"'''' '""'"m• U O•, 11·•/1<1 + 11'1<). U m, 

"' ''""" '""""'' 1 h o 1'"'";,., .,,,,, '•"'"''''· "'' 1'1>1 ~ ~'1•) ph) lo <>• .. ,,. 
.. ,.,,. ol "' n,.l,.lol OHOI. 

'-'"'"' ..... , ..... , ''""'' "'""" " ............. ,, ... "'' . -'·'• ,, 
.......... 1"""' '""'"' ..... "' ''""'"' .¡,, ''"''"' ''"'" "" .,,,, ,, ..... ····­
"""" " "' "'"· """· '• '"""''' "' r•••"r "'"''"' •• "' '"''"' '''''· "" 1, , .. ..... '"' ,...,,, ........ ,, ..... · .. ''"'-,. ,,,. ,.,.. ........ , .............. , .............. ,,,~¡, "' ,,, ........ , .,¡, 

,___ ---- . 
•-~1(1',"1",> '"'' (11) tOo •r·r•"•• "'' on,lcJ·,¡¡·,r, "''" /'0 lo tho '""'""' "'" 

• 

' 

'' 

ol "'" "" "' "' '"""' •J<I~ P, lo obo ""''"''' ""' ollo~od '"' ""'"''""• ••• ( 
1 > 1. Ur'•"•• "'" ILl '"'" lo,, .. .,, o< lbo '"' ol "' '"' •1<l• o ,,,;,,,_rol .,,., 
~ ... ,,. '" ,,.,.,,.,, """ " <ho """"''' "'" ol "' ... o/'" , • ...,,, '''" "" 
"" '"···· ,,,, ............ ' ''"''""• '"'' "'' ""''' '" '"~'"' ........ ,, ..... .. ., .... '"'"'""' "'"' ,., ... , .. '""' ,, ..... '"' ....... ,. '"' ,, ...... ,, .............. , ...... , "''"· .. '''""'''''' ............ ··~·'""'''·· 
!>o""'""''"' •lool• wltlo o ••••ltotl< fo••tl- .. o; .. o lo"'"' , .. ,,..,,.,, l)..o , .. 

~······ ..... , •••• o\< •1 •••• '" .. , ... ,, .. ,, ''""''"" .... ,. ,, ,, "' '''""' "'""''""'' '·"" 

'¡ ' 

'""'''' '' '"'"' ,,,.,,, ""i"L'""''''"' ,,,,,.~.., ,,, n•• """'• ,,,,,,, ,, "" ' 

"'"""'' ,.....,..,,, )1,, "· "'' "'' •· """~ r .. ~ ~-.. ~•~• u, ro:: . 
•. ""''" ,.,,,,,.,.,.,¡ '"'""""'" ,,.¡ ,,,,,..,,,,, .. , .,,, ..... , ""'' ""'"""'· 

"'""''"• ''"'""L. G. "· '"""'"''''""""'''• lloJ•·'"'""''''"'';\""'''"• "-' ~olii"J 
,_.,¡,,,,, \\',oL l'ol • .o, >o• y,,, 100"- •. Y, Lo<f" ~'""'' '""''''• 1'•1•'""1"' 

""''"• ""'" Cllr •o. ""'"· 
n., """''• "rl''"'' '• "" "''""' "'''"' '"'"'"'"• aoouo '" '"'·IWI, 

... '""'"'""'" ,, "" "'''"''"" ....... ~4 ,, "''· ,, 
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'" .. ,.,. ... _o. ao, f<>Q(;I.., ood l. o. uvr 

~"'""' '"'"'''' >,. ""''"• ,,,.,., oo-1 "" 10
1
. Pot ·-• "'''''''· t~o .,rl .. , ... ,. 

.,. ........... !11 ... ,.;~ .. ; ... ,_ "· ... ·~··""' '"' ·~· ....... ~ ........... . 
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1. lnlrododlu 

' Or<r lho poot oo«<>l , .. .,, .. noultr.blo •or~ ltoo h••• ~uo oo lbo 

1"""'"" of ,.,¡,.¡.,,,,¡"~ "-'""'llou /VI oul~ocl 1<> • '"'"'''''"' '1'1*1- o 
"''"• '""""""1 '"''''"'lo. Uu,•, 1 lo • '"la>, s ou n-•octor, oud f' o i· 
... , ••••• Lth '< •. . 

no O]'I'Mo<h" ""'''"J"l oro ~'"'"'ll) w.,,.¡ on ono of two hu lo ido..,· 
Ono io In ~"'''"'' nJ::,riUoOIO oucb t~d lb• """•trolnl• ''" ootlon,..,,- al ¡ .. ,, 
lo ''"' nr•l", ol 11,• o·n·l o.r oorlo ll<toi•Oh iJido. ll> An .. lh.,l-,<od<oolop 
•'~•·••11,,,, l.,tohi'l~ •·.orloo In "hlrh lloo ''T~' o" vi,.o·ool ni""""""'"'' 
.,.,¡ ••ul.o M" f""'''"" ,,.¡,,,,.,¡ lo f(L)•u•l1'1•1 lo móniool<o•l, 1'Lo l'"l•nllt 
r"'·"'"" ,.,.,1,.,, (l<er •. r ... 'l¡ io '" 'l'l•roo<h of ¡¡, '""" ly¡><. · · ' 

' rnd.ol lo ""' l•'nn](t '""'-""" ono·U""I 1• lho pt"l"\ion of tbo ,.,. oL 
• ¡,¡, '• '''" l'''·'"r <''"" . .,,, ""'"' ¡., ,,, ... .,.,1 •''"" ,,;n¡.,~ ¡,.,,, ·.;o, er•l; 
of lh" ,¡~ot:OI•I" '" Ol" ""'1. 'lloio hy '1"""~"" 1< '"'"'~•ttol IH iblo P•t><•, 

'"'"'' "'i"' i ··• •• 1 ,.,. f"ll"" i "~ : '" ''"'"""" Lho '"""''~'"" <i•"'"'"'lotko 
"' '"" i"""''r r"""'"'' on;llu>ol hr ""~nmou<ullf "'ljullin¡ tilo 1'"''~111 
•••"'ni "'"' lo L~o ondl..,.j. 
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i>l<)-0, ,. 
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'" 
"' "''"" f ¡,o "''"• • •n .... .,or, '"'1 ro 1<<"<1or, •11~ r<•· nott, •11 

"''"" Ot< <ulooon H<IOr•. 1< io , .. .,.,oo[ U"'t tbe .... O~d MCCOWd l'O<tiOI 
,,.,;,,,,,,.... of Uoo f,,.,,u,.,, f(r¡ ou•l ••1•1 ool01 o..d ori eoo~no.ouo ood 

'""'u ... '""""';""'' """'"""" "'"''· 
:.1. p;,,¡.o.,:,. ¡: ... o;,;,.,; l'ro•• """'' of '""'''"' ood "''"'"'"• 11 lo 

(,. •• ., "'"' ll.o •\•••• ¡oroblllo lo """''"Ion< lo lhal of a.lnh•l<in¡ tbo 
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. 1~1 . . ' . ... " 
o~hJ;.f ~ l\,;,' .O~otn\~111~ n·<,,, <be po.tor 1 lo tho Lo~,.•~:* '""1U1~!.t 
onol \bo ooporo<tl~< r de.o\oo lho tfooopou of o molrl1. lf 

·' 1 • • • ' r , r 
.~1•,11-h~l+r.t~l 111 

doootu 1ho ~rodlool of tho OoJro<nlo4 fiOoelloo, lho 

~ o~od l '""'' oouorr Lh, "'"'""' . 
' ' ., 

, '1'1•!- O, ··F. lo, 1)-G, 

wblelo oro o oroleOI of .-+ t oqoollooo lo l~o o + t o·otnpoooo,. Of • o 
'"' 

l, In EQ¡, (OH~~ tbo Jn<lleoio J, ood 1~ dooolo ,..,,.¡.,,. oo•1 Uoo ooa1rlo 
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'" 
'· 'z::i. Ar~ro.ii,..,, Solo<i•u. Aln<O tho 
op~<O>IOO"'J OIOihoo\o "'"'' too ,,;,1,\oj-eol. 
hero tho ><:~lo.t ¡>e>f~""'""~.looloo<O •, 

orolom (.\) lo ~OOOJOllJ, Uftll~""'• 
In Lhlo <~llhe«lon, •o lntr<odo<O 

' ' 
Q(~, J) - l,'(o, l) F, (•, 11 '" 

w~leh "'"'"" lb~ "''"' lo lbo cooolrolnl on•1 lho •l•lim•,. r<nh]il(..,, 
<NpO<:U .. IJ. T~oo, ... oboet<o 1bal P-O an•1, (j-O f~t 1ho opio•~• ,.. 
lotlol., fthllo P >O oud{or' Q > o lot •nr opjlrn•lmnllo.i lo lho ool•llon. 
w¡,.¡, •rvroolmnlo """'"'"oro ••••1, 14or·'""" """"""·Ir ltooll<> •~J••• 

o/ ~ ooJ l '"'" ""' 
I'I•IS:P, QI•,J¡s;Q,. '" 

.lli<ltDO!l .. J¡, (1) """ bo . ' ' ' 
roplot•4 bJ 

' 
IH~, J),;: 11., , .. 

. •horo 
11 1•, li- P(~) + Q(o,l) "' ,.. ' . 

,donn«o tho •"'P"Iol!•• '''"' lu 11>1 conotrolnl ond•lbo •1•UnonM ....,.¡,¡ 
.In 1~'1'· ril·\~),, 1'., Q,, li,' otO otnoll, pruolc<leol noonlooro. M•to thot, Lf 
""' """'"" l',,.. Q,- R,, ,.tlofoolloo of Iooq. (0) looplln .,Liof>ctln ot 
Tnoqo, (1~ 
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'" A. MIOL.l, O. 11. COQGINS. ... O. Y. IZYY 

~. I'Uoll¡ Fudlo~ Jlcl!oo.d 

Tloo JO<holly luno~on.~oolb.,llo b"'•d oo lbo .. oolrno~on ol o OO~QOD<O 
or o¡><rhl fuo<liooo bo•ior, 111 lbo Hmll, on ucoootrolood 01lnl••• polol 
cOio<i•lono •itb lbo ooMion ol tbo orltinl eonotrolood .,Jolmi,.UO.O P..,. 
bl .. ,, llr><<lft<a\ly, lbo r><~•I<J luoclion lo ~oftoo<l b¡ 

JIU] 

0,.,¡ lo oblnluO<l by .,¡,¡;u: ln tloo ln"<Oioo /1•1 o '""" quodrollo lu lho 
con•tr•iot '1'1•). "b•r• ¡>U lo lh• rew•llt """''"""L . 

•r¡,0 ¡orohlom n!. mlnir .. l•ln~ lbo lunrlloo (11 011bjt<\ lo Obo ~DO\.niiDI 
(11 lo '"l''"''"' l·y· O "~"""'" ol ""'""'trolnt'<l nlo\ooi<olion P"'l~omo. lo 
<nlb rlotO'III 0¡ tho .,q.,Oh<O nr oyrlr, """ <Oinlmlt .. ibo pooo\IJ loo<liou 

tiVI ""'' "'1""' lo • lor "i«n 1. r¡,..,r.,., '"'""'k•llt •r••kln~, t~o 
(ul\0" '"~ ""'""'Y '"'"o\o\'"" muot ho '"'""fol ,.¡ J\,o oud o( o .'J"OIO; 

r;, (•, <l-f, Ir)+ lr,b:) ~J,(r) + ~i< ~.1~11'1•1- 0: (11) 

lf OOO ~ohn ibO ], .. lo1o~O DIUitl¡>li.r 1.0 loo 

J-U'I'Ir), (UI 

E~. 1111 ""loo,,.,¡"~" " 
(13) 

mu•ln~ tbot Lb• ••nhl"ollen ol r on•l 1 oJ,r.,lned " lbn ood o( • <Jdo 
oationo: ""'Uf il•• opli"''"" roudillon ('o-~1. 11•"""'• if t\0 ¡><:olLJ con· 
0¡;b\ ¡ Jo OlloitrOt)', !loO TO<Iof" "b"h O·llit~OI l~o¡. Jil) ¡:<OO<fOIIJ Yl(>!ot .. 

'"'"'"'int <on<lilloo ¡n l). 
•lll '""" to ohroin '"'"""'¡,,¡ OJ!i;l"";""• ¡,,..,.,,.¡,"¡Y lor~o< oolU<O ol 

1i,, 1,.,.,,,1 '"'"'""' '""'' ho •·•o¡ol••r•J in"'"'"'''" <f<loo ol lloo l"'••lty 
(ontti"" mttloool. In ""' oonnorlloo, lot 1, •ltn••<• lho P<noli)' <OOOJ.onl of 

n 10 f•"""' c¡<lo o~o! ¡ 1 ol<uoto lb< l""'IIJ '""'''"' ol tho oul. <y<lo, 
w<lh 1

1 
> 1,' ll<cn•ot o( tho )uto¡o io l, 1~0 ~oo>IIJ f.,ouioo IO<I<U" by 

\loo omooot 
1/(r,l,\- ~'(r, 1,1- ¡1,- <,) r¡r), 114) 
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·u,• ,.;· <,1 ir.¡~; <01 - 11, - •,1' 1'/t,.ll'. ¡~ - ~~ - 11' ¡/¡.¡'¡, ~ 1111 . . 
wboco 

11 "1 

Tilo poolll .. uoo of U<o rlrbt boad o!do ol !'.<¡. (IU lo tbo ~OJ W U.. o.• 
oboaluo oa "blo~ lllt r><n•llJ /aoclloft lnolhool lo bned. 

Mler o oumolonl nnmboc al <¡·rl.,, \he t<>noltnln\ .. roo ooa ¡,. "'"'" · 
no ooooll no ~,.¡,.,¡ rr••·~olio~ llo• rNJOily '""'''"' h•o ¡, . .,,.,. oummully 
IIIJO, 1'1"""'"""1 o¡•oo<ing, Oho co,.lltlnn ~¡z)- O lo oleolr«l o\ con«•· 
1"""." <onw¡.,ontlt, lloo loollilpllor l ,¡,n,,,¡ bt f:q. (Ui '"" ¡,. ¡,¡,,.¡¡,,¡ 

""" tb• o¡nlUrJi" "tlol¡ln~ ¡.:qo. (GI, "hirb lo ¡:oo.,OIIJ """""'> only 11 
~->"'·In o prottirol <IIILI"l 00"'1'"'"• lblo '"'""' lbot ¡.,~, nlaoo of ~ 

...... dtd •1 '"""'''""· 

J,l. Jl"lo>Hto i<nJ /M)o!loltnl•lio•. )~OIU l110 obotO tOholo)<irotiOII~ ibO (O]• 

lo,.Jng o11lino of !loo l"""l,ty luu,otloll ~o<lloo¡\ """'~"· 
1•1 '1110 orl,lnot ccnOiiolnool IOiolml,.llon probl"n lo "'J•Ioood b1 o 

ooquon" or """""''"''••~ mlniml,.tloa 1•rololomo. 
(IJ lo ooeb olem<ot of lbo "1"'"'' 01 <Jdo, lh poa•IIJ 1~0<\loa · 

1' 1z, il - /!•1 + lr't•J r 1•1 (11) 

lo mloln.I<Od "llh '"'1"<1 lo z lo< glooa l. Tb"o mlnlo¡om ol U(z,lllo 
oo:hiOTod ,..hon tbo follo"la,_o\o>rl•lo¡ <ondllloa lo oo!loaod: 

...... q, }o • 1010\1, ~,.,.,, ... ,¡ """''"'· 
1•1 U roo tormhlol(oo of o ryolo, ~·• <lot<h t~• fllll .. tor lo-.¡U&Iil1 1 

(WI 

•l.or. 11, lo o 11noll, po .. ol<d<d nunobto. \( IOOII· (1~1 lo ool(olo<l, lloo Ol· 
J•riu.;, io l<r~l1101ool. 11 ln"''• 111) •loloiOLI, u .. ol~lilhoo lo ooollont<l 1>1 
tboooh.¡ lho onlutloo ¡ooint o¡ tbo p<ni"OI <Jtlo 01 lloo oJ.ottlo1 poinl of 

tbo ""' eyd<. 
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'" A. "'"'1. O· ~- oooao•s. onil A. v. oz.r 

• 141 Pot tijo ... ,~ <y<lo, 
""1..!, o¡~t!Ooollf, .. .. • 
•b«• • ::> 1 lo tbo rono1<1 eonotnnt nllo. A flor ·"p•ln<lu¡ 

olnlOI, ono "''"'"' lo 111 ••~ oooUoooo ltonLII .. Iy, '"' 
!JO) 

¡;.noiQ" tOn· 

• Ro,UU 3.1, 
<AO bo oriuoo ... 

,., . 
Al eoao<o¡oooo of • <J<Ia,, tbo 

Q¡o,l):>;;Q,, 

otopplo¡ 
1 1 ,· 

..oditloll (11) 
. ·- , .. '"''·' .... 

•• . (11) 

..-¡,.,,. 1 .lo Ji'"" by l~'l· (1~). A.nolngonol)', 01 ooDTor¡oa,.,or lho ol¡o­
rillo.,, Jbo olop¡oin~ eooololion (19) b<eom•O 

. . . 
•• .. 

•• "' 
ol •hlrh lho r<''"IIY oonolo"t "'"'' bo lno.rnood wbon obiRio¡ l!'lllll ou 
e¡-do ol 1ho ol<••iOlon& to U.o nnl. Hooo, k1 donol>o tbo J>OilOIIJ ooaot.onl 
of !loo r<tO&III <J<lo, oonl ~. donotu tbo ~M>OIIJ oot~o\.ool or Lbo anl <J<IL 

- ' . ~-
•.1, 51.-~Md ft<O.i~"'· Tht otonolonl molhO<l (""• lor loo~'"''• Rol. 1) 

"'"''''' or ,,.,,¡,.¡-;,.,o tOIII]'Il'l ••hoo of n tbtou~bont tho ol¡;orit~m, .ror 

(11) 

,.-.l.~. l''"J'•"4 Tr<h'1"· An oll<rnOlt motbad eoooloto of uuplo1ing o 
•oriololo "'"" of ~ lbro.,.¡bout tloo olgorll~nr. Por loolAnr., ooo migbt,oo-
1«1 " on " ro "loioo·o n l"''l<tor"oinrd ronotrolnt <rror ot Uoo ••d or tOo 

"'" rrrl• ol ,,,, .r"''""'"· 
L<t tho followiLL~ donoaion 1to lotr<KILL<od: · 
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•Uio \ ,1 .. " br ,y~- ¡1:~ ¡,.¡ 1~•¡.,¡1:) ono\ ¡¡¡r;\ Loo op¡~lod 1•~ _..- ol 
111< ~Rtl ~~ iba' ¡,...,,.,¡ •J<I<. (ooolo~·tilol 1) ""'1 ~~~,.. •1 lloe < "'' 101' lbo artl 
c)'<lo to•boor¡¡ot ?). Ooo o~lol"" Uoo r<lollo,o 

• 
'!'hlob lmplr,tl"l_ 

.. z1 -•~!P,, z,-u:1•,, . 
···- -· 
, .. • • 

• z,- z,, 
' . 

\hol lo, ,., 9•1lod lht <hnn~r lu Uoo noron oq~o...t or tU "'"llll•llot bolo 
•oto tbr ud, of \he prroonl oydo o no\ !loo ?'~ ol U.. ou\OfOio. Wh• lbil 
oodonloodiDf, Y.q. (17) olm~liA .. 1<1 , 

: ·. . ... .. 
• ' • 1 

Thlo,~lotlon, onololo•; •. ono 1~ ¡oto•IIH t!on l"""lty rou•tanl """''"'1 rnr thn· 
""d.o1<i• In_""-'"' lo O<hlon o 1•mlh" H>ln"l '"""l~oi 10 l .,,., '¡•1 , 

Ao 00 OlOIBPio, oUODII 1~>1 L~Ó "'Pr<-1..,] <on•ln~int orror 1\ llo~ rnol 
of Lho no1\ i.yolo P, 1• bolo• '>ho Kr<lmrlrle "'"" ~r lho ennotr&\nl •tt•r 
ol lbo •nd·o_~,l~o ,.. .. o,l <f<lo P1 onol lhol ollo-«1 for ...,.,,,,, ... 1',¡ 
lb o\ ,io, ""~"'" lbot , ' 

r, ... fl/',1',11~'· 

(31) 

• 

At ono\hor ••nm¡olo, '""'"" ¡¡,.¡ lbo npt<l<ol onnotnllnl """' ol l~e 
ond or tbo ""~ o¡clo r, lo lo<io« lh•l olio'O'Od lor toDvor''" .. P, ¡ thol 

. ' lo, '"""'' •~•1 r, .. r.l~' .. ]Jt) .. . ,. 
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......... o. ... <0<1<11>11. .. d ....... y 

r,. !:•,•rl~oonrol Con•I!Unu1 

lo Qnlor 1<1 hAI~oto l~o lhtol']', olo nomorklll •u•piM ""' ootoe.t 
"'

1
" 1 0 11 ''""'1bo n.Af~HI co.,p~l<r, dO>Oblo·p,...·loioo ori~•oU olld 

',OIITI!.\~·rY 1''0~"'"· W•tloln oooh o¡·olo of lbo veooll¡ foneUoo ~~•-• 
loo oo.nj,g>IO<•"~ioul 1 ·0c · -

• """ •"' ,. .. ooo~loy,d (lluf, 1). 

u •• 
M•rHo~ 1"•••1. In oll lbo ""'"l'I<O, tho 00.,¡ 0,11 pOlol 
f"'h!LJ lnn<"n• moLbol , . ., Jrhool b¡ 

•.-~.- ... -~.-3, 
wboro •, • '• • ... , '• dooolo lOo eo~nponont.o 0¡ lh nelolr o, 

ob.,.oo 10 .,, .. 

(J~) 

81••1i•l 1\•oiiJ C''"""· Fnr tho ~"1 <r<lo ol Lh I>Onollr 11& llo 
"'"'¡,,.¡, ll• o .. lo<> ol lho. ¡>ooolly ooool;ol R "" oonplo¡o.l, 0001011, 

00 
"' · 

•,-Jo-•, •·-••-•, , ,,, , .~ , ,-ro•, ~,-ro•. ¡aa~ 

/J-Iolio' J,."ol<>. 

.,;,.,¡ ito '"'"'''""'" 
Fur onb•-u•nt o o·oloo, "'' ooooOOO 0 o O • 

•. , ""'""" ""' or.oo-,.,¡¡, '"''o/ l~o /ollo~l"~ ~'"""t ooool.no¡ ro~oo: 

.•. , ~- ~. n-ro, !J6~ 

' 
o·i\h 

.-,r¡!·,¡I·,), ·-~~(r,/1',1, !JTh 

~- IQ, 1', ~lO-", (J8). 

1"h• penolly <oaol.o~l ,.,; .. pr.0 .,,.,.,,, .. ,.,,.,,,,, ol lbo olond..rd. •ollooh 
i"'• for lootonro, n.r. 1) •••1 u,.;. pt<••loy <ool!aot rolloo _(37) oro NPro· 
""'"'''" of \loo """' >nothool propo00,¡ ¡,.,,, 

IJrjl•;o;,, •f c.,..,,,..,, l"olo\~t~tnco of a e¡·clo ,.,, <lohc~ M 

!J 1~, l) ~ J!,'¡z, k¡ U, (•, ~1,;.; ¡o-", 

""' cvu<or~nOOo ".1 lloo onm¡.loto ol~ot,.lun "" don.,,d ., 

(3D) 

lllz.li- l'lzl + (/ (z, J¡- p'l•l., 1<) .¡, 11:1~.ll u,¡., 1¡,;.; 10-u, ¡101 

orhoto ·~· .. _ultl¡oh<t l lo¡:;.,, hy r;~. (17). 
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'• 

', 

' \II'DU""' 11,.11 oH 1'011 nMALn ·~ lltniOI> 

,-

' 
Boood T"'"•'too. WIL\Io uclo 11.or.1Loro ol "'• ooojop\0 ,..,.lool olp • 

riU.or, lol• donoto !bri ooml.,ol polo!, ; ir. o Oorlod polo&> "'"' 1 lb.o .,.,,.h 
•lronlon.. ~1 Ü(o)o doHoH lit l'ouool(on ••prnoullnl 1111 bohovlor ol lho 
,...,,,, looolloo ol011¡ IDt ,.,...,k dlre<lloo, lho.l lo, 

'. 

. ' . . . 
if .. u¡O, 1) .. U(• + J~,l) .. 171•- ,,,1¡ .. Ü{o). 

1 r 
• (tli,~if 
'• 

TOio f\Onrtlno "'" "'"ploy••l In ordor 1<1 •lel,.mln• l~o optloonD ot.opol10 d •¡:t 
ooe~ llo<rol;.g, llpoe1l«ll7, ~ r"or .. ont •llmonol<onol ••orob on !loo flon<Li<•• .'.Ji 
tt(o) """ o;nd••to•~ ooolo lhoo, In 107 •'""· otop, lht looquOliiJ{~ 1~', 

¡t~) ';~, 
" '1"00 ooliollo~ .. ~,,..,\o ••• oomluol oi•J>II'" ond ololho nr!W ol•pol•"- ,1; ' .. 'l:h o .. rok ••• "••loot.d ,..,. \bo otooppln1 eodllino 

•oo oot<ilo4 •. 
o 

" 

,,, 
ii':-'·'íJ 

. (t~) ~-.'¡' 
j ,, • ' .• •·J 

~1,: 
~ !:?-f 
:.:~,1 

r.r r~i• ... ~ • .,. &1~ u-rloo.l· "'"'PI.,. ,,. duerlbooL ,.. lroo •n•pto'-:'Jii~ 
porl.olno W • qoodrotle I\Oott.loo oobjocl ~ ll•oor ooooW<>l•U. 'n.o ,.....lnlng (,;:, 
ouo,ploo P"toin lo oonqnool .. ~o t\onotlo••. oubjoot lo ,..,llnoor oOnolrol101o. ){!; 

onlojool lo Lbo ooootnlor.t 

~ •. + 3.-,- o, z.+•.-2., .... , ' . 
~,-•, ... o. 

''1:~' ··,.¡:¡ 
o" 

,'J,~ 
(ll) ;>;'<< .q. 

·=~ (l~) ~n 
'"· -'---c--e . '"': . ·. . ~ 

,., Dno 0• '·· OOolrO• .. I ...... 0/ ... '"'"'''"' '"'"'"''"'' ~ ... , .MOII"''h .. .-.. , O':;~ ..................... ·~··• .. , .................................... ¡., ............. i" 
'" • _ .. "''""' .............................. ,, ... ,.., .......................... w 
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Noto !bol ~, hoo boon n!hnloot"l fonDO lloo prohlom ood con bo cono¡oo!o~ 
o ~"'"iori """· (~IIJ, Tho f"n<llnn, (7DJ oolmilo )bo rol•ll'" m(DITOODO 

j"'- '(i ol lho polnl do~n•4 hr · 

... ~,-o, r,-(:1, ~,-1 (nJ 

1. llo .. Jt. od ton•h,.looo 

'tl.o ''""'Pl<O <lto.rlloool In Aoetlo" G "''" oo~zO.r .. 1111 lbo poaolll 
f,u.,!lou onotlood lo '"")'"«IIOo .. Jtb lbo on•l•«•lo ¡rodlonl oirorllll• ••· 
,.,,¡¡,.~ tn tl10 orp<tlmonl~l <Oio<llli•••• ontliood In a•<tioo G. Tho nnmfdrol 

""'"' "' "'""''••! In Tnhlno J.J6. TnLI<' H "'Pt•IY o junll~cotlon nf lbo 
¡,..,,. ""'""'PII·'" ¡¡;¡, owl Tnlolo• ~·lO '"PPIJ ""'"1'"\"lin ~olo /or t~o 
'"'"'lotol ""'l"i"~ o u lo, ,,,¡ Ll·• ""' ur-lollnr ,.,¡., 

...,./!o"' /I~¡MI•úo. T•l•l" ).~ rolot lo o !"<lio.,br "'"'1•1•. no~nolr, 
¡-,,.,l•lo G.5, 'fb•·r '""" \1" loob .. ior of lh• r•nollr l«n<lioo lnolhod fot 

<·•<lo .,r tho p-n.,lly ron<lont rolio• (J~]On<l (ll] ""'""'"~ lloot lloo Olorllui· 

l''"''tr "'"''"'" lo ;, ~l. lo ,¡,., lohJ.,, 11" 1"""tilie<_ r, (1, R, z ••• 
•loo• o '"""' u,, ¡¡.,,,~. nnm\,., ·' •u•l tho •r•l·• """¡,., .\',. To '~""'" 
lh< IILioh-0, ll"'" '<'""'lilltO ,;. ;;t>on ouly "' UHo luiliol poinl .,,.¡ lloo nool 
1"""1 ol ,,,¡, r¡rlo. 

,o,, oh• ,,~¡., '""'""''• u .. •wrrtnr '""~<Lin l-1~1 
"'"" of o qc·lo ;..,,¡ ll" O~!l'l,jn,¡ '""'litioo (1"1 io lml'i 

' 
lo "'"' ol '""'"'­
ol coot·o.¡ooro of 

t 
1 

¡ 

• ., 

. .,, 

n 
' ' \,.__/ ' 

11,1 

U.o .rpn"-. Of ro-rtlealoi lato,.\ lo "; hohoolor o/ lho q .. 1t11r .. olo­
ln«l hr ~-!'J.., 4111'. lf lhn •n•l oondllhmn o/ '"""olor n¡rl,. oro 
OODO)'<Ir.ot, 11 lo <lt•r· lhnl Z o¡<prnorhoo oa ••r•npln!l< roloo n tho r¡·rJ• 

.uml.oot .V¡Inor.,..., on•l tho 'ponoltt «>nolonl ~ looroonoo oomrl•nllr lot~o. 
Thl1 ootnoplo!lo onlno lo lu•h·p•OI•h·nt of "" l>otllrnlor 1""''111 '""'''"¡ 
rollo·omJ>(OfO<I"•n•l 11 tho '''"" Jn .,,¡, nf ToJ,¡., 1 1, """"'ly K..,.,_ 1'hlo 
lo In oorro10ent •llh lh thoo,.tlrol o«looo o/ lhe "'ul<ll•ll•n ol ,,.,,,._ 
JOooo, •·ht<h oro oni•J•IIool hJ t:o¡o. (RO(- Thlo '"1111 connn110 lh,.J,,;ie nO· 
'"'"l•llmo (2~) .,,¡ iu•Lino• lho nnoonloJ lrn•llll~ lo lho ~·••mi ~on•llr 
oouoloot rollo (IP~ 

a .... ,.,,,¡,. n""- 7'ol•l" ~·IC ,.,., lo flum¡•l••• R.t tl•ton¡h n.c. Tl•"l 
oloo~ lho """'""' or lterolluno ot •••«•K•••• JI, uollloo l<Omhor of •r<l<o 
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• 

;,~ . 
i ,. 
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'f . 

ol mn<fl~tnro JI.,.,,.., lho oC..rlloR t"nollf tonoto~oll, for oorh •t lbo. ;1 
rnnoll¡- rnuolMol r~<llo• (.1CH1Jj. l!lnro ""'' llor1<tloo "1"'"' 11•• '""" •'f 
oononu¡ of """l'"l"lloool •••k, 111• r\•or llool lho n<J<nhn ''' !l<r•ll•no lo ~· 
"~"'"""'''h• or thr ••••pulor U••• ,.,,,;,,,¡ ¡,,. '"'"""""•· 4:}, 

l'or oll ol Jho ""'"f'l" ""1 oorh •IAt!lnJ 1"""11)' '"'"!'"''l., lh" •· '•­
onolololo l>llo up,Jntl"~ nloo '" OIIP•tll" l<o lho '""'lool ,.,. u¡•l olh1~ r«ln _!'~ 
In Lhot cho1 lt'qnl,. ~ "'"llot nomlo<t of llerotloO• fnt '"'""'~''"'' Thlo ~· 
omollor """'''"' o/ ltotnllono Jo ochlo>"ol \•1 rm¡•lorln~ o '"""''' """'¡,., · ~;1_ 
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• 
1.1oola e: &1. (1~72) ~•··elc~~d ~e mot~t>d el mull';¡'"-rs l~r mir.in•é!inf¡ .. ~~~cuon ~~) ~u~i•ct to !'>~ ~c . .,.:;~im 
~1>1 • O. • ~~:e 1 1< " '""'"· 1t >S an., ""e'~ . .,<>Q ,. tS a q veCIO<", "ill> Q < n. tll• ;, "":><:'. a co:...,~ ""'o" el 
lhio &!>.c.;!;!,.j ~·-••;,-~.._..,~,.~-, <M:no.:! ~'"~oc "'.'-"M ot m<;l;-~;,~,, is ~re~er.:~:!. 1r.o co,.,p>r.so~ O>"'-~~--·~~ 
con•iti~rirog t:·,e r~~;,;;,e s:;.o.;:~ an:l eoe rc~u·•g ~pee~ el =nvei~o~oP o; IM hY<> noe~~:xH. N"""enc~l rcw» 
ara pre~r.:~ lor nine ~x.o,-~'cs, cae.~ ol veoL:I' i< sot.oed 10:' 100' e.:Je-~~1 <'.:l,.~<>g po<r>ts. Tt.~ e•a,.,.;>Ie< ~r.ow 
tl>al, In ~n~col, ~~~n-.o:~~ ol t~>t:.~· "'' is a """"'"''''"'"'-~m:! rot"" al;;<><,-,-,m thon th~ ''""~"d ~~~-.:~ 
ncariu:ticn mo;C~d In r..-~·oulor, ti!IS a~vanto~~ or.crea<cs on p<c~or\•~n to tM to··~··,.ng <~<~o•c"o'•o• ol t~~ 
pc~•om b•~·; cc:·:co• (a):·,~ 11:• t:;.'r. ~-~ !'.~ "''~ oltn<> po-ot>:cm '"""(o) ~'>e no:.:.ncau;y o!¡.-.~ ¡.•::o:;nt :..c..J 

lh<l nu."c~f ci :<"'~•~ "'"""""' ar.~ n.:.x~ tt\:l.; r=y "'"''· 

l.lutroductiaB 

ln •..e~r.t yu10. con<id<~,.bl~ att•ntion has b.<n ¡ri\•en to. 
U.o <¡u:•dmo>tri>otiou UJc:hud• f<>r "'inimiú.~¡: o fonction 
/l•l oul,j•ct 1<> • cono:rcoint ,·ú) • O. Hore, f ;,. a ocalu. x is 
Ul n·vtcto=. and ,¡,a q·><elor. ,.,,h q < n. 

lo th• .:~ndút!. ~~o,./illo"o"zotion olcorirhm ISQL). th~ 
&Ugment•d foru:tion F(<.~) ~ f(•) + ~Td") ;. utilUc<l.'" 
whor< ~. • 4"'""''~'· io on un~""""' L.~r~n¡• multirli.r. 
Sl.&rtin¡ from nomin.¡l ,·aluoo of x ond l<. th< mfth...d ah­
tains C<>HftOUon• .h ond .l~ by ooh-ing a Hn .. , O)">I.,D of 
oquatino•. 1" thi< '"""· upd"e.J ,·olue<; • i + .U and).. 
l. + .l~ a« obt~lc.<d. Thon. tile P""'"'• i• r<~at.-d itora· 
ti~oly until «>nHrge~co ooou~ For tho porti<"\J.bt ""'" 0 ¡ ~ 
<¡uadratio lunction '"b¡oot 10 a lin~or c=•<roint. the moth­
.,.¡ cmwet~n 1<> lho ..,:minn in """ iurati<>Jl. H""t~r. for a 
....,:¡;n<or function "'~joct t~ nonlme" oon•lf•ints. th 
~od ¡, r>thor unil~bl•. De~ndin~ on tbe nominal 
v:olu .. of x ar.d ~. it "'" lt~~ ;o a robti,·o "''"'"'""'·a 1e!a· 
ti~• at:>.<ionum, or on Í!ltl•ction point: <><<><ion•lly, th~ 
melhod produc<> dioplooomo~t• ..-hioh ar~ so purpo .. '=o 
lhat ,.,,flow can o-.cur h a gi«n computor. 

In the modijiod <,"t<OiilinPar,.arion al,aruhm (I>!QU. 
Miele et al. (19;:1). the ""'"~ ba•i< oppr<>3ch" t.oke, 8, in 
~L • .,.¡¡h oc.< i::r.p.:rtoot nn,,.:llf.c."i'"" tho '""1"''" ~.O< 
"' S 1, i• intr~duocJ in orCo: t~ control th• ""·'~~itudo of. 
U.. di<p)•,.menu. Th~ re&uit ;, an im.,rmcod qua•ilinrari­
... ,;.,n •l~""thro th:ot 1<1 1ot.:.in,; quodratic com·r~onre for 
• lrno.1f·Guodrutic proh!oo~ ~r.d (j¡) im~ro•u th• ouiJi!:t)" 
of SQL l~r r.onlineor fuoc<ior.• ouhi•ct to nonlin•or con­
otrainto 

Buth th~ abole centiun•d rn~thorls roquiro th•S<>luiion 
of a lineif •l"Stcm of •qu~tic~. <>f ordor" +- q. Th'"· if 
Cou"Íin ~limino:icn ¡, emplu;·«l. th< '""'Pu"'ticNl olfo<' 
;, of lh~ o-~., af • ~ + ~ \ 1 .,.,]• i p'i~~~ inn<. · 

For l~r~• 'Y"""''·""" w~y to r..Juc• tho cnrnputotion.ol 
.,,, '. i" " :• "'"' :, ~ : .. '.' • .. ·:: '" ~.-:: ' .. ¡· :· ,.,,.; "' e: :1 : •. ' : '· 

oith•r ·~ th~ .undord r •• ,,.ot Ol the ~·oltip\i~r f~rm•>. 
;:,.· ...... ,; .... :··i .. , ....• ].· · ...... ·:. 
U.";. ou~~•ont<J p.>'.olt)" tur.«:un 1\"(, •. l.k) 3 hx.~) +-
1:,• 1 <~,•' 1 ... ~ •• ,. ~~~ ,.,,," • ,. '"" rc~·J"· '"""·' '"'· 

\\Oi:, lol~h"l"< (,, :: .. ,, ... ,i,ou ,.J r.>~::,,."::,:.•. ~" '"•I'Of· 
\<lnt ~nodiiiratinn ""' P«·•nt<d lw l>liel• <l ol (1~71). In 
thi> r. .• ·r'i:i,nti.:n. <Jll.<l th• ~,uJ;fir:! m.·lh•<rl "{ mtol:i-

•pli<rt (111;\1~1). \he au::m•nted penal!)" r~nc:i<n ;, .,. 
ployed in <or.r.oction <-·i'h ,.,.er.,l mmi"mat ;~, •. ol,:uflt hJOC<, 
nam.J,·. tho "r<iic.or¡· gradic"' "l;:·,ri:itm. the "' ·rjc~·'''" ~to­
diout e\~oritb"'· and th~ rr.<><,i!"aJ <i'"''ilino~::,~:iu:> 3!~o­
rithm. 1m;:-m'...-! Updo<:,.¡; r~lr< 1 ur \C .• L.,~,~~[" nodti¡,l•cc 
Rr.J t~e ?•noitr oorsta~t "' '" Jo.·e!o~oJ in rn~~"""" 
"'''h ~•eh "'in~nnüatior. •i¡;orithm. 

l'."h~n tho mditi~<l rn~th,.J <>f muitiplio" " .,,,¡,it"'•d 1 ~ 
cor.jumtion wi~h th~ mOOifiod qu4<iline~i""uon at:',orit hr.•. 
R linear >)"><•m of .-quatior.• of ordor,. "'"'' t.o •ohcd ~• 
''"'-'" 11er~!1on. Thoreforo. if \~ou••i•n dimm,<·.~, ~•n­
plu•·"d. the c"<>mi'u"'ti<>no~l ~• loro ;, af th. o«lor ,¡ r. ; rnul< ;. 
plicoci~ns. 

Be•i<l<' redocing the com?ut>:ional •ffntt p•• •••~.:lo~. 
~1\!.'.1 i• e ore '\3blo tbn :"QL. Thi• ¡, b.c.•u'o O.J:,¡~¡ ha< 
~ do...:~nt properh· on ti •• ~"""''"ted f't'nal:v iuncti"a 
11-'h.~.k) \'."hile »QL rn1ght cnn•·•r:;• to • rcl~ti>e "''"'· 
mum. a relotioo m"'imurn, "' "n inf.ecti~n point. !\1~1\1 
~c"cr•ii)" leod• toa,.¡,,;", n>,»mum. 

Tho >lambrd qua..tmo"m~tinn "looritll~n "a' ~'"d b,· 
Luu• and J~ak~la ~ 1973) wnh <o m• '"''"" ,.; onl•~ '"'""' ;i 
prohi.rr;. H<in~ rdndmn nmnl••" •• ""rtin~ •·•lue< r,., , 
and J... Th~ putpo.~ of tloi. "P<'" ;,. W •h~" tl.ac <'e~ 
~ro~t•r •ucc••• and Co>n- ~\ll<f <itno O>'"in¡• '"" \re "'"·"'"·•! 
if 1~< mo¿¡¡¡,.~ rn•thod .,¡ mll~t·plier; 1. utili.c<ri :~,,.~d uf 
the >land~rd c¡u,_.,;:;., •• , ;,~,;~n al~orotlun. 

In,,,.,;""~. thc ot>:emo"t of Li><• pru~b 11 ¡, ~,-, 11 :o­
~othor wi!h 1~< lir;[.n,C.cr Optmnl.:y '""~:¡;~"·'· In •o ,. 
tion. J and 4. t'>• Ot.,nórd <¡u,.il:neariz.<¡in~ .1:-•:Í\hn". 
und tia· r..c.~olied lnt•Lh"d ,,f •nultiplier. or< te\;.·· ,,·J b:ot!­
l)". ln ;.cti-'" 5. A c,llnp.-.ri,un uf ti<t· <or'I~Ulo~i '""\ ello·!l 
P" iteroli<>n ¡, ~ÍH·n. In ,_., 1 iuns S and "i. tho ", 1-«imr" :ol 
cond<tian< "nd ni no nu~o-. ic~l '''""1'1., "'" l"<"••n~<-d. In 
-üon 8. n~rno:ic~! rO<~!U at~ ¿¡.,.......,J. an:lth• <oud;,. .,.,c .. ,"'' ..... ,d. 
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Sequenti~l Gndlent-Re~toratlon Al,orlthm 

for thc Minimlutlon of Con>tralned Functlon$­
Ordinory an~ Con)ugate Gradlent Verslons• 

Ab>Lro<l. Thc P'"''''"' .,¡ l•l•oioni,,in~ o '"'"''"" /l•l >Ui>je,·o t< 11 .. 
..,.,.,. • ¡ '" f ( ' ) ~ o ;, ' ,, .,¡.;, "''· l!<f<. f ¡, • " ''" ' • '" •. ,..;,""' ..,.¡ 
• • 9-"'"'"'· .\ '"~"''""' ·'f"'''•" ¡. P"'""'"'· '""'!"""~ .. r <h< .u ........ 
"""~'"'" of ""Ji< ni ¡•1•""'' '".! """"''"'' ¡•ILnl<'>. 

In''",.,,,,¡;,,, r'""'·, ""'"'""' roinL • ,,,;,¡,;"" ,¡,. '""""¡"' io 
'""""'1; ' ,¡,.1'¡•"" "" .Jc t.,.,¡¡.,~ r,,,., ,.,;,, > '" ' ,.,;,.,¡ 1"'"' J ¡, 
d'""'''"''l ••-h ,...,, ''"' ,,¡,,... of 11•< ¡,'"""'" ¡, ,.,¡.,,,.J. ·n .. Jmr""""'"' 
ol ''" ,ji,rl"''""'"' Jo'""' 1'''·"" ¡.,¡.,.,,.,;.,." oo•l¡· ¡•·''" • f·W 11..: 
w.li""'!' ~,,,,/,,,, '"';"" ,,¡ oho ..,,,¡.,,J (1'"' 1) ,.,.¡ w(oowoL;,,., -IL '"'''' 

. P"'"" ' ,.d ,; ¡,,, •1•< ~·"i"~"'' '""¡,;.,, woio" ot' Llo< "'"'"'J (1'-<l l). 

ln tho '"'"'"'""' ¡J.ut, • """'"1.11¡><!" 1 not .,,;.!¡in~ <1« "'"''""" 
;, .,,,..,~,\; • d.,1,¡_.,, '""" Jy l,•d·n~ 1.-.m p<>RL y <o • '-"~-J 1"" 1 ; ;, 

''''""'""''' ,,,¡, ""' "" , . .,,,,"'"' ;, """«J '". r""';''"'t ,,,,,.., ol 
'"""'·l'· "l'h< """'";"" ;, Jon< hr ""1"¡,;.,~ ''"'""'·'~"""do m¡:< of 
''"' ·~"J""'''~ 

li <l« o<•t"i", ,J ti•· ""Ji<nl rf·-"' j, ol l~o¡, ti.-n Jo <• !~ol •••1 
.~, ~ u¡,•¡. ('.,,, ,.,r .. ;,,,,r ,,.,.11, '"' '"'"'"'"" '''"" '"""'-'"" ,,,, 
J,..ooo P'"I'"'L ol ""' '"J"'"' td'"" ''" (u"uion f J'"'"'~ '"""'" 
"'' ·~" ........... '"'""""" ~"'"'· 

• ¡·,,~, ''"", .1 1 '''"'«. 1 tW , "l t,., '"""·"· ••oc••"' 1., ''" "" \ ,,¡,,,.,. >n'" o«Jt 
¡",.,,,.,, {.o'"' ;;., ,,(011-\·0·""'""''· ""'' loo <he ""'" ,¡ ,,..,,.,¡,. 1!,•;•"''• n,l .,. ,¡ 

''"~"'"' ""'"""· ''"''"' "'''" '" '"""'· """' -~"-·"···"u,.,_,,._,,,, •· • '"'"'"''· 
,..., .r ,.., '"'"""'-~"'~"'"'"H. t. ' """ ,_ 

,, • ..,.,..., o1 A,,.....,,,., -t ''"""",¡''"',\.,~A"'""'"'"'"" .... ·._,,,_, ol 
Mo<L~•I<~ ••< A'"""'"' 1,.,.,,..";,., ""' "'""'" ''"""''• l<•• L ·,,.,.,,,, "-"'"'• 
J ,.,,,, 

''''"'' '"' l''"''""' of ""' '"'"'"'- llo'P"""" o <f ""''"'"''' '"" A,,.,.,.~, 1'"'""'"'"' 
.o..t """ ouL> "'"'"'· 1\K, l' '""'"'h JI,~,<-. Tnoo 

' "·~·~-"' "..Joo.hO.\.. ... ,,,.,,._,_, ~~"'"'K'" ol ""' ..... 1 ~..tAo''''"'' '"""'"'"""' 
,,..¡ .\0 '"" ''' '"' >.«, l<M 1 ""'"'"· 11~ '""'· To >•~ 
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i 
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'" JI]Tk. VOL. •• NO. ;, 1"1 

'fb< onlml"l' 'todio:no V<f'ion of <h< ol~ohm nhobito ll)'l"piOlÓO 

'""'"~'"'"• boL nol ~uoJntw: oonm~<n<"<. On ~ •• oth<< hond, <M l-on-. 
j"-'''' ¡r:.•i.cnt '''"'"" "¡,¡¡,¡,, 'i"'""·''' '""'">~""in oh, mi~l·bo<hoool 
o.f<'o m"-'"'""' poin<. In P'"''"'"· lo< • qu,dr""' Jun«iolt O"bjo<t <o • 
~""' '"""'""'• ol,o m"''"'"m po>ir.< io ob.,ino<l in no "'"" <l<;n •- f .......... _ 

, l. lotroduolÍon 

In f<,Ont ""'· con>iJorablo >l«·llion h;.o b<e" gi"n O> th' il<>>livo 
olgo~<ti-<.» ¡.,, irúnuni<inp • Junc1ioo /( •) ·~bjc<t "' oho '''"'"''"' 1[x) - O, 
.,¡._,.¡ ¡,, •<>1«. , '" •. ,..,~"'• .,,J., O'"""'"'· w,oh .. r,«n« <o <h• 
~,.~¡.,,, n>«'o<.J. 0 ,_, 1""'¡¡,¡, •pprc><l< ¡, th>l o_l oh< l,"'~"lty fun<li~.­

T:., o,\<,~,. ¡e .,¡ ,¡,;, •Pr<o><h ;, ,¡.,, <f,. '""''"''"" ''''"'""¡ problem " 
«rf.o.<J hy, m:.li>c<:,JL.c>ilt oirr.pi.r, uo .. i:C.""-''"J n•inirtoof p"'bf<<L<. Tho 
,¡, '-"l»r;.-.;:,· ' -'"' tln '" no cbr·out n<cth~J "'"r. fo< <l'""""g th~ p<n>lty 
,..,,,.,,,,,,, ,,., .. :~"""'"' ,,.,,, 1 ¡,, "~""" '""·'' ''""' ror '"'"'"'i<>g l'olu" 
ol '"" J•<>> .. :t•· "''"'""': <'.<,.,, ... .,uf oh,· f"""-'o,n '""'"'" itcr.<lior,, '" 
""' w-1>,o.ml.ie, "·,,, 10o <u>»l"i"" "' '"'' •-""'"J; ,.,J, '"'" ,.¡,,n tOe 
.! .,,-:,¡,,, ¡, ,,,_,¡, ;·,J, •he ,v,,,,,,¡,.,. .o« ~'''""lll nut ~,.¡,,;,.¡, 

' )r. <h~< !'•!"'· "' l"'""', "~"p¡¡.,¡ "'!.,¡¡¡,., ro"'""'"J in '"'h • 
"•> oh•< t:,, 1 .h.• • ,,( IÍ'L< f•«•"'"" /(>) "''"«" ~cr.tioo» >'< <omp>f>ble. 
Ti 1 >';,· ":,¡,,,, i, ""'"I•"'~J uf ti., oltqno« '"'"''•"•" uf ~,,J.,-nt pt,o<.<• 

·.,,¡ '"'"'--""'' '"'" (1 ·~ r¡. r .. oh, •''""'"'' '''"'"· ' ""'"'"'r 1'"'"' x '""'"¡., .. to.c· ''""" ,:r.t ¡, '''""'"1: 11"''• l ,Jo,¡•l-•cc•n,nt J•· lc,,.lon~ [ron• - . . . . ' ' 

vuin\ _. w l ,.,,;«: !> .. i<ll y;, dct.'""'""l b¡· '"""'"""'ii tl.e l<~>l \'""'"~" 
~·, ,, ,,,¡,-," ,., ,:,.- '""·'''"J '"'"'' ,;,., ;,, (<J -- o ... ;J' '~"''''"''' '""''""'' 
' . ¡ - ' . • o;, J '· !Juo tu o!.< t.o,l ;;,,,, u.e '""'"""' io •• """'''-..] '"'M)' lo n<>l •<~«. 
,, , , ";'J :"''n' _.. ""'! ~' ""'· ,¡,., ,-¡ J 1 ,., n. '1';,;, ~···~~ .t ... ,. ,M •• • """"''"" 
(•"' ;, ,,,,.:_,¡ 1.,,,_, <o.,,.,;,~'"'"'" ~"J"'" pl-.o ... In tlu> '"'"'~'••• 

•/'"''' , 00 ,,.;,,,,: 1''''"' y n<-l '""':);.,~o: .. "'·''~·;,.," '"~<m:J: thon, 
,, ~:,;,:,,,,,,,,., .l\' :,J,r~ r,,,,. l''•'"' ¡·~~o ,,,;.,¡poitll r ;, Joum;n_<d_ 
l,, 0,:.,,"'"'" Li•< ,],.t.H\i:< .l)' Jy lui>j«l '" tJ>e IL"•'ml<<l CO'•"'""' 
~-.;_.)-" ;,(..¡ ,), :''"'"O ·;_J, ,-;l. Ji-~ ;iu:l"_"'~"'·."i"" ryd<, ¡.,¡','" 

1''•.:"" ,¡,, '"1''""' "''""' "' ''""'<J' '" "'" '''·'·"'"'· '""-" :"·" 
'·'"'';,o: o¡-1·.,.,1, " ,¡,o"n in 1-'i_,. : •• \fo« oh, "-'"""""" pho .. · >• ~no,luJ, 
ti-< ,,_, .,..,. ;, · ·"" :•!<t,J, .,,,J tho ""' it"'""" " '"'rt"l um.¡ " o, th< 
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'" 
TI«> vcroion• of tho n1<1hod "" P""""''J' (•) th< uq•tntio/ ••Jin#•)' 

l'"J;.,,¡.mtoroti"" ~~~OTil/mJ, ¡., "~'O<b ti~< gr•d'""- ph"c """' infu~ou~tion 
" point x ouly, ••~J [h) lh< "w•••~o.tl '""1"_;"1< t'"J"nl·r~<l"'"'""' "~"'"'""• 
i<> whi•h thc sr.JoeN ph»< ~·-• 1nforma"on >1 both !''""" x .,,J •: ~hcro 
J: i• ''" point pn«·Jinc %. ~!cth,>J (a) io gi•Tn ÍO J'.1rl /; ~)e<JooJ (b)" SIVOO 

'in 1'<'1 2; thcn, in l'art J, ;cvorol num<rical """Pi<> ore P""""d. 

"' oubj<<l to thc «on.rraint 

"' 
In tho obovo <quatiJoh, J 11 a o.;.1!.r, a' >n n·"<lor, and ., o !":'"<:«''·' whcro 
f < "· 11 ¡0 >><nono! ,¡..,. thc fint ond ><tond ¡oa~tiol Jcmotlv<> _ of tho 
fnncdon f onJ ti"·"""'"''"''? with rc<pc~t to x '-'"' ond >r< contmuouo; 
¡1 ;, ol•u '"''""'') oh" thc ó'"""·'in<•l '"'"'"'""' """· 

PAnl' 1: SEQUEI'>TIAI. Ol!lll,W•HY GltADIENT·!l.ES1'0RA.TION 
ALGOHITIIM 

3. Gr~ditnl Pha•~ 

c~r. 1 iokr a ~iopl.ccn><nt Jo ],.:.J•ng froon • nomm•l point ~ 10 • I"Oriod 

I''""'Y ·~eh''"' ' 
'" 

'A" ... ,,. .... '" <O.o .... , ,,. ........ •••'"'' 

JOTA• VOL. .. 1<0. .. 1"" "' 
A"""'" th." 1he numinol poinl • .. ,¡,fi,., (2) ruuly'ond thu·thu YOfi1•J 
point y >.>ti>li" (l) 1<1 fi"" .,,Jor. 'l11c ¡¡,.,,wJ.r ch.:uo~c ni tho fuon"lion (1) 

io Gi''" by ,., 
whcro /,(1) io thr gr .. .Ji<nt of 1ho oubr lun<~oonf ~ ith '"1"''' lo lh< ~'""' " 
on.l th• •rnob<ol 1" ~.notn <!.: '""'J>"It of • m~tri>. In turn, thc r.tot-orolu 
eh'"~' of ,¡,., wn.,.,;,, (2) ¡, r<pr<>ent"J" ,, 
..-hor< o>_.í;·), &n " X V '""";, .Jrm.«; oh< ;<>Jocnt nf lho \'«<<lliol'fÚn<tion '1' 

11Íth rospc<t •~ thc l<<lor x. 
N<xt, cno~>i•kr thc lollowin~ 'I"'Jratic cun•tr•inton tl1< Ji•pl""'"""' oh: 

(O) 

whorc K t. • Ctl""'""'· ll'lth ohio unol.rll.,,.lin~, ~·· forn.ul.>.t< thc follo10on~ 
prublun, Fm~ thc • .,;.,¡on J• wJu,·h onmim;,.., (4) ouh¡~ot tn (S) (6), 

J.l. Dioplac.it>ont 4x. Sllnd.,d mo¡hoJ• of thc oh"'"1 of ,..,;;·,n, 
anJ noinion.~ ,¡.,.., th>l tlr< JruoJ,,.,,NM f«•fli•• ufthi• phohl<on ¡, the .col" 
lun.tiun · 

"' 
1ol"tc 1¡2, Íi • O<•l.r !.'~'""~" hrlolti¡oli<r ond ,\ > ~·l"lur LJ~'""~" 
m ul1iph11. 1 1 ""' mtrnd"''" th.: .Uf,'""""J ¡ .. mrioll 

l(x, l) - /(<) + l'~(x) (~) 

th< ¡,.,J•n"""l furn;tÍon (7) ~<coon" 

(1 - f. '[•, l] J' + (1¡:~¡ Jx' J• (ID) 

ln l:q•. [9)·(10), oh,· •rm!.ol l',f •, l) ,¡, ""'''' tire ~"J"''' <>1 O he 4U~"""'' J 
f un<tiu" f ""tlo '"'P"" l<• <he ,...,.,.,, <. Tho UllliutOI lli•pl-.·,·uwnt J, ,,.¡,:.,-. 
lhc ;,¡,,,on 

(11] 

' 



'• 

"· 

,· 

" ". 

.- -- --

'" JOTA• \'01.. <. NO. <. ,.,.. . 

"h«r D., drW>I<t 1hr et;t<lirn< <>f t!>.: /undonl<ntOI ~""<.'""' D widl tnp«t 
.., thr ''"'".h. Tht uplici1 formo/ (11)" th< folonl>lnR: _ · . 

¡12) 

onJ ,h"'" 1¡.,, ·,¡,. <liopl>fom<nl t<C1or ~< ¡,., th• ""''. direelion_ ~ ~he 
ru~i<n: <1 th< '"~"·"·"" /un<~ ion r. Not< do>< ( 12) Jelumw<> -'~ pro.,d•n¡ 
l," &J< •r><ciñ.-J. 

3.1, lld l!iu" ll<twcm A' >nd •- ,\o Eq ( 12) ''"'"''· tho di•plo~""~"' 
.:h ¡1 pr~roni .. n,<i '"·'·oh< <lfP<io. o/ <1-< ~r,d:<nl pJ.,><:. Upon •ubotnutn•s 
(ll) ''"" (~)- '" ><< lh>l 

(!J) 

· Th«<f"'"· • <<>n«Ff•ndcn<e <>Ío:o. ~OfiW<•n 1hc vol un of !he tonoU~I. K 
onJ li.c 1 3¡_,., ,,, 1 :" "''1"¡" n, ')'hj, b<i"' ti" ,_-,,,, "'" (,LO b¡·p>» prcombu1g 
A' onJ "~'"" éi:"o'li)' '"'o," in d" c.,n,.Jor>tiuno ~hirh f?llu\V. 

l.l. Dc<<c,.,ino:ion 'o["· 11 J;qo. (S), '(9), (ll) "' i:nmbinod, ,.., 

·~ .'1•1/.1•1 + ,., '1 •1 ~.1 •1 1 - e 

l.t. D<>=<ut J>roporly of the G,,,~i<nt PI••••· 
of ti~< •u,;or.<r.t .. : í"""'"" ¡, ~m·n l>y 

' ' 

(14) 

' (1 l) 

(16) 

E<,o"i"" (1~) ,¡,.,.," do.ot, (,., ., -,U,''" {,." "''"'"" of th< •ugm<nltd 
fua<~i.1 , 1 11 "'~""•'· •¡¡,,.,,,u«, if • ¡, '"''"'''"'1 '.'"'11, tho ou,m.r.t<J 
fun<tion r J,.«-~<' J, ... ,~ 111< ~"·J;,,, pho« . 

. \:t<tn>lil<i), t~« tit>l >ari>lion uf F{-•, A) e>n be w<ill<n ,. 

(17) 

·-· ---·-··----
. ' 

/OTk VOl.. O, 1'0. t, IMJ 

. no,;....., ol (S). E.j. (17) r«<ucn 10 oho form 

1/(~l-~•-l) 

_., 
,. \ 
'--' 

'" 

,: .. 
whieh otota that ~ •• fun"'"'"' J(•·) an~ F( ,., ~) bel\o.YC idcnlitai1J, 10, fit>t 
ardor. 1'herdo~<, tho oJ<>cenl l"•r><•ly •l>o h<>ldo fot lhe lur><tiOfl f, 

l.S. St<poiu. 1ño "'"' >top io to .,,ign a •oluo lo thr >l<~•i>< •• 
tf Eq, {3) ond (1~) "' combinod, 1hc pooi<ion \«lur" !he nhl u/ thc 
(r><ii<nl ph'-'< bC<'UinC> 

y-•-of:(•.~) (1~) . .. . ' 
Sin« A;,¡"""" !h<outh 1-:q. (14), F-<t. {19) drfinn • onc·f'>""'l1" ¡.,,¡¡T 
of poin" y fo_r .. hich <he ougrr.on«J fun«io~o f' """ !l« h""" 

' 
, F(y, iL) - F(.• - of'.(•, iL), iL} - Y'( o) (:!0) 

Thc ~,.., .. , dm'"' of thc fun"ion 'i'(;) """" if thc P'"'"'''" ., .. ,¡,¡¡,-. 
thc fo!lowint n<«mry wndi1ion; 

. ' 
1".(•1 -o • (ll) 

Af1<1 obocrving lhol 

'· , \l',(o) w -f,'(y, ))f.(>,~) •' (ll) 

~·o>« th>t Eq. (ll) 'con he wrincn ;, 1:·• 
•,' 

1', '(_r, ~)1' .(r,l) ~ O ,, 
(!l) 

1howing ,~,., th< g<>•li<nt of th, •"~""'nt<J function" l"'inty;, onhngunol 
to tloo gr,.liont •t !'"'"' x. ' •· '· 

Tu obtoin ,,.¡,¡,.,;nn ,¡ (21) n< (2J), oomo """·Jin><n.ion,l ><>~<h 
no«lm,l "'""be oonployd. In pmi<ul.,, no\,,·;.,.,,_¡,,¡;.,. (Ít '"'I'~'Y' 1ir>< 
d<tio>ti•co only) ond q.,.,;¡¡,,.,;,,.,;.., (ÍI oonplor• l>ooh r,,, ond "'""d 
dcri•><io·eo) <« p<U•<tful or-o·1loodo (lld•- l ,,.,¡ J). 'n•·•• oullh.,,h '" l<o ¡.., 

<mpi")'J '""'"dr until E•1- (ll) ii ulhlicd lo o Je<¡,..,¡ ok~1u· ,¡ "''""')• 
'''" ;,, Hlllil 

u),..,. '•" • ""'11 numher. 
' 

' ' 

(2~) 

'· ... ,1",'¡0) rm 

',' 

•• 
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M lh< cnd of 1ht ~tadienl ph>><, <h< p<Nnly;. kno,.n. !f tho constt1iRI 
io linoar, 1he rd>tion ,(y)= O ho!ds. On tho oth<r honJ, if th< conotroint 
io nonli"""• v(y) f. O. which """"' ''"' oom< •'•~"' of ,,¡,,.,;,ra.ction 
,,;.,,. Tht~dore. o rc-.lor•tion ph••• i• n«J,J p<iur to ororoirog the ""' 
¡»d«nt r'""'· Sp<,ifio-ally, onc h" '" opply • '"'"'" ••N<inn .dy lo y to 

f<n<r>t<. ·-~· rn•ition ""'"' 
;; -~y 1 Jy 

Ou<h tho 1 t (.") ~ 0 \\"t.ik th<« "'" ir.fi"'l< n>_l·> lO p<ffuton th1· «""O<OlÍ~n, 
thc moll logiul io 1h" J.,,¡"l"'J In R,f. 4' tloc conouoinl io ""'tor<J lO 1 
pr<moh<J "'#''" of ''""-'Y 11ith ti., lc·.<>l·"l"'" ch>ngc ol thc puoition 
l"«tor. 

!f qu.,ili""'iwion i> •mplo)•-d, !;,¡. (2) i> op¡•tnumot<d loy 

\(Y) ·1" q,'l)·) Jy m O 

In o1dcr to pr<~cn• 1hc v'""'"" Jy tron• bewming too 
&¡. {21) Ínto oho un•··pouon<t<r f•mil) ol oquatt""' 

•·;{>)+r.'UIAr~o • 

(l1) 

(11) 

'"' dcnol<o o ocoling f "'"'· 
le. th< 1-~ht o/ ¡orcvioo> Jj,.·u»iun. we "'k ti" miuimum of lh< fun<toon ,., 

,..bjc<t tu tloe lonc.L<i"J cor»l"irot (2~). S""J"'"I noctluodo of th< lht-o<y .,¡ 
m"im• ouJ minim• oho" ,¡,.., tloo ¡,,.,J""""'"I /"""'"" ol thio probl<ro' i• 
giV<n by 

(llJ 

"""'o,, q·«cto<. J,."""' '" ur><lctm<.inc<l. ''""""' ¡_,~,.,.~, multiplior. 
'l"ho optimol Chong•· Jy ..,,.,,;,, ~~" "l;ti<>o 

w,. -o (ll) 

~f.cro "'•• '""'"'" :1" ~ro.lic.-.t ,.r ti.,· ¡,.,.J.'"""·'' fun<ti<~n .. with rcop«t 
'" tl"« '"'"' J). "l"h• ··piicit r ...... ol (l~) ¡, tho lollowiog; 

.ly u -,,(y)• (ll) 

·- ·-
• 

JOTA, VOL. o. 1\o"Q. o, IM "' 
TM Logr1nKo"nlultipli<r ~ io <>hloin<J by co~nhinin~ (28) onJ (.ll) "' dimin•l~ 
Ay. 'l"hio yiciJo thc r<l>tion • 

ly[y) - ,-.'(J") ,,(y). ~ o '"' l'or '") ~i~c·n h in the ""~' (2~). Eq. (14) oupphc·o lh< l,o~'"'"~" 
multipli<r l"<<tor "· Once o io kno .. n, tloc co<ro•:tio" Jy io gi'"" hy (ll} on1l 
tlo< OllU«t<J p<>MioOll V«lur i io. 'iven by {26). 0/ cour><, tM ''"''"'"ion 
ph01e mult be pcrl<•<l'lCJ ,,,, .. ,;,.,.Jy untll • dcoircJ d<g'<< of "'"'""'1 ¡, 
ob.,illoJ. th" i>, untll th< onc~u1lity 

/~i) ·: '· 

l'l•l- ~·(•lrl•) 
,. ' .. 

tnouu< .. lh< <rror in th< cOn>lroint. 

4.1. Do.o<nt Poopcrty of tloe Pcrformonoo 
<>rillinn of tl1< p<"<furn,..n« inJ.- I~J) io ¡¡i•cn loy 

!lb) ·l•¡ 1(y),-.'(y)Jy 

ond, b.:cauoc o[ l::q. {23). ""'"'"' to 

!/'(})- -!""''(y}l(y) 

wluch, in 1urn, o.n be'"'"'" ., 
!11rl • -lH1yJ 

(lS) 

,., 
lndc2. "1M font 

(l1) 

'"' 
()9) 

~¡.,,., i'{J) > 0, Eq. (l~) '""" tl"t tho liiOt •ori•tion of 11.< l"'f"'""'"" 
Ullle. ""'"~Jl<vc lor ~ >O 1 h«duto, 1f A i< oullicicntly omall, 11" ti•~'""' 
ni ·~· ~'"''"'""'"" ito~<' io ~'"'"'"''~'1. In ¡•t>cti1-.:. ono ~"' '""k .. 1. 
11 ti"• ,.,¡,., of k d"" ""' '""h oro' d'"""-' in/','''"' k¡,'"""'¡.,.¡, 
hi"<t<J until /' ¡, ''"""'""''· 

Th< pn>itiu., vc<tnr l "thc <OtJ ul tho """'"'"" plo.l>< an.l tl1l" ¡>O<il~>n 
'"'"' ~ >l tho ~~~innirog ul tho ~··~i<OI piU.., oto,~¡,.,.,¡ b¡ . • 

'~•+·"'";·J• ,., 

., 



: .; 
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"h<r< ~· is tlle ~rodieN di•plo<o""'"' ond Jy is th< , .. to<o<Íon diopla.Cment. 
From E<¡. (12), "'O« thot, 1f the "'P•i>< ~ io of 0(<), tho ¡r>dient di.lplo<:<­
mrnt hu lh< 01Jor ' ~' 

~·-- O(o) 

\\'e ob'<<V< th>t, lo ••:o:and ord.r, 

' ~~ 1) 

(4l) 

v.h<oc ,.,..{•) d,,...,., <f.t "'"f of <he «<ond P"tliol J«i•oti ... of p. Sin~. 
1he nornin•l pnint ,. o>ti>ñ" {2) '""IY onJ 1hc vodotian ~x ;.,.,¡,,¡., (2) 
lo f.r" ordcr, thc f:r.l tw~ t<nu> on tho ught-l>onol oide of (~2) Vani>h. 
1 hc"fot<, in ti·• li~~~ of (41H4~), "e <OOC[uJc lh_>t 

obJ- O(o') (4)) 

¡..'nt, ,,. tum our "''"""" tn l:qo. (ll)-{)4) ond nl»<r'< 1 lo>t, btnu¡.c o f ( 4l), 

Jy- 0(•'1 '"' In coudu<i<on, if tho gra.htnt <liopl.wn<·nl i> al 0(<), tho ;.,.,¿,.,,on 
J"¡>l><cm<ni io ,,¡ O(o'). 'l'hi• gu.>r>n<«> dm, fur oufficicntly om:ill '• 

' 
(4J) . 

S.J. Do""" Pro~«ty of !h< Al~orithn.t. Fin•ll•, ""'<oMid« the 
P'''"'-' • .,,J >," ¡.,,,¡, '"'i•fyt"~ thc «HL>tc.tiht (2). To iir>t Ol'iec, th< diff<reflco, 
~~ !lo< ••lu<• ~1 :1><: ¡.,n("lion f >1 1h<"" f"•i"t> i• ¡;i><n by 

(46) 

' On oo«ount of (-1.\), th< ><:conJ """ uQ tho ri~ho-[.oo>J oidt of (46) con be 
n<~lc<l<J ~itlt "·1"'" Ou tlo< 1>!>1. 11"'"'• t:.¡. (4h) b<•"OI"" ,,, 

. . 
Tl.crefof<, ¡,., , >U~i<i,ntlr >n,.:l, tlo< r<>tm>t;nn >lgorothm P"""" th< 
d<O<·'·' prop<r ,, ,.¡ 11.< grodo.n< :[~oárhon: o lo< fuo<ti~n f d<<:r<>oc> b<t,.ten 
•ny 1\\'0 '""'"; o'O ro >!oe>tinn ph,.<>. 

6. Suonmor)' ~r th,· Al~orithm 

Th< •l;;u<iof.o.t r""'''"J in l'or1 con•;,, o{ ohc olte<n>oe '"''-"ion 
,,¡ ~"J""' P''·'•" .Ht.l ''''"'-Lioa ¡oh,,<,, A '"'"'""'Y uf tltr •l~ori<hn> ;, 
¡ivon WJu,. . 

" . 
.-,. 

' . 

. · .. --· ' . :.- .. i . 

-.. 

.. 

6.i; G;adiut PluS.:; F~ Íhio ph ... , 111< ol~ .. ;ilhm Lo ;e;:.:m~ 'hr 
' ' ··- .. , ~- -(P.'I~lr.l~JJ·• r.'l•l/J."}-

. _F.(•,Al-J:<•J+r.l•l'- . · 
··._ 

·--· 
~·--J,('<,~) 

... 
. ;: ,. 

":' ' . : ' 
. .• ·:···. y-~+d· - ''·, 1 "•, 

· The k.jUonce-of openlion¡ ¡," follo"o: (•) ode<t O nomino( poln°\ • &u•·h · 
• thot ri•) - 0; (b) o\ tbio poont, deler.ni,. the •o<tor ]),•) ond tbo mo1ti1 r..(>); 

{<) <:Omputt 1~< mu!tiplier ~ ~ith (4S-L) ond <h< Yc<tor 1').•, A) uith {4S-~)¡ 
'id) J,tmnine 'th~ optimol il<·p•i« ~ by • one-dimonoü"ul "'>r<h in "hkh 
eido« 'f'(~) .. f(y)'o• 'i'(o) :.0 F(y, ~) io n>inim;ud olon1 <loe O<·>rob Jne«io~ 
F_,(•.~); 1h< •meh io <ermin.,,d whcn lncg. (24) io ~li>ti<J; {<) com['UIC 
!he <l10pl•mnent ~X ~otlo (48·3) ond !he nri<d poonlj' ~ith (48·4) . .. '· ,, ' . ' . . . 

6.2. Rntoution Phaot. 
by • • . ·: ' 

For <hi~ pho,., the •l~uuthrn io '"1"";"".':~ 

~J.·- ..:p,(y)• ., • '' ... ,: ' ' . . i :,. 
~-y+~, . ' . ' 

. . ' ' . 
Tho "«iuci"' of op<ntion; ;, u fotlowa: (•) a< point y, <Ompu« tho ><«or 
'1'(1) ond tito m•lli< ,.,.(y); (b) '"uonin¡ ~- !, d<tcrmon< tito noaltiplio.·r • 
wi<h (49-l), .•h• do~pi>O<ntrnl .lJ "''h (~9-2), •nd tht l>tit:J po.oint 1 •ith 
(~9-))¡ (<) tf /'(>) < P(y), th< ocolm1 f.cwr k- 1 io om·pt.tblc; tf 
/'l.i) C' /'(Jo), th< pr<vtou•, ••lue ~~ k muoi 1>< rq•l'<oJ by ooone otn.olkr,., 
nlot< tn thc ""~' (~9) unHI thc ronJt<ion P{i) < 1, ,.¡ ¡, ""'; ,¡,;, ron ¡,., 
,,¡,¡"' ti th'""~h '"' ,.,,.¡, • bi>euiu'" ,.( k; (.!) '"""' · to >l<p (•) '"'1 r•r•·" 
~1>< r:llu;,ti"n >l~utitl•m uoin~ l ,. tho >t'flin8 pntnl y for ,¡,,. onl•"q"'"' 
"""""'; \<) """'"'"' lh< '"'""'¡''" >lporithtn " ¡," lh• '"'PI;"~ """ ~,;,,, !3.\J" .,,¡,¡;,.,t; (1) ""''ti" ""'""ion >l~milhtn io romplctcol, >crily tloc 
•noqu•luy •' 

/(!) <!(•') . (lO) 

11 1 "'~· {.10) io ><ti>oicd, '""' th, ""' ~r.Ji<n; phuc. ll[n,·q. (SU) ;, 'io!mJ, 
"''''"' '" <h< P'"''"" gro.Ji,·nt pi"" •nd rodu« ''" "'l"i"· • unt,[, oftcr 
o<>tor>Uon, lnoq. (50) ;,. "ti>li<J. 

·, ·, 

.. 

·... ' ' 
' . : 
" • 
' 

'" . ! . . ' 
ti ........ , 

' • • ' l 

.1 
: 
' 
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"h<r< 11 io 1 omall numb<r onJ 

Q!>, ~~- F,•(~.l)F,(>,.I) . (ll) 

PART lo SEQUJ::NTIAL COI';Jl!G,\TE Gll.ADIENT-RESTORATION 
Al.GORJTHM 

In thi• po!l, >~< pr.~<nt tho '""'"~"< ~"<licn1 ""ion o! th< oc~u<nlÍ.II 
~,.di,·nt·rc""'''""" >I~<,Lthm. •¡·¡., i:t.o.hcnt pi"";, Ji"""'.,¡ iu S<ttiun 7 
in ~cncr•l: th< <•'< ul > qu,hlt .. ti' ¡,.,.,-,,,.., -'lllj"' On .1 line.r <t>hO!OlÍnl 
¡, GÍV<<I ;., S«ti<•O ~; ohcn, thc pt•<IÍ<.II ou«l.oJ to L< uocJ for • nonqu.ub<i< 
function •uhj«t to • nonlinc.u ton•or.,ino ¡,~¡,.,in S«lion 9. Th< orc.ttmun 
d tf.c '"'""''''" ph"-'< Í> ,,,.,iucJ, .incc >t ¡, to>.-rcJ in S,«oi~n 4 In 
~'"""" JO. on u<•l<t·Of·•n•~"¡""k •n•I)'Í• ;, p««llk4. Fioully, '" So<1ion 11, 
tho «qu<llti•l runju~Jt< ;;r-•J""'"'""'''''"" olg.,llthn\ io •unull.'ri<td. 

• Con>iJ<r > Jj,.pl,.<m<ot J< ''"'""~ Í<OO'I> nomin.>l point • to • \,uicJ 
¡~·int y~'"" hy E•¡- {l) .. \~'"'"'" tlo.ot ti.< n<>min:ol ¡ouino' .,,;,¡,.,. (l) <>•<1ly 
onol Ü ... ih< 1 .0 ¡,,¡ f"'ÍOt )" ._,,¡,(,., (!) [d tiro! ""'"- Ti~>· oitot•'ltrl<r <hongo 
of ¡]., fuocti<,n (1) ¡, ~¡,,,. h) l:o¡. 14). la tlltn, thc lll'l•ut.J<t chan~c ol th< 
con>lr.int (l) ¡, "'!'""'""" b) Eo¡, (5)_ ~"', <'""'¡,¡,, ti" (,,jjowir-~ qu«lrotic 
, .. ,,,,..;,., '"' '"' .Ji·r'·'«"''''' J.: 

¡.; ~ (.h -·fl J<)'(J<- ~.Ji) (5l) 

~h"' K .nJ ¡l.,,'""'""¡, .nJ J,• ;, ,¡,, Ji,pl"""''" ol1t.e pt<.-iouo 
C""""' pJ_,,.., ohM i,, 11.< d.-¡•1>«••""' k-'<ioog fl~l" th< ,,,,,,¡,.,¡ p .. int,; 
'" the <OmJ 1"""1 j• (•<' ¡.·,~· 1 ,,.,.¡ ~J. Woth ¡¡,¡, "'"'''"""d'o~, '" 
furnwl'" ,¡,.; f.,lln.,in~ pr.,hk"" ¡·¡,.,¡ ohe dt>¡>l""'"'"' .J.\,.¡,¡,¡, mi11imi1<1 
(4) "'hJ'-' '" (5) onJ (53), 

' 

JOT"" VOl. t, NO. C, JM •• 
7.1. Di1placomont-Az, Sun.Jord nl<lhodo ol ti"' t!o..,ry nf """''"~ 

ond rninimo ohow tholl lhof•"'J,¡wmlolf••ctio~ <>1 thio prohlom;. ohc ..,,¡,,, 
fundi<ln ' · 

(/- /.'(•) ~z + ~·~.'(>) J1 + (1(2.o)(J•- ~Jij'IJ• _, .!i) '"' 
wh«o 112~ io o on!.r L..~""'' multopllor anJ l o 9·1c<1or l.oa•••~• 
mullipli<r. lf ""' introJucco lh< ""~"''""J fu•ttio• (8) onJ iu &•••liont (9), 
th< ¡.,,,¡,n•··nt.ollun«ion (~4) b«uonu 

(!!) 

Tho Opli>n11 dioplo«:mcnt J< 011ioti, o lh< rdotion ( 1 !), '"ho.o uplicit f.,tnl 
io <he /ullunin¡:. 

<~•- -•1 

111d ob><rw• A~~·~·- for tJ,~ p,.,iou• it<tatiuo¡. 

' . ' 
tho follo .. inl[ r<l~tion '"'"" /ront (56)·{ 58); • 

p~f~•.<J+r~ 

(!7) 

'"' 
'"' 
'"' 

Jn cotocl"oiull, lh< <li1pl•cconcoo¡ ~. Juring tho g¡;¡dÍ<Rt ph .. o Í1JÍV<n ~Y (l7), 
with p ~"'""'J by Eq. (59), wh<1< ~ io l.now11 fwm thc prc.-iou< ilcroti .. n. 
No!< that (S7) •nJ (59) Jde.,,inc J,- pro•iolin¡¡ A, o,y .,., '1'''"¡¡¡,.,1. 

7.2. R<l•tioD ll<h<oon A" ~nd •· .\> Eq. (JJ) oho~·•· oho J¡<¡•l•«,..._nt · 
J < i.. propurti<>n') <O >, thc "'/'JI« uf th< p•Jocnl ¡o lo•><. L:p"n oul»titutin~ 
{56) inoo (_\J), ~< ~ht•in E~ ( 1 Ji ·n,,,w,., , '""'"'J"""'""' """ '"''""" 
,¡,, ,.,¡.,,, no.oho '"'"""'K ,,J ''"' •·•lu<> ol ''" .,,1,.;-c •. Tia• ¡,,¡,~ 
thc '·"'• "'" ""' b)i'·"' 1""'"'¡,;.,~ K ,.,,¡ "'""" Ji"ooly on o, ,., on ti" 
,., ... ;J,.,.,,;,.,, ~'''"' r .. H ..... 

' ' 
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7.3. D<t~rmin~tioa or~. •· ,; lf Eqi. (5), (9), (57).(~) uuo..ÍbiMd: 
"' obt>.in tho <<iation ' ' 

(61) 

"hich enourn Witfution ol tho (onouaint (1) to fi"l ord<r. E<juatiOn (61) 
it 1 line11 td.,inn bW•«n A and y ond admiu th< .. lution 

(6l) 

16l) 

Tho '''"' "'P á ro .. ,;~n volu,. to • and y. lf E<t'- (l), (57), (S~)'" 
oomb~ned, tho p<»ition Y<'Clor '.' th< ond d the 1ndiont ph,.e ~mn 

'"' Since A JoponJo on y thrnu¡¡h !:q. (62), Eq. (64) de-fono• a two•p•;omet« 
fomily ol poi na y /or ,.¡.~oh tho '"K"""''d f.onction F tok~ tho lo; m ·,. _ 

(65) 

Tioo cr .. l<>t d«"'-'" o/ the fun<tion 'l'(•, y) occuu il tloe p><arn<t~o ~. r 
·,,,;,¡¡ th< ¡.,¡;.,"inc nec<>»<t canditi~n" 

~·.¡,, >l ~o 

'f.(•,t) A -f',1(y,l)p ·--, 
'1',(•. >l ~ -~,'(y, l.)} - {of, '(y, l.) p.(•) - P'(y)] A, 

{67) 

Ín the li~ht uf (59¡ tnd (61)--{r,.;), Eqo. (LS) '""'"'"" • o~oiom of two , .. ¡" 
equotio<.• ia !1." unho""' ~ ond y. Oncc thc >«P>i>< ~ •nd tb.t <Dcffidont y 
ore h.own f<oon (~0), thc ..-.ultipli<r l /ollu~-, fn.,n (62), thc ..,.,,h dir<<tion p 
¡,"m 1>9), ti .• J,.plo«n><nl Jx lrorn 1>7), ond tho r••••ion """'y from 1J). 
Thu•, tho roubi<On of dcl<t"""'"H A, e,> ¡, oQI,-«1 in p<inciplo; cornruto­
tion>:l¡•, lro""'"• fncthe• •irnplilic'livno "" n«d<d to m•ko thc olgnrothm 
p<>cticoL ' 

.. -
-.: 

• 

" '" ... -. ·.--· .. , .... -----.----... ·. ¡·,: 
,¡,; 

' ' ,. " ' -' ,.¡_ • 
" ,., .. · .. 

'-. -..' ., '" ,_,,,,, .. ,. ·;•t; 
, ... : .... 

' 
" ',. " 

..... ' ".{ .- ... ' ' . ' 
:, .. ' '" 

t. - .... JO'Tk VOL. .. NO. ' IM "' ,;·G,:;,,',i,;~.,¡ Ph~., 9u~dut!o-'Fudoli011,_ Linu~ 'C.....'tra~t •• 
' ' Now, '"')tid<r th~ potticul~r c.,. of o ond 1 ~ ...... ,-

"'""'•int given in thc lotnt 

./(•)~•+•'•+1•··~-

whoro o ;. ·, '"!;,, j ·¡, ~n ",.vwor, e on • >< ~ oymm<lric motri ... J o 
- tr·YC•'tor, ondean n X q ,;,,,.¡,, llerc, oiL thc oocflidonll ore oonotonl.' 'l'ho' 

'·. grad""" o[ thc fun<tionoj •ncl op b«:ome · 

'' " , .. ,,,,,. ,f.(¡),,4+c•·,;, t~•J-• ...... ,. ' . . (IQ) 

lleco~~ of the line1fily, tho conotnlnt io no:vu vio!"..! 
J<ad;0nt phO.. &rld, con><rjucntly, 

douin1 rt ... 

. "'. 
11oio b~in¡¡ 
multiPiiofl 

1 <~y -_o,:. t ~; + d~., ,.;¡,¡,;_-o 
lhc ca~<, Eq. (62) oupptieo tho lottowin¡ .. ~tO..iun 

. ,'1 ,. ' ' 
• ' • ... • ' - 1 " ' ' ... 
1 - -),,'(x) i-~·n·• ,.'l•)f,(.•J 

"hich :,; nO~ .ind~~.~~<~l ~~ r, ,..,; it, . 
· ' r' -- - t ' ',_ ,.;• A,'~ O ·.• ~-,.: 

' ' :- .... ' 

(11) 

lor tbo 

'" 
(ll) ' 

• " 

. ' 

··~-.. 
·, 

-,. 
' -

' ., 
,., 

• Th< <<l.uiono (6Sfo~timizin¡ ~ •nd ;·bo011mo \ 
.. ~- ' ~ ¡.·.• • 

F,'(y,A)~ -o.~ F,t¡1,l¡J- D 

:.·· (1J) ·.·.:: 
; 

' : '" - -~· 
' (14) ' 

ohm•i~i ti;~; the g<>Jiont 0/ the •ucm<nt<d fun<tion ot poinl 1 lo on~ 
to both,the p«><nt •nJ pioviooo ooar<h diroctiono. A ""''h<matinl óon... 
quenco of (59) onJ (741 io.'h" ' · 

1-','(y, .\) F ,(x, A) - O 

ohuwirio; ;h., t!o< ~<'di<ntl Ót poi~t y onJ poinl ~ •« ortho¡:on•l. l'U!Ihellt><n<", ·­
>fl<r !oboriou• IMnipul•tio,., Eqo_ (N)·(7S) l<oJ to · 

F,'(i,lJp~o. 

l-'or • quodnri, functiOn onbjoct t~ o 
r<IJ~iunohip con b_o ohown' lO huiJ:' 

f, 1(<.1)1',(z,J)., O (l~) 

tin<" ""~llr~int,' th~ fntlo,.ing 

·... " 'F,(y,.\) -F.(•,.\) -"'P (11) 

.·. 
·• . . 
~! .. •' 

•• ... ,,, 
. :. 
' ". 
. 
• 
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lmoldn¡¡ (69)-(77), wo l<t that (74·1) yid~o the following onlution for !he 
optimal otcp>.iu: 

• 

"'' 
'"' 

.. hich 11•1<~ th.ot tho K>f<h Jir«c<ior•• ~ onJ P "'" <unju~"' "ith roopoot 
to tho mat<Íx t. In turn, (79) yitl<i• thc fullu~·in~ c.pli<it oolution for f: 

(1;0) 

]n <Dndmion, fut o ~i.on n•nuiuol P"int •· th< nlul!iplíot) io oupplie4 
by (12), tht coelfieient r by (80),tht ..,.,,n dlr<<lÍon p by (59), the o¡•timum 
ot<p•i•e ~ by (18), the OÍ>pl.-cmont .:h by (57), md the pooition ""''"'y 
by (l). 

8.1. Con><ti<O« Proputi<,, For > 'l""'"tie (.,m<ion oubj<<l <O a 
linur oon>l,.int, <he fullowing tobt<•"" <an b< oho"n '" h"ld pr.,iJing r&t 
finr '"P ,¡ tbt ult'l'"k"' it u ,,,J;,,, '"P' 

i",'(•,A)p. -o. (il) 

"hero '• J<n<><ol >n)' "'" p¡e<ulin~ • ¡;,,,,.,¡""' (81) "" b, J<ti,.cd l<um 
(76) >nd (79) thtou~lo ntJthcn"tiul ""¡,"'\ron. 'J'h, tir" uf E'l'· (SI)"''" 
d"t th< ~r>Jicnt" ,,,h ¡><>inr ;, '"'''"~""''"'ti" ~r.tJient ,, ''"'''Y pr<viou• 
r~int TI. e ><mnrl .,¡ Er¡•. (~l)>t;t<'> ti"" thc ~""'''" >t oach l"'int "onl"'~"­
n;l tu <k< '""'' Jtte<tion " CVu)' pMiuu> I"•Ínt. fin>lly, tho third ol 
F.•¡•. (S 1) ''""'' tl•" <he "'"" Jirc«Í•>I• ot e;ch fl"int on~ t],o o<ordt dite<ti<m 
11 owry prc<i'"" ¡-.int "" co.njto~""' .. ·ith '"'1'"' :o thc oonot>nt nut<i1 r¡ 
tl<i• i• ~hy thc el:·"< id,.,, io "li'J <Ir<'"";".\'"'''~""/"''' .,Jgwill .. o. 
•• l.•b,,;,,., .,.,.,;,,,J.,,;,,,.,'""'""'¡,,, <Ir.· ,,,l.o "' ""'")', ''""'""'ti« 
o),¡,rr<lun old,..,·J loy ()), (l7), (.I'J) .,;,¡, ,1, "•/' J"incd hy (1l), (1b), (ool) 

tcJ""'' the ¡ '"'" ut 1',( •, )) '" " ro ti< "" "'"'" ''""t " - '1 •to·po; thud""· 
the mini m""' o! tho lun<tinn/(•1 ,,.¡,j,c< '"d.< <O<•"'"¡"' ~(.>) m O Íl ,.,..¡"J 
in "" "'"" ti"" • - v "'P'· JI <la: f"n,tiun i> ""'""'"'ineJ, ''"' io, if 
~ - O, thcn tf.e mini"'""t of /(•) i> rudt<J in "" mor< th•n " '"f>' (•~ 
lid•. l ... J 6¡. 

1 
1 

1 
1 

' 

---·--·· - .. ___ - -- . -· 
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9, Oradlent PbaHt Nonquadr~tic fwnetion and/or 
Nonliocar Cono!raia! · 

.. 
/f tk< lun<tion/(<) io nonqu>dtotio •nd,'ot thc tofllt.,int ,(e) io IIOftÜDttt, 

thc '""'""' (12), (iR), (SO) Jo~ning A, o, r ><< nut oimult•nrou.ly u~J. 
Wo obk" e th" (7l) >nJ (SO) in,.ol>< E m dc~h.tino only, whilo (U) ln•uln• 
thc ~<<onJ·dcri-.ti•·e "''"'' <. Thio b<ing <h< '"'• w< c!too .. to dit<:&rd (i~) 
onJ «llin (12) anJ 180). Thuo, w< <mploy th< ol~orithm 

' 

"'- -lr.'(•)~.(,J)·',-.'(I)J..l•J 

f .l•. "'1 -/.(•) + ,,(•)). 
y • f, '(•. 1.) F.(r, 1.)/f.'(J,i)F .(>)) 

1 • F,(•.•l + ,¡. 

r••+-"• 

"" 
wltkh,' lnr tho unconll,in<d <"'• teJuo" lo tho u ell•known l'lttehcr-Rr:owo 
al¡;orithm (t« Rdo. ) onJ 7) For tho con.,t>inN ''"'• tho ju.,ilicot¡,n o( 
tho .. r,. .. oion• f01 th< mul,.pli<r A and iho <U<Ift<i<'"l y io rm.entoJ in 
St<tíon 10. On« the notninol f'<'Í<Il < ;, gi•-.:n, lh,: mullipli<r l io Jttctn>lnoJ 
,.¡,¡, (82•!), the ~"dient }'.(>, 1.) t~ith (~2·1), lhc <t><lliciont y ,.;,)t (ll•.l), 
anJ tht O<>tdt <hroction p u ith (~2-4): for • gi,·en otopoi>< o, 111< tli•pl><tmtnt 
-"' io !QmputoJ ,.ith (~2·~) .,,J th< • .,¡,J P"Ínl y "ttlt (~2·6). Thc ddmltino· 
lÍolt ,.¡" ;, """"""in tho ¡,.¡¡,'"¡"~ >cc<inn. • ' 

9.1. St<p>i:<. lf Eq• ¡g~.S) >od (~2·6) 1« cutnbiae.J, 

'"'"' " ti" onJ o! ti« ~"''""' pho!t boeo<tt<> 

r-•-•P 
• 

(IJ¡ 

Fo! , gi•·•n nomin.1l point '• ,!.e ''"'"' ~ ¡, kno" n thtousl< Eqo. (R2·1}{8l-4); 
th<·rdo", C<¡.i8l) ddn,., • ''"''P"''"""' l>mily ,.¡ puinto ¡• ¡.,, "hi<h tiro 
·"~'"''"''" lun<tiu .. /."(·)'.~) •.• ~ .. ti>< r.,.,, 

(U) 

Tho g""'"" J«r<>>< in th< hut<tion '1'(•) """"" if the P">m<1<t •> utio("" 
th< lolln"i"' <"-«>.Uf <unJir!on: · 

(ll) 

:; 

' '• 

' ' 
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,., 
,;, ><<th>t Eq {85) coi. be wrinon .. 

(11) 

oho,.in¡ lh>t llor paJ';a., uf <h< ou¡mrnt<d lun«ion ot point )' io oitt.oso~ol 
lo thc ><>r<h dih·<li~n p. . ; . 

T<• ot.uin ,.;<i>f.,ction of (Ol) or (n). ooon< ont·duno..,on>\ .~arcb 
n .. of,od m~•• U< ,·mptorod lo pmicol.,, '"bi< i"'"P•I"tion (it cmj>loy~ fu>t • 
J,,;,,¡. . .,. ""'~") '"'' ~~••ili""''j:,.,;., (i< .mploy, both ñr" onrl "'"""J 
d<ri"~'·") ,,. pov.,·oM m<lbtMI> (lkfo. 1-l). 1b..., m•thoJ• ••• to b< 
•onplu¡cJ ;,.,~,¡,.,¡y uht>l [:q. (~5) io "ti>fi<<lto a ole>ir<J dt~«< uf "'""'Y· 
'"" ;,, ""'" lt.·~· (2~) ¡, '"''''"!. 

9.2. St.O<!i "~ tb< Al~oátbm. TI" ·l~o<i~b,n (81) r<quim. <h~t thc 
""'"lo <ii«•"•"· ¡i o,~"'"'" ¡,.,., tho p«viuu~ """'""· ;;"'".'h" "no< 
<l>< "'' fut 11" li"t il""''¡""· '""'" '"''""'1'""" -'""''""'"g >P " no<rl'J 
1n o<J« 10 "'" th< ;l~o<id.n•. To "'''" quoJ<><« '""'"S'""· ••~• '"."" 
d"~·•< ¡, ~ 0 "'y ~ (l. Con«qu<Ody, for <lo< foN '"V• <h< ><><<h dlfocllon 

(!2-l) ""'""'" 
p •• F.(•·. l) liS) 

' 
9.}, R"i>rtmg th< Al~orltl.m. F~r • 'l""'l<>~i< fun"io~ 011bj_w '" 

o liR<>< '""''";.,,, th< pr<>enl >\"oh<hn< '"""'~''<O thc «><1 LILLm":'um 
in r.o mo« '"""o::..-, "'P'· F~< <h< goneo>l ''"'""• thio '"Cll'"' t~< odo• 
of '•~""¡"~ ,¡,. ,l¡,u<i<hm <>otY JN ~"- ~ "' JN- u- '1 + 1 mpo. 

10. Ord<T·of-::.,~nituJo Aoolt"•i• 

'j"¡,, ""1'""·'"1 ronj•L~>l< ~"Jic·m-"""'"'¡"" ,,¡~,,jLho;, i1 "P."'""'.J 
b¡· t:q•- (!.:!) "'"~ (~9). \Vh.l< E<¡t [49) >« "'"': E~• (~l) "" "' .'PP'""" 

'
. , 11 .• ""' ynt:ual c.onJi~<un> In oh" "''"""· •n ""'''"' of "'"'-""". .,- .. -ti.<'""' .. ,,.,;,,J '" th< "'''·'r""''"" of tl" ¡_,~,"~' muil•p ,., " s••c~; 

fu<Lioer"'"'"• , ""liutiuo no" thc ,;'"'"' pwpqOi" .. 1 the ol~ú<Lihn< 11 
;« ... nt<J-

.. 

._,. 

• 
JOTA, ~DI.. 4, /<0, 4, Jtlt 

•• "' 
, 10.1. Larraap Mlllliplicr. llrrr, .. IMIIII)t that, llo io 1 p,..U 

"~ritity, ' ; ; - ' . 
.:t' ~- O(r) . ~~~) 

f0t ~'"'Y ;rodi<nl ph..,.. Con<orninc th< ;,~!tipli,.,.)., •< "'~• that thr rurt 
,qJIIion (62) h .. betn f<·pl><od by tho >pr••~nul< <q~otion (Sl·l)¡ th.,of..sc, 
¡ht q·V«l9f 

Ji,- )'l.'l•li ·' ('lO) 

¡, fj,Proi.:n~>ti•< <>f 1hr order of m:~~ni<uJo ol Lh< rrrot in A. Thi;-~ dno 
to 1h< loe<'"" th< wmo ,,'(>)!.(•·) ond f/(>)f,(•) in Eq. (62) <>11 l>< 
r<g><drd tubo uf 0{1). 

; lf ~ io <omputod wido lhe "PP''"'"'"" <qu.tion (81-1), tbe linl...,.,l., 
'honb..: uf tht tunLir>int(l) io not tuotly ><lO ond, bc:o•u .. ol Eqo. (~!), 

¡,~''""by "· ; '·· 
~l·i d -~n.'I•JJ (91¡ ., ... 

IF """ obl<<'<> 1hot •(•)- G onrl tlo•t, •~ ñrot o<d<r, .,, 
., 

'" 
... 

·. ii ~i - --.'(•); . .. •. .,, 
: . . . . . ' . 

IF Eqo. (49) •nd (91) "" oon>hin<d, tht diopl.coonont IJ.y WO<iotod •i<h lht 
r<>tO!>Ilon pb ... r>R b< wtitl<R '! \ . . 

• 
d.• - orlf.{.rl!r.'f1lf·.!J))·' ... '1 <) i> 

Tu lir>t ord<t. tho "P'"''"" of 1he C"Jionl ,·..(t) io ~l••n l>y 

wh«< ~,.(<) d<tiOt<> <h< ><tJY <>f <he I'CORJ P"'i•l d,·rÍ\Jlil<"l uf,. lf lh< 
uonoposo• of bo<h oidoo uf ('15) ><e l""'"'"IILpli<d by f ond if );qo. {8l·S) 
>nd (9-1) o« >C<"OUntN for, ""' Joduc.-. ''"' 

~. T( ;) p • ~.'(>) p - op~~.,(•) p j· "1'lp'f,l•) ~,(j·)f~,'(J) f.{J))•I ,,'(<)¡\ (~6) 

H•un>< of (&2·1) onJ (Sl-4], <he fon< t<tm "" oho <i~ho-1,....,,¡ ,¡Jo~~ (9b) 
nn 1>< writt<n •• •· 

(?1) 

' • 

' 

' .. • • 
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Ao o conxq....,cc, 111< ihird tcnn oro thc ri~ht-b..nJ si.k of (96) ia r>q;li¡:iblc 
~Llh rap<<l to tho ~rol onJ Eq. (96) ron be •rrro•im:ued by 

(91) 

Thio ¡, 1hc koy rocumne< formula Oo«>»r11n ootim><tlh< orJcr o! mognitudo 
o! tloc '"m' of 1ho form ~.'(•lf or .,,•(<)p. Sino.~ io of 0(<), "'o« tloot, 
fur thc filOI ol<p of 1h< algor"hon (~ ""() or f- 0), 

(99) 

Thor<for<, for on¡: oubocqucnt ot<p, on anolOGDU> r<btion hoiJo. Thuo, ot 

ony poinl ~. ~• cunduJt th" 

~.'(•Ji .. O(•) (lOO) 

Sin« R, IIV<R by (90) " pro¡><>ruonal "' tl .. loh-hond oído of( 100), W< ,... th>t 

1;, ~ 0(<) (101) 

1'llerdor<, th< Lo¡:ton¡< muhiplior ~ computcJ wirh (82-1) lo pt<~ lO O( o). 

]0.7. Remuk. Bec.M< of (S9), (91), (91). (100), Wc conduJe th.<t • 

5.ñ•)- O(·'~ fl.>)- O!•'l 

f"unhcrmore, from (81·$~ (S9), (94), (lOO), w< "" thot 

J• - ()(,¡, J1 ~ U(o') 

(IOl) 

(101) 

10.1. Des«nt 1-'roporty of th< G,.Ji<nt Phau. 'fh< fir.,·onl<t 
du.n~< of thc funniun f"(•,J.) h..tw'"" poin" • •nrl y io gi•cn by Eq. (1~): 
in <h< light of (~2), thio <an be '"''"" " 

6f"(>,A)- -af,'(>", )Jf,(>, )) -JI, 

wh<« R1 io 1 ""br GÍvon by 

R,- o,F,'(• .. \)¡. 

On occounl of (9), ¡;q. (lO$) nn h< f<"riuon., 

R, ~- R, ·1· R, 

"h<r< 

(104) 

(lOS) 

(IU~) 

( 107) 

... 
)OT4l VOL. 4, NO.~. Uot 

Wo obocnc that, to firlt or.k., 

f·!f) ~'J,I.j) + J,,{j) Jj, •• (>) - ,,(j) + ,,,¡¡¡ ~~ 
•n<l that .• .. 1. 

-- A -1- "'/(>KJ> + Jj) 

e 
'" 

(1011) 

(109) 

. ' "'hm "'(~) denote• Ll>o li¡hl-lund .,·,¡. of (81- 1). In Lhe ~¡ht of l!q. (11) 
opplitd to tht prt•iouo il<rO!ion, Eqo, (107) b<rorn< 

(!LO) 

l1 (!9), {100), (10)) oro r«oll<d, wc ><< thol 

(Lit) 

10 th.lt 

11,- O(•') (112) 

Si M< do<~'" torm en th< richt·hond oldo el Eq. (104) lo ol O( o), R, nn be 
'"'Gl«<ed ond llq. (HW) <on be oppro>Ímotcd by .. . .. 

( IIJÍ 
. . . 

'lñio r<lotionohipo oho~-. thot, il ~ ;.. O, 6/-"(•·, ~) <O. 'l'hio is tho lkt•~nr 
pru¡•crty nf th< fomd"n""·•l fuJt<tinn Jutin~ tho c•·•Jiont pho><. . 

Horouoo ol J<finition (~). tll< rfl.,ion>hip (11) con t.. ntoblioh<d. Sin« 
IF(.<, A) Ío of Ol•l•nJ Sy-(o) io of 0(•'). Eq. (ll) con be opprooin .. rod ~r. 

lf(•) -M"(•, A) (11~) 

which ~'."." tlo>r tloe funn .. no/(>) ouJ F(•, A) boh""< idtJllÍ<olly, ro firot 
orJ,•r. lluo onJ (lll) ""bl"h the Ju<<nt propeny ol th< /on«Íon /(•) 
J~orong tloo ¡;r:tJoc•J<t phm. · 

lOA. D<>«nt l'rop<rty o! \ltc Al~otitlun. l'in>lly; \\U.<onslJ.1 
P"'"" r ,,J ;., buth ,,,;,rri,,~ ,¡,, <uu•t<'int (1) Tu(,,, ot<l<t, th< oli!lm·n•"< 
ol ti>< V>lm•• o( tlo< l"n<tionf(o·) ot th<" poinl> Íl ~Í>o·n by 

/1'1- /(•) ~ /.'i•M·l< -t JJ) 

(l" "<"""',uf (IUl), tho "'""" '""' '"' <1« ri¡ht-h.1nd ,¡¡r, ol (l 1)) un be 
"'~l,norl '"'h '"1''"' tn the firot. !l,n«, E<¡. (11~) b«o>u«o 

/(i) -/(<) -~ --•f, 1(>, A)/",(<,A) (l 16) 

' 

t 

' 

" i 

., .,. ,, 

1 
1' 
'Y 

~ •' ,, 
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' )01'~' VOL. 4, NO. 4, IK9 . ' 
Thet<fO<<, for , o~lf><i<nt\1 omoU. thc '"""'"ion o!IO<itb~. p~a tbo 
rlmcnt prapcrtY of the grodicnt olgorithm: thc funcúon/ d...-c,... bet.,ecD 
ony ~~o oucc'"""~ '""'""'ion phaso:o. 

. 1B.S. Coollki<nt"y, !n '~' prct<nt ol~orithm, c~pr...:Lon (81-1) b .. 
· h<<n u>cd for tho <"<lclftcicnt ~· Thc m>in juotiñcat;,n for {!l-l] lo th11 Íl 
pro~"'" q"·'~""" '"""'~'"'" in th< t<nmn>l >"S< of thc a~g?rithm, Thc 
odditionol ju,tofiwion i• th'l thc '""" (90) anJ (!GS) cuntot"'"S Y><< ol 
O(o) or.J O,.o~, re•po<towl)'. A• 1 C<>r>$0quor,oo, <hq• do MI •«iou•1) >ffc<t 
thc cúmrut•l1on o{ tl,c rnultipli" ,\ >nd <he deoccn< p<Opcny ~~<he al¡;onthm. 

The algorilhm P""""d in l'•n l wnoim of the oltcrnoto ou«: .. l!on 
of ¡r>Jicnt pt.u<> ond r<"or><ion ph""'· A oumm>.ry of t~c •11ori1hon io 
¡i••n bda .... 

' . ·' ' . 
JI,!. Grodient Ph ... e, For thl> pr....t, thc algarithm io r<:proo<ntcd bt' 

'l • ~ -(~.'l•l•.(•)]''•·>'{.)f,V.\ 
' f'.l,•.i)-/.(•1+<-,(•)) 

y W. F, '{•, )) f' .{>; ;.p·, 1(i,Á)F,(.I, ~) 

~. ":" -•r 
'.. . .••. y-•+~· 

( 117) 

Tbe O<qu<n« 0¡ "P""'Í""' ;, •• [,.!lo~>' (a) •dw o nominil p<>in~ i •u<h 
1~., f("} ., ll; (b) .o thio point, dcrcrm1n< t h< voctar J J..•) .ond tho ~""" ~.(•): 
(<) C<>rnl'"'< ,¡,, onulti¡>li« !. ""h (ll7·1),.tho \'<CtQr J.(~, ~) ""h (\17-l). 
!h< cü<IT•<Í"''' y""" (117-l), anJ ¡¡,, ''""'h J"ocroon p '"'" (117-4), "·""' 
¡ ¡, !."'""' ¡,.,,,, tho pr<>·iou• i<.r>flon; (<1) ~.tcrnoin< tito o¡•lLm>l "'P"'< ~ 
bf 1 Ofl<·•""''",;on,( •<>"h in l'loi<h. ei<h" '111 •) ~ /( •) or ~'(•) .. F(y, .\) 
¡, mir.imi<t•l o\un~ tOo o<>rch du«llOfl p; 1hc !<>tch t> t<;n100>10d "'hcn 
Jn,q. (2·1) ¡, '"'"f"d; (e) <ampute the Ji•pl>«m<nt J, "ith ((\7-5) ouJ 
oh< v.,;cJ poltnoy ,..;,¡, (!!7-ú) 

' 

' 

' . ·-
j> ' . . " "' . ' ·, ., 

'·'· 
;'• . . . ··: '. ·'" ' ( . ,. . 

• 1 • '· • ~ -. \• 

.--=--- ·'. -. ' .... .... , --...,..--. 

' 1 . ' 
. , ~'~''". '·\ .··.:: .... 
) '101'A>'~~\,. .. 1'10. .. lllf .: ',. .t .. 

.... 

.., 
ll i , RdiQU tioa. Pbaso , .l'~• thio rh•ot, tbo olrorillt.n> lo rtprac~ud b)r 

, ... · •· •-"i,.'IJl•hll''riJ) 
': ' ' .· 

.. ,. ·1' ,f:· A!:"-;~* 
i-y+~Y 

' jlll) 

Th< o<qu<n,.: of,~p<rotions io n fallo,. o; (o) " poin; 1• compul< thc •O<Uit • 
f•{_y) ond,tho "'""',,(y); (b) "'"':'ing A .. l, det.,~>inelho n>ultiplitr • 
""" ( 118-l ), tho dt~pl><cm<nt Jy wtth ( 118-2), ond the vari<J poi"t R t<ith 
(ll~·l); .(<) lf P(.~) <P(y), <he ..-o!in¡ loct~r *- 1 io >«<pub!<: if 
P(i) > P(y], thc prc•i?u• -.lo< of ~ "'"" hc t<ph«<l by on<10< ,..,,\1., · 
v>h'<_ in th< "'""" (29) ~oril ll« tonMion·J'(i}..;: 1'(>) ¡, mtt; thi• C.n t--c • 
odoi"·'J through '""""'''' bimtion, el¡,: (J) '"'""' to mp (a) , 11 d r<p•·Jt · 
tho •;•~oration •lgorithm u•ins i ~· tht ot.llting puint} lor thc "'""quont ' 
'""'.ton; l,<)ttrmtn>lc !~< t<>tOntH>n •lgorothon "h<n 10< 1\nppi!<~ «>nditio" 
(l~) ~· .'""lirJ; (f) once thc mMotion ol~otttbn, " tompl<tcd, ><rify the 
tnequdty ' 

'" /(i) </(•) • (H_9) • 
' . 1~ lncq.' (\19) io .,,;,¡,~J, '.''" lhe ~··• tt>d«nt pho ... flln«¡. (119) io •, · 

•!ololtrl, rc\um \o tho P<F'""' K"J'"" rb•>< onJ r«IU<O lh< oto~oC.o a;-
~nr;\1 ~hcr, "?'~'~.'ion1 1"<q. (f 19J io .,,;,¡~d ... •., .· ,'.. ,', ,•: . . . 

' ( l.l ~ Startin¡ Co;.dition." ,. At th< ""' ol tho otg<ooithm no iol~ nl>• ,.. : 
<ion P"''i~in¡; to the pr"i""' ;;,,.,i.,n ;, ""l•hl<: h<n<», ,',. ocl f ,. O '' . · 
or y.~.~· _rh., ''"'"' ,¡,,, thc n,., "•P 11 o P"" guJoottt "'!'· . · . . . . . . ' 

11:4. Rdtatting: Conditión. 11,. >lcori¡hm "'"" be reotort<d 
(•) "l><n lho llptim•l O<<p•i« ~··'"""' bo <n>t>loyid d"< lo •inlotion of 
~n.oq .. (fl9! >nd (b) •• th• mJ of ""Y JN ~ ~ -·q or JN- •- q'+ l. 
""'''""'· rlt< .'"""'"! •• pcr(o<n•<J by O<llongp ,. O or y ~ O. - •,' 

. ,; ·"·' 
)LS. Stopp!ng c0odition. Thc •l~orllhm io tcrmin>tcd "he,¡ ln<q. 

(51);, .,,;,,.d, ¡ '• 
' . 

P~RT ~, NUMEU!CIIL IOK,\MPLf-S 

. ! u orJ.r tn <lluotr>oO tl.e lh,ory, '"'"¡ numcri<•1 <'>n•pl•·• ••• .lo•olopo:,J 
Uot~g a llun·au~ho 1HXlO C<>tnpot<r onJ Joubl<·pr<<i,;,n orithuMic. C..n. 
<crning lh< &•oditnl li<»o, tht y~i-Jimcn,.oc.ol "'"" io pcrfounctl 00 ,. 

• 

' 

--- ..... 
" 

" '·' 

·- '"( 

' ' .. ·. ,. 
,.; ·~ . ' . "' l' 

·.. .• ¡ 
• • 

. ' ... ' ' 
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tu rninimi1e eilh<r l"(o) -/(y) or 1"(~) - F(y, ~) witb rtopcrt to G olong 
<h< oc>rch dirwion. Qunilino>rilation io uocd; the fullo"ing otopping 
<nnd~ion ;, rmpl~yorl: 

l",'(•)i'P,~O) ~ JO-• (llO) 

' """"~"'""'"~ to 'r ~ JO·• in (2~)- C..nc.rnin~ tloe rtiiMPiiP• p~""• tho 
«"ur>tiur, oiGolllhm io omplo)'rl itmtiwly until rloo orM in tho conotwnt 
uli!~" thc inequ,loty 

llil < ¡o-" (lll) 

oonnpondinK to ~. ~= 10'" in ll'J !"in•llr, rhc '"i"'"'jp/ ,,.,J;,.,,.,,..,Ptio• 
olr••"h"' iot<rn>in>tcd whon tl.c """in 1hc optun•l condition• ,.,;,¡¡,, 1h< 
ill<'IJUO)Íiy 

<orr .. pondin$ to D, o • 10·" in {S 1 ). 
In tloo follo~ing owinno, '"" ~""'1" o! ""'""''•1 <Unrpleo ore 

P'"'"''d: (o) ''""'l'b ¡><n,¡,;,g tn q".,Jr.o1lc ¡,,,«ion anol hno>r conotr><nt 
or.d (b) """PI" !"'"'"'"~ to '""''i''-"l!.llic fun<'i'"' '"'l'or """line>t 
ron<t<•iut. u .. .tr th< orJ'""Y g'"'"'" '"'' rhc oonju~"' G""""' "'''""' 
of 1h< 11-:<•ri<hm ><O U!<Ó. 'J'Io< fo.lJo.,in~ l«n>in<>l<o~¡· Íl >dnp><J, N io lh< 
Íhr>lion numiM {"<h ÍW>t¡on ind~ol<> > ~<>~i<nl ¡ohuc and > r.-.tOf>lion 
pha><), N, i• tll" nnmlocl ol "''""''""" •Y'l" J'<' ÍLc101Ínll, S,¡, lh< numbot 
ol il<r>llono ¡.,, '""'"~'"'''• .oud JN " LIL< numb« hf il"·"''"" i~<LWe<n 
'"'""", ro•t;utiog pomll- For ""'Pb<itj, tlw •••mhol• "uphoy<·J \hJo>uglLout 
l'•n l '" ,..,¡,,. 

'fhc ti11t G'""P ,¡ "•.nrl<~ Li••i• ,.¡¡~, !"""''"" ,.¡ ti>.· fomr (6'H) 
ouhj«< lo a '"'"miL>t o/ oh, fumo (fq·l)- l'o,f 11«-< fur~ti•"'"• lho f<>l)n,.ln~ 
pro¡>crt<<> ¡,,.1,1: (•) "" '"''•"""" Í• '"·uk<l, <lo., i •. .Y,,,- O, (b) tl>c• ,.,,,h 
po·rlnrrn<.l h¡ '1"·":1"'"'''''"" )idoh tf,,. "1'"""'1 r . .t ... .,¡ • in ono ""P' 
(<) lho ••lue .,¡ ., '""'1"'"" lo y,.,¡,.,,¡,¡,,~ '1' -Ji! li>L '·""' ·" th'l '""'1"'"" 
lo y rn;.,¡,.,,.¡,~ '1' · -1'; _.,.J (J) """"''~'""' tu tloe .,,¡,.¡..,.,"' """"' Ul no 
""'" lh•n • -~'"'"''""'in rl« wo.ju~>« g•••'""' vcr>Ínll o! lh< ol¡:<o11lh11t. 

/-1•·1 ))'¡-(y r<J' (lll) 

1 
' 

--'---- ----' ,. 

101'"" VOl-~. NO. 4, IKf 

oubjr:<:< 10 tho atlllrro.im ·--. .. 

· •'+ly 1-1o-1~o 

N?t~ 1ho1 • - l, f :- 1, oo chal~-, f - 2. Thio fun<tion 1dml111ho rtlui•• 
mrn•m~m/- O 11 tho poi~t d<fincd by '· . 

•~!. 1~-1. ·-1 (12!) 

Tho nooniNl point thoO<n for .,.,ti u¡ tho olgorithm io tho polnt o/ coorJinateo 

•--4, ,_,, •u[ (116) 

'""''"'"' "<th•(l24). Con'"~<n<< io O<hic•cJ in N - 19 Íl<rotiuno ~itl 
lloo Ofllinor¡· ~,.dient •·mion uf tho •lgllrilhm •nJ iJ ~ 2 il<tOIÍ<>no ,.;,h 
tloo Lonjll8'" &<>Jh'nl >mion. l'or lho hll", Tahlc 

0

[ ohnwo thc <lotoikol 
~""1 .... 

Tol>lol{•-~~2) 

N 
- "'· , 

' • ' • ·= ,.m ,_ ell•l<>' 

' • _,.,, .. 'Iom -0.)<;10 on.Jo• 

' • "= - ~ ~)Q{) 0.!000 O•l • 10-" 

¡;.. J<- IJ' +(¡• -~J' +(• -11)' 

oubj«t w tho '""''"'"" 

•-2(•!-r.)-tl~O 

•-1, ,-!, •~1, •u), ,._¡ 

' 
O!!<JO' 
D.~' 10' 
OIO•W-" 

(J:n) 

(llJ) 

(ll'J) 

'!'"' notnin•l poin< choO<n for mnin~ lhc olgorithm ;, >he poinl 0¡ co..tdinon:o 

.•~3, y-J, •--J, ••l, "u-:¡ (llll) 

• 
~-~---'-.- -. 

·., 
' 

,, 
• 

'" 
' ' 
'· ,, 
' • 



_.,. _____ _ 
··-------- ----~---.-.--·-·--

• 
. 

· .. 
-· 

' . 
• 
' 

' 

-. 

' ' 
·-.! 
·' 

• 

.. 

,. 

' 
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' 
conoimnt ,.¡,¡, {llS). Conl·«g<ncc lo achi<Vod in N,- 11 itero~ono ~tb 
rho orJ1na<y K'"•''""' ''"''"" of oh< o~¡;<>riohm ond N,~ J hor•uono v.-.Lh 

· ;· • ; T bl 2 oho..-o Lhc d"oi!cd th< <onju''" ~"~""' ,"""'""· ·or Lnc "'"• > < 
r<>u!rs. 

" ·". • ' • • • ' ' 
o '"" '"" - J "'"" "''"" ·= "". '" ._,, . , .. 

o ' ... ,., ""''' o.,.. O' M '""' o" • .. ""'"' ' o ....... .. ~ "'"' ' .... ..... , ·-··. '"' o,, .... 
' o 1 ,...,., 

' """ ,,.. 
-~ -~ 0.\l<IO•• .... X lo--" 

f.""'nopl< l;'.). \Ve conoidOt tO. prubl"n uf rninimi<inG thc function 

J-(•-yi' t{~+•_.:2)'i·(•-.l)'+(,..-l)• [IJI) 

•-1->¡-;~o. {tll) 

:-¡:,, th>t" - ~. ~ ~ ), "'tl"t n - ~ .. ~- Thio functiu" ,j~ito the Úioii~c 
onin.imum J .. O " rhe poinr clco\nod by ; • ' • · • · ' 

' ¡F), ...... ·-1, •-1, w~l (lll) 

·-t. y .. ¡. ·-l ... •~-• ... _¡ (IJ~) 

con,.ilonr ""¡' !l·l~). C""'"O' n« Í> .chicvcJ in .V."- ll !'""!""' wiLh 
oh< ordor.ory g<>Jirn< ,,,.;00 ,,¡ <h< >lgonthm ond .V,- 2 "'""""' ';''h 
th< ·~n¡ut '" ~"''''"' "'"''"'· !'m tl,c i.<U<r, 'roblo l ohow, <ho d<!.,I<J 
MUI:,_ 

T•bkl{•-·q-2) 

' •• • .. ' o 

• '~· .. -~ ·'""' ,,~ ••• ... . '"' •• • •• o " ~· '. '"'" ' ,., ' "" ... ,,~" ""'"' •. , ' , . 
' • .. ~ '''"" ' "'"' '""""' L """ 

,,,, ... 0 IQ X w-" 

-,-------.-·-'---- ------------. 
·• . "-· . ' ... 

JOTA: \'01.. ;, NO. ;, '"' 
- ' . . 

U:Eit&m'p!nt NoDquadtaiií: Í'll.n<lion nd/or Naallaur 
Connroiqt 

----·-·--
..--. 

. ·.'m 

' ' ThO K<'OQJ 'roup ol '""'rln d<21• ...-ith I<,...,J ¡"""'"'"' •"" 1"""'1 
cÓd.tro.into.'Cono:oining'thCoát<h, thc ••lu<of o • ..,mj>u<tJ br n•ininoi•in« 
'1' .. f ¡, dilfcront from rhot cooil~'"'d by minitni•inG '1' ~ f', For tho 
conjugm grodi<nt vcmon, th< a\gorithn> iJ """"J ""Y JN ir.·rati<ono. 
Note lhll .JN- ! ~rr<>pon.Jo to rho oodin><y l"d!<nl \'Ottion. ' 

; • ' • 1 ,.' -

J•lx-y)'f(y-o)' 

o{I+1'J+•'-l•O (1 J6) 
. ' . 

Noto that • ~ J, t - 1, •o th01 n- q- 2, Thio lundion adnoito ,¡,. r<!oti•e 
minimumf- O ot tho p<>inL doñnfjf by 

·• • 
' %•1,_!!-1, ·- {ll7) 

' 
The ..Oini11>l poiñi'choKR fo~t i.úfti~¡ 1ht oiJO•iLhm io <\><' j>oint ol <OD<din>l<t 

• 1 • 1 -
••-IJ:'l, y-2. •-2 (1,31) 

<n.W.t<~t with (1J6). T•bl• 4 •ho-..• N, lor , .. ,.,,.¡ •tluto of /JN ond both 
'1' - j ind '1' --F. Tho dmilo:d t~oulll p<ruini/'1: Lo llN .. 2 and '1' ;,,; F 
ore prc.<nted in T•blt 5. · · ' 

' 
T>hlc4(•-q•l) .t' 

N. . N. 

" l .. -/) ( .. - 1') 

..:r "" ' • " ' " " • ' 

. • '" 
' " 

' • 

•' 

'·· -·~ 

· . .: 

•• 

' 

' 
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" "· • ' ' ' ' 
• -¡">JO owo ,_ 0.11 ' •• GlloUJ' 

' ' -011" o""' 1 1156 o " • ,. 011<10' 

' ' 1 )5!9 o,¡, ••m ""''"' 0)) X 10' 

' ' 1 ;o,. 'Ull n WlO 010•10' 011 < 111' 

• • o 771 1 o"" 1 h<O 010•10' o ll • ,. 
' 

, 
o '" 1 o "'" 1 1"" " ,, ' "' " " ' "' • • 1 01<·' 

1 "'" 
o 'l,. ""•JO' o " ' "' 

' 
, "" ,, 1 "'""'1 o,," "'"' ' " ' o " • "' • ' 1 Olll 1 ""' o "" o" . "' . " ' " ' • 1 0:11 ' ""' o,,. 01•• ••• o " • ... 

" ' ' ...... , .. ·-· . ,.,, ... o" ' ... 
" ' 1 '"!S 1 <.ol)) 0"1'1<1 01l<10' o" • 10 '' 

" 
, 

L "'"' 1 «<·• . ,.,.., ""' .•... ""''"" 
" • .... ~ . ' ""'" .. ,.,, o >1 • , .... 06)•10"" 

Eumplc !U. w. '"'"iJ<r lh< ILrobl<tLL of HLinLrolÍ<ÍtLK tlo< fun<IL<m 

1•1•-Jl'+l•-ll'·fl•-lti·l•-11' 1 ll9) 

ouhj•ct lo tb< '""'"''"" 
... ·f ''"1•- h) -· 1 -o, ~~"·'-2"•0 1140} 

.'Joot< that" ,, .1, ,1 ,. 2, '" '~"' "- ~ d ). Thi•l•n"'"" aJnlito th< relativo 
•niniH'""' 1 ~ O at o loe 1'"¡"' J,lill<•i by 

o~l. Y•~l. o mi. •"1. 1'-1 1141) 

Ti>< nomin•ll"oilol dooocn f<~r mnin~ 1ho ·l~uri•hm io the f"'Ínlof coordi~"'' 

o•lf.¡l. y =ljO. ~~1. •••2. ,.,.l 114l) 

T•hlo ¡, 1•- f •• l) 

S. s. 

" 
,., ... /) 1 ,, •. Jo") 

' • 11! , " " ' " • " " ' " " 

' 
1 

1 

1 

1 

., 
T•bl<7(~-, -J .• m .. J, \1' .. F) 

N No • ' • • • ' ' • 0.10'1 "~ ••• ,. .. 
·) "·'"' 011•10' O.» • 111' 

' ' O.'OOll ¡::o 1 01•: o w:o o 017! 010•111' 11.11 • 10' , • "m ... .. , . o m• o 1!!1 ••• ID·• ., ..... 
• • 1 DJOl ..... ).OUI O.<olll o u .. ., .. , .. • ... 10' 

• ' '""' ""l 1 o'"' ·=· ' 01)1 . ...... ,,,,,,, 
• • 1.001) "" 1 ""' o"""' o ., .. , 011•10• """"' • ' 

,....,., 
"'" 1 '~" o.,., o.,, .. o ... w. ""'''"' ' ' ' "''" "" 1 '"'" "'"" """'' .... , .. . ,,., .. 

• , '"" "" , .. o"'' J 00)1 0\I<ID• Uli>IO• • ' '"" ... • ' o;... o .. ,..,, \W:O o " ' '"' .,.,, .. 
" ••• •• 0000 """" ' oo:o o" • '"' .,., .. 
" 100!9 ... ·- .. ~,., !.l<l!9 DlO • 10" Ul<\0~ 

<onoill<nt 1'ith 1140). Tohlo 6 oh o,,. N, /or ''"'"""1 >Jiu<• ,,¡ IJN on<l Loo lo 
'1'"' 1 ond '1' •- f. "J"J.o U<t•ikU «»lil> pttt•inin" to JN ~~ l .,,J '1' ~ F 
O<e pr•"o<nl<d in T•Oio 7. , 

Eumple IJ.J. 1\"e conoiJor 11>< pcOblom oC 1nini,li>in1 tho fun<liun . . 
t- 1• -Jl'+ (y- •1' +1•- •1' +1•- .. r 

oubj<<l to tho <onit<JiLOU 

--1-0 {104) 

Nulo lhu • .. S. q .. J, oo th.oo o - q ~ l. Thio fun<tion od•niiO o he tclllivc 
noinLmmn f ~ O 01 tilo poi ni dr linod by 

... ,, , .. ,. •-1, •-1, ..,_¡ 110!) 

Thc ""'"¡,.,¡poi ni ohwen for ot.,.ling lh< olgmithm iolho point of oootdiMI<o 

•al, y-Vl. •--1, •·l-Vl. •-1 (l-16¡ 

••n•<>l<n< ,.;,h 11+1). 1",lol, ~ ,1,.,., N,¡,, ,.,,,.1 ••lu ... of Jh" onU [oooh 
'1'- 1 •nd '1'- F. "l"he d,,.ikd ""'lto p<rUining Jo IJN ~ 2 anJ '1' ,. F 
"' P""""ntcJ in T•hlc 9. · 
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T•bk 9 (•- f • l,J.V • 1, '1' ~ F) 

' 
'-'"' ,.m 
, ''"' 
o 1"' 
o '"' o,," 
1 "'" 

·~· 01,.,. 

1 ""'. ' ..... ~ ._.,.,. 
• 

• 

·= -OOlJI .. ~ 
' "'"" 
1 "" L 01 1' 

"'" .... , 
o"'"' 
O·Jl'J! 

o '"' 1 ~ .. , 

• 

'"" -0.<>111 

-o'"' 
1 "" 

' "" 1 ,.,., 

o"" o.,,, 
·~·" '"'" "'J'P!'J 
oom 

• ·-• m• 
• 1011 ,,,. 
1 "" 11011 
, ... ~6 , ... ., 
o~"' ·-· -~ 
·~· 

' 
0.1} X JO' 
0.10 X 10' ....... 
O JO • lO' 

""'''' 01} X to·O ., . , •.. 
0.10 dO ' 
011 , •.• 

""'''' o " 10 " 
0.:0' ,, ... 

' 
.. , X 10' 

0,<1. 10' 
Q.)7 • 10' 
Ollx!O' 
O. JO x lO' 
Ollx 10·• ., .. ,,. 

. •0[0 X ,, .• 
o .. ' , •.• 
... X 10"' o,, ' ,, ... 
,Oll x lO-" 

14. Di«~»ion ~•4 Conclu•i•n• 

In tlo< 1''"'""' ><qi""'· > '<<1"'"¡,.¡ •lli"'itl<ln i> ol<;•·.lnpcJ lo~ n<ini· 
.,1¡,;0;, fnn•'<on /(•) ,,,hjou ''~ d" """"''"' •{•}- O lh< •1-~ulllhm" 

' J ,,¡ lioo .1torn4l< "'"'"'""" uf ~~-'J'""' ph•><• •nJ '"'""''"" ph:un. cm•po>< ,.,.
0 

• 

'
'•• <' ..• ,.,¡¡,. 01 n)>•l< '"" ''"'""' ""' p<,..,-n"J, On< iot """"m nron¡uon 

'"• ,. ' . h'h'f . 
"oal¡ r"im ·' i. "'".) (u<o!oa><J ~· ,,,;, '-' '.,,;.,,¡ "'J "."'' '" " " '" '''""'."" 
"buth l"'inL· , ,,,..¡;, ¡, Hse<l (• ""J'·''·"' ''''d"'"' \'Cf>H"'), F"' lh< """"""" 
ph>•<, oho ""·'¡"" ciupluy"l i1 rb,¡ .,¡ 11" k"H'i'"" """~' of <h< 
< ""' d ¡,,, ::>-

1\t.il, 1:,, ,.,J.n"> "'''"'"' '"'""" .,¡ti>< >l¡;<><ithnt_ uhibill onl¡­
"l"'P'""' '"'·'"~"·<<, (!oe '""i"l'" P-"h''"' ""iom .-hohL" q.,,,¡,.,~ 
<n'><f~\L\o<: ,,,¡, """" ''·"'· r .. ,' '1""" ,,;. ["""'''" '"hJo'Ll ''?. ¡,_, .. -ar 
'"""''''·'· th< ,,;,.¡,,.,,. ""'"' i• uloi>Ht<J in''"'-""" d"n "- q ""'""'"· 

1 0 '"'!<r ''' ill•••••lot:.c ti<""Y• - •«ol '"''"'"'"1 <>.llllpk~ '" pr~-.<ntoJ. 
TI,, ¡¡1 >1 ,¡,,,-, <>,"'Vi<> m < •••«m<rl ,.,,¡, , 'i~"lt,oie [~"'-''."" >uh¡«t to ' 
[neJ( '"'·'"·""" tl.o '""•1'"'''' ,,,u:l> "·""""ti« GU.LJ"'" «>!>'"~'"" 
r•"F'";" uf tl.c tun¡u~.te ~t-"licr,t ,..,,¡,,, d thc al~omlhm. 'nc '"" t!""' 

.. 

.·-
,_, 

oxuñpl.s oro <OnC<tn<d ;.ith g<nonl fun<liono oubj~ to ~<tl<'rti ¡,...,,.into: 
thc <Oonput<r rc~ulu oho"' th< "piJty «<ft'<-r¡;<nt p.tO[l<rtin uf 111< «>nju~Jt< 
&'"dóont •·mion of tho.olgo<Óthm ond ito ouporiority 1>ith t<OI><<I tu <h,· 
ordLnory ~,.,dicnt "'"""· · 

ln 111< lhoory •• woll u in tho "'"nploo, lh< funnion '#'(~) ~ f(y) Gr 
thc Í<>n<tinn '>'(-•) ~ f-lJ, ~) ;. oninimi><J al~n¡ thc l<><<h d\!nti<>u. ) lnn<',·r, 
1ho <>«urocn" of ''"'" whcro '/'(o) doc• MI !"'"'" a !daoi.o mini<nl!\1\ io 
con«i;.,f,lo. ror tlt<>c Cll<o, .Ln "PI'" limit '"'"'be io~pu'"J ""<he >h·psiro ,, 
"' tho P<rf"""""" "',¡" P(y). 

ln ti« num~ri<>l '"mpko, <ho •<>rtóng paint "'' ,hoo,-n .., th" 
.-(•)- O. 11•~•1«, t~< P'<><nt olgur;<hmo <m b< """~ <•<n il ~{•) "'O. 
In ti•" ""• th• fi<1t ph,, io o "''""tion pi"'" "'h''' th•n o g<,.li•nl 
ph»< . 

' 

' 
•• 

•• 

'· 
' 
' 

~""'· ~-.' .oo lluouo "• J. C., u.,¡,.,..,;n,¡ /''"''""'""": fot c .. ,, .. ,,~ 
,,,..,,.,., r~ """, "· ''"' 1 ! . s-o¡,, .,;.u;,,;,..,.¡¡,""',,;., . 11¡-""' ""' lli· , u .;, ,-,. 
,,,¡·,A<'"-·''''""'""" !<'roe"~-._ l~. 1%'1. 
~ILLLI, A.,' JI"""· II.·Y., 1!1J lito"'-"'"· J. C., ,1/nri,...,¡;,.,¡¡~""'"'_...,.; 
¡., c .. ,,.; .. 1 .u;,;-r f'•ol>lt..,, /'"'' 1. sff'"'"'.J c..¡•:"'• r;, • .¡,,..,;.R,~ .... 
,;., All"'ilóN, ll>n: lloit<nity, A<r•·A>Imn>Utiu lh-¡oo¡-1 No. 61, 19(11. 
~111 1 o·, A .. llo •~<., 11, Y., •nd e'~'"' 1, J. 11'., ¡,~M'"'' .1/,r~ •• ¡, i• .u.,¡,,,..,;,,¡ 
J'"''"'"'''% ''•" 1. )r~;..-~ •!'''"''"' r.,,,,.~""• ~;,-, I'";,""'Y• ,,,,,.. 
Aol\onO.ti\1 lt<¡ooot No l5, 1~00. , 
~~"'-"·A., lit lt><>l'~, J. C , •nd I}AOio\•C,.I<, ). ~-. fk R,,.,..,¡ .. of ¡'_· .. ,holo/1 
;, //•Jo,.,.;,. ••J j\·,,¡,ot..,,.¡, r,.w,.,,,' J""<nol ol 01'\imiut""' 'noonl'f, ""1 
~ppli-.t~on>, \'ol, J, So. S, 1;/tl, "" 
lil>n-.,, ~1. 11 .. '"J ~"""-· r:., -1/,¡¡,,.¡, •/11."!"!'"'' r,l,.J¡.,, f•r ,\01'"-~ 
L'""'' SI'"""• )nutnol nf 1!.-.<:mh of 11.: N;<i«wl ""'"" of s ... ~,,¡,, Vol. ~9. 
~>•- 6, 1911.-

' n, ""''"· r. ~ .. ¡--¡,, .'!.h.,,-., .¡ ¡_¡,.., ¡:9".,;," 1.1' '"' c .. i•:•" ,,-,,.~o,., .u,,¡..,¡, 
M"h"'"'i"l ~ltth'"l! fot !li~il>l l'on<~UI<to, ~d11<d b¡ ,\, llul.ton ;nd 11. S, 
11'•11, ¡.,¡,., \\'<le¡- ""1 Son•, New l'uo<, 1960, 

""" ""· a., '"d R"'"• e .. 11 • h,.,,.. Mi•¡..,,.,;., ly r ""~"•"" G'"~""''· 
Comp•o.• Jo~~m>l, \'ol.-1, ¡.,-,.l. 1'16.-1. 

' AdJi1i<>ll•lllibli,o~!-oph~ 

¡¡.,,. "• ) , U, 7 h, {;¡o.fi<"' /'IOJIIIiO'\ MolhoJ j .. Nuu/i""" Jl-•;'""'"i•t• /'••1 J, 
s .. r;.'"' e""""'""· ~JAl! J...,,.,1 .. Ap~~·d ~l.,¡.,nu~;"· \'ni, 9, so. 4, 1'161. 
D>ti-DH, A E., lo .. onJ !lo, \'.C, ,/f~h<d Ulli.,,/ Cool!oJ, Cl"''l<l \, lt4i..t<ll 
l'.,hlo¡l,;n~ Com¡•.m,, Nrw \'o,;, 1%') 

"""" '" .. ~.~ .,, ... ~. " '"' "· ...... ,., ··- "" 

' • 

' .. 

' 

' 



/ ' 
Koori...., '""" '"""""" or """'~""""' 1'11~'" .. " ~"""''""" 

" 
On tfle Mcthod cif MultipiJers 

for Mathcmatlcal Programmlng Problcms1 

A. Mr~LF.,1 1'. E. ~lmr<.H,' ,\. \'. L[Vl',' A"" ü. M. L'oo.:.:.~·-•' 

Absi~O!cl. ln thit po¡>er, llo<• ~""""rÍc.!l oulini"'' ni rl•c h.o-ic 
¡>ro~lcrir.-of ur-tlln·m•IÍ<'.ol•pru~r-~lltuiu¡: ¡, con,itlm·J, Thio i• rloc 
pmblom uf uriuimizin~ • fuP<IU>n /(.t') ouhjccl tu o '""'I1.1Íill 
1(x) =O. llcn•,ji; o""'"'·_,.¡,"" N·Ynlor, ,.,J ?' io ,o q•l'<<l•or, 

wirh q < "· 
Thc "I'J"""'h •·mpl")''d ;. h••••l on rhe inw .. hocti··" af rhc 

ou~m<>ot«ll""'"'') ¡,..,,,;,n ll'(v,A,~) ~/(•)1-A''Ii-•) J-f-1 1 {>)~(•). 

!!ore, the q-H<Iot A io .,, •prrn•im.niion In lho l.>¡:r.i11~c rm<lliplio·r, 

anJ thc st:.1l.1t k> O iotlu· ¡><·n.ohy Cu11•1>nt, 
l'rni"ud)', rho ~u~uuuictl l"""lty futH:II•'" ll'(r,.1, /¡) ""' 

01mlloy lbiluc·•·iu ¡,¡, ""'1""1 ufumliiplins. lu ll•··h"lh: ,.,,¡.,,., 

ll~<• ""''1""1 of rnuhiplio·O'> im"l"·s.c¡ck•. in ,·.ocio .,¡ _,,hich lhc 

muhiplicr ""'¡ lhc 1''"""1<¡- ''""''"' att hd~ '""''-'"'· .lftc·r tloc 
minituum ,,¡ tllc ""~""""'"~ ['<llJh) fomciÍhll io "' ¡,¡, 1 1 ,¡ in ''")' ~¡, ,.,. 
<¡·el<, thc ,,.,hipli<·r .\ is u¡'<i•t<·ol, ,¡,¡!<- tho ¡><·11>ll\ '""""""' ¡, ¡, 
¡,.-1,1 IJnd<.uo¡:o·ol. 

1 11 iloi, 1'·'1'''• '" • • "''"lilie.ol i"'" ,,¡ 111<· "u ti"" 1 • ,¡ tHUit i¡ ,¡¡," .1' e 
)"'""'"'"'' iu .,,.¡,., 1•• impr<JI'e 11< """''~'"« oloat.llLc<Í•<Í••· "lloc 
Í~<l¡>f<>1'ui c'ouol<·t~<'fllL' j, .L<ifidt·d 1>)' (i) iut"'"'in~·l)O\' "I'J·IIIU)~ 
fl<''l'""'')' "' tll-11 <he nmlll,.j- ,.¡ Íl<"t,,;,..,, iu .1 <)do·¡,. ,¡,.,,¡,.,,J 
luJo\''" 1 ¡,, 11><• urolilo.OI)-~r-"lit·ul .ol~uonh<n .u~olthe """loro.,!­

<¡ "·'' i li "' -' , ir·' ' ¡.,, _,¡,~,., 1 ¡, ,, _,,. 1 J .\' · " 1, , , 1 lu· • "" ¡,, e• 1 , '" .oJ " "1 
ol~noill"''• (ii) imloo·J_Jiu~ ¡¡,.,,,.,,~' u poi \l ioi~ rulo• lnr t),,. I!Uohipli, , .1 

\'UI•O'O h'"''"if"oln"•")' li, I~JI¡ in t<>O•") fm,o, ,\pOI(~~- I'!JI, ')¡_,, '"' o~oh M.O 
"'l'l'"'" ol b) ·ti>< ""'"'" •l ~~ '~'"' ,. ¡·.,,.,,., '"""· lio ''" .'>Jo, o :)'.1~411 •¡¡.,. '"'''"'~ ,,.. 
¡,,lo·l•i<•ol '".\J.-"'""' 1,, 1,. ,.,_,,." ...... ·'· 1: ... ,,. '"' '""'<"''·'"'"'"' ,, ........... . 

' 1'"'' ""' "' '""""·"'''''' -""1 ~ 1-oll .. -....... ,,, ,,¡, . .,,' '• """ 1 ., .. ,. '.,,,. 11 ..... , .... , "lh ,,_ 
'"'""'"'''' ~ .... 1 .... "' ......................... "'" "'"""">· ¡1 ........... 1 ............. ,,,_ 
"' " "" "' .. ·" ' ,, 1 :.., "" ,., • 1 :.... ¡-,,., .. ; " "' u.~ .... 1< .._. ""'' •• " ' • lluu· " .... ., ' ' " 

' l io.nlu>~e ~""'" '" '" , \<f.o•.I•"••••>Íu.-, "'" \'u"''"" f', 1\nmoun, T ... ,. ¡·,. ~·ntl)', 
lh"'-"'" ·''""''"·¡;.,¡.,,..,vol~¡ •. ,¡,,._ ~hoion ¡·.,,, ,11·'"" 

•¡:,,,.,,,,,,. ~ ••. ,,,,, '" ......................... """ ,,.,,.,., ... ,,,11"""""• ¡·,,,, ¡•,, .... 1,. 
1""''"'"'· ''·' ~,,,,,_,,. ,,,,.,¡,,,,, ,,.,, l'"'"'· ¡.;,.,,y ... ~ 

.. , ... , .................... -....... . 

¡' 

,, 

' 
'' 
• 



.-.. 
• 

... • ··--'. l JUTA \"01. U( NO. 1, 1~1~ 

into > rn>c·por,m<to·o (;!Uil¡· ~nJ rlcwtnining thc ...-JI>r l"''"mrtor fJ 
"'' ll.-a tbc "'"'¡,ti,- "I''Í"""" onnoliti••n" miuimite<l, •nJ {iii) 

· upJ.:tin~ th~ pt·ualty """""1 Ir'" "' '" Clli>C '"''"" Jc-simhlc cf!,.{:¡ 
,_ in 1hc urJin.r¡ -~.,,li,·nl •l~<>rithm. rhc r<><Í¡oi¡:aio··~t,Jicnt Jl~nrith,;., 

anJ <1«· nvl<Joli,J-r¡ur.Oiino""'"'''"' >lr,hrithm. Fur thc .,kc ~f 
jJ,.,,,:-utirm, 11'''"'~'· """'"'".! '>1 '""ltipl«·r. ¡, ,.,II,.J ~lcthnd 
:\!.\ 1·1, thc·m .. .lotic .. l ¡.,,. inch!.ng (<) ""'1 (ti) ;, c.Lii<·ol .\1 cr ¡.,,.¡ ~~' 1.2, 

.. ~ _ ~ .,,1 ti,~ IO<odif,. .:t; . .,, iud<toli.,~ (o), (ri), {iii) Í; c'!llo·J _\ lclhoMI ~BI.). 
; ·' halotali<or. uf tloc 11""'1' ¡, "'"""I'I"I"·J <1ttl 1 oc<·cn '""'"rica!··' 
-'; • · "'""i ,¡..._ Tlo,· IÍt>l • ""'i'lt· i><"rt'i '" '" • <¡roa•lr _,¡,. 1 uncri.,n oulojcct 

."' ¡¡,,.._. <""'"·''"" Tho .,,.,_,;,.,n~ "'""1'1•·• puuin '" non­
... , qu•·btic r~,,.,,¡.,,; ><1l•j«l '" '""'""'"'' '""'""'"'•· bd, "·""1''" 
, ,_, ¡, ,,.h • J "itlo 1 ¡,. .,,_l;,._,,r-~'·"lu-at •1~"' """'· doc "•"Í"~-<1<-~<JJicnt 

"I~'"Lihm, >ll-1 ,¡,., '"'"lifi,·.l-o¡uoo,;¡¡.,, .. lrtl ''''"' -11~,.,¡,¡,.,,_ "loich 
::">te '"'~IU}lJ Íl\ «•hjLJnc\ÍBI\ "lih 1\1.-tluoJ< 01.11-1, ~1,1-2. anJ· 

.::: ".'11.\1-3. • 

_.- .. 
:.-

Tire """""' ic.tl " .• tolt• ,1,.,, tl.;ot (.<) r,, ~¡""" ~~-,,lt,- '"~<>1·"" k, 
) \o < ¡_.,,¡ :11 :11-1 ::• ti' r .olh ,.,1 oii>Íh f "' < r ""''"'"'~' acc '""" "clh<>J 
:"IJ.\1·1, (!•) ;., ¡,_,,¡, :lhth<nl< ,\1.\1.1 _,.,,¡ ~1.\1-~, rloc "'""hu of 
¡,,,.,;,.,,. ¡,, ',,,., '~""-" !o a, .1 11oinirn<tm "irlt "'¡occt '" k, on•! (e) 
llo~ •-" n<h.-r ~~ ih o .. ¡;,,,, (,, co "" ,-,~, ucc .,¡ ~1 ,.,¡.,,J ~~ ~1-) ¡, cln,0 
tn ,¡,,.mi'"'""'", ... ¡, "'1'"' '" r, ,,¡<he""'"¡,.,. uf iter. 11 i<>n< for 
mn< • ·~«"e • ,f \j, 1 1•, ,J ,\D 1-2. 1 n ,¡,;, li~lot, .\1< tl,.oJ i\ l \1-3 looo 

l. Intrnoluction .. . 
.·- · 0..-r lb e !""' _,., •·t-•1 F"''• """'i•kr.ohlc ''"'"~ 1"" hnu ,\,me ori the 
numcric.d "·looti"" ,.¡ ti,,- <"""''"'¡",.,¡ ,,;,;,,,;,_,,;., .. pr.,hlcrH. 'J"hi• ¡1 
the ]""hl,.,, ,.¡ ,.,;,¡,,;,¡"!{ .< l<tn<IÍ<m j(.¡_J <Oil•jccl tu ;o mnstr.1int 
~(:or) ~·O. 11,-r,-,/ ¡, • -'úbr. ~ i• '"' rr.,.,.,.,,, ~uJ .1• ;, • q-vcdl(r, wilh 
q < n. 

'l"h.- '""''""" ""1""""'1 ,,,. >:<ttn.olly ¡,,,..,¡'"'une ,.f t<•o b;.,ic 
ideos. (l,.c -•,•prn,,,¡, ,.,, . .,,e,~,_,,_,,_,¡,., '-"Í>t.o.;IÍJon, ol kol>l lo frrot 
orJ.r, •1 rl~- co;ol •ol .... i.- ;,,,_,,;,,,, (.~ .-. f,, '"'''"'l'k. 11.-f;. 1 3). Tlt,- o1h.-r 
•pprr" 'lt •: • po· 11tl• "" L :,,. l •ltO>I< '" t Ínn ,.¡ .t oc o l'""""" ,( >]ll l i:~l lt11H'1Í<>M 

[oJ\Í!I~, ¡., tloc' l11toÍt, ;,¡¡ '""''""·IT.IIIH<i tnilol<l>ltll( I">ÍILt l<>Íuo·i.J,·011 \\ÍOIJ 

!he ,.,¡.,¡¡.,, ,,,- rh,· <•llei.,.o\ '"'""·'incol .. ,;.,¡.,,¡,_"''"" prol>llll(. \\"ith 
rrg•<d '" :1 .. - \Jt:cr ·'l'r""·llh, th~ >1-l<"b"ll'e•rohy lornc<it~n >n<"llooJ (se~, 
for "-''''i'k·, tt.r.. -1-t•¡ 111<1 11,-,,,-,,~· 1ncdrod r,l "'"\ii¡•l;,-., (lkf. 7) 
"''"' ¡,,. "" ,,¡ .. ,,.,¡_ 

.. •' ' 
JOTA: \'UI. 10, NO. 1, 191l • l 

,,., ... __ ,, ._,._.. 'l -- '-, .. 
Al thc nutncrico.l C:xpcrintcnt• of ltd1. 8~9 iiltltc~l<·, th nrcthOJ ¡;f 

m'!_ltipp~rS, ~c'lt'tllY: c,~hihils ["""' conv"or~c·ncc __th~!l th~ ~~~nJ.1n.l 
penal_ty f~nclion mcthn,r!.. e,.,,;_,¡ lo thc m¡•tlom1 of "'"hiplt<·O< is thc 
mannci i11 \,·hid, thc rnuhipli,·r ~ is e.ti1notcd anJ tloc· pcu.1lty con•tan¡ k 
is upd~tcJ at thc boginning of c>ch cyrlc. 1"hesc le¡· qu,-,¡ions ore con­
oiderc\\ ·ln•'this \>~¡icr, ,i-hosc ohjc·ctiw i• tu cnbr¡:¡• thc lnn,li¡:ation of 
H~f. 1,0 and''to·dc·\·clop ,,.,.¡,iqu,-s fnr imprrl\in~ !he· cmwcrcencc 
duroctod.,ics of !he rnctlroJ nf muhipli<'"- Thc tt·•uhin~ ol~nrithm is 
col!c•l· moJifit(rrtrlhDJ ;,¡ multiplitts. · 

1 ' ' - •• t • 

2. · Stíit~ .-ruin t' bf" tlu: Problc m '. 
' ' . 

\\'e éo~sidcr the p~oblcm of minimi•i~g th~ ru~cÍinn 
•' • 1 '" :'!o- "' •· •: 1" -, .. 
. i .,,··: .,. :' ,: 

1ubjrtl to•the tonstraint 
.- ' ;_ .. '·. !, ! ·-.· " 

' ' 
'¡.:.·n~l-

'.: 

' 1 
'!'(-<) = o. 

"' ,. ,, : ... l. .· ' ... 

' .. .. 
·~ 

.. :"'''ln•:'t1\ 

{l) 

l n the ibon ~qu;~~iont, f io 1 ..:abr, .t,il 111 n-\·ntor, an,J .,-11 a ~-vcclor 
with q "< ~- lláe, all •o!ctol1 are column vector" lt i~ li••umc1l that th~ ' . fint ano.! •cconJ p.rtiol dc!Ívali•·cs o[ th~ functiouto J •n<.l y• ui•t an<.l ~re 
continuoU$ antl th~t thc const•ained minin1um ,-~i<t•. 

' 

' 

'. 
' 

" •• .•, 

' 
' ' • 

z:1. First-Ortlu Contlition$. -Thc prc<Íou• prublcrrt can be ·•. 
rcca.t u lhJt of ruihimlzing" !he ou¡¡1no.·ntcd functirm -, 

{J) 

• 'nbjc¡-( '" thc <'<>notr.lint (2). '\'he q·\•o·ctn• A;, the 1 .. o~t '""e IILultiphcr, 
ond thc •nperocript "/" lknt~t<·< tho lr>n<po;c• cf ~ '"·"'"· 

, ~'mm lhc<><Y_<>f m.aim3 ~_n<l miuinta, ít Í• ~""''" tlo~l ¡1,,- optjr~;l 
""lutoop '"""\ ·~uofy.rhc rclatoouo . . 

•• •¡(<) •• o, (,(•.~1--/.(•l -1--r,\•P ·-o. '" 
11 hicb ,;,,. ~ •)•t•'llr ni" -)- 'i '"'1"·";,.,,. in '.<t\<l A.']'¡,,. ,uh,rript 1 olcnut" 
11~< gr.u\icon t~fa fttu<lion" i11 thj, e,.,.,¡, ondF, "''" ""'"'""· .<nr1 9 , ¡, 
·"-' '' ~-- q ,,.,,,;,, ,¡,r.,n·d ¡,,,,¡,a "·•i· lh-'t tt' rtl• ,,¡.,,,., i;ll~<· K•·nliout 
<ol tl1c ¡tlr .calar CU"'I""'<'nl ul •¡ "ilh "''1""<1 1" -'· 

' ' 

• 
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nonlinnor; cno"t.ju,·oul;·, '1'1""' im;,h• "'"' hoJs mu•t be •·mployc<l. 1 1 ere, 
\\C imwllLicc ti .. - •c.ol..r pcrform.ua·c imlc.c• 

/'{•) ' 'l''(•')v{x), "' <~hich n!<'.J<Utc thc ''"""in 1h1• r<Hl>lr:<Ín1 ;ond thc optimun¡ conditi .. n, 
n·•pc<:tiv..ly. At zhc wlutÍúll poim, /'-,O anJ {Jo" O, whilc P >O 
anJ 'or U .- O for ""l' oppro,in»tion uf thc s<>lution. Whcn approxim•tc 
¡r,czhn<l> are tmpln)t'J, thq rnu•t ultiuJJu·ly lcJ<I tu \Jhlc> uf x, A sudo 
zh~t 

/'(•)•";,,, 

.\hctllllild)", (6) CJII l>c rcplact"J by 

H(>,.l)--.,, (l) 

11(>.~) .• /'(>) 1 {./(<, ~) '" 
<kn"t'' zhc cumul .. zin· •·rrur in zlw "'"'""int •n<l !ht optimum eonJi. 
!Íún. lltl<", <1 , '•• '• are son.oll, prt·,dc<:tnl numhcrs, Note thot ntil­
foC~inn .,¡ lncq. (7) iuoplit·, >•11»1-octio" of lneq•. (~) if onc chOoin 

c 1 coc1 '•· 

3. n~•·iew of Pcn~lty Funclion llh!lwc.h 

"J"J,,. pw.o!ty lonoctiun ""''""' ¡_, J,."",.J "" 1hc wn>truction nf a 
scqu•·nc•· .,f >pcci•l f.,mti•m~ loJ•in~, in tloc lionit, aot """"'l>tr.incJ 
minim"m ¡•nim c.,;,.,¡,Jc,.t <~itl> tia·"'!"'"'" uf ti••· "riginal cull.\lroincd 
,..¡,.¡.,,¡,,.,¡,., ¡>rooloJ,.,.,. In ¡¡,¡, ,_.,,;,.,, '"" >!"~"·''"""ni tloc l'"nalty 
fu'"'"'" J ,,.,)L,,.j ar.· rt 1 inll·<l: ( 1) t 1 '" >t.tuol.u ,¡ pcu.dt y ltiOl<"tinn mcthod 
~r.d (ii) tia- mctho .. l uf tuuhiplio·l'. ~¡,,¡,.,.¡ (i) j, l>.o.>cd un tia· ol•nd~nl 
p··n.t\1_1" lo u>< 1 '"" (Q J .u .. l .\1' thud {ii) ¡, ¡,_.,, d "" 1 la· '"'': "''""".,¡ ron"lt )" 
hu\ciÍ<Jr\ 122). 

].l. St.""f.,nl [',·n.,Jty Fu11ctiun Mctlood . .Tj,¡, ua•thnJ ,. 
b .. cJ Ul\ tJt~ «>n>Ídlf~tiur\ <>f tJoc sJ.tnd.mJ f'Cr\.tJt.V fltncti<>rl 

l.l•.kJ··JI•I! J .. ,.'(•h(•). ('1) 

"1"/.i, ¡, ,,¡,¡ ,;.,,.,¡ h¡ ·"'''"'~ tn tia· lontetiull / (>") .t ,,.,., qu.ulr.ttic in tite 
u,r;,or.oim •;(<). k:.() )>,·in~ tl11· pt·l>.oll¡ ~"""·mi. 

TL•· prtohlcm .. r ,.,;,,; .. ,¡,_¡"~ ¡¡,.. {"'"''"" {1) >uhje<l H• thc «m-

• JOTA: \"t>J. 10, NU. 1, l91l ' 
str~int (2) is rq•laccJ, hy :o "'"'l'"·nc~ of uoco~>lr.tinc<l ouinirlli.ati;,.,­
problems. In cach ckoumt of thc "''!"'"""'" nr c~·li·, nn~ onini<ni"-s tite 
funnion (9) \\Ílh rtl'pccl to .t lnr gi1·cn le. Tlwrdon·, tht<•rt·ti<;;~lly 
•r•·.,king, thc fnllnwing n.:n.<.,try con<lition m11sl h<· •ati•fi,·o.l ~~ thc en.! 
of e:t<h cydc:. 

( ¡~¡ 

[f thc l"·n;lty '""''·"'' k is :orllltr•ry, tite \"<"ttnr .\" <~hich •. oti•li«. 
Er¡. (IU) is sudt tlo.n ~(>"J"•.l O. llownn, if une ddillc•.the Lagr~t•~c­
multiplicr to be 

Eq. {lO) r~ducc• to 

( 1 ~) .' 

mc"ning tltat thc combination of .1· and ,\ tllus oht~imtl ••ti•tit·s nartly 
tht optinlUtn cuoio.lition. . ·. ! · · , 

In ordor lo oht.1in con>traint satiof"'tiun, inrrc . .,in~h· larga •·~hu.~ '· 
of thc pcn.olty con>tanl lllll<[ be cmploycd in <lln·•·••h·,: cyck• of tlu: 1 
""'"l."d ¡wn.olty fotn<tiun oncthuJ.Intlti• t·notnt·uiun, ltl 111 d<llt•lc tloc.: 
pcn.llty cOil>IJnt uf tite ptc>cnt cyck antl k1 denote tltt•pctt.ohy t·on•lJI\I 
of tlu· ,..,, cydt•, "ith ¡,,>k,. lkcattS<" of the juonp in l·, the >t.otul.ttd " 
pcttJity fttnctinll inttc.l<c> hy !he• .111\Uiltll 

l!(c,k1) -• 1"(<·, k1) '" (k1 - 1<1) /'(.1), (IJ) ., 

a<lJ the nornl <•f thc grodicnt nf thc Sl.\ndord pcn.thy fttJ\ttion 1-t~<"lthc 
v.>ltto' !¡ ¡ 

• 
' 

u.'( 1' k,) 1!.( •.• k,) ' o {k, - k,)' 1', '( l) /',( •). ( 1 ~) 
• 

/'(•·) .. ~''(•)¡{<). 1'.(•) .. 
~ 

(11) f! 

"l"ll<" Jl"•itÍV<•nco• nf tite ri~ht-hoou! •idc uf E<¡. (1.1¡ io th<• k1 ;· lo tloc ~ 
,.,,.,.¡,,,.,;,, "" wloido thc >t.IIHIJrd jll"nolty ftnwtiutt tnl·tJ,.,.J io ¡,,._.,!. .,. 

,\ftcr a .,,¡¡¡.,¡, . .,1 numlll·r of cydt•, 1lw cun,tr.tint ,•rror 100 he -~ 

"'"'''" "' '""'11 "' .lc•ircd pnlli<lin~ lite pttl.th¡· tUII•I·«•t lt,., hn·n,.a· 
,,¡¡;,.¡,..,¡)y l.tr~<". "l"l~c·on·ti.-.<lly ,,,.·.okin~, thc >'1>11Liitiu" y(.<) 'O i< ':! 
d, .. ¡,,.,¡ at """'·'~'"''"; I"IIIN"')II<"UI]j, tho tnt!hipli•·r .1 ,),llln·.l lo)· Et¡. 
{11) <"·"' llc id,·mi,·.\1 \\itlt tloc 11\Uiti¡•lin uti,f¡itt~ ¡;'1'· f.\), nhidt is 

.•ro .. ,,.,,,,. U,(,. k,) o 
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' 
¡:om·r~ll·· n<•n•~'"· nnly if 11 ·- -n. In a proclic~l digiTal wmpultr, thi1 
moan• t1o~t '""')' l.~r~c ""l"cs r.f k are nccti.-J at cui\Vcrgcncc. 

' Sumuiral Jmplm;r¡¡/niÍ<>U. Frnm thc 
followió~ mulinc ,¡ tioc •tnnd.ord r•·tult)' 

3hm·c mnsid<·r~tions; the 
funclinn nodhoJ emerge•. 

{o) Tloc uri;:in_,¡ t·omtr,im·d mÍilÍmÍ7.>1Ínn problcm is replaceJ 
by a "'l'"·ncc oi on••·"<1raÍ11cJ minimin1ion probkm>. 

(L) In codo d, . .,,. . .,¡ of tloc sc<¡u<'IO<:C '" c¡·dc, the •l•r><J.rJ p<nOhy 
function 

U(•,h) ,,_¡¡,¡ ·1 k•p 1(.>')<¡(<) ( 16) 

ia .,,;n;,,;,.,J "ido r.>J•<'CIIo ,\' for gi1cn k 'rk mit>irrnlm of U(;.·, k)" 
achicn·•l 11hcn thc ¡,¡¡,."·in¡: >I"PPÍn~ conditinn i• sati,f.cd: 

r·,•¡,-. k) U.(•. h) ·.; ,, , b7J 

\lhorc •, Í<, '"'"11, 1""" lectcd 1\lln>hn. 

(e) Tk ,.,t.nir,,, i'<>Ínl <•f:o~y gi1·cn <¡·<le is <l<me<> >lthe ~lorting 
point of ~~~~""-"·,~de uf tln· ><ooul:ord ¡>cnalty f11n.;IÍ<>n 11\cthod, · 

(J¡ Fnr th<· "'"'' <)<-1<·, o loi¡:hcr ,-,.luo uf thc pcn.olty cori1tont ia 
scl•·<l<<l, nnc >"~<••i<c h,·in~ 

( 1 8) 

whcr<·" ~ 1 \; th,· :'•"·'hy ''"'"'"'' r;~lin. 
kl ,\h" o:¡><i.,;i~o¡: lhc j'<"Ji,<lty ''"""'""'• nnc rclurns l<> (h) and . . ' contuu . ., Uc<.llll".'· 

(f) Tioc "~l'"ritl"" ¡, I<J<nin.o<od ILho·n lla• f!JIIniL'ing •loppmg 
conolitir.n ¡, ,_,,¡,,¡,,~-

( 1~) 

• 
\\h1•rc '·'' .< ><<<.<11, i"c<.·h·l•·<l<tnnohcr. 

JI,..,,, A-.. \1 <',,.,,.,~,,.e,· ,fu <'yck, 1ia· >lnppin¡: cundition (17) 
"'~" l>c ,.;ju,-n -'' 

......... ' ¡, ''"'" 1 .. - F.<¡. (11). 
ritln". "'' · ''''1' 1 ,,.,_: ' ''"' 1, '""' 

U(<, .1) e· .. '•, (20) 

• \«~I<•J:"""I)', "' CO<Ill'<'fJ:C!ICO uf tho •l¡:n­
(I~J l>c·c1J««">' 

/'(<) -1- ~,¡_,., ~) .; ., ' (21) 

• 

- _,. 
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3.2. Mtthod of Multiplirn. 'l'hi• m<·th«.! ia buo:<l on lhc 

con•id•ratinn nf th~ •ll¡:mcntcd l'cnalty functinn 

This is o\.>tJincd hy ~<i<ling to thc penalty fnncti<>n C(.<, k) a tnm lilh·•r 

in tho coÍlstr•int '1'(~-J •. thc q-nc!Or ,\. b,·in¡: ~n "1'1'""'"'"''"" lo thc 
l.ng"~''lt" ""' 11 ip l<t r, 'l'hc '"" of 1 his f'"" ¡¡,,, " '" "<t~~<·•l ,.,¡ hr 1 lt->1•""'"' 
(ltd. 7) in «t<l<r 101 ,ircunllclllthc OIIU«<ric·.ol dotli,·«hi,-, ·""""'Í.Ilcd \\Íih 
th'e cl!rcnidy l.orgc laio'«'S i>f th<"j'<'Ol;lh)' con<t.l<LI t<"<j<LiHd b¡· 1hc >l.m­
J.uJ pcMity fune1iom mcdu><l. 

Thc ptuhluu nf noinimi>.ÍIII( thc huwtiorl ( 1) ,uhi« 1 lo !he nl<l• 
S1taÍnl (2) •.• rcpi.U'!',j h)' 0 SUjlll'llC~ nf,HIH''I1"1<,Lillltl lllÍIIÍIIlÍ•>IÍOil 

proh,lt·m•. In •·.rh l'i<'ll<rnt of thc s•·qu<·ncc or cy<k, nn.- mini11<Í1c• thc 
function (22) with n·•i>cct to 1 fur ~ÍI'<'Il ,\. ond 1<. Th.-rdnoc, throrrtir.<IIV 
"1'"""¡"~• 11«' f,¡]ln\\ÍII~ uc<'<''-'·"Y cmlllilion "'""' ¡,,. ,,\t>•licd .11 ti"· rn.l 
nf c•ch crd~: 

• 
• 

..:; 
IV,( '• .1, k) = j,(.•) ·f '1' ,(.t) ~ + ll1<p,( <) 1 ( •·) •-- U (2.1) ., 

• 
and ;, 'cqui•·nlcm lo 

• 1 

ll',(t,A, k) '-f,{x) 1 '1',(1)[~ -1- ~.\-o¡(<)) ~U. (1~) 

·' ' . ' -, 
; 1 f th_c p<·n•lt y enmtal\1 k Jtultlu.- muhip IU,r ,\ are •rl>itr ~ry, lhc •·cdor ;. 

".i-hich ;,,.;.r.C' Eq. (2-t) ¡,"'el' that •t(-1) 'f.: O. 1111\\<"n·r, by ""·~na uf a 
propor upJ.11ing rule·, a '"'\\' l.a).(tou¡:c ulLihipli« <'"" l<c fUimd '""¡, ·J 
1h•t thé optinnnn routlilinn ¡, ~-LI i,l¡,.,¡ naetly. ln thi' · rulliH ,:~ion, 1.-t 
~. d<·ll<>lc lhc Lagr ·"'~'· m u h i pi;,., ,¡ tloc !" ,.,, Lll <1 ,¡,, :IIL•l .1, den<>!<' 1 he 
Log~Jngc muhiplicr úf tht· 1\l'\1 <')'t'lt•. [f A1 ¡,""'"''"tu¡,. 

F,( '· .1,) ~f.( , l -1- <r ,( <1 .1, • - U. 

mca«ill).( llo.d thc <'Oil<hio:olinn uf .1' .oml ,\, 1hu' oiLI.Iillcd 'ali•li•·~ C\H<'tly 
111<· nptill<ll\1\ ¡'<llHiitiun . 

/11 thc , . .,,¡ o[ :>ll)' ~· 1 t'll 
nnohipli,•r i' ,·ku·~··•l '"'"' 
incr<'""'' hy ,¡,,. "'"""'" 

tyll,·, 11 ¡,.,,., ,., 11«• 1 .<111<' uf tht• l'.a¡:r.l\l).(l' 
,\1 ln .. \1 , !he :IU~I\10\Ihtljl<llolit)' fmu<Í<>II 

11'(•. ,\,'k) - Ir(•, ~ ••. ~) -~ ~1.1'( •), (~7) 

,. 
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and ll\l' r>••rm ¡¡f !he J:raJicnt ¡¡[ thc a.ogmcntnlpcnalty funcrion taku 
tloc \Jiuc' 

' 
U','(%, ~, , k) JI',(>, A1 , k) • • /<'/'.'(-•) P.( •), (18) 

\\]arel'(>) a<HI t•_¡,¡ ar~ givcn b}' E,,_,_ (15). Thc po>Íli~cncu of thc 
ri~ht-1,,,,.,¡ sidc ,,[ Eq. (27) is thc i<cy .o lhc mo<:l<aniSiu on which thc 
ntcth"J ,f m"hil'lic" i• b»«l. 

Tl.c :tUtuli<m r,[ thc rc:"ler i• c~lkJ "" thc 6>cutiol¿•milorit)' 
he!\\ ten Eo¡•. (13¡ JnJ (27). In thc ot.LIHI.ord pco.ohy flOnct!,nil metlooJ, 
thc· driv,· "''·'""' "'"""'"' ,,,¡¡,¡,,.,¡,.., ¡, "'l'rlicd hy innó,ing the 
P'"·'l') ''""""" lrnno c·)'C'k "'<yo k.]., the onctlou<l of noultipliers, thc 
J,i e· e ¡,., df<! <011.,1< .oi nt ;Jti,f:ou '"" ¡, '•"1'1'1 ic·J by < h•n¡:iug thc <nuhiplior 
from c¡·clc tu qdc in act·nrdancc u ido b¡. {25). 

\\"J.iJ.: !he M.onobnJ ren:.Jo)' funCOÍfoh tllctJuooJ tC<¡OIÍr<'S <<trcmcJy 
br~c .. ,¡,, .. , ,.¡ 1hc ¡>cn,,l!y e"'"'·"'' :n <'fLio<c·r·¡~c·o..-t·, ¡¡,¡, Ís nnt o he c.,.~ 
11ÍIIo IJ,o· "utJouoJ "' I<LullipJio·r>. Jn tll<' J.olll'l Ul<'lh<L<J, C<JioV<fJICilCC C:tll 

be .ahin·,·d <"\'<'fL 11itl1 llln<lc·r,Lit' \,oJu,-, .,¡ tloc p.n.dty uon>t.¡n(, 

¡\'lfl<tm'ud lmpkmrl!lati•m. F"•no 1loe .thl>\"c <·m~>Í<I<·r•tion•, thc 
f,JI,,·,o in~ rotlllinc· ,.¡o he tnell.r"l ,,¡ ""'llipli<T> (,\ll'lhud ~-[ o\f-1) concr¡;c•. 

(;,¡ 'l'hc ,,,;~ir,,oJ c.,n,trcoioll'ol ,,¡,,.otLi>.IIÍIIII probleno ;, rcplaccd 
h}' d "'J 1 11 nCL f•l "'" "ll>lrdi 111 .J IIIÍJ O( miz.LIÍ<>II pro o[ >Jc·nl>. 

(h) In ,-oo:h d<lla·nt oi thc >'''l'"·nn· "' <)"o"l<·. !loe au~onenlcd 
pcnJII)' fouoniom 

ll'(,,.l,kj·--/(1) ¡ A1•¡(1) 1· lr•p'(•l't(•) (29) 

,. minio .. iud llllh n-•¡O<cl tu ,\' (,, ~;, ... , A and k, Thc mínimum uf 
rrr ,-, ,\, :.¡ ;. ;odoic.-.-·1 " ¡,. n tln· r .. u .... io '1-: ''"JlJ'Íil~ cunJitinn i• utisficJ' 

11'.'(•,.1, /o) 11',(.1, .1, hj <o,. (l(l) 

«lo~t~ '• i, a >OhJII, 1'"·"-lc<'l<·<l lnlullocJ. 

{~) Tlo,· ""¡,,;,n ¡,;,,uf ""l' ¡:i"n cydc i> dw,cn "" thc otarting 
p<.iuo .. r ,¡,. "<"1 <¡o·k .,¡ lh•· IIL<tJ,,d ,¡ ,,,]oi¡oli.·"· 

• (d) ¡:,., olw ""·" ry<it·, ti"· ,.,,.¡oi¡dio-r ¡, "l"l.llctl .tcumlin¡; lo thc 
"''"1'1,- ,,¡.. 

(3 1) 

• s .. ,. '"·, rr',l•. •,. 1.¡ " 

JllT.~: \"111.. 10, 1\0, 1, lllll • ., ' 
' 

{e) .l.ft•·r-updoting th.u enultiplicr, on~ rctur~~• In (h) 3nd t'•llllinuos 
itu•ti•·ély. 

(f) Thc •lcorithm •• ltrmin~tul whcn lbe folluuin~ ~•"f'ping 
condition i• Sati•li~d: 

. (J~) 

"hcre ,, ¡,a small, ¡u~•dcctcJ rmmhcr. 

{g) 'fo start tloc ~lso,itlnn sun~c a;sumptinn cont<'IIIÍillf thc muhi- • 
plicr is ncn>sary. Thc >Ímpkst '"'""'i'tiun is • 

(ll) 

~mi is CIJUÍ~al<-ni to st•IÍnC t h~t ¡¡,,. au¡;nocntcJ r•·nJh y fuu<1iun (29) ~nol 
1hc st•ndJf<l penalty functiun (16) ore idcntical for the lir•t c¡·dc of tho 
al¡;orilhm, 

((rmmk, At cool\CTC<"IlCC uf~ cp:lc,' thc woppiu~ ~mnlitio11 (.lUJ 
can lw ll'lincn "' .. 

{_J(•.~.) ,:_ '•· (.\~) 

whcrc A, is gi1•cn by Eq. (31). 1"·'lo~ou.!y 0 ol <onl<·rgcnrc of thc 
ol~otithm, thc uop¡oins cundi1ion (.12) l>cr~onco 

H(-<, ~,) "' 1'(-•) + [J(-~. ~,) < ., . (lSJ 

.. \\hcrc ~, Í> ~iHn by li<J· (~1). 

4. Modific~tions <if th~ M~lhod of Multiplicrl 

Tia· ""'lh<>J uf m11hiplicr. J,-,.-rihed in :-i•·ctiun .1 hu onc dt~<l'• 
lo,od; a "''l""ncc nf LII1Ct>r"trJi01t'<l 111Í01Íouiz;o1io11 pr<ololcm5 mull be-.; 
""l•<·d, o·;,o·h l""'ihly r<''["iring o l.1tJ:<' 11\llllhl'r uf ilcrali•ons .J,V, Cnn­
••·<juwtly, tlo~ lnldl ,,.,,¡,., of Ítn>l inn• fur <nlll'< '):'""'~ N, !'{.J.\") 
m~ y l ~<·r<unc ,-,r~>>i ,.,. fnr pr .oro ical •ppli~~,;,.,,, 

In""¡,., 10 accder.He <nnnrg,-.,,-,., IIC o~¡olnoo· ¡,.,, '<"ll't••l IIIT•di· 
IÍ<',Liinll< of lla• "'dhutl uf 111Lrlli¡olie". Tln·•e t11noli1Í<.<IÍ•••" an· .,¡,¡dincd 
loy (i) ,¡,,,,,;,g ti«· ¡,.,.~¡Jo.,¡,, cydt·, (ii) iuo¡or .. IÍII~ tia"'""·'''' ollhc 
llll<hlpli<·t, .mol (iii) ,-l<·<'lil;~ ll« pc11.1hy COOI;IoUl iOL .on "!'I""Pri.n~ 
¡,,!Ji ..... 

·J.J. Upd.•tin¡: l'o-cr¡ucll~)'· l,,r .o c¡<le lo" .ltliu.-.1 ,., .IU)' 
>c'JII< na <•1 il c·rations j r< 11 hielo !loe J" uhi pli.r ~ .uhl tho: pt· n~h ¡· < un>l Jlll 
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A uc lald unchan¡;•·.l, "hile the ,·cctnr .T ls VÍI'"·cd ~• unco·~~;rai~.:d. J.ct 
&N d,·nnle thc '"'"'bcr of itnntions in • cydc, rcganllcss cf whcthor 
complete <:nn,·crg<·ncc or incnmplck <:Omcrgcncc io ~chi~vcd,_ 

Tn shnrtcn thc (ldc, \\O l%i¡;" a priori !he v~luc of .dN.I'rcci"·ly, 
\\e ciH!<•<c J.V ·"tia· .luwllf11 nurnbcr of itcrotion,; conopati~lc with the 
char>ocri,tic• <>f ¡¡,,. panicuhr al~orithm bcing cnn,idcrc<J. Thcroforc, 

JN~ 1 (36) 

for thc mJinuy-¡;r,hhcnt >lgoritlun and tl;e ;.,odifi<d-q~osili•;;,.¡,alio'n 
· algoritlun and 

(JI) 

{or !he cunjug ... c-~r:"li,m >l~orithm. Thcrdorc, tl•c •topping condi­
tion (3n¡ "'' '' cy.-Jco ¡, b¡paO<cd ami is rtpbnJ by (.16) fnr thc ordin.ry· 
graJi,·nt al~r·rÍJI.m :~n,J thc moJified·<¡llO<ilinc.oriz~tinn algmithm ~nd 
by (37¡1or thc , ... ,,j,¡•.,tc-grodicnt ol¡:<ori<lun. 

4.2. Muhiplia Estim3te. .-.;ow, wc "'umc th•t thc cyde 
lcn¡:th J.\' ¡, ddi,,-,¡ hy E<¡. (.l6) f<or thc oroli"MY·~r;nlicnt olcoritlun 
and thc· """lific·d·<i<'-"ilincarii.ili"n "lg<orHI•"' an.J hy Eq. (37) for thc 
conj<J~.<l<·-grJolic·ti! ·''''"fitlntt. 'l'la·n, 11< '"'1"''" ahma ll.tys in which th< 
multiplio·r .\ ~on ho· ,·,titn~tnl. 

. ¡-,.¡ lóJtimllh', 1\", """""' tli,lt lh-.,tt·n,·s' \J]HI.otin~ ro1le (31) is 
~mpJ,,-,,¡ JI th<· ,-n.J <o( .ony ndc ~r J.Y itcr."i'""· Wc note th>t the 
upJJkd u r<tr in ll•c "1 •1 in'"'" ,",ndi ti~" c1n 1"' lo r~n "' "naller than thc 
error pri"r '" u¡.d."i'·l:- Si\J<e' "" ino-rc.<Sc in thc ,.,...,,. Q(x, A) ¡, 1101 ¡ 

d<->irahl,-, tlt<· tnod;i¡,:icr ·'· t11i¡:l.t he d"""n ao f,llm": 

.. , '\ 

.'t,··l, 

!}( 1 ' ,\,) ;~ (!('' l,), 

(l(<,l,) < ~'(•· .. 1,), 
(.)~) 

(39) 

Sr'"'"' l.'•f¡¡•o.ri•·. 'l'hc ¡•re vi""' '"'""'''' <·.on he itnpruv~d if 
HcJLt·tw." nptl.ni 1 •J.: '"''' (J 1 ) ;, rt·nou 1\ccol .md i• rt•pl•et·d wiLh the more 
gc'n<t.<! n¡>d.llito~ r.olc 

(41J) 

,¡,.,.. -~ ;, ·• ~,_,¡_., 1'''·'""'"''· ·¡·¡,¡, p.u "'"'"' '""'' ¡.,. tlctcrminrtl "' .10 
'" 1""'¡,,,,. """'' "~'''''""" ,¡¡,,l. 

' 
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FOr givi:ri italm·3 of x ¡.,-,¡ ,\1 , a (hong~ in.,B t;~u~~a a ~h•n~c in thc 

updoted n¡uhi¡•li•r ,\1 • Con~cqucntly, thc uptiOI<·d ''""'in th<•nptimum 
condiüon , _, ·! .. ·· · 

· Q(>·, A,) = Fj( ,., .l,) F,( r, .l_,) ~~ 1) 

ch~nge•- "l:h~ o~timUm ;.alu'c of fj ioth~t whkh gi•·co{l(>·, ,\1) !he smaii<·U 
v•lue.for ,11i.-cn,x anJ A,. After combinin~ (40)-(41), we nbtoin thc rdo­
tion• 

[_}{>', A1 , p) = { ~·.¡,, A1) -1- /IP,(.r)]' { 1',( ,., .11) +-,111',( r)), 

. Q,( '· .>., , f!) = 2l','( ')[ l',(x, .11) + pi',(')], 

{_J..,(_:, ~~ , /1) =· 2/','(.t) P,(.<), 

' . thc ~~coml of "In eh '"""1'" for . . . 

' ., : 
( 4J) 

Thio-uluo of fJ minimíu5_(1{,-, ,\1 , fj), •incc (_)...(.•·, .11 ,#) > n pro•·idoJ 
P.(-") dD<lll n<>t •·onioh. " 

'l'hc ,Lm·thnd uf muhiplicts "ilh crdc •tuppin~ con<lition (JO) 
rcpbcCd by (36) nr (J7) ""J_ «ith nNhipli.r ot¡nl>tiot~ rule {JI) rcpi.Lnol 
by (40) ai1d (·B) ii callctl mndilicJ muhotl nf mnhipli<·Ls '" :\!cth<lll 
111 M-2. For this llll'(loucl, tloc follo11 in~ conuotnlls ar~ pt·rl ino•11t, 

{i) EL¡uo_tinn•-(·\0) Jnol (43) itnply llllt-

-/','(>) 1-',¡_,., A1) ~O. ,~, 

Th•rdore, thc "l'timum nluc nf thc ¡ooramcttr ¡1 i• MLCh thatthc grorli<'ltt 
nf ti; e cott•tr ~int <"rrnr oru\ the ~ rodit•nt of tho 11pti,LI<'d a 11gmc11 In[ fu 11c--
tion oro '" tlo<ogOLl.ll, · , ,. , 

(i i) , 'l't,~:rdatioll bttol Ct'll tho )llcocnl upd 11 in~ rul1· 2nol llu\t'm·s' 
npd.1Ling n•l,- can be ~btai11col "·' fullm••- l.t·l tlu- ~t;L<Iicnl u! the,J.,~-
11\l'lltcolpcnalty fnnrtion ¡>ri•l< ''' upd.uing he rc<oriuon ;LS 

ll',(x, l 1 , k) -~ F,{ '• ~.) 1- M',('). 

Thcn, C0111hining (43) aLl<l (45) }'iclol• !he rdJtinn 

¡l ~k- l','(.o)ll'.(o·, .\,, k)_.'!','(•) /',(-<}, 

¡J ·-· k, {47) 

• 

• 
' 
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~ll"'"oJ ·"1' J" ·'111''' "'""'!"1" 1"·'"·''"·''1' ~•p '·"""i :n•'P!'"~I" '"''' 
-• i !'r~"!l!•rnh 1'·'!1!1""" ·"11 J" ""'"' 1 ''! ·'"" "'1" i""' '"'1 11 '"~!'' '''·'!1'"'3 
··'ll'~"f""·' "'11 )" ""'!'''"'! 11 •·'li" \p.••·•·' 1'-'!''!1.'-'! ~~¡:¡ """!l'"o~ 
~l!jCUI!Itlu ·"1' %tf>l''·>t!<; .1¡ji',J!I"""I.J. '\' ll1 ,lOI• 'i"'"l' •1 (¡¡ '>•'<),11 
""!PHUJ ·ÍII"'I->!Ip.>lll->lll~ne ·"1' '·'/ )" ·'" 1'' > ·''ll 1" " •¡¡uej 'lf ' ( \} ', 1<1!• ,,. 
-uo~ '"'"!1 • pur. (o){ll"!'"'"l ·'!"''!'''"¡, r •·'!'!''•''.) '"''I"II'''"!P"! 
'"""·u '<¡l JOj ~1'1'"!'·'1' '"" '! (•¡¡) '"''''""·' .{11'"·'·1 ·"" '""!'! '"~1" ""!lt1! 
_,,,,u!l!"" h-¡•-'Y'I""" ·"1' P"" ""il !'":'1'' lU·'!I''' '~""' ~~~ 1 ""·' ·" 1' '".1 

'-'·'"·'~' "'"" lC ·
1

1!
111

1 '
1 1

1'!
1
1''' 

'(9!j) IU<I'UU~ ÁJ¡o:u.l<l ~ll!.Íir> Íj>l!>l' l' >'.11\]'UJd 1[ -~~~)JUI•II.>I!hb•J 

HP>Oop -"ll 1'"" ( t>) .< P'~l•ud 1" ·'"·'r ·"1' "" r ,_,., 1 " , u1p !'":i 1 ,. "''! r••3 
-~1•11!1''0 ~!Jl "'J p.><lnp,>.>¡> .>]rllll]<.> 1'11'1<"'" \op·111tf ·"1./. 'IU~/U : 

-o,1¡f' IW,IIl"'·""""l-"'"'¡}·¡•.•if!/"'11' p1m ""11""3( F 111 '.'/"' ~~ )·J/Vo)ilf"":J 

'JIIJ.),_\-11 W' ,;"rll •\ (>)'lo ,1J:IIj\\ 

ftsl '(.>)'Jo(,-),'·'·•:1 ·-~ 

"1"-'""1"' (%) ·h;¡ '(¡ ~ b) '"!"''""' "'1''" ·'1~"!'" }'' ""' 
Jr[nl!tnd llj1 Ju .. ¡ ·o~u>lil~~unJ JO ·'""!! >! ¡me ltlljl! '''~!" ·''1 1 ~u<o¡r .\p><l(l 

•·•!••~ ~ '""'""'~ Ál!"""l "'JI 'I•V· 1" "·'""" 1''""·' "!ro""·1 (9>) ·J>::¡ 
jO 'J'!'J'U'Ij·I~~!J ~IJI JO JUI"!t!!tliHIOp 0!(1 j'lll' J<)\I'J,IIItll!l Oljl lji•J<j ~J~!s 

(9~) -¡,)',¡ (•11'•/l(•tli:: -~ ~ 

"4 Pll""l' Hlri'U"~ 
~IJ"I~d ~<ji JO ~n¡u '~"!ldUidd" '"1' '"41 ,_,. ~-" '(~~) pu~ {(~} :!u !lrt!Wo:J 

fs~l '(,\),/''1:-• ' h'),J~ 

UO!I<Pl ~IJI UIIUJ ~ OU!WJ.>Pj> ~" '.(<1>1~'!.1. 'Jl{'ll> 1"!1 I>J ]'·1!1'!ln 
~~· •IU!~l1.Uil.l ,>1(1 ''~\'la.\~ ~ljl UO 0\PI(\ .(e,\\ r. lj"" 11! ~ p.>¡->• ->\\ '1U•1• 

U61 '1 ·o:-: '01 "IO.I 'V.tnl 
" 

' 

1 

' 



! 

" 

' ' 

1 
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{J7), muhipli~r ~•tionatc (40) aoul (41), •nd penohr consunt unchangod 
lhrnugh""' a ¡unir<J!.r al¡:ori1h1n. 

(iii) :\lt·th"'l :\1.\1-3 is ch,rpctt•riH·<i hy up<l;~dng dccisinn (36) or 
(37). <lluluplicr t·>iÍIHate (40) :~nJ (43), anJ pcn;hy cunst~nt estímate 
(56) ..r p~¡ ond (60). 

llrmmk. Tlot· up.l"ting <kc'Í>ÍfJil (J6) is tn ht• <"mplnnd with thc 
o"hnor)'·¡:r.<da•nt algMithm ,,.,.¡ thc· no<HlilicJ-q.,,.,¡¡¡,.c,.,ir.uiun •lgo• 
rithm, JIIJ thc updatin~ dtr j,i<>n (37) i.; ro be cmplny•·J with thc con­
j.,~.:c-~roJimt ~l¡:o.ritlnn .. ll.u, thc pcu.1hy ronst.mt c·>tinutc (56) i• ¡0 
he cmpi!•J·cd 11itlo the <rnlin.rry-¡:r.,Jic·lll .olgoríllun, and thc pt•nalty 
"'''·'1.1«1 ,.,,¡.,,,le 15h) '""1 (W) ¡, '" be c·mpl~>)'\'d with thc nmju¡.:atc­
gra.IÍ<·nt .d¡; .. rith"' a•hl th<• IIL<><Iificd-<¡u."iliuc'.HÍ'·''ion algmitlnn. 

S. Uncon>tr~incd Minirniz'.ltiun Al~nrithms 

1 JI th ¡_, .<cc<Ínn. tl1c uncun.l r Jincd miuioniution ~l¡:11r Íl hms ciO(>loycd 
to '"'")"''" thc oli-pl.~<cuwnl ,,.,t.,r .J,- in cu~n<·.-tinn lllth 1\lcthods 
~1~1-2 ,,,¡ ~¡~¡_l.,,,. dc><rÍIJ<'<i '1"1~<-r "''' tloc· mdin•r)·-~rodicnt 
.ol;.:r>rlll.lll, lhc• C~ollj<~goh'-¡;ro.Ii,·nt .d~"'illnn, :11111 lh<· mndiflcd-quasi­
linL<ri; .. oti.,., :<l~<>rillouL All ol ,¡,.". ~l¡.:oritlun> rnokc use of thc 
""~""'lll<<ll''"n>lr)' lll<l<ti<ln 

ll-(.1,.\, k) - 1"(<. A) ·1 !./'(.>), (6~) 

/'(•) ';" ~·(•) y-(•·), (63) 

~11<1 ar<· uupJ¡¡y,·tl 11 i 1 1' t 1 "' u n.J, ·t <1.111 riÍllg: i 11 c:u·h <')Tic nf .d N itcr •tinn•, 
thc !lutlril'h,·r .\ anol th•·¡<cu.oll)' """1-1111 k ;!re hdt! ""'h"ng<•<l, anol thc 
ICCt~r .1 j, IÍ<'\lctl '" llll<<ll"[r,tÍUc'oJ. 

S.!. Ü1 din~rr-{i¡·,oclic·Ht Al¡:o• ithm. l., t o ,¡,.'""" thc ,.,,,;,.,,¡ 
i J"•Ínl, i 1l1<· \"araol p~>Ílll, "h 11" dÍ'I'I."'-""-"' lc.odiu~ [,.,,, rhc nontinol 
) point 111 <he,.,,¡,.,¡ p11int, on.l 1 ti>< ""1"¡,_, .. \\"ith thi• undcr•t>n<!in~, 

•·' ti,· ~roli11.or¡-~r.>di"n .olgnrill"" i; '"l'""><'lll<'d h¡· 

, .. ,{ '· ,\¡ ' 1' (, 1 •¡,(\),\, (6-1--1 ) 

1".(') 2y.(•)·¡(•). (1.1-1) 

11"_(,,.\,lo) /-'.(•.~) 1 1./' ,( 1 ]. (<·~-1) 

' ll'.(t', ~. /,), '" " 

' 

: : ·" 
)0'1',\: \'01~ 10, NU. 1, 197! 

óh-- O/', ' ' 

- For given nomiml poi ni x, multi¡>lier A, ond pcnnlty «~nst~nt •• l~qs. (6-1 
cotutitutc a oomplotc itctotion lcoding to thc varietl t•nint ~. JITIH'iJin¡ 
one apccifit·• thc stcp•izc ~- • 

/Jnrrnl /'roprwú. Tn first nrd..r, the ch;,n¡:•·~ in the function: 
11"(>·, .\,_k) ""d P(>) are givcn by 

~ 11 '(.1, .1, h) ~- ·w, '<·•· .1, k) .:h, 

which, in ti,c light ,r (6-i),_becumc 

&/'(~) ... 1'}(>) .h, 

811"(.<, A, k)~· -" ~U'}(-<, A, A) fl",(.1, A,~). 

611(>) '"' - o/' }(.1 )[ 1-',(.r, .\) + k/1.(.< )). 

'" 

Recalling Eq; (44), wo •ce that the fol!o"ing orthu~on•lity condition 
holds: 

'" 1'/( •'l 1-',( '· ~) ~ o, (67) 

lo that ·, 1 
bU"(.r, A, 1)- - ,;w;¡.,, .1, 1) ll'.(.r, A, k), 

.SP(~) "':'- <>kP/(-r) P,(r). 
(68) 

''•" .. '' 
Since the right-hond sidcsnf (68) are ncgoti1·c, tht fullo"ing in~qua(itin 
can be enfmccd fm ,, •11flicicut!y >1n.1U: · 

II'(i, A, k) < 11"( '· .1, k), l'(i) < P(.<), (69} 

Wloile enforccnn·nt of (c.\1-l) ¡, manolotmy, onfurn·mcnt of {f•'J-2) is 
optinn~l,lnot con he uocol in onlrr to ~¡,.,. grutrr $1.1bility tu thr molinar¡·­
~radi<•ut al~"rithm. 

5 .2. Conju¡:.ltc·G•-.•d i~nl Al¡;-odt !un. !.o t ' <i<·n• •1 ,. tlw nomin.1l 
point, .t 1hc l'""''""' pt;ÍIIl, .f the ,-Qrird poinl, Jt· thc ditpl.occmcnt 
lta<lin~ fr111i1 da• IHHllÍil.III'"Íill lo tht v,uiod point, p the prrorllt scor<h 

,¡¡,,.,.¡;.,.,, fi tl1c 1"''''"'"' """"" dinriÍ<l11, y thc dir<·cti<>ll.ol Clll'llicicnt, 
.mol •< lh< •t"l"j;.-_ \\'ilh ¡¡,¡, 111111<'"1.\llclill~. 11«• \'1>1\jll~-ll<"·~<.ldicllt 

al¡:milln11 ;, rqn<>c!llc·<l hy 

F.(<, Á) .. •/.(>) 1 ~-.(1).\, 

1'.(•) ,., -'·r.(>l~(<J, 

(70.. r ¡ 

(70-2) 
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H',(l',~,h) -l',(o,.\) 1 1<1',(1), 

r '" 11'.'(•, ~.k) Ir',('· A, k)."fl'/(1, A, k) w,g .1, ltJ, 

P= l!",(o,A,AJ.l·y~, 

(70-l) 

(71)-.4) 

(70-S) 

(10-6) 

(70-1) _¡ ~- \ -:- .h·. 

Fnr E=ÍHn H<>min.ol )"'int x, muhipli(r ~. dircctinnal cocnicicnt y, >nd 
J'<'n•lty "''""""t 1<, E•¡•. (70) '"'"'itutc" tutnplclc itn"tion lcadin~ to 
the , ... ,¡,¡¡ P"int .\, I""''Ítling """ ;p~citits thc •kP•Í•c -~- For the first 
itcr"i''" ol n cyd<·, E<¡. '(70-4) i• ~yposscd and is rcpl.1c~d b)' 'r :..;.. O. 

Dow.: l'rnf>r>Ús. '!'o tir<t nrdor, thc <h.ong•·• in 
Jr'(x,~,l,¡ ""J !'(\) '"'' gÍHn br Eq• (65) l>hich, in thc 
bccumc 

oill"(.<,.t,L; -·• - nll','(";,.\, k){ll',(<, .\,k)+ rfo], 

;,¡·¡. 1 , -- di'.'(•J[I-~(• . .\) + H'A•·J -!- rfol. 

thc fun<!ion 
light _of (70), 

(71) 

For th,• r,,, itcr.•"•m .,¡ ~<)de, rcbtiun (67) '"'"'be •Prlic<i. in con­
junctinn "ith y-, 11, ¡, .• J¡,g to 

,\11 ( ,., .\, h) = . - ,, 11', '(·•·, ,\, k) !!', (.,-, A, h), 

;,/'(<) = - nk/'/(•)/',(<), · 
(72} 

l'or suh"'l'"·"t Íht,.,¡,,,.,, rci,JIJ<HI (1•7l Ju,, ""t•lwld •nd y.¡" Q. Jlow­
" <'tT, "¡ "'''" th.; p1 ,., ¡, '"' ·'' • I''Í '·" ¡, "1'1 ion itcd, thc f.,[lowÍII~ orthogonulity 
lddti•m ,-.on h" '""': ... 1. 

~ll'¡<,.t.o,¡ --~Ir}(<,~.-'<!!!',(.<, A, k), 

i"''i•l--- «i','h)[/.',(• . .\) ·1 /¡/'.(.•) ·1· yjJ. 

(73) 

(74) 

ln•p<ctÍ"" ,{ (1C¡ ,.,,,¡ (74) ,¡,"""' ¡J,;u thc ,¡,.,«·ni pwpcny on thc 
ou¡:r:wot«i J'<·nohy ¡,.,,,;," .... 

ii(.i,.t.l) ---. 11"(-\,.\,h) (7)) 

. - .. 

f 
1 

1 
1 

.... 
" .. ' ... , . 

'" -----··--·--- .... 

'"' 

)OT.\, \'01.. 10, NO. 1, 191! "· •· 
On thc mhcr lmml, tht• dt••rcnt J'ropcrty on thc runotraiut t·mor 

' • 1'(-i-J < 1'(•) (111) 
: : . . . ( . . .. . 

cañ be enforc~d for the Jirst iter~tiun of ~ cydc tt'~dllllt·n uf thr 1 0lue uf A-
arl<J for sub;equcnt it"ratÍ!ltt~ onl¡· if k is sunit·icntl}' l~r~e. ' 

. ; . ' " 
S.). Motliftcd-Qu.isilinc.ui:.uion Algorithm. l.ct .\ tlcnntt• 

the no mi o.1l point, _¡: tl•c voricd ~oi 111, .1 ,\' t he tli.<pl '" 'tn< ut lcotli n¡: from 
thc i~tHltÍilJI p<>Ínt to !loe nricol point, {' tht· """rch din·<·tion, 1'"' :1: 1 
thC dircctiron f•<t<or, and n thc •t<p•i•e. \l'ith thi, unt!n•tantlin¡:, the 
n-iotlilicd-<JtoOSilint·orÍ»IÍOn -_a!~<nithm js rcp«·•~ntnl ~)' 

-'" . 

'·'· 

F.(x,A) "/,(-<) -1 r,(o)J, 
' . f,(l)-_2\",(-•lrl-•/, ·:·· 

Jt'.(.<, A, k) .. f~(-<, A)+ A/',(-t), 

F,.( ,, A) •·• /,( <') ·1· .,-.,(>) .1, 

" ' 

1',.(•)- 2{-r,.(•') ;{ 1¡ :¡. .,.,¡;¡ .,;r¡,·)J, · 
W,.(x, A. k) ~ f~.(•-, A) + H',.(•): 

W,.(.t·, A, k) A + 11',(•; A, k) .. O, 

1' "" oi~n{ IJ', 1(.<·, A, k) • 1 ), 
' ' " ' P••p.!, 

- _; --· ,. +.:l.\'. 
' 

(77-1) 

- •. f7!-~~_J 
(77-}) 

(71-4) 

(11 .j¡ 

(71-~) 

(17-7) 

(77-R) 

(71 ~) 

(7HO) 

(77-IIJ 

l'or gi•·cn nominll P.,int x, muh ÍI>Ji,·r i, ond pcn~hy ,-nn>l>nl lt, E•1•· ( 77) 
«>llSII!II(C • <mupletc.itcratinu l!',o.lin¡: lo thc l'tttÍt·d fi<>Íotl .i, pw<Ítlin~ 
nnc <pecilio• thc slepsi.e ''· 

n~~<rm 1'•8/'"lir<. Tn lit>! n~tlt'r, tloc cho111:~• ¡, thc fun<tiun• 
lt'(.l,A,k) •nd /'(•) o11· ~iocn loo·~;,,,_ (65) llhi,J,, ;., t!u·li~ln uf (77), 
l>c.:mnc ' -

S ll'(.r, .1_. k) .. - a •i~n[ lf'/( 1, .\, kj .t¡ 11", '( '· ,\, ~) .-1, 

M'( ~J ~ __: a ,¡~<l[f', 0( 1, .1) . 1 -1 kl' ,'( < J . 1]1','( 1) A. 

¡,,,),·ctwll <J( {7H) ,JIIo\1• tltOt thc ,J,-<<'lltl l''''l"'lf l>ll tl•c ,,ll~l<l~UI<'tl 
rc .. ,Jty f<>nc·tilln 

11'(\,.l,k)·: llú,A,k) (7?) 



• 
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e.110 h~ 'nf.,rnd On 1hc <>lhcr ' ' lt.1n<l, 

/'(.\) < /'(-•) (BOJ 

nn be eufurf<·tl [or ony k if 

F/{1'.-1) .1/1'/(•) ..1 >O {8 1) 

ontl nnly fM lt •utliei< l'ih· lar¡:•· if 
• '. 1 "" 

r;¡x.~) .·Jtr.'(-•) ,(<O. ' (82) 

¡:.,, .•11 of 1hr 1'".,¡;,,. ol¡:<mthrn•, tho J'""ilion 

any "''1' '·'"he'"'""'"' 
' ' ' ><<"" •t lhc ~nd of 

' 1 ' 

i- .• --,r. (,Rl) 

" "''"' /' oknot<• "'" ''"'" , • "'"''''"'· 'i'h ¡, ¡, " """'1'"' .une ter r.mily uf 
»rierl 1'"¡ "'' .i, loor " hi, ,, ,¡,,. "'~"''"' ,.,¡ pwoh r fu'",¡,, (62) t•h• th• 
fot"' 

il'{i,.l,k)..- 11"(1 -op,.\k)= lf'(o) (84) 
,_ ,, 

,\ prni"· ,,·;ot<h 1•> l•,• l'"'l'lu¡•·<i noth tk cnnju~-lle·¡~rodient "lgo>rilhm 
oouJ "' "rl""'imJI<' «·-•tt·h tn he ronpl<>yod ,.¡¡¡, ,¡,., nrdinary-gr~<liorít 
ol~~.rithuo .,,.¡ th ,,.,,¡;¡;, . .J.'l";"ili"r~rirolinn olcutithm or. dc•uibcd 
¡,,-Iom. 1 

l'mitt s.-n • .-:.. \\"o·""" ""'""" ¡~,, , '""''""'"' ,¡ 11'("-) t,;.,;, 
f • • ' . 

'J"In·n, "'' '"'1'1••) "'""' •lm·-oliiULU<Í"""I •c>rdJ «h<lllt ( "'·""''"'""• 
l!ll•<h-<li,· inu·rpo•l.1tinn, euloic int<rl"'l.olion1 nr 'l""'ilin~•ri>:otion) t<> 

ol<luonim· lhc ,,1,,- "' 'r .. , .. hido 1 

lf~(•)"'O 

1 ,\rolly 1 ¡, i• 1' '"" ,¡,' 1 ,. _,¡.,,Id he "" 1l i1 •·r.ni ITiy un til thr modulu• of thc 
' f f ' . . . '. . 1 1 •lu¡•c ,,.;,¡i,·< :ony n tk ni'"'"'~ on<-11"·' '""" ' 

"' 
" ''In· ro• , , ,,,1 <, . .,,. >ru.dl, l'"''dc·•lc-d 1111111hn•. 01 """"'• lho value uf" 

fOii•f•·i,t: \t"''l• (filo) ltl'l<l lw .,ldt 11"1 
1

' 

ITN ...: ¡J·¡o). {K]) 

• '• 

' 

• 

. . - . 
' ..... 1 . t ··.¡ 

'1 ,. . ! ,. '' 
' 

'. ) 
'· . '., 

" ,.,.,·,... ·, ·'". .. ,, .... ·:o-,:.,-,_.. 
,ipf;,;;i,;;n'!~ ,<;,;,;,,;_ S;;,.,. thc ri~uroi,. &ier"11

1
1in.,"ii"" ,¡, mi~hl 

n<¡t.lii '· 1' ·, ~'·)• ~¡~,.' """ 1' ,;,¡,;f, t'11nr, onc mi~ht ,,,·¡,,,·;.-e "''" ·,,~ l:n. 1&5) 
' '' 1' • , - ' • • • ' b • ' ' '1 
t<'ith o pior\kt•br Jt·~rcc " 1'""-'•ion :ond ddtr<11i11~ tk $1\')''i'o ·¡, :o 
ñonitfi~ti~~ fashion .. l'ut, ¡,,,,,n·, onc mishr ~mploy o hi;~·cti<>n 1'"'~~­
~~~~ ~!1::•. lil'VlillJ'! frmn,o rtfncnce nlue" =- ·••, nnril Mti~f.tetion uf 
l "''l· , (K_7) OCd•rr.: For t h~ 'ordinory ~·~diont olgm it h rn, thr · ro-fc•rtn< e 
str¡,;>_J,,~-añ hé ~¡,;,.,.¡,_tul«· rhc lir•l "lnirnu1n ""luc .,f, "'l'l'linl hy 
thc• ·,,.¡¡ tdi rirncetl u re. •' Fvr thc rnndifoctl-q\oa•i 1 inr;trir.atinn al~<lfitllln, 

~ 1 • • 
the r~tUHnac.•tr.p~"-"'"'con he don•~n ro he _nO""-'\. , ·. 1 
. ¡ ...... ,,,'1'' .· '·· ' . . , Jl<matlr. ptoonally, 1 ncq, (~7) can be rnonplc t< ,¡ h) t he O<lditinn.<l . ''1 . . ' ' .. '"'11\]J' ''" ' . ' . 

: ' 1 ' ~ ' 1 ' 1 ' " ' " • 
,,.¡·¡,, ¡· ·, 1 ~ ,. 11(<>)<1'(\1), 

1 ' ' • ' 
wbich i•.de•i~nc<l to,~ilc grratcr ltobility t<J,thc al~oritlnn,.Jncqua\ity 
(8B) cOti ¡,.~·cnforrcU i<> tire o'rdin.uy-~rotlient•l~nrirlun fnr any h,ln thc 
conjn~i!o-gr.,licm o\~"rithon ano.J rhc ln<>di~etl-•l""'ilin<•:triz.11ion ol~n­
rithm;,l,cq. (8~) <011 he cnfor<"l'd nnly for 1< ~ullici<-ntly htt,o. ' ,. . 

1 :' ·,·. ' •• '; '1 ' ' ' 
' . ' ' ' ., ,, ' 

7. Ewcrim,nt~l Conditinn' . . ' . - . ' 
' ' ' • ' i. . ~ ' -· 

Jn moler In nalu'IIC thc tlworv, •cvcn num~tÍt'"] '"'·'"'l'h-" """' 
c~l'lu:<·!¡: E:r~h ~·.•ample ;i•<s_;.,lv.•d \\:¡,¡, thc nrdiu.try-~r:Hiil'rll •l~uritlnll, 
thc <•lll)U g;tc- ~r>Jielll' olgor'<thm, onU th~ rn01l'r flt•tl-<¡ ,,,¡¡',,c:<ri" IÍnn 
ol~.,i-it~nt; .io.·hich 1wne'cn<¡>loyctl in ~onjunction uith i\kdoatl• ;\l~l-1, 
Mi\t-2: 'ond MM-3. ¡\\( nf tho ol¡:urithn" ,,.,~ prngromn"'ol in 
FUI\'I:!,~AN J\', ond ¡_¡,~ otnnnir•l rc;ult• '"'"' obt,1in<·tl "'ing a 
llurrou~lr• B-SSOO compurcr ond dnuhlc-prcei•inll ,,ith 111 ,·tic, . 

• 1 •1' " i . . 
,)'la•ling /'uinl nf 1/or ,-JI¡:,i/1"''· For oll ·.,r thc 

. ' 1 ' . nominol1 uiot'dmocn to ótort thc ;t\~mithm "'" tlditwd 
1 !\ . 

,. "" " f' k•. 

'"' 
.,: 1 1'' :;;, ,>;1 : ,, .. ·'• ~ ... ~ ·'· ~ 2. (8~) 

' ,.. ¡, ,.- ,, .'.' . ' : 
whrro• ti dt•nntt• th~ olimen-•inn .,[ ¡¡,,. V<·ttor •·· 

l .. j< , ...... ~~- ' ••• 
,-Cultt~ágtn<~·~f ¡/,, AfK"•illo"'· Com·Crg~n<x of on ol~i>ritlnn "" 

d<fon"d thro,ugh lh• int<¡u•lity 
,' ' ' 

!·:", ,.•, "'_' I'(.<)·I·(I(.I,A)"" lO 

' '· . for tht• Of<lio>ry-gntlicllt "lgnritltm ,.,.¡tite inrqu•liry 
t • ~- t • 

·(9\J) 
' 

' f'(.<) .¡ Q(.<, ~),;,;lo-" (91) 
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. ·• . 
for thc c"njugote-p~dicm olgorithm ~nd th~ moditied-quosi!inc:ii-iu.ti?n 
al~orithno. 

Nnuf<""'"C"'" ,.¡ 1/u Al¡;<mlhm. ConvcrS<:Iy, nonconvcrgi:nu of 
an olgorithm was údim·d _by mcans of the i_nequ:olitic• .. 

"' 

'\'> 1000 ,,, ¡:\'>200 
.V> 100 

(b) N,>20 

f,r th< orúino~·-gr.>di-:nt algoritl<m, 
[,, thc conju~>l<·srani<·nt alguril hm, , 
fflr thc moJifl«l·<]u"iline"i"'tiu<> algorithm, 

(e) .ll.> 0.4 ;-: lO'"·· 

' {9~) 

., 
' (93) 

. 
" 
(94) 

• 111 •• 
!!ere, ,V¡, th~_it<ratinn numh<r;N, i• the num~cr of bioectior¡' of the 
<~tpsi 7c , n·quircd l<J <,Ui<f y l ncq. (87) _[ ~nd Optinn•lly I_ncq. (88)), a~d M 
¡~ thc ntndulu• uf .1ny nf the quanlltn.'S cmplaHd 10 the ~lgomhm. 
Sotisl~ction of ¡""'1· (112) indicatc• divt·rgence or <~treme slo_,.;ncss of­
conver¡;.·ncc; .:ui,f.~etion of 1 nct¡. (93) indicatc• t·~trcn~c smalln~u of, ~~'" 
di>pbcunc·m .:h; ontl ••,ti>f":tion. of Jncq. (94) indtcate• e~ponenttal 
o.-crnow. E.lch of lht••c Sltuatmns,. unJcs~r•ble. ''. ,. .. , ·, 

c~u'"l~"u tf" Cyd~. Whcn ~lcthod ~IM-1 was cñtploycd, 
ronvtr¡:t·nre of o cydc was tlcfincJ th~ough-lhe inequalily 

11','(·•·, .1 1 , 1<) 11',(.>·, .1 1 , k) <:;: Jo-• 
' 

for thc <>r<linary-¡;r>dicnl olcorithm a!'J thc ÍOC<]U:IIity 

fl'.'(.l, ~~ , k) JI',( Y, .1¡, k) <; 10 ' 11 

.... (9S) 

(96) 

for thc tot>ju¡:atc-gr.t<liclll al~oritlnn ontl thc modificJ-qu:..sili~C~rir.ation 
al~orithm. ' . 1' • · · 

\\'1,.-n Mcth<Jtls l\l~\-2 anJ l\IM-3 werc cmployCd, convcrgenee of 
a cydt• was ddincd 1•)' 

JN- 1 (97) 

-for thc tHJinary-gr.; 11ionl algoritlun ~'"';he modificd-quasili~~~~ilaiÍon 
•lgori!lun ond by t·ithcr. · - •· · 

JN ~ ~ (98) 

11', '(.<, .1 1 , k) IV.(.<, ol 1 , k) .;; JO·", (99) -

1' " 
... ~: .. 1- ...... n~""'""' r .. _. ·r,. 1¡,c cOninuate-~roJicnt al~orithm. · '· 

• 

' 
. 
' 
' 
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. ~,. . •. 

¡sr~rcJ..-.Ttch"iqut: For thc ordin .. y-gro<li•·nt o!goritlun, on 
•PPfj~>:\nbte seuch wao employ<·d. This conaistcJ .,f llll<'·"ep, corrertcd 
qua.,!inCori~otio~, follow~,¡ by " higection procp' until th ;, ... ¡ua!ily ., - . ' 

. . . ·~··· , .• 
•C' • fi'd' ... ¡ 'w"'pt.- e·' : .. 

' ;f:or !he· 'conjuf:atc-gritdicnt algorithm,. • precise seuch wu 
cmployed. Tltis consisted of muhi01ep, corrected qu,.ilincoriz~l1on ouch 
thot: :n any givcn olep, the inequolity . - . · . · 

. . ·• . ,r·c~J < 'r-<~J (!OIJ 
: . .-·:~~·'· ' "· . 
wis "i\tiofied; wherc &., io'the nominal s\epsizc antl " is 1he 'aricd ttcp•izc. 
'f),e ,~.:i-~h wos otnrted wi¡), ~. - O ~nd ''''" tcrminatcd \\hcn the follow· 
in e 'J1~(>pinc condition Wa• .. lior.ed:- · · • · . 

• 
' 

., 11' .•.. ,, ' _i, -,,.,,. • • ' .. ' . ' -- ... ; ' ... ',. ,, 

... ,, "·' · lf','(").,;: lt-',1(0) X JO-•. (102)_,.' 
\': . ' ' ' - . -

_ <ll}:o~ ~.~-• !".odified-q:'aoilin~nitation ~lg?rithm, on.approximate 
•cudi was etnploycd: Th1s con,.stcd of a•stgmng thc v•lue \' · 

'l ,_¡ (103) 
t 1 ' .: '• ' • ' 

to thc stepsiu,·followcd bY_ o bi..,ction proccu unlillncq. (lOO)""" . ~-·,· e.:tltsnc . _ ,.,, .. _ ' . . 
1 .. }'~r¡lilty Cunrla"l Estima/t. Fo'r Mct.hod /11/\1-J, 1he .penalty_ 

'codstant k was cstimatod with Eq. (56) fot the ordinary-~rodicnt algo-_ 
rit~iJ, aitd. with. EqJ. (58) and (60), with " "' ], for thc eonjugolo­
cradiC;,t al¡:ttrithm ontl the modifictl-quo•ilincorinticn ol~orithm. 

' l· 1 ' ' ' ' ' • 
1 " ' • 8, Numerical Examplu 

' ' ' ' 
1" 1 ,-, . :· ' 
In this section ocvon numcrical cxompl<.'S are dc<erihcd. Th~ first 

cXa:rñP.l~·- p~r~:Jins. lo • (¡uaJralic functiori oubjoct lo .linc-•r con""'"'"· 
Thc;r~m•i!'ing cumple. pertoin tn nonquadratic fnnction• eubjcct lo 
nonlincar, cOnstroinll, 

' ·; '' . ; " " . . 
' :EJ.:'a;.,'p!t s·.~.· 'é:on,idor tho problem of mini:Oizing the funi:tion . . 

{104) 

- ~. ' ' ' 
oubji:ct lo thc con•trointo 

. ~,+Jx,-o, .~,+x,-u,.;.o,-. ,,·,-x,=O . . {105) 



----

' 
'' 111 1',\: ,., 11. '"· ~'-' '· 1' 1'!11 

Thi• l.,,,,;,n ,,¡,,;,, lhc ,..¡_,,;,,. miuimum f ~· 4.1!'1.\0 :1\ 

okliowol lo~ 

,, 
1he ' -romt 

,, -· . u:u.H. '• •.• 0.!55~. 
( 106) 

, 1 ·--0.IIfol, ,,, -. li.Z.I~X 

.1, .• 1.2.11.\ ~. , ••.• 3.'}~_14, ( 107) 

1- 1 " ' ',,,,,,·,,,., ,,:. l""lole<ll .,f ,;,¡,,;,;,~ 
'~·'"'1' e .•• • 11"· functit"l 

- ' 
/•(•,-1)' ( 108) 

" " 
· • .,¡,¡,.,¡ 1•1 oloc """'" ,;.,¡ 

' 
•,\1 :- ·h ' ·<- ~ (109) 

'-
Tloi• ¡,,.,,;,, ,,l,oil< tl~t· t<l.llill· r~oini11n"" f ~· 0 .. ll5(, X 
pni"l ,1, lim ol b~ 

ID-' al tho 

- 1 

'' 1.11111', ····1.1%1>, '•. 1.,1111 ( 11 O) 

"'"1 ' .1, ~ - o.n'n -. w-•. ( 111 ) 

¡·,..,,¡,¡.,, th pmhl;.,, uf .,.,.,¡m¡,;.,g th~-'runc'tio~' 
¡-, ' ' " 

1 (•,-1¡' l (<,-1)'·1·(.1<..:.¡¡• (111) 1 
1 - ¡ ' 

' 
'•''• !·•in(•,-•.J-~•·'2· 11, 1, + 1,•,1•·- R- ,12 ~O. ( 11 J) 

! ,, 
l'nint 'l'hi• ¡,,,,¡,,, "'1""" 111\' ,,¡_,,¡,,. 

.Jdinul hy 

., .. 1.11·1•1, " 
' ' 

. 1,,. - n k_l'l x w·•. 

,, 
.,,¡,;,,.,, f '~ 0.2415 at th~ 

1.1~~1' , , • - u~rll, 

, - u r,un _ 

~--- -1!_11~7 X 10· 1 . 

' 

( J 14) ' 

( 11 S) 

11.4. 
' -l"om•ido·r tln• ,;,,¡,lcm uf ,¡.,¡111¡,_¡,~ th~ funrlion 

' . ,, ' 
f .¡., --1)1 ¡.¡,, •,)' 1 (•,··•,)1 1 (<1 -•,J' 1 (•,--.•,)' (ll!o) 

• 
' 

' 

1' 
' ; :¡ .. '-' 

' ; 
_,' - .. " 

J<!'l'.\: \'!11" IIJ, NU. 1, 1~12 
,, . 

.. t,-, ..... , .-... ij_ •• ' , .. ,.,,, ............. , ·' ""' .,. 
suhjc<tlo tb~ ron•trAint• ,. 

' ... ,,' + -<1
1 ·1· -•·,'- 2..;. J /2 ,:_,O, 

; ' ' -. . 
,. !".t,.l.:-".•,''1·-•¡:¡.2-21_.2.·0, ...• ;.,-'2·-·0. 

:rl:i; f uurt ;.,,' ~dmit; tloe to·hn i ve ;.,;,;,;,u m f ~· O. 7M77 .-: . ' . 
roio~t do(ined by 

' .• , .. I.J(o16, · 

' 
'1 

'"" 

>'1 ftO 1.19110 
·:i,.-_; ... ·' -' ·' u. 150, . , ~ 1.679tt _,._ 

,, 
" ) 1 ~·- OJ881 X 10-1• 

' 1 ' ' 
; ~,~-02~7~~!0·'. 

.1,·~ -0.1<•72 _, 10 '· 

1\' 
. Exo\m¡>le 8.5. Conoidn tho prnhlom of minimiting 

' f = 0.111(1' - 1)1 + (.•1 - .T1
1)1 

lol 1 

ouhjoct !<> ~'"; in~'l"~lity,conw;oim 

. ··-- .,-.·, __ ... , ' 

••• · .... -~-1. 
ol r' · , . , . 

]olrnduto 1hc o1mliory •·•noble '• d<iintd by 
,. 1 ' - ' ' 

l'o , ' >1 +-•,'+ 1 ~·O.·, 

1 

.... .. ......... 

(1 17) 

, . ( 11 ~) 

( 11 '/) 

the fnnctiun 

· (lnJ 
''f~¡-- •. 

Tl.'f~· ,thc J>re•iouo ¡•mhlw1 con _be r~cnst os th•t n[ 111111\llliWt~ tloc 
ft~u~dnn (120) ouhjort '" thc "'i""lity oun,traint (122). 'i'hc fouocti1111 
{J20j odmito'thc rrlntiw'minimtnnf...; 0.04 o\ thc ¡mint ddined by ..... ·. . . ... .· .. · ' 

"11 . ' 
-~nJ · · .. , .. 

l, ·'•- l. ( 1 2.1) 

. '·: .. ),=0.04. ,(1!~) 
• ... -l't• ... --

' Exo\ntple 8.6. 
' ' 

Coooiolor thc pwl!lctn oF oninimiziu¡: lhe lonocti<m 

,. i ," ·, 
1 i- . - ' OllhJeCI 

1 ., •• 
'': 

' ' ¡, •t-' 
lnlmduce 

1 "r'.; 

J ,;. .-:. -'' 
' ' : --1 • ' 

incquolity cnnotra~nlo 

.•• ·t;;.~,·-
ti,. ou•iliory ••riohlo·o -•, •nd ,., dtfu•cd by 

' ·-·· - ••• - ..... ·- o, .• , • ...: _,.,- -··· ... o. 

( 125) 

( 121) 



Thcn, thc pr~1·ious pwblcm con be rcc~~l as tbot of minimizinl; 
1
thc 

function (125) subjcel to thc cquolily consaaints (127). Thc function 
(125) admits t~oe rcloti1·c minimum f = - 1 at thc point dcfincd by 

.. , -. J' .r, = l. .• , ;. o, ( 128) 

'"" A,=- J, ( 129) 

E>:amplc 8.7. Con;idcr thc probltm of minimiz'•ng th~ function 

J=lug.r,-s, (!JO). 

suhjcot tn thc cquality constr~int 

.v11 -j-~·,'-4ro0 (131) 

' . . 
ond the inc<JII>lily constraint 

·''• ;.-, l. {In) 

~-. "" 1 + '•'· {03) 

'l'h ] 1 1 ''' .• ,, ¡, .. ,,.,.,,1 '' 11>>-t of minimizing lho en, t oc prci'IOUS pro • e c.. ~ 

funclion 
f .. lo~(l + >1

1
)- -<1 

subj~ct w thc "'l""lity cnnstr.1int 

(! +-•.'l'+~.·-4=0. 

{134) 

( 1 JS) 

N'otc 1hat .f has hn-n tliminatcJ fro11n thc prohlcm on<l con be computcd .'. 
a P'"lrriori ~\'ith ( DJ). '!'he hmction ( 1 34) ,u,,;¡, the rdotivc minimutn · 
f ,_, - VJ at thc poim dc(Jilnl by 

.1', ... o, s, " v'.1, ( 1)6) 

( 1 37) 

'l'l•e cumple< <lc·;cribcd in~,-~¡¡,,, 8 1wrc 1Ulrcd with llc•tenc•' 
mctlwd of rnultiplicr< (lc-lcdwJ ~1;\I .. J) ""J thc moJilicd mdhod of 
UIUlti llicro :<.!ctiHO\h :<.!M-2 :mol ~ 1 :<.!-3} acconlill¡¡ tn tho c>p~rimcntal 

• 

,. 

' .. . . " •. · · J01'Ai vor. to, NO. 1, 197! .. 
Toble 1. 11-!rthoJ 1'>1~1-l, orJinuy-graclic•nt .1lgooithm, 

numbtr of Ílrrotion• N, . • ·'. 
J.:"mpko 

• i.t '' '' •• ... •• 
to·• 1•1 " "' ... lo] 1•1 

. m·• ~ '7l "' "' "' .. lo] , 
'" ... 1•1 "' " •• ., 10' "' 

,,, 1•1 "' "1 "' "' ,,, 1•1 1•1 ]o) " '" ' 

(•) Numl><r o( i<mtiono uco<d<~ 1000. . . 

• 
ro·• 
JO·' 
l. 
101 

"' 

• 
1>~. (!6) 

Toblc 2. ~!cllwd ~1~!-2, onlinary-graJic•nt al~milhm, 
' 

"' . " 

0.1 

1•1 

'" " ... 
1•1 

· Tohl<• J. 

0.1 

.. 

: ; /IUotlh<•r <>f ítorotinn• N, ,· 

r.• .. nrtu . ' ••• •• . , •• 
" 1" 1" 1 .. m 

" m " ... '" MI 1•1 ·~ 
, m ... lo] 1•1 101 '" ,,, ]o] 1•1 1 .. 1•1 

Mctlmd ~~~l.J, nnliuJry·gmJi,nt .ol~o,'nllu~, 
numl><·r nf ¡,, .• ,.:~"' .'1 • . 

•• ' ' •• ,, ••• 

" 10> 101 m 

21 

'·' .. 
" " 10> 

'" 

.., 
.. 
" , .. 

10> 

" 



---

'" 

• 
,.,., 
"' ,. ,,,. 
'"' 

-·--. 
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' 

- '" 

T•hl• ~. ~ldhuJ ~1~1-1, c'>nju~•l•·-groJioul •¡~,,¡,¡,~,., 

IHII11h<t ,f il<f"Í'"" f\' o • 

¡;,..,p¡., 

" . , . ' •• • •• •• 
' ,, " 

,,, ,,, "' 
,,, ,,, ,. '" "' 

,,, ¡;¡ 

'" " '" " '" '" H " 14~ " " " '" " '" 
., IM " ' 

' (o) 1\ut•>l><t ni¡""'"'"' .-<to-d<d 100. 
' ' 

Tohl·· '· ~lo ¡ho.d ~\.'1·2, CO>Ilju~•l<-~t>Ji<nl olgorithm; 
' ''"' nuttihLr ,f ilet.l1i""' N o'· , 

J:'""'rl.o .. 
• u " ••• • • ••• •• ' ,. 
"' 

,,, 
" ¡,.¡ ,,, ,,, ,,, 

'"' 
,,, 

" " 
., 

" ¡;¡ ,. •' ,,, 
" " " " '" 

'"' " 
... 1 1 o • '" " " "'' l<l, " 171 " 

,,, 
" ' 

(•) ¡..:,.,.,¡,., o( '"'"'''""' , ""d''' 100. 
-¡ 

• ' 1 
~ ¡, oh"J ~1 ;,-, ~,), ''"'j"~"k·~••Jionl •l~ntOJhiti, . ' . 

!. • -- ~ 
1 

-.. 
' . 
; •-:' 
" ,, 
" " " '" ' •• 

!- ~ 
1 

' 

. ' 
... " 
t 

• ~· " " 
¡ ·-~· 

ti 
... . 
'" " " " " 
,; ' 

" 
' 

' ' 
u<Huhtr uf il<"'""""' .V • • 1'' 11 

' ' .1 ' ' 1 
J: .. n•r'" 

• 1 1' '¡,l""\ ~~··, 
: 1 1 '1.. 1 

'' .. . ' 

--

• '·' " " 
' ji¡ L 1 ' ·-~.·11 ~-7 • ' 1 - 1 ,, • ' 

c., .. (~l),l!.Q) ., 
" " " " 

' ....... ' 

,lp_ ¡1 1 j !4 !¡1'¡¡' . 
' 1 -· 1 • '· ~~--~ 

.~ .................................... ._ •. -~¡ 
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' Tohlo 7. 
' ' 

Mcthud M~ 1-1, mudificd-qu .. ilinc.ubtion nl~<illun. 
numlo<l nf ih·rJOiiun• ¡\' •. 

. : -· ·-

• 
ro-~ 
ro-• ,. 
"' ,,. 

'. ' .... . 

. ' 
,,, 
'" .. 
" • 

.. 

" " " " " 

" ,,, 
" " " " 

r. .. mp_r.~ • 

••• ,, •• '' ,,, "' 
,,, 

"' " " 
,,, 

" " " .. " "· "' " 
,, , 

"' 10 " 

T•l>lc 8. ~l<!hoxl MM-2, modifl<-,1-qu .. ilincoriwion olgoritlom, 
' "nomoh<rnfit<"rolinnoN,; • 

l:••mpl<O 

• '·' " ••• •• 
IQ· ~ ,,, • • ,,, 
ro-< ,,, • '" 

,. 
" .. " '" " "' " " " " "' • " " " " . . ., ....... 

(•1 Numl><r or ¡,,,.,¡~,., ""''d'-d <oo. 
(<1 E•o;,;...;,,lal o• erl\ow. 1 . . 
(d) ... , ... ,;,¡,., '"""'""d '". dill<"""' ,..¡,;,. "''";"'"'"· 

. : •· ·¡··· '" 1'' • . 

' ' .. 
' '' . ' 

• 1. ' ' 

1 r:. 
'f•hle 9. 

1 ···lo ... 

.. , . "·: 
• 

'•:.jo.(l!),(W) 
1 ' '·' ........ ~-·· 

1\.,mploo 

'·' " " ••• • 

• • " ' •• " 

• •• 
,,, ,,, 
" ¡¡. 

" 

.. 

' -' 
'·' ' 
" 

•• " 
'" 11 ~6 ,,, 

"' " ·" " 
,. 

" " 

" 

• • ,, 
,. 

" 



¡o·t·.,, vuL. to. :-;o. t. ;,;n 

. ' 
cor,ditir'"" ,1utlill<'ol. 'floc·~~ mcthods ""'" cmployc·d in cunjuncti,on witn. 
thc ~rdin,.,y-groJicr.; .tl¡:oritlun, thc cunj~¡:otc-grndicnt algorithm, 
ond thc llhJJilic·d·qll<l>Íi i nc.•rizatiun al~t>rithm. l'<>r :'11 el huds 1 M ~l-1 
and ~1.\1-2, scltr.d l'a]uc' of thc pcn;olty cun,!Ont, ronging bct\irecn 
JO•' •n,J ]()', \\Crc ,·on,iol<·rcd. 

Thc numcrir•l '"ult< "'" pr~scntcJ in T:¡blc• 1-9, · . .,.,.),~;e thc 
'nunohcr uf ita,.tiuu< r<t¡uircd fM connrj:cm:c_N, is •hown, T;¡hJcs 
1-3 rdn tu thc r.nlinory-·~radiall algmithm, T~blcs 4-{i rcfer 1\0 the 
<:<Jnj"~-1lc-~r.1<1icnt oborithm, >rnl Tahlc! 7-9 rdcr lO the rnodificd­

quo<i 1 iowori-..oti•m "!~oHitl '"'· 
c.,,,,_.,¡,,,, ,r ~ !cd".d' ;\ l ~ t-1 an<.l :;..¡ )1-2 ;hu"' th~t. fnr gh·cn k, 

;\lc•tb"d ~!)1-2 ~,;,n.,ll)' <.,¡.¡¡,¡,. [""~' con,.crgcm;c tloon¡ Jl.lcthod 
;..n ¡ -l. ¡:,, ¡,,01 h ,\ ;., ¡,,,,¡, ~¡ ~ [ .. ¡ o~nd :\B 1-2, thc numhcr of itcrations 
{<or ~"""·r;:• no~ lo., " oninim"m "i1h ''-"'l'"ct tn 1<. , , 

e,,.,, ,·rning \lo·t!o~d .\1~:-3, th~ mombcr nf itcmoinns /W con­
'"'~''""";, du'l" '":he mínimum with rc5pec!'on k of thc num.b~r nf 
it.-r.11inM for C<ll·'"'·r:,:en<t· <Jf .\1cthocl ,\1),1-2. In this ligl'l\, /l[cohod 
.\l;\!-3 h.1s l't'r)' ,¡,.,;,,,¡,le chomctc·ristics.' 

- ,: 
Jk:n;:.rl; Q.]. In St·ction 4,2, oc•·cral way• to .estnn~te thc 

¡_,~'"'"''' mulliplicr .'. ""'" pn·-.·ntt·d. 'l'hc c••tim.lte rCpr<'<"O\cd· h¡• 
E<l'- (·111) :lll<l (~.1) u'' p1d.-rrc.l ¡.,'¡h:ot n·prcscnlc<l hy Eo¡. (51)¡, moler 

10 .,-.,jJ whiw~" ,.-·, n( q linear t·t¡uation• in q unknowns. Thc ~bot•c 
>t.ll<'ll<C'Il i' ;i~toilit·,,n\ if onc c·mpl")'< tloc· onlinary-g-radicnt algorit]nn 
onol IÍ'<' wnju¡.•.ott·-~o.ulit·nt algoritlun, •ince thc Computation,:of the 
Ji,pbn ""'"' '<-. onr .Jx i~ m~< le hypor.~in~:: thc snlu1in~. <>Í SeiS ~f linc~r 
co¡outiun-:. 0J1 t!lt' "1~• r h.111tl, if '""' ,·ntpln~·s lhc tncd!llc<l-quo5l]m,•art­
zolinn .tl¡:.,rithn1, ,, ,.,,,e c.ul k 111.\lk !<>r ~l>JL>g thc cstnna!c (51) for _the 
muhipli.-r, ,¡ "'' 1 !.o· t-<>"11'" t:ollon\ ,f 1 he '~"rl:occ_•~cnl vector ,j': rc<jUir.., 
thc wldiÍ<>n ,fa .<el nf" li11c:or u¡u:otlon' 111 n Hn<i""'"'· 

1 ]••• ' .,. • • 
Fu, lhc ,.,k,· ni disno-..,io:m, kt 11" "'"'' •·u-<¡1ta•1 mcan""'11on 

al~nrithrn he· ,·mpl.,~-co! :on•l kt th~_ f<tllo><<·in~ t~ro':'i~nlogy be uiod: 
(') ~lul·,,,¡ ;\1:\l--.1 Í< ti,• ""'ddic·tl ¡:~dh,,I .,¡ Hlllioq>hcr; wllh.L.¡gr"ngo 
"'"lliplicr ropr~;e!ll···l ¡,.,. (4Cl) .uod (4.1) :on.l rcnalty conotOll\ roprf;cntcd 
¡,1. (~~) , 1,1! (W): :ul<l (hj ).te~l, .. ,! ~!~ 1-4 is tho onotlifoeo.l muhod .nf 
t~Llili¡>h'" with l .. •gr.u>::~ l\II>IIÍ¡>Ii<T ''l"""cnttd hy (51) anJ pc•nalty 
c"n•tant rc¡>r<·<enlc•l bj' (5~) .mol (f,O). . , ,, . 

_\, " rninl nf int.-rc<l, thc '"''''" '""""'i~l ,-'"•nplcs <>t. So_won S 
'"'"' ,.,;,-, . .¡ '"'"'")Í:lf' ¡,,.,¡, .\l,lh""' .\1.\1-.l ,,,.¡ ~-J~·[-4. ~~" '?'"" 
p.tr.LIÍ<-c ro·•ttlt" "'" ui•·cn in 'l':dolc IU, wh,·rc thc_numbcr QÍ.IlcrQU~ns 
,,1 '""' ,., .. , n~c ,\', ;, ~h,1wn. As ,.,rcc:,·ol, fur • sm~lc sc~lor co_nstr~•~t 
(•/·. 1), ~lcth"d' ~D! -.1 ,\llJ 1\1~!-~ cnnwrgc lo thc solutim\ in lhc 

• 

JOTA' VOL. 10, ~O. 1, 1911 " •l :·· ' 1- •• ' ' ... ' ' 

' Tabt,• 1 O . .' Modificd·quo~Silino:~~i<:~tion olgnritl1m, uumhcr of itcr~tion< ,".', , 

' ~-~ ... h•n•r'"' 
."1'' 

!\loohod '· ••• ~-1 " •• !.) ' '' 
.., 

~IM-l • • " • " " " M~!-4 • • '" " " " " ·' ' 
same ·~~;;,~~·, of itcrati~ns. 'J'his is prcci•oly thc coso "ith Exdmplc• 
8.2, S:S: ;,;,,¡ 8.7. On 1h~ 01hcr h.tnd, if sc,·cr.ol conm.1inu ore pn•cnl, 
Meth~:J ,)1-¡).J-4 gcncrolly Cnn•·crge; lo thc •ohlli<Jn in a ,,,,,]lcr numlwr 
of ¡¡~~.;,,;,"' than ;\lc~hoo.l /11~1-J. 

' Hc:nark 9.2. Both ~lttl10cls ;\lM-3 anJ',\B!-4 cmployco.l in 
c<i~junctinn -~,-it:i th nlodirico!-qua•ilinc.TÍ>otion als<>rithm are int,·r­
cslinli in that thcy gcn<:rally lcao! to ~ mínimum j-.oint (or "' n'o•t a 
>Ool~l,c .~oinl), \\In le o1~nrlor<l o¡ua•ilin,•nri,,ninn 1nny olso lo•,,Ú to ,1 
ma~¡,J;,!,n; point.• t"o·v.~rify thi• conccpl, thc following ~xamr"' wu 
cornidered; Extremi•c thc fnnrtin11 

(IH} . ,., 
Rubjcct \o 1l¡c constr,inl 

(139) 

' ,, ' 
''fhis function h:is a odJti.-c minimum/ =- 0.5 al < 

.• ·,--3, .~,-.-4, ( 140) 

.. 1' ., • • ' • 

ano! a rcbti,•c mnx,rnum f = 0.5 "' 
... 

.... 
,,-, "' 4, ond (! 41) 

1 " _. • 
The follnwiri¡; .;,n,in>l ¡><>int wa. e<~n•i,l~rt·,l: 

_,., ·~ 2, ( 14~) 

- ' '· ·1 • 
h was fountl that ;.o!cthnd• Ml\1-3 ond 1\1:\1-4 employctl in conjomcti"n 
with f¡,C niOtiiflcol-qlla•ilim·:tri?.,\TÍun Jl¡:orilh\1\ lc·d '" tlw rdali<o 

'S""~"~ ,,,;.,¡¡;n,,.,;,.,;o" ;,noh.-. ''" •olu<i"" o( • •)•l•·•o .,{o + •1 lin<·or '''1"•'"'"' 
in n ·1 q unlm•mm (•«, lor <'<-'"11•1••, IM lj. 
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JOLI· 1"<11 .. 10,.~0. l. 191!' 
1 

•1 
m11111r.um (l•llll iro ,\', -~ 5 i1n.uir"'"· On IIH' ,,¡,.., h~n<l, st•ntbrd 
'l"·"ilint••ri•~tiun {Hd. ~) ktln,tloc r..J,,tit·e rn:~~inunn (\41) in_N~ =3 
ilo101ions. • · , 11 11•'J ,•Jj 

• 

1 i 1 • 

H~m.uk 9.J. In lid. 11, it "~' '"~gc•.tcd thot llc~tcnc<' ,;,cthod 
rof IIHillipJit" rrould he ;~CCdcral<•tl hy Clllpln)'ill~ ~~'). (3J) ~~ lk hl'~~:~~ 
nio·~ ni ,-,od• ;,,.,.,,;,..,, r.llht·r !hall;\( thc l>t·ginuill¡: ,[ o·.odi c:{dc. With 
patlic.,lor rtf<'!\'llf\' '" thc C<Hiju~ot¡·-gr:1<1Ícr\l ;lg<>rithm, thi• tcchni;¡Uo 
h.u !hl lli.,d•·•lll-•~c uf ¡lfndutin~ di•cuntinullito ¡,. l~o ,¡,~onl,nt~d· 
prn.<hy fnuctiou Ir(~.,\, k) "ithin " cydc o[ :J¡V ~" ittr•linn;, ,'fo 
Hrify.thi• puiut, ""'"'·ti(•! npcr,imcnl' ''"'" corri~tl OL!l for '•hÍ: oc•·en 
'""'"1'1•·• ,¡ St·• tinn X antl nnt· l.olu" nf thc pco10hy """'l:lr>l,;naindy, 
k., l. lt ""' lotllltlth•t, ;, thc ,,;¡,.,;,)' .,¡ tht• c'""'l'l•·•hhc,"ol~oii!l"ii 
,¡ lld. 11 hod ""' t''""'"'~"j '" the ..,¡.,,¡,, \\ithi11 thc tt·t¡nir«l oi:cnr.<y 
(91) in th"•''"l""'.,¡ lintit of ~[l(l ittt:llino•. 

1
• •,:~ ~ 

' . 
' 

1 .. '111 1 o·. ,\., 1 "''~''· ) l. Y., '""1 llo "'"' '"· ]. C._ St·t¡rmtlilll (;,,,¡¡,"1• 
/1 ro 1 '" a 1 ,·,,., • J/¡; "' i 1/wr f"r 1 /or , 1/ i 11 imi :11 1 ¡, m <{ ( 'not • 1 '11 ;, .,¡ 1-"• rr

1
r ÚMI, ();dilllll')' 

and c.,j"~"'' r;,,.¡¡,,l ¡·,,;,,,, J"'"""l ,r Optim; .. ,;,:,r:rn~·Ory''•nd 
·'l't•li ••• ~"''• \',¡_ ~- :-;,_ ~. 191<'1:. - 1 ,., 1¡1~,¡11¡1) 

2 . ' lt rt ' .-: ,\ .. r 1 ' 11 " " ' • '. J . e . .. .. 1 1 _, ,.,. . '\ : \". ' ('.,,bi, .. : r. otrju~ai. r; ,,..,,·,~,' 
1/rllol<<l ,;, • ll¡;ort'II<Nt for . 1/" tlrr mal irotl 1 '"'!:"' "''" i •J: l'nÚ'!;,;, 1 fl i(o r~ ho 
,¡¡ ,\utlllnntit-.t. \"~ol, 2. :-;.,, 2, 1'171. 1 ,•lt 111 1!1 1 . . ' 

,1. ~lttt 1, .\., 1011tl LtY\', ,\. \" .. ,1/••lrf;,¡(i,,,,¡¡,,,,¡,,¡¡,, nn.J 1Jp1imn//,iti11/ 
/,'lwirr nf 11, ,1/,/rirl'r•t, l'r<tl /,1 .11111/,"""'i•nl l'•"l'""i';,fo;: 'I'",J,f,",;, 
J•>ttrtlol ni tlptiuoi,.riutt 'J'h•••t)' ,,,¡ olpplicaoinn•, \"ul. r..INo. 5.·1970."\ 

~- ¡; t t u o·, ll. J., . \lrt/,.,/ •if 1 ;,.,¡;, "' '· flpo;,.,;,_;, ;,,, T <'-hniq~<0.1 l:dil~,¡ h¡ 
(;, l.ritm.um, ,,,_,,,.,,;e 1''"''• ;.;,, ·r,,o_ 1%2. · 1 1' l ,¡. ;JI'• 

-~- lt•>·'•'· ,\, E .. Ju .. am\ \\,, \', (' .. .-lrf'.'i,./llfli<lllll (.'""''"'• llloi<.tdl 
l'•ohli·hi·•~ r·"'"l'·•m. w.,¡,¡,_,,,, 01"'""''"""'· 11J(o'/. lril ¡. 1'1 ,JI' ;1 

r,, 1''"' "·.l.\".,,,.,¡,\¡,¡:.,,.,,,~- 1:. 1' .. ,\",,,ft,¡.,, 1''"\'"""~"·,i,.:: Srq•;,,·,¡ 
"'""'"'''''""' ,1/,"nimioo~ti"" 1~.h~itnr·t, ¡.,¡., \\'ilo·¡· ,,,J Sirni,'Ncw York! 
1%~. '. ••Jii']tl_~ljl~;jli,,••· 

7 • )1 t , TI " 1 .•, ~ 1 • Lt , , ,\1 11/J i~lo<-r ""'/ 1 ;, ,,¡¡, ni ,\ /' tl<t,J <. ] t "" n J 1 u( {1 plin<it->ti<m , 1 
·n"'")' ~nJI.\p¡•IO,-.,¡.,n,: ·1" .. 1.·1, :--..'•·- S, !%9. . 11: ·1 '.·:·•-1_~,¡-j , 

~- ~l1tt.~. ,\., ~~""'''· 1'. E .. ,,.,¡¡·,,,,,, E. 1\., s,,,,;,,¡¡,:,¡.ril/lfotr,'" 1• 

o 

1 1 
' 

' . ' • . • " .,, •• , ' 1 
ll«l<•rr" .\hl),.,/ ,,¡ MulltJ'Itm f"' ,lf,lhno~.tllr"ll't••~·~rrr"t"r;:l " ''''• 1 1 1-­

, 1\i•·• 1'"1"'''"'· ,\,·ru·A•t""'""'''"' llt·¡wrt ;-;,,_ ~S. 1~71.: 11111 ,! fii1;]JI1!1' , il_¡¡ ' • 

., . 
JOT-Io \'!)1,. 10, NU. 1, 1912 

o 
)) 

[',·¡¡n/ty CoJH/t!!ll ¡¡,_,¡ ¡,. 11.- !'.nnlty Fu11rtio!l .1/o•t/ond f•>r .1/nt/m¡m/i"'' 
l'm~tDmmt'<~r: /'r/JbltNII, Rioe Univrroity, Acm-Aotrnnoutic• Rcpnrt :\o. ?fl. 

197~. :' 
~ftF.t.f, A., MosfLn, P. E., •nd C"t<:C, E. E., A .l[,.{,_fitnl~• of ti~ .lf<t/to¡{ 
oj • M~ltiplim for Mathrmátiral l'tOfitamnoi"'l ProMrmt, Trdoni<¡u"" n[ 

Optioniz.<tion, CJitoJ by A. \', Uol~l<riohnan, Ar:odcmio l'r,.,_., I..:Cw Ynrk, 

1972. 1 • 1 
'fniPATIII, S. S., ond N~"l'Nil"'· K. S., Co"'troirorol IJp;imi~~~~-,, ¡;,¡.,_~ 

• 1 M~/tiplitT AhliloJr, ]vurn•l u! Optimiz.,ion 'fhcury a11cl Applic3 tj1,,., "· 
v .. J. 9, Nu. l, 1971. '·-
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cÜ~tPARJSON OP SEVERAL GRADIENT 
ALGOR!THMS FOR il1t\TIIEMATICAL 

PROGRAMMiNG PRODLEMS 
,, 
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A~¡troct 
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COMPMISO:l OF ~EVERAl G~AOIEIIT ALGORITHMS 

,- fO~ IIAThEr.ATlC~l P~OGRAI\IIIIIG PRO~lEM5 

•' 
ANGHO MIEU, J.l. II(TH uO A,v:uvr 

· 7/oi• ...,,.~ -io ,¡.,,¡¡,.,,.,¡ ¡,.1 ¡¡., "'-'"-'or 
o.Otcr ro l>·ofe"-"' C~r/0 fo.•o-o<>d ~(<~ J,•,p 

friendaMp ""'/ P""f"""" "'"''"'''"" ¡l-r loio· 
"""U oold"""'''"" In ""'"'',-"" •>yi>w•ri•'V 

""d Q¡pli•J ""'~""""'e• '"'""'"""' <~• U"""· 

' ' . ' In thh ~- tho I'U><r!CJI, ..,lullon of tm bo.ule prtbl"' of =Ut-
""'tlcol prt>¡r"'mJ.ri,¡ Jo <Y..OSI~,;l. nol> lo tho ptOOI<A of r>ln!Joldto; 
• !tl!'ctlt>n flx) ""'*""too e~rot~o'-"< •rlxl • Q, l<cre, f ls o 
<ahr, • .,; J\-"""1.<1<, anl '1' a q·voctor, wl<h q<n , 

Sb v.>ri.Ol<lno DI U.<! ""ll=tlal ~r.>dl..,t·r<S..,..Ofion ol...,.-lttto anJ 
tho o-nblnnl 9<o01CT-l''""loutlc.> al?'>tltffi aro ror"J<J.._,ml, w•l u,,,,. 
tol•UV<> ~fllclency (ln '"'"" of nco·kr of lt<'"'"""' lor «>n"<"J=IIo 
~h10to<J, 1ho VMI.otiono h.>ino¡ <UnS!dON!d U& ... fol)"""'' 

(ll) EO'li·IJI, ""'JUO>'Ual qrodl~t-rontnr.>UOn &\<pr\ti'<O,I""""!'lete """­
U>raUOn, 

(111) ¡;:¡M-ofO, ""JJ>ontt•l qudlmt-reot<>rotion ol<prilhm, optlo"'l ros-
truOUon, 

llvl """'-~~. <=t>lr<'<l qr«ll<~t-,.,.b>.-.tU.. al'}O<lt.lH, ro ,,,.,..~tl.on, 
¡,¡ o:;,.,.,, C<JTt.I...ru qra-liMt-re_.U>rotlon al'.JO<IU,., ollcrmto >eo-
,, tOl_otlor,, 

(vil CG!II-00, o.-ltoDJ q<odlont-rc•t~rot!cn nl<prltln, tf'll<n>l rco•«>-
rntJon.' ' ., , 
. ' ~VnliJ.O\Uon o! thoso nl•,>rltrmo U •"""'f'llol,od U=<.,-h ol•Jht ......,,... 

lo>l ...._<rpln. Tho tlr•t...., """"l'loo po<'-'ln lO <¡o.>;l<lratlc l....:t!cno 
olJ>joct. 1<> Unur '"'"'ltnilltoo, T110 n•'>llniro¡ """"91"" port.llln tn ,.,.. 

quool.roUc IW't!ticm ouLject U> r<:nlln<»r ror,.~Oillt5, ' '1M resulto iJ1· 
dlcote ui.t 1&1 tho lnoluolon o! • rHU>rat.lon pi>A$e 11 """'"""Y !or • 



• 

.....• ····- -··------~~---···· '. .. • 1-

. . 
tO?ld «><"'''"l"""" &ni! (bl tl'l<! algortt.- WH!', 4ltorno>b! r .. t<mlticn 1?'­
cpUorul "'"toration ont t1>o -• ef!l~l- ~ t)r,so, oono~ t.ere. 

' ' - -1: • 
In ¡>!'""-' low ~"'=• ¡,.,r •• 1.2,JI , t>o ~»•k Oi<¡o<"l tnns for, tl'le II'J.l\1- . 

m .. t1an of =-.s«~:rm fut'JOtlad ...,..., <l<M!:~, u., ,;.,.,.-,¡_a¡ qt..:tt­
ent-<<"<=otl.m ~l<;orltl"n (SQV.I ond tho =illroo:l grlrll..,t• r~t<>r~t!<"' 
al<¡OrW;~ I('L.O\) • o1'>o fo"'"'' lo an tteroUvo at<¡Orlthn ~hleh a;>n<~lst.s 

o~ tilo altorn.>'-" •••:<ooso!.O..; of 9""''"" ~ 0>-.1 "''""''•Uoii ~-' 
tl>o·l•t= i.o or. UcnUve aioprlt."""' -.!-.1dt tho 9r&iie:lt phase <url'tho> 
<O-"">r•ti= fl»oc: Mn ...-«t>iJ>e.J 1J1 n ·~lO.!""~- • , , 

--· ' • 1 ' fn t.',o •¡rodie:.t pl""'e of sa'\11, ono qonorateo o dUplO<:<=Ot Jx 

\<>M:rlu¡ thc ,.,¡~o of \.l>o ~=tlon, _.,!lo '""~\r>J """"""IV<I <:Cnatralnt 
,-<ouúoni in U>o ''""orulon ¡i>ase o! SGPA, ono q=erateO a d~t 
jx rc.<;tbdr<J ti>' C-"Jr'.>troint \.0 & pr<dot<'nnll>Od =""'!• ;.,Ü• <WDI~\r>J 
=:c"'l·;~ ~h"IITJ" In t11o vol..., of !he furcU.:,. en oh. othe< krd,l.rt tho 
~r.O!ont·rootcratioo ¡>r.a.., of CGIII, or<> '1""'<•tn a disp~t ;,¡,<-' 
l"""UII>J t.-..,,.,;.., e[ U.: ,.,.,..,t<d !...-.:tia<>, -tille si...,.,J ........... ly r<du::--

11>¡ tM OO".su-.;:_,c v:~l.>t.iOl>. , .. ,, , 
¡o t.~b !''>'·'• •l• v><i•tiens o! the """"""tlol qradlont·r""tout.\ol\ 

i>J.')<'<Lt.'«~ <>nd U•e =::bl.nc<! qradlont---<.,.to<a'-><n Ol<JOf"ltln..;;. enuo-. 
om U>cl< relacl"" H!l<:lerq lln =mo o! rurbo>r o! JtcoUÓ>Iil fr:ir o::n­
""'-""';OI':el " '"""lwtcrl through olyht <>=><J.c•l ex.>Jil'l.o.>. ni. Vo:rl.-ti= 
!><>"') =""'!<!e=l ·''e Wl<~tod l;<>kw: 

'" 
(1\L S:;oJ\- Ill, "'''"on<lol 

t=•tlcn, 
(ll1) sc:r."l-<:0<, •<>;uotttlol 

(¡v] 
(•¡) 

lvll 

. ' ' ""'l'l•"! , .. _ 

' g<.><:!lont ·rostm:.-Jc:n alqorltl-rn, \taTIIlet~ ,.,. . . . . . 1 
gr.>dlcnt-r'"'to<atloo •I']Q!"itm, Cl'tlonol ruto-

·" . 
'"' no;tor•~· 
o.lt.ernate reaw-

·.,1. .. .... 
' .. 
' 

' . 
"., " ¡ .... 
Stoteunt of .the_Problo~ 

• .¡.!;.;,!·-- • ¡, , __ ' ' ' 
Wo ,ronald<lr tho protolen of Oll.nlm.!z\n;l the luncU<n 

' •'" . '"· .... " ' . 
'" ,.,,_~,~ .. .' .. • • ' • fJx) 

' '" ot': 
~tnint ouhjoc:t ~ ~ 

• 

. : - • "' ' ... ' . ' 9'1•1 •O ' 
1 "' . . ...her<~ ~· • scalar, x ""n-vector, aT>l 9' a q-voctor, "ltl> q < n. 

~~. o.J\ v..;to,.. Mn-ool....., -=thro. lt 1a ~·- <1-oat th< Hrot a<rl 
""""""'p;_rt¡,;¡ Wivatl....,¡ cf tho farv::ti<lr>& f(x) oM 9'1•1 ""bt oM 
""" <pnt~o bnd that U>e constrainod mJnlnuo O>Clots. 

~ 'd:. ;i¡;;t\r·,¡.~ c0odlt;¿,i'. r=. ~~ cf ...,u.... onllll.ln-

l.n>, 1~ ¡._,¡ -~ lliot tl\o> ob:Jioe pnt,lao lo -lva!Ont t<> _U'>&t of """!Al>· 
il\g tl\e •._.....,;«! fuco::<l<n 

'" ' ' ,_ ' ,, .• F(x, .i) • f (x) + 

~"';':f" t1!<o =»tr"'-"t, (2], IOe<e, tl\o Q.._tllr A lo tl\e J.o.qron¡e 
0>.\lUpllor ord tho •uporscript -r """"tu t1>e '-<"'f"'f<'S<> o! a mtrlx.U 

- r,lx;.l]• f,l•l + 'x{x)l 

-1 .- •. " ' 
denota ti>! qradl.,t cf tho a~t<>l !un::tion, 
x a.r>:1 l ni.t ..,Ul<fy tho relaUOns 

(51" 
,. : ' 'plxl • O , 
,., ; -· ,_. . 

-..hlch"'e'aoy&...,.of'n+q oquotlcnolnth> n+q.~tso! x 
ord.I.,:I,,;II¡¡:qs,(4i-(5), tho;rolll.,t.o fx an:J r, ~<a """""'tol"ll 
oro the ¡mtdx ~. ¡,¡ n , q. 
- .-~ - . . . 

•' . 2.< •. Approx!mato 5o1"tlon•. Slrce tl\o> oyst<n IS) io 9,..,.o.l. 
l~ ,...,..¡¡~,'- •wrox llrüU> rmth:xlo •uÚ ho· rnpl,.-..J. m tMo """"'-CU<><>, 
"" In~!"'"" th! """L>r podo"""""" in<lexet 

'" 
,. 

Plxl • 9' !xl ~(x) , _ '!·. . ,. 
'' "' "... . ' . 

wl\lch ~ tho error• 1n t1>o a:n:otr"'-"t M<! t1>o eptirru> ......U.t'-<>o\,ro­
~0:\.Y.:; ·'ll>on,"" -=o tho< P • O ord O • o le< U>o o¡>tlnv> 
oclu~;wi!Ua P>O I.Nl/O< C>O tot: arr¡ ap¡><o><""'-ticm w the ool'l· 
t.\on, wt,.,; ;,_~t.o motrodo are us<kl, they ,....,. ulo:in<otely l80d to . . . 



. . . ----· .. . 
A,,'[[l~ ,<,[ •• IIFOU ~.I',UTT 

'" Ptx)( •: Q(x,ll<< 1 

"' 
d.~.,tro Lloc ""'1-"lvo <rtT'f In the <•><10lU!r.t N"d tl>o <>r"'"" ror.l!tl"", 
¡¡, 111-1ar, ,, ,, • •, "'" ,.,¡¡, l"~""l""Lru fllri.oom. ""'~ tl>.lt, 
11 ~""<~-en 'r • ,, • t 1 , o.ltlo/:>Ot!"" o! tn .. ¡.($1 i!"l'llco <>tlifac• 
i\toool lro.•r>-171. 

l •. Or«rlptlon"or'tM ~lqorllh:O! 

St PA -t R S: 1''· "' t'-tl ,,,., !t' <•t:·r·,,.,,,.,,,. "" ,!l~cri: '", e¿,..,_ 
rkr.· "-,r.•mlio•"· 11tl•· olomlll" oomolou ~~ 'J".' •n~,O,,.t. 'u.;e<-oiloo 
o/ qt.<H<"' ¡;,...,.,.m n-otcrMJoo ¡t>•..-1-

,-,,. qr.'kiJ"'t rh•~ 1• "''"'<! 1"""-''dli"J 

1101 Pl•l ~ '1 

' lt ¡,...,]....,, ~ oi,.Jle ltoornt!M, In >lo!elt l.llo "'-"F'"'"l l~tl<TO lo,,... 
d.o=N o.lbj«<t ro •n ''W"-< lll'>lt lo= U"'""''''"lnl <tl'Dt, U..t lo, 

(11) fl>,l.l<l"l•.il 

11"' o¡~ID\ X """""' U.. ,.,..¡n.tl ¡<>IM, 
tt>o ih'¡<an;> .... ntruer. 

(11) Plxl ~ r 1 

i u-... v .. t«l rotnt . .ru !. .. 

tt invt>l"" """''~¡ l<uoU"'t, In m<l'l ~! "'•1<.11 u ... ..,..,tul~t umr lo 
... .~uc<>J, th.!t Jo, 

111) 

,, ... ,. . . 
'· 

A.!</f/.1: J,(,,T/P.TZf A V.f.r>1 

Ro~ork. 'Ita> ol9ortttn 1< ot.art<d ~lth ~ ~raólcnl >h'"" 11 ''"'l· 
1101 !Oootlof\00 or'n wl\<lrotlm ''""" H lnt"].{IO) h v!ol.11<<1. 
fl<>mllly, "o ~ri.tl•nt ¡fl."a '" foil<,.,..¡ [T¡ A rr,.tDrotlo'n ''"""· <reo· 
>IC<"-'llY, U..~,_.;¡.,.,, ¡t.l ... lo foil,..,..¡ 'u¡ &r<>l.hor qr..:tlrnt f<-'"'•'l»t 
jo, tho rnUJratlon ¡i>o10 lo DI'P"><<>l= thlo U )><<el .. ly U..=,.¡.,..._ 
......,, Jr<'<J,IIOl lo ..,,¡,oro . . . 

lt;RA·IR: ><•l"'"tial ~,-oJI,.,t-r.,to,,tio" nl.,critJ,.,i-1<..-, 
rloto ,. ... loNti..,. Thls ol<r>rltl .. .,..,;,.lots o! U.. allomo10 =•len 
of ~r,.;J<nt ¡ho«>S ord r<~t.o<otlcn ¡t"'"""· 

· n., qr •• U<::>t fhoo<> 10 """"'' r<<pr<ll""' o! -'"'tl"'< l""l· Pl>l'" ..,,_ 
!lflod. 1t lnvolv•·• n olmlc ilorntloo, In >A•Ioh tho "'""'"'"' f"""t!~tt 
lo Hrlt>:od oubjoct to on Uf-?'' llnllt on tl>o c<n1t.tolnt ~rror, tl"'t 1•. 

)141 

' 
fl¡, 11 < i•¡x, 1 1, PIXI (P(•I• •, 

• Tho J<•otor.•tlon ~"'"''Jo"''"''"' oi>ly H lrJ<-q.lllJ lo o.lll"flc.J. 
1< """'ivO. o olnqle ltProtkn, In >All<h tro «>nStrolnt ew>< lo ruk>a,J, 
1n ocO;,ro,,,,,,, wlth ......,. llll • 

Th:> in.vttn; ~Hioo> ~<>.1 u .. b)f>i'>.SI"'l ""'.tlt!Co'l f<>T St"':l)\-m ~n· 
t<W>tlo~1·.¡¡th ~.o! liQlJI-rn ¡,.., l!<o..rtl. 

sr.~A-OR·:· .;"'l"'"'ial ~,,.Jic"'-''c"'""'''"" o/~,.,.¡;;_., •r­
""""1 ,.,,¡~"'e lo,, . 'lllh o!<prltl11 aono\>to of tho •1"'"""' ••=•"""'" 
O! ~r..d!CI>t ¡h!U<-s ai.l '""''""'Ion]'~\."""· 

1he ~todl.,.,t ¡no.o~ ll•ot.m:w.J pwr.·t~.,... 

(lS] Zlx,ll~l, 

11 Gl t • 'ri•J/01>·, l¡ 

., . .. .; 
1111 '"'/'¡ 
n .¡,...,¡ voo 8 o11><]l< lh ra<\001, In "hlth tt ... .....,..tro ''"'"' l.oo 1• =<'"" 

~lin""""nt.r.:~withl"'-•1•·1111." . • 
'!t-o> ;.,.<=otlon Ji>Ue 10 ot.art<>l rrnvld!ni 

11~1 ..• t(x,.\1>1 
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~.f".U"'"f .. 
,,,..,9 p """'~' u.:- .,-.-,,rn ~lr<ctlon. "''"'lo gl"'"" by l\?-1). "!1111 
1• a o•-¡•u . ....-tor !N'clly o! votl.-d [UlnUI :i , for >ohlch :m ~"""'nt.od 
h•rcll~ 1J1, ti>< ron"tr.,lnt ''"''" !(rol), .,..¡ tll~ erwr In u-.• Opt!Pun 
t'CI<Iltlon 16-l) W<o UMJ lorm 

!11 1 

1111 PIJ.) - PI•- n p) • /'in) 

un ori.ll •OI•- ;,p,IJ •<:ilnl 

f"l>< U... qr'Xlh•1t f"M>P el o =.r~-aJ<prWn or ti>< aT'tllnOO q<i><!l<!J1t­

r~>torntl<:<> t••'>o ol n =-•loorWro. '"'!'· 1111 ar.l 1101 · '=' l>o "'"ltto>n - ' ' In U1o 9"""'~1 Iom 

ll4 J flnl < t 10) }(ni ( i'IOI • '• 

n...,¡, .... u.r~~etlm""" ¡,... ..-.rt<l t:y ""'''"''l!YJ a blot<:tlon pru. .... , 

"''"'""1 lrr«< o ... uobly cl,..l<.ll ro!~rmoe O<<poho 

¡¡;¡ " • "o . 

:Ur lll' detr,..Jn•tlrn o! i/.o ro\cro.nco ''""Izo, ,.,.. S.,.,tlon ~. 
IH th~ '"'"-'U\1011 rM«> o! a fi.OI\11-.<I?><lttc oro ct:M-nl'l"rlU..., 

lf"<'l.(l)) """'1'" ...,¡um M 

1161 

l!o .. uof.<ctiOOI ton loo "''""''oJ \,y ""'!O)'lr") 

'""U... <dor .. ,.,., •l<'f"'"" 
1171 ""' 

' ' 

a b"octloo pt<><::o••·•"'-nli-r¡ 
' ' 

n.to vnh,.. wlucn tho <"<'<'"Ua!Jit en"r 
!...,ti<« rl•l tOilr<>« In • 

r(•J ro rore, JI u-.. rnMtra!Jit 

' ' 

"11,. 1~ t.-ctv.!que r;..~tll ..... In So<::Um ~ l<>r tho ~''"-U'""t Ol<f'O!U 

<rt•lov•. HO...:tl<:« rrr<..~··· •·~ltt[no¡ !•"' !M !O[OH""" otr¡>~!r~ 11~1 ' 
...-.~!! n.,.Jdnctloo o! '""1"·1141 """"'"· A rn•·•vlur• w;rlul to do,to.r­
l'"ir" U1lo r<"lor<'I"<O» otn.,lu lo wclt,..,.l '""'" nal io ¡,.,..,! ~ & qu.;.!r.,uc . . ' . 

- ··-·: -----

A.llll."l.C .t.r..TIITU A.V.l.CI"l' ... 
' 

r<"f'TMml.ation of tl>< ""'1''''"'.-d r....,tlon osoocJM<'O;I wltto U., me-¡"'""'" 
rtor Í!lnlily o! solutlono 1201. 
' ¡_,~ tlle functlon i'!nl bo repn••entod in tM qumlrotlc fmTn 

(181 ' ;" 

;oro l<t u-.. """fflcl<n,. o! U.. quodr~tlc bo d.tentlli><>l.., as ro ..,\eh 
U.. val""" of ti>< <>rdino.to .m u., oJO!"' &t o • o ord t1>o valuo o! U.. 
ordlNte ot n • 1. ,,11\1 yiol~• tno rnJ,,tJono 

~lO) • ~. 

Ull Ul ~,>o ot liH ~,(.O. 

InCoO<!· U),"U.. ~otlo r.....,urn 1111 hoo o!nlniJoun for U.. foll< .. ln"J. 
vnll~<' oi"U10 ~rodlent oU"p!llzct 

' 
(ll) 

"' Cu" (JI] , U... ~o tic fu.nctlcn ¡1BI <l«:reaRll ..,..,tallc.o.Jly .,.lth n. 
Thlo 0"1'JCOt.o .U.. ,.... o! U.. f<>ll<><ll>¡ rol ... ....., V<lluoo for the qudl""t . .,.~o •. 

1!~ 2 >0, 

lJJI 

••• 1 

,. 

1. l•por(montol tondlt!on< 

'll< •-r ID .,...¡,..to tlvJ prc""J"""' ol!PI"Itlno, e1o¡ht .....,.,.leal~ ... ..,.. 
pi"' ...,,... """'lder<d. Tho nrot ..., """'VIeo I"'I"tAin to qu.-.Iratlc !tuoe­
Uona oubj«:t ro l!n<>Or ccnouo!n[5. Tho r<1Miniro¡ """"~''"' pe.z:t.11!J> to 
'""¡u.•lrallc fur<.·tlortO·O•li>J.-.ot '" rr.<>JI"'"'r «n•t<o!nto. EIKoh ot«lnttlo 
"'" ..,¡VP() wlth tl>O t)orro vor•lon.< o! 5ClM orrl t1>o lhr"" vorolcns of 0""' 

1 

1 ., 
. ·' ' 



A.KlEU:: J.L.f!i:::zr A.V./.1.:1"1 

"'tlln<.<l in S<>:tloo l. /lll o!~~ •L\I')riú:<r.s ""'~ l""'l'~ ~ fOI>l"WIN 
lV. &."\:1 th<! ,.,__....,,leal results ""''& obt.olro>l ""11>) • !l1rrt>.>jll9 B • SSOJ 
"""'"'""orA ~l<"""PrCC\Si<m .orlt.l"r.l>tl.e. 

ltorUn¡ Point. ror all of tlle ~""· tlle t<ninal p:>lnt eh:>-· 

om "' sr=t "" ~l<¡<rHln'""" det"Ú»J by 

., . ., " •••. •" • 1, 
" 

~••"" ;ec"niq"•· "l"ho i:l<<e;rnún.l.tloo ot tlle 9radl<nt stcplite 
a<.il tl"o> '""""''·''""" sto!"l«>....,. ¡.orle...,.;! In acco<d4ni. -,¡t.~ So<:~ 
S ar.d 6. F~c ,¡..., ~rolle•>e pi;'"*• tho "'"~"'''" " ""'" oui>jecC to tho 

lr.:<¡.:.>\lt~· 

llól Pinl < P101 

tonvor~once. ~- of an ~lo¡oritln,;.;. dcfJ.nOO Últi:PJ<h 

the l"""'""'lilloo 

(Jll 

1. or.< on .,, roo n co • · 
~.,r:,,>E<} by ~cano o~ the 

oa-11 ,,, 
« 

Có-21 '" 
"' 
Ull·ll (~) 

Can"'"'""'ly, ~one~ o! 
Jr.eJU.>l \t.\es 

N >lOO 

'• >ro, 

M > o.• " :o"' : 

' "" >.lg<orltl"" ""' 

"""""• N lo ~,,. it01:ot1oo n~. N• 1.• tl~o> "'""'"""o! ~I>«<ti<lo• el 
<.'>e •'-"?"ho " ro.:¡ui=.l t.<1 '""·'l" ~· 0~1 or (l61, <l<"<;l >t lo t. 'le 
l"rlo\Ub of """! ot th<! qu.-.r>t!U.,. <>Tloyo<l In Uv> ~rl<llOI. 
'""u>!<.ct<o~ o~ lr.c<¡.IJ8•\I ln<>lo:.>."" diV<".I"<jor<:e 0t: O>lt.tano >1"'"'"""• o! 
""""."e<'<Jor.c~; •-'<>•f~:Uon o! In"'l. (18-¡¡ l.t>d<.ooteo ext.r""-' =llnes• of 
tr..o d:.o¡>l6CU'Wit dx; ar4 ... tuofoctioo ol UU¡.(lll·l) irdi"'ta u:..,. ... 
ti<>: o-""'!lo-·. t:o.oh o! <1>=1 oi<O.Ot.lcw! 1• urn.o•l.roblo. 

.1:11 .. 
•• . . ·: ' ·, . 

' " I•>,W', !'<"tlon, d~ht """"rlcal """"'f'l~> =e Jo;;cril.>oJ. :n.., Or<;t 
t>o ~~"~. PerUiln to qu•dr><l~ !tn<Otlono O'Jb¡oct to ¡¡,;.,.,r con.•~ra!n<"• 
T"ll<! "'"" . .lflf\1 <;><'"'Yleo porta.t.¡, te ~at!c func:Ü<>ru1 sUl.}<'-Ot to ...,.,.. 
lln<>.u <allltr~ints. • • . . . ·. 

¡;!,;~¡; B.l. 

.. 
140) x1 +Jx,•o;>c1 +x,-zx,•o,x,-•,. o 

., 
1411 x! • :0· 1n~,. ~' • o.z~ss. • 1 • o. G2". x,. -o, n G<!, x,. o. 2!.~ ., 

' . 1' Exo•~ o 

IUI 

&d>jeci: 

(UI 

• "'- ll'•( ... -IJ'. ( •• ~ 1i. 

.... , 
"" tlle a>N!t.talnts 

.. : . "" . . 
Tlll.o furctlol> odrlltl the ulaU"" llllnl."oUOI f • S.l2GG at tl"!< ¡olnt cle­
f~ !>Í' 

(4>1 

(U) 

x,•-D.4S27,>, • O.J1~1, 10~1 .·. . 
·' ·,. 

l,. J.2719.l¡• 2.!<;154 .... ,. -7.7418 

'· . ' . 

r' '· 

.--



f • ( ., 11'. 1 ,.,_-.,)'. e..,- .,r , 

1461 

'1"1>\.tl funcUon -.J.u tl>o ralotlw oún!ll>.l> f • O.ll~6 • 10"
1 

n tl>o 

¡.<>!nt de!itl<d !>¡ 

...... 

•• ,., l 1 • - o. 1012 ~ Jo-' . 

"nliO forv:tl<>n a.T.ltU tl>l! ro)&1.1Vü 1>11\IJ""' f • O.l!IS ot the f<>ll" d.­

llne<l l>t 

•• 
111) 

(51) 

o.u~>J..:c to tJ>o _.,t.r.>lnU 

lx1-x1t•l,,-x,l', 

' 

1~'1 ., •• ¡. •! -1- l {j. o, .,-.¡~ ... l-l-11·0 .• , ··-l. o. 

" 

.. 
--· 

A.I<ICU" .".L.1UTU: A.Y.U>7 

"' 
p..>lnt Wlr<>l 1'/ 

' I~JJ ., - 1.1~"·.•• • 1.lóló, ., • 1.n2a .• , • l.•l'Al, ., • 1.~hl 
• .. 

15!) .l1 •-Q.J!62x10"
1 
,l1 •-o.l6llx 10" 1,01 •-<l.lll"lx 1() 1• 

r ... ~,. a.6. 

l •0.011•, .,,,, 1•,- •(l' 

·~· 
>¡•xj•I•O 

"""'· '"'" "'""''"'""'""'"'<oUt ••• ,.., ... , .... '""" ~· "'''"'"''""''' "" ~.".,...· 
ti«> 159¡ •ui>J""' lD U.u "f'"Uty ron•t<.llht (011. 11"' ftunh.-. I'•'JI 
~>.lnlU tilo <Olotlv~ 1'1n""-'O f • 0.04 .ot t.t.o j<lll>t ~ollro.J I'J' 

(ól) •,•-1,,,.¡ 

.,., ' 

E•nph 8.1 . 

. ' 
1611 

f • -·· 

' ...,joct 1.<> U. ln«Ju.ollty CU"tS">tnu .. 
MI • ' ~ .¡ •• ' .¡ 
' ~~ tho .....UII¿ry vo<I.~JIH ., "" •• .... fl,.•l t.,. . " 
(ÓÓ) ,., - •1- •l • o, .¡ . . , . ·~ -o . 

1hcn, 

• 

\ 
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A,/UCIJ: J.t.rrrru: A.r.rrl7 

ToLlo O, C\l"l\otivo nl~locr of ll<~OtiOI\S for ro<NO"JCr<:~ l N0 , 
. ' 

1\l9'>TIIJR l!l, 

SGM-Cn •• 
SGAA·IR m ' . 
SGAA·O~ "' • 
CCM·IIR 

. > 21'; " 
CGAA·~~ '" 
CCAA·O~ m 

"''""'"''! 
Mio lo, A., ..,,,., N.T., on~ No\0•~••· J.C., So1'<f"tia\ c,..,Jiont· 

~ .. f~Nii~n AJ,~ritln f~r !~o Jlinl~io41ion of C.,.,.tmU.nf """"''""'• 
C,Ji""J"II O••l Co..j•~·"• ¡;,..¡.·,;o \"oro/ooro,Jo"'no\ ol Dptioi,.tlon' 

'"'"' onJ '"•llootio"', Voi,O, Ho.•, jj;¡, ' •' 

Hlolo, A,, onO UoiOooon, J,C., l~o\J,....,ui"'l l'm,¡,.,.....,¡,'ll for Con• 

'"'''"'d ltini""l Probl..,., Por< 1, Soq•cn<iol Gl"<ld>'o"'-/lnlc"'''"" 
Al~o>'il,.,, Olto Unl .. nl<y, ,.,, •• ,,..,.,.<loo hpor< No,ll,\96!. 
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fo>r Coouroinod l'ini..,l rr<'~lo.a, Fo;t J, tmbinoJ ~J'Odion<·Rulo"'-
1/on Alg""i''"• Oleo Unl .. .,ity, '"•·•utonou<l<O hp<« •o.U.J!IO. 
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( 

J 11 !ho 4!o•n ~ tci~:.;IÍ<•<", f Í< ,¡ •<"!.1f, T ''l\ "''ro '"' Or.d o' O 

, .. ,.~'""" 10!1 ,.,,.,N• '-~-- rd""'" ,.,.. ''·"' ,._¡.,.,. ~ < n. h ;, 
0'<\J '"'' ¡ :l. ;1 ,~,. ;¡_.- - ,,¡ ., .. ,.,,.~ ¡ '" i.J ol<ri•·." Í•, , •• :·~ !11" 
f~n"i"n•/ anC ,· ,.,.,;, >•·!····• t~ t <>Üt •t>•l ''" ,,,,,,;,,.,. 
uu': it ¡, ~~"' · • .,.,·m<<i th;,t the rnr.m:.i>.,d ,,;,¡tr,""· r>-

~.1, r:"''Í r:;,:.<'-•'··• f'nc·<::;~,-- ]',,,., lk"r;· e! 
"'·' 1 ir' , '"" 1 ,.,;,_ "'"· E ; . 1 • '"'·" • ;, H < ! •' !• .,., ;, •·lo ¡.tf·hi,·:n 
con b "'-~' oo :;.,,t • ~ :;,::·.:r.,:· .. c.¡ 1!:,• ""';-,,;::,!e<~;"'"' 

"' 
,.,;,¡.ct <u !loe <'>r.'h~iM i~j. HooO, ~ i• a ~·-nnm Lo~r~n~• 
tm.o!:ipii< 1 ond 11>. .<01; o"' dpo T ¿<n~!O< th~ '""'!""'• <>~a 
'"~"""· !f 

' ' 
r. (r,.\J ~ /. (r) + ,-,¡r ),\ 

<lon<>l<l tho •:~doent o~ •h• z~pnn•tf'<l f~n<ti~n (In eq 4, 
th~ podi•nt-• ¡,' And F, d~on~t< n-v<ctm• ocd t!,o motri• .,., 
;, n ~- n.f, "'~"r'imu.-r. •~i~h"" ~,J. mu<l ,,.;,ry lh••Ímul-

,~x 1 -O; F,lx,:,¡ ~ O 

!.!'. A;-p:-<"~i"'o \e [• !u:h::~. In ~cr.:r.>l, tl.o •;·r.tom 15) 
U nnn\ino.or; c~n<cquoc.:.l;.-, "t'~~oxim&te rr.<l!.od• rnu•t b. 
<mt~l~¡ <d. Tho·•• ~re d tWQ l;ind:;; firSl-ord<t "'-<lhod• l•ee . ..: 
f<>r Ín<tam~.-I.J:.Ie .-tal. (l S~>)) and •~rond-<lo Ju mothod..o..-" . 

· H<~. ~.- int.rnc!U« th• >e..lar quor.titi ... · 

,-.hieh r:;""-'"'' t!>o "'·"' ir. ~~~ <<>r.•<roint •~d th< o¡-oli­
"'""' rondi;ion. resp«ti•-el)·. W, oL••n·o lho: T' • O and Q 
.. (l r- t~ o;>:im= .~!,_,,;~:::. w~ileP >O ~~~!ot Q >o¡~, 

G ~ny, ~~t'tO<ication e 1.0, th~. oolctioo. Wb.n •ppro<i~nau. 
a,;,U,odo ••~ wo..d, thcy muo< uhimate!.~ l~d 1.0 nlu"" of- -_ 
-...r-~•uch:h•t 

' . 
· P(~¡-:s .¡; Qlx,J.) :S '' 

Al,.rna'-<1;-, (7) """ b. «t~U,._.d by::-

o.•h<to. 

'. (7) .~ 

'"' 

¡,¡¡ OLtai" ,¡.,., .• ,;,.u ¡><.lnt_ 

i~x+.h 

,-.• ¡ f" ¡,,, k , " ,,,.,, IÍ J. -~- Re• ¡,,., of tho ;\¡;1! .\ :.,\1 ~orit~ru 

(13-!l 

o:t-~J 

H.:.-. o "'''¡, ·• co: :.;.-.n \ i •. ¡;i.-cn in conjc11ot'"-' ~.;:h th­
mr><llr.cd q,,_,..:::.,, .• ,;a~linn t-l~mitbn. Let " ••· '"'''" tloo 
nc,-,!r.ol ¡>o;,.>, J_ ~~-C ,._.,¡,d pr.i:\1, ~r lho {!¡-~¡_-_eom.r.: 

).,~;!1~ f:~."'l ,~. """"~"ll"·'~' "' '"" ,.,;,~ -~'"'· p :h 
'COl<~ ¿;,,..,;,,,__ ~ • ,¡,¡ th• <ÍÍt<-<: ¡,.,.. !O<tut. on<l " <it• .:op 
,¡,,._ \\.ith l.hi, t·~Üf"SI.tmd·~;.tl.,- ,.,.,..¡r,..,¡ mot'--o-:1 of th 
"'~\:!p~o:s "'-" !_,.,. •um.,:rizd a: fo!!~-_.~ 

{:) Ch....-.~ • n~,-.:ruo! ,.,_¡~< for r col ..,,;_,r;,·i,.l :be ron­
"":c.t (', =o;""• [(:) "--'•~ .-:o·). 

(ii) C<lon;>uli j,,z), ,.,h ¡ on.:i o~ L.> in 

[14-11 

P,(r).; 2~,(zk(r) (H-2) 

F,(z,~¡) .. ¡, (~) + .-,(z )~;- :... 04-3)...;-

{! • -P, T(z )F,(>·, X1 )/P, T(z )T' ,(z) • " (14 :4¡ • 

tion •. 
!iiill'~C~te thc l..:;::on;c ::z:!:l:iplier 1.0 \!,e ·- ;!~: .•., ~¡,en 

by • 

x,- x, + ~-·h) (lfi) 

· (i\·) C<Jmpule-

--F,I~.J.,¡ -l•l•l + ..-.r.p_,---'"' 
Q(x~X,) .. ..!• T(z~~' lF, lz,Xo)_ 

{v) Obt.am a tenl..o1.11e P"'.alty cnr:aLornt. • 

• k0--JX:,T,:¡zli/P(r) -• 

(16-J)_ 

_ (lC.-2L 

---------'---- --- /;, ,. mini k,,Jq) if J'(z) !'i Ql> .X,) ~ 07-2)· 
d<·Ml ... t).~ "'-''"W..1i•·• < nor in tbo roru.tr.ion •nci tht o~IÍ• • 
"'um <"Ondition. H<r~, •:·••·•• are •m~ll. pr"'.tl.~it-d ;mm­
;..,,., N e te '~" ••ti•f.o.:'~-; ,,¡ in•qca:il.; ~ iropli,.. "" i•f•c· 
u,_ cJ ir.cquaitút> 7. u ono d-.:>0< .. " k '' ~ '>· 

~. n.,-;,,., ~r ,;,~ sq;..._;J¡:ori:hm 

H~••· • ,.,.¡.,. o! SQ'-- is ¡¡0; '·~- Ut z .~ de·"'"~ tho nomi­
"~1 ,-.. :e<•. ""~ :tt .!= • .:. •• C.-::.-.:~ ::o Ci;;.~:.c.,-~ "·" l!;Cit·~ 
from th~ 110~1Ínal >¡)U» lO t.J-.< >"!Ui..,J \~)Or• i .~. \\"hh thÍ$ 
undor.ud:-¡, SQL u.~ ¡,_ ;~:;,..._.,¡,,..¿ u Jy::,~o.. _ 

(i) rot ~inn i 2nJ ~. <~:71f'Ul•/(z), ...-(> ), (,(> ), ..-,{1)_ 

(ji) Co"'P""'' · 

F,!•.~l ~ f,(I) "!" .... trlA 

(ifz.ÁI ~ F;:lz.J.)F,<z.AJ 

O:J-!1 

(1\).J¡ 

( -..~:~:,~--.~~--~. ~;-~:Ú.~ ~-~',:;~~ .,~: • .:::~:~~;;,';t.';-
q,.,_ . ' 

,;, , ;_·.--.;-~:< ¡.,h J. •• _.u¡ ~,,¿ o>Luin 

F.,<x.H~f.--;••1 ~ .• .• ftl.\ llll 

·' 

.-.,-,,·,;.- , __ . 
k:• rr.ax(~O.~¡) if P/z) > Qb.Ao) 07-3) 

wh"• k, i• tb pu.alt) con.,ant ~r tho p•••·iou< it.,a<ion. 
¡,;;,Cn,-,put< lh•.auf'T!•~I~d.-prnal:y func:i~~ •r.d iu· 

~,.,.¿;.,, . 
\\"(z,):/:1-f(z) + X:T,--(>) + k:f'(t) (lS.J) 

1\',(~.J.:.<:I" f,/<)-l- ,;-,{I)Xo-'- k;P,bJ (lS-~1 

(vii) c,_.,Nt~ 1h~ ota~nd drri•·•tl•·r·n-.~"i<~• f~l•). 
,·.,(~)~'-d<>~loin · 

.F,.(z.~,l -f.,(>)+ o;.,(r)~, 0~-1) 

P.,(r) • 2].,,. lz)~(>) .¡. ~.(z 1.--. T¡, 1] 

;~· .. r,_~,-*:1- F ... '>,\:1+ ~,!' .. ••• 

llS-21 

1'"" s~:,. 11~< ¡;,,~_. ~~~t.· .. t ol •-<J~a:i~.,, ,,; utJ.r '" 
.-,!·':e • ·-.·'-·;"··<.··-:;·c.-:-;:,·,:-•' 

¡;,. --=r: :.·~ -:·.;--:,. ;: :: .. _.._;._,"-!. : -:-~:. :: .. 
<li.-ec!i<lr. i .• ctor, =d the ·~~·eh <liro-c<ion p !"-'·':he ttb­
tio . ..,. 

• 

-· 

•• -··-



p ~ ¡i¡:n 111', 0 1•.~, l ,¡,, 1 
p ~ ·' \ 

¡,¡ t\>mr<Jt.• 1h.• <ii·~l,,-,,-... ,, .l<, :~r ,.,,_,J i'"''" l. 
"'"1 tbo '"~ •~lue of :C.• ou¡;"'-<m•d ~<:>al:)- i'onction "it h 

¡ ... ~ .l< 

(xi) lf 

"«eo' the prr•<nt ,,,;.;• ,.¡ 1~"' 'l•p ,¡,., ~ •nd go ~-"~ to 
", p t Lli; ,,¡,.,,-. '~ •. lJ ,,, "tp n:ii). 

lxi:i Ir 

(22-5) 

l.'>cct the >tep ''" ¿; ~->r::: :i:,:.-> n ~<dt~ (TO<· bi>e<· 
ti· e- ;:r ""''é ;,,.,_e " U ,-,1 ,. , 1. •,i; \ .. ncp (,) u"til 
int~<"'!ity 1~2--:, ;, ..,..¡,¡;,o_ 

;:,.,, r~. r ~· ~~~ !:, ,: ito:>:i~~- do~ 1'" ·.-i""' ,., :.,. • r.f ~, 
""<l ! : "" nM }r.~~--:-.. 1 ;,;, t.oi,.; tf.o <-"•' •· ~'-" •>t• 

(231 

5. Operationd Counl 

]n thi• ••ctian, ""' ~i·• ~~~ numbrt of 3:i!l:o,•tie <>;><u­
¡;,,.,, rerlo:mo¿ b¡· e~d• ol~c:::~.m pe: i: or3tio:>. 'fh's op.,­
ot ional eount gn·•• a n•o•ur< clt~e computor úuo ~ood<d 
1'" """tion. Tho '''"'~u1<•r ti,-,o r,e,drd to <-or::?uto tho 
fu~etion• /(>) •~d ~(<) •~d the doú•·~ti'"• /,{~). ~.{x), 
,1.,/r), ..,.,(xl io not oon•ido•ed in Uo• oon>p.a:isoiL In the 
~t.;~'""' of ll<p si•e bisHOtio~•. SQL and ~;~:~,¡ r<"quire the 
...,.,._. numbn of function o,·~!ua\io"" por itpation_ Thore· 

~ f•l:-<!, the ~~"'"" of f'n<tion ••·al~nti~·•• ¡,M\ importut 
1-.r <h• eompor:<~n \t' <ho h>'io rritedo,n i• the eoot."utor 
1 ime dtff<rence b.;~-••n t!>e ,,..,, ~:;"'itbr.,., 

We not• thot th• •umm~tio~ ~"d •ubtrocti~n <>¡><rot inn• 
ro;uiro mue~ lo« oo;¡-.¡¡ut•r tbo tha" !he I:>Uh'~¡¡<otion 
anJ ¿;,·i•iun ~¡l<r.\ions. 1'herofooe. the op<rotional munt is 
done onl;· on th, bosi• oi the nun1 her ol "'ultiplicatir,,, ~,d 
di·. j,ion• roquir<.<l tn enmpl<-t< o no i!erotbn, 

~.\. O~er-atlo~al Ce~~• for th S(.)L-AJ;ocit~m. Let 
~• únot•lho. <•ur~l., ~: m~lto~bt~:i,.r.• ~,.¿ ¿;,;,; .. ,, ••· 
<.¡~i:«l b;- oh~ SQL-•'>n:i!h"' pr: ::ora•i~" i~ ,,,,_, '" ,,¡,-o 
'\;~ l'n•ar ·~·''"" oi < · J"·•ti""' ,,¡ nc¿,., r. .¡ ~ {!"""'"" ~nd 
1:c1:or (i~OC¡¡, Le:~'~ ... ~¡. tb• ~omf.<r u: ""'~inir.~ op· 
e'· • i'""· Tho •• n~"'b'" 8fe ~¡, •n by 

~.~ r.""'~ + 3,.,,~ ;-".:. q 

... ;, c<">S<quen<e, th:r '""' 

~ • in+ ~)'/J.¡ (r. ~ ¡;<'- (r. + q)/:l + 

(~1-1) 

. . " ,, ,, ---.: ' .. ,- "·----.:... ,, . -. ! .... 

•... ,. . : ' • \:,, .--•••~•'' V• ;,_,; < ,.;_:., ;:. ;,;,_ bo ,_ .. '"" , .. 
- ' . :· . .· .. 

h~Uer li'~ 'iJii.-L~;· ~;· d:- ~,:~· ,";,,. ~~~~;,;.',' u
1i ,~,.,:~~~¡~;~ 

: ... 

::'.:-:' ·' 
~' = n'/3 .¡ n'- nl:l 

• 

Tab·l~ 1. Criti<JI \'olue <>[ tho !\u m ~·r M Con•<rr.i"" --
' ••• • •• " ••• ·---- ----, 

' 
,. 

' ;oo " ' ' '" • ~M " • ' '" ' '"' " ; ' " ' ~~-o ~~ 

• ' •• " cuo 2-l 

' ' '" • '"' 2~' 

• • '" • ~00 '" • ' '"- '" ;oo '" '" ' '"' '" lOO~ " 
~'. s_,..,,"! + 9~¡:/2 _,_ ~(~ + q\ .¡ n' +6n .¡ 2~ + ~ 

!20) 

Ao" c~";oqumco, tt.ei: '""' (25) b-oom e< 

,, " r.'/3 -l- ~n'q12 t 2n 2 + 9nq/2 + 2(,n/.1 t ~q + 5 
~~-;' 

5.~. (",·,:-~"¡i?O <' C;e=~ti<:::~l Cnunl!. r~c·~-'=' ,-, 
bo:'."''' ::::;;.. ~e i ;.;: ::.: ,¡, .. ~. thoc tl.o r,,._.,. · r. , 
br ,:e: """'bc•r of ~)'OC:lCÍ~n> to >Oi\c the linear ,,, .• , ,-;, ·"'•Ú 
o >:n>ll:r r.c,-.Lor ,r "i'"'"'ior> to p<-rfnrm th<• ,.,,-.;~'; ~ 
t.._. k,.:, Jt io of intereot to compu~ tho dlffercn<~ .l be"'''" 

"th~ ovuall number of opo:ati~nt.that '-" 

.!. •l~)i«¡L- (~1'"";' 

f rom oq 2/i, 29, ond 30, "" obtoin 

(3;)) 

""" q'/3-l- q0(rr + 1)- 1~' + rrq+ 8n + l:lq/3 -t 5) 
1.11) 

Now, le\~ • O, so tloot eq 31 blooomc• 

q'/3 + q 2(n + 1)- ln• + nq + 8" + 13v/3 .¡ 5) ~ 1} 

1321 

Fct ~ivon n,ld <l. d•rrote th" •olution of eq 32 •nd lct q, 
d•nnl• the ci<M,_l intr~er lfrom bolow) to q;, s~loj• <1 tú lh~ 
limiwtion ,¡,:S ... lr.rpl'ctio~ or eq 31 •md 32 •how• that, ~~· 
~"l'~ivenn 

.l_<0;05q!i~, 

.l>O·,q,+!;S~.;.,. 

(33-1) 

T~o ,-.lues of q, '''"rilen in T•blo l "'a full<lioll .,r the 
"~=-~~•• of l'.rioblr • ". /'..s an c>.•m;>!•. <om;d.: t~• o~'e n 
~ IG, ¡,,. ;,hich q, ~ 4, Ji q :S 4, SQ!.. T"'-¡~ir•• a •!Ln!l<r 
numl..,r uf u~ra: ;.,:.. tlt~u :,; :,; ~.;. Cu tl•~ <Jl!'"' ;,.,..1. ;: ,. 
2. .;. t!:< "f·P""i'e ;,, :o~e. r"''n t~.< =~~:~. it ~~~·-'-' ,:,,t 
?,n¡~¡ mi¡;ht i"'c"c''' '"P<-riQ¡ \o SllL for 1: ''" •;"'''-~" 
ll2r~e ~), even "h" <hc.e l.r¡;e ')•lems "'' r:l<,Jero,.ly• 
or.mtr3ined. 

6. r:~ ,nimental c~,,Jil Ion> 

1~ nr¿or \o illu•lr,,:• t!te c~or~:totl<ti..,; of ¡),,. !iql. ~nd 
I>Dl/>1 r.l¡;nr;thtn>, nin•• numuio.¡\ "'"mplí-< '' ,,.. ,,.,,,-,d 
"''-·: .1n !:'!'.\ -~7",'::;:, en"'""!" •~rl ¿o·1C:• ----,_:._, 
or._:.sueloc. &.;;, .:"v"ti:ms ""' )lr~~r.¡:o:"~•- "' ,'.,;¡,ü;, 

.. - -· ·. '· .< 



. . 

( 

,.. • .¡, ;,,r;,,. .. ,.,. , ¡,. , " ni ~. ~ -,. i - 1 .2.~l ..... Q. wit lo 'h• 
fol:,,,.,¡,~-.-.,!ur>of-t ' 

¡.-,,, 1 ~" M~nt.~l;.Mi,hta, ono !-1-"ts ·•i\lo :\ • O ft•rtion 4J, 
'j hr•cfo>t•, ti);) ,~,,. .,.,.,. modo lor '""'h pt<o!-.:.m \\ilh !h< 
~~~;. -•'""'i!lo:,, "ocllO '~'" ·.>·oc• rr..·~o fot <"Olo !""hl•m 
.. ;,;, ¡;., :.;;,¡:,: r.:t,.,;,:.;o¡, 

~ :: 1 ·:·1~: e,.,.;;,;,-~-. ,,,_,"""-"'~·"'~,,;,.,;N; ¡,,.­
L~•th o''~'''-""'' ~"' <"'~"~ 1 o"'-

(.:;:,) 

eo~."' ,,_.¡,, tho ~o..,o,,' '~~c.ce r. ¡¡.,¡, ""'" choson ,;, fo!­
lo~r. 

(o) N<:: IW 

(~) .'.\"' 20 

(t} M<:: lO~' 

(:iS-1) 

(óS-2) 

(:lfi .• 1) • 

fle:o, .\' ;, t!•o itor .• :ic.~ nut~~"• .'-'; i·. th< ~u,bor of ~:'Oc• 
tio~o tf. tho >topó" ~ roq<>i"d to ••~;<!:· hw~u>rtty {22-~ ), 
a~d .'~ is tl-.t rnoduiu• r.f a~ y ofthc G~~c.:.i:J•• om~~~d in 
tb ol:omh=~ Con~Ot'on (,, l im;:h·s slow ~m ";<~<•: C'<'ln·. 
<1 it :,.n (b) dr:>otH utro::oo ,,.,,.Jbc;, cf tho Ci!piO<cmrn:s 
a:.d, to~...-c:;utntl)', ,¡.,,... ctm•·orgenoe; o.::>d, finally, cordi· 
tío.~ lcl dono>es·an <>•erfl<>,. in the-numhu nn~o W the 
cc.,rut•r:-. 

l'cucn,_.g~ nf S"cccss. &.eh Prob!•m '''"' ""h·td .. , . .,. -
al tÍJMS "~"'¡"' "'"h tho nooo.i.=l ·-~lu~ fÍ'c" by<"! 34.; 
l.tl N, donoto th• to<sl x:=b,r of mos rnado'!or o¡;,,..,. 
¡or,hltm, u<ir.: a chon r:>e,ho~; le! X. dtnole tht _n:=lor 
of runo for "hi<h tho alr,<>:rithrn •uo.••ded in e<>n•·e;~i•c to 

., 
7, l'ut~< ,;~nl F.~u t~l' lt·> 

·ln thi: •""'¡"" tJÍt•O nu'<o<ric•l nnm¡.!e• ·"' ¿.,,.,¡bcri. 
r;,omplo, 7.! ¡~,,,.,,,¡, 'i.í '" , ........ irl¡·¡<d "" :\:liolc· el_,¡_ 
\iiJ7;), "],;le C>O<:J~l,, 7.~ ~"' ('"Mit.tiNi ],·'"f'.,.,!> An~ 
JMlob (1 ,~-;3). l'ut •h~plidt_v, .coh no t.:: '~n i< tl<cñ. 

r:.~:nplo ·-l. c .. n<ide< tiw i>'"~l~m ~~ tniniaáti"~ \~e 
futtrrin~ 

j- ÍYI - r,)o + (., -!-.'>- 2F ~ (r 4 -· l)' + (~,- !)0 

{H) 
• • 

oubject 1.<l !h~ romlr"inta 

r,+3r,-C;r,+r 4-2:••0:r,-r,-O H?l 

'fh~ function (41 1 Admil< tho rd,.tiH r.>ÍtlÍn>U!T• f • OAeJ~ 
E+ Ul ol :he p~ic.t dofi~<d by 

E~ornple <.:!. Con<idoo dt< 
funciJM 

f• (;q - I)'_+ (r,- rr1' + (z, -:~,)~ 

(i) /,i lh• p<>lnt der..n•d by-

r 1 ~ OJJO-l E+ 01; r, • 0.119CE + 01; 

>o•Ol53SE+Ol ~ ub:.-r c:!dc:~m. T~'"· ,~. po:o•~·,;• of •uoc.•• r" 
(.racnby · . 

p•NJN, (37) 

~,--{].J072E-OJ-

tl.e fuc.ctinn (4!;) has th rolative e~inimurn '-"' 0.3~5G E-
01: --

( 

lt i> Mted th~ O-" p -" l and th~t tho hi¡hor the ,oJue of-· 
p, lho mor• mb•,•t th• &l;o<ithm is, ~inco it m<an& thot it .;, 
h"' o lar~., tanl"' of ~u« .. &ful ,.,n;-.,~enc~.·· 

(ii) A\ the point -d.,fmo¿ by · -
• Anuoi'Coruputor Time·per·nun. L<t·T; den~!• the::­
cru UrM.in ....,.~do employed in tbe ith ru.n-lC ..,¡,., •. , 
&h·•n probl<m <~ilh a¡;...,, al~~,_¡u,,, Foro ¡iv<n prcbleli:> . 
t<nd a ~¡,,, al;otitl""· tho ., . ., •• , CPU time por •ucc-núul:.,. , . 

r 1 • 0.98Gl'E = OlO.ro"" -0.8954; •• • .,-O.l6S5 E+ Cl 
. . . (~~~-

150} -

run U ri,·en by .. . , . ~ .. .11,, functicn {45) ¡,., the rdotive minimu"' /_ • 0.21!:9 E--+ - ---_,, 
T., • {!/:\'o)~ 7; .. , (~) 

l:ffc:!ho Co .. ~:o!~r Ti"'• n~ P.""· 1br ,..;, •~oro<­
,.,;,. e~ tl:: ai~o.-il~:::, <=~oirloro: :~. :!:'-: ,.;;.ort, ~~"1dy. 
roLmt~<u (~!:lo p) o~¿ op•od U<'w T,.) ~•n ho ...-.,¡.;n•d 
in o oir>tl< p:r"maor ¡,,. co~•ideri~~ th• •flcitil-o <:!'U 
time ~., "m, <~-hiel!, ior 8 rivon pro~l<m onda ti•·•~ a!~o­
' :<htn, ;,; ~;, ,., by 

139) 

Thu., ID "l~ori<hm v.hich Í• f .. ! ttr.d hu • hi~h ~tctn1 o;• 
n: .,,cono hn 1 ,r..;~lor .r:octi'e <e"'p~tor tiw• ,¡,.,, on ,.¡. 
(o;ilbll ~<hioh U. >low and has~ or::u•.ll p.r«n'-"r< uf •u<· "" , .. 

ni~'""' P>'•r.-,•:•t •hich l. r::~d:iu~ ind•P"•·d,nt. •• in • . ' ·- : .... ,. ',.· ... __ , •• · .. -:. =~ ,,~ 

"'' 
T~.r<~nrr, E ( l ¡,~','••• tho< >oQ:.. ¡, "'~" ~~o-ittll \han 
:.¡:.: ~!. "bii> t !,. ~:·;>< .. ito !< :r~• r~, E > l. 

01.-' 
Eurn~l<-7.l. Con:;o.,-u.., prul.olon• 

fun<tion 

f• (r 1 - l)' + lr, -r,)'-+ br -1)0 + 

of minimirir.: ~~~ 

(>o- ll'-+ (•o- ll' ISH 

••'••-+ •in (•• -•,)- h.;; • O; 

••+••'••'-8--..f:i-o I">:J 
(il At tho poic.t ddinod b¡• 

,,.,O.l166E~OI: 

' ' 
• , ",1;.11-':~ ;; T 01: 

'"- 1\1~,~ F: .. 1)¡, 

> • • O.i.:.W 1: + Ul: •.> • l.o_l¡¡~~ 

l, - ----':1_,_-.51 e: - 01; l, • -0.31 s::; E - n¡ 

¡be f~ro-ti= (~ 1i ;.,_. t!>t "l.>th-, mir.irr .. ,,.,J • U :• 1 !~ 
(ii¡ At th< poi~t d•:tnod b¡· 

' • • 



,, .. 0.1\\0~ ¡;+m;,, k 0.1177 E' ~1¡ 
,, • -o.1n1 ¡;.,. 01;~, ~ ~.17.¡¡ E+ c•l; 

r, ~ O.S~J:l ¡_-,;;¡ 

'"' 
1.1 • -0.140~ E - 03; .>., " -0.177 .¡ (5G) 

t h. f wnion (51 1 1-.,, \C-.o hÜti-. n.i,.imum f r 0.~:>.13 E + 

"'· (ili) A\ tho puinl definod hy 

r, • -O.IO~S ¡.; + 01; x 1 • -U.l017 E+ Ol; 

· _., • 0.13.:,.1 E+ 01; r, ~O 1700:-"o ~ 0.-IS:ll (50) 

ood 

1.1 • -O.ll~G E+ 01; ~, = -0.2~~1 E- 01 (SS) 

t~< :~~<tic~ (51) bs tho rola::,-o rnb:n:~<r: f ~ 0.4Vn f: ~ 

"'· í") ;.1 the ]~·inl doflr.ed by 

r¡ • -o1 "'G3; ro • -0~1-12¡ r, -0.1~D~ f: + 01; 

_., • 0.1&:13 E+ 01: '' ~ 0.4~/5 (591 

.,J 
A, • -0.1102 E~ Oi; .>., • -0.1452 ¡r,o¡ 

the fur.e<ion (51) has tL~ rol•tive rninimum f ~ 0.9~S E+ 

"'· Eurup1e 7 .J. Co~sid•r th~· probl~m of mi~imirin~ !be 
fun<IÍOn 

i • (r 1 - 1) 0 + (r 1 -r,J,-+ (r, -r,J' + 
(r,- ,,¡• + (r,- rol' (61) 

>uLjed 1.0 the \"l:motrninl> 

, + n'+ ,,•- 2- a,!]" -o; 
••-••'+r,-l-2-2""1-o;-~,,,-:¡ .. o (6~j 

(i) At <h~ poinl definod b}" 

r 1 • 0.1!91 E+ 01; r: g 0.1302 J:: + 01; 

,, .. O.J412E+OI; 

,,.,O.It:I5E+01;r••O.I6'l9Et0l (&3) 

'"' 
~, • -0.38821.'- 01; ~, • -O.IG721:."- O!; 

A3 ~ -0.2573 E- 03 (S-il 

!h functio~ ({ll) ha. tho r~1a!i-. mi~inmm 1 - 0.75;7 E­

"'· li>) Al th•¡><>Ínt <lefm•d Ly 

r 1 • {1.2017 l:.' + 01; >o- 0.2033 E+ 01; •• • -O.S-179: 

'•" -0.~~9;r,-0.~3:E (G.'i) 

ond 

1.1 • -0.2-025 E t 0!: ¡,, • 0.7!C>6E-+ 01: 

A, .. '-0.265: E~ O! (661 

t1 .. - funC\ion (61) hos tho t<lati•·e mínimum 1 F 0.1396 E+ 
0~. 

·····" .· .·.· . . ~ 'b -' ¡ ' ·'·' ''•;'-" :.· 

••" '•'·CC:i:•:"'O-~Q.;>,E+OI;r,•-04~~1; 

'"' 
-~~ • -0.~':>-::; 1:: + O!; ~, ~ 0.22il~ 1; + lO!; 

1...,~-o .. 'oOB-óE+Ol (6ó\ 

tho funetion (G1) h;, !h~ rdati•·~ mh<itnutn f" 0.2? 15 E + 
02. 

(j,-) At th~ P<>int d~!iu~d by 

r, • -0.1Zl6 E~ 01; r, ~ 0.21~2 E+ 01; 

' ' ~ 0.117~ E+ Ol; r, • -0.21_32: 
r, • -0.1~ E~ OJ (~9) 

'"' 
¡,, • -0.2016 E+ 01; ~, .. -06231 ¡;- 01; 

A, • -0.86321:.' + 01 (70). 

1h• functicn (61) J.~s the tehti,·e rninin.um f • O.Z':-'2 E + 
~ 

(1 l At th• poinl <1. finod b; 

r, "0.~19~; =•" -0.228G E+ 01; r, • 0.5377: 
r,~O.l:.~tE~Ol;x.•G.2J[JbE+O! (:!) 

an<l 

~, • -0.24~4 F.+ 02; >., .. -0.1006 E-+ 03; 
A3 • 0.8790 L' ~ 01 ¡;2¡ 

th• fu~cti~n (611 ha• th• relo¡ive minimmn¡- O.~ .• ~;,z E+ 
0~. 

(•·i) Atthe point ~efimd IJY 

r 1 • -0.2702 F.+ OI¡ ~, • -0.2939 E+ 01; r, u 0.17lQ; 

:r, .. 0.36:7 E+ 01; ,, - -0.7~01 {73) 

••• 
~, • -0.98~3 1; +!Y.!; -"•" -0.5850 E~ 03; 

-"••-O.l42>1E+03 tH) 

tl.e fuucti~n (61) ~~• t.'lo r.lat: •• ~..:~;"'""' f"' C.G4~S E+ 

" Eumple 7.5. Con•ider the problem of minÍo>i<in;; th• 
luu<tion 

f • O.OJ(,,- ll' + (%;- r 1')' 

oubject 1.0 con•traint 

••+r,•+t•O 

At tlle point dofined by 

A, • O.OJ 

thi• funuion (15) ha' th• relativo minitnumf r 0.0~. 

¡-¡ 5) 

(76) 

(í7) 

(78) 

Eump1t 7.G. c.,,,;J,, ¡he ptublem uf ruini•ni.!i"~ tho 
f unrt ion 

f" -r¡ (19) 

oubj<"tt \u <on•tr~in" 

><-ro' -r_,o,. O;r,•- ••- ••' ~O {80) 

Th; fumhon 179) admiu the r~loti1·e rnínimu•» f • -1 al 
tf.o ._.,:nt J.f1n_od h:,· 

., ~ 1: ., - J:r_, ~o:~.- o 
~,•-1:Ao•-l 

(51) 

(B2) 

t:xomp1o 7.1. C:o.,.irl-r the pmhl<m of mini:nirin~ th~ 
t·o":'''"'' 

r~!·qll +,,·,_,, 
•cb_iect to the <Of!51r~int 

'1-~,,,~ ••. ,-4 .. 0 

W At lho puint <l<fin~d by 

,,,, 

»J. E"'# Ch-.·>",>"'"""" 0.,>. o.- ... V<>l. 1<, llo •. t~'S Z~l 



' 
Tnt_._k_~--~"-"~~-~-''-"~~-'-'-"~:~.:''c'c_ _________ _ 

-------
'• ' ,-

'' •' '' E~~"'•·l•· " 
_,-, ~ 

' .\', ~ 

. ' "' ' '" ----- - ----· --- ----··· --· ---------
•. 1 1[~ ¡(,~ ;_¡¡~ " '" ; .:.:; 

1 ·" 
! ,..¡ !•\ ! ~ .'.•l l) . 1 .0? 

'-' IC~ " ;; .(~ ,, 
' 5.Zl 

7.4 '" 
. 
'" ~:i.ll " '" 3.0J 

7.5 '" '"' 
'3 _,,., '" ' 1 .0.1 

7 .t Jo~ " 27 -·~ w " 3 .(-7 

'·' 1(.0 " 4.45 " '" 1 .1"1 

o.t <00 " ].~¡ .. " l.l5 
; .9 '" n· ~a.n " "' 21.70 

,,. 
·,o,:::,• •' ;, r,,. ' ' ., T,,. e 

7.1 00 o.oss o.o;s 1.00 O.!Jl 0.133 UA3 
;,2 0.~; 0.1 36 =o.Ju 0.90 0.11 J 0.12L l.H 

" o m· O.OiJ-
. 

o.eJG' o.ao 0.6:08 O.t13 0.99 
1.,: G."O, Q.~:;,- o_:.;_;::¡_oo: 0.303' O.JOJ 1.~0 
7.5 l.GG 0.1~5- 0.135 0,70 0.220 (•.:;ll- o.u 
7 .6 o.¡,~ 0.308 0.3;2_1,00 0.300 o.loo 1.11 

"' 0.0,] 0.01\l -0.100 LOO ·0.11< 0.11; 1.-n 
7 .8 0.! ~ 0.103 o_o.;s I.CO 0.1! 5 0.115 ~.73 

'-' o.:~ 2,30~ !0.450 1.00 ~-on 2. ;¡¡ 3. r; 

• .,~0:···~13 l&\) • 

¡,,-~'3/ó (~G) 

th• fun<l;u., ls:l) loa• th~ rel~ti•e O'linirnmn { ~ -"'J: 
(jj) Al th. point d.tír.e~ by 

.,~G:·i~...rs.:-

~. -.-"3/6·. 
(S7) • 

(Sil) • 

t\,.• f~tnninn (B-1) h•· th~ Jol.ti";. minimum/ • ._'J: -· 
r.,~;-.pip ;,;., Cnn•idot.rh• J>!oLlorn of minimizin~ U,o-

' . • ~~wr.n 

:r 1 + ~~,+:;_,,-\e (o, >t' + ;:'/~+,,:,.¡-~~U 
(~:ll 

,, • -to J3J.;,,, • -o ?:~9f: + Ol::r_,. o_:Oll E+ n¡ 
;~JI 

11 • 0.5~i~': ~, • 0.~::~ E+ fll 

. ::-.: '· " . 

:i, :' •. ;;;;,," ¡;:,¡ t.-• ;;,, ,,;,,·i.o m:o. ·--~•-•, ~ ·[<~;·.; !.' 
~ CL 

:.:. . :,,_,c • ..,..,.,,;,,,.,: •• :.. .•• ,.. ... :., •. ,.,; 

,, 
~(t,/c,1 1- 1 ~ (•;j e l.~.-

'.' 
" . Ll>.'/o,·)- 4 • O '-. 

... ~ ... th• t'~t·flicit·n<• ,·,; o:;J ~. oro ~iwn lJy 

•. ,•l;i .. j 
.•• ,~~:i~j 

o;~ 1 t3(i-ll/9:i•l.~ .... ,JD 

(i) At :h l"'iñ: d<fmnl by 

,, ~ -0.915~ F:- Di;,, • -0-~11>5 E,- 01: 

,_."' -0.9158 E- 01." e -0.91~; E- 01: 

'·' • -0.91~S E- OL•o • -O.Si6o E- C.l; 
,, • -('.915SE- DI;-

:ro"' -0.91SS E- OJ::rt • -0.101~·¡; + OJ:' 

(97) 

>to ~ (J 35lll E.~ 01: {l(l(l) • 

'"' 
~. • -o f332; ~. F -U.27'7S: ... , ~ -o ¡;.¡g.) E - r.¡: 

,. • o.••~~ 1: - 01: ... , - ~-~o o.o; :>.;. - u_~,·,j "' 
x, • 0.3~41; >.., • 0.3615: ¡.9 - 0.35~~ E.¡ 01 (101) 

the function (95) haOlloe rolati·c. ruiniruuool i • -o.Jc.:;2 E 
.. 01. 

(jj) At tho ]>OIT.O dofin~d by 

J' - o. \0&4: ~, - 0.100~: ~. ~. 0.1004;. 

~, F O.JOGt; :r, ~ 0.1 OSt; r• •_ 0.1~"-1: 
•' ~ O.IOC;;.:rt • (1_!00..; ~. • O.U>3' E + 01; "!: 

, 10 .. -(l.:Oe:~ 1::-t 01;:.; OO~J _ 

~~ ~O 72S1; ~: * ~-~;<;G, A; • 1)_7-:C,7 f::. ~:: ·-· '­
X,"' -o_,_,o!' E - 01; ~, • -O.:!<.l-i2; 4 • -~ ~~lt; 

J.; • -0.35:!~; ~-• • -~A\31; .t., • O 3t ;:; ~ .. 01 (1(13) 

th• lunrtion ¡95i h~ ¡t,, r•lati•·• minifl'l=> i • -11.1516 F. 
+ tJI. 

~- ;,-uruorioal 7:o>Uh> ond c~~dusiono 

Ti-.< •~•r.pl•> d":li~od in >r-<tior, 7 , . .,,, ·~l:•d .,,;~¡: 
ho:.~ thr st~:,doocl q~~~;~:~, "''""'ion al;u:: ,;,,., ',;¡¡L) o, a 
t!:o ,.,,:: fit-¿ '~' :~~¿ d "''J l:i;>'ir" 1~1.\ ':- ! 1 ·~ ,, , ·-:~'"-« 
••:i:h th:• e '-;><ri::-.o~t:! n,n~i:ioc.• out!mo:l "' :.<.·:ion r,, 

7 ~:,:. ¡¡ .k·•·~o, ,-,,, N<~ • >->:o:;>l> ~nd ''·' i. < ; .. :i:h::~, '"' 
,.,,.¡ nu~.l"-'' ._.¡ •~~. S,, ;;,• ~.~m':>.t uf ••-•<o•-.. :ul "'""X .. , .. ,; -. ·-' ... -.. ,..,.; .. 
... ,.... -...... : .. ; ·'<• ..... ,.;:!.". 

·- ""'""· . ' -- ., , .. ~. '!'.,- "-"~ -~·· 
.· . ... ' : ... '· 

~"''•d. ,. ;'' ·. -~:, .. -,, ,., .. ,,. . ,, .. :: 
•,,;,:;·o".n •' .. o::: .. ·:;;,, ,,,,:;;o~··'" •" •' 1.,, 

Jo~ .. thn :u-.. fo• ;,l:.t.•.;, o~ t!lo .. :r ... "--"·'~-'"'~~·L.''·< 



• 
'pPrrrnl'l'" of.•uooo" loOO.Il'\P" l~w"' ~~-~ iO «•rnplc 7.8 
ond ~~ .. ,in"''·"")'!"~-~- · 

{Jn th upprr oiM, ~1\]),] •chieud 11 ~rrert!U~• of ouo­

"" ni li"...-.. in..,, .,_,,rJo•. ~hile SQL dchi.-·o·d ~ ptr· 
rrm•1~ (o[ ¡u eco.• of !(o}" ;, '"'~ <xan:pl~s (<m~ of ~ hi~h is 
tho nbo·i,u;Jinoor-qua.Ir.tic o.omple 7.1). 

f'c.r t he ni ne c>an<pl.;, t he cumulat"'" p.r<•Ht.oge of '"•· 
«>< ""' ~~--. fnr ~1\1.\1 an~ ;~·. fur SQL. F"'m al! the>e 
dot•. th<• hi~h•r ruiN"""' oí :,1.',!),\ tS appmonl.. 

( i\) C o>o".pu\u 11 rnr ter P. un. ln•pettion of tho uero~o 
comPLl<r time p<t run T"'. >Co~• tb>t SQL ;, <UPHior ¡ 0 
/1.1!\],\1 in fiw ''"mpl•s and i~forior i~ f<'ur •••arnples. 
H~w••·•r,-when nn• ]&.;,a: tO< effeoti•·e c~mput" time 
¡><t ·U~ 7>,. fhp •ituation ¡, jo,.ttho <>¡>po<l!P; />.]~]~] i• SU• 
podo• to SQL b ,¡, <4"';>!es x::~d id.,;o, ir. thr~• e:<am· 
plu. 

(iiil Rnbth·~ Erfidcnc.v lnclc~. In ••otinn G. lh• rela· 
th·e ,.¡n, iency indo• E ~oS intr<Y]U<od as a """'" of <O>nbin. 
iog ~or<er.t.a~o of •""'"'"" "ith ••·era~• "'''"1'.;,., time"'" 
nln. while aflh·in¡ aL • p>:~m•l<l v.hich is m.orkin• ind~. 
r><nd<nl, lo ·~••>< dt¡rt<c. T~.;, rffirioncy indo. f: "'"' do. 
r.,,d..,. follo""' 

E 
8 

IT,"l<nL ~ IT,.I<c¡o. (p)'""' 
(T,nhm" !T,,l.""·' (p)s.¡L 

(lO~) 

Th\o rdati'o efficioncv iOO.c, i• d <!""tnod ro that E <: 1 in di· 
cal~• <uperi~Tity of SQL ""ith roopoctto M~IM. while E> 
1 indicat•s inforiotit\" of SQL witlt >e<pect to ¡.,¡¡,.1M. In. 
•poction of T~blo lll >hows th&t E <: J iTI three enmplos 
ancl ¡; > 1 in •i• ~.ompl•J<.. ThUJ. ftom tho ... mplo> im·~· 
ti~otod, ... condude that ~!:,¡~¡ compares favorab.Jy v.-ith 

"''' (iv) Tho resulto of Toblos Il ond 111muSt ho t.tl<en with a 
. ··tain el «~lt,.sino< rornputer timos llre pr...,joo·only to 
1 ~th. Thi• heing tha eo<e, valu"' of E in the rlln~• 0.8 :S E . . 

,f 

< 1.2 nr~ nr,\ <i~nifi<ant. In porti<ula.. this ap;•la .. '" ,.,. 
omples 7.~. 7 .. 1. •~<17.G. 

lf ono Hd,tcloo the•~ .,amploo. th~n ror.clu•ion (lii) 

mu>t he ow .. !"tr .ro a> {.~\""" Lo: < O.S in "'o "·"~~¡, _. ~,J 
E > 1.2 in f""' ~••mplo•. Tl·nofor•, ~'·en acr<iuntin~ for 
possible impreoioion in oomputer tim~ moa.<urcmt•t;IS. 
M~IM compart< fa~ombly ,.-jth SQL. 

¡,.¡ A., oh~~·n b} "'1 31 ond 32 ond Tohl~ l. tho ,..¡,,¡,., . 
ad,·ant.ag• ~~ ~~~~~~ "ith '"I>C<I lo SQL •he<:ld btcom• 
more appa:ont for la•~• •¡·ot•ms llar~e n) in•·~'vin~ m•~Y 
rnmtrail\tS l):ir~o q). bumplt 7.9, which indc•cle• n • 10 
variabl'" ond Q ~ 9 rollotraint.;; ouppmt.. thi• p-oint of viow 
I•••T•bl~IJI). 

At kno"' 1 ~.: m ~~ 1 

Thi< ,,..e~rch wo; '"l'!"-''lcd by tho Nation>ll Scien'"" 
Fcund.oion. Cmn! No. C: p_, \ \53. Tho nl!thc><o oto i "d~ht· 
ed lo ProfHsor A. Mielo ;.,, >\imulotin~ di•cu.-ion•. This 
.. ·oá wa• dGM ,.-~ile tho fi"'t outhor h..J<I A pt<;t·tl<><:tnral 
pos;tion ,. ith thc Aoro-Amnnaulics Gmup of Rice Ünh·er-
,·.,y,Hou"'m, Tuas. · 

Litccal"•c Citcd 

,.. .. ., ... '·' ~. J ""'""" ,_,. ~- < ''~ aoJ-321> Mo•¡. 
~.,_,_ E .. •ooo•. H S •.. ,.,.,.~L.> ol ............,., """"""·- <~ 3•-31. '"'"'··""'6 .............. . 
''""· R • ...,, ..... !l L b:. f.'"9 o->.. ""'-' n.o. r.. •. 12. >J~. JSl 

""'"' "'"""• A . -"0• H Y., '""'""""'"· J L. J. ""'"'· 11-,.. AppJ • •. 1•1. > \3-
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OPTIMIZACION DE UN TREN DE CAMBIAOORES DE CALOR 

Se desea calentar un I'luido desde una temperatura hasta 

una temperatura de salida T , · l!lediante intercambio de calor con tres oo< 
corrientes liquidas calientes, en un sistema de tres cambiadores de calor 

que operan en contra corriente·, s_egún' se ll'!Uestra en l_a J'igura. 

"' o:_.:._,(J' ~ ,-}--.:J' ''--.(. 
Tin '>_:y 

,. 
' ,. 

' 

' l 
. ' ... 

' i 

Para el pr<lCeso anterior se especifican los siguientes pará..;;,:;~ros : 

lo'(: producto del flujo en !'llasa por la capacidad caloril'ica (se supone 

' 
idéntica en todas laS corrientes) 

ti temperarura de entrada de las corrientes calientes (i- 1, 2, 3) 

U i coeficiente total de transferencia de calor en cada uno de los tres 

cambiadores ( i : 1, 2, 3) 

Si se supone que la inversi6n total requerida para el sistema de 

ca:nbiadores es pr<lporcional al area total de los miSI!los, el problema se pue 

de plantear como el de seleccionar las areas (i-1,2,3) de manera 



tal que 

sea mlnir.ta. 

1°) Fonnular el problema como una optimización en esta~o estaci.!?_ 

nar1o. l~entifique la función objetivo, variables de decisión y restricci.!?_ 

nes. Los siguientes par~etros se consideran fijos 

Tin • To • H>O ' ' 
• 300 " • 

3 
»O 

Tout • T • 
3 

500 ' ' 
• 400 " • so , 

~ • 100,000 ' 3 • 600 " 3 • 40 

2°) Suponga que en el problema anterior las corrientes de salida 

caliente de los cambiadores 1 y 2 deben mezclarse y la temperatura res~ 

tante no deberá exceder lOs 230" Plantee este nuevo problema tomando en 

cuenta la restricción planteada. 

Modelo del caml>ia~or de calor 

Considerése el cambiador de calor a contra corriente que se muestra 

a continuación 

, 
o-' 

' o 

' o 



Las ecuaciones que describen su funcionamiento son 

donde 

'" 
rapidez de transferencia de calor en el n-ésimo 

• "" ¡, Tn-1) 
" 

• ve (e 
• 

- t +) 
n 

= U A (t Tn) 

"" " 
= U A (t * T ) 

n n n n-1 

siendo las temperrturas de salida las siguientes 

a n = " ' " " 

y 

Función objetivo 

' " 
T + o ~ n-1 r¡ r¡ -__::_:___-"-". 

t * = t 

" " 
(' -' 1 n n -1 

66. 

ca111biador 

Según se mencionó con anterioridad, se trata de minimizar el arca 

total del sistema 

', - ' . L 

Variables de decisi6n y restricciones 

1- Sin restricciones en el mezclado (Parte 1) --------------------------------
como variables de decisión 



o, .. w e e', ' 1 ' • ol/ul e ~·- T ) 
o ' ' ' 

o, • " e', ',1 ', • 02/u2 ( t - T ) , ' 
o, • WC(T

3
-r

2
) ', • o3/u3 ( 4 - T ) 

3 3 

Restricciones sobre , .. variables independientes 

' < ', < ', o 

', < ', < ', 
Restricciones sobre , .. variables dependientes 

o . , o i "'· '· 3 , 

o e<¡~<ivalentemente 

o i .. l,2,3 

o) "'m ' ' 
y ', como variables independientes 

' ., ' o ' ' ' • 

' ' . o, 

', ., ,, , 
', • 

' .,, 
o,, o, y o, como en el caso anterior, al igual que A

3 

res'tricciones =iM variables independientes 

• 
Q < ', < ,, (dato) 

• 
Q < ,, < ', (dato) 

restricciones en las variables dependienteS no hay. 



68 . .. 

o) Cargas térmicas Ql y 02 como variables de decisión 

', , o, 1' ' • ' ', , o, 1 o, 1<, ',> o 

', , o
2

/'o1C • ', •, • o, 1 o, ( ', ',> 
o, , " (T

3
- T

2
) •, • o

3 
1 u

3 
(t3- T3) 

Restricciones sobre ,., variables indepen~tes 

o < o, < " 1 ', ' ) o 

o < o . , < " (t - T ) , o 

'Restricciones sobre las variables dependientes 

o < 

Las ecuaciones y restricciones anali~adas en la parte l siguen 

siendo válidas aunqUe en este caso existe la necesidad de añadir otra res 

tricci6n, según se analiza a continuao:::i6n 

' 

,, l ,, 
• •, o 

~\]: ' (r--

,. "-
T ' J ,. 

' '1 

' • • • ,, ,, • • 
ariable dependiente • ' ~ 

m 

' 
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restricciones sobre ' o 

• 
' " ' • - ' ' • • ~ > ' • ' ', • ', ' ' ' o 

• ', • ', ', • ' ' 
', • ' • entonces o 

< 'm 
2 

y por lo tanto 
230 (restriccio6n del problema) 

' 
L (restricci6n 

Las soluciones 6ptimas resultan ser 

Primera parte 

• 
t - 631.8, 

m 

Segunda parte 

', = 210.0, ', 
• 

' o 
• 229.9, 

• Sin restricci6n en t 

Q-8.62* 

' 
A

2
" 1239.1, 

m 

6 
w' 

• 
Con restricci6n en t 

m 

8 
• 340.1, Q • 11.00 • w 

' ' 

o, - 10.64 * 
6 w, 

"r - 7054.8 

6 
Q • 1].01 • "· ' 

', • 1017-9, ', • 2715-7, ,, • 4009.], 

03 = 20.73. 

o, • 16.01• 10
6 

' • 7743.0 

' 
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70. 

AMPLIACION PLAIITA QUIMICA 

El presente estudio tiene el prop6sito de diseñar un nuevo reactor 

catalítico y fijar nuevas condiciones de operaci6n para aumentar la capaci 

dad de una planta que produce ES. 

La planta fue originalmente diseñada para producir 91 T/D de ES 

y se pretende aumentar la capacidad para producir 150 T/D. Dentro de las 

varias alternativas analizadas. se pretende efectuar la optimización sobre el 

diagrama que se muestra a continuaci6n : 

-. - . -
,¿:' . 

"-' . 

e )"' 
.. 

' l e, "' 
. 

{;; 
l L :< 

" ~3 

~ ' 
• 

,.;--\' 
y 

(CARGA (VIIPOR) 

FRESCA) 1 .. __________ 
( RECI RCULM:Tnl' l 

CI, C2, C3 : calentadores 

El, E2 ,-E3 -:-cambiadores 

-

_ R : reactor catalítico 
·-· . 

Producto a separaci6n 

1 

1 
1 

- __ .J 

' . 

-· ···-····--·-···-- ---·-- ---· ···-·····--------.--·· 

! 
' i 



Bases de diseño 

1. Composición de la carga fresca ( % ) 

0-43 

0.86 

98-46 

o. 22 

2. Composición de la 

' 0.166 

' 1.866 

" 95.217 

' ' 2.668 

'" 0.082 

Descripei6n del Flujo 

(materia prima) 

""''. total al reactor (sin vapor) 

(producto f'inal) 

7L 

El EB .fresco se une con la corriente de rec:irculaci6n proveniente 

de otra sección de la planta. La corriente resultante se bombea al sistema 

de precalentamiento de carga, constituido por los cambiadores EI y E2 ; 

=tes de entrar a estos cambiadores la carga combinada se mezcla con aprox! 

mad<lll\ente el 9% del vapor total usado en la reacción. La mezcla, parcialmen 

te vaporizada, se alimenta al cambiador E2 a una temperatura de 316° F, S,!! 

hendo del mismo a 692° F , completamente vaporizada. Del ca-nbiador E2 para 

al El de donde sale a 1092° F , El calentamiento final de la me2cla vapor-



"· 

hidrocarburos se suministra~ el calentador Cl, prev~a adición de v~por 

adicional proveniente del c~~biador E3 y del calentador G2, de donde 

sale a una temperatura de 1150" F. 

El 91%i restante del vapor requerido por el proceso se precalienta 

en el cambiador EJ. Este vapor entra a 366"F y sale del cambiador E3 a 

748" F. El vapor asi cillentado, parte se alimenta al calentador C3 de 

donde sale a 1300° F y el resto se alimenta al C2 para más tarde mezclarse 

con la corriente de vapor-hidrocarburos-antes de-entrar al calentador CL. 

Por otro lado, el vapor que sale del calentador C3 se divide en dos corri~ 

tes, a saber: una parte sirve para dar la temperatura Final y la relaci6n 

(vapor/hidrocarburos) a la entrada del reactor R, mientras que la otra se 

usa para elevar la temperatura de los gases de reacci6n entre lOs hechos 

cataliticos del reactor. 

La mezcla vapor~ hidrocarburos que sale del reactor R a 1119" F 

se aprovecha para precalentar los hidrocarburos y el vapor que entran al 

proceso. 

(Ilota: La mayoria de los datos dados con anterioridad son resultado de la 

optimizaci6n que se describe más adelante). 

Datos 

Carga f'resca cantidad máxima disponible 

composición y temperatura 



Recin:::alac:i6n Cantidad y composici6n y tmperatura 

Calentador C3 temperatura de salida 

Vapor : temperatura de entrada 

EB en producto a separación cantidad ( 140 T /D) 

'" requiere calcular '" siguiente 

;.. CaJ.cular d volúmen '" catalizador = " lecho "' 
'· . Calcular d volúmen '" catalizador = d lecho " 
3 .. La cantidad (%) del flujo de salida del reactor ' que pasa por los 

cambiadores " y " 
4-. La cantidad total de vapor 

5-. La cantidad de vapor que '"' inyecta al cambiador E 2 

6.. La cantidad de vapor que pasa por el calentador C 2 para que la mezcla 

a la salida del calentador C 1 sea de 1150" F 

7 .. La relación (vapor/hidrocarburos) a la entrada del lecho Ll del reactor 

R y a la entrada del lecho L 2 del mismo reactor. 

El objetivo es el siguiente 

1. Minimizar la cantidad total de catalizador en el reactor R (lechos Ll y L2) 

2. OUe la producci6n sea la más cercana a 140 T /D 

3. OUe el consumo de carga fresca sea la menor posible (G) 

4. OUe "1 producto a separación esté lo más frío posible (T}. 



74. 

Con lo anterior se pUede plantear la siguiente f'unc:i6n objetivo 

F= K
1 

(L
1 

+L
2

) + K
2 

, 
(prod-150) + r

3 

donde ', son constantes que se usan para 

"condieionar adecuadamente" la f\mci6n objetivo. 

Restricciones 

Debido a condiciones de operación de los equipos, se deben tomar 

en cuenta las sigui<mtes restricciones 

1000° F < 
Temp. entrada 

< 
al re<~ctor 

Temp. salida Temp. entrada 
< 

del primer al segundo 

lecho (Ll) lecho (L2) 

Relación (Vap./hidrocarburos) 
LO < 

Relación 

(vap ./hidrocarburos) 
oc < 

entrada al l lecho 

J1odelo de los equipos 

entrada al 
primer lecho 

Relación 

(Vap ./hidrocarburos) 

entrada al 2.o. lecho 

Los equipos qUe es ne<::esar~o simular 

dgui~ntes 

1280° F 

1250° F 

3.0. 

< 3. o 

dimcnsimar son los 



L Calentadores (e 1 , "' ni 

'· Cambiadores de calor 
' 

•1 '~ Gas ('1 y E 3) 

>1 ,,, Liquido con evaporaci6n (E 2 ) 

3. Reactor quimico catalítico ( R) 

De los equipos mencionados sólo se describirá el rnodelo usado para 

el reactor catalítico, por ser este el equipo más importante de la pla.~ta. 

Para el resto de los equipos los lliOdelos matemáticos son bastante convencio 

nales (Ver., p.ej., O.D. J:ern (Process Heat Transfer", Me Gra'oi-Hill BooY. 

Co., Nev 'forl:). 

Cinética del sistema reaccionan te 

,, considera que en los lechos cataJ.i tic os " '" se llevan 

a cabo ,., siguientes reacciones. ( A : vapor de agua). 

31 " " • H (catalítica) 

,1 " ~ ' • ' (catalitica) 

31 H • " ~ ' • M ( catali t:ica) 

•1 M • ' ~oo • M ( catali tic a) 

51 00 • ' ~e o 2 • " (catalítica) 

61 ' ----> " • " (descomposición en fase vapor) 



76. 

'~ eXpresiones para la velocidad de reacción de cada una de las 

reacciones anteriores, "" ''" siguientes 

1 
'" ' 

1 '"" 1 
" 5715 

' • '" -
' ' ' ' 

' 1 
25600 

12.8 1 '" • '"' • 
' ' 

1 
11000 

LB 1 ', • '"" '" ', ' 
'4 1 

7900 
J. 36 1 ', • "'' ' 

pexp[- 8850 
3.8 1 ' ', ', • • 

' 
00 

v
6 

~ 2.5*10" exp ( 
38000 

' 1 

' . ' 
1- 14516 1 + 11.41 

' 
P Presión en atmósferas 

T Temperatura 

P . Presión parcial a cada componente 
' 

'·" l 

El calor liberado por cada una de las reacciones se tomó igual a 

!J. H
1 

= 28,843 + 1.09 T 

1.09 T 

3-15 T 



n. 

", • 50,046 • 3. 96 ' 
"' 

• 10,802 • '·' ' 
"' • 38,278 • 11.45 T 

Con la anterior info~i6n, es po~ible establecer las relaciones 

que describen la variación, con la longitud, de cada uno de los componentes 

así como de la presión y temperatura, las cuales tendrán la .forma general 

ó n. 

' 

' ' 
" 
" 
" 

• ' (nl, 

• ' (nl, 

~=1,2, ... de 
componentes. 

.,. . .. ' '\;,· '· P) 

., . . .. ' "¡;,· '· P) 

con sus condiciones iniciales asociadas ( Z ~ O) 

Hay que tomar en cuenta que el volúrnen de catalizador en cada uno 

de los lechos es una incognita, por lo que el limite superior de integración 

en cada lecho ( ti - ti 
1 

y ti = ~-
2 

) son variables, además de que entre 

a~bos lechos existe una sección de mezclado con vapor. 

Resultados 

Los resultados que produjeron un valor minimo de la función objetivo 

fueron los siguientes : 



TemperatUr<> de entrada a la primera c:ama 

Temperatura de entrada a la segunda carr.a 

Longitud de la pri!llera cama 

Longitud de• la segunda cama 

(Vapor/hidrocarburos) primera cuma 

Gasto de hidrocarburos = la primera cama 

(vapor/hidrocarburos) segunda cama 

ES a puriEicaci6n 

Conversi6n total 

Selectividad total 

Fracción de la salida del reactor a El y E 3 

Temperatura del producto a separación 

Fracción del vapor total al c~biador E 2 

Fracción del vapor total al calentador C 3 

Comentarios Finales 

76. 

1145" F 

211.4 = 

157 .l e• 

2, 738 lb/ lb 

249.31 lbJr.ol/h 

2,923 lb/lb 

150.4 ' ¡, 

65.06 ' 
81.84 % 

64% 

8.3% 

' ' 

El problema anteriormente descrito resulta ser, desde el punto de 

vista de minimización de funciones, uno de los más complejos ya que una sola 

evaluación de la función objetivo requiere de los ~1guiente~ cálculos 

a). Solm:ión de sistemas de ecuaciones difer,ru:iales ordinarias 

no lineales 



"· 

b) Cálculos iterativos en los cambiadores de calor ya que 

estos exist"n de antemanO y los flujos y temperaturas de 

operación deben ajustarse al diseño mecánico que tienen. 

e) Existe dentro del proceso un paso de recuperac:i6n de energía· 

(cambiadores de calor), lo cual también genera que se hagan 

cálculos iterativos dentro de cada evaluación de la función 

objetiva. 

En opinión del autor de este ejemplo, el modiFicar las condiciones 

de operaci6n de una planta para ajustarlas a nuevos requerimientos es, con 

r:tucho, bastante mlls cor..plejo que el diseño de uria nueva planta ya que en 

este Último caso se tienen muchos grados de libertad. 
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Resumen. 

Un nuevO método general p~ra resolver sistc~as de ecuaciones 

nO lineales de una manera eflcient.-., St:•h<> obtenido. Este método 

tiene la c~rncterfstica de rc~olver <lqucllos problemas en los cua­

les 1., singularidad de la matrii jacobian<l ~e presenta: En .estos 

problemas los métodos de Newton y sus Variantes d·e-jan dc'funclonar. 

El método está b.:~sado en la introduc-ción de una nueva 'funcl_ón, 

llamada función de tunelizaclón, Cuando se detecta la_edstencia 

de una singulari~ad. Esia_función tiene li v~ntaja de -preservar 
. 

las soluciones de· la fundón origina_! y de i:liminar la sirigólari-

d~d de la matriz jacobiana. 

' La base teórica del Presente método está intimamente ro:!lacio-

'nado,. pOt una parte, con la existencia de puñtos sin9ul"ares. Áunque 

' . 
todavía no -existe una explicación teórlcli definitiva; es evidente.-

de los resultados experimentales que la !'.xlstencia de una o,m.ls 

·S 1 ngu 1 ar idades no 1'mpos ib i 1 i tan' que e 1 métodO tenga una a l'ta r>ro­

b~bil idad de _conver~'cncia y en·algunoo e~ sos puede ser glob81mente 

convergente. Por otra parte, en la ausencia de puntos singulares, 

resulta pl.Jusiblc esperar no solamente que el algoritmo sea glo-

halmente convergente, sino que se vuelv" identicamente al llétodo 

de Restauración HodUicado, Re f. [ 1]. 
---··· ----_;..·-;·--;;;·:::.:.,:·..:·,-.--... -

en el comportamiento del método. Como 

Esta conjett•ra cst6 basada 
_;.-

un r_es~ltado. particulGr de 
' ... ' 

este método se obtiene el Método de tlewton Estubi_l izado, de donde 

los rcsul tados obtenidos pura el primer m<! todo ser5n ta..,bién vfi-

idos para el segundo método. 

----- --··- ·--·· 
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· 1. lnto·aducción, 

Eo: g"eneral los métodos de Uewton, · ref, { 1], pr_es_entan malas 

propiedades de convergencia, pue~lo_que d?ver~p¡.n cuando la matriz 
' ·>' r ·_,,, •,·- ,_,::;_ ... -· 

en al9ún punto nor.dnal. A tal punto - ... ,_ 

.lo ]].;,~aremos purito singular o simplemente 5ingularidad_y.lo deno~ 

taremos por x~ t~ el presente trabajo se va a de'sarrolla~ un,nuevo 

""'-todo para evitar \¡j _singuiaridad de la ·matriz jacobiana, cUando 

esta se presenta, lográn"dose la. estabilización del método de llew'-

Para eliminar una 

' 
singularidad cUiln~o se' detecta" 

~e transforma el problema original a otró.problem~ ~qui~alente: 

de modo que e~ta tran~formación' preserve la solución-del p_rOblc:..a­

orig'inal. 'A esta tran>formadóri la 1 lama remo~ Función- de TUnel iza 

ción y se denotará por T(x,k) donde k es.un número real que:lo 

' 
utllizar~mos par<J eliminar la singularidad X? La 'construcción d.: 

la función ~e Tunel iza~ión como sigue: SUpongamos que se- desea. 

' resolver un sistema de .,¿uaciones no lineales de la foi"ma 

( 1 ) 

donde~ es una funco'On vectorial de di"'ensión q y x u~ "'"Ctor de 

dl~ensiOn n con q ' o. Suponga"•OS que la ec. (1) tiene al neno~ 

' ' . ' 
un~ solución. Suponga~os t~mbiiin qu~ Ci>:~te cuando menos un ,punto 

-·----- ------
~~~~-~ ~~·--~~~~·-·-~--------~-~~ 
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Al u ti 1 iz~r el Algoritmo de R.est~urac!ón Mod(ficado, ref. [ 1[ ,y 

el valor nominal x está cerca de x" c~tonces cu~ndo x·•x", 

.txlx") *O producifindosc para a•l, a al .tam~no del p~so, dPsplaza­

mientoS de gran m.lgnitud .Y en general para satisfacer ]a·p•·opie-

dad de descenso del fndicc de comportamiento se neceslt.lr6 ut il i-

zar a sumamente p~<1ucna dando como rcstJitado t<n avance muy l~nto 

del algoritmo y en el caso extremo cuilndo se \lega a tener tx(x•)•O 

ya no se logra avance alguno por no existir la inversa d.i tx(x") .. 

Considlrese ahoril ''" punto x-~·~ ó muy cercano j X " 
' 

donde ó es un 

vector muy peque~o de .dircccióri aleatoria. La función de tunel iza-

·ción se define como 

T(~,k) • 
<!> ( ~ ) (2) 

El escalar· R."" [ {x-x") T(~-~·)] es el filctor que nos ayud<ld ·il el imi-

nar la sing~laridad x"pa~a un valor de k suficientemente grande. 

Es decir, si t (x")·· O entonces 

' 

Tx(x;k) 
<!' (X) 

' 

[ 'Cx-x ")ti> T (x) 1 1 o 

Por lo tanto un nuevo desplazamiento puede obtenerse. 

1 3 ) 

-------- ...... ,, _____________ --------- -------
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' 
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. ) 

zado (1\JH) cuya propied<>d principal es su convergencia CUildrá"tlca 
. 

cuando el punto nominal se elige_mUy c<lrca de la soluéión, perm_a-

nccicndo en este caso k•O constJntc, nsf con1o tenor una mayor p1·o-

bobi lidad de convcrgenc la a la solución, ' . que el método de Restaura 

cl6n sin estabil'lznci~n. C~ando q•n ~ste- método se transfo~ma' en 

el. Método d<i Cuilsllin'ealizadón Estabilizado (fli:E), doride los re­

sultados ObtenidOs para el MRE serán vlílidos también para este 

Método. 

' 

------- ---· '-------- ........ -- --------- -- ----- -· . -. ----
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lineales descrito por la ccu<lción 

<jl(x) ~ o "' 
donde <jJ es un~ función vectorial de dimensión q y x un vector de 

dimensión n, con q '"· Supongar.~os que la pri::.era derivada de~(;<) 

con respecto a x existe y es continua. Supóngase también que la 

ecúac Ión tiene -una sOl uc.ión. 

lndice de Com'portamient.o, Cor.lO In ec. (~)es no lineal, está 

uno obl ig<>do a usar métodos aproximado_s para r'esolverla. En par ti 

' cular se ~sará cuasi! lneal izaclón. Por lo tanto, es conveniente 

introducir la función escalar P(x) definida como 

(5) 

llamada índice de comportamiento. La f'!nclón P(x) mide el error 

'cometido en 'l'as ecuaciones <ll us<1r métodos aproximados. Para un 

valor dado de x se tiene 

p(~) ~ o { 6) 

P(x) > O ' i {7) 

donde x* denota la soluc(ón C><acta. Si ~e usa cuasi\inealizaci6n, 

------- -----·. 
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' 
5c deben de Qbtcnec y~lor úe )(Lo les <¡uc 

P(x} .; ~ 

donde_ e es un ñúmero 
. 

pequeño seleccionado de 

• e)(a<:t '"' reqUeCidci '• soluci6n', 

• 

• 
•• -r 

·' -· . 

(8} 

anterilano y de 

.. 

-:. 

. 

áéui!rdo 

•. 

.. 
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. 

.. 

• 
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3- Detccci6n de la Singularidad, 

Durante c.l desarrollo del Método de. Restauración Modificado 

(~RH) observamos que la dificultad principal de este m¿todo es la 

-presencia de la singularidad de la matri~ jacobiana en determinados 

problemas. En tales circunstancias al aplicar el ARMa tilles pro­

blcmas,·el algoritmo diverge, porque al pedir que la propfedad 

de dCsccnso se cumpla se-necesitará tomar un valor de o sumamente 

pe~~c~o sin lograr tal propósito. Por lo tanto, teóricamente hemos· 

prop_orcionado una-técnica para detectar la existencia de una sin· 

gularidad. Des¡¡fortunadamentc, en la prá'ctic;¡¡, este proceso es 

demasiado caro por requerir mucho' tiempo de _c6m~uto para llegar 

exactamente a la singularidad. Sin emb~rgo, podemos dar una técni-

ca de detecci6Jl bastaJlte aceptable que nos indique la exl~tencia 

• de una singularidad, sin llegar e><aCtamente a ella. Esta técodca 

·con~iste en fijar un r>Úmero má><lmo de bis"ecc.1ones e.n (l para ;atis 

facer la propiedad de descenso del índice de comportamiento. Es 

decir,-si Sisee denota el número de bisecciones hechas sobre a 

y 11 el número mii><imo de bisecciones permitidas sobre a; enton· 
• . m a:< 

. '·· ' . <u._,., ,_,- . ,. ·• '-' 
• ~ntonces e><iste un~ singularidad si Bisec > 

'' ~. 

' 
.... ·, -. . . ,__ ,,- ¡.¡ ... _ ... '" \, 

Entonces no existe una singularidad si llisec ( 

\\1 1 '--'-' 1 (' . ; ' ' '" -,, L' 

' 

·. \ 
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~- Elir.>in,,ci6n de la Singularidad . 

Una vez-djtectada la existencia de 

camino a seguir-eS ¡;atai- de eliml.i~r'la . 

una singularidad X"el 

' . . 
Para ello r_ecmplacemo~ 

' la función o;.iglnal' función eq~ivalente de tal milnera 

que ésta función tenga la misma solución que·, la función oi-t.jinal 

Func i 6ri· de. Tune 1 i zac i ón. 

. . 
·pr_opone la sigUiente fÚnci6ri .. · 

' ,. -

• 

Para eliminar 'la ~-ll'lgu_laridad " . 

:ll 1 ) 

' 

]·!"amada- .Función de Tune 1 i zac ión. La func ic5n T(x ,k) .es una fOnG Ión 

vectorial no 1 ineal de dimensión q, x· •.x•+ 6 Ün pUnto c-ercano~ 

' x• de_dimensión_n; 
. . . . ' i . • 

6 Un vilctor de· direcci_óri aleatoda y k un par.-í-· 

Se 1 ecc i ón de 1 parámetro k. 

vando la ec. (11} cbn" r_esp-.,cto a .x, obtenemos 

T {x,k) 

' 

donde ·T (x,k)·es una matriz de dimensión n x q. 
' 

( 12) 

Si k~O, entonces las ces. (11) y {12) se tranforma"n en 

T(x,k) • 4> (x) 

T~(x,k) • ¡ji ·(x) 

' 
{ 1 J ) 

.. 
D~ri--

' 

.. 
• 

.. 
.. 

.. 

' 

~~-------------- ---- ---------~--- --- ~. .. .. .-. ------·- --- ......... -~ 
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coincldert con \~ rormulnción [or.H"l 1><(¡.;"} • O, 

T (x k)" O, produciéndose In divergencia del fiÚ\ p~rn k•.O. 
' ' 

Pnrn poder calcular ~n nuevo desplp-zanticnlo es .necesario qtl~ 

T (x,k} f O. AhorJ, incrcn<cntnndo k en incrllnH:tHos t.k >O, t¡¡\ que, 

' 
k~k + llk, se tiene 

.. 

1 2k !<:> (x")] 
Q(é ) X 

Como q.
1

(x) 1- O, i"l,l, .•. ,q, obtenemos 

l. 

ll 5 1 

que era lo ·que se pcdi'n para poder calcular un huevo desplazamlen_to, 

para un valor de k suficientemente grande. 

En el análisis anterior hemos supuesto 'que 

jjx~x"ll < 1 ( 1 6 ) 

de modo que, para Valores de k muy grande 

' -1-. o 1 1 7J 
\x-x") T (x-x")\ k 

Por lo tanto, en la vec•"ndad de un punto x•, se tiene 

( 1 6 ) 
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·s¡ luce. (lb) no'" cumplii entoncecs lu slngul<~ridad de x~ 

se su~titUye r•or· ~1 <Íitimo punto x nncontr.;do, 'generSndose ".con-

tinu;lción' el ~ector ><•>:."+ ó. 

El procedimiento Jnterior par <o 'dctcrmlriar el villor -dC .k .Pue-de' 

-resumirse como sigue: SuPóngaSe que para kmO hemos 
' ' ' ' 

descu'bierto 

sing_ulilridad por e 1 1 a se e, ( j ) Entonces 
• 

·;.¡.¡--Calcular -T(x:k¡ · y·T· (x;l:}-. 
' . 

1 ~\>\. 
• \. 1 

1 i} SI la· e<'.. (16) 
·, 

sé c'umple p<>sar al 
• 

paso 

caso contri.rio pasar a ¡ i i 1 ) • ,' •· 

¡ ) Efectuar la aSignación 

k .,· o 

regresar a (1) .. ·. 

u na • 

., 

tvl lncrement.ir k,·en.rn~rement.os·t~k >o-. R~ 9 re_sar i.(IJ. 

. . . 

' 



.-- - ..... 

A contir'luación vamos a . 

• 1 o . 

1'··:···'··:1..( 
prestar el desarrollo del nuevo algo· 

ritmo para obtener el siguiente desplazamiento, de~pués de haber 
... 

. detectado y eliminado una singularidad x". La característicn iie 
este algoritmo es una probabilidad de convergencia más grande que 

la del método de Restauración Modificado. 

lndice de Comportamiento. Como la ec. (_11) es tambi~n no 

ineal, está uno obligado a usar métodos aproximados para re~olver· 

la. f>or Jo tanto, es importante introducir el índice de comporta· 

miento Q(x, k), definido por 

. T 
Q{x, k) .. 'T (x, k) T(x, k) ( 1 9) 

que mide el error en las ecuaciones al usar mitodos aproximadcs. 

Así dado cualquier _punto nominal x se tiene 

Q(x,k) - O 

Q{x,k) > O 

' ; 
' ¡ xf.x* 

(20) 

( 2 1 ) 

donde x• es la solución exacta. Si se usa.cuasil ineal izaci6n se 

deben de obtener valores de x tales que 

Q(x,k) ' E (2 2) 

donde E es un número muy pequeño seleccionado de acuerdo a la exac 

títud requerida en la solución . 

---- -· . . • 



.. 

--

; . 

' 

• 

- 11 

Como.c\ rrol:t\cm.~ or•igin<ll es rcsolvt•r la ec. {~) y T(x,k) 

es unil ecuación derivada de ésta_, rc~ulta niltUral consldcr<Jr como 

criterio dc·convcrgcnCi~ del algorlt'mo la ce. {8) puc~to qUe par¡¡ 

' > o se. tiene"" general P(~) -< Q{x,k), por lo que, cl criterio 

de convergentiil (22) es r"CcmplazadO por la ec.(8) .. 

Sea x .. x'+ J un punto nominal dado. Considérese' cl -desplazn~ 

miento llx que nos lleva del punto nominal x a un punto vaCiádo x, 

ta 1 que 

><-. • X + /':,x {23) 

Si se usa cuasi·lincalización, entonces la ec. (11) es aproxi~ 

rnada por 

• 

~T(x,k)· • • ~ T(x,k)_ o < u ' 

donde 

6T·-(x,k)O. 
•' 

(25:)_ 

·denoÚI la prinH-.ra variaci6f1 de T(x,k). Tx{x,k) reprcs<lnta una ma-

trlz de dimensión n x q, cuya j-éslma columna es el gradiente de 

la función T.(x,k), j~1,2, ... q, con respecto al vector><. 

' 
Suitituycndo la ce. (25) en lri ec. (21<) obtenemos 

o < (l ' 1 ( 26) 

-----~-~· ·-~-~- ----~--~- ----·---
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ncs con n incógnlt~s.- Si hacc.mos la hipólc'sls q < n. entonce~ la 
1• •••• 

ec.\26) tiene.¡,,. Infinidad de soluciones 1\ef. ] . SI" embargo, 

ciún: "Una sOlución íinic& de la ec. {26) se puede obt.,ner si se 

busca un dcsplazamie_nto de longitud mínima en el sentido del prin-

ciplo de mlnimos cuadrados\' 

Por consigul~nte se desea resol.vcr'cl slglJ!enlc problema, 

- -
.. 

' T Mi n "" ¡: 
,, ,, ( 2 7) 

s . a . 

T1 (x,k) 

' 
,, 

' " T(x,k) - o ( 2 8-) 

' 
Por. los méfodos de la teoría de máximos y m[nimos, se_sabe que 

el p~oblema anterior puede ser· re formulado como el minimizar la 

función aumentada, 

T T ) ~ {T \X,k ~x+nT(x,k)} 
' 

(29} 

donde F(llx,A) es conocida como l_a función Lagriu1giana y el vector 

A de dimensión q como el multiplicador," de Lagrange." ·SI 

(30)' 

denota el gradiente de la funci6n aument~do F(A~.~) con respecLo 
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(5t0 produce la rel~cl6n 

T-(x,k.) .A ' . 

1) -

$ustituiendo la ec. (32) en la ec; ( 2 6) 

. . • 
A{x,k) A '" n T(x,_l<) 

. ' se obt1ene 

. 

,. 

dí j 

. . .. 
(32). 

- ... 
' 

donde A(x,k) es una matri~ ~e dimerisi6n q_x q·~e la -f~rma 
. ' 

. ' . 
A(x,k)·, r 1 (x;k) Tx(x,k) 

·' X -
·. (31¡) 

. ' 
.. 

de'q _ecuaciones con-q [ncógnita_s, y pUede tcsolv~rse por i!Ur:lin'a· 

c16n _g~uslana para ~btener el valot de l. 

Cambio de Coordenados. Para slnlpl ificar el PrOblema anterior 

-introduCimos la variable auxi 1 iar 

' z - 05) 
a 

transformándose la ec. {33) en 

A(x,k) Z- T(x,k) (36 j 

' 
' 

' 
l 

'. ~ 

1 
l 
' . ' •• . ' r 

' -.. 
. . ' ·,, 

' ', • ·' • 
1 
1 
1 
' 1 

• 

. . 
-

•• 
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algebraico·en la incógnita 
' 

L 

Pa~a obtcn"r el valor de Z r"sOlir.,r·cmos la ec. (J6) por el i-

~inación g~usiana, e inmediatame~tc después introducimos otra va-

riablc auxi 1 i.l~ Y definid~. por 

Y •- Tx\x,k) Z (37) 

donde Y es un vector de dirección. El valor del dospla~.,miento 

fix puede obtenerse de la ecuación 

fix•-aY (38) 

' ·El v"ctor x ~s calculado·de la ec.(23) Si el punto x satisface 

la ce. (6) entonces x es la solución buscada y_ el algoritmo se 

' 
tcr.mina. En caso contrario el punto x se toma como punto nominal 

.para la .si gu ion te i tcrac ión. Como i-ésul tado obtenamós un A 1 gor 1 tmo 

de Restauración Estabi 1 izado (ARE) y es usado Jteratl.vamerité hasta. 

l.og~ar la convergencia a la solución buscada, 

Si q"'n, de la ce. {36) obtenemos 

Z • A-l (x,k) T(x,k) (39) 

.. r:· 1 (x,k) [ r!(x,k)]- 1 T(x,k) 



-- . 

S<Hlitur·cndo l.\ ce, (39) en la··.cc. {37) obtenemos 

Y• - 1 r' 
' 

(x,k)J- 1 T(x,k) (~o) 

-llultipl i cando o o e '" izquierda lo o<. ( b o ) ro r· T
1

(x,k) ' . 
obtenemos 

L~ ecuación (~1) es cquiv<llente a un sistcm'a lineal de ·n ecua 

ciones con n incógnitas y puede resolverse por elimin<'ltio'n gat.isia· 

na p~r~ obtener el Villor de Y. Unu vez conocido el vector Y calcu· 

la_r !Jx y i\ de 'laS ecuac:iones (38) y (23) respectivamente. Si i\ 

s<ltisface la ce, ( 8 }. .. 
entonces x es lo solución buscada y '1 algo-

.ritmo~¡ termina. En.caso conirario, se toma a i\ como punto nomi· 

' nal y cl proceso vuelve a rcpet·irse. Como resul t<ido obtenemos el 

Algoritmo de Cuasilinealizai:lón Estabili:>;ado (ACE), o <'llgoritmo 

de Uewton Estabilizado. 

'rropie'dad de Descenso del lndice de Comportamierito. Para 

Impedir é¡ue el ind;c.) de comportamiento Q(x,k) n'umente cui.~do pa­

samos del·punto nor:iÍnal x al punto variado x, reque'rimo~ que sU 

primera variación sea negativo. La primera variación de Q(x,k) 

está dado por 

rSQ(x,k) = 2 T1 (x,k) óT(x,k) 

Oc la ce. (2~J. 5e tiene 

.:··:·,·c·c·.:·.cc. ...... _____________ -"-------~----""""---'""--- _ _e ________________________________ __ - ------ -
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ojQ(x,k) " - 2 a Q (x,k) 

Ahora, como Q(x,k) >O, ya que X es o.Jn punlo que no satJSfacÓ,-!a 

ce'. (11), y para a> O, tenemos . 

" 

' éQ(x,k) < O (44) 

•' 

Por lo tanto, si a es muy_pequeño el descenso del ·fnd i"c,,. compo!. 

' . 
tamicnto Cstá 

Q(x,k) < Q\x,k) 

'" ecs. : (45) .constituyen 'o 1 a rilamOs la pi-opiedad do 

descens~ del [ndice de comporta~icnto. P~ra d~termi.nar ~j ~~lo~ 

ó~timo. de:-a para el·cJa1-1a propiedad de _descénSo· se cumPla¡· se· 

efectuará un proceso d.; bisección Sobre a .ref. [1] · . 

• 

·----- -----·--- -------·--
. ' 
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ó, Resumen de "los ~lgoritmós, 

' .... . 
"" 

' . 

L;,s difercntc5 etapas del desarrollo de los alg.orltmos, 1\CE y 

AR.E pueden resumirse de la siguiente manera: 

a) Alooritmo de Cuasilineali2aciÓ!l [H::lbil1zado. 

1, ·Dar como punto nominal a x'. 

2.. Generar el punto x•x'+ 6. Asign;,r k~O. 

) . Calcular <lt(x}, ~ (x) y P(x). 

' 
Si P(~)· satisface l;, ec .. (8) entonces el algoritmo 

se termina,.En caso contrario pasar .,1 sigúiente p.:.so. 

5. Calcular T(x,k),_.Tx(x,k) y Q(x,k). 

6. Calcular Y de la ec. (41) Asignar n~1. 

7. Calculor ÓJI. y x de las ecs. {38) y (23) 1 respectivil~ 

mente, 

8, Calcular·<!>()(), T(X,k) y Q(i<,k) 

,_ Si Q(x,k) < Q{~·.k) pasar al paso (13) En caso contrario 

pasar ill siguiente paso. 

10. Si la ec. (9) se cumple pasilr al paso (11). En caso 

contrario el valor de n se ree~p.laza por n/2 y se re-

gresa a· (7J. 

11. Si la ce. (16) se cumple pasar a (12). En caso contra-

·r;o efectuar las asigr>aciones x'• x, x•x'+ 6 y k•O. 

Regresar a (3). 

"· Incrementar k ''n incrementos bk ~ O. Regres~r a (5). 

13. Un~ vez conocido x la itcrilt.ión se terminil. El punto x 

se toma como runto nominal p<~ra lil 5iguicnte 

Regresar a (3) • 

' 
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Dar como un ·punto hominal a x" Generar el pUnto 

x• x"+ ó. · . 

. Asi~n-~r ··km o, 

Cal~~lú ~(x}, 9,.(x) y Ptx). 

SI P(x) s3tisfcice 'la ec;· (8) el algorll~o.-se 

E~ caso contra~ lo pasar al siguii~ie paso._ 

Cill-Cular T(x,k) ~ i" (x';k.) ' . 

,• 
' 

y_ Q(x,k) ·.· 

Calcúlar l y Y de las ecs'. (36) y '(37)' 

Asignar cr."-1".: 

termiña, 

' . 

CalCUla,: !J.x y x de las ecllaciones (38) y (23) respe_cti-· 

· vamehte, 

CillculH .¡.y:_J:, T(X,k) y Q(X,k) 

pasar al paso l1 2) En .caso co~i~ario 

pasar al siguleilte paso . 

.SI·l<'l ec, (9) se 'cumple pasar al pciso-(10) En C<!SO 

reemp 1 aza do . por. n/2 ~ Regre· 

sar a (6) 

SI la ce. (16) se cumple paSa-r al~paso (11) • En'caso 

contrario efectUar las asignaciones x• .. x, i<."l\ 0 + o5 y 

k•O, Regresar a (2) 

Incrementar k en incremento~ Ak">·O. 
. ' 

Regresar a ~1¡). 

' 

12. Con X conocido la iteración se tcrmlnJ. Tomar a x como 

punto nominal para ta Siguiente ltei-ación, reg'resando 

8 ( 2) 

. ' 

· . 

.. 

' 
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a. conclusiones. 

Un método general para resolver slst~~as de ccu~~lones no i-

ncales de la forma't(x) • O, donde ~{~) es una fu~ción vectorial. 

'de dimensión q y x un vector de dimensión n con q ( n, se-hn des.:~r 

rollado, Este método tiene la-caracteristica de reso_lvor aquellos 

problemvs en los cuales la matri~ identifi-

caniJo a X
0 como un punto singular.' la eliminación del' punto singu-

lar x"sc logra al introducir la' función de tuneli~ación T(x,k) para 

un valor de k sufic!cntemente grande, El m~todo está basado en la. 

consideración de ·los indicas de comportamiento P(x)~<t>T(x) <1-(x) 

·Y Q(x,k) • T1 (x,k) T(x,k), donde el primero es usado como criterio 

de convctgencia y el segundo como una gula dur~~te el desarrollo 

del método, ya que enfgencral- para k >.O se tiene Q(x,k) > P(x} 

Un ~ lgor i tmo- de Restauración Eslab i 1 izado ha· sido generado 

al consi~erar la existencia y eliminación de puntos singul_ares y 

··al inlsmo tiempo requerir qUe' la primera variación del índice de 

comportamiento Q(x,k) sea negativo. 

Si k•O el ARE se transforma identicamente en el Algoritmo 

de RcSt.,uración Modificado (ARM}, el c(ial no tiene la propiedad 

de detectar y eliminar puntos singulares. Esto significa que si 

el ARE es usado con k•O entonces el algoritmo no puede (en gene-

ral) converger a ' la solución.· 

La propiedad fundamental del ~RE, la c<lpacidad de 'poder detectar 1, 

existencia de puntos_ singulares y \a capacidad de poder eliminarlos, 
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ca~o_s pUede volverse globalmente 'convergente.' 

'finalmerÍte, cuando q•n el ARE se transforma en..,¡ Algoritmo· 

la CoJa sil ineal il~ci611 Estabi 1 izado y lo" r~s••l tados oiJtenidos ,¡>ara 

el primero son tambié~ válidos para el segundo, 
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S. Cot>dicione~ fxperin¡cntales. 

Con el objeto de comp<1rar 1115 ventajas logradas con loS al-

qoritnlOs ACE y ARE sobrc'los alqoritmos IICO, ACM y ARO y_AR/l, res-

.pective~ente, se resolvieron varios ejemolos numéricos us~ndo una 

cbmputadora .86700 e o~ aritmétitil de doble precisión. Todos los al-

goritmos fueron programados en Fortran I'J, 

Valores nominales- P.lra todos los algoritmos los valores 11 o-

minales fueron elegidos como 

' - X i + S ó .. ,, ,_' 2, ... n; j=1,2, ... ,2n 

usando los siguientes valores de e y de ólj 

·S'" o,+ 1,·+ 2,. ... +SO 

' 1 ·" j 

" ' J 

( ~ 8) ' 

En_ la ec. { 4&), x* representa la solución exacta, Bes la distan 

·tia del punto nominal x a la solución exacta x". y óij 

ció~. tomada sobre los ejes coordenados. 
"' la direc 

Condición de Paro. El criterio. de convergencia para obtener 

La solUcLój, desead11, ~e escogió p11ra todos Los 11Lgoritmos como 
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' ~- --,\_. ' ,·:· . 
' ·' . 

" 
' . 

' ' 1 o o (50.1) 

• is0.2¡ 'b ' 20 

' ' lO (50_.3)' 
o 

número m<'i x f m·o "' 1 tCrac iones ,, 1 algoi-itmó ' lo-donde N ,, ol p a r a 

gror la.co'nvergenda_a·l.;: solUción deseada, Nb es el núinero mibdmo 

do bisecciones p'ermitld_aS ·.,,el -t~maño del' paso Cl 
.... ~, 

la propiedad de descens_o de cada a i gOr i tmo' Y ,km el 

para satisfacer_ 

va16r'mfixi"ino •' 

pei-mitido .• del'par6metro k de' lá ec. (¡¡) 

la condición· \50.1·) Implica la convergencia· muy' le~¡~ i:!el 

algoriimo, la condición \50:2) lndl~a un valor ekircmad;m~nte pe-

que~o_.del desplazami~nto y por consecuencia .. 
lenta, y la condición (50.3) indica que los algoritnos)<CE y ARE· 

·no-pudieron cancelar la singul.iridad. 

El valor de.llk es 0.1 y el volar de BmaX en- 1 as e es . (9·10) 

:5 y 15 para el ACE- y el A.RE, re5pe~t!Vár.~ente. El valbr de~ es 
. ._ 3 

1 o . 

" 

Porcentaje de E:dto. Puesto c¡ue cada problema fue ~esuelto 

va.rias veces (106 en total) comenzando con .los valores nominales 

,dados por las ecuJciones (~6)- ( ~ B ) , sean N el 
' 

número toial ,, 
corridas efectuadas para-un ciertO »rob'lema dado usando_ un ·algo­

ritmo dado, y N
5 

el número to'tal de corrldJs exitosas. El paree!!_ 

taje de éxito está definido por 

'• 
' < 

~ ------------·-· ~-'------- --·-

' 
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1 

¡-

1 

1 

'· 

·2) 

de donde O .; 
p ' 

y m(entras mS~ grande sea el valor de p más 

poderoso e$ el algoritmo. 

·Radio de Converqencia. Para hacer una compar,acl6n de 'le efi· 

ciencia dé cada algoritmo, definimos el radio de conilcrgenc!a de 

la siguiente manera: Dado un punto nominal x la solución conocida 

x•, medimos la distan~ia de x a x• corno R•l 1~* - x*l 1 ' fl a .. ,Si 
' ' 

para todos los nominales se tiene p•l, decimos entonces que 

R(R•fl) es' el radio de convergencia de un algoritmo dado para un 

problema dado. 

Tiempo de Co~puto Empleado, Si T. 

' 
representa el tiempo en 

Segundos de C~U emplado en la i-ésima corrida exitosa, para resol-

ver un probler.~a dado usando un algoritmo dado, definimos el tiempo 
' 

prome'dio en segundos¡de CPU por corrida C><itosa como 

" ' • ' T. ' --
" ' i ~ 1 ' 

' 
,9. Ejemplos numéricos. 

En esta sección se describen 13 ejemplos nUmeros. Por slmpl 

cidad se usar:i ootaclón·escal,,r. 

Ejemplo j.l Considérese le ecuación no lineal 

x-sln3x+ 

Con S<~lución conocida X" -1.0~ 

' 
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Ejemrlo 1.2 Coqs(dércse la ccuac('Ón no 1 (nei11 

x~ sen (h;) • ú 

con soiudoileS conocidas .de ,..~o; + .0.95 

·tje,;;pl;; I.J Cons(déreH' 'la ecuac:!ón no 1 (neai 

sen (x) 

con s~]uc!6n conocida ~ • 2.56 

Ejemplo 1.4 Considérese el stStema no 11nea1 

·:e sen (x3! 
' ' 

. 1 - o 

• 
2. 

2 
)y 

2 

' ' ' hy • SlY~x) - o 

con so]Úc(ón ConoCida· (x,y! .;,.(o,O,J2), Otr<1s solUciones ·son 

por ejemplo (x,y) - (0,~2.79), (-J .65, -2,23). 

Ejemplo 1.5 Considéi-ese e']·sistema no liioeal (zsj 

x 2 +x·/·1"'0 

Y.-. sen (x 2 ) .. O 

.. 
con solución conocida (x,y) • (0,73, 6,5), Admite también la 

---· -----~ --· - .. .- - . . - ·--· .--·-·- .. 
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s'olució~ (x,y)" (-l,fi7, 0.35), 

Ejemplo t.6 (on~idércSe el si5lMla no lineal 

y- 0.5 sen Onx) "O 

<;00 solución (x,y)" (1,0). fldmlte también lil soluc'ión (x,y)"' 

- - (1~6.: ci.29). {o.~. o.29), (1.85, -o.4), (o.ts; o.4) .. 

Eje.iplo 1.7 Considérese el sisicm~ no lineal 

" . -

·Ejeinplo 1.8'. Considiirese el sisteina no lineal 

• 

2 sen(O.~ITx) sen(0._4Tiz) ·- y • O 

O.lz sen(2Tiz) 

O,lyscn t211x) z + 1 -o 

con solución conocirla (x,y,z) "ll-~,1,8,1) .. 
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' ' --
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< • • • 

' ' ' -· . 
' 
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. . .· 

.-... . ~ ... , 
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" 

" 

Ejemplo 1. 9 Cons(djrcse el .sistcm~ no 1 i ncal" 

2scn(0.4llx) sen (0.4IT~) y - o 

0.1 y sen(Z~~) -- x - _z t 2.5 .. O 

o.ly + Sen_(znx) z·+ 1 "o 
. . .. 

ton soluciÓn (x;y,z) A. n.os,l.l!s',1.~7). Admite también 

clones (x,)r.;z)" (i,91,b.87,056)', (1.56,L55,0,]9). 

Ejemplo· 1.10 ConSJdér'éSc el'sisle'n>a no \in<iol [2) 

. 2 - . . " •, 2 
(y-u) '-+ (x+y+z+u) -- .16 " O 

><Sen(o.snz) • yc0s(0.5Ji~) 1 • o e 

• 
, 

• y • ,3 • 4 4 o " • 
' ' 

• • ~-' '"!- 3< • ~~~-- 10 • o 

con solución coOocrda' (X,y,i,u) __ .. (1,,1,1;1r. 

i ' • ' ' 

" 

' .. -
las 5olu~ 

. f 
·f • 

: 1 
: ¡ 

' ' 1 

._: .. :J 
\ ' 
" 

Ejemplo 1.-11. Con~idérese--e1--slstema-no.-.\ii1eaLl2!· 

2 2 , 2 2 ¡,Z 
X f Y f Z f U f v 5 • o 

, , 4 
(x-1) . + (y-2) + v , - o 

' , l 
·ic-+-Zy + 3z 

, ' 3 
-:o; + xyz ··u 1 • o 

{.1,\;1-;1;\). . ' 

Ejemplo l, 1 Cons!dére5e le ecu'ac!ón no \inCa\ 

' - ~ 1 .. o 

' 

" 

., -_ 

' . ;.• -
" 

- ... 
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' 
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·' 

.. 
' 

., 

-----. 

'"" 
\ 

~o1Uc16n conocid~ 

- ,, 

(x,y) • {a, 1) ._Además, admite 

solucione~ (x,y) • (0.26, 1 -53) (0.26, 0.~683) 

Ejemplo 11.2 Considérese la ccuaeión no lineal 

también 1 • > 

cor1 solución (x,y,z) • (0,1 ,2). Además tiene más soluciones, por 

ejemplo {x,y,z) • (0.26,1,5.3',2), (0.26,1,2.53), (0.26,0.47,2/ 

' 

--- ----·---------. 

' 

1 

' 
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ANALYSIS,OF LINEAR INTEGRA TE[ 
CIRCUITS BY DIGITAL COriiPUTER 
USING BLACK-BOX TECHriiQUES 
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' 1 ' • 
4-l!NTRODUCTION 

' ' · Thls .c~apter covers sorne ml'thnds of dealing ¡-f!lclent:,; wltl 
li_near lntegrated clrcul.ts using bl.<ck-box techniques andd~sNit.:: 
sorne computer programs lmp!enlentlng the methods diSCÍusSEd, 

One of .the dPawb~cks o! the general-purpose analyds 'pro¡-:am• 
whlclt !ll'e,presently sva.ilable (ECAP, NET-1, CIRCCS, PI\E.J!CT 
NASA P. S9EPTRE, etc.) [l-<>i is ihat ~ey can handle cnl)· lurc.p~t!· 
clrcul\ ele;m_ents. As a result, Lhe models for translnors u.':! in· 
tegrated ,~!rcults that ihe clrcu\l destgne< lB fore<•d to uoe ha,·, 
parameters whlch are dlff!cult to determine and Jt ;s a rel~:l,·el' 
complex mal ter LO achieve good :approxlmatlons to :n"uure<l dat; 
over broad frequency ranges. For examp1e, the ci~cuú shcwn it 
Flg. 4-11': a hybrld-pl linear model of a tugh-írec¡uency tr"-r.;.OslOl 
[7] inoludi~g beader and overbp '1-lode capacltances whlcb, in opit< 
o~ !te complexlly, predlcrs the frequency behavlor of }' wlth p•·e­
cislon up LO oaly a few MHz. For thts reason, som~ de';i"gners us1 
difieren! models for e~ch fxequenCy range. 

In [8) Carlln emphasizcs t!l.3 lact that ene can r.o ~n¡;er h~ 
back on u-le conúortable security of coils, capaclto:s, Z.esismrs 
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Fi,, J.l 11,-b,;d-pl O<Odol oro hoooloto! witll ho&dor ond ... ,top diool• 
<Opacilan<••. 

and translormers In descrlblng" tbe detalls of constructJon of com­
plex electrlca.l de;tces. llldepenrjent o! the Interna! constructlon nr 
a devtce, 1! U:e c1rcuit ls llnear illld tlme-lnvarlant, frequency re­
sponse matrices lll \be complex plane w\11 describe tbe devlce 
accurately. Jn sorne cases \he frec¡uency response malrl.>< may be 
obtained experlmenta!ly wttbout any kllowledge of tbe Interna! 
st!"'lcture. In other cases lnteg<ated ctrcu\ts may be analyzed and 
the uetwork may be dtaracterlzed by a matdx Whose entrles are 
!unctlons of lrequency. The circult's Interna) atructure ls lgnor<!d 
Í!lerea(:er. Thls technlque ls cslled t.be black-box approach. lt 
has tbe followtn¡; ad,·antages for !ntegrated ctn;ult analysls 

1. 1\ ts at:tle to accept e>;perlmen\.3.1 u well as analyl\cal dat.a. 
2. Complete 1ntegrated c!I"cults may be blackHboJ< mD<Ieied. 

Thls \s eJ<:rcn,.,ly adv:ont"{;eOUS U the same clrcults appoar 
se,·eral times in a system. 

3. \\· t:h thls ~pproach. tl'.ere ls no fundamental <llf!erence between 
lumped, dhtrlbut.ed, or Ideal networlu! (such as ideallowH 
pass fllters). 

·1. Solut\on o! networks by pleces may be done quite shnply 
u~\ng tllls upproacb. Thls m.l)" beco me mnndatnrr lor !lnalyzH 
lng clrcu\ts w:th m:ony codos on computen wl!h llm1ted 
rr:cmorlcs. 

We do no\ propase to !lb:Wdon conven/lonal devtce modela slnce 
th; an quite va.l~ú\e lor &lvlng t"-'e desl¡;ner lnslí>ht lelo the 

·lnt":-acUon of tl".e deYice wUh t~.e reot o! \he c\rcult. Wlut w~ 
prcpose ts that & too\, such as thc computer, shoultl bo used In 
,. ays •ppr~prlate to 1\5u1.!. Certa.ln !ntuith'e tools auch &s c1rcult 

1 
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A~~LYS1S OF UM~~R IMHGMTE '" 
achematlcs and Bode diagrams are approprlate for the penc!l-o.nd­
paper deslgners. A computer. en \he other hand, ba::~dles poly­
nomtals helter tbiJl logarl!hmic graphs: lt ls slmpler to m ex­
perimental curves wlth polynomials \h¡m wHh clrcult fLmctiNl.s 
hav\ng ccrtain pole-zero co~steUat\ons. Thls does not !nclude tlle 
deslgner lrom keeplng In front o! hlm a scbematlc Witb convM­
tlonal models for \nslght. 

The black-bo>< curvo modeling approach ls moat approprlate 
for handUng \nterconnectlcns !n>"olvlngslogle-chlp linear lotegrated 
clroults; the only avalbble polots for connectlon, measu•eme~t • 
8.11d characterlutiOn are the e><ternal terminal&. 

The lour centra.! ideas In th\s chapter are 

1. ln analyztng general Unear statlonary networlu! lt sbould be 
posslble to handle them as b\ack boxes. 

2. The modeUr.g of a clrcult wlth two or more terml:cals s:,.ou\d 
ba flexible enough lo a<lmlt not on\y rallos of comp\e>< po:.:r­
nomials. but also general curves In the freq'-lency c!omlln. 

3, Jt should be posslble to preanalyze pleces of a clrcuit o.nd 
eventually lnlerconnect the pleces. 

4. The lndefln!te matrices [12] are Ideal vehlcles foi" cl\Aract­
erizlng multitermina \ btack-box clrcults whlch are arbttrar\iy 
interconnected. 

4·2 Fln!tlG FREQUENCY CU~\IES WITH STANDARD FUNCTIONS 

For the analysls of lnterconnected black boxes. thr~<; melht·ds 
are posslble 

1. AnalyUcal e><presr.lons Whlch. &lve tbe terminal Cl>araciE·r­
isUcs ol !he b<»<es. 

2, St¡mdard lunctlons lltted to dlscrete data Whlch were e\Uer 
mclsured or calcul!l.tcrl. 

3. CalculaLions performe<.l only at the frequencle• !or wh:.Ch 
discreto data ls avai\able througb elther measurement or 
calculaUon. 

Thare are some devices ,..blch. are .descrlbed accurately eno·-~h 
wlth :wa\yt\cal e><pressloos o.-cr a Umi~ed !requencj' range. For 
example, smooth willorm transm1utoo Unes may be descrll.cd 
wlth matrices Wbose entrles oontain b)-perboUc !uncUoos over t.lle 
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olectrh;.>l leu~th or tilo Jin.. Lumped olon>ents ~uctt u ~ohtora, 

!'ductor~. or c•p~ei\Ors mo~ !loo chJr.te!orl<eol wnh 1.he u."ly\.Jcal 
<•rn••lon5/i.l,,, or 1•<•. Multltum!Oal h1mp<d notworko m'y 
~u "" •IFt"<l "1"'00\lc•lly :u.~ clntroclerlmtl M glven l<lrrnl!UI• wllh 
ra\.Joo o! eornple• pol)'!".omlalll. Ideo! elerneo<s suoh as bandpaÓo 
!Uters wlth llne>r phue rnay be chor;octor!<Od by analy1.Jcol p­
a<td "'a¡;nlwdo e•P..-e .. lons, 1\'hon sueh o.n.alytleal expressiOtl• U<~ 
~·•ll>blo ,.llhoul Loo =•h add!Uonal 'effort &r,d are aocurato 
on~"gh, tl•.ey uo péelor:W:o to oll".er oh:ll"aotorlnl!o"" beco.uoe <>! 
thelr con•er.!ence. ' 

Somollmes an>~ytlo>l ••P••••Ions are nol oval!:tblo w!lhoul oon­
ol~er.tl>le A:ldltlooal eUorl, bul discreto data lo, Tho dlscro~ data 
may ll>.•·e bee~ r:i:euu<ed o< e>.loul>te<l: lf we lalo" :he ;eoeu\ 
•hnpi, o! the cU<'·o lrom -.·/>!eh tho dlsoreto data polnto were umpled, 
:ho dlso:e:e d>to may be nplaced l¡y sl<JUlarc! !uootiool whooe 
P .. >mo«~r• >tO Oetermlnod by o p>Oee .. o/ our .. ft<l!ng ¡~¡. 

Tho o~olco o/ otonc!ard lu~ottono is doter,¡,oc! Oy tho appllou!on. 
Sonw pooOlb!lllleBaro ' ' 

' 
!. ll tr.e ron¡:< o! freqt.'enctes &nd the ronge o/ t!>e ""'"""m 

lile luc.ctton• are <nooll, low-or~o"r polynorn!al& w!l\ 'ener­
>lly 1." 'a,;,<¡c>to !or >l>wly vu~1ng !""O'..IO<is, 

2. H t~o r.u-.~e o/ !:-eq·ter.clos ls J>rge and tilo """~e of vdue•. 
,l, ""';,11, 1<.--v-~¡·o~' poly¡toml~ls !,. !he lo¡ut:hm of lhe 
!rttq"eocy ore u•~•l:y >de<r"~"'· 

3. ¡¡ both t~c ranso of ''>iuoo o.nd the ron¡¡o o/lroquenctos >re 
l.u~e. <ho Jo:;"rlth"\S o! t~e n:Uei veuuo lho lo;ullhtn.< o! 
ll:o :,.(¡w>nc:les moy be H< Wit.lt l<lw-order po\ynomlalll. 

lf tbe d>b xarles oomewhat orro~colly. dU!cr,mtcurves may be 
/1\tod o••r eao~ ~requeney ran;o. for n=plo, ll.oeor lnterpolli­
tioo l>etwoe" slra<e~toally c~osen dato points. 

n.~ melhod• menttone~ obovo or~ L'•e O!mpleot, &J>d Jlllrary 
N'ltir.es are """'"Y na!l>lJ)o !o !rnplern<-~1 \.Oem. A u""r moy. 
how<>·ec, choose o.or func:toool !orm and a~Juot paramotorawith on 
optlrn!Z>t!on pro¡ram lf h< so dooU'ea ror so:r.o p:utlcul11- reUOtl. 

By ll.avll>;: sovor:tl 5Ubro-oU~u avail&lllb in & pro¡rom, lho uocr, 
depeodlng on hl• prob)om, may lhrou~h d~t~ card• control Whal · 
typc of otonJ,.,.d (l'l>Ctlona ue uoed for Jnterpolattoo.. 

lf !!le tl!scrotO <!:tu \l'I-Jctt lo a<LI!:t~lo lo OpROed sulflotontly 
e lo "''Y thu .>n,lyols m> y \>e dmte only ut lho fr.quonoy vol a o• ot 
w!L.:eh lhe d¡.:a J• >Vall>bl€. T~s o! oou~•• usumos tho.t all tho 
oorn,.,r.en:s ceo<:r1l:ed b~ rl:screro d>t> aro charao.ter!aed a: tlle 
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u""' lroquonc!u (Or el .. tll>t the analys\5 !o clono only a: the 
fro~uondeo l~r .. hloh "lllhe oleonents ot-e c~ar"oterl<e~). 1.o this 
ca.o eucv~ fllUn~ m.,y ¡,.,'""""""'"'~a~ "''""''ll"·r. 

W!>en •pproxtm>.tlng & glven ""'"" '"'lth a llnur coiOOb•ttt'~ o~ 
• sol of lunctiMs, the~e tte cortLin prcbloms tho! :nar ar!se. o~• 
of lhese proh!emo !S tllot caloal>tlono perlorme1 ~Y comp:tor 
carry a llmlted numl>er <>! olgnillcant fi!P'"'"· Sah'"acllon o! J.'l!'O" 
number• lo obt&Jto omall nutnl>ero :nay ca~se const~orahl• er=o~ 
~ae lo tl"UJ)cal!oo. The &ll<la\.Jo:~ witl <>Ollll'l"" lf o~t:.o¡onaJ IL<:C­
Uo:~o are uoO<'l !o perforrnlng c~lCulatioú by ootr.pa~r. 

In luncllon opoco lho ¡>owero· o/ r: 1. x, ,:, •' ..... ,•, .. ore 
not orlho.oormalluncllo~• (oc~'logo"-'l and norm&ULed). The ~J¡~.er 
111<1 ordor o/ tilo polynomlals lho l<o.>S tlle pro)oct!on of ono '?"" 
a.oothor as exhibl"'d by ~~elr tnnor prodact In ll".e!nten·"¡ [~.1! 

' .. ' J ' • • • ' ... l <>,,,.¡,.,¿,. __ • 
0 P•q•lo P•o:l 

Thlo m"""" lhal wMn Ono flts a ourve .. "!tll a ~.t¡:~-or~•r ;>olY­
oomlal, 1t w!ll ¡;enually l>e neceoury !o o>cry o olpi!!O>ot ,,~m­
ber o/ d!gtl•, es;;oololly l<>r ti'.u hl~t.er powers. 1his ts tr.e re>con 
lar lho follow!n¡; aur;>rlsil>.¡¡: fact: Al:.:Wu¡h uporlrnental da:a ">f 
he ~raJ.o lo two Ei¡;nl!!oanl fl¡¡ures, ft moy be neoesso~¡ to 
prevido polytto>nl•l coeliloioots whiclt "" •cc"ra~o to so•eo !:;;-"'""· 
Unlo"" l>l'.e lo ""'""' o! tolo oce "'"l be '~"'P'<'J t~ ra<,.1 o;; :he 
pol)'l'Omlal oo<offlcloo<s tO t~e somo Sl¡¡lli/ic:lc.: !!¡uros os tbe ~r-". 
TIUs wou!O, o! couroo. g¡vo very ln>occrato resJltS. 

Ooo way o! al1 .. 11:bg lhls probl~"' J• to u& bnel!oos o~~·r 
!han powora of •· Thero o<!st '"''~c•l lom.Uios o! or'..io.Ogcr;l 
polynomlalo whlch oro orlhn""rm•l Ol"<r dl!!~reu !r.ter·.-als it'). 
Ex•rnples •n: Loge..:ire, ortllagoul tn J·l.l): C~e'>yU;e<, l"l"' 
Kind, Orthogt:)n~l In {-l,l): Chbr•h•~. Secaod Kir.d, oct!:o;:~,.~¡ 
In [-1,1]; Jaoob!, or:ho~on•l b"[-1,1): OeneraU<e~ La¡perro. 
orlhogo11&l In (O,~J; a."d llertnltll, or~':o¡co&l 1:'1 )-•,•). Thuo 
polynomlals uo salutlono lo cortaln dllf•rontiol or dHference eq '"" 
Uono wlth pnrUoulor bound•ry c<lltdltions, Ono may gene._t.e or.e'$ 
own orlhogona\ ¡»lynomlalo over any lntuoa) uolng the Orarr.· 
Schmldt procou. Moro ¡;rncc.lly onu m.>y """ lino" corr.l>'.o.ttlor.> 
o! any oel o/ func<Jons [proforably or~'to¡:ooal tJ..a r.ot r.oces<~cl:y 
IC) lo d&ta-llt, The <:holco "''111 he • con:pn)mloo betweon 0·.-aJJ­
&hiUty o/' oub<i>u1.Jnoo "> do tlle fitting, "'""· elf!otoncy, and 
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aocuracy o/ Lho 'Jbrao\lre>. ""~ l~ulto lmpan:~nL] tho wllllo,...os. 
0¡ U>e ~1<-Nronlc <lr~ult do>l!""·'" 1.<1 v.ork v.Hh anolytlco.l lools 
~<hloh he lo nat 'oc·o><on,ed 10 uo!llg. 

O,e poo•IUIUiy .,.t,.¡ch hao been found q•>ltO e!loctlve '·"'¡ olmplo 
10 uoe '" ploce,.l•• !ltllng o/ our.-ea OYer dH!eront lnterval•. !Jio­
cr<<o polnts muy be !ed lnto_the campulor nnd dtlferont curves 
may be flt on d!!/erent Jn\UI"ols. ror lnotanC<~. one ap¡macl> 1s 
Lo flt a qu&d<>UC pol¡nomlol through tho flrot threo polnts ond to 
suboequentl¡· f!l other quadr>tlcs lhrough each oddlllonal polnt. 
matCh!"!; tbe pre1·[ous cunee t.:>th ln <>lue ondderi>atl<e at U>o lut 
common polnt. \\"Llh the ald o! 11" •tntement~ tho rou\lno <Locldes 
~<hot ~u•drdl!c 1.0 "'". depend!ng on the lnlorval lo whlch the ln­
~epondent \"abe belon¡:o. ln tMo mo.nner a continuo~• cur•e w\th a 
cantJnuouo derl•allvo poos!n¡ throuKO Lho elata pololo lo oOtatnod. 
11oro oo¡~Wotlcotlon la obo!cuo!y poaa!Oio. A o!mpll!led •cuto~ or 
thl• ap¡¡rooch U slmplo llnur lnl.erpol•Uon betwoen dota polnts. 
Thlo yleldo o oonllnuouo curvo l>otween dota ¡>O!nls •lthou¡:h the 
derln\h-o wiU bo <ll.Contlnuous. Un.,.r inlocpohUon ¡.,.. boon 
lound so of1ecL!vo and otmplo Lo uso that tl lo usod •• Lho otorulard 
optlon In DELSAP' wlth the ol""r opllono an.llabl.e on requeol. lt 
ls part!cululy aultollle for tho Cl!ouct.erlullon o/ our-.es wMcl> 
aro used only once In the prograrn ano wtll not hocomo pul of the 
perr.unen\ llh''-l"l"· \\ lten >. oub<:lr<:>dt (such as certo.tn U"U!S!Otor&) 
is u&ed very ofton an~ becamos par\ o! tho pormanen\ l!hruy O/ 
the progrom, tt lo worth the oUort Lo lit l\1 cur.oa w!th oompul•­
t!onally e!Uclenl expreulooo 110]. OpUmlutlon progr&IIUI SIICh 0.0 

SUPROX 1111 havo boen found very uoeful In th!o r<>spect. W!lh"" 
opUml<atlon pr<>enm ooo ... u mea an expreaslon w!lh oome nrl­
o~lo poromotera And the pro~<am •u•omotlcally determ!MO Lh& 
beot p:tr•molera for tho f!t. \lllis provl<lln¡¡ a.o. analyll""l modo! for 
tte de<! ce. A partlc->lat cose of lhb 1s to Ut iumped. cirCIIIt.s to 

(ret¡Uency "'""""· 

4·3 CHARACTERIZATION OF CIRCUITS WITH THE 
\IIOEFIHITE AOMITIAIICE MATRJX 

The;o aro rn&ny motrices that co.o ch.aro.elorlu o multltermln&[ 
oetwork. Ex>mplo• aro lmpedance motrlcea. hybrl<l matrtcea. U!d 
ocoltertn¡¡ matrLC... llecauo& of lto slmpl!c!\y whon h&ndllng 

'1 ....,,,_" ~-'>" ., .............. _,,., •" ................. . 

"' 
lntoraonnected bhck bo~e<. the lnc1<•fmlto adtnlL~1nce matrlx 1121 
(LUI) w!ll be ono el !he ch>r,etod<log mat<!CC>ln L~IO ohpter. 

Tho IAM is the short-clrcult a<lmlttance matrlx o! • rnultlnode 
network In ,.hlch ¡>Orto ore /orme4 bet-oun •~eh termloal onda 
ddum nodo wh.lch lo "flo>ltng," !.o., uncor-~ooted to t.ho olrcuit. 
Whon coMecUr.¡ two-l<lrmlnol la•d• lo a m-'ltltermlnal networO 1t 
i• ...,fl!clont lo ch>.ractt-rl<e Jt "-> o mul"port wlth porto dellned al 
each terminal polr to wh!ch a load ls coMecled- l!owover. when 
&n o ·te rml nal no twor l< 1 • • rblt rully 1 nlo r connecto<l wt th otlte r mu IU -
terminal networ\<ll lt lo n..cuury to charaeterlzo lho no\worl< '" a 
o el of n-1 p:>r\5 aorresp<>n<lln~ lo a C<)mi'loln and J.lldopendon! OOl of 
l<!rmltl.0.1 Po.lra. A so.f!Jclent coodJUon for tl!e o<~ltageo of the n·l 
porto to he Klrehllof!·volt•ge-law-lndepondenll• that ographmodo 
o! od¡ .. roproo~nllng tilo port valla~;<• forma troo (13]. 

lt lo trlvtol\y o!"!plo to '" b""k oM lortl> botwun "'" lndollallo 
odml\tanco m•lrlx andA {doflnlto) ohorl-o\cc"!t -'odm!ttGOo m>lrll< 
wbon &U the porl.8 ba.-e a commcn nod<> whlo~ to conooc"'<.l to '-"" 
ct..:..tt (uluolly refetr~ to ao ground) 114). U al! \be ports do not 
have a common ~round. hOI'oov•r. tho 11\M Js not obtalnod quito aa 
&!mply. Thla nu.kea lL oeceaury 1<1 havo o method o! ~clo¡¡ !mm 
a ¡¡!ven aot o/ porto to a Me<>nd oH havln~ a oommon node. Thl$ 
can l>o acccmpllohed by us!n¡¡ Lhe follcwfng lo<mula 

t • crh: 14-1] 

. 1 
·''·•'!'· ~boro Y !1 the admlltance molr!>ll"l\hport!hulng o common no<le, 

Y la Lhe or!gioal admlltance matrl> whoso po<L5 !ro m a lno. C ls ':· 
l!!e lranspooe oi reduoed lnoldence mot:-t. el !11<' graph ll"booe ec!gos •·r • 
reprooent \he porto ol \·, ond r;T ls tho transpose ol e )!J. 141. ' ' 

The uoo of Eq. (4·1) ca.~ be tlluolralod 111t1> ~ follo,.ln¡ ex· 
amplo: Tho clroult o! Flg. •·2(a) repreaents • palr of mutually ; ' 
couplod e<>ll.8. Lo\ por! 1 O. cle!lned by m.oldng node 1 the J>OOltlve 
tum!ul ucl nodo 2 the t>egaU•e one, &n<l pon 2 wlth node 3 pool­
Uve Uld nodo 4 negativo. The opon-ctrc"JIImpod""eo m•lrlx of thls 
two-port la · 

z,-sl~, 
t " 

'"1 L,J 

Tho lnvero& cf i, lo !he adm!lU . .oeo matr!x w!th porto 1 ond 2 do­
ftn&d ao abovo 

' . 
. 
' - ., . 

~------------,--'-----_:___/ 
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To o1\aln tbo tr.deflni:o odm!tnnce matrlx of tho c\reul.t of Flg. 
4-2(a]lt 1$ nocessary to obt-'ln lho o~ort-elrcutta<!rrJtla.neo matrlx 
el "'" <lreu\t ha.<n;: podo go\n¡; lrorn o•ch terminal toa floa"-"1!: 
grounO. Te do th!O ls 1> oooooury to chuactul•o !he clrcu!t at 
t~·o a<i<!lticnol por<o. Le\ a thlrd por: be ~ef!ne<l from nO<Ioo 3 to l 
!n Fi;. 4-2(a), and a fourlh port !roe no<le ato !he flo&t!ng nodo. 
Tbo odmltt&lloo rnotrlx ol tho ctrcult wlth the four porto as dofl:l&d 

" 

[' '" o 

l ¡ . ·~· "' 
o 

o o 
o o 

¡.:-- to apply Eq. (4-lJ, lt 11 neoooouyto form llle traoapose o! U.. 
reduood !notdeoeo m•trl;< r, of tho graph ~ef!nlng U.. porto, Tb1S 
graph 1> $\u>wn 1n rtg. 4-llb). Tho resu!tls 

"' 
Thuo Eq. (~-1) glveo 

[: : -: ·~[·:: ::: : 0~~: -: : -~] 
o 1 1 o o o o -1 o 1 o 
o -1 o o o o o o o o 1 o 
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-,,. •:, 

In o!onllal- fuhlon tbe !ndollnlte admltl.>r.ee ""''~~ or o:hor ly;>!oo! 
oomponenlO ap;>e>rlng In electronlc c!rcu!ll mo¡ bo !ouod. Some 
typ\oal cuoo a:ro presentod eom¡oac<ly In T"lM 4-1. 

Table t-¡ shcr•o the l!!do!!nl<.e &dm!l:an<:<! rnatrlce• o! >CJC~ 
typlca! dovloos when they are conoeoled to the lowe•t-numl>e~ed 
nodeo In a Ctrcu\t 11. 2. 3, e~.). !! adevtoo !s cor.neo<e~ :o ·~~•• 
i, j, 0, .•. IRSLO>d O: to l, 2. 3, . , ., then a o! m¡~ le rep!&eer:oeot o! t;;­
dloeo i for 1, j lar 2.; for 3, etc., glvoo tho loo4tlon of <he er.trloo 
lo the eornepo>dl"' ~llnlte 0-<lmltl&tlCe m>trix. The tot~! tn­
def!n!te admitl&lH"' malrl;< of a oompUo~ted clrcu\11• slmply o~­
l&inod by ouboequontly ad<!lag In the pro¡¡er Pos!t!an• t'l<! oac.,rl­
lntttoos of eaeb of U>o de•lo:eo. Thlo a.ol~• mar.lp<::a:!..o; a<y 
topologle&! matrices, •lnce tho !nde!!rJte a<lrnJtt'"ce rns:nx !s 
ac<ually obta.lned "o¡- ln5peot\ofl. The oatrlea o¡ Tablo 4-l oha.Jd 
enable Uuo na<Jor to obtai.D by lnspoel\on tho IA~l o! most Uoe.r 
\ra.nsl•tor o.lreulto oppearlng In practico. Tlll• to¡dc lo con>ldorod 

· In moro <iet.L\1 In !he nexl seellon. 

4-3.1 Analtsi~ or 813ck bc1 Corcuits Tllrough t~e lnderm•le 
Mmi((ance Ma\111 

SJ""" tbo !Julefln!te &dmltt&flco matrlx {IAMI lo :he •-;<:~t 
slwrt-ch·ou!t &dmlttanco matrtx In whleO lhe par:s aro :orm•" 0>­
\weon each termlnal and .,_ WICO=eCte<i nodo wtllo!> lo floa:!o¡¡, 
the ...,.rent cc<ng lnto each terminal "'"Y always be o:>usldoce~ 1(1 
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ccn.o "'~o! !.'te !lo~t:r.~ r.odo ~oder aor l)'PC ol !ntercor.nect!on and 
tcr,co t~; cond.:t:~><: /or ha•Jr.; a proper por! lo oevor loO!. In \he 
et,o-ol' o! f\~, ~-J, !loe su~ne:WOrl<s Sl, S2, lnd 1('3 e3!'l uch b<> 
conol~erod ., Uve tortnlnal notworks, eacl> ooe having ono codo 
do.~¡ !lo¡, Al".d ose~ b4~!r.~ llo""" lAM, Tbe lA M <>f !lle wllo~ <>lr­
cu!t Js •lmply th~ oum ol !he tr.dc!!nlt• •dm!ttance motrtceo o! 
t~e I'Jbetworf.E. Ttl• !s vory >ir..p\e to P"'~ram In o dl¡¡ltal oom­
pu<eo. .m c.~at ¡, nocessary lo loO 'alow the coo\rib-oUoo oi eLCh 
subne<"Ork se~"rateJy, Each subnot~ork may rOllgolrom o olmple 
rutstor to • oompllcate<l !nte&r&l<d c!reJ.lt or collll>!noUona o! 
••~ero! o! U.om. 

The prtncl.,al proponleo o! \he l!\d<,flnlte adm!ttanco <n~trlxue 
oummarlted horo for """"enlence [12] 

¡, Tbo oum el entrlu In ~•oh row lo 1ero, 
l, The ourn o! ontr!eo In ooch oolumn Jo nro. 
3. U tilo floalln¡!; nocle !1 connected 10 the Uh 10rm1111.1 of !he 

c\rcull, tho (def!n!te) nO<!•! m•lrl>t el \~o ctrcull "Uh tilo !th terminal 
u dolum lo 1M lndel!nlte admlltance matrlJ< 'OI[th tho Uh row o.nd 
ll>e ~ll> oolumn dele te<!. 

4, U the f!rot p tormlnol.o o! an n-lormlnal no\work aro con­
ucte<l 1o1etl>er. 1M oew l.odef!nliO admlttanco mlllrl.< el 1M re­
aull.,l n - p • 1 terminal network U on '' - p •ll • In - p • 1l matrl.< 
eh\olned u followo: !Jut for<o an lotermedialll mll\rl.< Q by "'-'h­
ot!tutlng ter the Jtr.t o cobrMo o/ !he \ndefln!IO admltt.o.noe rnatrl< 
V one oolumn whose enlrleo aco \he sume o! tho !lrst p oolumM o! 
\'. ~e><t •ubotl"'IO lor ll>e l!rot p ,..,,.., o! Q "'" row wbose en t.. "in 
are !!le oums o! the on:r<e• o! tho flrot p rowo o! Q. Tho ruul:a.ot 
<ll&<rl.< lo !he new lndellnl\o ad"'JtW>oe matrtx o! the •-o·l 
tormloal oet..-orl<. 

-·-·--------- ----

(meo the lndc{inHo adm!H•nce m•tr!x o! tho c!rcult Js ••t•b­
Uohod, !t moy h>.ppo.n that oot o!l <he nO<Ies ue el lnterut :or 
!ormlng porto, Somo ports moy be de/!oed to slmpli!y ll>o mOdl!l­
callon o( oertaln element• ]15], or oocause the oo:wor~wlll 

o•entually l>o cruoneoted to othor notworks 1.0 form o otlll ~q¡er 
notwork. Tho nodoe whore porto ~Jll no\ be doflned ''"Y be oo~­
Olderod os ln~ernal nodos a.od ouwrnoed. 

Tho !A~l lo parUUO~e<l os In the follo"'lnll' equ~Uoo 

[''] _ ['" •,.lr•,J r, 1 11 r,JL'• (4-2) 

where l 1• 1" 1, """ o-•eetoro, r ,. \', &re ln.pl-?eeloro, 1 11 t• a ~ , ~ 
matrlll, 1 12 lo o o • In-ri ma<rlll, \':ti lo a In-el , " matrlx, 11..0d \ " ls 
on ln-p> • ln-pl matr!x. Aaaumln¡ tho /!rst p termlr.als are !he ex­
terno! termlnals, 11 x O, slnoe nolhln~ "m be oonnected to \he 
loteroal terminal>. Lett!ni 12 •O In Eq. (4-2) and eolol.og tho seco~d 
lino ol Eq, (4-2) for l'2 Jo termo. ol ,-, 

' 2 ·-l 22 1 Y11 1-1 

whloh when oullstltuted on the Uro< Une of Eq. (4-2) ,pvoa 

11 x (v"- Y12 1 2,-ty21)v, 

Thuo the auppre•aed o.dmlltonce matrl>< 1, Jo 

t·,. 1"-l,.r,,-•,, 
The extorna\ nodo voltoge• moy bo sol•od lor usln¡ \'5 , '*IL!ch la 01 
oma!ler alu tho.n l. Ooco lhe volta1>.,. ,-,o! tho oxtornallllrmlnals 
~re deiOrmlned, the ooltogea o! lho l.o<ern•l tertninalo \ 0 Jllay be 
dotorl>llned U!lng E<¡. (4-3). 

1t moy happen tl>U-tho Interna! nodes are connected 10 lodo­
penden\ curren\ oouroes, In lhlo c•oel 2to no\ nro 'Oihoo oup~resalog 
Jote,.,.¡ nodeo ln E<¡. (-1--2) bu! 11 hu u<r!eo o! •o.lueo et¡Ual te tte 
ourrento lnJectod lnto eoch terminal by tho lndopon<lent curro~t 

"""'""'· In lhla caae v,. -v,-11' 21 1' 1 • \' 22'1, (4-6) 

..-bloh whe~ oubot!tutod In !he !Jrot Une. of E<¡. (4-2) glno 



·.· , ......... ~·-··'-··· ·•···· •... -...... , ...... . 

whlob may be wr!tl.tm 

1., • (l,-Y 12 l" 121t,)>·,· .,. 

(4-7) 

' 

(4-6) 

' (4-0) 

' 
' Eqoa\tooo (4·6) lll1d (4-9) !.n<!.lcate that the lnte•n•l Clll"rent oow-ooo 

cou•ln« 1, may be "'plaoed by edornol CW"renUo -~" r., ·<¡; aid 
odded to tbo orl¡ln•l •~tun>l curronto 11 to forman equ!valont. 

""'""""¡ c:urrent vector l._.' ' ' 
lll order to """'~'""" very luge olrou!to. ene may dl•lde tlle otr­

CYII loto pieooo wh!ch m>y ootncldo wt<b.lotv:\toMl d1vlalono. Too 
lA M ol uch p!ece Jo obWced and the lntunal nod .. are oup¡orooo.-.l. 
Al! tho prevloosly ooppre.,.od blaol< bO><oo moy !hon bo In..,;.. 
ooMe0\64 ODd • Juge< LUI lnohl<lln¡" on!y utorfl..l.\ nodeolo ob­
ta.Joed ond "'"" to oolYe !oral! •~"'rn>l torm.l.nd volta~eo. Flno.Jly 
Jo uoh sul¡""twork tho lni.Oro.>l"voll.lgel rn.oy be ob\s.tned. 'Tho 
oulcg comes !rom !he l&et thll t.'>e II:I<rnal nades U<O no\ alllll" 
memory at once. Thls mot.hod ls oldn to Kror.'o niethod o! teol-· 
In~ {16), th<>ugb 11 does not lnYOl<e \enser•." Al pruOfl\64 hor.,, 11 
may lncludo wtlvo devtooo ando !so dlol.rlblt!Od e~mento. " 

4·3 2 Cak~IJ\ion ~r !JeiLnite Matuces and 
Terminal Charat!eJisti.s 

a::oe the \oto! ouppressed IAM ol • cl:roul\ la olltolned, 1M 
matr1x may bo made do!inll.o by corm~tiog one o! the nodo& 
(co!leá ¡round) \o lito llo.>Ung node or.d doletiog tho correspon<il"il 
row oru:1 oolumn 10 otl.aln toe node-10-¡;r<>W>d doflnl"' o.dm!tt.onoo 
m•~r!x l".•u· The r.ode-to-groLt!!<l IDotr!x ma.y be J.ovo:ted to ~l.a!n 
tho oode·\o·ground \:r.pedanee m>.\r!x Zsu• SIIIOO 11 II>~Y bo doatred 
te !orm porto other 1ha.o nO<Io·to-ground. a \r~orm&tlo;o rrom 
oO([e-to-gr<l\IM porto to o~r porto lo """""O&rJ· Tbe lormulo \o 

' ' uu lo 
(ol-10) 

'" <••• ........ ~, ....... ~·· ...... --~ ........................ ...,..., 
~ .. «•~" •ootM ...... ~ "'" <ho ........ -: ''' 0o ... M. 

--·"'"·- ··--------·-· ---------. 
1 ¡;_ 

whoro z lo \he !mpedl.nce matrlx Wltll !he des!"'d porto. o.nd O Js 
the \,..,&pose of tho roducod tno!dence matr!J< o! tbe grapo corre· 
opoudlng ~ l.he deolre<l porta. oT la the ttan5p<IIO Q[ U &nd lsc lo l.he 
lmpe<Ja.o.QO matrU wttll porto d$Citlod from !he nodos to gro;md !17). 

Lo\ lb.o 7. mal.r1x o!_M· (4-10) bave etarnonta Z¡¡ 

''r Z¡¡ 1 . -., 
V¡ z, 

' '' 

- ' 

' • 

(4-11) 

(-1-11) 

lt 1s uouaUy conYenlent to. const~er tho load• u put of tilo oetwork 
under onalygJs. Thu• ~ lo the lmped>noe moti!>< wlth l.he Jo¡,ds 
O<>nneCted. O!ton U 1s o!lnl<ro•\l.ollnd the dri"lng·pO!nt lmpedo:>ce 
o! a loadod c!Null bol ""oludlng !he· gonerotor lmpod=ctl al. lile 
por\ looked In,.,, Todo lht. ~ne moy s!mply connoct to lbe port In 
q'"'oUon an adoi!UOral tmpedi!IOO oqual to l.ho negatl•e o! \he ger.­
orator lrnpoda.~r:e. D.>notlng wH.b. Z111 \he lOO<! lmped;meo of tho 
genorator a\ port ; • U.. dMv!n¡ po!nt lm¡>ed>c.oo •, u port; Js 
glvon by \ ··., 

\ .. ~' . . ,. ' . '.' ' ··'/·''" ·J.~<.' ¡· .n¡z.,I-!1/Zml 
/ (4-13) 

whoro Z,. Jo \he oth oloment on tho m•ln <llason•l o/ tho ~n•tr!x l 
o/ Et¡. (4--lO). Tbe return loo• RL¡¡ ot por<< lo ¡iv_., In dll by 

RL,;. ~ koJI~ (~-H) •. - z,.,l 
Tbe lnoerUoo YO!toge llin!G11 botween por/si ond j lo ¡ivon In dll 

" 

4·3.3 Combining th! tndefi~ite Admitt~nce Matrix and CÚ1ve 
Modetin¡¡ for AnatysiS of lntegrated C1rcwts 

(4-15) 

A problom tho.t """""""'Y oocuro In practico lo the o,nolysls o! 
o cl:roull !.o Whloh oorl.a!n oubclrculto recur. For ex.omple. a 

• 
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.. 

olrcu!' ""'Y eontlln oe<eu\ ldeotloal oporolloc.al •mplliiO<o. A 
conrecJent way o! a.O>Iyt!n~ suo~ clreu!ts h t~e Jollo"L•g: on~lyzo 
o•<O 5ubclrcuU •epor.\\ely ond obt.,Jn !ts lnde.~rutc admilW.ce 
matr!x at oenral lrequenclu luppruoing !he tntorna\ termlnalo 
(l~rm!no\o not cormeoted to tho reo\ o! <be ne"""rk). Ropoaled 
•ubolroul~• are Ona\yzed only once. Model \he oubclrou!ts wlth 
polynomlals UU!ng the f"'q"ency behnlor ollho ru\ ond lm.¡lnary 
parlo 0¡ uch er.try tn the •dmlttar.ce ma<rl.<. For e<ampte, lf 
cublcs ore used !or a clrcu!t w!lh lour e•<ornallormlnalo, 128 
coef!!clento w!ll model the do•loe (~ (coo!l!clent./cublc¡ tlmes 
4 • 4 • 2 (tul &lld \magl.rlory olemento/motr!x of 4 Lerrn;nal 
notwor~ll· l.lltorcoonec\ lhe sulx:lrcu!to lo lorm a largor indertnlte 
adm!t<ance matrf.x ot1d og,.¡n ouwroso tlle lntern.al Lorm!no.IJ, Re­
po&t tho pro"""" os re<¡Uir~ untll lho wllolo not"ork lo onolyu.d 
ond !he tormln•lo e! lnterest oro the only exlornal tormlnalo. 

:<cte U.at lhll method la eUentl.~lly tillo oame me~'lod ono usea 
In deslgnln~ largo oyo<omo. whero uch oub•yot<lm lo oloOOIJned 
""P~rately ond evenlual\y the dl/!erent oubsystomo ue connectod. 
sen rol Jevels ol oulloyotom.o "'"Y of """'""be u sed. 

One of lhe lm¡>Orl&nl pelo~• lO ,.,uco bero lo !hal • "'bOJe net­
work whlch moy h01·o beon •n•ly<ed In ooveral levo!• o/ teadng 
moy ot!U bo ''"'doled w!Lh pelynorniola (or ol.her o<&ndud lnter­
po~>lton meu.ods) regudloos of how oompUcat.ed the lnlen>&l. 
"ructuro o/ lhe network ts. %al wo are trylng lo polnl out ls 
'"'-' one con work ad .. ntageoooly w\lh "unlvorpl" modela Whlch 
do not havo ¡0 be lhe claoo!""l ~. 1._ C, ccntrolted-sOill"CO, ochomollo 
modelo "hlch network d .. lgnoro are accu•t.omed lo ustng. 

In ltallcllL~¡¡ otreulta wtlh Admltl>.ne>e matr!cu. certaln cte­
g~necocteo rnay oe<.-..r Jor plecoe el 11-.e network evon tho\o~h lhe 
whole clrcutt has a nendegenorato odmlltlllCO m&ltl>:. ll1 many 
c:uu tllue pr<>blems c>n be clrcum•ented wllh speclal ctrcu!t 
lechnl<¡UU. 

The Jndeftnlte adm.ll!snce mothod !o ~arod low.rda Jmi>Odded 
lodepo~nl curren! 11011r<:es r1t11er tl».n vclt.a¡e BOUrou. U lhe 
voltoge oource hu an impedanco in series. Nortotl-equtva\enl c->r­
rent sourcos moy repbce tilo Vo)\o~e •ourceo. IllheN> 10 no tm­
ped-'-'CO In oerl"" wltll !he voll'4:" oource. en• ""'Y add a peotllve 
and negoUve impedon"" o! ....,,¡ n\uo In oertes and aoscclalb th~ 
vo\to~e oource wlth elther lo produce o No<lon-e<;UI•olent cu"enl 
source. Thls melho<l wlll cr .. te a.o oct<nUonal nodo. SlmlW 
trlc~s m1y t>e employed for hU>dllng •olto\IO-<>antr<o!\ed VO!l1~e 
scurces. 

"' 
Cortaln mult!tern~...,_¡ e\ementa do nol ha•e on !r.de!lo.t"' ad­

m!ttance motrl~ bec1use tnflnlt.: elemento In the m•trllc are ero­
oled duo te wha! e01onll•ll)" ""'"'"'" lo oOorl circuito between 
"""'" !errni110l1. One nuy ovotd lile dogener1cyl>y uslng lile trlck 
el ad<Ung a.."ld oub!racttng olem<nts In series. fcr enmplo, per­
leclly coupled lnduoto.nces ~nd lde•l "•noforn>&n ha>e no ad­
mtttonoo ma\rl>t. llowever. by oddtng ¡>os!U•e L"l<l Mgallu rests­
\onoeo !n oerleo wlt~ ••eh wtndlng llnO constderil>g tOe poalt!vo 
res!stances u lttough thcy were as•oc!>lOd wllh lho ,.ind.!n~s and 
t)le Mgol!ve resista.~""""-" e\e.,enta oeparato from !he ~e•loe. U.> 
degenorooy dloappeoro. Tillo proood~ro may ala<l be uood lor 
black bous conWnln¡ moro termlnalo • 

4·4 DESCRIPTION OF .Tii E BEWAP PROGRAM 

A c:omputer pr<ogum kncwn •• !JEI..}I,\P (!lollEleclronJcl..!nur 
Notwork Analyo!o ""'cnm).' us!r.g lhe mothods d!scussod ohove, 
hu been wrllte~ c:omple:ely In FORTRAN IV and h•• 1><-en lm­
plemen\od on a GE-635 computer at llell Tolephor.o I.aborotorle• 
[18, HJ. (A 1\owchort el lhe Ht:I.:-IAI' nppeors !n f>blo 4·2.) 

Tbe ctr""lto whlcb n¡;t.:<AP e:m hond!o moy !nclude 

1. ord!nory posut<o ond nngallve 11. 1,. C. 11 elemento 
2. ourreo\-centrol\ed ourrent """"'"" 
3. dlotdbuted elemento ouch u transm!UID!l Unes. RC Uneo, 

ooup\od transn~oolon \tneo 
4. block bous wtlh • termlnol• Wh!ch hovo beeo chanoterh~ 

at " - 1 lndepondcnt por\5 •. The cNracter!oallon m~y bu 
done wHh a~mlll:tnce nutlrlces. t1~pedanoo matrices. ocOllbr­
ln¡¡; matr!ce• (for "-lerm!nal M!Worl<>) and ~ ~arameters or. 
~UCII parametero (lO< three-termlnd networko) 

Tilo ~!laraclerl>4llon o/ lhe bl•ck bouo may bo dono "W\th 
<oble• gf oal~•• o< dloerete lr-<"i"eoc!es, puunetuo of •lt:>dard 
bmllleo o! funotlon•, cr oodea whlch cal! oubroutlne& cor.lalnln¡: 
analytlc•l modela al lhe de,·lcoo. 

Tito provam ls lltnlted to lho !olJow~ rnut"'"' (~ oodu. 20 
oubnet.lcrl<> O{ up to 8 porto each, 20 fre<¡Uencteo, !00 reololoro. 
100 Inductor• ¡l5tnutualo¡,l00 O>!"'Olt.ors. and 20 oonlrolled C<U"­

nnt oources. 

IBZt.NAP woo "'""'' ... L. A. ""•h-•'B•lt ~ ........ l.obo•• .. <••· 

~---------~--~----- ------------------
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The•~ Umlt>\lons ~·pe~ o>olu5l<ely on monnory requtr.n:er.to 
an~ o.tn ~" o~"-"~<d ~¡· c~:u-.~'"~ dlr.><nolon >tlLement•.' One o! !he 
verolo~• u>ed o< ll<H LJI>otJ\ones h>5 lower o•P•OlUt.lesln ordor 
to te >~lle 10 """ b. c~e ox~ress optlon lor whlcll !t to re<r>lred to 
u o o l••• ~''-" -lflK ol morr.ory. 

One o! lhe lo~lureo o! the PrO&• un ls • Ubrary lor <X>mmooly 
used ~l>ok boxeo. lf • bl>ck bo>< whleh lo In tho llbnry Oppean In 
• cJ<eult, oll Ohot ls oeoded 1< to Input 11 W\lh a eode oame ond to 
gl~e the nodos to which lt 1• eoonec"'d In o pven ornor.' ' 

A ~~OD!FY opllon oUowo • uso•· to c~"ngo the n)ue 6 o! R, o,, C. 
O~ COO"'O!lOd·<QUrCe bel-"s 01'.<1 re;>e>.\ !he ona)yg¡, Witi>OUL hl<viOC 
to leed complete clrou!t desoripUons. severa! lypeo Ól tr.,orrilo· 
atoo Uneo c:to be ·~cU\0<1. by P•\tlg !he!" ch.a.raoterl•<lco. Tho 
progum ~ooepto d!soroto musured data In tllolormo! &dm!ttaiu:e, -
lmpe<I.Uioe, or .ca<tor\ng n x , matrices ond 11 parameterS or 
A!KO p>:ro.me:ero lor <hree-te:tn)nal networl<& \'alees at !ntor­
medht<> !roquenotes .tro o~talned •utomMica1ly l>)' 1lnear !.,tor-
po].atiOfl. o ' 

Tl"te ln¡>Ut to tbe pro¡¡Í-am 1s uoor-or\ented and IIi !roo forma\ 
usln& tho NAM¡;t.!ST /oaturo of l'ORTRAN \V. ;oic t:roe lnpOt o/. 
speo\>1 elomer.tl, se<oral oi><>!Cel extst, lno\utllng, lor .ur.,to; 
ooeffto!oot• lor frequenoy power oerieo or coefflclento fcr tho lo¡ 
o( lM l~netton In táma o! 1"'''''"" ot tho In!: ot lreq...,ncy. · 

The progr>rn oomputu tl•.o \n<leflnHo adm!l!anoe 'matrlx of Uoe 
network at ¡h·en di"""''" ftequenc!es, ouppresoeo lito lntemal 
nodo o tndloate<l by, lho uoer. and jlllOOhoo on requut Uoe ouppréoo<Kl 
tnde!tntto ndmttt""oe matr!x, ll thcn Lnverto !he reduce<! <le(!n!to 
>dml\t:l.nce matrlx to obt:Un lile no11>11mped:ince matrlx lrom ,;,hlch 
!! obtolr.• th< <lo•lt'etl drlvtng polllt lm¡>ed>neo at oach porl(ox­
clu<!te; pnerator !mped.....,). toserU"" volt.l¡¡& colrul, vouaco 
rottoo, aod roturo lno•eo. Tito oul¡>Ut m• Y be Obtaú>e<lln eltllor 
n.bu]u- form or In !he lorm of froquoncy plot.l 'produced l:rJ a .• 
SC--4020 tnlcro:ftlm ploiUr. 1 ' 1 

Ao &n oxamp\o of tbe \dnds of pr<lblomo that s¡;I.N.o.P ""'Y 
bO>Idlo, tbe .,_\yolo of s 1»\moe<l ompUlter th~t conWno <!tstrl­
b~ted ano;! Lumpod e \omento ts stvon \20, 21]. Tho tr.,.st•t<lrÓ ~.-·e 
be<" ch>r>e~rU~d by ~•~•\ ""'uure,.nto. 

i 
' ' 

··---~-- ······- -·-------- --

A pner~l ochoma<lo o! lho &mpllller lo gl•en In Ylg. 4-4. Tt>e 
trlangiU ~present ldenUc:Ll tratls\st<lr ampllflers and the 5q~aro 
bo.<es rnprooent otrlpllr.o dlrecttonal couplers, .The schem3tlo of 
a lrana!st<lr &ll>~lllter appoo.n In fl¡. -l-5. 

' 
'''"'"~ 
-~-~ 

• r "' "' '""""' •• ,. ,-.. , -·- '""'-· 
r -·· , .... ~ 

.:.~ .... ¡" 
. ··~'''" 

-'~ ,,,.. analye!s wu do"" as fo!low•: Ceruin port!ono 0¡ tlte no:-
. work wore proanaly•ett or rneuured• t adloerel<l set ol lrequencloo 
~ lito re..,\t!ng roa\ pouto ond lm&~\nary p..rU wor<l fltt.od wttll 
oWtd&J'd tun<Uone. 

,,,, ....... . -­... , 
,-,,_ +1 e'"'"" K"m"" or • '""'"'"' ~'''''"-

•• 

. In flg, 4-6 ll'dl por~ons lnoldo !he dotud reetangleo wero pre­
chr~tertud. Tho tnnolotor was ohu-actortud by ,_easur\!1¡; tts 

- sc~t~r!ng m&lrtx al dls~rete /requenc\es, co.-er<ln¡; lo l ono:rtx, 
&n(l fitting \!lo dlserote polnte wlth polynolnlato. The q"""t.or-.. a .. 
moaMer choko termlnat.od In o oapoollor "•• lhoo~tlca\!y chor­
aetarlud al sevonl dloorete frequnctos by colc\rlallons W\th.., 
analyttod oxpre .. ton lhlllnc\II<IO$ <!tostpotton e/foeto ll.lld the dio­
creta nluoo wore l!lted w:!lh oton<l.ard l11r1oUone. 



·-····--·--··· 

Tbe RC dl•trlbllted circolt w .. modeled wlth 20 c""e•<le<l 
h>mped RC seollon. ~·!llch ""'" ono!y<ed ond !llted wllll poly­
oorrJo\s. (A.lthough \hecrello>l exproaslono could havo !leen u.•ed. 
Ws "'"'~.od wao ebosoo !o; !lh:stro!.lve P"Jl1>COU.) O<>ce thO ele­
mento In the dottOd roctangles ho.d l>eon Chuaclerl<od •• ~lock 
b"-"<1, C>e "hoto &mp Ullu o! ,-1¡:. 4-~ oon\o.loln¡ bo<h lumped ele­
mento ""d b!1ek boxeo ...... """lyud ond choncterlnd u • blaok 
b"". Flnally tito "Who\e ornpU!ler o! Fl¡¡:. 4-4 wao onolyoed (tho 
d!re<:tlonol oou¡>lon bu1n~ prortouo!y been o.nalyud ..-lttl a opeolal 
""'"oul.lne for coupied s<rlpllnos) o.nd !he re•ol<a printed ond 
plot:ed {22]. 

A .. mp\o e! !he !ntermedhte rooulls are olt<>wo 11"1 Table 4-3 
whero a llol o! nlueo o! !he red and Jmo~lnory parto! Y u of the 
tr>UIS!otor o! the ampUller for 10 dloo,..te frequeocteo lo obcwn 
ond whoro the polynont!•l• thAl wo<o lntornauy ll<to~ to Lhlo ~ua 
o.ppOOu '"' tho bcttom o! tilo ta'cle. Thls lo allil oh<>wn ¡r<phloony 
In fl~•· 4·10 ond 4-1! ... ~..,,.., lho,..otan¡;leoglvo !he meuurod d11a 
o.:1d lho oontinuouo curves gl•o lhe polnto calculatod w¡th lho 
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,, 
polynontlaJ.o lltl.od. FJ¡ore• 4-6. 4•1. M~ 4-a •ho,. reopectively 
tho magnltudo Ud pha .. of F.2 'F.1 o! ll>e transl•tor Om?llllor oí 
Flg. 4-5. Uto return \o"" ot porl 4 oltho completo ba\or.cod ampU­
fler o! flJ. ~-<l. ond tho ma¡nlb!clo and phaoe of !he u:l.o 0 ¡ r.,1r.1 
o! the complote ampll/lor o/ Flg. 4--1 oo pro~uced by lhe m!cro­
lilm p!ctter ouhroutlno o! !lE 1-.NAP. 

... ., -~ •••• - '" ..... ,.,, ~ ' , .•• .., .. " ...... l• ' •• 

l 
¡ 

.~ •• ,, ~· ,, ,,, 1 

' 
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•• • 

4·4.2 BELTIP: Transieol Versian o( BEU~~p 

" " " 

Once <he des!ro<l eboracterlotlco o! a c.lrcull areobto.loed In tho 
eornplex ln~que-oo-y domaln. U ls poulble to o~'aln\hem In tU Ume 
domo.lo !>y numerlo&\ U.pl&oo lnno/orm l!wora!on. Let ~(,¡be !he 
Lapl&ce tr.;,.o/orm of a llmo fu.~oUon /hl. Tho ln•eroe lrono/orm 
formula la 

14-15) 

ovaluated along a lino to tho r!¡;h\ o! tho olngul.a.i!Uoo oí ~(o) • 
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' Tlle c!ummy !nle¡¡rot!on nr!~b!e , rnay be wrUt<>~, • 0 • ;~, w:l~~ 

• • ocnolLnL W!tlllho oow tn~cta<lon va.r!oll!B .,, Eq, (4-16) readl 

/1" • _. ' ¡·· 
2.¡ --· 

from which 

••• ,{!O) • ' 1 
... 

''·. ; .. 1<'"'4.. -··· (4-ll) 

•• '" 
which pl.a>:es In e•l<lollOtl the lact -~ Flo • ¡._,¡lo lbe Fourler ~ra:>J;­
form of tlle /uoouon .-~'flrl, · 

· Le! us uoume <ll.o.t' f.':., 1 Flo • ;.,r¡ d., lo negUKlble !or oome '"•• 
For lno<=<:e, W.o w\!1 be true lf IFio • ¡..1¡ R""' down u ¡1.,1 oeo..rs 
l.nllnUy, Let u o al.!o asoUm• thot Flo • """''"' Yarles olowly enough 
wlth .. oo \b.o.t 11 rn.o.y be ap¡>ro><lrnot<-d b)' a""''"' o/ plecowt•o 
complex coru;tanto of value. ~-r •• jl;,\.,le'''' .... •. o, , 1, 12 .. 
><N-lln,""" • ""-,!•~' N od<l; /or equo) lotervals of ler.gtll .'loo. • 
,. lnte¡nl ot El¡. (._1 ?] nu.y be appro><imate~ wttll a """' u 

lollcwo 

' .. "" 
'" 

>: ...... ,, 
No-.. .... te !ha\ \ho l.ul i.um m•1 be Jnterpreled u o f!nlt<o ""poneo­
lla) Fourlor oorlu whooo coufllolento o.ro (.\,.,12,\F!.• •¡k."·•'· The 
tluoe fuO>C~O whlcl> tl\e oum of Eq. (4-18) a<lds up tolo a pe:lO<Uc 
IW>o<lon o! per!od T .'2-'1\.•. lf the qullnt!!Y -"" !5 •rn>!l, tho funo­
!!on wll) ropoot JlJ;oJI éter & loog per!<>d el Ume T. In u-.. llm!t as 
~-o, N •_-, T--... ,--.' tho fun<:Uon cu.es to repe&t ttoel! (olnM 
\he por!ed Jo lnf!olto) atl([ tho appro><imat<o aum o( Eq. ('1-18)¡¡1«• 

.\.be""""' ~duo el the lnte~rol"" tho Ioft. 
Thero are threO paramotoro lo be cllosen, o, "'•• and ~- Tholr 

cboiC<I ls mo.t!e acco.-dln¡¡ to \ho !ollowlng con>lderaUo ... Tho 
lu¡:<or \.be o \.be botler tilo funclicn Flo • ;.,,.,.. .. """ be approxlm.ote~ 
piocewhe by coostu.ts slnoe \.be lunc<!en w!ll be ovaluated lar 
!ron> \ho o!n¡ulu!Ue,;, O<> \ho other lw><l. tho 11""' hmctlon ob­
lllned h&s lo be mul<lplled a\ \.be end ))y •"; any erra ro atlargo 
••""-• el Ume ue \.buo """"'"'".ted. · Tbe cutef: luq.,e<>eyu, 

---
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(4-19) 

1s orr .• ,n. The i¡uaruny , glves o l>ound on tilo m11.dmum error ot 
l!IY Ume due 10 tl".llle>tlon ol !be o¡>eclrum In calcut.tln¡ •""fl¡l, 
Tho num""r ,, !o cbooen •• tbal ihe fu.octlon 1'1•. }•"''~' rernal,. 
roosonatlly conot-•nl durlng tho lnterut. of lon¡th (loo • 2 •• /N, U 
lho fc,.c\Loo ,-.uleo ra~Jdt)', -~ ,.-¡n h,.e to be IO.r¡¡e oo that Jbo 
lntor~alo o! length .~. be smolL 

A sum o! ll\e !orm n! Eq. {4-IS) ls evalu:I.Jed ua!n~ o modlfloa­
tton o! the Coo!ey-l'Ukey •l~orllhm [23, 24) for fui co<o>ple~ 
Fourler oorieo.' The reoult lo a funcUon wbich OpP1'0>tlmotu 
.-•• {111 whlcb whon ~nultlp~ed by ,•• &!•u U.. <leotrM u,., !ut>o­
tlon (!11. 

F!¡¡u<e <-~ """"'" o •~mo p\ot pr<><luced by BELTIP (ll<IU Eleo­
ll'Onlc Lap\a"" TrOlloform ln••rolon Pro;ram).' 

···--·-o m ~ ....... 
·~ ,.. 
"" ¡ ·= 

• ·= 
' ·= ,_ 
"" >= 
'"'"''ooo "" ·- ·= "" ·= "" ,.. ,_, __ ,.,. .. 

F ... "-0 T•mO~"'""" ol" .,.,Lin" Lo o ''-P· 

1\lren • clrcuit lo Oelng lllalyzod for time dom.oln reoponse, lt 
lo neoeuu,- to toe •~te t.o ob<.o.l!! ll\e froquency response for aU tilo 

•t•~ r-••.--T••·• ~ .... , .... ~~"·•',. .. • ,.. ... "'• "''' ,., •·~•·"""" .................................... ,., ... _ .... , .......... _ ..... """". 
'"'·'·' 1\' • " .... : ..... '' ~ .,,. .. ,._, .., "'" ,, ... "' .......... -·~· 

'" 
Jroquencleo lor Wh!ch 1\s ma~:ll\"~" ls not negUg\01~ aM n m&y lo 
sorne caoeo be noceU<UY (depondlog on lhe loc>tlon o! tt>e dn¡;u­
Iultlu¡ to be abie to ol>t>lln &uch Jrequoney Wormotlon no\ at the 

1w uls bul on ttte comple• pla.ne, Thuo, durln¡ f!tt!n¡ o! Sl>.!ldo:r~ 
funct!oru~ th<>oe I~IS sbould be borne In mlnd. lt has beoo oote<l, 
for example, th>t unloss lhe real •M Jmag!no.ry port U\lol!e• tho 
H!Jbort tro.nsform condlt1on 1141, the reoultant eomputaUoos ylo!.:l 
hlgh!y onUclpuory clr<:Ult> .. -hlch res¡>Dlld before belng eo:c!ted. 

4-5 ANALYSIS Of CIRCUITS USIN~ THE 
INOHINITE TRAIISf[R MATRIX 

Gtven o o¿,-term'tnol network, the Jndollrllto tro.ns/or matrl>< Eh 
óofloed by Lbo!o loll.,...!n¡ equaUono 

(4-2C¡ 

"'hore \' 1, 1,. \',. t, aro , entry colu=s cor;osp<mdln~ lo !he curren! o 
and voltapo ab"'"n In ng. 4-11\n *blch the porto l,l, ,,,, • are 
con•ldcrco tn¡rut pott• nnd the po<ts" • l. • • 2, .•• , 2n oro oon­
<lóored output par:o. The motrices \. n. <:. n are • ~ • hl~\TI<e!·, 
(Thelr 0ameo re 6ult !rom tho fact that they aro extensfone t.o 2o­
porto o! <he fomlllar ,\, D, C, O puarnetors of two-par!<.J Llke tho 
ln,.!loit& a~mlttan<:< matrl><, •11 pons are ~eftned wtth a common 
flootlng terminAl, l'or thl" reason tl\o ¡>Drl condltlon ls novor lof.t 
"1111 <rb)lruy ln!erconnectlons. lt 1• not dllhcult lo ¡¡o from tho 
lndeflnit& •-!tt.\1\ce m~tr!x to tM lndeflollo trMafor ma\rlx and 
vice versa. Le\ us putlllon tho lndeflnlte adrn\ttanco matrlx o! •-
2n-lerm11U.I net-..ork u !olio•• 

Tho mot•tcu ¡ 11, Y ll' V -, 1• l ,.. ore " x o matrices. The ,·arlobl .. ~ 
are ordored so tllat Y 11 corrosponó lo \' 1 and 1 1 ol Eq. (4-lO). The_ 
equatlono relatln~ \hol of Eq, (4-2l)W\:h .\. n. C, n of Eq. (~-10) u o 

~--------------·~----~~------
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T~ moot '!.elul property ol the t: malrl.>< lo t.hat lr severa!,._ 
terminal network• aro coMoC\etl In ca•cd.()e tho r: matrlx of :11~ 
network lo equal t<> lile pcod'.IC< of Lbe lndt•lduol E ""'"Ion e~ ·.t.e 

·cascaded 5eCtlono. Becau•• aH 1M ports hO<e a oommon ter,-,! 1.11 
the port condltlon ls """"' loot and no teut Luosformero or l.e ;ts 
for cl.-eulallr.g- ournnto are neceo""-ry 112]. 

1n llte on,lysls of elec<rlc otroul!o wl\h a d!~l,:ol cocop·•ter <·t.c 
often sacrlrlces oom¡~~~lalion>.l elflo!enc¡- t.o ¡lln t:"""'"'U<y "l•n 
uslng a --~eneral purpo•c analyslo pn>¡;rom.:• \\ñon :tnaly•ls <nrt 
optlmlzat!on programo ore cou~lo~. or In ~~e m~klng o[ s~tl«iol'l 
•a.rlablUty' oto<lloo. 11 may 1>!0 neoeooary to use 11-.o :i!'.•l)'sls pro.¡;o.>:n 
hundrcds of Limos beforo the Oe•lg-n p•oooss J•o,·er: '~"" tM oo:n­
put.>t!or_,_¡ ofllcloney l>!oco,.,.,slnc:-u•~'-<!:lr !rn;><>r=t [o:- s·«~ cos-•a. 

To OMlln ab¡o\tile m:ulmum comput;UI~n'l ,-:f~Cloocy 11 "ould bu 
neceu~ry to wr!lo speclflc pro~rams (p<rh~po In bulc L\.1'""'"51 
lor UCb c!rOillt to be analy•cd. f:ach program would be tlllotod 
t<> [!lo peculiorllles of lhe olrcu!t In order lo .--.,¡~ the podo¡·. 

m!lt"::& of any W~neccesoarJ o¡>or~Uo~s. Tblo ls q•lte l>l><><~o~•. 
espoclally for \arge otr.,!ts. lf many ur.lls of a p.>rtlCI'lat o!:-o,l< 
aro golng to be monufactured L'l<l heno~ ~!lau•:Jve com¡r,:er otc~!u 
a:-e ge!og t.o be ,a~. lile wrlllog "ot port!""lo.r p:-ogram~ Jor clr­
cul'" may be oconomlc•lly Ju•lllled. 11, on th& otller hand. "·'"-Y 
e\rouiUI wblch are rnembera or a f~mlly are 1<1 be ma.ouUOtuT<-d. 
allnou¡¡h oo p,U.llculu memt.cr b .. " Jorge volume of prod'!cll~n, 
tben !1 ls bo<t.r to ·•·rlte a oU¡;totly mol'<l gooer>l program lllot ls 
capable of analy•lng lllo whole loml!y and ~·ou:d stlll be more d­
flolonL tho.n a g<>nor.1l purpo•e ""''Y•is p<O~r~m. 

_ We w!U exhlbU a fam!ly ol tran.•mlsslon clreults !or ,.t..lclt 
utenslvo Monle Culo s\allollcal ''ar[aL!Uty •ludies w<re ro­
q..Ured. li_J• pooslble ta.ualy .. the fam!ly of elrc~lto ,.,~ the ln­
deflnlte trons!or ma'.rl~ and thereby g\ln eoormous com¡nJ:.O,~<' ,,¡ 
adv:rnl<go over methodo suoh as !he lncle!W"' odmltla!lco m"r!.< 
whlch requlre =trlx lnvecslon. 

Mo.ny Jour-¡>erls whlch ore o! ln:.Oros\ In rodor &<>d o<Oor """· 
munloalloo oys!tlms /all !.oto !he olass shown oohe"'-"Uoally In Flg. 
4-12. Tho boxu labeled .\' 1• ~, ..... N. represen! 10\lr-term!n.>l o! r­
oulto Pluo a "groll<ld," A port 11 made from uch tormlu!"' 
ground. Each four-port may boi chracterlzed by a 4 • 4 \r;u,Son!J­
o!on matrlx r. eaoh ol ,.-hloh ls ¡>arllllonod !nto \. !l. ~- lJ rna<rlc.a 
wblclt are 2 >< 2." All ma<rlceo Uve eOtriOO wblcb are com~le>< c~o1-
bora LOd depend on frec;uoocy. 



-·· 

"' 

"• "" c ............................ "''""-~·· .. - ......... ~ ....... ,. ..... . 

To ob~lf:l tho total 1~ matrl.< of the • oasCilded tour-porto, ""' 
lnd!\'ld"al f: matr!eeo of U.o oectlon~ U1l mo!Upl!od !~ tbo order 
In "'')~oh . ~~•y appear. r.T denote• the 1: m;¡.tf!x ol the complete 
""twO<k ond E, the t motrl>t 0\ L~O hh ... CtiOn 

Tho Urst &lld la5< sec!lono moy correspood lo the drlvtng ltld load 
net\I'Crk3. 

E>Ch el the oulonetwo,-lto o! fl¡, 4-12 mar havo on u-lbtrary 
!r,tern•t •tructure. TOo chancter,.ation o/ e•oh •uhnotworK m&y 

be done tbe<lretlca!ly or exporlment.>Uy. Cun-e 1\ttln¡ metluxll. o.nd 
prcnnolvsl• ol o<>bctrcults aro aloe appllcable here. Corta.ln con­
!lgurotlons wt>J.ch bave appllcauon In l.he rullutlon ol d!Nctlon.al 
couplors w!ll bo conoldored In detAll, Flgure 4-13 shawo two !den-, 
!leal losoleos coupled tra.nornlsslon Unoo each wlth o capactt.anco 
te ground por urdt leng~~ C, capactu.,<:<o blltween \lneo per un!t 
len~th r,, Bell-ln<lucl.,neo pe" W'lll le!ll{lh L 11 , and muhlo.l tn<luc­
tanco per urdt !engtb L,. Tbe len¡;lh o! 1M JJne•la 1. Tbe ~; 

motr!Jr. ol the four-port o! f!¡. 4-U lo 

14-25) 

[ 
l -'~ ' ' • 1 l ¡,.. 

' ' 

¡ 

,., 
c.,. e,.<.<, 

==e=' 
'" +" r"" ., '""'''"" , •• ,,,, 1 ,.., 

(4-27) 

(4-28) 

The luncliono 
matrtce• 

r · 1 Uld ,¡¡,n r. 1 of tho matrt:< r ~ro tho follaw!r.g 

~¡ ¡~ <ooh r.¡ \ coob.! o/IL 11 • L 1,JC ¡..¡~ 

' 

.~¡ -~.,,¡,,,.,,,,.~.,.,¡ (4-29) 
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where e, uo conducu"c~• In mhoo ..,.de, .ore ,.~w.oo• In 

far•:ls. 
(lr.oe the 1: m-•«!x ol lhe completo ctccuU oro/ a port!on o! 11 

lo ;u.,w~ !he •o!CJ.~O u:!ol ,_., C1loulated very slmply In termo o/ 
tho en\~! e o el E:, P&rt!t!on!n¡¡ tho E m&tr\X In!<> 2 x 2 matrices 
\, 11. C, U .ond usumlng that a !ouc-port lo d:rlven at ¡>orl t, we 

"~ 

'• -e,, 
• 

'• 
,, 

• 
'• 

.. 

e,~"- c""" 
e,~ 1,- e, A., 

e,,~"- e., .o.,. 

AaCu- A,.e, 

Cae,- c,2e., 
( ... 4D) 

Tbe reflecUon ocefnc!ont r" when ¡>orl 1 lo oonnected ao & load 
toa lonlou \r~U>smlu\on lloe el character!otlc lmpedo.zooe 'o lo 

rw ••111 1" pooral be oomple><. o.noU..c 
lhe voltage $ta.odio¡ wave rot!o ls glvon by 

VSWR • 

(441) 

Ita mop!Wo:le wUhl r 0 (, 

(4-42) 

·---------• 

A"" v•,oo '" , '"' "" '"., '·"•,, " '-""-"' , " ' ., ' 
Wllh lheoe tools, lho an>lysls of a clroull oo~t>lnln¡ lu"'ped ,_,.¡ 

dl•trlbuted J»<otnetero. <uch '5 \he ooe •hown In Flg, 4-18, !s 
o•slly done by matrt. multtpUcaUon aru:J appl!c>t!M o/ E~s. ¡._37) 
"' ( ... 42). 

'·'··'·'·-~ '• ...... <.< •• ! 
" • 

' 1·· ~ ,, ¡ ,, f'• . f' 
f$ ~· • . .. . 

¡, f·· ¡ ,, f·· i•· 
' 

' ... 
• 

Suppose ~.,_,_, a clrcuU n! lho lomo o! Ftg, 4-12 ls m>de up 0¡ 
uet!ons uc~ ol whlch hs lhe Jn,orn>l $1:rueture o! tho c!rc~!t 
ohown in F!g. 4-19. Supposo tho complete clrcu]t ~.., 10 secttons, 
Eaelt oecl!on ~u 15 nodos. Tbe complete cti"Cillt wll! hase 13~ 
nodes (oomo of no~es are s!urod ~r twoscct!on•)· A ptogram such 
u ECAP ,...,Id oot be ab!e to •CC<>mmocllteouch a clrcuU and neo 

'· 

,.,.,o<m" 
' "" 

""' 

'""'co"' ·, 1 
1 ;Jo.,, . '"" 

. '""i 
' '"" """""' , ... , . ..,, 

"""" ....... ~ ,.,,_,,., .................. ~ .... -...... ~-... ~· .• '""'' '"'"""" ~··" ,,, '"''""" 

""" "'"'" 

1 

. "" ' "" 

..... , ... .,. 

... ...... .._ ................ d ......... ..,. ... , ..... , .. 

'· 

• 



' 

·---- ·---------~------------

1f 11 wore. t!.e atr.<r~M of eom¡rJtd!o~ ">..,!ve l~e ctrcuit would be 
cons!do,-oblo, L'olng on nl¡;orl'hrn ouc~ •• GauOo' ollminll !Ion pro­
ced·..Lre,lt l.l~eo n:>U¡;hlyli/Joo' oomple>t mulUpllc.o.tlon-addH!ooo"' 
ooh·u lhe s~otem of ecpot!ono ot ooch fre<r..Lency. Hero n ot&ndslor 
llle order of the motril< ~·h!ch corre•p<>Odo lO <he ouffibor Of oodeo 
~n!nus o~e. T~.uo !ho Olroult wo are conslderlog Would requlre 
rou~'>ly 1 'J 1 11311 • O, 8 mllllon rnu\tlpllcat¡on-A<ldl'ion'o to OOI~• for 
On& freque~cy. . • 

Tho r.o<lol Mrr.lttanoe matr!x of the notworlt we uo oonotdertrs 
lo <¡ul:e sp>.rce (IIU m"-"y .. ros): Uu!re uemor<> etl'\clent metbods 
of sol'<log 1t lf \to oparslty lo e.<p\olled, ' ., ' 

U tM transfer malrl.x molhod lo uood ami the ootwork lo con-
. oldend aa o '"'c::td• connoct!oo ol !our-porto o! lhe tJ!><o dlo­

cussed abovo, IM nutnber ol cornple~ muHlpllo•tlon-aódlllons por 
lre<¡uoncy lo 50~0. tbat lo, only 111311 u manf.' Somo llonte 
Cario runo ln whlch """h "'" lllvolve~ ~00 c!rcuill calC>~IaledAt, 
10 fre'l"encles were pertormed. The reador ~ eo'-lrnol<l !he 
enorrnous oul<>g• <hit were reoll<od by usi~K thh mot.hod tnotead 
of \he ood>l m•lrtx mo\lu;>O. 'rhe princiPal'""""" fou tho oa~ln¡o 
ts t!l.lt w\11> caoc...!e coO:IruralloOA tho iwmJ>er o! operaUo,_. to 
oolvu lho ctrcult U > llne.u !uncllon of thO number of nodo e •• op­
posed to a cublc funcllo~ lor general CO~>fl¡¡urallonl L!ld uo.tng tl>o 
nodal matrl.x. t;:oon if tho trlll&fer «~&:ril< were not u50d, \he prol>­
lom oculd hove beeo oolved muclt more O(flciently by conalderloC 
u e.~ oecU<>n as uulllletworJo., &naly•lngoach sulllletworlt, ll1d flo.t.l\¡ 
coMecttng all tho secttooo obtalnlng an admlttllnce matrlX of 
or<ler 20 whleh lo C>Cilllldenbly smallor th&n lS3 [25[. 

4-6 BRIU DESCRlPTlDil Of COPlER· 
A fOUR-PORT SIMULATOR 

COPLER ts a Wmputor prog-ram wrltton al Doll Telephono Ll\1>­
orotorles [26]1or otmulattog a ola"" of roUr-¡:Íor<$. (Afl<roWchart o! 
COPLER lo ghon In Tabl& ol-4(a), onda do&crlpelon o! thlo block 
oppe .. e In Tal> lo 4-4(b).) The program hai be•n ""uoed m:l.ioly to 
pre<llet !he beb.,.1or of \umped ._..,/or <llou1buto<l dil'oetiono.l 
couplers [27]. 1"be pro¡ram oa\cu\oles \!>e t.ot.o) ¡;·malrlX ola oir­
cult o! tho !orm o! Fl~. 4-12 ~!veo \!>e Ya\uu of tl>o \umpod R. L. 
C." Olemenl3, va\uoo per u.olt lon¡th of couplo~ llnoo, or opec!ol 

'·'"''"'"' .... d\ ... ····~" .... """"" •d,oo. \1 ... <OO<.J.J 0M .. 000 .. 0 ... , ........... -· ··- ...... _ 
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"' • " 
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' " ' " ' ' 

¡.¡.¡,. 1-11. ¡,¡,, •! ¡¡.,,.,f., UII'LUI ¡•,..,..,. 

1·<·•···~.,_,,,. 

"' ,, "'1·"· ""'·'"~·""' ""''· •••• , .... "'"· ....... _ ........ '~ ......... '""""''"'· 
,_ ''·'1"'' •• -·~·- ....... . 
"· ' 1 ''"' ..... "' , ... " .... , ..... 1 ""'"'"' "' ""'''· ,. .•. , ___ , , .......... . .. ····--·~ -~ .. '""'' " .......... ''''""""''''' "'''"''"'"''''''"'""""''• 

or ''" ,,..,. '•'"'''·'• ''""".-
' ..................... 1 .......... . 

J ~-~~ "''''"'" '" '~''"'" E '"'""'' o!"'"~' .,,., ...... 
' ' " ' " ' o 
• • 
' ' ' • 
' • 
' • • • • 
' • 
' • • • 

''"""" '"'"'"' , .... e_..,,~-"".,", .. ...., ........... . 
''"""'' ~ ~""""' ........... ''""''· 
, .• , ......... ü ... '""'' ,., '""· 

T•>•·•"'"•""'"· ,, "" ,,. ,._, ..... _.. .. ,. 
""" .... ~ "' '""·"• ,.,.,. ""' "'''" , ............... . 
"'"' ....... "" .,., .... o< .. ~- ....... lhol • ,, ........ -~·-~" 
"'"''''' ... '""" ""''"'"''""' , ..... 
"'~' pori"''"'" ·~· ..... "~l•••boo. ...... ~ ............... , 
"''"'"' """"""" ""''""""""· "'" "'""'" ,, ~ "'""''"" '"' "'"' """'"· ................. -.... ""' .. _. .. ,.. 
..... .............. oal- ... ,......_"'"'"~ .. loo"'· 
""' ""'' "'""'" of ~"'"~~• """ Lllol "mi><• oo '"· 
"'" ................ , ""~ "'" .. l .. lolod• c ........ _,_ .. ,.,. __ -·· 
"''"' ··-"· .. ~ ''"'"""'' ....... '"''' '""'"" ........ ~ ,, "'"~"" ...... -~· .. , -~~-' Plo< ,,._ •olloo• ,., .. , ood ,...-,, , 
]o '"""~olo\.dL M O~o~LOO"'" olooo~d. 

""' ·~·"'' '""'" ,.,,., ... '"''"· " ... ~ ............... , """ ....................... ·-'""' ... "'" , .. , .. 
•ubroul!neo ~el!nln¡¡ orbHrary an.olyt!cal modolo ol lour--pCrlo In 
the /roquency domain, ,\ oodo •ector !ndlcotn "' tilo program how 
Ll>e e!ome~t• ·~ conr.eeted. n.. program •lsop~~rlorm•• •~•UsU­
cal tolor1nco a111ly•L• uolng 4 :llonto Cario moLhod ond taklng ad­
YI.Il\&¡0 0¡ \bo toierance ana1111s opliml'"s tlle network lbroug!> • 
random woll<. !nordertodothutat!o\lco\varl•blllly otudy COPLER 
hu ••••cal poeudo random number gener>tlng aubroul!nes. To.k!ng 
~unuge of the fad tila\ lhe c!reu!L lo !l.lloly<od !oc tbo sutlst!.,.l 
varlall!Uty >LUdy, optlmum paro melero lor !he oyat&m moy bo found 
by c>lcul>tln~ a "octterto~ o! performutOO" for each nrlot!on ol 
the ctrcu!t .llld u•lng tho .. tueo o\tho paumotero thot ¡lve tho bo<l 
crtterlon o\ perfor,-..o.noo. 

( 

'" 
The ootpoJt of COPLtR u<tde: nr!OL:s o;>llons lnelurleo: pr\r.olr.¡ 

or prlnL!ng ond plctt!ng tl\o pOoso Lod m•~olrude of t.bo "Ol:.a~o 
ul!oo glvon by f:qs, (l-37)-(4-39¡ and t11e \'SWR g!veo by l:q. 
(4-41); prlntlng of a ''¡>Orformanco lndu" /or each \rlal, ond <no 
flr•l and '""on<l rnom~nt>J o/ Lh~ "f"'<formUlco ln<lcx" of a eel o! 
'""'lo"" Lrlal• ~r<NO•l a <><>mln•l rdwor> l!h~ <•ndo1n PH>m•ten 
ha ve •r•cLHie.<l "'"tht!c.<l •llsLrlt.ui!Ons¡. / or caen tri al L~e prog:·•m 
aiS<> prlnts lile oom¡¡loLe oe! of para meter. of tlle e!tcult Ud.lY><d. 
Glven a deslrod !req110noy beh.n!or lile pro¡:ram calouloLu a 
"Orltorlon of pet·forrnance" orul prlnts t11e .. , ol parunelera wlth 
ll!e beot or!l.or!on o/ perlormtno~. There are oe•eral crli.orlo o¡ 
performanco avalloble and tho u.er may ~eflne h.l• own ~Y wrll.!.o¡ 
hls own sobrout!no. 

Tho lnpuL Lo tl!o Pro¡ram 1• usor-orlented. The d•to lo /ed ln 
lormatlu'" /orm uslng the );.>,~!ELIST /oa\ure of fORTRA); !1', tf 
many olemen<• aro ,-.,,.aled tllero oro simple woyo or /eodlng 
them In, The clrcult O! Flg, 4-19 <l'!th Ll!o il>ttla! normaU>ed nle~o 
ohown "'as on~ly'"d wtth Ll!e old of COPLE!t. ft¡¡urtt 4-2Q ....... 
lbo rnagnltu.do o/ v3-v •nd fl~. 4-21 the I'SWR Yersus normal1«d 
/requency of Lhroo r•ndont "'""-!lona o! the clro'-!!t ol Hg. 4-19, 
flgu,.. ~-22 ahowo a ploi produce~ by lheSC-4020. Tho plot oorre­
OpOnds to tho c!rou!t o! F!g, 4-18 wllh <he /ollowtng normal!>ed 
nlueo; L 11 - L22 • 0.03533 honr!es, L 12 - 0.025 honr! ... C 

1 
- c

2 
-

0,01033 !arado, G •1 mho, L • 0.318henrloo/moter,L.•0.225 
honrloo/meler. C • 0.093 larodo/moler, c. • 0,225 larads/melel, 
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"' 
Lnd 1 • 0.,3 meter. The plot-oh""'l Lbe mogni:Ude In da ol Ule Vo\t­
LSe nUo V01V1 vorsuo nnrm•ll>ed !requency. 

4-7 OUTLOOK 

lll lhlo Cho¡>tor 1M o.n~\yols olllneH eiN:ul<o cono !.o tlllll: o! ln~r-
,....--eonneeted b}.o.ok boxoa wao trntotd.. (\l'e co,u;\der <X>n•enll<mal 

\umpOd elemento as porUculor c.,es of black boxeo.) T!U"ee pro­
gra.ms, BEL.'>AP, BEIIIIP, &lld COPLE!t, wore brlefly doocrlbel 
&nd $X.Ompl"" of l.helr outpul were glvon, Tho hlack-l>ox ap¡>ro.c'l. 
lo the o.no!yolo of ln«¡:<>ted C\roul!o ollero so vera\ odvanuge> nc 1 
uallal>le ..ttll U>e ""\oUns ¡:onero\-purpo.., com;Mor pro¡<aco, 
Amon¡ thuo advonugo• aror onolys!o of Jar¡:e ctrcu\ts by ~lece<, 
n>odeU.og o! tronsls!Qrs o.nd !n<e¡nted ctro~Lts by oxp<rtn:er.ut 
wuauramo~ts, o.nd tocluslon o! dlotr\l>ul.Od ele,nento. The ¡<Mini• 
of clreulla by p¡ooos ·no\ only >ll\o<l•teo !he prohlem o! llml:..d 
memory, b<lt also ga\oo ooll.llder~\<1 cOffiP".Itatlono.lelfleleocy stn<:e 
lt to.t<OB advanta¡¡e o! \lle spar&!t¡- o! \he matrlce• o! tilo netwon.rt. 
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168 l!iuñu ,;¡llittw 11!.,,¡;.,"'" ~<>ttop«rndo~• 

V, h., .. 

'"'"ingida: h 

lib.-e: r 

• 

P.r~ ob<rn~r b fom>ulació<t fin~l, eliminamos Lo 
•-ariable libn: r 

FornudaáOn Jinlll: 

A .. 2 ( ..¡.,vn• + Vh·') Cmrrio d~ optuntu.oión. 

Se np«Í/ican: V y 11 11,. 

Vari~ble: h 

Limiuóón. 

Recurri~"do al dlculo _,. obtiene: 

.. y-;v h,-• - 2v ho' - o 
h,. • L085V~ .. 10.8:'> cm 

pue"o que h,,. .. 6 cm 

h. > h, •. 

A lo tanto h, no<> la altura óptima y ~gún J.>Odem"' 
~en la g-ráfica de la figur.t l 

h,,. .. h.,., .. 6 cm 

Atm' 

' 

y por lo t~nl<l 

..... - 11000
- 7 '5 

'~(6) --

A.,., .. 2 ( .......... +_~r' • .,) -
"2 [•(1.25) (6) + •{7.2))'J .. 609cm' 

En Lo figuta 1 apr""-iam<>-- ~ue rualc¡ui« ¡.>tJnto en 
Lo <<;_~iOn de di>eiío factiblr •atisface d requioito de 
fun<"ionalidad dr b caja: contrnrr 1(10(1 cm'. Sin em­
bargo, s6lo cuando h .. 6 cm ~ ._,rt.fa<r d rriterio de 
optimiución: mhima rconnmi>. 

l'n di•eño rn donde no ,.. urihura ningún critrrio 
de optimizuión podrio ,.,ultar póoimo; co<~oider<>e, 

por ejemplo, la ~Utr i:r.quirrda de la región de diseño 
factible 

El m~t<><lo que oe ilustra "' debido al profr>Or R. C. 
John>On, del lnotituto Polito'<n;co do Worcnler.'"' 

Ei•mplo l 

Cna v>ga d~ acero oimpl<mente ~po)ada de lOO" 
de largo, d< >«<1Ón n:ctanguiar, con 3" de ¡.><.-ahe y 
1- de ancho, ooporta una cargo conc<ntrada dr 720 lb 
en rl centro_ 

l. Calcul~r ~ mhuuo, ~- eofucrzo nonual a una 
=ción . 

2. Calcular '• n>i>.ÍJJJO, ,, - nfu<m> cortante traru. ...,,..]. 

h, cm 

··- --- -

• 



-. -. ~ --· --
' 

]. Ú"'-ble<"or un.> rcl~ciCn onuc ,.¡ nlue.-,o cot· 
lanle rni,imo ten lunciOn de~ y r, pora. cual· 
qu«r punt<>. 

4. Comprar loo •3lor<> nuoaériro> obtenido• ~n 1"' 
inci"" l 'y 2 y, a b luz de <llo. •impliliror la 
J"elacoón que"-' ,,¡ableciO en el imi>o J. 

S. Con>iderar ahora que la• dm,~minr"" oe b ,~, • 
ción de la vig• no han •ido d<l•·•miBaJ;¡,, L'oili· 
za.ndo Lo .-..la<ión del in<iso ~ de«nain•r 1~, 

dimen•ione• de la ...-<ción, tal <¡ue: 

El Co'l\o (!"'"') oca minioao 
• no uceda a 8000 lb/in' 
El peralte h no e>.<:eda a 3" 
La deflexión mi•ima no ntcdd O-!\ .. 

Proceder de la sigut<ntc mal\erd: 

d) Oboener la lomtulación inicial com~lota 
~) A p.>rtir de b inicoal obtenor la lormula<ión 

final compleia. 
r) Dibujar a e><=•la la ro~ión do· dMiio (octi\:le. 
d) Calcubr lo> ,alare, Óptimo> de: <1 .irca >«'· 

ci<><>al findice del co.,o). la• dimenoione •. ~­

el es!ueno ,_ 

6. Si .., ex,gc ahora que la deflexión nu nceda 
a 0.2~, 

4) Dibujor la nu<>·a región de di•eiio lactible 
b) Re<"aku13r lo• .-alorn requerid"' e~ d ir.ti-

~" 

~omendatuu 

A-ire~ l"ccional de la ,¡~~-

a • área scc<Lonal ,¡.,lo,;~~ amb> lo all.ljol Jel 
punlo pora o·l <u~l ""r~lrula '-

b • a ficho de 1~ 'i~a. 

,. • diS<afl< ia ,,~diJa d<,Je el ,-¡~ '"otro >1 1"'""' 
m.i• alejado d<-1 111;,,,., 

J. • defl"ión ,.him• •Ir 1~ ',~,_ 

E • n•ódulo do• y,, .. ,~. 

h • per.1he de 1.1 "~>-
¡ • monwnto <.1< inerri., del .Í1<.1 "'" io~>>l de l.1 

~>ga. 

(. • lofL~itud ,_¡,. 1.1 ,;~,_ 

M "' lnUIIn''"" fle,ion;U\1<, 

r- ,-,._~· ,,""""~~ ,,¡,.,. ¡_, ·•~-'-
Q pflltn·r 1110111\'1\L" <1<1 .;,.-,, ",, fnl"''"' .1! o·j•· 

neutrn 

\-'- '"''"-' '"""'"' 

-. . . -

o,,.-.. .,-..,..;.;,. ,, .......... .-.. u.~ 169 

V • d;,uncia «n<roiobl •!el ~re> 
de <1 ejr r.eutlo. 

o~- •alor limite. 

' ·~ .. -
• M'_,-

2. ··-· -

v_,. 

).!.,.,e • ' • 

' ' 
'" (7::0) : "¡1)) 

-----
' 

' 2 

,.1_, , __ 
bh' 

' 
-

(
"'') ~- bh· 

2 ' " 
3 ( ;, : 

1 
lL-c-.J 

' 
'' 

' p~, • .;ua:<¡u•cr pUP.\\• m•cooc 
~ohr .,. oboi.--w 
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•· •• < < < " y ademA• 

cuando y ' 
cuando y • O • - o y r, r• m.i<timo 

co!l..idcrar nulo y 

• ·- 2 

!>. Conoideracione• preliminar<.: 

• >M ----
2 bh' 

PL' ML' , _______ _ 
.filE.! E.bt.• 

Fornudacitin inicial 

:\ • bh Cmerio de optími<arión 
( ... , función a minimizar) 

M . -, __ ... 
ML' , ___ _ 
Ebh' 

Vad~hr .. , b, h .•• ..l. 

V>ri.,b),., libre>: h 

NOte><" qur la, ,.~,iabf,' l<brn '"" ""rillamr'll< l•• 
q•r "" U ¡,¿¡, "" • unw /imilodor. 

e 

E.fionin3ndu r~. ,,,;,bko hh<<>"' oboicnc la: 

'" A•--
•h 

, -
3Eh 

(.;ritrrio dr opo;,;_,.,,.¡¡,, (A, funci6n a 
minimi.t.ar) 

funrWnafidad. 

, 

f<>< par~m•·troo E, !Tol. L ) loo nlmn 

limitto '"' ..l., h~. 

Variablto independientes: r, h 

Variable def"'ndiente: ..l. 

• 
OhKrvarn~• Gu•, a difarnria del ojt·mplo 1, ahora 

ocnnnoo doo •.lriablr• indef""ndienoco )" qur. por 1<> tan• 
1<>, trndrcmO> una trgiOn Jr di>eim faeoibfr en dos di· 
mc,.ioneo. 

Oetcrminm¡oo pu'"' l•> frontera> de dicha r<gión. 
La. fron\t"fa> reft•oente>, ¡.,, ··~riabks independJen· 

,., qurdan definid~• inmrd•><>mrnoc por bo fimitacio­
n ... dr donde oe obtienen \UO ecuar,oneo: 

La fron\t"t> rdeoentr· .J l.1 variable d<•pendim<e st 

ob<i<n< m«Í<U>Cndo 1~ l<mi:.;otión <enM¡>Orrdi<n•• en 
fa ecuación rdo•emc al "~uÍ\Íto de fuminnalid.d 

3 E..l.~ ,. ___ ,, 
L' 

·-•06011 

La región de diKño !•<tibie •• mu<>o!fa <n la fi. 
gura i. 

' . 

.,...,,. 4. E¡omplo ?. Rt!OÓft dt 

.~."' o.n·. 
do .. ño 

-' 

r., pis 

-. 

• 
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Pu .. to que l.>. función objoti•-~ es 

3M Sol O!XI A----
~ h 'h 

A es minimo cuando h y • son amb>.o m'himas den-
11'0 de L> rogión <.le di>co>o factibl• o >oa h- l", •-
8000 lh/in'. 

'""'"' :. A.,.,.,, •• • """"'- 2.13 in' 3 ( ij liiJ() ) 

y el valor corro•pondicntc de be.. 

6. Para~- • 0.2-

•-l800h 

y la r.ueva región de di•ei'io foctibk se uou""" en \" 
figura 5. 

Fipoo S. Ejempl" '' 

' ' ' h, plo 

!l,,.;,;n J, Jo-<fio lo<tobl, pata 
... " ll.~". 

54000 ,._,. ------·· 
·~" h~,. 

y ,.....,. se obtien~ de b Ínt<r>«:ci6n de las fmntera1: 

.-t800h 

h-h,-3" 
es decir 

T.....,; - 1 800 he - 5 4011 IL{in' 

• • ""' 000 3 3 " 
.• "-··- 15 .¡¡~1)(3] - ' 3 

· b .. ,- : - l-:l - Lll" 

Resumiendo, lo• 'alor .. opu!nO> "'" : 

.>.., •• A, i•' 
0.45" 2.~3 

o. 20" 3.33 

"· ;. 
' ' 

~- ;, 

ll 7~ 
1 .1! 

0.2~f. 

"' 

.,lb/i•' 

8 ooo 
HOO 

Si en ]O< anlerioa·, ejenopl<» '" o·omideraron e,du­

skameme In; roquisit"' de funcv,nalidod. '" titn•· om 
1Í,erna con un nüm~ro mayo, <.k <Ori~ble. qu< de 
ocuaeiones 

A con<inuociún ,~ <<>Um"\ ..,,~, c>ntid><l~ ~n •<l>­

ci6n a los dos pnmcr"' e¡ew¡•lo'. 

s· .J, ""'"'"' 
.. q.iú<o ,;, 

fi<mplo Fo"""¡";.;, ,\"• d• ,.,;,b¡., /""''"""''""" 
' Inicial ' ' Final " ' !nidal ' ' ' Final ' 
Lo anu·rior <¡ui<·rc J<úr que ""''' un '"""""' in­

linito de ,..,lucion._.., de did1o ,¡,"."''-
Si oe ,-,n,jJ,-,_, aho"' d '""i'""" ,¡,. 1~, e,·u.«i.,nc> 

rder.·nt"' .1 ¡.,.. r<~¡uÍ<Íl<>> de fu u< ion.<IÍ<\.¡d ~ b• <.!<•· 
igualtl.><l<·' ,.¡,., . .,"'' .< ¡,, ¡,,,,, ... ;,,,~. '" <i•·n·· t¡uc 
~ h:>n Hducid<~ lo. "''"''"' •¡uc j<lu·d<tt _,,,,.,¡, 1~' 

·~ri.thlc, \"''" d nl""'''" <k "'¡,,-;,,,.,., ,;~''" ·Í••nJ<> 
i~linito . 

f.n Ji,.-t;, tt.uli<itH>:<I. '"' •< dofiu•· "'""'"' ',,,..,,, 
!"'<> oclcni«<t;tf ""~ ~,1., ,¡,. 1., ,.,¡,,;,"''' ¡•~ih~~ 

E" c;Ut\l!i". ,., tll"'''" ,',1""'"' >i "' lij.• '"" ,,,¡~ 
pr,.·i•ión ,¡;, "" , ,¡,,.,¡.,_ t:1 1'"~ ,...., ,¡,. "!"""''-''iOn 
<"<>n•i>l< t•n b b,'"'l""'' th· di<l"< '"!IIJÍÓu, 

S., •~'1";,,. tli<e~~r un""'"''' ¡,,.¡;,.,;,h! !"'·' "" 
con,c<titl"' d,. ¡tM-' Y~ h.<"''"".¡,.,,,,"'"!.'\,,,,.,. ... 



.. , 
\. , E!'""'"~'·' "'''"'""•' ~n ""~ n,.,-¡,~ '.'")" ,!iimm·o 
-o,,, .• fijó ¡~·: lo qu< ,¡ dilmctfe> ¡,,.,¡.,, n, quoda 

limiT.l,;.,, . \•l• n .\• !>''' ,-r;,,do·r.u '"'"' <.Ir <Spot·io nin~ 
un l::::itc qur c.o <leb.- rxcrMr <] d<ámetro <><<tior 
D. d•: re;ortr 

Yo "' >dr,·c.:t>O d ;: .l<criol, por lo ··uol )O qurda­
ron ~,, . .,~.ina¿;, ol ~.rL~_:-ro ¡><"<misible '• y,.¡ módulo 
dr ,,-,.,,6r. G. :':n •·rnb.,,o, d al;ombrc ,-;,,., única­
mec.:, cn :.1 C.O:ten~r• ¿,_\metf05 d .. 

.Sr Jr"a h;,c;,. min:::;o la IMgitud <er<ada del ~­
..,,.,, L_. cu•r,¿_, toda> : .. , espira> e~tán rn comde<o) 

cc"''.-or.dienl< .1 la ca<<.l n1úima Q. 
L,, ._:acio:.t< que ~< empl"n en el di>ei<O de re­

sor\<> n.r:coido:,. son: 

' - G d' 
6:'-"D'~ 

. -8(.:0~ \\' 
-d' 

m d 
0.615 ~ 11" ~ 

4.!.!.- ,, o_ 

' -dii•r.e:.o ,,, ,:,mbre. 
o -¿¡ámt::o r.;ed:•. ,, '• <>pJra, 

' - :>Úme. ' 
,, ''F"''-

"' • hctor ,, con<·~trorión d~ <'>fucno ,, w~hl 

.... p;u·::ir d• :~ forn:~!ación inicial obtener 1~ fin.!_ 

OpC.-;:.:za:. dac:. 1<>> si~"'en~ts ~alorco: 

~ • 31; lb¡ in 

Q•il~lb 

D,•2:n 
u __ ,-4:n 

'• - 4{.-'j)() lbfi<.' 
G-nxH_"i"l~in' 

$oluá0n: 

L • !'Id 

'" 

t:Jitcrio de op•imizooi6n 
(L. fundUn ~ minimizar) 

Gd' ·--81)'.N 

W• 
~D.- d 

4(0.,- d) 
+ 0.6lj ~ 

Di+ De , 
De•Ui+2d 
Di~O, . :;; '• 
De :;; D •• ~. 
d-d,d,, •.. d. 

o. 
R~ui>itm de 
funcionalidad 

lirniradoncs 

\'ariable>: :\, d, r, O •. W, Di, Oc 

\'ariabl" libre>: :--:, W, D.,. 

Eliminando las •·ariables libreo "" obricno: 

FormulodOn jinol 

_ Gd' Criterio de opnnntación. 
L, Bk(D, +di' L" (un<icln do minimtz.ar. 

.. ~Q(O, + dl [4D, +3d + 1 ,, 3 d l)..l~ 
=d' ~D, - D, + d ~i 

f·-~ D,•D,+2d ~~ 

D, :;; D.-· 
d- d,,d,,d, ... d~ 

Se especifican los 1-"r;imctro>: k. Q, G, asi como los 
nlorc> limite: O,. ,,. D •• ~ .. d,, d,, d~ 

Variable, independientes· ll, d 

Vati.ablc> dcp<ndocntn: <, D. 

Subnitu¡cndo ••loro> numOric"' obtenm"": 

Formuloririn /inol 
d' 

L. • 3.64 X 
,, ____ _ 

(O,+ d)• 

Ceilcrio de optimizaci6n 
{l.,, lunci6n • optimi<ar) 

- -·-
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FIJ~•• 7. Ej•m~lo J Rr<Kin de di-<i<o r,c,.ble oonundo 
'" <~<nt. 1<» •>Iom di><r<l"' d, d. 

¡ Mólodo• d• uploroción lo col 

l..a ooludón amo·rior, aunqw• mu; ilu<!tati,-a,,., >U· 

mam~nto indicientc 1"''' l<yuie<< Ue una gr>n can­
tidad d~ cómputos: ~or un l~do. ~-"-' Jei<rminor la• 
fn:>ntor~• (de hecho. b frontera inl<ricc impuesta IX'' 
1~ limÍ<3CÍÓn en < •• calculó por tant<O•I: )', 1"'" otro 
lado, p>ra dr\ermirtar ouficicntc> nu1o. de ni1d para 
<>btonor una idea del curnf>Ot<>ol\i,·n<n Je 1~ funciOn • 
optiminc. E\ m<'todo oerb muy Jifiril y bboricno oí 
tu•·i<ran><» que lidi3r ~on ""' ·~riablr• incie¡><"ndirnlt• 
¡· pdcticamenle imposibh· ,; fut·r~n m.Ó\. 

Toda> rota< difwult.uh·• ,.,..,]!,¡n o!el hecho que « 
tratO d~ ~~aminar 1~ to¡••gr~fia .¡,. 1~ rc~i<in roon~lota 

H~,. m<<odm mucho uoá, diciro\\<> P~oo cntrndro 

la idt"a lundament.1! '"'"'""'"'.o una ~nalogiJ. 

llaldomrro y Agripi,..o JU<·g.on. lbldon"•ro ~· hall• 
•·on lo. ojo• •·rnda,J.,. '" un 1''""" t·r. el 'int~rior dr 
un pr.dio ~randr. rrrcarl<>. rn u11a rc~i<'m tuontaii= 

y árid~. Agri~ina k pido <¡ue, •in '1"·''''' 1>. •roda. 
encuo·n<lr d punto ,,1, bdjo del ptodio. 

B.:>ldou>ero "" sirnto ,., rl •urlo Y con •u• m:mo• 
p:tl¡t:>. ..1 ,. . ., ... ,<>en d<"lf<'dm >uyo ~·o·"~' b olio«rión 

a lo btgo de la cu.d p.ut·rr dn<<"n<in m:i< <·1 <<"lf<no. 

Camin~ un lr•·rhn '"'""do d'" ""''"", "' ,.,,¡,.< ,, 
A<l31 !'·"'palpar •u tll"lf'dor un.t Ht t~1<. rr¡oit..i••ttdo 
,. proo.·...._, Var>~< V>~ o·> Jo~>ta 0'1\«>0tldl Utt )'U1\LO tal e·. qur '" t<><l>o .d}r.rcri ... ,., .•uhe d ·~'."'"~ o hio·, "" '"1''.' 

· cou r<I"<"O. f.ufonco, lo• ~"'''a ¡\~"1""" •¡m· )'•o rncontro 

·-

rl lugar ,.,,;abd.o .• \~t i1•in:t ¡,. "~l>nndr 'l'"' n<> <:"- r ''""· 
¡trro lo rondurr a """ pnott>' ¡.,¡,¡~1 1"-'~ d~rle una 
oportunidod m:<'. )l,d,),.,,,.,, 1"'"''¡.. ""·' "~'mda ,.,, 

de id<'ntir~ """"" lo""·' llr~or ~ """ punto rlesdr 
dnndr l'''~""'" a .\~ripina ,¡ ,:,., . .,.. el no.l• b.1jo dd 
p<r<li<> .. \¡::ripin~ ),. '"1"'"'¡, .• t!irtll~ti•·ammto y p<cmia 
a 1\ald~moro <on un dt<><·ol.lte. 

itidrnmm·ntr, "" •u poi'"''' ¡,.,..,,,, lhl<iorncro 
llr¡;ó a un ,,¡.,;,., r••l:tti•o. F.><.i rbro ~ur, dad» mfi­

rinttt"< oponuroidadro, Roldo"'"'" •Írmprr podrá en. 
contrar •ol mínimo ~b>oluto. ) """· ,¡,-haber ,.¡,o 
nunca rl tcflrno. 

Baldotnrro cmplt'Ó un mi:todo que podriam05 lla· 
mar dr txploracián lora!. 

Cna tócnica llt<>) útil de "l'lcor~ción lo<al en op<i· 

mimción •• el tt<>'<odo de Box.' 
Hemos utilizado una ,.,,,inolotia propi~ dr ¿¡..,ño 

pero qur difiw- do· 1 .. u1ilizad.1 1"'' lo• r>ptriali>ta> 
rn optimi.arián, .\,i <> 4uc. primero <¡uo· nada, pre­

•rnta""" un pcqucl<<> glo;ario do• to'rrtmto• t•qui>alrntcs. 

DistO~ 

Función > optim"'' 

Op,.,.i,«ió• 

= f«llciion obje<i•n 

Rrqui>n<>< d' fun<iuu.do0<0 ~ R"tri«ione< d• i~u>ldad 

l..imita<i"""' 

\'.ri•bl<> indeprndim«> 

).i.,;,.,,;,nr< a lao ''"';,¡,¡,., 

R<'ltricciGn« d, dr>igualdod 

~\·.,¡,o¡..., do docioión 

indrp<nd«nt« ~ Rr.tri"iun<~ "P¡¡,;,,. 

Un»ucio""' • la, \ariobl,.., 
dopendi<nt<> = l!.noriccior«' in<pllcit., 

l::x.rmincmo> ahora el ""'tocio dr fl.o,; pata do. ,.,. 
riable• dr d.-<i•ión. ~uf"'n~amO> concreumrnt< <¡u• lo 
<>pttmi:arión s.c rcfjr¡o a minimir.,ión. 

Sr ooco~t·n c·u,tttn puntO" '1"' ,,,,;,¡,~"" iodos l.11 

reotricciono>. ts d • ..-ir. '1"~ >< ttHu<·mren d<t<ttO de la 
rrgi<in fo<tiblc. 5r ai<la <l punto on1> alto kl dr <alo> 
mh alto do• b funciti<l ubjrtj,,). ~r rnwe<\tfa el ccn­

troidr d<• loo; "''' 1'""'"' J<llOntr< "' "odlrJo" o·l 
~unto •i>ladn a ""''~ <Ir <ltdtn <rntroidr 

El punto rrllo·jado "'b>titu•~ .rloor> ~1 pont<> ini· 

• ¡,¡,,,en« ai•brln J),. lo. "'""" potttn• '1'" qu•d•n 
se •·url•·r ~ ,¡,¡,, rl ,.,_;, ,,¡,,. ,. "' rcp<te \<><1<> el procc>o 

antrriot. l>•• ,.,., "'·"'"" t•l rmtj<>H>o <le 1'""'"' o '·Sin•· 
pi,-~-"',., <le<¡tl.!la"do h~ci" .rbaio. -ulntilu)~'"d.o un 
I•U"'" del< <mjunt<> ,.o., o .<da ,¡,.,,¡~,.rmietno. Si un puttt<> 

r<"flrjodn t•iob un.1 tr<trit'<ÍÚ" <"<¡<li<it.<, ><' rrgrr>., a 

la fron<rra; ,., do·< ir, <¡ur. a 1« \.HuLio ttu< "cedió 

..., limita<i<'m.,.. l• "'"''~'"'\U >alor limit~tÍ>O. ,;¡ uu 
1-'Utlto r,.flo•j.tJo ,.¡ .. ¡~ una rc<trÍ<"<tÚI\ iwpli, it>. "' r<· 

~rr<a m<"diD ,·antit\o 
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~ ero g;..,, TM lra>u/ortP141.<on io ....,..¡ Uf<jul in 1M .,..., of aa#<, ~ <ircui:.. 
Thiofu~ IM"'.f"""""""' i'IIT<>i'ucu ...,.....uag.. a..d ..,.tnt.o ""'zd ..,.. ¡¡.....,. .,.bi...,_ 

lii>M •1 U.. origi....Z ..u,g.. <Uid <=T<nto ¡J"' l4n"r .uru...t.:..O, i~ or """" eomp&ckd 
impl¡,jj i~iff~ ~ipo. TM ITc>U/Of'm<liim> app/i<d lo 1.\t o:urTmll ""'~ Ñ 

wmpkk/y unconntcled lo U., Ira...¡""""'""" appli<d lo 1M oo/1<19,., 
TM ¡,.,...¡...,.,¡,¡, ""'V¡, uud for llbloin(ng tguWlnll cir-cttiJO o/"""" drU>ing poit<l 

imptdo....,. A....V... pouibi/iq ia oCloÍ'IÍ!If equUckN <irnoU, of..,.. tro.IIJfa impoda,.,., 
lnd IDI1\ difftr<ftl. ~ ~nt. impo;l=tu. TM """'f......uio>r!/urndlu tDi1A <fl'al""" bi­
lalaal and noll-biJalaal dm<iü 110 wU 110 rircuiü amloi~in~ amlrDihd -=•· [1 ma¡¡ 
ahu Modlt circuíll t<m~<~iniog non·recl •ltm.,t.o. Simplt n~mm'ca/ uampltl .,.. ¡rjiltn in 
aaliv., rum·biloi<ral, and _.:.. ....,....,.;,, 110 W<il 110 in ;.,.a/¡m:.. 

ln~uction 

The tnu!$(ormation we introduce is mo•t weful in the a.roa of ACtive, non­
bilateral circuilll, but may also be appUed to p.....ivo, bilateral ones. The tl'sD!I­
fonnation i3 in.itUr,Uy formulated in abalt!w:t terma, to U...t it e.o.o be applied 
t.o differeot &ituatioos. 8oth the dependen! and inde~ent vt>ri.ables ano traruJ­
formed, leaviug, for lnsta.Qee, the )>Oiii&Íbility ol applyio¡¡: one t~all4form~tion to 
the \OOlt.agco of a circuit and ~ completely differeot ooe to the curten la. The form 
of tbe fuoctional equatioo nolat.in¡¡: iode¡ieudeot aod dependen! \Oariablc. l.s left 
ioviU'Íant. Thie determ.ines the t.rana!onnat.ioo of the impedaoce operator. Alter 
the tran..formatioo the oew variWlea...., i.ntelpreted uain¡¡: tho""""' iotelpreta­
tion employed for t.he original va.riablca. 

1 .. 
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Gre~~o~ liberly il! aUOJ!ed for the tnneformal.ion opent.l.on; eo U...~ wben &p­
plicd to U... genera.t.ion of equ.ivaleot cireuita the traos!ormation m&y go from 
& bilateral nctwork to a oon-bilateral onc aod M ...,...,_ H m&y aleo ]cave a 
traosfer impcde.nce iovariaot while i.U the diivio¡¡ pomt lmpedaocea ehange. -~~ 
Tbeee problema eannot ba ha.odled with the coogrueot tnLosform&t.ion whlcb 
haa received a good deal ol &tteotion from rmearchera conceroed with equivaleot 
networka through linea.r t.law!formatiolll. -

M""t of the applicatlo'"' pressoted m the papu are in l.he field ot ayol.heeis. 
However, to detnonst.rate l.he veru.tility ol the functiooal aapect ot the tn.os­
foi"'I!.tioo an epplicatioo \0 a.oalyma baleo giveD. 

Tro•uiformolion Equallon..- , 

Con.oider t.he fuoctiooal equation 

~"' Fz "' 
r-.p-.oting the mappil>g by t.he apmiloT F o! 1he p.nnto (or vecto1'1) :r in 
the linear veetor BJ>&ee X-.:alled tho domain ol F----.onto the painú v lo the 
linear vector 8Jl&ee Y--co.lled tbe r~ ofF. The operator FU. linear, ümt ill, 
F(= + fJvl .. <>Fz + {IF~; <>, {l comple>: numbel'1. · 

Now mab the foil<>wing ooo--siogular t.raos!ormatioOB: 

v .. QY. "' (3) 

Th~ poiol.8 i aod Y aod the Oper&\01'1 P, Q in E<p. {2) and (3) ha. ve & meanjng 
&n&l<>gOm to the entitiee m Eq. {l). Subotitutioo of Eqs. (Z) and (3) iuto (1) 
givea Qf¡-"' FPi:. Slnco the operatiou repreeeoted by Q ill non-singular 

-Y • Q-'FPr, ,., 
wbere Q-1 U. deliued in su~b a Way l.hat Q-'Q1 "' l, QQ-1z .. z, l beiog"in the dn­
main of Q aod 1 beiog in Ita ranga 

lf a new <>pe ... t.or P U. defined ~~CC<>rd.i.ng to 

P .. Q-1FP, (5) 

Eq. (4) may be Writteo 

y .. Pr. '"' The opemtor F given by Eq. ( 5) m&J>ll the poinl.8 i of the" apo.ee g onto the poluta 
Y of the spo.ee f. The sp&ees to be coll!ide....J in this pt~.pej- are olvariOU! oat.ures, 
for this reason 1 t ... llllformaUon U. fonnulat.ed in abstn.ct temu. borrowiog 
the nomeociAtu"l of functiooal ao&Jym.. Equation.o (2) aud (3) may be inter­
preltld in two diíl"ereot waye: 

;;----- -
í)r 

------ --

a) lno:<~Ñ>U-ObjiOCI Traruformation..-. 

Conslder z aod 2: "-' giviog the coon;!ioal.ell of lh ..,,.. objocl (point) meo.su.,¡ 
in ,two di.f!~e.U framu o/ rrftrm«. The operotor P gives R rule f0r \n.!llll.atiug 
from ooe frame to _the other, or 

' b)ln""'riant-Coordin.uee-Frame Tran.1/ormaeion..-. . ' 
1 Con.sider: and i M di.f!Mtnl ob}teú. The quantit.ies: and i l:>eiog tha coonli­

oal.ell of the dllfereo.t pointa in th!! ""M refm:n« fra11111. The 0per11tor P gives 
the rule for goiog from ooe point to the other. We shall conoide( &pplicatiooa 
of both iotupretatiooa. 

1 

A funotional equatioo of the form of Eq. (!) whioh arisca in cin:ult theory ¡, 

i"' '!:JP. '" ' ' ' The voltAge v a.nd tbe cummt; aro functio1111 of the time l. The opcnltiaoal ..,¡. 
mitt.a.noe 'Y or ita ioverze ..,., <>Íten givffi io. the fcrm of a diJf en:ntW equatioo 
or io. the form of the kernel of a .upetpo'lition ioteg .... L Tbo funetio,. • aod i 
mllY be·coll4idered ""polots in a nandenumerably iofinite dime!l.lionallinMr 
vector space aod 'Y"" no operntor wbich mllJ>ll the pointa o of the olpoce V ooto 
the pointo; of the opa.oe I. Seveml curreots m11y he of intereot io a cin:uit: heoce, 
in Eq. (7), • and i m11y repre:oeot colllllloa 

.,(1) i,(t) 

..,(1) i,(l) ·- ·- (8) 

>"..-(1) 

' and 'Y m&)' be specilied by a set of aimult.aneoua differential equationa or "" a 
1011trix of kemels of a auperpo•ition integral. lo this ca.ae o ond ,· may otill he con­
¡¡jdered 1111 points io ao iolinite dimc!llliooal apace aod 'Y aa the mepping connect­
iog these poiota. With these prelimioary co.ocepta sorne a.ppllcatiD!l.l of the t ... ns. 
formatio¡¡ given by Eq. (4) a"l considered. 

Ap¡>licali<m lo the Synth~•i• oj l':qui,../cnl Circuir. 

' The cin:uit desigoer ill interested lo equivaleot ne\worla becallllll sorne forms 
of cin:uil.8 may be mofe witable than othen d" regs.rda eo~~t, eeoaitivi~y, opreo.d 
of element vflluea, aboorbiog at ... y valuea, eta. Sorne oquivalent ~otworlu! .o.re 
trivifll variatio!lll of e&ch other (for enmple, replacing a =i.t.oJ. by two in 
parallel): Othel"$ may coot.ain elemento "itb negativo valu..,, or oOo-rociprooal 
et..men1.8, or very diff=at topologioa\ struclutee. 

One way of produciug equivalen~ networlu! ¡, througb linear trallllformatio"-'. 
A powerful mcthod w ... proposed by Cauor (1) in 1929. Writi.ng loOp equatio,_. 



AI.A.M~ B:l 
in m.o.tri:c form, ~oop currellla are trnnsformed keeping t.he enUKY fundions 
lnvariant.. Tb.i.. reoult.o in & congruent tn.nsfonno.tiGn of the loop impedance 
mat.ñz. Jl tb curnnt in a particular loop¡, held inv!Lrlant by .Wtab!e re&trle­
t.ions an tbe transfonnation matrir it followa from L&grango'e equation.e tbat 
t.he impedance of tbat loop muet rernain the sa.me. The tnwsform..o.tion may also 
t>e applied toa nod&-t<Klatum admi.ttance mat.rix. In the Cauer trans!ormat.ion 
the elemcot.o of the tn.nsformation m.o.tris are real constante. Tlw tnmiiÍOrtD.&­
lioo- ro<cived tho att.ention of numcruuo investigatore (2, 3, 4, 5, 8, !), 12), 
::auer showed Umt tho positiva definite or ~:~emidelinita chano.cter of the pr.ram­
•ter m&tricea ¡, both nece?""'Y a.nd BU!!ideot for reali2.a.bility with poaitive 
:ireuit elementa .., long ""ideal tra.nsfonnen are &llowed. 'I'hio property is pm­
>erved by a congnwnt tran.s!ormat.ion. Thla implioa that if the node-t.o-dotum 
.dmittance matrh: ola paasiV1l oetwork 11 Cauer tranatormed, the result.ant net.­
~rork will be passlve as far N t.be nod&-t.o-d&tum porto are ooncemed, e\'iln 
.hougb 110me elemeuta ""'Y be ...,t.ive. However, it is clear t.hll.t given two circuitll, 
>De 0¡ which 1.$ paasive and tho other &etivo, 11.11 sooo from B oet of node-W-d11tum 
¡orte, bot.h m11y ha.ve the .....,a driving point impeda.nee Bt one porl. But t.he 
::8uer trunsformat.ion C&llllOt produce the Bttive drcuit from the passive one. 
Furthennore wit.h t.he Cauer tro.nsformat.ion t.he lino.l cirnuitll will be bi!Bt.en.l 

' . 
f t.he original circuit Wllll bilatcrBL This'" & coo.sequ"""" of t.he fact that & con­
tn~ent trauaform&tion dt>es not d ... troy the oymmetry of a m&tri.x. For these 
-eMOns, in 8ynthW, in which p..,..jve, a.etive, bilatenol ami nonbilatcr&l net­
~orb flnl of intcreat cougruent trauaformatio!L'I hBvo restrict.ed applil!llbility. 

In thiJ paper U!e circuit olements ....,umed to he at the di.,po8111 of the de­
Ogner flnl: const&nt resistolll, inductol"l!, l!llp&eitoro (a!l both poaitive and nega­
jve), gyratol"l! and eont.ro!led wurees. For these elemcnt.! t.he comple~ ~requcocy 
Jomain rnproscotatiun lo conv"nicnt, Huwever i! thc tr&nsfonnotioo L'l Bppliocl 
, time v&rying drcuitll it might be more coovenient to work in the time dom.o.in. 

Tbe attitude of &llowing for grc&ter gcnera.lity lo further motiv&ted by the 
&ct t.b&t with the reccnt davclopments in monolithic Bnd other iotcgrated cir­
:uite, more than befare, the circuit designer is intereated in equiv&lent dn:uiu 

10nt&iuing a.ctive non-bil&teral clemente. Tbe microminlature t.ransistor tc<:h­
tology hu &dvanced to the point that oftcn it is more desirable to introduce 
1"111 · "-'"' \.han piiiL'IÍve elementll. This situation implies that mcthods whl"h !lo 

ew yean~ ago "·ould not b&ve reccivcd tho Bttcotion of drcui.t dC!Iigners ha ve be­
:ome relennt given the present etate of the &rt. 

TN1~t>rJJU1tio11jor [nvari<int DriL"iiiS" Poinr/mpe<lance 

Sup¡>OR " cirenit is o.n&!ymd on t.he nocle b...U., using ground M the datum 
oode. The equilibrium oquat.iono m.o.y be written symbolically in t.he time domain 
a in Eq. ( 7) ; " and ; 81"11 the vectcr11 given by Eqa. (8) and 'Y reprc&mtll thc di!­
crentisl oquationolinkini: o and i. The comp!ex frequency domo-in rnpreseutation . 
,¡ t.he cin:uit is&lroady an applic&t.ion of Eq. (4), if t.he vari.ah].., of Eq•. (:l), 

(3) &nd (4) flnl identilied in the following way: 

:1:- o{t}, ·.t .. V{t}, P- E[:c·Jr'dl, (O) 

' - i(t), 
,_ 

1 (•)' Q .. E r (·).-··di. (lO) -
(In t.he de6nition of the integra.! oper&tor!l P and Q, E et.an<b for the N X N 
unit !lllltriJ:.) Equation (6) ro&<!~, for thiJ case 

l(•) .. Y(t)V{•), {11) 
wbere 

1 ·(•) V1(t) 

1,(•} V' (•) 
l(t) - V(•) .. (l:l) 

IN(•) v.Y(•l 

flnl the douhll!-6ided Lapls.ce t.r&nsforms of t.he cumont and volU.ge vector~~; 
Y(t) ia an N X N !lllltrix whose entriea are, for RLC circuil.!l, rallo. ol poly­
oornia.la of the complex variable • of the Lsplace t.r&oaformo.tion. 

Equ&tion ( 11) is an example of the inva.ri.n.nt-objeet intcrpretation of a t.nua­
form..tion, sinee the new v&ria.bl"'l represen! the M.llle cumonl.!l and tbe aame 
voltagos ]11 a differnnt frsme of refenmce known aa t.he oomplex frnguency d<>­
m.tLÍn. We ILUU.Uie that this transformatioo hM bee11 doD.<l and Eq. (11) ia tbo 
otllrting point. No transformers or mutual inductan= &re colllliden:d to be 
P"*nt in the circuil.!l diac:ussed. In Eq. ( l:l) V1 is the vol!.nge of the jth node with 
respect to the do.tum; 11 la the eum of the curren l.$ iojectcd into node j by the 
curreot sourc"'l; Y;¡;, tho oum of all the adrnittances connected lo oode j; Y,, 
is the negative of the &dmittance connectcd hetween node.1 j and k. 

Consider a netwotk with only 01111 curren! aour~:e connectcd to t.he two ter­
minals forming a port who.., driving point imp<ldance io of intcre•t. Make the 
node into which the cumont is eotering from the wurce nOOe 1, and thc otber 
tbe datum. Hence, 

l ,(t) 

o 

J(t) .. o ( 12') 

o 
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· . f the ...;,tri.I A-• .. C is of the form 

Now IUbject tbe ~ltage and ~t vector. to DOD-eingular \.ni.MÍOI'In&ÜO~ ¡ 
ddined by . ' P Cn 

J(•) - Al(•), 

V(t) .. Bí'(t). 

( 13) 

(14) 

Let th ope111to,.;. A &lid B be N X N m&trices whose entries &1'1! BtÍOI! of poly­
nomia~ of •· lf the form of the functional equatioo is kept invariaot, Eq. (ll) 
;. tn.Mformed int.o ' 

1- YV, (15} 
where 

f' .. A-irs. ( 16) 

The tcansforrnation given by Eqs. (13) and (14) is an invariant-<:oordinat&­
lrame tnmsfonnation, that ;,, the new current and voi!Age vecton will be dif­
fereot physlc.oJ!y. They will be meuuJ1ld in the oame refereuco fnww a.o the 
o!d currentll and voltageo, which rneJUill that aft.er the transfonna.tion the int.er­
prel.Btion of /, í', f' is ba.sed on tho •ame criterioa that was ~ for the inter­
pretaticn of l, V, Y. 

lf it is deaired to keep the driving point impedaz¡ee between node 1 and the 
datum Wvr.riant, the operat.ore A aud 8 mU8t be restricted somewhat. For the 
origina.\ circuit, the driving poiDt impOOIIDce from nodo 1 to ground is 

• .. V ,JI,. (17) 

In the new cireuit the driving point ~pedanco from nodo 1 to groun;f is 

l- .. 9,¡1,. {18) 

If Eqa. (18) and (17) 11re equa.ted, the open.lol'!l are W be temricted in 1111ch a 
way that 

VJI,- 9Jl, 

ia aa.Wfied. Hence, a p<li!IÓ.bility ia lo ehoose A &nd B IIUCb tha.t 

9, - pv, 
1, - pi,, 

(19) 

'"'' {Zl) 

wheno pis an ubit.ra.ry ,..,.tio of polyuomiat. o( •· If the ln*t.ri>:: B ia ot the fonn 

B" [;~--~~ ... ::: .. ~~]• 
BHI BNI • • • BNN 

'"' 

A-•-e-

'"' . ............... . 
eN, e~, ••• e~N 

1 1 ' 1 ' 
Eq. {19) -.ri.ll be e&tis6ed o.nd the tr=sformed cirou.it willlmve \.he KBme driviog 
point impedance between node 1 and the datum u the original cirruit: The 
t.nt.ne!ormed cirnu.it will, in general, cont.o.in cOnttoUed BOUrees. Tho short-drcuit 
admittanci. 1n11trix t of t.he new drouit ia given by Eq. (16). ~·or further cWW. 
CAt.ian o.t tbis point we introduce o. &mple nuineric:al uample. 

J:L _··•..J.K7_-·,_· ---'' •::• t '' L5?:_j 
. ' Fza, 1. Cireul1 '"''""P"I>dic& 1o Y or Eq. 2t. Fza. 2. Cir=il ~adiog lo Y al~- 30 

ond 1 of Eq. 31. 

. . ' 
Consider tbe cirnu.it of Fig. J. Tbe driving point impedance from nodo 1 lo 

the detuni ia one ohm. The ehort.-circuit nod11--t.o-datum admit!.a.Doo ~natrix is 

y-¡-::/' _,;;] + [: -;]- [ -~/' _,:] '"' 
' ' ' • 1 

By applying the tran5formation of Eq. (16) it ia deaired lo obt.o.in B bilaltral 
dn:uit that b.M the ame driving point impedanoo from node 1 lo the dat.um. 
Using Eqa. {16), (22) o.nd (23) yield 

t ~ [;, ::J[ -~/2 -7:][~~ :J '"' 
Performing t.be ni.ultipli~Btiona ind!cated 

' . [ -.Y.+ 71(C~P) + (65{1- 770C.,)Bll ,_ . 

{-.yc., + 77C.,)(l/{J) + (6SC'11 -770C.,)B
11 

-
(65¡7- 770C.,)B.,l 

(6SC',- noc,.¡~,. · 
' . ·, (26) 

Sinee it ia desired to obt.o.in"' bilatereJ dn:uit, the ~na'trii :ir mW.t be o~trie. 
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Thia imposes tho following CO!I!traint: 

(->¡e.,+ 77Ca)(lf¡9) + (65C' .. - noc .. ¡B,.- (~- i70C.,)B.,, (27) 

from wlúcb oue of t.he a:rblt.no.:y pllliWiet.ere /l, C,., C.,,_ Ca, B.,, B,. may be elim­
in.oled. Al! t.he -t ol t.ho par:ametenl tcl!llliu a:rbitrvy. 'l'hll following cboica 

fJ - 1, e, .. f, e, - tr. c., - o, 

givea, from Eq. (27) 

B .. - n. 
and yields the following l" matrix from Eq. {26): 

[""' ·- -l/2 
-'"'] 

13/108 

Aceording t.o tb~ choice nud~ · 

That ill, 

['']- [ ' '~']['']. 
!, l/11 o o 

¡, ~ J, 
1, ~ -n-r, .. n:r •. 

B .. - O, (28) 

'"' 
(30) 

(31) 

Heme, 1 controlled source ol !.he value ohown by Eq. (31) mu.et be connected 
from node 2 t.o tha da.tum. Tha circun ren.lizing l" uf Eq. (30) aod with thc con­
t;o~ cu~t souree indicated by Eq. (31) ap¡HWs in Fig. 2. Analylli3 of the 
CJ.n:wt ?' Fig. 2 lhoWII t.bat the driviog point impedance from node 1 to the 
dat.um" ene ohm, the same"" that of Fig. l. With this tnulSI'ormation the 
~tor W&S ellminated at tbc expense of hoving a cootrolled source. In the next 
ileC!Jon vre .U.ow how to avoid the controlled soureea. 

ln,..riont Drivln11 l'ainr lmpedon~" lritltoul 
lnrroducin& Conlr<>lled s,mrce• 

In the cin:uit of Fig. 2 a oontrolled current souroo o.ppearod dueto the fact 
:hat the matrix A-• b.a.s non-oero elemeot.o in t.he fitot column, U the D1Attix C 
)fE<¡. (22) ia re.tricted to be of the form 

A-•- e-[:. ;: ;:]. 
o e,, --. c .. ,. 

(.11) 

A Gtntral 7'r 

No controUed soureea o.ppea: in the new cireuit. The rest of the procedure ia 
identico.l to the previ~ oue. Rcturning to Eq. (25), if C., ~ O .o that Eq. {32) 
be sat.isfied, Artd tha following choice ia made 

fj - 17, Cu • 13, c .. - -13, B., .. .-.'.-.-' B,.- ffir, 

[
3/3 -'] y- . _, , 

the """'ltin,g Y ia 

The correaponding cireuit ia .U.own in Fig. 3, whera tbe driving point impedunce 
frow nOOe 1 to tbe d&tum ia unity, "-"in Figa. 1 and 2. However, no gyre.ton or 
cont.rolled IIOlll"eel o.ppea:r. It io JIOilllible a1ao to I!"IJ from a tr&n3fon:ned cireuít to 
the origim,i one by o.pplying anot.ber tre.nsformatlon. From Eq. (16). J!O!ving 
for Y, Y .. AYB-•, which exp"""'eo tho •amo tr,...,formotion 118 Eq. (10) !lnce 
A and A-•....., of the ao.me form and likowiao B and Ir'. The f&et ia obviou3 if A-1 
ia of tbe form of Eq. (23) sineo all the e1..,.,nto a~ nrbitnt.ry. For n111tricca of 
the form given by Eq. (22) llOtc that, uc.:pt the fint, all cofactol":l of the elt>­
mcnll! in the firat column of the trn,.poso of B a.ro zcro. Henoc, B-• will bave 
zeros in the e\I!Illeot.o of !.he firet row {except the firet elcment). A oimi.l.ar stat&­
ment """be rnade for matri= ol the form given in Eq. (32). Tbis mea.wo tho.t 
wa may at.a:rt with a hilittcra.l circuit aod cnd "ith B non-bilatcrol circuit nnd 
Mver•a. 

lnllOr/gnl Trarufer Im~d..nu 

lnatend of keepiog a driving point impedanco inva.riant it may be d"'ired 
to keep " traosfer impedBJlce inva.riant, ""Y• the traosfer impedance between 
tbe port.s fon:ned ol node 1 and ground and node 2 a.nd grouod. Then, following 
B procedure aimilo.r to tha one followed in EQ•· (17) tbrough (23), it is sufficient 
to restrict B &nd C to be of tho form 

(33) 

(~) 

Tbis givca o. cirouit in wblch z., ia kept invarlant aod controlled aourc"" appeu: 
11 no cont.rolled """"""' ....., d..,i.ml, the matrix C sbould be of tba form of F." 1~2\ 
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80 that the eurrenta entering nades 2, 3, • • ·, N "'"" not related to t.he current 
ent.l:ringnode 1, uindieated byEq. {13).1l wedeaire tokeepz,. invariaut, ra!.hu 
t.h.oD at.art.i.ng ,..¡th o. circuit in whicb I{o) io of t.he form of {12') we ahould have 

o 

lo(•) 

J(o) '" o ,,., 

o 

l""be rix B ahould be of t.he form of B ol Eq. (22) 1.11d e .. A-• ahould be of · 
.hefonn 

{36) 

l""be transfoliiied dreuit will have cont.ron..:l source.. U no eont.ron..:l oourte~~ 
l.te desin:d, e ahould be of l.he fOIIII 

e- ~~ .. ; .. ~~~ .. ;~]· 
e,., o . . . e,, 

{37) 

-.'ole that Caver'e transformation t.heory cannot handkl thi9 proble:m (10). 
t uld be obvioou how to extend th""" concepta to maini.Bin inva.rUnt eeveral 
lriving point and/or transfer impedanoea. 

Im_,..do.nc .. Driring l'oinl or T,...'4f.,r lm~~ 
to Yield o DilateMl Circuit 

H the original Y is oymmetric 1.11d 

A-•'" IP, 

•h~re the sup<>nocript T denotes tranBp<lllition~ tben acoordia.g to Eq. (16) 

f - lJrYB .. Y.. 

(38) 

~onu f is oymmctric. Equo.tio~ (38) il o. "'"· :Knl condition for oymmetry of 

6''3 AG ra!T: f. . ,, r 
1 

f it y is aym~~~etric. U Eq. (39) ¡, UJe<l, fJ of Eqs. (20) o.nd (21) is for«Mi to be 
u.nity. . ' 

1 o ... o 

B,. B. .. • B., 
1 t- [:0 .. :~ ...... :.: ::. :: ...... ::~ 

B., ••• B,, y.,.. y., ••• y,.,. BNt BNI •.• B,.N 

(40) 

' ' So fu, the eotireo B¡¡ &re atill arbitmry rationo.l functiona of t. U they ""' ..,_ 
atricted to b8 oonst&nta the transformation reduce!! to the Cauer trana!ormation. 
AJthougb eondition (38) il ruflident for ending ...;th "' aym.m~tric f, if the olig· 
ina1 Y is aymmct.ric;it ilnot MCt!I!IW)" (7). A1l that ilJ oec:=""~ is that 

r .. tr; ' ( 40') 
' 

tilia giveo, usLnc Eq. (16), 

' ' 
.A-•YB'" !PJ:'T(.t-•)~. ( 41) 

Equation '(41) re~resenta (N>- N)/2 equationa with which we may e~te . 
u many variables from the matrices B and A-•, le&ving tho re.t of the entri ... 
arbitrary. EquatiOo (41) ¡, eapeci.ally l~Wul if thB original Y is not eynunetric, 
and when kecptng' tmn:mer irnpedances invariant while changing all the driving 
point impedanc .... Iti Use is iUW!tmted for tho. enmple of Fig. l. For that case, 
t.be mat.U Eq. (41) reduc,.. to the !liogle scalar Eq. {27). 

' 
F:o<l. &. Cirtull oquin10Dl 0.0 !.lx.e 

o1 Flp. 1 o..od 2. 

' 

• 

,,. 1 

•• 

~ 

p...,.¡.,., T,...ru~formleot S,..nthesi• by Tranoformatian 

,. 
'" ,. .... .... ,~ 

"' >• .. HO 

.~ 

. 1 • ' ' 
· U Ule driving point impedance ol interest il realiu.ble o.nd we wW> to obi.Bin 

..., RLC cin:ult {no tmnafortnen~ or mutual induct&nce!l) .,.¡IJ¡ positlve ell!!llento, 
beaide~~ w&oting f to b<!layrometric, it is ou.fficieot thBt the negntive of the tenna 
o!I thj, main diagonal aa weU a.s the rum of the en tries of each I'OW""' positive 
reo.! functiona. Few general reeulta erist to determine A""' and B which gu&r:~.~~teeli 
that Y will u.tisfy theoe cond.itiona. · 

Pantell {10), Guillemin (13), Duda (S), D&rlington (12), Schneidor {17), 
and Cederbaum (16) have wme re!ults for two element worb. Schoefller 



ga 

(15) ha.. don, ~rk in !.he RLC problem. !Iowever, the prob]em ia lar from 
oolved. Newcomb ( 18) t.n:at.s the problem &llowing l.he preeence of transformen~. 

lnvorinnl Driving l'oint lmpedance b;y Tran•farming 
Circuir• on tl1e I.aap Ba•i• 

Wha~ has bee:u. oaid for the nodes ba!d$ can be extended to the loop ba.sis. 
The loop bfl5i9 ia approprU.te for keepiog ahorkircuit driving point and transfer 
a.dmittances inv .. riant on port8 formed by making plicr-type of cntrics into the 
loop¡¡.. (In the node bWsoldering-iron-type of eotrieo at oode painl were m&de.) 
~ an e:u.mple of a t.ransfonns.tion no the loop b!Uiio!, we consider a simple prob­
lcm in p.o.ssive syntheei.o. Thi$ c.umple illust.n>.tes the """ of transforma.tio11 

matrices whooo en tri"" are functioM of 6, thllil oxploiting the functional charaowr 
of the trMilfonnation. Consider the cirouit of Fig. 4 whose loop impedance 
m.o.lri.Iill 

z-
-<•+3) 

-
-(•+3) 

•+ 3 +(•+1)(r+3) 

•+2 -

The !lllltri>: Z m.o.y be t.ransformed into a oew matril 2 •coording t.o 

2- CZB. ' (42) 

In order t.o keep the ohorl.-dreuit dñving p<lint a.dmittance of B plier entry Bt 
loop 1 inv.ñ&ot., e Bnd B will bÍl of t.he fornu 

[ '/P "] B- . . " 
(43) 

,Since e Bnd B are of the fOI'IIII! indicatcd by Eqs. (22) Bnd (32) t.he oow circuit 
will not eon!.l.in control!od soun:ea. 11, besid..., Eq. (41) i.s u.t.istied the ......,¡ting 
cin:uit will ha bit..ten.l. lf the multiplicatiODII indiC&ted by Eq. (42) are per­
fonned wit.h tbe ll.id of Eq. ( 43) , an equMion oimilar to Eq. (27) is wñtt.eo aod 
m eliminatod. Tba new matrix Z may be writt<:n"" follow&: 

,,. ['"' z, (" )] Zu + -;- Zn + z,. fh" + Zn (J'r - 1 
,z, p + npZn 

'- '"' 
nrZ., 

-·--· 
. r¡ / A a....,. ~ormatitm 

In Eq. ( -H) t.he ~le!l_lenta P, p, r, n are atiU arbitrary Bnd may ha llltt.nipullt.ted to 
tnalr.e the final ClreUlt realiu.ble. 

The follnwing choice in t.he parnmet.e"' in Eq. ( ~3) 

p- 1, p- o, r - 1, "- (t + 2)/(t + 3), 

m•t+2/{21+3){t+3), 

gives t.he new loop impedance matrix 

[ 

&+3 ,_ 
-<•+2) 

-(• + 2)]. 
><+3 

wbose realization is ahown in Fig. 5. The short-circuit admittance at loo, > ol 
both circuita of Figs. 4 and 5 ¡, 

' 
V • (2t+3)/(5.1" + lb+ 5). 

~he lran&o?"ation ~limi=tes !he capacitance in the cireuit whicb is rodundlt.Dt. 
e e'?"pbailie tbat t.n ponent.l it is very difficnlt to cboose the !nutsform.ation 

~c1eata wcb_ t.h&t the l"<li<U!tiug network is reali ... ble .. ~th pcsitive clemcnta. 

1::h~nn?re, ~th reopoot to trnnsfonnatioru in tho loop ba&i.s it is well knuwo 
"''_Culta woth mo,.., th&o three iudependent meshes must meet complic.ated 

"~.~ta nnless !nuts!orme"' or oome otber noo-cooductive eouplin" ~ 
empoy...., (14). 

• '• 

• 

• 

...... ....... , 

F10. ~. Cizcui, oquiv.ol<nl I.Q thot o/ Fig. 4. 

Non•ru./ Tran.1forma!ion& 

r-:-1[j¡J----::j' •••••• ,2 ~· ....... , 

•. ' •• , "•·1 

F1o. 6. "Footer Re&liution" ol a dr­
oui• wi•h <o<nplu polet. 

. In t~e P"''_'iou~ enznple s rea!Uable cin:uit W!o!! trnMforrned into a renU•able 
one. lt ~a poos1ble alw to trana!orm a realizable cin:uit into 8 non-reafu-nbl& one 
lUid III.Ú. ~~erm. An eJ:treme c.aae ij provided by !he foUowing exo.wple: 

The lmpedance 

' -:'"''""+e•;-, 
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e&n be ru!i.ud in a FOIIter form, eeo Fig. 6. The Y ol U... olreuitof Fig .. 8 is 

• l+m 

L 
-(l+l:j) c~j+l~j),+2 

Uaing Eq. (H) (lnterproted for a.:f' matril< inrula.d of a 2 m&trix) and ehoosing 
fJ- l,p- O,r- l,n- O, 

,. re&liu.tlon is oho.., In Fig. 7. An&Iyai. eho"" that 

Alt.ering the Driving Poiru lmped<.nce T_hrough Tron..iformatiorn~ 

The driviu¡¡ point impod.ance necd not r=ain inv&riant after the ti'AliSI'or-
1 , it can he IIUded. (6) by a faetor «, "'he:ea ia a n.t.io ol polynom.ia!s. For 

t.hlo tmnllfonnation tbe opemtor Bol Eq. (22) 111 o! the !orm 

... B:J. 
• • • B NN 

(45) 

Renco, if the driving point impedance ol the origin&l cimtit ilr, the one of the 
tn.naf011Ded circuit will he ar. ' 

· Cha,npng !he Order Q,/ the Matric,.. 

Wilh the \rMJII!ormatiollll described oo lar the onler of the fin.&[ &drnittaQce 
:nat:U is lhe &IWie &11 the one of the original matri%. Although it il poasible to 
ntroduce new nodes, the added nodes will110t he conwicted to o.U the ot.hen. 
'1 it ia d...;.,d to incl'eUil tho comPle>;ity of the nehrorb it b JXIII!!lble to do 10 
)y inl.roducing a largu matrix YA partitiODed in the !o!lowillg diagon&l !orm: 

1 
9 3 A Gm<ral TI .....W.. 

.. hent Y is tbe O)rlgi.nal N X N adrnitt.&nce matril<, O is the •ero matrU:, &D.d r 
1111 &11. M X M mat!U. Tbe mat.rú: Y A, whicb is 110w (N +M) X (N+ M) may 
) be t.ralllformed with tnuiarorm&tion matrices of tbe &IWie nnler. (3ee 12) • 

' . 
AppliC<>tU.n of t~ Tran..iformalion to Ana!y~io 

So r.J. the tl1LII!Iform&Úon w... been &pplied to tbe oyutbesis of equival~ot cir­
cuita. An epplicatioD to a.ia.Jyais is oo.,. co~ered wbich illust.rates the &dVaotage 
of having formul&t.ed the tl1LII!Iformation in a.hotn.et tortns. Tbe tmosforination 
ia o! the i~ type. 

In pOwer •YHtenia one dea.b with a single !requency, oteady otate p~blem. 
Kenelly introdUCI:Ii in 1893 tha idea of b•ndliog tbe problem with .Cmp!u 
nwnbers: An alt.ernato treatmcnt usi.ng nnly rul matrices ia JIO'Iaible (11). 

De!irie tbe operator L u!ollQws: 

n..,¡,.in uf L: 
R~ufL: 

a.ll2-vecto~ with ru.t comp:¡nents; 
aii sin....oida ol atbiti'&J)' phase and fu:ed f requency '.,; 

1 •. L[::J-v,,¡,~+V.-~ (<6) 

The opentor L haa an iovenoo L -t wbose domain ie the range of L aod whose mnge 
' is tbe domain of L and 

~ L-•(Y,IIln..t+ Y,coa..t)- C:l 
1 H o= bo oho~ U..< U y,...,¡ y, ~~~wo L M""o 

1 L(aY, + IIY•) - .. f.v. + ,8LY,. 

i "' t 11 - (d/dl)z 

be tran.sfo,..;.,ed acconling to 

" 1 

• r~u. 
' 

1
·'. I:J"ence, 

~- L-•(d/ch)LZ. 

!IN 1 ·_ d be'~' b 
1 

ow et r an 11 8111 gtveo y ,. 

1· "-"·' .... 

(47) 

(48) 

(49) 

( "'' 
(51) 

'"' 



M, A. M"""¡.-. 
UaingEqs. (.l!"and (60) 

9'/ 

Sobel.itution ol (&1) o.nd (55) gives 

-L-•-L . [Y,] " ¡x•J 
y, di X, 

Using defillition Eq. {46) 

[

Y']'" L-l(d/di)(X1 oinwt+X1 coowl). 

Y, -L-•(-...X,C<18wl+.,X,sinwt). 

Uoi.og Eq. (47) in Eq. (57} 

[Y']- [ .x,J- [ o "][x'] 
Y, - .. x, -w o x, 

Hence compariog (SS) and (51) 

L-'{d/dt)L ~ [ 
0 

"] -· ' . 

In a ei:nila.t manner it ean be shown t.hat for 

and for 

F, .. K[·] 

(K & multipliut.ive oonst.ant) 

(M) 

(55) 

(56) 

• ••• 

. ............ . ...... , . 
• 

Frn. 7. CiJ.oui• eq..Wa.lonol<llhal ol 
Fi¡. G. 

• ........... 

95 

. , .. 
.t G<=Gl TN'!olfomwo~ilm. • •••••• 
~· , .. , .. 

) . ..... ) 
Fta. 8. Cín:uil 1<> bo ....Jyud ..;l.hou1 OlJ.ing com· 

~~ .. Ol1ltlbon. 

(63) 

U :z: represento e=~ and ¡¡ flllll'eSento volt.age then a ..,.;.,. RLC drcuit ol 
opcn~t.ional impedance 

• .. R + L(d/dl) + C""' 1 di 

¡57¡ in the time dom.ain ha., an operations,\ impedance in the new coordlw>to O)'lltem of 

(58) ' 

(59) 

(61) 

(62) 

'"' 
(65) 

[ 

R ,_ 
l/wC- wL 

whero X • .,L - 1/..C. For a mult.iloop oyatem, auch""" that shown in Fig. 8, 
trall.!SormiDg sepan¡tely each ••• .,.., and i1 in 

[''"']- ¡·- '"]['''"] 
">(1) ... ... t,(l) '"' 

ami writing the !'el!Ult.ant equation in partit.iooed fo1111, the fol!owing equa.tion 
ia obt&lned in the new coonlina.te eystem: 

¡::J. ¡_: :L [ _: :J. G:J. - (67) 

¡::J [ _: :L [ _: :J. [~J. 
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which m&y l.>e an, uling !.h~ V&\uca o! Fig. 8 ' 

[")()] [ , - "] [ ' o "] [''] 
o .. ,,12 2 -10 o J,' 

[: l [ _,: ':] [ : -:] [::J. 
Solving !or the current.e, 

1-
["·"] 1.73 

Uaiug Ec¡. (49) this impli"" th&t in Fig. S 

11 - 11.71i'linwt + l.73coawt 
i. ~ 13.9 .un Id + 9.85 OOJ! ..t. 

" 
(68) 

Here, the use o! ccmpl"" numbere is &voided. Thil met.hod is Ullel'ul !or digital 
ccmputer calculations io. which a FORTRAN subroutine for inverting real 
matrioea in double pteciaion b available. In th.is 1:81!8 the wbroutme as it stood 

ld not h.andle double precision eompl"" ~n&trieea. 

The paper has introdueed 1 funetional t.ra.DafOnnt!.tion of a very general 
ehan.cter and illlll!tmtod •ome o! the applicati!!IIl! to circuit analy1is and eyn. 
f e Alternatively, 011e lllliY apply the t.n.nsfon:n&tioo toA, B, C, D paÍ1Lm-

m..triceo or other p&ni.J1leter !l'pre&entations o! dn:uita. Other possible 
applicatiOIIS include distributed circuits and time varying cirouit& Thill author 
1 t.hat tmnsformation !.heory applied to cirouit theory la a wide ope.n lield 
ol rch t.hat 1w thUJ far rem•ined l.argely unt..pped.. ' 

' ' 

1' 

1! 
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RESUMEN 

Se pr ... nta uno vi>ta panor.ímica con a¡>un1 ... bibliO'ifi!i<:O< 
~_obro diseiio de circul\01 con «>mputadora digital. S. ilustran 
sus posibilidades con un ejemplo eopeclliC<J do un circuito ele<· 
Irónico que .. oJUIIiza con un programa QeiNiral. 

ABSTRACT 

The lield el computer-oidod circuit desigo. io briefly .O:.rv'"Yed 
ando biblio,¡raphy io given. !ts pooibilities are illustrato;;l with a 
opec1fic examplo by analizing an electronic cire<Jil wilh a 
gen~ol purp""' progra.m. 

1. tNTRODUCCION . 
. . 

La prktlca del an•llioio do circuitoS con computadora digitales 
ton vieia corno lo computodora _mi>ma. Inmediatamente des­
pués do la Seg<mda Guorro Mundial .. Comennron a analitar 
liltr'?' en _el dominio de la lrecuer.cia en una CDmj)Utadora de_ 
rete ... dores en los ~obort.,orios 8~1 T~hontJ. El primero y 

más ent~niaS<a invostigador de lo tOO< lo de ..,¡lisis de Cltcuitos 
. de estructura !I<!Mral es Gabriel Kr?~ (ref 1), Quien redujo el 
anillisis de circuitos a una serie do Operaciones rutin;orias qt>e 
eliminaban el t-r quoi "pensor" y, por lo tanto. se podían 
&Utomatiur. Oesgniciildamente expres6 ,,;. trabajos en térmi· 
r>OS de concepto• matemático• no muy comunes en lo romo de 
inge-niorla, por !o que pocos enti..,..¡en""' métodO>. Fue.,.,.,.,._ 
sorio que ,otros inve<tigadore>, como le Corbeiller y Bronin 
lreh 2 y 3). traocribieran su• trabajos o término• más comunes 
en ingeniería. 

o.-.de 1958, veinte añm despué-s de los eslue""' iniciales de 
Kron, la rama de onáli•is de circuitos con computadora ha 
crecido 1 veloddad verti9it">OSa. Hoy exist«l cien!<» de prO') ra­
mas por a onoliur circui!<» lineal._., y no lineoles en el dominio 

del tiempo y la lrecuencia. Muchos de ellos don inlormacilm 

" 



sobro 1ensibihdad, variaciones estadíSiicas, y otra• cantidades 
de in10,..;,_ S., u .. una gran var~edad de técniCII5, enlre ella5, 
métod01 de nudos y do malla5, métodOI de variables d~ estado, 
topolbgicoo y de manipulación de cadena• de simbo lo>. 

El pionero del método de variables de es tildo en el o,;li>is de 

c"cuito> l1noates fue 6ashkow (Jet 41, quien introdujo a la 
teor ¡~ de cm:uitoo con<:ep!OI en uso en el tamp<> de ecuaciones 
d1lerenciales; Bryant jret 51. Branin jref 61, O.rvi•oglu he17) 
y otros, ampliaron •u• ideas El método de variables de estado 
es 1• b.,e matemática de much05 de l01 progtomas exiSientu 

paro ani115i> tron5itoric. 

En el anili>io de circuit05 .Státicoo no lineales, eltrabaj<> teóri­
co tun<;lamontol >e debe a Dul!in !re! S), Mmty (re!9) Y Kat­
>enel•on ¡,..t 10), y las. exlen>1M"' a circuitos no lineol., t;ILC 

1 Stern (re! 111 y Desoer y Kotrenel...., !re lo 12 V 131. 

Alguno• de 105 prog'3ma5 de análi•i• están basados en métod05 
topoló¡¡icoo. El trabajo fundamental en esto ároa "' obra de 
Kirch~ott y Maxwell. Percival lrels 14 y 151 nuevamente mos­
trb interé5 por e5te tem._ Otros contribuyentes son Mason 
(Jet 161, Co.otn !rel17l y Moyeda y Van Valkenburg lret 181. 

; métodos topolbgicos permiten obtener ecuac1one• del cir· 

toen lorm.o 5imbblicl!en voz de obtener"" Valorn talcu. 
lad·.,. numéricamente en J)Untos di=oios). Su principal des­
ventaja es el toempo de computación; ademáo. la cantidad de 

rnemorio ""'"''"ria .... monta sensiblemente con el tam.ofto del 
circuito, por lo que •olo .. pueden u,.r pora circtJit<» reloti"a­

_mento pequefto•. 

Un nuevo enloque del análi•is •imb61ocn con computadora 
digitol ha sido dado por Happ (re! 19), quien u•• métodos de 
reograma>!d1agromas o grifica< de fluj<>; del gri"9Q, reos: ltujn, 
y gr~m<»: reprnentac1MI. Algunas e>~enoiones al onóli•i• de 
circuitos no lineales por m..:too de reograma• han sido h«<'oiiS 
por Kobylar::z lrol 201. y Rosko !ref 11) ha dH.ilrrollado un 
método comPotamente ·.,dependiente, que usa númerm pr;­
mos por• repre..,ntar lo• diferenteo ,imt>clos, y m.JII1pi1Co<:ión 
ordinario en enter01 en lu9"r de mampUIIf e•ponenteo. 

El análisis transitorio de circuit<n di>tribu1dos,. faclina ma,. 

con tOcniCir5 de tronslormada5 de laploce q.re con variobles de 
"''•do. El algoritmo de la transformado rópida de Four~er,de 
Coolev y Tukey (re! 221 ha •ido la aportacibn mM Importante 
o ..,te tema, pueo aumenta notablemente la eliciencio de 1"' 
computacione-s. lm m.;todos de tron>formada• de Loplace 
también son convenient .. en el .,.¡¡¡,;,de circuitos que cor>-

tienen "COJOS-negra•" en el dominio de la lt<euencia v el tiem· 
po(rel13), 

Con r"'peeto a lm programa> generales de anOiis" do circuitos 
qutr •• han escnto, es impos•ble dar "'"'.lista completa. pue1 
e•isten cientm. Entre los máo con<>e>d05 estón ECAP (ret 14), 

NASAP (re! 25), NET-1 lre1261, CIRCUS lrel171 y SCEP· 
TRE iret 281. E•.,ten trabajos t>jbtiogr;\trcoo en los que ,. 
comparan su• caract.rii1ico1 (rels 29 o 31). 

Uno vel que se ha r..,uelto el problema del onól"i' de circuitos. 
e< pos•ble con•ideror el de su di•efto. ES1e se puede ha.cer auto­
máticamente a ba•e de onOI i•is repetido•. meJorando los valer.., 
de los parjnwtroo • cada J>l$0 con lo ayudo de un progroma de 
optimi;acibn hasto que la diferencia entro el comportamiento 
del circuito y el deseado sea minima El trabajo b.l5ico en 

·cuanto a 11 optimindt... de par;lme\105 ho •ióo hodlo por 
anal litas numéricos. Una obra que do una vo>il>n ponorOmica de 
la materia es la de Spang lrel 32). El estadO~ 105 trobajos de 
optimizacibn para dlieño de Circuitos ha5to 1967 se encuentro 
en un articulo de Teme-s y Cala han (re! 33). De<de entonces ha 
aporecido un método diferente, el llamado inclusibn >in!J.'IIr 
(re!s 34 y 681; en ól, en lugar de optimización "' intmducon 
elemento• singulare< en el circuito para obligar o las voriableso 
asumir !os valoreo deseados pora el di>eño_ los elementm ajus· 
tabl05 <e dejon libres v únicamente "' escnben 1., ecuaciones 
de Kirchhott. En e<t., condocionO<, ol circuito a¡usto el valor. 
de ""' corrientes y voltajes ,..,. '"tislacer l1< demond., im­
puosto• por los elemonto• singulares. tos valor., de lo> elemen­
tos oju>tables se determinan 11 l<nol del proce<o, a portir de los 
vohoj01 y corrientes del circuito en equilibrio. El método"' hl 
u>ildO paro el diSeno de problemos de corriente dirocta, y .., 
han ob..,.Vodo niej<>r,. del orden de mil ~e~ el tiempo dll 
<:omJ>Utocibn. 

En el campo de di<e~o de'circuitos con compui>Klora5es tom­
bOén nec.,.rio COn>idorar el problema de comunicacibn entre 
el hombre y 1• computadora. El trabajo fundamental en e>te 
..,ntido eo obra de R..., y Rodríguez (ret 35!. Evans y Katze­
nel>on !re! 36) V So hef371. 

Desde 1966 han apar.,.,ido varios libros oobre d...,;o de cin:ui· 
tos con computador o jrel$ 381 42), v varia5 ed1ciones eopecia· 

le• de re""'"' de inve>1o9oción han sido dedicad .. • e>te temo 
!re!• 43 a 45). Ade'"". '"ha tr01ado en numerosos simp<><i05,· 
conlorencias y cursos cortos en vorios p<~ioes !ret46 a 61). 

Fmalmente, ,e han ded1"-'dO '"'iones .-.peciales a""'" toma en 
rnnumetables conferencia• de ingen>erla. 

i 
' ' ! 
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2. EJEJI.'rPLOS ILUSTRATIVOS OEL USO OE.UN 
PROGRAfviA 

A continuación oe P"""nta un ejemplo on que se an.atiza un 
circuito mediante un progr~mo do eomputodora digital. Con et, 
ol lector podr~ darse cuenta de cómo se uoan dichos progra­
mas, El quo aqulso ilustra., NASAP, un pf09rOma coopera­
tivo dOSaffOIIado por oari"' univerSidades y que puedo ser uSa­
do por un ingeniero aun siñ eonocimiento de programación 
lrol 62). 

O. ten al programo. Pora que el prograrN anal""' un circuito, el 
usuario necesita describir ou topología usando crertn regt"' 
que se describen mts l<lelonte. También· es necesario dar les 
valor., de los elem111tos y las cantidodos que'" d.,.an colcu­
lar, 

R~!IU/f.odos-rhl P~. El programo calculo liS e.ontidoda 
. e~poeifieadas llunclona de transferencia entre cualquier par de 

variables). asi como la ;ensibilidod con ""P"ClC O cualquier 
parámetrO dl<lo pO. '01 usuario. E""' dCIS cllrulos pertenecen 
el dominio do la fiocuencia. En cuanto ol dominio del tiempo, 
el, progra""' calcuto la rOSpUOOta al impuho correspondiente o 
lo !Únci6n do tronsrirenc:io d......::la. . . 

. p_,rac:ién del clrt1Jifo ¡Mra on.>/i;/s. El primer paso es olabo-
. r., un diogramo MqUOmático del circuito que se pion'" onali- • 
ur, Por ejemplo, considerei.e el circuito de la fig 1. So trota de -
uno eupo de amplificoción con on tron.istor con emi•or co­
f'I'JÚn, seguido de una red de acoplamiento s~ntoniuda. En la 
fig 2 se muestro el mismo circuito en lor""' adecuado para el 
anilisi• lineal en al dominio d~ la frecuencia Qt>¡/,"""'" que se 
troto de un análisis inc~mental y, p<>r lo tanto, la boterla luce 
como un conocircuito. Ademis, se ~a oll•dido la cargo de &O 

ohmo q..., re~ll el_efecto del resto del circuito. Como 
ont..-.... lo ganonc:ia de lo O:Offiento do entroda ata do oaiH:Io. el 
circuito "''"'' excitodo por uno fuonto do corriento unitaria. 

El p>rso final antos de alimentar el circuito o la computodora 
consisto en: 1) wstituir los transiuores por Crrt:Uitos equivalen· 
'"' Incremental .. ; 2l numerar todos los elementos; 3) ldenti­
ticor todiiS las fuentes controladas do lfOitaje y COfTiente; 4) 
..,tablecer direcciones orbitrariiiS do flujo de corriente y pol~ri­
dodos de voltaje; 51 dar volara numéricos o todos los elemen­
to• y parámetros; 61 numerar todo• los nudos consecuti­
vamonte. 

En lo lr.g 3 se muatro el diagrama del circuito una ver q..., las 
operaciones anterit>tOS ~an oido hochos v maread;, en el esque--

. ' 
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• ... •• . 
. 
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.._ 
' 1 .... • . " "' r .. "' .. . 
. • . • 

. . . • - . 
.. 

. . ' . . . 
-, Alim~/IK:/Ón de tbta. el progromo. Una v'e• que se h.a prO?On•· 

do ti esquema en lo forma indicado, se pn><:ede a alunentar lo 
computodoro la cual no tierre modios poro "ver" el diog<ama, 
por lo que debe doocr1bitse en clave. Poro ello.., oigyen ciertos 
regios, las cuales se e~plicoran con baso en el ejemplo dado. 

La fig 4 mue<tra el contenido de los tarjotos que alimentan e la 
computadDfO paro dooc:ribir el cin:uito. y los <Oálculos que se 
dneln 1\/K:er_ la ta<jeta 1 es de control e identificación. los 
palobras NASAP PROBlEM indicon a lo computadora que en 
los siguientes tarjetas apcarocorá la doscripción de un C1fCuito 
que •• debe analit~r. El r"'to de la torjeta tiene titulas cuyo 
contonido es arbitrario y Sif\lo para facilitor la identifrcod6n 
del circuito al que CDfrosponde un deterrronado on.ilisis. las 
sigyiont"' 15 tarjetas desctiben el circuito de la fig 3 en l~rma 
compre,.ible para lo máquina_ El si5J(Iilicado de las cantidades 
alll contenida<"' ol sigu;enle: 

, 

. 
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. 
La primero torjeta indjca lo presenci~ de uno !vente de corrirn-" ' ' " " ' ' '" le llamada 11. conoctada a lm nudos 1 y 2 lel <>rden On que .. 

" ' ' "' don los nudos indica la dirKCión de referenciaL cuyo volor .. 

" ' ' 
,, 

1 ampere. 

" ' ' loOK 

" ' ' 9~PF La Se<,¡unda Jarjeta rndica la pr .. er>eia de uno ,.,;uer>eia llamo-

" ' , "' " 
, 
' o.us& "' •• Rl, conecta~a • '"' nudO< ' • '· ouyo volcr os do 30 

" ' ' " ~•lohms. 

" ' ' " " , • '" Lo '"""''"· cuarta y quinta dan onformoción oim•lar que el 

" • ' O•lSUF lector puede deducir f;lc"lmente. 

"' • ' o.o2 
u ' ' O·ISUH lo sexta tarjeta indica la pr .. enci• de un Cll~ltOr Cf conec· 

" • ' 
,. 

todo a 1<» nudm 3 y 4, cuyo valor es de 94 picofarods. OUlPUT 
IRB/IJl/C~ Lo oc:t ... a t~rjet• indico la pr .. encio de uno fuen<o de corriente FREC ••• ••• o. o 1 
Ti~E o.oOOOOl 12 que ._..,; conecti>da a los nud05 5 y 4, cuyo .olor e> 0.056 

1 
' 

El[CI,JJIOII vec._.. el -~lor del voltaje o travé> del copacitor Cl fmd<codo 
pot 1~ >iglo VC1) que 1~ con1rola • 

• 
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S. V~ri"' l"t"' en la< que aparecen el IOGoritmo de la frecuen-­
cia. lo hocuoncia. la parte real e im"!linari~ de la función de 
tronoterencia H(S), los 10!/ilritm<>< de 1"' ~nterioreo, la magni­
tud y '"'"· el IO'}Or<tmo de la magmtud, y la magnitud en 
decibel« do lo lunci6<1 H(S). En la !ig 6 aparece una li•ta 
parcial quo contiene algun"' de la< cantidad« mencionadas. 
Ademá-s de obtener"''"' cantidades en forma de liruos, el pro­
gr~ma ll"nero 1<>< resultados en gnihta< hecha< con la imp~ 
•ora_ DO> de d'1chB> gráf1ca> en la< QUe ap<recen la magnitud de 
la función de tran<f<rencia.., decibel« v su fase se muestran 
en la< fill' 7 V 8. 

6. Se generan varia•.cl"'es de <enSibilidad: ¡oyaritmica, que se 
repr.,.enla con SENS (H), incremental de 1 por ciento d< la 
parto real, porte imaginaria, magnitud v f.,e de la fur.ci6n de 
tran<forenda, que <e" repr.,eman con SENS IRE(H)), SENS 
UMIHII, SENS IABS(H)), v SENS IPHI(H)). re•pe<tivamente. 
Se gonerofl también ••n•ib'¡fkJO<te• de la< po•iciones de lo< p<>­
los v coro• de la función de transferencia. E>ta< <ensibilidades 
aparecen en una multitud de forma• análogo• a '"'menciona-­
das en el inci>o 5. ASim~>mo "" generan con la impre1ora la< 
¡¡rAfi<:11S cotr.,pondien\0<. En la< l<g< 9 a 12 aparecen una tabla 
parcial y Ir"' grMic"' con información referente • los <eJ'IIIbi-

-fe• del ejemplo que se est;l ilu$1rando. 

Re1pU~II transitorio al impul10 cones.pondiente a la lun-

"""' .. ....... .,. ..... 
" _,_ ... .,,. ..... 
" ............... .. _,_,.., .. , ..... , .. ...... ,. ...... .. .•.• ., •• = ... t .. .... , ......... .. -·-,,.,..., ... 
" .............. , .. ..... ,., .. ,._., .. _,_,.,,,,. .. •• ... ,,. .... " " ~.,,., ... " " -··''"'"' " " ... , ... ,.. " " -··""'"' " " -··''""" " " 

_,_,.,,,.,. 
" " _,_,.,.,,"" " " -··"'"'"' " " -··"'"'" " " 

_,_, . .,.,,. 
" " .......... " " " 

_,_,.,,.,.. 
" " ........... " " .......... " " '·""""' " " ,,,,,.,. 
" " '·"""" " " '·""'"' " " '·""''"" " " ,_,.,,.,,. 
" " '·"7""' " " . ·"'"'" " " '·""'"' " " ... ,,.,, " " '·"""" " " '·'""""" " ..... , .. ,., 

" .... ,., ... , 

" 

ción de lfa.,.!erenci~. la cual se col<:ula desde <'1 l<~m~ cero 
~asta el !rntante elog;do por ol Uluar!o. 

Para obter>er 1• r.,pu.,,. al impulso, el prOGrama ~oce u<o de 
los polos de la función de tran<lerencia. Como '"in<fu:6 ant"' 
riormente, debido a los desbordes 'numkicos ocmridos, d<cho< 
polos (y ceros) est~n inc:o,ectamente colcul•dos_ lo razón ~r 

"lo cual se prnento este problemo num~rico'es lo enorme d<le-­
rencia entro los magnitude• de los coeficiente> do los polino­
mio• del numerador v denominador de 1• función de tran•f.,._ 
rencia que ap.a,.•ce en la fig 5_ Lo dificultad •e puede """cer en 
parte si •e ~ate un cambio de voriables •' = 100 000.. El 
efecto de este cambio en los valores d~ los elementm del cir­
cuito O. el de multiplicar por 100 000 lo• valores de las induc· 
toncia• v cap.acitanci .. , dejando todos los demh parámetros 
del circuito ,;n cambio. Con respecto al tiempo, ol electo es 
multiplicorlo por 100 000. F<nolmente, habrA tombién que 
multiplicar el valor del fen6mono transitorio >"'' el mismo 
factor de 100000; toda• eStas equivalen<'"' •on bien conoci· 
das en teorlo de sinOma• lineales (ref 6Jl. 

En la lig 1J se muestra la do•c<ipeión del circuito tro< el cam­
bio de variable>. Ob<érv.-.e que '"' r«i•tcnci"' v lfan<eondoc­
toncios en el modelo dol tran•'""' permanecen i9uol0< mien· 
tra< que l .. inductonciao v copacitoncia• han <ido multiplicadas 
~r 100 000. S. hoce notar, igualmente, el cambio en lo• datos 

c .. ,.,.,~, ... , .... , .. " .,.,,. .... " .•. , ... ,>< " _,_,., ..... " -o.u>nto< " _,_,,., .... " -··•""'" " . .. ,, ..... " . .......... " -··"''"" " . ....... _ .. _,_.,,,,., 
" _,_, ....... " ........... " ... , ....... " ....... ., .. " -···"'"" " ......... ,. " ........... " ....... .,,. " ........... " .. ,.,.,.,. " ....... , .. " .......... " ·•·•'"""' " ........ ," " ........... " ...... ,.,., " _,_, ... ,.. 
" .,.,., .. ,,. " ... , . .,, .. , " ....... ., .. " ..... , .. ,., " ........... " ........... " ........ ,, " -··"""" " ........... " ..... , ..... " -··"'""' " 
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NASJP pqO~LE~ ~lNOZ 

11 1 z ¡. 
11112.~0~ 
RZ211Z~ 
R~2~25 
H~'~l.r.~ 
~~ ~ ~ 9,qur 
C2 ~ 5 0•6\IF 
12 s ~ o.us& vcl 
H~ ~ 1 !K 
R6515K 
CJ560o!F 
C~ 6 1 Oo0l5F. 
R7 6 7 o.uz . 
Ll 1 1 o.oi~H 
Ra6!50 
OUlP\11 
IR8/lll/C~ 
fREO Q,8 lo2 OoOl 
TillE ~ 
HECUTioN 

1 -c.>·.~-os~-lo 
~ -c,I~3!3E 01 
3 o.I3319E o• 
~ -n. 7~3•aE o• 

-o.ocoocr-3e 

PO~ ES 

POLES 

' ' ' • 
' 

" T~ONS~ER 
ROL PORT 

-o.l9~~9E·02 
-o.l3•~9E "' -O.I3•!9E "' -n.l~h8E "' -o. 1e1~1E "" 

-o.acoooE-3a 
o.ocooor-3a 

-o.oaoocE-~e 

FUNCHON 

lM~6. PART 

·o.ocoooE-3a 
O,HM~E "' •0,66M~E "' -o.7~le6E·ll 
0,15S7•E•09 

IRa/lil/CO 

l.l•t 07 

1 

..•. 
• -. 

wbre las frecuonci"' On•ad,., Como 11-n d"idi"e entre 
100 000 y .o< tOn <>prnad~ en loopritmos Ns• 10, se 1"' ha 

re>todo 5 (pu"' 101 " 100 0001. S. •• que tomb<ón oumentó 
el <lempo de solución o 4 seg (~un cuando el ..,trictamente 
equi,alent< oeria t segl. 

La nueva función de transferen-cia •e muestra en la lig t4. 
Ob•ór.~ese que los coelicionter de loo poliriomios difieren en 
magnitud meno> que lo! original..,. En la nue'ia •olución no 
aparecen men•oies do d"borde numOrico, por 10 tonto, puede 
>UpOner<e que los >oloreS de los polO< y coros •on correcto•. 

En la fig.15 se muestro!~ sensibilidad de la! posic1o~"' de 
dich'os Polo• y Ceros o cambios en C4. En la l1g 16 se mu.,ifa 
en formo !imbólica la r .. puestt transitorio cuando la •~cita· 
ción es Ún- imPulso. La• tuncion"' compleja< se pyeden comb-i· 

"" eo.; '"' con¡u9adao paro producir •enoides amorti!jUadO! 
reales_ En la lig 17 la reopyeota h~ >ido ~aluada e impr ... pafl 
50 pyntoo in.termedioo muo cero y 4 oeg. En ta lig 18 se 
rr<~eslro un.a griloc.o delo'respueua tranoitoria producida Por el 
preg.-ama. (LA linea '""'"'han !ido trazadas a mano.) 

J. D1SCUSION 

El programa oquí prewnudo puede ••r muy Ulil en el diseño 
de.circuitos. Pora dicho di<mo K comienzo con un circuito 

_inicial con volor.o< apro•imados 1"'.'" les Jl'lrámetros. Suboe­
ruentemente, con la intuición y e•periencia del d•señadrn-. K 
cambian dichos par,metros •naliundo lo, '"'ulladO< en cada 
cambio con un Programa como NASAP, hasta q'-'1! el c,n:uito 
satl!faga los requerimientos del di ..<lo. 

Aunque mlamento uno luncil>n ~e transferencia h0 ~ido eXhibÍ· 
da en el ejemplo dado, !O Pu.iden 'obleMr tant"' como se 
d""""- Por lo tanto, a ba<e de oplicar el programa repetidO! 
vecer, se puedon d"e~ar corcuito• multirermonol.-. con carocte-

~ ~ . ) 
·•.9>E 06 S •6.Ut 03 S oi.OOt oo S 1 

' ' • ' •1.3\t 06 5 

. ' 

' ,, 
' 

1 



• 

S[NSlTlVlTlES OF ZEROES ANO POLES OF T~ANSFER FUNCTJO~ 

ZEROS 

' ' ' ' 
POLES 

' ' ' ' ' 

• 

REAL 

-0·23~0~92[-10 
-O·U~JJJJE Ol 

Q,1JJ1899E oll 
-0.74546JOE o'> 

REAL 

-0.1999889[-02 
-Oo1J4J87BE 01 
-o.l34J879E Ol 
-Ool64'f778E OJ 
-0·7819076[ Q4 

IMPULSE RESPONSE 

FtTI = 

-o.oooooooE-38 
-o.ooooonoE-38 

o.cooooooE-Je 
-o.oooooonE-JB 

IMAG 

-o.oooooooE-JB 
0.6665649[ 02 

-0.6665649E 02 
-o.7'<1862:tE-ll 

Ool557'1J9E-09 

FUNCTION 

1 0,61118E-05 .J OoJ69'+E-13 

!-0,1¡3119[ " .J Oo2033E " 
t-0,113119E 01 .J-Q.2033E " 
1 0,99S4E 01 J-Oo30115E-07 

1 0,7110SE•01 .J Q,2476E-10 

~EAL 
-o.17689l~E-IO 
Q,Q7119SS,E-~8 

-o,«OJ6"i"IE-n8 
-o.tt!loQ4tE-n7 

f'E~L 
O ,18f,2ZJ6E-Oó 

-o.<~9<:'B695E oo 
-o.«9"B69'~E on 
-o • :>:5!17/!n JE-o :'1 
-0 ,2227"!1\AE-CS 

SENSITIV¡TY 
I r-'ft G 

-n.oooooonE-JB 
-o.oooooonE-~1.1 
-o. oooooor.E-JB 
-O,OOOOOOOE-J6 

'SEtJSITIVIH 
IMAG 

o.oooooooE-JB 
-'o.tJZ047SC-oJ 

O, 1J20J52E-OJ 
Q,617210SE-I4 
o;t9DB007f-17 

I•Oo20ilOE·n2 .J•I), O I)OOE-311 T 
1 E 

!-O.t3'+'+E " .J Oo6666E "' T 
1 E 

!-o.t3'+'+E ,, J-0,6666E " 1 T 

' E 
!-0.1645E ,, ,J-0,711-19E-11 T 

1 E 

!-o.7819E ,, J O.tSS7E-o9 1 T 

1 E 

F'i< 16 

" 



IMPULSE RESPONSE 

TJMt:: 
o.oooor-Je . 
o.8ooor-ot 
Oo16DOE 00 
Oo2'<00E "" O,J2DOE "" . O.~OOOE "" 0.4800E "" 0.5600[ "" O.b'<OOE "' 00720DC "' 0.6000f. "' 0.8800[ "' Oo9600E uO 
0.1040( 91 
Ool120[,01 
o.uoor ~1 
o.t250E. "' o.D6DE " Ool'<~OE " 

. 
Ool520E .. 
001600["01" . 
Ool6BOE .. 
Oo1760E "' o.te~<or " 

. 
0.1920[ .. 
Oo2000( " Oo20BOE .. 
Oo2160E Ol 
Oo2240[ 01 
Oo2320E 01 
Oo2'<00E .. 
Oo24BOE 01 
Oo2560E 01 
0,261<0( OJ 
Oo2720[ 01 
Oo2BOOE 01 
Oo2880C "' Oo2960E .. 
0.3040[ " Oo3l20E .. 
0.3200[ .. 
Oo3i!80E " Q,J360f .. 
(I,J1140E ... 
Oo3520C " 0.3600E .. 
Oo!l680[ .. 
o.316or "' 0.3840[ "' 0.!192~( "' Oo4000E .. 

" 

tR8/IIt 
0,1329~560[ .. 

-0.15681~'<2[ .. 
o,s316l759E .. 
O,t,&787581E .. 
0,28'<23108[ " -0,25B10588t:: " -(),1¡986518~[ .. 

-o, 3123273~E .. 
o. 71>165859[ .. 
0,33140278( " 0,28'<1<9155[ " 0.291>70326[ .. 

;-0.198~7885[ " -0.23110320[ " .-o,at1~8662E .. . 
0,101687.!>6[' .. 
O,J7159090E " u,97D9S013E ... 

·-(),370'<3358[ .. 
. -0.11697519[ " -o .92222770r- o o .. 

-o .t9t90o23r-ot 
(),72377'<03[ oo 
(1,77096238[ 00 

,0,22099977[ 00 
-o.J91lh79E oo 

.~0.586'<6539[ oo 

. -0,29672B97E 00 
o.16329lliJE oo- . 

. 
: (),40976927( 00 

0,296025.32[.00: 
-0,21'<916llE-Ol 
-Q,261179B7E 00 
-0.25526330[ .. 
-O,S5813360E-Ol 

0.111763855[ .. 
(1,19912565[ .. 
o.68779057r-ot 

-0,67926929E-Ol 
-o .t425oo .. sr .. 
-0.93953517E-01 

0.16865605[-01. 
o.933811872E-Cl" 
O, 83877B94E-Cl 
o,t2239669E-Ol 

-o ,54869it9r-ot 
-o .67139647[-01 
-o • 25822114 '<E -o 1 

0,27200426E-01 
o.~922J371r-ot 
0,29446517[-01 

.... n. 

' 

. 

. 

rlst1cas en los_puertos .,pecihcadas por el dise~odor. Si .,t .. 
carac:terlsticas se escogen odecuad•mente, .. ~edon obtoner, 
¡>oro un cirCuito cLJalquiero.ll$ "'"trien de admillncio o lmi» 
dando indefinidos. Una ve• que se tienen .,ta motrices. a 
po5ible iniciar el dise~o de circuitos micr~ectr6nicoo fonn. 

dos por •ariO< wbcin;uitO< m!iltiterminala inten:onect.o:loo. 
Un programa que 1\ace todo esto autotNticamente., ol 8EL·, 
NAP lrel 23); con él <e pueden analizar. ci.Witos micr~ectró­

. nicoo muy extensoo. o condición de hoceflo por ¡>ort"' (ntf 64). 

El mismo programa ., Íltil ¡>ora o! dioello de cirrui\0< de micro­
ondas (re! 67). También se puede IJSir dicho proo¡romo. h..::ien­
do combinacior>es. para deterMinar falll$ intorn.os on un Cii'OJi· 
\o multiterminol. Paro .,te propósito se han d.,orrollodo moho­
dos matem.iticos iidecuodos In! 65). Cuando H troto de 
cm:uitos con relatiV .. mente pocas termin.ol.,,'"' mAs ~odo 
el método del cálculo de las d...,ieclones en IU\}Ir do IM motrl· 
cesolosmétodostopol6gicos-(nf66)., '.-- _. ·• ,., 
No. obstante Í¡u-e NASAP y BELNAP so.;· .T...Jy podefosos y, 
útiles, no ., posible hocer con ello• ciortos tipoS de on"isis · 
(por ejemplo omAiisis estodlotlco- o ~ronoaoriO do ci<euitoo no-

· lineale<). Para ellO es nec<-sario ussr otros progromas (rolo 24 y 
26 o ·28), lo cual ocasiona una lobor odlcionlll, pue> hobr' • 
nece<idad de codificar el cirCIJi\o do ecuerdo con ll$ roglos 
.,pecial., do ~oda programo. • 

Aunqu~ seria ,;,uy Conveniente d.,.;rollar un provro,;,o poro 
todos los tipos de on,lisis posibles • .,lo., sumamonto dillcil. · 

• ¡>u., los métodos' "'"\emáticos'que se oplican ""un ca>o no 
!IOn •álidos para otro. Es mejor desorrollor un compil-.lor "'De' · 
ciol que >irvo de puente entrO· ei-IJSU.,.io y cado provroma dilo­
rente de análisis. Asf, un circuito no tendrA que ser cod!llado 
vacías veces, ao.m cuando .. r"''uieron dive""' tipos de "''lisis, 
COO"I lo que se elimrN la fuenl• de muchDS errorn. El compi· 
lador tendr' un idawna univerSal y traduciri e loo idiomas dO 
los programas de a~isis. Lo present..:iOO do ..,....I...W,"' hd 
en el ler>QUilio universal ""'uno traducción de !DO lenc¡wojn 
particular ... DichO compilador lo"''' d ... rrollondo. en lo Un~ 
~ M C.li!ornia. en Los Angel ... el coautor do"''" or• 
ticu!o. 

4. FUTURO 

El futuro de lo roma de diseilo de cii'OJitDS con com~todoro y 
~re•s relacionada<. tal., como locolizaci6n de !alias. documen­
UICiOO y producción outomólica, ., suma,..nte brillante. Con 
respecl<> al dJ><ño se noto una fuerte tendencia 1 ut<liur rNo Y 
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má• el t1em¡>o comportidc de operación ·~ lugar do la Cf>Or•­
ción normal. Tombión "'•• claro que la comun1c'aci6n con la 

computadora '"'' cada ""' m;k humana y menos orientada a 
los .. ~ioliota• en computador,. y programación. En ate ••n· 
tido se •orJn m;k programn en que S"" parte de la conwni· 
-i&n se h••' 1 Mse do tubo< do rayos catódicos C<>n "'lápic"' 
luminooos"'. Asl, el uouorio, en lu¡¡ar de codificar, dibujar.! w 
cir<:uito oobrc una pantalla de televioi,Jn y dari In órden_.,; ola 
computllcloro ''apretando botOMS luminosoo"". Obtendr~ las 
rapuO'St,. on forma gr'ficso y lkil do interpretar. Ap..,tando 
un botbn lumftiOSO pwdo orden.,- al progr1ma que elec\Ue 
dobujos jlig 19), gr,ficn y UlblH !iNl .. del diseilo. Tombi~n 
podr¡ pedir a la· miquino que determine lista de material .. y 
pred01 poro 11 _fabrlcoc:i6n del disello, Con ato se eliminoró. 
mucho trobljo rutlnúio. Todo lo aqul mencionactoya .. úen ,· 
oporacibn en mucha plan ti$ de labricoc:ibn de microciii:Uitos .. . . 

Se •i>lumbro yo quil. "en un futuro muy c~..,o. se podri 
automatlnr 6<-sde lo concepción del ciii:Uito hasta el •iotema 
fin~. Huta lhoro se h_on outomatiudo lo mayor parte de los 
J>II'OS, ~-ejomplo,.et.di,.no.ló9ico v eléctrico, la documen­
udón v le> dibujos, ni como la gener..:-ilm de mascarillas para 
11 ot..pooiclón por mi!tod01 bptice> v qulmfc:DI, y el alambrado 

-uobl de los circuitos v ,;nemli•. Cuando se logre conquis~ 
un par do "'!abones' m''· "' podr6 realizar lo completo 

autclnotizodón del pre>ce•o. En dicha· outomatiz!"'ión, lo · 
computadora digitol deso':"~ello el pof>OI principal .. 

• 
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,tlnno><f-1'>1.- le.- ~ aut-11< ....:1,.11 """ olcllp of .....,_ circwt ts sÜfficiently close to the dtsired respoose. This 
,... .. dc<ml11 _.,. • d!all>l ~~er bo_ boldo - ore 11-. n.o · requires severa! approac:hcs to the computu and careful 
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l. INTRODUcnDN 

CONSIDERABLE progress has becn madc in thc ficld 
of analysis of electrnnic drcuits by digital computer 
lo thc \ast five yean. Pr=ntly, 1everal general put• 

pose computer programs for de, ac, and transirnt anal)'$ls of 
linear aod oon~ocar circuits are widely availabk [ 1 [-[6]. The 
design of a drcuit is a tria! aod error proeess senrra!ly 
ao:omplished by repcated analysi• and parametcr or struc· 
mre chaoges done by the designer until the respons.e of a 
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varlous degrecs of •u= in applying thesc tcchniquo:s to 
lumped circuits [7]- [ 12]. Tbe automatic paramctor changos 
are accomplishtd by converting the design problem i~to the 
problem of minimizing a function of S<:V<ra! variablessub­
jcct t<> a set of inequa!ity con<tr:aints. To this probl<m a 
number of mathematical to:ehniqu<S may. be app~ed [13]­
[ 15]. By automating the analysis, evaluation. and parameter 
changes portion of the design process, the time to complete 
a de>ign can be shortened considerably. 
. Thc methods mentioned above have not bcen wide!y 
applied to mieroWave circuiu dueto the inabilitY of the 
analysi< programs lo conveniently handle dimibutcd cir· 
cuits or circuits that have bcen charact.erized empirica!ly. 
llence, automatie drcuit design has bcen lar!clY restrkted 
to low fr<quency app!ications . 

In thi• paper wme mclhods • appropriate for microwave 
circuiu are pre..nted anda program imp!o:lt"IC'nting them is ' 
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d.scribed. tMP~OVE (lntegrau·d and Microwavc PRogrnrn 
for Optimizi:Jg Variable Elements) is a batch program 
capablc of au<omaticaUy d.signing in«gra!ed and micro­
wave networh in the frequency domain. 1t coup!es a general 
purpose analy•is program Bl'l.NAP [l6) with a direct pattero 
oearch optimÍl.IIIÍon ..:heme. The user inputs a netwurk 
description specifying variable paramete" and their limits 
plu• a desired pcrfonnance. The optimization ... ks new 
parameter valu.s to minimizo a weigh!ed man-squared 
error criterion. Thc output of the program is a final set of 
parameter values which produces a pcrfonnancc as "dose 
as po.,ible'" to thc dc<ired one. Tbe use of the program is 
illustra\ed with an cumple. 

11. AUTO.'liiTIC DfS\GN 

For oome de>ign requir<:ments synthrsis proctdures C).[St 
\o determine both topology and parameter values [17]- [22). 
For many requiremen\5, however, no straightforw.~rd syn­
(brsis exists; thi< is true particular! y in nctworh containing 
B<'IÍVe d<:viccs at suflidcntly high frequ.,.,cies so thitt simple 
low frequency modeb give poor approximations to real 
beha'r"ior. For tbese ca><' the d.signcr's e~perience and in­
tuition """ brougbt to bcar in cboosiog a circuit to moet the 
requirernent.•. A cut and try procedure is usually adopted in 
ordo:r to determine the appropriate parametcr valurs to 
"'""' the requiremc:n\5. 
· The drsigu prOCC"SS using the cut and try >ebeme is indi­
cated in Fig. l. The operntions done best by manare marked 
M, tho"" done best by computcr are marked C and those 
done bydthor or both cornbined are marhd MC. Thc pwb­
lem is creat<d when a system netd is r<eogni:w:l and defined. 
(f'or example, it is decided to amplify o.ignals in a speci6ed 
frequency band.) The need is then ••pressed as a cim~it. (It 
is decided to build a 20 dB narrow·band ampli6er.) Neu the 
objectives ar<: exprcssed in cireuit terms. (Tbe tranoducor 
gain mu>l be a constan\ ofvalue 10 over tbc hand ofint.rest; 
tbc input impedance mus\ be SO ohms in the band of 
intcrcst.) Neu a candidatc schematic is cho..,n. (Active ele­
ments for amplificaúon are selccted, circuitry for biasing tbe 
B<'ÚVe elemem.o and for matching the input impedanu is 
added. Elements for producing a nat ma...imum of sufficient 
magnitude at thc con"r fr<quency of interest are added.) An 
initial paramctor guess is made. (Actual values for the pa· 
rameters of both tbe active and pauivc elements are in>e:rted. 
This may in•·olve making educated gu= about parasitics 
or eoming up with paramete,. such as length• ar.d position 
of stubs from simplified calculation•.) An analysi• of the cir­
~uit i• made with the aid of an analpis progr~m. The be­
havior ofthe circLJit is compared with that of an ideal circuit 
mecúng a]J the objecti•·es. [fhe tram.duccr gatn and input 
impcdance are caleubtcr! for >e:vera! fro:qucncies in the band 
of interrst and eompared with the values specilkd.) lf rhc 
circuit m<e\5 the objo::tive the dc•isn is finished (q.,itc un­

likcly on !he fint rri•l) anda brcadhoard is bu1h. lf thc oh· 
jccti•c"> ·""no\ mct ami a P'""'' m:"imum numh<:r .,f [fiat' 
or schmlatics ha• not bccn c•cc.:dcd. thc p.momdcr v•luc' 
are ehangcd by tbc dcsigncr uUng us much c•pcricnce and 
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intuition as possible. (For example, the parame"rs may be 
po•itions and lengths of st<~bs.) The cbange should reduce 
the ditTerence b<:tween the actual performance and the 
dcsired performance. (f'or example, if rhe gaio is low for 
sorne frequcncics. the change should rai"" it.) A ncw anal· 
ysis of tbe circuit reveah that ind=lthe new set of pan m· 
eters d""' give improved performance. Theloop "analysis of 
circuit-.::omparison of real and ideal circuits-.cbange pa· 
ramcrcr valucs" ís travcrsed many ume• until "cithcr tbe 
objectives are met with sufficient approximation or too many 
tria!< h.ave becn attcmptod. lf the !alter i< the ea>e: the de· 
signcr may try a new candidato circuit and rcpcat the procer.s. 
lt may happen that tbe numb<r of schematie< tried un•uc· 
cessfully e•ceeds a pre•et ma•imum. Thc de>igner then use• 
the outcrmost loop and changes Ole cin:uit objcctive. (fnr 
cxample, reducos the gain rcquiremcnO. Addiúonal loop< 
could be ineorporated but are not shown in Fig. l for sim­
plicity. 

In m•ny problems tbe effect of parameu:r values on per• 
formance is complicated llnd tbe designe¡ lach intuitiun in 
dctermining parametor changes lO improve performance. In 
sucb """"" nploratory changcs of parameters can be made 
to detennine appropriate chan¡;es. This ;, feasihle if caeh 
analysis is done v.ith thc a id of the computer. 1t is no\ diffi­
cult, howcvcr. to run into Ca>e:s where the proctSs becomes 
vcry l:.horious if sc•·cral par~mcters are varied. Furtbermorc 
each :onaly'i' rcquirc' thc '"cr to lu<>k al prir1t0u!S or plots. 
an <>pcration which lJ~C> time Jod cffmt. e>[><:cially if thc 
dcsign is done using thc batch proce,.in¡; mclhod. (Tbis Í\cnl 
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¡, nno of thc $lrong mO\Ívations for thc introdiJ(1ion oftime­
,¡,.,;.,g ;, ,-mnp!U<r aidcd <k•ign.) 

'ly dcfining :on appropri.<LC numcrical critcii(!n of p<:r­
ancc and a scarch $\r111e¡;y for tite parameter valuc 

·'S""· 1he innmnost loop of Fig. 1 may b< complctdy 
au1omated. Both opcrations are simple to program, butthe 
eventual ovorall suc=s of the method d.P"nds strongly 
up<>n how it is done. This is due to the fact that allhough 
quali\ativdy almos! any oearch strategy applied 10 any 
inilial ..,¡ of pan•meterl wiU converge to .ame local mín­
imum error bctweon the desired response and the actual 
response, quantitatively (in compuler time) d!lferent search 
t<:chniques wiU converge ot very different ratos. Thi• point 
will be discuosed al grcater Jength in Pllrt IV. 

We now proeeffi to concentrate on the Malysit bcx of 
f'íg.·l inoofar a1 microwave circuíts are concerned. 

111. CoW'IJThR AN.UYSIS OF MtCROWAVIl 0RCI.I!TS (16) 

The mai.n uouble with the circuit analys:is prugnuns avail-
able Íl that ~hey. suiJer from one of the following dd<cts. 

1) They do not handle distributed circuits. · 
2) They do not occept circuiu characterized empírically. 
3) They do not handle genera! configurations. 
4) They do nO! calculate quantities of interest to micro-

wav~ cngincers. 

A circuit analyli• prng¡ain, JIEI.NAI' [16], dtslgned •pecif­
icaUy to avuid the problems mentiOned above wao imple­

•ted and is u<ed at Beil Tclcphone Laboratories by many 
JÍI dcsigncrs workíng with microwave5 and intcgrated. 

c"i:uiu.. The operation ufBELNAP is very simple. 1! ís ba<ed 
on wdl-lrnown tools ofmultiport circuir analysí•. Widl rda­
tively little tJJon any nodal analysi• program can be modi­
fied to avoid the problerns mentioned abovc.·A short revicw 
of the basic ideo."is now given. Additional detail1 may be 
Obt.ained from [16]. 

All clcment.s in a circuít are considaed to be multit.e:rminal 
black·bmes by ~D.NAI'. Each <>ne of thest black-bcxcs is 
characterized hy an indefinite admiu.once matrix (IAM), 
which is gcncrally frequcncy d<"pendent. Thc frequcncy de­
penden<:)' of thc block bcxcs may be given to the computa in 
severa] ways, namely by: 

1) analytical cxpression•, 
2) t.ables of dis.crete valu"', 
3) p_arametcr> in interpolating or approximating expan-

stons. 

For cumple, a capacitor (which may represen\ a fringing 
·clectric field) conncctcd bttwtcn nodes 2 .ond 4 in an 8 node 
circuit has an lAM which is an 8XS matri• aU of whose 
cntrin are >.ero excepl 

(:::::::::'::"·:':":·':':·::::::::::; • 
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Att. 2. Po.ir or ec¡ual <Oupio:d·li- of lrnflh 1 over a """"" plan<. 

QoanUIÓOI Lu. L.,. e, e,. are pu .,;, kn&~IL 

to terminal> 1, 2, 3, 4 as showo in Fig. 2. lfthls pair of linos 
it imbedded in ·a circuít with 8 terminals, the corresponding 
lA M i• an SXS m.otrix aH of wbose entrics are zuo except 
the following: 

Y,- Y,- y., .. Y .. ~tA coth (Vl)+tB coth (VI). 

f 10 ':'Y,~ Y,.- Y.,~JA coth (UI)-JB cotb (Vl) 

Y,. .. Y,.- Y.""" y., .. -~A csch (Ul)....:tB .cseh (Vl) .. 

y .. - y .. ~ y"- Y.,~- lA es<;h (UI).+tB CBC!i (VI) (Z) 

y,. .. Y,.= y,. .. Y,= y, .. Y.,- y,. .. Y, . . 
-A[csch (Ul)-co!.h (Ul)] 

Y .. -4A((coth (UI)-csch (Ul}J 

whe<e 

. ¡c.+zc., 
B.. . ' . ¡,, L, . V e 

A-
. ¡,, .+ L, 

U ""}.,,¡(L, .+ J,,)C, V .. j.,,¡(L. 11 Lu)(C .+ 2C.,). · 

Similar e~prn.sions may be obtained for single traom~Usi.on 
lines, RC lincs and cert.ain waveguidcs, etc.,· and incorpo­
"rated inta an analysi• program. · · . · · · 

Many microwavc elemcnu are difftcult to."";,odd .;,a1y1:· 
ically because of the difficulty io oolvin& the correspondWg 
ficlds in do<ed form. Thi1 difftCnlty .oo:un eitha becausc 
no\ enough ís known about the device or because of imper­
fcctions in manufacturing. Most of the active dcvicts and 
thosc with fringing ficlds (bcnds, discontinuitics, eavitics, 
cte.) fall into this catesory. Thest may be eharacleri=l by 
nurncrica 1 caloulntions o f the fields or by c~\Cfrlal measure­
mcnts of their scattcriogs at discreto frequencie•. By mathe­
matical transformations the IAM mauix can be obtained 
numerically al discr.te frequencits. For e~arnple, if the scat­
teríng matrix of a rnultiport i• rneasured al a givcn frequcncy, 
with al! por!< having a comrnon termina!, the {definite) 
nocla\ ~dmi!lancc matrix Y is obtained by the equation [23] 

r .. R0-"1(1 .+ S)-1(/- S)rt.-"' (3) 

J', .. ¡•., .. C}w, y,. = }", ,. _ C}w. (l). whcre J i• the unit matrix and R, is a diosonal matrix whose 
cntri.- are the tcrminating loads at the port.< during the 

In this case ana!ytieal cxpr<"Uions .give the frequcncy depm- measurerncnt>. Thc JAM is then obtained from Y by add.ing 
v of thc lA M of tbc capacitor. Another case aris.ing in a rnw and coturno equal to the neg.ative of the sums ofthe 
owavc circuits of· an lA M· givcn. by· analytical c•prcs- -· roWI· and. columns of -Y •. This. is. done at.each. rmasurCII. 

si<>n• is the lA M of a pair of equal couplcd lincs of param· frequency. 
ctcrs por unit lcngth. L,. l.,. C. C11 and lcngth 1 connc:cted lntermediate frequcncy val u es may be obtained by aoy 
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method or approximalion or imerpolation [24]. linear inler­
polalion ha• been found to gi•·e adequatc re>uhs for mM\ 
c .. e>. lt ;, now the standard method u<ed by Btt.NAP with 
polynomials in frequcncy, polynomia!s in the log of fro­
quency ant!log-log graph polynomials availahle on requ<"'l( .. 
To avoid accuracy prohlems, onhogonal polynomial.> are 
u<ed. The orthogonal pol;·nornials u<ed are special seiS 
whicb bave been onhononnalized over an adjustable frc­
qucncy intorval in multiple prccision hy !he Gram-Schmidt 
metbod [24]. Thc different seiS of polynomials were chosc:n 
so that sorne curve shapcs which appear of!CJI are wcll ap­
pn,.imated with lhrec or four temlS. Moro sophistic:lled 
methods such as splines [2S] could be mcd with more aes· 
thctic result• hu\ with corr«pondingly more complicatcd 
computations. When a tahle ha• been approximated by 
polynomials only the cocfficients necd to be 5\ored. Once 
each subcircuit (two terminal elcmcms being particular cases) 
ora circuit is characterized through its lA M as a black-box 
according to any of tbe threc method• mcntioned, thc lA M 
or thc complete circuit is round hy simply adding the cor­
responding IAMs. 

Al any point in .!he analysis interna! terminals rnay be 
elirninated and thc IAM at specilied temlinals nf tbc com­
plete circuit or a suhcircuit found numcricaUy 11 discrctc 
frequencies. The mathematics of this operntion are quite 
simple. L.t / 1 and J, be vectors or currcnts cntcring tbe p 
cuernal terminal• and g interna\ tenninals, v, and V, tbe 
corrcsponding •·ccton of voltages {with a noating nodc as 
referencc), and Y,., Y,., Y.,, Yn submatticcs of the IAM 
of prÍ>per dimcnsions for thc equation 

['']-[Y" Y"][v'] 
/, Y., Y., V, 

to be properly partitioned. Elimination of V, yiclds 

1.,- r .. v, 

'" 
"' 

1.,~1,- y,y,-•J, ·Y .. - Y,.- Y,Y,-'}" 11• (6) 

1 .. is a voctor of equivalen\ independcnt sourccs connected 
to tbe cxtemal tenninal•to account for thc interna! sourcn. 
Y .. is thc lA M of the network wilb tbc intcroal nodco sup­
prcssod. Ir no interna! oourccs c..;st !hcn !,~o and 1.,~1,. 

IV. AliiDM~TlC P~RAMITER ÜI'TIMIL'.TlON 

To automatc tbe lnner loop of Fig. l on"" an analy.;• 
program is available, it is neccssary to 

1) define a desired r""punse in numerical terms, 
2) define a criterion of performance or ''distancc" be­

twecn thc de<.ired response and actual response, 
3) define an optimizalion or minimi.ation strategy., 

Tite delinitinn of a desircd response normally mea m that the 
user spccifics quantitics likc return lo.,, insertion gain or 
volu¡;e standin¡; "'ave ratio which he dc<ir<"'l thc circuit tn 
achie•·c at se'cral discreto rrequcncies. The spccilied quanti· 
tics m~y be thought of ~• a point in N·dimcn;ionJI >pace. 
(Fur ex.tmplc if the return loss magnítude at four frequoneics 

is <pccifi«land thc •-alue or thc rcturn lo" magnitude at cach 
r .. qucncy js mcasur«l on an axis, a circuit response ;, a 
4-<iimcn•ional point. The "ideal circuit" re>ponse is aloo a 
4-<iimcnsional poiot in thc same spacc.) A distancc is then 
delined in tht <pace. One of the most popular di<tanccs is 
the so ~aUed "Euclidcan distancc" dcfined as the square 
root or the sums of tbe squares or the diffcrcnccs betwecn the 
coordinatcs of the ideal circuit response and thc actual cir­
cuit re.ponse. Other definitions are pussible, for cxample 
instead of squares, ahsolutc valnes may be u<ed. The 
Cheby•hev nonn {maximum de>iation) and pth nonns ha•·c 
beco found to produce lcrrain which is more rugg«l and 
henec ffi<>re difficult In explore !han 11« Euclide;¡n norm. 
They are atso more ditlkult to compute. For many cases it is 
convcnient to "weigb" S<lme frequ.:nci<"'l more than othe~. 
'"PROVE uses a doublc weighted Eudidc:m distance as will 
he explained bctow. 

lt is nut n«:<:ssary that the point Uelin«l by the ideal cir· 
cuit response correspond 10 only one quantity or only onc 
pon. The ideal circuit response may involvc quite compli· 
cated condüions, for cxample, return loss at pom nne aod 
four and inscrtion loss at pom one and two, one and tluec 
and onc and four; aU at five discreto frequcncics. lt may be 
more importan! to achieve !he right rcltlm loss than the 
insertion losses, hcncc one m ay wcigh retum losscs with live 
and insertion losses with unity. Furthcrmore, one m ay weight 
the centcr frequcncy more than thc frequeneics at !he edges 
of tbc band-

FinaUy, it is not o~ry that the idoal circuit response 
be delined u a puint.ln sorne cases one would like tn define 
it as a region. For e•amplc for a noteb lilter <>DC may be 
sati.fied 10 have at lcast 50 dB nf loss ata givcn frequency 
rather thao uactly 50 dB. Sincc such types or specifications 
are <asily implomented with logical dccision statements on 
thc computer, thcy should be considered in designing a pro· 
gram. 

The definition or dQ.ired response aod criterion or perfor­
mance are very delicatc matters bccause the final rcsults will 
heavily depend on them. In order to come up with good 
dcflnitions the dcsigncr is foroed to ask himself "What do 1 
rcally want thc circuit 10 do?" Thl$ qu<"'ltioo is a dillicult 
one. A designcr would usually prcfcr lo decide a pO<teriori 
which of severa! circuits he 11\:es most rather than 10 ha veto 
5\R\C a priori the charac\cristics nf the best one. Not only 
will the final results differ for diffcrent dcfioitioos or desired 
response and criterion of performance, but also, !he time. 
for a search straLcgy to arri,·c at them. For examplc it is well­
known by rcsearchers in automatic optimization that a 
"Chehyshev di•tance" (the distance bctwcon two curves 
bcing gi,·cn by their maximum dcviation) is apt to prcsent a 
much more rugged tcrrain (if an analogy betwecn the func­
tion lo be minimized and hci¡;ht in a surveyor'¡ map is made) 
th"n Euelidoan distance. The rugged terrain will force thc 
search 5tta¡egy to use large quantities or computcr time. 
Another typical e<ample ;, when a naivc de.i¡:ner spccifies a 
bandp~ss filter with sharp cerner$ and vertical walls. Know­
ing that' he Cllllnot e\¡J<.-.:1 sh~rp COtllCrs he shoultJ round 
them in a re«son"ble ll\anncr, othcrwise the computcr witl 
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5pc:nd ~11 it 5 time tryin¡: to "'JU•r< \he cornero ~nd lrying to 
•~hicvc thc ~crlical wall' ~~ thc <>peno;c of producing un· 
dc<ir.ablc bulgcs in thc band ofinl<fc~t. Thc cnd re>ult i• no! 

•11 what thc dcsigner ••pcctcd. Usually il gi"C' • horrible 
,1 by nnyone's standords. This could be corrc:cted by 

proper frequency weighing. The only way to pie k up aU thc:sc 
pioces of information is by experieooe with difTcreot typeS o( 

drcuiu and differcnt definitiono of desired resp00$0 and cri· 
terion of performance. This is an area where intcractive com· 
puting has a gre.ol applieation. 

¡0 implemrnting the search S!fat.=gy one hu quite a bit o( • 

choi"" [7], from grid search to gradicnt teclrnic¡ues of all 
kinds to random search. Each strategy ha• ita own ad.,.an­
tages and disadvantages and ils own requircmenu. For 
cxamplc, yadirnt tcclmiques n:qulre panial derivativo iofor· 
mation whkh is very hard to come by for oomplicated micro· 
wave circuits composed of combinatioltll of analytically and 
cJperimcntally chÚactuized subnetworh. Onc posoiblc 
way of obt.ainiog partial derivativc:s is to find lhem numer· 
ically by cvaluating lhe response wi!h r:acb parameter incre­
meuttd a small amo"uot. TIIis is usunlly expensi•e computa· 

· tionally. Because of !he problems in obtaining partial deriva· 
tives for mic:rowave nrtworh plus !he faa that the t.euainl • 
are usually rugged eúougb uot to be worth thc sophisti<2ti0I1 
of "differentially"" following the súi"faces, it was d<:cided to 
use a direct pattcrn search ttchnii¡uc for IMPIWVI!. Tht one 
finallyimplemented was prnposed by Hookc a.ad Jeev .. (26]. 
The dircet oearc.h niethod has a hi•taric ucilrd ofsua::ess· 

E 
dimbing iD very rugged terraii. (which is usually the 
W circuit problems). and growing lioearly with the 

. wnber of panmetcn. lt is also quite eas:y to hand.le C()ll• 

5t.raints on the valu" el thc pannneters. Th""" are neoessary 
to end with meaningful cngin=i.ng rc:sults. (For cumple, it 
would bé very undeslrable to end with a negativo character· . 

' . ' istic impcdaDCe fo>r a uans.missjoo line..) ... ·· •. ·. · · 
· Thc direct pattem ... rch strategy has two> major compo­
nents: tbe exploratory movc arid thc pattcm move. l3riefty, 
thc sUategy is described as follows. An initia! gu= is made 
oftbc n paramc1e111 far a problem and sorne error cr:i!l:rion 
;, evaluated at that .et of parameter valU<S with the ald of 
an analysis program. Starting with thc initial .el of j>aram­
eters, an exploratory movc is madc. This cxploratory move 
varies thc valuc: cf each parameter by sorne •mall amount 
and cb$er"\tes the etfcct of each of th""" variations on the 
erro>r expr=ion. llwse changos that reduce thc erro>r are 
r<tain<:d. 1t may be that ocrtain of the parameters are sligh!ly 
increased, othcn docreased, and stil] others unchang<:d 10 

nduce. the erro>r. Tbis new sct ohlightly modified parameter• 
detennines thc ""unit vtctor" in n..dimensio>nal parameter 
space o>fa m<>ve which will red u<:<: tbe error. Thc ne~t stop is 
to> make a larger move in thc parame~er values in the dircc· 
tio>n indicated by the eoploratory mOve. This !ar,cr mo>>e is 
called a pott.ern move. After the pattem movc has bttn 
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madc, the crro>r e.prcssion is again evaluated for thc ncw move. This entire pr<><:ess conlinues unti! an •~ploratory 
·amctcr volues. lf thc pattcrn mo>ve •ucceedod in reducing movc is unable lo reduce !he error expr=ion further. A t this 

erro>r, anolher pattern mo•·e ;, made in the ume direc· point, the program tenninates. Thc llow chart o>f Fíg. J out­
""" as thc fin! one. The pallern movc< ecmtinue until onc- lines lhe pattem ..arch strategy:The d.t.o.ils oflhe explo>ra­
fail• to reduce •he ermr. At this point, a ncw exploratory tory movc are indicated in Fig. 4. The steps are repcated for 
m ove is madc lo> detenninc a new dircclion fo>r B pattem each paramctcr of thc ')'Stcm. 

' 
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'" 
V. iMPROVI"G ntE CoMPI.JT Ali0"AL Ef'llCIE.~CV 

TllkOUGH THE IAM BLACK-Box APPROACII 

A fcaturc d .. rncd critica] in coupling an analysis program 
to an optimiz.ation routine i$ !he numuical dliciency of 
each analysis. In a typical optimiuuion run, ti\( analysis 
program may be callcd .. vera! hundred times, thercfure any 
saving in thc computational ana!ysis dfurt is multiplicd by 
severa] hundred. 

Thc indcfinitc adminancc matri, fonnulation cmpluyed 
by lMPkOVE allows a significan! d<:(:rcas.e in computational 
cllurt. lo !he uplimiuuion somo subcircuits have nn adjusl· 
able parametcrs. Since this fixcd par! of the nctwork does 
not chango with di!fcrent p.ararnetcr s.et trials, it shuuld out 
be necessary to so],·e the equations of the iovariant ponion 
for e,·ery new paramctcr s.et. Tu avoid the repctitious anal· 
y,;, ofthc fixed pan, the nctwork is partitioncd into it< vari­
ant and invnriant purtion. The fixed portion of the nctwurk 
is charactcrized at its eso.ential terminal< and stored as a 
black-box. Ess.tntial terminals are tho<e which are spccified 
as externa] ports or !hose which ha•e adjust..blc elements 
connected (see Fig. 5). To save computer cure otorage the 
subcircuits can be redi>CCd to thc cssentlaltcnninals in pre­
liminary paises. This can easi!y be done beca u,. Bll.>lAP can 
puuclt un requost the IAM of a circuil reduced Lo a givcn 
set of termina!<. The punched data i< in a fonnat in which it 
can be read for a •ubsequent aoalysi~ or optimization. In 
this "·ay vcry brgc circuits contalning few variableelemcnts 
can be handled in ,.,·eral passe;. . 

In urder lo charactcrize the fixed ponion of thc network 
at Íts esscntial tenninal•, !he nonessential tcnninals are 
eliminatcd by using (5) and (6). H. C. So !27) uses this 
rncthod with a bybrid fonnulation for lumpcd cireuits and 
tepons considerablc computcr-time savings when compared 
with dficicnt pro¡;ram< not using the partitioning technique. 
lt has not becn posslble to compare l><PMDVE ln micro,.·a,·e 
problems with othcr analysis pruJlram• bttause of !he un­
aval!ability uf uther general configuration programs capable 
of handling distributcd rnultipurt nctworks. Howevcr. we 

upect that the rel.itive savings from the IAM black.box 
approach would be 0\'Cil greatcr than thosc reported by So. 
bo:aus.e he has to cunsider the time nccessary for the compu­
latiun of the hybrid matrix al each frcqucncy. ln our ap· 
pruach, computation of an IAM inv<1lvos only adding thc 
IAMs of thc sub<ircuits. Additionally. thc algorithms for 
hybrid analysis are cunsiderably mure complicatcd than 
tho'C for nodal analysis so lhc programming df<lrl for 
implcmentmg our mcthod is considcrably smaller. 

The principal roason gi,·en by Su [27] for u5ing general 
hybrid analy>is is that. >ince thc adju<table paramctcf3 may 
~ distributed arbitrarily inthc n<twork, the open-circu1t 
<rnpedance matrt• or short..:~rcui¡ adlllÍUance matri• of thc 
rcsulting n·port frcquent\y docs not c•ist. Thi<.i< particu­
!~r\y _truc of open-<Oircuit, impedancc matrict"l. In practica\ 
c~rcum the author< havo yet to find a single c~sc in which 
thc lA M of ""Y su b.;ir"u it inth.:J<inl i" a real nd"wl tloc> 
rwtc•i't. Gr.>ntnlth.•t nc1worh sudl '" iJc~ltr,m•f.>rmcrs 
and pcrfcctly couplcd mutual inJuctdnccs do no\ ha\c aJmit· 
unce or lmpcd.mcc matrices. Thcsc dC>iccs are, ho"'"'"'· 

, .... ... ,. .... . """""" • """""" . . 
• . 

Rg. '· Nttw<M"k pan<tioned into iu invariantond vuiabl. 
paru ,.,.. ... !)'><. by , ... oo .... 

FlOATING NODE 

·• m • 
mi~="'=~ ,---m 
011------' c_ __ m 

HOATING NOOE 

Ideal tron>Iorm.r h.o.• ~• iodcfutile odmittaO<"< ·,..tri.<. Addl 

li<>n o! virt.W n<>de' """""'" dt:"""""acy. 

theoretical idealiutions which ne,·cr appeat in microwave 
networks. On thc other hand, C\Cn from a purdy thcoretical 
poínt of vicw, as long ao the comple~ circuit posscsses. an 
IAM, the ¡>roblcm can casily be droumVcntcd as follows: 
[16) for e>ery Jcgeneratc devicc'(sucb asan idealtrans· 
fonner) insert a virtual node (a node whkh does not e<ist 
physically) lo which positivo and oegative impedanccs of 
equal yaJues are cunnectcd. These cancel each othcr"5 clfects 
and thercfore !cave the circuit undisturhed. This is <hown 
in Fig. 6 for an ideal transfonner. The additiooa\ virtual 
nodo destroys the degeneracy btt.auo;c thc cirouit ••ith an 
additional node dues ha,-. an IA~I. The virtual nodc is 
eliminatcd aftcr the additional sub<ireuit< are conncctcd. 
This occ:urs when the tot:ll IAM at th.e realtcnninals is no 
longer degencratc. A computer program ean aca:pl po;.itive 
or oegati,·e paramctcf3 with equal ea<e. Sincc !he v:alue of the 
canccling artificial impcdances can be cho'>rn by the dc­
signer. they may be cho<cn so tha¡ thcy are comparable to 
othcr impedances in the network. That is, if the other tm­
pedanocs are of the order of JO' ohms the artificial irnped­
ances should al>o be of the samc urder. This simple anifice 
also has application in <>thcr inst:lnces. such as obta1ning 
Norton equivalents of volt.agc sources without a series im· 
pedancc and avoiding ill conditioncd equations whcn iffi. 
pcdanccs of vcry diiTerent magnitudes are cunnccted to thc 
<ame nodc [28). 

VI. IIRII'F llf.SCR!PliON OF [)1.1 PltOVE (EX~Mrn) 

The ntethod of analy•i• used by IMPRon ;, idcntical to 
that of thc progmm nl.LSAP [16]. Thc circuits handlcd may 
cnnt,tin: 

l) P • .ssivc 10, f."s, am.l Cs. 
2) Unifnrmly distributed transnlÍ"ion ]i,cs through thc 

spccification uf R, L, G, and C per unit lcngth ;~nd thc 
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ltngth or ~haracteristic impcdanoe and dectri<:al -·: ' - cu.mpl~ a ÚSa-~y wcigh ;n;_pedanc:es ID and ins.:ffion · 
Jength ata gi~en rdercnce frequcncy. · gains 1.) ·'" · 

3) Active deviccs for which cOn_ventional modeling with · ·- ' which · ma,· dedared variable ;n 
. contrnlled sourccs aod 'passive dcments is ade<juau:. _ · The parametc:r_s be_ . 

4) "B!ack-bo•es" · fof whlch' convc:ntional modelinp; is . , IMI'l<OVI! are ~stors, capaators., • mductors, ~~tro~ed 
difficult or impossibJ~ but whOSt terminal cllaractori... sour=, per·Umt-lenglh ~eterl · of. u:anmlSSI"!' lin.s 
lics(S, Y,Z, H, or ABCD parameters) can be obtained. ·. ~R, L, C, G), l~gthl; of lmts: characterJstlc 1m~ances of 
(Forexample, one can m a~ e tenninal measurements al lmes, andelectr:ll~n?thsofhnes. &cause s_ome parame:." .. 
severa\ frequencits on a microwave t.<an<lstor, a dirce- m_•Y vary toge cr '.' •• posstble _to ~ppr<mmate sorne _,... 
tional coupler or similar blacl<-bÓx and input thi< tn~uted d"'.'ents wulllumped arCUits "."d thu, d~1~e 
data without first modding the dc••ict:. Jntermcdiate theu_ per-unll·k:ngth par~me:ers oppro~1matd~. Al~ 11 >S 

froquency values are interpolated by the program.) pos.>l_ble to forct:. sorne c~rcu1ts to retam e<:rta1n dcs~rabie 

Theor.tically modekd deviccs may be de6ned us.ing phys•":'l 'Y."""etncs. . . . 
externa! subroutin.S. · A Slmpli6ed fto~ chan of the oper:auon of ~"PROVE '' 

shown in Fig. 7. 
Addilio~ally f o: opt_imization purposcs lMPROVE a=pts Thc program outpUU the value of the error betwe<:n the 

tht followmg spec•ficallons from the u ser: desired response and the response of the first and final tria! 
1) Variable parame\er.; (including mínimum and max- • circuir., a lis! of the final circuit parameters and a eomplete 

imum vatu .. for all variable parameters). Parameters analysis {induding plo\5) of the final drcuit. 
which vary together. Two examples are now presented to Hlustrate the use of 

2) Frequencies and weighting factors for tht froquenci... JMPROVE and aa.NAP. One of the biggC5t problcms facing 
3) Desired perfonnanc<: charac-teri,¡ics. microwave englnecrs is that of unv.·anted parasilics and 

a) lmpedane<: (magnitude and/or anglo or roa! and/ or thcir modtling to predict corree\ cifcuit behavior. This 
imaginary parts). modding can be fonnulated as an optimiution or dC5Ígn 

b) Rcturn loss. problem. When thc rnodeling of parasilics is oolved, the 
e) lns-onion g.ain (magnitudc in dB or pha"'). parasitics can be uscd in favor of the dcsignu to fine-tuoc 
d) Volt.age pin («al, imaginary, magnitude and/ or cirouits. This is cspcciaUy importan! "'hcn many circuits wiU 

an¡;lc). be mass prod~ced. • • 
Any or t~e j.rcvious up to 4 port.s. Consider nowthe 20dB switched ri".icrowave attcnuator of 

4) Wcights for the perfonnanct: chara<tcristics. (for Fig. 9. Wc first wish to characterizc uch of the elemrnts 
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' 

' • • 



r-------- -------. 
' ' ' ' ~i-' ~ L-l-' _, 

- ' ' '---------------' 
FlOATI~G NOOE 

'"""'"'" """" "" '""'' .. e ,.,.,., '"' """- <•«•r 
Y:u • ... ' -T]; ' .... 

""'ou<•c• "''" .. "' '"'"'"'"' .... 
• '"' "''. '""" _,_..,,,o·> , ........ >.o>•oo-o ..~ .. .,-. 
'"'' ... .. > 10·• . ........ 
' ' XI0° " xoo"" -·~· "" .. 1.4H 10° ••• .oo·• '-'"'""' ,_ .. ,.,. '-"'"' .. ,_,.,,.,., 

within the eireuit and use \he !I[LNhP program lo onalyze the 
performance of lhe ideally (no parasitics) interconnceltd 
netwotl:. 

The diodes werc modeled by equivalen\ circuits as shown 
in Fig. 9. The valucs of the ckmcnts in thc modo\ are con· 
veniently determined by using the optimiz.ation program 
L'IPROVIl to m:~tcb measured data on the diodos. This ap­
proach was used here to illustralc equivalen( circuit model· 

, ing. A!ternatively, measun:d data on' the devicc may be 
dir.,.;tly fed into the prognun u in thc case of the quarter 
wa,·dength chokes of the cirtuit whicb are <hown in Fíg. g 
as two-terminal b!ack·lmxcs. Herc, m~uured data on the Y 
pararnetcrs of the chokos are us.ed u a Mscription to the 
program. As shown in thc input dcsaiption of Table l. tbe 
chokc is given a• type numbcr (lO) and tbc Y parametcrs 
given at 6 frequcncics (0.9 O Hz through 1.56 GHz). Also 
shown in Table 1 is thc input of R<.Ll., and es.descJi~ by 
th..U connection nodos aod dtment values.1 Thcthree trans­
mission lines are incorporatro into thc circuit by giving thcir 
conncction nodos. R, L, G, e per unit length, and lcngth of 
thc lin<:. 

.lbe configu.ration of Fig. 9 was buih and its performance 
measured. The mcasured valucs of rcturn loss and inscttion 
gain are shown in Tablc 11. Observe that they ditTer noti<:c· 
ably from the response prWicted by thc C<~mputer (!>hown 
under initial value). The discrcpancy can be attributcd lo 
parasitic ctTects in !he final circuit layout. These parasitics 
include fringing c:~pacitancc at !he termination of each of 
the transmission lines (inc!uding input and output), lead 
inductance associatcd with each of thc diodes (e""<Pl diode 
l which required ,·irtually no lead length in the final lay­
out) and inductancc a=iated v.·ith c:~ch of the resistoro. 

lt wa• dcsirable lo determine the value of the parasitic 
rlomonts which wcrc accou nting for thc dio;crepancy l>etween 
predictcd and measured response. Todo this. the mcasured 
d~ta v.·a• us.ed as direct input to the optimiz.ation progr3ln. 

' :--ln10 in Tablo 1 l~< r'""'"" nf "''"'""' , .• ,,.,ótoro "il~ vah~ 
lO" nml inJu<tof' .,r lU"". "lho-..; ""< m!<oducool """In'"""' 
havin' "' r.,;o.J.; 11-.o: cirouil fu< '"" "'''"TU"'(iOn oun 11>.: input• ol 
on..~•• and '"nD" ••• comp;o<ible. 

"' 
T ... DLE 1 

Cooln [NP"UT TO BELN ... P O< THO e1ocurr o• fiG 12 

TWENTY DB SWtrciiED MleROWAYE ATTENUAlUR 
SINPUT NODES 20. PORTS l, FREQt l.E9. fRtQF UE9. 

' • 

fRQtNe .OlE9. PI.OT 1 1 
SDRANCfl NOtlf.S l.O.C .JE-12 S 
SDRANell NOniOS 6.0. e .lE-12 1 
SBRANeH NOn!:S J.6.L .lt:.~ S 
SBRANeH NOD[S 6.0.R .j S 
SBRANeH NODES l.4.C .JE-12 S 
SBR ... NCH NO DES J. 18. C .lE;-12 S 
SBR ... NCH NDUCS 4.18.L .JE-9 S 
SBRANCII NODt;:S J. 18. R 2~. S 
SBRANeH NDDES 7,9.e .Jf."-12 S 
SBRANCH NDDF.S 8.9.e .1E·12 S 
SDRANeH NOIJES 7.8.L .lll-9 S 
SDRANC"Il NOD!:S 8.9.R .S S 
SDRA'"'CI! NOD!;.'l 2.U.C .lE·ll S 
SBRANCH NODf.S U. 14. C .2E-11 S 
SURANCH NODES 2.14. t. .1&9 S 
SDRANCH NOn!.S U. 14. R .S S 
SBRANCH NODf.S 2,1l.C .lf:-11 S ,.. 
SBRANCIJ NODL~ l. !1. C .lE-12 S 
SBRANell 16, 17. L .JE-9 S 
SDRANeH 2,17, R 2.100. S 
SBRANCH 19,0.R 61.1 S 
SBRANCH 20.0.R 61.1 S 
SBI<.ANeH j. ll.R 247.5 S 
SBRANeH NOD!l.S I.O.C ].¡¡.2(1 S 
SBRANCH NOD!l.S 2.0.C 1.1l-20 S 
SBRANCH NOD!l.S J,O.C t.E-2(1 S 
SBRANCH NODf.S 1S.O,C l.f..2(1 S 
SB!<.ANCJ.I NüDl~ 9.0.C u¡.zo S 
SBRANeH IO.O.C l.E-ZO S 
SBRANCH ll.O.C l.ll-20 S 
SBIUINCH ll.O,C 1.1;.2(1 S 
lBit ... NCH 4.l,L l.E-12 S 
SBRANeH 1.7.L 1.~·11 S 
SBRANCH NODr.S ll,ll.L I.E·\2 S 
SBRANCH NODES l'i.I6.L I.E-lll 
SBRANCH NODES IO,t9.L 1.&12 S 
SBR ... NCJ.I NODt.S 11.20.1.. 1.&\l S 
SBRANCH NO OES 'i. 10. t. 1.&12 l 
SBRANCH l 
lMATRlX t--UDES 9,10.0.1.. .216'iE·8.C .S610E-U.X 2.21 S 
SMATRIX NODIOS !1. 12. O. 1.. .216SE-tt. C .S67QE-ll. X 2.22 $ 
~MATitiX NODE.~ l. l'i.O.I.. .216SE·8. e .86701>-12. X 4 44 S 
~MATRIX NODES I.O.TYP!l JO S 

.9E9 J.JtE-Ii -!.98E-l 
J.(UE9 l.11E-6 ·l.'ilf~l 
1.17E9 UE-6 ·l.'i~ló-4 
I.JE9 l.8&6 ·U'iE-6 
].4jE"; 2.9&6 1.'i'i&4 
U6E9 l 12&6 U'ill-l 

SMATRlX NODJ:S Z.O.TYPE 10 S 
SMATRIX NOD!:S 1'i.O. TYI'Il 10 S 
SMATRIX S 
SLOADS NOD!l.S I.O.R 'i!l. S 
Sl.OADS NODB l,O,R 'i!l. $ 
1LOADS S 

Note: on cqui~c~.l<nl circuit io '"""" '" Fi'- n .,.;,h no rw»itia. 
lbc P'l'"'''" val.,.. <nl<red o<e """-'pbl<. 
Return lo" at pml< l and 2. and imcrtion gain wcrc <pccificd 
at 11 frequcncics bctween 1 01/z and 1.5 GHz. ntc circuit 
of Fi¡;. lO v.hich indudes the parasitic demenu was de­
o;cribcd. (Thc data <hown in Table 1 v.·a• fed lo IMPI<OVE and 
tite para,itic dcn>cr1l< wcrc dcclarcd •·arÍdble.) Valucsof 
e,. 1.,. 1. 1• und 1.1 w"'c <ought 1<> 111«:1 !he "'""'ur<tl d.ota. 
Sixty·sc>en exploratory mO>CS and 187 pattcrn muY<:S wcre 
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Fi¡. 9. JO dB •wiÍ<I>ed mkr'owa"" altcnua<or Ío b< aruo!Y,.,d by ..,_,.,.,._ ·, , . ' . . 

TloBLE 11 

V ..wco ..,. 11 F•""""""" <W Rnua~ U.. AT l'ollu 1 ,.,.,.; 2 """ 
....... TK>N ÜAIN .. ""' J'ooT ] T0 J'oo.T 2 ot nlO ('IRCUIT DO fOO. [J, 

M......,._m """Coo1>vm> WIJ>IOIJT PuJ .. >rTJCI wmt IIElNAP, 
. o:...rtmD WITH Pu.ur!'~Co DEIDu<!sm •• IMPROVE 

[;,~1}-- , Do:<ire<l Vol ... lnilial VoiL>< ·Final V aloe ,......,.., (no paruitics) (lromo .. -) 

R<lwnloaa\l,dB 
LOO "·" 14.77 "·" ,. ·n.o . 

11.n ,z¡_,. __ 
1.10 "·' :19.21 ~-12': 
\.U "' ."17.16 '21.~ 

"" " ' •• 22.U 
l. 2S 21. 2 . "·" 21,1)[ 

. .. 
'-" "" n.11 

•' 
20.01 

J.JS 1~.0 ll.OS '19.10 

·-~ 1!.0 20.10 1! ,28 
~.., ·- .¡¡. 2 19.24 11.S2 · 

"" 16.S ".18.44 16.1!0 .. 
R<lurn 1- al 2, dB 

<.00 "" 21.82 19.SI 
' L. OS 17.0 20.1! 16.41 

l. 10 12.2 1S.09 11.49 
l. 1 S n.o 9.H4 U.44 

'·" "·' J7.ll 2'1. ll 

'·" ]1,7 >.W Jl.l• 

'·" "·' 4S.4J 24.90 
l.lS 2U ll.ll 11.91 
<.W 21.0 21.60 .111.01 
1.4S 19.S 24.68 18,70 

'·" 11.1 22.67 11.S9 

lo=nirm <la in (1 1o 2), <lB 
<.00 -20.S -20.JJ -20.JJ 
l. OS -20.S -20.39 -20.49 
l, 10 -20.6 -20.74' -20 . .10 
l. 1 S -23.0 -14.80 -n.M 

'·" -w• -21.46 -20.91 
l. 21 -20.7 -20.16 -20.116 

'·" -20.6 -20.61 -20 l9 
I.JS -20.6 -20.~ -]11.18 
<W -20.6 -20.ll -20.19 
1.41 • -20.6 -20.SS. -20.61 

"" -21:1.6 -20.S6 . -20.61 

.. 

"' 

..... - . ---

.-

. .. .. 

. ' 
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' ' 1~ 16 

ID 19 
H E 

' '" 
rcquiud to convcrg"- Scv~o minutes of GE63S CPU time 
wcre rcquired. The final rl=ent valuts are iliown in Table 
IU. Sume of the elements were constraioed to be equal 
withio thc program, since thcy were approximately cqual in 
tbe circuillayouL The responoe ofthe optimiud network is 
compared to the response of the initial network without 
para>itics and the measured data. Table 11 shows the values 
of input and output roturo loss and insertion gain both be­
fore and after optimization. Figs. 11. 12, and 13 ohow the 
error verso~ frequency before nnd after the optimization. 
Good agre(:ment i• nuted, indieating thal the optimizatioo 
ha< found dement values th•l dosely apprn,imate the 
dfect< of !he parasitic:>. A ,..mplc of printout of the anal· 
Y'is of !he final eirct!it "' """ nf thc fr<:<¡,~encic' ;, •hnwn in 
T~blo IV. 

L-1.1680&10 
L-l.J680E-IO 
L•2.J1~j&o9 

Thc above cumple ""-' intended 10 iUustra\e the llo.U­
hility in modding and topo!ogy a•·ailable 10 thc microwne 
enginc<r. A S-eco!!d example will be uscd tn iUmtrate !he 
design capability that such an optimit.ation prugram offeu. 
An imporunt prohlcm fac<:d by microwa~e onglnccrs is that 
of matching two arbitmry impedances In !he u•ual ca<e, 
one impcdance i< the characteri>tic impedance of a trans­
mission !inc and thc sccond impedance is spccificd at a sct 
of frcquency points. This is the siwation, for example, in 
conjugale matching "f the input and output impodances of 
a transinor [32]. [33]. One approach that ha< bccn em· 
ploy<:<:l with good results is the suca:ssi•·e manual applica· 
tion of an analysis program to oplimile tho matching net· 
work [33]. The p.<ramelcr valucs are ''"icd und from thc 
many "''P"'"''-"' lh~l are rc-cnnl<:<:l, thc dc<i~nor ch<>t..CS !he 
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optimum. The foUowing e>ample will carry this procedure 
one •u:p furthcr by automatically varyíng lhe p¡tram~r5 
until an optimum solution is achicved. 

Consider thc double stub rnatching nctwork of Fig. 14,. 
which will be uscd to rnalch a 50 ohm linc lo lhe inpul im· 

f
ance of a lransislor spccified as a sct of data poinlS. Thc 
work, as viewed from port 2 was dcscribed lo the pro­

am¡..along wilh 1.hr: requironcnt.s.. Thc ro:.al pan of z-, was 
sello thl:-ieal part óf !he transistor input impedance, and the · 

Tilm.E rv 
0\nro< n.- IMI'ROVI: «• US (;llr (".'"""'""'"'""' '" l', .. c 

Co .. CUH 00 ¡·,.:. 1) Wo O 11 I'A"A"1 O<' l>n O"'"" U 

or i\o.rroM•m• O~n .. ll.ATM>N 

F""!U<n<)'-o.mo~: 10 

Admil!a"'< Moorix of N<!WO<~ 
1.9874E-Il1 Sll.li4E--04 
l.7010E-Ul 3.67¡4¡¡..(1) 

~-~li4E-O<I 
. ).6714[..0) 

Admiu.o.oe< Molnx ol l..D&ds 
l(lXJ:')E-0:! . o. 
o. o. ..• • 

o. 
o.: .. 

"l.(lXJ:')F.-{11 
o 

Drivin¡ P<oint lmpeda""" 
Port 11 .. 1 

1 0.4799E0l 
1· 0.4989EO:Z 

l ... nion Gain ·- " -0.2066E 02 1 lO 2 

hn~~,inory 
-0.8Sl2E 01 
-O.l4l8E01. 

'""' -0.10l-4E0l 

• 

Mognit<>de · A"!le · 
0.4874E 02 "-0.1007E 02 
0.4!195E 02 -O.lME 01 

•• . 

.21<>1 -0.2066EO:Z -O.IOS4EOO ." 

. E2/EI 
"~" 

~=~ 

" - 0.20S8E 02 
-0.206SE02 

l't!rt ' <111 • 
1 O 2101E 02 

, ... 
-0.100lE02 
-0.1040EOJ 

· Real lmqlna!)' 
-0.1674F.-(ll -0.9206E-<11 
-0.224SE-Ol "-0.899'Jil-OI 

.... 

' 

__ _c'-e ___ ,_'c"'c:'c"c. ____ -'-'-'------cc:----'- • 

• 

• '• " . · .. 
TABI..E V 

p~ y.,..,.,.,. MATOaN<I 1'/I:IWCO~ 

lnitio1 Fi.W 

z. ~ ., 
z. ~ ~ 
Zo • " ' Zo ~ " z. ~ ~ 

'· 0.1~ 0.041> 
~ 0.1> 0.064> 
k 0.1> 0.034> 

'• 0.1> 0.18>" 

'· 0.1> 0.049). 

>--vdm,tth 01 1.6GHL 

imaginary pan .. ¡ to the ncgalive of !he imaginary pan of 
!he transistor imP.,dancc. The center frequency of operation 
was 1.6 Gllz and the ma!Ching was done over a 600 M Hz 
bandwidlh. The p;>rame~<crs dedarcl variable w= thc fivc 
linc imP"dance> and line lcn¡;ihs. The initial and final values 
of thesc parometers are shown in Tablc V. Si~ rninu\CS of 
GE6.l5 CPU time werc required. The ¡,.itial•nd final erron 
in !he desired response are •he>wn in Figs. IS and 1_6. 
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VIL CoNCLUSIONS 

lo ttús paper we have presented computer methods of 
ana!ysls lllld design of linear networks which are suita.ble for 
mlcrowave circ~iu. The mcthods have been implemente<! in 
two computo.r programs, ao ana!y•ís program, DELNAP, 

reporte<! on previously [16], al>d an analysis-<>ptimi:r.ation 
prograrn, IMPROVE. 

lest !he rcadcr be mislcd to concl~de that aulomatic 
parameu:r optimi:r.ation is a panacea for circuit design, a 
few tempering commcnts should be madc. 

The success of automatic parnrnetcr nptimil..1tion depcnds 
hc.avily upon the abi!ity of the dcsign cnginccr tn avoid lhe 
pitfalls usociated witll it. The most &erious are: 

\) therc is no guarantee thal the mcthod will converge to 
a global mínimum; all it will do is go lo a nearby local 
m•n•m~m; 

2) for sorne functions the convergence may be painfutly 
sluw. 

Rec-~usc of these !Yo' O stumbling blocks. a dcsi¡;ner must use 
au!Omatic optimiLltion with grcat caro. For e<ample, he 
should come as close lo a "'lution as possiblc befo re he ap­
plics autontatic 1>ptioni:>.:11ion. For thi• purpoo;c he "'itl u«: 
al! >ort> ufsin•plif]ing a"umptiom lo be ablc todo S<>!llC 

analytical "ball park" c:alculations. use approximate S)'n· 
thesis methods, etc. lf neccosary, he will do sorne "by hand" 
searchc• on !he computer lO make sure 1\c Start. with a cir­
cuit which comes dosc to the specification•. Sorne prelimi­
nary ea!culations may save him considerable computer time 
(W<: mean times of the ordcr of 30 minutes CPU on large 
tbird·gcneration computer<). 

We could give the reáders the fo!!owing advice. 

\) Do no! make too many parameters frtt at the same 
time. lf you have relatively good estimates of sorne 
paramelers, fu them, deu:rminc the unes you do no\ 
know, and rhm free the others. Thisrcquircs more than 
onc pass of the optimization but !.aVes much computer 
time. 

2) Do not u&e too many frequency point< Mti! you are 
very c!ose lo thc final circuit. That is, do not use 20 
frequency poinu "heo the circuit is not e,·en in the ball 
park, remcmber every additional frequency iÍ more 
computations. Start v.ith thrce frequencies and in crease 
lheir n~mbcr whcn the response is dose to the rcquire· 
ment. 

3) Do oot ask for unreasooable or contradict.ory tllings. 
Know the limitations of your circuits. Do not expect 
the phase to be going up when the magnitude;, com· 
ing down or expectto gel gain from passivc elemcnts. 
Do not expect to gel square corners (they mually im­
ply circuiu which predict the future). Do not ask for 
power gains bctter thao optimuin .. 

4) lf you are inopericnced, do not sct time limits on 
your runs too hi¡;h. 

In •hon, do not approach automatic computer optimization 
nai,·ely. 

In spitc of the previnus comments, when used propcrly. 
automatic pa.ramcter optimi:r.ation is a very useful too! in lhe 
desigo of matching networh and directional couplen (wh~re 
only approximate synthesis techniques ~xist). 1t i< partic· 
ularly useful in tltc design of non ideal networh oontaining 
active deviccs wbere parasitic and other effo::ts havc to be 
induded and wbere synthesis techniques do out exiu. 

Considerable room for research remains in improving 
autOmatic optimization melhods for microwa,·e circuit d~­
sign. Beca use of the pitfalls indicated a !:>ove, it is very con· 
venient to have the designer monitor the optimi, .. tion as 
muchas possible. Thi• can be done if une uses timc..shared 
operation or a dedícate<! machine. The mattcr of man­
machine cummunication should recdvc careful con<idera· 
tion. In litis rcspectthc programs presentcli in this papcr are 
bdng improved lo simplify the input language wl\ich at 
preseot is romewhat complicated. lt is contcmp!ated that 
certain tcrms which nctwork thcorists prcfor will be replaccd 
by cngineering quaotities. (únc example is the specification 
of lincs which in microwa\ e cnginccring are gencra\ly speci· 
ficd in terms of dcctricallcngths and charactcristic impcd· 
ancc at a r<fcrcncc frcq ucncy, rather than R. L, G, e pcr unit 
lcnsth.) The or¡;anization of thc files and pro:;rams should 
be spccific.¡J!y pl.mncd for intcr•ti>e opcration 12'11. \\'ah 
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Abstract 

The 11"""-ge•oyntl>eolo pr<>bl- for lur.etion 
generatlon is oppro.cbed fro• tbe vi~lnt of 
oyotem optimiution. "" objeetlve fW>ctioo 18 
pr<>p<>oOd, wt><>u •lnial.ution .,....r&tltoeo .., . 
opu ... l tr=-toolon. :n.. epti.aiutlon -tbod 
resorted to io tho COGplex Hetbod, whlcb 
ohowed cxeellent reoutu."ao to••peed of e<onver 
9enee. The pr<>eodnre h Ulnotrued wlth on -
CX""'f'le ct &pplle,.ti<m to • pl&l>ilr Unk&9o, but. 
tbe extenaion to opae<o llnka~eo 1o otr&19ht­
to,.,.,ard. 

l<eS"""'h 

1:1 vrobl...,. de la o1nteolo de ""'eanl....,s 
geneudores de" fw'lci6n u abordaOO deodc ol 
punto do vista de lo O.,ti-ci& <lo olate,..s. 
Se pr<>p>ne uno. funci6n objetiY"> eur• ainb . .l,._.,­
ei6n garanta" """ tron..,io.l6n 6pti.mo, El ..et.'?. 
do ~e opll,..d6n uhlludo e< ol C6mpi<~, quo 
.ostr6 e~eelen .. o resultados .n cuanto o ropi­
d<o~ de eonvergentb.. Se llunro ute proee<ll­
.. .lonto """ un ej.,.plo do opllca~J6n o un ""'""­
"'"""' phnO; per<> la ""teno.l6n o ...,canioro:>B 
eopacioloo ea lnoedia ... 

lntrocluceión 

Ln •l ~robl.,.. do o!nteoi~ de ..,canioD<>s 
poro gen~roción de fundon •e t<•ta de·b.allar 
un <:<>njnnto de vdores p

1
, ••• ,p

0 
de pa.rt-troo 

d~ un meOOnlS""' do top>log!a dad&, que pr<>dn~­
can un <:<>¡unto do pareo do va.lor~o entro-do·•;!. 

lldtt {lfi,f.lll~, dondo t y t..,,. vari"ioo 

<¡ue repr~oenton la ~nLrado y la Oal>.<la dol me­
con,...,, respectlV.-nU. Estao Varhblu pue­
den su despln.,.ientoo on<¡nlano o lineales. 
Igualmente, loo p.orb.etroo 1> 1 11•1 , ... , ni pue­
den •~r dlatanclo• o fingulos. Pm ejemplo, 
dodo el ""'eanio!OO de la ~lq 1. loo par&-tros 
son los lo"'..itudn a , •¡• "J y o de lOO 
ealat.on••· mientus ~. o entro!. y lo sali­
da oon lo• &nguloo ~ y • , respoct.lvamcnto. La 

ecnac16" que rolOC>ona Joo parliMt>-oo eon loo 
Va<iablU de entr.dd y de ul>da eo lo .-pli~­
""'nte <»noeida ecuación do Frendenotdn 
lret. 11< 

l< 1 -k 2:"' .. ••1=•t•eos !t-4 > •O 

dol><lo . ' . ., 

'" 

m· 

n..do 9ue lo ee (11 eontleno tres,.,, __ 
t~• ind~pend.lentoo, k 1 ,>l y •,. otilo oo pue­

do genera< l pareo de Vol<>«• (~ 1 ,+ 1 1 f<'< 

-lo d~ oll~. tn efecto, sustituye'"'o PO.OS l 
pareo do voloroo en la oe. (11 •~ o~tlen• el 
olqolento slot<l'4 lineo¡ d~ ~CU3ci<>nes o\g"­
bralcu. 

11k•b "' 
dond~ 

' ·1: 
..... , ""] 1' '1 ["""'····· -..... , '"· ,; . ' . " ' ' . .,,.,,_.,_. "' i 'i -.... , -. " .~ .. ,,,.,,, 

1 ': 

· n Olot.,.. do ecuoelon.,. ()) oe ""'""" re 
,.,!ver p<>< vario& o.i!todoo, de loo .,.1.,. el­
filio dleionto oo al de G.ouso o duco,.pool­
c\6n W (rd. 2). En c""o de n~coal.tar gone 0 
rar ..lo do l p•or•• de Valore• (t

1
.t

1
l. por 

ej.-plo •>1, h .,.trh 6 de la o>e. 131 reou! 
to reetOnqulor, d~ II'Xl y el sist"""' de ecua­
done$ oo oobre<loterm.lnado. ~n ute caoo, 
qoneral.-nte '""'.,xiste una ooluc\6n quo o.otls 
t090 ol10111tlne.-nte todao loo eeuaeion<>o, -
poro •• puede hol~H aqn•l v•lor de~- ~Q' 

que minl<>ie~ lo nonaa euadrhlee d,•l error 

L<o Ooloci6n ~O se pue<lo bollar de una 
-ner~ ""'Y eficiente -\anV el Wtodo de 
rotlec.loneo de llouoel><>ld~r (rd.JI, que y~ 
ha sido a¡>licado con f.x.lto a lo o!ntuu de 
-eoniO..,o para un nn..,ro ucnl...., de pontos 
do proclo\6n (uf.4). 

Volviendo a la ec. (JI, y eon01deron<So 
ul caoo en el que oe tenqo ignd nUmero <lu 

"¡nmtos do preeiol6n qu~ do par'-etr<>S a 
dotenolnu, eOUI e~, J, ea b>en ubido 
(ref.5) que el olote,.. de e~u.aelon~• tl•n~ 
una soluc16n llnlc•, por lo que el ""'can la'"" 
olnteti.zaóo ood finlco u..,l~n. f'or e•t.a 
ru.6n, •• posibl• que ~ou -.::anh.., tenqa 
uno oporoe1ón pobre, como por ej~lo, una 
.,.¡. tr>oo.,hi6n. La trono,.lsi6n de un -ca­
n.io<OO eo un.a cwolld&d aooe>oda a la venUjo 

"...:hleo dol •lo..,, o·oea, }a·relaelón enu• 
el =-oto obtenido a la ul.lda y el mo~nnto 

VI""""""'"" 11 -;, """'-' c1t 1.-_..,w.. 1980 



oumun>.Ot<aóo a la ontroda_ u,.. fcr""' do C"""tl 
f>car na tranooo.hién, uoplio-nt~ oeoptada, 
eo mo:.-.lionte <l ¡¡.,..do ln9ulo do tranoo(oi6n, 
~. qu~ opo.roco on U Fi~ 1. Mlontr•• olte in~u 
lo ""'" Fr6ximo eoté d~ un valor de 90' o de -
27o•, ""')'Or ood lo vontoj• -chico, onulOn<lo 
o o é&ta cuando oquel ln9U1o vol e 0' o 180', Ei 
d~••oblo, entone .. , ~"" ~1 ~n,ulo de tun..,,i­
ol6n odqu'"ro voloru <:¡ue oe d<>ovlen lo _,.,. 
pooib)e de 90' o de 270', ·~ el cno, En 
>"'JUldO "" ducute """"' O>Odifica< la ecuaciÓn 
de FreuJensteln p<o.r• ¡>Odor oonv<>rtlt .,¡ prob)~ 
010 en uno de optl .... clén. -

El ~roble"'-' de &intPOis Ópti,_, 

t..a ~cuoc>én de f'rot><l~n•teln, tal e<>O<I apa­
rece en lo ec. <JJ, no po.rmlte niO<Juna optima­
cién_ Sin ''"'"'"9'>· si lo& ángulo o de ~totrada y 
do sah<l4 s~ ~!don no d~ode la llnM dotennina 
4o por <!l eolab6n 1, dna <le&do i!neao que fol' 
.. n ánquloo ~y ~con <!Ota Hnu, te"!><'etiva-­
-nte, lo ecwoei6n de Freu.lenstoin se transfoc 
""'en 

<Sonde, dob1dD a que loo Snguloo ~ y B ootán 
oW. in<lotenoina<loo, se tiene .., con¡<>llt.o de 5 
inc6g-nitu. hu ol probl,_ de 9eneroci6n d<! 
l por e o de vdl<>1 o o entrodo·••lld.t.. <f¡,fil, 

ontonceo, oe puede asignar libr-.onte valores 
a <Sos de • ..,s i<><:6<¡nltoo, Si ~••• dos lnc6..-n1 
too son o y $, hu• so pueden o•coqor de -

""'""'" quo produzeon el ...,jor &n9ulo do trano­
mhl6n, ~. ~na funci6n ¡>Oolt\vo dof\nlda ouya 
llini,uzoei6n produee valore• de " pr&rimoo a 
90' " • 180" •• 

'" , . ~.¡ . .,.·ud~ "' o 

donde u ho •upuoOtO que el eslab6n de ontrada, 
2, qlra vuelt.a ~Iet.>. ¡_.. co00ic16n <:¡\10 de­
ben oatbfocer loa longitode• do ¡.,. eol&bonoo, 
poro <JUO ol de entra<la gire vuelta =mpleto, 
eot' dado por loo desigualdodeo IUt. t,p.U) 

... 
' ' a 4 >o, 

"¡"•?•.-·, 
.l ••• ,., •• , 

'"' 
'" 
11 0) 

11 , 1 

El 1c.c;~lo de tran...,loión oot¡ d.odO por lref.6), 

02) 

~,¡, ol problomd do opti,..ción <UUltdnU oo 
ol O>~C>ont•• "Mini~izar • dada por la ec, (71 
""!'"& a In reotriCCioneo do igwold.ad PI y 

• 

"' 

aludo do&tgUollloiltd !61 a <1o)". 

L<>o mh<><lco d>sponiM .. puo reoolver ~1 
proh\omo de optlmoctOn propueo.., son bh;c&· 
""'nte de óos tipos. 

j) mH<>dos do !uncionu de P<'D&llucl6n y 
!l) mHoáos directos. Loo ~hodoo d~ !un<><>­
neo do p~""lhactén ccmO!oton on tronOfon«~r 
ol pr<>bl..,. do<lo, <JU" oontione reottlccl<>n•S 
de deai9uol~ad, en uno oeo-uonclo d~ woble!M" 
oin esto tipo do <estdccioneo, y hallo< loo 
valoreo Óptimo& de lOO votiableo de de~i<lón 
ln y 8 en ostc oaoo) por• codo uno J~ eoos 
problc"""&- El 6¡oti,., do! pr<>hlo""' oriq¡n•l, 
que contlone rootricciones do deO-'guoldod, ae 
obtieno por extropolacl6n <ref, 7). El .,¡;todo 
de !unoiones de f""''l1UciÓn ya •• 1\a u,...do 
con hito en la o!ntoolo de ~"""""""" 
lret.el. Los ~ltodos directo$ """e]on lo• reo 
tncclonoo de dooio¡uald.od dic..ct~nt~. e$t.o­
oo, no tnndo.,..n el problemo on uno oin 
~•te tiw d~ rootricdono&. 

D> cua!9Uier caso el ,..;tod<> de opti-­
ción o oequlr dep..ooerl dH cúoOuo derivadas, 
con <cOpeoto a las vorlab!OS du cleciotén, >e 
tengan dlOponibleo, ooto e& 

iJ niO<Juna d~rivada oo poo<Jp ~aleular, 

11) •o puO<len colcular o6lo prl~Ora• doriv~ ... 
111) se tlen~ ~=•"" ~ derivad~o Noto de 

otdon 2. 

Dentro do loo ~todo• apllubleo •1 pn­
_, euo oe tieno.ol do l'owell y el OSooplex. 
El d~ l'owdl lnt.9) ~alculo el 6pti.., do 
uno !Undén >in reGtriccioneo do dio.quddad 
y sin ro<:¡uuu do derhodaa, alontroo que d 
tt-plo»; fret.10) calculo el épU""' de~"" 
!unc¡6n ou¡eto a re•tciccionoo d~ deoiquol­
dod, t&aot>l¡:n Un requerir de d~r!Vodao, 
lllol>oa .,¡todo• yo han o ido prot>edoa ~n La orn 
tui o d• ...,,,.., .. ..,. <tefo. 11 y 12). 

S> oe Uene accooo o pli.,oroo dedvadu, 
oo tienen les ooftodo$ do qrodante y d• 
euosi Nowt.on Lrofo.13 y 14). f'inalo..nte. •• 
oo di<pono ha$U de seqund•• derivados, oo 
pue<le aplicar ol ~Hodo dO Newton·""phoon 
<n!.15) funeionn do r-naliudén poro cal­
cular loo roieeo del qradionto dO la !unción 
objetivo a la quo oe ha awnentodO lo• {uncio 
neo de penoJizae16n &de.,...,das. -

En el Ol""'!'lO <:¡\le oique •• utlh<é ol 
lnltodo c6mplex. 

Se dooea OintoUz., un meconio= pUno 
RIIIUt coJnO el quo aporeco on la F>q 1, <:¡UO 
ton<¡a uno trann.idén óptiaa, en o1 $entlolo 
do que 01inlloice el valor RNS do ces~, doóo 
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OPTIMAl SVNTHUIS OF LINKAGES USI>lG HOUSEHOLOf.R ~HlECTIONS 

J """""'·"'""'"'' 
N.,,...,._.. ........ ""'••~•IUNAMJ 

.... ~ ... o ·- "'"'"" 

Tho unoootroined overde<oroin<d probleo of 
kine,.tic linka•• •ynthooio io oolved In an offi­
eien< voy uoioB Hoos.nold« reflocti.,.o. The probJ ... 
fonmlotlon ludo too 010<•• o! eithu linur or 
""nlinoar eq,...t!ono io """" ·~uationo th•n unkno""•· 
!he Iineor problem io oolved dluetly by •ppli<&tion 
of • finit• n~b<< of oueces•ivo rofloetions to the 
op•e• o! ooknovno ~th tho purpooe o! ta~in& tho 
'Y'"'" <>f "<[u.>.tion• into upp<< triongula< form, vhich 
ollawo !or the compuratlon of the unkno~• by boc~ 
oubotituti<>o.1:ho noolin"r probloo io oolYe<i vio <he 
Newton-!lophooo ootbod vbleh c<>opo<<s, n eaoh itor­
atinn. tho oorroetion <<> <h• vector of uokno...,o o• 
tho hut-•~o-oro oolutioo l;.o an overdeto<~ined linear 
IY<'"" in uactly <h~ ...,. ;oay oo des<rlbed be foro 
fO< linou probloos. Iotroductlon of <lo. .. id .. thod 
''"""''" o«uroto resulto in rehtivdy ohort proc­

oin¡ tlmoo, oo ohovo in <he oxoopleo pceoeotod. 

' Du unein¡eoohrinkto uod Üborbe•ti"'"to hoblh 
du l:.in ... tl"h*" Cetriobeoynthooo V>Td olftzi .. < 
¡oloit att Kilfo du llouooholder-Splo¡oh"'OOO. Dio 
Prob!eoot•lluno loitet '" eino~ S¡otem """ <ntweder 
llneaun odet nichtlinearon Clo!ehungoo <>i< mehr 
CJoichun¡oo olo UnboU,nton. Deo )inouo P<obld 
vlcd dirokt ¡eliot ai<tolo Anwondung eine< finiteo 
Zohl aufolnonderf<>l¡enden Spiegelungen oum Raum dor 
Unb<>.onnt•n mit do<>,_,,¡ deo !iber<'ageno deo 
Cloichun¡ooyoc .. o '" <J..,.,. h~heron dnio<klg<O rono, 
vol<t.. dio lecl>n""l d<r:U.,bo>.oont~ dureh lÜe\;er­
oet•""& o<loubt. !loo ni,ht-Iineou rtobi<" vüd 
"it<eleo dor Nevton-Rapl,.on-llethode geiOot, die ou 
joOor ltororicn die &e••«'-"'&•n do< llnbe\;oont..., ouo 
dor """i&•<•n Quodrot..,-J.O,,..g '" elneo Ube<booti-<<n 
un ... re~ Cleiehuncuyst""'""'"'"""'· auf der ~i<i<hoo 
Woioe vio bei der !<ottoooJ• !Ür lln"re Syote.., oehon 
booch<ieb<n uu<de. Di• rln!Ühron¡ dieoer ~thode 
!Ohn •• ~eu<licbon trfo!con in reloti• \;u«<n 
>ro•.,•ie« <Íten, uio ~; • < •U der <ing•.o< hlo~'"'" 
!e!opielen ge<oiot ~jr1. 

" --' . ' 
•'· .. ' 

.. -~ . 
uprer-c&Oe 1-"~•r!Jnod thorottor, on"""' "''"''· 

the looor~-·"'! A, ~hen A lo oqu•ro omd nonoin-
•~lar • 
<h< tranopo .. of A 
Jnvor-caoe und«ltnod latln eb.u«or, ~n •­
di-•olonol •«<<>< 
rhe obooluto v-oluo of o, wh<n a ¡, uol; the 

'" 

DOduluo of a, wh"" o lo eo-Plo•, 
ll•ll•the Eueli<on no<• of Vootor a, t.a. th< oquaro 

- ""' of <h• '""' of th• oq"-Or•• of ito '"""'""'"" 
d<tA• th• dourori""nt of cho oq""" ~ot<iz A 
f(o}o on -.!l .. nsioool veo:t<>< f...,et<on of ,¡;,n-di"'.!! 

oionol vector ~<gu .. nt o 
~'(!)•<h< Jatobiao mxn mat<ix-of 

The equotiono adoing in th< roo! .. of kinemati< 
oynthooio of linhgeo eonotituto eitho< lioeor or 
fl(lnlinur oJcobraiel oyne"" (!,LJ, whooo unboomo 
oro the goo<>etri< poTOIKteTO O:ongtho ond ;mcl<o} of 
th• ltnkoge. ¡f thes< pnam<oto" oro ononged ~ithin 
th• n-dtmeosionol vo<to< o. tho oaid oqoati<>uO ore ol 
th• lor• 

'" 
>mero O ,.,.¡ b oro • ....,.., <»;n oouio &lid oo -.¡¡_,­
oiono!"kDow,-vect<>r, toopett!Ye)y, when tho "1'''" lo 
lineor.lf it io nonlinoor, thon the oynth.,;o e~ua­

tiono o<< of the fono f(x}•D (2) 

f bein1 on -d!-ooi011ol vector <ontolnioo o on of a 
Ooolor lunetiono f.(x) wh05• or~u~onto oro the unkno"" 
'poru•to" of the Íi~k.o..e. '""" the n\JIIIbot of o~ecifl­
e<i eono!itl<>ns to be ""' br tho_ tln<..az- "'''"" u ... t- · 
of tho """"owno, ,..,rJ. A in ()) is oq~are and YectOT 
f i• ol di.,.nolon n. In O.,ot toohn'<ol probletn, howev 
i<, thO cumbO< o! p<e«ribed <Ondltiooo ourpoouo 
<"-< of I<OOetrlc paT-ntero oyoilablO, the Unlcoge 
oyntheolo pro~l .. '""' loadin¡ tO an ovordeto<ained 
oy•<•~ of equot;ooo. Thh olooo of <yotooo in cenero! 
do<O oot admit on "'"" oolutlon. but lt i• poooibl• 
tO find o voc<OT • thot Tendoro <h• q .. drati< '''"' o 
olni-. Tbvo. th~0leoot-oquouo probho con be otote& 

"' "finO the volue o! • <hat ~lni~i••• the tu<lide>~ 
noro2 of elth<< A•-b• or~thot of f(x), dependinc on 
uhether the orotOii ¡, l!noor <>< nO..!in.,r". 

1:h< lin•or ovordeto.,.;n,d '\"'"~ {1) ad~ito o 
uni~ oolution x thot ronden IAx-bll o.,;.¡.., •• 
provided A io ol"Yull TOfl~, i.e, if"rinU•o. 1:hlo "-'"' 
jO given Oo Q) - • 

• •(ATA)-IA1:b 
·l--·- "' ¡, eolled • ~·•-Pen<<>•• 

' ,. 
" l. . . 

¡ •¡' 
1 ' '' ' . 
' 

,. 
1 
' 

1 

i 
1' 
' .. 
' 

" 
' 
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'pou¡$i"alopi0AO ,..,,,~ U>d• o~l '>>•>"<>':j 'po>¡nb~•· 
no S>u¡<><l uo¡opo>d •¡o ""'1' """" JI • o JO on¡u 
UOA'f" o >OJ (¡]) •obo ~o•¡ o>>ndOo> .,,q"''"'!''fd 
do~U!l >~1 '""0"'1 ••n¡on '"4' q>¡.~ • 1''"• l' 1 

uo¡on >nb~"" u>npoud •.o¡n1u¡•""" u~ ·~o¡qn 
'""""''"' ~¡o u¡ ouoprnbo nou¡¡ '1* 1• ••"'" o p¡o¡A 

(¡1) ·ob> •o¡ooq>•.l• >u¡ad-uo¡o¡,.>d "' lOJ 

.•••wn nn w ¡.IJl-

·¡ t¡j 
o¡ ~oqo oo '03 ou¡¡ o} ¡o¡¡o>~ 'J qlno>ql 1u¡oood 
oun p•<>•P >q> ••61 ¡o¡p >nd>no >q> ¡o on• >q> ¡o 

oo¡>o>ot oq> •••••••• t '•••Jli"!J•P >>>>•! >q> u¡ 

·pooi¡on h¡o~ 'o 

(It) 

(U) 

o••••~•'•¡. 9' 
•,.~, '•1•H:•• ¡h¡"+~'+~•-!• 

.o~.~,r, 

. '•"1·'· 
'· -~ ••• =.=.:, •• :,:_i.é_=,=.:·•·=·~ . 

o., •••• 

'· ' ' 

••• ,. ¡.~ •• .,..,. •• :.:· .,.,,_ 

·),~( ¡ fOO>\" ~"ll •,.o>-\" ~o o/ ~o¡ o) ~H 
+ [tu¡ o •,/ $OO>t1_ [ fUJOt,+ t fOO> 11 

uopu'[U lu-¡nOI!OJ >qJ po~o¡¡~•••~ (Z9(·g~t¡4dfTl 
UOqUOUOH 1"'0 lfAWUOQ 00h1UII OJ~l ~l'f" ( f' ~) 

OOAtOA JftdJ~o-lftdU1 JO OlJOd OJO 1UJ~ll .. lOJ •• OJ 
ot1•• 1~dlM 0~1 puo ~ o¡ >th• 1~du¡ o<¡.!. ·p>Auoqo 

o¡ (l~t-nE·dd'Tl ~,.qu•»•H puo lJAOU->{l Jo uoq 
-•••••• ul¡o oql '>uo nv ·~1••11••••., ·o,"lt >~du>' 
o~> poo-ondono o~> ¡o •••1 00{1 luo1;o 0 puo ~ OlUJOd 

¡o ooouo>o¡p OJO '• puo o :q¡ >noqo OAll!od •ooxo 
<o P>""puo~.,OJO Oql Uh,.>Oq Ot$ .. ~~1 OJ O :o1u!l 
lOdlOO oq> p~o ondu¡ Oql JO oooo O~l,UO~Joq OlUOlOJp 

oq> o¡ o !~t .. !>>odoo> •o,u¡¡ >•~•! ~uo->o¡dnoo 
'-ondono oql ¡o oq>lu•t ••<> on ' o • o ' o .'Ur>~UJt 

o¡q> JO Ol>l>~o•.d >!>l>~ol lU>l>)¡¡p >ql OOloo¡pu! 
'! I]:J u¡ UA~o 'olo,u¡¡ •S~ uo ¡o Jno~o¡ 0<¡.1. 

'',.OU 0>0 ... >{qO>d OJUqJUÁO OI .... UJ{'"l 5 .. Jl0>Hd4y 
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·o~o P'"!'''"'"'"" uo _.tqold ·~• 8•1"'"' '"~> '(7) 
ouo¡»un¡ "•touod o¡qolJ•• '"""""''~! .:.¡ ""!'""'"" '•nonbou¡ o¡put<¡ nq> l')XO unb!U<j>•l uopnp.-pdo 

>••J>JJJ• '>•••••o~ ·p•u¡oJJOUO>un OJO smo¡qO>d o¡o 
·t<¡ouh JO s,.¡o """1 ítq<~>p¡oUo> O IH" 'OJu¡Hl 
-no>'"¡""~"! ••!"""! o¡uq>uolo oh,~q ¡o ... 1 

~o>4 ·~· """l>•>¡¡ddo t••;••••d <u .. u¡ ~!no~>tv 
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·••»nO 0 OJA (01)'(6) ,OlU! po~JQ)OUo>J 0! (l) ....... 
¡ou¡l¡>o O~l ''"!S'UOJl~JXO>ddo o~> u¡ >01>> >~l 

JO _,ou noapJ!ln~ >q> OJWOOUd>J ljP!i puo luoJO¡o 

·••"'! o¡ (O't) ·b, ·-""-P""A!"1'P""0 '~' "' ""1' 
·•too "''"bo.Jn•t ·~> lu¡>q o oo¡¡n'[OO "'1 'uop~> 
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-. (il 
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puno¡ oq ""' >¡do> o¡q> JO Junoooo ••l•ua••• ~ 

'OUO]:l>•IJ•> >•ptoq•••oH >0 UD}>•>¡¡ddo <q ouop o¡ 
UO!UJOdDo> •<U . .,, ... ÍUO UOAUJ Ol OJp>bo> lOU Uo¡> 
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in ~~i'h c•s. on cf!ieJv"l netl,od lo ""''!r' !""lo•ot­
oqu.<• oo1ytion ¡, via Houoeho1dor relfertloo•-

ln ~. $uh ond Koc>lenbura oo]vo tho o .. t­
deterained vm<Oot,oinod problom of thio 1in<•a• with 
19 p<v•orib•d input-nutput valueo. far <uOj'O<ison 
putp0'"'• tht oo1ution dnelnpod in thio o> .. ple ....... 
""' of <he oou P«s<<Íbed val"''· Th•,. O<o •lw>•-n in 
"Iabl< 1 

The method <~ployeO in (;ti} 10 that o! Powell'o 
(_!). wOirh dou not uquiH the eo~puta<ion of dodv•­
tivoo ond loado quickly to convor1en<e for quadrnie 
funetlons of tho indepon4ent vaTiobl••· A< thh point, 
two <Oma<~$ ''" in arde" hrst. the denvotives ol 
th oynthesu oqua<1UOO ore •••ily com,utoO lrom ci­
thot Oevanit ond HarUnberg"s fo<-..!•<>on. e~s. (11). 
or f<O& SuO and IedcHHo'• for•u1otion (.!:). the first 
""" bo!ng advontooeo-"• bocau,. of prooludnJ o Hneor 
oy.eom of equuioos_ Second' !he obj•rtivo funccian 
of Suh and He<klonburg'o (6) io quodrati< in the syn­
<Oeoh wOioh, lo '""'· uo-~U&dt&<ic in tho iode~•n­
dent Vl<>ableo; tOos. theh objoe<ive f=etioo io 
quorti~ io rOo indopeodent vO<ioOloo. for.vhith «ooon 
the quick convorgence proportieo ol Po~ell'• method 
ore noc fuUy utili.ed. Futther"""· s~uotinil the 
synthoois fuoctiouo """1.intt<KIU<e opuriouo !O<al •in­
¡,.., oo io appuont fono th• fact th•< throe Dpti,..¡ 
•olutiono ''" roparred in (_!1_)-

TAB~>: l. Speeifieó input-output po!r• for th• oyntho­
oio of tho R.SSJ funttiD<I ;onoraun¡ llo" ... &•· 

' ' ' • 
' • 
' • • 
" u 
u 
u 
u 

" " u 

'" " 

••• 
'·" 10.0 

IJ,D 
10.0 
n.o 
lO. O 
n.o 
40.0 
• S .O 
~o.o 
n.o 

~·· 6S.O 
70.0 
n.o 
80.0 
as .o 
90. o 

f(deg«oo) 

••• ... 
>.> .., 
u.~ 

ll' ¡ 
19.1 
2l.l 
2 1. 7 
ll.l 
Jl.l 
4l.l 
41 .S 
5].0 
56.1 
6• .6 
10.9 
78.0 
90-0 

Ono advontogo af "'in¡ llouoeOo\der tdloctions 
io thot "" "'Pll<it oquoriol is ro<¡uhod. ond tbe 

•. o.mlquo oolytion io obtoin~~ dinetl:r by thO ap,lica­
tion of n(·~) ro!leoriono, Anothor a4vonta¡• io that, 
oino< 1 ... eo~putotiono oro roquirod, " oompored ro 
Powo\i'o ,..thod, tho round-off otro< h lo"'"d. Th< 
Opprooi-tiao ouot abt4inod uoin1 ooch .. ,hod lo 
shovn in To~le l. 

Tho root mean oq""'" o<'ors vote <•••ntlolly the 
••=•' th't obtainod by Pove!l'• mothod woo 0.00185269: 
vhero .. tO. ono obtoined by Hou•ehalder rof\oedano, 
O.OQ18llS4: Hovovo<, tho diff<Un«• in tOo t .. vlt108 
lin<••• p•••~•toto v<<< .or• notot!Ouo. ThtiO ore 

Solut!on by 
Pov<ll" o .. thod . " 
* 

1.21!803 
l.IS!S66 
0.411001 

Solution by 
Hauotholdot'o _,.., 

:~: .,. 
0.911269 
¡.620568 
0.801~11 

•• 2.161110 
·~--1.)1)170 

•¡·-1.1B6140 
.,--2.411~16 

In thio prob1•m, a, wos Ott eqvol ro 1. wh<<r•• "•· 
"""'¡ to 90: 

!A!~[ l. Approo;,•.,tioo orror in ev«d<to..,ined BS~ 
linka¡e s,othosio 

APR0X!><AT10N ERROR L'SlNC 
l'lllfELL'S H>.THO~ 

(deg< .. o) 

' .. ~ , -.00110000 

' -.0)060000 

• 0.02ll0000 

' -.02680000 

• 0.0)160000 , 0.01600000 

• O.Ol8)0000 

• 0.01510000 .. -.0]790000 

" -.006<0000 

" 0.01270000 

" -.04220000 

" -.00020000 

" O.OJ]~OOOO 

" O.OióOOOOO 

" 0.00010000 

'" -.0\2)0000 

" 0.02980000 

APROU.V.TION [!lOOR CSlNC 
HOUSEHO~O[R' S >fETE<OO 

(do¡rotO) 

0.01420369 
0.00100185 
-.OlS1ll4l 
0.01590817 
-.Ol4S!60J 
0-011960" 
O.OI01918ó 
0.0)4404:!4 
O.Oll96148 
-.0411)6664 
-.00!6al91 
O.OHl0)40 
-.0<491542 
-.O(I¡~~l44 

0.0)4)4100 
0.01)14614 
0.001]9267 
-.01910<107 
O.OOU279l 

A rigid body (ohodod rertoncl•) opp;oaro in Flf; l, 
;, "roforeoro" ronfi¡¡uution C and io o dlflereot 
ronfl1urotion C .• Each eonfi•u~otinn io doflned by 
th• paoitinn allo polnt, R, aod on&lo, 9. lo th.ot 
fi8""• O topuoen<s <loo aci,in o! rhe ,..,p1 .. plono, 

ood tho >t<Ovo "P'"'""' <""'Pl•x """""" oiOD<iatod 
vi<h th• ID<otion ef tho tabellod poinu. Th• pyrpDIO 
of th!o rUlO o! oynthosio problea lo to lO<ote point 
A vhooo •~•~••neo and ouee••oive pOOitians. "",A_(j•l. 
•.• ,o) lie on o drc~•foronce conto<od at 1, lo.--'wtlioh 
'"'""· A, ond 1 "'" eollod. nopo<tiYdy, "<if"Uc~lor" 
ond "eentlal"" poin<•. whhin tho •~'""'""' Thoary 001. 
!huo, Al! con <onotü~<• a rigid link to ¡uido tho 
ri¡¡iO Oo9y. TOlo í• on 11.0. plano dyod. 

•, 

fi8 1 An RR plano dyad to ~uido o dg\d bo~y tkro.,; 
n '""c•ulvo eonfitUU<iono 



Tloo conotoncy ol the ltngth o! lino~~ th"ough• 
out ito n conl!¡un!lono hodo'to 

i9' 1' 1' 1• Jl•0·•0l-HJ-~ ·l•o·b ,J•J, ... ,.. !lll 
~hou 8''6 -e

0
. Eqo. (ll) conothut• tloo oynth••i• 

oquotloAo lor thio proble~, o
0 

••~ b boíng tho 
unlmo...,o, lt io w<ll ~"""" (2,p.U6) that thlo prob-
1 .. oll""' to cOI>du<t o d¡idbody <btou¡h livo opoe· 
ili .. t<mliguuti..,o, ~ tO<hnlcd ptobl-, bov­
ovot, ... y ro~ui<o t~ gui~o tho bc~y throuoh'mo<e thon 
!!.vo '""Hgv<oti,.., oo oho"" lo Tobh 3. Oilf••ont 
oyntbooOo """" obuino~ for theoo, "ord.o.¡ !"""' tho 
Hrn 6 confil""''i""'· <hon ddln¡ tho out ouo,ono 
ot ••eh timo, ootil tho 16 confi¡urotiono woto in­
clWod 

>UO '· s ... cooaho .,,.flsurationo of o d¡ld b<>4y 

' 'j(c.J ·yj(ca) ej(dogr'ou) •• 

" 7.880 -0.1~0 313.120 

' 8. 490 -l.HO ll2.l30 

' 7.680 2.ll0 l'~-930 

' ··~ 
•-210 1H.190 

• "· ~80 ".~~o 139.870 

' 2. 740 5.010 355.840 
• 1.010 ·4.410 J)6.l00• 

' 0.2511 ).88(1 J,liOO 

• -0.400 -l. OliO ).670 , 0.250 -3.760 3.600 

'" 1.000 -4.190 4.HO 
u 2. 730 -4.890 5.ll0 
u •• 560 -4.!)0 6.810 
u 6.180 -4.010 10.000 
u 7. 660 -2.100 lJ.OOQ 
u e.uo -0.610 18.000 

" ).7!1(1 -1.6'10 46.110 

Th• proooduro <onvor¡od for oll ¡hon hital 
"""""'• produood by .. ano of o und- """bor ¡onor· 
o<i~1 oubproon•, i.o lo .. thOD SO lt«o<i""o (uo ... Uy 
oro""d lO).(:ootruy to <h• do<onoinod uoo (5 pre­

,oorillod eonfi¡unti<M>o), for ~hieh '"" djlfe,.ot .,. •• 
in¡ful oolutiono oxist, fa< tho ""''' tdod hore tho­
ptocodu<O convor¡od aluoyo to tho , ... oi.o¡lo ool..­
tloo,' ooeopt for 6 O<>d l1 c,..u..,nUono, ..t.lch pro­
d""od •- diff.,.,t ••lutlono.Tho onor i.o tbo opprox 
b.ation "'" no"""lbed, tO ylold o d! .... olonl••• n.,; 
bor, i.o tho follouln¡ "''' t...< 

fj •lo18j f•o -r 0¡or j -bl '-l•o ·bl' ,j-I, ••. ,. (14) 

lf the oyntheoio ~oro on<t, th., oll f W(>Uid 
bo no¡lioibly ... 11. In opproximoro oyntbeooÍ, houo~ 
or, thooo hmct!O<IO ouoin finito valuoo. Tho Hn .... t 
ic -nln¡ of tboo• u)OHO io tbot they roproo""t th'O 
diffor<-neo ~etuoOD the l"'s<h of t~~ RJt d~od in ito 
lnitiol confuu.ot!on, ond that in its jrh fonlisuro· 
hon, i.o. A I-A0 B,!f tho oynthroiud H;;i;'ogo ~~" to 
~tiofy.tho ~roo~ri~ed eooditi~o •••<<ly, ~· d!..n· 
o!onto .. uror i~ the oop«l>i ... r! ... , • "'"'"'~ ,. 
uith th~ jth conflou<otion, io thon 
'J·Irjl11•0-bi',J•l .... ,• U5l 
who<o o ond b oto tloooe obuin«< hoo tho hoot· 
•quoro ~olution to tho nonllnoor oyoto• of oquotiono. 
Notice t~ot th< <rroro thuo definrd ore quodroti<. to 
obt.in o uprescntotive "luo O¡ th• ov•roll "'"'· 
the ovotogo of tho oquoro roots of thc • •rroro d<fi· 
nod in (10) obould bo to~ ... !.e • 

• •. a¡q 1 •1• -bl 
' ' " s-.t of tM roouHo obtoinod or• sh""" nnt. 

,., 

TA!Lt 4. Ov,·rdet<nolnod oynth,.io of th• RR dyod fot 
rl&id·body guldonoc. 

For 6 conlisu<otiono, 
Fi<ot oolut!ot~: 
o

0
-·0.9ól467-!1.81ó!óO 

b ••1.643190-17.997190 
Error • li.Oll 
ror 11 eonf!Jurotiono, 
Fhot oolution: 
•a ·3. lll710+i>.H0620 
b •0.14ll47b-l7.03)17 
Erro< • )8.741 

co:ICWSIOIIS 

heond oolutloo: 
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INTRODUCCION 

El objetivo primordial en ¡a operación de un sistema eléctrico de poten­

cia es el de proporcionar a los consumidores la energía eléctrica un. servi­

cio sin interrupciones a frecuencia constante y dentro de límites tolerables 

de voltaje en todos los puntos de suministro. Esto implica el controlar en 

tiempo real la generación para satisfacer' en todo instante las contínll1!.S va­

riaciones de la demanda. Esta acción, de igualar minuto a minuto la genera 

ción a la demanda, es un problema fundamental en todo sistema de conver­

sión de energía y se tana particulannente complejo en una red eléctrica en 

donde se operan en fonna simultánea un gran número de unidades generado -

ras de muy diversas características y entre las que se destacan por su im­

portancia las siguientes : 

a) Capacidad de generación 

b) Tipo de combustible utllizado 

el Eficiencia 

d) . Costos de operación 

e) Características de mspuesta 

El problema de despacho de carga consiste en decidir que porción de la 

demanda deberá ser suministrada por cada una de las unidades operando en 

el sistema y además de las características antes mencionadas deberá consi 

derar los siguientes factores adicionales: 

,¡ Efectos de la distribución de la generacióñ sobre las pértlidas 

de transmisión. 
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b) Capacidad de transmisión de las lfneas. 

e) Políticas de localización de reserva rodante. 

d) Acuerdos de compra-venta de energía con otros sistemas. 

e) Polftlcas de operación de plantas hidroeléctricas. 

Si al resolver el problema de despacho de carga se busca entre las mt!!_ 

tiples soluciones factlb les aquella que minimize el costo de operación, el 

problema se denomina despacho económico. El propósito de este trabajo es 

el de plantear este último problema y presentar algunas de las técnicas uti­

lizadas en su solución. 

CONSIDERACIONES Y DEFINICIONES 

Los avances loqlftdos en años recientes en la tecnolagfa de conversión 

de energía, calftcterizados por incrementos en tamaño, presión y tempero.tu­

ra de las unidades generadoro.s de vapor, han dado como resultado una con­

tinua mejoría en la eficiencia de operación de las unidades! En consecue!! 

cia ha aumentado la dispartdad en el consumo espec[ftco de las fuentes al­

ternativas de generación, que podrían en un tiempo dado ser utilizadas para 

sutlsfacer una determinada demanda. Esta disparidad all!lada a les varlaclo 

nas en los costos de combustible y en los factores de pérdidas por transmi­

sión, hacen necesaria la utilización de técnicas eficientes de despacho ec2 

nómico para loqlftr ahorros considerables de combustible al operar un siste­

ma eléctrico de potencia. 
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Como un ejemplo de los avances legrados se puede menciona~ que en 

etano de 1940 el consumo específico para generación de ene1'9fa eléctrica 

utilizando combustibles fósHes era en promedio de 4132.8 KCal/KW Hr 

(16, 400 BTU/KW Hr). Para 1950 este promedio había mejorado a 3528 

KCal/KW hr (14, 000 BTU/KW hr) y pera 1960 a 2772 KCal/KW hr (11, 000 

BTU/KW hr), En la tabla 1 se pueden observar los consumos específicos de 

unidades generadoras de diferente· tipo y capacidad. Estos datos fueron o.Q. 

tenidos en un estudio reciente realizado en CFE2 

TIPO DE CAPACIDAD CONSUMO ESPECIFICO 
COMBUSTIBLE {MW) (KGal/KW hr) 

Carbón 600 2260 

Carbón 300 2420 

Cornbustoleo 600 2220 

Combustoleo 300 2375 

' 
Combustoleo 150 2450 

ca, 50 3960 

Tabla l. Tipo, Capacidad y Consumos Especfiicos de Plantas 

La efectividad con que une planta térmica cumple su propósito de con-

versión de energía se define por su curva de entrada-salida, en la que se 

representa la entrada (H) en el eje de las ordenadas en KCal,hr y en el eje 

de las abcJsas la salida (P) en MW. Una curva típica de entrada-salida se 

muestre en la figura l. 
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' ~~e ----------------

' • o ' " ' '-- Hb ------------ ' ~ ' ' • ' "' ' t Ha •• ' ~ ' ' ' ' Salida (Mw} 

Pa pb Pe 

Figura l. Curva T!pica do Entrada-Salida 

Para una salida dada el cociente de entrada entre.salida recibe el nOIJl 

bre de consumo especifico. Este cociente se puede graficar contra la sali-

da como se muestra en la figlll1!. 2. 

He/Pe 

' ' ' ' ----r----
1 
1 ' e 

----,------~---~e_ 

' ' ' ' 
Pe 

•• 

S.a./ida (Mw) 

Figura 2. Cmva de Consumo Especrfico 
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• La eficiencia de la unidad generadora se define como el cociente do 

'- la, salida entre la entrada, di! ahfquo la eficiencia promedio para W1!1. salida 

dada sea inversamente proporcional al consumo específico. 

Para obtener la curva de costo contra potencia generada sO multiplica el 

costo del combustible dado en pesos por k.Uocaloría por la-entrada enkiloca 

lot:fa/hora y esta curva se ;representa en la figutft 3 • 

• 

~ 
Cb 

• o v Ca ' ' . ' ' '" ' 
Pa r, P, 

• 

Figura 3. Curva Tfpica de Costo de. 
Produccion Contra MW 

PlANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE DESPACHO 

ECONOMICO SIN PERDIJ:li\.S 

Tal como se mencionó con anterioridad, el objetivo del despacho econó 

mico es·el de satisface!- con costo mínimo una demanda detenntnada. ·Mate 

máticamente el problema se-plantea como un problema de optimización en 

S 



• los siguientes ténnlnos: . . 

minimizar: CT (PG1 ) "" ~~ C 1 {PG
1
) 

respetando la restricción de satisfacer la demanda : 

f:_ • PD 
i =1 

y las restricciones de operación de las Wlidades generadoras 

en donde: 

. Cr "' Costo to~l de generación 

{1 ) 

(2) 

(3) 

c 1 (PG1) = Costo de generar "PGt" MW con la 1-ésima unidad (Fig •. J). 

PG1 "' Nivel.de generación de la unidad"!" 

PD = Demanda i:otal del sistema· 

·Pdfiñ. = L!mÚe"· inf9rior de Operación-'cte:,ia·.i.midad"i'; --··· ---; - __ ::_ _- -\--'. 

PG~_áx = Límite superior de operación de la unidad "1" 

g = Número de geneiadores en el sistema 

' 
. ·" 

., 

La técnica Mslca en una gran cantidad de métodos de optimización es 

la de convertir el'problema con·restrtcciones en un problema de minimiza-

ción sin restricciones. 'Esta conversión-se logra introduciendo una nueva 

variable por cada restricción de igualdad en el problema (del tlpo de (2) ) • 

En nuestro caso tendríamos 

minimizar ;L(PG1 , ')., )_= CT (PGJ) + A(PD - ~ _ PGt) •. ·­
¡ = 1 

6 
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en donde la nueva función objetho es L y el n,úmero de variables- se ha 

incrementado a g + l. Es un hecho conocido que el m(nlmo de una función 

corno (4) se encuentra en el punto donde las parciales de dicha función con 

respecto a sus variables es cero, entonces : 

~L = o aci(PG!) 
= ·"A (5) 

dPGi' ' aPG, 
aL • 

= o PD ='!: PG
1 

(6) 
a>. ' 1=1 

De la ecuación {5) se puede observar _que la solución del problema de 
• 

despacho se encuentra donde todos los costos Incrementales de generación 

dC /aPG son iguales y· la ecuación (6} indica que esta solución cumple~.la 

restricción de satisfacer la demanda PD. 

Un algoritmo para encontrar la solución al problema de ~espacho, sim-

plificado al no tomar en consideración las pérdidas de transmisión, sería el 

siguiente: · 

l. Da un valor inicial a la variable ').. 

2. Encuentra el valor. de cada PG1 de la ecuación 5 

3. Sf el valor encontrado de PG1 excede el l!mitG supertor entonces 

PG PGmaK 
1 .. 1 ; si el valor encontrado en PG1 es menor que. el límite in 

ferlor entonces PG1 = PGrJn • Esta·verlficac!ón se hace para cada una 

de las unidades generadores, 

4. Si ~ PG1 = PD tennina el p~eso 

paso s. 

7 

En caso contrario Continúa en el 
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S. Si tt ~ PGi > PD reduce el valor de ')_ . 

Si ~ .PG1. < PD incrementa el va~or de :\. 

6. Con el nuovo valor de A regresa el punto 2. 

Como se mencionó antes este algoritmo no toma en consideración las 

pérdidas de transmisión sin embargo, se incluyó por su sencille;>; que a la . . 

'vez ilustra el mecanismo para obtener una distribución económica de la -92 

neración que satisface una demand~ dada. 

PIANTFAMn:NTO DEL PROBLEMA DE DESPACHO 

ECONOMICO CON PERDIDAS DE TRANSMISION 

Es pos~ble a través de un conjunto de constantes conocidas como cons­

tantes B'inchdr las pérdidas' de transmisión 'sin· necesidad de conocer én- ;el 
.. 

instan~ e de cálculo la verdadera topolog!a del sistema. Obviamente el . m! • 

' . todo da resultados aproximadoS pero es un paso adelante del método anterior~: .. 

en donde las pérdidas son totalmente ignoradas. El planteamiento contiene 

• 
ligeras variantes del anterior como se puede obsetvar: 

Minimt...ar CT (PG
1
) .,·l.. C

1 
(PG

1
) . 

1=1 

sujeto a : l_ PG1 = PD + PL (PG1) 
1=1 

y PGmin .: PG L PG=x 
i - i- 1 

im donde pt (PGtl es función de las pérdidas y esta dada por: 

8 
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. -- ~. 

PL. (PG1) "' Bo + t. 
i•l 

g 

BiPGt + L 
i=l 

-· 

t. PGt Btj PG¡ 
j=l 

• (1 O) 

y las B's que intervienen en esta fórmula da pérdidas son constantes cale.!:!. 

ladas pcr fuere del proceso. El método de cálculo de estas constantes sale. 

del objetivo de este trabajo y se puede estudiar en las referencias 3 y 4. · ·~--

Nuevamente la técnica de solución consiste en minimizar una 1 función 
' 

• 
'· objetivo·a la que se han agreqado·lás restricciones de igualdad, esto es; · .. ~ 

minimiiar L (PGi , '). ) 
~1) 

. . 
, Al igualar a cero las parciales de L con respecto a sus va~bles · obt~ 

•• 
·n_emos el conjunto de ecuaciones. 

<;L acr ( aPL 1) = +'A- ' • o 
C)PGi aPG1 ;)PG! 

OL t 'PG! o y = PD + PL • 
0} 1=1 

donde 

La ecuación 12 se puede m-escribir en la forma 

(1 -

1 

3 PL ) 
aPG1 

='A 

• (lZ). 

·_ . (13) 

~4) 

~S) 

Si compar8.mos esta ecuación con la ecuación S podemos observar que 
' 

el efecto de las pérdidas de transmisión es el de ajustar los costos incre-

mentales de cada lll'lidad y.que en la solución dichos costos inCrementaleS-

9 
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• 

ajust~:~.dos son todos iguales. El algoritmo paro. resolver el problema · de 

despacho económico introduciendo el efecto de las pérdid<~s de transmisión 

·a través de las constantes B .es el siguiente: 
. . 

1 • . Dar~ V?lor inicial a A . .. 
Resuelve la ecuación lS para 'obtener los valores de•todas las~ 

• 
PG. 

3. Compara el valor obtenido para cada PGt con sus límites de Op,!! .. 
ración y : . 

' 

" PG1 / PGmax r __, PG1 
< PGmax 

1 

•1 PG1 < PGmln ---bo PG 
1 1 = PGmin 

1 

. 

4. Calcula de la ecuación 10 el valor de las pérdidas PL. 

s. se PGt=PD+PL tennina; en caso contrario continila en . . . 

-elpaso6.·. .. 
Si ~ PG1 7 PD + PL reduce al valor de '}.- • 

• 
Si~ ' ~"-PD+ PL' mcrementa el valor' de :').. . 

• . .. . . 
7. . Con el nuevo valor de Á regresa al. paso 2. . . 

-- -

'• 

~ El sigulente'grado de complejidad en la solución del problema de' desP<':!· 

che económico consiste en incluir la solución de la red para considerar de 

manera exacta las pérdidas de transmisión, Obviamente el uso de esta téc-

nica, denominada flujos óptimos por incluir la solución del problema de flu 

jos de carga en el proceso de optimización, requiere ?e mayo_r información 

.,., • "'"' que las técnicas anteriores . a sabe¡; la topolagfa del sistema, .los ~parám§;_ 
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~·¡ • - -· • .. • 
. . t : ,. .. 

• • . ·'· . . -. ' . . 
• • • 

. . 

tros de las líneas y las inyec_ciones de potencia en los diferentes nodos de 

la red. 

FLUJOS OPTIMOS EN lA SOLUCION DEL PROBLEMA 

DE DESPACHO EGONOMICO 

' Los flujos de potencia en un sistema de N nodos se cara.cter;tzan por 

el conjunto de ecuaciones complejas 

. ' ·¡· 

~6) 

en donde 

Vk : magnitud de voltaje en el nodo k' .; 

GJcm.+,J Bkm :·elemento de la matriz de admltancia n<Xlal 

" N . N 
. S~ = Pk - J Qk : potencia compleja neta Inyectada en el nodo"!<"~ 

' 
• Utilizando la:nota,ct6n Pk (V, d )_- j Qk f:V• 6 ) para. el lado derecho, la 

ecuación 16.pUede escribirse como un coriJWlto de-'2N ecuaciones del tipo_ 

' N •. ·Pk - ' ' f\(V.6) ! N. .. • ; (17) • 
. . . 

' • 

e/;'- Ok (V, &l =o, k=l, • • .,N (18) 

Como es sabido cada nodo de la red está caracterizado por cuatro vari!!. 

N N 
bies, Pk , o¡ Vk y 6k y en el problema de flujos se especifican dos 

de ellas mientras iaS.otras dos" son incógnitas. Dependiendo de que variables 
• 

11 ' 
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sean especificados los nodos de la red se pueden Clasificar en tres U pos 

como se muestra en la tabla 2. 

NOOO TIPO DATOS INCOGNITAS 

Referencia V, 8 pN 

Carga pN' o" V ' 

Voltaje controlado V, PN 5, 

Tabla 2 . DUerentes Tipos de Nodo en el 
Problema de Flujos 

' o" 
5 

o" . 

Estas variables pueden clasificarse como; variables dependientes (x). 

variables de control (u} y pattimetros (p), esto es ; 

•V 

(x 1 . ' en c/u .de los nodos de carga 
• 

. li en c/u de los nodos de v. controlado 

-·v ' en el nodo de referencia 

·V en c/u de los nodos de voltaje controlado 
\u 1 • 

·PG potencia de genernción disponibles para des-

pach,;, económico 

·etc. 

pN 
' o" en nodos de carga 

5 en el nodo de referencia 

l P1 • 
·parámetros de lfneas 

·etc. 

1 2 
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.. 
Si definimos en ténninos de x, u, p, el conjunto de ecuaciones de flu-

-jos teneJ!!OS : 
• 

eq 17} para c/u de los nodos 

.eq 16 de carge, 

' . 09) 

.oq 17 para cada Uno de los nodos de v. controlado 

' 
podemos entonces-plante"ar el problema de flujos óptimOs de la~si¡juiente ma 

,.- .. ~--- -. 
• • 

nora-

minimlz.a. C¡-~u)(Costo total de Gen.,) ~(20) 

• 

-~, Sujeto a l11s ecuaciones d(t la red .. 
-. .··g- (x, u, p) 

' 
(21) 

y a los límites de operación de las variables de control 
' 

(22) .. 
•·' • 

• . 
· Nueva.mente al igual que en los'- casos anteriores introducimos - . . . tantas 

• . . 
·variables auxiliares como restrtccion9s de igualdad M).a en la ecuaci6n.(21) 

• y convertimos el problema a un· problema de minimización sin restrlcc!ones · 

esto es : 

mfnlmiza L (x, u, '>. ) "' G (x, u) + ')...T g (x, u, p) (23) 

Las condiciones necesartas para el mínimo de (23) estarán dadas P'!r 

las siguientes ecuaciones: 

T 

. - . . ~ 
' 

COL "' 'd-CT 
ox~, a-x ;¡ 

+ ·). ·= o 
--<·. -

~·) -- ~ . 
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T 
8L ;,e, "' ). o· • + • o u a u a u 

3L 
(25) 

= g ~. u, p) = o e;.. 

en donde el último conJunto de ecuaciones es nuevamente el conjunto de 

ecuaciones de flujos dado por (19). 

Las ecuaciones (24), (25) y {19) son no-lineales y su solución dobo 

obtenerse en fonna iterativa. El método más simple para obtener la solución 

es el llamado método del gradiente cuya idea básica es la de pasar de- una 

solución factible a otra moviéndose en Ia dirección contraria del gradiente 

ya que este vector apunta en la dirección en que la función objetivo L U¿ 

ne mayor crecimiento (en nuestro problema el gradiente esta dado por la 

ecuación 25). El algoritmo básico para Ia solución de este problema es el 

siguiente: 

l. Dar un valor inicial a las variables de control u 

2. Con los valores pre~entes de u resuelve el conjunto de ecuaciones 

no lineales (19) 

3. Encuentra el valor de~ resolviendo la ecuación 

~· -
T-1 

&g 

4. Con el valor de _A calcula el gradiente 

VL = + 

S. Si el gradiente es lo suficientemente pequeilo, termina el proceso, si 

no continúa en el paso 6, 
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' . . -·-. ' -, .,...-~ .,.-~~--
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• ··-~· , ••.• , ,.¡ -
..--- •· q-t-'(., 1' . <'" . ' .. -:.. •... - -~- .... 

'e', . --··-. . • ·' . . -" .- ' . 

6, Encuentra un nuevo conjunto de variables dé control 

unueva = u anterior + A u • 
.. 

·7, ·Vertfica que'Ios "nuevos valores de· u no violan las restricciones y si: 

. - ~-

8. 

... nuevo 
u ,_. 

1 

max nuevo 
uf - -t:> u i ..:.:: 

Con los nuevos valores de 

= 

·- . . ·------·~ 
' 

u • 
. . . . . -·' ... , __ _ 

.. ' 
enc?IItrados en los pasos _6 y 7 regr;q 

·-- ·--· ' .. · -· .. .".,; . -· . ' . ' . 1 2 -~~- -.-.• -~. 
saa paso:: , .. t •• .... • __ (~ ~. f:;C.._ 

• •• " . ,. . --r 
.• _., '·'•.- ~ ·::- ·:. _. •'. '·~.-··.;<· ~~ -e~;,. 

, ... En·el paso.6 del algoritmo que es.en.el que se calculan Ios,cambios ;-_ -~ •• 
• _<..." - ·.,:, 

-~1 vector de qontrol se in~ujo -uña nuevá variable O< Esta variable . ' . . . 
tiene la f~ción d~ gradu<ir el cambio para evitar problemas de.oscUaCione's 

~ . . . . ::.. . 

':alrededor-~el Tnínimo y_ existen técrlica~ para seleccionar!~ óptlma~enteS ~en 
~ . . . . . ·. ..• . ; . 

' . ... • 

- .. .. . ·. ·~ .. ~-, 
' ~. . - . .., . 

~ :¡- ,.. '" '' • • ' ' • •• ~-· 
... , •· ~ CONCLUSIONES. . .•. '· '" ~- '¡ '<; "' ..... · .... _··· . ·'.': ...... 
.. • .· ... . . .... -· "t·-·.- . 
~· ' ~ . . . ' - . . - . ... . ~ ' ' ..... ·. 

·• '.": :.' La d!.._;ei-sidad eñ tipos,· t;~ficte!icia y. tama~Os de las pi~nta'S. ténnoeléC - :.·_- ~ . ·-· '...... . . . . . .'. 
tricas y los altos costos que los ·combustibles fósiles han 'alcanzado '~:m los 

. 
,últimos ail.os, han-OrtgiM.do la necesidad de contar con_ técnicas de· despa-

' 
-cho de carga que pennitan satisfacer la demanda a un mírÍirno costo. Los 

avances tecnológicos recientes que han dado pauta a la utilizaCión de las 

-• ,.,.., •='"'• "-'"'·~--computadoras digitales,pare. el-control en tiempo real de los sistemas de PQ - •• 

tencia han pennitido la Útllización de técnicas de despacho más sofistica -

das que penniten uña representación más exacta de las condiciones bajo las 

-·--. -;" .. . 
que opera el sistema Y. en consecuencia las posibilidades de obtener mayores -

' . 
' . . · ' 

¡ .. •.-



.. 

ahorros en la operación aumentan considerablemente, 
• 
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