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L - TRANSFORMADA GEOMETRICA ORDINARIA

e

1.1. Introduccidn

1.2, Funciones discretas ¢ una variable

Sea la variable natural n que representa a cualquiera de los
enteros positivos, agréguese ¢l cero de manera que el campo

d® n sea

n = [0.1,2,...3



2‘

51 mediante f{n} se hace corresponder a estos enteros no nepari-
vos nimeros reales cualesquiera (positivos, nepativos o el cero)

se define una funcién discreta.

Complementariamente se especiflca

fin) =0 sin< O
Algunos ejemplos de estas funciones son:
1) f{n) = c (escalén de altura c=cte)
2) f(n)
3) Kn)

4} f(n) =¢/{n-m), m> 0 (pulso unitario en el punto m)

u(n} (escalén unitario)

J(n) (pulso unitario en el origen)

5) f(n) = n (rampa unitaria)
6} f(n) = n? (rampa parabdlica unitaria)
7) fin) = a", a=cte (sucesi6n geométrica, exponencial)

n. .
BY f(n) = { ; ». J® 0 cre {funcién combinatoria)

9) f(n) = (I{ ), i ® 0 cte (funcién combinatoria)
10) f{n) = {n)j, j = 0 cte (funcibn factortal descendente)
11} f{n} = {n}j, }= 0 cte (funcién factorial ascendente)
12y fln) = 'ﬁlr (reciproca del factorial) |

13) f{n) = cos (an) (funcidn trigonométrica)

14) f(n) = sen (an) (funcién -hiperbdlica)

1.3. Transformada Eeométrica ordinaria

Dada una funcién discreta f(n) variese n y 'multiplfquense térmi-

no a término los valores asl obtenidos por una sucesién gométri
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ca en la variable de transformacién 2. A la suma de todos ¢s
tos productos se le llama "Transformada Geométrica Ordinaria”

de la funcidn f(n) ¥ se le representa mediante fg{z).

fg(z}=‘f{0)+f{1}z.+f{2) PN fn)z" + e

m L )
fg (Z) = Zﬂ f(n) zn (1.3. 1.)
n=

Se ba obtenido asi, tal vez nada méds formalmente, una serie de

patencias.

1.4.El radio de convergencia de la serie

I.a rvansformada Geométrica QOrdinaria es de hecho una serie de
potenc_.ias como se afirmé en el inciso anterior, sin embarge, no
se¢ atacard el problema de definir intervalos de convergencia;para
los finks que se persiguen en las notas la serie puede éer "ver-
dadera” (radio de convergencia mayor que cero) o puede. ser
"formal” (radio-de convergencia nule). De hecho Mcbride[ ]
sostiene "La relacidén entre la transformada geométrica y la fun-
cidn discrera es una relacidén cualitativa cuya validez no depende
de la longitud del radio de convergencia”. Por su parte E,T.

Bell { ] establece”la validez de los resultados al igualar coe-
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ficientes (de mismas potencias de z) después de una manipula-

cidn formal de tas series”, De ahi que no sea de inrerésdeter-

minar el radic de convergencia para la representacién en serie

de las rransformadas.

1.5. Transformadas de diversas funciones discretas

1.5.1. Pulso unitario en el origen

La funcién ¢/ (n) se define de la siguiente manera:

I gin=0
f(n)=¢cf(n) =
0sin rd 0 f([l) L
De ahi que su representacién 1y T
grifica sea la que aparece en :
la fleura 1,1, Lo oy,
0 s

Figura 1.].

Por la definicién de T.G.0. (Transformada Geométrica Ordina-

ria) se riene

a
t82)= > Sz =L.140.z40.2°+4 ... + 0.2+ ... = |
n={

De manera que se puede establecer la correspondencia

/(n) &1 {1.5.1.})

1.5.2, Pulso unitario en m




Esta funcidn se define rtambién

£(n) *
mediante la delta de Kronecker
lgin=m LT 1
f{n) = J{n-m) = )
Osinym "
F i L I .
Su grafica aparece en fig. 1,2, ] N m
Por la definicion de T.G.Q. Figura 1.2.
03]
i52)= 5 o(n-m)z" = 0.140.2+0.2° + ... +1.27 +
n=0
+o + 0.2 = 2T
de maners gqus
 (n-m)e 2™ s m>0 (1.5.2,)

1.5.3, Escalén unitario .

La funcitn escalén unitario u(n) queda definida de la siguiente ma-

nera (fig.1.3.}
f(n) 4

l1s8in2>20

f{n) = u{n) =
. 1t0sin=<0

En este caso

g8

t8z)= > umz"= L 1+L.z41. 2%+
n=0 LA it e s sy s el o N |

PRSP TR

@ Figura 1.3,
£8(z) = Z "= 1
n=0 Tz

pur tanto

| U (DT (1.5.3.)




1.5.4._

1.5.5.

Combinacion lineal de funciones discretas

Sean las funciones f{n) y g(n) ¥y F{n)=af{n)+bg{n); a ¥ b = ctes.

Por la definicién de T.G.0.
o . D

Fé(z)= 2 F(n)z" = 3 [af(n)+ bg(n) | 2"
n=0 ~n=0 _

empleando la propiedad distributiva de la suma

m O
F8z)= 2 afmz"+ > bgn) ="
n=0 n=0

y al ser a y b congrantes

g _ (0] n 4] n
FSz)= a2 fnz"+b Z_ gn)z
n= n=10

0
por la definicién de T.G.OQ,
F&(z)= at8(z) = bgl(z)

esto £3

af(n)+ bg(n) <> aff(z) + beB(z) (1.5.4.)

anvclucién entre dos funciones (Producto de Cauchy)

Dada la funcidn f(n} y la g(n) se entiende por convolucidn entre

ellas y se le repregenta mediante fin)*g{n) a la suma

n
f(n) *g(n) = > f(m) g{n-m)
m=40

Asl por ejemplo sea
f(n) = &"
g(n) = b"

cnioncey

. n
a"*bn=i gM pam o Z{%)m
m=0 m =0



pero a nyl a. n+l
n am_ 1-(3) -k 1- (5)
S e

De manera que:

I =N | n+1 n+l1
- b - a
an » pt = gttt 2B

B-2 h-a

Una vez que se ha ilustrado el significado de la operacién llama-

da convolucidn se aplicard la definicién de T.G.0.

(8] ) n
2t g@mz"= >z 3 fm) fin-m)
n=0 n=0 m=0
pero
[4.5] n o n
2 2 > Hm)gla-m) =2 t(m)z™ g{n-m)z" "

n=Q m=0 n=0 m=0 '

0 -
f{m]zm Z g(n-m}zn o
¢ n=m

]
Mg

de donde si n-m=r

¥ 9] n [ 48]
2 f(maegoyz =2 «mz™ >_ gr)z"
n={0 m=0 r=0

y nuevamente por la definicién de T.G. 0.
= n_.B
z%] f(n) » g(n}z" = f7(z)- gg(ZJ
n=

Sp establece

f(n) » g(n) <=> £5(z)g%2) (1.5.5.)




1.5.6, Funcifn rerrasada

Sea la funcion f(n) referida a un origen O arbitrario y trasli-
dese este origen m unidades en el sentido negativo del eje n,

la funcién referida a este nuevo origen 0’', es f(n-m), (Fig. 1.4.).
Pensando en términog de

tlempo se puede suponer

4
que la funcién "tardo” en f(n) 4 .
| e
presentarse m unidades, | / \
Tt
esto es, se retrasé m . : S’
’ > N
unidades de ahi el nomkbre. 0 0
Figura 1.4.
Aplicando la definicion de T.G.0O. a f(n-m)
" m m -'
£82) =2 fn-m)z"=z™ > fn-m)" ™
n= n=m
st n-m=r . J
m <> m .8
t82)=2"5 )z’ =z t5(z)
' r=40
y la correspondencia es
t(n-m)yerz™ 15 (z) (1.5.6.)

1.5.7. Funcidn adeluntada

Sea la funcidén f{n) referida a un origen arbirrario 0, craslddese

este origen m unidades en el sontido del efe n. La funcidn refe-



rida al nuevo origen es f(n+m) (Fig. 1.5.).

Nuevamente pensando en terminos “gn) 4 f(n) &
|

de tiempo puede suponerse que la I
I

Lt

funcién adelanté su presentacion.

Sin embargo, el correr el origen | ,/

en el sentido del eje, implica dejar | d

una porcldn de la funcidn en la re- {tj 0

glén negativa del eje n, lo cual de- Figura 1.5.

be corregirse para no caer en contradiccidn con la definicidn com-

plementaria f{n)=0 si n <0,

Aplicando la definicidn de T. G.0. a f{n+m)

(0]
t8(z) = > f(ntm)z" : ¢f ntm=r

n=0
' ja} i m
2= 2 wr)2f M=z 5 f(r)T
r=m r=m
pero
m * @ '
S (nzf= > H{r)et-f0)-f(1)z-(2)z%-. ., -f(m-1)z" "1
r=m r=0
[uego .

I'I'i_-l
fg(z}=z'm ':fg(z}- > f(r}zr:l
r=0

y se establece ls correspondencia

m-1 =
l:(nﬂh}ﬁk'm [fg{z} -7 D zﬂ
r=0-

(1.5.7.}
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1.5.8. Sucesién geoméirica

T

i) Sea f(n)=a", entonces aplicando la definicidn de T.G.O.

£ L. a D n 1
t%2y=2>_ a"2" =2 _ (az)" = v
n=0 n=0
por consiguiente
al = 1.
i -8Z a=cte, (1.5.8.)

ii} Por otra parte si

F{n) =a" £{n)

Aplicando la definicidn de T, G.O.
93] (18]
Foz)=> a"fmz® = > f(n)(az)"
n=0 n=

esto es
F8z)=t5(az)

y se establece la correspondencia

anf(n](i} fg(az) a=cre, (1.5.9.)

1.5.9. Productos sucesivos de la variable por la funcion

i) Sea la funcién f(n) con T,G.O. fg{z), entonces

. {0
8@y =2 12"
n=0

an

2B =" ntm!
dz

n=1



1]1

..z a‘i_ f 8(z) = % nf(n)z"
z —_

y por tanto

nf(n)e=> z Fo— fg{zjj (1.5.10.)

ii) ‘S.i f{n) = u{n), entonces

B2 = pio

d g, 1
az U@

d 84y = 2 ___
zaz_f {z) {1_2}2

eslo es:

n u{n}é=» =
(1-z)2

per'u u{n}=1 Iluege

n &= (12 v | (1.5, 11.)
-7

iif) Sea nucvamente la igualdad enconirada en el pdrrafo anterioyr (I)

0
z Hd? 8 (z) =nZ=U nf(n) z"

derivense nuevamente ambos miembros

m
d d g - 2 n-1
—_ |z 5z = n“fintz
& | 235 @ zm ()
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luego

oD
d d B — 2 n
25 [zaz'f “’];ED nf(n) z

Al operador =z d

ge le acostumbra designar con 0, esto es

8=z
operando nuevamente con  6:
' 2
-, d d =2 d d
32*2"5—;(23‘2") e B

.dz2
y nuevamente

3_._d d d
=24 [z,dz (zdz

-

en general

n . [ - ;
g = S(r,1)z4 4
.Egl dz X (1.5.12.)

en donde, S(n, .J es ¢l ndmero de  Stirling de sepunda eapecie,
{esta tabla figura en el anexo [ ] ).

Se establece por ranto la correspondencia

nd f{n) = & fg(z)

j =0 cre.

(1.5.13.)



v} S1 f{(n)=u(n) entences

By 1
t={z) = ——

luego

j gl 1
0t &< Tz i*0. cte.

v) Como caso particular sea j=2

2
521..[zd+22d:|1

-Z dz dz2 i-z

,d 1 ,,2 & 1
dz 1-z dz2 1-z

32 | +_gz2 =z+z2
Iz 22 @2y -

luego

2 z {1+z)
| n & {—-—3—1 )

1.5.10. Funcién factorial descendente

13.

(1.5.14.)

(1.5.15.)

1y Seala funcién f{n) y apliquesele la definicion de T.(¢.0., se

ohtiene
m

t5(z)= > f(n) 2"
n=_

derivando miembro a miembro j veces, resulta.

aJ g\ = n-j
d—z-:j,._f (2) =2 n{n-1) * ' {n-j+1) f(n) z

n=j

pero
nin-1)y-:- (n~j+l} = {n}; . i=0 cte,

(notacidn de Riordan a partir de la de Pochammer).



1.5.11.

L

la funcién factorial descendente, luego

H ) .
% 8@ =2 () tmyz"7

n=j

0
2_ () f(n)z"

. dj g
J]— 2 {z)=
2 1. (z) <

la correspondencia establecida es:

| j_al e
{n)] f(n)<=» z =T £° (z)

i) Si f{n)=u(n), £8(z) =-11_—z

leego

¥ se establece la correspondencia

il 2}
(M) & {1 yi

Funcién factorial ascendente

i>0 cre.

14,

j=0 cte,

(1.5.16.)

{1.5.17.)

Se define a la funcidn factorial ascendente (n]j de la siguiente ma-

- nera

(n)'I =n{n+l) -+ {nH-1) ;

luego .
() = (mHj-1);

j*0 cte,
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Por otra parte, se encontrd en el parrafo anterior

2% e

luego por la expresién (1.5.7.)

& -{i . j-2
IR I VY IS N o
Eﬂ (ntj-l); 2=z |:"-—{1-z)1+1 Eﬂ{r}jz
pero
;=0 sl r<qj
luego
[88] . ) )
() 2" =2 (o+j-1) M=z g2l
n=0 n=0 1 {'1_2_'—'—) T
% (my 2" = 1L 2
n=90 {l-z)j'H

y la correspondencia establecida es

Ve ltz
{n} (1“2) ]‘i‘l : j} 0 cte, (l. 2. 18-}

1.5.12, Funcidn cembinatoria (binomial)

1) Sea I‘(n]=(? . 20 cre.

Se sabe que
n n
{ ] }: ——
I Jin-j}!
pero

!

{—-*n_j'}, =n{n-1} --- {n-j+i) = (n),



i1}

luego - ..
n (n}j
(=7

Aplicando la definicion de T.G.O. a (3.')

B (=2 2
. n=0 n=0 J-
puesto que j es constante
m
B(z)=—— > () 2"
It p=p
y por la expresion (1, .17.)
Bp-L . 2
it -zt -zt

y e establece la correspondencia

n 7
{J)(C—_w" -—-——{I-z)j_l_l

par la expresion (1,5.9.)

(?}an&) ._Eizj._...

Sea ahora

f (n) =(nj+j )

m .
t8(z) = >_ (”i“) 2

n=0 ]

0

Aplicando _la definicién de T,G.0O, a f(n)

*

cle.

16,

(1,5.19.)
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pero por la expresion (1.5.7.)

. ] izl r
8 z)=2 ] | 2 _ "y zZF
)=z [{1-ZJJ+1 Eg {J) ]

pero

luego

g
B@=z A =1
(1 'Z}J+l {1 ‘Z] J+].

¥ se establece

n+j - _ {
(1 ) -z

Por (1.5.9.)

1'I+j n 1
At S —L
( J ) (1 -uz)-H“l

céa f{n}=(i};j = cte,

Aplicando la definlcién de T.G.Q. a f{n)
S
fg{z) == ()"
n=0 "

pero
(Ij:)=ﬂ gl n5j

a = cle,

17.

{1.5,20.)



luego
n=0 n

m j
@z=> () }z“~:zﬁrzjlrz“=(l+z>j
n=

(teorema del! Binomio}.

y se establece la correspondencia

{i)& {1+szj

y por {1.5.9.)

{i)a“ <> (1+az)) | >0 cte. {(1.5.21.)

1,5.13. Funcién combinatoria (multinomial)

_ n
f{ﬂ!} (jllj?--.jr-l,jr>

jl+]2+ +rm +Jr_1 +jr =n

fy Sea

en donde

Jypdgeeess ipys J =0 enteros

La funcidn multinomial puede expresarse en términos de la

binomial de diversas manera se tiene asi:

n }={n }{n-le“_ (n-jl-jz'...'jr_z}(n *jl'jz”"jr-lj

Jpdgeendepdy” 7 0 i) i

peroc
n-jl-jz_“' " =jr
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. : o .5.22,
f ) :(- )("."Jl}(n*"l""'lr-z‘ﬂ {1 )
(jlrjzr"“jr-l’jr Jl 12 jr-l r >0 entero

jl’ jzi"‘ ]r

entercs
1f) Otra forma de expresarlas es como sigue:
G oiop g Jp )= CE 92y 10208y dptge sty
11’12"'"jr'1’ r j2 13 | Jr-l
(P27 ey
Ir
pero

luego

(i )=(11.+12)(j1+jz+13}.--(jl"jzf“"fir-l}{
Tpdoredpaply i js i

Pereo todavia md4s:

Ji +y ity (T ey
ST (2
3 Jp-1

n
jr

)
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_ Ul+]2}'l {J1+j2+]3)!-s- Ul+j2+"'+jr_1” {j]_+j2+--.+jr_i)!
Il Gyt SGpHgres s Fip e dpbdatee dpa !
j1ﬂ2+“.+1rl}
jlrjzl "‘l]-
[De manera que
(j 1;.]2 Fer ]r_ltjr> .]11.12 y "I Jr (l. 5- 23.}

Y
n n

n
(jr )=(n-jr )=(jl+j2+... +jr-l )

(1ii) Sea nuevamente

n

fm=(, )
‘]1"]2'“, Jr_lr‘]r

Por la definicidn de T.G.0.
g £ n
'f(z)=Z{.j C )z
= .]1[2 !"rjr_l!]r

y por {1.5.23.)
it +“'+J
(o= (L 2
Jlljz F L] 'rjr_l

y por {1.5.19,)

r>( entero

Z 1{‘11*’-]2" ' "jr-l_JI 2"
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L bl 4
(8 (zye( 1 2
ipd2odeer 7 g

Lttt iy
jl+J2'F¢ . s +Jr"l+1

r-1

y se establece

n Jptiate--+ig S e PR b b O]

) = b —
. PR ARE o =1
iplye e (1-zy "2 e

{
Jpdar el

(1.5.24.)
- r >» 0 entero

jlr j21---: jr E‘o Entei‘ﬂs

i) Tammbién es posible encontrar el equivalente mulrinomial de

(1.5.21.)

Considérese para ello nimeros multinomiales de 1a forma

A
Knl, Ny, . .,nr>

de manera que

n1+n2+...+nr=j: I, j >0 enteros .

y formese la funcidn

]
ty= 2_ Copng. . ip)

Ny Hn, e bn =]

a1 nl+32n2+- - +arnr=n



en donde’

3
81, 89,..., 8y BON entercs no negativos

Por la definicién de T.G. 0.

f {z)-_—z Z(nlinzl“lnr] Z
n=0 n1-|-112+- : -+ =)
alnlﬂznz“""'ﬂrnr:n
PETD
‘n=ﬂ1 nl+a2 n2+'** +a

rnr

luego

£z = ;i;b Z(nl,n:,.. ) ) z(ﬁl'tn1+a2n2+.

T
nl+ﬂ2+"‘+nr=j
al nl+32n2+ +arnr=
_ a,, 1, 4 rjz
= Zﬂ Z{nlrﬂg on ) (z 1y " (= 2‘)~

alnl+azn2+« "rran.=n
y por el teorema multinomial

' a
fg{z)=[zal +2 2y zar}j

Se establece

22,

-+ tan,



—_—— -

23,

8

j a; a . ag.d
> (q n,...o ) E Lz 2442y
l - 1 1 r I *

n -H12+-~- +nr=j

1

1

n, +agny+-<-+a n.=n

(1.35.25.)

1.5.14.

al.az,.'.'..a : 0 enteros

Reciproca del factorial

i) Sea f(n) HL'

Aplicando la definicidn de T.G.O.

r

r, } >0 enteros

a f(n)

g D 1 n 22
f = = Z R
{z) n%{]_“rz I+TT+F+
luego
1 z
F &> @
y por (1,4.9.)
!. n .
2 &='ed? a = cte.
0
(L b)"
) Sea tmy =2 b0 cre.

Si Lb=a, por (1.5.22.)

(1.5.26.)



n
a z
— &= e = (e?)

por consiguiente

n
(In. E}) — (eLb)z _ 2
finalmente
n
_(Ié.f’)_. e 12 b»0', cte.

1.5.15. Recfproca de la variable n,

Sea f[n)*-'_il_'l. ,n=1,2,...

luego
m .

2z => L 2

n=1

Pero por la expresion (1.5.3.)

gin embargo

4 0]

S E
F AN — z
n=0 n=1
luego
o n-1_ 1
'nz;:z Tz

antiderivando miembro 2 miembro

[ )
‘1 n-1_ -1 1
D nz=l z D15

24,

(1.5.27.)



m-

2

n=1

2" =- L{l-2)

5]~

(la constante arbitraria es nula).

Se establece

%(———.:) - L(1-2) (1.5.28.)

Por (1.5.9.)

2 > 1(i-az) (1.5.29.)

1.5.16. La funcién ()"

0
i) Sea f{n}=-£n']l-‘. j» 0 entero

Se tlene:

M _ G- R
T L .

pero por (1.5.20) °

I'I+j 1}%

(1- z}l

luego

n
O ey

—

n. {l-z)j {1,5.30.1.)

i 7 0 entero

i) Sea f(n)= —

: j > 0 entero

Se tiene:

(I
ACE o R

peropor (1.5.26.) v (1. 5. 7.}

_ -2
1 ey -G D EZ-;
+n-Ij . - A=0

f

}q|N
" .- ey
M
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luego i
j-2 _4
.ln = (j-1). z‘ﬁ'l) {EZ_ = %j (1.5.30.2)
” £=0 j >0 entero

1. 5:17. Funciones trigonomdétricas

{} Sea f(n) = cos {(an}+ i sen (an) = aian

aplicando la definicidn de T.G.0. a f(n)

m
fE(Z} = Z E‘-Ds{an)+i Sen {an)] 0 =
n=0

2%, .- n < an n
= 2 cos{an)z+i 2 _ senfam}z" = 2 e z
n=0 n=0 | n=0

por consiguiente

2 n z n 1
> cos{an)z +i 2 sen{an)z"= —
n=0 n=0 l-ze

pero
el® = cos a +isen a

luego )

m o i .
2 cos (an z+iz senf{an) z = =
n=0 (@n) n=0 ¢ 1-z{cos a+i s¢en a)

. 1
(l-zcosa)-izsensz

multiplicando, en el segundo miembro, numerador y denominador
por {1l-z cos a) +1 Z sen a, resulty
- D

m -
Z ms(anjz"+iZsen(an) 2N = l-z cog a+iz sen a .
n={ n=0 (1~zcosa)? -i222 sen‘a

1l -z cCosa Z Sen a

+ i

=

2 2

1-2zcosa+z l-2zcosa+z
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De donde se obtienen las correspondencias

cos {an) &> 1-z cos.a
1-2 zcosa+z2 {1.5.31.)
a=cte,
sen {an) <> Z sena :
1-2zcosa+z (1.5.32.)
a=cte.

li) Una generalizacidn inmediata se obriene considerando

f(n) =b" cos (an)+ib" sen (an)

€nionces

v .
t8(z) = Zﬂ e (bz)"
n=

y por (1.5.9,)

l-zbcosa

b? cos (an =
s (an) 2b2

I-2 zhcqsa+z

{1.5.33.)

— a, b=cte.

b" sen {an) &> zbsena

1-2zbcosa+z? b (1.5.34.)
a, b= cte.

1.5, 18, Funciones Hiperbélicas

81 f(n) = cosh(an) + senlhi(an)

o blen
f{n) = b"cosh (an) + b" senh (an)
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se llega, razonandc en forma similar al caso de las funciones

circulares, a expresionea andlogas para las hiperbdlicas:

’ l-zcosh a
cos h{an) &=
1-22cosha+z2 | (1.5.35.)
a=cCcre,
Z senha
h ;
senh({an) &= 1-2 zcosha+ z2 (1.5.36.)
a = cte,
n l-zbcosha
b senh(an) &
1-2 zbcosha+22 b2 (1.5.37.)
a,b=cte.
b" cos h (an) <= zbsenha
1-2zbcosha+z? b2 (1.5.38.)

" .a,h =cte,



1.5.19.
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Funciones de Stirling

i} El nimero de Stirling de segunda especie 35(n,j) se de-
fine de la siguiente manera

j
. 1 ] ] .'I ‘e
Sin,j)= — -1) b4 r j=0 cte.
(m, ] j! ED( }U ) ,

Es claro que si j permanente constante y por el contra-

rio n varfa,se obtiene una funcidn discreta f(n)

f(n) =3 (n,}j}
fin)=0 si j>n

Aplicando la definicién de T.G.0O. 2 f(n):

o

8@ =2 sm.)z"
, n=0

@ i
Z P (U= 2"

intercambiando sumatorias

]
P =L 2 - wz G-g)" 2"
g __1,1T j 1
CeT &Y ‘O =
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Si j=1

n ! | ! ]
> z" = 2 -1 U

1 _ Z
= 1-z 1 1-2
5i j=2
- |
n__1l, ey 1
nzznstn,z}z =y %( U 1o
1 13
=77 (1-22 i +1)
(1-z) (L-2z)

¥ en general

fg(}=§ S0, 2" = 7
A S Ty (1)

se ha establecido la correspondencia

z)

SO S 22y (12)

(1.5.39)

i>»0 cre.
ii} Si ahora-se considera
Emy =S ()

Aplicando la definicién de T.G.Q. a f{n} y tomando en cuenta

(1.4.7.)
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. ) j-1 1
t5(z)=z [{l-z}(1~22} T -R"?:u S (£.))z :|

pero
$(2.0=90 Led
luego
€ (z) = 1
(1-z){(1-2z) - -~ {1-iz)
¥ por tanto
. .5, 40.
S{n+j,j) = L .5 )

(A-z)1-22 D) |

iii) El ndmero de Stirling de primera especie s(n, k) se define como

k

e} coeficiente de z™ en el desarrollo de (z},. esto es:

(), =s(n, lz+s(n, 222+ +s(n,k) Kbt s(n,n)z"

luego
m
2 slk,nyzt=(z)
n=0

puesto que

s(k,m)=0 si n>k

por consgiguicente se establece la correspondencla

T

s{k,n) & {z)k (f.5.41.)

T
1.5.20, Cociente | (i =cte,)

Sea f(j'ly. j = cte,, entonces por la definicién de T.G,O.

L n
tBzy="5" (2N
n={ J
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1.5.22.

cambiando la variable bajo transformacion:

1]

m

a =i

m

enton ces

[ ) ' ,
Z ftﬂ}zhf f(myz "
n=0 J t]

D : .
= 7 fm)zh™ = £8(z))

m
m=0

¥ se establece

f{?} & 15z

j = cte.

Diferencia f{n) - f(n-1}

Por la definicidn de incremento
Af(n-1)=fn) - f{n-1)
pero por la definicion de T.G. O, y por {1.4.6.)

28]
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(1,5.42)

2 bty -t(n-1)) 2% = 18(2) -2 £3(z) = (1-2) £ ()

n=0 "~

por consiguiente

Afn-1) <= (1-2) 8¢z)

Suma  definida (suma parcial)

n
Sea f(n)= 2> f(m)

m={)

entonces por la definicidn de T.G. Q,

(1.5.43.)
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= Z f{m) 2™ Z 2t
= n=m
t8(2) = t8(z) . 1
l-2z
luego
4
m=0

Sea la suma iterada

n
F ()= 2> &m)
m=0

Razonando como en el caso anterior se obtiene:

&
F _g{zj = _{z'}
J (1-z)
Por otra parte:

Flfn] =f{n}+ f(n-1H f(n-2)+ - -+ + £{0)
1t
F2 (my= > I:f{m}+f(m-l}+“ . +f{0ﬂ

m=0

=2 (-1 +3 H0-2) 4 « - + (n+1) £(0)

33,

(1.5.44.})
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y en general

n+_| -1

Fy(m=fmytif(a-1+ ... + {i-i--il YE(-L) -+ ) £(0)

luego

(O if(n= Lo+ {“JJf{n Ay +*t“+j )1(0) &=> :1 (:‘;J
(L.5.45.)

1.5,23. Suma total

Por la definicién de T.G. Q. de f{n)
o5

f8({z) = f(n) z"

-—-entonces, 51 z=1

. o
1B(1) = f(n)

¥ se ha obtenido la "sume" rotal de la funcidén f(n)}, esto es:

D g
f(n) =f=(1) 1.5, 46,
| n§=::| n ( )

{Obsérvese que esia suma no necesariamente es finita.

1.5.24. Propiedad del valor inicial

Puesto quc
I
18(2) = 2~ t(n)2"
n=0 .

€50 ea;
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£8(z) = ((O)+f(V)z+f (@222 +- -+ () 2" + -+
si z=0

£8(0)=£¢0)+0+0++ -+ +0+- - -
ealo es

£ {0y = 8¢y (1.5.47.)

1.5.25. Propiedad del valor fina!

En el inciso {1.4.20.) se encontrd

@ ' _
> [f(n) - f{n-l}] 2 = (1-2) £5(2)
n=0
csth es:;
= 2
> [f(n]-f(n-lﬂ 2= [f(ﬂ)-f[-l}] + [f{l} -f(D}] z+ [f{E}-f(l)] Z5- e+
n=0 )

+ [f(n)-f(n~1‘}] 24+ =(1-2) B (2)

Por otra parte

m S
2. [f{n)'f(nd}] - [f{ﬂ}-f{-l)] + [f{l}-f{ﬂ)] + !:f(.?}-fﬂﬂ -

n=0
+ [f{n)ﬂn-lﬂ +.++ = f(co}=1im f{n)
] n o~
entonces
Um f(n) = lim (1-z) {5 (z) (1.5.45.)
n— m £ =3 1

[Los resultados (1.5.1.) a (1. 5,.48.}) asi como otros, aparecen re-

surmnidos en el anexo [ ]



1.6.
1.6.1.

Primeros métodos para antitransformar

Bisqueda en tablas

E! método mds directo y comodo para antitransformar, consiste
en llevar la funcion fg(z] a una de las formas que aparecen &n
tablas como lag del anexeo I: ] y leer directamente la funcidn

f(n) que le corresponde. Asl por ejemplo,

g z -3 | zZ -3
1y £8(z) = _ -
1-4z+4z2  (1-22)2.
= Z . - 3
(1-2z)2  (1-22)2
st
g z - 3
£€ () = t5(z) = -
1@ r YR ) (1-22)2
t82) = 1 (2)+ £ ()
entonces:
g 1 _2z
@=3 22

por (1.5.11.} y {1.5.9.)

1

fy(n) = n2°

Por otra parte

ORR (1-22)2

entonces, por (1, 5.20,)

fpm = -3 (") 2% = 3 (o) 27
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De donde, por (1.3.4.)
f(n)=n2" - 3 (n+1) 2"
= 2 {n-3n-3)

f(n) = - {2n+3) 20

2) £8(2) = 322 (L+5)*
" Por una parte, (1.>.21.) hace ver que

(452t < (4 5"

sin embargo, al estar multiplicado el binomio por 72

y €5
necesario emplear ademds (1.4.6.), esto es, la funcidn se

encuenira refrasada en dos unidades, de manera que

ty=3(, 5, 5"

3) 5(z) = %% (1432)7

S
. fi’g {z) = ezz
£ (z) = (1432)7
entonces

B o B g
f (z.)—fl {z) - f2 {z)

Se trata de up producto de transformadas y por {1.5.5.), Iu

funcidn original es una convolucién.

T
f(n)= 2 £, (m) f,{n-m) '
m=0

Se tiene por (1,5,22,) v (1. 3. 21.) respectivamente



_

tym)= () 3"

de manera que

a1 m 7 ) 0-m

f(n} =m= w7 Cpem )
n 2]m
f(n) = 3" 2 {mg', (ol )
7
8 @) =——
(1432)
Se tlene

z’ _ 24 (-3}3 23

(3t (-3)° [1-(-3z)]4

Por (1.5.19.)
{_3}3 23

[1 -(-33}] 4

luego por {1.5.6.)

= ()3

1 n-4 n-4
f{n) = ——= ( ) (-3}

to = (1" () 8"

5) & {z) = Sz4+322+22 -8
Haciendo uso de (1,5.2,) ¥y {L. 4. 1.) se tiene

f| (n) = 5d(n~4)
£y (n) = 3c/(n-2)
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fy () = 2/(n-1)
t, (n) = -8J(m)
entonces por (1. 5. 4.}

f(n) = SS(n-4)+3J(n-2)+2d(n-1) -8 S(n)

1.6.2. Fracciones racicnales

Sea N(z)

Xz)

en donde N(z) y D(z) son polinomios sin raices en comiin y

£8(z) =

el grado m del denominador es mayor gue el del numerador,

Para antitransformar se hace uso en primer lugar del métcdo
comin de descomposicidn en fracciones simples y posterior-

mente se acude a la bisqueda en tablas. Asi por ejemplo:

ﬁz4+z3-zz-§gg- z+—1§§l

2724 -8123+9022 - 442+ 8

. fg{z) =

Puesto que el grade del nuimerador ne es menor que el del

denominador se efecitia el cociente

=2, 1823 - 2142
9 2724-81z3490z2 - 44z+8
entonces
Fwet
(€ (2) - 18 23 - 21 22

272% - 812349022 - 442 +8
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g, . B g
5 (z) = fl {z) + f2 (z)
Al factorizar el denominador de f2g (z) se obtiene

272% - 812349022 - 44248 = (1-z) (2-32)°
de manera que

. 1823 - 21 22
f) {z) = 3
2 (1-z) (2-3z)

dado que el grado del numerador es menor que el del de-
nominador y no existen-factores.comunes entre ellos, se
rocede a la descomposicién en fraccicnes simples

3. 2
18 21 z _ _A + B + C 4 D
(1-2)(2-32)3 -z (2-3z)3  (2-32)2  (2-3z)

ge tiene la identidad

182°-2122 = A (2-32)3+B(L-ZHC(1 -2)(2 -3z D(1 -2)(2-32)2
gl z=1

18-21=-3=A(2-3)0 ; A=3

el

18(%)3-21{%)2=-4=B(1—§);B=-12

Derivando la idéntidad
5422 -42z=-9A(2 -32}2 -B+C [-{2 -3z)-3{! -z£| 4D [-(2 -32}21-
+6(2-3z)(1 -z)]

si nuevamente z = %
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2.2 o2y 4o 3 ¢)
54%} 42[3}- 4 B+C(3}{3}
pero B= - 12, luego C = 16
gide nuevoz =1

“84 - 42=12= - 9 (3) (-1)2+12 + 16 [—{-1)] + D [-{-1}2]
12 = -27+12+16-D ; D=-11

Se tiene
fBgyo 3 .12 16 1
1-z  (2-32)% (2-3z)% 2-3z
3 11
fg(z}= 3 2 4 _ 2

l-%z

- Ahora bien, por (1.5.3.)

1
Wﬁ}u(n)
por {l.5.20.} _
243042 "
—— = ()3 EE By
(1-3z)3

)

1 ntl, 3.0 _ 3.n
—— = (TH & =m0
{l-—-z) )

2

por.{1.5.8.)
1 3.n
lbgz %(E}
2
y por {1.5.4.)

3n%+0n+6
f(n)= 3u(m) - = (3 ey (3 - (2
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t =3u@+(-Fol+ Fn) (3)"

Para el caso de factores repetidos en el denominador, co-
mo el recién ejemplificado, Hnward[ ]propc:-ne una expre
s8idn que facﬂlita el célculo de los coeficientes,

Sea

A A - A -
N{z)_ N(z) - 40 + ! s fm-2  Am-lo
IXz) (l-az)™ Di(z) (l-az)® (l-az)™m -1 (l-az)2 l-az

-

entonces

(1.6.1.)
Su aplicacidn al ejemplo anterior resuita;
9,3 21 2
£8(z) = 1829-21 22 I
-2)(2-32)3
(1-2)(2-3z) (1-z)(1- %2)3
luego
21
l. ) kdk 3 3 3% 2
Ap = —} (1-52) 3
dz* (L-z)(1- 5 2)° ’
v 2 225
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e3l0 e5:
1 k 3_.3 §
L, 2xd 82,3, ,.3__8 1 k=0,1,2
A UF)Y S |TIE TR T T z=% PRI
luego
3
2 ,4,,3,2, .3 § __3
Ag="1 (g g (3)+g T3 772
-2
3
9.2, 3 5
a2y, 9.2,,3_ B -
Ap=( 3¢ 5(3)+3 22} 4
(1-3)
2(%)
Ay=5-3Y22—r = AL
224 3 2 2.3 4
(1-3)

Resultados que coinciden con los anteriormente obtenidos,

En el caso de que el denominador no tenga raices muilri-

ples, es cémodo usar la expresidon de Feller [ ]

Sean’ zy, 22.'. . las raices del den-:::rninadorl Xz},

’ zm
Entonces

Nz} A A A
@A P2 A
]jzi Zl'z 22“'2 Zm - Z

Si D' {z) es la derivada del denominador

i

Ak=-_N(_..sz . k:i’_ , It
D'{zk)
y m A (1.6.2.)
tny= 2 k
k=1 2 n+l
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A manera de ilustracion, sea

2
fg{z)= 4z%+6z+8 .

6-17z+1122-223

factorizande.el denominador

222+32+4

t8(z) = :
(2-2)(3-2)( § -2)

D'(2)= - (3-2)( 5 -2)-(2-2)( 3 -2)- (2-2)(3-2)

D'(2=3: D!@=-3 .0 (5)=-1

- N@) = - 18, - N(3) = -31, -N(%}= -6

- = 62 =8
Pl.l_ iz,hz——s—,ﬁa"s

= - 62 1 +3 i+l
tm ==+ 5 ST 3@

tm = -6 (3" +-52 (57 + 18

Por otra parte, dada la frecuencia con que se presenta
en las aplicaciones antitransformar los cocientes

1 z
T-azi{lvzy ¥ T=a(l bz

a#hb

es conveniente tener explicitamente la correspondencia.

Facilmente se comprueba que

bI'H"]. - al’H‘l

1
([-az}{1-bz) (£.6.3.)
a¥b
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b - 5T - Z (1.6.4.)
~ _]l_b-a (1-az){ 1-bz)
: afb

1.6.3. Desarrollo de Maciaurin

Puesto que fg{z} es la suma de la serie de protencias cuyos
coeficientes son f{n), n=0,1,2,...; por el teorema (1.4.v.}

se tiene:

(W =q7 I ) o

Este teorema suministra un método adicional para antitransfor-

mar, Asf por ejemplo, sea

Brp)=_ 1
A T
antonces
d" I _ _ntal
dz" l-az  (l-az)?tl

de manera que

-

_ 1 n! a” _
f(n}—ﬁ— [(]‘_.EZJT'IT} —aﬂ

z=0

- -

f{n) = g7

2)  t8(z) = %"

entnces




1.7.

1.7.1.

46.

de manera que

n
f{n) = -l— [an Eaz] =2
n. z=g 1-

Transformadas de funciones matriciales

Funciocnes marriciales

Sea como en el inicio (1. 2.} la variable natural n que representa

a cualquiera de los entercs positivos y ademds al cero, si median-
te F(n) se le hace corresponder a esl.:ﬂs enteros no negacives tablas
de nGmeros reales cualesquiera, se dice que se ha definido una fun-
cidn matricial {discreta). Complementariamenie se agrega la de-

finicién
Fi{m=0 s n<0
AsI, por ejemplo,

m+3  Jn)

F {n) =
Jn-2)  o?

es una funcién matricial y la correspondencia establecida obvia-

mente 5:

I.a definicién de Transformada Geométrica Ordinaria de una fun-

cidn marricial es:
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(A
Fo(z)= > F(n) " (1.7.1.)
n=90

andloga 8 la de las funciones escalares, Obsérvese que la

T.G.QO, de una funcicon matricial es la matriz de las T.G.O.

de las funciones discretas que son los elementos de la matriz

original. Asi, para la matriz F (n) del ejemplo se tlene:

2z 2+
(1-2)

2n+3 <= Lo por (L5.3.) y (L.5.11.)

. (M &= 1; por (1.5.1.)
(n-2) &= z2; por (1.5.2.)

n? e= Z1¥) . 01515,

(1-2)3
luego 1 - 7 ‘
Fiz)= |~ 1
(z) (122
2 z-hzz
: (1-2)°
k. £

Potencia de una matriz

1} Posiblemente es en el problema de elevar una matriz 2 una
potencia donde puede apreciarse con claridad la ventaja de
la técnica de las trangformadas geomérricas en el drea ma-

tricial,



o T e "
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en donde A es una matriz cusdrada de constantes. La funcidn

. N =1 - . . n
matricial discreta A es andloga a la sucesidn geometrica a

de (1.5.8.).

Aplicando la definicién de T.G.O. a F (n) se tiene:

es10 es;

_ -l
A“@[T-Ez] (1.7.2.)

expresidn andloga a (1.5.8.).

( T: matriz identidad).

Por otra parte, la serle representa 2z la matriz inversa si el
valor absoluto de =z es menor que el reciproco del valor ca-
racteristico de A de mayor valor abscluto. Sin embargo,

como se comentd en {1.4.), no es necesario estar calculando

.l intervalo de convergencia en cada caso,

liy En forma semejante a la tratada en el inciso (l,5.) se encuen

tran expresiones para transformadas de diversas funciones ma-
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triciales, lo anterior es consecuencia directa de la definicidn

de T.G.O. (1.7.1.). A manera de ilustracién considérese
F(n=n A

Se parte de
- - -1 m
[1 *AZJ = At 2"

derivando ambos miembros

luego

Y -l
n A *L-—b-zi[l-ﬁz] (1.7.3.)
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A manera de jlustracidon, sea

422+6z+8
6-172+112°2 - 223

t65z) =

factorizando el denaininador

2,
fg{z]= 2z 1—32+:11
(2-2) 3-2)( 5 -2)

V' (@) =-3-2)3 -2 - @-2)(3 -2} - 2-)@-2)

- 62 3
Al_ 12! AE _'5_ » ﬁls - 5 —
12, 62 1 g . n+l
f{l}:l = - 2n+l + 5 3]-”._]‘_ + _5- {z}

_ t.n, 62 ,1.0 . 16 n
finN=-6{=-) + 2% {2y 4+— (2
m=-6(5) "+ 2 (1) + 22 )
Tamhién se digpone de la expresion Johnson-Kotz E ) para ¢l caso
en que tndos los factores del dencominador son distintos entre si,

18(z) = p(z) ;a7 07 T Am
(1-a, z)(l~a2 z)-+r (l-a,. 2z}

en dowde p(z) es polinomio de grado r {r< m} sin {actores comunes

con e! denominador.

ot ™z} - Al 4 A Am
(I-ayz)(I-a52).-+ (1-a,,2) l-a,z 1-a, % l-a -z




eltonces
]
P{a)
A-k“ ak 1 k-';ll. L] ) m
(1= —=
i=1 %k
i3~ k
y
i n
f(ny= 2 Apayg
k=1

{Como ilustracion sea

E(Z)= 22+3
(1-2z){1-5z)1-62)

o

e €ste caso
m =3, al=2, a2=5, a3=6

para k=1

2(5)+3 . y
A, = = = =
L n-2y1-8 23 3
(I-3x1-3)  (-3)2)
para k=2 1 17
’ 2{gH3 S 85
As = - = - e
2 2 6 3., ] 3
1-=y1-2 Zy- =
(1-2)1-3)  ($X-¢)
para k=3
2(z)+3 L
ERPUE S P P
b 6570
luepn

tom =" -2 9" +300"

(1.6.2.1.)



Por otra parte, dada la frecuencia con que se presenta cn

las aplicaciones antitransformar los cocientes

1 2
(1-az){l-bz) Y (1-az) (1-bz} az b

es conveniente tener explicitamente la correspondencia.

Facilmente se comprueba que

ptl il 1

. (1.6.3.)
iy & (l-az)(L-bz)

a¥F b






2.2.3. Eventoa recurrentes

i} Considérese una urna con bolas blancas y negras cn sufi-
ciente cantidad y sdpéngase que se extraen las bolas una
a una, se registra el color de la bola sacada y se regre-
sa a8 la uran. Es claro que si en alguna de las extraccio
nes se obtuvo una bola blanca este hechd no Impide que en
al guna otra extraccion posterior se vuelva a obtener una bo
la blanca, Se dice que el extraer una bola blanca (negra)

de la urnaz es un evento recurrente.

Ahora bien, supdngase que en-la urna hay una proporcidn
de p bolas blancas y I1-p=q bolas ﬂegras, es inmediatc que
la probabilidad de obtener una bola blanca en cualquier ex-
traceién 1,2,...,0,... €8 p y de obtener una bola negr1a

es q.

Se distinguen los siguientes dos eventos:
A = extracr una bola blanca en la n=&ésima exrraccion

B = extraer una bola blanca por primera vez en la n-ésima
extraccion.

Es obvio que el evento A tiene como probabilidad
p u(n-1} (no se considera la cero-ésima extraccién) esto
es, para cualquier extraccion sc tiene idéntica probabili-

dad, p, de obtener una bola blanca.

Por su parte el evento 8 para que ‘se realice, requiere que

en las (n-1) primeras extracciones sc¢ hayan obtenido bolas



-3
. negras y en la n-ésima se obtenga bola blanca, su pro-

I
babilidad es por ranto pqn'i-.

S1 se conviene en representar con fﬂ(n} la probabilidad

del evento A y con f(n) la del B se tiene

pu (n-1)

n-l
fin) =pgq

S
=
Togr®

n

Se desea encontrar una expresidn que permita obtener

%n} en funcién de f(n) ¥y reciprocamente,

i) Supdngase nuevamente el eventos A con su probabilidad
fﬂ(n). Ahora bien si cada vez gue se cbtiene ung bola
blanca se inicia una nueva serie de extracciones a partir
de la siguiente, es claro que la cbtencidn de una bola

blanca siempre serd por primera vez en dicha serie de

extracciones., [e manera que:

/{n} = {{n} (primera serie de extracciones)
?ﬁ{n} = f(n) = f {n) (dos primeras series de extraccicnes)

f/[n) =f{n) + f(n) + {(n) {tres primeras series de extracciones) .

— — - — — - — — -— — — [P S —

y puesto que todos estos eventos son mutuamente exclusivos
/{n} = f(n)+ £ (n) * £ (n)+£(0) * £(n) * F(n) + - -
transformando miembro a miembro y tomando en cuenta

{1.3.3.)



2 3
ﬂ{z) =t8(z) + [fg{z) ] + [fg(z)] +
pero en el segundo miembro se tiene

5@)+ {fg(zﬂh () MEREPRRLTeS [1+fg(z}+ () *+

y 1+fg{z}+[fg(z)lz+--' U S

1-t5(2)
luego
- {2}
es8to &8
Pre- £
1-£8¢z) (2.2.7.)
De {2.2.7.)

fsﬂg(ZJ 78z) 8 (2) « 152 = 0
o) (o] = Fo

: & 2.2.8,
£y L2 1 (2.2.8.)

] +¢S ()

Aplicando (2.2.7.) al ejemplo anterior

-l .
f(n) = pa

por (1.5.6.) ¥ (1. 5.8.)

(2) =

l—qz

“entonces



ypor (1,5.6.) y (1. 5. 3.}

¢/ () = pu(n-1)
que es la expresién de partida.



2.3.4, Relaciones entre ndmeros combinatorios

i} Sea
f{n} = ( i:j Y: 1, 0 enteros
Por (1. S.Ei.} se tiene;
t5(2) = (142) ™
= (14+2) | (142)/

y por {1.5.5,) y {1.5,21,)

I . .
tm=2 ()

m={ n-m
luego
o, _ o™ 1 J
o= 2 () 0m) (2.3.11.)
m=0 '
: |
i,j > 0 enteros
, if) Sea
n
f = ()
por (i,5.19,)

iH
fg{z} = r.—z..,_._,_
{]. _z) J'F"_]+l

A .

Syl (1]

por {1.5.5.) y (1. 5,20.)

n_ -m -
tm= > (T
m=0_ i J



y por tanto
(O m n-m-1
(= 2o CCH]
iii) Sea
=D+
Por (1.35.19.)
£8(z) = zj. | z]l
(LzPtl (1-z)]
= zj+zj -1 -zj _ zJ -]
(1) (it
y por {1.5.20.)
ffn}=<T1>
luego
I n n 1
BURASETUE
iv} Sea

£l = P »p n
(n) = > {k] (j_k}: p> 0 entero

" opor (1.5.4.) ¥ {1.5,19.)

{2.3.12,}

1,j>» 0 enteros

(2.3.13.)

i,j » O enteros



ik
@)= > (Py—Z0g
“ IE%D (l z}J-kH

piro . _
AKX g
(L] it (1)K
_ 2 (l—z) ko
@-zitl 172
luego
j
fg(z] =%

P p. 1z k
T e ()

por u] teorema del binomio

4]
P2 U{EHITJ“ (z4)Poqlye
POr tanto
i j-p
£ A 1 z
(z) = —— (=)}P= _
(1-2}.”'1 Z ) (l-Z}‘l+l
y por (1.5.20.)
fn) = (P
[ar consiguiente:
E P n TH"[J
,%U(k”j-k}“( i) (2.3.14.)

ji»p> 0 enteros



v} Sea

F(n) = Z {m+_] 1}

por {1.5.20.) v (1.5,44,)

g, .. 1 1 _ 1
£ (z) = T {1-2)j+1

y por {1. 5.20.)

tm= (")
de donde
n
Z mﬂ Y ”H} (2.3.15.)
j» 0 entero
vi} Sea
f(n) = _)_ (J
m-—
por (1.5.19.) y (1. 5.44.)
&, ._ 1 z-j _ zj
A 7 (-zitl  (1-2)J*2

¥ por (1, 5, 20.)

(=)

luegn

f—  m _,h+l
mZ:ij )=l ) (2.3.16.)

j 0 entero




vii) Sea

n-m

n,
(= y (™)
m=0

por (1.5.5.) y (1. 5. 1%.)

t8(z) = N SN Lz
{i_z}HH (1-2) o+l (1-2) atct?
y por (1.3.20.)
_, n-a-ctatetl, 0l
W= e 7 T laeen)
loego
n
m n-m, , ntl
I-HZD(a]{ C }H(H‘E'C-‘l'l}
pero '
n n-c
m - — ,m n-m
Z{E](HC )=Z(a)[c)
m=0 m=a
de donde finalmente
¢ m_  n-m n+l1
2 Ca)C e ) = (agenr) (2.3.17.)
m=a .

2,3.5. Particiones de un entero positivo

1} Supdngase que se desea partir el entero positivo 5 en otros
enteros no negatives cuya suma sea 5, esto puede reali-

zarse de las siguientes maneras:



1+1+1+1+]1 =

2+1+141 =
24241 =
3H+1+1 =
3+2 =
4+] =

5 =

LR LE LRI TR T,

en total existen slete maneras de partic cinco,

Supdngase que se desea que solamente intervengan los

enteros 1 y 2 en las particiones, se tiene entonces
141+ 1+1+1

2414+1+1
24241

1l
o

3
5

en [otal [res maneras de realizarlo.
Si se desea que¢ intervengan Gnicamente los enteros 1,2,

y 3, sec ticne

14-)41+1+1
2F1+1+1
24241
A+1+1

32 =

non
Lo on Lh on

Ll vjemple anterior permite comprobar el siguiente tco-
rema: "Si a,b,..., son enterps positivos distintos,

entonces el coeficiente de z" en el producto

2a b 2b 2

(22 + 2% b o ) (TP 42 e ) e (42 R 25 e )

¢s ¢l nimero de particiones de n  con sumandos &, b,... .



En efecto, para €l gjemplo anterior se tiene;

4z - Yz22d + 00423420+

= liz4222442345z 447294 . ..

5

y el coeficiente de 2% es siete,

Por otraz parte

oMzl o)

(42242304 ..y =

(424224 -« (1422 + 2344 ) = 1212224323432 430 - -

5

vy el coeficiente de z° es tres,

Finalmente

2 2

+ ) 14z -I-z4+“
4

6

(l4z+z Y425 +z

2

+423+4z +525+- va

5

1+z+22

y el coeficiente de z¥ esg cinco.

ii) Ahora hien
142242394 =

14z P 4220,. ..

luege

(12842980 142D 4220y 1z 422

1

e ) =

ey ez )

¥ &i 8¢ emplea la notacidn

p{n,a,b, ..., )‘



para prepresentar el nimero de particiones de n con sumandos

a,b,..., , resulta que

p{n:a,b,..., )(—?—I_I_ {lzJ] (2.3.18.)
j=a, b, .

]=a,

Ksto es, al contador p{n;a,b,... } le corresponde ¢! enumerador

S N W L
TTa-zh g (1-2)
,j{

ordinario

t=a, b, ...,

iii) En particular para p(m1,2,...,m) se tiene

|

| (2.3.19.)
: pl(n;l, 2,...,m} ~r—r-1 (1-z))

Algunos valores de la funcién p(n:l,2,...,m) aparecen en la siguien-

te tabla.
n
m-1 2 3 4 5 6 7 & 9 10
ll'll] I 1 1 1 1 1 1
2;122334455 6
3'1 2 3 4 &5 7 81012 14
411 2 3 3 6 9111518 23
S !.l 2 3 5 7101318 23 40

iv} Por olra parte el enumerador ordinario de las particiones de n

en  r sumandos es

_11' 27
J.I(!-zl)



pero

l
r 2 Y ﬁ
=z -
' . -z)
;I;I-l (1-z9) j=1-(1:27)
y por (1.5, 6,)
r oz
p(n-r:1,2,...,r} = (1-27) | {2.3,20.)
j=1 :
’ i

En efecto, dol ejemplo anterior sc tlene

n&r:nero de particiones de 5 con dos sumandos = 2
nimero de particiones-de 5 con tres sumandos = 2
nimero de particiones de 35 con cuztro sumandos = 1
y de la tabla anterior se observa que

p(5-2;1,2) = p(3;1,2)y =2 (n=3, m=2)
pa-2;1,2,3) = p(2;1,2,3) =2 (n=2 ,m=3}

p(5-4;1,2,3,4)=p(1:1,2,3,4)=1 {n=1,m=4) °






2, APLICACIONES {Primera Parte)

2. 2, Introduccion

2.2. Aplicaciones a Probabilidad

3.2,1. Cuando f(n) es la distribucidn de probabilidades de una

variable olentoria X, entoncces £ (2} es la funcidn gencra-

triz de dicha veriablz alcatoria, est0o es, si

P Jt}\'=n} ="{(n)

I; [ :" {;J - (2.2,1.)

entonccs
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i) Supdngase que X se encuentra distribuida en forma poissoniana,

esg decir

entonces

n -A
f(n) =-];1‘—r e

Entonces, la funcién generatriz es por definicidn
¥ o ' @
E [z :l =2 " P {X?n_} =% 2" t(n) = tB(z)
n=0 n=0 '

+ luego, para el caso particular de la distribucién de Poisson

o n ® n -
s[]-2 & et Ao
n=0p - n=0 1"

y por (1.5,22.)
E I:zx] =e M eh o g ML-2)

que esta funcidn generatriz para una variahle aleatoria con dis-
r

tribucidn de Poisson con pardmetro A .

_if) Por la propiedad de la suma total (1. 5. 46.) se sabe que
a
2 tio) =151
n=0 -
para la aplicacién que se ilustra
i P {x=n} =1
n=40

puesto que la variable aleatoria es propla, Este resultado se



lil)

i)

o2,

comprueba con (1. 5. 46.)

(8 8]

> P{x=n] By =e ALD| . oy
n=0 . 2=1
La esperanza de la variable aleatoria X es por definicidn
o
A= nP{X=n
pe= 2, np{x=n)

Por otra parte la T.G.Q. de nf{n)es por (1.5.10.}
)

> aft(n)z" =29 tB(z)
n=0 dz

luego
At =2 ?f; 8 (z)

z=i
=18 (1)
Puésto que para la distribucién de Poisson

£8(z) + ¢ M1 P

£s claro que‘. 1
fgtl}(z) = @~ A(1-z)

y/z.a = 18D 1y = A

y como es sabido A es la esperanza de una variable aleatoria

X con distribucion de Poisson.

Por (1.5.16.)

() fln) é=> 2 d%]- t%(z)
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e3[o es

{D 4
n_.j _di 8
.HZ=D () fm) 2" =2) L= £542)

Por otra parte, el momento factorial de orden j, /jj. de la

variable aleatoria X es por definicitn

/gj=§' (n}j P{X=n}

n=0
€500 8]
> )
Bi=Z @y 1m =1
n-=
puesto que

dl AT ) mA(1-2)
dzJ

Ay = 80 = A

En particular el momento factorial de orden dos es

| :‘92”‘2'

v} La variancia de la variable aleatoria X es el segundo momen-

to centroidal esto es:
(4]

,‘ Ay =Z (n -/4)2 P {X = n} 9u= esperanza matemdtica}
n=0

2 3 D 2 2
{n;,u) f{n) = E D(n - Z/m +/u. ) £ (n}
n=

>
i n=0
M i 2 i 2 %
= n“ f(n) -2 nf(n)-+ f(n)
2 n=0 /un=0 /”— n=0



54.
Ahora bilea,

L 5 2 g,
> Un f{n) 2" = 8° t€(z), por (1.5.13.)
n= .

8

2 Nn_. d 8 2 ¢ g
gﬂn fnz"=z L t5(@2)+2 % f€(z), por (1.5.12.)

de manera que

m
Zﬂ n?f(n) = 51y 5 18D 1y
n=

Ya se ha visto que

m
Z nfn)= fg(l){lj =
n=0
¥ que
a2
2 fHny=t8(=1
. n=90
Luegé

2

= (2 1y 4 Bl [fg“»"] ?

n resumen

=E[X] = 8By (n) = p{x=n]
_ 2
iy = var [X] = 18@ ) + 81y - I:fg“)ﬂ}]

(2.2,2.)

fhaeslo qua
2 — — 2
fg{ }{1} ’62 /k

811y == A



33.

resulta para la distribucidn de Poigson
2
var [x] =A%+ x- A2 A

resultado ya conocido en probabilidad.

vi) Sic:(j es el momento ordinaric de orden j, esto es

" =3 an{X=n}=§ ol £(n)
> n=0 n=0
y por (1.5.13.)

n=0
entonces
&.:ijg(z} (2.2.3.)
j ,=1 ;
Por otra parte en (iv) se obtuvo
p =2 2
] gzl z=1 (2.2.4.)

YOS
para el memento factorial.

vil) La distribucién acumulada de la variable aleatoria X es por

. definicidn

n n

P{x<n}=2_ P{x=m}=2> f(m=Fm
} m=0 [ J m=0

‘por la propiedad de la suma parcial (1. 3. 44.)

n g
S fm) &= B
tTI=D l"z



56.

luego

F(n}=P i}( Z n} => fffzz)

.. . (1.7.5.)
P{x=n} =1(n)

1) Como ejemplo, supdngase que la variable aleatoria X tiene

distribucidn de Bernoulli, esto es

P {X=n} =qdm)+pdin-1); q+p=1
D£q, p£1

entonces

L

f(n) =/ {m+pcfn-1)

18(z) =q+m

¥ por consiguieute ia acumulada tiene como transformada
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Por (1.5.1.) y{1.5.3.)

F{(n) =u (n) - pdin)
P {Xén1=l -pcfin]

2) St la variable aleatoria tiene distribucidn geométrica [.

P{X=n}=pq“'1 ;. p+q=1
0£p.qtl
fn) = pg" !
£y o D2
2@ = 155
entonceas
: g\ 222
. F2 @) =t
por {1.6.4.)
' 1" 1
Finy=p—e— =5 (14"

P{x&n} =1-q"

2.2.2. l.a distribucién acumulada complementaria de la variable alea-

toria X es por deflnicion

y{x>n}=1-fi P{X=m}=1-:£%fmﬂ=cFm}
m= \

m=0

&slo £58

11
SFmy=u (@ - > f(m)
m={

transformande mediante (1.5.3.) y (1. 5.44.)

g
cog . L _fP@)
e TE T T2




luego

81

P{X=n} = f(a)

CF{n)=P{xgn}¢=‘~ 1_‘553(&

1} Para la distribucidn de Bernoulli
p {x=n} =qd/(n) + pfln-1)
8(z) = q+pz

de manera que

CpByy - 1972 _D-p2
B "1

CFB{z)=p
CF(n) = P{X:: n} = pcf{n}

2} Para la distribucidn geométrica 1

P {X = n} = pqn_l

8 = PZ
@ = 1o

luego P2 1
B _ I-{]z N -
F2(2) = —71%~— = T2-q)
Cpfifyo L
F*(z) Tz

por (1, 5.8.)
“F(n) =q"

£510 5

P {X)n} = q"!

oB.

{2.2.6.)
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2.3. Aplicacicnes a la Combinatoria

2.3.1. Contadores

i} Concepios Generales

Diversas funclones, cuya T.G,Q. fue encontrada en incisos
anteriores, desempefian un importante papel en la Combina-

toria. Tal es e! caso, entre otras, de las funciones:

_ f(n) = (n)
‘ f{n) =n
f(n) = nl
n
(O = € sy
£(n) = ( j‘}
£(n) = (n)]

f(n) = /(n-m)
f{n) = 5(n})

Estas funciones son Contadores, esto es, determinan el nG-

mero de maneras de permutar, combinar, distribuir, etc...

objetos.

it) De hecho en Combinatoria se demuestran los siguientes

ledremas:

1} El niimero de maneras de ordener j objetos diferen-



2)

3)

4}

60,

tes de un total de n es

P{n, ) = (n}j , C{2.3.1.)

Esg también el nimerc de maneras de realizar mapeos inyec
tivos de un conjunto X = (1,2,...) de cardinalidad |X | =]

en otro conjunto A= (l,b,c,...)de cardinalidad l A I =n

Cuando unec de los n objetos se usa como referencia, ral
es el caso de las permutaciones circulares, entonces el nd
mero de maneras de ordenar los j objetos del total n es’

PC fﬂ,j) = {n_]-)J ' ' (2.3’.2.)

Cuando los arregloé no son de j objetog sing de la torali-
dad n, el contador de estos arreglos es

P(n,n) = nt (233
que ¢s el nimero de mapeos biyectivos entre dos conjuntos
de jgual cardinalidad [Xj =} A{=n y en caso de que sean

clroculares

PC {n,n) = {n-1} {(2.3.4.)

Cuando se permite usar los objetos del conjunto n  maés
de una vez, esto es existe repeticiOn, entonces ¢l numero
de arregios de j objetos de entre un.total de n es

PR (n.j) = n] (2.3.5.)

Que es tumbién el nhinero total de mapeos (inycctives, bi-



b1.

yectivos y suryectivos) que puede realizarse entre dos con-
juntos, uno de cardinalidad ! X | =j y otro de cardinalidad

LA ]| =n. -

A su vez PR (n,j} es el ndmero de maneras de distribuir

| . objetos distintos en n celdas diferentes.

5) Si en el conjunto de objetos se distinguen r clases diferen
tes, cada una de ellas con respectivamente jl'jZ' “‘jr ob
jetos, entonces el contador de 1as permutaciones por clases

£3

P, dgenes Ipd= ) (2.3.6.)

Jply-- 'jjr

6) Cuando el orden relativo entre los objetos no setoma en cuen
ta, entonces se habla de combinaciones y su countador es
C {n,j)- _ ‘
Cnj) = { '; y (2.3.7.)

También es el .contador del nimero: de distribuciones de ]
objetos indistintos en n celdas diferentes cuando estas tie-

nen capacidad para un sélo objeto.

7) St se permite asignar més de una vez los n objetos, enton
ces se forman combinaciones con repeticidn; el contador
CR (n,j} es

1
CR (n,j}=i’;+ (2.3.8.)



8)

2.3.2.

62.

Que es también el nimero de maneras de distribuir j obje-

tos en n celdas diferentes perc con capacidad suficlente,

Ademdis (n)} es el nimero de mapeos suryectivos de un con

junto X con | X!=n enotro A con |Al=]j.

El contador del nimerc de maneras de distribuir | objetos

distintos en n celdas diferentes sin que ninguna ge quede

vacia es

D, (n,j) =5 (n,j) (2.3.9.)

cabe sefialar que es también el contador del nimero de particio
nes de un conjunto de cardinalidad n con j clases,

Enumeradores ordinarics

i} Conceptos Generales

Considérese la funcion de la variable =z, {i+z}n. "Por el

rearema del binomio

n ]
1" = > (") 2
j:ﬂ ]

(142" = (D)4 (Da+ () e+ -+ ()2 + 4 ()2

Se chaerva que lns coeficientes de las potencias de z son los
contadores de las combinaciones que pueden tlevarse a cabo
: : : n '
. & partir de n objetos. La funcién (1+2) enumera los conta-

dores,

En general una funcidn fg(z} tal que



- |
5y = > ) 2"
n=1{

63.

en donde f{n) es un contador, recibe el nombre de enumerador

ordinario.

Y es claro que se establece la correspondencia

contador &= enumerador ordinario

i) Algunos enumeradores ordinaries

(2.3.10.)

1) Con base en (1, 5.17.) ¥ (2.3, 1.} se puede afirmar que

g, . _jl2
[(°@) = =17
(1-z)7" _

eg el enumerador ordinaric del nimero de permutacio-

nes de tamafio j,

2) bon base en (1. 5. 18. ) puede afirmarse que

es el enumerador ordinario de los mapeos suryectivos

en conjuntos de cordinalidad | A | =j.

3} Con base en (1.5.18.) v {2. 3. 8.) puede afirmarse que

€y Z
f2({z) = :
( (Lz) H1



LGER

es el enumerador ordinario de las combinaciones con re-
peticién de tamaio (cardinalidad) j. También es el

enumerador ordinario de las distribuciones de j ab-
jeros Indistintos en celdas diferentes con capacidad su

ficiente.

4) Con base en (1.5.19.} y {2.3.7.)
g z
¥ (z) = .
(1-2)71
es el enumerador ordinario de las combinaciones de tama
fio j. As{ como de las distribuciones de j objetos indis-
tintos en celdas diferentes con capacldad para un sélo ob-

jeto.

5) Con base en (1.5, 21.) puede afirmarse que

4

£%(z) = (1+2)!

es el enumerador ordinario de lag combinaciones que pue

den efectuarse a partir de j objetos.

6) Por (1.5.24.}y (2.3.6.)
Gyt +ip.g) At e

% (2) = _ — — .
D N L G L '
es el enumerador ordinario de las permutaciones con r
clases cada una de ellas con Jyrerus Jp objetos respec-

tivamente,
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7) Por (1.5.3%9.} v (2.3.5.)

j
g _ . &
R I T B P P (B )

¢s el enumerador ordinario de la distribucion de j obje
tos distintos en celdas diferentes sin que ninguna quede

vacia, también de las particiones de un conjunto con j
clages.

2.3.3. Mezclas

1) Sea un conjunto de n objetos distintos y otro de r objetos.
Se desea formar combinaciones de tamafio ] tomando obje-
tos de uno y otre conjunto. El niimero di.a mezclas gue
pueden formarse es

I+ DT+ + ()

e5Lo e3

J n r .,_.,n T
= G Gho=(h D

Pero por (1.5.5.) y (1.5.21.)

(D) o) = 2) (2 = 42"
y por (1.5.21.) el contador buscado eg

Cmr, =(7)

i) El método de las mezclas usado conjuntamente con los enu
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meradores proporciona una gran flexibilidad y comodidad
en el cdlculo de contadores, tal como puede apreciarse en

el siguiente ejemplo:

De un conjunto de p objetos se permite asignar hasta dos
veces el mismo ohjeto ¥ ademﬂslneceSariamente Ldebe usar-
s;e por lo menos un objeto del conjunto, De otro conjunto
de g objetos pueden o no usarse sus objetos, pero no se
permite la repeticién, ,Cuél es el contador para las combi

naciones que pueden formarse mezclando los objetos?

El enumerador ordingrio de! primer conjunto es
(z+2%) P

El enumerador ordinario del segundo conjunto es
(1 +z)q

El equmerador ordinario de la mezlcla es
z+22)P (1+2)2

Ahora bien, el teorema del binomio sumninistra los siguien~

tes resultados

{1+z21"=éb (p)z )P

pero por (1,5.2.)
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z{2p- ) , e

eslo €5 '
@2t = = (3) J G-2p+ )

£=0

pero

: 0 si £ 7 2p-

JG-2p+R) = {

1 st I =2p-j

luego

2p.. ., P ._, P
@2)P & (5p.0)=(, )

Por otra parte por (l.5.21.)

(142)? &= ()

Luego el contador. buscado es

j '
Py, (9= p 9 . _,PHa, ..
(o)) gufknp}{j_kl {j_P}:p j £ 2p+q
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2. 4. Aplicacién al Andligis Numérico

2. 4,1, Diferencias N

1) Se define como primera diferencia de ia funcidn f{n) ¥y se

le representa mediante /L\,f{n} a:

I\ f(n) = f(n+l) - £ ()

entonces si

F(n) = 2\ €(n)
por (1.5.7.)
FE@y =27 &g{z}' ~f(0}] -fg{Z)

- -i— | ((1-2) 15 (2) - f([])J

y 8e establece

N & % [(1-2) fg(z}-f(l))] (2.4.1.)

Empleando ésta expresién para diferentes funciones estudiadas re-

sultar
1) (=" ; £5(z)=—— por (L.5.8.)
1l-az
n 1 1-z
AL & [l-az *l]

— 1 (a-1)z
z [-az

v por (1.5,8.)




A\ a = (a-1)a"
2) fin)=n ; t5(@)= gy por {1.5.11,)
1 (1-2
&n(—-fv"-'z— [_)—ZZ_J
(1-z)
s 1
K 1-z
por (1. 5.3.)
‘ An= u{n) ‘ (2.4.3.)
3 f@m) =n?; £3(z) = ﬁ por (1.5.15.)
An? &= L [{l-z] z(142) J
z | (1-z)3
<=> 1+z _ 1 + L -

122 (122  (1-2)2
y por (1.5,20.) ¥ (L. 5.1L.)

AR ={“1“1 } +n=n+l+n = 2n+l

- N2 = 2n+l (2.4.4.)

) )= @), ; fg'{z;;j:_u S
-Z

Arn>j<——§ = [.i' -zl ]

" Lez)

por (1.5.17.)

69.

(2.4.2.)
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il
&= jl——
(1-z))
por (1.5.20,)
Dmj=j o "]Hﬂ'l} =it ()
L n.
=1- g-Ln-j+1).
‘ A =i (2.4.5.)
9 tm =B =it —E . por (1.5.18.)

(1-z)JF1

A i L )z .1
AN (IR > [JH;—)FJ_——J J'{l*z}j

y por (1'.5. 20)

T l'l+J -1 n+1-1}
&(nll =] { ) " GDin

| ! Al = ey’ (2.4.6.)

por {1.5.19.)

= g
6} f{n) {J) { {7}-“'2)‘&1

- j j-1
A= 5 {{I-Z) L J= ==

y por (1.5.20.)

(=0 (2.4.7.)

150 entero
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7) fn)=( "ﬂ ) ; £8(z) = por (1. 5.20.)

3! _z)j-i‘-].

A = L [________u-z} -1]
J T

1-z)H
o1 1l <y A
< > ? ] = (2} z
(1-z} =1 {1-z)]
y por (1.3,20.) '
‘&(“ﬂ) iiﬁli“ﬂ 2)] (2.4.8.)
j»{ enrero
8) f{n}:(lj o ) f5{3)=(jl+"'+jr-l ) zj1+‘--+_']r_l
vode it i ezydntes it
por (l 5.24.)
A{‘ n .y 1 Uyt o Fip-1)- (1-z)z]l+ Flen
by o S B TR B {l-z}Jl+...+jr_l+l)
ey Ortete): At ¥l
Jpr eee gt 2yttt
y por (1.5.20.)
AG e e
1+ -dp jlf' ‘“jr-l ' jl+--.+jr_l_1
. | 1 . (jl+...+jr._1)'_ a ]
&(]1, n+1i}._j1_|_ ‘e +jr-1 (jl"”’jr) (2.4.9.)

JI‘!‘----]-jr:n jl""“jrzﬂ?‘
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9 f(m) =S} 18@2) = 4
-J ¥ '(1-23(1‘22}---{1'jz}

As@pi=>L [ (1-2)2) ]
Z

(T-2)(L-2z) -+ (1-]2)

por {1.5.3%.}

qul

= .0

empleando el método de las fracciones racionales estudiado en

el incise (1.6.2.)

Z
209 =T * T3+ * Tz

resulta

_H

_ (-1) .

= : =2po|op
2L - (-2 A J

-1 .= : RNE _
(1-22}.-- (-2} 4=, (£-2).0-2). (1-42)

v por (1.5.8.)

Ay

i i-{ ,n-l
_ 1’7 g

j » 1 entero

ii) Diferenclas sucesivas

Selha visto que para f(n) )

DN = t(n+]) - £(n)
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sin embargo, lag diferencias pueden proseguirse
2 -
OFty= (o) - £(n)
= f{n+2) - f(n+l) - f(n+l) + fin})
) :
LN £(n) = £(n+2) - 2 f (4]} + E(n)
y as[ sucesivamente

A3 £(n) = £(a43) - 3£(n+2) + 3£ (n+1) - £(0)
AL f(n) = f{n+4) - 4 £{n+3)+6f(m+2) - 4 {(n+1}+1(n}

___—.—--....——-.-__——_---.i..--—_—--————--ﬂ-

C AN ) = g () (- trn-g)

: y por {1.5.7.)
- z nl
&"‘ftn)é%iﬁf?n-nﬂzi o Egm_i—ﬂ frr}zf}.
| j: r=0
{2.4.11,)
m > 0 entero

Asf por ejemplo, sea f{n) = (n); £8 (z)=]. —-z-j—- por (1.5.17.)
i | {I'Z)J+l

. entonces

| ) j
A"“my«-——:»? {m)(-n’?z'? My 2 .
) i= A ‘ I[l-z.Jlth J

i-m+A
_>xi:f?>(flf11 2 T
= (l-z)-H'l

> m
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y por (1.5.20.)

m . .
N =5t 2 (Tren (HRE)

o, my X n+m-8
-:.'ént_inut T
“pero ‘
- X +m-k | _ 1'1. . n
Et-n (YT = Cimeg) =)

luego

n j. n.

m 3 ! )
A @) =1 (j-m} {j-m): (ntm-j).

] AT = 0 @ g, W | (2.4.12.)

. j»m enteros

2.4.2, Corrimientos y medias

i) Se'define como corrimiento de la funcidn f{n) y se le represen-

ta mediante Ef(n) a

Ef(n) = fin+l)

Es claro que por (1.35.7.)

Ef(n) (= 21 {fg{z} - f{D)H (2,4.13‘.)

Para los corrimientos sucesivos se tiene:
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B2 t(n) = E [Ef(n)] = E Lf{nﬂ]} = £(n+2)
y en general
E™ f{n) = f{ntm)

entonces por (L. 5.7.)

' ' -1
ETfm=> 2™ [fg{z} - f(r)zr] (2.4.14.)

r=0 m > entero

i) Se define como media de ls funcién _f(n) v se le representa me

diante MIf(n) a:

Mf(n) = + [f(n)+f(n+1ﬂ

_Por {1.5.7.)

Mf(n}(=>é— [% t%(z) - -fiﬁ +fg{z)J

M1 (n) <=>?1£‘ [{Hz)fg{z) - f{U]} (2.4.15,)

Las medias sucesivas son

rvizf(n;. = ¢ %)2 [f(n}+2 f(n+l) + f{n+2)J
MS f{n}) = (%}3 [f(n}+3 f(n+l)+3 f{n+2}+f{n+«3)]

e ———. [Pl e "——— —— T— e — — - — — — — - e

e _
M™P ) = ()™ g(?)fmh

. ypor {1.5,7.)

| - 3
M ™ f(n) @‘?(%Jmﬁ('}j) z'Ji (fg(Z}- Zl f{r}er
=0

2.4.16.,)
r=0

m 20 entero

At
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]
Asf por ejemplo, sea f(n) = (?} ; & (z} = —Z%___ por(1.5.19.)

(1-z))*t
entonces
b
4—? L m)Z"q SN P

por (1,5.20.)
- m,n,_,1,m m ., n-j+f +

M (J) (5) i( X i )

mn,_,17 m ., ont+{
M (jJ {2)£=E}(R){J ) (2.4.17.)

i> m enteros

2.4.3, Sumas definidas

i) En el inciso {1, 5.21.) se tenia como transformadsa de la suma

parcial

E
3 m =2
m={

que es la expresidn que permite obtener sumas definidas,

Aplicindola 8 diversas funciones ya estudiadas.

1 f(n)=2a" fg(z}=.r_;z_ por {1.5.8.)

1
i: {l -z){1-az}

por fracciones racionales
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m=0Q
i . 1-?“:1 - (2.4.18.)
m=0 )
2) £(n) = n; fg[z}={z " por (1.5.11.)
1-z)
Z {1'21

y por (1.5.20.)

i _ n- 1+2 rH—l _ (k1)
m = (

7T {n-1).
i < D0t | . (2.4.19.)
m=0 2 ‘
3) £(n)=n2; t8(z)=20F2) r (1.5.15.)
(1-z)3
.
2 s z(1+z) _ Z + Z
o = a-z? a2t q-z?

ypor{l 2.20.)

i m? = (A148 ) 4 (1 2+3}_{n+2)+{n+1}

{n+2} {m+1).
- TTIT (may
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.1 N
=4 e + L @-bae

= -é- n (n+1)(n+2+n-1)

NV

m? = %. n{n+1)(20+1) (2. 4.20.)
0 )

4 1) = (), : 5@ =" z) por (1,5.17.)
(l-z}j‘H-
i (), = J 1 —Z
m
M=o (1-zy*
y por (1.5.20,) T ’
- ‘]+.I'+1 “ n+ly
_ o (oD 1 A
= e Tl s S P
((o+1)) 1 (2.4.21.)
TR

j > 0 euntero

5) f(n) =y ; fgfz)ﬂ:_(_l..i)m_ por (1.5.18,)
-z

ST oz
"Z_O(mi < >J—7(1-z}'+

+

por'{l.5.20.,)
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j=~1 n‘i‘j = j: ([H'j):
ng(m) U0 T e

0 (2.4.22.)
j» 0 entero
5} t@=("): 5 =2 or (1.5.19.)
j’? {1_z)j+l POT (L. 2. 1Y,
.y
(M &= 2
mi;nl < (1-z)772
y por (1. 5.20.)
m, _ o+l
miotj )= (I (2.4.23.)
_ j» 0 entero
Dy . B 1
7) f{n)=( jJ) r f (z}—m por {(1.5.20.)
N My 1
2, L
por (1.5,20.)
. mtj \ _ , nH+L | .
mZD{j ) = it }“[ {2.4.24.)

i» 0 entero

(jy+7°° ek Zitees +ipo

B)f(n}=(jb“ s 5(2) =
: Trr E

- ,-'r

Jl"..']r-l. . (1_z}jl+-ll+1r_l+l

por (1.5.24,)
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Jpte.. 4

Jl .“+jr-‘l}: z
2{11, J]< > LR PRI [P SME.

y por (1.5.20.)

i (. m. }={j_1+."'-|-.jr'l} (. n+1.
- m=0 Jl’“-"jl‘ ]l....]r_l. 3]_+”'+.]r,.1+1‘

s S PEEREES . '
5‘ G 1 (.5 ey
L Jpteeetip g+l 1*+- 1y

S FETEE T S AL I8

‘TS 0 entero

jl,...,jr = () enteros

- gy 2
9 ftn)=58(,]}); ¥ (z) TSI por {1.5.39.}

> Sm > ——y 2!
m=0 (I-zy"(L-22)«.. (1-]2)

por fracciones racionales, inciso (1.6.2,)

2] Ag Ay Ag Aj

+ T :
(1-2)2(1-22)... (1-jz) (1-z)2 Lz = 1-22 1-jz

de donde resulta

et et b eyt gy
A= hT ¢ AT j. '22 iT{ -1)
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y por consiguiente .
_1 1 . ) )J-’P A . _ ).l.l? 1 -
1 lf -1Y _ :&' (-1 (f) 1 (-1 (;)0 1
2,5 DT a7 {L'i' T } ] =ty D I,:
. ypor (1.5.20.), (1.5.3.} ¥ {1.5.8.)
n i1 | ] - )J'Pfj )
N G2 3 M S (-1 Ly X
2, S, =Ty () [ 1y ;iziT"TETTT ’

' Ly o
. | =2, IT(RD

! j-1 R o 2.4.26
S(m,j)=r E*I)J-F{-I)J j{n+1)+g2(*l} 1 7—‘_1— {2.4.20.)

M.
L)

j% 0 entero

1i) Se ha encontrado en parrafos inmediatamente anteriores la pri-
mera suma de una funcién; sin embargo asl come en las diferen-
cias, a partir de la primera diferencia se encontraban diferen-

cias sucesivas, aqui a partir de la primera suma se calculan

" sumas sucesivas. Asi la segunda suma sucesiva es

. N
F,(n} = { f{ms) )
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la tercera suma sucesiva es

m . m
Fam= Y {Zl ( Zz f(m,)) )

m=0 my=0 mq=0
y en general

Fj(n)= i { %l(...(ng-l -f{mj)-)...))
_ mj=D

ml=[} m2=ﬂ
La transformada de esta suma iterada va se habla determinado en

el inciso {1. 5. 19. ii) como

t8(z)
(1-z))

o=
Fj (Z) =

Asf por ejemplo sea

fn)=a" ; fg{z)=-1-L—z por {1.5.8.)

ml m-_l .
S>> (S a™ye) e — !
w0 m)=0 m; =0 | (1-z)) (1-az)

por fracciones racionales
A A - Ay Aj
}._ = 0 - + l | +oere I] - + )
(1-zY (1-az) (l1-2)7 (2-z) -

z {-az

ermpleando la expresidn de Howard (1.6, 1. ) results

I

A =(-1J . i l?= U!ottr j-1°
A (1-af FL )

P Y.
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icl ;t 3’2 1 . a 1

1 [ :
- - "L) -7 (71 T
{l*z}J (1-2z) £=Uf {l-a)’l+1 (1-z)] A a-1 1-az

por {1.5.20.) y (1, 5.8.)
n+j-§ -1 a ,J_n
z {El' ) (_I g -1 (?1—) a

resgulca asf:

Il m -
)= ) (e et | sy
‘n’g:ﬂ(m;ﬂ( {z ‘ ? al i- ! 4

2. 4.4, Sumas indefinidas

i) La definicién de primera diferencia de la funcién f{(n) es

At} = £(otl) - £(n)

y obviamente-se-conoce-la.funcién pero se desconoce la diferen-

cla f {lfl_)._

Ahora se plantea el problema inverso, encontrar la funcin f(n)
cuya diferencia conocida es /\ f(n). A este proceso se le llama

suma indefinida,

Siguiendo a Hilldebrand [ _ ] se planteard el problema de la si-

‘guiente manera
G f{n} = F(n) +C
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en donde O es ]la suma indefinida ¥ C es una constante arbitraria,

Es claro que

AfFw+c ] =t@

y F(n) es la funcién a determinar -

Se tiene
ﬂ[F(n)+G] =F{ntl)+C -~ F(n) - C
= F{n+l} - F{n)

y se tiene la igualdad
f{n) = F(n+l} - F(n}

transformando

fg{z) = z'l [Fg{z) - F(U}] - Fg(z}

z218(z) = (1-z) F&(z) - F(0)

F8(z) = 2 fgff}: F{0) (2.4.28.)

Aplicando esta expresién a las funciones estudiadas-

1) fm=a";: t5(z) =

1
T por (1.5.8.)

n o z F (0
Ca'¢= (L1-z)(l-az) L
pero
2 11 1 1
{2y T2z ~ Ta T="*t3-T T=az

luego
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n .- 1 | i 1
Ga" & 1-z

Tz a-f T-az*t

y por (1.5.3.) y (1.5.8.)

- n .
Nn_ a 1
Sa'=37+ T3 + FOHG

n
Sa'=Zir +C
fny=n f8(z)= —= por (1.5.11.)
(1-z)2
2
Gne=> % F Q)
(1_2}3 1-2z

y por {I.5.20,) ¥ (1.5.3.)

Ona (242 4 rE+c,

Lﬁmzh%dJ ‘C

por {1.5.15.}

2
Sn2 <y 2D | FO)
. a -234 z

s 2 23 , FO

+
a2t qazt 172

y por (1,5.20,) y(1.5.3.)

(2.4.29,)

{2.4.30.)
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Sn?= (128 4 TP +FO+C

=(Mh+(hc

6n2=% (n-1) (2a-1) + C (2.4.31,)

9t =@ t8(z) = por (1.5.17.)

. i

por (1.5.20.) ¥ {1.5.3.)

= i .n = j: n.:
Ol Ij' (1) Gyt en; TEOG
G{n}j = ‘—“fg!- +C (2.4.32,)

] » 0 entero
S)

PRS- U DI -
5 f - r f - = Ui -
) f£(n) = (n) (z) (1-z}J+l por (1. 5.18,)

. .
] . Z F{0}
S o

por (1.5.20.) y (1. 5.3.)

Gl =1 ( '}'El'l ) + F(0) +C,
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+ C

(j+1). {n-2).
. L _
Sy’ = 55%1%9—-— +C (2.4.33.)
i > 0 entero
e (P Bipy e 2
6} {n) {j )r f (Z} m por (l' 3, 19:}
n, .. 2t : F (0)
por (1.5,20.) y (1.5.3.)
S(J)=(3) +FO+C/
n n
1_G{j)={ﬁd) +C (2.4.34.)
{ >0 entcro

:" f = I'H'] : g =
) f(m) (] Y £7{z) (l-zJjH

Z

por (1,.5.20,)

F {0)

G =
FS{ i) (1-z) i

por {1.5.20,) y (1.5.3.)

651y = () +FO)

t Tz

+C[
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FG( "’J ) = ]+1 | (2,4.35.)
j 0 entereo
‘ Gyt +ip ) Jybeer el
n . = r- 1 z
y te) Il:jli”a'jr:h ) -'1 redppe I{l-z)jl-h“"'jr-l"'l
A ER R S PR 2
n N s PO LN o r-l F(0)
G{Jl""ir} — '.11' Jr 1 (-t Hpa e Tz

por (1.5.20.}) y (1.5,3.)}

U1+ +.|1- 1) n
G{jl' )JI' J]. _] rel (jl+.--+jr_1

+1 }FFO+C

n r-lqum.”.‘.I ‘jr-l ( n

( = b .4.35.
¢ booode Jptee Jl‘”]r}+c (2 )

JpEnegyse -]

- r> 0 entero

jl,...,j;r= 0 entoros

g zJ
) f(n)=8S(n,j; T(z)= por (1.5,39,}
o A

zj+]. F(0)
p) — t =
(1-z)* (1-2z) - - (1-jz) z

€5 )<=

en {2, 4.3.1.9.) se habia encontrado

— Zj+l . = ( l)j -1 . [{"‘l}j A . (‘l}j-‘?{i) z .
Z(122p- (12) G- (1-2;2‘ I =2_f3‘(1"-‘r)}rz

+‘§ it gy,
=2  J(X-1y T-Xz
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luégo: o
- - -2 ()
z It _ (it () &y } z_
{1-:12<1-2z>~--<1-jz> G-L. =2 - T SN NP
; {UJ’Q ( z
=7z

y por (1.5.20.), (1.5.3.), (L.5.8.) y (1.5.6.)

. n
G S(n, n——[{n 1T Jn? SYENEY _‘}}c (2.4.37.)

. .j> O entero

- i) Las sumas indefinidas se emplean en el cailc:ulﬁ de las sumas de-

finidas, En efecto-

-

b ,
'Z t(m) =f{a)+f{a+l)+£(a+2)+... + f(b}: a, b 0 enteros

Tm=a
pero |
£(m) = /NG t(m) =A[F(m;+ c]
f(m)= F(m+l)+ C-F(m) -C= F{m+l) - F{m)
luego |

i f(m) = F(a+l) - F{a)+F (a+2) - F (a+1)+ F (a+3) - F(a+2)+ - -
mn=a '

+F(b+!) - F{b)



m=a

F(m) = 0 f(m)

i f(m) = F{b+l) - F(a)

1

que guele escribirse i
b+
b 1
Z f{m) = G f(m)

m=a

a

Considérense algunos ejemplos ruméricos

1) ,m

m=5

por (2.4.29.)

m [l1} '
m_ 2 - a1l .5 _
g 2 "271"! =241 29 = 2016
5

3

por(.’! 4.30.)

9
2111: m{m D ‘ =33

3

3)

por {2.4.31.) 5 '
ﬁL mi= 2 (m-yem-1) 492
m=4 6 4 -

90,

(2.4.38.)

a,b>» 0 énteros



{m)
m=7 4
mr (2.4.32t]
15 oo
). = {m)g = 104, 328
=7 ¢ 73
7
5) 20
(m)° -
m=10
mr {2- 4.33-) .
20 gyt |2
g {m}3=ﬁﬂ4_L \ = 50, 160
m=10
10
6) L m
( ¢)
m=2 6
por (2.4,34.)
13 14
("h=(7) l = 3432
m=2 0 7
2
7) 18 S \
m=12 S
por (2.4.35.}
) | 15
{1n+5 ) = m-+5 ) = 122,220
G100 S 6
12
8y 17 m

m=1i0 { 3,5 (m-8) J



02.

por (2,4,36.)

18
m m-8 m
= T9 = 2,722,
' 10
9
8 {m, 5)
m=4 -
por (2.4.37.)
11
i _ |
1 Sr(-n 5-8 5.4 -1:| = 50, 682
S(m,5) == (-D°HCHism D (D7 (F)
-mﬁf’{m 5-[ ! ,Zz ,f:r:rL

1it) Con el auxilio de las sumas indefinidas se puede sumar por paries,

En efecto, sea f{m) = u(m) v{m)

2\ [ufm) v{m)J = u{m+1)} v (m+1)- u{m) v{m)

sumando y restando al segundo miembro u{m) v{m+1)
f_\ [u(m} v(m}] =u(m+1) v{m+1)-u (m) v (m+1)+u{m} v (m+1} -u(m) v{m)
= v(m+1} [u({m+1) -u(m}] 4u{m) [v(mﬂ)-v(m}]

lum) v (m)| = v (m+1)Sum)+uim) Av(m)
am)Av(m) = A\ [um) v(m)) -v(m+1)/\u(m)

sumando entre a ¥ b {enteros)

b+l
% u(m}Av{m} =1 (m) v(im) - i Q(m+1}&u{m} {(2.4.39,)
=5

. m=4a

a,b enteros
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Resulta conveniente seleccionar como fa parte &v{m) a una fun-

¢idn con suma indefinida conocida y simple,
A continuacién se ilustra el método con algunos ejemplos

I]i m
» m ()
m= ]

Como partes se eligen

A\v(m) = ( ’;"

entonces por (2.4,34.) ¥ {2.9.3.) respectivamente

)i u(m)=m

~ My, _
v{m}-(j*l.}.’ A\u{m) =1

Se tiene
n+l
n
m, _ m m+1
m{ J)=m({.,) - ( ) R
mg) J J+l 0 HZD j+i
pero por (2.4,23,)
n+l
i (m-r-l ( Ly - = (M2 .
m=0 Mt ]+2 +2 ]
0
Por consiguiente
= | n+i 9
= (n+1 - n+ 4
mZ:D } (D) () = (T (2.4.40.)

j» 0 entero
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asl

m, _ 11, (12, -
miom( 21=aD ) - (1) = 4158

)
20"

Como partes ge ellgen

Av{m}:(‘?);u{m) =_m2

por {2.4.34.) y {2.4.4.) respectivamente

v(m) = ( j’fl )3 /\u(m) = 2m+l
Por consiguiente
1
Il n o
2.m,__2,1 . m+l
nZ_-om (=m0 2 G (0
0
- 2 o+l ! m+l | L msl
") 2 mD) mZD( o1 )

m=0

. pero por (2. 4.40.)

n
-2 m+l =d n+2 n+3
mz=0m(J+1) o) (15)+2 (T

por oira parte, por (2.4,23.)

4]
- m+l 2
2 (H () -



Q3. -

{uego
n ' 5
2w =’ (T 20 (72 +2. (M%) - (1)
¥ finalmente
2 ntl n2 n+3
= {n+l - (2n43 +2 2.4, 41,
nium{ I{n}(H)_(n){jH} ( 5) (
.j>ﬂ entero
Comao ilustracidn se tiener- ' .
10
2,my_ 2l 12, .., 13,
2. MO =) - @D ) +2 () = 40,260
3) n : '
m+k
DO

x

Como partes se eligen
Avimy = (T 5y (m) = (m)

por (2.4.35.) ¥ {2.4.5.) se obtiene

v{m} = mk

(ger 17 Aum) =] (m)j_l

Estas partes se conservan para las diferentes sumas sucesivas.
' Se tiene:
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n+l
n n {
2 <m>j<mk+“>=am>j<fg‘$“1! - 2 amy (TR

m={ o ™ 0 k+l
ntl
S m+k+ | _ m+k+1
-] Z_D{m}j"l{ k+1 }= -} {mjj'l{ k+2 ) +
m= 0
* 2 m-+k+2
+3 2 0hmy 5 (T,
' -+l
J-D 2 m) L (P2 gy, (PR
d o2 k2 -2 k+3
. | 0

. m+k+3
=1(-1) gﬂﬂ-ﬂ(m)j_s{ k43 )

A o R dem R o e ommm EE ommm e o = omw e = ome

mtk+ -

| -1, L [ SR T Mk -1
SVASIEREEE 2 (T = 0TG- 26my ¢

e
}- mHkH
-(-1y 1§----2 ( )
mzﬂ k+]
n+1
§ S, mtkH i - ekt
Y g-1)..e 2.1 = (-1)%j (1) ree 201 (U
-1 §0-1) m}ﬁﬂ( RRekite Chorpei )
0
surnando miembro a miembro y sustituyendo extremos:
i12) 2 SN n+k+l n+k+2 . n+k+3
i'I Kk ) (!'H'l}j( kbl J{ﬂ+1}j_l{ K42 ) +jd 11(ﬂ+1}j_2{ k+3)
| A S n+keH . ot j+1
-r-"' ‘1 -1 -liz - - PN .
W75 G0 2 ) (R ) g1 201 )
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e3lD £5

; mtk o ) ‘ ntk+ £ +1 i
2o ™ AT g 0 ey O (2.4.42.)

—)

jok O enteros

La suma ¢n el.segundo miembro es mds simple de calcular co-

! C ! ‘ - !n. .
mo puede apreclarse en el siguiente ejemplo numérico.

2
m+3 . £ 54+3% , _
mz (m, (37 2 1 (5;)2_1 (rp)

4

- 54, 55 56, _ _
_ (51}2{ 4) 2{51:-1( 5)+2{ 6} 516, 543, 300

n
4) mzo(m}j CYSERDS

Puesto que “j 2>k, se eligen las siguientes partes:

&v {m} = (m}JT ;ulm) = {m)k

por (2.4.32.) ¥ (2.4, 5.) se tiene respectivamente
v{m} = (m)j'!'l

ot Avu(m)=k(m)

paries gue se conservan en las diferentes sumas sucesivas,
nt+l

i n
b) tm)_= -t L
mzu(m)i T C néﬂ{mﬂ)ﬁlk{m}k-i
0



98.

n+l
{m+1).
k 42
{m+1}, _{m) . (m), _ +
j+1 mﬁ jtl k-1 _]+1 Ire k-1 0
k (m+2), , (k-1)(m)_ , +
T G) mi{l J+2 k-2
ntl
n _ 2}
_ k(1) _ k(k-1)  (mt2)s
0+1)0+2) Z=o J+2 ™2 GHLyg2) 13 -2
0
k (k-1) 0 .
T EDERGE 2. (Mg kD),
pFt k-1, k-l pqi-1)---g (ML
U Dk 1} Z{"”k D1 =60 e 090
mH
okl k(k-1)e. 2
(-1
(m), D R T n;ﬂ{mﬂdj_“( (m)
n+l
Kk (k-1)-° N o K(ko1)ere 200 (MR
I g — ;U{mmjﬂ O Ty R et i

gumando miembro 8 miembro y sustituyendo extremos:

2 {m), {m}k-—— (rvt), (i

LS k U 1}0_‘_2} (n+2}j+2{n+l}k_1+

k(k-1)
t e 7 M ot
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oty {
k-1l | (k- 1} k{k 1) L
. +(-1 s
+) GL) - U {nJ'k} () (- 0f G+ - U+|<+1)(H e
e5l0 en-
{mJ (m), = (- 1) {n+,? +1} {nl—l} (2.4.43.)
2 XE 0 {U+1J} + FAHT R |

1>k>0 cnteros

Nuevamente la suma en el segundo miembro es mis simple de

evaluar:

_ 2 (2) _
% (m), (), Z{l —Eq(am )y g B0y 4

2

1
7 BU6Bh; - 120

0{32) (31} +=2 {33) =113, 933, 644

n . ’
5 S ) >k
. m=0

Como partes se eligen

Av(m)=(mh) 1 u(m) = @

y por [2.4.33__) y (2.4.6.)
j+-1
vim) = '(‘{T;*}i— Aulm)=k ((m+1))<
1

n NS
mz:d(mJ-’fmJ“‘=ﬁi’-’g-+—§i—{ka. - Ztm} Kk (m+1))*

m=0
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n+l

'~ (m-y k-l

T (ml) +

k-1 k
K m+Ly)< " = -
- Z_Dth ((m+L)) -

n
S (my*? -1y (2 2 k(K1) >y me2S

+U+1ij+2 Y m=0 - GH0H2) =0
+1
Jagen ey | ke P et
MR B T (+1)(+2)(+3) ng‘ e
0

o S S T e T

kel kkolyeer2 +k-1 kel k- 1}-..2 (m-1y
- (+1)- .- G-l 2 Z( )J {( me- ) =(-1) u+1} C(J+k-1) kK

n+l
k-l kx-1). - j+He 0
- (-1 2 -
T T mi (m) ™ ((mtk-1))

(mHc-1)) L

mtl

k k{k-1)-. & itk kk(k-1)e.- 2.1 (menytRt
0 g 2, = (D ey

sumando miembro a miembro y sustituyendc extremos:

4____ j+1 k_ k i+2 k-1
n?:{:{m} (m)* T O QL) s ()

k (k- 1} ( .)J+3
{j+i}(_:+2}{;+3}

k-1 k{k-1)..

ik
G- - {J+k) (ny

({n+3]}k-2+- e (1)

(ot +

pren¥__k(k=1)e o 201 g+
(1)« -« (i)




A .
pEs) (2. 4. =

. k . _
> @l mks 3 (e @ (g 41y
m=0 =0 (G+1)

j>k>0 enter:s

iﬁ 2 3 42 2-4
3,2 (2) )

(m)” (m)° = D (-D—ﬁ;l— 20y 7 ((21+X )

. -m=0 =0 (4} '

1 oot a2 2 5 9oyl + -2 20)%= 15, 450, 204
=7 (20) " (21) 50 {20)" (22) +120(UJ 3,430,

Se tiene por (1. 5.22.)

et ' n
{ m ) ={j1_:"" J.ri}'l. ' m }' z mz { . -
]lrjzr“:.]r ']].' "'jr_l- J1+*'_v+jr_1 " m=0 ipeeel-

-+l n+2

SO S VI 2
. Y - r {H""I) (j1+...+jr—l+lj '{2n+3){j1+.-_- +jr l+2) -

PR

r-1'

n+3 1
+2 {j1+-*- +i__ +3)

+ R
(_f1+“*+ir_l+1)}1 . ({jl+'"+.lr-l+l))2 L{Ul_’_.‘..{_jr#ff.;IJ}S’j o

no,om (n+1)” _ (2083)((n1))? 2 .
2 G -
l? Hyp {

J.:m"jl“'“ -jr-l jr=n-]l--u-]r_1

fpresssd = O emeros (2.4.4%.



§m2( mo 2 43x(@HeD 2 L0
= 234(m-9) (10}1 (IOHTDN (ICHITYIZ) 2341

0 m
mz=om (23 4 (m-g) =157 770, 187, 500

n
7} "> mS5(m,j)
o

Como partes se eligen

v (m)=8 (m,j) r ufm)=m

por {2.4.37.) y (2. 4.3.)

: LAy 4T
v(m) = - [(-1>J+(-1)J Jm -ﬁi_zu:r-lf (i);’;ﬁ%} : Aum)=

-1

n - 1 19 m nt+l

> ms(m,jj=-2 [{-I)jﬂ-lij jm -2 7 () i-—lj

m=0 ) £ -1

Q0
n ; . ’ . 1
N S S PRI VRTINS L P i A
m=0 }-+ =7 ’t J\ -l J

2 R
=.'~'T_..1' [( -1 ) - i‘ (-17 {2} - ]

1)(n+2 ) - '
= - m=0

Haciendo operaciones se llega a:
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‘/f{j) =N :
2 ] 11 __HH—.( 1)] 4 n-+2 n+1]
5 = 1 (-1 {n - {n+2 j
mZ={lm (m, 1) T 5l{ ) TR [[ni-lj,? (n+2) £
(2.4.46.) -
& ' 5 54,5 N
m§(m.s) = sl' {5(5.10} o AL L [{11}212-{12)/?11){§
m=0o ‘;_' .-'E=2 {_/E _1}2 |
3 1 | 12 10 12 .
m=0 5. ? 4

- '-g- (11x4%? - 12x41% +% (a1xs- o125ty = 297,284
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2. 4. 4. Ecuaciones en diferencias (problemas de valor iniclal)

i} Ecuacidn lineal homogenea de segundo orden y con coeficientes

constantes.

Sea

y(m2)-Sy(n+l)+ 4y(n) = 0
con los siguientes valpres iniciales

y{0)=10, y(1) =20
Se tiene par (I1.5.7.) al aplicar 1a T.G.0. a la ecuacitn en di-
ferencias: :
22 [y8@ -y @ -2y)] -527! [yB@@ - yO) +453@=0
y8(z) - y(0) - zy (1) - 52 y8 (2) + 52y (0)+ 422 y8 (2) =0

y& (z) (L-Sz+422) - y(0)(1-52) -2y (1) =0

. {1-5z) ¥ (0) zy (1)
V@ T T T

factorizando el denominador
(1-5z+422) = (1-4z}1-2)

luego

By = y(0} y (1) -5 ¥{0)
Y {-ZJ (1-4z)(]1-2) * (1-42){1-z)
antitransforrnando mediante (1.6.3.) y {1,6.4.)
_ 4"“"] -1 _ 4“ -1

=4 n_¥g y{I)-5y Q) .n_ y(1)-35y(0)
y {n) 3 y {4 3 + - 4 .

y(n) = 4y(Orry(1)-5%{0) 4N - F(U}ﬂ’(:j)'-iy{ﬂj
iy = Y YO o y(1)-4v(0)

3 3



ii)

sustituyendo los valores iniclales

v () =J§‘l 4“+_23ﬂ_. n=0,1,2,...

Otra manera de resolver la ecuacion en diferencias, sin acudir
alaT.G.0.

A partir de
y(n+2) - Sy{n+1pdy{n) =0

Se forma la ecuacidn auxiliar

p2-sp+ri=0,

cuyas raices son
Pr=4. =1
¥y se plantea como solucicn general
y@=Cy ) +Cyp,
en ¢l caso presente
y(n)=C, 4H+C2
finalmente se acude a los valores iniciﬁles para determinar el
valor de las constantes arbitrarias.
y(0) = C, +C,
y{()=4Ci+Cy }
25L0 ¢§
10 = Cl + G,
20 =4 Cl +C, }

resolviendo este sistemi de ecuaciones resulta
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luego

20
3

n

y(n)= 1T0 L

Tanto este método de la ecuacidn auxiliar como el visto en
el inciso anterior son generales, asi para la ecuacién lineal

homogénea de coeficientes constantes y k-ésimo orden, se

tiene

y (mik)+a, y(mk-t + ) .9 y(n+2}+ak__l y_{n+1)+ak y(n)=10
con condiciones iniciales |

y()=by, y(1)=by ..., y(k) = by
la ecuaci6n auxiliar resulta

k-1

#’k*alﬁ

con raices 3, B,,..., £, , la solucién general es

2 : _
+ e +ak-2ﬂ +ak_”3+ ak-ﬁ

n n
ym=C B +Cy ot +Gp | 0=0,1,2,...

y mediante lag condiciones iniciales se determinan el vaior de

las constantes arbitrarias C,;, C,, ..., C’k'

jii} Ecuacidn lineal completa con ceeficientes constantes y de pri-
mer orden,

Sea _
y{n+l) -ay (n)=f(n)

y(0y =¥



iv)
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haciendo uso de (1.5.7.)

2 [y8@ -y ) -avB@ = @)
yE @) -y(0)-az y&(z)= zfg{z}
y8(z)(1-az)=y (0)+z (8 (2)

g (py =.20) z €y
y=(2) taz ' T-az 2(z)
pero Y(0) = ¥
luego
IR Z g
y=(2) T-az ' T-az 17(z}
pero
Y a®
Y &= ¥ por (1.5.8.)
2 (B(z)&=> nZ m-1 1.5.5.)
T fe{z) m=la f{n-m) por {(l. ::
luego
) N B
' y (n) = Ka“+ pd am_- f (n-m}
m=1]
asl, para.

f{n) = (n} : j>(} cle, -
y(n}- ya +Z al {n-m}j; i>0 cre. y

m=1 .
n=0,1,2,...

Ecuacidn en diferencias lineal completa de coeficientes varia-

bies y de primer orden

Sea

y(o+l) « —— y() =

+1 - ¢ ELZ
¥y () =0
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multiplicando ambos miembros por n+l

{n+1) y(n+l)-n y{n) = aB.
luego
ny(n+l)+ y(n+i)-ny(n) = a"

por (1.5.7.}, {1.5.8.) v (1.5.10.)

z 4 { zjl [yg{z)-yfiﬁ]]} +271 [F_E{ZJ'F(DJ] 2 g PR T

4
z z Z z l-az

2L y8@) -y©@ , y8@-y(@ 9 yBe) - !

1
2y8 00 -y8 @1y | Y@@ | 4 g, . ]

Y .
22 zZ T dz 1-az

_v8@) .y, vB@) .y _, d 1
E(Z} J'!z +}rz + Z T Tz ZEYE{Z}“ ~aZ

d
q 7
(1-zp 4 ¢Bmy=_1_

N dz

l-az

1
{1-z}{1-az)

d
= YB@) =

d g 1 1 a 1
¥ @ 13 T2 T3 T=

dYg{Z) = 1 dz A dz

[-a 1z l-a 1tl-az

1 . 1
}rg(z}z s pry L(1'2}+"1_—a 1. (I]."BZ}

y8(z) = Tl*é' [ -L{l-2)+L(1-a2) ]

por {(1.5.24.) v (1.5.23.) '



109,

- 1 I ab _
- }r{n}_ 1-a (ﬁ‘ n } y 0 1r2!
=1 ]."'-El.rl =1
N} = r n= l2r
y (@)= o
y@ =0
|-
Ecuacidn diferencial en diferencias de primer orden y homogéneas
Sea
Ly, t)-2ty(m, 2)=0
d+4
con el valor inicial
y(Q,t)=1(%)
y(n,0)= Y&
For (1:5.?.}
z-1 y8 - d - 4 =
l:; {z,t) ir y{D,zf_) 22 y2(z, £ )=0
_2 _yB(z, t]-——}'(ﬂ t}-2¢tzy8(z, £}=0
Bt
=2 v8@2)- 2rz53{z t}——t y(0, )
pero 4. y(0,t)= fi{£) luego

dZ %_, yg(z . '.f:} -2tz yg{z ,'t‘}: f I{t)

que es una ecuacidén parcial lineal de primer orden en « ,

de la forma

et (T -ME (L) = N(#)

8i I=uvw
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entonces
e SM(D)AY

(M(t)d

v= [Nty e der K

Para el caso particular en cuestidn

_f-2tzdt 542
u=e =g

i . 2
y=eZt [ff*{t;e” dt +1<]

2
y=e £ @y e Y qu+ker?

r 2 2 2
Yg(z.‘t)=/ ez(i U }f*(u}du—!-kazt
C

pera y(n, 0= #(n); yE(z, 0= PE(z)
luego
593'(2}=0+k el =k

finalmente

t 2 2 2
yg{z,'ﬂ‘}= / ez{f - }f'{u) du+EZf-$¢’g{z}
0

antitransformando con ayuda de (1. 5.5.) v (1.35.22.}

2m

-t
f'{u]ciu+z T ?{n-m}

m ={)

' t,,2_ 2
y{n,t}=fi5wn—ﬂ-l—-
0




-

2, 4,5, Aplicactdn a sistemas de ccuaciones lincales y de primer or-

den en diferencians,

Yy {n-+~l_=.:11l ¥ {n)+:.112 }'z{n)'-l-' vrEEg L Y (n)+ O (“_}

Vo) =ayy vy (M+agyyy )+ or +ay vy (n)+ @y (n)

ek o mm— o o= o o o o e ek e Bl Bk TR R s pem e

yk{n+1]= a1 ¥; (n) + a4 yz{n}+ cos ot Ay Vi {n)+ @k(n)

que puede éxpresarse matricialmente en ia forma

en donde

A= a“ 312 v alk
891 B9p »-- 8oy
Bkl Bk2 o Ak

T+l =A ¥ () + O (n)

P ¥(n)=

y ) ] s

¥, (n)

Yy (m

111.

[ @ )
?, )

2, (x)




112.

Se demuestra que su solucién general es:-

- n-1_ _ ;
?{nJ=A“?{OJ+EO_ AY @ (n-g-1; n=0,1,...
Q-=

-

en donde y (0) es el vector de'condicidn inicial”,

—n
Aquf nuevamente (1, 16.2.) permite obtener la potencia A

mediante el usode la T.G. Q.

Asi por ejemplo, sea

u{n+1)=3uf{n)+ 2v(n)+n

v(n+1)=2 u(n)+ 3 v (n)+n?
¥ como condicidn inicial

u{0=a, v{)=b

Se tiepe:
A=13 2| ;ym= [u (mf Iﬁ_B{n)= n
2 3] v (n) n2
entonces ;
[T -Az =] ’-1-32 2z ]
| | 2z 1-3z

e = 1-1
[I -Az] = 1-3z 2z 1
2z 1-3z (1-z)(1-3z

=5 1—_2'-[-1 1]""‘_1-52 1 1}
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Haciendo uso de {1.5.3.) ¥ {L.5.8.).

-n_1 1 =11 +3™ [1 1
A =3 [-1 1] = [1 1}

por consiguiente:

28] ¥
v {n) 2

u(n)= L (a-by+ 5n{a+b}+ [(n 2-1)(2+g-m)+ 5% (n-a-1)n-
)= 2 s L-my+ 5" (n-4~1)(n z}}

252

n-1
v(n}— (b- a}+-~ (b+*a}+~‘lg' [{n £-1}n- _Q_2)+5j- (n-¢-1)o- Q}] n=A{,
"E..-
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2. 4.6, Aplicacién de la doble transformada a las ecuaciones parcia-

les en diferencias.

El tema se iniciard como se hizo en el inciso (2.4.4.} con

un ejemplo de una ecuacién parcial de primer orden tanto en

j como en n, completa, lineal y con coeficientes constantes.

v+, nt1)-2 ¥y (G, n+1)43 y(§,nd=1{, n}

T

con los siguientes valores Iniciales

y@,m = Vin)
y(3,0) =4()
y(0,0) =

Transformande ambos miembros respecto a j:

s‘llyg' (s, n+1)-¥(0, n+1)] -2y8 (s, 0134387 (s, m)= 15 (s, n), por

},g- (s, n+1)-. v(0,n+l)-2s yg_ (s.n+1}+3syg'(s, n)=sfg_(s, n} '
(1-28)y B (s, nH1)+3 5 yB (s, n)-y (0, 1} = s % 7 (s, n)

transformando ahora respecto a n, hacjendo uso nuevamente

de (1,5.7.)

H

(hhn*[ﬁﬁaﬂw?mﬁﬂ+3wﬂﬁgrf*ifﬁmmwmﬂﬂ
=sfgg{s,z}
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(1 4zs}yg§(s. z) - (1-25)y & (s,0)+3s2y®8 (s, 2)- y "E(0, 2p+
+v(0,0)=32£5%5 (3, 2)

¥58 (5, 2)(1 -284352) (1 -25)¥8 " (5,0)-y "B(0,2)+ y(0,0) =
= gz {58 (5,2} -

2 88 (s, 2)H(1-25)y8 (s, OHy "B (0,2) -y (0, D)
1-25+3s5z

g
y88(s,2) =

pero
yE (s,0)= 45 (s)
y 80,2 =V )
y(0,0) =

luego

sz £85 (s,z)}=(1-2s) "fg {SH-‘,IFg (2} -X

2433 =
Y= (s,2) = I-2s+3sz

dividiendo entre (I -25) numerador y denominador

8z

165 T 450 e 1
I+ ‘[‘—2— Z

Empleanda (1. 5. 3.} ¥ (1. 5. 8.) se antitranzformard respecto

il oz

Yé'{s )= n_lf-n‘“ S _ (38
m%) 1-28 IZS

e}
1
+ S (U™ (1) )+
m=0

”‘-E

(s.n-m)+(-1)" ( 253 B(s) +

(0" g (1)
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' m+} -
y& (s,n)= Zf Vi S £%7 (s, n-m) +
{1-28)

v n l'i m
+(=1)" 8 2 85y ytgm 8 -m} +
GO g 4@t 2 aeyml B ™

1 I.'I
+(-D)"e(a" &

haciendo uso ahora de {1.5.5.), (1.5.6.) ¥ (1. 5.20.} se anti-

transforma regpecto a s, obteniéndose:

n-1 k k-1
n)= > {'1) (2) E Z{ml)f(]knm)-t-
m=

kkl

+(-1) {5}"2 DGR+

n
.,.sz(-l]m(i)m{ : ) Yn-m) +eA(- 1Jn+1(j) 2‘]( ]

m={

1.15.2, En ocasicnes es mis cdmodo usar una transformada parcial
en vez de la total y si la ecuacién es tneal de coeficlentes
constantes y homogénea, acudir a la técnica de la ecuacién

auxiliar tal y como se mostré en el inciso (1.7.2,).

1) Sea el caso del Paseo Casual gimple

(ptg=1} tratado en (1, 10.6.1.) si co-

mo ha sido costumbre ‘f’j (n) esla

rrobabilidad de que €f proceso visi-

site el estado j cn la época n, re-

sulta la ecuacién {ver fig. 1.14.).
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1 ¥

K @y =pf | (m=af ) @

eslo es
A G, 0t)y=pd (-1, )+l G+, - (A)

Con los siguientes valores iniciales

n

_#P{n,n}= (%) p; qZ ({ver inciso 1.10.6.1.)
2046,0) =4 () (el [:;rocesn se inicia en §=0)
4P(0,0) = 1 |
Transformando la ecuacion {A) respectoa n:
2"t [‘f'go.z) -‘1"_(1.0)}= o4 -1, 2)+q4 B (41, 2)
82y -40,00=pe T Bt 2rraz B2
ordenando términos
azd B g+1,2)- ‘f"gu.z}+pzﬁ°'gﬁ-1,z>¥‘FU,n} |

la ecuacisn nuxiliar es:

qz62 -6 -1:pz =0

1 I*ﬂ
Hego 6_ }-i 1-4qu2

" Aqz

seleccionande el signo negarive del radical con objete de que

(3 sea acotada enforno del punto z=0,
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enton CE“S L j
- - J1-1
éFQUJFc¢J(—*Q%EE)

en donde (z) es una funcidn arbitraria de z a determinar

por medio de las condiciones iniciales.

Para j=0, la ecuacién anterior resulta:’

478 0,2) = C(a)

pero _:.f-g (0,z} es la rransformada de‘f{ﬂ,n) luego por
(1.10.25.)

- : |
§B@) - ——— = c@

_, [1-4 mz2

Por consigulente

' ]
8 _ 1 1- 41 -flpr:iz2 )
Lf U ’ Z) - ( . 2{;2

{1-4;):]2;‘

E5I0 £5:

-z ) o
Lf’ (4}—\} = ( _zlquqz ) (1.15.1.)

que es la solucion de la integral (1. 10, 26.) .
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2,5, Aplicacidn a Cadenas de Markov

2.5.1, Sea la funcién matricial @ (n) tal que

' L Pm=7 ), Lj=L.., N

" en donde L]Dij (n) es la probabilidad de que el proceso mar-
koviano, iniciado en el estado i, visite el estado } al cabo

de n épocas.

Si P es la matriz

P- [pﬂ'] ; Li=1,...,.N

de probabilidades de transicin del estado 1 al j en una épo-

ca cualquiera, entonces

P {n+1)= D () P
PO =1

De manera que

— o = = e m—— g

— o e apa A e g

luego la probabilidad en n épocas de visitar un estado cual-

guiera de[rprﬂceso, se obtiene elevando la matriz de prnbab_i_
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lidades de transicidn entre estados P a la n-ésima potencia.

Asf por ejemplo, sea

- 1 2 3
P= 1' 1 1 0
zZ Z
s[1 L i :1,i=1,23
T 37 7
1 1 1
317 3 7
. |
. Fig. 1.13.
. {matriz estocdstica)
Entonces
-7
Pin)=P
y por (1.16.2.)
- _ -1 1
@g(Z}=[I~Pz]
pera
[T"FZ]= 1*%2 -%—z 1]
1, ,.1_ 1
3% l"32 -37
1, 1,41 |
43 42 i .22
J
haciendo operaciones:
- = 171 5, .1.2 1 12 1.2
[[ -Pz\ = 41 1-32'1122 ZZ 12 E—z
- 1-2z+1 22
3 1, 1.2 1,432 L1 _1
3 T%z 42 3Z 62
1 L .5
42 ris 1 {:._z
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finalmente, por (1.5.1.) {1.5.3.) ¥ (1.5.8.)
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Ecuaciones diferenciales ordinarias

4

8-1. latraduccibn

Las ecuacicnes diferenclales tienen importancia fun-
damental ep las aplicacionts, ya que muchas leyes y
relacinnes fisicas poeden idealizarse matemélicamente
#n la forma de estas ecuaciones. En particular, el estudio
de problemas’'de equilibrio de sistemas continuos se en-
cuerntra denira de este confexio,

A continuac¥n se establece un conjunto de defini-
ciones acerca de las ecuaciones diferenciales. En las
siguientes secciones se dard un procedimiento numérico

. par resolver algunos tipos particulares de problemas en
donde intervienen las ecuaciones diferenciales.

1. Ecuacidn diferenciaf. Es una ecdacidn que relaciona
Jus o mis variables en términos de derivadas o diferen-
ciales. Por ejemplo, las siguicnits relaciones son ecia-
ciope; diferenciales:

e ?;:cmz
o
8 ;,;;-th:ﬂ
£] (4 ¥ )de 4 2opdy =0

dj Ej;’]’

4

-—a‘y—‘:,‘f- +w=0

d dy
9 924y gy
N et Gr=0

2. Vuriubles indepondicntes y dependientes. Se (lice
qut itna variable de una ecuacitin diferencial &5 indepen-

199

diente, i existen una o mis detivadas con respecto a £sa
variable, Una variable &5 dependicnte cuando existen
derivadas de esa variable, En los ejemplos {a), (D) y {eh x
es la variable independicnte y :v la dependiente; en cl {c)
puede considerarse indistintamente a x come variable in-
dependientt ¥ a ¥ come dependienic a ¢n forma re-
ciproca; en () x es |a variable independienie, wia depen-
diente y v €5 un pardmetro; () tienc dos variables in-
dependientes x y y, la dependiente es V.

3. Ecueciones diferenciales ordinaring v parciafes. 5i
en ung ecuacibn diferencial hay una sola variable in-
dependiente, las derivadas son tatales 'y s la ecuacién
diferencial se le tlama ordinoerta. Por el contrario, sienla
ecuacibn aparecen dos 0 mis variables iwdependientes,
las derivadas serdn parciales y la ecuacifn serd diferen-
cial parcief, Los ejemplos (2} a (e) son de ecuaciones
diferenciales ordinarias, ta{f) e parcial.

4. Qrden de una ecuaciin diferenciol. Es Ia derivada
de mayor orden que aparcce en [a ecuacidn. Las ecua-
ciones {a) ¥ (¢} son de primer orden; las demis de segun-
do. :

5 Grudo de ung ecuocién diferencial, Al prada al-
pebruico de ta derivada de mavor orden que aparececa la
ecuzcibn s le lama grado de una ecuacidn diferencial.
Todos los ejemplos son de ecuaciones difereaciales de
primer grado, exeopto cl {d) que es de tercerg.

6. Ecyucion diferencial lneel. Una couacibn diferen-
cial es Nreaf si en ella ne aparecen potencias de fa va-
riable dependienie y sus dertvadas, ni productos de la
variatle dependienie por sus derivadas o producios entre
derivadas. Las ecuaciongs {al (b y () son lineales; las
oiras ne. .

7. Solueidn de una ecnacitn diferencial. Fs cualguier |
retacifin funciumal que no incluya derivadas o tntegrales
de [uncipnes descanocidas y que implique a la propia
ecuacidn diferencial, en el sentide de que Ia verifigue
wénticamente por suslitucién direcia. Ex obvio que
r=sen x +c, donde ¢ &5 una constanle arbilraria, es
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soiucién de (a). Por sustitucién directa puede hacerse ver
que ym A sen k + B cos & xeslasolucidn deib), en don-
de A y B son constantes arbitrarias.

8. Ecuacion y condiciones homogéneos. Una condicién
o0 eouacidn es homagénea si, cuando es satisfecha por una

funcibn particular y(x), tambikn es satisfecha por ¢ pWx);

donde ¢ es una constante arbitraria, Por ejemplo, una
condicién homogénea puede obtenerse del requerimisnto
de que una funcibn o una de sus derivadas (o alguna
combinacibn lineal de ta funcion y/o ciertas de sus
derivadas) sea nula, Los ejemplos (b) ¥ {f) son casos de
ecuaciones diferenciales homogéneas.

B2, Soluclon de anw ccuscldn diferencis)

Dada una ecuacién diferencial ordinaria de orden n y
cualquier grado, cuya forma mis general es

Flan¥o ¥ .

¥y =0, (81)
s¢ establece en matemidticas que en su solucién peneral
deben aparecer s constantes arbitrarias, Entonces,
puede aceptarse que la soluci§n-general de (8-1) es

Cle,pe,en, ..t =0 (82)
Grificamente, Iz ecuacién (8-2) representa a una familia
de curvas planae, cadz una de ellas obtenidas para valores
particularesde las nconslantes ¢, oy . ., . como 58 mues-
tra en la figura B-1, Cada una de estas curvas corresponde a
"una eolucien particular de la ecuacidn diferencial (841}, ¥
aplilicamente puede obtensrse sujetandc b solucién gene-

rzl (8-2) a n condiciones independisntes que permitan va-
tuar las eonstantes arbitrarias,

¥

—

Fig. 8.1. Representacibn grifica de Ia solucién general de (8-1)..

" Dependiendo de cdme se cstablezcan estas condi-
clones, se distinguen das 1ipos de problemas: los lla-
mados de valores iniciales y los de valores eu la frontera.
Un problema de valores iniciales estd pobernado por
una ecuacion diferencial de orden n y un conjunto de

condiciones independienies, todas ellas validas para el
mismo punto inicial. Si(B-1) es la ecuacibn -:Jil"::rcnci&li
gue define al preblema y r=a ¢5 ¢! pento inicial, puede
aceptarse que las v condiciones independitntes son;

ya) =% , Yla)=y, , ¥{ay=s.-..,

Jl'"j(ﬂ_] — :,;n}

{8-3)

y s¢ tratard de obtener una solucién paricular de {8-1)
que verifique (8-3), 'como se presenta en 1a figura 8-2.

Eixy)=D

iy
B . Y=

Fiz. 8-1. Representaclén grifica de Ja solucidn de un problema
de vilores infcizles,

For ¢l contrario, ¢n las problemas de valores £n Ja
franteca deben estableserse condiciones de frontera en
todos y cada uno de los puntos que'constituyen la fron-
tera del dominio de solucienes del problema. En par-
ticular. en el espacio de una dimensidn, hay dos puntes
fronteras, por tjemplo x = a ¥y x = b 1 ¢! dominio de so-
luciones es el intervalo cerrado a  x & poresto mismo
e! arden minimo de la ecuacién diferencial de un pro-
blema de valores en la frontera serd dos, come se indica
en la figura §-2,

} T ——

" .

Fig. 8-. Reprosentacién prifica de un probizma de valores en
la frontera,



Bisicamente, la solocibn numériea de ecuaciones
' diferenciaies consisie en sustileir e dominio continua de
selyciones por uno discrelo formade por puntos aislades
igualmente espaciados entre sl Asi, en un problema de
valores inigfales, ¢l dominio de definicifin de soluciones
X > g st sustiiuye por ¢l conjunto infinite numerable de
punios Xg =a, ¥ =xp Hh oy mxy 24 xy sk +Ih+,
« oo ¥ 20 el caso de valores en W frontera se sustituye el in-
tervalo ¢S x S & por el cenjunto finite de puntos
Xo =a, X =xqg thoxy Sxo +2h xy=xp+3h, ... x,
o xp + nthw b obienidos al dividir el intervalo &n o partes
fpuales. La presentacidn grifica de £3to1 dos casos se mpss-
tra en ba Mgurs 84,

K =y X 5 o

|

(b} ¥alores en Tu frontera

Flg. 8-, Ditzretizacién del dominia de defimicién de salucio-
Det.

Habiéndose discrelizade el problema contingo, se
walxed de cbicnver la solucion para los punios eansi-
derados, ¥ esto se¢ hard, en pencral, sustituyendn lag
detivadas que aparezcan en L ccuacidn diferencial y en
ws cundiciones inteiales o de frontera, por frniufas
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numéricas de derivacién gue proporcionen aproxima-
ciones a las detivadas o tratando de integrar la ecuacibn
diferencial ¥ reemplazando al proceso de integracibn por
una fArmulz numétrica que s* aproxime a 1a inlegral.
Lina vez hecho eslo, la ecuacitn obtenidx expresada en
diferencias finitas (ya gue se han sustituido diferenciales
por inctementos finilos) se aplica repetidamente en todos
los puntos pivotes donde se desconoce la solucifin para
llcgar a una solucidn aproximada del problema.

En ¢ capilulo & se abtuvieron algunas férmulas qu-
méricay de detivacidn ¢ integraciin de funciones dis-
¢retas, como las que aqui s¢ estdn considerando.

B.3. Soluchin numiérica de problemas de valores Iniclales

Un problema ordinario de valores iniciales estd gober-
nado per una ecuacion diferencial ordinaria y un conjun-
to de condiciones, todas ellas vilidas para ol mismo pun-
ta inicfal,x = xy.La solucién nemérica de este problema
consiste ¢n evaluar fa integral de wWx/) en todos los puntos
pivotes de su intervalo de definicién, los que estardn
igualmentzs espaciados en & unidades. Estos valores se
obiienen, paso a pase, & partir del punle iniztal, lo que
da el nombre de métados de integracidn paso v pasa.

La cvaluacién de y en los puntos pivate x; m e + it i=
1,2, 3,..., s lleve 3 cabo vszndo “lérmulas de recurren-
cia”, que vsan los valores congcidos de p en las estaciones
anteriores. Kioyr Xigr Xpmgeen Asl, para aplicar estas
tcuaclones, €5 necesario ¢atonces evaluar muy aproximada-
mente 3 ¥ x/ en algunos de los primeros puntoy pivoles
(eno & cuatro}; ¥ esto 3¢ hace usualmente Jesamollando
fix) en serie de pote ncias.

8-3.1, Inletackn de Fa snlucién por serles de Tayfor. La
selucién wx/ de un problema de valores inicizles puede
evaluarse formalmente en la vecindad inmediarag del
pumiue dmcal x = xp en UYrmines de k2 serie oe Tovfor
{6-71), obicniéndose lrs derivadas de la Tuncion Je las
condiciones de fromera pars x = xg ¥ pu dérivacioncs
sucesivas de la ccuacidin diferencizl misma,

Ejemplo B.1. '

Encontrar 1a soluckdn del siguiente problema de ya-
lares Iniciales, por medie de lus cuatro primerss 1rminos
de la sericde Taylor, para x * 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5

[ -

(140

¥ ==

Fam

>0l =1

De la ccuacidn diferencial y sus derivadas sucesivag se
tienc:
I

Ym0 @ = 201 031 =5
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a +{l+x}y}r’ P

l’\.'lli-l

—
—_
Ll 1

(0} =§u=:~ + (U +0) (1) (3 =1

Y =2y + (LT (1 F Yy
y™0) = 2(1) (2 + (14 0) () +

s 400 =7
Por 1o que

(x —xa)? for— xu}

2 ! -'J‘ + j"ﬂ""

}'{'r}n-:}'n+ xo}'“-i"

+
R s

En la tabla &-1 se mu:s’?ran tabulados 1os valores dela
solucitin aproximada obtenida y tambifn los de la exacta,
Qe es

y=4](4 -2:-11)

Tabla §-1. bdviuclin de y* == 1 i1+x| ;r , ¥{0} == T, por serles

e Taxlor.
i ¥ Y
o1 1055375 1.055408
0.2 1. 123000 L1235%
2.3 1LA¥5125 1208459
0.4 1, 304000 115789
0.5 1421875 454545

"'B-3.2 Mélodos de intepracibn de Euler. La solucidn de un
problema de valores iniciales & obtiene generalmente paso a
paso por métedos de integracion hacia adelante, lo que
permite valuar y; +4 , tan proato se conozcan los valores py,
Yi_ 9 yenuno o mds pivotes anteriores. Et mds simple
de estos mwétodos, debido a Culer, es aplicable a ecuaciones
de primer orden ¥ no guitre conccer ia solucidn en fos pun-
1es pivotes antericres.
Dado ¢l prablema de valores iniciales

={{xy) | ¥z =3 {8-4)
s¢ debe intcgrar la ecuacifn difercncial en ¢l inlervale
¥ex Xy, = x; +hy evaluar la integral aplicando la
formula de integracion numeérica (6-86), o wea

H Al Xiyl
S ;;ax=§ L.y} e

Ay X

-

Xl
4 = Af{xu ;) +0(4%)
X1

ENLOnCes
yir — % = Af{xn it 4+ 0{AN)

de doride sc obtiene la sigulente expresibn aproximada
Hamada fSrmwla de Exuler

Tt =1+ hf{x:, }';] {8-5)

Ejemplo 8-2.

Resolver ¢! problema del gjemplo 8-1 aplicando el
méiodo de Euler. Se tiene:

Yur =i+ Af{x,m)

donde
k=401 f{n.y.}:%{l-}-xi]yf ¥ yo=1
Eniences

= yo+ 0.05{1 + x))?

En 1a tabla 8-2 aparccen tabulados los valores de la
solucidn aproximada obtenida a pactir de la condicién
inicial conocida ye = 1. )

Tebla 8-2. Soluclén de y* == —{] x) yz,][ﬂ] = §, con <} mé-

todo de Euler. =

| X o051l ) j"lz Y {solucién exacta)
¢ 1 0.050000 ¢ 1

0.1 | 50000 0.060638 1055409
0.2 | 1110638 0.07401 | 1.123596
2.3 I. 184649 0.091221 1.208459
0.4 1.27587Q 0.11394% 1,315789
05 1.J8981% 1.454515

La pobre aproximacién que se cbservd enla tabla8-2,
sl aplicar ¢! método de Euler, puede mejorarse si sc
evalda la integral de fx,3) usando la fSrmitla 1rapecial (6-
BE). Se abtisne

Y1 — ¥ =; [f (0, 3 = %00, pind] 4= 004"
esdecir
) A
Fl =y 3 [Ftx, yi) = Flxia, o) I_.'q':i-ﬁ:l

I'ara determinar el valor de rsta expresién se requicre
conocer fa;y . Pig/ ¥ éste se puede estimar usando co-
mo valor de p;y, ¢l dado por (8-3). Esta mudilicacién al



método de Culer &5 debida a Gauss. La expresidn (8-5) se
llama el preeictor v la (8-0) ¢l carreczor de este métodode
Euler-Gauss. Desde luege, que cs posible volver a gus-
titoir en (8-6) €1 valor de)y 4 obtenide d¢ la misma,
sucesivamente, de manera de mejorar Iz aproximacién
hasta un grado de precision preestablecido.

E)Jemplo 8-3.
Resolver =l problema de valores iniciales del ejemplc 8-
1 apitcando ¢l mérndo de Evler-Gauss.
Se tiene, ded8-5), para prediceion
Yiorp = yi -k b (xi, 9)
o1ea

Yur.» = 31+ 005(1 + xdy?

Para correceldn, de (8-6)
.'l’hl.r:]"l'['; Ll'fl'l..'l-'l} +.f:'r.-.h,w--1]
¥ 0.025 [(LF =3+ (| +madyd,

“_oweidn p; obtenida aparece en la segunda colum-

na de la 1abla 8.3. El primer renglén de ésta se czlculnen -

la siguiente forma: -
Parzi=0,x= 0y yy =1, luepn .

(L4 w)y=0+010=t
e doende
yrpz= 14 05{1 1 0)12=1.05
Adernis

(1 4035, = (1 - 0.1)1.052 = 1.21275

por lo que

¢

J0 | LOs5se45

Ecuaciones diferenciales erdinarias 203

Ejemplo 8.4,

Resaolver el problerna anterior haciendo iteracinnes,

En ia tabla 8-4 sz muestra el procese para enconirar la
seluridn del ejemplo considerade,

L
Tabla B-4. Suiuciin dey' =s 35 (1 x) y? , yi0j wm |, leranda o
* método de Euler-Gruss.

Xy Fi {l+x;]]-'f [“III*!.] ¥y Y

1000000

Yigr p

1. 050000
1.055319
055637
1.235825 | 1116930
1123717 | 1515247
LA24173 | L516517
11340 1] S el
L0036 | LAFIIND
1208924 | 1.899946
1059620 | 1.9921.304
1304790 | 28460
LGRS | 2417617
1L.M7923 | 2431689
PMBROZS | 2430065
1439039 | 3106840 { 1.315759
1.456557 | 3182117
1458303 | 3190373
1456596 | 3191253
1458618 | 3.i9134%

L2275 | 1
1.225068
1.2257h]
14155

a I

105509

02| 1124006 | 1.516607 1.2225%

O3] 120975 | 1902307 1.208459

0.4 1.318034 | 2432008

0.5 ] 1458600 143545

£33 Métodos de Bunpe-Kutia En l1a seecin anterior
s¢ establecié que el metndo de Evler para resolver la
ectacitn diferencial ordinariz de primet orden

¥ =fluy) (8-7}

con la condicidn inicizl

¥(vw) =3 {8-8)

Yrez=1 4+ 0023 0{) - 0y 4 {1 4011107 ) = L0359 consiste en aplicar repetidamente la fdrnwla de recu-

En forma semejante se calculan los alros renglones de
la tabla B-3. '

Tabla 8.3, Sobuckin de ¥ = ; 11+ y2,x{0) =1, can ¢l métndo
de Liler-Gaysa,

X ¥ I{I +x;}j-[ﬁ Yigiip]oa-s-miees ¥,

i t 1000000 | 1oseooa 1212350 11

OO0 [ 108500 ) 1225080 [ LGRS [ FAMCHD | ] 045408
02 g r2aME ] 1514300 [ 11900) | 1 BLWTE | [F2I509A
O3 L C | s LTI | 20TA10d | 1 850
04 | 134755 | 2420012 | 1L 435750 | 1.092000 | 1215189
O% | 1432551 1 1451515

rrencia
L]

Fuag =¥ F A al.n= 1,23, ... {84

para determinar 1z solucidn de la ecuacidn diferencial en
X= X, X330

Swatituyetdn la furcidn fa o/ dada en (B-7), en (B-9}, se
tieng que

Yuor = yu -y, (B-10)

expresidn que indica que ¢ méioda de Euler consiste,
graficamente, en irde up valor v, comncido de |a solucién
de la ctwacthn diferencial {8-7) ¢ un punto, al siguienic
por medio de la langenie T2 la curvis fuicgral pe= wWxten
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¥
4
. /Tt
- -
' . -t L ' arror /‘ / ¥l
. br'y
} '
- | a Lan ﬂ_rl‘
o Tady
L
—
In ll"l‘l
1 ol
e h 1
. Flz. B-S. Interpretacibn prifice del método de Euler.
, € mismo punto de solugién conocida, como se muestra nadas (x,. ¥, ) ¥ (X, 4 ¥p rendondex,  =x, 5y
en In figura {8-5). ¥p 4, Puede estimarse con ¢! procediniento normal de
De esle plantezmiento grifico puede verse que una  Eylet, como $e muesica en la figura §-6. Con lo anterior
mejor Aproximacidn a Ja solucién de la ecueacién diferen-  g¢ pbiendriz un método mejorade de Euler con error del

cial (8-7) se obiendra si, en vez de ir pot |z tangente T, arden de & definido por la expresidn

para determinar la solucifn en ¢! siguicnte punto pivote,

se utiliza ina secante con pendicnte igual a! promedio da Yooy = Pa 4 ﬁ [F(n, ¥a) + §{xger, yunnd] {811}
pendientes de la curva mtegral en Jos puntos de coorde- 2 ]

¥
i |

X, ]"I'l

o n .

Fig, -6, Interpreiscidn prifica de! mé{odo mejorado de Euler.




en donde f{ra, ¥a1) esel valordelafuncidn f{x,y) pa
f2 r==xn—h ¥ ¥=¥atrflxn3)

Observando las expresiones (8-9) y (B-11) para resolver
13 econcidn diferencial (B-7), puede decirse que ambas
consisten en aplicar 1a fSrmula de recurmencia

Frol =Fa -+ A [xn, yat
en donde _
dia, ¥y = f{u ) [8-13}
en &l método de Euler, y
$lny) = U0 H I H Ry FRN] (B
£n llqut; ;
¥y =fivy) {815}

en ¢l método metorado de Enler.

Como sc ve, estos dos métedos Henen Jos siguluntes
PuUntos comunes:

1. Son métodes de un paso; para determinary, . se
pecesita copocer (nicamente los valores dc X, ¥y, del
punte anterior, ¥

2. No requieren evaluar ninguna derivada, sino Goica-

+ mente valores de la funcidn fix, yl

Estas caracterisiicas dan origen & una gran variedad
de méiodos conecidos coma de Rupge-Kuita. La diferen-
cia entre ellos consiste en la forma como se defioe la fun-
cidn ¢ /{r.y/que aparece en la expresidn (8-12].

La ventaja de los métodos de Runge-Kutta con respec-
to &l uso de ia serie de Taylor, que ¢s también un método
de un paso, esth expresada en el punta 2 anterior; &5
decir, los métodos de Runge-Kutta requicren sdlo de la
funcidn ffx, 3! v de ninguna derivada, mientras que la
seriz de Taylor si requicre de la evaluacién de derivadas,
Esto hace que, en la prictica, la aplicacidn de los
métedos de Ronge-Kutta sean mis simples que ¢ usode
Je serie de Taylor.

Un método de Ronge-Kutta para resolver ecuaciones

dilerencinles ordinarias de primer orden con error del or-
ien de4? e usa tan frecuente que en fa literstura sobre
nitiodos numéricos se le llama simplemenie of métoda de
HuapeNutry, se dard a conocer sin dempstrar® y consis-
ie¢ en aplicar Iz ecuacidn de¢ recurrencia (8-12), en donde
I funcifn ¢ fx,p/ estd dada por la expresion

1
Pl{xly) = ﬁ[h + 2ky o 2hs 4 Ky) (8-16]

on 1z r1al

ko= f{a, :r"l'-

* L demostracilin pueds encoutrarse en Digital Computation

and Numerical Mothois e Sombworth v Deleew, editorial
ke Craw HilL

f8-121
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A hk
""9‘=”-I+E , }'+'i—1}
=,n:i_|_; }'+.&_k2.} {U-17)
by=fx+h '. y -4 hky)

La ecuacidn (8-16) se abtiene haciende un promedic
pesado de las ciatro pendientes &, K2, 5y y ke @ la curva
integrzl, en ferma semejante a como se procedid con las
pendientes de las tangentes Ty y Ty que dieron lugara (8-
1)

- Ejemplo &5.

Resolver el ejemplo 8-1 aplicando el método de Rungev
Kutta.

De la condicidn de inicial del problema se tiene que
para x=@, y I ademds, 4=0./. Sustituyendo estus va-
lares en (B-17) s abtiene

k,:%{l+ﬂ}{l}’=_ﬂj .

ky = 1[1+{u+%}—}][ {uu{us}:[ = 0.5516
_ 0.1.7] {01}{055151

.h 'i'[l+{ﬂ T}J[ 2 ]

= 05544

K, =%[l + (0 +ﬂ.1}] [1 + {0.1) m.asm]’

=0al27

Lltvande estos valores a (B-16) y i resultante a {8-12),
se abtiene que para x=0. la salucidn del problema es

»O.0) =1 +LL—10.5+ 2 (0.5516) + 2 (0.5544)

bl

+0.6127)= 10554

Los valores de tas &, para este punto obtenidos dela
soliscibn, son

b= %[1 +0.1) (1.0554) * = D.6126

h:% [l + (0.0 4 %J] [:1 0554 +M]

== (L6782

b= [I-+ tﬂl+—}][|ﬂf i+l”~‘lfg-ﬂ?n2}]=
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k, = 0.6823
X, =% [F 4 (0.1 4 0.1)] [1.0554 4 {0.1) (0.6823)] *

= 0.7573
leego
y(0.2) = 10554 + %l- [0.6126 + 2(0.6782) + 2(0.6823)

+0.7575] = 1,1236 .

Cantinvando de [a misma forma se obtiene la solucibn
gue 3¢ muesira en fa Labla 8-5.

Tabla 2.5, Soluckinde y' = } {14 ¥) 32, 3{0) = 1, ron ol mi-
Adode de Runge-Kutra.

X ¥ I ki ’ ks k3 K

g 1 0.5000 | 05556 ) 0.5544 | 06127
0.1 | 1.05354 | 06126 {06782 [ 06823 | 07575
027 11236 | 0.7575 | 08401 | 08494 | 0.9494
0.3 ] 1.2085 | 0.9492°1 10647 | LO745 | 12121
04 1,058 L2119 | 13735 | 1.3895 | 1.5872
1.5 i 1.4545% 1. 5568 | 1 8204 [ L.A517 | 21509

834 Miétodo predicior-correcior de Milne. Un
método predictor-corrector para ecitaciones diferenciajes
de primer orden con error del orden de 4%, es f método
de Milse, que requicre conocer 1a solucidn » y el valorde
su.primera derivada ¥, £n los primeres cuatre pivotes,
para aplicarlo y coatinuar la solucibn con el misme.
Estos valores de y pueden obienerse desarrollanda la

_ funcidn en serie de porencias o aplicande alguno de og
métodos de Euler o de Runpe-Kpeera.

Dada la ecuacidn diferencial y los cuatro valores pi-
votales :

Y=Hxy) ; ywyuynn i Mmiufaf. {818}
i H .
dnrlmd:

'-II fi = r{xit YI}-
puede iptegrarse la ecuacibn diferencial entre x; 3 ¥y,

aplicando fa f6rmula de inmtegracién numérica (6-%4),
para obtener el predictor de Milne, o sea

X ¥l
I ydy = J flx,y)dx
Ald Ay

cntohces

hﬂ—»4=§ﬂﬂa—nn+um+mvi

por o takto

nmr*ﬁ4+;ﬁﬁh:—hq+2m (8-19)

cor lo que puede catcularse £, . Elvalor correctede v,

.s¢ puede oblener integrande la ecuacién diferencial entre

Xp, ¥ x5, o pot medio de ta firmula de Simpson det If31
{5-92), Setlenc :

X

ﬂ“=InJMﬂh

BRI

XNig

a = Jes = 3 o+ 4+ fua) 4 O()
pot qu-“!
Yig, e == ¥+ ; (s + 4fi + fuad {(8-20)

La ecuacidn (8-20) puede ser iterada usando y;,,, . Dara
obicner valores mejores de f;,, , pero e£to ex innecesario
por ¢! orden &lto de error, siempre que & sea relativa-
ments pequeia. | ;

Ejemplo 8-6.

Resolver ¢l problema de valores iniciales del ejemnpla
8-l aplicandoel método de Milneparax = 0.4,0.5,0.6 ¥
0.7, Use lp soiucton exacta dada parax =0, 0.1, 0.2 y0.3

en el mizmo ejemplo.
Se tiene, de (819},

R %h (%fea = fis + 201}

= Hou + o (Yer ~ fir + 20)
De (8-20)

mu=m+$m+ﬁ+my

T— [
=y +§U {fia 4+ 4 4 fui)
ez donde

fo= 5 (14 x5

La solucidp obtenida s¢ cncusntra en la eparta colum-
na de la 1abla §-6. Los renglones correspandicnies a x=0,
0.1, 0.2 ¥ 0.3, para los que se admite conogida la solu-
cidn, s& lenan 1odos en 1a misma forma. Por cjemple,
para tas dos primeros se tiene:

h.e=%t1 4 0)17 = 0.5

fre= %n +0.1)1.055409° = 0.612638



T

L sulucibn de la ecuacién parax=0. 4Iqu1ntu renglén
dl.'. la tabla} se calcula come s:gue

Parai=m 3, £,=0.612638, i = 0757480, f, = 0.945242
¥ Yo=l Sy =112

L

rRivnCcey

Yap=l1+ —-—— [2(0.612638) — 0.757480 + 2(0.949242)]
= 13]5504

fip=—3(1+04) 13155047 = 1214385
Fare = LIZ + 5= [D.757480 + 4 (0.949242) + 1.211385)]
= 1315790

foe B3~ (1 +04) 13157907 = 1211912

La solucidn para los otros valores de x se cakulan cn
I misma forma,

Tabla 8-6, Soluriin de y* == §{1+x) y2, yi0) mm 1, con ¢ mé-
lodo predictor-correciny de Mitge.

x; Yip fip Yic fie L
0 - G.500000 1 1L

oy 0612638 | 1.055409
0.2 0757480 | 1.1235%
0.3 0.949242 | 1.208459
O | LSS0 [T VIJES 1015990 | 1.21t912 F 1315769
0.5 { 1454014 | 1.585618 |1.454542 | 1.586773 | 1,454545
06 | 1LE38277 | 2147162 [1.639326 | 2.149918 | 1.639344
0.y LB93377 | 2047147 | 1.E95602 1895734

B-3.5 Salucion de sistemas de ccunclones diferencla.
les. Cualquier método de intepracidn hacia adelante de
tcuaciones de primer orden peede ser extendido para in-
tegtar sistemas de ecuaciones de primer orden, © ctina-
ciznes dr orden superior, )

Sea el sistema de dos ecuaciones d1t"erenmates de
primer orden

¥ =Hun {B-21)

=gy, 1)
Jonde ¥y z son funciones de la misma vatiable indepen- *
dicnte x, con 1as dos condiciones inciales

¥l S ye 7 z{xe) == 2p - {8-22}

5 % conacen las valores ¥1, ¥, ¥ z;.. 73.¥ 23,4 aplicar
< métado de Milne 3 ambas ecuaciones, s¢ obtiene el
Liguiente mnjuntn tle [Sromelas;

HRPE=RT + Alafur

~ fra 4= 21 {8-23)

4
By = by 3 3 e — 2 + ) (8-24)

D tae=tia + ﬂ {1+ 4 i)
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que pcrmitcn-dctermina: fiey ¥ 8., Ademdy, se tienen

}'hl:"—}'-l“l' ||:;l!i-l"""‘Jr ‘E‘fli} (8-25)

(8-26)

que constituyen una aproximacidn al sistema (8-21}, con
las condiciones iniciales (8-22)

Ejeniplo &7,

Resolver ] sisterna de  ecuaciones  diferencizles
¥ =y 421" =z — y:con las condiciones inicinles W Q)

0.1, 53)=02,
De 125 ecuaciones difereneiales se tiene:
¥y =y +1z f =t —y
¥ =}‘:+z" o= =y
| y=yr 4 Py

* Caleutando el valor de &stas en ¢l punto inicial, x 0, Y
tentmdﬁ en cuenta las L‘nndlcmncs iniciales, resulta

y (0)=03 £ (By= 0.l
y' (0} =04 'S m}=_u.§ ‘
P (0} =02, 2 [0) = — 06

con la que se obtienen los dcsarrnllos de paly :{.xi gun

entorno de x=0, o 4
L]

04 0,
y = 0.1 +u.3x+_21_:'+_‘,”3x1+ -

0, .6
z_.ﬂ2+l'.'!1x—-§f2-x2 gl =4,
Tabulando estas funciones parax=0,0.1,0.2 0.3, se ob-
tienen los valores indicados en la tabla B-7,

Para continuar {a solucidn, se usan las expreslones (8-
23) a {8-26); ex decir,

Fiar, g = }'H+ {zfii—fll"r'gfl}
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4 o EJemplo &8,
i :HTJI 2y — gor -+ 2p5) femp . .
Resolver ¢] problema de valores iniciales definidlos por {

‘ ! i ' i * ey’ =2y 0, con las con-
vt e 2= Yo + gx{fes + 4 + ) - 1p ecuacidn dilerencial ¥~ =¥ ly :
Y ' % dicicaes de frontere W°) 0.1; »10) (':'.2
' : Primeto, Ia ceuacidn 7 2y ¥ se transforma en ¢l
e = L+ %{El-': + g + guad sistema de dos ecuaciones:
— §
en donde ¥
fi=pnta E=&—% (" =) 2 =By 42
Tabla 87. Inlclacton de la soluckin pars of eJemiplo 87, oon Jas condiciones de frontera y0) 0.1; AD) 0.2,
Derivando las funciones wx) ¥ zfx). para desarrollarlas
Xy 7 _ por series de potencias, se tiene
0 0.100 | 0,200
o1 loyazl o209 _ Y =z ? =% +:z
.2 | 0.168 | 0215
o3 | 0209|0218 W o= o=y

. ¥i=r" =04
En 1a tabla 8-§ aparecen tabuladas estas expresiones
para x = 0.4, 0.5y 0.6, La solucidn del sistema aparece en
las columnes ¥; . ¥ 2 ..que se ghtienen comao se masird

en el ejemplo 8.6, . . . .
Los valores de é5tas ¢n ¢l punto inizial, son

- = 0.2
Tubla 88, Continuaclén de la seluclén pars ¢ ejempla 5-7. y (m=0L =z {0)

! ! 0) = 0.2 2 {0) =2(0.1) 4+ 02=04
X A Mp | Zp | Sip { Bip | Vil Ze | fre | Eic ¥ A

¥ (0) =04 2 (0) =2(02) +04 =08

2 0. 100] 0,208 0.}320 g.éng
1 C132|0.209 | 0. M1 07
02i 0.168¢ 0.215 t0.83 ) 0.047 ¥ (0} = 0.8 24(0) = 2{0.4) + 08 =15
0.3 O.X9)|0.218 (0427 | GO0

104 10.254)0.217 | D471 [-0.037] 0.253[ 0.217 | 0.470 [—0.026
0.5 10303[0.21) | 0.514|-0.092 | 0.303| 0.210 1 0.510 [0.093

.. s |05 L.197 G.SSJLO.IS'J 0.350 U,I'?BI

ot

Sustituyendo valores en la expresién que define Ja serie

8-34 Solucldon de ecuaclones diferencinfcs do orden de Taylor
saperivr, Cualguier ecuacidn diferencial de orden alte

puede escribirse como un sistema de ecuaciones diferen- Ty = 0.1 402 0.2¢% - 01384 4 L

ciales de primer orden, Por ejem plo, la ecuacitin de tercer

orden. 1 =024 04x + 0427 0.260% + ...

Y = f{x ¥, ¥ {8-27) Y tabulindolas para x 01,02 yﬂ.J, se obtisne la tabla
ts cquivalente al sistema 8-9 :
Tabin 249, Inlclarifn de La saluckin parn €] ¢jemplo 8-8,
=u
. } xf Xy 24
=)= (8-28) T 0100 [ 0,300

01 | 02| 0244
0.2 7 0.149] 0D.298
0 | 082 03]

W= = = fin o o)

Asl, la vcuacitn diferencial de orden mayor de uno puede
resoiverse en la forma vista en 1a seccién 2nterior, ya que
una ecuacién diferencial de orden » se teansforma enn Sustituyenda ahora en Jas expresiones (8-23) a (8-26), se
ecuacioncs diferenciales de oden uno. obliene
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Yorpr = N2+ %lzﬁ-: — fia + 2h) -

flpp = s+ 30 (g2 — g1 2 )

Fal,e = Y1+ %m-l + 44 + hia)

Tiye= 21 %{Ei-l + g1+ fual

en donde
fi=n + p=2+4u

En Ia tabla 8-10 aparece 1a continuacidn de la solucibn
de !a ecuacidn obtenida; al tabular las expresiones an-
terlores,

Fahla 8.0, Conttnuaclén e la saluctén parn & ¢lemplo B-3.

| Yp | o | Sip | &Gip] Yic| tie] fici Ere
o ' 0.10016.200] 0.200| 0.400
0.1 0.122 |0.244( 0,244 | 0.4B4
0.2 0.149|0.298| 0.798 | 0.5%
0.2 0.182 [0.363] 0351 | 0.727
0.4 | 0.222 § 0.495 | 0.445 [ 0.689|0.222 | 0.444| 0.445 | 0.888
0.5]0.271 [0.543 ) 0.543 | 1.08510.271 [0.542 | D.542 | 1.0184
0.6 |0.331 | 0.663 | 0.663 | 1.325] 0.331 [0.642

También es posible resolver ecuaciones diferenciales
de orden mavor de uno en forma direcia. sin tener que
transformarlas en in sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden. Por ¢jemplo, para la ecuacion diferen-
cial de segundo orden ¢

¥ =fleny) [8-20)

con las condiziones
o) =y . V%) =¥,

se dehe desarrollar en serie de potenciag la luncidm pfd,
para catenlar valares de », »iySf; on las cuatro primeros
piviales, La continuacidn e la solucidn puede obrenerse
sipniendo ¢l método de Milns, coma se muestra a von-
tinuacidn.

Integrands la ecuacidn diferencial ¥"= ffx, y, ylentre
X, ¥ ¥, usthida Ta [Genula (6-94), se ohtiene:

Yoy = ¥at % i{Zfia — fior -b- 285 {8-30)

Canecicndo ¥i.q.P se puede prodecir ¢l valor de Pyea al
miegrar la propia derivada entre Yi-, ¥ ¥, pur me-
dio de la fSrmula de Sirapson del 173 (A-%2) n e

Viotop = Y3 f'jcy:,, A {u-31)
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Con los valores de prediceidn de p, - ¥ 7 , ¢ puede
calcular ¢ valor de f; , |, ¥ con éste corregir £! valor de
¥ .l intcgrande de nucvo la ecuacidn diferencial, ahora
entre 1;, ; ¥ Xp, . aplicando (6-92}; es decir,

Fire = Yor & 3les A 4fe fon) (8-32)

Finalmente, el valor correcie de ¥; ., st olbticne repi-
tiendo el procesa de integracidn que origing (8-31)

yaa=yiaF Ol F AL (839

Ejemplo 8%,
Resolver ¢l ejemplo B-8 ditectamente, sin transior-
marlo 4 tin sistema.
De 13 ecuacion diferencial, se tigns que
Y =y +2
y”"._': yﬂ + 2},

yr"? =yl‘il + 2?’1'

¥ en el punto inicial x=0, teniendoe 2n cuenta lzs con-

diciones iniciales,
y (0) =01
y 0y =02
¥ (0) =02 4-2(0.1) =04
¥ (0) == 04 4 2(0.2) = 0.8
v (0) =08+ 2(04) = 16
luego

yeO1¥02x4 020 +0133 17

ydecivando

y =02 4- 04x - 0427 4 Q26743

Estas estdn tabuladas en la tabla B-1F para x=0,0.1, 0.2
yir]

Tabln 8-11. Inlclackon de In volucién parn el ejemplo A-5.

T ¥ ¥
. ' o | poon! o200
0.0 ) 01722 0,244
0.2 | 0.149] 0293
0.3 | 0.382) 0.363
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Aplicandn (8-30) 2 (8-3). resulta

. 4
"'r:d-l = J":-l + 'j'u'ufi.; - fH + 2‘JFI}
|
R & Moy + ﬁ':yl'-: + 4'}'; + J‘r:.:.]

Vi = YrF gglhos + 4+ 1)

L3 % 4

Yoo = Ty F 50 + 4% )

cndo;ld:

=Y+

Tabulindolas para x 4, 8.5 y 0.6 sc obtiene en la tabla
£-12 fa soluc#n de l1a ecuacibn diferencial

Tablx 8.12, Continuaclén de la soluclén para ¢l ejcﬁplo 5.9,

Bl vipl Zra i hie Y e ) Bie ) e

-

‘10 - 0.200 | 0100 | D400
0.l G244 | 0122 | 1458
0.2 0.298 | 0,049 | 0.5%6
0.3 : 0363 | 0182 | 0727

DA | D445 | 0222 1 0.880 | G444 | 0.222 | 0888
G5 |054) | 0271 | 1.085 | 0.542 | 0271 | 1.084
06 {0.66] 1 0.331 | 1.J25 1 0.662 | 0.331

8 3.7 Métados de diferenclas Minitas, La integraeitn
hacia adefante paso a pase de ecuaciones diferenciales de
orden superior puede también efectuarse sustituyendo en
* la ecuacidn difsrencial, ¥ sus condiciones inicizles, las
derivadas par férmulas numéricas de derivacisn consis-
tenies; es deeir, 1odas allas con el mismo orden de error.
La ecuacién en dilerencias finilas ast obtenida, deberd

]

i

L}

aplicarse repetidamente en las puntos pivoles y resolverse
¢n términos de la solucin previamente oblenida, con el
mismo procedimiento en los punlos pivoles anteriores,

"Este process puede llevarse a cabo sin necesidad de

iniciar la solucidn per series de Taylor. .

1 LI

Fjemplo 8-10,

. o

Resolver el cjemple 8.8 por diferencias finitas. Se
tiens,

y'—y ~2y=0

Sustituyende la primera y segunda derivadas que
aparecen ¢n Mo ecoacién diferencial, por férmulas nu-
méricas de derivacién con errores del orden de &%, ex-
presionies (6-79) y (6-83), sc obtiene, perael Ji-ésimo
pivote:

;o0 =01 ; y(0} =02

l L1
F{}IH — B 1) = 57 (-¥ie1 4 ¥a) —2p=0

Teniendo en cuenta que Asd ], sellepaa
1007y — 20 +F Yia) —B{~ya + yia} —2n=0

1{}5}'[_1 — 202}H + g.il‘_}’i,‘l =40

porlaque
¥ — 2.-]26}’.‘ — I.I.uj}'ia-[ Ea—H‘l‘}
Para las condiciones de frontera, se obtlene
39 = 0.1
{8-33}
] .
,2_‘&.[_ Yatn)= ?.2
ehtonces
Y=y — 00 {8-30)

|

Flg. 8-7. Represeniacién grifica de la solucign del ejempla 8-10.



Aplicando (B-34} en Jos puntos x., x, &1, .. .. 1

i niende en cuenia (B8-35) v 18-30), sc tigne

Para xa=0 , 3 = 2126y, — 1106y,

Teniendo en cuenta {8-331 v {8-3B)
v == L126(0.1) — L105{y, — O04)
=0.213~1.105 y, + 0.044
2205y, = 0.257
por lc tanto
. =3 0117 (8-37)
Park 3, = 0.1 , = 2.12Gy, — 1.103y,
Teniendo en cuenta (8-35) y (B-37)
- ye = 2.026{0.117) ~ 1.105{0.1}
=013 '
Parn = 0.2 , 3, = 2,126{0,138} — 1.105(0.117}
=0.164 |
Para va = 0.3 , y, = 2126{0.164) — 1.105{D.138)
=z (.19
Parg v, = 0.4 , y; = 2.126(0.196) — 1,105(0.164)

= 0233

Para x =05, », =2.126{0235) — L I05{0. 196}

= 0D.283

81, Sulucién numériea de probiemas de valores en fa .

frontura

Un problema de valores en 1a {ronteru se definid comeo
unp pubernado por una ecuacidn diferencial de orden
mayor de uno con clertns cendiciones de (rontera en cada
borde, 51 la ecuacibn diferenciz! es ordinaria de orden
27, eo gzneral habrA » condicioncs de frontera en cada
torde ¥ 2 2 y x =b def intervalo g < x <& de definiciin de
wluciones, y estas cendleiones contemtdrin derivadas
hasta de orden 2n—7.

840 Infegraclin pase u paso. Los problemas de

valores-en la frantera definidos por uns couacitn dife- |

reacial erdinaria de orden dos, pueden resolverse nsantdo
tus métodtos de intepracidu hacia adelante pasoa praso de
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la seccidn anterior. Para hacerlo, debe considerarse a ).
la solucién desconocida de y en ¢l primer punto pivote,
coma pardmetra, ¥ teselver €1 problema para diferontes
valores supucsios de y, hasta que |a selucidn correspon-
dicnte satisfaga la condicidn de Irantera en el otro borde
det intervalo de integracidn. El procedimiento paca
seleccionar los valores sucesivos de ) poede ser sim-
plemenie el de proeba y error y/a el de interpolacidn,

Los problemas de valores en la frontera de orden
meyor de dos pucden resolverse cen & mismo proce-
dimiento, peto se requiere suponer el valor inicial de dos
o mis pardmetros {y, y alpinas de sus derivadas), logque
puede hacerlo bastante complejo.

Ejemplo 311,

Resolver el problema de valores en 12 tontera de orden
dos
b
Y'+Hy=0 ; y0)=2 ; yl)=0.
Sustituvendo la derivada por la férmula numérica de
derivacitn (6-83), se tiene

1
Ff)'l-i —Iidpa) oyt =

" ton pivote en X;. Para #=0.25 se obtiene la firmola de

TecuTrrencia

Yoy = 295 — (-‘ll ) g ¥ic1 |
Lzs condiciones de frontera son
Ya=2
Fa=10

las cuales se muestran en la figura 8.8,

¥g=2

Fg. 8-8. Eei;;mcmacihn grafica de Ia solnidn dei ejeripla
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Le solucidn e iniclard suponiends que v, = 1.5 {ab.
tenide al admitit que la solucién estard cerce de Ia recta
guc une a la selucitn en los bardes del problemal. El
resultade de 1a integracién hacia adelante se muestra en
ta segunda columna de 1a tabla 8-13.

Takls B-13, Satuckin del eJemplo 8-11 Iniegrrado pato a paa.

¥l oyp=15 | yi=20 |y 170 ¥1= LtB1S
X
0 200 2.0 2.00 2.0000
0.25 1.50 1.0 1.70 16825
0.50 .85 1.75 1.22 1.1881
0.75 o1y 1.31 0.65 0.604%
L I .52 .76 0.0% f 0.0000

El valor y, = —0.52 obtenide, no verifica Iz condicifn
de frontera y, = 0. Aparentements e) valor supuesiode
¥, fue demasiado pequefio. Supeniendo ahorz y;, = 2.0,
e nhtiene la selucidn mestrada en la tercera columna de
[a misma table, de la que s= observa que el nuevo valor
considerado fue grande, Haciendo wna interpolacién
lineal entre estos valares para determinar ¢ndnte debe
valer aproximadamente y; paraque y, =0, s rienc

Ya ¥i
|05z | 150
0~ 026 | 200

es decir

0.52
0 —076 b+ _
=37 -07 -0t 5T oSy 200=1.70

La f5tmula de recurreacia produce la quinta columna de
Ia tabla B-i3 al usar p, = 1.70. Interpolando entre 1.50
y1.70

y Fa
—o52 | Ls0
8= o005 | L70
e tiene
0 - D0O0S 0 +0.52 _
yi=grro0s M0t gpragss 170 = 16825

A partirde p, = 1.6825 resulta la sofucién mostrada en
Ia Giltima eolumna de fa tabla 8-13.

B4 Solyekén de prolicnmas lineales, La solucidn de
un problema ordimario finea? de cualguier orden de
valores en la frontera, por diftrencias Ninitas, reduce la
iniepracibn de Ia eevacidn difereneial 2 la evaluacidin de
lax ralees Qo un sistema de cooaciones aljehraicas shoul-
1ineas. Esias ralees son los valores de la solucidn e

guetida en los puntos pivotes de su intervalo de defi.
nicién. '

Considérese uo problema ordinario lincisl de valoresen
la frontera cualquicra, con ciertas condiciones de fron.
tera en los extremos del intervalo de definicidn de su
solucidn.

Para tesolverlo por diferencias finiras, se debe:

I, Dividir ¢l intervalo en definicién de la solucién
[*o.xy]  en » partes iguales de longitud 4. Cada uno
de los puntos que detinen les A subintervalos formades,
s¢ llaman pivoles o esticiones.

2. Sustituit, ¢n Iz ecuacibn diferencial ¥ sus condi-
ciones de frontera, fas derivadas por expresiones
aproximadas de derivacidn numérica. todas ellas con o
mismo erden de ervor (usualtmente del orden de 1% ).

3. Aplicar & operador diferencizl lineal, obrenida de la
ecuacin  diferencial, er los a—{! puntas pivoles
Xt - Xpo.... X,y . S1enalguna de las fronteras no se
vencce [a golucidn, también en ésa se deberd aplicar ¢
operador difereneial, Al centrar éste cerca de las {ron.
teras, es posible que sc recurra a pumos ficricios locas
lizados fuera del range de integracidn, los que pueden
evaluarse usando las condicivnes de fronteras.

4. Resolver el sistema de ecuaciones lineales alpe-
braicas phtenidas en el pirrafo previo. Este siscena dard
los valores de %y, ¥, «.., ¥y, ¥ €2 ¥g ¥ ¥ i DO S8
COnOCER,

Ejempla & 12

Eesolver ¢ problema de valores ey, va fronters defimido
por la ceuscidn diferencial v _ _en ¢ intervalo
o Tr=0

[0, 1], con las condicioncs de frontera y (D=0,

Mi)=1

1. Bl problema se resolverd dividiendo el intenvaloen 4
paries iyuales; es decir, & = 0.25, comio s¢ presenta en la
figura 8.9,

¥

}

Fig. 89, Representacibn prdfica de la sciucidn del ejemplo
B.12,



2. Usande fbemulas heméricas de derivacide def orden
" de /. se Liene de Iz ecuacidm diferencial, que

p{}’i-t — It yal —p=10

can pivale en x;. Sustituyendo el valor de Ay slmp]lﬁ
cando, results

Wiy — 2250+ ya=10

{8-38)

Las eondlciones de frontera se transforman en
w=10 {8-39)
ye== 1 (8-40)

3. Aplicando {§-38) en los tres puntos pivoles, sc tiene:
Para x =025, i="! yde (8-38)-
Yo — 206235, + yo == 0
pero por (8-39), yu =0, luego

— 20625, 94 =10 (8-41)

Para v = 050, i = 2 ¥ se obticne

¥ — 20623y - ya =8 (8-42)

Para . =0.75,i = 3 porlo que
¥ — 2065+, =0
peto ¥ = 1 por (8-40), entonces

yo — 20625y, = ~ | (8-43)

4, De las ecuaciones {8-471), (842} y (B-43) resulta el
sistcma ;

— 2,065y, -+ ¥2 .= 0

¥ — 20625y n= 0
3y — 20625 = —1

ei cuai es apropiada para resolverlo con el métado de
Gauss-Seidel o de relajaciones. Se rusolverd con el
pritera, & partic Je gy
cbienidos suponiendo que 12 solucidn pucde estar cerce
de la recta que pasa por los puntes conoeidos, correspon-
dientes a |25 fronleras. Se tiene,

[ 51 = 0.1l
1 = 0,485y, + 0.ABSy, == 0.485(y, -+ 3)
2 2= 0405y 4 0485 = 0485 (g + 1)

= 025, py = 050,13 = 075,
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Luego . - . q
0.23(} [0.243 0,234

yo = [0.300] ; ?1 = |0,482]| ; y: = |0.452
0.750) 0,719 0.709)

« [o.224] [0.220] [0.2:18]

Yo= |0433 ] ; y = |0.449]| ; y3= | 0.447
0,703 0,703 L0702,

[0.217] [0.216] (0.216

Yo = [QH6¢ ; vp= |0445] ; ya = |D445
0,701 ] [ 0.701 L0701

Par lo tanio

y1 = 0216 ¥y = 0.445 ys = 0701

Procediends en forma idéntica, puede resolverse el
problema con £ =0.5] y resulta

yo— 20605y =10
pere v =0 y 3 =1, luego
— 206241 = n

de donde
v = 0.485

Con las dos aprozimaciones obtenidas para y; , pouede
hacerse una extrapolacidn de Richardson para mejorat |a
solieclén en ese punto, o sen

(0.5010.258 (G445 — 0.485
Ye TR0 Y S 1

=1{1432

Efempio3-13 - '
Resnlvet el problema

— 16y =x;

)=y} =

y{0) = y"(B) =0;

Dividicndo ¢! intervalo {0, 1] en 4 partes y usando
, formulas dederivacién numénm ded orden de £?, tesuhia
Y la grafica mostrada en la figura 8-10.

P'ara la ecuzcién diferencial, se ticng

1
-F[j.'--: = gy + B — My b ye) — 16y = x
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1 T T
L,=0%wl25 § % =075 =1
x,=0.50 "

Fig. 8-10. Represeotacin grifica de la solucion del ejemplo’

B-12

en donde Aw0.25, k* =0,0039625 luego sustituyendo re-
sulta

Yot = 4y + 593753 — 4y by, , =

844
= 0.002X)625x, (8-44)
Para las condiciones de frontera:
de ¥(0) =0, 3¢ obtiene
' ' yor= 0 (8-45)
de ¥°[0) =0, '
1
P"{}'—l —~ W+ yp)=0
por la que -
- ya=—n {B-46)
De y{(1) =0,
ya=0 ' (8-47)
de ¥(1} =0,
. . _
pl=mn+nt=0
da donde
Yy = y; {B-H)

Al nplicalr 15*441 en los punlus pivotes, se abtiene:
Pars i=x 1,

¥ — 430 4 5.9375y, — 415 + 3 = 0003006254
Pero
30 2= = 31 por (846), yo =0 por {B45), y x =025
entonceE

4.937793 — 4y -+ ya = 0.0009765625 (8-49)

Para i =2,

yo— dy1 b 5,935y — vy k- = 0.00390625x2
pero yo = 0 por (845}, ys= 0 por (B-47) y £z = 0.50
de donde - '

= 4y, =+ 5.9575y; — 4y, == 0.001953125 {8-50)

Para : =3,

y1 — 41 4 5.93755y — d 4 o = 000651,
pero g =0 por (B-47), 35 = y» por (8:48) y &y = 075,
es decir

¥ — e 46,9375y, = 0.0029296875 {B-21)

Resolviendo ¢ sistema de ecuaciones (8-49), (8-50} y

{8-51) por relajaciones, sc obtiene fa tabla de relajacio-
nes B-14 y 1z solucidn en ia tabia 8-15

Tabla §-14. Tahla de relajaclones pata el slsterpa de ecuaclo-
' nes {8-49), {B.50) y (B-51), da Ls ecuaclin diferen-
clal Y'Y v Iy = 5

Ecuacitn | )y » l ¥y di B;
1 —1 | 0810 ] —0.202( 0.000198 | —0.393
2 0674 | —1 0.674] 0000229 | 0.348
3 —0.144 | 0.577 —1) 0.000422 | —0.567

Tabla 8-15. Salucldn por relajacloncs det cjempla 8.33.

Y1 R, ¥z R, » | &
(] 198 0 Ly 0 422
a5 666 i 1) — 78
Q06 10 —I 499
1000 511 1000 14 1008 | — &8
SO0 11 51 —]44
415 500 —149 119
500 221 SO0 25 00 -=135
200 . 21 160 —= 1
183 200 — 40 — 49
w0t |- 17 9% — 78
¥ 100 — % —
129 — 1 &2 —* ]
13 &0 s 1
10 3 ] 0

1510 RRI) 200

Por lo tanto
¥, =G0025,

¥p = 0.0034,
.y =0.0020



b B-5. Soluelén numérlca de problernias de valores carac-
terlsiicos

Un problema de vafores caracterfsticos es un probiema
de vatores en la lrontera definido por una ecuacibn
dilerencial hemogénea, con condiciones homogéness de
frontera. Por gjemplo, la ecuacidn -

dy

S5+ =0, {8-52)

en donde k 5 un parimetro, cuya solucidn debe verificar
las condiciones de [rontera.
(0] =0 , y(i)=0 {B-53)
define 1tn problema de valores caracteristicos. Es abyio
que cualquier problema de este tipo admite la solueibn
telviad yixf =0, En estos problemas pueden existic so-
luciones W/ no idénticamente nulas (diferente de la
trivial), para ciertos valores del parAmetro &k que aparece
en la ccuaciin. Estos valores se llaman valores corec-
terfsticos, y 1a solucién wx) correspondiente se denomina
veclor caracleristica. Ademds. como la ecuacién diferen.
¢ial y las condiciones de frontera de un probiema de
_valores caracteristicos son homogéneas, debe cumptlirse
que c.ufx) sea también solueidn del problemp 3l se sabe
gue pix/ es solucibn del mismo, y esto para cualquier
constzni¢ ¢ grbitraria.

8.1 Infegraclin posa a pase. Los problemas de
valores caracterfstivos ordinarios de arden dos pueden
resclverse con los métodos de integracidn paso 4 paso,
como st hizo con los problemas de valores en 1a fronters.
Para iniciar 1a solucidin habrd que asignar a y, curiquier
¥Zinr convenienie, por ejemplo une, ¥a que, la solucitn
putde estar multiplicada por cualquier factor de escala y
sfgue siendo solucién, Al walor caracttcistico k se le
derén vatores arbitrarios sucesives hasta que [a selucién

cotigspondiente satisfaga 12 vondickim de froutera en el

olro borde del intervalo de integracidn. Como antes, los

valores sucesivos de & pueden mejorarse pot interpo-
lacifin.

Elrmala 8.14,

Dcterminar ¢} menor valor caracieristice del problema
gefinido por

sg-l-l;y:ﬂ s oy =0 ; yl)=90

Sustituyendo ta derivada por formulas numérices de
dcrl-‘ra;:it.n. sc abticne

i
e — b ral -4y =0

Ecuaciones diferenciales ordingrias 215

con pivole en x, Para k=025 resulta la fdrmula de
TECurrencia

Y1 == (2 — 0.0B25K) 3 = s

Las condiciones de borde se .tra.nsfurmnn £n
y¥o=0
¥ = D

Las iteraciones se iniciacin con &=9. Para este valor
arbitrarip se tiene 1a fdrmula de recurrencia.

1 = {2 — 0.0625- 831 — iy

= 1.433}’1 - Fi-1
AplicAndola en los diferentes puntos pivoles se obtiene la
segundm columna de fa tabla 8-16.

-

Tabla B-16, Soluclin del ejemnplo 8-14 Inieprands pasn & paso,

anJit k=9 | k=10|k=939s
"0 0.000 | 0000 | 0.000
0.25 § 1000 [ 1000 1000
0.50 1.418 1.375 1.413
0.75 | tos8 | QB9 0987
i 0.0% [—0.150 [ —0.004 |

Repitiendo =] cdlculo con k=10, s¢ obtiene la tercera
columnd de la tabla, al zplicar 12 fdrmula de recorrencia

yu1 = (2 — 0.0625+ 109 — ¥eus

= 1375 — i

Interpolando linealmente entre los valores supueestos
dec Kk, para obtener uoo gue haga goey,=0, se tiene

¥ k
—0. 150 10
de donde
{ + 0150 o - (LS
k= Sms+ois0 ’ * To150- 009 '0=97%

FPara este valor de &k resulta la cuarta eolumpa de fa
tabla, ut gplicar la formula de recurrencia correspgn-
diente

o = (2 —0.0625- 5383 — yoy

= j.413p — Pict
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Este dhimo valor de k tiene un error de 5% con respecto
al valorexacto & = a?

8-5.2 Soluciin de problemns lineales, Las aproxi-
maciones &l meror valor caracteristice de un problema
de valores caracteristices fineal pueden obtenerse fieil-
mente, traniformando fa ecuacidn diferencial en la
correspandiente ecuacidn de diferencias, como se hire
con los preblemas de valores en In frontera en la seccidn
anterior, y resolviendo el problema de valores carzete-
risticos dado por cl sistemna de ecuaciones lincales ast ob-
tenido, ‘

Ejempla 8-15

Determinar el menor valor caracteristico & del siguien-
te problema.
& ‘ -
Sathy=0 1 0 =0 : y1)=0
Dividiendo el inlervalo de definicidn de soluciones
{5 x <] en cualro partes y usznde férmulas de deri-
vaciin numérica con ertores del orden A2, se tiene la

_ grdfica mostrada en la figura 811, y resulta

qu)’m —2n+pa) +hkn=0

AL Y

- 0.1% 0.5 2.75 1

Eig. 8-11. Representacitn prdfica de 1a solueidn det ejemplo
.15 -

CH v o 19 0
1 -2 o 1 o |,
a 1 -2 0 6 i

0530 Q0 000

050 100 035B

=0.50
=

entonces
it = 2y - Y = — .25 &y (8-54}
yom 0 (B-35}
Ye=0 (8-56)

Aplicando (8-54) en los puntos pivotes y teniendo en
tuenta las condiciones{8-55)y (3-56), s¢ genera ¢ sistema

— 29 W = — 0.25%y,
n— 2+ = — 0.25%y

¥r — 2}'3 = - UE:P’&}".

que puede eseribirse como

— 2 1 0 [ w7
1 -2 1 ¥ =
4] . ! -2 Ly ]
]
- —.25% (8-57)
L. ¥ -

De los tres valores caracteristivos que puede tener ol -
sisterma (B-57), sélo interesa el menot, ¥ &l méindo de
dilerencias fnitas proporciona aprozimacinnes 2 ese
valor. 5e vsari el mélodo de aproximaciones sucesivas
parz determinarlo, pero como este méiodo converge al
mayor valor caracterlsticn, tord necesarie transfrmar el
problema para puder usar el método.

La tnversa de la matriz del sisrema {B-57), =5

| -050 000 —050 000 000
0 -150 1.0 050 100 000
0 100 000 000 100

T 975 -050 -0.25]
o 1 0 850 -100 -050["
o o 1 ~025  -050 -0.75
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Pr&multiplicnndo ambos miembros de (8-57) por ¢sta inversa ‘

¥\ -075 =050 -025] [, 3 2 1 ¥
Y =--025 7k 050 —-1900 =100} < ps = 0,25 % 2 4 2 ¥a
¥3 -025 -050 -075| |, ] 1 2 3 ¥
Hacjerdo = Cr.'lls"‘k e gblicne el sistema
3 ? L 1 »i
; 4 2 | o=n Y
1 3 3 ¥3 ¥
Las iteracionss se iniciatdn con £l veetor yom (0, 1, DY ysetiene
ERES 2 -~ 1] 0.00] 2001 C0.50
2 4 2 |- 1.00 _ 4.00 = 4.00 ! 00
B 2 3] 000 . | 2.00 | | 050
3 2 : 1] (0,50 | 400 (067 ]
2 4 2 100 | = 500 = 600 1.00
KN 2 3| | 0.50 | [ 4.00_ [ 067 |
"3 2 y ] (0.67 | [ 468 0,70
s 4 2 1.00 = 668 =668 1.00
1 2 3 0.67 - 468 | 0.70
- — L - e et - -
"3 y) 1] 0,70 [4.80 | 0,717
2 4 ) 1 00 = 6.80 = 6.8 1.00
K 2 3 | 0.70 | 4.80 [ 0.71 |
"3 a 1] 0.7 484 | 0,71 ]
2 4 . 1.00 = 6.84 = .84 1.00
| 1 2 3 07} 4,84 [ 0.7

Entonces A =6 #4, pero como A = F‘.‘:"_kh luego £E=19036 y 1, =071, 33 =100, y=0¥1
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Resolviendo el misme problema con A —= (.50, se aob- H
tlene: -
1 . .
-—2 =0
Wt?ﬂ yz -+ 34 4 kn . b ¥am0 1, .
i £
peto o =0 y » =0, luego 7-1! ‘\\\ ¥, Y, ¥, "E/" :Ih
Y 0 0.25 050 075 140 !

2
— 3% kys=10
¥R + & Fig. 8-12. Representacién grifica de la solucién del ejemplo

E-14.
(—8+ k=0 o ‘
Para la ecuacidn diferenciat, se obtiene:
de donde k=48 i
. F[}’t—: — 4y By — s L o)
Haciendo una interpoiacidn de Richardson con las dos |
aproximaciones obtenidas, resulta ) 4 Exy [l -~ xﬂ? {91 — 29 yg) =10
Ee {0.50/0.25)° 936 — § —9gy por 1o que
(0.50/0.25)" -1 - Frg — 4+ B — dns 4+ wa =

valer que tiene un errot del 0.4% con respecto al resul- —0.25% il — 2}y — 2+ ¥} (8-3B)
. tado exactoquees k=gl
Las condiclones de frontera, sep

Ejemplo B-16.

yo =0 (8-59)
prnc';ll::l::l:r ¢l menor valor caracteristico del siguiente — (8.60)
diy dy ' . ¥y =10 (8-61) |
: kxfl —x) 22 =0
T Fre
' Yo =N {8-62)

0)=0a ; o =0 -
¥(0) 3 Y Aplicando (8-58) en los puntos pivotes, trnjendo en
. ) cuenta (8-59} 2 (8-62), se llega a
(1) =0 ; y{1} =0

=t ypa=—3025%{—2n+4 n }
El intervalo [ 0,1] se dividitd en cuateo pattes y se
usacdn fArmulas de derivacién numérica con erroves del — 4w -t Oye — dyg = — 4-0.25%( ¥~ 23 + ¥l
orden de k%, La representacién grdfica se mucstra ¢n la
figura 8-12, . ¥ — dyz 4 Ty = — 3-0.254k( yr— 23l
que pucde cscribirse matricialmenie, como
7 —¢ 1 * 5§ —3 0 . 51
—4 6 —4 ¥2 = 023k ~ 4 8 —4 2
4 7 73 0 -3 6 ¥a
La inversa de la matriz del primer miembro, es
G- 1| tood 1 0571 0043 | 0143 0 O ‘
-4 6 —4 o100 an ~34] 0572 10

P-4 7i001] {0 C3sD 68 [-0143 01



1 -0500 ©
0 o] osor i
0 03500 1 |-00208 DO O.145

.46 0 —0.0209

0.501

Ecuaciones d_ifercnciales ordinazias 219

100 | 0271 0249 Q104
010 | 0249 0498 0.249
D0 i | 0104 0249 0771

Premultiplicande ambos miembros de la ecuncibn matricizl por esta inversa, resulta

¥ 0.630
¥ [=025%k| 0498

0867
249 —0.498 ¥z

—0372] [ »,

¥s -0.372 0.857 0.630 I ¥s
.Haciendo A= 1/0.25*%k scobliene el sistema
0.630 ﬁ,ﬂﬁ'{' =37 1 Xl
=408 249 ~0.498 yr =21
—0.372 QB&T 0.630] | r, X
[nic?andu las iteraciones ¢om Yo = {0,500, 1.000, 0.500 3T
0530 0867 -03727 [ 000 0596 0.500
0498 -249  -0498 | | 1000| = [1992 [=1992 | 1.000
0634 0.500 Q.996 0.500

=037 0Q.847

1
Entonces b = 1992 y k= yg97 025" ™ 128

#6. Programas para resolver Bumérlcamente ecuaclones
diferencliales

A continuacidn se presenta una serie de programas
tlaborados para resolver numéricamente ecuaciones ¢
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, Estos se
dan sin dingrama de fluje, ya que son por demds simples
de comprender y seguir, una vez conocide el método que
st {rata de aplicar. Todos tratan de ser generales, en &
sentido que s&lo habrd que sustituir la insiruceidn que
define l2 funcibn que delermins la ecuacién diferencial
POr cualguler utra, pura tenet un pmgtanm que restelva
ta wuevs couacisn diferencial,

[ o5 primeros programas {ver figuras §-13 a 8-18) sir-
ven para resolver el problema de valores iniciales, dado

en el cjemplo B-1, con lus méredos de Euler, Euler-Gaoss,

iterando hasta obtener un cierio grado de aproximacién
Y de Milne. Como s indicd. basta sustiluit en estos
Programas la instruccibn |

F{X, Nwose{l.+x)*¥*2
Por alpuna ofra pare toner programas que resuelvan ofro
problema de valares iniclates. En los programas, la con-
Jicthn inicial se introdduce o través de tatjetas perforadas

o dates, asi como i3 amplitud ¥ niimera de subinte:-

vmlos considerados. Se consideraron {0 subintervalos de
amplitut 001,

En la figura 8-13 aparece el programa que usa el
método de Euler y las tarjetas de datos empleados. Las
variables usadas tienen nombres ebvios y son las que se
presentan 4 continuacién,

X =Vanable independiente (contiens el valor para el
que se caicula 12 solucidn del problema de vatores ini-
ciales}

Y =Variable dependiente {solucién del problema de
valores iniciales)

It = lncremento constante de la variable independien-

A&

N =Namere de puntes en los que se desea calenlarla
solucitn del problema de valores iniciales.
F{X,Y) = Funcibn que define 2 la ccvacidn diferencial.

En la figura 8-14 se muestran los resultados obtenidos
de! programa para resolver ef ejemplo 8-1. En el sepundo
resultado se usd una ampiitud de subintervalos igual a
0.0} {ta décima patte de la anterior) para ver la isfluencia
de ella en la solucidn del problema. La splucifin exacta se
encuentra cn la tabia 8-1, con 12 qu= s¢ puled determinar

¢s4 Influencia.
.

En la figura 8-15 se presenta el programa paca resolver
¢i mismo problema, usando el método de Eulep-Gauss
<on iteraciones. En ¢l se han usado las mismas variables
antes indicadas, zdemds de las sizuienles:

NAPR@X = Nimera de cifras exactas con que s¢ dele
caleular el valor curregido de Y,



220 Métodes nemericos

ATROX = Aproximacibn relativa requerida;  vale

10 THARRDX

REL = Variable que mide la aprozimacidn relativa del
valor corregide de Y en una iteracién con respecto al an-
terior.

YP = Valor apraximado de Y {predictor).

YC =V¥Yalor corregido de Y {corrector).

"Como en ¢l programa antetior, el programa lee de tar-
jetas de datos la condicibn inicial impoesta{X =0, ¥ =1),
La amplited de subintervalos (H =10.1), el ndmero de
elios (N = 100y, ademds, &} nfimero de cilres exactas con

que s¢ caleula el vatar corregida de Y (NAPROX = B).”

La tarjeta de datos usada aparece en la misma figura

§-15 y las.respuestas obteridas en la 8-16.

Finalmente, en 1a figura 8-17 se muesira el listado det
programa para resclvet el mismo elemplo 8.1, con ¢l
método de Milne. 1:n éste las variables usades son!

X (1) = Arreglo con los valores de fa variable indepen-
dieate {valores para los que s¢ desea conocer 12 solucidn
del problema de valores iniciales).

Y (1) = Arreglo con los valores de la varisble depen-
diente (solucidn del problema de valores iniciales en los
correspond ientes valores de X (130,

H = Inctemento constante de la variable independien-
1e. .
N = Nbometo de puntos en donde se desea caleular la
solucibn del problema de velores iniciales. '

FUX,Y) =

FUN (1) = Arregle con los valores de FUX,Y) para
X=X{NeY=Yl

YP = Valor aproximado de Y (predicior).

En cste caso, ademds de proparcionar la condicién
inicial, Ta amplitud de los subintervalos y el nfimero de
cllos come datos, se debe dar ta solucién del problema en
los primeros ites puntos pivotes para conocer los valores
que se indican en la ecuacién (B-18). La 1arjeta de datos
usada apatece también listada en la figura B-17 y corres-
ponde a los valores sefalados ¢n el ejemplo 8-6. Las res-
pucslas producidas se muestran en la figura 8-18.

Para resolycr problemas de valotes iniciales delinidos
por sistemas de ctuaciones diferencizles, come el del
ejemplu 8-7, s¢ elabord ¢l programa de la figura B-19,
gue usa ¢l mdtode de Milne extendido. [En ésic se han
usado dos postulados de definicibn de funcidn para
determinar el sistcma de ecuaciones diferenciales por
resalver. 5 deben sustituir fstas, que en la figura B-19
SO0

F(X,Y.Z}=Y+2

G[X,Y,E]=Z-Y

par aquc!lns fue defing el sistemi de dos eguaciones que
determing el prub'lmm de¢ valores inicinies por resoiver,
Ademds, deberdn adiciontrse antos postulados de
delinizién de funcibn coma sean necesarios para lener
definidas todas Ias ccuaciones del problema, si éslas son

Funcidn que define a la ccuacién diferencial. -

mis de dos. En este case deberdn agregarse también at.
gUnas olras insirucciones Parz mancjar 1as  ofrag
ecuacionss, las que serdn evidentes al revisar el pro-
grama,

Las variables ulilizadas en esic progtams son se.
mcjanles o las usadas en el programa que resuelye ung
ecuacidn difereneizl con ¢l método de Milne, sumentan.
do lus debidas al hecho de tener ahora dos ecuaciongs
dilcrenciales. Los nombres que hay que agregar o co-
[TegiT sOm:

ZiY = Arreglo con los valores de 1a segunda variable
dependicnte.

G{X.Y.2Z) = Funcidm que defing a 12 segunda ccuacidn
diferencinl. 1.a funcién que defing a la primera tieme
ahora un pardmetro mis.

FF{l}= En lugarde FUN(1}

GG = Arceglo con tos vatores de G(X, Y, Z
A=XDY=Y()yZ=1Z{l)

ZP = Yalot aproximado de Z (predicior)

Las tarjetas de datoes listados al final de Jz figura 8-19
correspenden a los datos del ejemplo 8-7, cuya solucidn
obtenida se muestra en 1a figura 8- 20,

Para resolver 1a ecuacifn difer#ncjal de segundo orden
del ¢jemple 8.8, se sustituyd ésta por un sistema Je
ecuacionss, come se hizo en el mismo ciemplo B-B ¥ se
empled el programa antes mencionado. En éste se sus-
tituyeron las instrucciones que definfan las funciones
FX. Y. Dy GIX, Y. Dpoe

FIX,Y,X)=Z
. GIX. Y. Z} = 2.

¥ sc usarcn las tarjetas de datos que aparueen listadas o
la parte seperior de la figura 8-21, Los resuitados son log
que se mucsttan ¢o la misma figure. La solucisdn directa
de este ejtmplo, como se resolvid en el ¢jemplo 8.9, se
deja como ejercicio al lector al final del capitulo.

De los 1tes primeros programzs descritos puede afir-
maric que estdn colocados en orden creciente de pre-
ferencia, ya que en el primero. goe usa el método (e
Eulet, se aplivn una (Grmula de Inlegracién con ervor de|
orden de i'; e segundo, cl de Euler-Gauss, una con
error de! arden de 4% en ot tercery ) coror 25 del urnden
de 1i*, y corresponde al méiwodo de Mitne.

Iin estos métndos mencienados se sustitnyd o procesa
de integracibn por una Brmula numérica de integracion,
a diferencia del métado de diferenciss {initas deserito en
8-3.7, cn ¢l cual lo que se reemplazd fue el proceso de
derivacién direciamente. Esio ace que i método de
diferencias finitas tenpa crrores considerables, mofive
por cl cual na se hizo programa usando este método.

} pata

Y+ 2

Para resolver problemas de valorgs cn la froptera se
desartolid el programs de la figura 8-22, usando el
méode de intepracién paso o paso descrita en 3.4 5, qtie
permite resoiver una ecuacidn dilerencial endinaria de



100
101
rg?
101

aooaan

129
101
162
ions

.

)
&

Us

SoLUCION DE LA ECUACION QJFERENCIAL OFE PRIRER OQRECEN
bysOA=F{X,¥) COH EL HETODO DE EULER

FORKAT (3F10.4,151

FORMAT € 210 .5 2XF 12X 27 R]
FORMAT (3x,230%=2])

FORKAT (F1t.4%,Fi3.%}

FAX ¥ ) ,GY L +XFny® oD

READ 5, 1003 XY H.M

IF (H.LT .11 CALL EXIT
HRITE 16,1011}

HRITE (6,102} .
WRITE (G ,103) X,

0o 2 la1,K

Y=Y+H*EL 2, Y}

A=u+H

HRITE 16 ,t03} X,¥ ) ) .
MRITE 16,102}

L0 YO 1

ExQ

kona
oadon

1.0000
1.0000

D« 1000
d. t100

Lo N
LN — =]

-

Flg. 3-11." Programa para resolver un problema de valores ini-
ciales von ¢l mélodo de Euler.

SOLUCION [E LA ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER OQRDEK
OY/OXFFEX,¥) COW EL HETODO OE EULER-GAUSS

FORMAT (AF10,0,21%)

FORMAT (212, SY 228,120,272}
FORHAT 11x,234iz=2)}

FORMAT LF1Ll.4,F13,.58)
FiXo¥hzl o* [ . ¥X)2Y"¥*2

READ (5,100 XY HyHHAFROX
IF [MLLY 1) GALL EXIT

WRITE (6,101

MRITE (h,1021)

BRITE (6 ,103) X,¥

APROX=10 %% { ~HAPROX)

DO 4 I=1 M

YP=YeH'F IX, ¥)

Y=Y 405 *HRP LR p¥i4F [X#¢H,TF) }
REL=ADBS( IYP-¥CYSYL)

IF (REL, LE,AFROXY GO TO 3
YP=Y{

Go T 2

A=X+H

¥=v{

HAITE (& ,183)
WATITE 16,102}
Ga T 1

EHD

K

f. i000 in 8
.0

2090 1.0001

g 815, Programa para resolver un prollemna de valores ini
tlates con o métode de Enler-Gauss.

. Fig. 8-16.
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x Y
g.000 1.0000
1000 1.0%00D0
. 200D t.1108
« 3008 1.184LGE
+H000 1.27549
« 5000 1.3894
L6000 1.5347
700D 1.72M1
5000 1.97E85
29000 21267
1.0400D0 T.8410

X Y
Q.0000 1.0000
0100 1.0050
0200 1.0101
L4300 1.0152
«O0500 1.020E
0500 1.0260
20500 1.0316
0700 L.037r2
0800 1.0&830
0308 1.0458
1400 1.094E
1160 1, 0609
' 1200 1.0672
«1300 1.071%6
«1400 1.06801
«150% 1.,0867
1500 1.2915
1700 1.100%
«1800 1.1075
+1900 1e1lbd
«» 2000 L.4222

o e gy o e ek

Fig. 8-14. Rewpuesss doi programa

de s Bpura B-13.
X ¥
0.0000 1.00%0
«1l00F 1.055%6
22000 la1242
3000 1.2097
hO0D 1.3180
5000 L4586
280700 1.6469
7000 1.910%
B000 Z304LY
«339400 £+9598
1.0040 Ha3008

e e A B e b

Resoliadst ded progeama de la Migura 8-15
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SO0

orden dos con ¢condiciones de frontera conocidas. Al
programa hay quc darle como dates las condiciones de

160
101
102
103

1 READ «5,1001 XLV 4 (v {Ilal=1y4)sHaN
IF fH.LT .51 CALL EXIT
WRITE (6,101
WRITE (6,102}
oo 2 I=1,&4
RRITE (6,103F X411,y (1)
FUKTIN=F (XLI1,Y {1}
2 XII+L1=X111+H
00 3 I=L,N
¥P=Y (I~ 3}+[Hc!3-|'H‘lZ-*FUH[I 2k =FUNI[{I=11+2.*FUHII})
XLI+1)=X (I)+H
FUNCI+1) =F{x(l+1),YP}
YOI#1 =Y (I=-1 3+ [HFL, l'{FUN[I‘ilik "FUNIIY+FUNII #1111
FUNTL+1F=F{XTI+1) ¥ 1414}
I MRITE (61031 XIJI+31,vyiI+1)
WEKITE [6,1021]
GO T9 1
EHD ] S
D. 0000 i.0oood 1. DS54 1.12386 1.2085 D,10G0

SQLUCTION DE LA ECUACION DIFERENGCIAL OE FRIMER ORDEN
OY/0X=Fix,¥) CON L HETOEQ DE MILKE

DIMEHSIOR X 11007 ,Y{1081,.FUNC1DO)
FOQRHAT (&FLO.%.I5)

FORMAT ([ Z12 5%+ PRE L 2K 42T #)
FORMAT (1%, 231l&=#1)

FORKAT (F1Ll.4yF12.s4
FOXaT1=0 5% [1u+X}"y**2

Fig. B-17. Programa parz resolver un groblems de valores ini-
clales can el método de Milne,

X Y
0.9000 1.000n
«1000 ) 1.0554
« 2003 141236
« 3004 1.20488
« W GA0 1.3153
5000 14046 .
LEROOD 1,639
+FLAD Y.8357
«8090 2.2725
« 300D 2.B703
1.0000 J.9902

A T P W T

Flg. 8-18. Resultados del programa de ta fipura 8-17,

fronterz, et valor y, de la solucién supuesta del problema son:

en el primer punlo pivate, ei Rdmero de subintervaios, ¢l

niimero mixima de ieraciones permitidas y la ~pro- definicidn de sclusioues.

ximacion requerida. La ecuacida de recuerencia que per-
mile cyaluar la solucién cn los siguicnies phates pivotes

que E[\RILE‘L en el puoprama (das veees) debe sustituirse delisicion de soluctones,

pof aipund oles 5iose desen usatio pare resolver algdo

10
]

alra problems de las inismas caractevlsticas.
Las variables usadas en ¢f programa de la figura 8-22

X0 = Abscisa del borde izquierdo dcl intervalo de

YO = Condicién de¢ fronlera en & borde Lequicrdo
AN = Abscisa del borde derecho de! intervalo de

¥ N = Condicbn di lroutera en ¢l borde derechn.

I



[y N r Ry Y]

160
10
102
1902

d.0z0a
06,1000
G.0000
Q.

Ecuaciones diferenciales ordinarias

SOLUCION DF UN SISTEHA DE ECUACIONES' CIFERENCIALES ORDIMARIAS
DE PRIMCR ORODEN COH EL AETOD0 DE MILRE

CIHENSION X100k Y(L00) o 2020001 4 FFCI00LF,GGOI00)
FORMAT (2Fi0.4yI5/8F 10.4)

FORMAT [ 218 s 9X 2NE L 2X o2 Y2, 17X 2 11)

FORHMAT F1X, X6 12=71}

FORHAT (FlLl.4,2F13.5%1

FLE ¥ 8l =¥s]

GIN Y 2l ==Y . )

READ 15,1002 X44) Hi N, (Y U{Il4201)1I21,4)

IF IN.LT«5) CALYL CXIT

HRITE {6,101}

WELITE I(F,132)

00 2 I=L %

WRITE (6,103 xtlrv v 412,210
FFII)=FUXiT) ,voeld 2000}

GGATI=00XIL) Y {2, 20100

RIT#Ld=0 (]} ¢H

og 3 I=i 4H .
TP‘YII'E]J[Q-JJ.I'H‘i?-'FFlI—EI*FF‘I-ll%Z:'FF[II]
IPaZtI=3 0484 o/ 3. HY (2o * Gl =2 1=GLIl-10 42, "CGCT))
XiT43 =X I+ .

FFLI+1)Y=FixX (Isl) ,YP, IP)

GGUI+1d=CIXNSI+13,¥YP, 2P}

¥iI+1)=Y {I= 4 (H /R ) Y LFF (-4 )+ ua *FF{L L+ FF L1421 )
2T ) =2 fI=1 b+ TH/AEY "IGG (i=1 ) ¢ 4. "GOII 146G IT+10)
FFOI#1d= PO LT el ) Wil +1 1520101010
GLII+L)=GUXUI+L) ¥iI 4L, 20(I+11) .

WRITE (b6 +103) I{I*l]rf11+1112[1f;?

KRITE (b.1021 °

GO 70 1

END

go00 i1

g0 1]
aoo0

Fig. 3-19. Programa para resolver un problema de valores inl-
ciales, definido por un sistema de ecunaciones dife-
renctaley, con el métedo de Miloe.

¥ ¥ z

b 0000 1000 ) - L2000
« 1000 «1320 « 2090
« 2040 +1680 + 2150
L3000 ] +c1 00
00D 12534 w21 6%
«5000 «3030 “ag103
+E000 + 3565 L
«TOD0 dblildG - +17 03
LR H YA 1502
«9000 «5343 - w1131

1.0000 «B0k1 17 QR

e e L L e L L L L L LU R B 2

Flg. 8-30. Rewuliados ded programade la figurs B-19, dek efem-
pla B.7. ) '

aon ¢. 0 Q0 o, 00O d.0000 . D.0000 g.0n00 0.0000

23

a0t - Dl 1320 0.20%0 D160 ba2150 0.2090 Da2188
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0.0000 b.1000 it ;
2.1008 0.20490 0.122% D 28540
t.0000 g.%000 2

d.0000 a,0000 0. c0ao a,c0000

x

0.1490

p.o0Q0

Y

0.29480

a.000f0

i

e ok e e e A Ul el AR A g e

0.0000
+1000
w2000
« 3000
«4000
B000
E0G0D
«TO0D
«BO00
«3000

i.0000.

3000
1229
«1430

A 1820

2222
« 2715
« 3311
s hhLd
gLz
«E039
7372

« 2000
24 4T
L+ 2980
« 3630
LA L
Sl

T LEh2%

. 80 84
9887
1.2069
1, 4748

A g gy el e P S R e ke e TR M g A e

Fig. B-25. Datos y resultados del peograma de la figura 8-1%,

modifieado para tresolver el ejempio 8.8,

N = Nimero d subin.ervalos en goe se divide el inter-
valo X0 < X € XN de definicién de soluciones.

H = Ampiitud de los subintervalos.

KMI = Namero miximo de iteraciones.

ITER. = Contader de ilcraciones,

NATPROX =Ndmero de cifras con que se desea la
solucién en ¢l borde dereche.

APROX = Aproximacidn relativa ¢on que se desea la
solucién en el borde derecha.

REL = Aproximacidn refativa de In solucidn obtenida
en ef borde derecho.

I = Contador de pivotes,

X = Abscisa de] punto pivote donde se¢ desea calcular
Ja salucidn del problema.

Y1} = Arreglo con la solocidn del problema en el
J—ésimo pivote, - .

Y! = Solucidn supvesia del problema ¢n ¢l punte
pivoie para el cual X= X0+

Y11 = Solucidn supuesta del problema en el punto
pivote para ¢l cunl X=XO+H en laiteracidn anterior.

YNN =Sclucidp del probleama en €l borde derecho ab-
lentda en la ilcracion anteriot

Obsfreese que el primer valor supucsto de Y7 se ob-
fiene de una taneta de datos. e segundo es iguat al
primero mis 0.1, y del lercera en adelaale, se obticne
haciendo una interpolacidn Lineal enire csos valores y los
vhienides como solucién del problema en el berde de-
recho del mivmo, 1al como se tesalvis ¢l ejemplo B-11,

Come Lo cotvlicidn e rontera en ol barde derecho del
cicmple 8-11 estabilece que abl 1y solucidn del problema
debe ser nela, ¥ exisien graves problemaos de convergens
gia kacia el valor cero v de la pruebhs do la misma conver-

gencia (eitalguisr nfimero por pequefio que sea es grande
en comparac¥dn con cerv), s¢ modificd ese problema

0.1820

1, 0030

haciendo el cambio de variable

frontera

4 {e—1)F=10

y quedd reseelio ¢ problema de convergencia. Estaes la
razén por la que en el programa de la figura 8.22, s¢

2=y 4

ron lo que se obtuvn £l nueve problema de valares en 1a

(0} =3

codifich 13 ecuacibn de recurrencia

th las instricciones nlmero 2 y dos amies de ésta, danda
a la variable dependisnte £t nombre ¥, en logar de la
usada directamente en ¢l ¢jemplo 8-11.

Es ebvio que después de respiver ¢ste nueyo probliema
de valores en la [rontera, serd necesario hacer ia trans-
furmacifin inversa para obrener la solucién del problema

original.

5.3630

g.gopn

r

0— 2ey — U' f:li-l — ”]! el |

e[1) =1

Fn la misma fgora 8-22 se encuenitan tyladas las tar- .

jotas de datos usadas para-resolver e ejemplo 8-11, Las
respuestas se muestran en la figora 8-23, en donde s
nola que los valores de ¥ oblenides son mayores ¢n une
gue los ya antes delerminados en el ejemplo, comp erad
ciperarse. ’

El proceso de integrocidn paso & paso de problumas

catacteristicos e orden dos, por medio de un programa
de compuiagora, s¢ mucsita en §a figura 8-24. E! pro-



grama es casi idéntico al de la Ngura 8-22, ya que la
Ginica diferencia es que en £ste ¢ itera sobre el valor des-
conocide del valor caracteristico representado por Viya
Y1, ta solucién de la ecuacidn difetencial £n ¢! primer
punto pivote, se le asigna un valor inaltsrable (2 en el
programa).

Las Gnicas variables que se sdicionaton a este pro-
grama, son

¥1 = yalar supuesto del valor czracterslico
. V1l = valor supuesto del valer caracteristica en la

ileracidn anterior

SDLUOEON DE UN FROBLEMA DE

oot

DIMENSION ¥ 1200)
100 FORHAT [5FL10.4%,315)

Ecuaciones giferpnciales ordinariay 225

¥ = valor caracieristico obtentde por interpolacién
lineal y desmparecc la variable ¥

Como ur prablema de valores caracteristicos estd
definidp par una ecuacién diferencizl homogénea con

. cendiciones de Fronteras homopéneas, se vuelve a presen-

tar e casn de tratar de convergir a un valor nula, Por esta
razdn se hizo el cambia de variablez= y+1 ¢n ¢l pro-
prama de la figura 8-24 para resoiver el ejemplo 8-14, y se
admitld que la ordenada descanocida en el primer punto
pivote valla 2 {si se hiciera y, =7 s¢ hubiera obtenido la
solucitin teivial: y; = ! para tede valor de ()

YALCRES EW LA FRONTERA

DEFINIDO PUR UNA ECUALION DE SEGUNDD ORDEM RESUELTO
COM EL HEI0DD OF INTEGRALION PASO & PASO

101 FORMAT {72S0LUCICH DEIPUES D€ 2: 15,7 JTERACIOMES#)

102 FORMAT 1412, 5% ¢ 2X8 1 2X5,2Y7)
102 FORHAT (X :23(2-73)
I104% FORMAT (F1ll.u,F13,4)

1 READ (5, 1001
IF INJLT .2y CALL EXIT
APROX =10 . ** [=NAPROX)
H={EN-X0 /N
00 & ITCRe),RH]
Yi1laha

A0 YD XMy YH YLy My NI  HAPROX

¥I2)2 2 F Yi=(H* (V11,07 %* 2 Y]

0o 2 1=3,M

2 YII =2, e ¥l (H* (¥ {I=2)=1, 0% 2-¥{]-2)

REL=AB50 (YINI=YH)FYH)
If fREL.LE.AFROXY GD TO ¢
IF (JTER.ECG. 1Y 6D TO 3

Yim{(Yitm YN} $Y1= CYN=YON) 32 YT 1] /1Y (H) = YNN)

Yiizy 1)
YNNzY [N
GO TO &
I Yisvief,1
¥li=yvi1l
YHH=Y (NI
4 CUNTINUL
WRITE {6,101} NMI
S HRITE 16,102}
WRITE 14,1031}
HETITE (6 1041
Xxyn
00 B 1=l 4N
X=%+H
L HRITE 16,104} X,TiI}
HRITE {6,103
G0 190 1
EkD

x0,YqQ

b. 40046
G«.0000
D.0040

3.0000
3.0000
f.pQ0u

L. 0000
1. 0000
0, 00 Q0

1.000D i1.00d0 & 14 5y
1.000¢ i.0000 it 100 4
0. 000y g.o0Q00 ] 1 {

Mg. 8-12, Programa para resolver U problema de valorss en
iu foantera, de orden dos, por Integracidn paso

paso.



136 Mdtedos numéricos

X ]
0.,0000 3.000g
2500 2.5325 ' .
«5000 2,188}
« 7500 1.E6035
1.0p00 . 5999
c
X ¥ (" SOLUSICH DE UM PROBLEMA DE WALORES CARACTERISTIDOS
T e I DEFIMIOD POR UMA CCUACION OE SEGUNDD ORDEN RESUELIOQ
0.000% 1.0000 G CON EL HLTOUO DE INTEGRACIOW PASO & PASO
viD0C Z.900n C
«2000 2.763g DIKENSION T{100}
+ 3000 205967 100 FORKAT {5F10.4,31%)
s hmon 2,45040 101 FORMAT (7150LUCION DESPUES DE #,I5,# ITERACIOHCS?)
+5000 241916 102 FORMAT [#1# 5% #%2,1 2% ¥ #!
+ 660D 144650 183 FORMAT {1X,230Ff=7))
« 7000 1.7291 104 FORMAT {Fil.4;F13.44)
+A040 1.u878 105 FORPAT | #0VALOR CARRCTERISTICO = #/L1X,F13,4)
WS008 L1y24h2 1 READ (5, 300) XU.¥0 XN, Y +VisH M1 NAPROX
1.040d0 1.,43000 . IF {M.LV.2) CaLL EXIT
-fr-----——-diu-+--———i— AFﬂﬂxziu."l-NAPRﬂll
- H= (XN=X0 ) /N
Flg.§-13. Resuliados del programa | ¥iil=z.0
de la figurn 8.2 RO 4 ITER=1.kMI .
YL2) =2, YIL) = Wi4H* "2 P LY LY=L )=YD
DU 2 1=3.K ’
2 Y12, o ilatb=Vi*Hr 2o (Y [I~1) -1 o} =Y (3=2)
REL=ABS] (YINI-YHI/YH}
IF {REL.LE,AFRD) GO O €
1F {ITER.EQ.11 GO TO 3
M= C4YH=Y NRI V1~ (YN-7 (N1 *Y21 /(Y (N} =Y RN}
v2=yi
x ¥ ¥izy
e e oot e am———— G0 T0 &
D.0000 10000 3 ye=vi
L2500 20000 vizvl«g.1
L5000 24142 4 YHN=Y (N
7600 5. 0000 WRITE {6 410%t) NHI
—— i e kb2 i WRITE (64203
’ NRITE 16 410a} X04¥D
VAL UR GRRACTERISTICO = X=x0
L] 9.3?25 Du 6 I=l jH
K=X+4H
& WRIYE (& ,104} X,¥LD
' WRITE {6,103
X ¥ WRITE (b ,105) ¥
o el B S e am kb e ek o bl g GU T‘D 1
J.0000 1.0000 END .
+ 1300 2.00439
2000 Z.9821
+ 3900 3.6140 n.0000 1,0000 1. 000G 1, 0000 1.co00 a
shpayg b, 0777 u.0200 1.0082 1. 0000 i1.0000 1.0000 10
+5000 s 2301 n.odoo g.0004 0. 0000 9.80¢00 01,0003 ]
+ 6000 Lo 0777
7000 3.6180
+« 8000 2.9021 Fig. 524, [rograma para resolver un problema de valorss ea-
«A000 Z.00g0 racieristicot, de orden dos, por intepracién paso 2
l.0000 1.004Qn0 pdsb. .

e L L e
-

vaL OR CARMTERISTICO =
J.FBQ7

Ilg., B-25. Tesultados ilch programa de 1 fguca 8-24.



