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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Cuando se consideran esquemas de control para sistemas de gran escala, las leyes de control necesarias
para que el sistema presente un comportamiento deseado por lo general son dificiles de disefiar y de imple-
mentar. Tratdndose de sistemas de alta dimension, es conveniente dividir el sistema original en un conjunto
de subsistemas de menor dimensién interconectados entre si. Lo anterior proporciona una ventaja en cuanto
a metodologia del disefio ya que el objetivo es controlar cada uno de los subsistemas de dimensién reducida,
sin embargo como resultado de dicha division las funciones de acoplamientos entre los subsistemas pueden
ser tener una estructura demasiado compleja y, en general, dependerdn de variables de estado de diversos
subsistemas. Bajo este enfoque, las leyes de control disefiadas implicarian un intercambio constante de infor-
macién entre los subsistemas resultantes de la division del sistema original. Para aprovechar los beneficios
de considerar sistemas de dimension reducida, es cada vez mds frecuente la necesidad de disefiar esquemas
de control descentralizado, en donde cada subsistema pueda ser controlado de manera local, reduciendo
tanto como sea posible el intercambio de informacién con el resto de los subsistemas.

Entre las principales ventajas de los sistemas descentralizados se puede mencionar la escalabilidad del
sistema, es decir, el sistema original puede aumentar o reducir su tamafo, lo que implica que el nimero
de subsistemas interconectados variard. Ante esta modificacién, un sistema centralizado requeriria de un
redisefo total de las leyes de control. De la misma manera, si se presentara alguna falla en alguno de los

subsistemas (sensores, actuadores o canales de comunicacién), bajo el esquema centralizado este problema
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se reflejarfa en el resto de los subsistemas, provocando desde un mal desempefio hasta, en casos extremos, la
pérdida de estabilidad del sistema completo, mientras que en un sistema descentralizado el efecto de alguna
falla no se propagaria de manera critica, proporciondndole robustez al sistema. Por un lado, es cierto que
mientras menos informacién se intercambie entre subsistemas, la implementacidon de los controladores se
simplifica, reduciendo no solo la carga computacional en cada uno de los controladores sino también la
necesidad de canales de comunicacién entre los subsistemas, sin embargo, si el intercambio de informacién
se limita totalmente, es decir, se implementa un sistema de control totalmente descentralizado, cada uno de
los subsistemas procurard mantener un buen desempefio en lo individual, lo que ante acoplamientos entre
subsistemas puede provocar un mal desempefio si el sistema se observa como un conjunto.

En general, cuando un sistema de gran escala se divide en subsistemas, los términos de acoplamiento
pueden tener una estructura muy general. Por un lado puede existir dependencia de variables provenientes
de algun otro subsistema, pero también pueden depender de pardmetros inciertos. Si bien, en la mayoria
de los casos es posible obtener un modelo que describa la estructura fisica del sistema, la determinacién
de los pardmetros involucrados en dichos modelos, tanto a nivel local como de interconexiones, puede re-
presentar una tarea muy complicada. Si ademads, se consideran sistemas los cuales pueden ver modificados
lentamente sus pardmetros debido a factores como temperatura, friccion, entre otros, en algin momento el
modelo matemético dejaria de representar fielmente el comportamiento del sistema real, provocando asi un
funcionamiento diferente al deseado, independientemente del sistema de control utilizado. Por esta razén,
se aborda el problema de control descentralizado adaptable en donde se considera que existe incertidumbre
paramétrica tanto a nivel de dindmica local de los subsistemas como a nivel de interconexiones.

Comunmente, la divisién de un sistema de gran escala se plantea principalmente la simplicidad o inter-
pretacidn fisica de los subsistemas resultantes, permitiendo que las funciones de acoplamiento resultantes
tengan formas complejas, dificiles de agrupar en una sola clase de funciones. Como se menciond, dichas
funciones de interconexion pueden depender de pardmetros inciertos que varien en el tiempo debido a facto-
res externos, por esta razon, se propone disefiar una ley de control descentralizado adaptable que considere
la informacién conocida acerca de la estructura de la interconexién pero que al mismo tiempo requiera del
minimo intercamcio de informacién posible entre subsistemas. Se consideran dos clases de funciones de in-
terconexion suficientemente generales, funciones linealmente parametrizables y funciones con dependencia

no lineal de pardmetros con caracteristicas de concavidad o de convexidad.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 8

La clase de sistemas interconectados que se considera es la clase de sistemas lagrangianos, cuya estruc-
tura agrupa gran cantidad de sistemas comunes en ingenieria (sistemas mecdnicos, electromecénicos, etc)
y que en diversas aplicaciones se utilizan como un conjunto de elementos con una tarea en comun (robots
moviles). Ademas, debido a la importancia de estos sistemas, su estructura y sus propiedades han sido es-
tudiadas previamente de manera exhaustiva. Como se menciond anteriormente, se consideran parametros

inciertos tanto a nivel local como en la interconexion.

1.2. Estado del arte

El disefio de sistemas de control para sistemas de gran escala puede ser simplificado mediante la division
del sistema original en un conjunto de subsistemas de menor complejidad. Bajo este enfoque, se tiene que
tratar con la dindmica local de cada subsistema y la interconexién que pudiera existir entre ellos. Cuando
existen dificultades para el correcto flujo de informacidn entre los subsistemas, surge la necesidad del disefio
e implementacién de sistemas de control descentralizado, problema que ha sido estudiado desde ya hace al-
gunas décadas, [1], [2], [3], [4], [7]. La mayoria de estos trabajos ha sido enfocado principalmente a sistemas
robéticos y debido a la naturaleza descentralizada de los controladores propuestos, ha sido comun utilizar
algoritmos adaptables para compensar incertidumbres en las funciones de interconexion entre subsistemas.
El enfoque mds simple consiste en considerar la interconexién entre subsistemas como una perturbacién
acotada [5] independientemente de la estructura de dicha interconexion, lo cual permite implementar con-
troladores independientes y de forma totalmente descentralizada. Sin embargo, se requiere de conocimiento
previo de la interconexion para poder seleccionar la cota adecuada.

Por otro lado, si se asume que se puede conocer cierta informacién de los términos de interconexién y
se quiere aprovechar para el disefio del controlador, entonces de manera inmediata se establece la necesidad
de intercambio de informacidn entre los sistemas conectados. Existen trabajos en esta linea que proponen
una reduccion de la informacion intercambiada entre los diferentes sistemas [9], [10], en donde el intercam-
bio de informacién se restringe unicamente a sefiales de referencia y en los cuales se asegura seguimiento
asintdtico de trayectorias. Cabe mencionar que estos disefios se enfocan en sistemas lineales con términos
de interconexion lineal.

En [16], [15] se proponen controladores adaptables para sistemas lineales con pardmetros inciertos con

un término no linealmente parametrizable, lo que constituye uno de los primeros resultados bajo esta supo-
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sicién y en donde se alcanza seguimiento finalmente acotado de trayectorias. Debido a esto en esta tesis se
aborda el problema de disefio de controladores con alto grado de descentralizacion, inicamente intercambio
de informacidn a nivel de referencias, pero aplicado a sistemas lagrangianos y considerando inicialmente
funciones de interconexion entre sistemas con parametrizacion lineal y posteriormente establecer condicio-

nes para la consideracién de funciones con parametrizacion no lineal.

1.3. Control centralizado y control descentralizado

La eleccién entre el diseiio de un esquema centralizado y uno descentralizado se ve influenciada por
distintos aspectos, entre los cuales se encuentra por supuesto el desempefio, la carga computacional, la
disponibilidad de canales de comunicacién entre los sistemas, las variables de estado disponibles para su
medicion en cada subsistema, entre otros.

Tanto el control centralizado como el control descentralizado presentan ciertas ventajas y desventajas, y
la eleccidn del tipo de control adecuado depende en gran medida del sistema que se quiera controlar. Cuando
se tiene un control centralizado, se debe tener certeza de que toda la informacién del sistema estd disponi-
ble para cada uno de los subsistemas. Atn cuando las leyes de control disefiadas pueden resultar bastante
complejas y dependientes de una gran cantidad de variables correspondientes a estados de otros subsiste-
mas, bajo condiciones ideales, el sistema tendrd un muy buen desempefio y serd robusto ante perturbaciones
externas. En sistema de este tipo puede ser razonable cuando se tiene una cantidad pequeia de subsistemas
interconectados, pues conforme el nimero de subsistemas aumenta, se requiere de la implementacién de una
gran cantidad de canales de comunicacion, lo que puede resultar poco prictico y muy costoso. Ademas, si
en algun instante, existe alguna falla, ya sea en sensores, actuadores o canales de comunicacidn, los errores
generados en cierto subsistema debido a esa falla afectardn de manera directa el resto de los subsistemas.
Por otro lado, no solo las fallas en la implementacidon pueden provocar problemas, sino también la depen-
dencia de pardmetros inciertos o con variacidn lenta en los términos de interconexién y en los cuales no seria

préctico utilizar sensores.
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1.4. Contribucion principal de la tesis

En este trabajo, se presenta un estudio acerca de un conjunto de sistemas lagrangianos interconectados
entre si y con el objetivo de disefiar una ley de control descentralizado adaptable tal que se logre seguimiento
asintdtico o practico de trayectorias. La principal contribucién que se hace mediante este estudio es el andli-
sis y la caracterizacién de las funciones de interconexidn entre los distintos subsistemas. En esta tesis se
consideran dos principales, y al mismo tiempo suficientemente generales, clases de funciones. Inicialmente
se consideraron funciones no lineales con parametrizacion lineal y posteriormente se extendid dicha clase a
funciones no lineales con dependencia no lineal de pardmetros inciertos (parametrizacion no lineal). Ademas
de la incertidumbre paramétrica en las interconexiones, el objetivo es reducir el intercambio de informacién
entre subsistemas de tal manera se logre un balance entre el grado de descentralizacién y el desempefio
del sistema. En este caso dicha informacién compartida se reduce a las sefiales de referencia, es decir, la
referencia de un subsistema puede ser conocida por el resto, lo anterior para cada uno de los subsistemas.
Para el caso de funciones de interconexion linealmente parametrizables se alcanza seguimiento asintético,
mientras que para el caso no linealmente parametrizable se logra seguimiento finalmente acotado con pre-
cision arbitraria. De manera general, se considera que cada subsistema estd conectado con el resto, es decir,
un esquema de interconexién todos-todos y cada controlador estima pardmetros locales y de interconexion

de manera local.

1.5. Resumen de la tesis

En este trabajo se presenta la solucién al problema de control de seguimiento de trayectorias de un con-
junto de sistemas lagrangianos interconectados, considerando incertidumbre paramétrica tanto en el modelo
matemdtico local como en el modelo matemético que representa el acoplamiento entre subsistemas. Las
leyes de control propuestas estdn basadas en dos leyes de adaptacion de pardmetros, una para los pardmetros
locales y otra para los pardmetros de interconexion. Ademads, dichas leyes de control se implementan tanto
en forma centralizada como descentralizada con el objetivo de poder comparar su desempefio, alcanzando
seguimiento asintético para el caso lineal y seguimiento finalmente acotado con precision arbitraria para el
caso no lineal.

Para poder comparar cada una de las leyes de control, en sus versiones centralizada y descentralizada, se
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muestran los resultados de una simulacidn. El sistema utilizado para dicha simulacién consiste en un par de
péndulos interconectados mediante un resorte y en donde cada uno de los péndulos tiene su propia sefial de
referencia.

En el Capitulo 2, se resumen conceptos matematicos importantes acerca de la estabilidad de los sistemas
y las condiciones para poder asegurar estabilidad, asi como la formulacién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange enfocadas principalmente a sistemas mecdnicos, su estructura y sus propiedades mas ttiles para
el desarrollo de la ley de control. En este capitulo también se retoma un resultado muy importante sobre el
control adaptable de sistemas lagrangianos, el cual es basico para los desarrollos posteriormente propuestos.

En el Capitulo 3 se presenta el disefio de un sistema de control considerando interconexiones lineal-
mente parametrizables entre los subsistemas lagrangianos. Se considera que cada uno de los subsistemas
estd interconectado con el resto de los subsistemas.

La clase de interconexiones a tratar es extendida en el capitulo 4, en donde se propone una solucién
al problema de control de subsistemas lagrangianos interconectados mediante funciones no linealmente
parametrizables, imponiendo condiciones de concavidad o convexidad en el comportamiento cualitativo de
dichas funciones de interconexion. También dentro de este capitulo se presentan consideraciones para la
implantacién de controladores centralizados en forma descentralizada.

Finalmente, en el Capitulo 5 se detallan algunas conclusiones con respecto a las leyes de control di-
sefladas, sus ventajas y desempefio. Asimismo, se esbozan ciertos aspectos a abordar de manera posterior

para continuar con esta linea de investigacion.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Conceptos basicos de estabilidad

En esta seccidn se presentan los conceptos principales necesarios para evaluar la estabilidad de un sis-
tema en un determinado punto de equilibrio. Asimismo, se examinan conceptos importantes como el acota-
miento final de trayectorias, mediante el cual se pueden obtener resultados practicos y definir las condiciones

de estabilidad en cada caso (ver [8]).

2.2. Sistemas lagrangianos

A continuacidn se presenta un resumen bdsico acerca de los principios necesarios para el modelado de
sistemas lagrangianos, sus principales propiedades y su estructura, con el propésito de facilitar la presenta-

cion del disefio de los esquemas de control para dicha clase de sistemas.

2.2.1. Coordenadas generalizadas, energia y lagrangiano de un sistema

Para poder modelar un sistema fisico mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange, es necesario considerar
dicho sistema como un manipulador de energia. Es necesario escoger dos variables cuyo producto sea igual
a la potencia proporcionada al sistema. Una de estas variables debe de ser de tipo extensiva y la otra de tipo

intensiva, llamadas de esfuerzo (e) y de flujo (f), respectivamente. Asi, la energia (E) del sistema en un

12
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intervalo de tiempo 0 a #; es
|
E(t1) :/ efdt. 2.1
0

Ademads, en un sistema también puede existir almacenamiento de energia, siendo posible almacenar esfuerzo

o flujo, de acuerdo con alguna de las siguientes expresiones,

1 1
eq = / edt, £, = / ', 2.2)
0 0

las cuales, al ser combinadas con la expresion (2.1) permiten calcular la energia acumulada en el sistema

como
€q fa
E,= / fde, = / edf,. (2.3)
0 0

Para tratar al sistema como un manipulador de energia cada elemento de éste debe ser clasificado de
acuerdo a su manejo de energia como fuente, almacenador o disipador. Una fuente proporciona energia al
sistema en forma de esfuerzo o de flujo. De la misma forma, un elemento puede almacenar flujo o esfuerzo.
Finalmente, se definen los elementos disipadores como elementos que absorben potencia.

Partiendo de las ecuaciones (2.3), la energia almacenada U en un almacenador de flujo se define como

fa
U= /0 edf,. (2.4)

De la misma forma, se puede definir la energia complementaria o coenergia U*

U= /0 fude. 2.5)

Asimismo, para un almacenador de esfuerzo, se redefine la energia almacenada como

T— /0 fde, (2.6)

y la energia complementaria o coenergia 7* como

f
T = /0 eadf. 2.7)

De la misma manera en que el producto de las variables generalizadas seleccionadas representa la energia
que se suministra al sistema, para un elemento disipador este mismo producto representa la energia disipada,

en este caso se tiene

f e
ef:/o edf+/0 fde=G+J 2.8)
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en donde la expresion que define a G es conocida como funcién de contenido y J como funcién de co-
contenido. Comunmente, la energia almacenada en un almacenador de flujo es llamada energia (co-energia)
cinética y la que se almacena como esfuerzo es conocida como energia (co-energia) potencial.

El lagrangiano de un sistema es una funcién escalar de las variables generalizadas, que se define como

la diferencia entre la co-energia cinética y la energia potencial

L(g;4) =U"(¢) —T(q) (2.9)

en donde g y ¢ son las variables generalizadas y su derivada con respecto al tiempo, respectivamente.

2.2.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se forman de acuerdo con lo siguiente

d[&L} oL oI 210

ai|ag) "3g "9~

donde L es el lagrangiano del sistema y f; se conoce como vector de fuerzas generalizadas. Es importante

mencionar que una fuerza se considera generalizada Uinicamente para las variables que afecta de forma
inmediata.

Como es claro, se tendrdn tantas ecuaciones como variables generalizadas, por lo cual se acostumbra el

manejo de una representacion matricial.

2.2.3. Estructura general y propiedades

Los sistemas modelados a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange reciben el nombre de lagrangianos

y tienen, en general, la siguiente estructura

M(q)4+C(q,4)q+g(q) =u (2.11)

donde M(q) € R"*" se conoce como matriz de inercia, C(q,q) € R"*" es la matriz de fuerzas centrifugas y de
Coriolis, g(q) € R" es el vector de fuerzas gravitacionales. Mientras que q y ¢ son los vectores generalizados
de posicion y velocidad, respectivamente.

A continuacién, se presentan las principales propiedades del modelo (2.11), algunas de las cuales se
pueden deducir gracias a las caracteristicas fisicas de los sistemas, mientras que otras pueden ser deducidas

al obtener el modelo, ver [11].
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La matriz M(q) es simétrica y positiva definida. Esta matriz estd acotada por
M1 <M(q) < Myl

con I la matriz identidad y constantes M,,, Mys > 0.

» La matriz M(q) —2C(q,q) es antisimétrica para todo instante 7.

= La matriz C(q, q) satisface

1C(q, )| < K[|q

con k constante mayor a cero.
= El vector g(q) se puede acotar por ||g(q)|| < ¢, con & > 0 constante.

= Mediante una seleccion correcta de parametros, el modelo (2.11) puede expresarse como

M(q)iq+C(q,q)q+8(q) =7=Y(q,4,4)0 (2.12)

donde Y(q,q,q) € R"*” se conoce como regresor y ® € RP es un vector de pardmetros.

2.3. Control adaptable de sistemas lagrangianos

En esta seccidn, se retoma un resultado bien conocido con respecto al control adaptable de sistemas
lagrangianos. Se considera tanto el caso de pardmetros bien conocidos como el de pardmetros inciertos y para
este ultimo se disefia un control adaptable. En este disefio se considera una serie de sistemas lagrangianos

desacoplados, para mayor detalle, se puede consultar [6].

2.3.1. Objetivo de control

Dada una trayectoria de referencia g, (t) diferenciable al menos en dos ocasiones, disefiar una ley
de control retroalimentado u; unicamente utilizando mediciones locales q;, ¢; para lograr el seguimiento

asintético de la referencia, para cada uno de los sistemas, es decir
Iim [|q; = || = 0 (2.13)

manteniendo al mismo tiempo la estabilidad interna del sistema global.
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2.3.2. Control de sistemas desacoplados
Considérese un sistema lagrangiano
Mi(q,)d; + Ci(q;, 4;,)q; + &(q;) = w;, (2.14)

y supdngase que se quiere diseflar un controlador C; tal que se satisfaga (2.13). Con base en las propiedades
estructurales de los sistemas lagrangianos, es posible escribir el modelo (2.11) parametrizado linealmente,

como el producto de un vector de pardmetros y una matriz que involucra sefiales del subsistema. Esto es
Mi(q;)d; + Ci(q;,4;)4; +&i(q;) = wi = Yi(q;,9;,9;, @), (2.15)

Definiendo el error combinado s;, se logra con una sola misma variable contar con informacién del error en
todas las variables del estado, es decir q; y q; , ya que solo cuando todos los errores en estas variables son

cero, el error combinado es nulo. Para esto se usan las siguientes expresiones

04 =9q;— 4y, (2.16a)
qr,- = qmi - Aiqi (216b)
Si = ﬁi +Aiq; (2.16¢)

en donde g, es la senal de referencia para q; y A; es una matriz de ganancia (proporcional), positiva
definida. Combinando (2.15) y (2.16) de tal manera que se obtenga una parametrizacién lineal dependiente

de la variable q,, , es decir Y;(q;,9;,9,,,4,,)®;, se tiene entonces
Mi(qi)si + Ci(qiaqi)si +Yi<qi7qi7(1r,-7(1ri)®i =u. (2.17)

En la expresion anterior se puede apreciar de manera separada la dindmica local del error y los efectos de
los términos de interconexion.

Si se parte de la suposicién de un conocimiento exacto y total del subsistema, para disefiar una primera
ley de control se propone, una funcién candidata de Lyapunov muy sencilla, de tipo cuadratica como la
siguiente

1
Vi(si) = 5s,-TMl-s,-. (2.18)

Obteniendo la derivada con respecto al tiempo de la funcién de Lyapunov y con base en las propiedades de

la transposicion de matrices , se tiene

Vi(si) = s Mi$; + ES,-TMiSi (2.19)
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Evaluando la ecuacion anterior en la dindmica del sistema, (2.17) se obtiene

‘/i(si):siT (ui_Yi(qivqhqrivqri)@i) Sl‘—‘rSlT <2M1_Cl(ql7q1)> Si5 (220)

que apoyandose en las propiedades estructurales de los sistemas lagrangianos, se sabe que la forma cuadrati-
ca correspondiente al segundo término serd nula en todo instante. Asi, la derivada de (2.18) se convierte,
simplemente en

Vi(si) =i (wi—Yi(q;, 4 4,4, 0s) i 2:21)
Para poder garantizar que la expresién anterior es negativa y con esto garantizar la estabilidad de cada
subsistema, se elige una sefial de control u; tal que anule el término correspondiente a la parametrizacién
lineal. Més ain, la misma sefial de control u; puede ser seleccionada de forma que la derivada de (2.18) sea
negativa en todo instante t y con esto se asegure estabilidad asint6tica de cada subsistema. Para ello, la sefial
u; se elige como

u; = Yi(q;,4,,9,,,4,)0; — Kisi, (222)

con K; > 0 una matriz de ganancia (derivativa). Aplicando esta ley de control, se obtiene como derivada de
la funcién candidata de Lyapunov

Vi(s;) = —s! K;s; < 0. (2.23)

La expresion anterior, es negativa definida. Con esto se verifica que la seleccion de la sefial u; asegura
seguimiento asintético de trayectorias.

La ley de control anterior se ha disefiado considerando que existe un conocimiento exacto del siste-
ma lagrangiano a controlar, por lo que si existiera alguna incertidumbre en los parametros involugrados,

Ginicamente se podria aplicar dicha ley de control con base en una estimacién ®; de tal modo que
u; = Yi(qiaqhqria(jri)@i _Kisi' (224)

El error entre el vector de pardmetros estimados y el valor real se denota como ®; = ©; — 0;. Asi, la expresion

(2.24) puede escribirse en términos del error de estimacién como
u; = Yi(qiaqi7qriaqri)®i +Yi(qi7('1i7qr,-7('1ri)®i - K,’S,’, (225)

que al ser sustituida en (2.17), la dindmica del sistema puede escribirse como

Mi(qi)si + Ci(qi7 qi)si = _Kisi + Yi(qia qia qu' ) qr,’)®i' (226)
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Para poder determinar una ley de adaptacién de pardmetros que garantice el seguimiento asintético de tra-
yectorias se propone la siguiente funcién de Lyapunov, dependiente tanto del error de seguimiento como del
error de estimacion

1 g i
Vi(si, ©;) = EsiTMisH— §®,Tri '@, (2.27)

donde I'” es una matriz positiva definida.

Derivando la funcién candidata de Lyapunov con respecto al tiempo y simplificando se tiene
. ~ 1 . ~ <
Vi(si,®;) = sI M;$; + isiTMisl- +0IT '\, (2.28)

Evaluando la derivada anterior para la dindmica del sistema (2.26) y considerando de nueva cuenta la pro-

piedad de antisimetrfa de la matriz 1M; — C(q;,d;)

Vi(si,©;) = —s] Kisi+s; Yi(q;,4;.49,,.4,,)0;,+ 6] T] 6. (2.29)

De lo anterior, se distingue claramente que el primer término corresponde a la forma cuadritica negativa
definida, util para asegurar la estabilidad del subsistema y a partir de los dos dltimos términos se determina
la ley de adaptacién para ©;, necesaria para que dichos términos se anulen mutuamente, transponiendo el

segundo término y factorizando
Vi(si, ©;) = —s Kisi + ©; | Yi(4;, 4,4, d,,)si + 105 (2.30)

Para anular en término entre paréntesis, una posible ley de adaptacion para ®; tiene la siguiente forma

®i = _FiYi(qivqivqrivqri)si' (231)
Con la seleccién anterior, la derivada de la funcién de Lyapunov es
Vi(si;,®;) = —s! K;s; <0 (2.32)

Como se puede observar,la derivada \7i(si,(:)i) es seminegativa definida, esto es debido a que V;(0,0; = 0
independientemente del valor de ®;. Debido a esto, solamente se puede asegurar estabilidad para el sub-
sistema. Para demostrar la estabilidad asintética de cada subsistema es ttil recurrir al lema de Barbalat. El
resultado anterior es bien conocido [16], y es muy util ya que se considera un caso particular de sistemas

interconectados.
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2.4. Problema de optimizacion Min-Max

Considere la funcion
J(0,8) =B [f(6)—f(6)+w(6—-6)], (2.33)

en donde § € @ y B es una constante diferente de cero. Considere ademds

ap = minmixJ(w,0) (2.34)
WER 6O

= inmaxJ (o, 6 2.35

o) argminméx (0,8) (2.35)

Entonces, ag y @y estan dadas, de acuerdo a [16], [15]

0 si Bf es concava en O;
ag = (2.36)
Fnin—F + &zi:f:z(é — Oin), si B f es convexa en ©.
i Vi si Bf es concava en O;
%, si B f es convexa en ©.

Las expresiones anteriores se pueden deducir considerando por separado los casos cuando el producto
B f es una funcién convexa o cuando B f es céncava. Considerando inicialmente el caso de que 3 f es una
funcién convexa, la funcién (2.33) es convexa en ®. Por lo anterior, la funcién (2.33) tiene su maximo en
alguno de sus extremos, es decir 6,4, 0 0,,;,. Puede darse el caso en que ambos extremos tengan el mismo

valor. Entonces, el problema de optimizacién toma la forma
minmax { B [ fnin = f + @6 — 6in)] . B [ frnax = f + @(6 = 6ax) ]} (2.38)
De manera equivalente, el problema puede ser expresado como
(cor,Izl)igR2 ¢

en donde

B [foin—f+0(6—6yin)] < z (239)
B [fnax—f+0(0—6ua)] < 2z (2.40)

Si se agregan variables auxiliares € > 0y & > 0, las desigualdades anteriores se reescriben como
ﬁ [fmin_f"_w(é_emin)] +& = z (241)

ﬁ [fmax _f+ (J)(é - emax)] +& = z (2.42)
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Resolviendo el sistema anterior para z, se obtiene

7= ﬁfmin(emax_é) _ ﬁfmax(emin_é) _R7 81(6max_é) + 82(é_6min)

Bf+ (2.43)

6ma)c - emin emax - emin emax - 6min 6ma)c - emin
La solucién 6ptima del sistema puede ser obtenida considerando tres diferentes casos de acuerdo con a la

estructura convexa supuesta. Si 0,,;, < 0 < 0,4, entonces el minimo de la variable z se obtiene cuando

€1 = & =0, con lo que la solucién 6ptima toma la forma

Jmax = Jmin

6ma)c - emin

Zopt = ﬁ Smin— f+ (é - emin) , (2.44)

que implica que la funcién @ éptima estard dada por

wopt — fmax - fmin ) (245)

6max - Gmin
Para el caso en el que 6= Onax 1a expresion (2.43) se reduce a
=8,

lo que implica que el minimo se encuentra en & = 0 0 z,p; = 0y la funcién @, es

_ .B(fmax - fmin) — &
wopt B ﬁ (Gmax - emin) ,

(2.46)

que es una funcion que depende del valor de ;. Si se escoge €; = 0, la funcién @, es idéntica a la ecuacién
(2.45). Para el caso en que 6 = 6,,, se tiene un caso similar al anterior, obteniéndose nuevamente que

Zopr = 0y que la funcién éptima @, tiene la forma de (2.45).



Capitulo 3

Sistemas acoplados con términos

lineales en parametros

En este capitulo se presenta el disefio de controladores centralizado y descentralizado para el caso ge-
neral de un conjunto de subsistemas lagrangianos interconectados. Con el objetivo de tratar el caso mas
general se consider6 un esquema de interconexion en el que cada subsistema estd interconectado con el res-
to. La clase de funciones de interconexion tratada en este disefio incluye a todas las funciones linealmente
parametrizables, cuyo regresor cumpla con la desigualdad de Lipschitz. Igualmente se presentan resultados

de simulacién para mostrar la efectividad de ambos controladores y poder comparar sus desempefios.

3.1. Planteamiento del problema

Inicialmente, por facilidad en el disefio, se considera el caso centralizado, es decir, cada subsistema
es capaz de compartir la informacion acerca de su estado con el resto de los subsistemas. Considérese un
conjunto de subistemas lagrangianos completamente actuados e interconectados, teniendo cada subsistema
la siguiente forma

Mi(q,)d; + Ci(q;,9,)4; +&(9:) +Zi(q,4) = w;, 3.1
donde el término Z;(q,q) representa la interconexién existente entre subsistemas. Se considera que la fun-

cién de interconexion tiene la forma Z;(q,q) = ):1;\;1, 2 Q; (q;,9;)cij , con ¢;j € RP un vector de pardmetros

21
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y Q;(q;,9;) € R"7? es una matriz de sefiaales, donde n es la dimensi6n de cada subsistema y p depende de

la parametrizacion elegida. Considerando la interconexién en la dindmica del sistema
Mi(qi)si + Ci(‘ln qi)si + Yi(‘lp qia qr,- ) qr,-)®i + Zi(q> q) =u;. (32)

Al igual que en el caso de un sistema lagrangianos desacoplado, el objetivo de control para este caso mas

general es asegurar seguimiento asintotico de trayectorias, es decir, que la expresion (2.13) se cumpla.

3.2. Diseno del controlador: Caso centralizado

Considerando el caso en el que todos los pardmetros del sistema son conocidos, el seguimiento de tra-
yectorias es logrado cuando el error combinado definido en (2.16) es cero. Asi, se propone una funcién
candidata de Lyapunov como funcién de s;, pero al existir interconexion entre subsistemas, es conveniente

proponer una funcién candidata de Lyapunov que involucre al sistema completo

N
1
V=Y Vs)= Es,.TM,~s,~. (3.3)

Para conocer la ley de control que estabiliza el sistema, se obtiene la derivada con respecto al tiem- po de
la funcién candidata. Simplificando, mediante aplicacion de las propiedades de los sistemas lagrangianos y

evaluando la funcién candidata en la dindmica del sistema, se obtiene
. N N 1 .
Vo= Y siMisi+ ) os/Mis;, (3.4)
i=1 i=1

V:

=

N
s (wi—Yi(q;,4;,4,,,4,)0; — Ci(q;,q;)si — Zi(q,q)) + Y EszTMisi- (3.5)
=1

i=1

Seleccionando la ley de control como

u; = —Kis; +Yi(q;,4;,4,,,4,)0: + Zi(q,q) (3.6)
o0 equivalentemente
N
u; = _Kisi+Yi(qi7qi7qrp(jr,-)®i+ Z Q/(q]aq])cljy 3.7
J=1,j#i

la derivada de la funcién candidata de Lyapunov se reduce de manera considerable, tomando finalmente la
siguiente forma

N
V=-Ys/Ks; <0, (3.8)
i=1
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la cual es negativa definida e implica seguimiento asintético de trayectorias de cada uno de los subsistemas
involucrados. Como bien se menciond anteriormente, esta ley de control es solo implementable si se conocen
a la perfeccidn los vectores de pardmetros ¢;;. De lo contrario, se puede proponer una ley de adaptacion para
estimar dichos pardmetros.

Para disefiar una ley de control adaptable, los pardmetros de la ley de control disefiada anteriormente se

sustituyen por sus estimados, de tal modo que
N
77KSI+Y(qt7qnqr, qr, Z qjvq] cl]a (39)
j=1,j

donde nuevamente ®; es el estimado para ®; y ¢;; el estimado para c;;. El error de estimacion para los

del sistema se ve afectada en la siguiente forma
N
Mi(qi)si +Ci(qi’qi)si = —K,S, +Y (qnqzaqr, qr, Z q]7qj clj (310)
j=1j#
Dado que ahora la dindmica del sistema esta siendo afectada por otros dos errores de estimacion y se

pretende que todos estos errores desaparezcan, la funcién candidata de Lyapunov propuesta, es una funcién

de todos los errores involucrados

N N
- 1 lop i~ 1 -

V=Y Vis:,0;,&;) = <2siTMisi+ 5@{11. 16, + 3 Yy &o;f cl,> . (3.11)

=1 j=j#i
Derivando la funcién anterior con respecto al tiempo se obtiene
1 [ - . N .
V= EsiTMiSi + EsiTM,-si +O/T e+ ) | Y &' . (3.12)
i=1 \j=Lj#i

Si se evaliia la expresion anterior a lo largo de la dindmica del error del sistema y se simplifica, se obtiene

1 al
V= 2 ( KSZ+Y (qnquqr, qr, Z qjaqj clj) +
~ ~ N N
®?F;1®,-+Z Y &' ). 313
=1 \j=1,j#i

A continuacién, el primer factor se desarrolla, y se agrupan los términos convenientemente, como se muestra

en la siguiente expresion

N N .
_ZsiTKisi"‘rZ(SiTYi(qhqiaqr,er,-)@ @ 1)+
i=1 i=1

N N
Z(S?.Z Qj(a,,4)%+ ) ;Z,-Q;léi,) (3.14)
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A partir de este punto, por simplicidad en la notacién, se asume que Y; =Y;(q;,4;,4,,,4,,) y Q; = Q;(q;,q;)-
Reescribiendo la ecuacién anterior
NT NT~~T1*NTN NTI'
~YsiKsi+ Y (S0 + O[T ') + Y (8T Y Qe+ Y #0'E ). G19)
i=1 i=1 i=1 j=1,j#i j=1,j#i
Es claro que el primer término en la expresion anterior es un término negativo definido, favorable a la
estabilidad del sistema; sin embargo, los dos sumandos restantes, al no poder garantizar que son menores a

cero, necesitan ser anulados. Rescribiendo el segundo sumando y forzando a que sea nulo se tiene

™=

Y O (Y/si+1,'6;) =o. (3.16)
1

Por lo tanto, para propiciar la anulacién de este término, la ley de adaptacién propuesta para ©; estd dada
por

(:),' = —Fin-TSi. (317)

Tomando ahora el tercer sumando en (3.15), igualando a cero para buscar su anulacién

Z( Z Q¢ + Z &iQ; c,j>=0. (3.18)

i=1 J=1j#i j=Lj#i

Para poder anular este término es importante notar que la variable si puede ser escrita dentro de la suma a
la que multiplica, ya que no se ve afectada por el subindice. Ademas, dado que la funciqon de Lyapunov es
una funcién escalar, el producto s’ Q ;€ij es un escalar, por lo que al transponerlo, el resultado del producto

no se ve alterado, asi

J=1j#i

El siguiente paso consiste en agrupar ambos sumandos en una sola suma y factorizar teniendo como factor

N N ]
Z Z LQisi+ Y, #§0'E; ) =o. (3.19)
i=1 \j= 1,/75!

comun c , por lo que se puede escribir

N N .
Z( y & (Q]Ts,-ﬂz;lé,-j)) 0. (3.20)

i=1 \j=1,j#i
Una vez que se ha llegado a la forma anterior, es sencillo elegir la ley de adaptacién necesaria para anular

este término. Por tanto, la ley de adaptacion para &; j€s
&j=-Q;Qfs:. (3.21)
Aplicando las leyes de adaptacién (3.17) y (3.21), la derivada de cada una de las funciones V; es, finalmente

V,' = —SiTK,'Sl‘ <0, (3.22)
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que es una espresion negativo semidefinida. Por tanto, es necesario apoyarse nuevamente en el lema de
Barbalat para demostrar la estabilidad asintética de cada subsistema, garantizando la estabilidad asintética

del sistema completo.

3.3. Diseno del controlador: Caso descentralizado

En esta seccion, finalmente se disefia una ley de control descentralizado, tomando como base la ley de
control disefiada en la seccion anterior. Sin embargo, es necesario evitar el intercambio de informacion entre
subsistemas, ya que como se menciond con anterioridad se pretende obtener una ley de control descentrali-
zado. Para esto, tomando como base la definicion del error dada en (2.16), es posible escribir q; = q; + g,
yq, =4+ q,,» 10 que significa que la informacion de cualquier sistema puede ser escrita en términos de su
sefial de referencia y de un error de seguimiento.

Dado lo anterior, se define el error Q i =Q; = Q. conQ,; =Q;(q,;,q,,)- Con base en esta definicion,
es posible escribir la ley de control (3.9) como

N
ui=—Kisi+Y0,+ Y Q,&+D, (3.23)
j=1.j#i
donde el término correspondiente al error Q ; entre los regresores, se sustituye por un vector, denotado por
D;, que se disefia para compensar perturbaciones no modeladas en el sistema. Considerando esta nueva ley
de control, la dinamica del error del sistema es
N N
M;(q,)$i + Ci(q;,q,)si = —Kisi + Y;0; + Z# Qu;€ij — 12# Q,c;j+D;. (3.24)
=L =L

Para diseiiar el vector de compensacion D;, se propone la misma funcién candidata de Lyapunov

V:

=

- N | [ A
W(s;,@i,c,-j):z<zsiTM,-s,»+2®iTFi1®i+2 Y &'y . (3.25)
i=1

i=1 j=Lj#i

Derivando con respecto al tiempo y evaluando a lo largo de la dindmica del error se tiene
. N ~
V= Z (SlT ( — C,’(qi, qi)Si —K;s; +Y,;0;
i=1

Jj=

N N
+ ) Q- Y Qjcij+Di)
Lj#i j=1.j#i
L NS+ 0TI 104 Y 0 3.26
+ 58 Misi+0; 0, + Z?écij i cij ] (3.26)
=i
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Simplificando y factorizando de manera conveniente

N
V= Z(—s Kisi+ (s] Yi0; + 6T '9;)

=

N N
+<s,T Y Q&+ Y é,-ij]Eij>

J=Lj#i J=j#i
N ~
+<st,-- Y s,-TQjcij) (3.27)

J=Lj#

En la expresion anterior, se identifica inmediatamente que el segundo y tercer término son exactamente
iguales a los tratados previamente, por lo que las leyes de adaptacién (3.17) y (3.21) siguen siendo validas y
entonces, dichos términos se anulan, resultando

N N
v=Y (s,-TK,»si + (s?D,» - LS Qjcf.,)) : (3:28)

i=1 j=Lj#i

En esta etapa del desarrollo, es posible proponer diferentes tipos de estructuras para el vector D;, tal que se

asegure seguimiento asintdtico, sin embargo, por simplicidad se elige
= —¥s;. (3.29)

Sustituyendo en la ecuacion simplificada (3.28, desarrollando el producto y tomando tinicamente el segundo

sumando, se obtiene

N N B
Z( vsisi—s Y, Qjcij>~ (3.30)
i=1

J=Lj#

Manipulando el término anterior con el objetivo de obtener informacién acerca de su magnitud y de su signo,

se tiene

™M=

N N N N
( v si—s; Y Q/%’) < =Ywslsi+ Y sl Y lleqlieilsl, (3.31)
=l J=Li# i=1 =1 =1,
< *Z%s sz+Z (N = 1)l 1s:1%, (3.32)
N
< =Y (5= WN=0t]le;]) s> (3.33)

i=

—_

En el procedimiento anterior, la primera y segunda desigualdad se derivan del hecho de que Q; cumple con

la desigualdad de Lipschitz. Si se selecciona la ganancia ¥ de tal forma que cumpla
%> (N=1Lle (3.34)
se puede asegurar que el término (3.30) es negativo, por lo que se comcluye que

N
~Y s/Kis. (3.35)
i=1
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Finalmente, tomando de nueva cuenta el Lema de Barbalat, se asegura seguimiento asint6tico para cada uno

de los N subsistemas interconectados.

3.4. Resultados de simulacion

Con el objetivo de verificar la efectividad de la ley de control descentralizado adaptable disefiada en
las secciones anteriores, se propone un sistema de péndulos mecédnicos los cuales se interconectan entre
si mediante un resorte, siendo el objetivo de cada uno de ellos el seguir una trayectoria de manera asintética,
independientemente del acoplamiento existente. El sistema propuesto se muestra en la figura 3.1 y el modelo

matemadtico es el siguiente

mlg%QI —mglisin(q1) = wu;—big1+Fajcos(q; —P) (3.36)

mal3iy —maglasin(qz) = uz —bago — Fazcos(qa — ) (3.37)

donde m; y ¢; son la masa y la longitud del péndulo i, respectivamente. g es la aceleracién de la gravedad, u;
es el torque aplicado a cada uno de los péndulos, las distancias a; indican el punto de conexién del resorte
con cada uno de los péndulos y b; es el coeficiente de friccion viscosa. Las funciones de interconexién entre

los péndulos son representadas mediante la siguientes estructuras linealmente parametrizables

F = k(t— bo), (3.38)
B aj cos(q1) —azcos(qa)
B = arctan To—arsin(q) + a2 sin(qz)} , (3.39)
12
= [(to—arsin(q)) +axsin(q2))*+ (@ cos(q) —azcos(2))’] (3:40)

en donde el tinico pardmetro a estimar es la constante de rigidez k del resorte. Las sefiales de referencia
utilizadas para la simulacién consisten en dos sefiales senoidales con distinta frecuencia. Algunos de los
valores utilizados para el desarrollo de la simulacién fueron Ki=5I,A;=51,T;=5I,Q;=10I, 7 = 5.
Como se puede apreciar en las figuras 3.2 y 3.3, ambos péndulos muestran un segumiento asintético de
las trayectorias de referencia. Ademas, por las sefiales de control que se ilustran en la figura 3.4 se comprueba
que el transitorio de la respuesta del sistema es mur corto, por lo que el seguimiento es muy suave. En las
figuras 3.5 y 3.7 se muestran los pardmetros estimados que afectan la dindmica local de cada uno de los

subsistemas, junto con los valores reales utilizados en las simulaciones. Finalmente, en las figuras 3.6 y 3.8
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Figura 3.1: Sistema de péndulos interconectados
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se muestra la evolucion en el tiempo del pardmetro de interconexién estimado de manera descentralizada en

cada uno de los controladores, correspondiente a la constante de rigidez del resorte. Ain cuando no existe

convergencia hacia un él valor real de los pardmetros, dichos pardmetros estimados se mantienen acotados.
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Figura 3.2: Error de seguimiento en el primer péndulo.
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Figura 3.3: Error de seguimiento en el segundo péndulo.
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Figura 3.4: Sefiales de control para ambos péndulos.
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Figura 3.5: Parametros locales estimados el primer péndulo.
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Figura 3.6: Parametro de interconexion estimado en el primer péndulo.
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Figura 3.7: Parametros locales estimados el segundo péndulo.
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Figura 3.8: Parametro de interconexién estimado en el segundo péndulo.
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3.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se propone un esquema de control descentralizado adaptable para sistemas lagrangianos
utilizando informacién estructural acerca de la interconexion. El esquema incluye dos leyes de adaptacion
de parametros, una para los pardmetros propios del subsistema y una ley de adaptacion para estimar pardme-
tros pertenecientes a las funciones de interconexién. Los términos de interconexion, para este capitulo, se
restringen a aquellos que cuentan con parametrizacién lineal. El caso tratado corresponde al de N subsiste-
mas lagrangianos, interconectados todos con todos y del mismo orden. El objetivo perseguido es alcanzar
seguimiento asintético de trayectorias.

El sistema de control propuesto incluye una sefial adicional que es util para rechazar perturbaciones
externas no modeladas y es el elemento esencial para lograr un sistema descentralizado, ya que gracias a
dicha sefal se pueden utilizar, en cada uno de los subsistemas, las funciones de referencia en lugar de las
sefiales de estado del resto del sistema.

El desempefio del sistema de control propuesto se implemento en simulacién en un sistema de dos
péndulos interconectados entre si mediante un resorte, en donde la constante de rigidez del resorte es el
Unico pardmetro incierto en la interconexion. Ademads, también se supone incertidumbre en los pardmetros
del modelo matematico de los péndulos.

Las caracteristicas principales de los resultados de las simulaciones realizadas se resumen a continua-

cion:

= FEl sistema, efectivamente, presenta seguimiento asintético para las trayectorias de referencia y las

condiciones iniciales especificadas.

= Dada la naturaleza del control adaptable, el sistema es robusto ante errores iniciales de estimacion de

pardmetros asi como ante variaciones lentas de los valores de los parametros.

= Para los parametros estimados, se obtienen en general valores acotados de los mismos y, en el mejor
de los casos existe convergencia ante valores constantes, pudiendo ser o no los correspondientes a
los valores reales considerados. Sin embargo, aun cuando no se logra una identificacién exacta de los
parametros, se presenta una igualacion de modelo necesaria par ala eliminacién de la sefial de error

de seguimiento.
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= Las sefiales de control necesarias para alcanzar el comportamiento deseado son en general de magni-
tudes no muy grandes, lo que implica que podrian ser implementadas fisicamente sin mayores incon-

venientes.

Es importante mencionar que para lograr un desempefio satisfactorio, la sintonizacién de los parametros
de disefio no requiere de gran precision, aunque por supuesto, mientras mejores aproximaciones iniciales
se proporcionen, el sistema tarda menos tiempo en estabilizarse y lograr la igualacién de modelo necesario.
Debido a esto, dependiendo de las condiciones iniciales para las leyes de adaptacion, se tendrdn valores

estimados mds o menos alejados del valor real de los pardmetros.



Capitulo 4

Sistemas acoplados con términos no

lineales en parametros

4.1. Planteamiento del problema

Considere un sistema compuesto por N subsistemas lagrangianos completamente actuados, donde el

i-ésimo subsistema tiene la forma

L. Mi(q;)4; +Ci(q;,9,)q; +&(q;) + Zi(q,9, ¢) = u;, 4.1

y en donde q;(?), q;(¢), Mi(q;), Ci(q;,4;)d;, 8(q;) y w; se definen como en (2.11), n; es el grado de libertad
de cada subsistema y Z;(q,q, ¢) € R" el término de interconexién entre el subistema i y el resto de los sub-
sistemas y en donde q = [q7,q?,...,q}]", qa=[4],4},...,q4)", y ¢ es un vector de pardmetros constantes

desconocidos.

34
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4.1.1. Estructura de interconexion

En este caso, el efecto de la interconexion es representado como la suma de funciones vectoriales no

lineales que dependen no linealmente de un vector de pardmetros

Qij1 (qlvq]’(le)
N N Qij (‘L‘la‘Pt)
Zi<q7q,(P): Z Ql](q]aq]?q)lj): Z ) " J. ! "

J=Lj#i J=Lj#

, “4.2)

L Qijn (qj7qj7(Pijn) |
en donde cada Q;j,(q 4 @i j,) es un funcién desconocida del estado del subsistema j y dependiente de un
vector de pardmetros desconocido @;;, . Se asume que cada una de estas funciones cumple con la desigualdad

de Lpschitz, esto es
I Qiji (44> Piji.) = Qi (W o> @i |l
< llJ || qj_qmj H +121 || q]_qm/ || +l3j || (pl]]\ — Qiji, ||7 4.3)

se cumple para ciertas constantes [y j, l2;,13; > 0. Por simplicidad, se considera el caso en el que cada funcién
Q;j, depende tnicamente de un pardmetro ;;,. También se asume, que al menos la trayectoria de referencia
de cada subsistema g,,; puede ser conocida por el resto de los subsistemas.

Una funcién f(0) es convexa en un dominio O si satisface la desigualdad
FA01+(1=2)62) <Af(61)+(1—2)f(62). (4.4)
De la misma forma, una funcién f(6) es concava en un dominio ® si se satisface la desigualdad
f(A61+(1-2)62) > Af(61) + (1 - 1) f(62), 4.5)

con0<A<1yV6,6, €0O.

Si f(0) es convexa en O, entonces se puede escribir
f(6) = f(60) = Vfo,(6 —60),V6,60 € O (4.6)
y cuando f(6) es céncava en Oy, se puede escribir

f(0) = f(60) < Vfoy(6—6),76,6) € Oy. (4.7
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4.1.2. Objetivo de control

Dada una trayectoria de referencia q,,, (¢) diferenciable en al menos dos ocasiones, el problema es disefiar
leyes de control u;, las cuales utilicen unicamente informacion local para asegurar, al menos, seguimiento

finalmente acotado de trayectorias con alguna presicion arbitraria, esto es, para alguna constante € > 0

Iim [1q;(2) — g, (1)[| <€, 4.8)

[—ro0

mientras se mantiene la estabilidad interna del sistema. En este caso, se considera un esquema con restriccio-
nes en la comunicacién, més especificamente, la comunicacion entre subsistemas es reducda al intercambio

unicamente de sefiales de referencia, mientras que a nivel local, se asume que el estado completo se conoce.

4.2. Diseno del controlador: Caso centralizado

En esta seccion se disefia un esquema de control adaptable para el sistema (4.1), asumiendo que se
tiene acceso completo al estado de cada subsistema, es decir, se disefia un sistema de control centralizado.
Posteriormente se imponen restriccions a la comunicacién entre subsistemas, lo que implica la necesidad de
un sistema descentralizado.

Utilizando las definiciones (2.16) la dindmica del sistema en términos del error combinado puede escri-

birse en la siguiente forma
Mi(qi)si + Ci(qi7 qi)si =u — Yi(qi7 qi7 qrp(jr,-)@i - Zi(q7 q7 (P) (49)

Para el disefio del control centralizado se asume que los vectores de pardmetros ®; son desconocidos y
que el estado completo se puede medir. Ademas, se asume inicialmente que existe libre intercambio de
informacién entre subsistemas. Si se conoce la estructura de los términos de interconexidn, asi como los

pardmetros involucrados en dicha estructura, es posible aplicar una ley de control de la forma
i = —Kisi + Yi(4;, 4,4, d,,)0i + Zi(4. 4, 9) (4.10)

para compensar exactamente el efecto del término de interconexion, y en donde K; > 0. Con esta seleccion,

la dinamica del error se reduce a

Mi(qi)si + Ci(qi7qi)si =-K;s; — Yi(qiaqiaqriaQri)éia 4.11)
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donde 0; es un estimado de ®; y ®; = ®; — ©; es el error de estimacién local. Como se puede apreciar de
manera clara, la dindmica del error resultante corresponde a la dindmica del error del caso de subsistemas

desacoplados, por lo que se puede mostrar el seguimiento asintético mediante la funcién de Lyapunov
Vi= LM+ LT 4.12
i = 3Si iSH-E 10, (4.12)

junto con la ley de adaptacién de pardmetros

A

0;=0;,=-T;Ys;, 4.13)

con 1";1 > 0. Aplicando directamente el Lema de Barbalat, se muestra tanto el seguimiento asintético como
el acotamiento de los pardmetros estimados [6].

Si a diferencia del caso anterior, los parametros de la interconexidn se desconoces y si se considera el
caso general de estructura de interconexién no linealmente parametrizable, es decir, (4.2) se satisface, se
puede proponer una ley de control como la siguiente

PN
1

N
ui:_Kisi—l_Yi(qi?qiaqr,wﬁr,-)@‘+ Z Qij(qjv(lﬁ(pij)—’_fiu 4.14)
J=1,j#i

en donde ©;, ¢;; son los estimados de ®; y ¢;;, respectivamente, y 7; es una sefial adicional para compensar
el error cometido al utilizar @;; en lugar de ¢;;. Para evaluar el desempefio del esquema de control, asi como

disefiar la sefial complementaria 7; se propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov global

v=YvV, (4.15)

=

i=1

donde V; es la funcién candidata de Lyapunov correspondiente al subsistema i-th, dada por

1 | S LA
Vi=2siMisi+ O[T 0+ ). ¢y, (4.16)
J=Lj#
con Ffl >0, @i = [Qijys Pijyy---»Piju]T Yy §ij = §ij — @i es el error de estimacion de los pardmetros de la

interconexion.
Derivando (4.42) y evaluando a lo largo de la dindmica del error (4.9) junto con la entrada de control

(4.14) se obtiene

N
Vi = siM$i+6/'0i+ Y 66, @.17)
J=Lj#i
~ N A N ~ A N .
= 5 [—Kfsi—Yi@H Y Q- Y Q+u|+0/T7'0+ Y ¢4y, (418)
j=1,j#i j=1j#i J=Lj#i
N R N N .
= —siKisi+s] | Y Q- Y Qu+u|+ Y ¢y (4.19)
J=1j#i j=Lj# j=1j#
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en donde el primer término del lado derecho es negativo definido y aplicando nuevamente la ley de adapta-
cioén de parametros (4.13). Como se menciond con anterioridad, cada elemento de las funciones vectoriales
no lineales dependen solo de un pardmetro @;;,. Para este caso, se propone una ley de adaptacion escalar,

proporcional al error combinado en dicho componente
Bij = i Wij, (4.20)

donde o, es una funcién escalar que determina la direccién de ajuste de @;, . Entonces se puede escribir

[ N ] N n
Vi = —siKsitsi |} (Qy-Qy)+u|+ Y ) ¢ (4.21)
=T 1 j=ri#ik=1
’ , [N R 1 N n
= —siKisi+s] | Y (Q—Qy)+u|+ Y Y fusio 4.22)
=Lt 1 =ik
[ N A ] N
= —s/Kisi+s] Z (Qij— Qi) +7| + Z st P;; (4.23)
=T j#i 1 =ri#
SN
= -s;Kisi+s] | Y (Q;—-Q;+Pyj)+7 (4.24)
Li=1,j#i
donde se define el vector i i
(pifl Wij,
pi=| " (4.25)
| Piju @i, |

Ahora, se debe de asegurar que el segundo término del lado derecho de la expresion anterior es negativo
definido o al menos, suficientemente pequeno para afirmar que la derivada V; < 0 es negativa definida fuera
de una bola centrada en el origen. De esta manera, si se toma la expresién (4.24) y se toma una sefial

complementaria 7;, para cada uno de los N — 1 subsistemas restantes se tiene

n N N
Vi=—s/Kisi+ Y si | Y (Qijy—Qije + P 05) + Y, T |- (4.26)
k=1 j=1,j#i j=1,j#i
Asi, se puede reescribir
. n N A
Vi=—s{Kisi+ Y si, Y, [(Quip— Qi + Pij ij) + Til] - 4.27)
k=1 j=1,j#i

Si se define la siguiente sefial

Tiji (O3 @i Pisi) = Qi — Qi + P D (4.28)
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el problema se reduce entonces a disefiar las sefiales complementarias 7;;, y las leyes de adaptacion para
estimar los pardmetros @;;, de tal modo que se minimice el efecto debido a la funcién J;;, (a)ik,c,- s Ci jk)’
pero al mismo tiempo tratando de evitar sobrecompensaciones. De esta manera, cada uno de los subsistemas
necesita estimar n(N — 1) pardmetros de interconexién. El problema de disefio de los términos complemen-
tarios 7;;, establece un problema de optimizacién que puede ser resuelto mediante la metodologia propuesta

en [16]. De forma general las funciones que resuelven el problema estd dada por

* Si
T, = —aijksat<?">, 4.29)
(pl]k == Sgik C();}-k, (430)

donde cada a?jk y a);}k son ganancias escalares suficientemente grandes para dominar la magnitud de la
funcion J;, (w;k, Qiji> Gi jk) y una funcién para determinar el ajuste de los pardmetros ¢;;, de manera éptima,

respectivamente. Asi, se debe de seleccionar
* _ z . i .. A ..
Aij, = Ig_a_lx (Jljk (wlw Pijis (pljk)) ) (4.31)
iji
y al mismo tiempo, seleccionar a)l?}k tal que la magnitud de la ganancia se minimice, es decir

a;f]'k = min { max (Jijk (wikvq)ijw (/A)ijk)) ) (4.32)
a)l.jk (pljk

Considerando el objetivo de control (4.8) se define una nueva variable de error dada por
S;
S, =s; — €sat (g) 4.33)

donde € es una constante positiva arbitrariamente pequefia que determina la vecindad (bola) en donde se
asegure el seguimiento asintético de trayectorias finalmente acotado. Inspirados por [16], [15], la clase de
interconexiones a tratar se restringe a aquellas funciones Q;; que satisfacen (4.4) o (4.5). Asi, las soluciones

al problema de optimizacién estan dadas por

Si Sip > 0,
0 si Q;j, es concava;
. :
ai;, = = (4.34)
e 0.. —Oii JrM((p —0.) si Q;j, es convexa
Sij TR @i =9 TR L Yk '
_ . z
. VOij, si Q;j, s concava;
o =<4 = 4.35
L Qijy 7Qijk ( )

- si Q;;, es convexa.
Pij,—9; ik ’ Tk
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Si S, < 0,
~ Q’j -0..
k Zijg A . . )
. Qijk — Qij, + P =0, (Pij —Q,-jk% si Q;;, es concava;
ij = A (4.36)
0, si Qjj, es convexa.
0ij,—9;;
k=i . .
ﬁq,uk, si Q;j, es concava,
o =4 4.37)
—_—
VQij si Q;j, es convexa.

donde Q; i = Qi (qj’qj7¢ijk)’ Qijk = Qij, (q 4 Qijk)’ para pardmetros ¢;;, que estdn en el intervalo

[Qijk ,0; jk] y VQij, es el gradiente de la funcién Q;;, evaluado para los pardmetros estimados ¢;;, .
Con la seleccion anterior, el segundo término del lado derecho de la ecuacién (4.27) es compensado

cuando se cumple que s, | > €y se asegura que
V,’ = —S;»rK,'S,' S O7 (438)
que implica estabilidad considerando la funcién candidata de Lyapunov global, es decir
. N . N
V=Y Vi=-) s/Ks; <0. (4.39)

entonces, la ley de control (4.14) toma la forma

N N
u; = —K;s; + Yi(qia qia qu' ) qu‘)®i + Z Ql](q]) q]7 @l]) + Z Tij, (4.40)
J=Lj# J=1j#i

en donde el componente k del vector 7;; se disefia de acuerdo con (4.29), (4.30). De manera alternativa, este
procedimiento de disefio puede ser extendido a funciones de interconexion que no son céncavas ni convexas
si pueden ser acotadas por una funcién que si pertenezca a esta clase de funciones. En [15] se propone un

método para encontrar dicha funcién.

4.3. Diseno del controlador: Caso descentralizado

Si se restringe la informacion que se intercambia entre subsistemas a tinicamente sefiales de referencia,
se puede alcanzar un esquema con un alto nivel de descentralizacién. En este caso la ley de control (4.40)
toma la forma

N
u; = —K;s; +Y;0; + Z Qij(qinj7Qmj7¢ij)+Tid7 (4.41)
J=Lj#i
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donde q,, , q,,. son las sefiales de referencia del subsistema j y 7;, es una nueva sefial complementaria para
mj> Sm; d

compensar tanto el error paramétrico como el error cometido al utilizar las sefiales de referencia en lugar de

las sefiales correspondientes al estado. Utilizando la misma funcién candidata de Lyapunov que en el caso

anterior

=

I
—

v=Y}YvV, (4.42)

1 | U AN
Vi=osiMisi+ SO T 10+ ). -6y, (4.43)
J=L#
y evaluando su derivada sobre la nueva dindmica del error se tiene

n N
Vi=—s/Kisi+ ) s [ Y, (Qiic(amj>dm; §iji) — Qi (a4 @iji) + Bij @) + Ty (4.44)
k=1 |j=1,j#i
Dado que se asumi6 que las funciones Q;;, satisfacen (4.3) se puede escribir
Qi (@m;Gmy Pis) — Qi (4724, Pij) < Qiji — Qi +Ljls |, (4.45)
asi, la derivada de la funcién candidata de Lyapunov es
. 1 N A
Vi<—siKisit+ Y sic| ) (Qij— Qije +Lilsil + @ije 1) + 7, (4.46)
k=1 Lj=1#i
Si la sefial complementaria se selecciona de la siguiente manera
N N
T,'k = Z f"jk =+ Z T;}k, (447)

j=1.j#i j=1.j#i
el segundo término del lado derecho de la ecuacién (4.46) puede ser escrito de tal forma que se pueda
formular n problema de optimizacién similar al de la seccién anterior, en el caso centralizado
n N

Vi<—s/Kisi+ Y si | Y. (Qij — Qiji + Pij oij, +Tijy)
=1 =LA

+

n N
Z Sik [ Z LJ |Sjk ‘ + Tl‘*jk (448)
k=1

j=Lj#i

De esta forma, la sefial T;;, se selecciona como en (4.29), (4.30). Para disefiar la sefial T;}k que descentraliza

el sistema se toma la funcién candidata de Lyapunov global

N
v=Y)vV. (4.49)
i=1
Su derivada con respecto al tiempo es
_ N N ( n N .
V<-YsiKisi+ ) ¢ Y si| Y (Quip— Qujp + Puj i +7j,) | ¢+
i=1 i=1 (k=1 j=1,j#i

N
Z Lj|sjk| + Tlf‘jk
J=1j#i

N n
&
i=1 k=1

1

} . (4.50)
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Como la informacion intercambiada entre subsistemas es reducida a nivel de sefiales de referencia, el unico
criterio que cada subsistema puede tomar en cuenta para evaluar su desempefio es el error combinado local.
Entonces se selecciona

Tka —YiiiSiji 4.51)

con ¥, > 0. Con esta seleccidn, el tltimo término en a expresion (4.46) puede ser acotado mediante la

aplicacién de la desigualdad de Chebyshev, de la siguiente forma

Z{Zml Y Lilsil+, } Z{Zszk[ Y, Lilsil+15 } 4.52)
e k=1 j=1#
N N
= Esik l 127& |s/k|+ 1j (453)
i= j=1,j#
N
- ;Sik Z ‘Sjk| Z%k 11\7 (454)
= Jj=
N
= YW *UL;’IS%ILZ%,{S?H (4.55)
i=1 i=1
N
= Z(%k (N=1)L;) |si,|> <0. (4.56)

En el desarrollo anterior, es claro que las ganancias 7, deben de ser seleccionadas tal que %, > (N —1)L;

para asegurar que

N N
V=Y V,=-Y s/Ks; <0, 4.57)

lo cual implica que las trayectorias del sistema permanecen acotadas para todo tiempo.

4.4. Resultados de simulacion

En este capitulo se considera nuevamente el sistema de péndulos interconectados mediante un resorte
con el objetivo de poder comparar los desempefios de distintos controladores en condiciones similares. El

modelo matemético estd dado una vez mas por las siguientes expresiones

mlé%zj] —mlgfl sin(ql) = U —b1q'1 + Fa; COS(ql —B)

myl3in —maglasin(qa) = uy—baga— Faycos(qa— B)

donde m;, ¢;, g, u; y b; se definen como en el capitulo anterior. Como es de esperarse, la funcion de intercone-

xién considerada en este caso es no linealmente parametrizable. De manera especifica, se describe mediante
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Centralized
Decentralized

t[s]

Figura 4.1: Error de seguimiento del primer péndulo.

las funciones
1 — e_k<ék_[0>

T 1t e M)’

B = arctan

ajcos(qy) —aycos(qa) }
by — ay sin(gy) +az sin(gz) ’

b= [(fo—alsin(6h)+azsin(c12))2+ (ai cos(q1) _azcos(qz))z} 1/27

en donde la principal diferencia con el modelo del capitulo anterior es la forma en que se representa la mag-
nitud de la fuerza F'. Estas estructuras, camplen con las condiciones de convexidad y concavidad impuestas
a la clase de funciones de interconexién en los desarrollos previos, por lo que el controlador disefiado puede
ser utilizado. En las figuras 4.1 y 4.2 se muestran los errores de seguimiento en ambos péndulos, siendo
claro que si bien no se logra el seguimiento asint6tico, como se esperaba el error de seguimiento es final-
mente acotado. En este caso se presenta una comparacion entre los casos centralizado y descentralizado del
controlador, verificando que en el caso centralizado se tiene un mejor desempefo en cuanto a transitorio se

refiere, sin embargo cuando
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Centralized
Decentralized

t[s]

Figura 4.2: Error de seguimiento del segundo péndulo.

Centralized
Decentralized

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t[s]

Figura 4.3: Sefial de control para el primer péndulo.
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Centralized
Decentralized

5 10 15 20 25 30 35

t[s]

40 45 50

Figura 4.4: Sefial de control para el segundo péndulo.

Centralized
Decentralized

1 1
40 45 50

Centralized
Decentralized

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 4.5: Pardmetros estimados en ambos péndulos.
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4.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se disefia una ley control descentralizado adaptable para sistemas lagrangianos utili-
zando informacion estructural acerca de la interconexién. En este caso, el esquema también incluye leyes
de adaptacién de parametros local y de interconexién para cada uno de los controladores . Los términos
de interconexién considerados este capitulo, se restringen a aquellos que cuentan con parametrizacién no
lineal, es decir, la clase que se trata es una extendida de la considerada en el capitulo anterior. El caso tratado
corresponde también al de N subsistemas lagrangianos, interconectados todos con todos y del mismo orden.
El objetivo perseguido es alcanzar, al menos, seguimiento asintético de trayectorias.

El sistema considerado, se distingue de lo desarrollado en el capitulo anterior principalmente por la
clase de funciones de interconexidn considerada. La clase inicial se extiende a funciones no linealmente pa-
rametrizables. Especificamente, los términos de interconexion tratados deben de cumplir con caracteristicas
cualitativas de convexidad o concavidad. Nuevamente, los pardmetros estimados se mantienen acotados y
dependiendo de las condiciones iniciales en los estimadores, se alcanzan mejores o peores resultados.

Al igual que en el capitulo anterior, existe una sefial complementaria que garantiza el funcionamiento
descentralizado del sistema. Esta sefial complementaria, para este caso, tiene una forma proporcional al error
combinado en cada una de las ecuaciones de los sistemas lagrangianos.

Algunas conclusiones con respecto a los resultados obtenido en el presente capitulo:

= FEl sistema presenta seguimiento finalmente acotado para las trayectorias de referencia y las condicio-

nes iniciales especificadas, la precision del seguimiento esta bien especificada.

= El controlador en cada uno de los subsistemas, estima pardmetros del sistema en cuestion, asi como
pardmetros de interconexién correspondientes a cada uno de los subsistemas con los cuales existe
acoplamiento. En este caso se considera que todos los subsistemas estan influenciados en su funcio-

namiento por el resto de los subsistemas.

= Las funciones de interconexidn tratables mediante el sistema propuesto deben de cumplir con ciertos
comportamientos cualitativos, especificamente, de tipo concavo o convexo. En caso de no cumplir con

dicha condicién, es necesario conocer alguna funcién que las acote y que cumpla con dicha propiedad.

= Existe un compromiso entre las magnitudes de las sefiales de control y la precisién del seguimiento

acotado. Si se requiere mayor precision en el seguimiento, serdn necesarias sefiales de control de
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mayor magnitud, que puedan mantener el error de seguimiento menores que algtin valor especifico.



Capitulo 5

Conclusiones

En este capitulo se presentan las principales conclusiones como consecuencia de los esquemas de control
propuesto en los capitulos precedentes. Ademds, también se hace un andlisis de las principales direcciones

en las cuales se puede extender esta linea de investigacion.

5.1. Conclusiones

En esta tesis se aborda el problema de disefio de un esquema de control descentralizado adaptable para
sistemas de gran escala. La primer consideracion hecha, es la divisién del sistema original en un conjunto
de N subsistemas interconectados entre si. Esta division se hace considerando fundamentalmente la forma
que tendrd cada uno de los subsistemas resultantes, y permitiendo que las funciones mediante las cuales
se interconectan tengan una forma un tanto mas general. Debido a la frecuencia con que se presentan en
problemas de ingenieria, se asume que los subsistemas resultantes de la division del sistema original tienen
una estructura lagrangiana bien definida. Por otro lado, se consideran dos clases principales para caracterizar
las funciones de interconexidn resultantes. En el primer caso se consideran funciones lineales en pardme-
tros y como segunda clase se contempla aquellas funciones que dependen no linealmente de parametros,
pero cuyo comportamiento cumple con alguna caracteristica con respecto a los pardmetros, especificamente
comportamiento concavo o convexo con respecto a los pardmetros. La eleccion de las clases de funciones
anteriormente mencionadas corresponden al interés inicial de disefiar una ley de control adaptable, conside-

rando incertidumbres tanto en los pardmetros correspondientes a cada uno de los subsistemas asi como a los

48
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pardametros inciertos que pudieran existir en los términos de interconexion.
Una vez realizado el disefio y la evaluacion de los sistemas de control propuesto mediante simulacidn,

las conclusiones finales se pueden enunciar ne la siguiente forma

= Se diseiié una ley de control descentralizado adaptable para el caso de N subsistemas lagrangianos
interconectados entre si por funciones de dos clases diferentes, lineales en pardmetros y no lineales en
parametros con caracteristicas de concavidad o convexidad. Para el primer caso el resultado alcanzado
fue seguimiento asintdtico de trayectorias mientras que para el caso no lineal se logré seguimiento

finalmente acotado con precision arbitraria.

= En ambos casos el esquema propuesto propone una ley de estimacién de pardmetros para parametros
locales asi como estimacién de los parametros de las funciones mediante las cuales se interconectan
los subsistemas. Es importante mencionar que se asume que el efecto de las interconexiones en un
subsistema puede ser representado como la suma de los efectos debidos a cada uno de los subsiste-
mas restantes, es decir, cada funcién de acoplamiento depende de variables de dos subsistemas como

maximo.

» Los pardmetros estimados en los casos lineal y no lineal dependen en gran medida de las sefiales
de referencia utilizadas asi como de las condiciones iniciales en los estimadores. Por supuesto, si
se inicializan dichos estimadores con condiciones que se acercan a los valores reales, la estimacion
realizada es mejor. Mds atin, en algunos casos no se alcanza la convergencia de la estimacidn a valores

constantes, tinicamente se puede asegurar que dichos pardmetros permanecerdn acotados.

= Como método de descentralizacion, cada subsistema utiliza las sefiales de referencia de los demas
subsstemas en vez de utilizar las variables de estados. Esta suposicion implica un error el cual es
compensado mediante sefiales complementarias dependientes del error combinado local, ya que ante

este nivel de descentralizacién no existe otro criterio que indique el desempefio del subsistema.

» Utilizando un alto nivel de descentralizacién y estimando parametros de interconexion, se ha alcanza-
do seguimiento asintético de trayectorias para el caso de interconexiones linealmente paramentriza-
bles, mientras que en el caso no linealmente parametrizable se asegura seguimiento finalmente acotado

con precisién arbitraria.



CAPITULO 5. CONCLUSIONES 50

5.2.

Perspectivas a futuro

Como trabajo a futuro en la actual linea de investigacidn, existen diversos aspectos que pueden ser

abordados con el objetivo de generalizar el disefio de controladores adaptables para grupos de sistemas bajo

cierto nivel de descentralizacion. Los principales se mencionan a continuacién

Validar los resultados obtenidos de manera experimental, esto con el objetivo de incluir dentro del
esquema efectos propios de los sistemas fisicos y que en simulacién no se pueden considerar de

manera correcta.

Caracterizar las funciones de interconexion mediante caracteristicas diferentes a concavidad o conve-
xidad, para incluir funciones no linealmente parametrizables que no son céncavas o convexas dentro

del esquema propuesto en este trabajo.

Estudiar de manera detallada el comportamiento de los pardmetros estimados, con el objetivo de poder
establecer de manera clara los factores que mejoran o empeoran la estimacion de pardmetros. Incluso,

para el caso no lineal, existe algtin grado de libertad para proponer nuevas leyes de adaptacion.

Dado que en esta tesis se trabajé bajo un esquema descentralizado con alto grado de descentralizacion,
el resultado para el caso no lineal se restringe a seguimiento finalmente acotado, sin embargo, podria
ser estudiada la posibilidad de lograr seguimiento asintético bajo un menor nivel de descentralizacion,
ya que es justamente debida a la condicion de descentralizacion que no existen elementos para evaluar
el desempefio global del sistema y por lo cual fue necesario recurrir a las sefiales complementarias de

alta ganancia.

En general, los resultados obtenidos, tanto en el disefio como en la simulacién, verifican la efectividad

de los controladores propuestos bajo las condiciones y suposiciones establecidas en cada caso. El objetivo

de de disefiar leyes de control descentralizado adaptable se ha cumplido de manera satisfactoria. Durante la

realizacion de esta tesis se han encontrado aspectos en los cuales se podria profundizar, sin embargo estos

puntos no contribuyen al objetivo originalmente planteado, pero sin duda constituyen oportunidades para el

desarrollo y complemento de esta teoria.
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