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ESTROCTIIRAS ALCERRAICAS

Operaciones binarias vy sus propiedades , grupos

-

anillios v Campos .

COMINMTOS METETCOS

befinicidn y ejemplos, conceptés topoldgicos

YV FOnNClonEs.,

ESPACING  VECTORIALRS

pefinicidn y propiedades,dependencia lineal,
LaGa Bt ﬂirn“%_summﬁw._tﬂaHS*D“_mﬂ-ﬂm
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- rnes llneales
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ol
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Deflnlclén vy ejemplaos, operaciones con matrio

cesmebrices adiurtag-e—inversasyrAhgoTe0e

"raciones elementales y eguivalencia de matri

cesg, determinantes, sistemas de ecuacjones lﬂ-
. nealtes. .
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COIIUTOS. (o clasesl, [IntrcdocCifn: La tworis 44 loa Eonjul -
eon an hoy 4n Afa bhaica en el ewtydio d¢ caai todam L1808 ramas
de laswatasfiycan:  tégria de probabllidedan, andlisis ﬁltlﬂlti

¢o, Circultom wléctricos, léqice matwmdtica, stc.

El satsblecimiento 99 ja teoris de los cORJUncos ae stribuye a

caprqy Camcpr (1RLS-1PIN).

El rencapts da "conjufco. no me deflre en forma praciss.  PArm EX

plicer 16 gue we antldnds por conjunto, s Q& la ides intultiver

[}
Un conjunty 48 unas colefoldn o Ejreqado d& objwtos ian dafinidos,
Jou cualew daban posesy unk prepledsd o strCiboto carscterfprice
qua R 98)e luger & duds ai diche objeic partenwce 0 70 0 la €0 =
laccidn® . '

Elmploi Loa sx-prasidestes da i Replblice I!liéihlarntrﬁ .itg -
ple da :nﬂ}untu-gﬁdrll ner el da lop niewros primcs mAySTes qoe

i y wenoTes gqua 1111 wtie. "

Lea slsmeftos d uh CORnjunts P-\.I'.d-:'i guedar dafinidos &1 anumsTar

#pxom) por mimmplor  »l conjonto somEtitulide por log trap plmeroan

2. %, Y1 oatsm, ! .
- .

Pusdaf, BN ptros CaROp, dlatlnquirse 108 ¢#lamantos du wh cOAjuwn=-

r

to, cltandn una propledsd comln a todas sllos; por ajamplar &l

L
conjunts de low nimeros pares. !

* Seairvess qua no #a eiige homdgana (dad, cada objrta definida

#n un conjuntc dsdo me denoming "slesanto” del conjunin.

. . o

i
D& 1o snt#F16T 8¢ Lnfiers gque los conjuntos purden btensr un nime-
to finjio o infinito de¢ elemencos.
Hotacisn. Se acostumbza designer lom conjuntem can Imtrun mayds-
culas,
Los ®lemantos de upn conJURto s+ Aistinguan con letcen minBacalas,
Cuands un conjunto queds delinildo al snumarar sus elypentcs, me
¥ECTibm "
(]
Aw la,p,1,0,u} = [pu,8,0,1), etc.
B = {2,535} = (2,9,5} = 19,5,2}, wte. R
.
Fars indicar que sl slamento 5 getd #n #1 conjunto 3 sw anoba:
Sch
5L un alamente o 4atd an un corjunto déda, ae dencta; ) ‘;iu
1L . o '

Cuando g]l conjunto sa define gapresanda uns propleded comts de
todon sus wletentos, sa smplea uns lines vertical | 1o & veces

don puntos ¢! cuyo aiqnificads em %al gue”
Eiwaploe: o

c=ix | x » 251



' o= {1] 1 esoun libro da la Biblioteca Wacionall
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Subconjuntn. Ea dice que &l conjunkto P ose un “subcanjunte” ded
canjunto N, &5 cada slemantio de P oan tambidn Iltlr!nbﬂ da R.
La misms ides go sxprogs diciande que F sptl contenids &n RBr o
bien, que ® contisnd & P. {7 extd inclulds ap B La necIsn
.da mubconjunto me ezpresa en forms eimb3iica como slgue,

v

. rek
RSk

71 al conjunto 7 tisnw manos slementos qub ¢l conjunto N, se dice

gua F a8 &N |.u:b|:anj1.1..ntu ‘prépin' da R; ¥ allo awm indica;

;J.‘.pla: et A 8] cORluntn de letris dpl alisbeto Castallans)

siaio B 4l conjunte 44 vocalen del mismg slfsbata, podemoy ;ntnﬂ
4

cad wacribir

& . ' -

A2 0O B = A
1 -
. )
Panpuds de dnr gatan definiciones praliminsran, anfocaresas nuas-
]
trs stencifin w la elabarseipn da dafiniclonas y reqlan gue nos

permitan construlr uné Algenra s conjuntes. .

-

L]
4

!g!a]daq,- 5S¢ alirm, gquec dom conjuntas & y. B  son LQuslaes uy,
¥y #8lo sl ampon CoAjuntos conminten de lop mlimos alanentoe) wa-

ta s, cada mlamanto ds A partenwde &4 B ¥ vicaversi. Ejes-

Flo *

LRI N B SR P D R I I PO N 1) .

5{. A = B, duba teneram Gum &l elamentc » 9w A =m sxECtimEAs

te ¢l mismo que alguno d4 los elamencot da Br sl por ejemplo
Gutdy tereraer M * r; B oEK; K om oy ' ! ' H

+

Una ticni:a usur)l para demcSCIel i+ fqualdad da doa conjuntog con

nimtd #n hacey Ve Qua se susplan las dop sondicionas aigqulentes:
. = ‘ Fl

5L AC B adamis N A, anconcan A =B

Conjunte wecla (& mulal.- Ceniunta vecio a8 egoal coniuntd gus "

nd contienw alemantés, EL conjunco veéid me faprusanta con gl

almbale ¢. Ejemplo,

# = | paras Rupanod vivos mayocaw S 1000 afoy |

Obadrvene que 4 #F 14]; puesto 4us el confunte #  del BEimer

minabre, poy definicion, me contisne ALRGOR slsasmtn) an Eenco

qua #1 conjunte  {0) del segunds misslra conciens on eiemanta.
‘ '

El oOfjunte Yadle ¢ a9 conslders comd up subeonjunto de cupl - 7

Quiat gonjunto 44 cusl fusrs sete Sleima. # £ A FPATS tdaﬂ k,
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i y que K= 2
wpmpulops I} 5L AC B ¥y ME A, demomtrar 9 4) Decarminar 41 conjunce potencia 2R, giendo; A = (g, bl.c),
-
[ H
£m jucifn Salueiln
$ x e A ~ W 4 B, pussto qur AG B . ’ PUSECO qua el conjunto A tiene 2 elesentos: (a,bl y c » * con -
randr¥ 22 = 4 =lementon '
ver atrn ledo:
- ' . A

2% = {p ‘({a, Bl). Ict {ta, B, &}l ™
- -  BE A )
5i xr B XKL A, ya qu 51 Diga wi laa sigquisntes afirmacicnes sen COryrectan o Lncorrse

LFY Y
= A& ¥ B tiepen Llos mimsay siomentos - A = B a3 s o= {0}

) Bl ¢ = {4l
7l BL AC B y BEC, demoairsr qua ke U : e
£ ! . R B
rapemol hacat ver gue cada alagmanLs en A entd tambidn &en C. . (] ] = {lul] .
I . * ‘ i 4] i{al e 1ix}]
s.ﬂ LT[ Rl H , - -
.. o = ({x})
. - .+ ) (lix}.iyl]l = . - f
ST w L A -uL B, aya que - k& B pEro pOF T 2 boiy tful. fae yht -
- r " .*_ - »
i, .
r . Laluciding v -
- 1 ual el . . E
Be ek €5 luego x e A s xre & parloc . .
deduse g A S : a)l lnearf-ctn: % no tiane alemencos; {§} clans un alamento.
b "_ .

- bl InCofrackor 0 na sa up cORjunis
31 51 A= B y B0, JdusosiTaATr que AT

boeslD Que A B ¥y B C, resulta quu, Cuwnio niu, L= c . c) Incorrecto:

elementd ¢ can)untc {ver incleo Jd}

Feca Bl A = €; ai1enda por hiAtenis BS C, * RE A, 1o cual ean d) Lorrecto: (]} es elemento del conjunte [(x]}

~radice 1a hipftesis da gque A& M por la cudl A A4 € roSuifans . .

Ja, $OF Lo tankta, L= =



4l Corrscto: ¢ =, pira rodo conjustda A
1 Incoremcto: [y) o {1x);{x, ¥]]

B} 5i a,b.c son slamentos cuslesquisrcs, detarminar quf relacléin

deba waistir entra ellos, de modo gue aea cleres o lgualdad:
11e,61% = {la,u,cl," {e.B]}

Dado que sl conjunto del ler. miembro eati constlituldd pab un
1glo alesgnts gus an al conjunce &,b ., pATo que pusda verificar

sa Lo jgualdad, Aebe T4nereg Que #0 &l segundo miwAbBIOr

I#,B,e} = le,b]

L]
v

. t
deLisndc astos Scd conjuncos ser, iguelas ol conjunte (a,b] del

" a
primal miexhro: K- . -
[P

- -

(a,b} = fa,b.c) = le,bl

-

por 1o cusl debs ftansfde que & & ©

Ia,b} = {a.b,a} = (8,5

in conclusifn: i a ® c:

ppcrqcugﬂzs £un CORJLRLOE, "

lin,blr -

Pa,b,e], b hll

12

Un.Zi. = Sx entiend. par “enl®n de dos conjuntom A y B, =l

CLn I mbE

clignt ud qua perlenzcen B A A 3 B & & ambos.

Y NPT

el

lnee rgeet jdn, ~
A R L

C gque roxulta al considerar

c

=L oe

LT I R R S A

E

€= AR B = 4,7, 1,4,580

C coanstifuido por loz

13,4,51

MU B = ko ko ox o Bl

LY
r
T
H +

=p, 0y

Dadoa los conjuncos

Ay B, sl cORjuNED "LnLIar - .

'y .
= b=k "Hme julxca y x B,

»eccibn™ O
y & B
' L .
Mt L w18t )
L& -
.
.
TR TR ITH LI 1
L
Conphlar O |UROE

= du, b, c,dl;

= a4 il .

B w lc,d,w}

lg,dt

1S Jesufiidus) -

a
L4

E

Dos gonjuncos

A

)

ticre mr #lwmencos squellos gQue BOA comunas & A

50N a&f

NoE 21 0 tienen Lingln elemento comBng «4t0 5, Bi Bu LACES4EC-

Cibh «% vl vonjones vaclot

»

LI T

S

E)emplo:
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PR T

2% rencia. - La “difvrepcia® E de dom canjuntoss A oy B es ul
sanjuntn cuyds alemencas eetdn an &y nd pArcenEcen i B

Mt c®ni Now A=R

= p=1 = Ilp'g C h,x ¢ BI

=

remmla 4o 1,2, 1,40 B o= [Y.4,5)

L T

fnmulimeria. - Tl "complemenco” dul cenjunta A &8 el SORJenlo

ciyoy wlamenEon mon los alemshtos dal uplverdo, qua A0 peE

- [
o€ w A loted patacaifiny AY = R oe ATD

A = [J=Am = jule ¢ J.x £ A
! PR ' _
Elemplo: Swan 3 13.’!.1,{!.4“ h-. [2.a}

At » li,8ul

Los conce(top do uhifn & interssccidn pueden gqanacalizares pars

mda Je dos Conjuntod;

n .
gy A = _‘.1 u ,ﬁ,? U, ..u AI'I. .
1=l
" 1] i n =
- KN VN LY - .3 i
=1 . : n.
+ 4 -

4

Ua, * [nfu c A para il menos una L ¢ 5} )
'

YA = Iwjac A para voda 1ot 5]

g =

1iendo el conjunte de aubconjunton in i e m

Riavramas e Wenn (& de Euler].- 50n sscusman 40 10m cualus los

CORiuntal 48 repradfntan COMI Aredd planas.

Y
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f." OVSUN2 A‘ " (ONSONTE B
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Frdsraulas gqunfCsles (s ralacionir afimerc de alementok on_{onjun-

vos.- Mglacionaremon &I adeerd de closentos que hay 40 dos con -
jun-as Ly H. con #l nldmero de elerentoe en 188 CORJURTOS

AU D oy PN D

vesiornemos al ndmoro Jde glementoF gue DAy en o €@njunco, diga -
mow vl copjunlt A come hm M. o kb B3 un pmerd, no um Sonjuns

LG

Latdnlezcamas lé siguiahee tousldad entre fceam

- ()

£ 1ea: ) a . |
L] A Ld - - .
o . .-1" n .
poAip B o= AU Blenta NB)

, L L - .

- - . - B . -

Froblepa: Todod lop aluanos de opa clase ﬂ; &Lnnl‘;; II.LHSEIJ'
Lan para p"cuc-:_.mtn‘:L&n (Kl & atletismo (A}, & arbos. 51

hoy 200 glysnos kn lé Class, y €0 la Lista dz iNSCritON #n pagas-
cifr hay 10l MObras] #h Lancd que pars dtletlwhd hay lﬂicrllﬂi
130 ;culargs Alumnoe We 1n-cr1h1lrnn~Purl practicar amboy depor-

tes}

Solucilbn: a] Emuylesndda la formulg

nlld U A = 21

. nt. = L04; nAh = 13]G

AN s R A& nINU RN T op

SondH Far = 104s130-200 « M4
Ly CUn aumllio de disgramg de Venn,
[10d=nj+u+1130=-2] = 20D

M-u = 309

2= 34 = nlH Y

[Coapfobar, pers ) conjuntom A, B, C, lo miguiance (O male:

pArnbens = o lAUBVCI+alh™ BeniAT CleniB £)-n(af pR LY compro-.

Lacidn:

}H Eb nh = a4 b+d->+g

“d!I \ nbh = b+ r kg
‘llill|' nt = d+ e+l +g

I

nArhlirnl =

¢ aslotceldrlee[+rdg #

= faspgiyght |wroredg) s (dre+ieg) =

LT TR PR Y- TR N LE R NELEE- VLAY LY Il

= U AUHUC] sn A B (AT Cpan(B Cl-p|a™ B™ gy

- *

e
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La (Brmula $8 OuBuCktrs pof IindocC LON satemdSica on la aggun-
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i
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+mlh, iy H!l

-

b L ado Qug GORCUEFda con wl Qlilme problmss, st Ay = &1 Ry = B

'.! L
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L P N ELTUA W a‘nnul'"' Az"nshnlhlﬂn_‘“a.n
] ' ] h

LIRS L N RLTT VL Aslrnln._,ﬂnjﬂn‘}-nuzﬂ njﬁp.‘p

n n n
tald, M A A eniay k‘”l,ﬁ!-nlhlnl‘z”‘l]”u“-

- fi n f - n ] )

UL TR P P P ALY TN A, A"‘" lﬁj-nthlﬁlln h‘nhﬂ-
eqtr Rop My f f Ny N )

CHOSE SR PO LN LU T L Ay)

Clbrbs FrYaCiohan:

11 Ll
mi 2 &3 praglsamente Cﬁ. ¥or ejerols la suma
7 . PR d -

)
Liene C: a Binc) m-r

x|

" L -
términos.

frs-

.+

[
.
L]

Tk L. - LI 1
B '

=} Todus lon términos gua

Sume o= . debun tener tl mimma Blgno.

31 Los signos de 125 divarsas pumas

-
twh & Fumas 0

#n el segunda miemura.

#] E! nlmero taga) oa timinds que 6E obtienan sl dasarrgllar

Lpdat laF Zunas z d%l Ecgundo mlsmbro e Fo-1.  Por w)empla,

, %0 al desarcella para mos % ge obtuvieran: :'!'-.1. = 13=1 & 1]

-

tdrmynas,

. -

proviescn del desarrcllo de cuslquier

L2 nfimcrs Je tErminos qua deos tener al dasarralilo da cada Eu-

o0 altarpadon, y eaps-

20

L) k' Mpgmn tieming del dessrrollo pueds ekcribirse:
N
- " m
= A .
e hih "nl' n[“IAlI-
1-34,,,tR
L1l m
by La asacsdtividad de D Lj ¥y d= fi Al e demueniCa mis ade-
i=] iw]
panile,

Frot-ionac

EA uhe boles hay 30 objetos, de 1ok cuslen:

14 son dy solor gris mi = 14
13 mon radlacLives pnk = 1]
% son on (orms de Cubs nC = %

Y ron grisel ¥ UEACtivol YL TR

T Eon yeLEes y clbicae GRIGEY = 7

4 -on vad LeCtivos y COLLCOS :n(A Ly =

1 tm JILnCR, FallACLIVOER Y . ’ +
. . a . L
CEbIEHh - inigh Efcy =}
- ot - b . L) i
. ' « P
seornlps olrgcon nu ESn md gELags, ni Cadiactivoes, ni cublcal: -
w Tt

L

SolunsifAn: 4] Se Lusca t x = nes U A U E1'=x = n{l-G ¥ W U CI

aplicends la f8rpula: I1+23+% » niG U WU Cl+54Ted-1

+n(GURUC) e 210
I3 P

v x w 80-71 = 27
1.

Feaploeando dieafamaz de Yenb;

niG v AN CE -

n odeSedalelaTn]l ¥

LI |
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g = 3o

~aniGyuryucCh = 50-31=17
2! objatas (de loa

48] no man, Nl griges,

n1 tadisctivos, ni ¢l -

blods.

Zlqupas micoday emplasdin pars dllnl:ritrlr TH.aTiCAes Epbtr& Con-

IoNESE.»  AUS $udRAC parfd Sutablacar la valjder de una scuacidna
whiry wonjuntos  ex aulicients y bawis con snplesr una, Sudlquie
v3 g lap LECRitam g.d se delallsrdn o contihuscidn, autede,
er. aldynLs CALOE, Ju# WA mAiode om particular resulta, phra de
Vormipagdos cotutiartus. RER clazo ¢ vepedito fque los orros l&-.
BL-1-1

= . ¥y

., . r N
Pave (lusbrdf Les divrftes mdloduS, kua poefof bedh O Un elumpla -’

[
-

CH P Ph SHMNgamLs duE B8 depga Brolar le veraciduad de La e-

gw by A= It = FLLE

I‘IF

we i A partir da las g biniciane t

-

A== I=ti v Ay B F b
r : ) .
R R i R AT S
-,.l'llu

12

?* mitodo: Aaciends ver que A-B G AT B'; sdemiy ATV B AeR -~
h-no= AR pr
u]l 3wA X £ A-B
« 2L AxfB x5 B
s A yxc® ~z¢alpy

+ A~b AN B’ v L1

k] Sva x g AT BT
~x¢ h ¥y Xl
Ltltl}'!’l-&;:l-l

«afpre a6 L (DY
da (1) ¥ (2) resulis: A-B = A p!

1°F mAtodo: Construyendo uns "tabla de verdsd®.- Dado qua wn
elemgnic a  wblo Puade "astir" o "no SItar” aa um datemmirsdo
conjunto; indicamas con V INerdad) en la tabla #1 x  “satd” an

! conJuALa, ¥ cOn unk FiFalec) af x "Hd wstd™ gn ¢l conjunto.

Las cOMLyRACIONES Posiblasd PATA conjuntocm & y 2 &5h lam mi-

qulentidd:
u"v - Wy
“F -+ WF
r,u -
~r =% FF
¥ a - . ' * .

S demuasira que lé iqualdsd antra los dos mismbros de une woud-
cién #ntre conjuntos Jueda uuhhcld-..li._lu columnas corrsepoh

' . - - s
dignten & codn midmbra de la scuasidn Jue Bn hﬂ‘..hll dax v.rﬂ.lﬂ tie
* T : i ; A



wen lag mimmad antrgdad (V &6 Fi on lox renglones coFrrsspendiencas,

Lt oM ICI‘IIB'[I!I."-{IL-PL"I'

1® CusarvaciSn: Uns tabls de verdsd deoe tand? & Cenglonan)

¢'ando n wl nisectn U corountos difecenctwp involucredos an la

proposicifn Que Ev deses densgbzar {en el #jerple anteriar, les

conjuntos san h y Bl por 1o tanic f " iy ™ = 4 Tenglones).

™ Obscrvacifin, - Las acudgiongd que TeliCFlonaf operaciandl en-

LI COPJUNTOS. an genéral, no admiten demcsicscifn wedidncd o) dag
Arass da Yenm, y# gua un diagrams e ¥enn no peede inclulc todas

v +
Yo ZibuwTiones posibles, comen 1o hace, pof eUmplo, una tabla
L1

do weErded,

MAw adglante $a PrepARtan eremplod gus 1lUSLF4n 1O BxpUEAtS R

lu 2' ohEprvatibn.

Frimcyplo de “ualjdad® - £1 & INLECCAEDLAn lag GpaCfaCIOnEE

LI TE cambiafdo asimizmp Jon tonjukios O por # enocusl -

WuigE eApresifin cALEy EonjuntGs, ba EXPresidn gur Fesulos st dE,

I

pomlry "dual® de la cxpresiénogrigunal. -

Ejemplar wes la sCuaciin:

”

M

(LI LT R AT

Ix dusl em
Goupiudl ey g

TRl clerthd salomas imp) lcah sus PIOpLlas dulles, s&LGhCes a] dual
02 cualquicr tsosém) que w3 conkecuencia de los axicesds a8 pam=

bidn consecuancia de ipm SLIDRARY, '

[wf 1o antepyer, dady CHalguier tearsma ¥y su demoutincifdn, gl
i

]
¢ual el tedrema puede mer demoitradg de manara andlogs, usando

Wl durl de Cada 'ppae sucanivo do Ja demoncracién priginal

Da modo gue, 32 un Learems #x verdadara, también 1o 4y #l dual

da k3¢ mismd tpOrama
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COmat EnLytyuide dizesds un s{oaplo #n gl qua sa 1lugiTa Clwa, medianta
. LETFS Dri ATEERRA DT JUHTOS .
_——T . 1 aplicacilén de lon mimmce FAronsmisntos, £n factible deducir de una
'. UL ley y, an forma paralela, la dual.
' LEY 1] '
I o . fuporTamon que ma degea, g PATLLY da le ley de idemporencia, dedy
LLHIUTENCTE 1 huUA-h - B
n . rir la 1ey A2 1dancidsd, gaf como su dual:
I
L]
Qe ATIVIZAD P AU B e BEDA LIS !. f
f L= AU hipitenis FRE LY .
- 1
CSUCTETIVILAD  p AUHUUCIS LRDENLE UNLLELILUE TR | . + fhbDNMNE de 5 a AT AU g
i ' 1 w [AUAY D mMATY - de & - (AP nat
OTSTIAGCTIVIDAR b mutr s €i=raLel P Al gauCy = (A0 BHUIAT ) t 101 '
TN e, :
3 200 e A ‘I a AR ATy e 4 - A [AUA'Y
4 I. - .
:l | TR |
I Il : -
Il auvpe 0 Ay =8 t | - ALy " de & =afg ¥
b Luat =0 BRI AL L ! . )
COMILA MENT : : . ' Bom AU : Idantidad in =l g
oY o = oy =D i . . . )
" - ! T — .
BE WIREAN : arusts{af By’ RN BT 1) Eu-p:uth-i qua los pascs sequidos =0 la transformacitn de la
r 'I . . o columns 4o la 1:q-.;:u-rdn aon previsaments lon dusles de cads upo
"k & ‘ . : - P .
10 oL TR |II A1 =k ) * du los rascs sequidos #n Ja deduccidn reslizads &0 In columns de
I

IfwCha.

QObsérueiv asimjamg gue no todss las Leyss dal Slgabze 1istadsi en

la crapla de la phgina antarldr 300 Independientes. -
Como gjeicicin, depostrarencs la Loy

1.~ AsdC I--lti-'ll'l.:dldl
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ler, mdroda:

AUIBUC) = {x | k¢ A & x ¢ BUC| 1Y) AL A" ox L AUBUL)
=y | xe Rd xc BBk C] 3t 4y B+ om0 IBUC] * o AULBUE)
= x| Is ¢ AEN ¢ B B xE D) & =t € v omt (BOZY + w o AU(RUCY
& (AURJUC ~ (AUBRJLKT = ADRNS) ... f2}
o, mitodo: g (17 ¥ (1) 1AUBIUC = ACIBOG) = AUBKC
+r
&} Bem x c RUIBUEC] k] rérodo
- B« hb xg NI »xn 1 BAXCC B Il’.lill’.[“l;lulttulmztu:lm{“}
- ———  — — ——
; = =
o MLECAOAaCL BAYeC 1Y v v L W ¥ v
$1 xc A= x o AD + k @ (AUBUC |1.' v FE v v v v
! |
Bi x £ B » 2 ¢ MOB + 3  {(AVBIUC !'L’ F W | W w ¥ W
, - l |
EL k£ € +x¢ COLAUB) » & ¢ (RUBJUS  (de 2) v ¥ Fa v v F v
T 1| I
= AUIBDC) LAUBRIK ... (1] | r v C v v Y
H .
b} Ei m &t (RUBJLO F v F | v v W v
Il
AL AUR O 3 q € F T '] I; F v v W
~ mihdxrAdBzxec £ F r'I r r Fo. P
Cr LT
i f
' -~
A A
» . f"r"-l'"
) . 1) . L]
] - \F,y

*F

FL
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ig
- - tli]'ﬂ lt" ch ida 1
f‘u
f -
e
r‘!' = AT [gh R tde N
Er = lClus, - Con baze an 14k leres dal Vlgabkra de copjuntos, dv -
A . - AT RrUCY tda 1)
[ -4 3 4H
1.- prfprfigd « pROBUCY® 4= (MBILIA‘UR'} » 0
hlﬁuincl - {h-nn.!ncl a4 3.
(ALBIO (A R Y & (ALA'JD{BLE") de Ty 3
' .
= Ciarfanoic'y] ida 7y
. =0uf@ e §)
= [ iaupiue ] ide 7 y 8}
= [hlpuCH" tda 131 =0 e 11

I.- MIA"T B = AUB

.= Con baae en la f&rmula dada anterclormente: nARE £ RIALB}s

AUIATT BY = (RDA'} D (RUE] Ida 4} ninf My, deducir ls f4rmula pars relacionsr #1 ndeera de elemen
" de 6 Lum &N Lrds conjuntoa:  PARR+RC,
= 07 AU [de
Ealucidn:
- AUB {dx 5|

) T For amoclatividad: niAvDUS] = ARG IRLIK) ]
1.- [istom) “acoR'y J o= AT ABTOET)

. por la I0cmule dads para 2 Conluntol)
Ciatumy ™ lEUh'}:_l' = [1a'us} ™ ¢atug) ] {du 2} RIAUTBUCY = nA+niRUC)-n[ AT (pucy ]
3 aplicandy nuevsments la miama [Crmulat
P ML e da 1)
RIAIEUCT = phenbenCepib’™ Cr=nia® (audy)

de la du:r::buuumid:

niaffuucyy = ol [(af njucafer ]
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a
uplicapda 1i fermulu puru 2 EuRIvnioe & aste dliting,

foleridn
nfAURLCY = nhsnpsrC-n{a" Cy=ni{n™ py- Dal diageumd 4 Vanp:
ionae Il
(@
. é‘s [ERI. TP AL BL A T )
= pAenurnC-ntA" D)=niat Ci-n (BN Clenal ph oy 8 /o i14) piFM (RUL) = 0
| Sl
o Lians 7.- 5& tianen ) gbldtger A, B, T, ¥ »& EiDe gue pipgund &4 los ]
RAYREFnE ® o (AJELC}en AP Byan (p D CienB N gj=p AN pn gy ) FeEa wip de 1 kg ni mencs da O0.% kg. Pars datecmifsr com exactis
fuy b pelg que tiend Cady ung d.. los objetoy, ax amplas unk balan
f.r ER uoh SRCUNNLE PfeCtudds a oF Qrups O 100 estudispces unie t3; pero da%e Onicaments redistea, Son Precizifn, pesan entre 1y

VOTALLATioS scarcs de qué 1410ms euLTanira watenan sstudiando en ? b

oi8 sRSEcEry, me DBtuvieron lAn sigulent 3
quientapg TllF'l-:-Iltlli Tl pecllema COndiste en def@rpimay, coo la Dalends deds, con b -

Idiorman Wamaso de sntudisntes: soluts preciuidn, &1 pose de¢ cade upd de jaom ] oblimton, Ilﬂ:tunn:
Francis [+ 26 do Gricamgnis ) pesidas an la balania.
-
!.ﬁ-ql!l 11 T . 'L 43- .
. Y f Boluweidn: FPara poder emplear la bdlania, dutardn pesazem ]
Inglkp 11) ¥ mumg (R} » . '
OLjeLOE CORIUKEADERLN,
Prancds. pero no huso 23 - .
. 3
Solamente Francés 11 - Womapclaturs: U= {x, » Ct -
FranCéa & [nglkn ) "B nh = pezsg de A 3: .
Hingdn 1d,.cms . 74 . nk = peso de B " i el _'
i - ) nC = paso de& C -
ia pragunca: S
’ - - nll = pasa ¢onjunio de lop 3} objetoa.
4] CuBntos cureen Rusgl R ' -
Cus ' R s, * 1B.C1i By =" ,Cl 5, =" lAB).
11) pCudnion toman Prancés y Russ, paro no Llevan lnglés?
f11] Culntos l:ur:ln'?nmln ¥ hubs o Inglide, o ambos? rk, = pEic ds % y C juntos = nBenl
nsy = peac de X ¥ € juntams = R0 .

n!: = pego de A ¥ B juntor & RRinE
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Hepdlla cptancas)

ya, ~5 us5 =0

1 1 i 3 K 1

CRRELY |

PR T

A -
5y 5] E

RamGhk ¥i1ato HUe

. e
nhlansz n151u52i+n.. 5.}

1 Fi
= pl-rc
ni:fnbk = nl=ng PR §%
AL nifena e (Y
ASyen5, = (ErT o (3Y

PRI T PR TR it na+nBenC = 4r0

-l = %{nﬁl'nﬁiinsil {13
(4Y en (3):

1
g = =Ing +nS,*n5 janA

niytE, = TANG TR NS,

?

Sinpliiicando, ¥ dappelands oAk fa obrieny la primsxs da lan Bi-
guient+% | sevaciones: las ¥ sigulentes Tegulten dg maneip sndlo-

Car

nk = ;lﬂsz*hﬁl'ﬂijl [da [4Y ¥ [
B« JINS,en$ -nSy) ide {4} ¥ (21
e %Insltnifn!,] 14w {41 ¥ [ih

E.- A} dirwctgr da ups sscusly secundaris mlgoe {cosducasianals
A+ preEEntEp lan kiguientas Jatos satadisticos cendientan g

reflainr &) efgcto de 1o prdctica de log deportam #h &l aprove -

coomibneo atedbdmicoe de lop alumnoa:

Lé mues-z4 conpletld de 100 slumrds, 50 hombrss y 50 mu)eres. Pa-
sd afC wl 60 &, de} rual I8 Mon ruteres ¥ 12, hambres,

Da 10§ 100 que conktituyen 1& muerat.a, 56 practican deporte y, o4
gatok 5&, hay Y§ hombrem y 20 muiecen, %4 chgerva Que d4 1OE &0

aprobados, 34 spn SEpOrtiatsn, y de egtos 14, hly 1 hosDE RE.

El director prwgunid: pLfudflap mujcieg no+d4portl$car no pasaron

FLL-Fs

1* salucifing

alf = o6, nAH = M * 54; phoe BO;

nih® Hy = 20 n{ATH] = 32, nD = 56
CI-MN TR DT YU LR TR YT B LY
niaf DD gy « 30; INCOGRITAD WIMD D' R pry

parut afM D Rt o g pr oy
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de]l problema f.- aAnterlorg

ate Mot AT = pluuDUN

" * nIMUALDG = pel2
pero  niBUDYAY " = AL-n (HUDO AL '
dol psoalers S,- shrariorc:
ard? * Sl bdetg=cH=20=Td%1
RIAGALDE = rHEvmkenO=aiHS A-pid™ D1 =niRS Dp+n ™ AT o)
gvdl = LT-B] & HH

m +EQeSE-3)=16-14e20 A= &

FERTY . ) ' doluewdng
nimfp % a"1 = l-AlHUGDR) = 108-94 = & Dol diagrama da Yann s obRerve re
O sea’ Tl Afwmera de sujeres, que no pfactican deporew ¥ dque FE- mMom gEn [t Hl;-nm*" G -ntm™ AN oy
pIGLATOD wi afim em &, a

L0 'm xw2Be0=4 = g+di W
¥L diadcama <4 Venn cnrre'lapcndl.tntn & ®atd ProblemE 43 comi Eiguad . . %'
’ LI I

TaT o0 ] . ; .

E l nlAVADD) = 94

]

!
. Gibujar diggramde d4 Venn, tales que verilflyuen Jas siguisncen #-
H Saluctin:

QuaCiLanas,
AIHUAUDY = rMena+aD=nta® A -n (MUD}=n i Djenin® A0 D)
L= A8 = 8- af )
Donde 34 CONOTen todgy lod detos del sequeda sissbot, Fars Coi- i

Solucitn: ’ v
platar low dates, puede recurcifaa 41 siguienta Jisgrams de ¥anny \ ;

L1y

)

Ay -
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]
Dl diagramyg:
B ahiahe oy
B-C " B
sim=C)f falcy w ptafc

“(g-C1P (kP gy =« P piig

#.o- RPBNEC e TV
':-.-:unﬁn':

Nads que AN R = 4 Ipara Euli'l:quu.z Al * qua pais Que &F wErLT &
fique 1e scurcife en F, Dasta qua AN BN C & g: Como suceds,
POr =Jemple, en el Olag-ama de Vapn dcl proflams 1.- FRcerloc (e-

EL="4R mOCPcl mis peyibllidades}

1.+ heiB=C} ® |R=RILC o1y

tranatormando i 1% miembro de [t

A=|R=C)] = AT (R=C)') {oamoAtredn pof * mépodog)

AN C' Y, luor la misma ranén de antes)

A" IB*UC)s {kBr Oe Mordan)

= AT R UA £3; lor d1sesipgtividad)

T SETRT ST I

Comparandd los %% misebros de (1] ¥ (1. siendo Lgualas ios )

mlepblfan:

il

5, afig = - {1}= {1}
peso ANC = C - CE M.

be ahi que el disg¥ame do Venn Spropisde pueds sap sl slguients

el d14qTamn:

A-iB-C) = |A-B)UC

Ly muy impoTtants LheeIvar gue las 1 formulas dedes 0O tjenen
validuz genecal, como poede Jemdptrarsk, pol m}jEmpla, construysn

do lasg taplag de vardad correspondianies m Chda Cumd.
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T MR- e
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LOINCAr JLE par'nionif pecyesariaos 0 al sagunda ajum-

Lra Ay moda gor —Cpnlbe clarey 14 piguienty igualdad para coda

ronjuna A, B:

A= a-iaf a1 ] = a-p-B-a

Ealucifing

Cago que ¢l conjunto dal primer miasbro &0 sath

Eien defintde, se podrd vener dwa de gué conjunto capressnts ri

nod auviliswon d4

ALY 1

Por la ques pRrmca

daivararss da Vaenn

(T UNY

L]

a-Ce-xt ]

el Qus A-[:Ll-th“ll:].- .

Lo que pusds comprobarse (damoptcarel; <o uns tabla da verdsd

Ipara tedo

ke BI

LEITS ] I AsCa-fmy ]

T
ruq_r_JrvL
rt-_rr|r"

- A=A-[ B-1a" 21)

VYolviLndn abors al scdundo Sijambio: ¥y cbdervanda qua B-P = ¢

A anemt-b ) = A-[ 48T & mep = a,
For 1o fual. 13 1gualded propuerts aw vearilics para (pdo conjunto
A, B, B

M B-ia® Bt ) a A= (m-B) - )

CeAlrvese qui no funcions ningund de las siguisntes posibilidades

¢r coxlodacitin de pArfntesls on ol asgundo micabron
r

{h=-B)-1B=-A] = A=-3 5 A
L h-n-n) :]-A - % p A
C(A-BI-B j-A = [A-BI-A w ¢ y &

A E-(B-h} ] =« A=p p &
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ey

1]
i Ja LIGSLE_am) LU b -
Ly CLEAICICH MbCksarie y rodigIenie pard Qus un CoOnjunts

v = R' g
Eootwu ] conplomernn er nere cERInF Y N, w8 guE A perifigquen '

-~ b= N
Armc L Fvamante las Jos condisionen ~iru'untes; .

Pra Lam - i -l nel oma & FTinE am ELTAT 1 a
[ L] co b L} | 111 hi 4 el Lt 1 Yy | §
a '] r .

1 A LA

_ (husp = AR
Y Bt aVe = fr b ke 1s dual de a3

- Bastdfd hacof val Jues

- i - L
Lemoxtfaclfing wvondicidn neCezarla: oy acEl B tA - o
| .paEmEIs: B = A .

Tami taumy Parnty e
f ]
pussto que &l hicancr AUR = Cp ATIERY %
AN g = AN g = * - ) ]

cupslB=-¢c"=0D
.. ' f - Ct =D
salmismo: g1 B ow A' = AUD = AUA" = [ ¢ eTpre

pemastracitih da a)
cundiClan mufiCaenLp

n ]
T IR R LA L B !'mml un'] l_m‘-lll L ]
HipATeBiIt: A'B w g, ¥y AUB i

i'n'u—:uun] f [nuumw]
l:n'm.l “1 n[luu-l.m']]
l'ﬁu n']_ n |':.uu]

- - -

o BAO-0

'-ﬁr'ﬁ

.
A
"

1
- u™opAULTy

“ (B AIIBT A
T TIT L] w ] ALE T = arfipr
du la Miporisas: AM o« g
~ W s WIETAY)

= [AFT RURT iy,

= A'T apag
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FpLicagdfin e Ju Vg ba g 200 )unfon 4 Ldsondelénton 16gicon. =

e sfHe bw P LTceR bd o wbLgulsats rrlacidn SNLTE WAC1O%
enstprak
LA EB
b eC

Ll

L &nm

1 coucivalln ma: hcH

Lebe ODSWEVEZEEF (UE im copclunlén ancerior wn villide

GRLCAMERLE Bl Cadd conjunt® SPATACE No mis da uns Vet del lada

derscho o del lads l1rquiscdo. _ .

. . S
Mo puwvia concluirsr ndde concraco acarch 44 los conjuntos
M TaA

e w

ar

A

Ay B n al Alguiente ¢jemwlos ” v -
’a . . - . .
Saects Nk e
: : - £,
o s - T4 Y dw -
Py

] 1
£n todus 10N canos sijulantes se cumplan las condiclonas,

dadan:

- . .
Lok Teyan Qe los conmjuneod ¥ el uya de dragramég da Yenn

pueden conducir & la derermindSifin dy la velidez de ciartoc

S pafon Je TAIORAmiEnTOL, COMO BE tlustra =n les eyemplos dados

4 contipuacadn: .

-t

@ ,
E9

44
.= Dolurmanas =i ua vl st mbueE R FaEnhARLanko;
Twdow los cundiados guap ractingulas,
FPrumidas;
Tedos oz eeetinnulos son pacalelogramos,
Far |0 tefbe, Swdds lop veadrados

Cﬂnﬂlullﬁn:i
1On paralelogramos.

RCe)P

2.= ¢y wilido el giyulsnts TaTOhaAWiantO?

Ffa ke ™

* )l reronamientc 4% vilidag

Algunos problemss aa rosusiven setandticamants
Frumimaw:
MAMyunaos problwmas son dificilas
For lo tanto, alquncs pinhlunll .
. Concluniéng Tl - - '
i matErScicON FON d:.I!lr:i].el."*" .
- - L T w

E..

- - . - . )
“ % hun cuando la conclunidn as COIEwita,
!

"ll_-'l st claaene du un TRFORARLENLD

-

Laled (8 invilido)

CEmplmando laz leyew do cOnluntos =5 posible demoscear que

los conjyntas H y [ del problema sptariar nﬁ.hlcllllllhlhtl
bienen yntesseccion: el SLEgThmg:
PUM=-F PUDS=F
(rPuUM1 M [ PUR) =F fpap _
. Puqnf‘uz-l;'...[l'j . -
Subausacy adamiy Que T U P LI 1
Comparsndo (1) ¥ [7} vemon g
M "0 pucae aut 3

- My U no nucosardmonie ClenEn 1“[.[..‘#[‘“.

Fis
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1.= *=sjlrer ¢! wigulante rerconsmientso

[Tedon los nifos son falicas
Treflras F

Gentas fxlices no sawninen

[For 1o tsnto, ninghn nlho es
Canclumlfn;

(TTT TN

Dal disgrama podencs concluir gue 4l

rarchasiento &5 willidog
Ansliticamsnta: MO F = Ny PO A = §

WN=Nnr

YN A= (HD FjD A
=MD {Pa a}

WOk=My

Hpohk=4
* Mo smisten gantes Gue dwan wimultbpesmints nifice ¥ asasincs

+ nipatln nlAo &8 samaing)

Swprectfin de & B en funcifn de lag opwragionan unidn & intecsecclfrn

Drdo gus an vilida la conclusitn A © al 84 sibe gua A B y B C, cor

vieoe espreddr 4l slmkolo on funcifn de le unifn & Laterwecclifio de

dom CaniunLon.,
! -

Supongames que A Bp lo cual se indica redianca el siguiante

dingrams de Yanni
I

!

i
I
I
1

Twrde atirma o cue, f1 AS B, law Areds Tayadss un al diagrams

N4 S0 SR tR- E9t4 condicidn oy aquilvalence =1
AT om g
Fuesta gua la reciprocs tasbien e3 clerts, se concluys qgua:
AC Bl s b2
wii misma, da . |}
A E Rk BTN (RN ey

AL L B ¢}

dc (i) oy (2}

Y i 3 S § }

FLE Qtrda latu:

1

ATB F A AgED AUS ¥ B + Rt B
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AE HesAT A = A e. LAY ¥ purter bapfruming A:"'I = A -

Iamnnitatifan pb AP B e A+ RS AOE L {e)

- .. i
A BreAUR (=) Lorn, pais todo A, Be T AN BE B ...1)

wameifn b4 DERAILD = 1] {ﬂ {dual da {1} 1 e fady (A) o cencluys qus AC B

- '
J.o— DupeaLag que AT R = A+ AT = g
3 .
wn TR L] A = .lr‘ i o= I"‘u" " '_h.!'i llﬂ.l -
LT IR LN
S A e A yquivale o aftmr = g )
I 1.,- Dbumis.tTézr gue plims = o= Aup - O,
| Aplacand-. La :F;'H.: i [H Hurqih & AT B = & pa phtienm awus = 1.
. [ . . 3 . .L';..'.".'.- . .
. - - o e .
Prsnntracinue avariEien T y * T, WmhELiar cped §OF A“IL = hUB =iR. . - ..
e e messtB e el LT e N
iy . L PR B b . r f
.+ A .Jl'n;rl.l‘:ql.t:.:!. l_c_ Bk I - e .. sUt + {A RTjUB = lAUA} T (B UB)- = ALY T
.l ia £ I-‘_ . J;-‘\.J.t __-i_j !_-._-‘1;';.? . . i E
lnwiriaciB: 1 L N Pl . e AT R gauiwale 4 ADD = B
. % Lot 3 PR . R 1
N - . . - - _-'.' 4§ e v ,
1 jarte: hipfresimio. AcC B __«_;_"E.';'; '1::';. &___. R
s - A -";'i.'- o,
. L] - L d .‘I.l
w gy a g AR E per lo cuwl, mi at h ¥ ze ® . . H' &
’ : 5 . r ° T
UL L LU PR . - PLTLI } .
I ' : ' A h o 2fvn - B .
X - - . A M
por wird 1add. s soAfpoxch y x 0 sum = B ' o Apar it
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LQuE contlumiones pusden dxrivaras de Las siguiestes propopicios

naat

&) Todos loc eatudiantes inecxitos en departas jusqao o baiesbal n’
futbol (o awos), ’

B! He wa permitido juger baisbal y mer ademds miembra del aguipc

dir natstide.

c] Los gque no [forman parte dal wquips J4 pataciféin, daban practicar

atletisma. . .

Solucién: befinamos 108 BiQUisnban con3untoml
%

0~ Todon 1o# gerudiantss iascrlton en daportes =~ . "
] -Fc?njuntnjut Jusga balsbol. ] :
F = ConlunLy au- iutgl futbol ., .
K= Cnniunt;‘_l ..n #l equipa de natacifn; S -
A = Conpuntt en sl squipo da -r-_.h.mm, T -

. &

4
SimbGlicamente, las proposiciones dades as sacribens.
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a} sUr = D2 p'< FOP'SB

bl EPH e g 2 IR ONSB

dic 10 Lual tomdumsll .

al ' B N
= PG H BRET

hi B M
A+ HE R .

e €] WS A
_Ii

PR Qb

qU G R '
- P A
B A

£n rowumen, lay tOnSluBional 20hs
f

1.- F'C B «a N F
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Todns 1ns qua jusgen beisbal satdn en 4l equipe de atleviems.

. . g gy .-

3. FE A
Tpdos fos gue no Juaqen futbal eatdn &n sl squipo de axlacimms,

Teoroma .- Das conjuntos A Y B son iguales sl y BSlu B, e
verifiica una, cualguiers,dw las dog conpdiciones que Ba aEpra =

kan B COntinuaciini
: 4 E -
aj IA~RIUIR-A} = 4 e Lo i

L n| u“_‘l']l.ltl‘" B} = i
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Imvurtbiac i Ah e k)
HiAresins AT EB R AN = ¢

sars que L1 unjdn da dox conjuntas pysds sar igual a2l canjunto
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Lgualdwd.— Do poces grdankdcs won iquales ei, ¥y sblo ei, sue pri-
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L fawtng f=] TLemo coordonsdc %on ajesplas conosidas 4y parss

A chade s,

Sw d3 com defipicifn de par ordenada 1g siguiantw;
. o

Ja g & Lial la,biris e douda {a.b) es Un conjunto (pAE PG prdenade) ,

v ] gonjenic fa! detmming cudl da lod

fo bl e coRdiderdt §e COMG |-F LD clemanto del pac.
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fol =" =)y ba, bt =" e.d) )
o Miab, fa, bl a2}, e, d)]
. r
* [a,0] = (c,d)
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el "productd carteslung® de A y 5 e el cofijunta cuyos sleman

tos son Lodos los pures ordunadas fa, LY tales que a € Ay h £ By

Aw o Ha,w)u ¢ f, B W B

Ejemplo: Sea A ® ‘ah); B = |y, y, x|
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Obadcvese que: nA(A § B = LS g nA; o0 ol efvmploy Ak = I7

nl * 1+ A anP = & =+ n[An Nl =&
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CAPITUHLO 1 EL SISTEMA DE LOS KUMERDS REALLS

{HIRGDLUCCION

o dificil pracimar culindo Aparwcen wn La histocis lom primerce nfime-
[C4, pazd tanesaon i carcears dw gud detoa fuaron loa llamados ndmeros
naturales 11, %, J1,...% las cualss surgiaron da la oecesidad Jde can -
Lar.

Tan pronco cono ol hombre dejd de sar ndsgda pecs dedicazee 2 la agri
culiura y sl coewredo, tyvo necoelidad d4 desarrollar Formaw cada vai
D#)OCH3 PaKd contar ¥ para repfedentar lon nlmaros. El astudio de od
&0 tales formas han evoluclonadd hasta convertirme an las actuales me
feceris por 3l wole un libro completo.

El hombre primitivo regqueria Anisamence da los primeros pgmerss facu-
zrlen para contac, %in webarge, €on ¢l sdvenimiante da la civii!:g -
cifn hubo de utilizay nilmeros =de ¥ odm grandes, hasta qua loa anti -
guds grisyom diersn =1 peleo al sudar concepto da Lnfinite, mocifn
que requirl® dw un alto gqrado de sbstracclin por Lr mds alld de toda
Safperlehchd Ilpice.

Curiossmante, ¢l pasa de 104 &nterod poritivos & lom negatlivors f"“l
4 mis 3iffcil. Los nfmerom negatives aparaciaron cooc sclucionss

de wcuscipnes tan prontd comn loy maceafticos §& OCUpATOR dal dige -
bra. Los griegoan, mis preccupados poc la gecaetrls que por 41 1lqe-
bBra, deacartaron lop nimeros negativos sl no poder raprazentarion
qrificamente ¥y adaptacios & B4 geametria; mientzas que law chinos ¥
las hinddwa, par el 2ontracic. ceconssieran la wxlatancla da ndzeras
aegativos adn antes do fa a¥a criztians. Lo nfmerop negativon, min
enbarga, o fuercn Incarporidod completahenta al Cumrpo da las mavemd
ticas sino hasca 154% con la publicaciSn de Ja obrs de Girglaso Cardi
no, "Ars Magna®.

Lo admeros raciaonalex {o frASClonhen] &on nis antiguan qua los ndow -
ros negativas, Eatos nimerdl Aparacen eo long wis primitivos sscritor
matemdticoy como wl pipire Rhind, obra legads par s Cultura sqipela.

Log nfimeros I;:aciunnle: tisnen tarblin una larga historia. Ia nece-
$idad de gytom nipecos se habfs pressncads ya & los antigues golagos
ean sus wstudios geomditcicoR! sin sobkafgd, RO EW ANSAREraTcn wdtodon
satipfactorion cara la conatruccidn da wstop nbosros & partizr de las
cacionalés Eino haata sl slgle XIX con loa trabajos de Afchard heda -
kind. Fua an esta aigly cudnds los matemfticos logréron dar unidad y

fundaranto liqica al aitudio de las alseryos.

En #l afo da 1885, Giupcppw PEano propuds clncd anjomas o pontuiados
que caracterltan complataments &l conjuntd dn los obmeros natucales]
eston cinco posculados sw wiilizaran como punta de partide Gara una
conatruccitn total del sizcems do jon ndmercs tcalen.

Actualmente, 4] estudio g4 low nhmeros Tealad 3o pueds wrprander des-
de dos puntos de vista fundamantalments distlntes.

Uno da ctlos €& al conocido como "mécodo conmtructive®. en al cual



a8 satudiah prigero 1ow Sbmeros seturfales y 4 partir da allos s in -
tfaducen lom Eenteros. qua &4 du ved dipven como binpe pars definic lon

nfeercs racicnslan) por dlelms, introduciends los ndmeros Lrracions -
len, ax complecy la constreccidn. )

El acro punto de vists a8 4l 1lassda "enfoque axiomltica”™, en al cual
los nimerop realas se deflnen coma entew gue satisfaecen uh Canjunta
de propiedaden ya conocidas.

El snféque anicmlpico spidvecha, por asf dacirio, Los cesultados de
eiueriOd de JEngcacionad da matendticos, pars tomaclos coms punto de
partida. EL =Eradn constructiva, por el contracio, sw idantifica mia
copr la evoluclin blatdrica de lam mitepfticss. Laa propiedades quw
20 al zequidd Snfoque 29 BCepLAn COMC axioman, en ) nétodo Sondtruc-
tivo CORITituyRn t40Femad y por tanko deben ser depostradas. |

Lo presentaciln qua aqui haremos as azecels mEe &) mEtods constructi-
VG, puaa creendn qu aFto COREribuye & la compransidn da 108 concep -
ton fundimsntales. Hin embargo, ne nog preacupatasos dexazlisds por
tubric clerras aspectas formales da 1o conderuscidin, pues allo pedria
denviar Iu stengidn hacia Appectaos que no a3n da Importancia fundasen
t4l #n una primeca apronimaciSn 4l estudip de los nbeeros. E] lector
fntécesadn en lps aapeston formales puede Tecurcir a las cefErencids
{1 y (1} que, saparamow, la dejaziin ia::-!g:rn.

I.1 CONTAR

Sequrazencs LOdos los que satudies 8oty |lbro sabrgn cnn:;r. gero qul
ik muy pocos st habrin praguotadn qub 4s contar.

Cantar ¢4, #n eapncla, comparar.

Bl primer pang hacla contar Lo constituye la noclén de pluralidad o

. €antidad, nocidn primitiva que posten ¥4 Inteliqenclas poco deldCTg-

1ladas, ¢omo las de algunos animales. Las nlwaros vidnen dwspufs ¥
constituyen un pAtrdn o referwncia pars establaecer la Comparacidn an
tre cantidades,

Un pequela de dod afics que juegs con CEwl eafarsd En #U cupns pefciba
cuando #w Lle eeconde algquna de wllas: #ata aa, pones la hocldn de can
tidad, aunque na sabe contec.

81 las maforam con qus el nifo Jucga fustsn dlez, an lugar de LEks,
dl!!:il;intu peicibir{a cuanda une de sllan ls fuasrs sdcondida,. Sia
apLoarge, pi compardra las asfecdp con cads une ds soy dedos, sagurs -
wante ya darfa cudnts cuando faleara alguna.  (Estarfa cantandal

£l procedn de sontar, asf pues, su fundamanta an =1 de "aparesr”;
procesc &l qua Low matamlticos Dlassn "sytablacar ure Correspondencya

uno & uno*

Pars abundar sobre sste Concepto, conmldersmon un zalén gonde hay wi-
llas ¥ paracnan, Fara seber 1) 1a cantided de efllam an IZqual & ia
de personss bastard con padic & detan que Ne aleatan. 3f sobran 1 -
Har o0 prraunas sdbcemon que bhay mis de lam prissran o phe de lan ga-
gqundas. parc si no Eabzan aillam y todas lag perscnas secfa wentaday
diremos Que hay tantam #L113% como perdOnRas, $ato 8, Exiits Unk “mo-
rreipondéncia uno & uno® entré 8l conjunta da ;111a- Y ol conjunto da
FRIEONAN gua mw encusntcan en wl saldn,

Pard contar, ain ambargo, aw Iequiere sdemls pelaccionsr un patrdn
qua ro3 ElEva como refgrancls para compdardr. Faké patrdn es la ilipt
ds “eecala de 103 RbZeroy naturdles” que todom conocEmoy:

1. 20 3, 4, 5, o

Cusndd COncamce un conjunia de objeros, lo Que hscemas 3 paner en cl



LENbpONdancia uno 4 uno las obletow que contamcs €ON log prilecos nf
marce aaturales, & partir dal unc; el GQltlsoc nimere con #l gue aska-
blecezos la corrsspondencia nom fmdica ls cantidad de ohjetos que tie
ra ¢l conjunco., Aal, 51 dessdrox cantar lan letran de 1la palabra
“ALLERRA®, ratablecemos la correspondencis:

¥ sncontramas gqua tilana sists Llatraw.

L

Cabe rasaltiar quae la palabra "sieca® on oo pombre Qus se ha amlghado
a} ntraro, de 1a misms maners que sl caclcteér “7" a9 un simbola qua
o8 UELLI1Ts Pacs representazlo. Lo simbolos gue &4 erpledn para re
pramentar nOcaras sae llacan numdrslad.

Ex LEpaitante no confundir al niraro, que an yns {des abatracta, fon
iu rachid O con MU AuAKCdl, qul po mon o3 que unk palabra o wn sicho
In que ax mcplean para discioguirle, E} nirarco siate, por ejt.l-plu,
 Eondtltuye una idea Onicay aungue en diferantes 1enguas y dpocas ma
hayan eopledds otras palabram ¥ nuwecsles para refearicze & ellsr coro
la palatss “seven” en inqlés y ol nuwesral “VII® en la oumeracidn reza
Tl

1.2 LO8 HUMEROS HATURALER

A contipuacidn definiremod los nbmaros naturales, las opecaciones das
adicidn y multiplicacidn y slqunos atray concepros relaclonsdos can
allom. El lactor podrd preguntacas, no ain ratén, cufl we ] chiato
Je defipir conceptod "btan conscidon™. Una Tedpusats 44 QUE aatamoy
tratsndo de conetrulr £l slsgrcas de lod nOFeros reales, y pars #lla
necedliamca pactisz de bases afijidas definidas formalments. COR &9Ca
idas buycamon definlciones que nos permitan demgserar propimdddes da
lox nimeroa; propledades que les dan unldad y graciss o las cuslen
podenod hablar de ellos coMp un simtema,

L4 tarca gua &hara eeprendemca pueds paracar algo ardus, especisloen-
Le porgue sstamcs an 12 ebapa Jde tratar de eatablacer low concoptod
mfs bAmicos, Sirva de consuelo nocar qua ho fud sine héets 1809, Bi-
qloy dempuods de que todo mupds usaba nOmards y hacfsa opacdciones Con
#llos, cuanda un metemiticd - Peanc— fud capal de plantear les idtas
que ahdra now acupah.

- N_l'r.u]‘.ldnl di Peana

Los clico aaijomas & gue Ras referimon on la introducclén y que detl -
aen al conjunto de los nbmsrow natursles, 9OR lom sigulencesc



I-7.1 DEFINICION IFostulados de Peana}
21 conjunts H de loa nimezas natulaleps ex tal que

N 1w

11}  Pacs cads p £ N exints up dnico n®* & W, llamade 21 o
guisnty da n,

ilil Fara cads p c M s tiene qua nt g §.

iv} $lm, ntHya*=n", entoncag B = 0.

v} Todo subtonjunto da 5 d= K que tenga Lew propledaden:
al 1 &
) k ¢ 3 {mplice qua k* € B

4 ¢l olemo conjunte W

Loy postalados {1 & v coinciden con algonas de las propledadre yue
intuitivazent4 ACepLAKcm para lod nimeros raturales) sapera. Lls impap
tincia de sstos postulsdos estriba en gue von suficisntes para dedu -
clr, a partir dw ellos, todas Las propisdadey de loa afrercs narura -
iep.

Zl prieerc da s¥tos poptuladosestablece gque el nfimero una [gue ar
conmidecs vapocido) em un nlewco natural.

El megundo aee Indica gue i alegimaos un nlpero natural, s=s Cual Eun
e #ute, & dicha pimerp correspende uno ¥ sflo un pidmero natural Lla-
Eadz au "sigulente”,

Bl poatulado $11) arroya como contecuencid gque =1 niogeo unao o al

peirer niwero natucel, pyesto que no =3 &l giguients d4 ningunma.,

+ Bl pastulada vl nos dice que don nikéros natucales cuyce l!qulintll.

]!Ihijqullﬂl won, an vealidad, 4l migmo nflmarn. Do aste postoledeo y
de !a unicidad del siguients, e2tablecida en wl pontulado (1), we 9i-
que tambidn que dos pimeros naturales Jiferentas tienen diferenten o)
quisntes.

El postulada v} noe Aice qua podemcs dlcanzar cualquier fdmero ontu =
ral pattiendo del upa ¥ recerriendo los siguientes unD & umo Rasts
llegar al nfmers natucal desesdc. Este postulado, conocido a nenuda
camy "principio de induccidn®, e3 ¢l fundacento del Dhicds da deoxd =
tracidn por Inducglin Hatemdrica que fratarchod paRterioreente.

Cemo wl Yector & habrd dade cuenta, los pestulados dx Feana establs
cen lan propisadadss "intrineecss®™, par llamarlses da slguna marezra,
de loa nlseros cdrurales; otras propiedades son lag algebralcas, que
seguramente &l lector ya conoce, 1as puales #OR COnEEcURnTin de 1a
Introducaifin da las opecacionss £on Rimercs naturales, da jam que no
nos heman acupadd adn.

= La ndicidno «n N

1.2.1 CEFIRICION

L} n+ 1= n*, pars toda o £ H
i1 n+@a* s in + ml*, slewpre qua n + @ axtd definidn

La definicifn antariar puedo parecernos &n princlplo eutrafa; win em-
wazgg, reacordeman gue adlo podemos apoyarnos en loa poitulados da Fad
K pars establecerla, ya gque dichon postwlsdaos constituytn al funda -
pente que hemas wiegido pare desarrallar el sistema de log Nimeros N3

tutalenm.



Fara flystracr al smpleo de ls definicidn I.2.1 an &) cdlcule de une
sums, cbiengaman al valar de § + 1 sigelends pasa a pasc la dafini -
eLdn.

Fara poder aplicer 111, #acclbimn®
| B BN R L]

puents gque Y &g #l miguianta dm I. Ahora, da {1} = sigue qua
; t 3= [0+ 21"

Pusato qua la dafinicifn o nos dice cudl es al valgr da 8 + 2 aplica

any nuevamante 111, pars lo cyal hacemows ¢

v 3 e |0+ 1%)0

pumsto gque I wa =l migulente de 1. EREORCER, da 1} Lanamods que
e 3= (40 + 1)%)"

rhora pn&;na- re aplicar al ipeiss 1) de la d-rlniciﬂn, de donde
e 3} [(B

Com k* » 4, 9% = 10 y (0% = i1, queds
2+ 3= (8"
8+ 3 = 10*

§+ 1= ]!

con lo qua obtwnemca al resulcadd que el lactor ya conocls.

d

- 14 -

Como pusde verse #0 al sjswpple anterior lu defindcifn £.2.2 an ra -
curniva, ¥ adesfa pod J1Ce que pars sulsf &L + & debamod (ACOCTHI &

ntmeros naturslel consmcubivos & pertlr de n.

La adicidn, asi dafinids, satlaface lam afgufentan prepledades, que

saquramanta ys son del conecimleneo del leetor.

I.2.1 TEOREMA

Para todo m, B, p ¢ HI

1} m+n LN catradura
141l =+ (n+ py = {m + n) &+ p apociatividad
i1} a 4 o= n + m conmutatividad

iv] ai® + p = n + P, #NLOACHE W ; n cancalacidn

DEHQSTRACION

1) Sya m un nimero aatural y formendd #1l conjunta
geln|nesdy (m+n) o Kl
anto m#1  un slemantd del -cunjunto § &8 un ndmers natursl n

que 4l suzarss con @ da como reaulbsdo atro ndmeco natueral.

Fara demostrar la propiedad do ccrradura bantard con probar
que 5 as 4l conjunts da todow lus nimerds faturales, 14 que
haremas spayindonos en al quinto pontuleds da Peano comd ni-
g,
Il m+ t = m*, par 1) & la Jdurinicidn I.2.2

m+ 1 CHN, por ii] de la dudinmicidn I.2.1.

Luega 1 £ 3, N
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[I) Swa k & 91 s decicr ko My s+ k4 H - = == i)
Comn m + k £ M, del inciea (11 de I.7.1
I+ El* & ¥
¥ d«1 Locles $LY de 1.2.12
B+ k" LM - == - |1
Adapds, coms k£ ¢ W, dal ipcien §1) de 1.2.1
k* o - == =11

Finalmente, 44 (1), (2] ¥y (1) wa biene quo
Lo A LlBplicn que k* ¢ 8,
Con lo qus hemowe protads que 5 e8 al conjunto da codos low
hlee oy naturalee.
ban propisdades (1) ¥ 111] pucden damcatrarys san forma andloga
Para uni Jdemontracidn de iv) pueds congultacme & refaroncis i

Pig. M.
]

Tnduceldn Hatemdrica

Ls [dea fundamenta) baJo ta cudl se lesmsrcolls 1o desontricisn
Antariar pusde ?!nlf;iillrll pira cualgquier apunciadg relativa
Lo rfi=ecpn makurs|es. LA; demngeracliognes ant realizadas :eckl-
ben al nopbre de "depoacracionea por lpducclén mateoftjca™ ¥y pu
demarcollo general, con funddsenco et 4l gquinga postulado 4o Pea
ne, wd #l siquienta

Sea Pin} una ﬁrapuliclﬁn enunclada pars todos lom nlmegoe nagurca
1#s, ¥ 3xa

§*In | ntMyFinl s verdadaral o

I.1.

al

- 13 -

Fars damcsbtrar qua Fin) &3 vardedgrs pars podds lan nlBdros naty
rilen, bavtard COn probaAT gua 5 = Ny para lo €Ul hacemdy lo ai-

quisnte:

1V veriflcar que #(1] &¢ vardadera {esto agquivale & verificar
que 1 £ X}.

11] DamostIar gua sl PIX) ss werdadera sptonces Blk + 1] ex ver-

dadars {amts equivile a demdapcer que K € & = {k &+ 1) « %),

A partdr da I} v I7), ¥ del quintg postulade de Peana, podemca

panclulr que Finl as wverdadura para tode n & K.

1 EJEMFLOS

Conl{deramdy al conjuntd dy los nimecos Impsids
{# | z=dn =%, ng M~ [1,1.57,%.-..]

Al pomaddd aud Jos primeros &lemepcos cbienimcs
1+ 1=4

Esta reaultado puidy tamblién sxpresatis Comd
1+3 =27 .

D manars agmslantey -

1+1+ 5a)?
L+ 525+ 7=

Eeto pos hace aupopner que 1 auma de low o primeros ndmecon impa-

red #n igubkl a n', PEa Secin



1+ 3+%% ., + {2a~1)anpt - a = = Knl

La gerecslizacidn ancerior, reprassntada por Find, ge obtuvo del
#ndliinls de Ligy canon parcicularss, las gque fuaran .lt;lpﬂlldﬂl
€an ayuds del supuestd *seabido comdn®; sia smbargo, hasta shars
ablo podeccd Amegurey Que la proponicidn Pinl &1 verdadeca parcs
A=121,n=3ynaid. Piaca teper la cartels da gue Fin) me cum-
ple ain imjrtar cusl sed el ndmero ostursl n, haremos la damog-

tracifn, por ipducclfn matemStics, Ual siquidnts anunciada:

L #7 +5 ¢y oo, v+ {2a- 1) «wnd, pats tedo n ¢ M,

v

Demogtracidn

I[¥ Paca n = }, al prll!é mizmhzo d& Finl Liens adip yn CEMMinag ¥

FL1) =m

1w gyt

Ffor tanta PI1) s verdadars.

II) A partir da qua FiX]) ss verdacdars Jebssmar concluic qua

Pik + 1) eu tambifn verdadera,
Suponemos wntonces qua Pik) ea verdadera; a8 Jecir
1+ 3¢5 .0, v (2= 1) =&t - - - i1

Idorda wl prlear elemhio represcnta la sums de los b primeros nf
BEICE IEpACES),

Cams Pl + 11 wa

1+ 31+ %+ ., ¢ {2k + 1] = [k +# 1)F R -1

(dorde a4l pripsr miawbcd pepressnta la sues d¢ loa k + 1 prime -

tos nheeccs IBpareal, &abemos demOSEIar Qua sakld jqualdad &3 YEI

b}

- 1 -

“daders parcienda de la exprenidn {1); lo cual pusds hacerss da

la siguidnte manarsi

Sumandz sn asbos missbiros de {1) &l nftmara (b o+ 11 - 1, que =»

el nimare {mpar siguisnce de Ik - 1, twhemay

1+ 3¢5 4 ...r [k = 1} +# {20k # 11-L} = p¥ » (2(% + L]-1]

{donde 2l primar miembro tanbilin ceprasants 1 sums da Ios k + 1
primeras plmeros impares). Esta sxpresidn pusda sacribipme ca =

oy

L+ 3«5 4 .0 v 120+ 1) =kF & 7% + 1
o tambidn como

L3 ¢ %4 ., ¢ 2k + 1) =0k 11"

qua colncide con la wxprenitin (2], por lo que P(K + 1) sa verda
dera. N
Con lo anterior hemaop demostrado gue sl Plk)] as werdadera enton

ces Plk + 1) we vardaders y la prusbs teriing

Comd otrad ajemplo demoatraremos ahara =) slguisnts enorefados

n' +on o8 un nldmero par, ¥ n ¢ N

Demostiasidn
1Y FIl) Aica Que
11 e 1 an un nimers part

F{l] au verdsdecrs ya que }' + 1L = 3 y & we un nOmero par.
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1] Yipltwmlw: Fie] en verdaderny por lo qua

k! v h &y un nisecd par

POr UL pRETE

o+ 137 o+ kv 1) = ke K+ 1+ Ko+ L
k! ¢ R Ik o+ 2

tho# L30 # 0k o+ 1) = w4 k) o+ ZME + 1)

Ceeza [k + 1 C N, 2[k + 1} €3 un niloera par y, de la wxpresido

anvurior, {kh # 13F & {k + 1) serd un nftoera pazr si X' ¢ kK s par.

En Cohieiuwnuld, de la hipftesics saa sigua Que

[ ¢ Ly" + ik + 1} gu wn nimeroc par

Bemos copguirads gqua si Pik] an vardaders sntoncas P{x + 1) ex

vardadera y |8 prusba twrmina.

0

La sultiplicacién gn H

En (or=a gimilac o coms sx hizo para la adicidn, la multiplics -

clén puerde delinirae comg slgue.

2.

5 DEF1NICTON

1) m « 1 = n

li) n + m* = {p - m} + n

Ls zultiplicagidn, saf dafinida, satinfscs lay propledades

que so cesumen en el miguiante Teorems.

I.1.5 TEQREMA

Para todo m, n, p ¢ M:

1) =" b M carradura

i} w+ dn-p}l » [(m-n] * p spociatividad
111 ®m - pn=n «+ W conmutatividad
ivl] aim-papn+ p, antoncus B & p cancelacidn

Lan propledadas 1) & 11{l pusdan demcabtrarze dircctamente par in
duccidn matspltica y sa demostracidn 8+ defas 4l lectar comd +)4T
cicle. Pars una demaonbracidn de la propiedsd 1v) pusds consuliar
aw la referencin 3 pdg. 6.

Tomadas siwultineacenta, lan opacacicnes de adfcifn y sultiplici

ci5n antiefacan la aiguiante ley distributiva.

L

1.2.17 TEOREHNM

Fara todg m, n, p ¢ K:

min+p = (m-nl o+ (m - pl

DEMOSTRACION
Izsh & Y p dos ndesrds natureles, y ﬂDnlldlf..eg al wounciada
mc-in+pl = (k~pl +(m*pl, ¥anc A
#l cual, por el inclag iLl) del tecrema I.21.6, a2 wquivalanta a
tn+pl"&a=in - a)eip-w,¥mcCH
que demostraremcs por inducCLlén paremicica.
.I] PlI1) dice qua {(n + pl « 1 = |n = 17 + [P + 1}, y en verdadacs
ya gum
fn+pt *1ans+p por ‘L] de I.3.3

In + g} = 1 = |n*+ 1} + Ip - 11 par 1) de I.21.%



- 17 - - i1} -

4

IL} Bipdteass: Fik} we verdsdela, wato ea podsscs sstsblecur, & partic de la sums, uns d:tln[c%ﬁn para la
fn ¢ phk e (o« Kk} » [p+ K relacldn "mwepor que®, que coincida con la 1des Lntultive que da
ell4 TencEom.
Entonces
I.1.3 DIFIMICIOH
In+ pd » (K * L} = {n #+ g} + K* pac L} de 1.2.7
Dados don pfimeros natursles n ym, decinos gQuo O as mARor
=fan+pl * k3 inspl . por 11} dw [.3.5 qué B, 1o qus cepressntamos sadiante N < m . BL
= in %} + (p - u} + {n+ pl por Bipdtavin dxcCcNEal quenm + m= 3,
=n+k+lpk+p)l+p pac 11) de 1.2.3
snckelntp k) 4p por 111} dg F.2.1 Los nlmarom naturales satistacen ]-:I slguiante propiedad, 1lame-
. da lay da Tricotomia.
= {m X + B} & [p+ k+ p) por 1L] de 1.2.3
= {n + k¥ & {p « k¥ per 1] d& 1.2.5 I1.1.% TEOEFHA
In +p} « I+ 11 = n+ 0k + 1] 4 p+ {0+ 1) por 1Y) de 1.2.2 El m ¥ n son nfieercn naturales cudlesquista,. ontoncns ae

varifica wna ¥ #8109 und da las sigolentss proposlcion=g:
Con lo qua hemng probada gue el Pk es verdaders antoncan

1} nim
Pik + 1) as vardadera, o cual complets 1a Jerostracidn.
0 il n=m

Qrden an W {ii} m «nm

Cyando hablamos de cantildades o8 [rweuante sl4Chysl Comparacicnes
Fard una Jemoxtracilng, o) lector putde conadltar la ceferancia 1

pdg. 16
Fusito que los ndmeray naturales pam alzven paTE WEREIL3AT Elﬂlld&_ =
. La dafinicidn T.3.8 ¥ «] teorema I1.2.9, astablecen un orcden en €1

y decigue, par ajemplg, que clarks cantidad am manor qgue obra,

der, 23 necemario definic lia relac{&pn "menor qua® &n K.
conjunto H ya quai

Decibos, (Or ajamplo, gue 1 &0 menor que 5. 51 obkérvamos gQue 1+ =2 por lo qus 1 <1
axiate un nfimeze hatural, an ckte cago 2] 2, tal qua ] i+ 1l =13 par la que iz ]
be L=k r lo ] 3= d
RELE pa qu
4+ 1 =5 pFac ba que LI

L™ "
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¥ pedesos Tepramentar griflcamsnts a 1os nlmaccs fkturales como pug

tos lgualeents sapaciados ¥obre una recta, & lo gque llassmos rectd

"

numfrica:

1 H 3 4 L -
Bn #)la, cuands m ¢ n aw teandrH qua &l punto que rapresentis 5 omadE
encyentra o la 11qu1|r£| del gue repreéfsnta & n.
Coun base en I.2.0 pyads deaostrarss que la ralacidn “mancr que” on

¥ tiecs las miguientas propledsdes.

I.2.10 TEOREMA
Para todo m.n,p € M
i] s<n =petpin+p
) men =pmEp < NP

M) men y ntp pmip

En ocssiones rasults miy cdmado emplaar 1a raladiin “mancr que® wh
el sentido Lovecao; asto en, decir gua un adesro sp maycr gue orod.

par lo que witableceracos ia miguisnte detfinicitn,

I.2.11 DEFINICICH
Dadon dés nflmeros natucales m y n, decimos que m as

mayor que 6, lo gua Lapresentamas madiante © » o, &L

n<ta.

Es clarc que la relacién "wayar qua” Liene propledades andlogasz a

lam eatableciday en wl teorema [.2.10.

I.4.13

EJERCICIGE

1

Fh |

11

5)

L1l

[}

1o

DepcEtEaT Que pare toda &, A, P C NI

al
h|
el

a+ o +pl=in+rnl+p
l+nm=n+1

A+ h=n+n0

Depostrafl Qua DAXs Codo B, 0, B £ M

al
b}

c)

w0

. R " n=" n“° R

Demoatral qua 51 m,

Dembptiar

a)
h

cl

a" o+

av

gl = Im - n} v p

ne N antonces m + B P B

qua para toddo B, B H:
n =@ +nt

rnpfdm R Alm #1n
n* = [im ¢ upt]=

Damostraf que Bl 8 € 5 entonces!

a}

L

R+ A= Jm

R+ R

LA

«a * H

n suskndos

§in, pc N sa dafine

¥

=g+ B

-

n facrares

Damostraf qQuUe para tule @, R, p, g & W

al
bl

cl

p* - gt e g’
R
tp " e p”

-

Demoatrat gue pata twld m, B, g £ Hi
m<h =5 &rp- R *Pp
B *A D om+ s p

&}
]
¢l

m=<n

¥

N p

zy moep



I.1 LOE MUMEADS ENTEROE

El mistens de los nleeros naturales, con Is cperacitin de adicidn, LY
nifients su pricers deficlensla Lan prontod como enperamod & plantmér
¢CudClGrod en dichn sipteds, ¥Ye que uma ecyacidn dél tipa

n+a=mrane, NN - = = = [A]

puede teher soluclén wn H o no tenerla,

Far ejecplo, la so0lucidn da la ecuacidn
1+ x=7

e vl nizaro que aumado & 3 Mos Srr0je como redulisdo 7. En eabs ca
13, el nlizero narural coatrs satinface la condicidn pedida; sin = -
bargo. 1 ronsjderamos ls wousclén

I+ k=1

encoRtrarescn qua o sxiste nlssro natural algurs que la matlafaga.

Eata deflcloncia crwa la necesidad de ampllar el conjunta &e los nd-
meron naturales. Surgen as! los nisa-om nagativas y xl rero que, con

los nacurales, conatituyen ol conjunta d& los nimeccos enteros.

- La diferencia da nbwreros naturaleg

I.1.]1 DEFINICION
S5ed la ecuacidnt
0L+ K = W) Con m, n LM

& 3u molucidng sa degir, al nfisero ¥ que sumado a n nas da
curo resultada w. lg Jlamaresos la difecencia & - n.

Seqln #] teorema [.1.% para = - 0 a8 Pradentdn Lras CAEOE:
i) nsom

Eete ¢35 ¢l Unico caso &n qud Ja acuacidn (AY tiens sclucidn en N, ig
cusl e3 conzecusncia inmedista da la definicidn I.2.%, par 1o que
@ =0 23 un nOrero patural. '

i} o =m

N
En ayta cazo la souacida (A no tiwie soluclén an M oy toma la forpg

L]
n+ x =7

4

En consecysncia m - 0 na s un nisero natural, lo definimos comn )
c#rd ¥y lo repreasntamos con 0.

f1it & < n
En eake cazn, como an wl antarior, la scusacifin (A! po tiecs sclucidn
®n K, por 1O qum m = n tampoce &y un Admera nitursal; lo definiczas e
=y un nlwaro entero negative ¥ lo representamos con -in-m), donde
in -~ m) £ H.
Anl, por ejemplo, la solucidfn de la wcuacidn

i+ x =1

o el nlmern que suwvado a4 1 nom da como remultade 1. A dicha sdseca,

quia €3 un wakero nagativo, lo FHREFoREnLANOR COR =1,
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¢oma vipow, ¢l “nfzero® & - f Ao B3 ElECprE U nisaro natutsl, por lo
que &1 concepto dw nlmero tal y o lo heoos kandlsds hasta shota
resulta ya demasiads restrickive. A partir de aqui vonsidersrecas
coms pl=sros = todos 1o entes matcsirblcos qua zesdlten de ia amplia
cifn pregresiva del conjunto K, pOT lo que la palabra némero tendcd
una acepcifin cads vexr i3 acplis-

e acuerda =co lo antetlor, a los rizecos jqus se obtliensn eedlanks
la diferencia de dos nfzeros maturales les llamaremos nilmeros snte =

roa ¥ a4l contunto que forzan Lo CEproienLALEEON OO I. Esto a%:

1.).2 CLEFINICION

7= (k] x=m=- 5 =, 0t

Fa claro gue =l sabcomjunts I° de I, definlde par

. .
e (s ] xewm=n;m oo om0l

-’

al ciepl se le conoce como "conjunto de los anteton pamitivon”, sn

precisarente £l conjunto de lom R@Fercs natui.les, paT la quw

He I

- [y igualdad en E.

Coro corsecuencia de la dafinficlfn [.3.1, uh nimerc antero pusde

awr exffesado en lp forma & - A de una Lnfinidad de maneras distin -

tam.

- L -

For wjesple, o1 nlmire = = - 2 pusds eaprasacss Coma 1 - 1 ya qus

" wn aolucidn de la scusclon

Y=}

£ clacd, oln #mparqgo, que dichs ndbefo pusde ademlé &rpresafid COBD
2 -4, va qua tanblidn ek solucidn de

4 v oxno= 32
asi como da muchas otras ecuhclones dal tips & + 4 +# 7, con m, o & M.
Pebldd & ciIo 48 nacesasio eetablecer un critarlo que ROW permita 48

c14ir 81 &0 plraros antarcd seprassdos como la diferencis de doa nd
tursley son Ilguales o no 1o son. Dicho criterio as ol sifulescs.

1.3.3 GEFINICION . -

Cean 4 = @& -, b= p = q Az nimeros sntarod, <ON0
a, n, p. gt W, Eptoncas.

"a =+ b »l m+q=n+p

mof, con bame en ovitd definicifin podemcs concluic que a4 =1 = )y
b =2 - 4 reprosantan 4l miuma AOMEIC SNLECO. Y& qua

1 # 4 =3 4+ 1

y S¢ matiafacy la 1gualdsd en N que requiace [.]1.} para sutsblecer ja
Lgualdad en &.



- La adicyédn en E.

Comy W< I, la edicidn an I dobeo produciy log olemon resultadom quf
la adicifn en W cuands los enteron que se suman 0108 pIALLIVOS, lO que
conducd & T4 siguientd definicldn

I.3.4 LCEFINICIGH

fean a ~m - n, b = p -~ q dor ninarca entercs,

Con =, N, P, 9 £ H. El nbhmero & « b ae deline comar

@+ b= lm+pl - In ¢ g,

Cabe hecur rotal gque. wn la dabfinicifn unverior, ¢l siabolo + que =5
of # 1n frjuierds del #igng 1gudl Eepressnca la adicifn de nfimercs

antecras  (ls cyal 22 pued definiando), misnctray qua el simbola + gua
antd 4 la cerecha feplegenta la sdicidn de rirera¥ Raturales. .
Pacs tlustrar el efpleg de la definicifn I.).4 caltularemos a eontl-
nuacifn la aucs § v I. {an objets de hacer rocar la difarencia =0 -
tre lan cp:racluﬁea de adicitn af I ¥ #n ¥, ea 13 Jiicuniin que 8L -

. dur Fepresentardmos €3las Speraciones con dop sfrtoclas diferenbes:

@ pars la adi;ifn an 1
+ para la adicifn en K
Lo nizerom anterow € y 1 pusddh exprysarss cono

=93 =1

1} =T -
¥ aplicande I.).4 pgpnamon

L& TN BT RS TR SO !
BDe Ja definicifn I.2.3 e& sigue Jue

B (H 3=16-3

2t decir; en wl Niowro qua aumads & 4% da come reasuliado 16, por lao

que
¢ 5 1=11,

Cabe hacer notar Jque, como 0 ¥ ! don cambién nbwecoy naturalen. #l
kido resultsdn deberfa obterwrfe cmpleando dirsctacents la defini -
citn J.2.2. En efecez, &n el r3enplp ilustrative da [.2.2. aw obku-

LT

B+ 3= 11
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Com: gl lector habrf notado, wa I.31.4 hemow definids la adicidn en

I a partic da la ad1cidn en ¥ ¥ la dafinicipn da nioero antero.

la detynicifin 1.1.4 nos prrmite damontrar law propledadan qua co -

ninarnte eopleamcs cuands tratamos Con 51 adicidn de nimaras snta-

ros, slgunas de las cudles md resuzmen en =l piguisnte teoremd. Ca

ba hacer notar gue la adicifn en I satigface eodam las propledatan
que establecimus para la adicidn #n K. 910 embarga, la adiciAn an
t cuencas con grras propledades adicicnales, como la eximtencia de

un elementa idéntlco y la existencis de alementog inverpas.

I.2.5% TEGREMA

Fars todo &, b, & o I:

Ll A+ bl . - cercadura

[
L1iY a + lb + ) = [(a + b} + & asociatividad
(il a + b+ b + & cormutatividad

iv) &l &4 * Cc 2L v ¢, BNtGRCEN & & B cancelacisn

v] a + 0= a elemento f1dintica
wil 2- &« ¢ 2 tal qua & + |-a) = 0 alemantos invaceos
DEMOSTRACTCH

54 demgercardn doicamancs 11, vl ¥ vi}

1] Seas a=m-pnyhs=p~-q, dow pimaros |nt|roa'cualnlquil:l.

De 1a definicidn I.2.1 '
a+b=im+ pl = fn+gl’

coms m, n, p, q & W, dal incisn L] de I.2,}
m+pl e Ny Iln+qhecH

par 1o qua, de 1.3.7
m + p} - la+ g e 2

En conmecurncia

A+ b %, comoc ad gquecia.

v} Sa dafinld al cars coxo al nimaro x tal qua

nillﬂ,mﬂﬁiﬂ

por lo gqus puetds sxpresarss <oma
d=n-n

Entoncen. 41 5 = m = n wa un pimeco sntaro
»+ Q= Im=-n] + in=-n)

tw la definicidn .34
a+b=({m+n -~ In+ nl

Por lo qua a + 0 & tal qua
jla+nl + la+ 0] =m+n

Ahata, par las propledsdes 187, 1141 y iv) de 1.3.5 se tiens qus
n+ [ne s+ 0] =m+n
intlat ] +nem+n

n+ (a+ 0} =R

En consscusncla
4+ 0=m~=-n

Eate EN

a2+ 0 =&, comd se quarls.
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¥i] Saa 4 = m - b0 un nimaro 4ncero. Diche nimero o8 U4l qua
R+ & =N, COhN N, ML N.
In conmecuencia, la solucidn ode la scuacifn
W ¢ X * 0, Ccan m, N £ N
iberS gl nlmero r = n - w que, por 1.).), es un hikarc sptarc.
Conaldereman Ahora la susa
A+ k= {n=-n] ¢+ (n=-m=
Ca }a definicidn I.3.4
4 + 2= (@m+nl - [n+w}
¥y por el Inef{gn 111 de 1.2.)
A+ E = {4t nl « {m+n)
Fn congkcusncia
"R LN
Luego, auimte ¥ ¢ I tal que 8 + X = 3
¥ la pruabd termina,
]
4 dicho ndnwrd x [Que Cobo mm wé an la prusba &¢P|ndi da aj sw la

dencainag “el iaversa de & para 14 suma® y as le repfesenta con -4,

La susereccidn ao I pusda deflpicas ahoca & parcic de lo adicidn y

de vi) de I1.3.% de¢ la wiguient® Banera.

I.). & CEFINICICH

Sean &, B ¢ L, ol ploerc & « b we dafine como

a=-hb = a4+ [=b)

¥y puedy denasbraree que 4804 operacidn cfenm la propiedad
da cerrddura; aato ea

A =bCI;¥Wa bhe 1.

=  La mulbfplicecidn an L

En [oimé similar a comg s BLIG pazs ls adictdn, la multiplics

clifn &0 § pusds dafiniTes coma slgus

I.).7 DEFIHICION

Sean & *m - n, b= p - q dos pliseros EACECGE, oon

w, n, pr g ¢ N, El nienro = - b se define como

aA'b = [(m-p # n-g) = In-p + argi

El afmbolo + gqua satd & Ja ltguierds dal signo igual repressnta la
multiplicacidén en I (li cual sa astl dafinjendo], misntras gue low

simboloh * y + qua extdn o la darecha I!Prll!ntlﬂdll multiplica -
eldn y la adicidn de ndmercs naturales, Comao pueds varse, la mul-
tiplicacidn en I gQuadd definida » partir da 1a sultlplicaciln ¥y 1a

adielan an H ¥ la delfinicifn da plmero entorco.

La myltiplicecidn, aw! deflnida, sacisfaca las propiadades snunclas

dam a continuacidn.



por L gus al ndmarc 1 pueds Fxpresdcae como

L=n" -n, ¥ oM
[.).0 TIOEIMA

Entonces, 1 4 = & = 0 48 un nlEEco entero

Paza toda a, B o 6 . . ar] = {m = n}-[n* - n)

v atbe F . cerradura ' = i(mnd & ant =~ (ot o+ mAl por I.3.7

£ a-ib-z) » {a-bl-c asoctatividad | e [lan » mbe ma] - (o o 1o on] cor 113 de £.2.5

[i1) a*b = b-& canmutatlividad oy . L_hm R .J ) Dmﬂ R n] por 413 ¥ 114) da 1.2.3
iv] gl 2'c *bcy £ 4 0, gntonces & & h cancalacidn

¥] a'l = a elamenco {dénci{co poc 1o que, a-1 ex tal que

[{mn + ani+ n] +'fa-1l = {ma + nA} o+ &

DEHOSTFACLON b

¥y, da 1i) da I.3.5 &

i dad
54 demsstrardn Onicssante las propiedades 11l y v}, jon s na) v [n s (ae1)] = (mn b BAb ¢

41) Sean &4 = ™ - n ¥y b = p = q dod hikerce enteron codlosquiara En conmocuencia, e 1411 ¥ ivw) dw [.).5

ah = (m - n).-{p = g}

- nt* {arl} = m
- * - I.3.7
tmp © nal (e o mad pok En deciy
« Iep * Bq) ~ [mg + opl pac 111) 44 1.2.]
a'l =m=n
= lpm + gn} = (qm + pnl por 111) da I.3.6
: FER L |
= lp - Q) lm = n| por 1.2.7
4-bh o= b comg AW querls . ¥ la prucba terming

£}
¥} En 1)l dw [-2.2 am definid

oo el leckar habrd natada, on la demoatracitn antariar hemos oAl-
n+ | = p*

tido #1 sixbole * w6 une part= d#l procsso. Dsbido 4 que E3ta cm]-



rlEn wo upual en los llibros de eatepdiices y facilita la emcritlura.
an ldrl-nt; nosotros tambifn C@iciremscs #) afzmbolo + an la multipli
}lcldn. 431 ccen algunos otrod sisbolos que no gon Indiapenpakbiss
perc gua hemod empleadt antarigrecnte phIs enfati{zar lom primaccoe

CORCepLaw.

Tokddas mimultineangnta, la adicidn y la wultiplicacién matintacen

la siqulents propiwdad distelbutiva.

I.1.9 TELRIMA

Para tode &, b, € « 31

4 |h » cj = ab + &

DEMOSTRACLON

bean 4 = @ = N, h A p-g, €= 1 = #; Lien nizerca sntecros cuales -

quitra. Entonces

s bsc) = tm-n [Ip=-alric-sl]

-

tm - ) [(p+ F) - (g al] Far [.3.4
= fmip + b + nig + &3] - [nlp + €1 + wif + 01}
== 1 S O O

= [lmp # o) + ing *+ nai] - [lrp + nc) + img + mx])
por 1.1.7

o [imp + pgl o+ (me o+ nl!] - [inp + mq)l ¥ [nr # lll]
por L1 y 111] de

I.2.}

= [tmp + vgl - top + =q)] + [{ac + an} = qnc + msl]
par I.3.1
= (m=nlfp-q) + Im = n)ixr - %) par $.1.7

alb + 2] = 4b * aC

con la gua concluye la demascracitn.

la introducciSn del cerc y lom negatlves trsa COBG Consecuswncia la
apariclén de alqunas propisdades adicionales pars la myltiplicacitn
an 3, propisdades da las qua no disponlascs pars 1s multipllcacidn

an H, algunas dw lam cusles an cpuncian an ¢l sigulente tearmmas

1.3.10 TFOREMA

Para toda &, b € I

i1 ard = L]

11}  (-a} (b)Y = — [ahl primara regla 4o lea algnos

"Lti) {=a)-B} = b saqunds regla da lom llqnul‘
DEMOSTRACICH

cg¢ demostracin fnicaments t) y 1ill

13} g+ 0=2a par wl da I. L35
Al + O] = ard ) pulbiplicandn por & ¢ ¥
- [
a-lh v 4.9 = 5:0 por 1.3.9

a-0 + a-0 = 2.0 + 0 par ¥ da I.1.%




arld ¢ g+ =

4y =
11] Scan &, b r I

(-a)Ib) + ab =

[—whful » ab =

ab + (-a)in) =

- Ih

4+ a-0

[+

b} |-al + ba
bl-a + al
B {a + [-a}]
["El)
&

1]

por

por

par
por
PoT
pazc
par

par

ILi) 4w 7.1.5

iv) de [.1.5

{11y de I.1.8
I,5.9

Lii) da 7.3 5
vi} de [,1.5
i} de I.3.10

HidY de 1.31.5

D eaka Glzima oafpreniln se smigue que {—a)ik} en 4] Invereo da

ab Fara la suza; ms
[-al kb = ={ab)

coms na guecfa,

o

- Orden ¢n I

Para lud niraron entascs podwsds taokidn dedlnfe la calacién

"zenor Foe", Comd una ganeralfracidn da la que hemng deflnido

Fard lom nacurae

ko ey

lew,

Loa némwros enterom tamhién satisfacen la Ley duw Tricotom{a, epuncia
A4 para los nOmaros naturales gn #] teormms 1.2 .9 y Lb relacidn “ra

ROz gQue™ tiane 4 I lam siguisntes propledades

1.).11 TEOREMA
Pata btoeder &, b,e € T
1 4ash ) a*csbhory

11y a<b v c*0 =% ac < bs
a+th ¥y g¢*0 = ar * bc

11} a ¢ b ¥y b*e “Da=xec

1.3.1%7 DEFINICIGN

Edan 2, b ¢

L} d ¢ b

ik a > b

al Fn £ H tal que 3 + n = b

al b s a

cuya desoatracitn se deis 4l lector como ejercleia.

Los nimarcs shteros guadah Tepresentadons tambi&em gn 1L Fectd numdri-
Cé como puntos lguslesnte sspaciadow, 35l0 Qua ahora la reces s eas

tienda indefinidamante et ambos sentidon

. =1 -3 -1 ] 1 ' 1 e

8, 4 < b e tendrd gQue w) PUNta gue IenTeeenca & 3 watacd a la i1z ~

quisrda del que cepresencs 4 B,

Coms ahaora la recis s« estliende &n ambon yancidop no tlene un puntoe
inpieial, como mucode pars los nlmercs naturales, por 10 qua se consp
dera comg puntd de referencila #] punts gue Tepresenta al carc. Los
nlmeras qua 2 gncyantran representados a Lla derecha de diche puneo -
su dice Qua aon, "poaltivoe” ¥ los que eatdn & la faguierda "negati =

o



I.3.12 EJERCICIOS

&

I.}.11 DOEFINICIGH 1} Demomtrar & pactir de I1.1.1 que para todo m, n g Hi

Sxé 80 T 31 3] B-m" =+ A*

& wn poRltive ml & * B Ll m* =nda-n*

a a% negativo sl a < O

) ) TemostTac gue paza todo &, b, &« %

Eo parilcular, el carc no s poaitivo ol negativo, al atb=bta

+ B} 4+ cab+o —ha=h
AL conyuses 3 que s dafinlS a continoaclion dx 1,00 comn:

A M R TE LEE TR N1 1| Demontrar que 31 &, b, ¢ &t L entoncastc
4 |l concew como £l conjunto de lom “"entecod positiveR®, Fuada
descatrarse que toda slescnta dy dicha cORLUNES @3 pOSEELYD en &) a1 ambed

gentido gue satablece la definicifn [.1.11; &slo e5: B) &+ (b-c) = Gaeb]-e

gl = (a+t+h) =~=-a-=-Bb
'R y aflog mi £ & Z y x> Q. ¢ )
4] [Dwmaatrar gqus para todo a. b ¢ B

a} =l ra = - a

b = a! (- Bl = ab

%) TomcBLFAr qua ai &, by © & I antonced
al & (b -c)] = &b - 2
6} Demosirar qua mi =, be 0 € X1

al &y O -t @
b a~-be<nth, wih? q
c] a<h ¥ g+ 0 =p ac < bg

a<b ¥y €0 Taz > bo



1.4 LOS wUMLEDS MACIONALEYR

Al inlclo de L4 secclén I.) planteamas und acuscifin dal tipo

A+ X+ B conmneHN == - = |A]
¥y vieosr gque low rlogicy ratursles won Ineuficisntes PATA pPropocclo-
Rer soluciones en todon lts cesos. Eata deflciencla me supers cana
truyendn el canjunto I, en ;1 cual alampre hallamos molucidn § U s

ecuacifn de tal cipa.

El canjunts da las nﬂ:r{gs ohleros, minm emhargo, tambidn pregnnta
deficlenclas, En #lwcid, s) planteamss abora una ecuacidn en térmi
nee de la cultiplicacifn como

by = 4; con a, B I = = = = (Bl

ACONCLTAGOL que ho sldepre Elene golucién en I.

Por sjemple, la solucidn de Lé ezuaciln
I= = 12
#a al ntmero enkero 4, gue suleiplicado por 1 nos da coma ru;u]tndn
12. 5(n exbargo, 3l conzideramna 14 scusclén
n =7
ARCOn{Tands qus no auimte un pfieco entaro qua Rultiplicado por 3

ad comn remulcado T.

Tata deficiencia cres la necedldsad de ampliar shora =1 conjunto de
los nimeron snteron.con lo que surgen low nmaros frecclohaclioe.
Extam nimerns junte ¢on los enteros forman =l conjuntn do los nime—

row facionalen.

- El

- ‘n -

coclents da nfmecos sntergs,

DEFINICLON

Cea la ecuacifing

bkx = &4; con &, b & T

& su molucidng es dagir, a2l nimarc a que Eultiplicads por
hlncl da como resultado &, Je llamarssos gl cocicnte de

a entte & ¥ lo representaremod £On E .

Comd %1 Lecror recordard de Suf cursos elementales de aritmitica,

un enters b # 0 aa dica Factor do un enterp & 1 exifte un g € z

tal gue

be

Anl, para w] cociance E podemos distinguir tred canda!

Lib

b ws factor da 4.

Entwe #3 &l dnico camo en que la ecuscidn (B) tienz Bolu -

cifn #n I, pOF 1o qus E #3 un hilesre AR,

L na w3 factor de a ¥y b ¢ 0 .
tn w§Te cano la escusclén (B} no tiend solusiSh en I, par
lo qua E no an un nlmera entero y dacimsa que cs un ofasrs
ffaccionaria.
sal, por ejemplo, la solucitn &4 la ecuscidn

=7 !
en ol ni=stro que multiplicade por 1 nos da cora pewaltado

7
1. A dicho nimero lo repregentamod CON y fF &8 W0 nilmara

fraccionario.




1i1) b = 8,
Eate 2§ Un cCapd qud TACECH espacial atenclén, en virtud de

quy E no antl definldo.

In sfectar il a & 0, E no edfata; yA Jque na bay un nieero
qua oultipllcada por cero dd como resultado un plmeco difs

rentw da SHCO.

Por otras ba:ll, al & = 4, % o aakd detarminado; ya gum
cualguier ndmers myltiplicadp par eero de como resulesds =)

cera,
En cualquiar cags, #1 hboaero E con h = 0 po eatd dafinido.

Ou acuardo con 10 anterior, & 1o noaropr que as chtlenen cop el
cocilenta da dos nldmeros encerom a4, b can b d ¢ Llea llazaremay nbme-
rom Taglanales y 4l conjunco que forman lo represantacemom con Q.

Eata B8t

I.4.12 DEFINICTION

= {z}z = E, a, b i, baogl

Ex clero que ol subconiunte de § definide por
2| w= E. 4, bt I, bw1)
dn precliwcenta #1 conajuato da log adesrcs ent!ru;. poxr le qua

I e=4
= La Jgualdad =n §

Segulatents &1 lecter ha manaindo ya ampllaments Lon nimaros rdcio-

- 43 -

Riles #n forma de "quebrados®, y ¢ habkrd dagdo cusnts que la expre-

$LEn da un Nilnaro racional an la forma E no e dnica,

Por miecplo, &)1 nlmerp por el que debemos multiplicar 127 pata ohiapar

i€ pusde CEPrEANNTACEE SO

CRo=14 7
ar —=¢e 7 L 11-H
donds la Gltims sa CoDOCH Colo xu "Einlks cxprasifn®,

En qanaral, &l x = % ad un nlmera Taclonal con &, b ¢ 2 ¥ b » 3, ul
el Gnioao Faster comdp de 4 ¥ b ea +l nimerc uno decimom Ui % tx La

ninimy sxprenifin del nloerao racional a.

Da mamata ceciproca, sl m = E ea un nlxerac racional ¥ bk ¥ 0 &2 un

nbmero enters, EE represents tambldn 4l nlimaro A,

De aguardo con 1o anterlér, resultsa natural conalderar que daaz nﬁl=

TO4 raclonalas E ¥ 5 aof lguales cuando
& = ko ¥ b o= kg
o cusnda
&= kayds=kh
para algfn k¢ §, k # 0
51 ww cusple alguna de estas des condicicoss se tendrd qua

ad = po

¥ viceversa, lo que gonduce a la siguiente dulfinicién



Tt S . mar S—

1.4, LEFIZICION

Sean :T' 5 dow nizeros raclonales, cop a,b,e,d c I ¥

kL. d A 0, #n

o
L]
oo

tonCwy

al ad = bo

la cual establece la lgualdad de nlmercs racionalas sn tdrminos da

la 1gualdai de nbmeros enteros.

- La adizicn en Q

I.4.5 TrOREMA

fara tode A, ¥, T © Jt
i) »ryEq
Lil k¢ Iy + Z) & |a ¢ ¥l * 2
Ulla + ¥y =27 ¢ x
I¥} B X + T = y |, ERLORCEE X = y
vl e+ O = x

vi] 1 - 2 € Q Lal que 3+ {=n] = 0

cerrfdura
azociatividad
conzutatlvidad
cancelacldn
elemento Ld€ntico

elemantos inveérans

Lt q LLEISNTOION

Lean E. 5 dos nbagras racionales, dondw 4, b, 2 ¢

¥y b.d 4 0.

E!l nlrezo E - 5 ax deilna coro

Beq"

a4 + ko

LA agicilin «n O, anl daiinida, tlens lan propicdades que as anup -

clen a4 cantinyacldn

DEMOST RACTOH
2 demontrard Onicamanta vil

Sea x = E, con a, bt Ty bpFAO

Por vi) de 1.3.1,2 - 4 c Ty de [.4.2, 2« Q.

Ahora

a -4 _ab ¢ j-a|b
- " T

o b3+ bil-a)
B

. b e t-al]
b+h
[a + {-at]
T
o
&
1]
- T
[+]

-] =-d
13

Con lo qua -x = & ¥ la prucha termins,

por [.1.4

por L11) dw T.).0
-pu: I.3.4

por [.4.3

par wil de [.1.5

pac I.4.3

1



La sustracclén en  puade delinfras ahocs « partir de la adicifin y

da wi] da T.4.5, de 1s piquienta zanera:

I.4.% CEFIMICTION

Sean E. 5 c 4, =1 ninepe % - s 1a define como

r_L 8, e
E"d° & ]

Copo consecuencia de 1) de [.4,5, la susrraceidn &9 cecrsds on s H

RO B

Wox, yo. Q@ ¥ =yt Q.

- La mMaltlplicacitn en O

Lod,.7 LEFINICIDN

Sean |, T 908 némeras recicnales, donds a,b,c.d, ¢ 2y bod # 0.
£l nimera % - E 3 defina Comn

< e

a
E'd &

La mubtlplivacidn en @, anf dafinida, satisface las gropiedades que

aitablece 1 dlguiente teorems,

I.4 8, TEOREKA

Para toda X, vy, 2 t Q;

1 1y g cerradura

11l 21 {y¥l = {uylz asaclat)vidad

il1l ky = yx conmutatlividad

1¥) 8l a3 = yi ¥ T # 0, entonces & « ¥ cancelaciin

¥l ki) = o elepenta Ldéntlco

vil ol x p 03 471 ¢ g tal qua xalay elementon inversos
EEMOSTRACLON

Dezostrarwmos & veatinuacgdn 10, 111 ¥ ¥l

il Sean z = ﬁ- ¥ = E dos ptimaros raciondles, con lo que
a,bye,d, €T y b, d ¥
D T.4,7 sa wigue gue

ac

If‘ﬁ

dopde 0 ¢ &y bd £ I opor i} de L.1.0,

Fara demastar que ey ¢ Q se requitcr sdedls probar que bd ¢ 0, 4
Lo |g haremos & continuacyfn empleands un mdtodo de demostraclfn

intirecta conocldD COBO Prueba por contzadiccitn a por reduce)dn

al abaurdo.



- 47 -

- L1 -
Coms a, b o 1 apr B rI.LiIEr.Q.
Supcngames que bd = 9. Entonces ) ¥ + P a
b2 = E-O por 1} 4w 1.1.10 Mhara
db = O+h L1 a4 b _ 8B r 1.4.7
por Lil] da I.3 E° 3" b PG
Coma b #4 0, de dv] de I.].0 se ajgua que E . %_- _E_E por 10L] da I.1.B
d =B &
Dm v d¢ I.3.0, " it par la qua .
la cual contradice la sondicifin d & B estaplectdh por y 4 &. En
a b,
consecuencia fa hipftenin bd = 0 as falma per lo gue =Y L !
A0 Entonces k' = E y la prusba termina.
. i
com ag Juells,

' k1 nioero :u._l' {qus comd sx va ©n la pruoeha depende de x) se le deng

t1) Sean a = g, ¥ - S & = %, vras nlmoros racionales . .
] d £ mina &l "inverso d¢ x para la mulkiplicacifn®. Cabe enfatizar agul

h o que todo nloerc racional, con sxcepeifin del cerd, tiens un inverso
xlyzl = E{a+?]
multiplicative en .
L ce "
= = (535) por I.4.7
R La divimifn en O pusda definirea shera & pactir de la mulklplica --
atca) 10 ¥ de vi) de I.4.5, de 14 siquiente mandCa.
~ T por I.4.7 eidn y dr vl) de :
facie por 11} de I.3.8 I.4.9 DEFINICION
=]
Saan ‘EI* % don nissres raclonales y 3 4 0
- {r5 5 por I.4.7
e’ ¥ ¥l nimero E ' 5 %4 delfine com
- JI_L_- =
lsalz par L. 4.7 s, o a_d
E'd°F "«
alyidd = Jzylx coms sa querfa.

Cozo consecurncia 4 41 de T.4.8, la divisiOn en @ satizface la a1 -
i) Sea n un pfimecs racional dlFefente de cwEd; €310 &%

¢

:-E con a, b I, i, brt



gulente propledad
“E oy oGy MO0 Wby
For oera paree, pusde desssrrarse gue los tearsmas [ 3.9 ¥y I.3.10

tamnifn won viAlidos pacé los mfleeros raclonales) esta es

[.4%.10 TEOREMA
Fara todo x, ¥, 4 r @

sly * z) = xy F xg

I.9.11 TEQREMN
PFara todo x, ¥ ¢
1 0 = g

1y {=mjiy)l = = {xy}

LLi) {=xX) =y} = ky

= Qrdenm en

Toda nlzera racionsl puede EXpressldn Coma uns fraccifn con de-
NeEjnador posltlvo, Ya que

4 i-11a _ -a

BT "B
A, s b » O 4l danaminador de E 43 pOALEivD) mientrom que Wl
Bocoa, :; pucds tzprasdpas COBS E.E donde =p es poOaitivo.
Con ay-1s o cate resultsado podesos entablecer la celacifn "Bencr que”
®h 2 4 partic de s colafifn "mendf que® #n £, d¢ la aigulente mang

id.

I.4.12 DEFIMICION
Bean %, Ec 2, donde b,d € 1':
R« g 4 cedtome

&
g om §ed

Comy consecugncia de getd definicidn y da la Lay de Tricotomia an I,
la peglacidn "menor que” on 0O saciaface papbidn Jicha ley, szl comp

lag miguientes propiedadend

I-14.11 TEOREMA
Para todo w,y,t [ O
il.g(?=>u+i¢y+z

11 x5y y 3 >0 =%ar 5 y2
Xty ¥ &0 =haxxrryz
1L 2 =y y ¥y 5 3 =Nz <3

En [orma similsr & COomd oa dafinis en I, direddy qua uwn pilserd s € 4

a3 pamitivo ol x * & y o negativa 31 x < 4,

Les olamentos de ¢ pucden tawblén sof reprassftsdon en la racts Gumd
ricy, donde wi % % y, el punto gQue TopCERbRbE & X EE SRCuentEA & L4

Lzquierda del que reptempntd a y




Los nimeros racicnsl.s popesc ona propledsd conoclds comn "dapsl -
dad” . segln la cual entre dos nieeros raciopales difsrentes gem -
pre hay otro nfmere raclonaly coms lo sstablece el sigulente tacre

I.4.14 TEQREMM
Parg todo 2,9y ¢ @, Ccon x « ¥, 2,2 € O tal ques

X fE <y

DEHDS TRAC LON
Loy sy
Ky ty o4y ) por 1} de [.4.11
% la ¢ ¥yl < % Ly « ) par 11) da L.4.11
% fc + yl* ¥ ---=1n
adendn, da A<y
E* xSy oson . por 1) de [.4.11]
% e+ 2l <« % Iy + =) por 11} dw L.4.13
é PN x] < % vy por fi1} ds 7.4.5
A } la + y) ' - - = =M

i
Por lu tanto, de {1} y (1) sw sigue que 3 = ¥ iz + y) ea tal Jua
X+ F r
prderis, por la cerradyra de O para b4 sdicidn y 14 multlpllcuaciln, se
LiEnd guE ; I + y3 ¢ @, con lo qua concluys la demoatrscifin,
Cabwe hacef notar que log nlmezom naburales y low enterod oo pgeesn la

propledad da depaiday,

- Lepresién decimyl de un nimers racional

llemuns definfde ab nimoro racicmal E comt Al cotlengs da lod pd

FMercy entErod & ¥ B, glempré que b 4 0. 51 considaramos #1 ol
7

E&4FD racional T+ BOI ejeaplo, y sfectuamys la divisidn da 7 en

trea | Comd pe acoRtumbrée #n la aritmética, sbtandremcs

} . 1,75

A 1.75 em la conoce comn la expresifin daglmal del nlesrs racig
nsl ; B
Todo nlmers racional tiens wnd exprasidn decimal, por ajemplo

]-
= 0.37%

i% s 0.217121...

TN
I35 = L.17878787. .

Sa Jdire que uUnd supresifn decimal o9 perlddics cuando un 41§l o
qtups Je digitas s cepite Indeflnjdamenca a pACELLE da un Clerio
lugasr & la detecha dol punte deacimal; ya aea desde &l principla,

cemd #n 0.212131.,., O empezando mis adelsnts, como wn },11BVEVET, .,

De dcyerda cOn esto, Una enprsdlin decimsl Que aparentemente term]
ha comy 0175, rasblia es perifdlca ya que puede sacrlilirses como

0. 415000, ..

En qencrsl, com redpecto a La #2pfeaidn declmal de un pdmars cacia

ral poedemon Establecer £1 siqulente snwnclado.



1.4.1% TEGREMA
Tado nimers racional tiene una expresifn

decimal perifidica,

Paca desmostrar I.4.1% regqueriremos de otro tecsemsa cosccido como

#l "Algoritmes de la Aivialéin parllnﬁmgrqj ehtarcs®, que Eratare -

mag 4 continuacifn.

Como hemoy viste, la ecuacidn 2 = 7 no tiene solucidn en 3, ¥é

gue ro exlste yn plmers entero * qua sultifplicado par 1 df coma

resyleado 7.

A canblo, podemos encontrar los ndsepcs entecos & y 1 talem gqua
113] + 1 = 7
En general, slespre as poaible hallec emos doz nimeros de acuardo

cun la que establece ml alguiente reorema. -

ALGOAITHD OE LA DIVISION PARAN NUMEROS INTEHDS*
Dados dom plimerom santeros & ¥ b, con b » 0, axiaten

don cpterow Anicos g ¥ £, oon § € ¢ ¢ b, teled que

4= b3+

Log afmeros a,b,q ¥ £ &£ £ reciben &1 nombre da dividendo, divi-
. Wor, coclente ¥y residuo reaspectivamente. Cabe hacer notar quae

aquf el tEfmino “cocienke® tien® una |htecpeetacidn mdy cestrfhgi=

El eatudiante puede conmultar la demoesraciéin en la referencia
i, plig. 5.

- £y -

da que la que crplesnmor &l (plodo de la succidn 1.4) ya gua agqul sl
cocienta e Slwnpze Uup nd2ers eptora.

Ld rwlacifn a = by + rf gque satl planteada wn técminos de nbeberaw

enteras axclusivamante, puede ser enunclada ep [ como
. . .

r
Braryg

enpreaidn gqua nos recuerds la forma comwe llevamom & cabo &l proceso

da dividicr en la aritodtice; gets es, obienlendo un coclante ¥ un

recidun.

Antes da pasdr & le derdsbtraciAn de 1.4.15% recordaremon al eigoifi=-
cada de la notaclin Jdecimal y wu relacitn con el alqoritme de la 41
vizifin pata antecos & travdy da wn ajemplo:

La eapresidn
L 1287878707,

rcpiescnta la suma

L g5 ¢ TET TR W WY TN 10T WY
aal, @l bumcamos la ¢epresiin decimal del ndoeco %;; podamos proce-

der de la sigquidants pRaners

o)l Para obtener la parte enkara vemoi qusa
149 « 13211} + 17, donde Q¢ & L7 « 132

" mOLOancEd

Hi*lenr

i} Para la primaca cifra decipal vemos gue
10 x 17 = 170 = {1310 + 38, dande O € J0 « 117
pat e gue f%% - fﬁ * Iﬁ_%!T]T

antoncoy -

13 SRS S |
i F} 10 10 = 137



- 55 -

’ 11 Pesa la saqurds cifra decimg]

10 3 YN = 380 = 13I2{3] & 11§, donde @ & LiE < L3Z

gor 1o que proltyy = 13T ¢ EEeTT

ntoncas

UL N U SR ¥ 1
T 12 © 1ar T aT x 137

1i1] Fara la tercera

10 & 116 = 160 = LI3{8) + 104, dondm O & L1OL « 132

16 _ _# 4
pot 1o que 13 ToT * 1oF w 1

#NLOACER

TCNRRE SO T TN
T3 10 16: ¥ 100 167 = L1J

L¥) Pagfd la cuarca

10 2 LO% = 1040 = L3I + }1&, dends @ 4 114 < 132

104 ? 11&
por 10 que 15133 "t oY T T ¢ 103

ERLONCEE

Lk 1 2 [ ¥ 116 .
-i-j‘-l.i—fafl—ﬁ-!-f tﬁ-—fw

vl Para la quinta

10 » L1E = 1160 — 132(8} + 104, donde O € 104 < 132

114 L] 104
Par 10 que mEr,TIr T IET * Tk ITE

dntoancCen

14% 1 2 | | ¥ [ ] 1484
b8 AT B T- LA T L v L 1 LI v Ll % 53

- 54 -

Podemcn ver qua Lé cwlalifn 4 = b + £ astablecids #n el paAst 11L)
e ha presentado nusvasdhle &n o) palo ¥ Esto s dsbe 5 que el 'tg
31dun obtenido en 1L} a® ha repatido #0 el paso Iv). Oomo cones -
cusncia de elle, low Cociwntas obbenidos en los pazos 111) ¢ ¥) &=

cepatirdn {ndefipidamenta. Esto os

149 1 H 4 1 R
L AR T SR T LA v B v v S T AR LA Y.

& bien

145
173 = 1.12879707...

por 1o que la expranidn decimal da -}'I}-; es periddica,
Confideranos ahars un nilsarg rsclonal positivo E » eon M,b >

o} Por el algoritsd d4 18 Alvieifin péra enkerow, sxlaktan
Qu., Ep £ F Lalas qua
A wbBqy *+ ra, donde D € ¢, ¢ b
€ntonces E =gy ¢ %}
1] Mhora, como rp ¢ I C4Ramom gua 10ry £ I y exikben q,, £, ¢ 1
taled que

ldcy = b gy + Fy, danda 0 & ¢y, < h
£ r

Por lo que -#-Hdnm

antonces E- T gt ‘-;kt + I-E-Ll—-a

fi] AROra, come [ € I tenemon que 100, &£ 3 ¥ EXIBCAR qp, Fr t i

talen guw

10r, = b gy * Ty, donda 0 € ¢y < B

W‘lnm”1n:h Hremres



- 37 -

whtunces % T TE ?# . i%* . TE;AI'F

11i}y Ahord, como rype F twnamos gue 10r, £ & ¥ axldtan g, ¥, £ I

tales que

107y = b g + €4, donde & €y € b
P T
cnLonces E g, ?* . T%+ + T%* ' TETEi_E

En contcfusntia, la saprenléin declmal da E anrd

-
P I T LA T

El procerc pueds contlnuatss Lndefinidamenta’ !ln ERLArgo, comn loa
Temidues ry, r,, f5, Cus ... 000 plSaros ent4fC8 talas que 0 & L
a o eds podrin ealntic b reslducs diferwnten. Cuanda algunc de log
residuns Chienidon we preaEEnts por foqunda ver 1; Inicia &l gequnds

cicls del peclcdo, el cusl s ceplia {r'efinidepance.

St p 1 neqative, entonces sacribismcs g = - donda P es posity

va y FOr tanic tione una sepredlfn decimal periddica.

Ewter corplets (g Jumcabrac]fn da I.4.19.

.

El reciprocn gnl learema I,4,1% tambidn as willdo] es decic:

I.4.16 TEQRLD'A

Teda cxjacalfn declmal perlidica rapreBenca

4 wuh riteru ragponal.

< h,

- L] ] -

La desasttucifin de s«ete Cwofana sats [undasanisds ea sl concepto da
ifmice, poar Lo qua no la hiceras aqut.t din embargo, prazentamos 2
continuacidn yn elempla guy musstra la ldes bd)o i cusl puede cobs
ners® un nlmero caclonal coma cocjanta de ENteros 4 partir da su em

presign decimal.

Considersmis 14 saprasidn declbsl
L.A0GE6. ..

Buscamny dos ndeseros snceroe a,bh calas gua
.-.
5 L.d06EG. ..

Coma tenamou dos digiios anims de prapshatires &l parioda por prima-,

ra ver, multiplicames por 18" para obteher
1at % - 140.8E6... 1)

En vista da qua al perfiodo conats da un dIgito, meltiplicamos li cx

preslSn (1] por 10" para cbienarc-
10! E = 1406, EbE. .. it

Puaatd que la pacte decimal de sstag dop Oliimans sapresiones e la

miama, rescanda (1) da (11} abtanamos un ndmaso encerc: «1to &
1A - 14 - -
10 b 10 5 1406 140

(ro'- 10t} E - 124K

900 E = 1168

por 1o gua
a _ L1res _ Til
B 7960 T OTED

' '
El lector fnteresads pumds consuwltdcle #n la refsrencla § plg. 64,



I.4.18

EJERCICIOS

n

1)

1

1}

51

&)

Carostral & pPartir de I.4.3 qua w1 &, b, kK don ndeecow
tncaroy diferanteas 28 cero. enktoncas:

al E% - %%
m 2k

[roontral qua para todo x, ¥ ©
al x + ¥y cQ

bl = + 0 = x

gl x=-yc @

CAmoptraZr Que para todn x, y «© &
&l xy = ¥y

bl = + 1l = x

cl x - g =0

Cacaintyal Qua nl x, ¥ ¢ O:
=0 S x=0eys=D
Scan x, ¥ £ Q. dem0abiar que -

) SLy# 01 x+yoqQ. .
Ll En ganecals x + {y 1 2} o fx + ¥} ¢ x,
el 51 3 p 1 iy ¢ zlx = Imy] + x

fean =, Y. ¥ I . Demoatrar gque;

S TR A2 I — I LA

B} mi ok * s uk < yIoil—hx <y
0l r 5 0t k3 < yr x>y

al Leplesnda &l algozitro de la divisldn pics ndmazce

entarcs, Rallar la expres?édn detimal de H, ;... 1-]I

b! Eapz®#Bar cida unc de log plgulentes declmales pe -
ciSdicon comn &l coclente de dad nbmeros Entecomd
Q. MH1310Y. L, LOITII2TRT ..., LL2EUDS4DS..,

‘1.5 105 MUMERIS REALES

Conylderemoa ahors la 4cuacidn
' =2 = === 1]£

qua 32 preyents 41 tratar de obtenar la maghitud de la kipotenugs dy

un crifngula rectingulo cuyodl cateatas son de langitud ynitaciar

L FLEFEE LIS

1
Esta ecuaridn no tiene molucién an O, ya Gueé 54 saxiste un ndserc ra-

clomal # tal gué su Cuadrads sea Lgual a 1, COMS demONLrafRDGE & COR
tipuacién. A dicho nbmaro) apte ev, 4} nldero cuyo cuadrads e

fgual a 3, ya !& TepTasents cadiante al sisbolo /2.

Antes des demontrFar que seta ndmere no aa racicnal probarescy el =l -

quiento resultada ipportanta

I.5.1 LEMA

51 a® ma un nloeara par vy &4 ¢ I, fRtoncCas

a wn un ninerd par

En efmcto:
El 4 #a un nfimero icpar an da la forma
4= 2n+ 1, donda n ¢ }

enconces, U cuddrada



a' = fin v Liddn o« 1) = 40" + dn o+ 1 = 2[207 4 IR o+ 4
s de la forma
' = v ), donde m @

¥ 48 pOT tanto un nleero (Spar.

En ¢onamcusncla, sl a' 2 FAC 4 RO puada sar impar; por lo que, md

4 € 3 gntonces 4 vr un ndasro pAr, lo que desusstrs al less.

Cemontrazercs ahora el slquiente pooresd

[ P I TEQRENA

El nicerc 3 tal que x' = 7 no as un nbimera racional

CEMCETRACICH, (por reduceifin 41 #bsurdo)

Supongamos Gue X e¢ un nixero racional; asco q|: snleten das nise -

o8 enterce p oy f Calas gue la minima expresitn da x xn

w- B
k1

Comd i e3 tal que x* = 2, entonces {qE}'- i por lo qus

Pomog! - === {1}

coms q ¢ . q' r Hy p' oew up ndmero par. En consecucncis, da

I.5.1, p a2 un nlmero par vy ea da ia forma

Fp =¥, donde 0 v £ - === 2]

e (T oy i2) se 3lgun gua
I

idal’ = 2g

o EEa

Pir 1o qua q' a3 un niwerc par. En consecusncia, de I.3.1, q &0 un

nimeras par y ed de la Iorma
3 = m, donde m ¢ 3 = = = = {}

De (3] ¥y {11, p ¥ q t1enen como Factor comdn al nimero 1, por 1o quae

E Ro ks la minims sxpresf{din de a, Lo Ccusl conkradice la hipStenis.

Conc)u[mos #ntances que X o we un nieero raclonal, 1o que demuescra

C

Cosy vimos an la seccifn anterior low ndmeros racicnalss planen Ta =

¥l teorems.

pres.e'm.nclﬁn en la recta pumfrica, ¥ en virted de la densidad de Q
ITedrera [.4.14} podria penkicee que watss #on Auficiantes para 'H!
nar® la recta) €3 decir, que todos los punton de la recta corraspon-

den a algfin nilwera racional, o cual es falso.

Gagds la antigiledad las gefmerras griegos me disron cusnts que nd
twios los puntom de la rectd corresponden & nidmeroa raclonales.  Par
elemplo, la siguicnte construceifin gqeomftrica perwmlite Llocallzer & Y

en la recta numérica.




Zaintén muchos ctrod nisaros que, como fF, tresen repredentscldn
®h li recta numlcica ¥ no son racionales, A wite tipo de niseros

ia las conoce como nimaroq irracionalas,

Coma consecugncia de lom cecoreman 1.4.1% ¥ 1.4.16, los ndmeroa izra

flonslan tienen trprasifn decimel na perffdica, caracterfatics que

loa diatingue da loa nllmezon cacichalen.

Low nmeros jrracicnales Pusden zwr 4o dom tipas: los que son
solucifin de slguna ecuacidn sigebralca con cosficlentes antazos o
wc “1) a laxs que se Llsms 1fr4cicnales algebraicow, ¥ loa qua na
on poluclén de una scuasifn de tal tipo, 3 104 gue se Llams irra =
Clonales Lrascendentes. Como ajempla de eetos Olcimcs tensans low

nlwwron v y ¢ d¢ relavante fmporcancls en las patemdcicas.

En la seccifn [.3 ma congtTuyaron los ndperod entezcm & partir de
low naturales, y en la I.4 los racionalen & parkiz de las enteros,

de tal forma gue
HS 1L & ©

L4 conytrgcciin da lom néaeros Ircacionales s partlr de Los raciena
les cae fuerra del slcence da sste libro, por lo qua no s« Rard

aqul.Ir
Ml canjurco gue contiane tanta 4 1os nileezrom racignales como & low

irracionalas se la conoce como =l conjunto de log niseros realas ¥

#4 le represenca con R.

Este conjunto viene & watisfacer la necesidad de uvn conjunto de nd-

t El eatudiance puede copsultarls en cuslguiers de law referencias

1 a )

- [} -

Weros qua Lepresencs a todos los puntos de la recuia) =e decic, &

cada nbeera pesl cOrrasponds un punto de 1o rasts y vicavarss.

Al conjunta da lom nbseros icracionaless s« 14 rapresantcs comdnmente

can §°, por lo gqua podemas secribir

R=0y@

F=anqg
y a8 cuspla sdapds qua

Ho E O R,

- Propisdadas da las operacionss en &k

A pactlt de 1» copnatruccidn formal de loa nimaroa irracionalss es
poaibla dafinir law opuracionss de sdicidn y multiplicscidn paze
los nbimarss reslus, d¢ tal forms gue ma cunl-rv-n_lli proplsdadan
gue aafsig operaciones tienan ¢n 0. En virtud de guw no hemos
desarrollada squi dichs vonstruccldn omitiremos Lamblén las corres
pondientes dufiniclonss de law opericiones, aceptando que tlanen

las propiedades Que sa wnunclan & cantinuacidn.



I-5.1 TEGREMA
Fara todd A, y, 2 ¢ Rz

i} x+YyYE€R
xy € A cerradura

15 x + [y + 2] = IX 4+ y| + 1
xiyzrl = [=ylz i asociatividaed

111} £ * ¥ = ¢ + 1
ny = yx CORmUtatividad

lv) = « 0 = 5

'Ll = x eleptnen idfntico
3] - x€ R tal que £ + |- x} = 0

132 i ntal gue gzt =1, el xy 0 elemeptos {NVECsGe
wi] ziy + T} = xy + X2 disgtribukividad

Coms coneecuencia de lan propledades satablecidaz en gl téorema
T.5%.1 w2 puedan deducir todan lag propledades algebcafcan del simte-
ea de loa nGperom reales; en partlicular léa que chubciaregds 4 contl

uscifn, cuys demaatracifn se deja al lector comn ejercicio.

I.5.4 TECkE MA
Fars todo x, ¥ € Ke
11 x v a=0
iy (= xVIyl = - (xy)

114) = wl [- ¥ = xy

- &E -

A partlr dy I.5.1 pueden tampbifn deflpizaw lam cporsciones Je swg -~

traceifn y divigidn en B COma eigue

1.5.5 DEFINICION

Eean X, Y das nlosrgs realea

11 El nimero x — ¥y 3e define comot = =~ ¢« x + [= y)

11 St ¥y p 0 el niimerg x + ¥ e deflne copp: X | ¥ = :y-l

Cabe hacer notar gue =) redultadeo de efsctuac la divisldn dm x entre

) ¥, Que denntamos mediante X ¥ Y colncide con k1l concepta de 'cucicﬂ

ta" g3tabhlecido en la definicifin I.4.%; ya que, da I.5.5
xty = xr'l
Entoncan

e b priy) = ey Mty e ely ly) e x oo 1o

per lo'Que x + ¥ ea el nlzero gqus multiplicado por y nas ds como re-

sultada x; as decir %.

pebido s gque sata Gltima forma presenta mayQIes ventajas sn £l mans
jo de lag sxpresiones algebralcas, an adelante uaaremod el eisbola

5 pard represecntar tambiBn al nOmere x + ¥,



- Grden an B

4 pareir de 14 construccidn formsl da les frracionales se pueds dafl

riz Lerildn la ralacifn “mener que® en N, de tal foram que ol n, ¥
100 hlrezun realas talas gQue B < y antonces sl PuUntoc que fepréaenta
4 z #n la racta nuedrice e efcuentra A la lrquierda del gue repre =

mantd 4 y. ACwptarescs tamhbifn gus dichs relacisin conEercva las pro=

pimdadas que tiene en O &% decic

I.5.4& TEOREWA

El k. ¥ ¢ N oantonces sx varifics und ¥ séla una de las
slgulentes proposiclonses;

1) Ty
i1l = = ¥y
1iLl] y + =
1.57  TEQRIMA . .

Paza toda u, ¥, 2 ¢ Rt
L} ‘x4 ¥y =p K+ « ¥y + 3

1) =« y y-2 >0 3 xx + y3
{t‘ﬂ:}::hr'
¥

¥ < o3

x % y
1ii) = ¥

A

Tamcldn se defipen en B ls velécidn "mayor que” y lom términes “posl

tivo" y *neqaclvo®, de la mlswd canars gue sm definen en §; o8 de -
clzrte

x +yY sl y ¥ x
a2 o8 popltivo sl x *
xZ a8 negativa 8 3 € 4

- T} -

La relacidin “s4nof qua”, sus propiedades y concaptos calsclonados
fon de gran utilided pacs describlr y manejar !ntacvalos de valores
pira varianles rwales. Xn particular, las Fropisdades nnunclnda;;
por al tearema I,%.7 nOm parmiten "despeiar® unk vaciable an uns re
lacifn de denlgualdad, evando ssto =a poaible, comg veradom an los

ejesplod que ae prassntdan a continuacidn.

T.5.8 EJEMPLOS
al Obténer ol intarvalo Ay valeres de = para los qQues we satisfacy
la siguienta dasigualdad.

e = 1 1 *

ks 18T SemAA2
Soluclsn
Lo primaro quea m& acurCe 44 muleiplicar poc 1 y por 1t 1 ambos
wienbroa da la deslqualdad, pero como no conncemos =l wilor de x

ne: gabemok ml x ¢ 2 &P positivo o negative, por lo que debemos con-

dlderar das capos

Capo L} x + 1 » & Caso 2] a1+ 2 ¢ B
multiplicends par £ + 2 y mulefplicands por m + 1 y por 1
por 1:

1ida =3) = x + 2 I[2a = XY » W & 2
(-1 7 o 3paz

2 = 9 ¢ 2 + 2 Ex = 3 > & + 2

sumanda 9 y restendo a an sumanda 9 y r#stando x wn ambos
anbocs mienbras mliembros
ko« 11 Sx » 11

ayltiplicandc por é multiplicando por é

14—151 !3‘}-5]-.'




Comd x ¢+ 2 2 8, x 2 -} Coma W+ 1 =0, x &« =2
¥ 34 Ghtlene finalmanta For tanta, no éxfiten valores dua X
yud mitisfagan gimuledneamence;
~zexe g Nt -2
¥
s i

La s0lucifn de la demigqualded prdj-umsts =8 2l canjunko de valores

de x tales gque:

bl Cbterer al conjuntd de valiles d4 x pars los Cuales s& satista

ce la siguience Jesigualdasd:

%15 con x ¢ 0
Caan L) x a0
1-:5:.‘.%:: con £ * O

lueqaé-tu-;-

Cama ) =« B

< 5% ). 0 Sx ¢ ; LI con ¢ <t B

s

T lugge = o« oy <« @
Fl conjunta byecade vs:
lafe ¢ B ¥ ; tmsa) ylx|xe Ay ~=<x<0g)

Q bigh, gri3flicementa:

=  Propiedad da complevited,

Y

Lon teoremss T.5.3 2 T.%.7 nom musmtcan que =l aiaices de los ndee-
ToR cedles tiend lag migmas propilededes algebraicis y de orden qua
2l gpigtema da los nOmarcs raclonalas) sin embarcnu, sabesmos qua al
aiatema de las nimaros realss en ode amplis y voers3bll pussto que
en A podemod redolver pclaCioned como x' = 2, purs las cualas no
existe aolucién en . Caba preguntsrse enionces 21 lox ndoecos res
les tieren alguna prnp[‘dld adirional que oo satlsfagan los nboaron
racionsles. Tal propledad enlite y st la conoce como "propiedad de

completitud™,

Antea de enunciar la propledad de complatitud ca convenicohts LALTO

ducir algunos cosceptos & Llustrarlos & travda Jde e)wsplon.

1.5.9 DEFTHICION

Sea 5 un sybrunjunto de H.  Un elemcnta t @ R #n una

cota muparlor de B al:

e 4 L, W L 3

De 1s datinicidn snteriot se deduce gue =i ¢ es una cots suparior
Az 5, coalauier otro nfisaso real mayor qgue | serd tembldn ube cota

fuperior de 5.

51 un conjunts tlena cotds muperloces §& dice que sscd acabsda su-

Pe cigreenks,



I.%.19 CEFINICION

3r4 B un aubconjunto da R, On elementc m & K am llama

eletwnto nidvion de 3 21

N x 5w, w35

ill m £ 3,

lu que denctamom medlante max 5 = u.

Es decir: un eledgnto as mdvlms de un conjunta 5 sl a8 ynk cots 117}

Perior de 5 y aderSs percenslw g 5.

A difsrencia de lan cotay fvpsriaores, sl slamanto afalmo da un o

Junto, 5 eximce, =3 Gnilco.

En efecio; mean m y ' dow elamgnios mizimae de 8. Como m £ 5 ¥ m -

a5 klcioa
" im'

POr OTFd parie, cORD B' € B y o as mixiss -'
a' im

an consecuencla
B = m

COMY mE quir fa,

Comd pysde demontrarss ficliments, al slemento mdalma de un CoOnJUnTO

#% la mEnpr de sus COLAE ACpATiCram.

Es powiLle, sin emtacgo, haller gonjuntos acoradow EUPECLOCEenta pd=

- 13 -

ra los cualed ho exizts alenanto miximo; para talos conjunton Ee
Elend un cancepta qué Bumtituys a) de nEximo en &) santide de "la
menor da lam cotay superioree”. Tal concepta &8 vl de supremn que

ae deflhe a contipuacifn,

I.5.1% pEPINICION

%48 & un subconjuntg de K. Un elerento p r R g& llama
suprena de 5 mia

1y =g p. Vut §

11y gqc ky n g q, ¥x ¢ E P Eq

1o fque denotamon Badiasnte gup 5 = p.

Es deflr; un alements p 41 4l supremc de un conjunta § s P oak

ana cats sUpsricr de 5 ¥ Ringdn ndmere menar QU8 poas cobs sups -
L ]

rior da E.

En forma slmilar & como ad hlag para wl miximd ad puade demcakrar

quw al suprama de un cohlunta, sl exisce, a3 fdnlea.

Cabo repaltay &qul que lé dnicas diferencia entre Llom conceptos de
elemento oixime y AUprems da un cenjunte 5, catribs en que ] mdei-
ma debw mwr un elements del conjunto § BIENtris que el Fuprema pus-

da ser un tlemento de 5 0 aAg merlo.



v

L.%.11 EIEnPLOS Exte taorema, cuya Jopostraclin owmiticremos, nom garantizs la exjla-

cancid dw una minima cots supdtior para Sudlguiet conjunte de nilma
a4l Sea A om x| me A, x g1l =R .
ron redley acptado superiorments, y edtableca adends que la wninias
Fate conjunta entd acotdde suparlorments.
cota @3 wn nlmero ceal; en declr, que pertensce a R.
Su slexenty rdaima =0 »! 1,

S5u suprese 3 tambidn =] 1. . La propladad de corpletitud pecrwite entablecsar ol cOncepte de con=
tinuidad en N, gl cual <y de Ieportsncia fundamental en vl wztudio

l} {E.Qtdl.lui.'l.l‘l'.lﬂ{l.l da A del caleulo.

a 1 .
\‘m: A . Para mascrar que los rivescs raclonales po puscen la propisdad da
complatitud emtablecids para lom reales en el teorema [.5.1F, con-

sidarenae «1 plguiente ejemplo que s inicis buscandp una aproxima
Bl S=a B = {x |xc R a<l] =N t ' ' -
cisn al valor da fJ wodisnte sxzpresicnes decimslss con un nbxero
Ente conjunte eatd acotada supericrmentcs.
finleo de cliras:
Hoy tlene elenento misimo

Su supremo o3 wl 1. Recordemos qua al sfetalo @2 rapresenta &2 un nlosro x tal gque
' . x' = 2, papi. para u primars aproximacifn vemes que
!P . ..;cur_n.l. 5_-1..15.1?1.:.1._“'!- da B '“| -1 ¥ (13" = d
- >
] 1‘““~hh
sup B . por lo qua
1« £2 <2

[.3.1) TEOREMA feomptetitud de a3’
En cansacuancla, si Jo:casad apronlmarnos "par la liquiesda®™ al wva-

Todo subconjunte no vaclo de A gque eyed 1oy de ¢7, la primers sprocimacidn ser¥ L.

dcctado guperlorPente tiene un SLpCemMd

que pectenece a & "Fara cbtener ahora una Jproximacisn con upa clfra decimal, ohaerva

EDE Que

M x = 1.1 I 1.2 1.1 1.4 1.%

enconcew 2% = 1.20] 1044 Loew]| 1.96% 2,25
L
e lecror pusede consulter la demostracitfin en la ceferencla 1 .
pliq. 251,




por lo qua

1.4« AT % 1.8
¥ 1l wlquleanen sprosimeacifin secg 1.4,

P4ra obtendsr und aproximacidn can don r.'frag ducimales obaarvamuw

qua

2L K = 1.41 L.42

entonces x* = [ | ovanL| ?.o154

par 1o qua

1.1 « 7% « 1 47

¥ la aprosicacydn swed ahora L.oag.

Para trem ¥ cuatra ¢ifras deClmales obtendriamng, eempactivamente

By ow o= |1.411 1,412 $.4121 L.ald 1.41%

entonces ' = [1.990821 0 1.59)744 L.9DESES | 1.9%9396 | 2.00721%

Bl ¥ =] 1414} l.aliz L.4t41

entonces ' o | 1.99%8780) L.99%941 64 Z.O0002444%

¥ &1 procena podila continuarse Indaefinidamente an wirtud da qurr,

por I1.4.1% y I.4.16, L& expresily decieal de 7 om no periddica.

Canvlene hacer hincapid an que las aproxieaciones obrenidasns aRle -

Iigreence, oy Joc)r

1, 1.4, L.41, 1,434, 14142

- Th -

ROR kepranlofen Jecisalen con un nfecro Fiafto de £ifres Y- POT Can-

ta, Eon nlpecos racionalan,

Candldetumwid ahord ¢l coanfunto s Que fonata de les sprozimsacionas Jdg
*F que pucden abtenerse medlunte el procesd qua hesos deacrito ante.

Llormenta; oew declp:
Eom {0, Lods 1.4, Lo424, 14142, L.ér421, Lodldgly, ...}
Por conwtruccldn, ¢l con)unto § ciens lap siguienien caracewsintican

11 Cada aprowimacidn wg OAYCE gue la antarior
71 E contiens un nimerp Infinito de slementos

U S$rd, 520y 5 ents acaradg IUpEriormanta

Lis propledades snunciadam en el punto 3| sarisafecan law condicionas
del teorama [.5.1] al ceewplarar en &1 B por O, #LA ambazge la £onc |y
sifn no eetia vilida ya gue § po ciene un suprama an Q. Enm claro

Gue +7 23 1a minima cots wuperior d& S5 y ¢7 ¥ G.

Comar conbeduemels dee 1o anterior vemss qua sl eonjunto de Jon nioe -

Can 14ciaondley Carece de la propiedad da complecitud.
=  WValor abewluta de un némero real.

Gada gue edlnle uhs SOorfcépondencia unoc & uno onire loa puntos de la
recta y los nlevics reales, cabe saperar que =1 concepto geomdtrica
de distancls entfe 408 puntos tenga su equivalents an 41 conjunte de
lox nimecas reslca. Olcho concepre, eapecialments GLll para el cilecy

fw, purde sar introducido con ayuda dal valor abaoluto Jde un nlesro



- " -

seal, gue delinirvaos & continuacidn

F.5. L4 DEFIMICICH
S5¢a x wi nimerd real. EI valor ebooluto da x,

que representaresns con |i], se define come

%, sl ®m : 0

| -

[+ propiedad [1) pueds demoslraree [Scflmantes o partir dal teocems

f.5.4. La proplwdad {11}, conocide como “dasigualdad de]l triinqulo®,

fa domucstra a continuwacidn.

ani, por e1erpla
L 1 1
I3 = & vaqua g o0
|o] = 0, ya que O = O

p-7F = 7, ya que =7 < 8

En guneral el valor abaoluto da 31 £ R serd wun afimera real ne negatl-

¥o0; en decir, posltivo o cefo, La4% princijdles propledades del va -

Llor absclubto e enuncian en al miqulents Eoorams

1.5.1% TECRERM

Para Lodo a, ¥ £ M
1) [a] = 0. Ademdn x| = 0 &% u =@
i leyl = 1el - |y

11 = o+ oyl & Ix] + ¥}

BEMISTARC [GN

La propledad i) wa consecuencla lnmediata duo le deflinicién T.5.14.

A pakeir de la definlclln 1.5.14 y de la repreacntsacidn de Jjos nima
ros teales coma puntos de §a recta, se obsecvs que miantras mdE gran

de ea |x| min lejox del ariyeh se encusnlis izl punto gua representd

X

1

L c = B oy s 0 la {qualdad =» Obvia.

SL e *»0 gy * 0 tenwmos que x * ¥ * O, por Lo que

El m ¢ O yy ¢l tenemoy que = + ¥ % 0, par lo qua

|,l.!,|=_¢,;ﬂ={—1|1'I-:r'.i'l!'*h"l

21
fe +x] = x»y = Je] « fyl
y s matlslace la iqualdad,.
It
Y wg mariaface Lla Lgualdad.
4]

MGN queda por consldarar el casd an yus k., ¥ tisnan slgeos

contrarics. Supandamca x » O g y € O
51 ¥y = = x, x + ¥y =0 y la desigualdad en ebvia,

BL y =« =~ x, ¥x + ¥ « 0, par 1o qua

{x eyl == ta syl = - %) « (=¥l =~ [ub « |yl « |a] « ty]

$1y »=x, x + y 0, por la qus
I+ ¥l =2ty =ax= iy = x| = Iyl < x| + Iy|

con lo gue hemows demostrade (11t de b.5.1%

Drbide a csto, al nimero x| se le Conoce comd la distancis da

noal Ceno,

Do acuerde con lo antarlar,

al a =% un Afimeen rral posleive re tended



- k] -

qué un punto m aetd mitusda entce - 0 ¥ & cusnds [y solamence cuan -

da) fa| « a. Esta ides pusds generalizacss & través del algulenta

(3 ke L

I.5,14 TEOGREMA
Sex o c R con g 3 00 ¥ 2 ¢ R ME Eilane que:

al £ w &= ~-atzxsfa

DEMIETRAC TGN

13 Bwa |u]| 1 &
D la definicifin 1.5,.14 s sigue qua
fel » 2 #fe| = ~3, xR
ror lo quat
al K1 |u] = x, dw (1)
Inl £ & = uda
bl 5L |a] = - x, da 1)
lal 10 = -2x5a =Duzr~-a
por tanto, de 121 ¥ 13) ek sique gque

fx] 1a =d-0 4 xsa, ¥rilk

Il Suporgamos ahord que = g4 £ x £ a
2l 5L x 3 0 |x] = x y de {4
lz| % a
Bl %L w <0, [a] = = u y de (4]

-—as - |=] =>a 3 ix]|

f1}

i1

(3

15]

i6)

por 1o gue, de (4} y {E] we tiEna gue

~gfdxfta =% |x] £a %x¢ A

y la demastracisn queda complecs.

bl tewgprma [L5.16 tigne Ia gigulenta intarpretacifin geomdtricai

(s | 2 c R,

|

x| %= &l

Ll ayuda del valor abeoleteo,

la dimtancia entra 408 oflaerom cwales

Cuslesguieras £, ¥ Pusda definizse copo =l nbmers real pa hagativa

A contlnuacisn pe tlustra geoméiricaments al casa =n QUB

lx = ¥1.
ar@, gy
I= - ¥l .
Y 1]
1.5.17 EJLRCICIOS

Y

Dumcabcdr & partir de I.5.3 que, al %A, ¥, & ¢ L

4t
(N
(3]
]

el

A r i my sy =Hogpom
AE =yt =Dk =y, sl
n -0 -4

(= aliyl = = i(myl

¥
T # 0,

ay =0 =P u=0sy=0



1}

LR

i)

1)

- 1 -

Swan a; y, £ ¢ N, domoatrar qua)
L T |
hli;n.nlrfn

el aly = z) = xy - =z

43 -{E}*E:I,-iz.iu

Para cada una de lam siquientes deslquasldadan, determinar al con )

Junta de valores de x gua la satisfacen

R EE
B -2 » E_%_i
o Biiiaes

Do sanwca similar = como me hizZo.em [.5.%, sl cancepto de cots
lafesigr ew deflne como elgues

%1 5C A, un #lementa £ ¢ W 4% uha cota Infericr de 5 i
=3, %2 5. Ademds un cORjunta qua t{ene cotaw Inferio-
ras we dica gque sack acotéedo Infmrigcpante.

#ara Cada uno de los comjuntom del ajereicic sneerior dvclr al
entdn acotados supericormente, infeclarments o de 2mbas manorid.

Do manera sivilar a como se hi#o en 1.5.10 y 1.5.11 sa definen
low cenceapros de odxlmon £ Infima de un canjunta,

Pars cada una dr los conjuntos del ajecciclo ) hallar su mdximo,
minipd, suprems & Infiomo, =l esisten. -

Sean £, ¥ « R, decastrar quan
al fe] =0 => =g
B Lay| = x| « |¥]

el |§[-{~;—Il. siyro

L LI R P ]|

Pita cada una de las eilguientes afirmaclonas, demostrar su vali-
dexr o dar wn contrasjesplo an cado de sar falmae

a1 w1 = |x] 5 2

Bl [a] g% =x=- 245 x g4

€l |~ 2] s 1= 1 x 2]

d) Ja ¢ 3] « 3 =5 - 2 < w1} *

I.6 HMAE SOBRER INDINCCICN MATEMATICA

Tan pronta CoOms propusimss £ primer iearsma da la asccidn I.2 [ue
necessrio recureir a la induccidin matsemdtics pérs poder demnalrer -
la, ya gué nod ancontribamce en los inicios de la conatruccidn del
alatena d# loa nimaros realeéea ¥ no dispponlamcs de pds slementon pa=
ra reallzar la pruebha gue las proptedadas qua definepn o los nioaros
naturales, #4 decir, ioz postulados da Feano. Eb por ello que to -
daa las propiedidens de lam operacicrnamn en N dabferon decnatrarss

par induccifn wmatemdbica.

Al pasnar & la svccidn I[.]1 dafini=ss lad opefaclonas an 5 a partic
de las operaciosss en N, par lo qus sus propledsdan pudieron demng -
trarme o partir da laa propledadea an N sin racurric & la induccidn

catemdrica,

k partir de dicha seccifn, ¥ debldo & qua nudstcd Intecia fundamen
t4l wra =l da sstablacer lam principales propladides algebraicaa da
los difarantes -Iiiteul de nbmecos, na fus Hec4SAClo wolver a utill
tar la demostraclén por (nduccidn, Sin ambargo, eafsten otrae pro-
posiclanes jmportanted &n 41chos slsteman, anl como en otram que ss
tratarin miz adelante, las cuales sSlo pusden 47 demodtridas por

ipducclén patamitica.

Iebldo a auw importancia como método ge demopbraclén, en esbs aeccidn
presentacemgs 4 lqunas obeervacicones y ojempion adicianales que esps
ramon contribuyan 4 una mejor comprenwidin dal mitoda y gque parmiben

sS4 urllizacidm en Uh contexto efA amplio qua 2l de ls seccidn I.12.
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Lzpefacenol pOF defalar que o] pumbre no an oey sfoctuneds, ya que
la palabra "inducclErn” asuele agoclacss al procesc que conslate en

ob-tener una conclukidn a partir del andlisis de variaos cagos parti-
Ccyulafed, (EOCERO QU Nada tiens qua v4r con =1 método da demostra -

c1fn 9% NO3 OCU .

Hedldnte uh prodaac Camo 41 antericrmeante descrlio, #1 que sa cono-
CF cond ratonamiento inductivo, podemcd llegar a prapaner un anen -
clade de cardecvy Jeneral & partir del andlisie de varion casds pag
ticulares (cozo se hizs con Pin) en al e)erplc T.2.4 - &}, pero nun

cd & derostrarlo.

A diferencia del tatonamiento 1rductive, sl cual sdlo pusde ALaqu -
Far L4 valides da ls conclosidn para 108 <akos pécticulices dr loa
cuales fue obtenido, ot pftodo A8 domastracifn por induccifn matend
tica nos qQarantiza la validaz de la conclualdn piara todod loa ca -

AOR.

Lomn Reoos Yigrd, una prueba por indyccién matexmltica consta de dan

partea cualicacivapente diferecten:

11 tra veryf|cacilén: P{l) ea cleris .,
IT} La demcatracidn de una implicacidn; PLR) wn clects =9 Pihel}

E3 ClETLEE .

El pape! gue juegen entanm dos partes wn Ls pruska «3 simllirc al gua

e descrike #n la siquients aituacida.

Scpohgafuld gur esbdoon frents 2 una secalars que tlene una Infinldad

da peldaicas ¥y yus dessancos toner la vequridad de que podemas llagar
2 cuslquiera de sum pwldafoe. Zata asgurided nos la pusden propor-

cionar los doa hechow miguientea:

il Podemcs subir 4] primser peldano.

2) Estando en un paldafe cuslguisrs podosos sublr al slgulanta,

En gfecta: por 1) podesnsd situarnsd &an 81 primar paldsfs. Eatando
an £l primer peldafic, por 11 podemcs smituarnoa en w1l segupda. Ea —
tande en el aegundo peldafo, por 2Y ipuevaments) podémon sliuacrnon
*n #l tercera, y an! suceaivamente podamos llagec & cualgquiarsy de

wllok.

In una prueba por induccifin la parce ! nom garantirza que sxiwke un
valor paca 4] cual la proposicifin #a cilerta, mientras que.la pacts

I1 nox dice que ol la proposicién =% clarta para un valor antoncas

" sar§ clarta para &l sigulients valer [(Suhgue mata pidrte no garantiza

gquu #xIista un valor para £l cual la proposicidn pea cierccal,

Purato que 1a primars parte de una pruchs por lnducciap a una Elm-
ple verificacifin, usualmente la difizultad de la pruchba setelba en
damostrar la implicacion de la segunda parte, 1o cual requiece an
algurna éﬁsos d¢ upd buena dosis de Inqgenic) empero, ambag pactes
#on indispensabled para la prucba. A Continuacifn preascontamos un

wiemplo en el qua pucde demostrarse La foglicacién y, sin ecbargo,

"la propoaicifin es (alaa.

Sra

2+ 4 + &+ ... v Inan’ +n 1l - = = Fin}



- s -

¥y Supongass guk Pik) &8 clerfty; asbtd au
R B N R N T R |
wumdndo cn anton miembroy 20X ¢ 114
R R e T I R | L I L T T (A T
=k ek 4L+ 2k e
LR SR PR | PR TP
L LT | B2 R S BN I | I U VR | )
con 1o que herof desoatrads gque al Pk} &0 clerta cntoncas Plk + 1)
€% Cierra; gin eobargo. la prusba pef dnduccién Go pueds cn-p:-t;r-
L8 Y4 Quf No 3 poaible pallar un valor para e! coil la preporicifn

284 clwrta [demwEstralol,

Bdy [TO[0#!C/ONEE Que Aunqua RO N4 CuRplen para todos Lo pémercs
naturales son valldas a partir de un clecto valor. Tal se a2l caso

de 1o migulante Eroposicldn

LM o3 Ry ¥ 0, entoncad [ ot 3 AL | ~ = = = Finl

Puskin quaE paze n » 1

fa o« 4! = x' 4 1

¥ la pripoticlBn na $¢ Cuople.

Pazd 0 = ] tunemos que
e+ 117 s x4+ 1
i que
Ik« 1t = xt 4 x4}
¥e €0ma a3 + O, Ix » ) por lo qua

FLEUR PR T S IR

da dande
i+ 11" > x* + 1

¥ Ia proposiciln es vilida para n o= 1.

Oel anfiisls de PIn) pucds versw qus 4 msdida que 0 gqumenta (x + L™
croce pde rApidamenite que x° + 1 por 1o gue, comwa la propoa)cidn fue
villda para n = 2, cakbe ovparar que sequirl flenda vilide pars valg

ted de n waydres que das.

En slecto, demostTaremos 8 continuacifin que la validez de Fik] ip -
plica la valider de Pk + 1), RipStesiy: Fik] en clecta, luwgo

TR L LY

Como a » O, eyltiplicandos por a + 1 tenemca

e+ 0% 2+ 10 5 6F

* ik +» 1)
Eslo =p
fx + 1!**1 >:k+' + ¢ «x +}

AhGEN, foms x > O #¢ tendrf qus n* + x 3 O, por lo qua

'kti LS ] 1

s b x4+ 13 *
En conpecuentcis
w s 15 .t

por 1o gue Flx + 1) o3 clarta,

Finalmenke, coms la proposjcifn am ciecta paza n = 1, du 10 ante -
rier, 8o gigue gqua tambiln ep clerta pate cudlduice valar mayor que

dos.

Coma vimga &n el c)Ewplo dpteciar, en poaible utilitse la [nduccidn

mitembiica pars demogerar ta valider de wna piopodiclis &4 parciz de



- " -

un valer Fijo Be. En mEtos camon la parta [ da la prucks consisil-
i en verlficar qua la proposilciéin en ciecin paza el valar ne, la
pazte 1Y conaiebirf nuevaments ef demostrar quo 18 valider da P(X}

lrpllca la de P{X + 1}, teniends wn cuenta gque ahotra kK es maynr o

Igual que ry, ¥ la concluniln aecd que la propasicifn es cierta pa- |

e todn valor de n mayoar o igual gue ne.
I.6.1 EJERCICIGS

Ll Gemastrar por {nduccidn matemdtica ¢ue las miguichtos fdemulas

aan vilidas para toda nafipers hatucal ne

81 L+ 3+ 3% .- E_iﬂjl_ll

IR A I K I B N LA (qubt rapresanta agqui n?

mn
r.'ll+1qllq'i...iaqn-‘-E{IT.q—q-J—;’i!.qtﬂm

il Chakpvess quai H

Iv1-2
{1+ il +3 =1

A1« LI+ 3L s 50 = a

propanet und ley general y demcstrarla por indugcldn matemitica.

3} Hallar la foraoula qua sieplific: vl producto

(L-0-301 -3 ... 1] - 29

y demnscrarla poar Induecifin,

L1

51

&)

Parad cada uns da las siguientes pioposlciones. hallar =l penorc

valer de n pars ol cual se cumple ¥ demostrarla por Lnduccidn ma

eemdLich
n! = n
II—!— £ M.

B} n! »n', donde m! = L w 2 & 3 s oo s Mo My @b =1

af % ¢ L™ s onk" s onx ¢ L, Wac R x> O

Dorostzrar por induccifin matemdtics las miguientes propledades dal
valor sbacluto:

at |« = || ¥ n a K

Bl |ay ap Apa-- fnl = ag] laa| |mel exw la I3 ¥ ncHe %2

el Il;u,u.;f“.vun| £ 1ar| + Jag] + lag]e oo * 1ln1|-'|‘n LM, n3i

Demoatrar por induccidn matemAtics las siguicntas relacionas tri

gqoncomltcicasa:
al wem (B +nrl = (= 1" sen g1 0 =8, 1, s ...

) lnn[lf{J‘ﬂ*l}i]-{-ll“-lcnll 1¥ncH
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CAPITULO 11 HUMERODS COMPLEJOS

INTROTLCC 10m

losa nicerén cocple)on aparscan #n wl barizonty Jda Jas matepfticas con
1 ircroduccign de low nibeerocs fxaginsrics. Estos surgisrcn en =1 4}
gebra coro conicCutncla de und nacesidad, di la misma caners quse los

REreroe rwgativae.

Glrclamo Cacdand, ealnante catérdifico italisng del siglo XVL, fuf <l
PIiRero wn reconcenr La verdaders loportancia de las rafces pegativas
al epraclecer 1a teoels general da Jaw ecoscionss de tercHto y Ccuartd
grade,  Sw 418 Cuenta de la necepldad 2c nblearce negativam y 1legs a2
hablar inciwlo da ralcns cuadrades de ndmaron pegativos sufique, al pa

recef, ro llagd & precimar al congepto de nirero ipaglnarie,

Rafaecl Bozielll, tamuidn italiana, concinud la abra de Cacrdapc ¥. €h
wnd Chia publlcada en 1572, wefald que los nidperos imagilndgioe eran
Inditpunual.les para la soluclin de scuaciones de la farpa ! oo B,

donde £ wn un niesca ponltiva,

Lom pimaros lpaginarios. fusron atacadom 4 partdr da #ntonces, fuscon
declarados pory puchos comd *{mponiblen® o “Inealatuntea™, por sl mira
hecht da MD poder Talaliofarlcs con daperienclid <& Bo vids cotldia -

ni .

PerD uwhl SCUAZ1ON coms x! 4+ L = D RO Lba & qguadarse 3in woluclén. Law
waterdticas Cequerian de low Imaginacios pars desarcollarss ¥, finel-

menta, dstom ge impumiazcon,

Ln nimara imaginaris :lpEeigntl una idea shafracta pérn EyY preclda,
La respussts & la pragunta: Oud alesro al ser sultip)icsco por sl
niamn aa Lgudl a -1%7 sdle pueda concabiCfae con la syuda del lmsgina-
$ic ois conocido, sl gque Euler zeprws#ntd con wl eiEb0lo . quw tods -

via se aEplen,
II.1 FOFAA BINOMICA

Lna var scwptada la saletencia de L cOm un AlRsrs tal que § v L = =« §,
un noesrs imaginarlo gqueds deflnfda como toda aqguel de 1n Formss bi,
donde b 29 cualguier ndmace real. Por ejexplo:

3, - 1, ;i. Vi

son olimaroa Ipaginarios.

Loa leaginarics, con las migram cuglas da oparaclén gua los nicaroy
realas, y Conaiderands 1' = - {, proporcionan sclucionce & toda eCus -

cidn da la fores a' v = 0, donda c w# un nfirarc positiva.

Por ajepplo, lam soluciaones de la ecuacifin

x! + I5 = B



on o clneror %1 y = 5L Puastdo qui

{501 = £510 5Ly = ¥5L% = 2%{- 1] = - 2%

(= 541% = e Sgpq= 51% = 350" = 2%y= 2} = = 2%

En geoeral. law paluciones de la #Culcifn
' v ¢~ 48, con B,

wen 1o rlreror Lkaginarios 8 [ ¥y - fc 1, donde »C 1 R.

FOL gtra fales @1 tenwmts gna scuacién cara
xf o+ 4w v 13 =~ 0
¥ #plicancy la fArmula genecal da la acuacidn de seaygunde grada, obta=
nEmS §
a2 -1: S F a1t
¥ AOs ancoACT4f0m con gue Cads una da Jas acluciofge e la "Eema" de
un nfrefo real con un nlmerg dmaglrafic, lu_cuﬂl debe interpfecarde
ECE0 Lh RLevd Lipe de nioeca.  Surgen asi los nﬁfuro| complejcs cuys

EGRjuntn, QL& [EpIescnTAMOE cof O, L& deflpe comt migue

LI.3.1 LEFINICIGH

iz | 2 =2a+bd, a, bag R, 1T = =« 1}

Ael, por wiceple, = 2+ 3, = 3 = 11, 1 + 4751, } =01 L sen nlkeros com

Flelim.

Fara rargjaf low aGmeroe complelor oecegitamol sdlor cudnde dow dy

allos son Igualss, por Lo que sstableceman la wiguisntd defilnicildn

[I.1.7 DEFINICICH
Sean 1, » & + bl, 2; = T + dl dos nieeros complejoa
can &, b, =, 4 ¢ R, entancas

I, = i) i a =z ¥ b =4

, Como puede varss 14 lgualdad &0 ¢ requiers de dos lgusldades entrs

hdreros reales. ANL. 21 a P C @ b ¥ 3 wa tandrd que Ty # 2.
- La adigitn ¥y la multiplicacidn en C.

Lan operaciones de sdicfin y muleiplicacién de nilmsrcs conpleias st
delinen, ¢n tdrsinos da la adlcidn y multiplicaciln 48 nbimeron Tea-

lan, de la mwanere siguiente

Ti.1.Y DEFINICICH
Sran z;, = & * bi; I; * & + di Jos nicaros coEapleioe,

dande &, b, &, 4 € AH.

i¥ el nimazro gz, *+ z4 &% dafine coba
x, *+ tx = [a + b * |b + 4]l
L1} "#l ndmera gz, 2, a2 define como

2 g * lac = rdl + lad + bo)d




Eatan gpardcionss tisnen l4s siguientes propiedaden

II.1.1 TEQREMA
Para todd By, ®a, 317 L CF

11 T, * 1, © €

o1, £ € . carradurs

Li} oz, 0 [y + 290 * A3 * T} + 3,
1y [apa] = {z,%;018
111y 2, = Nk = 23 + I,
by 1 = £ I,
tw} &, » (B %+ O1] = x,
£, (1 ¢ G4} = 2,
¥] 1- 3z, ¢t © tal qua x, & 1= 7% = 0 + O

a2, A0+ 08 27 £ € tal que

T T 1 wleksnEoE invErIOs

¥il g4, 13 ¢ Ea) = 2 dp t 142,

+

aaciatividad

Sommutarividad

alemento idéntjeo

diatrikutividad

GEMOLTRACICH

¢ gecoetrarln finfcamente £1. I11Y ¥y ¥

L} Sgan 3, = & + bi, £; = & 5 31 dos ndeeros coApRlejos

.+ 21 = {a +c} ¥+ {b AL

ceoe 4, b, o, d ¢ Rda L) de I.5.3 {a ¢+ ¢}, (b + 2] ¢ R

o e gue, de II.1.1
ia + ] + [b+ d)L g C
efy LLFEpCusrCle

T TR AN comy 00 queria

por i} de 1. L.]

For otra parke

217; = lac = bdl + (ad + ECid
Corto &, b, &, d ¢ B, de 1) da 1.5.3} s tiens gqum
fac = ndf, (ad + bBo} ¢ R

par lo tanto, de [1.:.1

fac -~ wd] + lad * bcld © €

¥ &0 COREWCUEnG1a

Iy21 E COBD Bg querla

Por 11) da II.1.]

L11] Sean 2 * &4 + b, z; = ¢ + diI dam ndeercd comple)om

vl

£y * Zr = la + bE) + Jc + di)

- s * &} r (B + 411 por
w o+ ) v fd+ BIL par
= (@ o+ d1] + [a + Bi) [=1=1 4

) + I " 13 v Ky
Adeudn
2;%: = la + bi}le + gi)

= jag = bd) + {ad ¢ kChi por

ica = db} + igh + dall per

{c + di] la + BRI} "par

gz = £;1)

Sea 2, = & + bl wun mirero coeplejs, con a, b g K
Da vl da 1.5%.1 3 = a, - b c R, ¥y #n consacuchncls
[= a) + I= b1l e C pir
Sumandg ests nltvfo a 1, sa cbtiens
fartipe[i-a1+ (-0 1] = [faei-al] ¢ {b+i-21] 1 par
tastids[1-alsi-blL] = @ + 01 par

con 1o gud = £, = [='a} & |= bll

! de II.1.7
114) de T.5%.3%

1y de IT.L.D)

1) da II.1.]
111} de I.5.]

{1} de II.1.3}

Ir1.1.1

1y de IT. 1.3

v) d¢ I.%5.1



Sed ghckd ¥y * b vy bl con m, b e My a, PO
1_.* - b a1
TS Eit 3T e pre M ¥ de Il

P it S
ATV ET YAt T ET O
hpllcarde (1] de [I.1.1

- b bol- -
s ¢ B4 toripr ¢ areprt) T G - aeR e R s it

at » B'  ab - ab
AT By " 51 + b

1

ln + biy [ oy : gT + .ul-;h\;lll = L+ 0L

& - b
con 1o gue 0" = ooy 4 e aara = £

¥ tersira la damcatracidn, D
C# Acudrdo con II.1.1 un ndartd complejo en d4 la forma

I ® 3+ ki, con A, bR
En particular, al b = 0 a! nikewro cosplaja quedy como

i=a- M
qua fLadm per ccorflderadn coma &l nimaro real a, Ya qua la COETLEpPAn
d!nclll

&+ QL = 2

M COrsgryvd & CravEs de law cperacionas de adicifin y Releiplicaciin,

En afwtts, sean
LI A
¥y € bl =
fa * G « dc » O1) # ju & c] 4 B4 we & » ¢

p b o* Q1pie + 01Y = {ae) # O =~ ag

- st -

Ge papars $efejanta, a todo nbreco complejo de 1a fured O + bl la pa

depps conslderar cooo el RORero Imaginario i,

Ca pouerda con lo antericr, ctanta »l conjunts de loa nfrecos redles

como al conlunta de lon nilréram imaginarios son subcotjuntos de G,

Can la d-:!_i!'lil-‘lﬂ-n tormal del canjunto dé los nflmerom complejos y de
lag operaclonks da adicifn ¥y rulviplicacifn un £, podemns .Epﬂl.'- oLl
flcar que =l nipero carple)e my = = 2 + )i gp una salucidn de La
auacifn

af + dx ¢ 11 =D
Para ello, condidayamoe que | = 4 & 01 ¥ L3 = 13 + 01, y |u|t.lt_\.11m-

Kp * = 2 + 3 epn #)] mieabrd irquierdo de la aguacifin, ckieniando

(= 2« JE1Y e Dd & Q41 0= 2 + 317 ¢ L) ¢ 41

da i} da I1I.1.} tapeman

L4 =90+ o= & - E0f] 4 =8 + 08 + (12 & O1E] + 1107 « Qi) =~

= f= 5 - 121) ¢ - 8 + 13L) + (13 # D1
¥ de 1) de 11.1.2

-5 =0+ 137 + |- 12 « 12 + 0]1 = 0 » 01

= 0 coma gquarfaman
0

Comy verepod mis adelante, Un nbrero SoRpleia pusdes #¢T7 represantado
w0 variam fOfmdg. A la fOcma g + bi, que hemos sstddd ransiando, A

1# conoce cono farpa blnfmicy debide 4 su aspariencla de bisoelo,

Cyande wn pfiners corplejo = eatd csxpresade en foomd bindmice, we de=
Clr comd

r = 3 + L]



4 los rfaeros realen a ¥y b 2% les conoce, Tespacilvamente, coma paz

"

tn rtal y pactw loaginaria de g,

1dus La 3igQuichnta notacisn:

Fia} = &

Flzl

=k

Algunas vaces m® enplea para sata

- El cenjugada du un nfisera copple)lo

II.1.%

LEFINICICH

Sea &t = & + bl un nlrere complemio

£l conjugedo de I, QU CepIeseniArencs’

con I, ue define fomo

IT=a-50bi

2]l conjugado tiene lam propledades que sm anunclan en el algulente

+

LRGeS
If.1.& TECQREMM
PAFs o By 23 C C
9§ o=
11) 3, = T, &5 x; 4+ K
Lil]l By + TR
v 1, I, € R
vl TR .
i X, B ~ T, X,

OEMOSTHAC TOH

Sr depoutracdn Gnicamenta 110), aii) y wil

11] Sea £y, = & + bl uf Adearo complelc

[N

vil

Probapemoa Primero Que 3, » ¥, =3 x, t A

I, * T, =5 a+hl =g =-hi por II.1.%

AMora probsaTtemos gua £, LA =3 1, s %,

b * = p por II.1.1

por lo que b = Q0

an

1y = & + D] agc B

= & ¢+ 0OF

Ty = a - 0% - par I1.1.%

Ty =4 v 01, ¥4 qQue wl cofo o8 igual & au inversdo aditivo

I, o+ 1, par II.1.1
For lo tanto quoda demastradse gue

s &R

Zea 2y =~ o + bI un hidEere complein

I - &~ bl \ por 131.1.%

1, v+ L, = fa +al # {p - BIL

por i) de 1I.1.1

= 4 + bi. Iy » ¢+ di doa nldmecow CORLLEIDS

- 34+ 03
I, * T, =~ Ia € H
Scan I,
Iy T, ¢

(& r bi)le + 41
fac - BAT + fad = BEcid

por 4L de IT.L.3
tac — bdl = (ag + beld por I11.1.5

Iag = bd} + |- ad - Ecll
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1o 2, = {ac = (- nli= d)] + [atg= ay + = ety

= fa - Lllie = di) per il) da II.1.) y de L1 dw IT.1.1] fa + hi) = {& + 45} = (& - ¢} + (b = 4;11

Iy 1; = I, 2 por II.L1.%

qua ea la FSrmula que 3o emplea phin 18 sustracclOn.

[] . [ - d

D vi de 11.1.4 fc + d” ' = T ar * v !

¥ la prucra tercire,

- La sustrasclin ¢ Lla &fvinidin &n C.

de 11} de II.1.7 ;—:—5—} = (4 + b1} (g7 + ﬁrﬂ

¥ de 441 da FI.1.3 [:-‘ bi _ #¢ + bd  bo - ad |

La musiracclfr ¥ lo divinifin en ¢ ae definen & pazrtirc do la sdiclén

¥ la pultiplicaciin an €, rospectivasence, ¥ de v) Ca IT.1.4, dw 13 g + dl gt o« d e s di

LIQUIERtE EArErd que 4 la fAhTmula quer sk ecplea para In divisién.

e —

R —

Aaf, sl 2y = L + BL ¥ zr = 1+ 1
1[.L.7 ELEEFILICICH

Ly — #1 = 1 =2 + {& = 114

Scanm 2, = 4 + bil, %; = ¢ ¢ d] doa nloaros complolos, Ty = X3 =~ 1+ 71
conde &, b, o, d 0 N T, 2+ ? 18 = 1
* I" r Ll 1
] el nhrerg oy = ry Ee deflina COM 16 15
- ¥ i
Iy = 1 - 3 * [- ;) ’ 1
' ' ! ! He2:m
E

11) &1 F: A @ ¢ 0L wl pizera ;f aa define coma

EL resultado de 1a divizién puede tapkiln chbrensrse puliiplicarde di-
It = ¢ -

= | oIy

I

videndo y divianor poxr el ronjugado del diviser y conaiderando a law

nireros tomplejos como blnomios, comd pueds verss 4 continuecidn

Do la definicin aftarior s4 pueden obtefsr Lap 2iguientas [Sxwulas ES L 1
T, T+ 1

de ued prictico
L+ Babi2 =
i:*k]l;"‘Li

2 - 1 4+ 161 - @1’

de wi de IT.1.4& =[2 + i} # (= c} + (= d}i

g 11 de TE.0.7 da v bi) = & + dt e (& v B} + [{- &} + i- d}4] . PR
- 12+ 8] 151
4+ 1
L1y ]
LE R T , gua cainclde con el resultado gbtenido antes.
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En general, w1odaz les gperaclones con nlmeros cosplejos sxpresados

en lorea bDipdeler pueden sfactuarse consfdesrindalos como 3l Lusran

bincelod, torando £n cuchid Qué 143 potenclaz da 1 suparicres 4 uno

deban reducirse da acueTdd 4 10 miguientm:

17 = =]
t'e 1 e - 1L e -y
T A AN ) E

FE I N R § T AR |

RN TPEE Y I |

¥ @n adelante 1o valoras me Zepiten periddicacante,
t1.1.0 EJEAFLOS

Zean ¥, = =~ 5 = 2, xpy w = L & j
4l Fp = 1y = |- %5 = M) o+ {=1 4 J) =w=5=1=21 % | ==k -3

Eb 2y = fr = = S~ 2] = i= 1 4+ 1} =~ & = 2 + 1 =4« -4 11

1 zyoEr = b= 5 - Il- L4 1) m 5= 51 ¢ 28 - 24N w5 -5y 4 3y 4 2

Ty tg =~ 1 = M

1 =y = 31 (= & = JLhi- L - 1] 5 XL e 54+ 7
3 Ef B e S o A o e A T T S E e TR B

N (5 - 23 + 12 ¢ 91U Y+ 71 1 7

If - T+ 1 = - -7 * 3 L

II1.1.9 EJERCICIOS

L

I

4}

g1

&]

Dercsirar gue paza tod0 z,, 2, 24 £ €

a) Ty o+ (0 + OL) = x,

El 2,11 + D1} = I,

c) Ey g * 313] = X2 + Ik

Demostrar fua para todo 2y, 1, ¢ €

ap T, == 3, 4= Rix] = 0

By oz, 2s 4+ R

Cemascr4r que las operacionss con nleeros comple)os puedsan elec -
tuarse condideifndolas como blnowios; &8 decir, Jue canslderipnde
lom camo blpomics 32 gotienen low mistod reaultsdon que con las

exprosiones I11.1.1 ¥ lam fArmulas de usd prdceico que 14 explean
Fara la sustraceidn y la divisifn.

Crtener todos lom valpres x, ¥ € R que sacizfacen lam slguicenees

igualiaden
a Tyl + yi
]l'-‘_fl. ul ¥
Bl x + yidt om [x - yigd donde z¥ = zgz

1 =2, ® -4, zy = 3, zy = AT = 1, 24 = = 2 + 1i chtener &1 re

Bultpdn da las miguitntes CPpEfaCidnes

1 .
a) I 1
Ly ilél
T1Iy

r_'l -—l—'ﬂ1 2_ 2 * ;.lu
1

Expresar ol twsultada dge lam wigulentes Cperacianed en la Eorma
a + L}

1]' lh‘ g
bt v [V e 17
(T =) » &8 ~ 111l + 1)

Y= &L}13 » i}
(1 = 33300 = 11% & (4 = 3=l _+ 5L)
i =101

k)
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Il.1 TFOFA PGLAR O TRICONCHMETRICA

A cads pord)s ordwnada de nfiwerca reales (4. b) corcesponda urc y 96—
lo un rirard corpleln & + Bl ¥y viceversa, por lo qua podezas reaprg =
mentar & dicho nbrers complejo como um punts de conrdanadam la,bl an
] placo carleslanc, donde sy parte reel § Quedy pepredentada en el

B¢ &, ¥ &u pdrte 1riginsrla b #n =1 =1w ¥.

]T A enta rapreasentacidn da low ndse-
S — ron cosplejes en el plang we la co
. , roce Como "Dlagrama de Argand®, ¥
a lon ajen ¥, ¥ e los llams, res-
N pectiv.nl;tl, “eiw cadl* ¥ "g1e
- g __J * icagirario®.

r} punta de coardensdss {&,0] temblén entl Seterminado por los pard-
:etfnl (.8} d« 1a figure, comacidos comd coordensdas polaces del

punte.

las coorderadas Catledianas (&, b)) k& ochticvrnen & partlr c4 las pola -
ren I, b)) Eedlanie lag alguientes CSreulas de tpanaforoacidin

a=r cur B

- = = = {Al

b=~ svh #
En cenisCyunGid, £l nlmero corple)n = * & + Bl puede tambtilén expra -
JArRE CCOG

2 = Ir cen B} + ¢ s=n W11

g~ fiCen & + 1L man W)

- 10% -

que es la llarady forma polar o trigquneeétrica del olrera corplejo x.
Fodonos eppledr una abreviatuzra para eieplificar esta Qltima eapre -
s1fn, ya que #n aobas funciones trigonoediricas se trata del mises an
Qulo. Usaremoa pptonced 1la sxpresitn "cis A® para repreaentsr al
tactar cos & + L gon 8, ron lo gue pedenadd aecriblc 1 = ¢ cis B,

Foimalizaremns lo gnteciotr medfante la siguighta definicidn

I1.2.1 CEFIHICION

r cim 8 = [r goy H)] + [r aen A]1

En cohdecudncld, pars expreésdr &l nimeroc compleja r = & + BL wn (crma
palar eacriblramon
Z = cis B
Jorde las coardepadaws polares lr, 41 se cotienon & partir da las car-
tenianan (&,b) mediante lak Espremionea:
£ = caf ¢ Bb
b - -~ === 18
4 = ang cLan y
Asl, por ajerppls, »i tenemon al nlmern
coxplejo
I, == 1+ 3
¥ yueccmoy exfiemarlo en torma palaz,
aplicando Las -:preaianesliﬂi obtenemas e
es - DT T L
¢ . /1 .

4 = amj tan —I-_L

x|

o= 115*

de dorde z, = 47 cfa 135"
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51 terecca ators un nirero coxple)s oh forer polar
1y = & ci1a 24Q*
¥ quUeLesIy crprasalo en foroa blnfmica, aplicards las ecupreslones

k] uhitereros

¥
a = 2 Lon B
P ¥ Ll
= 2(- 7l SR R
a = -1 ' *
L= 3 den B z
- - oY
L o= = A3
A
{ Tiralrente &y = = § - A3 1 fr

En la fcrra (0lar al nioero ewal 0, qQue o3 una distancla y por tan-
L wn rirera po negatlvo, se la conoce coma el "mEdulo® del pdrecs

geipleje, ¥ al drgulo & como mu "argueento®. Para el casc particu =
lar del rfrero 0 + 0Z, su wfdulo as cero ¥ BU AIGULERTG S conmiderd

EELL1vTArIG. -

ok iderecss gl capo de loa ndew

com cooplejos £, o« 1 Cia J20% oy ¥

10 = 2 cu3 4ED”. — ]

Al rearcfoenar)os o la forea LI- I AEF
FIEITa #ICCRLFGRaR GUe I

iy~ =1 ¢ F) L ¥ ;i ﬁ\

-
Iy = -1+ .71

per e gee, do 130107 \-.__

x|

Ty T ¥

- a7 -

En getcral, #i terecos das niceros cooplejod sxpfesadcs en fotwa po-
lar con rédulae lguales y argurentos que difieran un raleilplo entegs
Je 360", Jichod nareros gquedarin representadon en el plant por el
mismo punto; ©h CoRrsecusncta, en su Porma bBindmica toardedn la misma
par -2 zoal y la misca parte imaginazia, per lo que serdn igualen, o

o lo estabilece el AlQuiento teOrems.

I1.2.2 TEGREMA
é:ah T, mr, cis B, ¥ 2y = ry cfa B34
Iy = Iy 4= Iy, " Ia ¥ By = 8, + k (140%)
con k = 0, 1, 2, L,

*

DEAGSTRAC LN

1) Seanm ) = [y w16 #,y
Iy = Ty 215 9;
por II.2.1
t, = {if; cos 8¢} + {r, sam 9,1}
Zy = LEy CGa B30 + [fy Ben B;1d
Entonces, sl z, = z3 da IL.1.3 se tiens qua

r, cos 8; = 1; cos 4,
= = == 0Ll

£y Gen 89, = ¢y sen B,
glevandd al cuadrado

r,! con® 8 » ! cos'y,

1 ’
£,% aepnt ¥4, = ;' sen’h,
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dufanda miesbro a misgbro lan igualdades y factarizanda argupcnts. Llamaremom "4rguments principal® del ndmers complele, al
r,' dcon' &y ¢ san? 8,1 = 12t (con? & ¢ gen? 0y énqula ¢ tal gua
per o gue 4" £ & < Jga"

0wyt Anf, como cjemplo teneros que al sarguments principal de

CLrwu F1, £1 % 0 ma slgue gua . z, = /3 cia THO*  em A = MOT

fro% ta . N ¥ 3 ya wue TSO" = Jg* 4 EQI6Q"Y oy 0T g IO . 1500

bobLituyenhdc eSea cesylrado en (1} obterepan y =l arqueents principal ds £y = 1 <l 360* am B, = 0%

Cos 9, = Com B,

¥ - ta sulelplicaciéin y la divisidn de fimeros camplejod &8 LOCRS po

Lar.
avn &, = aep @,

. lina Jde las ventajas del mans)o da nimetos coampleics en me forma pg -
pai 1o que, de Ly triqonomabris

. } i lar, e la soangillez con qua pusden efecruarass Algunas ocperTatlones
Toow 3: L{)EQ*l, con k = B, 1, 2, ... -« =« [1] '

#ntre =llas la sultiplicassfin ¥ la divisiéa que s redocen & sultbl -
En coneecuencid, oda (31 ¥ (1) se tians gqus

plicar mddulas y sumar arguesntos en el pripes caso, ¥ & dividit £3-
i) = &y =r, = ¥ Ay = & + K(IEQ"), Xk = O, 1, 7, ...

dulom ¥y reatdr argumantas en ¢l sequndo.  Anl, par ejerplo, bl

11} Scan abora £y = [ ¥ A, =&, * W[IELO"), con Kk = O, L 2 - T, = & clg 120 ¥ 1; = 2 cim 4Q*
Lewsices {r la parlodicidad da las FunciShes meng ¥ COLERO . Lanenas gue
2, CLE T, = [ Com A; T,2; = (61441 cis (120" » 4971 = 12 cis 160"

) »&n 3, = ry aan 8,
%f - % cla {120° - 44%] = 3 ciw HOY,

ode I1.E02 .
_ Formalizaremdy lo anterior medfanta el slguients tecrera.
LCg C5F 8,0 o« 0r, sen B6,01 # dr; cos 8,} + (¥, swn 6,01
Fmbu T

I1.2.1 TEQREMa
By Wb Hy % ¢, pan 0y

Sean z, = ¢, c13 &y y Ty = £y cie %), EnLORCESE
Yy tILalRenLe
11 z,x; = r.ky cis L, + 93]
Ip * iz ten 1o gue termina la degoatracidn,
] 1) H e Ilocis g8, + 8y)
1 n

Cirsd Chnusw-mhold de £]1.1.3 un nbesro complejo pusde cener ndz de un J




CEROSTHACICH para ohtenar ¢l argurento poincipal Correspandients deberd susacus

JE0* tantas WeCel Coro me redquleca LAFa quedar dentro da dichd LhkeL
1] Eekan ¥; = I, cla #, y ty = [ Cin &y

yala.
L1323l ] ]
]T
£y = Ir, cos 8,1 » Ir; sen By)d Cjempla
Lo g
T, = frp con Ry + (ry wen #8501 1 g1z 10 1 .
. =is = g cin [- 40 H N x
e 4ib da IT.1.1 -
- ] - L -
tizy = [ir.come,|trycendyl - (T eent )i sendy)] + . § atn {- 60% ¢ 3607
+ [ieycont | (amend,) « (giwend, | {r comd, i)l ] gi: LM ; clw 30D*
fefae ® £ifslcond conty - menfinendsl - Potenciad ¥y ralcen da nlmaraid corp-lajod
* B Eyieond, senl, » wnd, conb, 11

da las identidaden trigoncmdtricas

com (8, + B,} = cou &, com @~ sen B men 8, Il.!-l_ LEFIMICLON

awn (8 + 8,;) = com &, sen by ¥ men 8, Com B Sean 1 ¢ C ¥ niH
tanELCE QuE . La potencla endsims de I, yue [CPrasEntaramE COR :“-

T, " t.k: com (0, + 833 * T,7iech 8, + 8701 se dalline como

L]
aRto em z" =m XTIL ... 4
r faciArvs

1= riracls (A ¢ By coma quesfzacs.

Le CaRETa se¢mejanta puwds debdalraras la pazte ill.
[J Con la definicidn antericr

1! =

sl wivctuar la divislds de nimsros coxplejos on forma polar, puwde

Al = r ol @
sucwdir qur ¥l argumedtd del divisar sed RAyOr que al del dividenda

2' = or cle (8 + ®) # T7 c1n (19}
¥y af six caxzo se tendrd qua el resultado 2 un ndmore complo)s <on

Dy mANErd SCoE]ante
JTQur. hte hegativa. Los siqumentas neqativon Jdekben Interpretaad

! = pix

cere &r ,ulus cedidos en al otro sentidar &40 em, en cl gue glran

1t = [i? cis {0l [z cts 4]

lan rar cillas del relaj.

Ln arqurcnte negaciva +nid fuecs del Intscvelo o 4 < JED%, asi,



t' = i ocum (2% + W)

1t s ' cla {38)
En gencral, cuandc #l ploero conple)o estf &0 forma galar poderod op
EenET aud potenclan naturales con la llarads (Erwuls de Oe Holvre,

que 38 sxptesd o £l sigulients t4Orera ¥ cupa derastFacilén se deja

#l lector cefo elnreicio.

TI.2.% TLIGREMA

Para todo aldewzro natural h:

n

e cim b w e oy {nd)

II.2.h EJEXPLOS

S5ean 1, = 7 cis 70" ¥ £ = 1 gin 21%°
ab z," = (+¥l'cls 12 v 0} = 2 cim l40*

BY 2yt = (X" cuw dY 0 223%) = 27 <im ETS = 37 cim Q1O

£} z3" » (117 cis (4 2 335) = Pl cia 904 = 1 cia 100G*

51 wn rfiruro compleajo entd en EaThA hi;nérr.lm..‘q'eneu.lmunta e3 n-lllfj_
il cheerer 3us patencles translor
ele2gio & la forca polar y apligen

do #l tecrers I1.2.%, fooo e ilul H-G"/J

Lfa &k cancinuacién o

=1

4} Creenwr {1 - 1}?
o AT e - e TR T -

1 = anyg tan '—L - J3i0*
A1

HLE o
I =L alcls 130* N

147 = 11" = B cla 290%
= B oula 270%
Y - ot e - L -

<l

- 111 -

£ + Ei] =
Ontener le cuarts pacencls de ['I—.l] T, dande:

2, = T cle 90%, 23 = 3+ 1¢0L, w1, w2 ocaa SRT ¥y #e = - 0.
Paza swcap fow nlherom T, ¥ I, Pamarae 1, & fOrhé bindmics
£y = 1 CLs 0% = 2 com 60% + (2 wen EO"H1 = 1 + /Tt

aptonsEs

2, * Zr = 1L ¢+ P11 o+ 41+ 3FNL) = e 11

Jhal&
T
Iy * T4 - 4 % I;II - Fm 2;51 ‘
i -

fara este hithe pa

- T
fm 217 & (m2/317 = AT ¥ TR e 4 i

a4 = ang tan .—3;'3 . 24D
SRR o g ais 1t “

FY

pot QLA parte

z, = T cis 90" = 0 + T4 -2fi

por Lo que T+ 0 - FIL v Sdcia 20"

asl

[}lii—fi]I, - PACIE07 (F2cia2T00] & & Tctnsld" = dFeisldot
N

y [lraipente la cuarts potencia buscada ey

[(¢Te1als0rt" = {4/7)" cim (42150%) a 1024ciwb0™ = 10McLsdd0®

O

1.7 LCEFINICLON
Sfan 1 ¢ C ¥ n e H
51 w" = 1 decimos gue O vn Fals enépime de £, ¥

1o represvntancs sediante o oo NI




Fard coteicr unsd wspresidn que 703 permita caleular taw cafcen dw uhn
rbcesa rerpleya, 2araidereros loa ricwrol
E:srclis®d vy ww p claa
Bl - #3 pafa erdnina de z, SALERCes
lc ctn " =z ocla
e ol ogue, de IT.2.% '
.;f'curuarchn .
En CeraecuerGla, da J1.1.12
L -

my + &« k |X6O%), com K = @, 1, 2
& dEcir

L L% 11 )
1]

en donde Eesca CARFEgantado con AT al nicw:o rual ro negative Suyd

EndElras pCCERCLA 28 igual & -

For lo guw
a4 F ol -E:—l;lligl}. con % o= 0, 1, 2, ...
Vesrcs anora qud valores tora e] argurente v o para led valgres de
ke d, 1, 3, cv4
pArE B o=
TR
- “r cim B
[ara = = |
8- 4 + le0* o ] 160+
.-:i -rl:l.'l-n_-- -""ft::.:[;' “]

- 11% -

Fard k = n = 1
- &+ In-)33é0% n= L] in~1130°
"n-'l. v, clw m - v G138 [;* .
P40 kE = R

d sl
- " P cia %—-—" = T cinm [E - un-]

¥ Jd TI..?-? - oo

Faza k =0+ 1

- g
Warr T Vi ools 22 Tn“+ 13607 . T cin [lﬂ'; .3 n EEU.J

T de IIJI.J Wy Ty

Ca lg anterior podemns chsecvar que la rdly ardeizs de wn nirerc com
Plejo no ey Onica y que existen cxsctéments n ralces dafereptes co -

Tiehpondient£a a los velares da h - By Ly vun ¢ I8 = LI, va q'l.u

e vatd manera henos derostpado el sigulenpts tecrams

IT.1.8 TECREMM

Para toda nbmera natural na

.
n e oy B+ .k (380%)

[l §
r a8 = A .

con k=0, 1, 2, ... , In = 1}

Estam n ralews guedan representadas en #1 Olagrama d¢ Argand pazr n

PunlGe #olize ung circunfercooia coah eent?a on #l orinen y radic

Egqual & T
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Himta ah&pa hamas definida 2" tdry nof He mlp exlbarcgd, a la calt Ay
II.2.9% EJLWFLODS

, +limd d¢ un niesro cedl x, sowles repradenticsels con t”“, 1o que su-
ab Gtrefuer las rafces clbices de £ = = 477 = 41 ¢ represcnteclas en Juwrd una extorkiln de la definicifn IT.2.4 a casds 0 dande 2] 4npa
el Clagrara de Argand, nente oo €9 Jn poers natoral, la gue harerog cde acuotdo & la 2L = =
Fricero pasapcn £ =~ = 457 - 41 & oy (orza polag jutentw definicifn
t = «TF = 1 ¢+ 15 ~ &
iy [F.J2.10 DEFINICION
3 = any tan - 210+
- 1/3 _ Span z £ C ¥ M, hoC MY
£ o= 4 Chyo210° 4
- o=l
Frore, del tegress I1[.2.8 w -n 1
- z o —
- ! o
Vie VI cyg 2087110607 "“'f,. ™ _—
1 - 0 nfe
con k =0, 1, 2 wy 114 ! L ' - f:—
Far 1o que W - /
N Para llusiirar esca definicifin vepmos lom slguisnteas sjvcplos
Fara » # O, | = I giz 10* - 'y
3 - e T " L 1 c1a 0* 1
f . - -140"
cors k= 1. .. = 1cis 1900 - 4l % = [T oime 15%) . (TS0 3% * TTors 40T - it ©ls { H
4
Fara b = 7. ..« 2 cia 310" ) Ve tom 1—1.; chd 207
Bl  Grterar Los valores de x taled qua ) bl Las soluciores d¢ la scuacidpn o' - {1 cila 20%1' = O, mun
. )
PR ] w = 4 ozam 207Y - W gla *w LET LR
. G0 « k[ZEG"}
Leaprjards 3 ¥ rercmaa . S VR s '
:'--B, = 'f"_.-' . con k = 0,1,3,).4 b}
la fcrra polar da = % w3 0 cis 190°, con lo Qua wo = 2 V1 et 124
by
. . wy = 2 V¥ cia g4 1
B e VEETTII 2ot METRUSOY oy t . i ,
. w, = 2 VT zim L3 =
L& & = 0, = 2 Ccla g0%= ] 3 =
fa ", * 31 wy a 2 WT eix 22@" a ry
ate & = 1, =7 el .- ) .
3 x, cls LED 1 u, =2 I oe1m 100 T 2
para k o+ 2, x = 3 cls 300% = L - /Ty . ' ' *
trad
Cedt [LuehGy Ghberwvaf hay tres walofes da x gue sarjsafacen & gowa = o
c1in dada, un nirero real (- 33 y dos nrecon colplejos {1 + STL v ' ’ s B
L - TN, . —- |

]
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il

11

L1

5

LT!

L2311 BJERCLCLOS
Crtenc? La Eorra polar de lep slgquienter ndesior conple)os
Ty = @ = 24, a, = =3} 2, = 51, 2, == 1, 4 = - é - i; i
CLivier La“forma bindmics de Jow siguisntes nlwerss corple o
£y ™ Ciw I5G™, £y = 4 Cle 104, xy = 247 ciw 314*
Lezo.ttar por anduscidn matapftica qua para todo o C N
(ol fIT = ™ ~ia In@l [[Srwula de Do Molviwel

Livétoar Jan sigulentes gperacicned

{1 = Ly = 17 + 1}

al cis

il cie &Q0"
=3 ¥4

AT Y
Chtwhier 2 ( € tal que

iz s 2T 4 [T - " fi cix 33*)

sl L[etgerirer lam saluciones de la ocuscidn

' e Lt = D paré tualquier o ¢ K

L} Déterpirar loy valores de o « B para loe que 2, =~ L+ 1 ¥
Zp » 1+ 4 ton soluelongy de la acuscidn ¥ cktentr [as

OtEan saluclones.

- 1I.) FORHA DE EULEMR & EXFONENCTAL

En &l sigle X¥1IXI, 2l maberbtior sulzo Leonsrd Eyler establecid La
relacifn
By
= = cok 8 + 1 B B W g R
fuE Nos pormite peccibic ol nldmero complula I « ¢ cim & on La forne
= r'aa
conotlda coma torpa de Euluy o fotra exponenclgl) 0 La cual © wr )

z&dulo y & &) srgueento sipresado #n radianes.

For #iemplo, la forma dw Eylar de los ndmecod conmplejos
2y = 7 cim 225%, 24 = 3 cLg LBO" y £y = 47 cip GO emt
11,

tll

Ly # 2a " |, ., =1

n
i
1, = 7 eT
Con baze wn wl teoreca I1.7.7 podesos extablater 1la relacibn da lqual
dad antre nlsasos cocplejon sapratados &n forpa de Euler. da scusrdo

con 4l miguisnte TESFEMA

II.3:.1 TEOQREMA
Sean 1, = r.:ﬁ'i, I, " r,ea*j:
Ty = A & by =Ty oy iy =8+ M 3

fan L o= 0, 1, 24 +us

- Operaciones con nbmeroa complejos en forwms de Euler.

Los tworsmas [I.2.3, JI.2.5 y I1.7.F, establacidos pera lon rdsecos
cecpleos en forma polar, tienen sspredlones dnilogas para los nbre-
roa copple)osd erptosalosn ea foimae de Euler, las cuslss se proadentan

4 continuaeidn
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e bt ST

L | ' I
{rcéi:n a " !“.l
A+ R(lr)
LTS o T £
re a 4T & com k = 0, L. X .., , (m = 1}

Estay 1ltFalds T8 peimiten sfectuar OpECACIGRes de Fultiplicagidn ¥

2ivis,IL CirecTarents on la [Oryda scporwrcial, asl cors obrener po -

tenchas y rafres de nGeecor cocplejos expresados en dicha forra.

11.3.7 EJEMPLGS

-

",
. T - 3
Zades ¢y = ST e, g, e e™, 1, s dett o, oz, o= o5 cF

¥TeCtogt laa SIiGUlanten operacioned:
‘ 1
“oz,1: Ly ?t T T L dj 51;:_11
L]

Felatiin 4

L M (-EE?:jteli] = ¢7 ¢’.I
) J_I...:'.j—'?- 1 e';j_ e | E*Ii

T, o

[ ]

4 Gee &l ArQuiwnto princifpal 4, en rad:ianes, am al gua

Cr o 2z

i+ g[2e)
! 1 — ¥ - -
i dea¥ o et . e etioa LT e !

cen & = 0O, 1, 2

't con b = @
¥ E » Wl2n) ; .
leﬁT' Ir'ﬁ_; [ * " lﬂ‘{z *1”‘ con, k = 1
L, |
4 l:{: Rl AR oy k£ =

d) Para ¢fectuar 13 adicidn indicada opn #1 numeradar, (caneforTars-
ros los nGfetos 2, § 21 4 sy Farma bindmica ¥. bPOBLECiprmente. la iy

ma r, + ty # la forra de Euler.

2= T & w (] con E 1+ (/T sen E]i =0+ F1,

1y, = e" = (acs w] v dgen A1l = = L o+ @

i
:l"il‘—l"”.r":tT“i'

Ahoza, etectgando 1a di1vislén obhienemos

Py . .
vz o 2et 2 E-%"1= P AL
I, vy o 8 ]
a8 m
- fogariteo patural de uwn ndeera corplejo.

Lra vel que Neros mane]ads La expoueslén e“*

podemsd scrprar la esis
tencia do exponentes complajos, ESLo nom permate Quisrallzar cl con

cepto dn logarieno pars ol caso de 1o ndreros complicjol, comd Sigue

IT.31.) CERFINICION
L-TC I
Ei logaritro naturgl de 2, que Tepreoscctarofos gom LIZH.

we define CCED

Liz] = w 21 L




- iy -

A Parzir da wnté deflniciéin deducirames ura firpyla para la ghter -

cifin do lagerivmos de nizeres corpleios
£ wl

BaAl 7 = [ Y w4 bl

5L w = Lii), cntencen par II.13.1

IS = 1] wa dafir

En cornawcunrcis, de JI1.3.1

L= b« k[20), con k= 0, 1, 2, ...

L o= @ o+ 2R1, con k = 0. 1, I, ...
En dérde [y representa ) logqariws astuyral dal ndrers r#dl no nega—

civo r.

cen lo anteclel Régos demoslrado gl mlquients toorera

I1.3.14 TR hLwA

EL 1 = 1 e, entonces:

Llgr = Lr + {8 + Thm)l, con b =0, 1, 2, ...

A3l, ;or ewyerplo. el logarltio Ratural del nleero colple @
: = 7 l.'1l. [ 2T

Liz) = Lii} =+ (i + lhm]l, con &= 0, 1, ¥, ..s

Eax Zacir

iz} = LiIX) «» Vi, con k& =0, L, %,

bk + 1
—_—
Efta eXxprusidn reprasenta a una infinldad de nbrefas cample)on, uro

paca cada valor da k., estd es:

Lv21 ¥ El . pars k = 0

LiZl + %Ii f Fara k = 1

L12) « lai.  para k = 2

Cuando oos 1nterwsa un,.selo logarlitAo, =n ganeral 3e conaidera el
qur corTespitde al argumento principal del nfimerd: 28 declf. &1 Que
g& Chtiere cop k = O cuando 0 2 & +« In. A este lagaritmo we le cong

o corn "logarytmn principal®.

I1.3.% EJEMPLDS

abeenar el logaritmo principal de cada uno de loa siguicntes nirerea;

al cim d5* E} =¢3 - 1 [ |

Selucidn
L

i
al Licim %% = L™} = Lidy « 5 L= 0+ %1 4 07854 4

T
B Li=¢1- 13 = L(2 e:'i} - LI2) = %-i a 6932 + Y. E6NZ

Sl bLi= 40 mL(d e} £ LU4) + 01 & 13467 ¢ 141K |

El argunenta gorcvspondiente a un ndrorg teal negative es v, poT 1o
que su logaritew natural no &8 un npete real;: es par eate qua cuan-
io se corelders ol logaritmo natural comg wna funcidn zeal de ¥atis -

de real no extd dellnida pasa ROre:iul pegatives.
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3.6 ElbkSICIGH
Efctuar lis sigulentey Operdcloncs
*+i 1 ;i
- - r
al L= ¢ bl 21— at 1+ ettt
1
1L+ at
EfE:EEtLtur en ol Diasarama de Argard lat s.lucicnes de la ecua
‘—Ili‘:"l[
:T
".
=l
Dados 2, = | + 4, Z; = fT 0" , 1z, - wit . 1, + B ciw 10
ubteaer Los nbrercs #  C, gua satizfaten 1 la acuscidn
!
Gbtener todos loa walores de x, ¥ r B tales Jues
TR
By e " ¥ e
Cbtenvy todos ol nbmeroa I ¢ C tales guo

.-_?-
A AT L

bl &=L [L + Lb + F7 ciw 45*
-7



- ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

roR
ETUARDD SDLAR G,

Fregeact de &a Bavanadn de Copmcics Blaiczs d¢ L3 Farolead de

Tngersdieafa de Fa U, A, 40 P,

I.

11

CrERRCIONES WIRARRLIRS

Sea 5 un conjuntg po vecio, #n el fual pe dolire la relgegee
dr igualdad ertre sus elerentomr U'né operacifr blharia 2
en diCha Conjunts es una relaclin que Jancis 4 Tade pat oede
nardo {a,t) de elrrentos de S, un elencnts Grles A 5 L, )

cual podemcs llamar rosultsda de la operacidfr.

£i ol resultads de la operacidn s6td en bl caruntos 5, g
dice Qur 5 #9 Cerrado con respecla a dicha operagific: err

1o cwual la operacifSn setd definids en &l conjunte.
Clerpla I.1.1

tea B el conjunte de los nOmeros nmaturales (5] y wes ;o ig

cperacifn surs [+},

A cada par ardenado de pfirercs naturales (2, b] apiciamce, re-
diante la operacifin suma, el nGrero 2 + b, el cual +x Ondes ¥

y eath tamhidn en los naturajes.

For e)erplo:
al par ordenads [1,2) asoclamos i nlress 31 et
derir: 1+ 2 =1
al par ordenade (5,)) ssociamur el nbress B owg
decyT: G a3 =B
al par ordenado (2,4) asociamgs el nlfero 6 o3
declir: A N

EELC.



Ejemplo I.1.1 ' Ejwmple I.1.3

La divisifn ea unm cperacifn bipscla po definlds en el cohdul

Ses = = la,E.7] axd & & gpecacifn deflnids por la siguiell
faborl y P e e to de 1o hfimerom eniEros {1)., pussbto gques

e Lablén
¥ a.b @ 1 as Cumple que E -

4 a e ¥ PucE no obEtante L]0

para -4,2 L . :# [ 1
ae tiene tambifEpn qurc .

para 2,3 ¢ I. i [ 3 ¥

x|t r(E;-,n.- con lo cual ya ne sc cubple pars todow lox nlrazes enterts.
iy &t E = a} rropledades de lab operac:oned binacles

(6otar  El grimer slementd de 1a parels debs buscaTse 4h la ©T

- . 1) Una cpetacifh binaria & eh un conjunto B e "conmutmtivaT,
lumna de la itquierda ¥ vl asquado en #] ranglen zuparlioe. E:

[ 54 ra doa elempentos cuslesguiwrca 4 b dal conjuntc BW
resultado de la opersclén serd el clemsnto que sr sncuantre Fa b ¥ 1

cumple gue "4 OpETAdo COn b &8 Bl miSma #lm Lo oque “b
ern la intermccclln del ranglén cecrreapondlente sl primar ele- P 4 ¥ n a

, gperado cof 8" D Bea:
mento y 1a eelumna ecrreipondicrre al segunds, como E¢ §luntral.

¥ oa,br £ 8e curple que a L b= b L oa

vLE=a En Lo sucelivo utilizeremos solamente s3bs Oleles foTws
1Ty para wnunciaf las demfis propiedades.

al par grdanads iv,P) aFrociamas al slemarnto 23 w¥ Ejwmplo 1.1.4

decir: Tef=w s Lag operacignrs de adicidn y muleiptiicacidn en 2l conjuhe

1 par ovdenado (o, E} apociaman e} elemento  Ba &% to de loz nfrecod Teales (R) son conmubiCivap ya que:

deeir: o L E =t Woa kL Ry cumple que 4 + b= b r &
al par ordensde LE, 1! l:utl.hﬂi el glementa f; =3 ¥
dacic: Ben=F . 3 a,bbr F pe cumplen que &4 * b = b - &
F1X- ) ) . ] b} L3 operafidn & en el conjunto 5‘&;1 elemple I.1.2 no &N
: . . conmutotlve: yd guc
B2 ®E ¥ Yy LBE= &



par lo tanto
ELvy oy o E
2! Una oper#ciSn binaTria b en un con)unte § EL “aEcclatviva®

Bl ¥ 3, b, £ ¢ % 5 Gumple gue ari{bic) = latblec.

Ejemplo J.1.b

al Lla adieifin gn.lns nimeros nALUrales 5 AEDCiativa, va quel
Wa,b,c £ % xe cumple gue @ + {b o+ £} = [& ¢ B) ¥ &
b} L& operaciéin  #n £l cepjunta 5 del eyemplo I.1.2 =x ssocis
Civa, ya SuE
¥ a.b,c € 5 st cumple que atibic) = latk}ec
Afalicemns upo de log casca posibles:
a g ffe¥) = sE~F
=2 £t €l &y =E Ly =F
Por lo LARLE

m g [t & vy =(a & Fl & v =

+ P} aniltafs exhaustiveo de rodos 1OS CASOS B3 una tares o0n

gideranle; sin erbargo, 3& recomienda al sstudiante, sn #3Le

tyenplo, verificar cada una de las siguidnies AJ1TRACIONEE:
o & (v &2 F¥y = {2 & y) LF
B & {2 &4 7)Y = IE &) &Y

Ef Iy A0l = L 2 ¥ £ 9

vy L la & B8] (y ¢ a} & £

e (g an}l =0y LENLa

SURCROMUE PurE que

¥ s, b,crE
ar Ccumple gue
aAiBac) = (AEBjAE

&n bages & lo cudl podemol afirmer Gue Jiche OpeTacibh e 030 -

clativa,

11 B¢ dice gue uUn con)unto 5 estd dotadc de "Elementc IdEntJ
FO™ COn Freapcte 2 18 opcracién blraaclk A eic
1T o€ 5 tal Que ¥ a2 =
& LIRNE QU
AL U=k L=
independientenenie de que Lla cparacidn & aea cormutstiva
o no.
S8 RAce NOLAT Gue pusde seiatir un = Llemenco gue aea 3510
1dEntico por la lrqulerda; s dl:ir;‘u L a = a; o hien

qua pea gdio fdénzico por L decechay o declr a 2w = W

Ejsmplo I.1.6

2} Il zlemento 144RT100 Pars la surd e wl conjunte de Jow
nimeren reales *3 xl nlewro cere, ya gui
T 0 B tal que ¥ ot R
B tians qu¥
» + Dl v aaa

bl EL slcrente id8ntice pacs la multiplicacifn an el cont)untc



cl

dl

4]

de low nlptros reales s el plimera und. PO

A 1e P %tal yue wa ¢ F
EE LiEne que
a * 1l =31+ am=na
Sea el conjunta de los nfimeros enteron y seg 4 1a opera -
cifn definrca cama
x *y o= Ix o+ v
(dorde el *iqno + reprosenta la auma ordindppal
El #lements idénrico izguierdo #4 o = 0 y& gue:
¥ a LT & paene gque O " 3 = G + g = &
ELSRICAf JUr pArd €304 Cparacién no exlite glementa adéncl

o derecho.

Se deja &l egrtudiante orcontear =1 elementd ldEptico pars

la operaciér * del ejenple I1.1.2

Era UN CORJuntd S5 dotado dn plewentc 1dértico uw CON TeLpeC
th & LR Operacifp Elnaria ¢ ., Lnp ¢lemento f sz dice in=
verst de a =3:

Atarab b

independientemente de gue la operacidfn ¢ sep conmuiativa

& ro o sea,

S hace ROTar gue un clémento puede teher inversc able
por la 1zQujerda, es decirf:
ﬂl-f.a- L

o Lilen, Itfer inverso ESle por la derecha, s derizz

ala=u

Eyemplo 1.1.7

a] El elemento inverso de a para la sumd en cl conjunte de

los reales €5 & = — & [liamado eimftrico de af, ¥ QU

¥ar g 5 -a tal queée =a + a =g + [-4) =@

irecuibrdese que £l ooro en #1 1d6Rtico para la aumsl.

bl Il clewents inversc para la multiplicagidn esh ol coniunLe

1

de lox pimercs reales gg o = i 1flamads rectiproco dr ay,

ya que:

1

a2 P O0cC ER,3 % tal que ara =l

L
M
jrecuérdece Que el ung px el LIdERELICO pazs la rultiplice

cifnl.

cl Para }a operacitn & en g1 eonJunto 5 del ejemplo 1.1.2
el inverso 1zgquiercoc de E of b. YA OGUEy
T2 F=a
{e es el id@ntico para la operacifbr L)
AlEntTas que = LR tilche lnvermo derecho, ya quet
I xcC % talgue F . a =
de donde podemos éonslufr que P no tiene inveisc.
EE corvenignte hacer ROTAr gue kientraa 21 iddnticc = al
Elamd Pard todo &1 coRjJuntc, los inverxox mon propics d& ca-

da elementec,

Se2a ahois & un coORIURELD €0 ¢l cual se defipen las oreEracitnes

blnariag " oL

3 La operacifin * ef "fideributiva par 1A jiguierda’ aohre

la pperacifin &, E1:



¥a, E, ct 5
se comple gue:

a*{bacl = (a"bB}ila®c}

%} La cperacién " es "diztributiva por Ia defecha”™ mobre

1a cperacifin £, Bi: o
¥a, b, 5

e Curkple gue
fbaci™a = thtali(c*al

Una operaciér * es “rotalrente diserlbutiva® Lo almplemenes

*dlarributiva™] sobre otra operacldn &, 81

Fa distributiva por la liguierds y par la derecha y anbas 2
pultadea mpr iguales: €5 Gecle, Que adgnle do curmplir gon

lam prepiedades 5 y &, 3¢ debe cumplir guet

at{bic) = thighta

lo rual implica Que:
{atbii{arc)] = {prallicTal

Nirere que =20 Gltime requisrs qus la apsrasiin * MER COOTYL

tativa.

tiesple 1.1.4

s} En el conjunta de 104 nomarce redlen, la multiplicacidn
a3 dlatributiva sebre lé suma, y& Quos
¥a, b, ecF
e bLiwrne JQUE
a ab + ar

ait + el {ea distiibutiva por la iz

quierdal

(b + Ccja = ba *+ C& jox distributivn par la dr

rechal .

y ademiz
#b + aC = ba + ra

debido & gque 18 multaplicecifin ea conrutative

b} En ¢l copjunto de los nfreros reales, la surd re wa did
tributive zobze la rulrtiplicacifn, ya cue:
a + teed ¢ la + Blia =+ £}

GRUPFDE, ANILLOS v CAMPOE

Un mlgtwss alqebralco &3 ufR CORJUNtO po vacie 5 , =n =}

crual ae detinen und @ mis operacioned binarias.

[e acuerda can el nlmero de Gperaciones y con of prnpl-di -
des teapecta & lps elementos de B, los sE1steman algebrailcol

pazaen clepta fgLrUCLUra interna.

EarudiaTemis & coRtinuacifn la naturalwis de Jas principales

oatIuCTuras algrbralcas.
GRUPDS

1a eairucturd algebesica mis sarple que aqul sstudiscemos &3

la de Grupa.

Ln conjwnio "G po vacls  Porma un grupe Con respecto & 1e
cparacifn bBinaria *, EL Susple con las sigulences propisda =
den:
L) G ew carrado ©on Tespecto a la operacifin *:

¥a, biolf6

se cumple gque a'b ¢ T



G2} La operacifn * ok Ascriativa: Solucidr:

¥ oa.b,e ¢ foat{bie) = lathitc l.~ ¥, b LI, a=D5b:i
G Existe en £l Grupd un elerento Jdéntiro £on respecto & icaEple can la cerradurs)
la operacifo *: . .= ¥ a, b 0L, s curple gque
30 tal gque ¥ 3 [ G, u'a = 4 = ate 4 = b - ¢! s[4 =B =T
Gi} Pars todo elelente a ¢ § EXi1Nte gu JRversn &, qur taE - D g |
B1Er wxtf &n el grupo: ) ; A=k =] = a=pbc¢
¥agrfG,3 2cC% tal que & " g = y w &% & la = &) = ¢ = g = b = ¢
Sa Nace potar gue FATa gue la evtructura aed un "grupo”, b _4* dondet
€3 irndispensable que la operacifn tea cormutative., 5i &} # =ik -} ¢ {a=- b ==
srupe G, ademis de curplir con las cuatro propledades ante Y la opsfaCiiin no ed ascoistiva
riores, curple tambifn con la slguiente: Conclumidne ' |
Ga) El conjunto de los sntercs o [orma un Qrupd con FRspects
¥ a, he G, a%b = p*a Lo gperaclfn *| y an CONEECUSnCiN, TAREACD podrd forkal gru-
se dice cnroncer que & [oFmd un “Grupe Abeliano™ o “Grw PC aballsna.

PO Conmutatlva® Con respeCta 2 la operacién *,

Propiedades Elemtntales de lom Crupog
L]

Ejempls I.2.1 M CORLINRUACLAR Iﬂ-unl.‘ll-tqllﬂll algunds de lan propiedades gue Cumplen
El comjunen de los nimeros enceros [Orma un §Tupo abelianc los qrupes decldo # B0 SSETUCTIUIA, las srunciszemdy o forms v Tog
fon Fedpacto a Ja opfracifin de suma o adicidn.  {Se deja al TeRsd ¥ Eardn demontradas & paetif de la definlcidn de grepo, ©
estudiante comprobdf que se curple con lam cinco propfedades) bien hACLendd uid de AloGn Tearemd anptwrior previassnts demastrado,

Tedre®a I, Ley de Concelagifin
Elexplo I.2.3

L TR - 1) a*bh # a"c =3 b = ¢
(FOrman 1o ENTACDA un Qrups abellane con redpeced & la opErd :
il p*a s e"a =H b =v¢
clfr " definide a cOneinuacidn:
Lomtetrag LOrt
A*h x a4 - £ ?

. Parta®zos de la saprenifn Que R0 EnCucntra 4 li ilgquierda da 18 con
Idonde gl $igno = IEpresenkd la regca o sudtracoirdn ordinaflag, - -

10 11.



diclenal;

a'kL = gtE
En base § G4 leaistencia d¢ jpvermos} podemos ricribirs

Gd: 3 % la'b) = & % |ascy
En bege & GI |ley asoclativa) tenemdd:

GI: {3 * al*b = (& " ajic
Fn bame g G [propledades df lea iNvermcsl LEMERQE:

Ch; w™p = u*r
En bane s G3 (propledades o] idénticol tenemns:

Cl: B = ¢
Vemos Qut partiendo de 1 eapresifn de la iZfguierda y Raclends
yno sclamgnte de la £efinicifn de grupd, hemos llegqado a 14 &APCE
#lfn de 1s deraecha len =] sertide gque indica la econdicioneld. con
10 que heros AEpostradse que, gn U0 QEURPS:

a"p = a"c = b= <o

IS¢ deja al eptudlante 12 fepoetracifin de 1a segunda parte o ESLE
Teorema),

En sdelante no@ CONCCTPLAISMOE g Anctar la pEopledal o €1 Teoremz

que JUsEifica cada paEd.

Tecrexa 1]

¥ a, b i G, lam PCuaciones E%x = ph, y*a = L, tiecan acluriones
finicadk a y y e =] gQrupo.

Deroktracibn:

Sea la pcuacilin: a*x = L - - - 11

Gd: 7 4 &

T1: L & [Ratt) = k0 b

foel 1 o+ alax = & a

i nry = & o+ 1

Gl: » = 5+ k

BCr lp que = * & » b &5 yna solucidn de (1), Suponqéscs shord que
rrlgren o¢F solucloreE, x y x', de la eeuseifin [11. Entonces:
Il.l--b

de donde an * ax", TI: & = x*
ar" = |

con 1o Cusl hemos demontrade gque 1a molucifn v = 4 ¢ b oen Gnica,
Andlogamente, podemos demomtrar gue ¥ * B 0 & an le Gnice soluclin ds
la acuacifn vy + & = L.

Er pare notar que; &0 un qru;o, las molucicres x = & * b', ¥y = b+ i
SO0 en gencrol dilerentes. En capd 42 que gl grups fucst Mblianc
tendrfamns que * = ¥ ea decir, Que Athil fcuacionss tendtian 1o min-
me goluocifin.

Tropetta I

"El glemento LOEnTi8O &n un gqrupo ow Gnico”,

Chn gfecto, &1 elementd jdéntico en 1a A0l ppluclédn de 1a wCULClAn:
AK = g,

Tecrera IV

"E]l inversn de¢ uh elementc an uk qrupo #8 Spice”.,

En pleclo, ] 1nverso & de & 5 14 Onlca soluridn de ls ecuacifn

ax & -

Teorema V

“El joverdo de 2 €4 a*.

L3 decir: ¥ a € G 15l - a

1]



Tevrema VI

"Ll jnverad del ropultads de und gporAcifn o3 &l regultado de 18
Inperle:ﬁﬂ de lgp inversoe &n OFden contrario”.

Es4 decic: ¥ a, bc b, fafbl = b v 3

Corolarlor ¥ &, b, ... , p. g &

e deya 2l wetudianeer la dervstracifr de los rceorfpmagp ¥ y VI

En Gase & 18 propicéad Jaoclatlva de una operacleén * 0 un Qrupe

daremon 1a algujente definicifr,

i Fara cualgquier 4 ¢ 6 ¥y n ¢ H:
PR e ip vérminosl
" lu = #lemepro idEntico pars ls opers
cifr "}
- L P -
d 8} e a*E 0 ,...* R An véreinoE)

En baps & 01 sy pusde demofLir8F gue!

pi) Pars Cuplguiey B by B, 0 o€ N
.- e mat

}I = .
T.- &1 - e

Eywmpls I.2.3}

al Bi G = hy * a5 la multiplicacidr,

Pl nos dLce que:

0 m s grar.iaaora AN Eactooes} -
i - =y (clemento 1¢%ntico tafa la multiplicacién}
o SRS N T £ e
i > iSRS In facrarec)

¥ OF eotablace que:

- [} oy L1

5 1o = 4 "y ta®1" - a
by 4i G = Ry * es 1& sguma,
0l nos dice quet
f=n-a= a8+ ... 4 0 in zumandoal
8 = 0ro = 0 leleMmanto idéntico pard La aumad
“homo_pra e (-8} ¢ -a] 4 ... ¢ (-2} {p tumandon)
y D1 establece quet ’

oA +* na = [F * Tla y min-u) = (mn}-a

Herot eatuldisds hacts shord 1es propiledsdes de yna eskructurs alge

Lraica en la gue ae deflfid und 30lA ppwracifn, Las #struckturas

que Eanelaremcs oh adelantd  aw dvfinen Con respectt & Ao opera

cipnes binarias diferentes.

Un conjuntc "A° no vaclo, [orma wh Anillo con respecto a dom opazra

ciones binariaz § v @ a1

LR

A2l

k1]

L1

E! conjunec & foima un GTUpD abeliano con redpecto a lm ape
racidn f - \T"
El comjubto A ¢x CeEprade con tuipﬁftﬁ a la operacidn B:

W a, BC At a B b A
La pperacicn § ep anOcjativat

o b, b AE BB c)=[a @ DIE e
La gequnda pperacifr {AF eu distzibubiva sobrs la primera (§),
Lafto por la faquicrds ©OFD POr la defecha:

& a;h.c ¢ & aflilbBer o (aBRIE(af cl

tb P Cih a = (B a) B (c @ oa).

15



G¢ hace notsr que pars gue la satructura @ea anilloc no es Fn efecto:

indivpensable que 4 gaqunda operecidn [B1 sea conmutativa. L Vabeli, as+bed ¢ #2 cerrado con respec-
ta & la sumal.
En caso de #crle, la watzuctura roma el nerbre de “arille 2 ¥aher I, @+ [b+ Cla(a+ Bl «#c  {la sucs e3 ASCCIALE
conmutativa®; e decir mit val .
1 3 0c 2 talgue Y a2t 2, 0+ avaq+ =g
Ml va, bcdymflpanfa fexistencia del idén
Ex rvigdente ErLOACES, GuE pars upn arillo conrutative ls tice sditivol.
11 Voa € f, 3 l=ad £ I tal gue (-a) + a = a + I-a) = 0 leajp
cperaciir § &6 Lotalrents digtrivuciva sobre . tencia de los inverses
Fuesto qui ur anills [OTwe uUn grupe sbellane cor Ifesfecto & sditives)
la priters opersciés (B1, cumplizé pata dfcha operacifr cor Hasta ahors tenemds que I EGIWA un Jrupa oon respecto 4 la osues.
todat las propledhdes de grupo que ya hemos enuncladc. 53 Vabr Z: a+bo=b o+ 4

forme wn Qrups AbelLARD COR CRBPpOCic &4 Ja pusa
Al plemente 1dRpLlco afks la operaciin £ le asignaremom 2l

11 ¥ a,bi 2: abr =
nefbre da "elorents cero del andilie”, ¥ lo dencraremos or . { ez cerrade con rempects 4 la RultiplicactfBng
*:=. k) elemento L3frtico para la operacifs A . en_caso dr o ¥a.bE Lioalbe) = fabic

[la multiplicasifin &2 amociatival
eximtir, ¢ liamarerss “elemcnbo unicad®, vy lo denotaremos

B} ¥ a,b,c ¢t 2 ke tivhe Quut alt + ¢b = ab + arC
can "w", R [+ Chd = ba + ca
ila cultiplicacidn em distributiva dobre la auma por ambhos
tadoay .,

Results gvidents gue Up anlllo puede @ no tensr *elerento

.. los entercs forman un anille con respecto & las opmraciones de
unidad=, pues  para gue wna estructura forme anille no es .

. . sume v muolbiplicaciding y el ¢erg del anille #s ] nlmero cern
indigpensable qua exigta #1 1déntico para la operacifin [

= Q}
en casg A wxistlr  daLe, O mEa:
.3 v A el que ¥ a4 A vBha = a E L | Continuemna con =1 andlimin de #PTa eabructuras:
we dice que la sRtTUcruz4 o8 un “Arille con wnidac™. 1 ¥ a.br I: ab = ba

lla mulriplicacidn &3 COnmULlatival
Fiemplo 1.7.14 El anillo ok, ademin, cOonBulative

- L T 12 talque ¥a {21 1l'a= 8]l =a
E]l ecnjunto de los nbreroe anteros (2} forFa wun énillo eon respecte {ex16te en ) anille el dddntico rultiplicative)

&4 las operaciones dy suma y muliiplicacifn. Por 1o tAnto, der trata O wn anilla cormutative con unidad

v = 1}




Eyemplo I.21.5

Eem ¢l conjunto B » [a,k}, Invewbigar g4 forma anille con tespecto

a las operacienced @ y §, definidas por lam siquilwntes tablam:

k ] a L |~ b

a ! & b al a a

el b a bi b
Solugidn:

Veamos Con respectc a la opersclin s+

11

T

lul-x,:.rtﬁl: n+ ¥y i B

{5 #1 cerrads coOn Teapecto a B)
Frobemos ahdra algunas combinacisnes diferenten para la ang -

clatividad:
1] a@ 55 al = (a8 b E &
s fE = LB
b = L ine cumple)
{5) 5@ fa @bl « (BH 4 P&
ERh = pRGE {ae cunple]
[ill BE (BB bl « (BB B
BA e = BB
b = b | mn cupplel
SUpOnesOn puts gue la operaclin § as apcciativa Ind hareoos
wl Anilisis exhavetiva de todos los casor pasibleel.
arStalque W k£ 51 a R Aa=xF o=
{enince £] 1dEntico para la pi-craciéen B y ex "a*,

El 1nvarso O & +£4 &, Y& Qut? # F avoa

-

El tavirao de L ea b, y&a quc: ] B ka

feainten loL LAYErEoR Laza E)

1k

L]
&)
7

agb=bH a=hth 112 operacidn B en conmutetiva:
¥, yes wBycS5 (5 es corrado con respecto a Bi
La opecacifn f es asaclativa
1) o ieH a = (aB bl @ a

aHa = afia {ae curplel

11} bH (a@ by = (bH al 31

BESa = afn
a = a Ise curplel
Liil b ie g e = (BEBER
BB = bHE [%e cumplel

Frobemon alqunas corblnacitones diferentes pars lu distrlbu
wadad,
1) a B b @ a1l = fafg bR [ada
s b = af@a
a = a {32¢ curple)
51 BB 1aB bl = (5h a8 b@ D
Bk = aRE
t = Lk [ & cumple por la 1tquisrda)
f11) (b @ 21 Ga = b b &b B (a B at
FRa = apka
2 = a lesw cuppled
vl (a@EXAE = fa B BB IBAE
rEE = afL
b o= & Ite curple o1 lh derechal
Par lo toanto, el conjunte § forma un anillo con Terpecie &

1as speracioncs B v £

ki

1%



S¢ daja al setudiante investigar sl ¢] ar1llo B2 CONMUEATIVD 4

Ei tiene unidad,

CrRUPOS

Hencs llegado finalments &1 sstudio de l» sstrutturs algebralea mi
corpleta, en la cusl camplén ae definen 2o ORPErACLIONEL binarias:
Ur carfn &4 ur anille Eu;lutitlvﬂ con unldad, en el cual enirter
loc: 1RYECrEDs para la srqurds operacldrn, con cecepelln del core

dal a=dile 120, £] cusal carece de dicnd LOVETRL.

Eate Conceprio de campo nos conducer & 4 3lguiernie deilnlcldine

Ln conjunto “C" de por lo senos dos sleecnrcs forra un campo col

respRcto a 40d opefacionss Elnarias & y B g1,

C1}) Forma un qrups apeliarg con respeceo s la operaciin @ , a
cuye slexenio ldéntles llamsmgp “elemento cers del campe”
¥ [ERCE£SETILADDOE Tan "7

[ar g ] sus elepentos diferences de £ lorman un grups abellsno cer
Feapactno a la operacifn 0, a cuyo slesmento LEértlco §limaron

"glepento ueidad del compa™, ¥y lo represencamos cor *y ",

c1) La operacifin § em distributivas sobre ls epsrecién @

Ejemplo 1.2.8
Eea el conjunts A = [p, g, r, &}
Invesatlgar &1 forra um CoNpd COn [OSPECLO 4 jaw cpordckones @ y

dafinidas 4 cohrinuacién:

2

Bl p 9 3 Bip a r© =
Fl r = F & F f§ P T g
) ¥ oA q!s g T ¥
T i r q r % r! r r r r
l!q )] & T SIE'I"" = r I
i I
Salucifr
1] A «a carrado con respecto a B
) i pR QR = lp g P
rHs = sfr
¥ T ¥
11 s B ig@pl=~isEq)EF
rfHs = pEF
r = T
i14) B ix @ g} = tr B s} B g
rhp v s5kg
B * F
31 Eximte £l 1dEntice para la g Iz »= 1}
1] Friscen loa inversss para la E y zon fnlcos en cada casd
P *p,q =q T =1, 5 =5
LT

ia operacidn § i roREutativa {ndtese la sieetria de 1z ta -
blal.
El €arcjunto A torma wun grupe ABElIARD CON ISNPECLD 4 18 Opérs -

cithn £,

21



Ademfat ; 43 La eperacitn B &0 conmurariva

LT A am cafrade poan respecta 2 la £ I%frase la aimetria de 1a takls)
71 1y pA B e (p B gy P r 18] Laiene ¢l ydfnnico para 1a B (v = gl
pEr = pB 1 . 11) ;E--l.:‘-q_;sr
110 B ITlH g = 5B U Todes logk elementos tlecen inverso pard la @ eacepto ©
sBr = rEq que £ el cera, -
r = z For 14 rtanwo, el comjuneo A forma un CAMPO TOn IREpECts 5 lay
qzab w B g opyo= e gl A f cieraciones § y E

sfp = nfp

La operaclén I sa asoclativa

B} i opB tal ) = pBal B oapf ol
#Hq = RpE C
P = F
111 s B Ir B gl = s Brd B e
t+8q = rfls
a8 = F
§ ey dimtributive por la 1Zgoierda sohre §

1110 fpBal Bt = Iph r!E1EqErJ

Pfr= rHTI
rw= F
iv) i-EPJGq-tsﬁqlﬁrthqJ
9fq- B ’ )
5= 4

& am distributiva par la derecha acbre ]

23
17



CONJUNTOS PETRICOS
CONCEPTOS TOPOLOGICOS

ESTUDIO GENERAL LE LAS FUNCIGHES

POR!
ARTURD DELGADO R.

Fepipaon de F2 Diviaidr ot Esrudios dt Pasgrada de fx Facultad de

Tagemiend{a ¢ da U, N, A M,

Conjuntos mEcricos. Miepjca, S2a H un conjunca cuatguieras. Es dice

Jue 5 em und TrftricaT con TeEpecto & M oai, ¥ sBlo i Dara dap wlemsn
tas p,q € ¥ existe un rCrerd CEal asociado Sip.gl denotinedo "discans

cia® de p a g; que tiene las siguientss propiedadem

.= S1lp.q) * 9

o= Sip,g) =0 L—3Fp =9

1.- Slp.gl = Sig.p)

i,- 8lp,g) + Sig,ry * Sip,r)pars todC p,q FCH
Entan propiedadesy colrciden con wl concepto intultive de discancia,
"Conjunta mitriea™ fe Jdefine coma &1 par (KR, E} CONMLELARTA 4N uwh Eoh™
junta ® y una cferica 5 para M.
Los wlepentot de M zuelen llamarae “puntoa*
Ejerplos de conjuntod céericos

1 M = dx |z e r¥); 50 fmegl = [, - 2yfr ek Em,

M, = £' = EgEagje EBuclidisna unidimensional

B OMr o= Ty, Ki, oeees PRI TV TP TR n! 1 para eoda
BT Uiy Xasaees %gle @ % (¥as Yieeear ¥ob £ M)
Sptp.oal = odxy, = ¥l b dwe = yabT e L (x - ?n}'

My o= E™ = Esparin Fuclidiana m = dimenmional

TR I AT T

1 - I
§,ip.g) = 20— Xp.

1eley, = na

Demcatracifin de gue 5,1ip,.q) conatituye una lEtrlEl. Cabsmos hacer
Yrr dque g cumplen laa 4 propicdades que definen una rétcicar 100 -

sfrvexe que M, + M.}



1.- Baip,q! * 0, en efecta; 11 gea W, Cualquier egnjuncc; Riendo 5 IP.ql tal que, pars
8L %y # ¥z , sra lxy - x5 = B+ B tedy P 0 My
Satp, gl _!% s O A, 6l P = g
& pg) =
1, st prg

2.o- 8L gy % N: =3 fx, = ®xy| =0
. pemastracitn de que §,[p,q] putda ZCpraTas cOBEG mircicd
Eviay, 5] = 3 =

: vAdlida:
. iy = |
reciprpcarerta: S.dp,gl = § = L _x;! L.= Sulp,gqr & 8 tpor definicidng
_ 2.- 5ulp,q) = 0, 21 p = q (por definicibn}
Sin o ai w0 e ok, o= oay
1.= £.ip.qt = 5. la.pl
1= Saip,al = Saiiq,pl i )
i p = q: v
Tt T LA § TN 11 Bolp,ql " S.ig,pd = L (por defisticidnd
Iryx; = »a| IeliMe = Wyl
1 p = q1
.- Slp,gl » S{g.r) * s{p.r} . S5 lp,pl *= S.ig.5) = 0
Eda F = Xy, 8§ = mp, [ = x4 §.— Sylp,q! + Sulq,r1 * S, ip,r)

'ny ==y Ik, - % oe acuerds con la pomicidn relative que ocupsn los punton
*Xy - X ‘1+|:,—:,i * ’ .

PedaT, Pugdeh PrefcncacEs loas wigquisnbes cCasodl

1

3 x, - o« EETECE T q
Tefm - @G =T C TR e T T P
- N r
- "M - !||';i:l| - i, > %1 - x4 + x5 - l'll ve d
- —_— =
L+rjxy = xRy +yxx = %3] T+ ny =Ky + ®r - x4 K
i,

"w, o= w0 T
1w;x; = Wi )

Ayl + W, el TEIf,r
P N TELE S B T TEL SN 1Y R SR L TR 1| - 1 : r 1- 1
Ti s, - w1 To{as = =51 Lerm, - %31
* 1 ' m 1
1 * 1 1~ 0
] ] 1] | » 1
g < 0 j-] o

- =3 Sip.ql *» Sig.r) + 5ip.«)



31 5ea My el conjunto de funciones continuds en el intervaln nl Sea My =1 migma conjunte M del problems anceriory defina-
cwrrado '::.lﬂ: definl&ndosae para dos fungicnes £,9 € ..'11.' I se ahara pAca el repacio;
Ty 02,50 " max MPle} - gtxl!: x ¢ Th.bo iy [£.g) & ,'J"' Yira) - glud ) dx
IT " ) Drrostraciln de les propiedades:
T ]

Ifixy - qix}] =z * 0

I
L - 1
. 2= P lEx)

giedd dm o= 0= ti{x} - qi{x} % 0,
[uestn que a * Lk
P LT I TR I R FY TR LS T

O E A B TET N I RPN TES B YES R TR

= 2t - g0 ¢ lain - hexn[) dn

3 ;':’ [fams = aer v adwd - ntxhp de = JF [fix) - niay] an

L 18n o . dad
emcatracidn de las RFropisdaden =:”‘n [fix] = qini] dx + .FJL lgix) - hixt| = 3
Pustte que, por defiricadn {5 g son [UACLONed contlouds

_ P pfix} - hia}] da
t 3.B] =y [Elzl - giu}]| =e animlemo funcién conrtinua, 4

. o zea
=H mak itQab - glad] ¢ G,E], de skl que tenga sentido
By 1f.gh + 5y Iq.hl LI PRI Y
5yi11.,9]1 #n la forma en gQue se Jefiae.

¥ f.g.h € My
'

.- mar i) - gq{x1] 2 0

.- max |f4x) = qixi| = O0L= fix] = g%} para tocda Log =jemplos antericries haten wer que un eApacic pusde mer

v

cohvertido em un ospaclo mitrica en miz de urs manern: dsto

Y= maw FEEx) = gi=b| = max (qi=h = £ix)| e3. Paca un MIEMO Capavlo, pueden ex1stic variam mEtricas

.- 5l f.q,h € Ma: Admisilbilos.

TEfm] = mikb| = |[Fla) =9 (x| * qix) = hixl]| £

£ FECxl = atxb| + [gtal = nixl| Entornoa (3 vecindadesd. Sea M. 5 cualyuier conjunto métrico) sien=
=5 mak [Efu) = hixh| € ran Clrind = qixd] + Jaix] - nixH % ., 4o p uA punto ito en M. Sea sdemde & > 8, 0 ¢ a'

. - . -
man |Elx) glel} + wan Iyl=) hix}| Delinimos comd catdrns (6 vecindadd Vip, £) de p. con radio E, #l €on-

s.00, 5 sn] ¥ r.
= & 0L.q) +» 5,4tq,0) Satr.nl Junea:

Yip Fl = I P gc My Silp.qy + U1



Ejstplos:
L.- En E'r Wip.Fl wp #l Infervalo ablorto: (p-é, p + Eby pues
S oun:
Vip.Eh = ‘xlp = E ¢ x ¢ p o+ £
a
ipEb = ta| |k - Rl < £)
Los extremos el fntervalsy (puntad p - F y p o+ F) po ome =

tin &n &l vntoaren.

"

2.- En E' ; VIip.E] en &l conjunts de punton dentre dm la weta-

Fa Con Ccanceo ¢ = la.b,c) ¥ radia L]

Yip. £ = Liw,y, 2| Jle=a)s o {y=bl* + 1z = o) ILE)
L+ suparficle exterior {o frontera) de la esfera na eacd
=n 2l entarno Vip.E)

3.~ Sea & cualquler conlunbs cuya mEtrica s& caflne del -

qulencse madoc

Sip.q] = 0, sl p =g
L, L » # g

{ Vip F} = p, a1 F & 4
Vip,EY » AL gL £ > )

Entoyra lnesrrleta (o vecindad reducida o agujeradal. En un entornd

Gu4 contlens un punto mencs que Yio,[}).
Sotacidn: G{p.[} o ¥ Iip.E)

’ A

Tip.El = ig | 0 ¢ Sip,g) ¢ F | v
o

Yip.E} » ¥Ip, £l - {p} = ¥'ip, 0y

Funtp Lnteclor. 5os ®l confunte Acs (M,5). Se dice gqua p as un Fun

to “interior® de A, gf existe Vip, 01 tal gue Wip, [t o= 4,

Funto exteriaor. El punto q on punte *okteriocr® de 4, g1 existw
vig.Dh ral guee

M, E) == (M, 81 = A
Hiclenta, para ahreviac, (H.8) B M) Fesulta que un puntio gxterior de

A gl un punes jatatlor de H - 3

Punta Erontera. 51 todo antorno ¥Yip,!) contiens un punko da 4 ¥ un
puntd de M - A4, s JdicCe Que P aa puntd "fronctera” de A, Ea cbvlo

que pad Ul puntd frontaca Je A g1, v 28lo s #n punto frontera de

Moo=k,

Elomrplon:

1) Sea M w F'; siando 4 = [x | 0 ¢ u & 1]
El intariccde 4 as {0,1)
La frgntere de 4 ey |D,.1}; gon } puntos

EL estarsor do & a3 €' - B, 0] = [a | x> 1] U ix | k < B}
4

£ . o L
av iy E

I Saa o= 2l A= bkl ] oxt e oyt 44 '

Cl intecicr de 4 en Lik,y) ' « w7 ¢ 4}

Tl gararior de A sn {ix,y) |,‘ ooyt o)

L.a trantara da A em la circurterencia Elx,y) | ot o+ ¢! = 4|

T

EXTERIOR Of &

INTE

~ DE

.-
/,";,‘:/
FROMTERLA " DI 4




W Bma M o= ' A oa LIkl ) ox! - yta]

¥

forgmon

EL INTERIOR OF 4 = & = [f[u,¥] | x* — % 2 11
EL EXTERIOR DF 4 = {iw, ¥y} | £! = 47 = 1]

LA FEONTERA DE A = {{x,y} | x' - ! = 1}

Cenjunta abierta. Aes 4 O M. Sk dice que el conjunts A £f un con -
iUkt “akigrta®, »i, ¥ eflo pl ne contlene ningln puhto de gy Frontas=

ra,.

Conjuhta earradp. El conjuneo A =a wn conjunto cerrado ai, y sdlo sl

contiang todos sud puntop (ronteéras,

De lap gqfinjcioned anterioren ge deduce que 4 &3 un conjunta ablarto,

Pl tode punto o A o Al miemo tlempn punto inkerlocs de Al

El ronjunto del #jwmplo L) asntericr no o3 ni conjunte cecrads ni oo

junto dblerte.

El conjunto dal »jempla 2] o2 coOnjuntse corcado.

En ¢l sjemplo 1) 21 conjunto o8 shierto.

Ll gomplenanto da un conjuntn abicrto em up conjunte cerradar dlwode

¢l corpleranto da un conjunte cfrrado, un COnjunto ablierto.

Punta de acumulacifn: {o punce limite). Sea &4 =) p @ M, Sa dice

que p 5% un punte de "acumilacidn” Je 4, al todo entorno Lecomplats
virp, B €&ntiens un penta £r 4. Dicho de otto redd, B &0 un puRto
A¢ acumulacitn de A, ai cada wntorne Vip [} concians un punta da 4,
Jue no fea el punto p.
=1 consunte de purtos d& atymulacifn en &1 ejerpio 1] Antmtlor &ac
B.C =iz ) ofx®€y}
[n el elerple 21, el conjunce de punkes de acumulaclin de 4, &5 &l
L1ARD CORJURED .
r! conjunco Ze puntos de acurulacién del conjunto 4, #n sl #]esplo
3y ws:
fimayt 1w - ¥ ¥ 1)
51 p =& un punts de actmulaglfn de un conjunio 4 o< oA gL tﬂd_n an
torno Vip.E)l ¢ontiene un nfmere infinite de puntos del Sonjunto 4.
Un conluneo cerrade ¢oRtiene todom aus puntos de acumulacidng racl -
procamente, UR COMNJUnts GUE contiene bocok dul pun}n: da q:umui:clan,~

=8 un capjuntn cerrado.
L]

Furcigres. La necifén de tuncién cs uno de lod canceptes bXslcon de
rayor trascendencia es €l emtudio de lag matemiticad.

Fn el capituln ancecler se precied la ided de funcldn, devcribiéndo-
1s faca goms una relacién en la cual ninadn par ordenadd ciend el
grama primer elecento. Er esre capftule ¢r hard un eetudio miE com-
pleco o [1a Funclgres. rlaszizicindolans y eatibleciends sun prapleda
KFYm

Fupelén unteeea {a Euncifin ca). Fate eu #1 LIpe mis qeesral de fup

cidn. Una funcl®n unfivoca de un conjunto 4 sn un conjunts | oes ung
.

regla 10 Eacol gue A20013 2 cada glregento 4 € A, un Gnico alementa

B oL B



noracioneEs:

¥

Ce Eanars

CLARIVACLOrAS:

f: A= §

L

grifica, poderos reprementar la funcifn univacs como 2iquas

t.— Todas leéx elpgehlos el coriunto b o ieker TERer dna pEagen &6 el

conjunto &; pudiendc. an la funelim univocs, eef on elarenio

cr & iragen de r-is de un gleronto del conjurto 4.

la rociin de funcifn iovolucra:

11 un coniunto A dencrinado "deminio”® de o

111 Un cenjunto E dencrinade “coderminle” (o centradominio de £]

11i) Ura regle gue watablece guf elomentos del conjunto Foaon

_imAgenes de Joa elerentés drl comrjunta 4,

Se acostumbra desiqrar las imdgenes £, . A como ftﬂgﬁ C

ez, de la figura anterior.
fia,] w f{z,1 = b,
flagh = fla.b = d{ag] = b,
{4} = b, k]

Eom f0aybply dagbyls faghylda bakidybil}

4; Exto

1.
T

1.— %1 f: "L . la funcidn £ 22 denomins *fyncidn raal de varim -

ble real®.

51 o] dominio y &1 codominie cetin constlituicoRm por | migmo con

runtd &, we duce qua f e un "operador” o und transformacidnl

rn 4.

]
L= 4

Ca 1limn "rapgo"de ! al conjunto constituldo par toadde lin icige

reg fl4) £ B 2a oleomentds a ¢ 4

REYRL N

JeopStricarantes  Una linea wertical corts ba ordfica da yna tun

ciin witfveca #n un solo punko {F: RI - R.l

r
Eiwrplel 1) 4 + § = R

ro 4 o F opal que oy = flzl = x°

NG

k
v

alk

;¢ = {f%, Kk + 11 | x ¢ 41,2,3H]

11

faf1,2h,43,. 0. 2,40)

Funcidn blunfvoeca [(inyectiva & udo a unol. Tna fuacidn Et & = B me

Jdenomins biunfvoca, sl para todo parp de elemeéntod d,. 35 € A distin -

tom, lis imdqeres baja f gon asieisms distintaa; Esto ray
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frz))] = E{&y) = 2, = &y
Ermoplos:

f

= Dava vty

H A = E =R
f: o = H‘: miwnde y " %
£ ng es blunivocs, pussi £{1p = FiI-11 =1
LY I ¥ L R., tal gue E(a] = =
t 3{ &3 biunivoca

B £ orY et cal que £ik) = €8

f sl es biunlvocs

i i .
Cacméiricasents, Una lines horitontal corta la gedtica de ypa fun -

¢ifn blunfvoecs &n un moio punce, (£: BT -~ B} :

-
-
el
funclfn sohre (o suprdyectival. WUne funcidn £: 4 + B w3 "wobre” al

para todo clerento y ¢ B sciate al wenos un vlemento ¥ ¢ 4 tal que

fix] = y.

bicha de ouro mode, wna fusc(Bn es "acbre” cvanda mu range ¥ Sy codg
mundd son il Fiemo Cconjunto; TEED #A(
ftay = 8

Ejemplost & = {a,, a;, 21, au, 44} ¢ & wib,, b1}
11

1 I n' + r* ral que {1 = xl

ng 1 aphre: -1 & R : pefa L[kl = = L no exlate
»n o Rt e otai qur glzx) * a' - %

1 e8 sohre; pusIto que rl rango o o
Ceowdiricamente: %o cxistw ringuns 1inss harizontal gue ne COTts la
qrifica Jde una funcifin sohre war io Frnom en oun pun;u. If: 1'I - I'I

Como cjemple, conalderemos 1@ grdfica gue corcespande al ejercicio

)b Altiros
q L

/.
/.
N ——— - ___.'{.._ -
T as /.

—- ~ a .\\ _,/"
. 7 e -
/f _ o



1

Pupcifin Blyectivs., Una fun®ifn £: A4 + & 18 depamina 'blyactl\f;' ni

s, a4l wlama tiarpo, blynivocs y sohre.
Ejerplar

£ 2" < ') siendo tix) - 2

[ 3 wg Biyectiva

la. Obsecvaci&n. L[| concepte de fURCLEn que 5s ha esputato #8 Lan

AEEplic, qua pErmlis Jediqrar {y Sperar| funclones de muy varisds jndo

le, que wn nada s# parecen a lap funCiones pucEricas.

Elexplo 11 Fumcifn biunlvocs =]
- N . )
h .
r ay
P IR Pownmya
ra 'ﬂ_.
.- - —_—
’ i \
s i -
i
L i@ ~ ]
- — -
- T fa-ft%a
I} Funclép blyec, . k=
tive, Ihjupt™ — - - -
VOUE ¥ moboet ) /*" i . .
. -~
Cod owivig . " -\..ﬂ'l

-_— "'} _;J :f S .
L Ry )
N '

q;“-».._.r.-" g Dawivia = C _'[ P}

ror al purta P ar trazs ura seEifrecta, 13 cunl, al goctar al

derinlo y #l ccdominia define loa puntos LIPS | 48,7 respectiva
zerte.

nitekw ue on fynciores biunivocas, qdok farem ocdengdon diatin-
tCE KD pusden tenrr =1 miame sequpdo elexento:

#1 fim,) = Flugl == 2, = X3

Codowimin’

n

5]

Curvas £: gl - E7

a) 5im o= i; miende; a @ Eft1; y = giey; a & £ € g

3 . } I -
N 00,207 * (x )
o = ———x

S 51 om= 33 ox % EyfEd; ¥ o= ¢ 0xl. z.f.‘t_'i;ait_‘h

L . :i

"---._,.(_-x, 2}
) _ /——"-—-___-1 .

Fuperficies. £ Ef 2 E' _-.-
X = fluvli y = g [u,wdj 2 = plu,v] #
o 5 ! )
I ‘
{ui J'//_—-.‘\ o
. i; L II: _.J{' f‘jlz}
] i g . - .
— e ————
T / L
Generalifandn . . . v
F- EI.'l. - EI'I!
<
m ; n
al E: E' - z' ; Lis.y,z] = & ’
o . - - W
R
0T -a-n-
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&) En qunecal) & Las Ptuncilones [ EP « £ 2 lam surle dencninar

"rranpforRACIORER”

i = By fMu, Mpa--un lnl

e ¥1i =% I‘t' TP N |
‘e * Th lwy, xy, . =]

pondal n a2 m, n =m0t W

Ia. Obmarvacidn. La grAfica da una funcifn f: A~ 8 xse define dal
miquinnte moda:
£¢ = dqa,b) | 2 ¢ A, b= Efa)!
Relult;nun da La debinieifn qued
IR FEN. ’
B} Parda cada 4 ¢ & &xigbts una parels ordeoada fa,b] e E*
€l 51 la,b) ¢ E* y {a,c) ¢ £* =% b =g
d) La yrifice {* purda $£r Un Conjunto en un espacio de min dx 1
direnslaren, &0 £uys Calns afiln me cancibe en forea abhEtrachta.
Eimrplo. S4a L2 D + E'; slends D = E':
f« = {{a,b} | a4 D, b= fia}}
54 4 = e,y 1) b = Flal

b= Fleyay = i+ E' =« E!

=> la,bl = (x,y,1.B]
=»La grifica 1+, de la funcifn [, remulls sor un conjun
e Jde un espacio tetradirenalonal,
fe = {ix,y,2,51 | (x.%.20 € D, b= fla.y,zl)
pin cuando la construccidn wisual de la gqrifics no k4 pouible wn
cazon como el gue itostra el ejerplo antwrior, la nociSn de gri

fica® algue si1endo yna idea Gefl y muy convenients.

J4. Comecvacifin. Adomdy de 15 forra 40 anterior para delinly an for=
ms parardtrica una superlicie, 13 slguiente funcifhn FEPCENRALE LnA B4
parficia.

f: b+ B!y donde el domimnie b= E
Tymmploy

Elz,y) = 6 - 3 ¢ D= {z,vh | =% oyt & 26
Fesulta 1a superficie una elipae cuyo planc estd on &1 pLARC Proyec =
tanta: ¢ = B - -’% i estando el perimgtro dr 13 elfpss definido poz la

interaeccidn del plano antericr con el ¢illndro PLEFSL ] P
i N

L
Ehpse - : e 1 '_E'_
¢orimeraclanty) "“?H L Sl e
P 1“*#’“‘2;. . "--“2._ -
| =
{“ g, 6 . 4 .
T (visle &2 f-'::r/;f) L
T {2,4,0) .




L4 funcifn o &u biunivoca; puesats qua, pacd x = COnAtants, 2 tlane el
TismQ valer, indopordigontomente del valor de y: per sjerpla:
Ay, ¥l m RLLE= oz e T dwy, pab o= (SR e ?
La Fumpci®n po &8 sobre, pues slendo el codominie E ., el ranqo ra:
:}.IE} AE' W = m )
Jesde al punen de vista geaxrderics, una furcidn f: EY - E'p o3 o= ffu,y)
serd bElunivoca {urc 1 una} al tods tlarg pacalels al plang x,.y de
ecuacifn z = T, !13 L rargo de f), a2Aln centigne un puneo de Ls grifi
ca ow T,
La fureifn f serd suprayectiva }snh:ul, 51 el plano &t = 7, (donde ¥,
*Fa todes lom valores correspordientes al coderinlo), corea la grifi
ca de [, por 1o FERQE, EA un punto. )
Lan léill Anterinres pueden generalizarse para sef aplicadas & fup -
ciched cuyd dominlo Aed En; siendo su codominia E;I

N
T EY By (nco

Igualdald da dos funciores. 51 dos Euncienow [ y g oatdn Jafinidas en

el rrama daminge D, ¥ Be tlene ademfy gue pars toda & € B, ![a] + ala),

s Afirma cqua las [unclares 26on lguales: § & ¢,

Ejemplom
a)  Swa [ I' - F': qr &' - H'
find = 27 gy} =y = f = g

Bl seatr k' -3': g0 -
tix) = a%r gly) = §°
f # q porque no tiznen ¢] mismo dominlo

qi1) = = L3 1{1) ro raiste

Fencifin Ldencidad. Sea 1a funcifn E: 4 + A dafinida por la fdrmula

dix] * %; D KCA, BE Rafe coTrospacdr A un Elerrntd a. rl miemo nl! -

okl 1 SOrFS Au lmQon.

A A
% Y

favasidn

J
Lot =,
by
A e d

4 L] '
51 F:f — FK A —‘l!'

Foncifn constante. Se dice que f: 4 = 6 en ana funcidn “conmtsrie™,

£1 tode 2. ¢ 4 iene A H
1a misma (magen ¢t ¢ 1 Ty T —— b

&

4

L

Fa
Clernplo:  Sea tlxp = 2: suendo Z1x} = ®' ¢ zenx

= x! + geax =

Fune.fr mondtony crecilente. 5S¢ dice pue ura tuncidn £ oas “wonftona

CCECLENTH™ #0 uA Lntervalo, 81 para doa funtas cualusguisca ®, ¥ X
gol intervalo, talos gue ¥, »~ ¥ 5= verifica que T{m,} £ rimyt,

£1 fia,} ¢ Eias) 12 tuncifn se denoflng "estrichamsnts creclunte®.

Furcidn mandtons decfocivnte,  Suo definloilin es Sensjanic & La antm

Y-

11

A .
o |-

T =, A’L

TUHCLOTT MR FroHA I 3T EWTE FUTCICY MOKATOHA LECRECIENTE
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0

IiBr.

ToECIGANE CEncavas ¥ func{ores Convreyg. Sws Ein} una furcifin deti-

TiZa &0 un fecefvalo fa,bl. 51 para des puntas cuslesoulera

a €y comp £0) Xy owp v VERIEIENT % %y . K2 ¢ la.Dl.

§oELE Epy o, ff!.]l+ Elegt

e lice guo la funcifn es "gopvoxa™ op {aLbl

LY

La funcifh ft= dencmina
Tofncavae”

FurcLfrn inversa. =2 F: &+ B én ypa fenoién Biyecciva (bioefvocas v

ssbra), #ntorces existe la Euncddn fpuwrsa l'l; la cual & debiner

CRLPIE S
Zade qude p4rd cada elerenca b e § st wno, y sdlo uno de los ols

=ented ae 4, tales gue:
E R FEI
o dtsiar, 1 e Al 4 = by )

F1 [ht&Fesahte absoovar gue, on tArminag del lenquaje de lam telacig

1 -
rem antydiaday ancoriorments, podesad declf que las fFunclohes [y f

i

sonslderaddd COnjunLarents, constituven uns “celsciin slefrrica” an

13 cual | np centiene 2os rares ordenados CON Sud Frimerca &lemen -

zas wguales. v por o le raole, £ tampeco:; asimiero, na fona £ de=

Ion teker paren crdenados CTyuvos scaundod elementoa sean igualenm.

Daerpla LI

~Sceam que la furcién irvecsg E'L riens como Jdominia al conjunto 8§

aiendo au CodORinlo el corjuato 4.

Clemplo 23 Sea t: W+ 2

tal que -

tim)p s ow?

=1
0T el I hlyvectiva, exisete f
- L]
£°0 o= W%

Invorsa v naa Funcefn. Sea f: A + K
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S dgfine cocma "inveren® de [ 2l sigquience canjunkol

€l ey . ta L a ¢ s, £ 1n = b}
Zrerplao:
Temulta:

g iby) = fan,ant

£ by o= Tags

Ewl

byl = @

Thservacionen: !-1 ) = 4

=1
tr pate ejeoplo la furclén Lnversa E 7 8+ A no enisle, PURSta gue

= ro B Elyecbive.

Oceracicres cen funcicres. Cwfiniremcs, pace lad funCianes, cpera -

CiDREs Eersjactes 4 |21 conocidad Cperacicncs park Llog nfrerom rea -
lea, Eatudiaremcs para funciores de valores Tedlas (fynclores rea -
leg) tres Gperdoiconna L&nlcas._a saber:  suma, multiglicacsfin, y com
p;aiciﬁn. ael cofro Llaw propledades da Sabas., ’

. .
Zura [m ad;;;ﬂ,nr dm funclanes, Sean ¥4 dos fenclangs reales, cu-

poa dominios’ deviyrareroa coms D ¥ Dq raspactivarente.  Se define
ca aura f ko pRFEw

12 « griz) = Flsr « qglx)
[ Y ¥

o4 oq o moalz, t{s] « glaht] n ¢« 'D! HDA

SeorScrilcamente:

Andloqamente: L

Ejemplea 1}  Scan:

f o= 41,3, &2,3F,

g = {{0,1},
Yasliar f + g

solucifn: D,

mx3 o+ gre [(2,5),

grifrcamence.

r
L -

l= - Eix} =

yik)

03,30, 44,21, (5,.4))

L2, {3

—poa

oo
.q

= {&,31

3,1l
. :"t Tt T T ::
' T e —
R I
N e
s| o i ———
T S S
o6
L Il " -t
uT . - - -
i
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“tsdrvese qte la adicién 94 funcicres no ¢4 lo misoa gue Ya suma de
rares ordenados [(veCrarrt ¢p #1 planmd.
EarRlo Y fesalver lag slmuiente [(necuacifn:
£ o= 3 e Ty - 1yl e 1

z I RI; -da < %t A3 a » N

Soluc,in:
dm Mgt le -1t - Iy - ¥zl e .
Haciendn:

s o4l - Iy s ta] ey

fx = al = 4,
I - ta]= vyl ®mx v, = y; =
.'i- 14 golfirtciin e yulur sphpoluto;
¥ o o1, b A = a2 %
¥Yioo®ofa - aj -
=X o+ &, B3 K = %@
o= da, b 3 - 3z > g

¥a " lx - Jaj=

qeiflcamonte:

F.f{l A @' .

Reatando lax tunclones v, ¥y v, gqriaficamonta, madianie la supeTfosl
C1in de les diagraras en las fiquras [N v L4

~Y '

i - e = | W

_— 1I —

1
- — o me tmem omrt e —

e TS E 23 PY

4

e la figura &) me puUcde otteper 13 poluciSn d2 la jnecuacafn 4504

Dado guo: wi ¥ = & = de 1

o= al = 1o = 3a} = |= a0 = |=Zg]l = 1 = 10 = = 21 =y, % 0

=»de @), % = & sagrsface (2} .
Observando A la figura |B)] gque laa ardensdar ann negativam (y t 8]
en el Lrtervaler -1r € x ¢ Ji; gerdn Apros los valores de X qur 921 -
tisfardn la Jdesagualdag LY @ fevo 0%, 13 #snlucidn Jde la Shecuigiln

I reaultar

=Lk ¢ oo+ Ja, g (=33, 23}
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Liwtpla 10 Stc £ =y [x =2|; g = (x- 23 |x]|

Wallar rodas low valores de x para loa cualee e verifics gue f = oy

-~ = =7
Salucidn:

x' - Iy 2L x w3 - w5k 0
L ] q =

¥ o+ Ixp ml g o« 2 «x? ¢ 2z: a1 w ¢ Q@

Per 1o ranta: E = g an low sléﬂlenteu intervales:
LA P Y P
Fa=gq¢ 10,2}
Lo anceripor % Visualira filcilsante ohxervando law gridficas ds akbas

L[ d
funclores:

Eatudyn da las concavidades:
Eil{u-:*-lt = L' = Ix -7 =>a" =3O =7 NS

v om o= xt o =}U';-2x+?=:)v'-—2t0 =

Eiomplu 4] Feaoluguie geSfica de la ecudridn general de Tercat grade

ron coeflcienten v RY;

2' ¢ wT v b s e w0 (1) ; a,m,c € R'

Saluctén:
éb.qrvaciﬂnen prgliminares;
1.= Aun cui=da ruede encontracse 1a sclugidn snallitica swpleando lag
fifrmulas de Cardanc, enp la pricticd se encuentra gua sece eitoda
SFesBEnbd incorveciencliza, cown 1ag que 8 CIiTAR & continuacidng
1} Lo austitucidr ourdrica en las FArmulan conducer 4 cilculos
SACCETOEDE .
11 5: la pocuazifin tiene rafces racionales 10 #nteras} Figas aw
aobziengn b fOrma Jde pura de nllaergs irpaclondalen.
ize) Aur 3i&ndo laa cres raiced realeg, Sptds 48 Prapsnfan Comd
aurad de RGeeros oomplejos.
.- Sle®nr¢ vy posibile, Redianoe un cambilg de variable, elimpnar de
13 ecuacitn §1) , @l térmiko &R % ¢ en eicctor

Haciunde x = 7 + a 2 e o113

1 2

Pr? o+ X3 og? o« 32% 2o+ afy o+ aqat o+ Jug o+ af] v b (g v al v C =

=it Baralebt czaas bt iaal s bacer =g
51: -
J-J-r.:-.n‘=:-1--li-
(1% ¥ r aa + B =p
a' + galy ba + £ = g
Considerando 2 vy ) en (11 ,l 1:1-.1.1:[1_“

' v pr e et

ia aobucién de {4) conduce 3 la solucifn da (1)

de 44)  pa+ g o= - 27 (5]

21 e hacen:

pro vy o+ oy =l =y (6}
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gusdd rezuslta la ecuagidn () 51\ = Wt pArD1 pz v q ¥,
clene por grifica una Linea recta, de pendiente pr con arcanada
. ii crigen q. aiento + 7' = ¥, grificarents una pardbala cibica
Ioe hechas antericres wugisren ¢l sigqulenta procadisicents qrSfi-
ed. .
11 Dibfijese, con 1o MAYSr precigifn poeibls -la curva wm = = z°

en papel milimdericn. 13 forma general em:

4y 1¢

4?.'[]'.} A la misma gecela, v dopra La grifica yue ae dlbujd an I},

empleanda 1o miwmow eles (v, z) tridceas la regta de pacdme— ©

tros p o« pencdlignte, g = ordenada al origen. Se sugiers
que ¥z = - &7 B9 LCACY con rirka; wn o banco la recta y pusde
dibujarse con 13pir; de wodo gque la hola Pilisftrica pusda
- ¥efvic muchas voces, cbpn sf)e barrar 14 CreCta &R cada caaad,
el diagrama queds Li9ta para uarss con nNuaves pardmeLrog
Py
IIT)Lae rafces hupcadaw Serdn lam aboimas du lam puntas e ipter

Tercion de Ll Curva ¥; v la cecta ¥

51 la rerts corta 4 la curva en tres puftos, entonces la

ccudcitn 1LY tended tres rafees realen.

Ctyfrvese Jue la rectd tienes que certar 2 Il curva por o e

%

rdd €0 unD pUto, pUwsto que ¥i B3 funcifin blyesctivat
Tt !i v l*

ier terer 1 coeficientes s,F.C € g, lan ralces copplelas
tienen Gue 96T parew Conyugadosi O 1ea, 21 € ¢ 1a 68 rale

vambién tiene quec ser rafs ¢ - we (4@ =D

wyleiplicacitn de fuecicnes,  fScan 1oy 0] doa funciones de vilores rea

leea, con daminion b! ¥ Dq rgapact ivarente, 5 sefine la mylbiplicsd =
cif%n [ g coma &lquer 1

LEgriny = fiay-gixld
g =Sods

rg = Lix,tisi-qixl}] = ¢ o, B!
Ejemplor Sean f v g las algman tupcioped definidam i &l Oltim
aatpla,

=7 fq = (2,860, [3,12)]

Fropiedades do las opecaciones de sums y mujriplicicion de Tuncigrcg

P
sea § &l cenjunts de funciones reales de variable rwals f: R .

1) Cercadurar BL Ly gqe 5= t + 8¢ 5
1, Cormutatlvidad: £+ g = g ¢ [ fyart
4,1 Agociatividad: If + g1 « h # [ + [g + h}; f,9.0h v &
A} Eximtd un alementn neutpo-dnicoe €3l quas
para toilo fr S.lf 3 = f
w, ] Certwmiugac Si } vy L 5y Egq o 8
Myl Coneutatividad: f9 = g6; [ v g # &
%41 asaeiatividad: liglh = Tignd; f.a.h ot 5
w.} FRiEto un =lomento Reutro Grico =n 5 tal gues

pata wode o 5, E1L - f



0 oimtribycividad: fig + h) = iq + [h; E.q.h C 3 . Elemplas: Determinar gaf ¥ fog I'nfld. unt de lom slguientean #]em = '
Ghawtvacierea: f ¢ 5, pues de otro modo no Ae cumplirfan Ay ¥ M ploa:

ias funcicres realss, de vartiande real poreen codas lzs propiedsdes I N DI I T PR E A B

A% UR carpe, excepto la eatstencia de adlcdve inveras Onica v de re go= 8,30, 41,20, 12,110,401

ciproce dnice {4, ¥ Aal. ) 1] CAdlewlo dr gofy

EL el deminin do §f ro ea todo el cur.]ur.ltu 4w los reales, entinces ' Determinacifn del daminio D ¢

00 exlate furcifn g tal que ¢ + g = 0 o f9 = 1, dada qua el dominta LB g posseo que [0 = 2 e B

<@ lam {URCIGAEE CoNECARTES O y 1 &R k': pezo D, a ¥ D!q ro puede . e anf pFussen que FI2) = 10 Dq

L]
ser F .

Corrogiciin dw furcicres. Alqunos aukcies conslderan la corcasicidn

v funsiones S0EO on produces o maltiplicsciSnl de fuincignes.

gof = 111,18, 42,40}
Ceflnicifng  Sean £: A4 ~ 8; g4: 8 = (. qof denominada g composicién

by Cdlcula de fog
£ en una fungidn cuyo dominie gon los elementom a ¢ & vales que

Ceterminacitn del deminio O, ¢
Ila) e B q
) ttoD ocqua [ (01 ¢ D,
Tgetiid) = gifixl] fog POEA :
fgaf}s 4 = c . : . c Dfoqlpﬂlqu. Fri} ¢ oy
Ohmdrvens gue para que qued;. definida g o ¢ noc e necnu;riu que f ¥y ic ﬁ: poTque TR 6,
T ' L] H
q S#an funClonoe realeg cda variable real. . ' . Dfoq porque £} € o,
Grificarwnte: .
1
_— - > —_—
- R R —— —— ]
—_ — - ; -
!
: . * fog o Deg, 51 0L 1, 02, L 00, 00 L




I Eixl & x' 7 ogix} ez + 1

aTucitn:

‘qaf)ix) = gCEIx)) & gixz'"] = £ o

12990 ix) = figledl = Efx » 1) = (e + 1

Vemod due, &n gensral, 14 coRponicifn de funclones RO &R uUnd GEFTa -
2idn cormotaeiva.

b £ E' « EY; donda fith = (1 4 o+, 2 = %]
47 EF = £%: miende gix,y] = fx - 1, y - 1]

Solucitn:

Igot] {x] = gif{t)} = gul = &, 2 = £} = (e, L — ¢t}

HAdteae que (fag)it) O oridte, pussto que el deminio dJe [ pa =3

iqual al cedominio de 4.

Geomftricacente: fle] = (L » ¢, I - t)] reprasents und recta, Cuyas
stuaciones paramfiricas mont M ® )| ¢+ £, y = 2 = t; miende la recta
K+ % #® 1; en tanto que (gefllc} = (e, - &) nos Jda las eguacicnes

pararfbricas x = t; ¥ ® L - &, que porresponden a la recta w o F oy o+ 0

D LT T =)= T
., ~\h. - —

J1

1y f{ut » % ; giz} = Ix »

Soluclin:

SAf1ix) = aNfExlY = gie%F = ] OW ¢ L

v " T, =)

Ifagh ik} = £ [gi{x}) = f(Ix & J) = :Fx + 1

Far Io cwal D

- ’ -
tor lo ensl Efog = [= 3 ]

Consrruccifn de 13 grdfics de la funcifn ¢orcucsta qof a partir de

law erdficans Je F w g.

S5ean I v q arbas furciohes paalep Jo variable raal;r giends gus grifg

<am lis curvazs que &€ mMuesktran en la siguience figura:

3 LT

' (fww g L
' — f”r?fr %"
— s (R T S g ey o -

3 7 ‘:__

Principlese a construir la grifies de gaf on el punta {0l Ja codrdens

433 1x,0) da (.

oLheanrvacaitin: +

- ] -
%4 f o8 una funcifén mondeons, y AJdoemide £ o= § 1.5} una da dos Pulihlli

b



fix) = 2 para toda ¥f o
[ [inl = = % para roda x

Leromtracidng
Aun cuands la jntwicidn geomirica natece cArraborar la arirmacifn,
Eata we Justificard rediants el siquiente rarorasiento, ya mue, co-
o g8 corprobard en un atertclo drspufs de Bste, la Ircuicl®n neoeré-
trica puede Tallar:
lo. Suplrgase que ! ea rorfecna crecicnte:

al B1 I(=z] = x m=m» 1{f1x)]] <« 21z} « x

=pii20x]] € %;: rera £ Ry = ELEf®)) = =
par filpfitesis: oo anf que f{f{x}} < 2 &% arposible.
Bl %I flx) » x =3 :ifix)) » t{x) * x
ar fUEIK)) » M; la wue por la pisma razén anterior =i
(3= F RSN

Por Lle tarto ae ccecluyw: S F es wonSkcna creciwrie: siendo
£=t !l = pia = )
la. Conmidézess gus P &% rordtona decrecronta:

Fazorasiertos aimilires o lom snteriores ros 1levan a la congly -

E1E8n Juée LSi f o§ renfiona .decreclente; tenyérdose aderis qQue

a7k => [zl = ~ x para woda x.

ipuede hagrrae £ = - f en el Ca80 lo. para desasitar el 200
Otra Obiervaciln irpartacta:
Aun cyvarde Lls intuieilin sugiete gque aflo las FURCLOQnEs eSCCICTAREnLE
—orércran, f: 4 o+ B; docde A= €'; B o= E°, pusian tener lLoversa
f-l= B + 4; el giguicata rierplo nos demuestrd due extseen fLnciones

‘e Bln ser manftanas, tlernen iAVersa; en0 éfeceo:

1%

S&as

£, X1 x C 0O
ft:b-{

-x, #1 1 ¢ D°
eEdRLrAL:
i1 f 1o +n monfitona &n mirgdn intervalo
siv 1 om gt
Eolucilng
SFes ! sualquier intorvala ¢on ris de un punta, escdjanae
i, Er € Q 3 Ky v Np
ltinnl = L{ng) = 2y, - w1 R Y- PR 1 2
-

Edu gy = [ixel = = wy + 5, » & = geCreCLlonte
'

= I RO =3 mnitona £ I

2k} 3h x4 Q= FIfk)) = fIgk) v xk mx | = f‘z

3L ox € 0 a>CIf4k)l v fl=n) W = |-n} m ox my £ & £
=3 Para 1oda k1 FifIxl] = n

=» -t}

(Gel orample anterior, pumde concluirsae qua Ja § de csce w]esplo o

pucde Eor wonitona, ya gque f ng oed 13l que fix] & ex na Fle) = = x

sara bola W}

Touremg,  Sed | ouna funcifa Llyedtivae Lal guer £: & « B '-1: B s o4

4B JC1EMA sjud

-1 -1

Pl = [ of = L
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DieEplo:

Seragtracifne Sabrendo que si1 Lix) = e f‘lhﬂ'l » fha; con bate gh 2l LECTakd

Jﬂttrlﬂr. dehOATIAY ques
A { B {'n:x _!-ﬁﬂ‘ - X

zalucifng d+l radrema anterier:

tfet™ ytxh v o m 0E mi) = Eifnnt w gl

1

(T ep ol = % = 17 00ty = £ 0%y tne®

=1 y - tn“ + {net
S5ea ¥ L b p stende Fixl = v ¢ B=SF [ "|y] = x -
=l s g = e o ter wn
=1 !
=t ot =i TeoremA., Sea 5 @l conjunto d= funcioney raslew da wariable real.

fe vecllica 0 #lvusrente: Fara toda f.9.h ¢ B

ARiEitman ;1. Si f yqe 8, fag e 5
. C:1 Ca General, fog ¢ gof
. ’ Csb 1f-§loh = fatgonl
. . £.) Enjace un JR1co elements I £ 5 tal gquer
n:l-rnn-l'lmmﬁ: tie iy -y e I1=~1otfscE
= orla g - [yl dL * glakh = E o h + g o h

pero felg + hl A Eoqg + Ech, en goneral.
1 A Oz) [fqlah = Lfahliyah)
rero folgh) ¢ {fag) {fchl}, en qunaral.
L] Pt S-E YA T-30-1 0.0 B
Cy1 Ef upa consecuencia de la definicifn de compasicidn ¢e funcida -
nea.

Cy) Esto quedd avidancisdsa e&n los sjemplos royueleos snterfigreente.



C)) Pemomtraremcs peiren quée low dominlos son lgusles;

Ottoqran = "ratgam

i | oy b, ¥ hix) rop, i

J;raq!uh o

= ia gt By hizl « n1 ¥ qlhisd] ¢ Df}
CLE B D'I"" ¥ tqabh) a1 ¢ n:l

nIalqnhl

En sequida ## desngrrard ©, . En efecto. para toda 5 en el desinie

comfin de las funCLlOnas sa tisnat

({fogtah) Ix} = (fag) IR{n}]

= tiginimi}) -
* Ligonp ikl
* lioigen)linl

Com lo cwal quedas demostrdda 4 ssociatividad sn lé copposicitn de

funciores.

Chefrvesw quae en la deraatzraciéin dg¢ C, no na eido Necesssio EaTipu -

iar gque lag funciorem £f.9 ¥y h sean funclones realem A& variable realy

por canaiquiente, la ley ssociatlva on la compasicipn 2w funciores

*) cierca para funcicnes on gansral.

Col L funcidn idencidad I em la funcidn moutrd £on respecoo 4 la
corpenicién de funclarrs. EN pocenario domoatTarp tantd gue
tol = comd tarhil®n que F ¢ [ # F] putseo qua no o5 v3l1ida 1a
conrutatividad para ja compusicsdn de funciornen,

Les dominlon de 2 o L e I o £ gan nl miamo; Blendo en arboa ca -

wE D!-

13

Fara toda = L HE ba tienai

(folbin] = Figs)) = Pl

fiat)[wh = I4ECmil = Pix}

= ot = [of m ¢}

En meguida a& Jemoserard que [ ey Qrico &n 3.

Supongamos cue exiete obrd ¢lemento Reutro I

[ 20 ]

I' = 1'a[ = 1 Luwgo I as Gnice

DemOstTarrros pPrivsrn qud los dominios son low mlEmiya

Bitagioh - Pron » geh

=f{x | 24 By h{xz} 1 nr_l

Biirgloh h a

(2 ] a Do Mk £ B0 qI}

Ie | x ¢ o, ¥ h{x} I D!I Ale | we D, ¥ hixl ¢ nq]

" Dien + qoh

Catablecida lo snterior, proCedemon & demoablzap D).

Sea % an ] deminilo comln de las funciones:

Db

Tif+qglohl (k) = {7+g}Lh{x)]

= tihf)l + ginlxh]

= {fahlix]l + (gohlixl

= [fgh *+ gehlix)
La demostpraridin de cgta sogurda laoy distribytiva sa afecefla de
mAnGCa BEmplante a la soduids en la demoseracitn de ls pricera

loy distributiva 0,].

Efjemplo ro gue mqua d¢ hade wol gue)
folg + bl ¢ teg = 1&h
totph)l F LLaq) {Feh]

Soa bt & 2. yah =1
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=4 1 = JaiT + 11, wn TARto que el 5L Bt A=l y g: E~C gon lunciones bilyectivaa, entonces)
=24 = 1ol 4 2ot r 7 ¢ 7 . ' lqﬂ”*l - f-lnq-11 o EEA:
nar B'I'.l'f: lado: tqbil-":f ‘A pxiyrm, ¥ 9 iqual &
= JalLIl; pero, !-]n-;-l: C o+ 4
4 = {lafltlar) « 2-12 Dasaytracitng de o} haremos var que:
F2 Carhios “-l L "?-]'l"h'“fl =1,
f2 + Idal = 1 + | ademls: .
28T + 181 2 2 + I tgetratt ™l a g7y & 1,
{21rer = 21 En wfacro, de d):
{2003 {1a0) = (2I0L) = 2§ 17 o q"Yeiges) = t7late toigoEy )
La corpowlcién de funciores no a8lo se clricunscribe & Funciones rea - f‘luﬂ[q-lnqlbf'f

Lem de wariablu realr du gnf resulks, por e)erplo, que: o iet]
- o
51 0: 4 + 0 =

o : - gt
al IE I = Eﬂl* L]
-1 =1,
bbb 51 ! =3 biyectiva, pwlata [
= E-I of = I, tat™! a IB - ' Amimlaman
£ t‘-]' bt T t'_l =L}
fiendo asimismo wA)lids la propesicifin cecIprocat 1gefhadl “eq ") = goifeif Tag
ch 51 f: 4 + By q1 B+, pacjafacent - gui_{fgl_l]gq"l]
of + I fog = 1 °F -
4 L ¥ ':' n \ = gailag 1]
Entonces eximie f "t & +4 - [ -1
Y9 . gog
dy 51 f: a -8, g1 B« Cyrm1 C -+ P
- * 13
ap verifica la ley dgaciativa: -
ikcgief = helqofl 'Y Ceneralizaclin del cczultado e} anterior:
eoosrraciin: (fya hg,“_nt.fl - t:lu_..of;l aiy!

Para tode 1@ 4

(thegrafilz) = (heq}CElak] = higiflzll)
(holgoEl){a] = Rilgaflizl] « nig{flall]

=Q[hnqlni = hoigal)
(trdegendienteceree de que & y B acan iguales 4 n*-,
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Damostracifn: por induccidn matendiioa: TR T TN A TN AT
=1 =1 -1
1 - . - . -
Ll wvale para n = 2 £ 08;]) = £y7el; ", swgin problema e) anta 61 b paamr o« g v 1oiey
CLOT .«
TR R T U R ST YRR S T
1§l supongamon que vals para n = kg
1 1 U -t B o4 =8 ="t oy =17 m

o.._of) oty

»

(f1a Pre...af 37" = )

=1 =1 "3
4aa { &l sucesnr da k; debemos hacer vef gue La aigulente Lgualded * ot LI R DRSS

a8 whlida: 54 aen %, § = ¥s

t!.nf,w...arhaltj_l - rizqrilo...nfiiaril -1

. 10 & = (£ Taf) 4]
En 4f#cco; por agocifatividad: -1
137 B = Ifof ") (H)
-1 - -

fEiatzo..t of, 7 -t ot .t tat,T] 1 m————il}
- Demitz aCiones

3

T T N O T R Y L P O N B L 1} Marercs ver que EQACR}- o= FUOEELE] y qus
.t. N flAJUE 8y = {[ADE)
de Ll

_ _ - - - - Splucidn:

ltln{hul;n.,.nl’hl 1. f:lnftln..,uhlaf;l """ 121

: 41 Feg oy ¢ f{AGE) =% existe xfADN tal que Flx] = y =)
ca {11, 12} y (2} - - =» st 4 ozxel , pero:
-1 _ -1 -1 21,01

(f:i0fie.. 0l of,) £, wf = %...efz%ot, oL A = Eixd o+ y o f14)

=¥ Por el principlo de ipduccidn materdt,~5: “ )
L -1 1 ) & 8w Fix) =y ¢ EC(BI

{hﬁf:b.“nfnl'l = l; o...of) et
En cuslgulera 48 lon dom cafod;

- : L F .
marema:  Sca fL Y = ¥ sl A 5 K, B @k, me ‘-’_i“”fﬂﬂ lam aiquien v ot f{MIUELEY

tas mrpreslores)

- A
) £{ACEY = f(ajurtm Bl Eea y o DIATCEIBY ™ vy © £4A) & y € FI8) pero:

I I{AEN &= fl41 0 E£IE) ¥ £ E{A) =3 evagte 2 @ A tal qua tixl = ¥

MOtk - B} S ofqa] - ELB) v oo flB) =% esaste K ¢ B Eal que [ix) = ¥

1) A =5 =) 4] = []|8]
5LAS ¥, B ¥



L1 +5

En cualquiwch de lom dos casas: Obadrvess que 1 L[AUE) « £(K) # AUE « B
¢ = fix) con n « AUS =} y £ Fl4CEY

=y ELAUE] = F{AIUELE}

Sl a) Sed w70 [ACEY =) f[x] & AUE

Sam y € [l4a8] para alguna x € ANE, fz,y} ¢ [) para
= Y F = filx) ¢ &4 ¢ £lw) o 3
st Anfuchy zc B

e AT I L R 13}
Tedy byl c 6y o = x 0 7 i 1By
xc By Iyl £ £ =3 y ¢ [{E) = .1 - fliﬂl}ﬂf-llﬁl
=% y & f[AINEIA)

=5 fATRY = F{AJIE (E) _ B) Sea x € £ qarce s

Pars haler var que, an qensral = oxe e e ox e e liny
FIANEN ¢ ECA NS IR] am dard uyn micmple cahcrator = r(ed b A @ fiwl£d '

Sea K= (g, u,gb [ ¥= {0,8] =h Eix] o« ALB
Hagamom & = la, bbb r B = {b,c} 1

=3 x i [ [ACE) - .
Dafinaman £: I - v del asigulente modo: . _‘z -
- ~1 =1 . r
A = A . : .
Fla} = df EiB) = 7 Llc) = d =t e £ ; Le s
== r{an8) = {e); en tanto que: da a) ¥ B ' e N ] K
* I "
- - FI. L
£ty = ld.e) eliapey = im0 mn i . 37 .
- T SRSV ij"g'z.
Sea y ¢ Fla} - F{E} ==} wxistes me i tal que [{x] = ¥) pera 1 S L

+
&) &l Sea xc I 3

* P .
Nl = f(x) cthal’=) "
rALSAE U B L . Tiny r Ay fix) £ B = xe £ il yx e 7B
=y k¥ BERc B =AzHyef (A- B = « ¢ " hiayar e

== rtd - M) =9 FLA} - E (E _ - .
1 Bh Hea x ot Pl f Bl = FiRl & Ay EMmb 1 B
Sea A = § =D AUE 4 B ==» ) =P Lix] € Ank =2 x € £°1 jAqB

AUl = Ei(B}: para da L) 1

= " ang = £ oane el

1A GE I8y = FLA)
== f{4] o= I{H)




EA

8l

it
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al snuct"'u-a:=> fla) € A - B =z

1 4], cerg

=% <0 e oty - 7l

finb € Ay |x) F B=p woc f

1-‘:”’

1 1

L) Sea w € £ (4} - £ 7 (B = Fix} € & perg

-1
al # 8 o= Blwd £ 3 - 2= x4 4 - B

! ey -2t

= o L=y o= o

Sea b = B o= AUk 4 =2

T{ACE] = E{B}

Por s#r [ biyective mxisre £l =2

PRLIPTT ST

=1 1

I Y L T T YT R BT TR SE Y

= o= i

Al Swa 21X l-;tl'l = [la} ¢ &' =3
izl F 4= = ¢ A= -x e [t"‘m:]-

= uh e Chane

. -y - -1
b 5 L A= H L] El h
H LIRS Iil__;‘)x:‘ oy => =) F

= ot L A= oxoct A}
= iy = e

=y - A

Al

101l

I3

i
-d

S5ea Kk £ A7 para alquna ¥y € ¥ ma tiefe (2,.¥) ¢ [ =

|
Sl x4y [(x,y) « £ =F yoe& PIA: pero,

r TRy fe,yl o F o owoe ot NifgAN)

= a5 T an

Fara LACAr wer qua, en general,

=1 i
4 ¢ f T{fq]) nox refaritemes al wiquiente casd SORCEeta:

Sua K = [wy, ap, w1, Tad ¢ ¥ = I¥s, yr. ¥1}
Jotjnamas [; 8 - F come sigue:

Flxe] # vy [lx;) = yy 3 L0 » ¥ | fdx.] = 3,

Foa & & %, , a;b=H f{A} = (y,t: on tanta

O T TSI N L € RIS ST (P

4) Sos ¥y £ A; para akjupa x © X wr cisne [(x,y) ¢ [ =

mL fu,y} £ Ey vy &= =i "[31,;

gera fixl o (e LMy = oy e £17 e

= g t¢e Ly

bl 5L Plk] = y ¢ ru'ﬁEn':) = £ £Thl) = fimiot B

== it B = &

=y B = (tat 'y {E)
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~ ESPACIOS VECTORIALES

NTROD hj

En varias rumas de la matemitica, se pressntan Conjuntos
donde resulta importante considerar “combiniciones lineales™ de sus
tlementos, El 4lgebra linesl, trats las propledades comunes de -
todos aguellos sistemas a)gebralces que constan de un conjunto nis
uns necidén de "combinaclén lineal™ de sus elementos.

El estudiante ha tenido ye experlencia con vectores del
espacio euclidiane tridimensional, y £n paTticular con combinacia-
res linesles de tales vacteores. En #ste capftule estableceremos
'a definicign de una estructura algebrajca, tlamada espacic vectos
rinl, que en la experiencia he demestrade ser la mds Gtil abs[raé
cifn de un tipn de siatemas como-w] }spnciu euclidisng tridimensid
ﬁ;1+ " '

El espacino vectorial de las terTnas.

Cansideremos los vectores
Far (3, -1, oy Wy (1,3, 0]
Como sabemos, 1a suma de ¥, y ¥, e5 e} vector:
F,oa T, (4,1, 1}
y el products del escalar 3 ¢ R por ¥, es £l vectar:
3F, % (3, -3, &)
En general, si
3= (m,, 8. 8,y B b, b, b}
son dos vectores del tipo de ¥, y ¥,, ea decir, ternas ordenadas de
nimeros reales, 18 suma sc define come
Z+ b= (a,*b,, A+, a,+b3 . ... (N

¥ el producta de un escalar g por un VECtor g ae define comp:

a & = [ad;, a8y, aa,) . ... {D)

Al conjunte foreado por todas las ternas ordenpadas de né
Beros reales, lo Tepresentaremas con R'. SiebSlicamente:

Rle {(x. ¥, O 2 ¥, 2 5 R}

En R', las operaciones definidas per las expresianes (1)
¥ [2), tlencn las siguientes propiedades,

Para todas las ternas ordenadas &¢ ndneros realey 3,6,
y todas laos escalares a, 8 &£ R se cumple qQue:
11 R' es cerrade respecta 4 la suma y sl Producto por un escalar,
1y {EeB)eDn F+(Fec.
3] WeleBenng , donpde T=(0,0,07.
41 TJer-m1=(-wyen=T,
5) a+h=F+7 . . .
5) a(E+E)eniob, |
71 [weB)E=2GeHn.
8] a{8g}= {ad)a . . T
9) 13-%, '

Como puede verse, k' forms un gTupo abelizno com TespeCTO
% 14 suma: sin embargo, posee algunas propledades ;dl¢1°ﬂllﬂl 5w 9)
£an respectic al producto por un escalar. .

Existen varios sistemas que tienen las mismes carsceeristi
cas que= H‘, g =ste tipo de sistemas les llamaremos ESPACIOS VECTORIA

LES.
Ejempla ¥. 1,

Un stisteme que posee ls misma estructura (de sapacio veclo

rial) nue n', es ] conjunto de tedes Jos polincmios de grade £3 con

V415



las operaciones de sume ¥ producta por un escalar. Demostrarencs
8 contipuacidn que s& cusplen rodas las propledades que enunciamos
pare Rl.
1] Sean D.-l,x'tazx!-a,xta,
plib,xl*b!x:+b]xtb‘
dos polipncmlos  cualesquiera de grado £3 con coeficienres reales,
Cntoncas: L)
Pore,w(a,vb,ixefa +b, Ix¥+(a «b Jre{a +b))
es otro pelinomic de grado £3, y si o £ R:
apy s {aa,)xe{aa,}x" + (a8, )x*(a1,)
tambidn &5 un polinoaic d¢ grade <3,
Far 1o que ¢l conjunte de redos los palinpalos de grado

L3, e3 zerrado respecio a2 lai aperaciones de sumas ¥y producto por uh

ascalar,
2) Sean
] ]
Py"d,x 'l:l +B|I'ﬂ|
1 1 '
Pa=b,x +hyx +b x+h,
pome xtee xler yep
1 ] 1 1 -]
entoncen:

[p.+pl]+p.-{l'¢h1]x‘-[l=*bl}x’+[31+bl}x+{n‘-h,3*{clx'*clx‘+clx'c.]
(n,-n,]*n,'ﬂl,+b,*c,}:'*[a,+b,vcz]x’+(a|+hl*cllx*{l,'b,* €l
(Py*pyeeye yx' va xiea xsa (b, e, )x o (b, ve, 351 +(by sg, Jre (b, e, )
(o, =a,d*p, =0 ¢ip,*0,]

por lo que la suma &5 asocialiva.

3y 51 Db etk +8x+0

entonces: - PR P

por la que ¢l pelinomio T es el idéntico para 1s sums.

V67

£} Sea D,'I,x'*i,1’+l|x-l.

existe el palinomio

1 -
xT-a x-m

S IRLTIE AL
tal que
9.*[-PL]'{!,-E.11'*[a,-a,}xl+[a1-al}x-fu.~|.]-3
¥ ademfis
‘”.‘“1'5 .

por lo que -o, e5 el inversa aditive de & .

I

) o, c0 (b )x's{a b dxtofu b Jxela eb )
pI.G:.[h].;i);'ftb'v;l]nxo[hl.|I}:+(b-.;l]
A e Tacte,

ror tanto, la suma de pelinomios es conmutativa.

6] %1 a4 € R
u{plon]}-u[a.-h,}x'fn{l'+h:}11-u[llvbl};ru{|'+h.]
0lpy+a,)=(aa,s0b,)x"e(an vab )x"+ (aa,vab,)x+ {03, 0ab,)
alp,*n;)=aa,*ap,,

El producto por un escalar o3 diseributive respacto a la
suma de palinomios.
7Y 5t o,B € R .

(a*ﬂ}n:-{u-ﬁ}n’:'-{drﬂjllx*-{urﬁjl:1+{a+B]a.
[a+a}p,-ua,;'4ualx’+un;1-u..+aa,x'+Ba,:’4Ea|x-E|.
La+dio, =a0, +Bo |

El productn par un escalar £5 distriLuLivu respectio & 1s
suma de escalares. .

a) n[Hul}-u{B:1:‘~ﬁnlnl'ﬂ||:4ﬁl.} -
afBs, )+ (ab)a,z’+(ad)a 2" e (aB}a x+{ab}a,

r(Bu, b= lut)e,



k] pradacto por un escalar es asociativo.
1) 1 [ 1 2
9] LRI ETE R FE RS FEAL U RS FE At FE LY FELAL- PRI
1 ¢« H oes el idfntizo pare =1 producte por un escalar.
En consecuencia, 2l vonjunio de todos los polinozigs Jde

Erado 23 tambifn e3 un espacio vectorisl para las operacicnes de su

za y producte por un escalar.

Ejemplo V. 2.
Veamgs i laf matrices también forman on espacio vedterial.
Considfrese ¢l conjuneg M de todas las martrices de arden -
BiL LGN BlemenTns en C.
!-t*'{fg“}l?” c [ia1, Z,...m;3=1, X, ...n)i
De la definiclfin de suma de matrices y de preductio de un es
calar por una malriz, se despoenden las siguientes praprvdades para
todas las mattices A, B, 0 de My fodos los escalares o, § Jde CF
1] ™ es ectrado con respeclo o la suma ¥ el prbdufln peT un esca-
lat.
21 [A«RY+CmA-[BEC) |
3} A+G=Q+Aa=a , {(Aguf 0 rrpresenta la patriz nulal,
4} A+{-A)Y=(-A)+AsD
£l A-B=H-A .
6] of{A+B}=ul+ub.
L 7]l (a+E8lAral+EA |
8 a{2A)sfaf)a |
1 1Aa=A

por lo que ¢1 conjunto dr todas las matrices de orden msn tienc la

mitma estructurs Jde especia vectorial que R,

Hemo2 visto tres sistemas Jisrintos gue tieten la aisma -
eiTTuUCIura, 4 los que hemgds 1lamada espacios vectoriales, Los
vectores de R’ tienen una representacisn geoaftrica (sezmentos diri
gidos), mas no asf los polinomios v las matrices, sin vohargo, por

el hecho de s=r ¢lroentos de un espacia vecterial, tagbidén les 1la-

cATemos voeCTarcs.

¥-8:9



v. T REFINICION DE ESFACIQ YELTORIAL.

Definicliédn.
Un espacio vectoriml V scbre un campo X, &3 un conjunte
no vacfle #n el cual se definan las sigulentes dos aoperecioncs:
Una operacifin que asigna & cualesquiera elementos o, ¥
€ V un elemento n+veY al que =@ Cohoce coma la auma de o ¥y V.
Una epetracifn que asigna a codo elemento ¥i¥ y & cala ca-
calar nE X, un elemento aovel al que Se ¢anoge come el preducea de
B opar ¥,
Las cuales cumplen las #igulentes propicdades.
Para cualesquiers =lementos u, ¥, wEV:
19 fusv)+w= us{vew] .
2] ATV tal que a+T=0sueuw,
{a T le llamamos vector cefd].
M ¥Yuoe¥, 3 -uctV tal que Gri-al=-u+id=T,
4 uwsvavu . -
Parl-cUIlesquierq a, Bt K yu, ¥V ev,
5] aiusv]=au+ay. -
6] (asf)pean+By.
7] af{8d}={aB)u.
§£) 10-u,

{aquf 1 represents la wnidad d# K],

Teorema V. 1
51 T es #1 vector cero de V, entonces:

¥ act Kk se tiene que all=1F

Demopstracidn,
1 o et un escalar cualguiera de K v U es el vector cero
de V., entences, per las propiedades I} y 5) de la definicidn:
afwa ([+T) ol vall
sumande -(20} € ¥V, por 1a prepiedad 11 fenemos:
nls (- (20} ) malsals (- (20} )
Te{al+all)« (- (30))
por 1) Tenemas:
Oaalfs (affs - (2} )
de 3} 3e sigue que:
Gual.T
finalmente, por 2]:

U=all, o K.

Teorema V., 2,
43 0 ws el rlemento cero de K, entonces:

¥ Y EY s tiene que  Ove0

Consscuencias elementaley de 1o definicifin,

Hay hechos simples que se desprenden casi inmedjatamente
de la definicién de Espacio Vectorial, slgunns de los cuales enun-

cidgcps & continuacifn ¢n forma de trarcmas,
.
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'Dtnustraclﬁn.

i 0 es el escalar cero ¥ ¥ un vector cuslquiers de ¥, R
tonces, comg 0 es el idéntico aditive en K:

OV (0+0)7
per la prepiedad 6) de la definicién

Ovallv+ Qv
susanda -(0V) € ¥, por la propiedad 3) tenemos:

BT+ [-0w] = (0¥ +0vy+(-(0}}



U= {0vedV) +{- (O¥))
per 1) tenemos
] U=+ (0% (- (0¥])
de 3] me sigue que
O=ni+T
finslments, por 2):

Tev , ¥ ¥ c V.

Teoremn Y. I,

564 1 #¢ la unidad de X, entences:

¥ T oV se tiene que (-1)v=-¥

Dempacracifn.
5i 7 ea un vectar cumlguiera de ¥, sntonces:
Oefv=[1-1)7=17s(-1}¥=¥e{-1)¥

en consecuencia, (<11 ¥ ex el inversc aditivo de ¥ al que hemos re-

presentadc con -¥.  Esto demuestra el teorems.

En general, 1 vector {-z) v e5 el inverso aditive de o¥,
¥u que:

f-g)¥=(-1a)¥=(-1)aV¥=-(a¥}

For otra parte:

a(-¥)=a[-1¥){-a}vs-(av)
por la que

[{-aliiu{-?1-—u?|

ast, la resta & sustreccidn de vectorer se chtiene a partir

de 1a sumz de le sigulente manera:

Definlcién.

5i T y ¥ son dos vectares de V:

- ¥ ur(-¥]

€l

Ejemple VY. 1.

El conjunte de todos los puntos de lm TSTE Qué PasE poT
el origen y tisne come ndmeros directores 1, I, 5, forma um eapacie
vectorial sohre el campa de los nimeros teales.

Lz ecuacifn de dicha tecta en forms simftrica &3

x L I

T Y"1

Por lo tantd, los puntos de dicha rects tendrin por coor-
denadas:

x=x, y=2x, I=3x

v el conjunts de& puntas de 1 rectw sarid:

s-{({x, 2x, 3x)lx € R} '
cuyps elementos son ternas ordenadas dz ndmeTos realas, Entonces,
la suma ¥ £l praducto por un eacalar e;tln definidas de igual forme
que &n l‘. ] ) )

?erifiquenu; que § satisface todus las propiedldﬁl que de
finen un espacio vectorinl,

Las operaciones deben $&r ceryadas;
2x

Sean v =(x,, 2x Ax, ] ¥ v =(x 3x,] dos elementos

! [
cualesquiera de 5 ¥y a cuslquier escalay de R:
Voov, =lx,. 2x, B2 )e{E,. 2N, 3x,)=(x, +x ,2{x *x ), 3{2,*x.]) ¢ §
¥
av,afx, ,2x, 5%, )e{ax; 2oz, ,30x,) € S,
Propiededes pars la suma.
Sean ¥, =(x,,I%,,5%,], ¥o=lx,,2x,,35,) ¥ ¥,e«(x,.2x,,3,
tres clementos de 5! '
13 (7)o, )ov, = ((x, *%, 1. 20x, *x, ), 5%, +x, ) e (x,, 2x,,32,)

(7 +7, )07, =(lx, 5,22, ), 2(x, #x,+%,) Blx, 0x,* 1))
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["TJ+F2}.FJ-{"I-FIII?JII.]’[[II”'b]rz[xj'x;}lltxaflh}}
[Flf?j]-ﬁ,-F,-tﬁttF,}
For lo que la suma es asoCintiva en 5.

-

?) Existe Uw(D,0,00 € 5 tal gue:

ﬁ;5=rxl+0,211*0,31I-D}-{ﬂ*x..ﬂ':;t,ﬂfixll
V. o+Tabel 7

I Sy
3) Fara todo V., exlsie -¥ w(-x,,-2a,,-3%5,) € 5 tal que:
LT ERT B (E RT3 L EF BTN P B

ARSI !':I'-2‘|:=llltfxllzlli!xI]’F

1) ?1'?3 - [II.2:.,1:11'{11.2s1.5111
e, LI LR P I L PP TS P
R = layva, Tar2xy, B, eds )
V- r, = [T

FOr tarit la Sufd e3 coRmUtativ. ¢n 45,
Prepiedades pars el jroducto por un escalar,
Sean ¥, F: clementus Je S v o, £ mscalares Je Re
3} u{?i-?,]xjfxi':,,2!.*21;,3J.'511]
a[?l‘?i]-lnxi‘J‘;'z“11‘z“:"!]I|.111!]

][FI*?!}t[trl,Iu:I.Suxl}tfln‘,f}; Jax,)

'
u{FI*?jjnuFI~1¥!
EY producto por un uscalar es distributivo sobre la zon
de yeotores,
£y (1+i1?,'[f1'E]A,,qu*ﬂjllrifu'ﬁixl]
fu+5}?l:(Qlloﬁal_zu:|+2n;|,£u1.+5ﬂxl}
fuvfiv,=lon,, Jax,, Jax Yorvs,  2Bx, 32x, ]
[evz ] =a¥ +B¥,

L1 producte par uyn escalar es distributive sobiae Ja s
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Je escalares.
71 w3V dmalBx, . g%, 38% )
al5¥ 3= ((aplx,,2(aB)%,,3las)n )
aEE?;}‘faE}Fl'
El praducto por un escAlar €5 asociallvo,
CEIR TS N SNPE-L TIPS PO LY E P S 3 5 L
La unidad d¢ R e3 #1 idéntice para ol produsta por wn e3
Lalar.,
Pe todo lo anterlor #¢ si1gue que, el vopjunto
s={{a.x,5x)]%x ¢ R)

forma un espacio wvectarial sobre el cempo de los amergs reales.,

An}vh e pasar a Ta seccidn sigulente, hay que nacer NOLAT
yiig  las teoremas ¥-1, Vo2, V. 5 y le definicidn v resta o pustTac
Cién de vectores, fueren enunciados a partir Jde lua deflnicidn de ag
pacio vectorial, y se cumplen para los vectores oe cualquier conjun

to que tepga dicha estructura. Con #5ta misg, idea, se gpuncietin

las teoremas ¥ definlcicones o 1o large de fode ]l capitule.



v, I SURESPACIDS DE UN ESEACIOQ YECTORIAL.

En 2] ejemplo ¥.3, analizames el conjunto

S=1(x, 2x,3x)|xcR}

que estA formade par ternas ordensdss 3¢ nieeros reales, por la
qua 5 e3 un subcenjunto de R, Ademda, se demoaird que 5 también

forma un espacic vectorisl sobre A, Diremos entonces que 5 e5 un sub

espacia dr R

Definicidn.
Dado un eapacio vectorial ¥ ¥y un subconjunto 5 de ¥V, deci-
moas que 5 &% LN subespaclo de ¥V, 3} 5 £t rasbifn un e:prclo vectarial

respecta p las operaciaones definidey en ¥,

Ejempla V.4

En «1 gjemple V.1, demostTemod que el conjunta de todos los
polinomios de grado =3 5 un espaclo vectorial sobre R.

51 consideramos sl conjunte de todox los polinomios de pgra-
de €2, wemos qus Este &8 un subconjunte del primero ¥y en forma ani-
loga al ejemple en cuestidin, puede probarse que forha’un espacic yec-
torial por 3{ mlsmo. En consecuencia, 3¢ trata de un subespacio. '

El slguiente teorema establece un criterie sencille para da

terminar si un subconjunto d&¢ un espacia vectorial es ademds, un sub-

edpacia.

Teorema V. d
Sea 5 un subconjunte de un espacio vectorial V. 3 es un

subespacia de ¥ 34 y s6lo 51 es cercado respecto m Ja sume y ¢l pro-

ducto por un #Scalar definidos en V.

Demostracidn,
Coma S contiene elementos de V¥, se satisfacen las praoplada
Por tanto, bastard

dex 13, 43, 53, &%, 71 ¥ B) de la definicidn.

.
con prabar gque ze cusplen las propledsdes 2) ¥ 3).

En efecta:
Ees ¥ un vector cualquiera de S ¥ sea 0 £l escealar coere de K. Coma
S es cerrado Tespecto al producto por un escalsr y poT 4l tedrema
V.1

ov=0 ¢ 5,
Sea ¥ un vector cuslquiera de S ¥ -1 ¢} jnverso sditiva de la unided
de K. Coma 5 es cerrado respecto 8l producto por un esCalarT y por
sl teorema V. I, I

(-1]Vs.¥ ¢ 5,

Lon lo que 3¢ complets la demgrtracifdm. i u

Ejeapla ¥.5.

El conjunto de todas las matrices de la formm:

L

¢1 un subespacio del espacio vectorisl de matrices cusdradas de or-

(donde a, b ¢ €3

der 2 zsobye el campa de lus ndeeros complejos,
En efecto!

a Za

Sen A= t a, b e C}h qua 21 un subconjunts de las matrices

o
de orden 2,

Veriflquemas fque A es cerrédn respecto s la suma ¥ €1 pro-

ducto por un nimero complejo.
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Para ello, congldérense dos matrices cunlesquisre de A:

a, Iny a, 2a

¥
B, O b,

¥ un afmere complela a.
a) Pars lg suma:;
a, 1la, 4 Is,
* -
b, @ b, o

fqua €3 otra matriz de A,

6 ta,

2{a, *n,)

b,+b, 0

k)] Para el producte pOT un escalar,

., la, as, Zna,

a -
b

gue thubidn pertensce 2 A

Entonces, seglin ol teorema V.

espatlo vecrorial de las mutrices

- m = ® m = T 4 m m o m a

Ejemploc ¥. b,

La interseccifin de dos subespacics €5 un nueya

En #fectoy

, 0 ab, O

1, A o3 un subespacic del
cuddrades de arden 2,

Sean ¥V un espaclo vectorial scobre un campo K v A, B dos

subespacios de ¥
Alte # 4

tales que:

Entonces, ¥ ¥,, ¥, ¢ (A M B} se tlena que

Vi, ¥y €A,
Comgo A es un subespacio de V,
&1 carradc para la sums, por
tantla:

Vytvy B A
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v, B .
Como B e3 un subespacic de ¥, e

cerradp para la suma, por tante !

F."F[ E B

subespacin,

por la que:
V4%, (A NB)

En forme anfloge, 3} nc Ky v e (AMB, a Fchy
a¥e B, ’
par lo gue

av ¢ (A M E)

Del teorema ¥, 4 se sigus que ATI B wx un nueve subaspacio

de V.

Ejemplo ¥. T,

Can3idérese el gonjunta de todos lox pollpomioy de grado
lgual a 2; sunque es un subconjuate del conjunte de pollnomlos de
grade < 3, no forma un sahe!plciﬂ d¢ Eate. Pars dempstrarlo baste
ri ton probar que no satisface la cerradura TESpecto & la sula,

Scant

fla)uxlebzse  y  glx)e-axtebtuecT
dos polinomies de segpundo gredo., S5u sums 3erd ol polincmlo:
fix}sglxl={beb " Im+gsc’

que ne g% un pelinomic de segunde grade,

Par lo tanto, el conjunta de los pollnomios de segundo -

grado no forms un espacia vectorial,



LS. DEPENDENCIA LINEAL.

Considerspns los sigulentes vectores de rR':
a=(3, -1, 2] Be(1, -1, -1]
¥ Ghiengamos un vector © Lal que

cea-i6 L. L. (13
diches vector serfi

Te(1, 1, )

liremos sntonces que el vector c sc ohtluva a pariiy de
una combinaciSn lineal d& los vectores & y B

En general, una combinacién lineal de m vectores o8 1, -

sumg de dichos vectores multlplicados por cizrros escalarcs.,

Gefinicidn.

Uns comrbinaclién lineal de los vectores v, F,, SR

de un espacio vectariel V sobre un campo ¥, e5 una expresidn de 12

forma:
PR avm
dande ql'ul""'am £ K. J
Al conjunto de todss las combinaciones lineades oo ouy ceh

junte 5§ de vectorgs, l¢ represéntaremas coll L{&).

Teorema V. 5.

El ¢onjunto de todas las combinaciones lineales v v ven
junce

5 [;.. FJ,..,. "ll'.} ~
de¢ veclores de un sspacie vectorial ¥ sobre wh campa b, €3 Gk sabed

Efatib de ¥.

Dempstracidn,

Sea L(S5) el conjunta de todas las ¢ombinacionss lineales
del coniunto

Ca {Fl' ;l, e Fl]
¥ sean 3 ¥ b dos vectores cualesquiera de L [5):

5'11?.+a,F,-...+un?;

E-ELFIfE!F=+...¢Emv.
depde @i, Bi € K,

La suma Ja @ ¥ B

arh={a, 8 J e (0 2BV o Loea dE OV
vs utro elemanto de  LiS).

Y el producto de L ¢ K por [

v

ad= (b, Y {3y I¥, v, e (3 -

A
és atre rlemento de L{S).

Entonces, par ¢! teorems ¥.4 , L (5} es un subespacio de

Volvamps shora ¢oh Ips vectoares 8, & v T mencicaades. L
expresifn {1] puede wscriblrae como:

a-2b-c=T

Vemos entonces Jue ¢l vector fere  puede abtenerse . par-
Tir Juv una combipacién lineal de los vectores a, by ©, con escala
Tes N TODOS XULOS, En #ate ceso, Jdiremos que los vectores a, By
T san lincalmente DEPENDIENTES,

Es clarg que, Jade un conjunte de vectores cualesquiera,
el veoinn cere siempre fucde Ghtenerse a partir de una :nnLinaciﬂn

lineal - elles con todot 103 esculares nulos,
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Definjiclén,
Un conjunto S= {¥,, ¥,, ..., ¥ ) de vectores de un esps-
clo vectorinl V¥ sghre un canspo K, &3 lineslmente dependiente $i exls

ten #scalares de K, o, 0, cr-43 » DO todos nulos, que satisfacen

la ecuacién:
ybeeeta ¥ ool

En ¢aso contrario, 3i lw eguactsn sflo admite la soluclén
trivisl (“u'“:"'-'an'oll diremos que 5 €5 lipealmente independlen-

ta,

EJempla ¥. §&.
femostrar que &] Conjunto
A= {01, -2, 3, (-2, -5, 1), (-2, &, -6}
de vectores de R‘, es linealmente dependiente, ¥ que ¢l conjunto
B= [(%, 0, 1}, (1, 1, 0}, (0, 1, 1)} '
3 linealnsnte independiente. -
Solucifin:
8} Do acuerde con la definlcifn, el conjunto A serd linealmente -
dapendiente 5| 1s ecuaclin
a (1,-2,3)+a,{-2,-3, 1) ra (-2,4,-6)=(0,0,0)
que liasmaremos de dependencis lineal, 3e sarizface para escalares
mys 8y, o,8 R 0o tedes nulos, Demastraremos 2 continuacidn que -
dichos escalares existen.
Efectuando operaciones:
fa,-l0,-2a,,-2¢, -50, 44, 30«0, 4o, )=(0,0,0]
Por lgusldad de vectores en R', obtenemos &1 siguiente sistoma ho-

mogénep:
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-

@ -2og-la,- &
-ig -Ja,+da,- O
Ja,* o,-4a,~ 0

Veamsod cual =3 el vango de la metr iz de coeficlentes:

1 -1 -2 1 -2 -3 1 +2 -1
-1 -3 4 * 0 -1 0 - o 1 1}
3 1 & 4] 7 q () 1) i)

Coma &1 rango ¢t la matriz &5 A{A)=2, menor que =1 nfimero
de incégnitas, o] siateme tiepe sgluciones difercntes de-la trivial.
Par 1o tanto, #xlsten #fcalares no todof pules a,, 9,, o, £ R gue
satisfacen la ecuscisin de dependencia lineal. llemos demostrado gua
el copjunto A ¢3 linenlmente Jdependiente,

S5i queremos obrener los escelaces a,, O, &, Tesolvamgs
el si5tema:

« -ia,-la,= 0

urd de cuyaes soluciones eas

b e , . .
=2, o =0, o,=1 " 1

Eatonces, los vectores de A 2on teles gue
I(I. '2, Sj‘u['zn ‘3. 1]*‘['zl "- -ﬁ}-tﬂ, ul u]
¥y podemos expresar ul #enod une de £lles como une combinacidn 1i-
- .

neal de laos otros das, -

b) En féril anfloge, la ecuacitn de dependencis linecal pars los -
vegtares de B ma: .

; o, {1, 0, 1)sa, (1, 1, Dh=a, (0, 1, 13=(8, ii ]

.
de donde obtenemps el siguiente sistema homogéneo:



o, +a = 0

ayta, = 0

Qg+ a, = @
curs matriz de coeficientes as d¢ rango 3, por 1o que sflc admlite la
tolocifn trivial (o sa,=a,=0), .

fewps demostrado que los vectores de B son linealmente in

(1}

dependientes, En consecuencls, cinguno de los vectares de B pue

de prpressrae coms uns combinaclén lineal de los orros doi.

Ejemplo ¥. 9.
Demostrar que 105 polinomlos
f{x}-:t*21+1, g(x)=5x"+3x-2 ¥ hix)nzz"-3x-5
sor linealmente dependientes, obtenlende al polinemio Cera como una
combinacifn lineal de ellos, con escalares no todas nulos.
Sclucidn, ‘
Forpemos 1a zcuacidn de dependencla linsal
affx)+*Bg{x)+ yh{x)=p , o BeR: r
afx +2ze1)+8(5x *3x-2)¢ y(2x -3x-5)a B
Efectunnde cperaciones ¥ lir;pandn:
(asB+2 ¥)x +(20+38-3 y)x+{u-28-5 y)=D
de donde chteptmos el sistéma:
a+fBe2Y = @
7a+38-37 - @

a. 2B .Y =

g

11 Cuando un conjunte &4 vectorss ex lineslments independiente {de
pendiente}, es comln decir que los vectores aen lineslsente indepen-

dientes (dependientes).

cuys matrit 1 5 2 a3 de rango 1.
Aw z -3
1 -7 -5

for la tento, &} sistemn a3 Iindeterminado. Une solucidn pareicu-
lar #3;
as-3 =1 y ==
por lo que,und comblnacidn lineal de los polincajos o3:
T-3L(x) ¢ glx) - h(x) = 0 )
Cen esto hewos demoscrads que f£(x), gix}, h{x) 3op palino
Aaios linealaente dependientes,

Ejeaplo V. e,

Yeanos 51 las matrices .

AN FA

son linealaente dependientes o independiantes,

Ls scuaclén de dependencia lineal tomard en este cotp le
forme;

[l u] [u 1] [1 1] [n u'|
[ 8 - -
0 1 1 Y 2 0 a o
efectuande opernciones:

a;y B+ ¢ D

[ﬂ*h u] ) [n u]
de dande, por iguslded d¢ aptrices:

a+y = 4

Bay = 0

Atiy= O ) -

=0
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sistema que s8lo admite la solucién trivial, por 1o que lus watrices 3a =0 }

— ==l
propusstas son lineslments indapsndientas. a-2p=0
....... s A A E o mom e m e . par lo que el conjunta 5 es lineslmente INDREFEKDIENTE,
Eiemplo V. 11. For atra parte, &1 clara qua sl conjunto £ tamblén forms
e acuerde con 1w definicisn, la depandencia o independen #1pacio vectorial sobre el campo de¢ los nfimeres complejos.
cia lineal de un mismo canjunto de vectores, puede variar segdn {. En eate chsa, el producto de un escalar &3 1a wultiplica-
Raturaleza de los escalares da ¥, como veremos en #] slguients ojem cléin orainaria de nimeros complejos y se varifican tedas las propie-
plod dades gque deflnen un eapacio vectorial. ‘
Consideremes el conjunta de los ndmeron comple]os: Anelicemas en estm esttucturw la dependencia linesl dal -
Cw {usbl | u, b ¢ R, i= /~T} mlime conjunto
Como $¢ vif en ol Capituls 11, dicho conjunto forma un grupe sbalin Sa  {3s4, -2¢}
No pETa la summ y tiehe las siguientss propledsdes pars el producto plantesnds la ecuscisn
For un naera real: . a(3s+i) + ﬂ('lii = 0+ -
C es cerrnde para ol producto por ua ndmsra renl. donde shora los excalares 9, # ¥ C, .
Yo, BcRyz 1, eC: : I Sulq o= pspi y HBwc+d], anconces: : f‘
1) a{z,%2,) = az +51, - i (m+bi) (3+i) = (c+di) (-21) =ps0l
Fy| ta+8) 1, = az,*Bz, {38-b+2d) « (a+3b-2c)i * De0i ' ::
1) a(gr,} = (a#} z, de donde se cP}iene el sistema: B i
'} 1.e, o1, Ja-be2de0 '
par lo que el conjunto { de los nldseros complajon !ur;n un sspatia ax3b-Ie=0
vectorial sobre ¢l campo de los nimeros ranles, uns de cuyass soluciones ex
S1 en esla estructura snalizamos 1w depandencia linesl - a=1, b0, e=1; de-3,
d¢]l conjunto Entonces exiscen sucalares cosplejos na nulos o= ¥
5« [¥ed, -2i}) Bsi-31 gples que
plantesndo la ecuscidn al{3«i) « B(-2i)=-0+Di
af{3+l) + &[-11)= 0+0} par o que'el :nﬂjuntn 5 o3 linealmente DEPENDIENTE,

dands Yas eacalares o, A c R, obtandremos que: 4 4l e e e a e e m e m e mmw - == s

Enunciaremos g continuacign dos importantss teoTomEs Qua
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son consecuchAcles inmedistes de la definicidn de dependencis 1i-

neal?

Teorema W, 6,

Tode conjuntoc que contlene al vector cero e5 lineslmente

depandiente.

Demostracitn.
Sea (T, ¥, ..., ;;] un canjunto gue contiene al vector

CeT0; #nLoOnCHS A4 cusple siempre que

- . =
o, 0w, ¥ 7. L]

piTa a,=~... '“m+1'ﬂ

¥ cusalquier escalar a,Fp.

Teoreme V. 7.
Tade subconjunto de wn conjunte de vectores lincalmente

independiente, o5 tanbién independiente.

Demoxtracifin.
Sea 5% {¥,, ¥py -re, Fh} un canjuate Jde vecrores lineal
mente independientes; sntonces

i)

* - ] -
& ¥ Ayt nvn

$1 y s6lo s{ & -3 e...=q =)

For lo que ulvl-ﬁ ¥Yi, ¥ podemas cancalar en la expresidn mnteriar
tantos TArminos como se deseen,
Dz equf que, para cualquier subconjunte de 5

ST T,y .., Ty

- (dande min}

ae Cendrd que: l.v.*!.v,'...*ﬂtv‘-ﬂ
11 ¥ sBlo si ﬂl-!'-...-ﬂ--D, por lo gque 5 es linealmenie inde-

pendirnte.

¥. 4. BASE Y DIMEMSION DE UN ESPACIQ YECTORIAL.

Consideremos el sigulents conjunta da vectores de R

G=0(1,0,1), (1,-1,0}, (0,-1,1), (2,-2,2))

Como veremol a continuwacién, cuslguier vector de R' purds
tipressrse como una combinacidn lineal de los vectores de G.

En efecto, sew {x, y, z] un vector cumlquicra de ®'; de-
BOSETATENOS que Sienpre axisten escalmres m, B, v, & ¢ R Colos Que:

(x,¥,2)=al1,0,1)+8(1,-1,8)ey (8,1,11+ &(2,-2,2).

De la exprenldn anteriar se cbtiene ] siguiente slate-
oa de rcuaclones:

a+f*+18 * K

-RE-T -8 = ¥y

a+Y+2d = 1

cuya matriz aspliada =4

1 4 0 2 x
(A,By= |0 -t -1 -2 |y
R R T

Reduciendo sty matriz a so forms e#3calanads tenemol:

1 1 ] ? v x
[]

1] 1 i oy -¥

D Q 1 1 : 1-X-
]

donde vemos gque R{AY=R(A,B1=3 por lo que el sisteoma ¢3 compatible
y existen los escalares a, B, 5, & ¢ R para cuslquier valar ds -

i, ¥, I.
) '
Hemns demosiTado fque cualquier vactor de B puede expry
aarse como unm comhinecidn lineal Jde los vectores de& G, Par ms-

1
te hecho, diremas que G e5 Up conjuntoe generader de R, o que los
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vectores de 0O genermn al espacio vectorial B

Hey gue notar, sin £Dbargo, que G es up Canjunto Je vecty
res liptalnente dependicnte, YA gue:

(2, =2, 1= {1, 0, 1}+{1, -1, O)«(0, -1, 1},

phara bhien, sﬁ excluimes de G al vector (2, -2, 1}, las.-
vectoTes restantes formarin ¢l conjunto

Boa (%, 9, 1}, (1, =1, 0), (0, «1, 1}}
£l cual, como ] estudiants puede cemprobar, es taabidn un gencra-
dar de R'. A diferencia de G, P e5 un conjunta lincalmente inde-
pendiente y entonces se dick que es una base de R .

El estudiante puede comprobar que 21 exeluimos de B algn-
no de sus vectores, el OUevd Conjunts que se Chtiené va no es un [

neradar de R'.

Definicifin. , !

Se llama base de un espacio vectortal V, a cualquier can
junto B de vectores de ¥V tal que:

To. B es linealmente independiente.

Zo. Cudlguier vector de V purde expresarse come combina-

cifin lineal de las vectares de B,

Ejemplo ¥. 12,

Considereros nuevaments &£l conjuptd de matrices cuadradas

a 1a
As | a, b ec
b 1]

el cual, comé s¢ deBestré en el ejeaplo V. 5, forma un espacio veg
tofial para las operacionres de suma y preducto por un escalar.

51 observamos la forma de las matrices que estdn en cl -

¥-30;31

conjunto A, puedés verse gque una base de Alcho espacio a3 1 conjunto:
1 Z 0 0
Ba=
p o v |1 i)
Como demostregrsmos A coRtinuwacidn:
1] Las matrices Son lineslmente independientes,
En efecto, la ecuaclén de dependencia =3
1 2 1] i )] 1]
Ay 3, -
a o 1 Q 0 1]
que, por igualded de matrices, conduce al sistemn
L= 0
2 A, 0
j'l‘ [} )
cuya finica solucibn 3 1w trivial, per lo que las amatrices son inde-
pendientes.
21 B genern a A,
En efecto, cuslquier matriz de & £3 de 18 forme
i by
b 0
¥ puede £xpresarse Coma
a 2x 1 2 o 1]
- A + b
b o 0 a 1 a
es deciv, cualguier matriz de A £3 una combinscidn lineal de los mp
trices del conjunte B.

Con 1) ¥ 11, hemos depastradp que el conjunto B £5 una be

e de A,

Fn 1ot dos casos anteriores, ambos espacios vectorisles -

pueden ser generadas Por un cpnjunta £injto de vectores, por lo que



diremos qu; 398 especlos de DIMENSICN FINITA, Ahors bien, no tn-
dos los espaclos vectorisles pueden ser generados por un conjunto
finlto de vectores. Por ejemplo, el espaclo de todos los polina.
mias en generndd por el conjupto infinite

{1, x,-:!, x'. -

¥ nd pueds ser generade por Alngin conjunta fipite. A este tipo
de sipaclos les llaasremas d¢ DIMENSION INFIMITA.

Pasemwos ghora & 1o tarea de establecer una definlcidn de
"dim£ngién", Aunque la pulabra dimensidn suele msoclarse & un con
cepto geomftrico, aqui trataremos de encontrar una definicidn apro
plads en tErpinos algehraicon, '

Consideremas priwerg e] case de¢ dimensisn finiéa, pars lo

cual raquerimos de Jos dos teocremny =iguientes:

Teorema ¥, 8.

k -

Sea ¥ upn eapacio vecterial gererade por un conjunts Fini.
" . ot .
to - ’ ‘ .
- - L]
Bel¥,, ¥,, ..., ¥,)

+

dr vegtores linealments independlentes.

to ques contenga mis de n slementos 23 lineslmente dependiente,

Entances, cualgquier Canjun

Pemostracidn.

Sea S={% , W, ..., ¥} un subconjunte de ¥ con eis de n
‘! :

vectores {m»>n). Como el conjunto B={¥,, &, ..., ¥ ) &5 un genera

dor de V, cualquisr vector de 5 es una comblnaclén lineal de £lemen

tos de B; e3 decir, existen escalares “ij tales Que:

— T . T . . -
'I-ull?] o, na u;n“n

Formemps ahorm 1& scuacidn de dependencia 1inewl] pars los
#lementos da 5

LW ek e o e =T

Reepplazande los vectores Gl por sus respectivas expresliones en tér

ninos de los vectores de B, tenemps:

U E .

llfni|“L""*cln“n]'la{“tlvlf---'“tn n

'1m{?n|vl""+ulnvh]'u
efectunndo los productos ¥ sgrupande:

(hom,  +hg@y ..o th ¥, eefhya oakoa e, 4

a
m mi

Im a2 oan
N -
* ﬂ%n]vn.ﬁ
Como i}. G;, - Fh son linealmente independientes, tenemos que:
ll“li‘*:“:l"“‘l-"]l'n- *
"4 [ . - 1 : . . .
. T I 2 . . . £
' * f e e n e e e ) tJdt
. + : s
. L3 1 "‘q . v + oo .
vt ) .
- ek
* A pthy Syt aan"? -

€1 cusl e3 un 3istema homopéneo de n ecuacionen £on a incgnitas
y, 3,4 +onp 3 ) ¥ comO Ntm, el sistema sdmite aolucliones oo iri-
viales, Por lo tanto, los vectores iﬂ, [~ F' son lineal-
mente dopendlentes, .

Con ayuda del teorems anterior, puede demgatrerse el si

gulents resultado importante,

Teorema V. 9.

- Todas 1us bases dp un espacio vectorlal de dimensidn £}

nita, tienern £l wiszo nimern de elementos.

Demgstracidn.

Sean
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Bo=i¥,, ¥y .o F0 ¥ B= ML W, L, ¥,
dex bases cuslesauiera de un espacio vectorial ¥.

Coma B, &8 una base de ¥, e3 un conjunto indcpendiente
y genera a V.

Entonces, si B, €3 una base,debe ser un conjunto indepen
diente y, por £l teoremn V. & msSn,

El sismo ratonamientd con B, y B, intercambiados pru;hn
GUE RiW.

Per lo Linto n=m,

Este Qltimo teorema, nos permite establecer J. siguiente

pefinicidn,

La dimensidn de un espacio’vectorial es ¢] nidneca Jde ele

mentods de una cualguiera de sus bases. ]

Representaremos ly Jdimenslfa de ¥ mediante €1 simbola
dim ¥.

Asf, parp #1 caso del espacia vectorial R], hemos visto
que dim '3, mientras que para el eypacic A de matrices Jel elem
plo ¥. 2 se tiene que dim A-%,

lin caso plrtl}ullt $¢ presepntn con el ConjunIo Cuyo dnico
¢legento £3 ¢l veltar CeTo. Este conjunto {F} ., el cusl es Cerra
do pare las operaciones de suma ¥y producto por ung escalar, y SAtis
face todas las propiedsades que definen 2 un espacio vrctorial, reci
be ! nombre de "expacio cero" o “espacio nule®,

Al espacio nulo lg gslgnaremns arbitraviamente la dimen-
sifn cero y diresos gque 23 de dimensitn flnitga,

La definicidn de dimensifn puede genevaliza;se aln para

el caso de wspacics vectorlales de dimensidn infinita. 5in embart

¥.34/35

B¢, un eawudic formal de tales espacios vectoriates Taguiere un tra
tamiento hastunte als complejo que ¢l que squi hemos empleado. En
€3te CUTso, NOY interesardn sspecialmente las caracterfaticss da los

eapaciof veltoriales dr dimensifn finira,

Ejempla V. 13,
in ¢l ejemplo ¥. 3} demosiramos que ¢l conjuntao

e l{x, Ix, dz)| = ¢ R}

4K Ul erpailo vectorial sobve R (posteriormente 34 v13 que €31 un sub

wspacio de k'Y, Oblengamos ahord 1w dimensién de diche espacin, -
Para ¢11lo, obtengamos primerg una hase de 5.

vemu vemes, los elementos de 5 son ternas ordenadss de nff
mevros regles, Jdende la segunde componente o5 el Eublg de 1s Primera
¥ la teirvora components es gl triple de la primera,'!iendu In prime
Th companeite arbitraria. Entonces, es de esperarse gque ¢1 canjun
to

Beg (0, 2z, 3N
TER UNE base dr 5,

I efecto, como B tienr up sblo elemento ¥ no es ¢} vecter
ceta, #1 (onjunto B es independiente. Ademfis, ;ualquier vector
(=, 2:: 121 de 5 puede obtenerse como

(<., 2=, 3x)=a(1, I, 3]

‘poer 1o quc A s una hese de 5.

Ahira, como B contiene un solo vector, de lp definicifn -
de dimengifin s sigue que:
dim B 1,

Comu fjercicie adicional, podemos pbhtener atra base de §,



Dicha base, por el tvoresa ¥, 9 deberd contener un so0lo elemento,
que puede ser cualgquier vegtor no nulo de 5. Por ejeapls, el cen
junte

(/T , 277, 3T}
ex otrs base de S,ya yue ex independiente ¥y un vector cualguiera e
5 puede ohtenerse CoEn

{n, Ix, 3:}”}2 (¥T , 1, 3T ),

Yale !a pena hacer una obzervacidn sdicional:

Cualguier vector (zy 25, 3a] ¢ S puede obtenerss tambifn
COmO T
1}

ifl gj«infd, 1, 07+2a{0Q, 0, 1]

¥ como ¢] estuliante puade weriflcar, el conjunta
Fe t{L, 0, 9), (0, 1, 0), (O, O, 17}
es linsalmente independiente, Sin smbarge, no es una base de 5 ¥d

fque [ no contiene vectores de 5.

Ljempla ¥, T4,

sea Neff1, @, =17, (2, 3, 2}, (-0, -3, -3}, (3, 3, 1H!
un cenjunte de cudtTo vectores de k. Vewmos cual es la dipensién
drt espacic L[G) generado par los vectures de G.

Como © contiens cualro vectores de R ¥ dim R' 23, enton
ces, por o1 tcorema V. &, & &% llrealmente dependiente.

Analiccmos sntonces tTes wvectores de G, par ejemplo:

f1, 0 -11, i3, 3, 1) oy {-0, -3, -3}

Islus vectares son Lashifn linealmente dependivnics ya

yue:

[-4, -5, -3y=(1, 0, ~13-(2, 3, 2}

Annlizando ahora 1% verctoraes;

(t, 0, =1}, {1, 5, 3} ¥ (3, 3, %)
s5¢ obtiene:

(3, 3, 130, 0, -13+(2, 3, ¥}.

Puede comprobarse flcilmente que las combinaciones restsn
tes d¢ tres elementos de G, srrojan <onjuntes lineslmente dependien
tes. Sin eabargo, podemes encontray subfanjuntos d# G con dos weg
tares linealmente independicntes, Por £jemplo:
ff1, o, -1}, (1, 3, I}

Entonces, la dimensidn del e;pncio generado por G s

ki

¥Ya que dim n'-s, 3 cluro que L[G) &5 un subconjunte pro
]
pio de R, por lo que se dice que L(G) &5 un subespacio propic de

Enunclstemos & continuscidn un teorema que puede ser de
utllidad para obtener bases de espacics de dimersilin canccide. El
estudlante pueds consultar la referenclia 7 pmg. 686 pata une demog

trecidn.

Teorema V. 1{
Sea V un e’p‘clulﬂtclurill de dimensifn finita, con - -
dim Ven,
ai Cualguier conjurte de vectores de ¥V lineslmente independiente
#5 un subconjunto de alguna base de V.

[b) cualquier conjunic de n vectores de ¥V linealmente independicn-

te ea una base de V.
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Coordenadas de un yectonr con respectn o una base.

En el ejemple ¥V, 12, demostramos gue 2] conjunto

1 K3 ¢ a0
b= '
a 0 1 q

&5 unw base del emspario vectorial de matrices.

-a 2a
A= | 3o b e C
b 0

e

sobre ¢l campo de los nliseras complejos,

£i considerames una matri: d« A, por sjempla:

i Fg:
M=
-3 2
dicha metriz puede expresdarse como uns Combinacidn lin#al & las mgp
trices de 13 hass B como:
i ] [y 2] [o e
=il - |3
-3 0 o o8] |1 e .
A 1o escalares iy -3 de C, les llgpamos coordenadas de
H #n 1la hase B,
Estas coardensdas pueden representarse mediante &1 siguien
te arreglo
(H}B- {i, -3)
al que s¢ conoce como “vector de coordenadas® de lw mazriz M er l1a
base B. En wcasiones, $& dcostumbra Tepresentar las coordenmdas

cediante un vector columha, Pars nuestro Casg tendriamos

e

llay gue hacer notar que &l orden cnh que aparecen lo3 fics
laetes £0 21 vector de coordenadas  depende del grden en que apiTe-

cen los vectares en la base, por lo que consideraremos a las bases

v-an/29

como cohjuntos ordenados. Asf, i tenemos 1w base de A:

[+ o] 1 ? v
B'~ .
1 ] 0 a
loxs vectores de coordenadas Je M en In base B' serdn:

(Miger (-3, 1) (Mg [-;']

Definicidn,
Sen V un eapaclo vectorisl sobre wun campo E y saa
B- {V., vl- e Vn}
una bese ordepads de V.

B4 ¥V =3 unp vector de ¥V tal que

- - -
Ve ¥ +0 ¥ +...%z 7
S RN A R

entonces, a los eaculurea a,, “:; P ﬂn LI lesy linmaremas coarde

naday d¢ ¥ en la bmxe B, ¥ al arreglo

fa,r 8, «-ny nn]

1¢ 1lamarenos vector de coordenndas de ¥ en 1y base B,

Comp hemos visto, 53 B es una base del espacia vectorial
¥, tualgquler vecter de V'puede EXPrEsaTIe Comp unk combinacién 11-

newl de los vectares de la base, Demostraremos s continuacidn -

que dicha expresidn ez finica:

En tfecto, sea B={¥ , ¥ , . Fﬁi una basze de ¥, ¥ sea

¥ ¢ ¥ un vecrar cualquiers del eapaclo. Entonces, ¥ puede eapre-

SaT3r Comp: '

Veoa VeV vera v L L oL (1)

Suponpgamgys que ¥ tiene atra expreslién en lir!inni de, los
vectores de 1a hese; L

Fill?,fl.F,*...'ﬂth A ¥ 3 .
restando () de (1] e obtiens

O-fa, -8, 0%, (0,-6,)¥,+. "’[un‘ﬁn]vﬂ




Cema ¥, Fo0 o -nns ;h ton linealmente indzpendientes:
a,-8,= 10
G;-f,« 0
un-ﬂn- 0

£ntonces, podemos canclulr que
a,+8,
a,~8,

%1-%
lemas demostrade wsf que la expresién de un vecter cuanl-

quiers ¥ ¢ ¥V en términos de las vectpres de 1a bese H s Onkca. Es

clera entgneied yue v tienc un solo vector de coardenslas vn la base

Ejempla ¥, 15,

Consideremos 13 base Je R %

B=- {1, 6, 13, {1, -1, 01, {0, =1, 111}
obtenlda »1 principic de =stn seccidn.

Elijames ahova un vector de R'; per ejemplo:

(3, -1, 1)
¥ ocbtengamons lgs coordenadas de ¥ en la base ﬂ,

Dichus coordenadas s:rEn los escalares 2, B vy v de K ta
les gue

(3, -1, 2= €1, 0, 13+ Ay, -1, 0)+r 10, -3, 1)

La igusldad planteada cutre Jon clementos Ja R conduce

4] sisvema

3= a+B

1= -B-¥

i ary
cura selucidn es

ge2, fd=1, yap
que 10n las coordenadas buscadas.

Entonces, el vector de ceordenadas de ¥ sp la base B perd

(V) = (2,1, 0) '

o bien, en formu de columna
_) 2
[(¥), = 1
b b

Ahora bilen, =1 conjunte

t= ({1, 0, BY, (0, 1, 0}, (0, 0, 13)
£% otre hase de R"

Puede verse claramente qus

¥= (3, -1, 2)= 3{1, O, D)e(-13(0, 1, D)+2{0, D, 1)
POT lo que las coordenadas del vector ¥ en dicha bawe son precisa-
mente $us CamponeRtes, £3 decir

{(V)g= (3, -1, 2)= ¥

A la base E de R mlgunos sutarces le llamepn “base neatural™

P es el conjuntp de "eneadgs"

o “base c!qﬁni:l“. En general, sl R
ordensadas de npfimeros Temles, e3 decir:
R ((x1, Ty ares ln]J 2, L, ... X, € RE
:; base canfnica es ¢l copjunta: .
B - I T () I N P I T e b B
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Ejemplo ¥, 1.
Seen B e ((2, -1, 03, (3, 1, 1}, (0, -1, 1}}]
¥ Bym ([2, O, 1), 07, 1, 13, {3, -2,-1})
dos bazes de R' ¥ 484 ¥ E l. uUn vector curas coordensdss raspecto a
1a bese B, son:
_ CMy,m 0,2, -1)
iCufiles 3on las coordenadss do ¥ #n 1a besw B2
Primero chtengamas &l ¥ector ¥ an su forme de tecns orde-
rade:
Fe1(2,-1,00«203,1,4)-(9,-1,1}
e ¥R (B2, 1)
¥ como 5e hizo mneeriormente:
I (8, 2, t)y=a(?, O, 1)+601, 4, V)+y (3, -2, -1)

resultenda el sisgema;

8= Zo+Be3y

i -7+

1 o8y
cura sclucifn es;

a= -l% i= 1% Y= ;
por tanto

(Vg - (-1, A,

LI I |
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ESPACIOS VECTORIALCS DL EUNCIONES,

El estudiante ha tenldo yo amplie zxpariencia en ol mang
jo de funclones, estl famillarizsdo €on conceptos tlies como domi -
nio de une funcifin e imsgen de un elementn sepdn une regls de co--
rrespondencia ¥ muy probablemente ha efectusndo combinacianes linea
les con wlpunas funclomes. En #sta secclén nos acuparesos del -.
tratamiento de las funciones coms elementos de un espacio vectariml.

A manera de vesumen, presentamps alguney definiciones y

conceptos blsicos:

Funcién.

Definicitn,
Sean A y B dos conjuntds no vacTos cuslesquiers, Uns -
funcifn £ de A en B o3 una regle o crlterio que asacla n cada ele-

mento de A uno ¥ sdlo wn elamento de B,

Purs expressr que £ e2 una funcidn de A en B, escriblre-
mo3: .
£: n~+ B
A los conjuntos A ¥ B se les llama dominio ¥ codominie
de la funcidn respectivaments,
T ostx o« A, 8l elemento de B s3vciada & x mediante 1a fun-
ci®n £ 1o representamoy con f(x) ¥ le llamamos “imagen de x $&fin

£ Fato puede {lustrarse medlante 1o siguiente fipgure:



zch ' f(x)c B
Figure V. 1. [lustraci&n del concepto de funcifn.

lgualdsd de fumciones. 1

Definicifin,

Dos funciopnes f ¥y g de un cunjuﬁtu A en otrd conjunta B
son iguales si y sflo 3i la imagen de coalqulsr ulelcnt; del domi-
lnio segdn las funciones £ y g &5 la wlama, Simhdlicamente:
£(x)=g(x)

El #spacio vectorial de las funciones remles de variwble real.

f;g o ¥ xe A

Las c¢lases rds conocidas de funclones son aquellns que 8
lacionan up nimere¢ real con otTe por medio de uns regla de carres-

pondencla £, e decir;, funciones del tipo:

f:R *+ R
como ejemplos de este tipo de funcionss pueden citatae
fix}= 2%’
glx)=¢T sen [ix)
h{x}-xlﬂzJlt ek,

E1 conjunto de todas estas funclones forma un espacio -
vectorial para las gperaciones de suma y producto por un escalar.
Como sabemos, s1 f ¥ g son dos funciones cuslesquiecra, la Eunclén
suma f+g =5 aquclla gque relaciona al nlmere real x con el nimrro -

real flx)+gix) lo cual Tepreschtames mediante:

(f+3)[2) = F(x)+g{x} AN L)
y 3i atR ¥ f es una funcisn, el producte 3f es uns funclén tal que
(af)({x) » a £(x) e €3

El vector cers Jd¢ #ste expacio ex 1a 1iamads "funcién ce
ro”, la cual es uns funcisn f tal que f(x)=D ¥ x,
Podemos encontrar alguncs subespacios de eyte expacio vet
torlal, los cuales son limaados frecuentemesre “espacics funcions-
les™, Cu-; ejemplaos pueden citarse los sigulentes:
£) El conjunto de todas las funciones definidas en un intervale -
dado.

2] El conjunto de todas los polinomias.

3} El conjunto de todos los polinomias de grado 2n, sienda n fljo.,

1) El copjunto d¢ tadas 1as funciones continuws &8 un intervald -
dado.

5] El conjunto de teodas las funciones derivables #n un punto dnde.

6] El conjunto de todas las funclones inteprasbles #n un interynlon
dado.

7) El conjunte de todas lay funmciones y ‘tales que:

¥''+ay ' +hy=0
donde m ¥y b son constantea dadas.
Ete,

Dependencia lineal.

5i representames com F, al cenjunto de todss laz funcila-
nes teales de variahla resl, come F es un espacio vecterial :n@r:
R, £1 cleTo gue los conceptos de combinacisn, dependenclie » inde-
pendencla lineal son aplicables tanto a los elementos do F como

s los elementos de cuslquiere de sus subespacion,

A4S



Por ejemple, las funciones f , f,, £, ¢ F tales que:

£, (x)=5

L

fio(x)meos’s, f,(x)=sen’x, ¥ x e pti)
fGn linealmentes dependientas,
En efecta, come
cos'x+aen’zn1 ¥Y¥xcfR o
1] ti;ne que
f,(e)s x (f, (x)vi, (x)) ¥ x«¢ R
entonces:
f,=5f +5f,

For lo que F, e3 une cospinacidn tineal de las funciones £, y £,.

Ejempilo ¥. 17,
Las funciones 3z’ +4 y x'+1 son linralmente independicntes,
yi que v
a{dx¥ed)ep{a’e1)=n ¥ x - (1)
implica que
a=f=0
En efecto, de (1] 5o sigue gue
(3a+8)x +{da-B)u0 ¥ z
¥ por igualdsd de polinomios
Ja+Bag
dn+fap
sistema que s81o wdmite 1a solucifn rrivial

asfug,

2] FEn forma menos estricta, 3e mcastumbra hablar de las funciones:

3 F
cas X, sepoa ¥ 5, CLomg eventualwente 1o haremos.

¥-AG AT

El Wronskiano,

Establecerenes ahora la independencia lineal du las funcio
nes Jel ¢jemplo anterior urilizands ctro métede, 51 derivamos 1a
exprasifn (1) se obtiene:

albe}«g(iz) = 0 ¥ x R & 3

Lat expresiones (11 ¥ (2] conducen al siguients sistems;

(3alettar{z r1) a0

C6x as 2Zx  ge0

Para cualquler x fija, ¢sre e3 un sistema homogenea #n las in
clgnitas 3 y & . El determinante de la matriz de coeficlentes, 1la-
aado Kronskisno de las funciones 3x7+4 ¥ 1:*1, EL

AT RET ! l:i'l :

. 2z
b oa Yoy
Puesta que exisie al menos un walor de x pars el cunl el
Jeterminante no ep nule (de hecho cualquisr x#0), 1w splucib&n del -

slatemp es o=f=0 y las funcioenes son linealmente ipdependientes.

Generalitaremos ahora el procedimiento antevior:

Telinicidn,

Sean £, f , . funciones derivablcs &l mencs n-1 ya

PR
iwes gn al Intervalo (a, b). El determinante:
f(x)  f.(x) £ [x)
SEMEY! ) (x] . £rix]
Wix)= £ 0x] £ (=] ‘e LY
fi""l:]fin_ll] U AL S
S5¢ 1lama Wronskiang de las funciones f,, £, ..., f“ n el
IRTervalo (s,b]. . -

N -



TepTema Y. 11

Sea W{x] el Wronsklano de las funcioney £ EI. P fn

en el intérvaln [a,b).

51 W{x_ JA0 para aljtdn X, en el incervelo sptonces nl con

Junte £, f f. e llnealmente independiente.

at tc-x Tp
Demostracién.

La ecudcitn de dependencla lineal e
nlfl(:]-u,f.{x]*...-unf“[x]-ﬂ ¥xr: (s b}
derivando n-1 wvecsgs:

ﬂlf; {I}ru:f; [:]'...-u“f'n{x]-D

a,f, (x}ea,f) (x)+...+a £ (x)%0

4 . P |

quEn- 1 h]*u,d""%ﬂ . -'ﬂnféndhl‘”

5i hacemos X=X, tenemas un sistema homogfneo dopde Wix )
e3 ¢l deteroinante Jde }l Eatriz de coeficlentes; como este detar-l
nante es diferente de cero el sistema admite sdla Ja solucifin tri-
vial.

Entonces, el finico conjunto de ralores de e 8, ooy o3
Para los tlales la ecuaCidn

alfL{Ij*u*f‘{x}-...+unfn[nj-n
3e setisface en tolo ¢l intarvalo [a,b) es

apungs.. sa e,

Este prueby  que 1w funciomes son linewlmente ipdepen-

dientas,

Ejempla ¥. 18.

Degoserar que las funciones f‘. f:, f’ tales gque

flix}- Senx [,(x)=cosx £f,(0)=x ¥xth

son lipenlmaente ipdependientes.
Solucidn.

El Wronskiano de f,, .07 f, es;

SENX Cosx x
Wixl= cosx -senx 1 LXS 3
-senx -COSX 1]

¥a& que éxjsten valores de X Para los coales W(x)d0, por el teorems

Y. 11 las funciopes £, i, r f, §on lineslmente independieptes en

-#1 intervale {-=,6 =).

Ejemple ¥. 19.

Sen 5= {-aztosent. 3121. Isen t -% ‘21}
uUn conjunto de funcionas de F, deternin?r el subgspacio generada -
par 5 as{ coms la dimensifin de dlcho subespacio.
Solucién.

Primers determinemds 31 5 es un conjunto lintalmente in-

dependiente, para lo cual obtenemos el Wronskiano de las funciones

—e?te sen t  PEUIE P —% et
wit)e |- 2%t cos t el 2cosr - o2t
*lezt ~Een L 1Ie2t ~lsene -2 é!t

multiplicanda por -2 y -4 el primer renglén ¥y sumanda al segundo ¥y

tercer renglén respectivamente:

2
L2t t

It 1
* sen t LY Zsent w8

W{g}=| =2 sen ¢t * coxa ¢t O -4 sen t +) cos ¢t
-5 sen t o =10 2en t

desarrollande por cofacrares sepidin 1i segunde columns
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o =1 sen t + cox t 4 3En t + ] cos t

Kitl= -le

% sen ¢ ~10 3en ¢

2tvm sent cose-10 :enztiln aent cost)

N{t)= -leztIZH 1En
por lo Que

wit]s 0 ¥toH.
En esta casoc, &1 tecrems Y. 11 no nos fi:e nade respeEctn

t la independencin de las funciones.  Para poder afirmar que son
linealmentes dependientey, debemos obtener tres escalares o, B y ¥
talas que
u(ﬂezt-sen t]-E[JEZIJ'ﬁ[Z:en t -% uzt]-ﬂ - e . (1}

Dichos escalares pueden calcularse mediante un sistems de
“tres ecuaciones abrenldas » partir de [}] para valeres fijos de t,
demostrando pasteciormente que la expresifn (1) se satisface peta -
teda t £ R con los mismos escalares obtenidos,

Fare nuestre caso, hacienda te0, t-%, tex en {1}, 5e& ob-
tiznen las ecuaciones:

-a + 3B -% =0

{(1-2M]n+3e™ B+ {2-% ey =D

LN L B-% ot 0

Lo solucidn genersl del siacems o5

ar 4 A, B=f ' y==18
¥ una sclucifn particular -

o= 4, a= 1, yo.l
sustituyendo estas valores en (1) tenemos:

(-elt

38N t]'ltzt‘EIdent-;et]-n
Relacifn gque se cumple ¥ 1 ¢ R, por lo que las funciones

3on linealmente dependicntes en el iptervale [-=. =).

W S0 /5]

Ahora bhien, cowe ¢l satudiante puede demostrar flcilments,
cusiquisr subcoanjunts .le 5 que contengs doz elementos es llntllnln-_
te independiente, Por rjﬁFplu el conjunto:

Be {-¢-'4sen e, ity
el cual es vuna base Jde (S5}, por lo que

dim L|%) =~ 7
¥ el subespacioc generado 1oor 5 escd conatituido por todas las fun-
¢clopes de s forma

ae™"% 4B sen L,

La no anulacisn de Wronsiiana en al menos un pusta de) in
tervale, se¢ ha extablecide como una condicidn suficiente pars la-ip
dependencia lineal de un cenjunta de funciones (tecrems V. '1). Ey
ta condicifn no &5 necesaria, ya que ¢l Wronskieno puede anulerses -

en todo el intervale siendo las junciones independientes coma se --

llustrs en 2] sigulente ejeapla.

Ejemplo ¥. 20.
tas funciores f ¥ § rules que:
fix}l= r* + x g (-1, 1)
Y glx)= x|z} ¥ x ¢ (-1, 1}

son linealmente independientes en ¢! intervale (-1, 1) ¥ =1 Mrans-
Y¥igno e5 nuleo &n todos los puncos Jde dthu intervalo,

En efecto, en el intervate (-1, D):

fi=z ¥y g’

per la que



zt -zt

] L) ¥x c[-1,0) .. .. (13
x -1x

H(I]-‘

¥ #n el intervelo (0, 1):

f{x) =~ x' y  g(x) = 2

por lo que 1.+
W
LICAE - 0 ¥=x e (0, 1) T ¥4
iz x
En consecutncia, d¢ (1) ¥ (2} se slgue que:
Wiz} =D ¥ x o (-1, 1) 2.-
5in eaberge, pusde demaslrarse ficilaente que £ y g son
linealeente independientey en dlche intervalo, ¥p que 0O F:isteu
dos excalares no nulos tales gque:
|

af{z) +8 pilz)=0, ¥ x ¢ (-1, 1)
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TRANSFORMACIONES LINEALES

¥i. 1. TRANSFORMAC [ONES.

Como hemox visto, una funcidn f de A en B (donde A v B
10n dos5 conjuntas no vacion cuslesquiera) es una tegla o criterie
que msocia a cada ¢ledenta de A, uno y s8lo un elemento de B, 1o
cual dsngtames acdiants

f: A~ B

Existen tanbién funclones entre espacies vectoriales gque,
en forma similar, denoteremos par

T: v * W
donde ¥V vy W son espaclos vectoriales definidns sobre 1 miama canm-
Po K. ¥ T es la regle ¢ correspondencia que asigna & cuda vectar
¥ de V unc y stlo un vector de W, al que llamaremos [MAGEN d¢ ¥ ¥
Tepresentaremos con T(¥).

A rste tipo Je funciones les dartemos el nombre de TRANS.
FORMACIONES.  (Algunes autores emplean los términos operadar, apl:
caciin o mapec en luger del de transformacidng.

Podemos flusprar las idenms apteriores mediante 1a siguien

fi .
ta fifura T

Yev Ti{V)eH

derde ¥ oy W orepresentan dos especios yagtoriales.

Ejemple VI, 1. .

a) Copaideremos uvne transformacitn T gque consiste en rultiplicar

por 3 un vector cualguiera (x, y] de R,
Examinemos slgLURoS Casos:
La iwagen del vecror {1, 4} es 3{1, 43=(3, 12], la que describimos
Comg: T (1, 43 = (3, 17

En forma anSloga:
TR IR e,
Es evidente que se trata e une tvansformacidn de ®en Ht, es de-
eir: ' T: R -~ R’
¥ 18 lmagen de un vector cualquiera (x, y) estd dada por 1e TrEla
T (%, v} = [3x, 31,
b} Sea ahors la trapstormacidn §: R" = r?
uefinlda por 1a regla S{z, ¥y} = [11-1, Ixyl ,
Obtengamos, par ejemplo 5 (%, Y = {0, 4}
que en palabras dice: Lun imagen del vector (1, 2) segln la trans-
Formacifin 5 ea =1 vector (0, 3); o bien: 5 aplica al vectorb (Y, 1)
en el vector (O, 4],
fte igusl forms se obrendrian:
5 (-9, %) = (80, -54)

S (6, 0) « (-1, gy etc.

Definiclén.

Sean ¥ y W dos espacios vectoriates definidos sobre un -

misun campo Ki

Una transformacisn Je ¥ eon W es une funcifn que esocia &

crda vectar de ¥V uno y adlo un vectar de W, . N

L ¥



Ejemplg vi. 2.
Sea la transformaciédn T k' - HI
definida par la regla T (v, v, z1 = (x, ¥)
Es claro que T, 2, 31 =11, 2}
T [t, 2,-t4]= [, 2}
T (%, ¢, 1] = {p, O} £tc.
Una interpretacifn geoafrriva Je esta transformacidn serla
la sipulente:
5i {x, ¥, =} representa un segRentd dirilldu en el espacio

de tres dipensiones, sy imagen [x, ¥] vepresenta la proyecoidin de di

the segrento en ¢! plapo XY,

Eicepla VI, 3.

EY Operador derivada ([D). .

Sea F el espacie vectoris! formade por todas le3 funcicnes
de R oen R, derivables en un intervale (a, B), La transformacidén se
gfr 1@ cual! la imagen de wpa funcidn F < F o5 su derivada ' 2e 1la-
ma operader derivada y se dencta con D,

Tenezos por tanto: b: F+ G
donde & =: &) Espacig gque contiene ¥ Iudas laz derivadas.

Por ejemplo, DO (32 <1} = 6r

(La imagen de 3x 1 segin U es 6X}.

0 fsenz] = cosx
0§12y = D 3 JN

Ln general: D {f{a)) = £"[x)

¥l Gf7

Transtuimavivres linesales,

k' del tjempla ¥I.1

Represcomps a 1e transformacidn T: R
T oz, y) = (3%, 3y}

T (1, 4) = (3, 12]

dada par:
Saberans Jur
v T fo,-2) » (18, -&)
Pedenot: preguntarnos: (Cufl serf la imagen del vector que
se obtienc ~umindo los vectores (1, 4y ¥ (6, -2)°*
(1, d)«{b, -2)= (2, 1]
Aplicanda la regla de transformacitn al vector obtenido:
Tz, 2y - (21, &)

Chiervenas gque ¢! mismo resultado se habrfia cbtenido au-

Calsulémpsla;

mando slieplekcnte Las imdgenes de laz vectores involucrados, esto .
[ '
TEEV, 4)+(8,-233=T (1, 4} + T(5, -2)
= (5,12} « {18, -&}
= (21, &) .

Cal v ahara pftguntlrst: L5 cumple la sntericr parta cual
quler par de vectores (x,, ¥,) ¥ {x;, ¥,) de R'?  Es decir, jes --
slenpre Clerio jque

Toile oowydolx,, ¥,0 =T (=, ¥, ) +T (5, ¥,) ?
Investiguémos ln: ’

ToCte oy Iy, ¥, 00 = T (2 v x , v+ ¥y

.apl1uanu In regla:
T oOrap vy belx ¥ 30 = (3(x v 3, 3y *¥ 1
T Dinyy v bedm, e ¥, )) = 3k 03x,, 3y +3y,)

Fur elia parte, eplicando la regla tepemos:

T olx,, v WePln,, v, ) = (3%, 3y )e(3x,, 3y,)



Goded qle;
T (%, ¥, 00Tlx,, ¥yod= (3x,25x,, 3y +3y,])
Por tarta: T (fx,, ¥y )e@lx;. ¥ )3y Tix,, ¥, )+T0(x,, ¥,]
Vemdy que para esta Lransfarascidn:
"L; imagen de la suma de dos vectores es igual a la suma
de las icdgenes de cada uno de clles”.
En forma similar, podemos Jcr que aofurre cuando multipil
Camos Ul YyeCLor pdr un escalar y ghtencmas 1s imagen del vector re
sultante,
Tomemos por ejempio el vector 5{&, -1} = (30, -10}
Aplicundn 1a tegla de transformacifin al vector obtenido:
T (%0, -10} =~ {92, -10)
Wuevadents, habrlfa bastade ¢on multiplicar por 5 la ima-
gen Zel vectar {6, -27:
T 1S(t, -2)) = 5T (&, -2}
=5 (18, -6)
- [90,+30] .,
E: f4cil comprobar que esto Se Cumple para cualquier vee
tor {4, ¥} ¥ cualyuier escalar o e R, o Sea:
T fafx, ¥)) = a T (x, ¥}
En e¢fecta:
T [(a(x, ¥3) = T {ax, a¥) = {3nx, Jary}
a T [z, ¥} =aldx, 3¥] = [lax, 3ay)
Concluimpy gue para esta transformacién:
“Lo Imagen del producto de un esgEler por un vector es -
igunl &l escalar wultiplicada per la imagen Jdel vector',

A& Ins transformationes que tilenen estas dos propiedades,

s¢ les llama TRANSFORMACIONES LINEALES,
Hagames un estudic similar con la transforymacién S:Rl*ﬂf
del ejemplo VI. 1, definida por:
5 (x, ¥} = (x7-1, 21y)
5 (-%,3) = (80, -54)
s {1, 2} = {0, 4}

Sabemos gqus:

Dhtengamos
S ((-9, 3ie(1, 2)) = 5 (-8, §) = (63, -80)
En este caso, sumar las imigenes de cade unc 4e’los vec-
tares hubiers conducide s up resulteds distinta, pues!
% {-9, 3)« 5 {1, I)+ (BD, -5d4) + {0, l?- (%0, -50)
Diche de otra fwvrma:
3 ({-9, -1, ) 4S5 (-9, 5«50, 2],
£n la gue concierne &l producto por un escalar, obtenpa-
mos por =jeaplo: S {2 (1, 21y =5 (2, 4] = [5, 18],
Este resultado difiere Jel que se obtiene maltiplicande
por 2 la imagen Je {1, 11, ya& gque:
IS {1, I} + 2 (0, 3} « (0, &)
S0,y 250,14

Observamos que la transtformacidén S pa posee las propieda-

es decir:

Jdes que tiene T, por 1o cusl se Jice que 5 KO a3 lineal,

Delinicifn.
La trapsiormacifn
T: V' = N
ez una transformacaifn linval &i:
1.- T (F,*¥,) =T [(¥,1 + T (¥,} ¥ T, T, e ¥

.- T {a¥] = a T () YT eV yYackK
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- eyl

Se dlce entonces que T pPreserva las operaciones de suma y T (ke ¥y 2040, ¥au 2000 = T Qxyex,, v vy, 1,01,)

producto por unr gycalar. . aplicando 1a regla
(En £] mstudio de sistemas fOalcos ¢x comln llazmar a ' ¥y T U0,y vy 20000, ¥y B0 (X 4x by 4y, X 4K, +2 42,)
2 propledades de "superposicifin" y "homogenclded" respectivaments], Adenlis:
Pites dos propledades pueden combinarse &n una sols que estlhlect1- iplicando la regla
que: T ey, roo 2 0+T0x,, ¥uu 20=0x 0%, 5 o2 d+{u,%y,, X,+1;)

T &1 lineal ai: o Ses que

T (a¥,*v,) =a T (V)] + T (¥,) T (xy ¥y 2T Ry yo Bade(Rysr 0 Raey s, X002 0n,0 1)),

pata todo par de vectores ¥, y ¥, de ¥ ¥ todo escalar o +%a Se cumple que T((x,, ¥,y 2, )*[5, ¥, £ ))T(x ¥, .2,
De entre todas las transformacignes de up aspecic vecterial - *Tlr,y,, t,l.
4a otro, 36N e3pecialmente Otiley aguellss que son linesles pued 3u 21 Sen {2, y, 2) un wecter R’ ¥ o un nimera real:

Fresentan en diversas ramas de la matecditics y, frecuentrnente, 1ad T (al(x, ¥, z]J1 = T fax, a¥, ar)

propledades de transformaciones mds penerales se obtienen spreximin * [gx *o¥, oX+ql)

delay mediante trunsformaciones lineales. Al sstudio de estas dl- Adamis:

tiwes se dedicar§ #1 resto del cepltulo. CaT (x, ¥, 21 = a (x*¥, x+1]

¥a hemos demostrado que la transformacién T del ejemplo . » {ax*a¥, mavar)

¥I. 1 ey lineal, mientras que 5 no lo es, Véamos wtrol casns: ' 52 cumple que T (alx, ¥, 23) = a T Lx, ¥, 2).

En conclusifin, T es una transformaciln linesl,

Ejemplo Vi. +. b T: R+RY , T (x, ¥)= (x*1, ¥) T
Decir =i las siguientes transformaciones son llneales! 1}

a) T: R'-RY, T(x,y, I} o+ [x+y, E*i)

Sean (x,, ¥,) ¥ {x,, ¥,} dos vectores cuslesquiers de R': *:

T {[xtr T;] + {le Yl}l - T {ll*lir f;'r,]

H t ' i
b) T: R« Kk , Tix, y) = (el ¥ ] r - - {1|-l,*1; 3"|""-f'::|
Selucidn: For otra parte:

) T R'e R, T (% y, 1) % (xey, x02) T (%, ¥,02TIxg, Y0 (5%, y,] * (x40, 7))
Veamos 51 cueple con las propiedades de 1inealidad:

- [ll‘lliz‘ rlor:]
1] Sean (ll’ 1",. tl.] ¥ [ltl Y,I' ::I} dos vectares arblirarios de e T [tlll Y.Hxll 3".]] F T {l‘r T.]'T tll- ‘.l"',]
R':

Puesto que ne 3« cumple }a primers propicded, la transfor-
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macifn gue nos ocupa NI es lineal.

Es eyidente que, segln la definicidn, bastr con que= no se
cu=pla alpuna de las dos propiedsdes para que la transforeacisn no
stn lineal.

S5¢ deja al estudiante demostrar que la transformacidn del

ejemplo VI & es lineal.

Ejemple Wi. 5.

El operader D es lineal.

Fn efecta, e cursos de matemdtices saliemas gue:

“ta gderivada de la sumd de dos funcicnes s igual & la -
aume de 1as derivadas de cada una de ellas', e2 Jdevar ‘

o [f:rfzj =0 ffi]* D (f'] ¥ EI, EI ¢ F.

También sabemos gue "La derivads de upa constante por Una
funcifin e% igugl a la copstante por la detivadas de la tuncidén™, © -
sEa I faf) = a D (£] Yoe Ry oF.

Como venns, lo gue hemod enunciadd sun prv:is:lenle las ¢z

racterfsticas de linealidad del operador U.

- ®m e = - m " - m m F = a m v & m F o m w =

Ejemple ¥1. &,

Transformacién identidad,

La transformacifn identidad I ¥ = Y
driirida por 1 {¥] =¥ para todo ¥ de ¥, es Jiweal.

Ejeaple ¥i. 7,
Transformacidn cero.

La trapsformacidn cero 0: ¥V =N

definida par 0 (V) = E; para tode v de ¥V, es lineal,

vI-12/13



¥vi. 2 DOMINIO, RECORRIDD ¥ NUCLEOD,

Conslideremos la transformacifn lineal T: R' +.R*, dada
par lllregll T (%, ¥, ) = {x, a).

Es claro que é€3ti 25 una regla gue s# puede aplicar a -
cuslquiar vector de RY, par lo que llamiremos a R’ DOMINIO de 1a -
cransferascidn,

Veamos ahora que oC¥rre con los vectores imagen por me-
dio de #lpuncs ejemplas:

T (2, 6, -8) = (2, 43

T(1, % @) =101, %

T (-5.6, -8) = (-5, -10)

Es Importasite nutar que, auhque 1a3 imfpenes estdn en RY |
ne todos los vectores de R son imagen de algdn vector del dominio,
Esty se¢ debe a gue, como se ve de 1a veglae de transtormacidn, fudns
los ywectares imagen tienen la forma (x, Ix), é: declir, su segunda
components ef igual & dos veces la primera.

Surge por tanto la necesidad de dar up nombre al conjuntp
de vectores imagen.spaotroy J& llamaremos RECORRIDO de la transfor-
pacidn y lo representaremas por T(R']. Entances:
T (R'} = {fx, 2x) | xc R

Es claro que los vectares {1, %), [2, -8] ¥y (&, D), entre

otres, no $Gn jmagen de ningin vecior del Joainie, lo que 5 equiva
tente o declr gque no estdn en el recorride de la translormacidn.
Analicemas slgunds casos adicianales:
T (a, ¥, 4) = (0, 0)

T (@, o, 0) = (0, 0)

vI-14/1%

T (0, -9, 2) = {0, 0)

Ficilmente se deduce que todos aquellos vectorws del demi

“nig cuya primera companente os nula tiknen coma imagen el vector ce

ro de R, A #ste conjunte de vectores se le da también wn nombre:
NUCLED Jde la transformaciédn y se& le representa par H(T).

En exte caso:  M(T) = {{0, v, z1 | ¥, t ¢ R}

Far la anterior: {0, 3, 43 e X(T)

(0, 0, 0} £ X[(T)

{1, 0, 9) ¢ X(I) erc.

Fasaremps a formslizar las ideas anteriores com la sigulen

te:

f

{Definicifn.

Sea la transfarmecidn lineal
T: ¥ = W
DOMINIO: Es a1 conjunte ¥V de vectorss sobre los cusléy actds la -

transfarmacién.

RECORRIDO: T4 el conjunto Formado por las imlgenes de las vectores
del dominic, Lo representaremos con T(V), =3 decir:
VY = { W] & T(¥}, ¥ e ¥V}
NUCLED: Es el conjunto de vectores del dominio cura imsgen ss gl

Lo represantareaps con K(T), es decir:

T -0}

vector cero de W.°

Ty = [ ¥ | VeV,

Eiemple ¥I1. B,

Pare el operader deriveda D yu discutide anteriarments

(ver ejemplo ¥1. 3} tenemos:

ODominiao - T's el cenjunto de todas las funcionei derjvables en o] in

tertvalo.



Becarrido - Es 21 conjunte de todms las funclones derivaded,

Wicleo - Es el copjunto de todes las funciones que 3on constantes -
en el intervalo (ra que a4l derivar una coanstante s¢ obtje-
ne 1a funcidn cero).

En general, para encontrer el pdcleo de une trensforma-
cifin lineal, iguelamos la imagen nl vector cero y vemod que condi-
ciones resultan de 2llo para los vectares de)] dominio.

Por ejemple, para ¢l caso discutido al principle de e1ra
seccifn, donde: A

T =, v, t} = [z, Ix}
pare chiener €l nicles de T harfamoy
{x, Zx] = (0, @)
lo que implica =0, por la cual
N(T) - ({0, ¥y, 2} | ¥, 2¢c R)

-1 ;e tenla. -

Hemos ¥isto que, an una tvansformacidn linesl T: ¥ + W,
el recerride T(V) v el niicles N(T) son Subconjuntos de W ¥ V, res-
Demostraremos & continuacidn que no 3élo son aub-

pectivazente,

conjuntos, sino también subeapacios.

Teorema ¥I. 1.

Sea la tranyfprmacitn lineal T: V' + W,

Fl recorrido de la transformacidn es wa subespacic de W,

‘Demostracidm.
Be acuerdo con ¢l Teorema V. 4, basts con Jemostirar que
el recorrido, T(¥), es cerrado para 1z suma y ¢l producto por un -

ascoalar.

17 Sesn T [¥,) ¥y T [¥,) do3 vecrores cualasquiers de T (V).

Por linealided: TI¥;)] = T(¥,)s T(¥,+¥,) ¢ T (V)

“yaoque, Coma ¥, ¥ £ ¥ enlonces ¥ os¥ ¢ ¥,

1 1 103
Es decir, a1 T [FI} y T [F;} son elementos del recorrida,

T[?.] * T{F:] tambifn 1o es, cuaplifndose la cerradura para 1a su-
ma .
1} Sean T[V)] un elemento cuslquiera de T (V¥V} ¥ o un ascalar del
Campo. ’

Por linenlidad: a T (¥) « T (a¥) £ T (¥)

Ya que, come ¥V E ¥, ERLONCES a ¥ L ¥,

Es decly, aT (¥) ¢4 Tambifn un elemento del recarride y
hemos demostradn la cerradura para rl producte por un escmlar,

De 1) v 2} queds demastrada el tenrena,

lmagen del veclar cero.

Un resultado leportante que se desprende de las prnpi:di

des de lirralidag es 21 siguiente:

En una transformacifn lineal T: ¥ = W,
la imegen del vector carto d2 ¥ o2 £1 vector cerc de W, o ses:

T (5,) - G,

Una demostracidn {nmediata e5 la 3iguiente:
Hecliepdo ¢ = 0 en
T (eV) = aTi¥)
L1 ubt£?ne
T () = T, como se querls.
Por la que,#! ndcleo Siedpre rontiene w} vactor clfﬂ 1T

es lineal.
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Teorean VI, 2.
Sea 12 treunsformacidn linesal T: ¥V - W

Et nlclec de la transforeacidn £s un 5uhzsp1ciu.vecturia1

de V_.

Demostracifn.

1] Sean v, y ¥, das vecttore: de N (1],

EntORCces: TV, -0,
ot Ey - g,
Por linealidad: T (¥,+¥,) = T (¥,) +T(¥,)
Sustituyendo! T [¥,+¥,) = v, 0,
T (7,+7,) = T,

per 1o qun.‘F,+F, ex tambifn un vector de N (T],
1} Sea ¥ un vactor de N {T), entonces T(¥)= U;, ¥ se4 a un eaci
lar del campo.
Por Llinenlidad: T fov) =a T (¥])
Sustituyendo: T (o¥) =a B,
T {a¥] = U;
*, & ¥ también estd en ¥ (T,
Esto completa ln demostracidn,
Considersmos nucvamente 1o transformacidn T: R R da
da por
T [z, ¥, £) = (%, Ix}
Fues1o que el nOcleo ¥ &1 TecorTida s0n a Su veZ espacios
vectorinles, tisnen base ¥ dimensitn,
Comiz 2& vi& anteriormente,T (R’ = [f(x, 2z1 | 2 & Rl es el
recarride de 1l transformacifn, ¥ ¢! estudiante puede verificar fi-

cilaente que el conjunto Bp- {(1, 271 % upa base de diche espaecia,

VI-1B/19

por 1o que: dim T [n'] .,

En forma similar, pars el noclee N [T) = ((0,¥,2)]y,2ze R},
uns base e By L[a,1,0), (0,033} vy per elle;: dim M [T) = 2.

En cuanto sl dpminio R’, sabemns que o5 de dimensifn tres:
dim R' = 3.

Observamas que la dimensidn del dominia es la spas de tas
dileﬁsinnes del recorride y del nacleo. Fate rFy un resplcada muy

importante gque, Como vETEmos & continuacisn, 3£ tiene siempre que -

se trabaja con espaclos de dimensidn filnita.

[Tearema VI. 3.
Sea ¥V un espacio vectorial de Jdimensifin finita y sea
T: ¥V =¥
una transformacidn lineal, ?

Entonces -

dim ¥V = Jim T (¥} « dim H (T)

e

Dempatracidn.

Sea (?L . F”

. Fh] una bede del recorride T [V}, es decir,
dim T (¥} = p

Sea {m,. N,y «res Fﬁ} une base del pheleg N (T), s decir,

dim N [T} = g

Puesto que los v:Elort! ?L, F,. vara 7# pertenecen & T [¥),
deben cxlstirt P Yectored ¥,, ¥y, ..., Fﬁ £V tnles quet
T (¥ =T,
T ¥, -~ T, N 3]
T (¥ =T .
Vp) = Tp

Si demostramor que ol conjunte

Be (7, Fpu vees Ty Wyy Way oo g b



es una base de ¥V, habremos demgstrade el teorema, puss es50 probars )
que dim ¥ = peq.
13 B genera al espuclo ¥V,

Sea ¥ un vector cuslquiere de V.

Yo que T [¥) estd en e} recarride, podemgs expresario <p

mo combinacidn linesl de los elementos de la base IT,, 7,, .... P}‘

T{¥} '11?1':[1?:' st 'Elp ?P
Sustituvendo [}):
T(V) = u.T(F‘]+uIT[F!}¢

Por linealidud:

*1PT [vp}

Tiv) = T [EJF*+G?FI+“.4QPFP]

de dande: T(V) - T {&,V +a_¥_«. ..
Por llneslidad:

T{F-m,F,-u,?}-...-apiﬁj-n;

Por tanto, el vector [v -u|?|-u1;;-+++-onb} eicd en ¢l nd

clec (ya que 3v imagen &5 #1 cera) y lo podemns EXDIESET COMD COmDi
nacién lites! de las elementos de la base {0, B,y -+, Eﬁ}, ts de-

cir:

e s am Byl BTt .. B T
PP

v - ﬂ;? - ﬂ-l;:'
9 q

Finlll:nte:_

-— -
'h"ﬂ'h’,*"l

¥, . L +8
. ] . B n, B.n, |

t¥a 't TApVLeh, 4"

Heros demostrado que cualquier vector de V s& pueds expre
sar £n t¥rminos de los vectoTes de B, por 1o que £3te £S5 un coOnjun-
to gener}dur.

2] B £s linealmente independiente.

Formemas la combinacidn lineal

I R L R TLIRIETE P MR £

Transformands ambos miembros de [21:

TEM ¥ Vs o*h ¥

va+1 |H| “":lﬁ-:l’ L "Tqiq}.‘r (Ev]

Por linealidad:

1.T[V1]'--a'lpT(Vpl‘TlT[H.]*...'vqT(ﬂql'ﬁL )]
Pueste que los vectores o, ir' v ﬁa esthn en el niclaes:
T(n,)) = T(n)) = - (R - T

Sustiteyendo {1} y [4) en [3):

11?.’1lFI“+.-"lP?p = ﬁ" - x A+ [51

Por hipéitesis, {r , 7, ..., rp] 3 une hlﬁo,'pnr la que

[5) implica que:

L= 4 = . =L =0 L £

1 I P (
Sustltuyenda (8] &p (2):
LETARR U PN 'Tq ﬁﬁ -7, N £

Anflogaments, por ser (A,, My, -.., i;l uns base, (¥) im
plica gue:
Yim T 4 ... = O U

Hemas demostrado qué (2} implics que

por lo que B e3 lincalmente ipdependiente.
De 1) ¥y 23, B #5 una base de V ¥y por tanto: .
dim ¥ = p + g

guadando demostrade el teoTama.

Ejeaplo ¥I. &,
Consideremos la tTansformecisén linent T: R' #_R’ dads -
por la regla T {x, y, 2} = (5x » y, 6x - 2, 2y * I).

Determinemos ¢1 nlcleo haciendo.
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(Za » y, tx - 1, Zy » 1] = [h, g, 0] ‘?'-'(31'r]'ﬂ‘l:ﬁl‘i}'i!‘(!}”l]'ﬂ

de donde se chbtiene =1 sistems Reacamsdande:
Ixoey 0 (Ja,+ba,)z+(a,+*2n Jy+[-a,+a,)z=0
tx - 2 = 0 esta ecuacifn se verliice parn cualguier valer de x, ¥, ¢ si:
Iy «+ ¢ = 0 LEVL
Ei estudiante puede verificar que la soluclén general Jde . a,+2a, = 0
este s15ttma homogéneo E53 , ' o, @, o
¥ o= =31 La solucidn genaral de =ste sisteon e3:
I = fix - u.-vZB,
por 14 gue: @ a,
NATY = {(=, -3x, 6x) | x ¢ R} gue sustituvéndola en (2) nas dice:
Una hase del ndcleo ;s el conjunte B~ (1, -3, ell ¥ -im,a sa,b +B,C = D
en coasecLencia dim N (T] = V. o bien 71 + b 4 CaD
Es élaru gue Ia dimensifn del dominio es dim R'» 3. . c & 2p-b
Apiicando =) teorema ¥1.3, conclufmes que la dimensidn ¥y el Tecorridn se puede describir como
del recarridp es <im T (R') = 2. T(R'J= [{a, b, 22-b}| o, b ¢ R)
'Sabemns que los vectares del recorrido tiensp ties COMPE Filoslmente, Una base del recorrido ey el canjuﬁtn
nentes, pers el hecho de que la dimensifn Ze €ste sza dos Luy abli Be (v, o, 23, (0, 1, -1}
gi @ pensar que Gpicamente dos de esas componentes son imdopendien donde se ve claramentz que dim T (R') « Z.
tes. Hallemns la relacién de Jependencia entre las coopofenles - e e e e e e e e L L e e e

de un wvecrar .

{a, b, ) TR . ... (1 Ejemplo V1. 10.
Para ello, podemas plantear la ecuacitn ’ Para la trensfarmacisn T: R%s B del ejemplo VI, I
1,8 ¢ ab a0 cee e (2 dada paor T (x, ¥)= (3x, 3y), cbtengamos el nficleo:
Scphlin 1a regla de trwnaformacién: {ix, Sri'Iﬂ. 83
fa, b, ) = (3x » ¥, éx - 2, 2y * 1} TamD
y sustituyende en {2 Tyl
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La fdnica soluclén da sste sistems &3
=10
. y+0
de*d;nde:
N [T} = ({0, 8})
¥, por definicidn, dim N (T) = 0
Ademfs, la dimensifn del dominio es dim R =2,
Por tanto, del teorema YVI. 3, dim T (R'}=2, lo que imply

cw que el recorride es tode ' para este casg.
Obsérvese que, Coma consecuencia del teorema V1. 3, la di
mensifn del recarrido ¢3 cupndo mds jgual 2 la del dominio, pere no

puede ter mayor,

Ejemple ¥I. 11,

Sea ¥ el espacio voctorlal de matrices de orden Ix3, y sag

W el pipwcio vectorial de matrices Je orden Ix?, ambas sobre R,
Consideremns 1n transformacidn T: V - W

definide por 7T [X] = XA, pars tode X de ¥ donde:

b
= |3 @
6 0

Es clarpo que T ex 1lineal pues, para todo X, ¥ ¢ ¥:
T (X +Y) « (X *Y) A
=X A +Y A
=T [X) T (¥}
on forma andloge

T (o X} = (a X) A

Es decir: TLR’]-R’.

=0 (X A}
~=aT (X)), ¥acAh,

a b

c
El dominlo de T 5 V= [ f]ll.b.c.d.t.f: R

d e

Una base dol dominic es:

[1nu][n1uua:uauunn b oo
B, = ¥ ] ]

Bl oo of"looo o'l oo oD oo ofo v o0 0 1
. dimV o= 8

Fare encontrar 21 nficleo necesitamos conoler 1l imagen da

una matriz cualqulers 1- 42 b ¢
d e I

T (X] = X A
a b c 1 3211014 2a
T iXis d e f 3 -
B ‘ d+Ye+bi i
Fars que X% #st& #n o] nicleo:
a + b o« f¢ ia 0 1]
d + de « &f 2d b 0

. arlbréc = 0

= O k)

a0
delectf = 0
24« 0
La 20lucitin general de este sistema de wcuaciones ex
a =10
b= -2c¢
Jd =0
e = =If
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1] -ic c
.. H[TI= | =, Ec#
1] -2f f

Una base del ndcleo es
a -2 1 [ I I
BH' .
1] q ] ¢ -7 1
L. dim N{T) = 2.
Por Gltimo, segtin ¢] teorema ¥I. X, 1a dimensifn del re-
corrida esx dim Tiv) = 4,
Este implica que
a b
T(¥]= | B, b, c,d, c R}~ K
c d)
es decit, =l recorrido de la transformacién ests consticuida por -
todas las melrices cuadradas de orden dos.

Una hase de T{V¥)} w5

08 A I A Y e I

VI-26727

¥I. 3. REFRESENTACION MATRICIAL DE [N TRANSFORMACION LINWEAL,

Considercmos 1 sigulente caso:
De una transformacidn lineal
T: R - ®
s¢ conace Gnicamente gue:
T, 4) =1, %)
T (Y, 3) - (0, 8}

iEs posible encontrar T (1, G)?

Veimoslin:

El vector (1, 0} se pueds expressr coma combinacidn 14-
noal de {2, 13 ¥ (7, 5Y, En efecto:

(1,00 = (7, 3) -3 {,1) - .

Por elle T (1,00 = T €{1,3)-3{2,1))
¥, puesto qu# T £x lineal:

T(1,0) = T(7,3) -3T(2,1)
T(1,8) = (0,8} -3(1,3)
T{t, 03 = {-%, -1}

Es fhcil comprobar que &1 conjunte {[2,1], [7,3)) e5 una
baze de A%, par lp gue cualquier vector (x,y) de R' puede chtemer-
ye a partir de dicho conjunto. Para este case:

k) o~ {-3xey) (200 (x-2y)(7,3)

Esto mos permite obtener le regla de transfarnacidn, ya -

¥ Oordent.

que !
T{x,¥)= Ti{-3a+Ty) (2.0}« (x-2y}{?,3}}
¥y coma T es lincal:

TCR,p)= (-3x+Ty}T{2, 1)+ (x-2y)T(7,3]



de donde:
Tla,p)e (-35«Tp)(1,3)«Cx-2y)00,8}
Firnalmente:
Tlx,¥)= (-dr=7y, -x=5y])
@n general, si s conacen las imdgenes de Jos vectores
de una base del dominiu, se¢ [iene coapletamente definida una Lrans
formacifn lincal,

Formalbtirrmos este vesultada mediaonte 1 =i-

Buirnhte:

ﬁ:ﬁrema VI. 4

Sea B= v, F*, . Fﬁl una base de wn edpacio vectoarial
-

ar reea ¥, ©ovectores cuglesquicra de o1rd efpacia

r, ¥ OSean =, w
L

Entohees, cxlv1e wa Ooica transformacidn lineal

s N v e fe o

T: VvV = 0w

Lal g TN

R L Lo m

Demostiracitn.

gi ¥ 85 up vigior cualguicra de ?,1podrl EXITORATS" LRT-
vocamente efi Lérminas Jde Ta base B como;
A T

Definamos una transfarmacidn T por:

i yoeu o w LI iy
AL n¥

;{?}JrJ.]:L1.'|‘Eal__1110":" - e e ‘1}

Fodemostrenes fqpue es Tincal.

T ooteglo, »i tomamos ofro vecber wode ¥V otul guc:

Uel ¢ oed y eV
[ ] PP i

sz [iene que ?+E¥{ul'BllFlitu‘*al}Ft+,__-[u“.an];5

En contecuencia:

T{F-ﬂ-{uldﬂ.i]rlrfﬂlcﬂ.I]u:o___ “[an'anhn
'“l'l‘“:‘:*--""n“n'au“l'a;":’---‘“n“n
*Tiv)eT(L}

Alembs, si ¢ o8 un esacalar,

cv*c]tvltcﬂ’vjd...+cunvn

Fer ranta

Ticvl= calﬂiocniu:r_,_ccunun
= = oo
cla,w «a,w ,, ,* “s“}]
=cT(v])

Vemos que T, definida par [3) es lineal. Ademiis | ha-

cienda ¥e=v , de () se obtiene que
L P T
Sustituyende rn {8), T[v J=w,

Procediendo cn farma similar, T(¥,}ed,

Tv )y,
llemos demostzado que existe une transformacldn lioea?l que

satisface (1]. Resta 36lo demostrar que diche transformacisdn es -

fnica.

Fara ello supondremos que existen dos transformaciones 11

neates, T ¥ 77, y demostraremas que san iguales. Tomemos el vec-

tar v Jdada por (2], Entonces:
TTEFh=T o ¥, e0, ¥, 00 ¥

Par Hinealidad: T A¥)e=a,T' (¥, )0, T'(V,)e...a T (V)

Vo809



Por hipftesls, T'{Fl]';l
T (¥,) W,

T'anl-;;

Por taato, T'(;}'“l;l’“:il“"'an'n
de dande T=T7', quedsndp demoatTedo el teorems.

Yeremos ahora gue ia! transformacionss lineales pueden rg
presentarse por medio de matrices, peTa la cual estudiemod el st-
gulente cavwo:

Tenemos una transformacidn lineal T: R‘ - I' dada por la
regla Tix, ¥, 2)=(zsy, ®+z) P D

Es clare que T (4, 2, 3= (6, 1)

51 consideramos la matrii:

¥ 1 )
L .
1 0 1 p

y preaultipiicazos &1 vector colusans | 2| por dicha wetriz:
3

$¢ ghtiens lm imagen del wvector (4, 2, 3) segin la trensformacidn.
De hecho, para cualquier vector (x, ¥, z) de R

1 1 0 x X+ y

y| -

1 o 1 1 X + 7

que e5 1a regls de trensformacidn dada por (1],

Podemgs por tentn escribiys

V130791

T(TInMy ¥ v R -

dands ¥ g1 pn veCtOF Columna.
‘ La matrir M se obtient & partir de lay imjfigepes de los

vectores de la base candnica de R':

T O, 0o, M) {1, 1}

T, t, 0= (1, 0

T (6, o, 13 (O, 1)
las cuales, como puade verse, so0m lasdcnlumntl de 1a matriz M,gque
recibe a1l pombre de "marriz asociada p 1a transformacifng, referl-

de w las bases canfnicas",

Ejemplo V1. 12.
Para la transformacifn T: B' = Y definids por
Tix,y)= {3y 22}
obtensr pu matriz lsuciadf referida & la base candnica de R' ¥y cal '
cular T{4, 2] empleindala. -
Solucidn,
De la regla de transformacifin
T {1, 8}y = {0, 2] . ‘
T L0, 1) = {3, 0 '
¥ 1ln matriz: pedida &5
L I
;)
pars abtener T {d, 2} efectuamos el producta
a3 4 &
NN
por Lo que T (4, 2)=(6, 8).



A pertir de shore trabajaremes excluslvasente con vecto-

tes coluxna, ya que e3td facilits grandements e} Baneja de las --

teanaformaciones lineales cuando se emplean las matrices asociadas,

Matrlz wsoclada referida w_dos hasas cualesguiers.

Analicemcy ahors ¢l caso de una transformacién Yineald -
T: R’ RI, tabiendo que A= {Fl' ¥, ¥, #£5 una base de R ¥ - - -

B« {¥,, W,! o5 una base de n'

5= conace ademia que:
TV, ) =2W, * 3,
TV )=-6u, 7w, (13}
ot T(¥,)= Wy-57,
ip cual define completamente la trnnsfurl;:iﬁn T, sepdn el tearemy
VI, 4. '
. Supongamos que & tiene un vector ¥ £ R tal que
¥eo ¥ *0.V s0 ¥,
Entonces, tomo T e3 linaal: -
T(¥)*a,T(¥,) 0, T(¥, )02, T(F,) ‘
Utilizendo las expresiones dadas par (13):
T{F) =0, (2w, *3%, ) +a, (-6%, + 17 1+a,(¥,-5¥,)
que pueds escribirse como
T(¥)1=(2a,-6o,+a )= +(3a +70 -50,]¥,
por 1o que, =1 vector de coordenadas de T(¥) en 1s base B e3:
la -boy+ =,

22CH)

la,+¥a,;-5 a,

Este vectar pueds chrenerse » partly del vector de coorde

nadas de ¥ en la base &;

ul
[ﬂﬁ. - a,
a
sedlante ¢l producto
2 -6 1 a,
(r(v)), - a,
3 T -5 a

que rep.esentamos mediante

e MY ),

v

N 4 =& 1
donde ME -
L1 7 - 45 1s matrl: asocisda m 1la EtTan3

farmacién, referida a las bases A y B,
Es i{mportante observar dos cosas:
1.- Ls mazriz Hi transforna un vector d¢ coordenadas en A, #n un

vector de coordenadas e=p B,

T 2.- Lut columnas de M; san las eaordanedas de los vectores imm-

gen de 1s base A en la base B,

Formalizaremos w continuacldn el estudio hecho anterlar-

mente:
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E;urema ¥YIr. §

Sean V y W dos espacios yvectoriales tales yiic Jem Van  y

]de Y y W, respectivagente.
1

dim hem; ¥ sean A€ (¥, V. -.., F;] ¥y Be [w,, w,, ceae ;;} hases

{ 51 T: % + W es una transformacidn lineal , cnlonzes pxiste
I -
una dnica matrir H?

5'
T(F), = M A ),

de orden min, tal que

K para toda ¥ de ¥, Jdewde, si

T'I-_" -a Jl‘ .‘_ +, . i
f 1J 11 a:lwz al:|1 m

‘entonges, 1a 1€fiimA columne de Mg £5

iy T - — T W —_— - r—a

Fate teorema npos garantizs que, patd ¢ncantrar las coorde
nadas de la tmagen de un vector Vv referidas o la buse & de W, bas
tard con premultiplicar al vector de coardenddas de T oo 1z base A

M .

por la matriz w2 la gue llamaremés “matyiz de 1a trunsformacidn

B
referida a tas hases A y B".
Dempstrucidin.

$1 ¥ es un vector cUalgujera de V, sahemos iuc se puede
gipresar univocamente en térmings de la hlsela Coma:

V'a]Fb'ut;!*...*unﬁh e . D)

B (7R CTE S N
Por linealidad:
T(T)mu, T{T, Yo, T{¥ ) s, .en TV ] A 53

Por otra parte, los vegtares imagen Tf:.]. iy T[FL] se

Vi34 ¢35

pueden obrener en forma dnica a partir de L& base B:

T{vl}-.11"|‘azluz.'""11";
TI(V J=a W +a W +,,  +a W

v, STy r oL, m: A
a v certa_ W
Tl )ea v re 0", fana

Llevande estas expresiones a [1]):

T{FJ'“|(al|;|‘a||;:"""mL;F]'":t'i;;;‘n;::;+""an;:ﬁj'
+...¢un[aln;|+a!nij‘1,.*amnﬁh}.

Agrupand ot

T{F}'[“|“11'“z‘|:“'"“najn}a|'[“1":i’“:“::*""“nazn}:;'
..,,+[EIRM*-n1a.*o,1++u“lmn];;

y, por definicidn, las sumas encerradas entre paréntesis 50n las

coordenadas de T(¥) referidas a la base B, por lo que podemgs es-

cribir;:
ullll‘alall+ ndin
a III‘GI:!!“ *a Ilﬂ
(T{¥))=
B
4., .40
_ulan|+utam: vet nlmq
o, op forma matricial
By A5; 0 oy
2,, @, v By o,
(T - . : :
E . . '
[*m1 am: 'nnJ k
'
2
¥, por [13: - -,
% n



€3 aecir:

—_ - h -
A R C e ()
213 &1 l|;
Y Byr ¢ llﬂ
donde : H; =
P *ma ot fen

¢omo se querfa demastrar,

La prueha de quexhﬁtl matrlz 3 dnica e5 inmediata, ya que

21 supuneémos gue existe N; tal que

s A - —
=% (¥, , YVOV¥ A 3
Q@) =5y (@,

las ecuscipnes {3} y (4) claramente implican gque:

A A
Ng = Mg

Eato coppleta 1p demostracifn.

Ejemplo VI. 15
Sez la transfoarmseifin lineal T: R' L R!
definida por: Ti(x, ¥, z} = (I, XK*¥]
Ficilmente se comprucba que A={{1, Z, 3} « (D, -2, -1},
(1, 1, 11} y B= {(1, 2), {0, 3)} son bases dz R’ y R*, respectiva-
mente.
Calculenss la representacibn matriciel de T en estas dos
bases,
Es claro que: T{1,2,3) = [3,3) = 3(1,2)-1(0,3)
TOO,-2,-13 *#(-1,-23=-1{1,2)+0([0,3]
TEV, 1,17 = (4,2) = V1, 2)+0(0,3)

de donde

i1t )
“; -
-1 R
Utllicemos esta matriz para obtenetr 13 Impgen del vecltor

Nel-1,4,8), cuye vector de coordenadas en la bate A ea:

L]
{F}A- =1
-4

3.1 1]} &
Entonces: (T(-1,4,8)}) . -1 .
B -+ o o], -3

El vector (&, -3) es el vector-de coordenadas de T{¥)

en la base 3.

Ejemplo W1, 14,
Volvamos & la rransformacisn lineal del ejemplo V1,112
T: a* + &? _
definida per T(x,y} = (3y, #x], ¥ considcremos 1w hase candnl-
ca B o= {{1,0), (O0,1]}.
Pado que T (3,03= [0,2] »0[1,0)+2{0,)
T {0,1)= (3,0) =3(1,0}+0{0.1)

tenenos E [ﬂ 3]
M, = -
E
] 1]

Par ello (T{¥]]) = HE {F]F para todo ¥ de R'.
E : .

Cuando trabpjemos con watrices referidas a bases canbni-

cat, ORitiremas los fndices,
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Para este Caso: HE - M . i , gt o0 -1 a
. T(V)*M¥ para todo ¥ de k', como se obruve o (D(ex +8x _1]]“ ) z : ; : : - ;i
en 1s pigins 1%, '
‘ st oss s smm s rr T M D{ox+9x <1} = 0(1)+12{x)+27(x")
Ejempls V¥I. 15, Diox®+ox'-1) = 12z +27%°

Sean P el espacic vectorial de polinomios de grade menor gue se¢ cemprueba con facilided derivando directamente.

o lgual que tr=s y f] el espacio vectorisl de polinceics de grado - Para hacer Enfaszis en el hecho de que se trabajs con ba-

mepor o lguml gue dos. ae1 ardenadas, consideremocs ahara comn base de P om

Como 5abemos, una bass de P oes B=-{1,x, ', 2" y una de e lx, %, xb, )

Qe £= 0, z, x'). En este casa, la representacidn matricial de D &3
fonsideremas el gperador derivada OD: P -G y ancon- s 1 0 o

trempd su represeatacidn matriclal en las bases By C, ”E . s 0 o o
Calculemas, pare ello, las imigenes de los vectores de - 10 1 0

la bass B refivifndolas & ls basa C:

= x = om o = ow w ow 4 + = m & = & = = = = = = !

bf1y = o - D(‘]*u[lﬁ'ﬂ(r;l Rango de ls matriz de transformacisn.

H
D{x} = 1 = 1(1)+0(x) u[xr] Sea la transformacign T: R® « R’
. - 1y«2{2)+0(x"])
Dix™)= 2x = 0(1)+2{x) : definlda por T (x, ¥, 2) = {x, 27)
1 T - -
O(x )= 3x a{1)+00x)+3(x7) Encontremos la matriz de ta transforaacidn raferides & las
For tante:

beses candnicas:
i) 1 0 0

B T {liﬂlu} - {1,2},
- 1] .
Mg -0 82 T (0,1,0) = {0,0)

L] o 0 3 ,
T (nind] - [ﬂ,ﬂ}
Calculemos D [&:'*9:‘-1} utillzando ests matyiz;sabemos
) aF 1 o0 o
M-
- ' [z o u]

Es clato gque el range do la matrit M es una:
[ 1 .
- -] -1 -
(6x7+ax " 1)g R(M) = 1

gue o3 p :cisamente la dimensidn del recarride de la-transformacidn.
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Se dejs sl estudiante la demostracién del’siguients teors YI. 4, ALGENRA DE LAS TRANSFORMACIONES [INEALES. - - % )
s, e ' N PR ST RPN \ — -
iTeotems  ¥1. &, L AL R Bn lax secciones snteriores hemns :i;h;j¢do dnicamente - ‘?:
En uns trsnsformacidn linesl; 1a dlmensidn del tacorride con una transformacidn a lm vex, estudlando sus propiadedes y ca- -
o3 lgual al rango do ls metric de e teansformacidn referide a‘dos ractariatices particulares. T : ity
bases cunlasquiere, oy wld -~ " En esta geccidn utilizaremos sipultinesmente dos o mis

transformaciones lineales, con ¢l ohjete de estudier 1w opevacio-

. Toote e 1] ., nes que con elles pueden afectusres, .. 1 : Lo
‘113:4,:-_J,n..j Espacio vectarinl. de rrunsformaciones linelle;. - -;"I:;,‘ P
] S mimrn Constderemos el cazo d& dos tyans formaciones lineales T
' -, L e ' - T ore T : ¥ 5 de R' on &' definidas POT: | bt oaroa Pl T
L. Rbiuet vow fo) TOLY 2, 28) . s i a® ege '
) ST F;T:::::;;mh' Slx,y,z)elxey,m4t) [ - " o~ ., 0
s Foaorr T | ¥ hallemos 1a imagen del vector (4,2,3) s:i&n ambas transformscig
.. . L ey Hor v . Bex: T{I,Z,l}-(;,l]. L, Miee £, 4 i .
' e .t Gt T .- S[4,2,1=(5.7] oA e !
S TR o ' et o Fodemes formar mhers una nuevd: transformacidn T+5 tal -
L LY T, . que, la lmwgen de un vi:tnr,du ll-lllﬂﬂ,TfS sea la sumn de las Imi-
L - ) genes de eve uisuﬁ vectar segdn T y 5.4 5. -, A
, - 'l " . For elempla: Loe A —

[T+8)(4,2,3)=T{4,2,3)58(4,2,3) . _
{4, E)e {8, 7)., .

u = o Ol gl W o)

._-;;,H"'f P T Al" _ - Vet LI | .‘:"- f-"lllql"-. .
- . Ll -k - A
o e . . ' (1e,15) R T I ) T . .
LT [ oh ERFS R T T ] ] ot T, 14 M| . .
. t - De igusl forma, pare el voctor {1,5,-2): . 1,
PR T SN ST o - e W i ' ottt
! (T+5)01,5,22)=T01,5,+2)#800,5,-2), . ,-,.
t Yo i 1k f;rf r * ' ' H . .
e r UL LI ST (00 S
] - 1 -
; _ B L b e £ TR 2 R
- k. al iy, L i 1 b

‘ . W04 T



Tar i~ ..

193 Zista

Voorepla de transfoamacidn de T3 puede ahrtencrse calegs

tmiger de un vector cualguicra (x,y,3] de R
[T-5)fx,yr, 2 Y=T{a,¥ z)+5(x,y,2)

fT-5)fe,y, 2} Fx,2x)=fx-y, wez}
fy+nslm,y, 218 [20+y, Jxrz) A A

Is f5cil veri¥icur gue utllblzenda osta reyla se abbionen

v rezsltados antéTiores,

N: estudie 5im11a7 se pucde llevar & cabo paria una orera

cifn ¢nnsiaiente en multiplicur una transfaroagifin lineal por un -

cscalar.

Iinir Ia

¥, parta gbtenor la

T-% y 38,

V14a2sA3

Por eienple, & partir Je la transtormacifn & podooes Je-
trensisrpacidn 55 en la tiguients forma:

(LRI e3SIT) Y T de R,
foizulemes alpunas casos:
fIsd1, 2, 0=55(5,2,3}

=% (6,7}
=r30,%5]
AnTlogemente, para el wvectur (1,5%,-2)¢
(553045, 5,-2]=5801,3,-2]
&5 [6,-1])
“(I0,-5)
repla de translformucifn:
(E5ara, p,2)wbslx,y, 2]
fo%; 0., y,2908 [xry, 2+1)
P29/, p,2)elba=by, Sxe52) . . . . (2]
LT estidisnle guude dempstrar que as transloimacion:s
derkritan por 1D oy (3] Pimeales,

respectivamento, Sal

A rontinacidn Jdervnriemos Lo suma e rransformaciones v

el producta par un escbar pard ol casn paneral;

"|DefiniciSn.

E, ¥ sean T v 5 des tragslormdeione= de Voen b

17 La suma L=% ¢5 uma branstopmdcissn tal que:

(T+SV)=TVI-567, v ¥ 0 V.

2 El producta aT ¢: una rransreioacidn tal Gue:

T =aTiv e,

Yool K, YEV

D i R —

Sean Vv K Jos eipacios weftariales =obre un pis30 Carra,

|
1
k
'
1

Tearema VI. 7. ]
———— 1
1

23 T v 5% do0n Ltansisi®aciones linesles, entgnoss T45 ﬁ

' "l

al aen La=lids litcales.

i

b e — o ————

Memastracion,

——r——————— - - —_—

ay T+S o= litweal.

Sealt vy v v. Jas vecrares de V¥ ¢ un o vscalar de ke
'Por definiridn
bde T4,

I'er lincalidad

(SR FTIFEITE RE FTSUIRION B P |

ScT{T, )T (¥, ) 4e5(F, 14841, )

i _ U Ty s,

=cTr bAESET BTV, 18IV

S FEOn P14 DR S C A LTI

=Ct1-8) (¥, ¥ (T=5)(¥,) Mer definmitidn
o T o« &,

quedandn Jdomastrada,

M al es liocal.

fn cltectn, scap Tl v ¥, dos vecteres Je- U,y £ um escalar

1

lnT][fFL‘?rl=ulerI-FI] Tor JoeliGiz.tan de aT.

=n{c]1r|]-T[F,}} et Tipcalisnl de 7.
.o _ i
= AC [T PeaTiV ) |

T e T(E )

SlaT iy 1 aTlIv 8 Par Jdoloaocndn de aT,



quedandp demostrado,
- ——— = e i ——aE = et BE e Er—— ] e P R— . ——

Teorema Y¥I[. 3.

S5ean ¥ y W Jos espacios vectariales ¥ sea L(¥,%] =] con-
junto formado por rpdas las transformaciones lineales de ¥V oen W,

L[V,K), ¢% un espacio vectorial.

ODe las -definiciones dadas para la suma de transfcrmacio-
nes ¥ producto por wun eacalar, es £5¢i1 dempatrar el teorems ante:
rior. Unicamente enumerarencs las propiedades de LV, ¥), de jande
como ejercicio al estudiante su deacstracidn:

Sean 5, T ¥ U trensformaciones iineales de ¥ ¢n ¥, es de-
cir: &, T, U e L (¥, W},

1) Cerradura.

Ya decostredgs que la suma de transformaciones lineales
e1 linesl, esto es, 5+T ¢ L {V W).

Tambhifpn demgatramos que el producto de una transforma-
cifn lineal por un escalar es lineal, esto =23, a T ¢ L (V, W).

21 Se(T-U)=(5+T)+L.
. 3} Transformacifin cere:
J0¢L(V,N]) tal que, ¥Tel(¥ W):

T+Qrl+TeT .

§} T+(-T)=0, donde =T=[-1}Tel(V, W},
§)  Te§=5:T,
Sean o y B dos escwlares cualesquiera:
5] alBT)+{ad)T.
71 a{l*3)=aT:al,
8) (w+A)T+al=AT.
8] -T=T.

Velvomos ahora a 1an transformacicones T v 5 definbldas por:

Tlo,y, 2)sln, 2n}

Si(x,¥,z)=(x+y, x=1]
para las cusles s¢ obtuve:

(T+S){z.y,z)=(dn+y, Irsz) A N

La aumi de estas transformaciones s¢ puede llevar a cabo .
por medio de I85 matrices asocladas, referidas = las bases candnicas.
Representaremos con M(T), M{5) ¥ M({7-5) a 1as maitrices asocladss a

T, S ¥ T+5 respectivaments: dichas matrices son:

1 0 &) 1 1 bj -
H(T}= MES]=
2 1] 0 1 Q 1
AR 0
¥ M(T:5)=
k3 2 1
Como =5 flcil comprabar, #sta Gltima matriz pusde tambidn
obtenerse sumando las matrices M(T) ¥ M(S). Es decir:
BT+5] = M(T] + M[5).
Recordemos que al inlcio de rsta seccidn, tacbhbifn se ob-
tuve la transformacibn 55 cuva repla de correspandencia es:
(553 (n, ¥, 2)=[5x+5y, Sm+bz) I 5 |
¥ en forma andlopge, vemes que el multiplicar por ol escalar 5 la

matriz M[5) da coma resultado M{55):

[1 1 n] [5 5
SM[S5] 5 -
1 ¢ 1 5 0

In general, si ¥ y W son dos espaclos vectoriales y S ¥

d}
= M{55}.
5

T dos transformacieones lineales cualesgui#ra de LY, W), se ticne:
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PATE 14 sumgp; rara el producto por un escalar:

51 M(T) — T i M(T) =~ T
¥  H(5} «— § ¥ a e5 cuslquier gscalar,

entoncen: Entonces:

M{T)*M(5) == Te3 aM(T] ~— aT

o Sead o ek

HIT)«H[5)=M[T+5) aM{T] « M(aT),

For lo que, sumar transformaciones o multlplicarles por
uft eSCAlRT ps equivalente & Sumar sus Aatrices aspcisdes o multi-
Plicarlas por un escalar.

Se dice que LIV ,N) o3 lzpmarfo al conjunte de las matri

ces de orden mxn (donde m=dim W y nedin V] pars las operaciones -

de suns ¥ prodicte por un escalar.

Tearens ¥1, 3§,

{Tzorema 4= Isomorfisac)

Parz cumlexqulera T y 5 de L{V,W] ¥ todoy los escelares
a sa tlene gue:

M{T+5] = H(T]+M(5]

HiaT}

« aM(T)

Demostraremos este teorema Gnicamente para transformacio
nes de R® 4 R‘, eopleando las bases canfinices. {E1 caso general -
se puede demostrar en EoTRa Andloga, teniendo en cuenta que las ma
trices que se van a operar dehen estar referidas a las mismas bases)
dos transformaciores 1;i-

Sean T: RT + R™ ¥y 5 R" ~ g™

nenles ¥ sean M(T] y M[5) sus reapectivas matrleen sanciadas, en

lsx bases candnicas.

VI 46747

Y]

bl

Ssbemos que  T{VI=M(TI¥ } .m
y S(v)eM{5)¥, ¥ ¥ da A"
Pera lg suma:
por defipicitn de Te3:
(T+8) (V) =T(¥)+5(¥)
por (1):
(T+5) (VI*M{TI¥+H{S}¥
por la diseributividad del producto sobré 1a aumm d&¢ matrices:
[T+S) (V)= [M{TI+M(5})}¥ N ¢ ]
por atra parte, de [1]: '
(T+E}{V)=M{T+S}V . - {3
de {1} y [3) se sigue Que
MH{T+5)=M(T)+M[5). )
Fara rl productc pot UR eSCAlAT:
por definicidn de oT:
{aT) (V}=aT (V)
par [1]:
{aT) (¥) =2 (X(T}V)
por las propiedades de 1as matrices pers el producto por un aa-
calar;:
(aT) (V)= (aM(T)}¥ A 3
por otra parte, de .(3):
(aT}{¥)=M{aT}¥
Ja (43 ¥ (5) se sigu® que
M{aT)=aM{T].

.+ {5

Esto complets la demcstracidn,



Coppasicidn de transforppcrones linwales,

Una eperacitn Lastante mis interesante con transformacic
nes lipneales e3 1y conposicidn.

Consideremes el problema sigulents;

Se tlepe un sepmente dirigido en #1 espacic euclidiang bi
dimensioral ¥ s¢ desea girarlo un Sngule Je s0*[sentido antihararie),
¥ una ve: girado, e Jesea aumentar acho veces su magnitud. '

Resglvancs este problema en dos parres:

Primevn, ottengames la transforpacidn lineal T segln la -
cugl un vector del [lans &5 girade un dngulo de BO°. Por el teore
ma VI, 4, baatars can hallar lp imagen de los vectores de la base «
cantnica pars poder defonir T, Tenemes pyss, para un dngula cual-

quirra €:

¥§ YT

L T0, 0 (5, 1])
\"\ T(o,}

X - X

T{1,0) = (cosé, Send) T(0,1) =(-sepAd, cos54)}

Far tanto, la matvit de la transformacién en la bhase <and

nica es:
[:51.3 -5enﬂ]
Mil)y= T D |
send 111
Hacienag & = 6O0*:
cios &O* -5en a0t ] ; -fg
M[T)= = (2]
wen HO® cos 60" fg %-

En scyumla lugar, encontramos ls trunsformacifo linewl 5

que multiplice por & la magnitud de un vector.
S(1,07=(4,0]
5{0,1)={0,8)

] 1]
M{5)= P )
)

Ya podemps Tesolver NUesSITO pProblems’

Este s% un caso inacdiate:

Far ejemplo, pers el vector (2,4),primero lg girazas

60*:
! ’g 2 1-2/%
Ti1.4) -
(A O
T(E, 4)e{1«2/%, JE+1)
¥ despufs 1o multiplicamos por B:

B B-16
5(1-273, /Ye2)m L ﬁ]

i 1-2/%
n] [ﬂ-z ] ) /315
S(1-37%, Fhel)={8-1653, 8.7 18]
Vemos que el preceso aquf srguido & puede resumir ep
1a expresifin: SLT(, 697 (8-16/3, & 5«18)
que e5 la composicién de las transformaciones § ¥y T, simbalizala
can 597, (Ltase: "§ composicifn T,
Esto g3, 59T e3 una transiormacidn qué se define comg:
(50TY (V) =5{T(¥)]

Por ella podemps escTibar

(SeT)(2,4)=(3-163, 8.5+16)

¥ ¥ de &

dande 50T eps justamenti¢ la transtormalifin que al mismo tizmpo ;iva
un vector 0% ¥y lo muoltiplice por B.
%1 queremos obtener la mateiz aseciada e SoT podemos ha-

cer lao siguiente:

¥i-4B 19



(ST e, y)=BfTEx,¥))

1 o
7 T .
T9o¥){s,¥)= & Utitizande M(T)
A 1
T I ¥
= ,
e o § 7 -5 s
f5aT)in ¥y} - Urilizando M(5)
o 8 B !
F T ¥
i) -4,/3 x
[SLT Iz, ¥]=
- &, 4 ¥

"
1 -d%
L. MiSaTy e o .

Chasezvamos que la matri: asociade 8 507 es el producee de
las parrices asofladas 2 3 ¥ T, esto es! M{SoT}sM{S)IM[T].
Utilizapdn c5ta matriz, podenps obtener directamentes
4 -1 2

E ]
I 2 4

-

B-16,7

{5aT|{2,4)=
45 1n.

camo se tenfa.

En resunen, SaT €5 una transformacidn lineal que “reune
las efectas™ de S y T, ¥ cuya matrit aspciadi ¢s el producto dr las
=atriees M{5) ¥y MIT) (en esz orden).

Veamoes atra caso:
Scan dos fransformaciancs linsales
dudn par Glx,y,z.wje(ix,y, 20u])

dudd por Fla,y,z) =[is+y, 2}

El estudiante pusde verifigar tidcitimente gue

* o8 dl ' Voo
MEG) [0 v B e y M-
a o 1 | o o 1

LI R RN

San las mil

f:unminru:
]

sephn Frar

[LICE TN
v

3 Jevir,

1rives aspcladas a 6 v F, onm las bases candinicas.
Imvantremes Lo madr iz awudbada o Fod:
L 1 2
M{EASISM{FIM{G)= )
b & 1 1]

b 1 0O 0
M{Fai)="
oo 11

Is vJuro que FOG es una transforoocidn de R'en R'. Grd-

%’ ©okT

Eels

[ncont remus por ejesplo la imagen Jel vecter (+0,4,2,8}

PLaCY[-1,4,2,8)= =
P 0 1 1 : 10

Iste resultade se puede verificar diacilmente »i observa-

. ‘:‘.-Il'll:lﬁ‘l-l-:l"i]ﬂ}

F(x2,4,W00 =(-2,11

".]ﬂﬂ}tillll:ls‘:rlﬁ['llr"n*"u“i‘]

G, 1: Camea.Llc

que 1w L

L i vVI=FLGIY)) v v ode K,

Jertinagidin de Fau



Natezes shara 1a Aeyjinicién para o1 £a+0 conerals Nemosty.crdng,

e Finigify,,

At et

Sl W, ¥ Uy 403 vectares Je U, ¥ aca a un escalar; en-

i Eean 'as transiorcaciones T: U - v ¥ =0V - W, Tencest (EOT)(au,+ uy)* B(T(alr;+5,)) Por definicidin de SOT.
1
! Feflnlmes la trarzarmucidn « SraT(u,}*«Ti{un;:1} for linealidad de T,
| :
j TR =uS(T(T, })*+5(T{u,)} |Tor linralidad de 3,
icumo ' . -ﬂfSGT}{EIJ*{SDT]fEt] Por definicibn de SpT.
: [Sel[iy=S(T (03} = de M, guelanda derosirada.

Falerns TERTESCRIar grificamenle la cerpos (oids v Srant I‘cnos mencionads ¢1 hecho de que ja composicidn de rrans

P < L
fsrsachanes lirnc.odes medianze la sijuiente f1pura: termatignes lineales coTrespondes a la multiplicacidn de matrices.
| Fete 5@ puede generaliZar con el siguisnte:
Jeorera VI 11,

1
i Scan las treanaformacivnes Jineales T: 0 = ¥V ¥y S @ § = W

sean A, Wy £ bases JelV ¥ W, Tespectivamente. 51 -
Haglt vs 10 matriz asociada s T, ¥ ME{S] 05 lg maerlz asociadas a 5,
VR Y IR
n
shisad (el (5T

£~ la #matriz asociada 3 3oT,

i Jemostracidn de este teorema puede Cconsultarse en la r

feaencia I, pig. 117,

i1emple V1. 18,

Tenfamos [(v4Y ¢jemplo V1, 13) una rrantformacidn lipeal

Tigura V1. 2.

e o e e s :
r r ko k7 dada per T,y sd¥=(z,x+¥}.
Tenrera VL, Ia ‘ F ¥ '
. . ) ) Siepdp As{(1,2,3), (@,-2,-t2,.{0, 0,13} v B={d(1,2},0(0, 3%}
1 23 T u . Y Gr ¥V - m oAagn dus rransfarmsciones Db
i i Jdos hases e R ¥ g° respectivanentr, hablamos abhrenido
ilrs, [ TRR T T TN
! ' TR A yoobo
] .
| R ML (T
-1 i} 0n
ili;hiéh v Fineal. o

. ’ Y152 53



5i ahora cansiderames le transformacidn linenl
5: R + R dada par
S(1,2)s(1,2)
’ 5(0,%)=(0,%)
y utilizamos 13 base cendnica Ex{({1,0},{0,1}} s5e tendck:
ME (S} « [; :]

Por tanto, la matri:t w3scinda a 50T es:

1 0 LS |
B A . ]
Mg (5) My (T} L J [‘1 , n]

. [3 -1 1] _M‘;(&}ﬂ

} -2 2
Encontremos (SoT)(¥), donde ¥ = [-1,4,5).
1
Sabemcs que: [¥) a° -1
-4

{(5T) (Mg ~ M (5aT) (7,

- ] 5 b
(SOT)(-1,4,6) - -
5 =1 2 -4 L1

{2 VI{-1,4,8]n08,7%)]
Vemos que en este casa la transformacifn 3 equivale sim
plemente a un cambio de buss en Y fver resultado del ejemplo ¥I1.13),

Algunas propiedades de lay operaciones con transformaciones lineales

Sean U, V ¥y N tres cspscias vectoriales sobre un <appo K.
1.- &4 F: U~V
5: V+ W

T: v ™" W

V154 /55

san transformeciones linenlas, entonces
(5+T]aF~ 5aF + ToF .
2.- 5% F: U= ¥
¥ T: ¥V« N

san trinsfarmaciones lipeales ¥y o €5 up escalar, entonces

[aT)eF=a{TOF)
.- 5i F: U =V
Gy U+ V¥

¥ T: V + H
sop transformaclones lipsales, entonces
Ta(F+G}= ToF+ToG

4.- Fi X es un tspaclo vegtorial ¥

F: U - ¥
5: ¥V + H
T: W « X -

son transformaciones lineales, entonces
To(5oF}=(TeS5}OF,

5.- 5i T: ¥V = W rs una trensformacifn lineal, #nTORCER:
Tﬂlv- T
Il T

son 1as tranaformaciones identidad en los sspacios ¥

donde I1|r e 1,

¥ W, respectivamente {ver definicifn en ¢l ejemple VI, 8).
Chaerve que sstas propiedades son equivelsntesd 2 las ra
obrenidas para operaclones con matrices, en £l capltulo IV,
Nitese que, salve casas muy particulares,-la compesicifo
de transformaciones lincales NO ES CONMUTATIVA (resultada anfilogo

al de multiplicacifn de matriies).



Tranisformacifin inversa.

Veamos la trenstormacidn tlneal G: R* + R definida por
G{a,¥)=(3y, ¥}, ¥ consideremos £1 problems d# dererminar; dado un
vector del recorride, de gue vector del dominio es imagen,

For ejemplo, sabiendo qus G{¥)=(6,2), queremas determi-
nar ¥ € R .

Surge sin enhargo une dificultad: varidgs wectores del
depinio tienen a {&,2} como lmzgen. Mengionenos por ejempla

C(-3,2)=(&,2]

Gl B, 2)=(%,2}

Gl 0, 2)=(6.2)

¥n que un vector dado del recarrido es imagen de ois de
un vector del dezinio, obaervARDE que el problema que nos plantea-

mos NO tiene solucidn dnica,

Analicemas otvo cpsdl

Comn vimos en la pAgina 48,ls transformacidn

1
T: 8" = R' cuya matriz esociads €3

1 X
T 2
H(T}=
1
-7 7

girs un vector €el plano un Gngulo de 40* "(sentido antiharario}.
Fuy ficil pensar que corociendo un vector ipagen ie puede
determinar con certeta de que vector del dominio procede, ya gue
bestard simplemente con girarle un dngule de -60% (60" sentido hos
rario)} paras ohtener el vectorv original.
Par ejempla, sb T{¥, ¥=(1-2/3, /3+2}), descamos determi-

- F
nar ¥ de R .

Obtengemos pars ollo la trenaformacitin S5: R - R qus i
ra un vector un éngule de -40*, Haciendo £=-80% en 1w expresldn

{1} de la pigina 48, rénemon:

-

cos(-60%) ~sen({-60*)| ! ' f_,}
M) senf-60") cos{-80%} *’_If ‘I
Entances;
‘I £_ kBT 2
§(1-2/7, ¢Tal]a q :‘{ /52 - .

¥, = A
Hemgs resuelto =l problema, purs y4 TENRCEOF uNA transfor
macifin {5} que nos peraite “regresar” cuslquiser vector del racarrl

do a! vector del dominio del cual es imagen, Grificamente:

A S le liasaremos transformacifin inversa de T y ls TH#pCR
sentaremos mediante T,
Para el cuso que hemos analizads:
T2, 8a)=[1-2¢3, /D)
TT1- 24T, AReny= (2,4}

Esto es vElido para tado vector v de A, es decir: .
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De e5tas capresiones &5 claro gue:
T {TIV))e¥

¥ o - - _
T{T "(u))=u ¥ vV, 0 g gt

r N
Definicibn.

Sea una transformacién T: ¥V ~ X, L 1n transfarmacidn

T W+ ¥ tal que
TN T ¥yev c e AN

E W oo [

T

Y - -
(T (7)) ew ¥

2¢ le 1lama lransfoermacidn inversa ode T,

e [1). v (2} se tiepe que:
(T7'eT) (7)) = ¥ ¥ Tev
[ToT '1(7) = & YR LW
¥, por definicidn de ctransformacidn identidad:
T 'eT = 1,

TeT™! = 1

-

Estas cxpresiones, son equivalences o las condiciones (1)
¥ (2) de la dafinicidn.

Es 1égico preguntarse ahora cufinde una transformacidn tie
ne inversa. Farp respondetr o &ste, conviene comparar algunas ca-
racteristicas de 1lns cransformacicenes G ¥ T de los dos sjemples an-
teriores:

T definida .

Comp vimos, pari la transformacién G: R' + R
For G{x,¥)=(3r. ¥) exnisten vectores diferentes del domipio que tie-
‘nen cgan imagen un mismo vectar del recorrido, Lntances, noe exii
te uha transformacidn ﬂ" ral que G_'[G{G]}-F ¥ Vo Rz, par 1o

que G no ticne dinversa.

¥I-58,59

For el contrario, para la transformacidn T: RY + RY que
girs un vector 40° [(para la cual ghtuvimes una transformacidn in-
versg), es claro que dus vecrores dilerentes del dominio tienen -
siempre imlgenes distintas en el recorrido {se dice que T €5 una
Picho Jde arra forma:

a una).

¥y, ¥, R

T () =T 7, ;

AdemSs, es fScil verificar gque todos los vectores de g'
sen imagen de olgin vector del deminla, o s$ea, ¢l Fecotride de 1a

L 25 tada "R [3¢ Jlce que T ex shbre],

transi{ormacitn T: R
Eseas Jiferencias bisicus entpe Jas transformacianes G
T son las que Jeterminan la existenchla de la transformacidn inver-

ta, como s¢ caAtablece a contipuacitin de Ja sigulente Jefinicidn.,

Decimps que 13 transiormacidn T: V = W €5 biyective si:
1] 7T e uno a uUnp, esto €5
T{\'i]'T{\r]] =-‘='1.r]-1ur:I ¥ Ve ¥, de . ¥

i} T es spbre, esto es:

}Deflnlci&n.
!
|
|
i ;
‘ TIV) =W,

*Poemos phora enunciar un feorems que establece la copdi
cidn pegesaria y suficiente para la existencia de la transformacidn

inversu:

lIEELsea LEENED
)

Sca la cransformacidn T: ¥ - N, Existe la inversa de

1 .
|r es finica si ¥ a8lo 51 T es biyectiva.

i -—

Drmgstracidn,

$ea T: V + mh una transiormacifin biyectiva:

tumn T es sobre, ¥ m e b cxisty a2l MENGS Un vectar ¥ £ ¥



ral e Tiv)=e. Coru T 25 une a ana, diche vector es fOnica.
Lrtnte eratuncey una Gnica translormacodn G % - ¥V ral gue:
W e LA
Es e¢lare nue f =3 también bivectiva v que
NAIEE R LS
RN EIATT IO
htir lu Que s A .
lste ccop.lecs 1d demostracidn.

Tenyera VI, O TI, -1

fea T: YV - W una pransformacicén lingal,

L

. - . . .
5 in<ersa T, %i exisce, cambién s lincal.

lie=ssLracifn.

L

Surenganos que existe T 1 W~ V.,  Seap &, y W, Jdos vec

tores Ji W oy osca % uh EsCalar,

Nevesitatos demastrar gue
S PR N, — -1 -
T Pom swy dmaT D (W )T 0wy}
pata lo <ual, considerames dos vectores v,, v, ¢ ¥ tales gue:

[P B Y R R S SN (| ...

Por defsmicitin da T°';
TV, I=w, ¥ TV, )=w, PO |
curtd T e5 lineal:

T, o =TV ) T(V,)

Je (21 se zigite que
Tlaw % Jmgw *+ W
I-[sI i} ]L Hr

por 'wiinigiGn de T

finalmente, Jde [1]:
ml"|:I]+I"[:‘}-r"lﬂ;..:;j
tuso Juerliamor JdemoGsSTTarT.

Represenos a las transformaciones Gy T gue estamos anali

Tande.

vimes gque G: RS+~ R? no es uno s wpo.  El dectar ruede
verifiear que vl nbicles de G oes:

M(CI={{x,0) | *x ¢ R}.

En cashio, £1 nacleo Jde T e3:

N(TY=1(0,0))* (7}
v, cama vimps, T ef uno a uno.

Natemos queé €)1 nficiec de § contiens OLTOS VeJialvs Jde-

14s del vecior cero [(ror eiemplo, {1,0), (6,08) stc.), mieniias gue

el nicieo Je T contiene Gpicamcpte al veltor £&£TO.

Teorema VT, 1
Una eransformacién lineal T: ¥ - W,

!e5 ung a uno si ¥ s6lo si el ndcles contient Oricamente 41 vectar

cero, & el '

N(T) = I8} '

—_.
Nimostracidn,

1o, 51 T es% UnNO A ufo,’ gntondcs H[T]-iﬁvl.
IEn efrcta, sabhemos gque, por ser T lineal:
ACRELN
Rupongamon  gue v orstd rﬁ vl nldcleo, es deqir
T(¥Y =ﬁ;

for hipdtesis, T €5 uno 4 uno, o 3e¢d gue

YI&] Ol



T(V)aT{0,}] == el
e N(TYe(D)
Ia, =1 N[T]-lﬁ?]. zntarces T es uno 4 umo.
En efecto, supongamos que existen das vectores V.. F‘ de ¥
talas que T(¥ J=T(V,).
Entonces T(v,)-T(¥,]= T
como T €3 lineal; '
Tiv,-v,) - 3,
Es decir, ¥,-¥, estd en o) nficles ¥, por hipStesis,
o bien ¥, =¥,

¥¥.,¥, eV

Par tanto: T(V )=T(¥,) =¥ ¥ .

171
¥ T ¢2 uno & una,
Quedn demostrado #] teorema.
Recordemos qua &0 upa transformacidn lineal T: ¥ . N:
dim ¥=dim T{¥)+din W(T).
Ahora bien, si N(T)={U }, entences dimVedinT(v}.
De este razonamicnto y de los teeremas VI, T2y ¥I. 14,

se obtlene ol sigulente imporrante resultado:

Corolaria,

Sen un esplcinl? de dimensifin finita y sea T: ¥ +» W una
transformacidn Jineal

T tiene inversa 3l y sd8lo st

la. dim V= dim ¥

2o, N(T) = lﬂvl

Obsfrvese que esbtay gopdiciones son equivalences o sflr-

war qus T TLESE INVERSA 51 Y SQLO 57 LA MATHIZ ASOCTADA A T F5 CuA

Wi 6263

DRADA ¥ NO STNGULAR.

Ahota yu podemos decidir en cualquler caso 3i URE tTanms-

formactfn dada tlene Llnversa, Nos faltia OGnlcamente aNCGRLTAT una

forms de caleular dicha inverss, cuando exista,

Parg =110, Tegresemos a la transiormacidn T que girs un

vectar del plano un fngule de 60", cuya matri: asacieda as:

1 il
T I

M{T}= A . }
- 7

La transformacidn inversa de T, como se encontird antevior

ments, Liene como matriz msociwnda:

1. P '
i 7 T
MET -
t
¥
Es fAcil wer gque: P
T S A 1 /3 )
T Al T T LI - 1‘4
A ala S 3 :
T . TfT 1 LY N e A 4 7

Es decit, M{T ') E5 LA MATRIZ INVERSA DE M(T):

MET™ ) = (M(T)) 7}

De hecho, en cualquier transforeacisn linesl donds 81 2a-
minle sea de dimensidn finita, PATA ENCONTTAT ly matriz ssoclads a
la transformacisn inversa basrarf com invertir ls metriz asoclade a

1a transformacidn, como estahlece el sigoients: 4



Tearema VI, 15,
Sea la transformecifn linesl T: ¥ = Wy sea T°': ¥ + ¥
1 inversa.
Sean A ¥ B las respectives bases de ¥V ¥ W,
5i Hﬁ[T} es la matriz ascciada 2 T ¥ HE{T_'} €5 la matriz

.1
asaciada o T 7, enrtonces:
*

My (T ') = (eh(T))

Se deja al estudimnte a demostracitin de =s5te teorema.

Ejeaplo ¥I. '17.

Se3 la trunsformacidn lineal 7: R' » R’ dada par la regla
Tix, ¥, I)e(3usy, x+yez, Iyedz),

Investiguemos 3i tient lnversa:

Para que un vector =std en #] nficlen

{3z+y, zoyez, Zy+42)+{0, 0 0}

Es decir, Ix+y = 0 -
Tay+rz = N Al
dyedz = 0
i t 0
Puesto que el determinante 1 T 1] = 2 es diferente
1] T 4

de cero, el siztema (1) tiene por dnice solucifdn:
=10
¥y =0
r =0
. NITY*{{0,0,0])
Ademis, por ser la tranaformecldn de R" en RY, podemos

conclulr que exiszte la inversa T,

Es f5cil verlificar que ls matriz asocinde o T es:

5 1 )
H{T]= 1 1
] 1 4

Note que en la ohrencidn del nicleo 3e investigd ilplfcl

tamants ai M[(T] es singular o no lo es, #1 decir, al se puede inver

T 10
tir, ya que 1 1 1| es preciszmente &1 determinante de M(T).
o 2 43

La inversa de la matriz M(T) &2
1 -1

(MiTYY ' - -2 6 - (T '}

1 -3

Ly LR

Podemps por filtimo epcontrar la regla de transformacién

parse TV
1 -2 é % ;.zyﬂzl
Trifl-T.Z]' -2 6 _% ¥ - -2!+6f-%z
1 -3 1 1 x-Ty+z

- T'1(:.y,z]-{:-2y+}1,-Z:-&y-%:.:-ly*t].
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VI. 5. YALORES ¥ VECTORES CARACTERISTICOS.

Consideremos 1a transformaciSn lineal T: R? . R? definida
por: Tilx,p)le(lx+-y, 6x+y) y encontremos 1a ilmagen del vector [1,1):
T, 2004, 0)=d0(1,2}
Si representsmos al vecior (I,7) coms pn segemento dirigi-
da en plano x y, podemos ver que la transformacitn KO 1 caxhif d«

direccidn, sino dricamente de maEﬂitUdl

5{ shors tomamos el vector (3,07
T3,6)=(17,24p%4(3,86)
VEmOS QU lelncurre ezactamente lo miams que sl anterior (sh magni-
rud aumenta custfo veces pere o camble de direccidn al aplicarle la
regla de transformacidn].
Oura caso stmilar: T{-F,-4)=4{-2,-4)
Es fficil ver, tin embarge, que lo¥ vecrores 4 las que £8
to acuTrTe sun £A50% mUY particularez, ¥ que en general 1z fransial
mwacibn modificard tanto la magnitud coms la direccibn del vector

sobre ] cusl actida. Por ejemplo:

VI-66 /67

= (2.1

-2 4..,_.1._ —

Cabe entonces pregubilacseé.

1.- it’dmo deben ser los vweCLores pdra que 1a transformacifn no led
cambie de direccidn?

.- Lot vectores que segdn T no som scdificados en direccibn, Lse
pulriplicen sieepre poT el miszo escalar [4 En este casa) o -
raisten algunos olros valores? )

Para respender 1 1o enterior, planteemos el problemn en
una forma mis pensrml, €§ deciv, weamos on que CASRE la imagen de
uh vector es simplemente el producto de un escalar por dicha wec-
tar, esto e%

T(V)=i¥ A £
para algin escalar 3 y algldn veclor 7 de R

Sea ¥=[x,y)] un vector cualquiera de R'. .

Requerimos, de (1), que

Tix,yI=*{x,¥)

Aplicande 1w vegla de transformecidn:

[2x+y, Gxvy)=(bxn, *¥)
de Jopde Ix+y =hx

ﬁxir -1"'



o bien: (2-3)Jx » y= 0
I |

Gx+(1-2)y = @

Comg & vild en &1 capituleo 1V, las soluciones del siste-

md - homogénes {2] dependen del velor del determinants de 13 matrit

de cosficitnces:

-1 1

| - (2-23{1-2)-bmn 3004
6 1-h

£i este determinante, Liamado polinomio caracteristica,
g3 diferente de cero, tendremas la aalucidn trivial
Velx,y1={0,0)
que no nos interesa, puess ey obhvio que
T{U¥}-lﬂb pare tado escelar A,
For tanto, para oblendr vectares no nulos, requerimds qua
el determinante ses cero, o3 decir:
2i-3h.d=0 N 4.1
que $¢ CONRCCe como ecugclén ctrlctaristlcl..r de £lla s+ chtienen
dos valores de }, ilamados velores carscterfsticos: A =-1

ll- 4

Con estos valores podemos Tegresir a4 1as Ecuaciéntl {3y ¥

obtener soluciones diferentes de la trivial:

Para *,=-1, de (21: Ixsy=0
Gu+ly=0

de donde y=-3x

s decit, todos agquellps vectores de lu forms tx;ﬁ:j na
sufyirfin cambioc slguno ep su direcclédn al aplicarles 1ag regla de -
transformacidn y fnicamente 3¢ myltiplicarin por -1:

Tlepin)==(n 3]

A f{xpix), con xf0, 3® le consce como vector carncterigei

co wsocindn al valor caracterfstica -1,

F |
Grificamente: Y

T¥)

En forme similar, llevande a (2} el otro valor carscteris
tica A, =d, se¢ tiena I )
~Ixsy =0
Gx-Zy=0
cuyw splucifn esx yrix,

Entonces, (x,2x), <on xé0, es #! vector caracteristico -

asocisde w1 valor caracteristica 4, es decir:
Tz, 2x)=d(x,2x)

Chserve que los vectores considerados &l principic de es-
ta seccidn son justamente de la forma [(x,2x);, de mhi que &1 tranps-
formarlon su magnitud se multiplicars por 4 ¥ no cambiaran su direc
cidn,

Fodemos asegurar, por otra parte, que los valares obreni-
dos (-1 ¥ 4) son los dnicas que nos permiren hllilf veciorss fo no

las tales que
Tiv)=i¥, e . M
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ya que cuslquier otra valer & 2 nod herie distinto de cerp &l de-
termipante, quedsapda la trivial {F-Ur} como fipica solucisn de [1).

Daremos ahore la definlcldn formal de estos conceptos.

Definicifn.
Sea ¥ un espacio vectorial sobre un camps K y sea TiVs+¥
una transformec!dén lineal. Enlonces, 3l
T(v)=iv
pars algln vector fo nulo VeV ¥ alghn sacalar AeX, 1 £: 1lamadn v

lor caracterfstico de T ¥ ¥ es llamade vector caracteristico asocln

do a 1.{1]

Obsfrvese gque si ¥ &% un veoctor caracterfstice asocindo
al valer & y kek e3 un escalar no nula, entancas k¥ as tambidén un
vector caracterIstico asociade &l valar 3,

T (V) «3 ¥

T{E¥) = XTI{¥}
T(k7) = k(AT)
T(u¥} = 3{k¥) ¥, por defintcidn,

En efecta, ai

ectonces, <oao T vs linaal:

Es decir:
¥V &5 tambifp un vector caracteristico.
Yolvamos al problemda de la transformacidn lineal T:R!*R'
definida por Ti{x,yI={2x+y, Gx*¥].
Es claro que T(T,81=(2,%)
T(0,)=(1,1)
por lo que la matriz asociada 3 13 trenstermacidn en la base canéni

-Cl- L}

[1] Existen varios sindnimas de valar y vector caracreristica:
cigenvelor ¥ eigenvector: valor propla y vector preplo; duto
valoT ¥ Autovector; etc.
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4 1
A=
& 1
Fictlmente 3a comprueba que ls matriz de coeficiences del
sistemn (1) (gque nas permitid obtener los valores y vectores carac-
terfsticos ode T) &3 A-31, siendo I la matriz identidad:
F | 19 12 1l | of JE-x
A-ai= -3 - - -
6 1] la-1] | 1) fo ) |8 1-ab

En general, 61 T rs una transformecidn linenl de un espa-
ctio de dimensibn finits en s{ mismo, 2] problems de encontrar sud
valores ¥ vectores caracteristicos se puede resolver por medio de 1a
matriz asociada & T.

En efecto:

Sea ¥V un espacio vectorial de dlaesnsién finits sobre ua
campo K, ¥ sem T:¥ = ¥V una transformacibn lines] Cuya matriz l;ncii
ds e5 AL

uﬁ vector ne nulo ¥ £ ¥ es un vector caracteristico de T
(3e dice tamblé&n que &3 un vecior caracterf{stico de lm mmtri: i} si;

AValY pars algdn *ck,
Es decir:

Ay y=T

AV-a 1wl

(A-31ywall

Al determinante det(A-31) se le conoca coms polinomio ca-
racter{stica, ¥ al igualarle 8 cero (pars asf oblener vectiores oo
nulgs) €& obtiene 14 ecuscifn ceracteristica:

det(A-4I)=0
cuyus soluciones en K son los velores caracterfsticos de 1l trans-

formacidn T (o Jde la matriz A}.



R lj #2 un valor caracteristico, la soluclfn general Jet

sistema homogénea

(A.-le)F-ﬂ'
not da los vectores ceurscterfisticos asxociados al valor caracterisci-
co i,
Ejemple ¥I, 18,
8] Ya hemos estudiado 1w transfotmacidn lineal T:R® » R yue gira

un vector unt Anguls de &0°, dada por le regla dr correspandons

cia
th,ﬂ-f-:;:-';—;r.{}x*}ﬂ'....(1:
¥ CUye matriz siaciade =3
1 S
T T
A= P ¥
3 | ()
3 7

iTendrTd #sta transfgrmecisn verclores caracivi{sticax? [
clate que no, ya gque ningdn vector de R® diferente del LEid CONEET -
vaTd su misma direccidn despufs de aplicarle 1z transtopmacidn, Pues
el 2fecto de esta transformacidn es precisamente combiar Lla J1Tr;~
Cidn del vecter al girerle &0°,

Empleando el proceso descritg anteriormente, se fendrly:

A=3]=
/3 1
-7 A

El polinomio caracreriscice es

/3

y g e G

LY i
T i)
Jet(A-x1)»

1
- ¥
det{a-3rysit-net

cuvas rafces sOn: = } * f% i

1 4T N £ 1
TR Sl &

/3
R

por 1o que no exiaten escalares 2 € B tales gque
T(¥}=A%, ¥ ¢ R
Es Jeciy, T no tiene valores caracterfsticos nl, on con-
secuencia, vectores cavacteristicos, como habfamos concluido mnte-
riormente.

] Consideremox ahore £1 problesma de determinar loy wvalores carac

terfscicos Je una transformacidn T:¢' - ¢ (m dads por la -
misma regla:
T(e,yie(y x - B, 5« L % I £

donde x, ¥ ¢ C,
Si elegimos la base B~0[(1,03,{0,11} de Cl. 1o mutriz A -

asociady A T e la misma, ¥:

1., A
T -

Achys .o« (2]
4

Entonces, laa valores: carscteristicos de T san 1as ral-

res ya obtenidas del pelinomio caracteristico deti{n M):

R )

- -
(11 ¢ rs el espucis vectorial de pares ordenalos de nliseras com-
[rlequs salee el campe .
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par 1o gue exlsten escalares } £ ( talex que
Tvy-av, vecl
) Dads que existen valores caracteristicos, podemos vhrtener
fus correspondientes vectares Carwcteristicas:

Llevando &= } . ﬁ; 1 & (2}, el siscema (A-*I)7~T queds:

1 1A
i S i 1 |0
7 ] . ' donde 2, ¥ £ C
B A S G N B4 IR
_fg [l -ﬁg | ]
f% -fgi y_ 0

Resglviends 3¢ obtlene gque: yu -ix , ¥z & C,
" (x, -ix) e5 un vector caracteristico asoclado al valor

2. % . f% i, para cuslquier ndmero complejo xPD,

En farsma andloge $e obtlene gque [x, ix) #5 un vectar ca-

racteristice azaciado 2 ll-% - f% i

rFl.

pars cuslquier nfimera ceaplejo

Este ejemplo pone de mgnifiesto que la existencia de valg

res caracteristicos depende del cempe sobre el cunl se trabaja.

Ejemple ¥I. 19,

Se tiene una transformacisn lipeal T: R’ + R', cuya ma-

triz asociada es:

i 3 3
A= 0 L 4
0 -5 -%

V17475

Encontremos sus valores carscierfsticos:

-1 1 5
A=kl = 0 -, =% [2-X3(1+4)
a -5 -5-1
. i, =0
=2 Valores carsctarfatlcos.
A =-1
1

Cbtengamos 1os vectores asocladas, otilipande

(A-30yw=0:

Fara 1.-ﬂ
2 3 3 x Q x=0
o 4 4 w| « J0, = yek,
o -5 -k T 0 LTS

v

. {0, ki, -k,) es un vector asociads & ,v0, ¥k 40,

Para k,=1
b3 3] = aek,
o -5 -7 1 0 e

o lhy, 0, 0} es un vector asociado a 3,~1, ¥ L
Para 3 = -1

3 1 L 0 I"k]

« (O] = y=-d4F,

0 t=5hk,

[ I T ]

{-Wy, =4k,, 5k, es un vector asociedn & A,=-1, ¥ k40,
Observemos que, sl bisp 1g definicién de valor y vector
caracteristico EXCLUYE AL VECTOR CERD, parmite sl escalur cerg ser
eventuslmente un valer caractérfatica, comg ocurrif en este dltime
e]emplo.

De hecho, en cualquier transformaciédn lineal T:¥V * ¥, -

con ndcles. distinto del [E}}. tados los vecterss no nulos del ned-



clew pertenscen 31 valor caracteriastico CHro, pust
T[ﬁ]-ﬁg-n{il si ¥ g W(T}.
S5e deja al estudiante encontrar ¢1 ndcleo de 1a transfar

macisn del ejemplo anterior.

Ejemple VI, 20,

Sea F ¢ espacio vectorial de todas lus funclones - -
f: R + R que admiten derivadas de cudlquler orden en un incerva-
lo (#,b), ¥ considetemos et problema e obtener 1ot valares ¥ weC-
tores caracteristicos del gperador derivads

B: F«+F

Far 2e7 ¥ un espacia de dimensién infinlta, ro existe una
Tepresentacidn wmarricial para el eperador P: F = F, v ne podemos -
proceder como en lot ejemplas antericres. Hecesitamns entonces TE
turtic o la defintcifn de valor ¥ vectar carncteristico, segin la
cusl:

Una funcidén £, diferente 4~ la funcidn cero, €3 un vec-
tor carscteristica del operader D si

DE(x)=E(x) para algln % ¢ R, v oeoe . £13

2 hien

ﬂilll.if{,]
dx

la cusl implica que

i;%%%-;dx

Integranda ambos miembros de esta expresifn, podemos ab

tener la funcién f que buscamos:

:ag;;.}m

L{f(x))= hxsc,

£(x) 'Ell.c‘-plx £,

" finalmente, haciendo e“Vag:

f(x)ace® Yo, ef0 .. .. (2)
Derivando [I) s¢ compruebs (1), yo gue:

Dice™™) = dfce*®y  w o, % ¢ R, cdp.

hx e3% un veCctor caracteriscico gsaciado

En concluxién, ce
al valor caracteristico a3, ¥ X £ R, por 1o que todol los nimerges
reales son valoves caracterfatices del operadnar B; F ~ F

¥ecrores caracreristicos lincalmente independientas,

Valvamaos al ejemple VI 19, Tenlamgs que [u,kl,—kl].
(k,, 0, 0} ¥ {-%,, -4k, Sk:] son 1as vectores caracteriscicos aso
ciados a los valores carectevisticos o, 2 y =1_~resptc£ivanent¢.

Ficilaente se comprfuebs qur es3los vectares son lineslmen
En el¢cto!

te independisnces,

o k, -k,
k, @ -4k,

-k, 0 5k

= -k K0 (Pues kD)
L}

para =1 caso general tendremas que:

Teoremg V1. 1b

Yectores caracteristicos msorcindos 3 wvalpores catacter{sti

cos 2istintos, sonp linealmente indepepdiences.

Demostracitin, {Por induccidn matemitical.

Sea T ¥ + ¥ Lne transfermucitn lineal con n valores ca-

-k — —
s ¥ BERN Y,V ., .., ¥

racteristicos diferentes R ln 1

V125777



Ins Fespaltivos VECTOT#S CaTRcteristicos asocisdos,

Demasrraremds qlug

¥ ¥ .+nn?£-ﬁ¥ — ui-D, ¥i A A B

+*
11 L

la. Para n=1, ulFI-U¥ == a,=0, ra qus F}iﬂv

o. Supongamos vilide para nek, esx decir
ul?|4ulF141,,*ukﬁi-ﬁ§ == g;=0, ¥i e 3
y verifiquemos para mn=k+1:
B!;l'ﬂtgi"‘"Ek?k*ak+1vit1'ﬁv P )

Apliquemas la trapsformacidn Jlineal T en wmbos miewbros
de [3) tomande en cuehta que
117 ¥
S3& tiene entonces que:

TV

By b W +B b W oe B VB R By e (3T
Multiplicando (3} por 1k+;

v ¥ v, v, . ... -
E11k+|v1+slli+xv1+‘"*Bklk+|vk'ak+tlk+1vk'l. v (3

Restande (3] de [3'):
Eltll-hkt1JFl*B![llihkr|];;+'"*Ek[lk_hk41}Fi-UV

Perp por hipétesis (ecuacién (2)), les vectores - -

?}, ":' - Fk' son linealmente independientes, es decir:
Bl{ll_lkf|] =9
Brtkitlk*i] = 0 "
By Oy iyayd = 0
Ademis, tedos los valores caracterfisticos son distinmtos,
esto =5, Ai-1k+.iu, Yiel, 2, ..., k. En censecpencia, de (47,

£|-B:- R -El = 0.

¥I-78/79

Llevando estox valores o (3),
-0

A ¥,
et kL oW

Como ?k_liﬁ entonces ﬂk,l-ﬂ

b

Por tanta, los vectores ¥ , ¥ , ..., Fi, ¥y, 190 lines)

i
mente independientes,

Con esto queds demostrado el teorTema,

s conveniente setalar que el reciproce del teoremp VI_16
no ef cClerro. Esto =3, 3i T tiene vectores caracterIstices lineal-
mente Independientes ¥, ¥,, ..., ¥ ., entances los correspondientes

valotres caracteristicos L A vaay b

e T no son necesariamente Jdistintos,

n
Por ejemplo, para la transformsclén idemtidad I:R® = R

definida por

Tenemos:

If1,0)=(1,0)

1o, 1)={0,1}

Obvigmente, (1,0) v (0,1] aon vectores caracter{sticox %Y
nenlmente independientes, ambos asoclados nl mismo valor caracteris
tico 3=1.

Espacios ceracterfsticos.

Regcordemaos que para la transformacien T del &jemplo ¥I.10
&2 gbtuviersn los velores caracteristicns: & =0, a.=1, 1,=-1.
El conjunte de todos los vectores caracteristicos asocis

dos sl valor ,.=-1 =25

e Ry, #0)

{{-k,, =4k sk,} | k,

IP

51 & ostr canjunto agregamos el vector cero, obtenemos el



subespacio vectorial de R':

E (2 )-{(-%,, -4k, Sk} | k, € &

liamado evpacio caracteristico ssoclado al valor caracteristico LI

En forma similar se pueden obtener los espacios caracte-

risticos:
E (3 )=f[0, ¥, k) | ¥, ¢ R}
E{3,3~0{k,, 0, @) | Kk, e R}
Tecrema V1, 17, ]

Sed Ti¥ + ¥V una transforosacidén lineal y sea » un Yalor

caracterfsrico de T, El conjunto

ECH=I¥ | ¥ e V. y T(¥])=avl

¢s un subrspacio vectorial ds v,

Demostracifin:
1) Sean v, ?, c E [1}. Entonces
T(7, )%,

T(V,)=4¥,
coen T es5 lineal
TOv, o¥, JoTLF, YTV, ) od¥ o3V =) (¥ V)

T W7
+ . VoY,

£ E (3,

2] Sean ;1 e E (1) ¥ ot [, Entonces
T{V, )=V,
¥ comg T £5 lineal
T{aV,}=aT (¥ }=a(i¥ )=} {aV )
. a v, £ E (4],

Esto demusstra el teorsma.

A E{*) s& 1r conoce comd espacic carscterfstico aspcla-

do 2l valor cartacteristico %,

Ejemplo ¥1, 21,

3 T -1

al Sex la matriz A= |2 I -1
] 2 0
Exta metriz define uns transformacifn lineal T: R' « n'
dads por Ti(¥)=a¥, ¥ 7e g

Encontremcs los espacios carscteristicos.

Fara obtener 105 valores caracteristicos, celculemes:

L A3 S -t
det(A-21)= |2 1 -] mtenteang
2 z -3

Las relces de este pulipomia sen: =1
1,=7
, Ay=2

Note que exlsten valores cerwcteristicon repetidos. En

contremas loa correspondieéntss vectores:

de donde

v

Para 3, =1
2 1 -1 a
(A-2, 1)¥= I B y| -
2 2 -1 1 o
£t = dx
y = &
(h;y 0, 2k} ¥ Kk 40, ex un vector asoclade & ,=1 ¥

EQy 3={(k , 0, ik ) | ke R},

VI-80/81



Este subespacio es generndo por el vectar (1,0,21) v, comn
ex clera, dim E{h.}-l.

Para 1,-1.1-2

- 1 I | |
2 0 ¥ =
I -2

de donde z+ix
yex

. [k:, k!. Ekr] ¥ hi#n, ¢y uyn vector asoclado & - -

1‘.1..2 ¥ E{-i!]'E{-’t,}'{{kll kl:" 2k l kl 3 R}

1
Este subespacio es generado por &l vector (1,1,I) y au dimensidn
ez dim E(a,}=1.

by Consideremes otra trapsformacifn con valores caracteristicos re

petidos.
Sea T:R' = R 1 transformacisn linaa! definids por
T(¥)=B¥ ¥ 7R
i 1 1
donde Bs (2 2
-3 4
Entances,
-2 1

det(B-31] » |2 33 oz | =ntoealersye?

¥ J|1-',F
1:-]
1;'1
Pars A =7
-5 1 1 ! 1]
7 -4 i ¥| = |0
1 5 -3 O

vl.gz/83

de dande y=lx

Iv3x

. Bk, 2k, 3R} Y K FD, e un vector asoclado w L =T
y B )={(k,, 2k, 3k,) | k, € R},

En ¢ste case, dim E(} )=1, yo que o5 generade por £} veg
ter {1,2,3).

Fera 3, =3 =1,

1 1 x
i 2 2 ¥| =
3 bt X H

es decir, x+y+i=
0 blen Im-a-y
ook, %y, =k k) ¥k, k., no ambos cero, es un vec
tar carActeristico asoclpdn a hp=h,=1s ¥ '
E(a)=E(2 J=1(k, L -ki-k’] | k:' k’ e R},

Ahora la dimensifin es das, pues 5[1:} es generado por los
vectores independientes (1,0,-1) ¢ {0,1,-1):

E[A,}-E{AJ}-{EI[1,D,—l]+k![n,1,-1}| kl, kl ¢ R}

Tenemas agui otrg case de vectores caracterfsticos lineal
mente independieptes asociades a) mismo valor cAracteristico 1 -

(ver phgina 749},

" Ejempla V¥I.212
Sea T aguells que transforma un vecter cualquiers del es
pacia euclidisno tridimensional ep su simftrico respecto al pleng

P que cantiene al eje 2 y forma un fngulo de 45° con el plano x-1,



comg s musstra en la Eigurws:

r

45"

Lu impgen de un vector cuslqulerm (x y,z) de R’ sogdn T
es [y¥,x,z) per 1o que la regle de correspondencis es

Tlx,¥v.z] = (r,x,t) A

Como es fHcil verificar, 3e trata de une traensformacidn
tineal, por lo que, para cbtener la matriz asocisda o T en la base

canfinica de R', caslculamos

T(1.0,0) = {0,1,0}
T(e,1,0] = (1,0,0)
T(o,0,1} =~ (0,0,1}

Entancen
g 1 ¢
H = 1 0 i)
0 a 1

Chtengases ahora los espacios caracteristicos de T:

-3 1 0
det[M-A[)= 1 -2 0 | =a'0-a)-r1-3)=-1"ea¥e11
0 0 -

haclendas ot e se obrienen los vazleres caracterfscicos

Del sistema homogfnea (M-xI)v+0, con A=-1:

| 1 a X )
! 1 o ¥l =~ |0
0 2z I [

cuye solucidm generwl ex
==Y
=
se obtiene el espacio caracteristico
EQ ui(k,, -k, 0) | k, € R}

y del sistema homogéne=o (M-21)¥=0, cen 2 =)

-1 1 i} % )
1 - a ¥| = | DO
o o o] iz 0

cuya solucidn general es

Vi-84 /5



Ty
vz
se obtienes el sapacio carscteristica

EG )0k, kK0 ] kL, Kk, ¢ R),

Veamos ahora la interpretacitn geomftrica de estas resul
txdos:

El espacio caracteristice Etllj* de dimensidn uno, :cﬁrg
sents al ¢onjunte de ve:tur;i sobye la retta yv*-x alojads £r e] pla
na z-y. Estps veCtares sclamente casbjsh Su sentido al aplicar 7T,
perc conservan su magnitud y direccidn.

T(V)=-¥,

£1 expacio caracterfarica E.[%,). de dimensidn dos, repre

Es decir:
YVeEQD

sentas al conjunte de vectores contenidas €n 21 plano B, Estos vec
tares mo sufren slterscidn alguna al aplicar T. Es decir:

T{¥)=¥, ¥vekE (4,1

¥I-B6/87
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

HALELLLY Y MATRICES

fonslderamos €l slguiente ejezplo;

Una industria fabrica tres vipos de projuctos [(Llamfmosles
A, By C) ¥ cuenta con un totsl de 50 ghreros que trabajan & he. dia
rias, Es declr, dispone de un tatal Jde 300 horas-hombre =1 4fa,

Fara fabricar un producto del tipeo A, s& requiersn 20 hé-
ras-horbre ; para ung del tipo B, 100 ¥ pava uno del tipo €. 44,

En <ondiciones nermales, no existen restricciones de Biie
rin prima ni de maguiparis y los obhreras estan capacitados para ip-
tervenir en la fabricacidn de cualguiera de Jlos productes.

Se quiare saber: que cantidad de productos A, B y C pue-
den fabricarse diariamente empleands la tatzlidad de horas-hombre
disponible.

Podemos cntonces plantear el modelo matemftvico siguiente:

i x,, 2;¥ x, representan el pimerg de productos &, By C

que st fabrican dinriamente, entonces 20x,, 100x,y 402, serdn, el nd

mero de horas-hombre emplendis diariamenty en fabricar todes lo3 -
productos A, B ¥ C,

Como fe desepn emplear las 400 horas-hoobre disponlbles,
los valores de X .01, ¥ %, deben ser tales que

10x +100x ~40x =400 ., . .. . (1)

Eapresiones como £ata, reciben el nombre de scuacignes 1i
neales,

Una teapuesia al problepe podria ser fabricer 4 productos
del tipa A, 7 de] tipo By 3 del tipa C, ya que, al sustictuir estos

valores =n la e:preiidn ['I]l se vertfica la igualdad. EnLonces, -

diremos que
=4, x a2, l‘-ﬁ
¢5 unad 3olucidp Je la scogsbn (1],
Sin embatpe, podemos notar gque esta Solucifn no es Onica
¥a que los valores
1|-?, Bl E =4,
tambiln satisfacen la ecuacifn (1), por lo que constituyen otra so
lucidn.
Geperalizando, la ecuacifm (1) &5 upa expresidn del tipa
'n‘l'“:ll‘-*-"n’n'h I 3 |
a 1a que llamaremos ecuacifin linesl.
A lay constentes a,, #,,.-., B, %e les 1llamp Cﬂefiéitnlel,

ab términe independicnte y a I Egyerng I inchgnicas o varisbles.

n
Vemos gue las incdgnitas aperecen rodas #levadas a la primers poten

cig, de ahf el nombre de aguacidn lineal.

V45



¥ SISTEMAS DE ECUACIONES L1NEALES,

Regressnde al ejemplo anterior, supongamps que por rato-
nes de demanda 1los productes B y © deben fahricarse en cantidades
ifuales,

Entonces, se tiene la restriccidn adicional nyex,, que
expresads en la forma (2] queda w

Ox wx,=x,=0 . . . . . (}]

Ahota el problema conslete en encontrar una folucién que
sarisfaga, slaultlineaments, las ecusciores {1} y (3}, por lo que -
lax dos soluciones Gue anted encontrames ne son Geiles,

§{ e Fabrican & productos del tipa A y I ds lu; tipar B
¥ ©, vempos gue se sugisfmcen simultdneamente lus ecuaciones (1] ¥ -
{3). Entonces diremes que

noeE, x,"2, x,=1
#3% una soluglén del sistema

20x, +100% ,~40x =400

PN £}
IENR Ag- w,= 0

#l cual consts de 2 ccuscionts con tres inclgnitas.

L N L B B | .'..[s]

x ¥ ¥, -_45 =h
i TR R Tt B i T B

donde Riy E C son los coeficientes, x, las Incégnitas ¥ by e £ los

términas ipdependientes.

Una solucisn Jel $Sistemu de ecuaciones (5} ¢a% um conjunto

ordenado de n valeTes que satisface simultlneamente & todas las ecua

cignes.

Befinicidn,
Un sistema de ecuaciones lineales es up canjunto de ccua-

P ; i
cipnes de la forma (2} gue deben resolverse simultrdneamente.

En general, un sistema de m ecusciones con n fnchgnitas,

definido sabre el ciémpe de los ndmeres complejos, es de la Yarmd

V.67

Una forma de obtentr soluciopes.

Tal ve-. Ja técnica fundamental pars encontrar las selucio
nes de un sistema de epcuaciones linesles, sea 1a de eliminacitn, El
froceso Consiste ep transfcrmar el sistems original ¢n un nuevd sis
tema de ecuaciones que puede resolverse fhcilaente. El nuevy sis-
tems, deberd tener las mismas soluciones que ¢l original ¥ en £ste
caso diremgs que ambos sistemas 50 egujvalentes.

Pata obtener el Tuevo sistema 3¢ hace uso de Jas siguien-
tes transformaciones, gque reciben ¢l pambre de “Trans formaciones --
clementaloce" y cansisten cnt

11 Intercambiar doas ecuaciones.

*) Multiplicar uma ecuacidn por un ndmero k40

3] Multiplicar uns ecuacitn por un ndmero /D y sumar el

resultade 3 otra ecuacifin del sistens,




Np es dificil acreptar que €] sistema original y el nueve
sistema son eguivalentes. Sin embargo, el estudiante purde {on--
sultar la referencia 1 peg. 414 para una demostracidn,

Podemos ilustrer la técnica medlante el siguiente ejem-

plo:

Ejemple 1V.1.
21:'21,-b
K - dE =1
'IL*I,‘SII =14
31 intercambiamos las doy primeras scusciones (con el objeto de gque
ny ;pirtzcl en 1w primera ecuacifn} ohtenemoy
I|-2x141,+-l
211-21‘-6
-E vx, rhe w10
31 sumamos 13 primera #cuacifin a 1a tercerp ohtenemos
- x.azxtﬁxi-l
2x=421,-ﬁ
ﬂ-x}‘ﬁlllll .
31 multiplicamos la segunda &cuacidin por } ¥y sumamos el resultado
a la tercera obtenemos
LIRS S
Iz vlx mt
Deda =14

dividiendo las ecuaciones dos y Trey entre 2y 7 respectivamentie:

K,-2x v, =1
X, *E =]
x, 2
e 13 tevcera eccuacifn inmediataments vemos que
x,=3 ¥ sustituyendo este valor en la segunda ecuacidn s encuentra
que x,=1. Finalmente, &l sustituir en 1z primers scuscidn se en
cusntras que k *1, pui 1o que Iy 20lucidn del sistema &3
=1, =i, =2
Ahara hien, hay siscemas de ecuaciones gque admiten mis dre
unsé solucidn; un cjempla lo tenemos en el sistemn
20x, +100x, «40x =400
N
gz,* FK,- x,2 0
que eepleamps comp intraduccifin, La solucifn que habfamos wmencig
nado es

E w6 x_ =2 5,=1

! 2
¥ ¢l estudiante puede comprobar que
x, =13 x,=1 %=1

s atra solucién. A este tipo de sistemas, que tienen mis de una

soelucidn, se les llama indetezrminados.

Tambifn hay sistemud que no adoiten solucidn. Por ejexm
nlo, 1esulta evidente gque el Aistema

I.*xr-1
:.*x*-I
ne tiene solucifn, puesto que no existen Jos nimeros cCuya sums aea
1 v 3 a la verx. A este Tipo de sistemas se les llama lncompati--

bles (o inconsistentes).
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En genernl, de scuerdo con la eaistencia ¥ tipos de solu-

clén, los sistemas de ecusclones Lineales s clasificsh en:

-

Peterminados *
tempatlbles {vna selucidn)
{tienen solucibnl Indeterminados

. (mis de una solucidn}

Incompatibles

{ {no tienen soluclén}

M3s adelante, y con pyuda de oLrgs conceplop que tratare-
mon, poedremas detegyminar 3i un sistemp tifne sclucidn o ne la tiene,

¥ $1 #sta #3 Cnlce o0 no 1o #1.

W-10/11

1v.: WATRICES,

El ¢studio de los sistemas d¢ scuacianes realizade ¢n la
seccidn precedente, puede servir come una introduccién netural )
cancepte de matriz.  En el proceso de construccifin de un vistema
equivalente, puede advertirse que no es neczs;rln_es:rihir 1ay in-
CAgnitas X, Xi, +s Xy ¥3 que rvealaente cflo se opera con los -

coeficientes aij ¥ ¢on los términos Independientes hi‘

51 analiramos el ejemplo IV.1, vemos que el sistema
31!421,-6
II-ZII'I.II
Sk vE v hx =40
gqueda ¢ompletamente determinade al conccer a] valor y la posicidp
de cada uno de loay cpeficientes y términes indepandientes. Esta

informacién se puede presentar convehientements gn £l siguieats -

arreplno
o r &
fe2 1 af L (8
-1 1 514

al cwal & le llama MATRIZ.
Este arregle en particular, copste da 12 elementos (nlze
ras] dispuestos e#n 3 renglanes y 4 columnas, por lo que diremas que

la matriz #5 de orden Jxd,



Definicidn,
Une aatri: de orden mxin sobre ¢1 ceapo de los ndeeros -

:u-plejﬁl, ®3 un ATreglo rectengular

| R T &.n
43, 8y, 45n

. - {7
'l. 'm; s P

€on m repgloney ¥ n columpas, dende Llos .ij € C s¢ llaman sus ¢le-

BEntos, -

Comunmenie, 5t represcntd & 129 mattices con letras mayfds

culas ¥y a susd plementos con lettrs Rinfisculas, En forma abreviade

llllatflz (7) putde cxpresar’s  comp

A-{uij] donde i®1,2,...,m ¥ j=1,2,..., 0

Las subindices i, 3 indicen, respectivaoente, ¢l renglén
Asl por ejem-

¥ 1a coluans #p qut se encuentra ¢l elemento lij'

rle, a,, represents gl elementp gues s¢ enguentra £n el segundo TEen

glén ¥ terceta columpa de la matriz A,

Dada 1w Importancia de la poslcifn que guardan los #le--
sentos ¢n el arvegla, decimos gue do0s malrice: son iguales si son
del mistmo grden ¥ 3us elementos corfespondientes son jpuales. A

estn obedecs la siguients -

Definicitin.
Sean A-{aij] ¥ B-{hij] dos matrices dal mismo orden, en-
tonces:

AR e= aivhy, LW

Waclendo referencia nuevamente al ejceplo 1V, 1, podemos

efectuar con loy renglones de 1 matrl: {6) transformeclones equi-

¥alentex 4 Jas clectuadas con las ecuaCiones del sistema.

El procesa serfis entonces el que e {lustry a Contingacian

[ ¢ 2 2 ¢
M 1 -2 1 . (6} -
=1 1 5 10
[ LA S R hemos intercanbiado los dos prime-
M o= ¢ 2 1 & Ta3 TELElones.
h-l 1 510
M1 -2 1 hemos sumado €3 primer Tenglén al
HII- 0 I I & tercero,
L®-t 611}
- -
1 -2 1 1 sultiplicando el segundo rengién
HI[I' 60 2 2 & poT %. lo hemcs sumado al tercerp
Lo o 7 IIJ
-2 1 hemgs dividido el segunde y tercer
HIV' g 1 1 3 rengléin entre 2 y 1 respectivamen-
Lﬂ o1 2 e

Le Cltimg matrly (M;,) represents ¢l sistema equivalente
Xy e =1
X *x,=3
el
fuys 30lucifin puede cbtenerse fdcilmente.

Ea matriz MIV' s¢ dice gue esth en forma escalonada é que

¢ Uns malTir #:calonada, En gentral, upa satriz e5 esxcalonada i
¢l primer elemento distinto de cero de cade renplén, es igual o 1 ¥

el nlimerg de cercs anterlores o dicho elements aumenta de renglén a
I¥.12/13



renglén. Las siguientes matrites son escalonadas: tran«iormar a In matriz A en G4na matriz escalonada equivalente uti

1 3 & | . T I 3 4 1 lizande transformacionas elemestsled por renglén,
Ma |l 0 1 5 e o 0 1 p. |00 1 %2 Solucién:
06 0 1 @ - -
L 0 0 0 0 -0 0 0 O Dividiendo entre 1 el priper 1t 4
- renglfin de A obtenemos 2 o41e -4
Transformaciones elementales por rengldn. : Ape s .35 9 1 .
- Las transforeaciones efectuadas con loa rengicones de 12 1.1 3 1 .
. LT ¥ .
matriz M, parm cbtener finalmente la matriz M., s¢ llaman Htrans
formmciones elementales par renglén’ y come hemas vlato, pueden - Multiplicando par -4 el pri- 1 2 01 4 -1 ]
ser de tres tipos: mer venglén v sumande al 2o, o0 ¢ o 0 @0
F
1) Intercasbio de dos renglon=s. renglén de A, obtenemas It 1.3 9 1 I
21 Multiplicacién 4e un rerglén per un ndmero &40, 1 -1 3 % *
1} Multiplicacién de un renglém por un ndmere k40 y su-
. i . i- | -1 ]
ma del resultado » otro renglén de 1z matriz, Multiplicando por -3 el pri . 21 4 1
Utilizanda laz transformaciones elementaled por rengldn, mer renglin y sumande al Jer. . e 0 ¢ 0 0
- Tenglén de A ghtenenos Srh 0 -9 6&6-11 1{
¢5 posible ‘transformar cuslguier Batriz £n una matriz escalonada. 1
— 7 1.1 3 3 4
Definicidn. - -
Diremos que des matrices son equivalentes, 31 cualquiera Multiplicanda por -1 el pri- EEEER -1
de ellas puede obtenerse @ pattir de la otra efectusnde un rimero mer renglén y sumando al 4o, o 0 0 s 0
. Ay
finito de transformaciones elementales por rengldn. : renglén de A ebtenemos 1y -9 & -11 4
En #] e#jemplo snterior tenemos que las matrices M, My, g -3 2 -'l'ly 5
Mire Mizp ¥ Myy 3om squivaientes. - - -
Intercamtiando el segunde ren 1 2 1 + -1
=11
£16n con el cuarte rengldn de g -3 12 B 1 5
Ejemplo 1V.2 . Ay
A7y obtenemos O =0 & <11 4
2 4 2 B -1
4 3 416 -4 0 0 0o 0 uJ

Sea ls matris A=

H—i

I¥V-14/15



Multiplicando per -3 el segup R 4 1]
do renglén y sumando al ter- | g -3 2 ‘l} .
& ; L Ay
c#r rengléo Jde lv obtenemas ' Ay ¢ 0 o g .11
! (¢ 0 0 o o]
Dividiendo entre -1 e¢] segun- i 12 6 -1
I
do renglén de Ay, obtenemos 'i ¢ 1.3 Lk 3
; adl 0 0 9 0 -1t
t
: Lu 0 0 0o 0
i o
Bividiendos entre =11 k1l ter- 1z 1 PR
cer renglén de Ay {obteneass qa 1 _% l& _;
Moroo®
Ville o0 o
lﬂ [ 0 0 _

Ly matriz Apppp ©5 una matrit escalonada.

Al hablar de las transformaciones elementales, hemos he-
choe &nfaxiz en el término "por renglén”. Esto phedecCe 2 gue exis
ten transforeaciones, snilogas » lay #quf descritas, s=fecruadas --
con las coliumney de une matriz, En este cupftule ho se justifica
td la existencia de dichas transformaciones y tampoco serfin wtili-
tadus. El estudiants intevesado en saber miis acerca Jde e-to, pue
de¢ consultar ls referencia 3 pag, 141, una vez que haya termipado

«l capIitulo.

Ranga e una makrig.

elinicifn,

51 trapsioTmamos una RAtriz A AN una matriz escalanadz B,
el nfimero dr renglones de la matriz B con al menes un elemento dis
tinta dc vero se 1lama RANGO DE LA MATRTI A ¥y se representa con -

RinY. k] mismo ramgo se asigna a la matriz B,

Te acuerda ¢an esta definicidn, cuanda dos satrices son

cquivalentes ambas tienen 21 mismOo Tango.

'EEEE)

Las matlrlces A, A]

AvIll del ejemple LV.2 son todas de rangeo 3.

I'l concepro de rango de une matriz, juegm un papel muy -
importante en la teorfa de sistemas de ecuaciones Llipeales que va-
remps mis adelante, El estudiante puede darse cuenta que la defi
nicidn dc rango, (a4l comn se enuncia tqu[,.prcpurclunl a4 la ver un

aftods para phtenerle.

V-16717



Z7J3wm W] ygaas ojanposd 13

srwiauad uptdTULIap wun 13331QB163 ap o63alqo 13 wval
1

q
ttg e 4 - [fe rte 'fy
g i, iTy T ¥

faati1ew £97 ap oyanpoid 14 soweluaigo 'awprirs e@an) Wy

[v- 1 0]}
'I—:Iill
gl |
LB S—— L
]

Tx ap BUMNTOD E2TUD BT ap

;¥ajivdanbsa ewicy ui
saluamara §af iod y ap upTTuas opundai [ap SOIUSMITI Q[ ap sOIanp
«oxd §of ap wEns ¥ ® (endt ¥a ‘:ry ap olvawara opundas ]

[or oot 02)
Txgpetxpppetupy

o e [ex] |
]
TypoL - Ly |
1 _"

L]
'xpr -

xz

jeFTiRuwanbss wwig) uy 'x ap BPUUATGI RaTUD
9T ap sojuawHfa say rod y ep ugtIuas sIwpsd (ap soluamale SO P S0y
Inpozd 50 &#p wans wp ® [¥nB1 S22 'xy P Qlyawara zawpid 13

tx 4y SaIjLLE@ se] AP Apried € ‘xy ITiiER B] 3EaJu
F1q0 apand omoD somwas  C[Uapio %3 u@) x Ly Fairijedm se[ ap ;:
Tnpoid 9, SOWIlwwepq a7 [§) s Epeseidea xy Eg;}eu el ¥

. by .fx L 'xg

] | =5y
A TIETRET T E R T4

&1/BT-AY

o3ury Iod  C(r) ey

‘?15 {4 273[qrits snbh $aWo13Ipuod €r] Jjuswetlzasd wat anb

1] - Fx - T +tIu

oor="xope Fxpole f207
15 O079% & TS5 JIEFETINE %
0 I
oor “xgre "xp01+ 207
£33T131eW 213u3 prprendy ®¥[ 2nb su-aq;s
"sa1end; 1as uagap g £ 3V AP i;;ﬂ:@puud:;;;ﬂ: sojuamatd £Qf
*saatliem ap prplenfr dod 'spoapy ‘g wa3a pepiendy wi Iadalquisa
aopod wiwd |7 waplo ap 13§ Fqap '1r_u1:npo1d TTAIEU ¥ !
"Xy

- p1anposd {4 rind spensape UGIIjU]FRp #un souap opuend 4 axdwais
(%) "' gex¥
owdld {§)
PRAISTS [ J¥Saldxa somapod '"SaI1i1E EWIEY Ep EpndE uo)
"EM33s]¥ T2 uwa ueazzede anb [g ua) wajuarpuadapur souywigl saf
A [x ua} ee3fUdgay] sE1'({y Ua]E23UILT] a0l 0] OPTUNRA EOWBY dpuop

=
0 frofex P- 1 o
=4 . el
oo x or 0OL OZ

E23TLITN SET 1emIoj £0Wapod

¢ ='x -Fx. My

IR
00y ='xnee PxpoLe "0z

TWIISTSF [4 S1USLUEAINU FOWANIAPITUDD

EERTETE A GLNT0Ed 'I‘#I



ol |bl 1 "ubu *a, |b:|1

.'! I-hl 1 +Blth!1‘ul !h'll

ABw

daonds ohservamos que:
lo.) EIl e=iemento gque s¢ encoentra en el pri@er renglén
primera columna de la matri: prodecto, es la suma:

]
'leli'“t:h:i"tlbll'kfl ahy,

{0.} El elemento que ¢ encuentra en ¢1 segundg rengldn

primers columna de la mateiz prodoucte, €5 la suma:
]
LTI R FL IR PR t:1 4,0y,

Generalizande, ol elemento que se encurnira en el tvenplén

1, columna j, d¢ upa matrit products AR, e% la suma:

.1 LY

n
E
k
donde n 2 ¢] ndmerc de colunnas de la matriz A ¥ ¢l nGaere de TER
glones de 1a matriz B, que deberS ser el mismo para que pueda efec

tuarse el producte.

Definicidn.

Sean: A= {aij] (i=1, 2, By jel, 2, ..., o)
¥ oB= (B;p) [i=1, 2, ..., ny J=i, 2, ... P
dos zatrices de orden mxn ¥y Rap respectivamente.

El producta AB ex uns matriz

C= [cij] fimt, 2, ..., my j=t, 2. ..., pl
de orden map Cuyas elementos eaxtfn dados por
n
“ut Dby

Ejemple IV.3
Para ilustrar la definicidn, ohtengamos el producta de 14

matrices

=1 -3 L X
que ¢4 une mattiz @ de orden Ixd tal que
€, Z-0+1= =&
¢, 0-3+3~ D
c,,* -41+0-d= -§
€,.,= 2-3-32 -4
€., =1412-1= 10
€ .= Qeddm |
c,,= 2+0+d = &
c, v -1+d+3x 6
eptances, la matriz producta es
lfﬁ o -8 -4
AR
JD 1 b ]
Ohsérvesr que £l clemento que f¢ encuentra ep ¢l renglén
i ce'umna j de lz matriz producto AB, se¢ chiiene efectuando el pro

ducto escalar 41 renglén { de A por la columpa j de B.

Par ¢jemplo, el elemento c,, €5 ¢l producte

Fd

-3 ..1] i) = af+f-dm '!"':n
]

=
Ed

Podemos concluir, ¢n bate & la definicifn, que podemos

efectuar ! producto AB sflo cuando el rdmerc de cplumnas de A &3

iy-20/:



jgusl al ndmero de renglonecs de B. En este cato, diremos que las
ratrices A vy B fon conformables para la multiplicacién,

En general, la multiplicacidn de Jas satrices X0 es con-
mutative. Incluse, en muchas ecasiones se liensr que dos malrices
A ¥ B son conformables pars multiplicarse en ese orden [=#5 decir -
puede obtenerse el producte AR), mizntras que no son conformables
pars multiplicarse en el arden contrarig (no puede ohtenerse ol --
praoducto BAJ. Por tal molive, &5 necesario preclsar el orden en
gque lus matrices se vrpn & multiplicar. Fara #1 casc del productn
AB, diremos que A premultiplice 2 B, o bien qus B pestmultiplica a

A

Ejezplo 1V. 4.

Dada las matrices

chtener: 4] RS
k] SR
c] TS
d) 5T

Salucién:
1 1 g -1 6 -3
") RE5= a
LI | 14 1 -7
[Las matrices R ¥ § s$on de orden Ix2, por lo que les 1l1a
ASr#ECY mALTices Cuadrades y diremos simplessnte que son de orden

1)

Iv-22/23

g -1l 11 -3 -4
b) 5SR= -
3 -1 34 1] 2
En e3te caso, pudieron shtenerse tanto el producte RS €
mo ¢l praoducto 5k, debide & que aabas natrices sen cuadradas ¥ del

miemo arden. Sin embarge, nOtaeos que RSFSR pues, Como se asncle

nd, ¢l producto de matrices no 5 wns operacifn conmutativa.

R (o 1] o -
¢) TS» 1 T -5 2
2 3] _3 1 g -5
fo -1 RE]
d} 5T= ¥ 1 no se puede
L3 -1 2 3]

efvctuar, va gque el nfdmero de colucnas de 3 (21 es diferente del -
ntimers de renglones de T (3}. En otras palabres, Sy T no sen --
ronfermables para la multiplicacidn.

Obsérvese que, aungue pudo sbrenerse el.producto T3, mo
fuf posible vbteper 5T, lo cual resalta ls lmportancia de sapecifi

car claramente el orden en que se desea multiplicar dos matrices.

- 2 = m m v % = =

5i una matriz A =3 de orden nxn, diremos fque A &5 una @3

t1it fuadrada de orden n.

Ejemple  IV. 5.

Para las matrices

i fra | -1
e | -3 Na [: 1, i] P={p,, -4 3
1 i 1+ Py



encontrar los valores de a4 , Pyor Py, de tal forma que se vertfi
que la tgusldad

My = P
Sniuciﬁn:

Primero obtenemos

1 i -1
HY= - -1 1
=i 1 i

Por otra parte, como MH=F,

1 i -1 i*g i -1 i*asl avt.j
- - - - ==
1 - 1 Py 7! 1 v
- 1 +spm] _ d= 0
i 1 i i -1 1+ Py, ] = v
Pay=l

—

Teorema IV.1
L myltiplicacidn de matrices (cuande puede efectuarse])

e3 psoclativa.

Demoxtracibn,

Sean An(a; ;) ne B'{bjh]n:p ¥ C=(tyrlpxq tres matrices -
cuplesquiers de orden mat, pxp, P4 Tespectivamente,
kar gque

(AB) € - A (BC)

De 1p definicitn de producto;

1

AB= [ L &,, b,
T 1} ik mxp

donde los Indices libres Son i«1,2,....my ®=1,2,.. . .p, v 1a mprriz

£3 de orden mEp, {Los Indices libres son los que indican el ren-

glén ¥ la coluena del nuevg elenento).

Queremos pro

Aplicande ahora la definicitn de producto o lus matrices

ABlayp ¥ Cpxg’

F 1]
AB}Ce b,
e A

mujtiplicando €, por cada una de lax sumas del paréntesis, obteng

Fos;

1]

P
BiC~ .
(Aeye [hf1 {jEI aij bjh it mxg

dande 1ot Indices Jibres son i=~1,.3,....m ¥ r=1.2,....0 ¥ 18 matrlz

¢cs de orden mxq.

Lo forma anfloga obtenemds:

n P
AtBCls {r (I & b o€ 1)

j=1 k=1 i1 1k mxy

Dado que el orden de ls sumy es arbitrerie.

F z h ] 2 { E b [ |
[ £ = T 4 - R C T
kel el i3 Uik Twr [ iy ik Skr

Por lg tentle queda degoitrtida que

[AB)C= A[BL)

Se¢ recamlenda a} estudiante consultar el apéndice I de la
referencia 3 para obtener habilidad en ¢1 manejo y comprensidn de
lgs simbolos de E{suma} y Il (doble suma), y hacer la dewostracidn

Coppleta de este tearema para +=] cetp particular de les matrices

tuadradas de orden dos.

Eiemplo IV. &,
Verificar la propisdad ssgciativa pers el producto, con

las matrices,

V.24 725



-3 [t} -1 0 1] 1 0
A= B'
T 3o - 20}
' 1
T
Solucibn, Jebemos verificar gue
(AB)C=ALBC)
-2 u] TR @ 0 0
AB= -
T | 3 1 I-1 2 1 1-1]
A T 1 0 [ 2 0
E-ﬁ'a)c' 4 1 -
2 1 1-1 *
1
g | -3 .f,}
Por otro lade:
5 B T 1 0 B n
(3C}~ .
TR I A 5 3
3 } l.ﬂ'.'tl '_\_"-:
N B q ? 0
AfRC) " ! = 1
11 B-3i 3-qif . A T
por la que
(ABIC=A{BC)
Hatriz Identidad,
51 con las matriges
1 g b 3 e
1= o 1 o]y B=| 1 4
g 0 1 -1

efectuamos €1 producte IW vemos que

o2
1B 1 i =B
-1 1

IV-26/27

51 ¢con 12 misma matriz 1 ¢fecivanos ¢l preducie 1A, dorde A &s una
matriz com 3} renglones ¥y cualquier nGmero de coluenas, chitnemes -
sicmpre gue A=A, A la mattiz I 1e llamamos matrir identided de

orden Y ¥ la represcatamgs mediante I, .

En general, & la matriz cuadrada

1 1] e 0
o 1 6 ... 0
0 o 1 - 0
ln= . . = . 4 .,
0 0 n ... 1
- “nxn

le 1lamaremns matr)zy ldentidad de orden p.
Esta matrit puede eapresarss en forma abrevipds comp

5=l i iwj

In= (5,;) donde ) o
“ij'u 51 1dj
Teorema  1V.: o
Para toda matriip A de orden mzan se tiene que:
[a =4
A I,= A '

Demastracitn
Sean ]m'iﬁij:lxm ¥ A'{'jk}nxn

Pe 1a definicidn de producto:

n
]nA O | jE1 &ijljk}nln
dande los Tndices 1ibres son i1, 2,....,m ¥y k=1,2,,,.,n.
Come &, 450 ¥ 14]:

m
Inhs [jfi ﬁlejk]nxn



donde whota, los Indices libres san {=1,1,....m y =12 _...n;,

Comp !jjii Vji

n
Ighs [;-l ljl}lxn

Como j e3 un Indice 1ibre

Y L CPR NS

La segunde parte del teorema se demuescra en forma similar.

Hyrrices elementales.

E]l resultado de efectuar un nfteero finito de transformaciy
nes slementples por renglén g une matriz A de oprden man, puede obre
rerae Lambién si Premultipllcamos A por una cierts matriz cuadrads -
de arden m,

Fars mostrar lo anterior, consideremas por separade cagda
Una de las tres trnensformeciones elementales por renglén.

1) intercushio de repglones,

Supangamos gue Lefemos und matTiz A de man ¥ que efectua-
mos el intercambio de sus renglones 1y |, Llgmemos a la matriz -
asf obtenide matriz B. -

i por otro lwdo, tom»mos la matriz {dentidad de orden m

[[.] ¢ intercambiames sus renglones 1 y J, obtendremos upa nueva ma

trir que llamaremos [ll’jl

5i ahors efectusmos #] producte ILi'j] A, 32 ghtiene 13 -

Batrir B.

Ejempla IV. T.

1 2z -
Sea A= | 1]
5 L] *

intercambiames sus renglones 1 y 3 para gbtener la matrig

5 &
h= 1 0
t é

Por wtro lade, consideremos la mrtiri:

1 o o
I+la 1 0
b o 1

¢ intercamhiemos sus renglones 1 ¥ 3 para obrener

ol g o 1
‘E"]]' 9 10
1 ¢ @

1
Efectuandg el producto IE ]A, LenEmOS

o1 12 5 6
(*-*3
1, a<lo 1 ¢ ] B g
b0 58 1 2

vemos enlpnces que, Ifl"} A es lgual » B.
2} Muleiplicacifn de un renglén por un nlmern kf0.
CUpengaMgs que Tenemss unk matriz A de mxn ¥ gque multiplj

camas su renglén i por el escalar kFQ. Lissemos a 1a matric asf -

obtenida matriz E.

Si por otro lado, tomawos la matrit jdentidad de orden -
m [Ty multiplicamos su TenglGm § put el e3calar kfE ohtendremos
une nueve matriz que llamaremos l.kti}.
5i ahera efcctuarps &l producte l:{i}A, t¢ cbriene ly ax

V-28,29



triz B TemgS hf{l'j]- _
; Si ahora efectuamds el producto I:“‘”A. se obtiens la
Ejemplo I¥. 8, . matriz B.
o2 1
Sex A=
L5 10 20 Ejemple IV, &
moltipliguemos el segundo rengldn por § para obtener 'ls matriz 1 i
[ 1 Z 1 Sea  Ax 3 1
B 1) 0 '
Iis 30 s 10
Par otra ladp, copsiderracs: Jo metri: . 4
- ; multipliquemcs el primer renglin por 2 ¥ sumemos al cusrts renglén
1 o
I = prra ohtener la matriz
1 I r
' - = 1 z
¥ multipllquemos su segundo renglén por 3 para obtener 3 [
_ - . B-
| ] 0 1
s {t)
I. - R
Lo 3]
1z }' Por otre lodn consideremos la matriz
Efectunndn el producto I: A, chtenemos: _
- - . 2 ' 1 I
MLCI I roe - ' z;‘ g 1 0 0
0 3] 5 10 2 15 30 60 LY 2 2 1 o
vemos entonces que, L “'a e3 igusl a B . [ o ¢ 0 1
...................... multiplicando el primer renglén per 1 ¥ suznando al ¢varto rengldn
3) Multiplicacidn de un rengldn per un nfimere k¥0, sumando el rE- obtenemos
sultado & otra renglén diferante. LI
: . ¢ 1 0o @
SupONEamos que tentmos una matriz A de min en Qe que mul I:(]' | . 0 g . o
tiplicemos su renglén i por el escalar W/Q ¥ el resulrade 1o susms- P o o 1
mos al repglén jéi. Llumemos o la mairii w3l obtenida, matrlz B. Efectuando ¢l producto 110N, obtenenas:
54 por otro lado, tomsmos la natrir ldentided de orden - 1 0 0 o 1 ? 1
» (I,), muitiplicamos su renglén i por el escaler kA0 y el results 1(1.v) ¢ 1 0o 0 o4 L
) P T I 0o 1| " | o
do lo sumamos al renglén j, obtendremos une nuava maltriz que llame : 0 0 ) 5 . ¥ 14



1[1,4]

vemos enfunces que, I, A ez ipual u B.

Definiclén,

s5¢ les 1llame matrices

A las matrices lél'j]. 1;{11‘ l:ll’J]

¢lpmentales carvespondientes s las transformaciones ¢lementales 1,

2, 3. TeapeEctivamente.

Vemps ahors que, <ada transformacidn elemental puede ser
1levadn a cabo premultiplicanda, la matriz dada, per la matriz ele
mental que se obtiene efectuando en I, le misea transformacidn =le

v

mentel.

Ejemplo 1¥. 10,

Hallar 1n matriz P, de orden 3, tal que transforme & ia
matriz A #n uns matriz e¢scalonada [(e3 decir, que ¢l producto FA asen
unm watriz escalonads}.

1. -2
L] 1
Lo

»
n
[ X Py )

Solucidn.

En 1s siguiente tabls aparece una secuencia de transfores
ciones elementales que tranaforma s la matriz A ep une matrlz esca
lopade, 183 correspondientes matrices glementnles ¥ el resulitsdo -

de efectuar estas trunsformaciones sobre A.

1 To 1 -2]
Matriz ezlemental | \
Transformscifin, correspondiente. 1 ¢ vlE
Tan=‘or Al AL LA ILL RN I
Intercambio de los ren- T ; E hz T u,
lones | z r + 9
¢ 4 [0 o 1 y 6
i] 1 -3
Tl 0 T | 2 } 0
Hultiplicacidn del pri- o 1 o N . :
met rengldn por 2 0 o " 1 12 2
- = 0 1 -1
bMultiplicacidn del ren- i f 0] _2 } DJ
glén 1 por -1 ¥ sumar al ! ¢ 1 o _ + .
renglon 3, _-2 o . 112 z
o 1 -2
. - o . 167
Maltiplicagién del ren- 1 @ 0 Lﬂ "4
gldn I per 1%1 ¥ sumar (LI 0 ] ¢
al renglén 3. o Lot fooz 7]
/] 1 -3 -
|' 1T a0 ] 0 D -362
Multiplicacifn del ren- L .
Q 1 4] +
g18n 5 por 7 .3 _
35T ¢ 0 Try 1 12 | (mmtriz
B - 6 1 -2]| escala-
- T/ |0 0 11 nada)

Ft misme resultado que 1 ghtiene al aplicer la secuéncla
de irlnlforn:ciunts, puede obtenerse preaultiplicands por 1as Tes-
rectlvas matrices ¢lementiles,

Efectuandy estes producto’ con la Secusncia qur mETTE Qa

tabln ¥ dado que la multipljcwcidn #s asociativa, podemos escribir:

v-32/13



1 0 o[t e ofr o o2 o offe v offfo 1 -2] [+ 1z 2 "ln,,-,, 2n n
(I o 1 oo v ool]o 1 qfr oo oflz b |0 1 -2 L ‘ CoAao a
0 0|08 -z e 1f|o o tf|o e )z & of |o o 1 o0 1 oA ... an.. n
R STy T e I
escaldin . e e e . . L
La matrit P buscada, serf el producto de las cinco matri- o 0 g 0 T T ! Eneyn
ces elementales. ] 0 0 ¢ e Q 1 |
Sin smbarge, para ohtener la matrviz P ne e3 necesarioc mul dopde rodos los eltmrntns By tales gque i=j {a ios gque se llama elg
tiplicar las cinco matrices ¢lementales; bastarS con efectuar la -- mentos de la diagonal principal) son iguales a 1., Es decir,
alimp secoencia de transformaciones elementales sohre la matriz I - apg=agg=ay = mapet |
{referencia 1, pag. 452]. MosCrarrpgs ahora que, una matriz de este tipa, se poedse
Las siguientes transformaclones sobre I copducen a la ma- transformar en una matriz identidad 1 mediante una secuencla de -
triz P (las transformeciones son las de la tabla}l, traneformaciones elomentales.
t o oo 1 o] fo 2 0o 2 0] [o =z ¢ o2 ) En efecto, £i el Gltime renglén de la matriz (10) le mul
g 1 of-1 o el.f1 @ q|+|1 0 O~ F1 O Of)+] 1 © g |*F tiplicames por-a, vy lo sumamos al priger renglén, luegs la multi-
o _ o 0 c o 1 _ﬂ -.'l 1 -l-?.l -4 1}%% T}; i—EI plicamos por -a _ ¥ lo sumamos al segunds renglén, etc., obtenemos
Para comprobar, efectuamos el prﬁductn FA la matriz.’ .
0 H D 0 1 -2 L (1 3y, 2 . LI B
PAv | B0 e | -fo 0 -2 °o 1 A, o 2o
-}%% ]-H- ﬁ-} T i o o1 9 0 1 v - & p 0
Una situaclén interesante, S¢ presenta en #] casa de l3s 1] 0 0 e e e s 1 o
matrices cuadradas de orden R Cu¥o FTango ef tanbifn n, las cuales . _ﬂ 0 0 oo T ¢ 1,

pueden transformarse en la matriz identidad I $i ahora, el penfltimo rengldn de esta nueva matriz lo
f n 1

i + i luego le
Estan matrices son eguivalentes a una matriz esculonada rultiplicamos por <4 .. 4 ¥ le sumamos ul prirer renglén, £

de 1m Forma multiplicemes por -&, 5. ¥ 10 sumimo3 al segundo rengién, etc., ob

tocnemas
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[ 8, 855 . . . . D al nicamente ceros. ]
a1 A, . . . . 0 0 Asi mismo, una matri: no cuadrade tampoce podrd transfeor-
o a 1 , . oo s marte en una matri: identidad fyw que €sta =5 une matriz cuadrada),
. e B 4+ r n s e 4w e w s Matrir [nversa.
; * ; * .D.‘ : '.‘ : "' ; ‘; Lon lo que hewos visto hasta ahara, sabemos que si se tie
U a A « B | ne ung matriz cuadrada A de orden n ¥ rango n, es posible [medianie
AL Einal de este proceso se ohtandrd 1a matrk: identidad uno serie de tranaformaciones elementales) transfarmarla primero em
]n. una matriz escaloneda ¥ luspo en 1s mabriz identidad Ip-
Tambifn se vib anteriorments, que el #frclo de URa Suce-
éjenpln v, 1. sién finita de transformacionss olementales sobre cualguier matriz
Usando tranaformaciones elementales, transformaremos la A, pueds obtenerse premultiplicando A por una clerta matriz P. For
matriz escalén le que, el efecto de toda Ia secuenchin de transformaclones utilizades
R T Pura tlever 1a matriz A a la matrlz 1, se puede obtener premultipli
] 1 a : cando A por una clerts matriz P, -
L L Fodemos entonces enunciar el aiguilente
a o ) 1 Tecrema 1V, 1,
en unw matrir identidad: ' ) 31 A ex una matriz cuadrada de orden n ¥ TARgo N, ENistae
14 -11 1 2=-1 05 12 -110 12 -110 1 280 1 ¢ 00 una matriz P tal gue
g1 0! . 21 01 . g1 00 N ¢ 1 00 . 0100 . LI I FPA = In
¢o 1 ; ¢ % 00 1 } 0e 1@ L 6co1e % es diffcl] demostrar(l) que dicha matriz P, cuople ram
0d o1 oo o1 00 0 a0 01 a0l oo

bien con

Este procedimiento puede aplicarde a cuzlguler mat:iz &g AP I
" 'n
celonede werbitravia. .
aungque 1z multiplicacién de matrlces no sea conmutative.
_ Fuesto que la matriz i s e5 el elemento idéntico pare 13
5in embargo, ¢4 importante notar gue una matriz cuadrada

{1) EI estudiante pusde obtener una demostracifn, & pureir de 1a de
Tg;;rlciﬁn del teorems 10-4-% de 1o referencia 1 (pags. 454 y

de orden n, en forma eycalonada y cuyd Tango SEX MENOT QuUE A, "9 -
podrf nunce transformerde &n Una matriz ldentidad. Fato se debe-

® que una matriz de este tipo, tendrf slempre #n su fitimo renglén
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multiplicacisn en el canjunto de las matrices cuadrades de orden g,

resulte pdecusda la siguiente

r —
Definicidn,

Si A ¥ P son dos matrices cuadradas de orden n tales que

PA=AT=]

4 la matriz F le llawmaremes matriz inversa de A

51 una matrit A tiens ipversa, diTemos que €3 no singu.

lar v & 3u !nversa la representaremos cop ™', ¢ purde drmaottrar
que 1a inversa A~ !'de una matrit A ex finkica v tambidén que (referen-
Cinw 1 pag, 444] e] producte de das matrices no sipgulares g3 upz ma
triz no singular,

Dade que wns matriz cuadrade de orden n ¥y Tangeo orpor que
n po puede transformarde en una matril? identided, no existr ningu-
na matriz F tal que

Fa = 11_I

En consecuencia, estas |;lrl:ts no tienen inversa. A 1las
Rytrices que no tienen lRversa les llamaTemos Matrices singulares,

Can los cenceptos tratades hasta ahora, el estudiante dE

be poder demostray el 3iguiente

Tecreas IY. 4.
5i A #£5 une matriz de orden wmanm, existe gy inverss A 'S

¥ solo &l
me=n+* R{A], [

Eiempin 1¥, VI,

Investigue 3! la siguiente metTiz Ctiens inversw

I¥.38/39

1 -2 3 0
3o po
A a2 e
’
: 0 b
Solucifin
Vamos g transformar A en una matriz escaldn
12 s 0] ioezs o) x5 0] [1oczos 0]
3ot F o Jo oseM o Jeos o) foos Lo
4 7z 1 el (4 z 1 0| Jore-11 0| [0 10 -1 0
B B 8 22
LZﬂ;l-hZU§-1JIﬂ-§1_Ui-—S-1J
[v 2 s ol [ 2 30 -z 30 i -2 1u-|
11 1m 1 11 1"m o
0 texp | o vyp o] P V-1ros| e Voo
g 1011 o o o o0-2] jo o a-z| o o ¢ 3
h:q-ié.1n4.3§1jnnu}iunuh
1 -1 3 ¢
o 4
0 0 0 1
°e 0 0 @

vemos Que la matriz escalonada tiene tres renglones diferentes de

cero, en consecuencls R{A]=3. Entonces, A e3 yna matriz singulet

1.

-1
(no cxiste A

a = = 4 m m = m w = = m m ®m m - m = g =

FPara obtener la matriz inverss de une matrit no singular,

hatemos uso del sigulente teorema,



Tearean IV, 5. *
Lz inversa de una matriz A no singular se¢ pusde abtlener
3i splicemps a 1, la misma secuencie de transiormacioncr clementa

les por renglfn que se utilizan para transformer la matriz A en -

1o matriz 1.

Deagstraclén

Sabemos que podemps transformar la matriz A en | median-

te une clerts secuencla de transformaciones elementales. Entonces,
existe une Secuencis de matrices elementales E., E ., ..., Ek-:' E,
teler que .
von E H

B, E,EA-™
s1 1lemamos P al producta de laz matrices elementalsas

v EkEk-|"' ELE,
podemas &scribir -

Pa= I

sdvnlis, sabemos que
AFs I
Es decir; F es ls inversa de A,
Coms 1 ex el idéntico para el producto
F= FI
entonces

Pe ELE._ ... EEI

la cual nos indica que P sm phriene a partir de 1, efectuando en
orden las transformaclones elementales que corresponden a E , E, &

. F
Ek-]y X

Eiemplc 1¥. 1},
R Investigar si ls siguiente matriz tiene inversa y en ca-

sp afirmetive hallarla.

0 @ 1
A= 1 -2 1
-1 1 3

Selucibn:

Aplicarcmes ¢1 procese des¢rite en ¢1 teorema I¥.5. La
primera columna Je la sigulente tabla, describe la secusncia de -
traneformaciones =lcmentales por renglén, ucilizada pars transfox
mar lg matriz A en la metrlz 1.

La segunds columpa, MUestra las

matrices obtenidas a partir de A con la aplicacién de extns trang

foermacicnes, La tercers columna, musstrs las matriced obtenidas
a partir de 1 con la splicacifn de laa mismus transformaciones.
Transformacianes ; z 2' 1 o ﬁ"
- - 11 -z = j)e 1 o] -1
Intercambio del primera Yot L1 g 0
: ‘ - ' -
¥ gegundo renglones ! 1 -7 1 o1 ]
1] 2 Z 1 0
Suma d¢l primer rengitin -1 1 5 [ I N
P +
al tercero (1 -2 1] [0 1 0
2 ? 1 0 [+
Multiplicacidn del segun Lt -1 6 Lo 1 1
* - L
do tenglén por % L I B B o1 0
N ' 1
H 0 1 1 T a b
1
Su=a del segundo Ten- I Lo ‘: & e 11
' +
gl6n sl tercero 1 1 -2 % o 1 o]
¢ 1 3 L
. 4 1] 7 1
Hulriplicacifn del tey - . L
L N J
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cer yanglén por }

A i o

- o

-y— = L=]

Hastu shora hempos transiormado 3 la matriz A en una ma-

"triz escalonads. YVemos que =1 rango ¢3 5 e igual al orden de la

matriz, por lo tanto ls metriz A tlene inversa.

Cantinuandg ¢1 proceso:

Multiplicec!dn del tercer
rengldn por -1 y sumer al

segunde rengldn

Multiplicacitn del tercer
tenglfin par -1 y sumar

al primer rengldn

Multiplicacidn del segundo
renglén por 1 ¥ sumar ml

primer Tenglén

La matriz que se epcuentrd al final de la segunda colom-
na, es I matri:z identidad, en consecuencia, por £l teorema w. 5,

1s matTit que se encuentra al flnal de 1le tercers columma ef ia in

versa de A, Par lo que:
N T

o T

- -] 1
Ao

1 1

’TT T

ry-42/43

"4"-"_t

lh.‘-l:

0

-.‘.-l:

-

«2

0

1

=1

1

1

A Jo Ao

)

d4- Ao o

A= o J

.
P

-._‘.-l: h.‘.-l

R T I

.

-l 1

Fodemos comprobar 21 resultsdo efiectuando el producto:

ooy 0o 2 2 10 0
. 8 1 1
A'A-ﬁ-TvT 1 -2 i <~ a 1 o]
1 1 1

En ocasiones, en lugsr de hacer una tabla como la del --
ejempla anterior, se trabeja con un arregle que contiena & le Datriz
A en el lade izquierdo y a la matriz 1 €n el lado derecho. Se --
rfectian ias mismas transformacicones en ambes matrices, hasta que
ae obtenga 1a oatrit T en 21 lada [rzquierda. La matrli que resul
te en ¢l lado derecho es A7,

En forma esguemdtica:

[A:I] L, e [1

]



¥, 4, SLMA DI MATRICES,

Definicida.

Sean A-[alj] ¥ B-[bij} dps matrices del mismo orden =mxn.
La adicidn o sums AP de dichas mwlirices £5 una nuevs matriz - - - |
C={cy;) de orden mxn tal que

SR ERLEY

Es decir, los elementas de 18 matriz © son les sumas de

163 elementos correspondientes de A ¥ B,

Ejemple IV, 14,

Dadas las moirices

§ 1 -4 -3 5 -2 0 FR
aele 4|l B={z 1] €2 -1 2| B=f0 0
103 12 10 1 1

a] Obrenesr A+B

b) Obtener C+D

Salucitn
a) 5 7 -4 -3 5-4 7-3 1
A+B= 0 4] « |2 1] = | D2 4+ = |2 §
-1 3 1 : 1 L 1] s

b) %o puede efectuarse la suma C+0 Jade que las mattlces ma son -

del mismo orden, #n e3tos casas s¢ dice gque las matrices RO som coR

formables para 1n aums.

- = m % » ®m m m r e m = ®=m m = = ¥ & - - = = =

Propledades Je la juma de matrices,
EL estudisnte puede demostrar las siguientey propiedades.

Semn A, B y C tres matrices del misme orden [min}, se cum

ple siempre fque:

1.-

2.~

[A+ByeCnAa+ B+

Ash = Bra

1a suma &5 ascciative

1a suma &5 conmutativa

3.- Existe upa matris ﬂ-(cij} (donde ¢; 470 ¥ i, jl de

orden mxn, a la gue 1lsmaremos matriz nulm, tal que

a,-

+

As(QuOehnh

Fera toda matriz ﬁ-{aij] de orden mxn, exlste unm -

matriz & la que llamaremas simdtrice de A y representaremos <om -

=&, tal que

Ar{-AY=(-A) *A=D

[ficilmente se purde comprobar gue ja sleftrica de A-rlij] 1

“Awi-n. .}
ol 8550

De la delinicidn de suma y la3 prepledades anteriores,

vemps que ¢! conjunto de las matrices del misme orden fatman un -

grupn abeliane.

Un caso particular, es el de las matrices cusdradas de

orden n. El conjunts (M) de estas matrices, con las opeTacio

nea de suma ¥ producto, forma ua anillo con unidad (no conmutati

yol, va que,

¥,

B, C ¢ (M) s¢ cunple siempre gque:

i1 A E ¢ {M

APB £ (M)

Iy {a+R)+C= A+{BeL)
{Aljc= A(BC)

3} A0 e (M) tal que
3 1.6 (M} tsl que

AsQn O+AwA

A In-In A=A

V34,45



i) Y oA (M), 3 -Ac [M) tal que A+[-A}= -A+a =0
U Ak o Bri
6] ECB+LY = AH+AC y (B+CJA = kA + CA

Las propledades 1 4 5, se han tratado ya para el cavp ge-
reral de matrices de orden msn, La propiedad Jiseributiva (6] 1la
deCostraremns 1 coatinuacidna.
bepgsrracitin.

Senn Aelaggl, Be(by,) L'[cij} Tres matrices cusless

quiers e prden m.
Le 14 definicifin de suma

beCw (b, . -c..}

ij 1)
e l& definicitn de productn
}.“!-'C]-{nij] {bij ;cijl"

n

AfBsCye 3
il

Coeo la pultiplicacidn ks distributiva sobre 1y suma en

ETRLITIY

n
-
L]

C v poar las pruptedades de 1p suma

1

aijbij*: ai}cij

1
AfReC)m © t

J
De 1a definicidn de producte: A[BsC) = AB+AL.

L

La segunda parte s¢ demuestra en forma anfiloga,
La prupiedad distributiva Jdel producte sobre la suma de -
matrices, tanto par la izquierds como por la derecha, puede gene-

vralizarse (referencia 3 pdg, 26) de la sigulente forma:

, A(B=C}=2E+AC  y  (B-CIA~BA+CA
\ siecpre y cushds las opperpciones indicadas puedan tey efectuddes.

Defzniremos & resta © sostraccidn de mafrices, a poritr

de la suwa, <omo

A-Brp+[-R]

1o €nal egquivale simplemeante & Testar de Jos elementos de A, los -

carrespondicntes Je K. Besulta clayg srgldn s deflnicifin que, pa-

ra que dos matrices sean confornables para la resta dehen 3erlo pa

ra lag suma.

Lijemplo JV. 15,

PaTra las matrices

~4+di

LY -1
A= 5 1
¢ -1
al Ohtener A-LE
b1 Ghtener A-C
Soluclhén
al A-B= f+i

-3

H &-C no pueds efectuarse.

Froducto por _un escalar.

Definicidn,

Sean: A-[aij} una matrit Jde orden mxn ¥ g C un escalar,

El producto  par A, que repreacntaremos moliante oA, ez

la matrit

uﬂ'{aaij]

1V 46,87



Eiemplo V. 16,

(] -1
Sean a=M y A=] i i
1 2+

el products oA es Ja matriz

a -5
aps {-% 91
L 31 -=3+6i

! estudlante puede ficilmente Jdempstrar que csia Spera-

cifn tiene las sigujented propiedades.

Jeanm A ¥ B dos matrices de] mismo orden y a F

ro% camplejos, s& cumple siampre gQue:
T.- {o*BJA=afv@da
2.- alA*B}=nh+ab
J.- ufBA)+[aB}a
L. Y-A=p

nsnuesta de une matriz.

dos nfime-

Tes
E;fln:ciﬂn.

Sep la marriz A de orden mxn.

Llamaremos “'Transpuesta

tuyes renglones san 1ws columnas de & ¥ cuyas columnas san los --

renglones de A,

I
! . T .
ldr A" y la representaremos mediante & , & la matriz de oprden nxm

4 decir:

=1 A-[lljl enlonces A ={a

S purde dempstrar (referancia

(Ar) = B A

J:}
3 pag. 13) que

Ejemplo 1V, 17,

1 3
Sean A= 0 5 r Br
-1 x
obhrener [AR}Ir ¥ A
Solucidn
1 N )
Alw a 5 -
- 2 1 :
5 5 1]
(Ap)" =
10 10 [

s 1 ] [ |
BTAT -
4 X 1 5 2
comprueha que [ABY wf" A

= 4 m om - & m T - a ® .

Ecudciones matricisles.

Liemple V. 185,

Dadas las matrices

1 =3 1] =1 2
A= EB= |3 Fy C-
0 -1 -5 4 1]

obteper una matri: z tal qus
Ax « B = + Dx

Solucidn

2

1
5 10
5 10
0 Q

En #ste caso Lenemos una efuscifin entre matrices, donde

la inchgnita c3 18 matriz x.

Late tipg de ecupciones puedeR re-

solverse empleandn las propisdades de las operaciones que hemos -

definido, siempre y cuando la ecuaciBin hays sido planteada correg

48749



tamentre. < "I_.l [E'HT‘

Fara e} Casd qut nus gcupa, X debe ser o tal gue Lo que hemos heche pw despegar 1a ipcdgnaza & de 1o ogtras
AX- BT =Uledx ) tiﬁu mad el qustifivapdn Loy pas e i by alesype g, Jrunclrg

sumande en amhos miembros -y . o1 iTse rar v JUSEiTicaciapes y a1Qunos A50% que sk oconsbleren -
-n"[AI_BT];_D:'{E.Dl] ebvios, von ol objete de hacer mus corto el proceso.
“Das[Ax-B) =-Dz=(Bn+C) ‘La SumS &% CONMULELivA. ' %in cmbargo, el estndiantc debe teney guidads al despejar
“Dxedu-Be {-Pxebx)eC IL’ suBa £s asociativa. . una incSpiata de upa ecuatidn patrticial, ¥a Que cxisten di!rrtnct.sr
O +AN-B = QsC ~0a ex el Inverso para la suma de entre ias Lrapicdades de 1as g raciones con matrices ¥ con nlreros

P - trales,
“Dx<Az-B =C La matriz nula 5 el idéntica pa- | lectuemos las aprracianes iadicadat en Jn ditima ewpre-

fi.ll JURA, Sifn:
{-Dr+ax-B }+B" uC+B Susando en zubos miembros B ' 2 : o 3 % PR
sMasaxs {-F 4B )eCuR iLa suma e5 asociativa, C-b = [P .3 _3] ‘[-I . i] —[TI N J
“PEe s faCel ivFlT ea rl inverso para 1a suma de -3 Vg L1 -1

B A 0 ‘-1} R 1 | .2
NPT =1 |Ln matriz nula es ¢l idéntico pa- Veamos si efectivimente existe [A-PI7'; .

ta 1a sumg, - -] ; 1 0 <3 -1 i 1 0 ] 1 éi'; 1] LI _E il

. E-n-;];-t*ﬂ‘ ’ la mulripticacidn es distributiva o . E - - A : | ; -% . ) ‘; . .l . - : ] _IJ
. sehre 1a suma. ' I J I - . -

{=0ea) " (C-DepYa) = (-0 A1 LE20T Ysuponiende que Existe (-Dsa) 7! pre '% }" -7

multiplicamos ambos miembros por L Ayt s M- } 0 .2

dicha matriz, i
((-D=R}" ' [-0eA))xe(-D+a1 " (C+BTTPor asociatividad del producto. Par lo que, la incégnita x puede nktensrorn comn: :

-2 1 J : -1
xm [A-D} ' [CeBT Y } "
Pxe(-D*A) 7T (CaBT) Per la definicifin Je matriz inver- L o - 1o )
' 1 5 5 3
sa, Finalmente, como I1: es ¢1 idéntica para ¢l producto ¥ por la L [ s 2 -I]
conmatatividad de 1y sura Finalmente, la matriz pedida es
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5 5 3
T T ¥
xw
| 1 1
7 T T

La principal diferencia entre 1us matrices ¥ los nomevgos
renles es que, mientras qus Podamos sumar o multiplicer das nime--
Tos cuzlesguiers, Na sienpre'pndeuas hacerls con las matrices. Su
ponienda que pueden sfsctuarse las eperaciones indicadas, enlista-
mot d continuacifn las principales diferencias entte Las Propieda-
des de¢ las aperacivnes con nfmeTos y Con marrices:

. 1) La multipliceciin de nGmeros es con-utatiﬁa: 1a multiplicaciﬁn
de matrices ne o es.

2) 5i definimos A'=aA, #] desarrallo watricial [A+B)?=A-249+5°
5 en gentral falaw {coms consecuenciz de 1. El desarrolle co-
Trecto as (A+B)Pap? ap+BAR?,

3} El producto de dos nGmeros diferentes de cesro Punca €5 cero,
pero el producto de doz matrices diferentes de la matriz nuta --
puede ser igual a cero [ls matriz nula)l,

Por rjemple, si

1 = 1 -2
A= ¥ Ba
1 1 -1 2
$e tienc gue  Ab=D
4] La ley cancela;iva para el producto se verifica en los nimeros,
p¥¥o RO en Ins matrices.
Esta e3, 5i a, b e R y ado
(ab = 22} =3 (b=r]

peT® ER 1Y malrices

(AR = AC) =#>  [BC) N .

Por ejesplo, con las patrices A ¥ B del sjemplo aaterior

) 1
TEneEmos que '

+

AB = A0 pero B3, por Jo que no pademos cancelar A,
Nota, Aungue [AB=AC) === [B=C), 31 se cumple que

[ExC] =5 [ABWAL] ¥ &, .

Anres de pasar s 1a seccldn siguienmte, os conveniente léll
Yar que aungue. hemds definido matri: ceme un arreglo de ndmeras T3
(reales o complejas), el concepto de matrl: pusde generalitarse o 4

o "un arregle de nlmeros, funciomes u operadores™.  En el siguien

te capitule ¥ en Curiod posteriores 3¢ wveTéd 1a Utilidl# de dlchy

v

rxtensifdn,

[ PEIRR
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IV B,

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUAC|OHES.

“Como vimos ml iniclo de ls secclén IV. 3, podemos repre-

fentar =1 siztemn

10z +100x, +40x, =400

O+ " - x = 0
I 1 ’

medlance In cxpresidn matricial

AX - EF

A e3lp =cuaciln matriclal, donde X es Ia matriz inclgni

ts o indeterainada, se le conoce comp "forma matricial del siste-

a4 d¢ ecuacianes [4)".

La matrl:

10 100 a0
A=
0 1 -1

reclibe £1 rombre de "metric de coeficientes del sistemp™, ¥ u las

.matricen

%, 400
1= L i El
X, o

s¢ los llamn "wector Je incSgnitas" y “vector dr términes indepen

dlentes” respectivumente,

I¥-54/5%

En general, la forwa matricial del sistema
LIWE SR ITE PR LT Ll

+ P—
LPPE TR T PR M

N 11

donde 1z matriz de coeficientes o5 1a matriz de mxrn:

- -
Biy By S
] ] R |
1 t1 T

, .

R . .

. . R

] a ]
LT mz »h
L J

]l vectar de incdgnitas es Ia matpir de nul:
-xl-

Xy

I
T

y el vector de términos independientes es la matriz de mxl:

o
g1 0

L

L &

Es clarp que tesclver la ecuacion marricial Ax=b es

equivalente a resolver el sistema, por lo que unt solucitn de diche

sistema serf una matviz columpa de n orenglones

L
k,

tk

(k; e €]

Ky

tal que  Ak=E,

Definiremos Una matriz mbs para el sistema, & 1o que lla-

parcogs "matriz aspliada’” del sistema, la cual juegw un papelfiipql

tante #n ¢l estudio tedTice de los 1istemas de ecuaciones.



Definlcléin,

sentaremos con (A, B), o5 1a metriz de orden ma(n+1} que resulta de
dumentar, = la watriz de coeficientes, el vecror de tfrminas inde-

pendientes,

—.

Entoncesa, 1lun matyiz amplisda del sistema es:

L T Iln hl

I T b:

{L'E]- 4 L] L] " ] 4 + - ] a 4
_'mu o THEEEE ™) bmJ

Sistemas jncompatibles.

Si anallzamos £] sistema
Ay em =6
£ alr -x w]
EIRS T ML
¥Yeaod quUe las ecuaciones la. ¥ la, no putden satisfacerse simplti-
Rewmente, ya que no exlsten tres ndmeros x , ¥,, x,  CU¥R juda sea

lgual ¢ 6 y -5 & 1a ver, El sistemn =5 entonces incompatihble.

Yeamas que sucede con las rangos de las maotrices

I | 11 1 &
A= 1 2 -1 y A BI1 2 -
T 11 ! 1 -%

Al efectuar solamente transformpciones por rengldn, es -
posible determinar o 1la ver los Tangos de las matrices A y (A&, B}
aparands sobre lw matrlz ampliada, le cual contiene g 12 matriz A,

Traniformare2os sptonces en una matriz escalbn &l xi--

gulente arreglo,

La matriz ampliada de un slacema de zcuaciones, que repre

1t 1 LI R B R T T
IR IR R S « o 1 <20 -s
1 1 1 ;-5 b8 0.1-mn o 9 ¢ )

(4,B)
De la dltima mattl: vemos que
RIAY = 2
¥y R{x. B) -3
es decir R{A) <= R(A, E}, que #£3 wune cavacteristica de todas los -
sistemes incompatibles,

Sabemgs gue el slstema es incompatible porque las ecuacio
nes la., y Ja. np admitep solucifn simulelnes. Deremos otre prueks
de la incompatibilidad de dicho sistema;

La dlcima matriz

i 1 1 b
0 1T -2 -5
a 0 0 1
representa el siguiente sistemn squivelénta
BptEg+ x,= B
Ox 4% ,-2x,= -5
Ox, =0z, iz, =1 .
donde vemos gur nao existrn_vllureu para x,, Ky, X, que satlsfagan
la la. ecunclén, Este implics que el S{stems raguiveleénte nd tla-

ne tolucidn ¥ ¢n consecuencis el sistema originel tampoce,

Conviene hacer la siguiente obhservacion,

El rango de 18 matriz ampliada de un sistemd Je ecuacio
res lineales, e3 igual al renge de la matriz de cpeficicnies o ma
yor ef una unidad, por lo qﬁe:

R[A) 5 R(x, BY )

¥-56/57



En efectd, Sew un siviema de m ecvaciones con n incdgni- [ T
T ey, - Sir Fitre - G 4
tax
. 0 T Cir Cyrpey 't Sin d:
‘|:.l‘|”'ltx=" el ‘“.nln'h: . . v L T T P
LT T T e A - L 0 0 v B Clep, “m e |, .00
L . . 4 0 . 0 ] ‘e a
L L R T L [+ 1 S e 0. ve 0
Cuys macriz %a coeflclentes wa: Lé a ': 0 6 C : o .ﬂL
S E T T € ! si =% Y pars sigdn kg i.
. A= P L LTS, dends ‘ij’ﬂ i ek I
ey e ¢t mn Lxisten entoncer sflo dos pesibilidades:
¥ cuys matriz amplinda es: a) 51 €0, R{a, B)=rer(A)
' . . .. a b b) S5i #f0, - podemos dividir e1 r+1 fsimo renglén en-
[ 1 17 nn 3
2 a . b tre ¢, ghtenlends:
pe ) o o] um i T
e e o e e e s ; . €. v S Siepay cer S 4
] .. A
R TR T _ O €, wee Cp Coupe, vt S 9
Sem ol tango de la ratrii de coeficientes R{A)nr. Efec- e e R
tuande en (A, B) las mismas transformacicnes que se efecifan para 0 0 - Crr cr'rn e n dr ... 4]
llever la matrlz A p 50 forma escalongds, obtendrempos 1a matriz: o - @ 0 e
r ) ] a «ur 0 1] ‘e (LR
1 - A L S apsy tet £ d: .. e e e e e e 4. e
o q ve. D o M a o
T by, e Sap Spepey et S 4 - J
e . .o e e s de dende R{A B} = £+t = R{AD#1
renglones 0 c ¢ c 4 .
rr U rn r|. Entonces R{a) <« R[A, B).
iy ies ] . |
0 0 0 “re Par tante, hemos demostrado que R{AY 5 R{a, B},
o o o o g d J Teorsma [V, &.
i .- vas - leorema

S84 en un sistema de £cuaciones lineales
contisvuando con ¢l procesc, hasts transformer eaba matriti €n unad ma
: R(A] < R{A,BY
trit escaloneds cbtendremos:
entonces el sistema o3 incompatible,

I¥-58/59



Demegt

purde

£y 100

do unm

Junte

tible,

luclsn

calong
1

lanad,

racidn

50 F{Aay - mia, B), Yu matriz ampliada del sistema (11}
transformarse «n la mutrez {15).  En esea Gltima; o T'Ir
fenglén Tepresenla la pguagctén

Ox +Gx = .., *Daps }
sistema equivalente,

Obviamente, estd veuscidn noe se satbslace pars pingin con

5 ve AL POT lo que el $1%femu v3 incompa-

de valores x, )t

Ejempla IV, 19,

Investjgue si el siguiente sistema Jde vdvacloie s L1IERT 50

Ya,+du +5x = 1
ﬁ11*911+15:.- 1

Transformeoas 12 matriz de coeficientes ¢R wni watris os-

da
T
SEETE O KU O O L
L] -
t. 4 t5§ & 3 15 1 S
Ri{ay=1

Transformemas ahora la mateis uygpliada ch apa matriz escu
. =4

IR 13 3 bood 3
eoon o1 ] le e oas ol Tde w0 -s] T
T S
| 1r 1] (1] 1

R(A,T)= 2

Lomo R{AY ¢ R{A,B), e] siztemy na tiene solucidn.

Obhsérvesr que $¢ hubiers llegado & 1o misma conclusign -

de haber trabajado JiTectamente Con la matrirz ampliweda,

Sisremas compatibles determinados. -

Analicemns primeTamcnte £1 cuso particular de los siste-

mas Jde p ecudciones con N incEgnitas, on los cuales 1a matriz de -

coeficientes #5 Je rango n.

Un sistema de n ecuaciones €oan n incbgnitas tiene la for

ma
.
LIS
-
i %
‘o .
.
F] X -
L1 1

Lu este cuse, 1z

drada de orden p

Aw

¥y 51 ademis RiAlen, por #l
El sistema puedes
Al

Tremuttiplicando

I LR
. oA, i, b,
ot "nn ln. " hn

a

a . n
a Y |

11 in

" + .

. . s

. . .
a I |

n ' nn

teorema IV. 4 existe 5u inversa A

escribirse como

aohgs miesbros por A

1

¥ 6061



At arye aT'F
{8 'a)xe &°'E
11 ATF
T+ AT
Ehtunc:s, 1a matriz columna X que satisface ta ecuacldn
Axef puede ser obtenids con s8le efectuar el prosucto 127,
Fuesto que ¢l producto A™'H define una ﬂni;a solucidn

1

podemas concluir que

Un sistema de n ecuacianes lireales con n incdgnitas, -
tal que la matriz de coeficientes tiene Tango n, e3 compatible de

terminade ¥ su selucifinm puede obrenerse como:

=& 'F

Ejemple Iv. 24.

Resplver el siguiente sisteme de ecuaciones
FEIES LI PR RS I
Iz, +dx, = 11l+x,
L .

Soluclén

Qrdepando el sistema tenemos
2, 02K, ¢3x,=5
Ia -z vdx,+11

AE TR LR

que en Forma matricial puede expresarse como:

-62/63

Investiguemos si existe la inversa de A:

A i
o2 3501 o I 2 3.1 0 ©
z-za-niu+u-s—zi-zin~
o 1 10 0 p-1 110 o1
Moz 301 0 6 12 o3Vt a0

. 30 . 2t 1 |,
L SR A S A L 20 2 A
]

o-1 v to o 1f Je o IIE.1
L i 4

En este paso, YEMGS que R{&)*3, por lo que =xizte

Continuandg ¢on #l proceso

I
oz oap e 0] oz oo LR A
1
21zl 1 2
(TS A2 4 1 LA B S/
121 s N
AR A A 4 B AR NS At S
Entonces
.3 11 3.5 %)
TOF T
NIRRT ) P
.l 3 o T T

. -
En consecuencias, 1a solucifin s x=A &

de dande
X, 3-8 M 3 -7 1
o= -+ -z 2| [11]- -xl 7| =]
x, -2 1 -8 3 14 2
0 fea el xy=-1, Ry =2

Veamss ahora cuales son los rangas de A y A K pars &) sis

tetma del ejemplo anterior:



1 1 3t 5 t 1 31 5
SRR AR AT IR Y
0.1 1, 3 0 -5 -1 1 1
1 2 31 5 1 2 31 5
oo v 3. fo o1 : -3
o0 8 -7 1 -14 @ a t | 2

De 1a Gltime matrit vemos que
R{A}=2
A[A,B)=3
e1 decir R{A)=R(4,B)
Adepds, R[A)=R[A,B)en, que e5 una caractaristica de lox

sistemas compatibles determinados.

.

ema I¥, 7,
5i #n un sistema de w scuacliones lineples com p inchgni-

Tas

REAJ =R{A iEJ =-n

entonces el sistema es compatible determinada.
L

Demostracidn,
53 R{A)=R{A, B}=n, 1a matriz smpiisda Jel nistema (11]

puede transformarie en la aatrig

1 L,y - . - Cyn dl

n % 1 I d:
rantlnne! . . ] - . [] + ] - [] L] - L]

O ¢ . - 1 dn

1) a P . o 0

| ¥ e s e 4 0 0

qQue Tepresenta al slstems equivalents

L + -
LR PLIA €in*n"d,
g% ... c, :n-d*
x -dn

¥a que las ecuscionss represepptaday por lox rengleones Ael, ... =
son todas de la forme
Nx +0x,* ...+ Dx =0

Y 1¢ satisfacen pars cualguier conjunto de valores a,, X,. vvu X

n
El sistems equivalente tiehe n ecunciones ¢on n inclgni-

tas, ¥ el rapgo de xu matriz de coeficientes es tambidm n, por le

Hqua £3 compatible determinado,

Ejemplo [V, 21,
Pesolver el sistenyp
LT REEE Pl

x - 5,=1

LEI xl-T

Solucifn

Calculemos loa Tengas de A ¥ [4,B)
i

- 1 - ] -
i 3 1
: “a ! 5.
1-1|'| - |1 1:1 - 1} !:1 -
L4 - 4107 0 -3
1 1
. R T,
AT B R ' 2]
3 T,
1:3 .]
+ | O 1: |~ G 1 : T
5|1 ﬂ ﬂ-lu
R AN I R

IV-64 765



vemos qua R[A)=RU{A B)=n=2, prr lo aee £l =latema =5 compatibls Ae
tarm!nade.
Resslvirnde el sistens equivalente

1,*%!,' z

obtenemas 1n 1plecidn

-
L]
(S LTy ]

Sistemas conpatibles ind-terminndos.

Valvamos nuevamente al Sistemn
20m, +100n, +40x,= 400
NAN

ax + 11-' == 0
purs #l que, sl inlcic del capltulo, dimos las soluciones
a) :I-ﬁ. x:-z, :.-2
¥y b 1"13, 11'11 :lnf
Veaswoy shora cusles son les Tengos de & ¥ (A D)

Dividiendo entre 20 el primer Tepgltin 4¢ Ia matrir am-

20 100 40 100 1 5 2 20
1 -
I | -1 : 0 [ B | a

En consecucncia

" pliads

A[AJ=R[A,0)=2
L ¥ ln.cl sistems mquivalants
E 5y vdx, = 20

Z,e 1= 0

IV-566/67

damos a L el valor de 11-2, tendreans
ll'S:'-4 «
- =0
De la segunda ocuacion
¥ o= 2
]
¥, sustituyenda en la primera eceacidn
X = f
1
con Jo que hemos obhtenldo 1a malucidén  aj,
50 en el sistems cquivalente hacemos ahors x =1, abtene-
ros la solecidn B},
En grreral, haciende x =k [una constante arbitraria) ea
el sistemna’equivalente, obtenemos
R, rhx +2km2D
£, ke O
De 1a segunda pconcisn
x4k -
¥, sustituyendp en la primera
:.-SL*ZE-IU == :*-ZD-?k
con lo gque pademss dejar 1a solucifin en foncidn de b como
a = 20-Tk
r e B 0% aaaa [H:I:l .

Aty papresifn {1E] Ie llgaaremos selucain general del -
sistemg {4), yu que, para Cublguier vulor de k, los valores de x,,

X w, dades por dicha erpres1dn constituyen una selucadn del sis-

Tt
toma, s

.Recordemos que e] 3litema (4] nas vepreszents «i probleas



de sncantrer el nimera (2,4 Iy, x,) de abjetos de diferentes tipos
- {a, B, C) gue s¢& picden tadricar, T6r 16 que 1o seluzidn estl r:s--
tringida & valures enteros no negutiveos (0, Vv, I .,.) de Jicnas in
clgnitas. Entances, Jde [16}, =5 fhcil obseyvsr qus k puede tomer
Cnicktents los vzlores O, 1y 2 (k 23 harfe x, negative},
Tesemos POT tanto o0 $1steoa indererminadeo con t(Tes solu
ciones {(para k=0, 1, 2).
S5in exmkargo, 3l consideramos un problems =n ] que lay -

incdghitas x Y x‘ pueden tomar cumlquier valor, tendremos un

IR
sistema indetsrzinade ¢on un nfimero inflnito de solucioned [una pa
e cadg valor Teal de k).

Copsideranda puevamente los rangos de & y (A, B ¥ el as
mero de fncdgnitas n, vemoas que, pars el sistema del sjiempla dnte-
Trior

R{A)= R{A, B) <« n

gue £3% uns caracterispice de los sistemas compatibles indetermins-

Lo,

eaTema ]V, B

51 en un 1istems de m #cuacloned lineales con n incgnitas
R{AI=R{A, B)=r
¥ T <n

entonces =! aistema =3 compatible ipdeterminado

Demostracifn

Si R{AI=Ri{A, Blur ¥ r <« n .
la antriz ampliads de] sisceme (11} puedn reducirse llll forma {14],
denda =,

Los primeros r renglonss de dichs E2LTir son toles yuf su

primer elemento distinto J& c#To #y igual s uno y o) ndaero de ce-
o5 anteriajes a4 Jiche #ltmentc sumenta do Tengldn o renglin.

51 1lamamgs 2,, I, +r0p 3o A les inchgnitas cuyon coeff
Cileptes s3a los elementos menclonados, podemos ordenwt el sisteza
equivalente en la Formn

S L P e A T IO L TO AR YL

SRR plrtr.d!-Pl.r*I:r*l""'Pnn'n

Prntn
Si ssignumos valores arbitrevios a las incSgnites :

LT -
P, re; T
eyt

z z, traslwdadas a2 los sejundos miembros, el sistems &3 -

e
| S | *

groe T

competible determingds en las inclgnitas .

Ahors blep, como a 2 i, Fodamos asignarley ”

pa, b Bpegrece
wn nfmero infinite de valores arblorarios, el sistema ademds de -

saf compatible #1 indeterminado.

Ejemplae [V, 22

Resolver ¢1 siguiente 3istema de e?ulciunal:

RS e PR NEE FLE
L A LRI
Xt r5% -Gx -8x -~ 0

5oluciin.

Calculamos primero lod rangos de A ¥ (A, ) _

10 -2 -1 il] 1 1 1 -2 -1 51
3 3-1 1 &egle |0 0o -4 7 o] =
1 ¥+ 5 -9 -8i0 b ¢ 1 -7 -7}

1v-58769



11 1 -z -1 T 11 -2 -1.11
! - I

| . 7 T

-fo 04 7 T O
1 1

0 o0 o0 o0'o ¢ 00 0 90

Como R(AJ*R{A, B)=I=r el sistemn’ e3 compatible.
Coma T «n, [+ 5), el sistema €3 indeterminado.
Tenepos ahore £l sistemn equivalente
Ay vx -dx -x =1 )
x,-% X" } 0 '%
Las dos inchbgnitas que dejamos en el sistema equivalents
son X, ¥ X, y& que sus coefici#ntes son los primeros elementos dls

tintos da coro en los renglones de 1la Gltima matriz, En consecuen

cia, traslademos las tres incodgnitas restantes o los segundas miem-
bres ds lay ecuaciones,

Asigmando a LI T los valores :I-kl.x‘-k: ¥ x.-ki te

nemo’ al nistema

o4, ==k Tk, K,

1, 7 1 '
:‘- -.rd-.r};lo.rh. . .
en 1s primers ecuscitin obtensmos finel-

Sustituyendo 2,
mente
X, =1 (5-4K, +k, - 5K, )
X,k

x,ox [-147k; +7ky)

qua as la solucifn general del sistenma,
51 por ejemplo hacemoy

k=1, k=1, k,=0

W-70,73

ohitcenemos 18 solucidn particular,
I|-%, A=, :,-%, Xevl, x,*0
Otra solucifin particular serfa
*1*%- =0, %, *}. x,*0, x =D
que se obtuve para los walores
k,*k vk +0

Los resultades ochtenidos en estn secclén,pueden resumirtse

en el sigulente cupdro -

Dererminados
Compatibles ren
R(A}=R(A B]=r Indetsrelnados
Sistemas de ecur rTn
ciones linemales
Ax - B Tncomprtibles
B{ad<R[A,D]

Las condiciones que aparecen #u el cusdro, fueron enuncls-
das en las teoremas IV. &6, 1Y, 7 y 1Y, B come condiciones suficlen-
tes, No es diffcil probar que dichas condiciones son tambifn nece
sarias,

Do los ejemplu:'utili::dus et ] desarrollo de ests seccidn,
se ve qUe Un proceso copvenleénta para obtener sclucliores de sistemay

de mcunclaones lineales o5 el Sjguiente:

1) Se abtienen los rangos de A ¥y (&, &) trebajando directamente -
con la matriz ampliada.

71 S5e clasifice el sistemd &0 hase al cuadre anterior,

1} De ser compatible, se trabaja con 2] slstems equivalente reprg
sentado por la matrit esculonada que 3e obtuvo al calcular los
TANGDS. ,

4] Se trasladan -7 incgnitay s los segundos mismbros de ias --




ecusciones, de tal forma que se obtenga un ststema compatible

determinado #n r inclgnitas,

£) 5S¢ rtesuelve 2] siztena obtenido en ¢ por cualquier mEtoda (mp

triz inversa, sustitusién, ete,)

Ejemple TV. 13,
Resglver el siguienta sistema
-dx, +x=—lxlnTﬂx~+IZI!idx‘- =0

E, kx4, - Sk, - L

-thﬁlx;'ix]f5;~*1315-*u‘--1
Iz

1-2;:-2xltlx‘-2115-11‘- 1%

§x, . +10x,+20x, -25x, 55, =10

'
x, w2k -E -bBE v =2

obhtengumis 1G4S rangas:

4 1 -4 -10 22 | '.-9'| [ 1
1 4] 2 4 -5 -1 : ? o
.2 ¥ 5015 4 -3 |2
3.1 -1 3 oA 15 3
LN I | M -25 -5 | 10 5
Lt =1 a2 T -
(10 ? 4 -5 -1, 21 [
¢ 1 4 B 0 : -1 0
o 2 A 13 2| |
I S | 4 -6 61 4 ¢
c 0 0 0 a . o o
Lo -1 1 -5 -1 3 ; 0 ki)

-2
-1
a

-2
10
-1

13
-9
-5

¢

-5
22
L]
-2
-25
=&

-5

-6
-1

- e e g e

S o T R O -

I 0 2 & <5 -1'2 1 0 2 4 -5 -1 2
6 1 4 6 2 0! b 1 4 6 2 D, -1
0 0D 0 1 -1 I3 6 0 & 1 -1 z::.
'onnj-:u:r'nnoniu:az'
e 0 0 1 1 2! 9 0 0O D 2 D,-d
o 0 0 0 €0 00 000 0 0 0 0 O
(10 2 a4 =5 -1, 7]
81 4 8 2 D
o0 0 1 -1 2'3
la o 0o 1 o012
¢ 0 0 -0 0,0
0 0 0 0 0 0]c

Be rsta matriz podeans ocbservar que
R{a)=R{A,B)=4 falstemn compatible}.
Tenepos #ntences r1=4
¥ n=6 [ndmerc de inchgnitws), por lo que
el sidrema en cuestidn o8 compatible indeterminada,
- El sistema equlvilente que representa 1a fltima mutrll as:
% 2w, vdx - Bxyex, D
Xotda 4BR vdx, =
KXt =3
L AW
- Como s& dijo anterjorments, dehemos despejsr n-3=2 Llncsg
nitas, dejonda del lade iiquierds aquellas cuye coeflciente 3 e}
priger nno de cada renglén Je la matriz escalonads (x ., x,, 2., z.):
X *lx‘-Szl-2-21.4:i ’

bl - - '
xl+hxh+~:' 1-44,

WAk



Dando walores athitraric: a x; ¥y X,

%,k
Ilikt.
obtensmod ol sistemn
X, wdx Bz =32k, 4k,

E X +tlx =-1-1k,

- Xy=E-1ky

x, %-3

Exte sistema 23 ds la forma

. Ax-F
dands .
0 4 -5 x,
01 6 2 _ =,
A laoe 1o =ik,
802 Ua, Xhyy
¥y podamon
F=A"'F
Comp u; fhcli]l variflenr:
1 o -4 1
o, o1 -8 -
A e o 1 1
[0 0 0 1
Per tanta
x, 176 -4 1
x, 0 1 -&"-2
x, I 1 1
X, ¢ ¢ D0 1 )

V74 775

22k ok
14k,
3-2k,

E=

-2

-2k 0k
-1-4k
-2k,
-1

F

ey 1

resclverlo utilirsndo le metrl: inverss de A, come

[x] [ 2-2%, ¢k, -4(3-2%,)-2
x|, -1-4k -6(3-2k, V-8(-2)
Xy 3-1x, -2
I-.I‘ .-2
finalments
X, -12—2k.*91!
x, ] -3 -4k +12k,
L I=2k‘
x -7

i0ué valores pusde tomar B pars que ls s3olucifn del sistena sen finl -

cat

Solucidin,

Entonces, la solucién

xl--iz-ill*ﬂkl
1‘--3-il]+12k=
Il'kl

x, =1-2k,

x =-I

Ejampla IV,

i,

Sen el sistema x+y+zel

]

5-11 =-4

Ix+iy=8
SxelysBr=t

4

-t

-

Dando o B zno de esps valores Tesuflvase el sistema.

*

general del sistems originel es:

-l

*

Fl

H
i
A

La solucisn del alstemn ax dnlce para iquollu: valores da

& que hagan R(A)=R[A,B)=n

Reduclends la matrir smplisda & 3u forma escelonada:

-



R R TR R o1 g

10 -2, -4 D -1 =% ,-10 T ST
3z 0t al "o st e o0 v oo 7
(s 2 8! o] [o-3 .5.8'.30 0 -3 -5+B .30
11t 48 11 1.8

9 1 3 10 U AT

o 0 ¢ 'o| T |o 0 e *

[0 0 4«p ' a 0 n:l:r

De la fllrima matrit vemos que

SL d+Bal, REAJuR(N,B)sZ (compatible indeterminade)
SL 4+800, R{MY=R{A,B)*3 (compatible determlnndo)

por tantp, el slatema tiene solucidn dnice ¥ g ¢ R, g #/ -4,

51 8¢-4, de la dltime matriz se tiene e] sjstemp equlvalente

Ery+iwh
y+lz=10

(4e8)zud

curs solucidn ey

*

Eluntemnn hﬂlﬂj!n;ﬂl.

g=-4, ¥=10, =0

1n snlucidn

o4 A -

A los sistemas de ecusciones llneales de la formn
1

L * *
N, X otn, X e "n :;“-U .
B t Y] Lo+ ... v 1 x.o= 0 e
i 1 E ¥ ] 1 PR n -
T
X +a X + ... * a x =« 0—-
-l| I N, N mn n

i

52 les llama vistemas homogéneon.
Ls Tepresentacidn metricial de un slstemn hnuoifneu ts
AX=0 [donde 0 ey 1l» matriz nula de orden mxi]

Estos slstesas son siempre compatibles puestn que sdmlten
¥

4 mwe - - ‘. - » - -

X =gy .. vx =0 o t
1lameds 3olucidn triviel. Ademds, en un sistems humugﬁﬂia ¢ tieg
ne siemptre que

R{A)=R(4,5) _
puestpe gque sgregandn una columns de ¢ergs no pusde elevarse el TAR
ron de una maeriz.

51 AfA)=n, el sistens 30lo adeite 1o tolucidn trivisl ya
que 1x salucifin de la ecuscifin -

AXe0 .-y : ' .
as DT R T B
Ei RlAY< n, el :i;tem; es Indetermineds ¥y admite otras -

soluclones ademfs de la trivial, las cusles pueden obtenzrse median

te curlquiere de 1as.prncedili¢ntas vistos anteriormente.

- [ " n CE

e

w-Fe7T



1¥. &, DETENMINANTES,

Conylderemox 1 sictemn dp #Cunciones 0
% *n_ x =b vt
[ Tl RNl T Lan
[ T
L PTLIRL T LN PEeRd
cuys metTly de coeficlentes e . ovrea g uh
-] ] l 1 ’ o
. A- 13 11
=, ., + o« iR vt

Pars eliminar x, por sustraccidn multipliquemos le prime

Ta s2uaclén por #,, ¥ la segunda por » _, con lo que resulta st -

&

aistemn sguivalente, ' ¥

M . . Co ame i 4w

) R ITLI TS IR PPL P P veno Lo i TR
l.llllxl+l1'l’:1"lltbl . - LA T

reptande la segunde ecuacidn de la primera

I T e LT T N

11 L .
LI A LA
b,a,,-u,,b
roa — ¢ 21 BN AT}

‘ -
By Ry m8 3,

En formm slmilar podemos chiener

. .Ilhl‘htl‘ll

AL,y

4

Suatituyende en las ecuacignes {17), les valores de L
A, dadom por les expresiones {141 y [19], puede comprobarse Elcil-
wente Que 3 trata de une solucidn. I

El comdn dencminador de les expreslonss (18] y {15} ratd
exprezede en téyminng de lea slementos de lw warriz A de cosflclen

tes. A ryte nimers s¢ 1le Conoce como determinante de 1o metrlz A

|I

V-T8;/ 1%

¥ 3¢ le Tepresents con det {AY. Se dice que ez un deteruinante
de segundg prdan, por 3&r Ie matriz de orden 2. |

Para designar al determipante de 1o matrliz A 3e =mplea

1v siguiepte notacifin,
- . ' 1

T | '

ay,... L, (20}

0] uf
. L A EIT ]
T T

donde hewmos reemplazado los paréntesis rectangulares por barres -
verticales para distingeir al determinante de lg mutrizr, Es im
portante Subrlyl} }ui: mientras que la matriz ss un arreglo de ng '
weros, =l determlnants ¢$ us ntimerc perfectemente definldo por la

matriz cusdrads.

"t par ejempls '*'7 ;‘ i * b e
-2 "
(=205 (3N (-1)=-T0+%=-7
-1

Loz numaradores de las axpresiones {10) ¥ (19} tienan 1a

glsma forma que el dtnniinldur, o ses, tanbjifn pom determinantes -
o’
de segundc orden.

Oz mcuerde con 1a expresifin [(2D) que define wl determi-

nante de segundo orden, nodemps escribir

» e 4 1
I By
+ +
i l“ . 4
N W ——
L : Lo L] .
- 1n Ay : ', .
LR T ' T
* 4=
b
t.’l'l. \ . LT a- [ PR
. Ny ] .
.ot mgm —————at s R S
v " . .
[ ¥ F & 1 . ea F M
1 3
1 I T P - - [ ] ) 7

El numerndor de la primera txpresifn es #1 deteTminante



de une matriz que se obziens 2 pertir de 1a matriz A, sustituvends
la celumne d& coeficientes d» 1: por £l wvectar de términos indepen
dientes. El fnumersdor de la segunds expresldn es el determinante
de otra metriz, que 3o cbtiens tambifn & partir de A, reemplazando
ahors la columns de coeficientes de I, Por sl wacter de tSrminos -
indepspdientesn. ’

*A In Tegla sugsrida por ertey expreslonss pars Tesolver
un aistema ds aCusciones $s le conace comp regle de Cramer y obvia
mants a3 Ipil:lblu siempre ¥y cusndo dat [(A) # O
' Conslderemasr ahors el sistema de 3 scupciorax con 3 in-
cadgnitas

B, T . %a X_+n WX, b

5 Bl Sl Rl | 1

TR I U P SO L

B, X Y x 48 X b

| 1 1T T )

cuys matriz de coeficientss s

.'ll. .']’ lll
Am ey, b, by, \
o fay Ly

Mediante un procese sisilar al epplesdn para o1 sistems
(17), sncontramos que los valorss de las incdgnites que satisfacen
al zistenma won

b1‘!tl!l+‘1:h|.ll“il.ilhl-‘lllllb!'hlalllll'lllbllll

t2z})

X = - -
1 T T A T L e L T R T L L T T TRl T
X, L T A T e T L R T T T T A TR NI T A AR T T (23)
‘:1'::'||+'|:':1'||"::':l'll"ll'::':u"l:'l|'||'f11‘tl'i:
L]
(T - LT SO k. -Ba_ . a - boa . - u_b {24}

¥ - -
YL A L L e R T L T T L e L T L T L T L T R IR LT T T

Al comgn dencminsdor d¢ les expresionmes (221, (23) v (24)

7% le ronoce como detarminsnte de la matrit A ¥y ws un detarminants

da tercer orden. - La expresidn que define al determipnante de tar-

cor orden &3 i ' .

by 3 By . ' *
e L B TR LI RS E LT RE IR L T P TL CPE T i
By, Ay By, tRyply @y Ry ,dy,, oL [2s)
Por ajemplo v
t 0 -3 i
- 5 2 'f1}(5}Iﬂ]*EﬂJf?}(13;{-13['4}('2]jfjslf53[?}'
1 -1 8 —[0) (=43 {0)-(1}(2) (-2] =040~ 24+15-0¢4m-5

De acuardo con le expresién (15}, pndanoi escribir la :gl

luclfin del sistems coma slgua

by ", §, '
b, 8, 8,
by &y, a,, T L -1
- i d - P \
Ly 8y 8y, L.
Byy By My ' ? ) !
Ry Wy Ry, t
b Ry ‘ .
1, b 2, ' .
,, b, Ly
x,-
N, o8, B,
Ny, byy Wy T
Ay, &y By, '
a,, 8, by : o
5 5 Ny t )
Ay, My by ) ‘;
I,= b
- B, iy 2y . ot .
Ly M B
A, Byy #y, i T Troioed

FIv-50/81



con lo que Tesults l8glico tratar de gepsralltar-la regla de Cramery
para el casoc.de un sistems de 1 ecusclones-con. n inclgnitan. ., Sin
anb-*:o, requarimoy de una definicidn pars 2] determinante de or-

den m. ) .
i

L e ) -

|
n i
Querencs generalliiar 1w definicién de determinante parm

Definicién de determinants, ¢

T

un o arbltrario, en base » las expresionss (230) y (25) que definen

s los determinantes ds orden Z 4 3, ruspictlvlnunta.

) Sin alhlrgo. ng st pu!ihla hlcnr ¢3ta del mismo modo (Il

4

dacir, resclviendo ¢n forme $4nersl un :i:till dn a:ul:iunll linss

8 les), pues a medide que sumente n,los cllculon Il hlcan nis compli

cados ¥, sleapde n erbltrarle, 2ar pricticamenie irreslizables,
Enteblacaramay una ley genaral examinando los daterminan

tes de segunde ¥ tercer orden, ¥ tomaremon e3tas "':nuu definicitn

|

[;— - paTa vl determinante de orden A.  Antes, definiremos los concep-
f tos de permutacidn ¥ clase 49 ooa persutacibln que pecesitmremos PR
| T

ra =«lio,

| Las permutmciones de los n nbeervs del conjunte {1,2,%,
: rr-s0) 300 lay diferentes maneras en que pusden mer lrrngluhus. ]

Por ejemplo, las permutaciones de los nfimeros 1,2,3, son
los arreglos .

d 1. 5
2. 5,
LI
' 1, 1,
2,1,
i 1,

El conjunto de todms las permutacionss de o nfimeros, es-

Ll el e —a gy

[

L]

[iv-a2/83

observemos que: Cor .

] ta farmado por n! arraglas © pnrlut:éiunt; ¥y 1% TepTresentm poOT Sn.
3
I
[

Llamaramos permutacidn principal & mquella #n la que los ndmeros -

aparecen ¢n ol orden natural. LA ) .

En i ejemple antarior tenemcs 3} =6 permutacicnes, Jende

1a parmutacidn principal #2 1. I, 3. 1z o, e i

-

Conaidersmcs una permutacion arbitraris a,, a,, ..., L

de los ndmeros 1, 2, ..., n. Diremos que dicha permutecifn en de

clase par ¢ lspar segln exists un nfmero par o inpir de invérsiu-

nes en &1 orden natural, e dlcir;"ﬁhréjll (nl,hlj tales que a, pra

1

cede & o en lo permutacisn ¥ &, t3,. A la persutacidn priocipsl .

le aslgnarsmos la clase par. e e +

Pars las permutacleones de] ejemple itnnun: que:

. 3, 2 ea de clate lmpar ya que a:;hte una pareja, la -
parein (3, 23, tal qUﬁ 5 pracedes a 2 ep la po}?dficidn ¥ 2«X,

2, Y, 1 &5 de clese par ya que exi:;in'dn: pareias, [2,1)
¥ (3,1), tales que 2 precede n 1 ¥ 1< 3_;r-c=d; 8,1y 143, -
3, 2, 1 ex de clate impar ya que exiztan tres parejas,

(3,2), (3,1} y (2,1}, tales qus 3 precede & 2 y 2<3; 3 preceda 1
1

¥ 1<3; 2 praceds a 1 y 12, Lo

Y, 2, 3 ex de class par [por definicién).,

Procedizndec en forma endloga vemos que: . -

. 1. 3 e dn clase imper, .

3.0, 12 e: de clmse par. ,

Racordundo 1a sxpresldn gque define al daturlinlnte do Zﬂ.l

arden . - . 1 ] N * b Coat Lo, K

1
B TEL I Btk

1 L]



- ] En

2} El deterninante £3 1o suma algebralca de dos (2!) " preductos,

b} Cadm producte tiene dos Factores, ) L

1o de cada Tenglén). J

|
d) En cada products hay elemeptos de.todes las columnas [y uno s4-

i f -

lo de cads columna).
el 5i los elementos se escriben de tal mapers que lox primeros {n-

dices formen yna permutachén principal, se sntepone un sigro »
sl producto en gqus los segundos Iadices forman una persutacisn de
clase patr ¥ un signe - sl producto #n que Ios segundos Indices for
man uns permutecifn de clase impar. II L

Recordande la expresifn que defipe 2l daterminenta de .-

b

11 -

Jer. orden ! .
Byy Wy Mg
L T L T T A TR YL R AL T Y L T R C A TR T
Ly My By I e T E N T T e T O B v . .[25)
observemcy que! ' L A P

2} El determinants &3 la sums algebralce de sals {Sl}tptqductus."

cads producto hay elemantocy de.todos loa renglones {y uno s8

%) Cads preducto tierns 3 foctores
)] En

la de ¢sds Tanglén}. t * *

v ] N

d)] En
en cpde columhind.
s) Si

dices Formen yps parmutecidn principal, se -nf}pnn- un signo +

*

li~-¢.[rﬁ

- l - il
s las productos en que los segundes fndices forman una Earlutlcidn

de clase par ¥ un signa - » lus productos en gque los segundas Indi-
L
'L g

o .

ces forman wne permutacidn de¢ clasa Smpar:

esda producto hay elementos de todpy los renglonesi(y uno g

cads producte bay slesentos de todss las columnas'(y uno s6le

los elementos se escriben de tal manors qué lox primeros In- '

5 oF

Generalitandn, para el determipante de orden n s tendrdi:
a) El determinapte £3 la-suma algebraica de n! productos.m. . ok
b) Cada pruductp tisne n-factores, @7 i 'm0 L0 4 T
c] En cade producto hay elementos da todos-renglones (y uno sdlp
de cade Trenglén).; - - ! LI I .
d)} En cade preducto hay clementos de todas las columnas (y uno 38

lo de cada colunnl}

e)]  Si loy Eltllntul 0 escrlhen de tll maners que los primeres In
L8 i T i

dices fur-en unw per:ut:ciﬁn principal, se antepone un signo +

T

2 los prndu:tns en qua ln! se;undo: Indices forman uns permutacidn

ERNE 1 .... - ]

de clase p-r ¥ un llgnu - o los productas en que los segundos Indj

-

M IS AR
ces fnrmln una perfutacisdn de clase lmpar,
RIT-&
Estublezcamon ahorm la ley que deflpe al detnrminlnta de
peellr
orden mt ‘—rt
e ' ', |
Consideremes la matrriz cuadradg'de crden n _j
i F j‘ . L]
L, my s lln ]
T i fhalg u? B ' Latn om s H
.'tl ‘II P .:Ir.l {
P "-.ﬁ“t' "t :.'. rrerslama oo b '.fil L I
* ¥ N 5 - . + ] 1= .zl
II“ By n *ale ERN
- T LT St € + TWa 4 uF . am?
¥ un prnductu de B dc sus elelentus
Tfarny ooy oo Yo 3
'1u, ":Iu.t R T
LI L A A S L P ) LTTEN 1 LT -

tomados de tsl panera que haya elemsntos d# todos sus renglomes [y

uno 581c de.cads Tanglén), y.que haya eolemsntos.de todas sus colum

nas (¥ uno |q1u de cads columnal,

' ir . 1A

' # Llas factores de e3le producto estin ordenados do tal mo-,.-

do que 198 primeros fodlewes formsn una pur-gtlciﬁu PT!ICIPII-‘LLI

sucesidn de los swgundos feodices forman uns persutaclifa,



ﬂjt th e

!u».n o *

de los nimeros 1, 2, ... M. Pars #sta parmutacidn deflnlremos o

c=+1 81 la permutacidn 3 de claze par 3 .

g=-1 s! la permutacisn a3 de class lmpar LI

Formemns wl producto provisto de signe 17 -, & 4-

[ ] ces M . [28) 5.9 .+ - L B
a, a, o 1

Como sl conjunta 5, de codas las permutnciones de n ﬁﬁlg

-’

ros estd formada por n} arreglos, podemor formar nl productes del

L] -. -

tipa (26]. )

Ei detearminantes de lu matriz A ze definulkunﬁ'llﬂlhﬁ; dﬁ
estzi n! productoes dotades d¢ slgno (a 1oz cuales se les 1lams éigii
mincs del decerminenta), S sy
befinlcifn, B

det [h]'gnt .'“; l,nl RS lnnn . li.}{{ig

Da la definicidn anterior se concluye que:

[]
1) Pare cbtener todos los términos del desarrallo de un datermi-
nante, bastw con sacribir sl térmiro principal (multiplicandd
los slementos sobre 1 dlagonsl prineipal} y = plttﬂr da date ob-
. o

tonetr todos los dembs delando f1jos lon primeres Indices y permu-

- ar ] TS B T S 1
tapdo de todas lay maneran poslblss los segundos Indicesf ’ f"

] _adk
1] Comg de los segunded fndices hay n! permutaciones, 1w wicad ~

de clave pat ¥ la mitad de clase impar, habri n! términos es«w i

el dwsarrollo desl determinents, la mitad con si;nofﬁ ¥ la mitad

oy 12 -n
L

los slgnos + ¥ - 3¢ eplgoen gegdn ls parmutacida de-los segul

con signo -.
3)

-

dos Indices ses da clase par o 1mpar. i
. - ! T e feow
|

V-BE/B7

tir de la definicidn . -

dos de todas lax manerws posibles: .

bl

partir ‘de la definieitn

Térnino principel:

les segundos Indices son: .

. ;. Elemplo

zu

-

v

v, 5. ., : .

r

Obtenar #1 desarrolle del determinants de Zo, orden a pary

4, "z
det [A)~
g Lt Y LR L T D | L1 U

De acuerda con le antevior, el tfralpe principal erd

Ta ML, rot - * ]

Dejamos fijos los primeros Indices y permutumos o3 sefun
il SN

’ S PN
12 clase par .+ : [T A TEoy ey yrala
H clase impar =+ - : oL s .  raw
El desarrollo serd entonces: |
det(Al=n, @, -8, ,48,, wal
I: "y -**' 'I'|"‘I
Ejemple IY, 35, °
n

Obtener o1 desarrdllc del determinante de Jet, orden, a

-

PR Lam I . "y
R § - i
2y i ' ;
+ 1 det [.ﬁ]' I.:l_"' By Ry, P | 1 I
By Bay Ry P
1..'II. Rpg 34y, . . - . ‘b

Dejando flion lss primeros fndices, las permutacicnes de

s g A . ¢ s
l |I1IJ-CII" par . ‘t" - ] £ -3 B
132 claze impar * .
213 clase impar * SCahar 2 0 0F 4w b udda .. 8
231 clase par ° %o VT R v Wy e i
317 clase par - .
.5 1 .I Clll. 1..p..ll._'l.."_“_"i. =!:._ [ XX ] ,J._“ I b oGl L

’



—t o

Cllcule de determinantas. ‘

8l desarrollo xerk:

der(A)=a, 8,2, ‘1|‘:|‘(|"|:':1':1 '1:‘:|':1 ARy,

. [l .
-------- * & # W W ®m oA g g g m oy momom
P

1 .

51 (M) represents 4l conjunto de les metrices cuadradas
de orden o con «lesanioy #n [, podemos defintr la funcién

det: (M) = C '
QUl asigna a ls matriz A ¢ (M) el sscaler vapscifico det (A) € C.

Tal funcién queds definide por la expreaidn (27) que re-
presents una suma de n! productos de elementos de A. .

El empleo'de dicha expresién pars el chlculo de determi-

" nantes ne e mcostumbra en la prictica por resultar demaslado iabn

Tiosa, & camblo se hen desarrollede mEtodos als senclllos que con-

ductﬁ & los mismps resultedos, Tres de dichos métodos trataremes
an sate seccidn,

J 1
Regle de Satrus. Ct

La regla de Sarrus indice que pars ohtener el valer de un

determinante de Zo. orden, sl products da loi elomentos de la diego

nal principal (lineas lieass) se restz £l producte de los elementos
de 1l “diegonel sacundlril".[lintll puntn:d;:}. Asl tendremcs qus
] . .'|_
] l\
L]

"11 L ITLIT]

que colncide com el desarrolle segln lm definicidn.

por ejenplea

-+

3 -
‘ j- (3(-3)-(-51[a)=-9+20=11
i

La regle de Serrus indice que pars obtener el valar de un
deterninante de Jer, orden, a las productes d;flu: elementos de 1a
diagonal principel y patalsles » ella flinl;lllliﬂll} 5@ restan los
preductos de lox elemsntos de la dil:onli :acdnélril'y Faralelas &
#lla (linexs puntesdss). Fara abservar m-jurli;tn! productos, me
pueden escribir el primsrs y sejundo renglén inmedistwmente despuls

1 r

del tercern, Azl tensmos que: .

\ L P T L ) . ;
4 \\\ 2 a” .
-~ £l 11-""n1
- * *

Colat e | e BT A T T R T he T S T R
\ zt! ,-‘ o 33, -7 3%

f L N T LT TOF WO TR T R T
g ! \‘\ )\ H R 1 Later ettty
P ofa a .’ a ] ea .
Pl L ¥y 1 1T Tna 1 l.ll.tlll LI

il iy

que coincide con '4) d-:lrrnlln segpfin 1s dafinlcidn.

+

Por #jempla:

502 4 . - .
T 5 2= (3053 (4)+{VIC-53 ()« (-3 () {(2)-(43(5){-3)- .

el -y .
Vale la pena subreyar que le regle &é Sarruas se hm anuﬁ:
cindo exclusivamente para los detaroinsntes de)lo. y Jer. orden,' .
Es frecuente tender & generalizar l:;llrﬂill pars caleu-
lar determinantes Jde prden wavcer, 3in ﬂlhlr;u' el ustudilnte Fue- *
de fdcllments demostrar que 2l aplicar la rthL do Sarrus = un de-
terminante de ordsp supericr al tercero, | ¢ chtione un desmrrollo -
gue no ceincide cgpn 1x definicidn, El nﬁtudo 'que vaTemON & conti

nyacidn ex nplicable s un determinante de cullquiur orden.
- [,

Osaarrollo por cofactaras. [ . e

L
Volviendo sl sjampla IV, 26, el resultado cbtenide para

el determinants de 3er. orden segin la Jefinlcidn =1: s
I . "

: . . L



det(l]-n,.l,.l,,-l,lll,l,,vl,‘ltil.l+|1i;.,|,*a Por ajemple, el detersinante que multiplica al elemenip

“jﬁ.tllll-.llllllll ] . . &, , puede obtenerss suprimiendo el priTur Ffpg{ﬁf ¥ ln ?ag?ndl ']
Enctorizando los elementos del primer renglén tenemon: LI lumns dal! determinante original
dct[A]-l“{l,,:"+:”l“)-'l“[l,'l"-l".u“} . ‘Tl’"@“‘r‘l oy -

. LT UM P T T S T By li; Bay + ::Ii.l ;ll oot L
do acuerde cen la definlcién de determinante de 20, orden podemos . Ly N, My i '
eacriblir! . . . a nste determinants se le llams ol manor de A, ¥ lo represontars-

dot (AYea, Illllt. . ll]ltli'll. ..*"'I moy con M, . . K . ”
| T e, LT P Generalizando, daremos la 3igulente
pars detorminar los 31gn0s de los términos hecemos: Definicitn. - ,~ . e
dut{A}-{-l]'":,,I"l'1+t-1]'*‘.l, F T TN ST Se llamm menor del slemento 8,y d¢ un determinante de or
. LT a4,,4,, . den n. al determinunts de orden n-1 gue 3e uhtieqﬁ al suprimir, en
al determinants originel, el reanglén ¢t ¥ la coluens §,
'['I}l+.'ll } —— cee 18D l Al menat de sy, lo re taremcs con K, .
oy . ' : LY presen Ky .

dopde los exponentes da (+7) zon 1a suoa de los fndices de} ¢lemen De acuerdo com esta notacidn, la 'Ipr"fﬂn (27] puede bt

to del primer renglén. eriblrae como —

aio7y1*t _yy i _qal*n
i A la expreslén (37) se le llama desarrolla por cofactoTes | det{A)=(-1) REELUBRI S} IFLITRISL) SaMyg- .

del determineante respects 4 su primer renglén. - ° . @ blen, en forms condanasds : .

+ + -

Se recomiends el sscudiente hacer ol desarrallo del mis det(A)= H (_1]1fj ., sz
. =1 ]

ap determinante respecio s slguno de lom renglones o columnas Tes .
. 5i =legimos 8! Tenglin k, para desarrellar por cofacte-

tantes, Es obvio que =] resultade de ambos deserrollos e numé-
I
ricemente ipual a dat(A), . o3 ol daterminente de Jer. ordan, dicho defnrr?}%T antd expresa-
+  En la expresidn (27) pueds cbasrvarse que, las determi- do por . |
nantes que multiplican & los ulement?: del primer rengldn, pueden det(A) e - {_1}k*j.kj o .
obtenerse wliminandc en el determinante priginal, el ronglén y la =1 . . .

colutme donde se encusntre sl slemento cerrespondients; - y #1 elegimos 1a columna k, por . )

*¥-90,/91




] . -
det[A)-tI {-1}1‘k'1knlk
-y IS

. It

En genaral, 51 A es une matriz cuadrade de orden n:

“ L
derons nFhyrme o 0T T
j'.l At B TL L m
- - LY - l.:l ' _‘I‘ ”
det(A) if.[ 1] 1hmak A ) H s % A

- - f

B A L T

dande k £ Ny Yckop ' ‘
Deflnicidn, — —" : I' : ‘ et ot
Llamamay cafactor del elemento 'lj al dﬁtf;:lnlpfﬁ | -,th:
-0 e Myje 21 que Tepresentamos com Ay, e . d' ‘;
»

Con ayuds de #sta definicldn, el l!tndo ﬂfferfdilpur 1nx

wxpresiones (Zﬂjr (28) (aml que se 1llnza “lﬁtnda de desarrollo por

1 L~ '1I-j"|_i LI R Y
cofartoras”) puadt enunclarse como sigue: !

5.
El valor de un determinants pusds nbt!nerse efectuande -
L] i.-. -—
In suma Ju las productos de los elementas dl unw cullquicrl de sus -
T N I TR AT S
1fneas (renglfn c columne) poT sUR rfsp!:tivnj cofactores, H

- 19
: A oaa I n:a%: (TR TR E 1
Ejemplao (I¥. 27 '
Y & LI 1
Calcular ¢l detersinante de ls metrir & per e: :i:udn de
1 - T
daparralle por ccfactores, '
- N A . LIt a ey 1.."I
T 1 « 5 1 -
. 4 . - i TR ShresT g
' T -3 ¢ -€ '
A= 0 s -1 1 AL AT X ;
1 & -7 6 ) : ' o
Salucidn g

ada

Primero, debwmos elegir un renglén ¢ una Cﬂlulnl_Pltl -

Annlizando la matriz, Yemos que &3 canve

I :

efectuar ol desarrollo.

niente slagir slguna de lay siguienter 1lineas:

- * Jo. PRenglén e -

* Jer. 'Renglén ™ Y v g - R
' 1a, " Columnw + ' T N AR T oy
0 3a. Columpe » &« ™ - - o3y L

yu que cada une de ellas tiene'un wlemento nclo y &l producto de’ S 3

diche elemento por su respective cofactor serk igusl a cera. ' Es- i
to :impli%icn’zl trabajo al cSlculo de 's8lo tres determinantes de
Jer,! orden, 37" Yo .
©  Desarrollardo par cofactores segdn el Zo. renglén:
det{A}=tAyy-3Ay  *0A, -6A;, -
Las cofectares Ai{ se obtiensn como * .
i oar 1+j . . . . . . -
S TRICAP R .
R (1] o owaroa
Deanrrulllndn pur 11 regle de Sarrus lox nenure: H L ’
L ubtenenu: v
1 -5 1 o !
Mpw |72 =1 2] =B 80 14rdesOerdete oA e 1B 7 o
4 -7 ]
LI 1*-";5!".-'[‘."1‘?”'.; L - F L T - T
2 -5 1 ! * L
Hygm | 00 =17 2| =-1z-t0mrezaers o L 4
1 -7 & . - L .
. E.* | R R )
. 2 1 -5 ' t
Mem [0 2 -1 me2letoipegeaqt f b o0 A el de
;_r 1 %« 4--7 L T W . R . L .- my L
finaimente SR B PE LI T e ¢
LT * det{A)=-13-3(F)-6{-11]=27 - " L

En el caso'genernl, sl desarrello por cofactoras transfor)

me 2l problems da caleular un determinante de orden n an el da cal- '.

Lo

r
rvae;ﬁa‘éii.



cular n déterwinuntes ds orden n-1, Cade uno do Estos determinan

Les puedn'd!!lrrulllrll 4 1u yer por cofsctores, cbtenifndose meng

rew de orden n-2 y an! socesivamente. Se sevstumbra contlnuar ef

§ .-
procese hasts obtener mahores de arden 3 ¢ de nrdanEZ, las cuulal .

|
pueden resolverse smplaande lg regle de Slrru:.-, ,} witly 2F 25 aunp h,

Propiedadss elementales, o T T 1%t

b."il..

ILu! determipantes tienen clertas prnplidldls qua af dtil
conocer. | Son de interds principalments lll :nndiciﬂn:: bajo_lar
cunles un'deterlinuntt #3 nulo; msf come lll trlnlfgrulctnna: que,
1 afectuadan on Ia matriz, N9 altervan =] valor dsl ﬁeéerlin;ntu o le -
producun dnl alteracidn féclluente calculable. |,

e
- LA '

ro

‘Estus propladades, 1lamsdss propledades -lcsentllul, i

demusstran u partlr de ln dtfinicisnEE} ¥ 39n lll qnn a continUI-

- A L

cid4n 2 snlistan, En lo que sigus, pnr unm Iinnl d:berl entender

| L APPRE S
s# un ranglfn o une COlumna, _ b ; e*ﬂw{'_ o P
1] 51 una 1fneas estd constituida por ceras, el dltlrlinlntE_el m v
1o, | |a§ F“;ﬁf.! S
1) 51 dos lineas parslelns sen preporclensles, Tlrdnﬁ;f:ifsrte au.L
aule._ | (En particular, a1 dos Liness pl:llnln: :un_l;u-l-:, "l
d-t-r-ln;nt- »3 ntulo), - _ ' E" T ? i v
3 s --ilntercllhiln das Liness paralalax cullo:quiorl. 31 deter
ainante 38lc cambinm de sigpo. .., ... , ] :1 i ; i_; .
4 st selsultiplican todos los alemeates de uns linea por un rdne
to k, ol valor del determinente queda lultiplichdn por X.rmpangt
£] 21 velor del daterwinants no cambia, 31 s+ intercaabisn renglg
(2 0l iltudilntl puede consultar ls demostracién uL la referencla
1 pl;l. 5039, .
i » 1’3\ 1., I L F T nurfu';Jfl PURREY TH T L b B L
'1 ‘;t . - E] b '
SR ' . ' L

£
[

nes por columnss y viceverss, Ei decir;

dot(A)-det(A) R 1
- kg T [ [] i o= g " ' B
8) El valar de un determindante nn':lnbil, 81 2 los elementos de - =,
- . 1
une de¢ sus linews,, s# sumen los ul:luntns-curr;;pundinytel .

otra lines paralels multiplicados pu} un nimero k.

Un_mEtodg de condensacién, AL Y ) B
[ ”;t e : -
El miétedo de desaTrelle por coafsctores, :unquo splicable .-
o wals
. determinuntes de cuslguier prden, puede resultar en u:l:iunes de-__{i
[ ar]
ll!ilﬂﬂ labarioee, * 51 ru:ru:lans al ejtlpla I¥., 1T, vemps que 3]
LT B L - . % WE oy o [l Ll T e "
Ts elegir el 20. Tenglén en qu-r del 10., nos hemos evitedo ml cllcu
J pies rnrel ., : l+ }
" 1a de un d.etlrl.ln.l.utl da Zer' urdin. -_1 _—— .
iafl veb.ry € a2 Thmo T RIEY -r

51 en una 1ines cu-lquilrl dc un deteriinlntu. todos Ins .
cln;lntul l!:lp;ﬂ un; EL;TIH rulos, ain dudlhlscogcrfl:u: dl:hl 1I
nes pars efectu:r «l deslrrullu ’ i; ;Et;dﬂquc propnndrllnl a-.
continuacidn ll basm cn esta 1&3;:; ;Lnllste en.’

- ar LA - .4.

i
— ki,
2} Elegir im 1fnes que contangs =1 mayor nimere de ceros. ]#.
PRI PRI ¥ = g LI ¥ ay 'r; *
b} Aplicar reit:rtdllentu is prupiudld (5)-hasts raducir m cero o —
todos loz elementos de diche 1ines exceptc uno, (51 todosx - Fa
w“l ouratd S
lns £lemantos 5o ruducen 4 Carp, ¢l deteTminante os oulo par la -« » ¢
L T ‘I‘IJ N L A TR T P ) - b
prupiedld (11]. - . . ' Fa
e Lo - - R -
€) Desarrecllar por cofactores seglin dicha linel.
¥ 1 ..,:i-m“
d) Repetlr el proceso hasts gbtenar un daterninlnta LL lc:undu o |% h
tercer orden. to T ‘ . ut ;1;#
: - 3
L Ejemplo IV, 21 I TR =FTY £ .
. e C;lEﬁil; il’dﬁtir&iﬁintn’d; 12' matriz A emplesndo ol ms- .
'. tods de condensacisn’ T TR ol Cumrtilib Letietacked 12 atiariol

L -

Iiawnpls w2 [ LW gnugla tlysls ::.:ln}
L = ' ] . b ‘f{‘:

T N ! v y ’ 4, "
" r « . ;‘ - 'r.!{'z.""l
A
. , e . . A h

e



1 1 2 -1 4
5 2 1 0 -1 )
An !5 2 1 0 ’
« 2 1 -1 2 . i
¥ 1 1 . ‘_. 1 1 ! - ' 1
11 2 -1 & 15 8 5 -1 d
- 502 1 0 - 000 4 o -1
derim) [t 5 oz ot 0| =]l 5 2 1 o
« 2 1 -1 2 1 & 3 -1 2
1 & 4 Iﬂ; t & 4 5 1
(3) () (1) - )

Eligiendo el 20. rengldn, l1s columna * que pirve como pl-
vote 32 ha iultiplicndn por 3, 2 ¥y 1 s ha sumedo « i.: columnas -

que se Indican. .

! Desarrollando por cofactorss segfin #l segundo renglén,

tokenos - .
13 g 5 -1] (1) 14 U 8 qQ
TS oz e P2
dotlAln 01 1y 6 3 1y UM 01T o
s 45 1en 3 -1 3 0

R g
*  Se he splicado nuevamente ¢l método:eligiends shora 1a -

]

cuarta columna y tomsnds el segunde renglédn * comoc pivote.  Desa

rrollando shore por cofmctores segfn la cuarts columna, tendremos:

. ' 14 148 "] ss 14 s0
det(A)=-(-1)(1} |17 11 5 (21307} 44 1 38|
, 1y -1 3 . g -t q
|8 4 (3) .
. .

. Desarrollande nuevaments por cofactores segdn ol 3er. --

rangldn: . , , . , . 5 1
det{A)e- (-1) (M (-(-1)) | *8 :zl

' . .
. b 3 . [ [ - . *

. i
- . f .

Desnrrollande este dltimo-determinante por 1s tegla de -

Sarrus: i . ' L
det{A}-ﬁt-il[1}(-(vill({SE}IJHJ-[Sﬂi{l#}J"?I

CAlculo de la inversa por medic de la adiunta,

Con la syuda de los detarminantes, podemcs obtensr lw in-
versa de una metrit empleands un eftoda diferente al sXpuesto #n la

seccidn IV, %, Antes dartemos la siguients [

Definici&n, . . tF _ .

fl -

5e llame matriz adjunte de la matriz cusdrads A, 2 1a =g |

trlz que se-gbtiene de A7 2l sustlitulr sus elementos por sus Tes--
1

pectives cofactores,

A lx matriz adiuzta de A la representaremss con A",  En

tonces, si A o3 la matriz cuadrade de orden n

As(ey )
1a transpuesta de A =3
T
A =(a
[ ji] , [ = g wh
¥ la wdiunts de A es . '
AtelA
{854 o o
w . ; T
Ejemple I¥. 2D
dbtener la sadjuntn dm 1l1mltr1:
' , -'uil
1 o 4 '
A= |-1 oz s o
3 1 .2 . Aa =
* . (Obtengamos primero lm transpuesta: & e oL oru Al (f
' R R LR AN PY o ] I



1 L -,
: im [ r ma . _.-j . ¥ - -4 ' ' r B
v [y 1 7 s . s ' a) 7 A . d* 1
L . . . +
- A= ] 1 1 . Ty L, EFFS h] R(*] <n L) . L - i‘ - (] -
- 4 3 -3 a “ LY . . N b o a 1 T L
S B | . ] a2 tE ok - N e} det{Al=D ) LI t Pl
La wdiunts es: T . . ' !
F 42 oo . oo ' Elplelndn 1: relacidn !(30), Pudanu: ubttner la inveran do
1N -2 o ‘ ) .
§ .3 'l “ J . .FE';:ifq'tf R la Intri:} f , r 1 li-.hlh'1 Py r r. i
e -1 R T I B L T PR I T T o T R O S 5%'}' "
[} e . - . 4 . . Yo - - r - . fh At - b
at o At 3 '1 I‘* =2t 4 ,5| . I T L LR L A= -1, 23 i E Poof 1 ] ; "Lﬂ 15‘
A L B TR B . . ' fa " ls 1 2] O ‘
. - a ! Lo b T o =L oy My e N . : 4y E v t | I ) "
- . L1z o de A et del ejemplo 1V, 1% ° i . ( , :
. v KL I T Al l.:-l -
. Tt ms b | oam - . - a r
depsrrellands los douﬂlunf:u cbtanemon finslmente Pl .  En efecte, como _ . ] o
5 T < " .7 4 -l-l - 1 . - E.-"-t ra ..:Eu oo F— :l;l_.'_ L X 1 (LI I T (LY PRI S * l..-..'.'.-].'.".‘-;j‘.!si L.
. . . oL g . ' 1 ] 4 :
-E - Ava 7 =14 -1 - ] +J:‘J‘aﬂ-_, i: Ir' [ I ..I.I ] &Et(l]; ::1_.4-5‘1,1 3 :-35,l|;|' . Ny, o -t --: I & a2 -1
Tt ' L v ‘i‘i.,,:".-‘ﬂﬁ ; T s 2 . Ao BE et
] . .
LT A A A A A -.___-,.-!‘ ..;“-_.‘.1. 11 * Hliite_h'i: Uoaargre ot ar L Ty T 1 *rua sL
de d t . y .
5# pusde demostrar gque la inversa do una !Tt;%: A, puedo , ) Del resultado del ejemple IV, 29 S de] i)
obtenerss mediante 18 reluclén wh ' s . "o W7 e 3 ; "
' et s3I o & . ! -" M ISR !
' -1 1 BT S T T T T T i ata 1 ; Aw . * T =14 7| re . !
A - | Ezlj A* PN 1) - - ' : ! i alEIII+1- H M R L
. e RS $ e } f»”l 21 2 ..
ds este ralaciéin vemos quo el T SR be 0} i ' ' '
9 - , a5 I3 Miatosgle 4 v P-u tﬂ‘lprﬂbll‘ nie:tunu: el 'prn-dur.tn AN .
14 e=—s det(A)fD. . * g ) I S0 LIRS [ S BRI S Bl i TRAN > o] [t o o]’
N T N T l . [ P 1 . - .
+ Bn eohsecuencle: L 10 TR - ot 1AA.---E- -1”2'1-*3 '.F-uf ?J -y »nu.-xs_; o|=foF 1.00]"
' ) .= ) R 1..=-3]. -7 =0, 2 . o, .0 =35 o, 0 1]
1] S1 A #3 una matri: :uldudn de arden h, A0 ungular Las siguiug A AR A e AT TR AR P M EL by
. O 2 LE-B . F e x4 4 m = o= o= o= m . D L T B S "
oy aflrmacionss son equivalentes: ' ‘f ) - - is L ) i e ' r !__
) a At itlme o f a dfpa Do o l"‘*“ﬂ . Regla de Cramer. l;'L SFAMELAS ;= . bl 5““!*&1
] - -+ ; .
b) RCA) [ $ 87 ! o i T " otra de 'las lrlicaciune: de ics dattrlinlntes, 1 encon
=R ! ' T, . . rr .
' f . 1 L e th . tramos en 14 resolucide de sistemas de :culcinnu linzales. La !,.
c) dep{AddD Ll r 2l Y1 - o

. - . v it definiciﬁn'de'dntnrlihlntc dldl'purlll exp}eilﬁﬂ (Z?], per-itt Ea
1) 58 A vy une matriz cusdreds de orden B, singuler, ez sigulientes iy

' 17 neralizar la rugll de Crazer e enun:l.da al prlnclpiu de EStl'-?.

' 1 : " - . . o . o N
afirmeciones son squivelentes P Y 4 e o | 3 e e —rJ*u I

. s “' A | ? L} " 4

- ST A Y fll La demostracidn de ests afirmacidn, puqdn consultarse en'ls’ L

. - - . N -} o ferencln 2 plgl. S0 & 54, Ch v . - L,

i - } . - - + LA " et ' T A |'I ' . v TG -‘.-{‘1

T af R Wt e ' _'I . e . g . . "_, Lt . . JE S S
W"Hm ] -‘*‘\:il ¢ 4 "' v ' -ll ' ’ o ? 1‘." - N ":-"



secciden como sigue: ' . Solucldn ' . Tt :
Sen ¢l sistema d¢ 0 ecuacionss con n 111:&;“1:“ R . B I J 1 L : ‘.-"'. PR . "
1Y k - " - .
Ry E Rt X b . o s - det(A}= (3~ 1.,-2 -'I'N-H"Mﬂ_h“'h'" P
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4 x *a x +,.,..*a _x =h . i L . N f v I f
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- R R Lol IR TR
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