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— Alan H. Cruz [22]
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R E S U M E N

En este trabajo, mediante el enfoque de Función de Lyapunov de Control (Robusta)
se aborda el problema diseño de controladores (homogéneos y no homogéneos) que
producen Modos Deslizantes de Orden Superior. El estudio se enfoca principalmente
a una clase sistemas no lineales de una entrada y una salida, y sobre la cual actúan
tanto perturbaciones acopladas como no acopladas.

El principal objetivo de control es hacer que la salida del sistema sea cero en tiem-
po finito. Para cumplir con este objetivo, el problema de control se formula como un
problema de estabilización en tiempo finito de un sistema no lineal (que depende
de la salida y sus derivadas) es vez de diseñar una superficie deslizante que asegure
la convergencia en tiempo finito. Al cambiar el enfoque a un problema de estabi-
lización, las leyes de control para el sistema en consideración se pueden construir
mediante una modificación del método de Backstepping, técnica ampliamente uti-
lizada en la estabilización robusta de sistemas dinámicos, pero sorprendentemente
poco utilizada como herramienta matemática en el análisis y diseño del Control por
Modos Deslizantes de Orden Superior.

El método de Backstepping aquí utilizado permite conectar a la teoría de Modos
Deslizantes de Orden Superior con los métodos clásicos empleados en la teoría de
sistemas no lineales y probar otras propiedades, entre ellas, la robustez ante pertur-
baciones no acopladas.
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N O TA C I Ó N

La siguiente terminología se usará a lo largo de todo el trabajo.

∃ es el símbolo “existe”.

∀ es el símbolo de “para todo”.

<,6,>,> son los símbolos de “menor que”, “menor o igual que”, “mayor que”
y “mayor o igual que”.

a ∈ A denota que el elemento a pertenece al conjunto A.

A ⊂ B denota el subconjunto A del conjunto B.

A∩B denota la intersección de los conjuntos A y B.

A∪B denota la unión de los conjuntos A y B.

A \B denota la diferencia de los conjuntos A y B (la parte de A fuera de B).

A × B denota la producto cartesiano de dos conjuntos (el conjunto de pares
(a,b), a ∈ A, b ∈ B).

f : A→ B denota el mapeo f del conjunto A al conjunto B.

ḟ denota la taza cambio de la función f(derivada c.r. al tiempo t), dfdx es la
derivada de f c.r. a x y ∂f

∂x es la derivada parcial de f c.r. a x.

A⇒ B denota que la afirmación A implica B.

A⇔ B denota que las afirmaciones A y B son equivalentes.

R es el conjunto de números reales, R+ es el conjunto de los reales estrictamen-
te positivos, R>0 := R+ ∪ {0}, R+ := R>0 ∪ {∞}, y R := R ∪ {−∞} ∪ {∞}. N es
el conjunto de los números naturales.

el conjunto de vectores columna de dismensión n× 1 se denota con Rn.

el producto interno de x,y ∈ Rn se denota por 〈x,y〉 y la norma de Euclidiana
de x por ‖x‖ =

√
〈x, x〉.

Br = {x ∈ Rn : ‖x‖ < r} denota un conjunto abierto centrado en el origen de
radio r ∈ R+, Bcr = {x ∈ Rn : ‖x‖ > r} denota su complemento, Br(y) es la bola
abierta de radio r > 0 con centro en y ∈ Rn y B denota la bola unitaria.

diag(a1, ...,ai) denota a la matriz diagonal cuyos elementos son a1, ...,ai ∈ R.

coΩ denota la cerradura de la envolvente convexa del conjunto Ω.

I denota uno de los siguientes intervalos: [a,b], (a,b), [a,b), (a,b]. donde a < b,
a,b ∈ R.

Una función continua a tramos en t ∈ I satisface la condición de Lipschitz si
‖f(t, x) − f(t,y)‖ 6 L‖x− y‖, ∀x,y ∈ Br(x0). 1

Ck es el conjunto de funciones continuas definidas en Ω ⊆ Rn, que son conti-
nuamente diferenciables hasta el orden k, donde k ∈N.

1 La condición de Lipschitz es una propiedad más fuerte que la continuidad en una función. Además, en
el intervalo de interés Br, ‖∂f(t,x)∂x ‖ 6 L, ∀x ∈ Br.
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xx notations

Una función continua V : Rn → R definida sobre Ω es p.d. si V(0) = 0 y
V(x) > 0 para x ∈ R\{0}. Y V es n.d. si V(0) = 0 y V(x) < 0 para x ∈ R\{0}.

V(·) es radialmente no acotada si está definida sobre Br, y lı́m‖x‖→+∞ V(x) =
+∞
V(·) es una función propia si los conjuntos de nivel {x ∈ Rn : V(x) 6 a} estan
acotados ∀a > 0.

Si V(·) ∈ C1 entonces el gradiente de V(x) es ∇V(x) = (
∂V(x)
∂x1

, ..., ∂V(x)
∂xn

)T .

LfV = 〈∂V(x)
∂x , f(x)〉 = Σni=1

∂V
∂xi
fi(x) define la derivada de V en la dirección del

campo vectorial2 f(x) = (f1(x), ..., fn(x)). Además, (i) LkfV =
∂(Lk−1f V)

∂x f(x), con
k ∈N, representa que V es diferenciada k veces en la dirección de f(x), donde
L0f = V(x), y (ii) LgLfV =

∂(LfV)
∂x g(x) define la derivada de LfV en la dirección

del campo vectorial g(x).

dzcm = |z|m sign (z), ∀m > 0, es un operador3 de potencia que preserva el
signo de la función z ∈ R.

una función α : [0,a) → R+ pertenece a la clase K, si es continua, estricta-
mente creciente y α(0) = 0. Además, (i) α ∈ K∞, si α ∈ K, con a = ∞, y
lı́mr→∞ α(r) = ∞; (ii) α ∈ L, si α es continua, estrictamente decreciente y
lı́mr→∞ α(r) = 0; y por último (iii) una función β : [0,a)×R+ → R+ pertenece
a la clase KL si es de clase L c.r. a la primera variable y de clase K∞ c.r. a la
segunda. 4

L∞ representa el conjunto de funciones acotadas. Una función es localmente
L∞ cuando esta (esencialmente) acotada sobre una vecindad de cada punto.

2 Comúnmente conocida como la derivada de Lie.
3 Para más información de este operador consulte el Apéndice A.
4 A esta clase de funciones se le conoce como funciones de comparación, fueron introducidas por primera
vez en la obra de Hahn [36]. El objetivo de proponer una clase de funciones genéricas K, es considerar la
más amplia variedad de funciones. Por ejemplo: α(r) = rc pertenece a la clase K∞; β(r,s) = r/(ksr+
1), k ∈ R+, es estrictamente creciente en r y estrictamente decreciente en s, además β(r,s)→ 0 cuando
s→∞, por lo tanto, β ∈KL; β(r,s) = rc exp(−s), c ∈ R+, pertenece a la clase KL.



1I N T R O D U C C I Ó N

“Estudia el pasado si quieres pronosticar el futuro.”

— Confucio

1.1. motivación

Las ecuaciones diferenciales (ordinarias o parciales) se utilizan frecuentemente pa-
ra describir la dinámica de los sistemas. A dicha descripción se le conoce como
modelo del sistema. A través del modelo es posible realizar algún tipo de análisis
cualitativo del comportamiento dinámico. Generalmente, un sistema “real” está su-
jeto a condiciones de operación no previstas (incertidumbres) y/o bajo la influencia
de alguna acción externa (perturbaciones). El efecto de ambas se ve reflejado en un Las incertidumbres y/o

perturbaciones pueden ser
modeladas por funciones
que dependen del tiempo,
de las variables de estado,
incluso de las entradas de
control.

cambio inesperado en el comportamiento del sistema.
El desempeño del sistema, mantenido bajo condiciones adversas o inciertas, se

debe a la propiedad de robustez que este tiene. El propósito principal de diseñar
un control robusto es reducir o contrarrestar el efecto de las incertidumbres y/o
perturbaciones, mientras se trata de mantener el comportamiento requerido en el

De aquí en adelante, a la
incertidumbre paramétrica
del modelo y a las
perturbaciones externas se
les considerará
simplemente como
perturbaciones.

sistema. Relacionado al desempeño, existen dos tareas importantes que se buscan
concretar en cualquier aplicación: la regulación y el seguimiento 1.

Para realizar el diseño, tomando en cuenta las perturbaciones, hay que contar con
el modelo del sistema. Una representación muy general de la dinámica de un sistema
es la descrita por el modelo en espacio de estados

ż = f(t, z) + g(t, z)(u+ ρ(t, z)), σ = h(t, z). (1)

Las función f(t, z) contiene a la dinámica conocida y perturbaciones no acopladas
a la entrada de control, g(t, z) designa los canales por donde entra la señal de control
y ρ(t, z) representa las perturbaciones acopladas, y posiblemente no desvanecientes,
presentes en el sistema, z define las variables de estado y u define las entradas de Los controladores

continuos estáticos por
retroalimentación de
estados no aseguran la
estabilización robusta del
sistema en lazo cerrado en
presencia de
perturbaciones no
desvanecientes.

control. La función h(t, z) define la tarea de regulación o seguimiento que se desea
cumplir. Bajo las hipótesis adecuadas, dichas tareas de control se trasforman en un
problema estabilización del siguiente sistema [89]∑

0 : η̇ = f0(η, x) +∆f0(x,η),

∑
T :


ẋi = xi+1 +wi(t, x,η), ∀i = 1, ..., r− 1,

ẋr = wr(t, x,η) + b(t, x,η)u, x0 = x(0),

x1 = σ,

(2)

donde Σ0 representa la dinámica cero, x y η son nuevos vectores de estados, b(t, x,η)
es una función contínua que no cruza por cero y las funciones wr(t, x,η), wi(t, x,η)
y ∆f0(x,η), modelan a las perturbaciones acopladas y no acopladas del sistema. Una
vez conocida la dinámica nominal del sistema, el problema de control robusto se
reduce a diseñar la entrada de control u que garantice la estabilidad del sistema (2)
en presencia de alguna clase apropiada de perturbaciones acopladas y no acopladas.

Existen dos enfoques, muy interesantes, que resuelven el problema de control
robusto del sistema ΣT bajo ciertas condiciones. El control por modos deslizantes
(CMD) y el control diseñado mediante una Función de Lyapunov de Control (FLC).

Un CMD requiere esencialmente que solo existan perturbaciones acopladas. El
diseño clásico por CMD consta de dos pasos, Utkin [87]:

1 Que es regulación y seguimiento

1
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(s1) Diseño de la superficie deslizante (SD), donde se incluyen los criterios de
desempeño que se desean o se requieren para el sistema. Al comportamien-
to dinámico del sistema restringido a la SD se le denomina modo deslizante.

(s2) Diseño de la entrada control, la cual asegura que cualquier trayectoria del sis-El control puede ser
continuo o discontinuo,

ver por ejemplo el tutorial
[42].

tema sea forzada a converger a la SD en tiempo finito y se mantenga ahí, una
vez iniciado el modo deslizante.

Las características principales que presentan los sistemas con un CMD son:

1. Insensibilidad ante incertidumbres paramétricas y rechazo ante perturbaciones
externas, cuando ambas se encuentran acopladas a la entrada de control. La
condición de acoplamiento (matching condition) se refiere a que, la entrada de
control y la perturbación entran al sistema a través de los mismos canales.

2. Reducción del orden del sistema durante el modo deslizante (sistema reduci-
do).

3. Convergencia en tiempo finito solamente a la SD.Las nociones de estabilidad
se revisarán más detalle en

el Capítulo 2. Desafortunadamente, el CMD estándar presenta algunos inconvenientes:

1. La técnica esta limitada a sistemas que tienen grado relativo igual a uno con
respecto (c.r) a la entrada de control. 2

2. Produce el efecto de castañeo o chattering. Un fenómeno de oscilaciones de alta
frecuencia y de amplitud finita en el sistema controlado.

3. Altamente sensible ante la discretización.

4. Las perturbaciones no acopladas no se pueden compensar.

5. Convergencia asintótica (o exponencial) de las trayectorias del sistema durante
el modo deslizante . De forma más precisa, el origen del sistema reducido soloEl control por modos

deslizantes terminales
(CMDT) y el control por

modos deslizantes
terminales no singulares

(CMDTNS) logran
durante el modo deslizante

convergencia en tiempo
finito. Estas técnicas están
restringidas a sistemas de

segundo orden.

es asintóticamente (o exponencialmente) estable.

Las característica principal del CMD clásico es que es capaz de llevar cualquier
trayectoria del sistema controlado en tiempo finito a la SD y mantenerla ahí, a pesar
de la presencia de perturbaciones acopladas. Por otro lado, la técnica de diseño no
toma en cuenta del todo3 a las perturbaciones no acopladas, el chattering degrada
enormemente el desempeño del sistema en la práctica debido al uso de un modo
deslizante de primer orden (MDPO) como entrada de control y en el modo deslizante
solo existe convergencia asintótica.

Hallar condiciones para que la propiedad de convergencia en tiempo finito esté
presente en una variable escalar es más o menos obvio, pero la extensión de esta
propiedad a una variable vectorial de orden arbitrario no es trivial. En un intento
por extender esta propiedad a variables vectoriales en CMD se ha introducido el
concepto de modo deslizante de orden superior (MDOS), Levant [54].

Un control, cuyo diseño esta basado en un MDOS, hereda las propiedades de
robustez del CMD estándar, pero con la ventaja de proporcionar convergencia en
tiempo finito durante el modo deslizante, si las perturbaciones están acopladas a la
entrada de control. Una de las diferencias principales del diseño por MDOS con el
diseño clásico por CMD, es que un control por MDOS (CMDOS) se construye usual-
mente utilizando el concepto de homogeneidad. Algunas características del CMDOSLa Homogeneidad es una

propiedad geométrica. Ha
sido muy utilizada para el
diseño de controladores y

observadores. Es una
propiedad fundamental en

el desarrollo de los
resultados de este trabajo.

son:

(c1) Eliminación de la restricción del grado relativo uno.

2 Comentar acerca de grado relativo
3 Existen muy pocas técnicas desarrolladas para la atenuación de este tipo de perturbaciones.
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(c2) Reducción del efecto de chattering.

(c3) Una mayor precisión c.r. al tiempo de muestreo discreto, [55], [56].

(c4) Poseen propiedades de homogeneidad.

(c5) Solo rechazan perturbaciones acopladas. Al menos no sido probado formal-
mente que tengan robustez ante perturbaciones no acopladas.

A pesar de que los algoritmos por MDOS tienen una teoría establecida, aún existen
problemas que no se han resuelto del todo, [54], [55], [56]. Por ejemplo,

(a1) las ganancias en un CMDOS se eligen a priori, y aunque solo es necesario
ajustar un parámetro, el cual tiene que ser elegido suficientemente grande, no
existen condiciones explícitas para ajustar las ganancias; En un CMDOS, las

ganancias son propuestas
por el autor Levant con
base en simulaciones. Esto
se discutirá con más
detalle en el Capítulo 4.

(a2) no obstante de que los algoritmos empleados en CMDOS son homogéneos, no
se propone ninguna función de Lyapunov (FL) (Homogénea) para mostrar su
estabilidad;

(a3) no es posible diseñar algoritmos por MDOS que tengan mayor velocidad de
convergencia y mejores propiedades de robustez con las técnicas propuestas
en [56].

Por otro lado, el enfoque con FL se utiliza frecuentemente en el análisis de esta-
bilidad de sistemas no lineales, siendo también una herramienta fundamental para
la síntesis de controladores. Originalmente, la teoría de Lyapunov fue desarrollado
para sistemas sin entradas de control. Para sistemas con entradas de control, la FLC
desempeña un papel importante en la construcción y diseño de leyes de control, [30],
[70], [33]. Una FLC es simplemente una candidata a FL para el sistema en lazo ce-
rrado y cuya derivada c.r. al tiempo se impone a ser negativa definida (n.d.) a través
de una correcta elección de la entrada de control. Si bien, la existencia de una FL es
suficiente (y necesaria) para determinar la estabilidad del sistema no lineal sin entra-
das, la existencia de una FLC es suficiente (y necesaria) para que un sistema con una
entrada de control sea estabilizado, [33].

La noción de FLC robusta (FLCR) aparece cuando también existen perturbaciones
actuando sobre el sistema. Desafortunadamente, a menudo la FLCR es desconocida
y, en general, no toda FLC llega a ser una FLCR, [33]. El rediseño por Lyapunov o
método min-max es una de las primeras técnicas utilizadas para el diseño de control
robusto no lineal, [35], [46]. La idea del rediseño por Lyapunov es muy simple, si
uno conoce una FLC para el sistema nominal, entonces esta misma función se puede Se considera como sistema

nominal al sistema que no
tiene incertidumbres ni
perturbaciones.

utilizar como una FLCR para el sistema incierto. Lo anterior funciona siempre y
cuando se cumpla la condición de acoplamiento. Sin embrago, el obstáculo radica en
como construir una FLC.

Una técnica ampliamente conocida para el diseño de control robusto no lineal, es
el método de Backstepping (MB) . Con este método siempre es posible construir sis- El MB se basa en la

aplicación recursiva de la
técnica de añadir un
integrador. Para mayores
detalles de esta técnica, el
lector puede consultar a
Freeman and Kokotović
[33] y sus referencias.

temáticamente una FLCR, y simultáneamente un controlador robusto, para sistemas
de dinámica incierta que se encuentran en la forma de retroalimentación estricta y
que estructuralmente cumplen con una condición mucho más débil que la condición
de acoplamiento [45], [47], [48], [46], [33].

Cuando se utiliza el MB, comúnmente se asume que las funciones con las cuales
se construye la FLCR son suaves, debido a la necesidad de calcular las derivadas
de dichas funciones durante la construcción de la ley de control y de la FLCR. Sin
embargo, para algunos sistemas no lineales, tal suposición no se cumple, por ejem-
plo, en sistemas que no tienen un campo vectorial suave. Sin alguna modificación
extra, la aplicación directa del MB falla cuando se tienen que diseñar entradas de
control puramente continuas, la suavidad es imprescindible en este método. Para
hacer frente a este inconveniente, existen básicamente dos enfoques. Uno es utilizar
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una FLCR no suave, lo que implica el manejo de herramientas matemáticas más com-
plejas, [33]. La otra alternativa es integrar al MB una técnica de desingularización de
funciones para obtener una FLCR. La idea de desingularizar funciones no es nueva.
Las funciones desingularizantes (Fdes) fueron introducidas por primera vez en [78].
El objetivo principal de este trabajo fue construir explícitamente una FLC para una
clase de sistemas en cascada en donde la entrada de control a diseñar solo puede ad-
mitir una retroalimentación de alguna función continua de los estados. El empleo de
Fdes fue retomado en [79], [39], [41], para diseñar leyes de control continuas por re-
troalimentación de estado que estabilizan en tiempo finito cierta clase de sistemas no
lineales.. Sin embargo, nunca se ha aplicado para diseñar controladores discontinuosPor razones estruturales

del sistema, en los trabajos
[78], [79], [39], [41], no se

pueden admitir entradas
de control suaves.

puramente homogéneos.
Una cuestión natural que surge es si es posible utilizar el enfoque de FLCR para

el diseño de controladores discontinuos que brinden convergencia en tiempo finito.
Una FLCR permite encontrar condiciones suficientes para sintonizar las ganancias,
permite obtener un estimado del tiempo de convergencia de las trayectorias de es-
tado y hacer extensiones de los algoritmos de control que de otra manera no seria
posible. Por estas razones, es importante investigar cómo construir FLCR para siste-
mas retroalimentados con una entrada de control discontinua.

La finalidad de este trabajo es proponer un enfoque basado en FLC para generar
un diseño totalmente novedoso de controladores discontinuos homogéneos (y no
homogéneos) para ser utilizados en CMDOS.

1.2. antecedentes : función de lyapunov de control (flc) en modos

deslizantes

El diseño de controladores capaces de garantizar convergencia en tiempo finito de
algún sistema dinámico no es un problema reciente, [37]. El empleo de controladores,
continuos o discontinuos, que aseguran convergencia en tiempo finito en el esquema
de control, provee ventajas notables: el objetivo de control se alcanza en tiempo finito,
hay mejor robustez y rechazo a cierta clase de perturbaciones, [15], [56]. Existe una
diferencia importante entre usar un controlador continuo y uno discontinuo. Una
entrada de control discontinua puede eliminar el efecto de perturbaciones acopladas
estáticas que no necesariamente se desvanecen, y que por el contrario, un controladorEn una función estática o

sin memoria su valor en
un tiempo t solo depende

de valores en ese mismo
instante de tiempo y del

estado.

continuo jamás podrá compensar.
Para algunos sistemas no lineales continuos, el análisis de estabilidad y de estabili-

zación en tiempo finito usando el enfoque de FL ha sido ampliamente estudiado en
[37], [14], [15], [16], [79], [39], [41].

La ventaja del enfoque de FLC es que permite lograr la estabilización de casi cual-La noción de FLC fue
introducida originalmente

por Artstein y Sontag.
quier sistema no lineal, por supuesto, si se conoce la FLC del sistema. Particularmen-
te en [79], [39], [41], auque no se menciona propiamente, se construye explícitamente
una FLC para diseñar entradas de control que son solo continuas usando el MB y
funciones desingularizantes.

Cuando se usan entradas de control discontinuas, la estabilidad del sistema en
lazo cerrado se puede analizar bajo la teoría de una ID, [5], [32], [84]. El método de
FLC se ha empleado para estabilizar cierta clase de sistemas descrito por una ID con
una sola entrada de control en [90] y con muchas entradas en [17]. Sin embargo, esta
clase de sistemas son relativamente especiales y pertenecen básicamente a sistemas
politópicos. En ambos casos, la estabilización es asintótica.

El problema de estabilidad en tiempo finito de una ID ha sido estudiado en [71],
[68]. En [40] se usa el método de FLC no solo para construir controladores discon-
tinuos con velocidad de convergencia asintótica sino también con convergencia en
tiempo finito. Sin embargo, la principal desventaja en todos estos trabajos es que el
diseñador ya debe contar con una FLC para implementar el control.

En CMDOS homogéneos [54], [55],[57], el análisis de estabilidad mediante FL sólo
ha sido fructífero en sistemas de segundo orden. Los algoritmos más estudiados
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han sido los pertenecientes a los modos deslizantes de segundo orden (MDSO): el
algoritmo Twisting y el algoritmo Super-Twisting [72], [75], [76], [73], [65], [67], y
el algoritmo Terminal, [31], [95], [92]. En algunos de estos trabajos, la estabilidad se
estudia a través de alguna FL débil restringiendo la posibilidad de estimar el tiempo
de convergencia y hacer otra clase de extensiones [72]. En [65] se propone una FL
para el Super-Twisting generalizado permitiendo estimar el tiempo de convergencia,
y hallar una sintonización de las ganancias en forma explícita. Un análisis similar no
ha sido posible para los algoritmos por MDOS.

Recientemente, se ha tratado de abordar el problema de construir una FL para
algoritmos de MDOS pero con limitado éxito, [67],[81]. Una de las soluciones a es-
te problema ha sido propuesta en [81]. Sin embargo, la gran desventaja del método
propuesto en [81] radica en que hay que obtener las soluciones del sistema retroali-
mentado con un CMDOS para poder construir la FL. Lo cual resulta prácticamente
imposible para órdenes mayores a tres.

El rediseño de Lyapunov se ha aplicado en [38] para generar una nueva familia
de CMDOS en dos pasos. El método consiste en usar un controlador continuo para
estabilizar en tiempo finito una cadena de integradores no perturbada, para después,
aplicar un control discontinuo junto con la entrada continua con el fin de mejorar las
propiedades de robustez del sistema en lazo cerrado, [46]. Esta estrategia permite re-
chazar perturbaciones acotadas y acopladas, que ley de control nominal no es capaz
de compensar. Sin embargo, no construyen una FLCR para diseñar controladores por
retroalimentación de estados discontinuos que hagan que el sistema en lazo cerrado
sea homogéneo.

La homogeneidad permite concluir de una forma sencilla la estabilidad en tiempo
finito de sistema. Cuando se tiene una entrada de control, solo hay que lograr que a
través de dicha entrada, el campo vectorial asociado al sistema en lazo cerrado tenga
un grado de homogeneidad negativo, [16], [39], [41], [56].

Aunque, los MDOS poseen características muy atractivas para su empleo como
controladores, también poseen algunas desventajas. Por ejemplo, los algoritmos por
MDOS generalmente tienen una estructura fija, lo cual restringe la posibilidad de
manipular la velocidad de convergencia a través de los parámetros del controlador,
proveen estabilidad semiglobal, compensan perturbaciones acopladas acotadas por
alguna constante conocida y el rechazo ante perturbaciones no acopladas no ha sido
formalmente demostrado. La estrategia adoptada para combatir y/o reducir el efecto
de las perturbaciones no acopladas en CMD y CMDOS es la combinación de estas
técnicas con otros métodos de control robusto. Por ejemplo, en [19], [80], el CMD
integrales se utiliza para atenuar el efecto de perturbaciones no acopladas, y en
[18] para eliminar completamente su efecto; sin embargo, estos enfoques funcionan
para un MDPO. Para MDOS, los controladores propuestos en [54], [57] se combinan
con el MB, bajo la suposición de que los términos no acoplados sean lo bastante
diferenciables, [28], [29]. Esta condición es relajada en [89], donde la diferenciación
del modelo del sistema perturbado es difícil.

El control por modos deslizantes terminales (CMDT) rápidos propuesto en [96]
brinda una mejor velocidad de convergencia a las trayectorias del sistema en com-
paración con el CMDT clásicos, [63]. Un CMDT rápidos emplea una SD terminal
que contiene términos lineales permitiendo una convergencia más rápida durante el
modo deslizante. Aunque hay una mejora en la velocidad de convergencia, esta cla- A la SD empleada en un

CMDT rápidos se le
conoce como SD terminal
rápida.

se de controladores posee los mismos problemas de implementación que un CMDT
clásico. Principalmente, el problema está relacionado con la singularidad que apa-
rece en el control. Las leyes de control propuestas por estos métodos no están bien
definidas en todo el espacio de estados. Algunos métodos alternativos que permiten
obtener controladores bien definidos en todo el espacio de estados con un esquema
de CMDT se han propuestos por Man and Yu [62] y Wu et al. [91].

Un método bastante utilizado en la comunidad de CMDT es el basado en el empleo
de una Fdes, [31], [95], [92]. La idea es reescribir la SD terminal (rápida) con el ob-
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jetivo de obtener leyes de control no singulares. Las dos técnicas más conocidas que
emplean esta idea son el CMDTNS y el control por modos de deslizante terminales
rápidos no singulares (CMDTRNS). Esta última mejora la velocidad de convergencia
usando señales de control que no se hacen singulares en ningún conjunto del espacio
de estados.

Las principal característica de un CMDTRNS es que su diseño está basado en CMD
clásicos. Hasta ahora, este enfoque ha resultado satisfactorio para sistemas de segun-
do orden. Sin embargo, para sistemas de orden arbitrario la extensión de la idea
de desingularizar la SD terminal rápida ya no es obvia y el diseño del controladorUtilzar la idea de

desingularizar la SD
terminal (rápida) es

complicada bajo el enfoque
de CMDTNS.

parece complicarse conforme el orden del sistema crece [93], [94]. Un hecho impor-
tante, es que en el contexto de exclusivo de MDOS nunca se ha tratado de mejorar la
velocidad de convergencia.

1.3. objetivos generales

Debido a las ventajas que presenta la convergencia en tiempo finito, es recomenda-
ble que la tarea de control se realice en tiempo finito y de manera robusta. Desde el
punto de vista más general, lograr la tarea de regulación o seguimiento σ usando el
modelo del sistema (1) es complicado. Como se busca llevar a cabo la tarea de control
mediante controladores discontinuos, es mas conveniente trabajar con el sistema ΣT .
Dicho lo anterior, existen dos problemas específicos que se abordan en este trabajo:

(p1) Proponer un método basado en Funciones de Lyapunov de Control Robustas
para el diseño de controladores discontinuos, homogéneos y no homogéneos,
que garantizan que la tarea de regulación o seguimiento se lleva a cabo en
tiempo finito. Además, a diferencia del problema convencional de CMDOS,
se considera que existe cierta clase de perturbaciones no acopladas. El caso
homogéneo podría considerarse como un caso particular del no homogéneo,
pero se examinan ambos casos por separado por ciertas razones que pueden
dividirse en dos categorías.

(i) Existe una importante familia de algoritmos homogéneos que son aplica-
dos en CMDOS, y cuya obtención es poco clara. En el contexto estándar
de CMDOS, la idea es diseñar la entrada de control robusta u = u(x)

que logre que las trayectorias del sistema ΣT converjan al origen x = 0

en tiempo finito, a pesar de la presencia de perturbaciones acopladas y
acotadas. Un análisis ante perturbaciones no acopladas para un CMDOS
homogéneo nunca ha sido tratado.

(ii) La otra categoria concierne al diseño controladores discontinuos no homo-
géneos. Es importante investigar cómo diseñar leyes de control robustas
u = u(x) que logren que las trayectorias del sistema ΣT converjan al ori-
gen x = 0 en tiempo finito, pero con una mejor velocidad de convergencia.
Todo esto a pesar de la presencia de cierta clase de perturbaciones. Una
familia importante de controladores que se estudian son los que aseguran
convergencia en tiempo fijo. Esta familia no solo garantiza convergencia
en tiempo finito al origen, sino también, el tiempo de convergencia al
origen de cualquier trayectoria está uniformemente acotado por una cons-
tante independientemente de las condiciones iniciales de los estados del
sistema.

(p2) Utilizar el método por CMD clásico en conjunto con una FLCR para diseñar
la entrada de control robusta u = u(x) que asegure que cualquier vecindad
del origen del sistema ΣT sea atractiva en tiempo fijo (ATFj), a pesar de la
presencia de otra clase de perturbaciones . La entrada de control se diseñaLa propiedad de

atractividad en tiempo fijo
se define en el Capítulo 2.

con base en el método clásico de CMD con el fin de que las trayectorias del
sistema en lazo cerrado converjan asintóticamente al origen, pero además, el



1.4 estructura del trabajo 7

tiempo que le toma a cualquier trayectoria de estado alcanzar una vecindad
del origen del sistema ΣT esté acotado uniformemente por una constante. Es
importante resaltar que dicha cota solo depende de parámetros constantes y es
independiente de la condición inicial de las trayectorias.

El problema (P1) es menos sencillo de resolver que el segundo. Puesto que, el di-
seño de controladores discontínuos con convergencia en tiempo finito a través de la
construcción explícita de una FLCR nunca antes se había considerado. Una FLCR
permite conocer el tipo de perturbaciones no acopladas que soporta el sistema con-
trolado. El problema (P1) se reduce a buscar ciertas funciones desigularizantes (ho-
mogéneas y no homogéneas) con las que es posible construir una FLCR. El correcto
estudio del punto (I) es clave para hallar una solución al punto (II).

Con respecto al problema (P2), las dificultades aparecen ya que el CMD solo fun-
ciona en el caso en que la perturbación es acoplada. Es por ello que es imperativo
hallar bajo que tipo de perturbaciones no acopladas se preserva la estabilidad.

Todos los problemas mencionados toman en cuenta en su diseño a las perturbacio-
nes no acopladas. Cada ley de control estabilizante es capaz de soportar cierta clase
de perturbaciones. En general, la clase de perturbaciones que se puede compensar
dependerá en gran medida de la entrada de control seleccionada para el sistema.
Además, cuando la perturbación acoplada no desvanece en el origen, no existe nin-
gún controlador continuo que la pueda compensar. Por ello, es imprescindible el
diseño de controladores discontinuos.

1.4. estructura del trabajo

En el Capítulo 2 se presentan definiciones y conceptos teóricos relacionados con
la estabilidad en el sentido de Lyapunov y el tipo de convergencia para sistemas
continuos y discontinuos. Con el desarrollo de la teoría de estabilidad en el sentido
de Lyapunov [60], evaluar la estabilidad de un sistema no lineal utilizando las pro-
piedades de la solución de su ecuación diferencial ordinaria (EDO) que lo modela,
se convierte en un problema de existencia de una FL. Permitiendo darle la vuelta al
problema de resolver la EDO para probar la estabilidad y caracterizar otras propie-
dades distintas, entre ellas, la velocidad de convergencia. La existencia de una FL es
suficiente (y necesaria) para determinar la estabilidad de un sistema sin entradas.

Durante estos últimos años, la teoría de homogeneidad ha contribuido al análisis
de sistemas no lineales [16],[6],[56]. Sus resultados más fuertes están relacionados
con el grado de homogeneidad del sistema y la existencia de alguna FL homogé-
nea. Como casi ningún sistema dinámico es homogéneo, se hace el uso de alguna
aproximación homogénea para analizar su estabilidad. Una importante extensión de
esta propiedad es presentada en [2] como homogeneidad en el bi-límite permitiendo
utilizar diferentes aproximaciones homogéneas.

En sistemas donde aparecen entradas de control, uno de los enfoques más utili-
zados para el diseño de controladores es el basado en FLC. Dicha función es una
candidata a FL cuya derivada puede hacerse negativa a través de la correcta cons-
trucción de la entrada de control. Aquí, la existencia de una FLC es suficiente (y
necesaria) para la estabilización del sistema con entradas. Para un sistema incierto,
la FLC quizás no permite abordar el problema de robustez. Para garantizar la ro-
bustez del sistema en lazo cerrado se requiere de lo que se conoce como FLCR, la
cual permite hacer el diseño de la entrada de control cuando se toman en cuenta
perturbaciones.

El Capítulo 3 presenta el sistema dinámico con el cual se trabajará a lo largo del
trabajo. La formulación del problema toma en cuenta a las perturbaciones no acopla-
das que actúan sobre planta y que generalmente son excluidas del análisis cuando
se utiliza el enfoque de MDOS, donde únicamente se consideran perturbaciones aco-
pladas.
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Una vez se ha formulado el problema de control en el espacio de estados, se desa-
rrollan diferentes tipos de controladores, basados en el construcción explícita de una
FLCR, que aseguran distintas propiedades de convergencia del sistema en lazo cerra-
do.

1.4.1. Estabilización en tiempo finito mediante FLCR

El Capítulo 4 y el Capítulo 8 se enfocan exclusivamente en el diseño de controlado-
res discontinuos, homogéneos y no homogéneos, a través de la construcción de una
FLCR.A pesar de que la Teoría de

Homogeneidad garantiza
la existencia de alguna FL

homogénea, no propone
ningún método para

construirla.

Capítulo 4. El diseño de controladores discontinuos puede realizarse cuando se
cuenta con una FLC, o una FLCR. La meta es garantizar no solo estabilización robus-
ta, sino también, que dicha estabilización sea en tiempo finito.

Los algoritmos del CMDOS ampliamente reportados en [54],[55],[56], pueden re-
solver el problema de estabilización robusta y en tiempo finito, siempre y cuando
las perturbaciones cumplan la condición de acoplamiento. Hasta ahora, la prueba de
estabilidad de los algoritmos por MDOS se ha basado en propiedades de contracción
y propiedades de homogeneidad para inclusiones diferenciales. Como el grado de
homogeneidad del sistema retroalimentado es negativo, es posible concluir conver-
gencia en tiempo finito.

Recientemente, el rediseño de Lyapunov se ha aplicado para diseñar nuevos algo-
ritmos para CMDOS, [38]. Este enfoque utiliza el rediseño por Lyapunov y requiere
del empleo de algún controlador continuo que garantice la convergencia en tiem-
po finito del sistema a controlar. Además, los controladores resultantes ya no hacen
homogéneo al campo vectorial del sistema en lazo cerrado. Por lo que existe una
pregunta muy interesante a cuestionar

¿Es posible diseñar controladores puramente discontinuos que sean homogéneos
y que presenten la propiedad de convergencia en tiempo finito a través de la cons-
trucción explícita de una FLC?

Un diseño explícito de una FLC permite, entre otras cosas, caracterizar la velo-
cidad de convergencia, estimar el tiempo de convergencia, obtener un conjunto de
ganancias, y hacer extensiones de los algoritmos de control, que de otra forma no
sería posible. Si uno puede diseñar una FLC, entonces se obtiene indirectamente una
solución al problema de diseñar la ley de control discontinua. Con el enfoque pro-
puesto por Levant , [54],[55],[56], no es posible tener los beneficios anteriormente
mencionados

El análisis realizado en este capítulo da una posible solución a la pregunta anterior,
dando como resultado una herramienta metodológica complemente novedosa para
el diseño de controladores discontinuos homogéneos. Adicionalmente, en el diseño
se toman en cuenta las perturbaciones no acopladas, logrando que el problema de
estabilización robusta sea lo más general posible.

contribución : La contribución principal es el desarrollo de un método de di-
seño que permite construir simultáneamente algún controlador discontinuo con su
correspondiente FLCR, garantizando la existencia de un MDOS en tiempo finito. La
construcción explícita de la FLCR está fuertemente inspirado en el MB y en las pro-
piedades de sistemas homogéneos.

Se muestra como funciona el método paso a paso y se propone una forma de di-
señar las ganancias de los controladores. En general, se puede construir cualquier
familia de controladores discontinuos que se desee con el método que se propone.Los controladores

obtenidos a través de la
FCLR comparten algunas

características cualitativas
con los controladores

propuestos en [56]. Por
ejemplo, ambos son

homogéneos y garantizan
convergencia en tiempo

finito.

Todos los controladores obtenidos con esta metodología son estructuralmente dife-
rentes a los propuestos en [56]. Esta diferencia permite que la respuesta transitoria
de las trayectorias del sistema sea más suave cuando se aplican los controladores
propuestos que cuando se aplican los controladores dados en [56].



1.4 estructura del trabajo 9

Capítulo 8. Se plantea el problema de estabilización robusta y en tiempo finito,
pero con un ingrediente adicional, el mejoramiento de velocidad con que se alcanzan
las tareas de control. Los controladores discontinuos que son puramente homogéneos
no pueden cambiar, o mejorar, la velocidad de convergencia del sistema en lazo
cerrado. Para resolver este nuevo problema se siguen dos enfoques.

El primer método consiste en combinar dos controladores con distintito tipo de
convergencia a través de una correcta regla de conmutación. Básicamente, se emplea
uno de los controladores discontinuos del Capítulo 4, que asegura estabilización en
tiempo finito, en combinación con otro controlador que no es homogéneo pero que
garantiza la velocidad de convergencia y robustez deseadas lejos de una vecindad
del origen.

La segunda alternativa consiste en construir una ley de control robusta completa-
mente nueva que no necesite de una regla de conmutación para proveer la velocidad
de convergencia deseada. El diseño de esta ley de control es más complicado y requie-
re del uso de herramientas matemáticas más generales que las puras propiedades de
homogeneidad. Para este fin, se usarán las propiedades de homogeneidad en el bi-
límite. En Andrieu et al. [2], se define y utiliza esta propiedad junto con una FLCR
para el diseño de controladores continuos. Aquí se utiliza esa propiedad para dise-
ñar una nueva clase controladores discontinuos mediante una FLCR. Dependiendo
de cómo se sintonicen los parámetros del controlador, las trayectorias del sistema en
lazo cerrado exhiben distintos tipos de convergencia, incluyendo la propiedad recien-
temente redefinida como estabilización en tiempo fijo, [73], y brevemente estudiada La propiedad de

convergencia en tiempo fijo
fue descubierta en el diseño
de observadores [44], [27],
[24], y presenta dos
características interesantes.
La primera es que el
objetivo de control se
alcanza en tiempo finito.
La segunda es que el
tiempo de convergencia
esta acotado
uniformemente por una
constante.

en [2] a través de los concepto de homogeneidad en el bi-límite.

contribución : Se proponen dos familias de controladores que tienen mejor ve-
locidad de convergencia comparado con los MDOS propuestos en [56]. En diseño de
ambas familias está completamente basado en el MB y se basa en una ligera modifi-
cación del método presentado en el Capítulo 4 y tomando en cuenta las herramientas
matemáticas presentadas en [2].

La primera familia utiliza una regla de conmutación entre controladores con dis-
tinto tipo de convergencia. Para ello, se hace una generalización de un controlador
homogéneo que provee la velocidad de convergencia deseada a través de la sinto-
nización de sus parámetros. Este controlador es conmutado con los controladores
discontinuos del capítulo 4. El esquema resulta robusto solamente ante perturbacio-
nes acopladas y acotadas.

La segunda familia de controladores no utiliza una regla de conmutación y a tra-
vés de los parámetros involucrados en la estructura de control se obtiene el tipo de
convergencia deseada. Para esta familia de controladores es posible asegurar conver- Para sistemas de segundo

orden, el mejoramiento de
la velocidad de
convergencia ha sido
ampliamente estudiado en
[92], [73], usando la idea
básica de CMD. En Yu
and Man [96] se proponen
un CMDT rápidos, que no
es implementable en la
práctica.

gencia en tiempo finito en presencia de cierta clase de perturbaciones no acopladas.
Esta familia de controladores constituye el aporte importante de este capítulo, ya que
hasta ahora no se había propuesto controladores discontinuos que tuvieran distintos
tipos de convergencia para sistemas con grado relativo arbitrario.

1.4.2. Estabilización en tiempo fijo via Control por Modos Deslizantes (CMD)

El Capítulo 6 y el Capítulo 7 se enfocan en el diseño de controladores de tiempo
fijo a través del método brindado por la técnica de CMD clásico.

La propiedad de convergencia en tiempo fijo, recientemente ha llamado la atención
de la comunidad de CMD [26],[73]. El mejoramiento de la velocidad de convergencia
y de la robustez de los sistemas dinámicos lejos y cerca del origen son dos caracterís-
ticas inherentes de la estabilización en tiempo fijo [2]. Una consecuencia relevante de En [23], [24] se presenta

un observador y un
diferenciador en cuyo
diseño se incluye esta
propiedad.

esta propiedad, es que los objetivos de observación y control pueden ser alcanzados
durante un tiempo acotado y posiblemente predefinido a priori por el usuario.

Capítulo 6. Se analiza uno de los casos más simples, un sistema de segundo or-
den. Para lograr estabilizar el sistema en tiempo fijo se necesita proponer una nueva
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clase algoritmos, y además, como las superficies deslizantes conocidas no poseen la
propiedad de ATFj, se necesita proponer una nueva SD que asegure que el sistema
reducido posea esta característica. A diferencia de los controladores de tiempo fijo
del capítulo anterior, el enfoque de CMD clásico solamente permite asegurar ATFj de
cualquier vecindad arbitrariamente pequeña del origen del sistema en lazo cerrado.
La estabilidad en tiempo fijo queda resuelta con los controladores del Capítulo 8,
pero con el empleo de esta clase de controladores es inevitable la aparición del efec-
to de chattering. Para reducir este efecto, se propone un controlador basado en una
modificación del Super-Twisting, permitiendo convergencia en tiempo fijo a la SD.
El esquema de control resulta robusto ante variaciones en las condiciones iniciales del
sistema y ante la presencia de cierta clase de perturbaciones.

contribución : Se proponen dos controladores de tiempo fijo para un sistema de
segundo orden usando la metodología clásica de MD. Los controladores propuestos
aseguran estabilidad asintótica robusta del origen del sistema controlado ante la
presencia de cierta clase de perturbaciones. Pero además, garantizan que cualquier
vecindad del origen sea ATFj. Esencialmente se diseñanCon la propiedad de ATFj

el tiempo de convergencia
a una vecindad esta
acotado por alguna

constante independiente de
la condición inicial del

sistema.

(i) una SD no lineal tal que, durante el modo deslizante, el origen del sistema sea
AE y una vecindad arbitrariamente pequeña del origen sea ATFj;

(ii) un controlador basado en un MDPO pero que incluye algunos términos adicio-
nales. Esto ayuda a que la convergencia de cualquier trayectoria a la SD sea
robusta ante cierta clase de perturbaciones acopladas y en tiempo fijo;

(iii) un controlador basado en el Super-Twisting generalizado con el fin de redu-
cir el efecto de chattering. De forma similar, se adicionan algunos términos
al controlador para que las trayectorias converjan a la SD en tiempo fijo. Este
controlador resulta robusto en presencia de otra clase de perturbaciones.

Capítulo 6. Como una extensión del resultado anterior, se hace una generalización
de los controladores de tiempo fijo para una clase de sistemas de orden arbitrario.
El diseño de controladores que tienen la propiedad de atractividad tiempo fijo para
sistemas con orden mayor a dos ha sido abordado por Polyakov [73], en donde los
controladores no son diseñados propiamente mediante una FLCR, las leyes de con-
trol propuestas tienen un estructura muy compleja, y el análisis bajo perturbaciones
no acopladas no se toma en cuenta.

Nuestro análisis es motivado por la compensación de perturbaciones no acopladas
y que usualmente no se toma en cuenta en un CMD clásico. Con este enfoque de
control, la SD se construye de tal manera que exista convergencia asintótica durante
el modo deslizante cuando únicamente existen perturbaciones acopladas. Si llegasen
a existir perturbaciones no acopladas, es necesario conocer la clase de perturbaciones
para la cual es sistema controlado sigue siendo estable. La solución que se propone
a este problema, es hacer el diseño de la SD a través de la construcción de una FLCR.
Con este enfoque es posible determinar la clase de perturbaciones no acopladas que
los controladores de tiempo fijo son capaces de compensar.

contribución : Se introducen dos controladores de tiempo fijo para una clase de
sistema de orden arbitrario usando la metodología de diseño de CMD clásico. Dichos
controladores son una extensión de los controladores desarrollados en el Capítulo 6.
Se demuestra que la construcción de la SD a través del MB permite obtener un diseño
recursivo y conocer la clase de perturbaciones que es capaz de compensar cualquiera
de los controladores de tiempo fijo que se proponen.
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1.5. comentarios adicionales

Para facilitar la lectura, todas las pruebas de los resultados de cada capítulo se
presentan en una sección al final del mismo. Las pruebas son presentadas en el
orden en que aparecen los resultados de cada capítulo.

Para mayor información sobre los resultados reportados en este trabajo el lector
puede consultar el Apéndice F, donde se presenta una lista detallada de las publica-
ciones realizadas a lo largo de los estudios de doctorado.





2P R E L I M I N A R E S

“Aprende las reglas, así sabrás
como romperlas apropiadamente.”

— Dalai Lama

Un aspecto importante del comportamiento dinámico de un sistema correspon-
de al análisis de estabilidad. Las primeras nociones de estabilidad describieron a
sistemas cuyas trayectorias convergen asintóticamente a un punto de equilibro. La
estabilidad asintótica se divide en dos categorías: exponencial y racional, [6]. En un
sistema racionalmente estable, el tiempo de convergencia al punto de equilibrio del
origen es en un tiempo no acotado y la velocidad de convergencia es muy lenta muy
cerca del origen. Sin embargo, la característica notable es que la velocidad de conver-
gencia llega a ser tan grande fuera de una vecindad del origen, que el tiempo que le
toma a cualquier trayectoria en llegar a dicha vecindad, está uniformemente acotado
por una constante, independientemente del valor de la condición inicial del sistema.
Esta propiedad se conoce como atractividad en tiempo fijo y ha sido poco utilizada
en el diseño de controladores y observadores para sistemas no lineales, a excepción
de algunos trabajos, [2], [24], [73].

Otra noción importante, conocida desde hace tiempo, es la estabilidad en tiempo Para conocer más detalles
sobre estabilidad en tiempo
finito, consúltese los
trabajos [36], [15], [16].

finito. La característica sobresaliente de los sistemas que presentan esta propiedad
es que sus trayectorias llegan en tiempo finito al punto de equilibrio. En un sistema
con convergencia en tiempo finito no hay unicidad de las soluciones hacia atrás en el
tiempo, por lo que asumir que el sistema es Lipschitz continuo no es suficiente para
analizar estos sistemas.

Establecer herramientas para el análisis de estabilidad de sistemas con dinámica
no lineal ha sido una tarea difícil. Una forma de evaluar la estabilidad del sistema es
a través del método directo de Lyapunov. Este método, muy eficiente para sistemas
no lineales, requiere de la construcción de lo que ahora se conoce como FL. Con el
desarrollo de la teoría de la estabilidad en el sentido de Lyapunov [60], evaluar la
estabilidad de un sistema no lineal se convierte en un problema de existencia de una
FL. Permitiendo darle la vuelta al problema de obtener la solución de la EDO que
modela al sistema para estudiar la estabilidad.

En general, no hay ningún algoritmo explícito que permita construir una FL. La
dificultad no sólo radica en la construcción “manual” de la FL, sino también en la
complejidad de verificar las dos condiciones que se necesitan satisfacer: la función
debe ser p.d. y su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema debe ser n.d..

Un enfoque basado en FL no solo permite analizar el comportamiento dinámico,
sino además, permite realizar el diseño de controladores y observadores de siste-
mas lineales y no lineales, garantizando la estabilidad en lazo cerrado cuando son
conectados junto con el sistema. A través de una FL se puede caracterizar el compor-
tamiento dinámico de un sistema, es decir, la estabilidad asintótica o en tiempo finito
se pueden caracterizar a través de una FL, [13], [15], [6],[46].

Durante estos últimos años, los sistemas que presentan la propiedad de homoge-
neidad han recibido una notable atención. Los resultados más fuertes establecidos
para sistemas homogéneos están relacionados con lo que se conoce como grado de
homogeneidad y con la existencia de alguna FL homogénea. Ambos, permiten ca-
racterizar el tipo de convergencia que exhibe el sistema homogéneo. Sin embargo, la
teoría de homogeneidad no propone una forma para construir una FL. Como casi
ningún sistema dinámico es homogéneo, usualmente se hace alguna aproximación
homogénea para analizar su estabilidad. Una extensión importante de esta propie-

13
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dad es presentada por Andrieu et al. [2] como homogeneidad en el bi-límite permi-
tiendo utilizar diferentes aproximaciones homogéneas.

Originalmente, la teoría de Lyapunov se desarrolló para sistemas sin entradas de
control. Para sistemas con entradas de control, uno de los enfoques más utilizados
es el basado en FLC. Dicha función es una candidata a FL cuya derivada puede
hacerse negativa a través de los correctos valores de la entrada de control. Aquí, la
existencia de una FLC es suficiente (y necesaria) para la estabilización del sistema
(nominal) con entradas. Para un sistema incierto, la FLC quizás no permite abordar
el problema de estabilización robusta. Para analizar la robustez del sistema en lazo
cerrado se requiere de lo que se conoce como FLCR, la cual permite hacer un análisis
cuando se toman en cuenta perturbaciones.

Los conceptos que se presentan en este capítulo servirán para formular el proble-
ma de control en Capítulo 3 y para desarrollar distintos controladores discontinuos
en capítulos posteriores. La mayoría de los conceptos y resultados presentados en
este capítulo han sido extraídos de Bacciotti and Rosier [6], Polyakov and Fridman
[74], Bernuau et al. [11], Clarke et al. [20].

2.1. estabilidad de sistemas no lineales autónomos

La estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema no lineal puede ser es-
tudiada en dos formas. La primera es a través de la noción de estabilidad interna,
que simplemente es la noción clásica de estabilidad del sistema no forzado, es decir,
cuando la entrada de control es nula. El segundo caso es utilizando la noción de
estabilidad externa, que considera el caso cuando que la entrada es distinta de cero.

2.1.1. Estabilidad y tipo de convergencia

El concepto de estabilidad introducido en [60] es una de las nociones centrales en
la teoría de control moderna. Considere el siguiente sistemaSolo se estudia la

estabilidad del origen
x = 0 del sistema (3), ya

que haciendo un cambio de
variable y = x−x∗,

siempre se puede
transformar cualquier

problema de análisis de
estabilidad de alguna

solución no trivial
x∗(t,x∗0) en un análisis

de estabilidad de un punto
de equilibrio y = 0.

ẋ = f(x), x0 = x(0), (3)

donde f : Rn → Rn es un campo vectorial continuo que mapea de un dominio
D ⊂ Rn en Rn. Esto garantiza que para cada condición inicial de x0, existe al menos
una solución de (3). Denotaremos a una solución1 de (3) por x(t, x0).

Definición 2.1 [6] Se dice que el origen x = 0 es un punto de equilibrio de (3) si f(0) = 0.

Definición 2.2 [6] El origen de (3) es

(i) estable en el sentido de Lyapunov si para cada ε ∈ R+ existe δ ∈ R+ tal que ∀x0 ∈ Bδ,
las soluciones x(t, x0) ∈ Bε, ∀t > 0.

(ii) localmente atractivo si existe δ0 tal que ∀x0 ∈ Bδ0 , lı́mt→+∞ x(t, x0) = 0.Bδ0 es el dominio de
atracción.

(iii) es local y asintóticamente estable (AE), si es estable en el sentido de Lyapunov y local-
mente atractivo. El origen es global y AE (GAE), si Bδ0 = Rn.

(iv) es inestable si no satisface la condición (I).

1 Cuando se habla de soluciones a la EDO hay que especificar el problema asociado. El problema de
Cauchy o de la condición inicial ocurre cuando, dada una x0 y un tiempo inicial t0 ∈ R+, hay que hallar
un función definida en un intervalo de tiempo, que contiene a t0, que satisface la EDO tal que su valor
en t0 es x0. El problema se puede reducir a buscar funciones que son al menos absolutamente continuas
c.r. al tiempo. Para asegurar existencia de la solución hay que suponer que la EDO posee soluciones
maximales únicas en tiempo hacia adelante en X ⊂ Rn. La función x0(t,x0),x0 ∈ X, definida en [0,Tx0 ]
es una solución maximal si para cualquier otra solución x1(t,x0) definida en [0,Tx1 ], Tx1 6 Tx0 y
x0(t,x0) = x1(t,x0), ∀t ∈ (0,Tx1). Además, la solución x(t,x0) satisface la propiedad de consistencia
x(0,x0) = x0 y de semi-grupo x(t,xs(τ,x0)) = s(t+ τ,x0) por cada x ∈D y t,τ ∈ [0,Tx1).
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Las funciones de comparación permiten reformular las definiciones de estabilidad
de un modo unificado, generalizando la clase de función que se utilizan para acotar
las soluciones de un sistema autónomo.

Proposición 2.1 [6],[36] Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) el sistema (3) se estable en x = 0,

(ii) existen r0 ∈ R+ y un mapa α : [0, r0) → R>0, α ∈ K, tal que ∀x0 ∈ Br0 y ∀t > 0,
‖x(t, x0)‖ 6 α(‖x0‖).

Proposición 2.2 [6],[36] Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) el sistema (3) es local AE (o GAE) en x = 0,

(ii) existe un mapa de β : [0,a)× [0,∞) → R+, β ∈ KL, tal que ∀x0 ∈ Br (∀x0 ∈ Rn)
y ∀t > 0, ‖x(t, x0)‖ 6 β(t, ‖x0‖).

La noción de estabilidad asintótica por si sola no permite caracterizar la velocidad
de convergencia de las trayectorias del sistema. Existen tres tipos básicos de conver- De la Proposición 2.2

existen dos casos notables,
cuando β ∈KL, y
β(r,s) = r exp(−ces),
y β(r,s) = (r1−η+

(1−p)cu(s))
1
1−η , con

η > 1.

gencia que se pueden distinguir.

Definición 2.3 [6] El origen de (3) es

(i) racionalmente estable (RE) si es AE y existen constantes positivas δ,b1,b2 ∈ R+ y
η ∈ (0, 1], tal que ∀x0 ∈ Bδ, la solución x(t, x0) está definida en [0,+∞) y satisfa-

ce‖x(t, x0)‖ 6 b1(1+ ‖x0‖b2t)
− 1
b2 ‖x0‖η, ∀t > 0; La noción de la estabilidad

racional fue introducida
por primera vez por
Bacciotti and Rosier [6].
Sin embargo, desde hace
mucho tiempo atrás se
conoce esté tipo de
soluciones de un sistema,
véase Hahn [36].

(ii) exponencialmente estable (EE) si es AE y existen constantes positivas δ, b1, b2 ∈ R+,
tal que ∀x0 ∈ Bδ, la solución x(t, x0) esta definida en [0,+∞) y satisface ‖x(t, x0)‖ 6
b1 exp(−b2t)‖x0‖, ∀t > 0;

(iii) estable en tiempo finito (ETF) si es AE y ∀x0 ∈ Bδ, la solución x(t, x0) satisface
x(t, x0) = 0 en algún tiempo finito t = T(x0) y permanece ahi ∀t > T(x0), donde
T : Rn → R+ es la función de tiempo de asentamiento. Comúnmente a T(x0) se

le conoce como
settling-time function.Las nociones son globales si satisfacen la Definición 2.3 con Bδ = Rn. Además,

de la Definición 2.3 se observa que: el punto (II) define la convergencia exponencial
bastante conocida en la Teoría de Control Lineal. La propiedad de convergencia en
tiempo finito queda caracterizada en el punto (III). De hecho, ∀x0 ∈ Bδ, la función de
tiempo de asentamiento satisface

T(x0) = ı́nf{t ∈ R+ : x(t, x0) = 0}.

La función T(x0) define el tiempo de convergencia y es el tiempo que le toma a
la trayectoria x(t, x0), con estado inicial x0 ∈ Bδ, en llegar al origen. La estabilidad
asintótica implica que si el origen de (3) es un equilibrio ETF, la única trayectoria
solución a partir de x = 0 es x(t, 0) = 0 y la solución permanece en el origen para
cualquier momento mayor a T(x0), [15].

Como se verá mas adelante, el punto (I) caracteriza la propiedad de atractividad
en tiempo fijo. La siguientes definiciones caracterizan dos casos peculiares de la
estabilidad en tiempo finito.

Definición 2.4 . El origen x = 0 es ETF con decaimiento exponencial (ETFdE) si es ETF y
la función de tiempo de asentamiento T(x0) está acotada por una función logarítmica de x0,
es decir, ∃η ∈ (0, 1),b1,β2 > 0 : T(x0) 6 b1 ln(1+ b2‖x0‖η), ∀x0 ∈ Rn.

No solo las trayectorias del sistema convergen al origen en tiempo finito, también,
el decaimiento de las trayectorias al origen es similar a un decaimiento exponencial.
A pesar de que existe una mayor velocidad de convergencia, el tiempo de asenta-
miento sigue dependiendo de la condición inicial x0.
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Definición 2.5 [73]. El origen x = 0 es estable en tiempo fijo (ETFj) si es globalmente ETF
y la función de tiempo de asentamiento T(x0) esta uniformemente acotada por una constante
de tiempo fijo Tmáx, es decir, ∃Tmáx > 0 : T(x0) 6 Tmáx, ∀x0 ∈ Rn.

No se debe pasar por alto que Tmáx es una constante positiva que no dependen del
estado inicial x0. Esta propiedad enfatiza el hecho de que, el tiempo de convergencia
de cualquier trayectoria al origen puede encontrarse uniformemente acotado por una
constante sin importar el valor de la condición inicial que se tenga. Los conceptos de
ETF y ETFj se pueden extender al caso de conjuntos invariantes atractivos.

Definición 2.6 [73]. El conjunto Br del sistema (3) es

(i) atractivo en tiempo finito si cualquier solución x(t, x0) de (3) llega a Br en un tiempo
finito t = T(x0) y permanece ahi ∀t > T(x0). T : Rn → R+ es la función de
asentamiento.

(ii) atractivo en tiempo fijo (ATFj) si Br es globalmente atractivo en tiempo finito y la
función de tiempo de asentamiento T(x0) tiene una constante de tiempo fijo Tmáx > 0,
es decir, ∃Tmáx > 0 : T(x0) 6 Tmáx, ∀x0 ∈ Rn.

La atractividad en tiempo fijo se refiere a que las trayectorias del sistema convergen
asintóticamente al origen pero con la notable característica, de que el tiempo de
convergencia de cualquier trayectoria iniciada fuera de una bola Br (es decir, ∀x0 ∈
Bcr) está uniformemente acotado por una constante c.r. a cualquier condición inicial,
o equivalente, existe una constante Tmáx que no depende del estado inicial x0 ∈ Bcr tal
que ∀t > Tmáx se satisface x(t, x0) ∈ Br. Por lo tanto, x(t, x0) pertenece a la bola Br,
∀t > Tmáx. En este sentido, existe una cota del tiempo de convergencia para cualquier
trayectoria iniciada fuera de un conjunto compacto, no importa si la condición inicial
llega a ser infinita. Debe quedar claro que las trayectorias se aproximan lentamente
al origen cuando x0 ∈ Br. Pero son atraídas tan fuertemente desde infinito a una
vecindad del origen Br, si x0 ∈ Bcr , que el tiempo de convergencia de cualquier
x(t, x0) a la bola Br tiene una constante de tiempo fijo.

El siguiente resultado muestra que un sistema con punto de equilibrio global y RE
posee un vecindad Br que es ATFj.

Proposición 2.3 Sea x = 0 un punto de equilibrio para (3). Si x = 0 es global y RE con
η = 1, entonces, el conjuto Br es ATFj.

El converso de la Proposición 2.3 no es totalmente cierta. Existe otra clase de siste-
mas que presenta la propiedad de atractividad en tiempo fijo, y cuyas soluciones no
satisfacen la Definición 2.3 para la estabilidad racional.

Los siguientes ejemplos ilustran algunos de los conceptos revisados hasta el mo-
mento.

Ejemplo 2.1 [36] Considere la EDO escalar

ẋ = cdxcp ,p > 0 , (4)

el comportamiento dinámico depende del signo de c y del valor del exponente p. La soluciones
quedan determinadas por

xs(t, x0) =

{
x0e

c(t−t0), si p = 1,

sign(x0)(|x0|1−p + (1− p)c(t− t0))
1
1−p , si 0 < p 6= 1.

La estabilidad depende del signo de (1− p)c ó del signo de c. Considerando que t0 = 0,

(i) Cuando p = 1, c < 0, la solución es la solución clásica para un sistema y xs = 0 es EE.
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(ii) Si c < 0, p ∈ (0, 1) el valor de xs = 0 es alcanzado en tiempo finito. En este caso, el
tiempo de convergencia de cualquier estado inicial x0 a x = 0 está dado por

T(x0) =
|x0|

1−p

c(p−1) ,

y las trayectorias alcanzan xs = 0 en un tiempo T(x0).

(iii) Para el caso p > 1, si c < 0, entonces 1/(1−p) < 0 y xs tiende a cero cuando t→∞,
por lo que xs = 0 es AE. El tiempo de convergencia de cualquier estado inicial x0 está
dado por

T(x0) =
1

(1−p)c

(
|xs(t, x0)|1−p − |x0|

1−p
)

,

es importante notar que cuando |xs(t, x0)|→ 0, T(x0)→∞, pero fijando |xs(t, x0)|→
r (tal que r ∈ R+) y haciendo que la condición inicial crezca indefinidamente (es decir,
|x0|→∞), se deduce que, no importa que tan grande sea el estado inicial, el tiempo de
convergencia a una vecindad del origen de radio r está uniformemente acotado por

Tr =
1

(1−p)cr
1−p,

una constante que solo depende de parámetros del sistema y del radio de la vecindad
pero no depende de las condiciones iniciales (cuando r se hace arbitrariamente pequeña
Tr →∞).

(iv) Por otro lado, para c > 0, xs(·) crece sin cotas y en el caso de p > 1 esto sucede en
tiempo finito. Comúnmente llamado escape a infinito en tiempo finito.

Del ejemplo, se observa que: (a) términos con exponente p ∈ (0, 1) ofrecen convergencia A lo largo del texto se le
llamará términos de bajo
orden a los términos con
exponente p ∈ (0,1), y
términos de alto orden a
los términos con exponente
p ∈ (1,∞).

en tiempo finito, (b) términos lineales ofrecen convergencia exponencial y (c) términos con
exponente p ∈ (1,∞) ofrecen convergencia racional.

Ejemplo 2.2 [74] El siguiente sistema es ETFj,

ẋ = −dxc1/2 − dxc3/2, x ∈ R.

Las soluciones están definidas ∀t > 0:

x(t, x0) =

{
sign(x0) tan2(arctan(|x0|1/2) − t/2), t 6 2 arctan(|x0|1/2),

0, t > 2 arctan(|x0|1/2).

Cualquier solución x(t, x0) de este sistema converge al origen en tiempo finito y además, la
igualdad x(t, x0) = 0 se cumple ∀t > π, ∀x0 ∈ R. En este caso, la constante de tiempo fijo
es Tmáx = π. Obsérvese, que la estabilización en tiempo fijo se debe a que existen términos
correctos de bajo y alto orden en la EDO.

2.1.2. Función de Lyapunov (FL)

La existencia de una FL es la condición más importante de suficiencia y necesidad
para estudiar la estabilidad de un sistema no lineal. Por lo que es imprescindible La suficiencia fue mostrada

por Lyapunov [60], y la
necesidad aparece con los
teoremas conversos [46].

revisar conceptos y resultados importantes relacionados con este enfoque, particular-
mente los concernientes con el segundo método de Lyapunov.

El segundo método de Lyapunov analiza la estabilidad de un sistema dinámico
desde el punto de vista energético. El método toma cualquier función p.d. como
posible función de energía para el sistema y estudia la evolución de dicha función en
el tiempo. Si la función es decreciente (o acotada) a lo largo de cualquier trayectoria
del sistema, entonces el sistema tiene propiedades de estabilidad y a la función se le
denomina FL.
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Para analizar la estabilidad del sistema (3) es suficiente con hallar una función p.d.
y continua V(·) tal que para cualquier solución x(t, x0) del sistema (3), la función
V(x(t, x0)) sea decreciente y tienda a cero cuando t→ +∞. Para una función V ∈ C1,La existencia de la función

que garantiza que el origen
del sistema (3) es AE se

debe al Teorema de Zuvov.

ésta propiedad de monoticidad queda descrita por:

V̇(x) = 〈∇V(x), f(x)〉 6 0.

Esta desigualdad no requiere del conocimiento de las soluciones de (3) para verificar
la estabilidad del sistema. Para analizar de estabilidad mediante una LF se debe
calcular la derivada de una función p.d. a lo largo de las trayectorias del sistema
dinámico. Si la función no es diferenciable, el análisis se puede llevar acabo mediante
el concepto de derivada direccional generalizada.Para resultados

concernientes a FL no
suave y discontinua, el

lector puede consultar a
Polyakov and Fridman

[74]. Este trabajo
solamente considera

funciones de Lyapunov
diferenciables.

Definición 2.7 Una candidata a FL estricta (o fuerte) es un mapeo real V(x) definido sobre
Br que satisface las siguientes propiedades: (i) V(x) es p.d., (ii) V(x) ∈ C1 sobre Br, y (iii)
〈∇V(x), f(x)〉 < 0, ∀x ∈ Br \ {0}. A la función V(x) que está definida ∀x ∈ Rn, que es
radialmente no acotada y que satisface las propiedades (i)-(iii) con Br ∈ Rn, se conoce como
FL estricta (o fuerte) global.

Para sistemas que satisfacen la condición de Lipschitz (al menos localmente) anali-
zar la estabilidad a través de una FL siempre es posible. Como el sistema considerado
es solo continuo, se requiere de un resultado que asegure que un análisis de estabili-
dad puede realizarse mediante una FL.

Teorema 2.1 [50] Considere el sistema (3) tal que f es continua. El origen de (3) es AE si y
sólo si existe una FL estricta para el sistema (3).

La estabilidad asintótica de un punto de equilibrio puede ser caracterizada a través
de una FL débil o fuerte. Una FL débil satisface los puntos (i)-(ii) de la Definición
2.7, pero 〈∇V(x), f(x)〉 6 0, ∀x ∈ Br \ {0}.

Teorema 2.2 [6] Si para el sistema (3) existe una

(i) FL débil y suave en Br, entonces x = 0 es estable.

(ii) FL estricta (global) y suave en Br, entonces x = 0 es local AE (GAE).

Las propiedades de positividad y negatividad definida de una FL se pueden ca-
racterizar utilizando una función de comparación. En este caso,

α1(‖x‖) 6 V(x) 6 α2(‖x‖), α1,α2 ∈ K,∀x0 ∈ Br,

implica que V(x) es p.d.. Si V(x) se define en Rn, es radialmente no acotada, entonces
α1,α2 ∈ K∞. Si

V̇(x) 6 −α3(‖x‖), α3 ∈ K,

implica que V(x) es n.d..

2.1.3. Caracterización del tipo de convergencia mediante FL

Inicialmente, el método de Lyapunov fue introducido para analizar la estabilidad
sin tomar en cuenta el tipo de convergencia. En esta sección se establecen importantes
resultados sobre la caracterización del tipo de convergencia a través de una FL.

La estabilidad exponencial y estabilidad asintótica pueden garantizarse si existe
una FL que satisface las siguientes propiedades.

Teorema 2.3 [46] Sea x = 0 es un punto de equilibrio y f un campo vectorial de clase C1

para (3) en Br. Sea V(x) una FL estricta tal que ∀x ∈ Br,

c1‖x‖a 6 V(x) 6 c2‖x‖a , 〈∇V(x), f(x)〉 < −c3‖x‖a , ∀t > 0,

donde c1, c2, c3,a ∈ R+. Entonces, x = 0 es EE. Si las hipótesis se cumplen globalmente,
entonces x = 0 es globalmente EE.
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Teorema 2.4 [6] Sea f un campo vectorial de clase C1 cerca de 0 tal que f(0) = 0. Entonces,
el origen x = 0 es RE si y sólo si existe una FL estricta V(x) tal que ∀x ∈ Br,

c1‖x‖a 6 V(x) 6 c2‖x‖b , 〈∇V(x), f(x)〉 < −c3‖x‖c , ∀t > 0,

donde c1, c2, c3,a,b, c ∈ R+, con c > b > a. Si las hipótesis se cumplen globalmente,
entonces x = 0 es global y RE.

Otra clase de sistemas que presentan la propiedad de atractividad de tiempo fijo
son los que cumplen con las siguientes condiciones.

Teorema 2.5 Sea x = 0 un punto de equilibrio para (3) en Br. Sea V(x) una FL estricta tal
que ∀x ∈ Rn,

c1‖x‖a 6 V(x) 6 c2‖x‖a , 〈∇V(x), f(x)〉 < −c3‖x‖a − c4‖x‖b , ∀t > 0, (5)

donde c1, c2, c3,a,b ∈ R, con b > a. Entonces, x = 0 es GAE y Br es ATFj.

La caracterización de la estabilidad en tiempo finito del sistema (3) a través de una
FL continua se enuncia a continuación.

Teorema 2.6 [15]. El origen de (3) es un punto de equilibrio ETF y la función de asenta-
miento T es continua en 0 si y sólo si existe una función p.d. y continua V(x) en Br tal
que,

V̇(x) 6 −cVp(x), ∀x ∈ Br\{0},

donde c ∈ R+ y p ∈ (0, 1). En este caso, T(x0) es continua en una vecindad del origen y
satisface

T(x0) 6
1

c(1−p)V
1−p(x0). (6)

Si las hipótesis se cumple globalmente, entonces x = 0 es globalmente ETF.

Es muy difícil calcular V̇ si V es solamente continua, al menos que la solución de
(3) sea conocida. Es más conveniente aplicar el Teorema anterior con una función V
que es Lipschitz continua o que es continuamente diferenciable.

Teorema 2.7 Suponga que existe una función p.d. y diferenciable V(x) tal que cualquier
solución x(t, x0) de (3) satisface la desigualdad diferencial

V̇(x) 6 −κfV
p(x) − κuV

q(x),∀x ∈ Rn, (7)

para algunas constantes κf, κu > 0 y p ∈ (0, 1), q > 1. Entonces, el origen x = 0 de (3) es
ETFj y ∀x0 ∈ Rn, T(x0) satisface

T(x0) 6
1

(q−1)κu

(
κu
κf

)q−p
q−1

− 1
(q−1)κu

1
Vq−1(x0)

+ 1
(1−p)κf

(
κf
κu

) 1−p
q−p . (8)

Además, T(x0) está acotado por la constante de tiempo fijo

Tf =
1

(q−1)κu

(
κu
κf

)q−p
q−1

+ 1
(1−p)κf

(
κf
κu

) 1−p
q−p . (9)

Tenga en cuenta que la estabilidad en tiempo fijo implica que x(t, x0) = 0 es
globalmente ETF y T(·) es continua en Rn. Además, cualquier solución x(t, x0) se
encuentra en el origen ∀t > Tf, ∀x0 ∈ Rn. Si se permite que el parámetro q = 1 en
el resultado anterior, se obtienen la caracterización de convergencia en tiempo finito
con decaimiento exponencial.
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Teorema 2.8 Suponga que existe una función p.d. y diferenciable V(x) en Br tal que cual-
quier solución x(t, x0) de (3) satisface la desigualdad diferencial

V̇(x) 6 −κfV
p(x) − κuV(x),∀x ∈ Br, (10)

para algunas constantes κf, κu > 0, y p ∈ (0, 1). Entonces, el origen x = 0 de (3) es ETFdE
y T(x0) satisface

T(x0) 6
1

ku(1−p)
ln(1+ κu

κf
V1−p(x0)). (11)

2.2. estabilidad de inclusiones diferenciales

Considere la inclusión diferencial (ID), [32], [20],

ẋ ∈ F(x(t)), (12)

donde x(t) ∈ Rn. F es una función multivaluada cuyos valores son subconjuntos de
Rn. Una solución de (12) sobre el intervalo I es una función absolutamente continua
x(t, x0) : I→ Rn tal que (12) se cumple casi en todas partes sobre el intervalo2 I. Las
principales hipótesis sobre F son

(h1) F(x) es un subconjunto no vacío, compacto y convexo de Rn para cada x ∈ Rn,

(h2) F(x) es una función semicontinua por arriba.Una función es
semicontinua por arriba si

dada x ∈ Rn, para
cualquier ε > 0, ∃δ > 0

tal que |x−x ′| < δ⇒
F(x ′) ⊆ F(x)+εB.

Bajo estas hipótesis existen soluciones de (12) al menos localmente; es decir, ∀x ∈ Rn

existe una solución de x(·) de (12) satisfaciendo x(0) = x0, sobre un intervalo [0, T)
para algún maximal T > 0.

Las mismas nociones de estabilidad introducidas en la Subsección 2.1.1 para siste-
mas continuos son extendibles a las soluciones de la ID (12), y en este caso, se debe
tener en mente que cada x(·) pertenece al conjunto solución de la ID (12). También
es posible usar funciones de comparación. Debido a la no unicidad de las soluciones
existen dos nociones de estabilidad para la ID : estabilidad débil (la propiedad de esta-La contraparte de

estabilidad asintótica
fuerte es la estabilidad

asintótica débil. Una
función multivaluada es

débilmente AE si para
cualquier x0 existe al

menos una solución de la
ID (12) iniciada en x0 que

satisface la atractividad y
estabilidad.

bilidad solo la cumple una solución) y estabilidad fuerte (la propiedad de estabilidad
la cumplen todas las soluciones de la ID).

Lema 2.1 [20] F es fuertemente AE si y sólo si las soluciones existen globalmente y existe
una función β ∈ KL tal que para cada solución x(t, x0) de (12) se cumple ‖x(t, x0)‖ 6
β(t, ‖x0‖).

2.2.1. Existencia de FL suave

Una ID puede admitir un FL diferenciable lo que facilita enormemente el análisis
de estabilidad.

Definición 2.8 [20] La pareja de funciones continuas (V ,W) sobre Rn, con V ∈ C∞(Rn)
y W ∈ C∞(Rn\0), constituyen un par de Lyapunov fuerte, y además, suave, para F si las
siguientes condiciones se cumplen

(i) V(x) > 0 y W(x) > 0 son positivas definidas, y V(x) es propia;

(ii) Decrecimiento infinitesimal fuerte

máxy∈F(x)〈∇V(x),y〉 6 −W(x),∀x ∈ Rn \ {0}. (13)

2 Es decir, se debe cumplir que dx(t,x0)dt ∈ F(x(t,x0)) casi en todas partes sobre I tal que x(t0,x0) = x0.
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Si existe un par (V ,W), entonces para cualquier estado inicial x0 ∈ Rn, cada
solución de (12) con x(0) = x0 se encuentra definida en todo el intervalo [0,∞) y
es atraída al origen de manera uniforme y estable. Propiedad que se conoce como
estabilidad asintótica fuerte.

El siguiente Teorema pone en claro que una FL suave siempre existe para una ID
invariante en el tiempo y cuyo equilibrio es AE.

Teorema 2.9 [20] Sea F una función multivaluada que cumple las hipótesis (H1) y (H2).
Entonces, el origen de (12) es fuertemente AE si y sólo si existe un par de Lyapunov fuerte
(V ,W).

El origen x = 0 es necesariamente un equilibrio de F, es decir, 0 ∈ F(0). Este Teoremas conversos de
Lyapunov para ID
aparecen en Bacciotti and
Rosier [6], asumiendo que
el lado derecho del sistema
es Lipschitz.

resultado puede verse como una generalización del Teorema converso de Lyapunov
de Kurzweil para el sistema (3) si f es un campo vectorial continuo, Kurzweil [50]. La
importancia de este resultado radica en que se asegura estabilidad asintótica incluso
si el lado derecho del sistema no es Lipschitz continuo en el origen.

El Teorema 2.9 se apoya en la estabilidad asintótica de las soluciones del sistema
(3), cuando f es un campo vectorial discontinuo. Como en este caso, las soluciones
clásicas pueden no existir, se ha hecho necesario desarrollar conceptos de las solucio-
nes más generales.

Una solución de Krasovskii es una solución de la ID

ẋ(t) ∈ K[f](t, x),K[f](t, x) = ∩δ>0cof(Bδ(x)), (14)

mientras que una solución de Filippov es una solución de la ID A la ID que satisface (15)
se le conoce como ID de
Filippov.ẋ(t) ∈ K[f](t, x),K[f](t, x) = ∩δ>0 ∩µ(N)=0 cof(Bδ(x) \ N), (15)

donde µ(N) denota la medida de Lebesgue del conjunto N ⊂ Rn. Observe que la
segunda intersección se toma sobre todos lo subconjuntos de N ⊂ Rn de medida cero
denotado por µ(N) = 0. Aquí, en cada punto de discontinuidad, el lado derecho de
(12) es remplazado por la envolvente convexa del conjunto de vectores de velocidad
obtenido al aproximarse a x de todas las direcciones en Rn, mientras se evitan los
conjuntos de medida cero.

Si f está acotada sobre conjuntos acotados y (para el caso de las soluciones de
Filippov) si f es además medible, entonces el lado derecho multivaluado de (14) y
(15) cumple las hipótesis (H1) y (H2), y por lo tanto el Teorema 2.9 es aplicable.

Teorema 2.10 [20] Suponga que f está acotado sobre subconjuntos acotados de Rn. Enton-
ces

(a) la solución de Krasovskii de (12) es fuertemente AE si y sólo si existe un par de Lyapunov
fuerte (V ,W) que satisface (I) de la Definición 2.8 y

lı́m sup
y→x

〈∇V(x), f(y)〉 6 −W(x), ∀x ∈ Rn \ {0}. (16)

(b) Si, además, f es medible, la solución de Filippov es fuertemente AE si y sólo si existe tal Otros Teoremas conversos
de Lyapunov para
ecuaciones diferenciales
con lado derecho
discontinuo, cuyas
soluciones se entienden en
el sentido de Filippov,
pueden consultarse en [6].

par de Lyapunov fuerte (V ,W) que satisface

ess lı́m sup
y→x

〈∇V(x), f(y)〉 6 −W(x),∀x ∈ Rn \ {0}. (17)

2.2.2. Caracterización del tipo de convergencia

Si existe una función V(x) de clase C1 sobre una vecindad del origen contenido
en un conjunto Ω tal que 〈∇V(x), f(x)〉+ cVα(x) (c > 0 y α ∈ (0,∞)) sea negativa
semidefinida en Ω; entonces, el origen exhibe cierta propiedad de estabilidad de-
pendiendo del valor del exponente α. Así como el tipo de convergencia de sistemas
con campo vectorial continuo queda caracterizada a través de una FL [15],[46], [6], el
tipo de convergencia de las trayectorias de una ID también puede caracterizarse por
medio de una FL suave.
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Teorema 2.11 [74] Sea (V ,W) un par de Lyapunov fuerte para el sistema (12),

(i) si existe α ∈ R+ tal que W(x) > αV(x), entonces el origen de (12) es EE.

(ii) si existen α ∈ R+ y p ∈ (0, 1) tal que W(x) > αVp(x), entonces el origen del sistema
(12) es ETF y la función de tiempo de asentamiento cumple con la desigualdad (6)

(iii) si existen α,β ∈ R+, p ∈ (0, 1) y q ∈ (1,∞), tal que

W(x) >

{
αVp(x) ∀x ∈ Ω : V(x) 6 1,

βVq(x) ∀x ∈ Ω : V(x) > 1,

entonces el origen de (27) es ETFj y el tiempo de convergencia está acotado por una
constante de tiempo fijo Tmáx, es decir,

T(x0) 6 Tmáx 6 1
αp + 1

βq .

2.3. sistemas homogéneos

Las propiedades de homogeneidad se utilizan ampliamente para construir siste-
máticamente leyes de control (continuas y discontinuas) por retroalimentación de
estados. Los sistemas homogéneos aparecen naturalmente como una aproximación
local de los sistemas no lineales. Una linealización alrededor del origen es, de hecho,
una aproximación de un sistema no lineal por uno que es lineal y que es, natural-
mente, homogéneo.

Homogeneidad es una propiedad de escalamiento de funciones y campos vectoria-
les que es consistente c.r. a un operador de escalamiento conocido como dilatación.
La homogeneidad clásica surgió de estudiar polinomios homogéneos . La genera-Las propiedades de

simetría de polinomios
homogéneos fue primero

estudiada por Euler, y más
profundamente en el siglo

1900, desde el punto de
vista de geometría

proyectiva y algebraica. El
lector puede consultar a
Bernuau et al. [11] para

más información sobre
homogeneidad clásica.

lización de homogeneidad clásica propuesta por V.I. Zubov en los años 50’s y por
H. Hermes en los años 90’s dio como nacimiento la noción de homogeneidad más
popular: homogeneidad ponderada.

2.3.1. Homogeneidad ponderada

El operador dilatación es una transformación lineal definida por

Para más detalles sobre el
operador dilatación,

consúltese [6].

∆rεx : (x1, ..., xn) 7→ (εr1x1, ..., εrnxn),∀ε > 0,

donde el vector x = (x1, ..., xn) ∈ Rn. Las constantes ri ∈ R+ son los pesos asociados
a las coordenadas xi y se pueden agrupar en el vector de pesos r = (r1, ..., ri). El
mapeo también puede reescribirse como ∆rεx = diag(εr1 , ..., εrn)x, donde ∆rε es la
matrix de dilatación y x es el vector de coordenadas.

Definición 2.9 Se dice que

(i) una función V : Rn → R, es r-homogénea de grado m ∈ R c.r. a ∆rεx, si V(∆rεx) =

εmV(x),∀x ∈ Rn,∀ε > 0;

(ii) un campo vectorial f(x) = (f1(x), ..., fn(x)) : Rn → Rn, es r-homogéneo de grado
l ∈ R c.r. a ∆rεx, si f(∆rεx) = εl∆rεf(x), ∀x ∈ Rn,∀ε > 0;

(iii) un campo vectorial multivaluado F(x) ⊂ Rn, x ∈ Rn, es r-homogéneo de grado l ∈ R

c.r. a ∆rεx, si F(∆rεx) = εl∆rεF(x),∀x ∈ Rn,∀ε > 0;

(iv) el sistema (3) es homogéneo si el campo vectorial f (o el campo vectorial multivaluado
F) es homogéneo.

Definición 2.10 La norma homogénea es un mapeo x 7→ ‖x‖r,p, definido por ‖x‖r,p =(∑n
i=1 |xi|

p
ri

) 1
p

, ∀x ∈ Rn, ∀p > 1. El conjunto S = {x ∈ Rn : ‖x‖r,p = 1} es la esfera
homogénea unitaria.
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Las funciones y campos vectoriales homogéneos tienen propiedades útiles. Consi-
dere que el vector de pesos r y la dilatación ∆rεx están fijos.

Lema 2.2 [6] Sea ∆rεx cualquier familia de dilataciones en Rn, y sea V1, V2 (resp., f1, f2)
funciones homogéneas (resp., campos vectoriales) de grado m1,m2 (resp., l1, l2) c.r. a la
dilatación Λrεx. Entonces,

(i) V1V2 (resp., V1f1, [f1, f2]) es homogénea de grado m1 +m2 (resp., m1 + l1, l1 + l2).

(ii) ∂V1(x)
∂xi

es homogénea de grado m1 − ri, siendo ri el peso del estado xi.

(iii) V̇1 = Lf1V1 es homogénea de grado m1 + l1.

(iv) Existe una constante c2 > 0 tal que V1(x) 6 c2‖x‖m1r,p . Además, si V1 es p.d., existe
c1 > 0 tal que c1‖x‖m1r,p 6 V1.

Cabe mencionar que el grado de homogeneidad de una constante es cero. Además,
si dos funciones tienen el mismo grado de homogeneidad la suma de ambas es
homogénea. Las características más importantes de la homogeneidad ponderada son
[11]:

(i) Si el origen de un sistema con campo vectorial homogéneo es localmente atracti-
vo, entonces el origen es GAE.

(ii) Si f = f1+ ...+ fp, donde f1, ..., fp, son campos vectoriales homogéneos de grado
l1, ..., lp y el origen es GAE bajo f1, entonces el origen es localmente AE bajo f.

(iii) Si el campo vectorial f del sistema es homogéneo de grado l y existen solu-
ciones en tiempo hacia adelante para cada condición inicial x0, entonces las
soluciones satisfacen ∆rεx(εlt, x0) = x(t,∆rεx0).

Ejemplo 2.3 A continuación se muestra que el campo vectorial del siguiente sistema

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −k1dx1cm − k2dx2cn,

es homogéneo para ciertas condiciones sobre los exponentes m y n. De la Definición 2.9, se
debe cumplir f(∆εx) = εl∆εf(x), donde

∆rε =

[
εr1 0

0 εr2

]
, x =

[
x1

x2

]
.

Con esto en mente,[
εr2x2;

−k1ε
r1mdx1cm − k2ε

r2ndx2cn

]
= εl

[
εr1 0

0 εr2

][
x2

−k1dx1cm − k2dx2cn

]

=

[
εlεr1 {x2}

εlεr2 {−k1dx1cm − k2dx2cn}

]
.

El sistema es homogéneo si se satisfacen simultáneamente las siguientes restricciones

r1m = l+ r2, r2 = l+ r1, r2n = l+ r2,

que se cumplen si n = 2m/(1+m), cuando m es conocido,ó m = n/(2− n), cuando n es Observe que el valor del
exponente de uno de los
estados depende del valor
del otro.

dado.
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2.3.2. FL homogénea

Se sabe que un sistema lineal con punto de equilibrio AE posee una FL estricta,
la cual tiene forma cuadrática. En el caso de sistemas homogéneos se admiten FL
estrictas y homogéneas que no necesariamente tienen una estructura cuadrática. El
siguiente teorema establece la existencia de una FL estricta para un sistema homogé-
neo.

Teorema 2.12 [6]. Sea f un campo vectorial continuo en Rn tal que el punto de equilibrio es
localmente AE. Asuma que f es homogénea de grado l con algún vector de pesos r. Entonces,
para cualquier p ∈N y cualquierm > p ·máxi{ri}, existe una FL estricta V para (3), la cual
es homogénea de gradom y de claseCp. Además, la derivada c.r. al tiempo V̇ = 〈∇V(x), f(x)〉
es homogénea de grado l+m.

Una consecuencia importante del Teorema anterior es que la velocidad de conver-
gencia de un sistema homogéneo queda caracterizada por el grado de homogeneidad
de su campo vectorial. Si el grado de homogeneidad cambia, también las trayectorias
cambian su tipo de convergencia.

Corolario 2.1 [6] Sea f como en el Teorema 2.12 con grado homogéneo l y sea ‖ · ‖r,p
cualquier norma homogénea:

(i) si l > 0, entonces existen constantes M1,M2 ∈ R+, tal que, para cualquier trayectoria
y ∀t > 0,

M1(1+ ‖x(0)‖qr,pt)
− 1
q ‖x(0)‖qr,p 6 ‖x(t)‖r,p 6M2(1+ ‖x(0)‖qr,pt)

− 1
q ‖x(0)‖qr,p;

(ii) si l = 0, entonces existen constantes M1,M2,D ∈ R+, tal que

M1 exp(−Dt)‖x(0)‖r,p 6 ‖x(t)‖r,p 6M2 exp(−Dt)‖x(0)‖r,p;

(iii) si l < 0, el origen es ETF.

Si el punto de equilibrio del sistema homogéneo es AE y el campo vectorial tiene
grado de homogeneidad: (a) l < 0, entonces el origen es ETF; (b) l = 0, entonces
el origen es EE; y (c) l > 0, entonces el origen es RE [16],[6], [56], [36]. Y si es RE,
entonces tiene la propiedad de atractividad en tiempo fijo. Esto motiva a utilizar las
propiedades de homogeneidad para el diseño controles homogéneos.

Cuando se tiene una ID, se cuenta con el siguientes resultados.

Teorema 2.13 [69]. Suponga que el origen de una ID de Filippov homogénea ẋ ∈ F(x) es
uniformemente GAE. Entonces, existe una FL fuerte y homogénea de clase C∞.De manera análoga al

Corolario 2.1, el
comportamiento dinámico

de una ID homogénea
queda caracterizado a
través de su grado de

homogeneidad, [69].

Tanto el Teorema 2.12 como el Teorema 2.13 aseguran la existencia de alguna FL
para sistemas que son homogéneos. Sin embargo, no se dice nada acerca de como
construir explícitamente dichas funciones. Cabe señalar que, es posible obtener una
FL homogénea que sea continua pero no necesariamente de clase C1.

Teorema 2.14 [56] Sea ẋ ∈ F(x) una ID de Filippov homogénea de grado homogéneo ne-
gativo l < 0. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes: (i) x = 0 de la ID es
uniformemente GAE en x = 0; (ii) x = 0 de la ID es uniformemente y globalmente ETF; y
(iii) la ID es contractiva.

En una ID de Fillipov homogénea de grado negativo existe convergencia en tiempo
finito cuando x = 0 es GAE.
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2.4. sistemas homogéneos en el bi-límite

En general, como los sistemas dinámicos no son homogéneos, la estabilidad de su
punto equilibrio puede hacerse a través de alguna aproximación homogénea. Esta
aproximación se utilizan para estudiar el comportamiento de las soluciones del sis-
tema dinámico tanto cerca del origen como lejos del mismo (en infinito). El trabajo
reportado por Andrieu et al. [2], rescata las definiciones de aproximaciones homo-
géneas en el origen y en el infinito. Estas aproximaciones satisfacen las propiedades
usuales de homogeneidad.

Definición 2.11 [2] Sea r0 el vector de pesos, l0 ∈ R el grado de homogeneidad de una
función (resp. un campo vectorial) f0. Una función (resp. un campo vectorial) f es homogénea
en el 0-límite con tripleta asociada (r0, l0, f0) si

lı́mε→0 supx∈K ‖ε−l0f(∆
r0
ε x) − f0(x)‖ = 0,

(resp. lı́mε→0 supx∈K ‖ε−l0(∆
r0
ε )−1f(∆r0ε x) − f0(x)‖ = 0), para cada conjunto compacto

K ∈ Rn \ {0}.

Definición 2.12 [2] Sea r∞ el vector de pesos, l∞ ∈ R el grado de homogeneidad de una
función (resp. un campo vectorial) f∞. Un función (resp. un campo vectorial) f es homogénea
en el∞-límite con tripleta asociada (r∞, l∞, f∞) si

lı́mε→+∞ supx∈K ‖ε−l∞f(∆r∞ε x) − f∞(x)‖ = 0,
(resp. lı́mε→+∞ supx∈K ‖ε−l∞(∆r∞ε )−1f(∆r∞ε x) − f∞(x)‖ = 0), para cada conjunto com-
pacto K ∈ Rn \ {0}.

El primer elemento de cada tripleta denota el vector pesos r0 = (r01, ..., r0i ) y r∞ =

(r∞1 , ..., r∞i ), i = 1, ...,n, el segundo el grado de homogeneidad del campo vectorial
(o función), y el tercero es la aproximación en el 0-límite o en el∞-límite del campo
vetorial (o función).

Definición 2.13 [2] Una función φ : Rn → R (o campo vectorial f : Rn → Rn) es
homogénea en el bi-límite si es homogénea en cero (0-límite) y homogénea en el infinito (∞-
límite).

Básicamente, si una función f es homogénea en el bi-límite (resp. un campo vec-
torial) entonces posee funciones de aproximación f0 ó f∞, estas aproximaciones son
homogéneas en el sentido estándar de homogeneidad ponderada con sus pesos y
grados correspondientes. Los campos vectoriales f0 y f∞ son aproximaciones del Las funciones homogéneas

en el bi-límite, poseen
algunas propiedades que se
refieren a: composición de
funciones, funciones
inversas e integrales, [2].

campo vectorial f cerca del origen y cerca de infinito.
Además, es posible analizar la estabilidad de los sistemas que son aproximados en

forma homogénea en el bi-límite a través de una FL homogénea en el bi-límite.

Teorema 2.15 [2] Considere un campo vectorial homogéneo en el bi-límite f : Rn → Rn

con tripletas asociadas (r0, l0, f0) y (r∞, l∞, f∞) tal que el origen de los sistemas

ẋ = f(x), ẋ = f0(x), ẋ = f∞(x),
es un punto de equilibrio GAE. Sean mV0 ,mV∞ ∈ R tales que mV0 > máx16i6n r0i y
mV∞ > máx16i6n r∞i . Entonces, existe una función de clase C1, p.d. y propia V : Rn → R

tal que por cada i en {1, ...,n}, el mapeo x → ∂V/∂xi es homogéneo en el bi-límite con
tripletas asociadas (r0,mV0 − r

0
i ,∂V0/∂xi) y (r∞,mV∞ − r∞i ,∂V∞/∂xi), y las funciones

(∂V0/∂xi)f0(x), (∂V/∂xi)f(0) y (∂V∞/∂xi)f∞(x) son negativas definidas.

Este resultado es una extensión del Teorema Converso de Lyapunov para sistema
homogéneos [6]. Algunas características de los sistemas homogéneos en el bi-límite El lector puede consultar

[2] para conocer más
detalles sobre
homogeneidad en el
bi-límite.

son:
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(c1) Si el campo vectorial f tiene una aproximación homogénea en el 0-límite con
tripleta asociada (r0, l0, f0) y el sistema con f0 es GAE, entonces f es localmente
AE.

(c2) Si el campo vectorial f tiene una aproximación homogénea en el ∞-límite con
tripleta asociada (r∞, l∞, f∞) y el sistema con f∞ es GAE, entonces existe un
subconjunto compacto invariante, que contiene el origen, que es globalmente
ATFj para el sistema (3).

(c3) Satisfacen propiedades la estabilidad entrada-estados c.r. a perturbaciones y de
pequeñas ganancias.

De [16],[6], se sabe que cuando el sistema es GAE y tiene grado de homogeneidad
negativo, las soluciones convergen en tiempo finito. Lo anterior puede extenderse de
la siguiente manera, si el origen es GAE y tiene aproximación homogénea de grado
homogéneo negativo en el origen y además, tiene aproximación homogénea de grado
homogéneo positivo en el infinito, entonces la cota del tiempo de convergencia no
depende de la condición inicial.

Corolario 2.2 [2](convergencia uniforme y en tiempo finito) Bajo las hipótesis del Teorema
2.15, si los grados de homogeneidad satisfacen l∞ > 0 > l0, entonces todas las soluciones del
sistema ẋ = f(x) convergen en tiempo finito al origen, uniformemente en la condición inicial.

Propiamente, este resultado establece la convergencia en tiempo fijo a través de la
homogeneidad en el bi-límite. En este trabajo se adoptará la noción de estabilidad enLa noción de estabilidad en

tiempo fijo captura muy
bien las propiedades

involucradas del punto de
equilibrio, y la palabra

uniforme puede llegar a
causar confusión, ya que se
usa en distintos contextos,

[71].

tiempo fijo, es vez de convergencia uniforme y en tiempo finito.

2.5. estabilizabilidad, controlabilidad, flc y robustez

Originalmente, la teoría de Lyapunov solo consideraba sistemas dinámicos sin
entradas. Cuando aparecen entradas de control en el sistema, una candidata a FL
puede usarse para el diseño de la ley de control si a través de los valores del control
puede lograrse que la derivada de FL sea negativa. Esta idea es la esencia de lo que
es una FLC. Para introducir el concepto de FLC, considere el sistema dinámico con
entrada afín descrito porEl teorema de Artstein [4]

asegura la existencia de un
control continuo para

sistemas con entrada afín.
ẋ = f(x) + g(x)u, x ∈ Rn, x(0) = x0, u ∈ R1, (18)

donde f(0) = 0, g(0) = 0 y f(x) y g(x) son mapas continuos.

Definición 2.14 (Sistema Estabilizable) Se dice que el sistema (18) es estabilizable, si .......

Definición 2.15 [86] (Sistema Controlable) Se dice que el sistema (18) es controlable si dado
algún estado inicial x0 existe una entrada de control sobre un intevalo finito de tiempo I tal
que la trayectoria x(t, x0) es obligada a converger asintóticamente al origen.

Definición 2.16 (Sistema Homogéneo con Control) Se dice que el sistema (18) es de gra-
do homogéneo l ∈ R c.r. a la dilatación ∆rεx, si existe u(x) tal que se cumple f(∆rεx) +
g(∆rεx)u(∆

r
εx) = ε

l∆rε(f(x) + g(x)u).

La definición anterior es aplicable a la ID con entrada de control

ẋ ∈ F(x) + g(x)u, x ∈ Rn, u ∈ R1, (19)

donde F(x) ∈ Rn es un mapa multivaluado, g(x) es continua, 0 ∈ F(0) y g(0) = 0.
En este caso la ID (19) es homogénea de grado l si existe u(x) tal que se cumple
F(∆rεx) + g(∆

r
εx)u(∆

r
εx) = ε

l∆rε(F(x) + g(x)u).
Las suposiciones sobre f(x), F(x) y g(x) aseguran que el origen es un punto de

equilibrio.
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Definición 2.17 [85],[33] Una función (homogénea) de clase C1, propia y p.d. V : Rn →
R>0, es una FLC (homogénea) para el sistema (18)(resp. para la ID (19)) si ı́nfu∈R{LfV +

LgV · u} < 0,∀x ∈ Rn \ {0} (resp. si ı́nfu∈R{LFV + LgV · u} < 0,∀x ∈ Rn \ {0}).

La definición garantiza que el origen es el único punto estacionario de una FLC
(homogénea). El problema de estabilización se resuelve si se puede asignar a través
de u, valores estrictamente negativos a la función V̇(x). Lo cual es posible en todos
los puntos x donde LgV no es cero. Además, la función V es una FLC si y sólo si la
siguiente implicación se cumple

LgV = 0⇒ LfV < 0, ∀x ∈ Rn \ {0}, (20)

lo cual garantiza que en aquellos puntos donde LgV es cero, una FLC es n.d..3 La De-
finición 2.17 no exige que u sea una función de los estados, cualquier valor que haga
negativa la derivada es permitido. Sin embargo, un control por retroalimentación de Si f es continua y existe

una retroalimentación de
estados continua para (18)
tal que x = 0 es GAE, por
los teoremas conversos
[64], debe exitir una FLC
para (18). Si f es afín,
entonces la existencia de
una FLC es también
suficiente la estabilización
a través de una
retroalimentación de
estados continua.

estados tiene propiedades de robustez. A grosso modo, la existencia de una FLC para
el sistema (18) es equivalente a la existencia de la ley de control por retroalimentación
de estados u(x), excepto posiblemente en cero, [4].

Comentario 2.1 Una FLC homogénea para un sistema continuo y homogéneo con entrada
afín siempre satisface la propiedad de control pequeño [30], [70]. Esta propiedad dice que
‖u‖ → 0, cuando ‖x‖ → 0.

En general, en el sistema (18) no sólo actúan entradas de control. En el caso de que
exista una entrada de perturbación en el sistema, es importante saber si existe una
entrada de control que estabilice el sistema aun ante la presencia de la perturbación
[33]. Con este fin, surge el concepto de FLCR. Una FLCR generaliza la noción de
FLC para sistemas que presentan entradas de perturbación. Antes de introducir el La existencia de FLCR

implica la existencia de
una FLC, pero no toda
FLC llega a ser una FLCR,
esto solamente ocurre si la
perturbación está acoplada
a la entrada de control.

concepto de FLCR, se presenta la noción de robustez, que aparece naturalmente al
considerar perturbaciones. Para ello, considere el sistema no lineal invariante c.r. al
tiempo descrito por la ecuación diferencial

ẋ = f(x,u,w), x(0) = x0, (21)

donde x ∈ X define la variable de estado, u ∈ U es la entrada de control, w ∈ W es
la perturbación, y t ∈ R es la variable independiente. El espacio

(i) X define el espacio de estados

(ii) U define el espacio del control. La función u es una entrada de control admisible
cuando u ∈ U;

(iii) W define el espacio de la perturbación. La función w es una perturbación ad-
misible cuando w ∈W y representa a las perturbaciones externas e incertidum-
bres de la planta;

El lado derecho de (18) se considera continuo en x y localmente L∞ en t, y por
los teoremas clásicos de existencia, la solución de (18) siempre existe (localmente en
t) pero no necesariamente es única. Dada una u ∈ U para el sistema (21), si cada
solución converge a un conjunto Ω ⊂ X que contiene el punto de operación deseada,
por conveniencia se toma 0 ∈ X, para toda condición inicial en X y w ∈ W, se dice
que la solución es robustamente estable.

Definición 2.18 [33] Fije una entrada de control para el sistema (21) y sea Ω ⊂ X un
conjunto compacto que contiene 0 ∈ X. Toda solución de (21) es robusta y GAE c.r. a Ω
(RGAE-Ω), si existe β ∈ KL tal que ∀x0 ∈ X y ∀w ∈ W, toda solución está definida en
[0,∞) y satisface ‖x(t, x0)‖Ω 6 β(‖x0‖Ω, t− t0),∀t > t0. Además, toda solución de (21) La notación ‖ · ‖Ω define

la distancia Euclidiana de
un punto al conjuntoΩ,
es decir
‖ · ‖Ω := d(·,Ω).

es RGAE si Ω = 0.
3 La existencia de una FLC implica que el sistema es asintóticamente controlable.
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El concepto de RGAE-Ω implica que el conjunto Ω es (robustamente) invariante
positivo. Mientras, que el concepto de RGAE implica que 0 ∈ X es un punto de
equilibrio. Se pueden definir tres tipos de estabilizabilidad robusta de acuerdo con
que tan pequeño se pueda hacer el conjunto Ω.

Definición 2.19 [33] El sistema (21) es

(i) robustamente AE si existe u ∈ U tal que toda solución de (21) es RGAE.

(ii) robustamente prácticamente estabilizable si ∀ε > 0 existe u ∈ U y un conjuto compacto
Ω ∈ X que cumple 0 ∈ Ω ⊂ εB tal que toda solución de (21) es RGAE-Ω.

(iii) robustamente estabilizable si existe u ∈ U y un conjuto compacto Ω ∈ X que cumple
0 ∈ Ω tal que toda solución de (21) es RGAE-Ω.

La diferencia entre estabilidad práctica y mera estabilidad es que el conjunto Ω de
la estabilidad práctica puede hacerse arbitriamente pequeño eligiendo la entrada de
control.

Definición 2.20 [33] Una función V ∈ V(X) es una FLCR (homogénea) para un sistema si
y sólo si existen cv ∈ R+ y una función invariante en el tiempo αv ∈ P(X) tal que

ı́nf
u∈U(x)

sup
w∈W(x,u)

[LfV(x,u,w) +αv(x)] < 0, (22)

siempre que V(x) > cv.

El conjunto V(x) define el conjunto de todas funciones propias, positivas definidas
y de clase C1, que son candidatas a FL para probar la estabilidad robusta del sistema
(21). El conjunto P(X) representa las funciones que no necesitan ser diferenciables
o radialmente no acotadas, es decir, funciones continuas αv : X ×R → R>0. La
desigualdad (22) se puede interpretar de la siguiente manera: para cada x fijo existe
un valor admisible u para el control y cualquier valor admisible w de la perturbación
tal que la derivada de Lyapunov es negativa. Las funciones u y w son admisibles
cuando u ∈ U(x) y w ∈ W(x,u). Por último, el parámetro cv permite considerar:
estabilización asintótica robusta (cv = 0), estabilización práctica robusta (cv > 0) y
estabilización robusta, para algunos espacios admisibles U,W. La existencia de una
FLCR es necesaria y suficiente para la estabilización robusta.Para más detalles,

consultar [33]. En particular, si existe una función FLCR y cv = 0, la construcción de una entrada
de control por retroalimentación de estados se reduce al problema de hallar una fun-
ción contínua k : Rn \ {0} → U, acotada cerca de cero, que cumpla con la condición
(22), es decir que

supw∈W(x,u) LfV(x,k(x),w) < −αv(x), (23)

donde la retroalimentación k(x) es una entrada de control estabilizante (continua o
discontinua), lo que significa que el origen del sistema en lazo cerrado puede hacerse
RGAE mediante el control k(x).

Teorema 2.16 [52] El sistema (21) admite una FLCR si y sólo si existe una entrada de
control estabilizante robusta para tal sistema. Además para cualquier FLCR, toda retroali-
mentación k(x) que cumpla con (23) es un control estabilizante robusto.

Finalmente, si se cuenta con una FLC, en el caso general, también existe una ley
estabilizante variante en el tiempo k(t, x), Coron and Rosier [21].
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2.6. resumen del capítulo

La breve revisión de conceptos y resultados presentada en este capítulo será de
gran utilidad en la formulación del problema de control en el capítulo 3. La noción
FCLR da un marco de referencia unificado para tratar con el problema de diseño
de un control robusto (no lineal). Sin embargo, todavía existen dos obstáculos: cómo
construir dicha función y cómo diseñar el control estabilizante una vez que se conoce
la FLCR. La noción de FLCR junto con las propiedades de homogeneidad estándard
y de homogeneidad en el bi-límite ayudará a construir leyes de control discontinuas
con las propiedades deseadas en capítulos posteriores.

2.7. prueba de los teoremas y proposiciones del capítulo

Prueba de la Proposición 2.3. Las soluciones de un sistema que es RE satisfacen
‖x(t, x0)‖ 6 cr(1+ ‖x0‖kt)−

1
k ‖x0‖η , ∀t ∈ [0,∞). Suponga que existe r ∈ R+ arbitra-

ria, de tal manera que ∀x0 ∈ Bcr , existe un tiempo fijo Tr tal que x(t, x0) ∈ Br. Debido
a que η 6 1, se tiene

T 6
(
cr
r

)k ‖x0‖k(η−1) − 1
‖x0‖k

=
(
cr
r

)k 1
‖x0‖k(1−η)

− 1
‖x0‖k

,

fijando η = 1 y haciendo x0 suficientemente grande, es decir, ‖x0‖ → ∞, se observa
que

T 6
(
cr
r

)k 1
‖x0‖k(1−η)

− 1
‖x0‖k

< (cr/r)
k = Tr.

Por tanto, cualquier solución x(t, x0) iniciada con cualquier estado inicial x0 ∈ Bcr
pertenecerá a un conjunto compacto (x(t, x0) ∈ Br) antes de un tiempo Tr.

Prueba de la Teorema 2.5. Con ayuda de (5), ∀t > 0, se cumple 〈∇V(x), f(x)〉 <
−c3c2V − c4

c
b/a
2

Vb/a. Por el principio de comparación [46] , como V (x(t)) 6 v (t), cuan- El principio de
comparación se aplica en
situaciones donde la
función v(t) satisface una
desigualdad diferencial
v̇(t) 6 f(t,v(t)). La
meta es comparar la
solución de la desigualdad
diferencial
v̇(t) 6 f(t,v(t)) con la
solución de la EDO
u̇ = f(t,u). El lema
establece que si se tiene
una EDO escalar
u̇ = f(t,u),
u(0) = u0, y una
desigualdad diferencial
v̇(t) 6 f(t,v(t)),
donde v0 6 u0, entonces,
v(t) 6 u(t) para todo
t ∈ I.

do V0 = V (x0) 6 v0, la solución de la EDO v̇ = −κ1v− κ2v
q, con V(0) = v0 > 0,

κ1 = c3/c2, κ2 = c4/c
q
2 y q = b/a está dada por

v(t)1−q = exp(−(1− q)κ2t)v
1−q
0 − κ1

κ2
exp(−(1− q)κ2t) [exp((1− q)κ2t) − 1] .

(24)

El tiempo T que le toma a cada trayectoria en ir de cualquier estado inicial x0 a una
superficie de nivel V = r (0 < r < V(x0)), se calcula mediante

T(x0, r) 6 1
(q−1)κ2

[
ln
(

κ2V
q−1
0

κ1+κ2V
q−1
0

)
− ln

(
κ2µ

q−1

κ1+κ2µq−1

)]
6 1

(q−1)κ2

[
− ln

(
κ2r

q−1

κ1+κ2rq−1

)]
= Tr.

Es claro ver que el tiempo de convergencia T(x0, r) está uniformemente acotado por
una constante independiente del estado inicial x0 ∈ V(x0). Por lo tanto, ∀x0 ∈ Rn y
∀t > Tr, las trayectorias del sistema estarán en el interior de un conjunto Br. Aquí,
T(x0, r) denota el tiempo de convergencia de x(t, x0), con condición inicial x0 ∈ Bcr ,
a la bola Br.

Prueba del Teorema 2.7. Hay que encontrar alguna constante Tf > 0, de tal manera
que, la solución x(t, x0) este en x = 0, ∀t > Tf, independientemente del valor de
x0. Desde que V(t) satisface V̇ 6 −cfV

p y V̇ 6 −cuV
q, el valor de V(t) está por

debajo de la solución de cualquiera de ambas desigualdades. La solución de la EDO
v̇ = −κfv

p , v(0) = v0 > 0, ∀p ∈ (0, 1), está dada por

v(t) = (v1−p0 − (1− p)κf(t− t0))
1
1−p , (25)
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y la solución de la EDO v̇ = −κuv
q , v(0) = v0 > 0, para q > 1, está dada por

v(t) = (v
−(q−1)
0 + (q− 1)κu(t− t0))

− 1
q−1 . (26)

Del principio de comparación [46] y considerando V (t) 6 v (t), cuando V0 = V (x(t, x0)) 6
v0, se obtiene

V(t) 6 mı́n
{
V1 = (v1−p0 − (1− p)κf(t− t0))

1
1−p ,V2 = (v

−(q−1)
0 + (q− 1)κu(t− t0))

− 1
q−1

}
.

Esta expresión permite estimar el tiempo de convergencia. Primero, considere una
trayectoria iniciada en x0, con un nivel de energía V0. El tiempo T2 en el cual se
alcanza el conjunto de nivel V = r (0 < r < V0), se calcula a partir de V2 = r,
obteniéndose T2(x0, r) = 1

(q−1)κu
(r−(q−1) − V

−(q−1)
0 ). Ahora, a partir del conjunto

de nivel V = r, el tiempo T1 que le toma a la trayectoria en alcanzar x = 0, se
calcula haciendo V1 = 0, lo cual da T1(r) = 1

(1−p)κf
r1−p. Por lo tanto, el tiempo

de convergencia al origen de cada trayectoria iniciada en x0 ∈ V0 cumple T(x0) 6
T1(r) + T2(x0, r). La función T(x0) está uniformemente acotada por la constante

Tf =
1

(q−1)κu
1
rq−1

+ 1
(1−p)κf

r1−p, (27)

es decir, T(x0) 6 Tf. Para garantizar la mejor estimación de la constante de tiempo

fijo, seleccione r = (κf/κu)
1
q−p , que es el valor que minimiza la función (9).

Prueba del Teorema 2.8. La estabilidad en tiempo finito se debe al Teorema 2.7.
Por otro lado, la solución de la EDO v̇ = −κfv

p − κuv , v(0) = v0 > 0, para p ∈ (0, 1)
está dada por

v(t) = exp(−kut)[v
1−p
0 − κf

κu
[exp((1− p)κut) − 1]]

1
1−p . (28)

Del principio de comparación [46] y considerando V (t) 6 v (t), cuando V0 = V (x(t, x0)) 6
v0, se obtiene

V(t) 6 exp(−kut)[V
1−p
0 − κf

κu
[exp((1− p)κut) − 1]]

1
1−p .

El tiempo que le toma a cada trayectoria, iniciada en x0 ∈ V0, para converger al
origen se obtiene haciendo V(t) = 0 en la expresión anterior, lo cual permite obtener
(11). Por lo tanto, el origen es ETFdE.
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“Me lo contaron y lo olvidé; lo vi
y lo entendí; lo hice y lo aprendí.”

— Confucio

En este capítulo se formula el problema de regulación y seguimiento de alguna
referencia deseada para una clase de sistemas no lineales con perturbaciones como
un problema de estabilización robusta. Las perturbaciones que se toman en cuenta
son de dos tipos: las debidas a la incertidumbre en el modelo del sistema y las
debidas a acciones externas que afectan el desempeño del sistema.

Para poder resolver el problema de estabilización robusta se requieren de algunas
condiciones adicionales sobre el sistema y sobre la función que describe a la refe-
rencia deseada. Como los métodos de frecuencia están prácticamente ausentes para
el análisis de sistemas no lineales, se usa la representación en el espacio de esta-
dos. Se considera que el sistema únicamente posee una entrada de control, y que las
perturbaciones son descritas por funciones sin memoria.

3.1. descripción general del sistema

Se considera un sistema de una sola entrada y una sola salida, cuyo modelo en el
espacio de estados está descrito por

ż = f(t, z) + g(t, z)(u+ ρ(t, z)), σ = h(t, z), z0 = z(0), (29)

donde u ∈ R y σ ∈ R son variables escalares. Las características del sistema son:

(c1) La variable z ∈ Rn define el vector de estados del sistema, u es la entrada de
control, σ es la salida, σ = 0 define a la SD, z0 es la condición inicial y z = 0 es
un punto de equilibrio.

(c2) Todo el estado z se considera medible y z(t) define a las trayectorias de estado
absolutamente continuas que satisface la EDO (29) casi en todas partes.

(c3) La función h(t, z) : R×Rn → R describe la tarea de control de regulación o
seguimiento que se desea que realice el sistema.

(c4) Los campos vectoriales f(t, z) : R×Rn → Rn y g(t, z) : R×Rn → Rn son
suaves, y para cada z ∈ Rn, estos campos vectoriales se consideran uniforme-
mente acotados c.r. al tiempo t, ∀t > 0. Además, existe una función escalar
ξ(t, z) > 0 tal que g(t, z) = gn(z)ξ(t, z), y gn(z) : Rn → Rn.

(c5) La función f(t, z) se asume que puede descomponerse esencialmente en dos
partes importantes, es decir, f = fn(z) + ∆u(t, z). El término fn(z) representa
la dinámica que se conoce del sistema. El término ∆u(t, z) representa el nivel
de incertidumbre de la dinámica conocida y/o las perturbaciones externas que
actúan sobre el sistema, no acopladas a la entrada de control, pero que puede
ser acotado por un campo vectorial ∆(z), es decir, para cada componente se Si ∆u(x, t) estuviera

acoplada a la entrada de
control existiría una
función escalar incierta
e(x, t) tal que
∆u(z, t) =
e(x, t)g(x, t).

satisface |∆ui(t, z)| 6 ∆i(z). Una condición necesaria para lograr la estabiliza-
ción del origen del sistema (29) es que el término ∆u(t, z) debe desvanecerse
en z = 0, es decir, ∆u(t, 0) = 0, ∀t > 0.

(c6) Las función ρ(t, z) : R×Rn → R modela al conjunto de perturbaciones aco-
pladas que actúan sobre el sistema. Se considera que ρ(t, z) pertenece a la clase
de funciones esencialmente acotadas W = {ρ(t, z) ∈ L∞ : |ρ(t, z)| 6 ρ}, ∀t > 0 y
∀z ∈ Rn. El término ρ(t, z) no necesariamente se desvanece en el origen z = 0.

31
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(c7) Tanto ∆u(t, z) como ρ(t, z) están modeladas por funciones sin memoria.

El sistema nominal de (29) se obtiene cuando no existen perturbaciones, es decir,
para ∆u(t, z) = 0 y ρ(t, z) = 0, ∀t > 0. En cualquier otro caso, ∆u(t, z) 6= 0 ó
ρ(t, z) 6= 0, para algún t > 0, el sistema (29) se encuentra perturbado. En general, se
busca cumplir con la tarea seguimiento y/o regulación descrita por la función h(t, z)
a pesar de las perturbaciones que actúan sobre el sistema.

3.2. formulación del problema

Como la tarea de regulación y/o seguimiento debe cumplirse a pesar de la presen-
cia de perturbaciones, se necesita emplear una técnica de control robusto. Dos técni-
cas de control robusto que permiten resolver este problema son el CMD y CMDOS.
Ambos enfoques son adecuados bajo la hipótesis de que solo existan perturbaciones
acopladas en el sistema (29). En comparacion con el CMD clásico, un CMDOS ga-
rantiza la realización de la tarea de control en tiempo finito sin la restricción de que
el grado relativo solo sea uno. Teniendo esto en mente, basados en un enfoque de
CMDOS, el objetivo de control se transforma a:

(o1) garantizar que, mediante una ley de control por retroalimentación discontinua
de los estados, se logre llevar cualquier trayectoria de estado del sistema (29) aAl ser discontinua la

entrada de control, las
soluciones del sistema en

lazo cerrado (29) en
retroalimentación con el

controlador discontinuo se
entienden en el sentido

Filippov [32].

la SD σ = 0 en tiempo finito y mantenerla ahí, a pesar de la presencia de cierta
clase de perturbaciones acopladas y no acopladas.

Para poder lograr el objetivo (O1) se requiere de una representación adecuada del
sistema. Para ello, hay que imponer algunas condiciones adicionales. Las únicas su-
posiciones que se hacen son:

(h0) el sistema (29) es completo en el conjunto compacto Ω ⊂ Rn, es decir, que
z(t) ∈ Ω y, para cada z0 y cada entrada de control u, z(t) está definida para
casi todo t ∈ R+;

(h1) h(t, z) es una función suficientemente suave;Se entiende por función
suave como aquella

función que es
continuamente

diferenciable.

(h2) en ausencia de perturbaciones no acopladas, el grado relativo r del sistema
(29) c.r. a σ debe estar bien definido, ser constante (no variante con el tiempo)
y conocido. El grado relativo r es exactamente el número de veces que hay que
diferenciar a σ para que la entrada de control u aparezca explícitamente por
primera vez en σ(r) := dr

dtrh(t, z);

Bajo las hipótesis (H0)-(H2), el sistema (29) puede ser llevado a una forma normal
computada, al menos localmente, [43], [89]. Si sólo aparecen perturbaciones acopla-
das, la forma normal computada se reduce a la forma normal convencional; si ade-
más, la dinámica cero es de dimensión cero, la forma normal computada se reduce
a la forma de controlador. El hecho más importante es que las hipótesis (H0)-(H2)La forma de controlador se

obtiene si el grado relativo
r es igual al orden del

sistema.

aseguran la existencia de un difeomorfismo φ : Ω→ Rn, definido por

Un difeomorfismo
x = φ(z) es un vector de
cambio de coordenadas en

Rn. Básicamente satisface
dos propiedades: (i) es

invertible (φ−1(x) = z)
y (ii) φ(z) y φ−1(x)

son mapas suaves.

φ(t, z) =


ψ(z)

h(t, z)
...

Lr−1
f̃

h(t, z)

 =


η

x1
...

xr

 ,

conϕ : Ω→ Rn−r, y donde el estado normal se ha designado por x =
(
x1 x2 ... xr

)
∈

Rr, η =
(
η1 η2 ... ηn−r

)
∈ Rn−r, y la función Li

f̃
h(t, z) := LfnL

i−1
f̃

h(t, z) +
∂Li−1
f̃
h(t,z)
∂t , ∀i = 1, ..., r− 1, quedando por definición L0

f̃
σ := h. El vector x está for-

mado por la variable de salida σ y funciones que dependen de las (r− 1) derivadas
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de h(z, t) c.r. al tiempo. Diferenciando c.r. al tiempo el nuevo vector de coordenadas
φ(z), la estabilización en tiempo finito de la variable σ se trasforma en un problema
de estabilización del sistema El sistema (30) en realidad

es un extensión la forma
normal computada
introducida en [89].

∑
0 : η̇ = f0(η, x) +∆f0(x,η),

∑
T :


ẋi = xi+1 +wi(t, x,η), ∀i = 1, ..., r− 1,

ẋr = wr(t, x,η) + b(t, x,η)u, x0 = x(0),

x1 = σ,

(30)

y más específicamente, de la estabilización en tiempo finito del origen x = 0 del
sistema ΣT a través de la entrada de control u. Aquí, el campo vectorial f0 =

[Lfnη1, ...,Lfnηn−r]
T representa la dinámica cero del sistema (29) perturbada por

el término ∆f0 = [L∆uη1, ...,L∆uηn−r]
T , las funciones wi(x,η, t) = L∆uL

i
fn
σ, ∀i = No se ha exigido que las

derivadas de la salida
queden definidas por
σ(r) := Li

f̃
h(t,z), ya

que en el caso del sistema
(29) la forma convencional
de la forma normal no
puede ser derivada.

1, ..., r− 1, representan a las perturbaciones y términos no acoplados a la entrada de
control que actúan sobre el sistema, las perturbaciones y términos acoplados a la
entrada de control quedan definidos por la función wr(x,η, t) = Lrfnσ+ L∆uL

r
fn
σ+

LgL
r−1
fn

σρ(z, t), y siendo b(tx,η) = LgL
r−1
fn

σ 6= 0 debido a la condición de grado
relativo. No es restrictivo considerar b(t, x,η) > 0, puesto que es posible redefinir
el signo de la señal control u. Para la lograr estabilización del sistema (30), hay que
asegurar que el vector de estado η permanezca acotado. A lo largo de este trabajo

se toma como verdadera la
hipótesis H’3.(h3) El vector de estados x está acotado; la dinámica cero Σ0 es global y EE, y el

campo vectorial f0(x,η) +∆f0(x,η) es globalmente Lipschitz en x y η, [82].

Observe que los términos wi(·) no involucran diferenciación del término no aco-
plado ∆u(z, t) después del cambio de coordenadas. La diferencia más notable con
el enfoque tradicional en CMDOS es que en el sistema ΣT aparecen términos no
acoplados. Generalmente, en el diseño convencional de un CMDOS, los términos
wi(·),i = 1, ..., r− 1, se consideran suficientemente diferenciables con el fin de llevar
el efecto de las perturbaciones no acopladas a la parte donde se encuentra la entrada
de control. No siempre el término desconocido ∆u es suficientemente diferencia-
ble. Si solamente existen perturbaciones acopladas en (29), es decir, ∆f0(x,η) = 0,
∀t > 0, el vector x depende de σ y de sus (r− 1) derivadas c.r. al tiempo, es decir,

x =
(
σ σ(1) ... σ̇(r−1)

)
∈ Rn−r. Convencionalmente, en CMDOS se necesita

que las siguientes hipótesis se cumplan para ΣT .

(h4) Los términos no acoplados wi(t, x,η), i = 1, ..., r− 1, son suficientemente dife-
renciables.

Bajo la hipótesis (H4), los efectos de los términos no acoplados existentes en el
sistema (29) pueden transformarse a efectos que están acoplados a la entrada de con-
trol. Como las funciones wr(t, x,η) y b(t, x,η) son continuas, y φ(Ω) es un conjunto φ(Ω) es un subconjunto

abierto acotado de Rr

dentro del cual se asegura
que la dinámica del
sistema está acotada. Esta
condición se puede relajar
un poco usando otra clase
de controladores
discontinuos, véase
Capítulo 8.

compacto, estas funciones satisfacen las siguientes condiciones

(h5) 0 < Km 6 b(t, x,η) 6 KM, |wr(t, x,η)| 6 C, ∀x,η ∈ φ(Ω) ⊂ Rr, ∀t > 0, donde
las constantes C, Km,KM ∈ R+, y además, son conocidas.

La hipótesis (H5) siempre se cumple al menos localmente. Las condiciones (H4)-
(H5) permiten que el problema de estabilización sea resuelto con cualquier CMDOS
homogéneo propuesto en [54],[55],[56], dando lugar a un modo deslizante de orden
r.

Definición 3.1 [54] Considere que el sistema (29) está retroalimentando con un control dis-
continuo y sean σ,σ(1), ...,σ(r−1) funciones continuas. La dinámica en la variable deslizante
se denomina modo deslizante de orden r c.r. a la variable deslizante σ si las trayectorias per-
tenecen al conjunto Sr = {x ∈ Rn|σ = σ(1) = . . . = σ(r−1) = 0}, el cual es un conjunto no
vacío y local integrable en el sentido de Filippov.
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La hipótesis sobre b(·) es estándar y evita la pérdida de controlabilidad en el
sistema ΣT . La hipótesis sobre wr(·) puede satisfacerse localmente, pero es muy
restrictiva en el contexto de globalidad. Cualquier perturbación que sea creciente en
función de los estados no cumple con la condición (H5) globalmente. Esto es una
consecuencia inherente de la ley de control, puesto que ésta es acotada. Para poder
contrarrestar el efecto de perturbaciones crecientes es necesario contar con una acción
de control que sea también creciente. Debido a las incertidumbres en las funciones
b(t, x,η) y w(t, x,η), no es posible resolver este problema usando una entrada de
control continua y estática por retroalimentación de estados.En una retroalimentación

estática, el control es un
función sin memoria. Las

leyes de control dinámicas
surgen cuando se usa, por
ejemplo, control integral o

control adaptable, y es
muy común en esquemas
por retroalimentación de

salida, [46].

Es muy posible que el sistema original (29) no tenga propiedades de homogenei-
dad. De hecho, no se ha supuesto que el sistema (29) sea homogéneo. Bajo las hipó-
tesis (H4) y (H5) hechas sobre los términos acoplados y no acoplados, la aplicación
de un controlador discontinuo homogéneo hace que el sistema ΣT , en presencia sola-
mente de perturbaciones acopladas, resulte ser una ID homogénea. Esta observación
es importante, ya que el campo vectorial de cualquier cadena de integradores pura
puede hacerse homogénea aplicando una ley de control homogénea. Como la única
información acerca de wr(t, x,η) y b(t, x,η) son sus cotas, el sistema ΣT implica la
ID,

∑
ID :

{
ẋi = xi+1 +wi(t, x,η), ∀i = 1, ..., r− 1,

ẋr ∈ [−C,C] + [Km,KM]u, x0 = x(0).
(31)

Solamente en ausencia de perturbaciones no acopladas, en el sistema auxiliar ΣID
desaparece la dependencia de la dinámica del sistema original. El diseño de un CM-
DOS se reduce a la tarea de hallar controladores que estabilizan en tiempo finito el
origen x = 0 de ΣID.Una vez se ha alcanzado el

origen, el sistema
controlado exhibe un modo

deslizante de orden r.

El CMD y el CMDOS resultan adecuados para remover los efectos de las pertur-
baciones acopladas; sin embargo, es de interés considerar el diseño de controladores
discontinuos cuando existen perturbaciones no acopladas que afectan la tarea de
control. Algunos esquemas han sido desarrollados para atenuar el efecto producido
por las perturbaciones no acopladas en vez de eliminar completamente dicho efecto,
[19],[80].

Este trabajo considera el objetivo (O1) pero relajando la hipótesis (H4). Principal-
mente, se busca resolver el problema de estabilización en tiempo finito del sistema
ΣT tomando en cuenta perturbaciones no acopladas que no son suficientemente di-
ferenciables . La hipótesis sobre b(t, x,η) permanece sin cambios, pero la hipótesis
sobre wr(t, x,η) dependerá de si la entrada de control es acotada o no. Para los
términos no acoplados wi(x,η, t), ∀i = 1, ..., r − 1, se consideran dos suposiciones
adicionales.

(h6) Las perturbaciones no acopladas satisfacen la condición wi(0, 0, t) = 0, i =

1, ..., r− 1. De forma más concreta, las perturbaciones no acopladas deben des-
vancerse cuando los vectores de estado x y η se desvanezcan;

(h7) Las perturbaciones no acopladas están uniformemente acotadas por funciones
conocidas que dependen solamente del estado, es decir, las cotas de las pertur-En este trabajo se

consideran funciones
continuas.

baciones son uniformes c.r. al tiempo t, ∀t > 0. De esta forma, el modelo exacto
de las perturbaciones no es requerido para propósitos de análisis y/o diseño.

Sin (H6), el origen x = 0 no es un punto de equilibrio del sistema ΣT . La condición
(H7) establece que siempre es posible acotar las funciones wi(t, x,η) por funciones
que no dependen del tiempo t. El sistema Σ0 junto con el sistema ΣT representan una
clase de sistemas no lineales más amplia que la comúnmente descrita en el contexto
de MDOS.



Parte I

E S TA B I L I Z A C I Ó N E N T I E M P O F I N I T O M E D I A N T E
F L C R

La primera parte de este trabajo se enfoca exclusivamente en el diseño de
controladores discontinuos, homogéneos y no homogéneos, a través de la
construcción de una FLCR.





4C O N T R O L D I S C O N T I N U O H O M O G É N E O C O N
C O N V E R G E N C I A E N T I E M P O F I N I T O

“Las que conducen y arrastran al mundo
no son las máquinas sino las ideas.”

— Víctor Hugo

En este capítulo se aborda el problema de diseñar controladores discontinuos por
retroalimentación de estados que son homogéneos y que garantizan que la variable
deslizante y sus (r− 1) derivadas c.r. al tiempo sean llevadas a cero en tiempo finito
dando lugar a un MDOS. La ley de control se obtiene a través de una FLCR. La FLCR
se construye en forma iterativa, empleando una modificación del MB con el cual
también es posible construir simultáneamente el controlador. Además, es posible
determinar la clase de perturbaciones no acopladas que admite el sistema y que
preservan la estabilización en tiempo finito.

4.1. generalidades

El empleo de controladores, continuos o discontinuos, que aseguran convergencia
en tiempo finito, provee ventajas notables: el objetivo de control se alcanza en tiem-
po finito, hay mejor robustez y rechazo a cierta clase de perturbaciones [15], [56].
Motivados por estas favorables características, uno desearía desarrollar algún contro-
lador robusto que tenga esta propiedad para resolver el problema de estabilización
planteado.

Para algunos sistemas no lineales continuos, el análisis de estabilidad y de estabi-
lización en tiempo finito usando el enfoque de FL ha sido ampliamente estudiado
en [37], [14], [15], [16], [79], [39], [41]. Particularmente en [79], [39], [41], aunque no
se menciona propiamente, se construye explícitamente una FLC para diseñar las en-
tradas de control continuas. La técnica empleada para la construcción de la FLC es
la integración entre Fdes y el MB. La Fdes ya se había utilizado para diseñar contro-
ladores estabilizantes para una clase de sistemas en cascada, donde solo es posible
implementar entradas de control continuas, [78]; y fue retomado en [79], [39], [41],
para diseñar leyes de control continuas por retroalimentación de estado que estabili-
zan en tiempo finito cierta clase de sistemas no lineales.

Por otro lado, para controladores que emplean algoritmos discontinuos, el análi-
sis mediante una FL sólo ha sido fructífero para sistemas de segundo orden. Los
algoritmos más estudiados han sido los algoritmos Twisting y Super-Twisting [72],
[75], [76], [73], [65], [67]. Recientemente, se ha tratado de abordar el problema de
construir una FL para algoritmos de MDOS pero con limitado éxito, [67],[81]. Una
de las soluciones a este problema ha sido propuesta por Sánchez and Moreno, [81].
La gran desventaja del método propuesto en [81] radica en que hay que obtener las
soluciones del sistema retroalimentado con un CMDOS para poder construir la FL.
Lo cual resulta prácticamente imposible para órdenes mayores a tres.

En [38] se aplica el rediseño de Lyapunov para [46] generar un nuevo tipo de
CMDOS en dos pasos. El método consiste en usar un controlador continuo para
estabilizar en tiempo finito una cadena de integradores no perturbada, para después,
aplicar un control discontinuo junto con la entrada continua con el fin de mejorar las
propiedades de robustez del sistema en lazo cerrado. La estrategia permite rechazar
perturbaciones acotadas y acopladas, que la ley de control nominal no es capaz de
compensar. Algunos puntos importantes a resaltar en este enfoque son:

37
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(i) para diseñar el controlador discontinuo, se necesita de un controlador continuo
previamente diseñado que tenga la propiedad de convergencia en tiempo finito;Por ejemplo, los

controladores que se
proponen en [79], [39],
[41], para los cuales, la

FLC ya es conocida.

(ii) no se construye una FLCR para diseñar controladores por retroalimentación de
estados homogéneos y discontinuos;

(iii) el sistema en lazo cerrado no es homogéneo;

(iv) los controladores no son acotados, pero además, no es posible decir algo acerca
de como está contribuyendo la parte continua del controlador.Con el enfoque presentado

en [38], no es posible
conocer si hay alguna

mejora en la velocidad de
convergencia del sistema

controlado.

(v) solo se prueba que pueden compensar perturbaciones acopladas.

Hasta ahora, no ha sido
formalmente probado que
un CMDOS sea robusto

ante perturbaciones no
acopladas.

Un ingrediente que ha sido crucial en el desarrollo de todos los enfoques mencio-
nados es la propiedad de homogeneidad. Esta propiedad permite concluir de una
forma sencilla que el sistema controlado es estabilizado en tiempo finito. Solo hay
que lograr que a través de la entrada de control el punto de equilibrio del sistema
sea AE y que el campo vectorial asociado al sistema en lazo cerrado tenga grado de
homogeneidad negativo, [16], [39], [41], [56].

Aunque poseen propiedades similares, existe una diferencia importante entre usar
un controlador continuo y uno discontinuo. Una control discontinuo puede eliminar
el efecto de perturbaciones acopladas que no necesariamente se desvanecen, y que
un control continuo no puede compensar. Por ello, el problema de estabilización se
resolverá diseñando una nueva clase de controladores por MDOS. En contraste con
los algoritmos por CMDOS reportados en [54], [55], [56], los controladores disconti-
nuos homogéneos propuestos:

(i) se obtienen por medio de la construcción explícita de una FLCR;

(ii) son discontinuos sobre una superficie continua;

(iii) un logro importante, desde el punto de vista práctico, es que las leyes de con-
trol discontinuas que se proponen mejoran la respuesta transitoria utilizando
el mismo esfuerzo de control;

(iv) permiten compensar cierta clase de perturbaciones no acopladas;

(v) el enfoque de FLCR permite hacer extensiones importantes que de otra manera
no sería posible. Por ejemplo, controladores con ganancia variable solo pueden
ser obtenidos a través de una FL.En Gonzalez et al. [34] se

presenta el Super-Twisting
con ganancia variable para
compensar perturbaciones
que crecen en función del

tiempo y del estado. La
compensación es exacta si

las perturbaciones (así
como sus derivadas) son

acotadas por funciones
conocidas.

Para resolver el problema de estabilización bajo perturbaciones no acopladas (a la
entrada de control) se supondrá que entran en forma triangular inferior al sistema
y están acotadas por cierta clase de funciones conocidas. Esta suposición garantiza
la estabilización en tiempo finito, de manera global y robusta, del sistema en lazo
cerrado.

4.1.1. Problemas con el diseño por CMD clásico y alternativas

El problema de estabilización en tiempo finito utilizando una ley de control dis-
continua puede ser atacado a través de una variante del enfoque de CMD, conocido
como CMDT, [63],[91]. Como ejemplo ilustrativo, considere que se quiere estabilizar
en tiempo finito el origen del sistema

ẋ1 = x2 , ẋ2 = u, (32)

donde u ∈ R es la entrada de control a diseñar. Para lograr estabilización en tiempo
finito con un CMDT, la SD debe tener la siguiente estructura

s = x2 + c1dx1cp = 0, p ∈ (0, 1). (33)
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siendo c1 > 0 una constante. A la superficie (33) se le conoce como SD terminal.
Usando las coordenadas de estado (x1, s), el sistema (32) queda representado por La expresión (32)

representa la dinámica del
sistema proyectada sobre la
variable s.

ẋ1 = −c1dx1cp + s , ṡ = u+ c1p|x1|
p−1x2. (34)

En el modo deslizante s = 0, la dinámica reducida del sistema queda descrita por

ẋ1 = −c1dx1cp. (35)

Como p ∈ (0, 1), se puede concluir que la solución de la EDO (35) converge a
cero en tiempo finito. Por lo que la SD (33) asegura convergencia en tiempo finito al
origen durante el modo deslizante. Propiedad que no está presente si el parámetro
p = 1. Una vez seleccionada la SD, la ley de control debe garantizar que la SD se
alcanza en tiempo finito, desde cualquier condición inicial arbitraria. Para garantizar
la existencia del modo deslizante, el diseño por CMDT requiere que la ley de control
cumpla la condición de suficiencia sṡ < −n|s|, [87]. Para el sistema (34), una ley de
control que satisface tal condición es Si hubiera perturbaciones

acopladas con cota ρ0 , la
gananciaQ se elige tal
queQ> ρ0.

u = −c1p|x1|
p−1x2 −Qdsc0, Q > 0. (36)

Con esta ley de control, el origen de (32) es ETF. Sin embargo, existen términos
que provocan que la señal de control no este definida para valores en el conjunto
x = {x1 = 0}. Como la ley de control se obtiene de la derivada c.r. al tiempo de
la SD, los términos de bajo orden producen términos singulares, haciendo que la
ley de control no esté acotada para cierto conjunto de valores. Lamentablemente, el
empleo de este controlador es limitado en la práctica debido a que las trayectorias del
sistema deben comenzar en un sector predeterminado en el espacio de estados para
evitar señales de control no acotadas, [96]. Para lidiar con el problema provocado por Una extensión para

sistemas de orden n ha
sido reportada en [96],
pero la ley de control
resultante sigue
presentando
singularidades
restringiendo su aplicación
en la práctica.

términos singulares en la ley de control, algunos autores han propuesto una clase de
“desingularización” de la SD para evitar la aparición de términos indeseados en la
ley de control, preservando la propiedad de convergencia en tiempo finito durante
el modo deslizante, [31], [95], [88]. Este enfoque llamado CMDTNS, busca remplazar
la SD por una más suave. Para ilustrar lo anterior, la SD (33) se remplaza por una
Fdes φ(x1, x2). La Fdes debe cumplir

φ(x1, x2) = 0⇔ x2 = −k1dx1cp.

La Fdes debe elegirse de clase C1, ∀x ∈ R2. Proponiendo φ(x1, x2) = dx2c1/p + El diseño de la entrada de
control se reduce a
encontrar una Fdes
φ(x1,x2) apropiada.

k
1/p
1 x1, y utilizando (x1,φ) como nuevas coordenadas, el sistema (32) se puede es-

cribir como

ẋ1 = dφ− k
1/p
1 x1cp, φ̇ = |x2|

1−p
p [pu+ k

1/p
1 dx2c

2p−1
p ].

Utilizando la idea básica del diseño por CMD, se elige u = −(k2dφc0+k
1/p
1 dx2c

2p−1
p )/p

para obtener

ẋ1 = dφ− k
1/p
1 x1cp, φ̇ = −k2|x2|

1−p
p dφc0. (37)

Es claro que, durante el modo deslizante las trayectorias del sistema convergen en
tiempo finito al origen. Además, la nueva ley de control está bien definida en todo el
espacio de estados. Por otro lado, hay otras cosas que destacar:

(i) No es claro como la ley de control propuesta asegura la existencia del modo
deslizante. Desde este punto de vista, (37) pareciera tener dos conjuntos de
equilibrio, el punto x1 = x2 = 0 y el eje x2 = 0.

(ii) Como el punto (i) no es claro, se necesita realizar un análisis adicional (geomé-
trico) para mostrar que hay un solo punto de equilibrio (x1 = x2 = 0) y que
existe el modo deslizante para el sistem (37).
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(iii) La extensión sistemática de esta idea a sistemas de órdenes mayores no esEl lector puede consultar
los trabajos Yu et al. [93] y
Yu et al. [94] para conocer

más sobre la
desingularización en

CMDT.

sencilla ni obvia.

El CMDT y el CMDTNS necesitan diseñar una SD con la propiedad de conver-
gencia en tiempo finito para lograr la estabilización del sistema. Hasta ahora, estos
enfoques han sido satisfactorios para sistemas de orden dos. Un CMDOS puede resol-
ver el problema, y en el caso de orden arbitrario podría usarse un CMDOS existente,
como los propuestos en [54], [56]. Pero lo que realmente nos interesa es hallar un
método sistemático para diseñar una ley de control dada una FLC, o una FLCR, para
cualquier sistema de orden mayor a dos.

4.1.2. Objetivos y estructura del capítulo

En este capítulo, se desarrolla un método alternativo a los enfoques de CMDT y de
CMDTNS, y que, a diferencia de estos, es posible utilizar en sistemas de órdenes ma-
yores a dos. Además, cualquier controlador obtenido por el método que se propone
tiene características cualitativas similares a los utilizados en CMDOS.

La meta primordial de este capítulo es proporcionar un método de diseño basado
en la construcción explícita de FLC para construir controladores discontínuos estabi-
lizantes robustos que aseguran convergencia en tiempo finito del sistema controlado.

En la Sección 4.2, se aborda el diseño de un controlador discontinuo para el sistema
(38) en un marco de referencia muy general considerando que se conoce alguna
FLCR.

Posteriormente, inspirados por la técnica propuesta por Praly et al. [78], se pro-
pone un método para construir explícitamente una FLC para diseñar controladores
discontínuos homogéneos que estabilizan el sistema (30). Los controladores obteni-
dos aseguran estabilización robusta y en tiempo finito a pesar de la existencia de
cierta clase de perturbaciones actuando en el sistema. El único requerimiento que se
pide es que las perturbaciones no acopladas estén acotadas por cierta clase de fun-
ciones conocidas. Si esta suposición se cumple globalmente, entonces se garantiza
estabilización global en tiempo finito del sistema en lazo cerrado. Para ilustrar cómo
funciona el método, se obtienen dos familias distintas de controladores discontinuos.
Estas familias comparten características cualitativas similares a las propuestas en [54],
[55],[56], pero su estructura es totalmente diferente. Entre las similitudes se encuen-
tra que, las familias de controladores en lazo cerrado con el sistema (30) aseguran
que la ID asociada al sistema controlado sea homogénea de grado negativo. Por lo
tanto, la convergencia de las trayectorias de estado al origen del sistema (30) es en
tiempo finito.

Finalmente, en la Sección 4.5 se muestra como una FLCR permite construir contro-
ladores discontinuos con ganancia variable.

4.2. diseño de controladores homogéneos mediante flcr

A continuación, se presentan algunos resultados relacionados con el diseño de
entradas de control discontinuas y continuas cuando se conoce una FLC (o FLCR).
En un análisis preliminar, se estudia el sistema

ẋ = f(t, x) + g(t, x)(u+ ρ(t, x)), (38)

cuyas características han sido definidas en el Capítulo 3. Hay que recordar que
f(t, x) = fn(x) + ∆u(t, x) y g(t, x) = gn(x)ξ(t, x). Las funciones ρ(t, x) y ∆u(t, x)
modelan al conjunto de perturbaciones acopladas y no acopladas que actúan sobre
el sistema. Como para cada x ∈ Rn, f(t, x) está uniformemente acotada en t, las per-
turbaciones no acopladas ∆u(t, x) también se encuentran uniformemente acotadas
en t, ∀t > 0. El sistema nominal de (38) está descrito por

ẋ = fn(x) + gn(x)ξ(t, x)u. (39)
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4.2.1. Control discontinuo

Los consideraciones que se tomarán en cuenta en esta sección son

h’0 El origen x = 0 es un punto de equilibrio del sistema nominal (perturbado).

h’1 : La función escalar ξ(t, x) satisface ξ(t, x) > γ, siendo γ > 0 una constante
conocida.

h’2 : El vector ∆u(t, x) es desvaneciente en el origen. Si x→ 0 entonces ∆u(t, x)→ 0,
∀t > 0. Por lo tanto, f(t, x) es desvaneciente en el origen.

h’3 : ρ(t, x) pertenece a la clase de funciones W = {ρ(t, x) ∈ L∞ : |ρ(t, x)| 6 C}.

Para un análisis preliminar, el campo vectorial del sistema nominal (39) no necesita
ser homogéneo.

Suposición 4.1 Para toda x ∈ Br, existen constantes α,β > 0 tales que: (i) para el sistema
nominal LfnV 6 α|LgnV |; y (ii) para el sistema perturbado Lf(t,x)V 6 β|LgnV |, donde V
es la FLC (o FLCR).

La Suposición asegura que la función LgnV domina a LfnV (o Lf(t,x)V) al menos
en un vecindad del origen. Por definición de FLC, LgnV = 0 implica LfV < 0. Los
siguientes resultados muestran que la existencia de una FLC (o FLCR) asegura la
existencia de una la ley de control estabilizante.

Teorema 4.1 Sea V(x) una FLC para el sistema nominal (39) y considere que el punto (i) de
la Suposición 4.1 se cumple. Elija la ley de control discontinua u = −kdLgnVc0. Entonces,
para cualquier ganancia k suficientemente grande, el origen x = 0 de (39) es local y AE.

Como en muchos trabajos
donde se usa el enfoque de
FLC, la ley de control u
incorpora en su diseño a la
función V(x).

En comparación con otras leyes de control, la ley de control discontinua u propues-
ta tiene una estructura muy sencilla.

Teorema 4.2 Sea V(x) una FLCR para el sistema (38) y considere que la Suposición 4.1 se
cumple y . Elija la ley de control discontinua u = −kdLgnVc0. Entonces, para cualquier
ganancia k suficientemente grande, el origen x = 0 de (38) sigue siendo local y AE.

La ley de control discontinua estabiliza local y asintóticamente el origen, aun en
presencia de perturbaciones no acopladas. Las perturbaciones acopladas siempre
pueden compensarse a través de la entrada de control.

El diseño propuesto en los Teoremas previos no requiere que el sistema (38) sea
homogéneo. Sin embargo, se presentan dos inconvenienientes, solamente se asegura Este tipo de diseño es

parecido al CMD clásico.estabilidad asintótica localmente y no es posible caracterizar el tipo de convergencia
de las trayectorias del sistema en lazo cerrado.

El análisis de estabilidad, la robustez del sistema y el diseño de controladores
basados en MDOS usualmente se hace con la ayuda de herramientas de homoge-
neidad para ID’s y propiedades de contracción [56]. En particular, los conceptos de
homogeneidad ayudan a establecar resultados globales y garantizar, en este caso, la
existencia de convergencia en tiempo finito.

Para los siguientes resultados, se necesitan las siguientes hipótesis adicionales:

h’4 : El campo vectorial del sistema nominal y la FLC son homogéneas c.r. a la
misma dilatación.

h’5 : Existe una FLCR homogénea cuando las perturbaciones no acopladas y acopla-
das están actuando sobre el sistema.

h’6 : Existen constantes positivas di, i = 1, ...,n− 1, tales que |∆ui(t, x)| 6 di‖x‖l+rir,p .
Las funciones ∆ui(t, x) son las componentes del vector ∆u(t, x). Esta suposición
establece que las perturbaciones son dominadas por funciones homogéneas.
Además, el sistema perturbado está dominando por un sistema homogéneo
que tiene el mismo grado que el sistema nominal.
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Las hipótesis garantizan que existe un control homogéneo que es capaz de llevar
a las trayectorias de estados al origen. H’6 asegura que el sistema en lazo cerrado es
homogéneo de cierto grado.

Teorema 4.3 Sea V(x) una FLC de grado homogéneom y u = −kdLgnVc0 la ley de control
discontinua para el sistema nominal (39). Si fn(x) y gn(x) son funciones homogéneas del
mismo grado l y si la ganancia k se elige suficientemente grande, entonces el origen x = 0 es
GAE. Además, si l < 0, el origen es globalmente ETF.

Cualquier sistema que cumpla las hipótesis del Teorema es estabilizable global-
mente en tiempo finito en ausencia de perturbaciones. Para el caso perturbado, se
cuenta con el siguiente resultado.

Teorema 4.4 Sea V(x) una FLCR de grado homogéneo m y u = −kdLgnVc0 la ley de
control discontinua. Bajo las hipótesis H’3 y H’6, si la ganancia k se elige suficientemente
grande, entonces el origen x = 0 es RGAE. Además, si l < 0, el origen es globalmente ETF.

Los Teoremas anteriores muestran cómo diseñar un control discontinuo para el
sistema en lazo cerrado, cuando el campo vectorial del sistema (38) es dominado por
uno homogéneo y cuando se cuenta con la FLCR homogénea. Si el grado de homo-
geneidad del campo vectorial del sistema en lazo cerrado es negativo, el controlador
discontinuo homogéneo garantiza que el origen es globalmente ETF a pesar de las
perturbaciones. Esto se debe a que las perturbaciones (acopladas y no acopladas) es-
tán uniformemente acotadas por funciones homogéneas conocidas que preservan el
grado de homogeneidad del sistema.

Es importante resaltar que las propiedades de homogeneidad ponderada del cam-
po vectorial de un sistema dependen fuertemente de las coordenadas de estado utili-
zadas. Transformar el sistema a una forma normal utilizando la variable deslizante,Un campo vectorial puede

exhibir propiedades de
homogeneidad en algún

tipo de coordenadas,
mientras en otras, nunca

se presentará la propiedad.

es explotado enormemente en el diseño de MDOS homogéneos [56].
Hallar una FLCR es prácticamente imposible en el caso general. El diseño de la

ley de control solo se realiza para una clase reducida pero importante de sistemas
no lineales. Sin pérdida de generalidad y por motivos de simplicidad, el diseño de la
ley de control discontinua se hace para el sistema ΣT (30), considerando que el grado
relativo r es igual al orden del sistema. En este caso, el sistema ΣT se reduce a

ẋi = xi+1 +wi(t, x), ∀i = 1, ...,n− 1,

ẋn = b(t, x)u+wn(t, x),
(40)

siendo n el orden del sistema. Este sistema puede representarse porLa representación (41) será
útil para las

demostraciones de los
Teoremas. ẋ = f(t, x) + g(t, x)u+ ρ(t, x). (41)

donde se ha definido f(t, x) = fn(x) + ∆u(t, x), fn(x) = [x2, ..., xn, 0]T , ∆u(t, x) =

[w1, ...,wn−1, 0]T , g(t, x) = [0, ..., 0,b(t, x)]T y ρ(t, x) = [0, ..., 0,wn(t, x)]T . Las hipóte-
sis adicionales son

h’7 : Las funciones b(t, x) ywn(t, x) satisfacen b(t, x) ∈ [Km,KM] con KM > Km > 0,
y |wn(t, x)| 6 C, ∀x ∈ Rn, ∀t > 0. Las contantes Km,KM y C son conocidas.

h’8 : Para toda i = 1, ...,n− 1, existen constantes positivas ρi tales que |∆ui(t, x)| 6

ρi(|x1|
l+r1
r1 + ... + |xi|

l+ri
ri ).

La hipótesis H’8 es diferente a la condición H’6, ya que no está en la forma de una
norma. Pero el lado derecho de la desigualdad si es homogéneo de grado l, es decir,

ρi(|ε
r1x1|

l+r1
r1 + ... + |εrixi|

l+ri
ri ) = ρiε

l+ri(|x1|
l+r1
r1 + ... + |xi|

l+ri
ri ) (42)
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Para poder construir la ley de control homogénea para el sistema (40) se necesitan
dos cosas. La primera es contar con una FLC homogénea, con lo cual se asegura
la existencia de un controlador capaz de hacer homogéneo el campo vectorial del
sistema en lazo cerrado. La segunda es que la FLC y la ID asociada al sistema (40)
deben ser homogéneas c.r. a la misma dilatación. Entonces, hay que hallar el vector
de pesos r correcto. Primero, se considera al sistema (40) perturbado solamente por
términos acoplados (con ∆u(t, x) = 0, ∀t > 0).

Teorema 4.5 Considere que H’7 se cumple. Sea V(x) una FLC de grado homogéneo m,
fn(x) de grado homogéneo l y u = −kd∂V(x)

∂xn
c0 la ley de control discontinua. Entonces, si

∆u(t, x) = 0, ∀t > 0,

(i) la ID asociada a (40) es homogénea de grado l < 0 y los pesos ri cumplen (n+ 1− i)l+

ri = 0, ∀i = 1, ...,n.

(ii) si la ganancia k se elige suficientemente grande, el origen x = 0 de (40) es globalmente
ETF.

Una ID en forma de cadena de integradores que es homogénea únicamente puede
presentar convergencia en tiempo finito. Además, del punto (i) se observa que los
pesos satisfacen

r2 = l+ r1, r3 = 2l+ r1, ..., rn−1 = (n− 2)l+ r1, rn = (n− 1)l+ r1, (43)

como el orden del sistema es conocido, con solo fijar el grado de homogeneidad
l < 0, todos los pesos quedan automáticamente determinados. Es posible elegir el
parámetro l, básicamente, de dos formas. Una de ellas es fijarlo a que tenga valor −1,
como en Levant [56]. Por ejemplo, si n = 2, r = (2, 1), si n = 3, r = (3, 2, 1).

Otra posibilidad, es reparametrizar l, por ejemplo, a que tenga el valor p− 1 con
p ∈ [0, 1), lo cual implica que l ∈ [−1, 0). Más concretamente, se busca que el grado
de homogeneidad l esté en función del orden del sistema, hallar el valor de p como
función de n. De esta forma el vector de pesos r dependerá exclusivamente del orden
del sistema. Para ello, en contraste con la primera alternativa, solo hay que fijar el
valor de alguno de los pesos.

De la primera igualdad de (43) y de nl+ r1 = 0, si r2 = 1, entonces r1 = 1− (p−

1) = 2− p, y p = n−2
n−1 válida ∀n > 2. Por lo tanto, l = −1

n−1 . Si r1 = 1, de forma
similar se obtiene r2 = p, p = n−1

n , y l = −1
n .

Teorema 4.6 Sea V(x) una FLCR de grado homogéneom y u = −kd ∂V∂xn c
0 la ley de control

discontinua. Bajo las hipótesis H’7 y H’8, si la ganancia k se elige suficientemente grande,
entonces el origen x = 0 de (40) es robusto y globalmente ETF.

4.2.2. Control continuo

Los resultados del Teorema 4.3 y del Teorema 4.4 se pueden generalizar al caso
cuando la entrada de control es continua (suave).

Teorema 4.7 Sea V(x) una FLC de grado homogéneo m y u = −kdLgnVcq, q ∈ (0,∞), la
ley de control para el sistema nominal (39). Si los grados de homogeneidad lf y lg de fn(x) y
gn(x) satisfacen l = lf = lg+(m+ lg)q, y si la ganancia k se elige suficientemente grande,
entonces el origen x = 0 es GAE. Además, (i) si l < 0, el origen es globalmente ETF; (ii) si
l = 0, el origen es global y EE; (iii) si l > 0, el origen es global y RE.

En ausencia de perturbaciones, todo sistema que cumpla las hipótesis del Teore-
ma anterior es estabilizable globalmente por un control homogéneo. Para el caso Si se permite que el

parámetro q = 0 en el
Teorema 4.7, se recupera el
resultado del Teorema 4.3.

perturbado, hay que cambiar la hipotesis H’3 por la siguiente

h”3 : ρ(t, x) pertenece a la clase de funciones W1 = {ρ(t, x) ∈ R : |ρ(t, x)| 6 C|LgnV |
q},

con q ∈ (0,∞).
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Teorema 4.8 Considere que H”3 y H’6 se cumplen. Sea V(x) una FLCR de grado homogéneo
m y u = −kdLgnVcq la ley de control. Si los grados de homogeneidad lf y lg de fn(x) y
gn(x) satisfacen l = lf = lg+(m+ lg)q, y si la ganancia k se elige suficientemente grande,
entonces el origen x = 0 es RGAE. Además, los puntos (i)-(iii) del Teorema 4.7 se cumplen.

Para establecer los resultados para el sistema (40), hay que cambiar ligeramente la
hipótesis H’7,

h”7 : Las funciones b(t, x) y wn(t, x) satisfacen b(t, x) ∈ [Km,KM] con KM > Km >

0 y |wn(t, x)| 6 C|LgnV |
q, ∀x ∈ Rn, ∀t > 0. El parámetro q ∈ (0,∞), y Km,KM

y C son constantes conocidas.

Teorema 4.9 Considere que la hipótesis H”7 se cumple. Sea V(x) una FLC de grado homogé-
neo m, fn(x) de grado homogéneo l y u = −kd∂V(x)

∂xn
cq la ley de control. Entonces, cuando

∆u(t, x) = 0, ∀t > 0,

(i) el sistema (40) es homogéneo de grado l arbitrario y los pesos ri cumplen (n+ 1− i)l+

ri = mq, ∀i = 1, ...,n.

(ii) si la ganancia k se elige suficientemente grande, el origen x = 0 de (40) es RGAE.
Además, se cumplen los puntos (i)-(iii) del Teorema 4.7.

Para el caso en el que existen pertubaciones no acopladas se cuenta con el siguiente
resultado.

Teorema 4.10 Sea V(x) una FLCR de grado homogéneo m y sea u = −kd∂V(x)
∂xn

cq la ley
de control. Bajo las hipótesis H”7 y H’8, si la ganancia k se elige suficientemente grande,
entonces el origen x = 0 de (40) es RGAE. Además, los puntos (i)-(iii) del Teorema 4.7 se
cumplen.

Tomando ventaja de las propiedades homogeneidad, el diseño de la ley de control
que se presenta tiene una estructura muy simple. En bien sabido que una estructura
compleja puede ocasionar una mala respuesta transitoria de los estados del sistema
[33].

Todos los resultados presentados en esta sección necesitan conocer la FLCR. Esen-
cialmente, el diseño de controladores discontinuos, y continuos, homogéneos se re-
duce a hallar una FLCR apropiada.Construir una FLCR no es

un problema trivial, no
existe una metodología

universal para
construirlas.

La siguiente Sección se enfoca al problema de construir explícitamente una FLCR
para diseñar la ley de control discontinua para el sistema perturbado (40).

4.3. método para construir una flcr

A continuación se presenta el método para construir simultáneamente una FLCR
y un controlador discontinuo con el fin de estabilizar el origen del sistema (40) en
tiempo finito. El método se basa en gran medida en el uso de Fdes combinado con
el MB estándar. La Fdes de emplea para construir un FLCR de clase Ck. El método
construye una FLCR con las siguientes características:

(c1) La FLCR es p.d. por construcción. No es necesario probar esta propiedad.

(c2) La FLCR que se construye es suave y puede hacerse tantas veces continuamente
diferenciable como uno quiera. 1

(c3) La derivada c.r. al tiempo de FLCR a lo largo de las trayectorias del sistema
siempre puede hacerse n.d. haciendo la ganancia del control suficientemente
grande. El método sólo proporciona condiciones suficientes sobre las ganan-
cias.

1 Por simplicidad solomente se construyen funciones que pertenecen a la clase C1 .
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(c4) La FLCR es homogénea un grado de homogeneidad asignable. Hay que elegir
el grado de la función de tal forma que sea al menos una vez diferenciable.

(c5) El método permite determinar la clase de perturbaciones no acopladas que
admite el sistema sin que se pierda la estabilidad en tiempo finito.

En nuestro caso, construir una FLCR no puede hacerse sin utilizar una Fdes. El mé-
todo, que está inspirado en el trabajo de Praly et al. [78] , construye recursivamente En [78] se introduce la

noción Fdes para construir
una FLC para una clase de
sistema de orden dos. La
idea se puede extender a
sistemas de órdenes
mayores.

una FLCR para el sistema 40 y se sintetiza de la siguiente forma:

p1 : Asignar cualquiera de los siguientes pesos (2 − p, 1, ..., (j − 1)p − (j − 2)), j =

0, 1, ...,∞, al estado x1 y denótelo como el peso r1. Una vez hecho esto, tome
el resto de pesos a la derecha del asignado a x1 y asígnelos uno a uno a los
estados xi, ∀i = 2, ...,n. Por ejemplo, si se asigna el peso r1 = 1 a x1, entonces
el vector de pesos del vector de estados x = (x1, ..., xn) será r = (1,p, ..., (n−

1)p− (n− 2)).

p2 : Fije el grado de homogeneidad m de la FLC tal que m > c ·máx{ri}, donde c es
el orden de diferenciabilidad de la FLC. Es decir esta condición representa el
grado mínimo que debe tener la FLC para que sea c veces diferenciable.

Para los pesos propuestos, r1 es el máximo de los pesos para cualquier p ∈
[0, 1). Se ha elegido m = d2 + r2, con d2 > 1, el cual claramente satisface la
condición previa. Note que m depende del valor que tome p.

p3 : Para i = 2, defina la Fdes como s2d = dx2c
d2
r2 + k

d2
r2
1 dx1c

d2
r1 , para alguna d2 > 1.

Note que s2d = 0⇔ x2 = −k1dx1c
r2
r1 = υ1. La FLCR queda determinada por

V2 =W2 + δ1V1, W2 =
∫x2
υ1

(dτ2c
d2
r2 + k

d2
r2
1 dx1c

d2
r1 )dτ2,

donde V1 = |x1|
d2+r2
r1 y δ1 es una constante arbitraria positiva. Esta función

determina el máximo grado de homogeneidad para el cual la FLCR es, al me-
nos, de clase C1. Cada Fdes debe diseñarse, al menos, para garantizar el mismo
grado de homogeneidad de la FLCR.

p4 : Para órdenes arbitrarios i > 2, defina la Fdes como sid = dxicdi/ri +k
di/ri
i−1 ds(i−1)dc

di
di−1 ,

para algunas di > 1, ∀i = 3, ...,n, apropiadas. La FLCR está dada por

Vi =Wi + δi−1Vi−1, ∀i = 2, ...,n, (44)

donde la función Wi =
∫xi
υi−1

(dτicdi/ri + k
di/ri
i−1 ds(i−1)dc

di
di−1 )dτi, υi−1 =

−ki−1ds(i−1)dc
ri
di−1 , y siendo δi−1 ∈ R+ una constante. El parámetro di se

elige apropiadamente para asegurar el mismo grado de homogeneidad m de
la FLCR Vi.

p5 : El controlador discontinuo para el sistema de orden n, se obtiene haciendo
rn+1 = 0. En este caso, la ley de control discontinua queda determinada por
u = υn = −kndsndc0.

Cada elemento Wi en (44) es una función positiva semidefinida2. Pero la su-
ma resulta ser una función p.d.. Construir la FLCR como una suma de funciones
positivas semidefinadas es común en el diseño por MB. Por ejemplo, si se tiene
V(a,b) = (a+ b)2, este término es positivo semidefinido, ya que es cero si a = −b y
positivo para a 6= −b. Ahora, para que V(a,b) sea p.d. solamente hay que agregarle
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un término que sea positivo, por ejemplo, a2, con lo que V(a,b) = (a+ b)2 +a2 > 0,
∀a,b ∈ R y V(a,b) = 0 sólo si a = b = 0.Una función constituida

por una suma de funciones
positivas semidefinidas, se

hace positiva agregando un
término positivo.

Cualquier controlador obtenido mediante el método genera controladores por re-
troalimentación de estados estabilizantes y robustos asegurando que el origen x = 0

de (40) es RGAE c.r. a cierta clase de perturbaciones. Un control que no utilice la
información de los estados también podría ser implementado pero las propiedades
de robustez se perderían.

Asignar el vector de pesos como se establece en el punto P1 permite construir
simultáneamente el control discontinuo (o continuo) y la estructura general de la
FLCR. La FLC del sistema (40) está dada por

Vn =Wn + δn−1Vn−1,

la cual es una estructura recursiva de funciones. La derivada de la FLCR siempre se
puede hacer n.d. aplicando una ganancia de control kn suficientemente grande. Pero,
para propósitos de diseño es de vital interés determinar cual es el valor mínimo de
la ganancia que se necesita.

4.3.1. FLCR para el sistema

El método anterior permite construir una FLCR para el sistema (40), tomando en
cuenta perturbaciones que no necesariamente están acopadas a la entrada de control.
Por lo que, si únicamente existen perturbaciones acopladas (cuando ∆u(t, x) = 0) es
un caso particular. Aquí, se presentan dos FLCR distintas que dan lugar, como se
verá mas adelante, a distintos controladores que garantizan convergencia en tiempo
finito.

Como la FLCR debe ser de clase C1, para la construcción de esta función se ha
asignado al vector de estados x = [x1, ..., xn], el siguiente vector de pesos r = (2−

p, 1,p, ..., (n− 2)p− (n− 3)), donde p ∈ [n−2n−1 , 1). Como las siguientes desigualdades
se cumplen r1 > r2 > ... > rn > 0, ∀p ∈ [n−2n−1 , 1), para que la FLCR sea de clase C1, el
grado de homogeneidad de la FLCR debe satisfacer m > r1. Claramente, m = 3− p

cumple esta restricción.
Cuando se fija el parámetro p = n−2

n−1 , la FLCR resultante sirve para diseñar
una ley de control discontinua homogénea para sistemas de orden n > 2. Para
este caso, el vector de pesos depende exclusivamente del orden del sistema r =

( n
n−1 , 1, n−2n−1 , ..., 1

n−1 ). El caso n = 1, el cual representa un control por MDPO, se
ha excluido, ya que su diseño es trivial. Si p ∈ (n−2n−1 , 1), la FLCR resultante sirve
para diseñar controladores continuos homogéneos. Cuando p = 1, el vector de pe-
sos se transforma en r = (1, 1, ..., 1), dando como resultado una FLCR cuadrática,
y con la que se puede diseñar un controlador por realimentación de estados lineal,
garantizando estabilidad exponencial del sistema.

Para la primera FLCR, se define la siguiente Fdes, σi = dxic
2−p
αi +k

2−p
αi
i−1σi−1, donde

σ1 = x1, y αi = (i− 2)p− (i− 3), ∀i = 2, ...,n.

Proposición 4.1 La función continua y diferenciable

Vn = αn
3−p |xn|

3−p
αn + k

dn
αn
n−1dσn−1c

dn
2−p xn + dn

3−pk
3−p
αn
n−1|σn−1|

3−p
2−p + δn−1Vn−1,∀n > 2,

(45)

con V1 = 2−p
3−p |x1|

3−p
2−p , dn = n− (n− 1)p y δn−1 = k

3−p
αn
n−1 > 0, es una FLCR global para

el sistema (40).

2 Una función es positiva semidefinida si V(x) > 0, x ∈ Rn\{0}. Es decir, x = 0 no es el único punto en
el que se anula la función.
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Es fácil mostrar que la variable σi, la FLCR Vn y su derivada V̇n, son homogéneas
c.r. a la dilatación

∆rεx = (ε2−px1, ε1x2, ..., εαnxn). (46)

donde el parámetro p = n−2
n−1 . Con base en la Definición 2.9, σi(∆rεx) = ε2−pσi(x),

i = 1, ...,n, Vn(∆rεx) = ε3−pVn(x), V̇n(∆rεx) = ε2V̇n(x).

Para la segunda FLCR, se define la Fdes como sid = dxic
di
αi + k

di
αi
i−1ds(i−1)dc

di
di−1 ,

donde s1d = dx1c
1
2−p ,y αi = (i− 2)p− (i− 3), di = i− (i− 1)p, ∀i = 2, ...,n.

Proposición 4.2 La función continua y diferenciable

Vn = αn
3−p |xn|

3−p
αn + k

dn
αn
n−1ds(n−1)dc

dn
dn−1 xn + dn

3−pk
3−p
αn
n−1|s(n−1)d|

3−p
dn−1 + δn−1Vn−1,∀n > 2,

(47)

con V1 = 2−p
3−p |x1|

3−p
2−p y δn−1 = k

3−p
αn
n−1 > 0, es una FLCR global para el sistema (40).

A pesar de tener una estructura ligeramente diferente, la FLCR propuesta en el
Teorema 4.1 y la FLCR propuesta en el Teorema 4.2 tienen los mismos grados de
homogeneidad c.r. a la dilatación (46). Tanto la FLCR (47) como la FLCR (45) se
construyen en forma recursiva usando el método sistemático propuesto. Además, el
método permite construir siempre una FLCR distinta. Las dos funciones presentadas
son solamente dos ejemplos.

Para que una función sea una FLCR debe cumplir la condición (20) en presencia
de perturbaciones. Derivando c.r. al tiempo la función (45) a lo largo del sistema (41)
se tiene

V̇n = snd[u+wn] +
dn
2−pk

dn
αn
n−1sn|σn−1|

(n−2)(1−p)
2−p σ̇n−1 + δn−1(V̇n−1 +

∂Vn−1
∂xn−1

sn).

donde Vn−1 se diseña para ser n.d. a pesar de las perturbaciones no acopladas. Las
Fdes snd es una Fdes de sn, por lo tanto se desvanecen en los mismo puntos. Cuando
esto pasa

V̇n = V̇n−1 < 0.

Lo mismo sucede con la FLCR (47). Para elegir la ley de control hay que considerar
esencialmente dos cosas . La primera es que el control propuesto no debe destruir Cualquier entrada de

control que cumpla estas
dos propiedades es
admisible, en el sentido de
que toda trayectoria del
sistema en lazo cerrado
eventualmente va a
converger al origen.

la propiedad de homogeneidad de la derivada de FLCR. La segunda, es que debe
desvanecerse en los mismos puntos donde la función ∂V(x)

∂xn
se desvanece.

Con cada FLCR se puede diseñar un control distinto para el sistema (40).

4.4. controladores discontinuos de orden arbitrario

Con ayuda de cada FLCR se construyen dos familias de controladores disconti-
nuos capaces de estabilizar el origen del sistema (40) en tiempo finito a pesar de las
perturbaciones acopladas y no acopladas.

Primero, se considera que solo existen perturbaciones acopladas en el sistema (40)
(cuando wi(t, x) = 0, ∀i = 1, ...,n− 1).

4.4.1. Caso con perturbaciones acopladas

Con la primera FLCR se obtiene el siguiente controlador.
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Teorema 4.11 Suponga que wn(t, x) satisface H’7. Elija la ley de control discontinua y
homogénea

u = −knddxnc
2−p
αn + k

2−p
αn
n−1σn−1c

0,p = n−2
n−1 ,∀n > 2. (48)

Entonces, existen ganancias k1, ...,kn, suficientemente grandes tales que el origen x = 0 del
sistema en lazo cerrado (40) es globalmente ETF.

Con la segunda FLCR se obtiene otro controlador.

Teorema 4.12 Suponga que wn(t, x) satisface H’7. Elija la ley de control discontinua y
homogénea

u = −knddxnc
dn
αn + k

dn
αn
n−1ds(n−1)dc

dn
dn−1 c0,p = n−2

n−1 ,∀n > 2. (49)

Entonces, existen ganancias k1, ...,kn, suficientemente grandes tales que el origen x = 0 del
sistema en lazo cerrado (40) es globalmente ETF.

Comentario 4.1 Para el caso n = 2, ambos controladores tienen la misma estructura y las
ganancias satisfacen las mismas desigualdades: k1 > 0 y k2Km > 2k21 + C. Para el casoPara n = 2, la cota

mínima de la ganancia k2
que se puede obtener con la

FLCR es k2Km >
4
√
5

4+(
√
5−1)2

k21+C.

n > 3, las ganancias satisfacen: k1 > 0, k2 > 2
2(1−p)
2−p k

2−p
1 y ki > Λi−1, ∀i = 3, ...,n− 1,

y Kmkn > Λn−1 + C, donde Λi−1, i = 3, ...,n, es un parámetro que depende de las
ganancias (ki−1, ...,k1). En este caso, el parámetro Λi−1 cambia dependiendo de la ley de
control (48) ó (49) que se utilice.

Ambas estructuras de control tienen una forma anidada simple, bien definida y no
producen señales de control no acotadas como un CMDT. Además, ambas leyes de
control producen MDOS.

El campo vectorial del sistema en lazo cerrado (40) en retroalimentación con la
entradas de control (49) y (48), es homogéneo de grado l = p− 1 c.r. a la dilatación
(46). Es claro que, ∀n > 2, p ∈ [0, 1) implica l ∈ [−1, 0). Por lo tanto, el sistema en
lazo cerrado es homogéneo de grado negativo, asegurando estabilidad del origen en
tiempo finito para cualquier condición inicial, [69], [56].

Los Teoremas 4.11 y 4.12 solo establecen condiciones suficientes para garantizar la
estabilidad en tiempo finito.Cabe la posibilidad de que

exista un conjunto de
ganancias menos

restrictivo que aún
garantice la estabilidad en

tiempo finito.

En general, las ganancias k1, ...,kn, se determinan en orden creciente del índice,
es decir, que es necesario calcular cada ganancia k1, ...,kn−1, para poder diseñar
la ganancia kn. Las ganancias no se han fijado a priori en los controladores que
se proponen y pueden obtenerse a partir de la FLCR. Esto permite tener mayor
flexibilidad en la sintonización de las ganancias cuando se diseña la ley de control.

Todas las trayectorias de estado del sistema (40) en lazo cerrado con los contro-
ladores propuestos exhiben MDOS. Un modo deslizante de primer orden (o modo
deslizante terminal) no puede determinarse a través de la FLCR. A excepción delEn el modo deslizante

terminal las trayectorias
llegan a la SD y luego

deslizan sobre ella hasta
que llegan al origen en

tiempo finito. En MDOS,
las trayectorias conmutan

sobre la SD, sin deslizar
sobre ella, hasta que el
origen es alcanzado en

tiempo finito.

caso de segundo orden, hallar las condiciones sobre las ganancias para producir un
modo deslizante terminal es un tema abierto, aun en los MDOS hasta ahora reporta-
dos, [55],[56].

4.4.2. Comparación con otros MDOS conocidos

Las entradas de control discontinuas homogéneas se emplean ampliamente en
MDOS para estabilizar en tiempo finito y robustamente sistemas con perturbaciones
acopladas. En [54],[56], [57], se presentan las dos familias de controladores disconti-
nuos comúnmente utilizadas en MDOS: la familia de CMDOS anidada y la familia deLa familia de CMDOS

anidada está basada en una
estructura pseudo anidada

de un MDPO, [83].

CMDOS casi-continuo. Ambas familias tienen una estructura recursiva. Los siguientes
controladores reportados en [54] pertenecen a la clase de CMDOS anidada,

(L2) u2L = −k2dx2 +β1dx1c1/2c0

(L3) u3L = −k3dx3 +β2(|x2|3 + |x1|
2)1/6dx2 +β1dx1c2/3c0c0

(L4) u4L = −k4dx4 +β3(|x3|6 + |x2|
4 + |x1|

3)1/12dx3 +β2(|x2|4 + |x1|
3)1/6dx2 +β1dx1c3/4c0c0c0
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anidado casi-continuo parámetros

(L2) (LC2) β1 = 1

(L3) (LC3) β2 = 2,β1 = 1

(L4) (LC4) β3 = 3,β2 = 1,β1 = 0.5

Cuadro 1.: Sintonización del CMDOS anidado y del CMDOS casi-continuo, Levant, [56],[57].

mientras que los siguientes controladores pertenecen al CMDOS casi-continuo [57],

(LC2) u2C = −k2(x2 +β1dx1c1/2)/(|x2|+β1|x1|1/2)
(LC3) u3C = −k3

x3+β2(|x2|+β1|x1|
3/2)−1/2(x2+β1dx1c3/2)

|x3|+β2(|x2|+β1|x1|
3/2)1/2

(LC4) u4C = −k4
x4+β3|x3+β2(|x2|+β1|x1|

3/4)−1/3(x2+β1dx1c3/4)|||x3|+β2(|x2|+β|x1|3/4)3/2|−1/2
|x4|+β3(|x3|+β2(|x2|+β1|x1|

3/4)2/3)1/2

La ventaja de un CMDOS casi-continuo, comparado con un CMDOS anidado, es
que hay una reducción de la alta frecuencia que se produce en la respuesta transitoria Aunque la magnitud de la

alta frecuencia tiende a
cero durante la respuesta
transitoria, en la práctica
puede ocasionar problemas.

de las trayectorias cuando se aproximan al MDOS.
La estabilidad en tiempo finito empleando estos controladores discontinuos se de-

duce a través de un enfoque de homogeneidad para ID’s y propiedades de contrac-
ción. Los parámetros β1, ...,βn−1,kn, se eligen apropiadamente y suficientemente
grandes en el orden del índice. En los trabajos [54],[55], [56], las ganancias de la
variedad deslizante (el conjunto en donde los controladores son discontinuos) son
dadas a priori y no se dan condiciones explícitas para sintonizarlas. La Tabla 1 mues- Los parámetros βi tiene la

misma sintonización para
ambos controladores. Para
sintonizar la ganancia kn
hay que tomar en cuenta la
condición H’7.

tra la sintonización que se usa comúnmente. Así, solo hay que ajustar la ganancia ki,
i = 2, ...,n, dependiendo del grado relativo. El ajuste de kn se hace convencionalmen-
te a través de simulaciones, [83]. No hay una regla explícita para la sintonización de
las ganancias β1,βn−1, y además, ambas familias tienen una estructura compleja.

En contraste con estos resultados reportados, del Teorema 4.11 y del Teorema 4.12

se obtienen dos nuevas clases de controladores discontinuos con convergencia en
tiempo finito que se han diseñado mediante una FLCR.

Los siguientes controladores discontinuos, y sus correspondientes FLCR, se deri-
van del Teorema 4.11 y de la Proposición 4.1 El controlador (L2) y (E3)

son análogos a los
utilizados en CMDT y
CMDTNS.

(e2) υ2 = −k2ddx2c2 + k21x1c
0, y V2 = 1

3 |x2|
3 + k21x1x2 +

2
32k

3
1|x1|

3
2 .

(e3) υ3 = −k3ddx3c3+k32(dx2c
3
2 +k

3
2
1 x1)c

0, y V3 = 1
5 |x3|

5+k42dσ2c
4
3 x3+

4
5k
5
2|σ2|

5
4 +

k52V2,

V2 = 2
5 |x2|

5
2 + k

3
2
1 x1x2 +

3
52k

5
2
1 |x1|

5
3 .

(e4) υ4 = −k4ddx4c4+k43(dx3c
2+k22(dx2c

4
3 +k

4
3
1 x1))c

0, y V4 = 1
7 |x4|

7+k63dσ3c
6
4 x4+

6
7k
7
3|σ3|

7
4 + k73V3,

V3 = 2
7 |x3|

7
2 + k

5
2
2 dσ2c

5
4 x3 +

5
7k

7
2
2 |σ2|

7
4 + k

7
2
2V2, V2 = 3

7 |x2|
7
3 + k

4
3
1 x1x2 +

4
72k

7
3
1 |x1|

7
4 .

Del Teorema 4.12, se obtiene la siguiente familia de controladores

(1) ν2 = −k2ddx2c2 + k21x1c
0

(2) ν3 = −k3ddx3c4 + k42ddx2c
3
2 + k

3
2
1 x1c

4
3 c0

(3) ν4 = −k4ddx4c6 + k63ddx3c
5
2 + k

5
2
2 ddx2c

4
3 + k

4
3
1 x1c

5
4 c 65 c0



50 control discontinuo homogéneo con convergencia en tiempo finito

−2 0 2
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x
1

x 2

(a)

−2

0

2−2 0 2

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

x
1

(b)

x
2

x 3

−2

0

2
−2 0 2

−4

−2

0

2

4

x
1

x
2

(c)

x 3

Figura 1.: (a) La variedad s2 = dx2c2 + k22x1 = 0; (b) la variedad σ3 = dx3c3 + k32(dx2c
3
2 +

k
3
2

1 x1) = 0; y (c) la variedad σ3L = x3 + 2(|x2|
3 + |x1|

2)1/6dx2 + dx1c2/3c0 = 0.

En el caso de primer orden se puede utilizar el control discontinuo u1 = −k1dxc0.
Para el caso de segundo orden, υ2 y ν2 son discontinuos en el conjunto dx2c2 +
k21x1 = 0, como también lo es, el controlador uL2 = −k2dx2 + k1dx1c1/2c0. Ambos
controladores son discontinuos sobre la misma curva x2 = −k1dx1c1/2, en el plano
de fase (véase Figura 1.(a)). El análisis de estabilidad con el controlador u2L, ha sido
ampliamente estudiado en [58]. Se ha demostrado que las trayectorias convergen en
tiempo finito al origen en dos formas diferentes, dependiendo de cómo se elijan las
ganancias k1 y k2. Básicamente,

(1) eligiendo k2Km > k21/2 + C, el controlador u2L asegura un modo deslizante
terminal. Las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito a la variedad
x2+k1dx1c1/2 = 0, y una vez ahí, se deslizan sobre ella hasta alcanzar el origen
en tiempo finito,

(2) eligiendo ρ < k2Km 6 k21/2 + C, el controlador u2L hace que las trayectorias
tengan un modo de convergencia a la twisting. Las trayectorias conmutan sobre
la variedad x2 + k1dx1c1/2 = 0, hasta que el origen se alcanza en tiempo finito.

El Teorema 4.11 muestra que hay que seleccionar k1 > 0 y Kmk2 > 2k21 +C, para
asegurar la estabilidad en tiempo finito cuando se usa el controlador υ2. Acorde
con lo anterior, con este conjunto de ganancias, las trayectorias se deslizan sobre la
variedad x2+ k1dx1c1/2 = 0, dando lugar a un modo deslizante terminal. Obsérvese

que el CMDTNS u = −[k2ddxc1/p + k
1/p
1 x1c0 + k

1/p
1 dx2c

2p−1
p ]/p, reportado en [95],Según la metodología

propuesta en [95], el
CMDTNS

u = −[k2ddxc1/p+

k
1/p
1 x1c0+

k
1/p
1 dx2c

2p−1
p ]/p no

puede admitir el valor
p = 1/2.

tiene un término que casi coincide con el controlador diseñado pero, tiene otro que
quizás no es necesario para asegurar la estabilidad en tiempo finito.

En general, para órdenes más altos (n > 3), los controladores (49) y (48) son dis-
continuos en conjuntos distintos a los comúnmente observados en los controlado-

res propuestos en [55]. Por ejemplo, (48) es discontinua en el conjunto dxnc
2−p
αn +

k
2−p
αn
n−1σn−1 = 0, o equivalentemente, cuando xn = −kn−1dσn−1c

αn
(2−p) . Este conjunto

es una variedad que define una hiper superficie continua. En la Figura 1. (b) y la
Figura 1.(c), se muestran las variedades donde los controladores (L3) y (E3) se hacen
discontinuos. Mientras que la variedad determinada por el conjunto σ3 = 0, es una
superficie continua, la variedad impuesta por la condición σ3L = 0, es discontinua
en si misma. Como se observa, las superficies donde se hacen discontinuos los con-
troladores son distintas. Además, la estructura de control es también notablemente
diferente y más simple.
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4.4.3. Diseño de las ganancias: caso con perturbación acoplada

En general, para órdenes mayores a dos no parece posible obtener un fórmula
analítica para las ganancias. Gracias a las propiedades de homogeneidad, obtener el
valor de las ganancias de los controladores se convierte en un problema de hallar
máximos de funciones homogéneas. Para sintonizar las ganancias del controlador

del Teorema 4.11, cuando n > 2, estas deben satisfacer: k1 > 0, k2 > 2
2(1−p)
2−p k

2−p
1 ,

ki > Λi−1,∀i = 3, ...,n− 1, y Kmkn −C > Λn−1. (50)

El parámetro Λi−1, i = 1, ...,n, depende de como se elijan las ganancias anterio-
res (kn−1, ...,k1). El correspondiente valor de Λi−1, i = 2, ...,n, se puede obtener
numéricamente a través de la FLCR (45) con la fórmula:

Λi−1 = máx{x:S}


di
2−pk

di
αi
i−1si|σi−1|

(i−2)(1−p)
2−p σ̇i−1+δi−1(

∑i
j=2

∂Vi−1
∂xj−1

xj)

|sid||σi|

αi+1
2−p

 , (51)

donde S = {x ∈ Rn : ‖x‖r,3−p = 1} es la esfera homogénea unitaria con vector
de pesos r = {2− p, 1, ...., (n− 2)p− (n− 3)}, recuerde que p = n−2

n−1 . Los máximos
son funciones de las ganancias (k1, ...,ki−1). La manera de obtener las ganancias,
se resume a valuar el lado derecho de la expresión (51), y elegir las ganancias ki
tal que la desigualdades en (50) se cumplan. Resulta inadecuado para propósitos de
diseño tener que valuar el lado derecho de la desigualdad anterior cada vez que se
necesiten sintonizar las ganancias. Una manera apropiada de calcular las ganancias
es parametrizándolas en términos de la ganancia k1, permitiéndose obtener curvas
de sintonización solamente para la ganancia kn. Sin embargo, las restricciones que Experimentos de

simulación muestran que
la ganancia kn siempre
puede sintonizarse con
valores muchos menores a
los obtenidos a través de la
FLCR.

se obtienen sobre la ganancia kn son bastantes conservadoras. Resulta un tanto sor-
prendente que la sintonización para las ganancias k1, ...,kn−1, sí pueda realizarse a
través de la expresión (51). La Figura 2 muestra el conjunto de valores mínimo de
la ganancia kn que se obtienen para el controlador (E3) y (E4) usando su correspon-
diente FLCR. La sintonización resulta inaplicable para el diseño de la ganancia k4
del controlador (E4).

La Tabla 2 presenta una posible parametrización de las ganancias para el controla-
dor (48). La segunda columna muestra como elegir las ganancias de la ley de control
cuando se usa la fórmula (51). Se observa que conforme el orden crece la ultima ga-
nancia se vuelve absurdamente grande y no puede ser utilizada en la sintonización.
La tercera columna muestra el diseño de ganancias utilizando la misma sintonización
para las ganancias k1, ...,kn−1, y que se ha obtenido de la expresión (51), excepto que
las ganancias kn, afuera del signo, se obtiene a través de simulación. Lo importante
de usar la expresión (51) es que permite obtener una estructura para el diseño de las
ganancias. De hecho, no es muy difícil observar, que a través de la fórmula (51), en
realidad se puede obtener una parametrización de Λi−1, i = 1, ...,n, en términos de
la ganancia k1, por lo que el sistema de desigualdades (51) se reduce a Como p = n−2

n−1 , entonces
2−p
αi

= n
n−(i−1) ,

∀i = 2, ...,n.
ki > βi−1k

2−p
αi
1 ,∀i = 2, ...,n− 1, y Kmkn −C > βn−1k

2−p
αn
1 , (52)

y donde los parámetros βi−1, i = 2, ...,n, son las constantes que se obtienen de valuar
la expresión (51), y que resultan ser apropiadamente y suficientemente grandes en
el orden de índice, es decir, β1 < β2 < ... < βn−1. Esta parametrización es posible
gracias a que se ha elegido una FLCR apropiada. Si se introduce el parámetro λ =

k
n
n−1
1 , siendo n > 2 el orden del sistema, la parametrización (52) se convierte en una

reparametrización de λ,

ki > βi−1λ
n−1

n−(i−1) ,∀i = 2, ...,n− 1, y Kmkn −C > βn−1λ
n−1
1 . (53)
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Figura 2.: Datos obtenidos de la FLCR: (a) Parametrización de la ganancia k2 con p = 0; (b)-(c)
parametrización de las ganancias k2 y k3, con p = 1/2; y (d)-(f) parametrización de
la ganancias k4, k3, y k2, con p = 2/3.

control sin modificación con modificación

(E2) Kmk2 > 1.62k21 +C Kmk2 > 1.62k21 +C

(E3) Kmk3 > 11k31 +C, Kmk3 > 3.25k31 +C,

k2 = 1.5k3/21 k2 = 1.5k3/21

(E4) Kmk4 > 765k41 +C, k3 = 8.45k21, Kmk4 > 30k41 +C, k3 = 8.45k21,

k2 = 2k
4/3
1 k2 = 2k

4/3
1

Cuadro 2.: Parametrización de las ganancias con FLCR.

De este análisis y tomando en cuenta los datos de la Tabla 2, los controladores
(E1)-(E3) tienen la siguiente estructura que ya puede ser empleada en problemas de
diseño,

(e2) υ2 = −k2ddx2c2 + λx1c0, λ > 0 y Kmk2 > 1.62λ+C,

(e3) υ3 = −k3ddx3c3 + (1.5)3λ3(dx2c
3
2 + λx1)c0, λ > 0 y Kmk3 > 3.25λ2 +C,

(e4) υ4 = −k4ddx4c4 + (8.45)4λ6(dx3c2 + 2λ2(dx2c
4
3 + λx1))c0, λ > 0 y Kmk4 >

30λ3 +C,

La parametrización no solo permite tener un diseño más o menos explícito de
las ganancias, sino también, permite mejorar la velocidad de convergencia de los
controladores propuestos. Si solo se fijan las ganancias que están dentro de la funciónEn [59], [83], también se

propone una
parametrización de las

ganancias β1, ...,βn−1,
para el CMDOS

casi-continuo.

signo a un valor predefinido, como se propone en la Tabla 1 para lo algoritmos
anidados y casi-continuos, el incremento de la ganancia fuera de la función signo no
permite tener cambio significativo en la velocidad de convergencia, solo produce un
incremento del efecto de chattering.
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4.4.4. Caso con perturbaciones no acopladas

Para los controladores propuestos en [55] no se ha demostrado robustez ante per-
turbaciones no acopladas. La familia de controladores (49) y (48) también pueden
compensar cierta clase de perturbaciones no acopladas. Los resultados que se presen-
tan enseguida son una solución al problema de estabilización con un control discon-
tinuo para el sistema (40) ante cierta clase perturbaciones wi(t, x) 6= 0, i = 1, ...,n− 1.
En algún sentido, las cotas de las perturbaciones que admite el sistema solo son
funciones de los estados y tienen una estructura triangular.

Considere que la cota de los términos de perturbación no acoplada es conocida y
satisface la condición de crecimiento globalmente.

Suposición 4.2 Para cada i = 1, ...,n− 1, y alguna p ∈ [0, 1) si i = 1 ó p ∈ [ i−2i−1 , 1) si
i > 2, las perturbaciones no acopladas pertenecen a la clase de funciones W1 = {wi ∈ R :

|wi(t, x)| 6 ρi|σi|
αi+1
2−p , ρi > 0}, con αi = (i− 2)p− (i− 3).

La perturbaciones que pertenecen a la clase W1 son desvanecientes en x = 0, por lo
que el origen del sistema perturbado sigue siendo un punto de equilibrio.

Teorema 4.13 Suponga que wn(t, x) satisface H’7 y que wi(t, x) ∈ W1. Si las ganancias
k1, ...,kn, del controlador (48) se eligen suficientemente grandes, entonces, el origen x = 0

del sistema (40) sigue siendo globalmente ETF.

Ahora, considere que los términos de perturbación satisfacen la siguiente condi-
ción de crecimiento globalmente.

Suposición 4.3 Para cada i = 1, ...,n− 1, y alguna p ∈ [0, 1) si i = 1 ó p ∈ [ i−2i−1 , 1) si
i > 2, las perturbaciones no acopladas pertenecen a la clase de funciones W2 = {wi ∈ R :

|wi(t, x)| 6 ρi|sid|
αi+1
di , ρi > 0}, con αi = (i− 2)p− (i− 3) y di = i− (i− 1)p.

Si dichas Suposiciones 4.2
y 4.3 se satisfacen
localmente, los Teoremas
4.13 y 4.14 únicamente
aseguran estabilidad en
tiempo finito localmente.

Teorema 4.14 Suponga que wn(t, x) satisface H’7 y que wi(t, x) ∈ W2. Si las ganancias
k1, ...,kn, del controlador (49) se eligen suficientemente grandes, entonces, el origen x = 0

del sistema (40) sigue siendo globalmente ETF.

El diseño de las ganancias también debe tomar en cuenta a las constantes ρi, ∀i =
1, ...,n− 1, que forma parte de la cota de las perturbaciones no acopladas.

Comentario 4.2 Ahora, para el caso n = 2, las ganancias tienen la siguiente forma explícita:

k1 > ρ1, y k2Km > [2
2(1−p)
2−p + 2−

2
2−p

ρ21
k1(k1−ρ1)

]k2−p1 +C. Para el caso n > 3, las ganan-

cias satisfacen: k1 > ρ1, k2 > [2
2(1−p)
2−p + 2−

p
2−p

ρ21
k1(k1−ρ1)

]k2−p1 + ρ2, y ki > Λi−1 + ρi,
∀i = 3, ...,n− 1, y Kmkn > Λn−1 + C, donde Λi−1, i = 3, ...,n, es un parámetro que
depende de las ganancias (ki−1, ...,k1) y de las constantes (ρ1, ..., ρi−1). Nuevamente, el
parámetro Λi−1 cambia dependiendo de la ley de control (48) ó (49) que se utilice.

Cada controlador es robusto ante un conjunto de perturbaciones no acopladas di-
ferente. Bajo la Suposición 4.2 y la Suposición 4.3 se preserva el grado de homogenei-
dad del sistema cuando se encuentra perturbado solamente por términos acoplados
y acotados. También, es posible mostrar que los controladores son robustos ante per-
turbaciones que están acotadas por funciones de la forma establecida en la hipótesis
H’8.

Una FL (homogénea) permite caracterizar la velocidad de convergencia de las tra-
yectorias del sistema.
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Proposición 4.3 Elija la ley de control (48) (ó (49)). Entonces, la derivada c.r. al tiempo V̇n
de la FLCR (45) (ó (47)) a lo largo de las trayectorias del sistema satisface la desigualdadLa estabilización en

tiempo finito, de cualquier
estado inicial

xn(0) ∈ Rn, queda
caracterizada por la

desigualdad (54), ya que
∀p ∈ [0,1), el exponente
2/(3−p) ∈ [2/3,1).

diferencial

V̇n 6 −κnV
2
3−p
n (x), (54)

donde κn es un parámetro que depende de las ganancias (k1, ...,kn) y de las constantes

El valor de la constante
κn dependen de cual

FLCR se utilice.

(ρ1, .., ρn−1,C).

Comentario 4.3 Para n = 1, V̇1 6 −a11

(
3−p
2−p

)2/(3−p)
V
2/(3−p)
1 , a11 = k1 − ρ1.

La FLCR permite obtener un estimado del tiempo de convergencia.

Proposición 4.4 El control discontinuo (49) y (48), en lazo cerrado con el sistema (40),
logran que cualquier trayectoria de (40), con estado inicial xn(0) ∈ Rn, llegue al origen en
un tiempo finito menor aEl tiempo de convergencia

está acotado por una
función de las condiciones

iniciales. T(xn(0)) 6
3−p

(1−p)κn
V
1−p
3−p
n (xn(0)). (55)

Comentario 4.4 Para n = 1, se cumple T1 6 3−p
(1−p)κ1

|x1(0)|
1−p
3−p , donde κ1 = a11(

3−p
2−p )

2
3−p ,

∀p ∈ [0, 1).

Una consecuencia directa del Teorema 4.13 y del Teorema 4.14 es que la estabiliza-
ción global en tiempo finito de un sistema en la forma de retroalimentación estricta

ẋi = xi+1 + fi(x1, ..., xi), 1 6 i < n,

ẋn = u+ fn(x1, ..., xn),
(56)

puede lograrse a través de una retroalimentación de los estados discontinua.

Corolario 4.1 Considere el sistema de una sola entrada (56), donde fi : Ri → R es una
función de clase C0 con fi(0, ..., 0) = 0, ∀i = 1, ...,n. Entonces, (56) se puede estabilizar
localmente en tiempo finito a través de la ley discontinua (49) ( ó (48)).

El resultado es global si las funciones fi satisfacen ciertas cotas. Para nuestro caso,
con los controladores presentados, la estabilización global se alcanza si la Suposición
4.3 y la Suposición 4.2 se cumplen globalmente.El controlador (48)

también puede ser usado
como una

retroalimentación de
estados para estabilizar en

tiempo finito un sistema
lineal controlable.

Resultados similares
aparecen en [16] y [39]

usando una
retroalimentación de

estados continua.

4.5. extensiones y observaciones importantes

A continuación, se presentan algunas extensiones de los resultados presentados en
secciones anteriores. Entre los más importantes se encuentran, un controlador discon-
tinuo y un controlador contínuo, ambos, de ganancia variable. Por un lado, el empleo
de alguna ganancia variable en los algoritmos de control con términos discontinuos
permite relajar la hipótesis H’7 haciendo posible controlar sistemas cuya dinámica
no esté acotada. Por otro, la ganancia variable ayuda a reducir el efecto de chattering,
si se disminuye apropiadamente conforme se va alcanzando el objetivo de control.
Los controladores propuestos por Levant, [54], [56], [57], y en especial el algoritmo
casi-continuo [59], también se han modificado para que admitan una ganancia varia-
ble. Sin embargo, el análisis de estabilidad sigue siendo geométrico y hasta cierto
punto poco claro. Con una FLCR, el análisis y diseño de algoritmos discontinuos con
ganancia variable es inmediato.

Teorema 4.15 Considere que la Suposición 4.2 se cumple y que |wn(t, x)| 6 C+ Ξ(t, x),
donde la constante C > 0, y Ξ(t, x) > 0, ∀t > 0, es una función conocida. Elija la ley de
control discontinua

u = −(K(t, x) + kn)ddxnc
2−p
αn + k

2−p
αn
n−1σi−1c

0,p = n−2
n−1 ,∀n > 2. (57)
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Si las ganancias k1, ...,kn, se eligen suficientemente grandes y KmK(t, x) > Ξ(t, x), entonces
el origen x = 0 del sistema (40) es globalmente ETF.

En ausencia de perturbaciones no acopladas, el Teorema 4.15 sigue siendo válido.
El siguiente resultado es una consecuencia directa de la aplicación del método.

Proposición 4.5 Para el sistema (40), suponga que σ1 = x1 y σi = dxic
2−p
αi +k

2−p
αi
i−1dσi−1c,

αi = (i− 2)p− (i− 3),∀i = 2, ...,n. Si la ley de control υn se elige como

υn = −kndσnc
αn+1
2−p , para alguna p ∈ [n−2n−1 , 1), (58)

el origen x = 0 es ETF para cualquier kn suficientemente grande.

La ley de control υn sigue siendo homogénea c.r. a la dilatación (46) con p ∈
(n−2n−1 , 1). En este caso, se recupera una familia de controladores continuos que tienen
la propiedad de convergencia en tiempo finito. De igual manera que en casos anterio-
res, para estimar la ganancia correspondiente kn, es necesario asignar las ganancias
(kn−1, ...,k1) previamente. Enseguida se presentan unos cuantos controladores deri-
vados del resultado previo

(1) υ1 = −k1dx1c
1
2−p ,∀p ∈ [0, 1),

(2) υ2 = −k2ddx2c2−p + k2−p1 x1c
p
2−p = −k2dσ2c

p
2−p ,∀p ∈ [0, 1),

(3) υ3 = −k3ddx3c
2−p
p + k

2−p
p

2 σ2c
2p−1
2−p = −k3dσ3c

2p−1
2−p ,∀p ∈ [1/2, 1),

(4) υ4 = −k4ddx4c
2−p
2p−1 + k

2−p
2p−1

3 σ3c
3p−2
2−p = −k3dσ4c

3p−2
2−p , ∀p ∈ [2/3, 1).

La familia de controladores es robusta ante cualquier perturbación no acoplada
que no cambie el grado de homogeneidad del sistema retroalimentado y que cumpla
Suposición 4.2.

Teorema 4.16 Considere que la Suposición 4.2 se cumple y que |wn(t, x)| 6 C|σn|
αn+1
2−p +

Ξ(t, x), donde la constante C > 0, y Ξ(t, x) > 0, ∀t > 0, es una función conocida. Elija la
ley de control continua

u = −(K(t, x) + kn)dσnc
αn+1
2−p , para alguna p ∈ (n−2n−1 , 1), (59)

Si las ganancias k1, ...,kn, se eligen suficientemente grandes y KmK(t, x) > Ξ(t, x), entonces
el origen x = 0 del sistema (40) es globalmente ETF.

Un consecuencia directa de la Proposición 4.2 es el siguiente resultado.

Proposición 4.6 Para el sistema (40), suponga que sid = dxic
di
αi + k

di
αi
i−1ds(i−1)dc

di
di−1 ,

donde s1d = dx1c
1
2−p ,y αi = (i− 2)p− (i− 3), di = i− (i− 1)p, ∀i = 2, ...,n. Elija la

ley de control

u = −kndsndc
αn+1
dn , para alguna p ∈ [n−2n−1 , 1). (60)

Existen ganancias k1, ...,kn, suficientemente grandes tales que el origen x = 0 es globalmente
ETF.

Obsérvese que este resultado contiene a la clase de controladores discontinuos
presentados en el Teorema 4.12, pero además, también se obtiene un clase de con-
troladores continuos cuando p ∈ (n−2n−1 , 1). Enseguida se presentan unos cuantos
controladores, derivados del resultado previo

(1) υ1 = −k1dx1c
1
2−p ,∀p ∈ [0, 1),

(2) υ2 = −k2ddx2c2−p + k2−p1 x1c
p
2−p = −k2ds2dc

p
2−p ,∀p ∈ [0, 1),

(3) υ3 = −k3ddx3c
3−2p
p + k

3−2p
p

2 ds2dc
3−2p
2−p c

2p−1
3−2p = −k3ds3dc

2p−1
3−2p ,∀p ∈ [1/2, 1),

(4) υ4 = −k4ddx4c
4−3p
2p−1 + k

4−3p
2p−1

3 ds3dc
4−3p
3−2p c

3p−2
4−3p = −k3ds4dc

3p−2
4−3p ,∀p ∈ [2/3, 1).
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De manera similar, se puede diseñar otra familia de algoritmos de ganancia varia-
ble.

Teorema 4.17 Considere que la Suposición 4.3 se cumple y que |wn(t, x)| 6 C+ Ξ(t, x),
donde la constante C > 0, y Ξ(t, x) > 0, ∀t > 0, es una función conocida. Elija la ley de
control discontinua

u = −(K(t, x) + kn)ddxnc
dn
αn + k

dn
αn
n−1ds(n−1)dc

dn
dn−1 c0,p = n−2

n−1 ,∀n > 2. (61)

Si las ganancias k1, ...,kn, se eligen suficientemente grandes y KmK(t, x) > Ξ(t, x), entonces
el origen x = 0 del sistema (40) es globalmente ETF.

Teorema 4.18 Considere que la Suposición 4.3 se cumple y que |wn(t, x)| 6 C|σn|
αn+1
2−p +

Ξ(t, x), donde la constante C > 0, y Ξ(t, x) > 0, ∀t > 0, es una función conocida. Elija la
ley de control continua

u = −(K(t, x) + kn)dsndc
αn+1
dn . (62)

Si las ganancias k1, ...,kn, se eligen suficientemente grandes y KmK(t, x) > Ξ(t, x), entonces
el origen x = 0 del sistema (40) es globalmente ETF.

En general, los controladores (58), (59), (60), y (62) son continuos cuando p ∈
(n−2n−1 , 1). Obviamente, no pueden rechazar perturbaciones no desvanecientes y aco-A través del rediseño del

Lyapunov siempre es
posible robustificar una ley

de control continua para
que pueda compensar

perturbaciones no
desvanecientes.

pladas como lo hace una entrada de control discontinua.

4.6. ejemplo acádemico

Considere el modelo cinemático de un carro [54], modelado en el espacio estados
por

ẋ1 = v cos(x3), ẋ2 = v sin(x3), ẋ3 = ( vL ) tan(x4), ẋ4 = u,

donde x1 y x2 son las coordenadas cartesianas del punto medio eje trasero, x3 es el
ángulo de orientación, x4 es el ángulo de dirección, v es la velocidad longitudinal
(v = 10m · s−1), L es la distancia entre los dos ejes (L = 5m) y u es la entrada de
control. El estado x4 se usa como entrada auxiliar y u define la nueva entrada de
control para evitar discontinuidades en x4.

El objetivo de control es llevar el carro desde una posición inicial dada a la tra-
yectoria x2ref = 10 sin(0.05x1) + 5 en tiempo finito. Sin pérdida de generalidad, la
entrada de control entra en acción después de 0.5 segundos bajo la suposición de
que existe un observador que da la estimación exacta de los estados antes de 0.5
segundos. Con la variable deslizante σ = x2 − x2ref, el grado relativo del sistema esSe pueden utilizar los

observadores propuestos
por Levant [55] y Angulo

et al. [3].

r = 3. El sistema se puede reescribir como

ż1 = z2, ż2 = z3, ż3 = φ(·) + γ(·)u,

donde el vector z =
[
σ σ̇ σ̈

]T
,

φ(·) = [ 1800 cos(x120 ) cos2(x3) − 1
4L sin(x120 ) sin(x3) tan(x4)]v3 cos(x3)

+[− 1
20 sin(x120 ) cos(x3) sin(x3) + 1

L (
1
2 cos(x120 ) cos(x3) − sin(x3)) tan(x4)]v

3

L tan(x4),

γ(·) = v2

L [12 cos(x120 ) · sin x3 + cos(x3)][1+ tan2(x4)].
Para la simulación se

toman
x(0) = [0,0,0,0]T y

tiempo de muestreo
τ = 0.0005 con método

de integración de Euler.

Se considera que las variables de estado x3 y x4 pertenecen a X = {|x3| 6 π/4, |x4| 6
π/4} y que solo hay 5% de incertidumbre en la velocidad. Tomando en cuenta lo
anterior, las cotas de las funciones φ y γ se estiman como |φ| 6 C0 = 49.63, y
Km = 6.38 6 γ 6 KM = 46.77, [51]. Se comparan los controladores:
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Figura 3.: Resultados con el controlador (L3): (a) estado x2 (línea solida); (b) variedad desli-
zante σ (línea solida) y sus derivadas σ̇(línea segmentada), σ̈(línea punteada); y (c)
el ángulo de dirección x4. Resultados con (LC3): (d) estado x2; (e) variedad desli-
zante σ y sus de derivadas σ̇, σ̈; y (e) el ángulo de dirección x4. Resultados con (E3):
(d) estado x2; (e) variedad deslizante σ y sus de derivadas σ̇, σ̈; y (e) el ángulo de
dirección x4.

(l3) u3L = −k3Ldz3 + 2(|z2|3 + |z1|
2)1/6dz2 + dz1c2/3c0c0, donde k3L = 20.

(lc3) u3C = −k3C
x3+2(|x2|+|x1|

3/2)−1/2(x2+dx1c3/2)
|x3|+2(|x2|+|x1|

3/2)1/2
, donde k3C = 24.5.

(e3) υ3 = −k3ddz3c3 + (1.5)3λ3(dz2c
3
2 + λz1)c0, con ganancias λ1 = 1 y k3 = 20. La ganancia k3 se calcula

de Kmk3 =
2.3866((1.5)3λ2+
C0) = 126.5.

El desempeño de los controladores se muestra en la Figura 3. Todos controladores
aseguran que la referencia x2ref se alcanza en tiempo finito usando la misma magni-
tud de control. El objetivo de control se alcanza aproximadamente a los 9 segundos
usando el controlador (L3) y (E3), véase la Figura 3.(a) y la Figura 3.(g), y a los 17.8
segundos, aproximadamente, usando la ley de control (LC3). Aunque los autores
no lo mencionan [57], [83], (LC3) funciona como un algoritmo de ganancia variable, La ganancia k3C fue

elegida para que
disminuyera hasta
alcanzar el valor
aproximado de 20. Así la
comparación de todos los
controladores es más justa
en términos de la
magnitud del control.

permitiéndose obtener mejor precisión que los controladores (L3) y (E3),Figura 4.
Por otro lado, el controlador tarda aproximadamente el doble de tiempo en alcanzar
el objetivo de control. Para mejorar la velocidad de convergencia de (LC3) hay que
incrementar la ganancia k3C, lo que produce un incremento significativo del efecto
de chattering en el control y una menor precisión. La Figura 4.(d) muestra cómo la
precisión del (LC3) empeora al tratar de tener una velocidad de convergencia similar
a la de los controladores (L3) y (E3).

La Figura 3.(b) muestra las oscilaciones de alta frecuencia del ángulo de dirección
x4 durante la repuesta transitoria con el controlador (L3), y que posiblemente seas
causadas por el conjunto donde el controlador es discontinuo, ya que también es
discontinuo. Por otro lado, el ángulo de dirección x4 es más suave con el controlador
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Figura 4.: Precisión: (a) con (L3); (b) con (LC3); (c) con (E3); (d) con (LC3) (k3C = 70).

propuesto, véase la Figura 3.(i). El mismo efecto se observa en el comportamiento
dinámico de z3, véase la Figura 3.(b) y la Figura 3.(h). Además, se observa que la
precisión es similar para ambos controladores, Figura 4.(a) y Figura 4.(c).La precision final de z3

con (LC3) (k3 = 24.5),
cumple |z3| 6 0.115.

Esta cota se encontró
después de los primeros 50

segundos de simulación.

El controlador (E3) garantiza buena velocidad de convergencia y respuesta transi-
toria suave. Dos buenas características que los controladores (L3) y (LC3) tienen por
separado.

4.7. resumen del capítulo

El diseño de controladores discontinuos que producen MDOS se puede realizar a
través del MB. Esto marca una diferencia metodológica importante y novedosa, ya
que a diferencia de otros métodos reportados anteriormente, como el CMDT o el
CMDOS, el diseño de controladores discontinuos con convergencia en tiempo finito
se puede hacer a través de la construcción explícita de una FLCR.

El método de diseño propuesto es sistemático, y conduce a construir simultánea-
mente un controlador discontinuo, así como su correspondiente FLCR. Las carac-
terística más notables de controladores discontinuos que se pueden obtener con el
método son

(c1) Utiliza el MB ampliamente conocido en la teoría de estabilización de sistemas
no lineales para construir alguna FLCR.

(c2) La estabilización del origen del sistema se logra en tiempo finito.

(c3) Permite conocer el tipo de perturbaciones no acopladas que soporta el contro-
lador. No es necesario contar con el conocimiento preciso de las no linealidades
del sistema. La única información requerida es una cota de la función de incer-
tidumbre.

(c4) La estructura de control es simple.

(c5) Solo hay que diseñar apropiadamente y suficientemente grandes las gananciasSólo es posible obtener
condiciones suficientes
sobre las ganancias, y

están lejos de las
condiciones necesarias

para la estabilidad.

del controlador. Esta condición de suficiencia es inherente al método utilizado.
Además, es posible derivar condiciones explícitas para el ajuste de las ganan-
cias.

(c6) Es posible estimar el tiempo de convergencia, en general de forma muy conser-
vadora.
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(c7) Tiene la peculiar característica de reducir la elevada frecuencia durante la res-
puesta transitoria de las trayectorias del sistema controlado si se les comparan
con los MDOS propuestos en [56].

(c8) Se pueden realizar extensiones que de otra forma no sería posible con las me-
todologías hasta ahora conocidas para MDOS. Aquí, solo se ha presentado una
extensión a algoritmos de ganancia variable y que hace posible que los contro-
ladores propuestos sean robustos ante perturbaciones acopladas no necesaria-
mente acotadas por constantes.

Para propósitos prácticos, las ganancias se pueden parametrizar para que sólo dos
parámetros sean ajustados. Particularmente, para el caso cuando aparecen pertur-
baciones acopladas, las ganancias en el interior de la función signo se han parame-
trizado en términos de la ganancia k1, asi solo la otra ganancia debe seleccionarse
apropiadamente. Resultados numéricos, más que sólo estudios teóricos, han mostra-
do que el conjunto de ganancias que se obtienen de la FLCR es un subconjunto de
aquel que produce estabilidad y que en general, da ganancias más grandes de lo
necesario.

Aunque, un análisis sobre la precisión de los controladores que se obtienen con
el método no fue formalmente desarrollado, una conjetura basada en resultados de
simulación es que estos controladores tienen una precisión similar a los conocidos
en MDOS, [56].

Los controladores discontinuos se han diseñado considerando que en el sistema
(4.5) el grado relativo es igual al orden del sistema. Sí solo se llegase a conocer el
grado relativo del sistema, esta consideración no interfiere con los resultados aquí
presentados, como se ha ilustrado en el ejemplo.

4.8. prueba de los teoremas y proposiciones del capítulo

Prueba del Teorema 4.1. Como la función V(x) es una FLC, (I) en aquellos puntos
donde LgnV = 0⇒ V̇ = LfnV < 0, ∀x ∈ Br \ {0}; (II) cuando x ∈ {x ∈ Br : LgnV 6= 0},
bajo las hipótesis (i) de la Suposición 4.1 y H’1, se obtiene

V̇(x) = LfnV + LgnV · ξ(t, x) · u 6 −(kγ−α)|LgnV |, ∀x ∈ Br.

Elegir kγ > α implica que V̇(x) < 0, al menos en una vecindad del origen. Con (I)
y (II), se concluye V̇ = LfnV + LgnV · ξ(t, x) · u < 0, ∀x ∈ Br. Entonces, el origen de
(39) es local y AE en lazo cerrado con la ley de control discontinua.

Prueba del Teorema 4.2. Ahora, V(x) es una FLCR. (I) Cuando LgnV = 0⇒ V̇(x) =

Lf(t,x)V < 0, ∀x ∈ Br \ {0}. (II) Acorde con las hipótesis (ii) de la Suposición 4.1, H’1
y H’3, se llega a que

V̇(x) = Lf(t,x)V + LgnV · ξ(t, x) · (u+ ρ(t, x)) 6 −(kγ−β− γC)|LgnV |, ∀x ∈ Br.

Si kγ > β+ γC, V̇(x) < 0 en una vecindad del origen. Por lo tanto, de (I) y (II), se
concluye que el origen del sistema perturbado es local y AE.

Prueba del Teorema 4.3. Hay que probar que dada u(x) = −k sign(LgnV) se
cumple fn(∆rεx) + g(∆rεx)u(∆rεx) = εl∆rε(fn(x) + gn(x)u(x)). Por homogeneidad,
fn(Λ

r
εx) = εlfΛrεfn(x) y g(Λrεx) = εlgΛrεgn(x), donde lf y lg son lo grados de ho-

mogeneidad de fn(x) y gn(x). Del punto (iii) del Lema 2.2 se obtiene que ∂V∂x (Λ
r
εx)g(Λ

r
εx) =

εm+lgLgnV y u(x) = −k sign(εm+lgLgnV) = −k sign(LgnV). Por lo tanto, El Lema 2.2 se ha
enunciado en el
Capítulo 2.

εlfΛrεfn(x) + ε
lgΛrεgn(x)u(x) = ε

lΛrε(fn(x) + gn(x)u(x)).

La igualdad se cumple si y sólo si lf = lg = l.
Además, como V(x) es una FLC, (I) cuando LgnV = 0 ⇒ V̇(x) = LfnV < 0,
∀x ∈ Rn \ {0}; (II) cuando x ∈ {x ∈ Rn : LgnV 6= 0}, las funciones LfnV y LgnV son
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homogéneas del mismo grado m+ l. Como V̇ satisface las condiciones (ii) y (II) del
Lema A.6, existe k∗ ∈ R+ tal que LfnV 6 k∗|LgnV |, ∀x ∈ Rn. Entonces, junto conVéase el Apéndice A para

consultar el Lema A.6. H’1, se obtiene

V̇(x) = LfnV + LgnV · ξ(t, x) · u 6 −(kγ− k∗)|LgnV | < 0,∀x ∈ Rn,

Claramente, eligiendo kγ > k∗, V̇(x) es n.d..
Por (I) y (II), V̇(x) < 0 y el origen es GAE. La estabilidad global en tiempo finito

se concluye del Teorema 2.14 con l < 0.
Prueba del Teorema 4.4. Considerando H’1, H’3, la derivada temporal de la FLCR

a lo largo de las trayectorias del sistema (38) satisface

V̇(x) = Lf(t,x)V + LgnV · ξ(t, x) · (u+ ρ(t, x)) 6 LNV + L∆uV ,

donde LNV = LfnV −(k−C)γ|LgnV |. Como V(x) es una FLCR, (I) cuando LgnV = 0,
se cumple V̇(x) = Lf(t,x)V < 0, ∀x ∈ Rn \ {0}. Esto significa que V̇ es n.d. a pesar de
las perturbaciones no acopladas; (II) cuando x ∈ {x ∈ Rn : LgnV 6= 0}, del resultado
anterior se sabe que LfnV y LgnV son homogéneas de grado m+ l. De la hipótesis
H’6 y del punto (iv) del Lema 2.2, existen constantes σi tales que

L∆uV =
∑n−1
i=1

∂V
∂xi
∆ui(t, x) 6

∑n−1
i=1 | ∂V∂xi

||∆ui(t, x)| 6
∑n−1
i=1 diσi‖x‖m+l

r,p

Por los mismos argumentos del resultado anterior, LNV es n.d. si kγ > k∗ + γC.
Por punto (iv) del Lema 2.2, existe λ ∈ R+ tal que LNV 6 −λ‖x‖m+l

r,p . Tomando
en cuenta lo anterior, se obtiene V̇(x) 6 LNV + L∆uV 6 −(λ−

∑n−1
i=1 diσi)‖x‖m+l

r,p .
La derivada V̇(x) es n.d. si λ >

∑n−1
i=1 diσi. El parámetro λ se hace suficientemente

grande si k se hace suficientemente grande. Entonces, x = 0 es RGAE. La estabilidad
global en tiempo finito se concluye tomando l < 0.

Prueba del Teorema 4.5. Bajo la hipótesis H’7 y como la entrada de control es
discontinua, el sistema (40) se transforma en la ID

ẋi = xi+1, ∀i = 1, ...,n− 1,

ẋn ∈ [Km,KM]u+ [−C,C],

ya que ∆u(t, x) = 0, ∀t > 0. Este sistema es homogéneo si

εri+1xi+1 = εlεrixi+1, ∀i = 1, ...,n− 1,

[Km,KM]u+ [−C,C] = εlεrn ([Km,KM]u+ [−C,C]) ,

es decir, si se cumplen ri+1 = l+ ri, ∀i = 1, ...,n− 1, y 0 = l+ rn.
Todos los pesos ri, i = 2, ...,n, pueden ser determinados en función del peso r1 y

del grado de homogeneidad l como en (43). Substituyendo 0 = l+ rn, en la última
igualdad de (43) se obtiene nl+ r1 = 0. Substituyendo esta condición en todas las
igualdades de (43) se obtiene la condición de los pesos de primer punto del Teorema.
Como ri > 0, i = 1, ...,n, y n > 0, el conjunto de igualdades (n+ 1− i)l+ ri = 0, i =
1, ...,n, únicamente puede cumplirse si l < 0.

Por otro lado, la derivada temporal de V(x) a lo largo de las trayectorias del sistema
satisface

V̇(x) = LfnV +
∂V(x)
∂xn

· (b(t, x)u+wn(t, x)) 6 LfnV − (Kmk−C)|
∂V(x)
∂xn

|

Como V(x) es una FLC, (I) cuando LgnV = 0 ⇒ V̇(x) = LfnV < 0, ∀x ∈ Rn \ {0};
(II) en el caso x ∈ {x ∈ Rn : LgnV 6= 0}, note que LfnV y ∂V(x)

∂xn
son homogéneas

del mismo grado m+ l. Como V̇(x) satisface las condiciones (ii) y (II) del Lema A.6,
existe k∗ ∈ R+ tal que LfnV 6 k∗|∂V(x)

∂xn
|, ∀x ∈ Rn. Entonces, se obtiene V̇(x) 6
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−(Kmk−C− k∗)|∂V(x)
∂xn

| < 0,∀x ∈ Rn. Eligiendo Kmk > C+ k∗, la derivada V̇(x) es
n.d..

Por (I) y (II), V̇(x) < 0 y el origen es GAE. La estabilidad global en tiempo finito
se concluye tomando l < 0.

Prueba del Teorema 4.6. Considerando H’7 y H’8, la derivada temporal de la FLCR
a lo largo de las trayectorias del sistema (38) satisface

V̇(x) = Lf(t,x)V +
∂V(x)
∂xn

· (b(t, x)u+wn(t, x)) 6 LNV + L∆u(t,x)V ,

con LN = LfnV − (Kmk−C)|
∂V(x)
∂xn

|. Como V es una FLCR, (I) cuando LgnV = 0 ⇒
V̇(x) = Lf(t,x)V < 0, ∀x ∈ Rn \ {0}. Esto significa que V̇ es n.d. a pesar de las
perturbaciones no acopladas; (II) cuando x ∈ {x ∈ Rn : LgnV 6= 0}, se sabe que LNV
es homogénea de grado m+ l, y n.d. si kγ > k∗ + γC. Por el punto (iv) del Lema 2.2,
existe λ ∈ R+ tal que LNV 6 −λ‖x‖m+1

r,p . Además, de la hipótesis H’8, del punto (iv)
del Lema 2.2 y de (42), se deduce que existen constantes σi tales que

L∆uV =
∑n−1
i=1

∂V(x)
∂xi

∆ui(t, x) 6
∑n−1
i=1 ρi|

∂V(x)
∂xi

|(|x1|
l+r1
r1 + ... + |xi|

l+ri
ri ) 6

∑n−1
i=1 ρiσi‖x‖m+l

r,p .

Tomando en cuenta lo anterior, se obtiene V̇(x) 6 LNV+L∆uV 6 −(λ−
∑n−1
i=1 ρiσi)‖x‖m+l

r,p .
La derivada V̇(x) es n.d. si λ >

∑n−1
i=1 ρiσi. Lo cual siempre es posible haciendo

k suficientemente grande. Entonces, x = 0 es RGAE. La estabilidad global en tiempo
finito se concluye tomando l < 0.

Prueba del Teorema 4.7. Hay que probar que u(x) = −kdLgnVcq cumple fn(∆rεx)+
g(∆rεx)u(∆

r
εx) = εl∆rε(fn(x) + gn(x)u(x)). Por homogeneidad y del punto (iii) del

Lema 2.2, se cumple fn(Λrεx) = εlfΛrεfn(x), g(Λrεx) = εlgΛrεgn(x) y u(Λrεx) =

−kd∂V∂x (Λ
r
εx)g(Λ

r
εx)cq = ε(m+lg)qu(x). Por lo tanto,

εlfΛrεfn(x) + ε
lgε(m+lg)qΛrεgn(x)u(x) = ε

lΛrε(fn(x) + gn(x)u(x)). (63)

La igualdad (63) se cumple si y sólo si l = lf = lg + (m+ lg)q.
Ahora con H’1, la derivada temporal de la FLC satisface

V̇(x) = LfnV + LgnV · ξ(t, x) · u 6 Lfn − kγ|LgnV |
q+1.

Como V(x) es una FLC, (I) cuando LgnV = 0⇒ V̇(x) = LfnV < 0, x ∈ ∀Rn \ {0}; (II)
cuando x ∈ {x ∈ Rn : LgnV 6= 0}, las funciones LfnV y |LgnV |

q+1 son homogéneas
del mismo grado m+ l. Como V̇(x) satisface las condiciones (ii) y (II) del Lema A.6, Las función |LgnV |q+1

es homogénea de grado
l+m, ya que
(m+ lg)(q+ 1) =
l+m.

existe k∗ ∈ R+ tal que LfV 6 k∗|LgnV |
q+1, ∀x ∈ Rn. Entonces, V̇(x) 6 −(kγ −

k∗)|LgnV |
q+1 < 0,∀x ∈ Rn, eligiendo kγ > k∗.

Por (I) y (II), V̇(x) < 0 y el origen es GAE. Los puntos (i)-(iii) se concluyen del
Corolario 2.1.

Prueba del Teorema 4.8. Considerando H’1 y H’3, la derivada temporal de la FLCR
a lo largo de las trayectorias del sistema (38) satisface

V̇(x) = Lf(t,x)V + LgnV · ξ(t, x) · (u+ ρ(t, x)) 6 LfnV + L∆uV − (k−C)γ|LgnV |
q+1,

donde LNV = LfnV − (k−C)γ|LgnV |
q+1. Como V es una FLCR, (I) cuando LgnV =

0 ⇒ V̇(x) = Lf(t,x)V < 0, ∀x ∈ Rn \ {0}. Esto significa que V̇ es n.d. a pesar de
las perturbaciones no acopladas; (II) cuando x ∈ {x ∈ Rn : LgnV 6= 0}, LNV en
homogéneas de grado m + l. De la hipótesis H’6 y del punto (iv) del Lema 2.2,
existen constantes σi tales que

L∆uV =
∑n−1
i=1

∂V
∂xi
∆ui(t, x) 6

∑n−1
i=1 | ∂V∂xi

||∆ui(t, x)| 6
∑n−1
i=1 diσi‖x‖m+l

r,p

Por los mismos argumentos del resultado anterior, LNV es n.d. si kγ > k∗ + γC. Por
el punto (iv) del Lema 2.2, existe λ ∈ R+ tal que LNV 6 −λ‖x‖m+1

r,p . Tomando en
cuenta lo anterior, V̇(x) 6 LNV + L∆uV 6 −(λ−

∑n−1
i=1 diσi)‖x‖m+l

r,p .
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La derivada V̇(x) es n.d. si λ >
∑n−1
i=1 diσi, λ se hace suficientemente grande si k

se hace suficientemente grande. Los puntos (i)-(iii) se concluyen del Corolario 2.1.
Prueba del Teorema 4.9. Para ∆u(t, x) = 0, ∀t > 0, el sistema (40) queda descrito

por

ẋi = xi+1, ∀i = 1, ...,n− 1,

ẋn = b(t, x)u+wn(t, x).
(64)

Como b(t, x) ∈ [Km,KM], a este término se le puede asociar el grado lb = 0. Además,
u(Λrεx) = ε

mqu(x) y la cota de wn(t, x) es homogénea, el sistema (64) es dominadoAqui, se toma el hecho de
que

|wn(t,x)| 6 Cw(x),
w(x) > 0 yw(Λrεx) =

ε(m+lg)qw(x)

por uno que sí es homogéneo y que cumple

εri+1xi+1 = εlεrixi+1, ∀i = 1, ...,n− 1,

εmq([Km,KM]u(x) +w(x)) = εlεrn ([Km,KM]u+w(x)) ,

es decir, si se cumplen ri+1 = l+ ri, ∀i = 1, ...,n− 1, y mq = l+ rn. Todos los pesos
ri, i = 2, ...,n, pueden determinarse en función de r1 y del grado de homogeneidad
l, como

r2 = l+ r1, r3 = 2l+ r1, ..., rn−1 = (n− 2)l+ r1, rn = (n− 1)l+ r1. (65)

Como rn = mq− l, de la última igualdad de (65) obtenemos nl+ r1 = mq. Si se
substituye esta condición en cada una de las igualdades de (65) se llega a la condición
de los pesos del punto (i), la cual se cumple para valores positivos y negativos de
l. Bajo las hipótesis H”7, la derivada temporal de V a lo largo de las trayectorias de
(64) satisface

V̇(x) = LfnV +
∂V(x)
∂xn

· (b(t, x)u+wm(t, x)) 6 LfnV − (Kmk−C)|
∂V(x)
∂xn

|q+1

Recuerde que V(x) es una FLCR. El resto de la prueba es similar a los puntos (I) y
(II) de la demostración del Teorema 4.7. Entonces, existe k∗ ∈ R+ tal que LfnV 6

k∗|∂V(x)
∂xn

|q+1, ∀x ∈ Rn. Por lo tanto, V̇(x) 6 −(Kmk−C− k∗)|∂V(x)
∂xn

| < 0, ∀x ∈ Rn.
Eligiendo Kmk > C+ k∗, la derivada V̇(x) es n.d..

Por lo tanto, V̇(x) < 0 y el origen es GAE. La estabilidad global en tiempo finito se
concluye tomando l < 0.

Prueba del Teorema 4.10. Considerando H”7, la derivada temporal de la FLCR a
lo largo de las trayectorias del sistema (40) satisface

V̇(x) = Lf(t,x)V +
∂V(x)
∂xn

· (b(t, x)u+w(t, x)) 6 LNV + L∆u(t,x)V ,

donde LN = LfnV − (Kmk − C)|LgnV |
q+1 es homogénea de grado m + l y n.d. si

Kmk > C + k∗. El resto de la prueba es similar a los puntos (I) y (II) de la de-
mostración del Teorema 4.8. Entonces, V̇(x) es n.d. a pesar de las perturbaciones no
acopladas. Por el punto (iv) del Lema 2.2, existe λ ∈ R+ tal que LNV 6 −λ‖x‖m+1

r,p .
De la hipótesis H’8, del punto (iv) del Lema 2.2 y de (42), existen constantes σi tales
que

L∆uV =
∑n−1
i=1

∂V
∂xi
∆ui(t, x) 6

∑n−1
i=1 ρi|

∂V
∂xi

|(|x1|
l+r1
r1 + ... + |xi|

l+ri
ri ) 6

∑n−1
i=1 ρiσi‖x‖m+l

r,p .

Tomando en cuenta lo anterior, se obtiene V̇(x) 6 LNV+L∆uV 6 −(λ−
∑n−1
i=1 ρiσi)‖x‖m+l

r,p .
La derivada V̇(x) es n.d. si λ >

∑n−1
i=1 ρiσi, λ se hace suficientemente grande si

k se hace suficientemente grande. Entonces, x = 0 es RGAE. Los puntos (i)-(iii) se
concluyen del Corolario 2.1.

Prueba de la Proposición 4.1 y del Teorema 4.11. La demostración de ambos resul-
tados se hace en forma simultánea aplicando el método propuesto en la Sección 4.3 y
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que es una modificación del MB. Para diseñar un control discontinuo apropiado u(x)
junto con su FLCR, hay que definir la siguiente ley de control por realimentación de
estado auxiliar

υi = −kidσic
αi+1
2−p , αi = (i− 2)p− (i− 3), ∀i = 1, ...,n, (66)

con p ∈ [0, 1) si i = 1, y p ∈ [ i−2i−1 , 1) si i > 2. A continuación se mostrará que (66)
estabiliza globalmente y en tiempo finito el origen de (40) bajo la Suposición 4.2. La
ley de control correspondiente se obtiene fijando u = υn. Puesto que el método se
basa en una modificación del MB, se procede por inducción. El método funciona de
la siguiente manera:

Paso 1: Se tiene que ẋ1 = υ1 +w1(x1), suponga que υ1 = −k1dx1c1/(2−p). El
vector de pesos es r = (2− p). El parámetro p ∈ [0, 1), lo cual implica 1/(2− p) ∈
[1/2, 1). Por lo que,

ẋ1 = −k1dx1c
1
2−p +w1(t, x). (67)

Tomando la derivada c.r. al tiempo de la FLCR V1 = 2−p
3−p |x1|

3−p
2−p a lo largo de las

trayectorias de (67) y bajo la Suposición 4.2, se obtiene

V̇1 = dV1
dx1

(υ1 +w1(t, x)) 6 −dx1c
1
2−p (k1dx1c

1
2−p − ρ1|x1|

1
2−p ) 6 −a11|x1|

2
2−p .

donde a11 = k1 − ρ1. La derivada V̇1 es n.d. si a11 > 0 y puede rescribirse como

V̇1 = −(k1 − ρ1)
(
3−p
2−pV1

) 2
3−p . Note que ∀p ∈ [0, 1) se cumple que 2/(3 − p) ∈

[2/3, 1). La derivada V̇1 muestra que el origen es ETF.
Paso 2: Se tiene

ẋ1 = x2 +w1(t, x) , ẋ2 = υ2 +w2(t, x). (68)

A partir de este paso, la construcción no es trivial. La aplicación directa del MB están-
dar produce leyes de control singulares [63] (produciendo señales infinitas en ciertos Diseñar la ley de control a

través del método de CMD
también produce una ley
de control singular. Por lo
tanto, no puede ser
utilizado.

conjuntos), cuando se trata de utilizar para diseñar controladores con convergencia
en tiempo finito. Sin embargo, el diseño de leyes de control no singulares que esta-
bilizan a (68) en tiempo finito se puede resolver de manera inteligente. En lugar de
utilizar la variable s2 = x2 − υ1 para construir el FLCR, se define la Fdes

s2d = dx2c2−p + k2−p1 x1. (69)

Es muy importante notar que la variable s2 y s2d definen la misma curva x2 =

−k1x
1
2−p

1 ⇔ s2 = s2d = 0. En contraste con s2, la Fdes s2d es de clase C1. Usando es-
ta función se construye la FLCR V2 = Φ2 + δ1V1, Φ2 =

∫x2
υ1

(dτ2c2−p + k2−p1 x1)dτ2,

donde δ1 = 3−p
2−pk

3−p
1 .

La solución de Φ2 = 1
3−p |x2|

3−p + k2−p1 x1x2 +
2−p
3−pk

3−p
1 |x1|

3−p
2−p . Como Φ2 es

positiva semidefinida y V1 es p.d., V2 es p.d. por construcción. Tomando la derivada
de V2 a largo de las trayectorias de (68) y bajo la Suposición 4.2, se obtiene

V̇2 = s2d[υ2 +w2(t, x)] + k
2−p
1 s2(x2 +w1(t, x)) + k

3−p
1 dx1c

1
2−p [x2 +w1(t, x)].

Observe que x2 = s2 − k1dxc
1
2−p . En este caso, σ2 = s2d, |w1(t, x)| 6 ρ1|x1|

1
2−p , y

|w2(t, x)| 6 ρ2|σ2|
p
2−p . Elija υ2 = −k2dσ2c

p
2−p . Después de algunas simplificaciones

se llega a

V̇2 6 −(k2 − ρ2)|σ2|
2
2−p + k2−p1 |s2|

2 − k3−p1 (k1 − ρ1)|x1|
2
2−p + k2−p1 ρ1|s2||x1|

1
2−p .
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Del Lema A.2 y del Lema A.1, se deducen las desigualdades |s2|
2 6 2

2(1−p)
2−p |σ2|

2
2−p ,

y |σ2|
1
2−p |x1|

1
2−p 6 γ2|σ2|

2
2−p /2+ γ−2|x1|

2
2−p /2. Usando estas desigualdades, se ob-

tiene

V̇2 6 −a22|σ2|
2
2−p − k2−p1 a21|x1|

2
2−p ,

con a22 = k2−ρ2−2
2(1−p)
2−p k

2−p
1 −2−

1
2−p k

2−p
1 ρ1γ

2, y a21 = k1(k1−ρ1)−2
− 1
2−p ρ1γ

−2.
La constante γ siempre existe si y sólo si las ganancias satisfacenPara obtener (120),

básicamente se checa
cuando a22 > 0 y

a21 > 0, y se verifica
cuando existe γ2 > 0.

k2 > [2
2(1−p)
2−p + 2−

2
2−p

ρ21
k1(k1−ρ1)

]k2−p1 + ρ2, k1 > ρ1. (70)

La función V̇2 es n.d. si las ganancias cumplen las desigualdades anteriores.
Para continuar con el diseño, hay de definir la Fdes de la variable si = xi − υi−1.

Se elige

sid = dxicdi/αi + k
di/αi
i−1 dσi−1c

di
2−p , σi = dxic

2−p
αi + k

2−p
αi
i−1σi−1,

con αi = (i− 2)p− (i− 3), di = i− (i− 1)p, ∀i = 2, ...,n, y σ1 = s1 = x1. Estas repre-
sentaciones definen las mismas variedades cuando si = sid = σi = 0. A diferencia
de si, la Fdes sid es de clase C1. La Fdes permite construir una FLCR de la forma

(44), donde la función Wi =
∫xi
υi−1

(dτicdi/αi + k
di/αi
i−1 dσi−1c

di
2−p )dτi. La función (44)

es p.d. y es de clase C1 por construcción. La forma explícita se da en la expresión
(45). La FDES sid se ha elegido tal que Vi sea homogénea de grado m = 3− p c.r. a
la dilatación (46).

Paso i− 1: Se considera que el controlador υi−1 estabiliza el sistema (40) de orden
(i− 1) y que la FLCR Vi−1 lo garantiza, debido a que su derivada V̇i−1 es n.d..

Paso i: Tomando la derivada de FLCR Vi, definida por (45), a largo de las trayecto-
rias de (40), se obtiene

V̇i = sid[υi +wi] +
di
2−pk

di
αi
i−1si|σi−1|

(i−2)(1−p)
2−p σ̇i−1 + δi−1(

∑i
j=2

∂Vi−1
∂xj−1

ẋj−1).

De un cálculo directo se deduce que
∑i
j=2

∂Vi−1
∂xj−1

ẋj−1 = V̇i−1 +
∂Vi−1
∂xi−1

si, donde
∂Vi−1
∂xi−1

= s(i−1)d. Cuando si = sid = 0 se tiene que para cualquier (x1, ..., xi) 6= 0, se
cumple V̇i = V̇i−1 < 0, ya que V̇i es una FLCR. Para si y sid diferentes de cero, debi-
do a que xi = si + υi−1, no es difícil mostrar que σ̇i−1 =

∑i
j=2

∂σi−1
∂xj−1

(xj +wj−1) =

Ψ(i−1)n + 2−p
αi−1

|xi−1|
(i−2)(1−p)
αi−1 si +Ψ(i−1)ρ, donde la función asociada a parte nomi-

nal del sistema es Ψ(i−1)n =
∑i−1
j=2

∂σi−1
∂xj−1

xj +
2−p
αi−1

|xi−1|
(i−2)(1−p)
αi−1 υi−1, y la función

Ψ(i−1)ρ =
∑i
j=2

∂σi−1
∂xj−1

wj−1 está asociada a las perturbaciones. Acorde con la Supo-

sición 4.2, se cumple que Ψ(i−1)ρ 6 ∆(i−1)ρ, donde ∆(i−1)ρ =
∑i
j=2

∂σi−1
∂xj−1

wj−1, y

se evalúa tomando wj−1 = ρj−1|σj−1|
αj
2−p . Tomando en cuenta todo lo anterior, yPara más detalles sobre el

término Ψ(i−1)ρ

consúltese el Apéndice B.
utilizando la ley de control υi definida en (66), se obtiene

V̇i 6 −(ki − ρi)|sid||σi|
αi+1
2−p − k

3−p
αi
i−1Vi−1 +Φi(x),

Φi(x) = k

di
αi
i−1siΥi−1 +

di
αi−1

k

di
αi
i−1|σi−1|

(i−2)(1−p)
2−p |xi−1|

(i−2)(1−p)
αi−1 |si|

2,

donde Υi−1 = di
2−p |σi−1|

(i−2)(1−p)
2−p [Ψ(i−1)n+∆(i−1)ρ]+ki−1s(i−1)d, y Vi−1 = −V̇i−1 >

0, ya que V̇i−1 6 0. Además, por ser Vi una FLCR, la derivada V̇i cumple con el Le-
ma A.6. Por lo tanto existe ki suficientemente grande tal que se logra que V̇i sea n.d.
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y el origen del sistema (40) es RGAE. Ya que el grado de homogeneidad del campo
vectorial es negativo aplicando la ley de control se obtiene la estabilidad en tiempo
finito.

Paso n: Por argumentos de inducción, se obtiene

V̇n 6 −(Kmkn −C)|snd||σn|
αn+1
2−p − k

3−p
αn
n−1Vn−1 +Φn(x),

la cual es n.d. eligiendo el valor de kn suficientemente grande. Para obtener el con-
trolador discontinuo en el paso i = n, elija el parámetro p = (n − 2)/(n − 1). La Solamente, para un

sistema de primer orden
(n = 1), no es posible
recuperar un controlador
discontinuo.

estabilidad en tiempo finito se concluye del Corolario 2.1. Como se observa, el dise-
ño de controladores discontinuos y continuos se ha realizado de forma unificada.

Prueba de la Proposición 4.2 y del Teorema 4.12. El diseño de la ley de control
discontinua u junto con su FLCR se hace a través de la ley de control auxiliar

υi = −kidsidc
αi+1
di , αi = (i− 2)p− (i− 3), (71)

∀i = 1, ...,n, con p ∈ [0, 1) si i = 1, y p ∈ [ i−2i−1 , 1) si i > 2. La ley de control
correspondiente se obtiene haciendo u = υn.

Paso 1 y 2: Estos pasos son idénticos a los presentados en la demostración anterior.
Paso i− 1: Se considera que el controlador υi−1 estabiliza el sistema (40) de orden

(i− 1) y que la FLCR Vi−1 lo garantiza, debido a que su derivada V̇i−1 es n.d..
Paso i: Tomando la derivada de FLCR Vi, definida por (47), a largo de las trayecto-

rias del sistema (40), se obtiene

V̇i = sid[υi +wi] +
di
2−pk

di
αi
i−1si|s(i−1)d|

1−p
di−1 ṡ(i−1)d + V̇i−1 +

∂Vi−1
∂xi−1

si,

donde ∂Vi−1
∂xi−1

= s(i−1)d y si = xi − υi−1. Cuando si = sid = 0, se tiene que
∀(x1, ..., xi) 6= 0, se cumple V̇i = V̇i−1 < 0, ya que V̇i es una FLC. Para si y
sid diferentes de cero, debido a que xi = si + υi−1, no es difícil mostrar que

ṡ(i−1)d =
∑i
j=2

∂s(i−1)d
∂xj−1

(xj +wj−1) = Ψ(i−1)n +
di−1
αi−1

|xi−1|
(2i−5)(1−p)

αi−1 si + Ψ(i−1)ρ,

donde la función Ψ(i−1)ρ =
∑i
j=2

∂s(i−1)d
∂xj−1

wj−1, y Ψ(i−1)n =
∑i−1
j=2

∂s(i−1)d
∂xj−1

xj +

di−1
αi−1

|xi−1|
(2i−5)(1−p)

αi−1 υi−1. Acorde con la Suposición 4.3, Ψ(i−1)ρ 6 ∆(i−1)ρ, donde

∆(i−1)ρ =
∑i
j=2

∂s(i−1)d
∂xj−1

wj−1, se evalúa tomando wj−1 = ρj−1|s(j−1)d|

αj
dj−1 . Toman- Para más detalles sobre el

término ∆(i−1)ρ consulte
el Apéndice B.

do en cuenta todo lo anterior, y utilizando la ley de control υi definida en (71), se
obtiene

V̇i 6 −(ki − ρi)|sid|
2
di − k

3−p
αi
i−1Vi−1 +Φ

s
i (x),

Φsi (x) = k

di
αi
i−1siΥi−1 +

di
αi−1

k

di
αi
i−1|s(i−1)|

1−p
di−1 |xi−1|

(2i−5)(1−p)
αi−1 |si|

2,

donde la función Υi−1 = di
di−1

|σi−1|
1−p
di−1 [Ψ(i−1)n+∆(i−1)ρ] + ki−1s(i−1)d y Vi−1 =

−V̇i−1 > 0, ya que V̇i−1 6 0. Nuevamente, al ser Vi una FLCR, la derivada V̇i cumple
con el Lema A.6. Por lo tanto existe ki suficientemente grande tal que se logra que
V̇i sea n.d. y el origen del sistema (40) es RGAE. Ya que el grado de homogeneidad
del campo vectorial es negativo aplicando la ley de control se obtiene la estabilidad
en tiempo finito.

Paso n: Por argumentos de inducción, se obtiene

V̇n 6 −(kn − ρn)|snd|
2
dn − k

3−p
αn
n−1Vn−1 +Φ

s
n(x),

la cual se hace n.d eligiendo el valor de kn suficientemente grande. Para obtener el
controlador discontinuo en el paso i = n, elija el parámetro p = (n− 2)/(n− 1).
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Prueba del Teorema 4.13 y de la Proposición 4.5. Directa de la Proposición 4.1.
Prueba del Teorema 4.14 y de la Proposición 4.6. Directa de la Proposición 4.2.
Prueba de la Proposición 4.3. Las funciones continuas Vn(x) y V̇n(x) (en ambos ca-

sos) son homogéneas de grados mVn = 3−p y mV̇n = 2, c.r. a la dilatación (46). Con
este hecho, la derivada V̇n puede acotarse en función de Vn. Del Lema A.3, se conclu-
ye que la desigualdad (54) se cumple ∀x ∈ Rn, donde κn = mı́n{x:Vn(x)=1}{−V̇n(x)}.
Recuerde que κn > 0, ya que −V̇n(x) es p.d.. Como p ∈ [0, 1) implica que 2

3−p ∈
[2/3, 1), estabilidad en tiempo finito del origen se concluye inmediatamente.

Prueba de la Proposición 4.4. Se obtiene de la desigualdad (54). Para una n arbi-
traria, utilizando el principio de comparación [46], para V0 = Vn (xn(0)), la solución

Vn(t) satisface Vn(t) 6 (V
(1−p)/(3−p)
0 −

1− p

3− p
κnt)

3−p
1−p , ∀p ∈ [0, 1). Esta expresión

permite obtener la cota del tiempo de convergencia (55) fijando Vn(t) = 0.
Prueba del Teorema 4.15 y del Teorema 4.16. Es directa de la Proposición 4.1.

Solo se debe probar el último paso. Por argumentos de inducción, se obtiene que
∀p ∈ [n−2n−1 , 1),

V̇n 6 −(kn − ρn)|snd||σn|
αn+1
2−p − k

3−p
αn
n−1Vn−1 +Φn(x) − (KmK(t, x) − Ξ(t, x))|snd||σn|

αn+1
2−p .

Eligiendo kn suficientemente grande y KmK(t, x) > Ξ(t, x), V̇n se hace n.d..
Prueba del Teorema 4.17 y del Teorema 4.18. Es directa de la Proposición 4.2.

Solo hay que probar el último paso. Por argumentos de inducción, se obtiene que
∀p ∈ [n−2n−1 , 1),

V̇n 6 −(kn − ρn)|snd|
2
dn − k

3−p
αn
n−1Vn−1 +Φ

s
n(x) − (KmK(t, x) − Ξ(t, x))|snd|

2
dn .

Eligiendo kn suficientemente grande y KmK(t, x) > Ξ(t, x), V̇n se hace n.d..



5E S TA B I L I Z A C I Ó N E N T I E M P O F I N I T O C O N V E L O C I D A D D E
C O N V E R G E N C I A M E J O R A D A

“La simplicidad consiste en sustraer
lo que es lógico y añadir lo específico.”

— John Maeda [61]

En este capítulo se presentan nuevas clases de controladores discontinuos que
mejoran la robustez y velocidad de convergencia de las trayectorias del sistema ΣT ,
y cuyo diseño esta basado en una FLCR.

5.1. generalidades

Los MDOS poseen características muy atractivas para su empleo como controla-
dores. Sin embargo, hay otros puntos que destacar de estos algoritmos: la velocidad
de convergencia es lenta para condiciones iniciales arbitrariamente grandes, no es
posible cambiar el tipo de convergencia a través de los parámetros del controlador,
solo pueden proveer estabilidad semiglobal y solamente pueden compensar pertur-
baciones acopladas acotadas por alguna constante conocida. Además, las pruebas se
hacen con ayuda de métodos geométricos.

Hasta ahora, los algoritmos más estudiados han sido los MDSO. Por ejemplo, en
[72], [31], [95], [92] se estudian el algoritmo Twisting y Terminal a través de una FL
débil restringiendo la posibilidad de estimar el tiempo de convergencia y hacer otra
clase de extensiones. En [65] se propone una FL para el AST generalizado permitien-
do estimar el tiempo de convergencia y sintonizar las ganancias. Un análisis similar
no ha sido posible para los algoritmos por MDOS.

Generalmente, muchos controladores propuestos tienen a priori una estructura fija, El controlador de tiempo
fijo propuesto en [73] tiene
una estructura fija y poco
flexible.

lo cual restringe las posibilidad de manipular el tipo de convergencia del algoritmo
o compensar perturbaciones que pueden crecer con el estado.

El CMDT rápidos, propuesto en [96], brinda mejor velocidad de convergencia a
las trayectorias del sistema en comparación con el CMDT clásico, [63]. Un CMDT
rápidos emplea una SD terminal que contiene términos lineales responsables de una
convergencia más rápida durante el modo deslizante. Aunque hay una mejora en la
velocidad de convergencia, esta clase de controladores posee los mismos problemas
de implementación que un CMDT. Para lograr obtener

controladores bien
definidos en todo el espacio
de estados utilizando
CMDT, algunos métodos
alternativos se han
propuestos en [62], [91].

Recientemente, el método que se utiliza en la comunidad de CMDT es el diseño
de CMD clásico junto con una Fdes [31], [95], [92]. La Fdes se usa para reescribir, o
desingularizar, la SD terminal (rápida), con el objetivo de obtener leyes de control no
singulares. Las dos técnicas más conocidas que emplean esta idea son el CMDTNS
y CMDTRNS. Esta última mejora la velocidad de convergencia usando señales de
control que no se hacen singulares en ningún conjunto del espacio de estados. Hasta
ahora, este enfoque ha resultado satisfactorio para sistemas de segundo orden. Sin
embargo, para sistemas de orden arbitrario la extensión de la idea de desingularizar
la SD terminal (rápida) ya no es obvia y el diseño del controlador parece compli-
carse conforme el orden del sistema crece, [93], [94]. Un hecho importante, es que
en el contexto exclusivo de MDOS nunca se ha tratado de mejorar la velocidad de
convergencia.

Para desarrollar una nueva clase de controladores discontinuos que garanticen
mejor velocidad de convergencia, y que además, aseguren convergencia en tiempo
finito, se necesita de una nueva metodología de diseño. El Capítulo 4 mostró que
el MB junto con el empleo de Fdes permite obtener de forma recursiva leyes de

67
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control no singulares que garantizan convergencia en tiempo finito. Es razonable
tratar de utilizar esta idea para diseñar controladores discontínuos con velocidad de
convergencia mejorada.

En este trabajo se adoptan dos enfoques para obtener controladores discontinuos
con velocidad de convergencia deseada. El primero se basa en una estrategia de con-
mutación entre dos controladores con distintos tipos de convergencia. Una adecuada
estrategia de conmutación para el sistema controlado permite, entre otras cosas, me-
jorar la velocidad de regulación y tiempo de convergencia cuando se compara con el
caso en que solo se usa un controlador, sin comutarlo con otros controladores, [1].

El segundo enfoque se basa en la noción de homogeneidad en el bi-límite [2]. Dicho
enfoque garantiza estabilización global del origen del sistema controlado y permite
obtener una sola estructura de control con la velocidad de convergencia deseada. La
herramienta principal para el diseño del controlador son las nociones de homogenei-
dad estándar a través del empleo de aproximaciones homogéneas. En particular, la
noción de homogeneidad en el 0-límite cuando las trayectorias de estado están cerca
del origen y la noción de homogeneidad en el ∞-límite cuando las trayectorias de
estado están lejos del origen.

5.1.1. Objetivos

El objetivo principal de este capítulo es diseñar, mediante una FLCR, controlado-
res discontinuos que mejoran la velocidad de convergencia en comparación con los
controladores discontinuos presentados en el Capítulo 4. Particularmente, se abarcan
los siguientes puntos:

(o1) Se utiliza el método propuesto del capítulo anterior para diseñar una ley de
control homogénea, en la cual, dependiendo del valor que tomen sus paráme-
tros, se pueden asignar diferentes tipos de convergencia: racional, exponencial
y en tiempo finito. A este controlador lo denominaremos control homogéneo
generalizado (CHG) y su diseño incluye robustez antescierta clase de perturba-
ciones no acopladas.

(o2) Se desarrolla un controlador híbrido que mejora la velocidad de convergencia.
En este sentido, se construye una ley de control que combina el CHG y los con-
troladores discontinuos del capítulo anterior mediante una ley de conmutación.
El esquema asegura que el origen del sistema controlado es ETF y resulta ser
robusto ante perturbaciones acopladas.

(o3) Finalmente, se construye un controlador robusto que brinda diferentes veloci-
dades de convergencia sin necesidad de usar una ley de conmutación. La ley de
control resultante es robusta ante cierta clase de perturbaciones no acopladas
si se encuentran acotadas por cierta clase de funciones conocidas.

Estrictamente hablando, las familias de controladores propuestas ya no hacen que
el campo vectorial asociado al sistema en lazo cerrado sea homogéneo de algún gra-
do. Sin embargo, las aproximaciones homogéneas de ambos controladores si hacen
homogéneo al campo vectorial del sistema en lazo cerrado. Esto permite determinar
el tipo de convergencia presente en el sistema controlado.

5.2. diseño de una clase de control no homogéneo mediante flcr

En forma similar al capítulo anterior, primero se presentan los resultados del di-
seño de control discontinuo cuando se conoce la FLC, o la FLCR, para el sistemaLas características del

sistema (72) se han
definido en el Capítulo 3.

ẋ = f(t, x) + g(t, x)(u+ ρ(t, x)). (72)
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Hay que recordar que f(t, x) = fn(x) +∆u(t, x) y g(t, x) = gn(x)ξ(t, x). Las funcio-
nes ρ(t, x) y ∆u(t, x) modelan a las perturbaciones acopladas y no acopladas. Como
para todo x, f(t, x) está uniformemente acotada en t, ∆u(t, x) también se encuentra
uniformemente acotada en t, ∀t > 0. Para generalizar algunos resultados del capítulo
anterior, se requieren las siguientes hipótesis

h’0 El origen x = 0 es un punto de equilibrio del sistema nominal (perturbado).

h’1 : La función escalar ξ(t, x) satisface ξ(t, x) > γ, siendo γ > 0 una constante
conocida.

h’2 : El vector ∆u(t, x) es desvaneciente en el origen. Si x→ 0 entonces ∆u(t, x)→ 0,
∀t > 0. Por lo tanto, f(t, x) es desvaneciente en el origen.

h’3 : ρ(t, x) pertenece a la clase de funciones W1 = {ρ(t, x) ∈ R : |ρ(t, x)| 6 C0 +

C∞|LgnV |q,C0,C∞ > 0}, ∀x ∈ Rn, ∀t > 0, donde q ∈ (0,∞).

h’4 : El campo vectorial del sistema nominal

ẋ = fn(x) + gn(x)ξ(t, x)u(x), (73)

y su FLC es homogénea en el bi-límite, es decir, existen dos aproximaciones
homogéneas de grado l0 ∈ R y l∞ ∈ R, siendo l0 < l∞, del sistema (73), y las
cuales se denotan como∑

N0
: ẋ0 = f0n(x) + g0(x)ξ(t, x)u0(x),

∑
N∞ : ẋ∞ = f∞n(x) + g∞(x)ξ(t, x)u∞(x).

(74)

tales que las aproximaciones de su FLC V0 y V∞ tienen grados de homogenei-
dad m0 y m∞. El sistema

∑
N0

y V0 son homogéneas c.r. a una dilatación, y∑
N∞ y V∞ son homogéneas c.r. a otra dilatación.

h’5 : Existe una FLCR homogénea en el bi-límite de grados m0 y m∞, cuando las
perturbaciones no acopladas y acopladas están actuando sobre el sistema.

h’6 : Existen constantes positivas di, i = 1, ...,n−1, tales que |∆ui(t, x)| 6 di(‖x‖
l0+r

0
i

r0,p +

‖x‖l∞+r∞i
r∞,p ), lo cual establece que las perturbaciones son dominadas por funcio-

nes homogéneas en el bi-límite. Las funciones ∆ui(t, x) son las componentes
del vector ∆u(t, x).

La hipótesis H’6 asegura que el sistema en lazo cerrado esté dominado por uno
homogéneo en el bi-límite.

5.2.1. Control discontinuo homogéneo en el bi-límite

Para diseñar una entrada de control solo se necesita contar con una FLCR. Si no
se imponen condiciones adicionales, solamente es posible asegurar que el origen del
sistema en lazo cerrado es local y AE. En este caso, la desventaja más grande es la
imposibilidad de caracterizar el tipo de convergencia de las trayectorias del sistema.
El tipo de convergencia puede determinarse si se impone alguna condición extra al
sistema y al controlador discontinuo. Para ello, se utiliza el concepto de aproximación
homogénea en el 0-límite y el∞-límite. Nuevamente, se hace uso

de las propiedades de
homogeneidad ponderada
presentadas en el
Capítulo 2.

Teorema 5.1 Sea V(x) una FLC homogénea en el bi-límite de grados m0 y m∞, y u =

−k0dLgnVc0 − k∞dLgnVcq, q ∈ (0,∞), la entrada de control discontinua para el sistema
nominal (73). Si fn(x) y gn(x) son campos vectoriales homogéneos en el bi-límite de grados
l0 y l∞, y si las ganancias k0 y k∞ se eligen suficientemente grandes, entonces el origen
x = 0 es GAE. Además, (i) si l0 < l∞ < 0, el origen es ETF; (ii) si l0 < 0 y l∞ = 0, el
origen es ETFdE; (iii) si l0 < 0 < l∞, el origen es ETFj;
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Teorema 5.1 muestra como diseñar un control discontinuo para el sistema en lazo
cerrado, cuando el campo vectorial de sistema (73) es dominado por uno que es ho-
mogéneo en el bi-límite y cuando se cuenta con la FLCR. El grado de homogeneidad
l0 < 0 de la aproximación en el 0-límite del campo vectorial del sistema en lazo
cerrado asegura convergencia en tiempo finito.

Teorema 5.2 Sea V(x) una FLCR homogénea en el bi-límite de grados m0 y m∞, y u =

−k0dLgnVc0 − k∞dLgnVcq, q ∈ (0,∞). Bajo las hipótesis H’3 y H’6, si las ganancias k0
y k∞ se eligen suficientemente grandes, entonces el origen x = 0 de (72) es RGAE. Además,
los puntos (i)-(iii) del Teorema 5.1 se cumplen.

El origen del sistema en lazo cerrado es GETF si las perturbaciones (acopladas y no
acopladas) están uniformemente acotadas por funciones conocidas y homogéneas en
el bi-límite, y que preservan los grados de homogeneidad en el bi-límite del sistema
nominal.

Para finalizar, nuevamente se restringe el análisis al sistema ΣT (40) descrito por

ẋi = xi+1 +wi(t, x), ∀i = 1, ...,n− 1,

ẋn = b(t, x)u+wn(t, x),
(75)

siendo n el orden del sistema. Las incertidumbres no acopladas definen el siguiente
vector ∆u(t, x) = [w1(·), ...,wn−1(·), 0]T . Las hipótesis adicionales son

h’7 : Las funciones b(t, x) y wm(t, x) satisfacen b(t, x) ∈ [Km,KM], KM > Km > 0, y
|wm(t, x)| 6 C0 +C∞|∂V(x)

∂xn
|q, ∀x ∈ Rn, ∀t > 0, con q ∈ (0,∞).

h’8 : Para toda i = 1, ...,n− 1, existen constantes positivas ρi tales queLa hipótesis H’8 es
ligeramente diferente a la
condición H’6, ya que no

está en la forma de alguna
norma.

|∆ui(t, x)| 6 ρi[(|x1|
l0+r

0
1

r0
1 + ... + |xi|

l0+r
0
i

r0
i ) + (|x1|

l∞+r∞
1

r∞
1 + ... + |xi|

l∞+r∞
i

r∞
i )].

El lado derecho de la desigualdad es homogéneo en el bi-límite de grados l0 y l∞,
es decir,

ρi(|ε
r01x1|

l0+r
0
1

r0
1 + ... + |εr

0
i xi|

l0+r
0
i

r0
i ) = ρiε

l0+r
0
i (|x1|

l0+r
0
1

r0
1 + ... + |xi|

l0+r
0
i

r0
i )

ρi(|ε
r∞1 x1|

l∞+r∞
1

r∞
1 + ... + |εr

∞
i xi|

l∞+r∞
i

r∞
i ) = ρiε

l∞+r∞i (|x1|
l∞+r∞

1
r∞
1 + ... + |xi|

l∞+r∞
i

r∞
i ).

(76)

Para poder construir una FLC homogénea en el bi-límite para el sistema (75) se
necesita hallar cuales son los vectores de pesos r0 y r∞ correctos para que el campo
vectorial del sistema en lazo cerrado sea homogéneo en el bi-límite de grados l0 y
l∞.

Considere que el sistema (75) está perturbado únicamente por términos acoplados,
es decir, con ∆u(t, x) = 0, ∀t > 0.

Teorema 5.3 Considere que la hipótesis H’7 se cumple. Sea V(x) una FLCR homogénea en el
bi-límite de grados m0 y m∞, f0n(x) de grado homogéneo l0, f∞n(x) de grado homogéneo
l∞, y u = −k0d

∂V(x)
∂xn

c0 − k∞d∂V(x)
∂xn

cq, q ∈ (0,∞), la entrada de control discontinua.
Entonces, si ∆u(t, x) = 0, ∀t > 0,

(i) la ID asociada a ΣN0 es homogénea de grado l0 < 0 y los pesos r0,i cumplen (n+ 1−

i)l0 + r0,i = 0, ∀i = 1, ...,n.

(ii) ΣN∞ es homogéneo de grado l∞ arbitrario y los pesos r∞,i cumplen (n+ 1− i)l∞ +

r∞,i = m∞q, ∀i = 1, ...,n.



5.2 diseño de una clase de control no homogéneo mediante flcr 71

(iii) Si las ganancias k0 y k∞ se eligen suficientemente grandes, el origen x = 0 de (75) es
RGAE. Además, se cumplen los puntos (i)-(iii) del Teorema 5.1.

Las aproximaciones homogéneas en el 0-límite y en el ∞-límite tienen distinto
grado de homogeneidad c.r. a diferentes vectores de peso. El término discontinuo es La aproximación

homogénea en el 0-límite
de la parte discontinua de
la ley de control
únicamente puede ser de
grado l0 < 0.

el responsable de la estabilización robusta y en tiempo finito ante perturbaciones no
desvanecientes.

Teorema 5.4 Sea V(x) una FLCR homogénea en el bi-límite de grados m0 y m∞, y u =

−k0d
∂V(x)
∂xn

c0 − k∞d∂V(x)
∂xn

cq, q ∈ (0,∞), la entrada de control discontinua. Bajo las hi-
pótesis H’7 y H’8, si las ganancias k0 y k∞ se eligen suficientemente grandes, entonces el
origen x = 0 de (75) es RGAE. Además, sólo se cumplen los puntos (i)-(iii) del Teorema 5.1.

5.2.2. Control continuo homogéneo en el bi-límite

Teorema 5.5 Sea V(x) una FLC homogénea en el bi-límite de grados m0 y m∞, y u =

−k0dLgnVcp − k∞dLgnVcq, con p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞), y p < q, la entrada de control
para el sistema nominal (73). Si los grados de homogeneidad en el bi-límite de fn(x) y gn(x)
satisfacen l0 = l0f = l0g + (m0 + l0g)p y l∞ = l∞f = l∞g + (m∞ + l∞g)q, y si las
ganancias k0 y k∞ se eligen suficientemente grandes, entonces el origen x = 0 de (73) es
GAE.

En ausencia de perturbaciones, todo sistema que cumpla las hipótesis del Teorema
anterior es estabilizable globalmente por un controlador continuo homogéneo en el
bi-límite. Para el caso perturbado, hay que cambiar la hipótesis H’3 por la siguiente Si se permite que p = 0,

se recupera el resultado del
Teorema 5.1.h”3 : ρ(t, x) pertenece a la clase de funciones W2 = {ρ(t, x) ∈ R : |ρ(t, x)| 6 C0|LgnV |

p+

C∞|LgnV |q,C0,C∞ > 0}s, con p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞), y p < q.

Teorema 5.6 Considere que H”3 y H’6 se cumplen. Sea V(x) una FLCR homogénea en el
bi-límite de grados m0 y m∞, y u = −k0dLgnVcp − k0dLgnVcq, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞),
y p < q, la entrada de control. Si los grados de homogeneidad en el bi-límite de fn(x) y
gn(x) satisfacen Teorema 5.5 y si las ganancias k0 y k∞ se eligen suficientemente grandes,
entonces el origen x = 0 de (72) es RGAE.

Para establecer los resultados para el sistema (75), hay que cambiar ligeramente la
hipótesis H’7,

h”7 : Las funciones b(t, x) y wm(t, x) satisfacen b(t, x) ∈ [Km,KM], KM > Km > 0,
y |wm(t, x)| 6 C0|LgnV |

p + C∞|LgnV |q, C0,C∞ > 0, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞),
∀x ∈ Rn, ∀t > 0. Los parámetros p y q cumplen p < q.

Teorema 5.7 Considere que H’7 se cumple. Sea V(x) una FLC homogénea en el bi-límite
de grados m0 y m∞, f0n(x) de grado homogéneo l0, f∞n(x) de grado homogéneo l∞, y
u = −k0d

∂V(x)
∂xn

cp − k∞d∂V(x)
∂xn

cq, p ∈ (0,∞), q ∈ (0,∞) y p < q, la entrada de control
continua. Entonces, cuando ∆u(t, x) = 0, ∀t > 0,

(i) ΣN0 es homogéneo de grado l0 arbitrario y los pesos r0,i cumplen (n+ 1− i)l0+ r0,i =

m0p, ∀i = 1, ...,n.

(ii) ΣN∞ es homogéneo de grado l∞ arbitrario y los pesos r∞,i cumplen (n+ 1− i)l∞ +

r∞,i = m∞q, ∀i = 1, ...,n.

(iii) Si las ganancias k0 y k∞ se eligen suficientemente grandes, el origen x = 0 de (75) es
RGAE.

En el caso de que existan perturbaciones no acopladas se cuenta con el siguiente
resultado.
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Teorema 5.8 Sea V(x) una FLCR homogénea en el bi-límite de grados m0 y m∞, y u =

−k0d
∂V(x)
∂xn

cp − k∞d∂V(x)
∂xn

cq, p ∈ [0,∞),q ∈ [0,∞) y p < q, la entrada de control. Bajo
las hipótesis H”7 y H’8, si las ganancias k0 y k∞ se eligen suficientemente grandes, entonces
el origen x = 0 de (75) es RGAE.Los puntos (i)-(iii) del

Teorema 5.1 se cumplen
para el controlador

continuo si l0 < 0.
Nuevamente, el diseño de controladores discontinuos no homogéneos se reduce

a hallar una FLCR apropiada. En las siguientes secciones se aborda al problema de
diseñar leyes de control discontinuas para mejorar la velocidad de convergencia del
sistema no lineal ΣT utilizando una FLCR (véase Subsección 5.3.1).

5.3. controlador homogéneo generalizado (chg)

En esta sección se propone un controlador homogéneo que permite obtener di-
ferentes tipos de convergencia eligiendo correctamente el valor de sus parámetros.

Para ello, se define la Fdes como σi = dxic
2−p
αi + k

2−p
αi
i−1dσi−1c

αi−1
αi
ζi−1 , con σ1 = x1,

αi = (i − 2)p − (i − 3), ζi =
βi+1
βi

, βi = (i − 2)q + (3 − i), ∀i = 1, ...,n, y donde
p ∈ [0, 1) y q ∈ [p, 2).

Considere el sistema dinámico descrito por (75), donde los términos de perturba-
ción están uniformemente acotados por funciones conocidas en t, ∀t > 0, y satisfacen
la siguiente condición.

Suposición 5.1 Para cada i = 1, ...,n, y alguna p ∈ [0, 1],q ∈ [1, 2), las perturbaciones

pertenecen a la clase W3 = {wi ∈ R : |wi(t, x)| 6 ρi|σi|
αi
2−pζi , ρi > 0}.

Para los resultados de esta sección se considera que la perturbación acoplada
wn(t, x) satisface la Suposición 5.1. Esta condición caracteriza a una gran variedadEl modelo exacto de las

perturbaciones no se
requiere, es suficiente con

conocer solamente una
cota de las mismas.

de perturbaciones. Por ejemplo:

(i) para cualquier q > p y p ∈ [0, 1), las perturbaciones están acotadas por funciones
continuas.

(ii) para q ∈ [p, 1) y p ∈ [0, 1), las perturbaciones están acotadas por funciones
continuas que no escapan a infinito en tiempo finito .

(iii) para q ∈ [1, 2) y p ∈ [0, 1), las perturbaciones están acotadas por funciones
continuas que escapan a infinito en tiempo finito .

(iv) para q = p = (n − 2)/(n − 1), las cotas de wi(t, x), i = 1, ...,n − 1, son fun-
ciones continuas, pero la perturbación acoplada wn(t, x) está acotada por una
constante positiva.

(v) para p ∈ [0, 1) y q = 1, las cotas de wi(t, x), i = 1, ...,n − 1, son funciones
continuas que crecen similar a una función lineal.

Bajo la Suposición 5.1, es posible diseñar la siguiente clase de controladores por
retroalimentación de estado con tipo de convergencia garantizada para el sistema
(75).

Teorema 5.9 Considere que la Suposición 5.1 se cumple globalmente, con p ∈ [0, 1), siSi la Suposición 5.1 se
satisface localmente,
entonces, solo puede

garantizarse estabilidad
local.

n = 1, y p ∈ [n−2n−1 , 1), si n > 2. Elija la ley de control homogénea

u = −kndσnc
αn
2−p

βn+1
βn . (77)

Entonces, existen ganancias k1, ...,kn, suficientemente grandes tales que el origen es x = 0

del sistema (75) en lazo cerrado es RGAE. Además, las siguientes afirmaciones son ciertas: (i)
si q ∈ (1, 2), el origen es RE; (ii) si q = 1, el origen es EE; (iii) si q ∈ [p, 1), el origen es
ETF.
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Comentario 5.1 Las ganancias se pueden obtener de forma explícita hasta orden dos. Para
n = 1, elija Kmk1 > ρ1. Para n = 2, elija k̃1 = k1 − ρ1 > 0, y

Kmk2 >
2−p
2−q

2·2
1−p
2−p

2+q−p ·[
2
1−p
2−p [ q−p2+q−p

2
2(1−p)
2−p

θ21k1k̃1
]
q−p
2 + ρ1

2 [1+q−p2+q−p
2
1−p
2−p ρ1
θ22k1k̃1

]
1+q−p
1

]
k
2−p
1 + ρ2.

(78)

donde las constantes θ21 y θ22 cumplen θ21 + θ22 = 1.

El CHG garantiza diferentes tipos de convergencia del sistema en lazo cerrado
dependiendo del valor que tome el parámetro q c.r. al parámetro p ∈ [0, 1). El campo
vectorial del sistema en lazo cerrado con el controlador (77) es homogéneo de grado
l = q− 1, c.r. a la dilatación

∆rεx = (ε2−qx1, ε1x2, εqx3, ..., εβnxn), ∀ε > 0. (79)

Para diferentes valores de q, el campo vectorial es homogéneo de algún grado. Esta
importante particularidad es interesante, debido a que de la misma estructura de
control es posible recuperar, controladores discontinuos, continuos, exponenciales y
racionales, todos homogéneos. Generalmente, solo es posible diseñar una ley de con-
trol tal que el sistema en lazo cerrado tiene cierto grado de homogeneidad positivo
o negativo. Recuerde que para grados de homogeneidad positivos, las trayectorias
del sistema convergen asintóticamente al origen pero además, cualquier vecindad
del origen es ATFj. Para grados de homogeneidad negativos, existe convergencia en
tiempo finito.

Las ganancias k1, ...,kn, se diseñan suficientemente grandes en el orden del índice,
es decir, k1 � k2 � ... � kn. En seguida, se presentan algunos controladores para El Teorema 5.9 solamente

da condiciones de
suficiencia sobre las
ganancias.

n 6 4,

(1) υ1 = −k1dx1c
1
2−q , k1 > 0, ∀q ∈ [0, 2);

(2) υ2 = −k2dσ2c
q
2−p , σ2 = dx2c2−p + k2−p1 dx1c

2−p
2−q , p ∈ [0, 1), y ∀q ∈ (p, 2);

(3) υ3 = −k3dσ3c
p
2−p

2q−1
q , σ3 = dx3c

2−p
p + k

2−p
p

2 dσ2c
q
p , p ∈ [1/2, 1), y ∀q ∈ (p, 2);

(4) υ4 = −k4dσ4c
2p−1
2−p

3q−2
2q−1 , σ4 = dx4c

2−p
2p−1 +k

2−p
2p−1

3 dσ3c
p

2p−1
2q−1
q , y ∀p ∈ [2/3, 1),∀q ∈

(p, 2).

Diferentes leyes de control derivan del Teorema 5.9. Por supuesto, una vez que la
ley de control se haya eligido, el sistema (75) es robusto ante cierta clase de pertur-
baciones acopladas y no acopladas. Cabe resaltar que, ningún controlador reportado
en la literatura tiene la flexibilidad de recuperar tantos controladores homogéneos
de la misma estructura de control.

Controlador discontinuo homogéneo con convergencia en tiempo finito. Los con-
troladores discontinuos del Teorema 4.11, introducidos en el capítulo anterior, se ob-
tienen fijando q = p = n−2

n−1 . Estos controladores rechazan perturbaciones acopladas
no desvanecientes.

Controlador continuo homogéneo con convergencia en tiempo finito. Del CHG
se recupera un clase importante de controladores con convergencia en tiempo finito
si uno selecciona los parámetros q ∈ [p, 1) y p ∈ [0, 1), si n = 1, ó p ∈ [n−2n−1 , 1),
∀n > 2. Estos controladores no son robustos ante perturbaciones acopladas no des-
vanecientes.

Controlador homogéneo con convergencia exponencial. Eligiendo los parámetros
q = p = 1, se recupera el bien conocido controlador por retroalimentación de estados
lineal. Sin embargo, existe otro controlador que no tiene estructura lineal y que es
capaz de garantizar convergencia exponencial. Considere que q = 1 y p ∈ (n−2n−1 , 1),
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entonces, σi = dxic
2−p
αi + k

2−p
αi
i−1dσi−1c

αi−1
αi , donde σ1 = x1 y αi = (i− 2)p− (i− 3),

∀i = 1, ...,n.

Corolario 5.1 Considere que la Suposición que 5.1 se cumple globalmente, con q = 1 y
p ∈ [n−2n−1 , 1). Elija la ley de control homogénea

uexp = −kndσnc
αn+1
2−p . (80)

Entonces, existen ganancias k1, ...,kn, suficientemente grandes tales que el origen x = 0 del
sistema (75) es robusto y EE.

Comentario 5.2 Para n = 1, seleccione Kmk1 > ρ1. Para n = 2, seleccione k̃1 = k1 −

ρ1 > 0, y Kmk2 se obtiene de (78) con q = 1.

Algunos controladores derivados del Corolario 5.1 son:

(1) υ1 = −k1dx1c (2)υ2 = −k2dσ2c
1
2−p ,σ2 = dx2c2−p + k2−p1 dx1c2−p,p ∈ [0, 1),

(3) υ3 = −k3dσ3c
p
2−p ,σ3 = dx3c

2−p
p + k

2−p
p

2 dσ2c
1
p ,p ∈ [1/2, 1),

(4) υ4 = −k4dσ4c
2p−1
2−p ,σ4 = dx4c

2−p
2p−1 + k

2−p
2p−1

3 dσ3c
p

2p−1 ,p ∈ [2/3, 1).

Controlador con la propiedad de atractividad en tiempo fijo. Los controladores
con la propiedad de atractividad en tiempo fijo se obtiene cuando los parámetros se
eligen como q > 1 y p ∈ [0, 1), si n = 1, o p ∈ [n−2n−1 , 1), ∀n > 2.Fijando p = 1 y q > 1,

se recupera una clase de
controladores racionales.

Esta clase de controladores
se utilizan para diseñar

una SD en el Capítulo 7.

5.3.1. La FLCR del sistema

A continuación se presenta la FLCR que permite obtener el controlador (77). La
Proposición 5.1 establece cual es la forma explícita la FLCR que demuestra la estabi-
lidad y robustez del sistema en lazo cerrado con el controlador propuesto.

Proposición 5.1 La función continua y diferenciable

Vn = αn
3−p |xn|

3−p
αn + k

dn
αn
n−1dσn−1c

dn
2−p

αn−1
αn

ζn−1xn + dn
3−pk

3−p
αn
n−1|σn−1|

3−p
2−p

αn−1
αn

ζn−1

+δn−1V
αn−1
αn

ζn−1
n−1 , δn−1 = k

3−p
αn
n−1,

(81)

con V1 = α1
3−p |x1|

3−p
2−q , es una FLCR global para el sistema (75).

El estado virtual σn, la ley de control u, la FLCR Vn y su derivada V̇n, son homo-
géneas c.r. a la dilatación (79), es decir, σn(∆rεx) = εβnσn(x), u(∆rεx) = εβn+1u(x),

Vn(∆
r
εx) = ε

3−p
αn
βnVn(x), V̇n(∆rεx) = ε

$n
αn V̇n(x), donde $n = (2n− 3)q− (2(n−

3) + p). El tipo de convergencia de las trayectorias queda caracterizada por dicha
FLCR.

Proposición 5.2 Elija la ley de control (77). Entonces, la derivada c.r. al tiempo V̇n de la
FLCR a lo largo de las trayectorias del sistema (75) satisface la desigualdad diferencialLa desigualdad (82)

caracteriza el tipo de
convergencia de las

trayectorias del sistema en
lazo cerrado.

V̇n 6 −κnV
$n

(3−p)βn
n (x), (82)

donde κn es un escalar que depende de las ganancias (k1, ...,kn) y de las constantes (ρ1, ..., ρn).

Comentario 5.3 Cuando n = 1, la derivada V̇1 satisface V̇1 6 −(3−p2−p )
2−q
3−pa11V

2+q−p
3−p

1 ,

con a11 = k1 − ρ1. Note que ∀p ∈ [0, 1] q > 1, se cumple 2+q−p3−p > 1, entonces, se

concluye que el origen es RE. Por otro lado, 2+q−p3−p < 1, ∀p ∈ [0, 1], si p 6 q < 1, entonces,
se concluye que el origen es ETF.
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Básicamente, si el exponente

(i) $n
(3−p)βn

< 1, la convergencia es en tiempo finito.

(ii) $n
(3−p)βn

= 1, la convergencia es exponencial.

(ii) $n
(3−p)βn

> 1, la convergencia es racional, pero además, la atractividad en tiem- Cuando hay atractividad
en tiempo fijo, el tiempo de
convergencia de cualquier
trayectoria a una vecindad
del origen está
uniformemente acotada por
un constante.

po fijo es garantizada.

Con la ayuda de la FLCR se puede obtener una estimación del tiempo de conver-
gencia.

Proposición 5.3 Elija la ley de control (77). Entonces, ∀p ∈ [0, 1) si n = 1, y ∀p ∈ [n−2n−1 , 1)
si n > 2, cualquier trayectoria del sistema (75) iniciada con cualquier estado inicial xn(0) ∈
Rn converge al origen

(i) racionalmente ∀q ∈ (1, 2), y el tiempo de convergencia T(xn(0)) de cualquier trayectoria,
con xn(0) ∈ Bcr , a una vecindad Br satisface

T(xn(0)) 6
(3−p)βn

(q−1)αnκn
[r
− (q−1)αn

(3−p)βn − V
− (q−1)αn

(3−p)βn
n (xn(0))]. (83)

Además, el tiempo de convergencia está acotado por una constante de tiempo fijo

Tr =
(3−p)βn

(q−1)αnκn
r
−

(q−1)αn
(3−p)βn ; (84)

(ii) exponencialmente para q = 1;

(iii) en tiempo finito ∀q ∈ [p, 1), y el tiempo de convergencia satisface

T(xn(0)) 6
(3−p)βn

(1−q)αnκn
V

(1−q)αn
(3−p)βn
n (xn(0)). (85)

5.3.2. Mejoramiento de la robustez del CHG

En general, el controlador (77) es continuo cuando el parámetro q ∈ (p, 1), por
lo que el sistema en lazo cerrado no es robusto ante perturbaciones acopladas que
no desvanecen en el origen. Para resolver este problema se hace uso de la técnica Para más detalles sobre el

rediseño de Lyapunov, el
lector puede consultar
[46].

conocida como rediseño de Lyapunov. Dicha técnica permite mejorar la robustez del
sistema en lazo cerrado en presencia de perturbaciones acopladas y acotadas.

Suposición 5.2 La perturbación acoplada satisface |wn(t, x)| 6 C + ρn|σn|
αn
2−pζn , con

C, ρn > 0.

Observe que la perturbación acoplada puede crecer en función del estado, pero
además, la perturbación no necesariamente desvanece en el origen. Las observaciones hechas

para la Suposición 5.1, son
validas para la parte de la
cota de la perturbación que
depende de los estados.

Teorema 5.10 Considere que las Suposiciones 5.1 y 5.2 se cumplen. Elija la ley de control

ul2 = −kddσnc0 − kndσnc
αn
2−p

βn+1
βn . (86)

donde los parámetros q y q se eligen como en el Teorema 5.9. Entonces, existen ganancias
k1, ...,kn, suficientemente grandes y kd > ρm, tales que el origen del sistema (75) es RGAE.

El resultado anterior es válido para el caso en donde solo aparezcan perturbaciones
acopladas. Observe que se ha introducido un término discontinuo a la ley de control
para mejorar sus propiedades de robustez ante perturbaciones acopladas y que no
necesariamente se desvanecen en el origen del sistema.

El campo vectorial asociado al sistema en lazo cerrado con la ley de control (86) ya
no es homogéneo. Sin embargo, el parámetro l2 = q− 1 sigue determinando el tipo
de convergencia y por lo tanto,
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(i) si los parámetros se seleccionan como q ∈ [p, 1), las trayectorias llegarán en
tiempo finito;

(ii) si el parámetro q = 1, las trayectorias llegarán exponencialmente al origen,

(iii) si el parámetro q ∈ (1, 2), las trayectorias llegarán en tiempo fijo a una vecindad
del origen.

La función (81) es una FLCR, por lo tanto, se puede utilizar para estudiar la esta-
bilidad en el caso con perturbaciones acopladas.

5.4. velocidad de convergencia mejorada : control híbrido

El CHG puede combinarse a través de un algoritmo híbrido de control con el ob-
jetivo de mejorar la velocidad de convergencia de los controladores discontinuos del
Capítulo 4. La idea básica es combinar dichos controladores discontinuos con conver-Recuerde que tales

controladores garantizan
convergencia en tiempo

finito al origen.

gencia en tiempo finito con los controladores racionales o exponenciales. Básicamen-
te, se busca combinar dos controladores que tienen distintos tipos de convergencia.
Desafortunadamente, el diseño solo funciona para el caso con perturbaciones acopla-
das, es decir, cuando ∆u(t, x) = 0, ∀t > 0. En este caso, el sistema (75) queda descrito
por

ẋi = xi+1, ∀i = 1, ...,n− 1,

ẋn = b(t, x)u+wn(t, x),
(87)

donde la perturbación se considera solamente acotada, es decir, |wn(t, x)| 6 ρm. Por
propósitos de claridad, se redefine la función Vn(x) como Vn,l2(x). El subíndice l2,
representa el grado de homogeneidad del sistema retroalimentado por el CHG. Si
el parámetro l2 = 0, la función Vn,0 representa la FLCR para el sistema cuando se
requiere estabilidad exponencial. Para el caso en que l2 ∈ [−1, 0), la función Vn,l2
define la FLCR del sistema cuando se necesita estabilidad en tiempo finito. Particu-
larmente, para el caso cuando p = q = (n− 1)/(n− 2), la FLCR sirve para diseñar
controladores discontinuos y para diferenciarla de las demás funciones se denotará
por Vn,d(x). Tomando en cuenta lo anterior, se define la ley de conmutación entre
dos controladores con diferente tipo de convergencia como

u = ϑ(ud,ul2 ,A) :=

{
ul2 si Vn,d(x) > A,

ud si Vn,d(x) 6 A,
(88)

donde ud es el controlador homogéneo discontinuo (4.11) y ul2 es el controlador
descrito por (86). La superficie donde conmutan los controladores está determinadaLa idea para realizar la

conmutación ha sido
tomada de Adamy and

Flemming [1].

por A. Como la ley de control ul2 garantiza convergencia robusta al origen ante
perturbaciones acopladas, las trayectorias cruzarán el conjunto de nivel Vn,d(x) = A.
En ese instante, el control discontinuo entra en acción y como Vn,d(x) 6 A es un
región invariante positiva y atractiva para el sistema con control ud (V̇n,d < 0),
cualquier trayectoria en esta región converge al origen en tiempo finito.

La ley de conmutación (88) permite mejorar, en general, la velocidad de convergen-
cia de los controladores discontinuos presentados en el Capítulo 4. Como ejemplos
ilustrativos se presentan dos casos de interés.

Controlador discontinuo con convergencia rápida. El siguiente controlador ase-
gura convergencia exponencial a una vecindad del origen, y una vez dentro de dicha
vecindad, las trayectorias convergen al origen en tiempo finito.

Proposición 5.4 Sea el orden del sistema n > 2 y A > 0. Considere que el parámetro
l2 = 0, es decir, el parámetro q del controlador (86) es igual a 1. Entonces, el controlador
u = ϑ(ud,ul2 ,A) estabiliza el sistema (87) en tiempo finito globalmente.
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A pesar de que el controlador ud asegura convergencia al origen en tiempo acota-
do cuando Vn,d(x) 6 A, la convergencia del controlador ul2=0 a una vecindad del
origen es en tiempo no acotado si la condición inicial no inicia en un conjunto com-
pacto. Por lo tanto, cuando se utiliza esta ley de control, el tiempo de convergencia
crece cuando las condiciones iniciales en el sistema se incrementan. Un controlador
de tiempo fijo puede compensar esta desventaja.

Controlador de tiempo fijo. La propiedad de atractividad en tiempo fijo en el
controlador (86) se obtiene al seleccionar q ∈ (1, 2) y p ∈ [n−2n−1 , 1). Por simplicidad,

se toma p = n−1
n−2 , por lo que, σi = dxic

2−p
αi + k

2−p
αi
i−1dσi−1c

αi−1
αi
ζi−1 , donde σ1 = x1 y

αi = (i− 2)p− (i− 3), ∀i = 2, ...,n.

Proposición 5.5 Sea el orden del sistema n > 2 y B > 0. Considere que el parámetro l2 > 1,
es decir, que el parámetro q del controlador (86) cumple q ∈ (1, 2). Entonces, la ley de control Eligiendo el parámetro q

como en la Proposición 5.5,
el tiempo de convergencia
a cualquier vecindad del
origen se garantiza en
tiempo fijo sin importar
que tan grande haya sido
el estado inicial de la
trayectoria.

u = ϑ(ud,ul2 ,B) estabiliza el sistema (87) en tiempo fijo.

5.5. nueva clase de controladores discontinuos

Para mejorar la velocidad de convergencia del sistema (75) sin tener que usar un
control híbrido, se necesita de una nueva clase controladores discontinuos que garan-
ticen que el sistema en lazo cerrado tenga las propiedades deseadas con una misma
estructura de control.

5.5.1. La FLCR del sistema

Defina la Fdes σi = dxic
2−p
αi +k

2−p
αi
i−1σ(i−1)u, σiu = µσi+ηdσic

αi
αi+1

ζi , σ1u = µx1+

ηdx1c
2−p
2−q , y αi = (i− 2)p−(i− 3), ζi =

βi+1
βi

, βi = (i− 2)q+(3− i), ∀i = 1, ...,n. (75).
Los parámetros µ y η son, en general, constantes positivas. Para generar la nueva ley
de control se utiliza la siguiente FLCR para el sistema.

Proposición 5.6 La función continua y diferenciable

Vn = αn
3−p |xn|

3−p
αn + k

dn
αn
n−1dσ(n−1)uc

dn
2−p xn + dn

3−pk
3−p
αn
n−1|σ(n−1)u|

3−p
2−p

+δn−1(µVn−1 + ηV
αn−1
αn

ζn−1
n−1 ), δn−1 = k

3−p
αn
n−1,

(89)

con µ,η > 0, es una FLCR global para el sistema (75).

En el sentido estricto, la FLCR (89) ya no es homogénea. Sin embargo, tiene propie-
dades de homogeneidad en el bi-límite. De hecho, esta función es una generalización
de la FLCR (45) y la (81), las cuales son homogéneas c.r. a diferentes dilataciones. Por
un lado, la FLCR (45) se recupera si µ = 1 y η = 0, mientras que la FLCR (81) se
obtiene al fijar µ = 0 y η = 1.

5.5.2. Caso con perturbaciones acopladas

Primero, se presenta el caso en que solamente existen perturbaciones acopladas en
el sistema (75) (cuando wi(t, x) = 0, ∀i = 1, ...,n− 1, ∀t > 0). No solo se mejora la
velocidad de convergencia de las trayectorias del sistema, sino también, la robustez
ante una clase más amplia de perturbaciones.

Suposición 5.3 Sea n > 2. Para algunas p ∈ [0, 1],q ∈ [1, 2) y µ,η > 0, la perturbación
acoplada pertenece a la clase W = {wn(t, x) ∈ R : |wn(t, x)| 6 ρnµ+ρnuη|σn|

αn
2−pζn , ρn, ρnu >

0}, ∀t > 0.

Cuando la constante η = 0, el término acoplado se encuentra acotado por una Únicamente en el caso
η = 0, el CMDOS
propuestos en [56] puede
emplearse.

constante y puede que no desvanezca en el origen. Cuando η > 0, la perturbación
acoplada se encuentra acotada por un función que puede crecer con el estado pero
que no necesariamente desvanece en el origen. De hecho,
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(i) para q ∈ [p, 1] y p ∈ [0, 1), las perturbaciones están acotadas por funciones que
no escapan a infinito en tiempo finito .

(ii) para q ∈ (1, 2) y p ∈ [0, 1), las perturbaciones están acotadas por funciones que
escapan a infinito en tiempo finito .

Teorema 5.11 Considere que la Suposición 5.3 se cumple con p = n−2
n−1 , y q ∈ (p, 2). Elija

el controlador discontinuo

u = −knµdσnc0 − knuηdσnc
αn
2−pζn , ∀n > 2. (90)

Entonces, existen ganancias k1, ...,kn, y knu suficientemente grandes tales que el origen
x = 0 del sistema (75) es robusto y globalmente ETF.

Comentario 5.4 Para el caso n = 2, las ganancias se obtienen de forma explícita.Esto se verá con mayor
detalle en la

Subsección 5.5.5. Si la Suposición 5.3 se satisface locamente, el Teorema 5.11 solo asegura estabilidad
local y en tiempo finito. El campo vectorial asociado al sistema en lazo cerrado con
el controlador (90) ya no es homogéneo. Sin embargo, dependiendo del valor que
adquiera el parámetro q c.r. a p ∈ [0, 1), distintas tipos de convergencia se presentan
en el sistema en lazo cerrado. La aproximación homogénea del campo vectorial cercaLa ley de control (90)

posee una característica
interesante. De la misma
estructura de control, es

posible recobrar
controladores homogéneos

y homogéneos en el
bi-límite.

del origen tiene grado de homogeneidad l0 = p− 1 y la aproximación homogénea
del campo vectorial lejos del origen tiene grado de homogeneidad l∞ = q− 1. En-
tonces, para distintos valores de p y q del controlador, el sistema en lazo cerrado es
homogéneo en el bi-límite y garantiza mayor velocidad de convergencia y rechazo
a una clase de perturbaciones más amplia que solamente sus puras aproximaciones
homogéneas.

Las ganancias k1, ...,kn, se diseñan suficientemente grandes de tal manera queLas condiciones sobre las
ganancias son
relativamente

conservadoras.

kn > ... > k2 > k1 > 0. Las ganancias no se han fijado a priori y pueden calcularse
mediante la FLCR. Enseguida, se listan algunos controladores para n 6 4,

(2) υ2 = −k2(µdσ2c0+ηdσ2c
q
2−p ), σ2 = dx2c2−p+k2−p1 σ1u, σ1u = µx1+ηdx1c

2−p
2−q ,

∀p = 0,q ∈ [p, 2);

(3) υ3 = −k3(µdσ3c0 + ηdσ3c
p
2−p

2q−1
q ), σ3 = dx3c

2−p
p + k

2−p
p

2 σ2u, σ2u = µσ2 +

ηdσ2c
q
p , ∀p = 1/2,q ∈ [p, 2);

(4) υ4 = −k4(µdσ4c0 + ηdσ4c
2p−1
2−p

3q−2
2q−1 ), σ4 = dx4c

2−p
2p−1 + k

2−p
2p−1

3 σ3u, σ3u = µσ3 +

ηdσ3c
p

2p−1
2q−1
q , ∀p = 2/3,q ∈ [p, 2).

Controladores homogéneos. Eligiendo los parámetros µ = 0 y η = 1, se obtiene
el CHG. Por lo que, todos los controladores de la Sección anterior se recuperan. A
continuación, se enuncian algunas leyes de control no homogéneas derivadas del
Teorema 5.11.Una vez que la ley de

control es elegida, el
sistema (75) es robusto a

cierta clase de
perturbaciones acopladas.

Controlador discontinuo con decaimiento exponencial. Para obtener este contro-
lador solo hay que fijar el parámetro q = 1. Con esta elección de los parámetros se tie-

ne que σi = dxic
2−p
αi + k

2−p
αi
i−1σ(i−1)u, σiu = µσi + ηdσic

αi
αi+1 , σ1u = µx1 + ηdx1c

2−p
1 ,

donde αi = (i− 2)p− (i− 3), ∀i = 2, ...,n.

Corolario 5.2 Considere que n > 2 y que la Suposición 5.3 se cumple con p = n−2
n−1 y

q = 1. Elija el controlador

u = −knµddxnc
2−p
αn + k

2−p
αn
n−1σi−1c

0 − knuηdσnc
αn
2−p . (91)

Entonces, existen ganancias k1, ...,kn, y knu suficientemente grandes tales que el origen
x = 0 del sistema (75) es ETFdE.
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Controlador discontinuo de tiempo fijo. Si se elige el parámetro q ∈ (1, 2), se
obtienen los controladores discontinuos de tiempo fijo.

Corolario 5.3 Considere que n > 2 y que la Suposición 5.3 se cumple con p = n−2
n−1 y

q ∈ (1, 2). Elija el controlador

u = −knµddxnc
2−p
αn + k

2−p
αn
n−1σi−1c

0 − knuηdσnc
αi
2−pζn . (92)

Entonces, existen ganancias k1, ...,kn, y knu suficientemente grandes tales que el origen
x = 0 del sistema (75) es ETFj.

5.5.3. Caso con perturbaciones no acopladas

La familia de controladores del Teorema 5.11 puede compensar cierta clase de
perturbaciones no acopladas wi(t, x).

La Suposición 5.4
caracteriza un variedad de
perturbaciones aún más
grande que las descritas en
la Suposición 5.1.

Suposición 5.4 Sea n > 2. Para algunas p ∈ [0, 1],q ∈ [1, 2), y µ,η > 0, las pertur-
baciones no acopladas pertenecen a la clase W4 = {wi(t, x) ∈ R : |wi(t, x)| 6 ρi|µσi +

ηdσic
αi
αi+1

σi
|
αi+1
2−p , ρi > 0}, con i = 1, ...,n− 1.

Cabe destacar que

(i) la clase de perturbaciones de la Suposición 5.1 está contenida en la Suposición
5.4, solo hay que hacer µ = 0;

(ii) cuando q = 1, la perturbaciones crecen como un función lineal lejos del origen;

(iii) cuando q ∈ (1, 2), las perturbaciones pueden crecer tan rápido, que pueden
hacer que las trayectorias del sistema escapen a infinito en tiempo finito;

(iv) las perturbaciones no solo son grandes lejos del origen, también son más gran-
des que una perturbación lineal cerca del origen.

Bajo la Suposición 5.4 existe una clase de controladores que es capaz de mejorar la
velocidad de convergencia de las trayectorias del sistema en lazo cerrado en presencia
de perturbaciones cuyas cotas son funciones homogéneas en el bi-límite.

Teorema 5.12 Considere que n > 2, y que las Suposiciones 5.4 y 5.3 se cumplen con
p = n−2

n−1 y q ∈ [p, 2). Elija el controlador discontinuo (90). Entonces, existen ganancias
k1, ...,kn, y knu suficientemente grandes tales que el origen x = 0 del sistema (75) es
RGAE. Además, las siguientes afirmaciones son ciertas: (i) si q ∈ [p, 1), el origen ess ETF;
(ii) si q = 1, el origen es ETFdE; (iii) si q ∈ (1, 2), el origen es ETFj.

Una consecuencia directa del Teorema 5.12 es que la estabilización global en tiem-
po finito de un sistema en la forma de retroalimentación estricta

ẋi = xi+1 + fi(x1, ..., xi), 1 6 i < n,

ẋn = u+ fn(x1, ..., xn),
(93)

de una sola entrada puede lograse a través de una retroalimentación de los estados
discontinua.

Corolario 5.4 Considere el sistema (93), donde para cada i, fi : Ri → R es una función de
clase C0 con fi(0, ..., 0) = 0, ∀i = 1, ...,n. Entonces, (93) se puede estabilizar localmente en
tiempo finito a través de la ley de control discontinua (90).

Para que el resultado sea global, las funciones fi deben satisfacer ciertas cotas. Para
nuestro caso, la estabilización global se logra si las Suposiciones 5.3 y 5.4 se cumplen
globalmente.

La FLC permite caracterizar el tipo de convergencia de las trayectorias del sistema
en lazo cerrado.
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Proposición 5.7 Elija el controlador discontinuo (90). Entonces, la derivada c.r. al tiempo
de la FLCR a lo largo de las trayectorias satisface la desigualdad diferencial

V̇n 6 −κn(µV
2
3−p
n (x) + ηV

$n
(3−p)βn
n (x)), (94)

donde κn es un parámetro que depende de las ganancias (k1, ...,kn,knu) y de las constantes
(ρ1, ..., ρn, ρnu).

De la desigualdad diferencial (94) se puede obtener una estimación del tiempo de
convergencia.

Proposición 5.8 Seleccione la ley de control (90). Entonces, cualquier trayectoria del sistema
(75) iniciada con algún estado inicial xn(0) ∈ Rn converge al origen en un tiempo finito
menor a

T(xn(0)) 6


3−p

(1−p)κnµ
r
1−p
3−p +

(3−p)βn
(1−q)αnκnη

V
(1−q)αn
(3−p)βn
n (xn(0)) si q ∈ (p, 1),

3−p
(1−p)κnη

ln(1+ η
µV

1−p
3−p
n (xn(0))) si q = 1,

(95)

además, si q ∈ (1, 2), el tiempo T(xn(0)) está acotado por la constante de tiempo fijo

Tr =
3−p

(1−p)κnµ
r
1−p
3−p +

(3−p)βn
(q−1)αnκnη

r
−

(q−1)αn
(3−p)βn , (96)

donde r > 0 es una constante positiva.

5.5.4. Extensiones y observaciones importantes

A continuación se presentan dos extensiones de los resultados presentados en
secciones anteriores. Primero, se presenta un resultado que es consecuencia directaCabe remarcar que las

extensiones que se
presentan no son posibles

sin el uso de una FLCR.

de la Proposición 5.6.

Teorema 5.13 Considere que la Suposición 5.4 se cumple y que |wn(t, x)| 6 ρnµ|σn|
αn+1
2−p +En ausencia de

perturbaciones no
acopladas, el Teorema 5.13

sigue siendo válido.

ρnuη|σn|
αn
2−pζn , con p ∈ [0, 1) si n = 1, y con p ∈ [n−2n−1 , 1), si n > 2. Elija el controlador

u = −knµdσnc
αn+1
2−p − knuηdσnc

αn
2−pζn . (97)

Entonces, existen ganancias k1, ...,kn, y knu suficientemente grandes tales que el origen
x = 0 del sistema (75) es RGAE. Además, las siguientes afirmaciones se cumplen: (i) si
q ∈ [p, 1), el origen es ETF; (ii) si q = 1, el origen es ETFdE; (iii) si q ∈ (1, 2), el origen es
ETFj.

El resultado anterior contiene a la clase de controladores discontinuos presentados
en el Teorema 5.12, y además, también posee una clase de controladores continuos
homogéneos en el bi-límite cuando p ∈ (n−2n−1 , 1). Enseguida se presentan unos cuan-
tos controladores, derivados del resultado previo

(1) υ1 = −k1(µdx1c
1
2−p + ηdx1c

1
2−q ), ∀p ∈ [0, 1), q ∈ [p, 2);

(2) υ2 = −k2(µdσ2c
p
2−p +ηdσ2c

q
2−p ), σ2 = dx2c2−p+k2−p1 σ1u, σ1 = µx1+ηdx1c

2−p
2−q ,

∀p ∈ [0, 1),q ∈ [p, 2);

(3) υ3 = −k3(µdσ3c
2p−1
2−p + ηdσ3c

p
2−p

2q−1
q ), σ3 = dx3c

2−p
p + k

2−p
p

2 σ2u, σ2u = µσ2 +

ηdσ2c
q
p , ∀p ∈ [1/2, 1),q ∈ [p, 2);

(4) υ4 = −k4(µdσ4c
3p−2
2−p +ηdσ4c

2p−1
2−p

3q−2
2q−1 ), σ4 = dx4c

2−p
2p−1 +k

2−p
2p−1

3 σ3u, σ3u = µσ3+

ηdσ3c
p

2p−1
2q−1
q , ∀p ∈ [2/3, 1),q ∈ [p, 2).
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Además, se pueden diseñar algoritmos de ganancia variable.

Teorema 5.14 Considere que la Suposición 5.4 se cumple y que |wn(t, x)| 6 (ρn+Ξ(t, x))µ,
con ρn > 0, y donde Ξ(t, x) > 0, ∀t > 0, es una función conocida. Elija la ley de control
discontinua

u = −(K(t, x) + kn)µdσnc0 − knuηdσnc
αn
2−pζn ,p = n−2

n−1 ,n > 2. (98)

Si las ganancias k1, ...,kn, y knu se eligen suficientemente grandes, y KmK(t, x) > Ξ(t, x),
entonces el origen x = 0 del sistema (75) es ETF.

El término continuo del controlador (98) garantiza el tipo de convergencia deseada.

Teorema 5.15 Considere que la Suposición 5.4 se cumple y que |wn(t, x)| 6 (ρn|σn|
αn+1
2−p +

Ξ(t, x))µ, con ρm > 0, y donde Ξ(t, x) > 0, ∀t > 0, es una función conocida. Elija la ley de
control continua

u = −(K(t, x) + kn)dσnc
αn+1
dn − knuηdσnc

αn
2−pζn , (99)

Si las ganancias k1, ...,kn, y knu se eligen suficientemente grandes, y KmK(t, x) > Ξ(t, x),
entonces el origen x = 0 del sistema (75) es ETF.

Los controladores (97) y (99) son continuos cuando p ∈ (n−2n−1 , 1). Obviamente, no
pueden rechazar perturbaciones no desvanecientes y acopladas como lo hace una ley
de control discontinua.

5.5.5. Controlador para sistemas de segundo orden

Un control por MDSO es eficaz para contrarrestar perturbaciones acotadas mien-
tras se preserva la convergencia en tiempo finito del sistema controlado, [58], [63], [8].
Por otro lado, estos controladores no tienen una velocidad de convergencia rápida.

Cuando el orden del sistema es n = 2 y considerando solo perturbaciones acopla-
das, el sistema (75) queda descrito por

ẋ1 = x2, ẋ2 = f(t, x) + g(t, x)u, (100)

donde x = [x1, x2] ∈ R2 define el vector de estados y u ∈ R es la entrada de control.
Generalmente, se considera que f(t, x) y g(t, x) son funciones inciertas, y que dichas
funciones se encuentran uniformemente acotadas, es decir.

|f(t, x)| 6 C, Km 6 g(t, x) 6 KM, ∀x ∈ R2, ∀t > 0, (101)

donde C,Km,KM son constantes positivas. La función f(t, x) modela a las perturba- Las soluciones del sistema
(100) se entienden en el
sentido de Filippov [32].

ciones que no necesariamente desvanecen en el origen x = 0. Un control por MDSO
asegura que las trayectorias del sistema (100) convergen al origen x = 0 en tiempo
finito bajo la condición (101). Por ejemplo, el controlador Suboptimal [8], el contro-
lador Twisting [58], el controlador con ley de convergencia prescrita [58], el CMDT
[63], [91], [96], y el CMDTNS [31], [95].

La estabilización en tiempo finito el sistema (100) se hace bajo la siguiente condi-
ción de crecimiento de los términos de perturbación.

Suposición 5.5 Existen constantes ρ, ρu,µ,η > 0, KM > Km > 0 tales que ∀x ∈ R2,
∀t > 0,

|f(t, x)| 6 (ρ+ Ξ(t, x))µ+ ρuη|σ2|
q
2 ,Km 6 g(t, x) 6 KM, (102)

para alguna q ∈ (0, 2), donde σ2 = dx2c2 + k21σ1, σ1 = µx1 + ηdx1c
2
2−q y Ξ(t, x) es una

función positiva conocida.
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La condición (102) generaliza a la condición (101) permitiendo recuperar una gran
variedad de perturbaciones,

(i) cuando C = ρµ y w(t, x) = η = 0, la condición (102) se reduce a la condición
(101).

(ii) cuando η > 0, las perturbaciones crecen en función del estado.

El siguiente controlador es capaz de estabilizar el origen del sistema (100) en tiem-
po finito.

Teorema 5.16 Considere que la Suposición (5.5) se cumple globalmente. Elija el controladorCuando la Suposición 5.5
sólo se cumple localmente,

el Teorema 5.16 sigue
siendo válido localmente.

discontinuo

u = −(K(t, x) + k2)µdσ2c0 − k2uηdσ2c
q
2 ,q ∈ (0, 2), (103)

entonces, el origen x = 0 del sistema (100) es globalmente ETF si las ganancias se eligen tal
que

(i) KmK(t, x) > Ξ(t, x), k2Km > 2k21 + ρ, Kmk2u > 8
4−q2

( 2q
(2+q)η )

q
2 k
2−q
1 + ρu, y

k1 > 0.

Cada término del controlador (103) tiene una influencia diferente sobre el sistema
en lazo cerrado. El término discontinuo es responsable de la convergencia robusta
y en tiempo finito. La ley de control es discontinua en σ = 0, o, equivalentemente,
cuando s2 = x2 + k1dσ1c

1
2 = 0. En este sentido, ambos s2 = 0 y σ2 = 0 definen

la misma curva x2 = −k1dσ1c
1
2 . El término continuo del controlador se encarga de

mejorar la velocidad de convergencia y de las nuevas propiedades de robustez. De
cualquier estado inicial, las trayectorias de estado del sistema en lazo cerrado el con-
trolador (103), no sólo convergen al origen en tiempo finito, sino también lo hacen
más rápidamente y robustamente ante cierta clase de perturbaciones crecientes. Es
un rasgo distintivo, ya que ningún control por MDSO homogéneo puede conver-
ger tan rápido como lo hace (103). Asignando diferentes valores de los parámetrosSolo los controladores no

homogéneos son capaces de
mejorar la velocidad de

convergencia en ausencia
de ganancia variable.

(η,µ,q) se obtienen algunos casos importantes:

(i) Cuando η,µ > 0 y q = 1, se obtiene el control por MDSO rápido υ = −k2µdsf2c0−
k3ηdsf2c

1
2 , el cual el robusto a perturbaciones que satisfacen |w(t, x)| 6 ρµ+

ρuη|sf2|
1
2 , donde sf2 = dx2c2 + k21s1l y s1l = µx1 + ηdx1c2. Este controlador

proporciona convergencia rápida y en tiempo finito. La ley de control tiene un
término que es discontinuo en el conjunto dx2c2 + k21s1l = 0. De hecho, es
discontínua en el mismo conjunto como x2 + k1ds1lc

1
2 = 0. Ambos conjuntos

definen la misma curva cuando x2 = −k1ds1lc
1
2 . La Figura 5 compara la SD

terminal rápida clásica [96] con el conjunto donde se hace discontínuo el contro-
lador (103). Hay una diferencia importante entre el controlador propuesto en
[96] y el controlador υ = −k2µdsf2c0 − k3ηdsf2c

1
2 , y es que, en este último las

señales de control están bien definidas para todo t > 0. El controlador υ puede
ser sintonizado para tener un desempeño similar al controlador propuesto en
[96], al menos en una vecindad del origen.

(ii) Los controladores de tiempo fijo se derivan del Teorema 5.16, con q ∈ (1, 2) y
η,µ > 0. La Figura 5 muestra la variedad donde el controlador es discontinuo.
Las ganancias se pueden ajustar para garantizar convergencia dentro de un
tiempo fijo preestablecido Tp. Fijando µ = η = 1, las ganancias se eligen de laLas formulas (105) y (104)

dan un ajuste de las
ganancias muy

conservador. Recuerde que,
la FLCR solo permite

obtener condiciones
suficientes, no necesarias,

para asegurar la
estabilidad en tiempo finito.

siguiente manera

Kmk2 =
(

d0
32/3+1

+ 2
)
k21 + ρ,Kmk2u = 2

2−q

(
4(k21−2

q
2+q )

(3
2+q
3 +2

q
2 )k2+q1 (4−q)

+ 4
2+q

)
k21 + ρu,
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Figura 5.: La SD dx2c2 + k21x1 = 0, (k1 = 0.5) (línea solida); la SD términal rápida clásica
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(104)

donde El Apéndice F contiene el
desarollo de las formulas
(104) y (105).

k1 =

([
(2−q)1/q(4−q)1/qχ(q)

21/qTp

]q
+ 2q

(2+q)k2−q1

)1/q
,

χ(q) =
3q(2

2
3+(2/3)

2
3 )
q−1
q [2

q−1
3 (2

2+q
3 +2

q
2 (2/3)

2+q
3 )]1/q

(q−1)2
4−q
2q 2

2q+1
3q (2/3)

q−1
q

.
(105)

Una vez que se eligen los parámetros Tp > 0 y q ∈ (1, 2), la ganancia k1 se
obtiene como el punto de intersección de la función y1 = k1 y de la función
y2 = ([(2 − q)1/qχ(q)/(21/qTp)]

q + 2q/[(2 + q)k2−q1 ])1/q. Las ganancias del
controlador de tiempo fijo propuesto por Polyakov [73] (CTFP) también se di-
señan en base a una constante de tiempo fijo, pero su estructura de control es
poco flexible y no tienen propiedades de homogeneidad en el bi-límite.

(iii) El controlador homogéneo discontinuo u = −k2ddx2c2 + k21x1c
0 se obtiene

cuando µu = 0 and K(t, x) = 0, ver Sección 4.4.2. Si K(t, x) 6= 0, se obtiene la
versión de ganancia variable para este algoritmo.

(iv) El controlador homogéneo u = −k2dσ2c
1
2 , σ2 = dx2c2 + k21dx1c

2 con conver-
gencia exponencial se obtiene si µ = 0 y η = q = 1.

(v) El controlador homogéneo u = −k2dσ2c
q
2 , σ2 = dx2c2 + k21dx1c

2
2−q , con la pro-

piedad atractividad en tiempo fijo a una bola Br, se obtiene si µ = 0, η = 1 y
q ∈ (1, 2).

(vi) Cuando µ = 0, η > 0 y q ∈ (0, 1), se recuperan los controladores continuos y
homogéneos con convergencia en tiempo finito.

La FLCR permite estimar el tiempo de convergencia, lo cual no es posible para la
mayoría de los controladores por MDSO.

Corolario 5.5 Seleccione la ley de control (103). Entonces, cualquier trayectoria del sistema
(100), iniciada con estado inicial x0 ∈ R2, converge al origen dentro de un tiempo finito
menor a
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T(x0, r) 6

 3
κµr

1
3 + 3

(1−q)κη (V
1−q
3 (x0) − r

1−q
3 ) ∀q ∈ (0, 1),

3
κη ln(1+ η

µV
1
3 (x0)) q = 1,

además, si q ∈ (1, 2), el tiempo T(x0) está acotado por la constante de tiempo fijo

Tp = 3
κµr

1
3 + 3

(q−1)κηr
−q−1

3 , ∀q ∈ (1, 2), (106)

donde r > 0 y κ es una constante positiva que depende de k1,k2,k2u, ρ, ρu.

Con el controlador (103), el origen del sistema (100) es globalmente ETF. Pero hasta
ahora, no se sabe si las trayectorias golpean la superficie σ2 = 0.

Proposición 5.9 Elija la ganancia variable KmK(t, x) >
k21
2−q

η
µ |x1|

q
2−q +Ξ(t, x). Entonces,

las trayectorias del sistema convergen a la SD σ2 = 0 en tiempo finito desde cualquier punto
en el plano fase.

Para el controlador (103), solo es posible asegurar la existencia de un modo desli-
zante a través de la correcta elección de la ganancia variable. Además, no es posible
compensar perturbaciones que crezcan más fuertemente que un término cuadrático
en el estado x2 usando solo términos crecientes que sean homogéneos en el∞-límite.
Hay que usar ganancia variable para poder lograrlo. Esto se verifica fácilmente de
la condición (102). Considere que w(t, x) = 0 y que x1 → 0, entonces la condición
(102) se reduce a |f(t, x)| 6 ρµ + ρuη|x2|

q,∀q ∈ (0, 2). Como q ∈ (0, 2), términos
cuadráticos no pueden ser compensados por la ley de control (103) si K(t, x) = 0.

Finalmente, si solo se considera que hay ganancias constantes en la ley de control y
que no actúan perturbaciones w(t, x) que crecen en función de estado, el conjunto de
ganancias dado en el Teorema (5.16) aún garantiza la existencia del modo deslizante,
al menos localmente.

Proposición 5.10 Considere que w(t, x) = 0 en la Suposición (5.5). Si la ganancia variable
K(t, x) = 0, el conjunto de ganancias dado en el Teorema 5.16 asegura que las trayectorias
del sistema siempre convergen en tiempo finito a σ2 = 0, al menos localmente.

Con ganancia constante, la región de atracción del modo deslizante se puede hacer
arbitrariamente grande si k2 y µ se hacen suficientemente grandes. Lamentablemen-
te, esto tiene como consecuencia un incremento considerable del efecto de chattering.

5.5.6. Ejemplo Académico

Considere un sistema Euler-Lagrange de un grado de libertad con fricción deNote que hay un término
cuadrático que no pude ser

compensado globalmente
por un control por MDSO

tradicional (es decir, con
ganancia constante).

Coulomb, [12], descrito por

(1+ cos2(p))p̈− 0.5 sin(2p)ṗ2 + a sign(ṗ) + g sin(p) = u.

El objetivo de control es para asegurar seguimiento en tiempo finito de la trayecto-
ria pd = 0.1 cos(5πt) antes de un tiempo fijo Tp = 3. Los estados p y ṗ se consideran
medibles. Defina e1 = p− pd y e2 = ṗ− ṗd. Entonces, el sistema se puede rescribir
comoPara la simulación:

a = 0.5, g = 9.8,
p(0) = [10π,1.75π]T

y tiempo de muestreo
τ = 0.001 con el método

de integración Euler.

ė1 = e2, ė2 = 1
1+cos2(p)u+ f(p),

donde f(p) = (0.5 sin(2p)ṗ2 − a sign(ṗ) − g sin(p) − p̈d)/(1+ cos2(p)). Es más o me-
nos claro que |f(p)| 6 ρ+w(e2), con ρ = 35.85 y w(e2) = 0.354|e2|2 + 1.111|e2|. Se
comparan
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Figura 6.: Resultados de Simulación: (a) error de seguimiento e1; (b) error de seguimiento e2;
(c) las superficies deslizantes σ2, s, sl y (d) el esfuerzo de control.

1. el controlador (103) (CTFE) con σ2 = de2c2 + k21(e1 + de1c
2
2−q ) y µ = η = 1,

q = 1.2, ρ = 35.85, ρu = 0, Km = 0.5, KmK(t, x) = w(q), k1 = 1.886, k2 = 85.93
y k2u = 19. Las ganancias del CTFE

fueron ajustadas por
simulación y usando el
Teorema 5.16.

2. el controlador reportado en [73] (CTFP),

u = − 1
Km

(
α1+3β1e

2
1+2γ(q)
2 dsc0 + dα2s+β2dsc3c1/2),

donde s = e2 + dde2c2 + α1e1 + β1de1c3c1/2, α12 = α2 = β1
2 = β2 = 64

T2máx
,

Tmáx = 3 y γq = ρ+w(q).

3. el CMDTRNS, propuesto en [92], La superficie no lineal σ2
tiene la misma estructura
que la superficie sl. Sin
embargo, σ2 no se
recupera a partir de snl,
porque para eso, hay que
fijar γ2 = 2 y γ1 = 2.
El valor de γ2 no satisface
las condiciones dadas para
snl, [92].

u = − 1
Km

[ 1
βnγ2

de2c2−γ2(1+αnγ1|e1|γ1−1) −K1dslc0 −K2sl],

con sl = e1 + αnde1cγ1 + βnde2cγ2 , 1 < γ2 < 2, γ1 > γ2, K1 = w(q) + ρ,
K2 = 8, αn = 0.91, βn = 0.2813, γ2 = 1.98 y γ1 = 3.

Las superficies deslizantes se diseñaron para tener casi el mismo desempeño. Por
lo tanto, el comportamiento dinámico es bastante similar. El error de seguimiento
se representa en la Figura 6.(a) y la Figura 6.(b). Cualquiera de estos controladores
logra que las trayectorias de estado hagan seguimiento de la referencia deseada en
tiempo fijo, aunque la propiedad de tiempo fijo no está formalmente probada para
el sistema en lazo cerrado con el CMDTRNS. Experimentos de simulación muestran
que el diseño de la constante de tiempo fijo propuesto en [73] es conservador, por lo
que el esfuerzo de control es más grande que el utilizado por el CTFE, Figura 6.(d).
Además, el CMDTRNS requiere más esfuerzo de control que los demás, véase la
Figura 6.(d).

5.6. resumen del capítulo

Es posible mejorar la velocidad de convergencia de los controladores presentados
en el capítulo anterior. Únicamente se ha mejorado la velocidad de convergencia de
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uno de los controladores usando dos enfoques ligeramente diferentes; sin embargo,
la velocidad de convergencia de cualquier controlador del Capítulo 4 puede mejorar-
se con cualquiera de los métodos presentados.

El primer enfoque está basado en un control híbrido, que conmuta entre dos con-
troladores con distintos tipos de convergencia. Aquí, solo es posible compensar per-
turbaciones acopladas.

El segundo enfoque está basado en la idea de homogeneidad en el bi-límite y no
hay necesidad de conmutar entre dos controladores con diferentes tipos de conver-
gencia. Una sola estructura de control diseñada apropiadamente, permite mejorar la
velocidad de convergencia. Los controladores presentados poseen mejor velocidad
de convergencia y robustez ante cierta clase de perturbaciones no acopladas que los
controladores del Capítulo 4. De esta familia de controladores pueden derivarse al-
goritmos homogéneos y no homogéneos con diferentes propiedades de estabilidad
y robustez. Hasta ahora, no se habían propuesto controladores de tiempo finito con
velocidad de convergencia mejorada para sistemas con grado relativo mayor a dos,
implementables para un CMDOS, excepto los obtenidos por el CMDTRNS [92].Un CMDTRNS no posee

propiedades de
homogeneidad en el

bi-límite.

Nuevamente, el diseño de los controladores está basado completamente en la cons-
trucción de FLCR mediante el MB combinado con Fdes. Permitiendo, entre otras co-
sas: asegurar la existencia de ganancias (suficientemente grandes), estimar el tiempo
de convergencia, caracterizar el tipo de convergencia y proponer algoritmos de ga-
nancia variable con velocidad de convergencia garantizada. En el caso de orden dos,
siempre es posible hallar explícitamente el conjunto de ganancias. Para sistemas de
orden mayor a dos el diseño de las ganancias ya no es directo. El problema radica
en que los resultados de homogeneidad ya no pueden ser aplicados para hallar una
parametrización de las ganancias.

5.7. prueba de los teoremas y proposiciones del capítulo

La siguiente representación del sistema (75) será útil para las demostraciones de
los Teoremas

ẋ = f(t, x) + g(t, x)u+ ρ(t, x). (107)

donde f(t, x) = fn(x)+∆u(t, x), con fn(x) = [x2, ..., xn, 0]T y ∆u(t, x) = [w1, ...,wn−1, 0]T ,
g(t, x) = [0, ..., 0,b(t, x)]T y ρ(t, x) = [0, ..., 0,wn(t, x)]T .

Prueba del Teorema 5.1. Los sistemas ΣN0 y ΣN∞ deben cumplir

f0n(∆
r0
ε x) + g0(∆

r0
ε x)u0(∆

r0
ε x) = ε

l0∆
r0
ε (f0n(x) + g0(x)u0(x)),

f∞n(∆r∞ε x) + g∞(∆r∞ε x)u∞(∆r∞ε x) = εl∞∆r∞ε (f∞n(x) + g∞(x)u∞(x)),
donde u0 = −k0 sign(Lg0V0) y u∞ = −k∞dLg∞V∞cq son las aproximaciones homo-
géneas de u. Por el Teorema 4.3 el sistema ΣN0 es homogéneo de grado l0 c.r a ∆r0ε x,
y por el Teorema 4.7 ΣN∞ es homogéneo de grado l∞ c.r. a ∆r∞ε x. Además,

V̇(x) = LfnV + LgnV · ξ(t, x) · u.

Como V(x) es una FLC, (I) cuando LgnV = 0 ⇒ V̇(x) = LfnV < 0, ∀x ∈ Rn \ {0}.
Además, como V̇(x) es una función homogénea en el bi-límite, también Lg0V0 =

0 ⇒ V̇0(x) = Lf0nV0 < 0, ∀x ∈ Rn \ {0}, y Lg∞V∞ = 0 ⇒ V̇∞(x) = Lf∞nV∞ < 0,
∀x ∈ Rn \ {0}.

(II) Cuando x ∈ {x ∈ Rn : LgnV 6= 0}, las funciones LfnV y LgnV son homogéneas
en el bi-límite de grados m0 + l0 y m∞ + l∞. Como todos los puntos del Lema A.6
se cumplen , existe k∗ ∈ R+ tal que Lf0nV0 6 k∗|Lg0V0|, Lf∞nV∞ 6 k∗|Lg∞V∞|q+1,Para consultar el Lema

A.6 vaya al Apéndice A. LfnV 6 k∗(|LgnV | + |LgnV |
q+1), ∀x ∈ Rn. Entonces, junto con H’1, se obtiene

V̇(x) 6 −(k0γ− k
∗)|LgnV |− (k∞γ− k∗)|LgnV |q+1 < 0,∀x ∈ Rn. Eligiendo k0γ > k∗

y k∞γ > k∗, la derivada V̇(x) es n.d..
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Por (I) y (II), V̇(x) < 0 y el origen es GAE. Finalmente, (i) se concluye del Corolario
2.1, ya que las aproximaciones homogéneas en el 0-límite y ∞-límite son de grado
negativo; (ii) también se concluye del Corolario 2.1, ya que la aproximación homogé-
nea en el 0-límite es de grado negativo y la aproximación homogénea en el∞-límite
es de grado cero; (iii) se concluye del Corolario 2.2.

Prueba del Teorema 5.2. Considerando H’1 y H’3, la derivada temporal de la FLCR
a lo largo de las trayectorias del sistema (72) satisface

V̇(x) = Lf(t,x)V + LgnV · ξ(t, x) · (u+ ρ(t, x)) 6 LNV + L∆uV ,

donde LNV = LfnV − (k0 −C0)γ|LgnV |− (k∞ −C∞)γ|LgnV |q+1. Como V(x) es una
FLCR, (I) cuando LgnV = 0 ⇒ V̇(x) = Lf(t,x)V < 0, ∀x ∈ Rn \ {0}. La función
V̇(x) es homogénea en el bi-límite, por lo tanto, Lg0V0 = 0 ⇒ V̇0(x) = Lf0nV0 < 0,
∀x ∈ Rn \ {0}, y Lg∞V∞ = 0 ⇒ V̇∞(x) = Lf∞nV∞ < 0, ∀x ∈ Rn \ {0}. Esto significa
que V̇(0), V̇0 y V̇∞ son n.d. a pesar de las perturbaciones no acopladas.

(II) Cuando x ∈ {x ∈ Rn : LgnV 6= 0}, se sabe que LfnV y LgnV son homogéneas
en el bi-límite de grados m0 + l0 y m∞ + l∞. De la hipótesis H’6 y del Lema A.5, Véase el Apéndice A para

conocer el Lema A.5.existen constantes σi tales que

L∆uV =
∑n−1
i=1

∂V
∂xi
∆ui(t, x) 6

∑n−1
i=1 | ∂V∂xi

||∆ui(t, x)| 6
∑n−1
i=1 diσi(‖x‖

m0+l0
r,p + ‖x‖m∞+l∞

r,p ).

Por los mismos argumentos del resultado anterior, LNV es n.d. si k0γ > k∗ + C0γ

y k∞γ > k∗ + C∞γ. Del Lema A.5, existe λ ∈ R+ tal que LNV 6 −λ(‖x‖m0+l0r,p +

‖x‖m∞+l∞
r,p ). Tomando en cuenta lo anterior, se obtiene V̇(x) 6 LNV + L∆uV 6 −(λ−∑n−1
i=1 diσi)(‖x‖

m0+l0
r,p + ‖x‖m∞+l∞

r,p ).
Como V̇(x) es n.d. si λ >

∑n−1
i=1 diσi. El parámetro λ se hace suficientemente

grande haciendo k0 y k∞ suficientemente grandes. Entonces, x = 0 es RGAE. Los
puntos (i)-(iii) del Teorema 5.1.

Prueba del Teorema 5.3. El punto (i) y (ii) son directos del Teorema 4.5 y 4.9, consi-
derando que u0 = −k0 sign(Lg0V0) y u∞ = −k∞dLg∞V∞cq son las aproximaciones
homogéneas de u(x), y que C0 y C∞|∂V(x)

∂xn
|q son las aproximaciones homogéneas

de la cota de wn(t, x). Con H’1,H’7 y ∆u(t, x) = 0, ∀t > 0, la derivada temporal de
V a lo largo de las trayectorias de (107) satisface

V̇(x) = LfnV +
∂V(x)
∂xn

· (b(t, x)u+wn(t, x)) 6 LfnV − LUV

donde LUV = (Kmk0 − C0)|
∂V(x)
∂xn

|+ (Kmk∞ − C∞)|∂V(x)
∂xn

|q+1. El resto de la prue-
ba es similar a los puntos (I) y (II) de la demostración del Teorema 5.1. Entonces,
existe k∗ ∈ R+ tal que Lf0nV0 6 k∗|∂V0(x)∂xn

|, Lf∞nV∞ 6 k∗|∂V∞(x)
∂xn

|q+1, LfnV 6

k∗(|∂V(x)
∂xn

| + |
∂V(x)
∂xn

|q+1), ∀x ∈ Rn. Entonces, se obtiene V̇(x) 6 −(Kmk0 − C0 −

k∗)|∂V(x)
∂xn

|− (Kmk∞ −C∞ − k∗)|∂V(x)
∂xn

|q+1 < 0,∀x ∈ Rn. La derivada V̇(x) es n.d. si
Kmk0 > C0 + k

∗ y Kmk∞ > C∞ + k∗.
Por lo tanto, el origen es RGAE. Los (i)-(iii) se concluyen de igual forma que en el

Teorema 5.1.
Prueba del Teorema 5.4. Considerando H’7 y H’8, la derivada temporal de la FLCR

a lo largo de las trayectorias del sistema (107) satisface

V̇(x) = Lf(t,x)V + Lb(t,x)V · (b(t, x)u+wn(t, x)) 6 LNV + L∆u(t,x)V ,

donde LNV = Lfn − V(Kmk0 − C0)|
∂V(x)
∂xn

| − (Kmk∞ − C∞)|∂V(x)
∂xn

|q+1 es n.d. si
Kmk0 > k∗ + C0 y Kmk∞ > k∗ + C∞. El resto de la prueba es similar a los pun-
tos (I) y (II) de la demostración del Teorema 5.2. Entonces, existe λ ∈ R+ tal que
LNV 6 −λ(‖x‖m0+l0r,p + ‖x‖m∞+l∞

r,p ), y existen constantes σi tales que

L∆uV =
∑n−1
i=1

∂V
∂xi
∆ui(t, x) 6

∑n−1
i=1 ρi[(|x1|

l0+r01
r01 + ... + |xi|

l0+r0i
r0i )

+(|x1|
l∞+r∞1
r∞1 + ... + |xi|

l∞+r∞i
r∞i )] 6

∑n−1
i=1 ρiσi(‖x‖

m0+l0
r,p + ‖x‖m∞+l∞

r,p ).
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Tomando en cuenta lo anterior, se obtiene que V̇(x) 6 LNV+L∆uV 6 −(λ−
∑n−1
i=1 ρiσi)(‖x‖

m0+l0
r,p +

‖x‖m∞+l∞
r,p ). La derivada V̇(x) es n.d. si λ >

∑n−1
i=1 ρiσi.

Entonces, x = 0 es RGAE. La última afirmación de concluye del Teorema 5.2.
Prueba del Teorema 5.5. Las aproximaciones en el 0-límite y el ∞-límite del siste-

ma nominal son ΣN0 y ΣN∞ , con aproximaciones homogéneas u0 = −k0 sign(Lg0V0)
y u∞ = −k∞dLg∞V∞cq. Aplicando el Teorema 4.7 a los sistemas ΣN0 y ΣN∞ se ob-
tiene que l0 = l0f = l0g + (m0 + l0g)p, y l∞ = l∞f = l∞g + (m∞ + l∞g)q. Ahora
con H’1, la derivada temporal de la FLC satisface

V̇(x) = LfnV + LgnV · ξ(t, x) · u 6 Lfn − LUV ,

donde LUV = k0γ|LgnV |
p+1 + k∞γ|LgnV |q+1. Como V(x) es una FLC, (I) cuando

LgnV = 0 ⇒ V̇(x) = LfnV < 0, ∀x ∈ Rn \ {0}. Además, como V̇(x) es una función
homogénea en el bi-límite, también Lg0V0 = 0⇒ V̇0(x) = Lf0nV0 < 0, ∀x ∈ Rn \ {0},
y Lg∞V∞ = 0⇒ V̇∞(x) = Lf∞nV∞ < 0, ∀x ∈ Rn \ {0}.

(II) Cuando x ∈ {x ∈ Rn : LgnV 6= 0}, las funciones LfnV y LUV son homogé-
neas en el bi-límite de grados m0 + l0 y m∞ + l∞. Todos los puntos del Lema A.6
se cumplen, entonces existe k∗ ∈ R+ tal que Lf0nV0 6 k∗|Lg0V0|

p+1, Lf∞nV∞ 6
k∗|Lg∞V∞|q+1, LfnV 6 k∗(|LgnV |

p+1 + |LgnV |
q+1), ∀x ∈ Rn. Por lo tanto, la deriva-

da V̇(x) 6 Lfn − LUV es n.d. eligiendo k0γ > k∗ y k∞γ > k∗, ∀x ∈ Rn.
Por (I) y (II), V̇(x) < 0 y el origen es GAE.
Prueba del Teorema 5.6. Considerando H’1 y H”3, la derivada temporal de la

FLCR a lo largo de las trayectorias del sistema (72) satisface

V̇(x) = Lf(t,x)V + LgnV · ξ(t, x) · (u+ ρ(t, x)) 6 LfnV + L∆uV ,

donde LNV = LfnV−(k0−C0)γ|LgnV |−(k∞−C∞)γ|LgnV |q+1 es n.d. si k0γ > k∗+
ρ0γ y k∞γ > k∗ + ρ∞γ, y además, es homogénea en el bi-límite de grados m0 + l0
y m∞ + l∞ . Como V(x) es una FLCR, (I) cuando LgnV = 0 ⇒ V̇(x) = Lf(t,x)V < 0,
∀x ∈ Rn \ {0}. La función V̇(x) es homogénea en el bi-límite, por lo tanto, Lg0V0 =

0 ⇒ V̇0(x) = Lf0nV0 < 0, ∀x ∈ Rn \ {0}, y Lg∞V∞ = 0 ⇒ V̇∞(x) = Lf∞nV∞ < 0,
∀x ∈ Rn \ {0}. Esto significa que V̇(0), V̇0 y V̇∞ son n.d. a pesar de las perturbaciones
no acopladas.

(II) Cuando x ∈ {x ∈ Rn : LgnV 6= 0}, de la hipótesis H’6 y del Corolario 2.2,
existen constantes σi tal que

L∆uV =
∑n−1
i=1

∂V
∂xi
∆ui(t, x) 6

∑n−1
i=1 | ∂V∂xi

||∆ui(t, x)| 6
∑n−1
i=1 diσi(‖x‖

m0+l0
r,p + ‖x‖m∞+l∞

r,p )

Por el Lema A.5, existe λ ∈ R+ tal que LNV 6 −λ(‖x‖m0+l0r,p + ‖x‖m∞+l∞
r,p ). Tomando

en cuenta lo anterior, V̇(x) 6 LNV + L∆uV 6 −(λ −
∑n−1
i=1 diσi)‖x‖m+l

r,p . La deri-
vada V̇(x) es n.d. si λ >

∑n−1
i=1 diσi, lo cual siempre es posible haciendo k0 y k∞

suficientemente grandes.
Por (I) y (II), V̇(x) < 0 y el origen es RGAE.
Prueba del Teorema 5.7. Los puntos (i) y (ii) se obtienen aplicando el Teorema 4.9

a los sistemas ΣN0 y ΣN∞. Bajo las hipótesis H”7 y ∆u(t, x) = 0, ∀t > 0, la derivada
temporal de V a lo largo de (107) satisface

V̇(x) = LfnV +
∂V(x)
∂xn

· (b(t, x)u+wn(t, x)) 6 LfnV − LUV ,

donde LUV = (Kmk0−C0)|
∂V(x)
∂xn

|p+1+(Kmk∞−C∞)|∂V(x)
∂xn

|q+1. El resto de prueba
es similar a los puntos (I) y (II) de la prueba del Teorema 5.5. Existe k∗ ∈ R+ tal
que Lf0nV0 6 k∗|∂V0(x)∂xn

|p+1, Lf∞nV∞ 6 k∗|∂V∞(x)
∂xn

|q+1, LfnV 6 k∗(|∂V(x)
∂xn

|p+1 +

|
∂V(x)
∂xn

|q+1), ∀x ∈ Rn. Entonces, la derivada V̇(x) 6 Lfn − LUV es n.d. eligiendo
Kmk0 > k

∗ +C0 y Kmk∞ > k∗ +C∞. Por lo tanto, el origen es RGAE.
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Prueba del Teorema 5.8. Considerando H”7, la derivada temporal de la FLCR a lo
largo de las trayectorias del sistema (107) satisface

V̇(x) = Lf(t,x)V + Lb(t,x)V · (u+wn(t, x)) 6 LNV + L∆u(t,x)V , (108)

con LN = LfnV − (Kmk0 −C0)|
∂V∞(x)
∂xn

|p+1 − (Kmk∞ −C∞)|∂V∞(x)
∂xn

|q+1. El resto de
prueba es similar a los puntos (I) y (II) de la prueba del Teorema 5.6. Entonces,
existe k∗ ∈ R+ tal que Lf0nV0 6 k∗|∂V0(x)∂xn

|p+1, Lf∞nV∞ 6 k∗|∂V∞(x)
∂xn

|q+1, LfnV 6

k∗(|∂V(x)
∂xn

|p+1 + |
∂V(x)
∂xn

|q+1), ∀x ∈ Rn, y además, existe λ ∈ R+ tal que LNV 6

−λ(‖x‖m0+l0r,p +‖x‖m∞+l∞
r,p ), y constantes σi tales que L∆uV 6

∑n−1
i=1 ρiσi(‖x‖

m0+l0
r,p +

‖x‖m∞+l∞
r,p ). Tomando en cuenta lo anterior, se obtiene V̇(x) 6 LNV + L∆uV 6

−(λ−
∑n−1
i=1 ρiσi)‖x‖m+l

r,p . La derivada V̇(x) es n.d. si λ >
∑n−1
i=1 ρiσi. Por lo tan-

to, x = 0 es RGAE.
Prueba de la Proposición 5.1 y del Teorema 5.9. La prueba de ambos resultados

se hace en forma simultánea combinando el MB con el uso de Fdes. La prueba se
hace por inducción.

Paso 1: Considere el sistema ẋ1 = υ1+w1, donde υ1 = −k1dx1c
1

(2−q) . El parámetro
q ∈ [0, 2), lo cual implica 1

2−q ∈ [12 ,∞). Teniendo en cuenta lo anterior,

ẋ1 = υ1 +w1 = −k1dx1c
1
2−q +w1. (109)

La estabilidad del sistema se estudia con la FLCR V1 = 2−p
3−p |x1|

3−p
2−q , p ∈ [0, 1], q ∈

[p, 2). Tomando la derivada c.r. al tiempo de V1 a lo largo de las trayectorias de (109)
y bajo la Suposición 5.1, se obtiene

V̇1 = ∂V1
∂x1

(υ1 +w1) 6 −2−p2−qa11|x1|
2+q−p
2−q ,

donde a11 = k1 − ρ1. La derivada V̇1 es n.d. si a11 > 0.
Paso 2: Considere el sistema de segundo orden

ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = υ2 +w2. (110)

se define la Fdes s2d = dx2c2−p + k2−p1 dx1c
2−p
2−q para construir la FLCR en vez de

usar la variable s2 = x2 − υ1. Se introduce un grado de libertad p ∈ [0, 1] para tener
más flexibilidad en el diseño del controlador. Cuando s2 = s2d = 0, dichos conjuntos

definen la misma curva x2 = −k1dx1c
1
2−q . Además, la Fdes s2d pertenece a C1. La

FLCR se construye de la siguiente manera V2 = Φ2(x2, x1) + δ1Vα1 , δ1 = k
3−p
1 ,

donde Φ2(x2, x1) =
∫x2
υ1
dτ2c2−p + k2−p1 dx1c

2−p
2−qdτ2. Por lo tanto, V2 es p.d. por

construcción y de clase
C1.

V2 = 1
3−p |x2|

3−p + k2−p1 dx1c
2−p
2−q x2 +

2−p
3−pk

3−p
1 |x1|

3−p
2−q + δ1V1. (111)

Tomando la derivada c.r. al tiempo de V2 a lo largo de las trayectorias de (110), se
obtiene

V̇2 = s2d(υ2 +w2) +
2−p
2−qk

2−p
1 s2|x1|

q−p
2−q ẋ1 +

2−p
2−qk

3−p
1 |x1|

q−p
2−q dx1c

1
2−q ẋ1,

donde ẋ1 = −k1dx1c
1
2−p + s2 +w1. En este caso σ2 = s2d. Aplicando la ley del

control υ2 = −k2dσ2c
q
2−p y bajo la Suposición 5.1, se llega a

V̇2 6 −(k2 − ρ2)|σ2|
2+q−p
2−p − 2−p

2−qk
3−p
1 (k1 − ρ1)|x1|

2+q−p
2−q

+2−p2−qk
2−p
1 [|s2|

2|x1|
q−p
2−q + ρ1|x1|

1+q−p
2−q |s2|],

Del Lema A.1 y del Lema A.2, se obtienen las siguientes desigualdades |s2|
2 6 Véase el Apéndice A para

conocer Lema A.1 y Lema
A.2.
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2
2(1−p)
2−p |σ2|

2
2−p ,

|s2|
2|x1|

q−p
2−q 6 2

2(1−p)
2−p ( q−p

2+q−pγ
− 2+q−p

2−p

1 |x1|
2+q−p
2−q + 2

2+q−pγ
2+q−p
2

1 |σ2|
2+q−p
2−q ),

|x1|
1+q−p
2−q |s2| 6 2

1−p
2−p (1+q−p2+q−pγ

− 2+q−p
1+q−p

2 |x1|
2+q−p
2−q + 1

2+q−pγ
2+q−p
1

2 |σ2|
2+q−p
2−q ).

Con ayuda de estas desigualdades se obtiene que

V̇2 6 −a22|σ2|
2+q−p
2−p − 2−p

2−qk
2−p
1 a21|x1|

2+q−p
2−q , (112)

donde a22 = k2 − ρ2 − 2
1−p
2−p 2−p

2−qk
2−p
1 [2

1−p
2−p 2

2+q−pγ
2+q−p
2

1 + ρ1
2+q−pγ

2+q−p
1

2 ], a21 =

k1(k1− ρ1) − 2
1−p
2−p [2

1−p
2−p q−p

2+q−pγ
− 2+q−p

q−p

1 + 1+q−p
2+q−pγ

− 2+q−p
1+q−p

2 ρ1]. Para hallar una condi-
ción más explícita de las ganancias, considere que a22 y a21 se pueden reescribir
como a22 = b122 + b

2
22, y a21 = b121 + b

2
21, donde

b122 = θ11k̃2 − 2
2(1−p)
2−p 2−p

2−qk
2−p
1

2
2+q−pγ

2+q−p
2

1 ,b121 = θ21k1a11 − 2
2(1−p)
2−p q−p

2+q−pγ
− 2+q−p

q−p

1 ,

b222 = θ12k̃2 − 2
1−p
2−p 2−p

2−qk
2−p
1

ρ1
2+q−pγ

2+q−p
1

2 ,b221 = θ22k1a11 − 2
1−p
2−p 1+q−p

2+q−pγ
− 2+q−p
1+q−p

2 ρ1,

siendo k̃2 = k2 − ρ2, y los parámetros θ11, θ12,θ21, θ22, constantes que satisfacen
θ11 + θ12 = 1 y θ21 + θ22 = 1. Combinando b122 y b221 es posible mostrar que γ1Para obtener (113),

básicamente se checa
cuando b122 > 0 y

b121 > 0, y se verifica
cuando existe
γ
2+q−p
1 > 0.

siempre existe si y sólo si las ganancias satisfacen

θ11k̃2 >
2−p
2−q

2
2+q−p2

2(1−p)
2−p [ q−p2+q−p

2
2(1−p)
2−p

θ21k1a11
]
q−p
2 k

2−p
1 , (113)

de manera similar, combinando b122 y b221 es posible mostrar que γ2 siempre existe
si y sólo si las ganancias satisfacenObserve que

θ11k̃2+θ12k̃2 = k̃2.

θ12k̃2 >
2−p
2−q

ρ1
2+q−p2

1−p
2−p [1+q−p2+q−p

2
1−p
2−p ρ1

θ22k1a11
]
1+q−p
1 k

2−p
1 .

Por lo tanto, V̇2 es n.d. si las ganancias k1 y k2 satisfacen la condición (78).

Paso i − 1: Se define la Fdes como sid = dxic
di
αi + k

di
αi
i−1dσi−1c

di
2−p

αi−1
αi
ζi−1 , di =

i − (i − 1)p, ∀i = 2, ...,n, donde σ1 = x1 y σi = dxic
2−p
αi + k

2−p
αi
i−1dσi−1c

αi−1
αi
ζi−1 ,

αi = (i− 2)p− (i− 3), ∀i = 2, ...,n. Todas estas representaciones definen el mismo
conjunto cuando si = sid = σi = 0. La Fdes sid es de clase C1, y permite construir
la FLCR

Vi =Wi + δi−1V

αi−1
αi
ζi−1

i−1 , ∀i = 2, ...,n, (114)

donde Wi =
∫xi
υi−1

(dτic
di
αi + k

di
αi
i−1dσi−1c

di
2−p

αi−1
αi
ζi−1)dτi. La FLCR (114) es p.d. y

pertenece a la clase C1 por construcción. Su forma explícita se dada en la expresión
(81). La función sid se ha elegido para que Vi sea homogénea de grado mVi =
(3−p)βi
αi

c.r. a la dilatación (79). Con todo lo anterior, se asume que el controlador
υi−1 estabiliza el sistema (75) de orden (i− 1) y que la FLCR Vi−1, la cual es p.d.
por construcción , lo asegura, debido a que su derivada V̇i−1 es n.d..

Step i: Tomando la derivada c.r. al tiempo de la FLCR, a lo largo de las trayectoriasLa función Vi se define
explícitamente en (89). del sistema (75), se obtiene

V̇i = sid[υi +wi] +
di
2−p

αi−1
αi

σi−1k

di
αi
i−1si|σi−1|

di
2−p

αi−1
αi
ζi−1−1σ̇i−1

+
αi−1
αi

ζi−1δi−1V

αi−1
αi
ζi−1−1

i−1

(∑i
j=2

∂Vi−1
∂xj−1

ẋj−1

)
.
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Facilmente se deduce que
∑i
j=2

∂Vi−1
∂xj−1

xj−1 = V̇i−1+
∂Vi−1
∂xi−1

si, donde ∂Vi−1∂xi−1
= s(i−1)d.

Como xi = si + υi−1, no es díficil mostrar que σ̇i−1 =
∑i
j=2

∂σi−1
∂xj−1

(xj +wj−1) =

Ψ(i−1)n + 2−p
αi−1

|xi−1|
(i−2)(1−p)
αi−1 si +Ψ(i−1)ρ, donde las funciones

Ψ(i−1)ρ =
∑i
j=2

∂σi−1
∂xj−1

wj−1, Ψ(i−1)n =
∑i−1
j=2

∂σi−1
∂xj−1

xj +
2−p
αi−1

|xi−1|
(i−2)(1−p)
αi−1 υi−1.

Acorde con la Suposición 5.1, se tiene que Ψ(i−1)ρ 6 ∆(i−1)ρ, donde ∆(i−1)ρ =∑i
j=2

∂σi−1
∂xj−1

wj−1, que se evalúa en wj−1 = ρj−1|σj−1|
αj
2−pζj−1 . Tomando en cuenta

todo lo anterior, y aplicando la ley de control υi definida en (77), se llega a

V̇i 6 −(ki − ρi)|sid||σi|
αi+1
2−p ζi − di

2−p
αi−1
αi

ζi−1k
3−p
αi

i−1 Vi−1 +Φ
chg
i ,

Φ
chg
i = αi−1

αi
ζi−1k

di
αi

i−1[
di
αi−1

|xi−1|
(i−2)(1−p)
αi−1 |si|

2|σi−1|
(2−p)(q−p)+(i−2)(1−p)βiαi−1

(2−p)αiβi−1 + siΥi−1],

(115)

donde la función Υi−1 = di
2−p |σi−1|

(2−p)(q−p)+(i−2)(1−p)βiαi−1
(2−p)αiβi−1 (Ψ(i−1)n + ∆(i−1)ρ) +

ki−1V

q−p
αiβi−1
i−1 σi−1, y Vi−1 = −V

q−p
αiβi−1
i−1 V̇i−1 > 0, ya que V̇i−1 6 0. Al ser Vi una

FLCR, la derivada V̇i cumple con el Lema A.6, y por lo tanto existe ki suficientemente
grande tal que V̇i se hace n.d..

Paso i = n: Por argumentos de inducción, se llega a (115) valuada en i = n. Nueva-
mente, la derivada V̇n se hace n.d. eligiendo el valor de kn suficientemente grande.

Prueba de la Proposición 5.2. Las funciones continuas Vn(x) y V̇n(x) son homogé-
neas de grado mVn =

(3−p)βn
αn

y mV̇n = $n
αn

, c.r. a la dilatación (79). Del Lema A.3, Véase el Apéndice A para
conocer el Lema A.3.se llega a que (82) se cumple ∀x ∈ Rn, donde κn = mı́n{x:Vn(x)=1}{−V̇n(x)}. Note

que la constante κn > 0 ya que −V̇n(x) es p.d..
Prueba de la Proposición 5.3. Es directa de la desigualdad (82) y del principio

de comparación, [46]. Para cualquier v0 = Vn (xn(0)), la solución Vn(t) satisface la
desigualdad diferencial

(i) Vn(t) 6 (v
−

(q−1)αn
(3−p)βn

0 +
(q−1)αn
(3−p)βn

κnt)
−

(3−p)βn
(q−1)αn , ya que q ∈ (1, 2) y p ∈ [0, 1] im-

plican $n
(3−p)βn

> 1. Esta expresión permite estimar una cota del tiempo de
convergencia. De hecho, cualquier trayectoria con estado inicial xn(0) alcanza
el conjunto de nivel Vn = r (0 < r < vn0), en un tiempo determinado por
(83). Además, como el lı́mv0→∞ T(xn(0), r) = Tr, el tiempo de convergencia
T(xn(0), r) de cualquier trayectoria tiene una constante de tiempo fijo (84), es
decir, T(xn(0), r) 6 Tr.

(ii) Vn(t) 6 v0 exp(−κnt), como q = 1 y p ∈ [0, 1] implican $n
(3−p)βn

= 1. Por lo
tanto, el origen es EE.

(iii) Vn(t) 6 (v
(1−q)αn
(3−p)βn
0 −

(1−q)αn
(3−p)βn

κnt)
(3−p)βn
(1−q)αi ,∀q ∈ [p, 1). Ya que, q ∈ [p, 1), con

p ∈ [0, 1) si n = 1, y p ∈ [n−2n−1 , 1) si n > 2, implican $n
(3−p)αn

< 1. La desigual-
dad (85) se obtiene fácilmente de esta expresión.

Prueba del Teorema 5.10. La prueba emplea la misma FLCR definida en la Pro-
posición 5.1. El paso que hay que probar es i = n. Bajo la Suposición (5.2) y con el
controlador (86), se obtiene

V̇n 6 −(kn − ρn)|snd||σn|
αn+1
2−p ζn − (kd − ρm)|snd|−

dn
2−p

αn−1

αn
ζn−1k

3−p
αn

n−1Vn−1 +Φ
chg
n (x).

Eligiendo kn suficientemente grande y kd > ρm, V̇n se hace n.d..
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Prueba de la Proposición 5.4. Considere los siguientes conjuntos S1 = {x ∈ Rn :

Vn,l2 6 E} y S2 = {x ∈ Rn : Vn,d 6 A}. Defínase, E := mı́n{Vn,d=A} Vn,l2 > 0.
Acorde con esta condición, se cumple S1 ⊂ S2. La afirmación de la Proposición se
obtiene integrando V̇n,0 y V̇n,d en los intervalos apropiados. De la Proposición 5.3
se sabe que la convergencia es exponencial, pero además, se puede estimar el tiempo
que le toma a la trayectoria iniciada en xn(0) ∈ Rn en llegar al conjunto S2 como
T1(xn(0)) =

1
κn

ln(V(xn(0))
E ).

Cuando las trayectorias llegan a S2, es decir, cuando Vn,d = B, por la Proposi-
ción 5.3, las trayectorias alcanzarán el origen en un tiempo finito menor a T2(B) 6
(3−p)βn

(1−q)αnκn
B

(1−q)αn
(3−p)βn .

Por lo tanto, las trayectorias del sistema convergen al origen en un tiempo finito
menor a Tf = T1 + T2 que depende del valor del estado inicial xn(0).

Prueba de la Proposición 5.5. Usando los mismos argumentos de la demostración
anterior, únicamente hay que integrar V̇n,l2 y V̇n,d en los intervalos apropiados. De la
Proposición 5.3 se sabe que l2 > 0 implica q ∈ (1, 2), por lo que existe atractividad en
tiempo fijo. Además, el tiempo que le toma a la trayectoria iniciada en xn(0) ∈ Rn

en llegar al conjunto S2 se determina en (83). Cuando las trayectorias llegan a S2
(Vn,d = B), las trayectorias alcanzan el origen en un tiempo finito determinado por
(85). Por lo tanto, las trayectorias del sistema convergen al origen en un tiempo finito
antes de un tiempo fijo

Tp =
(3−p)βn

(1−q)αnκn
B

(1−q)αn
(3−p)βn +

(3−p)βn
(q−1)αnκn

E
−

(q−1)αn
(3−p)βn .

Prueba de la Proposición 5.6, del Teorema 5.11, del Teorema 5.12 y del Teorema
5.13. Todos estos resultados se prueban en forma simultánea y en forma inductiva
usando el MB y una Fdes.

Paso 1: Se tiene ẋ1 = υ1 +w1. Básicamente, existen dos leyes de control a elegir.

Primero, considere que υ1 = −k1dσ1uc1/(2−p), donde σ1u = µx1 + ηdx1c
2−p
2−q , con

p ∈ [0, 1) y q ∈ [p, 2), por lo tanto,

ẋ1 = −k1dσ1uc
1
2−p +w1. (116)

La estabilidad del sistema (116) se estudia con ayuda de la FLCR V1 = 2−p
3−p |µx1 +

ηdx1c
2−p
2−q |

3−p
2−p . Tomando la derivada c.r. al tiempo de V1 a lo largo de las trayectorias

de (116) y bajo la Suposición 5.4, se obtiene

V̇1 = ∂V1
∂x1

(υ1 +w1) 6 −a11(µ+
2−p
2−qη|x1|

q−p
2−q )|σ1u|

2
2−p , a11 = k1 − ρ1.

La derivada es n.d. para cualquier a11 > 0. Ahora, considere υ1 = −k1σ1u, σ1u =

µdx1c
1
2−p +η1dx1c

1
2−q . Usando otra FLCR V1 = 2−p

3−pµ|x1|
3−p
2−p + 2−q

3−pη|x1|
3−p
2−q , se tiene

que la derivada satisface

V̇1 = ∂V1
∂x1

(υ1 +w1) 6 −a11(µdx1c
1
2−p + ηdx1c

1+q−p
2−q )(µdx1c

1
2−p + ηdx1c

1
2−q ) < 0,

la cual es n.d. para cualquier a11 > 0.
Paso 2: Considere el sistema de segundo orden

ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = υ2 +w2. (117)

Defina las variables s2 = x2 − υ1, υ1 = −k1dσ1uc1/(2−p), σ1u = µx1 + ηdx1c
2−p
2−q ,

y la Fdes s2d = dx2c2−p + k2−p1 σ1u = σ2. Cuando s2 = s2d = 0, dichas funciones

definen la misma curva x2 = −k1dσ1uc
1
2−q . Además, la Fdes s2d pertenece a C1.

La FLCR se construye de la siguiente manera V2 = Φ2(x2, x1) + δ1V1, δ1 = k
3−p
1 ,

donde Φ2(x2, x1) =
∫x2
υ1
dτ2c2−p + k2−p1 dx1c

2−p
2−qdτ2. Por lo tanto,La función V2 es p.d. por

construcción y pertenece a
la clase C1.
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V2 = 1
3−p |x2|

3−p + k2−p1 σ1ux2 +
2−p
3−pk

3−p
1 |σ1u|

3−p
2−p + δ1V1, δ1 = k3−p1 ,

y V1 = 2−p
3−p |σ1u|

3−p
2−p . Tomando la derivada c.r. al tiempo de V2 a lo largo de las

trayectorias de (117), se obtiene

V̇2 = s2d(υ2 +w2) + k
2−p
1 s2σ̇1u + k3−p1

∂V1
∂x1

ẋ2.

donde ∂V1
∂x1

ẋ2 = V̇1 +
∂V1
∂x1

s2, y ∂V1
∂x1

= dσ1uc
1
2−p (µ + 2−p

2−qη|x1|
q−p
2−q ). Como x2 =

−k1dσ1uc
1
2−p + s2, se deduce que σ̇1u = ∂σ1u

∂x1
ẋ1 = ∂σ1u

∂x1
(x2 +w1),

∂σ1u
∂x1

= (µ +

2−p
2−qη|x1|

q−p
2−q ). Entonces, bajo la Suposición 5.4, se obtiene

V̇2 6 s2d(υ2 +w2) − k
3−p
1 a11(µ+

2−p
2−qη|x1|

q−p
2−q )|σ1u|

2
2−p

+k2−p1 |s2|
2(µ+ 2−p

2−qη|x1|
q−p
2−q ) + k2−p1 s2(µ+

2−p
2−qη|x1|

q−p
2−q )ρ1|σ1u|

1/(2−p).

(118)

Existen dos formas de elegir la ley de control. Primero, si se aplica el control υ2 =

−k2dσ2uc
p
2−p , σ2u = µσ2 + ηdσ2c

q
p , se tiene que

V̇2 6 −(k2 − ρ2)(µ|σ2|
2
p + η|σ2|

2−p+q
p )

p
2−p − k3−p1 a11(µ+

2−p
2−qη|x1|

q−p
2−q )|σ1u|

2
2−p

+k2−p1 |s2|
2(µ+ 2−p

2−qη|x1|
q−p
2−q ) + k2−p1 s2(µ+

2−p
2−qη|x1|

q−p
2−q )ρ1|σ1u|

1
2−p .

Del Lema A.1 y del Lema A.2, se obtienen las siguientes desigualdades |s2|
2 6

2
2(1−p)
2−p |σ2|

2
2−p ,

|x1|
q−p
2−q |s2|

2 6 2
2(1−p)
2−p ( q−p

2+q−pγ
− 2+q−p

q−p

1 |x1|
2+q−p
2−q + 2

2+q−pγ
2+q−p
2

1 |σ2|
2+q−p
2−p ),

s2|σ1u|
1
2−p 6 2

1−p
2−p (12γ

−2
2 |σ1u|

2
2−p + 1

2γ
2
2|σ2|

2
2−p ),

s2|x1|
q−p
2−q |σ1u|

1
2−p 6 2

1−p
2−p (1+q−p2+q−pγ

− 2+q−p
1+q−p

3 (|x1|
q−p
2−q |σ1u|

1
2−p )

2+q−p
1+q−p + 1

2+q−pγ
2+q−p
1

3 |σ2|
2+q−p
2−p ),

(119)

Definiendo$0 = (|x1|
q−p
2−q |σ1u|

1
2−p )

2+q−p
1+q−p /(|x1|

q−p
2−q |σ1u|

2
2−p ), se observa que lı́mx1→∞$0 =

η
− q−p

(2−p)(1+q−p) , y lı́mx1→0$0 = 0. Fijando a $0máx = máx{$0}, se cumple que

(|x1|
q−p
2−q |σ1u|

1
2−p )

2+q−p
1+q−p 6 $0máx(|x1|

q−p
2−q |σ1u|

2
2−p ). De forma similar, definiendo$00 =

|x1|
2
2−q /|σ1u|

2
2−p , se obtiene que lı́mx1→∞$00 = η

− 2
2−p , y lı́mx1→0$00 = 0, y

|x1|
2+q−p
2−q 6 η−

2
2−p |x1|

q−p
2−q |σ1u|

2
2−p . Considerando lo anterior, se llega a que

V̇2 6 −(k2 − ρ2)(µ+ η|σ2|
q−p
p )

p
2−p |σ2|

2
2−p − k3−p1 a11(µ+

2−p
2−qη|x1|

q−p
2−q )|σ1u|

2
2−p +Φ2(x),

Φ2(x) = k
2−p
1 (Aµ+ 2−p

2−qBη|σ2|
q−p
2−p )|σ2|

2
2−p + k2−p1 (Cµ+ 2−p

2−qDη)|x1|
q−p
2−q )|σ1u|

2
2−p ,

donde A = 2
2(1−p)
2−p + 2−

1
2−pγ22ρ1, B = 2

2(1−p)
2−p 2

2+q−pγ
2+q−p
2

1 + 2
1−p
2−p

2+q−pγ
2+q−p
1

3 ρ1, C =

2
− 1
2−pγ−22 ρ1, y D = 2

2(1−p)
2−p q−p

2+q−pγ
− 2+q−p

q−p

1 η
− 2
2−p + 2

1−p
2−p 1+q−p

2+q−pγ
− 2+q−p
1+q−p

3 ρ1$0máx.

Definiendo la función $1 =
Aµ+B 2−p2−qη|σ2|

q−p
2−p

(µ+η|σ2|
q−p
p )

p
2−p

, se observa que lı́mσ2→∞$1 =

2−p
2−qBη

2(1−p)
2−p , y lı́mσ2→0$1 = Aµ

2(1−p)
2−p . Entonces, $1 está acotada por arriba y

por abajo por dos constantes. Fijando $1máx = máx{$1}, se concluye que Aµ +

B2−p2−qη|σ2|
q−p
2−p 6 $1máx(µ+ η|σ2|

q−p
p )

p
2−p . Tomando en cuenta este hecho, se llega a

V̇2 6 −a22(µ+ η|σ2|
q−p
p )

p
2−p |σ2|

2
2−p − k2−p1 (a21µ+

2−p
2−qb21η|x1|

q−p
2−q )|µx1 + ηx

2−p
2−q

1 |
2
2−p ,
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donde a22 = k2−ρ2−k
2−p
1 $1máx, a21 = k1a11−C, y b21 = k1a11−D. La función

V̇2 es n.d. si a21 > 0, a22 > 0 y b21 > 0. Por otro lado, si se aplica la ley de control
υ2 = −k2µdσ2c

p
2−p + k2uηdσ2c

q
2−p y bajo la Suposición 5.3, se obtiene que

V̇2 = −(k2 − ρ2)µ|σ2|
2
2−p − (k2u − ρ2u)η|σ2|

2+q−p
2−p

−k3−p1 a11(µ+
2−p
2−qη|x1|

q−p
2−q )|σ1u|

2
2−p +Φ2(x).

Con ayuda de las desigualdades (119) y siguiendo un procedimiento similar al Paso 2
de la prueba de la Proposición 5.1, se obtiene que V̇2 es n.d. si las ganancias satisfacen

k1 > ρ1, k2 − ρ2 > [2
2(1−p)
2−p + 2−

2
2−p

ρ21
k1a11

]k2−p1 ,

k2u − ρ2u >
2−p
2−q

2·2
1−p
2−p

2+q−p ·[
2
1−p
2−p [ q−p2+q−p

2
2(1−p)
2−p

θ21k1a11
]
q−p
2 + ρ1

2 [1+q−p2+q−p
2
1−p
2−p ρ1

θ22k1a11
]
1+q−p
1

]
k
2−p
1

η
q−p
2−p

,

(120)

donde las constantes θ21 y θ22 cumplen θ21 + θ22 = 1.
Paso i− 1: Se define la siguiente Fdes

sid = dxicdi/αi + k
di/αi
i−1 dσ(i−1)uc

di
2−p ,σiu = µiσi + ηidσic

αi
αi+1

βi+1
βi , (121)

con σi = dxic
2−p
αi +k

2−p
αi
i−1σ(i−1)u, αi = (i− 2)p−(i− 3), di = i−(i− 1)p, ∀i = 2, ...,n,

y σ1u = µ1x1 + η1dx1c
2−p
2−q . Cuando si = sid = σi = 0, las funciones definen el

mismo conjunto. En contraste con si, la Fdes sid es de clase C1, y permite construir
la FLCREl método propuesto en el

Capítulo 4 para construir
una FCLR se ha

modificado acorde a
Andrieu et al. [2].

Vi =Wi + δi−1(µVi−1 + ηV

αi−1
αi
ζi−1

i−1 ), ∀i = 2, ...,n, (122)

donde Wi =
∫xi
υi−1

(dτic
di
αi + k

di
αi
i−1dσ(i−1)uc

di
2−p

αi−1
αi
ζi−1)dτi, y δi−1 > 0. Por cons-

trucción, la FLCR (122) es p.d., de clase C1 y su forma explícita está dada por la
expresión (89). Ahora, suponga que el controlador υi−1 estabiliza el sistema (75) de
orden (i− 1) y que la FLC Vi−1, que es p.d. y cuya derivada V̇i−1 es n.d., lo asegura.

Paso i: Tomando en la derivada c.r. al tiempo de la FLC Vi, definida en (89), a lo
largo de las trayectorias de (75), se obtiene

V̇i = sid[υi +wi] +
di
2−pk

di
αi
i−1si|σ(i−1)u|σ̇(i−1)u

+δi−1(µ+ η
αi−1
αi

ζi−1V

αi−1
αi
ζi−1−1

i−1 )(
∑i
j=2

∂Vi−1
∂xj−1

ẋj−1),

donde
∑i
j=2

∂Vi−1
∂xj−1

xj = V̇i−1 +
∂Vi−1
∂xi−1

si, con ∂Vi−1
∂xi−1

= s(i−1)d. Además, σ̇(i−1)u =

(µ+
αi−1
αi

ζi−1ηdσi−1c
q−p

αiβi−1 )σ̇i−1, donde σ̇i−1 =
∑i
j=2

∂σi−1
∂xj−1

(xj+wj−1) = Ψ(i−1)n+

2−p
αi−1

|xi−1|
(i−2)(1−p)
αi−1 si + Ψ(i−1)ρ. La función Ψ(i−1)ρ =

∑i
j=2

∂σi−1
∂xj−1

wj−1, y la fun-

ción Ψ(i−1)n =
∑i−1
j=2

∂σi−1
∂xj−1

xj +
2−p
αi−1

|xi−1|
(i−2)(1−p)
αi−1 υi−1. Acorde con la Suposición

5.4, se cumple Ψ(i−1)ρ 6 ∆(i−1)ρ, donde ∆(i−1)ρ =
∑i
j=2

∂σi−1
∂xj−1

wj−1, se evalúa en

wj−1 = ρj−1|σ(j−1)u|
αj
2−pζi−1 . Tomando en cuenta todo lo anterior, y aplicando la ley

de control υi = −kidµσi + ηdσic
αi
αi+1

ζic
αi+1
2−p , y bajo la Suposición 5.4, se llega a que

V̇i 6 −(ki − ρi)|sid||σiu|
αi+1
2−p − δi−1(µVi−1 +

αi−1
αi

ζi−1ηVu(i−1)) +Φi(x),

Φi(x) =
di
αi−1

k

di
αi
i−1|si|

2(µ+
αi−1
αi

ζi−1η|σi−1|
q−p

αiβi−1 )|σ(i−1)u|
(i−2)(1−p)

2−p |xi−1|
(i−2)(1−p)
αi−1

+k

di
αi
i−1siΥi−1,
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(123)

donde la función Υi−1 = di
2−p |σ(i−1)u|

(i−2)(1−p)
2−p (µ+

αi−1
αi

ζi−1η|σi−1|
q−p

αiβi−1 )(Ψ(i−1)n+

∆(i−1)ρ) + ki−1(µ+
αi−1
αi

ζi−1ηV

q−p
αiβi−1

u(i−1)
)s(i−1)d, y las funciones Vi−1 = −V̇i−1 > 0,

Vu(i−1) = −V
q−p

αiβi−1
i−1 V̇i−1 > 0, ya que V̇i−1 6 0. La funciones Vi y V̇i son homogé-

neas en el bi-límite. Cuando η = 0, se recobra la función homogénea de la Proposi-
ción 4.1, y cuando µ = 0, se obtiene la función homogénea de la Proposición 5.1. Por
lo tanto, la derivada V̇i es un función homogénea en el bi-límite que satisface todos
lo puntos el Lema A.6. Entonces, existe ki suficientemente grande tal que V̇i se hace
n.d..

Paso i = n: Para el último paso, se elije υn = −knµdσnc
αn+1
2−p − knuηdσnc

αn
2−pζn .

Por argumentos de inducción y acorde a la Suposición 5.3, se obtiene

V̇n 6 −(Kmkn − ρn)µ|snd||σn|
αn+1
2−p − (Kmknu − ρnu)η|snd||σn|

αn
2−pζn

−δn−1(µVn−1 +
αn−1
αn

ζn−1ηVu(n−1)) +Φn(x),

la cual se hace n.d. eligiendo los valores de kn y knu suficientemente grandes.
Prueba de la Proposición 5.7. Las funciones Vi(x) y V̇i(x) tienen propiedades de

homogeneidad en el bi-límite [2].
(I) Cuando η = 0, las funciones continuas Vn(x) y V̇n(x) son homogéneas de gra-

dosmVn = 3−p ymV̇n = 2, c.r. a la dilatación δrε(x) = (ε2−px1, ε1x2, ..., εαnxn). Del

Lema A.3, se concluye que V̇n 6 −κfnV
2
3−p
n (x), ∀x ∈ Rn, donde κfn = mı́n{x:Vn(x)=1}{−V̇n(x)}.

(II) Cuando µ = 0, las funciones Vn(x) y V̇n(x) son homogéneas de grados mVn =
(3−p)βn
αn

y mV̇n = $n
αn

c.r. a la dilatación (79). Del Lema A.3 se concluye que V̇n 6

−κunV
$n

(3−p)βn
n (x) se cumple ∀x ∈ Rn, donde κun = mı́n{x:Vn(x)=1}{−V̇n(x)}. En este

caso, $n
(3−p)βn

< 1, para cualquier q ∈ [p, 1); $n
(3−p)βn

> 1, para cualquier q ∈ (1, 2);

y $n
(3−p)βn

= 1, si q = 1.
Por lo tanto, del Lema A.5, existe una constante κn tal que (94) se cumple.
Prueba de la Proposición 5.8. De la desigualdad (94) y del principio de compara-

ción, [46], la solución Vn(t), con V0 = Vn (xn(0)), satisface la desigualdad diferencial

(i) Vn(t) 6 mı́n{Vnf,Vnu}, donde Vnf = (V
1−p
3−p

0 − 1−p
3−pκnµt)

3−p
1−p y Vnu = (V

(1−q)αn
(3−p)βn
0 −

(1−q)αn
(3−p)βn

κnηt)
(3−p)βn
(1−q)αn , ∀q ∈ [p, 1). Como, q ∈ [p, 1), con p ∈ [0, 1) si n = 1, y

p ∈ [n−2n−1 , 1) si n > 2, esto implica $n
(3−p)αn

< 1.

(ii) Vn(t) 6 exp(−kηt)[V
1−p
3−p

0 − µ
η [exp(1−p3−pηt) − 1]]

3−p
1−p . Ya que q = 1⇒ $n

(3−p)βn
=

1.

(iii) Vn(t) 6 mı́n{Vnf,Vnu}, donde Vnu = (V
−

(q−1)αn
(3−p)βn

0 +
(q−1)αn
(3−p)βn

κnηt)
−

(3−p)βn
(q−1)αn ,

∀p ∈ [0, 1) y q ∈ (1, 2), lo cual implica $n
(3−p)βn

> 1.

Para estimar una cota de tiempo de convergencia de (I) y (II) se siguen los siguien-
tes pasos:

(a1) Con la función Vnu se calcula el tiempo T2(x0, r) que le toma a una trayectoria
con estado inicial x0, perteneciente a un conjunto de nivel Vnu(xn(0)), en llegar
al conjunto de nivel Vnu = r > 0, para alguna 0 < r < Vnu(xn(0)).

(a2) Con la función Vnf se calcula el tiempo T1(r) que le toma a la trayectoria en
llegar a Vnf = 0 desde el conjunto de nivel Vnf(xn(0)) = r. Esto significa que
se estima el tiempo en el que se alcanza el punto x = 0.
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(a3) El tiempo total cumple T(x0) 6 T1(r) + T2(x0, r).

Conforme al algoritmo anterior se obtienen las estimaciones (95). Además, cuando
q ∈ (1, 2), el tiempo T(x0) tiene una constante de tiempo fijo (96), es decir, T(x0) 6 Tp.

Prueba del Teorema 5.14 y del Teorema 5.15. La prueba es directa de la Proposi-
ción 5.6. Sólo se debe probar el último paso. Así que por argumentos de inducción
se obtiene

V̇n 6 −(kn − ρn)µ|snd||σn|
αn+1
2−p − (knu − ρnu)η|snd||σn|

αn
2−pζn

−δn−1(µVn−1 +
αn−1
αn

ζn−1ηVu(n−1)) +Φn(x) − (KmK(t, x) − Ξ(t, x))µ|snd||σn|
αn+1
2−p .

Hay que eligir kn y knu suficientementes grandes, y KmK(t, x) > Ξ(t, x), para que
V̇n sea n.d..

Prueba del Teorema 5.16. Es un caso particular del Teorema 5.14 cuando n = 2.
Prueba de la Proposición 5.9. La FLC de la Proposición 5.6 garantiza que todos

las trayectorias decrecen al origen en tiempo finito pero no permite saber si entran
al modo deslizante σ2 = 0. Para hallar las condiciones bajo las cuales existe el modo
deslizante considere la función V = 0.5|σ2|2. La derivada c.r. al tiempo satisface

V̇ = σ2[2|x2|ẋ2 + k
2
1(µ+

2
2−qη|x1|

q
2−q )ẋ1] 6 −2|x2|[aµ|σ2|+ bη|σ2|

q+2
2 ] − 2c|x2||σ2|,

(124)

donde a = Kmk2−
k21
2 −ρ, b = Kmk2u−ρu, y c = (KmK(t, x)−Ξ(t, x))µ−

k21
2−qη|x1|

q
2−q .

La derivada es n.d. para cualquier x2 6= 0. Las trayectorias del sistema no pueden
estar en el conjunto D = {(x2, x1) : {x2 = 0} \ {x1 = x2 = 0}}, debido a que el campo
vectorial del sistema en lazo cerrado es transverso a este conjunto, [32]. Por lo tan-
to, las trayectorias del sistema decrecen hasta que el origen es alcanzado en tiempo

finito. Si KmK(t, x)µ >
k21
2−qη|x1|

q
2−q + Ξ(t, x)µ, entonces (124) se reduce a

V̇ 6 −2|x2|[aµ|σ2|+ aη|σ2|
q+2
2 ].

La cual es negativa si Kmk2 >
k21
2 + ρ y Kmk2u > ρu. Las ganancias del Teorema

(5.16) satisfacen estas condiciones. Por lo tanto, cualquier trayectoria llega la SD σ2 =

0 en tiempo finito.
Prueba de la Proposición 5.10. En este caso la derivada (124) satisface V̇ 6 −2|x2||σ2|Λ,

donde Λ := aµ + [b|σ2|
q
2 −

k21
2−q |x1|

q
2−q ]η. Como la función Λ no es positiva para

cualquier x2, x1, se necesita determinar para que puntos existe el modo deslizante.
La derivada V̇ es negativa en todos aquellos puntos x = {(x2, x1) : Λ > 0}. Con este
conjunto se puede calcular la región de atracción del modo deslizante. Para ello se
asume que se presenta el modo deslizante, σ2 = 0, en el conjunto Λ > 0, con lo cual
se obtiene la condición

R = [a
(2−q)µ

ηk21
]
2−q
q > |x1|.

Por lo tanto, una estimación de la región de atracción es ΩR = {(x1, x2) : |x1| <

R, |x2| < k1(µR+ ηR
2
2−q )1/2}. La región de atracción del modo deslizante se puede

hacer arbitrariamente grande si k2 y µ se eligen suficientemente grandes, logrando
que cualquier trayectoria alcance el modo deslizante de casi cualquier punto en el

plano fase. Cuando Kmk2 =
k21
2 + ρ, el origen es el único punto de atracción.



Parte II

E S TA B I L I Z A C I Ó N E N T I E M P O F I J O V Í A C O N T R O L
P O R M O D O S D E S L I Z A N T E S ( C M D )

Esta segunda parte se enfoca en el diseño de controladores de tiempo fijo
a través del método brindado por la técnica clásica de CMD.





6E S TA B I L I Z A C I Ó N E N T I E M P O F I J O V Í A C M D : S I S T E M A D E
S E G U N D O O R D E N

“He oído de él, viajero misterioso que recorre
caminos jamás vistos, jamás imaginados.”

— Alan H. Cruz [22]

El motivo principal de desarrollar controladores con convergencia en tiempo fijo
nace de la estabilización de los sistemas conmutados o con algún tiempo vida estric-
tamente positivo. Este tipo de sistemas están compuesto de varios subsistemas y una Generalmente, el

comportamiento
conmutado se presentan en
sistemas híbridos pero no
se limita solamente a ellos.
Se puede presentar en
cualquier modelo cuya
validez está limitada a un
inérvalo de tiempo que es
finito.

regla (discreta o dependiente del estado) que decide como debe ser la conmutación
entre ellos. Para esta clase de sistemas, el controlador debe ser capaz de cumplir con
el objetivo de control durante el tiempo de vida de cada sistema sin importar cual

Al tiempo entre
conmutaciones se le conoce
como “modo de operación”,
que es el tiempo en el cual
esta activo cierto
subsistema.

haya sido la condición inicial, de no ser así el sistema puede llegar a desestabilizarse.
Las dos características atrayentes de la estabilización en tiempo fijo son: (a) la velo-

cidad de convergencia se mejora enormemente, tanto que el tiempo de convergencia
esta uniformemente acotado por una constante que no depende del estado inicial;
(b) incluir términos de alto orden en la estructura de control ayuda a compensar
perturbaciones crecientes que pueden escapar a infinito en tiempo finito. A pesar
de que el CMD y el CMDOS son técnicas poderosas empleadas en la estabilización
de sistemas no lineales, estas no pueden garantizar convergencia en tiempo fijo ni
compensar perturbaciones crecientes, ya que utilizan entradas de control acotadas.

Los controladores
introducidos en el
Capítulo 8 sí aseguran que
cada subsistema es ETFj.

En este capítulo se realiza el diseño de controladores de tiempo fijo usando la
metodología clásica del CMD. Este diseño clásico consiste en hallar la entrada de
control que lleva a las trayectorias de estado del sistema a la SD en tiempo finito,
[87]. La principal desventaja del CMD es que produce el fenómeno de chattering, res-
tringiendo las posibilidades de implementación en la práctica del CMDPO. El efecto Sólo es posible usar un

MDPO en sistemas donde
el switcheo es el modo
natural de trabajo en el
sistema.

del chattering producido en los sistemas controlados puede atenuarse mediante el
empleo de MDOS [56], y entre los cuales se encuentra el controlador super-twisting.
Este controlador permite reducir dicho efecto, y además, provee robustez c.r. a pertur-
baciones continuas que tienen derivada acotada, es decir, hay robustez ante señales
que satisfacen la condición de Lipschitz c.r. al tiempo, [53].

Usando el CMD clásico, con la aplicación de un CMDPO, o un controlador super-
twisting, el tiempo de convergencia a la SD crece con el incremento de la condición
inicial. Incluso si la trayectoria comienza en la SD, el tiempo de convergencia a una
vecindad del origen sobre la SD crece en función de la condición inicial sobre dicha
superficie. Esto de debe a que convencionalmente la SD es un hiperplano lineal que
conduce a la estabilidad exponencial de las trayectorias.

Usar una SD no lineal en vez de una SD lineal en un CMD puede llegar a mejorar
el desempeño deseado del sistema en lazo cerrado, y que no siempre se puede lograr
usando sólo superficies deslizantes lineales, (véase [9], [7], y sus referencias).

Los diferenciadores y observadores propuestos en [23], [24] aseguran convergen-
cia en tiempo fijo independientemente del valor de la condición inicial de error. La
simple aplicación de estos algoritmos al diseño de CMD, no garantiza convergen-
cia en tiempo fijo a una vecindad del origen del sistema controlado, solo asegura
convergencia en tiempo fijo a la SD, [25].
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6.1. planteamiento del problema y objetivos

Considere el siguiente sistema controlable de segundo orden con una entrada de
control

ẋ1 = a11x1 + a12x2,

ẋ2 = a21x1 + a22x2 + u+w(x, t),
(125)

donde x = [x1, x2] ∈ R2 es el vector de estados, u ∈ R es la entrada de control,
los parámetros a11, a12 6= 0, a21, a22 son constantes y w(x, t) es una perturbaciónLa condición a12 6= 0

asegura que el sistema sea
controlable.

acoplada, posiblemente no desvaneciente, que actúa sobre el sistema. El CMD clásico
estabiliza el sistema (125) bajo la hipótesis de que la perturbación esté acotada por
alguna constante, es decir, |w(x, t)| 6 ρ0, siendo ρ0 > 0 conocida. Como el sistema
se encuentra en la forma normal, es posible aplicar la técnica de CMD sin necesidad
de transformar el sistema, [87].

Supóngase que se quiere diseñar una SD lineal. Para el sistema (125), se diseña
como

s = x2 + c1x1 = 0.

Mediante una ley de control discontinua, el modo deslizante s = 0 se alcanza en
tiempo finito, [87]. Al establecerse el modo deslizante, la dinámica del sistema queda
descrita por el sistema reducido

ẋ1 = (a11 − a12c1)x1 , (126)

donde la constante c1 se elige para asegurar el eigenvalor deseado de (126). Una vez
seleccionada la SD, la entrada de control debe garantizar que cualquier trayectoria
llegue a la SD en tiempo finito, y así, lograr que se establezca el modo deslizante
a pesar de la presencia de perturbaciones (acopladas). La ley de control que garan-
tiza la existencia del modo deslizante se diseña de tal manera que la condición de
suficiencia sṡ < −n|s|, se cumpla, [87]. Para el sistema (125), una ley de control que
satisface esta condición es

u = −(c1a11 + a21)x1 − (c1a12 + a22)x2 −Qdsc0, (127)

donde Q se elige tomando en cuenta la cota superior de la incertidumbre, es decir,
Q > ρ0. Mientras que la ley de control garantiza convergencia en tiempo finito a
la SD, en el modo deslizante las trayectorias convergen exponencialmente al origen.
Cabe mencionar que las trayectorias del sistema si entran a una vecindad del origen
en tiempo finito. Pero, si el valor de la condición inicial se hace cada vez más grande,
el tiempo de convergencia a dicha vecindad del origen también se incrementa. EstoCon una SD lineal,

cuando el valor de la
condición inicial tiende a
ser infinito, el tiempo de

convergencia también
tiende a ser infinito.

hace que sea imposible determinar el tiempo en que las trayectorias alcanzan alguna
vecindad del origen independientemente del valor que tenga el estado inicial.

El problema a considerar en este capítulo es utilizar la técnica de CMD para di-
señar leyes de control discontinuas, capaces de asegurar que cualquier vecindad Br
del origen del sistema lineal (125) sea ATFj, independientemente de las variaciones
en la condición inicial y de las perturbaciones que actúan sobre el sistema. Tomando
en cuenta lo anterior:

(1) Se diseña una SD no lineal tal que, cuando se establezca el modo deslizante
s = 0, las trayectorias de estado converjan asintóticamente al origen, pero que
además, asegure que cualquier vecindad de radio r arbitrario es ATFj.

(2) Se diseña la ley de control discontinua que garantiza la existencia del modo
deslizante en un tiempo fijo. Cualquier trayectoria del sistema, con condición
inicial x0, bajo la acción del control converge a la SD en un tiempo fijo, a pesar
de la presencia de cierta clase de perturbaciones. En particular, se proponen
dos tipos de controladores de tiempo fijo:
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(a) Un controlador de tiempo fijo basado en un MDPO o controlador relé
(Subsección 6.3.1).

(b) Un controlador de tiempo fijo absolutamente continuo basado en una ge-
neralización del controlador super-twisting (Subsección 6.3.2).

Ambos controladores son robustos ante variaciones en la condición inicial y
cada uno es robusto ante una clase diferente de perturbaciones;

(2) Finalmente, se estima la constante de tiempo fijo en función del radio de una
vecindad centrada en el origen y de la cotas de las perturbaciones para ambos
controladores.

La metodología utilizada en este capítulo se basa en el enfoque de FL propuesto
en Moreno and Osorio [66], Moreno [65] y Cruz-Zavala et al. [24].

6.2. superficie deslizante (sd) uniforme

La SD que se propone es la siguiente Cuando en (128) el
parámetro q = 1, se
recupera la SD lineal.s = x2 + c1x1 + c2dx1cq = 0, (128)

donde c1, c2 > 0 y q > 0 son constantes positivas. Si el parámetro q > 1, la veloci-
dad de convergencia de las trayectorias en el modo deslizante es tan grande, que el
tiempo de convergencia a una vecindad del origen está uniformemente acotado c.r.
a la condición inicial, es decir, dicha vecindad es ATFj.

Introduciendo (s, x1) como nuevas variables de estado y aplicando la entrada de s queda definida por (128).

control

u = ueq + v,

ueq = − [c1(a11 − a12c1) + (a21 − a22c1)] x1 − (a12c1 + a22)s+ (c1a12 + a22)c2dx1cq

−qc2|x1|
q−1 [(a11 − a12c1)x1 − a12c2dx1cq + a12s] ,

(129)

al sistema (125), se obtiene la siguiente representación

ẋ1 = (a11 − a12c1)x1 − a12c2dx1cq + a12s,

ṡ = v+w(x, t).
(130)

El termino ueq compensa la dinámica nominal (o conocida) del sistema. La diná-
mica del sistema (125), en el modo deslizante (cuando s = 0), está gobernada por la
EDO

ẋ1 = (a11 − a12c1)x1 − a12c2dx1cq. (131)

El termino dx1cq contiene un exponente con valor mayor a uno, si q > 1, y es
el encargado de acelerar la velocidad de convergencia al origen. Esto se debe a que
este término es más fuerte mientras la condición inicial sea más grande. Como conse-
cuencia, el tiempo de convergencia de cualquier trayectoria a una vecindad del origen
posee una constante de tiempo fijo independientemente de la condición inicial que
se tenga.

Teorema 6.1 Si los parámetros c1 y c2 son seleccionadas tal que −α = a11 − a12c1 < 0

y β = a12c2 > 0, el origen del sistema reducido (131) es AE. Además, toda trayectoria
converge a una vecindad del origen de radio r > 0 antes de un tiempo fijo

Tr =
1

(q−1)β ln(1+ α
βrq−1

). (132)
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La constante Tr no depende de las condición inicial. Es evidente que lı́mr→0 Tr =∞. Este hecho contundente de debe a que la convergencia de las trayectorias al origen
es asintótica.

Para todo estado inicial x0 sobre la SD las trayectorias del sistema (131) deslizan
sobre ella asintóticamente al origen. Pero aún más interesante es que, cualquier tra-
yectoria pertenecerá a una bola Br = {x1 ∈ R : |x1| < r}, centrada en el origen, para
cualquier tiempo mayor a Tr, sin importar cual haya sido la condición inicial.

6.3. controladores de tiempo fijo

Una vez especificada la SD y cuyo diseño está sujeto a los requerimientos de desem-
peño para el sistema, la nueva entrada de control v se diseña para hacer que las tra-
yectorias alcancen la SD en tiempo fijo, y así, establecer el modo deslizante. Existen
algunas leyes de control basadas en el diseño clásico que garantizan la existencia del
modo deslizante (véase, por ejemplo [42]). Sin embargo, dichas leyes de control noEn Hung et al. [42], las

leyes de control se obtienen
a través del enfoque

denominado reaching law,
en el cual las dinámicas de
switcheo son especificadas

a priori y básicamente,
están basadas en un

MDPO.

tienen la propiedad de convergencia en tiempo fijo que nos interesa.

6.3.1. Controlador Uniforme de Primer Orden (CUPO)

La ley de control se diseña para que las trayectorias del sistema lleguen a la SD
en tiempo fijo, incluso en presencia de perturbaciones. Una vez allí, se deslizan a lo
largo de la SD (128) y el sistema es invariante ante perturbaciones acopladas. Las
perturbaciones que soportará el sistema dependen de la ley de control seleccionada.
Primero se considera que w(x, t) pertenece a la clase W1 = {w ∈ R : |w(x, t)| 6
ρ0+ρ02 |s|+ρ03 |s|

qv , ρ0, ρ02, ρ03 > 0, qv > 1}. Tenga en cuenta que estas funciones
están uniformemente acotadas en t, ∀t > 0. Note que la perturbación puede no
desvanecer en el origen e incluso puede llegar a ser discontinua.

Teorema 6.2 Suponga que la perturbación w(x, t) ∈ W1. Entonces, la ley de control (129),
con

v = −Q0dsc0 −K2s−K3dscqv , qv > 1, (133)

donde Q0 > ρ0, K2 > ρ02, y K3 > ρ03 son constantes positivas, asegura el modo deslizante.
Además, la SD s = 0 es ETFj, y de cualquier estado inicial x0 ∈ R2, las trayectorias alcanzan
el modo deslizante, en presencia de perturbaciones w(x, t) ∈W1, antes de un tiempo fijo

Tf =
2

(qv−1)κ03
r
− 1
2 (qv−1)

s + 2
κ02

ln(κ02κ01 r
1
2
s + 1), (134)

donde κ01 =
√
2(Q0 − ρ0), κ02 = 2(K2 − ρ02), κ03 = 2(qv+1)/2(K3 − ρ03), y rs es la

raíz real positiva de la ecuaciónEl valor de rs minimiza a
Tf. La expresión (135) se

halla fácilmente calculando
el mínimo de (134). La
ecuación tiene solución

explícita para ciertos
valores de qv, por ejemplo,

para qv = 3/2 y
qv = 2.

r
1
2
s + (κ01/κ02) = (κ03/κ02)r

qv
2
s . (135)

Distintas leyes de control pueden derivarse a partir de (133), [42]. Además, el
término asociado a la ganancia K3 > 0 permite la convergencia en tiempo fijo la SD y
compensa perturbaciones que pueden crecer más rápidamente que un término lineal
en s. El término con ganancia K2 > 0 hace posible compensar perturbaciones con
crecimiento lineal en s.

6.3.2. Controlador Super-Twisting Uniforme (CSTU)

Las principal desventaja de utilizar un relé (o controladores unitarios) en la ley deLos controladores unitarios
son de la forma TAL. control para asegurar el modo deslizante es que produce el efecto de chattering. Para

eliminar la componente de alta frecuencia de estos controladores usualmente se usa
un filtro junto con el control basado en un MDPO. Otro enfoque para hacer frenteEl filtro permite el paso de

frecuencias bajas. a este problema, es utilizar MDOS. Dentro de la categoría de MDOS se encuentran
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los MDSO, [58]. A esta categoría pertenece el super-twisting, ampliamente utilizado
como un controlador emphabsolutamente continuo, pues depende de la variedad
deslizante, es efectivo para aliviar el efecto de chattering y asegura todas las pro-
piedades principales de un CMDPO para un sistema con perturbaciones acopladas
continuas que son Lipschitz c.r. al tiempo. Con base en las ventajas mencionadas, en
esta sección se desarrolla un controlador de tiempo fijo basado en el Super-Twisting
generalizado. El controlador super-twisting uniforme (CSTU) que se propone está El algoritmo

super-twisting
generalizado fue
originalmente propuesto
por Moreno [65].

descrito por

v = −k1φ1 (s) − k2
∫t
0φ2 (s)dt, (136)

donde k1,k2 son las ganancias a ser diseñadas

φ1 (s) = µ1dsc
1
2 + µ2s+ µ3dsc

3
2 ,

φ2 (s) = 1
2µ
2
1dsc

0 + 3
2µ1µ2dsc

1
2 + (µ22 + 2µ1µ3)s+

5
2µ2µ3dsc

3
2 + 3

2µ
2
3dsc

2,

con µ1, µ2 y µ3 siendo constantes positivas. Del CSTU se recupera el controlador
Super-Twisting, si µ2 = µ3 = 0, y las ganancias se eligen tal que k1,k2 > 0. La
nueva ley de control (136) hereda las propiedades de robustez del controlador Super-
Twisting, y además, contiene términos de alto orden que proporcionan convergencia
en tiempo fijo a la SD. A diferencia de la perturbaciones que puede compensar el
CUPO, el CSTU solo es capaz de compensar perturbaciones w(x, t) que pertenecen
a la clase W2, definida por W2 = {w ∈ R : |g1 (x, t)| 6 ρ1 |φ1 (s)| ,

∣∣ d
dtg2 (x, t)

∣∣ 6 La clase de funciones W2

representa una clase de
funciones continuas.
Perturbaciones modeladas
por funciones discontinuas
no pueden ser soportadas
por el controlador (136).

ρ2 |φ2 (s)|}, siendo ρ1, ρ2 > 0 constantes conocidas, y donde

w (x, t) = g1 (x, t) + g2 (x, t) ,

es una decomposición de la señal de perturbación. Teniendo en cuenta que las per-
turbaciones w(x, t) ∈ W2 y que el controlador v se elige como en (136), la dinámica
del sistema (130) puede extenderse como

ẋ1 = (a11 − a12c1)x1 − a12c2dx1cq) + a12s,
ṡ = −k1φ1 (s) + s1 + g1 (x1, x2, t) ,

ṡ1 = −k2φ2 (s) +
d
dtg2 (x1, x2, t) .

(137)

Las ganancias (k1,k2) deben elegirse de tal forma que exista solución a la desigual-
dad matricial lineal (DML)[

ATP+ PA+ R+ εI PB

BTP −Θ

]
< 0, (138)

para algunos θ1, θ2 > 0, ε > 0, y P = PT > 0 siendo un matriz simétrica p.d., donde
R = (θ1ρ

2
1 + θ2ρ

2
2)C

TC,

A =

[
−k1 1

−k2 0

]
,B =

[
1 0

0 1

]
,C =

[
1 0

]T
,Θ =

[
θ1 0

0 θ2

]
. (139)

Esto garantiza que el origen del subsistema (s, s1) es globalmente ETF, [65]. Para
poder estimar la constante de tiempo fijo, debe elegirse alguna δ que cumpla las Esto hecho se debe a que se

usan dos funciones de
Lyapunov para mostrar la
estabilidad en tiempo fijo
del subsistema (s,s1).

desigualdades

δ > (4/27k2)
1
3 , 7δk2(k1 − ρ1) > 4(3)

3
2 ρ

7
4
2 δ

7
4 + (k1 + ρ1)

7
3 + 4(k2 + ρ2)

7
6 . (140)

Teorema 6.3 Suponga que la perturbación w(x, t) ∈ W2. Entonces, la ley de control (129),
con v definida en (136), asegura el modo deslizante. Además, la SD s = 0 es ETFj, y de cual-
quier estado inicial x0 ∈ R2, las trayectorias alcanzan el modo deslizante, aún en presencia
de perturbaciones w(x, t) ∈W2, antes de un tiempo fijo

Tst =
6
κ3
r
− 1
6

ss + 2
κ2

ln(κ2κ1 r
1
2
ss + 1), (141)
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donde

κ1 =
µ21ε

2(λmáx{P}+C2)
1
2

, κ2 = µ2ε
(λmáx{P}+C2)

, κ3 =
(
1
2

) 1
14 vmı́nC3

(λmáx{P}+C2)
7
6

, vmı́n = 3
2µ

2
3
3 ,

(142)

siendo ε, λmáx{P}, C2 y C3 constantes positivas que dependen de los parámetros k1, k2, ρ1,
ρ2, y rss es la raíz real positiva de la ecuaciónElegir rss como en (143)

minimiza a Tst.

r
1
2
ss + (κ1/κ2) = (κ3/κ2)r

2
3
ss. (143)

Ambos controladores garantizan que las trayectorias del sistema (125) convergen al
modo deslizante en tiempo finito, teniendo en cuenta las respectivas perturbaciones
que puede soportar cada controlador. Es un hecho que, independientemente del es-
tado inicial, los controladores de tiempo fijo llevan las trayectorias del sistema a la
SD antes de un tiempo Tf > 0 ó Tst > 0. En el modo deslizante, las trayectorias
convergen en un tiempo Tr a una vecindad arbitraria del origen de la radio r > 0.
Como resultado, las trayectorias del sistema permanecerán en una bola arbitraria Br,
∀t > Tr. Por lo tanto, se puede concluir que cualquier Br, centrada en el origen, es
un conjunto ATFj para el sistema en lazo cerrado con el CUPO, o el CSTU, a pesar
de la perturbación w(x, t) perteneciente a la clase de W1, ó W2, respectivamente.

Con base en el análisis previo, se formula el siguiente Teorema.

Teorema 6.4 Suponga que se elige la SD uniforme (128) y que la perturbaciónw(x, t) ∈W1
(resp.w(x, t) ∈W2 ). Elija el CUPO (resp. el CSTU). Entonces, cualquier bola Br del sistema
(125) es ATFj y cualquier trayectoria, con estado inicial x0 ∈ Bcr , pertenecerá a Br antes de
un tiempo fijo Tp = Tr + Tf/st.

Para cualquier tiempo mayor a la constante Tp, cualquier trayectoria pertenece a
una bola Br.

6.3.3. Estimación del tiempo fijo

Es posible estimar la constante de tiempo fijo a una vecindad del origen de radio
r con cualquiera de los dos controladores propuestos.

Estimación del Tiempo fijo con el CUPO. Una forma de estimar la constante de
tiempo fijo es usando el Teorema 6.4. En este caso

Tp = Tr + Tf, (144)

donde

Tr =
1

(q−1)β ln(1+ α
βrq−1

), y Tf = 2
(qv−1)κ03

r
− 1
2 (qv−1)

s + 2
κ02

ln(κ02κ01 r
1
2
s + 1).

Tr define la constante de tiempo fijo para cualquier trayectoria en el modo desli-
zante y Tf define la constante de tiempo fijo en la que cualquier trayectoria ya se
encuentra en modo deslizante . La estimación dada por (144) es relativamente con-
servadora, y se debe a que se hace la estimación en dos partes. Como se verá en
el siguiente Capítulo, es posible hacer un diseño de ganancias para el CUPO dada
alguna constante de tiempo fijo Tf. Sin embargo, la constante de tiempo fijo Tp para
el sistema en lazo cerrado sigue siendo conservadora.

Para estimar Tf , hay que calcular κ01, κ02, κ03, y obtener rss a partir de (135) y
luego sustituir todos los valores correspondientes en la expresión (144).

Estimación del Tiempo fijo con el CSTU. En este caso, la estimación de la cons-
tante de tiempo fijo es

Tp = Tr + Tst, (145)
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donde

Tr =
1

(q−1)β ln(1+ α
βrq−1

), y Tst = 6
κ3
r
− 1
6

ss + 2
κ2

ln(κ2κ1 r
1
2
ss + 1).

Análogamente, Tr define la constante de tiempo fijo para cualquier trayectoria
en el modo deslizante y Tf define la constante de tiempo fijo en la que cualquier
trayectoria ya se encuentra en modo deslizante. La estimación dada por (145) es
mucho más conservadora que la estimada en (144) y se debe, en gran parte, a que
la FL que se utiliza para mostrar la estabilidad en tiempo fijo de la SD uniforme
aplicando el CSTU da cotas muy conservadoras sobre la constante Tst. La cota es
tan conservadora que no es posible utilizarla para hacer el diseño de ganancias del
CSTU dada alguna constante de tiempo fijo Tst. Para estimar Tst se deben seguir los
siguientes pasos:

1. Encuentre P = PT > 0 y ε > 0 tal que la DML (138) se satisface. Elija δ de tal
manera que las desigualdades (140) se satisfaga. Luego, hay que obtener C2 y
C3 para calcular κ1, κ2, κ3. Las constantes C2 y C3 están dadas por

C2 = δk2 + z
2
M/3, C3 = 2(1− 9ρ2δ/ym)/21,

donde zM = γ
2
3
01 es la raíz real positiva de la ecuación 2+ 3δ(1− k2)zM = z3M

y ym es la raíz real positiva de la ecuación 3ρ2δ+ 7(Υ1 − 1/21)ym = 4ρ2δy
7
4
m,

Υ1 = δk2(k1 − ρ1) − (k1 + ρ1)
7
3 /7− 4(k2 + ρ2)

7
6 /7.

2. Calcule rss a partir de (143) y sustituya todos los valores correspondientes en
la expresión (141).

6.4. ejemplo académico

Esta sección se ilustra la eficacia de los controladores propuestos en un ejemplo
académico. Considere un sistema híbrido lineal con tiempo de vida estrictamente
positivo modelado por la ecuación ẋ = Aqx+b(u+w(t)), donde x ∈ R2 es el estado
continuo, q ∈ [1, 2] es el estado discreto que indexa a los subsistemas TantoA1 comoA2 son

matrices inestables.

A1 =

[
0 1

2 −1

]
, A2 =

[
1 1

2 1

]
,

b =
[
0 1

]T
, w(t) = 0.5 sin(2t) + 0.5 cos(5t), y la entrada de control u queda descrita

por (129). El objetivo de control consiste en estabilizar el origen x = 0 del sistema
en tiempo fijo. La dinámica del sistema cambia cada 4 segundos. Si sólo se mide el
estado x1, los pares de [C,A1] y [C,A2] son observables con el vector de salida de

C =
[
1 0

]
. En este caso, es posible diseñar un observador (diferenciador) uniforme

[24], que proporciona los estados del sistema a más tardar en un segundo. Por lo
tanto, se puede encender el controlador después de haber trascurrido un segundo.

Las superficies para cada sistema se diseñan como sA1 = x2 + x1 + 0.5dx1c
3
2 y

sA2 = x2 + 2x1 + dx1c
3
2 . Se comparan tres controladores: Para la simulación

numérica se ha
considerado: condición
inicial x(0) = [1.5,1]T ,
y tiempo de muestreo
τ = 0.001.

CMDPO v = −M0dsc0, con M0 = 4.

CUPO v = −Q0dsc0 −K2s−K3dsc
3
2 , con Q0 = 4, K2 = 2, K3 = 1.

CSTU v = −k1φ1 (s) − k2
∫t
0φ2 (s)dt, con µ1 = 2, µ2 = 1, µ3 = 0.5.

Observe que, con el CMDPO la perturbaciónw(t) ∈W1, con ρ0 = 1, ρ02 = ρ03 = 0,
y qv > 1, mientras que con el CSTU, la pertubación w(t) ∈ W2, con ρ1 = 0 y
ρ2 = 1. Para este caso, cuando ρ1 = 0, las ganancias k1 y k2 se eligen en el conjunto Para más detalles sobre la

sintonización, el lector
consultar Moreno [65].
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Figura 7.: (a) y (b) muestran el estado x1 y el estado x2 con: el CMDPO (línea roja), el CUPO
(línea verde) y el CSTU (línea azul); (c) Superficies deslizantes y (d) Entradas de
Control.

κ = {(k1,k2) ∈ R2|0 < k1 6 2
√
ρ2,k2 > 0.25k21 + 4ρ2/k

2
1}
⋃
{(k1,k2) ∈ R2|k1 >

2
√
ρ2,k2 > 2ρ2}. Se seleccionan k1 = 2 y k2 = 4.

Los resultados de la simulación se muestran en la Figura 7. Claramente, tanto el
CUPO y el CSTU aseguran la existencia del modo deslizante, pero no el CMDPO.
Además, el CSTU alivia el efecto de chattering. No obstante, el valor de la señal
de control del CUPO y del CSTU se incrementa notablemente durante la respuesta
transitoria, véase la Figura 7.(d). Esto es una consecuencia natural de la propiedad
de la convergencia en tiempo fijo, ya que la acción de control tiene que ser muy
fuerte para atraer a las trayectorias del sistema que están muy alejadas del origen,
a una vecindad del mismo arbitrariamente rápido. La velocidad de convergencia
es tan arbitrariamente rápida que el tiempo de convergencia está acotado por una
constante.

La Figura 8.(a) muestra una SD lineal, las superficies no lineales sA1 = 0 y sA2 = 0.
Teniendo en cuenta que la acción de control se inicia desde t = 0 en el primer modo
de operación (durante los primeros 4 segundos), la Figura 8.(b) pone en evidencia
que el tiempo de convergencia a las superficies crece hasta el infinito con el crecimien-
to de la condición inicial usando el CMDPO, mientras que el tiempo de convergencia
tiene una constante de tiempo fijo al utilizar el CUPO y el CSTU.

Finalmente, la Figura 8.(c) muestra el tiempo de convergencia real del sistema con
su estimación al aplicar el CUPO. La cota superior de la estimación es aproxima-
damente el doble de la cota superior del verdadero tiempo de convergencia. Por
otro lado, la mejor estimación del tiempo de convergencia utilizando el CSTU fue
Tp = 301, 34[s]. Hay una sobreestimación del tiempo fijo al aplicar el CSTU.

6.5. resumen del capítulo

Se ha propuesto una SD no lineal que asegura, durante el modo deslizante, la
convergencia de las trayectorias del sistema a cualquier vecindad arbitrariamente
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Figura 8.: (a) La SD lineal sL = x2+ x1 = 0, la SD uniforme sA1 = 0 y la SD uniforme sA2 = 0;
(b) tiempo de convergencia a la SD durante el primer modo de operación (datos de
simulación); (c) comparación entre el tiempo de convergencia real y el estimado.

pequeña del origen en un tiempo fijo independientemente de la condición inicial
sobre la superficie. Se han propuesto dos tipos de controladores de tiempo fijo. Se
diseñó el CUPO como una generalización de un MDPO, y que hereda todas sus
propiedades de robustez. Adicionalmente, el CUPO proporciona convergencia de las
trayectorias en tiempo fijo a la SD en presencia de cierta clase de perturbaciones. Para
reducir el efecto de chattering producido por el CUPO, se propone un controlador
absolutamente continuo llamado CSTU. Al igual que el primero, este controlador
garantiza convergencia en tiempo fijo de las trayectorias a la SD pero en presencia
de otra clase de perturbaciones.

El enfoque basado en FL permitió mostrar las propiedades de la SD y de los contro-
ladores, y estimar el tiempo de convergencia a la SD y una vecindad arbitrariamente
pequeña del origen.

6.6. prueba de los teoremas y proposiciones del capítulo

Prueba del Teorema 6.1. Bajo las condiciones −α = a11−a12c1 < 0 y β = a12c2 >

0, el sistema reducido tiene un punto de equilibrio AE. Esto se muestra fácilmente
usando la FL Vs = |x1|. La derivada a lo largo de las trayectorias de (131) satisface
V̇s = −αVs −βV

q
s , Vs(x1(0)) = v0 > 0 . Entonces, V̇s es n.d. . Para valores de q > 1,

las soluciones a la EDO para Vs están dadas por

V1−qs (t) = exp(−(1− q)βt)v1−q0 −
α

β
exp(−(1− q)βt) [exp((1− q)βt) − 1] .

Por lo tanto, el tiempo Ts que le toma a una trayectoria iniciada en un estado inicial
x1(0) en llegar a un conjunto de nivel Vs = r, con 0 < r < Vs(x1(0)), se calcula como

T1(v0, r) = 1
(q−1)β

[
ln
(

βv
q−1
0

α+βvq−10

)
− ln

(
βrq−1

α+βrq−1

)]
. (146)

El tiempo T1(v0, r) depende de los parámetros α,β, r, y está uniformemente acota-
do por una constante que es independiente de la condición inicial x1(0) ∈ v0. Lo
anterior se deduce al calcular lı́mv0→∞ T1(v0, r) = Tr. Por lo tanto se concluye que
el tiempo T1(v0, r) de cualquier trayectoria está uniformemente acotado por (132)
independientemente de la condición inicial, es decir, T1(v0, r) 6 Tr. Para obtener la cota (132)

solo hay que aplicar la
propiedad de potencia de
los logaritmos en (146).
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Prueba del Teorema 6.2. Hay que mostrar que la ley de control propuesta ga-
rantiza que las trayectorias de estado llegan a s = 0 en tiempo finito antes de al-
gún tiempo fijo Tf > 0. Para ello, se usa la función cuadrática V = 0.5s2. Como
V̇ = s(v+w(x, t)), aplicando el control (133) y teniendo en cuenta el hecho de que
w(x, t) ∈ W1, se obtiene V̇ 6 −(Q0 − ρ0) |s| − (K2 − ρ02) |s|

2 − (K3 − ρ03) |s|
qv+1.

Esta desigualdad diferencial puede ser reescrita en términos de la función V, co-
mo V̇ 6 q − κ01V

1/2 − κ02V − κ03V
(qv+1)/2, donde κ01 =

√
2(Q0 − ρ0) , κ02 =

2(K2 − ρ02) , κ03 = 2(qv+1)/2(K3 − ρ03). Lo que implica V̇ < 0, para Q0 > ρ0, K2 >
ρ02, K3 > ρ03. Es evidente que cada trayectoria converge a s = 0 en tiempo finito.Después de llegar a s = 0,

la trayectoria se desliza a
lo largo de la SD.

Por último, hay que mostrar que existe alguna constante Tf > 0 tal que, sin im-
portar que tan grande sea el valor de la condición inicial, las trayectorias de estado
x(t) no pueden dejar la variedad s = 0, ∀t > Tf. Como V(t) tiene que satisfacer las
desigualdades diferenciales V̇ 6 −κ01V

1/2 − κ02V y V̇ 6 −κ03V
(qv+1)/2, el valor

de V(t) está por debajo de la solución de ambas desigualdades. La solución de la
EDO v̇ = −κ1v

1
2 − κ2v, v(0) = v0 > 0, es

v(t)
1
2 = exp(−2κ02t/2)v

1
2
0 − κ01

κ02
exp(−κ02t/2) [exp(κ02t/2) − 1] ,

y la solución a la EDO v̇ = −κ03v
(qv+1)/2, v(0) = v0 > 0, para qv > 1, está dada

por v(t) = (v
− 1
2 (qv−1)

0 + (qv − 1) κ03t/2)
− 2
qv−1 . Ahora, aplicando el principio de

comparación [46], dado que V (s(t)) 6 v (t) cuando V0 = V (s(x0)) 6 v0, la solución
de V(t) satisface

V(t) 6 mı́n{V1 = exp(−12κ02t)[V
1
2
0 − κ01

κ02
[exp(12κ02t) − 1]]

2,

V2 = (V
− 1
2 (qv−1)

0 + (qv − 1) κ03t/2)
− 2
qv−1 }.

Con estas expresiones el tiempo de convergencia se estima usando el algoritmo de
la prueba de la Proposición 5.8.

(a1) La cota superior del tiempo T2(x0, rs) en la cual se alcanza el conjunto de
nivel V2 = rs (0 < rs < V0), se calcula de V2 = rs, como T2(x0, rs) =

2
(qv−1)κ03

(r
− 1
2 (qv−1)

s − V
− 1
2 (qv−1)

0 ).

(a2) Iniciando del conjunto de V1 = rs, la cota superior del tiempo T1(rs) en la cual

se alcanza el punto s = 0, se calcula de V1 = 0, como T1(rs) = 2
κ02

ln(κ02κ01 r
1
2
s + 1).

(a3) El tiempo que tarda en converger cualquier trayectoria iniciada en x0 ∈ V0 a la
SD cumple

T(x0) 6 T1(rs) + T2(x0, rs) = 2
κ02

ln(κ02κ01 r
1
2
s + 1) + 2

(qv−1)κ03
(r

− 1
2 (qv−1)

s − V
− 1
2 (qv−1)

0 ).

El tiempo de convergencia T(x0) está uniformemente acotado por la constante Tf,
es decir, T(x0) 6 Tf. Elegir rs como la raíz real positiva de (135) asegura la mejor
estimación para Tf.

Prueba del Teorema 6.3. Considere la siguiente función continuaSe utiliza un enfoque
basado en FL para mostrar
la convergencia en tiempo
fijo de las trayectorias del
sistema a la SD uniforme.

W(s, s1) = V1(ζ) + V2(s, s1), (147)

como una candidata a FL. La función V1(ζ) = ζTPζ es cuadrática en el vector ζ =[
φ1(s) s1

]T
, P = PT > 0 es una matriz simétrica p.d., solución a la DML (138). La

función V2 (s, s1) = δk2|φ1(s)|
2 − dφ1(s)c

2
3 ds1c

4
3 + δ|s1|

2, donde δ es una constante
positiva que satisface la desigualdades en (140). Para probar el Teorema 6.3, se usa
del siguiente resultado que muestra que el subsistema (s, s1) de (137) es robusto ante
la presencia de perturbaciones w(x, t) ∈ W2 cuando las ganancias (k1,k2) y δ se
seleccionan apropiadamente.
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Proposición 6.1 La función (147) es una FL robusta para el subsistema (s, s1) de (137).
Además, la derivada Ẇ(s, s1) de la FL tomada a lo largo de las trayectorias del subsistema
satisface la desigualdad diferencial

Ẇ (s, s1) 6 −κ1W
1
2 (s, s1) − κ2W (s, s1) − κ3W

7
6 (s, s1) , (148)

donde κ1, κ2 y κ3 están definidas en (142).

Demostración 1 Primero se muestra que V2(s, s1) es p.d.. Del Lema A.1, se obtiene que Véase el Apéndice A para
conocer el Lema A.1.

γ00 y γ01 son constantes positivas que satisfacen −γ300 |φ1(s)|
2 /3 − 2γ

− 3
2

00 |s1|
2 /3 6

−dφ1(s)c
2
3 ds1c

4
3 6 γ301 |φ1(s)|

2 /3+ 2γ
− 3
2

01 |s1|
2 /3. Usando estas desigualdades, la fun-

ción V2 queda acotada ∀(s, s1) por

α1(γ00)|φ1(s)|
2 +α2(γ00) |s1|

2 6 V2(s, s1) 6 α2(γ01)|φ1(s)|2 +α4(γ01) |s1|
2 ,

donde α1(γ00) = (δk2 − γ
3
00/3), α2(γ00) = (δ− 2γ

− 3
2

00 /3), α3(γ01) = (δk2 + γ
3
01/3)

y α4(γ01) = (δ+ 2γ
− 3
2

01 /3). Se observa que, V2(s,σ) es p.d. si y solo si. α1(γ00) > 0 y Para mostrar que
V2(s,σ) es p.d., se checa
cuando α1(γ00) > 0 y
α2(γ00) > 0 y se
verifica cuando existe
γ300 > 0.

α2(γ00) > 0, lo cual siempre es posible si δ satisface (140). Con lo anterior,

C1‖ζ‖22 = C1(|φ1(s)|
2 + |s1|

2) 6 V2(s, s1) 6 C2(|φ1(s)|2 + |s1|
2) = C2‖ζ‖22 , (149)

donde C1 = δk2 − z
2
m/3 y C2 = δk2 + z

2
M/3 son constantes positivas, zm = γ

3
2
00 es la Las ecuaciones para zm y

zM resultan de hacer
α1(γ00) = α2(γ00) y
α3(γ01) = α4(γ01).

raíz real positiva de la ecuación de 2+ 3δ(k2 − 1)zm = z3m, y zM = γ
3
2
01 es la raíz real

positiva de la ecuación 2+ 3δ(1−k2)zM = z3M. Recordando que, el término de perturbación
w(x, t) ∈W2, la derivada de V2 c.r. al tiempo satisface

V̇2 6 −
φ′1(s)

|φ1(s)|
1
3

{2δk2(k1 − g1)|φ1(s)|
7
3 − 2g2δ|φ1(s)|

4
3 |s1|−

2
3 (k1 + g1)|φ1(s)||s1|

4
3

−43 (k2 + g2)|φ1(s)|
2|s1|

1
3 + 2

3 |s1|
7
3 }.

Usando el Lema A.1, se obtienen las desigualdades La función
φ′1(s) = µ1|s|

− 12 /2+

µ2+ 3µ3|s|
1
2 /2.|φ1(s)|

4
3 |s1| 6 4γ

7
4
1 |φ1(s)|

7
3 /7+ 3γ

− 7
3

1 |s1|
7
3 /7, ∀γ1 > 0,

|φ1(s)||s1|
4
3 6 3γ

7
3
2 |φ1(s)|

7
3 /7+ 4γ

− 7
4

2 |s1|
7
3 /7, ∀γ2 = (k1 + ρ1)

4
7 > 0,

|φ1(s)|
2|s1|

1
3 6 6γ

7
6
3 |φ1(s)|

7
3 /7+ γ−73 |s1|

7
3 /7, ∀γ3 = (k2 + ρ2)

1
7 > 0,

que hacen que

V̇2 (s, s1) 6 −v1(s)(ψ1|φ1(s)|
7
3 +ψ2|s1|

7
3 ),

con v1(s) = |φ1(s)|
−1
3 φ′1(s), ψ1 = 2(Υ1 − 4ρ2δγ

7
4
1 /7), ψ2 = 2(1− 9ρ2δγ

− 7
3

1 )/21, Υ1 =

δk2(k1 − ρ1) − (k1 + ρ1)
7
3 /7 − 4(k2 + ρ2)

7
6 /7, y donde γ1 siempre existe si y sólo si

(7Υ1/8ρ2δ)
4
7 > γ1 > (9ρ2δ)

3
7 . Para probar que V̇2 es n.d., se necesita que ψ1,ψ2 > 0, lo

cual es siempre posible si la desigualdad (140) se satisface . Note que la función v1(s) > 0, Para mostrar que V̇2 es
n.d., se checa cuando
ψ1 > 0 y ψ2 > 0, y se
verifica cuando existe
γ71 > 0, que se traduce en
la desigualdad (140).

∀s ∈ R, y que

lı́m|s|→∞ v1(s) = 1
2µ1|s|

−1
2 +µ2+

3
2µ3|s|

1
2

(µ1|s|
1
2+µ2|s|+µ3|s|

3
2 )
1
3

=
µ1
2 |s|−1+µ2|s|

−1
2 + 3

2µ3

(µ1|s|
−1+µ2|s|

−3
2 +µ3)

1
3

= 3
2µ

2
3
3 ,

lı́m|s|→0 v(s) =
3
2µ

2
3
1

|s|
2
3

=∞.

Por lo que el mínimo de vmı́n = mı́ns∈Rv1(s) existe y es positivo. Esto conduce a V̇2 (s, s1) 6
−v1(s)(ψ1|φ1(s)|

7
3 +ψ2|s1|

7
3 ) 6 −vmı́nC3(|φ1(s)|

7
3 + |s1|

7
3 ), dondeC3 = 2(1−9ρ2δ/ym)/21
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y ym = γ
7
3
1 es la raíz real positiva de 3ρ2δ+ 7(Υ1− 1/21)ym = 4ρ2δy

7
4
m. Del Lema A.4, seVéase el Apéndice A para

conocer el Lema A.4. encuentra que (1/2)
1
14 (|φ1(s)|

2 + |s1|
2)
7
6 6 (|φ1(s)|

7
3 + |s1|

7
3 ). Usando esta desigualdad

junto con la desigualdad (149), se obtiene que la derivada V̇2 (s, s1) satisface

V̇2 6 −(1/2)
1
14 vmı́nC3(|φ1(s)|

2 + |s1|
2)
7
6 6 −(1/2)

1
14 vmı́nC3(‖ζ‖22)

7
6 .

Para el siguiente análisis, hay que presentar el subsistema (137) en una forma conveniente.
Usando el vector ζ, el subsistema (137) queda reescrito como

ζ̇ = φ′1 (s) (Aζ+Bρ̃), ρ̃ =

g1 (x1, x2, t)
d
dtg2(x1,x2,t)

φ′1(s)


s=φ−1(ζ)

,

donde A y B se definen en (139). Para tomar en cuenta un gran variedad de perturbacio-
nes, se asume que las componentes (en las coordenadas transformadas) de los términos de
perturbación ρ̃(t, ζ) satisfacen las condiciones de sector ( para i = 1, 2, ∀t > 0 y ∀ζ ∈ R2)

ωi(ρ̃i, ζ) = −ρ̃2i (t, ζ) + ρ
2
i ζ
2
1 =

[
ρ̃i

ζi

]T [
−1 0

0 ρ2iC
TC

][
ρ̃i

ζi

]
> 0,

donde C está definida en (139). Lo cual significa que las perturbaciones w(x, t) ∈W2 se pue-
den expresar como condiciones de sector (en coordenadas ζ), es decir, |ρ̃i(t, ζ)| 6 ρi|φi(s)| en
las variables originales, es equivalente a |ρ̃i(t, ζ)| 6 ρi|ζi|, siendo ρi > 0, en las coordenadas
transformadas. De lo anterior, defina ω(ρ̃, ζ) = θ1ω1(ρ̃1, ζ) + θ2ω2(ρ̃2, ζ) > 0,∀θ1, θ2 >
0. La función ω(ρ̃, ζ) puede ser representada como

ω(ρ̃, ζ) =

[
ρ̃(t, ζ)

ζ

]T [
−Θ 0

0 R

][
ρ̃(t, ζ)

ζ

]
, (150)

con Θ y R como en (139). La derivada de la FL V1 (ζ) es 1

V̇1 = φ′1

[
ζ

ρ̃

]T [
ATP+ PA PB

BTP 0

][
ζ

ρ̃

]
6 φ′1


[
ζ

ρ̃

]T [
ATP+ PA PB

BTP 0

][
ζ

ρ̃

]
+ω(ρ̃, ζ)


= φ′1

[
ζ

ρ̃

]T [
ATP+ PA+ R PB

BTP −Θ

][
ζ

ρ̃

]
6 −φ′1ε‖ζ‖

2
2.

Si la DML (138) tiene solución, V̇1 es n.d.. Como λmı́n {P} ‖ζ‖22 6 ζTPζ 6 λmáx {P} ‖ζ‖22,
donde ‖ζ‖22 = φ21 (s)+σ

2 = µ22|s|
2+µ23|s|

3+2µ2µ3|s|
5
2 +µ21|s|+2µ1µ2|s|

3
2 +2µ1µ3|s|

2+

s21 es la norma Euclideana de ζ, se puede verificar que la desigualdad (µ1 |s|
1
2 )−1 > (‖ζ‖2)−1

siempre se cumple. Como φ′1(s) = µ1|s|
− 1
2 /2+ µ2 + 3µ3|s|

1
2 /2, inmediatamente se obtiene

V̇1 6 −φ′1 (s) ε‖ζ‖
2
2 6 −(µ21/2)ε ‖ζ‖2 − µ2ε‖ζ‖

2
2 − (3µ3/2)ε|s|

1
2 ‖ζ‖22 .

Gracias a la negatividad definida de las funciones V̇1(ζ) y V̇2 (s,σ), se concluye que

Ẇ (s, s1) = V̇1 + V̇2 6 −
µ21
2 ε ‖ζ‖

1
2
2 − µ2ε‖ζ‖22 −

3µ3
2 ε|x1|

1
2 ‖ζ‖22 − (1/2)

1
14 vmı́nC3(‖ζ‖22)

7
6 .

Ambas funciones de Lyapunov satisfacen λmı́n{P}‖ζ‖22 6 V1(ζ) 6 λmáx{P}‖ζ‖22 y C1‖ζ‖22 6
V2 (s, s1) 6 C2‖ζ‖22, entonces, la funciónW (s, s1) puede acotarse por arriba comoW (s, s1) 6
(λmáx{P}+C2)‖ζ‖22. Con ayuda de esta cota se obtiene la expresión (148).

1 La función es contínua pero no localmente Lipschitz. Estrictamente hablando, el segundo método de
Lyapunov ya no es válido para el análisis. Sin embargo, sí se satisfacen todas las condiciones del Teorema
de Zubov [[77], Teorema 20.2, pág. 568], es decir, (a) V1 es diferenciable casi en todas partes (la derivada
se obtiene de forma usual en todo los puntos donde haya diferenciabilidad), (b) si la derivada de V1 es
n.d. casi en todas partes, entonces V1 es monótona decreciente y converge a zero.
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Es claro que cualquier trayectoria converge a cero en tiempo finito. Con el resultado
de la Proposición 6.1 se prueba inmediatamente el Teorema. ComoW(t) satisface am-
bas desigualdades diferenciales Ẇ (s, s1) 6 −κ1W

1
2 (s, s1)−κ2W (s, s1) y Ẇ(s, s1) 6

−κ3W
7
6 (s, s1), el valor de W(t) está por debajo de la solución de cualquiera de las

dos desigualdades. Note que la solución a la EDO v̇ = −κ1v
1
2 − κ2v, v(0) = v0 > 0,

es similar a (28) y que la solución a la EDO v̇ = −κ3v
7
6 , v(0) = v0 > 0, está da-

da por v(t) = (v
− 1
6

0 + κ3t/6)
−6. Del principio de comparación [46], se tiene que

W (s(t), s1(t)) 6 v (t), cuando W0 =W (s(x0), s1(x0)) 6 v0. Entonces,

W(t) 6 mı́n

{
exp(−12κ2t)

[
W

1
2
0 − κ1

κ2

[
exp(12κ2t) − 1

]]2
, (W− 1

6
0 + κ3t/6)

−6

}
.

El tiempo de convergencia se estima en forma similar a la propuesta en la prueba del
Teorema 6.2. Primero, se calcula una cota superior T2(x0, rss) del tiempo de conver-
gencia de una trayectoria con estado inicial x0 ∈W0 en el cual se alcanza el conjunto
de nivel W (s, s1) = rss (0 < rss < W0). Luego, comenzado con estado inicial perte-
neciente al conjunto de nivel W = rss, se calcula una cota superior T1(rss) en la cual
se alcanza el punto s = 0. Finalmente, cualquier trayectoria llega a la SD dentro de
un tiempo que cumple

T(x0) 6 T2(x0, rss) + T1(rss) = 6
κ3

(r
− 1
6

ss −W
− 1
6

0 ) + 2
κ2

ln(κ2κ1 r
1
2
ss + 1).

El tiempo de convergencia T(x0) está uniformemente acotado por la constante Tst,
es decir, T(x0) 6 Tst. La mejor estimación de Tst se consigue al elegir rss como la
raíz real positiva de (143).

Prueba del Teorema 6.4. Es directa de los Teoremas 6.3, 6.2, y 6.1.





7E S TA B I L I Z A C I Ó N E N T I E M P O F I J O V Í A C M D : S I S T E M A D E
O R D E N A R B I T R A R I O

Piensa como piensan los sabios,
mas habla como la gente sencilla.

— Aristóteles

En el capítulo anterior se propuso una nueva clase de SD no lineal para un sis-
tema de segundo orden. La principal característica de esta SD es que asegura que
una vecindad del sistema reducido es ATFj. Este capítulo presenta el diseño de dos
superficies deslizantes uniformes para el sistema ΣT . La ley de control a aplicar es
una extensión de los controladores de tiempo fijo propuesto en el Capítulo 6. Ambos
proporcionan convergencia en tiempo fijo de las trayectorias del sistema a la SD y
robutez ante cierta clase de perturbaciones. Cada SD se construye utilizando el MB y
las propiedades de homogeneidad. Esto permite tener un diseño recursivo de la SD
y caracterizar la propiedad de ATFj. La motivación se ha

omitido debido a que es
esencialmente la misma del
capítulo anterior.7.1. objetivos y estructura del capítulo

En este capítulo se considera el sistema ΣT de la forma

ẋi = xi+1 +wi(t, x),∀i = 1, ...,n− 1,

ẋn = f(x, t) + u+wn(t, x).
(151)

Aquí, f(x, t) representa la dinámica conocida del sistema y b(x, t) se ha considerado
como una constante de valor igual a uno. Todas las perturbaciones se consideran
como funciones uniformemente acotadas en t, ∀t > 0.

El objetivo principal consiste en diseñar una ley de control discontinua que garan-
tice que las trayectorias del sistema controlado (151) lleguen en tiempo fijo a una
vecindad del origen a pesar de la presencia de cierta clase perturbaciones no aco-
pladas y de variaciones de la condición inicial en el sistema. Para resolver dicho
problema se usa el método de diseño clásico por CMD [87], por lo que, antes de
diseñar la ley de control, es necesario construir la SD. Además, la técnica de CMD
sólo asegura rechazo completo de perturbaciones que están acopladas a la entrada
control. Entonces, se hace imprescindible determinar cuál es la clase de perturbacio-
nes no acopladas wi(x, t), i = 1, ...,n− 1, bajo las cuales el sistema en lazo cerrado
sigue siendo AE.

La primera parte de este capítulo se centra en el diseño de controladores de tiempo
fijo cuando únicamente existen perturbaciones acopladas. Se diseñan dos superficies
deslizantes con la finalidad de que el origen del sistema reducido sea AE, pero ade-
más, que cualquier vecindad del origen de radio r > 0 sea ATFj. Las superficies
deslizantes se diseñan bajo criterios de homogeneidad y FLC homogéneas. Posterior- Nuevamente, los conceptos

del Capítulo 2 serán de
gran utilidad.

mente, se diseñan las leyes de control discontinuas que establecen el modo deslizante
en tiempo fijo. Básicamente, los controladores de tiempo fijo presentados en el Capí-
tulo 6 son extendidos al sistema (151). El empleo de los controladores de tiempo fijo
asegura que las trayectorias del sistema llegarán en tiempo finito a la SD antes de
algún tiempo fijo, sin importar cual haya sido la condición inicial. La única hipóte-
sis que se hace sobre la perturbación acoplada wn(x, t) es que está acotada por una La cota superior de

wn(t,x) dependerá del
tipo de controlador que se
emplee.

función conocida.
La segunda parte muestra que los controladores propuestos pueden compensar

cierta clase de perturbaciones no acopladas, preservando la propiedad de atractivi-
dad en tiempo fijo del sistema en lazo cerrado.

113
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7.2. sd uniforme de orden n

Para un sistema de una sola entrada, la estructura general de una SD de orden
arbitrario está descrita por

σn = xn +ϕn−1(x1, ..., xn−1) = 0, σn ∈ R. (152)

Para tener una representación adecuada del sistema (151), se definen (x1, ..., xn−1,σn)
como nuevas variables de estado. Con este cambio de coordenadas y aplicando la ley
de control

u = ueq + v , ueq = −f(x, t) −
d

dt
ϕn−1(x1, ..., xn−1), (153)

el sistema (151) se puede reescribir como

ẋi = xi+1 +wi(x, t), ∀i = 1, ...,n− 2,

ẋn−1 = σn −ϕn−1(x1, ..., xn−1) +wn−1(x, t),

σ̇n = v+wn(x, t).

(154)

El término ueq compensa la dinámica conocida del sistema. Cuando las trayecto-
rias del sistema entran en el modo deslizante (σn = 0), se debe asegurar que el origen
del sistema reducido (155) sea RGAE, pero además, que alguna vecindad arbitraria
de radio r > 0 sea ATFj. Durante el modo deslizante, el comportamiento del sistema
(151) se rige por la dinámica del sistema reducido

ẋi = xi+1 +wi(x, t), ∀i = 1, ...,n− 2,

ẋn−1 = −ϕn−1(x1, ..., xn−1) +wn−1(x, t).
(155)

El sistema anterior tendrá la propiedad de atractividad en tiempo fijo si la función
φn−1(x1, ..., xn−1) contiene términos de alto orden en su estructura. Dichos térmi-
nos son responsables de proporcionar una constante de tiempo fijo al tiempo de
convergencia. Es evidente que el diseño de la SD se reduce a encontrar una función
φn−1(x1, ..., xn−1) adecuada que hace global y RE el origen de (155).

7.3. caso con perturbaciones acopladas

Si las perturbaciones acopladas no actúan sobre el sistema (151), estabilizar elPrimero se analiza el caso
cuandowi(x, t) =
0,∀i = 1, ...,n− 1.

origen del sistema reducido (155) es equivalente a estabilizar el origen del siguiente
sistema

ẋi = xi+1 ∀i = 1, ...,η,

ẋη = υη,
(156)

donde υη ∈ R es la ley de control auxiliar que se pretende diseñar. La función
ϕn−1(x1, ..., xn−1) de la SD (152), se obtiene haciendo

υη = −ϕn−1(x1, ..., xn−1).

Para construir la ley de control υη nuevamente se utilizan las técnicas que se han
venido manejando: el MB y homogeneidad. El MB permite diseñar una ley de control
υη que estabiliza asintóticamente el sistema (87) en forma recursiva. Si además, la
ley de control υη se elige de modo que el sistema retroalimentado tenga grado de
homogeneidad positivo, el origen del sistema reducido es global y RE, y el campoLa teoría de homogeneidad

ayuda a caracterizar el tipo
de convergencia.

vectorial tiene la propiedad de atractividad en tiempo fijo. La construcción explícita
de ley la de control υη, en consecuencia de la SD uniforme, se basa en la integración
de ambos métodos proveyendo un diseño recursivo.



7.3 caso con perturbaciones acopladas 115

Proposición 7.1 Para el sistema (156), suponga que σi = xi + υi−1, i = 2, ...,η. Elija la
ley de control

υ1 = −k1dx1c
1
2−q , si η = 1,

υη = −
∑η
j=2

∂υη−1
∂xj−1

xj − kηdσηc
αη+1
αη , si η > 2,

(157)

siendo αη = (η − 2)q + (3 − η) y q ∈ (1, 2). Si se eligen las ganancias kη > αη/(q +

1),kj > 2/(q+ 1),∀j = 3, ...,η− 1, y k1 > q/(q+ 1), entonces, el origen x = 0 de (156) es
global y RE.

Cuando el origen del sistema reducido es global y RE, la propiedad de atractividad
en tiempo fijo está garantizada. La prueba de la Proposición 7.1 se hace usando la
siguiente FLC homogénea.

Proposición 7.2 La función continua y diferenciable

Vη = 2−q
2 |x1|

2
2−q +

∑η
j=2

αj
2 |σj|

2
αj , (158)

es una FLC global para el sistema (156), y la derivada c.r. al tiempo de (158) a lo largo de las
trayectorias del sistema satisface

V̇η 6 −(k1 −
q
q+1 )|x1|

q+1
2−q −

∑η−1
j=2 (kj −

2
q+1 )|σj|

q+1
αj − (kη −

αη
q+1 )|ση|

q+1
(η−2)q+(3−η) .

(159)

Además, la derivada V̇η cumple la desigualdad diferencial

V̇η 6 −γV
q+1
2
η , 1γ =

α
(q+1)/2
η

2
q+1
2 C3

η
q−1
2 , (160)

donde C3 = mı́n{k1 −
q
q+1 ,kj − 2

q+1 ,kη −
αη
q+1 }.

La variable σi, la ley de control υη, la FLC Vη y su derivada V̇η son funciones
homogéneas c.r. a la dilatación

∆rεx = (ε2−qx1, ε1x2, εqx3, ..., εαηxη) (161)

es decir, se cumple σi(∆rεx) = εβiσi(x), i = 1, ...,η, υη(∆rεx) = ε
αη+1υη(x), Vη(∆rεx) =

ε2Vη(x) y V̇η(∆rεx) = εq+1V̇η(x). Note que, la FLC Vη y su derivada V̇η conservan
su grado de homogeneidad. La desigualdad (160) permite concluir que el origen del El grado de homogeneidad

de las funciones Vη y V̇η
podría variarse a cada paso
del diseño. En este caso, se
ha decido conservar el
mismo grado de
homogeneidad.

sistema es global y RE, cuando q ∈ (1, 2), y estimar una constante de tiempo fijo para
el tiempo de convergencia.

Proposición 7.3 Elija la ley de control (157). Entonces, cualquier trayectoria del sistema
(156), iniciada con estado inicial xη(0) ∈ Rη, converge a una vecindad del origen de radio r
(0 < r < Vη(xη(0))) antes de un tiempo fijo

Tr =
2

(q−1)γ

(
1
r

)q−1
2 , q ∈ (1, 2). (162)

Observe que Tr no depende del estado inicial xη(0) ∈ Vη(xη(0)) y que el lı́mr→0 Tr =∞. Esto se debe a que las trayectorias convergen asintóticamente al origen.

7.3.1. Primera SD uniforme

Con ayuda de la Proposición 7.1 se construye la siguiente SD.



116 estabilización en tiempo fijo vía cmd : sistema de orden arbitrario

Teorema 7.1 Elija la SD uniforme

σ2 = x2 + υ1 = 0 ,υ1 = k1dx1c
1
2−q , si n = 2,

σn = xn + υn−1 = 0,υn−1 =
∑n−1
j=2

∂υn−2
∂xj−2

xj + kn−1dσn−1c
αn
αn−1 , si n > 3,

(163)

y seleccione las ganancias k1 >
q
q+1 , kj > 2

q+1 ,∀j = 3, ...,η− 1, y kη >
αη
q+1 . Entonces, el

origen del sistema reducido es global y RE, y cualquier trayectoria converge a una vecindad
del origen de radio r > 0 (independientemente del estado inicial sobre la SD) antes de un
tiempo fijo

Tr =
α

(q+1)/2
η

(q−1)C3

( η
2r

)q−1
2 ,q ∈ (1, 2), (164)

donde C3 = mı́n{k1 −
q
q+1 ,kj − 2

q+1 ,kη −
αη
q+1 }, y η = n− 1.

El Teorema 7.1 muestra como se debe construir la SD uniforme de orden arbitrario.
Una vez en el modo deslizante, la Proposición 7.1 muestra que cualquier trayectoria
del sistema (156) que desliza sobre la SD, estarán en el interior de una bola Br = {x :

Vη(x) < r}, para todo tiempo mayor a Tr, sin importar en que instante de tiempoEste instante de tiempo
puede entenderse como el

momento en el que la
trayectoria empieza a

deslizar sobre la superficie.

se haya entrado en el modo deslizante. Sin embargo, una vez que las trayectorias
están en el interior de dicha bola, las trayectorias convergen asintóticamente hacia el
origen.

Diseño del Tiempo fijo. El resultado de la Proposición 7.3 permite realizar el
diseño de la constante de tiempo fijo para el sistema reducido. Una vez seleccionada
una vecindad de radio r y un tiempo fijo Tr, se puede hallar un conjunto de ganancias
que garantizan que cualquier trayectoria de (156) converge antes del tiempo fijo Tr a
la vecindad del origen de radio r. Tales ganancias se eligen comoLas ganancias en (165) se

obtienen de la igualdad
(164).

k1 >
α
q+1
2

η

(q−1)Tr

( η
2r

)q−1
2 + q

q+1 , kη >
α
q+1
2

η

(q−1)Tr

( η
2r

)q−1
2 +

αη
q+1 ,

kj >
α
q+1
2

η

(q−1)Tr

( η
2r

)q−1
2 + 2

q+1 , j = 3, ...,η− 1,

(165)

Una vez fijados los parámetro r y Tr, para el sistema reducido de orden η, el
conjunto de ganancias (165) asegura la convergencia de las trayectorias del sistema
reducido a la vecindad del origen de radio deseado. El diseño de las ganancias de la
SD, dada una constante de tiempo fijo, es relativamente conservador.

Ejemplo 7.1 Considere un sistema reducido de segundo orden,

ẋ1 = x2 , ẋ2 = υ2,

donde υ2 = − 1
2−qk1|x1|

q−1
2−q x2−k2dx2+k1dx1c

1
2−q cq. Las ganancias k1 y k2 se calculan

como: k1 = kmı́n + q/(q+ 1),k2 > kmı́n + 1/(q+ 1), donde kmı́n = 1
(q−1)Tr

(
1
r

)q−1
2 .

La Figura 9 muestra el conjunto de posibles ganancias que garantizan el tiempo fijo Tr. Se
observa que existe una combinación de parámetros (k1,k2,q) que ofrece la misma constante
de tiempo fijo Tr para la vecindad requerida de radio r.

7.3.2. Segunda SD uniforme

La estructura de la SD (163) es demasiado complicada. Conforme el orden del
sistema crece, los términos de tal superficie son cada más complejos. Existen términos
que quizás no son necesarios en el diseño de la SD. El siguiente resultado asegura
la propiedad deseada con un estructura de la SD más simple. Defina σ1 = x1 y
σi = xi + ki−1dσi−1cζi−1 , i = 2, ...,η, donde el exponente ζi =

αi+1
αi

, y αi = (i−

2)q+ (3− i), con q ∈ (1, 2).
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Figura 9.: (a) Con Tr = 5, r = 3 y (b) con Tr = 3, r = 2.

Teorema 7.2 Elija la SD uniforme

σn = xn +ϕn−1 = 0 ,ϕn−1 = kn−1dσn−1cζn−1 ,q ∈ (1, 2). (166)

Entonces, existen ganancias k1, ...,kη, suficientemente grandes tales que el origen del sis-
tema reducido (156) es global y RE. Además, cualquier trayectoria alcanza una vecindad del
origen de radio r > 0 (sin importar el estado inicial sobre la SD) antes de un tiempo fijo

Tr =
2αη

(q−1)κη
r
−q−1
2αη , (167)

siendo κη una constante positiva que depende de las ganacias (k1, ...,kη).

Comentario 7.1 Las ganancias de la SD tienen una forma explícita hasta orden tres. Para
n = 2, seleccione k1 > 0. Para n = 3, seleccione k2 > 1

2−q
2
1+q (

q−1
1+q )

q−1
2 k

2−q
1 , y k1 > 0.

La nueva SD tiene una estructura recursiva más sencilla que la propuesta en (163).
El campo vectorial del sistema reducido con la SD (166) es homogéneo de grado
positivo c.r. a la dilatación (161), si el valor del parámetro q ∈ (1, 2). Esto asegura la Si se elige q = 1, la SD

uniforme se reduce a una
SD lineal y, solamente en
este caso, el origen del
sistema reducido es EE.

propiedad de atractividad en tiempo fijo para una bola de radio r.
Las ganancias se determinan de forma recursiva. Hay que determinar todas las

ganancias anteriores (kη−1, ...,k1) para poder estimar la ganancia correspondiente
kη. El Teorema 7.2 establece la existencia de una gran familia de SD con la propiedad
de atractividad en tiempo fijo. Enseguida, se enlistan algunas superficies evaluadas
para n 6 5,

(SU2) σ2 = x2 +ϕ1,ϕ1 = k1dx1c
1
2−q (SU3) σ3 = x3 +ϕ2,ϕ2 = k2dσ2cq

(SU4) σ4 = x4 +ϕ3,ϕ3 = k3dσ3c
2q−1
q (SU5) σ5 = x5 +ϕ4,ϕ4 = k4dσ4c

3q−2
2q−1

Si se considera a vη = −ki−1dσi−1cζi−1 como ley de control, dicha ley represen-
taría un controlador homogéneo con la propiedad de atractividad en tiempo fijo,
cuya estructura es mucho más simple y flexible en el diseño que los controladores
propuestos por Polyakov [73]. Los controladores

presentados en [73] no
cumplen con ningún
criterio de homogeneidad.

Proposición 7.4 La función continua y diferenciable

Vη = δη−1V
ζη−1
η−1 + 1

2 |ση|
2 , δη−1 = k2η−1, (168)

donde V1 = 0.5|x1|2, es una FLCR para el sistema reducido cuando se usa la SD (163).
Además, la derivada c.r. al tiempo de (168) a lo largo de las trayectorias del sistema reducido
satisface

V̇η 6 −κηV

βη
2αη
η (x), βη = (2η− 3)q+ (5− 2η). (169)
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La SD ση, la FLCR Vη y su derivada V̇η son homogéneas c.r. a la dilatación (161).
De hecho, se cumple que

ση(∆
r
εx) = ε

αηση(x), Vη(∆rεx) = ε2αηVη(x), V̇η(∆rεx) = εβη V̇η(x).

Es este caso, tanto la FLCR Vη como su derivada V̇η cambian su grado de homo-
geneidad según sea el orden el sistema. Finalmente, como para cualquier q ∈ (1, 2)
se cumple que βη

2αη
> 1, de la desigualdad diferencial (169) es posible concluir que el

sistema es global y RE, y una constante de tiempo fijo puede ser determinada para
el tiempo de convergencia.

Proposición 7.5 Elija la SD del Teorema 7.2. Entonces, cualquier trayectoria del sistema
reducido (156), iniciada con condición inicial xη(0) ∈ Rη, converge a una vecindad del
origen de radio r (0 < r < Vη(xη(0))) en un tiempo finito menor a

T(xη(0), r) 6
2αη

(q−1)κη
(r

−q−1
2αη − V

−q−1
2αη

η (xη(0))). (170)

Además, el tiempo de convergencia está uniformemente acotado por

Tr =
2αη

(q−1)κη
r
−q−1
2αη , ∀q ∈ (1, 2). (171)

Comentario 7.2 Para η = 1, Tr =
2(2−q)
(q−1)κ1

(1/r)
q−1
2(2−q) , ∀q ∈ (1, 2), donde κ1 = k1.

Para sintonizar las ganancias de la SD del Teorema 7.2, estas deben satisfacer:El parámetroΛi−1,
i = 1, ...,n, depende de

como se elijan las
ganancias anteriores

(kn−1, ...,k1).

k1 > 0, k2 > 1
2−q

2
1+q (

q−1
1+q )

q−1
2 k

2−q
1 ,

ki > Λi−1,∀i = 3, ...,η− 1, y kη > Λη−1. (172)

El correspondiente valor de Λi−1, i = 3, ...,η, se puede obtener numéricamente a
través de la FLCR (168) con la fórmula:Los máximos de la

expresión (173) son
funciones de las ganancias

(k1, ...,ki−1).
Λi−1 = máx{x:S}

−σi
∂υi−1
∂σi−1

σ̇i−1+ζi−1δi−1V

q−1
αi−1
i−1 [V̇i−1+

∂Vi−1
∂σi−1

σi]

|σi||σi|
ζi

 , (173)

donde S = {x ∈ Rn : ‖x‖r,2 = 1} es la esfera homogénea unitaria con vector de pesos
r = {2−q, 1, ...., (n−2)q−(n−3)}, recuerde que q ∈ (1, 2). Para obtener las ganancias,
hay que evaluar el lado derecho de la expresión (173), y elegir las ganancias ki
tal que la desigualdades en (172) se cumplan. Una manera apropiada de calcular
las ganancias es parametrizándolas en términos de la ganancia k1, permitiéndose
obtener curvas de sintonización solamente para la ganancia kn. Al contrario de lo
que sucede con la sintonización de los controladores discontinuos, la fórmula (173)
sí permite diseñar la ganancia kn a través de la FLCR.Las restricciones que se

obtienen sobre la ganancia
kn no son tan
conservadoras.

La Tabla 3 presenta una posible parametrización de las ganancias para (SU2) y
(SU3) con distintos valores del parámetro q. De forma análoga a lo presentado en el
Capítulo 4, la expresión (173) permite obtener una estructura para el diseño de las ga-
nancias. A través de la formula (173), se puede obtener una parametrización de Λi−1,
i = 1, ...,η, en términos de la ganancia k1, por lo que el sistema de desigualdades
(172) se reduce a

ki > βi−1k
2−q
αi
1 ,∀i = 2, ...,η, (174)

y donde los parámetros βi−1, i = 2, ...,n, son las constantes que se obtienen de valuar
la expresión (173), y que resultan ser suficientemente grandes en el orden de índice,
es decir, β1 < β2 < ... < βη−1.
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q (su2) (su3)

3
2 k2 > β1k

1/2
1 , β1 = 1 .1 k2 = β1k

1/2
1 , k3 > β2k

1/3
1 ,

β1 = 2, β2 = 5 .25

4
3 k2 > β1k

2/3
1 , β1 = 1 k2 = β1k

2/3
1 , k3 > β2k

1/2
1 ,

β1 = 2, β2 = 3 .45

5
4 k2 > β1k

3/4
1 , β1 = 0 .95 k2 = β1k

3/4
1 , k3 > β2k

3/5
1 ,

β1 = 2, β2 = 3

Cuadro 3.: Parametrización de las ganancias con FLCR.

Diseño del tiempo fijo. Para alguna vecindad de radio r y algún tiempo Tr dados,
es posible hallar un conjunto de ganancias que garantizan que cualquier trayectoria
de (156) pertenecerá a una vecindad del origen de radio r antes de un tiempo fijo Tr .
Para este caso, las ganancias deben seleccionarse tal que la solución a la ecuación

κη =
2αη

(q−1)Tr
r
− q−1
2αη , (175)

exista para algún conjunto de ganancias que satisfacen la restricción (172), y para
alguna q ∈ (1, 2). La ecuación es altamente no lineal como para hallar una solución
analítica para las ganancias en función de los parámetros (r, Tr). Para obtener una
posible solución a este problema se debe:

1. Fijar los parámetros r,Tr, y q, dependiendo del orden del sistema reducido.

2. Elegir las ganancias (kη−1, ...,k1) tal que las condiciones establecidas por el
Teorema 7.2 se cumplan. De esta forma, solamente la ganancia kη será ajustada. Una alternativa es usar la

parametrización de las
ganancias k1, ...,kη−1, en
términos de la ganancia
k1. De esta forma,
únicamente hay que
ajustar las ganancias k1 y
kη.

3. Hallar la ganancia kη que satisface la ecuación (175), sujeta a la restricción (172).
Geométricamente, las soluciones de (175) son el punto de intersección de las
gráficas entre una constante, a la derecha, y una función, a la izquierda de la
ecuación (175).

Ejemplo 7.2 Considere el sistema reducido de segundo orden ẋ1 = x2 , ẋ2 = υ2, con
υ2 = −k2dσ2cq, q = 3/2 y alguna k1 fija. La ganancia k2 es calculada para r = 2 y Tr = 3
de (175), es decir,

κ2(k2) = b2 = 2
(q−1)Tr

(
1
r

)q−1
2 ,

sujeta a ser k2 > 1.1k1/21 . Esta expresión tiene una interpretación gráfica simple: la gráfica
de la función κ2(k2) tiene que intersectar la línea constante descrita por b2 para algún valor
k2. La Figura 9 muestra los valores posibles de la ganancia k2 que garantizan el tiempo fijo
Tr para dos valores de k1. Se observa que existe un conjunto de valores (k1,k2, 3/2) que,
aparentemente, dan el mismo valor Tr para la vecindad de radio r. Sin embargo, las ganancias
(k1,k2)k1=1 = (1, 1.6947) son mayores que (k1,k2)k1=0.6 = (0.6, 1.4678), por lo que el
tiempo fijo real usando (k1,k2)k1=1 es más pequeño que el estimado con (k1,k2)k1=0.6. En
este sentido, las ganancias (k1,k2)k1=1 están sobreestimadas.

7.3.3. Controladores de tiempo fijo

Falta diseñar la nueva entrada de control v. Los siguientes apartados describen
dos controladores capaces de asegurar el modo deslizante en un tiempo fijo indepen-
dientemente de cual haya sido el estado inicial del sistema. Los controladores que se
presentan son una extensión de los controladores introducidos en el Capítulo 6.
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Figura 10.: (a) (k1 = 0.3,k2) con Tr = 3 y r = 2; (b) (k1 = 0.6,k2) con Tr = 3 y r = 2; y (c)
(k1 = 1,k2) con Tr = 3 y r = 2, se considera que k2mı́n = 1.1k1/21 .

CUPO de orden arbitrario. El controlador que se propone garantiza que las trayec-
torias del sistema en lazo cerrado llegan a la SD en tiempo fijo, incluso en presencia
de cierta clase de perturbaciones. La clase de perturbaciones acotadas que sopor-
ta este controlador pertenecen a la siguiente clase de funciones W1 = {wn ∈ R :La función σn está

definida por las
expresiones (163) ó (166),
dependiendo de la SD que

se haya elegido.

|wn(x, t)| 6 ρ0 + ρ02 |σn|+ ρ03 |σn|
qv , ρ0, ρ02, ρ03 > 0, qv = ζn}, ζn =

αn+1
αn

, y
αn = (n− 2)q+ (3− n), con q ∈ (1, 2). La clase W1 toma en cuenta funciones que
no desvanecen en el origen, incluyendo a aquellas funciones que son discontinuas
y crecientes, y que además, pueden escapar a infinito en tiempo finito. Las pertur-
baciones acopladas que pertenecen a la clase W1 son compensadas por el siguiente
controlador.

Teorema 7.3 Suponga que la perturbación wn(x, t) ∈W1. Elija la ley de control (153), con

v = −Q0dσnc0 −K2σn −K3dσncqv , qv = ζn, (176)

donde Q0 > ρ0, K2 > ρ02, K3 > ρ03 son constantes positivas. Entonces la SD (163) (resp.,
la SD (166)) es ETFj, y de cualquier estado inicial x0 ∈ Rn, las trayectorias convergen a
σn = 0 en tiempo finito antes de un tiempo fijoEl valor de$ minimiza a

Tf. La expresión (178) se
obtiene de igual forma que

la ecuación (135) del
Capítulo 6.

Tf =
2

(qv−1)κeq
$− 1

2 (qv−1) + 2
κeq

ln($
1
2 + 1), (177)

donde κeq = mı́n{
√
2(Q0 − ρ0), 2(K2 − ρ02), 2

qv+1
2 (K3 − ρ03)} y $ es la raíz real posi-

tiva de la ecuación

$
1
2 + 1 = $

qv
2 . (178)

El parámetro ζn depende q, y ζn > 1 con q ∈ (1, 2). Cuando en el controlador
Q0 = K2 = 0, y en ausencia de la perturbación acoplada wn(x, t), el sistema en lazo
cerrado es homogéneo de grado positivo. Las ganancias K2 > 0 y K3 > 0 permiten
compensar perturbaciones que crecen como un término lineal en la variable σn y
más rápido que un término lineal en σn. El resultado establece la existencia del modo
deslizante en tiempo fijo aun cuando las perturbaciones acopladas no desvanezcan
en el origen. Si se conocen las cotas de los términos de perturbación y el tiempo fijo
Tf en el que se desea llegar a la SD, las ganancias se eligen de la siguiente formaEl cálculo de las ganancias

en (179) es directo de la
expresión (177)
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Q0 >
√
2
Tf
K1 + ρ0,K2 > 1

Tf
K1 + ρ02,K3 > 2

− 1
2
(qv−1)

Tf
K1 + ρ03,

K1 = 1
(qv−1)

$− 1
2 (qv−1) + ln($

1
2 + 1).

(179)

Para el controlador (176) es posible hallar una forma explícita las ganancias en
función de las constantes r y Tr. Para sintonizar las ganancias (Q0,K2,K3) primero
se fija el parámetro qv. Posteriormente, se encuentra el valor de $ de (178) y se
sustituye en K1. Finalmente, se sustituyen las constantes r y Tr en (179).

Controlador Uniforme de Segundo Orden (CUSO). Un controlador relé en la ley
de control produce el fenómeno de chattering; en cambio, los controladores basados
en MDOS permiten reducirlo. Nuevamente, en un intento por aliviar este efecto
mientras se garantiza el modo deslizante en tiempo fijo, se propone un controlador
inspirado en el CSTU, pero que se ha extendido a un sistema de orden arbitrario. La
ley de control v propuesta tiene la siguiente estructura El controlador

Super-Twisting se
recupera si µ2 = µ3 = 0
y las ganancias se eligen
k1s,k2s > 0, la ley de
control v hereda las
propiedades de robustez del
controlador
Super-Twisting. Además,
v contiene términos
responsables de la
convergencia en tiempo
fijo.

v = −k1sφ1 (σn) − k2s

∫t
0
φ2 (σn)dt, (180)

donde σn es la SD (definida por la expresión (163) ó (166)), k1s,k2s son las ganancias
a ser diseñadas, y las funciones

φ1 (σn) = µ1dσnc
1
2 + µ2σn + µ3dσncqv ,

φ2 (σn) =
1
2µ
2
1dσnc

0 + 3
2µ1µ2dσnc

1
2 + (12 + qv)µ1µ3dσnc

qv−1/2 + µ22σn

+(qv + 1)µ2µ3bσncqv + qvµ23dσnc
2qv−1,

con µ1,µ2,µ3 > 0, y qv = ζn > 1. Ahora, se considera que la perturbación aco-
plada puede descomponerse de la siguiente manera w (x, t) = ξ1n (x, t) + ξ2n (x, t).
En contraste con la clase perturbaciones que puede compensar el CUPO, el CUSO
puede rechazar perturbaciones que pertenecen a la siguiente clase de funciones W2 =

{wn(x, t) ∈ R : |ξ1n (x, t)| 6 ρ1s |φ1s (σn)| ,
∣∣ d
dtξ2n (x1, t)

∣∣ 6 ρ2s |φ2 (σn)| , ρ1s, ρ2s >
0}. A esta clase pertenecen solamente funciones continuas. En ausencia de perturba-
ciones no acopladas, la dinámica del sistema (154), junto con el controlador (180) y
las perturbaciones acopladas wn(x, t) ∈W2, queda representada por Cuando µ1 = µ2 = 0, el

sistema en lazo cerrado es
homogéneo de grado
positivo.

ẋ1 = x2, ..., ẋn−1 = −υn−1 + σn

σ̇n = −k1sφ1 (σn) + σn+1 + ξ1n (x1, ..., xn, t) ,

σ̇n+1 = −k2sφ2 (σn) +
d
dtξ2n (x1, ..., xn, t) ,

(181)

para n > 2. Las ganancias (k1s,k2s) deben elegirse de tal forma que la DML[
ATP+ PA+ R+ εI PB

BTP −Θ

]
< 0,P = PT > 0, (182)

donde R = (θ1ρ
2
1s + θ2ρ

2
2s)C

TC, C =
[
1 0

]T
,

A =

[
−k1s 1

−k2s 0

]
,B =

[
1 0

0 1

]
,Θ =

[
θ1 0

0 θ2

]
, (183)

se cumpla para algunos θ1, θ2 > 0 y ε > 0. Esto garantiza que el origen del subsiste-
ma (σn,σn+1) es globalmente ETF, [65]. Para estimar la constante de tiempo fijo, se
debe elegir alguna δ > 0 que cumpla las desigualdades

θ2sθ3s > θ2s + θ3s,∀θ2s, θ3s > 0,

δ > [(2qv − 1)
2qv−1/(2qv)

2qvk2]
1/2qv ,

δk2sk1 > n0(ρ2sδ)
3qv−1
2qv−1 +n1k

3qv−1
qv

1 +n2k
3qv−1
2qv
2 ,

(184)
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donde k1 = k1s − ρ1s, k1 = k1s + ρ1s, k2 = k2s + ρ2s,

n0 = (2qv − 1)(2q
2
v/Λ)

q
2qv−1 ( 1

3qv−1
)
3qv−1
2q−1 ,n1 = ( 1

3qv−1
)
3qv−1
qv [θ2s(2qv − 1)]

2qv−1
qv /2,

n2 = (2qv−13qv−1
)
3qv−1
2qv [θ3s(qv − 1)]

qv−1
2qv .

Este hecho se debe a que se usan dos funciones de Lyapunov para mostrar la esta-
bilidad en tiempo fijo del subsistema (σn,σn+1). En el caso de que las desigualdades
(184) no se cumplan, si la DML se satisface, el origen del subsistema (σn,σn+1) sigue
siendo globalmente ETF.

Teorema 7.4 Suponga quewn(x, t) ∈W2. Elija la ley de control (153) con v como en (180),
donde (k1s,k2s) satisfacen la DML (182) y la desigualdad (184). Entonces la SD (163) (rep.,
la SD (166)) es ETFj, y de cualquier estado inicial x0 ∈ Rn, las trayectorias convergen a
σn = 0 en tiempo finito antes de un tiempo fijo

Ts =
2qv

(qv−1)κs3
$

−qv−1
2qv

s + 2
κs2

ln(κs2κs1$
1
2
s + 1), (185)

donde

κs1 =
µ21ε

2(λmáx{P}+C2)
1
2

, κs2 = µ2ε
(λmáx{P}+C2)

, κs3 =
(
1
2

) qv−1
2(3qv−1)

qvµ
1/qv
3 C3

(λmáx{P}+C2)
3qv−1
2qv

,

(186)

siendo C2 y C3 constantes positivas que dependen de los parámetros k1s, k2s, ρ1s, ρ2s y
$s es la raíz real positiva de la ecuaciónEl valor de$s minimiza a

Ts.

$
1
2
s + (κs1/κs2) = (κs3/κs2)$

2
3
s . (187)

Desafortunadamente, este resultado no puede aplicarse para fines de diseño, debi-
do a que la estimación del tiempo fijo (185) es muy conservadora [26]. Por lo tanto,
aparece el problema de encontrar una mejor estimación del tiempo fijo cuando se
utiliza el controlador (180).

Los dos controladores propuestos aseguran convergencia en tiempo fijo de cual-
quier trayectoria a la SD. Sin embargo, el sistema en lazo cerrado, con las superficies
deslizantes y los controladores propuestos, solamente tiene la propiedad de atracti-
vidad en tiempo fijo. Esto significa que, independientemente de cual sea el valor del
estado inicial, cualquier trayectoria pertenecerá a una vecindad del origen de radio
r para todo t > Tf, o para todo t > Ts, si la perturbación acoplada wn(x, t) ∈ W1, ó
wn(x, t) ∈W2.

Teorema 7.5 Suponga que solamente existen perturbaciones acopladas y elija el CUSO, o el
CUPO, (con la SD (163) ó la SD (166)). Entonces, cualquier bola Br del sistema (151) es
ATFj y cualquier trayectoria pertenecerá a Br antes de un tiempo fijo Tp = Tr + Tf/s.

El parámetro Tr es la constante de tiempo fijo durante el modo deslizante y Tf/s
es la constante de tiempo fijo que tiene el tiempo de convergencia de cualquier tra-
yectoria a la SD. El parámetro Tf/s está determinado por Tf, si se usa el CUPO, o por
Ts, si se usa el CUSO.

Diseño del tiempo fijo del sistema en lazo cerrado. Una manera de diseñar la
constante de tiempo fijo del sistema en lazo cerrado es de la siguiente manera:

(i) Hallar las ganancias del controlador que garantizan el modo deslizante antes de
la constante de tiempo fijo Tf ó Ts.

(ii) Hallar las ganancias de la SD tal que cualquier trayectoria del sistema reducido
logre converger a una bola Br antes de una constante de tiempo fijo Tr.

(iii) El tiempo fijo total es Tp = Tr + Tf/s.
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7.4. caso con perturbaciones no acopladas

En esta última parte se presenta el caso en que hay perturbaciones no acopladas
en el sistema reducido. La conclusión principal que se obtiene es que, cuando se usa
la SD (166) para el sistema reducido es posible rechazar por completo cierta clase de
perturbaciones no acopladas. También se puede

demostrar que la SD (163)
es robusta ante cierta clase
de perturbaciones no
acopladas.

7.4.1. Robustez de la segunda SD uniforme

Se define la siguiente variable σi = xi + ki−1dσi−1cζi−1 , ∀i = 2, ...,n, y σ1 = x1,
donde ζi =

αi+1
αi

, con αi = (i− 2)q+ (3− i). Suponga que las perturbaciones no aco-
pladas están acotadas por funciones conocidas que satisfacen la siguiente condición.

Suposición 7.1 Para cada i = 1, ...,n− 1, y alguna q ∈ (1, 2), las perturbaciones pertene-
cen a la clase de funciones W : {wi ∈ R : |wi(x, t)| 6 ρi|σi|ζi , ρi > 0}.

Teorema 7.6 Considere que la Suposición 7.1 se cumple globalmente para el sistema reducido
(155) y elija la SD (163). Entonces, el origen x = 0 de (155) es RGAE para cualquier ganancia
k1, ...,kη, suficientemente grandes.

Comentario 7.3 Las ganancias de la SD tienen forma explícita para órdenes pequeños. Para
n = 2, elija k1 > ρ1. Para n = 3, elija las ganancias a11 = k1 − ρ1 > 0, y k2 > Las constantes θ21 y θ22

deben satisfacer
θ21+θ22 = 1.

1
2−q

2
1+q

[
(q−11+q

1
θ21k1a11

)
q−1
2 + ρ1

2 ( q
1+q

ρ1
θ22k1a11

)
q
1

]
k1 + ρ2. Para n > 4, las ganancias

satisfacen k1 > ρ1, k2 > 1
2−q

2
1+q

[
(q−11+q

1
θ21k1a11

)
q−1
2 + ρ1

2 ( q
1+q

ρ1
θ22k1a11

)
q
1

]
k1 + ρ2, El parámetroΛi−1 se

obtiene numéricamente.
Véase la sintonización para
controladores discontinuos
del Capítulo 4.

y ki > Λi−1 + ρi, ∀i = 3, ...,η, donde Λi−1 es un parámetro que depende de las ganancias
(ki−1, ...,k1) y de las constantes (ρ1, ..., ρi−1).

La Proposición 7.5 sigue siendo válida para el caso perturbado. Solo que ahora
el parámetro κη también dependerá de las constantes ρi,i = 1, ...,η. Esto indica que
durante el modo deslizante, las trayectorias del sistema reducido (155) convergen en
tiempo fijo a una vecindad del origen, siempre que las perturbaciones no acopladas
cumplan globalmente con la Suposición 7.1.

7.4.2. Robustez del sistema en lazo cerrado

Cualquiera de los controladores de tiempo fijo presentados (el CUPO ó el CUSO)
garantizan que el origen del sistema en lazo cerrado es RGAE en presencia de per-
turbaciones no acopladas wi(x, t) ∈ W. Tanto el CUPO como CUSO, garantizan el
modo deslizante (σn = 0) en tiempo fijo. Cuando se presenta el modo deslizante,
el Teorema 7.2 garantiza estabilidad asintótica del sistema reducido, las trayectorias
del sistema convergen a una bola arbitraria Br (r > 0) antes de una constante de
tiempo fijo Tr. Entonces, se puede concluir que cualquier bola Br del sistema retroali-
mentado con el CUPO (o el CUSO) es ATFj, incluso en presencia de perturbaciones
acopladas y no acopladas. Lo anterior queda formalmente expresado en el siguiente Dependiendo de la ley de

control que se haya elegido,
las perturbaciones
acopladas pertenecen a
W1 ó W2

Teorema.

Teorema 7.7 Considere que existen perturbaciones no acopladas que satisfacen la Suposición
7.1. Elija el CUSO (o el CUPO) con la SD (166). Entonces, cualquier bola Br del sistema
(151) es ATFj, y cualquier trayectoria pertenecerá a Br antes de un tiempo fijo Tp = Tr +

Tf/s.

Para cualquier tiempo mayor a la constante Tp, cualquier trayectoria pertenece a
una bola Br.
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7.5. ejemplo académico

A continuación se compara el desempeño de los controladores de tiempo fijo y
de las superficies que se han presentado en este capítulo. Considere un sistema de
tercer orden que conmuta cada 8 segundos cuyo modelo está descrito por ẋ = Ajx+

b(u +wn(t)), donde x ∈ R3 es el estado continuo, el vector bT =
[
0 0 1

]
, la

perturbación wn(t) = 0.5 sin(8t) + 0.2 cos(5t), y j ∈ [1, 2] es el estado discreto que
indexa los subsistemasPara propósitos de

simulación, se toman
condiciones iniciales

x(0) =
[−1.5,2.5,−1.5]T y

tiempo de muestreo
τ = 0.001.

A1 =

0 1 0

0 0 1

1 0 0

 ,A2 =

0 1 0

0 0 1

1 1.5 0

 .

El objetivo de control es estabilizar robustamente el origen x = 0 del sistema con
tiempo fijo Tp = 5.5 a una vecindad de radio r = 2. El controlador se enciende 2.5
segundos después de cada conmutación para emular un observador que recupera elSe pueden usar los

observadores uniformes de
Angulo et al. [3].

estado medido a más tardar en 2.5 segundos. El diseño del tiempo fijo se divide en
dos etapas: (a) definir las ganancias del controlador que aseguran el modo deslizante
a más tardar Tf = 5 ó Ts = 5 unidades de tiempo y (b) definir las ganancias de la
SD para que cualquier trayectoria del sistema reducido llegué a una bola Br=2 a más
tardar en Tr = 3 unidades de tiempo. La ley de control u queda determinada por
(153), donde la SD es una de las siguientes superfices

(s1) σ3 = x3 +
1
2−qk1|x1|

q−1
2−q x2 + k2dx2 + k1dx1c

1
2−q cq. En este caso, la funciónPara la simulación

Tr = 3. De la
Figura 9.(b), fijando
q = 1.5, se obtiene

(k1,k2) =
(1.161,0.961).

dϕ2(x1,x2)
dt = ∂υ2

∂x1
x2 +

∂υ2
∂x2

x3, con

∂υ2
∂x1

= q−1
(2−q)2

k1dx1c
2q−3
2−q x2 +

q
2−qk2k1|s2|

q−1|x1|
q−1
2−q ,

∂υ2
∂x2

= 1
2−qk1|x1|

q−1
2−q + qk2|s2|

q−1.

(s2) σ3 = x3 + k2dx2 + k1x
1
2−q

1 cq, y ahoraDe la Figura 10, se tiene
que las ganancias

(k1,k2) =
(0.6,1.4678) garantizan

un Tr = 3 a la vecindad
de radio r = 2.

∂υ2
∂x1

x2 +
∂υ2
∂x2

x3 = q
2−qk2k1|s2|

q−1|x1|
q−1
2−q x2 + qk2|s2|

q−1x3.

y υ es uno de los siguientes controladores

cmdpo v = −M0 sign(σ3), con M0 = 10.

cupo Tf = 5 y qv = 5/4. Por lo tanto, $ = 9.4839, Q0 > 1.9517, K2 > 0.8851 y
K3 > 0.8116,

cuso Ts = 5 y qv = 11/10.Por lo tanto, (k1s,k2s) = (2
√
10, 10) con µ1 = 1,µ2 =La sintonización del

CUSO se hace a partir de
simulaciones.

0.2,µ3 = 0.15.

Con el CUPO, la perturbación w(t) ∈ W1, con ρ0 = 0.7, ρ02 = ρ03 = 0, y qv > 1.
Cuando se usa el CSTU, la perturbación w(t) ∈ W2, con1 ρ1s = 0, y ρ2s = 5. Para
ambas superficies, los controladores mantienen la sintonización de sus ganancias ya
que la constantes Tf y Ts con cambian.

Los resultados de la simulación se muestran en la Figura 11 y la Figura 13, para
(S1), y en la Figura 12 y Figura 13, para (S2). Solo el CUPO y el CSTU garantizan
el modo deslizante en tiempo fijo a costa del esfuerzo de control, Figura 11.(d) y
Figura 12.(d). Para tener propiedad de convergencia en tiempo fijo las magnitudes
de las señales de control deben ser considerablemente grandes. Este efecto también

1 Cuando ρ1s = 0, las ganancias k1s y k2s se eligen en el conjunto κ = {(k1s,k2s) ∈ R2|0 < k1s 6
2
√
ρ2s,k2s > 0.25k21s+ 4ρ2s/k

2
1s}
⋃
{(k1s,k2s) ∈ R2|k1s > 2

√
ρ2s,k2s > 2ρ2s}, véase [65].
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Figura 11.: (a), (b) y (c) son los estados del sistema controlados por el CMDPO (línea puntea-
da), el CUPO (línea segmentada) y el CUSO (línea solida); (d) SD (S1); (e) señales
de control de cada controlador y (f) acercamiento de las señales de control.

se observa en el incremento de la respuesta transitoria, véase la Figura 12.(d). Sólo
el CSTU reduce el efecto de chattering pero el esfuerzo de control es mayor que el
utilizado por el CUPO, Figura 12.(e) y Figura 12.(f). Además, la ganancia del CMDPO
es mayor, en comparación con el término discontinuo del CUPO, como consecuencia,
el fenómeno de chattering se incrementa. El comportamiento es bastante similar para
cualquiera de las dos superficies, aunque es notable destacar que la magnitud del
control es considerablemente menor con la SDU (S2).

La Figura 13 muestra el tiempo de convergencia real que le toma a las trayectorias
de estado en llegar a la SD (S1) y (S2) usando el CUPO. Con la SD (S1), el diseño de
Tf no es tan conservador si se conoce la cota exacta de la perturbación. Las simula-
ciones muestran que el diseño de Tp es un poco conservador, ya que el tiempo fijo
Tp para la bola Br=2 es aproximadamente de 4.3 segundos, lo que en comparación
con el diseño original es casi la mitad del tiempo fijo predeterminado.

En contraste con el diseño anterior, el diseño de Tf resulta conservador para la SD
(S2) aunque se conozca la cota exacta de la perturbación. La Figura 13.(c) muestra la
constante de tiempo fijo real Tp = 3.15 [s] para la bola Br=2. En general, el diseño de
la constante Tp es conservador.

7.6. resumen del capítulo

Las dos SD uniformes garantizan que, durante el modo deslizante, cualquier ve-
cindad del origen del sistema reducido es ATFj, es decir, las trayectorias convergen
a cualquier vecindad del origen en tiempo fijo independientemente de cuando se
haya iniciado el modo deslizante. Una de las superficies tiene una estructura simple
y conserva la propiedad de atractividad en tiempo fijo.
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Figura 12.: (a), (b) y (c) son los estados del sistema aplicando el CMDPO (línea punteada), el
CUPO (línea segmentada) y el CUSO (línea solida); (d) SDU (S2); (e) señales de
control de cada controlador y (f) acercamiento de las señales de control.

Los controladores de tiempo fijo del Capítulo 6 se han generalizado a un sistema
de orden arbitrario. Los controladores de tiempo fijo están basados en un MDPO y
en MDSO, heredando todas sus propiedades, y además, incluyen términos de alto
orden en su estructura para garantizar la convergencia en tiempo fijo a alguna de
las superficies presentadas. Cada uno de los controladores de tiempo fijo es robusto
c.r. a cierta clase de perturbaciones acopladas. Se ha mostrado que el esquema de
control es robusto ante cierta clase de perturbaciones no acopladas. Sin embargo,
únicamente se logra estabilidad robusta y asintótica del origen del sistema en lazo
cerrado.

Las propiedades del sistema reducido y las propiedades del sistema en lazo ce-
rrado se han estudiado a través de alguna FLC. Estas funciones permiten obtener
un conjunto de ganancias y estimar el tiempo de convergencia. Dichas estimaciones
permiten diseñar las ganancias que garantizan cierto tiempo fijo Tp a una bola da-
da de radio r cuando se utiliza el CUPO. Sin embargo, se necesita de una mejor
sintonización de las ganancias para asegurar el tiempo fijo requerido.

7.7. prueba de los teoremas y proposiciones del capítulo

Prueba de la Proposición 7.2 y de la Proposición 7.1. Estos resultados se demues-
tran simultáneamente usando el MB. La demostración es por inducción.

Paso 1: Se tiene el sistema ẋ1 = υ1. Suponga que υ1 = −k1dx1c1/(2−q), donde υ1
es la ley de control y q ∈ (1, 2). Esto implica que 1/(2− q) es mayor que uno, y

ẋ1 = −k1dx1c
1
2−q , (188)
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Figura 13.: (a) Tiempo que le toma a las trayectorias en llegar a (S2); (b) tiempo de convergencia
(datos de simulación) a la bola Br=2 comparado con la constante de tiempo fijo
Tp = 5.5; (c) tiempo que le toma a las trayectorias en llegar a (S1); y (d) tiempo de
convergencia (datos de simulación) a la bola Br=2 comparado con Tp = 5.5.

es AE. Usando la FLC V1 = 2−q
2 |x1|

2
2−q , la derivada de V1 a lo largo de las trayecto-

rias de (188), se obtiene

V̇1 = −dV1dx1
υ1 = −k1dx1c

q
2−q dx1c

1
2−q = −k1|x1|

q+1
2−q .

La función V̇1 es n.d. si k1 > 0 y puede ser reescrita como V̇1 = −k1 (2/(2− q))
(q+1)/2 V

q+1
2
1 .

Paso 2: Se tiene el sistema de segundo orden

ẋ1 = x2 , ẋ2 = υ2, (189)

Defina la variable de estado σ2 = x2 + υ1. Si se utilizan las coordenadas (x1,σ2),
(189) queda descrito por

ẋ1 = −υ1 + σ2, σ̇2 = υ2 +
∂υ1
∂x1

x2. (190)

La ley de control υ2 se obtiene a través de una FLC V2 = V1 +
1
2 |σ2|

2. Tomando la
derivada de V2 a lo largo de las trayectorias de (190), se tiene

V̇2 = −∂V1∂x1
υ1 +

∂V1
∂x1

σ2 + σ2(υ2 +
∂υ1
∂x1

x2).

Del Lema A.1, se deriva la desigualdad dV1
dx1

s2 6 |x1|
q
2−q |s2| 6

q
q+1 |x1|

q+1
2−q + 1

q+1 |s2|
q+1. Para consultar el Lema

A.1 revise el Apéndice A.Con ayuda de esta desigualdad y eligiendo el control υ2 = −∂υ1∂x1
x2 − k2dσ2cq, se

obtiene

V̇2 6 −(k1 −
q
q+1 )|x1|

q+1
2−q − (k2 −

1
q+1 )|σ2|

q+1,

la cual es n.d. si k1 > q/(q+ 1) y k2 > 1/(q+ 1).
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Paso i: Defina las variables σ1 = x1 y σi = xi + υi−1,∀i = 2, ...,η. La dinámica del
sistema reducido, en las coordenadas (σ1, ...,ση), está descrita por

σ̇1 = x2, σ̇j = xj+1 −
∑j
k=2

∂υj−1
∂xk−1

xk,∀j = 2, ..., i. (191)

La FLC (158) en su forma recursiva es Vi = Vi−1 +
αi
2 |σi|

2
αi , i = 2, ...,η, donde

αi = (i− 2)q+ (3− i). Tomando la derivada de Vi a lo largo de las trayectorias de
(191), se tiene

V̇i =
∑i−1
j=1

∂Vi−1
∂σj

σ̇j + dσic
(i−1)+(2−i)q

αi (υi −
∑i
j=2

∂υi−1
∂xj−1

xj) =
∑i−1
j=1

∂Vi−1
∂σj

σ̇j − ki|σi|
q+1
αi .

Recuerde que xj+1 = υj + σj+1, donde la ley de control es υj =
∑j
k=2

∂υj−1
∂xk−1

xk −

kjdσjc
αj+1
αj . Entonces, σ̇j = σj+1 − kjdσjc

αj+1
αj . Además, es un hecho que

∑i−1
j=1

∂Vi−1
∂σj

σ̇j = −k1|x1|
q+1
2−q −

∑i−1
j=2 kj|σj|

q+1
αj +

∑i−1
j=1

∂Vi−1
∂σj

σj+1,

ya que
∑i−1
j=1

∂Vi−1
∂σj

(−kjdσjc
αj+1
αj ) =

∑i−1
j=1 −kjdσjc

δj
αj dσjc

αj+1
αj =

∑i−1
j=1 −kj|σj|

q+1
αj ,

donde δj = (j− 1) − (j− 2)q, ∀j = 1, ..., i− 1. Observe que∑i−1
j=1

∂Vi−1
∂σj

σj+1 = ∂V1
∂σ1

σ2 +
∂V2
∂σ2

σ3 +
∂V3
∂σ3

σ4 + ... + ∂Vj
∂σj

σj+1

= dσ1c
q
2−qσ2 + σ2σ3 + dσ3c

2−q
q σ4 + ... + dσjc

δj
αj σj+1 =

∑i−1
j=1dσjc

δj
αj σj+1 ,

Nuevamente, del Lema A.1, se obtienen las siguientes desigualdades

|σ1|
q
2−q |σ2| 6

q
q+1 |σ1|

q+1
2−q + 1

q+1 |σ2|
q+1, |σ2||σ3| 6

1
q+1 |σ2|

q+1 + q
q+1 |σ3|

q+1
q ,

· · · , |σj|
δj
αj |σj+1| 6

δj
q+1 |σj|

q+1
αj +

αj+1
q+1 |σj+1|

q+1
αj+1 .

Por lo tanto,
∑i−1
j=1dσjc

δj
αj σj+1 6 q

q+1 |x1|
q+1
2−q +

∑i−2
j=2

2
q+1 |σj|

q+1
αj +

αi−1
q+1 |σi−1|

q+1
αi−1 +

∂Vi−1
∂σi−1

σi. Lo anterior permite obtener

V̇i 6 V̇i−1 +
∂Vi−1
∂σi−1

σi − ki|σi|
q+1
αi , (192)

con V̇i−1 6 −(k1−
q
q+1 )|x1|

q+1
2−q −

∑i−2
j=2(kj−

2
q+1 )|σj|

q+1
αj − (ki−1−

αi−1
q+1 )|σi−1|

q+1
αi−1 .

Finalmente, como ∂Vi−1
∂σi−1

σi 6 |σi−1|
δi−1
αi−1 |σi|, aplicando una vez el Lema A.1 se obtie-

ne (159).

La FLC (158) se acota por arriba como Vi 6
C2
2 (|x1|

2
2−q +

∑i
j=2 |σj|

2
αj ), debido a

que el máximo del conjunto {2−q, 1,q, 2q− 1, ..., (i− 1)q+ (3− i)} es C2 = (i− 2)q+

(3− i), ∀q ∈ (1, 2). La derivada de la FLC puede acotarse como V̇i 6 −C3(|x1|
q+1
2−q +∑i

j=2 |sj|
q+1
αj ). Del Lema A.4, se obtiene que (|x1|

2
2−q +

∑i
j=2 |sj|

2
αi )

q+1
2 6 i

q−1
2 (|x1|

q+1
2−q +Véase el Apéndice A para

consultar el Lema A.4. ∑i
j=2 |sj|

q+1
αj ). Esto muestra que V̇i 6 −C3(|x1|

2
2−q +

∑i
j=2 |sj|

2
αj )

q+1
2 = −γV

q+1
2
i ,

que es la desigualdad (160).
Paso i = n: Por argumentos de inducción se obtiene (158). Esto concluye la prueba.
Prueba de la Proposición 7.3. Es inmediata de la desigualdad diferencial (160).

Recordando que q+ 1 > 2,∀q > 1, y usando el principio de comparación [46], pa-
ra V0 = Vη (xη(0)), (x0 = xη(0)), la solución Vη(t) satisface Vη(t) 6 (V

−(q−1)/2
0 −

(q−1)
2 γt)−

2
q−1 . Esta expresión permite estimar una cota del tiempo de convergen-

cia. El tiempo T1 que le toma a cualquier trayectoria, iniciada con condición inicial
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xη(0), en llegar al conjunto de nivel Vη = r (0 < r < Vη(x0)), satisface T1(x0, r) 6

2
(q−1)γ (r

−q−1
2 − V

−q−1
2

η (x0)). Como lı́mx0→∞ T1(x0, r) = Tr, el tiempo de conver-
gencia T1(x0, r) de toda trayectoria está acotado uniformemente por (171), es decir,
T1(x0, r) 6 Tr.

Prueba del Teorema 7.1. Inmediata de la Proposición 7.1.
Prueba del Teorema 7.2. Es un caso particular del Teorema 7.6 cuando w1 = ... =

wη = 0.
Prueba la Proposición 7.4 y del Teorema 7.6. La demostración de estos resultados

se hace en forma simultánea a través del MB. La dinámica del sistema reducido es

ẋi = xi+1 +wi(t, x), ∀i = 1, ...,η− 1,

ẋη = υη +wη(t, x).
(193)

Recuerde que υη = −ϕη,η = n − 1. La ley de control auxiliar υη se diseña para
garantizar que el origen x = 0 del sistema reducido es RGAE, bajo la hipótesis de
que la perturbaciones wi(t, x) cumplen con la Suposición 7.1. Enseguida se prueba
que la retroalimentación de estados

υi = −kidσicζi , ζi =
αi+1
αi

=
(i−1)q+(2−i)
(i−2)q+(3−i) , i = i, ...,η, (194)

estabiliza asintóticamente el origen del sistema (193) si q ∈ (1, 2). Cuando q = 1, se
recupera la retroalimentación de estados lineal y el origen es EE. La prueba se hace
por inducción.

Paso 1: Se propone υ1 = −k1dx1c1/(2−q). El parámetro q ∈ (1, 2), lo cual implica
que 1/(2− q) es mayor a uno. El sistema

ẋ1 = υ1 +w1 = −k1dx1c
1
2−q +w1, (195)

es AE. Tomando como FLC V1 = 0.5|x1|2, la derivada c.r. al tiempo de V1 a lo largo
de las trayectorias de (195) y bajo la Suposición 7.1, se obtiene

V̇1 = ∂V1
∂x1

(υ1 +w1) 6 2x1(−k1dx1c
1
2−q + ρ1|x1|

1
2−q ) 6 −a11|x1|

3−q
2−q ,

con a11 = k1−ρ1. V̇1 es n.d. si k1 > ρ1 y puede ser rescrita como V̇1 = −a11V
3−q
2(2−q)

1 .
Paso 2: Se tiene el sistema de segundo orden

ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = υ2 +w2. (196)

Defina una nueva variable de estado σ2 = x2 − υ1, que representa el error virtual
entre υ1 y x2. En las coordendas (x1,σ2), el sistema (196) tiene la forma

ẋ1 = υ1 + σ2 +w1, σ̇2 = υ2 +w2 −
∂υ1
∂x1

ẋ1. (197)

La ley de control υ2 se obtiene a través de la FLC V2 = 1
2 |σ2|

2 + 1
2δ1V

1
2−q

1 , δ1 = k21.
Recuerde que x2 = υ1 + s2. Tomando la derivada c.r. al tiempo de V2 a largo de las
trayectorias de (197) se llega a

V̇2 = σ2[υ2 −
∂υ1
∂x1

x2] +
δ1

2(2−q)V
q−1
2−q

1
∂V1
∂x1

x2.

Note que ∂V1
∂x1

x2 = V̇1 +
∂V1
∂x1

σ2, con V̇1 = −2k1V
(3−q)/2(2−q)
1 y ∂V1

∂x1
= 2x1. Ade-

más, δ1
2(2−q)V

q−1
2−q

1
∂V1
∂x1

σ2−σ2(
∂υ1
∂x1

ẋ1) = ( δ12−q −
k21
2−q )dx1c

q
2−qσ2+

k1
2−q |x1|

q−1
2−q |σ2|

2+

k1
2−q |x1|

q−1
2−qσ2w1. Bajo la Suposicion 7.1, |w1| 6 ρ1|x1|

1
2−q . Aplicando la ley de con-

trol υ2 = −k2dσ2cq, se obtiene

V̇2 6 −(k2 − ρ2)|σ2|
q+1 −

k21
2−qa11V

q−1
2−q

1 |x1|
3−q
2−q + k1

2−q |x1|
q−1
2−q |σ2|

2 + k1
2−qρ1|x1|

q
2−q |σ2|.
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Observe que V
q−1
2−q

1 |x1|
3−q
2−q = V

q+1
2(2−q)

1 . Este paso es un caso particular del Paso 2 de la
prueba de la Proposición 5.1 cuando p = 1. De este hecho se concluye que la derivada
de la FLCR es n.d. si se eligen las ganancias

k1 > ρ1, k2 > 1
2−q

2
1+q

[
(q−11+q

1
θ21k1a11

)
q−1
2 + ρ1

2 ( q
1+q

ρ1
θ22k1a11

)
q
1

]
k1 + ρ2.

donde las constantes θ21 y θ22 cumplen θ21 + θ22 = 1.
Paso i − 1: Defina las variables σ1 = x1 y σi = xi − υi−1, i = 2, ...,η. En las

coordenadas (σ1,σ2, ...,σi), el sistema (193) adquiere al forma

σ̇j = υj +wj + σj+1 −
∂υj−1
∂σj−1

σ̇j−1,∀j = 1, ..., i− 1,

σ̇i = υi +wi −
∂υi−1
∂σi−1

σ̇i−1.
(198)

Ahora, suponga que el controlador υi−1 estabiliza el sistema (198) de orden (i− 1) y
que la FLCR Vi−1 lo garantiza, debido a que su derivada V̇i−1 es n.d..

Paso i: Tomando al derivada c.r. al tiempo de la FLCR Vi (definida en (168)) a lo
largo de las trayectorias del sistema (198), se obtiene

V̇i = σi[υi +wi −
∂υi−1
∂σi−1

σ̇i−1] + ζi−1δi−1V
q−1
αi−1
i−1 [V̇i−1 +

∂Vi−1
∂σi−1

σi].

donde ∂Vi−1
∂σi−1

= σi−1. Haciendo el cálculo directo se deduce que ∂υi−1
∂σi−1

σ̇i−1 =

−ζi−1ki−1|σi−1|
q−1
αi−1 σ̇i−1, donde σ̇i−1 = Ψ(i−1)n + σi + Ψ(i−1)ρ, con Ψ(i−1)n =

υi−1 −
∂υi−2
∂σi−2

σ̇i−2|wi−2=0 y Ψ(i−1)ρ = wi−1 −
∂υi−2
∂σi−2

σ̇i−2|υi−2=0. Bajo la Suposición

7.1, se tiene que Ψ(i−1)ρ 6 ∆(i−1)ρ, donde la función ∆(i−1)ρ = ρi−1|σi−1|
ζi−1 −

∂υi−2
∂σi−2

σ̇i−2|υi−2=0 , se evalúa en wi−2 = ρi−2|σi−2|
ζi−2 . Tomando en cuenta todo loPara más detalles sobre el

término ∆(i−1)ρ consulte
el Apéndice E.

anterior y aplicando la ley de control υi dada en (194), se obtiene que

V̇i 6 −(ki − ρi)|σi|
βi
αi − ζi−1δi−1Vi−1 + ζi−1ki−1[|σi|

2|σi−1|
q−1
αi−1 + σiΥi−1],

donde se ha definido Vi−1 = −V
q−1
αi−1
i−1 V̇i−1 > 0, Υi−1 = |σi−1|

q−1
αi−1 (Ψ(i−1)n +

∆(i−1)ρ) + ki−1V
q−1
αi−1
i−1 σi−1 y βi = (2i− 3)q+ (5− 2i). Al ser Vi una FLCR, la de-

rivada V̇i cumple con el Lema A.6. Las funciones que acotan a las perturbaciones noVéase el Apéndice A para
conocer el Lema A.6. destruyen la homogeneidad del sistema en lazo cerrado, y de hecho, como las cotas

son funciones homogéneas, existe ki suficientemente grande tal que se logra que la
derivada V̇i sea n.d..

Finalmente, para cualquier i, las funciones continuas Vi(x) y V̇i(x) son homogé-
neas de grados mVi = 2αi y mV̇i = βi c.r. a la dilatación (161). Con ayuda del Lema
A.3, se concluye que la desigualdad (169) se cumple con κi = mı́n{x:Vi(x)=1}{−V̇i}.Note que κi > 0, ya que

−Vi(x) es p.d.. Paso i = n: Por argumentos de inducción se obtiene (168). Esto concluye la prueba.
Prueba de la Proposición 7.5. Con ayuda de la desigualdad (169) y del principio

de comparación [46], se obtiene que para cualquier V0 = Vη (x0) (x0 = xη(0)), la solu-

ción Vη(t) satisface Vη(t) 6 (V
−q−1
2αη

0 − (q−12αη
)κηt)

−
2αη
q−1 , ∀q > 1. De esta expresión es

posible estimar una cota del tiempo de convergencia. El tiempo T1 que requiere cual-
quier trayectoria iniciada en x0 en llegar al conjunto de nivel Vη = r (0 < r < Vη(x0)),
está determinado por (170). Además, como lı́mv0→∞ T1(x0, r) = Tr, el tiempo de con-
vergencia T1(x0, r) está uniformente acotado por (171), es decir, T1(x0, r) 6 Tr.

Prueba del Teorema 7.3. Defina V = 0.5σ2n. Para el sistema de orden arbitrario,
V̇ = σn(v+w(t, x)). Considerando la ley de control (133) y w(t, x) ∈W1, la derivada
satisface V̇ 6 −(Q0 − ρ0) |σn|− (K2 − ρ02) |σn|

2 − (K3 − ρ03) |σn|
qv+1. En términos

de la función V , se tiene que V̇ 6 −κ01V
1/2 − κ02V − κ03V

(qv+1)/2, donde κ01 =
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√
2(Q0 − ρ0) , κ02 = 2(K2 − ρ02) , κ03 = 2(qv+1)/2(K3 − ρ03). Esto implica V̇ < 0 ,

si Q0 > ρ0, K2 > ρ02, K3 > ρ03. Por lo tanto, las trayectorias llegan a σn = 0 en
tiempo finito.

Enseguida de muestra que existe una constante Tf > 0, tal que ∀t > Tf, las
trayectorias x(t) nunca abandonan σn = 0. Defina κeq = {κ01, κ02, κ03}, entonces
V̇ 6 −κeq(V

1/2 + V + V(qv+1)/2). Defina las desigualdades V̇ 6 −κeqV
1/2 − κeqV

y V̇ 6 −κeqV
(qv+1)/2, el valor de V(t) está por debajo de la solución de ambas de-

sigualdades. Utilizando el principio de comparación, [46], las soluciones de V(t)

satisfacen V(t) 6 mı́n{V1,V2}, donde V1 = exp(−12κeqt)[V
1
2
0 + 1 − exp(12κeqt)]

2,

y V2 = [V
− 1
2 (qv−1)

0 + (qv − 1) κeqt/2]
− 2
qv−1 , con V0 = V (σn(x0)). Para estimar

una cota de tiempo de convergencia se siguen los pasos del algoritmo presenta-
do en prueba de la Proposición 5.8 con r = $. Por lo tanto, el tiempo de con-
vergencia cumple T(x0) 6 T1($) + T2(x0,$), donde T1($) = 2

κeq
ln($

1
2 + 1) y

T2(x0,$) = 2
(qv−1)κeq

($− 1
2 (qv−1) − V

− 1
2 (qv−1)

0 ). Conforme a lo anterior, cualquier
trayectoria alcanza la SD en un tiempo T(x0) que está uniformemente acotado por la
constante (177), es decir, T(x0) 6 Tf.

Prueba del Teorema 7.4. Hay que mostrar que la SD se alcanza en tiempo finito
y que el tiempo de convergencia tiene una constante de tiempo fijo. Para ello, se
requiere el siguiente resultado.

Proposición 7.6 Considere la función V1(ζ) = ζTPζ, donde el vector ζ =
[
φ1(σn) σn+1

]T
y P = PT > 0 es un matriz simétrica p.d., solución de la DML (182), y la función

V2 (σn,σn+1) = δk2s|φ1(σn)|2 − dφ1(σn)c
1
qv dσn+1c

2qv−1
qv + δ|σn+1|

2, donde δ es una
constante positiva que satisface las desigualdades en (184)y qv > 1. Entonces, la función
W(σn,σn+1) = V1(ζ) +V2(σn,σn+1), es una FL robusta para el subsistema (σn,σn+1)
de (181). Además, la derivada c.r. al tiempo de la función W a lo largo de las trayectorias del
subsistema satisface la desigualdad diferencial

Ẇ (σn,σn+1) 6 −κs1W
1
2 (σn,σn+1)−κs2W (σn,σn+1)−κs3W

3qv−1
qv (σn,σn+1) ,

(199)

donde κs1, κs2 y κs3 se definen en (186).

Demostración 2 Primero se muestra que V2 es p.d. y su derivada es n.d.. Del Lema A.1,

existen constantes γ00 y γ01 tal que, −γ2qv00 |φ1(σn)|
2 /2q−(2qv−1)γ

− 2q
2qv−1

00 |σn+1|
2 /2qv 6

−dφ1(σn)c
1
qv dσn+1c

2q−1
qv 6 γ2qv01 |φ1(σn)|

2 /2q+(2qv−1)γ
− 2q
2qv−1

01 |σn+1|
2 /2qv. Por

lo tanto, ∀(σn,σ), la función V2 puede acotarse como

α1(γ00)|φ1(σn)|
2 +α2(γ00) |σn+1|

2 6 V2 (σn,σn+1) 6 α2(γ01)|φ1(σn)|2 +α4(γ01) |σn+1|
2 ,

donde α1(γ00) = (δk2−γ
2qv
00 /2qv), α2(γ00) = (δ−(2qv−1)γ

− 2qv
2qv−1

00 /2qv), α3(γ01) =

(δk2+γ
2qv
01 /2qv) and α4(γ01) = (δ+(2qv−1)γ

− 2qv
2qv−1

01 /2qv). La función V2(σn,σn+1)
es p.d. si y sólo si α1(γ00) > 0 y α2(γ00) > 0. Lo cual es siempre posible si se satisface Para saber si

V2(σn,σn+1) es p.d., se
checa cuando
α1(γ00) > 0 y
α2(γ00) > 0 y se
verifica cuando existe
γ300 > 0.

(184). Además, V2 puede acotarse como

C1‖ζ‖22 6 V2 (σ,σn+1) 6 C2‖ζ‖22 , (200)

donde ‖ζ‖22 = |φ1(σn)|
2+ |σn+1|

2,C1 = δk2s−z
2qv−1
m /2qv yC2 = δk2s+z

2qv−1
M /2qv

son constantes positivas, zm = γ
2qv
2qv−1

00 es la raíz real positiva de la ecuación (2qv − Las ecuaciones en zm y
zM resultan de hacer
α1(γ00) = α2(γ00) y
α3(γ01) = α4(γ01).

1) + 2qvδ(k2s − 1)zm = z
2qv
m , y zM = γ

2qv
2qv−1

01 es la raíz real positiva de la ecuación
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(2qv − 1) + 3δ(1− k2s)zM = z2qvM . Como la perturbación wn(t, x) ∈ W2, la derivada V̇2
satisface

V̇2 6 −v1(s){2δk2s(k1s − ρ1s)|φ1(σn)|
3qv−1
qv − 2ρ2sδ|φ1(σn)|

2qv−1
qv |σn+1|

− 1
qv
k1|φ1(σn)||σn+1|

2qv−1
qv − 2qv−1

qv
k2|φ1(σn)|

2|σn+1|
qv−1
qv + 1

qv
|σn+1|

3qv−1
qv },

con v1(σn) = |φ1(σn)|
1−qv
qv φ′1(σn). Del Lema A.1, se obtienen las desigualdadesLa función φ′1(s) =

µ1|σn|
− 12 /2+µ2+
qµ3|σn|

q−1.
|φ1(σn)|

2qv−1
3 |σn+1| 6

2qv−1
3q−1 γ

3qv−1
2qv−1

1 |φ1(σn)|
3qv−1
2qv−1 + qv

3qv−1
γ
− 3qv−1

qv
1 |σn+1|

3qv−1
qv ,

|φ1(σn)||σn+1|
2qv−1
qv 6 qv

3qv−1
γ
3qv−1
qv

2 |φ1(σn)|
3qv−1
qv + 2qv−1

3qv−1
γ
− 3qv−1
2qv−1

2 |σn+1|
3qv−1
qv ,

|φ1(σn)|
2|σn+1|

qv−1
qv 6 2qv

3qv−1
γ
3qv−1
2qv
3 |φ1(σn)|

3qv−1
2qv + qv−1

3qv−1
γ
− 3qv−1
qv−1

3 |σn+1|
3qv−1
qv ,

∀γ1,γ2,γ3 > 0. Con ayuda de estas desigualdades y fijando γ2 = (θ2s
2qv−1
3qv−1

k1)
2qv−1
3qv−1 y

γ3 = (θ3s
2qv−1
3qv−1

(qv − 1)k2)
qv−1
3qv−1 , se obtiene

V̇2 (σn,σn+1) 6 −v1(σn)(ψ1|φ1(σn)|
3qv−1
qv + 1

qv
ψ2|σn+1|

3qv−1
qv ),

donde ψ1 = 2(Υ− 2qv−1
3qv−1

ρ2sδγ
3qv−1
2qv−1

1 ), ψ2 = Λ−
2q2v
3qv−1

ρ2sδγ
− 3qv−1

qv
1 , Υ = δk2sk1 −Para mostrar que V̇2 es

n.d. se checa cuando
ψ1 > 0 y ψ2 > 0, y se

verifica cuando existe
γ71 > 0, que se traduce en

la desigualdad (184).

n1k
3qv−1
qv

1 − n2k
3qv−1
2qv
2 , Λ = 1− θ−12 − θ−13 . El parámetro γ1 siempre existe si y sólo si

cumple la desigualdad
(
3qv−1
2qv−1

Υ
ρ2sδ

) 2qv−1
3qv−1

> γ1 >
(
2q2v
3qv−1

ρ2sδ
Λ

) qv
3qv−1 . La función V̇2 es

n.d. si ψ1,ψ2 > 0, lo cual siempre es posible si las desigualdades (184) se cumplen. Además,
la función v1(σn) > 0, y tiene un mínimo con valor positivo, vmı́n = mı́nσn∈R v1(σn), ya

que lı́m|σn|→0 v(σn) =
1
2µ

1
qv
1 /|σn|

qv−1/2
qv =∞, y

lı́m|σn|→∞ v1(σn) = 1
2µ1|σn|

−1
2 +µ2+qvµ3|σn|

qv−1

(µ1|σn|
1
2+µ2|σn|+µ3|σn|

qv)
qv−1
qv

= qvµ
1
qv
3 .

Lo anterior permite obtener

V̇2(σn,σn+1) 6 −vmı́nC3(|φ1(σn)|
3qv−1
qv + |σn+1|

3qv−1
qv ),

donde C3 = [Λ − 2q2vρ2sδγ
− 3qv−1

qv
1 /(3qv − 1)]/qv y ym = γ

3qv−1
qv

1 es la raíz real posi-

tiva de la ecuación 2qvρ2sδ+ (3qv − 1)[2Υ1 −Λ/qv]ym = 2(2qv − 1)ρ2sδy
3qv−1
2qv−1
m . Del

Lema A.4, se deduce que (1/2)
qv−1

2(3qv−1) (|φ1(σn)|
2 + |σn+1|

2)
3qv−1
2qv 6 |φ1(σn)|

3qv−1
qv +Véase el Apéndice A para

conocer el Lema A.1.
|σn+1|

3qv−1
qv . Finalmente, usando esta desigualdad junto con la desigualdad (200), se obtiene

V̇2 6 −(1/2)
qv−1

2(3qv−1) vmı́nC3(‖ζ‖22)
3qv−1
2qv .

Ahora, hay que mostrar que V1(ζ) es n.d.. De un análisis similar al presentado en laPara más detalles consulte
la Sección 6.6. demostración de la Proposición 6.1, y tomando en cuenta a (150), la derivada de la FL V1 (ζ)

satisface

V̇1 6 φ′1

[
ζ

ρ̃

]T [
ATP+ PA+ R PB

BTP −Θ

][
ζ

ρ̃

]
6 −φ′1ε‖ζ‖

2
2.

con Θ y R como en (183). Si la DML (182) tiene solución, V̇1 es n.d.. Como λmı́n {P} ‖ζ‖22 6La función V1 es continua
pero no localmente

Lipschitz. Se aplica el
mismo argumento

utilizado en la prueba del
Teorema 6.3.

ζTPζ 6 λmáx {P} ‖ζ‖22, donde ‖ζ‖22 = φ21 (σn) + σ
2
n+1 = µ21|σn| + 2µ1µ2|σn|

3/2 +

µ22|σn|
2+ 2µ1µ3|σn|

qv+1/2+ 2µ2µ3|σn|
qv+1+µ23|σn|

2qv +σ2n+1 es la norma Euclidea-

na de ζ, se puede verificar que siempre se cumple la desigualdad (µ1 |s|
1
2 )−1 > (‖ζ‖2)−1. Por

lo tanto, inmediatamente se tiene que V̇1 6 −(µ21/2)ε ‖ζ‖2−µ2ε‖ζ‖
2
2−qvµ3ε|σn|

qv−1 ‖ζ‖22.
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La negatividad definida de V̇1(ζ) y V̇2 (σn,σn+1) implica que Ẇ (σn,σn+1) = V̇1+ V̇2,
es decir,

Ẇ (σn,σ) 6 −(
µ21
2 )ε ‖ζ‖

1
2
2 − µ2ε‖ζ‖22 − qvµ3ε|σn|

qv−1 ‖ζ‖22 − (1/2)
qv−1

2(3qv−1) vmı́nC3(‖ζ‖22)
3qv−1
2qv .

Cada FL satisface λmı́n{P}‖ζ‖22 6 V1(ζ) 6 λmáx{P}‖ζ‖22 y C1‖ζ‖22 6 V2 (σn,σn+1) 6
C2‖ζ‖22. Entonces, la funciónW (σn,σn+1) puede acotarse por arriba comoW (σn,σn+1) 6
(λmáx{P}+C2)‖ζ‖22, lo cual permite obtener la expresión (199).

Con la Proposición 6.1 se prueba inmediatamente el Teorema. De la desigualdad
(199) se concluye que las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito a σn =

0. Para encontrar la constante de tiempo fijo, observe que W(t) satisface las de-
sigualdades diferenciales Ẇ (σn,σn+1) 6 −κs1W

1
2 (σn,σn+1) − κs2W (σn,σn+1)

y Ẇ(σn,σn+1) 6 −κs3W
7
6 (σn,σn+1), y el valor de W(t) debe estar por debajo de

la solución de cualquiera de las dos desigualdades. En este caso, del principio de
comparación [46], se tiene que con W0 = W (σn(x0σn+1(x0)), la solución W(t) sa-

tisface W(t) 6 mı́n{W1,W2}, donde W1 = exp(−12κs2t)[W
1
2
0 − κs1

κs2
[exp(12κs2t) − 1]]

2,

y W2 = (W
−qv−1
2qv

0 + (qv − 1)κs3t/2qv)
− 2qv
qv−1 . La cota del tiempo de convergencia

se obtiene aplicando el procedimiento propuesto en la prueba de la Proposición 5.8.
Entonces, el tiempo de convergencia cumple T(x0) 6 T1($s) + T2(x0,$s), donde

T2(x0,$s) = 2qv
(qv−1)κs3

($
−qv−1
2qv

s −W
−qv−1
2qv

0 ) y T1($s) = 2
κ2

ln([κs2/κs1]$
1
2
s + 1), y

además, T(x0) 6 Ts, siendo Ts una constante. La mejor estimación de Ts se obtiene
al elegir $s como la raíz real positiva de (187).

Prueba del Teorema 7.5 y del Teorema 7.7. Como el Teorema 7.5 es un caso par-
ticular del Teorema 7.7, solamente se prueba este último. La dinámica del sistema
queda gobernada por la EDO (155). Usando las coordenadas (σ1,σ2, ...,σn) y la ley
de control (153), el sistema (151) queda descrito por

σ̇j = υj +wj + σj+1 −
∂υj−1
∂σj−1

σ̇j−1,∀j = 1, ...,n− 1,

σ̇n−1 = υn−1 +wn−1 −
∂υn−1
∂σn−1

σ̇n−1 + σn,

σ̇n = v+wn(t, x),

(201)

Considere que la ley del control v está dada por (133) y que la perturbación acoplada
wn(t, x) ∈ W1, es decir, cuando v = −Q0dσnc0 − K2σn − K3dσncqv , qv = ζn > 1.
Para este caso se propone la FL

VLC = δηV
ζη
η + (0.5)cn|σn|2, δη = k2η,

donde Vη se define en la Proposición 7.4, con η = n − 1, y cn > 0. Siguiendo el
mismo procedimiento como en la Prueba del Teorema 7.6, la derivada de VLC a lo
largo de las trayectorias de (155), con la ley de control (133), satisface

V̇LC = cnσn[v+wn] + ζηδηV
q−1
αη
η [V̇η + σnση]

6 −ζηδηVη + ζηδηV
q−1
αη
η σnση − cn(K3 − ρ03) |σn|

βn
αn .

Del Lema A.3, se deriva la desigualdad σηV
q−1
αη
η σn 6 λη2|σn|V

αn+1
βn
η , donde λη2 =

máx{x:Vη=1}{|σηV
q−1
αη
η |}. Aplicando a esta desigualdad el Lema A.1, se llega a

V̇LC 6 −ζηδη(1−
αn+1
βn

λη2γ
− βn
αn+1

η2 )Vη − [cn(K3 − ρ03) − ζηδη
αn
βn
λη2γ

βn
αn
η2 ] |σn|

βn
αn .

Eligiendo γη2 = [λη2θη2
αn+1
βn

]
αn+1
βn y θη2 ∈ (0, 1), la función V̇n es n.d. para ga-

nancias k1, ...,kn−1, y cn suficientemente grandes. Además, la función V̇LC satisface
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V̇LC 6 −κnV
βn
2αn
LC (x). Por lo tanto, con ayuda de la Proposición 7.5, se concluye que

existe una constante de tiempo fijo.
Ahora, considere que la ley de control v está dada por (180) y que las perturbacio-

nes acopladas wn(t, x) ∈W2. Se propone la FL

VLC = δηV

αn+1
αη
η + cnW(σn,σn+1),

donde Vη queda definida por la Proposición 7.4, W por la Proposición 7.6, y cn > 0
es una constante que se elije apropiadamente. La derivada de VLC a lo largo de las
trayectorias de (201) con la ley de control (180) es

V̇LC 6 −cnẆ +
αn+1
αη

δη[V
2(q−1)
αη

η σησn −Vη], Vη = −V
2(q−1)
αη

η V̇η > 0,

donde 3qv − 1 = ιn/αn, y ιn = (2n− 1)q+ (3− 2n). Del Lema A.3, se deriva la de-

sigualdad V
2(q−1)
αη

η ση 6 λη2V
(n+1)q−n

ιn
η , λη2 = máx{x:Vη(x)=1} |V

2(q−1)
αη

η ση|. Aplicando

el Lema A.1 a esta desigualdad, se obtiene que |σn|V
(n+1)q−n

ιn
η 6 (n+1)q−n

ιn
γ
− ιn

(n+1)q−n

η2 Vη+

αn
ιn
γ
ιn
αn
η2 |σn|

ιn
αn . De esta desigualdad, y del hecho de que Ẇ 6 −qvµ3ε|σn|

qv−1 ‖ζ‖22+
V̇2(σn,σn+1), se llega a

V̇LC 6 −cnqvµ3ε|σn|
qv−1 ‖ζ‖22 + cnV̇2(σn,σn+1) −

αn+1
αη

δηbnηVη +
αn+1
αη

δη
αn
ιn
γ
ιn
αn
η2 |σn|

ιn
αn ,

donde bnη = 1− θ−1η1 , que se obtuvo fijando γη2 = (
(n+1)q−n

ιn
θη1)

(n+1)q−n
ιn . Como

se cumple que ‖ζ‖22 > µ23|σn|
2qv , entonces,

V̇LC 6 −bnn|σn|
ιn
αn + cnV̇2(σn,σn+1) −αηδηbnηVη,

donde bnn = cnqvµ
3
3ε− αηδη

αn
ιn
γ
ιn
αn
η2 . La función V̇LC es n.d. si bnn > 0, es decir,

eligiendo cn suficientemente grande. La parte derecha de la desigualdad anterior es
homogénea de gradomV̇n = ιn c.r. a la dilatación (161) y Vn es homogénea de grado

mVn = 2αn+1. Por lo tanto, se satisface V̇n 6 −κnV
ιn

2αn+1
n (x). Como ιn

2αn+1
> 1,

∀q ∈ (1, 2), se concluye que existe una constante de tiempo fijo.
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“¿Qué es lo que hace hombre al hombre, sus orígenes,
la forma en la que llega al mundo?

Yo creo que no, son las decisiones que toma,
no es como empieza algo sino como decide acabarlo.”

— Frase de la película Hellboy

El enfoque con FL es una de las herramientas más poderosas y eficientes utilizadas
para analizar el comportamiento dinámico de los sistemas no lineales. Además, dicho
enfoque permite realizar el diseño de controladores (y observadores).

Se ha mostrado que el diseño de un CMDOS puede hacerse a través de la cons-
trucción explícita de una FLCR. La construcción de la FLCR involucra a la técnica
de desingularización de funciones y al MB. De la integración de ambas resulta un
método que permite diseñar tanto un CMDOS homogéneo como uno no homogéneo.
El MB no requiere de las propiedades de homogeneidad para su aplicación; sin em-
bargo, contar con dicha propiedad hace posible diseñar leyes de control que poseen
una estructura anidada muy simple y caracterizar las propiedades de estabilidad que
posee el sistema en lazo cerrado.

El desarrollo mostrado en este trabajo permite resolver el problema de construir
un FL para un sistema retroalimentado con un CMDOS de forma sencilla mediante
una modificación del MB, técnica ampliamente conocida en control no lineal. Esto
conecta a la teoría de MDOS con los métodos clásicos empleados en la teoría de
sistemas no lineales. Además, permite hacer ciertas extensiones (como algoritmos
de ganancia variable) y estudiar otra clase de propiedades que no son posibles de
analizar con otros enfoques. Propiedades de estabilidad entrada-estados y de peque-
ña ganancia en un sistema, no revisadas en este trabajo, son usualmente mostradas
construyendo una FL. Estas y otras propiedades ahora podrán ser estudiadas para
sistemas retroalimentados con un CMDOS.

Falta por explorar que tan flexible es la metodología propuesta y averiguar que
tanto se puede extender su aplicación a otra clase de sistemas. Por ejemplo, la es-
tabilidad de los diferenciadores propuestos en [56] no se estudia mediante una FL.
Contar con una FL permitiría analizar otra clase de propiedades que pudieran tener
estos algoritmos, más allá de la conocida convergencia en tiempo finito que poseen.
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Parte III

A P É N D I C E S





AL E M A S

a.1. lemas

Los siguientes lemas son ampliamente utilizados en el análisis del presente trabajo.

Lema A.1 [65] Para cada número real p > 1, q > 1, y a,b, c ∈ R+, con 1
p + 1

q = 1, la
siguiente desigualdad se satisface: ab 6 cp a

p

p + c−q b
q

q .
En Qian and Lin [79] se

encuentra un resultado
particular del Lema A.2.

Lema A.2 Para cualquier x1, x2 ∈ R, y p,q ∈ R+, tal que 0 < p 6 q, se cumple |dx2cp +
dx1cp|1/p 6 2

1
p−

1
q |dx2cq + dx1cq|1/q. Además, la desigualdad se convierte en igualdad si

y solo si p = q ó x1 = x2.

Demostración 3 Los casos x1 = 0, x2 = 0 ó x1 = x2 = 0 son evidentes. Por lo que, la
desigualdad se prueba para x1 6= 0 y x2 6= 0. Introduciendo un cambio de variable z1 =

dx1cp y z2 = dx2cp, la desigualdad es equivalente a

|s+ 1|r 6 2r−1|1+ dscr|, r = q/p > 1. (202)

donde s = z1/z2z ∈ R y válida ∀z2 6= 0 (ó x2 6= 0). Defina la función f(s) = |s +

1|r/|1 + dscr|, el objetivo es hallar el máximo de esta función. Note que lı́ms→0 f(s) =

lı́ms→∞ f(s) = 1. Existe un máximo, o mínimo, si |s|r−1 = 1, es decir, en los puntos
s = ±1. Como f(s) no está definida en s = −1, con la regla de L’Hopital se concluye que
lı́ms→−1 f(s) = 0. Para s = 1, se obtiene f(s) = 2r−1. Por lo tanto,

0 6 |s+1|r

|1+dscr| 6 2
r−1, r = q/p > 1.

Lo que prueba la desigualdad (202). Cuando x1 = x2, (202) se reduce a 2r = 2r. Finalmente,
para p = q, se tiene |s+ 1| 6 |1+ dsc|, por lo tanto |s+ 1| = |1+ s|, ya que dsc = s.

Lema A.3 [16]. Suponga que V1 y V2 son funciones continuas de variable real en Rn, homo-
géneas c.r. al campo vectorial ν con grados de homogeneidad l1 > 0 y l2 > 0, respectivamente,
y V1 es p.d.. Entonces, para cada x ∈ Rn, se cumple

[mı́nz:V1(z)=1 V2(z)][V1(x)]
l2
l1 6 V2(x) 6 [máxz:V1(z)=1 V2(z)][V1(x)]

l2
l1 .

Lema A.4 [10] Sean x1, .., xn ∈ R>0 y sea p,q ∈ [1,∞), donde p 6 q. Entonces,∑n
i=1 x

q
i 6

(∑n
i=1 x

p
i

)q/p
6 nq/p−1

∑n
i=1 x

q
i .

Lema A.5 [2] Sean φ : Rn → R y ζ : Rn → R+ dos funciones homogéneas en el bi-límite
con los mismos pesos r0 y r∞, grados dφ,0, dφ,∞ y dζ,0, dζ,∞ y funciones de aproximación
η0, φ∞ y ζ0, ζ∞. Si los grados satisfacen dφ,0 > dζ,0, y dφ,∞ 6 dζ,∞ y las funciones ζ,
ζ0, y ζ∞ son positivas definidas, entonces existe un λ ∈ R+ que satisface

φ(x) 6 λζ(x), ∀x ∈ Rn.

Lema A.6 [2] Sea η : Rn → R y γ : Rn → R dos funciones homogéneas en el bi-límite,
con vector de pesos r0 y r∞, grados m0 y m∞, y funciones de aproximación, η0, η∞, y γ0,
γ∞ tal que se cumple:

(i) {x ∈ Rn \ {0} : γ(x) = 0} ⊆ {x ∈ Rn \ {0} : η(x) < 0},

(ii) {x ∈ Rn \ {0} : γ0(x) = 0} ⊆ {x ∈ Rn \ {0} : η0(x) < 0},

(iii) {x ∈ Rn \ {0} : γ∞(x) = 0} ⊆ {x ∈ Rn \ {0} : η∞(x) < 0},
Entonces, existe λ∗ ∈ R+ tal que, para toda λ > λ∗ y para toda x ∈ Rn \ {0},

(I) n(x) − λγ(x) < 0, (II) n0(x) − λγ0(x) < 0, (III) n∞(x) − λγ∞(x) < 0.
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El siguiente resultado muestra como se construye una FLC.

Lema A.7 [78] Considere el siguiente sistema en cascada

ẋ = f(x,y) , ẏ = u. (203)

Si existe una función C1, propia y positiva V1, y una función u1 de clase C0, tal que:

Posiblemente después de una cambio C1 de coordenadas-z en Rn−1, ∀i ∈ {1, ..,n− 1}

y ∀(x1, ..., xn−1) ∈ Rn−2, los números reales xi, donde ∂u1∂xi
(x1, ..., xn−1) no está

definida, son aislados en R;

existe una función C0 escalar φ(y, x) tal que φ(y, x) = 0 ⇔ y = u1(x), Φ(y, x) es
C1 en Rn y, ∀x ∈ Rn−1, Φ → +∞ si |y| → +∞, donde Φ denota la antiderivada
Φ(y, x) =

∫y
0 φ(s, x)ds;

para todo x no igual a cero, se tiene que Lk(u1(x),z)V1(x) < 0.

Entonces

V(y, x) = Φ(y, x) −Φ(u1(x), x) + δVα1 (x)

es una FLC para el sistema (203) para todo α ∈ R+ tal que, Vα1 es una función C1, ∀δ ∈ R+.

El diseño de la FLC se reduce a encontrar una Fdes apropiada φ.

Lema A.8 Para cualquier número real q ∈ (0, 2) y µ,η,γ1 ∈ R+, la siguiente desigualdad

se satisface: |σ1|
2+q
2 6 λu(γ0 + γ1|x|

q
2−q )|σ1|, donde σ1 = µx+ ηdxc

2
2−q , x ∈ R, λu =

(µ+η)
q
2

γ0+γ1
, y γ0 = qµ

(2−q)µ+2ηγ1.

Demostración 4 Defina la función f(x) = |µx + ηdxc
2
2−q |q/2/(γ0 + γ1|x1|

q
2−q ), el ob-

jetivo es hallar el máximo de esta función. Note que lı́mx→0 f(x) = 0 y lı́mx→∞ f(x) =

ηq/2/γ1. Existe un máximo o mínimo si |x|
q
2−q =

(2−q)γ0µ
(qγ1µ−2γ0η)

. Para simplificar se fija

γ0 = qµ
(2−q)µ+2η , para que |x|

q
2−q = 1, y el máximo sea λu =

(µ+η)
q
2

γ0+γ1
. Por lo tanto,

0 6 |µx+ ηdxc
2
2−q |q/2/(γ0 + γ1|x1|

q
2−q ) 6 λu, ∀q > (0, 2).

a.2. operador dzcm = |z |m sign (z) .

El operador está bien definido en z = 0, ya que |0 |m sign (0) = 0 · sign (0) = 0,
lo cual implica que la función es continua en z = 0, ∀m > 0.

Este operador generaliza a las funciones impares en el caso de una variable. Por
ejemplo,

(i) en el caso en el parámetro m es un número entero impar, dxc1 = x, dxc3 = x3 ;

(ii) si m es un números entero par, se cumple, dxc2 = |x |x, dxc4 = |x |3x, y es
evidente que x2 6= dxc2 .

El operador cumple las siguientes propiedades

(c1) d
dx dxc

m = m |x |m−1 y d
dx |x |

m = m |x |m−1 sign (x) = mdxcm−1 .

(c2) con m = 0, se obtiene dzc0 = sign (z), que define a la función signo.

(c3) |z |m · dzcn = dzcm+n , para toda m , n > 0 y z ∈ R.

(c4) dzcm · dzcn = |z |m+n , para toda m , n > 0 y z ∈ R.
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b.1. cálculos explícitos : teorema 4 .13 .

b.1.0.1. Sistema homogéneo de tercer orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1(x, t) , ẋ2 = x3 +w2(x, t) , ẋ3 = υ3 +w3(x, t).
Variables de estado: s3 = x3 + k2dσ2c

p
2−p , σ2 = dx2c2−p + k2−p1 x1.

Fdes: s3d = dx3c
3−2p
p + k

3−2p
p

2 dσ2c
3−2p
2−p , σ3 = dx3c

2−p
p + k

2−p
p

2 σ2.

FLC: V3 = p
3−p |x3|

3−p
p + k

3−2p
p

2 bσ2c
3−2p
2−p x3 +

3−2p
3−p k

3−p
p

2 |σ2|
3−p
2−p + δ2V2, δ2 = k

3−p
p

2 .
Derivada c.r. al tiempo de V3 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇3 = (dx3c
3−2p
p + k

3−2p
p

2 dσ2c
3−2p
2−p )ẋ3 +

3−2p
2−p k

3−2p
p

2 s3|σ2|
1−p
2−p σ̇2 + δ2(

∑2
i=1

∂V2
∂xi

ẋi),

V̇3 = s3d(υ3 +w3) +
3−2p
2−p k

3−2p
p

2 s3|σ2|
1−p
2−p σ̇2 + δ2V̇2 + δ2

∂V2
∂x2

s3,

ya que
∑2
i=1

∂V2
∂xi

ẋi =
∂V2
∂x1

(υ1 + s2 +w1) +
∂V2
∂x2

(υ2 + s3 +w2) = V̇2 +
∂V2
∂x2

s3, donde

V̇2 < 0 y ∂V2
∂x2

= σ2. Además, σ̇2 = 2−p
1 |x2|

1−p(x3 +w2) + k
2−p
1 (x2 +w1). Como

x3 = s3 − k2dσ2c
p
2−p , entonces σ̇2 6 2−p

1 |x2|
1−ps3 +Ψ2n +∆2ρ,

Ψ2n = −2−p1 k2|x2|
1−pdσ2c

p
2−p + k2−p1 x2,

∆2ρ = 2−p
1 ρ2|x2|

1−p|σ2|
p
2−p + k2−p1 ρ1|x1|

1
2−p .

Entrada de Control: υ3 = −k3dσ3c
2p−1
2−p , p ∈ [1/2, 1), |w3| 6 ρ3|σ3|

2p−1
2−p .

Después de algunas simplificaciones

V̇3 6 −(k3 − ρ3)|s3d||σ3|
2p−1
2−p − δ2V2 +

3−2p
1 k

3−2p
p

2 |s3|
2|σ2|

1−p
2−p |x2|

1−p + k
3−2p
p

2 s3Υ2,

donde V2 = −V̇2 > 0, y Υ2 = 3−2p
2−p |σ2|

1−p
2−p [Ψ2n + ∆2ρ] + k2s2d. Del Lema A.6, se

concluye que V̇3 es n.d. si la ganancia k3 se elije suficientemente grande. Además,

por el Lema A.3, V̇3 6 −κ3V
2
3−p

3 , con κ3 = mı́n{x:V3(x)=1}{−V̇3}.
Por homogeneidad: s3d(∆rεx) = ε3−2ps3d(x), υ3(∆rεx) = ε2p−1υ3(x), V3(∆rεx) =

ε3−pV3(x), V̇3(∆rεx) = ε2V̇3(x), con ∆rεx = (ε2−px1, ε1x2, εpx3).

b.1.0.2. Sistema homogéneo de cuarto orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = x3 +w2 , ẋ3 = x4 +w3 , ẋ4 = υ4 +w4.

Variables de estado: s4 = x4 + k3dσ3c
2p−1
2−p , σ3 = dx3c

2−p
p + k

2−p
p

2 σ2.

Fdes: s4d = dx4c
4−3p
2p−1 + k

4−3p
2p−1

3 dσ3c
4−3p
2−p , σ4 = dx4c

2−p
2p−1 + k

2−p
2p−1

3 σ3.

FLC: V4 = 2p−1
3−p |x4|

3−p
2p−1 +k

4−3p
2p−1

3 dσ3c
4−3p
2−p x4+

4−3p
3−p k

3−p
2p−1

3 |σ3|
3−p
2−p +δ3V3, δ3 = k

3−p
2p−1

3 .
Derivada c.r. al tiempo de V4 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇4 = s4d(υ4 +w4) +
4−3p
2−p k

4−3p
2p−1

3 s4|σ3|
2(1−p)
2−p σ̇3 + δ3(

∑3
i=1

∂V3
∂xi

ẋi)

V̇4 = s4d(υ4 +w4) +
4−3p
2−p k

4−3p
2p−1

3 s4|σ3|
2(1−p)
2−p σ̇3 + δ3V̇3 + δ3

∂V3
∂x3

s4,
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ya que
∑3
i=1

∂V3
∂xi

ẋi = V̇3+
∂V3
∂x3

s4, donde V̇3 < 0, y ∂V3
∂x3

= s3d. Además, σ̇3 = Ψ3n+

2−p
p s4|x3|

2(1−p)
p + Ψ3ρ, Ψ3ρ = k

2−p
p

2 [2−p1 |x2|
1−pw2 + k

2−p
1 w1] +

2−p
p |x3|

2(1−p)
p w3 6

∆3ρ, entonces ṡ3d 6 Ψ3n + 2−p
p s4|x3|

2(1−p)
p +∆3ρ,

Ψ3n = k
2−p
p

2 [2−p1 |x2|
1−px3 + k

2−p
1 x2] −

2−p
p k3|x3|

2(1−p)
p ds3dc

2p−1
2−p ,

∆3ρ = k
2−p
p

2 [2−p1 ρ2|x2|
1−p|s2d|

p
2−p + k2−p1 ρ1|x1|

1
2−p ] + 2−p

p ρ3|x3|
2(1−p)
p |s3d|

2p−1
2−p .

Entrada de control: υ4 = −k4dσ4c
3p−2
2−p , p ∈ [2/3, 1), |w4| 6 ρ4|σ4|

3p−2
2−p .

Después de algunas simplificaciones

V̇4 6 −(k4 − ρ4)|s4d||σ4|
3p−2
2−p − δ3V3 +

4−3p
p k

4−3p
2p−1

3 |s4|
2|σ3|

2(1−p)
2−p |x3|

2(1−p)
p + k

4−3p
2p−1

3 s4Υ4,

donde V3 = −V̇3 > 0, y Υ3 = 4−3p
2−p |σ3|

2(1−p)
2−p [Ψ3n +∆3ρ] + k3s3d. Del Lema A.6, se

concluye que V̇4 es n.d. si la ganancia k4 se elije suficientemente grande. Además,

por el Lema A.3, V̇4 6 −κ4V
2
3−p

4 , con κ4 = mı́n{x:V4(x)=1}{−V̇4}.
Por homogeneidad: s4d(∆rεx) = ε4−3ps4d(x), υ4(∆rεx) = ε3p−2υ4(x), V4(∆rεx) =

ε3−pV4(x), V̇4(∆rεx) = ε2V̇4(x), con ∆rεx = (ε2−px1, ε1x2, εpx3, ε2p−1x4).

b.1.0.3. Sistema homogéneo de quinto orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = x3 +w2 , ẋ3 = x4 +w3 , ẋ4 = x5 +w4 , ẋ5 =

υ5 +w5.

Variables de estado: s5 = x5 + k4dσ4c
3p−2
2−p , σ4 = dx4c

2−p
2p−1 + k

2−p
2p−1

3 σ3.

Fdes: s5d = dx5c
5−4p
3p−2 + k

5−4p
3p−2

4 dσ4c
5−4p
2−p , σ5 = dx5c

2−p
3p−2 + k

2−p
3p−2

4 σ4.

FLC: V5 = 3p−2
3−p |x4|

3−p
3p−2 + k

5−4p
3p−2

4 dσ4c
5−4p
2−p x4 +

5−4p
3−p k

3−p
3p−2

4 |σ4|
3−p
2−p + δ4V4, δ4 =

k
3−p
3p−2

4 .
Derivada c.r. al tiempo de V5 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇5 = s5d(υ5 +w5) +
5−4p
2−p k

5−4p
3p−2

4 s5|σ4|
3(1−p)
2−p σ̇4 + δ4(

∑4
i=1

∂V4
∂xi

ẋi)

V̇5 6 s5d(υ5 +w5) +
5−4p
2−p k

5−4p
3p−2

4 s5|σ4|
3(1−p)
2−p σ̇4 + δ4V̇4 + δ3

∂V4
∂x4

s5,

ya que
∑4
i=1

∂V4
∂xi

ẋi = V̇4 +
∂V4
∂x4

s5, donde V̇4 < 0, y ∂V4
∂x4

= s4d. Además, σ̇4 =

Ψ4n + 2−p
2p−1s5|x4|

3(1−p)
2p−1 +Ψ4ρ, Ψ4ρ 6 ∆4ρ,

Ψ4n = k
2−p
2p−1

3 k
2−p
p

2 [2−p1 |x2|
1−px3 + k

2−p
1 x2] +

2−p
p k

2−p
2p−1

3 |x3|
2(1−p)
p x4

− 2−p
2p−1k4|x4|

3(1−p)
2p−1 ds4dc

3p−2
2−p ,

∆4ρ = k
2−p
2p−1

3 k
2−p
p

2 [2−p1 ρ2|x2|
1−p|s2d|

p
2−p + k2−p1 ρ1|x1|

1
2−p ] + 2−p

p k
2−p
2p−1

3 ρ3|x3|
2(1−p)
p |s3d|

2p−1
2−p

+ 2−p
2p−1k4ρ4|x4|

3(1−p)
2p−1 |s4d|

3p−2
2−p

Entrada de control: υ5 = −k5dσ5c
4p−3
2−p , p ∈ [3/4, 1), |w5| 6 ρ5|σ5|

4p−3
2−p .

Después de algunas simplificaciones

V̇5 = −(k5 − ρ5)|s5d||σ5|
4p−3
2−p − δ4V4 +

5−4p
2p−1k

5−4p
3p−2

4 |s5|
2|σ4|

3(1−p)
2−p |x4|

3(1−p)
p + k

2−p
3p−2

4 s5Υ4,

donde V4 = −V̇4 > 0, y Υ4 = 5−4p
2−p |σ4|

3(1−p)
2−p [Ψ4n +∆4ρ] + k4s4d. Del Lema A.6, se

concluye que V̇5 es n.d. si la ganancia k5 se elije suficientemente grande. Por el Lema

A.3, V̇5 6 −κ5V
2
3−p

5 , con κ5 = mı́n{x:V5(x)=1}{−V̇5}.
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Por homogeneidad: s5d(∆rεx) = ε5−4ps5d(x), υ5(∆rεx) = ε4p−3υ5(x), V5(∆rεx) =
ε3−pV5(x), V̇5(∆rεx) = ε2V̇5(x), con ∆rεx = (ε2−px1, ε1x2, εpx3, ε2p−1x4, ε3p−2x5).

b.2. cálculos explícitos : teorema 4 .14

b.2.0.4. Sistema homogéneo de tercer orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1(x, t) , ẋ2 = x3 +w2(x, t) , ẋ3 = υ3 +w3(x, t).
Variable de estado: s3 = x3 + k2ds2dc

p
2−p , s2d = dx2c2−p + k2−p1 x1.

Fdes: s3d = dx3c
3−2p
p + k

3−2p
p

2 ds2dc
3−2p
2−p .

FLC: V3 = p
3−p |x3|

3−p
p +k

3−2p
p

2 ds2dc
3−2p
2−p x3+

3−2p
3−p k

3−p
p

2 |s2d|
3−p
2−p +δ2V2, δ2 = k

3−p
p

2 .
Derivada c.r. al tiempo de V3 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇3 = s3d(υ3 +w3) +
3−2p
2−p k

3−2p
p

2 s3|s2d|
1−p
2−p σ̇2 + δ2V̇2 + δ2

∂V2
∂x2

s3,

donde V̇2 < 0, y ∂V2
∂x2

= s2d. Además, ṡ2d = 2−p
1 |x2|

1−p(x3 +w2) + k
2−p
1 (x2 +w1).

Como x3 = s3 − k2ds2dc
p
2−p , entonces ṡ2d 6 2−p

1 |x2|
1−ps3 +Ψ2n +∆2ρ,

Ψ2n = −2−p1 k2|x2|
1−pds2dc

p
2−p + k2−p1 x2,

∆2ρ = 2−p
1 ρ2|x2|

1−p|s2d|
p
2−p + k2−p1 ρ1|x1|

1
2−p .

Entrada de Control: υ3 = −k3ds3dc
2p−1
3−2p , p ∈ [1/2, 1), |w3| 6 ρ3|s3d|

2p−1
3−2p .

Después de algunas simplificaciones

V̇3 6 −(k3 − ρ3)|s3d|
2

3−2p − δ2V2 +
3−2p
1 k

3−2p
p

2 |s3|
2|s2d|

1−p
2−p |x2|

1−p + k
3−2p
p

2 s3Υ2,

donde V2 = −V̇2 > 0, y Υ2 = 3−2p
2−p |s2d|

1−p
2−p [Ψ2n + ∆2ρ] + k2s2d. Del Lema A.6 se

concluye que V̇3 es n.d. si la ganancia k3 se elije suficientemente grande. Además,

por el Lema A.3, V̇3 6 −κ3V
2
3−p

3 , con κ3 = mı́n{x:V3(x)=1}{−V̇3}.
Por homogeneidad: s3d(∆rεx) = ε3−2ps3d(x), V3(∆rεx) = ε3−pV3(x), V̇3(∆rεx) =

ε2V̇3(x), con 1 ∆rεx = (ε2−px1, ε1x2, εpx3).

b.2.0.5. Sistema homogéneo de cuarto orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = x3 +w2 , ẋ3 = x4 +w3 , ẋ4 = υ4 +w4.

Variable de estado: s4 = x4 + k3ds3dc
2p−1
3−2p , s3d = dx3c

3−2p
p + k

3−2p
p

2 ds2dc
3−2p
2−p .

Fdes: s4d = dx4c
4−3p
2p−1 + k

4−3p
2p−1

3 ds3dc
4−3p
3−2p .

FLC: V4 = 2p−1
3−p |x4|

3−p
2p−1 + k

4−3p
2p−1

3 ds3dc
4−3p
3−2p x4 +

4−3p
3−p k

3−p
2p−1

3 |s3d|
3−p
3−2p + δ3V3, δ3 =

k
3−p
2p−1

3 .
Derivada c.r. al tiempo de V4 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇4 = s4d(υ4 +w4) +
4−3p
3−2pk

4−3p
2p−1

3 s4|s3d|
1−p
3−2p ṡ3d + δ3V̇3 + δ3

∂V3
∂x3

s4,

donde V̇3 < 0, ∂V3∂x3
= s3d. Además, ṡ3d = Ψ3n + 3−2p

p s4|x3|
3(1−p)
p + ∆3ρ, Ψ3ρ =

3−2p
2−p k

2−p
p

2 |s2d|
1−p
2−p [2−p1 |x2|

1−pw2 + k
2−p
1 w1] +

3−2p
p |x3|

3(1−p)
p w3 6 ∆3ρ, donde

Ψ3n = 3−2p
p k

2−p
p

2 |s2d|
1−p
2−p [2−p1 |x2|

1−px3 + k
2−p
1 x2] −

3−2p
p k3|x3|

3(1−p)
p ds3dc

2p−1
3−2p ,

∆3ρ = 3−2p
p k

2−p
p

2 |s2d|
1−p
2−p [2−p1 ρ2|x2|

1−p|s2d|
p
2−p + k2−p1 ρ1|x1|

1
2−p ] + 3−2p

p ρ3|x3|
3(1−p)
p |s3d|

2p−1
3−2p .

1 Las mismas propiedades de homogeneidad de las funciones del Teorema anterior se cumplen para fun-
ciones sid, Vi(x), y V̇i(x), i = 1, ...,n, del presente Teorema. Por lo tanto, este análisis se omite en los
siguientes apartados.
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Entrada de control: υ4 = −k4ds4dc
3p−2
4−3p , p ∈ [2/3, 1), |w4| 6 ρ4|σ4|

3p−2
4−3p .

Después de algunas simplificaciones

V̇4 6 −(k4 − ρ4)|s4d|
2

4−3p − δ3V3 +
4−3p
p k

4−3p
2p−1

3 |s4|
2|s3d|

1−p
3−2p |x3|

3(1−p)
p + k

4−3p
2p−1

3 s4Υ4,

donde V3 = −V̇3 > 0, y Υ3 = 4−3p
3−2p |s3d|

1−p
3−2p [Ψ3n +∆3ρ] + k3s3d. Del Lema A.6 se

concluye que V̇4 es n.d. si la ganancia k4 se elije suficientemente grande. Por el Lema

A.3, V̇4 6 −κ4V
2
3−p

4 , con κ4 = mı́n{x:V4(x)=1}{−V̇4}.

b.2.0.6. Sistema homogéneo de quinto orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = x3 +w2 , ẋ3 = x4 +w3 , ẋ4 = x5 +w4 , ẋ5 =

υ5 +w5.

Variable de estado: s5 = x5 + k4ds4dc
3p−2
4−3p , s4d = dx4c

4−3p
2p−1 + k

4−3p
2p−1

3 ds3dc
4−3p
3−2p .

Fdes: s5d = dx5c
5−4p
3p−2 + k

5−4p
3p−2

4 dσ4c
5−4p
4−3p .

FLC: V5 = 3p−2
3−p |x4|

3−p
3p−2 + k

5−4p
3p−2

4 ds4dc
5−4p
4−3p x4 +

5−4p
3−p k

3−p
3p−2

4 |s4d|
3−p
4−3p + δ4V4, δ4 =

k
3−p
3p−2

4 .
Derivada c.r. al tiempo de V5 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇5 = s5d(υ5 +w5) +
5−4p
2−p k

5−4p
3p−2

4 s5|s4d|
1−p
4−3p σ̇4 + δ4V̇4 + δ3

∂V4
∂x4

s5,

donde V̇4 < 0, y ∂V4
∂x4

= s4d. Además, ṡ4d = Ψ4n + 4−3p
2p−1s5|x4|

5(1−p)
2p−1 + Ψ4ρ, Ψ4ρ 6

∆4ρ, donde

Ψ4n = k
2−p
2p−1

3 k
2−p
p

2 [2−p1 |x2|
1−px3 + k

2−p
1 x2] +

2−p
p k

2−p
2p−1

3 |x3|
2(1−p)
p x4

− 2−p
2p−1k4|x4|

3(1−p)
2p−1 ds4dc

3p−2
2−p ,

∆4ρ = k
2−p
2p−1

3 k
2−p
p

2 [2−p1 ρ2|x2|
1−p|s2d|

p
2−p + k2−p1 ρ1|x1|

1
2−p ] + 2−p

p k
2−p
2p−1

3 ρ3|x3|
2(1−p)
p |s3d|

2p−1
2−p

+ 2−p
2p−1k4ρ4|x4|

3(1−p)
2p−1 |s4d|

3p−2
2−p

Entrada de control: υ5 = −k5ds5dc
4p−3
5−4p , p ∈ [3/4, 1), |w5| 6 ρ5|σ5|

4p−3
5−4p .

Después de algunas simplificaciones

V̇5 = −(k5 − ρ5)|s5d|
2

5−4p − δ4V4 +
5−4p
2p−1k

5−4p
3p−2

4 |s5|
2|s4d|

1−p
4−3p |x4|

5(1−p)
2p−1 + k

2−p
3p−2

4 s5Υ4,

donde V4 = −V̇4 > 0, y Υ4 = 5−4p
4−3p |s4d|

1−p
4−3p [Ψ4n +∆4ρ] + k4s4d. Del Lema A.6 se

concluye que V̇5 es n.d. si la ganancia k5 se elije suficientemente grande. Por el Lema

A.3, V̇5 6 −κ5V
2
3−p

5 , con κ5 = mı́n{x:V5(x)=1}{−V̇5}.
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c.0.0.7. Sistema homogéneo de tercer orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = x3 +w2 , ẋ3 = υ3 +w3.

Variable de estado: s3 = x3 + k2dσ2c
q
2−p , σ2 = dx2c2−p + k2−p1 dx1c

2−p
2−q .

Fdes: s3d = dx3c
3−2p
p + k

3−2p
p

2 dσ2c
3−2p
2−p

q
p , σ3 = dx3c

2−p
p + k

2−p
p

2 dσ2c
q
p .

FLC:

V3 = p
3−p |x3|

3−p
p + k

3−2p
p

2 dσ2c
3−2p
2−p

q
p x3 +

3−2p
3−p k

3−p
p

2 |σ2|
3−p
2−p

q
p + δ2V

q
p

2 , δ2 = k
3−p
p

2 .

Derivada c.r. al tiempo de V3 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇3 = s3d(υ3 +w3) +
3−2p
2−p

q
pk

3−2p
p

2 (x3 + k2dσ2c
q
2−p )|σ2|

(2−p)(q−p)+(1−p)q
(2−p)p σ̇2 +

q
pδ2V

q−p
p

2 (
∑2
i=1

∂V2
∂xi

ẋi),

V̇3 = s3d(υ3 +w3) +
3−2p
2−p

q
pk

3−2p
p

2 s3|σ2|
(2−p)(q−p)+(1−p)q

(2−p)p σ̇2 +
q
pδ2V

q−p
p

2 V̇2 +
q
pδ2V

q−p
p

2
∂V2
∂x2

s3,

ya que
∑2
i=1

∂V2
∂xi

ẋi = V̇2 +
∂V2
∂x2

s3, donde V̇2 < 0, y ∂V2
∂x2

= s2d. Además, σ̇2 =

(2 − p)|x2|
1−p(x3 +w2) +

2−p
2−qk

2−p
1 |x1|

q−p
2−q (x2 +w1). Como x3 = s3 − k2dσ2c

q
2−p ,

entonces, σ̇2 = 2−p
1 |x2|

1−ps3 +Ψ2n +Ψ2ρ,

Ψ2n = −2−p1 |x2|
1−pk2dσ2c

q
2−p + 2−p

2−qk
2−p
1 |x1|

q−p
2−q x2,

Ψ2ρ 6 ∆2ρ = 2−p
1 |x2|

1−pρ2|σ2|
q
2−p + 2−p

2−qk
2−p
1 ρ1|x1|

1+q−p
2−q .

Entrada de Control: υ3 = −k3dσ3c
p
2−p

2q−1
q , p ∈ [1/2, 1), |w3| 6 ρ3|σ3|

p
2−p

2q−1
q .

Después de algunas simplificaciones

V̇3 6 −(k3 − ρ3)|s3d||σ3|
p
2−p

2q−1
q − q

pδ2V2 +
3−2p
1

q
pk

3−2p
p

2 |s3|
2|σ2|

(2−p)(q−p)+(1−p)q
(2−p)p |x2|

1−p + q
pk

3−2p
p

2 s3Υ2,

donde V2 = −V
q−p
p

2 V̇2 y Υ2 = k2V
q−p
p

2 s2d + 3−2p
2−p |σ2|

(2−p)(q−p)+(1−p)q
(2−p)p (Ψ2n + ∆2ρ).

Del Lema A.6, se concluye que V̇3 es n.d. si la ganancia k3 se elije suficientemente

grande. Por el Lema A.3, V̇3 6 −κ3V
3q−p
(3−p)q

3 , con κ3 = mı́n{x:V3(x)=1}{−V̇3}.

Por homogeneidad: s3d(∆rεx) = ε
(3−2p)q

p s3d(x), υ3(∆rεx) = ε2q−1υ3(x), V3(∆rεx) =

ε
(3−p)q
p V3(x), V̇3(∆rεx) = ε

3q−p
p V̇3(x), con ∆rεx = (ε2−qx1, ε1x2, εqx3).

c.0.0.8. Sistema homogéneo de cuarto orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = x3 +w2 , ẋ3 = x4 +w3 , ẋ4 = υ4 +w4.

Variable de estado: s4 = x4 + k3dσ3c
p
2−p

2q−1
q .

Fdes: s4d = dx4c
4−3p
2p−1 +k

4−3p
2p−1

3 dσ3c
4−3p
2−p

p
2p−1

2q−1
q , σ4 = dx4c

2−p
2p−1 +k

2−p
2p−1

3 dσ3c
p

2p−1
2q−1
q .

FLC:

V4 = 2p−1
3−p |x4|

3−p
2p−1 + k

4−3p
2p−1

3 dσ3c
4−3p
2−p

p
2p−1

2q−1
q x4 +

4−3p
3−p k

3−p
2p−1

3 |σ3|
3−p
2−p

p
2p−1

2q−1
q + δ3V

p
2p−1

2q−1
q

3 , δ3 = k
3−p
2p−1

3
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Derivada c.r. al tiempo de V4 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇4 = s4d(υ4 +w4) +
4−3p
2−p

p
2p−1

2q−1
q k

4−3p
2p−1

3 s4|σ3|
(2−p)(q−p)+2(1−p)(2q−1)p

(2−p)(2p−1)q σ̇3

+ p
2p−1

2q−1
q δ3V

p
2p−1

2q−1
q −1

3 (
∑3
i=1

∂V3
∂xi

ẋi),

V̇4 = s4d(υ4 +w4) +
4−3p
2−p

p
2p−1

2q−1
q k

4−3p
2p−1

3 s4|σ3|
(2−p)(q−p)+2(1−p)(2q−1)p

(2−p)(2p−1)q σ̇3

+ p
2p−1

2q−1
q δ3V

q−p
(2p−1)q

3 V̇3 +
p

2p−1
2q−1
q δ3V

p
2p−1

2q−1
q −1

3
∂V3
∂x3

s4,

ya que
∑3
i=1

∂V3
∂xi

ẋi = V̇3 +
∂V2
∂x2

s4, donde V̇3 6 0, y ∂V3
∂x3

= s3d. Además, σ̇3 =

q
pk

2−p
p

2 |σ2|
q−p
p [2−p1 |x2|

1−pẋ2+
2−p
2−qk

2−p
1 |x1|

q−p
2−q ẋ1]+

2−p
p |x3|

2(1−p)
p ẋ3. Como x4 = s4−

k3dσ3c
p
2−p

2q−1
q , entonces, σ̇3 = 2−p

p s4|x3|
2(1−p)
p +Ψ3n +Ψ3ρ,

Ψ3n = −2−pp k3|x3|
2(1−p)
p dσ3c

p
2−p

2q−1
q + q

pk
2−p
p

2 |σ2|
q−p
p [2−p1 |x2|

1−px3

+2−p2−qk
2−p
1 |x1|

q−p
2−q x2],

Ψ3ρ 6 ∆3ρ = 2−p
p ρ3|x3|

2(1−p)
p |σ3|

p
2−p

2q−1
q + q

pk
2−p
p

2 |σ2|
q−p
p [2−p1 |x2|

1−pρ2|s2u|
q
2−p

+2−p2−qk
2−p
1 ρ1|x1|

1+q−p
2−q ]

Entrada de Control: υ4 = −k4dσ4c
2p−1
2−p

3q−2
2q−1 , p ∈ [2/3, 1), |w4| 6 ρ4|σ4|

2p−1
2−p

3q−2
2q−1 .

Después de algunas simplificaciones

V̇4 6 −(k4 − ρ4)|s4d||σ4|
2p−1
2−p

3q−2
2q−1 − p

2p−1
2q−1
q δ3V3

+ p
2p−1

2q−1
q k

4−3p
2p−1

3 [4−3pp |s4|
2|σ3|

(2−p)(q−p)+2(1−p)(2q−1)p
(2−p)(2p−1)q |x3|

2(1−p)
p + s4Υ3],

donde V3 = −V
q−p

(2p−1)q

3 V̇3 y Υ3 = 4−3p
2−p |σ3|

(2−p)(q−p)+2(1−p)(2q−1)p
(2−p)(2p−1)q (Ψ3n+∆3ρ)+k3V

q−p
(2p−1)q

3 σ3.
Del Lema A.6, se concluye que V̇4 es n.d. si la ganancia k4 se elije suficientemente

grande. Por el Lema A.3, V̇4 6 −κ4V
5q−(2+p)

(3−p)(2q−1)

4 , con κ4 = mı́n{x:V4=1}{−V̇4}.

Por homogeneidad: s4d(∆rεx) = ε
(4−3p)(2q−1)

2p−1 s4d(x), υ4(∆rεx) = ε3q−2υ4(x), V4(∆rεx) =

ε
(3−p)(2q−1)

2p−1 V4(x), V̇4(∆rεx) = ε
5q−(2+p)
2p−1 V̇4(x), con ∆rεx = (ε2−qx1, ε1x2, εqx3, ε2q−1x4).

c.0.0.9. Sistema homogéneo de quinto orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = x3 +w2 , ẋ3 = x4 +w3 , ẋ4 = x5 +w4 , ẋ5 =

υ5 +w5.

Variable de estado: s5 = x5 + k4dσ4c
2p−1
2−p

3q−2
2q−1 .

Fdes: s5d = dx5c
5−4p
3p−2 +k

5−4p
3p−2

4 dσ4c
5−4p
2−p

2p−1
3p−2

3q−2
2q−1 ,σ5 = dx5c

2−p
3p−2 +k

2−p
3p−2

4 dσ4c
2p−1
3p−2

3q−2
2q−1 .

FLC:

V5 = 3p−2
3−p |x4|

3−p
3p−2 + k

5−4p
3p−2

4 dσ4c
5−4p
2−p

2p−1
3p−2

3q−2
2q−1 x4 +

5−4p
3−p k

3−p
3p−2

4 |σ4|
3−p
2−p

2p−1
3p−2

3q−2
2q−1 + δ4V

2p−1
3p−2

3q−2
2q−1

4 ,

δ4 = k
3−p
3p−2

4 .

Derivada c.r. al tiempo de V5 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇5 = s5d(υ5 +w5) +
5−4p
2−p

2p−1
3p−2

3q−2
2q−1k

5−4p
3p−2

4 s5|σ4|
(2−p)(q−p)+3(1−p)(3q−2)(2p−1)

(2−p)(3p−2)(2q−1) σ̇4

+2p−13p−2
3q−2
2q−1δ4V

q−p
(3p−2)(2q−1)

4 (
∑4
i=1

∂V4
∂xi

ẋi),

V̇5 = s5d(υ5 +w5) +
5−4p
2−p

2p−1
3p−2

3q−2
2q−1k

5−4p
3p−2

4 s5|σ4|
(2−p)(q−p)+3(1−p)(3q−2)(2p−1)

(2−p)(3p−2)(2q−1) σ̇4

+2p−13p−2
3q−2
2q−1δ4V

q−p
(3p−2)(2q−1)

4 V̇4 +
2p−1
3p−2

3q−2
2q−1δ4V

q−p
(3p−2)(2q−1)

4
∂V4
∂x4

s5,
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ya que
∑4
i=1

∂V4
∂xi

ẋi = V̇4 +
∂V4
∂x4

s5, donde V̇4 6 0, y ∂V4
∂x4

= s4d. Como x5 = s5 −

k4dσ4c
2p−1
2−p

3q−2
2q−1 , entonces, σ̇4 = 2−p

2p−1s5|x4|
3(1−p)
2p−1 +Ψ4n +Ψ4ρ,

Ψ4n = − 2−p
2p−1k4|x4|

3(1−p)
2p−1 dσ4c

2p−1
2−p

3q−2
2q−1 + p

2p−1
2q−1
q k

2−p
2p−1

3 |σ3|
q−p

(2p−1)q ·[
q
pk

2−p
p

2 |σ2|
q−p
p [2−p1 |x2|

1−px3 +
2−p
2−qk

2−p
1 |x1|

q−p
2−q x2] +

2−p
p |x3|

2(1−p)
p x4

]
,

Ψ4ρ 6 ∆4ρ = 2−p
2p−1ρ4|x4|

3(1−p)
2p−1 |σ4|

2p−1
2−p

3q−2
2q−1 + p

2p−1
2q−1
q k

2−p
2p−1

3 |σ3|
q−p

(2p−1)q ·[
q
pk

2−p
p

2 |σ2|
q−p
p [2−p1 |x2|

1−pρ2|σ2|
q
2−p + 2−p

2−qk
2−p
1 ρ1|x1|

1+q−p
2−q ] + 2−p

p |x3|
2(1−p)
p ρ3|σ3|

p
2−p

2q−1
q

]
.

Entrada de Control: υ5 = −k5dσ5c
3p−2
2−p

4q−3
3q−2 , p ∈ [3/4, 1), |w5| 6 ρ5|σ5|

3p−2
2−p

4q−3
3q−2 .

Después de algunas simplificaciones

V̇5 6 −(k5 − ρ5)|s5d||σ5|
3p−2
2−p

4q−3
3q−2 − 2p−1

3p−2
3q−2
2q−1δ4V4

+2p−13p−2
3q−2
2q−1k

3−p
3p−2

4 [5−4p2p−1 |s5|
2|σ4|

(2−p)(q−p)+3(1−p)(3q−2)(2p−1)
(2−p)(3p−2)(2q−1) |x4|

3(1−p)
2p−1 + s5Υ4],

donde V4 = −V
q−p

(3p−2)(2q−1)

4 V̇4 y Υ4 = |σ4|
(2−p)(q−p)+3(1−p)(3q−2)(2p−1)

(2−p)(3p−2)(2q−1) (Ψ4n + ∆4ρ) +

k4V
q−p

(3p−2)(2q−1)

4 σ4. Del Lema A.6, se concluye que V̇5 es n.d. si la ganancia k5 se

elije suficientemente grande. Por el Lema A.3, V̇5 6 −κ5V
7q−(4+p)

(3−p)(3q−2)

5 , con κ5 =

mı́n{x:V5=1}{−V̇5}.

Por homogeneidad: s5d(∆rεx) = ε
(5−4p)(3q−2)

3p−2 s5d(x), υ5(∆rεx) = ε4q−3υ5(x), V5(∆rεx) =

ε
(3−p)(3q−2)

3p−2 V5(x), V̇5(∆rεx) = ε
7q−(4+p)
3p−2 V̇5(x), con ∆rεx = (ε2−qx1, ε1x2, εqx3, ε2q−1x4, ε3q−2x5).
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d.0.0.10. Sistema de tercer orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = x3 +w2 , ẋ3 = υ3 +w3.
Variable de estado: s3 = x3 + k2dσ2uc

p
2−p .

Fdes: s3d = dx3c
3−2p
p + k

3−2p
p

2 dσ2uc
3−2p
2−p , σ3 = dx3c

2−p
p + k

2−p
p

2 σ2u, σ3u = µσ3 +

ηdσ3c
p(2q−1)
q(2p−1) .

FLC: V3 = p
3−p |x3|

3−p
p +k

3−2p
p

2 dσ2uc
3−2p
2−p x3+

3−2p
3−p k

3−p
p

2 |σ2u|
3−p
2−p +δ2(µV2+ηV

q
p

2 ), δ2 =

k
3−p
p

2 .
Derivada c.r. al tiempo de V3 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇3 = s3d(υ3 +w3) +
3−2p
2−p k

3−2p
p

2 s3|σ2u|
1−p
2−p σ̇2u + δ2(µ2 + η2

q
pV

q−p
p

2 )(
∑2
i=1

∂V2
∂xi

ẋi),

V̇3 = s3d(υ3 +w3) +
3−2p
2−p k

3−2p
p

2 s3|σ2u|
1−p
2−p σ̇2u + δ2(µ+ η

q
pV

q−p
p

2 )V̇2 + δ2(µ+ η
q
pV

q−p
p

2 )∂V2∂x2
s3,

donde V̇2 < 0, ∂V2∂x2
= s2d, y σ̇2u = µσ̇2 +

q
pη|σ2|

q−p
p σ̇2, donde σ̇2 = ∂σ2

∂x1
ẋ1 +

∂σ2
∂x2

ẋ2 = (2 − p)|x2|
1−p(x3 +w2) + k

2−p
1 (µ + η2−p2−q |x1|

q−p
2−q )(x2 +w1). Como x3 =

s3 − k2dσ2uc
q
2−p , entonces, σ̇2 = 2−p

1 |x2|
1−ps3 +Ψ2n +Ψ2ρ,

Ψ2n = −2−p1 |x2|
1−pk2dσ2uc

p
2−p + k2−p1 (µ+ η2−p2−q |x1|

q−p
2−q )x2,

Ψ2ρ 6 ∆2ρ = 2−p
1 |x2|

1−pρ2|σ2u|
p
2−p + k2−p1 (µ+ η2−p2−q |x1|

q−p
2−q )ρ1|σ1u|

1
2−p .

Entrada de Control: υ3 = −k3dσ3uc
2p−1
2−p , p ∈ [1/2, 1), |w3| 6 ρ3|σ3u|

2p−1
2−p .

Después de algunas simplificaciones

V̇3 6 −(k3 − ρ3)(µ+ η|σ3|
q−p

q(2p−1) )
2p−1
2−p |σ3|

p+1
2−p − δ2(µV2 + η

q
pV2u) +Φ3(x),

V2 = −V̇2, Vu2 = V
q−p
p

2 V̇2,

Φ3(x) =
3−2p
1 k

3−2p
p

2 |s3|
2(µ+ q

pη|σ2|
q−p
p )|σ2u|

1−p
2−p |x2|

1−p + k
3−2p
p

2 s3Υ21,

Υ21 = 3−2p
2−p |σ2u|

1−p
2−p [µ(Ψ2n +∆2ρ) +

q
pη|σ2|

q−p
p (Ψ2n +∆2ρ)] + k2(µ+ η

q
pV

q−p
p

2 )s2d.

Entrada de Control: υ3 = −k3µdσ3c
2p−1
2−p −k3uηdσ3c

p
2−p

2q−1
q , |w3| 6 ρmµ|σ3|

2p−1
2−p +

ρmuη|σ3|
p
2−p

2q−1
q , p ∈ [1/2, 1).

Después de algunas simplificaciones

V̇3 6 −(k3 − ρm)µ|s3d||σ3|
2p−1
2−p − (k3u − ρmu)η|s3d||σ3|

p
2−p

2q−1
q − δ2(µV2 + η

q
pV2u) +Φ3(x).

En ambos casos, del Lema A.6, se concluye que V̇3 es n.d. si las ganancias k3
y k3u se eligen suficientemente grandes. Por el Lema A.5, existe κ3 tal que V̇3 6

−κ3(µV
2
3−p

3 + ηV
3q−p
(3−p)q

3 ).

d.0.0.11. Sistema de cuarto orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = x3 +w2 , ẋ3 = x4 +w3 , ẋ4 = υ4 +w4.

Variable de estado: s4 = x4 + k3dσ3c
2p−1
2−p , p ∈ [2/3, 1).

149
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Fdes: s4d = dx4c
4−3p
2p−1 + k

4−3p
2p−1

3 dσ3uc
4−3p
2−p , σ4 = dx4c

2−p
2p−1 + k

2−p
2p−1

3 σ3u, σ4u = µσ4 +

ηdσ4c
2p−1
3p−2

3q−2
2q−1 .

FLC: V4 = 2p−1
3−p |x4|

3−p
2p−1 + k

4−3p
2p−1

3 dσ3uc
4−3p
2−p x4 +

4−3p
3−p k

3−p
2p−1

3 |σ3u|
3−p
2−p + δ3(µV3 +

ηV
p

2p−1
2q−1
q

3 ), δ3 = k
4−3p
2p−1

3 .
Derivada c.r. al tiempo de V4 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇4 = s4d(υ4 +w4) +
4−3p
2−p k

2−p
2p−1

3 s4|σ3u|
2(1−p)
2−p σ̇3u + δ3(µ+

p
2p−1

2q−1
q ηV

q−p
(2p−1)q

3 )(Σ3i=1
∂V3
∂xi

ẋi),

V̇4 = s4d(υ4 +w4) +
4−3p
2−p k

2−p
2p−1

3 s4|σ3u|
2(1−p)
2−p σ̇3u

+δ3(µ+
p

2p−1
2q−1
q ηV

q−p
(2p−1)q

3 )V̇3 + δ3(µ+
p

2p−1
2q−1
q ηV

q−p
(2p−1)q

3 )∂V3∂x3
s4,

donde V̇3 < 0,
∂V3
∂x3

= s3d y σ̇3u = µσ̇3 +
p(2q−1)
q(2p−1)η|σ3|

q−p
(2p−1)q σ̇3, con σ̇3 = ∂σ3

∂x1
ẋ2 +

∂σ3
∂x2

ẋ3+
∂σ3
∂x3

ẋ4 = k
2−p
p

2 (µ+ q
pη|σ2|

q−p
p )σ̇2+

2−p
p |x3|

2(1−p)
p x4. Como x4 = s4−k3dσ3uc

2p−1
2−p ,

entonces, σ̇3 = Ψ3n +Ψ3ρ +
2−p
p |x3|

2(1−p)
p s4,

Ψ3n = −2−pp k3|x3|
2(1−p)
p dσ3uc

2p−1
2−p + k

2−p
p

2 (µ+ q
pη|σ2|

q−p
p )σ̇2

Ψ3ρ = 2−p
p ρ3|x3|

2(1−p)
p |σ3u|

2p−1
2−p + k

2−p
p

2 (µ+ q
pη|σ2|

q−p
p )σ̇2.

Entrada de control: υ4 = −k4dσ4uc
3p−2
2−p , p ∈ [2/3, 1), |w4| 6 ρ4|σ4u|

2p−1
2−p .

Después de algunas simplificaciones

V̇4 6 −(k4 − ρ4)|s4d||σ4u|
2p−1
2−p − δ3(ηV3 +

p
2p−1

2q−1
q ηVu3) +Φ4(x),

V3 = −V̇3, Vu3 = −V
q−p

(2p−1)q

3 V̇3,

Φ4(x) =
4−3p
p k

2−p
2p−1

3 |s4|
2(µ+ p

2p−1
2q−1
q η|σ3|

q−p
q(2p−1) )|σ3u|

2(1−p)
2−p |x3|

2(1−p)
p + k

4−3p
2p−1

2 s4Υ3,

Υ3 = 4−3p
2−p |σ3u|

2(1−p)
2−p [µ+ p

2p−1
2q−1
q η|σ3|

q−p
(2p−1)q ](Ψ3n +∆3ρ)

+k2(µ+
p

2p−1
2q−1
q ηV

q−p
(2p−1)q

3 )s3d.

Entrada de control: υ4 = −k4µdσ4c
3p−2
2−p −k4uηdσ4c

2p−1
2−p

3q−2
2q−1 , |w4| 6 ρmµ|σ4|

3p−2
2−p +

ρmuη|σ4|
2p−1
2−p

3q−2
2q−1 , p ∈ [2/3, 1).

Después de algunas simplificaciones

V̇4 6 −(k4 − ρm)|s4d||σ4|
3p−2
2−p − (k4 − ρmu)|s4d||σ4|

2p−1
2−p

3q−2
2q−1 − δ3(ηV3 +

p
2p−1

2q−1
q ηVu3)

+Φ4(x).

En ambos casos, del Lema A.6, se concluye que V̇4 es n.d. si las ganancias k4 y k4u

se elije suficientemente grande. Por el Lema A.5, existe κ4 tal que V̇4 6 −κ4(µV
2
3−p

4 +

ηV
5q−(2+p)

(3−p)(2q−1)

4 ).

d.0.0.12. Sistema de quinto orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = x3 +w2 , ẋ3 = x4 +w3 , ẋ4 = x5 +w4 , ẋ5 =

υ5 +w5.

Variable de estado: s5 = x5 + k4dσ4ue
3p−2
2−p , p ∈ [3/4, 1).

Fdes: s5d = dx5c
5−4p
3p−2 + k

5−4p
3p−2

f4 dσ4uc
5−4p
2−p ,σ5 = dx5c

2−p
3p−2 + k

2−p
3p−2

4 σ
2p−1
3p−2

3q−2
2q−1

4u , σ5u =

µσ5 + ηdσ5c
3p−2
4p−3

4q−3
3q−2 .
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FLC: V5 = 3p−2
3−p |x4|

3−p
3p−2 + k

5−4p
3p−2

4 dσ4uc
5−4p
2−p x4 +

5−4p
3−p k

3−p
3p−2

4 |σ4u|
3−p
2−p + δ4(µV4 +

ηV
2p−1
3p−2

3q−2
2q−1

4 ), δ4 = k
5−4p
3p−2

4 .
Derivada c.r. al tiempo de V5 a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇5 = s5d(υ5 +w5) +
5−4p
3p−2k

2−p
3p−2

4 s5|σ4u|
3(1−p)
2−p σ̇4u + δ4(µ+

2p−1
3p−2

3q−2
2q−1ηV

q−p
(3p−2)(2q−1)

4 )(Σ4i=1
∂V4
∂xi

ẋi),

V̇5 = s5d(υ5 +w5) +
5−4p
3p−2k

2−p
3p−2

4 s5|σ4u|
3(1−p)
2−p σ̇4u

+δ4(µ+
2p−1
3p−2

3q−2
2q−1ηV

q−p
(3q−2)(2q−1)

4 )V̇4 + δ4(µ+
2p−1
3p−2

3q−2
2q−1ηV

q−p
(3q−2)(2q−1)

4 )∂V4∂x4
s5,

donde V̇4 < 0, ∂V4∂x4
= s4d, y σ̇4u = (µ+ 2p−1

3p−2
3q−2
2q−1η|σ4|

q−p
(3p−2)(2q−1) )σ̇4, con σ̇4 =

∂σ4
∂x1

ẋ1+
∂σ4
∂x2

ẋ2+
∂σ4
∂x3

ẋ3+
∂σ4
∂x4

ẋ4 = k
2−p
2p−1

3 (µ+ p
2p−1

2q−1
q η|σ3|

q−p
(2p−1)q )σ̇3+

2−p
2p−1 |x4|

3(1−p)
p x5.

Como x5 = s5 − k4dσ4uc
3p−2
2−p , entonces, σ̇4u = 2−p

2p−1 |x4|
3(1−p)
p x5 +Ψ4n +Ψ4ρ,

Ψ4n = − 2−p
2p−1k4|x4|

3(1−p)
2p−1 dσ4uc

3p−2
2−p + k

2−p
2p−1

3 (µ+ p
2p−1

2q−1
q η|σ3|

q−p
(2p−1)q )σ̇3,

Ψ4ρ = 2−p
2p−1ρ4|x4|

3(1−p)
2p−1 |σ4u|

3p−2
2−p + k

2−p
2p−1

3 (µ+ p
2p−1

2q−1
q η|σ3|

q−p
(2p−1)q )σ̇3.

Entrada de control: υ5 = −k5dσ5uc
4p−3
2−p , p ∈ [3/4, 1), |w5| 6 ρ5|σ5u|

4q−3
2−p .

Después de algunas simplificaciones

V̇5 6 −(k5 − ρ5)|s5d||σ5u|
4p−3
2−p − δ4(µV4 +

2p−1
3p−2

3q−2
2q−1ηVu4) +Φ5(x),

V4 = −V̇4, Vu4 = −V
q−p

(3q−2)(2q−1)

4 V̇4,

Φ5(x) =
5−4p
2p−1k

5−4p
3p−2

4 |s5|
2(µ+ 2−p

3p−2
3q−2
2q−1η|σ4|

q−p
(3p−2)(2q−1) )|σ4u|

3(1−p)
2−p |x4|

3(1−p)
2p−1 + k

2−p
3p−2

4 s5Υ4,

Υ4 = 5−4p
2−p |σ4u|

3(1−p)
2−p [µ+ 2p−1

3p−2
3q−2
2q−1η|σ4|

q−p
(3p−2)(2q−1) ](Ψ3n +∆3ρ) + k2(µ+

2p−1
3p−2

3q−2
2q−1ηV

q−p
(3p−2)(2q−1)

3 )s4d.

Entrada de control: υ5 = −k5µdσ5c
4p−3
2−p − k5ηdσ5c

3p−2
2−p

4q−3
3q−2 , |w5| 6 ρm|σ5|

4p−3
2−p −

ρmuη|σ5|
3p−2
2−p

4q−3
3q−2 , p ∈ [3/4, 1) .

Después de algunas simplificaciones

V̇5 6 −(k5 − ρm)µ|s5d||σ5|
4p−3
2−p − (k5u − ρmu)η|s5d||σ5|

3p−2
2−p

4q−3
3q−2 − δ4(µV4 +

2p−1
3p−2

3q−2
2q−1ηVu4) +Φ5(x).

En ambos casos, del Lema A.6, se concluye que V̇5 es n.d. si las ganancias k5
y k5u se eligen suficientemente grandes. Por el Lema A.5, existe κ5 tal que V̇5 6

−κ5(µV
2
3−p

5 + ηV
7q−(4+p)

(3−p)(3q−2)

5 ).
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e.0.0.13. Sistema homogéneo de tercer orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1(x, t) , ẋ2 = x3 +w2(x, t) , ẋ3 = υ3 +w3(x, t).
Variable de estado: σ3 = x3 + k2dσ2cq.
En las coordenadas (x1,σ2,σ3):

ẋ1 = υ1 +w1 + σ2 , σ̇2 = υ2 +w2 + σ3 −
∂υ1
∂x1

ẋ1, σ̇3 = υ3 +w3 −
∂υ2
∂σ2

σ̇2. (204)

FLC: V3 = 1
2 |σ3|

2 + δ2V
q
2 , , δ2 = k22.

Derivada c.r. al tiempo de V3 a lo largo de las trayectorias de (204):

V̇3 = σ3[υ3 +w3 + qk2|σ2|
q−1σ̇2] + qδ2V

q−1
2 (

∑2
i=1

∂V2
∂xi

ẋi),

V̇3 6 σ3[υ3 +w3 + qk2|σ2|q−1σ̇2] + qδ2V
q−1
2 V̇2 + qδ2V

q−1
2

∂V2
∂x2

σ3,

ya que
∑2
i=1

∂V2
∂xi

ẋi = V̇2 +
∂V2
∂x2

σ3, donde V̇2 < 0, y ∂V2
∂x2

= σ2. Además, σ̇2 =

Ψ2n + σ3 +Ψ2ρ, donde

Ψ2n = 1
2−qk1|x1|

q−1
2−q x2 − k2dσ2cq, Ψ2ρ = w2 −

∂υ1
∂x1

w1 6 ∆2ρ = 1
2−qk1ρ1|x1|

q
2−q + ρ2|σ2|

q.

Entrada de Control: υ3 = −k3dσ3c
2q−1
q , q ∈ (1, 2), |w3| 6 ρ3|σ3|

2q−1
q .

Después de algunas simplificaciones

V̇3 6 −(k3 − ρ3)|σ3|
3q−1
q − qδ2V2 + qk2|σ3|

2|σ2|
q−1 + qk2σ3Υ2,

donde V2 = −Vq−12 V̇2 > 0, yΥ2 = |σ2|
q−1(Ψ2n +∆2ρ) + k2V

q−1
2 σ2. Del Lema A.6,

se concluye que V̇3 es n.d. si la ganancia k3 se elije suficientemente grande. Por el

Lema A.3, V̇3 6 −κ3V
3q−1
2q

3 , con κ3 = mı́n{x:V3=1}{−V̇3}.

e.0.0.14. Sistema homogéneo de cuarto orden

Sistema: ẋ1 = x2 +w1 , ẋ2 = x3 +w2 , ẋ3 = x4 +w3 , ẋ4 = υ4 +w4.

Variable de estado: σ4 = x4 + k3dσ3c
2q−1
q .

En las coordenadas (x1,σ2,σ3,σ4):

ẋ1 = υ1 +w1 + σ2 , σ̇2 = υ2 +w2 + σ3 −
∂υ1
∂x1

ẋ1, σ̇3 = υ3 +w3 −
∂υ2
∂σ2

σ̇2, σ̇4 = υ4 +w4 −
∂υ3
∂σ3

σ̇3.

(205)

FLC: V4 = 1
2 |σ4|

2 + δ3V
2q−1
q

3 , δ3 = k23.
Derivada c.r. al tiempo de V4 a lo largo de las trayectorias de (205) :

V̇4 = σ4[υ4 +
2q−1
q k3|σ3|

q−1
q σ̇3] +

2q−1
q δ3V

q−1
q

3 (
∑3
i=1

∂V3
∂xi

ẋi),

V̇4 6 σ4[υ4 +
2q−1
q k3|σ3|

q−1
q σ̇3] +

2q−1
q δ3V

q−1
q

3 V̇3 +
2q−1
q δ3V

q−1
q

3
∂V3
∂σ3

σ4,

ya que
∑3
i=1

∂V3
∂xi

ẋi = V̇3 +
∂V3
∂σ3

σ4, donde V̇3 < 0, y ∂V3
∂σ3

= σ3. Además, σ̇3 =

Ψ3n + σ4 +Ψ3ρ, Ψ3ρ = w3 −
∂υ2
∂σ2

σ̇2,

Ψ3n = q
2−qk2k1|σ2|

q−1|x1|
q−1
2−q x2 + qk2|σ2|

q−1x3 − k3dσ3c
2q−1
q ,

Ψ3ρ 6 ∆3ρ = q
2−qk2k1ρ1|σ2|

q−1|x1|
q
2−q + qk2ρ2|σ2|

2q−1 + ρ3|σ3|
2q−1
q
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Entrada de Control: υ4 = −k4dσ4c
3q−2
2q−1 , q ∈ (1, 2), |w4| 6 ρ4|σ4|

3q−2
2q−1 .

Después de algunas simplificaciones:

V̇4 6 −(k4 − ρ4)|σ4|
5q−3
2q−1 − 2q−1

q δ4V3 +
2q−1
q k3|σ4|

2|σ3|
q−1
q + 2q−1

q k3σ4Υ3,

donde V3 = −V
q−1
q

3 V̇3 > 0, y Υ3 = |σ3|
q−1
q (Ψ3n +∆3ρ) + k3V

q−1
q

3 σ3. Del Lema A.6,
se concluye que V̇4 es n.d. si la ganancia k4 se elije suficientemente grande. Por el

Lema A.3, V̇4 6 −κ4V
5q−3
2(2q−1)

4 , con κ4 = mı́n{x:V4=1}{−V̇4}.

e.0.0.15. Sistema homogéneo de quinto orden

Sistema: ẋ1 = x2+w1 , ẋ2 = x3+w2 , ẋ3 = x4+w3 , ẋ4 = x5+w4, ẋ5 = υ5+w5.

Variable de estado: σ5 = x5 + k4dσ4c
3q−2
2q−1 .

En las coordenadas (x1,σ2,σ3,σ4,σ5):

ẋ1 = υ1 +w1 + σ2 , σ̇2 = υ2 + σ3 +w2 −
∂υ1
∂x1

ẋ1, σ̇3 = υ3 +w3 −
∂υ2
∂σ2

σ̇2,

σ̇4 = υ4 +w4 −
∂υ3
∂σ3

σ̇3, σ̇5 = υ5 +w5 −
∂υ4
∂σ4

σ̇4.
(206)

FLC: V5 = 1
2 |σ5|

2 + δ4V
3q−2
2q−1

4 , δ4 = k24.
Derivada c.r. al tiempo de V5 a lo largo de las trayectorias de (206):

V̇5 = σ5[υ5 +w5 +
3q−2
2q−1k4|σ4|

q−1
2q−1 σ̇4] +

3q−2
2q−1δ4V

q−1
2q−1

4 V̇4 +
3q−2
2q−1δ4V

q−1
2q−1

4
∂V4
∂x4

σ5,

donde V̇4 < 0, y ∂V4
∂x4

= σ4. Además, σ̇4 = Ψ4n + σ5 +Ψ4ρ,

Ψ4n = 2q−1
2−q k3k2k1|σ3|

q−1
q |σ2|

q−1|x1|
q−1
2−q x2 +

2q−1
1 k3k2|σ3|

q−1
q |σ2|

q−1x3

+2q−1q k3|σ3|
q−1
q x4 − k4dσ4c

3q−2
2q−1 ,

Ψ4ρ 6 ∆4ρ = 2q−1
2−q k3k2ρ1|σ3|

q−1
q |σ2|

q−1|x1|
q
2−q + 2q−1

1 k3ρ2|σ3|
q−1
q |σ2|

2q−1

+2q−1q ρ3|σ3|
3q−2
q + ρ4|σ4|

3q−2
2q−1 ,

Entrada de Control: υ5 = −k5dσ5c
4q−3
3q−2 , q ∈ (1, 2), |w5| 6 ρ5|σ5|

4q−3
3q−2 .

Después de algunas simplificaciones:

V̇5 6 −(k5 − ρ5)|σ5|
7q−5
3q−2 − 3q−2

2q−1δ5V4 +
3q−2
2q−1k4|σ5|

2|σ4|
q−1
q + 3q−2

2q−1k4σ5Υ4,

donde V4 = −V
q−1
2q−1

4 V̇4 > 0, Υ4 = |σ4|
q−1
2q−1Ψ4 + k4V

q−1
2q−1

4 . Del Lema A.6, se concluye
que V̇4 es n.d. si la ganancia k4 se elije suficientemente grande. Por el Lemma A.3,

V̇5 6 −κ5V
7q−5
2(2q−1)

5 , con κ5 = mı́n{x:V5=1}{−V̇5}.
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D E S E G U N D O O R D E N

Para diseñar las ganancias dada una constante de tiempo fijo se necesita calcular
una cota explícita de la derivada V̇ . Para orden dos, se cumple que

V = 1
3 |x2|

3 + k21σ1x2 +
4
3k
3
1|σ1|

3
2 ,

V̇ 6 −a22µ|σ2|− k
4
1µ|σ1|− b22η|σ2|

2+q
2 − 2η

2−qk
2
1b21|x1|

q
2−q |σ1|,

(207)

donde a22 = k2Km−ρ− 2k21, b22 = k2uKm−ρu− 2k21
4

4−q2
, y b21 = k21− 2

q
2+qη

−1. Para poder hacer el diseño
se ha tomado γ1 = 1.
Consulte el Paso 2 de la
Prueba de la Proposición
5.6.

Del Lema A.1, se deduce que −(23γ
3
2
l |σ1|

3
2 + 1

3γ
−3
l |x2|

3) 6 |σ1||x2| 6
2
3γ

3
2
u |σ1|

3
2 +

1
3γ

−3
u |x2|

3. Por lo tanto, la función V cumple

a1|σ1|
3
2 + a2|x2|

3 6 V 6 b1|σ1|
3
2 + b2|x2|

3,

donde a1 = 2
3k
2
1(2k1 − γ

3
2
l ), a2 = 1

3 (1− k
2
1γ

−3
l ), b1 = 2

3k
2
1(2k1 + γ

3
2
u), b2 = 1

3 (1+

k21γ
−3
u ). Por simplicidad se toman µ = η, γu = k

3/2
1 , entonces b1 = 2k31 y b2 = 2/3.

Aplicando el Lema A.4, un cálculo directo da

V
2
3 6 (1/2)2/3[(b

2
3
1 + b

2
3
2 k
2
1)|σ1|+ b

2
3
2 |σ2|],

V(2+q)/3 6 (0.5)2
q−1
3 [(b

2+q
3
1 + 2

q
2 b

2+q
3

2 k
2+q
1 )|σ1|

2+q
2 + 2

q
2 b

2+q
3
2 |σ2|

2+q
2 ], ∀q ∈ [1, 2).

Note que |σ1|
2+q
2 6 λu[δ0 + δ1|x1|

q
2−q ]|σ1|, con δ0 = q,δ1 = (4 − q),λu = 1/2

4−q
2 ,

µ = η = 1, véase el Lema A.8. Por lo tanto,

V
2+q
3 6 (0.5)2

q−1
3 (b

2+q
3
1 + 2

q
2 b

2+q
3

2 k
2+q
1 )λuδ0|σ1|+ (0.5)2

q−1
3 ·

(b
2+q
3
1 + 2

q
2 b

2+q
3

2 k
2+q
1 )λuδ1|x1|

q
2−q |σ1|+ 2

5q−2
6 b

2+q
3
2 |σ2|

2+q
2 .

Entonces,

µV
2
3 + ηV

2+q
3 6 (1/2)2/3[(b

2
3
1 + b

2
3
2 k
2
1)|σ1|+ b

2
3
2 |σ2|] + (0.5)2

q−1
3 (b

2+q
3
1 + 2

q
2 b

2+q
3

2 k
2+q
1 )λuδ0|σ1|+

(0.5)2
q−1
3 (b

2+q
3
1 + 2

q
2 b

2+q
3

2 k
2+q
1 )λuδ1|x1|

q
2−q |σ1|+ 2

5q−2
6 b

2+q
3
2 |σ2|

2+q
2 .

(208)

Para obtener la cota de V̇ en función de V, primero se igualan las funciones de bajo
orden de V̇ en (207) y (208) de la siguiente manera

a22µ|σ2|+ d0k
4
1µ|σ1| =

a22

(0.5b2)
2
3

(0.5b2)
2
3µ|σ2|+

d0k
4
1

(0.5)2/3(b
2
3
1 +b

2
3
2 k

2
1)

(0.5)2/3(b
2
3
1 + b

2
3
2 k
2
1)µ|σ1|

> κfη(0.5)2/3[(b
2
3
1 + b

2
3
2 k
2
1)|σ1|+ b

2
3
2 |σ2|] = κfηV

2
3 ,

donde κf = mı́n{a22/(0.5b2)
2
3 ,d0k41/[(0.5)

2/3(b
2
3
1 + b

2
3
2 k
2
1)]}, d0 = 2/3 y d1 = 1/3, ya

que d0+d1 = 1. Fijando Kmk2 como en (104), se obtiene a22/(0.5b2)
2
3 = d0k

4
1/[(0.5)

2/3(b
2
3
1 +

b
2
3
2 k
2
1)]. Entonces, κf = d0k

2
1/[(0.5)

2/3(2
2
3 + (2/3)

2
3 )]. Ahora, de forma similar, se

igualan los términos de alto orden de V̇ en (207) y (208), por lo tanto,

d1k
4
1µ|σ1|+ b22η|σ2|

2+q
2 + 2

2−qk
2
1ηb21|x1|

q
2−q |σ1| >

d1k
4
1(0.5)[2

q−1
3 (b

2+q
3

1 +2
q
2 b

2+q
3

2 k
2+q
1 )λuδ0]

(0.5)2
q−1
3 (b

2+q
3

1 +2
q
2 b

2+q
3

2 k
2+q
1 )λuδ0

η|σ1|

+κu1(0.5)η · [2
q−1
3 (b

2+q
3
1 + 2

q
2 b

2+q
3

2 k
2+q
1 )λuδ1|x1|

q
2−q |σ1|+ 2

5q−2
6 b

2+q
3
2 |σ2|

2+q
2 ],
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donde se ha elegido Kmk2u como en (104) para obtener

κu1 = b22

(0.5)2
5q−2
6 b

2+q
3

2

=
2
2−qk

2
1b21

(0.5)2
q−1
3 (b

2+q
3

1 +2
q
2 b

2+q
3

2 k
2+q
1 )λuδ1

.

Definiendo κu = mı́n{κu1, 2d1k41/[2
q−1
3 (b

2+q
3
1 + 2

q
2 b

2+q
3

2 k
2+q
1 )λuδ0]}, se obtiene V̇ 6

−κfηV
2
3 − κuηV

2+q
3 , ∀q ∈ (1, 2). El tiempo de convergencia T(x0) está acotado por

un constante de tiempo fijo Tp como en (106), con µ = η. Tp alcanza su mínimo
cuando r = (κf/κu)

3/q, si µ = η. Por lo tanto,

Tp = 3
κfη

( κfκu )
1/q + 3

(q−1)κuη
(κuκf )

(q−1)/q = 3q
η(q−1) (

k
1−q
f
ku

)
1
q .

Si κu = d1k
4
1/[(0.5)2

q−1
3 (b

2+q
3
1 + 2

q
2 b

2+q
3

2 k
2+q
1 )λuδ0],

Tp =
q1/qχ(q)

ηd
1/q
1 k1

⇒ k1 =
q1/qχ(q)

ηd
1/q
1 Tp

,

con χ(q) como en (105). Si κu = 2
2−qk

2
1b21/[(0.5)2

q−1
3 (b

2+q
3
1 + 2

q
2 b

2+q
3
2 k

2+q
1 )λuδ1],

se obtiene

Tp =
(2−q)(4−q)1/qχ(q)k

2−q
q

1

η(2)1/qb
1/q
21

⇒ b21
k
2−q
1

= (
(2−q)(4−q)1/qχ(q)

η(2)1/qTp
)q,

la cual es la ganancia mínima estimada en (105).
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