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1.1 Planteamiento del problema

Desde hace mucho tiempo el hombre ha buscado la manera de controlar su entorno y manejarlo
de acuerdo a sus necesidades tratando de facilitar su vida, inventando mecanismos que lograran
abrir o cerrar enormes puertas, o abrir y cerrar flujos de agua para mantener controlado el liquido
que llegaba hasta sus ciudades, etcétera. Con el paso del tiempo nuevos descubrimientos ayudaron
a mejorar estos sistemas, y gracias al avance tecnolégico, cientifico y al desarrollo matematico, se ha
logrado controlar una gran cantidad de dispositivos y sistemas. Algunos ejemplos a nombrar son: el
control automatico de aviones, control de posicionamiento y direccionamiento de satélites, control
de robots industriales, etc. Estos sistemas se siguen mejorando con nuevas tecnologias y técnicas de

control.

El péndulo invertido es un mecanismo muy utilizado para realizar practicas o proyectos de inves-
tigacién, cuyo interés radica en regular la posiciéon del péndulo en su punto de equilibrio inestable y

presenta un buen reto de control, mezclando la interaccién entre un sistema mecénico y electrénico.

Existen diferentes mecanismos para el
péndulo invertido: un mecanismo utiliza un
motor conectado a una banda dentada que
mueve a la base del péndulo invertido. Otro
dispositivo comtin es el compuesto por un carro
que se mueve con un grado de libertad a lo largo
de un eje y en la base del carro se encuentra una
barra que tiene movimiento rotacional en el

mismo sentido al eje del carro.

El péndulo invertido es un sistema no lineal e inestable, y al ser un sistema mécanico presenta
propiedades generalmente no modeladas (como friccién seca) y en la parte electrénica se presentan

zonas muertas que deben ser contempladas para su control.
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Algunas técnicas de control necesitan forzosamente del modelo matemaético del sistema en
variables de estado o en su funcién de transferencia. En el caso en el cual no se cuenta con estos mod-
elos se puede recurrir a estrategias que no lo requieran en forma explicita, como al control difuso,

esta caracteristica hace de este controlador una técnica interesante.

1.2 Motivaci6n y objetivo

El péndulo invertido es un sistema cuyo conocimiento permite ser extrapolado a otro tipo de
problemas de control (como control de misiles o robots bipedos), motivo por el cual resulta de
interés su analisis y disefio de esquemas de control que lo estabilicen.

El objetivo general del presente trabajo es el disefio e implementacién de un control difuso para
mantener en balance un péndulo invertido. Se aplicard una fuerza apropiada en la base, mante-
niendo a la barra en posicién vertical en el punto de equilibrio inestable del sistema. En esta
posicion, cualquier perturbaciéon puede desbalancear a la barra facilmente, por lo cual es necesario
un controlador que estabilice al sistema. Los objetivos particulares son:

1. Implementar el sistema mecanico y obtener mediciones con una tarjeta de adquisicién de
datos de bajo costo.

2. Identificar los parametros del sistema y obtener el modelo matematico del péndulo invertido
sobre el carro.

3. Controlar al sistema con tarjeta de bajo costo.

4. Probar dos técnicas de control (LOR y difuso “singleton”) y analizar cuales son las ventajas y

desventajas de cada controlador.

1.3 Estructura de la tesis

El trabajo esta organizado en seis capitulos: el segundo capitulo muestra la parte tedrica de la tesis
y se describen de las técnicas de control que se utilizan para estabilizar al sistema. El tercer capitulo
estd dedicado a la descripcion del sistema mecénico, del sistema electronico y de la interfase
utilizada para adquirir y mandar datos, finalizando con el disefio de los filtros y la identificacion
de los parametros del sistema. El disefio de los controladores es abordado en el capitulo cuatro,
donde se muestran las consideraciones tomadas para disefiar e implementar cada control. El
capitulo cinco esta dedicado a mostrar los resultados experimentales de la tesis. Finalmente, en el
sexto capitulo se muestra la comparacién entre las dos técnicas, observando las ventajas y desven-

tajas de cada método y las conclusiones del trabajo.
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14 Antecedentes

La ingenieria de control emplea los modelos matematicos para poder describir su comportamiento y

desemperfio entrada-salida, y después proponer esquemas de control.

14.1 Sistemas

Podemos definir a un sistema como un conjunto de componentes que interactian entre si, el cual
puede ser excitado por una entrada y como consecuencia obtendremos una salida. La planta o el

sistema puede representarse por medio de un bloque (figura 1.1), y éste a su vez puede estar consti-

tuido por una serie de subsistemas que representarfan a la misma planta.

entrada

u(t)

Un ejemplo es un sistema de medicién de temperatura, que puede ser representado en un solo

bloque con una entrada y una salida, que a su vez se puede representar como una serie de subsiste-

SISTEMA

A\ 4

Figura1.1

salida

y(t)

mas: un termémetro resistivo, un puente wheastone y un subsistema de medicién (figura 1.2).
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Estas dos representaciones muestran el mismo sistema, donde la representacién depende de la
complejidad del modelado del mismo, sin olvidar que el objetivo es encontrar una ecuacién o repre-

sentacion matematica para evaluar su comportamiento.

Los sistemas pueden clasificarse por el tipo de componentes que interacttian en él (mecénicos,
eléctricos, hidraulicos, térmicos e hibridos), los cuales funcionan como almacenadores o disipadores

de energia.

ELEMENTOS DE MODELADO
Mecanico Eléctrico Hidraulico Térmico
Almacenadores . i i i i
¢ masa capacitor Ca}.)aC}tar.ICIa capacitancia
de energia hidraulica térmica
Almacenadores . i i
) resorte inductor Inertancia
de energia hidraulica
Disipadores de amortiguador resistencia resistencia resistencia
energia hidraulica térmica
Tabla 1.1

Cada elemento de modelado tiene una ecuacién matematica que representa su comportamiento,
la cual es empleada para obtener el modelo matematico del sistema utilizando ecuaciones diferencia-

les. La tabla 1.2 muestra las ecuaciones descriptivas de cada elemento.

Existen analogias entre los cuatro sistemas y es comtin encontrar representaciones de un sistema
hidraulico, mecanico o térmico como un circuito eléctrico o viceversa. Esto puede ocurrir porque el
modelo matematico describe un comportamiento a fin. Por ejemplo, la descarga de un capacitor, el
enfriamiento de una papa caliente, el vaciado de un contenedor con agua a través de una llave o el
amortiguamiento de un objeto, estos son sistemas diferentes en su naturaleza donde el modelo
matematico y comportamiento energético es similar. El modelo nos pueda dar este tipo de infor-
macién, de como actuard el sistema a diferentes entradas. Por este motivo, los modelos son muy

importantes en el andlisis y en el control de sistemas.
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Elementos de Ecuaciones -
modelado descriptivas onstantes
resorte F=k-x F - fuerza
72 k : cte. del resorte
X .
masa F=m > m : masa
dt ¢ : cte. de amortigaumiento
. dx X : posicion
amortiguador F=c—
dt
. 1
inductor = Z,[V dt i:corriente
L : inductancia
capacitor i = ﬂ C : capacitancia
dt R : resistencia
v v : tension
resistor i=—
R
inertancia 1 j (pi - p) dt
hidraulica 1= L PP q : flujo volumétrico
. ] L : inductancia hidraulica
CaPaC}taﬁaa g=C M C: capacitancia hidraulica
hidraulica dt R : resistencia hidraulica
resistencia B (p,—p,) pl - p2 : diferencia de presion
hidréulica 9= R
capacitancia q9,-¢q, = Cﬂ q : flujo de calor
ST 1 2 =
termica dt C : capacitancia térmica
resistencia _ (Tl _ Tz) R : resistencia térmica
térmica = R T : temperatura
Tabla 1.2
14.2 Modelado

Un modelo matematico es el conjunto de expresiones matematicas que resultan de traducir desde un
lenguaje empirico a un lenguaje cientifico, generalmente basado en leyes fisicas de los componentes
de cada sistema y los conocimientos generales de la fisica (como las leyes de Newton, los principios

de la termodindmica, las leyes de Kirchhoff, las leyes de conservacién de la energia y la materia).
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Los modelos matematicos pueden tener distintas representaciones, ya sea mediante ecuaciones
diferenciales, funciones de transferencia, diagramas de bloques o variables de estado. Con cada
representacion podemos analizar al sistema mas a fondo y observar su comportamiento por medio

de simulaciones.

1.4.2.1 Funcién de transferencia
La funcién de transferencia de un sistema es la relacién entre la transformada de Laplace de la
salida del sistema ec.(1.1), entre la transformada de Laplace de la variable de entrada, suponiendo

que las condiciones iniciales son cero y que el sistema es lineal e invariante en el tiempo.

Y (s)
U(s)

(1.1)

G(s) =

Donde:
G(s) >>> Funcion de transferencia
Y (s) >>> Transformada de Laplace de la salida del sistema

U(s) >>> Transformada de Laplace del la entrada del sistema

Para obtener la funcién de transferencia de un sistema es necesario trasformar una ecuacion
diferencial en una ecuacion algebraica utilizando la transformada de Laplace. Esto es, realizar un

mapeo del dominio del tiempo al domino S.

Las ventajas que ofrece esta transformacion es la
Transformada
de poder trabajar con ecuaciones algebraicas que de Laplace

facilitan su manipulacién, ademéas, es posible d

regresar al dominio del tiempo utilizando una trans-

o yo g(t) G(s)
formacién inversa llamada “antitransformada de
Laplace”, como se indica en la figura 1.4. Esto nos Dominio Dominio
tiempo S

permite resolver ecuaciones diferenciales con mayor

facilidad, llevando la ecuacién del dominio del l

Antitransformada
tiempo al de S, manipulando la ecuacién algebraica- de Laplace
mente para obtener la solucién del sistema diferen-

Figura 1.4

tes tipos de entradas y regresando del dominio S al

dominio del tiempo nuevamente.
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Estas no son las tinicas ventajas de trabajar con la transformacién en el dominio S, ya que el tener
una funcién de transferencia nos permite analizar mas a fondo al sistema, ademas de poder observar
la respuesta que tiene a diferentes entradas, se puede analizar su estabilidad. Esto significa que, al
aplicar una entrada con magnitud finita, se espera que la respuesta tenga una salida de magnitud
finita, es decir, a entradas acotadas, salidas acotadas. Si el sistema cumple con esto se dice que es
BIBO' estable, pero si la salida comienza a crecer con el tiempo, el sistema es inestable.

Otra forma de analizar la estabilidad de un sistema se realiza encontrando las raices del polino-
mio del denominador en la funcién de transferencia, conocidas como polos del sistema. Si algin
valor de los polos es positivo en su parte real, el sistema es inestable; pero si todas los valores de los
polos son negativos en su parte real, entonces el sistema es estable.

La funcién de transferencia en lazo cerrado G(s) de un sistema, se puede representar mediante

m m—1
K(s"+a,  s" +..+a s+a,)

G(S) = . - (1.2)
(s"+b,, 8" +...+bs+b,)
y, si las raices del denominador y del numerador se establecen como
K(s+z)(s+z,) ... (s+z
G(s)= Kls+2)(5+2) . (s+2,) 13
(s+p)s+p,) ... (s+p,)
Z\5Zyy wen 52, >>> Ceros del sistema

DisPys - 5P, >>> Polos del sistema

La funcién de transferencia nos permite analizar la respuesta en estado estable de un sistema a
diferentes frecuencias (respuesta en frecuencia). Los datos de la respuesta en frecuencia pueden
arrojar informacién del ancho de banda del sistema, que se define como la banda de frecuencias en la
cual la magnitud no cae por debajo de -3dB y también el pico de resonancia, que se define como el

maximo valor de la magnitud y esta relacionado con el maximo sobrepaso del sistema.

1.4.2.2 Variables de estado
El modelado con funcién de transferencia, tiene un enfoque clasico, su analisis es sencillo y su
representacion es compacta, permitiendo analizar el transitorio facilmente, sin embargo presenta la

desventaja de: encontrarse en el dominio de la frecuencia, asi como no permitir modelar sistemas no

L Por sus siglas en ingles Bounded-Input Bounded-Output (Entrada acotada Salida acotada)
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lineales, ademds de perder informacién y sélo es aplicable para sistemas con una entrada y una

salida, lo que limita a la técnica para una gran cantidad de sistemas.

Las variables de estado son el conjunto de variables linealmente independientes entre si que
permiten conocer al resto de las variables del sistema, se utilizan operaciones algebraicas, llamadas
ecuaciones de estado, que son el conjunto de n-ecuaciones diferenciales de primer orden compuestas
por las variables de estado del sistema.

Las ecuaciones de estado con “n” variables de estado, “m” entradas y “z” salidas se representan

de la siguiente manera:

X, =a,x, +a,x,+..+a, x, +bu +b,u,+..+b, u, (1.4)

Xy = Ay X + Ay Xy +.c+ Ay, X, +Dyu, +byyu, +..4+ b, U,

X =a,X +a,% +..+a,x +b u +b i, +..+b u (1.6)
V=X FCpXy +ot o, x, +dyu +du, +.+du (1.7)
V) =Cp Xy +CpXy +on ¥y X, +dyuy dypu, +.+d, u, (1.8)
)jz =c, X, +c X, +...+c_x +d u +d u,+..+d_u, (1.9)

Pero una representacién maés sencilla en su forma matricial para sistemas lineales es:

x=Ax+Bu (1.10)

X ag A ot 4y, | X b, b, - b, U
Xl |G An 0 Gy | | X + byy by, -+ by, | |u,
_‘xn a _anl anZ ann a _‘xn ] _bnl bn2 e bnm ] _um a

y=Cx+Du (111)
Vi ¢ Cip Xy d, d, dlmw u,
Vol _|€a Cn Con | | X2 + dy dy dy, | | U,
_yz _Czl CZZ Czn ] _xn ] _dzl dzZ dzm J _um ]
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x=Ax+Bu

Donde:

A - Matriz del sistema

B - Matriz de entradas

C - Matriz de salidas

D - Matriz de alimentacion directa

y=Cx+Du

Cuando se desea modelar por este método se deben de elegir variables que sean linealmente inde-
pendientes, donde el ntimero de estas variables dependera del orden del sistema, por lo tanto, el
minimo de variables de estado a elegir sera el mismo nimero del orden mencionado.

Algunas recomendaciones para la eleccién de variables de estado en circuitos eléctricos es tomar
a los voltajes de los capacitores y a las corrientes de los inductores. En el caso de tener sistemas
mecénicos, las variables de estado recomendables son la posicion, la velocidad y la aceleracion, esto
también aplica en sistemas mecanicos rotacionales. Para elegir variables en sistemas hidraulicos, la

mejor opcién son los cambios de presién y el flujo.

El modelado con variables de estado es una técnica con

una enfoque moderno y avanzado, basada en el dominio

Sistema

del tiempo y permite obtener un mayor conocimiento del
interior del sistema, modelar sistemas no lineales y
variantes en el tiempo, asi como con varias entradas y varias

salidas. Sin embargo, modelar un sistema de este modo

provoca una pérdida de sencillez en el estudio de la res- , ,
Figura 1.5 Las variables de estado

puesta en tiempo, en particular sobre el desempefio del son un conjunto del sistema

comportamiento transitorio.

Existe una relacién entre el modelo con variables de estado y la funcién de transferencia, de esta
forma se pueden analizar la estabilidad del sistema y la respuesta en frecuencia de una manera

sencilla.

H(s)=C(SI-A)"'B (112)

_C-adj(SI-A4)-B
det(S7 — A)

(1.13)

H(s)

10
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Utilizando la ecuacién (1.13) los polos del sistema son los valores de S que tienen solucién a la

ecuacién

det(ST — A) =0 (114)

que corresponden con los valores caracteristicos de la matriz A.

Y los ceros del sistema se obtienen con la solucion de la ecuaciéon
C-adj(SI - A)B =0 (1.15)

Las ecuaciones (1.14 y 1.15) solo aplican para sistemas lineales, la ecuacién en variables de estado

para sistemas no lineales es:

x=f(x,%,, ... ,x,,u) (1.16)

Como ya se mencion6 anteriormente, el tener un modelo matemético con variables de estado nos
ofrece un mayor conocimiento del sistema y es posible realizar varios anélisis como la estabilidad
BIBO, la estabilidad interna, la controlabilidad y la observabilidad del sistema.

La estabilidad BIBO nos ofrece el conocimiento de la respuesta forzada del sistema al aplicar una
entrada acotada, mientras que la estabilidad interna del sistema nos muestra su comportamiento sin
excitacion, lo que facilita el andlisis de la estabilidad en sus puntos de equilibrio.

La estabilidad BIBO esta ligada con los valores caracteristicos de la matriz del sistema, por lo que
si todos sus valores son negativos en su parte real, entonces el sistema es estable. Mientras que en la
estabilidad interna se utiliza el método directo de Lyapunov para encontrar la estabilidad del punto
o de los puntos de equilibrio del sistema.

Otros andlisis interesantes que se pueden obtener con el modelo matematico en variables de
estado son la controlabilidad y la observabilidad del sistema. A grandes rasgos, y sin estudiar a

fondo estos temas se presentard la idea general.

143 Controlabilidad y observabilidad

Los conceptos de controlabilidad y observabilidad presentados por Kalman juegan un papel
importante en aspectos tedricos y practicos del control moderno. La controlabilidad orienta al
disefiador sobre la posible existencia de una entrada u(t), que estabilice al sistema. Por su parte, la

observabilidad indica si es posible reconstruir a los estados del sistema mediante la medicién de

11
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la entrada u(t) y la salida y(t) en un tiempo finito.

Empleando estos conceptos y el modelo matematico del sistema, se espera que el péndulo inver-
tido cumpla con ser un sistema controlable y observable, aunque se cuenten con sensores que midan
los estados del sistema y no sea necesario una técnica de observacion de los estados.

Un sistema se dice que es controlable cuando es posible llevar a los estados desde una condicién
inicial en tiempo cero hasta cualquier condicién final en un tiempo finito con una entrada en el

sistema u(t); en caso contrario se dice que el sistema es no controlable.

La matriz de controlabilidad se obtiene:
2 n—1
C,=[B AB A°B .. A" B] (1.17)

Si la matriz de controlabilidad Cctr es de rango completo entonces el sistema es controlable.
p(C.)=n (118)

Un sistema es observable si es posible determinar los estados x(t) a partir de la medicién de la
salida y(t) y de la entrada u(t) en un intervalo de tiempo finito.

La matriz de Observabilidad se obtiene:

C
CA
0 =| C4? (1.19)

cA n—l Si la matriz de observabilidad O, es de

rango completo, el sistema es observable.

p (6) =n (1.20)
1.44 Forma canénica del controlador
Dado el sistema:
x=Ax+Bu (1.21)
y = C x (1.22)

12
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Cuya funcién de transferencia es

Bs" ' +B,s" T+ B+ o +B, s+,

n n—1 n—2 (1'23)
S +(X1S +(X2S + ... +(xn_15+(xn

H(s)=

Si el sistema es controlable y dim(u) = 1, entonces, se puede transformar el sistema, definiendo la

matriz de transformacién, como:

o o, Oy - O,, O,

—_

o, O, Oy o,

S O =

1
0 1 o o,
T =[B 4B .. A"'B] | 1 -0 o o T (1.24)

0o - 0O 1 o o,
0 0 0 1 o
0 0 0 0 1 |
y la forma canoénica de controlador es
x=AX+Bu (1.25)
y=Cx (1.26)
Donde:
—_al o, — O, _an_
1 0 0 0
A= 0 1 0 (1.27)
0
00 10 |
10 .
B=|, (1.28) C=[B B, - Bl
_O_

De esta manera se obtiene la forma canénica de controlador.

13
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En este capitulo se abordaron temas importantes que seran ttiles en los siguientes, las bases teéri-
cas son esenciales para fundamentar este trabajo.
En el siguiente capitulo se abordaran las teorias que sustentan a los controladores que seran

implementados en este trabajo para manipular al péndulo invertido con carro.

14



