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Resumen

Este trabajo de investigacion presenta el desarrollo de los modelos cinematico y dindmico para el robot bipedo
Scout que cuenta con 12 GDL internos. Se encuentra la solucion de la cinemaética directa e inversa basada en el método de
Denavit-Hartenberg de matrices de transformacion homogénea con el fin de obtener la posicion, velocidad y aceleracién de

cada uno de los GDL internos.

El modelo dinamico de este proyecto se basa en la formulacion de Newton-Euler despreciando las fuerzas disipativas en las
juntas rotacionales del bipedo y los términos de Coriolis y centrifugo, ademéas asumiendo que no existe deslizamiento entre
los pies y el piso. También se utiliz6 el modelo del Péndulo invertido 3D para calcular el ZMP basado en la trayectoria que
sigue el COG vy a si tener un criterio de estabilidad en la marcha para futuros sistemas de control aplicados al robot bipedo
Scout.

Se generd una simulacion del modelo cinematico del bipedo scout por computadora en la que el robot sigue trayectorias
elipticas para el pie flotante y la cadera y que aunado al calculo del ZMP sirve para elegir trayectorias estables en el

proceso de caminata.

En tanto que la generalidad de la formulacion de ambos modelos permite describir a robots bipedos de "n" GDL’s
constituidos por juntas rotacionales actuadas este trabajo también podra ser utilizado para otro ramo como el disefio de

protesis, Ortesis roboticas o exoesqueletos que le permitan al humano realizar tareas imposibles o incluso volver a caminar.



Abstract

This investigation presents a development of dynamic and cinematic methods for a biped robot Scout which one
counts with 12 internal GDL. The direct and inverse kinematic solution was founded by using the Denavit-Hartenberg
method of homogeneity transformation matrices to obtain the position, velocity and acceleration of each one of the internal
GDL.

The dynamic model in this project is based on the Newton-Euler formulation ignoring the wasted forces in the rotational
joints of the biped and the Coriolis and centrifuge terms. The inverted 3D pendulum was also used to calculate the ZMP
based on the trajectory followed by the COG so this way, we could have a stability standard for future control systems
applied to the biped robot Scout.

A cinematic model simulation of the biped was generated by computer which one on where the robot follows elliptic
trajectories for the floating feet and the hip, this and the ZMP are used for choose stables trajectories at the walking

process.

Talking about the generality of both model’s formulations, it allows us to discover an “n” GDLs biped robot made by
rotational actuated joints. This work can also be used for another branch of science like the robotic prosthesis, orthosis or

exoskeletons that could allow humans to realize impossible works and even to walk again.



pstano ael Arfe

En este capitulo se muestran

los avances tecnol6gicos  mas
importantes que se han logrado en los

ultimos afios dentro del area de robots

bipedos.




1.1  Introduccion

Transportase en la actualidad es algo que hacemos todos los dias y se puede hacer de diferentes formas; ya sea en
un automdvil, avién, barco, bicicleta y desde luego, podemos transportarnos con nuestras propias piernas. Los seres
humanos decidimos en que trasportarnos por el mundo dependiendo de las condiciones del camino a seguir, un robot mévil
tiene gque sortear las mismas condiciones de camino y es por ello que existen varios tipos de robots orientados a diferentes
tipos de medio ambiente. La robdtica bipeda se enfoca en robots capaces de moverse por el mundo usando dos
extremidades inferiores emulando la caminata del humano con el fin de poder interactuar con €l en diferentes tareas en las

cuales otros tipos de robots serian indtiles.

En el campo de la robética existen grandes avances en el desarrollo de robots bipedos en todo el mundo, tal es el caso de
Honda con su robot ASIMO o Sony con su QRIO, etc. (Figura 1.1). Pretender rivalizar con estas grandes compafiias seria
iluso de mi parte, debido a desventajas como infraestructura requerida, presupuesto y tiempo que estas empresas han
podido dedicar a la investigacion de los robots bipedos, es por esto que mucha de la bibliografia consultada con respecto a
los modelos matematicos de la cinematica y de la dinamica de los robots bipedos es alrededor de los afios 1970-1990 ya

que estas grandes compafiias no sacan a la luz sus avances en esta area.

Figura 1.1. Robots bipedos: 1zquierda ASIMO, Derecha QRIO

La principal ventaja de los robots bipedos sobre otro tipo de robot mévil es que pueden desenvolverse en superficies
irregulares, escaleras, etc., sin embargo, la complejidad en el disefio y control aumenta considerablemente por lo que en la

actualidad son un desafio de ingenieria.
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1.2  Clasificacion de Robots Bipedos

De acuerdo a la complejidad de sus movimientos, los robots bipedos pueden describirse realizando combinaciones
de los rasgos definidos en cada una de las siguientes categorias (Westervelt and de Wit, 2007):

Bidimensionales: EI movimiento de sus eslabones solo tiene lugar en el plano sagital.

Tridimensionales: EI movimiento de sus eslabones tiene lugar dentro y fuera del plano sagital.

Minimalistas: Poseen menos de seis grados de libertad (GDL) en cada una de sus piernas.

Antropomorficos: Tienen seis 0 mas GDL en cada una de sus piernas.

Pasivos: Desarrollan su ciclo de marcha sin un control directo de la cinematica de sus eslabones.

Activos: Caminan controlando la posicion de los actuadores en cada uno de sus eslabones.

Adicionalmente, de acuerdo al problema de disefio mecanico que motiva su construccion, los bipedos se pueden

clasificar como:

Eficientes: Buscan que la intervencion humana se reduzca al minimo para asegurar la recarga de su fuente de

energia.

Versatiles: Persiguen ser suficientemente robustos para llevar acabo la caminata de forma estable a pesar de su
exposicion a perturbaciones externas e incertidumbres, tales como la presencia de obstaculos en la superficie de

desplazamiento.

Existen dos que son plataformas avanzadas para el desarrollo de conocimiento en el tema de la caminata, los cuales son el
HRP-3 y el famoso ASIMO.

En 2007 Kawada hizo publico en HRP-3 Promet MK-II (figura 1.2), este tiene una altura de 1.6 [m], un peso de 68[kg] y
42 GDL internos. Se le ha presentado caminando establemente sobre superficies con agua y arena, reconociendo objetos,
bailando y usando taladros para ejecucion de tareas sencillas. Sus sistemas de enfriamiento y filtrado de polvo y humedad

le permiten funcionar durante dos horas en condiciones de lluvia (Kawada-Industries-Inc., 2009).

12



Figura 1.2. Robot bipedo HRP-3 en el laboratorio de Mecatronica de Kawada.

De entre todos los robots bipedos de la actualidad ASIMO (Advanced Step in Innovative Mobility) es el mas avanzado de
todos y es capaz de realizar muchas funciones (Honda-Worldwide, 2010). Con una altura de 1.3 [m], un peso total de
54[kg] y 34 GDL; puede caminar a 0.75 [m/s], correr a una velocidad de 1.67 [m/s], dar vueltas, subir y descender
escaleras, manipular interruptores, abrir puertas, regular la fuerza de presién de sus manos, esquivar obstaculos en su
trayectoria de movimiento, dirigir una orquesta sinfonica, cargar charolas de comida, empujar un carro de compras etc.
(Figura 1.3). Con las camaras en su cabeza y su tecnologia de inteligencia artificial puede reconocer su ambiente, objetos
en movimiento, la postura y gestos de personas a su alrededor, identificar voces y los focos de produccién de sonidos para
ubicar a su interlocutor y seguir sus ordenes. Uno de los nuevos avances de ASIMO es que puede comunicarse con las

demas personas utilizando comandos de voz que emanan de él.

Figura 1.3. Honda ASIMO dirigiendo una orquesta sinfdnica, cargando una charola.
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1.3  Exoesqueletos

Los beneficios de los sistemas roboticos no se limitan solamente a la imitacion del hombre en sus tareas diarias. La
aplicacion de estas tecnologias para usos militares permite que los soldados puedan cargar mas peso y caminar grandes
distancias. Sin embargo, el estilo de las Gltimas guerras crea necesidades adicionales de asistencia robotica: mientras que la
cifra de muertos ha sido draméaticamente reducida (10% de los heridos muri6 en Irak frente a un 30% en la Segunda Guerra
Mundial), un 6% de los sobrevivientes de lesiones requiere amputacion (frente al 3% en guerras anteriores) y 20% de los

sobrevivientes de lesiones necesitara asistencia permanente para el resto de sus vidas (Dellon & Matsuoka, 2007).

El exoesqueleto Sarcos XOS es el traje robdtico mas avanzado en la actualidad, desarrollado por Steve Jacobsen y los

ingenieros de la compafiia SARCOS (Figura 1.4).

De tecnologia estadounidense, este increible sistema le permite al usuario incrementar sus capacidades fisicas para realizar

tareas que son muy dificiles para un ser humano normal.

Figura 1.4. Pruebas preliminares del exoesqueleto XOS (Dollar & Herr, 2008)

Este tipo de sistemas estdn muy cerca de proveer un aumento real de poder para soldados, bomberos, personal de
emergencias y trabajadores de la industria para poder transportar cargas pesadas y extender sus habilidades fisicas
(Kaserooni, 2005).

Actualmente, este exoesqueleto se encuentra en la etapa de desarrollo, pues el plan es utilizarse como un auxiliar para los
soldados en combate. Existen algunos inconvenientes en el disefio, por ejemplo, el tamafio de la computadora y los
sistemas de control y quizas la mas significativa, que el sistema debe estar conectado a una fuente de poder por medio de
cables (figura 1.5). Pero los creadores estan seguros que, conforme avance la ciencia y la tecnologia, pronto estara

funcionando al 100% para la milicia estadounidense (Dollar & Herr, 2008).
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Figura 1.5. Computadora y sistemas de control del Sarcos XOS (Dollar & Herr, 2008)

1.4  Robots Bipedos Comerciales

Algunos de los bipedos que pueden encontrarse en el mercado son BRAT y Scout de la compafiia estadounidense
Lynxmotion y el humanoide Robonova de Hitec Robotics con 16 GDL, 0.4 [m] de altura y un peso de 1.6 [kg] (Figura 1.6).
La estructura de estos robots se encuentra restringida por la geometria de los servomotores comercializados por Hitec,

empresa coreana de buena reputacién en aplicaciones de radiocontrol. El Scout, seleccionado como bipedo de estudio en

este trabajo, sera descrito de forma detallada en el capitulo 3.

Figura 1.6. Robots bipedos comerciales, BRAT (6 GDL), Scout (12 GDL) y Robonova.
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1.5 Formulaciones Matematicas de la Dinamica de los Robots

La dindmica del robot trata con las formulaciones matematicas de las ecuaciones de movimiento del robot. Las
ecuaciones de movimiento de un manipulador son un conjunto de ecuaciones matematicas que describen su conducta
dindmica. Tales ecuaciones son Utiles para la simulacion en computadora del movimiento del robot, en disefio de
ecuaciones de control apropiadas para el robot y la evaluacién del disefio y estructura del robot. En el capitulo 4 nos

concentraremos en la formulacion, caracteristicas y propiedades de las ecuaciones dinamicas de movimiento.

El modelo dinamico de un robot se puede obtener a partir de leyes fisicas conocidas tales como las leyes de la mecénica
Newtoniana y la Lagrangiana. Esto conduce al desarrollo de las ecuaciones de movimiento dindmico para las diversas
articulaciones del robot bipedo en término de los pardmetros geométricos e iniciales de los elementos. Métodos
convencionales como las formulaciones de Lagrange-Euler (L-E) y Newton-Euler (N-E) se pueden aplicar entonces
sistematicamente para desarrollar las ecuaciones de movimiento del robot bipedo, de estas 2 formulaciones se obtienen
diferentes formas de d2 escribir la dindmica del robot bipedo tales como las ecuaciones de Lagrange-Euler de Uicker
(Uiker 1965, Bejczy 1974), las ecuaciones recursivas de Lagrange de Hollerbach (Hollerbach 1980), las ecuaciones de
Newton-Euler de Luh (Luh 1980). Estas ecuaciones de movimiento son equivalentes unas a otras en el sentido de que
describen la conducta dindamica del mismo robot fisico. Sin embargo sus estructuras pueden diferir por que se obtienen por
diversas razones y objetivos. Algunas se obtienen para lograr tiempos de calculo rapido en la evaluacion de los torques de
las articulaciones nominales para controlar el robot bipedo, otras se obtienen para facilitar el andlisis y la sintesis de

control, y todavia otras se obtienen para mejorar la simulacion en computadora del movimiento del robot.

La obtencion del modelo dindmico de un robot bipedo basado en la formulacion de L-E es simple y sistémica. Suponiendo
el movimiento del cuerpo rigido, las ecuaciones de movimiento resultante, excluyendo la dindmica de los dispositivos de
control electrénico y el rozamiento de los engranes, son un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas de
segundo orden (Bejczy 1974), utilizando la representacion de la matriz de transformacion homogénea 4x4 de la cadena
cinematica y la formulacion lagrangiana, ha demostrado que las ecuaciones de movimiento dinamico para un robot bipedo
de diez articulaciones son fuertemente no lineales y constan de carga inercial, fuerzas de reaccidén de acoplo entre las
articulaciones (Coriolis y centrifuga) y efectos de carga de la gravedad. Mas aun, estos torques/fuerza, dependen de los
pardmetros fisicos del robot bipedo, de la configuracion instantanea de las configuraciones, de la velocidad y aceleracion de
las articulaciones y de la carga que est& soportando el robot. Las ecuaciones de movimiento L-E proporcionan ecuaciones
de estado implicitas para la dindmica del robot. En una menor medida se estan utilizando para resolver el problema
dinamico directo, esto es, dadas las fuerzas/torque deseadas, se utilizan las ecuaciones dindmicas para resolver las
aceleraciones de las articulaciones que se integran a continuacion para obtener las coordenadas y velocidades
generalizadas; o para el problema dindmico inverso, esto es dadas las coordenadas generalizadas deseadas y sus primeras

dos derivadas con respecto al tiempo se calculan las fuerzas/torques generalizados. Desgraciadamente, el calculo de estos
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coeficientes requiere una relativa cantidad de operaciones aritméticas. Asi las ecuaciones de L-E son muy dificiles de

utilizar con fines de control en tiempo real a menos que se simplifiquen.

Como alternativa para derivar ecuaciones de movimiento mas eficientes se dirigio la atencion a desarrollar algoritmos para
calcular las fuerzas/torque generalizados basados en las ecuaciones de movimiento de N-E (Armstrong 1979, Orin 1979,
Luh 1980). La obtencién es simple, pero engorrosa e implica términos de producto vectorial. Las ecuaciones dinamicas
resultantes, excluyendo la dindmica de dispositivo de control y rozamiento de los engranajes, son un conjunto de
ecuaciones recursivas hacia delante y hacia atras. Este conjunto de ecuaciones se puede aplicar secuencialmente a los
elementos del robot. La recursién hacia adelante propaga la informacion cinematica tal como velocidades lineales,
velocidades angulares, aceleraciones angulares y aceleraciones lineales del centro de masa de cada elemento, desde el
sistema de coordenada inercial hasta el sistema de coordenadas del pie de robot bipedo. La recursidn hacia atras propaga las
fuerzas y momentos ejercidos sobre cada elemento del pie del robot bipedo hasta el sistema de referencia de la base. El
resultado mas significativo de esta formulacion es que el tiempo de calculo de las fuerzas/torque generalizados se encuentra
gue es linealmente proporcional al nimero de articulaciones del robot bipedo e independiente de la configuracién del

mismo. Con este algoritmo se pueden realizar el control del tiempo real del robot bipedo.

La ineficacia de las ecuaciones de movimiento de L-E surgen parcialmente de las matrices homogéneas 4x4 que describen
la cadena cinematica, mientras que la eficacia de la formulacion de N-E se basa en la formulacion vectorial y en su
naturaleza recursiva. En el capitulo 4 se abordara y explicara a detalle la formulacion N-E con el fin de obtener una

formulacion matematica de la dinamica del robot bipedo y asi mismo, una simulacion computacional.

1.6 Futuroy Tendencias de la Robotica Bipeda

La intencién de las compafiias que financian investigaciones en robots humanoides es hacer que estos mismos
puedan interactuar con humanos, pensando a la larga para ayudar a discapacitados y gente mayor. Se trata de continuar
investigando en el desarrollo de un robot inteligente, que pueda crear estrategias de resolucion de problemas mediante el
reconocimiento y el analisis, la asociacion y combinacion de datos, la planificacion y la toma de decisiones. Aunque adn

estan lejos de este objetivo, se estan realizando pasos en esta direccion.

De momento, ASIMO es solo un proyecto de los robots que probablemente nos esperan en un futuro no muy lejano, hay
demasiadas personas investigado acerca de cada una de las habilidades que la robética puede conferir a este tipo de
dispositivos, muy pronto veremos en las calles a robots caminantes capaces de realizar tareas en ocasiones, imposibles para

los humanos.
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Figura 1.8. ASIMO jugando con nifios humanos.

Los avances de la inteligencia artificial, pueden llegar al extremo de hacer posible la existencia de un equipo de robots
capaz de ganar una copa mundial de futbol contra un equipo humano jugando de acuerdo con las normas de la FIFA. Existe
un proyecto marcando el afio 2050 como limite de tiempo para que se pudiera alcanzar este objetivo. El proyecto se ha
iniciado mediante la realizacion periddica de la copa mundial de futbol jugada entre si por equipos de robots, la ROBOCUP
cuya primera cede fue en Nagoya Japon en 1997 y contd con 35 equipos de 12 paises. En consecuencia los equipos que
participan en este evento tienen que generar tecnologia en el &mbito de Ciencia de los Materiales, Electronica, Robdtica y

Mecatronica.

Para responder a los rapidos movimientos de los adversarios y del balon se habra de disefiar complejos sistemas de vision
interactivos con el entorno. Para resolver problemas de choques y tropezones habra que incorporar sensores de diferentes
clases que faciliten el procesamiento de la integracion multisensorial. Los robots han de ser capaces de saltar, correr,
pegarle al balon, para ello se requiere del desarrollo de refinados pero préacticos mecanismos omnidireccionales de
movimiento que superen a los sistemas actuales de motores y engranajes que son muy fragiles y limitados. Superando los

anteriores desafios, el problema principal se fundamentara en el aprendizaje, la colaboracion y la estrategia de equipo.
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Figura 1.9. FIRSTSTEP, construido por la Escuela de Ingenieria Electricidad y Electrénica, Politécnica de Singapur. Participante
en Robocup 2003.

La cantidad de desarrollo que se requiere es inmensa, pero logrando hacer que un robot pueda jugar futbol igual o mejor
que un ser humano podriamos decir que se ha cumplido con la parte de crear algo mecénico bastante parecido a un ser
humano en apariencia y en ambitos fisioldégicos. En ambitos psicolégicos aun no se puede decir que un robot pueda igualar

a un ser humano pero ese es otro tema.

1.7 Objetivos de la Tesis

Tomando en cuenta los avances alcanzados en el &rea de robotica bipeda, el objetivo principal consiste en obtener
la formulacion de la dindmica del robot bipedo basada en la formulacion de Newton-Euler a través de la solucion de la
cinematica inversa y las ecuaciones de la dindmica directa para ofrecer mayores recursos que permitan el entendimiento de

esta area, ademas de contemplar al célculo del ZMP como criterio de estabilidad.

Esta investigacion se realiza con el fin de comparar los resultados obtenidos con la formulacién de Newton-Euler contra los
obtenidos con la formulacién de Lagrange-Euler, los resultados obtenidos de esta Gltima formulacion se encuentran

expuestos en la tesis de Narvaez 2010, y que fueron piedra angular del presente trabajo.

Para esto, se disefiara una simulacion en el software MatLab® de la caminata a seguir por el robot bipedo Scout, para poder
probar diferentes trayectorias y de ellas elegir la que mas se adecue a las condiciones reales de la marcha humana. En el
capitulo 2, Marco Tedrico, se ofrece una introduccion formal a los conocimientos necesarios para poder obtener las

ecuaciones dinamicas y cinematicas del bipedo en cuestion.
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Marco Teorico

En este capitulo se muestran
los antecedentes historicos de la
locomocion bipeda, asi como los

conceptos necesarios para tener un

panorama mas amplio sobre esta

disciplina.




2.1 Locomocién

Locomocion, la capacidad de un cuerpo para moverse de un lugar a otro, es una caracteristica definitoria de la vida
animal. Esto se logra mediante la manipulacion del cuerpo con respecto al medio ambiente. En condiciones normales, la
locomocion tiene muchas formas, ya sea el nadar de los peces, el volar de los pajaros o el caminar de los humanos. La
diversidad de la locomocién animal es realmente sorprendente y extremadamente compleja. Lo mismo es cierto en los
objetos elaborados por el hombre: los aviones tiene alas que los hacen ascender para el vuelo, los tanques tienen pistas para
recorrer terreno irregular, los coches tienen ruedas para rodar eficientemente y los robots suelen ahora caminar sobre sus
propias piernas en entornos con tierra discontinua, tales como un pendiente rocosa o los peldafios de una escalera, se puede

argumentar que el medio mas adecuado y versatil para la locomocion son las piernas.

Las piernas permiten la facilidad de apoyo en el medio ambiente al pasar por encima de las discontinuidades. Ademas, las
piernas son una opcion obvia para la locomocion en entornos creados para la marcha humana: correr y trepar. “En la
medida en que una maquina equipada con dos piernas puede imitar la marcha de un ser humano, mejor puede interactuar

con él en su medio ambiente” Westervelt, Grizzle, Chevallereau & Ho Choi, 2007.

Los robots bipedos forman una subclase de robots con patas. En el aspecto practico, el estudio de la locomocién con patas
mecanicas ha sido motivado por su uso potencial como medio de locomocion en terreno accidentado, o ambientes con
discontinuidades. También hay que reconocer que gran parte del interés actual en robots con patas se deriva de la existencia
de maquinas que operan en formas antropomorficas o de forma animal (tenemos en cuenta varios bipedos conocidos y
juguetes cuadripedos). La motivacion para el estudio de robots bipedos, en particular, surge de diversos intereses
socioldgicos y comerciales, que van desde el deseo de reemplazar a los humanos en ocupaciones peligrosas (remocién de
minas, la inspeccion de las centrales nucleares, las intervenciones militares, etc.), a la restauracion del movimiento en las
personas con discapacidad (controlado dinamicamente los miembros inferiores, prétesis robdtica de rehabilitacion y

estimulacion neural funcional).

El proceso de caminar es mucho mas complejo de lo que parece ya que para dar pasos estan involucrados pies, cadera,
torso, brazos, hombros, cabeza, etc. Tomando en cuenta el objetivo principal de este proyecto, conocer los principios
basicos que forman parte de la caminata humana es fundamental ademas de constituir una base para dar pie al modelo

dindmico del robot bipedo.
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(a) (b) (c)

Figura 2.1. Varias fases de la marcha bipeda.

Como se muestra en la figura 2.1 la fase de simple apoyo (también llamada la fase de oscilacién) se muestra en (a) y (b),
mientras que una fase de doble apoyo se representa en (c). La caminata comienza con los dos pies extendidos y sobre el
suelo, en donde el equilibrio no es muy significativo, el gran problema comienza al levantar uno de los dos pies para
realizar el movimiento de simple apoyo ya que la tendencia del bipedo a caer es alta, para evitar que el robot bipedo caiga

se deben realizar correctivos a los movimientos del robot permitiendo asi la estabilidad dinamica de la caminata.

El estudio de la caminata bipeda es un tema muy amplio; una primera subdivision es realizada en funcion de la energia que

requiere el sistema (robot bipedo, ser humano, etc.) para caminar:

Caminata Pasiva: Refiriéndonos a robots bipedos, la caminata pasiva hace referencia a sistemas mecénicos que
pueden caminar sin necesidad de control ni de ningun tipo de actuadores por tanto no requiere de energia suministrada al

sistema mas que la energia potencial (McGeer, 1989).
Caminata Activa: En oposicion a la caminata pasiva, La caminata activa estd directamente relacionada con

sistemas complejos de control, asi como la utilizacion de actuadores (motores, pistones, etc.) requiriendo de energia extra

para activar estos actuadores.

22



2.2 Planos de Referencia y Ejes de Movimiento.

Un eje es la linea alrededor de la cual se realiza el movimiento y plano es la superficie que se haya en &ngulo recto
con aquel y en la que se produce el movimiento. Estos términos se usan para facilitar la descripcion del movimiento o

direccion y por lo que se refiere a ejes y planos del movimiento articular, se describen con relacion al cuerpo en posicion

anatomica (Gardiner, 1964)

La flexidn y extension, movimientos que se estudian en este proyecto, utilizan como plano de deslizamiento el sagital y el
eje coronal (Figura 2.2 a y b). El plano sagital esta trazado de forma vertical de atras hacia delante de manera que divide al
cuerpo en lado derecho y en lado izquierdo (Figura 2.2 a). El eje coronal va perpendicular respecto al plano de movimiento

sagital, es de forma horizontal y esté situado en el plano coronal (Figura 2.2 ay b) (Igual, 1996).
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Figura 2.2 a) Plano sagital, b) Plano coronal, c) Plano transversal (Igual, et al., 1996).

2.3 Cinematica Directa

Primero se desarrollard un analisis cinematico del bipedo, el cual no toma en cuenta las fuerzas que producen el

movimiento, esto a través de la cinematica directa. Cuando se habla de cinematica directa, nos referimos a ciertos angulos

dados y los parametros de los elementos del sistema para encontrar las posiciones y orientaciones deseadas de los

elementos (Figura 2.3).

Para resolver el problema cinematico inverso se tiene que encontrar la matriz de transformacion que relacione al sistema
ligado al cuerpo con respecto al sistema de referencia. Se utiliza una matriz de rotacion 3x3 para describir las operaciones
rotacionales del sistema ligado al cuerpo con respecto al sistema de referencia. Se utilizaran entonces las coordenadas

homogéneas para representar vectores de posicion en un espacio tridimensional y las matrices de rotacion se ampliaran a
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matrices de transformacion homogénea 4x4 para incluir las operaciones traslacionales del sistema ligado al cuerpo (Fu, et
al, 1988).

Parametros de los

Elementos
Angulos de las U Posicion y
articulaciones Orientacion del
. o Efector Final
, ne R

Figura 2.3. Cinematica Directa (Fu, et al, 1988).

Las coordenadas homogéneas en un espacio euclidiano tridimensional son Utiles para desarrollar transformaciones
matriciales que incluyan rotacion, translacion, escalado y transformacién de perspectiva, por lo que se puede considerar a

una matriz de transformacién homogénea que consiste en cuatro submatrices.

Fixs "t 1X1 transformacion de perspectiv : escalado (21)

< O

= [R _— 3;___.1_} _ [ matriz de rotacion vector de pasicidn

Donde la submatriz 3x3 superior izquierda representa la matriz de rotacion; la submatriz superior derecha 3x1 representa el
vector de posicion con respecto al sistema de referencia, la submatriz inferior izquierda 1x3 representa la transformacion de

perspectiva y el cuarto elemento diagonal es el factor de escala global.

En resumen una matriz de transformacion homogénea 4x4 transforma un vector expresado en coordenadas homogéneas

con respecto al sistema de coordenadas OUVW en el sistema de referencia OXYZ con escala igual a 1.

. . (2.2)
TG.I' v = TTGL' LR
n, S, 4, P.
r=|" % % Py (2.3)
ﬂ..? S.S' H.S' TG.E
o 0 1

Para describir la relacion traslacional y rotacional entre elementos adyacentes, Denavit y Hartenberg, propusieron un
método matricial para establecer de forma sistematica un sistema de coordenadas (sistema ligado al cuerpo) para cada

elemento de una cadena articulada. La representacion de Denavit-Hartenberg (D-H) resulta una matriz de transformacion
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homogénea 4x4 que representa cada uno de los sistemas de coordenadas de los elementos en la articulacion con respecto al
sistema de coordenadas del elemento previo. Se puede establecer para cada elemento en sus ejes de articulacion un sistema
de coordenadas cartesiano ortogonal (xi, yi, zi), donde: i = 1, 2,..., n (n=ntmero de grados de libertad), mas el sistema de
coordenadas de la base.

Cada sistema de coordenadas se determina y establece sobre la base de tres reglas que son indispensables:

1. El eje zi-1 yace a lo largo del eje de la articulacion.
2. El eje xi es normal al eje zi-1 y apunta hacia fuera de él.
3. El eje yi completa el sistema de coordenadas dextrogiro segln se requiera.

La representacion D-H de un elemento rigido depende de cuatro pardmetros geométricos asociados con cada elemento.

Estos cuatro parametros describen completamente cualquier articulacion prismatica o de revolucién (Merchan, 2000).

0i. Es el angulo de la articulacion del eje xi-1 al eje xi respecto del eje zi-1.

di. Es la distancia entre el origen del sistema de coordenadas (i-1)-ésimo hasta la interseccion del eje zi-1 con el eje

xi a lo largo del eje zi-1.

ai. Es la distancia de separacion desde la interseccion del eje zi-1 con el eje xi hasta el origen del sistema i-ésimo a

lo largo del gje xi.

ai. Es el angulo de separacion del eje zi-1 al aje zi respecto al eje xi.

Conociendo estos puntos mencionados se hara un diagrama unifilar que representa al robot bipedo asighando debidamente

los sistemas de coordenadas (Capitulo 3).

2.4 Cinematica Inversa

Cuando hablamos de cinematica inversa, dada la posicion y orientacion del efector final de un robot asi como sus
pardmetros de articulacion y elementos, se busca encontrar los angulos de articulacion correspondientes del robot de

manera que se pueda posicionar como se desee el efector final (Figura 2.4).
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Parametros de
los Elementos

Posicion y Orientacion
del Ultimo Grado de
Libertad

Angulos de las 4 Cinematica
Articulaciones Directa

Angulos de las P4 Cinematica
Articulaciones |nversa

Figura 2.4. Cinematica Inversa (Fu, et al, 1988)

La cinematica inversa consiste en determinar los valores de las articulaciones que satisfagan condiciones deseadas de
posicion, velocidad y aceleracion en el espacio cartesiano. De lo anterior podemos identificar tres problemas, la cinematica

inversa para posiciones, cinematica inversa para velocidades y cinematica inversa para aceleraciones.
En cuanto a cinematica inversa para posiciones, la cual representa un sistema de ecuaciones no lineales debido a que cada
una de las ecuaciones depende de las variables de cada GDL ademas de ser un sistema sobredeterminado porque tenemos

mas ecuaciones que incognitas.

Como el sistema de ecuaciones no es lineal, primero se linealiza con ayuda de algin método iterativo. EI método
matematico de Newton-Rhapson es el siguiente:

fi=(x1,x2,...xn)=0, i=12,..n (2.4)

Donde fi es una funcidn no lineal de la estimacion inicial.

Una estimacion inicial de la solucién de dicho sistema de ecuaciones se escribe de la siguiente manera:

xj =%+ Axj (2.5)

Donde Xj es la estimacion inicial y Axj es una correccion no conocida. Si expandimos la ecuacion 2.5 para obtener un

polinomio de Taylor truncado de primer orden alrededor Xj obtenemos:
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Z L= —fi(132, 2 2.6
_."a::'-'_j'l x] = f‘('ﬁ' P J'--;-')-ﬂ-) ()

Donde las derivadas parciales se evalGan con las condiciones iniciales ecuacion 2.6 puede escribirse en forma de matriz

como:

Ja=—f (2.7
Donde J es la matriz Jacobiana:
afi
= [5'_13 (2.8)
Axl
e 2.9)
.'ill.j.“-
FL(%1,%2, .., %n)
2(%1,%82, .., %
f= f2G 1: in) (2.10)

F3(%1,%2, .., %n)
Las derivadas parciales pueden evaluarse con una aproximacion de diferencia de la forma siguiente:

dy _ fi(E1, .., % +oxj,.. En) — fi(%1, .. %), ... %n)

Ax axf

(2.12)

De estas ecuaciones se obtiene el Jacobiano para poder resolver el siguiente sistema lineal y de esta manera encontrar los

angulos necesarias que satisfagan al sistema para cierto punto deseado. El sistema resultante es:

Je=f (2.12)

Una vez que el sistema de ecuaciones es lineal, se procede a resolverlo con métodos iterativos, en este caso la resolucion

estd basada en el método Moore-Penrose que hace uso de la matriz pseudoinversa:

0=0U"N"Y'H =J) (2.13)
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2.5 Modelo Dinamico

Elaborar el anélisis dinamico de un sistema mecéanico implica encontrar las relaciones matematicas entre sus
coordenadas “q” y fuerzas “Q” generalizadas. De acuerdo a Spong et al. (2006), en la deduccion de dichas relaciones se

pueden distinguir dos objetivos principales:

o Obtener ecuaciones de forma cerrada que describan la evolucion en el tiempo de las coordenadas

generalizadas q(t).

o Conocer cuales son las fuerzas generalizadas Q(t) que deben ser aplicadas para producir una evolucion

particular en el tiempo de las coordenadas generalizadas q(t), sin preocuparse de la relacion funcional entre ambas.

Aunqgue se sabe que las formulaciones de Lagrange-Euler y Newton-Euler para deducir las ecuaciones dinamicas de un
sistema conducen a los mismos resultados; se considera que el método basado en energia de Lagrange-Euler es superior
para alcanzar el primer objetivo, mientras que el método recursivo de Newton-Euler resulta méas apropiado para el segundo

objetivo.

Otra de las consideraciones a tomar es el tiempo de célculo de la dindmica, en este caso de la dindmica inversa para obtener

las torques necesarias en las articulaciones y asi el bipedo pueda caminar de manera mas suave. (Fu et al 1994)

El modelo mas dificilmente computable es el Lagrange-Euler, el modelo més rapido es el de Newton-Euler esto se puede
apreciar en la tabla 1 que muestra el nimero de operaciones, aunque siendo realistas los dos modelos son bastante tardados

a la hora de computarlos.
Tabla 2.1.- Comparacién del nimero de operaciones realizadas por los métodos de Lagrange-Euler y Newton-Euler.

Meétodo Lagrange-Euler Newton-Euler

123/3n4 + 511/3n3 + -
Multiplicaciones 139/ 0% + 189, 132n

Sumas + 55%n? + 5 11ln — 4

Representacién Matrices homogéneas Matrices de rotacién
cinematica 4 x 4 y vectores de posicion

Ecuaciones de  Ecuaciones diferenciales Ecuaciones
movimiento en forma cerrada recursivas
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La gran desventaja del modelo de Newton-Euler es que solo funciona para velocidades bajas donde los elementos de
Coriolis y centrifugo, que no toman en cuenta, son despreciables. Y la gran desventaja del método de Lagrange-Euler es la
cantidad de célculos que se deben de hacer por lo que varios cientificos han optado por simplificar el modelo dindmico del

robot bipedo, quedando las siguientes dos simplificaciones:

La primera es que un bipedo puede ser representado por el modelo de péndulo invertido en 3D considerando la masa del
péndulo como el centro geométrico de la suma de las masas de las piernas del bipedo, este punto es llamado el Centre Of
Gravity (COG).

La segunda, algo parecida a la anterior, es que este puede ser representado por el modelo de car-table propuesto por Kajita

et al (2005) el cual también usa el COG para modelar matematicamente, esto se observa en la figura 2.5.

Modelo del Péndulo Modelo
Invertido 3D Car-Tahle

W2 2rd Cod whiemroes = pdmoan
"

./

Turm (2]

Figura 2.5. Modelos de péndulo invertido 3D y modelo car-table

Estos modelos necesitan de un punto en el suelo para poder ser controlados, obviamente se deduce que para que el robot no
caiga este punto en el suelo no puede salir de un cierto pardmetro, este pardmetro se llama “Poligono de Soporte”. El punto
en el suelo es llamado ZMP (Zero Moment Point) y es un criterio de estabilidad que se define como “El punto en el suelo

donde los momentos resultantes son igual a cero” (Vukobratovic et al., 1975) esto se observa en la figura 2.6.
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R

/TP 7

Figura 2.6. El punto P es el ZMP

2.6 Controladores en Robots Bipedos

La idea de un controlador en un robot bipedo es hacer que el bipedo pueda caminar sin caerse, esto se logra
haciendo que ciertos puntos del bipedo (como pueden ser la cadera o el pie) sigan trayectorias definidas tales que emulen la
marcha humana, esto aunado a que el ZMP siempre se mantenga dentro del poligono de soporte, es por eso que los puntos

importantes del controlador son los siguientes:

o Hacer que el robot bipedo llegue a los angulos calculados por la cinematica inversa de cada articulacion
para asi seguir una trayectoria deseada de la cadera y el pie.
o Tomando en cuenta las trayectorias de la cadera y el pie, hacer que el ZMP no salga del poligono de

soporte.

Estos puntos son la base para poder generar un diagrama de control que tenga por lo menos el control de las articulaciones
y el control del ZMP como lo podemos ver en la figura 2.7 que tiene los elementos basicos para poder hacer que el robot
bipedo camine sin caerse, claro estd que dentro de los diagramas de control propuestos se puede hacer uso de métodos
heuristicos con el fin de proporcionar robustez y que el bipedo pueda caminar por diferentes terrenos como se muestra en el

diagrama en la figura 2.8 que hace uso de una Idgica difusa.
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Figura 2.8. Diagrama del controlador ZMP-FLC (Narong and Manukid et al (2009))

Como ya se ha mencionado antes el robot humanoide ASIMO es el mas avanzado en cuanto a investigacion para robots
bipedos se refiere, es por ello que al ver el diagrama de control que utilizan en la fase de marcha del mismo (Figura 2.9) es
parecido al expuesto en la figura 2.7 pero con ciertas diferencias como el control de inclinacion de cuerpo, el control de la
reaccion de suelo etc. Estos diagramas de control expuestos seran de ayuda para proponer un diagrama de control para el
bipedo Scout, diagrama que sera presentado en el capitulo 5.

joint angles
feet position displacement
walking walking orentation dynamic comand joint angles

pattern —»( { pattern —PQ—’ robot displacement
parameters F generator o model control
) desired
foot laqdang ZMP
position ground
medification reaction force
control
Desired ZMP)

body joint angles

modification displacement
emror ground reaction force
foot landing -t bodw
| position control . ocy
model inclination - _ - -
ZMP control body inclination

control

Figura 2.9. Disefio del controlador de los robots HONDA (Chevallereau et al (2007))
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2.7 Arquitectura del Bipedo Scout

El bipedo Scout estd constituido por piernas de seis eslabones unidas entre si mediante un eslabén central al que, en este
proyecto se le Ilamara cadera, sus trece eslabones se conectan entre si a través de juntas rotacionales actuadas por
servomotores. En la figura 2.10 se muestra el modelo CAD 3D del bipedo en la configuracion espacial que adoptan sus

servomotores en posicién neutral.

Figura 2.10. Modelo CAD 3D del bipedo Scout (Narvéez, 2010)

En la figura 2.10 se caracterizan las piezas de los eslabones por medio de diferentes colores y los servomotores en rojo. La
cadera se identifica con la letra B y los eslabones de las piernas con las etiquetas "ni"; donde “n” es el nimero de eslabén e

“I” es el numero de pierna, se asignara i=1 para la pierna izquierda e i=2 para la derecha.
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Figura 2.11. Modelo CAD 3D simplificado del bipedo Scout (Narvaez, 2010)

Un modelo simplificado como el mostrado en la figura 2.11 es necesario para el analisis cinematico, en este se aprecia que
las juntas son representadas por medio de cilindros cuyos ejes coinciden con el de los servomotores y se unen a través de
barras. La rotacion de los ejes de los servomotores se describird por medio de los angulos "6,;" que obedece a la
nomenclatura antes descrita.
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X3z

x42

Figura 2.12. Vista sagital derecha del modelo simplificado del bipedo. Las cotas indican las distancias con relevancia cinematica
(Narvéez, 2010).

Como se muestra en la figura 2.12 las cotas marcadas en azul son las longitudes de cada eslabon que conforman la pierna

izquierda del bipedo Scout de manera similar las distancias marcadas también son las mismas en la pierna derecha.

En el Anexo A se pueden consultar las listas de los elementos constituyentes del bipedo, planos de su ensamble y su
modelo simplificado, los valores de los parametros geométricos determinados mediante su modelado asistido por
computadora, las masas de las articulaciones, sus matrices de inercia entre otros datos que serviran para su andlisis

dinamico en el capitulo 4.
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Analisis Cinematico

En este capitulo se generara

una simulacion por computadora
del robot bipedo Scout siguiendo

una trayectoria deseada, tratando

de emular la marcha humana.




3.1 Cinematica del Robot Bipedo Scout

Como ya se explico en el capitulo pasado la cinemaética es el estudio del movimiento de los cuerpos sin tomar en
cuenta las fuerzas que lo originan y esta se divide en dos, la cinematica directa y la cinemética inversa. En este caso, la que
nos importa es la cinematica inversa ya que lo que se haré es proponer trayectorias de ciertos puntos del robot bipedo y este
tiene que seguirlas, por lo tanto el dato de entrada es la posicion y orientacion de cierto punto y el de salida se refiere a los
angulos necesarios de las articulaciones para llegar a él. Es obvio que la cinematica directa es importante también ya que

sin ella no se podria resolver la cinematica inversa.

3.1.1 Cinematica Directa del Robot Bipedo Scout

Se identifican los valores de la cinemaética directa para dos puntos importantes del robot bipedo Scout, estos puntos
son la cadera y el pie flotante tomando como referencia el pie de apoyo, se observan en la figura 3.1 siendo “A” el pie de
apoyo, “B” la cadera y “C” el pie flotante, es obvio que entre “A” y “C” cambiaran el rol de pie flotante a pie de apoyo

dependiendo los pasos que se den en la marcha.

Figura 3.1 Diagrama unifilar del Bipedo Scout.

Como se observa en la figura 3.1 primero se obtiene la cinematica directa de la cadera con respecto al pie de apoyo y
después la cinemética directa del pie flotante con respecto a la cadera, de esta forma se obtienen los puntos de interés
referenciados al pie de apoyo para posteriormente calcular la cinemética inversa.
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Para obtener la cinemética directa se utiliza el método de Denavit-Hartenberg ya que tiene la virtud de posicionar siempre
el eje de rotacion de cada articulacion al eje Z de cada uno de los marcos de referencia. Como ya se explico el
procedimiento en el capitulo anterior solo resta mencionar los parametros de Denavit—Hartenberg para cada GDL, cabe
sefialar que para esto se calcula la cinematica directa del pie de apoyo izquierdo a la cadera, posteriormente se encuentra la

cinematica directa de la cadera al pie flotante. Los pardmetros de Denavit-Hartenberg se muestran en la tabla 3.1.

Tabla 3.1 Parametros D-H del Bipedo (pie izquierdo).

Articulaciéon

i 0; «; ai d;

1 0 0 0 -0.05458
2 4 0 0.05729 0

3 ™3 0 0.07464 0

4 -1r/6 /2 0.02908 0

5 0 0 0.05458 0

6 0 m 0.04454 0

Tomando en cuenta las distancias maximas de los eslabones, las matrices de transformacién homogénea y su relacion
directa entre eslabones se determina la matriz final desde el Gltimo sistema de coordenadas con respecto a la base o sistema
de referencia con base en los parametros de D-H ya establecidos. Se observa que como es con respecto al pie de apoyo se
usan 6 GDL para asi tomar en cuenta el movimiento de una sola pierna del bipedo. Es importante aclarar que la articulacion

1 empieza en el punto A de la figura 3.1y la articulacién 6 termina en el punto B de la misma.

Una vez que se establece el sistema de coordenadas D-H para cada elemento se procede a desarrollar un matriz de
transformacion homogénea que relacione el sistema de coordenadas i-ésimo con el sistema de coordenadas (i — 1)-ésimo
dando como resultado una matriz compuesta ‘='T; conocida como la matriz de transformacion D-H para sistemas de

coordenadas adyacentes i e i-1.

cos(8;) —cos(a;)sin(6;)  sin(a;)sin(6;) a;cos(6;)
sin(0;) cos(a;)cos(6;) —sin(a;)cos(6;) a;sin(6;)
0 sin(a;) cos(a;) d;
0 0 0 1

T = (3.1)
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Siguiendo la nomenclatura mostrada en la ecuacion 3.1 y haciendo la reduccion de los términos que se multiplican por

cero. Las matrices de transformacion homogénea son las siguientes:

cos(6;) -—sin(6;) O 0
op _ |sin(8;)  cos(6,) 0 0
T, 0 0 1 ds (3.2
0 0 0 1
[cos(0,) —sin(8,) O a,cos(6,)]
17— sin(8,) cos(6,) 0 a,sin(6,) (3.3)
2 0 0 1 0 '
0 0 0 1
[cos(0;) —sin(f3) O azcos(6s)]
27, — sin(63)  cos(63) 0 azsin(63) (3.4)
3 0 0 1 0 '
0 0 0 1
cos(f,) 0 sin(8,) ascos(6,)
37, — sin(6,) 0 —cos(6,) a,sin(6,) (3.5)
* 0 1 0 0 '
0 0 0 1
cos(fs) —sin(6s) 0 agcos(6s)
4.T — Sin(95) COS(QS) 0 assin(gs) (3 6)
> 0 0 1 0 '
0 0 0 1
cos(Bg) —sin(6g) O agcos(6g)
5T — Sln(GB) COS(96) 0 a6Sin(96) (37)
° 0 0 -1 0
0 0 0 1

Como el sistema de coordenadas de la base (pie de apoyo) no coincidia con el sistema de coordenadas global se ha tenido
que multiplicar por la matriz “A” ademas de que también se tuvo que multiplicar por una matriz de rotacién (“B”) para que

el sistema de referencia del primer GDL estuviera correctamente orientado, las matrices se muestran a continuacion:

1 0 0 dfi
_fo -1 0 df2
A=l 0 -1 df3 (38)
0 0 0 1
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1 0 0
0 cos(hy) —sin(hy)
0 sin(hy) cos(hy)
0 0 0

B = (3.9)

—_ O O O

Corregido esto, se procede a multiplicar las matrices de trasformacién homogénea (ecuacién 3.10) para asi referenciar el
sistema de coordenadas de la cadera al sistema de coordenadas del pie de apoyo.

0Ty = A B % OT) 1T, % 2T 3T, % 4T * 5T, (3.10)
f1 f4 f7 f10
or, = |/2 5 /8 U1 (3.12)

7 1f3 f6 f9 f12
0o 0 0 1

Como la matriz resultante es muy extensa se opta por fragmentarla siguiendo la ecuacion 3.11, también se decide seguir la
siguiente nomenclatura, C; = cos(6;) y S; = sin(6;).

f1=0Cs (C1C5 + SS(C4(C25153 + C35:5;) — 54(515,53 — C2C351))) + S6(C4 (815253 — C2C351) + S4(C25,S5 +

C35152)) (3.12)

f2="5e (C4(C3(Ch152 + Sy, C1C;) + S3(Cp, Co — Sthlsz)) + S4(C3(Ch,C; — Sy, C1S;) — S3(Cn, S +
Sn,C1C2))) + Co(Ss (64 (C3(Cn,Ca = 1, €152) = S3(Cn,S2 + Sn, C1C2) ) = Sa (€3 (CnyS2 + Sy C1C2) + S3(Cn, €2 —

51,152)) ) + Sn, C51) (3.13)

£3 = S6 (Ca(Ca(S,S2 = Cn, €1C2) + S3(Sh, Ca + Cn, C1S2)) + S4(Ca(Sn, Cz + C, C12) — S3(Sh, Sz —
Ch,C1C2))) + Co(Ss ((34 (C5(Sn,Ca + Cny €1S2) — S3(Sn,S2 = Cn, €1C2) ) — Sa (C3(Sn,S2 = Cn, €1C2) + S3(S, Cz +

€1, €15:)) ) + 51, Cs5) (3.14)
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f4 = S5 (C1Cs + S5(Ca(C28155 + €38152) — S4(515,85 — C,C351)))

- Ca(C4(515253 — C3C3S81) + 54(C25,53 + C35152)) (3.15)

f5 = S6(Ss (C4 (C3(Cn,C2 = 1, €152) — S3(Cn, Sz + S, C1C2))

— S4.(C5(Cn, Sz + Sn, C1C2) + S3(Cn, €2 — Sthlsz))) + S, C5S1)

~ ¢ (C4 (Co(CaySa + 5, C1C2) + 83(Cn, €z — 51, 61S2) ) (3.16)
+ 54 (C3(Cny €2 = 1, €12) — S(Cn, Sz + SthICZ))>
£6 = S5 (Ss (C4 (C3(Sh, C2 + Cn, €1S2) — S3(Sn,S2 = €, C1C2))
— 54 (C3(Sn,S2 = Cn, C1C2) + S3(S, 2 + Cthlsz))) — Cn,CsS1)
= Co (€ (350,52 = Cu, €1C2) + 85(51,Ca + 61, 615,)) (3.17)
+ S, (03 (S, C2 + Cn,C1S2) — S3(Sh,S2 — Ch, clcz))>
f7 = C1Ss — Cs(Ca(C251S3 + C35157) — S4(8515253 — C2C551)) (3.18)
8 = Sy, 515 — Cs <c4 (C3(Cn, €2 = 51, C12) — S3(Ch, Sz + S, C1C2))
— 54 (C5(CnyS3 + S, €1C5) + S3(Cr, Co — shlclsz))) (3.19)
£9=—Cs <C4 (C5(Sn,Co + €, €1S2) = S5(Sn,S2 = Cny G1.C2) )
(3.20)

— $4.(C3(Sn,S2 = Cn, C1.C2) + S3(S, €z + Cthlsz))) — Cp, 5,55
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£10 = df1 +agCe (C1Cs + S5(C4(C281Ss + C35152) — S4(S15255 — C2C551)) ) — a4Ca(C281S5 + C5515) +
a,54(8515,83 — C,C3S,) — a5C5(C4(C2.S'153 + C35152) — S4(515,53 — C2C351)) + a6C6(C4-(SISZSS — (,C38;) +

S4(C2$153 + C35152)) + 35C155 - 325152 - a3C25153 - a3C35152 (3 21)

f11= df2 + dyCy, + df Sy, — a,Cy, C; +aCe (Ss (C4 (€5(Cn,C2 = Sn,C1S2) = S3(Cny Sz + S, €1C2) ) —
S4(C5(Cn,S2 + Sn, C1C2) + S3(Cn, C2 — S, ClSz))> + S, €551 ) — a5Cs (C4 (€5(Cn, €2 = 5n,C1S2) — S3(Cn, Sz +
S1,C1C2)) = 54 (C3(Cn, Sz + Sn, C1Co) + S5(Cn, €2 — shlclsz))) + agSe (04 (C3(Cn,S2 + Sn,C1C2) + S3(Cn, €2 —
S1,C152)) + Sa (C3(Cn, Co — Sn,C152) — S3(Cn, Sz + shlclcz))) — 2,C4 (C3(Cn, € — S, C152) = S3(Cn, Sz +

S1,C1C2)) = 3C3(C, Cs — Sn, C1S2) + 2454 (Ca(Cy Sz + Sn, C1C2) + S5(C, o — Sn, €1S2) ) + 2383 (Cn, S, +

Sp,C1Cy) + a8, 1S, + a5Sp, 5155 (3.22)

f12 = df3 + d, Sy, — df Cp, — a,5n,C; — asCs (C4 (€5(Sn,Cz + Cn,€1S2) = S5(Sn,S2 = €, €C1C2) ) —
S4 (C5(Sn,S2 = Cn, C1C2) + S3(Sn,Cz + Cn, Clsz))) +6Cs (S5 (C4 (€5(Sn,Cz + CnyC1S2) = S3(Sn,S2 = €, C1C2) ) —
S4 (C5(Sn,S2 = Cn, C1C2) + S5(Sn,C2 + Cn, 0152))) — Cn,CsS1) + 2656 (C4 (C5(Sn,S2 = Cny €1C2) + S5(Sn, o +
Cr,C152)) + S4 (Ca(Sh, G2 + Cny C1S2) = S3(Sn, Sz CthlCz))> — 2,C4 (C3(Sh, C2 + Cn,C1S2) = S3(Sn, Sz -

CiyC1C2) ) = 3Cs(Sn, Cz + CnyC1S2) + 4S8 (C3(Sny Sz — Cuy C1C2) + S3(Sn,Cz + Cny C152) ) + 2353(Sn, Sz —

Cp,C1Cy) — a3Cy, €1 S, — asCh S1Ss (3.23)
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A continuacion se obtienen los pardmetros de Denavit—Hartenberg del pie derecho (pie flotante) partiendo de la cadera,
estos parametros estan representados en la tabla 3.2.

Tabla 3.2 Pardmetros D-H del Bipedo (Pie derecho)

Articulacié 0 o a; d;
[
7 0 0 0 -0.0545:
8 0 m/2  0.0290 0
9 /6 0 0.0746 0
10 -1r/3 0 0.0572 0
11 -m/4 0 0.0545 0
12 /2 0 0.0234 0

Se observa que como es con respecto a la cadera se usan 6 GDL para asi tomar en cuenta el movimiento de una sola pierna
del bipedo. Es importante aclarar que la articulacion 7 empieza en el punto B de la figura 3.1y la articulacion 12 termina

en el punto C de la misma.

Siguiendo la nomenclatura mostrada en la ecuacion 3.1 y haciendo la reduccion de los términos que se multiplican por

cero, las matrices de transformacién homogénea son las siguientes:

cos(6;) —sin(6;) 0 0
6. — sin(6;)  cos(6;) 0 0 3.24
0 0 0 1
cos(fg) 0 sin(6g) agcos(fg)
T = sin(g) 0 —cos(6g) agsin(fg) 3.95
8 0 1 0 0 (3.25)
0 0 0 1
cos(fy) —sin(fy) O aqcos(fy)
87 — sin(f9)  cos(6y) 0 agsin(fy) 3.26
? 0 0 1 0 (3.20)
0 0 0 1
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cos(019) —sin(f) O a10€0s(610)
T, = sin(f10)  cos(619) 0 a105in(61p) (3.27)
0 0 1 0
0 0 0 1
[cos(611) —sin(f1;) O a;1c0s(011)]
Lo, = sin(611) cos(B11) 0 ajysin(Biq) (3.28)
0 0 1 0
0 0 0 1
[cos(6,,) —sin(f13) O a12€08(6012)]
ur = sin(612)  cos(6iz) 0 appsin(fqy) (3.29)
0 0 1 0
0 0 0 1

Por altimo se multiplica por una matriz de rotacion (“C”) para hacer que el pie flotante siempre este orientado de
manera perpendicular al suelo.

1 0 0
0 cos(hy) —sin(hy)
0 sin(hy) cos(hy)
0 0 0

C = (3.30)

_ o O O

Se procede a multiplicar las matrices de trasformacion homogénea (ecuacion 3.18) para asi referenciar el sistema

de coordenadas del pie flotante al sistema de coordenadas de la cadera.

®Typ = OT; * "Tg * ®Tg * °Tyg * 10T y * M'Typ + € (3.31)

13 f16 f19 f22
|14 f17 f20 f23
Tz = f15 f18 f21 f24 (3:32)

0 0 0 1

Como la matriz resultante es de igual manera, muy extensa (ecuacion 3.11) se opta por fragmentarla siguiendo la

ecuacion 3.31, también se decide seguir la siguiente nomenclatura, C; = cos(6;) y S; = sin(6;).
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f13=0Cs (Cs(C4(C351 + €15,83) — 54(5183 — €1C55,))

(3.33)
— S5(C4(S1S5 — €1C555) + S4(C35; + C15253))) + 16256
f14=Ce (65(64(C1C3 — 515,53) = $4(C1S3 + C35,53))
(3.34)
— S5 (C4(C153 + C3515;) + S4(C1C3 — 515253))) — (25156
f15 = C6(Cs(C2C3S4 + C2C4S3) — S5(C28554 — C2C554)) — 5256 (3.35)
f16 = Sp, (56 (Cs (C4(C3S; + €18,83) — S4(51S3 — €1C3S,))
— S5(Ca(S153 = €1C355) + S4(C3S1 + €15,S3)) ) = C1CCo)
+ Cn, (C5(Ca(S1S5 = €1C35,) + S4(C351 + €15,55)) (3:36)
+85(C4(C5S; + €15,53) — S4(5153 — C16352)))
f17 = Sp, (S6 (65(54(61(:3 — 515283) = S4(C1S3 + C55153))
— S5(Ca(C1S5 + C35:5,) + S4(C1Cs — $15,55)) ) + C2C6S1 )
+ Cy, (Cs (C4(C1S3 + C3515;) +54(C1C3 — 515253)) (3:37)

+ 55 (C4(C1C3 — 515,853) — S4(C, 53 + 635152)))

£18 = Sy, (CoSz + S6(C5(CaCaS4 + C2€455) — S5(C28384 — C2€354)) ) + Ci, (Cs(C28384 — C2C5C) +

S5(C2C55, + C5C4553))
(3.38)
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£19 = Cp, (Ss (C5(Ca(C3S1 + €18553) = Sa(5185 = C1C35)))

— S5(Ca (8153 = €1C35,) + S4(C3S1 + €15,S3)) ) = C1C2Co)
— S, (C5(Ca(S1S3 = €1C38,) + S4(C3S1 + 15,S5)) (3.39)

+ 55(C4(C3S1 + C15,53) — 54(5153 — C1C352)))

f20 =Gy, (S6 (Cs (€4(C1C5 = 518,53) — S4(C1S5 + C554S5))
— S5 (C4(C1S3 + (3515;) + S4(C1C3 — 515253))) + C2C651)
— Sy (C5(Ca(CiS3 + €3815) + S4(C1C5 — 5,5,55)) (3.40)

+ S5 (64(5153 — 515253) — 54(C1S3 + C35152)))

f21=Cp, (C6SZ + S6(Cs(C2C384 + C3C4S85) — S5(C3S3S4 — C2C3C4))) — Sp, (C5(C28354 — C2C3Cy) +

S5(C2C384 + C3C4S53)) (3.41)

f22 = df + a,C,(51S5 — €1C3S;) + a,54(C3S1 + €15,53) + a6Se (CS(C4(C351 + €15,53) — S4(5,S5 —
C1C352)) - 55(64(5153 — C10357) + 54(C35; + 615253))) + 35C5(C4(51S3 — (10357) + 54(C35, + 615253)) +

a5~5‘5(C4(C351 + C15,53) — S4(5153 — C1C352)) +a3(81S3 — €1C35;) —agCC,C6 — aC1 S,

(3.42)

f23 = a,C4(C,S3 + C35:153) +a454(C1C5 — 515,53) + 656 (65(64(6163 — 515,53) — S4(C1 S5 + €35,5,)) —
SS(C4(C153 + C3515;) + 84(C,C5 — 515253))) +asCs (C4(C153 + C3515;) + S4(C,C5 — 515253)) + a555(64(616‘3 -

(3.43)
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F24 = —d1 — a,C, — 43C,Cs + a6CeSy + 656 (Cs (C2C555 + C2C3S3) — S5(C28354 — C2C5Ca))+asCs (C,555, —
C;C3C4) + asSs(C2C35, + CC4S3) —a,(CoC3C, — C3535,) (3.44)

Teniendo en cuenta la matriz resultante que esta referenciando el sistema de coordenadas del pie flotante al sistema de
coordenadas de la cadera es posible referenciar el pie flotante con el sistema de coordenadas del pie de apoyo esto con solo

multiplicar las matrices de la ecuacion 3.11y 3.31 como se muestra en la ecuacion 3.45.
0T12 = 0T6 * 6T12 (345)

La ecuacion 3.45 es de suma relevancia al resolver la cinematica inversa para una trayectoria dada en el pie flotante ya que
este punto debe de estar referenciado al pie de apoyo. Terminando esta seccion los resultados que se obtienen son los

siguientes:
1. La cinematica directa del robot bipedo.
2. Se referencia el sistema de coordenadas de la cadera al sistema de coordenadas del pie de apoyo.
3. Se referencia el sistema de coordenadas del pie flotante al sistema de coordenadas de la cadera.
4, Se referencia el sistema de coordenadas del pie flotante al sistema de coordenadas del pie de apoyo.

Los puntos 2 y 4 seran utilizados mas adelante para la resolucion de la cinematica inversa y asi proponer trayectorias para

la cadera y el pie flotante con el fin de poder generar una simulacién por computadora.

3.1.2 Cinematica Inversa del Bipedo Scout

Uno de los problemas fundamentales y complejos en robdtica es la resolucion del problema cinematico inverso
debido a que no se puede encontrar una metodologia de solucién aplicable a todos los robots, siendo factores
determinantes: el numero de grados de libertad, el nimero de efectores finales, el tipo de cadenas cinematicas (abierta o

cerrada), la redundancia, etc.

El problema cinematico inverso consiste en encontrar el estado de cada una de las articulaciones que conforman un robot,
para lograr una posicion y orientacion deseadas del efector final (cadera o pie flotante en el caso del bipedo). En el robot
bipedo se tienen que resolver dos cinematicas inversas, la de la cadera y la del pie flotante. Comenzaremos con la de la

cadera.
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3.1.2.1 Resolucion de la Cinematica Inversa de la Cadera del Robot Bipedo Scout

Como se puede observar en la ecuacién 3.11 cada una de las “f” representan términos de la posicion u orientacion,
estos términos dependen Unica y exclusivamente de las variables que deseamos resolver en la cinematica inversa, los
términos de df1,df2 y df3 junto con hy y h, son términos que si tienen un valor numérico pero que en este caso se
omiten para que las ecuaciones de las “f” no tengan términos decimales. En la ecuacion 3.46 se observa el problema, en el
lado derecho de la igualdad se pone la orientacion y posicién del punto deseado de la cadera.

f2 f5 f8 f11 Ny, Sy @, P
[3 76 1o f1z n s @ p, (3.46)

f1r f4  f7 flol [nx Sx Ax Dx
0 0 0 0 1

Como el problema de la cinematica inversa es demasiado complejo debido a que no es lineal por que las “f” dependen de

uno o mas términos que deseamos resolver, se opta por linealizar el sistema de ecuaciones; una simplificacion necesaria es

la siguiente:
11
f2 ny
f3 n,
fal |
5 Sy
;6 >
= |0y (3.47)
f7 a,
f8 a
f9 D,
1ol |p,
| p,
[f12]
Donde:
f17 Ny
f2 n,
f3 ng
f4 Sx
f5 Sy
_ f6 Sz
F® =47 f) =|ax (3.48y 3.49)
18 i
f9 p
£10 D,
fl11 D
[F12]
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Ahora utilizamos la serie de Taylor en cada funcion “f” para linealizarla de manera en que cada funcion dependa de solo
una variable a solucionar, la serie de Taylor se trunca en el segundo sumando ya que es una buena aproximacion hasta ese
punto y requiere menos calculos. Las ecuaciones 3.50, 3.51 y 3.52 son el procedimiento elegido para obtener la

linealizacion de todas las funciones.

ﬂ%)—f@J+§:f(J CID) (3.50)
6=6
Donde:
o i = Namero de grados de libertad
o j = Numero de funciones a linealizar

Realizando las operaciones y sabiendo que el nimero de grados de libertad es 6 y el nimero de funciones a linealizar es 12,
podemos hacer que las ecuaciones resultantes estén expresadas en forma de matrices con el fin de simplificar las

operaciones a realizar como se muestra en la ecuacion 3.51 y 3.52.

[af(fl) af(fl)]

[ f(x1) - f(x1) ] | 6.91 . 696 6, 91 5D
FGer2) — f(rz) [af(ézlz) e
a6, T 06,
- (3.52)

En la ecuacion 3.52 el término “J” es la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones la cual estad formada por las derivadas
parciales de primer orden de un vector de funciones, esta matriz Jacobiana nos otorga la posibilidad de aproximar

linealmente a las funciones en un punto.
Para encontrar la solucién de diferencia de los angulos de las articulaciones solo basta con despejar la ecuacién 3.52, pero

para encontrar la inversa de la matriz Jacobiana debemos recurrir al teorema de Moore-Penrose que se explicd en el

capitulo anterior.

VO =] 1« Vf (3.53)

Ve = 7)Y« Vf (3.54)
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Para obtener los angulos calculados simplemente se le suman los &ngulos propuestos en un inicio a la solucién de la

diferencia de los angulos de las articulaciones.

0=0+Veo (3.59)

3.1.2.2 Solucion de la Cinematica Inversa del Pie Flotante del Robot Bipedo Scout
Para encontrar la cinematica inversa del pie flotante se realiza un procedimiento parecido con la Unica diferencia de
gue al encontrar la cinematica inversa de la cadera se resuelve la cinematica directa de la misma y este resultado se

multiplica por las funciones que van de la cadera al pie flotante.

Primero se evalla la ecuacion 3.10 con los angulos calculados con la cinematica inversa de la cadera, este valor (numérico)
se multiplica por la ecuacion 3.30 para asi proceder a calcular la cinematica inversa del pie flotante con respecto a la

cadera.

Después de esto se vuelve a realizar el procedimiento de las ecuaciones 3.50, 3.51 y 3.52 con el fin de linealizar las
funciones y obtener la matriz Jacobiana para asi calcular los &ngulos que resolveran la cinematica inversa para cierto punto
en el espacio. Las ecuaciones siguientes son las Unicas correcciones que hay que hacer para resolver la cinematica inversa

del pie flotante.

F13 16  f19  f22] e Se Gy Dy

f14  f17  f20 f23]| _ [y Sy ay Dy (3.56)
f15 f18 f21 f24| [Nz Sz @ g
0 0 0 1 000 1
f137 3
f14 ny
f15 n,
f16 Sx
£17 5y
_ |r1s >
£(7) = ;19 fx) =] ax (3.57 y 3.58)
a
£20 a
f21 Pe
f22 Dy
£23 Dz
| f24] -
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3.2 Simulacion del Robot Bipedo Scout

Cuando se cuenta ya con los &ngulos que resuelven la cinematica inversa de cierto punto en el espacio de la cadera
con respecto al pie de apoyo y del pie de apoyo con respecto a la cadera se procede a realizar una simulacion por
computadora utilizando el software de Matlab. Todo el procedimiento anterior se programa en Matlab, este programa se

encuentra en el anexo B.

Una de las complicaciones de programar el procedimiento es la matriz Jacobiana que puede ser calculada analiticamente
diferenciando las funciones, sin embargo, este proceso solo es eficiente cuando se tienen pocos grados de libertad. En este
caso, una mejor opcion es encontrar la Jacobiana numéricamente, mediante incrementos finitos. Recordando la definicion

de la derivada de una variable:

dfe) _ [+~ f(0) (3.59)
dx — Ax>0 Ax .
De aqui que:
Af(x)  flx+Ax) — f(x) (3.60)
Ax Ax |

Si en la ecuacion 3.60 Ax es lo suficientemente pequefio, esta ecuacion se aproxima mucho a la ecuacion 3.59, es decir, la
ecuacion 3.60 es el calculo numérico de la derivada de la funcién f(x). Este mismo principio puede ser utilizado en nuestro

caso tal como muestra la ecuacion 3.61.

[ f1(804, ..., 06) — f1(64, ..., 0¢) f1(64, ..., 806) — f1(04, ..., 06) 1
A6, Abg
= : : (3.61)
f12(804, ..., 06) — f12(61, ..., 06) f12(04, ..., A86) — f12(61, ..., 06)
A6, Abg

Se elige un incremento de 0.0001 para cada articulacion (A6,,A6,,A085,A0,,A0<,A8,) gracias a lo cual se obtienen

resultados bastante satisfactorios.
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3.2.1 Trayectorias Propuestas

Con el fin de probar la simulacion por computadora se proponen trayectorias elipticas para el pie flotante y para la
cadera, estas trayectorias no son las definitivas sin embargo servirdn para comprobar si el procedimiento funciona. Las
elipses elegidas como trayectorias para la cadera y el pie flotante del robot bipedo Scout son las mismas y se ilustran mejor

en la figura 3.2.
. (1 ................... .................. .................. .................. e ey .................. .................. .................. .................. :

/1) TR ................... .................. .................. .................. - NT——

71— s s L A—— T Ien— st s R—
: : : , (mm)

A0 i i i i I | i i i |

50 40 30 20 10 0 10 20 30 40 50

Figura 3.2. Trayectoria eliptica para la cadera y el pie flotante.

Una de las restricciones que ayudan a que el célculo sea mas rapido es el hecho de que el efector final del bipedo, ya sea la
cadera o el pie flotante, no altere su orientacion inicial sino que durante toda la trayectoria solo cambie la posicion de dicho
efector final, estas trayectorias elipticas propuestas se dividieron en 72 puntos por la misma razon y se muestran dibujadas

en Matlab en la figura 3.3.

Primero se resuelve la cinematica inversa de la cadera y después la cinemética inversa del pie flotante para cada punto de

las trayectorias elipticas (figura 3.3).
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(mm)

Figura 3.3. El robot bipedo siguiendo una trayectoria eliptica para la cadera y el pie flotante.

107 Sy 0 (mm)

Figura 3.4. El robot bipedo siguiendo una trayectoria eliptica para la cadera y el pie derecho flotante.
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Figura 3.5. El robot bipedo siguiendo una trayectoria eliptica para la cadera y el pie izquierdo flotante.

Un punto importante es lograr que el pie de apoyo también sea el pie flotante y el pie flotante sea el pie de apoyo, esto se
resuelve cambiando un dato del planteamiento de la cinematica inversa, este dato es necesario para ubicar el pie de apoyo
en otro punto que no sea el sistema global de Matlab. Si se observa la matriz “A” (ecuacion 3.8) es evidente que al
cambiarse el pardmetro de posicion en el eje “x” por el negativo del mismo (ecuacion 3.62) toda la cinematica se voltea

haciendo que el pie de apoyo sea el pie flotante y el pie flotante sea el pie de apoyo.

1 0 0 —dft
o -1 o0 df2
A=lo 0 1 s (3.62)
0 0 0 1

La simulacion consiste en lo siguiente:

o Cuando el pie izquierdo es el pie de apoyo, la cadera y el pie derecho siguen una trayectoria eliptica
(Figura 3.4)

o Cuando el pie derecho es el pie de apoyo, la cadera y el pie izquierdo siguen una trayectoria eliptica
(Figura 3.5)
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Cada una de las trayectorias se divide solo 72 veces con el fin de hacer la simulacion més rapida ya que de ser méas
divisiones esta se tardaria demasiado tiempo. Se eligen 72 divisiones tomando como pardmetro un quinto de una

circunferencia (Ecuacion 3.63).

360
Divisiones = = = 72 (3.63)

Las dimensiones de las elipses son mostradas en las ecuaciones 3.64 y 3.65 que van de acuerdo con la figura 3.2, estas
trayectorias hacen que la solucion de la cinemética inversa converja de manera rapida sin que tienda a la divergencia.

a=40mm (3.64)

b =24mm (3.65)

Para la simulacion descrita la solucion de la cinematica inversa arroja los siguientes resultados para cada una de las

articulaciones:
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Figura 3.6. Angulos de las articulaciones del pie izquierdo durante la trayectoria
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Figura 3.7. Angulos de las articulaciones del pie derecho durante la trayectoria
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Como se puede observar en las figuras 3.6 f) y 3.7 a) las articulaciones no se mueven debido a que no son necesarias pues
estas articulaciones se usan para hacer que el bipedo cambie de direccién mientras camina, una de las limitaciones que se
presentan es que el bipedo camine en primera instancia en linea recta. También se observa que los resultados obtenidos
estan en radianes, esto con el fin de en el siguiente capitulo se puedan obtener las velocidades y aceleraciones angulares
que son necesarias para la formulacion de la dinamica, ademas en las gréficas se aprecia que las coordenadas en "x" no son
de tiempo si no que son en divisiones de la elipse por consiguiente se debe de asignar un tiempo promedio en el que el

bipedo pase de una posicion a otra para asi obtener las velocidades y aceleraciones angulares y lineales.

Es importante destacar que la mayoria de las gréaficas resultantes no inician en cero y esto es gracias a que los parametros
de Denavit-Hartenberg de las articulaciones estan orientados con respecto a la base y nuestro sistema tiene angulos
diferentes de cero en su pose original. Por ultimo también se aprecia que los movimientos de las articulaciones son de

maximo 1 radian lo cual concuerda con la simulacién por que en ningiin momento se da un angulo de méas de 90 grados.
La simulacion por computadora del bipedo siguiendo las trayectorias elipticas es una gran ayuda visual para observar que la

formulacion de la cinemaética directa y la solucion de la cinematica inversa son correctas y muestran que el método no

diverge en ningln punto establecido.
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Analsis Dinamice

En este capitulo se planteara

el andlisis dinamico (Newton-Euler)
asi como el del péndulo invertido y las

ecuaciones dinamicas para el calculo

del ZMP.




4.1 Introduccion

El objetivo principal del presente capitulo es determinar la formulacién necesaria que nos pueda indicar el
comportamiento dindmico del robot a partir de unos cuantos pardmetros. Para ello realizamos el estudio de la formulacion
de Newton-Euler con el fin de poder conocer los torques necesarios de los motores para poder mover el Bipedo Scout, de
esta forma también se realizara el estudio del ZMP, que es un indicador de comportamiento de la estabilidad del robot
bipedo, se planteara su definicion, se realizara la exposicion explicita de sus propiedades y se mencionaran las ventajas que

se tienen utilizandolo como criterio de estabilidad.

Posteriormente se desarrollara el analisis dindmico del robot bipedo, utilizando para este objetivo el modelo simplificado
del péndulo invertido, donde es considerada la masa total del robot, concentrada en un punto en su centro de gravedad
(COG).

4.2 Dinamica inversa (Formulacion de Newton-Euler)

El método de Newton-Euler permite obtener un conjunto de ecuaciones recursivas hacia delante de velocidad y
aceleracion lineal y angular, las cuales estan referidas a cada sistema de referencia articular. Las velocidades y
aceleraciones de cada elemento se propagan hacia adelante desde el sistema de referencia de la base hasta el efector final.
Las ecuaciones recursivas hacia atras calculan los pares y fuerzas necesarias para cada articulacion desde el efector final

hasta el sistema de referencia de la base.

4.2.1. Sistema de coordenadas en movimiento

La formulacion de N-E se basa en los sistemas de coordenadas en movimiento.

Figura 4.1. Sistema de coordenadas en movimiento
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Con respecto a la figura 4.1 el sistema de coordenadas O* se desplaza y gira en el espacio respecto del sistema de referencia
de la base 0, el vector que describe el origen del sistema de movimiento es h y el punto P se describe respecto del sistema

O* através del vector r*, de acuerdo con esto, la descripcion del punto P respecto del sistema de la base es:

r=r"+h (4.1)
dr dr* dh
B T 4.2
dt at Tac U toe (42)

Donde v* es la velocidad del punto P respecto del origen del sistema O* en movimiento y v, es la velocidad del origen

del sistema O™ respecto a la base.
Si el P se desplaza y gira respecto al sistema O* la ecuacion 4.2 debe escribirse como:

dr* dh d'r* dh
+t—=——t X1 +— (4.3)

V= Tar T ar dt

* o %

Donde

es la velocidad lineal del punto P respecto del origen 0" y w X r* es la velocidad angular del punto P

respecto del origen O*.
De manera similar la aceleracion general del sistema se puede describir como:

dv d*r* d*h

= =1 __—qa* 4.4

a=—=—Ft_g=d+a (4.4)

_d*zr*+2 AT (@ x *)+dwx *+d2h (45)
4= ae WX Textexr FTROREPTS

Con esta introduccion a los sistemas de coordenadas maviles, podremos aplicar este concepto a los sistemas de
coordenadas de los elementos que establecimos para un robot con el fin de obtener la informacion cinematica de los

elementos.

4.2.2. Cinematica de los elementos
El objetivo de esta seccion es deducir un conjunto de ecuaciones matematicas que, basadas en los sistemas de
coordenadas en movimiento descrito en la seccion anterior, describen las relaciones cinematicas de los elementos en

movimiento de un robot con respecto al sistema de coordenadas de la base.
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A partir de las ecuaciones (4.1) a (4.5) de la seccion anterior, se desarrolla a continuacion el planteamiento general para la

cinematica de los eslabones del robot.

Zi1

A

articulacion 1

articulacion

1-1

aj-1

articulacién

i+l

Figura 4.2. Relacion entre los sistemas 0,0 y O’

De acuerdo con la figura 4.2 las ecuaciones cinematicas para los eslabones de un robot, se pueden escribir como:

d*P;
ViT T
w; =W +w;

+w;_1 XP; +v;_; (4.6)

Debe notarse que la velocidad angular del sistema de referencia w; es igual a la suma de la velocidad angular absoluta del

sistema i — 1 més la velocidad angular relativa w; del eslabon referida a su propio sistema de coordenadas.

La aceleracion lineal del sistema de coordenadas de la articulacion i es:

L P, i 6D
a; = di2 +wi_1 X P; +22w;_1 X dt + w;_1 X (Wj_1 X Pi) + Vi1 .
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(bi = (bi—l + w’[ (D8)

La aceleracion angular del sistema de referencia i (x;, y;, z;) respecto al sistema (x;_1,¥i—1,2;—1) S€ consigue de manera

similar a la ecuacion (4.3).

*

dw;
"t wi_g X W (4.9)

dt

w; =

Por lo que la ecuacion (4.8) queda como:

*

(bi = (bi—l + + w;_1 X (D: (410)

dt

En general para un robot los sistemas de coordenadas (x;_1,¥i-1,Zi-1) Y (xi,¥i 2;) estan unidos a los eslabones i — 1 e
i . La velocidad del eslabon i respecto del sistema de coordenadas i — 1 es ¢,. Si el eslabon es prismético, la velocidad
sera una velocidad de traslacion relativa respecto del sistema (x;_1,¥i-1,Zi—1) Y Si €s rotacional le correspondera una
velocidad rotacional relativa de eslabon i respecto del sistema (x;_1,¥i-1,Zi—1), €n el caso del robot bipedo Scout todos

sus eslabones son rotacionales por tanto las ecuaciones quedan de la siguiente forma:

w; = Z;_1d, (4.11)

Donde ¢, es la magnitud de la velocidad angular del eslabon i con respecto al sistema de coordenadas (x;_1, Yi—1,Zi—1)-

De manera similar:

d*w*
dt

=Zi-14, (4.12)

Debe notarse que el vector de Z;_, es igual a (0,0,1).

Las velocidades y aceleraciones de los sistemas de coordenadas ligados a cada eslabon son absolutas y se calculan como:

Wi =w;_1+Z;_14q, (4.13)

W =0 1+Z;i_1q,+ w1 %X (Z;_14,) (4.14)
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Las velocidades lineales de los sistemas de referencia de cada eslabén se calculan como:

d*P;
dtl = w; X P} (4.15)
d**P;  d*w}
—= X P; + w; X (w; X P}) (4.16)

dt? dt

Por lo cual la velocidad lineal absoluta del sistema de coordenadas ligado a cada eslabén se calcula como:

v, =w; XP; +v;_4 (4.17)

Vi = @; X P} + w; X (w; X P}) +v;_, (4.18)

4.2.3. Ecuaciones de movimiento recursivas

A partir de las ecuaciones cinematicas del apartado anterior y aplicando el principio de D’Alembert del equilibrio

estatico para todos los instantes de tiempo, se obtienen las ecuaciones recursivas de Newton-Euler.

Se utiliza la nomenclatura de la figura 4.2 sobre un eslabon cualquiera del robot, tal y como se muestra en la figura 4.3.

(it Vit Za ST : (X, Vio )
1n; "

Elemento 1-1
Elemento 1+1

X0

Figura 4.3. Fuerzas y momentos sobre el elemento i
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m; Masa total del eslabon i.

T Posicion del centro de masa del elemento i desde el origen del
sistema de referencia de la base.

S; Posicion del centro de masa del elemento i desde el origen del
Sistema de coordenadas (x;,y;, Z;).

P; Posicion del origen de coordenadas i — ésimo con respecto al

sistema de coordenadas (i — 1) — ésimo.

v, = % Velocidad lineal del centro de masa del elemento i.
a;, = % Aceleracion lineal del centro de masa del elemento i.
F; Fuerza total externa ejercida sobre el elemento i en el centro de
masa.
N; Momento total externo ejercido sobre el elemento i en el centro de
masa.
I; Matriz de inercia del elemento i respecto de su centro de masa con
respecto al sistema de coordenadas (xg, Yo, Zo)-
fi Fuerza ejercida sobre el elemento i por el elementoi — 1 enel
sistema de coordenadas (x;_1,¥i—1,Z;—1) para soportar al elemento
i y alos elementos por encima de él.
n; Momento ejercido sobre el elemento i por el elementoi — 1 en el

sistema de coordenadas (x;_1,¥i—1,Zi—1)-

Si se omiten los efectos del rozamiento viscoso en las articulaciones, y se aplica el principio de D’ Alembert, se obtiene para

cada eslabon:

d(m;v;
Fi = —(r;llt l) = miﬁi (419)
d(1;w;
Ni = % = Ii‘bi + w; X (Iiwi) (420)
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Realizando el balance de pares y fuerzas en la figura D.3:

Fi=fi—fin1 (4.21)
Ni=n;—ny +(Pioy —T)Xfi —(Pi —T) X fiqq (4.21)
=n;— N1+ (Piog —T) XF—P; X fi4 (4.22)

Que utilizando la relacién geométrica:
r,—Pi_1=P;+5; (4.23)
Se obtienen las ecuaciones recursivas:
fi=Fi+fia=ma;+fiq (4.24)
n; =N+ Py X fiyg + (P; —5) XF; + N; (4.25)
Se observa que estas ecuaciones son recursivas y permiten obtener las fuerzas y momentos en los elementos i = 1,2, ...,n
para un robot de n elementos. f;.; Y m;,, representan la fuerza y momento ejercidos por el efector final del robot sobre
un objeto externo. Por lo tanto el par de fuerza para cada articulacién se expresa como:
T, =n!Z,_, + b4, (4.26)

Donde b; es el coeficiente de amortiguamiento viscoso de la articulacion.
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4.2.4. Algoritmo Computacional

En resumen de lo anteriormente expuesto las ecuaciones de N-E consisten en un conjunto de ecuaciones recursivas
hacia adelante y hacia atrds. Para obtener un algoritmo computacional se debe tener en cuenta que en las anteriores
ecuaciones, las matrices de inercia [; y los pardmetros del robot 7;, 5;, Pj, estan referenciados respecto al sistema de
coordenadas de la base.

Sea “'R; una matriz de rotacion 3 x 3 que transforma cualquier vector con referencia al sistema de coordenadas

(x1, ¥, Z;) al sistema de coordenadas (x;_1, y;_1, Zi_1)- Esto es la submatriz superior izquierda 3 x 3 de ~4;.

Ha sido demostrado que:

(“'R)T =R, = (TR (4.27)

Doénde:

cos(8;) —cos(a;)sin(8;)  sin(a;)sin(6;)
1R, = |sin(6;)  cos(a;)cos(8;)  —sin(a;)cos(6;)

0 sin(a;) cos(a;)
cos(6;) sin(6;) 0
(*"1R)™! = | —cos(a;)sin(6;)  cos(a;) cos(8;) sin(a;) (4.29)
sin(a;)sin(6;)  —sin(a;)cos(6;) cos(a;)

En lugar de calcular w;, w;, v;, a;, P;, s;, F;, N;, fi, n; ¥y T; que se refieren al sistema de coordenadas de la base,
calculamos ‘Row;, ‘Ry@;, ‘Ryv;, ‘Ro@;, ‘RoP;, 'Ry5;, ‘RoF;, ‘RyN;, ‘Rof;, ‘Rom; Y 'R,T; que se refieren a su propio
sistema de coordenadas del elemento (x;,y;, z;). Por tanto las ecuaciones recursivas de N-E quedan expresadas en la tabla
4.1.
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Tabla 4.1. Ecuaciones de movimiento de Newton-Euler recursivas eficientes

Ecuaciones hacia adelante: i = 1,2,...,n

Ri-("'"Row;-, + 2o¢)  si el elemento i es rotacional
iRomi = 9

UR;—,( *R;@;-,) si ¢l elemento i es traslacional

si el elemento |

Ri-i[T'Ro@;-y + 20§ + (T'Ro@;-,) X 2o4;] es rotacional

iRofbl = 1 . 7
(R, (" 'Ry, ,) si el clf:mf:nto i
es trasiacional
((‘Ro®) x (Rop}) + (Row) x [("ROwi)‘ x ('Rop})] +

+ R;-("'Ro¥;—,) si el elemento i es rotacional

iR i’,— =<
0 Ri-1(ZoGi + ""'Ro¥i-)) + (Ro@) x (Ropf) +

+ 2(Row) x (R;-,204) +

L+ (Row) x [(Row) x (Rop?)] si el elemento i es traslacional

Rod; = (Re®) x (Ro8) + (‘Ro®) x [(Ro@)) x (Ro8)] + ‘Ro¥;
Ecuaciones hacia atrds: i = n,n — 1,..., 1
Rof; = Riyy("*'Rofisy) + m'Rod,
Rom; = Risy[*'Romiay + ('Ropf) X (""Rofis )] + (Ropf + ‘Ros) x (R,F) +
+ (Roli"R)(Ro@) + (Rom) x [(Rol;°R)(Row;)]
(Ron)"(R;-,25) + b;g;  si el elemento i es rotacional
(Rof)"(R,-,2o) + b,g;  si el clemento i cs traslacional
donde z, = (0, 0, 1)7 y b, es el coeficiente de amortiguamiento viscoso para la articula-

cién i. Las condiciones iniciales usuales son wy = @ = v =0y ¥, = (g, &, 8.)7
(para incluir la gravedad), donde |g| = 9,8062 m/s2. '

Estas ecuaciones fueron programadas en Matlab para realizar la funcién del célculo de los torques de los 12 GDL (Véase
Anexo B) para el ciclo de marcha propuesto en el capitulo 3, es obvio que los angulos calculados por la cinematica inversa
sirven de entrada a la funcion de torques al igual que las velocidades angulares y aceleraciones angulares, para calcular las
velocidades y aceleraciones angulares basta con saber que la velocidad es el cambio de posicion de un punto a otro en un
tiempo determinado y la aceleracion es el cambio de velocidad de un punto a otro en un tiempo determinado, siguiendo esta
filosofia se pueden obtener las ecuaciones 4.30 y 4.31 de velocidad angular y aceleracion angular respectivamente

tomando en cuenta los valores de los &ngulos obtenidos para cada una de las articulaciones del robot bipedo scout.
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(Din = (Bin — Bin_l)/T (430)

a;, = (w;, —w;,_)/T (4.31)
Donde:
n Division de la trayectoria
0;, Posicion angular de la articulacion en la division de la
trayectoria.
w;, Velocidad angular de la articulacion en la division de
la trayectoria
Aceleracién angular de la articulacién en la division
%in De la trayectoria
T Tiempo

Es importante tomar en cuenta que para realizar el primer célculo de la aceleracion se requiere de una velocidad angular
que no existe “w;,, _,” por lo cual se procede a asignar un valor inicial que puede tomar cualquier velocidad l6gica para el

robot bipedo Scout, pero para este caso de uso se propone la velocidad inicial de cero para cada articulacion, lo mismo para

la aceleracién inicial.

0 rad/s
Orad/s
Orad/s
Orad/s
Orad/s
Orad/s
Orad/s
Orad/s
Orad/s
Orad/s
Orad/s
[0 rad /s

(4.32)
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[0 rad /s?]
0 rad/s?
0 rad/s?
0rad/s?
0rad/s?
0rad/s?
0rad/s?
0rad/s?
0 rad/s?
0 rad/s?
0 rad/s?
[0 rad/s?]

(4.33)

El tiempo que se toma para realizar los célculos debe de ser el deseado para cada division de la trayectoria con esta
aseveracion si se toma un tiempo de 0.14 de segundo el bipedo terminara la trayectoria en 10 segundos ya que son 72
divisiones de la trayectoria. Teniendo todos estos datos ademas de las masas de cada eslabon (Anexo A) y tomando en

cuenta que la gravedad es de 9.81 sﬂz es posible calcular el torque necesario de los motores del robot bipedo Scout que dan

como resultado el expresado en la figuras 4.4 y 4.5.

Torque 1
Torque 2
Torque 3
Torque 4
Torgque 5 [
Torque 6

i I i i i I I i
0

10 20 30 40 50 60 70 80
Nimero de Divisiones
Figura 4.4. Torques calculados para los 6 GDL del pie Izquierdo
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04

Torque 7
Torque §
Torque 9
Torgue 10
Torgue 11 [
Torque 12

0335 sl ....................... ....................... ....................... ....................... .....................

Nimero de Divisiones

Figura 4.5. Torques calculados para los 6 GDL del pie Derecho

Tenemos un torque maximo de 0.8 Nm lo que es I6gico porque el motor que mas carga tiene que mover es el motor del

primer grado de libertad ya que es el que en algiin momento tiene que soportar toda la masa del robot scout.

También se logra apreciar la existencia de un torque negativo que matematicamente es incoherente y a primera vista se
entenderia como el cambio de giro de los motores, pero esto no es asi, mas bien se debe a que el modelo dindAmico emula la
inercia del movimiento, la representacion fisica resulta ser que en esos momentos el movimiento del robot bipedo genera

fuerzas inerciales que mueven el motor sin necesidad de que este genere un torque.

Uno de los inconvenientes mas grandes del calculo de torques es que no se tiene manera de comprobar los resultados y esto
es debido a que no se tiene una simulacion grafica como en la cinematica es por ello que los resultados deben ser validados

por l6gica y mediante pruebas fisicas con el robot en cuestion.
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4.2 Analisis de la Problematica de Equilibrio

La idea fundamental del control de equilibrio es evitar que el robot caiga, para esto, se dispone de un indicador de
equilibrio, en este caso el ZMP.

Partamos del analisis de todas las fuerzas y momentos que acttan sobre el pie de apoyo:

F,
Y A M )

A

A

7
/

E

A

y
f'.fig R

Figura 4.6. Fuerzas y momentos aplicados sobre el pie de apoyo

De acuerdo con la figura 4.6, M, y F, son el momento y la fuerza resultante generado por el cuerpo en movimiento, M y R

son el momento y la fuerza de reaccion del piso, m,, es la masa del pie. Para que el pie se encuentre en equilibrio estatico:

Z F=0 (4.34)

R+F,=0 (4.35)
ZMZ —0 (4.36)
(Hﬁ*ﬁ)+(O—A)*I?"A)+1\7I)+E+(53*(mp§))=0 (4.37)
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A partir de ahora se asumira que la friccion de la superficie es lo suficientemente grande, para no permitir que exista

desplazamiento entre el pie y el piso, entonces, R, Y R, compensan las fuerzas del cuerpo en esas direcciones por lo que:

Z E = (4.38)

Ry +Fyy =0 (4.39)

Se ha podido reemplazar a la fuerza de reaccion neta del piso por una que actua solo en el eje “Y”, también los momentos
se han reducido al plano horizontal (ejes “X” y “Z”). La condicion fundamental para que el sistema esté en equilibrio es

que el punto “P”, cumpla con la ecuacion 4.40.

M,=M,=0 (4.40)

La ecuacion 4.40 nos indica que los momentos generados por la fuerza de reaccidn son cero, siendo posible reemplazar a la
reaccion del piso por una tnica fuerza en el eje “Y”. Este fendmeno puede ser explicado de mejor forma a través de la

figura 4.7.

d, R 4,

Figura 4.7. Compensacion de los momentos en el pie de apoyo
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En la figura 4.2 se puede observar que si M; = M,, entonces M, = 0. Cabe sefialar que las longitudes de las flechas
expresan el valor de la fuerza de reaccion en algunos puntos del pie de apoyo. Los momentos generados por las fuerzas R,

Y R, son iguales ya que R;d; = R,d,.

Cambiando el punto de referencia de “O” hacia “A” (figura 4.6) y despreciando la masa del pie se obtienen las siguientes

ecuaciones:

ZE{ =0 (4.41)
(AP*R)+ M, =0 (4.42)
AP *R = —M, (4.43)

Claramente se puede observar que la igualdad de la ecuacion 4.43 se cumple eligiendo el punto “P” adecuado, de tal forma
gue el momento generado por la fuerza de reaccién del piso compense al momento total generado por el cuerpo en su
caminata, este punto es conocido como el ZMP. EI ZMP existe nicamente dentro del poligono de soporte. Cuando existe

el ZMP el robot se encuentra dindmicamente estable, ya que es coincidente con el COG.

Cuando el momento generado por el cuerpo (M,) es demasiado grande, el punto “P” puede encentrarse fuera del poligono
de soporte (figura 4.8), en este caso, la fuerza de reaccion del piso se encuentra en el borde del pie (no puede seguir al
punto “P” y no puede compensar el momento generado por el cuerpo en movimiento), si el ZMP no existe, evidentemente
el robot tiende a perder su estabilidad. Un indicador fisico de la pérdida de estabilidad del robot es la rotacién del mismo a

partir de los bordes del poligono de soporte.
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OP P (FZMP)

R

Figura 4.8. Rotacion del pie de apoyo a partir de uno de sus bordes. Robot inestable

Dado que el ZMP existe Unicamente dentro del poligono de soporte, esto nos da una idea de cuan estable se encuentra el
robot en un determinado instante.

4.3 Calculo del ZMP

A partir de diversos analisis de este punto (ZMP), han surgido principalmente dos tendencias para el calculo:

Una de las formas de calcular el ZMP es a partir de la dindmica de cada uno de los eslabones que conforman el robot
bipedo, de modo que, la ecuacion para el equilibrio dinamico rotatorio se obtiene mediante la suma de los momentos sobre
el robot calculado sobre cualquier punto de referencia estacionario, es decir; la suma de las razones de cambio del momento
angular de los segmentos individuales entorno al mismo punto:

Yimizi(ay, + 9) — Zimiyia,, — Hg,
2im;(ay, + 9)

Xgup = (4.44)

Yimixi(ay, + g) — Limiyia,, — X Hg,
Ximi(ay, + 9)

Zomp = (4.45)

74



Las ecuaciones 4.44 y 4.45 calculan con precision las coordenadas del ZMP. Sin embargo se requieren estas, las

aceleraciones, los momentos angulares, etc., del centro de gravedad de cada eslabon del robot bipedo.

Una manera més simple de calcular el ZMP es a partir de un modelo simplificado del robot bipedo, en este caso se opta por
abordar el modelo del péndulo invertido 3D ya que el célculo se realiza a partir de las coordenadas, aceleraciones del COG

y el momento angular del robot bipedo.
El andlisis que se presentara se enfoca principalmente en la etapa de soporte Unico del ciclo de caminata, durante el cual
solo un pie (pie de apoyo) esta en contacto con el suelo, En la caminata humana, la etapa de soporte Unico ocupa

aproximadamente el 80% de todo el ciclo de caminata.

Considerando el modelo simplificado del robot bipedo (péndulo invertido 3D), se desarrolla la formulacion del ZMP:

4

Figura 4.9. Modelo simplificado del robot bipedo (péndulo invertido 3D)

Segun la figura 4.9, m es la masa total del robot bipedo concentrado en el COG, cuyas coordenadas quedan denotadas por

XY, 2.

Partiendo del analisis de equilibrio de fuerzas ) F =ma, y segun la figura 4.4 tenemos que:

Z B = max (4.46)

R, = ma,
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Ry, —mg =ma, (4.47)

2. Fe=ma (4.48)

Planteando la ecuacién dinamica de momentos (sin considerar el movimiento giroscopico) Y M, = H; = I;a.

obtenemos:

Z Mgx = Igxacx (4.49)

My — (Rz xy) + (Ry * z) = Igxagx

Reemplazando en la ecuacion 4.49 las ecuaciones 4.46 y 4.47, se obtiene la ecuacion 4.50.
My = ma,y —m(a, + )z + Igxacx (4.50)

La ecuacioén en el eje “Z” queda de la siguiente forma:

z Mgz = Igza67 (4.51)

Mz — (Ry xz) + (Rx xy) = Igza¢z

Reemplazando en la ecuacion 4.51 las ecuaciones 4.46 y 4.47, se obtiene la ecuacion 4.52.

My = m(ay + g)x —may,y + Igza57 (4.52)
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4.3.1 Andlisis del Pie de Apoyo
Para este analisis debemos considerar al pie en equilibrio estatico, es decir, que al entrar este en contacto con el

suelo no debe experimentar ningun tipo de deslizamiento en direccion al eje “X” ni al eje “Z”, que son los ejes que forman
el plano horizontal sobre el cual se desplaza el robot.

El éxito del equilibrio de cualquier robot bipedo se encuentra en considerar el pie de apoyo correctamente asentado.

¥
Yof
My
g S — (‘n{
ZMP
e” 4
Y /
& R

Figura 4.10. Analisis del pie de apoyo
Z MX = 0
—My — (Ry *Zzyp) =0 (4.53)

A =
ZMP RY

Finalmente en la ecuacion 4.53, se sustituyen las ecuaciones 4.47 y 4.50 para obtener lo que se muestra en la ecuacion 4.54

m(ay + g)z —mazy — Igxagx (4.54)

7 =
ame m(ay + g)
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Siguiendo un proceso similar:

ZMZZO

—Mz — (Ry * Xzyp) =0 (4.55)
M,
Xgup = —=
zmp = 7

m(ay + g)x — mayy + lgza6;
m(ay + g)

Xzmp = (4.56)

De esta manera obtenemos las ecuaciones del ZMP, que se encuentra en funcién netamente del comportamiento dindmico

del robot bipedo. Replanteando las ecuaciones 4.55 y 4.56. Al considerar que H; = I;a, tenemos finalmente que:

m(ay + g)x — mayy + H,

457
m(ay + g) (#57)

Xzmp =

m(ay + g)z — mazy — Hy
m(ay + g)

(4.58)

Zzmp =

4.3.2 Célculo de las Velocidades y Aceleraciones del COG
Para calcular las velocidades y aceleraciones del COG del robot bipedo Scout es importante poder ubicarlo en el
espacio y esto se logra identificando el COG de cada uno de los eslabones que conforman al robot bipedo y haciendo la

sumatoria de cada COG como se muestra en las ecuaciones 4.59, 4.60 y 4.61.

12
XcoG =Z—l_1; - (4.59)
i=1 My
12
. m- .
YCOG:Zl;; iYVi (460)
i=1 My
2
Z,m;z
Zcog 21_1; — (4.61)
i=1 My
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Una vez calculada la posicion del COG nos queda obtener las velocidades y aceleraciones lineales del mismo y asi poder
resolver el ZMP, se obtienen las velocidades lineales de cada eslabon para calcular la velocidad lineal del COG. Con la
aceleracion se hace lo mismo, aunado a que existe un impedimento para poder realizarlo ya que en la vida real se le
tendrian que acoplar acelerometros a cada uno de los 12 eslabones para asi obtener estos valores, en la simulacién no es

necesario pues todo se programa de manera simulténea.

Teniendo en cuenta este impedimento se decididé aproximar el calculo del COG a la posicion de la cadera ya que en
calculos se encuentran relativamente cerca, esto da la ventaja de que en la vida real solo se acople un acelerémetro en
donde se encuentra la cadera del bipedo Scout. De esta forma la posicidn y orientacién del COG es igual a la posicion y

orientacion de la cadera (Larriva, Vele, 2006).

Las consideraciones pasadas y del uso de la cinemaética directa, sirven de apoyo para poder calcular las velocidades y

aceleraciones lineales de una forma mas facil y sistematica.

Figura 4.11. Un punto r; que se refiere a la cadera del robot bipedo Scout

Con referencia en la figura 4.11, sea ‘r; un punto fijo y en reposo de la cadera expresado en coordenadas homogéneas con

respecto al sistema de coordenadas del elemento i-ésimo.
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Xi

Ty = Jz/z = (0 iz, DT (4.62)

1

Sea %r; el mismo punto ‘r; con respecto al sistema de coordenadas de la base, ‘~1T; la matriz de transformacion de
coordenadas homogeéneas que relaciona el desplazamiento espacial del sistema de coordenadas del elemento i-ésimo con
respecto al sistema de coordenadas del elemento (i-1)-ésimo y °T; la matriz de transformacion de coordenadas que
relaciona el sistema de coordenadas i-ésimo con el sistema de coordenadas de la base; entonces °r; esta relacionado con el

punto ‘r; por:
Or; = °T;'r; (4.63)
Donde:
o7, = O, 1, ... 71T, (4.64)

Como el punto ‘r; esta en reposo en la cadera y suponiendo el movimiento del cuerpo rigido, otros puntos asi como el
punto ‘r; fijado en la cadera y expresado con respecto al sistema de coordenadas i-ésimo tendran velocidad nula con
respecto a dicho sistema de coordenadas (que no es un sistema inercial). La velocidad de ‘r; expresada en el sistema de

coordenadas de la base (que es un sistema inercial) se puede expresar como:

_ d(OTi) _ d(OTiiri) _
T odat T de

= 01‘1 1T2 i_lTl' irl' + 0T1 1T2 i_lTiiri

Op

(4.65)

i
P , a°T; .
+ 0T1 l_lTilri + -+ OTl'li'l' = Z 19]
L 06;
j=1
La forma compacta anterior se obtiene por que +; = 0. La derivada parcial de °T; con respecto a 6; se puede calcular

facilmente con la ayuda de una matriz Q; que para una articulacion de revolucion, se define como:

0-10 0

|1 0 0 o0

%={, o 0 o (4.66)
00 00
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Entonces se sigue que:

ai—lTi _

Q" 'T; (4.67)

90,
La matriz mostrada en la ecuacién 4.66 funciona exclusivamente cuando las rotaciones de los sistemas de coordenadas de
cada articulacion son efectuadas en el eje “Z”, esto se cumple porque una de las virtudes del método de Denavit-Hartenberg

para la cinematica directa es que en los centros de rotacion siempre este orientado el eje “Z”.

Para aplicar la ecuacién 4.65 se toma en cuenta que los grados de libertad de la base del pie de apoyo hasta la cadera son
seis y es por ello que la ecuacién de velocidades para el robot bipedo Scout queda de la siguiente manera tomando en

cuenta la nomenclatura de la cinemética directa del capitulo 3:

6

0T, . \.
ve=| 2, %50 | i

j=1
= (ABQ, T, 'T,2T53T,*Ts5T¢ 6, + ABOT,Q, T, 2T, 3T, *T5 °T40, (4.68)
+ ABOT, 1T, Q3 %T5 3T, *Ts 5T 05 + ABCT 1T, %T5Q 43T, *Ts 5T 6,

+ ABOT; 1T, ?T33T, Q54T Ty 05 + ABOT, T, T3 3T, 4T Q¢ 5T 0) o1

Ahora bien para obtener la aceleracion lineal del COG se procede a derivar con respecto al tiempo la ecuacion 4.65,

obteniendo:

i

dwy) 2201, . .\
Oai = dtl = 27219]0] ‘ri (469)
j=1 "

Para aplicar la ecuacion 4.69 se toma en cuenta que los grados de libertad de la base del pie de apoyo hasta la cadera son

seis 'y es por ello que la ecuacion de aceleraciones para el robot bipedo Scout queda de la siguiente manera:
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= (ABQ.0Q, 0T1 1Tz 2Ts 3T4 4Ts 5T6 91 é1

+ AB°T;Q,Q, T, *T5 T, *Ts T4 6,6, (4.70)
+ AB°T; 'T, Q3Q52T5 3T, *T5°Te 63063

+ AB°T; 'T,2T3Q4Q4>T, *Ts T 6,6,

+ ABOT T, *T53T, Q5 Qs *T5 ° Ty 0565

+ ABOT, T, T3 3T, *Ts Q6 Q6 *To 06 06) 16

Al aplicar las ecuaciones 4.68 y 4.70 a la simulacién propuesta en el capitulo 3 (donde el robot bipedo sigue las trayectorias
elipticas) se presentan los siguientes resultados expresados en las figuras 4.12 a la 4.13 que se refieren a la velocidad y

aceleracion del COG del robot bipedo Scout.

0.1 : !

T T T I
: : Velocidad Lineal "X" COG
Velocidad Lineal "Y" COG

T S ¥ . ; g AV elockiadl LheRl. 4 COG
0506 | oaman e ................. .................. XN e .................. S ................ _
004 f .................. ................. .................. A .................. T ................ ]
- : ¥ : & S : :
P
1)
g : : : : : :
= : d ; § : 3 :
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Figura 4.12. Velocidad Lineal del COG en sus componentes “X, Y, Z”
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Figura 4.13. Aceleracion Lineal del COG en sus componentes “X, Y, Z”

La aceleracion lineal del COG es la que se utiliza para el calculo del ZMP, es importante remarcar que estas aceleraciones
estan en [m/s] y para poder realizar esta simulacion se tienen que proponer las velocidades y aceleraciones angulares de
cada una de las articulaciones del robot, estas estan expresadas en la ecuacion 4.32 y 4.33.

Como se observa en las imagenes de la velocidad y aceleracion del COG la velocidad maxima que alcanza es del orden de

los 15-18 [cm/s] y de la aceleracion es del orden de los 3-6 [mm/s], estos datos parecen ser bastante similares a los
mostrados por el bipedo Scouts en pruebas anteriores.

Una vez que se obtienen las velocidades y aceleraciones lineales y se proponen las velocidades y aceleraciones angulares se
sustituyen en las ecuaciones 4.57 y 4.58 para cada division de la trayectoria propuesta, ademas se toma en cuenta la masa
total del bipedo (Anexo A) y la gravedad que deberia ser de 9.81 Sﬁz esto arroja los resultados de la posicion del ZMP

(figuras 4.14, 4.15).
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Como se puede apreciar en la figuras 4.14 y 4.15 se dibuja un poligono de soporte (Cuadrado) que simula la suela de los
pies del bipedo Scout, la grafica en azul muestra la ubicacion del ZMP para cada pie cuando son el pie de soporte, lo que
esto nos indica es que para cuando el ZMP esta fuera del poligono de soporte el bipedo tiende a caer y que mientras el ZMP
se encuentra dentro del poligono de soporte el bipedo se mantiene estable en la caminata. Como también se aprecia en las
graficas la trayectoria del ZMP se sigue de derecha a izquierda y esto es gracias a que la trayectoria de la cadera lo hace del

mismo modo.

Los poligonos de soporte no son exactamente iguales a los reales y esto se debe a que se aproximo el area a una mas simple
con el fin de poder apreciar los resultados de manera mas concisa, aun asi esta aproximacién es la que se debe de utilizar en
el disefio del controlador por que al ver el poligono de soporte real (Anexo A) se logra apreciar que en diferentes areas que

estan fuera del poligono aun puede existir estabilidad en la caminata.

En términos de control se debe definir un area limite dentro del poligono de soporte esto con el fin de que el sistema de
control pueda actuar a tiempo vy asi estabilizar la caminata del bipedo. Mientras no se tenga un controlador para que el ZMP
siempre este dentro del poligono de soporte, se tienen que elegir trayectorias que mantengan al ZMP en el lugar deseado
para que de esta forma el robot bipedo no caiga.
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5.1 Conclusiones

El objetivo principal de este proyecto de investigacion fue encontrar un modelo dindmico mas rapido de computar
que los modelos ya aplicados anteriormente al robot bipedo Scout. Se propuso un procedimiento que recurre al modelo
cinematico, el cual nos aporta los datos que nos permitieron obtener las mejoras deseadas en el modelo dinamico. En este
proyecto se muestra satisfactoriamente como aplicar los correctos modelos matematicos para la cinematica que nos
permiten llegar a la formulacién de la dinamica propuesta para el robot bipedo, logrando que se cumpla el objetivo ya

mencionado.

Se tenia contemplado al célculo del ZMP como criterio de estabilidad durante la marcha del bipedo con la intension de
ofrecer una base para generar un sistema de control. Este calculo, en este proyecto fue muy util para saber si la trayectoria
propuesta para el COG era estable durante la caminata y se recurrié a él debido a que es el calculo con mas variedad de

estudios previos y cuya informacidn es extensa y de facil acceso.

Uno dato interesante que se descubri6 durante la realizacion de este proyecto es que el calculo de la dindmica debe ser
realizado de manera rapida por la computadora, ya que de no ser asi, el controlador a disefiar tardaria demasiado tiempo en
responder haciendo que el control estuviera fuera de linea, lo  que hace que el robot no se caiga es la respuesta rapida del
controlador, si el sistema tiene un control demasiado lento calculando la dinamica, este no podra responder a tiempo a las

perturbaciones externas ni a una mala seleccion de trayectorias del COG.

Los modelos mostrados de la cinematica y dinamica del robot bipedo Scout no solo pueden funcionar para este robot si no
que son una excelente eleccidn para todos los robots bipedos articulados con articulaciones de revolucién, solo teniendo
que adaptar los parametros de Denavit-Hartenberg que son propios de cada robot. Esto se puede notar claramente debido a
gue las formulaciones de la cinemética son muy metddicas y solo difieren en los pardmetros de entrada, lo mismo pasa con

las formulaciones de la dindmica.

Durante la realizacion de este proyecto se presentaron algunas restricciones que no se tenian contempladas:

o Para el método de solucion de la cinemética inversa se tienen que elegir los angulos iniciales correctamente
ya que de no ser asi puede que la solucion que obtengamos no sea la deseada, porque para cierto punto las soluciones

pueden ser demasiadas, es posible ademas que el método nunca converja.

o Otra de las restricciones es que el modelo dinamico desprecias los efectos de Coriolis y centrifugo
limitando la estabilidad de la marcha a velocidades pequefias ya que estos términos toman més relevancia a velocidades

grandes.
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o El pie de apoyo debe estar siempre bien plantado en el suelo para garantizar que el ZMP este dentro del

poligono de soporte, esto evita un movimiento natural de la marcha del ser humano (flexion del pie).

o Se tienen que proponer trayectorias muy parecidas a las que el ser humano usa para caminar en linea recta,

la obtencidn de las mismas puede ser un problema bastante complejo.

5.2 Trabajo a Futuro

Una parte medular para hacer que el bipedo camine es controlar el ciclo de marcha, esto controlando los
servomotores del robot bipedo para que cada uno llegue a la posicion deseada, ademas de disefiar un controlador que
modifique la posicién del ZMP para que en el momento en que este cerca de salir del poligono de soporte el controlador lo

compense y regrese el ZMP a un lugar mas adecuado para la caminata.

Esta problematica se ve resuelta con el siguiente esquema de control (figura 5.1) que controla la posicion de los
servomotores y que no permite que el ZMP salga del poligono de soporte, para que este efecto tenga lugar se necesita
también una trayectoria deseada del ZMP con el fin de que el controlador tenga con que comparar la trayectoria real, el
objetivo de control que se seguiria es llevar el error de la comparacion del ZMP a cero. (figura 5.1)

Como se aprecia en la figura 5.1 las zonas que estan en rojo son partes que no se trabajaron en este proyecto de
investigacion tales como la generacion de trayectorias de la cadera, el pie flotante y el ZMP deseado, tampoco se trabajé en
el controlador de los servomotores ya que todo el trabajo fue hecho por simulacién. Los bloques que se lograron fueron los
de la cinematica inversa ademas del céalculo de la aceleracion y velocidad del COG, asi como las ecuaciones que posicionan

al ZMP en el suelo.

Se deja como trabajo a futuro el disefio del blogue de control que ajusta el ZMP para que este criterio de estabilidad
siempre este dentro del poligono de soporte, para ello se deben analizar las ecuaciones dindmicas basadas en el péndulo
invertido 3D para saber si el sistema es estable o inestable y proponer controladores, también se pueden hacer uso de

métodos heuristicos como redes neuronales, algoritmos genéticos, légica difusa etc.
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A.1 Especificaciones del Bipedo Scout

Todos los dibujos, mediciones y calculos relacionados a los modelos CAD del robot bipedo Scout fueron

elaborados en Solid Edge Academic V16 (Narvaez, 2010).

Tabla A.1. Lista de elementos

Elemento Descripcién Cantidad Material
Aluminio
@ Soporte L 2 p= 2.6865 [g/cm’]
m Separador hexagonal corto 12 MNylon
4-40 x 0.750" p=1.1756 [g/cm’]
Separador hexagonal largo
n] 4-40 x 1.000" * Nylon
Separador hexagonal M/F
0 4-40 x 0.375" 4 Nylon
ﬁ Remache plastico 16 Nylon
: Acero
e Bule 12 p=7.75 [glem’]
Tornillo corto
' 4-40 x 0.250" 8 Acero
Tarnillo largo
! 4-40 x 0.375" 24 Acero
Servomotor programable Hitec HS-5475HB
Torque: 0.432 [N.m] @ 4.8[V] 12 Varios

% Velocidad de cperacién: 4.55[rad/s] @ 4.8[V]

Masa: 40 [g]
Tamario: 38.8 x 19.8 x 36 [mm]
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Elemento Descripcién Cantidad Material
Lexan 01 1 Loxan
p=1.1789 [g/cm’]
% Lexan 02 1 Lexan
@ Lexan 03 1 Lexan
Lexan 04 1 Lexan
%. Lexan 05 1 Lexan
Soporte para servomotor 2 Nylon
@ porie p p=1.1756 [glcm’]
Aluminio
% Soporte C corto 10 o= 2.6865 [g/cm’]
% Soporte C largo 2 Aluminio
@ Soporte multipropésito 4 Aluminio
Soporte dual 2 Aluminio
@ Soporte para tobillo 2 Aluminio
Pie 2 Aluminio
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A.2 Parametros Geométricos

l; =44.54x 1073 [m]
I, =54.58 x 1073 [m]
I3 =29.08x 1073 [m]
l, =74.60 x 1073 [m]
ls =57.29 x 1073 [m]
lg =54.97 x 1073 [m]

a=23.06x1073[m]

Estas longitudes pertenecen a cada uno de los eslabones del robot de la pierna derecha e izquierda; son las mismas
longitudes ya que el robot en ese aspecto es simétrico, cabe sefialar que las longitudes empiezan desde la cadera hasta el

suelo, por lo que el parametro "a" es el eslabdn que se refiere a la unién del Gltimo grado de libertad con el suelo.

A.3 Masa de los Eslabones

m; = 162.08 x 1073 [kg]
m, = 23.12x 1073 [kg]
ms = 102.27 x 1073 [kg]
my = 26.67 x 1073 [kg]
ms = 103.57 x 1073 [kg]
mg = 23.12x 1073 [kg]
m, = 89.48 x 1073 [kg]

La masa total del bipedo es:

my = 898.54 x 1073 [kg]
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B.1 Programa “BPDPIA2”.- Este programa resuelve la cinematica directa e inversa de la cadera

referenciada al pie de apoyo del robot bipedo Scout. (Programado en Matlab).

function[VCx,VCy,VCz,ACx,ACy,ACz, Th]=BPDPIA2 ()

clf
lol=1;

for c=0:1:1

dx=0.01;
o=44.54;
11=0;

if c==
o=-44.54;
lol=1lol+1;
end

g2=40;
e2=24;
h2=-37;
k2=-235+e2;
=[0 0 0 171"

=(0*pi) /180;
=(45%pi) /180;
=(60*pi) /180;
=(-30*pi)/180;
=(0*pi) /180;
=(0*pi) /180;
=(0*pi) /180;
=(0*pi) /180;
=(30*pi) /180;
)=(-60*pi) /180;
)=(-45*pi)/180;
)=(90*pi)/180;

t ct o o of ot o o o

lol,1
lol,2
lol,3
lol,4
lol,5
lol, 6
lol,7
lo1l,8
lol,9)=
lol,lO)

lol,11)=
lol,12)=

Il
It ot o ot cF o F

(—r(—rrrAAAAAAAAA

)
)
)
)
)
)
)
)

o~ o~ o~ —~
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for 1=360:-5:0

if 1<360

11=11+1;

lol=1lol+1;

Al1=0;

A2=0;

A3=0;

Ad=pi/2;

A5=0;

A6=pi;

al=0;

a2=57.29;

al3=74.64;

a4=29.08;

ab=54.58;

a6=o;

dl=-54.97;

d2=0;

d3=0;

d4=0;

d5=0;

d6=0;

Tl=[cos(t(l)) -cos(Al)*sin(t(l)) sin(Al)*sin(t(l)) al*cos(t(l));
sin(t (1)) cos(Al)*cos(t(l)) -sin(Al)*cos(t(l)) al*sin(t(l));
0 sin(Al) cos(Al) dil;...
000 17;

T2=[cos (t(2)) —-cos(A2)*sin(t(2)) sin(A2)*sin(t(2)) a2*cos(t(2));
sin(t(2)) cos(A2)*cos(t(2)) -sin(A2)*cos(t(2)) a2*sin(t(2));
0 sin(A2) cos(A2) d2;...
000 17;

T3=[cos(t(3)) —-cos(A3)*sin(t(3)) sin(A3)*sin(t(3)) a3*cos(t(3)):;
sin(t(3)) cos(A3)*cos(t(3)) -sin(A3)*cos(t(3)) a3*sin(t(3));
0 sin(A3) cos(A3) d3;...
000 17;

T4=[cos (t (4)) -cos(A4)*sin(t(4)) sin(A4)*sin(t(4)) ad*cos(t(4));
sin(t(4)) cos(A4)*cos(t(4)) -sin(A4)*cos(t(4)) ad*sin(t(4));
0 sin(A4) cos (A4) d4;...
000 17;

T5=[cos (t(5)) -cos(AD)*sin(t(5)) sin(A5)*sin(t(5)) abS*cos(t(5));
sin(t (5)) cos(A5)*cos (t(5)) -sin(A5)*cos(t(5)) ab*sin(t(5));
0 sin (A5) cos (A5) d5;...
000 17;

To=[cos (t(6)) -cos(A6)*sin(t(6)) sin(A6)*sin(t(6)) a6*cos(t(6));
sin(t (6)) cos(A6)*cos(t(6)) -sin(A6)*cos(t(6)) ab*sin(t(6));
0 sin(A6) cos(A6) d6;...
000 17;

a=[1 0 0 -0;0 -1 0 -38.3578; 0 0 -1 -234.7737; 0 0 0 171;

b=[1 0 0 0;0 1 0 0; 0 O 1 23.43; 0 0 0 171;
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[VCx (11,1)

,VCy (11,

end

165) *b*rotx (90) ;
pttl=pto*Tl*roty (90);
PLt2=pttl*T2;
PLL3=ptt2*T3;
pttd=ptt3*T4;
pttbo=pttd*T5*roty (-
pLtt6=pttb*T6;

pto=a*rotx (-

90) *rotz (90) ;

1),vCz(1l1,1),ACx(11,1),ACy(11,1),ACz(11,1)]=VELACELBPD(r,t,0);

[pl,p2,p3,pP4,p5,p6,p7,tt]=BPDPIF(1l,ptt6,dx,h2,k2,92,e2,0);
h(lol,1)=
h(lol,2)=
h(lol,3)=
h(lol,4)=
h(lol,5)=
h(lol,6)=
h(lol,7)=
h(lol,8)=
h(lol,9)

h(lol,10

h(lol,11

h(

lol,12

— — — |
(_"

hold on
axis([-100 100,-100 100,-250 501);
view (150, 50)

plotbipedo2 (a,pto,pttl,ptt2,ptt3,pttd, ptt,ptto);
[xx,yy,zz]=elipse2(h,k,qg,e);
plot3 (xx,zz,VY)

plotbipedo3 (ptt6,pl,p2,p3,p4,pP5,p6,p7);
[xx,yy,zz]=elipse (h2,k2,g2,e2);
plot3(yy,xx,2zz)

plot3(-yy,xx,2z2z)

pause (.01)
if 1>0

clf
end
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J(1,1)=(F1PDA (xp, t ( ), £(3),t(4),t(5),t(6),WwW(l,1))-
FIPDA (t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(l,1)))/dx;

J(1,2)=(F1PDA(t(1) Zp, (3>,t( ), £(5),£(6),WW(1,1))~
FIPDA (t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(l,1)))/dx;

J(1,3)=(F1PDA(t (1),t(2) yp,t(4),t(5),t(6),Www(l, 1))~
FIPDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(1,1)))/dx;

J(1,4)=(F1PDA(t (1 ) t(2),t(3),rp,t(5),t(6),WW(l, 1))~
FIPDA (t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(l,1)))/dx;

J(1,5)=(F1PDA(t (1 ) t(2),t(3),t(4),fp,t(6),WW(l, 1))~
FIPDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(1,1)))/dx;

J(1,6)=(F1PDA(t (1 ) t(2),t(3),t(4),t(5),wp,WW(1,1))~-
FIPDA (t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(l,1)))/dx;

J(2,1)=(F2PDA (xp, t ( ), E(3),£(4),t(5),t(6),WW(2,1))~
F2PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(2,1)))/dx;

J(2,2)=(F2PDA(t(l) Zp, (3),t( ), £(5),t(6),WW(2,1))~
F2PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(2,1)))/dx;

J(2,3)=(F2PDA(t (1 ) t(2 ) yp,t(4),t(5),t(6),WW(2,1)) -
F2PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(2,1)))/dx;

J(2,4)=(F2PDA(t (1 ) t(2),t(3),rp,t(5),t(6),WW(2,1))~
F2PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(2,1)))/dx;

J(2,5)=(F2PDA(t (1 ) t(2),t(3),t(4),fp,t(6),WW(2,1))~
F2PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(2,1)))/dx;

J(2,6)=(F2PDA(t (1 ) t(2),t(3),t(4),t(5) ,wp,WW(2,1)) -
F2PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(2,1)))/dx;

J(3,1)=(F3PDA (xp, t ( ), £(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,1))-
F3PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(3,1)))/dx;

J(3,2)=(F3PDA(t(l) Zp, (3),t( ), £(5),t(6),WW(3,1))~
F3PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(3,1)))/dx;

J(3,3):(F3PDA(t( ) t(2 ) yp,t(4),t(5),t(6),WW(3,1)) -
F3PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(3,1)))/dx;

J(3,4)=(F3PDA(t ( ) t(2 ) t(3),rp, t(5),t(6),WW(3,1))~
F3PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(3,1)))/dx;

J(3,5):(F3PDA(t( ) (2) t(3),t(4),fp,t(6),WW(3,1))~
F3PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(3,1)))/dx;

J(3,6):(F3PDA(t( ) t(2),t(3),t(4),t(5) ,wp,WW(3,1)) -
F3PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(3,1)))/dx;

J(4,1)=(F4PDA (xp, t (2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(1,2))~
FA4PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(1,2)))/dx;

J(4,2)=(F4PDA (Lt (1),zp,t(3),t(4),t(5),t(6),WW(l,2))~
F4PDA (t (1) ,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(1,2)))/dx;

J(4,3)=(F4PDA(t (1),t(2),yp,t(4),t(5),t(6),WW(1,2))~
F4PDA (t (1) ,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wn(1,2)))/dx;

J(4,4)=(F4PDA(t(1),t(2),t(3),rp,t(5),t(6),WW(1,2))~
FA4PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(1,2)))/dx;

J(4,5)=(F4PDA (Lt (1),t(2),t(3),t(4),fp,t(6),WW(1,2))~
F4PDA (t (1) ,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(1,2)))/dx;

J(4,6)=(F4PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5) ,wp,WW(1,2))~
FA4PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wn(1,2)))/dx;

J(5,1)=(F5PDA (xp,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,2))~
FSPDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(2,2)))/dx;



J(5,2)=(F5PDA(t (1), Zp, (3),t(4),t(5),t(6),WW(2,2))~-
FS5PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(2,2)))/dx;

J(5,3)=(F5PDA (t (1 ) t(2 ) yp,t(4),t(5),t(6),WW(2,2))~
FS5PDA (t (1) ,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WwW(2,2)))/dx;

J(5,4)=(F5PDA(t (1 ) t(2),t(3),rp,t(5),t(6),WW(2,2))~
FSPDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(2,2)))/dx;

J(5,5)=(F5PDA(t (1 ) t(2),t(3),t(4),fp,t(6),WW(2,2)) -
FS5PDA (t (1) ,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(2,2)))/dx;

J(5,6)=(F5PDA (t (1 ) t(2),t(3),t(4),t(5),wp,WW(2,2)) -
FS5PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(2,2)))/dx;

J(6,1)=(F6PDA (xp, t ( ), E(3),£(4),t(5),t(6),WW(3,2))~
FO6PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wn(3,2)))/dx;

J(6,2)=(F6PDA(t(1) Zp, (3),t( ), £(5),t(6),WW(3,2))-
FOPDA (t (1) ,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(3,2)))/dx;

J(6,3)=(F6PDA(t (1 ) t(2 ) yp,t(4),t(5),t(6),WW(3,2))~
FO6PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(3,2)))/dx;

J(6,4)=(F6PDA(t (1 ) t(2 ) t(3),rp,t(5),t(6),WW(3,2))~
FO6PDA(t (1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(3,2)))/dx;

J(6,5)=(F6PDA (t (1 ) (2) t(3),t(4),fp,t(6),WW(3,2))~
FO6PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(3,2)))/dx;

J(6,6)=(F6PDA (t (1 ) t(2),t(3),t(4),t(5),wp,WW(3,2))~
FO6PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(3,2)))/dx;

J(7,1)=(F7PDA(xp, t ( ), £(3),t(4),t(5),t(6),WW(1,3))~
F7PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(1,3)))/dx;

J(7,2)=(F7PDA(t (1 ) Zp, (3),t(4),t(5),t(6),WW(l,3))~-
F7PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(1,3)))/dx;

J(7,3)=(F7PDA(t (1 ) t(2 ) yp,t(4),t(5),t(6),Ww(l,3))~
F7PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(1,3)))/dx;

J(7,4):(F7PDA(t( ) t(2 ) t(3),rp,t(5),t(6),WW(1,3))~
F7PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(1,3)))/dx;

J(7,5)=(F7PDA(t ( ) t(2),t(3),t(4),fp,t(6),WW(1,3))~
F7PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(1,3)))/dx;

J(7,6)=(F7PDA(t ( ) t(2),t(3),t(4),t(5),wp,WW(1,3))~
F7PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(1,3)))/dx;

J(8,1)=(F8PDA(xp,t (2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,3))~
F8PDA(t (1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(2,3)))/dx;

J(8,2):(F8PDA(t(1),Zp, (3),t(4),t(5),t(6),WW(2,3))~
F8PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(2,3)))/dx;

J(8,3)=(F8PDA(t ( ) t(2),yp,t(4),t(5),t(6),WW(2,3))~
F8PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(2,3)))/dx;

J(8,4):(F8PDA(t( ) t(2),t(3),rp, t(5),t(6),WW(2,3)) -
F8PDA(t (1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(2,3)))/dx;

J(8,5)=(F8PDA(t ( ) t(2),t(3),t(4),fp,t(6),WW(2,3))~
F8PDA(t (1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(2,3)))/dx;

J(8,6):(F8PDA(t( ) t(2),t(3),t(4),t(5),wp,WW(2,3)) -
F8PDA (t (1) ,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wn(2,3)))/dx;

J(9,1)=(FOPDA (xp,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6) (3,3))
FIPDA (t (1) ,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(3,3)))/dx;

J(9,2)=(FO9PDA (Lt (1),zp,t(3),t(4),t(5),t(6) (3,3))
FOPDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wn(3,3)))/dx;

J(9,3)=(FOPDA(t(1),t(2),yp,t(4),t(5),t(6) (3,3))
FIPDA (t (1) ,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wn(3,3)))/dx;



J(9,4)=(FIPDA(t (1), t(2),t(3),rp, £ (5),t(6),WH(3,3))-
FOPDA (t (1), £(2),£(3),£(4),t(5),t(6),WW(3,3)))/dx;
J(9,5)=(FIPDA (L (1) ,t(2),t(3),t(4),fp, t (6) ,WH(3,3))-
FOPDA (£ (1), £(2),£(3) ,£(4),€(5),£(6),WW(3,3))) /dx;
J(9,6)=(F9PDA (L (1), t(2),t(3),t (4),t(5),wp, W (3,3)) -
FOPDA (t (1), £(2),£(3),£(4),t(5),t(6),WW(3,3)))/dx;
J(10,1)=(FLOPDA (xp, £ (2) ,£(3),t (4),£(5), £ (6) WA (1,4))-
F1OPDA (t (1), (2),£(3),t(4),t(5),t(6),Wi(1,4)))/dx;
J(10,2)=(F10PDA (£ (1), 2p, £ (3) , £ (4), £(5), £ (6) ,WW (1, 4)) -
F1OPDA (t (1), (2),£(3),t(4),£(5),t(6),Wi(1,4)))/dx;
J(10,3)=(F10PDA (£ (1),£(2) , v, t (4),£(5),£(6) ,WW (1,4)) -
F1OPDA (t (1), (2),£(3),t(4),t(5),t(6),Wi(1,4)))/dx;
J(10,4)=(FLOPDA (£ (1), £ (2),t(3),rp, t (5), £ (6) WA (1,4)) -
FLOPDA (t (1), (2),£(3),t(4),£(5),t(6),Wi(1,4)))/dx;
J(10,5)=(F10PDA (£ (1),£(2),£(3),t(4),£p,t (6) , WA (1,4)) -
F1OPDA (t (1), (2),£(3),t(4),£(5),t(6),Wi(1,4)))/dx;
J(10,6)=(FLOPDA (£ (1), £(2),t(3),t (4),t(5),wp, WA (1,4))-
F1OPDA (t (1),t(2),£(3),t(4),t(5),t(6),WH(1,4)))/dx;
J(11,1)=(F11PDA(xp, £ (2) ,£(3),t (4),£(5), £ (6) ,WW(2,4)) -
F11PDA (t (1),t(2),£(3),t(4),t(5),t(6),WH(2,4)))/dx;
J(11,2)=(F11PDA(t (1), 2p, £ (3),£(4),£(5),£(6) ,WW(2,4)) -
F11PDA (t (1),t(2),£(3),t(4),t(5),t(6),WH(2,4)))/dx;
J(11,3)=(F11PDA (£ (1),£(2) ,yP, t (4),£(5),£(6) ,WW(2,4)) -
F11PDA (t (1),t(2),£(3),t(4),t(5),t(6),WH(2,4)))/dx;
J(11,4)=(F11PDA(t (1), t(2),t(3),rp, t(5), £ (6) , WA (2,4))-
F11PDA (t (1),t(2),£(3),t(4),t(5),t(6),WH(2,4)))/dx;
J(11,5)=(F11PDA(t (1),t(2),t(3),t(4),fp, t(6) ,WW(2,4)) -
F11PDA (t (1),t(2),£(3),t(4),£(5),t(6),Wi(2,4)))/dx;
J(11,6)=(F11PDA(t (1), (2),t(3),t(4),t(5),wp, WA (2,4)) -
F11PDA (£ (1), (2),£(3),t(4),£(5),t(6),WW(2,4)))/dx;
J(12,1)=(F12PDA(xp, t (2) , £ (3) , £ (4) , £ (5), £ (6) ,WW (3, 4))
F12PDA (£ (1), (2),£(3),t(4),£(5),t(6),WW(3,4))) /dx;
J(12,2)=(F12PDA(t (1), 2p, £ (3) , £ (4) , £ (5), £ (6) ,WW (3, 4))
F12PDA (t (1),t(2),£(3),t(4),t(5),t(6),Wi(3,4)))/dx;
J(12,3)=(F12PDA(t (1), £ (2) ,yP, t (4),£(5), € (6) ,WW(3,4))
F12PDA (£ (1), £(2),£(3),E(4),£(5),t(6),WW(3,4))) /dx;
J(12,4)=(F12PDA(t (1),t(2) ,£(3),rp, t(5),t (6) ,WW(3,4)) -
F12PDA (t (1),t(2),£(3),t(4),£(5),t(6),W(3,4)))/dx;
J(12,5)=(F12PDA(t (1) ,£(2),t(3),t(4),fp, t (6) ,WW(3,4)) -
F12PDA (£ (1), £(2),£(3),t(4),£(5),t(6),WW(3,4))) /dx;
(12,6)=(F12PDA(t (1), (2) ,£(3),£ (4) ,£(5) ,wp, WW (3, 4))
F12PDA (£ (1), £(2),£(3),t(4),£(5),t(6),WW(3,4))) /dx;
£ (1) =F1PDA(t (1), £(2),£(3),t(4),£(5),€(6),Wa(1,1));
£(2) =F2PDA(t (1) ,£(2),£(3) £ (4),£(5),€(6) ,WW(2,1));
£(3)=F3PDA(t (1), £(2),t(3),t(4),£(5),t(6),WW(3,1));
£ (4) =F4PDA (£ (1) ,£(2), £ (3) £ (4),£(5), £ (6) ,WW (1,2));
£(5)=F5PDA(t (1), £(2),£(3),t(4),£(5),t(6),WW(2,2));
£(6) =F6PDA(t (1) ,£(2),£(3),£(4),£(5),t(6),WW(3,2));
£(7)=F7PDA(t (1) ,£(2),£(3) £ (4),£(5),€(6) ,WW(1,3));
£(8) =F8PDA(t (1) ,£(2), £ (3),£(4),£(5),t(6),WW(2,3));
£(9)=F9PDA (£ (1) , £ (2) , £ (3) £ (4),£(5),t(6),WW(3,3));
£(10)=F10PDA (t (1), £(2) ,£(3),£(4),t(5),t(6) ,WH(1,4));
£(11)=F11PDA (t (1), £(2) ,£(3),t(4),t(5),t(6) ,WH(2,4));
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£(12)=F12PDA(t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6), WW(3,4));

t(l)=t(1)+ds (1)
t(2)=t(2)+ds (2);
£(3)=t(3)+ds (3);
t(4)=t (4)+ds (4);
t(5)=t (5)+ds (5);
t(6)=t(6)+ds (6);

if (abs(
3&&abs (f(4))<1.0e-3&&abs (f(
3&&abs (£ (6))<1.0e-3&&abs (£ (
break

end

f(l))<l.0e-3&&abs
5))<1.0e-3&&abs (£
10)

( ))<1l.0e-3&&abs (f(3))<1.0e-
( 7
)<1.0e-3&&abs (f

f(2
6))<1l.0e-3&&abs(f(7))<1.0e-3&&abs (f(8))<1l.0e-
(11))<1.0e-3&&abs (f(12))<1.0e-3)

end
end
end
end

B.2 Programa “BPDPIF”.- Este programa resuelve la cinematica directa e inversa del pie flotante

referenciado a la cadera del robot bipedo Scout. (Programado en Matlab).

function[pto,ptt2,ptt3,pttd, ptt5,ptt6,ptt7,t]=BPDPIF(l,a,dx,h,k,g,e,0)
clf

= (0*pi)/180;
= (0*pi)/180;
30*pl)/180
-60*pi) /180;
-45%pi) /180;
9o*p1 ) /180;

—~ o~ o~ o~~~

1 0 0 44 .54; ...
o -1 0 h-(g*sind(l));...
0 k- (e*cosd (1)) ];

xp=t (1);

zp=t (2) +dx;

yp=t (3) +dx;

rp=t (4) +dx;

fp=t (5) +dx;

wp=t (6) +dx;
J(1,1)=(F1PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,

rXp,t (2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(1,1))-
FIPIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(L, l )) /dx;
J(1,2)=(F1PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t(5), t(6) Ww(l,1))-
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F3PIF(
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F3PIF(
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(1
(
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(
(1
(
(1
(
(1
(
F3PIF( (1

J(4
F4PIF(
J(4
F4PIF(
J(4,3)
F4PIF(
J(4
F4PIF(
J(4
F4PIF(

J(4
F4PIF(

QJHQJIIQJHQJIIQJHQJH

(
(1
(
(1
(
(1
(
(1
(
(1
(
(1

F5PIF (
J(5,2)
F5PIF(
J(5,3)
F5PIF(
J(5,4)
FSPIF(
J(5,5)
F5PIF(
J(5,6)

a(l
=
a(l
=
a(l
=
a(l
=
a(l
=
FSPIF(a(

4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(l,1)))/dx;
FlPIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp,t(4),t(5),t(6),WW(l, 1))~
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(l,1)))/dx;
FlPIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),rp, t(5 ) t(6),Ww(l,1))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(l,1)))/dx;
FlPIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4), fp, (6) ,WW(l,1))~-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(l,1)))/dx;
FlPIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5) WP,WW(l 1))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(Ll,1)))/dx;
J(2,1)=(F2PIF(a(l,4),a(2,4),a(3 4),Xp, (2 ) t(3),t(4),t(5),t(6),WW
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,1)))/dx;
FZPIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t (5 ) t (6 ) Ww(z,1))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(2,1)))/dx;
FZPIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp,t(4),t(5 ) t(6 ) Ww(z,1))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,1)))/dx;
FZPIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),rp,t (5 ) t(6 ) Ww(z,1))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,1)))/dx;
FZPIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4), fp, (6 ) Ww(z,1))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(2,1)))/dx;
F2PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5) Wp, Ww(z,1))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,1)))/dx;
J(3,1)=(F3PIF(a(1,4),a(2,4),a(3,4),Xp,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW (3, l)))/dx;
F3PIF( a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t(5 ) t(6 ) W(3,1))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3 )/dX;
F3PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp,t(4),t (5 ) t(6 ) W(3,1))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3 )/dX;
F3PIF( a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),rp,t (5 ) t(6 ) W(3,1))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3 )))/dx;
F3PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4), fp, (6 ) W(3,1))-
a(z2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wn (3, 1 )) /dx;
F3PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),Wp,WW(3,l))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,1)))/dx;
F4PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),xp,t(2),t(3),t(4),t ( P E(6), (1 2))-
a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(l,2)))/dx;
F4PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t ( P E(6), (1 2))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6 ) ww(l,2 )))/dx;
F4PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp, t(4),t ( ), £(6), (1 2)) -
a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(l,2)))/dx;
F4PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),rp, t ( t(6), (1 2))-
a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(1,2)))/dx;
F4PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4) fp, (6), (l 2))-
4),a(2, 4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6) w(l, 2)))/dx;
F4PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),Wp,WW(1,2))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(L,2)))/dx;
J(5,1)=(F5PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),xp,t (2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6 ) wW(2 )/dx;
F5PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,2))~
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6 ) W(2 )/dX;
F5PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp,t(4),t(5 ) t(6 ) W(2,2))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6) ,WW(2 )/dX;
F5PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),rp,t (5 ) t (6 ) W(z,2))-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6), WA (2 )/dx;
F5PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4), fp, (6 ) W(2,2))~-
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6), WW(Z, 2 )) /dx;
F5PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),WP,WW(2,2))—
4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,2)))/dx;

(3,1))-

(2,2)) -
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J(6,1)=(F6PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),xp,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6 ) W(3,2))-
F6PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3 )/dx;
J(6 )=(F6PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t(5),t(6 ) W(3,2))-
F6PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3 )/dx;
J(6 )=(F6PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp,t(4),t(5),t(6 ) W(3,2))-
F6PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3 )/dx;
J(6 )=(F6PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),rp, t(5 ) t(6 ) W(3,2))-
F6PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3 )/dx;
J (6 )=(F6PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4), fp, (6 ) W(3,2))-
F6PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW (3, 2 )) /dx;
J(6 )=(F6PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),wp,WW(3,2))-
F6PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(3,2)))/dx;
J(7,1)=(F7PIF (a(l,4),a(2,4),a(3,4),xp,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6), (l 3))-
F7PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(1,3)))/dx;
J (7 )=(F7PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t(5),t(6), (l 3))-
F7PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW (1,3 )))/dx;
J (7 )=(F7PIF( a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp,t(4),t(5),t(6), (l 3)) -
F7PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(1,3)))/dx;
J (7 )=(F7PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),rp,t (5 ) t(6), (l 3))-
F7PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6), (1,3 ) /dx;
J (7 )=(F7PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4), fp, (6), (l 3))-
F7PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW (L, 3)))/dx;
J (7 )=(F7PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),Wp,WW(l,3))-
F7PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(l,3)))/dx;
J(8,1)=(F8PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),xp,t(2),t(3),t(4),t(3),t(6),WW(Z,3))~
FSPIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(2,3)))/dx;
J(8 )=(F8PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,3))~
F8PIF(a( a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,3)))/dx;
J(8 :(F8PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp,t(4),t(5),t(6),WW(2,3))~
F8PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(2,3)))/dx;
J(8 )=(F8PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),rp, t(5),t(6),WW(2Z,3))~
F8PIF(a( a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,3)))/dx;
J(8 :(F8PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),fp, t(6),WW(2,3)) -
F8PIF(a( a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,3)))/dx;
J(8 )=(F8PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),wp,WW(2Z,3))~
F8PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(2,3)))/dx;
J(9 :(F9PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),xp,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,3))~
F9PIF(a( a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(3,3)))/dx;
J(9 )=(F9PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,3))~
F9PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(3,3)))/dx;
J(9 :(F9PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp,t(4),t(5),t(6),WW(3,3))~
F9PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(3,3)))/dx;
J(9 ):(F9PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),rp,t(5),t(6),WW(3,3))—
F9PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW (3, ) /dx;
J(9 )=(F9PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),fp, t (6) (3 3))-
F9PIF(a( 4),a(2, 4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,3)))/dx;
J(9 ):(F9PIF( (1,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),wp,WW(3,3))~
F9PIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(3,3)))/dx;
J(10,1)=(F10PIF(a(1l,4),a(2,4),a(3,4),xp,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(l,4))~
F10PIF(a(l,4),a(2,4),a(3, 4) t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wn(L,4)))/dx;
J(10,2):(F10PIF(a(1 4),a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(1,4))~
F10PIF(a(l,4),a(2,4),a(3, 4) t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Ww(L,4)))/dx;
J(lO,3)=(FlOPIF(a(l 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp,t(4),t(5),t(6),WW(l,4))~
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F10PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wn(1,4)))/dx;
J(10,4)=(F10PIF(a(l, )ra(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),rp,t(5),t(6),WW(l,4))-
F10PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5) ,t(6),WW(l,4)))/dx;
J(lO,5)=(FlOPIF(a(l, ),al(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),fp,t(6),WW(l,4))~
F10PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(1l,4)))/dx;
J(10,6)=(F10PIF(a(l, )ra(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),wp,WW(l,4))-
F10PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),Wnw(1,4)))/dx;
J(11,1)=(F11PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),xp,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,4))~
F11PIF(a(l,4),a(2,4 ), (3, 4) t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,4)))/dx;
J(ll,2)=(FllPIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,4))~
F11PIF(a(l,4),a(2,4 ), (3, 4) t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,4)))/dx;
J(ll,3)=(FllPIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp,t(4),t(5),t(6),WnW(2,4))~
F11PIF(a(l,4),a(2,4 ), (3, 4) t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WnW(2,4)))/dx;
J(ll,4)=(FllPIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),rp,t(5),t(6),WW(2,4))~
F11PIF(a(l,4),a(2,4 ), (3, 4) t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,4)))/dx;
J(ll,5)=(FllPIF(a( 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),fp, t(6),WW(2,4))~
F11PIF (a(1,4), (2,4) a(3, 4) t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,4)))/dx;
J(ll,6)=(FllPIF(a(l 4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),wp,WW(2Z,4))~
F11PIF(a(l,4),a(2,4),a(3, 4),t(l) t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,4)))/dx;
J(12,1)=(F12PIF(a(1,4),a(2,4),a(3,4),xp,t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,4))~
F12PIF(a(l,4),a(2,4),a(3, 4) t (1), ( ), £(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,4)))/dx;
J(12,2)=(F12PIF(a(1,4) a(2,4),a(3,4),t(1),zp,t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,4))~
F12PIF (a(l,4),a(2,4),a(3, 4) t(1),t(2),t(3),t(4),t(5) ,t(6),WW(3,4)))/dx;
J(12,3):(F12PIF(a(l, ),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),yp,t(4),t(5),t(6),WW(3,4))-
F12PIF (a(l,4),a(2,4),a(3, 4) t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,4)))/dx;
J(12,4)=(F12PIF(a(1,4) a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),rp,t(5),t(6),WW(3,4))~
F12PIF(a(l,4),a(2,4),a(3, 4) t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,4)))/dx;
J(12,5):(F12PIF(a(l, ),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),fp,t(6),WW(3,4))-
F12PIF (a (1l a(2,4),a(3, 4 SE(l),t(2),8(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,4)))/dx;
J(lz,6) :(F12PIF(a(1, ) ,al(2 ),a(3 4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),wp,WW(3,4)) -
F12PIF(a(l,4),a(2,4),a(3, 4),t(l) t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,4)))/dx;
f(1)=F1PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1l),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(l,1));

£(2)=F2PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1l),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,1));
£(3)=F3PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,1));
£(4)=F4PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(l,2));
£(5)=F5PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,2));
f(6)=FoPIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,2));
£(7)=F7PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(l,3));
£(8)=F8PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,3));
£(9)=FOPIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(3,3));
£(10)=F10PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(1),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WA(1l,4));
£(11)=F1l1PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6),WW(2,4));
£(12)=F12PIF(a(l,4),a(2,4),a(3,4),t(l),t(2),t(3),t(4),t(5),t(6), WA (3,4));
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if (abs
9&&abs (f(4))<1.0e-9&&abs (£
9&&abs (f(6))<1.0e-9&&abs (£
break

end

(£(1))<1.0e-9&&abs(
(5))<1.0e-9&&abs (£ (
(10))<1.0e-9&&abs (f

f(2))<1.0e-9&&abs (f(3))<1.0e-
6))<1.0e-9&&abs (f(7))<1.0e-9&&abs (£(8))<1.0e-
(11))<1.0e-9&&abs (f(12))<1.0e-9)

end
Al1=0;
A2=pi/2;
A3=0;
A4=0;
A5=0;
A6=0;

al=0;

a2=29.08;
al3=74.64;
a4=57.29;
ab=54.97;
a6=23.43;

dl=54.58;

—-cos (Al)*sin(t (1)) sin(Al)*sin(t(l)) al*cos(t(l));...
cos (Al)*cos(t (1)) -sin(Al)*cos(t(l)) al*sin(t (1)
cos (Al) di;...

~
~e N

—cos (A2) *sin(t (2)) sin(A2)*sin(t(2)) a2*cos(t(2));
cos (A2) *cos (t (2)) -sin(A2)*cos(t(2)) a2*sin(t (2)
cos (A2) d2;...

~
~e N

—-cos (A3) *sin(t (3)) sin(A3)*sin(t(3)) a3*cos(t(3));
cos (A3) *cos (£t (3)) -sin(A3)*cos(t(3)) a3*sin(t (3)
cos (A3) d3;...

~
~e N

-cos (A4)*sin(t(4)) sin(A4)*sin(t(4)) ad*cos(t(4))
cos (Ad) *cos (t (4)) -sin(A4)*cos(t(4)) ad*sin(t (4)
cos (A4) d4; ...

~e N

~

—-cos (A5) *sin(t (5)) sin(A5)*sin(t(5)) ab*cos(t(5));
cos (A5) *cos (£t (5)) -sin(A5)*cos(t(5)) ab*sin(t (5)
cos (A5) d5; ...

~
~e N

-cos (A6) *sin(t (6)) sin(A6)*sin(t(6)) ab*cos(t(6));...
cos (A6) *cos (Lt (6)) —-sin(A6)*cos(t(6)) a6b*sin(t (6)
cos (A6) d6; ...

~
~e N

b=[1 0 0 0;0 1 0 0; 001 0; 000 11;
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pto=a*b*rotx (180) ;

ptt2=pto*Tl*rotx(90);

ptt3=ptt2*rotz (90) *T2;

pPttd=ptt3*T3;

pttS=pttd*T4;

pPLto=ptt5*T5*roty (90) ;

ptt7=ptt6*T6*rotx (90) *roty (90) *rotx (-15) ;
end

B.3 Programa “EcuacionesBipeDF”.- Este programa obtiene las ecuaciones de la cinemética directa

del pie flotante con respecto a la cadera. (Programado en Matlab).

function [Pos]=EcuacionesBipeDF ()

tl=sym('tl");
t2=sym('t2');
t3=sym('t3");
td=sym('td");
t5=sym('t5");
te=sym('t6"');
az=sym('a2');
a3=sym('a3'");
ad=sym('ad');
ab=sym('ab");
ab=sym('a6');
dl=sym('dl");

df=sym('df");
dfl=sym('dfl");
df2=sym('df2");
df3=sym('df3");
F=sym ('EF");

H
=
I

[}
[

—

H
N
Il
@]

0 sin(t2) a2*cos(t2);...
0 —-cos(t2) a2*sin(t2);...

—

-

[
w
Il

)

)

d

1

)

)

0

1

) —sin(t3) 0 a3*cos(t3);...
) cos (t3) 0 al3*sin(t3);...
0
1

)

)
0
1

)

)

0

-0

H
N
Il

-sin(t4) 0 ad*cos(t4d);...
cos(t4) 0 ad4*sin(td); ...

P- O

—

—

-sin(t5) 0 ab5*cos(t5);...
cos (t5) 0 ab*sin(tb5);...

O Q OO Q OO O OO nmh N oo ’m N0
O =

OB OO nh OO n O3 nh OO 0

R d o d Ok OO OF f

-

—
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Pos=b*rotx (1

end

000 1];

To=[cos (t6) —-sin(t6)
sin (to6) cos (t6)
0010;...
000 1];

0 a6*cos(t6);...
0 ab*sin(t6);...

0 01

1;0 1 0 df2; 0 0 1 df3;
0 0;, 0010; 00O
(F) -sin(F) 0;0 sin(

17

’

’

O(ljl“QJ

0
1]
F F)

cos(F) 0;0 O O 17,

80) *T1l*rotx (90) *rotz (90) *T2*T3*T4*T5*roty (90) *T6*rotx (90) *roty (90) *c;

B.4 Programa “EcuacionesBipel A”.- Este programa obtiene las ecuaciones de la cinemética directa de la cadera

con respecto al pie de apoyo. (Programado en Matlab).

function

tl=sym('tl")
t2=sym('t2")
t3=sym('t3")
td=sym('td")
tS5=sym('t5")
to=sym('t6")
az=sym('a2'")
a3=sym('a3'")
ad=sym('ad'")
ab=sym('ab")
ab=sym('ac")
dl=sym('dl")
df=sym('df")

[Pos]=EcuacionesBipeIA()

’

dfl=sym('dfl");
df2=sym('df2");
df3=sym('df3");
F=sym ('EF"');

Tl=[cos(tl) -sin(tl) 0 O;
sin(tl) cos(tl) 0 O;

0 0 1 di;
000 11;

T2=[cos (t2) -sin(t2) 0 a2*cos(t2);...
sin(t2) cos (t2) 0 a2*sin(t2);...
001 0;.

000 17;

T3=[cos (t3) -sin(t3) 0 a3*cos(t3);...
sin (t3) cos(t3) 0 a3*sin(t3);...
0010;..

000 17;

Td4=[cos(td4) O sin(t4d) ad*cos(td);...

sin(t4) 0 -cos(t4) ad*sin(td);...



010 0;.
000 1];
T5=[cos (t5) -sin(t5) 0 a5*cos(t5);...
sin(th) cos (t5) 0 ab*sin(th);...
001 0;.
000 1];
To=[cos (t6) sin(t6) 0 a6*cos(t6);...
sin(t6) -cos(t6) 0 a6*sin(t6);...
00 -1 0;
000 1];
a=[1 0 0 df1;0 -1 0 df2; 0 0 -1 df3; 0 0 0 171;
b=[1 0 0 0;0 1 0 0; 0 O 1 df; 0 0 O 11;
c=[1 0 0 0;0 cos(F) -sin(F) 0;0 sin(F) cos(F) 0;0 0 0 17;

Pos=a*c*b*rotx (90) *T1*roty (90) *T2*T3*T4*T5*roty (-90) *rotz (90) *T6;

end

B.5 Programa “VELACELBPD”.- Este programa obtiene la solucion de la velocidad y aceleracion
lineal del COG del bipedo Scout. (Programado en Matlab).

function[VPICx,VPICy,VPICz,APICx,APICy,APICz]=VELACELBPD(r,t,0)

Q=[0 -1 0 0;1 0 0 0;0 0 O 0;0 O O 01
va=[2 2 2 2 2 2]1;

aa=[0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.011;
r=r*0.001;

Al1=0;
A2=0;
A3=0;
Ad=pi/2;
A5=0;
A6=pi;

al=0;
a2=0.05729;
a3=0.07464;
a4=0.02908;
ab5=0.05458;
a6=o;

dl1=-0.05497;
d2=0;
d3=0;
d4=0;
d5=0;
d6=0;
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Tl=[cos(t(l)) -cos(Al)*sin(t(l)) sin(Al)*sin(t(l)) al*cos(t(l));...
sin(t (1)) cos(Al)*cos(t(l)) -sin(Al)*cos(t(l)) al*sin(t(1l));...
0 sin(Al) cos(Al) di;...
000 17;

T2=[cos (t(2)) -cos(A2)*sin(t(2)) sin(A2)*sin(t(2)) a2*cos(t(2));...
sin(t(2)) cos(A2)*cos(t(2)) -sin(A2)*cos(t(2)) a2*sin(t(2));...
0 sin(A2) cos (A2) d2;...
000 17;

T3=[cos (t(3)) -cos(A3)*sin(t(3)) sin(A3)*sin(t(3)) a3*cos(t(3));...
sin(t(3)) cos(A3)*cos(t(3)) -sin(A3)*cos(t(3)) a3*sin(t(3));...
0 sin(A3) cos(A3) d3;...
000 17;

T4=[cos (t (4)) -cos(A4)*sin(t(4)) sin(A4)*sin(t(4)) ad*cos(t(4)); ...
sin(t(4)) cos(Ad)*cos(t(4)) -sin(A4)*cos(t(4)) ad*sin(t(4));...
0 sin(A4) cos (A4) d4;...
000 17;

T5=[cos (t(5)) —-cos(A5)*sin(t(5)) sin(A5)*sin(t(5)) ab*cos(t(5));...
sin(t(5)) cos(A5)*cos(t(5)) -sin(A5)*cos(t(5)) ab*sin(t(5));...
0 sin (A5) cos (A5) d5;...
000 171;

T6=[cos (t(6)) —-cos(A6)*sin(t(6)) sin(A6)*sin(t(6)) aoc*cos(t(6));...
sin(t(6)) cos(A6)*cos(t(6)) -sin(A6)*cos(t(6)) a6*sin(t(6)); ...
0 sin(A6) cos (A6) d6; ...
000 17;

a=[1 0 0 *0.001;0 -1 0 -0.0383578; 0 0 -1 -0.2347737; 0 0 0 171,
b=[1 0 0 0;0 1 0 0; 00 1 0.02343; 0 0 0 11,

pto=a*rotx(-165) *b*rotx (90) ;
pttl=pto*T1l*roty(90);
ptt2=pttl*T2;

PLt3=ptt2*T3;

pttd=ptt3*T4;
pttbo=pttd*TS*roty (-90) *rotz (90) ;
ptt6=ptt5*T6;

VPIC=( (pto*Q*pttl*ptt2*ptt3*pttd*ptt5*ptto*va (1)) + (pto*pttl*Q*ptt2*ptt3*pttd*ptt5*ptto*rva (
2))t(pto*pttl*ptt2*Q*ptt3*pttd*pttb*ptto*va(3) )+ (pto*pttl*ptt2*ptt3*Q*pttd*pttS*ptto*a(4))
+ (pto*pttl*ptt2*ptt3*pttd*Q*pttS*ptto*va (b)) + (pto*pttl*ptt2*ptt3*pttd*pttS*Q*ptto*va(6)))*
r;

VPICx=VPIC(1,1);

VPICy=VPIC(2,1);

VPICz=VPIC(3,1);

APIC=((pto*Q*Q*pttl*ptt2*ptt3*pttd*pttS*pttb*va(l) *aa(l))+(pto*pttl*Q*Q*ptt2*ptt3*pttd*ptt
S5*ptt6o*va(2)*aa(2) )+ (pto*pttl*ptt2*Q*Q*ptt3*pttd*pttb*ptte*va(3) *aa(3))+ (pto*pttl*ptt2*ptt
3*¥Q*Q*pttd*pttS*ptte*va(4) *aa(4) )+ (pto*pttl* ptt2*ptt3*pttd*Q*Q*pttb*ptto*va(5) *aa(5)) + (pto
*pttl*ptt2*ptt3*pttd*pttb*Q*Q*ptt6*va(6)*aa(6))) *r;

APICx=APIC(1,1);

APICy=APIC(2,1);

APICz=APIC(3,1);

end
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B.6 Programa “plotbipedo”.- Este programa dibuja al robot bipedo Scout de manera unifilar, dibujando

también los sistemas de coordenadas de cada GDL. (Programado en Matlab).

function[]=plotbipedo (a,pto,ptt2,ptt3,pttd, ptt5,ptt6,ptt7)
grid on

line ([-300 300],[0 0],[0 0],'color','r");
line ([0 01, [-300 300],[0 01, 'color','b");
line ([0 0],[0 0O],[-300 300],'color','g");

1=15;

line([0+a(1,4) (a(l,1l)*1l)+a(1,4)]1,[0+a(2,4) (a(2,1)*1)+a(2,4)1,[0+a(3,4)
(a(3,1)*1)+a(3,4)]1, " 'color','r', 'linewidth', 3)

line([0+a(1l,4) (a(l,2)*1)+a(1l,4)],[0+a(2,4) (a(2,2)*1)+a(2,4)],[0+a(3,4)
(a(3,2)*1)+a(3,4)]1, ' 'color','b', 'linewidth', 3)

line([0+a(1,4) (a(l,3)*1)+a(l,4)]1,[0+a(2,4) (a(2,3)*L)+a(2,4)1,[0+a(3,4)
(a(3,3)*1)+a(3,4)], ' 'color','g"', 'linewidth', 3)

line ([0+pto(1,4) (pto(l,1)*1)+pto(l,4)]1,[0+pto(2,4)

(pto(2,1)*1)+pto(2,4)]1, [0+pto(3,4) (pto(3,1)*1)+pto(3,4)]1, " 'color','r', 'linewidth', 3)
line ([O+pto(1,4) (pto(l,2)*1)+pto(l, 4)],[O+pto( 4)

(pto(2,2)*1)+pto(2,4)1, [O+pto(3 4) (pto(3,2)*1)+pto )1, color ,'b', '"linewidth', 3)
line ([O+pto(1,4) (pto(l, 3)*l)+pto(1 4)],[O+pto( 4)

(pto(2,3)*1)+pto (2, 4)],[O+pto(3 4) (pto(3,3)*1)+pto(3 )], color','g', 'linewidth', 3)

line ([0O+ptt2 ) (ptt2(1,1)*1)+ptt2(1,4)
(ptt2(2,1)*1)+ptt2(2,4)], [0+ptt2(3,4) (ptt2(3,1)*1)
1)

(1,4 [04+ptt2(2,4)
)1, 0
line ([O4+ptt2(1,4) (ptt2(1,2)*1)+ptt2(1,4
)1, 0
(1,4
)1, 0

1, (2

+ptt2(3,4)1, 'color','r', 'linewidth', 3)
1, [0+ptt2(2,4)
+ptt2(3,4)]1, 'color','b', 'linewidth', 3)
1, (2
+ 4)]

14

4

)

(ptt2(2,2)*1)+ptt2 (2,4 0+ptt2(3,4) (ptt2(3,2)*
line ([0+ptt2 ) (ptt2(1,3)*1)+ptt2(1,4)
(ptt2(2,3)*1)+ptt2 (2,4 0+ptt2(3,4) (ptt2(3,3)*1)

[O+ptt2 ,4)
ptt2 (3

’ ,'color','g', 'linewidth', 3)
line ([O+ptt3
(ptt3(2,1)*1) +ptt3(2,4
line ([0+ptt3
(ptt3(2,2)*1) +ptt3(2,4
line ([O+ptt3
(ptt3(2,3)*1)+ptt3(2,4

) (ptt3(1l,1)*1)+ptt3(1,4)
, [0+ptt3(3,4) (ptt3(3,1)*1)+ptt3(3,4

1,4 [O+ptt3
1.0
1,4) (ptt3(1,2)*1)+ptt3(1,4 [0+ptt3
1.0
1,4
1.0

14 2’ )

1, 'color','r', 'linewidth', 3)
2,4)

1, 'color','b', 'linewidth', 3)
2,4)

]

,'color','g', 'linewidth', 3)

4

) (ptt3(1l,3)*1)+ptt3(l,4 [O+ptt3
0+ptt3(3,4) (ptt3(3,3)*1)+ptt3 (3

14

VAVAVA

1,

1)+

)1,
0+ptt3(3,4) (ptt3(3,2)*1)+ptt3 (3,4

)1,

+

—_— o — o — o~

4

line ([O+pttd (1,4) (pttd(1,1)*1)+pttd(1,4)], [O+pttd(2,4)

(pttd (2,1)*1)+pttd (2,4) ], [O+pttd (3,4) (pttd (3 ) 1) +pttd (3,4)], 'color','r', 'linewidth',3)
line ([O+pttd (1,4) (ptt4 (1, 2)*l)+ptt4 4)71, [O+ptt4(2, )

(pttd (2,2)*1)+pttd (2,4) ], [O+pttd (3,4) (pttd (3, 2) 1)+ptt4(3,4)], 'color','b', 'linewidth',3)
line ([O+pttd (1,4) (pttd (1, 3)*l)+ptt4 4)71, [O+ptt4(2, )

(ptt4d (2,3)*1)+pttd (2,4) ], [O+pttd (3,4) (pttd (3 ) 1) +pttd (3,4)], 'color','g', 'linewidth',3)

line ([0+ptt5
(ptt5(2,1)*1)+ptt5(2,4

(1,4) (ptt5(1,1)*1)+ptt5(1,4)
) ]
line ([0+ptt5 (1,
) ]
(1
) ]

4 (2
[0+ptt5(3,4) (ptt5(3,1)* )]
4) (ptt5(1,2)*1)+ptt5(1 [0+ptt5(2,4)
[ ) ]
4 (2
[ 4) ]

], [0+ptt5(2,4)
1)+
41,
O+ptt5(3,4) (pttd(3, 2) 1)+ptt5(3,4)]1,'color','b', 'linewidth', 3)
)1,
) +

ptt5(3,4)]1, 'color','r', 'linewidth',3)

14

(pttb5(2,2)*1)+pttd(2,4)1,
line ([0+ptth ) (ptt5(1,3)*1)+ptt5(1,4 [O+ptt5 , 4)
(pttb5(2,3)*1)+ptt5(2,4) ], [0+ptt5(3,4) (ptt5(3,3)*1)+pttd(3 ,'color','g', 'linewidth', 3)

113

14



line ([O+ptt6 (
(ptt6(2,1)*1)+ptt6(2,4)
line ([O+ptt6 (
(ptt6(2,2)*1)+ptto6(2,4)
(
)

1,4) (ptt6(l,1)*1)+ptt6 (1,4
1, [0+ptt6(3,4) (ptt6(3,1)*1)+ptt6(3,4
1,4) (ptt6(1l,2)*1)+ptt6(1,4)], [0+ptté
1,0
1,4
1,0

)1, [0+ptt6 (
1)+ )
)1, (
0+ptt6(3,4) (ptt6(3,2)*1)+ptt6(3,4)
)1, (
)+ )

14 2/ )

l1,'color','r', 'linewidth', 3)
2,4)
]

2

]

'color','b', 'linewidth', 3)

4
' 4)
4

line ([O+ptto6

) (ptt6(1l,3)*1)+ptt6(Ll,4)], [0+ptt6

4
4
4

(ptt6(2,3)*1)+ptt6 (2,4 0+ptt6(3,4) (ptt6(3,3)*1)+ptt6(3,4)], 'color','q', 'linewidth',3)
line ([0+ptt7(1,4) (ptt7(Ll,1)*1)+ptt7(1,4)], [0+ptt7(2,4)

(ptt7(2,1)*1)+ptt7(2,4) ], [0+ptt7(3,4) (ptt7(3, 1) 1)+ptt7(3,4)], 'color','r', 'linewidth',3)
line ([0+ptt7(1,4) (ptt7(1,2)*1)+ptt7(1,4)], [O+ptt7(2,4)

(ptt7(2,2)*1)+ptt7(2,4) ], [0+ptt7(3,4) (ptt7(3, 2)* 1)+ptt7(3,4)], 'color','b', 'linewidth',3)
line ([0+ptt7(1,4) (ptt7(l,3)*1)+ptt7(1,4)], [O+ptt7(2 4)

(ptt7(2,3)*1)+ptt7(2,4) ], [0+ptt7(3,4) (ptt7(3, 3) 1)+ptt7(3,4)], 'color','g', 'linewidth',3)

line([a(1,4) pto(1,4)],[a(2,4) pto(2,4)],[a(3,4)
pto(3,4)],'color','k','linewidth',3);%linea ab

line([pto(l,4) ptt2(1,4)], [pto(2,4) ptt2(2,4)], [pto(3,4)
ptt2(3,4)],'color','k',"linewidth',3);%linea ab

line ([ptt2(1,4) ptt3(1,4)1, [ptt2(2,4) ptt3(2,4)]1, [ptt2(3,4)
ptt3(3,4)], 'color','k',"linewidth',3);%linea bc

line ([ptt3(1,4) pttd(1,4)]1, [ptt3(2,4) pttd(2,4)], [ptt3(3,4)
pttd4(3,4)], " 'color','k',"linewidth',3);%1linea bc

line ([pttd4(1,4) ptt5(1,4)1, [pttd (2,4) ptt5(2,4)]1, [pttd (3,4)
ptt5(3,4)], 'color','k',"linewidth',3);%1linea bc

line ([ptt5(1,4) ptt6(l,4)]1, [ptt5(2,4) ptt6(2,4)], [ptt5(3,4)
ptt6(3,4)], 'color', k', "linewidth',3);%linea bc

line ([ptt6(1,4) ptt7(1,4)]1, [ptto6(2,4) ptt7(2,4)]1, [ptt6(3,4)
ptt7(3,4)], " 'color','k',"linewidth',3);%linea bc

end

B.7 Programa “elipse”.- Este programa dibuja una elipse con el fin de poder observar como el bipedo si

sigue una trayectoria eliptica. (Programado en Matlab).

function [xx,yy,zz]=elipse(h,k,v,e)
0o=-pi:0.001l:pi;
for n=1:6284
yy (l:n)=0;
end
XX=v*cos (o) +h;

zz=e*sin (o) +k;

end
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B.8 Programa “rotx”.- Este programa indica una rotacion en el eje “X” de cualquier sistema de

coordenadas. (Programado en Matlab).

function[rx]=rotx (thetax)

rx=[1 0 0 0;0 cosd(thetax) -sind(thetax) 0;0 sind(thetax) cosd(thetax) 0;0 0 0 17;

end

B.9 Programa “roty”.- Este programa indica una rotacién en el eje “Y” de cualquier sistema de

coordenadas. (Programado en Matlab).

function[ryl=roty (thetay)

ry=[cosd (thetay) 0 sind(thetay) 0; 0 1 0 0; -sind(thetay) 0 cosd(thetay) 0;0 0 0 1];

end
B.10 Programa “rotz”.- Este programa indica una rotacién en el eje “Z” de cualquier sistema de
coordenadas. (Programado en Matlab).

function[rz]=rotz (thetaz)

rz=[cosd(thetaz) -sind(thetaz) 0 0; sind(thetaz) cosd(thetaz) 0 0; 0 0 1 0;0 0 0 171;

end
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B.11 Programa “Torques”.- Este programa calcula el torque necesario de cada articulacion para cada

punto de la trayectoria propuesta anteriormente. (Programado en Matlab).

function [RAl,RA2,RA3,RA4,RA5,RAG]=torques (t,thp, thpp)

1=[0.05497 0.05729 0.07464 0.02908 0.05458 0.04454];

m=[0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.171;

s=[-1(1)/2 -1(2)/2 -1(3)/2 -1(4)/2 -1(5)/2 -1(6)/2];

z=[0 0 1]1"';

Rl=[cos(t (1)) sin(t(l)) O0; sin(t(l)) -cos(t(l)) 0; O 0 -11";
R2=[cos(t(2)) 0 sin(t(2)); sin(t(2)) 0 -cos(t(2)); 0 1 0]1"';
R3=[cos(t(3)) 0 sin(t(3)); sin(t(3)) 0 —-cos(t(3)); 0 1 0]';
R4=[cos(t(4)) -sin(t(4)) 0; sin(t(4)) cos(t(4)) 0; 0 0 11°';
R5=[cos(t(5)) =-sin(t(5)) 0; sin(t(5)) cos(t(5)) 0; 0 0 11°"';
R6=[cos(t(6)) 0 sin(t(6)); sin(t(6)) 0 -cos(t(6)); 0 1 0]"';
g=9.8062;

RV1=[0 0 g]';

RV2=[0 g 0]1"';

RV3=[g 0 0]1"';

RV4=[g 0 0]1"';

RV5=[g 0 0]"';

RVe=[0 0 0]';

OR6=R1'*R2'*R3'*R4'*R5'*R6"';

OR5=R1'*R2'*R3'*R4'*R5"';

OR4=R1'*R2'*R3'*R4"';

OR3=R1'*R2'*R3"';

OR2=R1'*R2"';

OR1=R1';

RW1=R1* (Z*thp (1)) ;

RW2=R2* (RW1+Z*thp (2)) ;

RW3=R3* (RW2+Z*thp (3)) ;

RW4=R4* (RW3+Z*thp (4)) ;

RW5=R5* (RW4+Z*thp (5)) ;

RW6=R6* (RW5+Z*thp (6)) ;

RWpl=R1* (Z*thpp (1))

RWp2=R2* (RWpl+ (Z2*thpp (2) )+ (RW1l.* (Z*thp (2)))) ;
RWp3=R3* (RWp2+ (Z*thpp (3) ) + (RW2.* (Z*thp (3)))) ;
RWp4=R4* (RWp3+ (Z2*thpp (4) ) + (RW3.* (Z*thp (4)))) ;
RWp5=R5* (RWp4+ (Z*thpp (5) ) + (RW4.* (Z*thp (5)))) ;
RWp6=R6* (RWp5+ (Z*thpp (6) )+ (RW5.* (Z*thp(6)))) ;
RVpl=(RWpl.*[1(1) O O0]")+(RWl.*(RWl.*[1(1) O O]"))+(OR1'*RV1);
RVp2=(RWp2.*[1(2) 0 0]'")+(RW2.* (RW2.*[1(2) 0 O0]"))+ (OR2'*RV2) ;
RVP3=(RWp3.*[1(3) 0 O0]")+(RW3.*(RW3.*[1(3) 0 0]"'))+(OR3'*RV3);
RVp4= (RWp4.*[1(4) 0 0]')+ (RW4.* (RWA.*[1(4) O 0]'))+ (OR4'*RV4);
RVp5=(RWpS5.*[1(5) 0 O0]")+(RWS5.*(RW5.*[1(5) O 0]"'))+(OR5'*RV5S) ;
RVp6=(RWp6.*[1(6) O 0]")+(RW6.* (RW6.*[1(6) O O0]"'))+(OR6'*RVE) ;
RVpl=(RWpl.*[1(1) O O]")+(RWl.*(RWl.*[1(1) O O]"))+(R1L*RV1);



RVp2= (RWp2.*[1(2) 0 0]')+ (RW2.* (RW2.*[1(2) 0 0]1'))+ (R2*RVpl) ;

RVp3= (RWp3.*[1(3) 0 0]"')+(RW3.* (RW3.*[1(3) 0 0]'))+ (R3*RVp2) ;

RVp4= (RWp4.*[1(4) 0 0]')+(RWA.* (RWA.*[1(4) 0 0]'))+ (RA*RVp3);

RVP5= (RWP5.*[1(5) 0 0]')+(RW5.* (RW5.*[1(5) 0 0]'))+ (R5*RVp4) ;

RVp6= (RWp6.*[1(6) 0 0]')+(RW6.* (RW6.*[1(6) 0 0]'))+ (R6*RVp5) ;

RVp7= (RWp7.*[1(7) 0 0]')+ (RW7.* (RW7.*[1(7) O 0]'))+(R7*RVp6) ;

RAl= (RWpl.*[s(1) 0 0]"')+(RWLl.* (RWl.*[s (1) O 0]'))+RVpl;

RA1=RAL (3,1);

RA2= (RWp2.*[s(2) 0 0]')+ (RW2.* (RW2.*[s(2) O 0]'))+RVp2;

RA2=RA2 (3, 1) ;

RA3= (RWp3.*[s(3) 0 0]')+ (RW3.*(RW3.*[s(3) 0 0]'))+RVp3;

RA3=RA3 (3, 1) ;

RA4= (RWp4.*[s(4) 0 0]')+(RWA.* (RWA.*[s(4) 0 0]'))+RVp4;

RA4=RA4 (3,1);

RA5= (RWp5.*[s(5) 0 0]"')+ (RW5.* (RW5.*[s(5) 0 0]'))+RVp5;

RA5=RA5 (3, 1) ;

RA6= (RWp6.*[s(6) 0 0]')+ (RW6.* (RW6.*[s(6) O 0]'))+RVp6;

RA6=RA6 (3,1) ;

RF7=m(7) . *RA7;

RF6=(R7'*RF7) +m (6) . *RA6;

RF5=(R6'*RF6) +m (5) . *RA5;

RF4=(R5'*RF5) +m (4) . *RA4;

RF3= (R4 '*RF4) +m (3) . *RA3;

RF2=(R3'*RF3)+m (2) . *RA2;

RF1=(R2'*RF2)+m (1) .*RAL;

Il=[(m(1)*1(1)"2)/3 0 0;0 (m(1)*1(1)"2)/3 0;0 O (m(1l)*1(1)"2)/31;
I2=[(m(2)*1(2)"2)/3 0 0;0 (m(2)*1(2)72)/3 0;0 0 (m(2)*1(2)"2)/3]1;
I3=[(m(3)*1(3)72)/3 0 0;0 (m(3)*1(3)72)/3 0;0 0 (m(3)*1(3)"2)/3];
T4=[ (m(4)*1(4)72)/3 0 0;0 (m(4)*1(4)"2)/3 0;0 0 (m(4)*1(4)"2)/3];
I5=[(m(5)*1(5)"2)/3 0 0;0 (m(5)*1(5)"72)/3 0;0 0 (m(5)*1(5)"2)/3];
I6=[(m(6)*1(6)"2)/3 0 0;0 (m(6)*1(6)72)/3 0;0 0 (m(6)*1(6)"2)/3];
I7=[(m(7)*1(7)"2)/3 0 0;0 (m(7)*1(7)72)/3 0;0 0 (m(7)*1(7)"2)/31;
N7=(OR7'*I7*OR7*RWp7)+ (RW7.* (OR7' *I7*OR7T*RW7) ) ;
N6=(OR6'*I6*OR6*RWpP6) + (RW6.* (OR6' *I6*OR6*RW6) ) ;

N5= (OR5' *I5*OR5*RWp5) + (RW5. * (OR5 ' * I5*OR5*RW5) ) ;
N4=(OR4'*I4*OR4*RWp4) + (RW4.* (OR4'*T4*OR4*RW4) ) ;
N3=(OR3'*I3*OR3*RWp3)+ (RW3.* (OR3' *I3*OR3*RW3) ) ;

N2= (OR2"' *IZ*ORZ*RWpZ) + (RW2.* (OR2'"*I2*0OR2*RW2) ) ;
N1=(OR1'*I1*ORL1*RWpl)+ (RWL.* (ORL'*I1*OR1*RW1)) ;

RN7=([1(7) 1(7) 1(7)]1'"+[s(7) s(7) s(7)1").*(m(7).*RAT)+N7;
RN6=(R6"*RN7)+ ([1(6) 1(6) 1(6)]'.*(R6*RE7))+(([1(6) 1(6) 1(6)]'+[s(6)
S(6)]1").*(m(6).*RA6) ) +N6;

RN5= (R5'*RN6) + ([1(5) 1(5) 1(5)]"'.*(RS*REF6))+(([1(5) 1(5) 1(5)]1'+[s(5)
S(5)]1").*(m(5).*RA5) ) +N5;

RN4=(R4"*RN5)+ ([1(4) 1(4) 1(4)]"'.*(RA*RF5))+(([1(4) 1(4) 1(4)]'+[s(4)
S(4)1') .*(m(4) .*RA4) ) +N4;

RN3= (R3'"*RN4) + ([1(3) 1(3) 1(3)]"'.*(R3*RF4))+(([1(3) 1(3) 1(3)]1'+[s(3)
s(3)]1").*(m(3).*RA3)) +N3;

RN2=(R2"*RN3)+ ([1(2) 1(2) 1(2)]'.*(R2*RF3))+(([1(2) 1(2) 1(2)]'+[s(2)
S(2)1') .*(m(2) .*RA2) ) +N2;

RN1=(R1"*RN2)+ ([1(1) 1(1) 1(1)]'.*(RI*RF2))+(([1(1) 1(1) 1(1)]'+[s(1)
S(1)]').*(m(1).*RAL))+N1;
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RN7=([1(7) 1(7
s(7)1') .*(m(7).
pp (6) +thpp (7))) ;
) +
6) .

) 1(7)1"
*RAT) + ( ((1/12)*m(7) *1(7)"2)* (thpp (1) +thpp (2) +thpp (3) +thpp (4) +thpp (5) +th

[ (7) S(7)

RNo6= (R6'*RN7 ([1(6) (6) 1(6)1 *(RO6*RE7) )+ (([1(6) 1(6) 1(6)]"'"+[s(6) s(6)
s(6)]").*(m( *RAG) )+ (((1/12) (6)*1(6)A2)*(thpp(l)+thpp(2)+thpp(3)+thpp(4)+thpp(5)+t
hpp (6)));
RN5= (R5"*RN6)+ ([1(5) 1(5) 1(5)]1"'".*(R5*RF6))+(([1(5) 1(5) 1(5)]"+[s(5) s(5)
s(5)1") .*(m(5) .*RA5) )+ (((1/12)*m(5)*1(5)"2)* (thpp(l)+thpp (2)+thpp (3)+thpp (4)+thpp (5)))
RN4=(R4'"*RNS5)+([1(4) 1(4) 1(4)]1".*(R4A*RF5))+(([1(4) 1(4) 1(4)]'"+[s(4) s(4)
s(4)1") .*(m(4) .*RA4))+(((1/12)*m(4)*1(4)"2)* (thpp(l)+thpp(2)+thpp (3)+thpp(4)));
RN3=(R3"*RN4)+ ([1(3) 1(3) 1(3)]"'".*(R3*RF4))+(([1(3) 1(3) 1(3)]"+[s(3) s(3)
S(3)J').*(m(3).*RA3))+(((1/12)*m(3)*l( ) *2) * (thpp (1) +thpp (2) +thpp (3) ) ) ;
RN2=(R2"*RN3)+ ([1(2) 1(2) 1(2)]"'".*(R2*RF3))+(([1(2) 1(2) 1(2)]1"+[s(2) s(2)
s(2)]1") .*(m(2) .*RA2) )+ (((1/12)*m (2)*1( )" 2)*(thpp(l)+thpp( )));
RN1I=(R1I'"*RN2)+ ([1(1) 1(1) 1(1)]'".*(RI*RF2))+(([1(1) 1(1) 1(1)]'+I[s(1l) s(1)
S(l)}').*(m(l).*RAl))+(((l/12)*m(l)*l( ) *2) * (thpp(1)));
T(7)=(RN7")*(R7*Z) ;
T(6)=(RN6"') * (R6*72) ;
T(5)=(RN5") *(R5*27) ;
T(4)=(RN4"')*(R4*7);
T(3)=(RN3')* (R3*Z) ;
T(2)=(RN2'") * (R2*72) ;
T(1l)=(RN1'")*(R1*2);

end
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C.1 Algebra de matrices

Una matriz A0 Apyn) de orden m por n es una ordenacion rectangular de numeros reales o complejos

(llamados elementos) dispuestos en m filas y n columnas, esto se puede apreciar mas claramente en la ecuacion M.1

[ @11 By3 = Gy T
gy Qzz - GQgy

A=la;]=| = _ (M.1)
'a’ml ﬂ’m! amn'

Mientras que no especifiguemos lo contrario, supondremos que A es una matriz real. Las matrices que s6lo tienen una
columna o una fila se tratan como vectores.

T
La transpuesta de una matriz A, escrita A , se define como la matriz cuyo nimero de columnas es idéntico al nimero de

filas de A como se observa en la ecuacion M.2.

[ @q1 @z = Ly
1y Qg v Oy
r_ . .
A= (M.2)
'ﬂ’in a’!n ﬂ’nm'

En particular, la transpuesta de una matriz columna es una matriz fila y viceversa.

C.2 Suma de matrices

Dos matrices A y B del mismo orden se pueden sumar (o restar) obteniéndose una matriz C del mismo orden

(ecuacion M.3) sumando sus elementos correspondientes.

M.3

C.3 Multiplicacion de matrices

El producto de un escalar por una matriz se lleva a cabo multiplicando todos los elementos de A por €l escalar

como se aprecia en M.4.
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kA = Ak = [ka;] (M.4)

AB=C

Dos matrices pueden multiplicarse solamente si son conformables. Es decir si , el nimero de columna de A

deberd ser igual al nimero de fila de B y la matriz resultante C tendra los nimeros de fila y columna iguales a los de A y

B, respectivamente (ecuacién M.5).

(‘qun][ﬂnx'p) =cmx*p o C-"z'_;l'= a’ikbkj (MS)

El producto de matrices no es conmutativo aun si las matrices son multiplicables. A y B son matrices cuadradas de orden

n, en general como se ve en la ecuacion M.6.

AB # BA (M.6)

C.4 Matrices adjuntas e inversas

Si A es una matriz cuadrada y Aij es el adjunto de % en |A|, la transpuesta de la matriz formada por los adjuntos

A se llama matriz adjunta A (ecuacion M.7).
T .
(4] =[4;] ii=12..n (M.7)

A veces la matriz adjunta de A se escribe adj A.

-1
La inversa de una matriz cuadrada no singular A, A , €s la matriz adjunta de A dividida por el determinante de A, esto se

aprecia mejor en la ecuacién M.8.

T
Al = = (M.8)

En general, una matriz 2 x 2
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Tiene una matriz inversa

C.5 Traza de una matriz

La traza de una matriz cuadrada A de orden n es la suma de los elementos de su diagonal principal, esto es
representado en la ecuacion M.9.

H

Tr(A) = Z a,; (M.9)

i=1

Traza de A
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