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1 Introdu

ión

Se sabe que a
tualmente los sistemas de 
ontrol tienen un gran tamaño y 
omplejidad, esto a 
ausa del gran

desarrollo y avan
e te
nológi
o que se ha dado en los últimos años. Esto se puede notar en situa
iones 
omunes


omo en el 
aso de un automóvil, en el que se pueden en
ontrar diversos sistemas de 
ontrol y monitoreo, todos

ellos 
on
entrados en varias 
omputadoras que realizan diversas tareas, que han permitido una mejora 
ontinua

en la e�
ien
ia de los motores y disminu
ión de 
ontaminantes. Otro ejemplo es una 
entral elé
tri
a, en la


ual se envían más de mil datos por minuto a la 
omputadora en
argada del 
ontrol. Tomando en 
uenta el

alto número que han tomado los sistemas de 
ontrol en los pro
esos, es in
on
ebible pensar que algunos de

los dispositivos que lo integran no lleguen a fallar (Verde et al., 2013), ya sea por daños de fabri
a
ión en los

sensores, la degrada
ión de los mismo por el paso del tiempo, el efe
to de fenómenos naturales o por 
ausas

externas que no fueron 
onsideradas en el diseño. Además, las fallas no se limitan solamente a los sensores,

pueden o
urrir en a
tuadores o en el mismo pro
eso al 
ambiar las 
ondi
iones de opera
ión, lo que provo
a que

los sistemas dejen de fun
ionar o en algunos 
asos sufran des
omposturas.

En el paso de los años han o
urrido algunas 
atástrofes industriales que han 
ausado un gran impa
to

históri
o por las dimensiones de los daños, las grandes pérdidas e
onómi
as y las muertes o
asionadas, 
omo

en 1986 el 
aso de la planta nu
lear en Chernobyl, donde al realizar pruebas de fallas en el suministro elé
tri
o

detonaron un aumento súbito de poten
ia en uno de los rea
tores lo que terminó provo
ando la explosión del

hidrógeno a
umulado en su interior, 
uyas 
onse
uen
ias impli
aron 3 millones de personas enfermas, 150 mil

kilómetros 
uadrados 
on presen
ia de radia
ión y 4 mil muertos; otro 
aso es el o
urrido en el golfo de Méxi
o

en 2010, 
uando un in
endio en una plataforma petrolera de la 
ompañía British Petroleum 
ausó 
ientos de

muertes de animales marinos y el derrame de 
rudo sobre el mar más grande registrado y donde los 
ientí�
os

aseguran que el e
osistema afe
tado no se ha re
uperado aún; un 
aso más re
iente, el que se presentó en

Fukushima en 2011, donde un terremoto produjo un tsunami 
on olas de 15 metros que inundaron la planta,

fa
ilitando que se produjera una 
as
ada de fallas en diversos sistemas que 
ulminaron en el fallo del sistema de

refrigera
ión de los rea
tores, que derivaron en altos niveles de radioa
tividad en la región y daños e
onómi
os

valorados entre 87 mil y 166 mil millones de euros. En 
onse
uen
ia, se ha visto la ne
esidad de exigir medidas

de regula
ión y seguridad, usando te
nologías modernas, para tratar de evitar daños a la so
iedad y el medio

ambiente.

En una es
ala menor, las fallas en sistemas se presentan 
on mu
ha fre
uen
ia debido a la falta de man-

tenimiento, o el sabotaje de los mismos; 
uando se tiene el monitoreo de las variables del sistema es posible

observar que, en el momento que se presenta una falla, en las variables se sobrepasan los valores 
ara
terísti
os

de opera
ión. Como 
onse
uen
ia, es posible identi�
ar 
uando se produ
e una falla y a
tuar 
on rapidez para

evitar 
atástrofes mayores.

Como 
onse
uen
ia, surge la ne
esidad de mejorar y espe
i�
ar nuevas 
ara
terísti
as en el diseño de los
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sistemas de 
ontrol automáti
o para disminuir a

identes y evitar problemas mayores. Si bien, la tarea de un

sistema de 
ontrol es garantizar un buen desempeño y la e�
ien
ia del pro
eso y si a esto se le adi
iona la tarea

de mejorar la seguridad en el fun
ionamiento del pro
eso, se tendría un sistema mu
ho más 
on�able preparado

para dete
tar desperfe
tos que se puedan presentar a lo largo de su vida útil. Cabe men
ionar que los sistemas

de 
ontrol modernos ayudan a prevenir 
ondi
iones anormales de opera
iones disminuyendo el riesgo, mas no

lo ex
luyen.

Las diversas 
ondi
iones de trabajo de un pro
eso o servi
io, des
ritas en los párrafos anteriores, eviden
ian

la ne
esidad de desarrollar métodos sistemáti
os de diagnósti
o y 
ontrol tolerante a fallas. Para tomar medidas

pre
autorias sobre los sistemas, a lo largo de los años han surgido diferentes métodos basados en el 
on
epto de

redundan
ia. Uno en parti
ular, 
ono
ido 
omo redundan
ia físi
a, el 
ual 
omo su nombre lo indi
a, 
onsiste en

dupli
ar o tripli
ar algunos sensores, a
tuadores, o in
luso algunas partes del pro
eso mismo. Estos elementos

permiten, por medio de la 
ompara
ión del fun
ionamiento, tomar de
isiones sobre la presen
ia de fallas y

sobre posibles a

iones 
orre
tivas, y 
on base en esta informa
ión mantener la opera
ión normal o segura.

Por ejemplo, si en un du
to se instalan 2 bombas y se dete
ta que alguna de ellas falla, la otra bomba puede

sustituirla manteniendo el pro
eso en opera
ión, si sustituye 
ompletamente a la primer bomba y es de las

mismas 
ara
terísti
as puede mantener la opera
ión normal, pero, si es de menor 
apa
idad o se trata de una

bomba de respaldo, podría darse el 
aso que solo mantenga al pro
eso en fun
ionamiento sin lograr la opera
ión

normal pero evitando el paro total del pro
eso. De la misma manera, al 
olo
ar varios sensores para medir una

sola variable y 
omparando las medi
iones de los mismos, es posible dete
tar 
uando falla alguno de ellos. Este

tipo de métodos son bastante 
on�ables y permiten una respuesta rápida para la 
orre

ión de posibles fallas,

y que en general se apli
an a partes muy espe
í�
as de los sistemas donde se llevan a 
abo apli
a
iones de alto

riesgo o involu
ran peligro para los operadores, usuarios, pobla
ión o el medio ambiente. Por ejemplo, en el


aso de los alerones de un avión, se utilizan tres tipos de a
tuadores (hidráuli
os, neumáti
os, elé
tri
os) para

realizar la misma fun
ión, subir y bajar di
hos alerones, y se mantenga 
ontrol sobre el avión en 
aso de que

o
urra alguna falla sobre di
hos a
tuadores. Obviamente este tipo de metodología es una solu
ión muy 
ostosa

y aumenta las dimensiones físi
as del sistema, lo 
ual no siempre es posible.

Se tuvieron que desarrollar por la ne
esidad de evitar las desventajas antes des
ritas. A prin
ipios de la

dé
ada de los setenta fue introdu
ido el 
on
epto de redundan
ia analíti
a, el 
ual está basado en el uso de

modelos que des
riban el 
omportamiento del pro
eso, que sólo pueden obtenerse 
on un 
ono
imiento profundo

del mismo, no solo es importante en 
ondi
iones normales de fun
ionamiento, sino también en 
ondi
iones de

falla. En parti
ular, el 
ono
imiento de la dinámi
a de los fenómenos para la interpreta
ión 
orre
ta del estado

del pro
eso, ya que este puede ser la 
onse
uen
ia de un evento o
urrido mu
ho tiempo atrás. Di
hos modelos

pueden presentarse 
omo:

Modelos matemáti
os: Uno o varios modelos matemáti
os, en el sentido 
lási
o de modelos usados en teoría

de 
ontrol y 
ien
ias de la 
omputa
ión para representar sistemas dinámi
os.

Modelos de señales: Uno o varios modelos de señales, donde el 
omportamiento de las señales del pro
eso se

obtiene a partir de datos históri
os y experimentos realizados que 
ara
terizan el pro
eso.

Con la obten
ión de modelos analíti
os surgieron té
ni
as para el desarrollo de algoritmos, que se implemen-

taron en sistemas de monitoreo y diagnósti
o, los 
uales se des
riben de manera más profunda a 
ontinua
ión.
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1.1 Sistemas de monitoreo y diagnósti
o

1.1.1 Ante
edentes

En los años setenta surgieron sistemas de prote

ión simples implementados por software en apli
a
iones

aeroespa
iales y de ingeniería de pro
esos, lo 
uales pueden 
onsiderarse 
omo los an
estros de los sistemas de

monitoreo y supervisión a
tuales. Las primeras 
ontribu
iones en los años setenta sobre métodos de dete

ión

basados en modelos tuvieron 
omo apli
a
ión prin
ipal la industria aeroespa
ial. En Willsky y Jones (1976)

se des
ribe que usando un �ltro de Kalman-Bu
y (Kalman y Bu
y, 1960) podían dete
tarse y estimarse los


ambios provo
ados por fallos en los 
omponentes de vehí
ulos 
apa
es de realizar maniobras abruptas. En los

años o
henta, la madurez de la teoría de 
ontrol, el empuje del área de inteligen
ia arti�
ial, el desarrollo de la

instrumenta
ión y el bajo 
osto de los dispositivos digitales, impulsaron la búsqueda de té
ni
as de diagnósti
o,

abriendo la op
iones de los algoritmos que se podrían implementar y el tipo de apli
a
iones, que in
luyeron

sistemas me
áni
os, redes de distribu
ión, la industria del transporte en sus diversas op
iones, por men
ionar

algunas. En este 
ontexto, surgen diversos mar
os de referen
ia para plantear y resolver de forma sistemáti
a

y metódi
a los sistemas de diagnósti
o, que se 
lasi�
an en tres grandes grupos de métodos según se basen en:

datos históri
os, modelos 
ualitativos o modelos 
uantitativos de los pro
esos.

Apoyándose en herramientas de teoría estadísti
a, de manera natural, grupos de a
adémi
os se dieron a

la tarea de explotar la 
antidad de datos históri
os que se tenían de mu
hos pro
esos para generar métodos

generales de diagnósti
o basados en fun
iones de 
orrela
iones, 
lasi�
a
iones de estadísti
a de patrones, et
.,

en paralelo 
on los métodos estadísti
os, se empezó a usar el �ltro de Kalman (Kalman, 1960) y el máximo

de verosimilitud generalizado para diagnósti
o.

Desde los años setenta, el interés de la 
omunidad de 
ontrol automáti
o por los problemas de diagnósti
o

se manifestó aprove
hando herramientas 
onsolidadas basadas en modelos analíti
os, 
omo son el diseño de

observadores y los métodos de identi�
a
ión. La idea de reemplazar la redundan
ia físi
a por analíti
a fue

propuesta por Beard (1971) en el Instituto Te
nológi
o de Massa
husetts (MIT) lo 
ual llevo al diseño de �ltros

sensibles a 
iertas fallas, en este mar
o de referen
ia se propusieron tres herramientas bási
as; la idea de usar

un observador para generar señales representativas de las fallas de los instrumentos, el generar dire
tamente

rela
iones redundantes a partir de las medi
iones de un sistema, y bus
ar las desvia
iones de estos en 
ondi
iones

de falla vía identi�
a
ión de parámetros (Isermann, 1993).

1.1.2 Monitoreo

Es indispensable que los sistemas eje
uten las fun
iones asignadas 
orre
tamente y que tengan la 
apa
idad

de avisar oportunamente 
uando éstas no puedan realizarse. Además, los sistemas deben ser 
on
ebidos de

manera que soporten 
ondi
iones no previstas y errores humanos, prohibiendo las a

iones 
uyas 
onse
uen
ias

pudieran ser peligrosas. Este he
ho dio lugar al 
on
epto de monitoreo de pro
esos, el 
ual se aso
ia 
on la


apa
idad de distinguir de manera permanente un 
omportamiento anormal e indi
ar este he
ho. El monitoreo

puede realizarse de diversas formas, una op
ión 
onsiste en disponer de seres humanos que vigilen el estado de la

instala
ión, 
omo los operadores de una 
entral elé
tri
a o los pilotos de una aeronave, lo 
ual, en general, puede

sustituirse por la op
ión de vigilar de manera automáti
a los sistemas, puede existir un punto intermedio donde

se lleve a 
abo la 
olabora
ión entre operadores y fun
iones programadas en el sistema de 
ontrol automáti
o.

De manera paralela al diseño té
ni
o detallado de una instala
ión y el propio pro
eso, se lleva a 
abo un
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análisis de riesgo y de seguridad, 
uyo objetivo es estudiar de manera sistemáti
a todas las 
ausas de posibles

eventos no deseados en el sistema, 
omo lo pueden ser: válvulas bloqueadas, sensores que suministran valores

erróneos, 
ortos 
ir
uitos, fugas, et
., y dedu
ir de estos la peor serie de eventos que podrían provo
arse para

preparar planes de 
ontingen
ia y monitoreo, estable
iendo un 
ompromiso entre riesgo y 
osto.

A nivel opera
ión, la seguridad se 
on
ibe 
omo un monitoreo permanente en línea de las variables más

importantes del pro
eso durante su fun
ionamiento, esto 
on la 
apa
idad de distinguir 
uando el pro
eso no

opera de a
uerdo 
on lo previsto, entender lo que o
urre y, de ser posible, determinar la 
ausa ini
ial de los

registros y observa
iones anormales, así 
omo tomar a

iones ne
esarias para regresar a un fun
ionamiento

normal o al menos seguro.

Por tanto, un sistema de 
ontrol 
on�able debe in
luir tareas 
ontinuas de monitoreo para estar en 
ondi-


iones de a
tuar ante emergen
ias y 
ondi
iones imprevistas. Así, la automatiza
ión integrada y moderna debe

mantener un fun
ionamiento global del pro
eso, no sólo 
on un desempeño satisfa
torio 
uando éste opera en


ondi
iones nominales, sino también en los diversos modos de fun
ionamiento in
luyendo 
ondi
iones de falla,

arranque y paro.

1.1.3 Dete

ión

Es 
laro que un sistema de monitoreo tiene por objetivo re
abar informa
ión del pro
eso en todo tiempo

posible, el uso apropiado de esta informa
ión para distinguir entre un modo de fun
ionamiento normal o un

modo de falla, lo realiza un sistema de dete

ión, el 
ual puede estar diseñado empleando diferentes té
ni
as,

siempre 
on el objetivo de alertar de manera rápida sobre el fun
ionamiento anormal del pro
eso, y poder tomar

de
isiones que minimi
en las 
onse
uen
ias de la falla.

Las alarmas, en el 
ontexto de diagnósti
o, se 
onsideran eventos dis
retos, que se a
tivan 
uando una

variable o una fun
ión de ella sobrepasa 
iertos límites de opera
ión y son la informa
ión más usada para el

monitoreo. Cuando el operador 
ontrola una instala
ión a partir de las señales de alarmas, se habla de un 
ontrol

basado en umbrales, donde para 
ada variable se de�ne un umbral que delimita el intervalo de valores a
eptables

y permitidos. En el momento que alguna salga del umbral, ya sea por un valor demasiado alto o demasiado

bajo, se genera una alarma. El objetivo de esta visualiza
ión es atraer la aten
ión del operador y 
on
entrar la

supervisión en la variable fuera del intervalo normal de opera
ión, dedu
ir la 
ausa y a
tuar en 
onse
uen
ia.

Es importante saber que el manejo de un pro
eso 
omplejo sólo 
on alarmas es difí
il y po
o e�
iente, y

solamente es 
onveniente en 
asos simples y 
uando el pro
eso opera en modo de regula
ión, no durante los


ambios del punto de fun
ionamiento o los paros y arranques. Otra desventaja del monitoreo de un pro
eso a

partir úni
amente de alarmas es que se asume, en la mayoría de los 
asos, que las variables del pro
eso son

independientes entre sí, lo 
ual no es 
ierto, mu
has de ellas tienen una rela
ión de in�uen
ia y se
uen
ia en la

produ

ión de 
iertos fenómenos físi
os.

Otra forma utilizada para dete
tar el momento 
uando se presenta una falla es a partir de la redundan
ia

de informa
ión analíti
a y de la in
oheren
ia de un modelo en 
ondi
iones de falla, informa
ión que se 
ono
e


omo rela
iones redundantes analíti
as (RRA). En otras palabras, una RRA es una expresión obtenida a partir

del modelo nominal, que úni
amente depende de variables medibles y 
uya evalua
ión genera un indi
ador de

falla llamado residuo. Por analogía 
on las señales de alarma y para simpli�
ar el diagnósti
o, se a
ostumbra

usar el valor 
ero para el residuo en ausen
ia de fallas y un valor diferente de 
ero para el 
aso 
ontrario.

El diseño de las rela
iones de redundan
ia o los generadores de residuos a partir de modelos es una tarea

que requiere de herramientas de análisis de sistemas, pues no se trata sen
illamente de 
omparar una variable
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simulada 
on una salida medida, sino que el residuo se genera 
ombinando varios elementos del ve
tor de entradas

y salidas. Este enfoque demanda el desarrollo de modelos matemáti
os que representen en forma 
ompa
ta los

diferentes 
omportamientos de un pro
eso ante fallas, lo 
ual exige el pro
esamiento e�
iente de la informa
ión.

1.2 Caso de estudio

Para el 
aso parti
ular de este trabajo se trabaja sobre un du
to re
to sin tomas laterales, en el 
ual sólo

se tienen sensores de �ujo y presión en los extremos del mismo. La motiva
ión para trabajar sobre un du
to se

des
ribe a 
ontinua
ión:

Existen aproximadamente 70 mil kilómetros de du
tos sólo para el uso de derivados del petróleo en el país,

esto es 
onse
uen
ia de que es el medio de transporte para �uidos más barato, e�
iente y seguro, además de

que el mantenimiento que requieren es mínimo.

Como 
ualquier tipo de sistema está sujeto a sufrir fallas, las 
uales pueden apare
er en bombas, en sensores

o en la propia tubería. Este trabajo estará enfo
ado en la dete

ión e identi�
a
ión de fugas, que pueden ser


ausadas por fenómenos naturales, una mala instala
ión, la degrada
ión del du
to por el paso de los años,

a

identes 
er
anos, o en los últimos años por fugas provo
adas (tomas 
landestinas), prin
ipalmente en el 
aso

de du
tos que transportan derivados del petróleo o �uidos 
on alto valor e
onómi
o.

Cuando existe una fuga, esta provo
a diversos problemas 
omo la pérdida e
onómi
a por el �uido derramado,

el daño e
ológi
o que existe en la región y en algunos 
asos que 
abe resaltar, peligro para la pobla
ión 
uando

los �uidos transportados son in�amables o dañinos para la salud.

Por estas razones, el tema de ubi
ar fugas sobre un du
to ha llamado la aten
ión en la 
omunidad de

dete

ión de fallas, lo 
ual ha generado mu
hos resultados a lo largo de los años, algunos des
ritos más adelante.

En parti
ular, este trabajo pretende desarrollar un método re
ursivo 
apaz de estimar los parámetros de la

n-sima fuga a partir del 
ono
imiento de los parámetros equivalentes de las n− 1 fugas, 
on la 
ondi
ión de que

las fugas aparez
an de manera se
uen
ial.

1.3 Estado del arte

Como se men
ionó anteriormente, este trabajo aborda el tema de dete

ión e identi�
a
ión de fallas sobre

un du
to, en parti
ular el tipo de fallas que se quieren dete
tar e identi�
ar son fugas. El tema de ubi
ar fugas

sobre un du
to no es nuevo en la 
omunidad de dete

ión de fallas, ha sido ampliamente estudiado desde el

punto de vista del método de balan
e de masas, el 
ual es idóneo para los sensores que se tienen instalados en

la mayoría de los du
tos, sensores de �ujo y presión en los extremos, ya que es fá
il 
al
ular el gasto mási
o que


ir
ula por el du
to y re
ono
er el momento en que se presenta una fuga ya que existe un desbalan
e entre el

gasto mási
o de entrada y de salida.

Entre las prin
ipales 
ontribu
iones del tema se en
uentran la propuesta por (Billman y Isermann, 1987) en

la que desarrollan un observador de estados adaptable no lineal y una té
ni
a de 
orrela
ión para la lo
aliza
ión

y dete

ión de fugas pequeñas sobre un du
to, presentan resultados en simula
ión y experimentos para un

du
to que transporta gas y líquido. Otra 
ontribu
ión importante fue la presentada por (Verde, 2001), en la


ual, se desarrolla una té
ni
a donde se 
onsidera que un 
onjunto de fugas se en
uentran distribuidas a lo

largo del du
to, donde la dete

ión de la fuga se logra obteniendo un 
onjunto de residuos generados por un

ban
o de observadores 
on entrada des
ono
ida los 
uales son robustos sobre una fuga y sensibles a las demás,
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es de
ir, la dete

ión se obtenía observando el 
omportamiento de los residuos. El residuo que se mantuviera

alrededor del origen mostraba que la fuga se en
ontraba 
er
a de di
ha se

ión. De igual forma en (Torres et

al., 2012) se presenta un método basado en un esquema de observadores de alta ganan
ia que, de forma similar

al trabajo de (Verde, 2001), genera un residuo 
apaz de en
ontrar la región en la que se en
ontraba la fuga,

y posteriormente un observador dedi
ado para estimar la posi
ión y el 
oe�
iente de des
arga aso
iados a la

fuga, todo esto validado 
on datos de un du
to que transporta LPG (liquid petroleum gas). En (Moustafa et

al., 2012) se propone un método que basado en el �ltro de Kalman que lo
aliza una fuga es
aneando desde el

nodo de entrada hasta el nodo de salida para en
ontrar el nodo 
uyo residuo sea mínimo, reportando resultados

en simula
ión.

Las té
ni
as men
ionadas anteriormente resuelven el es
enario 
on una sola fuga, 
ada uno de ellos 
on

diferentes propuestas y 
ondi
iones para que se pueda dar la identi�
a
ión. Es importante men
ionar que si una

segunda fuga se genera sobre el sistema, todos los métodos generan resultados erróneos en la identi�
a
ión. El


aso de múltiples fugas o al menos dos fugas, ya sea simultaneas o se
uen
iales se dis
uten a 
ontinua
ión.

En (Jiménez y Verde, 2011) se en
uentra una forma de distinguir el es
enario de una o dos fugas simultáneas,

donde se inye
ta una señal auxiliar periódi
a mediante una válvula, para posteriormente realizar un análisis de

la fre
uen
ia y amplitud del residuo generado. Se 
omprueba que existe diferente 
omportamiento para ambos


asos y que es posible distinguir uno de otro. En el 
aso propuesto por (Negrete y Verde, 2012) se reporta la

obten
ión de los �ujos de fuga para dos fugas se
uen
iales utilizando modos deslizantes, siempre y 
uando se


onoz
a o se tenga un aproximado de la posi
ión de las fugas, validando los resultados en simula
ión y 
on datos

de un du
to piloto. Y en (Verde et al., 2014) se des
ribe un método para identi�
ar la posi
ión de dos fugas

simultaneas, 
apturando el transitorio del efe
to de las fugas en los �ujos de entrada y salida, y posteriormente

obteniendo una familia de modelos parametrizados que des
riben todos los es
enarios de dos fugas. Realizando

una equivalen
ia es posible redu
ir la dimensión del modelo respe
to a los parámetros des
ono
idos, redu
iendo

de 
uatro parámetros des
ono
idos a dos, donde la estima
ión de los parámetros se lleva a 
abo fuera de línea

minimizando el error 
uadráti
o entre los datos obtenidos y los es
enarios de fugas propuestos.

El problema de dos fugas simultáneas puede entenderse de una mejor manera al observar el efe
to transitorio

provo
ado por una familia de fugas 
omo se observa en la Figura 1.1, donde es 
laro, 
omo 
ada una de las

respuestas durante el tiempo transitorio es diferente, y se pueden distinguir los diferentes 
asos mientras que

durante el tiempo esta
ionario los �ujos 
onvergen a un mismo valor, esto debido a que la 
ombina
ión de

las posi
iones de las fugas junto 
on el �ujo de 
ada una de ellas tienen los mismo parámetros equivalentes.

Este 
aso parti
ular ejempli�
a de manera 
lara por qué es ne
esario realizar un análisis durante la respuesta

transitoria del sistema, lo que en la prá
ti
a 
are
e de apli
abilidad, debido al bajo an
ho de banda que tienen

los sensores.

Enton
es, el problema de en
ontrar una sola fuga sobre un du
to, está resuelto 
on una gran diversidad

de métodos y té
ni
as reportadas, pero el problema de múltiples fugas sigue abierto, 
on un gran 
ampo de

investiga
ión.

1.4 Objetivo y resultados del trabajo

En parti
ular, este trabajo ata
a el 
aso de fugas múltiples sobre un du
to, 
on la suposi
ión de que las

fugas se presenten de manera se
uen
ial y su�
ientemente espa
iadas en tiempo, lo 
ual en general se apega a la

realidad. Esta restri

ión se de�nirá de manera más formal a lo largo del trabajo, 
on el objetivo de en
ontrar
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Fig 1.1 Caso dos fugas simultaneas, diferentes es
enarios 
on misma posi
ión equivalente (50 m)

los parámetros reales aso
iados a 
ada una de las fugas que se presenten.

Para 
on
luir 
on la introdu

ión se men
iona el al
an
e de este trabajo, en el que se propone un esquema de

estimadores paramétri
os que fun
ionan en 
onjunto, 
apa
es de estimar los parámetros aso
iados a la presen
ia

de una fuga (posi
ión, �ujo de fuga), 
on la fortaleza de que una vez estimados los parámetros de una fuga

es posible identi�
ar los parámetros de una nueva fuga que se presente, 
on un tiempo determinado para la

estima
ión de los parámetros de la nueva fuga. Una vez obtenidos los parámetros de la última fuga se realiza la

estima
ión de parámetros equivalentes de todas las fugas presentes para representar su efe
to 
omo una sola, e

ini
iar un pro
eso iterativo para n fugas que se puedan presentar sobre el du
to.

El diseño del esquema 
onsidera la 
ondi
ión de que las fugas sólo pueden apare
er de manera se
uen
ial

y su�
ientemente espa
iadas unas de otras para que los estimadores puedan 
onverger a los parámetros reales,

todos los estimadores se realizaron basados en la teoría del �ltro extendido de Kalman. Finalmente se presentan

resultados en simula
ión para validar su fun
ionamiento.
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2 Modelo mínimo del �ujo en un du
to

En este 
apítulo se abordará el tema de 
ómo está des
rito en la literatura el modelo matemáti
o del �uido

sobre un du
to. El modelo se des
ribe por un 
onjunto de e
ua
iones diferen
iales par
iales (EDP), se utiliza

una aproxima
ión para poder obtener un modelo de parámetros 
on
entrados y posteriormente qué 
ondi
iones

fueron ne
esarias para determinar la dimensión del modelo 
on el que se trabajó.

2.1 Modelo del �uido

Considerando un du
to de longitud L, en el 
ual se asume que la distribu
ión de velo
idad es uniforme, de

área transversal y la densidad del �uido 
onstantes, el modelo dinámi
o de un �uido in
ompresible está des
rito

por las e
ua
iones diferen
iales par
iales de movimiento y 
ontinuidad (2.1 - 2.2) presentadas en (Chaudhry,

1979)

∂Q

∂t
+ gA

∂H

∂z
+ µQ|Q| = 0, (2.1)

b2
∂Q

∂z
+ gA

∂H

∂t
= 0, (2.2)

donde H es la 
arga de presión en m, Q es el �ujo en m3/s, z es la 
oordenada de la distan
ia en m, t es la


oordenada del tiempo en s, g es la a
elera
ión gravitatoria en m/s2, A es el área de la se

ión transversal en

m2
, b es la velo
idad de onda en el �uido en m/s, y µ = f/2DA es una fun
ión de los 
oe�
ientes de fri

ión

(f).

Como no existe una solu
ión analíti
a para las fun
iones (2.1 y 2.2), se han usado varios métodos para

en
ontrar una aproxima
ión de parámetros 
on
entrados, donde es ne
esario de�nir las 
ondi
iones de frontera

para la dis
retiza
ión, se ha demostrado que 
uando apare
e una fuga, esta introdu
e por lo menos una e
ua
ión

más en las e
ua
iones que gobiernan la dinámi
a del �uido (2.1 y 2.2), lo 
ual genera un gran problema, ya

que es ne
esario 
ono
er 
on antela
ión el número de fugas que se presentarán sobre el du
to para obtener un

modelo que represente de manera ade
uada la dinámi
a del �uido en el modelo dis
retizado. De a
uerdo 
on

(Wylie y Streeter, 1978), se ve que 
ada que apare
e una nueva fuga se in
rementa el número de variables de

estado de la forma 2n+ 1, donde n es el número de fugas. Con ésto se tiene una idea de la dimensión mínima

para un modelo dinámi
o dis
retizado. Como este trabajo plantea dar solu
ión al 
aso de n fugas se
uen
iales,

el modelo dinámi
o ne
esario sería de 2n+ 1 e
ua
iones, lo 
ual presenta un 
aso difí
il de de�nir.

Es posible 
onsiderar 
omo método ini
ial tres fugas, donde, apoyados en las e
ua
iones de equivalen
ia

propuestas por (Korbi
z et al., 2004), se demuestra la existen
ia de una equivalen
ia entre los modelos de

múltiples fugas y los modelos de una sola fuga en estado esta
ionario de la respuesta del mismo. Con lo anterior

se generá un modelo dis
retizado de siete e
ua
iones diferen
iales a partir de las 
uales se pretende mostrar la

poten
ialidad del método para n fugas, lo 
ual se desarrollará en la se

ión siguiente.
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Fig 2.1 De�ni
ión de variables

Se utilizarán tres fugas arbitrariamente 
omo se muestra en la Figura 2.1, 
olo
adas en los puntos p1 = z1,

p2 = z1 + z2 y p3 = z1 + z2 + z3 del du
to 
on �ujos de fuga

Q|fi = λi

√

H |fi para i = 1, 2, 3, (2.3)

respe
tivamente, donde 
ada una de ellas produ
irá una dis
ontinuidad en el sistema (2.1 y 2.2). λi es el


oe�
iente de des
arga de 
ada una de las fugas que está ligado al tamaño del ori�
io.

Para la dis
retiza
ión del modelo es ne
esario de�nir las 
ondi
iones de frontera de la forma:

Qb
fi−ǫ = Qa

fi+ǫ +Qfi para i = 1, 2, 3. (2.4)

donde ǫ → 0 y Qb
fi−ǫ y Qa

fi+ǫ son los �ujos en el du
to antes y después de la posi
ión de la fuga.

Para el 
aso de la dis
retiza
ión del modelo se han utilizado diversos métodos (Polyanin y Zaitsev, 2014),

en este 
aso se utiliza la aproxima
ión espa
ial de la demanda

∂v(z, t)

∂z
≃ vzk+1

(t)− vzk(t)

∆zk

donde v(z, t) 
orresponde 
on las variables de �ujo y presión en (2.1 y 2.2) y ∆zk se aso
ia 
on la dis
retiza
ión

espa
ial en los puntos p1, p2 y p3 antes des
ritos. El �ujo se asume 
onstante en 
ada una de las se

iones.

Las variables, de a
uerdo 
on la dis
retiza
ión, se muestran en la Figura 2.1, donde la longitud del du
to L

satisfa
e la expresión (2.5), siempre y 
uando se 
umpla que z1, z2, z3, z4 > 0, además, mientras la fuga no se

haya presentado las dimensiones de las se

iones son arbitrarias.

z1 + z2 + z3 + z4 = L (2.5)

Con las 
ondi
iones anteriores de�nidas y apli
ando la aproxima
ión de la derivada par
ial, se obtiene el

modelo dinámi
o aproximado que gobierna la dinámi
a sobre el �uido en el du
to, 
uyas expresiones se presentan
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en un modelo de espa
io de estados

Q̇in =
a1
z1

(Hin −H2)− µQin|Qin| (2.6)

Ḣ2 =
a2
z1

(Qin −Q2 − λ1

√

H2)

Q̇2 =
a1
z2

(H2 −H3)− µQ2|Q2|

Ḣ3 =
a2
z2

(Q2 −Q3 − λ2

√

H3)

Q̇3 =
a1
z3

(H3 −H4)− µQ3|Q3|,

Ḣ4 =
a2
z3

(Q3 −Qout − λ3

√

H4)

Q̇out =
a1
z4

(H4 −Hout)− µQout|Qout|, (2.7)

dónde:

Hin, Hout Cargas de presión a la entrada y la salida del du
to en m.

Hi Carga de presión en la posi
ión de la fuga i = 1, 2, 3; en m

Qi Flujos en las se

iones i = 2, 3; en m3/s

zi Posi
iones relativas de las fugas i = 1, 2, 3; en m

λi Coe�
iente de des
arga aso
iado al tamaño del ori�
io i = 1, 2, 3.


on 
onstantes,

a1 =gA, a2 =
b2

gA
, µ =

f

2DA

que representan los parámetros físi
os del du
to y del medio en que se en
uentra el du
to,

g A
elera
ión gravitatoria en m/s2

A Área transversal del du
to en m2

D Diámetro del du
to en m

b Velo
idad de la onda de presión en m/s

f Coe�
iente de fri

ión 
onstante

z4 siempre puede ser expresada en fun
ión de la posi
ión de las fugas despejando de (2.5), se tiene

z4 = L− (z1 + z2 + z3).

Es importante men
ionar que se des
ono
en los parámetros aso
iados a 
ada una de las fugas, es de
ir,

posi
iones zi y parámetros λi; el interés de este trabajo es estimar di
hos parámetros 
uando una fuga se

presenta, de igual forma se estima el �ujo de fuga 
al
ulado 
on la expresión

Qfi = λi

√

Hi. (2.8)

Para abordar el problema arriba planteado, se propone explotar el modelo equivalente que representa el

efe
to de n fugas 
omo una sola mediante parámetros equivalentes, lo 
ual permitirá redu
ir el orden del modelo

dinámi
o dis
retizado, lo anterior mediante un análisis de entrada a salida del mismo, que se presentará en la

se

ión siguiente.
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2.2 Modelo equivalente de entrada a salida

Como se men
ionó en la introdu

ión, Korbi
z et al. (2004) presentaron las expresiones (2.9) a (2.11) las


uales permiten, en estado esta
ionario, redu
ir el efe
to de las n fugas presentes a una equivalente, por medio

de redu

iones de 
ada dos fugas a una,

Q̄e = λe

√

H̄2e =

2∑

i=1

Q̄fi =

2∑

i=1

λi

√

H̄i+1 (2.9)

ze

( Q̄e

Q̄out

)(
2Q̄out + Q̄e

)
= z1

( Q̄f1

Q̄out

)(
2Q̄out + Q̄f1 + 2Q̄f2

)
+ (z1 + z2)

( Q̄f2

Q̄out

)(
2Q̄out + Q̄f2

)
(2.10)

zeQ̄e ≈ z1Q̄f1 + (z1 + z2)Q̄f2 (2.11)

donde la barra denota que se trata de las variables en el estado esta
ionario, 
on ze y λe 
omo los parámetros

equivalentes de una fuga. La e
ua
ión (2.11) es una aproxima
ión de (2.10), enton
es, el modelo equivalente

propuesto de las tres fugas (2.6) y (2.7), puede estar des
rito por un modelo 
on dos fugas, agrupando el �ujo

de las primeras dos fugas Qf1 y Qf2 en Qeq utilizando la e
ua
ión (2.9), y de igual forma para las posi
iones

z1 y z2 en ze 
on 
ualquiera de las e
ua
iones (2.10) ó (2.11), el �ujo y la posi
ión de la ter
era fuga

Qf3 =Ql

λ3

√

H3 =λl

√

H3e;

z3 =zl

donde H3e es una presión virtual del modelo equivalente. A lo largo de todo el desarrollo el subíndi
e l, ha
e

referen
ia a la ultima fuga o en inglés last one y el subíndi
e e denotará equivalen
ia. Por lo tanto, 
ualquier

modelo 
on múltiples fugas puede ser des
ompuesto en un modelo de dos fugas de la forma

Q̇in =
a1
ze

(Hin −H2e)− µQin|Qin|, (2.12)

Ḣ2e =
a2
ze

(Qin −Q2e − λe

√

H2e), (2.13)

Q̇2e =
a1
zl
(H2e −H3e)− µQ2e|Q2e|, (2.14)

Ḣ3e =
a2
zl
(Q2e −Qout − λl

√

H3e), (2.15)

Q̇out =
a1
z3e

(H3e −Hout)− µQout|Qout|, (2.16)


on la restri

ión estáti
a

ze + zl + z3e = L, (2.17)


on esto, el du
to puede representarse esquemáti
amente 
omo se muestra en la Figura 2.2, y los �ujos de fuga

se pueden des
ribir

Qfe = λe

√

H2e, (2.18)

para el 
aso equivalente, y para el 
aso de la última fuga

Qfl = λl

√

H3e. (2.19)
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Fig 2.2 Esquema del modelo del du
to equivalente

Donde, para dar 
laridad, se men
iona que los �ujos medidos son y = [Qin, Qout]
T
, y las presiones que

se aso
ian 
on las 
ondi
iones de frontera del sistema en EDP o entradas al sistema u = [Hin, Hout]
T
, son las

variables que se 
onsideran medibles sobre el sistema dinámi
o, las 
uales pueden apre
iarse de igual forma en

la Figura 2.2.

Con el modelo que representa la dinámi
a de n fugas propuesto se puede pasar a los métodos utilizados

para la dete

ión e identi�
a
ión de las fugas y parámetros aso
iados a las mismas, lo 
ual se des
ribirá en las

se

iones siguientes.

2.3 Caso de fuga aguas abajo 
on respe
to a ze

Como las fugas se asumen que se presentarán de manera se
uen
ial y a la dere
ha o �aguas abajo� de la

posi
ión de la fuga equivalente (ze), se puede utilizar el método propuesto por (Verde, 2005) donde desa
oplan

los efe
tos de los parámetros λe y λl en subsistemas, 
ada uno insensible del otro, 
on lo que se espera lograr

dete
tar y estimar 
ada uno de los parámetros de las fugas. En esta se

ión se presentan las transforma
iones

de los estados propuestas, y la des
rip
ión de las 
ara
terísti
as de 
ada subsistema.

2.3.1 Subsistema a1

La primera transforma
ión de los estados de la forma

xa1 =






x11

x12

x13




 =






Qin

H2e

zlQ2e + z3eQout




 (2.20)

del modelo (2.12-2.16) 
on inye

ión de Qout = y2 y remar
ando el he
ho que

z3e = L− (ze + zl)

se genera el subsistema de la forma

ẋa1 =Aa1(ze, zl)xa1 +Ba1(ze)u+Φa1(xa1, y2, ze, zl, λe), (2.21)

ya1 =Ca1xa1, (2.22)
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donde

Aa1(ze, zl) =






0 −a1

ze
0

a2

ze
0 − a2

zezl

0 a1 0




 , Ba1(ze) =






a1

ze
0

0 0

0 a1




 , Φa1 =






−µx11|x11|
a2λe

√
x12

ze

−µ
(
z3ey

2
2 +

(x13−z3ey2)
2

zl

)




 , Ca1 =

[

1 0 0
]


uyas prin
ipales 
ara
terísti
as son:

Insensible al parámetro λl provo
ado por la última fuga

Dete
tabilidad de la fuga equivalente

Con lo que, este subsistema permite:

Generar un residuo (ra1) para la fuga equivalente independientemente de los valores z asignados,

Estimar el 
oe�
iente de des
arga λe, si el ve
tor z es 
ono
ido o estimado.

2.3.2 Subsistema a2

Por simetría del modelo (2.12-2.16), la transforma
ión 
omplementaria de la forma:

xa2 =






x21

x22

x23




 =






zeQin + zlQ2e

H3e

Qout




 (2.23)


on inye

ión de Qin = y1, se genera el subsistema de la forma

ẋa2 =Aa2(ze, zl)xa2 +Ba2(ze, zl)u+Φa2(xa2, y1, ze, zl, λl), (2.24)

ya2 =Ca2xa2, (2.25)

donde

Aa2(ze, zl) =







0 −a1 0
a2

z2
l

0 −a2

zl

0 a1

z3e
0






, Ba2(ze, zl) =






a1 0

0 0

0 a1

z3e




 , Φa2 =







−µ
(
zey

2
1 +

(x21−zey1)
2

zl

)

−a2

z2
l

(zey1 + λl
√
x22)

−µx23|x23|






, Ca2 =

[

0 0 1
]

.


uyas prin
ipales 
ara
terísti
as son:

Insensible al parámetro λe provo
ado por la fuga equivalente.

Dete
tabilidad de la última fuga en el tiempo transitorio, mientras esté presente la fuga equivalente,

Con lo que, este subsistema permite:

Generar un residuo (ra2) para la última fuga,

Además, en el 
aso que se no se haya presentado la última fuga puede usarse para estimar el ve
tor z, 
on

la 
ondi
ión estáti
a para el 
aso de una sola fuga

SR := ze + zl = L− z3e (2.26)

Una vez de�nidos los subsistemas en los que se desa
opla el efe
to de los parámetros λ en 
ada uno de ellos,

es posible proponer una estrategia que indique el momento en que se presenta una fuga sobre el du
to.
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2.4 Caso de fugas aguas arriba 
on respe
to a ze

Hasta el momento se ha 
onsiderado que las fugas apare
en a la dere
ha de fuga equivalente (ze) o 
omo se

le 
ono
e en el área de hidráuli
a �aguas abajo� de la fuga equivalente, esta 
ondi
ión no es una limitante para

el método, pues para resolver el 
aso 
uando una fuga aparez
a a la izquierda o �aguas arriba� de la anterior

es posible dete
tarla e identi�
arla usando un modelo simétri
o o espejo, de forma que se anali
e al du
to en

sentido 
ontrario. En la Figura 2.3 se muestra que las posi
iones de las fugas están invertidas 
on rela
ión a las

mostradas en la Figura 2.2,

Fig 2.3 Du
to 
on fugas a la izquierda de la anterior

y el 
ambio en las variables del sistema, quedan de la forma en el modelo dinámi
o aproximado

Q̇in =
a1
z3e

(Hin −H2e)− µQin|Qin|, (2.27)

Ḣ2e =
a2
zl
(Qin −Q2e − λl

√

H2e), (2.28)

Q̇2e =
a1
zl
(H2e −H3e)− µQ2e|Q2e|, (2.29)

Ḣ3e =
a2
ze

(Q2e −Qout − λe

√

H3e), (2.30)

Q̇out =
a1
ze

(H3e −Hout)− µQout|Qout|. (2.31)

re
ordando que se 
umple la misma 
ondi
ión estáti
a para la distan
ia

L = ze + zl + z3e. (2.32)

Las e
ua
iones del modelo anterior, al que nos referiremos 
omo modelo izquierdo, son similares 
asi idénti
as

a las del modelo (2.12-2.16), por lo 
ual es posible desarrollar transforma
iones pare
idas, donde se bus
a

desa
oplar el efe
to de los 
oe�
ientes de des
arga provo
ados por 
ada una de las fugas, las transforma
iones

propuestas se des
riben a 
ontinua
ión.

2.4.1 Subsistema b1

Para el primer subsistema se tiene

xb1 =






x11

x12

x13




 =






z3eQin + zlQ2e

H3e

Qout




 , (2.33)
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on inye

ión del parámetro medido Qin = y1, y el ve
tor de entradas u = [Qin, Qout]
T
,

ẋb1 =Ab1(ze, zl)xb1 +Bb1(ze)u+Φb1(xb1, y1, ze, zl, λe), (2.34)

yb1 =Cb1xb1, (2.35)

donde

Ab1(ze, zl) =







0 −a1 0
a2

z2
l

0 −a2

zl

0 a1

ze
0






, Bb1(ze) =






a1 0

0 0

0 −a1

ze




 , Φb1 =







−µ
(
z3ey

2
1 +

(x11−z3ey1)
2

zl

)

−a2

z2
l

(z3ey1 + zlλe
√
x12)

−µx13|x13|






, Cb1 =

[

0 0 1
]

2.4.2 Subsistema b2

Por simetría del modelo se propone la transforma
ión

xb2 =






x21

x22

x23




 =






Qin

H2e

zlQ2e + zeQout




 (2.36)


on inye

ión de Qout = y2, y el ve
tor de entradas u = [Qin, Qout]
T
se genera el subsistema de la forma

ẋb2 =Ab2(ze, zl)xb2 +Bb2(ze, zl)u +Φb2(xb2, y2, ze, zl, λl), (2.37)

yb2 =Cb2xb2, (2.38)

donde

Ab2(ze, zl) =






0 − a1

z3e
0

a2

z3e
0 − a2

zlz3e

0 a1 0




 , Bb2(ze, zl) =






a1

z3e
0

0 0

0 a1




 ,

Φb2 =







−µx21|x21|
a2

z3e

(

− y2ze
zl

+ λl
√
x22

)

−µ
(
zey2 +

(x23−zey2)
2

zl

)






, Cb2 =

[

1 0 0
]

.

Los subsistemas para el 
aso aguas arriba tienen las mismas propiedades que los subsistemas para el 
aso

aguas abajo, 
on esto se tienen dos subsistemas para 
ada 
aso que des
riben 
orre
tamente la dinámi
a para

n fugas 
on parámetros equivalentes que aparez
an aguas arriba o aguas abajo de la posi
ión equivalente (ze)

de la fuga anterior.

Para 
on
luir el 
apítulo es importante remar
ar que, hasta el momento, se de�nió la dimensión mínima de

un modelo equivalente que puede representar el efe
to de n fugas separándolas en dos, una equivalente para

las n− 1 fugas y la n-ésima, última o en inglés �last one�, una vez de�nido di
ho modelo, se logró obtener dos

subsistemas donde la gran importan
ia de 
ada uno de ellos es el desa
oplamiento de los parámetros λe y λl, lo


ual será vital para la propuesta de los dete
tores y estimadores que se presenta en los 
apítulos siguientes.
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3 Dete
tor de primera fuga

En este 
apítulo se muestra el desarrollo del dete
tor para la primera fuga, de manera genéri
a se des
ribe

sobre los subsistemas a1 y a2, pero el desarrollo apli
a para ambos 
asos, por lo que se trabaja 
on el estado

x1 y x2 sin pérdida de generalidad.

3.1 Prin
ipio de opera
ión

Cuando el du
to opera en 
ondi
iones nominales o sin fuga, los 
oe�
ientes de des
arga λe = λl = 0 y los

parámetros aso
iados a las posi
iones de las fugas ze, zl, z3e pueden tomar 
ualquier valor, siempre y 
uando

no se viole la 
ondi
ión estáti
a de la distan
ia del du
to (2.5), y todas ellas siempre sean mayores a 
ero. Con

esto, en prin
ipio se 
umple que el �ujo a la entrada del du
to Qin debe ser igual al �ujo de salida del du
to

Qout, y en el momento en que se presenta una fuga los �ujos de entrada y salida son diferentes (Qin 6= Qout),

debido a que se presenta un �ujo de fuga Qfe des
ono
ido. Para 
ono
er el momento en que la fuga se presenta

se propuso un método bastante utilizado en la 
omunidad de dete

ión de fugas, el diseño de un residuo r que

indi
a 
uando se presenta este fenómeno. Un residuo tiene la siguiente estru
tura:

r = x− x̂ (3.1)

donde x es una variable o parámetro real que se 
ono
e o se tiene una medi
ión y x̂ es un parámetro o variable

que se estima, el método de estima
ión puede ser 
ualquier método 
ono
ido o reportado en la literatura, en

este trabajo se utilizaron 
omo estimadores dinámi
os la teoría basada en el �ltro extendido de Kalman

(Reif et al., 1998) o EKF por sus siglas en inglés. A pesar de que el EKF no es un estimador óptimo aun así es

muy utilizado 
on esta fun
ión y por sus ventajas 
omo la 
ontinua adapta
ión de las ganan
ias en el tiempo y

la robustez ante perturba
iones externas. Pero tiene una desventaja que sólo es válido en una lo
alidad 
er
ana

al punto de opera
ión.

Se de
idió utilizar un EKF, pues, 
omo se mostró al obtener los dos subsistemas 
on parámetros desa
oplados,

los parámetros aso
iados a 
ada fuga no se presentan de una forma sen
illa en los modelos 
omo para obtener

un regresor y apli
ar la teoría de estima
ión de parámetros. Se observa en (2.21-2.22) y (2.24-2.25) que los

parámetros aso
iados a la posi
ión ze y zl se presentan en los denominadores y numeradores, lo que di�
ulta la

fa
toriza
ión del parámetro, por lo que se 
onsideró que la forma más sen
illa para estimar los parámetros era

realizar un observador que permitiera explotar la 
ualidad de fun
ionar 
omo estimador.

En el apéndi
e A se des
ribe la teoría ne
esaria para el diseño de los observadores o estimadores de pará-

metros, así 
omo el diseño de los mismos.

Para la dete

ión de las fugas fue ne
esario en primera instan
ia trabajar 
on los modelos nominales o sin

falla, para que los residuos generados mantengan este 
omportamiento en parti
ular, y al presentarse una falla

los residuos se alteren permitiendo así, obtener un indi
ador de que la falla está presente.
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3.2 Es
enario sin fuga

Como se men
ionó anteriormente, se 
onsidera que las fugas apare
en de manera se
uen
ial; 
on esto en

mente, se puede analizar a los subsistemas en 
ondi
ión sin fuga (nominal, sin falla) y posteriormente 
on una

fuga para determinar si un residuo puede indi
arnos el momento en que se presenta la fuga.

Re
ordando los subsistemas (2.21-2.22) y (2.24-2.25) y analizándolos 
uando todavía no se presenta una

fuga, 
on z3e = L− (ze + zl), se tiene

ẋ1 =A1(ze, zl)x1 +B1(ze)u+Φ1(x1, y2, ze, zl, 0), (3.2)

y1 =C1x1, (3.3)

y para el subsistema 2

ẋ2 =A2(ze, zl)x2 +B2(ze, zl)u +Φ2(x2, y1, ze, zl, 0), (3.4)

y2 =C2x2, (3.5)

donde las úni
as variables des
ono
idas son ze y zl en ambos subsistemas. Como se men
ionó anteriormente,

mientras las fugas no se hayan presentado λe = λl = 0 y los parámetros ze, zl aso
iados a las posi
iones pueden

tomar 
ualquier valor mientras 
umplan 
on las 
ondi
iones impuestas previamente, esto quiere de
ir que la

salida y1 y y2 serán exa
tamente iguales a las medi
iones Qin y Qout respe
tivamente.

Con esto en mente se desarrollaron observadores basados en EKF para el subsistema 1 y 2 sin 
ondi
ión de

fuga, generando observadores de la forma

˙̂x1 = A1(ze, zl)x̂1 +B1(ze)u+ Φ1(x̂1, y2, ze, zl) +K1(Qin − ŷ1) (3.6)

ŷd1 = C1x̂1 (3.7)

˙̂x2 = A2(ze, zl)x̂2 +B2(ze, zl)u +Φ2(x̂2, y1, ze, zl) +K2(Qout − ŷ2) (3.8)

ŷd2 = C2x̂2 (3.9)


on esto es posible pensar en residuos de la forma

r1 =Qin − ŷd1 (3.10)

r2 =Qout − ŷd2 (3.11)

donde di
hos residuos tendrán las siguientes 
ara
terizas

Si λe = λl = 0 para 
ualquier valor de ze y zl, r1 = r2 = 0.

Si λe 6= 0 para 
ualquier valor de ze y zl, r1 6= 0.

Si λl 6= 0 para 
ualquier valor de ze y zl, r2 6= 0.

Con estos residuos 
ara
terizados puede 
ono
erse el momento en que se presenta una fuga al veri�
ar su


omportamiento. Como se men
ionó anteriormente, los estimadores que se pretenden utilizar sólo son válidos

en una lo
alidad 
er
ana al punto de opera
ión, enton
es es ne
esario que al ini
iar di
hos estimadores, se

en
uentren 
on 
ondi
iones ini
iales 
er
anas al punto de opera
ión, en este 
aso, 
er
anas a la posi
ión de la

primera fuga equivalente ze, 
on lo anterior se desarrolló un aproximador de la posi
ión de la primera fuga, que

se des
ribe en la siguiente se

ión.
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3.2.1 Aproxima
ión de la primera fuga

Como el modelo propuesto (2.12-2.16) representa la dinámi
a de dos fugas sobre el du
to y en los subsistemas

de igual forma, al presentarse la primera fuga (λe 6= 0) el parámetro λl aún permane
e en 
ero, lo que provo
a

que el parámetro zl pueda tomar 
ualquier valor en la region de opera
ión. Como se quiere en
ontrar un valor

aproximado para ze, se 
onsideró �jar zl dándole un valor �arbitrario�, el 
ual se de�nió 
omo una región de

búsqueda SR, por sus siglas en inglés, de tal forma que el du
to se se

iona virtualmente 
omo se muestra en

la Figura 3.1, en di
ha región se 
onsidera que la primera fuga puede apare
er y es en la 
ual permane
erá de

igual forma la fuga equivalente.

Enton
es, de�niendo el parámetro SR, se generará una nueva restri

ión estáti
a para el 
aso de una sola

fuga o una fuga equivalente.

SR := ze + zl = L− z3e. (3.12)

Fig 3.1 Región de búsqueda

Re
ordando que la primera fuga sólo puede apare
er dentro de la región de búsqueda de�nida por SR se

utilizó un método igualmente presentado en (Verde, 2005) para la dete

ión de una fuga. En donde se utiliza

el dete
tor 2 (3.9) que es insensible al parámetro λe y sensible a los 
ambios en ze al presentarse la fuga, puede

moverse arbitrariamente a ze siempre y 
uando 
umpla 
on la restri

ión impuesta por la región de búsqueda

(SR = ze+ zl), enton
es si se varia z̄e en un intervalo (0, SR) (idealmente) de forma periódi
a (señal sinusoidal,

triangular, et
.), el 
omportamiento del residuo generado por este dete
tor al presentarse la fuga, debería ser

periódi
o y 
ruzando por 
ero en el momento que z̄e tome el valor real de ze. Con base en este método se diseñó

un dete
tor y un aproximador para la primera fuga que se des
ribe a 
ontinua
ión.

80 100 120
−2

0

2

4

6
x 10

−3

Tiempo [s]

r 2

Fig 3.2 Comportamiento del residuo r2 periódi
o ante una fuga en la posi
ión z1 = 50 m

En la Figura 3.2 se observa el 
omportamiento del residuo antes de la primera fuga y 
uando esta se presenta a

los 100 s, si z̄e se varia de forma periódi
a, en parti
ular 
on forma triangular en la región de búsqueda (0, SR),
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es importante men
ionar que ze no puede tomar los valores extremos y de he
ho, no puede tomar valores


er
anos a los extremos, esto por la forma en que el parámetro aso
iado a la posi
ión ze se en
uentra en el

modelo dinámi
o (2.12-2.16) y por 
onse
uen
ia los parámetros ze y zl que se en
uentra en los denominadores,

si estos toman valores 
er
anos a 
ero ó a la frontera virtual propuesta SR los modelos se indeterminan, por lo

que se de�nen las 
onstantes εa y εb que determinan los puntos máximos y mínimos en los que se puede dete
tar

una fuga.

| T | T |

z

Tiempo

s
T
(t

)

| T | T |

z

Tiempo

r T
(t

,z
e
)

| T | T |

z

Tiempo

R
T
(t

,z
e
)

SR-εb

εa

e

SR-εb

εa

e

SR-εb

εa

e

Fig 3.3 Señales aso
iadas al evaluador del residuo RT (t, ze)

Retomando el 
aso en que se varia z̄e en el intervalo (εa, SR− εb) de forma triangular, 
omo se muestra en

la Figura 3.3, se observa en la grá�
a superior 
orrespondiente a la señal sT (t) donde, en 
olor azul se muestra

el barrido de la señal z̄e, y en 
olor rojo la posi
ión real de ze, se observa 
omo se 
ruzan dos ve
es por periodo,

el momento del 
ru
e es 
uando la señal de barrido z̄e toma el valor real de la posi
ión, en ese mismo instante

el residuo generado por r2 tiene el mismo 
omportamiento (idealmente), es de
ir, 
ruza por 
ero, 
on esto es

posible obtener impulsos en el momento que se dan los 
ru
es realizando la opera
ión

rT (ze) = sT δ(r2)

donde δ(·) es la fun
ión impulso, rT (ze) genera un tren de impulsos en el momento de los 
ru
es por 
ero del

residuo r2 y al multipli
arlo por la señal triangular 
on que se barre la región de búsqueda z̄e se obtiene la

señal rT (t, ze), que es un tren de impulsos de magnitud aproximada al valor real de la fuga ze. Si di
ha señal se

retiene en su último valor hasta que se presente otro, se genera un tren de pulsos 
omo se muestra en la señal

RT (t, ze) el 
ual presenta un 
omportamiento periódi
o, y se propone obtener el valor RMS de ésta señal, 
uyo

resultado es un evaluador del residuo y genera una posi
ión aproximada que servirá 
omo 
ondi
ión ini
ial para

los estimadores en ẑe(0).

Con esto se resuelve el problema para la 
ondi
ión ini
ial para el punto de opera
ión (ẑe(0), λ̂e(0)), tomando

los valores (zeRMS , 0) sólo queda 
ómo proponer una forma pre
isa de la estima
ión de los parámetros ẑe y

λ̂e(0), la 
ual se des
ribe en el 
apítulo siguiente.
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4 Estima
ión de parámetros y esquema de fun
io-

namiento

Como se tiene una 
ondi
ión ini
ial 
er
ana al punto de opera
ión 
on el método de diagnósti
o propuesto

en el Capitulo 3, enton
es se puede diseñar un estimador 
on el estado aumentado para los parámetros ẑe y

λ̂e, 
on los que se 
reará un sistema de fun
ionamiento Maestro-Es
lavo que se des
ribe en la parte �nal del


apitulo.

4.1 Es
enario primera fuga

Con la restri

ión estáti
a para la región de búsqueda (3.12), retomando los subsistemas (2.21-2.22) y (2.24-

2.25) y sustituyendo en los subsistemas

zl = SR− ze (4.1)

se tiene que, para el subsistema 1

ẋ1 =A1(ze)x1 +B1(ze)u+Φ1(x1, y2, ze, λe) (4.2)

y1 =C1x1 (4.3)

y para el subsistema 2

ẋ2 =A2(ze)x2 +B2(ze)u +Φ2(x2, y1, ze, 0) (4.4)

y2 =C2x2 (4.5)

donde es 
laro que el subsistema (4.2-4.3) sólo depende de los parámetros des
ono
idos ze y λe y el subsistema

(4.4-4.5) solo depende de ze.

En este momento se puede observar 
laramente la poten
ialidad de desa
oplar el efe
to de los parámetros λe

y λl en los subsistemas, se observa 
laramente que el úni
o parámetro des
ono
ido en el subsistema (4.4-4.5) es

ze, el 
ual para ser estimado y agregarse a los estados del subsistema (4.4-4.5) 
on dinámi
a 
onstante y generar

el subsistema 
on el estado aumentado de la forma

[

ẋ2

że

]

=

[

A2(ze)x2 +B2(ze)u +Φ2(x2, ze, y1, 0)

0

]

, (4.6)

y2 =
[

C2 0
]
[

x2

ze

]

= C2x2, (4.7)
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si se diseña un observador basado en el EKF para el sistema (4.6 y 4.7), se obtendrá

[
˙̂x2

˙̂ze

]

=

[

A2(ẑe)x̂2 +B2(ẑe)u+Φ2(x̂2, ẑe, y1) +K21(Qout − ŷ2)

K22(Qout − ŷ2)

]

, (4.8)

ŷm2 =
[

C2 0
]
[

x̂2

ẑe

]

= C2x̂2 (4.9)

que permite obtener un estimado del parámetro ẑe, donde el ve
tor de ganan
ias está de�nido por K̄m2 =

[K21,K22]
T
, y el error de salida se de�ne 
omo em2 = Qout − ŷm2.

Enton
es se tiene el valor estimado para ẑe el 
ual si se inye
ta 
omo una entrada sobre el subsistema (4.2-

4.3) u3 = ẑe sólo se tiene un parámetro des
ono
ido λe y si se realiza el mismo pro
edimiento que en el 
aso

anterior se obtiene el subsistema 
on el estado aumentado

[

ẋ1

λ̇e

]

=

[

A1(u3)x1 +B1(u3)u+Φ1(x1, u3, y2, λe)

0

]

, (4.10)

y1 =
[

C1 0
]
[

x1

λe

]

= C1x1, (4.11)

de igual forma se diseña un observador basado en el EKF para el subsistema (4.10 y 4.11)

[
˙̂x1

˙̂
λe

]

=

[

A1(u3)x̂1 +B1(u3)u+Φ1(x̂1, u3, y2, λ̂e) +K11(Qin − ŷ1)

K12(Qin − ŷ1)

]

, (4.12)

ŷm1 =
[

C1 0
]
[

x̂1

λ̂e

]

= C1x̂1, (4.13)

donde se obtiene un estimado del parámetro λ̂e, 
uyo ve
tor de ganan
ias K̄m1 = [K11,K12]
T
, y el error de

salida se de�ne 
omo em1 = Qin − ŷm1.

Con lo propuesto anteriormente es posible estimar los parámetros para una o múltiples fugas 
on parámetros

equivalentes (ẑe, λ̂e), di
hos estimadores serán nombrados 
omo estimadores maestros, ya que estiman los

parámetros equivalentes. Como se men
ionó anteriormente, para garantizar la 
onvergen
ia es ne
esario que

los estados ini
ien en una lo
alidad 
er
ana al punto de opera
ión, lo 
ual se garantiza 
on las siguientes

aproxima
iones para los siguientes estados.

Re
ordado que se tiene un valor aproximado de la posi
ión de la fuga (zeRMS), es posible obtener las


ondi
iones ini
iales de los otros estados para el estimador maestro del parámetro ẑe, de la forma

x̂2 =









x̂21

x̂22

x̂23

x̂24









=









zeQ̂in + zlQ̂2e

Ĥ3e

Q̂out

ẑe









; x2(0) =









zeRMSQin + (SR− zeRMS)Qout

(SR−zeRMS)(Hout−Hin)
L

+Hin

Qout

zeRMS









.

donde se 
onsidera que el �ujo Q̂2e ≈ Qout, la posi
ión zl ≈ (SR−zeRMS) y el 
abezal de presión Ĥ3e se pueden

aproximar 
on un punto sobre la re
ta de la 
aída de presión de entrada a salida (Hout −Hin) en la posi
ión

de la fuga (SR− zeRMS), todas las 
onsidera
iones anteriores en el momento que se presenta la fuga. Y para el
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estimador maestro del parámetro λ̂e se 
onsideran 
omo 
ondi
iones ini
iales,

x̂1 =









x̂11

x̂12

x̂13

x̂14









=









Q̂in

Ĥ2e

zlQ̂2e + z3eQ̂out

λ̂e









; x1(0) =









Qin

zeRMS(Hout−Hin)
L

+Hin

Qout(L− zeRMS)

0









,

donde, de igual forma, el 
abezal de presión Ĥ2e se puede aproximar por el punto sobre la re
ta de la 
aída de

presión de entrada a salida en la posi
ión aproximada de la fuga (zeRMS), y 
omo se 
onsidera que λl = 0, por

lo que el �ujo de fuga Ql = 0, enton
es el �ujo de la se

ión después de la fuga debe ser igual al �ujo de salida

Qe2 = Qout.

De�nidas las 
ondi
iones ini
iales, se puede 
onsiderar que los estimadores maestros ini
iarán su�
ientemente


er
a del punto de opera
ión y así garantizar la 
onvergen
ia a los parámetros reales.

Como hasta el momento se pueden obtener los parámetros de n fugas 
omo equivalentes, es ne
esario para


ono
er los parámetros reales de las n fugas, estimar los parámetros de la última fuga que se presente respe
to

a los equivalentes, para después en
ontrar los valores relativos reales de la posi
ión de 
ada una de las fugas

sobre el du
to.

4.2 Es
enario segunda fuga

Re
apitulando lo que se ha logrado hasta el momento

Se tiene un dete
tor que indi
a el momento en que la primera fuga se presenta analizando el residuo r2 6= 0.

Se obtuvo un primer aproximado de la posi
ión de la fuga zeRMS .

Se estimaron los parámetros aso
iados a la primera fuga (ẑe, λ̂e)

Enton
es, 
uando se presente la segunda fuga, se pueden retomar los subsistemas 1 y 2 (2.21-2.25), donde, si

se de�nen 
omo entradas a los parámetros previamente estimados de la forma u3 = ẑe y u4 = λ̂e, el primer

subsistema queda de la forma

ẋ1 =A1(ue, zl)x1 +B1(u3)u+Φ1(x1, y2, u3, zl, u4), (4.14)

y1 =C1x1, (4.15)

donde, el úni
o parámetro des
ono
ido sobre este sistema es el parámetro aso
iado a la posi
ión de la nueva

fuga zl, y si se amplía el estado 
on el parámetro des
ono
ido y 
on dinámi
a 
onstante, 
omo en el 
aso de los

estimadores maestros, se tiene que

[

ẋ1

żl

]

=

[

A1(ue, zl)x1 +B1(u3)u+Φ1(x1, y2, u3, zl, u4)

0

]

, (4.16)

y1 =
[

C1 0
]
[

x1

zl

]

= C1x1, (4.17)
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y de la misma forma si se diseña un observador basado en el EKF, se obtendrá el estimador para el parámetro

ẑl 
on la estru
tura

[
˙̂x1

˙̂zl

]

=

[

A1(ue, ẑl)x̂1 +B1(u3)u+Φ1(x̂1, y2, u3, ẑl, u4) +K11(Qin − ŷ1)

K12(Qin − ŷ1)

]

, (4.18)

ŷe1 =
[

C1 0
]
[

x̂1

ẑl

]

= C1x̂1, (4.19)


uyo ve
tor de ganan
ias K̄e1 = [K11,K12]
T
se diseña 
on la teoría men
ionada en el apéndi
e A, y el error de

salida estará de�nido 
omo ee1 = Qin − ŷe1.

Con esto, se puede de�nir 
omo una nueva entrada el parámetro previamente estimado u5 = ẑl y analizando

el segundo subsistema y sustituyendo los parámetros previamente estimados se tiene que

ẋ2 =A2(u3, u5)x2 +B2(u3, u5)u+ Φ2(x2, y1, u3, u5, λl) (4.20)

y2 =C2x2, (4.21)

de forma análoga, este subsistema sólo depende del parámetro des
ono
ido λl, y siguiendo el método de 
ons-

tru

ión para los estimadores de parámetros, se genera el subsistema 
on el estado aumentado λl 
on dinámi
a


onstante

[

ẋ2

λ̇l

]

=

[

A2(u3, u5)x2 +B2(u3, u5)u+Φ2(x2, y1, u3, u5, λl)

0

]

, (4.22)

y2 =
[

C2 0
]
[

x2

λl

]

= C2x2, (4.23)

y diseñando el un observador basado en el EKF, se obtendrá el estimador para el parámetro λ̂l, 
on la estru
tura

[
˙̂x2

˙̂
λl

]

=

[

A2(u3, u5)x̂2 +B2(u3, u5)u+Φ2(x̂2, y1, u3, u5, λ̂l) +K21(Qout − ŷ2)

K22(Qout − ŷ2)

]

, (4.24)

ŷe2 =
[

C2 0
]
[

x̂2

λ̂l

]

= C2x̂2, (4.25)

y de igual forma el ve
tor de ganan
ias K̄e2 = [K21,K22]
T
se diseña 
on la teoría men
ionada en el apéndi
e A,

y el error de salida estará de�nido 
omo ee2 = Qout − ŷe2.

Con esto se tiene otro par de estimadores que se nombraran es
lavos, que son 
apa
es de estimar los

parámetros de la segunda fuga, 
uando esta aparez
a, siempre y 
uando previamente se tengan identi�
ados los

parámetros de la primera fuga.

El problema de 
ondi
iones ini
iales para este 
aso se resolvió usando el mismo valor de los estados que se

tienen en los estimadores maestros antes de ini
iar el fun
ionamiento de los estimadores es
lavos, para el 
aso

de λl(0) = 0 y para zl(0) = SR− ẑe, 
on lo 
ual se garantiza que ini
iarán 
er
a del punto de opera
ión antes

de que aparez
a la segunda fuga.
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4.3 Esquema de fun
ionamiento

Fig 4.1 Esquema de fun
ionamiento para 2 fugas se
uen
iales

Hasta el momento se tienen dos dete
tores de fugas, de los 
uales sólo se utiliza el dete
tor que genera

el residuo r2 para dete
tar y aproximar la primera fuga, y 
uatro estimadores de parámetros, dos maestros

para identi�
ar múltiples fugas 
on parámetros equivalentes y un par de estimadores es
lavos para estimar los

parámetros de la última fuga que se presenta.

En la Figura 4.1 se presenta un primer esquema de fun
ionamiento y puesta en mar
ha para los dete
tores

y estimadores que se des
ribe a 
ontinua
ión

1. El bloque dete
tor es el primero en en
ender 
on su señal auxiliar para generar la señal z̄e y aproximar la

posi
ión de la primera fuga (zeRMS) una vez que esta se presenta.

2. Una vez 
al
ulada la posi
ión aproximada de la primera fuga se 
al
ulan las 
ondi
iones ini
iales para los

estimadores maestros y se manda una señal para a
tivarlos.

3. Los estimadores maestros ini
ian el pro
eso de identi�
a
ión de los parámetros aso
iados a la primera

fuga ẑe y λ̂e.

4. Una vez que se logra la 
onvergen
ia de los parámetros de la primera fuga, se 
al
ulan las 
ondi
iones

ini
iales para los estimadores es
lavos y estos se ponen en fun
ionamiento.

5. Al presentarse la segunda fuga los estimadores es
lavos ini
ian la estima
ión de los parámetros ẑl y λ̂l.

Existe un problema 
on este esquema de fun
ionamiento, el 
ual se genera en los estimadores es
lavos, ya que

al presentarse la segunda fuga, los estimadores maestros 
omienzan a 
onverger a los parámetros equivalentes

de dos fugas, estos al inye
tarse 
omo entradas a los estimadores es
lavos tiene 
omo 
onse
uen
ia que di
hos

estimadores no reali
en ninguna estima
ión, ya que el efe
to de las dos fugas se absorbe por los parámetros

equivalentes.

La solu
ión se presenta en el esquema mostrado en la Figura 4.2, donde se introdu
e un bloque de retardo

sobre las señales de los parámetros estimados equivalentes ẑe y λ̂e.
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Fig 4.2 Esquema de fun
ionamiento general para tres o más fugas

Las señales retardadas en el tiempo que se obtienen a la salida de este bloque ẑe(t− τ) y λ̂e(t− τ), donde τ

es el tiempo del retardo, tienen la fun
ión de que en el momento que se presente una nueva fuga, los estimadores

es
lavos tienen un tiempo τ para realizar la estima
ión de los parámetros de di
ha fuga (ẑl, λ̂l) antes de que se

introduz
an los parámetros equivalentes de las dos fugas.

La gran ventaja de proponer un esquema de este tipo 
on un bloque de retardo, es que el método puede

fun
ionar de manera iterativa para n fugas se
uen
iales, y así obtener los parámetros de las n fugas respe
to

a los parámetros equivalentes, que posteriormente puede en
ontrarse los valores reales sobre el du
to 
on las

e
ua
iones (2.9-2.11).

Como 
omplemento para identi�
ar el momento en que los estimadores es
lavos se en
uentran a
tivos por

la presen
ia de una nueva fuga, se diseño un dete
tor basado en el subsistema uno (2.21 y 2.22), que al diseñar

un observador basado en un EKF, se obtiene

˙̂x1 = A1(ze, zl)x̂1 +B1(ze)u +Φ1(x̂1, y2, ze, zl + λe) +K1(Qin − ŷ1) (4.26)

ŷd1 = C1x̂1 (4.27)

donde se pueden inye
tar 
omo entradas los parámetros estimados 
on retardo previamente obtenidos de los

estimadores maestros (ẑe y λ̂e), provo
ando que el úni
o parámetro des
ono
ido sea el parámetro zl, y si se

realiza un barrido 
on una señal periódi
a z̄l, se generara un residuo

rd1 =Qin − ŷd1 (4.28)

el 
ual permane
erá en 
ero mientras no se presente una nueva fuga, y se mantendrá diferente de 
ero mientras

dure el tiempo de retardo τ . Como la úni
a fun
ión que se quiere para el residuo (4.28) es indi
ar el momento de

la presen
ia de una nueva fuga y el termino de la misma, se le de�nió un 
omportamiento booleano de tal forma

que tome un valor unitario mientras los estimadores es
lavos traten de 
onverger a los parámetros estimados y

un valor 
ero en 
aso de que no se haya presentado ninguna fuga.

El esquema propuesto se validó mediante simula
iones, las 
uales se presentan en el 
apítulo siguiente.
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5 Resultados

El esquema general propuesto en el 
apítulo anterior se validó mediante simula
iones 
on el software mate-

máti
o MATLAB (MATLAB R2008, 2008), en parti
ular, sobre el simulador simulink, donde se implementaron

los modelos matemáti
os que des
riben la dinámi
a del �uido sobre el du
to 
on tres fugas y 
on los parámetros

del du
to piloto que se en
uentra en el Instituto de Ingeniería. Estos parametros se presentan en la tabla 5.1;

los resultados obtenidos se presentan y des
riben a lo largo de este 
apítulo.

Tabla 5.1 Parámetros

H1 = 11 m H2 = 6 m L = 200 m g = 9.81 m/s2 ǫa = 10 ωaux = 0.4π rad/s

SR = 160 m D = 0.1 m b = 1250 m/s f = 0.02 ǫb = 10 -

donde ωaux es la fre
uen
ia de la señal triangular utilizada 
omo señal auxiliar para el dete
tor.

5.1 Caso aguas abajo

Se simularon tres fugas se
uen
iales 
on las siguientes 
ara
terísti
as

z1 = 50 m, λ1 = 0.001 en un tiempo de 100 s

z2 = 30 m, λ2 = 0.001 en un tiempo de 400 s

z3 = 40 m, λ3 = 0.001 en un tiempo de 600 s

las fugas se simularon para el 
aso que se presenta aguas abajo de la anterior, en la se

ión siguiente se presenta

el 
aso aguas arriba.

En la Figura 5.1 se observan el 
omportamiento de las señales medidas Qin = y1 y Qout = y2 del du
to, se

observa 
omo en el tiempo que se presenta una fuga, los �ujos medidos sufren un 
ambio abrupto

200 400 600 800
0.008

0.013

0.018

Tiempo [s]

[
F

lu
jo

m
3
/s

]

y
1

y
2

Fig 5.1 Salidas medidas
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En la Figura 5.2 a) se observa de arriba ha
ia abajo, la forma de la señal auxiliar z̄e, la señal de la dete

ión

de la fuga, ne
esaria para a
tivar el pro
eso en la simula
ión de la aproxima
ión de la posi
ión zeRMS des
rita

en la se

ión 3.2.1, y �nalmente el residuo r2 (3.11); en la Figura 5.2 b) el valor aproximado obtenido para

zeRMS , y la señal del síntoma que da por terminada la etapa de dete

ión, que es la señal que da 
omienzo al


ál
ulo de las 
ondi
iones ini
iales para el estimador maestro, 
omo se des
ribe en la se

ión 4.2.
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0

80

160

z̄ e

80 100 120
0
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1
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0

5
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−3
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(a) Señal auxiliar y señal de dete

ión de la fuga

residuo r2.
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S
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(b) Aproxima
ión de la posi
ión de fuga zeRMS

y señal del síntoma

Fig 5.2 Señales del pro
eso de dete

ión

La señal auxiliar está a
tiva desde que la simula
ión ini
ia, se desa
tiva en el momento que la señal del

síntoma se a
tiva. El aproximado de la posi
ión de la primera fuga zeRMS , 
onverge a un valor 
er
ano al real,


ondi
ión ne
esaria para garantizar la 
onvergen
ia de los estimadores maestros. Finalmente la señal del síntoma

se a
tiva una vez trans
urridos 
iertos periodos de la señal auxiliar, esto 
on la �nalidad de obtener un buen

aproximado para la 
ondi
ión ini
ial y no perder mu
ho tiempo en di
ha aproxima
ión. Se observa que la etapa

de la dete

ión tiene una dura
ión de aproximadamente 20 s y sólo se realiza al presentarse la primera fuga.

En la Figura 5.3 a), b) y 
) se observa la 
onvergen
ia de los parámetros estimados por los estimadores

maestros (ẑe, λ̂e,Q̂e), y que en el momento en que se presenta una nueva fuga, los parámetros se reajustan a

un nuevo valor equivalente que satisfa
e las rela
iones de equivalen
ia mostradas en (2.9-2.11). Es importante

men
ionar que el �ujo de fuga Qe se obtiene por la expresión Qe = λe

√
H2e, y en este 
aso se estima por medio

de la expresión Q̂e = λ̂e

√
x̂12, donde x̂12 es el segundo estado observado del estimador maestro para λ̂e (4.12 y

4.13).



5.1 Caso aguas abajo 29

100 400 600 800
0

20

40

60

80

Tiempo [s]
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Fig 5.3 Señales obtenidas de los estimadores maestros

En la Figura 5.3 a) se muestra la señal ẑe aso
iada a la posi
ión equivalente de las fugas, obtenida por el

estimador maestro (4.8-4.9), y para el parámetro λ̂e obtenido por el estimador maestro (4.8-4.9) mostrado en

la misma Figura en el in
iso b).

En la Figura 5.4 a) y b) se observa la dinámi
a de las ganan
ias en los estimadores maestros, y 
omo en los

primeros instantes existe un transitorio de gran magnitud debido a la aproxima
ión de las 
ondi
iones ini
iales.

Posteriormente permane
en en un valor 
onstante hasta el momento en que se presenta una nueva fuga.
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Fig 5.4 Ajuste de ganan
ias de los estimadores maestros

En la Figura 5.5 a) se observa la señal obtenida por el estimador es
lavo (4.18 y 4.19) para el parámetro ẑl

junto 
on la señal retrasada ze(t − τ), en la Figura 5.5 b) se presenta la señal estimada para el parámetro λ̂l,

y �nalmente en la Figura 5.5 
) se muestra el �ujo Q̂l 
al
ulado en 
ada nueva fuga. Debajo de 
ada grá�
a

se presenta la señal de interpreta
ión (S.Int.) generada por el residuo (4.28). Es importante men
ionar que el

efe
to transitorio al en
ender por primera vez los estimadores es
lavos tiene un efe
to tanto en el ajuste de las

ganan
ias 
omo en la señal de interpreta
ión.
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Fig 5.5 Señales obtenidas de los estimadores es
lavos

En la Figura 5.6 a) y b) se muestra la dinámi
a de las ganan
ias de los estimadores es
lavos, K̄e1 y K̄e2, se

observa 
ómo al igual que las ganan
ias de los estimadores maestros se ajustan 
onforme se presentan las fugas.
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Fig 5.6 Ajuste de ganan
ias de los estimadores es
lavos

Los valores �nales a los que 
onvergen los parámetros estimados de las fugas, se muestran en la tabla 5.2,

los valores mostrados en di
ha tabla son los valores �nales antes de que la señal de interpreta
ión 
ambie de

estado.
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Tabla 5.2 Valores estimados

ẑe m Q̂e m
3/s λ̂e u zl m Ql m

3/s λ̂l u

(10−3) (10−3) (10−3) (10−3)

f1 50 3.043 1 - - -

f2 62.961 5.818 2.014 30 2.818 9.97

f3 76.879 8.354 3.066 57.19 2.588 1.001

Para 
on�rmar que los valores estimados y 
al
ulados son los 
orre
tos, se puede apli
ar las e
ua
iones de

equivalen
ia para los �ujos (2.9), para el es
enario donde se presenta la segunda fuga, donde Qf1 = Qe(f1) y

Qf2 = Ql(f2), enton
es,

5.818(10−3) =Qe(f1) +Ql(f2),

5.818(10−3) ≈5.861(10−3),

donde el error |e| = 0.73%, y para el 
aso de la posi
ión equivalente se despeja ze de la e
ua
ión 2.10, donde

z1 = ze(f1), z2 = zl(f2), enton
es se tiene la e
ua
ión

ze =
( Q̄out

2Q̄outQ̄e + Q̄2
e

)[

z1

( Q̄f1

Q̄out

)(
2Q̄f2 + Q̄f1

)
+(z1 + z2)

(

Q̄f2

(

2 +
Q̄f2

Qout

))]

,

62.961 ≈ 63.32,

que genera un error |e| = 0.57%. De igual forma puede usarse la expresión aproximada para obtener la posi
ión

(2.11) obteniendo un resultado

62.961 ≈64.9,

generando un error |e| = 3.07%. Con esto se observa que los errores entre los parámetros estimados equivalentes

y los parámetros estimados de 
ada fuga 
umplen 
on las rela
iones de equivalen
ia, arrojando errores que son

produ
to de la pre
isión de las medi
iones.

Se observa que a partir de la ter
era fuga los valores estimados de los parámetros (ẑl,λ̂l,Q̂l) son medidos

respe
to a los parámetros equivalentes y para en
ontrar las posi
iones reales de las fugas sobre el du
to , se

propone la e
ua
ión (5.1), 
on la que es posible en
ontrar el valor real de la posi
ión desde la ter
er fuga; el

término zra tiene por objetivo 
al
ular la distan
ia del ini
io del du
to a la posi
ión de la fuga n−1, y el término

zrb 
al
ula la distan
ia de ini
io del du
to a la posi
ión de la fuga n 
on lo que al restar di
has distan
ias se

obtiene la posi
ión real de la fuga n respe
to a la fuga n − 1. Esta e
ua
ión es úni
amente valida a partir de

la fuga n = 3, 4, . . .; en la Figura 5.7, se observa esquemáti
amente el 
al
ulo de los términos zra y zrb para el


aso de tres fugas.

zr(fn) =
(
zl(fn) + ze(fn−1)
︸ ︷︷ ︸

zrb

)
−
(
zl(fn−1) + ze(fn−2)
︸ ︷︷ ︸

zra

)
(5.1)

donde fn ha
e referen
ia a la fuga n-ésima. Para 
omprobar esta expresión 
on los parámetros estimados, se

tiene que

zr(f3) =(57.19 + 62.961)− (30 + 50)

=40.151
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y el error entre la posi
ión real (40 m) y la posi
ión estimada es de |e| = 0.37%, 
on lo 
ual se muestra que los

estimadores maestros y es
lavos 
onvergen a los parámetros 
orre
tos.
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Fig 5.7 Obten
ión de la posi
ión real z3 sobre el du
to

En la Figura 5.7 a) se presentan los esquemas de las se

iones del du
to al presentarse una y dos fugas,

donde di
has se

iones estarán de�nidas por las estima
iones de ẑe y ẑl, además de mostrar grá�
amente la

se

ión generada por el termino zra, en los esquemas b) se observan las se

iones generadas por el es
enario de

dos y tres fugas y de igual forma la obten
ión del termino zrb, �nalmente para 
orroborar lo propuesto en los

esquemas 
) se observa 
omo 
oin
iden los términos 
al
ulados 
on las posi
iones reales de las fugas.

A 
ontinua
ión se presentan las mismas simula
iones 
on ruido 2% en las medi
iones de �ujos, 
abe men
io-

nar que se utilizaron las mismas matri
es Q y R que se diseñaron para el sistema sin presen
ia de perturba
iones

ni 
onsidera
iones de ruido, di
has matri
es y el desarrollo para la obten
ión de los ve
tores de ganan
ias se

muestra en el apéndi
e A.

200 400 600 800
0.008

0.013

0.018

Tiempo [s]

[
F

lu
jo

m
3
/s

]

y
1

y
2

Fig 5.8 Salidas medidas

Resultado de los estimadores maestros.
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Resultados de los estimadores es
lavos
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ẑl

200 400 600 800
0

1

Tiempo [s]

S
. 

In
t

(a) Convergen
ia ẑl
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Fig 5.10 Señales obtenidas por los estimadores es
lavos

Los valores mostrados en la tabla 5.3 
orresponden al valor medio (*) de los últimos 50 segundos antes de

que se presente la fuga siguiente sobre los estimadores maestros, y los últimos 50 segundos antes de que la señal

de interpreta
ión se apague sobre los estimadores es
lavos.

Tabla 5.3 Valores medios estimados 
on ruido 2%

ẑ∗e Q̂∗
e λ̂∗

e ẑ∗l Q̂∗
l λ̂∗

l

(10−3) (10−3) (10−3) (10−3)

f1 44.35 2.9 0.95 - - -

f2 60.90 5.7 1.9 39.71 3.0 1.1

f3 75.49 8.2 3.0 52.14 2.8 1.1

Se observa que para la estima
ión de los parámetros de las primeras 2 fugas existen errores 
on respe
to al

valor real, pero se tiene un estimado bastante 
er
ano. Y para obtener la posi
ión de la ter
er fuga respe
to a
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la anterior se apli
a la e
ua
ión 5.1 que da el resultado

zr(f3) =
(
62.14 + 60.90

)
−
(
39.71 + 44.35

)

=38.98

y de igual forma en la posi
ión para la ter
er fuga, tiene un error, pero la estima
ión es bastante 
er
ana al

valor real.

5.2 Caso aguas arriba

Como en el 
aso anterior se simularan 3 fugas 
on las siguientes 
onsidera
iones

z1 = 80 m, λ1 = 0.001 en un tiempo de 100 s

z2 = 40 m, λ2 = 0.001 en un tiempo de 400 s

z3 = 30 m, λ3 = 0.001 en un tiempo de 600 s

Las señales medidas son las mismas que en el 
aso anterior Qin = y1 y Qout = y2, y de igual forma 
uando

se presenta una fuga existe un 
ambio abrupto en las señales medidas, 
omo se muestra en la Figura 5.11,
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Fig 5.11 Salidas medidas

Los resultados obtenidos para el los estimadores maestros se muestran en la Figura 5.12 a), b) y 
)
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100 400 600 800
0

1

2

3

x 10
−3

Tiempo [s]

λ̂
e

(b) Estima
ión λ̂e

100 400 600 800

0.002

0.006

0.01

Tiempo [s]

Q̂
e
[m

3
/
s]

(
) Estima
ión Q̂e

Fig 5.12 Señales obtenidas por los estimadores maestros
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y los resultados obtenidos por los estimadores es
lavos se muestran en 5.13 a), b), 
),
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ẑe(t − τ)

ẑl
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Fig 5.13 Señales obtenidas por los estimadores es
lavos

Los resultados de los estimadores se registran en la tabla 5.4.

Tabla 5.4 Valores estimados

ẑe Q̂e λ̂e zl Ql λ̂l

(10−3) (10−3) (10−3) (10−3)

f1 80 2.735 1 - - -

f2 102.91 5.818 2.018 40 2.842 9.987

f3 123.12 8.360 3.066 47.19 2.948 1.001

y apli
ando la e
ua
ión (5.1) para en
ontrar la posi
ión real de la fuga z3 sobre el du
to se tiene

zr(f3) =(47.19 + 102.91)− (40 + 80)

=30.1

se observa que se en
uentra 
on bastante pre
isión la posi
ión de la ter
er fuga, de igual forma que se en
ontró

en el 
aso de las fugas aguas abajo.

Finalmente se presentarán los resultados para el 
aso 
on ruido en la medi
ión del 2% 
omo se muestra en

la Figura 5.14.
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Los resultados obtenidos para el los estimadores maestros se muestran en la Figura 5.15 a), b) y 
)
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Fig 5.15 Señales obtenidas por los estimadores maestros

y los resultados obtenidos por los estimadores es
lavos se muestran en 5.16 a), b), 
),
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Fig 5.16 Señales obtenidas por los estimadores es
lavos
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Los valores mostrados en la tabla 5.5 
orresponden al valor medio (*) de los últimos 50 segundos antes de

que se presente la fuga siguiente sobre los estimadores maestros, y los últimos 50 segundos antes de que la señal

de interpreta
ión se apague sobre los estimadores es
lavos.

Tabla 5.5 Valores medios estimados 
on ruido 2%

ẑ∗e Q̂∗
e λ̂∗

e ẑ∗l Q̂∗
l λ̂∗

l

(10−3) (10−3) (10−3) (10−3)

f1 71.51 2.5 0.92 - - -

f2 98.17 5.2 1.9 52.85 3.0 1.1

f3 122.96 8.4 3.1 52.80 3.3 1.1

para en
ontrar la posi
ión real de la ter
er fuga, se apli
a una vez más la expresión (5.1), y se obtiene

zr(f3) =(52.8 + 98.17)− (52.85 + 71.51)

=26.61

Se observa que se tiene un error de 
uatro metros 
on la posi
ión real y 
abe men
ionar que la posi
ión

media estimada para la fuga dos y tres tiene prá
ti
amente el mismo valor. Pare
ería que existe un error 
on

la estima
ión, pero lo que realmente su
ede es que la última fuga es muy 
er
ana al borde de la región de

búsqueda, lo 
ual, 
ausa que el estimador responda un po
o más lento y la estima
ión pierda pre
isión, efe
to

que se magni�
a por la presen
ia de ruido en la medi
ión; 
on todo y esta desventaja se observa que se obtuvieron

resultados bastante 
er
anos a las posi
iones reales.

Se es
ogieron en parti
ular estas posi
iones de fuga ya que representan los mismo puntos de fuga que en el


aso en que se presentan aguas abajo de la fuga anterior, sólo que se presentan en sentido inverso, esto para

ejempli�
ar que es posible identi�
ar las mismas posi
iones de las fugas sin importar el orden en que se presenten

y sin importar si se presentan aguas arriba o aguas abajo, re
ordando que siempre y 
uando estas aparez
an

dentro de la región de búsqueda SR.

Se observa que el 
aso para múltiples fugas, tanto aguas abajo 
omo aguas arriba está resuelto y se en
ontró

una manera para identi�
ar dónde se en
uentra la fuga 
on base en la posi
ión equivalente de las fugas.



38 5 Resultados



39

6 Con
lusiones

Se muestra un esquema para la dete

ión de fugas se
uen
iales fun
ional, algo que no se había ata
ado en

la literatura de diagnósti
o de fugas. Se observó en las simula
iones la pre
isión del método 
on y sin ruido en

la medi
ión.

Es importante resaltar que la prin
ipal 
ontribu
ión de este trabajo es el esquema de dete

ión e identi�
a
ión

de fallas se
uen
iales múltiples, pues 
omo se men
ionó en la introdu

ión, el 
aso de dete
tar e identi�
ar una

sola fuga está resuelto y existen mu
hos métodos reportados para realizarlo. En este trabajo se utilizaron

identi�
adores basados en el �ltro de Kalman extendido por la fa
ilidad de la implementa
ión así 
omo la

robustez ante perturba
iones y ruido, además de la gran poten
ialidad de modi�
ar las ganan
ias 
ada vez que

una fuga se presenta.

También se ata
ó el problema de que las fugas se presenten aguas arriba de la anterior, resolviendo el

problema de que las fugas puedan apare
er en 
ualquier parte del du
to.

Como trabajo pendiente queda probar el método sobre el sistema físi
o real y observar su 
omportamiento ,

además de plantear el 
aso de las fugas 
uya posi
ión relativa 
on respe
to a ze están indistintamente aguas arriba

o aguas abajo, 
ompletando el problema real que las fugas aparez
an de manera arbitraria sin restri

ión. Otro

aspe
to importante que queda pendiente es el variar la región de búsqueda 
onforme los estimadores en
uentran

la posi
ión de alguna fuga para modi�
ar la restri

ión estáti
a. Y el aspe
to 
on mayor importan
ia por resolver

es de�nir de manera analíti
a el tiempo τ mínimo para los retardos en la señales de entrada de los estimadores

es
lavos, pues en este 
aso este tiempo determina la restri

ión de que tan espa
iadas en el tiempo pueden

apare
er las fugas sobre el du
to.

Otra 
osa no menos importante es probar la 
onvergen
ia dentro de la región de opera
ión de manera

analíti
a, pues sólo se 
onsideró que los estimadores ini
iaban su�
ientemente 
er
a del punto de opera
ión pero

no pudo obtenerse una formaliza
ión analíti
a que respaldara esta 
onsidera
ión.

Podría 
onsiderarse que en el 
aso 
on ruido en la medi
ión el método pierde mu
ha pre
isión pero el efe
to

del ruido sobre la medi
ión sobre los estimadores 
ausa una gran varia
ión en los estados, sin modi�
ar el diseño

de los estimadores, lo 
ual, podría resolverse de manera simple �ltrando un po
o la señal medida. En este 
aso

se quiso ejempli�
ar que aun 
on un ruido sobre la medi
ión, el método es 
apaz de identi�
ar las fugas siempre

y 
uando estén su�
ientemente espa
iadas en tiempo.
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A Filtro de Kalman extendido (EKF)

En este apéndi
e se muestra la teoría empleada para el diseño de los estimadores, así 
omo los parámetros

y el pro
edimiento realizado para el diseño y obten
ión del ve
tor de ganan
ias de 
ada uno de los estimadores

o
upados en este trabajo.

A.1 Teoría

En parti
ular en este trabajo se utilizó la teoría propuesta en (Reif et al., 1998) donde se modi�
a ligeramente

el diseño del EKF al agregar un parámetro α que se des
ribirá más adelante, 
onsiderando un sistema no lineal

de la forma

ẋ(t) =f(x(t), u(t)), (A.1)

y(t) =h(x(t)), (A.2)

donde x(t) ∈ ℜq
es el ve
tor de estado, u(t) ∈ ℜp

la entrada y y(t) ∈ ℜm
la salida. Las fun
iones no lineales

f(·, ·) y h(·) de igual forma la entrada u(·) se asumen 
ontinuas y al menos diferen
iables una vez. Para el

sistema (A.1-A.2) se puede 
onstruir un observador de la forma

˙̂x(t) = f(x̂(t), u(t)) +K(t)[y(t)− h(x̂(t))] (A.3)

donde el estado estimado esta denotado por x̂(t) y la matriz q ×m de ganan
ias K(t) es variable en el tiempo.

Para 
al
ular esta matriz de ganan
ias es ne
esario primero resolver la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati

Ṗ = (A(t) + αI)P (t) + P (t)(AT (t) + αI)− P (t)CT (t)R−1C(t)P (t) +Q (A.4)

donde

A(t) =
∂f

∂x
(x̂(t), u(t)), (A.5)

C(t) =
∂h

∂x
(x̂(t)),


on α > 0 y matri
es positivas de�nidas para Q y R, y la matriz de ganan
ias se se obtiene a partir de

K(t) = P (t)CT (t)R−1. (A.6)

Además, para de�nir el error de observa
ión

f(x(t), u(t))− f(x̂(t), u(t)) = A(t)(x(t) − x̂(t)) + ϕ(x(t), x̂(t), u(t))
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junto 
on

h(x(t)) − h(x̂(t)) = C(t)(x(t) − x̂(t)) + χ(x(t), x̂(t))

es 
laro que ϕ(x(t), x̂(t), u(t)) y χ(x(t), x̂(t)) son términos de segundo orden o de orden superior en el error

ex = x(t)− x̂(t), (A.7)


on esto el error dinámi
o está 
ompuesto de la forma

ėx =
[
A(t) −K(t)C(t)

]
ex + ϕ(x(t), x̂(t), z(t))−K(t)χ(x(t), x̂(t)), (A.8)

una vez de�nido el error dinámi
o, se puede dar paso a las siguientes de�ni
iones que 
ondi
ionan el tipo de


onvergen
ia del observador.

De�ni
ión 1 La e
ua
ión A.8 tiene un punto de equilibrio ex(t) = 0 y es exponen
ialmente estable si ε, η, θ > 0

son números positivos reales tal que

||ex(t)|| ≤ η||ex(0)||e−θt, (A.9)

para todo tiempo t ≥ 0 y para 
ualquier solu
ión de ex(·) de la e
ua
ión A.8 en ex(0) ∈ Bε donde

Bε =
{

v ∈ ℜq
∣
∣ ||v|| < ε

}

De�ni
ión 2 El observador dado por la e
ua
ión (A.3) es un observador exponen
ial, si (A.5) tiene un punto

de equilibrio exponen
ialmente estable en el origen.

Nota La de�ni
ión de observador exponen
ial es muy similar a la De�ni
ión 1, las diferen
ias son que se

restringe a la inye

ión de la salida lineal pero se permite una ganan
ia variable K(t) y se generaliza a

una estabilidad lo
al, en lugar de una global para la e
ua
ión (A.8)

Las pruebas de estabilidad exponen
ial para el observador están reportadas en el artí
ulo men
ionado. Cabe

señalar que el termino α que se muestra en la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati (A.4) tiene por objetivo re
orrer

sobre el eje imaginario la referen
ia, lo que tiene por efe
to dire
to en θ que es el parámetro que determina

el de
aimiento exponen
ial del error dinámi
o, 
on esto, modi�
ando α puede estable
erse por adelantado θ,

logrando un grado de libertad para la estabilidad y modi�
ando el tiempo de 
onvergen
ia.

A.2 Es
enario fugas aguas abajo

A.2.1 Dete
tores

Para los dete
tores de fugas se diseñaron observadores basados en el �ltro de Kalman extendido, 
omo los

propuestos en (3.6-3.9), donde es ne
esario obtener la matriz ja
obiana Ai de los subsistemas 1 y 2 (2.21-2.25),

las 
uales son ne
esarias para el diseño de los EKF's, di
has matri
es se presentan a 
ontinua
ión

A1 =






−2µx11 −a1

ẑe
0

a2

ẑe
− a2λ̂e

2ẑe
√
x12

− a2

ẑez̄l

0 a1 − µ
ẑe

(
2x13 + 2y2(ẑe − L+ z̄l)

)




 , (A.10)

C1 =
[

1 0 0
]

(A.11)
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donde es ne
esario a
larar que ẑe es el valor estimado de la posi
ión equivalente y z̄l la señal periódi
a 
on la que

se barre el segundo tramo en búsqueda de una nueva fuga una vez estimada ẑe, re
ordando que el observador

se utiliza 
omo dete
tor para la última fuga y que solo genera la señal de interpreta
ión para observar 
uando

el segundo observador está puesto en fun
ionamiento. Para el observador del subsistema nominal 2

A2 =






−µ(2x21−2y1z̄e)
SR−z̄e

−a1 0
a2

(SR−z̄e)2
0 − a2

SR−z̄e

0 a1

L−SR
−2µx23




 (A.12)

C2 =
[

0 0 1
]

(A.13)

donde z̄e es la señal periódi
a 
on que se rastrea la fuga en la región de búsqueda SR.

Una vez 
al
uladas las matri
es ja
obianas, es ne
esario proponer las matri
es de pondera
ión Q y R para

resolver dinámi
amente la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati (A.4), las matri
esQ y R para ambos 
asos se proponen


on los valores

R1 =
[

1
]

; Q1 =






1 0 0

0 1 0

0 0 1




 , (A.14)

estas matri
es junto la matriz identidad I de rango 3×3, y el parámetro α = 0.01 mismo que se utiliza en todos

los 
asos y sintonizado en base a la respuesta de las simula
iones, estas matri
es se utilizaron para implementar

la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati y obtener una respuesta en línea, 
uya solu
ión es una matriz Pi ne
esaria

para el 
ál
ulo del ve
tor de ganan
ias Ki de�nido de la forma

Ki = PiC
T
i R

−1
i , (A.15)

es 
laro que la matriz P 
ambia 
on el tiempo y de la misma forma la matriz Ki se ajusta 
onforme 
ambian

los parámetros del sistema o di
ho de otra forma, 
uando se presentan las fugas.

A.2.2 Estimadores maestros

Para el estimador maestro de λe, se parte del subsistema (2.21) del 
ual se des
ono
e este parámetro, y el

parámetro ze, ze puede ser estimado 
on el subsistema (2.24). Como se men
ionó en la se

ión 4.1 se aumenta

el estado 
on el parámetro des
ono
ido y se diseña un observador que tiene la forma (4.12-4.13), enton
es, la

matriz ja
obiana A1 ne
esaria para el diseño, estará de�nida por

A1 =









−2µx11 −a1

ze
0 0

a2

ze
− a2λe

ze
√
2x12

− a2

ze(SR−ze)
−a2

√
x12

z1

0 a1 −µ(2x13−2y2(L−SR))
(SR−ze)

0

0 0 0 0









,

y la matriz C1 se mantiene de igual forma

C1 =
[

1 0 0 0
]

,
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las matri
es R1 y Q1 para la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati

R1 =
[

1
]

; Q1 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0.1









,

y el parámetro α1 = 0.01, y la matriz I es la matriz identidad de 4 × 4, y de igual forma que en el 
aso de

los dete
tores se implementó en línea la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati (A.4), para obtener la matriz P1 y así

obtener el ve
tor de ganan
ias K̄m1, este pro
eso se repite de igual forma para el otro estimador maestro, los

estimadores es
lavos, y los estimadores maestros es
lavos para el 
aso donde la fuga se presenta aguas arriba de

la anterior, di
ho esto, a 
ontinua
ión se presentaran las matri
es ja
obianas y de modera
ión en 
ada uno de

los 
asos.

Para el estimador maestro de ẑe

A2 =











−µ(2x21−2y1ze)
SR−ze

−a1 0 2µy1(x21−y1ze)
SR−ze

− µ(x21−y1ze)
2

(SR−ze)2
− µy21

a2

(SR−z1)2
0 − a2

SR−ze

a2

(
x21−y1ze

(SR−ze)2
−

y1
SR−ze

)

SR−ze
−

a2

(

x23−
(x21−y1ze)

(SR−ze)

)

(SR−ze)2

0 a1

(L−SR) −2µx23 0

0 0 0 0











,

y

C2 =
[

0 0 1 0
]

,

las matri
es R2 y Q2 para la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati

R2 =
[

1
]

; Q2 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 8.5(106)









,

y el parámetro α2 = 0.01, y la matriz I es la matriz identidad de rango 4× 4.

Debido a que se tiene una mayor in
ertidumbre sobre el estado que se desea estimar, se de�nió un valor

tan grande en rela
ión a los otros elemento de la diagonal de la matriz Q, además tomando en 
uenta que la

estima
ión se realiza de manera 
oordinada 
on el esquema propuesto en el desarrollo de este trabajo, este valor

fue ajustado en simula
ión para obtener la 
onvergen
ia de ambos estimadores maestros, di
ho pro
edimiento

se repitió en el 
aso de los estimadores es
lavos.

A.2.3 Estimadores es
lavos

Las matri
es ja
obianas para el estimador del parámetro ẑl

A1 =










−2µx11 −a1

ẑe
0 0

a2

ẑe
− a2λ̂e

2ẑe
√
x12

− a2

zlẑe
−a2

ẑe

(
y2

zl
− x13+y2(zl−L+ẑe)

z2
l

)

0 a1 −µ(2x13+2y2(zl−L+ẑe))
zl

µy22 +
µ(x13+y2(zl−L+ẑe))

2

z2
l

− 2µy2(x13+y2(zl−L+ẑe))
zl

0 0 0 0










,
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C1 =
[

1 0 0 0
]

,

las matri
es Q1 y R1

R1 =
[

1
]

; Q1 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 8.5(106)









.

Para el 
aso del estimador del parámetro λ̂l

A2 =









−µ(2x21−2y1ẑe)
zl

−a1 0 0
a2

z2
l

−(a2λl)/(2zl
√
x22) −a2

zl
−a2

√
x22

zl

0 − a1

zl−L+ẑe
−2µx23 0

0 0 0 0









C2 =
[

0 0 1 0
]

las matri
es R2 y Q2 para la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati

R2 =
[

1
]

; Q2 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0.1









,

A.3 Es
enario fugas aguas arriba

A.3.1 Dete
tores

Para los dete
tores de fugas 1 y 2 se tiene

A1 =







−µ(2x11−2y1(L−(ẑe+z̄l)))
z̄l

−a1 0
a2

z̄2
l

− (a2λ̂e)
2z̄l

√
x12

−a2

z̄l

0 a1

ẑe
−2µx13






,

C1 =
[

0 0 1
]

A2 =






−2µx21 − a1

L−SR
0

a2

L−SR
0,− a2

(L−SR)(SR−z̄e)

0 a1 −µ(2x23−2y2z̄e)
SR−z̄e




 ,

C2 =
[

1 0 0
]


on las matri
es Q y R

R1 =
[

1
]

; Q1 =






1 0 0

0 1 0

0 0 1




 , (A.16)
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A.3.2 Estimadores maestros

Para el estimador del parámetro λ̂e

A1 =









− µ
zl

(
2x11 + 2y1(ze − L+ zl)

)
−a1 0 a14

a2

z2
l

− a2λe

2zl
√
x12

−a2

zl
a24

0 a1

ze
−2µx13 0

0 0 0 0









,

C1 =
[

0 0 1 0
]

donde los términos

a14 =µy21 +
µ(x11 + y1(ze − L+ zl))

2

z2l
− 2µy1(x11 + y1(ze − L+ zl))

zl
,

a24 =
a2y1 − a2(x13 + λe

√
x12)

z2l
− 2(a2(x11 + y1(ze − L+ zl))− a2zl(x13 + λe

√
x12))

z3l
,

y re
ordando que zl = SR− ze, y las matri
es Q y R para la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati las matri
es Q1 y

R1

R1 =
[

1
]

; Q1 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 8.5(106)









.

Para el estimador del parámetro ẑe

A2 =









−2µx21
a1

ze−L+zl
0 0

− a2

ze−L+zl

a2λl

2(ze−L+zl)
√
x22

a2

zl(ze−L+zl)
a2

√
x22

ze−L+zl

0 a1 − µ
zl

(
2x23 − 2y2ze

)
0

0 0 0 0









,

C2 =
[

1 0 0 0
]

las matri
es R2 y Q2 para la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati

R2 =
[

1
]

; Q2 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0.05









,

A.3.3 Estimadores es
lavos

Para el estimador del parámetro ẑl
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A1 =









− µ
zl
(2x11 + 2y1(ze − L+ zl)) −a1 0 a14

a2

z2
l

− a2λe

2zl
√
x12

−a2

zl
a24

0 a1

ze
−2µx13 0

0 0 0 0









,

C1 =
[

0 0 1 0
]

donde

a14 =µy21 +
µ

z2l
(x11 + y1(ze − L+ zl))

2 − 2µy1
zl

(x11 + y1(ze − L+ ze)),

a24 =
a2y1 − a2(x13 + λe

√
x12)

z2l
− 2(a2(x11 + y1(ze − L+ zl))− a2zl(x13 + λe

√
x12))

z3l
,

para la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati se de�nen las matri
es Q1 y R1

R1 =
[

1
]

; Q1 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 8.5(106)









.

Finalmente para el estimador del parámetro λ̂l se genera la matriz ja
obiana

A2 =









−2µx21
a1

ze−L+zl
0 0

− a2

ze−L+zl

a2λl

2
√
x22(ze−L+zl)

a2

zl(ze−L+zl)
a2

√
x22

ze−L+zl

0 a1 −µ(2x23−2y2zl)
zl

0

0 0 0 0









,

C2 =
[

1 0 0 0
]

y las matri
es R2 y Q2 para la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati

R2 =
[

1
]

; Q2 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0.05









,

Con estas matri
es, se implementaron sobre el simulador para 
ada 
aso obteniendo el ve
tor de ganan
ias

K̄i, donde la 
ondi
ión ini
ial para la e
ua
ión diferen
ial de Ri

ati para la matriz P se propuso 
omo la

identidad (P (0) = I).
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B Códigos implementados en el simulador

En este apéndi
e se muestran los 
ódigos diseñados en MATLAB para la simula
ión del modelo dinámi
o 
on

tres fugas sobre el du
to (2.6-2.7), los 
ódigos para los dete
tores, y �nalmente los 
ódigos para los estimadores

maestros y es
lavos.

Solo se presentan los 
ódigos para el 
aso de fugas aguas abajo, ya que los 
ódigos implementados para el


aso aguas arriba es idénti
o en estru
tura, solo 
on las 
onsidera
iones del modelo y sus respe
tivas matri
es.

B.1 Modelo dinámi
o

1 fun
tion [Q1p ,H2p ,Q2p ,H3p ,Q3p ,H4p ,Q4p ℄ = . . .

2 f 
n (u1 , u2 , t , z1 , z2 , z3 ,Q1,H2 ,Q2,H3 ,Q3,H4 ,Q4)

3 % Parámetros

4 L=200;

5 D=0.1;

6 b=1250;

7 f =0.02;

8 %SR=100;

9 g=9.81;

10 A=pi ∗(D/2)^2 ;
11 mu=f /(2∗D∗A) ;

12 a1=g∗A;

13 a2=b^2/(g∗A) ;

14 z4=L−(z1+z2+z3 ) ;
15

16 %Tiempo de fugas

17 i f t>100

18 lambda1=0.001;

19 else

20 lambda1=0;

21 end

22 i f t>400

23 lambda2=0.001;

24 else

25 lambda2=0;
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26 end

27 i f t>600

28 lambda3=0.001;

29 else

30 lambda3=0;

31 end

32

33 % Modelo no l i n e a l

34 Q1p=−mu∗Q1^2+((a1∗u1 )/ z1 )−(H2∗a1 )/ z1 ;
35 H2p=(a2∗(−Q2+Q1−sqrt (abs (H2) )∗ lambda1 ) )/ z1 ;

36 Q2p=−mu∗Q2^2+(a1∗(H2−H3))/ z2 ;
37 H3p=(a2∗(−Q3+Q2−lambda2∗ sqrt (abs (H3) ) ) ) / z2 ;
38 Q3p=−mu∗Q3^2−((a1∗H4)/ z3 )+(H3∗a1 )/ z3 ;
39 H4p=(a2∗(−Q4+Q3−lambda3∗ sqrt (abs (H4) ) ) ) / z3 ;
40 Q4p=−mu∗Q4^2−((a1∗u2 )/ z4 )+(H4∗a1 )/ z4 ;

B.2 Dete
tores

1 fun
tion [ xo11p , xo12p , xo13p , P1p , r1 ℄ = . . .

2 f 
n (u1 , u2 , tr2 , y1 , y2 , xo11 , xo12 , xo13 , z1b , lambda1 , P1)

3 % Parámetros

4 L=200;

5 D=0.1;

6 b=1250;

7 f =0.02;

8 g=9.81;

9 A=pi ∗(D/2)^2 ;
10 mu=f /(2∗D∗A) ;

11 a1=g∗A;

12 a2=b^2/(g∗A) ;

13 %Def in i 
 i ón er rore s de segu imiento

14 r1=y1−xo11 ;
15 %Condi
iones e s t á t i 
 a s

16 z2b=tr2 ;

17 z3b=L−(z2b+z1b ) ;
18 % Observador Kalman

19 A1=[ −2∗mu∗xo11 ,−a1/z1b , 0 ;

20 a2/z1b ,−( a2∗ lambda1 )/(2∗abs ( xo12 )^(1/2)∗ z1b) ,−a2 /( z1b∗z2b ) ;
21 0 ,1 ,−(mu∗(2∗ xo13 + 2∗y2 ∗( z1b − L + z2b ) ) ) / z2b ℄ ;

22 %Matriz C1

23 C1=[1 0 0 ℄ ;

24 %Matri
es R y Q Kalman

25 R1=1;
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26 Q1=[1 0 0 ;

27 0 1 0 ;

28 0 0 1 ℄ ;

29 %Iden t i dad

30 I=eye ( 3 ) ;

31 %Parámetro a lpha

32 alpha1 =0.01;

33 %E
ua
ión de Ri

a t i

34 P1p=(A1 + alpha1 ∗ I )∗P1 + P1∗(A1'+alpha1 ∗ I ) − P1∗C1' ∗ ( inv (R1) )∗C1∗P1+Q1;
35 %Ve
tor de ganan
ias1

36 K1=P1∗C1' ∗ ( inv (R1 ) ) ;
37 % Subsistema 2 observado

38 xo11p=(a1 ∗( u1 − xo12 ) )/ z1b − mu∗xo11^2 + K1(1)∗ r1 ;
39 xo12p=−(a2 ∗ ( ( xo13 − y2∗z3b )/ z2b − xo11 + . . .

40 lambda1∗ sqrt (abs ( xo12 ) ) ) )/ z1b + K1(2)∗ r1 ;
41 xo13p=a1∗xo12 − a1∗u2 − mu∗y2^2∗z3b − (mu∗( xo13 − y2∗z3b )^2)/ z2b + K1(3)∗ r1 ;
42

43 %Dete
 tor 2

44 fun
tion [ xo21p , xo22p , xo23p , P2p , r2 ℄ = f
n (u1 , u2 , tr , SR, y1 , y2 , xo21 , xo22 , xo23 , P2)

45 % Parámetros

46 L=200;

47 D=0.1;

48 b=1250;

49 f =0.02;

50 g=9.81;

51 A=pi ∗(D/2)^2 ;
52 mu=f /(2∗D∗A) ;

53 a1=g∗A;

54 a2=b^2/(g∗A) ;

55 %Def in i 
 i ón er rore s de segu imiento

56 r2=y2−xo23 ;
57 %Condi
iones e s t á t i 
 a s

58 z1b=t r ;

59 z2b=SR−z1b ;
60 z3b=L−SR ;

61 %F i l t r o de Kalman

62 A2 =[ −(mu∗(2∗ xo21 − 2∗y1∗(SR − z2b ) ) ) / z2b ,−a1 , 0 ;

63 a2/z2b^2 ,0 ,−a2/z2b ;

64 0 , a1/(L − SR) ,−2∗mu∗xo23 ℄ ;
65 C2=[0 0 1 ℄ ;

66 %Matri
es R y Q Kalman

67 R2=1;
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68 Q2=[1 0 0 ;

69 0 1 0 ;

70 0 0 1 ℄ ;

71 %Parámetro a lpha

72 alpha2 =.001;

73 I=eye ( 3 ) ;

74 %E
ua
ión de Ri

a t i

75 P2p=(A2 + alpha2 ∗ I )∗P2 + P2∗(A2'+alpha2 ∗ I ) − P2∗C2' ∗ ( inv (R2) )∗C2∗P2+Q2;
76 %Ve
tor de ganan
ias1

77 K2=P2∗C2' ∗ ( inv (R2 ) ) ;
78 % Subsistema 1 
on z2=t r i a n g u l a r

79 xo21p=a1∗u1 −a1∗xo22 −mu∗y1^2∗z1b −(mu∗( xo21 − y1∗z1b )^2)/ z2b + K2(1)∗ r2 ;
80 xo22p=−(a2∗( xo23 −(xo21 −y1∗z1b )/ z2b ) )/ z2b + K2(2)∗ r2 ;
81 xo23p=−mu∗xo23^2 −((a1 ∗( u2 −xo22 ) ) / ( z3b ) ) + K2(3)∗ r2 ;

B.3 Estimadores maestros

1 %Estimador parámetro \lambda_e

2 fun
tion [ xo21p , xo22p , xo23p , z1bp , es , xo11p , xo12p , xo13p , lambda1p , zs , t f1 , Qfi ,K1,K2℄=

3 f
n (u1 , u2 , SR, y1 , y2 , xo21 , xo22 , xo23 , xo11 , xo12 , xo13 , lambda1 , z1b , P1 , P2)

4 % Parámetros

5 L=200;

6 D=0.1;

7 b=1250;

8 f =0.02;

9 g=9.81;

10 A=pi ∗(D/2)^2 ;
11 mu=f /(2∗D∗A) ;

12 a1=g∗A;

13 a2=b^2/(g∗A) ;

14 %Def in i 
 i ón er rore s de segu imiento

15 e1=y1−xo11 ;
16 e2=y2−xo23 ;
17 %Condi
ión e s t á t i 
 a

18 z2b=SR−z1b ;
19 z3b=L−(z2b+z1b ) ;
20 %Matriz A1

21 A1=[−2∗mu∗xo11 ,−a1/z1b , 0 , 0 ;

22 a2/z1b ,−(a2∗ lambda1 )/(2∗abs ( xo12 )^(1/2)∗ z1b ) , . . .

23 −a2 /( z1b ∗(SR − z1b )) ,−( a2∗abs ( xo12 )^(1/2))/ z1b ;
24 0 , a1 ,−(mu∗(2∗ xo13 − 2∗y2 ∗(L − SR) ) ) / (SR − z1b ) , 0 ;

25 0 , 0 , 0 , 0 ℄ ;

26 %Matriz C1
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27 C1=[1 0 0 0 ℄ ;

28 %Matri
es R y Q Kalman

29 R1=1;

30 Q1=[1 0 0 0 ;

31 0 1 0 0 ;

32 0 0 1 0 ;

33 0 0 0 . 1 ℄ ;

34 %Iden t i dad

35 I=eye ( 4 ) ;

36 %Parámetro a lpha

37 alpha1 =0.01;

38 %E
ua
ión de Ri

a t i

39 P1p=(A1 + alpha1 ∗ I )∗P1 + P1∗(A1'+alpha1 ∗ I ) − P1∗C1' ∗ ( inv (R1) )∗C1∗P1+Q1;
40 %Ve
tor de ganan
ias1

41 K1=P1∗C1' ∗ ( inv (R1 ) ) ;
42 % Estimador 1 observado

43 xo11p=(a1 ∗( u1 − xo12 ) )/ z1b − mu∗xo11^2 + K1(1)∗ e1 ;
44 xo12p=−(a2 ∗ ( ( xo13 − y2∗z3b )/ z2b − xo11 + . . .

45 lambda1∗ sqrt (abs ( xo12 ) ) ) )/ z1b + K1(2)∗ e1 ;
46 xo13p=a1∗xo12 − a1∗u2 − mu∗y2^2∗z3b − (mu∗( xo13 − y2∗z3b )^2)/ z2b + K1(3)∗ e1 ;
47 %Dinámi
as aumentadas

48 lambda1p=K1(4)∗ e1 ;
49

50 %Kalman ex t end ido subs i s tema est imador z_e

51 % Matriz A

52 A2=[ −(mu∗(2∗ xo21 − 2∗y1∗z1b ) ) / (SR − z1b) ,−a1 , 0 , . . .

53 (2∗mu∗y1∗( xo21 − y1∗z1b ) ) / (SR − z1b ) . . .

54 − (mu∗( xo21 − y1∗z1b )^2)/(SR − z1b )^2 − mu∗y1^2;
55 a2 /(SR − z1b )^2 ,0 ,−a2/(SR − z1b ) , ( a2 ∗ ( ( xo21 − y1∗z1b )/ (SR − z1b )^2 . . .

56 − y1 /(SR − z1b ) ) ) / (SR − z1b ) − ( a2 ∗( xo23 − . . .

57 ( xo21 − y1∗z1b )/ (SR − z1b ) ) ) / (SR − z1b )^2 ;

58 0 , a1/(L − SR) ,−2∗mu∗xo23 , 0 ;

59 0 , 0 , 0 , 0 ℄ ;

60 C2=[0 0 1 0 ℄ ;

61 %Matri
es R y Q Kalman

62 R2=1;

63 Q2=[1 0 0 0 ;

64 0 1 0 0 ;

65 0 0 1 0 ;

66 0 0 0 8 .5 e6 ℄ ;

67 %Parámetro a lpha

68 alpha2 =.01;
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69 %E
ua
ión Ri

a t i

70 P2p=(A2 + alpha2 ∗ I )∗P2 + P2∗(A2'+alpha2 ∗ I ) − P2∗C2' ∗ ( inv (R2) )∗C2∗P2+Q2;
71 %Ve
tor de ganan
ias1

72 K2=P2∗C2' ∗ ( inv (R2 ) ) ;
73 % Estimador 2 observado

74 xo21p=a1∗u1 −a1∗xo22 −mu∗y1^2∗z1b −(mu∗( xo21 − y1∗z1b )^2)/ z2b +K2(1)∗ e2 ;
75 xo22p=−(a2∗( xo23 −(xo21 −y1∗z1b )/ z2b ) )/ z2b +K2(2)∗ e2 ;
76 xo23p=−mu∗xo23^2 −((a1 ∗( u2 −xo22 ) ) / ( z3b ) ) +K2(3)∗ e2 ;
77 %Dinámi
a aumentada

78 z1bp=K2(4)∗ e2 ;
79 %Señal de 
onvergen
 ia

80 i f abs ( e1)<=1e−5 && abs ( e2)<=1e−5
81 t f 1 =1;

82 else

83 t f 1 =0;

84 end

85 Qfi=lambda1∗sqrt (abs ( xo12 ) ) ;

B.4 Estimadores es
lavos

1 fun
tion [ xo21p , xo22p , xo23p , z2bp , es , xo11p , xo12p , xo13p , lambda2p , zs , Qf2 ,K1,K2℄ =

2 f
n (u1 , u2 , y1 , y2 , xo21 , xo22 , xo23 , xo11 , xo12 , xo13 , lambda1 , lambda2 , z1e , z2b , P1 , P2)

3 % Parámetros

4 L=200;

5 D=0.1;

6 b=1250;

7 f =0.02;

8 g=9.81;

9 A=pi ∗(D/2)^2 ;
10 mu=f /(2∗D∗A) ;

11 a1=g∗A;

12 a2=b^2/(g∗A) ;

13 %Def in i 
 i ón er rore s de segu imiento

14 e1=y1−xo11 ;
15 e2=y2−xo23 ;
16 %Condi
ión e s t á t i 
 a

17 lambdaeq=lambda1 ;

18 zeq=z1e ;

19 z1b=z1e ;

20 z3b=L−(z2b+z1b ) ;
21 %Matriz A1

22 A1=[ −2∗mu∗xo11 , −a1/zeq , 0 , 0 ;

23 a2/zeq ,−(a2∗ lambdaeq )/(2∗abs ( xo12 )^(1/2)∗ zeq ) , −a2 /( z2b∗ zeq ) , . . .



B.4 Estimadores es
lavos 57

24 −(a2 ∗( y2/z2b − ( xo13 + y2 ∗( z2b − L + zeq ) )/ z2b^2))/ zeq ;

25 0 , a1 , −(mu∗(2∗ xo13 + 2∗y2∗( z2b − L + zeq ) ) ) / z2b , . . .

26 mu∗y2^2 + (mu∗( xo13 + y2 ∗( z2b − L + zeq ))^2)/ z2b^2 . . .

27 − (2∗mu∗y2 ∗( xo13 + y2∗( z2b − L + zeq ) ) ) / z2b ;

28 0 , 0 , 0 , 0 ℄ ;

29 %Matriz C1

30 C1=[1 0 0 0 ℄ ;

31 %Matri
es R y Q Kalman

32 R1=1;

33 Q1=[1 0 0 0 ;

34 0 1 0 0 ;

35 0 0 1 0 ;

36 0 0 0 8 .5 e6 ℄ ;

37 %Iden t i dad

38 I=eye ( 4 ) ;

39 %Parámetro a lpha

40 alpha1 =.01;

41 %E
ua
ión Ri

a t i

42 P1p=(A1 + alpha1 ∗ I )∗P1 + P1∗(A1'+alpha1 ∗ I ) − P1∗C1' ∗ ( inv (R1) )∗C1∗P1+Q1;
43 %Ve
tor de ganan
ias1

44 K1=P1∗C1' ∗ ( inv (R1 ) ) ;
45 % Estimador 1 observado

46 xo11p=(a1 ∗( u1 − xo12 ) )/ z1b − mu∗xo11^2 + K1(1)∗ e1 ;
47 xo12p=−(a2 ∗ ( ( xo13 − y2∗z3b )/ z2b − xo11 + . . .

48 lambda1∗ sqrt (abs ( xo12 ) ) ) )/ z1b + K1(2)∗ e1 ;
49 xo13p=a1∗xo12 − a1∗u2 − mu∗y2^2∗z3b − (mu∗( xo13 − y2∗z3b )^2)/ z2b + K1(3)∗ e1 ;
50 %Dinámi
as aumentadas

51 z2bp= K1(4)∗ e1 ;
52 %Kalman ex t end ido est imador \ lambda_l

53 % Matriz A

54 A2=[ −(mu∗(2∗ xo21 − 2∗y1∗ zeq ) )/ z2b , −a1 , 0 , 0 ;

55 a2/z2b^2 , −(a2∗ lambda2 )/(2∗abs ( xo22 )^(1/2)∗ z2b ) , −a2/z2b , . . .

56 −(a2∗abs ( xo22 )^(1/2))/ z2b ;
57 0,−a1 /( z2b − L + zeq ) , −2∗mu∗xo23 , 0 ;
58 0 , 0 , 0 , 0 ℄ ;

59 C2=[0 0 1 0 ℄ ;

60 %Matri
es R y Q Kalman

61 R2=1;

62 Q2=[1 0 0 0 ;

63 0 1 0 0 ;

64 0 0 1 0 ;

65 0 0 0 . 0 5 ℄ ;
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66 %Parámetro a lpha

67 alpha2 =.01;

68 %E
ua
ión Ri

a t i

69 P2p=(A2 + alpha2 ∗ I )∗P2 + P2∗(A2'+alpha2 ∗ I ) − P2∗C2' ∗ ( inv (R2) )∗C2∗P2+Q2;
70 %Ve
tor de ganan
ias1

71 K2=P2∗C2' ∗ ( inv (R2 ) ) ;
72 % Estimador 2 observado

73 xo21p=a1∗u1 −a1∗xo22 −mu∗y1^2∗z1b −(mu∗( xo21 − y1∗z1b )^2)/ z2b + K2(1)∗ e2 ;
74 xo22p=−(a2∗( xo23 + lambda2∗sqrt (abs ( xo22 ) ) −(xo21 −y1∗z1b )/ z2b ) )/ z2b +K2(2)∗ e2 ;
75 xo23p=−mu∗xo23^2 −((a1 ∗( u2 −xo22 ) ) / ( z3b ) ) + K2(3)∗ e2 ;
76 %Dinámi
a aumentada

77 lambda2p= K2(4)∗ e2 ;
78 zs=[z1b ; z2b ℄ ;

79 es=[e1 ; e2 ℄ ;

80 Qf2=lambda2∗sqrt (abs ( xo22 ) ) ;
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