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INTRODUCCION

El presente documento intenta proporcionar un material practico de los temas primordiales
de los sistemas lineales invariantes en el tiempo -SLIT- con el enfoque de espacio de estados,
que son vistos en el curso de Control Avanzado de la Facultad de Ingenieria de la Universidad
Nacional Autébnoma de México.

El presente trabajo estd dividido en tres partes mads un apéndice. En la primera parte son
presentadas cinco capitulos enfocados en la introduccién del estudio de los modelos en varia-
bles de estado a través del uso de métodos numéricos y de diagramas de bloques, asi como
proveer nociones de estabilidad y puntos de equilibrio. La segunda parte estd compuesta de
seis capitulos orientadas al disefio de controladores y observadores, en los cuales le daran al
alumno una perspectiva sencilla pero muy clara acerca de la aplicacion de la teoria de control
moderna. Todos los capitulos estan secuenciados de acuerdo con el avance que se tenga en el la-
boratorio, evitando los pormenores que pudieran haber por los saltos abruptos de un tema a otro.

Cada capitulo se compone de:

= Una introduccién breve, la cual le dard al alumno un panorama acerca de la importancia
del tema que se trate en el capitulo.

= Preliminares, las cuales proporcionan al alumno la teoria necesaria para que comprenda
los ejemplos sin necesidad de recurrir a las referencias bibliogréficas del tema concer-
niente. Cabe aclarar que este trabajo no pretende substituir absolutamente las fuentes
propuestas en este manual, las que recomienda el profesor ni las del plan de estudios, ya
que solo pretende darle al estudiante un apoyo literario inmediato, por lo que la teoria
mostrada en cada capitulo no profundiza completamente el tema tratado, pero propor-
ciona elementos suficientes y necesarios para desarrollar los ejemplos que se proponen
en cada capitulo.

= Aplicaciones, las cuales constan de ejercicios preparatorios resueltos mediante la teoria
contenida en el capitulo y, en la mayoria de los casos, desarrollados con el paquete compu-
tacional Matlab, el cual es de mucha utilidad en el nivel licenciatura.

» Ejercicios practicos, que servirdn para ser realizados en el laboratorio o como tareas,
por lo que el profesor responsable puede tomarlos en cuenta para realizarlos como una
préctica o proponer otro que él desee.

= Bibliografia, en la cual fue obtenida la informacion para el desarrollo de las bases tedricas,
asi como algunos ejemplos. Con esta bibliografia el alumno puede profundizar en algin
tema o concepto especifico.



Introduccion

En la tercera parte se encuentra un ejemplo general que engloba la mayoria de los temas
comprendidos en esta sintesis con la finalidad de mostrar la aplicacion de los temas de control
tratados en este trabajo.

Finalmente se encuentra un apéndice acerca de Matlab y Simulink, el cual proporcionara los
elementos necesarios para que el alumno pueda hacer sus practicas con la mayor facilidad po-
sible.

Objetivo

La elaboracion de la presente sintesis tiene el objetivo general de proponer un modelo de
manual para los alumnos que cursan el laboratorio de Control Avanzado, asi como proporcionar
un material didéactico-préctico relativo al control de los sistemas LTI con el enfoque en el espacio
de estados en la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional Auténoma de México.

Alcance, aportaciones y limitaciones

El alcance que se tiene previsto con este manual es tener una referencia relativa a la teorfa
de control moderna, asi como tener un modelo previo de manual para una posible futura publi-
cacion, previo mejoramiento del mismo.

La aportacion principal de este trabajo radica en el desarrollo de una propuesta de sintesis
préctica para los estudiantes que cursan el Laboratorio de Control Avanzado, la cual es gracias
al Dr. Jesus David Avilés Veldzquez y al M. en 1. Guillermo Becerra Nufiez -ambos asesores
de este proyecto-, ya que anteriormente han sido escritos manuales de practicas enfocados en la
teoria de control clasico y hasta ahora no habia sido desarrollado algin material que abordara
los temas de sistemas lineales invariantes en el tiempo con el enfoque de espacio de estados
con el tratamiento que se le da en este trabajo. La aportacion propia del autor consiste en la
recopilacion de la mayoria de los ejemplos, los cuales pueden ser vistos en las referencias bi-
bliogréficas, y en el desarrollo detalladado de dichas ejemplos como aplicaciones a lo largo de
todo el trabajo, para que aquellas pesonas que consulten este documento tengan clara la forma
en que se realiza cada aplicacion mediante el empleo de las bases tedricas vistas con antelacion,
asi como en el uso de los comandos del paquete computacional. La aportacién mds importante
es el desarrollo del ejemplo general visto al final debido a que tiene un enfoque integral al abar-
car la mayor parte de los temas vistos en este trabajo y considera topicos que no necesariamente
son mencionados en el laboratorio de Control Avanzado.

Dado que este trabajo fue elaborado a partir de un proyecto ideado para satisfacer la nece-
sidad de tener un material de apoyo para el laboratorio de Control Avanzado, también posee
limitaciones; la principal radica en que el manual estd limitado s6lamente para que se realicen
ejercicios practicos de simulaciones, por lo que la comprension es tedrica.
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Parte [

ANALISIS DE SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN EL
ESPACIO DE ESTADOS



1. CAPITULO I
INTRODUCCION A LA SIMULACION NUMERICA DE SISTEMAS
FISICOS CON SIMULINK

Objetivos

I.- El alumno observard las caracteristicas de los sistemas lineales invariantes en el tiempo
(LIT) utilizando la representacion en el espacio de estados. Adicionalmente, el estudiante
analizara la combinacién del enfoque del espacio de estados con la funcién de transferen-
cia.

II.- El alumno empleard programas de simulacion de sistemas fisicos utilizando el software
computacional Simulink de Matlab. Conocera las caracteristicas propias de los métodos
numéricos optimizados que incorpora Simulink.

III.- El alumno examinara el comportamiento dindmico de sistemas fisicos considerando los
esquemas de la teoria de control cldsico y moderno.

1.1. Introduccion

El modelado de sistemas fisicos constituye la base de la teoria de control para la obtencion
de los modelos mateméticos de sistemas fisicos, sin los cuales no seria posible conocer los
desempefios de los sistemas en lapsos determinados y las afectaciones que podrian sufrir. De-
bido a ello, es necesario conocer el comportamiento de los sistemas para garantizar que el
sistema se desempeiie en los rangos de operacion requeridos.

En este capitulo se presenta una alternativa de simulacion de sistemas fisicos utilizando
el software comercial Simulink de Matlab, con el propésito de abundar en diferentes aspectos
computacionales que son tratados en la literatura de la teoria de control. Los archivos creados en
Simulink proporcionan una interfaz de bloques gréificos, generando un ambiente computacio-
nal amigable para la simulacién de sistemas. Es importante mencionar que Simulink incorpora
métodos numéricos optimizados, los cuales otorgan aproximaciones numéricas apropiadas del
comportamiento dindmico del estado. En [2] pueden encontrarse con mayor detalle los elemen-
tos basicos de Simulink y de los métodos numéricos empleados, asi como en [1]].



1.2. PRELIMINARES

1.2. Preliminares

En esta seccidn se expone el marco tedrico particular de la clase de sistemas lineales in-
variantes en el tiempo (LIT) en tiempo continuo con el enfoque de variables de estado. Se
considera una breve explicacion de este enfoque combinado con la teoria de control clasico me-
diante el esquema de la funcion de transferencia. Ambos esquemas se usan en simulaciones de
sistemas fisicos mediante la realizacion de programas computacionales en Simulink.

1.2.1. Representacion de los sistemas fisicos en el espacio de estados

Primeramente son proporcionados algunos conceptos importantes de la teoria de control
moderno.

Definicion 1: Estado es el conjunto minimo de informacion, determinado por variables, que
describen el comportamiento dindmicos del sistema. A estas variables se les llama variables de
estado, descritas por x1, o, ..., Tp.

Definicion 2: Espacio de estado es el espacio de dimensién n, compuesto de los ejes coorde-
nados x1, X, ..., X,.

En el modelado en el espacio de estados se definen tres variables importantes: (i) estado, que
contiene la minima informacidn de la evolucidén del sistema en un lapso definido, (ii) salida, que
contiene las variables que son medibles y que varian de acuerdo al cambio que sufran los esta-
dos del sistema, (iii) entrada, que contiene a los estimulos que pueden controlarse directamente
y que excitan al sistema.

Por lo tanto, el modelo de un sistema fisico representado en el espacio de estados, lineal e
invariante con el tiempo se expresa de la siguiente forma general:

t(t) = Ax(t) + Bul(t) (1.1)
y(t) = Cz(t) + Du(t) (1.2)

donde x € R" es el estado, u € R™ es la entrada y y € RP la salida del sistema, o bien en
términos de vectores:

w 2(t) = [#1(t) Xo(t) -+ 2, (t)]" vector de variacion los estados.
w 2(t) = [21(t) 2o(t) -+ x,(t)]T vector de estados.

w u(t) = [uy(t) ua(t) -+ un(t)]’ vector de entradas del sistema.
w y(t) = [y1(t) ya(t) -+ - y,(t)]" vector de salidas del sistema.

La ecuacion (1.1) es conocida como ecuacion diferencial de estados y la ecuacion (1.2)) es
conocida como ecuacion de las salidas. De las mismas ecuaciones, las matrices de un modelo
en variables de estado son:
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1.2. PRELIMINARES

La matriz del sistema A contiene los coeficientes de cada uno de las variables del estado
del sistema.
a1 - Aip

A=

Qp1 - Ann

La matriz de entradas B del sistema contiene los elementos del sistema que interactian
directamente con las entradas.

by - bim
B=|: - :
bnl bnm
= La matriz de salida C' es la matriz sensora que determina la medicion del sistema.
C11 Cin
C= :
Cpl Cpn

La matriz de alimentacién directa del sistema D en la que no interviene ningin elemento
del sistema.

dip -0 dim

D= : :
dp - dpm

1.2.2. La funcién de Transferencia a partir del espacio de estados

El desarrollo de la funcién de transferencia se hara a partir del desarrollo en el espacio de
estados siguiendo el orden consultado en [4]]. Si se tienen definidas las matrices A, B, C,y D,
entonces es posible obtener su funcion de transferencia. Considerese nuevamente el modelo de
un sistema en el espacio de estados definido en (I.1)) y (1.2). Si a ambas ecuaciones les son
aplicadas la transformada de Laplace se obtiene

sX(s) = AX(s)+ BU(s) (1.3)

Y (s) = CX(s)+ DU(s) (1.4)

Una vez aplicada la transformada, la funcién X (s) de (1.3]) es substituida en la ecuacién (I.4) y
se obtiene
Y(s) = C(sI — A)"'BU(s) + DU(s) (1.5)
Y (s)
. . . . U(S) .
H (s)- por lo que, de la ecuacion (I.5)) se tiene la siguiente expresion:

La funcién de transferencia estd definida como G(s) = -también puede ser vista como

G(s)=C(sl —A)'B+D (1.6)
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1.3. DESARROLLO DE SIMULACIONES EN SIMULINK

Si se revisa la teorfa del algebra lineal, la cual dice que A™! = madj (A), entonces la
ecuacion puede reescribirse de la siguiente manera

_ Cadj(s] — A)B + Ddet(sI — A)

G(s) det(sI — A)

(1.7)

Un sinntimero de sistemas fisicos pueden ser adecuados a la teorfa de control moderno del
espacio de estado y de la funcién de transferencia. A continuacion se consideran alguna simu-
laciones de sistemas fisicos, tomando en cuenta el andlisis realizado en este apartado mediante
la programacion en Simulink.

1.3. Desarrollo de simulaciones en Simulink

Simulink es un software comercial del desarrollador MathWorks incluido en Matlab que
lleva a cabo simulaciones de una gran diversidad de sistemas fisicos, mediante el enfoque de
diagramas de bloques. Los bloques, que sintetizan a comandos y funciones, se encuentran ubi-
cados en la libreria de Simulink ﬂ Es importante indicar que Simulink ejecuta archivos con
extension *.mdl, los cuales requieren que los parametros de los sistemas estén definidos en la
subcarpeta Workspace.

Es importante mencionar que los programas toman en cuenta caracteristicas de métodos
numéricos optimizados. Estas se ubican en la opcién Model Configuration Parameters de la
opcién Simulation de la barra de menu principal del documento nuevo generado.

% Configuration Parameters: untitled/Configuration (Active) ==

Select: Simulation time

Solver
Data Import/Export
Optimization

» Diagnostics
Hardware Implementation . )
Madel Referencing Type: Variable-step ~ | Solver: [ede4s (Dormand-Pringe) ~

i discrete (no continuous states
Simulation Target Max step size:  auto Relative tolerance: =

Start time: 0.0 Stop time:  10.0

Solver options

» Code Generation
HDL Code Generation Min step size:  auto Absolute tolerance: |0d23 (Bogacki-Shampine)
odel13 (Adams)
Initial step size: auto Shape preservation: |0de15s (stiff/NDF)
ode23s (stiff/Mod. Rosenbrock)
Number of consecutive min steps: 1 ode23t (mod. stiff/Trapezoidal)
ode23th (stiff/ TR-BDF2)

Tasking and sample time options

Tasking mode for periodic sample times: Auto
Automatically handle rate transition for data transfer

"1 Higher priority value indicates higher task priority

Zero-crossing options

Zero-crossing control: ‘Use local settings ~ | Algorithm: Nonadaptive =3

Time tolerance: 10%1268%eps Signal threshold: | auto

Number of consecutive zero crossings 1000

"] ‘ 0K H Cancel H Help Apply

Fig. 1.1: Parametros de Simulacién de Simulink.

! Consulte el Apéndice A: Matlab y Simulink, para tener mds detalles acerca de este ambiente de trabajo
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1.4. APLICACIONES

En este caso, se considera el método numérico de Dormand-Prince para la resoluciéon de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Este pertenece a la familia de métodos Runge-Kutta, el
cual evalua seis veces la funcion para calcular las soluciones de cuarto y quinto orden. Ademas,
el tamafio de paso puede ser ajustado a un mdximo y a un minimo para que las graficas de las
simulaciones sean mds continuas y no presenten demasiados picos.

1.4. Aplicaciones

Con el propésito de dar a conocer las herramientas que utiliza el software Simulink, se
desarrollan ejemplos de sistemas fisicos que contemplan los dos enfoques importantes de la
teoria de control.

1.4.1. Sistema termomecanico

Considérese el sistema termomecanico mostrado en la Figura[I.2]

% 7l
am, Rm, Tm
T
uft)
G
2 ap
AR Rp
Ta
ghase
Rbase

Ta

Fig. 1.2: Sistema termomecénico.

El sistema termomecdnico estd compuesto de una resistencia que suministra energia ca-
lorifica al gas, que se encuentra confinado entre el cilindro y el piston. El proceso es isobarico
-a presion constante- y la friccion entre el piston y las paredes es despreciable. Las variables que
determinan la dindmica del sistema termomecénico son la temperatura del gas 7, y la posicion
del pistén x,, las cuales definen al estado z = [T, ,|”. La entrada estd dada por un flujo de
calor (). La variable medible es la posicién del piston, esto es, y = x,. Cabe aclarar que el
material de la base y de la camisa es el mismo.

Las ecuaciones de balances de temperatura entre el gas y sus alrededores son:

RQO - Tg - Tm
R,Q, =T, -1,
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1.4. APLICACIONES

donde R,, es laresistecia térmica del piston, [?, es la resistencia térmica de la pared del cilindro
contenedor y de la base, (), es el calor transferido del el espacio confinado al pistén, (), es el
calor transferido del espacio confinado al ambiente exterior, 7}, es la temperatura del piston y
T, es la temperatura ambiental exterior.

Debido a que el proceso es isobdrico, la variacion del volumen del gas es proporcional con
respecto a la variacién de la temperatura. Por consiguiente, segtin la ley de Charles V' = £7'. La
ecuacion de equilibrio térmico del sistema es

dT,
Cng—tg =u(t) — Qm — Qp

Al realizar las substituciones necesarias, la ecuacion resultante es
dT, 1 1 1 T, T,
—F = |-+ =T, 4+ == )+ =2 1.8
dt CTg { (Rm Rp) ! +U( ) (Rp> Rm} (1-8)
La expresion V' = kT, puede reescribirse como

Az, = KT,

en la que A, es el drea del cilindro y x,, es la altura del cilindro, que es la distancia que puede
recorrer el piston. Dado que la variacién del volumen es proporcional con respecto a la variacion
de la temperatura, entonces la dltima expresion queda como

dx dT.
A% %
dt dt

Es posible reescribir la variacién de x como

dx, k 1 1 T, T
y _ AN T )+ (2e) 1.9
at ACCTgl (Rm+Rp) 9+“()+(R,,)+Rm} (19

En las expresiones (1.8)) y (1.9) se considerard que

T, +Tm_5
R,)  Rn.

donde ¢ representa a factores externos del sistema, también conocidos como perturbaciones,
que alteran la dindmica del sistema y que no pueden ser suprimidos completamente. Sin em-
bargo, debido a que en esta practica los sistemas tratados son del tipo definido en y (I.2),
esto es, que tanto la ecuacion de estados como la ecuacion de la salida no tienen perturbaciones,
por lo tanto £ no serd tomado en cuenta y se considerara despreciable.

Por lo tanto, la representacion del espacio de estados para el sistema termomecénico esta de-
terminada por:
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1.4. APLICACIONES

_a (1) 1
e D S g+ | G|
. k(L4 1) g e
Ty o\ T , (1.10)
y=[x 0]z

donde la entrada u(t) es el flujo Q.(t). Para el ejemplo se consideran: R,, = 0.03[£], R, =
R, =0.05[%], a = 0.01[m?], Cyy =5[]y k = 1.5.

Es importante sefialar que en la matriz A existe dependencia lineal entre la variaciéon del
desplazamiento del piston y la variacidn de la temperatura debido a la consecuencia de la ley de
Charles, ya que la variacién de un estado es directamente proporcional a la variacion de la otra.
Sin embargo, como en este apartado se quiere mostrar la representacion del sistema en bloques
mediante el esquema de integradores, la particularidad anterior no es considerada.

Simulacion con esquema de integradores

Primeramente se realiza la simulacion del sistema termomecénico I'y en la representacion
en el espacio de estados. Por ello, se definen los pardmetros del sistema y matrices del modelo
matematico del sistema ['y en un archivo titulado parametros.m. Se escriben los parametros en
la hoja nueva del editor de Matlab como se muestran a continuacién ﬂ

S+ %+ *PARAMETROS SISTEMA TERMOMECANTICO+* * % *
Rm=0.03; %R [K/W]

Rp=0.05; %R [K/W]

a=0.01; %a [m"2]

Ctg=5; % Ctg [J/K] Capacidad térmica

k=1.5;
%%+ x*DECLARACION DE MATRICES* %%
A=[(-1/Ctg)* ((1/Rm)+(1/Rp)) O;

(-k/ (a*xCtg)) = ((1/Rm)+(1/Rp)) 0];

Selecciones las lineas y ejecttelas pulsando F9 con la finalidad de que las variables sean
cargadas en el Espacio de trabajo -por su nombre en inglés Workspace-. El siguiente paso
consiste en construir el diagrama de bloques del sistema en Simulink -ver Figura[I.3}. En este
ejemplo se usard el bloque Subsystem para mostrar su aplicaciéon. Ahora arrastre los bloques
Subsystem, Step y Scope con el cursor hacia la hoja en blanco. Los bloques deben quedar
conectados como se muestra enseguida.

2 Consulte el Apéndice A: Matlab y Simulink, para revisar los comandos usados en este ejemplo.
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1.4. APLICACIONES

j > In Q! L]

Step Scope
Subsystem

Fig. 1.3: Esquema de simulacién del sistema termomecanico 'y

En el paso siguiente se arma el diagrama interno del bloque Subsystem. Se hace un doble
click en el bloque Subsystem para acceder a su parte interna y, consecuentemente, se arrastran
los bloques necesarios, tal que se considere el esquema con integradores mostrado en la Figura

Out1

Gain1

Fig. 1.4: Diagrama de bloques de Subsystem con un bloque integrador.

En la Figura[[.4] se toman bloques matriciales en forma de ganancias. Es necesario modifi-
car algunas opciones en los bloques Gain. Para modificar tales opciones, se da doble click en
la figura de ganancia e inmediatamente se mostrara la ventana en la Figura

“i Function Block Parameters: Gain2 @
Gain

Element-wise gain (y = K.*u) or matrix gain (y = K*u or y = u™K).

Main | Signal Attributes I Parameter Attributes |

Gain:

A

Multiplication: [Matrix{l{*u}

Sample time (-1 for inherited):

-1

9 [ 0K H Cancel H Help ] Apply

Fig. 1.5: Ventana de parametros del bloque Gain.
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1.4. APLICACIONES

En la ventana Function Block Parameters: Gain hay tres pestaiias, sitiese en la pestafia
Main; en el campo Gain escriba la letra con la cual se ha definié la matriz del sistema; en
Multiplication seleccione la opciéon Matrix(K*u) y dé Ok. Asegtirese que la funcién Escalén
-Step- no tenga un retraso; esto es primordial para ver la respuesta del sistema a partir de ¢ = 0.
Vea la ilustracion de la ventana mostrada en la Figura|l.6

"4 Source Block Parameters: Step @
Step

Output a step.
Parameters
Step time:

0

Initial value:
0

Final value:

1

Sample time:
0

¥| Interpret vector parameters as 1-D

¥| Enable zero-crossing detection

[ 0K ]| Cancel || Help | Apply

Fig. 1.6: Ventana de parametros del bloque Step.

Ahora puede ejecutarse el diagrama de Simulink con la opcién Start Simulation que se en-
cuentra en la barra de menu de la ventana donde se encuentra el diagrama principal. Finalmente,
para ver la respuesta del sistema 'y, dé doble click sobre el bloque Scope, que es el graficador.
En la Figura se muestra la salida del sistema I que describe el comportamiento dindmico
de la temperatura del gas 7}, ante una entrada constante en el flujo de calor ().

2.5

1.5 b

OO 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Fig. 1.7: Comportamiento de la salida del sistema I'7.
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Simulacion con bloque de Funcion de transferencia

Ahora se utiliza la funcién de transferencia correspondiente del sistema ['; mediante la

expresion matemadtica presentada en la ecuacion (I.7). Por consecuencia se tiene
30s

s% 4+ 14.667s
Esta funcidn racional resultante es resultado de combinar la teoria del espacio de estados con la
teoria de control clasico -ver . En Simulink existe un bloque de la funcion de transferencia,
en el cual se puede configurar facilmente el polinomio del numerador y denominador, haciendo
un click en el bloque respectivo llamado Transfer function, que se encuentra ubicado en la
libreria de Simulink, particularmente en la secciéon Continuous.

G(s) =

| e -
£+14.667s

Step Transfer Fon Scope

Fig. 1.8: Esquema de simulacién del sistema termomecanico I'r con funcién de transferencia.

Observe que el comportamiento de la salida del sistema en variables de estado, visto en
la Figura es idéntica a la respuesta generada por la funcién de transferencia de la Figura
@ Por consecuencia, los resultados de simulacién muestran la similitud de comportamientos
dindmicos de la teoria del espacio de estados y de la funcion de transferencia para los sistemas
LIT.

1.4.2. Sistema eléctrico

Considere el sistema eléctrico RLC que esta conectado en serie con una fuente de alimen-
tacion de voltaje, un resistor, un capacitor y un inductor.

R C

—AA—

Fig. 1.9: Circuito del sistema eléctrico RLC.

El modelo matemaético en el espacio de estado del sistema eléctrico estd dado por:
_r 1 1
T = L L1y Ll
{ S

y:[O 1]x

I'g: (1.11)
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en el cual z es el estado que estd definido por la corriente del inductor x;(t) = i1 (t) y el voltaje
del capacitor 25 = V(t). La entrada del sistema es la fuente de alimentacion de voltaje w.
Para este ejemplo, se considera que la salida es el voltaje del capacitor, por lo que y = z5. Los
valores de los pardmetros del sistema eléctrico son R = 10 [Q2], L =2 [H] y C' = 0.005 [F].

Simulacion con bloque de Funcion embebida

Simulink presenta una alternativa adicional para programar modelos mateméticos en el es-
pacio de estados. El bloque es Funcion MATLAB, por su significado en inglés MATLAB
Function. Para utilizar este bloque, primeramente se crea una hoja en blanco en Simulink,
donde serd arrastrado el bloque de MATLAB Function de la libreria de Simulink -en versiones
anteriores de Matlab este bloque era llamado Embedded Matlab Function-. Posteriormente,
se oprime un doble click en el bloque mencionado con la finalidad de abrir su esquema - ver
FigurdI.10}. La peculiaridad del bloque es el entorno similar a la programacién en el editor de
Matlab, asociado a los archivos *.m.

! Editor - Block: untitled1/MATLAB Function [ ]
DFTERESRETO) © -
ﬁb n | Find Files [a =] - ik
Compare - e =it P
MNew Open Save EDIT| NAVIGATE Breakpoints Run Stop  Build Model SIMULINK
- - - 'E‘ Print = e - Model  Model = s
FILE BREAKFOINTS RUN
MATLAB Function +
1 function v = fcn(u) o
2 %#codegen
2
L e i 1 T

fen Ln 4 Col 7

Fig. 1.10: Edicién del bloque MATLAB Function.

Considerando lo anterior, dentro de la ventana de la Figura [I.10] se agregan las lineas si-
guientes que especifican la programacion de la dindmica del sistema eléctrico I'g, referido en
la expresion (1.11).

function [dx,y] = fcn(x,u)

$#codegen

$*xx*VALORES DE LOS ELEMENTOS DEL SISTEMAx**x%*
L=2; %L [H]

R=10; %R [Ohms]

c=0.005; %F [Farads]

Sintesis practica de sistemas LIT con enfoque en el espacio de estados 2015

24



1.4. APLICACIONES

Sx*xx**MATRICES DEL SISTEMA****

A=[-R/L -1/L; 1/c 01;
B=[1/L; 01;
C=[0 1];

S %% **DINAMICA DEL SISTEMA***x
dx=A*xX+B*U;
y=Cxx;

Es importante especificar que la primera linea define los argumentos de salida (dx,y), de
entrada (x,u) y el nombre del sistema, que predeterminadamente es fcn. Después se indican
los parametros del sistema, incluyendo las ecuaciones del sistema mostradas anteriormente. Un
paso posterior es conectar la entrada y un bloque de integracién que asociara el estado inicial
como z(0) = [0 0] " El diagrama final es mostrado en la Figura|1.11

Integrator
15 <«
L pix ax
] i ]
—»{u  fon y >
Step MATLAB Function Scope

Fig. 1.11: Diagrama de bloques del sistema eléctrico.

El comportamiento dindmico de la salida del sistema eléctrico ' puede ser observado en
la Figura|l.12} ante una entrada escaldn unitario. En esta respuesta se puede mirar el comporta-
miento sub-amortiguado de un sistema de segundo orden provocado por la presencia de un par
de polos que se encuentran en el semi-plano complejo izquierdo.

15

o
a1
I
i

0 0.5 1 15 2 2.5

Fig. 1.12: Graficas de las respuestas del sistema eléctrico mediante el bloque Scope.
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Simulacion con bloque de Cero-Polo

En este apartado se usa un bloque similar al de la funcién de transferencia del software de
Simulink, conocido como bloque Cero-Polo -en inglés Zero-Pole- que se encuentra en la sub-
carpeta Continous de la libreria de Simulink, cuya funcién matemética resultante es equivalente
a la expresion expresada en la ecuacién (I.7)), por lo que la expresion es:

G(s) 100
S) =
(s + 2.5 + 9.682458i)(s + 2.5 — 9.6824531)

la cual es escrita en términos de las raices de los polinomios del numerador y denominador del
sistema eléctrico ['g. El esquema de simulacidon utilizando el bloque Cero-Polo se presenta en
la Figura|l.1

0 i —

(s+2.519.682458i\s+2.59.682458) I

Step Scope
Zero-Pole

Fig. 1.13: Esquema de simulacién del sistema elétrico I'g con funcién de ceros y polos.

La configuracion del bloque Cero-Polo esta dada por tres pardmetros: (i) ganancia K, que es
igual a 100, (ii) polo P, donde son ingresados el par de valores complejos conjugados, —2.5 —
9.682458: y —2.5 4 9.682458:, y (ii1) cero Z, son los ceros, en este caso so se escribe nada
dentro de los corchetes cuadrados []. Observe que el comportamiento de la salida de la Figura
[I.12]es idéntica a la respuesta generada por la salida de la funcién Cero-Polo. Por consecuencia,
los resultados de simulacion muestran la similitud de comportamientos dindmicos de la teoria
del espacio de estados y de la funcion de transferencia para los sistemas LIT.

1.4.3. Sistema hidraulico

Considere el sistema hidraulico de la Figura|l.14

u2(t)
u1{t}l l
r v 7 . b "
A |
h h2 h3
Rh 5
o Rh3 Rh4
P1, Al . = ___ gl P2, A2 ——=43  [P3 A3 F——u 4
7| 2 A 7| A
Fig. 1.14: Sistema hidraulico de tres tanques.
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Este esquema puede representar esquemas de varias aplicaciones industriales, como por
ejemplo un carcamo de bombeo de aguas negras municipales conectado con dos tanques de
almacenamiento adicionales, 11 y us son las entradas del sistema, q1, g2, 3 Y g4 son los flujos
de salida, hi, ho y h3 son las alturas de los tanques. Estos ultimos representan el estado del
sistema hidraulico, z = [hy hy hg]T. Las ecuaciones de balance de presiones entre los diferentes
tanques son:

Ryq =P — P,
Ry =P — B
Rpzqs = P, — P3
Rpsqs = P — By

en las cuales Ry son las resistencias hidraulicas de las tuberias, /) es la presion atmosférica,
Py, P, y P son las presiones de los tanques. Las variaciones volumétricas de cada tanque con
respecto al tiempo son:

dV; n dVs n dVs
dt 1 2 —q1 — Q2; dt q1 T 42 — g3; dt q3 — qa

Toémese en cuenta que V' = Ah, P = pgh, v = pg -7y es el peso especifico- por lo que
P = ~h. Las ecuaciones resultantes son:

dhy 1 2y 27y
— =—|—|=—hi—|=|h
o " [ (RH> 1 (RH) 1+U1+u2]

dhy 1 |2y 2y gl gl
— = |- (= + =+ —=—h
dt A, [RH ! (RH TR ’

dhy 1 | ~v gl g 1)
2 L h— L+ L )p -
dt As |:RH3 2 (RHS * Ria i

Las ecuaciones de flujo en los sistemas hidrdulicos tienen una dindmica no lineal, sin em-
bargo, para efectos précticos, se considera que dichos flujos tienen un comportamiento lineal
y las no linealidades son omitidas. En este ejemplo se considera que la salida es un reflejo del
estado, es decir, la matriz sensora C' es la matriz identidad, con el objeto de visualizar el com-
portamiento dindmico del sistema hidraulico, por lo que la representacion lineal en el espacio
de estados estd determinada por

( r 2y 2y 0
ARy ARy 1 1
- 2 1 (2 v _a A A
Tr = AsRpy Ay \ Ry Rps A2Rp3 T + 0 0 u
0 . S S . S 0 0
L A3RH3 AS RHB Ry
I'y
1 0 0
y=101 0 |=x
L i 0 0 1

(1.12)
Las matrices y pardmetros considerados para este sistema son: Ry = 4[£%], Rys = 2[2%],
Rpy = 2[£%], v = 9800[ 53], a1 = 50[m?], az = 40[m?] y a3z = 35[m?].
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Simulacion con bloque de Espacio de estados

El software computacional de Simulink ofrece algunas alternativas para realizar representa-
ciones en el espacio de estados, especificamente en los sistemas LIT. Para ello, existe un bloque
llamado State Space que involucra a las matrices A, B, C,y D,y al estado inicial de la planta -
ver las Figuras y[I.15}. Este bloque se encuentra en la subcarpeta Continuous de la libreria
de Simulink. La ventaja que se tiene en emplear este bloque radica en que ya no es necesario
emplear los bloques de ganancias, sumadores y el integrador. Haciendo doble click sobre en el
bloque State Space, se agregan las matrices de un sistema LIT en el espacio de estados -ver la

Figura[I.15}.

"L Function Block Parameters: State-Space @

State Space
State-space model:

d/dt = Ax + Bu

y=0x+Du

Parameters
Al
A
B:

B
&

C
D:

D
Initial conditions:
1]
Absolute tolerance:
auto
State Mame: (e.g., 'position")

9] I oK ] ‘ Cancel ‘ | Help | Apply

Fig. 1.15: Ventana de pardmetros del bloque Space State.

Las matrices y pardmetros son cargados en un nuevo archivo editor de Matlab titulado para-
metros.m.

% %%+ *PARAMETROS SISTEMA HIDRAULTICO#*** *

Rh=4; % R [Pa/m3]

R3=2; % R [Pa/m3]

R4=2; % R [Pa/m3]

gamma=9800; %gamma [kg/m3][m/s2] = [N/m3] Peso especifico
al=50; % a [m2]

a2=40; % a [m2]

a3=35; % a [m2]

S %% x*DECLARACION DE MATRICES#* %

A=[—-(2xgamma) / (al*Rh) - (2xgamma)/ (al+Rh) O;

(2*gamma) / (a2+Rh) —-(1/a2)* ( (2xgamma/Rh) + (gamma/R3) )
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gamma/ (a2*R3) ;

0 gamma/ (a3*R3) —(1/a3)* ((gamma/R3)+ (gamma/R4)) ];
[1/al 1/al;0 0;0 071;
[1 00; 010; 0O01];
[0 0; O 0; O 01,

B
C
D

Una vez que haya escrito las matrices del sistema, cierre la ventana de pardmetros del bloque
State Space. Para llevar a cabo la simulacién en el dominio del tiempo del sistema hidrdulico
['y, se utilizara el esquema de la Figura Por consecuencia, se ejecuta la simulacion del
diagrama al dar un click en la opcién Start Simulation.

j

Step

X =Ax+Bu
: I—’ y=Cx+Du -
j State-Space Scope

Step1

Fig. 1.16: Diagrama de bloques del sistema hidraulico.

Los comportamientos de las respuestas del sistema mostradas en el bloque Scope se mues-
tran a continuacion en la Figura[[.17] Dichas sefiales representan las alturas de los tanques que
dependen de los flujos de entrada y de salida, los cuales son constantes, por lo que las alturas,
después de la etapa transitoria, son constantes.

-4

x 10
2, -
>
1, -
—Wn
— Y2
0 1 1 1 1 1 — 3
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t [s]
Fig. 1.17: Gréficas de las salidas del sistema hidraulico.
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1.5. Ejercicios

La ilustracion que se muestra enseguida corresponde a un sistema electromecanico:

/\/\/\/ NNy ]
=5 gl ol M N

8(t)

wlt) M %

b

Con base en el esquema anterior, considerando que los estados del sistema son: 1 = V¢
-voltaje del capacitor-, xo = iy, -corriente del inductor-, x3 = 6 -posicién angular- y z, =
w -rapidez angular-, y que la matriz de salidas es y = [0 0 0 1}, realice las siguientes
actividades:

1. Obtenga el modelo matemdtico del sistema en variables de estado.

2. Haga el diagrama de bloques del sistema en Simulink empleando el esquema de integra-
dores, el bloque de Funcion embebida y el bloque de Espacio de estados. Como entrada
emplee una Funcion escalon.

3. Mediante la funcién de transferencia del sistema, obtenga los ceros y los polos del sis-
tema. Posteriormente emplee los bloques Funcion de transferencia y Cero-Polo y con
ellos obtenga la respuesta del sistema ﬂ

4. Compare la respuesta obtenida en el punto 2 con la respuesta obtenida en el punto 3.

3 Para obtener la funcién de transferencia y los polos, se recomienda revisar el Apéndice A: Matlab y Simulink.
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2. CAPITULO II
METODOS NUMERICOS PARA RESOLVER ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS APLICADOS A MODELOS EN
VARIABLES DE ESTADO

Objetivos

[.- El alumno desarrollara los algoritmos de los métodos numéricos de Euler, Heun y Runge-
Kutta de cuarto orden en el ambiente de Matlab donde observara las caracteristicas fun-
damentales, tales como el tamafio de paso, orden y errores de los métodos aludidos.

II.- El alumno comparard las soluciones analiticas de modelos matematicos con las soluciones
numéricas obtenidas de los métodos referidos.

2.1. Introduccion

En el campo todos los procesos ingenieriles requieren del analisis matematico para su estu-
dio, mejora y la deteccion de problemas. Sin embargo, éstos procesos no pueden ser estudiados
de forma analitica debido a que su naturaleza es mucho mas compleja de lo que se muestra en
la teoria basica.

Por ello, los métodos numéricos son algoritmos que permiten calcular, con relativa pre-
cision, la variacion de las funciones con respecto a ciertas condiciones iniciales. En este caso,
son un recurso muy usado para la determinacion de los estados de un sistema en caso de que
los sistemas sean no lineales o que la forma lineal no sea suficiente para el estudio.

Los métodos numéricos, al emplear una gran cantidad de célculos aritméticos, aproximan
paso a paso su respuesta a la solucion de los modelos matemaéticos, partiendo de las condiciones
iniciales. Por esta razon, las respuestas obtenidas no son exactas, sino inicamente aproximadas,
por lo que los métodos numéricos varian con algunas caracteristicas, y una de ellas es el método
en si, aunque un parametro que comparten todos los métodos numéricos es el tamano de paso, el
cual es la diferencia que se toma en la variable independiente para reevaluar un nuevo punto para
el sistema; entre mas pequeio sea el tamafio de paso, mayor es la precision del resultado pero
los calculos se incrementan simultaneamente. En [ 1] se detallan claramente los fundamentos de
los algoritmos empleados en este caitulo con gran sencillez, mientras que en [3] se muestran
algunos algoritmos escritos en Matlab aunque, en cualquier libro de Matlab para ingenierios,
pueden encontrarse explicaciones para desarrollar los algoritmos de los métodos numéricos.



2.2. PRELIMINARES

2.2. Preliminares

En los apartados siguientes serdn tratados tres métodos numéricos: los métodos de Euler,
Heun y Runge-Kutta, con la finalidad que el estudiante comprenda plenamente la importancia
de la resolucion de ecuaciones diferenciales mediante aproximaciones numéricas. Se utilizara el
software computacional Matlab con el propdsito de que el estudiante observe detenidamente la
aplicacion de aproximaciones numéricas en modelos matematicos.

2.2.1. Método de Euler

Siguiendo la notacién de [3], se puede definir la dindmica de un sistema no lineal como

dx
— = t 2.1
= e
con la condicidn inicial
x(0) =z (2.2)

definida en el intervalo ¢, < ¢t < t;. Si el intervalo [to, t;] se divide en n subintervalos y cada
intervalo tiene una longitud o tamafio de paso h, entonces con la condicién inicial x es posible
calcular z;; en cada punto del intervalo mediante la siguiente funcién

Tiv1 = o + f(2,t:)h (2.3)

Recordar que la interpretacion geométrica de la derivada es la pendiente en un punto de la
funcion x(t). En palabras similares de [1], éste método se emplea de la siguiente forma: El
nuevo valor es igual al valor anterior mds la pendiente (derivada) multiplicada por el tamarnio
de paso. Es decir, dado un punto (Z;,x;), al obtener la derivada en ese punto, se extrapola un
nuevo punto en t¢;; dentro del intervalo h para poder obtener un nuevo valor x; ;. Vea la
ilustracién de la Figura[2.1]

* F(x)
b8 ol e e ] S xitl =xi+ ¢Ah
|
i
xj —4-——= : — Pendiente
! L e=F(x)= f(x)
I :
' '. t
1 t1+1
Paso de
tamafio A

Fig. 2.1: Representacion gréfica de una iteracion del método de Euler.

A continuacion serd desarrollado el método numérico de Euler para un primer ejemplo de
un sistema lineal invariante en el tiempo (LIT) de primer orden.
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Sistema de primer orden

Considérese el sistema lineal de primer orden

[L’l(t) = CLIl(t), xl(O) = T10 (24)
donde a es una constante y x1¢ es la condicion inicial del sistema. La solucién analitica de (2.4)

es expresada por

T (t) = €7at£C10 (25)

El método numérico de Euler es el algoritmo mds sencillo para obtener la solucion numérica
del problema de condiciones iniciales de (2.4)) -ver [6]-. A partir de (2.4) y de la definicién de
la derivada

i ; . x(t+h)+a(t

h—0 h

es posible escribir este método como una representacion polindmica de primer orden del Teo-
rema de Taylor,

donde h es un incremento pequefio llamado tamario de paso. Al combinar las ecuaciones an-
teriores, se obtiene la expresion caracteristica de este método para el sistema de primer orden
(2.4)

1 (ter1) = z1(te) + h [ az (i) ]

donde t;y1; = t + h. Finalmente, el método de Euler definido para un sistema de orden n, de
acuerdo al modelo (2.4)), puede ser escrito como

l’i<tk+1) = sz(tk) + h [axl(tk) ], 1= 1, 2, N (26)

En el listado siguiente se realiza la programacion de la aproximacién numérica del Método
de Euler. Este es implementado en el editor de Matla Se recomienda crear un nuevo docu-
mento en el editor de Matlab, titulado MetodoEuler.m, posteriormente se introduce el codigo
de las lineas de color azul.

Adicionalmente, para la simulacion se contempla que el pardmetro a = —2 y la condicién
inicial x19 = 1 con un tamano de paso h = 0.001, es decir, con 1000 divisiones de muestreo
cada segundo. La simulacién tendrd un tiempo de simulacién ¢ = 5 segundos.

% %$%x*ALGORITMO DE PROGRAMACION DEL METODO DE EULER#*x %
clc, clear all, close all %Limpia pantalla y variables
%$**PARAMETROS DEL METODO«*

no_div= 1000; $Divisiones en un intervalo de tiempo
t0= 0; tf= 5; $Tiempo Inicial y Final

h= ( tf - t0 )/ ( no_divxtf ); %$Tamano de paso

t=t0 : h : tf; $Tiempo de Simulacidn

%« *PARAMETROS DEL SISTEMA**

! Agradezco al Dr. Jestis David Avilés Veldzquez por facilitarme el algoritmo del método
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a= -2; SParametro
x1(1)= 1; $Estado Inicial

$x«*METODO DE EULER#**
for k =1 : 1 : no_divxtf,

x1(k+1) = x1(k) + h*( axx1l(k) );

end

S+« «GRAFICAS % %

plot(t,x1,’g’,’ LineWidth’,2.5); $Aproximacidén numérica de x1;
grosor de la linea

xlabel ("t [s]'); $Etiqueta del eje de las abscisas
ylabel ("x_1"); $Etiqueta del eje de las ordenadas

x1_real = exp(axt); %$Solucidén del Sistema en (1.1)

hold on, $Agrega trayectorias en el mismo grdfico

plot (t,x1_real,’b--',’'LineWidth’,1.5); %$Comportamiento de la
solucidén real; grosor de la linea

grid on; $Emparrila el &rea de la grafica

xlabel ("t [s]’); %Etiqueta del eje de las abscisas
ylabel ("x1_{Euler} wvs x1_{real}l’); $Etiqueta del eje de las
ordenadas

legend ("x1 Euler’,’x1l real’); $Muestra el nombre de cada
grafica
hold off
1
\ x1 Euler
“‘ ---x1 real
0.8\
0.65 \ i
0.4 \\ i
0.2f 1
% 1 2 3 4 5
t [s]

(a) Vista genérica de la solucién real y aproximacién del método de Euler.

AR x1 Euler
0.1305 T~ : ---x real

0.13- .
0.1295 e

S 0.129- .
0.1285 -
0.128- .
0.1275 .

T
‘

T
r
|

T
v
|

1.018 1.02 1.022 1.024 1.?%6 1.028 1.03 1.032 1.034
1t ls

(b) Acercamiento del comportamiento del método de Euler.

Fig. 2.2: Comportamiento del método de Euler para el sistema de primer orden.
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En la Figura [2.2] se muestra el comportamiento del sistema de primer orden utilizando el
método de Euler. Adicionalmente, se observa la solucion analitica del sistema en la misma
Figura. Se puede apreciar facilmente que en la Figura la trayectoria del método de Euler
se aproxima a la solucién real del sistema de primer orden en (2.4). Es importante mencionar
que el tamafio de paso es un parametro importante en el desarrollo de los métodos numéricos.
Es posible modificar el tamaio de paso del algoritmo del método de Euler con los valores / =
0.0200, h = 0.0050 y h = 0.001 con la finalidad de apreciar el alejamiento o acercamimento
de las aproximaciones del método de Euler, cuando el tamafo de paso h es incrementado o
disminuido, respectivamente. El comportamiento de las aproximaciones del método de Euler
con los diferentes tamafos de paso se pueden visualizar en la Figura [2.3] Hay que considerar
que disminuyendo el tamaiio de paso, las aproximaciones del método de Euler son mds precisas,
sin embargo, esto conlleva a ejecutar un nimero mayor de cédlculos numéricos. Considerando
los tamafios de paso anteriores, es facil ver que la aproximaciéon del método de Euler mds
precisa corresponde a aquella que contiene 1000 divisiones de muestreo por cada segundo de
simulacion.

x1 Euler h=0.001
—x1 Euler h=0.005
---x1 BEuler h=0.020||
—x1 Real

(a) Perspectiva general del estado del sistema obtenido mediante tres tamafios de paso.

’ N Y ‘ ‘ x1 Euler h=0.001
0.394F "~ k —x1 Euler h=0.005
AN ---ax1 Euler h=0.020
—x1 Real
0.392F , : f
_ 039} |
0.388F , ; A
0.386 .
0.384 |
0.455 0.46 0.465 [ ?.47 0.475 0.48
t|s

(b) Acercamiento de una seccion de las aproximaciones del método de Euler.

Fig. 2.3: Comportamientos del estado del sistema de primer order, considerando tres tamafios de paso
diferentes del método de Euler.
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Es posible calcular el error global de los algoritmos del método de Euler, definido por
error = ‘eat — xl(tkﬂ)‘

en las primeras diez iteraciones de la simulacion del sistema de primer orden, tomando en cuenta
los tres diferentes tamafos de paso observados en la Figura[2.3] A continuacién se presenta una
tabla con los errores absolutos asociados a cada tamafio de paso.

| Iteracion | A =0.020 | h=0.005 [ h=0.001 |

0 0 0 0

1 0.000789439 || 0.000049833 | 0.000001998667
2 0.001516346 || 0.000098673 || 0.000003989343
3 0.002184436 | 0.000146533 || 0.000005972053
4 0.002797228 | 0.000193429 | 0.000007946821
5 0.003358055 | 0.000239374 || 0.000009913669
6 0.003870071 | 0.000284384 || 0.000011872622
7 0.004336263 | 0.000328471 || 0.000013823703
8 0.004759458 || 0.000371651 || 0.000015766937
9 0.005142330 | 0.000413937 || 0.000017702346
10 ][ 0.005487410 || 0.000455343 | 0.000019629954

Tab. 2.1: Errores absolutos del método de Euler con sus respectivos tamaifios de paso.

Analizando los datos contenidos en la Tabla[2.1] se puede observar que los errores absolutos
de los métodos numéricos son acumulativos en cada cada iteracion. En este caso, el error abso-
luto relacionado con el tamaio de paso i = 0.001, es aquel que tiene una mayor convergencia a
cero, mientras que el error absoluto de & = 0.02 contiene una menor aproximacién del método
de Euler con respecto a la solucidn analitica del sistema de primer orden.

2.2.2. Método de Heun

Debido a las caracteristicas generales, y a su vez desfavorables, que se presentan en el
método de Euler, como una convergencia lenta e inexacta, se propone otro método de con-
vergencia superior con la doble aplicacion del método de Euler conocido como el método de
Heun o método de Euler mejorado, cuya primera aplicacion del método de Euler es usada para
definir la etapa de prediccion, y posteriormente se toma en cuenta una segunda etapa de co-
rreccion con base en el uso, nuevamente, del método de Euler, por lo que el método de Heun
alcanza una convergencia mas ripida.

El método de Heun consiste en determinar el valor de una funcion mediante los calculos de
las derivadas en los puntos inicial y final de un subintervalo 7; éste tltimo punto es calculado
gracias al primer punto, ver Figura
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predictora

Pendiente
xi f(ti+1,xi+1)

correctora

Pendiente
Walf(t,xi)+f(ti+1,xi+1)]

Pendiente Paso de
Rti,xi) tam.aﬁo h

Fig. 2.4: Comportamiento de la aproximacién numérica del método de Heun.

De la expresion del método de Euler se tiene
1) =z + f(z,t)h 2.7)

conocida como ecuacion predictora, la cual emplea la derivada en el inicio de un intervalo
(ver [T]). A partir de la prediccién del valor de . ; es posible obtener la derivada en el punto
final del intervalo x;,,, mediante

dIz’+1
dt

= [l tisn)

Si la pendiente inicial f(z;,¢;)- se promedia con la pendiente final f(zY,,,t;;1) del método de
Euler, entonces la expresion resultante es

h
Tig1 = X5 + §[f($i, t;) + f(x?—i-lu tiv1)] (2.8)

Enseguida serd aplicado este método numérico a un ejemplo académico de un sistema LTI
de segundo orden desacoplado.
Sistema de segundo orden

Considérese el sistema lineal desacopladol']

5, { Z1 = airy, 21(0) = z10 (2.9)

Ty = agT2, x2(0) = xg

donde x1( y x90 representan el estado inicial del sistema X7 ; los pardmetros a; y as son funcio-
nes constantes. La solucidn analitica de Y, estd dada en términos de la matriz exponencial:

$1(t> = e‘“ltxlo
IQ(f) = €_a2tl’20

(2.10)

! Un sistema es desacoplado cuando la variacién de un estado depende de si mismo y no de otro estado.
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Considere la aplicacion del método de Heun en el sistema de segundo orden X, en (2.9)), el cual
consiste en predecir la estimacion intermedia Z;, ¢ = 1,2 para el sistema X;, por medio del
método de Euler

Ti(th1) = i(t) + h a;zi(t) (2.11)

Después es calculada la pendiente con respecto a esta aproximacién, conduciendo a una etapa
de correcioén

riltin) = alt) + S0 (t)) + ofiltin)] 2.12)

Este proceso es conocido como predictor-corrector. En las siguientes lineas se presenta el al-
goritmo del método de Heun definido para el sistema de segundo orden ;. Adicionalmente, se
considera el método de Euler con la finalidad de mostrar la precisién del método de Heun. Para
ello, se aconseja crear un documento en el editor de Matlab, titulado MetodoEulerHeun.nﬂ
que considere las lineas de abajo. Las caracteristicas de simulacion del siguiente codigo de
programacion, definidas para el sistema de segundo orden X7, son un tiempo 5 segundos con
uno estado inicial de zy = [1; 2], los parametros al = —1, a2 = —5 y un tamafio de paso de
h = 0.001.

% %%%*ALGORITMO DE PROGRAMACION DEL METODO DE HEUNx # %
clc, clear all, close all S$SLimpia pantalla y variables
%*+*PARAMETROS DEL METODO **

no_div= 1000; $Divisiones en un intervalo de tiempo
t0= 0; tf= 5; $Tiempo Inicial y Final

h=(tf-t0)/ (no_div*tf ); %$Tamafio de paso

t=t0 : h : tf; $Tiempo de Simulacidn

%+ «PARAMETROS DEL SISTEMA* %
al=-1; a2=-5; %Pardmetros

x1(1)=1; $Definimos condicidén inicial del método Heun
x2 (1)=2; $Definimos condicidén inicial del método Heun
xle (1)=1; $Definimos condicidén inicial del método Euler
x2e (1)=2; $Definimos condicidén inicial del método Euler

for k=1l:no_div*tf

%$*x**METODO DE HEUNx* %
*Etapa de prediccidnx
dx1l (k)=alxx1l(k);
dx2 (k)=a2+x2 (k) ;
x1lt (k+1)=x1(k)+h+xdx1 (k) ;
x2t (k+1)=x2 (k) +h+xdx2 (k) ;
% +Etapa de correccidn=
dxlt (k+1)=alxx1lt (k+1);
dx2t (k+1)=a2+x2t (k+1);
x1 (k+1)=x1(k)+(h/2)* (alxx1(k)+ (alxxlt(k+1)));
x2 (k+1)=x2 (k) +(h/2) * (a2+x2 (k) + (a2*x2t (k+1)));

%
%

% %$*x*METODO DE EULERx*=*

dxle (k)=alxxle (k) ; dx2e (k)=a2+x2e (k) ;
xle (k+1)=xle (k) +h+rdxle (k) ; x2e (k+1)=x2e (k) thxdx2e (k) ;
end

2 Agradezco al Dr. Jests David Avilés Veldzquez por facilitarme el algoritmo del método.
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o)

x1_real =exp(al*t)*x1(1l); % Solucidn real de x1

%% *GRAFICAS * *
figure (1) ;
plot (t,x1_real,’qg’,’LineWidth’,2.5); $Comportamiento de x1

hold on, %$Agregar trayectorias al grafico
plot(t,x1,’r-",’LineWidth’,1.5); $Aproximacidén de Heun x1
hold on, $Agregar trayectorias al grdafico
plot (t,xle,’b-—-",’LineWidth’,0.5); $Aproximacidén de Euler de x1
xlabel ("t [s]'); $Etiqueta del eje de las abscisas
ylabel ("x1 vs xle vs vs x1_{real}l’); $Etiqueta del eje de
las ordenadas
legend (' x1 real’,’x1 Heun’,’xl Euler’); $Muestra el nombre de
cada gréafica
hold off

Enla Figura se observa el comportamiento dindmico de la variable z; (t) del sistema X,
en (2.9)), aunado con las aproximaciones numéricas de los métodos de Heun y Euler. El compor-
tamiento de la aproximacion de Heun es mucho mas preciso que el comportamiento mostrado
para el método de Euler. Esto se debe a la segunda etapa que estd contenida en el método de
Heun, la cual realiza una correccién significativa del error absoluto que es proporcionado por la
etapa de prediccion.

0.16191 b
x1 real
---x1 Heun
§0.1619* — 1 Euler ||
0.1618 N

- ]

| | | | | |
1.8203 1.8203 1.8203 5 1.8203 1.8203 1.8204
t|s

Fig. 2.5: Comportamiento de las aproximaciones de los métodos numéricos de Euler y Heun.

En las lineas siguientes se presenta el cédigo en Matlab de los métodos de Heun y Euler
para visualizar la aproximacion de la segunda variable de estado, x2(t), del sistema ..

x2_real =exp(a2xt)*x2(1); S%Comportamiento dindmico de x2

figure(2);

plot (t,x2_real,’qg’,’LineWidth’,2.5); $Comportamiento de x2

hold on, $Agregar trayectorias al grafico

plot(t ,x2,’r-’,’LineWidth’,1.5); $Aproximacidén de Heun de x2
hold on, %$Agregar trayectorias al grafico
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plot (t,x2e,’b--",’LineWidth’,0.5); $Aproximacidén de Euler de x2
xlabel ("t [s]’);%Etiqueta del eje de las abscisas
ylabel (' $x_2$’);%Etiqueta del eje de las ordenadas

legend (’x2 real’,’x2 Heun’,’x2 Euler’); $Muestra la referencia de
cada senal
hold off

En la Figura 2.6)se muestra el comportamiento dindmico de la variable z en combinacién
con los métodos numéricos que fueron mostrados arriba. Nuevamente, es facil identificar que la
aproximacion del método de Heun tiene un mayor precision en comparacion con el algoritmo
de programacién de Euler.

0.3667} Y \ 9 real
. N w29 Heun
0.3666/ ‘. |---a2 Euler
0.3665} ]
C\] \\\
B 0.3664f \ 1
0.3663f R
0.3662} N

0.3384 0.3386  0.3388 ?.339 0.3392 0.3394 0.3396

t [s]

Fig. 2.6: Comportamientos del estado 2, en combinacién con métodos numéricos de Euler y Heun.

El método de Heun, que puede ser expresado por las ecuaciones de primer orden de pre-
diccion y correcion, también puede ser reescrito por el método de Runge-Kutta (ver apartado
subsecuente) de segundo orden

kl,i = h [ azxz(tk) ],
kai = h[ai(zi(te) + k117i) B (2.13)
Ti(tes1) = [mi(te)] + §[k1,¢ +hoi] =12,

La programacion del cédigo de Runge-Kutta de segundo orden, estd definido por las si-
guientes lineas, considerando sélo el comportamiento de la variable del estado x5.

x1lr(l)=1; $definimos condicidén inicial del método RK2
x2r (1) =2 $definimos condicidén inicial del método RK2
for k=l:no_divstf

$%%*METODO RUNGE KUTTA 2do ORDEN**

% para x1

kla=h=#* (al*xlr(k)); k2a=h#* (al* (x1lr (k)+kla)) ;
x1lr(k+1)=x1r(k)+(1/2)* (kla+k2a);

[

% para x2
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klb=h=#* (a2+*x2r (k) ) ; k2b=h=+* (a2 (x2r (k) +klb)) ;
x2r (k+1)=x2r (k)+(1/2) » (klb+k2b) ;
end

$+*xGRAFICA PARA x2+**

x2_real =exp(a2*t)*x2(1); $Comportamiento de x2

figure(3); hold on, $Agrega trayectorias al grafico

plot (t,x2_real,’qg’,’LineWidth’,2.5); $Comportamiento de x2
hold on;

plot(t,x2,’r-","LinewWidth’,1.5 ); $Aproximacidén de Heun de x2
hold on; {\scriptsize }

plot (t,x2r,’b-——",’LineWidth’,0.5); $Aproximacidén de RK2 de x2

hold on;

xlabel ('t [s]’); $Tiempo en segundos

vlabel (" x2_{real} vs x2_{Heun} vs x2_{RK2}');

legend (' x2 real’,’x2 Heun’,’x2 Runge-Kutta segundo orden’);

%$Muestra el nombre de cada grafica
hold off

En la Figura se pueden ver facilmente la equivalencia de los comportamientos de las
aproximaciones de los métodos numéricos, descrito por Heun y Runge-Kutta de segundo orden.

0.3976591 h
[\l L .
8

0.397657F b

x9 real
B — x5 Heun
‘ ‘ ---x9 Runge-Kutta 2do. orden
0.323063 0.323063 0.323063 0.323063

t [s]

Fig. 2.7: Comportamientos del estado x5 obtenidos mediante los métodos de Heun y de Runga-Kutta de
segundo orden.

2.2.3. Método de Runge-Kutta de cuarto orden

El método de Runge-Kutta de cuarto orden adquiere una gran exactitud por medio de la serie
de Taylor, sin requerir el cilculo de derivadas de orden superior. Este método toma en cuenta el
promedio de las cuatro pendientes intermedias como se observa en la definicion del algoritmo,
ver Figura 2.8 Este método es parecido al método de Heun, ya que para el cdlculo de la nueva
derivada debe obtenerse un valor previo k;, es decir, para calcular el valor x;; se requieren una
etapa de cuatro predicciones y otra etapa de cuatro correciones.
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Xit+1 -4

X —

Fig. 2.8: Comportamiento de las aproximacion de Runge-Kutta de cuarto orden.

El método de Runge-Kutta de cuarto orden requiere de las siguientes expresiones para hallar
el valor de z;:

kl = f(xmtz)a

ko = f(x; + skih, ti + 3h),

ks = f(zi + 3kah, ti 4 3h),

ky = f(xn + ksh, t; +h), (2.14)
Tit1 = (]{51+2]{32+2/{33—|—k4) 7 = 1’2’.“

Este método alcanza la mayor precision con una gran diferencia cuando se compara con los
otros dos, pues se tienen errores pequefios que los proporcionados con los métodos numéricos
de Euler y Heun definidos para el sistema ;..

De acuerdo con las expresiones anteriores, se desarrolla la parte analitica del método numérico
de Runge-Kutta para el sistema X, primeramente considerando las variables

ml_h{a?(?))] . nl_h{agfg(i ) i)

a(xy tk + m1 Ao\ k —I—%nl

B Lax(zs () + 3ms) |, ns = B [ an(walti) + 3ns) (2.15)
ha(x (tk)+m3)] ”4— h [ az(z2(tr) +n3) |

Por consecuencia, la aproximacién numérica del método de Runge-Kutta de cuarto para el sis-
tema .7, estd dada por un par de ecuaciones,

T (tk+1> (tk) + = (m1 -+ 2m2 + 2m3 —+ m4)

2.16
To(ths1) = @2(ty) + 5(n1 + 2n2 + 203 + ny) (2.16)

Se recomienda escribir el cddigo de programacion del método numérico de Runge-Kutta en
un documento nombrado MetodoRK4.m, con la finalidad de observar el comprtamiento de la
aproximacion numérica que proporciona este método.
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x11(1)=1; % definimos condicidén inicial del método RK4
X22(1)=2; % definimos condicidn inicial del método RK4
%% x+% METODO DE RUNGE KUTTA 4to ORDEN«* «*

for k=l:no_divxtf

ml=h+[alxx11(k)]; nl=h+*[a2+*x22(k)1;
m2=h+[al* (x11(k)+0.5xml) ]; n2=hx*[a2+* (x22(k)+0.5+nl) ];
m3=hx[al* (x11(k)+0.5xm2) ]; n3=h*[a2* (x22(k)+0.5%*n2)1;
md=hx[al* (x11(k)+m3)]; néd=hx*[a2+ (x22 (k) +n3) ];

x11 (k+1)=x1(k)+(1/6)* (ml+2+m2+2+«m3+m4) ;

%22 (k+1)=x2 (k) +(1/6) *x (n1+2xn2+2*n3+n4) ;

end

x1_real = x1(1)~*exp(al*t);

x2_real = x2(1l)xexp(a2*t);

$ GRAFICA PARA x1

figure (1) ;

plot (t,x11,’r’,’LineWidth’,2.5)

hold on

plot (t,x1_real,’b-—-',"LineWidth’,1.5)

grid on

xlabel ('t [s]’)

ylabel (' x1")

legend (’x1_{real}’,’x1_{RK4}'"); $Muestra el nombre de cada grafica
hold off

$ GRAFICA PARA x2

figure (2);

plot (t,x22,"b-—-',"LineWidth’,2.5)

hold on

plot (t,x2_real,’m’,’LineWidth’,1.5)

grid on

xlabel ('t [s]’)

ylabel (' x27)

legend ('x2_{real}’,’x2_{RK4}"); $Muestra el nombre de cada grafica

hold off

En las Figuras[2.9a]y [2.9b]se observan el comportamiento de las aproximaciones del método
de Runge-Kutta de cuarto orden. Se puede apreciar que los errores absolutos del método de
Runge-Kutta son menores, de acuerdo con la escala utilizada en el eje de las abscisas y ordena-
das, en comparacion con los métodos numéricos presentados en subsecciones anteriores.

Sintesis practica de sistemas LIT con enfoque en el espacio de estados 2015

44



2.3. APLICACIONES

—x1 real
0.328863f ---z1 RK4
0.328863[ 1
0.328863F 1
0.328863F 1

1.112115 1.112115 { 11.112115 1.112115
t|s
(a) Comportamiento de z; dada por la solucién real y el método de Runge-Kutta de cuarto
orden.
T T AN T T T T T — ‘1
0.250947} 3 RK4
N
& 0.250947F N
0.250947} | | N | 1
0.415132 0.415132 0.415132 0.415132

t [s]

(b) Comportamiento de x2 obtenida mediante la solucién real y el método de Runge-Kutta
de cuarto orden.

Fig. 2.9: Comportamiento del estado, tomando en cuenta el método numérico de Runge-Kutta 4to. orden.

2.3. Aplicaciones

Un par de sistemas fisicos se presentan en las subsecciones siguientes con el objeto de
mostrar el desarrollo y comportamiento dindmico de las variables del estado que proveen los
métodos numéricos de Euler, Heun y Runge Kutta.

2.3.1. Sistema masa-resorte-amortiguador

Considere el sistema mecanico [6, pag. 5-7], mostrado en la Figura[2.10
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uft)

Fig. 2.10: Sistema mecdnico.

Cuyo modelo matematico en la representacion en variables de estado esta definido por

T1 =T
Shrec {4 B2 =—LZz — Lay 4+ Lu (2.17)
y=n
donde el estado * = [x1,75]” estd dado por el desplazamiento y velocidad de la masa del

sistema mecénico. La salida del sistema mecanico es el desplazamiento de la masa, y = x;. El
sistema X/, serd usado para visualizar las aproximaciones numéricas de los estados con los
diferentes métodos numéricos vistos en el apartado anterior.

Desarrollo de métodos numéricos

En este apartado se desarrollan los cddigos de programacion de los métodos numéricos, en
el ambiente de Matlab, que se han trabajado a lo largo de esta practica. Primeramente son enun-
ciadas las lineas de codigo para programar los métodos de Euler, de Heun y de Runge-Kutta
de cuarto orden y posteriormente se muestran los comportamientos en graficos. Se recomienda
crear un nuevo documento en el editor de Matlab titulado MNSistemaMec.m [l

Las condiciones inicial del sistema son definidas como z1(ty) = 0y x2(t9) = 0. Los
pardmetros del sistema Xy, estdn dadas por k = 4,b = 2, m = 6 y u = 4. El nimero de
divisiones serd de 1000 para que el tamaiio de paso en los tres métodos sea de 0.001.

METODOS DE EULER, HEUN Y RUNGE-KUTTA 4TO. ORDEN

o° oo
o\

clc
S+ **x+xxPardmetros del sistemaxxxxxx*
=4; b=2; m=6; u=4;

x1le (1)=0; x2e(1)=0;

x1lh (1)=0; x2h(1)=0;

x1lr(1)=0; x2r(1)=0;

S+ **x+xPardmetros de los métodosxxx*x*

; clear all;

.

2 Consultar el Apéndice de Matlab y Simulink, en el cual se mencionan las funciones y ciclos usados en este
ejemplo. En las referencias bibliogréficas acerca de Matlab se explican con mayores detalles los ciclos empleados
en este apartado.
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no_div=1000; t0=0; tf=40;
h=( tf - t0 )/ ( no_divxtf );
t=(t0:h:tf);

Método de Euler

A continuacion se describe las lineas de codigo del método de Euler, usando el ambiente de
Matlab.

$$METODO DE EULER

for n=1:1:no_div+*tf,
dx2e (n)=(-k/m) *xle(n)—-(b/m) *x2e (n)+ (u/m) ;
dxle (n)=x2e(n);

x2e (n+tl)=x2e (n)+dx2e (n) xh;
xle (n+l)=xle (n)+dxle (n) «h;
end

Método de Heun

Las lineas del c6digo del método de Heun son:

$$METODO DE HEUN

for n=1:1:no_divstf,
dx2p (n)=(-k/m) *x1h (n) - (b/m) *x2h (n) + (u/m) ;
dxlp (n)=x2h(n);

x2p (n+tl)=x2h (n) +dx2p (n) xh;
x1lp(ntl)=x1h(n)+dxlp(n) xh;

dx2pp (n+1l)=(-k/m) *x1lp (n+1l) - (b/m) *x2p (n+1) + (u/m) ;
dxlpp (n+l)=x2p (n+1) ;

x2h (n+1)=x2h (n) + (dx2p (n) +dx2pp (n+1) ) » (h/2) ;
x1h (n+1)=x1h(n)+ (dxlp(n)+dxlpp (n+l)) * (h/2);
end

Método de Runge-Kutta de cuarto orden

Las lineas de codigo de este método son:

$SMETODO DE RUNGE-KUTTA 4TO. ORDEN
for n=1:1:no_divstf,
dxlr (n)=x2r (n);
dx2r (n)=(-k/m) *x1r (n) - (b/m) *x2r (n) + (u/m) ;
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kl=dxlr (n) +h;
11=dx2r (n) +xh;

k2= (dx1lr (n)+0.5%11) xh;

12=((-k/m) * (x1r (n)+0.5+kl) - (b/m) » (x2r (n) +0.5%11) + (u/m) ) *h;

k3=(dxlr(n)+0.5%12) xh;

13=((-k/m) * (x1lr(n)+0.5%k2)—(b/m) * (x2r (n)+0.5%12)+ (u/m) ) *h;

kd=(dx1lr (n)+13) xh;
14=((-k/m) » (x1r (n)+k3) -

b
’_\
=
o]
+
H
b
—
=
o]
+

(1/6) = (k
(1/6) % (1

X
N
]
3
+
—
I
X
N
o]
+

end

(b/m) * (x2r (n)+13) + (u/m) ) *h;

1+2xk2+2xk3+k4) ;
1+2x12+2x13+14) ;

Las lineas de c6digo para que sean mostradas las graficas de los estados del sistema son:

$SGRAFICAS
plot (t,xle,"b-",t,x1lh,’ g-",

t,xlr,'r-",t,x2e,’b-—-",t,x2h,
grid on;
xlabel ('t [s]’);

ylabel ("x_1, x_2");
legend (' x1 Euler’,’x1 Heun’,'
"x2 Euler’,’x2 Heun’,’x2 Rung

"g-.",t,x2r,'r:");

x1 Runge—-Kutta 4to. orden’,

e-Kutta 4to. orden’);

Las gréficas de los estados obtenidos a partir de los métodos numéricos se muestran en la
Figura 2.11] Cabe aclarar que los grosores de las lineas fueron ensanchadas una vez aparecida

la ventana con las graficas.

1.5-
1,
mmr, Fuler
o wm=1 Heun
= —x1; RK 4to. orden
50.5 %1 I ze FEuler
; == 1y Heun
e e zo RK 4to. orden
0 \,WMM““*‘MMMmwwqm-ﬂw-nm-vwwmm\wmmmww
| | | | | | |
0 5 10 15 2[0] 25 30 35 40
t|s

Fig. 2.11: Comportamiento de

1 estado, usando diferentes métodos numéricos.

Sintesis practica de sistemas LIT con

enfoque en el espacio de estados

48

2015



2.3. APLICACIONES

Al parecer no existen diferencias entre los tres métodos. Sin embargo, si se hace un acer-
camiento al primer pico de la grafica del estado x; con el boton Zoom, que se encuentra en la
barra de herramientas de la ventana donde se muestran las gréficas, se alcanzan a ver las dife-
rencias que existen entre las aproximaciones de los métodos. Enseguida se muestra en la Figura
[2.12]1as diferencias entre las aproximaciones numéricas obtenidas con el método de Euler y con
el método de Heun. Adicionalmente, en la Figura@ se muestran diferencias entre las aproxi-
maciones numéricas obtenidas con los métodos de Heun y Runge-Kutta de cuarto orden. En las
Figuras siguientes, se observa con facilidad la diferencia numérica de los métodos analizados,
considerando la mejor precision proporcionada por el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

1.523F ‘ T2 Euler
' R o, ord
L —x to. orden ||
1.522 s Buler
zo Heun
1.521F 7:2 RK 4to. orden ||
g 1.52A
g 1.519/ \
1.518- B
1.517F i
1516’ i i i 1 1 1 L 1 il
3.86 3.88 3.9 3.92 [ ]3.94 3.96 3.98 4
t|s

Fig. 2.12: Comportamiento del método de Euler y el método de Runge-Kutta 4to. orden.

-ml‘Euler ‘
1.51941- x1 Heun f
—x1 RK 4to. orden
1l o guler
L X eun 4
1.5194 25 RK 4to. orden
g
-1.5194; .
8
1.5194+ |
1.5194- ~ ' ‘ J

3.932 3.932 3.932 3.932 3.932[]3.932 3.932 3.932 3.932 3.932
t|s

Fig. 2.13: Comportamiento del método de Euler y el método de Runge-Kutta 4to. orden.
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2.3.2. Sistema Electromecanico

Considere el sistema electromecanico mostrado en la Figura [2.14

WAL Y v
i
u UCC_) = Vaskv*w

r

N, 7

b

Fig. 2.14: Esquema del sistema electromecdnico.

tiene asociado el modelo matemadtico en la representacion en el espacio de estados

S N § 1
T, = 1ch1k Cx2+ mo U
To = fxl — fv.%’4
T3 = Ty

ks K b

1'4 7I2 — 71’3 — 7I4

(2.18)

donde el estado del sistema estd definido por x £ [x1, 79, 23, 24]7 = [V,,i1,0,w]T. La salida
del sistema es la posicion angular del motor eléctrico, y = 6. La entrada de control del sistema
es la fuente de alimentacion de voltaje. El sistema electromecdnico puede ser reescrito en la

representacion convencional del espacio de estado,

[k 00 "
S I A A o P (0) =
5 Y10 o o 1 |7 o [“ W
M K; K b
0O 7 -7 -3 0
L y=[00 1 0]

Los valores de los parametros del sistema estdn definidos en la tabla siguiente:

Parametros | Valores Numéricos
100 Q

1 puF
100 mH

Kg-m?
10 Nv‘ad
‘m
6 rad/s
N-m
) rad
5 N-m

10 ==

rad

IR <= Qo

Tab. 2.2: Parametros del Sistema > ;.
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Utilizando la representacion en el espacio de estados, se desarrollan los métodos numéricos
de Euler, Heun y Runge-Kutta para el sistema electromecanico >y, con la finalidad de tener un
bosquejo del comportamiento dindmico del estado. Se recomienda crear un nuevo documento
en el editor de Matlab titulado MNSistemaME.m. El estado inicial del sistema >, es xg =
(0.5, 0, 0.01, 0.001]”. El tiempo de simulacién es de 10 segundos.

clc; clear all; close all,
Sx*x*xxParametros del método Heunx#*x*x*
no_div=5000; t0=0; tf=10;

h=( tf - t0 )/ ( no_div*tf );
t:(tO h:tf);
[nl,n2]=size(t);

% f*****Parémetros del sistema*x#**x*x*
R=100; Ki=5; K=5; b=6; L=100e-3; C=le-6; J=10; Kv=10;

A=[(-1/(RxC)) -1/C 0 0;
1/L 0 0 -Kv/L;
0 0 0 1;
O Ki/J -K/J -b/J]
[1/(R*C);0;0;0]

Cc=[0 0 1 0]
u=0; $Voltaje de entrada
u=u*ones (nl, n2); $Acoplamiento de entrada

x1le(1)=0.5; x2e(1)=0; x3e(1)=0.01; x4e(1)=0.001;
x=[xle; x2e;x3e; xde ]; %$Estado inicial para Euler
xh=[xle; x2e;x3e; x4e ]; %Estado inicial para Heun
x1l=[x1le; x2e;x3e; xde ]; %Estado inicial

xr=[x1le; x2e;x3e; x4de ]; $Estado inicial para RK2
xrd=[xle; x2e;x3e; x4e ]; %Estado inicial para RK4
y(:,1)=Cc*x(:,1);

Desarrollo de los métodos numéricos

A continuacion se describen las lineas de los métodos de Euler, Heun y Runge-Kutta de
segundo y cuarto orden, usando el ambiente de Matlab. Es preciso mencionar que los métodos
de Heun y Runge-Kutta de segundo orden son equivalentes; sin embargo, son mostrados para
mirar el desarrollo de ambos métodos.

for k=l:no_divstf

%% METODO EULER
x(:,k)=A*x(:,k)+B*u(:,k);
x(:,k+1l)=x(:,k)+hxdx(:,k);
v(:,k+l)=Cc*x(:,k+1l);

%% METODO HEUN

(

d

dxh (:,k)=Axxh (:,k)+B*xu(:,k);
x1(:,k+1)=xh(:,k)+h+xdxh(:,k);
xh(:,k+1)=xh(:,k)+0.5«h* (dxh (:,k)+A*x1 (:,k+1)+B*xu(:,k));

%% RUNGE KUTTA 2DO ORDEN
(:,k)=Axxr(:,k)+B*u(:,k);
, k)=hxdxr (:,k);
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K2(:,k)=h#* (A* (xr(:,k)+K1(:,k))+Bxu(:,k));

xr(:,k+1)=xr(:,k)+(1/2)* (K1 (:,k)+K2(:,k));
%% RUNGE KUTTA 4TO ORDEN

dxrd (:,k)=A*xrd (:,k)+Bxu(:,k);

K14 (:,k)=hxdxrd (:,k);

K24 (:,k)=h* (Ax (xrd (:,k)+0.5« (K14 (:,k)))+Bxu(:,k));

K34 (:,k)=h* (Ax (xr4 (:,k)+0.5%« (K24 (:,k)))+Bxu(:,k));

K44 (:,k)=h* (A% (xrd (:,k)+K34 (:,k))+Bru(:,k));

xrd (:,k+1)=xrd (:,k)+(1/6)* (K14 (:,k)+2+xK24 (:,k) +2+«K34 (:,k)+K44(:,k));
end

En las siguientes lineas se presentan las lineas para obtener las aproximaciones de la salida
del sistema electromécanico, usando los métodos numéricos aludidos previamente.

figure (1)
plot(t(l,:),x(3,:),’'b")
hold on
plot(t(1,:),xh(3,:), rx")
hold on
plot(t(l,:),xr(3,:), go-")
hold on
plot(t(l,:),xrd(3,:), mt-")
xlabel ('St \ [segls$’);
ylabel ("$x_3 $');
legend (" $x_3 \ Euler$’,’S$x_3 \ Heun$’, ’'$x_3 \ RK2’, "$x_3 \ RK4S$’ )

x10°°

12

—ux3 Fuler
—x3 Heun

3 RK2 ||
---x3 RK4

t [seg]

Fig. 2.15: Comportamiento de la posicién angular, usando diferentes métodos numéricos.

En la Figura [2.15] se muestra la respuesta de las condiciones iniciales, ante una fuente de
alimentacién de 0 [V], considerando las aproximaciones numéricas de los métodos de Euler,
Heun y Runge-Kutta de segundo y cuarto orden. Es sencillo observar, desde un punto de vista
general, que todas las aproximaciones numéricas describen el mismo comportamiento de la
posicion angular del sistema electromecanico.
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2.4. Ejercicios

Considere el siguiente sistema mecdnico compuesto de dos masas (6 pag. 9-11]

Ztl = T3
Tog = —T3+ x4
3= T]?l 1 mi 1 mi
3 c
Ty = —m—221'2 — m—21‘4

1. Implemente los métodos de Euler, Heun y Runge-Kutta de cuarto orden para este sistema
en un archivo M de Matlab, considerando los valores de los siguientes pardmetros: k; = 2,
ko = 4,c = 0.5, m; = 2y my = 3.5. Emplee un tamafio de paso de ~ = 0.0033 y un
tiempo de simulacion de diez segundos y obtenga las graficas de los estados.

2. Modifique el tamafio de paso de los métodos implementados a los siguientes valores:
h = 0.020, h = 0.005 y h = 0.001. Observe las diferencias que se presenten en las
gréficas obtenidas y coméntelas.

3. Compare los métodos implementados con el método ode45 de Matlab.
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3. CAPITULO III
COMPORTAMIENTO CUALITATIVO DE LOS SISTEMAS
PLANARES LINEALES INVARIANTES EN EL TIEMPO

Objetivos

L.- El alumno identificard los comportamientos cualitativos de los sistemas planares lineales
invariantes en el tiempo alrededor de los puntos de equilibro, mediante los diagramas de
fases, y su relacion con los valores caracteristicos.

IT.- El alumno examinard y observard los diagramas de fase y el comportamiento dindmico
del estado en el dominio del tiempo, mediante la aplicacién pplane y el editor de Matlab.

3.1. Introduccion

En este topico se proporcionard un enfoque diferente al estudio de sistemas de ecuaciones
diferenciales planares, conduciendo a la obtencién de informacién cualitativa sobre el compor-
tamiento de las soluciones. En este enfoque no es necesario determinar explicitamente las so-
luciones del sistema pues sélo se pretende conocer el comportamiento cualitativo de las mismas.

Los sistemas planares son aquellos sistemas de segundo orden cuyas trayectorias del estado
(x1(t), x2(t)) se pueden representar en un plano de dos dimensiones, describiendo el comporta-
miento cualitativo alrededor de los puntos de equilibrio. Existen comportamientos caracteristi-
cos que son producidos por la ubicacion de valores propios de la matriz de estado, en el plano
complejo.

En este capitulo se analiza un grafico denominado plano de fase, obtenido mediante un
algoritmo desarrollado en Matlab llamado pplane8, desarrollado por John C. Polking el cual
puede ser descargado de la pagina mencionada en [11]. Se hace énfasis en el orden del sistema
debido a que este andlisis grafico es aplicable y muy util para sistemas de este orden; incluso es
posible aplicar este andlisis a sistemas de tercer orden.
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3.2. Preliminares

Considere el sistema planarﬂ lineal e invariante con el tiempo,
Ip:{ &= Az, z(0) =z 3.1

donde x € R? es el estado, y la matriz de estado A tiene la dimensién de 2 x 2. Es posible
graficar la solucién del sistema, x(t) = [z1(t), z2(t)], que inicia en el estado inicial zo =
[210, 90| hasta transcurrir un tiempo ¢t > 0, en un plano x; — x2. En seguida se presentan
algunas definiciones importantes relacionadas a este topico.

Definicion 3: La solucion z(¢) produce una curva en el plano x; — x5, que se define como la
trayectoria del sistema [';, que inicia en x.

Definicion 4: El plano cartesiano x; — x5 se define como plano de fase o plano de estados.

Definicion 5: El conjunto de todas las trayectorias o curvas de solucién x(t), que se encuentran
en el plano de fase x1 — z9, es conocido como retrato de fase de I'y.

Una trayectoria de I';, proporciona un comportamiento cualitativo de la solucion del sis-
tema. En general, éstos comportamientos pueden ser aproximados por el método grafico de las
isoclinas [4]]. También, es importante sefialar que existen algunos programas computacionales y
algoritmos que describen el comportamiento cualitativo de los sistemas LTI y no lineales, tales
como pplane8, que estd desarrollado en Matlab.

3.2.1. Plano de fase

El estado x(t) = (z1(t), z2(t)) de los sistemas planares, representados por la clase de siste-
mas lineales I'z, puede ser mostrado en un plano z; — x5. Un método de la literatura asegura la
construccion de las trayectorias mediante su campo vectorial, llamado método de las isoclinas,
consiste en obtener la direccion de la trayectorias del sistema en el plano de estados (1, x2),
dada una condicién inicial z,, por medio de rectas tangentes en cada punto del plano. Estas rec-
tas tangentes son llamadas isoclinas. Cabe aclarar que por cada punto del plano de fase, existe
una unica trayectoria que pasa por ese punto, descrita en la literatura como la propiedad de
existencia y unicidad. En concreto dicho plano muestra el retrato de fase del sistema (consultar

[9D).
Se considera que la pendiente de una trayectoria en un punto dado esta definido por

By fo(z1, 22)

i1 fi(wy, 7o)
donde m es un escalar (ver [4]). La expresion anterior representa la tangente de la trayectoria
que pasa por un punto (z1,xs). El valor de la pendiente m en cada punto del plano, puede
ser positivo o negativo dependiendo de los valores de las funciones f; y fo, que describe el
campo vectorial de la trayectoria x(t). Este proceso es iterativo en cada punto del plano de fase,
generando el comportamiento cualitativo alrededor de los puntos de equilibrio.

=m (3.2)

! Nétese que el sistema no tiene una entrada u(t), a esta clase de sistemas se les conocen como homogéneos o
no forzados; aquellos que si la tienen son llamados sistemas forzados.
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Fig. 3.1: Representacion grafica del método de las isoclinas. Observe que las flechas que intersectan una
linea recta negra m; tienen la misma pendiente a lo largo de toda la recta m;. Las flechas definen
las trayectorias -lineas azules- de la evolucion de los estados conforme transcurre el tiempo, las
cuales inician en cualquier punto del plano -o en cualquier condicion inicial-.

El método de las isoclinas puede ser representado en su forma candnica, donde son obser-
vados los retratos de fase en forma simétrica. La solucién del sistema I';, dada una condicion
inicial xy, puede ser escrita como

x(t) = exp(At)xg (3.3)

La expresion de la ecuacion (3.3)) es equivalente a la expresion que estd asociada a un cambio
de coordenadas lineal invariante en el tiempo z = Tz,

x(t) = T~ exp(Jt)Txg (3.4)

donde J es la matriz de Jordan de A, T es una matriz no singular tal que T 'AT = J. La
matriz de Jordan J puede ser obtenida facilmente si la matriz de transformacién 7' estd dada
por vectores propios relaciones a los valores propios \;(A) con i = 1,2 de la matriz A, Es decir,
T = [v1 v9]T. De acuerdo a los valores propios de la matriz A, se pueden tener formas diferentes
de la matriz de Jordan,

1. Si\; # Ay donde \;(A) € R, coni = 1,2, entonces

A0
=15 N
2. Si A\ = Ay donde \;(A) € R, con i = 1,2, entonces
IS
=[5 x)

donde k puede tener el valor de 0 o 1.
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3. Si A2 =a=xjs, esdecir, \;(A) € C, coni = 1,2, entonces

J:{_OCB g];{aeR,BGH}

En general, se sefiala que el punto de equilibrio del sistema 'y, es el origen z. = [0,0]7.
Si éste no lo fuese, es posible hacer un cambio de variables para que el origen sea el punto
de equilibrio. Los comportamientos cualitativos, alrededor de los puntos de equilibrio de la
clase de sistemas ', estan definidos por los valores propios de la matriz A. A continuacion se
presenta un tabla con los comportamientos cualitativos de la clase de sistemas LTI.

| Valores propios | Comportamiento cualitativo 3, |

A <0, <0 Nodo Estable
A >0, >0 Nodo Inestable
A <0, Ay>0 Punto Silla
Al =X <0 Estrella Estable
Al =X >0 Estrella Inestable
Mo=—axjp Foco Estable
Mg =axjfs Foco Inestable
Mg =138 Centro
M <0,X=0 Subespacio Estable
A >0, =0 Subespacio Inestable
AM=0,2=0 Subespacio Neutral

Tab. 3.1: Pardmetros y comportamiento cualitativo de >, .

Considérese el caso en el que se obtiene un nodo estable. Si las trayectorias de los estados
se inician en cualquier condicién inicial del plano de fases y conforme transcurre el tiempo
las trayectoria se aproximan y se dirigen hacia el origen, entonces el origen es un punto de
equilibrio, esto es, los estados del sistema tienden a tener valores nulos debido a que el sistema
no es forzado y los valores iniciales que pudiera tener se deben a la energia almacenada en
los elementos del sistema y que van disipdndose conforme transcurre el tiempo. El punto de
equilibrio es llamado nodo estable -Figura y es un punto de equilibrio estable. Esto es
caracterizado por valores propios negativos de la matriz A del sistema ['; y este retrato se
asocia a sistemas cuyas respuestas en el dominio del tiempo son criticamente amortiguadas.
Un comportamiento similar es el nodo inestable -Figura [3.3t cuyas trayectorias divergen del
punto de equilibrio, y es caracterizado por valores propios positivos de I';.
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Ahora se considera el caso en el cual se obtiene una estrella estable. Dada cualquier con-

dicién inicial en el plano de fases y conforme transcurre el tiempo, la trayectoria converge

directamente hacia el origen, por lo que el origen es un punto de equilibrio y la energia alma-
cenada en los elementos del sistema se disipa. Por lo tanto, la estrella estable -Figura es un

punto de equilibrio estable cuyos valores propios de la matriz A del sistema I';, son reales ne-

Fig. 3.2: Comportamiento de Nodo Estable
gativos iguales. Por otro lado, si los valores de A perteneciente a I';, son reales positivos iguales

y las trayectorias divergen del punto de equilibrio, entonces el retrato obtenido es una estrella

mnes

2015

I

Fig. 3.5: Comportamiento de Estrella Inestable
59
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Fig. 3.4: Comportamiento de Estrella Estable
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A continuacién se considera el caso en el que se obtiene un foco estable. Si la trayectoria
de los estados se inicia en cualquier punto del plano de fases, esto es, que el sistema sistema
tiene cualquier condicidn inicial, y conforme transcurre el tiempo la trayectoria se aproxima
y se dirige hacia el origen, entonces el origen es un punto de equilibrio debido a que los
estados tienden a valores nulos y la energia que tengan almacenada los elementos del sistema
ird disipandose conforme transcurre el tiempo, por lo que el punto foco estable -Figura[3.6} es un
punto de equilibrio estable, que es resultado por los valores caracteristicos propios complejos
con parte real negativa de la matriz A del sistema ['j, y este retrato de fase esta asociado a

sistemas cuyas respuestas en el dominio del tiempo son subamortiguadas. El comportamiento
contrario se obtiene cuando los valores propios de A del sistema I';, son complejos con parte
real positiva y las trayectorias del plano divergen del punto de equilibrio, por lo que el retrato

obtenido es una foco inestable -Figura[3.7}.
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Fig. 3.6: Comportamiento de Foco Estable Fig. 3.7: Comportamiento de Foco Inestable

El punto silla -Figura 3.8} representa un punto de equilibrio inestable; caracterizado por

tener un valor propio real negativo y un valor propio real positivo de la matriz A del sistema I';.
La caracteristica de este punto radica en que no todas las condiciones iniciales tienden al punto
de equilibrio, ya que conforme transcurre el tiempo, las trayectorias pueden aproximarse hacia
él, sin embargo en algin momento se alejan de ese punto, por lo que la disipacion de energia de
los elementos no es total y vuelven a tener un almacenamiento de energia una vez alejados del
punto de equilibrio. Por otro lado, el retrato de fase centro -Figura[3.9} indica la existencia de
un punto de equilibrio; no obstante que indica un punto de equilibrio, los estados del sistema
no convergen a €l y so6lo lo circundan, esto es, el sistema puede iniciar en cualquier condicion
inicial y conforma transcurra el tiempo las trayectorias siempre circundarn en torno al punto
de equilibrio. Estos comportamientos estidn asociados a sistemas cuyas respuestas en el dominio

del tiempo son oscilatorias, esto es, las respuestas son no amortiguadas.

2015
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Fig. 3.8: Comportamiento de Punto Silla Fig. 3.9: Comportamiento de Centro
Finalmente considere el caso en el que se obtiene un subespacio estable. Si la trayectoria
del estado se inicia en cualquier punto inicial del plano y conforme transcurre el tiempo la tra-
yectoria se dirige hacia un punto contenido en una linea recta, entonces ese punto especifico es
un punto de equilibrio. Sin embargo, si otra trayectoria nueva se inicia en otro punto diferente
y conforme pasa el tiempo esta nueva trayectoria se dirige hacia otro punto diferente del pri-
mero, pero que también estd contenido en la misma linea recta, entonces ese segundo punto final
también es un punto de equilibrio. Por lo tanto, el sistema no tiene sélo un punto de equilibrio,
sino que existe un continuo de puntos de quilibrio, por lo que dicha recta, conocida como
subespacio estable -Figura|3.10}, contiene infinitos puntos de equilibrio. Esto quiere decir que
la disipacion de energia de algin elemento del sistema [';, no es absoluta y un valor propio de la
matriz A de dicho sistema es real negativo, mientras que el otro es nulo. De acuerdo con [10],
esto también se comprueba si el determinante de la matriz A es nulo o la matriz A es singular.

Considere . y u, en la ecuacién de estados

& = Ax. + Bu,

Dado que z. es el punto de equilibrio, entonces = () mientras que Bu, = b, considerando que
u. # 0. Entonces de la ecuacion de estados se tiene

0=Az.+b (3.5)

Si de la ecuacién (3.5) se quisiera obtener el vector x., entonces hay que premultiplicar la
ecuacion por la inversa de A, por lo que resulta en:

ze =—A"th

Si se recuerda que Al = jlﬁ&% , el resultado de este cociente es infinito, por lo tanto, el sistema
tendrd una infinidad de puntos de equilibrio. Del lado contrario, si el valor propio diferente de
cero es real positivo, entonces todas las trayectorias del plano divergeran del continuo de puntos

de equilibrio, por lo que se obtiene un subespacio inestable -Figura [3.10
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Fig. 3.10: Comportamiento de Subespacio Estable Fig. 3.11: Comportamiento de Subespacio Inesta-
ble

Cabe aclarar que el comportamiento cualitativo, segun [8], se refiere a la estabilidad interna
del sistema dada una cierta condicion inicial, sin embargo estas explicaciones serdn tratadas en
la practica de Estabilidad.

3.2.2. Retratos de fase mediante pplane8

En esta seccidn se usard una aplicacion pplane8, desarollada en Matlab, la cual es usada para
visualizar los campos de isoclinas, las fases y familias de fases de cualquier sistema. Cuando se
abra la aplicacion se mostrara el codigo fuente del programa en un archivo M; luego entonces
debe ejecutarse el programa con un click en el boton Run. Una vez que el codigo sea ejecutado,
aparecerd una ventana como la mostrada en la Figura

pplanes Setup =5 EcR%7)
File Edit Gallery Desktop Window Help El
The differential equations.
T T

v T | k- 3ty - 322 + Iy

Parameters
or = =
BXpressions

The dizplay window. The direction fisld.

The minimum wvalue of = = o
Amows
L Mumber of
Lines field points per
row or column.

The maximum value of x =

The minimum walue of v = Nuliclines.

(SN S )

The mazimum walue of w = | None 20

[ Cuit I Revert I Proceed |

Fig. 3.12: Ventana de la aplicacion pplane8.
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Las funciones que aparecen en los campos de The differential equations son iniciales, pre-
determinadas y son mostradas como un ejemplo -Nétese que las ecuaciones de estado no se

encuentran en la forma canodnica-.

Los estados estan definidos como x y ¥, los cuales pueden modificarse y ser renombrados
-si las variables son modificadas, deben verificarse en los recuadros-. También el usuario puede
acotar los ejes coordenados de acuerdo con lo que requiera, asi como declarar algin tipo de
parametro que se encuentre en las ecuaciones -tal como una constante-; ademas, puede modi-
ficarse la apariencia de las isoclinas mostrandolas como flechas, lineas o simplemente que no
aparezcan en el plano. En este ejemplo se usardn las ecuaciones que ya estdn predeterminadas

inicialmente.
Si las modificaciones ya estdn hechas, puede ejecutarse el programa para que muestre el
plano de estados y las isoclinas del sistema seleccionando el botén Proceed. La ventana que

aparecerd es la siguiente -Figura|3.13

T
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| e e SN N
| |
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Fig. 3.13: Campo vectorial del plano de fases.

Para visualizar varias familias de fases s6lo se necesita posicionar el cursor sobre el plano
y en cualquier punto de éste dé un click; inmediatamente se mostrara la fase para un punto es-
pecifico. Mientras mas clicks de sobre el plano, mas fases se mostraran, por lo que se tiene un

retrato de fase -Figura|3.14}.

Una vez familiarizado con la aplicacion, considerar la siguiente matriz de estados de un

sistema en la forma candnica de Jordan.

a b

n=[e
Enseguida se verdn las fases que ilustran la existencia de un nodo estable. Por ejemplo, los
valores de los elementos de la matriz son: @ = —1, 0 = 0, ¢ = 4y d = 0. Recuerde que los
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Fig. 3.14: Familias de fases del sistema que conforman un retrato de fase.

valores de a y d corresponden a los valores caracteristicos de una matriz A. Por lo tanto, la
matriz que debe ser declarada en la ventana de la aplicacion es

z=.J AT
Tomando en cuenta los valores de los elementos mencionados anteriormente la matriz seré:
T = -0 x
|0 —4
El paso siguiente es declarar las ecuaciones de estado del sistema y los pardmetros a, b, cy d en
la ventana de la aplicacion pplane8 y se muestra en la Figura

[= ) = |l

.|

upplaneBSetup
File Edit Gallery Desktop Window Help

The differential equations.

x| T |awisbexz
x| T |orxtedmz
al = dl = 4
Parameters
ar b| = 1] =
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The display window. The direction field.
The minimum walue of 21 = 3 = o
i @ smows Hummber of
The mazimum walue of 21 = 4 Ry Lines field poirtz per
The minimum value of xI = X () Mullcinas row or column.
The maximum value of x2 = 4 \ Mone 20
I Qousit ][ Revert ” Procesd ]

Fig. 3.15: Declaracién de las nuevas ecuaciones.
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Ahora se oprime el botén Proceed para ver los campos de isoclinas del sistema -Figura
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Fig. 3.16: Isoclinas del sistema.

Al dar varios clicks sobre el plano aparecen varias fases y se tiene un retrato de fase de un

nodo estable -Figura(3.17}.
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Fig. 3.17: Retrato de fase de un nodo estable.

Si se modifican los parametros de acuerdo a las formas de Jordan vistas en el apartado de

Preeliminares, los retratos de fases que se obtendran son los siguientes:
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3.3. Aplicaciones

3.3.1. Sistema mecanico traslacional

Considere el siguiente sistema mecdnico presentado en la Figura|3.18

PLATOS

MASA m
“
%

Fig. 3.18: Ilustracidn del sistema mecénico.

_

El sistema es un dispensador de platos [3, p. 105] compuesto de un resorte con constante &,
una viscosidad b entre el piston y la pared del dispensador, y la masa total del sistema cuando
estd llena de platos (méximo 20 platos) es M (considere que la masa del piston es m y que
la masa de cada plato es m,,, por lo tanto M = m + 20m,,;). Esta masa variard si se extraen
platos del dispensador, lo cual provoca que los platos restantes asciendan. Luego entonces, la
variacion de la masa es

M =m+ (20 — n)my

donde n = [0, 20]. Las variables de estado del sistema son 1 = y y x5 = ¢, mientras que la
salidaes y = [1 0] 2; el modelo del sistema en variables de estado es:

. [0 1}
xXr = k b T

INVE M M (3.6)
y:[l O]:z:

Para este ejemplo los valores de los pardmetros del sistema serdn:

’ Parametro \ Valor ‘
k 98 [X]
m 0.5 [kg]
Myl 0.1 [kg]
b 0.09 [22]

El primer paso es declarar la matriz A del sistema en el Espacio de trabajo de Matlab consi-
derando n = 0. Una vez declarada la matriz, se usa la funcion eig(A), la cual enlista los valores
caracteristicos de la matriz A, los cuales son:

A1 = —6.2430, Ay = 6.2790
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De acuerdo con lo visto anteriormente, el retrato de fase del sistema es de un punto silla. Ahora
la matriz debe ser declarada en la ventana de pplane8 -Figura[3.19}.

B poloncs Setup oo s
File Edit Gallery Desktop Window Help k]l
The dif ferential equations.

x1 B x2
w2| TR0 B+ {0-n) mpl it +0(0. 5+20-n) mpl) 2
Farametars o @ mel| = o
o Kl = 2 =
expressions
b| = 0.05 =
The display window. The direction field.
The minimum value of x1 = - Pr—
- @) Amows Number of
The maximum value of x1= - Lines field points per
- L) Lmes row or column.
The minimum value of x2 = 5 ) Nulisines
The maximum value of x2 = 5 ) Nons 20
I Quit “ Revert ” Proceed

Fig. 3.19: Ventana de pplane para el sistema mecanico.

Enseguida se ejecuta la instruccion Proceed para obtener el plano de fases del sistema, el

cual es mostrado en la Figura[3.20]

Fig. 3.20: Retrato de fases del sistema mecanico I'j; paran = 0.

Si se modifica la variable n para que n = 20 y se ejecuta la funcién eig(A), los nuevos

valores caracteristicos son:

A1 = —13.9103, A\ = 14.0903

La gréfica resultante también es un punto silla.

Sintesis practica de sistemas LIT con enfoque en el espacio de estados

67

2015



3.3. APLICACIONES

a1
T
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Fig. 3.21: Retrato de fases del sistema mecdanico I'y; para n = 20.

Enseguida se obtiene la respuesta del sistema. Considerando la condicién inicial z(0) =
T
[0.03 0]

, la respuesta del sistema es mostrada en la Figura|3.22|

x 10"

N w N (6] )] ~
T

Fig. 3.22: Respuesta del sistema mecdnico traslacional I'y;.

Puede apreciarse que la respuesta se dispara infinitamente; aunque esto no sucederia real-
mente, lo que se muestra es que el punto de equilibrio de este sistema es inestable, lo cual se ve

reflejado en esta gréfica.
3.3.2. Sistema mecanico rotacional

El siguiente ejemplo es un sistea mecanico rotacional [8, p. 27-29] mostrado en la Figura
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Fig. 3.23: Ilustracién del sistema mecénico rotacional.

Las variables de estado del sistema son x; = 6 y x5 = w, las cuales son la posicién angular
y la rapidez angular, respectivamente. El modelo en variables de estado es:

: {0 1 }
FRZ J J (37)
y:[O 1]1’

cuyos parametros tienen los siguientes valores:

| Pardmetro | Valor |
J 1 [NmsQ]
b 4 [Nms]
k 40 [0

A continuacién se declarard la matriz para obtener sus valores caracteristicos, los cuales

SOon:
A = —2+46], Ao =—2— 6

El siguiente punto es declarar la matriz en la ventana de la aplicacidn para obtener el retrato de

fases del sistema -ver Figura[3.24}.

P ek B N B NG i = N
I SRR N S
PR e e

-01 0 01 02 03 04 05

Fig. 3.24: Retrato de fases del sistema mecanico rotacional I'p.
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El retrato de fases muestra un foco estable. Ahora, si la condicién inicial es z(0) = [2 20] T,
la respuesta del sistema es mostrada en la Figura

20

15 7
10 b

|
=
<
i

Fig. 3.25: Respuesta del sistema mecénico rotacional I'x.

Como puede verse, la respuesta del sistema se inicia en la condicidn inicial del sistema y
tiene una etapa transitoria con algunos picos, caracteristicos de los sistemas subamortiguados
por sus valores propios complejos. Conforme pasa el tiempo, la salida del sistema tiende a un
valor nulo, el cual resulta ser el punto de equilibrio del sistema.

3.3.3. Sistema eléctrico

El siguiente sistema es un circuito eléctrico en paralelo [8, p. 8-9] y su esquema se muestra
en la Figura

i(t}Q) a§ L?Jum c== vt

!

Fig. 3.26: Circuito del sistema eléctrico.

Las variables de estado del sistema son x1 = iy, y x5 = v¢, que son la corriente del inductor
y el voltaje del capacitor. El modelo es:

1
Ig: c EC (3.8)
Y = [ 01 ] x
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Los valores de los elementos del sistema I'g son:

| Pardmetro | Valor |

R 20 [
L 2 [H]
c 0.03 [F]

Se obtienen los valores caracteristicos de la matriz; dichos valores son:
A1 = —0.8333 + 3.99655, Ao = —0.8333 — 3.99657

Dados los valores que fueron obtenidos, el retrato mostraré otro foco estable -Figura [3.27}.

Fig. 3.27: Retrato de fases del sistema eléctrico I'g.

Tomando en cuenta las condiciones iniciales z(0) = [2 5} , la evolucién de la respuesta
en el dominio del tiempo se muestra en la Figura [3.2§]

10

_107 : 4

-15 i i i i

Fig. 3.28: Respuesta del sistema eléctrico I'g.
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Al igual que el sistema mecdnico rotacional, la etapa transitiva corresponde al de un sistema
subamortiguado y conforme pasa el tiempo la respuesta tiende a un valor nulo -el punto de
equilibrio- mientras la energia almacenada del sistema es totalmente disipada.

3.4. Ejercicios

3.4.1. Ejercicio 1

A continuacién se muestra el esquema de un sistema electromecanico [3, Sec. 2.13]

Rm o — Campofijo -
uft) em J 4']—

T 8(Y)

w(t)

i)

que consiste en un servomotor de corriente directa cuya matriz del sistema A es el siguiente:

B _EKt
J J
T = X
K R
Fem Lo L
y:[l O}x

y sus variables de estado son z; = w,, -rapidez angular- y x5 = i,, -corriente del inductor-.

1. Con base en la siguiente tabla, asigne los valores que le sean indicados por el profesor

| Pardmetro | Valor |

2. Posteriormente obtenga los valores caracteristicos y el retrato de fase del sistema.

3. Explique el comportamiento de los retratos obtenidos, asi como el por qué de las curvas
obtenidas.
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3.4.2. Ejercicio 2

Considera el sistema no forzado del péndulo simple -ver [6]- que estd conformado por una
barra unida a un punto de masa.

$1 = T2
EN . 1.52 = —Kll'g — K2 Sil’l(.flf1> (39)
Y=o

donde el estado estd determinado por x; = 6 es la posicién angular de la barray x5 = w es
su velocidad angular. El pardmetro K es proporcional al amortiguamiento de la friccién y Ky
es un pardmetro asociado a la longitud del péndulo. Obtén el modelo linealizado del sistema
nombrandolo X; y realiza las siguientes actividades:

a.- En Matlab crea un archivo titulado pendulo.my desarrolla los modelos dindmicos del
péndulo simple >y y X, mediante el método de Euler utilizando un tamafio de paso
de 0.333 y un tiempo de simulacién de 20 segundos. Compara cada una de variables del
estado de Xy y X, en un grafico.

b.- Visualiza las respuestas del estado en el dominio del tiempo para los sistemas referidos,
considerando los pardmetros que se encuentran en las dos primeras columnas de la tabla
Analiza la estabilidad de ambos sistemas Y.y y >, considerando el primer método
de Lyapunov, el de linealizacion.

c.- Simultidneamente, analiza y observa si las trayectorias del diagrama de fase, alrededor
del punto de equilibrio z. = (0,0), para el sistema no lineal ¥y coinciden con las del
sistema linealizado ;.. Usa el comando p1ot de Matlab en combinacién con la funcién
quiver para visualizar los diagramas de fase del sistema Y y 27, del péndulo simple.

d.- Ejecuta el programa pplane.m en Matlab e incorpora los modelos de >y y X; para
corroborar los resultados del punto anterior. Examina las opciones complementarias que
tiene este programa.

e.- Calcula los valores caracteristicos y la forma de Jordan para la matriz del sistema A,
contemplando los valores de K y K de la tabla[3.2]
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Parametros Valores propios || Forma de Jordan Tipo de punto de quilibrio
K | K | A A Y
9.81 2
—9.81 2
9.81 —0.1
—9.81 25
9.81 25
0 25
2 1
—2 1
9.81 0
—9.81 0
0 0

Tab. 3.2: Pardmetros y comportamientos cualitativos de los sistemas X x y Xr, .
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4. CAPITULO IV
ESTABILIDAD DE SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN EL
TIEMPO

4.1. Objetivos

I.- El alumno aprenderd las nociones de la linealizacion de sistemas no lineales en modelos
de variables de estados alrededor de un punto de equilibrio y/o de operacién, asociando
la relacion correspondiente a la linealizacién de un sistema en torno de un punto de equi-
librio

II.- El alumno estudiard y analizara la estabilidad interna y externa de los sistemas dindmicos
lineales invariantes en el tiempo mediante los métodos de Lyapunov y BIBO-estable,
visualizando mediante la segunda la relacion entrada-salida.

4.2. Introduccion

La obtencion de los modelos matemaéticos de cualquier tipo de sistema no suele ser una la-
bor sencilla, al contrario, para tener un muy buen modelo que se aproxime al sistema real deben
considerarse multiples variables ya que si no es asi, el modelo que se obtenga serd insuficiente
o inapropiado para ser tomado en cuenta en un andlisis y, debido a ello, practicamente todos los
sistemas modelados para su estudio son de naturaleza no lineal y en ellos influyen esas variables
que afectan directamente en su desempeno dinamico, lo cual provoca que las formas analiticas
matematicas no puedan ser aplicadas para solucionar esos problemas, por lo que se requiere de
una alternativa para el estudio de los sistemas lineales.

Sin embargo, si s6lo se requiere conocer el desempefio del sistema bajo ciertas condiciones
de operacion y en las cuales el sistema se comporta como un sistema lineal, entonces una alter-
nativa al estudio de esos sistemas es mediante la linealizacion de los mismos alrededor de un
punto de equilibrio o de operacidn.

En los capitulos anteriores se ha visto una perspectiva de la estabilidad interna de un sistema
con respecto a una condicion inicial sin entradas que exciten al sistema. En este capitulo se
verd el concepto de estabilidad externa de un sistema y otro tipo de andlisis de estabilidad
interna sin una entrada que excite al sistema bajo la vecindad de un punto de equilibrio. Aunque
[7] menciona otros tipos de estabilidad, s6lo serdn vistas las ya mencionadas.



4.3. PRELIMINARES

4.3. Preliminares

4.3.1. Puntos de equilibrio

Considere el siguiente sistema no lineal:

&= fla(t), u(t)]

el cual tiene una entrada u. que obliga a los estados del sistema a asentarse en un valor z.. Si
estos valores satisfacen la siguiente condicién

f(m&ue) =0

entonces (z, u.) es un punto de equilibrio -ver [8]-, lo que implica que x(t) = z.. Una carac-
teristica de los sistemas no lineales es que pueden tener mas de un punto de equilibrio.

Para un sistema lineal el punto de equilibrio (z., u.) es aquel que cumple con la siguiente
condicidn:
0= Az + Bu

Un sistema lineal se encuentra en equilibrio bajo dos condiciones: que posea s6lo un punto de
equilibrio aislado o un continuo de puntos de equilibrio, lo cual estard determinado cuando la
matriz A del sistema sea o no sea singular, de acuerdo con [5]].

Definicion 6: Punto de equilibrio es aquel vector compuesto por n estados constantes de tal
manera que © = ( para toda ¢ > 0, esto es, en cualquier tiempo ¢;, la variacion de los estados
siempre serd nula.

4.3.2. Linealizacion de sistemas no lineales

Generalmente los sistemas no lineales son linealizados alrededor de un punto de operacion,
el cual normalmente suele ser un punto de equilibrio, y se realiza este proceso en torno de ese
punto ya que el comportamiento dindmico de los sistemas no lineales puede aproximarse por
medio de un sistema lineal.

Considérese el siguiente modelo de un sistema no lineal
&= fla(t), u(t)]

y = hlx(t), u(t)]

y sea (., u.) un punto de equilibrio. Siguiendo la explicacién de [5], si el sistema es perturbado,
se tiene

rT=2,+7 4.1)
U= Ue + U (4.2)
Y="Yety (4.3)
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Si las diferencias de & y % son muy pequeiias, entonces el sistema no lineal puede expandirse
en una serie de Taylor alrededor del punto de equilibrio.

T = f(me; ue)

Y= h(waE) +

De la ecuacion (4.4)) se tiene:

of
A=
_of
B_ﬁu

De la ecuacion (4.5)) se tiene:

oh
=%
oh
D=5,

= f(xre + T, ue +u)

of
%(xe, Ue)T +

0
+ —f(me,ue)ﬂ + T.O. 4.4)
ou
Yy =h(ze+ T, u. + u)
%(:Ee,ue):v + %(xe,ue)ﬂ + T.0.5. 4.5)
[of1 of1
Ox1 Oxn
(xwue) =
Ofn Ofn
L Ox1 Oznd l(2e,ue)
[0f1 on
ouq Oum
(e, UE) =
Ofn Ofn
| Ouy Oum, (Te,e)
[ Oh1 Ohy
o1 OTn
(wea ue) =
ohy oy
| Oz Oxn, (Te,te)
[Oh1 Ohy
oul Oum
(xea ue) - :
ohy Oh
L Ouq Oum (Te,te)

Las matrices A y B son los jacobianos de la funcién f con respecto a z,, y a u,,, mientras
que las matrices C'y D son los jacobianos de la funcién h con respecto a z,, y a uy,.

Dado que Z y u son muy pequefios, entonces los términos de orden superior pueden despre-
ciarse; ademads, si las expresiones (@.1)) y (.3) tienen cambios de variaciacién con respecto al

tiempo:
dm_dxe+d:2’:>dx_df
dt  dt  dt dt — dt
dy _dye  dy _ dy _dy
At dt  dt dt  dt

! Términos de orden superior
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De la expresion (@.2), si u. es el punto de equilibrio, por consiguiente
U=1u
Por lo tanto, el modelo linealizado del sistema resulta ser

Az + Bu

T
yj=Cz+ Du

Se sugiere revisar los desarrollos de [4] y [5]. Por ultimo, debe considerarse que la linea-
lizacién de un sistema no lineal permite el andlisis del sistema en la vecindad del punto de
operacion, por lo que otras regiones del espacio de estados no pueden ser analizadas por esta
forma ya que pueden presentarse fenomenos de no linearidades.

4.3.3. KEstabilidad externa

Definicion 7: Un sistema BIBO -Bounded Input, Bounded Output- estable es aquel que al
recibir una entrada acotada tiene una salida acotada si previamente el sistema no es excitado y
st la respuesta tiende a converger a un valor, por lo que, de acuerdo con [2]], se dice que una
entrada u(t) es acotada si u(t) no se incrementa o decrece infinitamente, esto es, existe una
constante u,, tal que

lu(t)] < upm <ocoVE>0

Ahora considérese el siguiente sistema
= Ax + Bu (4.6)

y = Cx + Du 4.7)

Partiendo de la teoria de [2] y ['/]], se cita el siguiente teorema para la definicion de la estabilidad
externa asociada a la respuesta impulso:

Teorema 1: Un sistema SISO -Single Input-Single Output- descrito en @.6) y en (4.7) es
BIBO-estable si y sélo si la matriz de respuesta impulso H () = Ce*B + D{(t) es absoluta-
mente integrable en [0, c0) 0

/ | H(7) || dr < M < oo
0

para alguna constante M.

Por otra parte, la caracterizacion de la estabilidad externa en términos de los polos queda
expresada en el teorema siguiente tomado de [2]:

Teorema 2: Un sistema SISO con una funcién de transferencia racional §(s) es BIBO-estable
si y solo si cada polo de g(s) tiene parte real negativa o se encuentra en la parte izquierda del
plano s.
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4.3.4. Estabilidad interna
Nociones basicas de estabilidad alrededor de un punto de equilibrio

De acuerdo con lo visto en la practica de Comportamiento cualitativo de los sistemas plana-
res invariantes en el tiempo, el comportamiento cualitativo -segtin [7]- se refiere a la estabilidad
interna del sistema dada una cierta condicién inicial alrededor de un punto de equilibrio. Por
consiguiente, la estabilidad interna es el resultado del comportamiento cualitativo de un sistema
en la vecindad de un punto de equilibrio de los estados, esto es, cuando z, = 0. A partir de esos
comportamientos se definen tres tipos principales de estabilidad:

» Equilibrio inestable. Cualquier minima perturbacion provocara que el sistema se inesta-
bilice, por lo que
lim || z(t) ||= o0
t—o0
= Equilibrio estable. Si a un sistema se le aplica una perturbacién pequeiia sufrird un cam-
bio pequeiio en alguno de los estados pero no afectard el comportamiento del sistema. Por
lo tanto, el sistema es estable si dado un entorno € > 0, dentro de él hay una vecindad
d > 0, de tal manera que || x¢ ||< 0, lo cual implica que || z(t) ||< ¢ para toda t > 0.

= Equilibrio asintoticamente estable. Dado un sistema que se encuentra en equilibrio, si
recibe una perturbacion pequefia, dicha perturbacion no afectara al sistema y después de
un lapso el sistema se estabilizard en el punto original. Esto es, si es estable y es posible
escoger una vecindad § > 0 de tal manera que || zo ||< ¢, implica que

lim || z(t) [[=0
t—o0

Siendo mas especificos, dado cualquier entorno £ < 0 existe un valor 7' > 0 para el cual
la trayectoria correspondiente satisface || () ||< ¢ paratodat > T.

En [S)] también puede encontrarse una explicacion similar de lo expuesto en los parrafos
anteriores.

Estabilidad en el sentido de Lyapunov para casos lineales

Sea el siguiente sistema
T = Ax

con estados iniciales zy. Se dice que la respuesta es marginalmente estable o estable en el
sentido de Lyapunov si cada x( excita una respuesta acotada, y es asintoticamente estable si
cada estado inicial excita una respuesta acotada, la cual se aproxima a 0 si ¢ — oo -consultar
(S]], [7] y [8]-. Entonces, a partir de lo anterior se deduce que:

1. © = Ax es marginalmente estable si y sélo si todos los valores caracteristicos de A son
cero o tienen parte real negativa y aquellos con parte real nula son raices simples del
polinomio minimo de A. Lo anterior queda expresado en el siguiente teorema -ver [5]]-:
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Teorema 3: “El punto de equilibrio x. = 0 del sistema © = Ax es estable si y sélo si
todos los valores caracteristicos de A satisfacen R\; < 0y para cada valor caracteristico
con R)\; = 0 y multiplicidad algebraica ¢; > 2, el rango es p(A — \;1) = n — ¢;, donde
n es la dimension de x. El punto de equilibrio z = 0 es asintéticamente estable si y solo
si todos los valores caracteristicos de A satisfacen R\; < 0.”

2. & = Aux es asintoticamente estable si 'y s6lo si todos los valores caracteristicos de A
tienen parte real negativa. Por lo tanto la matriz A es Hurwitz. Considérese el siguiente
teorema tomado de [5]):

Teorema 4: “Sea 2 = 0 un punto de equilibrio del sistema no lineal & = f(z) y sea

 Of(x)
A= a0

=0

1. Elorigen es asint6ticamente estable si R\; < 0 para todos los valores caracteristicos
de A.

2. El origen es inestable si R\; > 0 para uno o mds valores caracteristicos de A.”

Una vez mencionado esto, posteriormente se verd la estabilidad asintdtica de una matriz A
a través de la funcion de Lyapunov.

Para los sistemas lineales -o en su caso linealizados- el objetivo consiste en obtener una
funcién energética cuadratica -o una funcién candidata cuadratica de Lyapunov- de tal manera
que

V(z) = 2" Px (4.8)

Una forma cuadratica es una funcion positiva definida si la matriz P es simétrica positiva
definida, esto es, los valores carcteristicos de P son reales y positivos.

Si se deriva la expresion (@.8)) se obtiene:
V =2"Pi+i"Px
Si se considera que & = Az y 7 = 27 AT entonces:
V =a2TATPz + 2" PAx

V = 4T(ATP 4 PA) (4.9)

De la expresion (@.9) se desprende la ecuacion de Lyapunov definida como

ATP 4+ PA=—Q

la cual tendra una matriz P que es una solucion tnica, simétrica y positiva definida siempre y
cuando los valores caracteristicos de A tengan parte real negativa dada una matriz simétrica y
definida positiva (). Luego entonces, la expresion (4.9) puede ser reescrita como
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V=—2"Qx

Por consiguiente, si V (z) es positiva definida y V () es negativa definida, entonces V (z) es
la funcion de Lyapunov del sistema, por lo que el proceso anterior es conocido como el método
directo de Lyapunov, el cual proporciona la condicién de estabilidad de un punto de equilibrio.

Sin embargo, el andlisis en el sentido de Lyapunov sélo proporciona la estabilidad asintdtica
del sistema en términos de cualquier funciéon que cumpla con las condiciones anteriores. Si V'
fuera negativa semidefinida, no puede concluirse que el punto de equilibrio sea inestable.

4.4. Aplicaciones

4.4.1. Péndulo simple

El modelo de un péndulo simple -ver [6]]- estd descrito por la siguiente ecuacion:
mlze + mgsinxy —u =0

Llevando la ecuacion anterior a una forma vectorial, se tiene:

en la que x; es el angulo entre el péndulo y un eje vertical, x5 es la rapidez angular y v es una
fuerza aplicada a la masa, mientras [ es la longitud de la cuerda y m es la masa del péndulo.
Dadas las consideraciones anteriores, el punto de equilibrio es:

ze=1[0 0]"
U, =0
Los elementos de los jacobianos son:
m De z; se tiene:
01 04 o1
o) o om| _ o on|
0x1 |, W 0xa |, W ou |, o
m De 25 se tiene:
8x'2 . g 8%2 —0 8x2 —1
1|y, U O o ie - Ou o te B
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Los jacobianos evaluados en el punto de equilibrio son:

BOERS:

Con los jacobianos obtenidos, el modelo linealizado de sistema es:

[ gl

y=1[1 0]z

cuya salida es:

Para esta aplicacién consideremos que g = 9.81[%] y [ = 0.3[m]. Se registran las matrices
del sistema en la Ventana de Comandos -Command Window- y posteriormente se obtienen
los valores caracteristicos del sistema con la funcién eig. Los valores caracteristicos del sistema
son:

Ao = £5.7184¢

Los valores caracteristicos del sistema son imaginarios conjugados. Por consiguiente, al no
tener parte real negativa el sistema linealizado en el punto de equilibrio no es BIBO-estable.

4.4.2. Balin-balancin

El modelo no lineal de un sistema balin-balancin [6, p. 26] es:

I"l = T2

To = —gsinxz + xlxi

.Ci'g = T4

. —2mT1Texy  MGT| COS T3

Ty = 5 5~ Tu
J + may J + may

en el que x; representa la posicion del balin con respecto al origen, x5 es la rapidez del balin,
x3 es el dngulo de la barra con respecto a la horizontal por donde se desplaza el balin, z, es la
rapidez angular de la barra y u es el torque de control para que el balin quede situado justamente
en medio de la barra; por otra parte m es la masa del balin, J es el momento de incercia alrededor
de la junta donde se ejerce el torque. Si consideramos que el balin se encuentra exactamente
en medio de la barra, por consiguiente el sistema se encuentra posicionado en un punto de
equilibrio, por lo tanto:

xez[xl Ty T3 m}T:[O 00 O}T

U, =0

Ahora se procede a obtener el modelo lineal del sistema mediante los elementos del jaco-
biano.
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De la expresion 2, se tiene:

Oiy O | 0h_ 0h_ o Oh
0y 0xa Oxs 0y ou
= De la expresion 25 se tiene:
6m'2 2 81'2 81'2 cos 81'2 2 6132 0
—_— = _— = _— — €x — =21 - =
8x1 v 81’2 ’ 8x3 g & 85(74 B ou
= De la expresion 73 se tiene:
Oy Oy Di o Oy O
0x; T Oxy " Oxg T Oxy T Ou

De la expresion 2,4 se tiene:

Oty  AmPxivowy — 2mJroxy — 2mPat +27712g:1:f cos z3 — Jmgcos 3 — m2gx? cos 3
Ox1 (J 4+ ma?)? (J + max?)?

Oty 2mxizy Oty  mgrsinxy Oty 2mx12o Oty 1
Ory  J+ma} Orvs  J4+ma? ' Oxry  J+mad  Ou

Al evaluar los jacobianos obtenidos en el punto de equilibrio, las matrices resultantes son:

0 1 00 0
0 0 0O 0
A= 0 0 0 1 B= 0
% 0 0O 1
El modelo linealizado del sistema resulta
0 1 00 0
s 0 0 0 0 74 0 i
N 0 0 0 1 0
— % 0 0O 1

y la salidas del sistema es:
y=1[10 0 0]z
Para esta aplicaci6n se considerard que m = 0.02[kg], J = 3[kgm?®] y g = 9.81[%3]. En la

Ventana de Comandos se declaran las matrices del sistema y se obtienen los valores caraceristi-
cos, los cuales son:

A234 =0

Todos los valores caracteristicos se encuentran en el origen del plano complejo, por lo tanto
se arguye que el sistema linealizado en el punto de equilibrio no es BIBO-estable.

Sintesis practica de sistemas LIT con enfoque en el espacio de estados 2015

84



4.4. APLICACIONES

4.4.3. Sistema mecanico traslacional lineal

El modelo lineal de un sistema mecanico traslacional [3, sec. 2.5] es:

0 1 0 0 0
_ ke __botbs 0 b3 0

T = (’)”2 6”2 0 ”12 T+ 0l (4.10)
0 b3 _ k1 __bitbs 1

y=1[10 0 0]z

El estado x; representa el desplazamiento de la masa ms, x5 es la rapidez de mo, 3 es el
desplazamiento de m4, x4 es la rapidez de m; y u es una fuerza aplicada a la masa m;. Dado
que el modelo es simbdlico, los valores propuestos de los elementos del sistema son: by = 0.2,
bg = 01, b3 = 015, k’l = 15, k’g = 2, my = 2 yYyme = 3.

Al tratarse de un sistema lineal, si la ecuacion de estados (4.10) es igualada a 0, entonces el
punto de equilibrio del sistema es [331 =0 29=0 23=0 2,=0 u= O}.

En un archivo editor llamado mecanicolineal.m son escritos los pardmetros y definidas las
matrices del sistema.

clear all;
clc;
b1=0.2;
b2=0.1;
b3=0.15;
k1=1.5;
k2=2;
ml=2;
m2=3;
A=[0 1 0 0 ;
—(k2/m2) —((b2+b3)/m2) 0 b3/m2;
000 1;
0 b3/ml —(k1/ml) —((bl+b3)/ml)]
[0; 0; 0; 1/ml]
[1 0 0 0]
[0;0;0;0]

B
C
D

Con base en los valores mencionados, se obtiene la respuesta del sistema empleando un
diagrama con el esquema de integradores -Figura .1}
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]
1 >
S x1
Step Integrator

, ]

X2
e .
y ]

x3
A@H - T

Gain2 y X

Fig. 4.1: Diagrama del sistema mecénico traslacional con el esquema de integradores.

En la Figura[4.2] se muestra la respuesta del sistema.

0.15

"0 20 40 60 80 100
Fig. 4.2: Respuesta del sistema mecénico traslacional.

La respuesta del sistema converge a un valor constante ya que la entrada fue una funcién
escalon, lo que implica que el sistema tiene estabilidad externa y, por lo tanto, es un sistma
BIBO. Si son revisados los valores propios del sistema se tiene que:

ALo = —0.0312 + 0.8242i A3, = —0.0979 4 0.8517i

Todos los valores caracteristicos de la matriz A tienen parte real negativa y las raices com-
plejas estdn acompafiadas por su conjugado. De acuerdo con lo visto en la teoria de la practica
previa, estas caracteristicas que tienen las raices complejas sefialan que el punto se trata de un
foco estable, el cual también se asocia con la etapa transitoria de la respuestas. Debido a que
las raices tienen parte real negativa, se arguye que la matriz A es Hurwitz y que el sistema es
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asintéticamente estable, por lo que también es asint6ticamente estable en el sentido de Lyapu-
nov.

Ahora serd comprobada la estabilidad del sistema en el sentido de Lyapunov mediante la
solucién de la ecuacién de Lyapunov empleando la funcién lyap y proponiendo como matriz ()
una matriz identidad de 4 x 4. En el mismo archivo M se agregan las siguientes lineas para ser
porteriormente ejecutadas.

SxxxxComprobacidén si A es Hurwitzxx+*x*

eig(A)

Sxxx+xSolucidn de la ec. de Lyapunovs#*x*x*

Q=eye (4);

P=lyap (A", Q)

$x*x+xComprobacion de P, valores caracteristicos positivos*x#*x*
S+ *xxComprobacidn ec. Lyapunovs#x*x*

AxP+PxA’

La matriz P obtenida es:

13.2060 0.7500  3.8793 1.6417
0.7500 19.8999 —1.8469 5.4443
3.8793 —1.8469 6.3757 0.6667
1.6417 54443  0.6667 8.2222

P—

4.5. Ejercicios

4.5.1. Sistema no lineal

El siguiente conjunto de ecuaciones representa el equilibrio de fuerzas de un avion de em-
puje vectorial [1} p. 56-57]. Los estados del sistema son (z, y, #), los cuales denotan la posicién
y orientacion del centro de masa del avién, m es la masa del avidn, g es la aceleracion gravi-
tacional, c es un coeficiente de amortiguamiento, J es el momento de inercia rotacional. Las
ecuaciones de movimiento del avién son:

mi = Fycos@ — Frsinf — cx
my = Fysinf 4+ Fycos —mg — cy
J@I T'Fl

Si las entradas se definen de tal manera que el punto de equilibrio es el origen con entradas
cero (uy = Fy, us = Fy, — mg), entonces el sistema anterior se reescribe como:

mi = —mgsinf — ¢t + uy cos — us sinf

my = mg(cost — 1) — ¢y + uq sin 6 + ug cos
Jé:rul

A partir del sistema anterior:
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1. Determine el modelo linealizado en torno a ese punto de equilibrio.

2. Ademads de las expresiones anteriores, considere como variables de estado la posicién, la
orientacidn y el cambio de posicidn y orientacion. El vector de estados es

z= [21 Zy 23 Z4 Zs Z6:|T: [x Ty y 0 Q}T
3. Si un punto de operacion es
2o =110 0 50 0 0 0]
linealice el sistema en torno a ese punto de operacion.

4. Si los valores de los pardmetros del sistema son m = 3500, ¢ =9.81, c=3, J = 1.5,
y tomando en cuenta el modelo linealizado obtenido en (1), obtenga los valores carac-
teristicos del sistema y y determine si es estable o no; en caso de que sea estable, men-
cione qué tipo de estabilidad tiene. Argumente su respuesta.

5. Obtenga los valores caracteristicos del sistema linealizado en (3) tomando en cuenta los
valores de los pardmetros de (4) y determine si es estable o no; en caso de que sea estable,
mencione qué tipo de estabilidad tiene. Argumente su respuesta.

4.5.2. Sistema lineal

El modelo de un circuito eléctrico en variables de estado [3) sec. 2.3] es

&g L 1
Ly Ly Ly
T = ? —% Liz r+ 10| u
¢ ¢ O 0
y=10 1 0]z

El estado z; corresponde a la corriente de una malla, x5 estd asociado a la corriente de
la segunda malla y x3 es el voltaje del capacitor. Dado que el modelo es simbolico, se pro-
pondondrén los siguientes valores para los elementos del sistema s6lo como para realizar el
ejemplo; los valores son: Ly = Ly =1, Ry =5, Ry =3y C' = 0.003.

1. los valores caracteristicos de la matriz del sistema,

2. Haga un diagrama de bloques del sistema en Simulink y simule el sistema bajo las si-
guientes entradas:

= Funcion escalon
= Funcidn escalon multiplicada por una constante

= Funcién rampa
Verifique que el sistema sea BIBO-estable y explique por qué lo es.

3. Mediante la ecuacién de Lyapunov, obtenga una matriz solucién P a partir de una matriz
(2 propuesta por su profesor y verifique que la igualdad de la ecuacion se cumple.
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4.5.3. Sistema eléctrico

El circuito estd compuesto por tres elementos pasivos en serie: una resistencia R, una in-
ductancia L y un capacitor C, los cuales estdn sometidos a una diferencia de potencial ().
El estado del sistema estd determinado por el voltaje del capacitor y la corriente del inductor,
x = [ve, ir]. La variable de salida estd dada por v¢. El comportamiento dindmico del sistema
eléctrico de la Figura|5.3|estd expresado por,

]u, 2 (0) = @

Ng|
]
Il
| — |
|
= &
| -
=%
—_
IS
_l_
| — |
=~ O

4.11)

Las condiciones iniciales del sistema son v (0) = 0.5V y iz (0) = 0.104A. Los pardmetros del
sistema se muestran en la tabla siguiente:

’ Parametros H Valores numéricos ‘

L 0.5 H
R 1x10° Q
C 2x107° F

Tab. 4.1: Valores de los pardmetros del sistema eléctrico.

1. Encuentra el unico punto de equilibrio del sistema eléctrico.

2. Verifica que el sistema eléctrico es asintoticamente estable, mediante la ubicacion de los
valores caracteristicos de la matriz del sistema.

3. Emplea el Teorema de Lyapunov -ver [2]]- con la finalidad de demostrar que el origen del
sistema es asintoticamente estable. Es decir, obtenga una matriz simétrica P = PT >0
tal que sea satisfecha la ecuacion de Lyapunov

AP+ PA=—-Q

4. En Matlab crea un archivo titulado estabilidadRLC.m Yy simula el comportamiento
dindmico del sistema eléctrico >.;, mediante el método de Euler con un tamano de paso
de 0.333 y un tiempo de simulacion de 10 segundos.

5. Obtener un grafico de la funcién candidata de Lyapunov V (z) = 27 Pz para el sistema
eléctrico RLC,con P = P > 0.

6. Obtener un grifico de la derivada de la funcién de Lyapunov V (x).

7. Verifica que el sistema eléctrico es BIBO estable, mediante la ubicacion de los polos de
la funcién de transferencia G(s) = C,(sI — A)~'B. Usa el comando de matlab ss2zp

y zpk.
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8. Visualiza el comportamiento de la salida tras simular el sistema eléctrico en Simulink con
las sefiales de entrada:

9. Si el sistema X tomara la estructura siguiente

x:{g _ﬂw{ﬂu 2(0) = 7o

y=[-1 1]z,

Encuentra la funcion de transferencia. Comenta las relaciones que existen entre la estabi-
lidad asintética y BIBO.

(4.12)
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5. CAPITULO V
CONTROLABILIDAD

5.1. Objetivos

I.- El alumno corrobara las nociones de controlabilidad mediante los conceptos de la matriz
de controlabilidad y el gramiano de controlabilidad.

II.- El alumno verd la propiedad de invariancia de la controlabilidad con respecto a la trans-
formacién de estados.

5.2. Introduccion

En un sistema, dada una o varias entradas, se busca que los estados del sistema lleguen a un
punto final determinado, por lo que se requiere de una accion de control que realice esa tarea.
Sin embargo, antes de pasar a esa etapa, es necesario conocer si un sistema posee un cierto atri-
buto, el cual provee informacion que determina si al sistema le puede ser aplicada una accién
de control. Una vez hecho este andlisis, entonces puede pensarse en una etapa de control, de
ahi que esta parte sea muy importante.

En este capitulo se aplica la teoria elemental del anélisis de la controlabilidad de un sistema
para conocer si un sistema puede ser controlado, la cual puede ser consultada en [2]] y en [6];
éste dltimo muestra ejemplos empleando Matlab, los cuales son valiosos debido a la naturaleza
de este capitulo, el cual recurre inexorablemente al uso de este paquete.

5.3. Preliminares

5.3.1. El gramiano de controlabilidad y la matriz de controlabilidad

Considere el siguiente modelo en variables de estado
i = Ar + Bu (5.1
con una condicion inicial xy compuesta de n estados.

Definicion 8 (Controlabilidad): Un sistema es controlable si para cualquier estado inicial xg
hasta cualquier estado final x; existe una entrada u(¢) capaz de llevar los estados del sistema de
To a x; en un intervalo [to, tf].
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Por lo tanto, el par de matrices (A, B) debe ser controlable; para ello, se usa el concepto de
la matriz de controlabilidad ¥, 1a cual se define como

€ =[B AB A*B --- A" 'B]

Caracterizaciones de controlabilidad

Retomando la teoria descrita en [4]] y principalmente en [2], cualquiera de los siguientes
enunciados son equivalentes para que un sistema lineal sea completamente controlable, los cua-
les son:

1.
2.

El par de matrices (A, B) de dimensién n es controlable.

El gramiano de controlabilidad IV, definido como

t
W.(t) = / LAt BBT AT T) g

to
debe ser una matriz n X n no singular -su determinante no debe ser cero- para cada ¢ > 0.

La matriz de controlabilidad % es de rango completo, esto es p[¢| = n, y significa que
los renglones de la matriz € son linealmente independientes.

La matriz [A — A B] de dimensiones n X (n + p) es de renglones de rango completo
para cada valor caracteristico )\; de A. Esta matriz es una forma para comprobar si un
sistema es completamente controlable, la cual es llamada la prueba de Popov-Belevitch-
Hautus para controlabilidad.

Si todos los valores caracteristicos de la matriz A tienen parte real negativa, entonces la
solucion de la siguiente expresion

AW, + W.AT = —BBT (5.2)

es positiva definida, la cual es llamada como el gramiano de controlabilidad expresado
como

WC:/ A" BB A T dr
0

A continuacion se tratard el punto 2. La solucion del modelo en variables de estado -el cual
se muestra en [2]]- es el siguiente:

tr
z(t) = eA0 () +/ A7) Bu(r)dr (5.3)

to

Ademads, considérese la siguiente entrada

u(t) = —BTeAT(tf’t)Wc’l(tf)[eAtf:L’g — 1] (5.4)

Sintesis practica de sistemas LIT con enfoque en el espacio de estados 2015

94



5.3. PRELIMINARES

Al substituir la expresion (5.4)) en la expresion (5.3) se tiene

tr
x(ty) = eMray — {/ e A" BBTe A" dr Wt ) wole™ mg — 4]

to

w(ty) = e wo — We(t) W, (ty) ez — a4

x(ty) = 11

La ecuacion (5.4) es llamada el control de minima energia ya que cualquier otra entrada
u(t) diferente de u(t) consigue que el sistema converja al mismo estado final x(¢), teniendo:

/t1 ' (t)u(t)dt > /t1 o' (H)u(t)dt

to to

El rango de una matriz

De [2, p. 49] considere la siguiente matriz:

A= = [&1 o as CL4}

N = O
O N =
N W =
O =N

en la que cada a; representa a una i-columna de la matriz A. Las columnas a; y ay son li-
nealmente independientes, esto es, al aplicarles varios operadores matemdticos ninguna de ellas
llega a ser nula. La columna a3 es la suma de las columnas a; y as, por lo que a; +as —az = 0,
mientras que ay4 es la doble de as, por lo que 2a; — a4 = 0. Por lo tanto A tiene dos columnas
independientes.

Definicion 9: El rango de una matriz A es definido como el ndmero de columnas linealmente
independientes, e igualmente este concepto se aplica para el nimero de renglones linealmente
independientes.

Luego entonces, el rango de la matriz A del ejemplo anterior es 2.

De los enunciados anteriores, si el 3 dice que el rango de la matriz es completo, entonces la
matriz del enunciado 4 también es completo para cada valor caracteristicos de A.

5.3.2. Laforma canodnica de controlabilidad

La funcién de transferencia del modelo definido en (5.1)) y de la salida y = C'z es:

B18" 4+ Bos" 2+ .+ Buo1s+ By
s"+ s s 2+ L a1+

H(s) =
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Ademads, dicho modelo puede ser transformado -tomando en cuenta © = Px- a la forma
canodnica de controlabilidad mediante una matriz de transformacion P que es una matriz no
singular, cuya forma es

T = AZ + Bu (5.5)
y=Cz+ Du (5.6)

enlacual A = PAP™', B = PB,C = CP~! ylainversa de la matriz de transformacién P,
considerando la matriz de controlabilidad €, estd definida como

-1 a1 Qg ... Op_9 Oénfl-
0 1 a1 ... Op_3 Op_9
0 0 1 ... ap_y am_
pl=¢| . ot (5.7)
0o 0 0 ... 1 Qaq
_0 0o 0 ... 0 1 |

La matriz de controlabilidad de la forma candnica controlable es
© —[BAB A*B ... A""'B]
la cual también puede ser expresada como

€ = P€

Debido a que P es no singular, p(%) = p(%).

5.3.3. Descomposicion en estados controlables y no controlables

Ahora se verd el caso en el cual p(€) = ¢ < n, esto es, que el rango de la matriz ¢ no es
completo. Este resultado indica que hay ¢ estados que si pueden ser controlados y n — g estados
que no pueden ser controlados.

Para estos casos existe otra matriz de transformacién 7', en la cual = T'x, tal que convierte
al modelo de las expresiones (3.1) y ay = C'x en:

o sISR Bk
7= [c. G |7] +Du

en la cual el elemento A, es de dimensiones ¢ X ¢, Az es de (n—¢) X (n —¢); en otras palabras,
el par (A., B.) define la ecuacion del estado controlable de dimension ¢. De ahi la subecuacion
controlable es

T, = A.Z.+ B.u (5.8)
y=C.z.+ Du (5.9)
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La inversa de la matriz de transformacién 7' se obtiene al seleccionar las ¢ columnas li-
nealmente independientes de la matriz de controlabilidad ¢ y las demds columnas pueden ser
escogidas arbitrariamente siempre y cuando 7' sea no singular. Su representacion es:

T'=1[t1 ta ... tg | te1 lor2 ... tn)

Las matrices transformadas del sistema se definen como A = TAT!, B = TBy C =
CcT.

Finalmente debe sefialarse que la funcién de transferencia de es igual a la funcién de
transferencia de (5.1))

5.4. Aplicaciones

5.4.1. Sistema de movimiento de un avion

Considere el siguiente sistema, el cual representa el movimiento longitudinal de un avién
(3, p. 687]:

—0.08 1 —0.01 0
'y:¢ z=1| =80 =005 —60 [z +| 0 [u (5.10)
0 0 —10 10

en el cual:
e 1, es el dngulo de ataque.
e 15 es larazdén de cambio del dngulo de ataque.
e 13 es el dngulo incremental del elevador.
e 1 es la entrada de control al actuador del elevador.
En este ejemplo se propone que los estados iniciales del sistema sean:
z(0)=[1.2 0.1 1]*
para que el sistema sea llevado a la condicion final:
z(1)=[0 0 0]

El primer punto consiste en determinar la controlabilidad del sistema. Para ello se emplea
la funcién ctrb(A,B) que permite determinar la matriz de controlabilidad %’; después es usada
la funcién rank(C), la cual muestra el rango de la matriz de controlabilidad. La matriz de
controlabilidad % resultante es:

0 —-01 =59
¢ =10e+03|0 —60 6038
10 —100 1000
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cuyo rango es p(%) = 3, por lo que su rango es completo y el sistema "4 es completamente
controlable.

Ahora se asegurard que el sistema es completamente controlable mediante la prueba de
Popov-Belevitch-Hautus. En la Tabla[5.1|se muestran los rangos de las matrices para cada valor
caracteristico.

] Valor caracteristico H Matriz H
A1 = —0.0650 + 2.82841 [A— X\ B
Ay = —0.0650 — 2.82841 [A— X B

W W WD

Tab. 5.1: Valores caracteristicos de la matriz A del sistema I" 4 combinados con la condicién de contro-
labilidad.

Para cada valor caracteristico, la matriz [A — \; B] tiene rango 3, por lo que se confirma
que el sistema I'4 es completamente controlable.

Una vez obtenida la matriz de controlabilidad y que se ha comprobado que es de rango
completo, se procede a verificar la siguiente expresion:

AW, 4+ W.AT = —BB”T

tomando en cuenta que si los valores caracteristicos de la matriz A tienen parte real negativa,
entonces la expresion anterior tiene una unica solucién positiva definida, que es el gramiano
de controlabilidad. Para calcular el gramiano de controlabilidad se usa la funcién gram cuya
escritura debe ser gram (sys’c’).

Para definir la variable sys se necesita la funcién s/ Las matrices resultantes son:

00 O 00 O
00 0 =10 0 O
0 0 —100 0 0 —100

Dado que dicha igualdad se cumple, entonces existe una tnica solucién W, que es positiva de-
finida.

El siguiente punto consiste en obtener la transformacion de estados del sistema para obte-
ner la forma candnica de controlador del sistema, por lo que primeramente debe obtenerse la
funcién de transferencia del sistema empleando la funcién tf[}} La funcién de transferencia del
sistema I" 4 es:

! Consulte el Apéndice A: Matlab y Simulink.
2 Consulte el Apéndice A: Matlab y Simulink.
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—0.1s — 60
s3 + 10.13s2 + 9.304s + 80.94

La funcién de transferencia es importante para obtener los valores «; y poder obtener la
inversa de la matriz de transformacién P -ver expresion (5.7))-, la matriz P y las matrices trans-
formadas A, By C. La forma candnica de controlador del sistema I" 4 es:

G(s) =

—10.13 —9.3040 —80.0400 1
T = 1 0 0 z4+ (0] u
0 1 0 0

y=1[0 —0.1000 —60.0050] z

Una vez que se tenga la forma candnica del sistema, ahora deben determinarse las funciones
de transferencia de ambos sistemas para corroborar que ambos son iguales. Ahora serd usada
la funcién zpk [} Con dicha funcién, tanto el sistema original como el transformado tienen la
misma relacion ceros-polos, la cual es:

—0.1(s + 600)
(s +10)(s% + 0.13s + 8.004)

Ahora se procede a verificar la definicién de controlabilidad mediante el empleo de la sefnal
de entrada para el control -ver la expresion (5.4)-. A continuacion se enlistan las funciones que
van a usarse para definr las ecuaciones requeridas.

= sym var esta funcidn sirve para declarar variables simbdlicas.
= expm genera la matriz exponencial de una matriz.

= int integra una funcién desde un valor inicial hasta uno final.
= vpa define el nimero de digitos decimales.

= double convierte las variables en tipo double.

= Isim simula la respuesta de un sistema continuo usando una entrada cualquiera. Ademas
puede mostrar la salida Y, el vector tiempo ¢ usado en la simulacion y las trayectorias de
los estados definidos en el vector X.

Después de emplear la senal de entrada, se procede a definir la ecuacién del gramiano de
controlabilidad para que posteriormente pueda ser incluida en la ecuacion de la sefial de entrada.

A continuacién se muestra el cédigo fuente que deberd escribirse en un archivo M.

3 Consulte el Apéndice A: Matlab y Simulink.
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%%« x*CONTROLABILIDAD DE UN AVION«****
clear all;
clcy;
A=[-0.08 1 -0.01; -8.0 -0.05 -6.0; 0 0 -10];
B=[0; 0; 10];
c=[1 0 0];
D=0;
$x%x%*DEFINICION DE CONDICION INICIAL Y FINALx %%
X0=[1.2; 0.2; 17;
X1=[0; 0; 0];
S++x*DEFINICION DE T Y TFx*+*x
syms t
tf=2;
S xx%*DEFINICION DE WC**x%
a=expm (Axt) *BxB’ xexpm (A’ xt)
g=int (a,t,0,tf)
gl=vpa(g, 4)
Wc=double (gl)
S+x++*DEFINICION DE LA SENAL DE ENTRADA Ux****
ut=-B’ x expm (A’ *x(tf-t)) * inv(Wc) =*
(expm (Axtf) «X0 — X1)
ut=vpa (ut, 4)
Fxx % * ITERACIONES * % % *
time = 0:0.01:tf;

time = time’;

for i=1l:size (time)

u(i,l) = -B’ % expm(A’'x(tf-time(i))) » inv(Wc) =
((expm (Axtf)«X0) - X1);

end

Sk xk *GRAFICAS * % * %

sys=ss (A,B,c,D)

[Y, T, X] = 1lsim (sys, u, time, XO);

u=double (u) ;

figure

plot (time, X (:,1),’r —-square’)

hold on

plot (time, X (:,2),"g —diamond’)

grid on

plot (time, X (:,3),’'b —-0o’)

hold on

plot (time, u,’k’,’LineWidth’, 2)

hold on

legend ('x1’,’'x2","'x3",’u’,’ Location’,
"SouthEast’);
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xlabel ("t [s]');

Las graficas de las evoluciones de los estados y de la sefial externa en el lapso de dos segun-
dos son mostradas en la Figura

_17 -
_27 -

—=— X1

T2

——XT3

_3 I I i —Uu
0 0.5 1 1.5 2

t sl

Fig. 5.1: Evolucién de los estados del sistema I 4 y de la sefial de entrada desde la condicién inicial hasta
la condicién final.

De acuerdo con las gréficas, los estados del sistema son llevados de la condicion inicial a la
condicion final en el lapso definido y puede apreciarse que las variaciones de los estados son re-
lativamente pequefas. A su vez, la sefial de control tiene una variacién en un rango aproximado
de una unidad.

Finalmente, debido a que este sistema es completamente controlable, no requiere ser des-
compuesto en sus formas controlables y no controlables. Sin embargo, la funcién ctrbf permite
descomponer un sistema lineal en sus formas controlables y no controlables.

5.4.2. Sistema de tanques presurizados

El siguiente ejemplo consiste en un sistema de dos tanques presurizados con gas [6, p. 173-
174] y se da por hecho de que no hay gradientes locales de presion. El modelo del sistema se
muestra enseguida:

N 1 0
R1Cy R1Ch
I'g: < == T + U (5.11)
1 I S R Y ki
R1Co R1C> R2Co Cz Co
y la variables del sistema son:
e 1 es la presion del primer tanque.
e 1, es la presion del segundo tanque.
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e u es el cambio de posicion de una valvula que permite el paso del gas de una fuente al
primer tanque.

Los valores de los elementos del sistema son propuestos con el fin de mostrar el ejemplo de
controlabilidad, por lo que no corresponden con un sistema veridico. Los valores referidos son:
Rl:R2:4,Cl202:2,k1:2yk2:1.5.

El sistema sera tratado considerando el siguiente punto inicial:
z(0) = [200 150]"
para que sea trasladado al punto final:
z(1) = [180 140]"

El primer paso consiste en obtener la matriz de controlabilidad % del sistema y verificar que
sea de rango completo usando las funciones ctrb y rank. La matriz de controlabilidad % es:

@ - { 0 0.1250}

1.0000 —1.0000

y el rango es p(%’) = 2, por lo que el sistema I'¢; es completamente controlable.

Ahora hay que corroborar que el sistema es completamente controlable mediante la prueba
de Popov-Belevitch-Hautus. En la Tabla se muestran los rangos de las matrices para cada
valor caracteristico.

] Valor caracteristico H Matriz H p ‘
A1 = —1.0175 [A— X\ I B 2
Ao = —0.1075 [A— X[ B 2

Tab. 5.2: Valores caracteristicos de la matriz A del sistema I'¢ combinados con la condicién de contro-
labilidad.

Para cada valor caracteristico la matriz [A — \;I B] es de rango completo, por lo tanto el
sistema [ es completamente controlable.

Ahora hay que verificar la siguiente expresion, considerando que la parte real de los valores
caracteristicos de la matriz A es negativa, por lo que debe haber una soluciéon W, que satisfaga

la siguiente igualdad:
AW, + W A" = —BB”

Para el célculo de gramiano de controlabilidad se usa la funcién gram con la siguiente sinta-
xis: gram (sys’ c’). Una vez definida la variable sys, las matrices resultantes de la expresion

anterior son:
0 0| |0 O
0 —1| |0 -1
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por lo que existe una solucién unica W, que es positiva definida.

Ahora debe obtenerse la funcién de transferencia para obtener la forma candnica de contro-
labilidad del sistema. Al usar la funcién tf, la funcién de transferencia resultante es:

s+0.125

G p—
(9) = 271955 T 0.1004

Con dicha funcién nuevamente pueden obtenerse los valores «; para determinar la matriz
de transformacion P, su inversa y las matrices transformadas A, B y C. La forma candnica de
controlador del sistema I'; es:

o[-z —0a004] 1
=1 o [T lol"

y=[1 01250]z

Mediante la funcién zpk se procede a corroborar que las funciones de transferencia son
iguales tanto en el sistema original como la forma canénica. Al usar esta funcién, los resultados

de ambos sistemas son:
(s +0.125)

(s + 1.018)(s + 0.1075)
Posteriormente se define la expresion de la sefial de entrada u y la expresion del gramiano

W.. Para esta parte se usan las mismas funciones que fueron empleadas en la aplicacion anterior.
El cédigo fuente para la simulacidn es el siguiente:

S %% % +*CONTROLABILIDAD DE PRESION DE TANQUES* ** %
clear all;
clc;
R1=4;
R2=4;
Cl=2;
C2=2;
Kl=2;
K2=1.5;
A=[-1/(R1%xCl) 1/ (R1%C1l);
1/(R1xC2) —(1/(R1*C2))—-(1/(R2%C2))—-(K2/(C2))71;
0; (K1/C2)1;
O .

S+x+*+DEFINICION DE CONDICION INICIAL Y FINAL*#**%
X0=[200; 150];

X1=[180; 150];

S+ %% +DEFINICION DE T Y TEx#%%

t= sym(’'t’)

tf=10;
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S x%*x*DEFINICION DE WC#** %

a=expm (A*xt) *BxB’ xexpm (A’ xt)

g=int (a,t,0,tf)

gl=vpa(g,4)

Wc=double (gl)

S %x%*x*DEFINICION DE Ux %% *

ut=-B’ x expm (A’ x (tf-t)) » inv(Wc) x (expm(Axtf)*X0 - X1)
ut=vpa (ut, 4)

%+ **xDESARROLLO DE LAS ITERACIONES#****

time = 0:0.01:tf;

time = time’;

for i=1l:size (time)

u(i,1l) = -B’ x expm(A’*x(tf-time(i))) * inv(Wc) ~*
((expm (Axtf)«X0) - X1);

end

Sx %+ *MUESTRA DE RESULTADOS EN GRAFICAS***x*
sys=ss (A,B,c,D)

[Y, T, X] = 1lsim (sys, u, time, XO0);
u=double (u) ;

figure

plot (time, X (:,1),’r’,’LineWidth’,2)

hold on

plot (time, X (:,2),"’g’,’LineWidth’,2)

grid on

plot (time, u,’k’,’LineWidth’, 2)

legend (’'x1’,’x2’,"u’,"Location’,’ SouthWest’);
xlabel ('t [s]');

Las gréficas de las variaciones de los estados y de la entrada se muestran en la Figura[5.2]
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200 q
150
100~ q
50i— 7+
— T
—uU | | | |
0 2 4 6 8 10

Fig. 5.2: Evolucion de los estados del sistema I'¢ y de la sefial de control desde la condicién inicial hasta
la condicién final.

En estas graficas se muestran las variaciones de los estados desde la condicion inicial hasta
el punto final deseado, las cuales registran cambios considerables que un sistema verdadero
no pueda soportar. Asimismo, la sefial de control sufre grandes cambios debido a que debe
duplicarse su valor inicial en un punto dado para poder cumplir con la condicion establecida, lo
cual el actuador real no podria entregar dado que el consumo energético es muy alto.

5.5. Ejercicios

5.5.1. Ejercicio 1

El modelo linealizado de un péndulo invertido montado sobre un carro [5, p. 839-841] que
se desplaza horizontalmente es:

01 0 0 0

oo —me oo |y

loo o 1|*"T| o0 |"
0 0 —<m g —

en el cual:

= 1, es el desplazamiento del carro.

x5 es la rapidez del carro.

x3 es el desplazamiento angular.
= 14 es larazdn de cambio del desplazamiento angular.

Los valores de los pardmetros son M = 1, m = 0.5, = 1y g = 9.81. Con base en los
datos proporcionados:
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1. Determine la matriz de controlabilidad del sistema y obtenga el rango de la matriz.

2. Emplee la matriz de Popov-Belevitch-Hautus para comprobar que con cada valor carac-
teristico la matriz es de rango completo.

3. Obtenga la forma candnica de controlador del sistema y verifique que tanto su funcién de
transferencia como la funcién de transferencia del sistema sean iguales.

4. Obtenga el gramiano de controlabilidad y verifique la siguiente igualdad:

AW, + W A" = —BB”
5. Determine el gramiano de controlabilidad para obtener la sefial de control y desarrolle el

control del sistema para tres lapsos diferentes con tres condiciones iniciales distintas.

6. Obtenga las graficas de los estados y de la sefial de control para cada lapso diferente.
Argumente acerca de las formas de las graficas, del rango de operacion que sufran y de la
sefal de control.

5.5.2. Ejercicio 2

El analisis de controlabilidad serd aplicado en un sistema eléctrico de tercer orden descrito

en la Figura

=
[
N/
—
—
I

ol Co | s

Fig. 5.3: Sistema eléctrico RLC

El sistema eléctrico estd compuesto por una resistencia de carga R, en serie con la fuente
de alimentacién V/, y tres resistencias y capacitadores en paralelo, R; y C; con ¢ = 1,23
respectivamente.

El circuito es sometido a una diferencia de potencial V' (¢), donde el estado estd conformado
por los voltajes en las capacitadores x = [v¢,, Ve, , Ve, ]. La salida del sistema 3 es el voltaje de
la capacitador v, . Las matrices del sistema y de entrada estan dadas por:
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- Ry , Rr R Ry
() 123 7y
R R,C] , RLRIC R, R O] . RLR{C R R R R.C
(Cl(RL+R1)+7LR21 1+7LR31 L C1(Rp+Ri)+2LE 1 1 LR; 1) (01(RL+R1)+ LR2101+ LR§ 1)
_(1_(RLR+R1)> ((RL+R1)+ ) (ILL)
1 R3
A= (RLC + RL+R1 3202 RLchz) Ry Cot RL+1;1)R202+RL§202 RL02+(RL+};1)R202+RL}§202
1 3 1 3
_(1 (RLRHH)) Rp _((RL+R1)+ )
1 Ry
((RL+R1)R303 RSCSRL YR, 03) ((RL+R1)RBCS+RSCSRL +RLCB) ((RL+I;%11)R3CS+R3CC;RL +YR.Cs
r 1
c 6]
(C1(Rp+Ry)+ 1L HLCL )
— (RL+R1)RaCy | RpRyCy
B = (RLCQ“F Ry + Ry
((RL+II:{211)R5C3+R3CJRL +RLCs)

1. En Matlab, crea un documento titulado cont rolabilidad.m e incorpora modelo de

arriba, considerando como variables de estado x = [ve, vo, Vo, |7y u(t) =

V().

2. De acuerdo a los valores numéricos de los pardmetros del sistema que estin en la tabla

(7.3t
’ Parametros H Valores numéricos ‘
Ry, 100 Q2
R, 1 KQ
R 2 KQ
Rs 3 KQ
4 1mF
Cy 2mk
03 3mF

Tab. 5.3: Valores de los pardmetros del sistema eléctrico.

Calcula la matriz de controlabilidad ¢ =

[B AB AZ2B] en funcién de los pardmetros

Ry, Ri, Ry, R3, C, Cy y C5. Recomendacion: € tiene rango completo, encuentre el

determinante de %'.

3. Encuentra los valores caracteristicos de A y comprueba que para cada uno de ellos la
matriz [A — \;I B] tiene rango completo por renglones.

4. Verifica que la expresion siguiente se cumple, considerando que los valores propios de A

tiene parte real negativa,

AWeo + WeAT = —BBT
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10.

Para ello, calcula el Gramiano de Controlabilidad W¢ = [* eA"BBTeA "dr, mediante
la funcién gram (sys, ’c¢’) en Matlab. La matriz resultante del Gramiano de Contro-
labilidad es positiva definida.

. Comprueba si el resultado de los puntos anteriores concuerda con el del comando

ctrb (A, B)y rank(%) en Matlab.

Realiza una transformacién estados # = P~!x; tal que la representacion nueva del sis-
tema en el espacio de estados estd dada por

ng = A5£135 + Bgu , X§ (0) = Ts0
Y5 (5.12)
y = Csxs,

donde A; = PAP™!, Bs = PB, Cs = CP~'. Verifica la propiedad de invariancia de la
controlabilidad para 5. Ver comando ct rbf de Matlab.

Obtenga la funcion de transferencia para los sistemas > y 5. Utiliza los comandos
ss2zpy zpk de Matlab.

Verifica la definicion de controlabilidad en el sistema X2, con la sefial de control de energia
minima:
.
u(t) = —BTeA DOW () [eA“XO — Xl} ,

donde .
W = / ATBB A Tdr,
0

donde el estado inicial es xo = [-30 50 —10]", el estado final es x; = [0 0 0]" y el
tiempo en que éste ultimo debe alcanzarse es t; = 10. Visualiza el comportamiento del
estado a través de simulaciones en Matlab, utilizando el método numérico de Euler que
considera un tamaio de paso de h = 0.333.

Repite el paso 5 asignando los valores de la tabla (/.4

Realiza una transformacion de estados © = Pz, tomando en cuenta los valores de la
tabla La matriz P! estd compuesta por las primeras m columnas de la matriz de
controlabilidad C y m — n columnas linealmente independientes, donde m es el rango de
la matriz C y n es la dimension del estado. El sistema en las coordenadas nuevas se puede
representar de la forma
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donde el subsistema controlable estd dado por

. - | G

yc:[ }fca

| Pardmetros | Valores numéricos |

Ry, 100
Ry 1 KQ
Ry 1 KQ
R3 2 KQ
Cl 1mF
Cg 1mF
Cg 3mkF

Tab. 5.4: Valores de los pardmetros del sistema eléctrico.

. Se puede llevar el estado inicial a cualquier estado final en un intervalo de tiempo finito?

11. Obtenga la funcién de transferencia para los sistemas > y 2., considerando los valores
de los pardmetros de la tabla[7.4] Utiliza los comandos ss2zp y zpk de Matlab.
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6. CAPITULO VI
CONTROLADORES

6.1. Objetivo

El alumno aprenderd las nociones para el disefio de controladores de sistemas de orden com-
pleto mediante la técnica de la asignacion de polos y la solucién de la ecuacion de Lyapunov.

6.2. Introduccion

La propiedad de controlabilidad permite verificar que un sistema sea llevado de un estado
inicial a un estado final. Si dicha propiedad existe, la siguiente etapa consiste en disefiar un
controlador que sea capaz de regular al sistema a un estado final -el cual suele ser un punto de
equilibrio o un punto de operacion especifico- con base en una ganancia.

La razén del controlador es para ser usado en la retroalimentacién de estados dada una sefial
de entrada de referencia y consecuentemente la supervision de la regulacion de las variaciones
de los estados y su convergencia a los estados finales deseados. [[1], [4] y [7] mencionan diferen-
tes métodos para la obtencidn de esta ganancia mediante la obtencion de los polos del sistema.
El conocimiento de los polos del sistema es muy importante en esta etapa ya que es la referencia
para el obtnecion de las ganancias de control, las cuales son mencionadas en este capitulo.

6.3. Preliminares

Partiendo de la teoria de [1]], sea el siguiente modelo en variables de estado
T = Axr + Bu (6.1)

el cual se asume que es completamente controlable y todos los estados son conocidos, y sea una
entrada
u=r— Kz (6.2)

en la cual K representa la ganancia del controlador deibdo a que es la matriz de ganancias (o
realimentador de estados) definido como:

K=1[k ko ... k]

donde cada k; tiene un valor complejo -0 en su caso real- constante, y r es una sefial externa de
referencia. Al substituir la expresion (6.2) en la (6.1)) se obtiene:
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i =(A— BK)x+ Br (6.3)

en la que (A — BK) es la matriz de retroalimentacion. De se desprende el siguiente
teorema -ver [1]]-:

Teorema 1: “El par (A — BK, B), para cada vector constante de 1 X n, es controlable si y s6lo
si (A, B) es controlable.”

Para propésitos de control, especificamente de regulacion mediante la matriz de ganancias
K, sera considerado que r = 0.

6.3.1. Diseno por asignacion de polos -formula de Ackermann-

Considérense los siguientes polos deseados:

(s = p)(s = p2) ... (s — in)

y por otro lado tdmese en cuenta que A = A — BK. La ecuacion caracteristica deseada es:

det(sl — A) = (s — p1)(s — p2) ... (5 — pun) (6.4)
="+ s 4t s+ (6.5)

De acuerdo con el teorema de Cayley-Hamilton, A satisface su propia ecuacién carac-
teristica, teniendo:

¢(A) = An + Clezlnil + ...+ anflf4 + an[ =0 (66)

A partir de la expresion anterior serd derivada la férmula de Ackermann. Para hacerlo de
una manera muy sencilla, serd considerado que n = 3. Siguiendo el desarrollo expuesto en [4),
p. 794-795]. Sean las siguientes identidades:

I=1
A=A-BK
A? = (A - BK)>= A* - ABK — BKA
A* = (A—-BK)? = A* - A°BK — ABKA — BKA?
Multiplicando las ecuaciones anteriores en orden por o, aie y @1, y sumando los resultados,

se obtiene: B B B B
¢(A) = 0431 + OéQA + CY1A2 + A5

(b(zzl) = 053[+Ct2A+051A2+A3 —OJQBK—OQABK—OQBKA—AZBK—ABKA—BKA2

(6.7)

De la ecuacion (6.6)) se tiene que ¢(A) = 0, y por otro lado se tiene que
asl + agA+ ayA? + A* = ¢(A) #£0 (6.8)
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Tomando las consideraciones anteriores, al ser substituidas en (6.7) se tiene:
qﬁ([l) = ¢(A) — eBK — ayBKA — BKA? — a4 ABK — ABKA — A’BK
Dado que ¢(A) = 0, entonces se obtiene:

¢(A) = BlawK + a1 KA+ KA*) + AB(an K + KA) + A°BK

asK +a; KA+ KA?
= [B AB A’B] K+ KA
K
K+ KA+ KA?
=% a K+ KA (6.9)
K

Como el sistema es completamente controlable, la inversa de la matriz % existe. Premulti-
plicando ¢! por la ecuacién (6.9) se tiene:

a2K+Oé1KA +_K/_12
Clo(A) = K+ KA
K

Premultiplicando la expresion anterior por [0 0 1] se obtiene la siguiente expresion:

K + o KA+ KA?
0 0 1]¢ '¢(A)=1[0 0 1] oK+ KA
K

la cual es reescrita como:
K=1[0 0 1]¢ '¢(A)

En forma general, la férmula de Ackermann para la ecuacién de la ganancia K resulta:
K=1[00 ... 0 1% '9(4)

Para ¢(A), tome en cuenta la expresion (6.5), en la cual la variable s es substituida por la matriz
A.

6.3.2. Diseio por asignacion de polos -formula de Bass-Gura-

Considerando las explicaciones de [[1]] y [[7], el polinomio caracteristico de la expresién (6.1)
es:
det(s] — A) = 8"+ a18" ' + ...+ ap 15+ oy,

Si la funcién de transferencia del sistema definido en y de la salida y = cx es:

Bis" ™t 4 Bas™ 4 .+ Buo1s + B
s +ags" 4+t a8 + o,

G(s) =
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entonces la forma canodnica controlable del sistema es:

-y —Qy —Qp_1 Oy, 1
1 0 0 0 0
T=At+Bu=| : : : R AR
0 0 0 0 0
0 0 1 0 | 0]
y=Ci= [0 B Bt Bu) @

Ademas, si el sistema es controlable, entonces existe una transformacion tal que © = Pu,
cuya forma inversa es

_1 a1 Qo Qn—2 Oénfl_
0 1 o Op_3 Op_3
0 0 1 ... «ap_a opm_
Pl =B AB A’B ... A" ] _ b
0 0 O 1 aq
_O 0 0 1 |

Las formas candnicas de las matrices de la forma candnica controlable del sistema se definen
como A = PAP~!y B = PB, mientras que la forma canénica de la matriz de controlabilidad

% del sistema es € = P%.

Si se substituye Z = Pz en la expresion (6.2), el resultado sera:
u=r—Kz=r—K(P'z)=r— K

donde K = KP~ 1.

Sean los siguientes valores caracteristicos deseados
(s=A)(s—=A2)...(s—=\)
que definen el polinomio caracteristicos deseado
"+ s A1 s + Ay

(6.10)

Considere que la expresion (6.1]) sufre una transformacién en la forma candnica controlable
obteniendo A y B. Debido a que A y A estan relacionados por una matriz de transformacion,
sus polinomios caracteristicos son iguales, esto es:

det(s] — A) = det(s] — A) = s" + 18" ' + ...+ ap 15+ (6.11)

! En este capitulo no serd vista la sefial de referencia externa 7 ya que el propésito primordial de este capitulo
es el disefio de controladores para regulacién sin sefiales externas de referencia. En el capitulo de Ejemplo General
serd mencionado y tratado brevemente el cémo adecuar una sefial de referencia para un sistema de control.
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Si de la misma manera se aplica una transformacion lineal a la matriz de retroalimentacion
se tiene (A — BK), en la cual el vector k estd definido como

K: [6{1—041 Qg — Qg ... Qp_1— Qp_q dn—Oén]
y tomando en cuenta las transformaciones para obtener A, By K, entonces
A— BK = (PAP™) — (PB)(KP™1)
= P(A- BK)P™!

Por lo tanto (A — BK) y (A — BK) tienen el mismo conjunto de valores caracteristicos y,
ergo, el mismo polinomio caracteristico.

Luego entonces, la transformacién de K estd definida mediante la férmula de Bass-Gura
como ) o
K= KP = K€¢¢
6.3.3. Diseno por medio de la solucion de la ecuacion de Lyapunov

Esta es otra forma de obtener las ganancias de retroalimentacién por medio de valores ca-
racteristicos -ver [1]-. La dnica restriccién de esta forma es que ninguno de los valores carac-
teristicos de (A — BK) debe ser parte de los valores caracteristicos de la matriz A. Los pasos
de éste método son:

1. Seleccionar una matriz F' de n x n que contenga los valores caracteristicos deseados en
la diagonal principal.

2. Seleccionar un vector arbitrario K de 1 x n tal que el par (F, K') sea observable.

3. Encontrar la matriz solucién 7' de la ecuacion de Lyapunov

AT —TF = BK

4. Calcular el vector de ganancia K = KT~!

La justificacién se enuncia a continuacién. Si 7 es una matriz no singular, entonces K =
KTy con la ecuacion de Lyapunov AT — TF = BK se tiene

(A—BK)}t=TF o A—BK=TFT"!

Si Ay F no tienen valores caracteristicos en comiin, entonces existe una matriz solucién 7’
tal que AT — TF = BK para cada K y es tinica, ya que si Ay F tienen valores caracteristicos
en comin, es posible que no exista una solucién 7'. Por eso y para garantizar la no singularidad
de T, se requiere que A y F' no tengan valores caracteristicos en comun.
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6.4. Aplicaciones

Para ilustrar los conceptos de este capitulo, se usardn los modelos usados en el capitulo
de Controlabilidad con el fin de enlazar la teorfa vista en la prictica anterior con el capitulo
presente. Ademads, en las siguientes aplicaciones es empleado el siguiente diagrama de bloques

de la Figura
e 1 [ ]
S

S
B Integrator oope

A

Afule

k

Kule

Fig. 6.1: Diagrama de bloques propuesto para las aplicaciones para controladores.

6.4.1. Controlador de un sistema masa-resorte-amortiguador

Retomemos el ejemplo del sistema masa-resorte-amortiguador cuyo modelo en variables de
estado es:

FM:{g'c:[_Oﬁ _1£}x+[8}u (6.12)

en la que x; es la posicion de la masa y x, la rapidez de la masa. Para esta aplicacion se consi-
dera que m = 3, k = 1.3y b = 0.5, y la condici6n inicial del sistema es z(0) = [0.4 0.1}T.

Répidamente se verifica que la matriz de controlabilidad del sistema es de rango completo
mediante ctrb. El rango de la matriz es p(%) = 2, por lo que el sistema I"); es completamente
controlable.

Ahora se continda con el disefio del controlador por asignacién de polos, por lo que es
necesario conocer los polos del sistema, los cuales son también los valores caracteristicos de la
matriz A, los cuales son:

A1 = —0.0833 + 0.6530¢
A2 = —0.0833 — 0.6530:

Los polos propuestos son definidos dentro de un vector P:

P=[-03 —0.5]
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A continuacidén se procede a obtener la matriz de ganancia mediante la funcién ackelﬂ que
requiere las matrices A, B'y P. La matriz K resultante es:

K =[-0.85 1.9]

En un archivo M se escribe las siguientes lineas de cddigo para obtener las matrices de este
ejemplo.

% ****CONTROLADOR DE UN SISTEMA MASA-RESORTE-AMORTIGUADORx** % *
clear all;

clc;

m=3;

b=0.5;

k1=1.3;

A=[0 1; -kl/m -b/m];

B=[0; 1/m];

C=ctrb (A, B);

rank (C)

eig (A)

S+ %% *DEFINICION DE CONDICION INICIALxx%x*
X0=[0.4; 0.1];

S % %% *VALORES CARACTERISTICOS PROPUESTOS***x
P=[-0.3 -0.5];

S+ %**GENERACION DE LA MATRIZ DE GANANCIA*** %
k=acker (A, B, P)

Por ultimo debe ejecutarse la simulacion para obtener las sefales de los estados controlados,
mostrados en la Figura[6.2]

0.6

04 5 10 15 20 25 30

t [s]

Fig. 6.2: Estados controlados del sistema I"j;.

2 La funcién acker se emplea para calcular la matriz de ganancias K de sistemas con una sola entrada.
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Observe que los estados son regulados al estado final, el cual es un punto de equilibrio.
La accion del controlador es regular la variacion de los estados para que converjan al estado
deseado. Sin un regulador, el sistema I"); se estabiliza en el punto de equilibrio {6.3} pero en un
tiempo mayor y con muchas variaciones.

_0'30 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Fig. 6.3: Estados sin regulacion del sistema I'y;.

6.4.2. Controlador de sistema de movimiento de un avion

El modelo lineal aproximado en variables de estado del movimiento e inclinacién de un
avion [2, p. 687] es

—0.08 1 —0.01 0
'y:¢ z=1| =80 =005 —60 [z +| 0 [u (6.13)
0 0 —10 10

cuya condici6n inicial propuesta es z:(0) = [1.2 0.2 1}T.

Como fue visto en la practica anterior, el rango de la matriz de controlabilidad de este sis-
tema es p(¢’) = 3, por lo que es completamente controlable.

La segunda tarea es realizar el disefio del controlador por asignacion de valores caracteristi-
cos. Antes de asignar los valores caracteristicos deseados, primeramente se obtienen los valores
caracteristicos del sistema mediante la funcién eig(A) para tener conocimiento acerca de los
valores caracteristicos del sistema y a partir de esa informacion se asignaran otros valores ca-
racteristicos bajo la condicion de que dichos valores no deben ser idénticos a los del sistema.
Los valores caracteristicos del sistema son:

A1 = —0.0650 + 2.8284¢

A2 = —0.0650 — 2.82841
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)\3 =—10

La tercera tarea consiste en proponer los valores caracteristicos. En este ejemplo se proponen
los siguientes valores definidos en el vector P.

P=[-2 —4 -5

A continuacion se obtiene la matriz de ganancia K por medio de la funcion plac esta
funcién requiere de las matrices A, B y el vector con los valores caracteristicos propuestos P.
La obtencion de la matriz /' permite definir a la matriz de retroalimentacién (A — BK). La
matriz de ganancia K obtenida es:

K =1[0.8512 —0.4777 0.0870]

Si se usa la funcion eig para determinar los valores caracteristicos de (A — BK), puede
observarse que los valores caracteristicos de la matriz son los valores caracteristicos propuestos.

En un archivo M se escribe el siguiente cddigo para este ejemplo.

S %% **CONTROLADOR DE UN AVION#*x*

clear all;

clc;

A=[-0.08 1 -0.01; -8.0 -0.05 -6.0; 0 O -101;
B=[0; 0; 10];

C=ctrb (A, B);

rank (C)

eig (A)

S+ x++*DEFINICION DE CONDICION INICIAL*+*x*%
X0=[0.3; 0.1; 0.271;

S+ %% *VALORES CARACTERISTICOS PROPUESTOS***x
P=[-2 -4 -57];

S« x*GENERACION DE LA MATRIZ DE GANANCIA****
k=place (A,B,P)

eig (A-Bxk)

Una vez ejecutada la simulacion del diagrama, las gréficas de los estados controlados se
muestran en la Figura Este controlador regula rdpidamente los estados para llevarlos a un
estado final que es un punto de equilibrio. Sin un regulador, el sistema se estabiliza en un lapso
mas largo y bajo muchas variaciones -ver la Figura[6.5}. Si se observan estas variaciones desde
el punto de vista de la aplicacion por medio de un actuador, dichas variaciones pudieran ser no
deseadas para el actuador.

3 La funcién place se usa para calcular la matriz de ganancia K de sistemas con una sola entrada o varias
entradas.
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0.4

—
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— 3
O.zk |
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OIZW |

4% 2 4 6 8 10
t[s]
Fig. 6.4: Graficas de los estados regulados del sistema I" 4.
p—
2
0.5- ]
0
8
-0.5 |
-1 | | | |
0 20 40 60 80 100

t [s]

Fig. 6.5: Gréficas de los estados del sistema I" 4 sin regulacion.

6.4.3. Controlador de sistema de tanques presurizados

El modelo lineal un sistema de dos tanques con gas [6, p. 173-174] es

1 1 0
R1Cl RICI
I'g: ¢ o= T + U (6.14)
1 11 ke k1
Rlcg R102 RQCQ CQ C2

Los valores de los parametros del sistema son: R = Ry = 4, C; = Cy = 2,k = 2y
k> = 1.5. La condicién inicial del sistema es z(0) = [200 150] T
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El primer punto es corroborar que el sistema sea controlable. Luego de haber corroborado
que la matriz de controlabilidad es de rango completo -vease la préctica anterior-, se obtienen
los valores caracteristicos del sistema, los cuales son:

A = —1.0175

A2 = —0.1075

Enseguida se obtiene la matriz de ganancias k£ por medio de la ecuacién de Lyapunov. Para
resolver la ecuacion, se propone la siguiente matriz F":

-0.2 0
F‘[ 0 —0.12}

Ahora se propone el siguiente vector K:
K = [-0.805 —0.086]

Después de definir tanto a la matriz ' como al vector K, se procede a verificar el rango de
la matriz de observabilidad, compuesto por el par (F, K). La instruccién para definir la matriz
de observabilidad es por medio de obsv. El resultado obtenido indica que p((F, K)) = 2, por
lo que el sistema es completamente observable.

Para resolver la ecuacién de Lyapunov se requiere de una matriz 7' que satisfaga la solucién
de dicha ecuacidn, por lo que se emplea la funcién de Matlab lyap, la cual proporciona la matriz
T'. Su sintaxis para poder usarla es T=lyap(A,-F,-B*k). La matriz obtenida es

—1.3306 —0.9577

T'=107983 —0.0383

Finalmente si se considera que K = KT ~! para obtener la matriz de ganancias, la cual es:
K =[0.1220 —0.8050]
A continuacion se enlista el cédigo del archivo M para generar los resultados anteriores.

%% *x*x*CONTROLADOR DE LOS TANQUES***x*
clear all;
clc;
R1=4;
R2=4;
Cl=2;
C2=2;
Kl1=2;
K2=1.5;
A=[-1/(R1%Cl) 1/ (R1*Cl);
1/(R1%C2) —(1/(R1*C2))—-(1/(R2%C2))—-(K2/(C2))71;
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B=[0; (K1/C2)];

C=ctrb (A, B);

rank (C)

eig(a)

$x%x%*DEFINICION DE CONDICION INICIAL#+**x*
X0=[200; 150];

Sxx*x*xMATRIZ F**%%

F=[-0.2 0; 0 -0.12];

T+ *xxxVECTOR K BARRA** %%

kb=[-0.805 -0.0861];

S*+«x+*VERIFICACION DE LA OBSERVABILIDAD DE (F, kb) x**%x
O=obsv (F, kb) ;

rank (O)

S+ x++*SOLUCION DE LA ECUACION DE LYAPUNOV* ** %
T=lyap (A, -F, -Bxkb)

S+« x+*GENERACION DE LA MATRIZ DE GANANCTIA* %% *
k=kb*inv (T)

Ahora el diagrama es ejecutado para obtener las sefiales de los estados mostrados en la

Figura[10.3]

200

150 7
2100 ]
50 7
O 1 L L I
0 10 20 30 40 50 60 70

Fig. 6.6: Gréficas de los estados del sistema I'¢ con regulacion.

El controlador disefiado logra que los estados del sistema sean regulados para que se estabi-
licen en el punto de equilibrio. El propdsito es mostrar que el sistema, al no tener una referencia
para que los estados tiendan a una condicion final, es s6lamente regulado hacia el punto de
equilibrio de tal manera que su convergencia no sea abruta, ya que si se ve el estado x5 de la
Figura[6.7] su convergencia no es tan suave.
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200

150

8100

50

OO 10 20 30 40 50 60

Fig. 6.7: Gréficas de los estados del sistema I' sin regulacion.

6.5. Ejercicios

6.5.1. Ejercicio 1

Considerando el sistema [4, p. 839-841] del capitulo anterior

0 1 0 0 0
oo -meoo +
=100 0 * 1o @
m 1
0 0 - g —

y=[10 0 0]z

70

cuyos parametros tienen los siguientes valores: M =1, m = 0.5, =1y g = 9.81

1. Obtenga la matriz de controlabilidad del sistema y verifique que sea de rango completo.

2. Disetfie el controlador del sistema empleando las funciones acker, place y lyap.

6.5.2. Ejercicio 2

Retome el ejercicio 2 del capitulo de Controlabilidad vy, al igual que el ejercicio anterior,
diseie el controlador del sistema empleando las funciones acker, place y lyap.
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7. CAPITULO VII
OBSERVABILIDAD

7.1. Objetivos

I.- El alumno aplicara las nociones de observabilidad mediante los conceptos de la matriz de
observabilidad y el gramiano de observabilidad.

II.- El alumno ver4 la propiedad de invariancia de la observabilidad con respecto a una trans-
formacion de estados.

7.2. Introduccion

La implementacion de sistemas de control en sistemas fisicos requiere conocer durante el
proceso el desempefio de los sistemas, y la forma de conocer ese desempefio es registrar las
variaciones de sus pardmetros principales; en la teoria de control se refiere a los estados del
sistema. Aunque es necesario tener estos registros, por razones de implementacion, costos e
incluso de seguridad, no es posible sensar todos los estados o al menos sélo uno puede ser sen-
sado, lo cual no es suficiente, por lo que la implementacion de un sistema que pueda dar una
estimacion muy buena de las condiciones iniciales de los estados y su evolucién en un lapso
ayuda a suplir esa deficiencia a un costo muchisimo menor. Sin embargo, es necesario conocer
previamente mediante un anélisis si el sistema posee el atributo de que todos sus estados pueden
ser estimados, o al menos una parte de ellos.

La teoria de control proporciona un concepto que permite la estimacion de los estados. La
observabilidad es el atributo que tiene un sistema para poder estimar todos sus estados a partir
de una salida. Al igual que con el caso de la controlabilidad, [2] y [6] resaltan los fundamentos
necesarios de este andlisis, los cuales son retomados y mencionados en este capitulo.

7.3. Preliminares

7.3.1. El gramiano de observabilidad y la matriz de observabilidad
Tomando en cuenta el desarrollo de [2], sea el siguiente modelo lineal de un sistema

&= Ax + Bu (7.1)
y=Cux (7.2)

cuyo vector de estados es de dimension 7.
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Definicion 10 (Observabilidad): Un sistema es observable si dada una entrada u(t) y una sa-
lida y(t) conocidas en un tiempo finito [0, ¢ ¢] son suficientes para estimar el estado inicial z(0).
Si no es asi, el sistema no es observable.

Por consiguiente, el par de matrices (A, C') debe ser observable; por lo tanto, la matriz de
observabilidad & es definida como

O =[C CA CA?...CA" YT

Caracterizaciones de observabilidad

Los enunciados, de acuerdo con [2], para que un sistema lineal sea completamente observa-
ble son:

1. El par de matrices (A, C') de dimension n es observable.

2. El gramiano de observabilidad W, definido como
t T
W, = / et et Cedr
0

es una matriz de n X n no singular para toda ¢ > 0.

3. La matriz de observabilidad & es de rango completo, esto es p[@] = n, y significa que
las columnas de la matriz &' son linealmente independientes.

A . .
C de dimensiones (n + ¢q) X n es de columnas de rango completo para
cada valor caracteristico \; de A. Esta matriz es una forma para comprobar si un sistema
es completamente observable, la cual es llamada la prueba de Popov-Belevitch-Hautus

para observabilidad.

4. La matriz [A -

5. Si todos los valores caracteristicos de A tienen parte real negativa, entonces la solucion
de la siguiente expresion
ATW,+W,A = -CTC

es positiva definida, la cual es llamada el gramiano de observabilidad expresado como
W, = / eATTOTCeAdr
0

Témese en cuenta lo siguiente; la respuesta de un sistema lineal dada una entrada u(¢) y un
punto inicial z(0) es

t
y(t) = CeMz(0) + C/ A" Bu(r)dr + Du(t)
0
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Considérese que el tnico término desconocido es x(0). Por consiguiente, para conocer su
valor la ecuacion anterior resulta

CeMz(0) = y(t) — C/Ot A" Bu(r)dr — Dul(t)

Cettz(0) = g(t)

. T ., . T T . . .
Si se premultiplica la expresién anterior por e 7¢" y posteriormente se integra en el inter-

valo [0, t1] resulta
t1 T t1 T
[ / oA tCTCeAtdt} 2(0) = / AT (G0} dt
0 0

Si el gramiano W, es no singular, por consiguiente la expresion puede ser reescrita como

£(0) = Wi (1) / AT (1)) d

Con la expresion anterior se obtiene una z(0) tnica, mostrando que si el gramiano es no
singular, entonces el sistema es observable.

7.3.2. Dualidad

Es una relacion entre el concepto de controlabilidad y observabilidad. Considerando que
un sistema es completamente controlable y observable, si el par (A, B) es controlable si el par
(AT, BT) es observable.

De la misma manera se dice que el par (A, C') es observable si el par (A7, CT) es controla-
ble. Por lo tanto:
p(Carcr)) =n = p(Oac))

p(ﬁ(AT,BT)) =n= P((K(A,B))

7.3.3. La forma canonica de observabilidad
La funcidn de transferencia del modelo definido en (7.1)) y en (7.2) es:

515’“—1 + 62571_2 + ... + anls + Bn

H(s) =
(5) s+ s+ s 2+ L a1+ ay,

El modelo puede ser transformado -tomando en cuenta & = Px- a la forma candnica de
observabilidad mediante una matriz de transformacion P que es una matriz no singular, cuya

forma es:

i = A + Bu (7.3)
j=Ci+ Du (7.4)
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enlacual A= P7'AP, B = P'B,(C = CP y la inversa de la matriz de transformacién P,
considerando la matriz de observabilidad &, est4 definida como

[ 1 0 0 ... 0]
oy 1 0O ... 0

pPl=| a o 1 ... 0|lp (7.5)
[ On—1 Qn—2 Q3 ... 1_

La matriz de observabilidad de la forma candnica observable es
G=[CCACA .. CarT
la cual también puede ser expresada como
0 =0P!
p(O).

Debido a que P es no singular, p(&)

7.3.4. Descomposicion en estados observables y no observables

Enseguida serd visto el caso en el cual p(€&) = ¢ < n en el cual el rango de la matriz & no
es completo, por lo que s6lo hay ¢ estados que si pueden ser observados y n — ¢ estados que no
pueden ser observados.

Para separar los estados observables y los no observables existe una matriz de transfor-
macion 7', en la cual £ = T'x, tal que convierte al modelo definido en (7.1) y (7.2) en:

en la cual el elemento A, es de dimensiones ¢ x ¢, A, es de (n —q) x (n — q), por lo que
el par (A,, B,) define la ecuacién de los estados observables de dimension ¢. Por lo tanto la
subecuacion observable es:

i, = A2, + Bou (7.6)
j = Coi, + Du (1.7)

La inversa de la matriz de transformacion 7' es obtenida al seleccionar los ¢ renglones li-
nealmente independientes de la matriz de observabilidad &'y los demds renglones pueden ser
escogidos arbitrariamente, por lo que:

1 T
T '=1[th ta ...ty | ter1 tgrz . o]

~ A ~

Las matrices transformadas del sistema son: A = TAT!, B=TByC =CT ..
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7.4. Aplicaciones

En este capitulo se continuardn usando los ejemplos que se emplearon para los capitulos de
controlabilidad y controladores.

7.4.1. Sistema de movimiento de un avion

El siguiente sistema representa el movimiento longitudinal de un avién [3, p. 687]:

—0.08 1 —0.01 0
t=| —80 —-005 —-60 [z 4+ | 0 [u
[y 0 0 —10 10 (7.8)

y=[10 0]z
cuyas variables de estado son:
e 1, es el dngulo de ataque.
e 15 es larazon de cambio del dngulo de ataque.
e 13 es el dngulo incremental del elevador.
e 1 es la entrada de control al actuador del elevador.

Primeramente debe determinarse que el sistema es observable, por lo que se empleard la
funcién obsv, la cual crea la matriz de observabilidad a partir de las matrices A y C'; luego
se determina el rango de la matriz con la funcién rank, por lo que previamente deben estar
definidas las matrices del sistema. LLa matriz de observabilidad del sistema es:

1 0 0
0 = [—0.0800 1 —0.0100
—7.9936 —0.1300 —5.8992

cuyo rango es p(&') = 3, por lo que el sistema "4 es completamente observable.

Después tiene que verificarse la observabilidad del sistema mediante la prueba de Popov-
Belevitch-Hautus para cada valor caracteristico del sistema obteniendo el rango de cada matriz.
En la Tabla[/.1| se muestran los rangos para cada valor.

’ Valor caracteristico H Matriz H
A = —0.0650 + 2.82841 [A— NI CF
Ay = —0.0650 — 2.82841 [A— X1 CF

A3 = —10 [A— X3 CF

W W WD

Tab. 7.1: Valores caracteristicos de la matriz A del sistema I" 4 combinados con la condicién de observa-
bilidad.
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Debido a que la matriz [A — \;/ C]” es de rango completo para cada valor caracteristico,
se concluye que el sistema es completamente observable.

Ahora se procede a verificar la siguiente expresion:
ATW, + W,A = -CTC

Si los valores caracteristicos de la matriz A tienen parte real negativa, entonces existe una tnica
solucion W, la cual es positiva definida, que es el gramiano de observabilidad. Para calcular el
gramiano de observabilidad debe usarse la funcion gram cuya sintaxis es: gram (sys’ o’ ).

Previamente hay que definir al sistema en el espacio de estados para usar esta funcion. E]Las
matrices resultantes de la igualdad anterior son:

1 1

0 =10
0 0

o O O
o O O
o O O
o O O

El siguiente paso es obtener la tranformacion del sistema en la forma canénica de obser-
vador, sin embargo hay que obtener primeramente la funcion de transferencia del sistema em-
pleando la funcién tf. Al usar esta funcién la funcién de transferencia del sistema ["4 es:

G(s) B —0.1s — 60
534+ 10.1352 + 9.304s + 80.04

Con la funcién de transferencia obtenida, es posible obtener los valores «; para obtener la
inversa de la matriz de transformaciéon P, la matriz P -ver la expresion ([/.9))- y las matrices
transformadas A, By C, por lo que la forma candnica de observador es:

- [-10.1300 1 0 0
= ]-93040 0 1|&+ |—0.1000 | u
—80.0400 0 0 —60.0050
g=1[10 0]z

Al haber obtenido la forma candnica de observador, ahora deben determinarse las funciones
de transferencia de ambos sistemas, el original y el trasnformado, para comprobar que sus fun-
ciones de transferencia son iguales; para tal tarea, es empleada la funcion zpk ﬂ Empleando la
funcién puede verse que tanto el sistema original como el trasformado tiene la misma relacion
ceros-polos, la cual es:

—0.1(s + 600.1)

(s +10)(s? + 0.13s + 8.004)
Ahora se procede a construir el gramiano de controlabilidad W, y su inversa para estimar

los estados del sistema en la condicién inicial propuesta z(0) = [5 0 15} , por lo que se
requiere un archivo M de Matlab. El cédigo fuente de esta seccidn se muestra a continuacion.

! Consulte el Apéndice A: Matlab y Simulink.
2 Consulte el Apéndice A: Matlab y Simulink.
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S %% **OBSERVABILIDAD POSICION DEL AVION* %%
clear all;

clc;

A=[-0.08 1 -0.01; -8.0 -0.05 -6.0; 0 0 -10];
B=[0; 0; 10];

C=[1 0 0];

D=0;

4%+ +*xCONDICIONES INICIALES#***%*

X0=[5; 0; 15];

S+x+*DEFINICION DE LA VARIABLE t*#*%

syms t;

tf=10;

S%x%*CALCULO DE Wo Y DE SU INVERSAX %%
a=expm (A’ xt) xC’ xCxexpm (Axt) ;

f=int (a,t,0,tf);

fl=vpa(f,4);

Wo=double (f1l);

inWo=1inv (Wo) ;

Ejecutado el cédigo anterior, ahora el observador en lazo abierto debe ser implementado
por medio de un diagrama de bloques para poder usar el gramiano que ha sido definido para
un lapso de diez segundos. En este ejemplo se usard el bloque de MATLAB Function para
construir el sistema y el observador en lazo abierto. Arme el diagrama con base en el ejemplo
de la Figura[7.1]

I u ” y C
Step X fn & VISOR
BLOQUE DEL DE LA
SISTEMA SALIDA
Integrator
1
S
>y
W oo 1 .
(Ot 1 s
Clock BLOQUE DE Integrator1 —_—_ VISOR
OBSERVABILIDAD Eg'IEALDOOSS

Fig. 7.1: Diagrama del sistema.

El cédigo del bloque llamado BLOQUE DEL SISTEMA es el siguiente:

function [y,dx] = fcn(u, x)
$#codegen
SMATRICES
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A=[-0.08 1 -0.01; -8.0 -0.05 -6.0; 0 O -101];
B=[0; 0; 107;

C=[1 0 07;

D=0;

dx=A*x+B*u;

y=Cxx;

El bloque Integrator del sistema debe tener la condicion inicial X0, la cual fue escrita en
el archivo donde se escribi6 el codigo para definir las matrices del sistema, el gramiano y su
inversa.

Retomemos la ecuacion del estado inicial del sistema visto en la seccién de preeliminares

t1
o0) =W, (0) [ e CT (at)) (7.9)
0
El bloque de observabilidad representa la parte eA"tCT dela expresion (1) mientras que la salida
del sistema representa a ¢, por lo que la salida del bloque debe estar definida en funcién de las
variables t y 4. Por lo tanto el cédigo del bloque llamado BLOQUE DE OBSERVABILIDAD
debe ser:

function dx0 = fcn(y,t)

$#codegen

A=[-0.08 1 -0.01; -8.0 -0.05 -6.0; 0 O -10];
C=[1 0 0];

dx0=(expm (A’ xt) xC" ) xy;

El bloque integrador que se encuentra después del bloque de observabilidad no debe tener
condiciones iniciales ya que predeterminadamente se encuentra en 0. Por otro lado, acceda a
los pardmetros de los bloques de ganancia y seleccione la opcién que multiplica a una matriz
por un vector. Una vez que todos los bloques estén listos, modique el tiempo de simulacién
a diez segundos en Simulink para que concuerde con el tiempo establecido para determinar el
gramiano en el archivo M. Posteriormente ejecute el diagrama y revise los visores del diagrama.

En la Figura|/.2| se encuentran las sefiales de los estados estimados.

Observe las graficas de los estados estimados desde ¢ = 0 hasta un poco antes de ¢t = 10;
las variaciones que sufren se deben a que se realizan los célculos de las estimaciones de los
estados en el lapso especificado y el observador se encuentra en lazo abierto. Vea los estados
estimados a los diez segundos -Figura y note que al menos los estados x; y z3 tienden
a los valores iniciales -5 y 15 respetivamente- definidos en el vector de estados iniciales, sin
embargo el estado x5 se encuentra alejado del valor inicial 0. A pesar de que las estimaciones
son aproximadas, proporciona un claro indicio de los estados iniciales del sistema.

Dado que este sistema es completamente observable, se omite la descomposicion del sistema
en estados observables y no observables, aunque existe en Matlab una funcién llamada obsvf
que descompone un sistema lineal en su parte observable y no observable.
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50

ot =
& =50 R
-100 k il

p—

— Ty

-150 \ \ \ \ —3

0 2 4 6 8 10

s
30 R
20’ —x3 _
10~ b
8.8 9.85 9.9 9.95 10

t[s]

(b) Estado inicial z(0) estimado cercano a los 10 segundos, que es el tiempo de estimacion.

Fig. 7.2: Estimaciones de los estados del sistema I' 4 en 10 segundos.

7.4.2. Sistema de tanques presurizados

Un sistema de dos tanques presurizados con gas [3, p. 173-174] cuyo modelo lineal es

__1 _1 0
R1C R1Cq
T = T + U
. 1 1 1 k k
FG : R1Co T RiCs  RaCy 0_22 0_12 (710)
Y= [ 01 }x

y sus variables de estado son:
e 1, es la presion del primer tanque.

e 1, es la presion del segundo tanque.
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e u es el cambio de posicion de una valvula que permite el paso del gas de una fuente al
primer tanque.

Los valores de los elementos del sistema son: Ry = Ry = 4,C; = Cy = 2,k = 2y
k’g — 15

Antes de armar el bloque de observabilidad es necesario saber si el sistema es observable,
por lo que se obtendra la matriz de observabilidad con la funcién obsv y se usard la funcién
rank para corroborar que la matriz sea de rango completo. La matriz de observabilidad del

sistema es:
0 1
¢= {0.1250 —1]

cuyo rango es p(0) = 2, por lo que el sistema es completamente observable.

Mediante la matriz de Popov-Belevitch-Hautus se procede a verificar que para cada valor
caracteristico dicha matriz es de rango completo. En la Tabla [7.2] se muestran los rangos de las
matrices para cada variable.

’ Valor caracteristico H Matriz H p ‘
A = —1.0175 [A— X1 CF 2
A2 = —0.1075 [A— X1 C|F 2

Tab. 7.2: Valores caracteristicos de la matriz A del sistema I'; combinados con la condicién de observa-
bilidad.

Las matrices evaluadas con cada valor caracteristico tienen un rango completo, por lo que
se concluye que el sistema es completamente observable.

Ahora, si la matriz A tiene valores caracteristicos con parte real negativa, entonces existe
una solucién dnica W, que satifaga la siguiente igualdad:

ATW, +W,A=-CTC

Para calcular el gramiano de observabilidad se usa la funcién gram cuya sintaxis es escrita
enseguida: gram (sys’ o’ ).

Ya que se haya definido el sistema en el espacio de estados, las matrices resultantes de la

igualdad son:
0 0| |0 O
0 —1| |0 -1

por lo tanto, existe una solucién tnica W, que es positiva definida.
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A continuacion se obtiene la funcion de trasferencia del sistema mediante la funcion tf, cuyo

resultado es el siguiente:
s+ 0.125

5?2 +1.125s5 + 0.1094

Con la funcién de transferencia obtenida pueden obtenerse los valores «; para determinar
la matriz inversa de transformacién P, la matriz P y las matrices transformadas A, By C. La
forma candnica de observador del sistema I' es:

s [-razs0 1) [ 1
= 1201004 ol " |0.1250] ¥

g=1[1 0]z

G(s) =

Con el empleo de la funcién zpk se procede a corroborar que tanto el sistema transformado
como el original tengan la misma relacion ceros-polos. Al usar esta funcion, los resultados de

ambos sistemas son:
(s +0.125)

(s + 1.018)(s + 0.1075)

Enseguida se obtiene el valor del gramiano IV, y su inversa para la estimacion de los estados
iniciales del sistema, los cuales deben ser los definidos en la condicién inicial, la cual es z(0) =

[200 15O]T. En un nuevo archivo M son definidas las matrices del sistema y el gramiano
gramiano de observabilidad durante un lapso de tiempo de diez segundos. Las lineas de codigo
son las siguientes:

$*x***OBSERVABILIDAD SISTEMA DE TANQUES PRESURIZADOS=** %%
clear all;
clc;
R1=4;
R2=4;
Cl=2;
C2=2;
K1=2;
K2=1.5;
A=[-1/(R1%Cl) 1/ (R1*Cl);
1/ (R1*C2) —(1/(R1%C2))-(1/(R2%C2))-(K2/(C2))]1;
(K1/C2)1;
1715

S+ %% +DEFINICION DE CONDICION INICIALx*x+x*
X0=[200; 150];

S+ x*+*DEFINICION DE t %%+

t= sym('t’);

t£=10;

S+ %% +CALCULO DE Wo Y DE SU INVERSA*x+*x*
a=expm (A’ xt) *C’ xCxexpm (Axt) ;
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f=int (a,t,0,tf);
fl=vpa(f, 4);
Wo=double (fl) ;
inWo=inv (Wo) ;

Se ejecutan las lineas de codigo para poder armar el diagrama en Simulink. En este ejemplo
se usan los bloques Subsystem, el cual se muestra en la Figura[/.3

- y >
Step SISTEMA SALIDA
S
e
Clock BLOQUE DE OBSERVABILIDAD ESTADOS

Fig. 7.3: Diagrama del Sistema.

El bloque correspondiente al sistema contiene el diagrama de la Figura|/.4al mientras que el
bloque correspondiente a la observabilidad del sistema contiene el diagrama de la Figura[7.4b]

CO—fy :
T
Integrator X

MATLAB Function inWo

Integrator

Gaint

4 (b) Subdiagrama del bloque Observabilidad.
(a) Subdiagrama del bloque Sistema.

Fig. 7.4: Subdiagramas del Sistema.

En dicho bloque se encuentra un bloque de funciéon embebida que contiene la expresion para
poder determinar los estados iniciales. El codigo fuente del bloque es:

function dx0 = fcn(y,t)
$#codegen

R1=4;

R2=4;

Cl=2;

C2=2;

K2=1.5;

A=[-1/(R1%Cl) 1/ (R1%Cl);
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1/(R1xC2) —(1/(R1*C2))—-(1/(R2%C2))—-(K2/(C2))71;
Cc=[0 11;
dx0= (expm (A’ *t) *xC" ) *y;

Recuerde que el bloque integrador del sistema tiene definida la condicién inicial, los blo-
ques de ganancias deben tener registradas las variables con las cuales se definieron las matrices
del sistema, asi como los tiempos de simulacion.

Finalmente ejecute el diagrama de bloques. En la grafica de la Figura estan las gréficas
de los estados estimados del sistema en el lapso de diez segundos.

250
2001 7
150
100

-100
-150 i i i i

(a) Estado estimado inicial del sistema ' en 10 segundos.

250
200 7
150
100 b

15§ 5 9.6 9.7 0.8 9.9 10
t [s]

(b) Estado inicial z(0) estimado cercano al tiempo de estimacion.

Fig. 7.5: Estimaciones de los estados del sistema I';.

Observe las gréficas de la Figura[7.5b]y note que los valores terminales tienden a los valores
propuestos en el vector de condiciones iniciales, por lo que puede decirse que el observador
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proporciona una buena estimacion de los estados iniciales del sistema, a pesar de que hay des-
fases con respecto a los valores originales.

Ya que este ejemplo resulta ser completamente observable, se descarta la descomposicion
del sistema en estados observables y no observables.

7.5. Ejercicios

7.5.1. Ejercicio 1

Retome el modelo del péndulo invertido visto en el ejercicio practico del capitulo de Con-
trolabilidad y realice las siguentes actividades:

1.
2.

Obtenga la matriz de observabilidad del modelo y el rango de la matriz.

Mediante la matriz de Popov-Belevitch-Hautus, verifique que para cada valor carac-
teristico dicha matriz es de rango completo.

. Obtenga la forma candnica de observador del sistema y verifique que tanto su funcién de

transferencia como la funcién de transferencia del sistema original sean iguales.

Obtenga el gramiano de observabilidad, en caso de existir, y verifique que la siguiente
igualdad se cumpla.
A"W,+W,A=-C"C

. Arme el diagrama del sistema y obtenga la respuesta del sistema y las gréificas de los

estados observados mediante el gramiano de observabilidad.

7.5.2. Ejercicio 2

El andlisis de observabilidad serd aplicado en un sistema eléctrico de tercer orden,

L R
+ i
C1 Co
Vet) ill lzl
RC RC

Fig. 7.6: Circuito eléctrico

En la Figura 1 se muestra un circuito eléctrico compuesto por un inductor, dos capacitores y
tres resistores. El circuito es sometido a una diferencia de potencial V' (¢) como senal de entrada,
y su comportamiento puede describirse a través del siguiente modelo en el espacio de estados:
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(. _ -l (Re Y
L1 =7 (2 +RL)5U1 ar L2

— a3 + Tu(t)

1 1 1
EC : To = Exl - 2R001$2 + QRccl‘TS (711)

L 1 .
T3 = 56,01 T 3R.0, %2 — 3R.C, L3

\ Y =72

donde el estado estd dado por = = [if, vc1, Ueel, lasalida y = zo y la entrada u(t) = V().
Los valores numéricos de los parametros estan representados en la tabla|/.3

’ Parametros H Valores numéricos ‘

L 1H
Re 2Q
4 1F
Cy 1.5F

Tab. 7.3: Valores de los pardmetros del sistema eléctrico.

1. En Matlab, crea un documento titulado observabilidad.m e incorpora el modelo de

arriba, tomando en cuenta las variables de estado © = [iy, v, Vo, lasaliday = x5y
la entrada u(t) = V/(¢).

2. De acuerdo a los valores numéricos de los parametros del sistema que estin en la tabla

Calcula la matriz de observabilidad & = [C CA CAZ}T. Recomendacion: Verifica si
O tiene rango completo; encuentra el determinante de .

3. Encuentra los valores caracteristicos de A y comprueba que para cada uno de ellos la
matriz [A — A1 C’]T tiene rango completo por columnas.

4. Verifica que la expresion (2)
ATWo+WoAd=-C'C (7.12)

se satisface con valores propios de A, los cuales tienen parte real negativa. Calcula el

Gramiano de Observabilidad Wo = [ eA ' "CTCeA" dr, mediante la funcién

gram(sys, ’o’) en Matlab. La matriz del Gramiano de Observabilidad es positiva
definida.
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5.

10.

Comprueba si el resultado de los puntos anteriores concuerda con el del comando
obsv (A, C) y rank(&') en Matlab.

Realiza una transformacién estados * = P~lzs, tal que el sistema en las coordenadas
nuevas esta dada por

Ts = Asxs + Bsu, x5 (0) = Zs0
Y- (7.13)
y = Cszs,

donde A; = P~*AP, Bs = P~'B, C5 = CP. Verifica la propiedad de invariancia de la
observabilidad para 5.

Obtenga la funcién de transferencia para los sistemas Y. y YJ5. utiliza los comandos ss2zp
y zpk de Matlab.

Examina la definicién de observabilidad. El sistema Y es observable si y s6lo si la funcién
t T
W, (t) = / A TCTCeAdr
0

es no singular para todo ¢ > 0. Por consiguiente, se puede obtener el estado inicial en un
tiempo finito ¢4,
t1
x(0) = W, ' (t;) / ATCTy(1)dt *)
0
donde

y(t) :=y(t) - C /0, GA(t_T)BU(T)dT — Du(t).

a partir del conocimiento de la salida y (¢) y la entrada u (¢) . Se considerara la entrada
u(t) = 0 tal que y(t) = y(t), x(0) = [20 — 30 12]7 y ¢; = 10. Visualizar el com-
portamiento del estado inicil mediante simulacion en Matlab con un método de Euler
utilizando un tamafio de paso de h = 0.333.

Repite el paso 5 asignando los valores de la tabla

Realiza una transformacion de estados © = Pz, tomando en cuenta los valores de la
tabla La matriz P estd compuesta por las primeras n, renglones de la matriz de
observabilidad &' y n — ny renglones linealmente independientes, donde ns es el rango
de la matriz &' y n es la dimensién del estado. El sistema en las coordenadas nuevas se
puede representar de la forma (ver comando obsv £ de Matlab)

%, A 0 |3 B,
BY =] ~ -~ ~ + | 5 u
Tno A21 Ano Tno Bno
~ T,
y=|0 o] {fn]
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donde el subsistema observable estd dado por

. :@:[ }f% }u

yo:[ }507

. Se puede obtener el estado inicial en un intervalo de tiempo finito?

’ Parametros H Valores numéricos ‘

Re 2Q
Ry 19
4 3 F
Cy 3F
L 2H

Tab. 7.4: Valores de los pardmetros del sistema eléctrico.

11. Obtenga la funcién de transferencia para los sistemas > y ., considerando los valores
nuevos de los pardmetros. Utiliza los comandos ss2zp y zpk de Matlab.
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8. CAPITULO VIII
OBSERVADORES

8.1. Objetivo

El alumno aprendera las nociones para el disefio de observadores Luenberger de sistemas
de orden completo mediante la asignacion de polos y la solucidn de la ecuaciéon de Lyapunov.

8.2. Introduccion

El uso de observadores se justifica por la inaccesibilidad de tener un registro directo de las
variaciones de los estados debido a que es imposible implementar ciertos sensores en el sistema,
por el costo de los mismos o por la inexistencia de alglin sensor que pueda registrar los cam-
bios que sufra el sistema. En este apartado se expone el observador Luenberger -o estimador de
estados- a partir de un sistema virtual idéntico al original. Dado que un observador basicamente
consiste en un algoritmo, la estimacién se efectua mediante una ganancia andloga al del contro-
lador la cual puede ser obtenida mediante métodos diferentes mediante la asignacion de polos,
los cuales son mencionados en este capitulo y se encuentran més detallados en [1], [2]], [3] y

[4].

8.3. Preliminares

8.3.1. Observador de Luenberger

Sea el sistema lineal
= Ax + Bu (8.1)

y="Czx (8.2)

cuya salida y y sefial de entrada u estan disponibles, sin embargo el vector de estados x no lo
estd. De acuerdo con [[1]], si se duplica el sistema anterior, la nueva réplica estd definida como

i = A% + Bu (8.3)

j=Cz (8.4)

la cual es llamada estimador en lazo abierto. Si se compara la salida original del sistema con la
salida de la réplica, se obtiene la diferencia y — ¢, o bien

y— Ci (8.5)
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la cual es llamada el error de observacion de la salida, que es multiplicada por una matriz L, la
cual es una matriz correctora de estimacion. De esta manera, la expresion (8.3) resulta:

L(y — Cz) (8.6)
Al sumar el término al término (8.3) se tiene
& = Ai + Bu+ L(y — C%)
Dicha expresidn es reescrita como
= (A—LC)i+ Bu+ Ly (8.7)

con la salida estimada y = C'z. La expresion anterior es la ecuacion del observador de Luen-
berger.

Enseguida se calcular el error de estimacién mediante la diferencia de las expresiones (8.1)

y B.7)

é=i—1
¢ = (Az + Bu) — [(A — LC)& + Bu+ Ly]
Como y = C'z, por consiguiente:
¢=Ar+ Bu— (A—-LC) — Bu— LCx
e=(A-LC)Yt — (A—- LC)x
é=(A-LO)[z — 1]
ée=(A—-LC)e (8.8)
Una vez obtenido el observador con retroalimentacion, ahora se requiere calcular la matriz
de estimacioén L; esto puede hacerse siempre y cuando el par (A, C') sea observable.
8.3.2. Diseno por asignacion de polos -formula de Ackermann-

Considérense los siguientes polos deseados:

(s —p)(s — p2) ... (5 — pn)

y por otro lado témese en cuenta que A = A — LC'. La ecuacién caracteristica deseada es:

det(sI — A) = (s — p1)(s — pi2) . .. (5 — pin) (8.9)
="+ s ap1s + g (8.10)

De acuerdo con el teorema de Cayley-Hamilton, A satisface su propia ecuacién carac-
teristica, teniendo:

PA) = A"+ A" 4+ A4, =0 (8.11)
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A partir de la expresion anterior serd derivada la formula de Ackermann. Para simplificar
la obtencion, serda considerado que n = 3. Partiendo del desarrollo visto para la obtencion
de la matriz de ganancia K visto en la practica de Controladores, considérense las siguientes
identidades:

I=1
A=A—-Lec
A? = (A—Le)> = A% — LeA — ALc
A3 = (A—Le)® = A3 — LeA? — ALcA — A%Le
Multiplicando las ecuaciones anteriores en orden por a3, aie y <1, y sumando los resultados,

se obtiene: . . . .
¢(A) = Oé3[ —|— OZQA —|— CY1A2 + A3

O(A) = asl+aa A+ A2+ A3 — 0y LC—ay, LCA—a, ALC — LOA* = ALCA—A*LC (8.12)
De la ecuacion se tiene que gb(fl) = 0, y por otro lado se tiene que
sl + agA+ ay A? + A* = ¢(A) £ 0 (8.13)
Tomando las consideraciones anteriores, al ser substituidas en (8.12) se tiene:
P(A) = ¢(A) — a LC — ey ALC — A’LC — a, LCA — ALCA — LC A*
Dado que ¢(A) = 0, entonces se obtiene:

¢(A) = (asl + AL + A’L)C + (ay L + AL)CA + LC A*

C
= [a2L + a0y AL + A2L oy L+ AL L] | CA
CA?
= [aoL + ;AL + AL ayL+ AL L] O (8.14)

Como el sistema es completamente observable, la inversa de la matriz & existe. Postmulti-
plicando &' por la ecuacién (8.14) se tiene:

(A)07" = [asL + AL + AL oL+ AL L]
Postmultiplicando la expresién anterior por [0 0 1} " se obtiene la siguiente expresion:

(A0 [0 0 1]" = [aol + AL+ A2L anL+AL L]0 0 1]"
la cual es reescrita como: .
L=¢A)o~"[0 0 1]
En forma general, la formula de Ackermann para la ecuacion de la estimacién L resulta:

L=¢(A)o~ " 0o 0 ... 01"

Para ¢(A), tome en cuenta la expresion (8.10), en la cual la variable s es substituida por la
matriz A.
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8.3.3. Diseno por asignacion de polos -formula de Bass-Gura-

Considere que la funcién de transferencia del sistema definido en (8.1)) y (8.2)) es:
Blsn_l + 52571_2 + ...+ ﬁnfls + ﬁn
s +agsm 4+t a8 o,

La forma candnica observable del sistema es:

G(s) =

—oy 1 ... 00 [ By ]
—as 0 ... 00 52
e kA
—a,—1 0 ... 01 Bn-1
| —a, 0 ... 0 0] | Ba |
g=[10 ... 0 0]&

Si el sistema es observable, entonces existe una transformacion tal que £ = Px, cuya forma
inversa es

1 0 0O ... 0

o 1 0 .. 0
plo|a a 1 ...0[[ccAca ... ca]’

_Oén—l Op_2 Op_3 ... 1_

Las formas canénicas de las matrices estén definidas como A = P 'AP, B = P !B y
C=CP.
Sea el polinomio caracteristico de A es
det(sI] —A) =" + a1s" ' + ... + 18 + (8.15)
y sean los siguientes valores caracteristicos deseados:
(s=A)(s=Xa)...(s—=\)
los cuales definen al siguiente polinomio
S" s T a8+ Ay (8.16)

Con los coeficientes de los polinomios (8.13)) y (8.16)) los elementos de la matriz estimadora L
son definidos de la siguiente manera:

- _ _ _ _ T
L= [al—al Qg — Qg ... Qo1 — Cp_q an—an]
Con la matriz de transformacion P se define a la matriz de estimacioén como:
L=PL

Debido al teorema de dualidad, la matriz de ganancias K calculado para un controlador con
retroalimentacién puede ser usado para definir la matriz estimadora L, mediante L = K*. No
obstante, debe tomarse en cuenta que la dindmica del observador debe ser mas rapida -al menos
cinco veces- que la dindmica del controlador.
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8.3.4. Diseio por medio de la solucion de la ecuacion de Lyapunov

Este método es muy similar con respecto al método para encontrar la matriz de ganancia K
de controlabilidad segun lo descrito en [1]] y [2]. Los pasos son:

1. Seleccionar una matriz cuadrada F' con valores caracteristicos en la diagona principal de
tal manera que no tenga los mismos valores caracteristicos de A.

2. Seleccionar un vector arbitrario L de tal forma que el par (F, L) sea controlable.

3. Resolver la ecuacién de Lyapunov
TA—FT = LC
cuya solucién 7' es tnica y no singular.

4. Obtener L a partir de la matriz Ty el vector estimador propuesto L, que es el vector del
punto (2). B
L=T7"L

con ellas se generan las estimaciones de los estados.

8.3.5. Controlador a partir de estados observados

En la practica de Controladores se asumi6 que los estados de los sistemas eran medibles di-
rectamente. Sin embargo, en la préctica esto no siempre es posible por varias consideraciones,
por lo que esta practica es crucial para el disefio de observadores -estimadores- que permitan
proporcionar los estados que no pueden ser medidos, por lo que el proceso de control conlleva
dos etapas: la etapa de célculo de la matriz de ganancia K y la etapa de célculo de la matriz de
estimacion L.

De acuerdo con [1]] y [3]], considérese el siguiente sistema que es completamente controlable
y observable:
= Ax + Bu
y="Czx
cuyo observador es .
z=(A—-LC)Z+ Bu+ Ly

y una sefial de control u basada en estados observados, u = r — K. Al substituir la sefial de
control en la ecuacion de estados del sistema y en la ecuacion del observador resulta:

t=Axr — BKZ + Br (8.17)
i =(A—-LC)s — BKi+ Br+ LCx (8.18)
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Al combinar matricialmente las expresiones y (8.18) se tiene:
il A ~BK 7], [B
# T |LCc A-LCc-BK||z] " |B]"

- o]

y expresa el sistema retroalimentado con estados estimados. Si se introduce la siguiente trans-
formacion de equivalencia tomando en cuenta la expresion (8.8)):

1L 2]

La propiedad de esta transformacién en 7! = T'; posteriormente se obtiene:

m _ [A —OBK EZC] m N [ﬂ , (8.19)
y—[C 0] m (8.20)

De acuerdo con [3], “La ecuacién [8.19] describe la dindmica del sistema de control reali-
mentado por estados observados (sic)”, cuya ecuacion caracteristica es:

sl — A+ BK —BK
0 sl — A+ LC

’ =0 (8.21)

la cual también puede ser escrita de la siguiente manera:
|sI — A+ BK||sI — A+ LC| =0

La matriz A de la ecuacion (8.19) es triangular de bloques, por lo que sus valores carac-
teristicos son la union de los valores caracteristicos de los bloques (A — BK) y (A — LC),
lo cual indica que los disefos por asignacién de polos del controlador y del observador son
completamente independientes y unos no afectan a los otros. Esto es llamado el principio de
separacion.

La funcion de transferencia del controlador-observador

Sea el sistema
Tz = Az + Bu

y=Cx

y una sefial de control basada en estados observados u = — K. La ecuacion del sistema retro-
alimentado con estados observados es:

= (A-LC)i+ Bu+ Ly
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. Si la transformada de la ecuacién de Laplace de la sefial de control es
U(s) = —KX(s) (8.22)
y la transformada de la ecuacion del observador es
sX(s) = (A—LC)X(s) + BU(s) + LY (s) (8.23)

Si se asume que las condiciones iniciales son nulas, y substituyendo (8.22) en (8.23)) para
después resolver la ecuacién para X (s), se tiene:

X(s)= (sl — A+ LC + BK)'LY(s)

La dltima expresion es usada para ser substituida en (8.22)) y obtener:

U(s) = —K(sI — A+ LC + BK) LY (s)

=K(sl — A+ LC + BK)™ 'L

8.4. Aplicaciones

En las aplicaciones siguientes se emplea el diagrama de la Figura [8.1] con sus respectivos
subdiagramas.

y
U
X SALIDA
Step SISTEMA
[ ]
ERROR
i ]
x_est P
»u
ESTADOS
OBSERVADOR LUENBERGER ESTIMADOS
(a) Diagrama del bloque Sistema.
-
Y Gain3
L*u e
y L e
Gain2
Gaint ' ?

(b) Diagrama del bloque Sistema.

(c) Diagrama del bloque Observador Luenberger.

Fig. 8.1: Diagramas generales para las aplicaciones para observadores.
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8.4.1. Observador de movimiento de un aviéon

Sea el sistema del avidn visto en el capitulo de observabilidad con la condicién inicial
T
z(0)=1[0 0 0

—0.08 1 —0.01 0
z=| =80 —-0.05 —-60 [z + 0 U
[y 0 0 —10 —10 (8.24)

y=[10 0]z

Dado que en la prictica anterior se determiné que p(&) = 3, entonces el sistema es cople-
tamente observable.

El primer paso consiste es disefiar un observador por asignacién de polos. Se obtienen los
valores caracteristicos de la matriz A para tener una perpectiva de ellos y proponer unos valores
caracteristicos deseados para el observador. Los valores que se proponen son plasmados en el
siguiente vector:

P=[-7 —10 —12]

El segundo paso es obtener los valores de las componentes de la matriz estimadora L. Para
obtener dicho vector, se emplea la funcién place para que calcule las componentes de la ma-
triz. Esta funcidn requiere el vector con los valores caracteristicos propuestos y las matrices
transpuestas de A y C. La matriz L resultante es:

L=[1887 75.0525 0]"

El tercer paso es corroborar que los valores caracteristicos de la matriz (A — LC') son aque-
llos que se propusieron, los cuales son los mismos que fueron propuestos.

Las siguientes lineas de cddigo del archivo M generan los elementos mencionados anterior-
mente.

S« x*OBSERVADOR DE UN AVION#*** %

clear all;

clc;

A=[-0.08 1 -0.01; -8.0 -0.05 -6.0; 0 O -10];
B=[0; 0; 101;

c=[1 0 0];

D=0;

O=obsv (A, c) ;

rank (O)

eig(a)

S« x+*DEFINICION DE CONDICION INICTIAL***x*
X0=[0; 0; 071;

S x++*CONDICION INICIAL PARA EL OBSERVADOR* * % *
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X0ob=[1; 0.5; 2];

S %% % *VALORES CARACTERISTICOS PROPUESTOS* %% %
P=[-7 -10 -12];

S+ %% *GENERACION DE L+

L=place (A’ ,c’,P)’

Ahora debe ejecutarse el diagrama para obtener las graficas de los estados estimados -Figura
B.2} y para corroborar que el error de estimacién se vuelve nulo conforme transcurre el tiempo
de simulacion, se define otra condicion inicial para el observador -ver el codigo para el archivo
M-. La observacion en lazo cerrado proporciona una estimacion mds precisa de los estados que
si el observador fuera de lazo abierto, por lo que una correcta eleccion de polos para el diseno
de la matriz L es fundamental para que un observador estime apropiadamente. Por otro lado
puede verse en la Figura[8.3]que el error de estimacién se vuelve nulo en menos de un segundo,
lo cual evidencia que la matriz de estimacion obtenida a partir de los polos propuestos provee
una estimacion instantdnea apropiada.

2 =
—Z
—
1 n ﬂ 4 I j/'?, H
O | —
S _1 =
—2# |
_3 L ,
_4 i i i i
0 20 40 60 80 100
t [s]
Fig. 8.2: Gréficas de los estados estimados del sistema I" 4.
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—,
— €y,
3l —Cay ||
2 L] ,
o 1 B
O[_\
_1 ,
_2 I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3
t[s]
Fig. 8.3: Gréfica del error de estimacion del observador del sistema I 4.
8.4.2.  Observador de tanques presurizados
El modelo del sistema visto en el capitulo anterior es:
1 1
T ROy R1C1 0
T = T + U
: 1 1 1 k k
FG : R1Co T RiCy  RaCy 0_22 C_lz (825)
Y= [ 01 } x

Primero se determina la matriz de observabilidad y su rango, corroborando que sea de orden
n. Como fue visto en la préctica anterior, se determiné que p(&’) = 2, por lo que el sistema es
completamente observable.

Después se diseiia el vector estimador L. En este ejemplo se usa el punto (4) de la solucién
de la ecuacion de Lyapunov para tener las estimaciones de los estados. Antes se obtienen los
valores caraceristicos de A para tener una referencia de los polos originales del sistema, los
cuales son:

A = —1.0175

A2 = —0.1075

Enseguida, la matriz F' que se propone es

~5.00 0
F:[ 0 —0.54}

Ahora se propone el vector L:

L =[4.50 2.64]"
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debido a que se busca que el par (F, L) sea controlable. Al verificar el rango de controlabilidad
de este par, se obtiene que p(%( F E)) = 2, por lo que el par es completamente controlable.

Una vez que se tiene definidos esos elementos, lo siguiente es usar la funcién lyap para
obtener la matriz 7', la cual es

—0.0277 1.1011

T=115079 —5.3049

Considerando que L = T—1L, el vector obtenido es

L = [16.6088 4.5050]"

Los resultados anteriores son obtenidos mediante las siguientes lineas de c6digo son escritas
y ejecutadas desde un archivo M.

$****OBSERVADOR DE LOS TANQUES****

clear all;

clcy;

R1=4;

R2=4;

Cl=2;

C2=2;

K1=2;

K2=1.5;

A=[-1/(R1%xCl) 1/ (R1%C1l);

1/(R1xC2) —(1/(R1*C2))—-(1/(R2%C2))—-(K2/(C2))71;
[0; (K1/C2)1;
(0 17;
0;
O=o0bsv (A, c);

rank (O)

eig(A)

S+ x++*DEFINICION DE CONDICION INICIALx*+*x*%*

X0=[200; 1501];

S+ x+*CONDICION INICIAL PARA EL OBSERVADOR****
X0o0b=[180; 130];

$****PROPUESTA DE MATRIZ Fxx*xx*

F=[-5.09 0; 0 -0.547;

S*xx**VECTOR L BARRA***x*

Lb=[4.50; 2.64];

S+x++*VERIFICACION DE LA CONTROLABILIDAD DE (F, Lb)xx*xx*
OO0=ctrb (F, Lb);

rank (0O0)

S%x++*SOLUCION DE LA ECUACION DE LYAPUNOV* #* %

B
c
D
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T=lyap (-F,A, -Lbx*c)

S+ %+ *GENERACION DE LA MATRIZ DE ESTIMACION Lx+x*+*
Tinv=inv (T) ;

L=Tinv*Lb

Lo que resta es ejecutar la simulacion del diagrama y ver las gréificas de los estados estima-
dos - Figura[8.4} y para el observador se propone una condicién inicial distinta a la del sistema.
En la Figura[8.4] se muestran las variaciones de los estados estimados en el lapso de simulacién
definido y observe que éstas graficas se inician en los valores iniciales del vector de los estados
iniciales para el sistema. Por otra parte, el error de estimacion es nulo poco después de los
diez segundos; si se quisiera un error de estimacion nulo en un menor tiempo, hay que conside-
rar otros polos que sean mas rapidos para que la dindmica del observador sea mas rapida. Esto
quiere decir que las estimaciones de los estados son iguales a los valores reales de los estados
después de once segundos.

250 =
—
I -@2
200 1
150 1
&
100 1
50 1
0 : ‘
0 10 20 30 40 50 60
t [s]
Fig. 8.4: Gréficas de los estados estimados del sistema I'.
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20

10L -
O,

v-10 4

_20 : : ,

0 5 10 15 20 25 30
t [s]

Fig. 8.5: Gréfica del error de estimacion del observador del sistema I'.

8.4.3. Controlador de un sistema masa-resorte-amortiguador a partir de estados
observados

En las dos aplicaciones previas se han visto los desarrollos para disefiar observadores a par-
tir de la obtencion de la matriz de estimacion. Ahora es necesario ver el efecto que tiene sobre
un sistema las ganancias del controlador a partir de estados estimados.

Considere el modelo del sistema masa-resorte-amortiguador visto como aplicacioén en el
capitulo de Controladores:

. { 0 1 } {0}
T = kb x + 1 |u
T m m m (8.26)

Yy = [ 10 } x
en la que x; es la posicion de la masa y x la rapidez de la masa. Para esta aplicacion se consi-
deraque m = 3, k = 1.3 y b = 0.5. Ahora la salida del sistema es el desplazamiento de la masa,
o sea y = x;. La condicion inicial del sistema para esta aplicacion es z(0) = [0.55 0.2] T
Sera verificado rdpidamente que el sistema es completamente observable por medio de la
funcién obsv. El rango de la matriz de observabilidad del sistema es p(&’) = 2, por lo que el
sistema es completamente observable.

Los polos deseados para el diseiio del observador se definen en el siguiente vector P, los
cuales fueron usados para calcular la matriz K de este sistema en la practica de Controladores.

P=[-03 —0.5]

Con el vector anterior ya definido, ahora hay que obtener la matriz de estimacion L mediante
el uso de la funcién acker , el cual necesita de las matrices A y C. La matriz de estimacién
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obtenida mediante esta funcion es:
L=[0.6333 —0.3889]"

En la siguiente parte es mostrado el cédigo que debe ser guardado en un archivo M para
obtener los resultados anteriores.

%%+ +*xCONTROLADOR DE UN SISTEMA MASA-RESORTE-AMORTIGUADOR BASADO
EN UN OBSERVADOR%* % % %
clear all;

eig (A)

S+ x*+*DEFINICION DE CONDICION INICIALx*+x*%
X0=[0.4; 0.171;

S+%%x+CONDICION INICIAL PARA EL OBSERVADOR%* % *
X0ob=[1; 0.5];

S+ %% *VALORES CARACTERISTICOS PROPUESTOS***x
P=[-0.3 -0.5];

S+ %% +*GENERACION DE LA MATRIZ DE ESTIMACION#* %
L=acker (A" ,c’,P)’

Hasta este momento se ha obtenido la matriz de estimacidn; ahora debe ser calculada la
matriz de ganancia k para el controlador. Retomemos la matriz de ganancia K obtenido en la
practica de Controladores, la cual también fue calculada por medio de la funcién acker, por lo
que las lineas son:

rank (C)
%****GENERACION DE LA MATRIZ DE GANANCIA*=*x*=*x
k=acker (A,B,P)

Ahora el controlador debe ser anexado al sistema de la Figura [8.6| para que pueda ser ali-
mentado mediante el observador y posteriormente alimentar mediante la sefial de entrada w al
sistema y al observador, eliminando previamente la sefial de entrada original.
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CONTROLADOR

Fig. 8.6: Controlador-observador del sistema I'j;.

Por altimo se ejcuta el diagrama para obtener las graficas de los estados del sistema y la
grafica del error de estimacion.

1.2 -
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Fig. 8.7: Gréficas de los estados estimados del sistema I',;.
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Fig. 8.8: Gréfica del error de estimacion del observador.

Las estimaciones de los estados de la Figura|8.7|son apropiadas y no hay perturbaciones que
afecten su desempefio, lo cual indica que el observador no afecta el desempefio del controlador.
Sin embargo, si se observan las gréificas de los errores de estimacion de la Figura|8.8] éstas son
nulas después de los veinte segundos. Esto se debe a que los polos empleados tanto para el con-
trolador como para el observador son los mismos, lo cual implica que los polos del observador
no son mas rapidos. A pesar de esta deficiencia del observador, los polos fueron usados para
resaltar la caracteristica de los controladores que emplean estados estimados, la cual es que los
polos de uno no afectan el desempefio del otro.

8.5. Ejercicios

8.5.1. Ejercicio 1

Use el modelo del péndulo invertido visto en los ejercicios practicos de los capitulos de
Controlabilidad, Controladores y Observabilidad y realice las siguientes actividades:

1. Determine la matriz de observabilidad del modelo y el rango de la matriz.

2. Obtenga la matriz de estimacion mediante la asignacion de polos y el empleo de la funcién
de Lyapunov.

3. Construya el diagrama del sistema y obtenga la respuesta del sistema y las graficas de los
estados observados. Compare los dos tipos de observadores.

4. Agregue un controlador al sistema empleando valores caracteristicos diferentes. Obtenga
las graficas de los estados estimados y del error de estimacion.
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8.5.2. Ejercicio 2

Retome el ejercicio 2 visto en el capitulo de Observabilidad, y para ese sistema diseiie un
observador empleando las funciones acker, place y lyap Ademads disefie un controlador para
que regule el sistema empleando el disefio previo del observador.
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9. CAPITULO IX
CONTROLADOR OPTIMO
-REGULADOR LQR-

9.1. Objetivos

L.- El alumno conoceré las nociones para el disefio de controladores 6ptimos.

IT.- Mediante la asignacién de criterios a diferentes parametros, el alumno observard la va-
riacion de los estados del sistema y notard los diferentes desempefios del sistema, de
acuerdo con los criterios considerados.

9.2. Introduccion

Un controlador tiene la funcion de regular el sistema para que converja en un punto de equi-
librio. No obstante, ese controlador puede no ser del todo satisfactorio debido a que el tiempo
de asentamiento del sistema es mayor o menor al esperado, y la sefial de control puede mostrar
variaciones no apropiadas, rebasar cotas que pueden dafiar la fuente de la sefial o simplemente
presenta una sefial que podria ser mejor y de menor magnitud, lo cual indicaria un menor con-
sumo energético. En este tipo de regulacidon Optima existen pardmetros de ponderacion que
permiten asignar un mayor “peso” a uno o varios estados del sistema, a la sefial de control o a
ambos simultdneamente, las cuales permiten tener el mejor control posible.

En este apartado s6lo se proporcionan las nociones del control éptimo para ser usado en
aplicaciones sencillas de tal manera que el concepto quede lo mejor entendido posible ya que
este tema requiere de fundamentos de cédlculo variacional, tal y como lo muestra [2], por lo que
el autor de este trabajo recomienda consultar los desarrollos de [3] y [4]].

9.3. Preliminares

9.3.1. Regulador Lineal Cuadratico -LQR-
Regulador Lineal Cuadratico en el intervalo [0, co]

Siguiendo el desarrollo de [4], considérese el siguiente modelo lineal
t = Ax + Bu

y=Cx+ Du



9.3. PRELIMINARES

en el que todos los estados son conocidos y sea el indice de desemperio, funcion de costo o
funcion objetivo la siguiente expresion:

J :/ (2" Qx + u” Ru)dt
0

en la cual las matrices Q = Q7 > 0y R = RT > 0 son las matrices de ponderacion de
los estados y de la sefial de control. Consultando a [3], las formas cuadréticas 7 Qz y u? Ru
determinan la rapidez del sistema de control debido a que ) y R determinan la influencia de
cada componente del vector de estados o del vector de entrada. Por ejemplo, si el término @);;
es grande, “entonces el producto correspondiente de los elementos del vector de estados x;x;
serd muy penalizado en la funcién de costo y la ley de control 6ptimo resultante tendera en hacer
ese término pequefio®. Resumiendo, “si () es seleccionado de tal manera que el primer término
cuadrético es mds grande que el segundo, los estados del sistema responderdn més rapido in-
crementando la sefial de control, y viceversa, por lo que () y R son usadas para sintonizar la
velocidad de respuesta mientras que al mismo tiempo limita el tamafio de la sefial de control.*

Si el objetivo es tener un control por realimentacion de estados de la forma
u=—Kzx
de tal manera que minimice el indice de desempefo .J, el control serd denotado por .

Si se asume que & = (A — BK)z es asintdticamente estable, ello implica que existe una
funcién de Lyapunov V = 27 Px en la cual P es una matriz definida positiva y que % evaluada
en las trayectorias del sistema en lazo cerrado es negativa definida [4, p. 244].

Por ello, es necesario encontrar una funcién de Lyapunov o una matriz P. P es encontrada
al tener el minimo de la siguiente funcién

av
flu) = ’r + 27Qz + u" Ru

A la expresion anterior le es aplicada la condicion para la minimizacion restringida

o (dV
" (E +27Qx + uTRu) . =07 .1)
De la expresion (9.1)) resulta
9 o Tp. T T T
—(22' P&+ 2" Qv+ u Ru) =0
8’& U=u*
9 o1 T T T T
— (22" PAx + 22" PBu+ " Qx + u” Ru) =0
8u U=u*
20" PB +2ux" R =0"
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Por lo tanto, el control 6ptimo es:
ux = —Kz=—R 'B"Pg 9.2)
Esto implica que K = R~'BTP.

Ahora el punto consiste en hallar la matriz P apropiada.

De i = (A — BK)xz y considerando K = R~' BT P se obtiene
i=(A-BR'BT"P)x

Ademas, el control 6ptmimo satisface la siguiente expresion

d
—V +27Qz + ux' Rux = 0
dt U=Ux*x
227 PAz + 22" PBux 4 27 Qx 4+ ux” Rux = 0 9.3)

Si en (9.3) se substituye (9.2) se tiene
2T (ATP + PA)x — 20" PBR'B" Pz + 2" Qz + »" PBR™'B" Pz = 0
al factorizar x resulta
e"(A"P+ PA+Q—~ PBR 'B"P)z =0
Si se aplican operadores inversos a la expresion anterior, la ecuacion resultante es
AP+ PA+Q - PBR'BTP

la cual es la ecuacidon de Riccati.

Para poder aplicar el control es necesario resolver previamente la ecuacién de Riccati.

Solucion de la ecuacion de Riccati

La ecuacién de Riccati puede resolverse con el siguiente sistema de ecuaciones lineales

V=L R o4

en el cual X y Y son matrices de n x n que satisfacen las condiciones de frontera
X(T))| I
Y(T)| |M
La ecuacion (9.4) es conocida como la ecuacion de Hamilton y el término H es conocido

como el hamiltoniano; se recomienda consultar a [3]]. Por lo tanto, la solucion de la ecuacién de
Riccati estd dada por
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9.4. Aplicaciones

9.4.1. Control de avion

Las siguientes matrices forman parte del modelo linealizado de la dindmica vertical de un
avion [2, p. 31-32]:

( [0 0 1.132 0 -1
0 —0.0538 —0.1712 0 0.0705
A=10 0 0 1 0
0 0.0485 0 —0.8556 —1.013
| 0 —0.2909 0 1.0532 —0.6859
[0 0 0
p: —0.12 1 0 9.5)
B= 0 0 0
4.419 0 —1.665
| 1575 0—0.0732
(1 0000
C=]101000
\ | 00100

cuyos estados son:

e 1 eslaaltitud en [m).
e 15 es la velocidad crucero en [7].
e 13 es el dngulo de ataque en grados.
e 1, es larazdén de cambio del dngulo de ataque.
e 15 es la velocidad de ascenso en [™].
y las entradas son:
e w4 es el dngulo del spoiler -aleron- en décimas de grado,
e 1y es la aceleracion en metros sobre segundo cuadrado,

e uj3 es el dngulo de elevacion en grados.

La condici6n inicial es z(0) = [10 100 —15 1 25}T. A partir del modelo se pretende
obtener una matriz éptima de ganancia, tomando en cuenta que Q = CTC'y R = I5s.

Primeramente se comprueba que el sistema es controlable. Al usa la funcion ctrb se tiene
que p(%) = 5, por lo que el sistema es completamente controlable.
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Para obtener la matriz de ganancia 6ptima K se emplea la funcién de Matlab lqr, la cual
también proporciona la matriz P asociada a la solucion de la ecuacion de Riccati. La forma en
que debe ser declara esta funcion es la siguiente:

[k,P]=lqr(A,BaQ’R)

En caso de que s6lo quiera conocerse la matriz de ganancia K la declaracion de la funcién
sera:

k=Iqr(A,B,Q,R)

A continuacion se muestran las lineas de c6digo del archivo M para obtener los datos nece-
sarios.

Sxx++xControl LQR Avidn#**x=*

clear all;

clc;

Sx*+x«Matrices del sistemaxxxx*

A=[0 0 1.132 0 -1; 0 -0.0538 -0.1712 0 0.0705; 0 0 0 1 O;

0 0.0485 0 -0.8556 -1.013; 0 -0.2909 0 1.0532 -0.6859];
[0 0O 0; -0.12 1 0; 0 O 0O; 4.419 0 -1.665; 1.575 0 -0.07327;
[1 0000, 01 0O0O0; 0010 0];
0;

U(”)UJ

o)

Sx*+x+Controlabilidad del sistemaxxx*x*
rank (ctrb (A, B))

Sx+x+Condicidn inicial XO**+*=*
X0=[10; 100; -15; 1; 25];
SxkxkMatrices Q & Rux*x

Q=C’ xC;

R=eye (3);

Sx*x+xCalculo de k Optima***x*
[k,P]l=1gr(A,B,Q,R)

Enseguida se ejecuta la simulacion del sistema empleando la configuracion de la Figura 9.1

]
Scope
Gain3
Fig. 9.1: Diagrama del sistema I'p.
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Las graficas de las salidas del sistema I'p se muestran en la Figura[9.2]

100 —
—a (z2) ||

80 —y3 (z3)

60" | -

= 40

20r b

o,

_20 | | |

Fig. 9.2: Estados del sistema I'p con Q(1,1) = 1.

Posteriormente es modificada la matriz de ponderacién () de tal manera que el elemento
(1,1 = 100. Para modificar éste elemento de la matriz, s6lo debe escribirse en Matlab lo si-
guiente: Q (1, 1)=100; y automaticamente se actualiza la matriz (). Se ejecuta nuevamente la
funcidn Iqr para obtener la nueva matriz de ganancia y nuevamente es ejecutado el diagrama de
bloques. Las nuevas gréficas de los estados del sistema se muestran en la Figura[9.3]

100

o
L —ya (z2) |l
% —u (z3)

60

40 1
=

201 7

0,

-20

Fig. 9.3: Estados del sistema I'p con Q(1,1) = 100.

Advierta que en la gréfica de 9.2 el estado z; converge lentamente, mientras que en la
segunda grafica de [9.3| el mismo estado converge mds rdpidamente con un menor sobresalto
debido a que en la funcién de costo se pondera a este estado, de tal manera que el estado x; sea
minimo, que en otras palabras, se encuentre en equilibrio.
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Ahora comparemos el desempeio del regulador 6ptimo obtenido con un regulador disefiado
por asignacion de polos. Los polos propuestos y la funcion empleada son:

Sxxxxk por asignacidn de polosxxxx
Pp=[-1 -1.2 -1.4 -1.6 -1.8];
kp=place (A, B, Pp)

Las gréficas de los estados obtenidas al usar el controlador disefiado por asignacién de polos
se muestran en la Figura[9.4]

100

—1 (1)
—Y2 (332) I
—Y3 (153)

60" | -

80

> 40- b

20r b

O,

_20 | | | |
0 2 4 6 8 10

Fig. 9.4: Estados del sistema I'p con un controlador por asignacién de polos.

El desempefio obtenido al usar el controlador disefiado por medio de asignacion de polos
muestra que las convergencias de los estados al punto de equilibrio son mas suaves que con los
controladores 6ptimos ya que este regulador no esta afectado por factores de ponderacién que
modifiquen la velocidad de convergencia ya que los polos propuestos inciden directamente en
la dindmica del controlador, aunque, si quisiera ponderarse un estado, este controlador no es
capaz de incidir s6lo sobre un estado, mostrando su carencia para acciones de control 6ptimo.

9.4.2. Control de dos masa unidas por un resorte

Considere el modelo lineal de un sistema mecanico que consiste de dos carritos unidos por
un resorte y cada carrito estd unido a una pared mediante un resorte y un amortiguador [[1]:

0 0 1 0 0
Py &= _%_k 2 _02 (1) T+ 8 (u+d) (9.6)
e 1 es la posision de m;.
e 15 es la posicion de me.
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e 13 es la velocidad de m;.

e 1, es la velocidad de m..

Ademds, m; y mo son las masas, b; y by son los amortiguadores y k es la constante del resorte.
La entrada u es una fuerza controlada aplicada a la segunda masa y se considera una sefal d que
describe una perturbacion. Las condiciones iniciales del sistema son: z(0) = [O 0 0 0} T, y
los valores de los pardmetros son:

| Pardmetros | Valores numéricos |
m=m; = My 1 [kg]
k: 1000 [NmT]
b 5 [Nm™

Tab. 9.1: Parametros del sistema I";.

Se comprueba que el rango de la matriz de controlabilidad es completo. Por medio de la
funcién ctrb, se obtiene que p(%) = 4, por lo tanto, el sistema es completamente controlable.

El punto es obtener un regulador 6ptimo que minimice la posicion relativa entre las masas

del sistema Iy, esto es, las masas deben estar lo més juntas posibles mediante una fuerza w,
por lo que la funcién de costo que describe el enunciado anterior es:

J = / (q(z1 — 29)* + ru’)dt
0

Por consiguiente, las matrices de ponderacion () y R que permiten dicho desempefio son
definidas de la siguiente manera:

g —q 0 0
=9 q¢ 00
Q= 0O 0 00

0O 0 00

R=r]

en las cuales ¢ = 1000000 y » = 0.01. Con las matrices () y R definidas, se obtiene la matriz
de ganancia 6ptima K por medio de la funcién Iqr. A continuacién son mostradas las lineas de
codigo del archivo M.

Txx*xControl LQR masas—-resortexxx*xx*
clear all;

clc;

ml=1;

m2=1;

kres=1000;
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b=5;

Sx+x+Matrices del sistemax*x*x*

A=[0 01 0; 0 0 0 1; —(2xkres/ml) (kres/ml) -b/ml 0;
(kres/m2) - (2xkres/m2) 0 -b\m2];

=[0; 0; 0; 1/m2];

[1 00 0; 010 0];

=0;

FxkxxControlabilidad del sistemaxxx*xx

rank (ctrb (A, B))

Sx*+x+Condicidn inicial XO*x*x=*

X0=[0; 0; 0O0; O071;

Sx+x+Matrices Q & Rxx#*x

g=1000000;

r=0.01;

Q=[g -g 0 0; -gg 00; 00O O; 0O0O0O0],;

R=r;

Sxxx+xCalculo de k optimax**x*

k=1gr (A,B,Q,R)

B
cC
D

Ahora el paso siguiente es ejecutar la simulacién del diagrama de la Figura[9.5|para obtener
las graficas de los estados mads significativos de este sistema. El tiempo de simulacion es de dos
segundos y la sefial de perturbacién d es representada por una sefial de Funcién escalon. Esta
sefal tiene una magnitud 1000 durante la primera mitad de la simulacién y durante la dltima

mitad el valor de la senal es nula.
,: > yl ]
Scope

Gain3

Fig. 9.5: Diagrama propuesto para el sistema I'p.

Las sefales de los estados representativos del sistema I'p empleando un regulador 6ptimo
son mostradas en la Figura
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Fig. 9.6: Senales de los estados del sistema I'y; regulados éptimamente.

Abhora serd visto el desempefio del sistema bajo una pertubacion con la misma magnitud
durante un segundo, regulado por un controlador disefiado a partir de la asignacion de polos
propuestos. Las siguientes lineas pertenecientes al archivo M muestran los polos propuestos y
la funcién empleada para obtener K.

Sxxxxk por asignacidn de polosxxxx
Pp=[-50+501 -50-50i —-40 -301];
kp=place (A, B, Pp)

Las gréficas de los estados regulados por un controlador disefiado por asignacion de polos
del sistema I"p son mostradas en la Figura

—U (361)
— Yo (z2) §

0.5 1 15 2
t [s]

Fig. 9.7: Sefiales de los estados del sistema I'p regulados por asignacién de polos.
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Puede apreciarse que el proceso de regulacion varia con cada tipo de controlador. Con el
controlador LQR los estados presentan oscilaciones bajo la perturbacién y sin ella -Figura[0.6};
no obstante, las masas se encuentran separadas aproximadamente a la misma distancia minima
-0.1[m]- mientras la perturbacién actua sobre el sistema y cuando ésta deja de actuar sobre el
sistema, el controlador los regula simultdneamente hasta el punto de equilibrio. Con el controla-
dor diseniado por asignacion de polos, la regulacién no registra oscilaciones -vea la Figura[9.7},
lo cual es bueno si se quiere que el sistema tenga esos tipos de respuestas, sin embargo, debido
a que este controlador no tiene parametros de ponderacidén que condicionen una respuesta es-
pecifica, el sistema es regulado sin importar a qué distancia se encuentre una masa de la otra, la
cual es casi el doble de la distancia registrada al emplear el controlador LQR.

A pesar de los sobrepasos que presentan los estados bajo la accién del controlador LQR,
este permite tener un mayor margen accion debido a que puede haber mas ponderaciones para
tener condiciones que no pueden lograrse con un regulador ordinario. Por supuesto, el disefio de
las matrices de ponderacién no sélo consiste en asignar valores mas grandes o pequefios ya que
también existe la teoria para obtener dichas matrices adecuadamente, la cual no se menciona en
este trabajo, pero con esto se han mostrado los atributos que tienen los controladores LQR.

9.5. Ejercicios

Sean las siguientes matrices del modelo linealizado de un calentador tipo tambor con un
flujo de vapor de 350 [%], una presion de 140[bar] bajo un 90 % de carga de operacion [2,

h
p. 40]:
—-0.129 0  0.0396 0.025 0.0191
0.0329 0 -0.000078 —0.000122 —0.621
A= 00718 O —0.1 0.000887  —3.851
0.0411 O 0 —0.0822 0
0.000361 0 0.000035 0.0000426 —0.0743
0 0.00139
0 0.0000359
B = 0 —0.00989
0.0000249 0
0 —0.00000543
1 00 0O
¢= {O 1 00 0}

Las variables de estado del sistema son:

e 1 es la presion del contenedor en [bar].
e 1 es el nivel del liquido dentro del contenedor en [m].

e 13 es la temperatura del liquido en grados Celsius.
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e 1, es la temperatura de la pared del contenedor en grados Celsius.

e 15 es la calidad del vapor.

mientras que la entradas del sistema son:

KJ]'

s

e u; es el flujo calorifico en |

e u; es el flujo de agua de alimentacién en [%2],

s
Con base en las matrices dadas, obtenga una matriz de gananca optima para () = I5x5 y
R - 10]2><2
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10. CAPITULO X
OBSERVADOR OPTIMO
-FILTRO DE KALMAN-

10.1. Objetivos

L.- El alumno conoceré las nociones para el disefio de observadores 6ptimos.

II.- Mediante la implantacion del filtro de Kalman en un sistema con perturbaciones internas
y externas, el alumno observard el desempefio del estimador de estados y comparard las
salidas directas de los sistemas con las salidas estimadas mediante el filtro de Kalman.

10.2. Introduccion

El registro de sefiales es una labor que requiere de su acondicionamiento, el cual se apoya
mediante la implementacién de componentes -filtros- que minimizan las perturbaciones que
contaminan la sefal, principalmente por las particularidades de los sensores y los errores de
medicién que conllevan. Con este registro y una vez que las sefiales han pasado por varias eta-
pas, las sefiales estan listas para ser usadas y con ellas hacer mediciones y comparaciones acerca
de un parametro propio del sistema, el cual proporciona la informacion necesaria para llevar un
seguimiento del proceso del sistema; en este caso nos referimos a las salidas -o respuestas- de
un sistema.

No obstante, la salida de un sistema no es suficiente para el seguimiento del proceso de un
sistema, por lo que los estados del mismo son los otros pardmetros que necesariamente deben
ser registrados y medidos para tener un dominio absoluto sobre el sistema y, como se ha visto
en el tema de observabilidad, existe un desarrollo matematico que permite estimar los estados
que no son medibles directamente.

Sin embargo, si se toman en cuenta las perturbaciones que tiene un sistema, ya sea por su
naturaleza propia o por factores ambientales, el problema de estimacion se torna mas compli-
cado y el acondicionamiento de sefiales ya no es suficiente para tener una estimacion buena, por
lo que se requiere de nuevos conceptos para tener una estimacién éptima.

El observador 6ptimo utiliza métodos probabilisticos-estaditicos con informacién de los rui-
dos para minimizar los efectos del ruido sensorial, asi como el ruido ambiental y propio de un
sistema, la cual puede ser revisada en la teoria descrita por [4].



10.3. PRELIMINARES

El filtro es la consecuencia de resolver el problema de un estimador lineal cuadratico -LQE-.
Finalmente sobra decir que el filtro de Kalman también suele ser nombrado como el filtro de
Kalman-Bucy.

10.3. Preliminares

Dado que esta tema emplea algunos conceptos de Probabilidad y Estadistica, enseguida se
mencionaran los mas relevantes para comprender mds facilmente las aplicaciones y el ejercicio
propuesto. Para mayores detalles de estos temas, se sugieren las referencias mencionas y otros
libros de Probabilidad y Estadistica que prefiera el lector.

10.3.1. Algunos conceptos de Probabilidad y Estadistica

Media

La media, dado un conjunto de n mediciones de una poblacidn -ver [S]]-, es definida como
1 n
M= o Z m;
i=1

Varianza

La varianza, dado un conjunto de n mediciones, es la media del cuadrado de las desviaciones
de las mediciones con respecto a su media -ver [S]-, esto es

1 n
0% = " Z(mz —p)?
i=1

Esta medicion se refiere a las desviaciones o distancias de las mediciones con respecto a su
media.

Covarianza

Dado un conjunto de n mediciones de una variable x y de otra variable y, la covarianza es la
media de los productos de las desviaciones de las mediciones de cada una de las variables con
respecto a sus medias -ver [6]]-, es decir

n

Oay = Y (i — 1) (yi — 1ty

=1

Esperanza

Segtn [3], la esperanza de una variable aleatoria x, que puede asumir los valores x1, xo, ...,
T, y que a cada valor de x; le corresponde una funcién de probabilidad p(z;) -esto es, p(z1),
p(z2), ..., p(x,)- se define como
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E(x) = lep(xl)

Es importante hacer mencién del concepto de esperanza ya que en esta teoria es la notacion
que se usa debido a que las variables usadas son de naturaleza aleatoria que son modeladas
mediante funciones de probabilidad y que no necesariamente pueden tratarse como un conjunto
de mediciones en cierto lapso, por lo que a partir de este momento el operador esperanza E{}
resulta indispensable.

Sea una variable aleatoria x, si existe un segundo momento E(XQ) de dicha variable, enton-
ces la media de la variable es

1= E(x)

La varianza de la variable x es

o*(x) = Var(x) = B((x - p)?) = E(x?) —

Covarianza

La covarianza es el producto de la esperanza de dos variables aleatorias independiente Xy
y dada por la relacion

ny = COU(X7 Y) = E{(X - ,ux)(y - :uy)}

Cov(x,y) = Z Z(JU — 1) (Y — py)p(2,y)

Si Cov(x,y) = 0, entonces X y y son variables aleatorias independientes.

Tomando la teoria de [7], sean n variables aleatorias independientes, el vector columna
aleatorio x consiste de n componentes x1, xs, ..., T, ¥ su media j,; entonces, si X es un vector
aleatorio, entonces su vector esperanza es

E{x} = [E{x}, E{xs}, ..., E{x, }]*

donde E{x} es el vector medio de x. Por consiguiente, la matriz de covarianza P,,, se define
como

Pcov = [COU{Xi7Xj}]
Pcov =FE {(X - E{X})(X - E{X})T}

Peow=E {(X - Nz>(x - N1>T}

10 no correlacionadas, esto es, que una variable no tiene relacién alguna con la otra variable.
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var(xy)  cov(xy,xa) ... cov(xy,xy,)
cov(xy,z2)  war(zy) ... cov(xg,xy,)
Py = . . .
cov(zy,x,) cov(xy,xy) ... var(z,)

10.3.2. Filtro de Kalman -o filtro de Kalman-Bucy-
De acuerdo con [4], sea el sistema
T = Azr + Bu+ By, (10.1)

y=Cx+ vy (10.2)

en el cual la entrada puede medirse directamente, sin embargo los estados s6lo pueden ser
estimados a través de una salida ruidosa ya que el vector v, estd asociado al ruido del proceso del
sistema y vs es el vector asociado al ruido generado durante la medicion de la salida, mientras
que By es una matriz escalar de entradas ruidosas al proceso.

cuyas matrices de correlacion son:

E{vi(t),v{ (1)} = Vid(t = 7), Efva(t), v (1)} = Vad(t — 7)
en las cuales, tomando como referencia a [2]:
» §(t — 7) es la funcién delta de Dirac
m V] es la matriz de covarianza del ruido del sistema

m V5 es la matriz de covarianza del ruido de medicion de la salida

De acuerdo con lo descrito por [4], el ruido del proceso que involucra a los ruidos puede ser
descrito como ruido blanco con una matriz de intensidad:

Ry(ti,ts) = E { [ZEB} [T (t5) UQT(tz)]} = V(t)5(t — t2)

en donde:

- E{vi(t)v] (t2)} E{vi(t1)v3 (t2)} Vii(ti,t2) Via(ti, t2)
tl — =
E{va(t)v] (t2)}  E{wva(tr)v] (t2)} Vai(ti,ta) Vao(ti, t2)

Si V5 = V51 = 0, entonces los ruidos del proceso y de medicion no estan correlacionados y esto
se asume por simplicidad. Por otra parte, V55, > 0, por lo que hay ruido en todas las mediciones.

El observador lineal, 6ptimo, estocéstico y de orden completo tiene la forma:

&= Mz + Bu+ Ly (10.3)
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Los requerimientos de este observador son: que los estados estimados son invariables y que la
covariancia de los estados estimados es un minimo. Ademds, tomando en cuentra que el error
es definido como e = x — 2 y si la ecuacidn (10.3) se resta de la ecuacion ((10.1]), considerando
que y esta definida en ((10.2)), se obtiene:
e=T—1I
= (A - LC).T + Mz + BVU1 - LUQ

Si la variacién del error es nula, el vector de estimacion es igual al vector real y las esperanzas
de las fuentes de ruido v; y v2 son cero, resulta que la siguiente expresion es vélida:

M=A-LC (10.4)
Por lo tanto el observador (10.3)) es definido como:
i =(A—LC)i+ Bu+ Ly (10.5)

Puede verse que la ecuacién (10.5)) es el mismo para un observador deterministico definido
en la practica de Observadores. Tomando en cuenta que el estado estimado es la esperanza del
estado:

T =FE{z}
Con el valor de M el error de la variacidn de estados es:
¢ =[A— LCle+ By — L] {ﬂ (10.6)
2

Si la matriz del ruido se redefine como 35 = [BV — L} , la ecuacién que describe la va-
riacion de la reconstruccion del error es:

Q=[A—-LCIQ +Q[A — LC" + ByWV\BL + LV, LT (10.7)

Dado que se esta tratando con sistemas lineales invariantes en el tiempo, se intuye que la matriz
() también es invariante con el tiempo, por lo que la expresion (10.7) se reescribe como:

0=[A—-LCIQ+ Q[A — LO)" + ByViBL + LV, L* (10.8)
Con esta nueva expresion es posible encontrar un valor 6ptimo L, el cual se define como:
I = QCT%_I

Dicha expresion es la matriz de estimacion 6ptima de Kalman. Con esa solucion puede obte-
nerse una forma mds conveniente de la expresion ((10.8)), la cual es:

0=AQ + QAT + ByVi B} — QCTV,'CQ

Esta expresion es llamada la ecuacion de Riccati para el observador 6ptimo o la ecuacion de
Riccati para el filtro, la cual se resuelve al encontrar una solucién () positiva definida que satis-
faga la ecuacion.
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10.4. Aplicaciones

En las siguientes dos aplicaciones es usado el diagrama de la Figura[I0.1], con sus respecti-

vos bloques Sistema -Figura[10.2a} y Observador -Figura [[0.2b}.

ALl =
Random
Number1 Salida perturbada
— Vs
u y part Salida estimada
Step ;\J V vi x pert " (I
Random SISTEMA N
Number Error
> (I
> U X est >
>y pat y est Estados ?,e;rturbados
OBSERVADOR Estados estimados
CON FILTRO DE KALMAN
Fig. 10.1: Diagrama del sistema.
vi
1 .
5 Cu 1 -
Integrator ype
Gain1
Gain2
(D
X pert

(a) Diagrama de bloque Sistema.

D

y pert Gain3

L*u

ld
<

Integrator
Gain1 yest
Gain2
(D
xest

(b) Diagrama del bloque Observador con filtro de Kalman.

Fig. 10.2: Subdiagramas del diagrama general.
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En ambas aplicaciones se usan los bloques de nimeros aleatorios Random Number que
proporcionan sefiales gaussianas aleatorias, los cuales son usados como fuentes de ruido para
el proceso del sistema como para la lectura de la salida. Se configuran los parametros de los
dos bloques de tal manera que el pardmetro Mean sea nulo en ambos bloques, el pardmetro
Variance serd de 0.0001 para el bloque que afecta al sistema y para el bloque que afecta a la
salida el parametro es de 0.00001; los dltimos dos pardmetros -Seed y Sample time- no son

modificados, tal y como se muestra en las Figuras[10.3a]y

Random Number

Output a normally (Gaussian) distributed random signal. Output is
repeatable for a given seed.

Parameters
Mean:

0

Variance:
0.0001
Seed:

1]

Sample time:

0.1

| Interpret vector parameters as 1-D

[ 0K ]| Cancel || Help | Apply

L Source Block Parameters: Random Number @

"L Source Block Parameters: Random Numberl @
Randem Number

Output a normally (Gaussian) distributed random signal. Output is
repeatable for a given seed.

Parameters
Mean:

0

Variance:
0.00001
Seed:

1]

Sample time:

0.1

V| Interpret vector parameters as 1-D

[ 0K ]| Cancel || Help | Apply

(a) Ventana de ruidos del sistema.

(b) Ventana de ruidos de medicion.

Fig. 10.3: Parametros de los ruidos.

10.4.1. Sistema de dos tanques de almacenamiento de agua

El modelo del sistema de dos tanques [8, p. 39] es:

( M 1 1

— — 1
T = RllAl B 1R1A1 1 x + { 1‘61 }u
L R1 A R1 A2 Ro Az
I'y: (10.9)
J1ro .
YT o1

Considere que el sistema es perturbado por ruidos externos al sistema y que durante la
medicién de la salida se presentan perturbaciones durante su registro, por lo que el sistema
reescrito resulta:
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_ 1 .
( . T RiA R1A z + |: ALl 1 "t |: 0.01 ‘|
= 1 . .
L a2 -\ R4 + Ry As 0 0.02
b (10.10)

\

(10
y = 0 1]x+[0.001}

con los siguientes valores: A; = A; =4y Ry = Ry, = 1.2. Antes que nada, se averigua que el
rango de la matriz de observabilidad es completo. Por medio de la funcién obsv se determina
que p(0) = 2, por lo que el sistema es completamente observable.

El objetivo consiste en obtener una matriz de estimacion 6ptima L considerando que los
valores de las matrices de covarianza V7 y V5 son:

0.01 0
= [ 0 0.03]

0.001 0
Ve = { 0 0.001]

En un archivo M se escriben las siguientes lineas de cddigo para el desarrollo de la apli-
cacion.

Sx xxFiltro de Kalman*x#*x
sx*x*x*xxSistema de tanques para almacenamiento de aguaxxx*
clear all;
clc;
al=4;
az2=4;
rl=1.2;
r2=1.2;
A=[-(1/rlxal) (1/rlxal); (1/rl*a2) —((1/rlxa2)+(1/r2*a2))];
B=[1/al; 0];
=[1/rl - (1/rl)]1;
C=[1 0; 0 11;
D=0
$xx++xCondicidn inicial del sistemax**x*
x0=[0;01;
$x*x+xCondicidn inicial del observador#*x*x*
x0o0b=[0.5;0.47;
Sx*+x+0Observabilidad del sistemax*xx*
rank (obsv (A, C))
xxxxVector de perturbaciones del sistemax*x*x*x
v1l=[0.01; 0.02];
xxxxVector de perturbaciones de la lectura de la salidax*x*x*
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v2=[0.0011;

Sx+x+Covarianzas+**+*x*

FTxkxkDel sistemax*xx

vV1=[0.01 0; 0 0.0371;

Sx*x+De medicidnx*x«*

vV2=[0.001 0; 0 0.001];

$*xx**xDiseno del Filtro, matriz Lx#*xx*
L=1gr (A’ ,C’,V1,V2)’

El diagrama es simulado, considerando que el sistema y el observador tienen condiciones
iniciales diferentes y declaradas en las lineas anteriores, y las sefiales de las respuestas y y 9 son
comparadas en la Figura[10.4] asi como las sefales de z y & -Figura|10.5}.

0.5 —

—0
0.4 —A
0.3 b

>
0.2 b
0.1~ b
00 1 2 3 4 5
t[s]
Fig. 10.4: Comparacién entre y y ¢ del sistema I' ;.

0.5 —

— 29

_@1
0.4 — il
0.3 |

8
0.2r |
0.1 B
00 1 2 3 4 5
t sl
Fig. 10.5: Comparacioén entre x y  del sistema '
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0.2

0.1-

-0.1r b
—-0.2] 7

-0.4 B

_05 | | | |

Fig. 10.6: Error de estimacion del sistema I'g.

El funcionamiento del observador 6ptimo resulta adecuado pues si se ven las sefales es-
timadas de la Figura [10.5| son mds exactas y proveen informacién mads certera acerca de las
evoluciones de los estados; de igual manera proporciona respuestas mas fiables al suprimir el
ruido de las respuestas -Figura[TI0.4} También se ve el desempeiio adecuado al ver las sefiales de
los errores de estimacién Figura[[0.6} que tienen a ser nulas augnue no completamente a causa
de las pertubaciones que se encuetran en las sefiales originales.

10.4.2. Sistema mecanico traslacional con dos masas

El modelo de un sistema mecanico traslacional [[1, p. 317-321] compuesto por dos masas
unidas mediante un resorte, y cada masa estd unida a una pared diferente mediante un juego
resorte-amortiguador, es:

(

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
Ty : E R g b 1 1 (10.11)

_[roo0o0],  [oo002 o0
Y=1o0 100 0  0.001

cuyos pardmetros son: m = 1, k = 1000, b = 5.

\

Para poder obtener la matriz 6ptima de estimacion L es necesario determinar el rango de
la matriz de observabilidad del sistema, la cual es: p(&’) = 4. Luego entonces el sistema es
completamente observable.
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Tomando en cuenta que las matrices de covarianzas del sistema son:

01 0 0 0
0 03 0 0

=10 0 020
0 0 0 0
0.003 0

VF[ 0 0.001]

se procede a obtener la matriz L. En un nuevo archivo M se escriben las siguientes lineas:

SxxxxFiltro de Kalmanxx*xx

$x*x*+*+xSistema mecdnico traslacional#*x*x=*

clear all;

clc;

m=1;

k=1000;

b=5;

A=[0 0 1 0; 00 0 1; —-(2*xk/m) (k/m) —(b/m) 0;
(k/m) —(2%k/m) 0 —(b/m)];

B=[0; 0; 0; 1/m];

C=[1 0 0 0; 01 0 01,

D=0;

$x*x+xCondicidn inicial del sistemax*x*x*

x0=[0;0;0;01;

Sx*+x+Condicidn inicial del observadorx#*x*x*

x0ob=[0.1; 0.1; 0.1; 0.17;

Sx*+x*+0Observabilidad del sistemaxx*xx*

rank (obsv (A, C))

sx*x*x*xVector de perturbaciones del sistemaxx*xx

vl=[0; O ; 0; 171;

sxxxxVector de perturbaciones de la lectura de la salidax*x*x*

v2=[0.001; 0.0037];

SxxxxCovarinzas*x*xx*

Sx+x+Del sistemax*x*

vl=[0.1 0 O 0; 0 0.3 0 0; 0 0O 0.2 0; O O O 0O7;

Srx+x+De medicidnx*x=

V2=[0.002 0; 0 0.0017];

$+++xxDiseno del Filtro, matriz L*xx=*

L=1gr (A’",C’,V1l,Vv2)'

Se ejecuta la simulacion del diagrama de bloques y las graficas de las salidas se muestran
en la Figura[I0.7) mientras que las graficas de los estados estimados son mostrados en la Figura
[10.8] Puede verse que dichas estimaciones son buenas si se toma en cuenta que los ruidos del
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sistema y los ruidos de medicién de la salida distorsionan considerablemente los registros de
estos parametros.

—W

_y2

— Y
0.051 |

p=>
OF h— N—7
—-0.05 | | | b
0 0.5 1 1.5 2
t sl
Fig. 10.7: Comparacio6n entre y y ¢ del sistema I' ;.

— T

— 29

—3

— Xy

— %

To

e — - _i‘B

— 3y
% 0.5 1 15 2

t sl
Fig. 10.8: Comparacién entre x y Z del sistema I'y;.
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3 —)
—e!
— €y

2 — €y

1 -

[\8}
0,
_17 _
| | |
0 0.5 1 1.5 2

t [s]

Fig. 10.9: Errores de estimacion de los estados del sistema I';.

10.4.3. Controlador LQR de un sistema mecanico a partir de estados observados
optimamente

En la practica de Observadores se vio el caso de un controlador que funciona por medio de
estados estimados, en el cual el trabajo del observador no afecta el desempefio del controlador
debido al principio de separacion. Al igual que en el caso de un controlador de un sistema por
asignacion de polos a partir de estados observados, cuyo observador es disefiado por asignacion
de polos, el controlador 6ptimo funciona independientemente de cdmo sea disefiado el obser-
vador Optimo y a este tipo de controladores -o reguladores- que funcionan a partir de estados
estimados Optimamente se les conocen como controladores o reguladores LOG -Linear Qua-
dratic Gaussian-.

Para esta aplicacion es modificado el diagrama de la Figura[I0.1] para tener la configuracion

de la Figura[10.10}]

Number1 Salida perturbada
Vs
Ku »u y pat Salida estimada
A V} —» V1 X pert o
Gain 4CH
Random SISTEMA
Number L Error
> u x est ;II
Estados perturbados
est
—»y pet y s
OBSERVADOR Estados estimados
CON FILTRO DE KALMAN

Fig. 10.10: Diagrama del sistema.

El sistema considerado para este ejemplo consistem en un sistema mecdnico traslacional
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cuyo modelo en variables de estado es:

( b _hek b 0 0.2
. 1 0 0 0 0 0
Cyr 0 B e : 0.01 (10.12)
L y=[0 0 0 1]z+][0.001]

donde los valores de los pardmetros son: k; = 10, ko = 15, my = 1, my = 1.5, = 10y
b2 = 15

Se determina el rango de la matriz de observabilidad, la cual es: p(&) = 4. Por consi-
guiente, el sistema I'j;c es completamente controlable. Considerando las siguientes matrices
de covarianzas:

004 0 0 0
0 0 0 0
i=lo 0 00 0
0 0 0 0

V5 = [0.0001]

se procede al calculo de la matriz de estimacién 6ptima L, tomando en cuenta las siguiente
lineas de codigo que deben ser escritas en un archivo M.

FxkxxFiltro de Kalman*x#*x

Sx*+x++xSistema mecdnico traslacionalx#*x*=*

clear all;

clc;

k1=10;

k2=15;

ml=1;

m2=1.5;

b1=10;

b2=15;

A=[-bl/ml —-(k1-k2)/ml 0 k2/ml; 1 0 0 0; 0 k2/m2 -b2/m2 -k2/m2;
001 071;

0; 0; 1/m2; 0];

000 17;

**Condicidn inicial del sistemax#*x*x*
x0=[0; 0.5; 0; 0.5];

$x+x+Condicidn inicial del observador*#*x*=x
x0ob=[0; 0; 0; 0];

Sx+x+0Observabilidad del sistemax*x=*
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10.4. APLICACIONES

rank (obsv (A, C))

$xx+xVector de perturbaciones del sistemaxxx*
vl=[0.2; 0 ; 0.1; 0.01];

Sx*+x+«Vector de perturbaciones de la lectura de la salidax#*xx
v2=[0.001; 0.0015];

Txkx+Covarinzas *x#*

Sx+x+Del sistemax*x=*

v1l=[0.04 0 0 0; 0 O O O; O O 0.09 0; 0 O 0 O];
Sxx+xDe medicidn*xx«*

Vv2=[0.00017;

$*xx*+xDiseno del Filtro, matriz Lx#*xx*

L=1qr (A’,C’,V1,V2)"

Ya que se tienen las lineas necesarias para obtener la matriz L, enseguida se toman en cuenta
las siguientes matrices:
10 0 0 0
0 100 0 O
@= 0O 0 10 O
0 0 0 500

R =10.5]
Las siguientes lineas de codigo se usan para obtener la matriz de ganancia /K Optima.

Sx*+x+Controlabilidad del sistemaxxx*x*

rank (ctrb (A, B))

$xx+xDiseffo LQR de la matriz de ganancia kxx#*x
Q=[10 0 0 0; O 100 O 0O; O O 10 0; O O O 500];
R=[0.5];

k=1lgr(A,B,Q,R

Al ejecutar la simulacion se obtienen las siguientes graficas.

0.6

0.4
0.2

0
-0.2
-0.4

-0.6

0.8 1 2 3 4 5 6 7

Fig. 10.11: Comparacidn entre y y ¢ del sistema I'ps¢.
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10.5. EJERCICIOS

1 —I
—X9
0.5 ]
_3:61
0 —— Z2
— 3
-0.5 e
8
_17 -
-1.5- b
_27 4
_25 | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7

t [s]

Fig. 10.12: Comparacion entre x y & del sistema I'j;c. Regulacién 6ptima de los estados al punto de
equilibrio.

_gml
0.4 el

— €y,
0.3 1
0.2 i

© 0.1 h

_01 B 4

_0.3 1 1 1 1 1 1

Fig. 10.13: Errores de estimacion de los estados del sistema I'p;¢.

10.5. Ejercicios

El modelo de un péndulo invertido montado sobre una masa movil [2] es:

T 0 1 0 of = 0 0

T 00 —2g 0| |z L —L

= M M M

o= foo o affe] |0 [“T| o |”

6 oo g o] [6) [ [

cuyos valores son: M =2, m =1, L =0.5y g = 9.18, y sean las salidas del sistema
|10 00 - 0.003 y
Y=loo 10 0.002
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10.5. EJERCICIOS

donde d y v son fuentes de ruido blanco.

001 0 0 0
_ 0 0001 0 0 0.05 0
Si se toma en cuenta que V'1 = 0 0 001 o |Yaue R= { 0 0.01} ’

1. Realice el diagrama de bloques del sistema.

2. Use como fuentes de ruidos blanco los bloques de Ruido blanco cuya potencia sea de
0.005. También use como fuentes de perturbaciones los bloques de Numero aleatorios y
bloques de funcion Escalén con incremento de 0.002.

3. Por medio de la funciénlqr determine la matriz L para el filtro.
4. Implemente la matriz L en el diagrama de bloques y simulelo.

5. Obtenga las graficas de las salidas y de los estados estimados.

Sintesis practica de sistemas LIT con enfoque en el espacio de estados 2015

190



Bibliografia

[1] Cavallo, Alberto, Setola, Roberto, Vasca, Francesco, Using MATLAB, SIMULINK and
Control System Toolbox. A practical approach, Prentice Hall, G.B., 1996.

[2] Dorato, Peter, Abdallah, Chaouki, Cerone, Vito, Linear-Quadratic Control. An Introduc-
tion, Prentice-Hall, New Jersey, 1995.

[3] Feller, William, An Introduction to Probability Theory and Its Applications, Vol. 1, 2nd
edition, John Wiley & Sons, U.S.A., 1957.

[4] Hendricks, Elbert, Jannerup, Ole, Haase Sgrensen, Paul, Linear Systems Control. Deter-
ministic and Stochastic Methods, Springer-Verlag, Berlin, 2008.

[5] Mendenhall, William, Wackerly, Dennis D., Scheaffer, Richard L., Estadistica Matemdtica
con Aplicaciones, 2da edicién, Grupo Editorial Iberoamérica, México, 1994.

[6] Montgomery, Douglas C., Rungor, George C., Faris Hubele, Norma, Engineering Statis-
tics, 3rd Edition, John Wiley & Sons, U.S.A., 2003.

[7] Siouris, George M., An Engineering Approach to Optimal Control and Estimation Theory,
John Wiley & Sons, U.S.A., 1996.

[8] Takahashi, Yasundo, et al, Control and Dynamic System, 2nd Printing, Addison-Wesley,
USA, 1972.



Parte II1

EJEMPLO GENERAL



11. EJEMPLO GENERAL
REACTOR QUIMICO

De acuerdo con [2], “una gran cantidad de materiales quimicos son producidos en reactores
exotérmicos continuos encamisados con dependencia isotonica en la razén de la reaccion sobre
la concentracion del reactante”, esto es, dada una relacién de concentracion, la reaccion dentro
del reactor puede acelerarse o minimizarse. Normalmente, de acuerdo con lo dicho en [2], en
la practica industrial estos reactores son controlados al manipular los flujos de entrada y salida
del refrigerante de la camisa que rodea al reactor con trayectorias lineales de volumen y tempe-
ratura.

A pesar de que el ejemplo que sera descrito originalmente fue hecho para mostrar técnicas
de control no lineal, serdn tomadas las partes bdsicas para que sean aplicados los procedimien-
tos vistos y usados a lo largo del presente trabajo.

El ejemplo consiste en un reactor quimico exotérmico encamisado con un agitador, cuyo
esquema general es mostrado en la Figura|l1.1] dentro del cual el reactante es convertido en un
producto y el intercambio de calor es permitido a través de una camisa de enfriamiento.

Ce
Te
b
o~
ge ——3K1 I
2 .
o— T
V e .
— K= ’
= — =k
\\H_‘—‘_—_"_/

Fig. 11.1: Tlustracién del reactor exotérmico.

El modelo general y simplicado del reactor, en el cual se considera la variacion de concen-
tracién C del reactante y la variacion de la temperatura 7" dentro del reactor es

C = fo(C,T)=0(C, — C) —r(C,T) (11.1)
T = fr(C,T)=6(T, - T) - V(C, T)(T —T.) + r(C,T) (11.2)



11.1. COMPORTAMIENTO CUALITATIVO

en el cual estd definido lo siguiente:
= § = I, donde q es el caudal que entra y v es el volumen del tanque.

= (' es la concentracion de la substancia dentro del reactor -adimensional- y C, es la con-
centracion a la entrada del reactor -también adimensional-.

= T es la temperatura del reactante , mientras que 7. es la temperatura del reactante a la
entrada del reactor; por otro lado 7 es la temperatura de control del intercambiador de
calor. Todas las temperaturas estdn normalizadas.

» V(C,T) es el coeficiente del intercambiador de calor.

» 7(C,T) = C,(t) = Cke™ 7, que es la funcién de la razén de la reaccién.

Las variables de interés en este sistema son la temperatura 7" y la concentraciéon C' dentro
del reactor. Por consiguiente, si se considera que C' = x1, T = x5, 0 = uy y T, = us, el modelo

en (11.1) y (11.2) es reescrito de la siguiente manera:

&1 = fo(xr, ) = ui (Ce — 1) — (21, 2) (11.3)
Ty = fr(z1,22) = w(Te — x2) — V (21, 22) (22 — ug) + r(x1, 22) (11.4)
con )
r(xy,z9) = x1ke =2
V(ZL‘l,Ig) =1

Para el ejemplo serdn considerados los pardmetros con los valores establecidos en la tabla
siguiente:

| Pardmetro | Valor |

V (1, x9) 1
T. 1.75
T. 1.75
C. 1
0 1
€ 50
k 625

11.1. Comportamiento cualitativo

A partir de la aplicacion pplane8 se tendra una perpectiva del comportamiento cualitativo
del sistema en el plano de fases; primeramente se vera el comportamiento del sistema no lineal.
Con base en los valores de los parametros de la tabla mostrada anteriormente, se procede a
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11.2. LINEALIZACION EN LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO

obtener el plano de fases del sistema -Figura[I1.2} y los diferentes retratos de fases del sistema
-Figuras[11.3a] [T1.3b]y[11.3c}, los cuales se muestran enseguida.

2.4

2.2r

Ly /ey

Y N/

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Fig. 11.2: Plano de fases del sistema no lineal y sus puntos de equilibrio.

De estos retratos de fases, dos de ellos tienden a ser estables -el foco estable y el nodo
estable-, lo cual indica que son dos puntos de equilibrio estables -el foco estable converge
aproximadamente en el punto (0.08, 2.20) y el nodo estable converge en el punto (0.96, 1.76)-,
mientras que el punto silla es un punto de equilibrio inestable situado en el punto (0.5, 2.0).

Mais adelante se detallard la interpretacion de estos puntos de equilibrio y el impacto que
tienen en el sistema.

11.2. Linealizacion en los puntos de equilibrio

El sistema serd linealizado en torno de los puntos de equilibrio. Para la linealizacién del
sistema en cada punto de equilibrio es necesario obtener el jacobiano a partir de las funciones

(L1.3) y (11.4).

Al obtener el jacobiano, las matrices del sistema linealizado son:

dfc  dfc 0 — ke = _kExie w2
e gl 0 — ke k$g$16
A = =

ofr Ofr - _ e

o1 Do ke =2 —0 — V($1>-T2) + kfgxle 2
dfc  dfc
ouq Ous Ce — 1 O

B pr— pr—

E) d
8%61‘ 8%2 T, —xy V(xy,22)

Una vez obtenido el modelo linealizado y considerando los pardmetros del sistema mostra-
dos en la tabla, se procede a evaluar la matriz del sistema con los tres puntos de equilibrio, la
cual resulta:
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2

11.2. LINEALIZACION EN LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO
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(a) Foco estable del sistema.
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(b) Nodo estable del sistema.
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(c) Punto silla del sistema.

Fig. 11.3: Retratos de fase de los puntos de equilibrio.
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11.2. LINEALIZACION EN LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO

m Para el foco estable:

dfc
Ox1
A=
ofr
ox1
= Para el punto silla:
A—
m Para el nodo estable:
dfc
o1
A —
ofr
o1

dfc

ox1

fr
Ox1

dfc
Oz ~[—10.7058 —8.0214
Oz | 9.7058 6.0214
B2 d 1(0.08, 2.2)
ofc
oty 1.00 4.35
oz 1(0.5, 2.0)
dfc
D2 B [—1.0331 —0.5125}
ofr 0.0331 —1.4875
Oxa (0.96, 1.76)

Al evaluar los pardmetros y los puntos de equilibrio en la matriz B resulta:

m Para el foco estable:

B =
= Para el punto silla:

B =
= Para el nodo estable:

B =

dfc  dfc

dui  Oup [0.92 0]
ofr oo =045 1
Our  Ouzd 1(0.08, 2.2)

9fc  dfc

Ouy  Oug { 0.5 O}
oy 0fo =025 1
oul Ouz (0.57 2.0)

dfc  Odfc

Our  Ouz {0.04 0}
oy ofe —0.01 1
Our  duzd 1(0.96, 1.76)

Los valores caracteristicos de cada matriz A evaluados en los tres puntos de equilibrio son:

» Foco estable

A = —2.3422 + 2.81144, Ay = —2.3422 — 2.81141

» Punto silla

» Nodo estable

A1 =—0.75 Ay =3.00

A1 = —1.0741 g = —1.4465
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11.3. ESTABILIDAD DEL SISTEMA

11.3. Estabilidad del sistema

Si se observan los valores caracteristicos obtenidos al evaluar el punto del foco estable y
el punto del nodo estable, todos los valores caracteristicos son menores que 0; por lo tanto el
sistema, en esos dos casos, es asintdticamente estable y, ergo, las matrices A son Hurwitz y los
sistemas son estables en el sentido de Lyapunov.

No obstante que el punto silla es un punto de equilibrio y que uno de sus valores caracteristi-
cos es mayor a 0, se arguye que la matriz A no es asintéticamente estable ni marginalmente
estable, por lo que el sistema tampoco lo es.

11.4. Simulaciéon numérica del sistema linealizado mediante diagrama
de bloques; estabilidad externa

A través de las simulaciones numéricas del sistema linealizado en los puntos de equili-
brio que serdn vistas enseguida, se observaran las diferentes respuestas obtenidas, con lo cual
serd vista la estabilidad externa del sistema, tomando en cuenta que

Y= T2
El modelo del sistema linealizado es:

& = Alper + Blpeu

y:[O 1}x

A continuacién se muestran las salidas del sistema linealizado en los puntos de equilibrio.

1.57 ]

0 2 4 6 8 10

Fig. 11.4: Salida del sistema linealizado en el punto de equilibrio (0.08, 2.2).
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11.4. SIMULACION NUMERICA DEL SISTEMA LINEALIZADO MEDIANTE DIAGRAMA DE
BLOQUES; ESTABILIDAD EXTERNA

1.4
1.2¢ v v ]

1, 4
0.8 , | ]
>
0.6/ ]
0.4 | | 1

0.2} 1

OO 2 4 6 8 10

Fig. 11.5: Salida del sistema linealizado en el punto de equilibrio (0.96, 1.76).

X 1012

Fig. 11.6: Salida del sistema linealizado en el punto de equilibrio (0.5, 2.0).

Como puede ser apreciado, el sistema linealizado tiene estabilidad externa cuando son eva-
luados en los puntos de equilibrio estables. Por otro lado, la respuesta del sistema linealizado en
torno del punto de equilibrio inestable no es acotada ya que se dispara infinitamente a medida
que transcurre el tiempo, por lo que el sistema, en este caso, no tiene estabilidad externa, a pesar
de que la entrada esta acotada.

A pesar de esta particularidad, el punto silla es un punto de equilibrio, atin siendo inestable.
A partir de este momento cobran relevancia los puntos de equilibrio ya que [2]] menciona que
el reactor, bajo ciertas condiciones, tiene tres estados continuos; dos de ellos corresponden a
las operaciones de extincion y de ignicion-el foco estable corresponde al estado de ignicion y
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11.5. CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD; CONTROLADOR MEDIANTE ASIGNACION DE
POLOS Y OBSERVADOR MEDIANTE LA ECUACION DE LYAPUNOV

el nodo estable corresponde al estado de extincién- mientras que el punto restante corresponde
a un punto de operacidn inestable -el punto silla-, por lo que el objetivo siguiente consiste en
trasladar los estados del sistema a ese punto de operacion.

11.5. Controlabilidad y observabilidad; controlador mediante asignacion
de polos y observador mediante la ecuacion de Lyapunov

Para el andlisis de la controlabilidad local del punto de equilibrio, el rango de la matriz
del sistema linealizado debe ser completo; como en la matriz de controlabilidad se involucra
el término V (1, z2), que es coeficiente del intercambiador de calor, éste debe ser diferente y
mayor de 0, ya que esto indica que hay transferencia de calor entre el reactor y la camisa de
enfriamiento, por lo que se hard el anélisis de controlabilidad cercano al punto silla. Recordando
la matriz de controlabilidad como:

(B AB]

de la cual puede calcularse su rango por medio de la funcién ctrb.

De la misma manera que fue determinada la controlabilidad del sistema, serd determinada
la observabilidad del sistema, descrita a partir de la siguiente matriz:

[c cal”
cuyo rango puede ser calculado con la opcidn obsyv.

Para la observabilidad se considera que puede ser medida la temperatura en la camisa de
enfriamiento, en el reactor y en la entrada. Para la matriz de observabilidad, su rango debe ser
completo. En esta matriz se involucra el nimero de exotermicidad, el cual debe ser diferente de
0, esto es, que cuando ocurre la reaccion debe haber desprendimiento de calor.

Para este ejemplo se tomé en cuenta la siguiente condicién inicial:
z(0) = [0.4 1.8]"
y el modelo a usar serd aquel que fue linealizado en el punto de equilibrio inestable punto silla.

Para poder usar el controlador es necesario conocer previamente los estados del sistema
y, dado que no pueden ser medidos todos directamente, se procede a disefar primeramente el
observador. Para la obtencién del observador fue empleado el disefio por medio de la solucion
de la ecuacion de Lyapunov y, con el consiguiente uso de la funcién lyap, son consideradas las
siguientes matrices:

= Matriz F’
-50 0
F= [ 0 —51]
Sintesis practica de sistemas LIT con enfoque en el espacio de estados 2015

200



11.5. CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD; CONTROLADOR MEDIANTE ASIGNACION DE
POLOS Y OBSERVADOR MEDIANTE LA ECUACION DE LYAPUNOV

10
10

Para la obtencién del controlador es empleado el disefio mediante la asignacién de polos o
forma de Bass-Gura y, usando la funcion place, se propusieron los siguientes polos:

= Vector L,
Ly =

ky=[—3 —3.55]

Debido a que se quiere que los estados del sistema sean trasladados al punto de operacion
inestable, se requiere de una sefial de referencia externa r, la cual guia al controlador para que
los estados convergan en los valores deseados. Por lo tanto, la sefial de referencia de referencia

es:
_[os
|2

que es el punto silla -o el punto de equilibrio inestable-. Se pretende controlar el sistema en ese
punto inestable debido a que en este punto se obtiene un mejor reactante a esa concentracion y
temperatura.

De acuerdo con lo escrito por 3], cuando un lazo de control retroalimentado no tiene una
entrada de referencia externa r, el sistema de control es conocido como regulador; si el lazo
de control retroalimentado tiene una entrada de referencia r, entonces el sistema de control es
llamado compensador.

Al igual que el controlador y el observador, la seial de referencia r requiere de una matriz
de ganancias NV la cual ayuda a que el sistema converga a las sefiales deseadas, ya que sin este
elemento el sistema no converge a los valores deseados debido a que el calculo de /V sélo afecta
los ceros del sistema, afectando la respuesta transitoria mas no la estabilidad del sistema.

La expresion para determinar la matriz de ganancias NV es:
N=—(C(A-BK)'B)™! (11.5)

en la cual A, B y C son las matrices del sistema linealizado y k es la matriz de ganancias
obtenidas para el controlador -en [[1]] y en [4] se haya informaciéon més detallada acerca de esta
expresion-. A pesar de que la matriz de salida C' es de 1 X 2 ya que y = x5, para definir la
matriz de ganancia /N es necesario usar una matriz identidad sélo para poder calcularla, a pesar
de que el estado z; no es medible, ya que si no se emplea esta matriz identidad, la referencia
no serd suficiente para que el estado x; converja al valor deseado. Una vez aclarado esto y, por
consiguiente, el control del sistema queda definido como:

u=—Kx -+ Nr

Una vez definidos los elementos para poder el sistema, se arma el diagrama de bloques del
sistema Reactor junto con su observador, controlador y vector de referencias mostrados en la
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11.5. CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD; CONTROLADOR MEDIANTE ASIGNACION DE
POLOS Y OBSERVADOR MEDIANTE LA ECUACION DE LYAPUNOV

Figura[I1.7]

R N u > >
: 2 -
R=Nr K ed Sistema Reactor linealizado y
>
yvsy_est
Observador
Controlador
>
Estado
estimado x1

Terminator

Fig. 11.7: Diagrama del sistema reactor linealizado.

Posteriormente se procede a ejecutar la simulacién del diagrama. Los resultados de las si-
mulaciones se muestran en las siguientes graficas.

Sintesis practica de sistemas LIT con enfoque en el espacio de estados 2015

202



11.5. CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD; CONTROLADOR MEDIANTE ASIGNACION DE
POLOS Y OBSERVADOR MEDIANTE LA ECUACION DE LYAPUNOV

2 pocoseseasseasnasaasaasang
—y linealizada
a g linealizada estimada
1.95+ .
= 1.9- R
1857 . : -
1.8% i i i i i
0 0.5 1 15 2 2.5 3
ts]

(a) Comparacion entre la grafica de la salida linealizada real y la salida linealizada
estimada.

0.5 T T ~

0.48

0.461 b

0.441 b

0.42r , ~ |

0'40 0.5 1 15 2 2.5 3

t [s]

(b) Grafica del estado estimado z.
Fig. 11.8: Comportamientos de las salidas y del estado estimado del sistema bajo las condiciones inicia-

les z(0); = 0.4y z(0)2 = 1.8.

Por tltimo y para comprobar la eficacia del observador y del controlador, el diagrama del
sistema es ejecutado con la siguiente condicidn inicial:

z(0)=[1 3]"
Las graficas resultantes se muestran en la Figura
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11.6. COMPARACIONES ENTRE CONTROLADORES Y OBSERVADORES LINEALES Y NO
LINEALES

—y linealizada
oy linealizada estimada
2.8r §
2.6r b
BN
2.4r :
2.2r a
2 1 I B | !
0 0.5 1 15 2 25 3

t [s]

(a) Comparacion entre la grafica de la salida linealizada real y la salida linealizada
estimada.

1 =

0.9

0.8 |

&
0.7r b

0.6/ : ~ 1

0'50 0.5 1 15 2 2.5 3
t [s]

(b) Grafica del estado estimado z.

Fig. 11.9: Comportamientos de las salidas y del estado estimado del sistema bajo las condiciones inicia-
les (0); = 1y x(0)2 = 3.

Como se aprecia en las Figura y practicamente no hay diferencias entre las
graficas de la respuesta estimada y la respuesta real, por lo que la propuesta del observador
mediante la solucion de la ecuacion de Lyapunov resulté ser muy eficiente. Por otro lado, las
estimaciones de los estados del sistema -Figuras y son aceptables ya que no se
presentan irregularidades que modifiquen considerablemente las gréificas de los estados. Hay
que considerar que el controlador también resulta ser muy bueno ya que estabiliza al sistema en
los estados deseados fijados en la sefial de referencia.

11.6. Comparaciones entre controladores y observadores lineales y no
lineales

Sin embargo, para corroborar que el disefio del compensador lineal obtenido a partir de la
linealizacion del sistema no lineal es satisfactorio, se procede a comparar las sefiales obtenidas

Sintesis practica de sistemas LIT con enfoque en el espacio de estados 2015

204



11.6. COMPARACIONES ENTRE CONTROLADORES Y OBSERVADORES LINEALES Y NO
LINEALES

del sistema linealizado con las sefiales del sistema no lineal.

Retomando el modelo simplificado no lineal del sistema definido en las expresiones
y (I1.4), el objetivo primario es obtener el observador no lineal. Este observador es obtenido
a partir de un método llamado observador Luenberger extendido, el cual emplea el modelo
linealizado de un sistema para obtener las ganancias [;, las cuales se emplean en el modelo no
lineal y con el cual se realizan las estimaciones de los estados en la vecindad de un punto de
operacion, por lo que el observador es local y no puede ser aplicado mds alla de la vecindad del
punto de operacion. Es importante aclarar que no sélo basta obtener las ganancias /; ya que les
deben ser aplicados otros operadores matematicos para poder ser adaptados al modelo no lineal
mediante la forma L;. No se profundizard el concepto de este observador, pero la forma general
del observador Luenberger extendido es resumida a continuaciéon. Dado un modelo no lineal

&= f(z,u)
= h(x)

El observador no lineal por medio del observador Luenberger extendido es

§ = h(2) (11.7)

>

Al aplicar las expresiones (11.6)) y (11.7)), el observador no lineal del sistema reactor es

= 0(Ce — 21) —7r(21,y) — Li(y — 7)) (11.8)
EZ 0T —y) —V(y—T.) +7(21,y) — La(y — 9) (11.9)
Uy = T (11.10)

donde zy = vy, r(Z1,y) = Zrke v y V = 1. Para este ejemplo se considera que L; = 3y
L2 == 9

Con el observador no lineal definido, ahora se disefia el controlador no lineal del sistema
tomando en cuenta que se desea mantener la concentracion Cy y la temperatura 7}; en los valores
del punto silla. El control a utilizar es el control tipo inventario en el cual :zi"l = —ki (21 — Cy)
y &y = —ko(xs — Ty). Al igualar las expresiones anteriores con y -considerando
que en (IT.3) y (T1.4) x5 = &5- los controladores obtenidos son:

(21, z2) —Cy
=0=——""- 11.11
U C. — i 10 Y ( )
1 .
U = TC = I9 + v [—Ul(Te — x2> — T’(I‘l, LUQ) — ]{72(.%2 — Td)} (1112)

en los cuales k; = 10y ko = 10. Con la informacién anterior es posible armar el diagrama de
bloques del sistema no lineal, mostrado en la Figura[I1.10]
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I ‘ Teminator
o 1
»lx2 = * s I

SISTEMA REACTOR Integrator
NO LINEAL

Y Y Y

OBSERVADOR Integrator2
NO LINEAL

CONTROLADOR U1
NO LINEAL

" =
CONTROLADOR UZ > x1_est
NO LINEAL R_x1
e
B

REFERENCIAS

Fig. 11.10: Diagrama del sistema -compensador- no lineal.

Ahora se procede a anexar el diagrama del compensador no lineal junto con el compensador
linear para comparar las sefiales de la salida v, de la salida estimada y y del estado estimado %1,
cuya configuracion final se muestra en la Figura(l1.11

Ya anexados los diagramas, se procede a ejecutar la simulaciéon de ambos bloques, tomando
en cuenta las condiciones iniciales del compensador no lineal -en forma escalar- y del compen-
sador lineal -en forma vectorial-. Es muy importante que las condiciones iniciales del compen-
sador no lineal se encuentren muy cercanas al punto de operacién para que pueda estimar el
estado x; correctamente. Las sefiales obtenidas son mostradas en las Figuras siguientes.

2 —y linealizada
—y no lineal
1.951 b
> 1.9r R
1857 . : -
1'80 0.5 1 15 2 25 3

t [s]

Fig. 11.12: Comparacion de la sefial de la salida entre el sistema no lineal y el sistema linealizado.
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oo =g

- i

Sisiema Reacior inealizado

N |
i @ no Iheal

y_est Ineall

ylinzal
vs
yno lineal
=-"‘I E|
y_estno neal et lmeal
ws
y_est no ineal

1) =3

SISTEMA REACTOR
NOLINEAL

it Inzal

x1_est linsal
ws

x1_est no lineal
x1_est no lheal

NO LINEAL

CONTROLADOR U1
MO LINEAL

‘OB SERVADOR
MO LINEAL

Inegrator?

CONTROLADOR LZ

3

Fig. 11.11: Diagramas acoplados del sistema linealizado y el no lineal.
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2 —q estimada linealizada
—q estimada no lineal
1.95- :
= 1.9r b
1.85f : k §
1-8 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3

t [s]

Fig. 11.13: Comparacién de la sefial de la salida estimada entre el sistema no lineal y el sistema lineali-
zado.

0.5

— 21 estimada linealizada
— I estimada no lineal

0.48r b

0.46 |

0.44 : ~ .

0.42 |

"0 0.5 1 15 2 2.5 3
t [s]

Fig. 11.14: Comparacién de la sefial del estado =1 estimado entre el sistema no lineal y el sistema linea-
lizado.

Puede apreciarse que tanto el controlador lineal como el no lineal cumplen con la tarea
de trasladar los estados al punto de operacion deseado y tanto el observador lineal como el
no lineal estiman adecuadamente la evolucién del estado no medible directamente. A pesar
del buen resultado de ambos compensadores, el compensador no lineal es relativamente més
eficiente ya que los tiempos de control y de estimacién son menores con respecto a los tiempos
del control y de estimacion del compensador lineal; sin embargo el controlador no lineal puede
hacer converger los estados a los valores deseados a pesar de que las condiciones iniciales se
encuentren fuera de la vecindad del punto de operacion, tal y como se muestran en las gréificas

de las Figuras[I1.9a]y [T1.9b]
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11.7. Desempeiio de un esquema de control y observacion lineal en un
sistema no lineal

Los detalles vistos anteriormente muestran las diferencias de los desempefios entre contro-
ladores y observadores lineales y no lineales. Finalmente se verd el desempefio de un sistema
de control lineal retroalimentado con estados estimados para el sistema no lineal del reactor con
el fin de corrobar si es adecuado dicho tipo de control y observacion en un sistema no lineal,
ademads de verificar su eficacia.

Para esta seccion se considera que el sistema tiene s6lamente una entrada, que serd la entrada
uy del modelo anterior, por lo que u = us y la matriz de entradas del sistema linealizado a
. T
usar serd B = [0 1]
operacion:

. Asimismo se desea que los estados del sistema convergan al punto de

£(t) = {oﬂ

11.7.1. Diseno del controlador. Ganancia de referencia

Para el disefo del controlador se consideran los siguientes polos deseados:
P1 = —0.5 P2 = —0.4

Ya sea por medio del uso de la formula de Bass-Gura o del empleo de la funcién place, los
valores de los elementos de la matriz de ganancia k son:

K =1[0.616 3.15]

Dado que el sistema es no lineal y no se usan formas matriciales en el sistema, la ecuacién
(IT.5) para el calculo de la ganancia de referencia, la cual emplea las matrices del sistema -en
el caso de que fuese lineal-, ya no resulta completamente cierta ya que la ganancia no resulta
suficiente para que el estado z» converja al valor de referencia, por lo que la ganancia /N debe
ser calculada de otra manera, la cual se muestra enseguida.

Considerando la sefal de control
u=—Kx+ Nr (11.13)

en la que la entrada v = 1.75, K = [0.616 3.15], z = [0.5 Q}T y r = 2. Con estos datos se
procede a obtener aritmeticamente el valor de la ganancia N, la cual es NV = 4.179. Con esta
ganancia de referencia es posible encaminar la sefial del estado x5 hacia el valor de referencia.
Al hacer la prueba se confirma que la senal del estado x5 converge al valor de referencia deseado,
mas la sefial del estado x; no lo hace, por lo que este problema de convergencia es resuelto
durante el disefio del observador.
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11.7.2. Disefio del observador. Ganancia de estimacion

Para el disefio del observador son considerados los siguientes polos:
pr=-—5 pp=—4

Mediante el uso de la férmula de Bass-Gura o el uso de la funcién place, se obtienen los valores
que conforman a la matriz de estimacidn, la cual es:

—0.25
L= {11.25}

Recuérsede la ecuacion del observador:
& = Ai + Bu+ L(y — C#) (11.14)

la cual se usa para el disefio del diagrama de bloques del observador. Si se emplea este obser-
vador y es conectado al sistema no lineal para que alimente y sea alimentado por el controlador
ya disefiado y posteriormente se ejecuta la simulacidn, la sefal del estado Z, converge exito-
samente al valor de referencia, sin embargo la sefial £; no lo hace. Tal y como fue visto en
el la seccidn anterior, al no haber una ganancia que afecte la etapa transitoria de x, ésta no
convergera al valor deseado y a ganancia de referencia /N no es suficiente para que los estados
convergan al punto de operacion deseado debido a que la ganancia N s6lo afecta la parte transi-
toria de la sefal de Z5, por lo que se requiere de una ganancia M de estimacion, la cual afecta a
los ceros del observador. Es necesario aclarar que esta ganancia de referencia M afecta a ambas
sefales de referencia, por lo que se debe ser muy atento durante su calculo.

Retomando la ecuacion (11.14) y agregédndole un factor de ganancia M, ademds de consi-
derar la ecuacidn (11.13)) la nueva ecuacion resultante es:

i =(A—BK — LC)i+ Ly+ BNr+ Mr (11.15)

Si se considera que la variacion de los estados estimados es =0, y tomando en cuenta los
valores de las matrices A, B, C, K, L, el valor de la salida v, la referencia r y la ganancia de
referencia /V, puede obtenerse aritméticamente el valor de la ganancia de estimacion M, por lo
que de la expresion (T11.15)) se tiene:

—(A— BK — LC)# — Ly — BNr

M=
r
y el valor de la matriz M es:
6.75
M= {—5.37497}

Con este nuevo elemento, el diagrama del sistema lineal con controlador lineal y observador
lineal se tiene en la Figura
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NO LINEAL
u
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A ox1 > -
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N fo e A . Integrator
™ s 1 R[]
x2 3 >
SISTEMA REACTOR Integrator1 2
NO LINEAL
i:l_, ]
yvsy_est
» Ku > > ]
I/ Observador lineal St
M estimados
Controlador lineal
=l
Estado
Terminator estimado x1

Fig. 11.15: Esquema del sistema no lineal con controlador y observador lineales.

11.7.3. Senales de estimacion

Con el diagrama de la Figura [[T.15] se realiza la simulacion. Para marcar las diferencias
entre y y ¢, la condicidn inicial del observador es:

z(0) = [0.4 1.8]"

mientras que la condicién inicial del bloque integrador que integra a la sefial dxy es 1.5. Las
diferencias entre ambas sefiales son mostradas en la Figura[I1.16

1.9

1.8

1.7§

1.6

15

10

40

Fig. 11.16: Comparacidn entre las sefiales de y y 4.

50
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Por otro lado en la Figura[I1.17)se muestran las sefiales estimadas de los estados del sistema,
los cuales convergen al punto de operacion deseado, que es el punto de equilibrio que carateriza
el punto silla, y mds concretamente, la sefial de z; se muestra en la Figura y es la de
mayor atencion ya que este estado no es medible y solo puede obtenerse informacién de €l a
través de un proceso de observacion-estimacion.

—1
)

0.5f
0 10 20 30 40 50

Fig. 11.17: Estados estimados del sistema no lineal mediante un observador lineal.

& 0.7 7

0.6

Fig. 11.18: Estado &; estimado mediante un observador lineal.

La parte mds significativa en esta seccion es la aplicacion de un compensador lineal en un
sistema no lineal debido a que pueden aplicarse estos esquemas de control y observacion en
un sistema no lineal considerando primordialmente el punto de operacion. Por supuesto, este
ejemplo se trata de un caso muy particular y no involucra otras consideraciones del sistema ni
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parametros de disefio. Sin embargo, se ha mostrado que con las sefiales obtenidas este sistema de
control-observacion cumple apropiadamente con su tarea de estimacion y, por lo tanto, resulta
adecuado y puede reemplazar a un sistema de control y observacion no lineales. S6lo para
resaltar la eficacia de este compensador lineal, a continuacion son comparadas en la Figura
[I1.19las sefiales de los estados estimados obtenidas mediante el compensador lineal -Figura
[TT.T5} con las senales de los estados estimados estimados obtenidas mediante el compensador

no lineal -Figura[TT.10}.

2 ‘ —;fl lineal
—I9 lineal
— &1 no lineal
1'5T — 9 no lineal ||
= /\ |
0.5
O L L L L L
0 5 10 15 20 25 30
t [s]

Fig. 11.19: Comparacion de los estados estimados del sistema no lineal obtenidos mediante un compen-
sador lineal y un compensador no lineal.

Por tltimo son mostradas las sefiales estimadas de los estados bajo cuatro condiciones ini-
ciales diferentes.

—

ZV/ ol

1.5 B
@

1+ i

0.5 K
| | | |
0 10 20 30 40 50

t []

Fig. 11.20: Estados estimados del sistema no lineal obtenidos mediante un compensador lineal con con-
dicién inicial (0) = [0.2 2.2]7.
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NO LINEAL
_jl
_i‘Q
2 V//!
1.5 7
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l -
0.5¢ I I I I
0 10 20 30 40 50

Fig. 11.21: Estados estimados del sistema no lineal obtenidos mediante un compensador lineal con con-
dicién inicial (0) = [0.8 2.2]T.

2.5

7

| | | |
00 10 20 30 40 50

Fig. 11.22: Estados estimados del sistema no lineal obtenidos mediante un compensador lineal con con-
dicién inicial #(0) = [0.1 1.8]7.
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NO LINEAL
2 =
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1 i
0.5 | | | |
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Fig. 11.23: Estados estimados del sistema no lineal obtenidos mediante un compensador lineal con con-
dicién inicial z(0) = [0.9 1.8]%.
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CONCLUSIONES

El presente trabajo representa una referencia tedrica-practica para el laboratorio de Control
Avanzado, el cual contiene los temas que se ven en el laboratorio bajo un orden adecuado de
acuerdo con el avance que se tiene en el laboratorio, aparte de cubrir parte de la necesidades
requeridas al tener un material inmediato acerca de la teoria de control moderno, conteniendo
una variedad de ejemplos que hacen comprensibles los temas tratados en las practicas, especial-
mente para ser empleados junto con el paquete computacional Matlab, lo cual le da un enfoque
académico muy accesible para los alumnos que cursan la materia.

Sin embargo, esto se trata de una conclusién parcial debido a que el trabajo presente no
ha sido probado en un grupo piloto que curse el laboratorio de Control Avanzado ni usado por
ningln profesor que imparta este laboratorio, los cuales deberdn emplear el material por un
semestre completo para que proporcionen sus puntos de vista y comentarios al final del periodo
referido; de esa manera se sabra si se cumplieron las expectativas de la sintesis, ademas de que
el trabajo debe pasar por una revision y valoracion por parte de los expertos en el drea agrupados
en los consejos de los departamentos de Control, tanto de la Division de Ingenieria Mecénica e
Industrial como de la Divisién de Ingenieria Eléctrica, para que den su veredicto definitivo con
respecto a esta sintesis propuesta y hasta ese entonces se tendrd una conclusion completa.



TRABAJOS FUTUROS

Finalmente, y dadas las facilidades que tiene el paquete computacional empleado, los traba-
jos futuros y por hacer para la sintesis consisten en agregar un apartado acerca de la elaboracion
de un modelo fisico para el empleo de la mayoria de los temas tratados, esto es, que los ejerci-
cios ya no sean simulaciones, sino que consideren experimentos con modelos fisicos reales para
posteriormente pasar a la implementacion de controladores y observadores y, de ser posible, em-
plear el controlador y observador 6ptimos, asi como agregar un anexo con una introduccién al
control no lineal, a pesar de que se menciona brevemente en el ejemplo general. También es
necesario mencionar que los capitulos no fueron llamados précticas pues atn requieren de auto-
evaluaciones para el alumno y de guias de uso para el profesor, por lo que otro trabajo futuro es
agregar esas dos partes para que los capitulos sean consideradas completamente como précticas.
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A. APENDICE
MATLAB Y SIMULINK

En este apartado serdn mostradas las declaraciones mdas elementales que se realizan en
Matlab y los bloques bédsicos de Simulink. También se mostraran las funciones, declaracio-
nes y bloques mas comunes y requeridas para realizar las practicas del manual. Conforme se
avance en el curso y si son requeridas, en las practicas se irdn mostrando nuevas funciones y
bloques nuevos.

Para la realizacion de los ejercicios y simulaciones fue usada la version MATLAB 2014.

A.l. Matlab

Cuando se abre el programa de Matlab, el usuario identificard tres espacios importantes (Ver
Figura[A.T): la ventana de comando -Command Window-, el espacio de trabajo -Workspace-
y el historial -Command History-. En la ventana de comando se escriben las funciones y
declaraciones de variables que requiera el usuario y para ejecutarlas debe presionar la tecla
Enter; en el espacio de trabajo se registran las variables que ingresa y ejecuta el usuario en la
ventana de comando; en el comando historial se tiene un registro cronolégico de las funciones
usadas.

4\ MATLABR014a =) P
BEHiADLSgeBD @IS!EV(HDD(umEn(atmn ,OE

I - New Variable Analyze Code om {6 Preferences 2 (% Commun ity
= EILF' LT [ Find Fies 4 Iy = 'j; |ma) E @ 9
L} Open Variable ~ {7 Run and Time (5 Set Path =7 Request Support

New MNew Open |||Compare Import  Save Simuink  Layout Hep —

Seript v - Data Workspace [ ClearWorkspace v [’ Clear Commands v  Library ~ [l Paratel ~ ~ 00 AddOns v

FLE VARIABLE cooe SIMULINK ENVIRGNUENT RESCURGES

FrEE Lo

Current Folder @

fi\' New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started.
s

Ventana de comandos

Historial

Details )

-| Ready

Fig. A.1: Ventana inicial de Matlab.



A.1. MATLAB

A.l1.1. Declaraciones de variables, funciones y ciclos elementales de Matlab

Matlab es un software de aplicaciéon matematica cuya principal caracteristica es el manejo
de arreglos matriciales. Ademas, dados los conocimientos empleados en la teoria de control
moderno y las técnicas empleadas en ella, se requiere el uso continuo de elementos constantes
expresados en forma matricial, por lo que a continuacidn son mostradas las declaraciones de
constantes matriciales mas importantes. las cuales son:

= Matriz. Una matriz es definida mediante corchetes cuadrados. En la ilustracion inferior
se muestra la declaraciéon de una matriz y cdmo es mostrada en la misma Ventana de
comandos. Para definir los elementos de un renglén, los elementos deben estar separados
por un espacio, o bien pueden definirse mediante una coma entre cada elemento; de esta
manera se definen simultineamente las columnas de una matriz. Para definir los renglones
de una matriz debe colocarse un punto y coma al final del dltimo elemento del renglén.

>» B=[2,3,5;1 0 14:; 3.1,

1%
&)
oy
P
P
=

L =
2.0000 3.0000 5.0000
1.0000 0 14.0000
3.1000 2.8000 €.2200

= Vector. Al igual que la matriz, el vector es definido mediante corchetes cuadrados, y de
la misma manera que la matriz son definidos sus renglones y columnas.

*»> V=[2,5, 10 7]

V =

;%]
n
=
=]

-1

= Escalar. Una constante escalar es la mds facil de declarar. Sin embargo, hay ciertas com-
binaciones de letras que no pueden ser empleadas ya que estdn reservadas y se usan para
llamar y ejecutar funciones.

>> a=10

10

» Transpuesta de una matriz. Para obtener la trasnpuesta de una matriz, previamente debe
estar definida la matriz. Posteriormente se escribe la letra con la que fue definida la matriz
y enseguida se escribe una apdstrofe.
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>» A'

ans =
2.0000 1.0000 Z.1000
3.0000 0 2.8000
5.0000 14.0000 6.2200

Tal y como se muestran en las ilustraciones, las constantes se muestran una vez pulsada la
tecla Enter. Si el usuario no desea que sea desplegada la constante y que sé6lo sea registrada, al
final de la declaracion debe colocarse un punto y coma.

Hasta el momento se han visto las formas para declarar matrices, vectores y escalares. A
continuacion se mostraran algunas funciones que emplean directamente matrices y vectores.

= inv, calcula la inversa de una matriz.

»» inv [(A)

ans =
-0.8316 -0.0989 0.8910
0.7887 -0.0649 -0.4879
0.0554 0.0785 -0.0636

m det, calcula el determinante de una matriz.
>> det (&)
ans =

47.1400

= eye, crea una matriz identidad de n X n, cuya dimension es definida por el usuario.
m size, muestra la dimension de una matriz.

= lenght, muestra la longitud de un vector.

Funciones

Previamente fueron mostradas funciones que trabajan directamente con las matrices. Sin
embargo, hay otras funciones que no requieren de ellas, por lo que hay funciones para diferen-
tes aplicaciones. En lo que resta del apartado serdn enlistadas aquellas funciones que son de
gran utilidad.

Una vez vista la presentacion de la funcion en la Ventana de comandos, se muestran otras
funciones importantes son:
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» clc, usada para limpiar la Ventana de comandos, mas no el espacio de trabajo.
= clear all, limpia completamente el espacio de trabajo.

= help fname, proporciona la descripcion de una funcién especifica llamada fname.

En la teoria de control clésico las funciones siguientes son muy recurridas.

= ss(A,B,C,D), crea un espacio de estados invariantes en el tiempo de tiempo continuo con
las matrices A, B, C'y D. Se recomienda que ésta funcid sea asignada a una variable
definida por el usuario.

= tf, muestra la funcién de transferencia de un sistema definido previamente con la funcién
SS.

= zpk, muestra los ceros y polos de un sistema definido previamente con la funcion ss.

= zpkdata(var name) muestra los ceros, los polos y la ganancia de un sistema definido
previamente con la funcion ss.

Se recomienda que las variables, constantes, funciones y operaciones que vayan a utilizarse
posteriormente sean escritas en una hoja editora de Matlab, comunmente conocido como ar-
chivo M -ya que al ser generados y guardados poseen una extension *.m-, el cual basicamente
se trata de una hoja de texto propia de Matlab en donde se puede escribir los comandos, asi como
para escribir programas.

Para abrir el editor de los archivos M, hay que ir al la opcié File de la barra de mend, ir a
New y seleccionar Script. La ventana del editor se muestra en la Figura[A.2]

| Editor - Untitled (o= |3
PUBLISH ® %
B = [ Find Files Insert (51 fx - | < = D @ ; Im
- @ HEE| LE| Run Section k_")>
= o o
[iz] Compare = Comment % ‘gz %d o GoTo =
New Open Save o - Breakpoints Run Run and @ Advance Run and
- - * [ Print = Indent |‘;—| Wil |Sap .y Find - - + QAdvance Time:
FILE EDIT MAVIGATE | BREAKFOINTS RUM
Untitled ar
1 |

script Ln 1 Col 1

Fig. A.2: Ventana de edicion para los archivos M.
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Cuando se requieran cargar las variables en el espacio de trabajo o funciones espeificas,
sOlo se necesita seleccionar las lineas a ejecutar con el cursor y posteriormente oprimir la tecla
F9 -esa opcién también se encuentra en la barra de meni como Run Section-; si se necesita
ejecutar todo el contenido, entonces hay que dar un click en la opcién Run que se encuentra en
la barra de mend.

Otras herramientas muy usadas son los ciclos. A continuacidn se mencionan los mas usados:
= for

n if

= while

A.1.2. Graficas

Las funciones basicas para elaborar graficas son:

= plot, crea una grifica de dos dimensiones por medio de dos vectores x y y de la misma
longitud.

= grid, crea un tipo de emparrillado en el espacio donde se encuentra la gréfica, la cual
puede ser visible -on- o no visible -off-

= xlabel, permite nombrar al eje x.
= ylabel, permite nombrar al eje y.

= legend, permite colocar un recuadro donde pueden nombrarse las graficas que contiene
la ventana.

Para obtener més informacion acerca de cualquier funcién de las mencionadas en este apar-
tado, se recomienda usar el comando o funcién help, vista anteriormente.

A.2. Simulink

Simulink es un ambiente grifico de Matlab, el cual consiste en bloques que substituyen
operaciones, funciones operadores, variables, constantes y otras entidades matematicas. Para
acceder a Simulink hay que hacer un click sobre el icono siguiente y el cual se encuentra en la
barra de ments de Matlab.

4\ MATLAB R2014a

l_{# E';_\"ZI ™ _La Fod Fics &. 'jﬁ Uiz, New Variable |5 Analyze Code |_| E {8} Preferences @ (% Community
L1z Open Variable éf Run and Time ﬁ Set Path 2 Regquest Support
New New Open [iz] Compare Import Save Simulink J§ Layout _
Script - - Data Workspace [ Clear Workspace ~ [ Clear Commands = [ Library ~ il Paratiel ~ *  OpoAddOns v
FILE VARIABLE CODE SIMULINK ENVIRONMENT RESOURCES
> EAEc
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A.2.1. Herramientas basicas de Simulink

Cuando se abra Simulink, lo primero que aparecera es la libreria de bloques agrupados en
categorias especificas. Vea la ventana siguiente.

-
%E Simulink Library Browser (===
File Edit View Help

el T3 » Entersearchterm &

User-Defined Functions
» Addtional Math & Discrete
Aerospace Blockset
Communications System Tt
Computer Vision System Ty
Control System Toolbox
DSP System Toolbox
Data Acquisition Toolbox
Embedded Coder
Fuzzy Logic Toolbox
Gauges Blockset
HOL Coder
HODL Verifier
Image Acquisition Toolbox
Instrument Control Toolbox
Model Predictive Control To
Neural Network Toolbox
OPC Toolbox
Real-Time Windows Targel -
[ —— G

Signal Attributes Signal Routing

Libraries. Liprary: Simulink | Search Results: (none) | Frequently Used
a [P simulink ~
Commonly Used Blocks [ Sormonks Led Continueus
Continuous Blods
Discontinuities
Discrete H Discontinuities Discrate
Logic and Bit Operations
Lookup Tables
Math Operations Logic.and Bit Lockup Tables
Wodel Verification Opsretions
ModelWide Utilities
Ports & Subsystems + - Math Model
Signal Attributes p + X Operations Verification
Signal Routing 3
Sinks Model-Wide Ports &
Sources Utilities Subsystems

Sinks

id
Fin

Sources

S

Additional Math
& Discrete

User-Defined
Functicns

7 Ed T B2 @ (2] [@ [

]

Showing: Simulink

La siguiente parte consiste en abrir una hoja en blanco para poder comenzar a trabajar en
Simulink. Para abrir un nuevo documento dé click en el siguente icono de la Figura[A.3]

S8 Simulink Library
File Edit View

Pel (L3 |

Lihl MNew model h

Fig. A.3: fcono para abrir Simulink.

Posteriormente aparecerd una hoja en blanco, la cual se muestra a continuacion.
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#3 untitled EI@
File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help

-8 E8-=- © - wo rE— ORI R
==

® |[Pafuntitled =
@

[

=

[ad

»
Ready 100% oded5

Los archivos que vayan generando el usuario en Simulink son guardados en formato *.slx.

Del menu de librerias mostrado, seleccione la libreria que vaya a necesitar, despliegue el
menu de dicha libreria, seleccione el bloque que vaya a usar y arrdstrelo hacia la hoja en blanco.
Una vez que se tenga el bloque a usar, es posible que sea necesario modificar algunos pardme-
tros propios del bloque. Para acceder a los parametros de los bloques y modificarlos, debe darse
doble click sobre la figura y, dependiendo de ésta, el usuario puede cambiar datos, variables o
parametros, segun sus necesidades .

Los bloques més usados en Simulink en este trabajo son:

= In -Entrada-. Este bloque sirve para de-
finir una entrada si se usa el bloque Sub-

sistema.
Out1
In1

= Step -Funcion escalon-. El bloque re-
presenta la funcién escalén, la cual cam-
= QOut -Salida-. El bloque es usado para bia su valor de una constante a otra. Los
definir una salida si se usa el bloque Sub- rangos de la funcién pueden ser defini-

sistema. dos por el usuario.
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Step

» Gain -Ganancia-. Permite multiplicar
la entrada de un sistema por una cons-
tante.

>
Gain

= Integrator -Integrador-. Realiza la in-
tegral de una variable y sus limites pue-
den ser modificados.

Y < b

Integrator

= Sum -Sumador y restador-. Este blo-
que tiene la funcién de sumar o restar
sefales antes de ser ingresados a un blo-
que.

= Product -Producto-. Este bloque pro-
porciona el producto de dos sefales.

X b

Product

= Constant -Constante-. En este bloque
pueden ser definidas constantes escala-
res o vectoriales.

1 P

Constant

= Scope -Graficador-. Es un tipo de dis-
play usado para mostrar las grificas de
las variables en lapsos especificos.

>

Scope

= Mux -Multiplexor-. Elemento que ad-
mite n entradas y proporciona sélo una
salida.

= Demux -Demultiplexor-. Elemento que
admite una entrada y proporciona n sali-
das.
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= Subsystem -Bloque subsistema-. El
bloque Subsistema se usa para definir
parte de un sistema con los elementos
que sean requeridos. La ventaja de este
bloque es que agrupa varios elementos
en un solo bloque.

= State-Space -Bloque de espacio de
estados-. Este bloque es usado para re-
presentar sistemas lineales en variables
de estado y proporciona la respuesta del ) Int Out1 >
sistema.

Subsystem

) X' = Ax+Bu D
= MATLAB Function -Bloque de

y Cx+Du funcion de Matlab-. En las versiones
anteriores era llamado bloque de funcién
State-S pace embebida -Embebbed Function-. Este
bloque se usa para definir cualquier tipo

de funcion de n entradas y m salidas

= Transfer Fcn -Bloque de funcion de
transferencia-. Este bloque es usado
para obtener la respuesta del sistema por
medio de la funcién de transferencia del

sistema. ) y ‘ y D

1 fen
d> — D ,
s+1 MATLAB Function

Transfer Fcn

= Clock -Reloj- Este bloque es usado
cuando exista la variable tiempo ya que
propiamente es un fuente que propor-

= Zero-Pole -Bloque de funcion Cero-
Polo-. Este bloque se usa para obtener

la respuesta del sistema mediante los ce- ciona el tiempo definido en un lapso de
ros, polos y ganancias del sistema. simulacion.
s(st+1)
Zero-Pole Clock
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= Terminator -Terminal- Este bloque es
empleado en aquellas sefiales que no son —_—
necesarias y deben ser encausadas para
no generar errores en las simulaciones.

Terminator

Cabe aclarar que si en los bloques van a usarse variables con valores previamente declarados
en el espacio de comandos, es necesario que esas variables sean ejecutadas previamente para
que sean guardados temporalmente en el espacio de trabajo, si no se hace esto, se marcard un
error cuando se ejecute Simulink.

Obtencion de gréficas en Simulink a partir del bloque Scope

En las practicas que seran vistas a lo largo del curso se requerird obtener las graficas de las
senales mostradas en el bloque Scope antes o después de que sean ejecutadas las simulaciones
de los diagramas elaborados en Simulink; por ello se mostrara como obtener esas graficas vi-
sualizadas en el bloque para que puedan ser modificadas en un archivo tipo figura -Fig-.

Considere el siguiente diagrama de bloques mostrado en la Figura[A.4] cuyos pardmetros
no han sido modificados ni el tiempo de simulacion preestablecido de Simulink.

=

Step Scope

Fig. A.4: Diagrama.

Para poder obtener la grafica de la sefial en un archivo Fig, primeramente debe accederse a
la ventana de pardmetros del bloque Scope dando doble click. La Figura[A.5|muestra la ventana
que debe aparecer, la cual muestra la gréfica de la senal.

uScope EI@
@ |[|w i HN% EBaF -

Fig. A.5: Ventana del bloque Scope que muestra la gréfica de la sefial.
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En la barra de ments de la ventana hay un icono con la figura de un engrane, el cual re-
presenta la opcion Parameters. Dé un click sobre dicho icono y enseguida serd mostrada una
ventana como la de la Figura

'Scope’ parameters EI = @ 'Scope’ parameters EI = @
G&n&fﬂl‘ istory [ Styte| General| Hisfﬂw| Stye|
Axes s
[¥] Limit data points to last: |S000
Mumber of axes: 1 [] Floating Scope
Time range: auto 7] Legends [¥] save data to workspace
Tick labels: | bottom axis only - Variable name: | ScopeData
Format: Structure with time bt
Sampling
Decimation = | |1
l oK I lCanceIJ l Help ] l Apphy J l oK J lCanceIJ l Help ] l Apphy J
(a) Pestana inicial ‘General°. (b) Parametros de la pestaiia ‘History*

Fig. A.6: Ventana de parametros de ‘Scope°.

En dicha ventana debe seleccionarse la pestaiia History, la cual contiene la opcién Save
data to workspace que debe ser habilitada; luego en Variable name asigne el nombre que
usted desee, predeterminadamente la variable es nombrada ScopeData; después en el renglon
Format despliegue las opciones y seleccione la opcién Structure with time tal y como se
muestra en la Figura Finalmente dé click en Ok. No importa si previamente el diagrama
fue ejecutado ya que lo que hay que hacer es ejecutar nuevamente la simulacion del diagrama.

Una vez ejecutado el diagrama con los parametros ya modificados, se prosigue a obtener
la gréfica de la sefial en un archivo Fig. Para obtener la grafica escriba en un archivo M o
directamente en la ventana de comandos la siguiente instruccion:

plot(ScopeData.time,ScopeData.signals.values)

Ejecutela e inmediatamente aparecerd una ventana como la mostrada en la Figura[A.7
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Figure1 E=H e =3

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k]

L INEEY R P AREEIL:

1

0.9r B

08F B

0.7F B

06| 1

05F B

04r B

03[ B

02f 1

01F B

0 I I I I I I I I
0 1 2 5 4 5 6 T 8 9 10

Fig. A.7: Ventana de la grafica del bloque ‘Scope®.

En esa ventana puede modificarse el aspecto de la grafica, nombrar los ejes que la contienen,
modificar el tamano, guardarla en diferentes formatos, entre otras opciones.
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