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FECilA 

Julio 30 

Agosto lo. 

Agosto lo. 

Agosto 3 

Agosto 6 

Agosto 8 
Agosto lO 

.. . • 
X. CURSO INTERNACIONAL DE INGENIERIA SISMICA 

HORARIO 

17:30 a 21:45 h 

17:00 a 19:00 h 

19:15 a 21:15 h 

17:00 a 21:15 h 

17:00 a 21:15 h 

17:00 a 21:15 h 
17:00 a Zl:lS h 

1 9 8 4 

DINAJ.!ICA ESTRUCTURAL 

TEMARIO PROFESOR 

INTRODUCCION. ANALISIS SISMICO 
DE SISTE~tAS ELASTICOS DE UN GRA 
DO DE LIBERTAD Dr. Octavio A. Rascón Chávez 

VIBRACIONES LIBRES DE SISTEMAS 
ELASTICOS DE VARIOS GRADOS DE 
LIBERTAD M en C Jorge Prince A1füro 

METODOS DE HOLTZER Y NEWlotARK -
PARA CALCULAR FRECUENCIAS NATU-
RALES M en C Enrique del Valle C. 

VIBRACIONES FORZADAS DE SISTEMAS 
ELASTICOS DE VARIOS GRADOS DE LI 
BERTAO. ANALISIS MODAL. RESPUES 
TA SISMICA ~tAXIMA M en C Jorge Pril.1ce Alfaro 

METODO DE NE~~RK PARA OBTENER LA 
RESPUESTA SISMICA DE SISTEMAS 
ELASTICOS E INELASTICOS. ANALI--
SIS DE SISTE}tAS DE TORSION CON --
TRASLACION, O CABECEO CON TRASLA-
CION. Dr. Octavio A. Rascón Chávez 

VIBRACION DE VIGAS DE FLEXION"Y 
VIGAS DE CORTANTE. INTRODUCCION 
AL METODO DEL ELENENTO FINITO M en 1 Rain6n Cervantes Beltrán 
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EVALUACION DEL CURSO 

CONCEPTO EVALUACION 

. 
APLJCACION INMEDIATA DE LOS CONCEPTOS EXPUESTOS . 

CLARIDAD CON QUE SE EXPUSIERON LOS TEMAS 

' 

GRADO DE ACTUALIZACION LOGRADO CON EL CURSO 

CUMPLIMIENTO DE LOS OBJETIVOS DEL CURSO 

CONTI~IUIDAO EN LOS TEMAS DEL CURSO 

CALIDAD DE LAS NOTAS DEL CURSO 

GRADO DE MOTIVACION LOGRADO CON EL_ CURSO 

ESCALA DE EVALUACION DE 1 A 10 
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1. ¿qu¡; le pareció el ambiente en la División de Educación Conti.Jru.a? 

MJ'f AGilAIW!LE AGRA!>\BLE DESAGRAIWII.E 

2. Medio de comunicaci6n ¡x¡r el que.: se enter6 del curso: 

PERIODim EXCELSIOR PERIODJCO NOVEDADES 
~CIO TITULADO DI A,_'I..INCIO TI1liLAIXl DI FO!l.ETO DEL CURSO 
VISION DE EIUCACIOÑ VlSIGl DE E!XJCACICff 
aJt>TINUA CO!\'TINUA 

. 

0\JITEL MENSUAL RADIO UNIVERSIIJ.\D CCMJNICACTON CARTA, 
TEI..F.J'C1;IO, VERBAL' 
m. 

REVISTAS TEOIIO\S FOLLETO ANUAL CARTE!l:RA UNAM "LOS G<CETA 
UNIVERSITARIOS HJY" U>W< 

3. Medio de transporte utilizado para venir al Palado de Minerfa: 

PARTIUJLAR 1 AllmllYIL 

4. ¿Qué canbios haría usted 
curso? 

MliTJ<J OTRO ~!EDIO 

en el progr= para tratar de perfeccionar el 

S. ¿Recomendaría el curso a otras personas? 

SI 

4 
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' 
6. ¿~é cursos le gustada que ofreciera la División de Educación ContinUa? , 

7. La coordinación acadiSmica fue: 

BUENA 

8. Si est1i interesado en tomar alg!in curso intensivo ¿Ole. es el horario 
más conveniente para usted? 

A H. 

VIERNES DE 17 A 21 H. VIE!WES DE 1} A 21 H. OTRO 
5ABADOS DE 9 A 14 H. SAJlAWl DE 9 A 13 Y 

DE14a18H. 

1 

9, ¿Qul! servicios adicionales desearla que ttwiese la División de Edu<;aci6n 
Continua, para los asistentes? -------------------

10. Otras sugerencias: 

S 

, 
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VINAM1CA ESTRUCTURAL 

CSTl/VIO ESTAVISTICO VE LOS CRITERIOS PARA ESTIMAR LA RESf'(JfSTA 
SlS.\!lCA VC SISTBJAS LINEALES CON VOS GRADOS VE LISFRTAV 

JULIO, 1984 

OCTAVIO A. RASCON CHAVEZ 
AUGUSTO V1LI.ARREAL ARA.NOA. 

Pofocio do Minerlo Callo do Tocoba 6 primor piso Oot.g. Cuouh"'"'"' 011000 Mi~ico, D.F. Tol.: 521420 Ap4o. Ponal M-2215 



tstuclio est<Jdístico de los 
para estimar· la respuesta 

de sistemas 
con dos grados de 

• • cntenos 
sísmica 
lineales 
libertad· 

1:1 u~>jeta dP. Mll! tr~hajo es verificar el grado de 
D!)w~rnl·l"iór~ de de\~ m~torlos qur. co" frecuenci~ se 
utilil<HI [Jara estima; la respuesta si~m1ca milxima de 
si,tern,¡¡ lilli'!Uie-. wn varios o-rados d~ libertad. P~ra 
dio"" :~plica tll nJéludo de Monte Curio en el estudio 
d~ ¡,,.. tipns d~ osuucwras con dos grados de Jiber­
t~d: torsión y tr<tsl,,~iún, cnbucc>o y trasiJción, y tras­
lile ion c•n dos piso;. Como cxcitaciorms Sil utilizan 
~i~r.,os simul~dos y rw:;>s; oo comparan las '¡cs¡¡uestas 
<;:;tiiPkl<l.o:; CVII l•rs c,;tctas. se hn~cn recomendaciones 
<occn:il U~l en•piP.o del dichos métodos, y w obtienen 
l'•s distritJucion~>s de prolJJbilida.:k"! de los cocientes 
tJ J ~~~ 1 <:sput:St~s ~X a(: ws ''"Ir u l~s r!s ti rnadas. 

ABSTRACT 

Octavio A. Rascón 
Augusto G. Villarreat• 

The purpose of this work is to verily the degrec of 
approximation of two methods used lrequently tor 
estimating the maximum seismic response of linear 
systems with variou; degrees of freedom. Todo this, 
the Mont~ Cario method is used in tha study of three 
types of wuctures with two degrees of lrQ!dom: 
torsion' and translation. rocking and translation, and 
translation in a two story building. Srmuloted and real 
eanhqua~es are u sed as ground excitati0l1s, estimated 
responses ~re compared with tho exact Ol'\eS, recom: 
mendations for the use o! such methods are giwn, 
and the probability distributions o! !he ratios of 
exact to estimated responses are obtained. 

1. INTROOUCCION 
• 

En este trabajo se analiza el comportamiento diná· 
mico de algur1os tipos de estructuras de comporta· 
miento lrncal de dos 9'"ados de libertad cu~~ndo se 1~ 
s.Jjcta a solicitacio:res sr'smicas. El obi~to es verificar 
el grado de aprox irnacrón de dos rnCtodos propuestos 
por Rosenblueth lrefs 1 ~ 2) para estimar la respuesta 
m<hima total, medran te su comparación con las res­
puestas maximas exactas obtenidas con el método'de 
analisis modal, al superponer en el tiempo lo~ efectos 
del sismo en los dos modos naturales de vibración da 
la estructura. 

El método l cor'lsiste en estirror la respu~sta m.<hima 
total, O, o,uayendo'la raíz cuadrada de la sumo d~ 
los cuadrad.;¡; de la respuC$ta en cada modo 1\ll\Ural ::111 
vibraciórr, 0,, es decir · 

o"')!·o: (1. 1) 

·~ 1 



dondu n ~s ~1 hJI~I <.k g1.1dos de libcrtud del si¡w¡ro. 

~~ m~turlu 2 (.nnsist~ ~n apli,ar la fórmula 

a .. )},~l+ o, o, ' 
1.+ •'¡¡ 

( 1. 21 

siendo 

-e""-; :-c·~·c· _ <¡¡ .. 
ri "'' + rj "'t 

(1.31 

0 1 respuesta m~xima en el i-ésimo 
modo da vibración, tomada con el 
mismo signo que el de la corres· 
rondiente función de transferen· 
cia cuando esta alcanza su ~~alar 
mó1ximoabsoluto 

w 1 i-és1rna frecuencia circular natural 
de vibracion del sistema sin amor· 
tiguamicnto 

,.,¡ = "'' ~ i-ésirna ftecuencia circular natural 
tic vibración del sistema emorti· 
guado 

f 1 fr;¡cción del amortiguamiento 
critico en el i-ésimo modo natural 

;-; =f 1 + 2/1"' 151 Ir acción del amortiguamiento 
crítico equivalente 

S 
• 

durnción del sismo con el qlJi'! ro 
uxcita ol sistema 

El int~rés rrómordiut al realizar esta verificocióll radi· 
ca en que ct método 1. actualmente el\ uso e11 varios 
r•!ghw!nt•lS de construcción (refs 3 y 41, podría lle· 
!)31 a ~sl1luirse por el m~10d0 2. 

Se h~n propuesto Nros procedimientos para esiimar 
O (rel !ll que son función no lir100.l do 1~ resultados 
001 m~tor.Jo 1; sin embilrgo, no se discuten en. este 
traiJajo porque han sido estudiados con base en es· 
iructuras sin amortiguamiento. las ll.lales, como se 
verá. conducen a conclusiones diferen"tes de las que 
cor w.•pondcn a estructuras amortiguadas. 

PJr~ rcJiiz~r esta:lísti-:amente este estudio, se emplea­
rur< t~r.11icas de Wr.J\Jcciórr de variancia del método de 
J.1onte CJrlo. 

~.n c;uJillO al anólisrs. <''>lü se limita a tres casos, los 
cuJI~-s w detallan en el Apéndice: . 

1. Trw;ión en c~tructur;rs de un piso, considerando 
<:;"a las re<;puc~:as r.Jm~rniC<ls son la fu~'l"la cortante y 
cl.-r.omcmo torsionante. 

'" 

~- Cat..ccco en estructuras de un piso, considcrondo 
wrno respuestas la fuerza cortante y el momento de 
cJbCCI!O. 

3. TraslaciOn en estructuras de dos pisos, tomando en 
cuenta las fuerzas conarncs en 10$ entrepisos uno V 
dos. 

.2. CALCULO OE LAS RESPUESTAS MAXIMAS. 

Las respuestas el~sticas mli~imas do los diversos tipos 
de estructuras se calcularon utilizando: · · 

al Método 1 (ec 1.1, criterio del Reglamento de Con:r 
truccione:s del Departamento del Distrito Federal, ref 
31 
b) Método 2 (ec l. 2 v nuevo criterio de Aosenbluath. 
ref 21 

el Análisis modal (respuesta exacta). 

Los resultados del an~lisis modal sirvieron como bilse 
de comparaciOn del grado da aproximación de las esti­
maciones logradas con los otros dos criterios. 

Corno. excitaciones sismicas se emplearon cuatro sis· 
mos simulados de acuerdo con el método indicado en 
la rei 6 lfigs 1 a 4). y uno real (fig 5). registrado eñ la 
zona blanda de la ciudad de México (ref 7). 

El ¡¡nálisis de los tres casos se realiló empleando el 
método de Mcinte Cario. que consiste en estudiar el" 
comporta.miento de un modelo matemático deter· 
minado, mediame la simulación de los datos de entra· 
da (generalrneme en computadora digital) v del 
estudio estadístico de los resultados. Cada vez que se 
introduce un conjunto de datos v se.obtiene la res­
pUesta del modelo, se dice que se efectUa un uperl­
memo conceptual ele 1 problema; la colección de resul· 
tados constituye la muenra que sirve de tme para 
inferir cuál es el grado de aproximaciórl col\ que 
dicho modelo matemático representa el fenómeno 
para el cual se formuló. ·. 

Conforme aumenta el número de parámetrO$ que 
imervienen en el modelo m<itemático. se incrementa 
la cantidad de experimemos necesaria para dilucidar 
cuáles influyen en el problema. es d~..:ir. para verificar 
si en los resultados que se obtienen al ~~ariar los valo­
res de los parámetros existen diferencias estadfstic;is 
s.igniticativas; sin embargo. eso representa un costo de 
computación que en ocasiones hace prohibitivo tal 
tipo de estudios. a menos que se eonplee alguna técni· 
ca de reducción de variancia trets 11 v 12), lo que 
p¡:rmito un ahorro corisiderable en el nUmero de ex pe· 
rimentos necesario pura obtener conclusiones adecua· 

"''· La técnica de reducción de varianc1<Í que se emplea en 
est<" tratlajo"i>s muy común y consiste en: 
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al Asiollor diversos valores a cada parámetro que 
in ter-,;.-,,~ en el problema. de manera que se cubtan 
los imcrvalos de inmrés de cada uno. 

ll) Calcul~r la respuesta máxima exacta y las estima­
d.ls ~= los métodos 1 y 2 para cada combinación de 
valores dulos diferentes par~metros. 

el Otornncr las respuestas normalizadas dividiendo los 
·valores e'cctos ••ntre los estimados: esto se hace para 
(>~ti;¡ com1Jinaci6n O" valoms de los par6metros. con 
lo cual s~ elimina lo d•spcrsión en los resultados oca­
,:onJdJ nor la <Nigllitud y_ variación con el tiempo de 
I•J·' <.JJt(>' dw enrradJ {s~ roduce la varianci~). 

d) E~tuGiar si exosten diferencias estadisticas signifi­
c;.tiv<os ~lltre los rusultodos obtenidos~~ variar los 
,,;rloreo nsionJdos;, uno d!! los parámetros_ Si las hay, 
w iol:er" (lu"' los r~>ui!Jdos logrados con cada valor 
il<' (hcho podmeuo coucwonden a poblaciones esJa­
Uislic:n rhfcrcnl•~s: ''" cuso contrariO. In poblnción 
•'lliKiostir,o ~• la onism¡¡ y, por consiguiente. IJsmues· 

3/ll 

il '""" ...... " o h o o • ov-ro = •• • 

" 

rl.mpo,•n ·~~ 

44 48 
Tlo.,po, o• 0011 

tras respectivas pueden agruparse en una sola de 
mayor tamaño, a partir de la cual es factible obtener 
conclusiones más generales y confiables acerca del 
modelo en estudio, ya que In variancia del-promedio 
de la estimación se reduce en proporción a 1/n (ref 
11 ). Esta etapa se rePite sucesivamente para cada uno 
de los parámetros restantes, con lo que se realilS, de 
hecho. un análisis de variancia. 

2.1 Resultados 001 problema da torsión (caso 1) 

Para diseño sismico de edil1dos, los elementos mecá· 
nicos que usunlmente intereSJ conocer son las fuerzas 
y mamemos que obran sobre cada elemento e$truc· 
tural. Par~ simplificar, con objeto de aislar los efeCtO$ 
de la fumza cortante y del momento torsionante. en 
.,.,le proUI~ma de torsión se considerará una estruc· 
tura [fig 6) con masa uniformemente distribuida. con 
¡m solo mLJro en dirección Z que resista la fuerza 
cortJmc directa, y dos idénticos en dirección Y (per·. 
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pnndiculor al movimiento), de mJileru que cada uno 
de estos Llltimos resista una fuerza conante igual a 
M/d, donde M es el momento tarsioname dinámico y 
des la s~par(H;itin d•J los dos mural_ E11 esto caso. la 
cstructur~ pn.:sent~ uxcentrictdad solo en dirección 
perpendicular a la de excitatión, Z. 

Los panimctros que se c~ogieron para rn;tudiar el 
problemu de torsión fueron (fig 6): 

A = b/d 

b dimensión en la dirección Y 

e ~ e,Jb 

T, 
' 

periodo fundamentJI da vtbraci6n = "'' 12" .. 
= ). 1 /(2"K/ml 

t· fracción dt~ amortiguamiento respecto al critiCQ 
en an1!Jos modos de vibración 

11 cocicnte de la frecuencia all(lular entre la lineal 
= (L!J)/(K!m) 

Los valows que se asignaron a A, b y e son los consig­
mdos ~n 1~ tabla 1; los dn r son O, 0.05 y 0.10; los de 
'1. 0.5, 0.9, 1.0, 1,1, 1.5, 2.0. 2.5, 3 y 4, V los ele T,, 
0.1, 0.3, 0,5, 0.7. 1.0. 1.5. 2, 3 y 4 seg. Los casos de 
" , 1. O. O y 1.1 o;e estudiaron con especial cuidado 
()(J!Jido a (]Ue pcmJ valorf!S de 1"! = 1 y cercanos. sucede 
'111<' las Uos lrecur:nciJs notumlcs d~ VIbración resultan 
•rl<1s pró~imas entre si (ec A.3J v. en consecuencia, el 
t~rmino d 1 de IJS Hes A.B v A.9 del Apéndice puede 
oc.urnir v<llores pnquciíos lec 1.31, en cuyo caso se 
pul!den pf"sonwr UlierunciJs considerables entre los 
msultJdos dn ambos m~ todos. pueslo que el término 
tk• 1.1 dul!le surn.1 llu 1" ac 1.2 ~><1me v<~lores tanto 
'11.1y01~'S cu.lrlto nH·nor es son los d·J 'j , . 

P.¡r;¡ cJd~ tono de los c.ISO'\ rloJ la mbiJ 1 se otl\uvieron 
. 1> luo'/1:1;, cort,1•llo•> y l<lJ nlllllocntos tl>rsionontP.S 

1 o\.i 'Í 1>10S COf rCS[JOJ o .Jo," o le'> ;¡ \odJS io1S COl nlJi II.Jl:IOflCS 

11.,¡, r, v 71 . 

Ln 1,., li~dlilS qu1~ ap.lrc·c'flo m,is adf!l¡uil" no so hace 
•h>tuKi6u d~ los n•sult.,,¡,¡; olJwniUO'lt'OI1 <:~a sismo 

ni con cada combinación de A. b y e, ya que las 
111\JCStras respectivas se mezclaron al no haberse . 
encontrado diferencias ~slodlsticas signifie$tivas con 
un 95 por ciento de nivel do confianza en los mismos, 
a pesar de la marcada diferencia entre los valores de 
dich05 par~metros y ele las caractedsticas de los sis-­
mos, tales como duración y frecuencia dominante. 

2.1.1 Momento tor$ionante 

En fas figs 7 a 9 se presentan los resultadO$ corres· 
pondientes a los casos en los que T, ... 2.0 seg Y r ~ 
"'O, 0.05y 0.10. respectivamente. En el eje de las absci· 
sas se localizan los valores de '1· v en el de las orde. 
nadas los cocientes de los momentos torsionantes 
e~actos, M, entre los estimados, M y M, con los méto­
dos 1 y 2, respectivamente (Apéndice). 

En la fig 7, en la que el amortiguamiento es nulo, se 
aprecia mayor dispersión en IO'l resultados de ambos 
métodos que corresponden a 11- 0.9. 1.0 y 1.1 que 
para los dem~s valores de q. En cambio, en las figs 8 y · 
9, Que corresponden a¡ "' 0.05 y¡- 0.10, respecti·. 
vamente, se observa que la dispersión de los resul­
tados del método 2 es prácticamente la misma para 
todos ios valores de 11 (el coeficiente de variación es 
cercano a 0.21, cosa que no sucede con los resultados 
del método 1, para los cuales se tiene mayor disper· 
sión cuando 11 ~ 0,9, 1.0 y 1.1. Estas observaciones 
llovan a la conclusión de que para el método 1 no se 
puOOen mezclar las muestras correspondientes a todO'l 
los valores de q, ya que los resultados dependen de· 
este parámetro, mientras que para el método 2 po­
drfan mezclarse las que no se refieren a amortigua· 
miento nulo si se verificara que los valores medios 
correspondientes a cada q son estadfnicam'lnte igua­
l~. 

Para lograr dicha verificación, se investigó primero si 
los resultados del m~todo 2 son independientes del 
periodo fundamenlal, T1 • Con este fin se trazó un 
juego de figuras del mismo 1ipo que las firs 10 a 12, 
que corresponden a 1"! = 1.0 con t • O. 0.05 y 0.10, 
respectivamente. En la lig 10, quecOI'responde a t ~ 
:::O, se observa que los resultados si dependen de r,. ya 
que los valores medios son sensiblemente m<n grandes 
para periodos mayores de 1 ,O seg que para los meno­
res. Por lo contrario, en las ligs 11 y 12 se nota que 
los valores medios son prácticamente indspendientes 
de T, en el inwrv~lo de periodos estudiado. por lo 
que las mucstr as do~ cada periodo pueden agruparse en 
una so!a ksta conclusión también es válidJ para los 
resultados d<ll nu\mdo 1 ) . 

Para ver~ficM eswdistic~rncnto la conclusión anlerior, 
!i! rl!alizó una prucll~ de hipótesis acerca de si la ;:¡en· 
dienLe d•~ la recta qUe se ajusta a IO'l datos puede 
considcr~ISIJ nula. habiéndose aceptndo con 95 por 
ciento d•• lliv~l de confianza. · 
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En IJ fin 1;3se r~~·n1:u, ':!J ~·1 cjo de lasorden~das los 
prom~>dios. (MA\11 y ¡,:/.MI. de los rt'Sultados obtc· 
·•ido; IP.:>PCCtivame~ok um los m~todos 1 y 2, consi­
Jcrando que es too ~on •nJepcndientt¡S de T, ; en el eje · 

tiJ las absciSils se localiz~n lo~ valores de~- Se observa 
qu!l, para 11 ... 0.9, 1.0 y 1. t el método 2 sobrestimo 
ligeramente la respuC$lil media (en 10 por ciento), · 
tendiendo a subestimarla en !) por ciento conforme 
los valorm de 11 se alejJn de 1.0, cuando t • 0.05 V 

"0.10 

Con objeto dOJ vcrilicar si con el método 2 los resul­
tados son independientes de 11. se realizaron pruebas 
de hipótesiS do igu~lt.l~d de medias, siendo aceptables 
t9n 95 por cier1to de nivel do confianza. Por lo con­
trario. los resultados del método 1 no fueron indepen­
dientes do 11, !o cual es obvio, puesto que can t '= 
.. 0.10 se tien~ qua e! promedio deM/M es 0.31 para 
11- 1 (el minimo valor fue0.04 y el mhimo 0.681, y, 
0.99 para 11 = 4 (el mlnimo fue 0.66 y el mhimo 
1.281. 

En la lig 13 se obs~rva tamhién quc'los promedios 
obtenidos con el método 1 se acercan a los exactos 
conforme 11 aumenta. preS(!ntándose m;¡yores errores 
para vaiOf~S de 11 muy cercanos a 1.0, para el cual las 
frecuencias naturales de la estructura resultan mas 

j 
-

lm ' / ,_ 

""' -- --
\ 1/ - ,_ 

{~ 

'·' -

próximos entre d (ec A.3L lo que trae como conse­
cu•lncia que en mlJChas ocasiones las ru~nucstas máxi­
mas en ambO$ modos de vil>fación ocurran simultá­
neomentc y con signo contrario. por lo que la respu1!5· 
ta combinada maxima es lo $urna algebraica de ambas 
respueuas:que da resultados menores que los de la ec 
A.ll. 

Otra Conclusión inmediata que se obtiene de la fig 13 
es que los resultados del mlllodo 2 son pr~ct1camente 
independientes de t cuando t;;. 0.05 y Q<>e el méto­
do 1 pierde aproximación conforme aumenta r, y r/ 
se aProxima a 1 

Da lo anterior se concluyo tambián que en estructuras 
amortiguadas, que son las de interés préctico, el méto-' 
do 2 proporciona. en promedio, mejores resultados 
que el método 1. aunque el 2 subestime más y con 
mayor frecuencia la respuesta máxima. En estructuras 
no amortiguadas, que Unicamente son de interés 
académico. el método 1 propol'ciona mejores resulta­
d~. 

Otro punto importante de discusión es el del cociente 
de la excentricidad dinámica exacta, '•, entre la está­
tica, 111'1 • En las figs 14 a 16 se tiene 11 en el ejede1as 
abscises. y ed/e, en el eje de las ordenadas. 
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S<: on5er~J en la fig 111, que corres¡¡Qndu a amonigua 
m,c.,to nulo. que poro 11 = 0.9. 1.0 y 1.1 hay IH1J 
nurcotiJ dif,.rcrn:ia o.mtrc los rcwltodos obtenido~ 

por~~~ coso t con los c.JSO~ 11 y 111 (la de estos últimru 
entre si r'\0 ~s ¡,m import~nt~). Asi. c~ilndo 11 = 1.0, 
en el c<~W 1 el prom~d1o de e. le, fLJc 38.5 y la dcsvia· 
c;ón c~tJndar 16.6; ~n el caso 11 estos parJmetros 
c.it~rlisticos valieron G.4 y 0.6. rcspectivainente. -Para 
valorns d·1 11 seporodos de 1.0 en 0.5 unidades o m~s 
h.:JY rlifcr~ncias menos opreciables entre los resulta· 
oos de los tres casos. Además,~ • ..-. disminuye rápi· 
da mente conforme 11 su nleja de 1.0. · 
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En lasfigs 15y 16, parat =005y0.10,rCspuetiva­
rncmc. casi no hay dih~r,·nrius cnu~ los resultados de 
los dos cosos, aunque pl•rsisw 1>~ rlcpendcncia respecto 
a 11· Con-p.1rando estas tres Ultimas figuras se nota 
también quc ed/e, disminuye conforme el a1nonigua-. 
miento aumcntn. Asi, rwa t "' 0.05ei¡Homedio fue 
4.6Y la des-Jiación est<lnd~r 1.3, mientras que para t­
,.. 0.10, los valores correspondientes fueron 2.7 y 0.7. 

De las figs 15 y 16 sa ~.onctuyc que la disposición dool 
Reglamento da Construcciones del Departamemo del· 
Distrito Federa! de que se tome ~4 /e, .. 1.5 subesti­
ma el valor promedio para todos los vaiO(es de ~ 
mayores de 0,5 y mnnores de 4.0 (8qu,· se omitió el 
término % 0.05b que se ~grega 11 1.5 en la disposición 
del Reglamento, porque dicho término tiene como 
finalidad prevenir exCl!ntrici da des acc idcn tales ocasio­
Mdas por variaciones imprevisible~ de masas y rigida- · 
ces y posibles excitaciones torsionales]. 

Con objeto de estimar probabilidades de evemos rela­
cionados con los momentos torsionantes, se trazaron 
oo papel de probabilidades los datos du frecuencias 
acumulad.ls correspOndientes a diferentes casos. las 
distribuciones de probabilidades empleadas fueron la 
logarftmico normal, la extrema tipo 11 y la normal, de 
las cuales, poc apreciación visual. se consideró que 
esta última daba en general mejores resultad~ {fiQ$ 
17 a 19). 

Pare-verificar que las poblaciones bajo estudio tienen 
distribuciones normales. se realizaron pr~ebas de 
hipótes¡s estad¡'sticas con un 95 por ciento de nivel de 
confianza. 

los resultados fueron: 

M~todo 1 . 

(Con resultados de Q 

ciados; fig 17) · 

...... 
.. 1.s, 2.0. 2.5, 3.0 y 4.0 rnez· 

t -0: se rechaz11 la hipótesis nula de que la distri· 
bUción es normal con media 1.16 y desviación están· 
dar 0.12 (esta hipótesis se rechaza también con un 99 
por ciento '!e nivel de confianza) 

t "" 0.05 y t ~ 0.10: se aceptan las hipótesiS nulas da 
que las distribuciones son 'normales con medies 0.96 y 
0,85. y desviaciones estánd<lr 0.15 y 0.17, respectiva­
mente. 

M~todo 2 

(Con resultados de 11"" 1~5. 2,0, 2.5. 3.0 y 4.0 mez·· 
ciados; fig 18J 

t -=·a. 0.05 y 0.10: se ·aceptan las hipótesis de que les 
distribUciones san normales con med1as 1.15, 1.06 y 
1.00. y desviaciones est~ndar 0.15. 0.15 y 0,15, 
r~pectivamcnte. Para t ~ 0.05_ lJ hipótesis se acepta 
'''" 99 por ciento de nivel d" LOnl'•"lta; las otras con 
•',;Jur cie11t0. 
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lld~más, para t "" 0.10 se estud16 el caso en Que se 
mNclaron los resultados de q = 1 yq = 1.1 (tíg 19!, 
ol¡wnr~ndo..e LHI>~ distribución normul con media 0.88 
y desviador~ ~stándar 0.17. También se me<daron los 
msultildos de los valores de q de 1 a 4, para tos cuales 
''" olltuvo una dostr•bución de ig·~al tipo con med~ 
O.!JS y desviJCilm estándar 0.16. Ambas hiPóte~s 
lut·ron un•ptJlJIQS, pero con \)7,5 por ciento o6 nivel 
d~ cunfo~nza. 

F11 lodos los ca<:es descritos en que se occp1a ta hipó­
¡ .. ,, nub. S<' Oll<;<.•rva que la d<lSVIilt.~ión esliUl<Jor ¡:s 

'"' •v "'" ~t•jml k, VJ que var {a de O. 1 5 a O. 17, rnicn tras 
'1·•·· 1.1 n1cdl<l va d.: O SG a 1.15. 

2. 1. ;> F ¡¡er¡:J COrt.Jnte 

¡_.,, "''"liildm ol>l!!nidos con los métodos 1 y 2, 
• "' 1 • ''i ~llldh'rll< •s a ,1 = 1 .O 'y ~ "' O, So! rnu~~~~ ;¡n en la 
1· .• ¡ ·:o. l '' •·1 .. ¡., 1k Jo~ .olJ:;o;is;¡s Silticno;nlos¡,•,.iudos 
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fundamentales. T1 , ven el de la5 ordenadas las fuer­
las cortilnle$ normalizadas. VI\) y V/V. obtenidas al 
dividir las fuerzas cortantes, V, calculadas medi~nte 
análi~is modal entre las estimadas con los mol todos 1 y 
2. 1) y V, respex;ti~arnoote. 
De la lig 20 y otras similares se concluyó que las 
lucrzas cortantes normalizadas obtenidas con ambos 
rn~todos son indep<md•entts del periodo lundamen-
1<11, r,. con 95 por ciento de niVf!l de conlianza. 
Ad~m.ls. pata valores de 71 noenores de 0_9 y mJyores 
do 1 1, los resultados lueron indcpendio•ntcs de los 
pa(~rnctros A, b y e, con urort•s de± 5 por coemo. 
Esm ind~pcndcncia tamb1én se o!Jtu\1(1 ¡¡ara~~ método 
2, incluSM' CuJndo 1) .. 0.9. 1.0 v 1.1, con Ctrorc>s 
m~•irnos d~ 40 por Ch:riiO en d~fc-<;u,l y 20 >JO' cio•mo 
~n <'<ceso pJr a ¡ "'O. h'll<l•"' hi o a reducir"' < onlon n,• 
a"""'ntJ <•1 amortiqc~amicnw. asi, parar~ VO~. ><-' 
OOtuvn!fOO <'HOJ~> mj~omo~ d<! 1 20 por Cu'rl\0, y 
p~r;1 ¡ ~O. 10 dn' 10 por ,,i.,nlo 

• 
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Para el método 1, con q - 1.0, lo~ errores mbimos 
fueron: 41 por ciemo en defecto para la estructu­
ración del caso 1 y 32 por c•ento en defecto en los 
casos 11 y· 111. Los errores med10s rcspecti~os fueron 
36 y 15 por ciemo, ambos en defecto. Para 11 ~ 1.1, 
la estructuraci6rl del caso f tuvo errores m;himos de 
± 5 por cremo, y las tipo 11 y 111, 38 por cier~to rm 
deiecto y 11 por ciento en exceso. l 

Respecto al amortiguamiento, se concluyO que las 
tuertas cortant~s normalizadas son prllcticarTr~nte 
independientes de este; así, para 11 .. 1. los promedios 
globales de los métodos 1 y 2 fueron 1.23 y 1.11, 
respectivamente. para { .. 0: para {"' 0.05 de 1.30 y 
1.02, y parar .. 0.10 de 1.30 y 1.0. 

Como puede apreciarse mediamc los promedios cita· 
dos en el párrafo anterior. los resullados que !oOl 
olltienen con el método 2 sor1 mejoms Que los del 1 
cuando '1 "' 1.0. Una conclusron ~-~:me jan te SI! obtuvo 
cuando !) = 0.9 y 1. 1. aunqu\' las dilcr~ncr3s sr: red u· 
jeron ~n un 10 por ciento. Poro v~luresdc '1 fu.,ra Uel 
intervalo 09.;; ~.;; 1.1. los r~sull~dos de arnbos 
m<nodos ¡.,~ron prácticam!!llte ig<Jdl~s 
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2.7 Re1ultados del problema da cabei;eo (caso 2) 

los par~mctros que .se escoqieror. para estudiar el pro­
blema de cabeceo fueron: 

m masa total 
L distancia del sut'IO al centro de graoedad ._ .. 

pen ...... o 
T, periodo fundamental 

r fracción de amortigunm1erlto respecto al critiCO 
en ambos modos de vibración 

"• cociente de la frecuencia angular entre ta lineal 

Los valores que se asignaron a T, fueron 0.3, 0.7. 1.0. 
1.5. 2.0, 3.0 y 4.0 scg: a t, O, 0.05 v 0.10, y a~ •. 0.2. 
0.5, 1.0, 1.5. 2.0, ::?.5, 3.0 y 4.0. En cuamo a m y L. 
Unic~n~omw se usaron 2.0 ton scg'/m y 4 m. r~S>JeC­
liv.¡mcrll~. ya que por tos rr.sultartos (fuQr;as y 
noorn<.mtoo normalll.id<a) que se olHuv1eron con e~tas 
.-nonhir~<wioncs se jut!JÓ innt'C<-'So'lrio ul uso de otros 
>.olu,.'>: nm 1.1 ruism.l r~t<\n so; umpl~~'"'' únic~mente 
1"'' d•• lm si11nos dd prolller:1J ti~ ¡orsión. 

l'n ··~1~ ¡uo)JIPno~. ¡~,;¡1 qn~ en el do: IL>rsióo>, no hubo 
•1.1.-,.•no·iJ, apro•cial>l··~ o·JIIr'-' los rr-sult<rdU'; niJIPniUos 
'"' lo' 1 ll'S $i 'lllllS qtoo' W t•rtJfllo•,<l Ul< r,OI!IU o ''CIIoH' i0:m, 

1 ... , lo rL<,JI "" ,l~ll<l-l••ron los re~uiiJdos '-'" un,¡ sola 
".,,,._,.,,,_ 1\tl~m,l:;, I.HJIO las luo.'f/~S r:OrtJIII<:S ~omo 

estructuro 1 
ntruct1.1ros 2 ~-3 

3.0 •.o 

los momentos de cabeceo m~ximos norma!izados 
fueron estadisticamcnte indepe<1dient.,¡s del wrOojo 
fundamental. T1, con nivel de contiaaza d~ 95 por 
ciento. 

Otra conclusión interesante es que los resultajos 
obtenidos con los mOtados 1 y 2 ~Apéndo:g) son ~nic· 
ticamente ig.¡ales, con diferencias m oh ¡:~as entre ~!los 
de 5 por ciento. Esto se debe a que los •·a•ores oe •l, 
~ec 1.31 son grandes porque las fr~cuenc.,;s de voora· 
ci6n no resol tan con valores muy c~rco".OS ~nue si, 
aun cuando se usaron 11, muY pequE~•OI, ,j~ man.;ra 
que el radical de la ec A.17 tueta tamtl·~n ~~~ue~o y, 
por tanto, que las diferencias entre lds o~s 1< t:-c~encias 
fundarnuntales fueran minimas. Esro r.a:e que 101 
términos que contienen a <1 1 en las e~s A.2~ y .:...25 
resulten muy pequeilos y que estas ec~~:ic~es s~Jn 
casi ig.¡alc-s a las ecs A22 y A.23. fcs¡;~c¡;,~.,.:~n:~. 

Aprovechando las conclusiones antenor~s. S·! ¡¡zum·., 
laron las muestras cOrr11SpontJoilnt~s a to;:Jos 101 ,,;:;. 
dos fundamentales. y Para cada amortigJ~~.ic'~to s. 
P.laboiJrOn d~ grMicas: una <k luer.'JI :c.r:~~:- s ,. 
otra u~ rr,ontc·rnos U e .;~IJ,.Ct'O normJI i ¡:,~: s. ·: r·.,: ._,,.,­
Uo Un,carnnntrJ los ""'ultoUo' del mwiC•~) ~. ¡;,, .. ::,.,, 
d t'J•' u,, IJs a!Jscisas ¡,•¡uo:s.,ntó a~ 1' .,¡ "- l,ol '"~'" 
rMUJS a lu, .-¡;,,;inmcs VllioM!Ü, d•¡,, . .,_. V , •,; '''".; 
!,1!1 IJ IL•"f,¡ COl I.HHt! y~~ rnon>c'll.:O O",:,:.·.: ... ~'·'"' 
lll<, y V y l't) los mi"''"' ,,¡..¡n¿n¡¡¡¡ "'''~·; ..• c.,,. ,;,·:•.•· 
d.:os <:011 ~1 Jt1t!IOdO ? , 
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• 
()chirlo a que las conclusiones' obtenidJ> UG e>.Js !ll~f¡. 
e;¡; ~on pr<lcticamenm las mismas, en ~•H tral,ajo >DIO 
s.~ 1qmx:luce 13 coru~spondiemc a las fu~uas cor­
ldrli<'S cün r .. 0.10 (lig 21). Dichas conclu~imes 
luerun, ,Jdumás de J,¡s mcncionadn, IJ; SÍ!JuÍcn!C5: 

- Los rtsultados son estadisticamente independientes 
tJ¿ " c,m 95 por c;.mto de nivel de contianzJ, cuar.do 
,::.0.05 . 

- LJ respuesta normalizada se subestima con mayor 
frecuencia que lo que se sobrestiina, en proporción de 
:> a 1 

- El error máximo en defec::to fue 29 prir ciento. y en 
c~ccso, 22 por ciento · 

-·El promedio global de los resultados con r > ,05 es 
1.05, y P.l coeficiente da variación, 10 por ciento 
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- Lus r<lSUI!,ldos v~r(,m IÍ•J·'r,Hn~nt~ ,,¡ inuudu..:it 
¡¡morligu~micnlo .1 1~ oJStruclvr.J: se''·"~ ooQI,lf qu~ 
pma ¡-"' O, la r~esiJ """"·'li~.J:I,, proml'dio se 
sullo'Silnl~ ~proxim.ul.liTk.~•l•' c'll 10 por <,:o~fllo m.i~ 
que con t .. O.O!J y 0.1 O 11 ") 221. ~n e 51 os dos illli· 
mus c.ISOS no se ap1eda di:,•Jc••~i,¡ Sr~olilocJii\'J en los 
prom.o.:Jios d~ ras rewue-stas no un 1.1s · tlisf)Crsiorws. 
Así. los errores m.himos •l"~ 1.1! tu•.icron PJo,1 ¡ ,.. 
0.05 JlcanZJron 31 por cienlo ~n d~ler.hJ y 10 por 
ciento en exceso: ~n CUdnlo J ¡-=,O. 10 lucran, res· 
pcctivamenle, 27 y 21 por cien lo 

- Dado que exis1c gran incertidumbre ~n o:o0s IJCIO· 
res del disc"o slsmico, wt"s como magn•l"d do'l s•sn>o 
de diser'o (o en la~ ampliludes llel es¡¡e"ru dJ d151~ 
i'oo), contenido de lro:c.uenc.as. durJción y v.Jri.JciOO 
1emporal del mismo. se puede concluir que IJs estima· 
cmnes obtenidas con los dos mJ¡odos son, en prome­
dio, satisfactorias en este tipo do esuucturJs. 
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2.3 Resultados del pi'Oblema do traslación (caso 3) 

Pilm estudiar este problema se escogieron como pará­
rnetrO'l: 

r, 

' 

(k 1Im, )/(k1 /m1 1 

periodo furdamental 

fracci6f1 de mnortiguamiento respecto al crf· 
tico en ambos modos de ~ibración 
relación de masas 

los valores que se asi'}laron a 'Ir fueron 0.1, 0.2. o.q. 
1.0, 1.5 v 3; a r,, 0.3, 1.0 y 4.0 seg; a t. O, O.C6 y 
O.lO;yam,/m,, 0.51.Dy2.0 

los resultados se analizaron mediante gráficas con 'Ir 
o 1i en el eje de las abscisas, y cocientes de las fuer las 
rortantes exactas entre las estimadas en el eje de las 
ordenadas (tuerz¡¡s cortantes normalizadas). Debido a 
que los resultados no diHrieron mucho de los de cabe­
reo,~ empleó Unicamt!nte un sismo oomo excitación. 
L"lS ~onctusiones a que se llegó son: 

- Lrn; estimaciones que se obtienen con los métodos 
1 Y 2 son prilcticamt!nte iguales, debido a que los 
v.olon.,; d~ IJS frC'Cuencoas de vibración no resultan 
uouv .:c•c;:oro.Js cntr~ so' en cada caso. lo cu<~l hace qu~ 
1 '-' .- ¡, (oc 1.3) resulten g.randcs v, por tanto. que el 
,-.,,,no de l;¡s ucs A.3G v A.37 quü las incluye sea 

""" P<\lu"i'o. en cuyo caso las ecs A.34 y A.35 son 
•·• '!l"·'l.•s :o las ces A.3G y A.37. •esw>ctiv~mmw. 
'" :,,, ulJ:;~rvó aun cuando >e cstudoJfOil casos adi· 
'' ,¡ .. , fl,• 111 1 /m, y 'lo, pJr~ los LUJ!l'S <~1 rJdical de 
'• A:?'l luc mininoo, con lo ""'' huloo las d1f~· 

-f.o-~ > 

·-=· -
> 

'·' .. , 

rencias mlnimas posibles entre las dos frec~encias 
fundamentales y, por tanto, los valores más pequeilos 
de tl, 1 • Eslo ocurre cuando 

1-m,lm, . 
llo- (1 + m,!m, )',SI m¡/m, <1 

Dichos casos adiciooales fueron: m,!m, = 0.2 con 
11 1 ., 0.555; m1/m1 ~ 0.5 COrl 1)1 = 0.222. y m, !m, 
.. 0.8 con 11 1 = 0.062. fn esto<;, la djferencia máxoma 
que se obtuvo entre los rcs:..~lt.ldos de los CJs rr,¿todos 
fue de ·13 por ciento, siendo mejores Jos d~l rr.éwdo 
2 

- la$ estimaciones normalizadas son estadistica· 
mente independientes ~~ periOdo lunda:r.~ntal. r,, 
con nivel de confianza de 95 por ciento 

- En ra lig 23 se observa que las esüm:lcion;;s <E V, 
y V, tienen, en promedio, errores m~y p~re:i::JG_;, por 
ro que en ras cooclu~ones no es necesaroc r.;~"' dis­
tinciones entre ellas 

- La respuesta se sobreslima solamente ea 20 por 
cicmo Ce los casos. El error rroá~imo en~<~'~ 'lue se 
observó fu~ 46 por ciento,\' ~n defecto.: 1 por co~n­
to. El coclicient~ de varoJcoón parar= O ::l a:;anló 
12 por ci~~llo 

- En 1~ lig 24 Sti obser~~ que los promcjoos d~ rJs 
estimaciorll«: con¡-"' 0.05 y 0.10 son r.;:_)'d Que 1.-.s 
r¡u~ corr.~SPOIId~" a ¡- = O, lo cual hace D~":...;r <;ue l.¡,; 
con~hf..i01H~ OlJMúd~s en rJ rd 5 resp~no 3 ¡- = O no 
1Ju00(Jn !JI"lcrJiitJrse para¡-> O 



Los prorn~Uios uto\¡;¡les de IJs lu~rt;r¡ cort,1nlus 
normalilatlas fueron, pilra r = O, 1.15: pJrJ t = 0.05. 
1.0.1, y"' (1.1oinl0 ~ r = 0.10, 1.04. Ademils, seobs~'f· 
va que rcsptJclo a t "' 0.05 y 0,10, los rcsullaUos son 
muy somilures, es dcc1r, son independientes d" r sir 
;. 0.05 
- Lis m~'<lias ~los resul1ados normalizadas-son esta· 
disticmn:ntc indcpcmJientes de la relación de masas, 
m, /m,. con un niwl de conlianra de 95 por 'ciento, 
pero tos c«sos espo.¡coales de m2 /m 1 y ~, indicados 
ant~'<iorm~nw tuvieron m¡¡yor dispersión 
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- f'.1ra > = 0.0':. y O. 10, l~s ,.,,;,,,,~ion,;< norni.IIL· 
/JdJS wn ~-stOO ist "CJm""''~ , '"'''P"' od" ·ni, :; u~ Q, , coro 
u11 ni•d de conliant~ de !l~ pu ócnto . .:amo puod<: 
apiOCIJise C'll IJ lig 24 .,¡¡,, f]LW J)OJH'<:<"n únicamcnln 
los resulwdos del método 2. PJrJ ¡ = o V>IJ llipótc>is 
no!.'' aceptó 

-Por la misma rn<ón intlit'-'.Ja oo ,¡ •'rltimo . .,.irrJio 
de conclusion~>s del probtcrnJ drl c¡otJ~~uo, 1.<> c"itirnJ­
CIOilt'S ollwnidas corJ ambo> m<ltOOos ><lll en p1orne· 
dio satisf¡¡c torias en este tipo de estr...ctur as 
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3. CONCLUSIONES 

Ü rcs,,mer~ do las cor~clusior~es obtenidas de los ues 
problemvs estudiJdos es: 

En cabeceo y traslación: 

_ Er~ promedio las estimacionE!S f"!ormalizildas de las 
rcopuestas máximas lograd~s con loo métodos l"y 2 
son satisfactor"ias y prjcticamenta iguales; esto ú 1 t"imo 
debido a que €1, >> O 
- La respuesta se sube:>timb con mByor fretuerlcia 
.,ue lo que se sobrestimO. reducidndosa el error al 
COilSide•ar amortiguamiento Cf"l la ewuctura. Además. 
roS valores exactos divididos erltre los estimados fue· 
r011 estadisticamcr~te ind~pendientesde T, y 11< o 'lo, 
asi como del tipo d!! respuesta que se trato (momento 
de cabeceo o tuerza cortante) 

En tor.;i6n: 

_ Las conclusiones si difieren al tomar en CIJenta el 
momento torsionantc o la fuerza cortante. Además, 
debido a que en alg.m"os casos •~ 1 es P!X!Uel\a, los dOS 
métodos dan result.JdOS diferentes 

- Las estimaciones del momento torsion110ta al con si· 
dcrar- amortiguamiento estfuctUral nulo dependen en 
!Tan medida de la relación de frecuencias, q. Además, 
~tos difiercr~ al usar el rnl!tcx!a 1 o el 2, siendo más 
aproximados los del 1 para valores de 11 comprendidos 
m el inwvalo o 0.5 e;; q o;; 1.5 o muy parecidos fuera 

"'" 
- Para los tres ilmortiguamientos estudiados. 103 ra­
sultados del método 2 son estadlsticamente indepen­
dientes de "· no as r los del 1 ; son mejores lO$ del m~t<>­
do 2 cuando t = 0.05 y 0.10 · 

- Cua1do se teriga 0.5 o;; !1 e; 2. so recomienda usar 
el método 2; en loo demás casos es indistinto el em­
pleo de cualquiera de los dos métodos 

-La relaciórl de excentricidad dinámica a excentri· 
ciUad Qstática se subestima en lilS dis.posíciones del 
ReoiJmcnto de Construcciones del Distrito Fade.-~1. 
.>iOiJdo esto más cuJndo el votar de ,1 queda compren· 
di do ~ntre 0.8 y 2. En particular, para 0.9 e;; 11 ".;; 1.1 
esw r~laciOn vale, en promedio, 4.(i para t .. 0.05 y 
2.7 pma t = 0.10. De lo anterior so concluye que es 
ncx:cs"rio rcal•lar estudios exhau~tivos sobre este 
.l:;pl<.:to. corosidt•rJndo vibración torsional cr1 ~struc· 
li.11<1S d~ v<lrios pi,;os y con componwni~nto incl~s· 
tic o 

·• LJ> distrihucioro~s de pro!JallilidJdcs 1kl Cociente 
dul 1-"1or ""-ilL\0 :;oiJr~ el L-stimm.lo son n<.Jr•nalcs con 
<Je,viaci6r 1 ust;ind.1r ce< canJ J 0.1 (J y mc·Ui~ cumpren· 
drrJ,¡ en el int<'IVdiO 1 ~ 0.12 lfig l!l) 

APENO ICE 

A.l ANA LISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A TOAS ION 

La fig A.l representa un edilicio de un piso. de forma 
arbitraria, con la línea del centro de torsión iCTJ al 
centro de gravedad (CG) perpendicular a la dirección 
r!al sismo conSiderado. 

En dicha fi!1lJra so tiene que 

m masa total del sistema 

J momento polar de masa respecto al centro de 
¡¡ravedad 

L, rigidez torsional respecto al centro de torsión 

K rigidez lineal en la dirección del movimiento 

1, excentricidad estática 

b dimensión de la emuc!Ura en dirección Y 

e- 1,/b 

Considerando que la rigidez tor~ional re~pecto a! cen­
tro do grall8dad es 

L-L, +K e! 

y aplicando el principio de b'Aiambert para obtener 
las ecuaci011es de eQLJilibrio del sistema en vibr aciC<les 
libres, so llega al siguiente sistema de ec..:aciones dife­
renciales lineales de segundo orden (reí 8) 

mi+K!z-•,4>)-0 

J(;+L4>-Ke,z-O 
(Al) 

Sustituyendo en la ec A.l a i - - ..,• z y;¡.,_,.}.;. 
(por ser vibraciones libres). donde .., es la frec-uenc•a 
circular natural del sistema. y resolviendo ~1 sistema 
de ecuaciones algebraicas resultame. se otniene la 
ecuación ca rae ter ist ica: 

>.•->.'(l+q)+q-c'IP= !A.21 

(!ande~· • w 1 llklm),p - Jl(mb') y q - (L/JI.'!Kim). 
Los raíces de 1~ ec A.2 soo 

~· .. ~:)lq-l)'+c'' (A.JI 
'·' 2. 4 i' 

~1iCrH<a5 4U~. lOS VfCtores de la¡ CO>l'.ID"JI.,~iOI"I<'S 

modJ k'S son 

'" 
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En términos de las 'rafce:s ).~ 1 de la ac A.3, se puede 
demostrar Ir el 61 que los coel•ciemes de participacibn 
de los modos 1 y 2 (las proporciones en qua contri· 
buyen lo! modos a la respueHa total del sistema) se 
encuentran dados por · 

c ... c'--t(l >.!l1 P;na1,2 (A.5) 

Ahora, si se suponen conocidas las aceleraclooes 
e~ec:ualu de cada modo,•. ,la lu11rza COl" tanta mbl­
m~ vale 

v.-ma.c.:n-1,2 (A.6) 

y el momento torsionante máximo mpecto al centro 
de torsi(ln es 

M (1->.')JVo. •1 2 
·" cbm ,n , (A.7) 

Una vez conocidos los valores de V,, V1, M, y M1, la 
aplicacrón de la ce 1.2 conduce a la estimación de la 
tuerza coname y del momento torsionar\\e má~imos 
medio"<:~ el metodo 2: ellos son, respe<:tivainente · 

.. 

r;¡.jv'+V' ' . (A,Sl 

(A.9¡ 

donde •t sa obtieM aplicando la ee 1.3. El signo 
negativo asociado al doble producto que el)drece en le 
ec A.9 se debe a que las !unciones da translerencia d• 
los momentos en al primero y segundo modos tienen 
signo contrario, ya que el lactor ( 1 · ~~) que opareo· 
en le oc A.7 es positivo para el primer modo (n ~ 1] y 
ne¡ptlvopara el segundo (n • 2], lo cual Sil dcmuestrél 
como sigue: 

De le IC A.3 

>.' ."+ I_¡(Q -1)
1 + e•' 

1 2 ' 4 f 

por lo que 

' • 1 >.' .. - + • 2 

de'ahique,si 11>1 

'- 1 
2 - 1 

j(Q 4 1)' •' ' ·-,. 
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' ' ' 
Encomecuencia, (1-).iJ>Oy [1 -1..¡1<0 

Adem~s. S<l'gUn el Re¡¡lamento del Oinrito Ftderel 
(l'll,todo 1) la1 respu,;stas din.ámlcas mhlmu del 
ml1mo ~iswrna estm ran dadas por (ee 1.11 

V-jvl+V!' 

M .. j M' +M'' 
' ' 

[A.\0). 

(A.Il) 

Flnalrnel'l\e, por el mé'todo· exacto, las 1espuestes 
mdximas wtalcs, V y M, se obtlenerl localizando los 
m:t>timos en el tlompo, t, Oa las .rumuda las respues· 
Uls (cortante o momento. según sea el casal en Jos 
modos 1 y 2. es decir, 

v .. Máx ]! m C1 a1 (t) +m e, •• (t)) 1 • 

•Mbl j V,h) + V,(tl) 1 [A.12) 

M .. MaxjJ r1 ·v, ltl + r, v, lt_l) \ (A.\3) 

(1-A!lJ 
!'.. n•\,2 
" cbm 

(A.14) 

A.2 ANALJSIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A CADECEO 

Es frecuuntc qL1e 1m la próctica se presenten estruc­
h>~as constiluida; por unJ hdcrJ d~ ~alumnas o una 
S.ll,t columna que SO$tiene una 10~1 o un caSCJrón 
(¡>t)m.l"los onv.,ni<Jvs), 1<11 como la qutt ap.1rccc en 1;, 
fi~1 /\.2, La ICSi1W'Iv din,ÍrllÍC.l d~ unJ <'SifllCI\IfJ d~ 
CSHI IÍI'lO se del!~ úi!Wn~r (¡ef 9) consi{)~rJIILIO ~~ cl~c· 
lO qu~ In inP.rt.iJ r<JI.lC•ClnJI dé IJ cubierta incluc" en t·l 
movimi,•nto tOt<ol d111 sisWnlil. 

En lf lig A.2 se empilÓ la notación: 

W pe$0 de la cubierta más la parte tributaria de la 
columna 

m "'' 
' •celeraci6n dala gravedad 

J, momento de inercia de la masa de la cubierta 
respecto al eje Z 

t . m6dulo de elasticidad del material Oe la columna 

'· momel'lto de inercia de 11 sección tranflltnal d~ 
18 columna respecto al eje Z 

CG centro de gravedad de la cubierta 

L distancia del suelo al centro de ~al/edad 

El diagrama de CUISfpo litlre de le estructura enwior 
aparece en la fig A.3, en la cual se tiene que (ref 9) 

K ri¡¡idw por traslaci6n- 3EJ,IL' 

K, rigidez por roUición • El, !L 

JC d.ewlazamiento del centro de gravedad da la 
cubierta 

4l rotación del centro de gravedad de la cubierta 

" -(x-k,.,.. •J/k 
~ -lf-k")'.d/k 

7•L'!2EJ, 

k •1-KL'/4EI,•D.25 

Las ecuaciones diferenciales de movimierl!o corres· 
pondiefl!es al diagrama de cuerpo libre de la estruc· 
lura son 

mi +(Kx- KK, 1 4l)/1<:. O 

J, i +(K, 4l- K K, lxl/1<: • O 
(A.15) 

Considerando que se satisfacen las relaciones X-­
-.., 1 x y 1 .. - w' 6, donde .., es la lrecuenci~ drculm 
na10ral de vibración de la emuctura. y r(ool,·i~r.do t'l 
¡istema de ecuaciones A.15, se obtoene la ecua~•0:1 
caracterlstica 

w' 
KJ, +m K, , 

w 
mJ, 1<: 

K K, 
+4mJ,I<:'"" 0 (A.16) 

que ~s una ecuacibn de segundo grado en ..,•. Si s~ 
t:ICCtUJn algunas I/"311SIOifflaCIO'Ir5 Sl~t:r~IC~S y ~ 
considcrd que 

K/m .. p' euad•ildo de la lrecucncid circ.Jiar n~tu· 
ral por tr~>lac•ón 



K,IJ, ._. n' cuJJrado ()~ la lrccum">cia circul,¡¡ nJtU· 
rnl por roUl~i6n 

A=w'lp' 

11, =n'lp' 

se IIC!}3 a 

{A.17) 

Por otra parte, los vectores de las configuraciooes 
modales son 

'• 

-
•. 

1 

4 -).. 
2L 

; n -1. 2 (A.18) 

Se puede demowar {re! 9) que los coeficientes d& 
participación correspondientes & los modos 1 y 2 se 
encuentran dados por la expresión 

•.m c ... , , ;n-1,2 
x .. m +4>0 J. 

(A.19) 

Partier~do del hecho' de que se cor~ocen las acelera· 
e iones espectrales de ¡;¡¡da modo, 80 , \a fuerza corlaf"l· 
te máxima y e! momento máximo de Cabeceo 
correspondientes ~alen 

v.,.. m a~ c. Xa • m "• C0 ; n,. 1, 2 (A.20) 

M .... Ja0 c. "'• -Ja0 c. 4- "· -" 
(4-X0 )J0 v. (A.21) - 2Lm 

las respuestas dinámicas de la estructura de acuerdo 
con los criterios 001 Reglamento de Construcciooes 
del D. F. (método 1) y de Rosenblueth {método 2). 
~ obtienen Mciendo uso de las ecuacrones 

(A.22) 

(A.23) 

"" 

v .. }v:+vi+2 

¡¡- •·"cc'cM'T' ~2, 
1 + • : 1 

!A.2•1) 

(A.25) 

donde ti, So! calcula mcdr<me la & 1.3. El sifJ"IO 
menos aparee.¡ en la ec A.25 debido J q'-'1! IJ tun~ión 
d& UJn~lcrencia del S<.><Jundo modo PS d~ signo o[lu~s· 
toa kl d~l primruo. ya que se puede d<lmo>tr.u, a 
p.¡rtir de IJ ec A.17. que A, o;; 4 v ~, > 4, por lo que 
el factor 4 • A. que Jparece en la ec A.21 ti•~'~ siono 
por.iti\10 er1 el mildO 1, y na.)Jtivo en el2. 

la respuesta dinámica ex<~cta se obtiene u tilrlJndo las 
e~presiunus 

V• Mh I/ C, mx, a,!t) +C, mx1 a,lt) JI!A.20) 

M .. Mh I/ C1 J, 4>1 a, [t) +C1 J,4>1;o¡ltd 1 IA.27) 

A.JANALISIS OINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SU JET A A TRASLACION 

Consideremos ahora el caso de una estructuro de ccx· 
tan te de dos pisos, en la cual no existe rotación en los 
planos hotiloo\aiE!$ en los nivele$ d~ lo$ pisos (lig 
A.4). 

Le ecuación mallicial de equilibrio de este sistema es 
(re! 10) 

m, w' -K, -Kt K, ,, 
.. [O) 

K, m1 w1 -K1 
,, 

(A.28) 

donde m, y m, son las masas c.oncentr<~das en los 
niveles 1 y 2. y K, y K2 san las rigidecr!s de los 
ermepisos 1 y 2, res.pectivamente. 

Paniendo de este sistema de ecuacionl'S y hacienda 
~.- (K1 /m 1 J//K1 /m 1 ) yA~w'/(K 1 /m 1 ),seobti~· 
rwn lus rJiCEs 



. .. 

' 

Pcolclcln de 
~qu!librlc 

uldlloc--~ 

/ 

• 

Dirocci<Ín dol 
mo•lmlon!o ·-----· 

lit A 4, H<~r'"'• "' ""' .... , ,..,.. .. o '"'''"''"" '""" '"'"''1 

' 
-4 'h IA.291 . 

AdemAs. Fm vectores de configuraciones mod.JI~ 
resvl tan ser 

' - ;n..-1.2 (A.30) 

1 
+(K1 /m 1 )-u~ 

,, IK1 /m¡)(~/mj 

Además, se puede domostrar (ref 101 que los ~oofi­
cientes de participación de los modos 1 y 2 w encuen· 
tran dados por 

z," + (m1 /m 1 ) z1 • ' 
C=' '·n..,12 " r,,. + (m1/md zl,.' ' 

(A.31l 

Si se cooocen las aceleraciones espewales de cada 
modo, a~, la fuer la cortante máxima cc:.rrespondiente 
al er'ltrepiso 1 en cada modo vale 

V,,.'"' C0 -a0 (m, .r,,. + m1 z1 ,0 ); n -1, 2 (A,32) 

en tallto que la tuerza cortante máxima correwon­
dieote al entrepiso 2 es 

V,..,- c. "• m1 '•·• ; n • 1, 2 [A.33) 

Ya conocidO$ los valores de V,_. y V1 .• , lbs respues· 
tas má~imas dinámicas totales de la estr~'tura esti­
madas coo los m6tOOos 1 y 2 se calculan hacieMo uso 
de las fórmulas 

~, .. jv~.,+ ' 
~ . • 

(A,34) 

v ... Jv~.,+ ' v; .• (A.35) 

17, = j v~., + v~., + 2 
' v,,, v,,, 

1 + • :. 
IA.36) 

i1>~)v;.,, + v: .• -2 IA.371 

donde•:, se C<Jiculd ml'<Ji.;ote 1.1 ec 1,3 



• . 
f.inulmerll~. las respuestas m.iximas Uialm'1rus de ta 
~'Siructura en cuestión se pu~dc!n obtener mlldiante el 
tnc!torJo e.>:ac:to haciendo uso de las ecu¡¡ci011es 

v, .. Máx!f.!, c.•.(l![m,z,,.+m,z,,.]JI 
(A.38) 

v, .. Máx¡ ~ c ••• lt)m,z,,..¡ .. ' (A.391 
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PINA!IICA 5 TRUCTURAl 

DR. OCTAVIO A. RASCON CH. 
fJEFHI!CJ0.\1. 

GRADOS DE LIBERTAD = NUMERO DE COORDENADAS GENERALIZADAS (DESPLA­

ZAMIENTOS O GIROS) QUE SE REQUIEREN PARA DEFINIR LA POSICION DEL 

SIST~MA EN CUALQUIER INSTANTE. 
1 

EJEMPLOS 

UN GRADO DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

" 

' 
' 
' 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

n GRADOS DE 
LIBERTAD 

.. - ··- --·--·- ------

DOS GRADOS DE . 
LIBERTAD 

Chlm enea .... 

!~FINITO NUMERO DE 
GRADOS DE LIBERTAD 

·------ ---- ···-



l. POR CONCCNTRAClClN I:F. f·ASAS 

!'lASA POP. tl:>IIDAO 

DE LONGI'l'l11J ~ m 

!flllll U/1/lliJ Wlllllll 1 ll! 1 7~ 

2. BXPRESANDO LA CONFIGURIICION DE VIBRACION DF. I.A ESTRUCTURI'\ C0/10 

U:~,\ :o;l\RII.; DE FUNC1ml55 t~SPECH'ICADl\5. POR l>,lE/lPLO, SI f:STA!~ 

!'U!-:CICNF.S SON Al~MONICl\S: _ 

Zlx,t) b Í 11X . sen ' ,_ 

! 

-- ···--- -- -· ----- --- -- -··--- ------- -------·----' 



EN GSNCRAL, PARA Cl!J\J,QUIJ:R TIPO L1E I"UNCION ~;(x): 

' z(x,t) = r ¡;i(t)ojli(x) 
i=l 

L-~ 

L 
X 

3. "lEDIANTE ELEMENTOS FINITOS 



RfSPUE>TA lliNAJ.UCA !lE SJSTE/.IA~ E'lA'ITJCO~ LINEALES 0[ w.¡ GRAVO OE L! IIRTAO 

CO.'J AMORTIGUAJ.liE.I.fTO VISCOSO 

p ( t) K 

< > K,C p 1 t 1 

- Xo(t) FricciÓn nulo 

' • TIEMPO 

M • MASA 

K • RIGIDEZ 

' • AMORTIGUAMIENTO 

f ( t) • FUERZA EXTERNA 

X o (t) • DESPLA7.hl1IENTO DEL SUELO 

EL AMORTIGUAMIENTO VISCOSO F.S TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RESTAU­

RACJON PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD ~ELATJVA DE LA ~~SA RESPECTO AL 

SUELO. 

EL AMORTIGUAMIENTO SE DEBE PRINCIPA~~ENTE A LA FRICCION INTERNA 

ENTRR LOS GRANOS O PARTICULAS DEL MATERIAL DE LA ESTRUCTURA, Y ll 

PRICCION EN LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA 'HS!1A. ES EL ELE._MENTO 

DEL SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA. 

~a. L[Y VE ~EVTmt: 

"LA RAPIDEZ DE CAMBIO DEL MO"'ENTUM DE CUALQUIER MASA, m, ES IGUAL 

A LA FUERZA QUE ACTUA SOBRE ELLA" 

- ----- - ·--- --------·· ------------·-- ------- '-~-
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p (t) = d '" - lmd,_) = de e 
d~ (mx) 

p(t) = FUERZA ACTUANTE 

X = DESPLAZA!HENTO 

t : TI E11PO 

.. 
SI m ES CONSTANTE: p{t) = mx 

PRINCIPIO VE V' ALA/HfRT 

SI LA 2a. LEY DE· NEWTON LA ESCRIBH\05 COMO 

p(t)-mx=O 

AL SEGUNDO TEIDIINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE COMO FUERZA VE T.'./ERCIA; 

EL CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARROLLA UNA FUERZA DE INERCIA PROPOR-

ClONAL A SU ACELERACION Y QUE SE OPONE A ELLA SE CONOCE CO~O PRIN-

CIPIO DE D'ALAMBERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE MOVItJ.IENTO SE 

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EQUILTfR/0 VJ.\IN.HCO. 

ECUACION DE EQUILIBRIO 

Xo 1+*-+1 
~K 

' ,; ' ' 
,, 
fo ' ' '" f-. 

"J e 1 ' 
P(¡tl 

' 

p ( 1} 

GIO 

~--+--~ 
f( 

~~ , . x.ttl DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 

EQUILIBRIO: 1 11 

PARA UN SISTF.~ ELASTICO: 

PARA AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: fa = c(x 1'1 

POR EL PRINCIPIO DE D'ALAMBERT: fi = m'x" = m(y" + ·,¿0 ) 

p ( t) 

5 



SUSTITUYENDO LAS ECS. 2 EN LA EC. 1 SE OBTIENE: 
.. 

m(y + x
0

) + cy + ky = p(t) 

DE DONDE 

I'M;Y + cy + Ky 
.. 

=p(t)-MK 
o 

DIVIDIENDO ENTRE M AtlBOS MIEMRROS DE LA EC. 3: 

' ' Ei!l_ .. 
y • y • M y. ' " M o 

131 

' 2h' 
K 2 DONDE FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, " • y • " ' " • M " 

r~· + 2h y + 
2 

" y 

.. 

RAD/SEG: 

(41 

EN 

CUANDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTE"'A SE TRATA DE UN PROBLEMA 

DE VIBRACIONES FORZADAS; EN CASO CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE VIBRA-

ClONES LIBRES. 

V1FRACIOIIES Liffif.C: 

EN ESTE CASO LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

y+2hy+,/y:O 

CUYA SOLUCJON ES 

·he y(t) =e (c 1 sen ~·t + c 2 cos w'tl 1 S 1 

DONDE w' = !w2
- h

21 = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL A"'ORTlGUADA 

Y Cl Y C
2 

SON CONSTANTES QUE DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES 

6 

-· --------- ----- ·-----.-·~- ---------.. ---



(E'I t=0) DE DESPLJI.ZAM_IENTO Y VELOCIDAD QUE TENGA LA II_ASA DEL SIS-

TEMA. 

ESTAS RESULTAN 'ER 

1 
e, '!"(0) • hy (0) lv 1 e, y (o) "' • 

"' • 

LA EC (5) SE PUEDE ESCRIBIR TAMBIP.'l CO"'O' 

y ( t) -h< (w' t 9). (7) • '" ooe -

DONDE ic' e' ' 
-1 e, 

ANCiULO DE FASE ' • • y • '"" • 
1 2 e, 

LA GRAFJCA DE LA EC (7) ES 

----------
= I'ElUOPO NATU!U'.L AJI!ORTIGUADO, SEG 

, .. 1 
= FRECUENCIA NATUlU'.L AMD~Tir.UADA, cps 

VEI'J.lOS EL CASO ESPECIAL DF. LA EC. (5) EN QUE h->t.~. EN TAL CASO, 

CO!!_ t.~'t->1 Y sen w't--w't, CON LO CUFLLA EC. (5) SE 

REDUCE A 

y(t) = c-wt ![{y(O) + hy(O))/w'](w't) + y(O)) 

-·------
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LA GRAFICA DE ESTA F.CUACION ES 

' 

t 

Y OBVIN~ENTE NO REPRESENTA UN MOVIMIENTO OSCILATORIO, POR LO CUAL 

SI h = "' SE DICE QUE SE TIENE A_>IOP.TIGUAMIENTO CRITICO. EN TAL CASO: 

. ~ . 
DE DONDE ( 8 ) 

A LA RELACION t = cjccr SE LE LLA-'"IA ~RACCION DEL N10R'T'IGUJ\MIENTO 

CRITICO. 

DESPEJANDO A >t DE LA EC. (11) Y SUSTITUYENDOL11. EN LA EC. h = C/(2M) 

SE OBTIENE: 

h • e e 2K ~lf = '~ • • 
e' e" 2IK .. 'i' 

2 O< 
4K 

ADEMAS: -
~· • /,2_ h2 • lw2

- ~ 
2 t 2

1 

• wh-~ 2 

~· ~/, ' 18 ) • ' 
LOS VALORES USUALES EN ESTRUCTURAS qUE ASUME t VARIAN ENTRE 2 Y 5%. 

EN ESTE INTERVALO w' Y w SON CASI Ir.UALES; VEAMOS, POR EJEMPLO, 

EL CASO EN QUE ~ • 0.1 



w': w 11 - 0.01' : 0.995w 

OTRA FOTlHA DE MEDIR EL GRI\00 DE AMORTIGUAMIENTO QUE TIENE UNI\ ES­

TRUCTURA ES MEDIANTE EL DECRENENTO LOGI\RJTMICO, EL CUAL SE DEFINE 

COMO· EL LOGARITMO DEL COCIENTE DE DOS k~PLITUDES CONSECUTIVAS 

L-ln y(tl 
y(t + T'l 

-he 
-o':">ece0S0é"~1 ""-'"'"-''"1'--------cc "' ln 
Ae-h{t+T'lcos[w' (t+T' )-9] 

-he 
cos(w't ,, 

lnl ' -
) o 

-h(t+T'l cos(w't w''l''-9) + 
' 

-he cos(w't 0) 
lnl ' 2 ~ ) l - coslw't -he -hT' - ' + 

' ' 

"' ln 
+hT' e chT'=~wT':~w '" 

"' fi"='Z2' 

(10) 

SI r; ES PEQUE"10, 

.:. 2~~1 (11) 

------- ---- ---

r 
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VETERMI!.JACION EXPERÚAEMTAL VE¡; EN ESTRUCTURAS REALES O EN MOVELOS 

SI SE_REALIZA UN EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE 

SU POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURA DE SU POSICION DE EQUILIBRIO 

ESTATICO Y SE DEJA VIBRANDO LIBRE!!ENTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA­

CIONES'QUE SE REGISTREN E'l LA !-'ASA TENDRA LA MIS"!A FO~A QUE LA GRA-

FICA DE LA EC. 7. 

Aceleró metro ~~Amplificador H ReQistrodor 

y { t} 

'j(t+T'} 
y (t} ______ >-V 

SI DE DICHO REGISTRO SE "'IDEN ~,'(t + T')y 'y'(t) SE PUEDE OBTENER L Y, 

DE LA EC, (11), DESPEJAR A ¡; 

L 
' = '" 

----- -·-----
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EJEMPLO 

CALCULAR EL PERIODO N~TURAL DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA MOSTRADA 

E~ LA SIGUIENTE FIGURA: 

p , curga cstil:tica 

' 
p 

' desplazamiento , , 

' "" '"' producido p ,,, 
h 

l ' , momento do inercia do '"' columnas 
" 
' -momento do inercia dol sistema p piso 

MEDIANTE EL ANALISIS ESTATICO DEL MARCO SE ENCUENTRA QUE 

3 

Ph
3 ' ' = 

'"' 6EIC 6 

Per1:odo natural , 
' 

3 

' 
1, 

' ' T '" 211 

' 6 ' " 1p 

Si (1, • 

1, L 
1 

L ' 6 ' " 1 " "' 
1 h ,, 

' 
, ;;r ' L 3 1, L ' " h 2 ' 1 h 1 

p p 

'" '" "A; , , = w ¡f g' 

L 

" , en seg 

L 
h 

,, ' 
·;;:;1 .-/1 

ESTRUCTURA DE CORTANTE: 
CUANDO LAS DEFORMACIONES 
OCURREN PRINCIPALMENTE 
DEBIDO A LA FUERZA COR­
TANTE DE ENTREPISO. 

do 
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EJEMPLO 

A. UNA ESTRUCTURA DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE 

20 TON EN SU MASA, OBSERVANDOSE UN DESPLAZA~IENTO ESTATICO DE 0.2 CM. 

AL SOLTAR SUBITk~NTE LA FUERZA SE REGISTRA UN PERIODO DE OSCILACION 

DE'0.2 SEG, Y QUE LA A~PLlTUD EN EL SEGUNDO CICLO ES DE 0.14 CM. 

K 

1. 

2. 

J. 

w=mq. 

P=20 ton. 

(aplicado 
estdticamente) 

y ( tl 

0.2 ..-.... 0.14 

,r\~Lf.~.------~ 

CALCULAR ""' "'~f ~L y ~ 

DE T' = 2• • •2 • 

SE OBTIENE 

·, 

y ' . "' o '2 
• lOO TON 

CM 

' 2 /4 2 !~ = T' Kg " = 
2 2 

(0.2) X 101) X 9fll/4~ = 0.04 x100x981 
4 9' 2 

• = 99.4 TON 

•' 2• 2• 
lO• 

RAD , . 1 1 
5 = T' = 0"':'"2 • • T' • = • op• SEG 

L '" 
0.2 • 1" l. 43 0.357 • 0.14 • 

L 0.357 

' • h • 2~ • ·o. os6s o ' • 5.68 • 

e= ~ccr .. ~2/KH'- 0.1132 /lOO x 99.4/981' 

.. 1.132 x 0.313 = 0.36 TON SEG/Cl-1 

t 
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EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA OF. UN GRADO DE LIBERTJfl SUJETO 

A LA SIGUIENTE EXCITACION: 

p ttl 

t 

Po 
x • T (1 - cos,,t); 

CON e • o 

k:t = p o 

SI EN t = O, x = 0 Y X = O: 

c2 • -r 0 /k Y c1 = o 

B 

'_'tAz¡sjL_ji'---'L-'-i ----'"·~-~• t 

B • FACTOR PE M1PLIFICACION DINAIHCA • • • ( 1 coswt) -
<i-l 

fiMAX • 2 ' EN ' • T /2, 3T 12 . .. 

AHORA, SI LA EXCITACION ES !lE 

p ( t) 

r.l---~ 

'· 
t 

lllJRAC!ON t o· 

SI t < t o 

Po 
x • -¡; (1 - coswt) 

X ( t) 

EN t ~ 

(1 - coswt ) 
o 

CONDICIO­
NES INICIA 

LES PARA 

-- -- -------- - -----·- ----------



sr t>t0 , x EAcos"'t' + B scn"'t', CON t' .. t _- t 0 

EN t' ~ O ( t = t
0

),SE DEBEN CUMPLIR LAS CONDICIONES INICIALES AN­

TERIORES, LO CUAL CONDUCE A 

A • y B • 

POR LO QUE X • coswt' + 

- ~ /(1 -
2 ' + sen wt

0 
sen(wt' - 9 ) 

o 

B- FACTOR DE AMPLJFICACJON 
' 

BMAX • 2 sen"'~o ~ 2 scn(w~0 ) 

CUANDO ' T B~1AX ~ 2 

Bma~ 

,20 ----·;;·;;;·----:--------:--

o 05 

EL t.fAXIMO +L 
OCURRE !lES-
PUES DE LA 
EXCITAC10N 

1 o ,, 
MAXH!O OCURRE OURA:-ITE LA EXCITACION 

SI t
0 

!T ES MUY PEQUEflO, 

• 

-. --~ ~----- ---· -- -----· -~-·-------- -· 



y xMAX "' 
1 

EN DONDE i • p t - AREA BAJO LA EXCITACION o o 

EJEMPLO: EXCITACION DADA POR UN INI'ULSO.-SEA UN IMPULSO APLICADO 

DURANTE UN INTHRVALO DE TIEMPO lit MUY PEQUERO, TAL QUG t>t/T << 1: 

p { t) 

., 
.- lmpulso-1-/p(t)dt 

o 

,. 
l'OR EL PRDICIP!O IMPULSO MOMENTO SE TIENE QllE 

" 1 • 1 p(t)dt • "' o 
t:N DO:\DE x ES LA VELOCIDAil QUE EL IMPULSO LE IMPRIME A LA ~!ASA llEL 

SISTEMA. DESPUES DE lit EL SISTEMA QUEDA VIBRANDO LlBREMENH CON 

VELOCIDAD INICIAL 
1 

X (0) "' -
m 

, MIDIENDO EJ. TIEMPO EN LA ESCALA DE 

t', Y-CON DESPLAZAMIENTO INICIAL QUE PUEDE CONSIDERARSE NULO, DEBIDO 

A QUE EN EL CORTO INTERVi\1.0 PE TIEMPO H LA Mi\SA ADQUIERE UN DES-

PLAZAMIE:\TO !JE MAGNITUD llliSPJ!ECIARI.E. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SER 

x(t') • xfo) senwt' ~ ~w senwt' 

ST EL SISTI:MA TIENE A~10RTJGUAMIENT0, 

1 ~ '"'. x(t') • --- e scnw't' 
"" 

~ ~ ·~ ~~ ~---~- - -·--------~---~ 



' ' 

' 

SOLUCION Al PROBL[MA VE VIBRACIONES FORZADAS 

A. FUERZA EXTERNA 

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE EXISTE p(t) Y QUE x
0

(t) = O, 

SIENDO_p(t) ARBITRARIA 

' . 

b 
t 

t 

PUESTO QUE d't"«T, LA FUERZA APLICADA EN t,.T' PRODUCIRA UN INCRE!lENTO 

INSTANTANEO,EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A 

y = p(<)dT 
M 

Y UN INCREMENTO INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y=O. 

Tm1ANDO ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t=-"t, LA EC. 5 

DA CO~O RESULTADO 

y ( t) = p{'t)dr 
'!.w ¡ 

-h (t-T) 
sen ..,• (t-r) e 

PUEST0 QUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPONER LOS EFECTOS 

OCASIONADOS POR LOS IMPULSOS APLICADOS EN CADA T QUE HAYATII OCURRIDO 

A~TES DEL INST&~TE t DE lNTERES; ES DECIR, 

15 

------------ --- -- ~------ ~------ ---------------



' y(t) ~M"'' ' -h(t-T) 
f ph)e senw' (t-T)dy 

-· 

17 

(12) 

1 -h(t-T) 
LA FUNCION Mw' e _senw' (t-T) ,QUE ES LA RESPUESTA A UN IMPULSO INSTANTA-

NEO UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONOCE COMO FUI/Cl0/1 VE flWISFERE.I/CJA DEL 

SISTEMA. 

YOl 

··- . 

p{~) 

T,_2.TT 
--¡¡¡;-

' 

LA SOLUCION DADA EN LA EC. (12) SE DENOMINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA 

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE ~~ ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRIO; LA SOLUCION GENERAL ES:-

y ( t) 
ht 1 t -h(t-T) 

"'Ae- cos(w't-9) + Mw' J p(de . senO>' (t-tldT -· 
EN DONDE A y 9 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO 

Y VELOCIDAD, y(O) Y y(O), RESPECTIVAMENTE. EN GENERAL LA PARTE DE 

LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES LA MAS IMPORTANTE, 

YA QUE LA OTRA PARTE SE AMORTIGUA RAPIDAMENTE. 

B. 110VIIUENTO DEL SUELO 

PARA ESCTUBIR LA SOLUClON PARTICULAR DE LA ECUAClON DIFERENCIAL DE 

EQUILIBRIO PARA EL CASO DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA 

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CNtBIAR p(r)/tl DE LA EC. (12) POR -x __ _;oc 

YA QUE EN DICHA ECUACION APARECE. EN EL MIEIIBRO DERECHO p (t) /M CUA..-.DO .. 
LA EXCITACIONES P(tl Y AP.'\í<ECE-X

0 
CUAllDO LJ', EXCITI\CION ES PO':!. 

:-!OVItiiENTO DEL SUELO. EN ESTF. CASO 

--·--- ·-----~. -·--'--··----



LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES 

y(t) senw' (t-t)dt ( 14) 

EJEMPLO 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD CON A."!OR-

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA EXCITACIONES LA SIGUIENTE: 

XJ t) 

' • o .. 
¡ ----

X o (t) • 
' "' " O,t,t

0 
\_ ____ 

' X o (t) • O, " C<O ó "' o 

CONSIDERESE QUE y(OJ~O Y y(O)~O. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES 

SON NULAS SE TIENE QUE A~O (UTILIZANDO LA EC. (13) Y LA SOLUCION PAR-

TICULAR QUE SIGUE, EC. (A)): 

y (t) = 
" 

_, ' f a senw(t-t)dt = --
(1- co's"'t) 

' ... 
f 
o 

sen w(t-tldt 

O<t<t .... o 

.. 

(A( 

PARA FINES DE DISEflO EST~UCTURAL ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA 

MAXIMA; ESTA OCURRE CUANDO cosoot =-1, O SEA, CUANDO 

oot "' ~ 

--------·---
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Y VALE 

MAX![y(tl]l 
,, 

~ 

2 
~ 

• 
-'-- T

2 
"1 2 ' ,, ,, 

PARA t>t
0

, O SEA, PARA T/2>t
0 

ES NECESARIO OBTENER ~ RESPUESTA EN VI­

BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELOCIDAD Y DESPLAZA-

MIENTO CORRESPONDIENTES A t~t : o 

11 -

APLICANDO LAS ECS. (5) Y (6) OBTI':NEilOS: 

y{t) 
_, 

[senwt
0 

scnr.>t' 11 COSo.>t
0

) • 2 - -

DONDE 

" 
_, hen 2

wt
0 11 coswt0 J 2 • 2 • -

• 

y (t) .. 
_,, 
2 senwt., 

t' .. t 

• 2 

_, 
o ' . 

sen(..,t' - !J) 

_
1 

1-cos .. t
0 

= tan ( senwt
0 

) 

MO 

COSOJt'] 

(wt' -

EL V!ILOR 1!1\XHlO DE LA RESPUESTA F:N ESTE INTERVALO ES 

MAX{ (y (tl]) 
,, 

~ 2 • 
SI t>t o o T>2t o 

" 

- ---~- --- - ---- ------~~~~~---



EXCITACION ARMONICA 

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO EN QUE LA ESTRUCTU~ ES EXCITAD~ POR L~ 

FUERZA .ARMONICA 

p(tl "'p
0 

scnnt 

DE DURACION INDEFINIDA. 

LA SOLUCION DE ESTE PROBLE>m SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A 

p(t) ,. p
0 

senllt EN LA INTEGRAL DE DUHA'IEL Y OBTENIENDO SU SOLUCION. 

SIN EMBARGO, EL RESULTADO LO OBTENDREMOS DE L~ CONSIDERACION DE QUE 

PARA QUE EL !HEltBRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO 

APAREZC~ UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE 

TENGAN CO~BINI\.CIONES DE TEmliNOS TAMIHEN AR'IONlCOS. CONSIDEREMOS, 

POR LO TANTO, LA SOLUCION 

y(t) = A senllt + B cosnt 

Y DETER~INEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A Y B PARA SATISFACER LA 

ECUACJON DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR 

A y(t), y(t) Y y(t) EN LA ECUACION DiPERENCIJ'\L. IIACIENDO ESTO Y FAC­

TOR!ZANOO: 

2 2 Po -
(-B¡¡ + 2hA¡¡ +u> B) cosllt "' M" senQt + O K cos¡¡t 

PARA·OUE ESTA IGUALDAD '" CUI\PLA '" REQUIERE QUE 

' ' Po 
-A¡¡ -2hllB • • A~ M 

-'" ' • 2hQA • ·'' • o 

. - ...... ·-



RESOLVIENDO ESTE SISTErlA DE ECUACIONES SE OBTIENE: 

A • 

SUSTITUYENDO A ' B E' CA EC. (14'): 

Po 

y(t) M 2 2 
cos\lt} • 

' -n2¡2 
22{(\l-w) senflt 2hn {15) 

'" • <h p 

O, TNIBIF.N 

Po 

y ( t) M 
f;en(Qt " ( 16) • -

/¡.,,2 -¡¡2¡2 ., 2' 
' 4h-¡¡ 

Ell oo;mr: • ANG TAN ( - fl) TAN-l 2hP ANGULO ( 1 7 ) • • _¡¡2 • 
A 2 

" PE FASE 

DIVIDIENDO NUMERADOR ' DENOMINADOR OE LM Ecs. (16)Y (17) ENTRE 
2 

" 
SE OB'~'IENE· - . 

o ·o 

. y { t) 
""k sen (Qt " • 711 t/ 2 1 -

(2~g) 2 - -1 • 

"' 
(lB) 

p 

TAN-l 
7. ~-

• " • o' 
1-L 

( 19 ) 

" . 

------------ ------ __ __:_ ------------



SOLUCION GENERAL PARA EL CASO . f,= O 

y (t) = 'o +-
M 

SI EL SISTEMA PARTE DEL REPOSO, LAS CONDICIONES INICIALES SON 

y(O) ·=O y 'i(O) =O. EN ESTE CASO: 

y(O)=O= e, '"" (wO) + c
2 

cos (w0) + 
Po 
M 

:HOJ = c1 w =s (wOl -

p o 
o c

2
w sen (wO) + M 

y (t) " 

y ( t) " 

p 
o 

M 

-P o 
M 

'"" '·' 
t.\2-!12 

. 1 

.,L ¡¡2 

o 
~ 

(P 
0

/M) 
[sen "' (1-..,?.¡¡¡2) 

y (1} 

" o 

'"" "' ..,<-¡¡2 

" ,,,t] - '"" ~ 

sen {llO) = 
0 

"'?._¡¡2 

sen n. t 

t 

( 20' ) 

¡2 

--------------------·--·----
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SI SE TIENE EXCITACION ARMONICJI EN L!\ BASE DP. LA ESTRUCTUIU'I 

EC,(16) 
2 POR -aQ ; 

y (t) 

.. 2 
x0 = at! senllt. BASTA CJ\.."'BI.'\R A p /M EN LA 

o 

HACIENDO ESTO SE OBTIENE 

2 
sen (llt-~) ( 2 o) 

FIICT('_q DE AMl'LIPTCACION DI'<I\MICl\ DE D~SPL.= Bd 

' 

' 

=0.7 

'' 1 • .0, ' 
FIG. l. CUR'/AS DE MlPLIFICACION DINAMICA PARA P.L CASO DE FUERZA 

RX'l'RRNA 

1 ( 21 ) 

LOS rACTORES DE AMPLIFICJl..CION DINA.'IICA DE VELOCIDAD Y. _;CELERACION SE 

SE PUEDEN OBTENf.R DERIVANDO RESPECTO A t LA EC. (16) O LA (20), SEGUN 

SEA EL CASO. LOS RESULTADOS Sml, RESPECTIVMIENTE, 

y ( 2 2 ) 

----·-·-· 



EJf:l.'PLO 

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS AR!IONICAS 

SE PROBO UNA ESTRUCTURA, AJUSTANDO LA MAQUINA EN LAS FRECUENCIAS 

""' '"' 25 SEG' CON UNA FUER7.A MAXI/1A DE 500 LB EN CADA 

'" 

CASO. LAS N1PLITUDRS Y ANr,ULOS DF. FASE DF. LA RESPUESTA QUE SE MIOIE-

RON FUERON: 

2.2 
-3 ,, • ' 10 in, 

,, • 14. 5 ' 10-3 in; 

EVALUAR LAS PROPIEDADES 

HACIENDO:· 

o 

Po ,, = 
k 

• 
Po ,_ 
k ' 

2 
k - kB 

., . o, 
• k 

' 

coslJ1 

" -•' ; 

' 

' 

,, = "" (cos!1
1 

= 0.966 ., = 55Q (cos'g
2 • 0.574¡ 

DINAMICAS 

' 

= 

( 

•' ' 

O/" 

2 = k-fl m 

'" SISTFM!I. 

' • l2~B/O-a 1 J 
coslJ 

1 

; sen0'i = 0.2:09) 

sen!1 2 • 0.819) 

¡1/2 

' 

( 2 3) 

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS: 

k (16) 2m 500 (0.966) lb - • 000 7 • 2 103 ><k = 100 io ' k {25) 
2

m 
500 (0.574) 

128.5 
u, SEG

2 
- • . m • 

14.5 lO -J {)- io 

' 
=~'· 27. 9 ""' " >eG m 

-------- --------



USANDO LAS ECS. (17) Y (23) SE OBTIENE: 

p
0 

sen~i 

2ai kpi 

RESONANCIA 

DE DONDE ' -=S~O"OL_!(o0c·"2>5>9L) ---~ 
16 

2 27 _
9 

100 000(7.2 X 10 ) 

25 

= 15.7% 

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGUAL A LA NATURAL DEL SIS-

TEM!,, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESONANCIA. DE U\ EC. (20) 

ES EVIDENTE QUE SI ~=!1/w=l SE TIENE 

y ( t) 

1 
O(Bd)res =~EN CASO DE MOVIMIENTO DEL SUELO Y DE FUERZA EXTERNA 

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA 

OCURRE C:Uli.NDO EN EL CASO DE y(t) i' y (t), EL MAXIMO OCU-

RRE, RESPECTIV~~NTE, CUANDO 

::!=w ' " " 
h-2t 2 . " ~.:: 20%, C% VALORES o e ESTAS " " 

DIFIEREN eN MA> De "· 
" MAXIMO VALOR De od (PARA " o w1t-2r. 2'¡ " 

1 2 
{Bd l.MAX o o (Bd)MAX o 

. (!1/w) 

2v-i-/ 2¡;0 
" SE TIENE FUERZA EXTERNA O HOVU!IENTO DEL SUELO, RESPECTIVAMENTE. 

SE OBSERVA EN ESTAS ECUACIONES QUE SI ,=O, _(Bd)MAX = ~ 

-----· --
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SI SE 1\NALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

MOVIMIENTO PJIRA EL CASO DE CONDICIONES INICIALES NULAS '1 6=1 SE TIENE 

QUE: 

y(t) 

y (0) 

-h< =e (A sen ~·t + B cos w't} -

• B - p /(2~k) ~ O 
o 

coswt 
2~ . 

DE DONDE, HACIENDO y(O)=O Y y(O)=O, SF. OBTIENEN: 

POR LO QUE 

Po 1 
• T t 2' 

211-r; 

1 

" 

y (t) = [e -ht 1 ~ ~QnW:•t + cos·-·'<1 - coswt] 
1 2r~~ w 

1-r. 

PARA AMORTIGUIV1IENTOS PEQUEflOS: 

-ht . -
{C -1) COSO>t 

SI? =O, APLICANDO LA REGLA DI.: L 0HOSPITAL,' SE OBTIENE: 

~ u l (senwt - wt coswt) 
Pc,lk 2 

O S:::l'l, EL MAXIMO DE LA RESPU8STA TIENDF. A INFINITO GjlADUAL"!ENTE. 

. ·- ------- ·- _,_ -- ~---- ~------
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y{ t) 
--
00

/K ' ' ' ' ' 
' 

-n 
----:-' -r' 
'-V, ' ',Y, --V 

' ' 

CARACTERISTICAS V1NAUJ('AS VE LOS RfGl~TRAVORES V[ SISMOS, 

SI IA AC!':LERACION DE LA BASE DE UN INSTRU/tENTO ES ARJ.IONICA, DADA POR LA 

ECUACION 

x
0 

(t) = a sennt 

EL FACTOR DE A!·1PLIFICACION RESULTA SER 

' 2 
" 

PUESTO QUE Lh FIG I CORRESPONDE A Rd' Y EN ELLA. SE OBSERVA QUE PARA 

~ = 0.7 SE TIENE Bd ~ 1 PARA O~n/w ~ 0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA­

ZA.'!IENTO DE LA r!ASA DE UN SISTEI\A ES PROPORCIONAL A LA ACELERACION DE 

SU BASE, SI ESTE TU~NE AMORTir;UA.'\IENTO m:r, 70% Y SI LAS EXCITACIONES 

QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS INFERIORES AL 60\ DE 

LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEMA. SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO 

RESULTA SER UN ACELEROMETRO. 

EN I:i:C:ENIERIA SIS!\ICA LA ~\AXIMA I'RECUENCll\ DE HITERilS ES DEL ORDEN DE 

10 CPS (T = 0.1 SEr,), POR LO QUE LOS ACELERO'lE'r'ROS TIENEN FRECUE:NCIA 

NATURAL DE 16 A 20 CPS. 

-------------------------- ---· 



2B 

POR OTRA PARTE SI LA EXCITACION DEL SUr.LO ES x
0 

= a sennt, O SEA, 

x •·a n2sen!lt, ENTONCES F.L FACTOR DE k~PLIFICACION RESULTA SER EL 

SEflALADO EN LA ECUACION (20), ES DECIR, 

,. 
d 

. 
5 

(ll/w)
2 

{(1- (r¡l.,h + 

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTI': SE OBSERVA QUE SI ~=O. 5 V n~, EL DES-

PLAZk~IENTO DE LA ~ASA ES PRnPORCIQNAL AL DEL SUELO; SI ESTO SE 

CUMPLE, F.L APARliTO, CONSTITUYR UN DESPL'I~()MET!<O C0NOCIOO TA~!BIEN 

C0~10 SIS"'QliETRCI. 

B' 
d 

' 

"' t¡ \ 
! . o '1 \ ~ • 1/6 

\./1fX 
1 1 ., ':y;~' 0,2.5 
1¡)- ·' 1 ·¡ -........ ...... 

lji . _ _.::::::...~- ( 
l .. · ¡-.. ·-· ·- -~·· ·-

7717¡-
{e/ f:.o.5 

. ' ' 
fl.¡w 

' DBTERYIINACION EXPERIMENTAL DEL NtOP.TIGUAMIENTO DE UNA ESTRUCTURI\. ME-

PIANTE VIBRACIONES "'ORZADAS ARMONICAS 

- -·. -------------· 

B' 
d 

3P., ~ 

2 p~r- ' ' 
' 
' ' 
' 

(•,) . p P.. = Deaplawmlenta estlltlca 
= P../k 

NOTA: • = Rnulledos de las pruebas 

-
-}--~Í-l 

7
Curva de Ampllflcoclón Experimental 

1 : 

•• _.! 

1 _ _L'+l ··~~P=~~·,_---0 o 1 2 3 
f1 ~ 

-- ·-·- --·-- ----- --·----- ---·---~--
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SI SE ~ETER!-\INA Bd EXPERIMENTAUIENTE MEDIANTE UNA SER!!: DB PR1JEBAS 

' DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS ARMONICAS, Y ADEMAS SE DETF.RMINA 

'o' E!lTONCES 

( 2 4 ) 

OT':I.O t1ETOOO PARA DETERMINAR ~ CON BASE EN LA CURVA EXPERI'lENTAL DE 

Bd SE CONOCE CON EL NO~•BRE DE "I~ETODO DEL ANCllO DE BANDA DE LA MITAD 

DE POTENCIA". ESTE SE BASA EN DETETlMINAR LAS FllECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VAL0'1. rms DE LA AIIPLITUD llN RESONANCIA, EL CUAL Vli.LE 

' 
SE OBTIENE' rms = ~ = RAIZ CUADRADA DEL VALOR MEDIO CUAORATICO 

( r:C\u ;> ,) 

1 o, 
p ;1n-e 2J2 + (2tBl 2' , 

" " o 

ELEVANDO AL CUADRADO AMBOS !-1IE~IBROS: 

i 1 

"' 
, 

(1-132)2 + (2r,t') 

DE DONDE .2 , 1 - 2c 
2 + 2~/¡ +e 2 ' 

-

DE AQUI, DESPRECIANDO EL TER"!INO t 
2 DEL RADICAL, SE OBTIENE 

•' • 1 2< 2c2 ' ,2 , 
B1 , 1 ' 1 

.2 • 1 • 2 + ,, 2c 
2 

'2 
' • 1 + ' 

2 

' 
.2 B1 , 2c 

··- - ----· -~ - ------------------
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DE DONDE ( 25) 

~E~PLO .n,., A 1+fi1 . 
-

• ¡ 2 

" 
6 5.67~10pul , 

·-~ 5.67KI0-I · -z 'g 
• ff pulg.=4,01xl0pulg . 
;¡ ' ;¡ ' : 
~ ' ' ' ' ' ' ~. ---:an~.-
~ ' ' ~ ' ' ~ ' ' o 

" )" , 
"" n1 = 19.55 ílt=2G.42 n,S'iiO 

DE LA " (25) M o, o, • 0.87 RAD 
o - eeG o, o, ., ., 0 r!!s 
¡¡--- o, o, O. B7 • m 

' 
o o o o o 2 .19% 

2 2 o, • o, 39.97 

METOOO ·NL!}'ERICO 8 DE N~RK PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE VIBRACIONES 

FORZADAS. 

EL METODO QUE A CONTINUACION SE DE.'lCP.IBF. ES ADAPTABLE A SJSTEMAS NO 

LINEALES CON VARIOS r.RAOOS DE LIBERTAD. 

PROCEDIMIENTO: 

l. SEAN yi, Yi·YYt' CONOCIDOS EN EL INSTANTE ti' y ti+l=ti + 6t. 

SUPONGAMOS EL VALOR DE yi+l 

.. 
2 • CALCULE~!OS _Y i + l (yi + yi+l)ll.t/2 (26) 

·----- ---·-·--



.. 
3. CALCULEMOS yi+l ~ Yi + Yillt + + BYi+l (lit) 

. . 
4. CALCULEMOS UNA NUEVA A~ROXIIiACION PARA yi+l A I'i\RTI!l. :lE LA 

ECUACION DIFERENCIAL DE F.QUILIBRIO• 

- V ) -- est ( 2 9) 

(27) 

5. REPITA~OS h~S ETAPAS 2 A 4 ~PE?.ANDO CON EL NU~Vn VALOR yi+l 

HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENr.AN VALORESDE yi+l 

CASI rrmALES. 

SE RECOHIENDAN VALORES DE B DE 1/6 A 1/4 '1 llt;O .lT Pl\RA ASEGURAR 

CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD. 

--------- ------ -~ --~-

31 
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CALCULAR LA RESPUESTA DE LA ESTRUCTURA APLICA.''IOÜ EL METODO S DE 

w-= h:,¡.,.._' = 

h = ~"' .. 0.2x3:o0.6 

3 RAP 
ser. 

T = 
,, 
T = 2,09 SEC: 

TOMAREMOS gaQ,2 Y H = 0.2 (~ o.lT) SUSTITUYENDO EN LAS ECS. (26), 

(27) y (28): 

+ o. 1 

• ~i+l = yi + 0.2yi + 0.012yi + 0.008yi+l 

EN t=O SAB!mOS QUE SE TIENE y=O, y=O Y y=O 

EN t=O . + ~t ,. O. 2 SEr.; SUPONGA."!OS y j_+ l = 5. O IN/5Er.2 
¡ 

Y • o 
i 

y i = o 

' 

X =-6 
o 

32 
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yi+l = 0 + 0.1 (Q + 5) • 0.5 ·' Yi+l • 0 + 0 + 0 + 0.008 X 5 • 0,04 

yi+l =-1.2 X 0.5- 9 X 0,04- (-30 X 0,2) z 5,04 

=o+ 0.1 (0 + 5.04) = o. 504 ; .:. 0+ O + O+ 0.008 x5.04 = 

.. 0.04032 

.. 
yi+l =-1,2 K 0,504 - 9 X 0,4032 - (-6) = 5.033 IN/SEG 2 

ESTOS CALI":ULOS SE PU"DEN Ol\r.ANI7AR ''EDIANTF: UNA TABLA COMO LA SIGUIENTE: . • . . • • .. . . 

' X y y y o 
IN/SEr;2 ' SEG INr./SEr. ING/SF.G '" 

o o o o o 

u -6 5.0000 0.5000 0.04000 

5.040 0.5040 o. 04032 

5,033 0.5033 o. 04026 

5.034 0.5034 0.04027 

0.4 - _, 
B.OOOO l.B07B 0.26536 

7. 4 4 2 l. 7510 0.26079 

7.534 l. 7602 0.261&3 

7. 533 l. 7601 0.26162 

0.4+ o -4.467 l. 7601 0.2H62 

o. 6 o -6.000 o. 7134 o. 51204 

-5.464 o. 7670 0.51633 

-5.551') o. 7584 0.51564 

. . . 

. . . 

. . . 
. 

E:l ' = o., + " • 0.4 SEG: "o = -30 X o .4 = 
_, 

Y, = 5.034, yi = 0.5034, yi = 0.04027 
. 

- ···-- ---- ---~---



.. 
SUPONIENDO yi+l • 8.000 SE OBTIENE: 

yi+l • 0.5034 +' 0.1 (5.034 + 9.000) "' 1.8068 

Yi+l a 0.04027 + 0,2 X 0,5034 + 0,012 X 5.034 + 0.008 X 8 = 0.26536 

yi+l • -1.2 x l,A068 9 X 0.265)fi (-12) ·~ 7.442 IN/SEG
2 

EN Yo. 4+ • Y0 . 4_ + x0 = 7.533- 12 • -4.467 

.. 
EN t = 0.6, yi =-4.467) yi = 1.7601; y= 0,26162 

. ,. " 
--- ------ ·--------- ~~--· 



-..... •; .. 
• • 

._,_ 
, .. 
• 

~" 

•· 
. , 

. 
' 

35 
..... 

ESPECTROS !lE RESPUESTA ESTI1UCTUP-Al 

RECORDEMOS QUE LA SOLUCION DEL PROBLE~ DE VlBnACIONES FORZADAS CO~ 

EXClTACION SISMICA ES 

y (t) .. w'(t-tld< 

DE LA OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZAMIENTO 

~ELATIVO, Y(t), F.S FUNCION DEL 'l'IE"'PO, t. EL A"'OR'J'l';UA._M.IENTO, ,, Y 

LA :!'"RECUENCI.I\. CIRCULAR NATUv.L, oo (O DEL PERIODO NATURAL) : 
. 

y(t) :;; f(t,w,~) 

FIJEMOS UN VALOR DE ~, !'Oil EJEMPLO t"'O, '! LUF:GO ASIGNEMOS VALORES A 

w, !'OR EJE'IPLO O .1, O. 2 • 0. 3, ETC, HASTA CUBRIR UN INTERVALO DE INTE--

RES, y PARA CADA CASO CALCULF..MOS LA FUNCION RESULTANTE DE APLICAR LA 

ECUACION ANTERIOR. CON ESTA OBTENBt-IOS 

y 1 ( t) • f 1 ( t' o. 1' O) • e 1 <tl 

y2(t) • f 2 (t' o. 2' O) • f 2 (t) 

y 3 ( t) • f 3 ( t' o • 2 ' 0) • f 3 ( t) 

SEAN o, • MAXjy
1

(t)j • D(w 1 ,~l 

o, • JI'.AXjy
2 

(t) j • D(w2 ,r.l 

o, • MAXIyJ(tll • D(..,
3
,tl 

• 
• 
• 

--- --- -~-------~--- -----~----



' ' 
' ' 

O.~I&Jmiionto ... lattw., 
X(t ),pul;. 

Má ... !K(I)J ·~.28 pulg. • S.!tlcm. 

20 

Tlempo,t, .. Q. 

Respuesto de un sistema amortiguado simple 

con T1 •1.0~ YS :Q.IO,alsismode 
El Centro, Col., 1940, componente N -S 
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EN TAL CASO, LA GRJI.FICA 
D 'S : o 

o, 

"' o, 
o, 

' ' 
o " .2 ·' ·' 

w 

ES EL ESPECTRO VE RESPUESTA VE VESPLAZ.!J1TE.\JTOS PA><A~=Q. SI ESTE PROCESO DE 

REPITE FIJANDO OTROS VALORES DE 7;, 1?0R EJE"'PLO, t=0,02, 0.'!5 1 ·O,l, 

O. 2,- .ETC, SE OBTENDRAN LOS ESPECTROS DE DESPLAZ~\!ENTOS CO":.!.l.ESPONDIENTES. 

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS PARA OTROS TIPOS DE 

RESPUESTA, TALES COMO VELOCIVJ.V RELATIVA, ACELERAC10N ABSOLUTA, ETC, QUE SON, 

RESPECTIV 11.'1CN'!'E 

•• 
A= .'11\.XIX<tl 1 

PSEUDO - ESPECTRO.~ 

ESTADISTICMIENTE SE HA ENCONTRADO QUE 

• 
'v • .o • " 

• 'n • 
'A • • • A • .v 

A Sv Y SA SE LES LLAMA PSWVOESPECTROS. 

'·" 
( 2 9) 

( 30) 

( 31) 

DE LA EC. (30): log D ,. log V log w= log V t log T log 2n 

DE LA EC. (31): log A • log V t lag r.¡= loq V log T + log 2rr 

ESTAS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARTTMICO; 

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1, SI SE USA 

w COMO VARIABLE INDEPENDIENTE; SI SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN-

TE + 1, Y LA SEGUNDA, -1. 

---- ···----- -~-- ---- ·---·- -~-~----~ 



E,JEMPLO 

V 

A 

AlJERNAnVAMENré, EN 
.TéRMINOS OCLPfR~ 
T, ' 

w 

,,. 

o 

T 

CALCULAR J;:L BSPF:CTR0 COR'U:SPONDIENTE A LA EXCITACION (CONSIDERESE /;"'0) 

T 
' _L, --1:-:----o lo t 

EN UN EJE1-1PLO ANTERIOR SE OBTUVO 

y 

-a 
y(t) = -

2 
{1 - cos .. t), SI O<t"'t • - o 

D"' HAXjY(t) j "'~-o2 
T ·; 0<-,« • - - o 

(0<T<2t ) - - o 

D ~ MAXjy(t) j= 2a 
2 • 

2a 'v • •• • jsen • 
L>M S 

LI!'l: {at
0 -•• a V •• o 

" mV "' 2a 

'"' 
"'o ,-

"' ,'1 • 
v'o ;eo-

2
-

"'o ,-

SI T)2 t 
o 

'"' SA = wV = 2ajsen 2°j 

CASO PARTICULAR: SI t 0 = 1 SEG y a = 100 IN/SEG2 

'v • 2 X 100 lOO 
• 

SI O < T < 2 SEr, 

T 

-- ~--·-
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2• 
lOOT """"i'xl 

~ -.¡-lsen 2 1= 

= lO~OT¡ sen ; 1 SI T>2 SEG 

· LHI SV =. lOO IN/SEG 
.• T -+ ~ 



JO !50 lOO 
Periodo natural T,an seg 

Espectro no amortiguado correspondiente o un pulso rectanoular 
_de aceleraciones. seoún N. Newmark y E. Rosenblueth, ref 1 

"' 

- --- ---------~-------
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< • •o 

e 
.:;¡ 6 o 
E 
o -< • 
E <O 
o 
N 
o 

• • •o o 

Componente N- S 

010--.. ~~c,~.o,---'---c,~.o,---j_--c,f.o,---j_---!,o.oc---~ 
Periodo natural T1 , en seg 

Espectro de desplazamientos. Sismo de Tokochi-Oki~ Japón 
{_1968). Segón H. Tsuchido, E. K.urato y K. Sudo, ret 4 

·-·. -·---· -·-·-·--·--·---·-·---·---·-------
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E "o 

" ~ E 
o 

,00 
' ' > -o 

• -
~ 'o o 
~ 

o 
o 
,¡: o 

o 

-c:''O---­
Mh {\x. ltl\} 

'·o 

Componante N-S 

~·0,015~ 

~~-0.10 

'~ ~o >.0 4.0 

Periodo !lOfUTO 1 T, en se9 

Compontnft N-S 

Periodo natural T1, en seg 

EspeCtros de velocidades y de aceleraciones .. Sismo de Tokochl..: 
Okl, Japón (1968). Según H.Tsuchldo, E. Kuroto y K.Sudo, ref.4 

-------------
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Acelerogramas origina les del sismo registrado el 

11-V-1962, en la ALAMEDA CENTRAL, Mex. D.F. 
{Tomada de la rel2) 
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!'_'!:!. 

VERTICAL 

' ' 
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Fig 7 Y.ovlr~ic:1!0 ·Ce: tc~rcno./\lamec'a Centro!, ll de mayo Ce 1952 
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COMPONENTE E-W 

N 
~ 

• • 
1 ' E l. o 

• 
e 

·o 
o 
o 
" • • o 
~ 

2 

D 
1 • • 

1 ' E o o . 
~ ·1 o 
~ 

o -2 
~ • > 

E • u 

~ 2 

• 
E o 
o 
N 

2 o 
~ • <'i • 

• 
o 5 10 " 20 " 30 " <O 45 50 55 

Tiempo, seo¡¡ 

Fig 42 Movimiento del terreno. Ciudad Universiloria, 6 de julio de 1964 
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Periodo, seg 

Fig 116 .Espectros de respuesta. Ciudad Unlversiforio, 
6 de julio de 1964 
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, DISTRIBOOON DE FUERZAS CORTANrn> DIRECTAS Y POR TORSION 

1 ·'' 

' ; 
. ' 

centro de 

.: (C!G) 

centro de 

(C. R.) 

••• 

C.G. 
0 

V.•F•-pJ'' 

X 

+ Vy=Fy 

OG 0~ \ 
' /0 

C.R. "ry 



• 

• 

DIST!'{IBUCION DE LAS F'UF.RZAS CORTAN'!$.<; E!'< UN ENTREPISO 

x, 

X¡ 

L 

o 
E K· . . ' 1 ~1 

E.F.:K 5+1<
2

&+ •.. +1< SzV=K 8 
1 J n eq 

8E K¡ = 8 Keq 

• 
• 

. ' 
E.M¡ = E.F¡ ,X¡ " EK¡SX¡ = SK¡X¡ = VX '= Keq SXv 

POSJCION DEL CENTRO DE RIGIDECES 

51 
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.. 
-

VEA~OS COMO ~E DISTRIBUYEN LAS FUV.R~AS CORTAN~ES EN LOS ~~~COS 

F3 R3 ------
F 4 K4 -----

V . C.R.• 
x-0-' : 

' ' ' ' ' 
' ' ' ' ' ' ' ' Fn-1 ·Kn-·1 1 

----- 1 

' 
L----' __ K::_" -4-f' 

•' 
y 

y' 
6Xm 

' ' --1--

MT~ t J 
,~ 

POR .LO QUE. 

K " F o MTX ., ' ., 
' ;-. ' F 

~K Y' + . ,, x
1 

i ,, 

!" i ~ Rió 

~Fi ~ ~Kió 

F ., 
F . , 

~ V 

" 

o K ., 
o K 

Y¡ 

X' IMC.R. o 

• ., 
• y . 

' 
" X. 

' 
• 9 nK Y' 2 + 

., i 

DE OONDE 9 "' 

K X• 
y i i 

o " ~y.2 + ,, . ..,, 
" 

o K Y• ' ., i 

o K x• e 
y i i 

" HF " ' Y¡ ' 
IK X: 2 ¡ 

y i ' 

,-;-. ., ' Y¡ i 



SISTEMAS IIO.LIIIfALfS VE Ull GRA90 VE UBC?.TAV 
. . 

• 
ECUACION DE •10VI!HENTO· 

• + Q(y,y) = P(t) = DESPI..AZN\IENTO RELATIVO 

Q (y, y) = KY + CY SE TIENE EL SISTE~ ELASTICO LINEAL 

I~ODELQ,<; PA~TICULA~f:S 

l. 

2 • 

RIGIDO-PLASTICO 

Q •-0
1 

+ Cy, SI y< O 

0 = Q
2 

+ Cy, SI y<O 

Q¡ 

Q 

Q2 

EN DONDE C = CONSTANTE. SE HA EMPLEADO COHO 

110DELO EN EL ANALISIS DE TALUDEs· v CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA .. . . 
'f ENROCAI'HENTO 

ELASTO-PLASTTCO Q 

Q = Ql (y) + Cy 

SE EMPLEA COMO llODELO EN EL ANALISI!'i DF: ES'J'RUCTU'VIS DUCTILES. 

FACTOR DE DUCTILIDAD 

Yu = DESPLAZA'1IENTO 01AXIMO QUE PUEDE SOPOR'l'Af.t. EL SISTE~~A SIN 

FALLAR • 

. ·- ·-· -· .. - .. ----·- -~ ---------~-· -- ---- --.-------



3 .. 'SISTEMA BILINEAL 

a 

·- CON ENDURECI..,IENT'J 

SE USA COMIJ MODELO PARA ANALISIS 

'DE PUENTES COLGANTES 

4. TIPO MASUI(; 

a 

CON ABLANDAMIENTO 

SE USA Cm\0 ~ODELO DE SISTEMAS 

QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA­

MIENTO· (IIUROS DE MAMPOSTERIA, 

POR EJEMl, 

a (INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES) 

-'-/-/K/ ,. 
' y 

/ V Esqueleto de lo 
curvo 

(l
0 

= ;;'tJJ.RZA EN y • V o 

Q o, 
-,,~. 

y
0 

= DESPLAZA"'IF.NTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO 

DE Sir.N0) POR ULTIMA VEZ 

CASO PARTICULAR DF.L ESQUBLETO 

(I:IQDELO RM\BER - OSáOOD) 

DONDE y
1

, 0 1 , n y r SON- CONSTANTES POSI~IVAS 

a 

c:o<.=O.l, r"'-4 

' y 

------------



EJEMPLO: CASO BILINEAL 

Q 

EJEMPLO ~CASO ELJI.STOPLASTICO •.. _ 

Q 

METOOO G OE NEWMARK 

' 
' 

'• 

y 

55 

y 

PARA EL ANALISIS DE SISTEMAS NO LINEALES. SE PUED~ USAR BL METODO B 

DE "'EW!>1ARK DESCRITO ANTE!l.IO'l.."'ENTE. 

. ' ·' 
-- ---· - ------ ----- --------



s6 

EJEMPLO 

Qtons 

f~+K = 32 t on/(1Tls 

..,od'--~b~------• Y -9375cms 

~~~-~-:_::-:·:-~-~-~-:-::..;·0~,=====:_-• t segs. 

ECUACION DE EQUILIBRIO DIN~ICO , ti'{ + Q(Y) s P(t) 

y ,. P(t) Q(Y) ,. P(t) Q(yl 
!>\ 2 '" 

PARA LA APLICACION DEL METODO DE NEWMARK SF. TIENEN LAS SIGUIENTES 

EXPRESIONES: 

ti+l • ,, • At 

. . . . 
y i+l • ,, • "· • yi+l) llt/2 

' 
(~ t) 2 

.. 
(H) 2 

yi+l - ,, • Y
1 

At • (o. 5 - ¡l) '1 i • e "t+l 

CONSIDERANDO t.t- 0.10 SEG. Y 6 = 1/6 SE PU¡¡'[lF. t.SCRIBIR: 

---~ ------------------ --- ---------- ---~--- -----------



1 
20 

1 
+ 6Q5" (2Yi + y i+l) 

( II) 

( I TI) 

EL PPOCEDTMIENTO DE CALCU!.O BS COMO SIGUE' 

" ASUME yi+l 

sr. CALCULA yi+l CON LA ECUACION- (II) 

S P. CALCULA yi+l CON LA ECUAC!ON (III) 

SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE Yi+l CON LA ECUACION (I). 

ETC. 

PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS sro:;UIENTES CASOS: 

0------ Qmó~~; -------

o. 

1 
1 

o ,. y )' rndt' 
l. COMPORTAMIF:N'\'0 EL!ISTICO 0 • n ' TONS 

' . CA' lB lO o e Rlt;IDEZ Q • 30 • 18 (V-Y ) 
o 

3. DESCARGA Q = '~mdx 32 (Yt4AX-Y) TONS 

ESTA ULTHIA EXPRESION MANTIENE ,SU VALIDEZ HASTA f'!UE, (Y'!AX-Y) 

-- '-

TON 

'" - o 

57 



PARA t'"O, 

.. 
SEA yi+l • 

2o. CICLO 

' 

Y
0 

"' Q, 9375 CMS ¡ 

p so .. 25 y=¡;;:'"T ;Y=<J;Y=rl 

20 COMO PRIMER _TANTF:O. EN TAL 

o • 1 10 • "' 2.25 yi+l • ,.. • 

o o. 10 o • 1 
yi+l • • ' 600 

Q • 32 X 0,1167 = ),7330 

.. 
y 

1<1 
50 -_),733 

2 
= 23.134 

yi+l = 23.134/2 = 16.567 

yi+l = 73.134/600 ~ 0.1219 

Q = 32 X 0.1219 = ),9000 

12 

yi+l = (50 - ),9)/2 = 23.050 

' 25 

Jer. CICLO 

CASO 

• 201 • o ,1167 

. . .. --- . - . ·---- ----~~ ----'---------

58 
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. . 

4o, CICLO 

j 

,_ . 

.. 

yi+l = 23.052 

yi+l ~ 23.052/2 = 2,d026 

yi+l ~ 73.05?./600 = 0.12175' 

n • 12 x o.1211s =·J.s9~o 

y m (51)- J.896n)/2,. 23.052 

• 

.. ., . ..l 

ETC . 

59 
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60 
. . 

LOS-CALCULOS BASICOS SE MUEST~N EN LA TABLA SIGUIENTE: 

... . 
t p y _, y -1 y Q 

SE!': S TO"' "' SEr. . "'' SEr. e" TO"' 

o. o 50,00 ::!5.0!10 0,00 O,flO 0.01) 

0.10 50.00- 20.000 2.2500 0.1167 3.7330 
23.134 2,4070 0.1 U9 3.9000 
23.050 2.4rl25 0.12175 3.3960 
23.052 2.4026 0.12175 3.896rl 

0.20 50.00 20.000 4.5552 0.~722 15.110 . 1?.445 4.4270 0.46793 14.970 . . .17.513 4.4310 0.46804 14.977 
17,511 4.43075 0.46204 14.977 

O, JO 50.00 10.000 5,8060 0.98610 30.87511 
9,560 5.7841} 0.98540 30.8620 
9. 569 5. 7848 0.98543 30.863!1 

0.40 50.00 0.00 6.2630 1.5958 41.849 
4,0750 6.4670 1.6026 41.972 
4.0141 6.4640 l. 6025 41.970 
4. 0150 6.4640 1.60250 41.970 

0.50 - 50.00 0.00 f'i.6650 2.1:623 53.846 
-1.9230 

. -1.9000 6.56975 2.2591 53.789 
-1.8944 
-1.8946 6.5700 2.25912 53.789 

o. 50+ 5.00 -24.3946 6.571)() 2.2591:'. 53.789 

o. 60 5. 00 -30.000 3. 8503 2. 7848 63.251 
. -29.126 3.8940 2.7862f'i 63.278 

-29.136 ].89347 2.7B624 63.277 
-29.138 3.89347 2. 781;24 63.277 

o. 70 5.00 -12.000 0.83657 3.025127 67.577 

' -31.2119 
-31.320 0.87057 3.02626 67.598 
-31.299 
-31.301 0.117147 3.0?.641 67.600 

o. 7278 5. 00 -31.62() -0.00313 3.03850 67.818 
-31.409 
-31.420 -0.000352 ] . 03853 67.818 
-31.4093 -0.000205 3.03853 67.818 

.. 
En-t~0.5 + SEG, AY .. -45/2: -22:5 .: -22.5- l.S'H6 "'_-24.3946 

---- -------------~- ---- ------ -



...,---e-r-,--cc:-~,--~. ,~.-.. -.. -_ :-... ·e·_-__ ~_--... ---.... --... -... -. ---------
' 

,_ 

' ., . . 
CONTINUACION DEL CUADRO ANTF.~IOR 

. 
• 

•• • .. 
' p y y y Q 

• • . . 

o. 80 S • O ;-28 .000. 
-30.146 

-2.1449 2.959611 65.293 
• 

'-30. 000 -2.21708 2.957874 65.237 
-30.113- . 

' • 
-30.117 -?.22127 2.95777 65.234 

. 
o. 9 o S. O -27.00 -5.07712 2. '}91)25 53.473 

-24.236 
-25.00 -4.97712 2.59358 53.580 

. -24. 290 
-24.294, -4.94182 2.59476 53.617 
'-24~308' • -4.94242 2.~9474 53.617 

• . 
l. 00 S. o -14.00 -6.857~2 l. 99614 34.461 

.-14. 7305 

- -14.7200 -6.89382 1.99494 34.423 
-14.7120 -6.89342 1. 99495 34.423 

• . 

. EN ESTOS CALCULOS SE INTRODUJO t = 0.50 Y 0.50+ PORQUE PARA ESTE 

" INSTANTE SE PRODUCE UN CAHBIO BRUSCO EN-LA.CARGA P(t) DE 50.00 TONS 

A 5.00 TONS, CON LO·CUAL SE P"l..DUCE UN CA'IBIO BF>;USCO EN·_LA ACELERA-
' . 

CION DEL SISTEMA Y ••.. EN ES'l'E INS1'ANTP.. "<0. SE PRODUCEN CAI-ffi!OS EN Y 

Y Y, EL TIEHPO t = O, 7 2 7 3 SF.G. SE INTRODUJO POR: LA NECESIDAD DE 

' CALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE 0, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE 

61 

SE IlHCIA LA DESCARr,A DEI, S!STEI•A. ESTA CONDICION SE E~CONTRO SOBRE 

LA BI\.SE DE APROXIMJI.R vA CERO, ODTENIENDOSE YMJIXc:J.OJ853 CMS y 

QNAX = 67."818 TON . 

.. 
EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS. 

, 

-. . . ~ .. -



-·' . ' l 
d -., 
1 ,, 
'' ] .. .. .. .. . 

' · .Y(supuesta) p y ·o Y(ca1cu1adol y ' N O T A ' Seg. cm , .. -2 
Too Cm. Too Cm , .. -2 . -1 

· ern Seg '· 
i • .! o. o. - - SIJ.OO o. 00 o.oo 25.00 1). 00 

~.. . 

0.10 2]. 0520 50.00 0,12175 3.896 .23.0520 2.40260 1 o . 21) 17.5110 50.00 ·0,46804 14.977 17.5110 4.43075 " • i o. 30 9.5690 50.00 0.98543 30.863 ' 9. 5690 S. 78480 f- CAMBIO OE RIGIDEZ ' ·1 ·0.40 4.0150 so;oo 1.60251) 41.970 4.0150 6.4640 "'l ' o. 50 - -1.8946 6. 5700 ' ·so .IJo 2,25!)12 53.789 -1.8946 
" t- CAMBIO ' 0.50+ - - s.oo 2.25912 53.789 -24.3945 6.5700 o' CARGA . 

0.60 -29.1380 5,00 2,78624 63,277 -29,1380 3.89347 . 
' -o. 7 o -31.3010 5.00 3.02641 67.600 -31,3010 0.87147 

o. 7278 -31.4093 5.00 3,03853 67.818 -31.4093 -0.000205 t- Qm.!x' Yml!lx. 
o. so o -30,1170 5,00 2.95777 65,234 -30,1170. -2.22127 • 

' 0.9'1 -24.3080 5,01) 2,59474 53.617 -24. 3'180 -4.94242 
l. 'lO -14.71211 5,00 1.99495 34.423 -14.7120 -6.89342 -

--· . 

'RESPUESTA ttAXlMA {: :: = 3.03853 cms 

= 67.818 tons 

1 
' . i 
' 
! 



x.--------.--------.--------.--------.-------~ 

X m!ix: 3.03853 

0.728 seg 

0 ~o~~----~o)2~--------~o~A~--------~~L.s----------~--~~~g-.--~t.o 
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CRITERIOS PARA TRAZAR ESPECITOS VE V1Sflol0 EU.STOPLASTICOS A PARTTR VEL EL,I.$TlCO 

l. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXI~IO DEL SISTF.~IA ELASTJCO 

Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO: 

2 • 

Q 

Qe -----------., 
• /' 1 

' ' ' ' / ' o, 

Y, 1 Y, 

• 

CRITERIO DE 
Ymóx =~'-Y~ 

IGUAL ENERGIA 

Ye • 12u- 1' 
Y y 

.,, 
o 

Q • 
p 

"r . "' 

~y " y 
\ 

ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA: 
• • 

• 

• 

----. --·--·· -------····----'---
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Y, 
Y y • 

{2"¡;- 1' 

-· 
,;¡ 

" D - ~lfiX · ' Y y :MAx • • • 
p . ' 2~- 1 /2----=--1' 

POR LO TANTO 

y 

• 
·-. -·-·· ·--- ----- - --------------------- ·---------
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DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

DIN!IMICJ\ ES'l'ROC"nllW, 

ME:IOX:I f3 DE NEW>~ 

SIST!'Mf\S r.TJ\STICOS t.INEi\LES DE Vi\HIOS CRi'\l)():; DE LIDER'.rl\D 

Dr. O:;:tavio A. Rasdlo Ollvez 
Julio, 1984 
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• 
METODO 13 llE NEWMARK 

SJSTH!AS ELASTTCOS LINEALES DE VAHIOS (;HflllOS lll'. I.!Riii<TATI 

PARA CALCULAR LA R!:Sl'UESTA IJE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBERTAD Y 

CO~PORTA/.!IENTO ELASTICO LINEAL SE lOMPLE!\N LAS MJS,\IAS ECUACIONES QUE 

PARA UN SISTEHA DE UN GRAIJO DE LIBlORTAD. 

Xj(ti+l) ~ xj (t¡J • [x.i(t¡l • xj(ti+ll] "' 2 

xj(ti+l) Xj(t¡) xj{t¡)llt [(t/2-a)xj (t¡l 
.. ~ 2 

¡¡xj(t't+l)J(H) ~ • • • 

EN llONilf: j ~ l,Z, ... ,N. 

EN J:STE CASO SE RECOM 1 ENIM T AMB 1 I:;N UN VALOR !lE B C01>1f'R!:Nll l JlO El\TRE 1/4 

Y 1/1>, Y QUE t.t ± 

CIO:>' M¡\S PJ:QUE!ilO . 

0.1 TN' EN DONDE T ES EL l'lóRJOflO N,\TURJ\L DE V!BR..;-
N 

.. ~-------- ---·-····------------ -------- ----··---



EJE.11J'L0 

SEA UN SISTEMA m:: DOS @ADOS m; LI!IERTAD CON ANORTIG!JJ\MIENTO NULO, 

CUYAS MATRICES DE ~lASAS Y RIGIDECES SON: 

K • [10 ,-j 
1 5 

USA:mo ::L W3TOilO B m; NEW~JAHK CON H~O. 2 scg Y a- 1 j(i Ct\LCULT; LA 

RESPUESTA DINAMJCA ANTE UNA EXt:lT,\CION DADA POR LOS UI;SPLAZA~HEC>JTOS 

DEL SUELO: 

'o • 1.~ 1 Sl " < - 1 ' 2 scg (>o El\' CIONT 1 ~JETHOS) 

' • 4.8-1.2 1 SI 2 < 1 < ' "' o - -
'o • o " 1 < o o 1 > 1 seg 

PUESTO QUE I:ST!i BXCITACION l ~!PL 1 CA QUI; X o (t) • o PARA TODO 1 ' SE 

TIE.'iE QUE LA ECUACION ~IATRICIAL DE EQUl Ll !litiO RES\Jl.T,\ SER 

"' • " • >IY • º • o 

POR r.o QUE 

o, Y¡ • o, • o • Y¡ • Q 1/111 \ 

'z Yz • o, • o • Yz • Q2/lll' 

EN Tlü.'WE Y¡ ~ x 1 
1 

CO;>; 6t = 0.2 seg Y 6" 1/6, LAS ECUACIONES DE!. m:TODO S Df: Nf:\i~J,\RK 

QUEDAN E.'i !,A I'ORMA 

xj(ti+l) • "_i(ti) • 0.1[-.:j(t¡l • Xj(t 1+IJ) 

xj(ti+ll • xj (ti) • o . 1 xj(t¡) • O.O·I[xj(t;)/3 • ;.-.(t. ¡l/61 J 1 + ~ 

- ----- - --------- -----· --

,, 



~ o' y­
' 

Yi'"·'¡"o. 

]";J'I' t ~ 0.2, -'o'" 1.2 x 0.2" 0.24 rm; SUPONGMIOS x
1 

=Y¡= 1.35 

Y x 2 " y2 - 1.50 cm/seg; 

PRINER CICLO 

PARA LA MASA 1: 
' 1 

~ 8 • o . 1 (O • 1 . 35) ~ O. 13 S cm/seg 

'1 
~ o • o • 0.04(0 • 1.35/f>) ~ 0.009 cm 

y1 ~ 0.009 o . 2 ,, ~ o. 231 cm 

f'A&\ LA NASA 2: 'z ~ o ' o. 1 (o • 1 . s n J ~ O • 1 S 

'2 
~ 8 • o • 0.04(0 • 1. 50/C:>) ~ 0.01 

Y2 ~ 0.01 o. 2-1 ~ . o. 23 cm 

Q1 
[:o :j l"231 

Í.2.s~ol 
~ 

, , ~ 

Q, -0.230 - 1 . 3 H 1 

J>OJt 1.0 Q\JE 1 , 
'1 ~ 2.54/Z ~ 1. 27 ' 1 . ~ 5 1 

y , 'z • . 2 1.381/1 ~ 1 .. )81 1 1. "o 

SEGUNDO CICLO 

'1 
, o. 1 , 1 . 2 7 ~ o. 127 ' • " . 1 ' 1 • 3R 1 • o. 1 38 2 

' 1 
~ o . 1) 4 ' 1.27/6 • 0.0085 'z • 0.0~ ' 1.3H1/~ ~ O.llll92 

y1 • o. 0085 . 0.24 • -0.2315 Yz • O. IJU92 . ll . 2 4 ~ -0.2308 

·-·····-· -··.- .. -··-- -·- ·- ·- --
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[0.23>5- [ -10 :j -2.546 
Q ~ " 

1 -11.230~_ -1.38(i--
OE DONDE '1 

~ ' • 2.5-ló/2 • 1 . 273 • 1 . 2 7 . 1 

'z ~ Y¡ • 1.386/1 • 1.3llt> ' 1 . 38 1 

"0.2. O.Z - O • .t ;;cg SF. TIENEN .:.: o 
:J.Zx0.4 - 0.411, 

x
1
(t

1
) ~ 0.0085 

x
1
(t

1
) ~ 0.127 

x, (ti) - 1.273 

xzítiJ 

:<.¡(t.) 
- ' 

xz(til 

~ 

~ 

PRIMER CICLO 

SUPONHNDO x 1 (ti+l) ~ 2.3 

'1 - o. 1 2 7 ' 0.1(1.273 + 2. 3} • o. 484 

'1 
~ 0,0085 ' ().2 X 0.127 + 0.04(1.273/3 

y1 ~ 0.0662 o. 4 8 ~ -0.4138 

,, ~ o. 138 ' 0.1(1.3Sh ' 2 . 1 ) - (1.486 

'z ~ o. 0092 ' 0.2 X 0.138 + 0.04(1.386/3 

Yz ~ 0.0693 () • 4 8 ~ -0.4107 

[:' :] lo ""] [' "'] º • • 
-.4107 -2.4()8 

0.0092 

o. 138 

1 . ~8 6 

' 2.3/b) 

' 2.1/6} 

DE DONDE x
1 

• y
1 

- 4.S48/2 = 2.274 i 2.3 

x
2 

.. r
2

- 2.4r,s 12.1 

~ 0.0662 

= 0.0693 

ETCETERA. LOS RESULT¡\DOS llfL PIIOBJ.EMA SE PRESENTAN EN L,\ TABL . .\ l. 

- -~- ... ----·- ---··-- --- --------- ------------ --.-----
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z-e B 

' 

PRODLEM!I DE VlBRACIONE:S Df: TORSlON 

ACOPLADA CON TRASLACION 

~------------~h'------------~ 
1 
1 o 
1 
1 

: .--- {,e \~'1 
[~ ~~~~~;---·Jt~¿-!1 __ -~~~--~ z 

C.T C.G. 

, J{(z-c o) 1

1

.'1?. 

~~-~·~~=-~,:~·----;-::-:::::::. : K -= rigiclcz en traslación 

r.F
2 

= Mz +K(z-eO)=O 

' 

Lt = rigidez en torsión 

111 

121 

PüESTO QUE LAS VIBRACIONES SON A&~ONICAS' 

.. 
o • -w2 o y ' • -w ~ z 

Sustituyendo '" "" ( 1 ) ' 

-w2Nz ' " Kc8 o • o 

(K - w2 1-1)z K o 
' 
o • o ( 1 ' ) 

" 

------ ------ - --- ···------ ----- ... ~--·-- ~---·------ -



Sustituyendo (3) en (2): 

(L'l' 

'"' 

Ke z ~ o • 

(K- w2M) (L,~-J",2¡ 
> 

• o 

KL~, - K.:;¡,,:'- ./Hr,, " MJ¡,,'' - K2a2 • 
> ,,, 

" MLT KL,. 

•' •' " ' -
"' "' 

DIVIENDO POR (K/M) 2 : 

(K/MJ 2 

K.J + ML~, 

(MJ) (K/Nl 

' 
K2e2 

• • 
'" 

" 
,, • •'1 (K/fol) ' CONSIDERANDO 

,, ,, (1 
LT/J LT/J ,2 - " ~)+ K7M J/(.Mb 

) '• - ,, 
1 1 • ,, " ,- c2 /j 2 • o 

2 + 1 '~'" + 1)2 ' " e .. 
A¡ ' 2 

• " -,., 2 4 
J 

' 2 • "1 " .\ 1 (K/M) y . , • ,, (K/M) 

( 2 ' ) 

o 

o 

" • cb: 
' 
• o 

) 

---~- -----~--------·--- ______ ., 



SUSTITUYENDO A 
2 EN (1') o EN ( 2 ' ) : 

"1' 

'1 1 

,, • • •' 1 -
o, 1 

ob 

SUSTITUYENDO A ' "'2 ' 

' 
1 

1 1 
2 

,, • = .¡] o• ' • •' 1 -o 1 o, " 
' 

ob ob 

------
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Efectos sísmicos en estructuras en forma 
de péndulo invertido 

Q, ¡,,,;o RASCC>N C/1. ' 

ll\TllODUCCION 

En],, pr.i¡·!ica •e pre,.·ntan ''''""'"'"' '""'"­
luida, por una so],, columna b •·nal ""tkno una 
'"hic1ta '1"'' pticd,- ,.., '"'''lo_,., n '"''""-"'''"·Su 
o·ompmt;<mirnlo di11dmico cld><· ""'""·'"" '"""' 
d,•rand" el dcctn o¡ue b oncrn.1 ro1.11 1onol de ],, 
'uh;cn;o in<lu«' ''" d """""knl<> tnt.d de 1.1 e,. 
ttunura. 

1Í priac~poo• de ni< ;1ñn .e P"''c''"-' en C,,],for· 
ru.o, 1!:11/\ nn trah.o¡n 1 en d oual.<c 11.11<1 <.<te pro· 
hlcma ol<sdc un pnlliO d,• ,;,,,, <11Cf\]<'1>«>. Se cai­
C<IIó <io]n o·l ¡wriod<> [,,.,¡,,,,.,¡¡o[ y «m ),,,,. en 
el. ¡,, "'"f'uc>!a de ¡_, ,,,,,.,.,,,_, •• '"' •'ctcwdn.ldn 
tcml>loc. Lo, pori<:><],,. o·at.ubdt" !'<"•' <Uatm .,,. 
""'llua> do·,.,,,. Upn p «>IL'iroii<L" lucrnll me· 
nmc< <¡Lic lo< medid<>< m >il<l. l.;¡ <li."ropanda fue 
a1r1huicla a e!.·do' ,¡,. rot016on y ''·"l;"·iOn ~e la 
¡,_,_,.-

El ohj<lo de <'le t<ahajo "' introdtn·ir un auáli­
,;_, mod.<l. d ',,,¡"'" prop<''"'"""'' ¡.,, de,·«•-' dd 
atnplami<·nlo que n"l< enlrc lo• modo.< d,- vohra­
ción. T~mbkn se tnmar~n en c"cnt.o en fom<.o 
aprmi•n,¡Ja In• efe<"'·' d,· mla< ión ) '"'-'1·" 1<\n 
de 1,, h.»o. 

CAI.Clii.O DE FIII~Clii\NCit\S Y 
CONI'J<;URACJONES MODAI.E.<; 

DE VlllRACION 

1 _ ..';,,.¡, ró_~ido 

p_,, ,.¡ """ <"fl q<l<' ,¡ ,.,,,,, ,¡,. !1'"""'1.«1 ,¡., 1,, 
clll>i,•rta '" cnn1<'nl "' l<><:ah:;odo ,., la prolnn~a,·ii>n 
~deje de la column;1, d """imi<'fllo J,· !.1 ''"""" 
h.r;1 P<"lr;"' e'tudim_;c• en ,¡,_, di«"<<Íolle_, pcrpen­
dkubrc• entre >Í. En tal caso el prohlem~ P"dr;i. 
d¡<cretio.,., e ,·nmo ,¡,, Jo, m<><lo, de ' ,¡,,,,. 16n .,, o­
rl.,{o, ,., cad.o di reo'< ián. 

P~ra d cAkulo de lM fr«ucu<ia_, ,¡,. <il>racti>n 
'" ido.oh:;na 1,, ,._,Tru<IUfn """" ,¡,. '""'!"'"'""''""'" 
l""',d, """"IL1id.1 P"' '""' ,.,¡,,~rl.-1 mlutll;onO<"nlo• 
rig"l~ J,· '"~"' "mélri•·nmcnto <l•><r•h.,.,l., \" "'1""­
t;oda por una "'l,o ,,¡,,.,,,,, '""'" prim<'r '''"'"M' 
cM<iM<nri> al suelo infmol;•meo\le rogodu (f.¡¡. l) _ 

En f•\1 1 

11-' = p<><O de b cuhiert.o m:" 1.1 part•· tnl>ula­
IÍa d,· 1.1 coltii>Hla 

/ = momenlo do iunc1.1 de l.o m.,.._, Je l.o <u­
h>rrta n·;pcn<> al ,.¡,. z 

7C,c,c,_,c,,,,. Jo lnv""""dvo. l•c"''"~' ,¡.. '""'"""'''·'· 
\1:-.1,\,\L 

' 1'"' l. p,.,,¡.,¡,, .,,,,.,,.,),. 

1'- "'",¡.,¡., ,¡,. o·l'"'""¡,.,¡ d.-1 m.llm.ll de],, 
,·oltonuoa 

1, = ul<>menln de inerd.o d< la ><c<iún tr.um er­
,,,¡ ,¡,. 1.1 "'!"""'·' """ "'·'!"""" ;ol ,.,,. z 

<: 1 ;_ """'"' do >l"""ed,,j do• );o 'uh1cna 

' 

/. _ .Ji.<tallo·I,L do· C (';_ ,,¡ 'IH"f<>-

/, = rigido·: ror tra.,k«i(o¡¡ ( f11er:a hm<:onta) 
;oplic;,.j,, o·n C.G. n•·ce'"''"'' p.,;, qtw •>1< 
,. ,¡,.,pince l.• ""'d.i<l) 

J., o= "llidc: ¡><>r rnoa<i<'m (p., aphcndo en CG. 
n<ce,.;ni<> 1'"'" pw<lllclf "" ~irn <miiMJo 
.1 l.1 .d1Lu.1 ,¡,. Cl;, 

• > _ "'">e<ÓU en C (; _ dehid,o ~ la f uer=a 4 
~ = ,j,•<pl,o:.nn"""'" lai<"WI J,· CC. dr~l<l" al 

""""''""' "" 
' 1 -1 
: k L 

/1• "' 
' 

' 

L o . 1 _,, 

~ 
__ ,_, __ . ' 

; 

' ' 
3El' ,, __ ,. 
" ,_, __ ,_ 
' 

k l' ' ,, __ ,_ 
lE!, 2l 

> , L' L ,, __ ,_ 
2U, 2 

1</:'\"/.WII J!l! /.A S(~;//i/JAJJ ,\//!X/CASA /Jii !.'IG!:','I/fii-/IA S!SMICA. A. e_ 
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Ocspree~~ndo 1~• deformacion .. por cortilutc, 
las u presiones par~ k, k .. ., y 3 puedm ~ncomr•r­
sc por estMica y volen 

k= 3EI,JL', 

k,"' EI,/L: 

<1= 1.5/L 

~ = L/2 

( la) 

(la ) 

( 1 b) 

(lb) 

Pnra um• fue"a de m.>gmtud nk. d de•pla::.o­
mienro ser~ a y d giro ~H. PMa un par de magni­
tud f1k, d giro serh (1 y el dtspl.!Zamienlo fl!. Al 
aplic•rse oml>o< simul1áne.1mmte. ,.¡ despl;,zaonicn· 
to 1o1al de C.G. >~rl ;e, y d girn '• (fig. 3). 

L 

Por tanto los valores de~, y '• qued,1n dado• 

~-.=,+fl! 

ro=n«-j-fJ 
"' ,,, 

Rc,oh-iendo el SJI!<rna de ecu.•ciones 3 y 4 par.o 
n y (1, y uuli:ondo bs ces 11• y 2h ;r obtiene 

en ¡,,. cu.oles 

""' (.~,-k,~r,)/•' 

fJ,;:; (e,- k~~-,)/• 

( Sol 

( 5b l 

y= l.'/2EI.: (6.1) 

• = 1- kl.'/1Ef, = 0.25 (6b) 

P:ora la' o"cJladone> del p<n<lulo mo"radn ,.,. 
lo f,H 1. d <l<agrai!LO de C11erpo hbre dc Lo cubLert<L 
<>1~ 1r.dicado en la fiA 4. Las ecuaciones de mnvi­
m•c~lo. despred,ondn efectos gr.wLtadonal.-s. oer;iLL 

m~- 1 +k .. = O 

¡;·,-j-/,¡1=0 
'" 
"' 

'' 

OQUillbNQ,,' ':""'\ < 

•, • duoLo.am;"'" 
dol """"do""' 
vodod d• Oo <uOo.< .. ~ 

C, ~ <o lodón dol <<n­
lro óe g<avtMi 

d< "' '""''''" 
mx, +loo O 

Su>!LLuycndn a (5a) y (5h) en (7) )-' (8) se 
<>hlien<: 

m_;:,.¡.(h 1 -H.y, 1 l/•=tl (9) 

,.-,.¡.(.\,,,-H,1-'•II·""o (to¡ 
Las <.s. 9 y ltl ;e rued~" e>pr<:_,~r maltid,,]. 

• n1cntc 011 I.J forma 

['"'][·'·] '[' O { ·;, +: -yH, 
-y ' ' =0{11) "][' 1 .\, .. , J 

Uult:nndo bs <<<la. 2.1 y 6o ,.. CI\COL<ntra qm· 

yH, = U./2 1 12) 

,. ··=-··· ( 13) 

,., donJc· '" ''" [,, IL·e•LL<'LLÜL nllLLi:Jr H;Lic.ral Jc •·i­
braciiln. 

Sustituyendo 1~< e,·, 12 y 13 en ( 1 1 1 ><obtiene 

r .• ctom.ondo en],, ec. Ji 

[' -''l r m ' '• L ~ 2 "'''l . " J J - 2 l, n 1 " 
1 1 5) 

La ce 15 reJ>r<""•U•• un Sistema de <:cuac1on., 
l>Omogi·nc.O>, el cual. P·"'" ten•·• ,-,]udón dilm·ntc 
<k la tl'L\'L,Li. nccc»!a <¡uo• '" dct<•rmLIIatlte sea nulo. 
Por tanto 

' ---m .. , . 
• 

/.k Á' .. __ ,,,. 
• 

=o ( 16) 

f<fli'ISTA /Jii !.A .~OCII'IJAP MEXICANA /lli IN<;I!NIIo"II/A ,\"IS.W<:A. A 1:, 9 

·¡r; 

1 

1 

i 
~-' 



¡, ¡¡,~ 
' 

,, .. ,. - 2 1 k/ -;- "''' 1 ,.,' 
' 

' +--, (1H. -1.'1."1 .o O 
k 

(17) 

Dwidiendo nonbo• mtoonhro' on!t~ m/ y """;d,·­
r"ndo que UF '"-' JH, '" .,hueue 

-·- " + mk, -" l ... ,. "· 
que •• una o• thlUÓI\ de 'qJ"ml<> 9"•'d" ,., ,.,- , . .,,.,,_ 

>Olud<m<' """ 

.. ; . - i./-1· "''· 
2m/• 

:.!: 
\ 

(!f.¡.ur!·,l' 

tm' /' ·' 

Do\'id"•nJ, mLLil<'r,odor )' olcn""'inad"' do 
entre m/ 

!·,1m+ k,f/ ,, 

( 1 " 1 

( 1 'JI 

'-'-'2~ \/(J.·;,;,+!,//)'- (!/mi (J../}1 

(201 
l.l.omando" 

'k/ m= (1' = cuadrndo do· la frce<H'Llci,, 'iocH'nr .,,,. 
!ut.ll por lr,,ladón 

1.,1/ =<~'='"adrado do· !.1 f"'''"''"c''', ""'1." n.o­
tural por wtacoóu 

·'" "htLcou• 

" =2(••' '·U' '·' ' 

~ ,11,' + "'1'- "'"') (21 1 

Dovodieudo '""]"" ""''"'h"" .¡,. (211 ooun·p', 
hacienda H'/p';:: ~y !1'/p' = l' '" ile~u a ' 

lc,,~2(1+¡•'-"\'ll·l·i•l'· ,.) (221 

1~, "'""csamr "alar <¡u e >i / ~' O ( "'''"'' o<>nccn­
tr,,d,\) J,· la ec 17 '" nhtlcnc '"' = kfm "-' r•'· 

Las cnnfiguradonc< modale.< pued<·n "~*'"'""'" 
de cualquoera de 1~, do,; ~""•'"one' ,,)!Jehr.•k·" 
comromd.>< Cll b ''""""'"' ma!tic~.ll J,,¡,, en« 1;;. 
I~, primera do ,.¡~;¡, es 

' 1--m.,'l·'• ' . " .. -2.'"·=(\ ( 2ll 

donde,.¡ ond~<c" ondoc,, el nLrmero> del modo)' de 
Lo cu,ll '" ohr~o·,,· 

{ 2~ 1 

3 
oil' ,.¡,.,.¡,. lLlLl"•'r,o<],, ' ,¡,.,,,.,,,, "'"' ·'C ] 7~1 •'U• 

.. ·( ~. ' .. · ., •'· ·" .·.· 
o¡uc A, - ··~ ¡0 ,.. llc1¡,o .J 

·'•·"'".:: 11./(-1-A .. I (251 

Si ,.. Je,e;m luonar ,·n cuenl.• la' ddornO<K!u!\c; 
por""'''"'" b.os!n con modrfrcar la< "~ide<es me· 
dianlc "" ""''¡"" do• cotiLika v partir de TlLl<l'O de 
¡,, co· 17 '"' con•iderat que/!k' = Jk! .. So <<~>IC 
,·.,cntriml.HI o•n al~una direcoón su decto podrfl 
'""'·'"''en""''"" u\lrmludc·11dO "" j¡rodn de hber­
t.1d adicional. 

En 1." h~• 5 ,. 6 oe en<:uentran repre-cntados los 
ll'Sultatlo" ;¡,.].;,oc·< 22 y 2~. 

'· 

" 

" 

' ·-· 

' • ' 

1 1 ! ··-·-- --- --¡-

1 

' " ' 

1 . ---

' ~.--;--c,;-"C,c--!,--.t,--,~-,;--,,~,--

lx/LI/< 

• 

' 
' 

' 
'--:;;:'~'"'""''i'"'~"''1'' ,, ---1: 

- ' í 
- ' ! 

' _, 
' 

r •.. •· <;,,,,,.,, 1 41.1 r, .. ' 
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El valor ab.olu!o de la respuesta minima en 
,-.,d~ LIILO de lo_, modos .<e o á'. 

[ 
1/" = fucL :n <Or!~n!c ·¡ 
M.= mom•nto floxion.lllte_ 

['· J" X ·'•• 
"' 

donde 

( 28) 

S •• :::; ordenad.> del e•pedro de a<eler;o6ono' 
n(cctnd" P'" d co,•lidonto ,;,m''" C = = 0.15. 

El e'pcuro ~uc >erá utiH,ado ~' el propuesto 
en d regl.omento d,· '""-"""''"""-' del 1J,.trl!n 
Fcdc•·al" (fig. 9). l.os valor~'-',¡,.¡,, nnlc•n,>dn• 
espcctra1e; corre>polld•emcs " T, )' T, '"" 100 
un(,eg' )'~O 6 <m!>cg' r<>pcl'lil'an•ellle. 

SuMituyrndo •·alorcs rn ec 2B "" llena ,, 

[ ,i;: J 
[ 

, ... 1 
M~ 

= r ""· ·¡ 2(o.~.OIIÚ k\] un. 

=r ~'!IL, J 
216.i)(ll) kg cm 

( 29) 

(JO l 

~~ criteno prnpw <ro ''" rd. ~ ser:o u"h:ado 
para el cal< u lo de la r<<pu<">ln toql 1 consodo·,.mdo 
lo> .-!celos LombmoJ"' d,· lu< dos modo•)- Por lo 
anterior la respue<la tot.>1 de l.o nlructma 1nldr<i 

\'-\'V'+\"' 
- ' ' 

E,.,., Jln y Jlb 

,\/ = \'M¡ + ,'1-/j 

(Jla. Jlh) 

1' = fuerza corrnonc tol.,] ,., l,L coluoun.l 

g ~ .... ,,. .. ,,o' .. d• 
le .;•o .. c~" 

,, 
~O.O(ILT) • 
' ' 

'·' ' 

T lnq) 
[<;,;, q, /:o¡••ol'" d,• cwo/C?OLL""" 

([),.,,,."'-' '"" 1· .. ,,,.,.,¡.¡""'" ,. 1 .. ~:_,,, . .,, 

M= m"""'"'" flnLonarlte tnt.Ll <"11 C. C. 
Snstotuycndo lo-. ,,,)o'"' d.oJo, .-n .es 2" y 30 

ell (JI)-'<' ohlknc· 

i'=I.JJllk~ A/ =: )14 .00() k H CnL 

El morncrolo en la f>.osc Jo la column.o •·aldrá 

M,= J4Hl00 + l .. l!O X 419 = bQJ.OilO kg cm 

f.o, reMolt.odo• de "-"" ,-.,., .<e re"unen en la 
li!]. ](l,,, 

C~!iO 2. Sum.o Fl LXI"'-'' 

,, ) C.i/o u/o,¡,. /n·melltÍ,o< •1 mo./t" de ¡•tbr,l.-iÓo, 

l'.>ra """"],·r.>r 1., re,lrocci<mcs del -"'"1" ern• 
plc.oremos el méh>d" prorm<>lo antcriorm<nl~ pn>• 
,.,.,[L<·ndL\ c11 lmm.< o.dnobr. Su;tiiOIV~nd~ \'oliOrt> 
en eru,>dono• paro K y R '" nbtie11~n 1.5~ X 10' 
k~¡/c '" y li.1l X ¡¡>• kH coll/raJ ccsrccth·amcnk 

l!J?IMI'l? M(l!J(l 

x.' (supuesl<><l 

F=:m~~x. M=/••:• 

F,=F. M .. =M-t-FL' 

x .. =F.,/ K . ... =M..! N 

"=F.'I.. (J=o\/j!, 

fl8. "" 

x,=,+(JS, r,:(J+"~ 

.~,= •.. l.' 

f' = X3211 

f'., = S120 

_,-, = O.~HO 

fl~=O.JSn 

,-, = 1 ()4(,2 

~, = t0(,5(l 

.>=X,.+ X o t x,, r" = r., -1- '• _, =: Í-~~!2 

/!_0 

M 

M .. l. l7b,i1;1-() 

'" = ¡l_{)()~-17 
f! = Otlll1~7 

nI/ = () ()(l2J'i 

•, := ().(l(H22 

,' = tl0!2h') 

7~.7 

>~/•' = 4J.~. X~=]iJNl] 

------- ------- .. ·-- ---

... ,. 

, ., 

• .. , 
, .. , 

.. , 

.. ; 
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''>< 
/ 

• / ,., 
'~-

PLANTA 

'" --~--1 

,., c!o 
B B 

' ELEVACION 
-~ ··- !__ r::=::==1 " ~' 

• os un Hrtor que '<P«"'"'~ los dc•pt,.,.,. 
mic•lltO< e,t,LIICO' de <"ad.l gr,>do d!" hbc·r­
tad de ko ~struclm~ mductdos por un 
dc.•plo:nmoellto e<t~t" n unLtarw do lo f,.,.,. 

X. <'>el \'O<tor mOO;~I paw ol '"'"'"""'""><.lo 

'" ' M es ),. matri: de '"""'·' y 

•~[X·.,]-['] 
'" 1 (l 

~ 

1 

' • 
• 
' 
' 1 CORTE 

"' 
Acolo~iones en centimetro5 

'" ' '-

x, -[ m·¡ - ' . 
.\·:- = [2J$ ·J 

L..· . " ~-
1 

• • • • • r • • 
• • " • • 1 • • • • • '-

CORTE B • B 

. l-m·¡ 
.\' "" 1 • 

s;::: [ -275 •] 

,, 
"· 
' 

['" M= o n ~ l20,1\l 

" I_J~{¡ ~ 10'-J 
Su•l,uyt·ndn \'al,rc> en ce· 27 y dcctu.n1dn los 

pnnludo' ,.,,,,.;.,,,¡,., ,.,. cll.1 mdt<'a<lo< << <Jhtienc 

C,= _4.9b0 -=0.001'13 
l.Jh6 X 10" 

5.720 
C, = = -ú.OOI9J 

2.'!'\'1 X 111'· 

J<ETIST A IJF; I.A .'>OC/1:/JA/l MT:.\'If:ANA /JI! IN<<FN/EI/IA SISMICA. A. r;. lJ 
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2. Sudo fk•dbl~ 

Al o.<colar u11.1 e>!ruc!ur.o CIIIICII!ada L'll >lH'In 

blando. ~.ü;te mt~race~<\n dinámica "'~lo·c,!ru<fn· 
'" q11e en l.o moyoria de ]o, r;IS<>S no dohc de,pr<· 
cia"e ~1 r~kuiM 1," lrccm"ll• ;,, y ]u, mndo' dr 
•·ibr.tción. En lo que ;igue ''propone 1~ ~d;optaciil~o 
de '"' mci<'<lo "'""'"'''" para lomar en cuento do· 
e ha drcto. 

1.,,. rc>tri«"oOt1C> ,¡,¡ •udo ,criin idcak~<in' mr­
¿,.,,,. re"'"''' do• ,·omp<>rtaiiiH'IliO lot1c;ol: '""' p.or.o 
dcspla~;omicoll<" liucalo•• horizontalr.< ,. otro P·•· 
ro ddormn'"'""' an~ulare' de cahec~o dr 1.< ,.,_ 
mcnl;clón'·'. 

En 1~ fog. 7 '" hace rder~n<'l.l a lns p;u.imr!m.' 

que a'""'"'"·"''""'"'""'""'"''" 
K == rigidco del rr,ortc ,·orrc'l""'dieHic a 1.1 

lf,L,JaciÓII de b ha<C '= f;,\ 
C.= cocfic•e.llc de cor>;ml< dii'IÍ<" 11nifoome 

del sudn. 

,, - '""'" d·· '"'"'"'" d~ '" ''""''"•"'"'"· 
R - ri!lideo dd re.<orle «ot<O.']Kl"'¡;,.,,,. a rol.l· 

dOn de la ha.«•. '=o C,lo- W't¡ 
C; := c·adicienle de """P"·•iOn ,.¡:,,,,.,, "" ,,¡_ 

forme d.-1 ,,,¡,_ 
/, = llH'IlLCili<' de llll'rci.l oh ;.,,.,, ,¡,. I.L ¡,..,,~de· 

¡,, <ime!ll.>cióll mn H''P"''" ,,¡ eje :' 

\V'"" pc>o 101.11 de ¡,, eolrLIL '"'·' 
\· ~ aloura do•l •·entro de Hf"Hdnd de 

tr<oelura .<OOre d nhd cle do,pl.m!e 
la <:.· 

F ,,.,;x 

' M 
dc•pln:omiento ' 1 tot,rl "' L'.G. 
¡ .. ,;' r-~··1 

' de•pl~:oonienro ,,n~uiM 1n1,1! en C.G. 

Po5ición 

1: = altur.o de• C.G. ><>b«· d "''"'de de,planl< 

·'" = '''"t'"''" de b h.1>e 
'" == mlacoOn d,• In h.,~ 

···=~·~tm ··= fl·l·"''' 
.•. , = r:,. 
"= F!A 
fJ = Mfk, 
f.!_, S,'' A. 1,. ·"-,,y\\' ya dc·flll,dl" ,mk· 

normmte. 

El prohl,•rn,¡ oorio rc,ueltu 11tiliHndo "" pra<C· 
diii,"I(•IILO <l<'rallVO Y f,, lablli.II'IÓ!l p10pliO'j;¡ p<>l 
N. M. Newmark';. "' dc>prcnarim b \'Miacoón 
d,• l.o ri\]l<lo: de la ,.,J,mno dch1dn a ¡,. fue"" 
ll<>rm,¡] \.!,'y Jo, lllOillCiliO., c'll b nll.'lll,l, <:lll>ado' 
pO< la e.crnft>cid,,J dd p.-o debida a delorm~­
'."""'' de· 1,, ,·olnnonc 

So;m 

Ji. - ¡.,,.,,,, hmi:ontal en la ha"' ~e la cim<n· 
ladón= P 

M .. -
.\,. o 

'" 

'""""'"'" fin""""'"' ,., b h.J>< ,¡,. 1" d­
mcnt.ocio\n =M+ 111: 
F .. { K 
M .. { I/ 

¡\ """;""'";¡\, ;e ,¡.._,mh,· d rroccdo1111<nto " 
>1'\]Ulf. 

l. S"i''""'' ,..,!ore' P·"·' ·' )', 
2. C,oJ,ui,H' f' V ,\/ U>Clll<lo la> <'>Jif"i<>n<'S 

1' = m~;.1· y ; = J->· En <>ta etapa el 1al<>r 
de• "'" .11111 no"'"""""' por !olll!O >e lb.lld 
ronoo /a(lor wmion m d rcsoo dd cálculo 

de equilibrio-----..._ 

~~-----, F 

L L 

1 
! base 

-~=--- 'o -------T ------
r-'' 

JI 

-------- -----------------------
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J. Calcular la fu<<=a }'el momento cnl" ¡,.,_,me­
diante la.< fórmlll." 

F.=F y M.=Af-t FL' 
.¡_ En,ontrar lo, ,-,dote> d!" k" cle.rl."'""iemo' 

.x .. o: 1' .. ¡ ¡,· y ... =AL/ N 
5. Calcular¡,,. v.1loro. de lo> p.>rilmrlro'" = Ffl 

•·fJ=M/h, 
/1. Efrotu.tr ¡,,_ prodiHI<l> {!o\ Y.,,., 
7. Calcular x, =a+ Jl3 ~ '• "'; fl -~ ,.,., 
8. Efc<1<1M d producoo .x, =f. '·• 
11, C,, lnd-<r lo< dr.<pl:~ '''m"'""' lmo·,dr< y ·"'~',¡,,. 

re• total<• de C G. mediante 1." ''P'"""""-' 
x'=-~,+x,-;-x, y •'=•·+•, 

/0. ~W<>IHrM el,.,¡.,, dr "; mcdiaatc In.< uKi<u· 

:o• :.fx'yo/,' 
1/. S, los \olmr< ¿, ... ,;_,akLIIddo> •·n rl P•'-"' an­

t<·nnr >.nn •'P"'-"m.oJau>eute i~u;olo·,,, elp<.-.cr"> 
Oahr~ co,cluidn. En ca<o mntrario c<:'J"'"'"' l.o 
"'<tu•l,l Lltili:.lndn <01110 ,-,dmc< do· p.lrtui.L 1'·'''' 
_, y ' In• <'ncnntraJo.< <'11 ct.•r·• '! o v.olor<< 
cuyo codeo\1e '"'' igual .11 de .\ ~ll!r<' ,•_ El 
rru<'<'-'" doherá tonlillllolr>c' h.l'l-• !""''"' ¡,, 
d)ltUXLtnacilm de>c.od;~, 

EjEMPl-O DE !IJ>LI\./'ICIO:--J 

Con motOI'O de oh"t''" lo_< •onccnto< enuu''"odo> 
;uw·oi<>rrll'IIIC ·'" coh tol.orán I.O< frenl!·nco.l.< r mo­
do• rlc •ihmción de uu <•'-"-'"'"'" va tnmtrnido 011 
C~ltforni.•. EU/'1 (fi11 8)_ !.o< d.11m nc«><mo' 
h,,, ,;do c•tr,,Jo, d,• 1;~ rol 1, Se '""In"""~" tom­
hit'n ¡.,, n·•pue.'in< ,¡,,,ic.l' •upuniondo quo' C>n ,,. 
trucoura fuera a con.trui"e en 1~ """" hln11dn de 
1~ cutdad de Mhico. Se 11111""'"" 1"'' IMHO 1o, 
flM.itnCtl'<>-< o)á,!ito< de 1,1> ;or<oii.J> del V.olle Je 
M~xko )-' lo., c.<pccao• de d••<ño prnpuesto• en el 
re~lamcnlo de ,·omtrun·•ón p.ora d Do.,lriln Fode­
r.ol ' 

!.m d.1tu' n«<><'Tio• de loo o·,tructurn son 

l. ~¡n cm 
f.' - 1SO cm 
r -21'icm 
\\' 20. ~'l~ k H (m == 2LI.~ 1 k~~ -"'11' / "" 1 
v•·== 43.600kg 
l. 1.77i X IO"cm' 
/, - 1 t\ll'i X 10"cm 1 

! 1.266;.-; IO'kg/cm 
k, 7.11 X 10'kgrm/rad 
1 1.3~6 X 1 Ll" kq ''''1' '"' 
•·• 0.(1{)35~ r.odlcm 
~ 20~ cmfr,1d 

L" o>pre<ione> par.o C, y C• 'o" 1~; ;i9uicn­
IC< ' 

1-'' 
e;, = F, __:-_ 

- ,. e, F' 1 
= 1',--·---

1-,-'\IA 

1:' ~· módulo de cl ... uco.!,,d d.-1 ""''" 
rcl.1< ión d1· P~;""" dd """lo 

(21> 1 

5 
A ·- arr,, de cnntncto J~ la cimentación 
1'1.1',:= f,.ctnoc> eh· forno.o de 1~ l'lm<ntación 

Para el caso de la >ona l>land.1 del Valle de 
r-.-1<''"'" "" ''"¡,, rcrrl"-en!,ltiV" de li' e< 50 kg/cm' 
v .o:,o.s•_ Poor.o ""o' cimentación cuadrada los 
;,)ore' de F, y F, '"" O 704 y 2.11 reer.cnva· 

C:, =11,123 k!¡/cm'' 
c.=tl.J/,<;1 kg/cm' 

.,¡ Ci/ou/o do· foco.,,.,,..¡,,,, '1 o11od<1,o de ••d•tolci~n 

l'.ora el ,alculo de l.l< !ret """'""" clc 'obracióto 
"""Cm<>.< la fóflnula d.oda en «- 22. !.o, ,-alore< de 
lm rar~mc·trn<" ""'"'"'.«m 

Por tao\1<1 

¡i' = !fm = bO~ 1 rad/><g )' 
0 ! 0 = !,¡¡ = 535 1 ro1d{sc~ )' 

r• == <1 1¡'¡> 1 :o l\_~M2 

\'0-494 X fot>S"" 

117 Ol·l·X bOii- = 
I'JOO = 17.32 radi••ll 

.. , = 1 '(2(,0 = /,S.JO radl>cg 

Lo, porond<l< n,lturnles ><><> 
7 1 = 2~¡,,, = 0 .. 162 '<"!1 ( T1 ohlcmdo Je un re~'>· 

'"' ole '•hro<<'IOIIl'-' hhrc.< de la c•tru<!ur~ y 
reportado en rof 1 = 0.1~3 ""~) 

]'._. = 2.¡ ... , = llLI'Io .<q¡ 

CompM·>ndo lo• •·nlorc> c~kulaJo y mcd>do do 
1', .>e pm·d<' Wt' 1.< ompoll lolnc¡;o de la ol\!oran ióll di­
n.imJC~ "uelo-e<lrllctur;o, 

!~~• rdac•on<> modalc; ,e oblien~n drla; ces. 25 
y"" ,-,,J., es >on 

:r,f,, 
2 X ~19 = ns nn/rad • 0.~4~ 

' X ~1" 
=·275 c•n/md X•, r,' 

' 7 .11 J~ 

h 1 Re,¡•uc.</a <i.<núo-.< 

P.lW d cálculo Je la r<>pueMa Slsmica desiste· 
mM de <•ario.< grado' de hhortad os M<esario 
,,1]. ,¡_,. ¡,, ,-,1·1icl,•ntr' de parloclp,l<<ÓII d" cad.1 
mndo de ,-,hraeión_ So puede drmo>!ra<' que p;<ra 
«te caso e• aph<able b >l~Uoeme ecuaeión 

c.= ( 27¡ 

12 1-/E\'/STA JJ/1 l.A .~<JU!;VA/J ME.\/CANA VE 11\'t;EJo;/ER/A SISMICA. A C 



< ' 
.,, 

F. M 9130 

P ... M .. 9130 

' ''" 11.4Ró0 

" ' 0.7210 

[!f.' "" ' o. l-~<)2 
x,, ., 1.1102 

_,.,_ ' ' 4.365 

' ' " 5.'!61 

73.5 

Sup<u\ien<ln 

.... dti1 

,, 
' ' 

UM.OOO 

5.7M 000 

OOOCJIO 

O.OOHI7 

O 002'iR'l 

0.004-l'l'i 

o 01356'} 

7S_.~ 

[440,11, 

T, = 0.731 "9 

,.,, 
., 
. , 
.. : 
.. ; 
... ; 
... ; 
... ~ 

El proccdinlionto P•''" c•l tómputn J.: lm P•LrÓ· 

metros dd o<•J!tndo """'" os el ""'"'"· ,;,In 'ql1c' 
In confLHlli""Q" '"P""'" dcf>or« ''li"'l'ian,c" an­
tes de pro'"ll"i' el ,,,]ndn. de ko_o """P'"'""'"·' dd 
primer mudo que pud•crn c·olltcncr Se dcn"'<-'-

1tcl' que_,¡ X: e> d 1·cdor ole 1" '""f'9"'"'ión 

.;upueota d vocrur hbn• do· '""'"1"'"•'1\tC' tld ]ll'i­
lller rno,lo <]L1odo tlndo po1 

X'' ,;¡ x,' ' ' x. = x·_ x•,Mx,x, ( 12) 

)' <U,lJtuycnJn \'nh>rc' cu ],, <'CUa<ióu .,,,,,,;,-;,,] 12 

-'< obtlcfl<' 

q\IC "'"do lo, \'aiorc< do· p.ort«l,, 1'·"'·' d ]""'"'" 
uclo de cálndo 

SEGUJ\:DO ¡...JODO 

\',,¡, "'' rl<c en/o) 

.\. ' -151 

i'. M -)H1 ] , IXh 11011 

F._ . .\1, -3H3 -123000 ,.,; 

~., ... ---0, j(,72 -0J'Il01Y10 ,,' 

,, ' /) --02~Hl Oilll1K700 

¡¡,¡_ "" tl.Jxn -0 (l¡]()R8q0 ' ... , 
X" ' < OH11 O 01,1YK 1 O 

,.,. ' ' -O M lO 
' 

' ' X' 1 -01191 O Oil07"7ll ,.:; 

'' 11(,7 1270 

"'\-ISlii.T,=OJ76>eH 

Eu c><c <'•"" "' "'r""' '"' ,-,.]nr ce ce· ano,¡ roa] 
Y ror ""'!" -"iln .« ,,..,.,._<~t<i '"' ciclo p.trn ~,,. '" 
ohttl\·icr,¡ 1.1 ''~'""'"""''"' <i~'•'iLda. St d 1-,,lnr -"'· 
1'"<''" 110 huhiüc oi<lo '·"· """ otLo Cllrlh¡ulcra 
'"~lur,.,,en1e nn hllhicr.o >~<lo "'¡,-;,.,k un "d'' 
<le ,·,\indn_ En lo< ,-~el<>' ,.,¡,,"1""'"'"' <o rrnce. 
Je,,o <'ll ·~ual fo1ma o¡ut· '"''"' '"r"'"''' inici,ll­
mcutc l,o cunfo\i"'"' ir\n ohtcnldd "" el ,-;clu ontc. 
''"" 1""1"·"1,, ok l." """ll<>fl.:nrc, Jd pri<llCI' mo­
do: de. 

f.m v.>lnre' ,¡,.Ir" ondickrllc.< J<" pM!O<'ipa.-ión 
y de¡,, <>rdefl«<i," <'']WdLr\]c·< r•1ra <'<te ta><l >Oilo 

e "'-o.oo1 M'> 

S,,= 127-lcml.>c!l' 

1' "1 .A/,_= 

1 1' ''" ,,, l 
20l.ü<HJkqclll 

\' 20JOk,¡ 

ló 



M 344 ton cm 361 :on cm o 

V- 1.31 IOn 

/ 

2.03 Ion 

Mb•893 ton cm -, / 

1.93 Ion 

1209 ton cm -, 808 ton cm -, 

(o) (b) (e 1 

P.ua compara<•ó•> de re>ultado>"' veril cuill e< 
el , . .,!or de la '"'P"~;ta m;\,•ma en el ca'o de de<­
p«<•·" la mcrda rotacional y la mlcracción "'do­
estructura_ 

Para •-"• ca<o p' =60S (rad/seg)'. T = 0.325 
'<9- O. 155. = 92 6 nn/.,eg' 1.' = mS, = 1,910 kg y 
M,=308.000kgcm (lig lOe). 

CONCLUSIONES 

Eu la siguiente tabla <e resumen los re<ultados 
de los trc> casos. indicados como porcentajes del 
segundo caso. 

Coo«t~" Ca_,o 1 e,,,, 2 c._,.., 1 

V 61_~·,; wo;; 9'i_o~; 

M 95.2•,; lOO\< o " ,, At, 73 s~; 1 oo•.; 66_7~< 

Los re.«oltado> de b tabla anterior dan ""·' 
•dea elar,, de la •mpOrtdncia 4ue tiene el considerar 
1.1 wcrcio rotacional de la ,-uhierta y la interacción 
>ll<iO-eslnlctura. La importanna del prin>er con­
cepto aumentará conforme rnayor '"·' d momento 
de 1ncrcia de ">asa Je la cubierto con «>pecio al 
eje o El ,;ltomo concepto es tanto más importante 
cuanto mas blondo sea el >tlolo de chncntncoón. 
En pnrt~eular puede nb.<ervarsc que en el tipo de 
soluc16n 3 no '" obtiene momento llexionantc a 1~ 
;>ltc<'" de C.G. E"o puod~ tca<r conoigo smos 
error<'> en la cuan!io del acero Je rduerw necc­
""o en b union colt~mll~·cubierta 4"< e.< donde 
má> ductolidad nece»la desarrollarse, 
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• 

VIGAS DE COI\TAIJTf NO AMOI?riGUAVAS 

SO.'/ SISTHIAS CO:-!TJNUOS CUYOS C,,\MB!OS 11~ PENDIENTE 50.'1 PROPOR-

CIO:-JAI.ES AL COltT/I.NTE QliE ACTUA EN LA Sl;CCIO.'L 

SEA:.! m y p LA ~lASA Y FUERZA EXTERNI\ fllSTRlRUID,\5 POR u:;IDAD DE 

LO:-!GITUD, Y SEA k LA RIC:lllE: POR CORTANTE: 

POI{ 

' 
m, k 

L 

k "' FAG 

I' = FACTOR DE I'OR~lA 

A " MEA SECCION TI<ANSVEILSAL 

G " MODULO llE ELASTTCTDJ\Il DINA~11CO ,\1, t':OilTA~TE 

!' ¡ " {mdX) 

EQUILIBRIO: 

os 
dX ox • pdX - m 

:)2X 2 
k o ' m --, -

;¡X2 
• ,-

2 

' ' --2 

' ' 

,2, 
-'2 ' 

p ( t) 

dX " o 

(\) 

------· ---------·---
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LA r:c HOMOGEJ\'EA QUE\\\ {CON p~(J) 

'z, 2 2 2 k 
(2) ' ' o -o - ' --,- , 

• ' 
o ,.. :• x· m 

ESCRIBIENDO X ( t) o Z
11

(X)9n(t), I.A EC (2) QllHlll 

2 .. 
z 'o ' z "o 

o o o " 
. . .. .. .. 
9

11 
(t) 2 z 8n(t) 2 2o 2 o o -> CONSTANTE é

0
(t) ' zn - E\/tr ' 'o 

~-'" -o 

w, 
Z B 1\ !;f'l] (X- ¡¡nJ 
nn v .. 

1,,\S CONSTANTES a
11 

Y "'n SE DErEi<~IINi\N EN CJ\Jl,\ PROBU:~IA EN FUNCION 

m: LAS CONDICIONES lJE FRO.'ITF.RA. 

CON DI C 1 O,'l DE ORTOGONALIDAD: 

L 

· J x
0

(X)xj(X) • o, SI n # j 

o 

E.JE~IPLO 1: CUERDA VIBRANTE DE LONidTllll 1, Y EXTRH10~ FLJO:": 

L 
EN EL EXTREMO x"o SE Tf:NDRA 

"o " ( 3) x(O,t) o -> n - j 0,1,2, ... •> o , 
l" ; - ' • 

' o 

-·------- ------- - ---- ---- ~-- ---------



EN EL EXTREMO X E l. Sf: HNIHM 

(4) x(L,t) ., O []- 1,2, ... 

PUESTO QUE EN LA F.C (~) SI: TmlA j .. n, Y,\ QUE j"l ,2, ... D,\:-1 LA ~IIS~IA 

SOLUCIO!>l, LO CUAL CONDUCE A 

DE LA EC (4): "H 
~,, . -,-

' 

f'RECUENC 1 A I'IJNIJAM E;<.'T !\ L 

\ "" SI n=l ~, • -,-, ' 

y ,, • 2L -
" 

" - o . 
' " 

n = 1,2, ... 

•, • " ~, 

T • 
TI 

" " 
LAS CONFIGURACIONES NOIJALES QUEDAN: 

z E A scn""
1 

X 
" " ' 

; dt,:'() " - n•X nnv ,\ sc11-L scn--1 -(t-t ) 
¡j • 11 

l.ONlllCION m: OllTOCON.\LIIJ.\ll: 

L 

¡ \ inX , j~Xd O • 1 , i sen-~,- "j sen L x = , ·' 
' J 

EJDIPLO 2: VIGA DE CORTMTE AI'OYAIJA EN X= o Y LIBRE I:N X,. L. 

DE x(O,t) " O .</ a = O 

" 
1 • X 

L 

DE x' (l., t) = O (PUESTO QUf: EN X = 1. Sr: nr:BE f:liMI'L 1 R QIJ!i LA l'UERZA 

CORTANTE, S, SEA NULA), 

X' (X t) _, sen'•' (t-t ) 

" " 

62 



x' (L,t) , o • cos 

o ' " (2n-1) •,. • -
L 2 

SI n-1 , . , • "' "' L.""z 

AS!: T2 " 
T 1 -.-

• L "'n L ,_ 
l> 

' ' 
" • 

T • " -1 ' 
T ·-'­Tn Zn-1 

, ETC. 

" • -
2
-(2n-1) 

1 ' 2 ' .•• 

lJISTRIIllJCION (lE COitTi\N"ITS: 

-S 
o 

• k 

1 
\ 1.---'---- X 

' 1 
\ 1 

'! 
1 \ 

/ \•--z._.._.. S 
1 1 

1 1 ' . 
' 

111 7T 

ler. ~10llO(FUNDAI>!I:NTAL) 

scnw (t-t ) 
" o 

·, ~)( 
/-.. S / ,_._ 

/ 

' / 1 / 
1 / 
1 

\i 
n 
i ' 
"''" 

2o. I>!OilO 

-----.- ·------ --~----

1 ' 1 
\ 1 

-,; 
• 1 

/. 1 f.t-z..._ X 

'i' ll 1 \ 
1 . S 
\ \<-7-, 

' 
:-cr. ~\OIJO 

• 
_] 



VIBRACIONES fORZADAS DJ VIGA8 VE CORTA.'IT[ 

SEA x
0

(t) LA f:XCIT,\CION DEL TERRENO. LA RESPUESTA, x(t), DEL 

SISTHJ.\ ES 

(3) x(t) 

llONflE. 

[4) ',. • 

-= - r 
o•1 

L 
¡,. sen 
o 

¡Lo sen 

o 

X 

sen 

"'n v 
X 

dx 

• 4 
{2n-1)n" 

1 "o x -,- dx 

TAREA: DEMOSTRAR ECS (3) Y (4) Y ESTUDIAR SECCJON 3.15. 

EJE~IPLO: CALCULAR EL LIMITI' SUPERIOR DEL CORTANTE EN UNA VIGA DE 

CORTANTE A CUYA BASE SE U SOMEH A UN1\ ACEt.ERACJ0:-1 CONSTANTE, 

EL ESPl!CTRO !lE ESTA EXCJTACJON ES V • " 1"' 

LO T¡\NTO, 
~,, - ',. "o X)} POR s ~ k Jx-c r "o -

" X 
• n~ 1 " 

ka
11

V 

x1 
' } - "o ., ~[ ; C05 ZL(Zn-l)X 

' S < ' 
,,, - • con X 

' • 

L""' "n X X • ,- n•l (2n-1J[ ~(2n-1) 

SaL'" -
[ OP< 

po-1JnX] S 1 1 
' 7 2L 

n~l ( ln-1) 

'" 

X 
m 

- -- - - - -----·· -------~------- --- ---- --------· ----- __ .,_ -- --



HN X ~ 0: 

-''-~ .. a!.m 
11~1 (2n-1) 

( 
S-.._¡ 

1 
1 

/ 
_j_" 
+oLm 

lT .,. 

85 

' 

- _, 



' . 

VIBRACION DF. VIGAS F.~ FLEXION 

AMORT 1 GUA~l I ENTO NULO 

V + pdz - (V + !Y dz) - f o.lz ~ O 

" ' 

p 

+--- ,, 

SlJSTITlJYE~DO (2) EN (1) Y SI\1Pl.IFlCAti(IO: 

ov 2 
1 ' ~ r - m --, 

" H" 

M Vd• (1~ "' ,,, o ~/.1 
~ V • - • ~ 

" 
. 

" 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 

(DESPRECIANDO LOS HltMJ:-.IOS !lE SEG\JLWO ORIIELJ [lE !.OS ~10MENTOS 

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SF. OBTJf:NF. 

2 a .11 --, . ,-

TOHANDO EN CUCNTA 

'z, •m--
2

-p 

" 

( 4 ' ) 

SE OllTIENE 1'INAL~1F.NTF. 

(5) 

----·--------·- -----



b. ANORTIGUAMIENTO VISCOSO 

FUERZA m:; MlOR"l"IGlJAMH:ITO POR 

VELOCIDAD TRANS\'ERSAL 

;v ·- ~ p 
a' " ' H 

e ( z) ox Jz 
H 

(6) 

FUI;RZA llE ¡\)!0RTJ(;lJM11ENTO POR DEFOR.\IJ\CION DE Lt\ VIf.A. 

ACEPTANDO LA 

f- dZ + 

N1\V!ER DE DEFOR~IACION PLANA 

n = jcyda amort 

e d = fi,I:ORT I f.UA.\11 ENTO 

POR lJEFORMACION 

INCORPORII:-IDO EL ~lm.IENTO DEBIDO AL II~JORT!I":lJAmENTO DI LA 

EC. (5) 

' 2 (EI 
3 

' ' ) 
az at 

,z, 
• m--, • 

H 
" e~ " r ( 6) 

SI LA EXCITACION ES POR ~lOV!t-!fENTO DE LOS ,\POYOS, SE PUEDE 

Df:t.10STRAR (C!.OUGH Y PENZHN, l'AG 303) QUE: 

a' (El a'• cd 1 
;, 

) a'. a. --, 
a.' • • m-- • cat • ~'cfect. a'. ~·o 2 ilt "' 

E:l DONDE 

02xs 
,, , 

- ' 2 '·, ", • (El Cdl 
' ', ) ' (7) 

Pcfcct az2 --;-;z • m-- - ' ;.;,~:)t ;a2 " 

xtnt(<:,t) ~ xs(z,t) +x(z,t) 

--~ - --- ----- ~- ------ ----------··--·---·- -·· ··- ___ ., __ , -·-



x
5 

~ DESPLAZANIENTO PSEUOOI::STATICO OCASIONADO POR EL MOV. DE 

LOS APOYOS DE NANERA ESTATIC,\ 

~ DESPLAZA~tiENTO Dll'o:ANJCO 

í 
•• 

~-a L . ' 
'· 

x5 " dnplo~omlento 
pUYdOt$tÓl]CO 

INCORPOI<ANnO (R) DJ (7): 

4 

Pcfect --~ {mil.~- (t) 
i "' 1 l 1 

:;¡ SE TIENI; UNA l<OTACION Y UNA TRAS­

LACION POR APOYO: 

4 
'·.- - ~ 9.6- (t) (8) _, i-1 1 1 

~- (z) m CONF!GIIRACION DE L1\ VIGA 
' Df:IIT[)A ,\ 1i.~1 

' 

' ~-¡¡. (z) . 
[Hz) a> (&i (t)"d +E)] 1 

(9) 

EN LA M.\YORIA IJE LOS CASOS E:L A~-l0RTIGUMIIENTO INFLl/YE POCO DI LA FUERZA 

EFI::CTIV,\ Y LA EC. (9) SE SI~Il'LIFICA ,\ 

4 

Pcfect " - ¡: 
i -1 

.. 
mlli(::H;{t) 

EN EL CASO IIE lJN VOI.AUIZO: 

y 

Pefcct " - m(z) '11 (t) 

-- ----- - ------------ -·· --- ----------- -- --



ANALJSIS DE VIBRACIONES LIBRES 

CONSIDERmlOS UNA \'IGA DE Sf:CCION CONSTANTE (El"' CONSTANTE 

POR UNIDAD UE LONGITUD). 

DELAEC.(S): o 

o ( 1 O) 

RESOLVIE:.<[)() L;\ !::C. {10) POR SE!',\RAC!Oil DE VARIABLES: 

x(z,t) "' fl(z) Y(t) 

-
Y(t) + ~I 9(z) Y(t) "' 11 

_s__"'__w 
-S (4) 

POR LO QUE 

( e = CONSTANTE) 

POR LO TANTO OBTENEMOS tJOS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDDI.\RIAS: 

g!V(z) - ,• 9 ( z) • o 
-1 

Y(t) m
2
Y(tl o, DONDE 2 a nr • - " • -m 

-1 
2-

o • "m 
" El 

LA SOL\1\.ION DE LA SEGUNDA "' ESTAS ES: 

y (t) • liel scnmt • Y(o) coswt ( 11 ) 
" 

- - ---- - ~---------- -----



LA SOLUCION DE LA 1-'RI/-!CRA ES: 

9(z) • A
1 

sen az ~ Az cos HZ+ A3 scnhaz + A4 cosha: (12) 

EN DO:-IDE LAS Ai SE CALCULAN EN J'UNC!ON /lE LAS CONDICIO!IES DE FRON­

TERA DE LA VIGA EN At·lBOS EXTREMOS. 

EJE~1PLO 

VIGA SHiPLEHENTE APOYADA 

LAS CUATRO CONDICIONES [lE FROi,¡Tf:RA !>ON: 

" en z-0: 9(o)-o, ll(o)= El P(o) ~ O 

en z=L: 9(L)•O, ~1(L)z EHl"(L) = O 

SUSTITUYENDO 9(o)=O Y !l"(o)=O J:N L,\ EC.(12) Y SU SEGUNDA flF.RIVADA: 

'(") . ,, ' " 2 

" 2 9(o) = a (-

1/ACIENTJO LO 

A,1 cosh0=0} 

A
2 

+ A~ cosh O) ~ o 

~HSt10 CON e e r. l • o 

9 [1.) • Al sen aL ' A3 senh aL • " 
" 

y 

' e (L) • a- ( -A
1 sen oL ' A3 scnh a L) 

OOR w TANTO, e i r. l • Al ~en aL • " 

fl"(L] • o, 

}-A • o 
o ' • 

PUESTO QUE A
1
=0 ES 1.1\ SOLUCI0:-1 TI<IVJAL, SI: DEBE TENER r¡UE A¡ SEA 

ARBITRARIA Y QUf: 

scnaL=O---.aL=nTI; n•0,1,2, ... ,= 

POR LO TANTO, a ~ nn/I.. RECORllANDO QUE 

4 2-a = w m/EI, Sf: TJENf: QUS 

90 
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·. 

. 2 4 -
~n ~ (nn/L) El/m o 

SON LAS FRECUE"'CIAS CIRCULARGS NATURALES lll! VIBR1\CIC1N !lE LA VIG.~. 

LAS CONFIGURACIONES NODALI:S SON 

"' T' 

"z • 

"t "2 

2 
"¡ • " "t 

2 
"'¡ ~ -:7 fET/m

1 

,_ 

1er. ~!OilO 

IEum' 

"3 . 

Zo. 1·10ll0 

9~2 ' "'3~ -z lr::um 
L 

3er. NODO 

L 4 ' 9 

----~--· --------------------
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DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 
FACULTAD DE 

PJNA~ll Cfl ~STIUJCT\JR,\1. 

V!llllAC!ON IJE SISHH\.<; ll!S<:REI'OS ll!: VARIOS 

Gl~\l{lS ]l¡; LIREil.'f.\Jl 

llR. OCTi\VHl ¡\. RA'>OOK OINiEZ 

JULIO DE Hl84 

·-··--·--- ---- --------- _____ , ____ --· -- ··- .. --



-· . -- ....... ·-e~--_,.-,-- - ,,----· ··------ ·----------. 

VIBRACIOII DE: SISTEMAS DISCRETOS OL VARIOS 

GRADOS DE LIAERTAO 

Ejcm¡>los do Dl$\emas ¿,, n 111, 

/l.----· 
··-- 1 ! 1 /fj¡-·--· 1 
--- - 1 

/ ---- l .. 

Caractcri,;ticus: 

l concentril<las 
maCdS Í rigidas 

~--- _.¡ ••. ,., 

columnas solo se deforman 
la tc:r.llrnen to 

<:<Jn un., cooT't!"n,Jda por ma-
S•• <¡Llecla definiJ-1 Ja config':!_ 

t>ación del sistema 

equivAle a: 

'" . ':,, 
-\ ',' .. '" (..]_ '"' { 

/~- ------"~'"---.-

Ademús, 1.1 consider~mos elástica,linc.~l 

-"'··: 
. - • ¡,- --- ' Supongnmo,;: 

1 1 ¡, 

'" 1 

/\--- L> 
" '.- 1" ~ . ' 

concentradas 

fuer,.as concentradas exte-
riores 

~ Z fuerzas ••esfstcncia elásti­
co a la deformación 

.-........ . 



--.-

Las ecuaciones condensadas de movimiento ser;ln: 

l---' 
rucr~.ns asoci;1d•lC al desplazamiento, 
NO al movimi~nto 

la determinación de estas fllerzas es un pr-oblema 

estático. 

Coeficientes de influencia 

1. De flexibil idud A '' 

j .. :· ' 

'o" 

,, 

'' 1 ,, / 

l.. - ' ' ' " 

r: , 

despl. 
eoord. 

de 1" coot•d. i debido" ""'' carga un:itari,1 en 
J (desplazami~nto y fuerzd en ~ dirección) 

super-posición 

', ~ 'u o, • f 12 

,, ~ 

f21 o, • f~2 

', ~ e, o, • f 32 

De rigidez: 

Y,~ 1 

o, ' 'u o, 

o, ' fn Q' 

o, ' ,, o, 

.. 
' ' ' ' 

1 
' ' i "·.: ' 

' .. 

i u V • "' 

z 

~ fuerz<i en coordenada i por un desplllzamiento unitario 
en coordenC~da j. 

. ---· -:~-

,, 



. • •1': • -.------- --~----------- - . 

'o" superposición 

Q' • ,, ,, ' ., •, ' 'u •, 
o, • ,, '· ' ,, ,, • ,, ,, • 

,, • 'n ', ' ,, ,, ' ,, ,, 
Des<le luago Klj =!(ji (y flj = fji) (Maxwdl-Hohr) 

La ecuación ? (~mbién pu~dc nscribil•se: 

·' .>-

o bien, en notación matricial 

i Q 1 ) ', ,, ,, " 
!, ' \,:; 1 K21 ., ,, 

¡_,JJ ., KJ3J 
matriz do "'' gid~ces 

Pon~mos: 

Jo·' 
' J 

• ., 
' -

) 

' 

K. • x
3
. 

" 

' ,, ) 

,, 
' ', 1 
! 

Claro . - ' u l j j '"· ,K~ • ' • 

Sustituyendo "' o (J) •o ecuaciones do 

m1 Xl • K11 xt • K12x2 • 'oo ,, • 
" 

m2X2 • K21 xl • KnX2 • ,, ,, • 

" 
m3X3 • K31xl • K32x2 • ,, ,, • 

movimlerLto: 

p 1 ( t ) 

p 2 ( t ) 

p 3 ( t ) 

"' 

( T • \ 

-···~--

), 

-



-· .. - -.• - --

o bien: 

' ' :,_¡ 
o t.-Hilbién: 

1. VIBRACION LIBRE 

Supongamos la solución 

¡,¡ o ' . 

(vibración 
libre) 

( 1. 1 ) 

<,1 
) ' = J~í (A pt f B seu p~) = '"; y (t) 

' i constan-re 
con t 

tenemos: 

;x) 
' . • 1( r J " '"" '" ¡;¡ • h' ( ,, ,,, 

"' . i { "i (- Ap ' ' • s '' n 

• ' 
- ' ,, 

ooe 

' 
' 

.• do fino: 

"' • 

oeo '' ) 
' ' C03 

V«riaciún ""'"ónica 
- amplitud 

, . Y(t) 

( 1 . 2 ) 

l' t ) ' ) ' y ( t ) • ' ' . 
Sustituyendo 1.2 en 1.1 y dividiendo entre Y(t} nos queda: 

o s.,a: 

( 1. 3) 

·----. 

'-

··---.-. 

' ' 



~---~--------.-

e • - ' ['J H ' Ld - ' ' - ' / H_! ! r ' 
~ ,. - ' H_! ! " ' 

,_ '-1 

t. K 1- 1 · ' pe e ' 1 M_. '"' ' ' ,. 
{<]'' (K 1 S ,.,1 ' ' . ' ··) K ~-1 ~- ·¡ -- p 1 r t ' - j M_. " e .. 

' ' ' - ,, 
' ' 

En las dos fo••m11s llegamos a un probl~ma de VAC 

,. 
' " . -~ 1 1 

Pi>oblemd de va \oren caracteristicos: 

Tl.ldu un~ m"tr·i;. COli!dr"d" de or<len (nxn) !_L-f, que repPoscnt¡¡ 

una transfor'mación lineal de vec~o••cs n-ditneTJ~ionales, dc•be 

encontrarse un 

en otroo vector 

vector )uj que transformado por 

). )u[ en la misma ''dirección". O 

e J 

sea, 

ca.,bia lil magnitud de Juj sin .,,,mbiar la dirección. 

resulte 

. ' ~L J solo 

Cl vector es un vector caracter-ictico (o eigenvectol') de L • 

' 1t(~scalcn•) <'<!pr~scnta la reL1ciGn cnn·•• las "longitudes" an-

tes y despu~s de la tl·ansforrn"ción y 1'""'' llep;ar a los VEC de-

be toJJar Villorec de un conjunto de V<Jlores caracteristicos 

(VAC) (o eigenvalores]. 

El problema d~ encontrar frecu.,ncino; y modos u.::ttur.::tles puede 

considerarse un prolJl.,ma de VAC.. - {f;TD) 

T.,nemos 
-, 

[r<l ' ' ( . 
fo > C>ilj ( l. J ) ' 'Í r r o 

' 1 

-----
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Si en el <>istcm-• de ecuuciones 

\ . ,, l 

rA 1 es no singulnr, la 5o lución única es L• trivial 
. ' 

' ' -:X: 
' . 

' . lo·. de do;¡ de:""" interesa <)1 cn~o en que 
' ' 

6, 

singular. En e~te caso la adjunta* I,_'A] existe y puede prc X 

J>or ello, -con el renultado 

1' 1 ¡X~ ' • O' 
' 

l'] 1 ' i' i C• 
. ' 

·( 1 A., porque ,, 1 • 1 . ' 1 
(nxn) 

Puecto '"" ]A: • o • H "" ne cesilr i amen te e~ nulo, pero ,, 
ce .~signa un valor dado d uno de sus elem<lnto~ los dem.is que 

dan determinados en fot>rna únicu. 

También notamos que si ~X~ es solución de /."A] f X;: 
' 

o ' 

y .;>\ es una constante, entonces c~fx] es t.,mbién soluciOn. 

Por lo ti!nto, hay un número infinito de soluciones. Todos es-

ta.r. se consideraran juntns y hablar••mos de una "soluciOn" co-

mo un conjunto de relaciones 

Volvemos a IL'l L . 

" desarrollar 1 ¡; i 

' r.>1ces "' p ' cuyas 

- Como [<1 ' [><] 

' 1><] i 
e " 

1 1 
•. r ¡' 

1 o llegamos 

GOn '"' VAC. 
" 

son S imétr iCQS 

los cl"'""ntos 

un« '"'U"C i(l!l 

' por.ltivas 

de la ~:~atriz de cofactOI"es. 

'" 
( 1. 3) 

do grado " 

dcl'inidoJs*, 

·~Transpuesta 

~*¡·A·¡ es POS. DL!". si ~:i) [>J ¡q·\>o para todo no nulo 



. 'Z'F . ---~~ ~~ ~- - ~.---~---

puedo derno~trar~~ q11c lar. raiccc; de la ecuación caracterÍs"Cica 

son !'eales y po~itivan. Las ' ' llam~mos .¡, 
1 

, p
2 ' ... ' p n 

7 

L."ls n frecuencias naturules son 

los terminen positivo~ de J•~~ r•dice~ y la más buja "~ l.li!m<l-

l'aru la gran mayor•ia d~ Jos casos d~ interés las fr¿,cuencias 

son dif~l'ant~o entre ní. 

Pa!'a cada frecuencia P¡ exista una VEC asociado: 

o sea para 
--~-----

' ., 
'"' . ' i 

cada p. , existe 

. " . ' , "1 . . , 
una solución 

i=1, ... ,n 

nr trivial 

Normali~ación (solo conveniencia, sin significado físico) 

Vnrian formas: 

' 
,. .. LO ----

1 / 
/ 

1 
/ 

' O.> / i--; 
i • 

j/ 
• 

• ' 0.? 1 
/ 1 , . 

• . ' l"M j (modos normules) : r ·. • •• • ' , ' i 

-·-- ·-·~-·· --.-

7. 

Los modos y f••"cunncias nutut•alc5 del si"tema son propiedades 

cur,;ct"~r·1~tic,,: d"t'iv,,dqa de lus propiedades de inercia y ri-

gidez expresad<\:! por los element:os de [!"'l L Kj · 

Llamaremos matriz modal [Rj a la que tiene los VEC, o vecto-

res modalus, como column,~~-



-,------:--... ~--- ---····--

8. 

ORTOGONALIDAD DE MODOS DL VTBI<ACION 

Se dice qu~ dos vec~orcs ' ii . 
) ', 

~bi 30H o,-.togonulcs con res 

pecto a la matriz sim6trica 

Demostrentos grH' dos vectores mod,.les 

(¡ t- 1'.) son ortogor~ales COit respecto a 
i 1 J 

las mC\tT•iccs de in~r·CiCI y elástica. 

c.,da un" de estos vec-tores s.-ltisfacc li! ~c¡;ación 1.3 

' ' ' ' 
'' <iec:ir 

' -Mj ,, ' 
,, 1 ~ -j 

" 

;>reo X 

pero como 

' ' !r •• 
r ! j 

1 " 
,'' { J 

'" -
" 

'· 
' 

i 

-~ 

' 
j 

i,, 

.' K·¡ 
'- --

~<;j " 

LKJ " ' - •. l'; i 
[ M_) - i }K ,' [' -: I' -, 

" ' 

- !'¡¿ 1 
" ' ' j ' ' - i 

' ,. ' ; Pj:2 -

" " por ,r~ j y .• :r res pe e ti "'""en te 

' 

" ~ ' 
")l'' . ' ( ; ' ' 1 ) J 

.- ' - . é.KJ ,.on simctr1cas: 

T' • i 

' ,' 
' ' ,, ' ' 

i 

' 

., I'estando miembr-o a mjembro en ecuacionr•s ( d ) : 

' 



' como 

--
1 -
' ' ' • -·------

e, 
-

1 

1 j ) ' 
l ,r;i 

' ' pi 

--- ---
J -' ¡e - j -

,- -
~ MJ 

' 

- , 

' ' ) ; l'! 

' - j 

lr; . ' ' ' 

----··-·--

o = (~i ~ 

' 

" ' ' 

1 : 1 ' .- •, 
--,•"/. Kl ,r .. 
p.)i-•···i·J 

' 

o 

Tenemos ecuac~ones de ortogoniilidad. 

' r; 
' 
' 1 r' 

~ ! ' 
La "'e 

' ' J' ' ¡e 

' ' ' ' ' <e .. 
' ' 

[ .. ) 
~ X ( + 
' -

- o 
j 

- o 
j 

y la r.:tatriz modal \"R] 

Hagamos: 

' ' 1 X) l. ' ,_ 

y sustituy~ndo en (i1): 

. ¡,¡'] - ' .. rK ''' ' ' e 

prem ul ti p l i cando po " ¡ 

"' 

-

. r·. _, M ' Y. 

S i 

' . ·,o f 

: R l 

R.' ' 
J 

' ' 

:.v 

' 

=-0 
' .. • 

' ' ' ' -

1 ' ) 

(O) 

i f j 

9-



Llamemos 

la ec (b) (p. 111) puede ponerse: 

que equivale n: 

,, * . ' 

' 

de las que 

Recordar ""' 
p ,,., ,, 

"" ' b - ' .. ' ' ' " ' - ' 

• 

' "" 

' ' ,, 

' " " 
• 

O sea, con la tr.-,nsfof'lMciOn 

. ' ,, - ' '1 1 

aplicada ' 
,, ecuación 

• 
! 'j 1 ' ' ' " 

. 
.'y; ' . 

' ' "" ' -.-• "" ·-· 

'" 1. IV 

• 

' 

"' -

-- -~-• 

" 



- ~--· 
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hemos descompuesto un sistema d<! nGL en n sistemas de 1GL in-

dependientes. 

Considei'ClnOS el jll'O<!ucto 

r ·'i-1 " - - .1 
Í' ~. (I•J · r•Ji-'t' (RJ [•J C•J • LK*l /.H~· -' 

' 
¡_ Rr 1 rM·¡- 1 -' [Rj' • ['e ' (Kj , ¡{O 

1_ ~ 

. . -1 .. , 
{K_] FRJ U O! • " "' • 

" ... Lf:J contiene las trccunncius naturales <>n la diagonal proiscipal 

El problema de cncontroar frecuencias y modos naturales equf_ 

vale al de encnntrar la m"triz )'R'j que diar,on.~lice 

de acuerc!o con 

' ' 1 ' 

[M.'J 

1 ' ' • 1 

t.R"J 
. 

M 1t :! • -
' R'l • 7 K id •. .l ' . 

Las frecuencias naturoales se obtendroán de 

rM *J -1 i K*] • fK*J ,·M~~-1 • 

·------ -·---- '--" 

Ved.moslo "" otra forma 

1:•] ¡" ¡ " JP{tJi í"í ' ' 
,, • 

" 
Sustituyendo ;'X' • l R·: ,1-y 

\•1 LRJ ,, " ' ' . y • ' . 

(1<! 

' {P(t)¡ 

. -
' '' 



-----·~- ,-------- --· ----------,--

premultiplicando por ,\ ,, 
j 

" . • j IR] Ji( ' ' re t J 

(") (O) 

En los productos (a) y (b) solo queda (por or·toe;onalidad): 

r¡ . ' " ' ,1 r' . 

' ' ' ' ,, 
' 

y par" " modo 

' .. 
'· '; ' ; 

o bien 
,, 

" ' 

'; 

j 

, 
'; 

' 
¡ ' ' 
·, r J j 
K*. 

; 

tenernos; 

' ' . 

' '; 

' '; 

!' _K.'J i." .. : j 
. ' 

'; • \-: l'(tl:· 

' , 
M*. r"j • pj • P; 

' ·' ' 

• ' p . ( t} 

' 

' p . ( t) 

' 
análoga a la eeunción de movimiento para 1 GJ,: 

m X + k X = P(t) 

En (1 .5) tenernos: 

.1 ccuaciOn independiente para cada modo 

Par.-. vibración libre (1GL) 

.. y 
><+p x=O 

• 

r i j 

{ 1 . 5 ) 
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la solución es: 

x ~ A cos pt + n sen pt 

y para e 1 modo j 

Si en (e) hacemo~ 

llegamos a 

tendremos (P.{t) =O) 

' 

' 

" ' o 

x(t) = X0 cos pt t ' o 

' 
y en { d): 

= y
0

j cos 

----------

(o) 

( d ) 

sen pt 

.. ,. ' ' ' " 

Cualquier configuración del sistema puede expr>csarse como una 

euma de forma~ modales multiplicadas por c.i,r>tos coeficientes. 

Esquemáticamente: 

( 1 ' ¡ 
\ 

( ) \ +· + - i + 1 
' 

_¡__ 1 
¡ .) ,· 

' _j_ - 1 -·· ·-
' ' . ' ' ' ' ' ·;X[ , !"> 1 

,, ' '"¡ ,, ' ' "' ,, + ..•• 
estática 1 , 

' ' ' o y 
dinámica 

, Y(t); 

('> - jxlt>l) 
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En nu~stru expresión 

' '' ' ' ' 

)x) puede no ser- función de t, por ejemplo: 

' j 

' ' 
¡ 

donde 

., 
' 

el vector de consta::ttes 

' i /: 
' ' 
' 

qu" prex 
' ' 

nos d,, 111 configuruci6n ,"1' 

De la ec. (e): 

'_, ,, 
' 

En 1.4 tambi-'n podr¡amos hacer> 

' ' ' 

/ .. 
1 R 1 

\· ' 
' NOSINC \ 
,' 

' ' 
pero sigamos otro camino, premultiplicando poro M~ 

' ' ' o ~or _,;-, j 

' ' ' "' ' j 

,,, 

,-, 
' {" l -

ortogonalidad 

término 

,i..,( = ... 
,_, lí"j 

todoc estos 

' ¡ ,, 1 
' ' ' ' j 

' . r? 

' j 

' 
' >f j 

productos 

,, 

' '" ' ' 
¡'M '" ' ' 

,, + .•.. 

' " ' " " 

''" nulos excepto ,, 
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de donde renemo~ 

de donde: 

(coeficienre de participación) 

--
ejemplo (vi¡:a~ rígi<lcw) 

')~·~_-!.:_<> 

[~~-~ '·.:~ -~ 

l. --~-1 ; 
!'~~).t> -¡·. _j _________ -__ 

Matriz de rigi<lece~ 

60 '!'hr:J 

1:.?0 T/clll 

-1BO T/cm 

1 <] 
,­', .. 
·, \ j 

- o '
_, : __ ,, .,.,... ~ ~ 

= - 1 20 

= 120 
- _¡_ . 

-120 

'" : 60 _, 

- " o 

o 

'-' 
o 

_, 

' 
- ' 

'5-

-1 (T/cw) 



[E] ~ fc,J 
~ ;o " 

" ¡ o ~ ' p /60 

,-,] ~ '' 

' ['1] - f' 

' ,', _, 
;o 

' 
(3-1.5 

'" ' ' ) 
o _, 

1 (5-2d) 
_, 

' 

---- --- ~----

' (l-60 

' 

o 

' ~ • 
• l 

-. 
' 

' 
e 

-, o. . ) ·' ' • 
o " ) ) 

1 

l ' (3-1.5 ' l ' 1 
i 

o _, 
( 1- d) 1 

¡r.) = o = 60 (d 3 - 5.5 d
2 + '/.5 d- 2) =o 

f' ~ ;o ,, 

Modos: 

3.285 ¡-------7 

1 

z.·~·:-.1 . . . 
• 

1 '·"'-· / 

1-' 
t1 ; ~.58 

,, 
,, 
'o 

r, ' 
-r, , 
·r, ' 

~ 0.35 

~ 1 . 61 

~ 3.54 

~ 21. o r, 
~ 96. 5 ·1, 
~ ?12. 4 1, 

-1.471! 
""' .. 

í \ . ' •. t.~-' • 

~ 

~ 

~ 

4 • 58 ) 
frecuencias 

9.82 1 

1 4 . 5 G ) 

naturales 

0.411 . :.-
1 .-

.- • 
.--. 

,, . 



'7 • 

[iJ . , 1 . 000 1. 000 1. 000 • 

2. 13 ~ 0.!1~~ +1,0~4 

' ' l3.285 -1-~74 o. '111 : 

,. 
' . ' ' ' . ' 

' ' 
, [ R j ' ' " , 19.fi?9 0.038 0.007 

0.03'7 5 . 3 R6 -0.014 

0.006 -0.014 3.80~ 

Ej: 

' . ' ( ., ' ' , 
1 "l, 629G , 

·, I' ¡ 1 ' 'J ' l' 1 1 
, ,, , ' ri1 • ' . ~ ' ' ' .. :\ 1 ' "' i.' J 

-. 
1 K::J , ['] ' ' ' 

, 00 

1 
G • 89 9 o. 042 0.034 

' ' • '· 
i 

1 

o. 042 ~. 651 -0.040¡ 

o. 034 -0.040 13.473¡ -
~ Ir 1 j r' 

'., 
Comprobación oor , 

' , c.K ::. ' -

, \412.209 
' 

o o -
i·p 

., 

'¡ 
o ~19.749 o , 

'. 1 1 L ,, 
o o 80 7. ~ 70 l L 

\:o'J , 
\413~-9-~0 o •. ' O·,. 1 

1 
519.060 Ü"' 1 

l ' O· .. O· . ' 808.380 j 



Modo 

En p. 

---- 3 
'oo • ' e¡ 00 

' ' ,, • ' cm .lx ' 
' o \ ,. ' ' u 'oo • ' o• 

-. 
' .1 r 1 1 H] ixo( ,_, 

' 6.4Q~j ' 9.855 .. J 1 

'" • • 
', 19.6'9 

\r i 2 ('M] ' 
/'xo/ 

,_, 
' 2.697 - '1.422 ,, • • ,, 5 . 3 86 

H3 LMJ ~<': ' -o 
'oo • 

- 3. 1 3 2 ' 1. 233 

0.930 cm 

0.051 cm 

0.026 cm 

,, 
' 

3.804 

son anrplitudes de los 
modos 

''· 

' • ' ' ' ' 

• o. 9 30 3 00 

• 0.0511 

• 0.0266 



Para obtener lo<> despluzamicntos de lus masas debemos multipli-

cal' por las configurn_ciones mod,les; 

}
LO / 

= ?.135( 
(3.285) 

. l. o 
=- 0.899 
-1.474 

0.'l3 cO!: 4.58 t 

0.051 cos 9.8? t 

.. 1. 00 
"-1 .OL.4 
¡' 0.411 

0.0266 cos 14.56 t 

y sumar. O sea los despl«~•uniento,; x.i(t) de las m.was serán 

"'1 { t ) , 
"n y 1 { t ) ' "" 

Y
3
(t) 

"'2 ( t ) , 

"" 
y 1 ( t ) ' ,. 22 y2(t) 

"'3 ( t) -

"" y 1 ( t ) ' "n y 7 ( t ) 

-----~--.... .--~ .-,------,~------

Otro cj~lllP~~ 

1 ••• \ 

La e e: 

' x+P x= 
P(t) 

y para CI " O la solución 

', 
' 

' 
' 
' 

"" y 3 ( t) 

"" y 3 ( t) 

";o Y
3
{t) 

' ' -' 
' 
' 

\-;c-
• 

--- .. -



--- -l 

·---·-1 

Pal"a " .. •• 
' 

'- -' 
Cálculo 

J:tOdO 
1 

' 
' 1 
,¡ 

1 
,1 
1 

• ,, 

modo ' . 
' 

' ' -+' 
'-
' ,, 

' ' . ' 

t' '-
' 

(' 

• '· ' 

" p 1' - -

' u 

Ahora bi~n, 

-

-

·- -·--·-t; (i 1 -- , ___ ._ ;_ ..• 

' ' '· 

r-·~ . ·, 
1 ¡- ' -,··¡" ,· ¿ " , 

' 

p . ( t) - ~ cuya solución <:S; 

' ' 
''" p . t '\ 

' ' -

'· 

• 
'J 

' 
' ' --"'-- ( 1 - cos 

' ' . pi Mi 

. J60 

:1?0 
{ 60 j 

.. 

2G, 



1 t(>Jt) 

1 ?(st) 

1
J(st) 

de cloncl<> 

y, finalr.tent": 

• 813. 30 
1. 9 73 • "' " ' 19.62~ 

379.~B • o. 7 30 • "' 9G5 " 5.36b 

259.38 
0.321 • • "' ?12.'1>:3.80~ 

' 
' ' t~nemos: 

( 1 - cos 

'• 

!, 
' ' 

¡" 1. 000 

1. 973 \ 1-cosÍ' 1 "t )+ ... + r 1.0~~~- o. 321 ( ·1-cosf 3 t ~1 
1 O.PJ11 

--""" --..., 



EXCITACION SISMICA 

A. Sistemas 1GL 

----- .:' '" 

¡' ... -· i / 
,, 

p,., ... p ( t ) cual<j<Jier.; y 

' 
X ( t ) o ' "' o p< 1 

o 
p 

.. 

P""" 
m 

Para excitación sismica: 

--~- '· •' '1 

1, ' 
• 

' 1 

" 1 ! • ' - 1 
1 

' • - -- ! ' . .O 

+kx+P(t) ( o 1 

" 1 o ,, t.oluci6n M 
' " 1 

es: 
• 

1 
P(l') p(t-1)d.: pi 1 sen op 

• 

m( X 1 u ) 1 1 ' ' o 

o sea , 

" ' 1 1 ' o . mü (O) 

'" lo comparación '" (.) y ( b ) ' ,. solución completa '" ósta 

es: 

X ( t ) ' 'o """ pi 1 

B. Sistc!:las de nGL: 

·¡-,] ! .. ' - X ( 

'o 
'"" pi -

' 

. ' 
' i"''i 

1 jj( p 
r 

' 

l
'pt(t)' 

p 2 ( t ) 

l P~(t) 

' 

'"" ¡>(t-~) 
,, 
" 

- "'t ¡¡ 

i 
' -::~,. ü 

-o o 
" 

\ :: i ü: - ; "\ 
' ' . ' 

<J 

22. 

' 



'· 
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Es decir, tenemos: 

~ V ~ 
·, ~ 1 ' $ "i 

S llS l. . __ R_.1YJ 

, 

pre l< 

. - ,~ l r 

M , Ro 'j ·-·-'•. 

['1 

' ' ~ ,r . 
1 ! J 

poro ortogonalir\o.d' 

J
. ;- 1 

t- ~ • ' 

' J , 

y r¡u~d.-.: 

• • "· '; 
, '; '; 

, 
' 

• 
' , 

" ·'P(t)i ' , 

, 

~ .. 

• "· ' 

... r 
J 

, 

, .. 
' 

, 
'· , 

• •• y 

¡; ( t ) 

' . ' 
~­
; : J 

"•: 

" ' /' .. i 

• 

la solución (CI = O) de esta ecu~ción es: 

• Para '; • 
(" 

' ' y j ( t) ' ' . (;f) sen ·f'.Ct- .}d • 
t j M~ J, y y 

, 
Para u J: 

¡t 

' • 
y j ( t ) • ) uj 

(': ) se" -P.(t-")d 

t. M.~ ' y y 

u 
.) 

' 

?. 3. 



• 
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que pu~d~ cscr·.lb.it•L"•-': 

' ~-

• ·1' . M • 

. ' ' 

• 
/' 

/ 'oí(i:) 
)_.. 

~en f•.(t-¿) 

' 

sen P_¡t 
ti':rmino3 a 

pAra 
CI # O 

Una vez obtenidos los clemrntos dn Y( solo falta premul-

tiplicaJC por [ Rj pilra obteH<H' 
,. ' 
,e )< ¡' 

• 

GENERALIZACION DE LA!> CONDICIONES DI: OR1'0GONIILIDIID 

.Tenemos ln ecUclCÍÓn: 

1 ¡,, - ' ' 
que convenimos en esc¡•ibir- en la for!:la: 

' (K-pMlx=O 

como los vactoroc.: mod,lles la sati~f"c~n: 

y premultiplicando por: tenemos: 

(, '; ''· ' 

( . ) 

" =O j 

.-



• 
' .... 

y asi podr:L,1 p;n•a ll"~''" a: 

' . ' ' {1'!-lK) ' ,, , o 

' ( M - 1 
{ 

•• ' " ' 
, o 

' ' 
en for>ma análogn podemos obteflGI' 

En (b): 

,, 
1 = - 2 

" r (Mf)'· M r " O 
i j 

' ->' 
(KM)Kl'."O 

' 

{en (e), con i=2) 

.r " •. 1 M(M- 1 K)- 1 , 
" ' - ' ' 

(¡_ 
" ' ·- -· 

(M- 1 Kl"' , 
' 

}o ' 
(M-1K)1 , 

' 
,., 

K , 

:?"'"- ' (M-1K)2 ' 
,., _, 

? , K ' 
•• ' "' 

(M-1K)3 , ' ,-' ' ,-' 

, 

' l entero 

' ·' ("'·"-'-"" 

' ' ' 

K 

- ' ' 
, K ' 

' 
M-lK = K 

( ' ) 

K 

' 
_, 

' 
,-) 

K 
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VIBRACION LIBRL Y rokZADA DE SI~TEMAS DL N GL CON Af\ORTIGUAI-\IENTO ----

Las ecuacion"s de equilibrio dlnoírnico son: 

- -, • • . ' s· 1 ' 

'" teHemou: 

' ·¡ [Mj ; .. .. 
'? 1( - ., 

' 
( -., - ' ' Í"i '') 

y dhot·a hacernos 

,, l 
' . 

<Ion de 

y cij ~ fuerza d~ amortiguarninnto en lé! coo,•dnn•1da 1. debido " 

una •·elociddrl u~itaria ''" 1·• coordenada j. 

j 

La ecllac~ón <le rnovi:oien::o es 

e .. 7 
(" 1 • )'x :· 

/ -' • 

indica 
aco plum i" n to 



..,.....-->- l- r'>" ~.-, ... ~-.,.~-.......,...-..-=-:------------~--- ------ - ----·---·--

27-

llagamos: ¡Xf
1 =(Rj ry{ premul tiplicando por Jr~ ~ 

•• } 1 J J 

' 
Sr J j LMJ[R] .{Y/ + h1 ~ ;'e J F<:J jy _( + :'r} ~ 

Para desacoplar estas ~cuac1ones d~bcmos tener 

' ' ' Í M·¡ ¡.¡, ~ o 'rr . 
1 -· J . - ' 1 j ) cierto poe 

'· 
' . ' ' -. ' 1 

( 

) I': . 1 K 1 ;r· l . ~ o ' 1 J 
1 

<:>I'togonalidad 
. J " _j ~ 

' ' ' [e -j ' 
. 

) rJ j ;r; ~ o ' 1 j ¿pero ésta? (al ' ) ' 

J' <1dmitamos '"' 
,, cumple: 

Ya definimos 

' 1 -11· i )r/ . \rj j • M~' 
' ~ n ] 

' ; ' ¡·xj -: r,' j K~ )I'.s- • 
' ' . ' J 

r J , . . 
)r . :P(t)1 

J 1 ' 
= PI: 

J 

y <J. hora 

[e . ' .;r . 
. J 

y nuestra ccuacjón parn el modo :1 queda: 

M~.Y.+2fL-f'.M~Y.+f~MI.<y. =Po:< 
JJ JJJJ JJJ J 

o bien: 



Como las solucioiLuD paril. un sistema de 1GL (cuya ec. es 

K+2ap~+p~x ~ P(t)) ya las conocemos, solo nos falta saber 
. m 

cómo debe ser rc:J parCJ. c¡u<~ se cumpl" 

' , ' 
'"¡· ' ' 

[e] .;rj'. o o 
. ' J 

~ -¡_ j 

ade~ás, claro, de 

' ' 'Mj ' ' e \ ;r i. j r' 1 • 
o 

' ' ' ·' J 
, 

y 
\ 

' ' r J 

. ' LK"l ' .> r 1 . {r 1 . o o ' 
1 ' 1 'J 

"' ""· (a) re satisface ri 

l) ' l Le_. re proporcional;:¡_ ' l •M ' -
o u /KJ 

ii) Le] er """ combinacion lineal de {M] 

sea: 

esto es muy restringido. 

iii) En forma mús gener<J.l: 

(e] 

pues ya sabenos qoe todas lar posibles formas 

,-!11 
L - [M- 1Kl 1 

"" satisfactorias 

""" e. L de :natr'iccs de este tipo. 

y [KI ' o 

y (38.1) er 

- .---

\al 

(38.1) 
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' "· 

U h ~otructuu t!ono voriooionoo lmp<>ttontoo ocn la oHuro, o~n­

•~n<lri vol.,.r ~ u dloHntoo nlvoloo. 

Huta o~ut oo ho oonoldcrodo que lno Odor~ooionoo •-'•loo do lu 

col....,.,, oi> el cuo do •areoo rlgldoo, oon deopreclabl .. 1 ""ce_!! 

trlbu~on o lo 4ofo,..,.cl6n horuonto), <oto oo vllído 5<lio ol lo<!! 

loc<6n on\.ro olturo y oncM h lo ootr>1cturo •• _.,..,_,, ul vu 

10enor quo J. Al oW!Ionur el valor do ooo nloc16n, el o!octo do ""' 

-••• do voltoo en ol o.lHiclo IO<Iqulore -yor J.&poctunou y oo 1"'!! 

don""""'"' •HOroo il>rortontu ol dnoproclor loo ocort.,.lentoo y 

alor<J....,_entoo do lu coiwuou dobi~o o luuu uiol. 

C\loodo lao troboo 00 vu~lvon muy Oo~lbloo on eooop.uocldn con loo 

col"" .. '• codo """ do lu col"'""'' tnb&jod coooo vohdllo y lo 

fuu .... 1o1 on ollao oerl pequeh. 

En el cuo do ,..,coo controvonteodoo, lo crujlo o crujloo «>ntro­

"""'"'du ton<lrh c,.pon ... lonto oi•Uar al do un ... ro y debu'n 

J>OC tanto ronoldcroroe c""'o utructuroo do HOltlOn, oolcuh.ndo ouo 

p.o.l<><loo <""" oo lnoH<~ <m ol 10h<><lo de """olo·Vhnello-N•..,.ark. 

Cuondo oo tlenon ""rooo y ~uroo trobo.jondo Ol""lt~ncomento lo 01-

tuor!On •• rooopl!eo puoo la lntoroce!On entre ..bao ot.t-.o• oo­

hu<turoloo hoeo o¡uo urlo lo !ue<zo quo t""'on uno y ot<o en oo• 

do ontzoploo, loo .. roo ouolon tCIIOr la aoyor !'>'OJ>Or<lOn d" lo 

cortante total "" loo ontreplooo lnferloroo mlcntz .. quo lo oHu! 

<IOn •• lovJorto ..,. lo. nlvolu oup<>rloroo. var rohre!>Cio 1: 

• ---

' 
1 
1 

1' 
¡ 1 

11 
1 ; 
' 

'' . ' 
1' 

-------

•• 

Jh'"'"' John A., "l>ynolllic C>uoroctorlotlco ol llultlotory BYlldl~o·, 

Pro<:edlnvo ücr, Stnacturol lllv.loJOo, rol!n~u·y Ulil, 

!lo onu..,orl copio do &llo ceDO puto do! oototl&l dol curoo) 

•• 

' 

·.-:'. 

l 

d 
i 



1 

1 
1 

i 

1 
' 
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"· 
NGtcoe quo en ""'"'" e~•~• u tt&OO do .,truoturu aparontoO\Cnte 

19uoloo, oon,titu!<!~o ¡><>r ""''""' rl91d~o lor ... doo por trobeo y "9. 

'""'""' unido• on loo nu<lco, un ombor9o, como pu~do opreoiaroo on 

lu "•"' .. 1 y J, Ju do!orMolonoo dn Jo ootouoturo ou11ndo to• 

doo In fuerao oo orlloon on ol >olO.., oontido oon m~y dHo<entoo 

on uno y otr<> uoo. En lo II9UTO 1, lo t.o.r><¡onto n el oxtr..., 'l! 

l"'<ior oo verotool, nlentuo quo en lo li9u<0 l, lo l&"900IA on 

ol utre100 oo¡-ulor uono lo lt><:llnoc!Go -.3oiao. 

-. 
.1.0. H9uu 5 !luot.u lo •or .. an '1"' vo<iHiao loo -cntoo tlo•1!!_ 

nanteo en lao colu.nu del ... reo u loo cuco e><tr...,o y en uno 

tnteu••<Uo. I'Gtcoe quo lo opl1coc1Cn do DMO<Ioo oproxiaadoo puo 

la obt~n<:l~n do ':"""""'"' U trobeo y colW!Inao oin vorltlcor cual 

oo lo oltuoct6n hl ... reo, puodo con<lu~ir • uoorao tw.y "'P""'!l 
Uo do '""""'"-Oldn do """"""'"" on loo colwanao y do dooplu&• 

..... ., """ ........ <1 

........ """"'"'"a. 
-. loo eol.-.oo. 

_.., ........ . 
ol6n lnto,_,lo 

...,.,.,ntoo floxtonantoo on eol""""'• 

"""""" (trohoa ..,, llool•. 
»loo ._,..,,u,. eoo . .. ""'-"'· 

O<~luulaolonuo (pun'"o ~o -onto nulo) 

tUocl~n puL-d<O 00< tol quo loo puntoo do 

' .. 
... 

on codo ontupuo, y lo ol 
- -

lnfloden dol 4tovr..,. ao 

Cu.lqulcr <>l.lflclo do l<> prtctlco ootad on una pooleien tnU<modto 

con uopeeto a loo e~oo• doocrnoo. 

Puo conocer ~.al oo la oltuocl&n on cdo oooo po.rticul&<. ~""" .\. 

alY~><~ (nt@rer.cl~ ll ouvtoro ol oaploo do"" tr•Uco do rot.oc<do 

-d, q"" d~ftno C'-0 

'• . -_t(l/ll,""""' 

IU/Il 00h • 

u lo oo.-. do <1 

' 
gldocoo relotlvoo do loo col""'n•o on quo oo opoyan loo trah-oo antoo 

roonc<onodao. 

al,_ """"""e quo u o>O.lO h.o.y pun<oo do -nto nulo on loo .oo­

¡....,.. .. do t<doo loo ontreplooo Monuoo quo, po.u volouo do o ••· 

rwno·do ~.01 1~ eltructuro oo ooo-jo "'' o un oolodllo. Poro valo 

roa do o ...,trc O.U y_O.lO h oltuac!en ~• <nt~noO<Ih 1 habr~·ont<! 

plaoo on quo no h.o.ya p.ncoo do .. aen<e nulo,- por lo r,uo loo Ñtodoo 

oproxt ... .wo de onlluh puO<Ien eot>dueir·a tuorteo "urQreo del lodo 

de la lnooquridod por l~ que roopoct .. o'loo nlouo do ¡ 00 -.....,ntoo 

floxlonantoB pan loo quo dol>o dloo~•roo ut ~_, ioop<C<o a· leo 

doopla..,,.lentoo latordco de lo cotructuro¡ lo rlqldo> do ont<opllo 

' plordo olgniHoado y e<>nviono or>plo .. a4<0doo ma<rlchho po.ro 

•••Hurlo • 

""!1!:"'<'-' 
) . .-' 

i · .. ·.<;~ i. ·,· 
, __ 

' 

' ' 

' 11 
' 

• 



! 
1 

1 
1 

1 

! 
1 
1 
1 
1 
• 

1 

1 
• 

"· 
pora 11noo de aoUioto oh,.ico. Lo.o rtgidooe• '"':~" fu,.ct6n do 

1 .. pro~lcdod~o el~•Hco-go""Hrlo .. ~o loo ~oteriUoo ""'rlaodoo, 

quo no oo ooncUio ~ .. Unlt y do h Oottucturool6n, ool>ro toolo 4> 

lf U!~cl6n Quo 9Uotdon lu rlqldccoo ulattvoo do ¡ 00 bo<too 

<¡>~e fornian lo eottuctu••• t .. boa y col"""""· 

odt!tclo como uno Oetlo do ...... 
•••• 

plodo o oquol on que lo tl9ldoo do OnttoploO eo trolepotldlonto do 

lo dtotr<buc:l6,, do corv•• hteul•o o """ 00 veo '"""'<ido 0 ¡ ..,_ 

dolo, •••• '"· lo <1914" do entreploo oo lnvuloblo trolopo""-1•!! 

•-onto do lo eUo<lco que adquiero lo .. ~ al oor o-ou-

h O Cor900 l&toroleo. •-u! oe entiendo _, • •••• ' ' -. e- _ <•V• • o on ropllo, 

COdO oo lr>dlc6 onterJo.,.ente",lo fuouo 

ol deopb•••Unto uoturto do un n.tvo¡ ....... 
• • 

1 ~!vOleo '"""tldo o dlattntoo olo<..,..o 

co~ lo onteo Ucl><>, la u;tdu detHI ••• 

r.ecuodo poro pro<luclf 

e<>n teo!*"to ol otro, 

~· tuor~oo. Do OC\OotdO 

' lr>dcpen~iento h too 

; •• ., .. a,uco,,·, <••' ,._, ·-· , _ e •.--- o ••~•ctuno •• e<>noco ,.,.,, n"" 

co<tanto•). 

pL~~ 
h!. • 

·. 
' ' 

1 

.. .... 

' ----··------------- --------

22. -

hro quo ooto •• cumpla, lo tlql~o• do """•pioo debo oor.tuncl~n 

dnico y uoluolva..onto do lao collll!>noo ~· co~J ent<epioo, pau lo 

cual, lOO qirol do loo nll<loo dob<on oo< nuloo. lo <¡>lo 00 l"'ltO 01 

lu trabo• oo~ in!lnttomonce tiqld•o on c"'"por•c<6n con ho co• 

lOmnoo, on cuy~ oooo lo ollottca do c•do uno do 1.,. co!UIO,..,I oo 

la moot<do or. lo U~uu 1, y loo e)o~ont<>o ,...~nicoo quo opou• 

••• oon loo , .. .. , .. """'"""• 1"'<0 ~ouao de oe<:c!On cono tan• 

Th ]/¿' •• 11 t,tt·· "· . 
1 _, M•~ F;~ !> 

' .. " pr'cttco, oo dtflcll quo ,, <lqldU <elotiv• do lu tul>oo 

1~•1/l) oeo ••r qra""-e on •-poraclOn con lo do 1 .. colu:ono-o, lo 

.,... 1\o<l o;uo loo ~lzt>o ~loo"""" no.- e<ro,teloj><..!o5e ot Uot=o 

y <o~ucl&r>dooo 11_ rlqldoo dol OIO<to ~"'" un ,_¡_, u .... ña ~. ca­

¡_,.,_ Dobldo o ooto, d cooo di trabeo ln!lnlt.&lllente t1Q1.dao 

Al oot olqnif~cotlvoo loo qtroo do loo n..!oo, ].o <iqldu olo on­

uoptoo yo ...,-,.,,.tr>dopoAdlen<O do! out ... do !ua.O&o bott<on­

u.loo aplicooloo. Í:n ol l!ootto lnfo~lot, l109arcD<>o o1 cooo do! 

volodUo -otudo en lo flquro o, poro d cuol"" Ueno oeotl-do 

~>oblar do tl~ldo .. do ontteploo. puu urt dHOTcnto pooo codo~­

no do lu pootbloo .<o,flqurocionoo do t~l<<oo apH~adoo, Jo. ooto 

cooo lo dotlntr....,o 'c""a o lO<-.. ,....,, .... ,. ~plodo. 

j ... ,;, ~ -· -
L!é ' . 

1 .· - - -
• 1 - - -- -

- ....... . .•. 
)' ···'. . . '·" ". "~.· .. 

• 

... ... 

• 
• 
1 

• 

' 
1 
• • 

1 

• 



i 
1 

! 

11 

' 
1 
' 

----~---~.--- ·- ·--·-·-· -------- ·- -------~·····-----

• 

1 
1 

¡ ..... 
' •• 

1 

~~~ ... , 
1 

..~ 

quo d Y dO< 4o ,.l ~n 'bao o ouo la o dl!e<onclu 00 aprcol!Udo-

-nto u !p<><lrto c»tonouo por. trllnquloa oeooojan<co, poro oab!_ 

..,. que adn euanb u hlcleu ad ol Yalor "" noo llnul aoac-

·-
eot..,oo oupan!ondo, ••oc¡>to on lntarvoloa ""-'Y cerrodoo), 

... • -· " o ' • " '" • 
~ .• ' • ' " ...... -101,17 ,.,,, 

" 
_,_,, _," ' "'·" 

' ' " .... '" ..... , 
'" ... .,, - ., .1 '1,00 

' ' " '. 101 11>.7 , .. ,., ... 0.1•1 '" "'·" 
' ' " '·' " " '" '.o ... "' - -• t•"•" "' '" 

i 

.. . ... 

-- .. ... 
-1 ... ~"'·'• ..... " ·~ ' ""•' 

' .... ..,. •' ... . . , ... ''"'•' . 

... ... • 
-• . ' - • o ' • --· ' "·" _,_.,. _,.,_ .. OH. •0.0> .. _,_,.. _,,_ .. 

' ' 11.11 '. 110 "'·" "' _, ..• , ' -... " 
' ' "·" '·"' "'·" '" o."' "'·" 
' ' "·'" '.o 11.10 

'" ••• ~ 

• 
,_ 

po.~odo vouo, .. dUo<ench •• ll .. l do OHG "' 1a<1 <lelo oo 

4oopreo!ablo, "o •• ... 
' 4J." ' ., - 1/""'l' .. , • 6.'0' 1/oo~ ' ., • o. 151 ·~ 

' 
,. .. contlquraoldn ""'dal •• .. lr•Hooda, 

. 
oupon1ot>do ot<o Yalor .... ~ . ., •• •' pOd<i& calcula<oo 

OU&r<O .OOoo, hda """"'"" Ycrlllcoru ••• .. lrocu .. , ..... obtonl<lo ... " ooét-odo h Jt<>oloh-Ytonollo-

ol tutoro y 

oocu dol pr! 

w ..... rk oo «> . 
rrocu. 

' 
. 

Cotnontarioo aJioiOnolO• ' ' ··- '" .,t,-.o--1....-., • ~.,. " -· ,._, ;..:,.-4< 
' •• loo ooéto<loo pruontadoo_.u thna c01110 do too 'lu a uooylur! 

. 91"-"~·· do cntupl&o. ....... u • ••• rol~tlv~ont~ " cUco do col• 

cuhr ' dcpc...Son ucluolv....,nt~ ... ..., • ., do ••• -·· rl•loo con 

qu uU hoo~o .. ootr"cturo y do •• corqo vivo ••• 

.,, .... . ' 

• 

< 

' 
1 
' 

1 
' 1 

1 

1· 



i 
1 

' 

¡ 
i 
' ! 
1 

1 

1! 

i 

"· · ... 

••• " .,. .. ... obochoo .. .. lh~> • •• • •• loO )>\'MOl ontoo ., 
tonldoo, • .. prolo"'locl~n .. -· ~U«cnoioo tloncn ol o.i<"" 

ol~no. "" e <te to<eor volor oupucoto paro. ,.l 
··~···-··· 

obten-
• 
•u""'' otro dlhro,.,h, .,onor ... ... •ntorloroo, . .. ... do!lnlrJ 

un toroor punt.o en la gr~flco. 

ontn loo tr•o puntoo y doHnlr 

Podt~• ontoncoo tro•ar uno curvo 

u! un nuevo valor do ~~ quo ••yu-

r..-nto oota<l auy HÓKI- o. lo tncuo,cia correcto do. uno ~o loo 

-- do vibrar do lo oot.,cturo. 

CuoAdo yo oo oHi coreo dol vo.lot CO<rooto, oo puodo mojoror al vo­

lor oupuooto do w1 o~ploondo ol coc1onto do Cnndoll Olgutento 

¡;2 ~ ... !!:.l.! 

"' 
donde ;;1 00 ol volor quo dol>o1ooo ouponor en el ciclo "oivulento •. 

U mdtodo pre•ontodo oi<vo paro colculor ouolqu<or IM'do notural.do 

yJbroe16n <~nlel'><lo ""'"" htoo loo NIOI y loo rl~l4oeoo 4o e.ntro­

pho 4o lo eotn~cturo. U -· do quo o~ tro .. oO ObUndrl do lo 

bopoecJ6n do lo eonH~urocl6n -ol, ...........,; .., <u<O>tO quo., ~1!*'1-

_., tul. o l.o..o ~<1"'""""'"""' ·""""' d .... ,...., ot~"'' .., el o"J"'rlo hay un """hto 

·do O!~co, en ol torc....,- =~los do o1~"' y oo! ..,..,.,v......,te. 
st oo ecnoco lo !roouoncla 4ol pri!OI< -o do vibrar (por haberlo 

~olculodo ..,~leon.lo el lo6todo Stoclolo-VJoncllo--<k, por •J""­
plo), 00 puode """"'"''"· ~ruoo.-nto el volor do loo !roeuoneloo do 

2. 2 2 2 
loo...,.¡.,, IUpcrloroo ""'ploondo lo relaol6n W¡.'"'¡ 1 wl•2Sw1 , etc. 

(Uto oproxl,..clGn pu«<o ur dosr.oolodo burdo do¡><MioMo do loo ".!!. 

lo><oo ulotlvoo do loo ..... y rlvtd .. u on oo<l.o cooo po.rticular, 

pero> olrvo .,,_, orlontac16<11. 

,. 
i 

o~ 

• 
• 

1' 

u. 

Colcul....,o el •"9•Mo -· do vlbr.r do lo ... ructuu quo 00 uo~ "" 

ol •hoclo de Stocl.olo.-Vtonauo-"o-.or~, oupcnlen<!o 

• 

• ' 
,...:.,. 

' '" _ .. 
, ... 

•• 
' ... 

no 

' ... ... 
, 

• " • ... 

...~., .. ~-~·· 

" .. 
-).751 ' -····· 

1'"' •l.Oif 

'. '" ..... 
... 1 >·•l-

• 7l! l ... 

' • 
-m . .:,_ • -1"·' 
~ ··!. _,., .. 
-UII~ 

~ .. ... ~ '" 

>Ir. ''"·' 

1 

0 Oho"-ooo quo '""-"' lo d!foronolo onoontrodo oo fuorto, la oonfll""••<~n oo poro­
o• o un.,,,,..,"""''· puoo tlono un ,..,b!o do oi¡f>O. 

"~ ... • • _, 
" ' ' • 

• ' '" 
_,_,, ->n.o ""· • , .. ->.U• . .... , 

, 
' ... ... , '" •• . .... , . "·' 

' 
, •• ..... ...... ... 0.117 •• 

• ' '" • • o . .. .. . ... . . -• _ ... 

., 

l 
1 
1 

1 

1 

1 

• 



1 

1 

1 
1 

"· 

0:.00 00 1ni'io6 ontulonoonto, pua ccnoooc """Pl.,o~onto un JnO~O ~o 

~lbnr ncc~Oitomoo coooeu ton«> lo ~nH~uror!Cn oooo!a) 00010 lo fro­

cuonch ~ol ln<>do, Homoo vl>to qoo m ol,.o!todo do S<o<lolo-Vhnollo-

No ..... rk oo oupono uno cont19uucldn rohtivo • o parth do ello ro 

""!<>.J..o o.l vU,... ~o w
2• '"'=¡:<'<>=lo <><.>et.>:<:nts o~, .. .., .. , ~Jo. lljt 

"""""" ~ o """Urde ollo "'1 <10lculo J..o ,,..,u.,rrocu.. "'1.11" .. dQ oba;IO Mea =1. 
1>o &e 1.1 oot%\>::wrO. 1>w1<>""" J..o <Q<!19»"ocie<1 !'S nl.ot.ln "I'>OÓO ......,...., ""!!fin 

J..o del'Cd>OCJ.fu do 1.o P<l=a,..... (¡>;>< """"""'''~"" el ua ....... .., do def"""""lt:io e¡; 

-l..o~ ............. -.¡ 

teo. 

1. iupono~ un ... la< do .,1 · 

• '· Obtone<,l<>o Valoru do 

l. """"""'lo do!ono.oc16n dol prlloer nlvolo rl, ccnvlono ou¡><>nor 
• 

••• 

""valer uniU<Io. toto <;<l•lvolo t....,<6n, c.-o yo oo dijo o 

oupono< u
1

• 

Calcu!Or lo !uuu conooto u Jo booe do la utruotura, 

' 

s; Cal.,..,.W: lo luor•a do ioarcla uoclodo o lo ..... dol primor 

ntvoll ., . 

! 
• 

•• 
loo fueu .. or<lbo do un clono nlvol, p<>dr<mOO <olculor lo 

e<>rtonto do! ooguMo ont<opuo rouooll~ A lo oortonto e~ lo 

booo h loono ~o lnerolo del prl•or nlv~l, ooto u 

• 

"· 

l. • COJ>O<Ido lo fuouo eo<tonto on ol entupioo 1 podo-• eolcwl>o 

el inCTB.,.nto do dctor..,ctdn en ou On«Cptoo 41Yi41ondo 1• 

'· 

' . 

eortute ontze lo ri9Ldu do on<ropho ., 
u1- ., 

s.._ ..... AXJ o lo d.,o...,e16n ••• primor ntnl CO.tond<•-• lo dO• 

!or~ooten '"' oo9uodo nivel ., -... .,, r ·podo100o ropetlr 

loo puoo ! o l poro tod•o loo ,..•~• hooto llo9or ol ""''""" 

oupor<or ~O lo oottueturo. 

SI h trocuencio oupuooto COr<eopcndo o un »Odo do Vl~ror, o~toc-

ro eor,.n<o"dolontr~plooeorreopondionto Lpor equlllbUo dlnl»lcol. 

u lo fu<:u ..... a oupouu "" oo lo cor<oopot>dUnto o un ~ do vi• 

' bror, oo Obtondr' uno dl!oronclo entro ol valor do 1• fuorro do 1· 

netclo y ol do lo. fuorro "eor<anto "" ol CxU<n> do lo 

clo con otro valor ~- w
2 

,; .. .....,. o<n dt!ore!>Oh y podre..,• """'' UN ~rUtco ~"" ooo •! 1 

lnc1one t .. frocucnCIAO ou~uootoo (obo<U••I con ¡., dHonn~ho 

en«O. fuoru de '""'"'" y ¡uona cortante en d ""'"''"0 ouportor 

do la eotruc•uro (ordon•du).·Uno ••• qwo <cn=oo doo ""Meo do ••• 

qrUico J>O<I<"""'O buoe•r"" volor do w
2 oupuoo•o on lo lntorooccl6n 
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O ........ ,_ .. C'"'O COD<OOtl"""U «¡v!oolon .. O Ol diqt"- do g/f.j 00 -· ..... U 
,_).o olovlon,., 

.. oJo k oo lo dlotoooio on«o <loo O·••<oo A y a <on ""''"'"'" do H{tl ¡,.,¡., 
o o r 1> .. ,¡o.otl•o-«o. !.o ooclod .. •• H/tl ... , .. O y t oo 11nu1. ¡.oc lo ,,. 

"'" ••r .. ol6n oo o~tiono oonoJo .. ando "'' td~nroloo cooo oltutoO. • y b ,.,.0«• 

,,,, ... to ..... h ••• y r• ""' l.o• '""""""''"'" ,.,.....,.., •• J.ntoo •• loo pon-
,, •• , •• ( .... J) 

oo """J"'••• ~., ol ._tNml<nto do lo o!¡;o eonj"'"''., el""'"' '"'""''"'• ,..,, 

lo qvo oo o~<••• •• obojo boolo o«lbo cl c!lcolo 

'" "'-"''"""" o.- on •1 .,.., .. ,. "'''"'PhO lo dcfor••oot6n por '"""" " pciotloo· 

-" '-' o '"' do n .. !6n ro<" lo·""' ,..,.,....:,.,. condo><lr<• • '''""'"' -

,,. .. .,.,. Al l• •••ontondo lO o1t'<> do lo """'"'"" lo do<o....,oJ6n ,..,.. corton• 

........... _,...., ... ,_.,, .. ,, ... _ ... cl6n ... lo •• ,.,.¡¡., • -· ,,_ 
1>'" o ooo dooprocl>lolo. tn "" oooo lo 0</o,.,.,eiOn por cort>Oto oo ol ,.,...,,. 

=<r<p!oo 00 00\ 4o lo Oo~ido o tlcol&n. 

oooo ooloo ''""""' ••'.,•• coo 1 .. .n!d .. oo ol ,,,,.... ~1 IN"' •• rku oq•loe<o<"'•· ·~ 
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~pllea~i~n del Mto<lo do su.4ol>-vJonUlo-t!o""''""~ Poro 
Eot<~ctvrao dO PI&• tOn 

u. 

1 

Cm.o u vo<l ~~~ odohnto, cuando loo lrob<to do )DO oorcoo oon ruy 

lloUbloo rn c...,poroctOn con 1 .. COlun:o.oo, o cuondo loo !uotzoo h 

. ' teralao oon reoJotld .. p'" ouroo que to·•bo.jon cocncidllcnto o !)o-

dO o~ lo rlqlder dO "''"~pUo no oo JnMpendlento de lo dUt<lbU­

ct6.o do turuu o quo 01 t~ '""""do h oo<ructuro y por tonto no 

puede ou¡.onotoo eot•otante poro el cUc>lo do loo dhUntoo ,.,.,oo 

du vibru. ~n qenorol, la pOOwlorlqldo" O<¡~lvolouto qu. oo obton­

ddo poro un oeguJ><!o ..oda oerl .,,yor quo lo corr .. pondlenu ol ><! 

oe< ..OOo, puoo l<>o docto& do flod~n do conju~to oo roo!UC"" cono! 

doroblo.,.onto al no tenor todoo 101 fuuru octuondo on ol "'"""' ••!! 
UdQ. Lo ou=o pll<!rlo decluo po.U ...,.)oo oupor<oroo (re!. 11. 

~ noo ... oo, loo propto<lodeo dlotieo ~-Hrl<U de •• oo<r~otu­

ra nO quo.lO<tn Qe!inldu por rlqtdocoo do ontreplao a!no po< la va­

' u~cldn do J.oo pr<Miucooo U y e~ con 1o• cuolu oo poddn calcu-

lo< loo deforuelonu 4obldu o !lo.t6n y o fuoru co«•nu reo~ 

tlVMCtlto. 

PoU coloula< 1 .. do<or~•clonoo f''" flo<l6n oo convon!onto ol -­

pl<O de lo• too<..,., do Jo vlqo,oon¡uqodo, <¡Ue ••• paro ol cooo do 

un volodh<>. otro volodho '""f"'lrodo en ol ""''""" opuooto corqodo 

con 01 dlo9U"O dO ~rocnlOO onuo El, y en ol cual loo momento• 

' nulonanua conoopondon a loo ~ofol'lO>.clonao do lo vlqo rod. 

wo doto....,clonoo por cortonto, quo on ol caoo do eotru<turoo o b!, 

oo do ~uro• p<urdon ooc <mporton<eo on c<nparoct6n con ¡ao do ned6n, 

' 1 
1 
' 

aodol. u <olcuion 

la conHgo<>«6n ~ 

-· .. ---~-""-·--· ' 
... 

<1< do olho u valGan Jo& inore~onto• ' "' • • ~ .... nto do codo ontrcrl-

00 ~ loo -.n<oo do vohco ac..,.ol&doo do &<r1b,o hocl& obojo, ¡ 00 

cuoloo"" diVIden ontro ti (hobr' ••• > ' vo •."' o "/~1 on un Qhi'O 

njvol •n lOo co•oo on qoo ho~o co~b<o do uec<6n do loo "'Uro;¡. Lo 

lnt"'l"<•C16n """'O!<IC& d~l dlaqr~ do H/tl noo ...,,.,.H!ri t.uno!or• 

mar <ao dUqr.,.a <0 uno .. ,Jo d~ CO<?OO concontrodoo oqolvohntoo 

o 61 opUc&do; en loo dlotlntoo nlvoloo con loo coa loo oo ouy <~-

cU colcolor loo co«ontoo •oolvolcntoo. '" o ·•• e r '""''" ontoo & Codo O,!l 

troplao y loo lncrMOntoo do ..,.,onto tlor<lOnonto en lo v"<qo 

,q&d& quo onln lqu&loo o Joo lncr....,ontoo do dotor""cl6n por 

~nt<O doo ''"»Loo eonoecouvoo. (eo ol oqolvoloMo do U • V/1! do! 

caoo vloto ontorlormcntol. A o"o'. lnor..,ontoo do delo..,.oc16n por 

flodOn oo o-..<&n l.oo cor<eo~nd>o•ooo o > ' ,._ .. o o<onoao'.On t><>r cor-

tonta y con ooo '""" u (>O<lr• 

oorl como ontoo loncl6n do w¡ 

' ~ ...... ,_ . .. ' 
' 

cdcohr lo """" conllquro.el6n, quo 

y "" dondo P<>d<"""o doopojor ~oto ~· 

r 
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KIJ,•o~n .,;,..lb¡uuetgn~• """•l~o. 

11 IIUitlpllcomoo lo ooprooiOn nnterlor ~e Xoup p<>r <L1X11 

J , ... O..oo por~ '"""' lu aoooo, conoldoraf>llo> quo loo co.fldc"CU 

do p.ntlo!p&ciCn oon conotaotoo y puedan oallr d• la ouutorio, • 

donolo loo tlrmlnoo qua ~ulUplloon o c 1, c
1

, oto. oon nuloo p<.r lo 

p-opUdod dio onoo¡onalldod U loo -oo, quodof>llo ontOt>t:oO 

'"•'"''"" ,,,,lo 
hto oopreol6n u vllido poro ouolqutoo -o"' 

P~r tonto. ol o¡ue<e'""'' colculu o! oo<;undo OIO<lo do vl­

bnr, oup<),.!r....,o uno conflgu .. ci&n quo u par•••• o oato -o, oo 

doo<r, quo tonq~ un punto de d•Ueo!On nulo, colculor.,.oo ol volor 

do c 1 COn 10 upuot6n onterlor y rcour..oo o h Conf19uroct6'­

ou.,..ooto poro ol oo~undo ~<>do lo porticlpooJOn do! prl~O< ~><>do 

c 1 •u·. lo CJIIO 4& por reouludo uno'"'*""' <><lnfi~urociCn ouPIIOOta 

¡>Oa ol •O<Jundo 0>04o en lo quo ol aodo -.lo b.o.JO puunu u ol •!. 

IW><lo'y po¡o lo Unto. ol opUen d •6t<>olo baod eonvo~onelo h! 

eh nto -"· Jo. lo cporoe!On ontoo dooc.<t. oo 1• ll-• •u.,pto' 

do aodoo. 

51 qulUH..,oo ooloulor d torear ...Jo do "lbnr, te.<!_ 

• ,, .. .;, quO conocor do '"'""'""" loo conUgu.acioneo eouectao <le 

p<lm<!to y Oo<¡!,l..!o -o. y ouponot uno conllgucoel6n ~·• oo poro! 

ca d tero"t aodo, !""" ton~o <loo puntoo do dollod6n nulol o •~! 

ao>ul- doo cooUetontea do portlclpod6n c 1 y "J' corr .. P""­

dhntoo o l<>o aodoo ptt-ro y oo~undo, on lo conllqutoel6n oupuo!. 

... y lo IUptorlo""o pou 'l"• d -.. ~· bajo yrooonto on oUa 

'"'al '"'"""rol .. lblo co'"'nl• • oot. -o. 

( 

Eot.o oo, 

• 

• - '. • e • • , lhop 1 i1 ... ' 

t>. ..., .... 

,. .. .,,.,, 

( 

•• 

.. •,•., 
' "• . 

tn lo p<i<:Uu, y dob!do o errono nwol<lcoo O do oprool~o­

ci6n quo oon oco<r .. ,.,ooo no boato con uno ooh u..,,., ro<o lo -

;rar conVO<genel& adecuado h buen rooultodo llo>plor lo conUgu<o-

' cl6n cdcuhdo al col><> do codo cielo; ono .. <lo calcula< loo .. ,~,_. 

do .,l. Eoo ~lo~• confl~wuo<On ¡¡.,p!O~o, nOta>lloodo, noo ol.-o 

e_, nu .. o conH••nciOn poto on nuooo olcl<>.' Eo OOn••nlonto llo­

vor cuon~o ~enoo troo c1hU 01gn1fto.,lv•• u loo,cllculoo, 

'·"" HJ•• <hao, cd""l""oo <ton cldoo do! ·~•..,o I>Odo do 

vlhur do h oot<Uctura poto l& ouol colcol..oo onte<I<>< .. Mo ol 

• " • C.l•. 

".,. . ...... . ..... •· ..... . 

'·'" ....... ,u ...... .. 

• 1.0 ....tl~l6o '"P"""' ,.<do oor '"''""'""'• poro ••""• ¡.,.e• " roo~~¡,,,. ooo'•• <''" .......... •• ,,.. -·· ........... ""'' ""·-'· •••• , ... '" ,, '"""•"'•<~•· ....... . 

-- .... • .. .. 

'· .· . 
. ':.!·· < .. 

' ' ' 



( 

• • 

~o<<> oo, dl•l4Jendo lo confio¡uroC!&n c•leulo~a 

do Mnl, 

. 
. ... 
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' ' >00 " ... o .• "• 
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. . ' ontro ~.¡,. on co-
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._,.,.• .. ,... ,_,, 
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. • ' . •. o '· ·' ,,.• .u""' 

._., ... .. ,, •• o 
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'" o 

o o 

()bdrvuo gUO el !ntorYAlo ao vorl&cl~n d,o ,.> 00 .o<IUjO O 

7,tU y_l.lll y ~·· 1 .. vuloOl<>noo on h conUguncl6n -~•• •~•­

ron IIIUCM ooonoroo 'quo loo quo tuvo ol prl,.or ciclo. 

T.,..n<lo coooo l>ooo do ponldo nuovo-nto la cont19uracldn 

C&icuhdo, on un to.oor ciclo oo tlono• 
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' • 
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• El valor lino) de ·' lo obtonomoo con 11\.10 p<ecloi6n 4ividi0ndo lo 

• .... la .,... •• 
que pto100diu loo valorea 

,. .. 
• 

eodlclontn d~ Xeolc"&eto .u ' . . 
do " ~e codo nivol 

.. "" • i7ffil" • '·'" ..•. 

COfOO oo ir><lic6 antoo, ,¡ ..&todO 

jO ptcOOhto on lo cOnlJquucidn oupu .. to, Y ol ouponO< uno cOl<>hin!. 

cl6n cuolquto<a hto eototl conotttuldo i<>< ""' ~1noc1dn Hnool 

do loo dlo<lntoo ..odoo do vibrO< o 

si quo<a.>O c.olculor ol I"''Undo ..od<> do vlb<or •"''loo...!o 

'"" ,..,""•· ,.,.,¡,....,, quo qultor 0 lo conh!l""oot6n oupuooto lo 

po.rUclpoci6n del prl.,.r ooodooc1•n• p<~u lo «U&I nocooHdO<Io ca~ 
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,. 
oo ou~n lg~ol<'o •~ ol pru .... r elelc, ¡>o.O ul ..O«><<o •• do rap<d~ 

""nY<Orvencta ol oc ~•• e.- noovo conU~ur.,c16n '·"""""'" lo cb...,• 

nido ni Uno! ola ooOo alelo, ~o pr~lc<or.oln nor-lid,~ulo, oo<u 

u, boctcndo qoo h dofor ... ct<ln do wno ~• lu MOU, por ojempl<> 

' . 1! prhoou, tcnw• o1010pro ol o!O"" valor, con objeto do ob .. rvn 

•"""' oO -U leo lo conf19U<oCL6n rolaU"" ~_..pu<lo da codo clcl<>o 

¡.,0 nl~roo do .,2 obtonldoo on codo ciclo..,. don t.o..,lln"" In• 

Uno lo do valoro o quo o o vo couondo ""''" 'qyo 00 obttona Uno!· 

-·•• loo"''""' voloroo paro tooloo lao ,.., .. , 

~~ O!Gt""-" d.,crlto ontorlor.,.nto ••>owuv• otc .. rro J>oc10 

d _,.¡O do ~~~ quo ootd pruonte on lo cooll9urocl6n oupucato, 

y <lodo que ol o~pon« uno confi!JU<orl6n cuo....,lou lou ~oud 
(onMd• por ur.o coml>loacl6n Hnool do t<>o!oo :U.o ...,.oo p<>ol~>eo, 

o! ..,.,., ..So bo¡o .. ra ol prt•ro o fun40-nbol. 111• dolo~•• oo 

1001oa oo«> ~oce< P*-'" oolouU< «><loo oupor-oo. 

~¡-plo. Calculo< lo frecuoncl• y aoflV>Jucl6n OIO<Iol 
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o 
E r .. y. = 

j=l lJ J 

o 
E r .. C.z.(t) 

j=llJJJ 

De aqui (sin sumur para todo~ los modos) 

IX 1 lJ max = "ijcj¡zj(tllmax = rijcjsd. 

De est<1 e e. pasamon a: 

o 
E r .. C.<;d o 

j:l lJ J 

'· 

n s., 
~ r .. e . .,¡,T 

j=1lJJ¡j 

)). 



y po<iemo~ poner: 

. ' ' { . ,r¡ . m¡ 

' . ' ¡· ' ,rf. !·!' 
l ' J ·-

o 

m 
I: m .r .. 

i=1 l l] 

o 
I:m.r~. 

i=l l l) 

en la que cj está definida ~rriba y 

1 1'"' ., • ,. ')d" ~ o'l " senr. c-..,. ,. 
' • • 1 . J 

(y semejante ni S ~ O) 

Ader:~ás, tenemos 

.. 
:x·, = 

' 
'R' L J 

o "" 
x1 -\ "11 r, ..... r1j · · · · · r 1 n ' y 1 i 

~2 j ' 
!'21 "n ..... r2j · " ""2n ' . 

;, 1 2 j 
o 

' 
' \ 

1 1 
1 

1 1 l <J r r r ..... r n1 n2 ..... i Y n 1 nJ nn 

\ ) 

32. 
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?or ejemplo para nuestra e::>tructura de 3GL asign<:>mos: 

s, ~ o. 1 o' ,, ~ o. 05' ,, ~ ().02 

1 
- ··¡ 

'1 ~ o .1 o ~ 

2ft \al (·Fj_ J -l+ao <PJ/+,11 <P~ > 'j 

o, ~ o. o 5 ~ 
1 ja o'>~J- 1 +iJ. <f'J 0+a CÍ>'J;f 

2"f;" -1 ' 2 o 2 1 ' 2 ,.j 

1 .· p 1 1 o ' "\ ,, 0.02 
; ,- 2 21 

~ ~ 

'fi ,a_l ( 3) +ao'f3J +ii1 cp3J ~· 

o. e o forma matricial: 

¡o.1o) tlf 1 1/~1 \• ! il ' 

(05( ~ 
1 1 • 1 i e) 1 2 11P 1 11fz o. 02 J ·2 r, il o '/ 

11-P' ' r, 1/P3 \'11 1 . 3 

al resolver para a 1 resulta 

r.n p. 

sísmica 

[e] 
~-- ------

tenemos que para CI = O y 6 = O, para exci-tación 

ro~ t\J' 
~J0 " {;:.)sen 

J J e----------
co<~ficiente de participación"' 

)L 

• 
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[e] 
---------------
·Asignamos nn ci er•to Villor dn 6 a C.túa modo. 

[C] 
-.. -
úe_3E.1 y 

r· ,., 
. j 1 

' ; hi 'M' ' J 

?or otr•a pclrt';, pi1T'<1 v:ÍIJt',lC i (,, 1 i bt'(.': 

<K-Hl1)J'. = u 
J ' 

= J'~Mr. <-+ 
J 1 

prerrn.:l tipl icamlo por 

' -l'f 
. ' 

' 

= l'Mr·. 

' 

' ' ;r,;r.ilr_. 
r·¡ J J 

= r lHHh•:i 

es decir 

(38.3) 

•• 
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' - l l 
o r·.H(H Kl ''· 

C'\ = _1..:':_ 

D<! 39.1: 

C') 1 
J 

e· jl 

y surnnndo t>Olll'<l 1: 

pc~ro ya renlctrr.o~ que 

de Conde: 

n.P.M>:< 
.1' J .1 

J J "' 
por JB.J 

o d'"l 1W j 3 il l 

o <Í''llM~ 
j 'T' L 

o "'''')1 .· .. '" . M·'"J 
J J J 

' ' ( l.(j'. l "I 
) J 

3 9. l 

Co" los n v<Ilores dt~ Ri ¡•CH'd lot. n modo,; podomo" l'<!SOl-

ver' par'<! los n valO!'cc; de a
1 

y l"orm;,p lliJC>.;I t"d (cj con 

la ~C•.Jación 

.10. 
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DIRECTORIO DE ALUMNOS DEL CURSO "DHiAI1JCA ESTRUCTURAL" IMPARTIDO EN ESTA 
DI VIS ION DEL 30 DE JULIO Al 10 DE AGOSTO DE 19B4 

l.- A~AO MARTINEZ CARLOS 
Cm.HSION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
SUPERVISOR DE ESTRUCTURAS 
MJSSISSIPPI /lo. 71-llo. PISO 
COL. CUAUHW10C 
DELEGACION CUAIJJTEMOC 
553-71-33 ext. 2003 

2.- .~LVARADO BALLEZA JAI11E 
QUERETARO 

3.- ANDRADE LAZARO SA/iTIAGO 
S.A.R. H. 
AI~ALISTA TITULAR 
AV. WJEVO LEON No. 210-10 
COL. COIWESA 
OELEGAC!üN CUAUlTEMOC 

4.- AllDRAU~ HERNANOEZ ANTONIO 
C0~1JSIOII FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
JEFE DE GRUPO 
RIO I·HSS!SS!PPI No. 71 
COL. CUAUHTEMOC 
553-71-33 ext. 2434 

5.- ANGEL GAR!5AY SERGIO 
COt·HS!OI~ FEDERAL DE ELECTRICIDAD 

G.- ARCOS ISLAS RtiBEN 
S. C. T. 

7.- ARIAS to\ATTOS.PEDRO 
Ut/!VE15IOAD FRAUCJSCO DE PAULA SANTANDER 
PROFESOR TIEHPO COMPLETO ESTRUCHJP.AS 
AVE:l!OA GRM~ COLOI4'llA No. 12E-96 
BARRIO COLSAG 
CUCIJTA COLOH31A 
44253 

8,- ARTETA OCAFlA JESUS SALVADOR 
DIREC. DE OORAS 11ARITIMAS, S.C.T. 
HlGEtUERO ANALISTA 
PROVIDENCIA No. fl07-ler. PISO 
COL. DEL VALLE 
587-79-41 

CALLE 7 llo, 22 
COL. VALENTifi G()!EZ FARIAS 
DELEGACION VENUSTIAtiO CARRANZA 
15010 MEXICO, D. F. 
734-28-16 

AV. PERALVILLO No. 86-14 
COL. MOREUJS 
DELEGACION CUAUHTEMOC 
767-32-52 

PROL. TEPANECOS No. 124 
COL. ELECTRICISTAS 
OELEGACION AZCAPOTZALCO 
02060 MEXICO, D.F. 
352-J0-57 

CALLE 16 No. 2-16 
CUCUTA COLOI>IliA 
29632 

OIHQUIIIA No. 6339-5 
COL. TRES ESTRELLAS 
DELEGACJON GUSTAVO A. MADERO 
7f.l720 MEXJCO, D.F. 
781-24-83 
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9.-
' 

' 10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

15.-

j 6 • -

BECERRIL t-IACALCO AGil5TJN 
S. C. T. 

llECERRIL QUIROZ LETICIA 
S. C. T. 

BRAVO GOilZALEZ EOOARDO 
CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CE!ITRO 
ING. JEFE DE GRUPO 
TLALOC No. 90-4o. PISO 
COL. ANAHUAC 
DELEGf,C 101! MIGUEL HJ 01\LGO 
546-46-12 

CALOERON GUZMAN JAVIER 
ESCUELA DE ItiG. CIVIL .. 

' 
UI·I!V[IlSIDAD M!CHOACA~IA 
JCFE DEL DEPARTAI1ENTO DE MATERIALES 
EDIFICIO A CIUDAD UNIVERSITARIA 
MOilELIA, MlCHOACA!I 
2-74-06 

CERVA:!TES LOPEZ ROOERTO 
INSTITUTO ~1EXICANO Q[l CHtE/iTO Y 
DEL CONCRETO 
RCVISOR TECIHCO DE PUilLICACIONES 
IriSLIRGENTES SUR llo. 1796 
COL. FLORIDA 
OELEGAC!Otl ALVARO CIIREGON 
01030 IIEXICO, D.F. 

' CIIAVEZ GALHlDO VICTOR MANUEL 
S. C. T. 
PROYECTISTA 
XOLA Y LALARO CARDENAS 
COL. ALAI-\OS 
590-89-76 

DE LA CRUZ REYES BARTOLOME 
DESPACHO PROPIO 
AV. OIIW\LHUACAN 469 
COL. !lUnTO JUAREZ 
DELEGAC!Oil llETZAHUALCOYOTL 
57000 

REZA ARZATE GUILLERMO 
HISTITUTO DE !NGENIERIA 
ULCARJO DE TESIS 
CIUDAD liii!VERSJTARIA 

SUR 69-A No. 3131 
COL. VIADUCTO 
DELEGACION IZTACALCO 
08200 MEX!CO, D.F. 
519-46-52 

LUIS DE VELASCO No. 212 
MORELIA, MWL 

!HSURGEUTES SUR 1824-602 
COL. FLORIDA 
DELEGACION ALVARO OBREGON 
01030 MEXJCO, O. F. 
534-24-40 

CERRO ZAPOPAN No. 154 
COL. CAMPESTRE CHURlBUSCO 
04200 MEXICO, D.f. 
544-34-86 

MONEDITA DE ORO No. 154 
COL. BENITO JUAREZ 
NETZJIJ-lUAL COY OTL 

EMniANO ZAPATA No. 140 
COL. PORTALES 
539-12-93 



' 
17.- PEREZ GONZALEZ SAUL ENRIQUE 

lflSíJTUTO DE INGEri!ERIA 
CIUDAD UUIVERSITARIA 

lB.- DE LA ROSA RENTER!A RAI~ON 
INSIITUTO DE II~VESTIGAC!OUES ELEC. 
INVESTIGADOR 
DAIITE Uo. 36-So. PISO 
COL. ANZURES 
DELEGACJON MIGUEL HIDALGO 
11590 MEXICO, D.F. 
525-57-39 

19.- ESPI/IOSA BLANCO PASCUAL 
S. C. T. 

20.- GAL!NDO ELIZALDE LUIS 
JEFE OFUA. EDIF. IIIG, CIVIL . 
EJE CEriTRAL L. CARDEIIAS No. 152 
COL. JND. VALLEJO 
DELEGACIOU GUSTAVO A. MA_DERO 
567-66-20 ext. 20287 

21.- GALVAN AIZPURU JOAQU!N 
S.A.R. H. 
SUBJEFE DEPTO. RESISTENCIA MAT. 
SIERRA GORDA tlo. 23 
COL. LCJ.lAS DE DlAPUL TEPEC 
DELEGACIOH MIGUEL HIDALGO 
11000 MEXJCO, D. F. 
~40-60-83 al 88 

22.- GALLARDO OOMINGUEZ SALVADOR 
C. F. E. 
PROYECTISTA 
tHSS!SSJPPI No. 71-12 
COL. CUA\.IiTEMOC 
DELEGAC!Otl CUAUHTHIOC 
553-71-33 

23.- GOI·IEZ MEJ!A MARIO 
ut/IVERS!DAD DE YUCATAti 
JEFE DI V. LABS. IHVEST. 
CALLE 14x41 
MERIDA YlJC. 
7-30-44 

24.- HER.'/AtiDEZ JINENEZ HUt-llERTO 

GALICIANo. 126 ALTOS_ 
COL. ALAMOS 
DELEGACION BENITO JUAREZ 
03400 MEXICO, D.F. 
538-77-93 

RIO CAZONES EDIFICIO 19 DEPTD. 4DJ 
COL. PASEOS DE CHURLBUSCO 
OELEGACION IZTAPALAPA 

EOIF. 1 DEPTO. 13 U. PATERO VALLEJO 
DELEGAC!ON GUSTAVO A. MADERO 
567-47-88 

MIGUEL LAURENT No. 74 DEPTO. 1 
COL. DEL VALLE 
DELEGACION BENITO JUAREZ 
03100 MEXICO, D.F. 

DINAMARCA No. 73-4 
COL.JUAREZ 
DELEGAC!Cfl CUAltiTE/mC 

CAlLE 37 No. 461-B 
COL. JESUS CARRANZA 
MERIDA,tYUC. 
7-46-19 
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' 
25.- HERI!At!DEZ SAtlOlEZ VICENTE 

S. c. T. 

26.- HURTADO SOTO FRAliCISCO 
ESCUELA IIIG. CIVIL 
PIWFESOR DE CARRERA 
UNIDAD CIEtiCIAS !NG, 
CIUDAD Uil!VERSITARIA, MORELIA 
274-06 

27.- JOROA LOZAIW RAUL GUILLERMO 
UIHVERSIOAD AUTONOMA DE PUEBLA 
PROFESOR ESC. IIIG. CIVIl 
4 SUR ilo. 104 
PUiJllA, PUE. 

28.- LASTRA RIJ!Z VICTOR ALEJA!mRO 
ISHIE 
JEFE DE PROYECTO 
CALZADA LEGAR! A No. 252 
COL. PENS l L 

29.- LEON AGUILAR BERNAROO 
LA HABA.'IA CtBA 

30.- LEON LAP.A L. MRAHAM 
FAC. DE ARQUITECTURA 
JEFE OEPTO. SEGUIMIE~TO ACADEMlCO 
CERRO DE COATEPEC 
CIUDAD UIHVERSITARIA, TOLUCA 
548-52 

31.- llANO QUEZADA FOSCOLO 
DIREC. GRAL. OORAS PlllliCAS 
!/IGENIERO PROYECTISTA 
10~. CALLE 9-37 ZOUA 1 GUI\TEI1ALA 

32.- LOPEZ LOPEZ A111ROSIO 
IIIG.SISTEMAS TRAIISP. ~IETROPOLITANO 
JEFE DE GRUPO 
CALZADA LEGARIA No. 252 
COL. PEUSIL 
DELEGAC!OI~ MIGUEL HIDALGO 
399-69-22 

33.- LOPEZ Y LOPEZ JOSE FIOEL 
cm!STRUCTORA 11ABEK 
7 OTE No. 406 
COL. CENTRO 
72000 MEXICO, D.F. 
42-98-53 

SERAPIO WIDotl No. 276 
COL. CENTRO 
2-21-36 

AY. SAA BALTAZAR No. 2464-A 
PUEBLA, PUL 
72570 

CERRO DE COATEPEC 

7a. AVEIHDA 26-48 ZONA 8 

CALZ. SAN LORENZO No. 300 CASA 6 
COL. PARAJE SMI JUAN 
DELEGACION IZTAPALAPA 
09830 M[X!CO, D.F. 

20 OTE No. 468 
COL CEUTRO 
92000 MEXICO, D.F. 
42-90-28 
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' 
34.- MACIAS VAZQUEZ JORGE 

35.- /.lAVRIV MONT[S VE OCA ROLAJIVO 
S. C. T. 

36.- MALA'ICO CASTA/JEDA MA. EUGENIA A. 
S.A.R. H. 
JEFE VE OriC!NA 
.SIERRA GORDA ."Jo. 23 
COL. LO/.IA.S VE CliAPULTEPEC 
VHEGAC10N JIJGUEL HIDALGO 
/IOOOMO..:ICQ, D.F. 

31.- ~\ATIAS ACEVEVO JUA.\1 
INS1TTUTO MEXICANO DEL PETROLEO 
/N(',[N!EJ(O VE 01SEOO 
LJ[ CEIJTRAL LAZARO CAR:iJENAS No. 152 

3t.- !oi!'L[NVEZ J~ANZANO FMlSTO 
UNIV. ESTATAL GUAVAQ.U!L 
PROFESO~: 

39.- /IIL'RALES rLOR[S ROVOLFO 
COMISION FEDERAL VE ElECTRICJOAO 
JNG. a. l.riNUIO 
RlO MJSSJS.SlPPl No. 71 
VCLEGACION AIIGUEL illVALGO 
553-03-39 

40.- NAVARRO .S.WCHEZ LUIS M!WUEL 
UNJVERSTVAV !HC/10ACAJ.IA 
PROFESOR 
UN!VAV ClHJCIAS ING. V HW!ANIVAVES 
A!ORELIA, MlCH. 

41.- OI?WNEZ IWJZ JORGE 
UIJIVERSIVAV AUfO/JllW, CHIAPAS 
PROFESO!? 
BOlJL[VARV BCLIZ/IRlO OOMINGUEZ 
('ARRUERA PAIJA'.IERJCANA KM. /54 

4Z.- ORTEGA IIERJVA PORFiRIO 
CIA. VE LUZ V FUERZA DEL CENTRO 
! Nn. PROV. ESTRUCT. 
1 LAlt'f Uo. qo-2a. PTSO 
COL. A'JM/UAC 
I)[LEGACION MIGUEL HJDALGi.J 
sqz-35-63 

AV. CONSTITUYENTES Na. 820 PTE. 
TOW~A, ){l;X, 

EDIFICIO C Na. 102 
ti. CAMINO SAN JUAN VE ARAGON 
VELEGACION GIJSTALIO A. ~lAVE2:1 
01980 J.!EXlCO, V. F. 

GUAYAQUIL EIXlAVOR 

OTE 245 A Na. 135 
VELEGACJ()I JXTAPAI.APA 

JNFONAV1T PLAN VE AVALA 
EVTFJCJO 21 VEPTO. 2 
M(!RHTA, llTCH. 
3-10-44 

CALLE OCASTNGO No. 121 
COL. i.S,S.S.T.E. 

SUPER!lANZANA 3 IIANZA'IA 37 lOTE 17 
COL. EJERCITO CO.IJSTITUCTONALISTA 
SAN JUAN VE ARAGi.JN 
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' 
43.- OI?TEGA SAAV[O>:A R,\FAt.L 

44.- PAEZ ralBLES ALFRU)(l A. 
T. M. P. 
JtH SECC10N TECNICA 
AV. LAZARO CAIWENAS No. 152 
COL UNVAVISTA VALlEJO 
S69-66-00 eX-t. 70391 

./5 .- PAYER PfREZ ALFREDO 
tL'JIVERSIVAV NACIONAL VE COJ<OOBA 
Vr)CENTE 
1\VUJIVA VCLCL SORSfl~LV No. 299 
COIWOBA ARGENTINA 

H.- PEREZ SANC/I[Z GILST AVO 
S. A. R. 11. 

47.- PRESILLA JIHENfZ VICTOR UANU(l 
S. C. T. 

H.- IW!IREZ ROVRlGUEZ JtlSE 
C0MIS10N FEDERAL VE ElECTRICIVAV 

~9.- RENVON GA.II lUlS 
COUISION V~ VIALIVAV Y TRANSPORTE 
URBANO ( COVITUR] 
RL!>JOLilTf OC OBRA C'IVIL DEl MITRO 
AV. liN1Vtr.$lVAV llo. 800 
V[LEGACION BENITO JUAREZ 
~40-13-09 

50.- ROJAS !JRAVO JULIO 
LI!IA PERU 

S 1 . - SAJ.CEOO Ll!IJA GERMNJ 
INTERVEIJTORIA V ESTUDIO TWHCO 
!NGWlE"Pl) RESIVENTE 
CALlE 12 No. 26-JS 
COL. BARRA~CA BER}J!:JO 
SMJTANVER COLO!.IBIA 

5~.- SANa/[Z ROA LEONCJA AGUSTIN 

53.- SALCWO LlWA JOSE 
60GOTA, COLO~!BIA 

AV. FLORES MAGONNo. 295-201 
COL. TLATEWLCO 
VElEGACION CUAUHTEAIOC 
06900 MEXICO, V. F. 

VERQUI No. 42 8 
CORVOBA ARr~NTINA 

¡.nnA No. 663 
COl. l!ERTIZ NARLIARTE 
VELLGACION BENITO JUAREZ 
539-25-52 

CALLE 99 No. 19-49 FOIITNIA 
COL. BIJCAIWWIGA 
SA"'TANVER COLOMBIA 
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5~.- SANTM'A LCIILGARAV GABRIEL 
SERVICHlS Y ELEM[NTCS PRCSFORZAOOS 
GERCNTE TECNICO 
NUEVO LfCN No. 249 
COL. Hif'OVMI.IO CO.'JVf:SA 
VELEGACJO,IJ ALVAIW 08REGOIJ 
06100 ~I[XJC'O, V. F. 
515-36-ZJ 

55.- VlLAR ROJ,\S JORGE JVIIN 
INSTIT. VE INVESTIGACICNES ELECTRICAS 
JNVC.STIGAWR 
lfJ¡jNJTZ No. 14-~o. PISO 
COL. NVA, ANZURES 
511-~?-63 

56.- ZAFRA. SAlAZAR l!ICTOR 

ROMERO VE TERREROS No. 1209 
COL. NARVARTE 
VEL[GAClON BENITO JUAREZ 
030ZO lltXICO, V. F. 
5H- 54- O 

LONDRES No. 190-119 
COL. JUAREZ 
51!-H-25 

lNSTITll10 IIEXICANO VEL SEGURO SOCIAL JULIO GARCJA No. SS 
vn:r FICAVOR SATELITE 
1-IAGOALEN,\ VC LAS SAWJAS No. 10 
COL. WSURGUJTE.S 
VEUC:ACION ANNfUAC 
154--46-99 
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