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iQué le parecld el ambiente en la Divisi6n de Educacifn Contirua?

MJY AGRADABLE

| AGRATMBLE

DESAGRATABLE

|
|

|

Madio de comunicacibn por el que se enterd del curso:

PERIODI() EXCELSIOR
ANUNCIC TITULADO DY
VISION DE EDUCACION
CONTINUA

PERIODICO NOVEDANES
ANUNCIO TITULADO DI
VISION DE EDUCACION
CONTINUA

FOLLETQ DEL CURSO

CARTEL MENSUAL

RADIQ UNIVERSIDAD

COMUNICACTON CARTA,
ETC.

REVISTAS TECNICAS | FOLLETO ANUAL | CARTELERA UNAM ''L0OS GACETA
UNIVERSITARIOS HOY' UM
i |
Medio de transporte utilizado para venir al Palacio de Minerfa:
AUTOMOVIL METRO OTRO MEDIO
PARTICULAR

4. (Qué cambios harfa usted en el programa para tratar de perfeccionar el

curso?

e

iRecomendaria el curso a otras personas?

51 NO
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tQué cursos le gustarfia que ofreciera la Divisibn de Educacién Contirma?

La coordilnacidn scadémica fue:

EXCELENTE BUENA REGULAR MALA

Si estd interesado en tomar algfin curso intensivo 2Cufl es el horaric -
més conveniente para usted?

[TUNES A VIERNES | LUNES A~ | LIONES, MIERCOLES
PE 9 A 13 H, Y | VIERNES DE | Y VIERNES DE DE 18 A 21 H.
DE 14 A 18 H. 17A21H. | 18421 H,
(CON CCMIDAS)

i |

VIERNES DE 17 A 21 H| VIFRNES DE 17 A 21 H. OTRO
SABADOS DE 9 A 14 H. | SABADOS DE 9 A 13 Y
DE 14 a 18 H,

$Qué servicios adicionzles desearfa que tuviese la Divisidn de Educacién
Continuz, para los asistentes?

Otras sugerencias:
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. Cstudio estadistico de los criterios-
para estimar la respuesta sismica

de sistemas lineales

con dos grados de libertad

Octavio A, Rascdn
Augusta G, Villarreal*

NESUIEN

L) objelo de este trahajo es venficer al grade de
opmosinkleion de dos métodos que con frecuencia se
utilizan para estima: 1 respuesta sismica méxima de
sislernas linzales con varios grados d2 libertad. Para
cHi e aplica ol mélods de Monwe Carlo en el esludio
da tres lipas e estracluras con das grados de liber-
twd: forsin v trasliion, cabecen y raslagidn, y tras-
lacion en dos puos. Como excitaciones s utilizan
£ismos sirmulados v reaslis; se comparan 185 respuestas
enlynacdas ecn 1ag exicias, s hasoo recomendaciones
acerca del emples do dichos méodos, v s obtienen
Mg dhstribuciones de probabilidades de los cocientes
s las (espuistas exactos entre las nstimadas,

ABSTRACT

The purpose of this wark 15 1o verily the degree of
approximation of two methods used frequently for
estimating the maximum seismic response of linear
systems ywith various degrees of freedom. To do this,
the Monte Carlo method is usad in the study of three
vpes of siructures wilh two degrees of fresdom:
torsion and translation, rocking and translation, and
translation in a two story building, Simulated and real
earthquakes are used s ground excitations; estimated
resnonses are compared with the exact ones, repom-
mendations for tha use of such methods are given,
and the probability distributions of the ratios of
exact 1o estimated responses are obtained.

ATl i L, IR N trpemberas, AN LLE

1. INTRODUCCION
L 3

En este trabajo se analiza el comportamiento dind-
mico de algunos tipos de estructuras de comporta.
miento lineal de dos grados de libertad cuAndo s les
sujeta a splicitaciones sismicas. El objeto es verificar
e grado de aproximacion de dos métodos propuestos
por Rosenbiusth {refs 1y 2} para estimar 13 respuasia
maxima total, medianta su comparacidn con las res
puestas maximas exactas obienidas con ¢! mdtodo da
andlisis modal, al superponer en el tiempo los efectos
del sismo en los dos modos naturaies da vibracign do
la estroctura,

El método 1 consiste en estimar la respuesta médxima
1otal, Q. extrayendo’la raiz cuadrada de la suma dga
los cuadrados de |3 respuesta en cada modo natural o
vibwagidn, @;, es decir .

Deuy 3O (1.1)
1

ars.




dondd noes ¢l 1o1al de giodos de libertad del sistema,

B métords 2 consisie en aplicar la frmula
a.,,/ aperr 29 (1.2
=1 iy 14 ¢’ 5]
siecndo
Wy —
£y 3 ek {1.3)
{1 wh i) w)
gende
Q respuesta MAxima en el i-ésimo

moda da vibracioén, tomada con al
mismo signo que el de 3 corres
pondiente {uncidn de transferen-
cia cuando osta alcangza su walor
midximo absoluto

Fan i-&sima frecuencia cirgular natural
de vibracion def sistema sin amor-
tiguamiento .

Wi =w+/1 =t i-dsima frecuancia circular natural
e vibracién del sistema amorti-
; guado

' fraccién del amortiguamiento
critico en el i-fsimo modo natural

=14+ 2Hw8) fraccidn del amortiguamiento
eritico equivalente

g turacion del sismo con ol que ¢

~ uxcita ol sistema

El interés primordial al realizar esta verificacidn radi-
¢ en que ol méwdo 1, actualmente en usa en varics
mglamentns de construecién {refs 3 v 4), podria lle-
g3 & sustituirse por el méiodo 2.

Se han propussto olvos procedimientos para estimar
Q@ (rel 5) que son funcidn no lineal do los resultados
dul método 1 sin enbargo, no 2 discuten en este
rabajn porque han sido estudiados con base en es-
ruciurds sin amortiguamiento, las cudles, como se
verd, conducen a canclusiones diferentes de las qua
corresponden a estruciuras amortiguadas,

Para realizor estadisticamente este estudio, se emplea-
ron tdenicas de reduccidn de variancia def método de
Licnte Carlo,

Ln cudnic al andlisis, osle <2 limita a 1res casos, los

cuales s2 datallan en el Apéndica:

1. Tursidn on estructuris de un piso, considerando

e los respuesias dindrnicas son la fuerza corlante W

Of o mOnue tarsionante,

376

2 Catceeo en estruciuras dé un piso, considerondo
como respuestas la fuerza cortante y e mamento de
cabceed,

3 Traslacidn en estructuras de dos pisos, tomando en
cuenta las fuerzaes cortantes en 103 entrepiscs une y
dos,

' [
2, CALCULD DE LAS RESPUESTAS MAXIMAS.

Las respuestas eldsticas maximas do Ins_dwersos tipos
de estructuras s caicularon ylilizando:

a) Método § (et 1.1, eriterio del Reglamento de Cons-.
trucciones dei Departamento del Distrito Federal, ref
3

b) Método 2 {ec 1.2y nuevo criteric de Aosenblueth,
ref 2]

ch Andlisis modal (respuesta exacta).

Los resultados del andlisis modat sirvieron gome base
de comparacion del grado g6 aproximacidn de las esti-
maciones logradas con los otros dos criterios.

Como excitaciones sismicag s2 emplearon cuatro sis-
moes simulados de acuerdo con el méiodo indicado en
Ia ref 8 {figs 1 a 4}, v uno real {fig B}, registrado en la
zona blanda de la ciudad de Méxice (ref 7).

El sndlisis de los tres casos se realizd empteandn el
método de Mante Carlo, que consisie en estudiar &
comportamiento de un modelp matemdtico deter-
minado, mediante la simulacidn de los datos da entra-
da {generalmentie en computadora digitall y del
estudio estadistico de |os resultados. Cada vez que s&
introduce un conjunto de datos y se.obticne la res
puesta del madelo, se dice que se efectda un expertf-
menta conceptual del problema; la coleccidn da resul-
tados constituye la muestra que sirve de basa para
inferir cudl es el grado de apreximacidn con gue
dicht modelo matemética representa & fendmeno
para el cual 5¢ formuld,

Conforme aumenta el nimerc de pardmetros que
intervienen en el modelo matemdtico, se incrementa
{8 cantidad de experimentos necesaria para dilecidar
cudtes influyen en el problema, es decir, para verificar
si en 108 resultados que s@ obtienen al variar tas valo-
res de los pardmetros existen diferencias estadisticas
significativas; sin embargo, eso represanta un ¢costo de
compulacion que en ccasiones hace prohibitivo tal
lipo de estudios, a menos que & snples slguna téeni-
ca de reduccidn de variancia irefs 11 y 12], lao que
permita un ahorro considerable en el nimero de expe:
rimenios negesario para obtener conglusiones adecua-
das. -

La técnica de reducCidn de variancia que se emplea on
&4l rabajo’es muy COMOA y CONSISIE BN
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a)- Asignar diversos valores & cada pardmetro que
intervizng e el problema, de manera que se cubran
105 intervalas de inwerds de cada uno,

1} Calcular 18 respuesta maxima axacta v las estima- .

dat con los métodos 1 y 2 para cada combinacidn de
volaras de los diferentes paridmertros,

¢} Okioner 13s rospuestas normalizsdas dividiendo los
~walores esacios enire los estimados: esto s2 hace para
catla combinacidn de valores da los pardmetros, con
In cusl se eliming 1a dispersion en |os resultados oca-
sonad2 por la magnitud v variacifn con el tiempo de
s Qares Jo entrada {se reduce la variancia),

d) Estudiar si existen diferencias estadisticas signifi-
calivas entre los resultados obtenidos al variar tos
valores asignados o uno de |os pardmetros. Silas hay,
s indiere que los resullados logrados con cada vaior
e dicho pardmelro corresponden p poblaciones esia-

dristicos chferenius; en casg contraric, la poblacidn. .

estiiclislica es b nisma y, por consiguicnty, 105 mues-

3M

tras respectivas pueden agruparse en una sola de
mayor tamaiio, a partir de |a cual es factible obtener
conciusiones mds generales y confiables acerca del
modeio en estudio, ya gue 1a variancia del . promedio
de la estimacion se reduce en proporgidn a 1/n (ref
11). Esta etapa se repite sucesivaments para cada uno
e 1os pardmetros restantes, con 1o nue se realiza, de
hecho, un andlisis da variancia,

2.1 Resultados del problema da torsién {caso 1}

Para diseno sismico de edificios, los elementos meca-
niccs que usualmente interesa conocer son las fuerzas
¥y momenlos que obran sobre cads elemento estruc-

" toral, Para simplificar, con objeto de aislar tos efectos

de la fuerza cortante y del momento torsionante, en
esle pgrotdema de torsidn se considerard una estruc-
tura [fig 6) con masa uniformemente distribuida, con
ur solg mure en direccidon Z que rosista la fuerza
cortanie directa, vy dos idénticos en direccidn Y (per-
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pendicular al movimienta), de manerz que cada uno
de esics ultimas resista uwna fuerza cortante igual a
M/d. donde M es el momento torsionante dindmico y
d es la soparacion de los dos muras. En esko caso, la
estructury presenta excentricidad solo en direccion
perpendicular a Ja de excitagidn, £,

Los pardmetros que se escogieron para estudiar el
protlemna di torsién fugron tig B):

= b/
b ' dimensidn en la direecidén ¥
c =&,/
]"l periodn fundarmental de vibtacion = w, {27 =
=, /{22K1m)|
¢ fraccidn de amortiguamiento respecto al critico

en ambos modos de vibracién

n cociente de la frecuencia angular entre la lineal
= (LK m)

Los valores que se asignaron a A, b y ¢ son 10s consig-
nadas en 1o tabla 1; losde ¢ sen G, 0.05y 0,10; los da
n, 06 00,10, 11,1520, 25 3y4,ylosda Ty,
0.t,03, 05 07, 1.0 15, 2 3y 4seg Loscasos de
# = 1, 0.9y 1.1 s estudiaron con especial cuidado
debido a que paru valores de g = 1 y cercanos, sucede
e bas dos frecuencias naturales due vibracidn resultan
mds proximas antre si {2c A3) v, en consecuencia, el
Wrming ¢, da las ecs A8 y A9 del Apéndice puede
asurmir valores prgueios lec 1.3, en ouyo €aso se
murden presentar diferencias considzrables entre las
isuitados de ambios méodos, puesto gue el térming
the Lo doble suma de Ta ee 1.2 psume walores tentd
DL OEs Cuanlo menores son los da e, .

Para cadn uno de los casos dae 1a tabla 1 se obiiuvieron
A5 duersns cortinles vy hod mamentos tersiconanies
i~ imos correspoandnmnies d todas {ps combsingeionos

they, Ty ym. . ‘

Covlas Tnas nue aparcern mids aditante no se hace
distincide de dos sesuliados obienidos con cada sismo

ni con cada combinacidn de A, b v ¢, ya que las

muestras respectivas s mezclaron al no haberse

encontrada gdiferencias estadisticas significativas con
un 95 por ¢iento de nivel do confianza en [0s Mismos,
a pesar de |la marcada diferencia entre fos valores de
dichos pardmetros y de las caracteristicas de Jos sis-
mos, tales como duracidn v frecuenciz dominante,

2 1.1 Momento torsionants

En las figs 7 a © se presentan los resultados corres-
pondientes g los casos en losque Ty = 2.0segy § =
=10, 0.05y 0.10, respectivamente. En el gje de las absci-
515 e tocalizan los valores de 5, v en el da las orde-
nadas los cocientes de los momentgs torsionantes
exactos, M, entre los estimados, M v M, con 10s méto-
dos 1 y 2, respectivamente {Apéndice).

En la fig 7, en la que e! amortiguamiento es nulo, s8

aprecia mayor dispersién an los resultadas de ambos
métodos que corresponden an = 09, 1.0y 1.1 que

para los demas valores de . En cambio, enfas figs 8 v -

9, que corresponden af = 005y { = 0.10, respecti-
vaments, se observa que la dispersidn da los resul-
1ados del método 2 es précticamente la misma para
todos {05 valores de g (el coeficiente de variacidn es
cercand a (.2), cosa que no sucede con |os resultadas
cel método 1, para los cuales =& tiene mayor disper-
sidn cuando n = 0.9, 1.0 y 1,1. Estas obsarvaciones
{lavan a la conclusién de que para el método 1 no s
pueden mazclar las muestras correspondientes a todos

les valores de n, ya que los resultados dependen de -

este pardmetro, mientras.que para el método 2 po-
drian mezelarse las que no se refieren a amortigua-
miento nulo si se verificara que los valores medios
correspondientes a cada n son estadfsticamente igua-
loss, -

Para lograr dicha verificacidn, se investigh primero si
los resultados del médtodo 2 son independientes del
periode fundamental, T,. Con este fin s& trazd un
juege de figuras del mismo tipo que las fios 10 a 12,
que corresponden ap = 1.0con ¢ = 0, 0.05 y0.10,
respectivamante. En la fig 10, que correspondea ¢ =
={, sa cbserva que los resultadas sl dependen da T, , ya
que los valores medios son sensiblainente mas grandes
para periodos mayores de 1.0 seg que para lgs meno-
res. Por lo contrario, en las figs 11 y 12 se nota que
los valores medios son practicamente independigntes
de T, en ¢l intervalo de periados estudiadg, por lo
que las muesiras do cada periodo pueden agruparse en
ung sola {esta conclusion también es valida para los
resultados del méodo 1),

Para verificar estadisticamente Ia conclusian anterior,
53 realizd pna prucha de hipdtesis acarca de si 1a pen-
dienle de la recta que se ajustz a los datos puede
considorarse nola, habiéndose aceplado con 05 por
ciento du n mk de confianza,
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Er la fig 13se prosennan on €l gje de las ordenadas los
promedios, (M) v (404, de los resultados obte.
ndos 1especlivamen e von los métodos 1 y 2, consi-

ierando que estos son independientes de T ; enel gje -

da las abscisas s localizan los valores de 5. Se gbserva

que, para g = 09, 1.0 v 1.1, el método 2 sobrestims

ligeramente la respussta media (en 10 por ciento),
tendiendo a subestimarla en 5 por ciento conforme

los valares de o se alejzn de 1.0, cuando § = 0.06 v

0.10

Con objeto de verilicar si con ¢l método 2 los resul-
tados son independientes de i, se realizaran pruehas
de hipdlesis do igualdad de medias, siendo aceptables
¢on 95 por cignto de nivel da confianza, Por 1o con-
trario, |os résuitados del método 1 no tueron indepen-
dienles dg n, lo cual es obwio, puestoquecont=
= 0.10 s tiene quo el promedic de M/M es 0.31 para
i =1 (el minima valor fue 0.04 vy el maximo 068}, v.
?.99] pard g = 4 (el minimc fue 066 v el maximo
.281.

En la fig 13 se observa tamhién que’los promedios
obtenidos con el mélodo 1 se acercan a 10 exactos
conforme g auomentd, presentdndose mayares errgres
para valores de n muy cercanos 8 1.0, para el cual las
frecuencias naturales de 13 estructura resultan més

proximas entra sf {gc A3V, 10 que trae Coma Conse-
curncia que en muchas ocasiones las respuestas méxi-
mas en ambos modes de vibracidn pcurran sirmul 18-
neamente y CoN Signo contrario, por lo que la respues-
ta combinada mdxima es 12 suma algebraica de ambas
respuestas, que da resultados menores que Ios de la ec
Al

COrra conclusiﬁn inmediatz que se obtiene de la fig 13
es que |08 resultados del mintgdo 2 son précticamente
independientes de ¢ cuando = .05 v que el mato-
do 1 pierde aproximacidn conforme aumenta f, ¥y 5
se aproximaa 1

Da to Enterier s& concluys tambidn que &n estructuras
amortiguadas, que son 1as de interés practico, el métg-
do 2 proporekana, en promedio, mejores resultades
que el méledo 1, aunque e 2 subestime mas y con
mayor frecusncia la respuesta maxima, En estructurss
no amortiguadas, que (nicamente son da interés
académico, el método 1 proporcions mejores resulta-
dos.

Otro punto importante de discusitn es el del cociente

de |a excentricidad dindmica exacta, #4, entre |2 estd
tica, #,, En las figs 14 a 16 se tiene n en el gje de las
abscisas, y g4/, en el gja do las ordenadas,

Watgas | L2000 ;) §1005 ) L-00 -
L o 2
2 . . N T
o ! 1 1 | -—
1 ] L I

Fig 1L Panaciv cnx de b j;mur..h'ur e BB P g FarssseiTey extimagius
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Se onserva an la fig 14, que carrespond:? a amortigua:
micnto nulg, que para 7 =09, 1.0 v 1.1 hay una
narcoda  diferencia entre los resultados obtenidos
pard el ¢as0 1 con los casos Uy L (la de estos ditimos
entre si no es Lan importante), Asi, cuandog 5 = 1.0,
en ¢l caso | el promedio de ey /e, fue 38.5 v 1a desvia-
cian psigndar 16.6; en el caso |l estos pardmetros
witaddisticos valioron 8.4 v 0.6, respeciivamente. Para
" wvaloros o noseparados de 1.0 en 0.5 unidades o mids
hay dilerencios menos apreciables entre jos resulta-
dos da los lres casos, Ademds, e/, dlsmmuw,re r3pi-
damgnle Lﬂﬁfﬂfl'ﬂe n se aleja de 1,0,
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En las figs 15 v 16, para t = 0.05 vy 010, respectiva-
mante, casi no hay diferencids enire 1os resultados de
los dos £asos, aungue persiste s dependencia respecto
a n. Comparando estas tres oltimas figuras se nota
1ambién que e, /e, disminuye conforme ot amostigua- -
miento aumenta, Asi, pora § = 0.05 e promedio fue
4.6y la desviacidn estdndar 1,3, mieniras que para { =
= 0.10, los valores correspondigntes fueron 2.7 v 0.7,

De las figs 15 y 16 s¢ concluye que la disposicidn del

Reglamento de Construcciones del Departamento del:

Diswrite Federal de qQue s¢ 10me ey, = 1.5 subesti-
ma el valor promedio para todos los valores de o
mayares de 05 y manores de 4.0 {aqui se omitid el

término x 0,05k que se agrega 8 1.5 en Ja disposicion

del Reglamenig, porfue dicho érming tiene Como

finalidad prevenir exceniricidades accigentales qcasio-

nadses por variaciones imprevisibles de masas y rigide- -
ces ¥ posibles excitaciones torsionales).

Con objeto de estimar probabilidades de eventos rala-
cionados con los momentos torsionantas, $e trazargn
en papel de probabilidades los datos de frecuencias
acummuladas correspondientes a dilerentes casos. Las
distribuciones de probabilidades empleadas fueron la
logar tmico normal, la extrema tipo 1l v la normal, de
las cusles, por apreciacitn visual, 52 considerd que
esta (ltima daba en general mejores resultados {figs
17a18),

Para verificar que las poblaciones bajo esiudio tienen
distribuciones normales, s2 realizaron pruebas de
hipbtesis estad(sticas con un 85 por ciento de nivel de
confianza,

Las resultados fueron: _
Métoda 1 o

iCon resullados de g = 1.5, 2.0, 2.5, 3ﬂv4Drnez
clados; fig 17) )

t =0. se rechaza la hipbtesis nula de que ia distri-
bucién es normal con media 1,16 y desviaci®n estan-
dar .12 (esta hipdtess se rechaza también con un 99
por ciento de nivel de confianza)

[ = 0.00y{ = 0.10: se aceptan las hipHtesis nulas de
que la2s distribuciones son normales con medias 0,96 y
0.B5, ¥ desviaciones estandar 0.15 v 0.17, respectiva
mente, .

Mérodo 2

{Con resultados de g =
clados; fig 18)

1.5, 2,0, 25, 3.0 y 4.0 mez-’

¢ =0, 0.05y 0.10: se aceptan jas hipbtesis de que jas
distribuciones son normales con medisgs 115,106 y
1.00, v desviaciones estdndar 015, 0.1% v 0,15,
respectivamente, Para § = 0.05, 12 hipGiesis se acepta
van 89 por cients de nivel de contuinga; las otras con
T3 nOf ciento,
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Ademds, pard ¢ = 0,10 se estudid el caso en que se
mezclaron 1os resultados de g = Ly p = 1,1 (fig 19},
obienidndose una distribogidn norma con media 0,88
y dosviacion estdndor 0.17. También s¢ mezclaron |os
resultados de los valores de p de 1 a4, para los cuales
W ohitovo ung distribucidn de igaal ripo con media
Q05 y desviacion estdngar 0.16. Ambas hipdtesis
luron aceplables, pero con 975 por ciento da nivel
o confianza,

En todos los casos descritos en que se acepta 13 hipd-
sy noda, se absorva que la desviacidn estandor o3
My auejante, yva que varfade 0.1%a 0,17, rientras
grelimediavode 0660 115,

2 1.7 Fuerza cortante

Lo wesultados obilenidos ¢on los mélodos 1y 2,
cottespondienivs ay = 1.0y ¢ = 0, s muesiran en la
Fag V0, Loy el aier de (05 bsCisas se tienin 10s penodos

v

fundamentales, T,. v en el de las ordenadas 125 {uer-
zas cortanies noemalizadas. VAV y v/, obtenidas al
dividir tas fuerzas cortantes, V, calculadas mediante
andlisis modal entre |as estimadas con los métodos 1 y
2. Vv V. respectivamente,

De ta fig 20 y otras similares se concluyd gue las
fuerzas carlantes normalizadas obienidas con ambos
miétodos son independientss del periods fundamen-
wi, T,. con 8% por ciento de nivel de confianza.
Ademas. para valares de » menores de 0.9 y mayares
do 1.1, los resultados fueron independicnies de fos
parsmolros A, & vy £, con crrores de © 5 por ciendo,
Esta independuncia también s2 obiwyg para ol inétedo
2 incluswve cuando g = 059, 1.0 v 1.1, con ¢irores
mdximas e 40 por ciento en defecio y 20 por et
enexceso para d =0, tenteeadn 8 reducirse ¢ oaforme
anmentd © amor liquarnicnlo, asi, para § = J U5, s
obitivnron «erores indwamos de @ 20 por genlo, v
pata g = 010 dir 2 10 pow caenlo.

iy
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Para el método 1, con p = 1.0, los errores maximos
fueron: 41 por ciento en dafecto para la estructu-
racitn del case | y 32 por ciento an defecto en los
casos |1 v 11l Los errores medios respectivos fueron
36 y 15 por ciento, ambos en defecto. Paran = 1.3,
la estructuracidn del caso | tuvo errores maximos e
t B por cieno, y las tipo 11 v [, 38 por ciento en
defecto v 11 por ciento en exceso,

Respecto al amoartiguamiento, 3¢ concluyd que las
fuerzas cortantes normalizadas son practicarmenia
independientes de este; asi, paran = 1, los promedios
globales de los métodas 1 v 2 fugron 1.23 y .11,
respectivamente, parad = 0, para (= 005 de 1.30 v
1.02, ypara{ = 0.10de 1,30y 1.0,

Como puede apreciarse meadianie los promedios cita
dos en el parralo anterior, 193 resulados gue 52
obtiensn con el método 2 son mejares que ios del 1
cuando i = 1.0. Una ¢conclusion semejante se obluvo
cuanda 5 = 0.9 v 1.1, aunoue tas dilerenods se redu-
jeron en un 10 por ciento, Para valgres de g luera del
intervalo 09 & 5 < 1.1, los resullados de ambos
melodas fugron practicamente igudhs.
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2.7 Resultados del problema de cabeceo {caso 2)

Los pardme1ros que s& escogéron para estudiar ¢l pro-
blema de cabeceo fueron:

i masa total

i istanci el nir r ]
of cia del sueld al centro de gravedad periodo

T, pericdo fundamental

{ fraccidn de amortiguarniento respecto al critico
an ampos modos de vibracién

1, cocienle de la frecuencia angular entre la lineal

Los valores que se asignaron a T, fueron 0.3, 0.7, 1.0,
1520 30y 40sc0;,a¢,0,005v0.10, van, .02
05 10,15 20 25 30y 40, Encuamoam yL,
anicamente s¢ usaron 2,0 ton seg?/m y 4 m, respec-
tivamente, ya que por (05 resultados {fuerras v
mamentos normalizadas) gue so obtuvieron con estas
combinaiones se jusnd innecesario el uso de oLros
selones; por L miasma eaedn se emphearon Gnicamenle
tivs Jo 1gs sismnos del problema de rorsidn,

Eacesle puobleng, igual gog en el de torsion, ng hubo
ibreneids apneciabdes eniee 105 regullidos obiienidos

st s oS SISIN0S Guee 5¢ empheat ot oMo Cacitacion,
P b cnal st agraparan 108 resulladas on unyg sola
Ul Adhuinds, Lanto las fuerzas cortanles como

los momantos de cobeceo médximos normalizados
fueron estadisticamentg independiems=s del genodo
fundamenial, 7, con nivel de contianza da 95 por
ciento,

Otra conelusidn interesante 28 gue los resullados
obtenidos con |05 métpdos 1 y 2 {Apéndiza) san crac
ticamente iguales, con diferencias maximas enir2 €Hos
de 5 por ciento. Esto se debe a que los vatores ae el
lec 1,3) son grandes porque 1as frecugncias d¢ viora-
cidn no resultan con valgres Muy CEFcznos entie i,
#un cuBnda se usaron §, Muy Pequelas, d« mandra
gue el radical delaec A 17 luera tamb'<n Lequefio v,
par tanta, que las diferencias entre las 23 Lecuencias
fundamentales fueran mr'nirnas. Esto haze gue los
térmings gue contiencn a e}y en lasecs A 24y 425
resulten muy pequefios vy que estas ecualioneés sean
casi igualts a las ecs A, 22 y A 27, respecingmania,

Aprovechando las canclusiones anteriores, s azum
laron 1as muestras corrrspondientes a 10d0s Qs ceng-
dos fundamentales, v para cadd amoriiguam™i2nlo s
efaboraron dos grdlicas: una de tuerr3s oeidnis y
Qira dir tomenios de cabvceo normali 257 ,..5 Y I
U dnicarnante 108 resultados del mageea 20 £ -'--:im
el e dv as alscisas reptusentd da, vl O s ot
eatlas a los cocienies WY o AAAM . dood- Vv L S
L L Puit g et bane y o mometa 0% Jobe oo = e
s, y Uy A l0s Misaus «1emenios meci o valie
dos con elimdinddo 2,
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Dedido a que las conclusiones obitenidas de esas grifi-
cas son pricticamenta |as mismas, en est: ralajo solo
s o eproduce 1a correspondiente a las fuerzas cor-
tontes con § = 0,10 {lig 21). Dichas conclusinnes
fucren, ademds de 1as mencionadas, las siquientes.

— Los resuliados son estadisticaments independienles
¢z n con 95 por crenta de nivet de conhianza, cuando
¢ > 005

— La respuesta normalizada se subestima con mayor
frecuencia que lo gue se sobrestima, en proporcion de
2ail

— El error maximo en defacto fue 29 por ciente, y en
txceso, 22 por ciento )

— El promedio global de |os resultados con ¢ > .05 es
1,05, v el coeficiente da variacidn, 10 por ciento

= Lus resultados varfon ligoramenwe ol introducst
BMOHoUAMIEnlo a Ju vsiruciuld] S¢ Mg a0l gque
pina ¢ = Q13 respuesta nornulizada promedio s
subestinie gproximadsmente o 10 por Ciento mnis
que con b= 005y 010 (e 221 Cn estas dos OlLi-
MOS CiIs0s NO 58 aprecia diterancia sgnihicativa en 1os
promedios de las resgagestas i e s dispersiones.
Asi, los errores mdaimos que 5 utieron pua o
0.05 alcanzaron 31 por cienlo en delecio vy 19 por
Ciento en exceso; en cuanlo a § =, 0.10 tueron, ros
pectivamente, 27 v 21 por ciento

— Dado que existe gran incertidurmbre en viavs lacto-
res del disedio sismico, tales coma magniliad del Sismo
de dis2fio {0 en las amphitodss del espectro da diss
fol, contenido de trecuencias, duracidn y varacién
ternporal del mismo, se pucde concluir quaé 1as stima.
ciones obtenidas con bos das mdjodos son, en proma-
dig, satisfactorias en este {ipo do esuuciurds,

1.3 :
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2.3 Resultados del problama de traslacion [caso 3}

Para estudiar este problema se escogisron como pars-
M tros: . '

ih = {k;."’mg }Hk]fml:l

¥ periode fundamental

i fraccidn de amortiguamiento respecto al erf- -~
tico en ambos modos de vibracidn

my/m,  relacion de masas

Los valores que se asignaron a g, fueron 0.1, 0.2, 0.5,
10,15y 3;a7,,03, 10y 40seg;af,0, 006y
010, yam,/m, 0510y 20

Los resultagos se analizaron mediante grdficas con n,
a1} en el eje de las abscisas, y cocienies de las fuerzas
coriantes exactas entre las estimadas en el gje de las
aordenadas (fuerzas cortantes normalizadas). Debido a
qua los resuhados no diflrieron mucho de fos de cabe-
oo, 57 empled bnicamente un $ismo como excitacidn,
Las conclusiones a que se llegh son: :

- Las estimaciones gue se obtienen ¢on los métodos
¥ 2 son practicamente iguales, debido a gue los
vatores du 1as {recuencias de vibracidn no resultan
WY Ceicanas entre sf en cada casg, 1o cual hace qua
Lis viy (o 1.3) resulten grandes v, por 1anto, que ol
rnung de 135 ecs A 36 v A 3?7 gue l3s incluye sea
JY pegueing, en cuyo caso-las ecs A.34 vy A.35 son
v diteibes o las eos A3G vy ALZT, respectivaments,
Loy plaervd aun eyando se ostudiaron casos adi-
Rl de sy Amy y gy para los cuales ol radical de
v A lue minimo, con lo cual tiubg las dife.

rencias minimas posibles entre las dos frecuencias
fundamentales y, por tanio, los valores mas pequedios
de ~?"L:- Esto ocurra cuanda

ll - m:fml

-1 +m,fm;1"§'m1fm' <

™

Lichos casos adicionales fugron: my/m, = 0.2 con
ﬂt = 0.555: m]fm| = D.5 futa g e =’ ﬂ.zzz. Y mz l|f|:"."'n'|
= Q0.8 conn, = 0.062. Fn estos, 13 diferencia méxima
qua so abluve entre los resuitados de 1os ¢as métodas
fue de 13 por ciento, siendo mejores los de! mérodo
Z

— Las estimaciones normalizadas son  estadistica-
mente independientes del pericdo fundamantal, 7y,
con nivel de confianza de 95 por ciento

— En [a fig 23 s observa que fas estimanionss da V)|
¥y Vy tienen, en promedio, errores moy paresidos, pos
lo que en fas conclusiones no es necesans halzr dis-
tinciones entre ¢llas T

— La mspucsta se sobrestima solament2 en 30 por
cienio da los casos, El error masimo én e.0os0 nue se
observd fue 45 por cienta, y en defecto <1 por cien-
10. &I coeliciente de variacidn para { = 0.3 airanzd
12 por ¢iento ’

— En la 1ig 24 se observa que los prom-dios de 1as
esttmacions con { = B.05 y 0,10 son miz - 3res gue las
fue coaresponden a § = 0, lo cual hace gensil que lag
conchusionas ebtemdas en larel Srespectio 3t = Gno
punden generalizarse para § > 0



~ Los promoedios glolxles de los fuerzos cortanies
normalizidas fueron, para £ = Q, 1,15; para ¢ = 0.05,
1.0, y e cuvantoa § = 0,10, 1.04, Adernds, se obsur-
va que respacta a b= 005y 010, jos resultados son
muy similares, es decir, son independienies du § si g

2 0.05

— Las medias de los resubladas normalizodas sen esta-
disticamente independientes de fa relocion de masas,
m; /my . con un nivel de confianza de 9% por ciento,
pera i0s casos cspeciales de my/m, v i, indicados
anteriarmente tuvicron mayor dispersion

—Farg ¢t = 005 v G110, las vshinngiones nonswhe
zagus son estad (sticamenty andepeinnb 5 de gy, con
un misel de conlionza die 9% por Cient, comg puody
apreciarse on 13 1 24 40 la que aporeeen anicaments
los resultados det método 2. Pura § = o esta hipdiesis
no %, acepld

~ Por la misma razon indicoda en ol Glimo parrafo
de conclusiones del problema de caligwen, s cstimo-
cignes oblenidas con aimbos mélodas san e [ ome-
dio satisfactorias en este Lipo de estrugturas

v iV, vl
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3. CONCLUSIONES

EI. resumen da las conclusiones obtenidas de o5 tres
oroblemas estudiados es:

En cabeceo y traslacidn:

— En promedia las estimaciones normalizadas da las
rospuestas maximas logradas con los métodos 1y 2
son satisfaciorias y practicamenta iguales; esta altimo
debido a que el > 0

— La respuests se subestimd con mayor frecuencia
que lo gue se sobrestimd, reduciéndosa ¢l error al
considerar amortiguamienic £n la estructura, Ademds,
Ios valores exactos divididos entra |08 estimados fue-
ron estadisticamente independientesde T, y g, O, .
asi como del tipo do respuesta que s trato i(momento
de cabeceo 0 fucrza cortania)

En torsidn:

. Las conctusiones sf difieren sl tomar en cuenta el
momento torsionante o la fuerra cortantas, Ademiés,
debido a que en algunos casos ¢}, es paqualia, los dos
métados dan resultados diferentes

— Las estimaciones del momento torsionants &l consi-
derar amortiguamiento estructural hulo dependen en
gran medida de la relacion de frecusncias, n, Ademis,
wstos difieren al usar el métoda § o el 2, siendo més
aproximados los del 1 para valores de n comprendidos
e el intervalo 0 0.5 € n< 1.5 0 muy parccidos fuera
Cded

— Para los tres amortiguamientos estudiados, los re-
sultados del métado 2 son estadisticomente indepen-
dientesde n, no asl las del 1; son mejores los del mae-
do2cuandot =005y 0,10

— Cuando 52 tenga 0.5 < ¢ € 2, so recomienda usar
el método 2; en ios demas casgs es indistinto al em-
pleo d2 cuaiquiera de los dos métodos

— La relacién de excentricidad dindmica a excentri-
cidod estalica se subestima en las disposiciones del
Reglarmnento de Construcciones del Distrito Federal,
sicndo esto mds cuando el volor de ¢ queda campren-
dido entre 0.8 v 2. £n particular, para 09 € ' 1.1
esta relacian vale, en promadio, 4.6 para t = (.05 y
27 para § = 0.10. De Io anterigr so contluye que o
nocesario reahizar estudios exhaustivos sobre este
ampecto, considerando vibracidn torsional en estruc-
turas du wirios pisos ¥ con compor lamicilo inclés:
tico

- Las distribuciones de probabilidades del cociente
tl valor exactlo solire ¢l eitimado son nonmales con
desviacion estindar cercana 2 0,16 v inudio eoinpren-
didien el intervalo 12 0,12 {iig 10}

APENDICE

A1 ANALISIS DINAMICO OE UNA ESTRUCTURA
SUJETA A TORSION

La fig A.) representa un edificio de un piso, d2 forma
arbitrania, con la linea gel centrg de torsidén [CT) al
centro da gravedad (CG} perpendicular a 1a direccion
gel 5ismo considerado,

En dicha figura s& Liene qua
m  masa total del sistema

J  momento polar de masa respecta 3l centre de
gravedad

£, rigidez torsional respccto al centro de torsidn
rigidez lineal en |a direccidn del movimiento

¢, oxcentricidad estdtica

& dimensidn de la estructura en direccidn Y

C=g/

Considerando qua 3 rigidez torsional respecto at cen-
ro de gravedad es

Lo, + K&

y aplicando ¢l principio de D*Alambert para obtener
las ecuaciones de equilibric del sistema an vibraciones
libres, se llegs a! siguiente sistema de ecuationeas dife-
renciales lineales de segundo ordan {ref §)

mi+ Kiz—g, &) =0
. (a0}
Je+Llo—Ke z=0

Sustituyendoen laec Al af m —wizyd=—w'd
{por ser vibraciones libres), donde ¢ es 12 fracuencia
circular natural del sistema, y resolviendo 2l sistema
de ecuaciones algetraicas resultante, se obliene la
ecuacidn caracteristica:

M =a 1 +n) 4 -t/ = -[A.ZI

donde 3? s w? ik/m), A = JAmb?) y g = (LINK/m).
Las raices de la ec A,2 son

n+1
11'1 =Ti {4.3)

aicnbras o, los vectores de las condiataziones
midales son



2"1'9

I Dirgccidn dal
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]
Y

Fig A.1, Disgramd o custpd Ebok o8 uhd SFTRUCTUN B8 & Joesldn y Iratidoldm fvidia mpariar)

- - ~ -
- | inw 1,2 (A4
1=
L b

En t&rminos da (as ralces A} , do la se A3, sa pusde
demastrar {rel B} que los costicientes de partncnpambn
da los modos 1 y 2 {las proporcionss en qua contri-
buyan los modos a la respuesta total gal sistema) se
encuantran dados oor

c]

R ST TR

nami, 2 [A.5)

Anora, si sa suponen conocidas las amle}acimu
aypecirales de cada modo, 8, , |a fuerza cortanta maxi-
ma vale

V,=ma, C, inm1,2 {A.B}

y ¢ momanto torsicnante méximo respecto al centro
g torsion es

1=a 2V,
M, "all tnat 2 7
. E n (A7)

Una vez conocidos losvaloresde V, vy M, v M, 1a
aplicacidn de la ec 1.2 condwce 2 12 estimacion da la
fuerza corianie ¥ del momento 16rsionante maximos
median:a el méiodo 2; ellos son, respectivamente

32

l +l il
\

7 . ‘/M‘II + M) .2 My M, {A9;
' ] +l‘“

donde 4}, sa obtiens splicando ia ec 1.3. El signo
negativo esociado sl doble producto que aparece en la
&c A9 se debe a qua las tunciones da translerencia gv
lot momentos en &l primero v segunde modos tienen
signo contrario, ya que el factor (1 - ‘] que sparect
en (a ac A.7 es positivo para el primer modo (n = 1)y
negative para el segundo {n = 2), lo cual sa demuesira

. COMO sigue:
Dalaec A3
ﬂ+1 ':ﬂ-l.'l‘
NtV T YT
por lo que
n+1 n—-1
’.‘ 2 3 |
Andlogamenis
n+ 1 n-11 &
At m ——— g
1 . 2 4 J:

deahjque.si nal



n+1 n-=1
MR
osngl
ntl 1-—yq
A2 3 e v |
3 2 2

En consecuencia, {1 — 211> Oy (1 -1:] <0

Ademds, seqon el Reglamento del Distrito Faderst
{método 1) las respusstas dindmicas mdximas det
rnisma sislema estar fan dadas por (ae 1,10

Ve /v1e vl (A0}
Ma [ M +0 [A.11]

Finalmenie, por el méiodo exacto, las respuestas
mdximas totales, V v M, se obtienen iocalizando los
miximos en et tlempg, t, do las sumas de las respues-
ths {corlanta o momento, segun sea el caso) en los
modos 1 y 2, es doegir,

Ve Max) {mC) g, () +mC, 8y (1)} | -

= Max| | v, 10 + vy (1)} | | (A.12)
Mo Max| {1y v 10 41y vy i) 1 {A13)
donda

r, L TR

chm

A2 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA

SUJETA A CABECED

Es frecuenic que en |a prictica se presenten estruc-
bias conslituidas por una hilera de columnas © una
sal0 columna que sesLeng und 1081 O un Cascarin
(pdndulos inverticdos), 13l como la Gue aparect en la
iy A2, La respuests dindmico de ung ostruciurd de
25ty 1ipa se dibe obiener (rel 9} considerando el olec-
W Gue lainercia rotaconal de o cubienia inducs en el
MOViMmien o ol del sisteny,

En I3 lig A.2 saempled Ia notacibn:

W peso de 'a cublerta mds la parte tributaria da la
columna

m Wi

§ acsleracion de la gravedad

J, momenic de inercia de la masa de 13 cubierta
respecto al eje Z

£ . mdadulo de elasticidad del material de 1a calumna

i momento de inercia de (3 sacgion transversal de
I columna respecto al &je

CG  centro da gravedad de la cubierta

L  distancia del surelo 2l centro da gravedad

El diagrama da cusrpo libre de (a esuructura emerior
apareca en |z fig A 3, en la cual se tiene que {ref 9)

X rigidez por traslacion = 354,/

K, rigidez por rotacidn = £/ /L

X  desplazamienio del centro de grawedad de la
cubierta

¢  rotacion del centro de gravedad de la cubierta

a = {x-k v¢llk

B o [g-kyx)ik

T = L2REL

k= | —-KLYAE!, = 0,25

Las ecusciones diferenciales de movimienta corres-

pondientes al diagrama de cugrpa libre de 13 estruc.
tura son

mi+i{Kx = KK v ok =0

. [A.15)
S o+(K o— KK, 1x)k =

Considerando que sa satislacen las ralacionas X =—
wwixyd = — 18, donde w esla frecuencia circular
naiural de wibracidn de |a estructura, y resalviendo e
sistema de ecuaciones A 15, se abtiene [a ecuand
CAr3gtaristica

Kb +m¥ KK

4 £ LI r
i — — —_—m ALl
mJd. k am J. & 0 [. 2

que us pna ecuacibn de segundo @rado en ol Sise
giectipan algunas translormaciones alg Lraicas v &0

- fansidera que

cuadrado de fa Irecuencia circalar natu.
tal pot Lrastacidn

K/m = p?

91



K, A2 = 117 cuadrado da la frecugncia circulia nulu-
ral por rataeidn

'Y ___mi.‘fpi
e =n‘»‘fp:

se lfega a

TI,1=2“+'¢¢* \/“ +ﬂ.,’_#¢l\ {AT)

Par otra parte, los vectores de las configuraciones
modales san )

-,n_ — 1 -
- o, 2 {A.18}
42
& L]
L1 L2t _

Se puede demostrar {ref 8) que Jos coeficientes de
participacidn correspondientes a fos modos | v 2 se
encuentran dados por Ja expresibn

Xq M

EF m——— - A.t
x1m+1¢:J.'n 1,2 {A.19)

Ca

Partiendo del hecho' de que sa conocen las acelera-
ciones espectrales de cada modo, 8, 1a fuerza cortan:
2 maxima v e momento méximo de cabeceo
catrespondientes valan

V. omma, Cox,mma, Cyinm?,2 {A.20)
. 4=\
MymJa, Cp b, =ta, c.ﬁ-! =
(4 =2}ty
= Tm _ (A.21}

Las respuestas dindmicas de la estructura de acuerdo
con las criterios dal Reglamentp de Canstrucciones
del D. F. Imétodo 1) y de Rosenblueth {método 2},
s obtienen haciendo uso de Igs ecuaciones

Ve [ Vi+ve (A.22)
NMm [0 s My | (A.23)

304

* '

]
v
Ve / Vvl ﬁé {A.24)

tl.]

. -
it
A = /Mf T . 2"11—”’? [A.25)

donde ¢}, s¢ calcula medianie ta ec 1.3, El signo
mends aparece ¢n fa ec A 25 detide a que 13 tuncidn
de ranslerencia gl sequndo modo es de Signa opuvs:
10 4 by del primero, ya que se pucde demosicar, 3
partir de 1o e¢ A7, que d, <4y X, 54, logue
el facior 4 - X, gue aparece en laec A2} timme sipho
pasilivo en el modo 1, ¥ negativo en el 2,

t.a respuesta dindmica exacta 52 obtiene ulilizando las
expresiongs

V= Max | { O, mx, a,{t}+C; mx; a;!t}} t{A.EﬁI

[€ 4o, 8,046 44y 310 ! {A.27)

M= Mix

A ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA
SUJETA A TRASLACION

Consideremos ahora el caso de una estruciurs de cox-
tante de das pisas, en la cual no existe rolacién en los

Mancs horizontales en los niveles de los pisos (lig
Ad), .

La ecuacién matricial de equilibrio de este sistemna as
iref 10)

p— - o

m, wl = K, — K Ky Z)
= [0}

K: y wl! - K; I3

" ' . JL J azm

donde m, y m; son las masas concentradas en log
mvales ¥ v 2, y X, y K3 son las rigideces de os
entrepiscs 1y 2, respeclivamenta,

Pariendo de aeste sistema de ecuacionos y haciendao
0, ™ Ky /myJ/IK Amy ) vy do= WK Jmy ), se oblig- -
Mt 105 1aices

1
H':-E [ﬂ: +{mg/myln, +i|*
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b

1 2
t [n,+'lm,fm.llq.+ 1] ~dn, (A.29) .

Ademds, tos vectores de configuraciones modales
resultan ser

:I..: L .
- cnw= 3,2 (A30)
P 1+':K1m*|:'—“:
) (K, Ay My /o)

Ademds, se puede demostrar {ref 101 que los coefi--
cientes de participacidn de los modos 1 v 2 s2 encuen-
tran dados par

Z o ¥imsmd, !
=— =1, 2 A.31)
" 1"1; +imy/my L2, ‘

Si s conocen ias aceleracionses especirales de cada
modao, a,, 13 fuerza cortante méxima correspondients
al entrepisa 1 en cada modo vale
Via=Codnlm oy a+my2;,.)in=1,2 A3}
en tanto gque la tuerza cortante méxima correspon-
diente al entrepiso 2 es

Vi,‘ - cl Ay My F1a :N= 1, 2 [A.33)
Ya conocides los valores de V, , vy V., los respues-
tas maximas dindmicas totales de 1z estroctura esti-

madas con los méidos 1 y 2 se calculan haciendo uso
de las fbrmulas

"?: “\f V:,: + "'ﬂl.z {A.34)
b= v vy, (A.35)
%= Vi v, 2 Y tha VA0
' ' 1 +e,
v ™
P /Vi.. vy, -2 Y Yas (A.37)

F]
14¢y,

donde €3, se calcula medianie la ec 3.3



Finalmente, las respuesias miximas dindmicas de ta
estructura en cuestidn se puedin obiener muedianie el
mMétodo exacto haciendo uso de las ecuaciones

V, = Mdx [ E Cy 8y (1} l:m, :M-l:m, z,_{l}l
Azl .

(A.38)

V, = Méx| E C,alt)m, 2, (A.39)
LEA!
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GRADOS DE LIBERTAD = NUMERO DE COORDENADAS GENERALIZADAS (DESPLA-

ZAMIENTOS O GIRCS) QUE SE REQUIEREN PARA DEFINIR LA POSICION DEL

SISTEMA EN CUALQUIER INSTANTE.
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HETODOS. Di. DISCRETTZACICN DU SISTIMAS CONTIMUOS

1.

POR CONCENTRACION DE MASAS

MASh POR UNIDAD

DE LONGITUD =m

1

i’.r‘!ll IR FEFEFFE -

FrE A FEEEE Fi

vﬂ'ﬁﬂ’l’ff WXL E

TRREE SRS TE TSR [

EXDPRESANDD LA CONFIGURACION DE VIBRACION DE 1.A ESTRUCTURA CONo
Uila SERIE DE FUONCTIOMES ESPECTFICADAS. POR LIEMPLG, SI ESTAU

MUNCIGNES SON ARMOMICAS:

W
2ix,t) = iil b. sen XFX
F—— X
m:_& >+ + ~— +
e 4
- ——F b, sen IX b, sen 27X bysen X

Al e e o —
T e e o .



3.

Z{x,t] = iil zi[t}wiix}
'|—z|_{ﬂ‘_+'
Z(xX. )= Z {thy(X)
L =2, Y

MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS

Tar

EN GENDRAL, PARA CUATQUIER TIPO DE FUNCION ¢:(x) :

- L ;
A

Z{x,1)= Zn[ﬂ\rv[:}

[T T [ T T1°]

Ar NN, S A

nodos

elefmentos




RESPUE TA DINAMICA DE SISTEMAS PLASTTICOS LINEALES DE UN GRADO DE LI ERTAD
CON AMORTIGUAMTENTO VISCOSO

| M
— V7777777777,

/
'y
plt) j K
| : j M —
7 c
T m |
T /74 :
< xom) ' Friccion nulo

ot = &IEMPD
M = MASA
K = RIGIDE%
C = AMORTIGUAMIENTO
f(t) = FUERZA EXTERNA

Knlt] = DESPLAZAMIENTO DEL SUELG

EL AMORTIGUAMIENTO VISCOS0 ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA .DE RESTAU~-

RACION PROPORCICHNAL A LA VELQCIDAD RELATIVA DE LA MASA RESPECTO AL

SUELOD.

EL AMORTIGUAMIENTO S5E DEEE PRINCIPALMENTE A LA FRICCION INTERNA
ENTRF LOS GRANOS O PARTICULAS DEL MATERIAL DE LA ESTRUCTURA, Y A
FRICCION EN LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA MISMA. ES EL ELEMENTO

DEL SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA.

fo, LEY DE MERTOM:

"LA RAPIDEZ DE CAMBIO DEL MOMENTUM DE CUALQUIER MASA, m, E5 IGUAL

A LA FUERZA QUE ACTUA SOBRE ELLA"




-

= .9 p8x, 4 .
pi{t) = It fmaE} = It fmx}

"

p{t) = FUERZA ACTUANTE
X = DESPLAZAMIENTO '
t. = TIEMPO

ST m ES CONSTANTE: pi{t) = mx

PRIHCIP.IG OF DTALAMERT

5T LA Za. LEY DE' NEWTON LA ESCRIBIMOS COMO

plt} — m; =0
AL SEG-UNDD TERMINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE COMO FUERZIA DE TNERCIA:
EL CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARRNLLA (JNA FUERZA DE INERCIA PROPOR-
CIONAL & SU ACELERACION ¥ QUE RE CPONE A ELLA 5E CONQCE COMO PRIN-
CIPIO DE D'ALAMBERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO éE

EXPRESEN COMO ECUACIQONES DE EQUILTERIOQ DINAMICO.

ECOACTON DE TOUILIBRIO

Xo
— ‘_K __]“'N_"I
‘ﬁ ! { fe
4T I L
/ ] EM P( 3 Pin) -1 pit)
:; ic L[ Pt fa fi
Q9
P T T T
———
, . Xalt) . DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE
EQUILIBRIO: &= £_+ f_+ £ = p{t) (1)
PARA UN SISTEMA ELASTICO: £, = K(x - x) = ky )

e

PARA AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: fa

ci{x - xDJ = ¥y _} {2)

POR EL PRINCIPIQ DE D'ALAMBERT: f; = mx = m(y + x_)
-JI
: ks

- am  amAm e e A AR e e eaimn oy b,




SUSTITUYENDO LAS ECS. 2 EN LA EC, 1 SE OBTIENE:

m{}'+ x;] + cy + ky = pit)

DE DONDE
:.-.. . ' . ' {3}
My + ¢y + Ky = p(t) - Mx
DIVIDIENDO ENTRE M AMBOS MIEMAROS DE LA EC. 3:
o, CF K, o By 0
Y+pgY¥tg? M Xo
ST % = 2h, v % =" w?, DONDE w = FRECUENCIA CIRCULAR MATURAL, EX
RAD/SEG :
¥y + 2h y + uzy = E%E} - x; : (4)

CUANDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTEMA SE TRATA DE UN PROBLEMA
DE VIBRACIOHNES FORZADAS; EW CASQ CONTRARIO EL PROBLEMA EE DE VIBRA-

CIONES LIBRES.

VIERACIOMNES LTERES

EN ESTE CASD LA ECUAICON DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER
.- . 2
¥+ 2h v + wy=10

CUYA SOLUCION ES

ylit) = eﬁhtEC11sen w't + C, cos w't) {9)

2 '

DONDE w' = m2+ hz = FRECUENCTA CIRCULAR NATURAL AMORTIGUADA

Y C

1 ¥ CE S0N CONSTANTES QUE DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES




{EN £=0) DE DESPLAZAMIENT ¥ VELOCIDAD UE TENGA LA MASA DEL SIG-

TEMA.

ISTAS RESULTAN SER

Cl - w [0} ;IhYEU?]~Y CE = v {{] ] (&)

LA EC (%) SE PUEDE ESCRIBIR TAMBIEN C0OMO:

vit) = ae" DY cos (w't - 8)- (7)
- 2 2 -1 &
DONMDE A = Cl + CZ ¥ @ = tan (—:— = ANGULCO DE FASE
2

LA GRAFTCA DE LA EC (7) ES

y (o) /\ /ﬁiﬁh“ N
e
/-

T's—- = PERIONDO NATURAL AMORTIGUADD, SEG

1

€' = 5+ = FRECUENCIA NATURAL AMORTIGUADA, cps

VEAMOS EL CASO ESPECIAL DE LA BC. {5) EN QUE h-+uw. EN TAL CASD,
/2 2! '

w' = Yu" = h"=0, co8 w't+1 ¥ sen w't-w't, CON LO CUAL LA EC. {5) SE

REDUCE A

yit) = e ¥F {[téiui + hy(0)}/w'] {w't) + y{O)]

e "Ey(0rt + (I +at)y(0}]




LA GRAFICA DE ESTA FECUACION ES

¥y
¥{0) '
J‘ } » ¢

¥ COBVIAMENTE NO REPRESENTA UN MOVIMIENTO OSCILATDRIC, POR LO CUAL

ST h = »w SE DICE QUE SE TIENE AMORTIGUAMIENTO CRITICO. EN TAL CASOD:

DE DONDE ccr = 2/Kq'. {8)

A LA RELACION [ = Ckccr SE LE LLAMA FRACCION DEL AMORTIGUAMIENTO

__CRITICO.

DESPEJANDO A M DE LA EC. (%) Y SUSTITUYENDOLA EN LA BC.h = C/[2M}

SE OBTIENE:
h = g = CC 2K = ¥ % = Ru
Ccr er 2/EN
2 1K :
ADEMAS ; -

.w' _ f"m2_ h2 _ xmz_ MEE‘Z = mfl_cz
w' = wf]l - 52 (9)

LOS VALORES USUALES EN ESTRUCTURAS NUE ASUME [ VARIAN ENTRE 2 Y 5%.
EN ESTE INTERVALO «' Y w» SON CASI IGUALES: VEAMOS, POR EJEMPLO,

EL CASO EM QUE ¢ = (.1

—_— e e o e o



w'=w ¢¥1 = 8.01" = 0.995w

OTRA FORMA DE MEDIR EL GRADO DE AMORTIGCUAMIENTO QUE TIENE UNA ES-

TRUCTURA ES MEDIANTE EL _DECREMENTO LOGARITMICC, EL CUAL SE DEFINE

COMD EL LOGARITMO DEL COCIENTE DE DOS AMPLITUDES CONSECUTIVAS

L = 1n {£) In _ﬂg-htCGEIM’t—B]
= - - ]
yie + T7) e h{t+T ]cos[w'{t+T']—B]
-ht

coslu't - 8)

e
ln{e—h{t+TT] cosla't + 5 T =8y |

N

E-ht cos{w't — &) 1

- — T - ] —
e ht o hT cosilu't B + 27)

i

Ini

1
= 1ln e+hT = - __21—._

(10}

SI ¢ ES PEQUEROQ,

L o= 27g {11)
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DETERMINACION EXPERIMENTAL DE ¢ EN ESTRUCTURAS REALES 0 EN MODELOS

51 SE_REALIZA UN EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA FSTRUCTURA DE
SU POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURA DE SU POSICION DE EQUILIBRIO
ESTATICO Y SE DEJA VIBRANDC LIBREMENTE, EL1REGISTRD DE LAS ACELERA-
CIDNFS;QUE SE REGISTREN EW LA MASA TENdRA La MISMA FORMA QUE LA GRA-

FICA DE LA EC. 7.

7

Acelerdmetro —» Amplificador Registrador

+yit)

y (14T}
¥ (1}

ST DE DICHQ REGISTRO SE MIDEN y{t + T')y v{(t) SE PUEDE OBTENER L ¥,

DE LA EC. (1l}, DESPEJAR A ¢

_ L
L= £
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EJEMPLO

CALCULAR EL PERTOPO NATURAL DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA MOSTRADA

EN LA SIGUIENTE FIGURA:

Pesa W Xeat
= ;7 4 4 . P = carga estitica
——w [ A P
K = X = desgplazamiento
| Ip-—d? Xast eSt - producido por P
3] . '
I = momento de inercia de las columnas
“—2__IC Tz c
—~ 777 777 I = momento de inercia del sistema de
L 1 " pleo
1 L 1

MEDIANTE EL ANALISIS ESTATICO DEL MARCQO SE ENCUENTRA QUE

3+ e 6+ cL
) e 2 I, h Ly o _ GEI I, h
ok T L T T Sy ler
T h 7T I -
p p
Perfodo natural = T = 2w = 21 4 n S —
w ” Y gk
m
.
3,leL
w3 271k
T o= 2 p , €n s5eg
g6ETL T,
g + = L
T h
p
Si I s> I (I + =), K = 29E1
2 c P B3

=
A L T T P T i ‘/1

ESTRUCTURA DE CORTANTE:

CUANDO LAS DEFORMACIONES

OCURREN PRINCIPALMERTE

I s»1 DEBIDG A LA FUERZA COR-
proTe TANTE DE ENTREPISO.




_BJEMPLO

A.UNA ESTRUCTURA DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE

12

20 TON EN 50U MaASA, OBSERVANDOSE UN DESPLAZAMIENTQO ESTATICO DE 0.2 CM.

AL SOLTAR SUBITAMENTE LA FUERZA SE REGISTRA UN PERIODO DE OSCILACION

DE D.2 SEG, Y QUE LA AMPLITUD EN EL SEGUNDO CICLO ES DE 0.14 CM,

. wamg,
.
| /?//////j-—r P=20 ton. y () s
{aplicoda |
estdticamente) 0.2'\ /li.p O.14
i ]
0 \-V 211‘ > 1t

777 7

CALCULAR ¢, w' f'\L v &

pE T 22 = T2 20T,y g 22 = 100 N

YK /kg '
M
SE OBTIENE
w2 ? Rg/dr? = (0.2)% x 100 x 9a1/ay” = 2:04 x 100 % 98]
1 5.§7
"W = 99.4 TON
Vo= Eﬂ- = —2_" B.A_D ' = 1 = 1 =

u T g2 - v gt £ T g 02 > cps

: 0.2 ~

L = In g-5; = In 1.43 = 0.357

¢ 2e =037 200568 0 ;= 5.68 %

C= C__ = g2/AU= 0.1132 /100 % 99.4/581"

cr

1.132 x 0,318 6.36 TON SEG/CM . -




EJEMPLO

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN

A LA SIGUIENTE EXCITACION:

SISTEMA DE UM GRADO

13

PE LIBERTA 5UJETO

1
Al CON C = @
m; + kKx = p
L]
pﬂ-
X = E1 ﬁcnmt + €, cosut + pﬂfk
> = .
1 u-
0
pﬂ
x = {1 - coswt);
—+ 4
B = FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA = p“ = (1 -~ coswt)
()
Byax = 2» BN t = T/2, 3T/2...
AIIORA, SI LA IXCITACION ES DE DURACION t .
SI t«t_ :
0
P ()4
L]
X = -E-{l - COSuwt) \
. oD
R x(t) = ko sengt
EM t = t_:
a]
* ¥ P
° Yo ) x(t,) = -2 (1 - coswt,) CONDICIO-
NES TNICIA
, “P0 BS PARA
x[tﬂ] =% senut L

>t
a




ST L2, X = pcoswt’ + B senwt' , CON t* = t - T,

ENt" =0 { 1t = tn),SE DEBEN CUMPLIR LAS CONDICIONES INICIALES AN-
TERIORES, LO CUAL. CONDUCE A

o

' A= < (1 - CDSmto] Y B = SERwl

e

p
) - . o ¥
° 1 EuSutD] COSwt 'S Sﬂnmtﬂ sefut

POR LO QUE x

Py Z 2, !
= /k1 - CﬂSmlD] + sen mt0 sen(wt' - 9 )

Fl 1
x = T? JE{I - cos t ) senf(et’ - B)

& wt

= _ﬂ "rh __,._."_—1 ~ra 1 -
X {2 sen 5 1 seniwt H]
L J
'v‘_ . .
B= FACTOR DE AMPLIFICACION
- wt tﬂ
BMAK = 2 sen 20 = 2 scn[nﬁr]
' BMM( 2
I| L —
. 1 :
0 = to /T
El. MAXIMO EL MAXIMO QCURRE DURANTE LA EXCITACION
QCURRE DES-
PUES DE LA
EXCITACION

1t
- - 0 =
51 tp!T E5 MUY PEQUENU, SenﬂT* ntﬂfT
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2p0 " Epo "y - Polo |

YXwax * F T T RE 2 me . me

EN DONDE i = Poto = AREA BAJO LA EXCITACION

EJEMPLO: EXCITACION DADA POR UN IMPULSO-SEA UN IMPULSO APLICADO
DURAﬁTE UN INTHRVALO DE TIEMPO At MUY PEQUERO, TAL QUE at/T << 1:

pit) ¢
At
d Impulso=1 =fplﬂd1
C
J“-ﬁf —+—.1‘ *.1'

POR EL PRINCIPIO IMPULSO - MOMENTO SC TIENC QUE

AT .
I = f p(t)dt = mx
0

LN DONDE ; Ii5 LA VELOCIDAN QUE EL IMPULSO LE IMPRIME A LA MASA DEL
SISTEMA. DESPUES DE At TL SISTEMﬂ-QUEHﬁ VIBRANDO LIBREMENTE CON
VELOCIDAD INICIAL ;(ﬂ) = % , MIDIENDO EJ, TIEMPO EN LA ESCALA DE

t', Y CON DESPLAZAMIENTO INICIAL QUE PULGDE CONSIDERARSE NULO, DEBIDO
A QUE EN Ei. CORTO INTERVALO NE TIEMPO at LA MASA ADQUIERE UN DES-

PLAZAMIENTO DE MAGNITUD DESPRECTIARLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SER

x[t‘}_- i&ﬂl Senpr' =

I senwt'
1]
57 BL. 5ISTIEMA TIENE AMORTIGUAMTENTO,

. i
x(t') = 1%: a tut SCTw't'




SOLUCTION AL PROBLEMA DE VIBRACIONES FORZADAS

A. FUERZA EXTERNA
VEAMOS PRIMERO EL CASQ EN QUE EXISTE plt)] ¥ QUE xﬂtt} = 0,

SIERDO, p(t) ARBITRARIA

i
CrdF ‘\Q><L/' .\:agi;f i

PUESTO QUE d%<<T, LA FUERZA APLICADA EN t=T PRODUCIRA UN INCREMENTO

INSTANTANEQ, EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A

o - plaldr
¥ =T

Y UN INCREMENTC INSTANTANEQ NULC EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y=0.

TOMANDC ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t=7%, LA EC. 5

DA COMC RESULTADO
ylt) = E%&%ﬂl sen w'(t-1) e‘htt-T} H

PUDEST QUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIELE SUPERPONER LO5S EFECTOS
QCASIONADOS POR LOS IMPULSOS APLICADOS EN CADA ¢ QUE HAYAN GCURRIDO

ANTES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES5 DECIR,

16
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t

y{t) = M—j— s playe P D gan, (t-1)de (12}
: 1 _-hit-1) . _
LA FUNCION EET‘E S52hw {t‘T},DUEES'Lﬁ REEPUESTHHR[HIIMPULSOINSTENT&—

NEO UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONQCE COMO FUNCION PE TRANSFERENCTA pEL’

SISTEMA.
mT
p{?)
11220

» 1

- -
- T —

LA SOLUCION DADA EN LA EC, (12) SE DENOMINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRTO: LA SOLUCION GENERAL E5: -

yit) = Ae_ht cos{w't-P) + ﬁ%T

e'h{t-Tlsenm'{t—tldr '

1 et

pl1)

EN DOWDE A vy © DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO
Y VELOCIDAD, y{0} ¥ v{0), RESPECTIVAMENTE., EN GENERAL LA PARTE DE
LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCIOW PARTICULAR ES LA MAS IMPORTANTE,

YA QUE LA OTRA PARTE SE AMORTIGUA RAPIDAMENTE.

B. MOVIMIENTD DEL SUELD

PARRE FSCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFPERENCIAL DE

EQUILIBRIO PARA EL CaASD DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA

BASE DE LA ESTRUCTURA, BASTA CAMBIAR p(t)/M DE LA EC. (12) POR "X
YA QUE EN DICHA ECUACION APARECE.EN EL MIEMBRO DERECHO pi(t}/M CUANDO
LA EXCITACION ES Pi{t) ¥ APARECE -X _ CUANDO LA EXCITACION ES POR

MOVIMIENTO DEL SUELO. EN ESTE CASQ
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LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES

-1

£ ..
= Jox IT}e-h[t-T] senw' (E-1)dT ' (14}
w o

[ Rt ]

yit} =

EJEMPLLD
CALCUﬂhH LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD CONMN AMOR-

TIGUAMIENTO NULQ, CUANDO LA EXCITACION ES LA SIGUIENTE:

ﬁgtll
;. = 0
S " _
& xcit} = a, 51 ﬂit‘tﬂ
1. __ .- A

9 t x (t) 0, SI t<0 O t»t
L) [w]

CONSIDERESE QUE y(0)=0 Y y(0)=0, PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES

SON NULAS SE TIENE QUE A=0 (UTILIZANDD LA EC, (13) Y LA SOLUCION PAR-

TICULAR QUE SIGUE, EC. (A))}:

. -1 t _a- t
y{t) = — [ a senw(t-t}dt = — [ sen wit=1t)dt
w —_ 1] u
(1- cosut) 51 0Q<t<t {A)

=—a
2 =*="o
bt

PARA FINES DE DISENO ESTRUCTURAL ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTA

MAXIMA; ES5TA OCURRE CUANDC coswt =-1, O SEA, CUANDO

wt = 7 O't:lzﬂ
. L 2m

T

ta|
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¥ VALE

_ 2a _ a 2 T
MaxX { [y (ti]} =5tz T, SI Og3¢t, O O0gT¢2t

27

PARA tbto. O SEA, PARA Tf23t0 ES NECESARIOQ OBTENER LA RESPUESTRE EN VI-
BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELCCIDAD Y DESPLAZA-
MIENTQ CORRESPONDIENTES A t=to:

%it } = 8 (1 - cosut_) é{t ) o= 2 senut

T e o R u o

2

1]

APLICANDO LAS ECS. {5) Y (&} OBTENEMOS:

yi{t} = :% [senwtﬂ senwt'! - (1 - coswt) cosut']

w

2 2] )
= 22 sen wt_ + {1 - coswt ) sen [wh' - @)

mz o o
yit) = '3% senwty senfwt' - @)

W 2

1~c05mt0

' - = - A —— e
DONDE ' = t tD Y d tan " ( senwtﬂ

EL VALOR MAXIMO DE LA RESPUESTA FN ESTE INTERVALG ES

mtO

2

ur

5en

max{ fy ()]1 = 55 , ST kot O T2t
[F1]

e o — i _ 2
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EXCITACION ARMONICA

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO EN QUE LA ESTRUCTURA ES EXCITADA POF LA

FUERZA ARMONICA
pl{t) = 8, senfiit

DE DURACION THDEFINIDA.

LA SOLUCION DE ESTE PROBLEWMA SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A

plt} = P, senilt EN LA INTEGRAL DE DUHAMEL Y OBTENIENDO SU SQLUCTON,
SIN EMB&RGD, EL RESULTADD LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACION DE QUE
PARA CQUE EL MIEMERO DERECHCO DE LA ECUACION DIFEREN&IAL DE EQUILIBRIO
APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDC SE
TENGAN COMBINACIONES DE TERMINOS TAMBIEN ARMONICOS. CONSIDEREMOS,

POR LO TANTO, LA SOLUCION

yi{t) = 2 senfit + B cosfit {147

Y DETERMINEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A ¥ B PARA SATISFACER LA
ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, TARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR
A yit), y(t) ¥ y(t) EN LA ECUACION DIFERENCIAL. HACIENDO ESTO Y FaC-

TORIZANDO:

2

{(-A0" - 2hOB +m2h} senfit +

2 2 g -
(-B2° + Zhi{ +p BY cosfit = Tr-senﬂt + 0 X cosit

DARA-OUE ESTA IGUALDAD SE CUMPLA SE REQUIERE OUE
p

-ARY-2haB + eoh = ??

~BR% + 2h0A + wB = 0

- s P— - - _



RESOLVIENDO ESTE SISTEMA DE ECUACICNES SE OBTIENE:

o)

_ﬁE (2% %)
A = T_
[mz —ﬂ2]2+ 4h ﬂz
Po
_-2ha H
B = -— 72

{w —ﬂzﬁ + 4dh

SUSTITUYENDO A Y B EN LA EC. (14%:

Po

yit) = -HEFAEE—E—F*——?TE{{ﬂg*mzl senitt - 2hft cosnt!
. fw™ =071 + 4h°gq .

0, TAMBIEN
e
M
vit) = ]sen(ﬂt - )
1
/w2 -2)? + an’g?
-R -1 2hi
T BOAIDE @ = ANG TAN [—) = TAN =y T ANGULD
A wE - DE FASE

DIVIDIENDD NUMERADOR Y DENOMINADOR DE LAS ECS, {16)Y (17} ENTRE uw

SE GBRTIENE:
O
e
¥
Lyit) = v J sen(nt - )
. M/- g% 2 2,0, 2
{1 - ;51 + (2z3)
-1 25=
F = TAN 3

{15)

{16)

(17}

{18)

(19)

2

21



SOLUCION GENERAL PARA EL CASO = 0

P
y(t) = C; sen wt + Cz cos wt +——= S€0 Nt fat

M m2-92

ST EL SISTEMA PARTE DEL REPOSG, LAS CONDICIONES INICIALES SON

v

= 0y y{(0} = 0. EN ESTE CASO:
L P
Y{U? =0 = Ci sen {w0) + C, cos {wG} + ﬁE EE?:&%EL =0
=0+Cy+ 0 =Cy=0
o aos (90)
= - = 0
Q) Clu:DDS {wO} sz sen (wl) + v Y
P_&t
o] 1
= C.uw + _—_ = 0
1 M mz_.na
e ~Ps (/)
. Fo sen Lt L osen wt
yit) = . ( == = P )
ME_HE mZan
(P, /M} .
yit) = ———— "[sen wt - = sen ut] (20"}
(1-w?/02) .
Y(T}T

o s —— - e o —— R — . _— i B S F————
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SI SE TIENE EXCITACION ARMONICA EN LA BASE PR LA ESTRUCTURA

xD{t] = asenft, O SEA, X, = a!tzsenﬂt. BASTA CAMBIAR A pﬂ_f‘r-'. EN LA

EC. {16) POR -aﬂz: HACIENDO ESTO 5E OBTIENE

. 2
yie) = (B/w) a sen (2t-§) (20)
2
/ 2° 2 Q2
(1 - =" + (2=}
wl M
FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA DE DESPL.= B, = MAX [%]
EI:' &
3;
¢ =0.2

0 —

I
L

FI1G. 1. CURVAS DE AMPLIFICACION DINAMICA PARAM EL CASO DE FUERZA
FXTERNA

LOS PACTORES DE AMPLIFICACION DINAMICA DE VELOCIDAD ¥ ACELERACION SE
SE PUEDEN OBTENER DERIVANDD RESPECTO A t LA EC. (15) O LA (20), SEGUN

SgA EL CAgD, LOS RESULTADQS SOM, RESPECTIVAMENTE,

r-mx[%l] - Ev = % Bd v B = {%}zgd = MAH[YJ—;—}] f22)




roi

EJEMPLO

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS ARMONICAS

SE PRCBO UNA ESTRUCTURA, AJUSTANDO LA MAQUINA EN LAS FRECUENCIAS

_ RAD _ RAD
ﬂl = ;E TEG Y ﬂz = 25 TEG* CON UNA FUERZA MAXIMA DE 500 LB EN CADA
CASO. LAS AMPLITUDES Y ANGULOS DE FASE DE LA RESPUESTA QUE SE MIDIE-

RdH FUERON :

6, = 7.2 x 10 74n, #, = 15° (cosd, = 0.966 ; senf; = 0.253)

1

x 14.5 x 1&"31n; o

8y 5 ='55°{cnsﬂ'2 0.574; senﬁz = 0,813)

EVALUAR LAS PROPIEDADES DINAMICAS DEL SISTEMA.

HACIENDO: -
. n ©p
Q (4] 1 1 1/2
p, = — B = == { }
1ok ey "k 2 Ty [2ee/(1-89)]° :
L
cOsg,
1
p. cos@. .
T k_" ; i B = ffuw
1 -8
0
p.. cos@. -
kK - kg2 = 2—32 < k-p?m (23)

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS:

-

-

K - (16)2n & 300 {G.Qﬁg} e - 100 000 1B

. 7.2 x 10 {:::bﬁ:::: - in
. 2
x - {25]2m - 500 [ﬂ.ETi; ) m = 128.5 lbiiEG

14.5 x 14

[N

/E:E 27.9-@

5EG

——— e et ——
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USANDO LAS EC5. (17) Y (23) SE QBTILNE:

P senf.
¢ = m3—f>— i DE DONDE ¢ 155°° (0.239) —— = 15.7%
i Pi 25575 100 000(7.2 x 10 )

RESONANCIA

CUANDD LA EXCITACION TIENME FRECUENCIA IGUAL A LA WATURAL DEL 5I15-

TEM., SE DICE .QUE SE PRESENTA EL CA5Q DE RESQONANCIA, DE LA EC.{20)

ES EVIDENTE QUE SI #=2/w=1 SE TIENE

* yie) = %E a son(t-g)
2L
Ba
. 1 '
O{Bd]res = Tﬂ? EN CAS0 DE MOVIMIENTO DEL .SUELD ¥ DE FUERZA EXTEENA

STN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA

OCURRE CUANDO @ = w/l-2¢% EN EL CASO DE yiE) y y {t), EL MAXIMO OCU-

RRE, RESPECTIVAMENTE, CUANDO

N=w ¥ 0 S I 1< 20%, LOS VALORES DE ESTAS 2 NO

A-20° - .

DIFIEREN EN MAD DE 2%.

EL MAXIMO VALOR DE B, (PARA @ = w 1—2&2} ES

d

. 2
- A 0 {B = {2/w)

) )
d’ MAX = d’ MAX Fa—
27 l—cz 2z 1-t?

51 SE TIENE FUERZA EXTERNA O MOVIMIENTO DEL SUELO, RESPECTIVAMENTE.

SE OBSERVA EN ESTAS ECUACIONES QUE SI =0, [Bd:lMAX =
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SI SE ANALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE
MOVIMIENTO PARA FL CASO DE CONDICIONES INICIALES MULAS ¥ B=1 SE TIENE
QUE:

yit} = e*ht[ﬁ gen w't + B cos w't} - 1?- EEEEE

yi0) = B - po.r"{}'.'qk} =0

DE DONDE, HACIENDO y(0)=0 ¥ y({0)=0, SE OBTIENEN:

S Sl i
2 l-cz
POR LO QUE
1 Pg -ht 4 ;
yle) = 57 ¢ [e {71-_2'21 senu't + COSw't) - cosut)]

PARA AMORTIGUAMIENTOS PEQUEROS:

EY7‘]‘;—} = 153 e " -1)cosut

o

e -y

SIE>0 yF=1

st £ =0, APLICANRDG LA REGLA DL L'HOSPITAL, SE OBTIENE:

17{%}— « 1 (senwt - wt coswt)
Po 2 :

0 STA, EL MAXIMO DE L& RESPUESTA TIENDE A INFIMITO GRADUALMENTE.
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CARACTERISTICAS DINAMICAS DE [0S RFGISTRADORES DE SISMOS,

SI 1A ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRUMENTO ES ARMONICA, DADA PODR LA

ECUOACTON
xn{t} = a senft

EL, FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER

1

3. = =..Hi
Z
[

d 2
%1-“—}2 + (2e3?
wl . o

ENFA

PUESTO QUE LA FIG I CORRESPONDE A B Y FEN ELLA SE OBSERVA QUE PARA

I:'i.l'
¢ = 0.7 S5E TIENE Bd ¥ 1 PARA 0<pfw < 0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA-

ZAMIENTO DE LA MASA DE UN SISTEMA ES PROPORCIONAL A LA ACELERACION DE

50 BASE, S5I ESTE TIFNE AMORTIGUAMIENTCO DEL 70% Y SI LAS EXCITACIONES
QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENFN FRECUENCIAS INFERIQRES AL 60% DE
L& FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEMA. SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO

RESULTA SER UN ACELEROMETERO.

EN IWGENIERIA SISHICA LA MAXIMA FRECUENCIA DE INTERES ES5 DEL ORDEN DE
14 ¢p5 (T = 0.1 5E5), POR LO QUE LOS ACELERCMETROS TIENEN FRECUENCIA

NATURAL DE 16 A 20 CPS.

—_——-— — W T — e e - ———
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POR QOTRA PARTE S5I LA EXCITACION DEL SUELO ES X, = 2 senkt, O SEA4,

X ==-3 nzsenﬂt, ENTONCES EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER EL

SEfALADO EN LA ECUACION (20}, ES DECIR,

B! - - {ﬂa"{'ﬂ-"}z
th-tnfmz} v (2¢0/0)°

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVA QUE SI ¢=0.5 ¥ n»w EL DES5-

PLAZAMIENTCO DE LA MASA ES PROPORCIONAL AL DEL SUELO: SI ESTO SE

CUMFLE, EL APARATO, CONSTITUYF UN DESPLAFTOMETRO, CONOCIDO TAMBIEN

COMO STSMOMETRO,

-

0

DETERMINACION EXPERIMENTAL DEL AMORTIGUAMIENTQ DE UNA ESTRUCTURA ME-

DIANTE VIBRACIOWES FORZADAS ARMONICAS

B! * B.Yt _Pa . Pe=Desplozamiento estét!
d 41 = 3 zamiento estctico
(Ba) 26 = Po /k
3Py —
(Ba) md

NOTA . « = Resultodos de las pruebas

Curva de Amplificaclon Experimental

-t - T Er s e— e ——— e —— r——— - — ——— - - S - .
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$I SE DETERMINA B, EXPERIMENTALMENTE MEDIANTE UNA SERIE DE FRUEBAS

d
DE VIBRACION FORZADA CON FUERASAS ARMDNIChS; Y ADEMAS SE DETERMINA

P ENTONCES

Po

ATy o

OTRO METODOD PARA DETERHIHAR_K CON BASE EN LA CURVA EXPERIMENTAL DE

Bd SE CONCQCE CON EL NOMBRE DE "METODO DEL ANCHO DE BANDA DE LA MITAD

DE PCTENCIA". ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALOR rms DE LA AMPLITUD KN RESONANCIA, EL CUAL VALE

{BGIMAXKHEE SEAN BE ¥ &R ESTAS FRECUENCIAS., DE LA ECUACION DE B

1 d

4

SE OBTIENE: rms = 2_ = RAIZ CUADRADA DEL VALOR MEDIO CUADRATICO
C 7
'Q. .Q.,E ya -
t
1 P 2

|
|

q03111—321’+ (2¢R)

ELEVANDO AL CUADRADC AMBOS MIEMBRODS:

1 1
= 7
a2 (1-8%)% + (258)°

DE PONDE Bz =1 - 24:2 + 2ryl +c2

DE AQUI, DESPRECIANDO EL TEBMIND Lz DEL RADICAL, SE OBTIEHNE

BE =1 - 2¢ - Eaz ; 31 =1- g - c2
2 . 2 '
32 = 1 + 2z - 2¢ : Bz = 1 + - ;2




an

By —B ' .
DE DONDE LR _ (25)
_EJEMPLO . L L
, e
s o 567x10pui
.2 i B
‘o S67x10 - -2
d = ——pulg.=4.031x10 .
.;g al- l !ri— pulg. XWpulg
L | |
I i
-
o .
g =
& | —aai—
Ll i )
o 1t
0 L Pl | i
15 20 \\_ 25
a,- |9.55j N=2042 0,
= - - RAD
DE LA EC (25) | AR = 4, - a, 0.87 Spw
o .
B, = B 0 il i, - 0
: 2 1 _ "'res res _ 2 1 _ G.BY
LT 7. 2 = T, + a “35.97 - 2-18%

METODO "NUMERICO B DE NEWMARK PARA RESOLVFR EL PROBLEMA DE VIBRACIONES

FORZADAS .

EL METODO QUE A CONTINUACION SE DESCRIBE ES ADAPTABLE A STSTEMAL NO

LINEALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD.

-

PROCEDIMIENTD:

1. SEAN y_, ¥y .yy;, CONOCIDOS EN EL INSTANTE t ., ¥ t, ,=t, + 4t.

-

SUPONGAMOS EL VALOR DE v,

2.  CALCULEMOS Y, 4 = y; 7oLyt oy qtet/2 {26)

Il T T P — e PP,




3l

3. CALCULEMOS ¥, = Yy t v At 4 t% -8 1\?1.[,,11:12 + By, (aty (27)

4. CALCULEMOS UNA NUEVA APRONIMACTON PARA ¥ie1 A& PARTIR DI LA

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO:

" . - 2 LR .
Yiep "7 280501 T W (¥hag 7 Yege) ¢ X)i4s (29}
DONDE y__, = olt., )/k

5. REPITAMOS LAS ETAPAS 2 A 4 EMPEZANDO CON EL NUEVO VALOR y_ |

HASTA QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORESDE ¥iel

CASI IRUALES.

SE RECOMIENDAN VALORES DE B DE 1/6 A 1/4 ¥ At=0,1T PARA ASEGURAR

CONVERGENCIA Y ESTABILIDAL.




¥ o pulge/ Seg"
M =4lb Seg'/pulg.
5=0.2 04
Ib
K= Ep—urg_
; ~12
X 1) =-301
ety oy '

CALCULAR LA RESPUESTA DE L ESTRUCTURA APLICANDYD EL METODO 8 DE

NEWMARK

w= /KM = 3678 = 3 228
h=cw =0.2x3=06 ; T=2320 =209 8K

TOMAREMOS #=0,2 Y at = 0,2 {2 0.1T) SUSTITUYENDC EN LAS ECS, (26),

(27) v (28):

HES

j’iri+1 ?i + 0.1 {Yi + ?1+1]

y, *+ a.z%i + n.nlz¥i + 0.008y

7i+1 i+l

EEZPS e TR FIFS Y31 ~ {x0}1+1

EN t=0 SABEMDS QUE S5E TIENE y=0, y=0 Y y=0C

EN t=0'+ 8t = 0.2 SEG; SUPONGAMOS y,,, = 5.0 IN/SERY; x_ =-6

= 0

¥
Yi_=0

3




g . £
u L
AN
r -
o) Yi+
-
el
S
" T e
R EC

p = O
1 =74
y = 9

= 0
1 -7

i3

+ .1 (0 + 5) = 0.5 ; Yie1 = 0+ 0+ 0+ 0.008 x5 = 0,04

.2 x 0.5 - 9 x 0,04 - (-30 x 0,2) = 5,04

+ 0.1 (0 +5,04) = 0.504 ; y, . & 0+ 0+ 0+ 0.008 x5.04 =
.04032
2 x 0,504 - 9 x 0.4032 - (-6) = 5.033 IN/SEG?

ESTOS CALCULOS SE PUEDEN ORGANIZAR MEDIANTE UNA TABLA COMO LA SICUIENTE:

t X, y y y
SEG. tN/SER? ING/SEG2 ING/SEG IN
0 0 0 "o 0
0.2 -6 5.0000 0.5000 0.04000
5.040 0.5040 G.04032
5,033 0.5033 0,04026
5. 034 0.5014 0.04027
n.4 — “12 8.0000 1.B078 0.26536
7.442 1,7510 0.26079
7.534 1.7602 0.26163
7.533 1.7601 0.26162
0.4% 0 -4.467 1.7601 0.26162
0.6 0 6,000 0.7134 0.51204
5. 464 0.7670 0.51633
~5.550 0.7584 0.51564
EN €= 0.2+ 4t = 0.4 SEG: x_ = -30 x 0.4 = -12
y, = 5.034, y; = 0.5034, y, = 0.04027

el m  — e G l—

I




3

SUPONIENDO v, .. = 8.000 ST OBTIENE:

i+l

§ Yiv1 - ¢.5634 + 0.1 (5.034 + 8.000} = 1.8068
3 'yi+1 = 0,04027 + 0.2 x 0,5034 + 0,012 % 5.034 + 0,008 x 8 = 0.26536
sl . : _ _ Co
- Yiep * ~1-2 x 1,R068 - 9 x 0.26536 - (-12) ‘= 7.442 IN/SEGZ

. . . . - L
EN t = 0.4 SOLOCAMBIA y : ¥y 4, = ¥ 4_ * X, = 7.533 - 12 4.46?
EN  t = 0.6, vy, =-4.467) y, = 1.7601; y = 0,26162
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ESPECTROS DE RESPUESTA ESTRUCTURAL

RECORDEMOS QUE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE VIBRACIONES FORZADAS COM
EXCITACION SISMICA ES
l t

Yit} = O xﬂ[t-r}e

_cm{t_T}sEn w'{t-1)dz

DE T.A OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZAMIENTO
RELATIVO, Y(t), FS FUNCION DEL TIFEMPO, t. EL AVORTIGUAMIENTO, T, ¥
LA FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, (O DEL PERIODO NATURAL) :

yit) = €(t,w0,z)

FIJEMOS UN VALOR DE ¢, POR EJEMPLO =0, ¥ LURGO ASIGNEMOS VALORES A
w, POR EJEMPLOC 0.1, 0.2, 0.3, ETC, HASTA CUBRIR UN INTERVALO DE INTE-
RES,.Y PARA CADA CASO CALCULEMOS LA FUMCION RESULTANTE DE APLICAR LA

ECUACION ANTERIOR. CON ESTA OBTENEMOS

i
H
-
P

yltt} L 0,1, 0) = flft}

|]
4
-~
+
L=

il

yzft] 2 L2, D) fz{tl

y3{t1 = f3it, 0.2, 0) = f3[tl

SEAanl = Max]y, (£} ] = ntml.al.
D, = MAX|y, ()| = D{w,,c)
Dy = HAx1y3it]1 = Diuwy,g)

L

- T R —_—— —— —m mEm o r————— — —_ -
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DA

Dupﬂmumi-mu r-luﬂvo,
X{ f 1, puig.

3 =3
'z f 42
| 4t
° AL A ﬂvﬂv V"%Wﬂﬁiﬁ °
b J UUV 'AY U 14
-1 . 4-2
S V' Max - Ix{t}] =328 pulg. » B8.35cm. -3
1 i 1 ' | 1 1 L Il 1 il 1 1 ]. L .1 L 1 ] 1 l 1 1 ] 1 1 L}
o 5 10 15 20 25

- Tiampo,t,seg.

Respuesta de un sistema amortiguado simple
con T, =1.0seg y§ =0.10, al sismo de
El Centro, Cal., 1940, componante N -5

- m—Amma e e ek e w—— — o amw - — — —
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- N

‘—-Lu

i
0 L .2 .3

ES EL ESPECTRQ DE RESPUESTA DE DESPLAZAMTENTOS PARAZ =0, SI ESTE PROCESO DE

REPITE FIJANDO OTROS VALORES DE [, POR EJEMPLO, €=0.02, 0,05, ‘0.1,

D.E._.-IETC, SE OBTENDRAN LOS ESPECTROS DE DESPLAZAMIENTOS CORRESFONDIENTES.

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN QBTENER LOS ESPECTROS PARA OTROS TIPOS DE
RESPUESTA, TALES COMO VELOCIDAD RELATTVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, QUE S0N,

RESPECTIVAMENTE

- [
v = HAx|yit]l;rw PLoA = mx|x{t1|tru ] {29)

PSEUDO - ESPECTROS .

ESTADISTICAMENTE SE HA ENCONTRADO (QUE

s, =wd i : (30)

S, = w b

A AL v (31}

A S, Y S, SE LES LLAMA PSEUPCESPECTROS.

DE LA EC.(30}): log D = log V - log w= log V + log T - log 2=

DE LA EC.(31): log A = log V + log w= log V - log T + log 2n

ESTAS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARTTMICO;

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 ¥ LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1. SI SE USA

w COMO VARIABLE INDEPENDIENTE; ST SE USA T, LA PRIMERA TENDRA PENDIEN-

TE + 1, ¥ LA SEGUNDa, -1.




| v

ALTERNATIVAMENTE, EN
TERMINOS DEL PERIODG,
Ty s

45 5% -

38’

45° 45°

EJEMPLO

S
T

CALCULAR FL ESPECTRN CORREFSPONDIENTE A LA EXCITACION {CONSIDERESE r=0)

c
T T a e - - t
EN UN BEJEMPLO ANTERIOR SE OBTUVO
—a ‘:I
ylt} = -5 {1 - coswt}, SI Ost=t,
D = MAX|Y{t)]| = 2a . Dczct {0eT<2t 1}
w2 f T=Z=Tp" Y="="To
Za _ -
SV'WDI? ,$A=m?—2a|
t
. 2a “Lo '
Y D = MAX |y (L} ]= ;5 sen ~5= , SI T2 t
t wt
2a “Fo, . _ - o
§, = wh = — [sen zié-sﬂ-mv-zea]senzl
W
sen-—s—
LIM 5 = Lfﬁ {at - Z_)=9%
wrd w “To
2
CASO PARTICULAR: I t_ =1 SEG y a = 100 INfSEGz
2 x 100 _ 100

Sy * T3¢ =T,
T

SI 0<T=<2 SRR




Zn
—x1
_ 1007 T _
Sy = =3 | sen— |

lg.'gen _'f"‘_l 5I T2 SEG

- LIM Sy = 100 IN/SEG

R e
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B T o .

" Pseudovelocidad V, an pulgfgiq .

e . - \%’
OSBRI
> X J[ o=t sea AN i

'_ N \//X% e =100 pulg/seg? >< /\ xﬂh
W/\/\ AN

o "’"\e-«' N ijo'("’
IE;D QAMZ‘& @f#f:‘; 7 "‘~ /
TN K R AL X L AN ANX
NN X &

> XNNELX N XD
AL R ASEL AR AN

BESSTX

10, ) ) 5

N
a"\i o , Y.
b )

Periodo natural T, an seg

. Espectro no amortiguado correspondients 0 un pulso rectangular
“de aceleraciones. Segun N. Newmark y E. Resenblusth, ref 1

100




o o i
o O o

Cesplozamiento maximo D, encm
[y
&

o 1.0 2.0 . 3.0 4.0
Periode natural T , €n seg

Espectro de desplozomientos. Sismo de Tokochi~ Oki, Japon
{1968). Seguin H. Tsuchida, E. Kurata y X, Sudo, ret 4

N1

e A A i m maam T TTE———— T A e e A - —



Componanie N-5
200

150 |— g-o.ﬂu\\

Tele] =

\\'5 =0, 10

1 I | R { L .
o 1.0 2.0 2.0 4.0
Periodo notural T,, &nseq

S0

Velocidad relativa mduima V en cm/iseq

A

Componente N-S
30} '

Hﬂl{‘inl [t]l} = 207.67 cm/seg®

2,04
{00,085

I, 0=
8 g:ﬂ,lﬂﬂ
| ] | l 1 | l ]
05 1.0 25 30 a0

Periodo notural T, en seg

.Espuétrcs de velocidades y de aceleraciones,. Sismo de Tokachi-
Oki, Japdn (1968), Sequn H.Tsuchida, E. Kurata y K. Sudo, ref.4
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Acelercgramas coriginales del sismo registrado el
I1-¥=-1962, en la ALAMEDA CENTRAL, Mex. D F

{Tomada de la ref2)
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Acelergcion, cm fseqz

Velocidad ,cm/seq

Cesplazamiento , cm

re O N &

£

COMPONENTE E-W

T T ¥ I T T | T I T
—
-
i | ] 1 1 1 ] be 1 _l
i |
'l f‘“ rir L' ’r’rl'l 1P . ‘ i l"" r Il y L'k"w‘ . l J'.l !
- Y " - VWYY “ . I _ s
£ - 1 1 L L 1 1 L 1 L
T ¥ T T | T | 1 L) -
- -
» ) /—V\_\\\ ) - - -
/l ) 1 } i P st W l /"'J:'"\—"‘w- ——— )
W\J_Jl_/ — ! o Wr f 1—
L L i 1 1 1 L i 1 1 ) }
0 ' 5 10 15 20 25 30 as 4G 45 50 55

Fig 42 Movimiento del ferreno. Ciludad Universitaria, 6 de julio de 1964
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Fig 116 Espectras de respuesta, Ciudad Universitaria,
6 de julio de 19564
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. DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANTES DIRECTAS Y POR TORSION
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DISTRIBUCION GE LAS FUERZAS CORTANTES EN UN ENTREPISO

-JP LY
i‘: Ki 7
- Y ‘wf“vf‘——“;f
2 -
xv KE f M
A '

>
=

.
2 car
AN
-

T ——— e — ——— e ——

;

EF, = K &+ K_&8+4...+K B=¥ =K B8
i i 2 n eq

x bt
8¢ Ki = 8 KEq
—
‘ K <= € K
eq  qay ! ]
+ - ! N " . .. "‘ ¥
' . ‘__ . ¥
] My = EF; X; = EK;8X; = BKXj = VX 'z Kgq 8X,
EOKX _ -
1= .
X, = — ¢—— POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES
E K; | S
= i=i
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VEAMOS COMD SE DISTRIBUYEN LAS FURRZAS CORTANTES EN LOS. MARC(OS

F K Foo= K,&
1 1 : 1 i vx
= = I = e
FE KZ I EFl EKiG lx . & TK
—— e ) i
Fi . Ky |
—_— - —
F-ﬂ‘ K4 1 Ki
e . o - F = v n
C.R.* | 1 X
| i=1
. |
l":'rwl Kn-l |
*——-—| I
. |
F Kn I
- e
GJ‘
F =K 6 = K, Y' n
X: Xy Xy {
F =K & = K X' B
Xq ¥i Yi ¥i
IHC n = IF ¥' +IF X
. i 1 Yy
2 2
= ' }{l
B[EKxiYi + EKYi i )
“Tx
”T '
DE DONDE 8 = =
IK Yf2+ K X1 2
) x, i Y, i
POR'LO QUE
K v! . '
"x, = Mox i S ‘ Sy,
* s | P, =M
. “Ry Yiz X xii ¥ T vi? ¢k x0?
i Y; - i

——- - sl Em L - —idam =

b e = AAN.  IEEEETT B o . 4
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SISTEMAS MO LINEALES DE UN GRADO DE LIBERTAD

= - LI
.

ECUACION DE MOVIMIENTO-

- Mx + Oly,y) = P{t) : vy = X=X = DESPLAZAMIENTO RELATIVO
sII O(v, vy} = KY¥Y + Cv SE TIENE EL SISTEMA ELASTI.CD LINEAL

MDDEI_,G_.‘? PARTICULARES

&
1. RIGIDO-BLASTICO Q
\ Qz
—
Qi
Q "'I:ell + C}'l eI Y‘:l:l
Q= Q, + Cy, ST y<0 EN DONDE C = CONSTANTE. SE HA EMPLEADO COMO

MODELO EN EL ANALISIS DE TALUDES v CORTIWAS DE PRESAS DE TIERRA

¥ ENROCAMIENTO

2. ELASTO-PLASTTICO F in}

ye Yu

Q= Q ty) + Cy,

SE EMPLEA COMO MODELD EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCTILES.

FACTOR DE DUCTI LIDAD =y .= Yufve
¥, = DESPLAZAMIENTO MAXIMO QUE PUEDE SOPORTAR EL SISTEMA SIN

FALLAR.

v ' '

— o remrmm w R D o iam Eme .




4.

il_.- L:’.Q_+ e
cayp Tap Ty

by

3. '"SISTEMA BILINEAL = Q

Q

, ! —» Yy - >y
.. CON_ENDURECIMIENTD CON ABLANDAMIENTO
':;_éE USA COMD MODELO PARA ANALISIS SE USA COMO MODELO DE SISTEMAS
.'DE PUENTES COLGANTES ' QUE SE DEGRADAN FOR AGRIETA- |

MIENTO' (HURQCS DE MAMPOSTERIA,

POR EJEM)

TIPD MASING

Q {INCLUYE A 105 ANTERIORES COMD CaSGS ESPECIALES)

Q-0 Yy - f
_____ﬂ L B | 'CI]
> 2 12
Y
"Esqueleto de lo
curva
QG = FURRIA EN vy = Yo
Y, = DESPLAZAMIENTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO

DE SIGHT} POR ULTIMA VEZ

CASC PARTICULAR DEL ESOURLETO

r (MODELO RAMBER - OSGOOD}

4

DONDE Yy Ql, ¢ y r SON. CONSTANTES FOSITIVAS

s,
°T Az«x=0

K=0.|,r=4
LY
Y




. BEJEMELN: CAS0 BILINEAL
Q-!\
Y30 -r -
/ /“* /
¥ »
ta e Fre o
v{0
EJEMPLO ] » ~CASO ELASTOPLASTICO ...
— . . ',
O &*
— Y20 .

METODD g DPE NEWMARK

PARA EL ANALISIS DE STSTEMAS NO LINEELE5+§E FOEDE USAR EL_METODO B

DE NEWMARK DESCRITO ANTERIORMENTE.
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EJEMPLO

0 ----

" M=2tonsefom’
iiﬁ,@% : 1 «—K = 18 ton/cm

1K= 32 {on/uns

- | fTL7 0t -0 9375 cms >y
: 50‘p 1) tons

r 5----".------

ol . 0'5 * 1 seqgs

ECUACION DE EQUILIBRIC DINAMICO , MY + Q(Y) = P(t)

LPlEY - QU0 _ Pit) - 0fy) ' '
M - 3 - {I)

Y
PARA LA APLICACION DEL METODC DE NEWMARK SFE TIENEN LAS SIGUIENTES

EXPRESTONES:

ti+1 = ti + At

: Yi+1 - Yi + [Yi + Yi+1] at/2

. - am 2 - 2
Yi+1 = Yi + Yi At f {Q0.5 = H{Yi {ét} + 8 Yi41 (1% -5 B

1/6 SE PUEDFE ESCRIBIR:

CONSIDERANDO 4t = 0.10 SEG. Y 8

—— [ — “E e ey —




1 ] a l - a LN ] ' . ,
Y., T v >
ivy =Y v Ut Vi) ' (11
a 1 - - .
L= ) R
Y1 vt v, {0.10) + oy (Y, v Yo ) o (ITI) .
FL PROCEDIMIENTQ DE CALCULC ES COMO SIGUE: o
- . ' " - - -
- SE ASUME Yo
; SE CALCULA Y, . CON LA ECUACION. {II)
< SFE CALCULA Yoy " COM LA ECUACION (ITY)
SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE Y__, CON LA ECUACTON (I,
ETC.

-

PARA LA FUNCIOW DE RESISTENCIA @ SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS:

. mdx
) SR
|
G J
|
|
|
Qu _____ i
I ’ 3 i I
| |
1 I I
| |
| |
! |
[ |
O Yo ¥ )md'r
1. COMPORTAMIENTD FRLAGTICO ; 0= 32 Y TONS
2. CA"RI0O DE RIGIDEZ . Q= 30 + 18 fV-YG} TON
3._ DEGCARGA . N = dex - 32{YHAX_Y} TONG

ESTA ULTIMA EXPRESION MANTIENE SU VALIDEZ HASTA QUE,{YHﬂK-

¥ <2Y
- 0
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X, = 0.9375cMs  ; Q = 36.0 TON

]
[ ¥ ]
1
l.":

I
o
e

I
=

PARA t =0, y = =

PARA t = 0,30, y. =y, =0 ; y, = 25

"Lér. ‘CICLO

SEA y,,, = 20 COMO PRIMER TANTFEO. EN TAL CASO

. 1 _
Yie1 © 0+ b1l (0 + ?5] = 2,25

a L 1 _
Yyt = 0+ 0,10 x 0 + €60 {2 » 25.+ 29) = 0.1167

0= 12 x 6.1167 = 3.7330

FPER-S SR L R E TR .
2D:‘CICL0

;i+1 = 23.134/2 = 16.567

Y, = 73.134/600 = 0.1219 -

G = 32 x 0.1219 = 3.9000

= (50 - 3,9)/2 = 23.050

ler. CICLO



4o,

CICLO

Yipq = 23.052 ‘
Yis1 © 23.052/2 = 2.,4026
yi‘i‘l = ?3-!}52{;6*3” = N.12175"°

N = 312 x 0.12175 ="3,89%0

r

y = (50 - 3.8360)/2 = 23.052 -... ETC.
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LOS.CALCULOS BASICOS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE:

Tt p Y Yo, Y 0
SENS TONS cM SER”” CM SEG cMS TONS
7.0 50,00 25,000 0.00 n.00 0.00
0.10 50.00- 20.000 2.2500 0.1167 3.7330
. 23.134 2,4070 0.17219 3.9000
23.650 2.4025 n.12175 3.3960
21,052 3.4026 n.12175 3.8960
0.20 50.00 20.000 4.5552 0.4722 15.110
. 17.445% 4.4270 0.46793 14.970
17.513 4.4310 0.46804 14.977
17.511 4.43075 0.46204 14.977
0.30 50,00 10.000 | 5.8060 0.98610 30.8750
9,560 5.7840 0.98540 30,8620
9.569 5.70848 0.98543 30.8639
0.40 50.00 0.00 6.2630 1.5958 41.849
4.0750 1 6.4670 . 1.6026 41,972
4.0141 | &.4640 1.6025 41.970
4.0150 | 6.4640 1.60250 41.879
0.50" 50.00 0.00 f.6650 2.2623 53,846
- ~1,9230
-1.9000 | 6.56975 2.2591 53.789
-1.8944
~1.8946 | &.5700 2.25912 53,789
.50+ 5.00 -24.3946 | 6.5709 2,25912 53.7889
0,60 5.90 -30.000 31,8503 2,7848 §3.251
) -29.126 3.8540 | 2.78626 63,278
-29.136 3.89347 2.78624 631.277
_ -29.138 3.89347 2.78624 53.277
0.70 5.00 ~32.000 0.83657 3.025127 67.577
o -11,289
-31.320 0.87057 3.02626 67.598
-31.299%
-31.1301 0.87147 |:3.02641 67.600
0.7278 5.00 ~31.629 | -D.00313 3.03850 £7.818
-31.409 .
-31.420 | -n.000352 | 3.03853 £7.918
-31_4093 | -0.000205 | 3.03853 £7.818

En-£=0.5 + SEG, ay =-45/2 = -22/5 ..-22.5 - 1.8946 = -24.3946




F)
=

CONTINUACION DEL CUADRO ANTERIQR ) .

t p Y Y oY 9
0.80 5.0 -28.,000 . -2.1449 2,959611 65,2533
~30.146 ) '
. =30.000 -2.21708 | 2.957874 65.237
-30.11%" L -
=30.117 " -2.22127 2_.085777 65.234
0,90 5.0 27,00 -5.07712 2.50025 " 53.473
: -24.236
~25.00 -4,97712 2.59358 53.580
. ~24,290 D
- -24.294 -4.94182 2.59476 53.617
=241 3nsr s =4_.94242 2.59474 - 53,617
1.00 ‘5.0 -14.00 -6,85782 1.99614 34.461
-14.7305 | e _ -
- ~-14.7200 -6 ,89382 1.99494 34,423
-14,7120. ~6.89342 1.96495 34.423

a

- EN ESTOS CRLCULDS SE INTRODOJO t = G Eﬂ Y 0. 5ﬂ PGRQUE PARA ESTE
INSTENTEESE PRODUCE UN CAMBID BRUSCD EN-LA CARGA P({t) DE 53.00 TONS
A 5.00 TONS, CON L?'CQEL 8F PRDQUCE UN CAMBI{O BPUSCO EN-LA ACELERA-
CION DEL SISTEMA ¥.;.Eﬁ EST% INSTANTE. N0). SE PRODUCEN CAMBIOS ENM é
Y-Y. EIL, TIEMPO t = U.TZTE EEG. S? INTRODUJC POR LA NECESIDAD DE

CALCULAR LDS vﬂLﬂRES DE Y Y DE 1, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE

SE INICIﬂ LA DESCARGA DEI, SISTEMA. ESTA CONDICINN SE ENCONTRC SOBRE

. ¥
Lﬁ BASE DE APROXIMAR Y_ﬂ CERQG, OETENIENDOSE YMAX=1.03853 CMS y

0 = 67.§18 TON. . . . _ .

MAX

EN FL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS.

Ly - - -

L ool g omp em - R LR 4 s mpEm - . - . -

Bl



- g

.- T YU U Y | ERa ..."T_!'."__.-.."l!-‘a_ L

N
i = ——ridrm r—- - -

AP

= §7.818 tons

t . .¥ (supuesta) p Y 9 Y (calculado) R NOTR S
Seq. Cm Seg_z Ton Cm, Ton - Cm Seg-z ' Cm'Seg_l
0.0 - - 50.00| 0.00 0.00 "25.00 0.00
0.10 23,0520 50.00} 0,12175| 3.896 .23.0520 2.40260
0.20 17,5110 50.00[0,46804 | 14.577 17.5110 4,43075
0.30 ' 9.5690 50.00( 0.98543| 30.863 . 9.5690 5.78480 -4— CAMBIQ DE RIGIDEZ
. D.40 4.0150 50.00| 1.60250 | 41.970 4.0150 6.4640 |
0.50 ~1,8946 '50.00| 2.25012| 53.789 ~1.8946 6.5700
0.50+ - - 5.00| 2.25912 | 53.789 ~24.3945 6.5700 - CAMBIO DE CARGA
0.60 =29 1380 5.00F 2.78B624 53.2.?T —29.135(} 1.89347
0.70 ~31.3010 5.001 3.02641{ 67,600 ~31, 3010 0.87147
0.7278 | -31.4093 5.00) 3,03853{ 67.818 ~31,4093 ~0.000205 4 Omdx, Ymax.
0.800 | ~-30.1170 5.00( 2.95777 | 65,234 ~30,1170. ~2.22127 -
0.90 ~24,3680 5.00| 2.59474 | 53,617 - -24.3080 -4.94242
T 1.00 -14.7120 5.00) 1.99495 | 34.423 ~14.7120 -6.89342 E
. {f mix = 3.03853 cms
'RESPUESTA MAXIMA |
- 0 m&x

29

b - m = — = e - - T ———— — e i —



- —_——

——

a0

2,0

X max = 3,03853

0,728 seg

P{t]) -
———

0.2

0.4

Qs



CRITERIOS PARA TRAZAR ESPECTROS DE DISEND ELASTOPLASTICOS A PARTIR DEL ELASTICO

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MAXIMO DEL SISTEMA ELASTICO
Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO: -

KFHAX' QE'

Ilq 'i Q = KY =

|
1
' De )
1 > - D = =%
Yy p v

. Ymox =AYy _
2. CRITERIO DE IGUAEL ENERGIA ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA:
' ' " - - ) B

+ Q

.

KYs

A 2 2
— - + - -
2¥e ¥y T yYe T Yy T Yy



y, = Fi_1
Y e
-i
Y}" MAX T Dp

POR LO TANTO

' Dp = DEFHZu— i

D mmamie d P

E5



ot
Fipe I,

) DIVISION DE _EDUCACION CONTINUA
4%y FACULTAD DE INGENIERIA _U.N.AM.

DIMNAMICH ESTRUCTURML

I-'IE:ICDJPDEWM?K

SISTIMAS FIASTIONS LINEALES DE VARICS CRADOG DI LIBERTAD

r. Octavio A. RasoSn Chivez
Julic, 1984
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METODO 8 DE NEWMARK

SISTEMAS ELASTICOS LINEALES NE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA bE N GRADOS DE LIBERTAD Y
COMPORTAMIENTO ELASTICO LINEAL SE EMPLEAN LAS MISMAS ECUACIONES QUE

PARA UN. SISTEMA DE UN GRADO DE LIBLERTAD.

;j(‘i} v [xj[ti} v iz(ti+1)] 7

3ty j

J

EN DONDE 3 = 1,2,...,NK.

EN LSTE CAS0 811 RECOMIENDA TAMBIEN UN VALOR DE 8 COMPRERDIND ENTRE 1/49

EN BONDE T LS LBL PERIODD NATURAL DE VIBRA-

Y 1/6, Y QUE st * 0.1 Ty, q

CION MAS PRQULRO,

an ——t— . et — ——— T W L ey s mraEma o e ua s s —" e L LA T S AT TR T WS LT . ——r— - o= =



B

EJEMPLO

SEA UN SISTEMA DC DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO,

CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON:

10 1 2 0

USANNG EL METONO g DE NEWMARK CON at=0.2 seg Y g= 1/06 CALCULT LA

RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR T.OS DESPLAZAMIENTOS

DEL SUELQ:
X, = 1.2 ¢t 51 <t < 2 seg {x, LN CENTIMETROS)
X, = 1.8-1.2 ¢ al 2 <t < 4 seg
X, = D 51 t <0 o t > 1 seg

PUESTO QUE ESTA EXGITACION IMPLICA QUE x_(t) = 0 PARA TODO t, SE
TIENE QUE LA ECUACION MATRICIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER
MY+ KY <MY +Q =0
POR O QUE
m. ;1 +Q, =0 - ;1 = QT!m1
my ¥yt QT 0~ oy, = Qi

EN DONDE Yy "Xy coxg ¥y, T Xy 0 ox

CON 8t = 0.2 sep Y Bg= 1/6, LAS CECUACIONES DEL. METODO g DE NEWMARK

QUEDAN EN LA FORMA
xj(ti+l] = xj{tij + ﬂ.l[xj[tt} + xj[ti+]]}

. (t

3 (i) = xj{ti) P01 x (e ﬂ.ﬁ4[xj[ti)f3 + xj(ti+1}!ﬁ}




EN t = 0, ¥ X

= 1.2 x 0.2 = 0.24 cm; SUPONGAMOS x, = ;I -1

&8

BNt = 0.2, x_ 33
Y x, =y, = 1.50 cm/seg;
PRIMER CICLO
PARA LA MASA 1: ;1 =0+ 0.1 (D + 1.35) = 0.135 cm/seg
X, =0+ 0+ 0.04(0 + 1,35/6) = 6.009 cm
y, = 0.009 - 0.24 = - £.231 cm
PARA LA MASA 2: X, = 0 + 0.1(0 + 1.50) = 0.15
X, = 0+ 0+ 0,04(0 « 1.50/6) = 0.01
Yo T 0.01 - 0.29 = - 0.23 cm
Q, o 11 J-o.23 l.2.500]
_g E = =
q, i 51 1-0.230 SEETY
POR 1.0 QUL y, = ¥1 = 2.54/2 = 1.27 # 1.35
Y, = X, = 1.381/1 = 1.381 4 1.50
SEGUNDO CICLO
xg = 0.1 x 1.27 = 0.127 x, = 0.1 x 1.381 = 0.138
X; = 0.04 x 1.27/6 = 0.0085 x, = 0.04 x 1.381/0 = 0.0092
y; = 0.0085 - 0.24 = -0.2315 y, = 0.0092 - 0.24 = -0.2308

—— o —— et e s rrE—— T TEa—— & —_—



0 1 -0.2315 -2.546

1 5 -0, 2308 -1.386

Lo —_— -

td

LE DONDE Xy = ¥, o® JRd6/2 = 1,273 % 1,27

L386/71 = 1.380 = 1.38]

E]
b
]
L
-
[ ]
K
—

EN 't = 0.2 +» 0.2

0.4 seg SE TIENEN x_ = 1.2 x 0.4 = 0.48,

x,(t.) = 0.0085 : x,(t;) = 0.0092
x [t} = 0.127 : x,(t.) = 0.138
= . . -

x (t) = 1.273 : Xy (1.} = 1.386

PRIMER CICLO

SUPONIENDO x (t;, ) = 2.3 V x,(t, ) =

b

.1 5 OBTIENEN:

]
1]

0.127 + D.1(1.273 + 2.3} = 0,484

X, = D.0085 + 0.2 x 0.127 + 0.04(1.273/3 + 2.3/6) = 0.0662
y, = 0.0662 - 0.48 = -0.4138

= (0,138 + 0.1(1.386 + 2.%) = 0.486

= 0,0082 + 0.2 x 0.138 + 0.04(1.386/3 »

%]

176} = 0.0693

y, = 0.0693 - 0,48 = -0.4107

10 | |-0.4138 ~4.548
Q - - |
i 51 [-.4107 -2.468 |
DE DONDE x, = y, = 4.548/2 = 2.274 # 2.3
¥2 a ;2 = 2.468 ¢ 2.1

ETCETERA. LOS RESULTADDS BEL PROBLEMA SE PRESENTAN EN LA TABLA 1.
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PROBLEMA DE VIBRACIONES DE TORSION

MRCOPLADA CON  TRASLACION

5]

e

—— e — e — = —

f
n
1)
o
!
n

) L= :. + - =
EFZ Mz Klz ESD] 0

= -+ TR -
EMC.G- Ju LtU Kz Es
+- - =
Jd0 Lo KESZ
EN DXONDE L = I, + KE2
Lt =

PUSHSTO OUE LAS VIBRACIONES

g = -wio Y Z = —plz
Sustituyvendo en ac [1}:

—wiMz + Kz - Ke 0 = 0

(K - wi)z - Ke 0 = 0

—_— e —— o A s

) e = 0
s

a

SON ARMONICAS:

Pm— e e mL —amaEma b e

- e o mm ——

L]

K = rigidez en traslacién

rigidez en torsidn

(1)

(2)

(1)

L e e————E— E L im awmoaa o om o g L
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Sustituyendo (3 en (2):

- 2 - =
Jud + LTG Kesz 0

(L = Ju?)g- Ke_z = 0 (2]

1
- 2 A p—
K L3 M ‘| K'ES

________ e ——— = 0
|
- _or..2
KES |I LT Jea
|

’ =
(K - wiM) (L~Ju?) - Kze‘ =0
i s

KL, ~ Kiu - /ML, + MJ" = K202 = 0
1 n g
KT + ML, KL, K2e§
[P} i — ————— 2 ___J'.._.. - —
- M w® + o3 TN 0
DIVIENDO POR EKIH}J:
2.2
w”_ _ mz K] + 1"{[]_.1,-!1 KLT K ES -
2 ¥/M MI) (KM -
{K,/M) /! (MIY (KM MJ{KKM}E MJ{KKM}E

SI 37 = w?/ (K/M) Y CONSIDERANDO e, = ch:

Lo/T  Lg/d 2

At - a2 (1 o+ )+ - £ = 0
K7M K/M 1/ (Mb%)
2 2
SI (Lo/3)/iR/M) = n vy 3° = 3/(Mp%)
A% = A2 (1« m) + n- ci/4% = 0

It‘“.'

P

|
32 :11'!-11'/{=‘|+1}2+2
1,2 2 4

= i, (K/M)

g
&
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Eﬁctas SISmIcos en estricturas en fbrmcz
de /)éndzda mvertido

O tamio RANCON O "

INTRODLUCCION

En li practica e prescntan estructuras s onsti-
tuidas por una sola colemna la cnal sostiene unn
cubicrta que poede ser una Tasa ooun coscardn, Su
vomporbvmicnto dindmico debe estudiarse consi-
derandu el electo gue la inercia rotavional de L
vubierta induce e ol mowimivida ol de looex-
trurturii.

A priscipios de exste ano se presenia en Califor-
i, ELEA an trabago! en el caal se traiéd este pro-
blema desde un punto de vista energético. e cal-
culd salo ol perodo Lombineatal v ocon base en
el b oreapuestn de o estractura i uie Jererminado
temblor, [os periodes caliulados para vuatro es-
traviuras doe este dpa i comsirnidas Tucesn me-
nores que los medidos in sie, La disceepania bue
atribuida o efecros de rotacien y fraslacian de Ta
hase.

Ll objeto de cste trabajo os introdocir un andhi-
sin modal, el cual nos propercionard o efectins del
acoplamicnto gire cxiste entre loa modoes di vibra-
cidn. Tombién se tomaran on cuenta en forma
aproximada tes efecios de rotacion ¢ traslacion
de la hase.

CALCULO BE FRECLIENCIAS Y
CONFIGURACIONES MODALES
DE VIBRACION

1. Suelo rigido

Fara ¢l caso en gue o] centro de gravedad de la
cubivrta s¢ encucntea localizado on s prolongacion
del eje e ta eolumna, ¢l movimivnto de o estroc-
turi poddedt eshirdliarse en dos divecciones perpen-
dicularcs entre st En ral caso el problema podra
discretizarse voma de dos modos de vibriwion qwa-
plides ¢n cada direveidn,

Para <! calculo de las Frecuencias de vibeaerin
s ddealizand 1o estouctora coma de vompartaniento
lincal, constituida por wei cobierta inbinitamente
rigula de masa simélricamente distribuida y sopor-
tnd.'l. [ELLD ma ."\"Iln R'{"lll]!'l'l'lil. (‘{"“[l j'!'rfr]u"'r rsie Ret
consideratd al suele infinitimente eigicha (Fiy. L).

En fig 1

W = peso de la cobierta mias 1o parie mibnla-
vin de I columna
= munenio de inercia de b masa de L oco-
hicrta respecte al vje -
*oAsistente de Investlyadoer,  Lutoare de legepoeria,
LINEAST

T A %'

i
Fua 1, Piemaho drpeaeeeeeln

2= wadulo de chstcidind del manecial Je la
volumna

f. = womento de incrcio de T seccoidn transyec-
sal Jde B columng con respecto ol o 2

240 - ventro de gravedad de Ly cubierta

£ istanvia de L7 0l sl

Paza la volumna mosteada on las figs, 22 « 26

& == rigides por traslacidn {fuerza honzental
aplicada &n (.G, necesaria para gue este
st desplace Le unisdad )

== rigyjidez powr roswiom {par aplicada en .G,
nevesasio pard producie un yirn onilario
a b alraen e €207,

o ptacion en (05 Jdebida a la [uerza &

§ = desplazamienton lateral de G dehide al

mamenky b,

-
]
1

\

ra
-
—
£k
—r—— ———

. Y Hrgiedoces
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Despreciando las deformaciones por cortante,
las expresiones para k. k.. o y § pueden encontrar-
s¢ por estatica y valen

k = 3Ef /L {1a)

k., = ELJL: [2a}
o= 1.5/L {1b])
3= L2 {?b)

Para una fuerza de magnitud ak. el desplaza-
miento serd a v ¢l giro at. Para un par de magni-
tud fik, el giro serd 7 v €l desplazpmiento £5. Al
aplicarse ambos simultaneamente, ¢f desplazamien-
ta total de C.G. serd x, v el gira r, {{ig. 3).

L]

a+38

af+f3

N S

FEAPEdy L

Fic. Y. Desploramicnios g giras fodafca

Por tante los valores de a1, v+, quedan dades
por

o=+ 38 (3)

Fio= athof- B (4)

Resolviendo €] sistema de ccuaciones 3 y 4 para
a ¥ 1, v utilizande las ecs 1h ¥ 20 se obticne

a= [x, —hoym )i {531
B = (ri—kyx)/x {5b]
en las cuales
y = L¥/2EL; {6a)
w =) — kIAMEf = 025 {6b)

Fara las oscilaciones del péndulo mostrada en
la ki 1. €l diagrama de cuerpo libre de Lo cubierta
esta indicado en la fig 4. Las ecuaciones de mowvi-
micite, despreciande efectos graviracionales, sezan

may 3+ be =0 (7}
k=10 {R)

%, * deaplazamienin
del centro de qra
vedord de kg gublier
i

posicidn do
equilibrig ..
L%
g, = rolgeion del ten-
Irg de gravedad
de la cabierls
mx, +he =Q

J Eq + kr.ﬂ':ﬂ

Fu:. 1. Llngrama de cuerpo libee

Sustunyemlo 2 (5a) y (5b) en (7] y (8] se
abtiene

mxy 4 Lk — Kby Ve =0 (9
Jor -4 (hory =— Rk o= 0 {14)

Las evs. 9 ¥ 10 sc pueden expresar matticial-
«mente cu o forma

B, e

Ucilizando las evs 1a, 20 v Ha s encuentra que
vhi, = L&k/2 (12}

Pucsto que ¢l movimiento es arménice se tiene
e

X, = —wtx, Y= —ery {13)
e donde o oes [ Precuenscia cwvolar mtueal de vi-
bracian.

Sustituyendo las ecs. 12 v 13 en {11} =e obtiene

m U T X _.Hc 2
. i 2
— L +: _i;'_ ; =0
U _,J i 2 : : L |
{14)

Fuactorizindo en la ¢, 14

| R A R
E

(13}

La cc 15 representa un sislema de ecuaciones
homogeneis, el cuall para tener soluvidn diferenie
de la trivial, necesita que su deenminante sea nulo,
Por tantoe

k . Lk
_‘_ —_— e — P
=J (1&}
[k A .
- —
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Tx
Desarrallande el deremmante se e
I
mfu! - — LK o ek, Ju”
1
e (4K, - LTAF) =D (17)
e Pod

Dividiendo ambos miembros entre m] v vanside-
rando gue LEA7 = Jk&, = obttene
. vy
I_H-| m.’r,—‘__. .ﬁ‘:n (15)
e fn Ao ot
que ¢x una cvnactn de sequnda grado on oS enyas
solugiones san
Rk
(I S 2 /..
W AR o Kk,
A dnr” 4 a7 dinf "

(1

Idvidiendo numerador v denominador de (19)
entre mj

_ Elm 4=k .

T'-" 2

g JR/m K1 — (k) (R
{20)

lLlsmande a

“kfm = i = conadeada de la frecoencia circulir na-
tural por Lraslcion

L2 = = eoadrado de la levenencia virenlar na-
tural por rolacidn

s vhticne

"-l-l..: = 2(;12 4- o

+ ‘l'”,,'.' o — PE._:'.') (21) T 5 dirafiva b frocaenciag
N [ i
vidiendo ambos anembros Je (210 entre p? ¥ ks E : !
hacienda /g = & y 113/p = psellega a s ! -
Ll L I 1.
Jl.|_:-——'.2(l--|- TRL-IE I B ETY L jl.) {22] 3 | l
1
Es interesante notar gue si / =2 0 {masa concen- - ! I
trodad de la ee 17 e obtiene o = kfm 2= p? : |'
las conliguraciones modales puedin ubtenerse 1 '
de cualyuiera de las dos ecuaciones algebriicas 0 b—- L
contenidius en la acuwion marriial diada en ee E3. 4 |
La primera de vllas es -1 !
. Lk } ! .
[ = AR A e =t o= b (23) : I: ! t
] " 2« ' 1 1
-3 . :
donde ¢l indice # indica ¢ nimero del mode y de ' ' i
In cual s ohticoe -4 ' : ¢ T
.U.-/(A- ) + ‘. l
N e ts e T =] = — Hiw] 24 v
! 2w K {24) Iwi b Crraderan [ F L vs
10 KEVINT A 0D EA SURTHEDALY MEXTCANA [ INGENIERIA SISMICA A L

3

dis idiende el s deoonaaudore e 'RLAETE

I T R T IR I A
fue A, = .,.;.p' nt II.;ﬂ.,q. N
danfr e = A == M) (23)

Si s desean tamar on cuenta las delormaciones
por cortante basta con modificar las rigideces me-
dinote un amlisis de estatica v partiy de nuevn de
la co 17 sin vonsiderar que L35 = 3kk.. Si existe
exventricidad en alguna direecion su efeclo podri
lomarse en cneita introduciendo un grada de liber-
tad adicional.

En las Figs $ v 6 s¢ encuentran representados los
resuftindos die Tos oo 22 v 25,

2
1, ! ! ..
) 1 ]
0.5 ! !
L |
-
4 b G T a K

o : . -

1] 1 z 3 4 = £ 7 8 B

- e L —————— . ——— — . —




El valor ahsolute de la respuesta maxima en
vada uno de losa mados serad’,

V., = {verza cortante | Torl IR 0’ 5
M. = momento flexionante | 7| 0 f

x [“‘" ] Sea (28)
donde

5. = ordenada del espectro de aveleraciones

alectada por ¢l covliciene sismive =

= {15,

El cspearo que serda wtilizada &5 el propuesto
en el reglamenio de construcciones del Thstrite
Federal * {(Fig. 9], Los valores de las oodenadas
especirales correspondienmtes o T vy Ty wen 100
confseg? y OB cm/seg® respectivamente,

Sustituyendo valores en ec 28 s Tlegn o

Vi 957 kg
l-_ M' ] - [IE:H,U'.H] k“ f"l_ {29:'
Ve 505 kg
2] | . }
I‘_Mg_] [2;{;,@{1.3 kq ch {30)

Bl critenio propuesto en ref. $ serd utilizado
para €] calculo de la respuesta toral {considerando
los efectos combinados de loy dos modos). Por lo
anterior la respuesta total de la estructura valdei

V= VIV o M= VAR A
(3la. 31h)
En ecs 3la y 31b

V' == fuerza corrante tolal on la columna

g = t:feiﬂruciu’n e

I
il i o grovedod
)
Sg
i =1
T
i 5
o8 \=—9=0.:ﬁu+n
9
1 1 1 H 1 -—
o 1 F a a T {eg)

15, 8, Flaaectnn e aecferae iones
[Despows ale 1L Roseonldueth ¢ Lo Esteval

M = momenie Hesionante (atal en €. G,
Sosrituyvendo los valores dados en ece 2% v 30
o1 £31) se oblivne

V=130kyg : M=340¥kgcm
il momento on la base Jde la colomna valdra
A = 344000 + 1310 % 419 = §93.000 kg cm
los resultodos de este caso se resumen en o
lig, 104,
Caso 2. Surro rrexioLe
i) Ctloido oy frecaencias g modos de cibracidn,
Piora vonsiderair Lix resriceinnes del suels 2m-
plearemus el mélodo propeesio anteriormenle pro-
cedicndo e formae mibular, Sustitevends valores

en ecypciones para Ky B we oblenen 1.8 X 104
kepAvm y 03T 20 1O Ky e frad eespectivamonte.

PRINETE ATOD0

T gl

Yoahwea flor calal Fowtor comria

x. ¢+ [supuesios) =40 m i+ =1 rad

F=muix. M =]l =830 M o= L3860 wl
F,=F, M.,= M+ FL’ F. = 8320 M. = 5.370,000
x.= F UK .= MJ/R & = 04420 ro == (LOO%A7

o= Fik, =M, w = 06570 g = 000157 o
BE at f#5=0382 o4 =000235 -
n=n+ A% n=ftaf v, = 10462 o= 000422 ol
N =l v. = +0650 _— ol
R A T U L = O 2460 o
w = x/x =S 7D 787

#f =438, NT = 438 1)
14 REVISTA D8 LA NOCHIDAL SIEXICANA [ INGENIERIA SISMICA, A C.
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1
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Acolociones en centimetros

I CORTE A-A

{__..-55 o,

f I )
56
1
.k

CORTE EB-8H

Pre v Cascarde weilizoele poara cpoegdo. {Dhespudcs de B, Mo Laean

en I cpal

-

i €5 un veotor gyue representa los desplaza-
mivintos estilicos de cada grade de fiber-
tad de b estruclura inducidos por un
desplazomiento estative unitario de la base.

KXo es el vecror modal para el enésimo modo

{n}
M es la matriz de inercia ¥
XT

Parg nuestro vaso se tendra

= %=1

es el vector traspuesto de X,

e[ B ws| 7]
— 1 . . ] -
A= 2. 1J_ X = [_2?5 IJ
W = m 07 [2081 0
S S\ = § 1386 % 100

J

Sustituvyendo valores e ec 27 ¥ clectuands los
productos marriciales on olla indicados se obtiene

(=

r:-_r -
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2. Sucle Hexibie

Al oscilar o estructuea cimentada en suela
blando. existe interaccidn dindmica suele-cstructn-
ra aue en Lo mayoria de los cpzos no debe despre-
cizrse al ralcular Jas Trecuemios ¥ los mofos de
vibracion. En 1o que sigue s¢ propone ia adaptacién
de un metode minmérwen para MHBAr o cuenen Ji-
cha electo,

Las restricciones del suclo seran idealizaaas me-
disnte resortes de comporknmivinde ineals une pats
desplazamicnias lineales horizentales v atro pa-
ra deformaciones angulares de cabecen de o vi-
meniacién *7,

En 1a fig. 7 se hace referencia a los parimetcos
fue a con G Ic o 56 ey indnn

=~
:
!

= allur de (45, sebre ¢l nivel de desplante
trailaciony de la base

Y

sz eotacion e la hase

T = a-F %

i, = f," | -t

= I

o= [T/

B = Mk,

Fobo B v k0B w0y W definidos ante-
nannente.

El problema serd resuelto utilizande un proce-
dimiento iterative v L tabulacidn propuesta por
M. M. Newmark®; s¢ despreciatdn la variacion
de la rigidez de la columna debida a la fuerza
noratal Wy los momenios en la misma, vausados

K = rigidez del resorte onrcspondicnic a s . .
trastacion de la base = = €A p_or1|a ";“r“":!_::j':s del peso debida a delorma-
. . i - et s (e L o Tl .
Cr = rocliciente de cortamte eklistive uniforme
del suela, Sean
A o= dreea de canraern de Iy cimesticwi, ) f hor | b b de Lo e
R = rigidez del resorte carrespondicnie a rota- fa = I“f',r{:'“ __1(:};..01".1 kL R ac da cume-
cion de Iy base = = Cofe— Wy : actan = Hoxi I t T
Uy = voeliciente de compresion clistich na uni- A== "““"F“i[;:“ ll::;-”_r;_n;',;";:“ @ base deda u-
forme del sieks. ?“}"c = .
fv = momenio de inercia de doea de L hase e o= B 3
la cimemacion con respecta al cje o ra = MR
W= » i s . . s . -
. peso total de ke estroctur A centinuacién se deseribe el procedimienta o
¥ = altura del centra :_i:r gravedod e baocn- sequir:
tructura schre el nivel de desplante ]
F = mx i h‘upmwr \'n!ﬂl‘(‘S pirt x ¥ ¢ _

- —- desplazant wotal en .G 2o Cakleular & v M uwsando Jas  expresioncs
1; = despiazantento '}“ﬂ# alben L84, F=maxy+=[=r. En esta etapa el valos
Moo= J'r"';" e e a0 se conooe: por tanko se levard

r = desplazamienta angalar 1otal en C.G voma lactor cunin en ¢l resto del céleula

1
—— —_— - _.__J
== - 2_ . ..xt -
a1 o F
Posicion
de eguilibrio
"_"'“'--LM
I - a .
C.G.
[ o]
r
L L
; bose
R Eq
= _ [ |

R, ':Jﬂfﬁ-].rq . S

=== %y

____I R

e Ty Moadelo ol veoteragn aeer cliepderrica apeder vsErnCEOE
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S 3
3. Catewvlar 1a fuecza v ¢! momento en la base me-
diante las Krmuolas
F.=F y M, =M1+ FL

4. Encontrar los valores de lox desplazamientos

o= PRy o= MR

5. Caleular los valores de los parametros w = F[A

v B= Alfk,

Efovtuitr los precdocios g8y ao

Caleular vy —ma - 8 v ey = .4

Electuar ¢l producio x: = £,

. Caleular las desplazamientos linsales vy angula-

res totales de G, mediante s expresiones
Azt v =ty

I Encontear ¢l walor de -2 mediante o5 cogien-
e K "y e ff”

Il 5 los valores de «f caleulados vl puasa an-
terinr ton g proxmadamente igualis, el procese
hahra concluido. Bn case contrario repatase la
socuefa wilizando coma valores e partudic para
oy o los encontrados en octapa 4 o valores
cuyo cociente sea iqual al de x° entre ¢, El
procesn deberd  continuarse hasto leyrear 1o
aproximavion deseada,

e et el

FIEMPLO 12 ADPLICACION

Con monhva de ilusrrar los concoptns eonncindos
mterinrmente % caleularan ks frecuencias v mo-
das de vibeacidn de un cascarédn ya constroido en
Caltfornia, BLIA (fig 8} Los daros necesarios
han sido estrpidos de 1y rel 1, Se computardn tam-
hien las respueslas sismicas suponicmdo que esn es-
tructura fuera a construirse o la zona blanda de
la cindad de México, Se nulizuran por tanmo los
parametros clasticos de las arcillas del Valle de
Meéxico y los expectron de disefo propuestos cn o
reglamenio de construccidn para o Distrite Fede-
ral .

los datos necesarios de o estractura son

119 cm

480 cm

249 cm

20,430 kg == 2081 ke sey o
41, 6D kg

1.779 % 1Mcmt

1.5 % 10em!

0.266 < 10" kgfem
7.41 x 10" kq ¢m{rad
138600 % 1M kg sy~ o
00354 rudicm

20% cm/rad

Las expresiones pari CUr y Cp son las siguien-
tes *

- n oy ey
R Lt
.
-

T T i (T I T

— A=

=z

. fr ] . . i I
Ly, = F, DUy =T — - (20

b F I = ot 3 /A

Far eos 2o

£’ = modula de clasticndad deb sueln
' ro pelacion de Paiseon del seelo

A = arca de contacto de la cimentacién
F\. Fe= Factewes Jde forma de la cimentacion

Para ¢l caso de la zona hlanda del Valle de
BAéxice un valor representative de £ es 50 kgifcm?
vy v==0.5% Pura una cimentacién cuadrada los
valeres de Fy v Fooson 0704 v 211 respectiva-
nitle.

Sustituyendo vileres en eos 26 sc nhtiene

(5 =123 kyfom”
Ce = 0368 kygfem?

Coast [, S ks

o) Ciabowfo Jde frocueneias g modos de vifvacicn

rara ¢l calenlo de las Frecuencias de vibracién
uzaremos la Fopinula dada en oo 22, Los valores de
Tos parfioictros o sustituir son

F=kim =605 [radfseq)”
7 =k ] = 535 (radfsey }?
gro== et = A2
von los cuales

A= 2{1.8R2 2 Y355 -—UiHBE} = 0.494: 7.034
Mo 10

V094 K 68 = V00 = (7,32 rad faeg
cr = V700 K 60K = V42060 = 65.30 radfseg

Los periodos naturales son

T = 2nfu, = 0302 sey (T ohtenido de un reqis-
tro e vibricrones libres de la estructurs y
reportado on ol | = 0,453 seq)

To= 2xfos = DM S0y

Comparandae los valores calculado ¥ medido de
¥y se puede ver kuimpartancia de la mteraccisn di-
namiva auelo-estructura,

Las relacienes modales se obtienzn de las ecs. 23
y sy valures son

2 x 419

-?_:-W = 235 fll'l_.lirﬂd

.r|.l'rf| =

=419
e = ——— == I
aufrs = o 2753 cim/fad

hY Reapieesta sismiva

Para ¢b calculo de la respuesta sismica de siste-
miax de varios grados de libertad es necesario
calvudar Tos coclivientes de participacion de cada
mrile de vibragidn. Se puede demostrar ¥ que para
cste caso os aplicable Ya siquiente ccuacion

XA

LI 27
NTRX, (27)
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PRIMER MODO

Pariunetros Valuees 120 ciclol Foawtor £omee
X r 435 |

M| 9130 356,000
F. M. | 9130 5766000 o
X ).4R60 {00910 o
e B |- 07210 0.001547
g8 af 1 03802 0.002585 n?
Xie 11102 0004455
Now i 4.365
0| 5061 0.01 3565
{735 75.4 —

Suponiendn que [ aprosimacién es sufivicnte
resulta

KA =440, X7 = (44000 ], W Z= 74 (radfsey )
Ty = (L7 31 seq.

Ll procedimiento para el compurtn de los paca-
metras del sequnde modo es ¢l mismae, sélo que
la configuracian supuesta deberd “liopiarss’’, an-
tes de proseguie el caloula, de by omponenres el
primer muode que pudiern contener. Sc demoes-
tra ¥ que 850 A7 es el vector de la configuracian
supuesta. el vecror libre de companentes del pri-
tuer modo queda dado par

XT A Xy,

X=X,

X, {.32)

Supamicndo para ¢l primer cicla

X' = [-—: "_:ﬂ:I

¥ austiteyendo valores en b ecuocidn mantvicial 32

x =[]

que nos da los valores de partidat para el preiiner

s¢ obtiens

vicko de calculo.

REVISTA M LA SOCIENAL AIEXICANA T INGENIERIA SISAHCA, A 13

SEGUND MODO

Thoeeamytros Vidorea fler ciclo) Foufoe conidy

A —1 %] L

LM =343 1, W%62.000
FoM, —3143 —123000
O — | & —D.O01940
! —{) 2453 00018700
i, ab 03892 = (1. 000RAS0
X, 1 1411 0.000194 10
N, 1y — {930 _—
X, — 019 0.0007H70
1267 1270 —

A= =151, M= T—151 1], T = 0170 sy,

L exte caro we sepuso un valor ¢creana al real
Y opor ot solo se o necesitd un ciclo para que se
obtuvicra o aprovimavion deseada, S0 el valor su-
mesto 10 huhicse sido cse sino otre cualguicza
sequramente it hubiera sido suliciente un cicks
de cileule. Eno las ciclos subsiquientes s proce.
derin en igual farma que antes: sUpwaner inicial-
wente L cottfiguencion oblenida en ¢l ciclo ante.
riory lhmpiarhy de T componentes del primer -
doy wie.

Ly Respecsta sismiva

Los valores de los coclivientes de partivipacion
¥ de las ordenadas espectinles para este coso son:

) = LD aEYS, (L. = —0(Hy R4
Moo= 127 e dseg” Moo= BAG e eyt
Lo vespuestas masanns para cadi mado valen

SO

AL

L’ [ ‘ Al ky
M. T 20000 kg em

Las respuestas masimas tales seran {Hy 1k}

[u7i by
2 20 kg e

Vo= 2000 ky
A = 3] DO by e
Moy = 1L kg o

79



M=-344 ton cm is!

L

L=

ion cm O

{a) (b}

Fu: 10, Kespuestas aismricas

Caso 3. Base RiGIDA ¥ MASA (ONLENTRADA

Para comparacion de resuitados se veed cudl ex
el valor de la respuesta maxima en el caso de des-
precisr la inercia rotacional ¥ la interaccion suelo-
estructura.

Para este caso p° = 604 (rad/seg)®, T = 0.325
seq. 0155, = 926 cm/seg” V= md, = 1,990 kg y
My = 805000 kg em (Fig 10¢).

CONCLUSIONES

Eu la siguiente tabla se resumen los resultados
de los tres casos, indicados como porcentajes de!
segundo caso.

Concepd Caso | Casn 2 Cirda ¥
1 04457 100 G507
& 03,25 100 a <
My FI A% 1001+ o6 7%

Los resultados de s tabla anterior dan una
ifea clara de la importancia gue ticne el considerar
la inercia rotacional de la cubierta ¥ la interaccién
suelo-estructura. La importancia del primer con-
vepto aumentard conforme mavor seir €] momento
de inercia de masa de la cubierta con respecto al
cje = El Gltimo concepto es tante mis importante
cuanio mas blando sea el suele de cimengacidn,
En particular puede observarse que en el tipo de
solucién 3 no se obtiene moments Hexionarte a [a
altuea de 6. Este puede traer consigo scrios
errores en fa cuantia del acero de refuerzo nece-
sario en la unidan columna-cubierta que cs dande
mas ductifidad necesita desarrollarse,
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VIGAS DE CORTANTL MO AMORTIGUADAS

SON SISTEMAS CONTTINUGS CUYODS CAMBLOS DL PENDIENTE S0¥ PROPOR-
CIONALDES AL CORTANTLE QUE ACTUA CN LA SECCTION.

SEAN my p LA MASA Y FUERZA EXTERNA DISTRIRBUIDAS POR UNIDAD DE

LONGITUD, Y SEA k LA RICIDEZ POR CORTANTE:

X &
l—v-"" / | _.__hax
L ALY
7737,
17 [
2y Ox
; S=k3X
k = FAG

T
1

FACTOR DE FORMA

A = ARCA SCOCION TRANSVERSAL
G = MOGDULO DE ELASTICIDAD DINAMICO Al CORTANTE
. ﬂz X
PI = {mdX} 7
at
POR EQUILIBRIO:
35 ax + pdx - ——azxd‘{=n
EIK ) m ﬁtz ,
2 2
i 4]
m—3 - k == = p(t) (1}

it ax"

dx

80
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LA GC HOMOGENEA QUINA (CON p=0}

2 2

: 2 k

(2) -——3§-v2———q;=n;v=a
gt ay

ESCRIBIENDD x(t) = Z (X)@ (t), LA EC (2) QUEPA

i 3 - =
Il gn v n Hﬂ 0
E (t] zlr -B' (l} III 2
n 2 no_ - n - 2 .—Il - = Y
ﬁ;T?T v 7 b= E;Tij v z w = CONSTANTE
2
[0 Nn
= = 7 - L =
D B vl =0 5 2 W 0

. _i _ .
‘Enan SEN b, {t-tnj, Zn e\n sen — (% .in]

—_ W

= = -—Il- - | - = M . -
X, = ﬁn hEﬂ(v,(K an]]senkn{t tn)], n=1,2...; hn Bn ﬁ”

1.LAS CONSTANTES a Y 0 SE DETERMINAN TN CADA PROBLEMA EN FUNCION

UE LAS CONDICIONES DE FRONTERA,

CONDICION DE ORTOGONALIDAL:
L
~J KH(K)xj(X] = 0,5l n¢#j

0

EJEMPLO 1: CUERNDA VIBRANTE DE LONGITUD 1, ¥ LXTRTMOS 1F1JOS:

e L ~
EM EL EXTREMO X=0 SE TENDRA

= :nn:'-'z = -
(3)  x(0,t) =0 =) jn i 3= 0,1,2,...5>a =0

k. o e ———
- e ————
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EN EL EXTREMO X = 1L SE TENDRA

wo L,
= an 3 n o= 1,2,...

(4) x(L,t) =0 =)

v

PUESTO QUE EN LA RC (3] 510 TOMA j=0, YA QUL j=1,2,... DAN LA MISMA

SOLUCION, LO CUAL CONDUCE A a, - 0.

DE LA EC (4): w o= Y n= 12,0,

FRECUENCTIA FUNDAMENTAL

™Y

5T n=1, w, = T S w, =N owy
T
Y T, = 2L o= L
1 v n n
LAS CONT'IGURACIONES MODALES QUELGDAN:
neX Iy neX nnv,.
In :"-.nsr.-n T cox(t,X] hnsen T Sen—— {1 t“]
CONDICION DE ORTOOONALIDAD:
]‘ a "
J A senlrx Aj scnl%ﬁdx =0, 81 i # ]

EJEMPLO 2: VIGA [E CORTANTE APOYADA BN X = 0 Y LIBRE EN X = L.

o
L
DE x*{L,t) = 0 [PURSTC QUE EN X = L SE DEBE CUMPLIR QUL LA FULRRIA

DE x(0,t) = 0 % a_ =0

[ Lk CLARS

CORTANTE, S, SEA NULA),

w unx !
r — _— M -
x'(X,t} = ﬂn S cos — senﬁn(t tn]

= ——— - —— —————— e ——— . me m o m e == —mm e — —ma— mmm o ——m o ar




x'{L,t) = D = cos

.| =
i) &

SI _n=1, w, =1 ST o2

1 L.2 1
TI
= Ty - -
“n m1“{“[‘1 1) Tn Zn-1
'I'1 T1
AST: T2 = = T3 T E ETC.
DISTRIBUCTON DE CONTANTES:
X
N ax . T @y W ‘
-Sn k 5 ﬁ‘n k = €0s Eann(t tn]
l N
[, | P, 1 x ! r\
\\\ fzz % \"\i o
"\):"r /,f "-.,:b-ﬂz..-s ""AI
* ] 'y
\ A ;o=
/ I"| 5 ! - oL
f ,;t-z_._- T N,
! ] I A ,i'("
IJ i l A
/ ) f\ \\ PR
N .
rriber / o e
ler. MODO[FUNDAMENTAL) Zo. MONDO Jer. MODD

83
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VIBRACIONES FORIADAS EN VIGAS DL CORTANTL

SEA x_(t) LA EXCITACION DEL TERRENO. LA RESPUESTA, x(t), DEL

SISTEMA ES

t
(37 x(t) = -5 oA cen Ty Y (eysenw (t-1)de
n=l “pn L v o 1 n
!
L
DONDE. wpV
[n sen — x
=9 = 4
@) 2 =T ey T
J nosen” —— Jx
o

TAREA: DEMDSTRAR LECS (3) Y (4) Y LSTUDRIAN SECCION 3,15,

EJEMPLO: CALCULAR El LIMITE SUPERTOR DEL CORTANTE IN UNA VIGA DE
CORTANTE A CUYA BASE SE LE SOMETE A UNA ACELLRACTON CONSTANTE,

a.,

EL ESPECTRO DI ESTA EXCITACION ES V = a/uw

. - a o
POR L0 TANTO, S« kL—;—( r = son T“ X) iy
13 n=1 “n
N P
= ka Vou, iy A% a| Toc0® grlEnm-hX Tk
5"_-'-5 ?CDST:’L-' b v T Doeon vo=m =
|n=1 “n V1 n=1 (2n-1)7 3(20-1) m
Balm o 1 n-1imX
3« I ———— | OS5
B n2 n=1 (2n-1) 2L




EN X = [:

J} m
S < {BEI.LTTI!J'FWQ z
rl=

LY

1

1

—."—'*"2.- = alm

(2n-1)

J

T

e

ol

al.m

—— A ——— A r—— ————

ah

—t
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VIBRACION DE VIGAS EN FLEXTON

a.  AMORTIGUAMIENTO NULD p 3
M+2M 4,
a2
T P{z,1} v s ‘\
g T T T T30 av
[ 1 :: U+Hdz
777 2N
. ﬁﬁ\ E—, 4 dz —}
Z_ .4z EI(z),miz}
v oepaz - (v« da) - fdz =0 (1)
2
EN DONDE f.dz = (mdz) 2% (2)
1 .
SUSTITUYENDO (2) LN (1) Y SIMPLIFTCANDO:
2

3V X

A A e ¢ (3)

az atE
. "
M > Vdz - (M %% dz) = 0 . 5% =y (4)

(DESPRECIANDD 105 TERMINOS DE SCGUWDO ORDEN DE LOS MOMENTOS

NE p ¥ fl}

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE

2

a7M . a%x _ (4
R S

Bz gt

7

TOMANDO EN CUCNTA QUEg; » 25 SE ORTTENE FINALMENTE

az”

Z Z 2
(E1 23y + p2 X = p (5)

ﬁzz th

3
BZZ




AMORTIGUAMIENTO VISCOSO

- FUERZA DT AMORTIGUAMILNTOC POR

VELOCIDAD TRANSVERSAL c(z) %% dz

=1

X

d . ax
EE moT Tt ar (6)

at

- TUGRZA DE AMORTICUAMIGNTO 'OR DEFORMACION DE LA

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAYIER DE NDEFORMACION

g
= —_—
g 9161

x|

‘amort ~ lnyda

= AMORTIGUAMIENTO
POR DEFORMACION

“d

-8z

INCORFORANDD EL MOMENTO NEBTDO AL AMORTIGUAMIENTO
EC. (5)

2 2 3 2

X 37X d x ax
(Bl -—— + C,I ——E——] + —= t C - =
322 d 3z 3t atz at

a_
322

ST LA EXCITACION ES POR MOVIMIENTO DE LOS APOYOS,

DEMOSTRAR (CLOUCH Y PENZITEN, PAG 303) QUE:

2 2
L (e1 &3

I _...ix_-} + mazx aj
A dz 2

S 4 ot = n

* Cd

Ei DONDE

?
2 azx 33x a%x Ix

P 5
P = (E1 v O,
cfect 7 3z @ 45 oot at

xtOt{z,t) = x (z,t) *x{z,1)

VIGA,

PLANA

= cdl[z}

EN LA

{6)

——— g e im——

)
S

2

o2 dt

SE PUEDE

—— o mA— i — 4 E—
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'is = DESPLAZAMIENTD PSEUDJGSTATICO OCASIONADO POR EL MOV,

LOS APOYOS DE MANERA ESTATICA

DE
x = DESPLAZAMIENTO DINAMICO

31 ST TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS-
LACION POR APOYO:
4
x_ =k
Toi=1

@.8,(1) (8)

ﬁi(z] = CONFIGURACION DE LA VIGA

J/)Q%: desplazamiento DEBTDA A &.=1

proudoestitico
INCORPORANDO (8) EN (7):

o : ¥: 204 () . _
Pofect =;E1{mﬂiﬁi[t] +c Bs (t) ¢+ . f](z}-—;jﬁ—-mai(t)cd +E}] ¢

(9)

EN LA MAYORIA DC LOS CASQS EL AMORTIGUAMIENTO INFLUYE POCD EN LA FURERZA

EFECTIVA Y LA EC.(9) 5L SIMPLIFICA A

Pofect ~ _i mﬂi(:)ﬁi{t)

I ™=

1

EN EL CAS0 DE UN VOLADIZO:

Fi——————— =
B Bz F
i&T(z} = ..?4 *

Pefect - - M) 8,(1)

e me— e ——wom—— o ——— —_— arme——r—a de ——



a9

ANALISIS DE VIBRACIONES LIRRES

CONSIDEREMOS HNA VIGA DI SECCION COMSTANTE (El= COMSTANTE ; m=MHASA

POR UNIDAD DE LONGITUD].

4 2
DE LA EC.(5): El 2% +m23= o
- az at
» S
S X - 0 (10)
&zq El atz
RESOLVIENDO LA EC. (10) POR SEFARACION DE VARIABLES:
x(z,t) = Bz} Y(t)
o1V (z) Y(e) + & 8(z) V(r) = 0 ; BB, YO L
J U EL ' 782 ETTY(Y)
POR LO QUE
8V(z) . m iil% - ¢ = a% ( €= CONSTANTE)
EI Y(t :

8(z)
POR LO TANTO OBTENEMOS DOS ECUACIONES DIFRRENCTIALES ORDINARIAS:

8'Vz) - at a(z) = o0
g 4

Y(t) + w°Y(t) = 0, DONDE W = ET
m

=
d _ w

0 17 TRy

LA $OLUCION DE LA SEGUNDA NE ESTAS ES:
(11)

ver) » Y8 cenut + Y(o) cosut
[N ]

e L S p—
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LA SOLUCTION DE LA PRIMERA LS:

9(z) = A, sen az + A, cos #z + Ay senhaz *+ A, cosha:z (12)

1

EN DONDE LAS Ai SE CALCULAN EN PFUNCION DE LAS CONDICIONES DE FROM-
TERA BE LA VIGA EN AMBOS EXTREMOS.

EJEMPLO

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON:

en z=0: #8(o)=0, M{c)= EI 5{0) =
en z=L: @(L)=0, M(L)= EI@"(L) = @

SUSTITUYENDD A(0)=0 Y @a"(0)=0 EN LA EC.{12) Y SU SEGUNDA DERIVADA:

Blo)

]

A, + A, cosh 0=

2 1

t
=

. :‘_p}'l.z = ."\4 =
B(o}

nz{- Az + Ad cosh 0) = 0

HACIENDD LO MISMO CON B(L) = 0 ¥ gLy = 0:

1]

#{1L.7 A

8{L)

1
nz[-h1 sen al + Aq senh al)

—sh_ = [0
]

]

sen al, + h3 senh al, = 10
= [

POR LD TANTO, 8(L) = ﬂl sen al. = 1

PUESTO QUE A,=0 ES LA SOLUCION TRIVIAL, SE DEBE TENER QUL A1 SEA

1
ARBITRARTIA Y QUL

sen al.L. = 0 —» al = nwn; ne=0, 1, 2,...,=

POR LO TANTO, a = nw/L. RECORDANDO QUE

a® = w2m/EI, SE TIENE QUE




SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALLS DE

—_— T -

. 2.2
unz - (/W) YEL/R 0 o = 13- /El/m
[l

LAS CONFIGURACICNES MODALES SON

"
Hn(z} AI SEN T z

Fd
— Tz _nm - iy
TE_EMHH{::—“*-Hl—ﬁlsen T ' ey T ?f YET/m
” —*, ter. MODO
_ Zez
BE—A15en T
2
Ay o w, = '1“2 JET/m
Zo. HMONO
- 0. =Asen 2EE 1 .= 9 ° /El/m
oY TTeghsen A1 5 egm Ty YELA
NJas bz SerT. HMODO
oy P wsg i: 4: 9

VIBRALION DE LA VIGA.

4l
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VIERACION DE SISTEMAS DISCRETOS DE YARIOS
GRADOS DE LIBERTAD

Ejemples de sistemas dao o O7,

Caracteristicas:

{ concentradas
- masas .,

i [ mm———— P rrigidas
;T‘ - ) L T R

! l - columnas zolo sc defornan
z?-fIZ::": i lateralmento '

- eon una coordenada por ma-

| sa queda definida la configu
R e Lf racidn del sistema
- - - equivale a:
/o I -

N | R

- ) . ” It R
HEPE R TR t-'_] i f :— L "‘:' I T
r r - .
i ity

- ., . -4
e e ——mm prm A T E - w—— = f

Ademia, la consideramos eldstica.lincal

PN
A iy RO T
3= 4 - : m— i .
A & A - :

Supongamos:

N Ve
1

}Ffffﬂ-j::#f'muﬂﬂs concentradas

f
sy ey

A ) .

Pi{t] ' P?ft] P3[t} fuerzas concentradas exte-

i riores
dal1slomod Uuna masd:
- - . - - .
i rrl = A_fuevzas resistencia elasti-
E | ca o la deformacian
-
- !

Viiie v our an e e e

.
.-
b
3
i
S
|
-
l==y




Lag ecuaciones condensadas deo movimientis Seran:

Fry # Py = Plft}

FI2 + Pr‘2 = E?(t)

FIS + F113 = Paft]
[

i Funrzas asccindas al desplazamiento,
: NGO al movimiento

. la determinacién de estas fuerzas &3 un preblema
estdtico.

Coeficientes de influencia

. 7 !
1. De flexibilidad AL2|
- ' ‘r . L'
n It’t 5
i 3 oA
'Ei" = despl. d¢ la coord. i debide a una carga unitaria en
coord. ] (desplazamiento y fuerza en = direccion)

Por superposicion

X = f Q+fll:l

1 11 1 12 2 113 3
: Ty % Fpg U+ Tpp By * Ty Oy iav. (1)
*3 7 fa1 Yt Fa2 Y2 Tas g
2. De rigidez;: Tl:u
.u‘I }L-;"
1 T
\\‘ -‘
}f1_—.| 7 ) T S
AT o Z
ey,
K.. = fuerza en ccoordenada i por un desplazamiento unitario

en coordenada j.

2.

—— i g
]



3.

Por superpesicibn

Qz = K X, + kK X, + K X {2)

Desde iuego ij = ﬁji {y fjj fji} (Maxwoll-Hohr)

La ecuacidn ? tombién puede sscribivrse:

1

J.‘f'
w

¢ bien, an notacidén matriginl

1Q1) “11 %12 K4 Xy !

|
. ; N
1Q2~ [ K21 Koz Koy BRCR L
Qa} K31 %32 Kan ) Xa}

matriz de ri-
gideces

Ponemos:

Claro que (K. 0 = F = Lfij]

Sustituyende {2) o (3) en e¢ecuaciones de movimiento:

mlxi + Kiixi + K1?X2 + K13 xa = Flit)
m2X2 + Kglxi + K22X2 + Kza L = Pfftl
m.X, o+ Kalxl + Kazxz + Kaa xa = Paft}



s

e e e e i s e e R TEE CEmE——

* F
o bien:
fn 3 i
fm, 0 :x ' JKH Kin Kiql .‘41 ‘]Plft}
P )
¥ oL, J 2y,
0 LP fHE(T K?l KEE KEB x?f“‘PQ{L]{
I ..
|
K o my {xal K3y ¥32 ¥aa) | xaj lpait}}
!
o tambieén:
oy o) o - ’ {vibraelidn
LHJ ;K} ! LKl FK. h }P{t% forzada)
- FD? (vibhracidn
Lt libre)
1. YIERACION LIBRE
o e £ 00 - .
I\M] il K] X o= D {1.1)
l. - E \ 1 S /o
Supongames la solucian
7 N
EKE = frt (A sen pt + B seu pt) = Jrp} Y (t)
? y *-.---'r----‘|| ' - . £
constante > defineg:
nocalan . o
con t - Yarliaclion armonica
= amplitud
tenemos :
fxf = ;Ff (A sen pt + B cos pt) = r T(t)
%ﬁf = frf {(Ap cos pt - B p sen pt} {1.2)
,ri! F L] -
fXj = {rj (-Apz sen pt - B p2 cos pt) = - p2 S Y{t)

Sustituyende 1.2 en 1.1 y dividiendo entre ¥Y{t} nos queda:

- pg EHE {r} + ij ér} = ;01

iy

fof = foj (1.3)

L wEps



- r———im—r— r s

¢

Tra
- 0 7o ) e 2 .=
LET R LT (KD it = p? ui e
-1 - 1
pre x :&1 pre x| K| -
1Y
“ =1 S 2 4 1 T R Il R S B
LHJ A HES O A : 4T LK [ %P
%
En las dos formas llegamos a un prablama de VAC
LL; u = - F11{

Problema de valores caracteristicos:

- Nada una matriz cuadrada de orden {nxn) th, que reprosanta
una transformacidn lincal de vectores n-dimensienales, dehe
encontrarse un vector iu; gue transformade por L; resulte
en oLro vector A ﬂuE en la misma “direccion". 0O sea.:Lj solo

St e agd

cambia la magnitud de §u zin cambiar la direccian.

£l vector as un vegtor caracterictico (o eigenvector) de L .
% P : H
Alescalar) repregonta la relacion entre las Ylongitudes!? an-
tes y desputs de la transformacion y para llegar a los VEC de-
be tomar valeores de unm conjunto de vialores caracteristicos

{(VAC) (o eigenvalores].

El problema de cncontrar frecuencids y modos npaturales puede

considerarse un problema de VAC, - (STD)
Tenemos
[ - 5 ol ( £.%
I'f:cj SR LY PP LY (1.3)




Si en el sistema de ecuaciones

-
=
.

RS

. ™ .k

Iﬁj es no singular, la sclucidn dnica es la trivial
f ot { " . 1
JHr= gDi}de donde: nos interasa ol cago on que 1ﬁJ 25
P -

. K .
singular. En este casc la adjunta® khj existe ¥y puede pre ¥

por ella, -con el resultade

Pl 0 L4
lal tx; = ol
A : ‘] - R -
porque \h_ iﬁ_j = IA! l_[J ¢J£ﬁj {nxn)
Fuesto que ]A; = 0, ix? no necesariamente £5 nulo, pero ai

se asigna un valer dado a une de 3us elementos los demds que

dan determinados en forma ianica.

Tambizn notamos gque Si %xi es solucidn de f]] gx; = q:
. . ; ..
y X €5 una constante, €ntonCes ﬂ;xf es también solucidn.
Por lo tanto, hay un nimere infinito de soluciones. Todos es-
tas se consideraran juntas y hablaremos de una "solucion' co-

PR
me un conjunts de relacicnes entre les elumantos de ARL

A R ,
ful] %0 = fo:, (1.3)

£

k-l

- -

Yolvemos a L@} u,
L

i
P

—

Al desarrcllar [Ej = ¢ llegameos a uni. ecuagidon de grado n

¢n p-, cuyas ralees son los YAC.

- Como [K] ¥ LH] son simdtricas y positivas detinidus™,

"*Transpuesta de la matriz de cefactores,

o v T ' .1
**Ih[ es FOS., DEF. =i {q\ LAJ {q(;‘ﬂ para todo ;Qr no nulo




-E T

Fry e e --——--T-

- S e Ay o e = o ———

S — -

puede demostrarze gque lan ralces de la pcuaeidn caraeteristica
S i:’ 2 2 2
son reales y positivas. Las llnmamos-_1 s Prg e B

Las n frecuencias naturales son

} raices y la mas baja es 1lama-

wr
I

los términos positives de 1

da froacuencia fundamontal.

- Para la gran mayorla de los ecasos de intergs las frecuencias
son difweventan entre s1.
- Fara cada frecuencia P existe una VEC asoriado:

- *» 2 W ’
[ed Trgo= ey g

1

"'"u“h_-l\

T
PS' i=31,..., 1

fowem t

© Sea parae cada P; ewiste una solucién jr ne trivial

B s T —

- Normalitacién (solo conveniencia, sin significade fisica)

VYarias formas:

g T' #;* 1.0~ - —  —=
T I-_l’,-“'
Z F“*;#’ 0.4% _-;f
Jrf T
1 l/ g.2! /’f
- /

r , - ! 4
N SR lHE rr, =1 (modos normales)
I J.l -d .

B e TR LR S,

- Los modes vy frecunrncias naturales del sistema son propicdades
caracteristicas derivadas de las propiedades de inercia y ri-
gidez expresadas por los elementos de fﬂ} ¥ LK}.

- Llamaremos matriz modal [RJ a la gue tiene los VEC, o vepto-

res modales, come columnas.



Rt A A

R T T e

ARTOGONALITAD DE HODOS DE YWTHRACIGHN

Se 2dice gque dos vectores .a; ¥ < son ortopenales con res
{ =3

b ' '

"pecte a la matriz simatrica | J 0 =i

L] oA

* - A
S I R A N B S
pl - ' '
I . .
Demostremes gue dos vectores modales ryo¥ Mr-_-j, asociados a
. - S
frecuenecias diferentes (7, # ¥.)] son ortogonales ool Pespecto a
1

i

las matrices de Inercia y eldstica.

- Cada uno de e5tos vectores satisface la couaecidn 1.3

2 oo A R SRR
p M- w [k‘J' r, L.H—J T, p_ziK- F
es decir:
2 : - : .
P. 1Hf r = JKj ﬂr{. LM? L o= L—?}H. o
1 o ! 1 - 7 1 - 1 LT 1
L Pi
"' ' _ J'? K ]- i . _ 1
J‘J],I {ﬁj P‘] = (Ki wpy jMe e i T g K r 5
» 1 ) Pj
r ! !
e X 1 ¥ i per re Vi ;r,j respactivamente
2 W e =he I P S M P o
Pi T S A IS KL IR I Bt I S Skt B
: i 4 }
) . \ ] : 2
2 ;oY o ; v AL B 1 R AR R
L. }Pg Il‘v:l r :)r\,{ ‘Il}{lj'p.; A EHJ Ty __a. !-11;:‘ i{_'.:‘r' .
3 A T ] 41]-—4.,]{r}1 ’ 3 P R 1
i
perc come |[MiI oy k1 son simétricas:
P . - S T
i, S i = rl, {K,ir".
g e i R N A
E' ru-'l ' F-‘H—] j:l" ": = .-'rrn{ 1 :["]‘:I1 ' - .
IR T Pi 60T

. .. restande wmiembre a miembro en ecuacioncs (a4 ):



B o Ty T T P ey e Ty e T T - - - - T
L . i

i .
2 2 /j @t - Ty 1 1 Wi ot
{ - . ) b R | sy ) = 0 a = - —lmf, K?;rn‘
Pl pj L EI le] p:! p-/‘{{l‘-“'l-:l
1 i
ma £ 3 2
¥y eomo p. Py
' - ! '
{ = ; "K* ' =
1T [HJ fP;j 0 frfi K, T ; ¢
Tenemos ecuaciones de ortogeonalidad.
¢
. ! . g '
;?;i i#_ ir ; = 0
. i . 51 1 7 j
vy, drldr ; =0
La =c
- = T . s . .
N A R (2)
y la matriz modal VR]
llagamos:
A ®D
=y £RJ Yy
¥ sustituyende en {(a):
T T e e B -
‘u] 'R, i+ [KORD oy =0,
. . . ol
premultiplicando por f.RJr
II' - I-'r "j' V- i ... . s -t . --: . a : . I'] .a.
PR t¥iP Rpgv, LRJ LK iR(;yf 9 (b)
) ' diagonales 74 .
L
] 1
s aT ' - .
;pi . M, ¥ : I ¥# 3
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[

Llamgmos

KD R = e
(10 k(R = kel

.. la ec (b) (p. 14) puede ponerse:
wr! Ly v TkEl 2yt = o;

- - % . f

" que equivale a:

" . e
My ¥t Ky ¥y 50
Sl e [

Mog ¥p v Ky, ¥, =00

= &
p 2 _ kli p 2 ‘knn
1 m re b ] 1 n m"'
n nn

Recordar gue pari - \ A L
mx + kx = 0
y 2 9 k
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1.

hemos deacompuesto un sistema de nGL en n sistemas de 1GL in-

dependientes.

Consideremos el produactes

-

E SO G 1Ly S A (S L VIR TS A

o - . ; . . 4
L%g contiene las frecuesncias naturales en la diagonal principal

*

.+ El problema de encentrar frecuencias y modos naturales equi

=
|

vale al de encontrar la matriz er gue diagonalice FH} 'S EK;

de acuerdo con

[RY C8)(R] L

[RI T [KPUIR] I

Las frecuencias naturales se cbtendrin de

e -1 - L R | -
L pxr] = Frel naf = L0
L N S CTTIL e ]
Yeimoslo en otra forma
_H f"}; B = S‘ \
1u 1 ﬁ 1' h i K_* l}:. ‘,'P{t}j
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L rr——

J— e r— —— o — ———-———T— =

12.

premultiplicando por 1rri
] - - fons [ . _ P!
P:j iHj LR: }yf + r1j K R, {y} = !P;j Pit)
[ - - el — .
{a} {b) escalar

ol M1 e R fKT-f}. .= Aol Plt i
ST 5"r] oS T lL'r] v o
- . 2 N
M KL, = . HE ] FER—
] J p] J Py .E Fi ij
¥ para el modo j tenemos:
P ] & &
M. .+ . M. = P.(t}
i Y3 P i 7 ]
o bien {1.58)
PR - Phlt)
\ . 1 . . = .
i Y i Y i

analoga a la ecuacidn de movimiento para 1 GlL:

mX + k x = P(t)

Ea {1.5) tencmos:

i ecyaciones independientes para nGh

1 ecuacién independiente para cada modo
Para vibracidén libre (1GL)

" 2 k
X+ p = =10 P o= o



la szolucidn es:
2 = A cos pt + B gen pt (o)
¥ para el nmodoc j tendremos [Pj{t} = 0)

. = A, cos=s .t + B, sen P_t {d4)
7 i P j i

3i en (g} harcemos

. _ ¥ - o
¥1t=0 = X Eﬁ=ﬂ * X
llegamos A
X
o

e T e o e -

Cualquier configuracidn del sistema puede expresarse como una
zuma de formas moedales multiplicadas por ciertos coeficientes.

Esquemdticamente:

) = rf + \ -+ .. T
- f ‘i
/ l ; !
1 A _
Y, = ind ¥ + in! Y, + ol v, +
= LR ; PR [
estitica 1 P2 2 Tty T
= Y = (¢t}

dindmica

L - s 7 R L R —— — — —— - = TE—r—— ——— - ——  rma. ..
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En puestra expresibdn

\ .
’,}{: = }R I'Fj 1.4
Ex; puede no ser funcion de t, por ejemplo:
. f 'fl -
I‘J’ ;11 = iR_l_ cl -
.f . - ,
ot donde ic« es o] vector de constantes
T IF . ‘s ’
Lf que prex IR! nos da la configuracién J1:
i
De la ec. (e}:
u - “ Foa ' s
fel = Ri7L iy iR MOSING
. 1 "l ||\__ o A
En 1.4 también podriames hacer
’ I.‘r 1’ =1 f ?
Y = R! .
f P ’xj
s . .t [
perg sigamos otro camino, pramultiplicanda por r,j HJ
¥ - ! ] ]
¢ por ;rrj LK
¥ LY i f - .t e - _ :-T . L] -k
a H o= S i H : 3 f = - '
Pryo tMeogxp T omhy MR grD oE e (Mo, vyt

r 1 P
R

e
[ S

-+

frF; in ‘r ¥

For gortogonalidad todos estos productos son nulos excepto el

térming
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de donde tenemos

T - 1 . .
' - 1{, ' b
é:‘lj +U-1_I ij' §EEJ iMJ _:J'.Irj _‘,rj
de donde:
-.1"' IR [ A e N [
# _ flf ; ;Mg fxf =}IJ jJH,lij ) FI}-. iKJ %! _ {r;. [K’_} X
oy M ) K ) 7y
1 Ll i j SRS
{coeficienta de participacidn)
Ljemplao (vigas plpidas)
Wa = |, o
el
l_:}l_,';._g ."' 60 T,."r_'m 3.0 0 sl
[:,:z.a | ¢ 120 T/cm IH_!' = 0 1.5 0 {ton seg’
- = cm
I -18B0 T/cm 0 ° 1.0
e e A T T
Matriz de rigideces
."‘::;.J
- = ¥ = 0 e - R « Pyt o=
I e 11 - KS? 6o K33 60
t ., ——
“p, =i r = - ¥eg Tt = g = _
s Koy 120 S Kyg = 180 : K,y 60
- ""L.——.g—- H ) f
[] K = 4':' - = & o B =
: 11 aog . K12 120 ; Klﬁ 0
. . :
. B
[Kj = ['anu -120 0" 5 -2 0
- 120 180 -601 = 60 |-2 i -1 (T/cm)
l 0 - GO E'DJ O -1 1
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16,
i - . o2 @ g
Bl = ({_K] - LH—_]'] M o= - 1.5 27
|0 w 1_‘!'
_ 2 2 M
= 80 [(5 - == p'} -2 0
1.5 2 \
- 2 Eﬁ-ﬂn po) -1,
1
0 -1 EJ-E pg]l
‘si ¢ = p°/60
t] = 80 [ (5-24) -2 0 “E
|
} - 2 {3-1.5 4} - 1 |
t 0 -1 {1-d43) ¢

d1 = 0.3%
d2 = 1.61
= 3.54
dfﬂ 3.5
Py 2
= 60 d: r = ' = .
7 Py 21.0 P, = u.58 ]
2 c _ frecuencias
P? = 96.3 TB 9.82 { naturales
. > _ )
q P,0 = 712.4 F, = 14.58
Hodos
_ _3.285 -1.474 o.811 ‘.
T e R e
4 . FI i
| 3'5,‘;,/ D .
’ i b . . b
|t s bt 1"-. | - T
1 - o T g Y
1:'" 1 I



Caaid R o B C A L - o M - - - T
[R] = * 1.000 1.000 1.000"
© 2,135 0,899 ~1.04Y
l
1 3.285 ~1.47y 0.411 !
A "|T 1 ] - T
Moo= [RJ M % = 19.R749 0.038 0.007
0.037 5.386 -0.01y
0.006 -0.014 3. 804
Ef:
t LR i T ?
A, = fpi f P = = A
1 62496 ?Pii iHJ 5PL1 H1 '?'ril mi
(S t . —
B {R] !xj jr] = 60 [ 6.899 0.042 0.03u
- i
0.ouz 8,651 —u.uqu
0.038 -0.0u40 1a+u?3l
o ™ *T R
Comprobacién coen | K | = poML=
= fu12,209 a o
.I ] '\‘ *'1
\ o 512. 749 o = $2 n" |
| e |
0 9 807.970
] }

b

413.940 as 0«
519.060 Qo

g--
D... U._-l.

b — ]

808,280



0.026 cm

mados

LT e S A L B O T g | S A e e e — ™
18,
.= -
xau 3 cm .
; 1 1
= x = 2 ¢m R
*° /o) 3}
Xig = 1 co
! -
! v
feb o IM] =t 2.0 + 6.805 + 9,855
Yﬂl = ) = = 0.9303 com
M, 19.62%
T - L
v grrz {H;?HO;“ 2.0 + z.g6u7r TS T o oses
02 * ) 5. 386 -
H
2
g%;a lhj?x1 2.0 - 3.132 + 1.2a2
Yos = = = 0.0266
03 My 3.80%
Moda Yi{t)
= 4y,
F1 58
F2 = 9.82
= 1
P3 14.584
En p.
0.930 cm
0.051 cm Soh amplitudes da los



Para obtener los degsplazamicntos de las masas dcbemos multipli-

car por las coenfipurnciones modales:

Il
i1 T ;rfi
Xlz = t"‘?

= pl
*i3 T &3

Jl.ﬂ i
/2.135¢
/3.285)
*1.0

Y?[t} =. 0.899
-1.474

Tl[t] =

0.051%

F 1,00
oLy

411

=

Yait}

-

[ Y

0.93 cos

0.0266 cos

4.358 t

cos 9.082

iW.56 t

y sumar. 0 seca los desplacamientos xi[t} de las mitsas seran

{x{t}j = ir ]

1]

xl{t}
xQ{t} =

xait] ==

— T e

L)
]

f
3.?(1:}__I

n Ylft} +r

11 ?aft} +

i2

r Ylit} + & Tgftl ¥

21 22

¥ (t) + r

rai 1 T?[t} +

az

T e T

Otro cjemplo

1GL

Fara

La ¢!

¥ para CI

teniamos

= 0 la solucion

r Yﬂ{t]

13

Tya Yaftj

r.a Yaft}

{1 - oS th



Tenemas ahora el problema do enceontrar la royspuesti do

————— e = — - - e——

(£ S AL N -
|.
[ U el &
o M II "
'T';‘H';: 1 e, "_fr-l i
- Yo
S N -
[708) 5 B
I
- Para el modo j:
i #*
'E z P {t} P'FCI
Yj + f’ ‘{j = —1—;‘5—- = + cuya solueclon es5:
M. M,
1 ]
& &
P'u . P a 1
¥, = —%— {1 - oos p.t\ = L /1 - ¢os p.t
3 ¥ 1l 2 M \ r
p.
3 ] ]
&
Calculo de P
f . 5 Lt ‘3640
P. = {r . /rP(t}';,- = ey o120
] -3 [ 60
m?do
t &
, = ' [ = U 7. = '
1§ P1 P1111 + 12721 t P3 Taq ABO+2RE.2+197 .1 813,13
*
zg P, = Pz, t Pur,, ¢ Pyorn, = 3604107.88-88.4 = 379.43
| o® . = -
31 P3 = P1r13 + P2 Foa ¥ P3 Tag” 360-125.2B+24%.66 =259.98
thora bisn, P* P*
Y' = __H_— = _}._.
ji{st) P? qo K

L T T R TR T TR L R AT TR e T e —— —— - _——



L Ly T

£ T v FN Ta, - - S T T D ST T T
8121.30 _
Yigst) 71 % 13.628 ~ 1-973 cnm
- 379.u4E _
To(sry * T5% x 5.386 0.730 cm
_ 259,38 .
Yatsty ~ 7i7.us3.goy ~ U-821 cm
de donde
&
P. ¥
Y. = ——1—,|_— f1 - cous Pt} f tanemos:
3 P2 M. 1
1 1
¥,(z) Y {1 cos p e
1 1(st) 1 i
= - 'r
Yzft} Y?fst} fl cos £2r~
'
i - J
‘faft] ‘1'3(&1[,:| {1 cos ‘f'at:
¥, finalmente:
r o ’ . _ 5
axft)f Pyt Y () + ol T,0t) + ‘ 3rY {(t) = R <Y

fx (t}* i1.000
X {t} ~f2 135

1.973 ki-cosfltj
ﬂxatt}] 13,285

f1,uuu

+...+!-1.0uu‘0.321E1-casF3tj

Founti
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EXCITACION SIGMICA
A, BSistemas 1GL
_____ ;"J [l
f e
| = .
A mx + kx + P(t) {a)
Para B{t) cualquiera y para CI # 0 1la ﬁa}ucian de fa) es:
x Ll
1 N -
_*[t} = x_cos pt + FE sen pt r _EE_h P(Z) sen p(t-7)d.:
Para excitacibn sismica:
—r s
. [ o f - .
i H r{x + u) + k x = 0
> R ;;
L Fy . o Sea
. . 1 .
R ViR §
i. o m X + kK x = - mi (b}
De la comparacién de (a) y (b}, la solucién completa de asta
a8 : -
*0 1 . -
x(t} = ®, €OS pt + —§ sen pt - T u(1) sen plt=-0) df
W
B, Sistemas de nGL:
et o P ) THg U
- va i ' v - i - _ v
(] 4 K] ¢ = JPCed = Ryt a., G
anft] -m oo
2% r
= - I:I2 u= '-;"I'I:FJ 1

e —
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Es deecir, tenemes:

[ﬁ} gﬁ} ¥ [K} &x} = fP[t}; = - 4ny th
EuSt. %xg = i?:?Ii

r ]
re X ri.
pre {J
(7! 517 L R L S _I'll i ety
.’rjj rH_qu;}" *I“,.Fr] fii.dHLR_."Y% = .*T'_}'j P = 'm}’j"mi u
= g by =
!_"u- J’_'..
1] -
por ortogonatidad: £f+
/
e :J' i" r L ril :| I:- _ o ___r/IJ
g + M + . L K ST . - P -
?IfJLJ{PJ Yy +%PJJ LED /205 Y5 j j
¥ queda:
H* P* U* * u
+ K . = = . = = m
IR i 7y i j ]

la solucifn (CI = B} de esta ecuacidn e5¢

#
Para FP. .
j =
1 I "
it} = — ; B, (£) sen p.{t-.}d.
73 fo ) Fy
iy vt
paca U
ara J

It

-‘T: 1
Yj(t} *‘j LH {2) sen fi(L- 1d



que puaede azerribivue:

o

i i
m, !
y.it) = = ——J?r- [ty sen bPole-2y A%
] S . ]
|] :[ v
v . tirmingd a
+ y . cos Pt —;;‘—l sen Pt para
] ] (1 : CI # 0
Una vez chienidoas 1oz alemcntos do ty} solo faltla premul-

L}
*
]

tiplicar por ER] para obtener fxr
: /

= [-R:] -:‘_‘,r(t}l’
AN _

GENERALIZACION DE LaAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD

Tenemos 1a ecuacidn:

- ,.-_.I’ - ro-
-,'_K:} - {n_h' ‘:)x.? =40,

gque convenimo® en escpribir en la [orma:

2
{Kk - p M) »x =20

gome los voctored modales la satisfacen:

?
Kr, = P° Mr, a
J J ] {2)
. ! -1
¥ premultiplicandoe por: T, MM tenemos :
¥ - - -
PiHH1 Er :p-?b!!".1 M :phﬂH.lKr"=

L
Ll
—
T
ddr



o e e ———

y asi podria seguirse para llagar a:

Fii
; poM {u'lmfr = 0 b Ente.am
Y i j l"!.-"!..l-\_ - T et
' 4 !
r. M (M Kl r. = 0
1 ]
en forma andlogn podemos obtenop
.o
r. (KFY H r. =0
i i
=]
, 4§
r. (KM 7T Knwn, =0
! 1
En (b}:
L - -2 - - - -
1= -2 M (y 1m =0 ()T qw 1y d
{en (c}, con i=2) S T S N I A
[ ™)™ = kT m =M EN
- -
b o ¥ (w kY = om
9= men ot - owwtxex
Sy moofowndxwt =y
I -1 3 -1 -1 _1_, -1 -1

PTEEAE Lm  d r— L

WA

L
L

()

e



m-r= - a . Y
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VIBRACION LIERE Y FORZADA DE SISTEMAS DE N GL CON AMORTIGUAMIENTO

Las ecuaciones de egquilibric dindmico son:

?FI} SRLN frr} = /;P{t]?r
Yo tenemosn:t
ARERNTENEL)
‘Fr'} _L.K: ;"I’
¥ ahora hacemos
af o [e 3
donde
(e = [eg]
¥ cij = fuerza de amortiguamionto en la coordendda i debido a
una velocidad unitaria an la coordenada j.
L

N R BLEY 1
t/' I'_‘ ]—_'__ indica

- f acoplamicnto
= .. = oL,
FoL T -

1

La ecuac’édn de movimiento es

SR LS S K AL

—_]

|7

It

.r:JFEL'Jf



a27.
- Hagamos: ;XF=[ﬁ]$y?pvemu1tiplicando por ;é‘;
?f UHLRM% +T Lth{; ﬁ'rf ﬂFR~yf 55%%W}%

Para desacoplar estas ceuaciones debemos tener

T = . L]
Crl. rMi g#{i = 0 i 49 R cierts por
| I -

3
.f'*l"""| . - f: .
)rfj [K_jirii =0 i ¥ ortogonalidad
;Iﬁj {gl Eﬁji =0 i {9 ipero ésta?  (a)

1° admitamos que se cumple:

¥Ya definimos

il M| Spf, = M#
ofy (M grfy = m _
{ ' - px
)P}?F(t]r - Pj
1 - .
So} [} oo, = k2
PRI B
y ahaora
- e
r{. JC. ir . ==C¥ = 2B P M
J 3] L - =1 ] B] 173
¥ nuestra ccuacidn para el mode -] queda:
M#& 5 +268 P Mty +P2MEy. = P#
JyJ P'_I F ﬁj ]?] ]
0 bien:
. p#
voe2p. b,y P2y = L

] 17191 "317] M

et
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Como las seluciones para un sistema de dGL

s ' 2 - P(t)
¥+ 28pxtptx --1;—-} va las conocenos, solo nos

cdmo debe scp fﬂ} para que se cumpla
f ;' - 3‘ * _ . -
g el el =0 173

adenis, clarc, de

r 1'?1‘ P roy _
ATELIRLFREN

¥ . {f i#3
5 ?. --} 5— = '
??El Jk! T 0

La ec. (a) se satisface si

1) {t] es proporcionala M] oa [kl

ii) {b] g5 una combinacion lineal de EH]

5241

-—

LCJ = ap EHJ +*5'11 rKJ'

esto es muy rTestringido.

111} En forma mis general!

[} = (M ra, k]t =1 oic,d
] I3y | ;

puas ya sabemos que todas las posibles formas
{}ﬂ [h_lﬁll son satisfactorias

una €. [, de matrices de este tipo.

28,
(cuya ec. es
falta saben
(a)
W {_KJI y O
(38.1)

y (38.1) es
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8i la satructura tiono sariacionoa importanton egn Ia altura, oun=

vendrd valuar p en distintos nivolos.

Fiectoa de deformacidn sxial &= lap columman .

Hasta aquil w8 ha coneidersado gua las d.ra;uuéion.u Axiales da lam
colunnas, en el cass de marcos rigidos, son despreciablas ¥ e con
eribuyen & la doformacifn horlxooatal. Feto ce vElido lélu Bl la =
laciln entrd altors ¥ sacho O la ssbmictura es paquefia, tal ves
menor que 3. Al aumontar el valor d« epa relacidn, €l afects da no

manto da volteo en al wificio adguiere mayor importansia y se pus

" den comeker arrorer Importantes al despraclar los acortamientos y

4

alargamientes de las eglumnpe debido a Fuerza axial.

Cuando law trobas ss vuolven ouy flowibles en comparacifin con laws
colunnds, cada una de las c¢lumnaw trabajerd como voladizo y la

fuecza axial en ellas serd pegquefia.

En #l cauo de marcos ¢ontraventesdos, ls crujis o crujfas contra-
venieaday tandrdn comportamisnte similar al de un suro ¥y deberin

por tanto considererma como matruckuras da Flewidn, calculando aus

pariodod comay e [ndied on 4]l xftodo de Etodola-Viepello-Hewnark.

Tuandy wo tiensn marcos ¥ puros trabajando simultincamenta lo ai-
;chihﬂ M complica posa la (nterascidn ankyre ambos slsbtemax #n-
tructurales hace gua varie la fuerza qua toman uno y otro Bn Ok~
da cntrepigoy low suros suslen tomar la mayor proporcifin da la
corktanta total on los ontrepiscs inferioros micntras que la aitua
¢idn am jpvieckte en los nivelas lupoiinr-l. ver raferencia 1.

Eote heco difioil la aplicagidn de mitodos numdricos pers calcular
low modos dn vikrweiSn da sata tipo de |:tru:turl., "'"dﬂiﬁﬁ'

RN

——

convenicnbn ol smploc de mbtodca matriciales para cats fin,

-

RFERTETIA 1

Blume, Jchn h., "Dynamic¢ Charocteriatice of Multistory Bulldings®,
Procedinga ASCE, Structural Divisitn, February 1395k,

{Ha entragard copla da alls cono pacte Zal materlal del curso)

e . E———— A e

- o —— —

, Frantica Hall,

REFERONCIA, 2
Godden, Willimm G., "Numerical Analysis of Desn and Column Structuras™y

A _;...“,... [ a -y ' " 1
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K&tese qup cn anbon GRRcA Al Eeacrs do gebructurcsa aparantomoncs

tgualen, conctitufdas poy marcon plgidos Cormados por trobee y &0

“"lumnan unidos en los pudoe, eip ombargo, ¢omo pueda apreéciaroo an
laa fighfnl 1y ), las doformacionos d¢ )a csbructura cuando to-
das las fucrzos se aplican en ol nin;a scntido son muy difercntow

* wn unp ¥y otra raso. En la figure I, la tangentic en 8] extresn 89

- perior &E vertical, nientzas que #n 1a Figura 4, la tangents en

#l extremsc superior clone la inclinecidn mdxima.

.l

La figura 5 {lustra la forma on que vagiacian los momcntos flexio

nantcs en las eoluwnas del warco &4 low CaRCS EXETCEOS ¥ on ung

intermedfo. Kbtose que la aplicecidn do niitodos sproximados para
la ahténclﬁn de Tnmuntoa #n trabea y columnas sin verificar cual
as la ;1tuac16n del marca, punda cnndﬁgi: A BTIGTaS Iy imphrtan
tes de subgetimagidn de momontoa on 1:- coluanas ¥y da dasplaza=

micntos horlzantalés du la astructura,

_ A

/.
P Z
7

woladlzs

ltroben muy floais=
blon comParodad o
lak nolu-ntllt

Aol oan trabem rl wared an alkua-
qldas an comparac elfin intarmedla
m lad O} ukhis, '

MHomentos fllxlbnlﬂtil.ﬁn columnae.
- Fig. &

P ommm.maa

v

VT -
ot T

o 23 1-."' a- -. " . . "

“trepisg medic). Aqul TIIALY s

H " * .

ya yua log métodos ayroximsdos on gencral supanan s formscifn de

artivulaolonoe [punt&l A8 mosanta avlal en cada mntropieo, ¥ 1. Ll
tuaclon pucds ser tol que lod puntos dc Infloxifn dal dizgrama da

s .
momcntosr dodeparoarcan an uno, varios o todos lom nivglon.
.-

Cuslguicr edificfo da lo prdctica ostarl &n une posicfdn Intermodin
cOn rospacto & los cazas Asacritas,
Fora conpoer cual es Ia aituacitn sn cads ceasd particular, Jehn A,

Bluse {referencia 1] sugiere »l eapleo 4w wn indice de rotacids

modal, gue defing coms - oo
W b= 'I{IflrtrahEl
T oy ™

¥ 90 pueds valuar en cvalgulisr antrepisc. [Blumg lo haca parz cl -
e 1l sums da riqld-;;: Ielati~

a3 la wura Jo 1i
" L

val da las trabas dm un cierko nival ¥ E{I;llcul.

gidoces relativas da las columpap en gue se apoyan las trlbgu aAhtun

mencianadan. f .

-

Bluea ancontrd que I? pr0.10 hay puntge éc pomente nulo en las co-
lumnas da todoa los entrepiecs mlentcss qua, pars valozes 90 p me-
rores da 8,01 la estructurs &4 asesoja mis a un voladizo. Para valo
cas do nFtntre 0.01 y 0,10 la iltuacii;\ €4 Lntermedia ¥ habri' entce
?Ilﬂl &0 Gua ho BAya ﬁﬁntni de momonio nule,; por 1o quao lon Adtodoa
lp;ﬂ!ilﬂdﬂ! de anflisis pucden cunducir’; Puerties arrores del lado
do la‘inncgurid:d por 1o que respecis & low valores de lon momontods
flexionantes paca ln; que doho disefacaa ;.i'&nnq fﬁ;pe&:a a-lan

deaplazamienton 1atnr§lua dg 1a ostructucs; la rigldoa da wrtcaplea

plerda aignificads ¥ convians amploar nﬁtndu; matricialen para
analizarla, ' '_‘
PMETEITL T e e
'-s-- _~:l'..- . ”:-- o
a - b [ -

e —m—— e L T —— - -

TR T b 7 -
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para Eincs de anfliais afemico. Lam rigidacey #uzdn funcibn de
?nl propledsden wlisrico-goomitricas de los materialoes ol gadow,
quo no as sencillo definir ¥ de lo eptructuraclfn, sobea todo 43
la ralaclbn quo quarden las plgidaces relat{ivas do lam boeras

qua forman la eRtructura, trabes ¥ Columnas,

Dado 91 modelo matemdeics de un adif;niu como und deric A0 magpaa
unidaw por resories, defilnipos como gigtoma eEtrachamtnba aog-
plado & aquel on que la rigides da ontrepisg es independiente da
la distribucién de cargam laterales a qun #8 ver ssmatido =l mo-
delo, eata ms, la rigide: da entrepleo es invariablg 1n¢ep¢ndi¢£
temdnte de Ia eldstics qus adgquifaera la estnenoa al gar :unuii-
da & Cargas latwrales, Aqui se entilends por rigidez de sntrepinc,
como Ba 1ndicd anterioreente a fueria recetarla para producic
al desplatamfanesy unitaric 4o un nivel con regpacto sl okro,
sato dg

-

Y3 1 AX=1 , R=¥

| para
En 1a figqura 2 wé muestrn a4l modelo matemdtico dm un edificio de
i nivelea gimerido & diskintos sistemay d8 fuprczas, De acuerda

N \
con 1o aptes diche, la rigidez deba apr independienta do law
fucrras aplicadas fosts t1po du estructuras sa conoce tamblin co

m3 tlucktura *da cortanta™).

sy ' pl
E.
— : B
= o S5 {il:u\ﬁ. *
[
H ¢
Ll

_:{ﬁ'l].‘ﬂ XY _,; N i

. ™

Para qﬁl aeata i; cumpla.dll riq{ﬂcz do untiepiso debe iﬂ:-:unclun
Gnica y sxclusivamenia da las columnas d& cada entfepled, para ko
cual, 1os qiros 4s lom nedos deben por nulcs, lo qua ae logra wi
las Ezahas #0n LntiniEamlntc rigidas on comparacidn con los co-
lamnas, on Cuya qaso la alidvtica de cada wnax de lag columnas as
la ﬁn.t:nd. ar. la Bigura 3, y loa elemantos macinicos qﬁn ApaTa=

can ean inl qua ahl sn musatran, pora bDarzas de leéciﬁﬁ cona tan=
= "= F 12 € " . -
]’ F= [ ’

Mo iﬂhr__.*' Fin 2

 —
En la préctica, ss 41fIcil guae la rigided relativa de las trabes

(k=lf1) sea muy grande an cnnbarlciﬁn con la da lan solumnay, lo
cuay hard quo 1o girce de los nak no sean oerosrelajidose el sistena
¥ Elﬂu;!&hdﬂi- ls rigidez o] marsco para un plims taoaha de co-
luanap, Cabido & wsto, ¢l cago da trabes Infinitamente rigidas

v

&0 comparacidn con las columnas reciba a veces al nombre de cota

auparior de rigidewz.’

AL ser significstivos los giros de los nudog, la rigides da en-
traplso ya no serd.indopandiente d¢]l mistema de fuorzas horizon=-
tales apiicadas. E5 a1 limite inferior, llsgarccos al cass del
voladiza inlt:adn en la fiqﬁ}; 4, para sl tyal o tiens BEntida
hablar da rigides 4a pntrepisc, pues sord diferenta paca cada u-
na de las powibles configuragionas de :“.r'?' aplicadans, A osta

cas0 1o dafinirenan como 4isLema reRCLemants aroplado,

gr——r -.p‘ F
= .
Vi -— —
] - —
! —tp —r
- ’!"" -
—-—my ‘I"l_q‘q:! - — . - Fij ‘-
L 2
DT ST,
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i i - ’
; . i, _] T
0.
' -t a0 . TH
- W e w g e el
4
2 i . . v ow -
Teassrdo la grifica '21“5 diforanclas entuntronoa Usands W' o ° 41.6v L/neg )
i . M e ow| wf ] oa X r ¥ .
Di{lﬂ-ﬁn
., /“n,, |2 7.8 5.0 [-137.09 | Dif.ea.as
. P 50 -1.154 157,54
f" 1 3|2 .28 1,95 | 117,93
. : / 100 -0.n0t ¢ « %0, 1
I
,f : 3|2 (TR 1.751 | 132,03
i 150 8.75 N2
r
1|2 1"n 1.0 "
/"” |200 1.0 | oo
“y Fig . b
Tt Wi '

T v

qua &} valer de “i qug hace caro las difecencias as lp:cuimﬂl-

" mante a (podris obtencras por, trifngulos Eemclantes, pecd saba

ooe que afn cuando e hiclers asf

tamenta & cero Affercncis puds la  varfacisn no os linu} oS

-

entamtn muponicndo, sxeepto oh Intervelos muy cecradon).

)
Buponiendo entooday w o= 44

al valor no now llevard exac- M

Sl T RN L) Y x £ v FX ¥ex
wal
Ty
“ |2 1] -1y | -acz,77 299,73
w | -3, 17 -158,7 503,71
1|z LT 1.33 11t 155.61
1043 =0.017 - 41,7 17,33
1 |# ] 1.7e7 | 253.7 265,52
150 0,747 12 83,85
1|7 L 1.8 1] "
00 1.8 e 08
. st — A ——
¢ ' LE14, 05 | eou.7E

Ar——

Come pusda wversa, Ia diferencia al f£inal da asta Glilms ciClo &s

daspreciable, por 1o gua

v = 43,60 1/00Y Wy % 6,606 1/s0g . Ty + 0.951 eeg

y la ::‘or;!iguracidn podal en la Indicsda.

a

Euponiende otro valor mayor de u! podria calculacaa &l tarcero ¥
cuarce modon, Fotde tamhifdn verifigaras gua la frocusngis del pri
mar modo obtanids con_al mErode de Srodala-Yianallo-Newiarhk &8 co

Lrecta.

Comentariosn adiclonalas . i P ' -
= [ .:4']74:4\#'-] L L-III‘ A e ""‘J"'_L"‘

En los métcdos prcunudnsﬁn tlana como datos "las nuu*r las -:;1

cgideces de entraplac. Las masas Son rolacivamenta ficilcs do cal-

cular y deponden saxclusivanenta dal pesc de loc materialas won

gue aatd hecha la ostructura y do lo carga viva qua pa cocheldecs

B Al

e et ————— — T
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Ejenplon
con ol ofe dc lax abacisan do la lIngy quo une lod puntos antes ob

. " Caloulemos el sogundo mode de vibrar dae 1 . uckw

tonidaos, o #U prolongaciGn si ambas difcrencise tiencn ol miszo "o Th ue “-“E <
3 8l mitoda d¢ Stodola-vianalle-Howmazk, supeniendo

aigno, Con Bcte tarcor wvalor BUQUCELD para W sefquramcnte pbhten- .

dromos otra difarengis, mponor quo las wrteriores, qQua nos dofinircd w: - jui w3x =732 1 3
v .eg’
] . Pod t .
u.|:; tarcer punto en la grafica riwie antoncey YCAZAT WNA CULVD Vaarsmos la tabulacin sigutenta 1
entre los tres puntos y definir aal un nucve valor da v: qurt EEgu-
ramenty eptazd suy proximo & la Fracusocin correcta da uno da loe lu__ ;
-~ Ak X T
modos de vibrar de la sstzucturs, pel | = R ap ¥
Cusndo ya #¢ ¢5td coreca dol valer correcto, se puodd mejorar al va- Y 2 144 [ -2.750 7 3961 [0 ILF = 160.7
. A0 =207 ~§35,4
lor supuasto de wl amploando wl Coclente do Crandall  migulente . i |
-2 2 Tv. ax ' f u] 7 184 D.00% 4 = 5.1
o . -] =1.017 A" -y =141.7
Irx K o
" . o
dondo =% es 6l valor que debemoa suponsr op el citle aiguiente.. R -] 2 Ihh v Ly 1,370 =207,
. . . 133 8.373 "] -— 55
Pl mdtgdo presontadc airve pard Caleular cualquier mode natuzal, de 1 7 144 1.0 ]_1_ Luk
. 200 [ 1.0 | - "™ o
vibracifn tenlendd como Jatos las masar y las rigideces de entre- e
?
piro de la estructura. EL mado da gue me trabte s 4bkendrs de la ) “aupt T2
ingpeccifin do la configuracidn midnl, tomacads en cufntd qua o ¢l [el-
o tolas las Jeformaciores tionen #l mism signe, an el  soqurdo hay un carhio & Ohelryuss quu Aunsus la diferancia encontrada ee Cusrte, la oanflguracidn se ;.“;-,.-
‘ da wigro, en el tercero dow camhios do sigro y asf puceaivamonte. . o4 & un segunde medo, puos timne un casbip de eigno. '
EL a8 ¢onpcR la frecuencis del primer modo de vibrar (por haberlo Usands up nueve valor da uzlup da 5¢-11'lnq:1.. tendremos
;.-.nlcuudu empleando el mitods Stodola-Viencllo-Mowmark, por e)em- ’
plo), s putde estimir gruesamento &1 valar de las Irecusnciaw do ri- 7
. 2.2 2 1 ral g L ax ¥ r v
los modoa superiorom empleando la relacifin woiow, 2 wyk25wy, etc. —
4 2 100 «2.0% | =333, aE. Oy
{rsta sproximacifn pueda sar demaniado burds dependisndo de loz wa 0 . F 1.k set
lores ywlativos de lag mawmay y Elyldeces sn cads caso particular, 1 7 100 : ) 1.02 106 _
e -0.841 - 6
perc sirva comd orientacidal. .
F 1040 ! 1. 647 16,7 ] .
. a, 547 100
1 107 1.9 B 1 1]
- oo L. L

e T— e — b — -
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13.

miredo da Holyer'

Como 4w 1n§1:& apteriormentn, para conocoar complatamente un modo do
wibrar nccouitamoy conocer tantd la configuracifn medal como la Fra-
cugncia del mods, Homoa visto U2 o olpdtado de Srodola-Vianelio-
Hewvmark se supone una configuracldn relativa ¥ & partiz de elll ra

caliuls el valor da ur - Dhlzor precola odctaenmts alrovty, ocabo o, m,m Ja £r_w_c_

cumcla ¥ & partir de olla s4 calcula L condigquracifn relativa do ahato hacls arrl

Do de la estructura. Dadt que la conflgoraciSn e velistiva we poode supcrer tamhifn

la defaxmacitn de 1a primera mase (por cooaiguionta ol increronte do deformacifa en

trw la basa y Ia primoe pasa.]  El mEtodo tiens las siguientss stapap |

. Lom datod man las mamas ¥ las rigidaces de antrepiac, Igual gue Gn-
tes.
1. Eupnnl'r un Jale de u:

i
) BuUp
13. Buponcr la deformacitn dal primer nival: :l’ ¢onviane suponar

1
2. DOhtener, luos valoros dp mw pACA Chda mama

un vilar unitacisy.  Esto gquivlli tambign, somo ya ee dijo a

SupCnuc ax,.
- 4. Calcular ls fuarza cortante es la bose da Ia astruccuza, [pri
) k3
‘me:r mntrepinsi guo serd por definicifn da xigidaz do antrepi-

. " P

?1 - niaxl eof 4X, = 1, ?1 LI

1 1

5. Caloular la fusrza de inercla asocinda & la mass dul primar

nivuls
HI

r Fy lupxl

16.

6, Por dsfiniclfn Ae fusrta cortanta, como la auma ACumsulativa da

Law fuerzas arciba do wn glerto nivel, podremos celcular la

cartants dal scgunds sntrepleo contando 4 lia cortants ea la

bage 1a fyuorrs da inercis del primer nivel, esco s

-F ) . -

VyeVy - Fy

7. ‘Conocida la fuarsa cortants an ol entripi:o.J polamos caloulsg

&l incremants d& daformacidh £n mid ontrepisco dividiendo g
-z

s
§, Suxario ﬁ!z 4 la daformacifin dal pricer nivel sbhténdrasas la dw-s

cortante sntre la rigldez de entreplsc &K
. F

il

N r-podiﬁul rapetir

loe pasce % 2 B para todag las ;II;' hasta llegar al extrems

formacitn Jel sequnde nivel xl =K, o+ A¥,

. supeprior da la aakrustura.

51 la frecuencia supussta correapondo a un wmodo oe vibrar, obter-

Ta cortance 4o unt:épinacorrelpnnditntu [por equllibric d¢lnieicol.
BEI la frecuencii supucets No &w la corsrespondiantd 4 un mods do wis

. L -
brar, #as obrendr8 una diferencia entro al valor de la fusrza de i-
nercia y ol 4« la fuarza cortants on al extreroc d4 la nltructuri.l
L

En opte cavo al nétods no se convergonte, parce s hacemos ciro cl-

2
clo con obtio valor de w relativamente cercnnu al antecier, |ncun

trarcnnl gtra dltcrencii ¥y podremcs brazar una griflcs Qua nos re

lopelone lai frocuonclas gupucetan {abaclisZam} con las difarcncian
. ’ .
entrs fuoria de inercla y fuorza eortante cp el pxtrems puporlor '

k . R

da la sstructura (ordenadas). Una voi que tenesos dos puntos de aga

grifica podremds buscar un valer do ot suruasto wn la intarseccldn

-
[}

drasds qua la fusrza do Inercia del Gltime nival am Igual & la fuer I
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para fijar idoas, a coniinuacitn s prosenta un ojemplo 4 andilisln

As una estructurs on qua las fucrzas lLaterales son romlptidos por =u

ros, cuycs valores de I y A soo los indicados en la flgura siguisntod

T ._--—7—.*-:1—.-—-1 LR Ti‘"‘:l_“":yn

/,4 Flaidet, herta
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1898, 99 .28
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Para obtefr carghe concentradan equivalentes al dlaprema dn KSLL wx pusds usic Lo

Fopmgla aigulenter

?' ‘E [Zasd]);, F
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. E {ikeal

LIS

17,0030 | 1.6 | . 28210°

i
A - ff.lhﬂ-,ﬁn\"hrl.iﬁ
—-— T rrd i LD 1.
’ T Ton=m t1fm
Pt 13- H i . on - n
| = | Ton -t 'y Tos ol | e WL ANV " -
= I LI A GA 1} 2] Eup
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& |12.0xlG 1.9 | #-3xll 3 N .
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d.3% & e .3l u

N
T 14050

Ejcmplo 48 €

de WFLI

para ¢l nivol 3

P

L

(e + 0.1177 x 1”F w7} = D.0536x30

-k 2
‘u

flculo da lap concentrapiones equivelantes al dlagrama

{ver aclaracifin al pio de i tobla de la pfgina siguiente )

ik

dende hoan la distancia sntre dow pantos & ¥ B Son erdenadas de HSTT Spvales

& apbrrifectivgmecce. La varlacisa d; WALI eneeg A y B o0 linead, por 10 Gua
anta wapreslin ad ohtdena considerands dow teiingulos con alturas, & y b respac.
tivaments ¥ bas¢ h, Fa y 't ton las comcentracicnas corveppondientea of los pun-
tom A ¥y B, {Raf. 2} . '

8 Fesudfrdesw gue 2] empotracients de la wiga conjugata ss el wxtromo yupeaplar, par

10 que s smpisad ga absjo hacla arribe el cSiculs

AR Clabyvean Qua en al primce sntraplse la deformocibSn por rortante ek p""“;.;,‘.

menta ipual a la dp Flaxifn por 1o qua despreciaria conducirls & srrores wmry
grondas. AL ir aumentando la alu-.r.:; de la ortructure 1a defersacslén por cortans
o v redwdleads by lsportancia eo cmmtihltm la do Flexldh y  pusds lle-
[ar & aer Jn-prati;hle. Tn oata caso la deforeacién por cortante sn dl teccar
entrdples an 29% da 1a dobida & Fleaddn.

Dobe tensrss culdade con las unidadas al waluar u? puca #n Ficil lqui'melr:ih cb
POrvals Suk tm

L R LRI .

watd sa cw y X cale resulta an patros

.
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ﬁpllc;ciﬁn del pitodo do itpdn1:~viantllu-ﬂcumaru Para
' Estructuras do Flaxifn

Camne ax verd m3s adelantn, cvande las trobad da l1GE marcos Bon euy
tlu:}hlpg en c;upcrlciﬁa cor laa ¢olunuas, o cuupdo laas fuorzas 12
E;rlill #on reafmtidas pir murcs Que prabajan peenclalacnte a f)e-
wifin, 1a rigidey 4% eatrvpleo no e independlenta de  la diacribu-
cifa dp Fueraas & que ol ed sometids 1l eptructurs y por tanto no

pucde suponcres cotatante papa el ciloilo da lop distintos podos

. du vibrar. En geperal, la peoudor dgides eqflvalquta que S0 obran=

+

3

dris para un pegundo noda serd mayer que la corraspondlznte al pri
meT ;odu. puss las =foctos de flexifin do conjunto 5o reducen conal
dcrlﬁlnnanta al no tenar btedae Jan fuaezes astuands an al mismo sen

tidg. Lo mismo podria decirse pars modas supariorme (zef. 1.

En w303 casod, las propiedades «listice grosftricas da la spcruatu-

Ca n; quedardn definidas por rigidecea de ahtreplsc sino por la va-

rin:;dn ds lop producens EI ¥ GA  con 1pa cualen s2 podrin calou-
1

lar lay deformaciqnan debildas o flezifn y & fuscih rcorrants roepes

Eivamente.

para caleular las doformacioncs por floxiln oa convaniante ol en-
pled de lod taorcmas da.in viga, cohlugada, que eF, Para &l camo d#

un voladize, otro voladize mmpolreds en ol extraio cpussio cargado

con &l Zlegruna d& momentos antra EI, y o0 ol Funl los momcntos

flnxionant!a corresponden & lap doforsacionag do 13 viga raal.

Las defgrmacioncs pOr cortante, que on gl caso de estructuras a bi
pe 32 murps puadaen sgr Importantes an numparaciﬁn con laa do flealdn,

sobze todo en loa nlv;lnnlnfariareu; o valculan mediante la sxpras

¥y
pidn M:'i . =, demda 4X

i
hlﬁ )

&n #! incremanto d¢ defermacliin por

‘cortanta enles dos nivales conscoulbivys, Vyr h1 y_a‘ Son, reapactiva
monka la fuespd cortante, la altura y sl Lree efectivy Je cortehtn

gntre sacon niiun, nivelea ¥y € ex ol madulo do elasticidad al cortap

.tw dal material de la sptruciurs,

Pabk caleolar low modos de vibraclfin, so supona una cnnflquxaczﬁn'
modal, se tfl:qlnn lap Iqer;|: de lnercia P~ '1“211 apccladan 3
1a confiyuracidn y las fufrian cortantes CoTrospondlentes y & pac="
£iZ dm sllas #e vallan los incremlﬁtu: de womento de cadds antrepf-
s0 ¥ los mcgontos da voltos sacumulados de arribs hecls abaja, L
cuales pa dividen wntre EI [habrf doa valoras do M/EI on un niaro
nival en loa élsﬂl an qus hayas cambio de seccifn dm los ruras)., La
integracidn nuaéricf del diagracy de H/EI non persicicd tranafore
ma¥ éze dlagrama of uns secie de cdrgan concentradss wquivalentaes
& 01 aplicadas en los diltintul niveles con Lo cuales s Duy Cf-
¢il calcelar los corcantes zqulvnlnntt; correspuid lantas & cada en

trepiso y 164 incromentos do momento flexicnanta en la viga conju-

T ,gads qua aeTdn dguales a 106 incremcntos de daformacidn por €lexldn

antre dos Afveles cofsecutives les &l squivalente &8 AX = VAN del
caso visto ARtaciormenta), A ostas ingromentes do delormscidn por

flaxifn se sumardn los correspondisntes & }a dafurﬁau{ﬁn 3T cor-

tanta ¥y cen oda suwA B¢ podrd calcular Ja nuava configuraclédn, gqua

sard como ahtes funcidn de w® ¥ d2 dondo podiemcy dampejar oete va
lor ¥ ©on caso de que no ed Igual pars todas 14D FACAE vbl?ﬂ; a ha

cer otrg eicla hémandn cony configuraciln e partida la oncontrada
antoricrzenta normalizdndela con respectg o0 una de lag mavas para ¢
podee comparer la wvolucisn de lag confiquracionos de cada clcla.

' 1
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sjunts o la curva Ofurrs cani eotrd Les dow Gliimas madan. (bafrvess  que 18 so-

rewcclin al limtiar #s muy paguafn.
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*4*7 El tntervalo da varlacibn de u’ s ha reducidr a 19,73 - 4,2

(21F = &.9] y los #justes en la curva son meiores. In ung a

dox piclos més sa llegorfs al vaior correctn de wi ¥ X - wd-
Eeka que para extimer un valer da w? procedlods Cono ae dndi
28 anteriocmante podemos hacar las susas de I.up ¥ d lox cog
ficiantes da ¥ . tomsndo valoros absolutos o tomando en cuen
ta al liqu corfrespondianta, .I"‘ variacitn que e obtiane en
4ita caao &3 S8 IV aprox, KL £icance al prne?l.n de wid & pb-
Tlenw un valor casi fgual &) sbtapidn con loF suras de valaores

abmolutos’; qua es wls corcecta,

51 no Mubilramos hecho la limpis er ninguno e los u:‘.fl'.luu, al
cabo de § Rabrismos lleqado a la contiguracih dei priper modo
{an ve: do 4 ciclos que =& RECeILtaron coapnds la muqurlcmn

mupuasty wa parecis a 1: dal prri_nnr noda),



1
X, *son confinurscionce modaics.

im - . ) ] .
Bi mulefplicamss la oxprasién onteplor de x.up por mixil

¥ sumamds paru tidlas las mssas, considerardo que los cosficicnien

.. de pazticlpacifn son CORNEANEES Y puedan salfr da la sumatoria, =
L4
tendrmmon 3
i

. C‘:l ) L I

-y
Eu Xy Xop @ CIng% gy * Cplme¥y 5y, PRFTLITY

£ 11 aup

« donde los tdrminos guo multiplican 4 C:, c], ato. son nulom por la

prnpiidld En nrtugunalldld e loa modos, quedandd antoncas
Inm

€5 i 1 11 fup

R I-III

-y

Enka -xprclldn an vilida pars cuclguier med n. .

For tanto. vl quercoor calculer sl sogundo lndn da vi-
hrar, supondremopn una ;nnfigu:lciﬂn QU M p;;ntc- 2 matse modn, =3
decir, que tenga un punto de Jdsflexidn nule, cilcularemos el valor »
1] Cl con le expreniln anterior y srcetaremcs a la confiquraciér
supussts para ol sagande medo lo participaciln del primer modo =

N ,11' 1a que da poé rasuleado une Bukras eunfiqqtlclﬂﬂ fupusats
pi;a..i aegqundo podo on la que ol modo mis bajo prasanty s¢ ¥l se
;undn'y.for 12 tanto. al aplicar ] mdtoda habrd eanvt:gcnqin ha
¢la enty wmodo, A ls ¢peracitn antes dll:r{hl e 1 11-: “Limpia”
do modow. .

_B1 quisidranas calgular el tercer roda da wibrac, ten
dr!anu: qua conocer d4 antomans lac configuraciones correctas da
Primere ¥ segundn modo, ¥ svponer una confiquratidn que S paraz

~ ca al tercdy modo, {gue tonga dos puntoa do doflexifin nulsl) eal
cularfamos dos coaficionten da participacidn €, ¥ T, COTCampon—
dientes & low medos Primero y sogundo, an la configquracidn supues
ta ¥ la lisplarfamos pars que ol sode w35 bajo presents en ella

»

sea al tercere ¥ el sdbedo converja & aets madd.

. T . ! , i H
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Esto en.a © A D ) ek .
o . .
:xlalup- TyXgq * Bp¥yp * By¥%5a * T LFPOL AT .
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' L, = o LR T . l!,lliug
.'l lc,- 3 ,
I o fakyy ) Taxl,
- L) ¥ - - - .
Tesoup " Yoomup 7 B1¥pn 7 STy U St Gy o

Ge maners demejonte Je procede purs caloulay ctros modon su-
pazioren, .
En 1n prictice, y debido & errasm rusdsicon o de apcoxioa-
. cifn quo van acarrdandces Ro bawta con Wnd S0le 1impia, Paca ja -
urlr_cunvlrgéncil adecuada Js bucn reaultads )implar la canfigura-
ciin celculada al cado de cada cislo, |ntEl‘dl calcular los valeras

2

de w*. Esx mispa configurscion limplada, normalissda, nos sirva

coms nuava configuracidn pars an nueyvo giclo.” Im foanveniante 1le—
YAt cuands mpnop tres cifras significativas an lul_cllcufn;.

P}Ia !111} idwac, calculemcs ctren ciclos del segundn podo de
vibrar de 13 estTuUCEUrd pars la oual caleulmmos antericrsante wi -

prissr moda,

-1 S ) an ha, ¥ t:ﬂ*_ [n' 2| v Y Cal
wetbur ] TR ™5 1™ o] Mizewn™ i rew] T % Calc.
w2 L whe| 10 438] s 18] -r.0 |-10.038 fo.ese (-1.asef-g.neal] 1 g |-e.030m?
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cato 48, dividiendo la :untiquruﬁiﬁn caleulinla ;ntrn 6-1*‘ an caA-

da nivel,
. Ciclo
Ni- !
wtl] & ] T-oriy ri v AX L] 'u? .
Wl 2 B2 | 10.4w° Sy | et [ romen [ s
50 10.4v? | 0.2000
al.3 3.6 | et ) 5 o’ g2t [ 3642
300 - 17.00% | 0.4760 "
x| 2 2.2 | w.w s S losnd e | 2.0
150 ™| 0w )
del 2] - | 10} 2 & 4 I ERTTV PR EEN
200 - N B.1200
¢ o |

Obpérveam gua ¢l intarvale de varlacifn de ﬂ2 e IEdujo a

T.98¢ v 6.30)

¥ yum lag varfaciohos en la copfiguracitn modal fam-

Ton mucha linnrol‘qun law gue tuvo al primer giclo.

Tp-;nda comn basa du parcida nuovsments la configuracidn

calculada, sn un tercer cicle so tiane:

Hivel T [ X
. pup T ¥ [.¥] ] “2_ Ki
a |2 “5.%25 | 10,45 1 ; 08725 | B.050 | 3.u81
. w |, 10,857 [9.21704
3 ] 3.6491 T.Ithui 2 3 t:.!u:.ﬂu:r N.0EY | 31.700
180 10, 250w’ | 0. 18%30 _ )
r |9 7773 | w,oem’ ; . 0. 7756wt | 9163 | 7.29%
189 77, 69w ) 4 1812
. 2
1 |z 1.0 2.0 w7 ) ’ 0.1k Boaeh | 1,00
100 ., b 1TV I B LT B
0 ° .

! finalmenio, en un évarto olole, 1lp aprowimecitin se concidera sufi=

¢lantes
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al|] = R LYY I ¥ . 1] L] W XL
w| 2 S.ubh | 10,972u° 2 ' 2 B.6TT3u] 6.084 | B.ubh
50 | smsz®| B.tapee
| 2 383 | 2.pee’ . 3 v 45917 | w.ons | 3705
. 100 1370 | 0 10w ..
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1| 2 100 | momedi|. . , Joazmd] s.om | oo
2t . e 70| Oadawt | -
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* F£1 valar fina]l de v lo obtanamos con més precisifn dividiando la

ama dw llup sntre 1a sors de cpeficientes de X, Foto eF mis pru

'é!ln que promadiar los valores da wz de Enﬂa nivel

kL b, 2637
we/B. OGUs 2,.8797 Tw s L] T.‘aﬁ!" .91 peg.

cilevla de modoa superiorps empleando wsts merodo

* Como #@ indicé &ntms, wi método converge al podo wis ha-

jo prosunte en la configuracidn supuesta; ¥ 4l wUpPODAT una combing
cifn cualquisra $utd estacd constiguida Pl yza coobinacidn iinesl

de los distintos sodos de vibrar,

- T

raciones modales ¥ € #on coclicientas de participacifn.

81 guarcmos caloular et mequnds modo dw vihrar egpleanda
la

[

peta mbtodo, tandtemcs gues quitaz a la configuracifn supugata
participacidn del priper ncdc:clxil. pars lo cual necégitamos SONG
eor Xy, ¥ O, Xpy 1a caloulanos como s¢ indich antes ¥y €, 1o podn-
mom caltular recurricpde a 1s propimdad de ortogonslidad da los mo

doa de vibracidn gue indica qué I‘ilinxiu-ﬁ =1 npe, donde X, ¥

-
+c2u1:+53113+c‘xi‘. d?nda 111 a 111 a0 lag configu-1

—— = m—maps.



4
+

b no secdn 1|5.|1.|;1¢-| «n wl primar cicle, pere ol ni.'rm-dn ew da rﬂp!du

conrargercia sl 80 UER TLED punvs conflguracién lup‘l.lulltl la chia~

n;dq nl :1n;1 a coda oiclo, do pre!nrur.uin norsalicindula, eotiw

ey hlcmndu gua la defersacidn 8¢ una g laa n-un, por ejezpln
r

in p:imu. tonga nzupu el miwme valaz, cow nhjatu dao nhsuvu )

com> a4 modifica la conflguracién relativa drapulls da cada eiclu.
I ¥:11 \ul:ﬁru du ui sbtenidon an cada cicle nos dan taphidn un in=-

tervalo da valores qua ya va cercando hapta que #s obtlana final-

moote Ios mipmos valores para todas las MOE3S.

rlL mbtodo dgecrito .ntlriu:mntu cnydrgs Eitmpre hacls

al -ndn:r mis balx qun' watd prwsente an la conliguracida lupul!ll:n..

y dado quoe al ll.;pc-n-r una configuracidn cualguisrs fota glu:l

, formadn pOC Urm combinagl&n liraal da todor 1as podoE posibles,

- ‘ g} oodd mis bajo merd ll.priﬂto-n fundamantal . Wiz sdalante &8

indica {:-;m hacer pata calouwlar nodos suporCinxan.

zjemplo. Calcular la frecusncis y anfiguracitn podal

dal p:.:mer nodo 48 vibrar da la estructura :-__qrnuntaan por sl

mdlln; patemdtica migulente.

2
hn-sq’f:l -E wf _E
y w2s” B P :o
P g § g 2
i " a [ 03- ] !lﬂfﬂ- = a = ;‘
Y . z 7
1 1 =104 . ,_j z
] th = (15 mel Lr wrl Ton-Lef/om
R e T X =
=158
. , P
i li!;/' . ,,
N .[.?
Re200
| i
e .
' .
il ' . ' - voekfa ’ LI FRLLBE RN N

. =t oAb

. A, m o Py -l

- -

.Tazra rnallu_:_inl :'n_l.:nl anten indicsdos convicne usar una

‘tebulacitn nm la wiguisntes - v :
lewr. Cicla - ) -
- . ' T
« %00 aep fon i -
[ [ L ¥ , 7 ) 3
Kival] = R Youn Fism't] ¥ S B WP YT el i'_'f_
. H [
- 2 L] v 0,% | T8 # LT ]
i0 N R i S ¥53 .
! L’ w.
. " . 14 . ? 1
1 H ’ L] [ T O, 96w ] 5.233 » 1.8
- | e v | sae’ T AR
2 "1 1 2
2 FH 7 LU A%k .09) = .7
169 amed | s’ &0
. ,-l-"' P 2 1
1 2 - % v o o 1w 0.0 = o= g
200 ™ 20u? |- 0.1u7 AT . W3
-} o
Hitesa que loa walorck R, ¥ y &% satin  defassdon. puma correspon

daon al nﬁirupilu.
* Para inlciac o) edlculo puade usarEs cuaslquier wvalor de X. Tn ga
nacal, al witodo convergirf ofa riplds eantrs mis acerteda . saa la .. ...
configuracisn dupuasta, p'-m i #s supOna par -u-plq uns contfigurs
rAcifn qun'u PAESLECA 4 kN séqgundo, TerCaro 9 mn:-.o nda, . de Cuale - e
;iul.u' Karars, Al tdrmine de algunos clclos mie, !.I'IQIIIMI al prizar
I-ndn. -

: N
e Har_ui Que mn “ulcua. sl valor de 1:2 svkard coaprendido antrw

T. 402 — ¥y 14
neq [ 23]

"
a ik

3 "4 Bn oun segqundo clicla, RISTERGS C{BO nugva ¢configuracifin supuaw-

ta la obtenida sl final dul primesr clolo rormallzada de  tal N

mdD gua la deformacidn del prlmay nlvel, sos unitaria,
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Carlyua dei Yulla ¢ &

Fara caleular las Frecucpcian y configuracionco mouales

e #atructuras fdpalizasdas como und aerin do masan unldaw por ro-

agortes, oin amartiguamicnto, an wihragitn llbra, se puedy supoORsT

qua cada maca Ce mutve an mov imlante nrmﬁnica llmpln dafinide por

I-li :o: wt O l-xn

frocuencia circulag dul moyimlantd

san wt donda ¥, derlnn “la ;nplitud y w la

La mtaloracibn eatord dada enconpes  ox i--u?xn con W
4 :

. 2 2
& X=-w'X, Een wim=-w X y la¥ fucrzas Co iparcis & gQue mstacd soBc

" kida cada hllL. du acuwrdo con la seyunds ley do Hewtan, nEtan

r1 = ¥  -m'x ) .
ror atro Lndu, 1n rutrzn Fastitublva qus epardfe BT S4°

A resorta wetark dads por Fe=RuX, donde k a8 la rigiduz de. enkow-

 pAiEG, quE polcecs Jefinlr como la fuerta cortanto que s naceancio

;pli&ar para producir un desplazamionte wnitaris cnkro dos nivelas
i

com:;cut:wu-: A= ¥ hX,para 3K = 1
Yemos whbOnced, Gum las fuerias & qua IC vecd nujets £a

de mass dopepdirin de Xy de w? unicomants,

Por otro lade, -nbemmi qua para nouqéor un wenJo da vi=

" 1 -

btrar nocesltamss conofur ianto la Erecusncin w lo pericdo T1 co-

ma la configuracién model relative, y que al 14 estrociura oebd

wibranda en un modo dsdo, la frecucncls del movimiones de cada ma

B T I-Eli la misma.

Tomando cn cuenls lo anterior. ee jaoden cRplear don

pitodos modricos para el edleculo de la3 [recucncias ¥y conligura

clonon kWotales.

L h.-:ofu.u- Titular, Divisléin dw Tatudios d= Fecprwle dv Lo Facull do ingznie
ria, UMAW

A et

N
Tk

Eimta and

El mdtodo prnpueitn ﬁo: stnduln*ﬁiin;lln-Hvun-rl. con-

. .
L. ]

1. Buponor una conflguracidn datormads 4o s sstructure: -

xtlupuiltl -
2. Valuar las fucrras de inorcia apccladas & wea confl-

- yucacin Fi= LT dajando vl como factor combn gu

_¥o valor no conolamod.

3. Valuar la fuores cortante en 1a sptruckure, comd ln
I -

ama Acumplative da las [nc::ll dn innrnll da lr:lhc

TTiw =
absio del edificle. V= ﬁnrl 1£uncidn du w : .

k]

i, tllcullr los incramentos de deforsacidn corrwmapondies

R

tan 2 las Fuarras cortantaas.

—r--L:l {Euncidn du 'H':J. ) B

"

AXL =
5. Obvanar la conf:quraciﬁn calculade de Ia BALEXUCENTR

coms la sumd acusulative dw los jscIomantos 1] d-ror i

macitn, de abnju hacia arciba.

n 2
T aNi = cosfow

!:ulc =1 ' ) . s
Ll . )

2
Eato nos dard un ce.!ici-ntn multiplicade por w PpRCA

cada mAA. N

o v 1

§. El la estructurs estd wibrande en un modo 1a configu= .
r .
cacifn calculada serd proporcional a:la supudéts. ¥
el factor da proporcionalidad ward w:. Esta 9B, PACE

cada masa podromps Caleular

'1 ﬂuEuentn
E&-l!..da ,"cllc
oty

Ln genernl, los valorow da 'z calculadol parn cads Illl.

e
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ixijlmax - Pijcjlzj{ﬂlmax

Dc esta ec. pasamos a:

n n 5‘1
. b = R = .LC. d
| %1 | maix -Eirljcn a = ETisSy T
ARS 1= 1= 1

5 |mdx  ZTEOX 510500

PROEB

g 137377
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S RS Tk _ i=g 133
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W izl a 1]

podemos poner:

?j(t} = Cjzj(t)

en 1a que Cj estd definida arriba y

_ 1 et ., —y e
zj[t} = - fgfﬂ”{"}sen?j(t'“}d*

(y semejanta si B # )

Ademas, tenemos

2
L]
i
il

fl - '|"- J "." ‘J
T LRI
B T
rii Pi? ..... ij ..... riﬂ Yi}
|
P21 Fag oy o Pan || Y2

nl

-
]
——— e

3e.

Sty
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? h ...’-‘,r..r'....{;..;1::,._.—.;-.1_;._#,.,——';—'_}'\2',\‘ T R T T e —— ——— e
' i . .

- - Ty | H}l
LCJ = 'ul ta, (MK

1

Por ejemple para nuestra estructura de 3IGL asignemos:

.02

1]
=

8y 0.10, By = 0.0s, By

- 1 2 240 TRE!
) = 0.30 7 gp- \a b2y Teag (0 Mea, (b2

—

- = 1 2 240 Lo y1!
B, = 0.05 = 7F; la (p )T +anF2} +a  (P2) 1

=
L8]
1]
o

D T 2y-1 Bz 0 b2yl
02 = g5 Ea*libﬁi rag (P32 ra, (P

a, en forma matricial:

~ o
53 32} 1 B bk {“-1{’
lo. uzj ? 1703 1k, P, {an ;

i 1ﬁ?; 1/P, Ty, | kal \

al resolver para a rasulta

1
l’c] [m_] tag [M] +a, J
Ln p. tenemos que para CI = 0 y 8 = 0, para excitacidn
ﬂismica
ys(e) = —Jﬂ,-Jt Y{ msen PL(t-Ta0%

e —— e —— o

coaficiente de paPtICipaCian::;:—

T mr—wem im Sy

- F
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29'
La selecciéin adecuada de a; daed a (] tas propicdades de-
seadas, o soa,podeenos dir vilores cspecilicon a los clementos
de [E.] . aludales 1o danos?
—_— e —
cAsignames un cieprto vilor de B a cada modo.
.ot - " | - y
et o= b, [ed fpl. o= za.poME o= Rief. FCT bl o5 XCEL O (38.2)
7 :E’ J'_'I LJ _1"5:! 253! ]HJ 1‘; j-] il ; ) : 71 |
.
De 3E.1 v FiA
3 . -
T = Wl | ] ! f -1 i J | 1? L3
oty = ;Ijj LMy MK ey (38.3)
Por otra parte, piara vibracidn 1ibpoe:
(=P = U
fj |
Kr. = PiMp. = 3; r. o= TMr.
] i P J
1
premultiplicando por rli:
l 1 r
., lr. = r.MPHI,
Ff 1 - 1 1
|
as declir v
.. - wl
P e = om0 e,
3 ] ] 1

v ani podriamos llegar a que, para cualquinr 1:



. CH
{PL.}J“M# - r*.MEH_IK.‘J]p. - 1L 19,1
] 1 ] 1 =

pof 36.3

e
L1

b1
2y T

{IJ ]jl

o%. = fﬁghlmﬁn

L

¥ sulande sabra L

e

32 1 L
Kk ?tfj} G

pero ya teniamos que

FOE 78 P . M2

bomr = pepylpe
?B].] i ]} H]al

1

de donde;

- 1 edn ]
FI_~ - —,j—-—}.{'.} d
TR

Con los n valores de Fﬁ_i para log n modos podemos rosol-
ver para loes n  valopes de a y lormar nueslica [CJ Con

1

la ecuaciin
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ACAD MARTINEZ CARLDS

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD
SUPLRVISOR DE ESTRUCTURAS
MISSISSIPPI Ho. 71-1lo. PISO
COL. CURLHTEMOC

DELEGACION CUAUHTEMOC

553-71-33 ext. 2003

ALVARADO BALLEZA JAIME
OUERETARD

ANDRADE LAZARQ SANTIAGO

5. A, R. H.

ANALISTA TITULAR

AV, NUEVO LEON No. 210-10 °
COL. COWBESA

DELEGACTUN CUALHTEMOC

AHDRADE HERNANDEZ ANTOHIO
COMISTON FEDERAL DE ELECTRICIDAD
JEFE DE GRUPQ

RIO MISSISSIPPI No., 71

COL. CUAUHTEMOC

923-71-33 ext. 2434

ANGEL GARIGAY SERGIO
COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD

ARCOS TSLAS RUBEN
$.C.T.

ARIAS MATTOS. PEDRO

UNIYERSIDAD FRANCISCO DE PAULA SANTANDER
PROFESQOR TIEMPO COMPLETO ESTRUCTURAS
AVEIIDA GRAN COLOMBIA Mo, 12E-96

BARRIQ COLSAG

CUCUTA COLOMBIA

44253

ARTETA QCARA JESUS SALVADOR
DIREC. DE CERAS MARITIMAS, S.C.T,
IHGEHIERD ANALISTA )
PROVIDENCIA Mo, 807-1er, PISO
COL. DEL VALLE

b87-79-41

IRECTORIO DE ALUMNGS DEL CURSO “DINAMICA ESTRUCTURAL® IHF#RTIDU EN ESTA
I¥ISIoN DEL 20 DE JuULIo AL 10 DE AGOSTO DE 1584

CALLE 7 Ho, 22

COL. VALENTIN GOMEZ FARIAS .
DELEGACION YENUSTIAHO CARRANZA

15010 MEXICO, D, F.
734-28-16

AY. PERALYILLO No. 85-14
COL. MORELOS

DELEGACION CUAUHTEMOC
767-32-52

PROL. TEPANELOS No. 124
COL. ELECTRICISTAS
DELEGACION AZCAPOTZALCO
(2060 MEXICO, D.F,
352-30-57

CALLE 16 No. 2-16
CUCUTA COLOMBIA
29632

QHIQUINA No., 6333-5
COL, TRES ESTRELLAS

DELEGACION GUSTAVD A. MADERD -

76720 KMEXTCO, D.F,
781-24-83






8.-

10,

i1,

1z,

13.

14.

15,

BECERRIL MACALCO AGUSTIN
5. C. T,

BECERRIL QUIRGE LETICIA
s. C.T.

BRAVD GONZALEZ EDUARDD

CIA. DE LUZ Y FUERZIA DEL CENTRO
ING. JEFE DE GRUPD

TLALOC No. 30-4p, PISOQ

COL. ANAHUAC

DELEGACION MIGUEL HIDALGO
546-46-12

CALDEROH GUZMAN JAYIER
ESCUELA DE ING. CIVIL @
UNTYCRSIDAD MICHOACAMA

JCFE DEL DEPARTAMEWTO DE MATERIALES

EDIFICIO A CIUDAD UNIVERSITARIA
MORELIA, MICHOACAN
2-74-06

CLRVAITES LOPEZ ROBERTO
INSTITUTO MEXICANG DEL CEMENTO Y
DEL CONCRETO

RCVISOR TECHICO DE PUBLICACIONES
THSURGENTES SUR Mo, 1796

COL. FLORIDA

DELEGACION ALVARO CBREGOW

01030 BEXICO, D.F.

!
CHAVEZ GALTHDO VICTOR MANUEL
5. C. T,
PROYECTISTA
XOLA Y LAZARO CARDENAS
COL. ALAMOS
530-89-76

DE LA CRUZ REYES BARTOLOME
DESPACHO PROPID

AV. CHIMBLHUACAN 469

COL. BLNITO JUAREZ
DELECACION HMETZAHUALCOYOTL
57000

REZA ARZATE GUILLERMO
iNSTITUTO DE INGEMIERIA
BECARI( DE TESIS

{CIUDAD UNIVERSITARIA

SUR 69-A No, 3131
COL. VIADUCTO -
DELEGACION IZTACALCC
08200 MEX!ICO, D.F.
519-46-52

LUIS DE YELASCO Nao, 212
MORELIA, MICH,

INSURGENTES SUR 1824-602
€OL. FLORIDA

DELEGACION ALVARC OBREGON
01030 MEXICO, D.F.
534-24-40 :

CERRG ZAPOPAN No, 154
COL. CAMPESTRE CHURUBUSCO
04200 MEXILO, O.F.

544- 34-86

MONEDITA DE ORQ No. 154
COL. BENITO JUAREZ
NETZAHUALCOYOTL

EMILIANG ZAPATA No. 140
COL. PORTALES
239-12-93



17,

18.

19,

20.

21.

22.

3.

24,

PEREZ GONZALEZ SAUL ENRIQUE
INSTITUT) DE INGETIIERIA
CIUDAD UNIVERSITARIA

DE LA ROSA RENTERIA RAMON

INSTIITUTO DE INVESTIGACIOHES ELEC,

THYESTIGADOR

DAIUTE Ho, 36-5c. PISO
COL. ANZURES

DELEGACION MIGUEL HIDALGO
11590 MEXICO, D.F.
525-67-39

ESPIHOSA BLANCO PASCUAL
9. C. T, '

GALINDO ELTZALDE LULS

JEFE OFilA. EDIF. ING. CIVIL .
EJE CENTRAL L. CARDENAS No, 152
COL. IND. VALLEJQ '
DELEGACION GUSTAVD A, MADERG .
567-66-20 ext. 20287

GALYAN AIZPURU JOAQUIN

5. A. R, H,

SUBJEFE DEPTO. RESISTEMCIA MAT.
SIERRA GORDA Ho. 23

COL. LOMAS DE CHAPULTEPEC
DELEGACION MIGUEL HIDALGD
11000 MEXICO, D.F.

[40-60-83 al BH

EALLARDU DOMINGUEZ SALYADOR
. F. E.

FROYECTISTA :
MISSISSIPPI Mo, 71-12

COL. CUAUKTEMOC

DELEGACION CUAHHTEMOC
993-71-33

GOMEZ MEJIA MARIO
UNIYERSIDAD DE YUCATAH
JEFE DIV, LABS. INVEST.
CALLE 14x4]

MERIDA YUC.

7-30-44

HERNAIIDEZ JIMENEZ HUMBERTO

BALICIA Mo. 126 ALTOS .
COL. ALAMOS

DELEGACION BENITO JUAREZ
03400 MEXICO, D.F.
538-77-93

RIQ CAZONES EDRIFICIO 19 DEPYQ. 403
COL. PASEQS DE CHURUBUSCO
DELEGACTON TIZTAPALAPA

EOIF. 1 DEPTO. 13 U. PATERC VALLEJC
DELEGACION GUSTAYD A. MADERD
567-47-88

MIGUEL LAURERT Ho. 74 DEPTO. 1
COL. DEL VALLE

DELEGACION BENITO JUAREZ
02100 MEXICO, D.F.

DINAMARCA No. 73-4
CQL.JUAREZ
DELEGACION CUAUHTEMOC

CALLE 37 No. 461-B
COL. JESUS CARRANZA
MERIDA, LYUC,
7-46-19






26.

27.

29,

30.

31,

32,

33,

HERMANDEZ SANCHEZ UIEEHTE
5. C. T.

HURTADD SOTO FRANCESCO
ESCULLA ING. CIVIL

PROFESOR DE CARRERA

UMIDAD CIENCIAS ING,

CIUCAD UNIYERSITARIA, MORELIA
£74-06

JORDA LOZANO RAUL GUILLERMO
UNIVERSIDAD AUTOHOMA DE PUEBLA
PROFESOR ESC. ING. CIVIL

4 SUR io. 104

PUCRLA, PUE.

LASTRA RUIZ VICTOR ALEJANDRO
ISTME

JEFE DE PROYECTO

CALZADA LEGARIA Ho. 252

COL. PENSIL

LEON AGUILAR BERMARDO
L& HABANA CIBA

LEGH LARA L. ABRAHAM

FAC. DE ARQUITECTURA

JEFE DEPTO. SEGUIMIENTO ACADEMICO
CERRG DE COATEPEC

CTUDAD UHTYERSITARIA, TOLUCA
548-52

LIANG QUEZADA FOSCOLO

DIREC. GRAL. DBRAS PUBLICAS
IHGENTEROD PROYECTISTA

10a. CALLE 9-37 ZDNA 1 GUATENALA

LOPEZ LOPEZ AMBROSIO

IHG.SISTEMAS TRANSP. METROPOLITANG
JEFE DE GRUPO

CALZADA LEGARIA Ho. 252

COL. PENSIL

DELEGACIGN MIGUEL HIDALGO
399-69-22

LOPEZ ¥ LOPEZ JOSE FIDEL
CONSTRUCTORA MABEX

. 7 OTE No, 406

COL, CENTRO
72G00 MEXICO, D.F,
42-98-53

SERAPID RLHDON Mo, 276
COL. CENTRQ
2-21-36

AY, SAN BALTAZAR No. 2464-A
FUEBLA, PUE.
72570

CERRG DE COATEPEC

fa. AVERIDA 26-48 ZONA 8

CALZ. SAN LORENZO No. 300 CASA ©
COL. PARAJE SAH JUAN

OELEGACION IZTAPALAPA

09830 MCXICQ, D.F.

20 OTE No. 468
COL. CENTRO

92000 MEXICO, D.F,
42-90-28






34,

35.

3%,

40,

41,

42.

MACTAS VAZOUEZ JTORGE

HADRID MONTES DE OCA ROLANDW
5. L. T.

MALANCO CASTANEDA MA. ELGENIA A,

5, A, K. H,

JEFE DE OFICINA

STERRA GURPA No., 23

CoL, LOMAS DE CHAPULTEPEC
DELEGACTON MIGUEL HIDALGD
rgog MCLIco, OUF,

HATTAS ACEVEDO JUAN
TNSTITUTO MEXTCANG PEL PETROLEQ
INGENTERY DE PSERO
LJC CENTRAL LAZARD CARDENAS No.

MULLNDEZ MANTAND FAUSTO
INTV. ESTATAL GUAVAQUTL
PROFESUR

MORALES TLORES ROTWLFO

COMISION FEDERAL UE ELECTRICIDAD
ING. d. HINTND

RIO MISSISSTPPI No. 71
PELEGACION MIGUEL HIDALGO
553-03-39

NAVARRD SANCHEZ LUiS MANUEL
UNTVERSTDADR MICHOACANA
PROFESOR

UNTDAD CTENCTIAS TNG. ¥V HUMANTDADES

MORELTA, MICH.

OQRDONEZ RUTZ JURGE
LUNTVERSTRAD AUTONOMA CHIAPAS
PROFESOR

BOULLVARD BELTIARID POMINGUE?Z
CARRCTERA PANAMERICANA KM, 154

ORTEGA [IERIDA PORFIRIO

CIA, DE LUZ ¥V FUERZA DEL CENTR(
ING. PROY. ESTRUCT.

TLALOC No. 90-2o. PISD

COL, ANAHUAC

VELEGACTON MIGUEL HIDALR)
502-35-63

AV. CONSTITUVENTES No. 820 PTE,
TOLUCA, MEX.

EDIFICIO C No. 107
i, CAMING SAN JLAN DE ARAGON
DELEGACIUON GUSTAVD A, MADERD
07980 MEXICO, D.F,

GUAYAQUIL EDUATOR

OTE 245 A No. 135
DELEGACION IXTAPALAPA

INFONAVIT PLAN DE AVALA
EDTFICIO 21 DEPTO. ¢
HORELTA, MICH,

5.10-44

CALLE OCASINGD No, 127
coL, 1.8.8.5.7T.L,

SUPERMANZANA 3 MANZIAMA 37 WTE 17
COL. EJERCITO CUNSTITUCTONALISTA
SAN JUAN DE ARAGON






4

4

4

i

4

J

5

5

M
Lra
1

3.

4,

5.

6.

7.

§.-

2.

!

ORTEGA SAAVEDRA RAFALL |

PAEZ ROBLES ALFREDO A,

7. M.P.

JLFE SECCION TECNICA

AV. LAIARD CARDENAS No. 152
COL. LINDAVISTA VALLEJD
569-66-00 cxt. 70391

PAYER PEREZ ALFREDD
UNTVERSTDAD WACTONAL DE CORDOBA
POCENTE

AVENIDA VOLL: SORSFIELD No, 299
CORDIBA ARGENTINA

PEREZ SANCHEZ GUSTAVD
S, AR,

PRESILLA JTMENEZ VICTOR MANUEL
8 CLT.

RAMIRE? RODRIGUEZ JOSE
COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD

RENDON GAN LUIS

COMISTION DE VIALIDAD ¥ TRANSPORTE
URBAND [COVITUR)

RESTOENTC DL OBRA CTVIL PEL METRE
AV, UNTVERSIDAD Mo, 800
PLLEGACTON BENTTO JUAREZ
540-13-09

ROJAS DRAVW JULIO
LTMA PERU

SALCEDD LUNA GERMAM
INTERVENTORTA ¥V ESTUDTO TECNTCO
INGERTERD RESIDENTE

CALLE 12 No, 25-15

COL. BARRANCA BERMETO
SANTANDER COLOMBIA

SANCHEZ ROA LEONCTA AGUSTIN

SALCEDO LLNA JOSE
BOGOTA, COLOMBIA

A, FLORES MAGONKNo, 295-201
COL. TLATELOLED |
DELEGACTION CUAWHTEMOC
06500 MEXTCO, D.F,

DEROQUT No. 428
CORDOBA ARGENTINA

MITLA No. 643

CoL. VERTIZ MARVARTE
PELEGACTON BENITO JUAREZ
£39-75-57

CALLE 99 No. 19-49 FONTANA
COL. BUCARAMANGA
SANTANDER COLORIBTA






21

Li#

54, -

55,-

56.-

SANTANA (CILGARAY GABRIEL

SERVICTOS ¥ ELEMENTOS PRESFORZIADDS

GERCNTE TECNICO

NUEVO LEQN No. 249

COL. HIMODROMO CONDESA
PELEGACTON ALVARD DBREGON
06100 MEXICO, D.F.

515 36-27

VI1LAR ROJAS JUORGE TUAM

INSTIT, UE INVESTIGACTONES ELECTRICAS

INVESTICADOR

LETBNITI No. 14-%0. P1S0
COL. NVA, ANZURES
S11-42-63

ZAFRA SALAZAR VICTOR

IMSTITUTY) MEXTCAMO DEL SEGURD SOCIAL

VERIFICADOR

MAGDALENA  DE LAS SALTNAS Mo,
COL. INSURGENTES

DELLGACTON ANAHLIAC
754--46-9%

i

ROMER) DE TERREROS No. 1209
COL. NARVARTE

DELEGACTON BENITO JUAREZ
03020 HEXICO, D.F.
543-54-27

LONDRES Ne. 190-119
CPL, JUAREZ
571-33%-125

JULTO GARCIA No. 55
SATELITE
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