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PRESENTACION

La Facultad de Ingenieria ha decidido realizar una serie de ediciones provisionales de
obras recientemente elaboradas por académicos de la institucién, como material de apoyo
para sus clases, de manera que puedan ser aprovechadas de inmediato por alumnos y
profesores. Tal es el caso de los Apuntes de variable compleja, elaborados por los
profesores Juan Aguilar Pascual y Guillermo Monsivais Galindo.

Se invita a los estudiantes y profesores a que comuniquen a los autores las observaciones
y sugerencias que mejoren el contenido de la obra, con el fin de que se incorporen en una
futura edicién definitiva.






INTRODUCCION

Estas notas cubren el material que corresponde a la parte de Variable Compleja del
curso de Matematicas Avanzadas que se imparte en la Facultad de Ingenicria de la UNAM.
Se han escrito con la idea de que puedan ser dtiles tanto a los profesores como a los
alumnos. De acuerdo con el programa de esta materia, la parte de Variable Compleja debe
verse en s6lo siete semanas (21 horas) vy esta dirigido a alumnos que estudian por primera
vez funciones complejas de variable compleja (aunque se supone que ya han adquirido cierta
familiaridad con los nimeros complejos en cursos previos). Por lo tanto, el contenido de
programa es en realidad s6lo una introduccion al tema y contempla dnicamente los aspectos
mas importantes de los que un curso mds completo cubrirfa. Los temas mds avanzados que
contempla el programa son los conceptos de serie de Laurent, residuos y, en el dltimo
subtema, el teorema del residuo. El material se ha presentado de manera que constituya una
exposicion relativamente autoconsistente de los temas cubiertos. En este sentido, estas notas
pueden usarse también como un punto de referencia respecto a la profundidad y extension
con la que debe verse el contenido, a la vez que presentan en forma resumida y selecta solo
lo que corresponde al temario.

El numero de hojas que hemos dedicado a cada subtema no es proporcional al tiempo
que cada profesor debera dedicar a cada subtema y se espera que el profesor podra acortarlo
o extenderlo de acuerdo con sus necesidades. Por ejemplo, ai subtema de series de Laurent
hemos dedicado muchas hojas, pero en la primera parte se discuten muchos conceptos que
ya debieron haberse visto en cursos anteriores y por io tanto, podrd verse relativamente
rdpido. La razén de haber incluido ese material es que hemos querido dar una presentacion
coherente y completa y tener a la mano una referencia de resultados ya estudiados. Debe
advertirse, sin embargo, que no debe pasarse por alto esa parte y que se dé cuando menos
una lectura rapida, prestando atencion especial a los puntos en los que las series reales y
complejas tienen propiedades diferentes.

Esperamos que estas notas cumplan satisfactoriamente su cometido y estaremos
siempre dispuestos a recibir cualquier comentario o sugerencia de nuestros colegas o alumnos
que contribuyan a mejorarlas, lo cual agradecemos de antemano muy sinceramente.

Ing. Juan Aguilar Pascual
Dr. Guillermo Monsivdis Galindo






1.1

1.2

L3

1.4

1.5

1.6

L7

1.8

TEMA 1

VARIABLE COMPLEIJA

FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA.

FUNCIONES ANALITICAS.

ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN.,

INTEGRACION DE FUNCIONES DE VARIABLE
COMPLEJA.

TEOREMA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY.

FORMULAS DE LA INTEGRAL DE CAUCHY.

SERIES DE TAYLOR Y LAURENT.

TEOREMA DEL RESIDUO.

BIBLIOGRAFIA

PAGINA

33

9%

151

190

218

239

273

296






[.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

1.1 Funciones de variable compleja.

En esta seccion se introducird el concepto de funcion de variable compleja, asi como algunos
tipos de funciones de gran utilidad en el desarrollo de la teoria.

Concepto de funcion.

Una funcién de variable compleja opera de manera similar a las funciones reales de variable
real, excepto que ahora la funcién puede operar sobre los ndmeros complejos y producir
nameros complejos.

Definicion 1.1.1. Sean A y B conjuntos de niimeros complejos. Una funcion compleja de
variable compleja univaluada f definida sobre A (o mds brevemente una funcioén univaluada
f) es una regla que asigna o asocia a cada niimero complejo z de A uno 'y solo un nimero
complejo w de B.

Mediante notacion de conjuntos la anterior definicion se escribe como
f: A~ B
Al nimero w también se le denota por f(z), esto es,
w = f(z)! (D
y se dice que la funcién f evaluada en z es igual a w.

A la Ecuacion (1) se le conoce como regla de correspondencia; a z se le lama
variable independiente y a w variable dependiente o imagen de z bajo f: z es la preimagen
o imagen inversa de w; A es el dominio de definicién de la funcién y B el codominio; al
conjuntc de todos los valores tomados por la funcién f al evaluarse sobre A sc le llama
rango o recorrido de la funcion o conjunto imagen de A bajo f y se le denota por f(A4).
Evidentemente f(A) es un subconjunto de B.

| Q— . » . . o . . w 1 .
* Lstas fetras provienen del aleman: z significa "zahl” (nitmero) y w significa "wert" (el valor correspondiente).
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CAP.1 VARIABLE COMPLEIA

Ptano z Plano w

Figura I.1.1. Representacion de una funcion compleja de variable compleja.

Los valores que toma variable compleja z = x + iy normalmente representan puntos
en el plano de Argand o como un punto que se mueve tomando valores en todo ¢l plano

complejo € (conocido como plano z) y los valores correspondientes de la variable
w=u+iv como puntos en el plano w.

Todo lo mencionado anteriormente se ilustra graficamente en la Figura [.1.1.
ks conveniente hacer notar que para definir una funcién univaluada es necesario dar

tanto su regla de asignacion como su dominio de definicidn. Cuando no se indique
explicitamente el dominio, se sobreentenderd que se toma ¢l mayor conjunto posible.

Ejemplo L.1.1. Sea w=f(z) =z2.

El valor de w correspondiente a z =2 -7 o f evaluadaen z=2 -i es

wo=f(2-i) = (2-i)
4 - 4i + ¢°
3 - 4

H

it

Asi, decimos que mediante la regla de correspondencia f(z) =z* al nimero complejo
z =2 -1i se le asocia un Gnico namero complejo w =3 ~4i 0 que w =3 - 47 es la imagen
de z =2 - i bajo f(z) =z%.

El complejo z =2 ~ 7 es un elemento del dominio de f. es decir, 2 -7 €A =D,

3]



1.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

El nimero complejo w =3 ~4i es un elemento del recorrido de la funcién £, es
decir, 3-4ief(A) = R,cB.

Como todo ntimero complejo z se puede elevar al cuadrado de manera Unica, la

funcién f(z) = z? es univaluada y su dominio es el conjunto de los nimeros complejos, es
decir, A = D,=C.

Sabemos que para w =z°

Iw| = |2?| = |z[*

arg(w) = arg(z?) = 2 arg(z) si z#0

Asi, f(z) =z? eleva al cuadrado los mddulos y duplica los argumentos. Geométricamente,

podemos pensar en que f(z) =z> hace girar a los puntos z en sentido contrario a las
manecillas del reloj duplicando sus argumentos, al mismo tiempo que eleva al cuadrado sus

modulos, obteniéndose de esta manera los puntos w,

También, todo nimero complejo w puede obtenerse elevando al cuadrado un nimero

complejo z, es decir, dada cualquier w € C existe alguna z tal que w =z?, por lo que el
recorrido de f es f(A) = C.

Como funcién univaluada de todo el plano z en todo el plano w, w=2z2 es

suprayectiva o sobre pero, como para cada w = 0 hay dos valores de z tales que w =z2, no
s inyectiva 0 uno a uno.

Mediante una restricciéon adecuada, la funcién univaluada w = z2 se vuelve uno a uno.
Por ejemplo, es claro que al primer cuadrante en el plano z definido mediante el conjunto

A={zeC|Oc<arg(z)<sn/2}
w =z? le asocia todo el semiplano superior en el plano w
flAd) ={welC|0<arg(w)<m}

Esta funcion univoca es sobre y uno a uno, consecuentemente es biyectiva porque dada



CAP.1 VARIABLE COMPLEJA

cualquier w € f(A4), existe una y s6lo una z € 4 tal que w =z2.

Similarmente, al semiplano superior se le asocia biyectivamente la totalidad del plano.

A veces es ilustrativo examinar los efectos de w = z? en curvas particulares del plano
z. Por ejemplo, a |z| =r, circunferencia de radio r con centro en el origen en el plano z,
se le asocia |w| =r?, circunferencia de radio ? con centro en el origen en el plano w. Sin
embargo, conforme z recorre la circunferencia |z|=r, en sentido contrario al del
movimiento de las manecillas del reloj, un dngulo 6, w recorre la circunferencia |w| =72,
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, un dngulo 26. Entonces,

cuando z da una vuelta completa, w da dos. En términos vectoriales esto significa que el
vector de posicion del punto w gira dos veces mds rapido que el vector de posicion del punto

Z. [ ]

En el caso real, cuando para una regla dada f se ticne que a cada valor de la variable
independiente le corresponden dos o mas valores de la variable dependiente se dice que dicha
regla no define a una funcién sino a una relacién. Ahora, a diferencia de lo anterior, si la

funcion f es una regla tal que a cada nimero complejo del dominio A le corresponden varios
nimeros complejos w,, W,, .. de B, no diremos que f ¢s una relacion, sino que f c¢s una
Juncion multivoca o multivaluada de z .

Una funcién multivaluada puede considerarse como una coleccion de funciones univaluadas;
cada miembro de esta coleccion serd llamado una rama de la funcién. Se acostumbra
considerar a algiin miembro particular de la coleccion como la rama principal de la funcion
multivaluada y el valor de la funcién correspondiente a esa rama como el valor principal.

Ejemplo 1.1.2. El caso més tipico de una funcién multivaluada es el de f(z) =z, la raiz
cuadrada de z, la cual sabemos estd dada por

Jz = \/r(cos® -+ isenb)

Jr [cos(ﬁf“k) + i sen(i—%l'fiﬂ : k=0,1.
Jr [cos(g) + isen(—g”
Jr {Cos( 6+2“) + z'serx(e;z’T )]

2

w = f(z)

il

to

f

donde z =r(cos® +isenb) estd en la forma polar o trigonométrica, r =|z|>0 (por lo que
el dominio de esta funcién es 4 =D,=C-1{0}) y 8 =arg(z). Asi, w es una funcion

4



1.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

bivaluada de z.

Para el segundo valor de w se tiene
JF [cos(2228) v i sen{ 2255 = 7 feos(S ) + dsen( 2+ x)
ST [eos(3) < tsen(3)] = - w

3
)
i

or lo que w w, pueden llamarse las funciones raiz cuadrada "positiva" y "negativa” de
Ly w
z.

Mis adelante, en esta misma seccion, conoceremos a la funcidn exponencial y sus
propiedades, con lo cual el desarrollo anterior se simplificara.

Por lo tanto, podemos considerar a w como una coleccion de de dos funciones
univocas llamadas ramas de la funcién multivaluada, por medio de restricciones apropiadas

de 6. De este modo, por ejemplo, podemos escribir

JZ = [T el
donde tomamos los dos intervalos posibles para 6, dados por

~-n<B<sn, n<0O <3n

y todo el resto de intervalos produce repeticiones de éstos.

El primer intervalo, -n <8 <, se llama el intervalo principal * de 8 y corresponde a la
rama principal de la funcion multivoca. Al valor que toma 6 dentro del intervalo principal
se denomina argumento principal de z .

Cualquier otro intervalo de longitud 2n puede también tomarse, por ejemplo,
0<08<2n, 2n <0 <4n

Si se elige 0 < 8 <27, con lo cual estamos decidiendo cuél de las dos posibles raices

cuadradas obtenemos, entonces se tiene que 0 < 6/2 < w, por lo que /z permanece siempre
en el semiplano superior al reducirse los dngulos a la mitad. De la misma forma, si se elige

2 Algunos autores toman como intervalo principal a [-n, n) 6 [0,2x).
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-m<Bs<m, se tiene que -n/2<8/2<n/2, por lo que |z toma sus valores en el
semiplano de la derecha en lugar del semiplano superior.

Se pueden construir otras ramas de la funcién raiz cuadrada especificando qu el
argumento de z dado por 8 =arg(z) estd en el intervalo « <0<« +2%. La rama
correspondiente, denotada como w_, es

w, = r (cos% + isen%)

f

donde z =r{cosO +isenf)#0y a<B<a +2m.

De esta manera, los valores de la funcién \/z puede obtenerse en cualquier "semiplano”.

Comenzando con la rama principal

Ve = Jrel®?,  -mn<@<n

después de que z da una vuelta completa en sentido positivo alrededor del origen, 6 aumenta

en 2n para dar la otra rama de la funcion, después de Jo cual retornamos a la rama
principal.

Puesto que valores diferentes de f(z) se obtienen al encerrar sucesivamente a z = (0, a este
punto lo lamamos punto de ramificacion.

Podemos obteper una funcién univoca en particular, usualmente la rama principal,

restringiendo 6 de tal modo que no pueda darse mas de una vuelta completa alrededor del
punto de ramificacion.

En el caso del intervalo principal -n < 6 < = esto se realiza haciendo un corte, Hamado
corte de ramificacion o rama, sobre la parte no negativa del eje real, cuyo propdsito es
indicar que no podemos cruzarlo, ya que al hacerlo obtendriamos otra rama de la funcion.

Si se escoge como intervalo para 8 a [«,a +27m), la recta de ramificacion que debe

tomarse debe ser la semirrecta o "rayo" r 20, 8 = «, en el plano z con origen en el punto
de ramificacion.

Mis adelante, en esta misma seccidn, veremos ofra funcidén multivaluada muy
interesante: la logaritino natural. |
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En lo sucesivo, la palabra funcion significara funcién univaluada, a menos que se diga
lo contrario.

Sean u y v las partes real e imaginaria de w y sean x y y las partes real e
imaginaria de z, es decir, w=u +iv y z=x +iy,. Entonces, puesto que w es una funcién
de z, el valor que tome w (es decir, los que tomen u y v) va a depender de los que tome
la variable independiente z (es decir, de los que tomen x y y) y se puede escribir

u+iv = f(z) = flx+iy)
Esta ecuacién indica que la funcién f también tiene una parte real y una imaginaria, es decir,

flx+iy) = filx,y) + ify(x,9)

y que por lo tanto

=
H

Filx,y)
f(x,y)

<
1

Asi, una funcién compleja f es equivalente a dos funciones reales f, y f,, dependiendo

ambas de las variables reales x y y. Frecuentemente se utiliza un mismo simbolo para
denotar a las funciones f; y f, y su valor en (x,y). Asi se escribe

flx+iy) = ulx,y) +iv(x,y) (2

u = ux,y)
. (3)
v = v(x,y)
Como la representacion geométrica del complejo z =x +iy es la misma que la del

punto P(x,y) e igualmente con w=u +ivy P’(u,v), la funcién de la Ecuacion (2) puede
interpretarse como una fransformacion, aplicacion o mapeo

.2 L w2
R R

del plano en si mismo definido mediante la regla de correspoundencia
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T(x,y) = [u(x,y), v(x,y)]

cuya naturaleza geoméirica se determina analizando c6mo se transforman algunas regiiones
especiales del plano bajo su accidn, porque su grafica no es representable.

Asimismo, dadas las Ecuaciones (3), P(x,y) es un punto en coordenadas cartesianas

en el plano xy (plano z) y P/(u,v) es su correspondiente en coordenadas curvilineas en
el plano uv (plano w).

Ejemplo 1.1.3, Expresar a la funcién

en la forma f(z) =u(x,y) +iv(x,y).
Solucion. Como z =x +iy:

-2 _ 2

f(z) 22 = (x +iy)? = x? + 2ixy + iy

i

(x?-y%) + i(2xy)

de donde

u(x,y) = Re[f(z)] =x* - y> 'y vix,y) = Im[f(z)] = 2xy -
Ejemplo 1.1.4. Obtener las imdgenes en el plano w de las rectas paralelas a los ejes real
e imaginario en el plano z, bajo la funcion w =f(z) = z2.

Solucion. Como para una recta paralela al eje imaginario x = Re(z) =a, con a constante,
se tiene que z =a +iy, entonces del Ejemplo I.1.3 su imagen sera

u+iv=w=flatiy)=(a®-y?) +i(2ay)

de donde se obtienen las ecuaciones paramétricas

¥ = a®-y?
v = 2ay

y al eliminar el parametro y llegamos a
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v? = 4a%y? = 4a%(a’-u) = -4a*(u - a?)

por lo que la recta x = a se transforma en una pardbola en el plano w con vértice en el punto

(a?,0), eje de la parabola coincidente con el eje real y que se abre hacia la izquierda.

Anélogamente a lo anterior, se puede probar que la recta y = Im(z) = b se mapea en
la pardbola v2 =4b2(u + b?).

Vemos asi que tanto las rectas verticales como las horizontales se aplican en
parébolas. [

Si se usan coordenadas polares r y 8, en vez de las cartesianas x y y, sabemos que
un nimero complejo no nulo se puede escribirse en la forma polar o trigonométrica

z = r(cos® + isenf)
0 més compactamente en forma exponencial o de Euler como

z = re'd

mediante la ecuacion

e® = cos® + isend

que define el simbolo e'® para toda © € R, conocida como férmula de Euler 3.

Asi, ahora tenemos que u y v las partes real ¢ imaginaria de w = f(z) van a depender de
las variables r y 6, es decir,

u+iv=flre®)
por lo que en este caso se puede escribir

u+iv=f(r,0) +if,(r,0) G,

3 c . . ; P e . r o
La eleccion del simbolo e™® quedari justiticada en esta misma seccidn un poco mds adelante cuando hablemos
de la funcién exponencial.
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Ejemplo 1.1.5. Expresar a la funcién

en la forma f(z) =u(r,0) +iv(r,0).
Solucion. De la férmula de Euler y mediante algunas operacioneé obtenemos

fz) = z+ L =rei®s L
Z re'®

1
r{cos® + isen0)

r(cos® + isen@) +

cos@ -~ isenf
r(cos® + isend)(cosB® - isenB)

il

r(cos + isenf) +

r(cos® + isen0) + —l-(cosﬁ - isenf)
r

= (r-+-i—)cos6 + i(r—%)sene
de donde
u(r,0) = (r + —lr-)cose y  v(r,0) = (r - l)sen@

r

Posteriormente, cuando conozcamos mds sobre la funcidn exponencial veremos que
este ejemplo puede resolverse mas facilmente. ]

Si en cualquiera de las Ecuaciones (2) o (4) la funcién v es siempre cero, entonces
f es una funcion real de variable compleja.

Algunas funciones elementales.
Funcién polinomial.

Definicion 1.1.2. Una funcién polinomial es de la forma

10



1.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

- 2
p(z) =a, +a,z+a,z” + .. +a,z
donde a,, a,, ..., a, son constantes complejas. Si a,*0, el entero no negativo n es el

grado del polinomio.

Se ve que para cualquier valor complejo z se puede obtener un valor w = p(z) bien
definido, realizando sumas, restas y multiplicaciones; de modo que p(z) representa una
funcion de z definida para todo valor complejo z, es decir, definida para todo el plano de
los nimeros complejos (el dominio es C).

Cuando n =1 la funcién polinomial se reduce a
p(z)y =az+b
Hamada funcién lineal y cuando n =2 la funcion polinomial queda como

plz) =az®> + bz +c

en cuyo caso recibe el nombre de funcion cuadrdtica, y asf sucesivamente para otros valores
de n.

Ejemplo L.1.6. Traslacion.

Se llama traslacion o "deslizamiento” por €l vector z, € C a la transformacion
flz) =z + zg4, ze€C

obtenida de la funcion lineal haciendo a =1y b =z,. Su efecto consiste en desplazar al
punto z horizontalmente Re(z,) unidades y verticalmente Im(z,) unidades. Evidentemente

una traslacién por el vector z, € C transforma un conjunto arbitrario A < C en el conjunto
trasladado

f(4)

weth=z+zO,z EA}

u+rive Cluviv=(x+x)+i(y+y,), x+iy € 4}

Il

{
{u+iv € Clu+iv =(x+iy)+(x0+iy0>,x+iy eA}
{
{

(x+x0)+i(y+y0)|x+iy EA}

11
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En particular, el disco con centro en el origen y radio R> 0 se transforma en el disco
con centro en z, =x, + iy, y radio R. u

Ejemplo 1.1.7. Homotecia.
Se llama homotecia de razén A >0 a la transformacion
flz) = Az, zeC

obtenida de la funci6n lineal haciendo @ = A y b =0. Cuando A >1 la homotecia recibe el
nombre de dilatacion, mientras que si A <1 recibe el nombre de contraccién. Finalmente,
cuando A =1 nos proporciona la identidad de un conjunto A < C en si mismo, es decir,

f(4)=4.

Evidentemente, una homotecia de razéon A >0 transforma el disco con centro en el
origen y radio R> 0 en el disco con centro en el origen y radio A R. n

Ejemplo 1.1.8. Roracién-homorecia.
Una rotacidon-homotecia es una transformaciéon de la forma

W =az con a # 0

obtenida de la funcion lineal haciendo b =0, Esta transformacion es diferente de la del

ejemplo anterior en que el coeficiente de z es una constante real positiva, mientras que en
éste otro es una constante compleja no nula.

Primero, observemos que
lwl =laz| = |a]|z|

de modo que el mddulo del punto imagen w es el mddulo de z multiplicado por la constante
positiva |a|. El vector que va del origen a w en el plano w tiene magnitud [a| muliiplicada

por la magnitud del vector que va del origen a z en el plano z, por lo que recibe el nombre
de homotecia.

Adernas,

arg(w) = arg(az) = arg(z) +arg(a)

12
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asi, el mapeo gira a z en el sentido antihorario un dngulo arg(a), por lo que recibe el
nombre de rotacidn.

Si |a)=1, la transformacion se 1lama rotacién pura. En este caso, no hay dilatacion
ni contraccién y el mapeo simplemente gira los puntos un 4angulo igual a arg(a). Si
arg(a) = 0, podemos escribir a la constante a en forma de Euler, con lo cual una rotacion
pura por un angulo 0 se puede escribir como

w=e®z L

Funcién racional o fraccional.

Definicién 1.1.3. Una funcién racional o fraccional es de la forma

~
™~

donde p(z) y q(z) son funciones polinomiales.

De esta forma se obtiene un valor de w=r(z) bien definido, que se calcula
realizando las cuatro operaciones fundamentales de la aritmética, excepto cuando g(z) =0,
es decir, cuando z es una raiz de q(z). r(z) define a w como una funcion racional de la

variable z definida en todo el plano de Argand, salvo para los puntos que corresponden a
las raices del denominador. Con simbolos

D

r

!

C - {zeClq(z)=0}
{zeC| q(z)#0}

Una funcién polinomial se puede considerar €l caso extremo y especial de una funcidon
racional de z cuyo denominador es un polinomio de grado cero.

El caso especial

az+b
cz+d

donde ad - bc # 0 se llama usualmente funcion racional lineal, bilineal o de Mobius.

13



CAP. 1 VARIABLE COMPLEJA

La restriccién ad - be = 0 se introduce para evitar que w sea constante. Puesto que
si ¢# 0, sumando y restando a/c a w se obtiene

w=2&_24,a+h
¢ c cz+d
_a _ ad-bc
c c(cz +d)

y como ad - be # 0, queda descartada la posibilidad de que w = a/c. Mientras que si ¢ =0,
la restriccién obliga a que a#0 y d #0, pero entonces el caso en el que w = b/d queda

también excluido.
Ejemplo 1.1.9. Inversion.

La transformacion
1
w = f(z) = —, z € C-{0}
Z

no es lineal, se obtiene de la funcién de Mdbius haciendo a =d =0y b=c=1.

Esta aplicacion envia el interior del disco unidad perforado en el origen, en el exterior
del disco unidad |z|>1 y viceversa, dejando invariante la circunferencia unidad. Por esta
razon se dice que la funcién f es una inversion.

Efectivamente, sabemos que

’W)I = l_l_' = __L
Z

|z]

1
arg(w) = arg | < arg(1) - ang(e) = we)
Como w=1/z=z/f|z|® la imagen del del punto z es el punto w obtenido de la
multiplicacién de z (el conjugado de z) por el niimero real positivo |z|*. Geométricamente,
al punto z se refleja respecto al eje x (eje real del plano z) y luego se le multiplica por
2|2

14



I.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEIA

Asi, para los puntos en el plano z del interior de la circunferencia unitaria sin el
origen, es decir, las z tales que 0<|z|<1, se tiene que |w| =1/|z|>1, que son los puntos
exteriores al circulo unitario en el plano w. Los puntos que estdn sobre la circunferencia
unitaria se mapean en puntos sobre ella misma, ya que |w|=1/|z|=1s1|z|=1. ]

Ejemplo 1.1.10. Mostrar que la transformacién de MoObius puede escribirse como una
sucesion de transformaciones de traslacion, rotacién-homotecia e inversion.

Solucion. Sean las transformaciones de traslacion, inversion, rotacién-homotecia y traslacién
definidas respectivamente por

~

—
oy

-
]
2]
+

entonces,
T(z) = (T4°T3°T2°Tl)(z) = (T4°T3°T2)[Tl(z)]
= (T40T30T2)(z+_i.) = (_T40T30T2>(czc+d)
- (T4oT3){T2(“:d)] - (T4oT3)ch+d]
' c N bc-ad | ¢
T4lT3(cz+d>] - T4[( c? )(czrd)]
- T bc—ad}r_ bc-ad  a
4[c(cz+d) C(CZ +d) f'od
(bc -ad) + a(cz+d) _ az+b
c{cz+d) cz+d
la cual es lo que se queria demostrar. |

Ejemplo 1.1.11. Mostrar que una transformacién de Mdbius mapea circunferencias del
plano complejo z en circunferencias del plano w, donde se incluyen las rectas como

15



CAP. T VARIABLE COMPLEJA

circunferencias de radio infinito.
Solucién. La ecuacion de una circunferencia en el plano xy tiene la forma
A(x* +y*) + Dx + Ey ~ F = 0

donde A, D, E, F € R. Este lugar geométrico es una circunferencia si A = 0 y una linea recta

si A=0 con D y E no ambas cero. la ecuaciéon de la circunferencia en términos de

z=x+1y, es decir, usando las coordenadas conjugadas x = ~;—(z ~Z)yy= —;—_ (z -z ) puede
L

escribirse como

Azz + D| 222 B[22+ F = 0
2 2i
AzE+~a~+mE~z+(2-£E+F:O
2i 2 2i
Azz+ [ Ej, o [Py EN; o F -0
2 2 2 2

donde ¢ =A € R, 5=§—f-ie<(:y d=FeR.

Cuando « =0 la circunferencia degenera en una recta.

Por la transformacién de traslacion, w=z +z, 0 z=w -z,, la ecuacion de Ia
circunferencia se convierte en

a(w-zp)(W-zo) + B(w-zo) = 8(w-z,) +

- ¢
oc(w—zo)<@~2)) + 8 (w-zg) 5(@—;0) ¢ =0

aww — (azg+ 8w - (azy+8)w + (azezg- 8248z, +¢) = O
aw@—(a:z;+6>w—(;z_odr&')@+[a!2012—2Re<6z0)+¢} = 0
que es una circunferencia o una recta en ¢l plano w.

Por la transformacién de rotacidon-homotecia, w=az 0 z==, la ecuacién de la
a

circunferencia se aplica en

16



1.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

() o) o(E) e e
Aww + (8a)w + (Ba)w + daa = 0
0

Aww + (8a)w + (Ba)w + dla] =

que también es una circunferencia o una recta en el plano w.

Finalmente, por la transformacion de inversion, w=L 0 z=2, la ecuacién de la
Z w

circunferencia se mapea en

R N
TN e———
T~ |~
A ~ —
2= s{H‘
Nr—— N\ -

+ +

o: o2

\__/

c»{ o»]
/——\ /""‘\
N gl»d

if 1

(e} ()

dww + 5w + dw = 0

la cual nuevamente es una circunferencia o una recta en el plano w.
De acuerdo al Ejemplo I.1.10 toda transformacion de Mébius es una composicion de
traslaciones, rotaciones-homotecias e inversiones, por lo que se tiene lo pedido. u

Ejemplo 1.1.12. Transformacion de Zhukovsky.

La transformacion
|
fz) =z + — z € C-{0}
z

la cual ya se abordé un poco en el Ejemplo 1.1.5, tiene gran cantidad de aplicaciones en
hidredindmica y aerodindmica. Es conocida bajo la denominacion de funcién de Zhukovsky,
por ser este investigador quien primero la utilizé en esos campos de la ciencia.

Determinaremos a continuacién la regién en la que se transforma el exterior del circulo
unitario en el semiplano superior

17
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A={zeCl|z|z1, Im(z) =0}

bajo la accién de f. Como

donde

Cr={zeC|z=Re"®, 08¢[0,n]}

se obtiene que

F4) = U f(Cp) = U f(Re®) 0<0 <

R:1 R:1

= U{weC|w=Re®+R1e"0}
Rzl

= U{weC|w=(R+R*')cos® +i(R-R ')senb )
Rz21

= U {(u,v)eR?*|u=(R+R V) cosB, v=(R-R ')senb }
R:1

= U {(u,v)ERz L =1}
R1 (ReR71)* (R-R')

Por consiguiente,
flcy) = [-2.2]

y para cada R>1, f(Cp) es la semielipse superior en el planc complejo con centro en 0.

semieje mayor (R +R™')>2 y semieje menor (R-R 1)>0.

Es facil ver que su unién cuando R > 1, nos proporciona el semiplano superior del plano
complejo. [

La funcién exponencial.

Las funciones trigonométricas seno y coseno, asi como la funcidn exponencial, ya estudiadas

18



1.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMFPLEJA

en calculo elemental, se pueden definir mediante series de potencias como

x2 %’
senx = X - —— + Z- -
3! 5!
2 4
cosx = 1 -2 + X
20 41
2 3
ex=1+x+_)_c._.+_x__+
2! 3!

La definicidn antericr de e* sugiere que

3

o

. . 2 .
e =1+ (iy) + (lzyz) ' (lsy!)

para y real. En ea Subtema 1.7 se verd que esta serie converge. Haciendo operaciones y un
reordenamiento de la serie se obtiene

eU":1+iy+i2y2_+,iiﬁ+ﬁ,)~)j+éf,x,5,+
21! 31 4! 51
2 343 4 5
=1+iy—_).)—-_l__)i_+__+_l_y_ﬂ-
2! ! 4! !
2 4 3 5
= l1-X 2 - +iy~-X~+~y——
21 41 31 5]

Pero esto se reconoce simplemente como cosy +iseny, teniéndose asi la formula de Euler

e = cosy + iseny.

Buscando que la extension de la exponencial mantenga las propiedades conocidas, y
como una de estas es la ley de los exponentes:

et = ¢

se requiere que
X+ iy

= e* eiy

Esto lleva a la

19



CAP. I VARIABLE COMPLEJA

Definicion 1.1.4. Si z=x +iy € C enfonces

e* = e*(cosy + iseny)

Por definicion, e* =e* cuando y =0 por lo que la funcién exponencial f{z) =e* es

una extension al plano complejo de la exponencial real f(x) =e*.

De la definicidn, también es claro que
e’ = e*cosy + i e”seny
por lo que la funcidn exponencial queda escrita en la forma f(z) = u(x,y) +iv{x,y), donde
u(x,y) = e*cosy
vix,y) = e*seny
Ejemplo 1.1.13. Obtener las imagenes en el plano w de las rectas paralelas a los ejes real
e imaginario en el plano z bajo la transformacion w = e*.

Solucion. Consideremos la recta vertical x =Re(z) =a. De acuerdo a lo apuniado
anteriormente, la imagen de esta recta es

w=u+iv=e*"" =e%osy + ie®seny

de donde
u = e“cosy
- a
v = e“seny
obteniéndose
lwi? = u?+v? = e cos’y + e**sen’y

e??(cos?y + sen?y) = e

a

e

K
il
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de modo que la recta x = a paralela al eje imaginario se transforma en una circunferencia en

el plano w de radio e® con centro en el origen. Conforme y varia sobre el intervalo
(-, «), el punto z = a + iy recorre una vez la recta vertical x =a y el punto w=u +iv da
una vuelta completa a la circunferencia cada vez que y varia en 27 . Por lo tanto el punto
imagen recorre la circunferencia una infinidad de veces conforme z se mueve sobre la recta
x=a.

Los puntos de una recta horizontal y =Im(z) = b se transforman en
w=u+iv=e*" = e cosh + ie*senb

de donde

e*cosb

— e,
< EN
I

e*senb

I

obteniéndose

1

arg(w) tan"(-‘i) = tan"! e’senb

u e*cosh

(g ) o

Conforme x varia en el intervalo (-, =), e* lo hace sobre (0, «). Por lo tanto, w varia
sobre la una semirrecta que emana desde el origen con un dngulo de inclinacién b.

Por lo tanto, las rectas verticales se transforman en circunferencias y las rectas
horizontales en semirrectas. [ |

Algunas de las propiedades importantes de 1a funcién exponencial e? se resumen en
el siguiente teorema:

Teorema 1.1.1. Si z,w e C, entonces
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CAP. 1 VARIABLE COMPLEJA

iif) et =0 VzeC

il’) ‘ez| = eRe(z)

v) e* es periddica, en donde cualquier periodo es de la forma 2nni con nel.
Vi) e* = 1siysblosi z=2nni con nel.

vii) et =

Viii) e* =e

Demostracion.
Sean z=x +iy, w=u+iv € C.
i) De la Definicion 1.4.4 de funcién exponencial

eO - eO+Oi

[l

€°(cos0 + isen0) = 1
i) De la Definicion 1.4.4 de funcion exponencial y efectuando operaciones

ettty = e(x+iy)+(u+iv) - e(x*u)*i(y*v)

i

e* " [cos(y +v) + isen(y +v)]

i

-
i
i

e* e" [(cosycosv - senysenv) + i(senycosv + cosysenv)
1

J

[e* (cosy + iseny)][e* (cosv + isenv)

= ex+iy eu+iv = ele"
iii) Supdngase que e* =0, entonces

e = 0

1f

e* (cosy - iseny)

1

e*cosy + ie*seny 0

de donde, por la definicidn de igualdad de nimeros complejos en forma bindémica
tenemos que

i
(=

e¥ cosy -

e* seny =

i
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como x € R, sabemos que e*+ 0, por lo que el par de expresiones anteriores se
reducen a

i

0
0

cosy

il

seny

las cuales son imposible de cumplirse simultdneamente para toda y € R. Por lo tanto,
la suposicion inicial es falsa, por lo que e*# 0 para toda z.

De la Definicion I.1.4 de funcién exponencial y de la definicién de mddulo de un
nimero complejo tenemos

2x

it

le?| = |e*cosy + ie*seny| = e costy + e?*sen’y

Re(z)

I

Je* (cos?y + sen?y) = e =% = ¢

e® es periddica si existe T=T, +iT, € C tal que

de donde

ex”'y - e(x+iy)+(T]+iT2) - e(x+T1)+i(y +Ty)

ex(cosy 4 iseny) = ex*T; {COS(y + TZ) + isen(y+ T2:’_;

i

e*eht [cos(y +T,) + isen(y + Tz)]

t

cosy + iseny = el cos(y + T,) + i eh sen(y + T,)

T . T, ,
e 1(cosycosl"2 - senysenTZ) +ie ‘(senycosT2 + cosysenT,)

[}

y de la definicion de igualdad de nimeros comiplejos en forma bindmica se obtiene

l
[

T
e ' cosT, =

I
<

T
e ! sen T,

T . . . P
Como e"' =0 para toda T, € R, entonces las ecuaciones anteriores se simplifican a
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{
oy

T
e 1cosT2 =

i
o

sen T2

de la segunda ecuacion, T, = nm con n € I. Para que también se satisfaga la primera,
T)=0y T,=2nn con nel. Porlo tanto,

T =2nni, nel
y €l periodo minimo o fundamental (simplemente periodo) es 2mi.
vi) De los incisos (v), (i) y (iii),

z+2nni
e

= €
e’ e2nni = et
e2rrm = 1

vil)  Por los incisos (iii), (ii) e (1),

et = et 2. =

viil)  De la Definicion I.1.4 de funcién exponencial y de la operacion de conjugacion y sus
propiedades

e* (cosy + iseﬁy) = e* (cosy + iseny)

{

o
~
3

e* (cosy - iseny) = e eV = X7V = oF

1

Las funciones trigonométricas.

Sea y € R. Combinando las expresiones

e” = cosy + iseny y e™" = cosy - iseny

24



1.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

mediante sumas y restas se obtiene

seny = e” - e y cosy = ¥+ e
‘ 2i 2

lo cual sugiere la siguiente definicion:

Definicion 1.1.5. Para todo niimero complejo z

iz + e—iz

{
®
i

&
ey

e
senz = ————-— y cosz =
2i 2

Las funciones anteriores reciben el nombre de seno y coseno complejos
respectivamente. El siguiente teorema lista algunas de las propiedades de estas funciones, las
cuales, como se observa, son idénticas a las del caso real.

Teorema 1.1.2. Si z,w € C, entonces

i) sen?z + cos?z = 1
i7) sen(-z) = -senz
cos(-z) = c€Osz
iii) sen(z + w) = senz cosSw * COSZ senw
cos(z + w) = CO8Z COSW F senz senw
Demostracion.
i) De las definiciones de funciones seno y coseno dadas por la Definicion 1.1.5, de las

propiedades de la funcion exponencial dadas por el Teorema 1.1.1. (i), (ii) y realizando
algunas operaciones obtenemos

sen?z + cos’z —2]— (et - e'“‘)}2 + { (e +e""1)r
I

S

i
p————

[(eiz +e-:’z)2 _ (eiz __e~iz)2

[

1
4

— (62i2+2+e—2i1 _,e?_iz +2 _e-Ziz) =1

B f=

ii) Se demostrard s6lo una parte, dejando al lector la demostracién de la otra. De la
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CAP.1 VARIABLE COMPLEJA

Definicion 1.1.5 de funcion seno

sen({-z) = —21—1 [t - g D)) = f;( T etz
= -L (e -e) = -geng

iii) De la Definicion 1.1.5 de funciones seno v coseno tenemos

1 . 1 o . ;
sen(z + W) = [ez(zuv) - e '(UW)J = — (exzezw _ e—xze—xw)

2i 2i

= _l_.(eizeiw +eize-—iw ,_e—x'zeiw _e—t’ze»iw +eizeiw _eize-iw 4 e~izeiw _ e—ize-iw>
4i
1 s s 1 . s i s , "

= __T(exz_e IZ) __(etw+e tw) + _(eiz+e zz) __1_'_(elw_e lw)
2i 2 2 2i

= 8€nz Cosw + COsz senw

Las otras partes pueden demostrarse de manera andloga. n

Sin embargo, existen algunas propiedades del seno y coseno reales que no son
heredadas por sus extensiones complejas. Entre ellas, conviene sefialar el hecho de que la
primera identidad del teorema anterior, conocida como la identidad pitagorica, no implica
la acotacion de las funciones seno y coseno complejos, como acontece con sus restricciones

en el caso real. En efecto, para toda y € R se cumple

Sen(i)’) = —21_i<e~y + ey) y Cos(iy) = (e"y - e)’)

|-

y por lo tanto,

lim |sen(iy)| = « y  lim cos{iy) = =

y +r @ X ~ o

Consecuentemente, cuando se efectien estimaciones que involucren a estas funciones habra
que poner especial énfasis en no extrapolar arbitrariamentc todas y cada una de las
propiedades que exiben sus restricciones reales. Mds adelante, en el Subrema 1.6, veremos

que una funcién compleja que sea analitica para toda z no puede estar acotada a menos que
sea la funcidn constante.

Ejemplo 1.1.14. Escribir a las funciones senz y cosz en la forma u(x,y) + iv(x,y}.

Solucién. De las definiciones de funciones seno (Definicion 1.1.5) y exponencial (Definicion
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1.1.4) y realizando algunas operaciones se obtiene

_}T(ez'z ‘__e'—r'z> - __;_I(EW tix _ ey-ix)
i

senz

= Elf[e"'(cosx tisenx) - e’ (cosx - isenx)]
1

'
t

ed+re”? . e’ -e”
senx | ———— | + i coSX | ———
2 2

A\

it

senx coshy + i cosx senhy

en donde se utilizaron las definiciones de funciones seno y coseno hiperbolicos.
Por lo tanto, para la funcion senz se tiene que
u(x,y) = senx coshy
v(x,y) = cosx senhy
Anélogamente, se puede obtener
cos(z) = cosx coshy - i senx senhy
de donde para la funcion cosz tenemos que

u(x,y) = cosx coshy y v(x,y) = - senx senhy

Estas ecuaciones se utilizan para evaluar las funciones trigonométricas complejas en valores
especificos de z en términos de funciones reales que dependen de x o de y. [

Ejemplo 1.1.15. Mostrar que, mediante la transtormacién f(z) = senz, lineas paralelas al
eje real son tranformadas en elipses y que lineas paralelas al eje imaginario son
transformadas en hipérbolas.

Solucion. Del Ejemplo 1.1.]14 tenemos que una recta vertical x =Re(z) =a, es decir,
z =a +iy tiene por imagen a

u +iv =w =sen(a +iy) = sena coshy - icosa seshy

de donde
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sena coshy

EN
1t

1}

v = cosa senhy
Puesto que cosh?y -senh?y = 1, se obtiene !a hipérbola

u? P

sen’a  cos’a
suponiendo que sena * 0 y cosa #0.

Como coshy =1, cuando sena >0 y cosa =0, conforme z varia sobre la recta
Re(z) =a, w=u +iv varia sobre la rama derecha de esta hipérbola en el plano w. Cuando
sena <0 y cosa # 0, w = senz mapea la recta vertical en la rama izquierda de la hipérbola.

Sisena =0, a=nn con n entero. Entonces

i

0
(-1)" senhy

u

[

v

Ahora, v varia desde - hasta « cuando y toma todos los valores reales, por lo que el
punto w varia sobre todo el eje imaginario en el plano w.

Sicosa=0, a=(2n-1)n/2 con n entero. Entonces

u = (~1)""1coshy
0

1!

‘,l

Ahora, cuando z varia sobre la recta Re(z) =a, el punto w de la imagen varfa sobre el
intervalo u < -1 (si n es par) o u>1 (si n es impar).

La otra parte de la pregunta puede analizarse de manera parecida. B

Al igual que en el caso real, en adicién a senz y cosz se puede definir la funcion
tanz = senz [ cosz con dominio en el conjunto {z € C | cosz # 0} y similarmente obtener las
otras funciones trigonométricas, que son extensiones a su dominio de definicion en el plano
complejo de sus versiones de variable real. Estas nuevas funciones tienen las mismas
identidades trigonométricas que las del eje real.
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Las funciones hiperbdlicas.

Para las funciones hiperbdlicas, en completa analogia con el caso real, se tiene la siguiente

Definicion 1.1.6. Para todo nimero complejo z

el - e7? e’ E
senhz = 5 y  coshz =

Igualmente que en el caso de las funciones trigonométricas, algunas propiedades de
las funciones hiperboélicas se resumen en el siguiente

Teorema 1.1.3. Si z,w € C, entonces

i) cosh?z - senh?z = 1

ii) senh(-z) = -senhz
cosh(~z) = coshz

iii) senh(z + w) = senhz coshw + coshz senhw
cosh(z + w) = coshz coshw : senhz senhw

La demostracion de este teorema se puede hacer de la misina forma como se demostrd
el Teorema 1.1.2.

A diferencia del célculo de variable real, en el cdlculo de variable compleja existen
relaciones entre las funciones trigonométricas y las hiperbdlicas, las cuales estdn dadas en
el siguiente teorema:

Teorema 1.1.4, Si z € C, entonces

i) sen(iz) = i senhz
ii) cos(iz) = coshz
Demostracion.
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i) De la Definicion 1.1.5 de funcion seno y mediante algunas operaciones se tiene que
sen(iz) = EL [ei(iz) - e-i(iz)] = _21_ (-et +e?)
1 i
= é (e* - %) = isenhz

en donde se usé la Definicion 1.1.6 de funcion seno hiperbolico.

El otro inciso se demuestra de forma muy parecida. n

La funcién logaritmo natural.’

Se quiere definir esta funcion de tal manera que sea una extensién de la correspondiente
funcidn real. También se quiere que ésta sca una inversa de la exponencial, sin embargo,
siendo ésta periddica su inversa serd una funcidén multivaluada. Por lo tanto, si se quiere
trabajar con funciones univaluadas, se debe restringir el codominio del logaritmo.

Sabemos que la funcion exponencial tiene como dominio a C (ver la Definicion I.1.4)
y que, por el Teorema I.1.1. (iii), tiene como recorrido a C - {0}, por lo tanto, la funcién
multivaluada In tendrd como dominio a € - {0} y como recorrido a C.

De la definicién de la inversa de una funcién tenemos que para z # 0
w = In(z) si y s6lo si z=e

y buscaremos a w, con lo cual tendremos una forma explicita para In(z), haciendo que se
satisfaga la segunda igualdad.

Sean z=re® y w=u+iv:

z = e"
reie = etV = eueiv

y de la definicion de igualdad de nimeros complejos en forma exponencial

* También Hamada logaritmo de base e o neperiano, en homenaje a Johu Néper barén de Merchinson (1550-
1617).
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1.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

e =r
v=0+2nn

por lo que

i

v=0+2nn

{u = L(r)

donde L{r) es el logaritmo natural usual del nimero real positivo r. Finalmente,

H

w = L(r) + i(0+2nn)

Liz| + i(0+2nn) z#0

it

Como 6 es cualquier argumento de z, el simbolo atg(z) contiene a todos los mimeros de
la forma 8 +2nnr con n el y podemos escribir

In(z) = L|z| + iarg(z)

Observamos que hay un numero infinito de logaritmos naturales, :odos diferentes, de
cualquier nimero complejo z distinto de cero. Los diferentes valores de In(z) tienen la
misma parte real y sus partes imaginarias difieren por la cantidad 2nn, es decir, dado z,
estos valores difieren en muiltiplos enteros de 2mi.

Para tener una funcion logaritmo natural compleja, hay que tener cuidado en la eleccion del
dominio sobre el cual definir el logaritmo natural para que la funcion sea univaluada, tal
cOmo se muestra a continuacién.

Teorema L.1.5. Sea A, ={x+iy€C|y,<y<y,+2n} entonces la funcion e* manda al

conjunto A Yo biyectivamente en C-{0}.

Demostracion. Primero se demostrard que e® restringida al conjunto A, es inyectiva, es
q Y Yo

» . b4 . .
decir, que si z, #z, entonces ¢! # e, O equivalentemente, si e = e entonces z, =z,.

z Z
el = ¢g*
41
e

= 1
Z
eZ
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CAP.1 VARIABLE COMPLEJA

De las propiedades de la funcién exponencial, dadas por el Teorema 1.1.1.(vii), (ii), (vi)
tenemos

z -2
ele 7

!
et = |

Z, -2, = 2mnni

Como la distancia entre las partes imaginarias de dos puntos cualesquiera en A ,, €8 menor
o

que 27, se tiene que z, =z,, que es 1o que se queria demostrar.

A continuacion se demostrard que e® es suprayectiva es decir, que para cada

we C-{0}, existe una y s6lo una z eAyo tal que w =e®:

er = w
el = w
e*e = jw|X
jwi
de donde
e* = lw iy o ¥
wl y  e¥ =2
por lo que
x = Llwj

donde L|]w| denota al ya conocido logaritmo natural del nimero real positivo |w] y

cosy + iseny = ﬁ[Re(w) + ilm(w)]

de donde por igualdad de complejos en formia binémica

Il
1
Piy
2

COSYy

I
=
3
e

seny

por lo que
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[.1 PUNCIONES DE VARIABLE COMPLEIA

seny _ Im(w)
cosy Re(w)
Re(w)
(W)
y = tarl_l.!mib
Re(w)
= arg(w)

Sabemos que arg(w) tiene una infinidad de valores, cada uno de los cuales difiere de los
otros por un multiplo entero de 2m, pero sdlo uno de estos satisface

yo gy<y0+2ﬂ:

con lo cual se tiene 1o que se queria demostrar.

Por lo tanto, la transformacion e*: A), - C~-{0} es biyectiva. n
0

Los conjuntos involucrados en este teorema se muestran en la Figura 1. 1.2, donde sc observa

que la funciéon e* mapea biyectivamente la franja horizontal entre v i y (y, +2n)i en
— I

C-10}.

Lo apuntado antes del Teorema 1.1.5 asi como la demostracion de este sugiere la
siguiente definicion.

Figura 1.1.2. La funcion e*: A, -~ C - { 0} es bivectiva.
Y



CAP. I VARIABLE COMPLEJA

Definicion L.1.7. La funcion In: C - {0} —'Ayo’ se define por

In(z) = L|z| + iarg(z)

En ocasiones a esta funcion se le conoce como "rama de la funcion logaritmo natural situada
en Ay0 ". El valor de y, es arbitrario y para que la funcion In(z) esté bien definida, basta

con especificar un intervalo de longitud 27 en el que arg(z) tome sus valores, lo cual
equivale a eligir una rama particular.

I.a rama particular en la cual In(z) es real cuando z es real y positivo, es llamada
la rama principal del logaritmo natural, la cual se define como

Ln(z) = L{z| + i Arg(z) z#0
donde Arg(z), el argumento principal de z, se escoge en (-=n,n] llamado el intervalo
principal. Nétese que de esta manera arg(z) =0 cuando z es real y positivo. El valor del
logaritmo natural calculado de esta forma se denominaré valor principal del logaritmo natural

o logaritmo natural principal de z # 0.

Utilizando el argumento principal, se puede volver a escribir la funcioén logariimo natural
multivaluada como

In(z) = L|z| + i[Argz) + 2nn], nel

obteniéndose la rama principal con n =0.

Tomemos
In(z) = L{r) +i0

y tomemos algiin punto z, # 0 en el plano complejo para cl cual r=r, y 8 =6, asi que
In(z,) = L{ry) + i9,

Entonces, después de dar una vuelta completa alrededor del origen, hallamos que al retornar
az ahora r=r;y 6=0, +2m, de modo que
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[.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

por lo que estamos en otra rama de la funcion.

Otras vueltas completas alrededor del origen conducen a otras ramas y, a diferencia del caso

de la funcién |z del Ejemplo I1.1.2, nunca retornamos a la misma rama.
Asi, z =0 es un punto de ramificacion.

Como una generalizacion, observamos que In(z - a) tiene un punto de ramificacion
en z=a.

Ejemplo 1.1.16. Puesto que

~.
i
T
=t

+ 2N n

s

se obtiene que

E
——

.,
S

I

Lii} + iarg(i)
L(1) + i(—’2‘—+2nn>

]

= (l+2n)ni " nel
2
Andlogamente,
In(-1-i) = L|-1-i| + iarg(~1 - i)
= L{yZ) + i(-—%n +27tn)
= _;_L(Z) +(——Z—+2n)m’ o nel
y

In(-1) = Lj-1} ~ iarg(-1)
= L(1) +i(m +2mn)

(1+2n)mi n el

il

Los logaritmos principales son

o)
O
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Ln(i) = L|i| + i Arg(i) = %i
Ln(-1-i) = L|~1-i] + iArg(-1 - ) = é-uz) - %ni
y
Ln(-1) = L|~1] + i Arg(~1) = 7 =

Obsérvese que para x € R con x>0 se tiene que

por lo que la funcion logaritmo principal Ln es una extensién a C - {0} del logaritmo real
L, asi que a partir de ahora podemos escribir Ln en lugar de L. De esta manera,

In(z) = Ln|z| + iarg(z) z € C-{0}

i

Ln(z) = Ln|z| + i Arg(z) -z e C-{0}

Posteriormente, se restringird el dominio del logaritmo a C - B, donde B es una
semi-recta que se inicia en 0, es decir,

B={tw|teR"}

con w un ntimero complejo fijo distinto de cero. El objeto de esta restriccion es lograr que
el logaritmo sea una funcion continua.

Teorema 1.1.6. In(z) es la inversa de la exponencial en el siguiente sentido. para cualquier
rama de In(z), se tiene

e = 7 V z e C-{0)

y si se elige la rama situada en Ay , entonces
} 0
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I.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

Demostracion. Dado que In(z) =Ln|z| + iarg(z), entonces

eln(x) = plnjz| +iarg(z)
= elnlz] giarg(n)

- lZ! eiarg(z) =z
ya que |z]e'®8() es la forma exponencial de z .

Notar que en la funcién €™® no es necesario indicar la rama de In(z) porque la funcién
exponencial es periddica y todos los valores de In(z) los manda a la misma z.

Reciprocamente, si z=x+iy y y, <y <y, +2m, se tiene que

i

In(e?) = Lnle?| + iarg(e?)

Lo(e*) + iarg{e*e”)

i

x + iarg(e”)

I

X +iy =2
puesto que |e*| = e* >0 por el Teorema I.1.1.(iv) y arg(e*e™) =arg(e™) =y por la forma

en que se eligi6 la rama del logaritmo. [

El logaritmo natural definido en C - {0} tiene propiedades como las del logaritmo
natural restringido a la parte positiva del eje real, como se establece en el siguiente resultado.
Teorema 1.1.7. Si z,we C-{0}, entonces

i) In(zw) = In(z) + In(w)
i) m(i) - In(z) - In(w)
w
i)  I(z") =rln(z), V reQ

Demostracién,

i) De la definicién de logaritmo natural complejo, de las propiedades del modulo y del
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CAP. 1 VARIABLE COMPLEJA

argumento y de las propiedades del logaritmo natural real tenemos

In(zw) = Lnjzw| + iarg(zw)
= La{jz|jw() + ifarg(z) + arg(w)]
= Ln|z| + Ln|w| + iarg(z) + iarg(w)
= Ln|z| + iarg(z) + Lo|w| + iarg(w)
+ In(z) « In(w)
Las otras partes se demuestran de forma parecida. n

Las conclusiones del teorema anterior deben ser interpretadas cuidadosamente, ya que
el simbolo In(z) representa un conjunto infinito de mimeros. Por ejemplo, cuando decimos
que In(zw) =In(z) +In(w) significa que cualquier valor de In(zw) puede escribirse como
una suma de valores de In(z) y In(w).

Por lo anterior, esta parte del teorema acostumbra escribirse como

In(zw) = In(z) + In(w) (exceplo por la adicién de un multiplo entero de 2n i)
Ejemplo 1.1.17. Calcular In(-1-i)(1 ~7), donde ¢l argumento toma valores en el
intervalo [0,27m).
Solucién. Por un lado,

(-1 - i)(1 - i)

H

obteniéndose

In(-1-i)(1-i) = In{-2)

Por otro lado,
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1.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

In(1-i) = Lny2 + i’-m'

obteniéndose
In(-1-i) + In(l -i) = 2Lny2 + 3ni
= [n2 + 3mi
= (In2 + ni) + 2ni
por 1o que ¢n este caso In(zw) y In(z) +In(w) difieren en 27i. |

Ejemplo 1.1.18. Mostrar que la identidad

In{zw) = Ln(z) + Ln(w)
no siempre es vélida.
Solucién. Sean z=-/3 +i y w=-1+/3i. Entonces

Ln(zw) = Ln(-4i) = Ln4 - -;-xi

pero
Lun(z) + Ln(w) = Ln2 + —:-m' +Ln2 + gm'
= Lnd + 2qi
2
= (Ln4 - i)+ 2mi
por lo que en este caso Ln(zw) y Ln(z) + La(w) difierenen 2ni. |

Es posible probar que
Ln(zw) = Ln(z) + Ln(w) + 2win(z,w)

donde n(z,w) ° tiene uno de los valores -1, 0 6 1, de acuerdo a la siguiente regla

S n(z,w) denota que el valor depende de z y w.
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CAP.1 VARIABLE COMPLEIA

-1 si n < Arg(z) + Arg(w) < 2=
n(z,w) = 0 st -m < Arg(z)+Arg(w) < m
si ~2m < Arg(z)+ Arg(w) < -=n

Asi, para el ejemplo anterior se tiene que

Arg(z) ~ Arg(w) = =m

0w

de donde
r < Arg(z) + Arg(w) < 27

por lo que n(z,w)= -1, con lo cual

Ln(z) + Ln(w) - 2=mi

1l

In2 + %ni +In2 + %ni - 2mri

il

Lnd - Lyi
2

i

Ln(zw)

Funciones trigonométricas inversas.

Las funciones trigonométricas e hiperbdlicas fueron expresadas en términos de la funcion
exponencial. Ahora veremos sus inversas. Cuando resolvemos ecuaciones tales como

w =senz para z, obtendremos formulas que involucran al logaritmo natural. Como las
funciones trigonométricas e hiperbdlicas son todas periddicas, sus inversas necesariamente
serdn funciones multivaluadas. Las formulas para las funciones trigonométricas inversas estdn
dadas por la siguiente

Definicion 1.1.8. Para toda z€ C

i) sen"(z) = ~i lliz + (1 -22)"?]
ii) cos!z) = ~i Infz + (1 _22)1/2}

i

Para ilustrar el procedimiento seguido para su obtencién, vamos a determinar la
correspondiente a la inversa del seno, pudiéndose obtener las restantes de forma parecida.
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Por definicién, para cada z € C, w =sen "' (z) es el conjunto de nimeros w € C tales
que

sen(w) = z

Usando la Definicién 1.1.5 de funcion seno, de lo que se trata es de determinar el conjunto
de soluciones de la ecuacidén

la cual podemos escribir como
e - 2iz -e™ =0

Multiplicando ambos lado de esta ecuacién por e obtenemos
e?™ - 2ize’™ -1 =0

la cual es una ecuacion cuadrética en términos de e'", cuyas soluciones son
el =iz + (1-72)?

donde se debe observar que la raiz cuadrada (1 - z?) es una funcién bivaluada. Puesto que
el segundo miembro de la ecuacion anterior nunca se anula, podemos tomar logaritmo natural

en ambos Jados, obteniendo que para cada z € C el conjunto de soluciones buscado es

iw = Wliz + (1-22)"?
w = -ilnfiz + (1-z3)"]
Por consiguiente
sen”l(z) = -i Infiz + (1 -22)"?]

Para construir una rama especifica de sen™'(z), primero debemos elegir una rama de la raiz
cuadrada y después seleccionar una rama del logaritmo natural.

De la misma manera se puede deducir las formulas para cos™!, tan™!, etc. o las de
las funciones hiperbdlicas inversas.
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Ejemplo 1.1.19. Obtener sen (7).

Solucion. De la Definicion 1.1.8 de seno inverso y de la Definicion 1.1.7 de logaritmo
natural tenemos que

il

~i [~ + (1-3)"] = ~im(1+y2)

_ {—im<1+ﬁ> :{—i[Ln!wv’fl v i arg(1+yZ)]

-i In{1-y2) ~i [Ln|1-y2| + i arg(1 - y2)]

Arg(1+y2) + 2xn - iLn{/2 +1) nel
Arg(1 -/2) + 2nn - iLn{y2 -1) net

sen”!(-i)

fl

={ 2nn - ila(yZ +1)  nel
2n+1)n - iLn(ﬁ—l) nel

Como

(51 e a W22 1) 1
Lo(y2 -1) = L T Lnﬁ+1 La(y/2 +1)

se concluye que

sen”1(~i) = 2nn - Ian<\/§-+ 1) nel
2n+ 1) + iLln{y/2 +1) nel
= mn +i(-1)""'La(y2 + 1) nel

Potenicias Complejas.

Se quiere definir z%, donde z,w € C, con z # 0. Se vi6 que z = elnz y si w € N, se tiene que

]

(e

(e%) (e'nz) ... (&™) (w veces)

Inz +Inz + ... +Inz

ZW

il

= €
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por lo que z% =e™!"¢. Esto sugiere la siguiente definicién para todo ndmero complejo w.

Definicion 1.1.9. Si z y w son niimeros complejos arbitrarios con z # 0 se define

= ewlnz

La funcién z* es en general "multivaluada” pero si se selecciona una rama particular
del logaritmo natural, entonces z" serd una funcion univaluada. Los valores que toma la
funcioén z™ en las otras ramas estan relacionados de manera muy sencilla con los valores que

toma z" en la rama seleccionada de acuerdo al siguiente teorema.

Teorema 1.1.8. Sean z,we C, con z=0.

i) 2" estd univocamente determinada (no depende de la rama del logaritmo que
se escoja) si y solo si wel.

i) Si w=plqgeQ y plq estd en su minima expresion, emtonces z" toma
exactamente q valores, que son las q raices de z°.

iii) SiweR-Q osi weR entonces 2% toma un nimero infinito de valores.

Los casos en que z* toma valores distintos, éstos difieren por factores de la forma e*™™/.

Asi, si se ha elegido una rama del logaritmo, la rama correspondiente de z% estd dada por

z¥ =e""% y los otros valores por z* = WMz 2nawi

Demostracion. Se demostrard sélamente una parte.

i) Primeramente supongamos que w = k donde k es un entero.

Recordando la definicion de funcién logaritmo natural y que la funcion exponencial
tiene periodo 2nmi tenemos

k- ekln(Z)-Ai ekLﬂizl+ik[Atg(z)+2<:,1]

IS

elolz|*+ikasg(z) e2 i mk pikAm(z)

la cual es la funcion univaluada k-ésima potencia de z.

43



CAP.1 VARIABLE COMPLEJA

Por otra parte, como

w win(z) _ ew[Ln(z)+21mi] - ewLn(_z) eanni

2" = e

estd univocamente determinada, entonces

eWIn() g2nnwi . ,wln(z) V nel
es decir,

e2mmwi ]
por lo que w el del Teorema 1.1.1. (vi). . |

Ejemplo 1.1.20. Ilustrar el teorema anterior calculando

i) (1+i)3 vy iv?
i) (1+i)7 oo
iy 28

Solucién. De la Definicion I.1.9 de potencia compleja y de la Definicion I.1.7 de funcién
logaritmo natural:

i)
(1 +i>3 = eSln(lH‘) = eB{Lnll-u'l + i[Awg(l +i)+2nn]}
= 3T 3i(njd+2an) . ,102V7 ,3xi[4 e Smin
Como e5™" =1 para toda nel
(1+i)% = 22 ¥4 = 2/3 (cos—gf‘ + i senéf-)
= 242 -_._1..+...i___):»-2+2i
V2 ( Vi V2 -
Este unico resultado es muy ficil de comprobar mediante el teorema del binomio.
ii)

(1 +i)-3 = e~3ln(1 +) e—3(Lnll+i] +i[Arg(l +i)+2nn]}

= e 3LnvZ -3i(n)d+2mn) _ eLn(l/zﬂ)e-ani/a,e«win
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iv)

V)

f.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLE)A

Como ¢ ™" =1 paratoda nel

(1+i)3 = L4 = L (cosﬂ~ - i sen2%
27 2V2 4 4
- _3_,(_[2_ - _[z‘) S S
2v2 2 2 4 4

Este resultado también es muy facil de comprobar ya que

-3 1 1 B -2 -2i
(1 +877 = = - = ; .
(1 + i) -2+ 21 (-2 +2i)(-2-2i)
.o -2-2i 1 ii
8 4 4
Ry e-';lln(i) ) e%{Ln|i|+i[Arg(i)+2nn]} _ pnild ganing3 nel
: 1, V3.
e‘ul/3 —2‘+‘—2~1
= eﬂi = -1
eSm’/3 1 ——-——?—l
22

Para cualquier otro valor de n €1 se obtiene alguno de los tres valores anteriores, los

cuales son las raices cibicas de i%=-1.

iVZ = pVZI()
_ VEUmlilsilmg@2mal) e
F(xi. i V2
= e\/:<2' Zﬂm) e 7 WImm nel

Estos son una infinidad de valores de la forma ™27 2%m%i con z =7y w=/2

i = il
gitLulil+i[Ag(i)+ 2nn]} nel
_<_’2E,42nn) -2 ~2nn
= e = e e nel
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Estos también son una infinidad de valores de la forma eIz *27m%i con 7 =y =i

Teorema 1.1.9. Si ze C-{0} y w,,w, € C, entonces

. w w. W, +w
i) PRI AT A R
z"
W -
”) = 7 1 "Wy
2"
Demostracion.
i) A partir de la Definicion 1.1.9 de potencia compleja tenemos
zw! w, ewlln(z) ewzln(z.) - ewlln(z)*fwzhl(z)

il

e(wx +w2)ln(z) - zw1 "Wy

Fl otro inciso se demuestra de manera similar.

Ejemplo 1.1.21. Tlustrar que la igualdad ('zw’)w2 = 2" no siempre es vilida.

Solucion. Sean z=-i, w, =2 y w, =i. Entonces

/ N

A A I S IR G U
o i{Lal-1{+i[Arg(-1) + 2xnl}

]

e—(l +2n)r

H

(_i)2z - 62’1‘“&”")

~N
T
1

e 2i{Lal-il +i[Atg(=i) +2nn]}

- e»2(-n/2+2nn) — e(l “4nyn

con lo que se tiene lo pedido.

Teorema 1.1.10. Si z,,z, ¢ C-{0} y we C, enlonces
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.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

Demostracion. Se demostrard solo el primer inciso, dejando al lector la demostracion del
otro.

De la definicion de potencia compleja, de las propiedades del logaritmo natural y de las
propiedades de la exponencial tenemos:

win(z, z w{lnz, +inz
2.2\ = e¥BEn) o gw(inz riny)
142
wlnz; +winz wlinz winz wo_w
= e 1 2 - e ' e 2 - z; 2,
que es lo que se queria demostrar. : u

Como en la demostracion del teorema anterior se hace uso de las propiedades de la funcién
logaritmo natural, es necesario tomar en cuenta las observaciones hechas al Teorema I.1.7.

El valor principal de z* se define como
Pr[zw'l = ewLn(z) = ew[Lnlle’Arg(z)]

en donde utilizamos la funcion logaritmo natural principal en lugar de logaritmo natural en
la definicidn de potencia compleja.

Asi, del Ejemplo I.1.20.(v) tenemos que
Pr(i'] = e™/?
Obsérvese que para cada a,b € R con a >0 se verifica que
Pr[a?] = t1n(® = g

en el sentido real. Por consiguiente, la parte principal de cualquier potenciaciéon compleja es
una extension a C -~ {0} de la correspondiente potenciacion real.

Se puede definir la funcién logaritmo para bases reales distintas de e. Asi, si a >0,
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con a =1, la funcion logaritmo de base a es la inversa de la funcidn potencia compleja de
base a, es decir,

w

w=1log,z siysdlosi a" =z

La funcién logaritmca de base a tienc las mismas propiedades que la funcién logaritmo
natural apuntadas en el Teorema 1.1.7.

La relacion entre la funcion logaritmo de base a y la logaritmo natural se deduce facilmente.
Sea ’

w = log,z
entonces
a®¥ = z
Ina® = Inz

wlna = Inz

n
w = ...I._Z_
Ina
de donde al sustituir w por log_z tenemos
Inz
log Z TZ e
¢ Ina

Esta Gltima expresion es Ia que, por su facilidad, se utiliza comunmente como la definicion
de funcién logaritmo de base a.

La funcién raiz enésima.

Se definira ahora la funcion raiz enésima en términos del logaritmo natural.

[ e s e . n N
Definicién 1.1.10. La funcion raiz enésima, denotada por \Jz se define como z',
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1.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMFLEJA

De acuerdo con la Definicion I 1.9 de potencia compleja, para w =1/n donde n>2 es un
nimero natural, esta funcion es igual a

ifn _

m

2 n(z)
e h

o

Por el Teorema I.1.8, sabemos que hay nr posibles raices enésimas, dadas por

Z

n L [Lojz} +i(Argz + 21 k)]
vz = e-”

= kel

- eLnlzl”" o i(Atgz + 2nk)/n

- 'Zl”n elAmz/n ei(2nk/n)

= V2] eithmen giC2nkin k=0,1,2,..,n-1

ya que e'*¥™ tiene valores distintos s6lo cuando k=0,1,2,. ,n-1.

Eligiendo la rama del logaritmo cuya parte imaginaria toma valores en (-n, ], la raiz
enésima de z estd dada por

La(z 3 i
n\/z Incz) ) e;{mIZI”AIg(Z)) _ "\/El‘ eiA(@)n

y las otras n - 1 raices se obtienen multiplicando esta raiz por

i (2mkin) k=1,2,. ,n-1

con lo que se obtiene la formula de De Moivre vista en cursos anteriores. Por 1o tanto esta
definicion de raiz en términos del logaritmo es equivalente a la estudiada anteriormente.

Obsérvese que

n\/mzwk k=0,1,2,. ,n-1

donde
n N
Wy = ,/|z| exArg(z)/n, W, =W, eznun, k=1,2,, ,n-1

. . A : n
Por lo tanto, toda ellas estan sobre la circunferencia de radio /{z| con centro en 0. De
hecho, w, es el punto de esta circunferencia con argumento Arg(z)/n y cada una de las
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restantes n - 1 raices se obtienen incrementando sucesivamente €l argumento de w,, por la

cantidad fija 2n/n. Especificamente, son los vértices de un poligono regular de n lados

. . \ . . .on
inscrito en la circunferencia de radio /|z] con centro en 0.

Ejercicios propuestos.

1.

10.

50

Obtenga las imdgenes en el plano z de las rectas paralelas al eje real en el plano z,
bajo la transformacién w =z2.

Obtenga las imdgenes en el plano z de las rectas x +y =a en ¢l plano z, bajo la
transformacion w =z2.

Demuestre que bajo (una rama) de la funcién f(z) =z, rectas paralelas al eje real
son transformadas en hipérbolas. ~

Muestre que el mapeo w = 1/z transforma toda recta en una circunferencia o en una
recta y toda circunferencia en una circunferencia o una recta.

Muestre que €l mapeo w = % (z +1/z) transforma Ja semirrecta arg(z) = k = cte. en

una hipérbola con focosen 1 y -1 en el plano w.

Pruebe que por la transformacion w = (z ~i)/(iz - 1) la region Im(z) = 0 se aplica
en la region |wj<1.

Demuestre que para toda z € C
a) e = cosz + isenz
b) e " = cosz - isenz

Escriba las siguientes funciones en la forma u(x,y) +iv(x,y)

a) ev

Determine los valores de z que satisfacen e'* = ¢'¢.

Determine, si mediante la transformacion f(z) = senz, lineas paralelas al eje real se



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

1.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

tranforman en elipses.

Obtenga las imégenes en el plano w de las rectas paralelas a los ejes real e
imaginario en el plano z bajo la transformacion f(z) = cosz.

Demuestre que para toda z€ C
a) cos{~z) = cosz

b) cos(z + W) = CcOSz COSW ¥ Senz senw

Demuestre que para toda z € C

a) sen(2z) = 2senzcosz
b) cos(2z) = cos’z -sen?z
c) sen(z/2) = -;—(1 ~ c08z)

d) cos?(z]2) = %(1 +¢0sz)

Si cosz =2, calcule
a) cos(22)
b) cos(3z)

Demuestre que las funciones sen(z) v cos(z) son periddicas.
Obtenga los ceros de funciones sen(z) y cos(z).

Demuestre que la funcion f(z) = senz satisface la relacién

|fx+iy)] = 1f(x) + fliy)]

Sea z =x +iy. Pruebe que
|senhy| < |senz] < coshy

Demuestre que
a) 1 +tan?z = sec’z

b) 1 +ctg?z = csc?z
Demuestre que

a) senz = senz

b) cosz = COSZ

) tanz - tanz
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21.  Obtenga las raices de la ecuacién tanz = z.
22.  Obtenga u(x,y) y v(x;y)_tales que tanz =u(x,y) +iv(x,y).

23, Muestre que
,tanh R(1+i) | _ 1
i 4 l

24.  Demuestre ¢l Teorema 1.1.3.

25.  Escriba a la funcion In(z) en las formas u(x,y) +iv(x,y) y U(r,8) +iV(r,0).
26.  Deduzca las expresiones para cos '(z), tan‘l(‘z) y senh™!(z).

27.  Calcule todos los valores de (1 -i)’.

28.  Demuestre que todos los valores de (1 - )2 estin en una linea recta.

29. Siz=x+iy, obtenga Re(z*) y Im(z?).
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I.2 Funciones analiticas.

4

En esta seccién analizaremos los conceptos fundamentales de la derivacion de funciones de
variable compleja y sus principales propiedades. Veremos que las reglas de derivacion de una
funcién de una variable compleja son similares a las usadas para derivar una funcion de una
variable real.

Regiones en el plano complejo.

En esta parte estamos interesados en conjuntos de nmimeros complejos, o0 sea, en conjuntos
de puntos en el plano complejo y de su proximidad mutua. El conjunto esencial es el de disco
abierto el cual se define a continuacion.

Definicién L2.1. Sean z,€Cy r>0. El disco abierto ' de radio r con centro en z,,
denotado como D (z,), estd dado por

Di(zo) = {z€C |z -20] < 1)

Haciendo algunas operaciones en el conjunto anterior tenemos

i

D, (z,) 2eCl|z-z4|<r}

1

{

{x+zy€<CHx+1y (x0+iyo)|<r}
{x+ty€C||(x xo\ i(y—y0)|<r}
{¢

xyeR2|\/'x Xo) +(y—y0)2<r}
{ (x,y) e R* | (x - x)? (y—y0)2<r2}

i

it

]

por lo que este conjunto estd formado por todos los puntos z en el plano cuya distancia al
punto z, es menor que r. Notese que se deben incluir sGlamente aquellas z para las cuales
se cumple la desigualdad estricta, por lo que geométricamente esta formado por el "interior”
de 1a circunferencia de radio r concentroen z,. El disco D (z,) se ilustraen la Figural.2.1.

! También llamado entorno o vecindad.
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Figura 1.2.1. El disco abierto de radio r> 0 con centro en z,.

Una vecindad reducida o agujerada de radio r con centro en z,, denotada como

D: (z5), es una vecindad de radio r con centro en z,, cuyo punto central z, se¢ ha
eliminado, es decir,

D,*(zo) = D,(zo) - {zo} = {zeC]O < jz~zol < r}'

Con esto, ya podemos definir el concepto de conjunto abierto.

Definicion 1.2.2. Sea A <« C. Se dice que A es un conjunto abierto en C si para cada
2 €A existe r>0 tal que D (z,) <A.

Figura 1.2.2. Conjunto abierto.
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12 FUNCIONES ANALITICAS

Esto significa que para cada punto del conjunto, siempre existe un disco abierto de
un cierto radio alrededor del punto, que se encuentra totalmente contenido en ¢l conjunto.

Es importante darse cuenta que el nimero r > 0 depende del punto z,,, y generalmente
r se¢ ird contrayendo conforme z, est€é mds cerca de la “orilla® o "borde” de A.
Intuitivamente hablando, un conjunto A es abierto cuando los "puntos frontera” no
pertenecen al conjunto A. En la Figura 1.2.2 la linea discontinua no estd incluida en A.

También debemos establecer por convencion que el conjunto vacio o (el conjunto que
carece de elementos) es abierto.

Hemos definido disco abierto y conjunto abierto. De nuestra terminologia seleccionada
parece que un disco abierto también debe ser un conjunto abierto. Pensandolo un poco, nos
damos cuenta que esto requiere una pequefla demostracion.

Teorema 1.2.1. Para toda z,€Cy r>0, D (z,) es un conjunto abierto.

Demostracion. De acuerdo con la Definicion 1.2.2 de conjunto abierto, para toda
2€D,(z,), esto es, las z tales que |z-z,|<r, debemos encontrar una s>0 tal que
Ds(z)CD,.(zo). Refiriéndonos a la Figura 1.2.3 vemos gue una eleccidn razonable es
s=r- |z - ~o|; noétese que s> 0 y que se hace mas pequeiio a medida que z se acerca a la
"o " "

orilla" de D (z,).

yzimz

B

xaRe2

Figura 1.2.3. El disco abierto es un conjunto abierto.
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Para probar que D (z) <D (zy). sca 2/ €D (z). esto es, |z/-z|<s. Queremos

probar que z’ € D (z,) también. Probaremos esto a la luz de la Definicion I.2. 1 demostrando

que ] /_Zo <r. Esto se hace usando la desigualdad del triangulo.
12/ =20 = |{f-2) + (z-2,)]
<zl -z] v 1z =gy
< e + iz - ZOI = F
o . /
De aqui |2/~ z,|<r. A |

El siguiente ejemplo ilustra algunas técnicas tiles pdra establecer si un conjunto es
abierto o no. ‘

Ejemplo 1.2.1. Probar que

A = {zeC|Im(z) > 0)

{
= {x+l)7 € C[Im(x*ly) > 0}
{(x,y)¢R? |y >0 )

es un conjunto abierto.

Figura 1.2.4, El conjunto A e¢s abierto.
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Solucién. Este conjunto se encuentra dibujado en la Figura [.2.4. Intuitivamente, este

conjunto es abierto ya que ninguno de los "puntos frontera” y = 0 pertenece al conjunto A.
Tal argumento sera suficiente después de que uno se haya acostumbrado a usar las ideas. Si
embargo, primeramente debemos dar todos los detalles.

Para probar que A es abierto, debemos mostrar que para todo punto z € A existe una
r>0talque D (z)cA.Siz=x+iycA, entonces y>0. Elegimos r =y. Para probar que

D,(z)cA, sea z/€D,(z), esto es, |z/-z|<r. Queremos probar que también

z/ =x’ +iy’ € A. Probaremos esto mostrando que y’>0. Si z/ =x’ +iy’ € D (z) tenemos

' =yl =V -y s (' -x)2 + 3/ -y =2/ -zl <r =y

de donde y’-y<y y y’-y>-y. La segunda desigualdad implica que y’>0, esto es,
z/=x"+iy’€A. De aqui D (z) <A,y por lo tanto, A es abierto. |

Ahora, introduzcamos formalmente el concepto de punto frontera al cual hemos
aludido en el Ejemplo 1.2.1.

Definicion 1.2.3. Sea A< C. Un punto z € C se llama un punto frontera de A si toda
vecindad de z contiene al menos un punto en A y al menos un punto que no estd en A.

El que un punto no esté en A significa que estd en A€ ¢l complemento de A .

En esta definicién z puede o no estar en A ; si z € A entonces z es un punto frontera
si toda vecindad de z contiene al menos un punto en A€ (es claro que contiene un punto de

A, a saber, z). Similarmente, z € A¢ es un punto frontera si toda vecindad de z contiene
al menos un punto de A.

Estaremos particularmente interesados en puntos frontera de conjuntos abiertos. De
la definicion de conjunto abierto, ningin punto de un conjunto abierto A puede ser un punto
frontera de A. Por lo tanto, un punto z es un punto frontera de un conjunto abierto A siy

s6lo si z€ A€ y toda vecindad de z tiene interseccidon no vacia con A.

Esto expresa en términos precisos la idea intuitiva de que un punto frontera de A es

un punto justo en el "borde" de A. En muchos ejemplos es perfectamente claro cuiles son
los puntos frontera.
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Al conjunto de todos los puntos frontera de un conjunto 4 ¢ C abierto o cerrado.
denotado como 94, se le llama frontera de A .

Ejemplo 1.2.2, Para D (z,), €l disco abierto de radio r con centro en z,, su frontera es
la circunferencia de radio r con centro en z, =x, +iy,

dD,(z4) = C(zp) = {z€C||z-z5| = 1)

y para el conjunto A ={z € C | Im(z) >0} del Ejemplo 1.2.1, su frontera es
0A = {ze€C|Im(z)=0}

los puntos sobre el eje real. |

Limites de funciones de variable compleja.

Se estudiaran funciones con dominio A < C y con codominio C; estas se llamaran funciones
complejas de una variable compleja. Tal como se apunt6 en el Subtema I.1, también se

pueden pensar como funciones de R* en R*. Usualmente se denotaran estas funciones como

flx+iy) = u(x,y) + iv(x,y)
donde u y v son funciones reales de variable vectorial.

Estamos ahora interesados en hallar el limite cuando z € A tiende a un punto del
conjunto abierto A 0 a un punto en 94 (la frontera de A).

Intuitivamente, para una funcion f(z) definida en todos los puntos de un conjunto
abierto A, la afirmacion de que el limite de la funcidn, cuando z tiende a z,, es el ndmero

w, significa que el punto f(z) puede hacerse tan proximo como se quiera al w; si

escogemos a z lo suficientemente cercano a z,, pero distinto a él. Ahora expresaremos la
definicion de limite en forma precisa.

Definicién 1.2.4. Sea f: A < C - C una funcion, con A un conjunto abierto 'y sea z, €A 0
z, € 0A. Se dice que el limite de f(z) cuando z tiende a z, es wy € C , lo cual se escribe
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como

lim f(z) = w,

-2y
si para toda € >0 existe & >0 tal que
|fz) -wy| < €

siempre que 0<|z - z,|<8 y z€ 4.

Geométricamente, y en términos de discos, esta definicién dice que dado cualquier
disco ‘ f(z) - w, l < ¢ de radio € con centro en w,, (denotado como D_(w,)), existe un disco

reducido 0 < |z - z0|< 8 de radio & con centro en z, (denotado como D; (z,)), tal que para

toda z en D, (zy), su imagen f(z) esti en D (w,). La Figura 1.2.5 ilustra este concepto.

Notese, no obstante, que aunque todos los puntos en el entorno reducido Dy (z,) ban
de tomarse en consideracion, sus imdgenes no tienen por qué llenar todo el entorno D_(w,).

Si, por ejemplo, f(z) =w,, donde w, es una constante compleja, la imagen de z siempre
es el centro de ese entorno.

Obsérvese también que una vez hallada una &, se puede sustituir por cualquier otro
namero positivo mas pequeio.

)y

Figura L2.5. Interpretacion geomérrica de lim, %o f(2) = w,.
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La definicion de limite para funciones complejas de variable compleja es similar a la
definicién de limite para funciones reales de variable real. La diferencia principal es que
ahora hablamos de un nimero que estd en un disco abierto alrededor de un punto en el plano,
mientras que en el caso de las funciones reales hablamos de un numero que esti en un
intervalo abierto de la recta real.

Sobre la recta real, hay s6lo dos maneras de que x se aproxime a x,,: por la izquierda
o por la derecha. Sin embargo, en el plano, z se puede aproximar a z, a lo largo de una
infinidad de trayectorias. A fin de que f(z) tenga el limite w, cuando z se aproxima a z,,

es necesario que f(z) se aproxime a w, a lo largo de fodas esas trayectorias, lo cual hace

que esta forma de determinar limites no sea préctica, pero si serd util para averigar cudndo
un limite no existe, como lo veremos un poco mas adelante mediante un ejemplo.

Ejemplo 1.2.3. Sean ¢ y z, constantes complejas. Mediante la Definicion 1.2.4 de limite,
probar que

i) limc=c¢
Z-'Zo

i) lim z = z,
P AR

Solucién. El primer requerimiento de la Definicion 1.2.4 es que las funciones ¢ y z estén
definidas en todo valor de algiin conjunto abierto A tal que z, €4 o z, € 4. Como dichas
funciones estan definidas para toda z € C, cualquier conjunto abierto que contenga al punto
z, satisfacerd este requerimiento.

i) Para toda e >0, debemos probar que existe una & >0 talque
lc —¢| <€ siempre que 0 <]z -~ zo| <&

|f(z) - wg| = |c-c| =0 para todo valor de z. Asi, ddndole a & cualquier valor
positivo la proposicién anterior se satisface. Esto prueba lo pedido.

ii) Anilogamente al inciso anterior, para toda € >0, debemos probar que existe una
4 >0 tal que

]z - zO] < ¢ siempre que 0 < lz - ZOI < §
Como |f(2) ~ wy| =|2 ~ Z,|, queremos encontrar una 6 >0 tal que
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|z = 25| < € siempre que 0 <|z - z,| <38

La proposicion anterior se satisface si 8 =€, con lo cual se prueba lo que se
queria. n

Ejemplo 1.2.4. Mostrar que si f(z) =z, entonces im, _, f(z) = EE donde z, es cualquier

Zo

namero complejo.

Solucién. Como f simplemente refleja puntos respecto al eje real, sospechamos que si
& =€, cualquier vecindad de radio € alrededor de Z—o contendria la imagen de la vecindad
reducida de radio & alrededor de z,. Para confirmar esta conjetura, sea € cualquier nimero
positivo y sea & =e. Entonces supongamos que z € D; (z4) = De (z4), 1o cual significa que
0<|z —z0[< €. El modulo del conjugado de un ndmero es igual al modulo del mismo
ndmero, asi que la tltima desigualdad implica que 0<|z-z,|<e. Esto es lo mismo que
0<\z "Zol <e. Yaque f(z) =z y w, =z, esto es lo mismo que f(z) € D (z,). lo cual es
lo que queriamos mostrar. [

Ejemplo 1.2.5. Sea

72 + 4
d = D :(C._‘..Z'
f(z) 2(z+2i) f 121}

Demostrar que lim,  ,, f(z) = -2i.
Solucién. Notese que en este ejemplo, a diferencia de los dos anteriores, z,= ~2i ¢ D,

Debemos mostrar que para cualquier € > 0 podemos encontrar 8 >0 tal que

22+ 4

—— + 2§
l 2(z +21i)

< e siempre que 0 <|z+2i| <38

Puesto que z = ~2i, podemos escribir

22+4 (2420 (z-20)  z-2i

2(z +2i) 2 (z +2i) 2

\ /
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al cancelar en el numerador y denominador a z +2i#0.

Entonces, debemos mostrar que para cualquier € >0 podemos encontrar & >0 tal que

Yy Y .
(—Z~~—2—l v2i) = |22 - 2228 ¢ e siempre que 0 < |z +2i] < d
2 2 2
Tomando & =2e el resultado requerido se deduce. n

Ejemplo 1.2.6. Demostrar que

lim (2x + iy?) = 4i

2z - 21
Solucién. Para toda € >0 debemos encontrar & >0 tal que
|2x + iy? - 4i| < ¢ siempre que 0 < |z - 2i| < &

Como

1

[2x + iy? - 4i] [2x + i(y?-4)]

[2x] + |y? -4] = 2{x! « |y - 2]y + 2]

IA

la desigualdad |2x +iy® - 4i|<e se cumplird si

< £
2

2xf <2y fy-2fly+2

la primera de las cuales se satisface obviamente si [x| < e /4. Para obtener condiciones sobre y
de modo que se verifique la segunda, restringimos a y de tal manera que |y -~ 2| <1 y vemos
que entonces

ly+2] =|(r-2)+4| s |y-2]{+4 <5

Por lo tanto, si |y ~2| < min{e/10,1}, donde min{e/10,1} denota al mcnor de los
nameros €/10 y 1, se sigue que

ISE

y-2lly+21<(5)5

£
10

Facilmente se encuentra ahora un valor conveniente para 0 a partir de la condicion de que
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|x| sea menor que €/4 y que |y - 2| sea menor que min{e/10,1}:
o = mm{—l‘a,l} |

Como geométricamente C=R*y z=x +iy=(x,y) esta definicion es idéntica a la

equivalente para funciones de R* en R?, todas las propiedades demostradas para dichas
funciones siguen siendo vélidas en nuestro caso, como por ¢jemplo, la unicidad y el hecho
de que el limite de la suma es la suma de los limites.

Las demostraciones hechas en cdlculo real de una variable también sirven para
demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.2.2. Cuando m, _, f(z) existe, es unico.

Demostracion. Se hara por contraduccion. Supéngase que

lim f(z) = w, y lim f(z) = w,

z -2, -1z,
con w, #w,. Dada €>0 se puede, por hipdtesis, encontrar &, >0 tal que
|f(z) -w,| < e siempre que 0 <lz-z,} <3,
y andlogamente, encontrar &, >0 (al que
|f(z) -w,| < € siempre que 0 < |z-z4| < 3,

Sea & ¢l minimo entre &, y &,, es decir, 8 #min{él, 62}. Elegir z de tal manera que
0< Iz - z0| <3 yzeA. Tal z existe porque z, estd en A 0 es un punto frontera de A. Asi,
usando la desigualdad del tridngulo se tiene

IW1 - Wzl = ‘W1 - f(z) + flz) - Wz‘
< |W1 "f(Z)' * ,f(z> - Wzl
< @) - wi| + f(@) - |

< g +e=2¢
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Asi, para cada e >0 se tiene |w, - w,|<2e. Porlo tanto, w =w,, porque si w, *w, se

podria tener e =lw1 - w2|/2 que llevaria a le - w2]< !wl - w2|, lo cual es imposible.

Ejemplo 1.2.7 Demostrar que

no existe.

Solucion. Si existe el limite, z/z deberia aproximarse a un valor definido, digamos c,
cuando z se acerque a 0. En particular si z tiende a 0 a lo largo de cualquier trayectoria,

entonces, por el Teorema 1.2.2 de unicidad, z/z deberia tender al valor limite ¢.
En general,

X + iy _ lim X +1iy

, Z ,
lim = = lim :
z2-~0 7 x+iy-'0¢i0x+iy iy ~0+i0 X — LY

Si z tiende a cero a lo largo del eje real de ecuacién Im(z) =y =0, entonces el valor
limite es

im 2 = tim 259 cgm X - fm1 -1

2-07 x+i0-0+0 X ~i0  x.0X x-0

Si z tiende a cero a lo largo del eje imaginario de ccuacion Re(z) =x = 0, entonces
el valor limite es

tim 2 = lim 25 o g Y - ofim Y = lim(-1) = -
20 7 0+iy-0+i0 O ~ Iy iy - i0 —1y y-0 —Y y -0

N

Puesto que los dos limites son diferentes, Iim, ,z/ Z No existe. |

Si bien la Definicion 1.2.4 de limite proporciona un medio para comprobar si un
punto w, es el limite de una funcion, no pone en nuestras manos un método para determinar

dicho limite; tal es el caso de los ejercicios sobre limites apuntados anteriormente en los
Ejemplos 1.2.3, 1.2.4, 1.2.5 v 1.2.6. Los teoremas sobre limites que presentaremos d
continuacién permiten calcular muchos limites.
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1.2 FUNCIONES ANALITICAS

Teorema 1.2.3. Si h’mzazof(z) =W, ¥ limzqzog(z) =w,, entonces

i) lim [ f(z) + g(2)] = w, + W,

z- Zo

i) lMmcf(z)]=cw, V ceC
Z -~ Z,

iii) lim [ f(z)g(z)] = w,w,
zZ -2,

iv) lhn___l_‘:_l_ i wl:#O
Z "Iy f(Z) wl

V) M = 1 si. wy, 0

z ~ zg g(Z) W2

Recuérdese que, por ejemplo, el primer inciso de este teorema se puede enunciar de
la siguiente manera:

lim [f(z) + g(z)] = lm f(z) + lim g(2)

Z-'Zo Z"ZO Z"'ZU
siempre y cuando limzﬂo f(z) y lim_ 28 (z) existan.

Con palabras: el limite de una suma de funciones es igual a la suma de los limites de
las funciones, siempre y cuando existan los limites de cada uno de los sumandos.

Demostracion. Se ilustrard la técnica de demostracion probando los dos primeros incisos.
Las demostraciones de las otras aseveraciones son sOlo un poco mas complicadas.

i) Sea € > 0. Como Hmz»zof(z) =w,, existe 6,>0 tal que
| f(z) -w,]| < % siempre que z €A y 0 <|z-z5| < B,
Analogamente, como lim_ Zng(z) =w,, existe 8, >0 tal que
| f(z) ~w,]| < —;- siempre que z € A y 0 <|z-2,]<38,

Sea & =m1’n{61,62}. Entonces
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i

[Lf(2) v ()] - (wy + wy)| = | fl2) -~ w, +g(2) - wy

[F2) = w,| + [g(z) - w,]

1A

<_€_+ = @
2

win

siempre que 0 < Iz - z0| <d y zCcA, con lo que termina la demostracion.

ii) Sea e€>0 un numero dado; debemos encontrar un numero & >0 ial que la
desigualdad

lcf(z) —ewy|<e
se cumpla si 0<|z -2,/ <8 y z€A4. Sic=0, se cumple con cualquier &, de manera
que supondremos ¢ # 0. Sea €' = €/|c|; por la definicion de limite, existe & con la

propiedad de que

|f(z)—w1|<e’=—€—1 siempre que 0<‘z—z0|<6 y z €A

je

Asl,
lcf(2) =cw,| = [c]|f(z) -w | < e
siempre que O < iz - Zo] < 4§, con lo cual demuestra lo que se queria. a
Ejemplo 1.2.8
a) De las propiedades de los limites dadas por el Teorema 1.2.3. (i), (i), para ia funcion

lineal f(z) = az + b tenemos que

il

lim (az + b) lim (az) + lim b

zZ -2 z ~ 2y z -7,

i

agalimz+ limb

z =~ z, z =z,
= az, + b Vioz, € C
7 1 { = It fh —
ya que del Ejemplo 1.2.3, lim_ 5% = %0 ) hmkZO b=b.
b) De la misma forma, para la funcidén cuadritica f(z) = az? + bz + ¢ tenemos que
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o
e
I

lim (az® + bz + lim (az?) + lm (bz) + lim ¢

Z " Ly -z Z“Zo Z"Zo

alim z? + b lim z + lim ¢

Z - Z z - 2y z -z

it

I

az§+bzo+c V oz, € C

ya que por el Teorema 1.2.3.(iii)

lim z2 = lm (zz) = <um z)(limz) = 2474 = Zo

7 - % z -2 122y [lz -2z

Mediante induccién matemdtica se puede probar que, en general

limz" =25, V neN
zZ- Zo
) Generalizando el Teorema I.2.3. (i) tenemos que para la funcién polinomial p(z)
lim p(z) = lim (a,2" +a, 2"+ .+ az+a)
z - Zo z - Zg

1

lim (anz") + lim <an~,lz"’1) + .+ lim (a,2) + lim a,
Z 2, z -z, 7 -z, z -z,

i

a limz"+a, _,limz" !+ . +a limz+ lima,
zZ 2y Z 7y Z > Zy Z 2,

n n-1
anzo + anwlzo + LF alzo + aO

1i

P(zy) V z,€C
d) Del Teorema 1.2.3.(v) tenemos que para la funcion racional r(z) =p(z)/q(z)

lim r(z) = lim pz) _ Hmz»z(,P(Z)

- 2~z ¢(z)  lim, ., q(z)
Z
- 2y Vg etzeCiq«0)
4(zo)

es decir, el limite de la funcion racional cuando z tiende a cualquier z, de su
dominio es igual a la funcion evaluada en z,. n
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Ejemplo 1.2.9. Si en la funcién racional r(z) =p(z)/q(z) se tiene que q(z,) -0, el
Teorema 1.2.3. (v) no es aplicable para calcular lx’mz_.zo F(z)=lim_ __ [p(2)/ q(z)] porque

limzﬁz()q(z) =q(z,) =0. Siademds p(z,) =0 se dice que ¢l limite estd indeterminado o que

se tiene una indererminacion. Sin embargo. como p v q pueden factorizarse de la forma

piz) = (z-25)P(z) y  q(z) = 2-2,)0Q)

lim r(z) = lm ==L = TN
z -z z -2, Q(Z) z -z, (Z "'ZO) O(Z)
lim P(z)
= lim P(z) L E
2 -z, Q(2) lim Q(z)
. PlE)
Q(z,) (%)
donde R(z) = P(z)/Q(z) »p(2)/q(z) =r(z). n

El siguiente teorema nos dice el limite de una funcion de variable compleja f(z) esta
determinado por los limites de dos funciones reales de dos variables independientes: sus

partes real e imaginaria u(x,y) y v(x,y).
Teorema 1.2.4. Sea f: A c C~ C una funcién, con A un conjunto abierto y sea z,¢ A o
2o €0A. Si f(2) =u(x,y) +iv(x,y), 255X, 1Yy Y W, = Uy +iV,, entonces

lim f(z) = w,

zZ~ 2
si'y $6lo si

lim w(x,y) = u, v tim vix,y) = v,
(x.¥) = (%0-¥o) (X,¥) * (%X0:Yo)

Para propésitos practicos, este teorema puede escribirse en la forma
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im f(z) =  lUm  [u(x,y) + iv(x,y)]
z -z, x+iy = x5+iyg
= lim u(x,y) +i lim v(x,y)
(%3 ~ (%0:¥0) (%,¥) ~ (o ¥o)

siempre y cuando lim, .. (s ¥0) u(x,y) y iim v(x,y) existan.

(x,y) ~(%4,¥p)

Demostracion. Primero supongamos que

lim f(z) = w,

7274
es cierto. De acuerdo con la Definicion I.2.4 de limite, para toda € > 0 existe 6 >0 tal que
lf(z) —w0| < ¢ siempre que 0 < 'Z_ZOI <8 y zcA

Como

f(z) = wy

i

[u(x,y) +iv(x,y)] - {u + ivo)

0
[u(x,y) - “o] + i[v(x,y) - vo]
se tiene que
bu(x,y) - Uyl = ‘Re[f(z) - WOH < |f(z) —wy| < e
|v(x,y) - v0| = Ilm[f(z) - w0]| < ]f(z) - W0| < e
siempre que 0 < |z ~Zy| < &y z € A. Porlo tanto

lim u(x,y) = u, y lim v(x,y) = v,
*,y) ~ ("o»yo) (x.y) - (-"nsyo)

Inversamente, supongamos que

lim u(x,y) = u, y lim vix,y) = v,
(xy) - (X()’yo) (x.y) ~ (on)"o)

son ciertas. Entonces para toda € >0 existen 6,>0 y &,>0 rales que
|u(x,y) —ug| < % siempre que 0 <|z-z,|<d, y z€ A4
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[v(x,¥) - v | < ~;- siempre que 0 <|z-zy| <8, y z € 4
Si elegimos & = mm{ &,,6, } entonces podemos usar la desigualdad del tridngulo y escribir

1

[(,y) (8 3)] - (g * iv,)]

H

|F(2) - we)

Hu(x,y) - “o] + i{v(x,y) - "o”

]u(x,y) - “o] T v(x,y) = W

A

< .f‘_ -+ _6.:_ = €
2 2
siempre que 0<|z—zo!<6 y 2 € A. Por lo tanto,

lim f(z) = w, |

z " Zy

Ejemplo 1.2.10. Calcular

lim [(x? - y% + 2x - 1) + i(2xy + 2y)]

7z~ 1+i

Solucién. Sea f(z) =(x?-y?+2x-1) +i(2xy +2y), entonces por ¢l Teorema 1.2.4

lim f(z) = lm |[(x? - y% +2x = 1) + i(2xy + 2y)]
z -~ 1+ X +iy = 1+
= lm  (x*-y*+2x-1)+¢ Hm (2xy + 2y)
(x,y) ~ (1,1) (x,y) ~ (1,1)
=1 +4i
Este resultado es ficil de comprobar porque f(z) = 22 +2z-1. [ |
Continuidad.

En los cursos de cédlculo de funciones reales de una o dos variables independientes, el
concepto de funcién continua estd basado en Ia idea intuitiva de una funcién cuya grafica
es una curva o superficie sin romper, esto es, una curva o superficie sin "saltos” o "brincos”.
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Si se examinan ejemplos de funciones f cuyas gréficas estén rotas en algin punto x, 0
(x4,¥¢) y funciones g cuyas graficas no estén rotas, se ve que la diferencia principal entre

ellas es que para una funcién como g, los valores de g(x) o g(x,y) se acercan mas y mas
a g(x,) o g(x,,y,) conforme x 0 (x,y) Se acercan mds a x, 0 (x,,y,) respectivamente.
La misma idea sirve para funciones de variable compleja, pero la idea de mds y mas cerca
no basta como definicién matematica, asi que formularemos estos conceptos de manera
precisa en términos de limites.

Definicién 1.2.5. Sea A < C un conjunto abierto y sea f: A -~ C una funcion. Se dice que
la funcion f es continua en z, € A si'y solo si

lim f(z) = f(z,)

Z > Zg

y f es continua en A si y solo si es continua en cada z,€A.

Esta definicion tiene el mismo significado intuitivo que en cdlculo elemental: La
condicién dada por Mim, _, f(z) =f(z,) significa que la funcion f(z) estd mds y mds cerca

de f(z,) a medida que z estd mds y mds cerca de z,.

Notar que la igualdad anterior se puede escribir como

tm f(z) = f(h’m z)

L7 Ly -2y
lo cual nos indica que para que una funcién sea continua el simbolo de limite debe poder

introducirse dentro del argumento de la funcion.

Ejemplo 1.2.11.

i) Sean f(z) =c y g(z) =z, donde ¢ es una constante compleja. Del Ejemplo 1.2.3
tenemos que

lim f(z) = lim ¢ = ¢ =f(z0)

z -z z -z

lim g(z) = Hm z = z, = g(y::o)
z ZO z - ZD
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72

por lo que f(z) =¢ y g(z) =z son continuas en z,. Pero como z, € C, dichas
funciones son continuas en todo el plano complejo C.

En el Ejemplo 1.2.4 se obtuvo que

para toda z, € C, por lo que la funcién f(z) =z es continua en C.
La funcién

22 +4

AT

D, - C-{-2i}

es continua en Df porque si z, # —-2i, cntonces

lim (z2 + 4)

72 -
lim flz) = M A AL o
z" 2 =2 2(2 +2’> lim {2(Z+2Z)]
lm (z% + 4 ,
oz Zo< ) B Zé + 4
2 lim (z +21) 2 (2, +28)
z =z,
- fiz)

Esta misma funcién, no es continua en ¢l punto z, = -2, es decir, es

discontinua en dicho punto porque f(-2i) no existe.

Sin embargo, tal como se vi6 en el Ejemplo 1.2.5, lim__ _,, f(z) = -2i por
lo que decimos que la discontinuidad es eliminable ya que es posible definir a la
funcion en z, = -2i de tal manera que ahora si sea continua ahi. Esto se hace de la
siguiente manera:

e si oz * ~20

-2i st oz = =2i
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iv) La funcién f(z) =z/z no es continua en z =0 porque f(0) no existe y como
lim ,z / z tampoco existe (ver el Ejemplo I.2.7), la discontinuidad no es eliminable,

es decir, es esencial. ‘ [ ]

Aplicando la Definicion 1.2.4 de limite a la Definicion 1.2.5 de continuidad en un

punto tenemos que limzqzof(z) = f(z,) sipara toda € >0 existe 8 >0 tal que

|f(2) ~f(zo)] <& siempreque 0 <|z-z)|<8 y z€4

St f es continua en z,, f(z,) existe, por lo tanto en la expresion anterior no es necesario

que 0<|z —zol porque cuando z =z, dicha expresion es obviamente vilida. Tenemos
entonces el siguiente teorema, el cual se utiliza como definicién de continuidad de una
funcién en un punto utilizando la notacion de € y d.

Teorema 1.2.5. Sea f: A < C~ C una funcién, con A abierto. Decimos que f es continua
en z, €A siy solo si para todo niumero € >0 existe un nimero & >0 tal que

{f(z) ~f<zo)t < e siempreque |z2-251<8 y z€A

Aunque el siguiente es un teorema sobre limites, no se enuncié antes porque su
demostracion requiere del concepto de continuidad. Es el referente al limite de una
composicion de funciones.

Teorema 1.2.6. Sean f:AcC-Cy g:BcC~C, donde f(A)<B, asi que gof estd
definida en A abierto. Si h’mzqzo f(2) =w, y g es continua en w,, entonces

lim (g of)(z) = Hm g[f(z)] =g (w,)

2L Z =2y

Demostracion. Por la continuidad de g en w,, para cada € > 0 existe 5'>0 tal que

|g(w) —g(w())! < € siempre que |w -w0\ <8 y we fl4)

es decir,
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|8L7(2)] - g(w,)| < €  siempre que |f(z) - w,| < 3 y z€A
Pero como h’mzqzo f(2) =w,, para esta >0 existe & >0 tal que

|f(z) - wy| < 8" sicmpre que 0<|z-z5/<8 yze4

Por lo tanto cbtenemos

8(f(z)] -8(w,)| <€ siempreque 0 <|z-z,|<d y z€4

es decir,

lim g [A(z)] =g (w,)

Z“ZO

lo cual es lo que se queria demostrar. ]

Recuérdese que el teorema anterior también puede escribirse de la siguiente manera:

u@gvuﬂ=ﬁ}mﬂw}

Z Zg 2y

siempre y cuando limzﬂzo f(2) exista. Esto permite ¢l calculo de mas limites.

Ejemplo 1.2.12. Calcular

lim [r(z)]*, z, €D,

AR ZO
donde r(z) es la funcion racional y D, es su dominio.

Solucién. La funcién h(z) =[r(z)]? es la composicién de las funciones g{w) =w? y

f(z) =r(z), es decir h(z) =g[f(2)]. por lo que del teorema anterior

lim [r(z)]? = [um r(z)r = [7(20)]?

Z - Zg L+ Tg

donde se usé el resultado obtenido en el Ejemplo 1.2.8.(d). N
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Nuevamente, como en cdlculo de variable real, la suma, producto, cocieniec y

composicion de funciones continuas produce funciones continuas. Ademds, la funcion es
continua si y sélo si sus paries real e imaginaria son continuas.

Teorema 1.2.7. Sea A un conjunio abierto. Si ffAcC- Cy g:AcC~ C son continias
en 2, €Ay ¢ e C, enonces

) f+g es continua en z,.
i} cf es continua en z.
iii) fg es continua en z;.

iv) /18 es continua en z,, si g<20> #0.

Demeostracion.

i)

1i)

Como f y g son continuas en z,, entonces de la Definicion 1.2.5 de continuidad
tenemos que

lim f(z) = f(zy) lim g(z) = g(z,)

zZ -z, z -z,

de donde al sumar obtenemos

lim f(z) + lim g(z) = f(zo) * 8(2)

-z Z"ZO

pero aplicando la propiedad aditiva de los limites (Teorema 1.2.3.(i)) se tiene que

lim [f(z) +g(2)] = f(z) * 8 12

z - ZO

y de la definicion de suma de funciones se llega a

lim (f+g)(z) = (f+g)(z)

Z ~Zy
por lo que la funcién f + g es continua en z,.
Partiendo de que f es continua en z,, multiplicando por ¢ # 0, aplicando el Teorema

1.2.3.(ii) sobre limites y utilizando la definicidn de 1a funcidén cf. tenemos gue
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Zlin: Fz) = flz,)

cZI{TOf<z) = cf(z,)
Zlfrrio[c}(z)} < cf(z)
lim [(cf)(2)] = (cf)(z)

Z~Zy

por lo cual la funcion cf es continua en z;.

Las otras partes se demuestran de manera parecida. n

Ejemplo 1.2.13.

i)

ii)
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Como

. del Ejemplo 1.2.11.(i), la funcidn f,(z) = ¢ es continua en C,

. del Ejemplo 1.2.8.(b), las funciones f,(z) =z", con n € N, son continuas en
C,

» por el Teorema 1.2.7.(ii) sobre continuidad, las funciones a, f, (z) =a,z",

con n € N, son continuas en C,

entonces, de la aplicacidén sucesiva del Teorema 1.2.7.(i), la funcion polinomial

n-1

- n oo 4 .
p(z)=a,z"+a, 72" " +. +a;z+a, es continua en C.

I.o mismo se habria concluido si recordamos que del Ejemplo 1.2.5.(c)

lim p(z) = p(z,), V 2z, €C

Z"Zo

por lo que, de la Definicion 1.2.5 de continuidad, p(z) es continua en todo el plano
complejo C.

Sea r(z) =p(z)/4q(z) la funcidn racional y sea z € D, es decir, z tal que g(z) # 0.
Por el inciso anterior, p(z) y q(z) son continuas en D_. Entonces, por el Teorema

1.2.7.(iv), r(z) es continua en D .

Lo mismo se habria concluido si recordamos que del Ejemplo 1.2.8.(d)
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lim r(z) = r(z,), VY z,€D

z - Z,

por lo que r(z) es continua en todo su dominio. |

Teorema 1.2.8. Sean f:AcC-Cy g:BcC~C, con A es abiertoy f(A)cB. Si [ es
continua en z, y g es continua en w, = f(z,), entonces la funcion composicion g°f es
continua en z,.

Demostracién. Como f es continua en z,, tenemos que lim, _, f (z) = f(z,) y como g es

continua en w, = f(z,), entonces por el Teorema I.2.6 relativo al limite de una composicion
de funciones

i

im (5 /)(z) = lim g/(2)] = g lim f12)]

zZ 2 Z"Zo Z 2y

g f(z0)] = (8°/) (%)

[t}

lo cual prueba que gof es continua en z,. n

Ejemplo 1.2.14. La funcién h(z) =[r(z)]?, donde r(z) es la funcidn racional, es la
composicion de las funciones g(w) =w? y f(z) =r(z). es decir h(z) =g[f(z)]. Por ¢l
ejemplo anterior, f es continua en toda z, € D,, donde D_ es el dominio de la funcion
racional r(z), y g es continua en toda w, € f(D,), entonces por el teorema anterior h es
continua en toda z, € D, . |

El siguiente teorema permite averiguar, de una manera muy razonable, 1a continuidad
de funciones de variable compleja f(z) mediante la continuidad de sus partes real e
imaginaria #(x,y) y v(x,y).

Teorema 1.2.9. Sea f: A < C~ C una funcién, con A un conjunio abierto y sea z, € A. Si
F(@)=u(x,y) +iv(x,y), entonces f es continua en el punto z, =x, + iy, si y solo si las

Junciones u(x,y) y v(x,y) son continuas en el punto (x,,y,).
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Demostracion. Haciendo w, =f(z,) en Teorema I.2.4 se tiene

lim f(z) = f(z,)

Z~ 17

es decir, f es continua en z,, si y solo si

lim  Re[f(z)] = lim u(x,y) = u(xy,yy) = Re[f(z(,)]
(x,y) ~ (Xo»Yo) (%, ¥) ~ (xo,yo)
y
lim Im[f(z)] = lim V(X,y) = v(Xg,Yg) = Im{f(z(,”
(%.¥) ~ (%0 ¥o) (%:3) ~ (X0: Yo) i
es decir, siy s6lo si u(x,y) y v(x,y) son continuas en (x,,y,)- [

Ejemplo 1.2.15. Sabemos que la funcion exponencial e® se puede escribir en la forma

e* = e*cosy + ie*seny = u(x,y) + iv(x,y)

y como las funciones

u(x,y) = e‘cosy vy v(x,y) = e*seny

. 2 . . , . ; p . . _ .
son continuas para todo (x,,y,) € R*, entonces e* es continua para toda z, =x, +iy, € C.

Ejemplo 1.2.16.

a)

b)
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Como f(z) =iz y g(z) =e* son continuas para toda z, € C (Ljemplo 1.2.13.(i) y
Ejemplo 1.2.15), entonces por el Teorema 1.2.8, (g°f) =g[f(z)] = e™ también es
continua en el mismo conjunto. Lo mismo se puede decir de la funcidon e *.

Del inciso anterior y por Teorema 1.2.7.(i),(ii), las funciones trigonométricas

senz =(e'* -e %) J2i y cosz = (e’ +e '*) /2 son continuas en C.

Desde luego, este ejemplo podria resolverse si escribimos a las funciones senz v
cosz en la forma u(x,y) +iv(x,y) y aplicamos el Teorema 1.2.9.

De igual manera se puede proceder para las otras funciones trigonométricas y para
las funciones hiperbolicas. n
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Ejemplo 1.2.17. Consideremos las dos ramas de la funcién bivaluada raiz cuadrada

f(2)=yz (z#0)

i

2|12 piAE@I2 o p1/2 ,i0/2

fi(D)
f,(2)

It

TIRE pl[Ag(R) #2112 | 112 ,i(8+2n)[2

donde r=|z|y 6 = Arg(z), asique ~-m<B<m.

El eje real negativo se llama un corte de ramificacion de las funciones f, y f,. Cada

punto en el corte de ramificacion es un punto de discontinidad para ambas funciones f, y f,.
lo cual mostraremos a continuacion.

Sea z,=rye'™ un namero real negativo. Calcularemos el limite de la funcién
univaluada f, cuando z tiende a z, por medio de puntos en el semiplano superior
{z|Im(z) >0} y el limite cuando z tiende a z,, por medio de puntos en el semiplano inferior
{z|Im(z) <0}. En coordenadas polares estos limites estan dados por

lim  f(re®) =  lm  (r'/7®2) = ir)/?
(r,0) -~ (ro,n) (r,8) ~ (rn,n)
y
Hm fl(reiﬁ) = lim (r1/2 ei6/2') - -’iré'lz
(5.) = (to: %) (5,0) = (1 %)

Como los dos limites son distintos, la funcién £, es discontinua en z,.

De la misma forma, f, es discontinua en z,,. |
Ejemplo 1.2.18. Como en el ejemplo anterior, tomemos la rama principal de la funcion
logaritmo natural f(z) =Ln(z) (z#0)

Ln(z) = Lnlz| + i Arg(z) = Ln(r) + i0
donde r =|z|y 0 = Arg(z).
El eje real negativo se llama un corte de ramificacion de la funcién f. Cada punto

en el corte de ramificacion es un punto de discontinidad para la funcién f, lo cual
mostraremos a continuacion.
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Sea z,=r,e'™ un ndmero real negativo. Calcularemos el limite de la funcién
univaluada f; cuando z tiende a z, por medio de puntos en el semiplano superior
{z{Im(z) >0} y el limite cuando z tiende a z, por medio de punios en ¢l semiplano inferior
{z]|Im(z) <0}. En coordenadas polares estos limites estin dados por

im  flre®) = lim [Ln(r) + i8] = La(r,) + in
(r,08) -~ (ro,n) (£,0) (ro,n) )
y
lim  f(re®) =  lim  [La(r) + i8] = La(ry) - in
(r,9) ~ (ro, ~n) (r,8) ~ (ro, -1:)
Como los dos limites son distintos, la funcién f es discontinua en z,. n

Obsérvese que de haber definido
Ln(z) = Ln|z| + i Arg(z); 0 < Arg{z) < 2n

entonces, la funcion Ln(z) seria discontinua en la parte positiva del eje real, lo cual llevaria
a una inconsistencia con la definicion de logaritmo natural de una funcion de variable real,

ya que ésta es continua en todo su dominio (x € R™).

Derivacién.

Empezaremos definiendo la derivada de una funcién de variable compleja de manera similar
a la derivada usual de una funcion de una variable real y adn cuando varias de sus
propiedades y, en particular, las reglas para calcularlas son semejantes, el caso complejo es
mucho mads interesante va que existen algunos resuitados exclusivos de esta teoria.

Definicion 1.2.6. Sea f: A c C- C, donde A es un conjunio abierto en C. La derivada de
la funcion f en el punto z,, denotada como f / (z,), estd dada por

Pl - i 12115

. P
z -z Z ZO

Siempre que el limite existu.
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1.2 FUNCIONES ANALITICAS

La definicion anterior es equivalente, por medio de incrementos, a

Sz * A7) - J{z)

Az - 0 Az

yaque Az=2z-2,.
 ofac ara £/
Otras notaciones para f'(z,) son

df(zO) o df

dz dz

2=124

que se leen como la derivada de f respecto a z evaluada en el punto z, y evidentemente es

en general un nimero complejo. Como w =f(z), también podemos usar la notacion

dw

dz

Z=Zq

Debemos poner especial cuidado con el cociente de diferencias en la definicion de
derivada porque el valor del limite cuando z ~z, se toma para una z arbitraria que se
aproxima a z, y no a lo largo de una direccion particular, es decir debe ser independiente
de la manera en la cual z - z,. Si podemos encontrar dos curvas que terminen en z, a 1o
largo de las cuales el cociente tienda a distintos valores, entonces dicho cociente no tiene
limite cuando z -z, y f no tiene derivada en z.

Si f/ (z,) existe, se dird que la funcion f es derivable en z,, que f es complejo-
diferenciable en z, o simplemente diferenciable en z,. Ademds, se dice que f es analitica
en A si f es derivable para toda z, € A. Algunas veces, la palabra holomorfa o regular cs
utilizada como sinénimo de analitica. La frase analitica en z, significa analitica en una
vecindad de z,. Es importante observar que si f ! (z,) existe solo en un punto aislado z.
entonces f es derivable en z, pero no analitica en z.

El que

f(z) = f(zo)

Z_ZO

81



CAP. I VARIABLE COMPLEJA

no est¢ definido en z =z, es la razén por la cual en la definicion de limite se utilizan
vecindades reducidas.

Ejemplo 1.2.19.

i)

Si ¢ es una constante compleja y f(z) =c¢ para toda z € C, entonces aplicando la
Definicion 1.2.6 de derivada tenemos

f/(zo) = lim == = 1im 0 - 0

z+zy £ 7 2 z 2

Podemos ahora omitir en subindice en z, para obtener f '(z) =0 como una férmula

general 0 como una nueva funcién f/ que también depende de z, con lo cual hemos
mostrado que la derivada de cualquier funcion constante es la funcion constante cero
o simplemente que la derivada de una constante es cero.

Si f(z) =z para toda z € C, entonces al aplicar la Definicion 1.2.6 de derivada
tenemos

rAR 4
f'(z4) = lim 2= lm1 =1
229 £ T 2, z > 2,

Omitiendo nuevamente el subindice en z, obtenemos f "{(z) =1 como una férmula
general, con lo cual hemos mostrado que, para toda z € C, la derivada de la funcion
identidad es uno. n

Si la funcién f es analitica en todo el plano complejo, entonces se dice que f es

entera. Como las funciones del ejemplo anterior son derivables para toda z,€ C, son

analiticas en C y, en consecuencia, enteras.

Ejemplo 1.2.20. Mostrar que la funcion w = f(z) =z en ningan lugar es derivable.

Solucion. Lo que se pide es mostrar que la funcion no es derivable en todo el plano

complejo, es decir, que f’ (z4) no existe para toda z, € C. De la Definicion 1.2.6 de derivada
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1.2 FUNCIONES ANALITICAS

Fleg) = tim JEIE) gy BBy (D)D)
Pt BT 21y L= Zy  xeiy - xgriye (X HIY) = (%o + V)
C g EI TR g ET%) T EHY 7Y

oty =i (C7E9) ~ (50 % Do) x oy (¥ o) * #(y o)

Seleccionemos dos formas de aproximarnos al punto z, =x, + iy, y calculemos el limite del
cociente de diferencias.

Primero, acerquémonos a z, =x, + iy, a lo largo de una linea paralela al eje x haciendo que
z sea de la forma z =x +iy,:

fleg) = tm  E%) oY)
X +iyy ~ Xg +iyg (x xo\) * l()’o )’0)
X - X

lim @ - Hm 1 -1
xaxox-~x0 X - Xy

"

Ahora, acercdndonos al punto z, =x, + iy, a lo largo de una linea paralela al eje y haciendo
que z sea de la forma z =x; +iy:

lim (xO”xO) _ i(y~y0>
Xo t1y = Xg + iy (xo“xo) * i(y"yo)

im0 Yy - o
iy ~iyo E(Y ~ o) Y~ Yo

F'(2o)

Los limites a lo largo de las dos trayectorias son diferentes, por lo que no existe valor

posible para el Iimite en la Definicion I.2.6 de derivada. Por lo tanto f(z) =z no es derivable
en el punto z,,, y como z, es arbifrario, f no es derivable en C. =

El que la funcién f(z) =z no sea derivable en todo C es un hecho realmente
sorprendente ya que las funciones

it
Z
N

i

H

u(x,y) = Re[f(z)] Re(x +iy) = Re(x -iy)

i
=

v(x,y) = Im{f(z)] = Im(z) = Em(x +iy)

It
1f
i

Im(x —iy) = -y

tienen derivadas parciales de cualquier orden. Por consiguiente, para que una funcién
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CAP. | VARIABLE COMPLEJA

compleja de una variable compleja sea derivable, va a hacer falta algo mas que las derivadas
parciales de sus partes real e imaginaria.

Teorema 1.2.10. Si f es derivable en z,,, entonces [ es continua en z,,.

Demostracién. Por hipétesis, f es derivable en z,. Por lo tanto, f( z,) existe. Por la
anterior Definicion 1.2.6 de derivada

'(zo) = lim 12 = 1{z)

! z - ZO Z - ZO
por lo que f(z,) debe existir, de otra manera el anterior limite no tiene sentido.

Utilizando la propiedad multiplicativa de los linites, dada por el Teorema 1.2.3. tenemos

A~ fle),

im [f(z) - f(z)] = lim 230 g~ )
z =z, z =g Z -2
z) -  n
=i L) g oy
7~ T Z =2y z -z, :
= [(zg)*+0 = 0

Entonces, de la propiedad aditiva de los limites

zl{nzof(Z) = Ilfrrzo[f(Z) = f(zo) * f{z0)]
- zlfn:o[f (@) = f(zo)] * Zﬁ_ﬁz‘ﬂf (Z0)
= 04 f(z0) = f(2o)
por Io que f es continua en z,. n

Sin embargo, lo inverso del teorema anterior no siempre es cierto, es decir, como en
calculo elemental, la continuidad de f no implica derivabilidad.

Ejemplo 1.2.21. En el Ejemplio 1.2.11.(i1) se mostr6 que la funcién f(z) :Z es continua en
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1.2 FUNCIONES ANALITICAS

todo lugar pero en ningdn lugar es derivable (Ejemplo 1.2.20). Tales funciones son dificiles
de construir en variable real. n

El siguiente teorema afirma que se pueden usar las reglas usuales del calculo cuando
se derivan funciones analiticas.

Teorema 1.2.11. Si f y g son funciones analiticas en A 'y c€ C, donde A<C es un
conjunto abierto, entonces para toda z € A
i) f+g esanaliticaen Ay
(f+8)(z) = f'z) - &'z)
ii) cf es analitica en A y
(cf)(z) = cf(z)

ii) fg es analiticaen A y

(fe)(z) = fliz)glz) + f(z) &'

2~
—~—

iv) flg es analiticaen A y

(i)@ . f12) 82) - &' f7)

Recuérdese que, por ejemplo, la conclusion del inciso (1) del teorema anterior se suele
escribir de la forma ‘

d i s ofey - AF@) . dg(D)
dz[f(z) g(z)] 7 s

siempre y cuando df(z2) /dz y dg(z) /dz existan.

Con palabras: la derivada de una suma de Junciones es igual a las suma de las
derivadas de las funciones, siempre y cuando las derivadas de los sumandos existan.

Demostracion. Como f y g son analiticas en A, entonces de la Definicion 1.2.6 de
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CAP. 1. VARIABLE COMPLEJA

derivada

Ve - i S5
Z oz < ™ Z

existen para toda z, € A y consccuentemente también f(z,) y g(z,) ya que de otra manera
no tendrian sentido los limites anteriores.

i) Aplicando la Definicion 1.2.6 de derivada y la propiedad relativa al limite de una
suma de funciones (Teorema 1.2.3. (i)) tenemos

(f+8)z) - (f+8)iz)

fr8)(e) = Jim S

i TB) T 8 - (Z0) - 8(%)
172 Z "I

= lin /z) T;i(.zf’l . g(z? - g<zo)
£k 17 % 27 %
i J@ S} 80) - 8(2)
Lo EAEE 4 7 -z T -2,

= f/(z()) + g/<zo)

por lo que (f+g)’ existe para toda z, €A, es decir, f+g es analitica en A.

ii) Aplicando la Definicion 1.2.6 de derivada y la propiedad relativa al limite de una
constante por una funcién (Teorema 1.2.3. (ii)) tenemos

Cf(Z) - Cf(z())

_{ef)(2) - (eh)(z)
m

(Cf>/(20> ) zh- zy 2~ 2, ) zﬁf’zo Z - Z,
lim [C fﬁ%}_;f_(_zo_ll = ¢ lim M
zZ 1, Z_ZO zZ -7, z-z0

= ¢ f(z)
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por lo que (f+g)’ existe para toda z, € A, es decir, f+g es analitica en A.

Aplicando la Definicion 1.2.6 de derivada y la definicion de producto de funciones
tenemos

(fg)(z) - (f8)(zo)

(fg)(z5) = lim

z ~ 1z, -2,
- lim f(z)g(z) - fzc)&(2,)
Z =2, Z ~Z,

Si sumamos y restamos el término f(z,)g(z) en el numerador y aplicamos las
propiedades aditiva y multiplicativa de los limites obtenemos

f2)8(2) - f(z0)8(2) + f(z,)8(2) ~ f(20)8(20)

/ - 7
8 = Jim =

- i f(2)8(2) - £(20)8(2)  f(20)8(2) - f(20)8(%0)
Z = zg Z "% Z %

- lim f(z)8(z) - f(zo)8(2) lim F(20)8(2) - f(z)8(%0)
z -z Z -2 z -z 2 - Z

= lim {f—-—“————-(z) :f(zo) g(z)} + lim {f(zo) —_———g : 8(%0) }
z >z 22 z 2, i~ Z ]
z ~ Zgy Z 2 z -2 z -2 Z = Zy Z*ZO

Como g es derivable en z;, entonces por el Teorema 1.2.10 es continua en z,, por
lo que de la Definicion 1.2.5 de continuidad lim, Zog(z) = g(z,) . Ademas, utilizando
nuevamente la Definicion 1.2.6 de derivada se llega a

(£8)(z0) = f'{za) 8(20) * f(20) &'(20)
por lo que (fg)’ existe para toda z, €A, es decir, fg es analitica en A.

De la Definicion 1.2.6 de derivada y de la definicién de cociente de funciones
tenemos
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- (0, 8828

i

Jim F(2)g(zy) - 8(2)f(%)
z ~ 2, Z -z, sz, 8(2)8(20)(2 ~ Zo)

donde g(z,) # 0. Si sumamos y restamos ¢l término f(z,) g(z,) en el numerador y
aplicamos propiedades de los limites obtenemos

ue

4

i

i @8 (20) ~ F(20)8(20) - 8(2)F(20) * F(20)8(2)
z -1z, g(z)g(zo)(z N ZO)

- f@) - Az 8(z0) - f(2) &) - 8(z) |

-l z -z, T2z
2+ 24 g(z)8(z,)
tim L2 TG0 g(z) - lim f(zg) lim 8(z) - &{z)
z -2z, Z ~ % z vz, Z -z, z -z, %‘ZO

lim g(z) lm g(z,)

z - Zo z " Zy

Como g es derivable en z,, entonces es continua en z,, por lo que de la Definicion

1.2.5 lim,_, g(z) = g(z,). Ademas, utilizando nuevamente la Definicion 1.2.6 de
: 1

derivada se llega a

[z)'(z - Lo 8lz) Sz 85
g) " [8(z0)

por lo que (f/g)’ existe para toda z, €4, con g(z,) # 0, es decir, f/ g es analitica
en 4 -{z|g(z)=0}. |

Ejemplo 1.2.22. Si n es un entero positivo y f(z) =z", mostrar que
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Solucién. Utilizaremos induccién matemdtica sobre n.

Para n =1 la proposicién queda como

dr
dz
lo cual ya se demostré en el Ejemplo I.2.19. (ii).
Para n =k la proposicién queda como
dz* k-1
—=— = kz
dz

la cual se supone cierta (esta es la hip6tesis de induccién).
Para n =k + 1 la proposicion queda como

dz*1

'—‘k+i‘z"
7z (k+1)

la cual hay que demostrar.
Como z** ! =z*z, al derivar mediante la férmula para un producto de funciones dada por

el Teorema I.2.11.(iii), utilizando el resultado del caso n =1 y ia hipdtesis de induccion
obtenemos

d . d dz* . dz
— (zl‘+ 1) [ (zkz> = e 7+ zk ——mn
dz Z dz dz
= kokly 4 gk - kz* + 7% = (k_*{)zk
con lo cual termina la demostracion. &

Ejemplo 1.2.23. Aplicando el Teorema 1.2.11.(ii}, relativo a la derivada de una constznte
por una funcién, y el resultado del ejemplo anterior obtenemos

d 2"
"j‘(@ﬁ") S 4y T TR, z"
Z Z

-1
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para toda n € N, donde las a, son constantes complejas. ; : n

Ejemplo 1.2.24. Mostrar que para toda funcién polinomial p(z) =a,+az +.. +a,z" su
derivada estd dada por

pliz)=a, +2a,z + .. + na,z""

1
Solucién. Utilizaremos induccion matematica sobre n.

Para n =1 la proposicion queda como

lo cual hay que demostrar con p(z) =a, +a,z.

Aplicando las propiedades aditiva y de multiplicacién por un escalar de la derivada dadas por
el Teorema 1.2.11 tenemos

oy - dpz) _ d ,
p(z) = a —(}—Z—(ao +a, z)
dao d dao dz
= + ——(a . z) = +q, — =a
dz dz( ! ) dz U dz !

en donde se ha hecho uso de que las derivadas de las funciones constante e identidad son
cero y uno respectivamente, tal como se demostrd en el Ejemplo 1.2.19.

Para n = k la proposiciéon queda como

plz) =a, +2a,z + .. + ka,z""!

la cual asumimos como verdadera con p(z) =a, +a,z +.. +a,z~.

Del Ejemplo 1.2.23

—d—(akuzkH) = (k+1)a,, "

d z

el cual sumaremos en ambos miembros de la hipdtesis de induccion, obieniendo
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]

pe) + L fa,, )

- K
o (@), 2 a, +2a,z + ..+ kazF o (k+1)a, 2
A

it

%(a0+alz+...+ak7_k‘) + {llj(ak+1zk+l>

“~

: k
a, +2a,z + .. +(k+1Da, 2

y como la suma de derivadas es la derivada de una suma (Teorema 1.2.11.(i))

d k+1y _ k
;(agw—aler“.w“ak”z ) = a +2a,z+ .. +lk+1)a, 2

<~

pl(z) = a, +2a,z + .. + (k+1)a,, z*
la cual es la proposicion para n=k+1 con p(z) =a,+a,z+.. +a,, lz’”‘. n
Ejemplo 1.2.25. Cualquiér funcién racional r(z) = p(z) [ q(z) es analitica en C, excepto

para aquellos puntos donde el denominador es cero. Efectivamente, aplicando la térmula para
la derivada de un cociente (Teorema 1.2.11. (iv)) tenemos

rizy - PU2)4@) - p2)q'()
[q(z))?
donde p'(z) vy q'(z) se calculan utilizando el resultado del cjemplo anterior. |

También es cierta la regla de la cadena para para derivar una composicién de
funciones analiticas como afirma el siguiente teorema.

Teorema 1.2.12. Sean A y B conjuntos abiertos en C. Si f:A-C v g:B-C son

analiticas y f(A) c B, entonces geof:A ~ C es analitica y

(g°f)(z) = &'[fl2)] flr)., ¥ z¢€A.

Si escribimos w =f(z) v W=g(w), de manera que W=g|[f(2)] =(g°f)(z), entonces
también podemos escribir

aw
dz

aw

=2y
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Demostracion. Empezemos eligiendo un punto especifico z, en el que exista f’. Sea
w, = f(z,) y supongamos que g'(w,) también existe. Entonces existe un entorno
|w - w0| < ¢ tal que para todo punto w de él se puede definir la tuncién

w) - g(w
g_g_._),.____gL_Ol - g/(WO\: Si W #* w,
h{w) = w - w, '
0 siow o= wy
Notese que, de la definicion de derivada,
lim h(w) =0

W oWy

por lo que h(w) es continua en w, y como la composicién de funciones continuas es
continua

lim h[f(z)] = h(w,) = O

Z“ZO

De la definicion de A obtenemos que
g(w) = 8(wo) = [8'(wo) +h(W)|(w=wo)  ([w-wo| <)

Ja cual es valida incluso cuando w =w,. Como f / (z,) existe, en consecuencia f es continua
en z, y podemos escoger & >0 tal que ¢l punto f(z) esté en el entorno [w = Wol <€, cuando
Z esté en el entorno |z ~Z [ < & . Asi pues, es valido sustituir la variable w por f(z) cuando
Z €s un punto cualquiera del entorno [z -z, | < . Esta sustitucion mencionada, ju.nto con la
de wy =f(z,) nos lleva a

8lf(2)] - g[f(z0)]
z -z,

8700 = ©TNEo) _ onpizgy) « iy LBl

z -z ' Z -2

- & f(z)] + Af )]} LEE)

Z—ZO

Haciendo el limite cuando z tiende a z, y de la definicion de derivada tenemos
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i 8 °fN2) - (8°h)(z) _ lim {8/} /{z)] + hiA(D)} lim ﬁg}}ﬁ@
z - 24 Z -z, z -z, z-zy £~ %,
&) = {8'Sie)] Jm 7)) tim F :fz(f“)
= &'[f(2)] F(z)
con lo cual el teorema queda demostrado. N

Ejemplo 1.2.26. Para calcular la derivada de h(z) =[p(z)]"*, donde p(z) es una funcién
polinomial y n € N, escribimos w = f(z) =p(z) y W=g(w) =w", con lo cual

d Tn de dP(Z) n-1_/
—|plz = 222l = pw 4
dz [p(z)] dw dz Piz)
= n[p(2)]""'p'(2)
en donde p’(z) se calcula como en el Ejemplo 1.2.24. |

La regla de L’Hopital.

Cerraremos esta seccién con este importante teorema ¢l cual es una extension al caso
complejo de un resultado del cdlculo de variable real y cuya demostracion pospondremos
hasta el Subtema 1.7.

Teorema 1.2.13. Sean f y g funciones analiticas en z,. Si f(z,) =0, g(z,) =0y

g’(zo) #0, entonces

lim & _ g, 2
z -z, 8(2) z -~z g/(z)

Ejemplo 1.2.27. Para la funcién racional
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r(z) = p(z.) = ;2+4.
q(z)  2(z+2i)

del Ejemplo 1.2.24, sabemos que p'(z) =2z y q’(z) =2, por lo que p y g son analiticas
en C; en particular 1o son en z, = -2i. Como p(-2i)=q(-2i)=0y q'(-2i)=2+0,
entonces aplicando la regla de L’Hopital

2
2t pm 22 pm oz - -2
z--2i 2(2 +20)  2--21 2 2+ ~2i

Este es el limite que se demostrd en el Ejemplo 1.2.5. n

Ejercicios propuestos.

1. Demostrar que el conjunto
A={zeC|Re(z)>c )
es abierto, donde ¢ es una constante real no nula.

2. Sean ¢ y z, constantes complejas. Mediante la Definicion 1.2.4 de limite, demostrar
que
lim (cz) = cz,

Z~Zy

3 Demostrar que
tim 121
z-0 <
no existe.
4. Demostrar, mediante la Definicion I.2.4 de limite, el Teorema 1.2.3. (iii).
5. Demostrar, mediante la Definicion 1.2.4 de limite, el Teorema 1.2.3. (iv).
6. Demostrar, mediante la Definicion 1.2.4 de limite, el Teorema 1.2.3. (v).
7. Demostrar que
hm |z| = |z,|
Z - Zo

para toda z, € C.
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11.

13.

14.

1.2 FUNCIONES ANALITICAS

Demostrar, mediante el Teorema 1.2.4, el Teorema 1.2.3.(iii).
Demostrar que

lim e? = ¢®

Z"Zo

para toda z, € C.
Demostrar que si lnnpzo f(z) =w,, entonces

lim [£(2)] = |w,|

zZ~1Z,

Demostrar que la funcion senz es continua en todo el plano complejo aplicando el
Teorema 1.2.9.

Demostrar que si f(z) = Re(z), entonces en ningin punto existe f/(z).

Demostrar que la funcion f(z) = lz[2 sélo es derivable en 2z =0.

Demostrar que

para toda n entera.
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1.3 Ecuaciones de Cauchy-Riemann.

En la seccién anterior vimos que calcular la derivada de funciones complejas cuando estdn

escritas en la forma w = f(z) es algo no muy complicado. Pero no todo en la vida es facil,
ya que muchas veces tenemos a la funcion compleja escrita en la forma

flz) = ulx,y) +iv(x,y) (D

por lo que en esta seccion obtendremos un par de ecuaciones que deben satisfacer las partes
real e imaginaria u y v de la funcion dada por la Ecuacion (1) en el punto (x,,y,) para que

la funcion sea analitica en el punto z, =x, +iy,. También veremos como obtener a f (z4),
la derivada de f en z,, en términos de las derivadas parciales de u y v en (x,,y,).

Teorema 1.3.1. Sea f: A -~ C, con A abiertoen C. Si f(z) =u(x,y) +iv(x,y) es analitica
en z, =X, +iy, €A, entonces las funciones w y v satisfacen las ecuaciones

ou ov ou ov .
a‘“(-xo,})o) = ?y‘(x()sy(ﬁ Y —_(x()’y()) - ‘-a—;(xo’yo)

conovcidas como ecuaciones de Cauchy-Riemann '

Demostracion. Por hipétesis, el siguiente limite existe

fl(zp) = lm S - fz) lim flx+iy) - f(xg +iy,)

z -~z - Z, X +iy - X4 +iy, (x +iy) - (xo —iyo)

- lim [u(xay> + iV(X,y)] - [u<xo’y0> - iv<x0ayo>]
x +iy =~ x5 tiy, (X+l}’) - <x0+iy())

[#lx,y) = u(xq,¥o) ] = 1[V(%,¥) = V(Xo: o) |

= i Ll T

x +iy = xo +iyg (X X)) + L(Y - Y)

en particular, aproximandonos a z, por la recta y =y, se tiecne que

! Llamadas asi en honor del matemitico francés A, L. Cauchy (1789-1857), quién las descubrio y utilizé, y
del matematico aleman G. F. B. Riemann (1826-1866) para quién fueron fundamentales en su desarrollo de 1a tcoria
de las funciones de variable compleja.
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1.3 ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN

[u(x,yp_) *Au(xo,y0>L+ i[v(;c', Yo) - v(xo,yi)l

z,) = lim ‘
f< 0) L X - X

- lim u(x,)’o) - u(xo,yo) . v(x,y) - v(xo,yo)
X = Xg X - xo X - xO

= lim U{x; Yo) ~ #(¥eYo) + 1 lim V(X ¥o) - V(X9 ¥o)
X X X~ Xg X - %, X - X,
du . OV

- —a—x-( O’yO) + l'a_;(xo’)’o)

en donde se utilizd el Teorema 1.2.3 sobre limites y la definicion de derivada parcial.
Analogamente, aproximandonos a z, por la recta x = x,, se obtiene

ov .0
Flo) = 5 (xordo) = i G (xoo30)

lo cual se pide demostrar en el Ejercicio 1.
Igualando las dos expresiones para f’ (zy)

du L 9 L L oy . Ou, \
'*a-x"(xoay()> l “é;(xovy()) - 5;<x0’y0> { “a;(xos yo/

de donde por igualdad de complejos se obtiene

du _ Odv X Ou Xy ) = - av
—a_x_(xo’y(’) B dy ( 0,)’0) y a; \xo’y(’> E{(x()’y(»
que son las ecuaciones de Cauchy-Riemann. m

Notese que la demostracion del teorema anterior proporciona las siguientes férmulas

explicitas para f/(z,):

f(zo) = -é-;(x(,,yo) i = (%45 ,) )
Plea) = 22 x3e) - 1 2 (v ®
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Notense también algunas implicaciones importantes de este teorema:

v Si f es analitica en z, =x, + iy, , entonces se satisfacerdn las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en (x,,y,).

. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann establecen condiciones necesarias para que f sea
analitica en z,=x,+iy,, es decir, si no se satisfacen en (x,,y,). entonces
automaticamente f no es analitica cn z.

J Si las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen en (x,,y,). no se puede

necesariamente concluir que f es analitica en z, =x, +iy,.

Ejemplo 1.3.1. Dada la funcién f(z) = z2

a) comprobar el Teorema 1.3.1,

b) calcular f/(z) mediante la Ecuacién (2) y la Ecuacion (3).

Solucién.

a) La funcién f(z) =z? es analitica en C porque f’/(z) =2z existe para toda z € C.

También sabemos que
flz) =2 = (x +iy)? = (x?-y2) + i(2xy) = u(x,y) + iv(x,y)
de donde
u(x,y) = x* -y> y  v(x,y) =2xy
Como

du ov ou ; dv
—{x, = 2x = — (X, —(x, = -2 - - 27 x,y)
ax( y) By( y) oy ay( y) y 8x(

las funciones u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo punto
(x,y) € R%.

b) Abhora, de la Ecuacion (2) y Ecuacion (3) para f/(z) tenemos
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£ = 2y + 1 (k) = 20+ i(2y) = 2(x +iy) = 2z
ox o0x
Fizy = Ly - i 2% (x,y) = 20 - i(-2y) = 2(x viy) = 2z
5 dy
como se esperaba. [

Ejemplo 1.3.2. Mostrar que la funcién f(z) =z en ningin punto es analitica.

Solucién. Tenemos que

flz) =z =x+iy=x-iy=ulxy) +ivxy)
de donde
w(x,y) =x y  v(x,y) = -y
Por lo tanto, para todo punto (x,y) € R?

.9.‘_‘.:1#:—1:—8_}.}_ y _Qy_;—o—-_a_z

ox ay dy | ox

por lo que las ecuaciones de Cauchy-Riemann no se satisfacen en todo punto (x,y) ¢ R*, asf
concluimos que f en ning(n punto es analitica.

Comparar con el Ejemplo 1.2.20. [

Ejemplo 1.3.3. Mostrar que la funcién definida como

flz) =y z
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el punto (0,0), pero no es derivable en
2, = 0.

Soluciéon. Como
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(2) _ Griy) _ (x-iy)? | (x%-y?) - i(2xy)
z X+ iy X +iy X +1iy

(x%-y?) -i2xy) x-iy _ (x*-3xy?) + iy’ -3x%y)

X + iy X -y x% +y?

la funcién puede escribirse en la forma

3 _ 2 3 _n.2
X 3x2f i 3x*y Si z=x+iy+0+i0
flz) = x*+y? x?+y?
0 si z=x+iy=0+10
de donde

x? - 3xy? 3 - 32

wry) = Sy Mny) = S

Xty Xty

si(x,y)#(0,0)y
u(0,0) =0 'y v0,0) =0

Calcularemos las derivadas parciales en (0,0) medianie la definicion:

- 9%10,0) = lim X9 800 ey X gy - g
dx x ~ 0 X - x -0 X x = 0
y similarmente,
9% 0,00 -0, 2%(0,0) - 0 9 (0,0 - 1
oy x y

de donde

Ju ov ou ov
0,0) =1 = 0,0 L20,0)=0 - -22(0,0
ax( ) ay( )y ay< ) ax( )

por lo que se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el punto (0,0).
Ahora mostraremos que f no es derivable en z, =0.

De la Definicion I.2.6 de derivada
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710y - tim JEZFO) g flaeiy)

z-0 2 -0 xeiy -0+i0 X * [y

Siz=x+1iy tiende a 0 +i0 a lo largo de! eje x, entonces y =0 y

F0)= tim LE0 o X sy -

x+i0~0+i0 X + 10 x~0 X % -0

Pero si hacemos que z tienda a 0 a lo largo de la recta y = x, entonces

, +ix , =X - ix ,
o) = lim M=llm——£~7-:hm~l_:—l
x+ix ~0+i0 X T IX x-0 X t1X x » 0

Ya que los dos limites son distintos, concluimos que f no es derivable en el origen

y en consecuencia tampoco es analitica ahi mismo. |

Este ultimo ejemplo reitera que la mera satisfaccion de las ecuaciones de Cauchy-
Riemann no es suficiente garantia para la derivabilidad de una funcion. Sin embargo, el
siguiente teorema nos da las condiciones suficientes bajo las cuales podemos usar la Ecuacion

(2) o la Ecuacién (3) para calcular 1a derivada f’ (zg).

Teorema 1.3.2. Sea f: A~ C, con A abiertoen C. Si f(2) =u(x,y) +iv(x,y) es fal que
las funciones uw y v tienen primeras derivadas parciales continuas ° y satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann en A, entonces f es analitica en A.
Demostracion. Au, el incremento en u, estd dado por
Au = u(x+Ax,y+Ay) - u(x,y)
Si sumamos y restamos el término u(x,y + Ay) obtenemos
Au = [u(x+Ax,y+Ay) -~ u(x,y + Ay)] + [u(x,y + Ay) - u(x,y)]

1.a derivada parcial du/ Ox existe, por lo que el teorema del valor medio para funciones

2 Cuando una funcién real de varias variables tiene primeras derivadas parciales continuas se dice que ¢s de

clase C!.
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reales de dos variables implica que existe x* € (x, x + Ax) tal que se puede escribir ¢l primer
término entre paréntesis rectangulares de la derecha de la expresion anterior como

u(x +Ax,y +Ay) - d(x,y+Ay) ~Z—;-Li(x",)wAy)Ax
x

Ademas, como Ju [ dx es continua, existe una cantidad e, tal que

—a—y—(x*,)wAy)Ax = -+ g
dx X

donde €, ~ 0 cuando x* ~x y Ay~0. Como el que Ax -0 fuerza a que x* ~ x, podemos
usar la ecuacion

u(x +Ax,y+Ay) - u(x,y+4dy) = (% + el)Ax

donde €, ~ 0 cuando Ax~-0y Ay~0.

Similarmente, para el segundo término entre paréntesis rectangulares del lado derecho
tenemos

donde v, ~0 cuando Ax-~0y Ay-~0.

Utilizando estas dos ultimas expresiones en A u tenemos

Au = "(?E“*‘ﬁ Ax + —a—L-‘~+n1 Ay
ox oy

donde €, y 7, tienden a cero cuando Ax y Ay tienden a cero.

Similarmente, el incremento A v esta relacionado con los incrementos Ax y Ay por
medio de la ecuacion

dv ov
ERCIE

Jx
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gonde €, ¥ n, tienden a cero cuando Ax y Ay tienden a cero.

Combinando estas dos dltimas ecuaciones obtenemos

Aw = Au +iAv
Bu du [ dv dv
= l——+€e |Ax +|-—+ Ay + — +E€y | AX F | —— A
(5 eor e (5 om]or i (G reafar - (5 om o)

ou ; v Ax + —(zli*ri—alAy+eAx+nAy
oy ay

donde € =€, +ie, -0y n=n, +in, -0 cuando A.xQO y Ay-0.

Utilizando una de las ecuaciones de Cauchy-Riemann y reacomodando obtenemos

Aw = -{ilf—+z'—(-9—~‘i Ax + —i‘i+i~ai‘— Ay +eAx + n Ay
Y ox ox

1t

(au 'av)(Ax+iAy)+€Ax+nAy

fm AW _ %% 0V o e 2% LAY
Az-0 Az ox ox Az -0 Az Az

Ya que € tiende a cero porque Ax y Ay también tienden a cero, se obtiene

tim |e 2% = lm |e|| 25| < lim |} = 0
Az-0] Az Az -0 Az -+ 0

Similarmente, el limite que involucra a n es cero. Por lo tanto el limite nos queda como

Aw _dw o0 w3y
dz re ox lax

Az ~0 Az

asi que la derivada existe y es dnica, es decir, f(z) es analitica en A

Si se hubiera utilizado la otra ecuacién de Cauchy-Riemann llegariamos a la otra

expresion para la derivada:
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Ejemplo 1.3.4. Mostrar que la funcién
flz) = (= 35y%) = (33 - )
es analitica en C y calcular su derivada.
Solucion. La funcién estd en la forma f(z) =u(x,y) +iv(x,y) donde
u(x,y) = x°-3xy> y  v(x,y) = 3x%y - »*
Como

ou 2 ,  dv Ju 2 ov
— =3x° - 3y° = — — = -6xy* = - —
ox Y oy Y oy Y ox

las derivadas parciales de u y v son continuas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-

Riemann para toda (x,y) € R?, entonces, por el Teorema 1.3.2, f es analitica para toda
z=x+iyeC.

Calculando la derivada por medio de la Ecuacion (2) tenemos:

Flz) = -g-‘—‘- ; ,-_g_z - (322 - 3y%) + i(6xy)
X X

Este resultado es facil de comprobar ya que f(z) =z°. |

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann son particularmente utiles en la determinacion del
conjunto de puntos donde una funcion es analitica.

Ejemplo 1.3.5. Determinar los puntos donde la funcién f(z) =x? +iy? es analitica.

Solucion. En este caso

u(x,y) = x y v(x,y) =y
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Las derivadas parciales

son continuas y Ju/ody=-0v[dx se satisface para todo punto (x,y) eR?. Pero
duf[ox =0v/[dy siy sblo si 2x =2y, por lo que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se

satisfacen cuando y = x y de acuerdo al Teorema 1.3.2 dirfamos que f es analitica sOlo en
los puntos de esta recta. Sin embargo, recordamos que cuando decimos que una funcion es

analitica en un punto z,, significa que la funcién es derivable no sélo en z, sino en todo
punto en una vecindad de z,. Por lo tanto, f es derivable s6lo en los puntos de la recta

y =X, pero aqui tampoco es analitica porque cualquier vecindad alrededor de un punto sobre
la recta contiene puntos que no estdn sobre dicha recta. n

El concepto de funcién derivable para las funciones complejas de variable compleja,
que se introdujo en la Definicion 1.2.6, es andlogo al de funcion derivable para las funciones
de variables reales. Sin embargo, es necesario tener presente que aunque dichos conceptos
son andlogos, no son la misma cosa y que su relacion exacta es como la establece el teorenta
que veremos después de recordar brevemente las nociones de derivada y diferencial que se
estudiaron en célculo real.

En particular, nos interesa referirnos a las funciones de R? en R?, ya que hemos
visto que si f es una funcién de € en C se puede escribir en la forma

fz) = ux,y) + iv(x,y)
donde z = x +iy, y entonces la funcién

F(x,y) = [u(x,y),v(x,y)]
es de R* en R?.

Ahora bien, es de todos conocido que una funcion de este tipo es diferenciable en el
punto (x,y) si dicha funcion F estd definida en una vecindad de (x,y) y su incremento

AF = F(x+Ax, y+Ay) - F(x,y)

se puede escribir como
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AF = DF(x,y) (Ax,Ay)" + ®(x,y,Ax,Ay) (Ax, Ay)T
donde @ es una matriz de 2 x2 tal que

lim ¢ =0
(4x,4y) - (0,0)

donde D F(x,y) es la derivada de F evaluada en (x,y), la cual estd dada por

) 0
—a_u( :y) _a-—‘(x’y)
DF@y) =| g
’ ﬂ(x y) —a—z(x y)
ox dy

A la matriz D F(x,y) también se le conoce como matriz jacobiana de F .

También conviene recordar un teorema de célculo vectorial que nos dice que si todas
las derivadas parciales de F son continuas en una vecindad del punto (x,,y,) de su

dominio, entonces F es diferenciable en (xg,y,).

Finalmente, diremos que f es diferenciable en el sentido real en (x,,y,) si F es

diferenciable en dicho punto.

Teorema 1.3.3. Sea f: A - C, con A abiertoen Cy z,=x,+1iy, € A. Entonces la derivada

f’ (z,) existe si'y solo si f es diferenciable en el sentido real en (x,,y,) y satisfuce las

ecuaciones de Cauchy-Riemann en (x,,y,).

Recordemos que, de acuerdo con lo apuntado a continuacion de la Definicion 1.2.6,

para que f sea analitica en z;, no basta con que f / (z,) exista, se requiere que f (z) exista

en una vecindad de z,,.

Ejemplo 1.3.6. Mostrar que la funcién f(z) =]z |?

a) Es diferenciable en el sentido real en cualquier vecindad del origen.
b) Es derivable en el sentido complejo s6lo en el origen.
c) No es analitica en cl origen.
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Solucion. La funcién f(z) puede escribirse en la forma

fz) = |z|* =2z = (x +iy)(x - iy) = x* + y?

de donde

a)

b)

u=x>+y: y v=0

Construyendo la funcion

F(x,y) = [ul(x,y), v(x,y)] = (x* +¥%,0)

se obtiene
My iy :
dx dy ’ 2x 2y
DF(x,y) = ' = J
Py Ly LO°
ox dy

Como todas las componentes de esta matriz son continuas en R?, entonces F es

diferenciable en R? y por lo tanto, f es diferenciable en el sentido real en toda
vecindad del origen.

Como

: . _Ov
0x dy oy ox

vemos que en el origen (y solo ahi) las funciones u y v cumplen las ecuaciones de

Cauchy-Riemann. Por lo tanto, f es derivable en el sentido complejo sélo en el
origen.

Comprobaremos esto calculando la derivada en cero y haciendo ver que en
todo punto distinto del origen la derivada no existe.

De la Definicion I.2.6 de derivada, para z; =0 obtenemos

2 e —~
= tim 120 - gim 22 gmz -0

-0 Z z-0 Z z - Q

0

z =+ 0 z -
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Para z, =x, +iy, # 0, de la misma Definicién I.2.6 de derivada tenemos

il

- 2 _ 2
tim T~ f(Z) i 2 %)
zZ -z, YA z -z YA A

f(z)

T e Al LCAS0)

KHly = xgtiy, (x+ly) - (XO“I.-'_VO>

)b
x+iy = xg+iyy (X~ Xg) * (¥ ~Yp)

Acercandonos a z;, = x, = iy, por puntos de la forma z = x + iy, (es decir, por puntos
sobre la recta y =y, paralela al eje real) obtenemos

) x? - X ) ,
f(zo) = Mm ———— = lim (x +x,) = 2x,

xwxox_xo X ~ Xq

Acercandonos a z, = X, + iy, por puntos de la forma z = x, + i y (es decir, por puntos
sobre la recta x = x,, paralela al eje imaginario) obtenemos

¥ - ¥
. 0 - .
fl(ze) = lm ———— = ~i Hm (y +y,) = -2y,
y-~yol(}"yo) Y * Yo
Los limites a lo largo de estas dos trayectorias son iguales si y s6lo si 2x, = - 2y,i,
lo cual requiere que x, =y, =0. Pero como z, # 0 entonces x,*0 6 y, # 0 por lo

que los dos limites son distintos. Asi f’ (z,) no existe para z, = 0.

c) f no es analitica en el origen porque para serlo f/(z) debe existir en una vecindad
del origen. n

Es interesante observar que como

f(zydz = [u(x,y) + iv(x,y)] (dx + idy)
= [u(x,y)dx - v(x,y)dy] + ilv(x,y)dx + u(x,y)dy)

si las partes real e imaginaria de una funcidén f(z) =u(x,y) +iv(x,y) satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces las partes real e imaginaria de f(z) dz, dadas por
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u(x,y)dx - v(x,y)dy 'y v(x,y)dx + u(x,y)dy

son diferenciales exactas.

Funciones inversas.

Un teorema bésico del andlisis real es el teorema de la funcion inversa. Daremos aqui dos
demostraciones de la contraparte compleja de este teorema, la primera de las cuales supone
que la derivada de la funcién es continua y depende del correspondiente teorema para

funciones de variables reales y la otra que asume la existencia de f ' analitica. Mas adelante

veremos que la continuidad de f/ es automética * y demostraremos el teorema de otra
manera que no depende del teorema de variable real.

Teorema 1.3.4. Teorema de la funcion inversa.
Sea f: A~ C analitica’y f/(z,) # 0. Entonces su funcion inversa es analitica y su derivada
estd dada por

donde w, =f(z,).

Una manera sencilla de escribir este teorema es la siguiente. Si w =f(z), entonces
_f-1
z=f(w)y

Es conveniente hacer notar que el teorema de la funcion inversa sélo permite a uno
concluir la existencia de una inversa {ocal para la funcion. Es decir, que si f satisface las

* Esto es porque si una funcién es analitica, entonces la funcidén tiene derivadas de todos los érdenes. En
particular, al tener segunda derivada, la primera derivada es continua. El teorema respectivo se demostrard
posteriormente.
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hipétesis del teorema, entonces existe una vecindad U de z, y una vecindad V de f(z,) tal

que f: U ~ V es biyectiva, por lo que tiene inversa £ ' que cumple con las conclusiones del
teorema.

Demostracion (1). Para la funcion analitica f(z) = u(x,y) + i v(x,y) la matriz de derivadas
parciales, después de utilizar las ecuaciones de Cauchy-Riemann, queda como

" ou Ju ou ov |
=5 (%o Yo) “gy‘<xo’y0) 5, ForYo) = 5= (¥or Yo
Df(x4,,) = -
f(xo yo) ov ov ov Ju
¢ ForYo) _a’;(xo’yO) L 5 FoYo) 5= (¥orYo)

que tiene como determinante

det(Df(xO,yO)] =

12 X {Q}’_. (xO’y(’)r

ox

t
p—————y
¥
=
<
o
<
T

i Y (x5, v0)
ox '

t
———
=]
=
o
~—

a / . :

Como f'(z,) # 0, entonces det[ D f(x,,y,)1# 0, por lo que se puede aplicar el teorema de
la funcion inversa para funciones de variables reales. Asi, la matriz de derivadas parciales
para la funcién inversa es

Df }x5,¥) = [Df(¥es o)}

du ov | 1

| e e
du «

det{Df(xo, yo>] - .g_vx_._ (xo,y()) *a"z (x()a yO)

Si f(z) =s(x,y) +it(x,y), entonces su matriz de derivadas parciales tiene la forma

 Os as
. | 'a_x( anO> 'é’; \x():yO> ]
Dy (%02 %0) = t ot ‘
= (%0 Yo) 3 (%o ¥o) |
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2 r20) = T o (o %0)
ox det[Df(xo,yo)] dx
i(;'(xo’yo) = 1 E‘i("o’yo)
dy det[Df(xG, yo)} ox
ot -1 ov
_a.;( 0 )’0) - det[D’f(xo,yoﬂ _é;(x()’y0>
'é)’t‘(xo’yo> - ibi("w%)
oy det[Df(xo,yO)] ox
obteniéndose
Sl = Sl Y g e g (edo)

por lo que s y ¢ satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z,. Por lo tanto, f “1es

complejo-diferenciable. Asi, (f 1) existe en f (z,) y esta dada por

()£ (zo)]

Il
=
o
<
2.
+
~.
——
=
(=
~
(=]
—

con lo cual se obtiene la conclusion deseada.

- Demostracién (2). Suponiendo que f ! estd definida y es analitica, entonces por la regla

de la cadena

e A2y = Y FR) )

Y por otro lado
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(fleflz) = 2
(flefViz) = 1

Igualando las dos expresiones anteriores

U] f2) = 1
F@) = -

que es el resultado buscado. u

Ejemplo 1.3.7. Demostrar que
dyz 1
dz 2z
Solucion. Una funcion debe ser univoca para tener derivada. Entonces, ya que la funcién

w =/z es multivoca, debemos restringirla a una rama de esta funcion.

Consideremos primero la rama de la funcién w = /z para lacual w=1 si z=1. En
este caso, z =w?, asi que por el teorema de la funcién inversa

aw L _ 1
dz *cj_;_ 2w
dw

de donde

Ag.[z_ = 1

daz 2z

Lo mismo se obtiene si consideramos la otra rama de w =f(z) =z para la cual
w=-1siz=1.

Posteriormente repetiremos este ejemplo utilizando coordenadas polares. |
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Conjuntos Conexos.

Sea A < C un conjunto abierto. Se desea dar un significado preciso de la aseveracion "A
consiste de una pieza". Realmente existen varias posibles interpretaciones a esta proposicion,
pero para este propoésito se puede utilizar la siguiente definicién.

Definicion 1.3.1. Se dice que el conjunto A es conexo si y solo si, para todo z,,z, €A,
existe una linea poligonal totalmente contenida en A que une z, con z,.

En la Figura 1.3.1 se ilustra el caso de un conjunto conexo y uno no conexo.

Definicion 1.3.2. Si A es un conjunto abierto y conexo, se le llamard region abierta o
simplemente region.

En forma semejante se pueden dar las definiciones de region cerrada, region
semiabierta, etc. Sin embargo, cuando se use la palabra region se entendera region abierta.

Una consecuencia importante de la conexidad se establece en el Teorema 1.3.5.

Teorema 1.3.5. Sea A una region en Cy f: A~ C una funcion analitica. Si f'(z) =0 en
A, entonces f es constante en A.

}y , Y

O

Figura 1.3.1. Conjunto conexo y conjunto no conexo.
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Demostracién. Como f(z) =u(x,y) +iv(x,y) es analitica en A, de la Ecuacion (2) y
Ecuacion (3) para f'

— ti— =0 'y — =0
ox ox oy oy
ya que por hipétesis f/(z) =0. De aqui
ﬂ. = -a_u = 0 y _a_v jusag _.a_‘_,_ = O
ox dy ox dy

en cada puno de A. Por lo tanto podemos concluir que existen constantes reales a y b tales
que

u(x,y)=a 'y v(x,y)=b
sobre 4 por lo que f(z) =a + bi, es decir, f es constante en A.

Argumentando un poco mas sobre esto dltimo, el que las derivadas parciales de ¥ y v sean
siempre iguales a cero significa que

ou du ov Jv
du =Vu =|—,— | =0 adv = Vy = | —, — | =0
gra (ax ay) y e (ax ay)

por lo que las derivadas direccionales de # y v son cero. En consecuencia, u y v son
constantes a lo largo de todo segmento de recta contenido en 4 y como todo par de puntos
en A se pueden unir por un conjunto finito de tales segmentos unidos por los extremos, los
valores que toman las funciones u y v en €sos puntos no cambian. n

Conformalidad.

Haremos notar un interesante aspecto geométrico que se presenta cuando transformamos una
region dada A del plano z en otra regién f(A) del plano w, mediante una funcion analitica,
biyectiva y no constante w =f(z). Para esto necesitamos dar antes algunas definiciones
necesarias para lograr nuestro objetivo.
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Definicion 1.3.3. Una curva en el plano complejo es un conjunto de puntos z = x + iy tales
que

it

i

{x x(t)
, a<t<b
y =¥t

donde x(t) y y(t) son funciones reales continuas del pardmetro t .

Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones paramétricas de la curva. De esta

manera, para cada valor de ¢ en el intervalo [a,b] obtenemos un punto z en el plano
complejo. Asi, una curva en el plano es la imagen de una funcién compleja de variable real

z:[a, b] - C con regla de correspondencia

z(t) = x(t) + iy(t)

La curva es cerrada si z(a) = z(b) con a # b. Una curva es simple si no se intersecta
a si misma, es decir, es simple si z(#,) # z(#,) cuando ¢, # t,. Cuando la curva es simple,

excepto por el hecho de que z(a) =z(b), decimos que la curva es cerrada simple, o de
Jordan.

Definicion 1.3.4. La derivada de la funcion z(t) =x(t) +iy(t) en t, la cual se derota
como z2'(t) o dz(t)]dt, estd dada por

2/(t) = x'(t) + iy'(e)
siempre y cuando x'(t) y y'(t) existan.

Definicion 1.3.5. Una curva definida por z:[a,b] ~ C es diferenciable si x'(t) vy y'(t),
las derivadas de las componentes de z(t), son continuas para toda t €{a,b].

Si la funcién z:[a,b]~ C representa una curva diferenciable y z/(t) #0 en el
intervalo [a, b], entonces z/(t), el vector tangente a la curva en el punto z(t), estd bien

definido para toda ¢ € [a, b], con dngulo de inclinacion arg z/(t) . Ademas, al girar el vector
tangente, lo hace de forma continua mientras el pardmetro ¢ varia sobre el intervalo porque

x'(t) y y'(t) son continuas. Tales curvas se llaman suaves o lisas,
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Definicién 1.3.6. Una curva definida por z:[a, b -~ C es suave o lisa si z/(t) es continua
y no nula para toda t € [a, b].

Ahora ya estamos listos para, por medio de la regla de la cadena (Teorema 1.2.12),
dar una interesante interpretacion geométrica de la derivada, la cual consiste en mostrar que

cerca de un punto z, en el cual f ! (z4) # 0, la funcion f es aproximadamente una rotacion

por arg f'(z,) junto con una magnificacion por | f/(z,)|. Si f(z,) =0 la estructura de f es
mas complicada.

Teorema 1.3.6. Sean A un conjunto abierto en C, z:{a, b} -~ A una curva diferenciable y
f:A -~ C una funcién analitica, entonces f°z es una curva diferenciable y

(Fo2)(t) = flz(n)]z/(t) V¥ t€la,b]

Este teorema conlleva la geometria local de las funciones analiticas. Para entenderlo
mejor, considérese una curva diferenciable C en una regiéon A contenida en C, definida por
z:[a,b] - A y una funcién analitica f: A ~ C. La funcién w(t) = f [z(t)] (a < t < b) define

a C * la curva imagen de C bajo la transformacion w = f(z).

Supongamos que C pasa por un punto z, =z(Z,) (a <t,<b). De acuerdo con la regla de
la cadena

wilte) = f[z(t0)] ='(8)

Si se supone ademds que z’(t) # 0 (por lo que la curva es suave) y f lz(t)] # 0 para toda
t€[a,b], se concluye que w'(z,) * 0, de donde

arg w'(ty) = argf’[z(to)] + argz/(tg)

Como z/(t,) es un vector tangente a la curva C en el punto z, y w'(1,) es un vector
tangente a la curva C* en el punto w, = f(z,), esta ecuacion es util para relacionar las

direcciones de las curvas C y C* en z, y w, respectivamente.

Concretamente, sea ¥, el valor de arg f ! (z,) y sea 0, el dngulo de inclinacion de un vector
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tangente a la curva C en el punto z;. Entonces 6, es un valor de arg z/ (t5), por lo que la
cantidad

$y = W, + B

es un valor de arg w'(z,) y es, por lo tanto, el angulo de inclinacion de un vector tangente
a la curva C* en el punto w, =f(z,). Por lo tanto, el dngulo de inclinacion del vector

tangente en w,, difiere del 4ngulo de inclinacion del vector tangente en z,, por el dngulo de
rotacion

WO = argf/(zo>

En otras palabras, ¥, es el dngulo que forman los vectores tangentes a C'y C" en z, y
w, = f(z,) respectivamentc y sélo depende del punto z, y de la funcion f. |

Asi, el efecto de la transformacion w = f(z) es el de rotar el angulo de inclinacion del vector
s / B N . -
tangente a la curva C en el punto z;, un angulo W, =arg f'(z,) para obtener el angulo de

inclinacion del vector tangente a la curva C* en el punto w,. Esta situacion sc ilustra en la
Figura 1.3.2.

C*

Figura L.3.2. { =0, +0,, donde [ es analitica y no nula.

Sean ahora C, y C, dos curvas suaves que pasan por z, y sean 6, y 6, los angulos
de inclinacion de sus respectivos vectores tangentes ¢n z,. Sabemos por el parrafo anterior
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que los dngulos de inclinacion de los vectores tangentes a las curvas imagen C; y C; en el

punto w, =f(z,) son las cantidades

¢1:¢04’61 y ¢2:WO+87

&

respectivamente. Asi que ¢, -9, =6,-86; porlo tanto, el angulo ¢, ~ ¢, desde Cf hasta

C, es el mismo en magnitud y sentido que el dngulo 6, -0, desde C, hasta C,. Estos
angulos se han denotado por « en la Figura I.3.3.

C;

Figura 1.3.3. Una transformacion conforme preserva dngulos.

A esta propiedad de preservar dngulos se le llama conformalidad, 1o cual resumiremos
en la definicién y teorema siguicntes.

Definicion 1.3.7. Una transformacion o mapeo w =f(z) es conforme en z; si preserva
angulos entre curvas orientadas tanto en magnitud como en sentido.

Teorema 1.3.7. Sea f una funcion analitica en una region A 'y sea z, un punio en A. Si

f /(ZO) #0, entonces f es conforme en z;.

De hecho, la transformacion es conforme en un entorno del punio z, porque al ser
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la funcién f necesariamente analitica en un entorno de z,, y al ser f/ continua en z, *se

deduce que existe un entorno de ese punto en el que f/(z) 0.

Otra propiedad que se relaciona con el término conforme en z, es €l cambio lineal

de escala al considerar el modulo de f/ (z4) . De la definicion de derivada, de las propiedades
de los limites y de las propiedades del méodulo se tiene

|/(z0)] = | lim f@) - Fz) | L lim

z -z Z 7 2y z ~ Zg

f@) - f(z) | e R - (20)]
Z

) z -z, {Z“‘ZOI

Ahora bien, |z -z,| es la longitud de un segmento de recta que une z, con z y
| f(z)-f (zp) | es la longitud de un segmento de recta que une f (zy) con f(z) en el plano
w. Es evidente que si z estd cerca del punto z,

[£2) = f(zo)] = |/'(z0)] 12 = 2]

por Jo que la distancia |f(z) - f(z,)| entre las imdgenes de los puntos z, y z estd dada
aproximadamente por | f’ (z4) | |z =z, | . Por lo tanto, podemos decir que la transformacionf (z)
cambia distancias pequefias cerca de z, por el factor de escala |f / (z,)|. Notese que
| (z,) | representa upa dilatacion si es mayor que 1 y una contraccién si es menor que 1.
Esto significa que cualquier segmento de linea que comience en z, en el limite es expandido
o contraido bajo la transformacién f por la razén |f/(z,)|. Dicho de otra manera, el
cambio lineal de escala en z,, efectuado por la transformacién f(z) es independiente de la
direccion.

Resumiendo, una transformaciéon conforme infinitesimalmente cerca de z,. es
aproximadamente una rotacion por un dngulo arg f’ (z,) seguida de una homotecia por un
factor de escala | f ! (z,) |. Aunque el dngulo de rotacion arg f (z) vy el factor de escala

| f/(z) | varian en general de punto a punto, de la contuinuidad de f ’ concluimos que sus

valores son aproximadamente arg f/(z,) y |f/(z,)| en puntos z préximos a z,. Por lo

tanto la imagen de una pequefia region en un entorno de z, es "conforme” con la region
original en el sentido de que tiene aproximadamente la misma forma. Sin embargo, una
region grande puede transformarse en una regién que no guarda parecido con la original.

* Ver 1a nota al pie de la pagina 109.
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Una transformacion w =f(z) es conforme en A, o simplemente conforme, si es

conforme en todo punto de A. Es decir, f es conforme en A si f es analiticaen A y f' no

tiene ceros en A. Una transformacion que conserva la magnitud del dngulo entre curvas
suaves pero no necesariamente el sentido se llama isogonal.

Sea f es una funcion no constante y supongamos que es analitica en z,. Si

f ’(zo) =0, entonces z, se llama un punto critico de la transformacién w = f(z). En un
punto critico los dngulos no se preservan necesariamente.

Ejemplo 1.3.8. La transformacion w = f(z) =z> es conforme en 4 = C-{0} porque
f'(z) =22 #0 para toda z € A. En particular es conforme en el punto z, =1 +1i, donde se

intersectan las semirrectas x = 1 (y 20) y x +y =2 (x < 2). Denotemos estas semirrectas por
C, y C, respectivamenete, con sentido positivo hacia arriba. Observamos que el angulo

desde C, hasta C, es @ =0,-0,=3n/4-n/2=n/4.

Como z =x +iy, la transformacién w = f(z) =z? se puede escribir como

2

w = (x? =y?) + i(2xy)

y COMO W =u + v, entonces
u=x"-y y v =2xy

. < *
La semirrecta x =1 (y 2 0) en el plano z se transforma entonces en la curva Cy, en
el plano w, definida en forma paramétrica por

= 1 - y?
“ Y 0<sy<o
v = 2y

o en forma cartesiana por
vi=-4(u-1), (v=0)
la cual es la mitad superior de una parabola en el plano w.

De la misma forma, la semirrecta x +y =2 (x £2) se transforma en
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u® = -8(v-2), (u<4d)
la parte de la pardbola a la izquierda de u =4, la cual denotaremos por C;. En el primer
caso el sentido positivo de la curva imagen es hacia arriba y en el segundo hacia la izquierda.

* * . . _ iy = .
Las curvas C; y C2 s¢ intersectan en el punto wy =u, +iv, =2i.

Para la curva C; tenemos

feo

v

por lo que

Andlogamente, para la curva C; tenemos que ¢, = ©, de donde el angulo entre las curvas
imagen en el punto de interseccibnes « =¢, ~¢, = /4. B

Ejemplo 1.3.9. La transformacion w = f(z) =z, la cual sabemos es una reflexion respecto
al eje real, es isogonal pero no conforme ya que no conserva el sentido de los angulos bajo
la transformacion.

Sean C, y C, dos curvas suaves en el plano z definidas por z,:[a;,b,]~4 ¥
z,:la,,b,] » A respectivamente, donde A es una regién contenida en C. Las curvas se
intersectan en el punto z, € A. El dngulo entre las dos curvas en z,, medido desde C, hasta
C,es a=0,-6,.

Como arg(z) = ~arg(z) y |z] = |z|, entonces las imdgenes C; y C, también son
curvas suaves en el plano w definidas por w, = z_1 y w, = Z respectivamente, por lo que el

angulo entre ellas, medido desde C; hasta C: es
b~y = -0,-(-0,) = -(6,-8,) = -«

Vemos que el sentido del angulo entre las curvas no se conservd (se invirtid). =
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Ejemplo 1.3.10. El punto critico de la transformacion w =f(z) = z? es z, =0, porque
I/ (zy) =21[z=z° =0.

.. : i0
Sean C, y C, dos rayos en el plano z definidos respectivamente por z = re’ly

i0 . .
z=re 2, donde r>0. Porlo tanto el dngulo entre los dos rayos, medido desde C, hasta
C,esa=6,-0,.

Como arg(z?) =2 arg(z) y |z%| = |z|?, entonces las imdgenes C; y C, también son

2

. 20,i 20,i :
rayos en el plano w definidos por w=r2e” "' y w=r2e”"* respectivamente, por lo que el

angulo entre ellos, medido de C; hacia C;, es
¢,-¢, =26,-28, =2(6,-8,) =2«

Vemos que el dngulo entre las curvas se multiplicd por 2 en el punto critico. |

Se puede probar que si z,, €s un punto critico de una transformacion w = f(z), existe
un entero k=2 tal que el angulo entre cualquier par de curvas que pasen por z, queda
multiplicado por k bajo la transformacion (el entero k es el menor entero positivo tal que
f®(z,) #0). En nuestro ejemplo k =2 porque f@(0) =2 +#0.

Ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar.

Recordamos que cuando usamos coordenadas polares (7,0) para localizar puntos en €l

plano, es decir, que z = re'® es conveniente escribir a una funcién compleja en la forma
f(z) = u(r,8) +iv(r,0) 4
donde u y v son funciones reales que dependen de las variables reales r y 0.

Si queremos expresar las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares debe
hacerse con cuidado, ya que el cambio a coordenadas polares es un cambio diferenciable solo

si se restringe 6 al intervalo abierto (y,,y, +2n) de longitud 27 y si se omite el origen
(r=0). Sin tal restriccion, 6 es discontinua porque salta 2n al cruzar la semirecta
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i
z=re’, r>0.

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar y las formulas para calcular la

derivada f/(z) en términos de las derivadas parciales de u y v se obtendrdn a continuacion.
Durante el desarrollo haremos uso de las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas
carfesianas.

De las ecuaciones de transformacion

rcosf

rsenb

N
o=
i I

y de la regla de la cadena obtenemos

ou ou 0x du dy _ ou Ju

— = 222y 22 2L = “ZcosO + —Z senb

or ox Or dy or ox oy

ov ov 0x dgv dy  0Ov oy

2L . L2 4 2122 - - rsend + — rcosd
o0 ox 06 dy 06 ox oy

Sustituyendo las ecuaciones de Cauchy-Riemann

en la derivada parcial du/dr tenemos

du —Ei\icosﬁ - ﬂsenf)

or oy ox

que al comparar con la derivadas parcial dv/ 00, nos da

la cual es una de las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar.

De manera andloga se obtiene la otra ecuacion de Cauchy-Riemann en forma polar:

dv 1 du

ar  r 98
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lo cual se pide en el Ejercicio 20.

De las ecuaciones de transformacion

o -
y de la regla de la cadena obtenemos
Ou _ Ouor  Oudd _Ow x _Ou_y
ox or dx a9 ox or /x2+y2 30 x2 +y?
. OQux ouwy Ou o 1ou o
rr 8 2 r r
ov _ Ovor ovade oy x O y
ox or 0x 00 ox ar /.2 ~y? 00 x?+y?
- vx vy _9vie-19ne
or r 00 ;2 r r 00
Sustituyendo en la Ecuacion (1) para f /(z) obtenemos
fliz) = —é)}icosﬁ - ~1-~a—l—‘—sen6 + i v cosf - —1~-a~‘isen6
or r o6 or r o9
ou eAY , 1 ov .1 du
= cosB|— +i— | -isenb | -— - i— —
or ar r 06 r 06

en donde al sustituir las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar se llega a

ou _ . dv . du _ . 0v
(z) = 0| — I g 0| = +i—
f(z) = cos (6 +za) i sen (ar lar)

= (cos® - isenf) Su ;9% . e-i0 .. (5
ar or or
Anélogamente puede obtenerse
y i 0 Of
z) = ——e " = ... (6)
F) r o0

124



1.3 ECUACIONES DE CAUCHY -RIEMANN

lo cual se pide en el Ejercicio 21.

Todo lo anterior puede resumirse en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.8. Sea f(z) =u(r,0) +iv(r,0) definida en una region A contenida en

C- {z\z =re’ r> 0}‘ Si u y v tienen primeras derivadas parciales continuas en A ¥
satisfacen

conocidas como ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar, entonces la funcion f es
analitica en A y su derivada f'(z) se puede calcular por medio de

IR - —iﬂ_a_f_‘ ’ . I\ — »_._i_. —."e_?_f‘.
fi(z) =e 31 0 fiz) - e 50

donde Of|0r = du|or +iov/or, f/30 =0ufd0 +iov/08 y e '® =cosO - isend.

Ejemplo 1.3.11. Mostrar que si f es la rama principal de /z , dada por

f&) - VT = fre® - 7 e

donde el dominio estd restringido a r>0 y -n<0<m, entonces f es analitica en su
dominio y la derivada estd dada por

Selucion. La funcién f se puede escribir como
9 . . 0
flz) = \/Fcosz + 0 \/;SGHT
de donde

u(r,0) = ﬁcos-g y  u(r,8) = \/?sen%
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De aqui

Ya que las derivadas parciales de u y v son continuas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-

Riemann en forma polar en todo punto del dominio, entonces es analitica en dicho dominio
y de la Ecuacion (5)

fliz) = e"ie—Q—f- = e'“’( Ou +1i av) = emie [ L cos-a— A sen»q

or or  or 2\/',? 2 2‘/}' 2
=L e (cosg + isenp—) - A g0
2\r 2 2 2/r
= _~_1.__e_ie/2 = 1 = 1
24r 2/re®?  2./z

Lo mismo se obtiene si f es la otra rama de /z dada por

f(Z) = \/E = reiG - \/’;ei(erzn)/Z

con el mismo dominio. |

Funciones armoénicas y arménicas conjugadas.

Las funciones armonicas son importantes en matematicas aplicadas, ingenieria y fisica. Estas
son utilizadas para resolver problemas relacionados con: temperaturas en estado estable o
estacionario de ldminas delgadas sin fuentes o sumideros de calor y cuyas propiedades
térmicas no varien punto a punto, potenciales electrostiticos bidimensionales en una regién
del espacio libre de cargas y en flujo de fluidos ideales.

Definicion 1.3.8. Sea A una region en R* y ¢: A ~ R una funcion real de dos variables
reales x e y, con segundas derivadas parciales continuas ° en A. Se dice que $(x,y) es
armoénica en A si satisface la ecuacion

3 Una funcién de este tipo se denomina de clase C2.
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La ecuacién anterior se conoce como ecuacion de Laplace ® bidimensional, por lo
que ¢(x,y) es armonica si satisface a la ecuacion de Laplace.

La ecuacion de Laplace puede escribirse como

2 2
s + 9 ¢ =0 ;
ox?  oy?

Vig =0
donde el operador
2 2
w2 ,29
9x2  8y?

se conoce como operador de Laplace o laplaciano en R?. Por lo tanto, ¢(x,y) es armonica
si su laplaciano es igual a cero.

El siguiente teorema es fuente de las funciones armonicas a partir de las funciones
analiticas.

Teorema 1.3.9. Si la funcion f(z) =u(x,y) +iv(x,y) es analitica en una region A = C,
entonces las funciones u y v son armonicas en A < R?.

En otras palabras, si una funcion es analitica, entonces sus partes real ¢ imaginaria
son armoénicas. Esto es muy importantie ya que como conocemos muchas funciones analiticas,
con sus partes real e imaginaria tenemos rapidamente sotuciones de la ecuacion de Laplace.

La demostracién del teorema requiere que las funciones u y v tengan segundas
derivadas parciales continuas. En el Subtema 1.6 se demostrard que si f es una funcién
analitica en una regién A, entonces f tiene derivadas de todos los Ordenes en A. Compo las
derivadas sucesivas de f se pueden escribir en términos de las derivadas parciales de u y

® En honor de Pierre-Simon Marqués de Laplace nacid en 1749 en Normandia y murid en Paris en 1827.
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v, entonces las derivadas parciales de todos los 6rdenes de u y v existen. Vamos a aceptar
este hecho aqui. Como caso particular, las segundas derivadas parciales de u y v son
confinuas en A y podremos usar un resultado conocido del calculo de variables reales.

Demostracion. Como f es analitica en A, sus partes real e imaginaria # y v satisfacen a

Ju _ dv du _ _dv

ox oy oy dx

|
|

las ecuaciones de Cauchy-Riemann para todo (x,y) €A.

Derivando la primera ecuacién con respecto a x y la segunda respecto a y obtenemos

0%u 3%y %u 9%y

Ox2 ox oy y 3y2 ) dy dx
Sumando las dos ecuaciones anteriores se llega a

o’u , 3w _ v v _

x*? oy? dx dy dy ox

ya que al tener u segundas derivadas parciales continuas, entonces por el Teorema de
Schwarz, las segundas derivadas parciales mixtas

a%v y a%v
ox oy oy 0x

son iguales. Por lo tanto, u e¢s armonica.

La demostracion de que v es armonica se pide en el Ejercicio 30. [

Ejemplo 1.3.12. En el Ejemplo 1.2.22 se demostro que la funcion f(z) = z? es analitica en
todo el plano complejo, por lo que, de acuerdo al Teorema 1.3.9, sus partes real ¢ imaginaria
son funciones arménicas en R?, tal como comprobaremos a continuacion.

La funcién f(z) =z> se puede escribir en la forma

fz) = (x3-3xy?) + i(3x%y - y?)
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por lo que sus partes real e imaginaria son

Re[f(z)] = u(x,y) = x> =3xy* y Im{f(z)] = v(x,y) = 3x°y -y’

Derivando parcialmente a la parte real tenemos

Ou _ 3x2 - 3y2 Ju - 6xy
ox dy
2 2
ou e o°u ey
ox* dy?
de donde al sumar llegamos a
2 2
aqu——a—~li—6x~6x=0
9x*  ay?
por lo que la funcidén u es armonica.
De igual forma se demuestra que v también es armonica. [

Definicion 1.3.9. Si las funciones u(x,y) y v(x,y) son arménicas en una region A y la
Juncion f(z) =u(x,y) +iv(x,y) es analitica en A, entonces decimos que v(x,y) es una
arménica conjugada ’ de u(x,y).

Por el Teorema 1.3.9 es evidente que si la funcion f(z) =u(x,y) +iv(x,y) es
analitica en una regién A, entonces v es una armonica conjugada de u.

Ejemplo 1.3.13. Del Ejemplo 1.3.12 la funcién v(x,y) =3x%y -y* es una armonica
conjugada de u(x,y) =x> - 3xy? ya que ellas son las partes real ¢ imaginaria de la funcién

analitica f(z) =z2.

Sin embargo, u no puede ser una armonica conjugada de v porque la funcion

g(z) = (3x%y -y?) + i(x®-3xy?)

7 Es claro que aqui el significado de la palabra conjugada es distinto -al de conjugado de un nimero comglejo.
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no es analitica en ningtin punto ya que como

9 (3x2y-y%) = 6xy +  -6xy - L (x*-31y?)
ox oy
—a—-(3x2y‘y3) - 3x2-3y% » -(3x2-3yY) = - O (x7-3xy?)
oy ox
las ecuaciones de Cauchy-Riemann sélo se satisfacen en el origen. ]

De hecho, si dos funciones son armoénicas conjugadas una de la otra, ambas han de
ser constantes. Esto se pide demostrar en el Ejercicio 36.

No obstante, es cierto que si v es armonica conjugada de u en una regién A,
entonces - u es armonica conjugada de v en A. esto se ve escribiendo

F(2) =ux,y) +ivix,y) y glz) = -if(z) = v(x,y) - iu(x,y)

y observando que como f(z) es analitica en A, entonces por el Teorema 1.2.11.(i1) la
funcion g(z) = - if(z) también es analitica en A4 .

También es cierto que una armoénica conjugada, cuando existe, es inica salvo una constante
aditiva. En el Ejercicio 35 se pide demostrar esto.

Se puede demostrar que una funcidn u que es armonica en una regién de cierto tipo
siempre tiene una armoénica conjugada. Asi pues, en tales regiones toda funcién armonica es
la parte real de una funcién analitica. Dichas regiones se definen a continuacién.

Definicion 1.3.10. Una region A contenida en C es simplemente conexa si toda curva
cerrada simple en A encierra solamente puntos de A .

También se puede definir de la siguiente forma: Una region A es simplemente conexa
si el interior de toda curva cerrada simple contenida en A también estd contenido en A.
Intuitivamente, el "interior" de una curva debe ser claro. La expresidn precisa de este
concepto se basa en el Teorema de la curva de Jordan, el cual puede puede enunciarse como:
Toda curva cerrada simple divide al plano en dos regiones mutuamente excluyentes, teniendo
a la curva como frontera comun. La region que es acotada se llama el interior de la curva,
mientras que la otra region es llamada el exterior de la curva.

Otra definicién es la siguiente: Una region A es simplemente conexa si toda curva
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cerrada en A puede deformarse en A a una curva constante (es decir, a un punio). Iin este
caso se dice que la curva es homotdpica a un punto.

En cualquier caso, una regién simplemente conexa es aquella que no tiene "huecos”
(agujeros u hoyos), esto se debe a que para una curva cerrada simple que rodea a un hueco:

se encierran puntos que no son solamente de A, no todo el interior estd contenido en 4 0

no es posible reducirla a un punto en A sin salirse de A. En consecuencia, la region en la
cual una funcidn analitica tiene un punto singular no es simplemente conexa. Una region que
no es simplemente conexa se llama multiplemente conexa.

En el Teorema I.3.9 se demostré que si una funcién es analitica, entonces sus partes
real e imaginaria son armodnicas. El siguiente teorema nos proporciona un reciproco del
anterior. A saber, que toda funcién armoénica es la parte real o la parte imaginaria de una
funcién analitica.

Teorema 1.3.10. Sea u(x,y) una funcion armonica definida en una region simplemente
conexa A . Entonces existe una armonica conjugada v(x,y) definida en A tal que la funcion
f(2) =ul(x,y) +iv(x,y) es analitica en A.

Demostracion. Como f debe ser analitica, u(x,y) y la funcién v(x,y) buscada deben
satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann

du _ dv du _ v
ox ady oy ox

Integrando la primera ecuacién tenemos que

v(x,y) = f %‘—‘ (x,5) ds + ¢(x)
Yo X

Pasemos a determinar a ¢ (x). Derivando parcialmente a v(x,y) respecto a x:

y
_a_‘i(x’y) = _‘?_ ‘?.”i (x,5) ds + @(x)
ox ox y ox
2
- fy du (x,8) ds + @'(x)
Yo ox?

y como u#(x,y) es una funcién armdnica:
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2
Sy = - [T sy ds v ol
Yo ay

ou

e (e0) ~ S )+ 0

dy

1t

pero como v(x,y) debe satisfacer la segunda ecuacion de Cauchy-Riemann

ou ou / du
. xa - o 5 + = - ‘""‘"( L] /
% (%5 ¥o) 3 (x,) + 9'(x) oy y)
/ - ou
¢'(x) = —é;(x,yo)
(p(x)=—fx—a—u~(ty)dt+c
R

Por lo tanto, una funcion v(x,y) tal que f(z) =u(x,y) +iv(x,y) es analitica es

vix,y) = fy %E(x,s) ds - fx %(t,y()) dt + C

Yo x Xq

Desde luego que también de puede obtener v iniciando la demostraciéon integrando
la segunda ecuaciéon de Cauchy-Riemann, lo cual se pide realizar en el Ejercicio 38.

Una demostracion distinta se dard en el Subtema 1.6. |

Por ser f analitica en A, entonces la funcion

h(z) = if(z) = ifu(x,y)+iv(x,y)) = -v(x,y) +iu(x,y)

también es analitica en A. Por lo tanto, toda funcion armoénica es la parte real o la parte
imaginaria de una funcién analitica.

La demostracion del teorema anterior nos proporcionan un método para encontrar la
armoénica conjugada de una funcién armonica.

Ejemplo 1.3.14. Obtener la armdnica conjugada de la funcién armonica
u(x,y) = x> -y*-y
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Solucion. Para que la funcién v(x,y) sea una armonica conjugada de u(x,y) =x> -y -y,
la funcion f(z) =u(x,y) +iv(x,y) debe ser analitica. Por lo tanto, u y v deben satisfacer
las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Su v . dv
ox dy oy dx
de donde
ov ‘ ov
—— T 2x — =L + 1 vae 7
3y M ™ y N

Integrando la primera de las ecuaciones anteriores, considerando a y como variable
de integracién, tenemos:

v(x,y) = [ 2x dy + ¢(x) = 2xy + @(x)

Derivando parcialmente a v(x,y) respecto a x e igualando con la segunda ecuacion:

gl=:2y+(p’(x) = 2y + 1
ox
¢'(x) = 1
p(x) = fdx=x+C

Por lo tanto,
v{x,y) = 2xy +x + C
en donde se observa que las armonicas conjugadas de u difieren en una constante aditiva.

Otra forma de encontrar a v(x,y) es integrar Ia segunda ecuacién de (7) en hugar de
integrar la primera:

v(x,y) = [ 2y +1) dx + &(y) = 2xy + x + b(y)

Derivando parcialmente a v(x,y) respecto a y e igualando con la primera ecuacion de (7):
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D Cax v olly) = 2x
dy
¢/ly) = 0
¢(y) = C

Por lo tanto,
vix,y) =2xy +x + C

Una forma mas de obtener a v(x,y) es integrar las dos ecuaciones de (7):

v(x,y) = [2xdy + g(x) = 2xy ~ @(x)

v(x,y) = [(2y+1)dx + d(y) = 2xy + x + 6(y)
de donde
, o(x)=x 'y oy =C
(8]
ex) =x+C 'y ) =0
por lo que

vix,y) = 2xy +x + C

Asi, hemos contruido una funcion analitica
flz) = (x2-y?-y) + i(2xy +x)
tal que u(x,y) =Re[f(z)].

Este resultado es ficil de comprobar porque f(z) =z* +iz.

Las funciones

~if(z) = (2xy +x) - i(xz—yz—)’>

if(z) = ~(2xy +x) + i{x? -y?-y)

i

8(z)
- h(z)

il

también son analiticas y en cllas podemos observar que - u(x,y) es una arménica conjugada
de v(x,y) y que u(x,y)=Im{g(z)]. Ambas cosas pueden comprobarse siguiendo el
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procedimiento del ejemplo. n

Teorema 1.3.11. Sea f(z) =u(x,y) +iv{x,y) analitica en una region A y sean

wix,y) =a y vix,y)=p

Jamilias de curvas suaves, donde o y P son constantes reales arbitrarias. Entonces las
Jamilias son ortogonales.

Las familias de curvas u(x,y) =a y v(x,y) =P se denominan curvas de nivel. El
que las familias de curvas sean ortogonales significa que cada miembro de una familia es
perpendicular a cada miembro de la otra familia en su punto de interseccion. Por el Teorema

1.3.7, las correspondientes curvas imagenes en el plano w consiste en rectas paralelas a los
ejes u y v, por lo que también constituyen familias ortogonales.

Este teorema es importante porque nos permite construir familias de curvas
ortogonales a partir de las partes real ¢ imaginaria de funciones analiticas, de las cuales por
cierto, conocemos muchas.

Demostracion (1). Consideremos un miembro cualesquiera de cada una de las respectivas
familias, pueden ser u(x,y)=a, y v(x,y)=0,, donde a, y P, son constantes
particulares.

Derivando a u(x,y) =a, y v(x,y) =, respecto a x obtenemos

Ou , dudy ov v dy

y = 0
ox dy dx ox dy dx

por lo que las pendientes de las rectas tangentes a u(x,y) =a«, y v(x,y) = B, estin dadas
por

du 9v
dx ou dx av
dy dy

respectivamente. El producto de las pendientes en el punto de interseccion (x,, y,) , después
de utilizar las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es

135



CAP.1 VARIABLE COMPLEJA

du ov du ov ’
o Bx “00) o (FaaYo)  ax CoYo) Gr(eYo) 1
172~ - -

ou av ov du

Gy Forde) Fleedo) oY) 5 (o)

por lo que las curvas son ortogonales.

De la dltima expresion notamos que se debe cumplir

dJu

E;(xos.))o) # O y g(xoayd # O
por lo que
ou . OV
F20) = 5y (Fase) + 157 (3os30) # 0 "

Demostracién (2). Del calculo de variables reales sabemos que las familias de curvas
wle,y) =ayp oy v(x,y) = B,
son suaves si sus gradientes no son nulos, es decir, si
gradu(x,y) = Vu(x,y) =0 y gradv(x,y) = Vv(x,y) = 0
También sabemos que los vectores gradiente Vu y Vv son normales (es decir,
perpendiculares) a las familias de curvas u(x,y) =c, y v(x,y) =c, respectivamente. Por

lo tanto, las familias de curvas son ortogonales si los vectores gradiente son perpendiculares,
es decir, si su producto punto es cero. Efectivamente,

du Ju dv dv) _Ju dv du ov
VueVv = | —, —— el — -~ | = — T + — —
ox  dy dx  dy ox Ox dy Oy
_ v v 9v ov |
dy Ox dx 9y
debido a las ecuaciones de Cauchy-Riemann. a

Ejemplo 1.3.15. Sea f(z) =z? y suponga que f (z,) =a + bi. Describa las curvas definidas

implicitamente en ¢l plano xy por las ecuaciones
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Demuestre que estas curvas son perpendiculares una de la otra en ¢l punto z,.
Solucion. Como z =x +iy, entonces

flz) = (x*=y2) + i(2xy)

por lo que las curvas deseadas son las hipérbolas

X -y~ =a |y 2xy = b
Estas curvas son las curvas de nivel de las funciones

wx,y) = x* -y* y  v(x,y) = 2xy

Los vectores normales a ellas estan dadas por

d 0 . o o
Vu(x,y) = ("5%5‘:‘) - 2x,2y) Yy Vvny) - (-55—5;—) - (2y,2%)

En un punto (x,,y,) sobre ambas curvas su producto escalar es
VueVv = (2x5, =2y,)*(2¥0,2%5) = 4x5y, =~ 4%y, = 0

Los vectores normales son entonces perpendiculares uno del otro en z, y de esta manera las
curvas lo son también.

Observamos que las curvas u(x,y) =0 y v(x,y) =0 se cortan en el origen pero no
son, sin embargo, ortogonales entre si. Esto se debe a que f/(0,0)=0. n

Ejemplo 1.3.16. Obtener las trayectorias ortogonales a la familia de curvas
x* - 6x%y? + y* = cte.

Solucién. Por el Teorema 1.3.11, buscaremos una funcion analitica cuya parte real o parte
imaginaria sea la funcién x* -6x%y? +y*. Como complemento al Ejemplo 1.3.14,
buscaremos una funcién analitica f(z) = u(x,y) +iv(x,y) tal que v(x,y) =x* - 6x%y* + y*.
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Esto requiere que v sea armonica, lo cual es cierto porque

2 2
OV . 9V L 195 - 12y% - 12x + 12y% = 0
dx? Oy?

Para obtener a u, ésta y v deben satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann

gu v o, ou_ v
ox dy oy . dx
por lo que
ou _ -12x%y + 4y3 y O L 4x3 s 12xy?
ox oy

Integrando la primera ecuacion:
u(x,y) = f(— 12x%y + 4y%) dx = -4x%y + 4xy° + @(y)

Derivando parcialmente respecto a y e igualando con la segunda ecuacion:

S 43 o 12xy% + @'(y) = -4x + 12xy?
dy .

¢'(y) = 0

¢ly) = C

de donde u(x,y) = -4x3y +4xy? + C. Por lo tanto, las trayectorias ortogonales buscadas
son

x¥y - xy? = a

La funcién £(z) = (x3y - xy?) +i(x* - 6x2y? + y*) es analitica ya que f(z) =iz*. |

Derivacién de las funciones elementales.

En esta seccion se discutiran las propiedades de la derivabilidad de las funciones elementales
discutidas en ¢l Subtema 1. 1.
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La funcion exponencial y la funcién logaritmo natural.

Teorema 1.3.12. La transformacion f: C~ C - {0} definida por f(z) = e* es analitica en
todo el plano complejo C y

Demostracion. De la definicién de funcién exponencial se tiene
e* = e*cosy + ie*seny
de donde
u(x,y) = e*cosy y v(x,y) = e*seny

Derivando parcialmente a u y v

— = e*cosy = — = -e*seny = - —
ox Y oy d Y ox

v ou ov
y
Como las derivadas parciales de u y v son continuas en R? y satisfacen a las ecuaciones de

Cauchy-Riemann, se sigue del Teorema 1.3.2 que f es analitica en C y de la Ecuaciéon (2)
que

de* Jdu . dv X - .
= — + [j— = e*cosy *+ ie*seny - e
dz ox ox
con lo cual termina la demostracion. n

Recordemos que una funcion definida y analitica en todo el plano C se llama enfera
y que utilizando las reglas dadas por el Teorema 1.2.11 y Teorema [.2.12, tal como se
utilizaron en calculo elemental, se puede derivar la funcion exponencial en combinacién con
otras funciones diferentes.
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Ejemplo 1.3.17. Demostrar que f(z) = e + 1 es entera.

Solucién. Las funciones f,(z) =e® y f,(z) =z? son analiticas en todo el plano complejo,

, ; . 2
asi por la regla de la cadena f,(z) - ¢ es entera y su derivada es £ (z) =2ze%7.
Ademas, la funcion constante f,(z) =1 también es analitica en todo ¢l plano € con derivada

igual a 0 y como la suma de funciones analiticas es analitica, entonces f=f, + f, es entera
y por el Teorema 1.2.11.(i).

M = 228(22) B

dz

En la Definicion I.1.7 se seialé que el dominio de la funcién In(z) es C-{0}, sin
embargo, para poder tener una funcién logaritmo natural que sea derivable en todo su
dominio se necesita restringir su dominio para que esta funcidén sea continua. En efecto,

(

consideremos por ejemplo la sucesion e'*® "™ 1a cual converge a e, entonces si se toma

la rama del logaritmo natural con valores de arg(z) en [y,,y, ~2m) se tiene que

In[h'm ei(yovun)} = In(eiy°) = Yol

N —~ o

En cambio In[e'° " '/™] = i(y,- 1/n+2m) converge a (y, +2m)i, es decir,

tim {1n[e’*> "M} = i(y, + 27)

1 »+

En consecuencia

n - «© n - w

mﬂmwm”mﬂ¢mpmdm*w}

y por lo tanto Ia funcién logaritmo natural no es continua en e”°, ni tampoco en toda la linea

dada por re”°, con r € (0, »).
Por consiguiente, se consideraran valores de arg(z) en el intervalo abierto

{x+iy€(C|y0<y<y0+2n}
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Definicion 1.3.11. A la rama de la funcion logaritmo natural cuyos valores de arg(z) estdn
en el intervalo abierto (-n,n) se le llama la rama principal.

Teorema 1.3.13. Sea A=C-{x+iyeCly=0,x<0} entonces, la rama principal del
logaritmo natural es analitica en A y

g—«(an) .
z z

Demostracion (1). Por el teorema de la funcion inversa se sigue que Lnz es analitica ya
que

z
de’ =et+0, V zeC
dz
Ademas
_.(.i.....(Ln W) = 1 = i
dw de’ e’
dz
y como w = e’
..(.1_..__ (Ln w) = .._:!__
dw w
de donde se desprende el resultado. [

Demostracion (2). En coordenadas polares
Lnz = Lar +i0
de donde
u(r,®) =Lnr y v(r,0) =20

Como
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las derivadas parciales son continuas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
forma polar en A, por lo que Lnz es analitica en A y de la Ecuacion (3)

d—(an) = (cos® - isen0) L iﬁl’, = l(c:os() - isend)
dz or ar r
1 . z 1
= = (x-iy) =" ==
r? 2>z
con lo cuél termina la demostracion. ‘ |

Observacion: Teoremas similares se pueden enunciar para otras ramas del logaritmo natural.

Ejemplo 1.3.18. Derivar la funcién f(z) =In(e* + 1) usando la rama principal del logaritmo
natural, dando la regién apropiada en la cual es analitica.

Solucion. De acuerdo al Teorema I.3.13 esta funcidn es analitica en

A

Il

C-{zeC|Im(e*+1)=0, Re(e*+1)<0 }
C__

{x+iy € C|le*seny=0, e*cosy~1<0 }

por lo que necesitamos resolver el sistema de ecuaciones
e*seny = 0
efcosy +1 < O
Como e *>0 para toda x, el sistema queda en la forma
seny
e*cosy

La primera ecuacion se satisface para y = n7n con n € . Para n par la segunda ecuacion nos

0
-1

H

IA

lleva a e* < - 1, la cual no tiene solucién y para n impar e* > 1, por lo que x 2 0. Por lo
tanto
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A=C-{x+iyeClx20,y=2k+1)n, kel}

Las funciones f,(z) =e® y f,(z) =1 son analiticas en C y por el Teorema 1.2.11.(i) la

funcion f,(z) =e* +1 también es analitica en C y por lo tanto analitica en A. Sea

f,(2) =Inz, entonces por la regla de la cadena la funcion

F(z) = (fo o f3)(@) = £, [ F3(2)] = Fyle* + 1) = Infe* + 1)

¢s analitica en A con derivada

2

, 1 d e
flz) = £ £lz) = ——(e*+1) = n
@) = KRR AR =~ Selere1) - =
Las funciones trigonométricas e hiperbélicas.
Teorema 1.3.14. Las funciones seno y coseno son enteras vy
d d -
—(senz) = cosz y  —(cosz) = -seng

dz dz

Demostracion. De la Definicion I.1.5 de funciones seno y coseno y de las formulas para
la derivada de una constante por una funcidén y la derivada de una suma de funciones dadas

por el Teorema 1.2.11, entonces

d d 1 iz -iz) 1 d iz -iz
——(senz) = ——|— - e = — — (e - e
iz > dz{ili(e )} 2 dz| )
- o) - Sle = Lie v ie)
2i| dz dz 2i
— }_ iz iz\ _
5 (e'? + e} = cosz

La demostracion para el la derivada del coseno es aniloga. n
Asi como el teorema anterior, se puede demostrar este otro.
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Teorema 1.3.15. Las funciones seno hiperbolico y coseno hiperbélico son enteras y

d—(senhz) = coshz y. i(coshz) = gsenhz
dz , dz

La funcion potencia.

Teorema 1.3.16.

i) Para cualquier rama del logaritmo, la funcion f(z) = a* es entera y
4_(a%) = (na)a
dz

ii) Si se fija una rama del logaritmo, la funcion f(z) =z° es analitica en el

dominio de la rama del logaritmo especificada y

d b-1
a - b
dz (z ) £

1

Se sobreentiende que z° y z° ' usan la misma rama del logaritmo.

Demostracion.

i) Sean las funciones g: C- C definida por g(z) =(lna)z y h: C~» C-{0} definida
por h(z) =e® ambas analiticas en C, entonces por la regla de la cadena la funcion
heof: C-» C~ {0} definida por

f(z) = (hog)(z) = hig(z)] = h[(lna)z] = e{")*
también es analitica en € con derivada
f(z) - h'[g(2)] g'(z) = (Ina)e™)*

de donde se obtiene el resultado deseado.

i) Ahora, por la regla de cadena z® = e?'* s analitica en el dominio de la rama del
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logaritmo elegida y

%— (z%) = % (e?n) = b gome -yt g
z z z

be—lnzeblnz = be(b~l)lnz = bzb-l

b

Obsérvese que z” es entera si be N y z° es analiticaen C-{0} si bel-{0}y

si b¢l, z% es analitica en el dominio de alguna rama de logaritmo donde esta
funcién sea analitica. n

La funcién raiz enésima.

Un caso de particular importancia en el Teorema 1.3.16 es cuando b =1/n. Se tiene que

f(z) =2}" es analitica en cualquier dominio de analiticidad de alguna rama del logaritmo
y para dicha rama

Ejemplo 1.3.19. Derivar la funcién f(z) =y e* + 1 dando la region apropiada en la cual la
funcion es analitica.

Solucion, La funcién f(z) =ve*+ 1, de acuerdo con la Definicion 1.1.9 de potencia
compleja, se puede escribir como

o) = feral = (ess 1)1 = 7Y

En el Ejercicio 1.3.13 se vid que la rama principal de la funcién f)(z) =In(e®+1) es
analitica en

A=C-{x+iye Clx20,y=2k+1)n,kecl)

con derivada fl/(z) =e*[(e*+1). Como f,(z) =1/2 es entera, entonces en particular, es

analitica en A y por el Teorema 1.2.11. f,(z) =-;-ln(ez+ 1) es analitica en A. Sea
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f4(z) = e*, entonces por la regla de la cadena la funcién

) 1 z 4 %ln(e‘wﬂ)

f(z) = (foof3)@) = £[@)] = fil g mle*+ 1)) = e

es analitica en A con derivada
Flo) = FAE] A = Y L e )] = Y
4173 3 dz L2 j 2(ez + 1)
= wez (eZ+1)1/2 = ez = ez

2(e%+1) 20er+ 1)1 2 et 1
con lo que finalizamos el ejemplo. |
Ejercicios propuestos.
1. Si f(z) =u(x,y) +iv(x,y) es analitica en z, =x, + i y,, demostrar que

ov . du
(o) = By ForYo) © E0 (Fa o)

2. Demostrar, mediante formulas de derivacion, que f(z) = e* es analitica en C v que,

en consecuencia, sus partes real e imaginaria satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en RZ.

3. Suponer que las funciones u(x,y) y v(x,y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en A abierto. Demostrar que

Ux,y) = [ulx, ) - v n]? y  Vxy) = 2u(x,y)v(x,y)
también satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en A4 .

4. Suponer que las funciones #(x,y) y v(x,y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en A abierto. Demostrar que

Ulx,y) = e*®¥ cosv(x,y) v Vix,y) = "™ senv(x,y)
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en A.

5. Si f(z)=u(x,y)+iv(x,y) es una funcién analitica, demostrar que el campo
vectorial
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13.
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F(x,y) = [u(x,y),v(x,y)] = u(x,y)i + v(x,¥)J
es solenoidal e irrotacional.

Sean f una funcién analitica en A subconjunto abierto de C y g(z) = f(E) una
funcién definida en A* ={z|z € A}. Demostrar que g es analitica en A,

Sea f(z) una funcién analitica en una regidon A. Demostrar que f(z) debe ser
constante en A si f(z) es real para toda z en A.

Suponer que las funciones f(z) y f(z) son analiticas en una region A. Demostrar
que f(z) es constante en A.

Demostrar que si f(z) =u(x,y) +iv(x,y) es analitica en una region A y una de las
funciones u o v es constante, entonces f(z) es constante en A.

Sea f analitica en una region A con |f(z)| constante en A. Demostrar que f es
constante en A.

. . . 1
Obtener el dngulo de rotacion y el factor de escala en un punto z, =r, e'° (no nulo),

bajo la transformacion w =z", donde n e N.

Sea f(z) =u(x,y) +iv(x,y) es una funcidn analitica en una region A . St
au(x,y) + bv(x,y) = ¢

donde a, b, ¢ son constantes rreales no todas nulas, demostrar que f’ €$ constante en

A.

Sea f analiticaen A ={z|Rez>1}y
u 3y
ox dy

en A. Demostrar que existe una constante real ¢ y una constante compleja d tales

que

- 0

f(z) = -icz+d
en A.

Determinar los puntos donde la transformacion w = senz es conforme.

Comprobar la preservacion del angulo entre las rectas y=x~-1 y y =0 bajo la
transformacién w=1/z.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

148

Comprobar que el dngulo entre las rectas x =a y y = b, donde a,b =0 se preserva
bajo la transformacion w = z2.

Considerar la transformacion w =e*. Comprobar que las rectas x =a y y=b se
mapean en curvas ortogonales.

Sea C una curva suave contenida en una region A donde w=f(z) es una
transformacion conforme y sea C™ la imagen de C bajo esta transformacidn.

Demostrar que C* también es una curva suave.

Si f(z) es una transformacién conforme, demostrar que g(z) = f(z) es una
transformacién isogonal.

Sif(z) =u(r,0) +iv(r,0) demostrar que una de las ecuaciones de Cauchy-Riemann
en forma polar es

St f(z) =u(r,0) +iv(r,6) es analitica, demostrar que

/ i -ip Of
Z) = ~—e " —
f) r o6
Expresar las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas curvilineas (£,n),
donde

I

x = e’coshn

y = e*senhn
Si una funcién es analitica en una region, demostrar que la parte imaginaria de la
funcién es armonica en la misma region.

Determinar una relacién entre las contantes reales a,b y ¢ de tal manera que la
funcién

d(x,y) = ax® + bxy + cy’
sea armonica.

Obtener todos los polinomios armonicos de la forma

O(x,y) = ax® + bx?y + cxy® + dy?

donde a,b,c,de R,



26.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

35.

36.

37.
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Si las funciones u(x,y) v v(x,y) son arménicas, demostrar que una combinacion
lineal de ellas también lo es.

Mostrar que las funciones

u(x,y) =x* -y> y  vxy) =x> - 3xy?
son armoOnicas, pero su producto no.

Si las funciones u{x,y) y v(x,y) son armdnicas, mediante un contracjemplo,
demostrar que (# °v)(x,y) no es armonica.

Si la funcion wu(x,y) es armonica en una region A, demostrar que la funcién
U(x,y) =u(x, -y) también es armodnica en A.

Si la funcién f(z) =u(x,y) +iv(x,y) es analitica e¢n una region 4 < C, demostrar

que la funcién v es armonica en A < R2.

En el Teorema 1.3.12 se demostrd que la funcidon f(z) =e* es analitica en C.
Comprobar que sus partes real € imaginaria satisfacen la ecuacion de Laplace.

En el Teorema 1.3.14 se demostré que la funcién f(z) =senz es analitica en C.
Comprobar que sus partes real e imaginaria son armonicas.

Demostrar que las partes real ¢ imaginaria de una funcién analitica expresada en
forma polar, en una region que no contiene al origen, satisface la ecuacion de Laplace
en forma polar.

Comprobar que las funciones expresadas en forma polar
u(r,0) = (r+i)cosﬁ y v(r,0) = {r—i}senﬁ
r \ Ty

son armonicas.

Si las funciones v(x,y) y V(x,y) son armonicas conjugadas de u(x,y) en una
region A, demostrar que v y V difieren a lo sumo en una constante aditiva arbitraria.

Si v(x,y) es armOnica conjugada de u(x,y) en una region A y ademas u es
armonica conjugada de v, demostrar que u y v deben ser constantes en A .

Si v(x,y) una es armonica conjugada de u(x,y), demostrar que su producto

G(x,y) = u(x,y) v(x,y)
es una funcién armdnica.
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38. . Sea u(x,y) una funcién armoénica definida en una regiéon simplemente conexa A.
Entonces existe una armodnica conjugada

* ou , Y ou
vix,y) = - —(8,y) ds + —{(x,,t\dt + C
(x, ¥, f ay( y) fy ax(")

definida en A tal que la funcién f(z) =u(x,y) +iv(x,y) es analitica en A

Xo

39. Obtener la funcion analitica f(z) =u(x,y) +iv(x,y) tal que
a) u(x,y) =y -3x2+1

b) u(x,y) = -senysenhx
C) v(x,y) = e”¥senx
d) v(x,y) = 2senxcoshy

40.  Verificar que la funcion u(r,0) = Inr es armoénica en la region r>0, 0<6<2n y
deducir la armoénica conjugada.

41.  Comprobar la ortogonalidad de las familias curvas
Re(f(z)] =a 'y Im[f(z)]=§
st f(z)=1/z.

42.  Repetir el Ejercicio 41 en coordenadas polares.

43.  Encontrar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas
2e*seny + x2 -y’ =«

44.  Encontrar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas
r?sen(20) = «
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1.4 Integracion de funciones de variable compleja.

En el Subtema 1.2 y Subtema I.3 definimos la derivada de una funcién compleja. Toca el
turno ahora al problema de la integracion de funciones complejas. Las integrales de funciones
analiticas es bien comportado y muchas propiedades del calculo de funciones de variable real
se pueden trasladar al caso complejo. Para introducirnos a la integral de una funcion
compleja , empezaremos definiendo la integral de una funcién compleja de variable real.

Definicion 1.4.1. Sea f:[a, b] <R -~ C una funcion compleja de variable real. Entonces
f(t) =u(t) +iv(t), donde u y v son funciones reales de la variable t en [a, b] y se define

fabf(t) dr = f: u(t) dt + i f: v(t) dt

siempre y cuando las integrales individuales de la derecha existan.

Con palabras, esta definicién nos dice que la integral de una funcion compleja de
variable real es igual a la integral de su parte real mds la unidad imaginaria i por la integral
de su parte imaginaria.

Si las funciones u y v son continuas en el intervalo [a, b}, entonces f también es
continua en [a, b] y, por lo tanto, todas las integrales apuntadas en la definicion existen.

Este tipo de integral generalmente la calculamos encontrando las antiderivadas de las
funciones u y v y evaluando las integrales definidas del lado derecho.

De la definicién también observamos que

Re [* 1) dt - fa” Re[f(1)] dt Imfabf(t) dt = [a” Im[f(1)] dt

Ejemplo 1.4.1. Calcular la integral

fol (1 +it)® dt
Solucién. Como
f(t) = (L+it)® = (1-362) + i(3t-£%) = u(t) + iv(z)
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entonces
1 1 1
1+it3dt=f 1-322)dt + i 3t-13) dt
[ i (130 dr i [ (300
1 1
= (t-1%) +z(3t2—it4) =2

0 4 o 4

Veremos en seguida otra forma de resolver este mismo ejemplo. |

El teorema fundamental del cdlculo integral sobre primitivas puede extenderse a las
integrales del tipo de la Definicion I.4.1. Concretamente, supongamos que las funciones

FO) = ut) +ivie) y  F(t) - Uly) + iV()
son continuas en el intervalo [a, b]. Si
Fl(ry = U'(t) « iV/(2) = u(r) + iv(t) = (1)

para toda t € [a, b], entonces U'(¢) =u(t) y V/(t) =v(t). Por lo tanto, en vista de la
Definicion 1.4.1

[Prayar = [ u@ ar v i [7 () dt = U() * v’
= [U(b)-Ula)] + i [V(b)-Via)]
= [Ub)+iV(b)] - [Ula) +iV(a)]
= F(b) - F(a) = F(t) ’
Retomando el Ejemplo 1.4.1 tenemos que

d d : ,

Fi(e) = Z- F() = Zo 5 (1vin®] = (1in? = flo)

entonces
[P asirp ar = [ (Lein?®] ; = —[(1+i)* - 1]
S CURE
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que es el mismo resultado obtenido en su momento.

Ejemplo 1.4.2. Calcular la integral

5 .
f"/ e! i dy
0

Solucién. Necesitamos una funcién F(t) con la propiedad de que F/(t) =e' " La funcion
que lo satisface es F(t) =e' "J(1 - i), asi

) 1 )
- __(eﬁ/2~1*.112 _ 1)

n/2 . o
f el"it gy - _L_pt-it -
0 -1

0 I-i

i

= ,-(e’”zcos% —ie""zsen§ —1)

= ‘%‘(ieﬂ/2+1) = -X(1+i)(ie™?+1)

1 |

(e1c/2_1') _ (’en/2+1‘)

S £
2 2

Este ejemplo ilustra la gran ventaja que tenemos en las operaciones cuando elevamos
nuestra mirada hacia el dominio complejo. Si hubiéramos calculado la integral por medio de

la Definicion 1.4.1 tendriamos que como

e "% = efcost + i e'sent

entonces

{2 : 2 /2
frl e dr = fon/ elcost dt + z] / e'sent dt

0 0

Usando las técnicas del calculo para evaluar las dos integrales de la derecha ncesitariamos
un largo proceso de integracién por partes. Cuando reconocemos estas integrales como las

nf

partes real e imaginaria de [0 “e! " dt 1a solucion se obtiene rapidamente:

il

/2 2 i
fon e’ cost dt Re[:/ el"ildt = ~(e™? - 1)

1‘
2

il

2 2 ) B
[n/ e‘sent dt Imfon/ et i dr = ——;(8"/2+1)
0

Este es uno de los muchos beneficios que tendremos con el conocimiento del analisis
complejo. N
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Integral de linea.

Principiaremos haciendo notar que la imagen de una funcion compleja de variable real
z:{a,b] - C, es decir, una funcién de la forma

z(t) = x(t) + iy(t), para a <t<b

es un conjunto de puntos en el plano complejo. Si la funcién z(t) es continua en [a, D],

para lo cual se requiere que las funciones x(¢) y y(¢) sean continuas para a<t<b,

entonces dichos puntos forman una secuencia continua de puntos, lo que corresponde a

nuestra idea intuitiva de una curva continua. Por definicion, si z(f) es continua ’,

llamaremos curva continua C indistintamente a z 0 a su imagen.

iy
Bzz(b)

z(t)
Az=2z{a)

Figura 1.4.1. Una curva C como imagen de una funcion z(t).

La ecuacion anterior nos recuerda a la funcion vectorial r: [a, b] ~ R?
r(t) = [x(t), y(O)] = x(1)i + y(t)Jj

cuya imagen es la misma curva en el plano xy que antes, solo que los puntos de la curva se
obtienen ahora con el extremo final del vector de posicion r(¢) a medida que ¢ toma valores

También llamada funcién de clase C°.
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en el intervalo [a, b].

Recordemos que una curva C es simple si no se cruza a si misma, lo cual significa
que z(t,) #z(t,) siempre que ¢, #t,, excepto posiblemente cuando ¢, =a y ¢, =b. Una
curva C con la propiedad z(a) =z(b) es una curva cerrada. Si z(a) =z(b) es el nico
punto de interseccion, entonces decimos que C es una curva cerrada simple. A medida que
el parametro ¢ crece del valor a hasta el valor b, el punto z(¢) empieza enel punto inicial
z(a), moviéndose a lo largo de la curva C, v termina en el punto final z(b). S1 C es
simple, entonces z(¢) se mueve continuamente desde z(a) hasta z(b) conforme ¢ aumenta
y la curva da una orientacion, la cual indicamos mediante flechas a lo largo de la curva.

Se dice que la funcién compleja z(t) =x(¢) +iy(t) es derivable en [a,b] si las
funciones x(¢) y y(¢) son derivables para toda a <t < b. Aqui requerimos que las derivadas
laterales de x(z) y y(¢) existan en los extremos del intervalo. Como vimos en la Definicion
1.3.4, la derivada z/(t) esta dada por

/() = x'(t) +iy'(t), a<t<bh

Una curva continua C es diferenciable o de clase C' en {a, b] si z’ es continua en
el intervalo, para lo cual se requiere que x’ y y’ sean continuas en dicho intervalo. Si
ademas z'(t) = 0 para toda ¢ € [a, b], es decir, si x'(t) #0 6 y'(¢) #0 paratoda a <t < b,
se dice que C es suave o lisa. Si C es una curva suave, entonces C tiene un vector tangenie
no nulo en cada punto z(¢), el cual estd dado por z/(t). Si x’ (ty,) =0, entonces ¢l vector
tangentc a C en el punto z(¢;), dado por z’(to) =iy(t,). es vertical. Si x’(to) #0,
entonces la pendiente de la recta tangente estd dada por y’ (t) ] x/ (t,) . De aqui que para una

curva suave su vector tangente z'(t) esta definido para todos los valores de ¢ < [a, b} y es
continuo. Por lo tanto, una curva suave no tiene esquinas, picos o caspides.

Definicion 1.4.2. Sea C una curva continua, imagen de la funcion continua z:{a, b} ~ C.
Se dice que C es seccionalmente suave * si existe una particion a = t,<t <. <t =b del

intervalo [a, b} tal que paratoda i c{1,2, .. ,n}, z/(t) es continua y no nula en i, -l

La continuidad de z/(t) en [z, ,,¢] significa que Z’(t) es continua en (t, ,.t)y

[

A .
“ También llamada suave por tramos, pedazos 0 (rozos.
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existen los limites lim, _ . 1z"(t) y lim__ -z'(¢), paratoda i €{1,2,. ,n}.

) t-t;
Una curva seccionalmente suave es la que define a un contorno o trayectoria. Es
decir, un contorno C es un nimero finito de curvas suaves unidas por sus extremos. Si
C,,C,,..,C, son n curvas suaves tales que el punto final de la curva C, coincide con el
punto inicial de la curva C
mediante la expresioén

k.1 Para k=1,2,.,n-1_ entonces el contorno C lo denotamos

C=C, +C,+.+C

n

Si z:[a,b] - C define a una curva suave C, entonces la longitud de la curva,
denotada como I(C), esta dada por

iey = [ 12/ de

Como

2

28] = |x"(0) + iy ()] =[x ()] + [y (0))]

la expresion anterior concuerda perfectamente con la forma de calcular la longitud de una
curva cuando ésta se da en forma paramétrica.

En el caso general de que C no sea suave pero si seccionalmente suave, se le puede calcular
su longitud separadamente en cada uno de los subintervalos donde es suave y sumar
posteriormente las longitudes obtenidas.

Definicion 1.4.3. Una curva seccionalmente suave es rectificable si tiene longitud finita.

Ya estamos ahora listos para definir la integral de una funcién compleja de variable
compleja a lo largo de una curva C, la cual basaremos en términos de la suma de Riemann
como en el calculo de variable real. Sea f(z) una funcion definida en todos los puntos de
una curva continua C en el plano complejo C, con punto inicial A y punto final B.

Subdividamos a la curva C en n partes, no necesariamente iguales, por medio de una
particion

P ={A=z0,zl,zz,...,z =B}

n
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de puntos que van desde A hasta B a lo largo de C. Enire cada par de puntos z, | ¥ z, de
la particién elijamos un punto §, sobre el arco de curva que los une, en el cual evaluamos

a la funcién y formemos las diferencias Az, =z, - z,_,. Con estos valores construyamos la
suma de Riemann para la particion

S(P,) = FLE) (2 ~2o) " () (2 2y) + - T (&) (&0~ 8y

it

X A8 (memae) = X S50 A

Supongamos que cuando el nimero puntos n en la particion aumente de una forma
tal que la mas grande de las longitudes |Az, | tienda a cero, entonces la suma S(P,) se

aproxima a un limite, el cual no depende del modo de la particion. Este limite es el que
usaremos para nuestra definicion.

Definicion 1.4.4. Sea f:A<C- C una funcion y C una curva continua definida por

z:la,b]l -~ A. La integral de linea de f a lo largo de C, denotada como f . flz)dz, esta
dada por

[ fle)de = lim ¥ f(5,) Az,

Do ke

siempre y cuando el limite exista. En tal caso, decimos que f es integrable a lo largo de C.

Baz,
Zh-4

Figura 1.4.2. Particion P, ={z,} de puntos sobre una curva C.
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Ejemplo I.4.3. Calcular la integral de linea de f(z) = z a lo largo del segmento de recta que
va el origen al punto 1 +i.

Solucién. Subdividamos la recta C en n partes iguales por medio de la particién
Pn :{0 :ZO,ZVZQ, "'9Zn = 1+l}

donde zk=5+ﬁ para k=0,1,2,.. ,n.

n n

Entre cada par de puntos z, , y z, de la particion elegimos

kK
TR,

sobre el segmento de recta que los une, en donde evaluamos a la funcion, obteniendo

k ki
= = e b
FlE) = B =
y €l célculo de las diferencias da
k ki k-1  (k-1)i | i
Az, =2z, ~ 2, ,=|—+— |~ + .
k k k-l (n n ) n n n n

Con estos valores construimos la suma de Riemann para la particion

1

> f(E) Az - % (£ ML 1) LR S

k=1 k=1\R nJj\ R N n k=1
_ 1+ n(n+1)  (1+i) n+l
n2 2 2 n
de donde
n \2
f Zdz = lim Ef(ék) Azk: lim E (,1+l) n+1
D] n~e g1 2 n
A2
G50 dim (12 2] = S0 =
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14 INTEGRACION DIF FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEIA

Un poco mas adelante obtendremos este resultado de una manera mds facil. n

Enunciaremos sin demostracion el siguiente teorema sobre existencia.

Teorema 1.4.1. Si f:Ac C~ C es continua en A abierto y C es una curva suave en A,
entonces [ es integrable sobre C.

En general, obtener el valor de una integral por medio de la Definicion 1. 4.4 es una
tarca que asusta, Afortunadamente, existe una bella teoria que nos permite el céalculo de
muchas integrales de linea. Supongamos que se tiene una parametrizacion de la curva suave

C dada por z(t) =x(t) +iy(t) para a<t<b.

De aqui que la suma de Riemann se puede escribir como

k¥1 (k) Az kﬁ;l f(gd (Zk _Zk-l)

[t}
P
" M E
—
-
N
——
<«
bl
x_
f I— )
——
—
>
—_—
~
kad
R
+
™~
A
—~——
T
=~
Ral
e
——
Ead
—
L N
bl
—
—_—
+
o~y
S~
—
-~
>
—_
——
—
—

1l

n
,Ef{zm)} {[x(t) ~x(t-n)] 1 () - ()]
Para cada 1 < k < n, el teorema del valor medio del calculo diferencial garantiza que existen

Lt €2, ,,t,) tales que

x(t) = x(te ) = x(5) (- tey) YY) - vt = Y] (6 -t )

por lo que
kz=:1 F(Ex) Bz = kz:lf[z(rk)] {x/(’z)(tk‘tk—l) ciy(el (- I)J

It
—
N
T
sl
P
—
[
—
=
~
—
~
%
~—
+
~
<
——
~
x
~—
| SR
o~
x
A ¥
P
1
—
——

I
~
—_—
fa
2
a
=
kall
A
—
>
~4
A
"
+
~
<
.
———
~
-
=
o~
-
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de donde

i

lim }_j F(E:) Az, = lim E Fla(=)] [%/(6) viv'(67)] At

no- oo k| n-o k=i

f:f{w)] [¥(t) wiy'ie)] dr = fabf[z(t)] /() dt

[ f2) az

H

con lo cual tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.4.2. Sean A un conjunto abierto en C, f:A - C una funcion continua y
z:[a,b) ~ A una curva suave. Entonces

fc Hz) dz = fabf[z:(t)} 2/(t) dt

Notese que f[z(t)]1z'(¢) es una funcién compleja continua de variable real, cuya
integral estd dada por la Definicion 1.4.1.

Una forma de recordar el teorema anterior es sustituir en la integral a f(z) por
flz(t)] ya que se integra no sobre cualquier z sino unicamente sobre las de la curva z(t),

a dz por z/(t)dt ya que la diferencial de una funcién de una sola variable independiente
(aunque en este caso sea compleja) es la derivada de la funcion por la diferencial de la

variable independiente y, finalmente, colocar los limites a v b en ¢l simbolo de integracion
ya que ésta se realiza sobre la variable ¢ .

Notese también que tanto en la Definicion 1.4.4 como en el Teorema 1.4.2 el valor
de la integral depende de la curva. En este mismo subtema y en el Subtema 1.5 veremos la

condicion sobre f para que la integral sea independiente de la trayectoria.

Como raramente se utiliza la Definicion 1.4.4 para evaluar integrales de linea, salvo
en casos sencillos, sino mas bien el Teorema I.4.2, es la razdn por la cual muchos autores
utilizan a éste como definicidn de integral de linea.

Asi, para el Ejemplo 1.4.3 la curva C estd definida por

z(t) =t +it para O <t <1

por lo que

160



1.4 INTEGRATION DE FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

== ! / = ! +q +
fc zdz = fo z(t) 2/(¢) dt fo (£+in)(1 1) di
3 1
= jl 2it dt =if1 2tdt = it?| =i
0 0 0
cuyo resultado es el mismo que se obtuvo en su momento.
Ejemplo 1.4.4. Calcular la integral de linea
f z dz
C
a lo largo de las siguientes trayectorias:
a) El segmento de recta que va del punto z =1 al punto z =1.
b) La pardbola z(t) =(t-1)>+it, para 0<t<1.
c) El arco de circunferencia z(t) = cost +isent, para O <t<m /2.

Solucion. Se aplicard primero el Teorema 1.4.2 y posteriormente la Definicion 1.4.1.
a) La curva C esta definida como
z(t) =(1-¢t)+it para O <t <1

de donde

2 2/ () dt = [(L=t)—it] (-1 +i) = (-1 +2¢8) +i

por lo que

fcgdz

1]

fO‘ 2(1) 2'(t) dt = fol [(-1+21) +i] dt
1 1
-rit‘ = i

il

(. s o )
f0(1+2t)dt+tf0dt (~t+¢%)

0

b) Para este caso la parabola también va de z=1 al punio z =1y

z(8) 2'(t) dt

i

(-1 -ie][2(e- 1) +i]
(283 -612+T1-2) + (-t + 1)

I
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por lo que

fcgdz

It

o
[NEOE: ()dt~f01(2t3 662+ 7t - 2)dt+zf (¢ +1) dt

1 I )
= (it“—2t3+lt2—2t) +i(~—l»t3+t) = 2
2 2 _ 0 3 0 3
c) En este otro caso el arco de circunferencia tiene los mismos extremos con la misma

orientacién que las curvas de los incisos anteriores y

z(t) z/(t) = (cost - i sent) (- sent + icost) dt = i

por lo que
- 2 —— _pni2
fczdz = fo z(t)z(t)dt—]O idt
w2 _ n/2 .
= lfo dt = it ;T ~2-rz

Notese que en los tres incisos la funcidn a integrar no cambia y los extremos inicial y final
de las curvas son los mismos, pero los resultados de las integrales fueron diferentes, por lo
que no hay otra razon sino que los valores obtenidos son dependientes de las trayectorias en

cuestion. |

Ejemplo 1.4.5. Evaluar sz2dz a lo largo de las mismas trayectorias del Ejemplo 1.4.4.

a

Solucion. Se procederd igual que en el Ejemplo 1.4.4.

a) Primeramente,

(L-g)+itP(-1+i) = [(1-28) +i(2e-2¢3) (-1 + )

[2(0)]? /(1) = |
= (=1+2¢%) +i(1 -4¢+2¢?)

por lo que
2 - {1 2,/ (Y 2 _ 2
fcz dz fo [z(1)] z(t)dt—fo( 1+2¢2) dt + zf (1 -4r+2¢%) di
1 1 :
= (—t+3t3)l + (t—2t“+-~t )' B
3 0 0 3 3
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Nuevamente

[t -1 +irP[2(e- 1) +i]
= [(e*-423+ 502 -4+ 1) + i (20%-422 4 21)][(20-2) i
(265 - 10¢% +16¢% - 1422 + 8¢ -2) + i (5¢* - 16¢% + 1747 - 81 + 1)

e
N
—
LY
~—
P
[ ]
I3
~
—
-~
~——
]

i

por lo que

fol z? dz

f (265 - 102% + 161 - 141 + 8¢ - 2) dt +zf (5% - 1663 + 1742 -8t + 1) dz

1
i

Y

(-13-t° -2¢% + 41 ——‘fﬁ + 472 —Zt)

| i(z-‘ 4rt el —4t2+t).

0 0

I
UJI»—a

1.
—1i
3
En este caso

[z(t)]% z/(t) dt = (cost +isent)(- sent + i cost)

it

1t

[ (cost - sen?t) + 2isent cost | (- sent + i cost)

= (- 3sentcos®t +sen’t) + i (cos®t - 3 sen?t cost)

por lo que

fc z% dz

1

2 ,
-3 sent cos®t +sen’t) dt + i f:/ (cos®t - 3 sen®t cost) dt

]

n/2

i

2
f (sent - 4 sent cos®t) dt + i f:/ (cost - 4 sen’t cost) dt

- 4 3 l’tlz
+ (sent‘;sen t) _

~ COSt + — cos t)
{o

0

i .
R
3 3

En este inciso, todo el trabajo de integracidn puede evitarse si acudimos a nuestros

conocimientos de variable compleja y seguimos un procedimiento como en el Ejerplo
1.4.2.

La trayectoria se puede escribir como z(t) = e** con lo cual

2 . (™2 2 7 = (12 20y i N LY 17
fcz dz fo (z(2)]? z/(¢) dt f e*{ie') di f (ie®") dt

0 a
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Como existe F(¢) = % e tal que F/(t) =ie’" entonces
- L nf2
f 2dz = Ll - _l_(ean/z_l)
c 3 0 3

= i(cosw:‘»"— + isent - l)
3 2 2

i}

(I +14)

W |

Aunque como en el Ejemplo 1.4.4, la funcién no cambia y los extremos inicial y final de las
curvas son los mismos, ahora los resultados de las integrales son iguales, lo cual no es una

casualidad. M4as adelante veremos la razén de esto. L |

Si C es una trayectoria cerrada simple, parametrizada de tal manera que su interior

se conserva a la izquierda conforme se recorre la trayectoria, entonces decimos que C esta
orientada positivamente, en sentido contrario a las manecillas del reloj o sentido positivo. De

otra manera, C estd orientada negativamente, en sentido de las manecillas del reloj o en

sentido negativo. Si C estd orientada positivamente, entonces ~C estd orientada
negativamente.

Utilizamos ¢l simbolo especial

$_f(z) dz

para distinguir la integracion de f alrededor de la curva cerrada C.

Ejemplo 1.4.6. Sea C la circunferencia de radio R con centro en z, € C, recorrida en
sentido contrario al de las manecillas del reloj. Evaluar la integral

fc (z - zo)" dz
para toda n entera.
Solucién. La circunferencia se define por medio de
z(t) = z,+ Re', para 0 <t <2m
Aplicando el Teorema I.4.2 tenemos
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L4 INTEGRACION DE FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEIA -

fo -z dz = [ [alt)-zo)" o) dt

fo“ (Re*)* (i Re™) dt

fzn l'Rn+lei(n+l)t dt
0

i

H

. n+1i ; . . Y.
Como existe F(t) = R—l—e'("”)’ tal que F/(t) =i R""'e'™"* D' entonces
n+

2%

556 (z-z,)" dz = R gitns by

n+1

0
= B [e2ritn) - 1] = 0

n+l

ya que e2™"*D = 1 para todo entero n. Nétese que el resultado anterior sélo es valido para
n* -1,

Para n = -1 aplicamos nuevamente el Teorema 1.4.2 y luego la Definicon 1.4.1,
obteniendo

fc (z~zo)"1 dz = f 1 dz = fzw 1, (iRe™) dt

c 272 o Re"
2n
= f idt = f dt = = 2mi
Por 1o tanto,
0 st n+ -1
f (z - zo)" dz = . )
c 2mi sioon=-1
En este mismo subtema resolveremos este ejemplo de otra manera. n

La expresion

[ Fzydz = [ flz ) dt

dada por el Teorema 1.4.2, que se utiliza para calcular la integral de linea de una funcion
compleja f de variable compleja z a lo largo de una curva C, nos recuerda a esta otra
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CAP.1 VARIABLE COMPLEJA

expresion:

b

fc F(x,y)-dr = f

a

Flr(t)]-r'(t) dt

la cual, a su vez, es la que se utiliza para calcular Ia integral de Jinea de un campo vectorial
F en R? a lo largo de una curva C definida por r(t) =[x(t),y(t)} =x(t)i + y(t)j para

a<t<b. La analogia es extraordinaria, sin embargo, la relacion exacta estd dada por el
siguiente teorema.

Teorema 1.4.3. Sean A < C abierto, f: A ~ C una funcion continua y z:{a,bl~A una
curva suave. Entonces

fcf(z) dz = fc udx -~ vdy + i fc vdx + udy

donde f(z) =u(x,y) +iv(x,y) y z(t) = x(t) + i y(t).

Demostracion.

flz(0)] 2/(e) = {u[z()] + iv[z()]} |x'(2) + iy'(1)]
= {ufz()]x/(2) - v[z(t)]Y'(8)} + i{v[z(t)]x/(2) + wf[z(t)]y'(1)}

y usando la Definicion 1.4.1 y el Teorema 1.4.2 se obtiene

[ @ dz = ["{ulz@)x'() - vz@)y' @) de « i [* {vz0)]x) + ulzin)]y'(e)) do
= fc u(x,y) dx - v(x,y)dy +1i fc vix,y) dx + u(x,y) dy
= fc udx - vdy + i fc vdx + udy
donde dx =x'(t)dt, dy‘=y’(t)dt, u=u(x,y) y v=vix,y). ]

El teorema anterior nos indica que una integral sobre una curva C en el plano
complejo es igual a una suma de dos integrales de linea del tipo de las que se estudiaron en

cursos previos de calculo, s6lo que la segunda integral va multiplicada por i . Es decir,
Re [fcf(z) dz] = fc udx - vdy
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L4 INTEGRACION DF FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

Im Ucf(z) dzJ . fc vdx - udy
Una forma de recordar facilmente la formula dada por el Teorema 1.4.3 es escribir

f(z)dz = (u+iv)(dx+idy)
= (udx -vdy) + i(vdx +udy)

Ejemplo 1.4.7. Calcular, mediante el Teorema 1.4.3

f 1_dz
c 2~ 21

donde C es la circunferencia de radio uno con centro en z, =2 orientada positivamente.

Solucién. La funcion del integrando f(z) =1/(z - 2i) se puede escribir como

AN

1 1 1

z) = = = :

s z - 2i (x +iy) - 2i X +i(y-2)
x - i{y-2) _ X ~i y-2
x> (y-2)? xP e (y-2P X« (y-2)

por lo que
X ~ -2

u(x,y) = —2—‘“} 3 y vix,y) = - _5_2’1___“7_
X"+ (y-2) X+ (y-2)

Aplicando el Teorema 1.4.3 tenemos

f ‘ 1 d22§ xdx +(y-2)dy +i§ -(y-2)dx + x dy
c 22 c ¥ +(y-2p c X (-2

donde las ecuaciones paramétricas de C son

X = cost
0<st<2mn
y = 2 + sent

Para la primera integral de la derecha tenemos
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f xdx +{(y-2)dy _ ZﬂOa’t*O
0

y para la segunda

— - o 2n
f (y 2>dx+Xdy=j2“dt»rt = 2n
c  xP+(y-2)7 ¢ 0
Por lo tanto,
1 . ,
jé _dz=0+2mi = 27
c (2-20)

Comparar este procedimiento con el del Ejemplo 1.4.6. |

Si continuamos trabajando un poco mds la férmula dada por el Teorema I.4. 3 tenemos

que
fcf(z) dz = fc udx - vdy + i fc vdx + udy
= [ (us-v)(dx,dy) ¢ i [ (v,u) (dx,dy)
= [ Fy-dr i [ Fydr
donde

dr = r'(2) dt = x'(t),y'(t)] dt = [x'(t)dt,y’(t)dt] = (dx,dy)
y F, y F, son campos vectoriales en R? definidos por
Fi(x,y) = [u(x,y), -v(x,y)] vy  Fyx,y) = [v(x,y),u(x,y)]
A partir de la funcién de variable compleja f(z) =u(x,y) +iv(x,y), se puede

construir el campo vectorial F(x,y) =[u(x,y),v(x,y)] =u(x,y)i+v(x,y)j y por lo
apuntado anteriormente

fc F(x,y)-dr » jcﬂz) dz
pero si es cierto que
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fc F(x,y)-dr = Re fcf—(—z_) dz

Ejemplo 1.4.8. Calcular el trabajo que se realiza el campo de fuerzas

H

F(x,y) =(1-y, x-1)
para mover una particula a lo laige de la recta que va del punto (1,0) hasta el punto (0, 1).
Solucién. Con el campo vectorial F construimos la funcién de variable compleja

flz) =(L-y) +i(x+1)
y calcularemos la integral

‘ f(z) dz
donde la recta se puede parametrizar como
C: z(t) =(1-t) +it, O<tz=1

Del Teorema 1.4.2, y de la Definicion 1.4. 1,

[ F@dz = [ 1((1-y) - itx+ D] de = [T{{1-y0)] - i{x(0) « 1]} /(1)
SNGECE {2 -0)] (1) di = [I11+i(3-20)] dr
1 1
= foldt+if01(3—2t)dt=t 0+i(3¢x‘—t2) 0:1+21
por lo que el trabajo es igual a
W=Re [ F(z)dz =1
Noétese que f(z) =iz + (1 +1i). [

Definicion 1.4.5. Dada la curva z:[a, bl -~ C, se defire su opuesta ~z:[a,b] - C como
(-2)(t) =z(a + b - t), es decir, -z recorre la misma curva que z pero en sentido contrario,
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Asi, si una curva C se define por
Z(t) = x(t) +iy(t) para a<t<b
entonces su opuesta - C estd dada por
(-z)(t) =x(a+b-t) +iy(a+b~t) para a<tz<b

No es la Gnica forma en la cual se puede definir la opuesta de una curva, también
puede hacerse por medio de

-C: (~z)(t) = z(~-t) = x(~t) +iy(-t) para -b <t < -a

En la siguiente definicién vamos a establecer el concepto de descomposicién de una
curva en suma de curvas, concepto que es intuitivamente obvio.

Definicion 1.4.6. Sean z,:[a,b]~Cy z,:[b,c] ~ C curvas tales que z,(b) =z,(b). Se
define la unién o suma z, +z,:{a,c] ~ C como ’

z,(2) si t €la,b]

B R)O 0 siote byl

El siguiente teorema establece las principales propiedades de la integral de linea, las
cuales son como las establecidas para las integrales de linea de campos vectoriales.

Teorema 1.4.4. Sean A una region en C, f,g: A -~ C funciones continuasy C,, C, curvas

en A seccionalmente suaves, entonces

) [ ) g dz = [ flz) de - [ g(2) de
ii) fc [kf(z)] dz = k [Cf(z) dz V keC
i) flzydz = - [ flz) dz

-C
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14 INTEGRACION DE FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEIA

Demostracion.

ii) Escribiendo k=a = bi, f(z) =u(x,y) +iv(x,y) y dz =dx +idy se tiene

i

kf(z)
[kf(z)] dz

(6 +ib)[u(x,y) +iv{x,y)]

[au-bv + i(av +bu)] (dx +idy) ,
(au - bv)ydx - {(av+bu)dy +i[(av+bu)dx + (au -bv) dy)

1l

t

donde u =u(x,y) y v =v(x,y). Aplicando la Definicion 1.4.1:
fc kf(z)] dz = fc (au -bv) dx - (av +bu) dy + i fc (av +bu) dx + (au - bv) dy

Por otro lado, del Teorema 1.4.3

1

kfyf(z) dz (a+ib)[fc udx - vdy +ifc vdx+udy]

i

a fc udx-vdy - b fc vdx ~udy + i[a fc vdx +udy + b fcudx—vdy]

1

fc (au-bv)dx - (av+bu)dy + i fC {av + bu) dx + {au - bv) dy

Comparando los dos resultados tenemos lo que se guiere.

iii) Por el Teorema 1.4.2,

f_cf(z) dz = f:f[z(a +b-01[-2(a+b-1)] dt

y, efectuando ¢l cambio de variable s =a + b - ¢, se obtiene

[ f@dz = - [ flats)] 2/(s) s'e) dr
= - ["fla) 2s) ds = - [ fiz) az
que es lo gue se queria demostrar. ]

Si f(z) es una funcion continua y C es una curva seccionalmente suave formada por
la suma o unién de n curvas suaves, entonces
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fcf(z) dz = fc e f(z L f f(z) dz = k}i; f:* flzd0)] 2, (t) dt
) 1 2 =1"%-1

Si f no es continua y z:[a,b]- C es una curva suave, entonces se puede

descomponer el intervalo [a, b] en subintervalos tales que f[z(z)]z'(¢) sea continuo y
luego sumar las integrales en cada subintervalo.

A menos que se especifique otra cosa, se integrard solamente a lo largo de curvas
seccionalmente suaves, es decir, a lo largo de contornos.

Ejemplo 1.4.9. La curva opuesta al arco parabola

C: z(t) =(t-1)% +it, para 0 <t <1
del Ejemplo 1.4.4.(b) es

-C: z(t) =t* +i(1-t), para 0 <t <1

por lo que

f_cidz = f [¢2 - i(1-1)] (2t -i )alt:fo1 (21 +2-1) +i(.t?~2t) dt

3, - (12
fo (263 +¢ 1)dt+zf0 (¢2 - 2¢) dt

1 2. [ -
0‘«~§ZA fCZdZ

Como la opuesta también se puede parametrizar de la forma

‘ 1
= (lt“-ritz—t)
2 2

+ i (it3~t2)
3

0

-C: z(t) =(¢+1)* - it, para -1 st<0

entonces

f;c z dz

i

[l eid 26ty i de = 7 (200 v6e* 71 02) il 1) dr

I}

f (263 + 662 + 7t +2) dt +if° (¢ - 1) dt

-1
0

0 2.
-1:_—3«" fCZdZ

]

Lt 23 0 1e242
(2t )

+ i(it3 ~t>
-1 3

172
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La curva opuesta al segmento de recta
C z(ty = (1 -¢) + it, para 0 <tsl
del Ejemplo 1.4.5. (a) es
-C: z{t) =t +i(l-¢t), para 0 <t <1
por lo que

[r+i(1-0) (1 -i) = [(2t-1) « i{2e-22)] (1 -
(-26% +4e-1) + i(1-2¢7)

]

()" 2/(2)

H

de donde
2 B R R DU i Yy a2
f_cz dz—f0(21+4t 1)dt+tf0(1 2t%) dt
1
= [-23+2¢% ¢ t-243
( ’ ) 0 o ( 3 ) 0
S I R g
= 3 + 31 fcz dz
con lo que terminamos el ejemplo. u

Ejemplo 1.4.10. Calcular la integral

2 dz

Je

donde C estd formado por los segmentos de recta que van del punto (1,0) al (1,1) y de
éste al (0,1).

']

Solucion. C es seccionalmente suave, pero C =C, + C,, donde

1+it, 0 <t <1

A
-
~
2
gy
oy
1

[
™
V]
o~
o~y
~—
i
A
~
A
o

- {(2-t)+i, 1

son suaves, por lo que
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fcz2dz=fc+c ztdz = }i_:fc z2dz=fc z2dz+fc 2% dz
1 2

176 k-1
Ahora
2 _ 1 ” 2 / _ 1, .\ 2
fclz dz = fo [2,(1))? 2i(e) dt -fo i(1+it)? dt
= fO‘ [-2¢ + i(1-12)] dt = [0’ -2t at +ij: (1-12) di
- ~z2|' +i(t—lt3) o1 .2y
0 3 0 3
y

fc z% dz

2

[0 s de = [7-[2-0+if dt

1

i

[ l-3+a-1%) + i21-4)] ar

H

'2—_ 2 .2 _
]1(3+4t t)dt+zf1 (2t - 4) dt

2
+ i (t? - 41)
1

2

2 .
= = -
3

(—3t+2t2 ——;—t?’)

Por lo tanto,

fczzdz=(—l+%i)+(%~i)=—~;-~%i

Comparar este resultado con el obtenido en el Ejemplo 1.4.5.(a). |

La relacién de equivalencia que vamos a establecer a continuacién nos permite
introducir el concepto de camino orientado.

Definicion 1.4.7. Sean z:{a,bl - Cy Z:[a,b] - C dos curvas seccionalmente suaves. Se
dice que son equivalentes, lo cual se denota como z ~Z, 0 que Z es una reparametrizacion

de z, si existe una funcion ¢:[a,b] ﬂ[d,l;] de clase C', con ¢'(t)>0, @(a)~-d y
@(b) =b, tal que z(1) = (£°¢)(2).
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Es sencillo comprobar que la relacién ~ introducida en esta definicion satisface las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva por lo que es, efectivamente, una relacion de
equivalencia.

Las condiciones ¢'(¢) > 0 (es decir, ¢ es creciente), ¢ (a) =d y ¢ (b) = b significan
que Z recorre la misma curva, el mismo nimero de veces y en el mismo sentido en que lo
hace z . Este es el significado preciso de la proposicion de que z v Z representan 4 la misma
curva orientada. También, los puntos de [&, 6] en los cuales Z/ no existe, corresponden bajo ¢

a los puntos de [a, b] en los cuales z/ no existe. (Esto se debe 4 que ¢ tiene una inversa

de clase C! que es estrictamente creciente.)

El siguiente teorema establece que el valor de una integral de linea es invariante bajo
el cambio en la representacion paramétrica del contorno, si la reparametrizacion satisface las
condiciones de la Definicion 1.4.7.

Teorema 1.4.5. Sean f:A<cC-C continua A abierro v C la curva imager. de
z:[a, bl -~ C. St Z es una reparametrizacion de z, enionces

[ f@) dz = [ flz) dz

Demostracion. Del Teorema 1.4.2,

fc Hz) dz = f: fz(t)] Z/(t) dt

pero por la regla de la cadena

de donde
Sy LAy -y o
]'Cf(2> dz = fa Hile) ) Z0e(t)] ¢'(z) dt
Sea s = @ () una nueva variable tal que s =d cuando ¢ =a y s = b cuando 7 = b. Entonces

[ fiz) dz = f;f[f(s)] 2(s) ds = [ f(z) dz =
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Ejemplo 1.4.11. Sea

C: z(t) = e, vpara Osts‘n/Z
la curva del Ejemplo 1.4.5.(c). Una reparametrizacion de z es

C: #(t) =e*, para 0<t<mn/fd

ya que existe una funcion ¢(¢)=¢/2 con ¢/(¢)=1/2>0 continua, ¢(0)=0 y
¢(m/2)=n/4 tal que

2(t) = (Zo9)() = Z[p(n)] = €| - eHe0) < o
t=q(f)
Por lo tanto,
[ 22dz = [" P 2 dt = [ett(2ie?) ar
¢ 0 0
n n/4 .
_ f 14 (2ie5%) dy = L 6ir _ 1(331”/2 1)
0 3 o 3
= — .._];. = 2
3 (1 +19) fc z° dz
el cual es un resultado que ya esperdbamos. |

El siguiente teorema es de gran utilidad para estimar el tamafio de las integrales.

Teorema 1.4.6. Sean f:A<C- C continua en A abierto y z:[a,b}~A una curva
seccionalmente suave.

a) [ [ f(z) dz

< [ 1Flz0]] |2'(0)] at
b) Si | flz())| <M para toda t € [a,b], entonces

Ucf(z) dz | < M 1(C)

donde 1(C) es la longitud de la curva C.
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Demostracion,

a)

Supondremos que C es suave. Si C es seccionalmente suave, integramos sobre C
sumando las integrales sobre cada pedazo suave de C. Del Teorema 1.4.2

[ flz)ydz = [" fla) ') de

asi que lo que se quiere demostrar es

._.._;

)< [P1fmN '] de = [ flz)] ') e

Si f fuera una funcion con valores reales sabriamos, del cdlculo, que este resultado

es verdadero, pero aqui f tiene valores complejos, asi que debemos probar esta
ultima desigualdad.

Si f c f(z)dz =0 entonces la desigualdad es obviamente cierta. Si la integral

no es cero, escribimos su valor en forma polar, digamos

i9,

[) rlzn) 2/ e = re

de donde

ro = e% [7 fla)] 2/ de = [7 e fla(e) ) de

Tomando la parte real en ambos lados de esta ecuacion se obtiene

ro = Re(rg) = Re {f '6°f[ 1] z/( dt} f: Re {e~i0°f[z(t)_"j z’(t)} dt

Por otro lado, de las propiedades del médulo tenemos que

Re{e ™ flz(e)] 2/(1)} < ™™ fla(t)] /()] = | Flz()] 2'(2)]

va que |e %] = 1. Por lo tanto,
= [P Re{e ™ flan) 2/(n)} dr < [7 1 7120) 2] de
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Ya que
o = abf[df)}z’(t)dt’
entonces
lfc f(z) dzl - f:f[z(t)]Z’(t)dtl

< [Pirlw) @l = [Tifl) 2] dr
como queriamos demostrar.
b) Este inciso se sigue del inciso (a) y de la hipdtesis:
; [, ) dz I s [ 1zl o] di
< fa” M|z'(t)| dt = M jb 12/(t)] = M I(C)

con lo que se completa la demostracion. n

Ejemplo 1.4.12. Comprobar el Teorema 1.4.6.(a) para la funcién y curva del Ejemplo
1.4.5 (c).

Solucién. Del Ejemplo 1.4.5:

flz) = 2
y
C: z{t) =e", 0<t<2n
Por un lado, del mismo Ejemplo 1.4.5,
- 2 = ~Ltira
fcf(z)dz -—sz dz = g(1 i)
por lo que
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Por otro lado,

[ 1@l mldz = [zl 0] dz = [ e [ie] dr

0

fnz" dt =t

2n

i

Por 1o tanto,

o
S
')
A
o
=]
i
a
~,
JAR
=
e
=
QU
-y

]fc flz) dz ’

que es 1o que queriamos mostrar. ||

Ejemplo 1.4.13. Demostrar que
lfc (x2+iy?) dz 1 <m
donde C es la semicircunferencia derecha de radio 1 con centro en el origen.
Solucién. I.a curva se puede parametrizar como
C: z(t) = cost+isent, -m/2 <t<m/2
cuya longitud es n, es decir, I{C) ==
Por otro lado,

|x% +iy?| = |cos®t +isen’t|

\ .
—
&
~—

it

1
o
Q|
n |
|
N:
+
(mbf
=
£
-
A
[y
I

Del Teorema 1.4.6. (b):

‘fc(xzﬂ'yz)dz.sn |

Se exibira ahora un importante método para evaluar integrales, andlogo al Teorema
Fundamental del Calculo.
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Teorema 1.4.7. Sean f:A < C~ C continua en una region A y z:[a,b]~A una curva

seccionalmente suave. Si existe una funcion F:A - C analitica tal que F'(z)=f(2).°
entonces

[ f(2) dz = Fiz(e)] - Flz(a)]

por lo que la integral es independiente de la trayectoria. En particular, si la trayectoria es
cerrada,

fc f(z) dz = 0

Demostracion. Sea C un curva suave. Por el Teorema 1.4.2 y de la regla de la cadena,

i

[ f@ydz = [Pl /o) dr = [TF[an) 2/t dr = [* (Fea)) di

b
= (Feoz)(?) ] = (Fez)(b) ~ (Feoz)(a) = Fiz(b)] - Flz(a).

Como z(a) =z, y z(b) =z, el valor de esta integral de linea es F(z,) - F(z,), el cual es

ciertamente independiente de la trayectoria, en tanto esté contenida en A y una z, con z,.
Es decir,

"= Fl) - Pz

2

' f(z) dz = F(z)

Este resultado es valido también, claro estd, cuando C es una curva arbitraria, no
necesariamente suave, contenida en 4. Concretamente, si C consta de un nimero finito de
curvas suaves C, (k=1,2,..,n), cada C, yendo de z, _, a z,, entonces

%k

H

[ fz) dz r fo flaydz - ¥ Fa)

n

2 [Flza) = Flagi)] = Fiza) - Flzg)

=1

k-1

il

3 En el Subtema 1.5 veremos la condicion para que esta funcién exista.
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por lo que las integrales de f a lo largo de contornos contenidos en A que unen dos puntos
fijos z, y z, tienen todas el mismo valor.

Ahora, sean z, y z, dos puntos cualesquiera de una trayectoria cerrada contenida en
A y tomemos dos caminos C, y C, sobre C, ambos con punio inicial z, y punto final z,,

tales que C =C, - C,. Como ya probamos que la integral es independiente de la traycctoria,
entonces

Je

fl) dz = [ flz) dz

1

de donde
fcl f(z) dz - fc) flz)dz = 0
fcl flz) dz + f—c2 fz)dz = 0
Jo, o fdz =0
Esto es, la integral de f(z) a lo largo del contorno cerrado C =C, - C, vale cero. n

Ejemplo 1.4.14. Evaluar

fc z® dz

donde C es el arco de elipse x2+4y?=1 en el primer cuadrante que une z =1 con
z2=1]2.

Solucién. Como existe la funcién analitica F(z) =z*/4 tal que f(z) = F/(2), es decir,

zui(i
dz \ 4

entonces, gracias al Teorema 1.4.7 no es necesario evaluar la integral mediante una
parametrizacion de la elipse. Asi, dicho teorema afirma que
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Obsérvese que se pudo haber indicado cualquier otra curva que uniera 1 con i/2 y
el resultado hubiera sido exactamente el mismo, ya que no se usd para nada la curva dada

sino sélo sus extremos. n

Ejemplo 1.4.15. Sea C la circunferencia de radio R con centro en z, € C. Evaluar la
integral

fc (z —zo)" dz

para toda »n entera.

Solucion. Primero, sea n = 0. Entonces

f@) = (2 - z)

d_
dz

que es la derivada de una funcién analitica, asi por el Teorema 1.4.7,

§ (2= ) dz=0

Segundo, sea n < -2 . Entonces nuevamente

- n:__‘_i-_ 1 - n-+1
" %) dz{nﬂ<z %)

la cual es analiticaen A4 =C - {zo}. Ya que C estd en A, el Teorema I.4.7 nuevamente
muestra que

fc (z - z5)"dz = 0

Finalmente, sea n = -1. En este caso
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14 INTEGRACION DE FUNCIONES DE YARIABLE COMPLEIA

1 .
....‘._'_.hﬁ.:#_____hlza_
zZ = 2, dzl (&%)

pero ahora no podemos aplicar el Teorema 1.4.7 porque In(z - z,) no es analitica sobre toda
la trayectoria C alrededor de z,; sOlo es analitica en

€ - {x=+iy|y=Im(z), x sRe(zy} |

Para calcular la integral procederemos directamente como lo indica el Teorema 1.4.2.
Esto ya se hizo en el Ejemplo 1.4.6 en donde se obtuvo

f S T Ay g
c L 7 %

En resumen entonces,

0 si n= -1
f (z = zo)" dz = . _
ct 2mi si n=-1

Nota. Este resultado es importante y por su utilidad sera uvtilizado posteriormente. n

Ejemplo 1.4.16. Calcular

2z
f g
c 2+ 4

donde C es la circunferencia {z € C||z —2i] =1} orientada positivamente.
Solucién. La circunferencia se puede parametrizar en la forma
z(t) = cost + i(2 +sent), 0<ts<2n

o también como

zZ{t) =2i +e"*, 0<t<2m

De cualquiera de las dos formas, la aplicacién inmediata del Teorema 1.4.2 resulta

complicada, por lo que para encontrar F(z) analitica en € tal que F/(z) =2z/ (2% +4),
descompondremos el integrando en fracciones parciales.
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asi

s = S
o
I
[ )
[\
+ I8
B
Qu
N
l
——,
o
TN
N
+t—ﬂ
3%
+
~N
N
™o
s
Q.
N

{l
—S—
o
Nl
e
N
IS8
I3
+
—
0O
o
N
9
W
&~

Para ]a primera integral del lado derecho tenemos que

1
z + 2i
d

= S + 27 = _d_ = F'
L 20 - 4P - Pl

fz) =

que es la derivada de una funcidn analitica en
A =C-{x+iy|ly=-2,x<0}

Como C estd en A, entonces por el Teorema 1.4.7

f 1.dz=0
c 2+ 2i

Para la segunda integral,

1 _d .
T2 ap e

pero ahora no podemos aplicar el Teorema 1.4.7 porque In(z - 2i) no es analitica sobre toda
la circunferencia C alrededor de z, =21, s6lo es analitica en

C-{x+iy|ly=2,x<0}

Para calcular la integral hay que utilizar el Teorema 1.4.2, por lo que del Ejemplo
1.4.15
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f’ ]".‘d‘ZZZTCi
c 2~ 2i

Por lo tanto,

-—2—§—»dz:0+2ni:2m‘
CZ2+4

En el Subtema 1.5 resolveremos este mismo ejemplo de otra forma. =

Ejemplo 1.4.17. Probar que no existe una funcién analitica f* definida en C - {0} tal que

fl(z)=1]z.

Solucion. Si tal f existiera, entonces, usando el Teorema 1.4.7, se puede concluir que

f -1—dz':0
CZ

donde C es la circunferencia de radio uno con centro en el origen. Pero por el Ejemplo
14.15,

1

f —l—dz 2ni
c %

asf, f no existe.

Nota. Aunque d(Inz)/dz =1]z, esto no contradice el ejemplo porque Inz no es analitica
en C-{0}, es analitica s6loen C-{x +iyly=0,x<0}. |

El teorema fundamental del calculo tiene muchas aplicaciones y ramificaciones, una
de las cuales es la siguiente demostracion de una propiedad de las regiones, la cual ya
demostramos en el Teorema 1.3.5.

Corolario 1.4.1. Sean A una region en C y f:A -~ C analitica. Si f'(z) =0 para toda
z €A, entonces [ es constante en A. ‘
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Demostracién. Sea C una trayectoria suave en A que une un punto fijo z, con otro punto
cualquiera z . Por el Teorema 1.4.7

C

flz) - f(zo) = [ F(E)dE = 0
En consecuencia |
f(2) = £(z)

por lo que el valor de f en cualquier punto z de A es €l mismo que su valor en z,, es
decir, f es constante en A . n

Ejercicios propuestos.

1. Calcular de dos maneras distintas la integral

fol (3t +1i) dt

2. Calcular las siguientes integrales

a) fonlz senh(it) dt
by [T tetar

3. Si m y n son enteros, calcular la integral
/'2" eimt g=int gy
0
4. Sea

P (x) =—1~fn(x+i\/1—x?'cost) dt (n=0,1,2,.)

Obtener Py(x), P,(x) y P,(x). Estos se conocen como los tres primeros
polinomios de Legendre

5. Calcular la longitud de la curva
C: z(t) = cos®t + isen®s para 0 <t <2m

6. Demostrar que la longitud /(C) de una curva no cambia si se reparametriza.
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12.

13.

14.

14 INTEGRACION DE FUNCIONES DE VARIABLE COMFLEJA

Mediante suma de Riemann calcular la integral

fc (z +1) dz

donde C ¢s el segmento de recta que va del origena 1 +i.

Mediante suma de Riemann calcular la integral

fc (iz) dz

donde C es el segmento de recta que va del origen a 1 +i.

Mediante suma de Riemann calcular la integral

f c z dz
donde C es el segmento de recta que va del origena 1 +i.

Calcular la integral de f(z) =z a lo largo de las traycctorias definidas en el Ejemplo
1.4.4, mediante el Teorema 1.4.2 y comprobar el resultado con el Teorema 1.4.7.

Calcular el valor de
fc [y -x) - 3ix?] dz

donde C
a) es el segmento de recta desde z=0 a z=1 +1i;
b) consiste en dos segmentos de recta, uno desde z=0 a z =1 y ¢l otro desde

z=iaz=1+1i.

Calcular el valor numérico de

P l2I? dz

donde C es el contorno cuadrado con vértices en los puntos 0, 1, 1+i e i,
orientado en sentido positivo.

Calcular
fc fl(z) dz

donde f(2) == e™* y C es el contorno del Ejercicio 12.

Calcular el valor numérico de

3£c (z)* dz

alrededor de las circunferencias

1) IZ(=1,
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i) [z-1]=1
orientadas en sentido antihorario.

f 1 dz
c 2
alrededor de

i) la circunferencia |z -~ 1} =2,
i1) el cuadrado con vérticesen 1+iy -1=z1,
orientadas en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

15. Calcular el valor numérico de

16.  Calcular , donde C es el arco de la curva y =x> desde z=-1-i hasta z=1+iy

1 si y<0
flz) = .
4y si. y>0

17.  Calcular la integral
2" (z)" dz
§ 22
donde m y n son enteros y C es la circunferencia |z|=1 orientada en sentido
contrario al de las manecillas del reloj.

18.  Calcular el valor de la integral

usando para C la representacion -
2(t) = yd-y? +iy? (-2 st<2)

19. Calcular, de tres maneras distintas, el valor numérico de

fc z? dz
a lo largo de la cicloide
x =0 - senb
y =1 - cosB

desde el punto donde 6 =0 hasta el punto donde 6 =21 .

20.  Sea C el arco de la circunferencia |z| =2 que va de z=2 a z =27 en ¢l primer
cuadrante. Sin calcular la integral, probar que

f dz
C z2 -1

b1
< —
3
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21.  Sea C €l segmento que vade z=1i a z =1. Demostrar que

f 1 dz | < 42
4
c %

sin calcular la integral.
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LS Teorema de la integral de Cauchy.

El teorema de la integral de Cauchy (o brevemente integral de Cauchy) establece que dentro
de ciertas regiones la integral de una funcién analitica sobre una trayectoria cerrada simple
es cero. Una extension de este teorema nos permitird reemplazar integrales sobre ciertas
trayectorias complicadas co integrales sobre trayectorias que sean faciles de evaluar. También
demostraremos que el teorema de Cauchy implica que una funcién analitica tiene una
antiderivada. Para empezar, necesitamos recordar algunos conceptos.

Consideraremos solamente curvas seccionalmente suaves a menos que se especifique
lo contrario.

Una curva cerrada simple es una curva continua que solo se autointersecta en sus
puntos finales, es decir, si la cuva estd definida por z:[a,b]~ C, entonces la Gnica
interseccion es z(a) =z(b).

En esta seccion hablaremos del "interior” de una curva cerrada simple C de una
manera intuitiva. Se demuestra en topologia (Teorema de Jordan) que una curva cerrada

simple divide al plano complejo C en dos componentes, a la componente acotada se le llama
el interior de C, denotada como intC, y a la no acotada se le llama el exterior de C,
denotada como ext C.

La forma mas sencilla de demostrar el teorema de Cauchy es por medio del Teorema
de Green. Este teorema establece que si 4 es un conjunto abierto en C que contiene a una
curva C (cerrada simpe seccionalmente suave recorrida en sentido positivo) y a su interior,

y si se tienen definidas en A dos funciones reales P(x,y) y Q(x,y) de clase C', resulta
que

fp de s oy dy - [ (22020 9PN
intcUc

en donde vemos que si
Plx,y) dx + Q(x,y) dy

es una diferencial exacta, entonces

0Q(x,y) _ I9P(x,y)
ox dy
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1.5 TEOREMA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY

y por lo tanto, la integral vale cero.

En el Teorema 1.4.7 vimos que si una funcién continua-f admite una primitiva en una
region A, entonces la integral de f a lo largo de cualquier trayectoria cerrada seccionalmente
suave C contenida por completo en A tiene valor cero. A continuacion presentamos un

teorema que da otras condiciones sobre f que garantizan que el valor de la integral de f a
lo largo de una trayectoria cerrada simple es cero.

Teorema 1.5.1. Sean C una trayectoria cerrada simple (seccionalmente suave), A una
region en C que contiene a C y a su interior y f: A - C una funcion analitica, entonces

fc f(z) dz

De manera sencilla, este teorema dice que si f es analitica en C y en su interior,
entonces la integral de f a lo largo de C es igual a cero.

Demostracion. Escribiendo f=u +iv se tiene que
fcf(z) dz = fc (u +iv) (dx +idy) = fc udx -vdy + i fc vdx +udy

Como se vera después en el Subtema 1.6 si f es analitica, entonces f’ es continua (por lo

que u y v son de clase C') y por lo tanto, se puede aplicar el teorema de Green tanto a la
parte real como a la parte imaginaria de la expresion anterior. Asi

forerae= -5 F)aa - [[[5 - F)eo

donde R =int C U C. Si utilizamos ahora las ecuaciones de Cauchy-Riemann

(fo cual equivale a utilizar el hecho de que udx -vdy y vdx +udy son diferenciales
exactas), se obtiene que la integral vale cero. n
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La anterior demostracion fue obtenida por el matematico Francés Louis-Augustin
Cauchy en 1825. En 1883 el matematico Francés Edouard Goursat (1858-1936) di5 una

demostracion en la que la condicion de continuidad sobre f/ se puede omitir, por lo que el
teorema también se le conoce como feorema de Cauchy-Goursat.

Noétese que una vez establecido que el valor de la integral es cero, la orientacién de
la trayectoria C es irrelevante. Esto es, la conclusion del teorema de Cauchy es valida
también si C se toma en sentido negativo, ya que

§_fl)dz=~§ flz)dz=0

Si la funcién f no es analitica en int C, la integral de f a lo largo de C no es cero
necesariamente. Por ejemplo, para la circunferencia C de radio uno con centro en el origen
y f(z) =1/z se tiene que f es analitica en todo punto, excepto en z =0 € int C y la integral
de f alo largo de C no es cero. En efecto, como se vio en el Ejemplo 1.4.15

f Yoy - om

c <

Por otro lado, el teorema de Cauchy proporciona condiciones suficientes para que la integral
de linea alrededor de una curva cerrada simple sea cero. Estas condiciones no son necesarias;
podemos encontrar una funcién que no satisfaga estas hipodtesis pero que, sin embargo, la
integral de linea sea cero. Asi f(z) = 1/z?, es analitica en todo punto excepto en z = 0, por
lo que no es analitica en todo el interior de C, pero del mismo Ejemplo 1.4.15

f ~1~dz=0
cZ2

El valor cero no resulta del teorema de Cauchy sino del hecho de que f tiene una
antiderivada -1/z en C~{0}.

La demostracion de Goursat establece primero el resultado para una funcion analitica
en una trayectoria triangular C positivamente orientada y en su interior, es decir que la
integral de la funcion alrededor del tridngulo es cero. Posteriormente, si C es una trayectoria
poligonal con orientacién positiva, entonces se afiaden lineas hasta que el interior del
poligono quede subdividido en un ndimero finito de tridngulos (positivamente orientados). La
integral alrededor de cada tridngulo es cero y la suma de todas estas integrales es igual a la
integral alrededor del poligono C. Por lo tanto, el teorema también es valido para
trayectorias poligonales, donde suponemos que la funcion es analitica sobre y dentro del
poligono. I.a demostracion para una curva cualquiera cerrada simple se realiza aproximando
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dicha curva con una trayectoria poligonal "suficientemente cerrada”. Nosotros omitiremos
el desarrollo de todo esto.

Ejemplo 1.5.1. Recordamos que las funciones z" (donde n es un entero positivo), ey
senz son todas enteras (analiticas en C). Por lo tanto, el teorema de Cauchy implica que,
para toda trayectoria C cerrada simple seccionalmente suave

fcz"dz=0, fcezdz=0 y fcsenzdz=0

ya que las funciones en cuestion son analiticas en C y en su interior. -

Ejemplo 1.5.2. Sea f(z) =1/(z ~z,)", donde n es un entero cualquiera y z, es un nimero
complejo fijo, analitica en A =C- {Zo}- Si C es una trayectoria cerrada simple

seccionalmente suave tal que z, € ext C, entonces f es analitica en C y en su interior. Por
lo tanto, el teorema de Cauchy implica que

f ——l—-~dz=0 nel
C (Z"Zo)n

Compérese este ejemplo con el Ejemplo 1.4.15. n

En la evaluacion de cualquier integral de linea alrededor de una trayectoria cerrada,
es importante determinar donde la funcién del integrando es analitica. AGn en el caso en el
que el integrando no sea analitico en ciertos puntos, sélo debemos preocuparnos por los

puntos sobre y en el interior de C para evaluar la integral.

Ejemplo 1.5.3. Evaluar
f tanz dz
C

donde C es la circunferencia |z|=1.

Solucién. La circunferencia es de radio uno con centro en el origen.

La funcién f(z) = tanz = senz/ cosz es analitica en C, excepto en los puntos donde cosz =0,
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es decir, es analitica en
A = C-{zeCjlcosz =0}
= C - {zEC‘z'_#’(nw*i)n, nGI[}
2
Como

51 ¥V onel

ningtin punto donde f no es analitica pertenece a C o a su interior, es decir, f es analitica
en C (suave cerrada simple) y su interior. Entonces por el teorema de Cauchy

fcta‘n\z‘dz:O o |

Si en éste 1iltimo ejemplo uno o mas de los puntos z = (r + 1/2) con n €I estin en
el interior de C, no podemos utilizar el teorema de Cauchy, por lo que tendriamos que
evaluar la integral de alguna otra manera. Por ejemplo, si C fuera la circunferencia [z| =2,

los puntos -n /2, /2 €int C donde f no es analitica. En este caso todavia no tenemos un
.método sencillo para evaluar la integral. Cuando desarrollemos ¢l teorema del residuo en el
Subtema 1.8 esta intergal serd fécil de evaluar.

" Ejemplo L1.5.4. Evaluar

f N

c 2°-2z7+2

si C es la circunferencia de radio uno con centro en el origen.

Soluciéon. El conjunto donde el integrando es analitico son los complejos tales que
z22-2z+2 %0

es decir, en

»
I

C-{zeC|z?-2z+2 = 0}
C-{1+i,1-i} '
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Ahora bien, como la circunferencia tiene por ecuacion |z| =1y

il =yZ>1 y  [L-i]=y2 > 1

entonces el integrando es analitico en C y su interior yaque 1 +i y 1 -, los dinicos puntos
donde no es analitico, caen en ext C. Por lo tanto, del teorema de Cauchy

f 1 4z-0 n
c 22-2z+2

Ejemplo 1.5.5. Calcular

27
f 5 dz
c I + 4

donde C es la circunferencia {z € C||z - 2i| =1} orientada positivamente.
Solucién. La circunferncia es de radio uno con centro en z; = 2i.
ﬁl conjunto donde la funcién del integrando es analitico es
A=C-{zeC|z?+4 =0} = C - {£2i)
Como
[2i -2i| =0 <1 y  |=2i-2i| =|-4i|=4>1

entonces 2i € int C, por lo que el integrando no es analitico en el interior de C, asi que no
podemos utilizar el teorema de Cauchy.

Descomponiendo el integrando en fracciones parciales,

2z 2z 1 1

= = +

z2 + 4 (z +2i)(z -2i) z + 2i z - 2i

por lo que de la propiedad de la integral de linea dada por el Teorema 1.4.4.(i),

f 2z dz=§ 1,dz+f l_dz
c z* + 4 c 2 720 c 2 - 2i
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Para la primera integral del lado derecho tenemos que f(z) =1/(z +2i) es analitica en

A =C-{-2i}, en particular, es analitica en C y su interior, entonces por el teorema de
Cauchy

f l_dz:()
c 2t 2i

Para la segunda integral, f(z) =1/(z - 2i) no es analitica en z = 2, por lo que no podemos
hacer uso del teorema de Cauchy ya que 2i€int C, asi que para resolverla se utiliza el
Teorema 1.4.2, lo cual ya se hizo en el Ejemplo 1.4.15 obteniéndose

f L dz = 2ni
c &~ 20

Por lo tanto,

f)‘ 2z dz =0 +2ni = 2ni
o)
c 2+ 4

Comparar con el procedimiento seguido en el Ejemplo 1.4.16. n

Ejemplo 1.5.6. Evaluar

f —————4————dz
c 28-22% 422

donde C es la circunferencia de radio uno con centro en el origen orientada en sentido
positivo.

Solucién. El conjunto donde el integrando es analiticoes A = C-{0,1+i,1 -i} y como

0 eint C no podemos utilizar el teorema de Cauchy. Descomponiendo el integrando en
fracciones parciales

2} -2z +2¢ 2z = (1+i)]lz - (1-1)]
2 1 +1 ) 1-1i

4 4
]

Z z ~ (1 +1) z - (1-1)

por lo que de las propiedades de la integral de linea dadas por €l Teorema 1.4.4. (i), (ii)
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4 1 , 1 , 1
———dz =2 ~dz - (1+1i ——dz - (1-i e 7
fc 24 -272 427 §cz ( )ﬁcz_(1+i) ( >fc z-(1-14

Para la primera integral, la funcién f(z) = 1/z no es analitica en z = 0, el cual pertenece al

interior de C, por lo que no podemos emplear el teorema de Cauchy. Del Ejemplo 1.4.15
tenemos

f —l—dz=2m'
c %

Para la segunda integral, f(z) =1/[z - (1 +i)] es analiticaen A =C-{1 +i}. Como Cy
su interior estin en A, entonces por el teorema de Cauchy '

f — —_dz-0
c 2~ (1+Q)

De la misma forma, para la tercera integral,

fé—-l——,—dz:O
¢z (1-0)

Por lo tanto,

f Gz -4mi 040 = dni
c 20-2722+22

En el Subtema I.6 resolveremos este mismo ejemplo de otra manera. |

Teorema de la deformacion.

Ahora queremos poder reemplazar integrales sobre ciertas trayectorias complicadas
con integrales que sean faciles de evaluar. Si C es una trayectoria cerrada simple que puede

"deformarse continuamente” en otra trayectoria cerrada simple € sin que las curvas
intermedias pasen por puntos donde f no sea analitica, entonces el valor de la integral de

linea de f sobre C es el mismo que el valor de la integral de f sobre C . Para ser precisos,
establecemos el siguiente teorema.
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Teorema 1.5.2. Sea f analitica en una region A < C que contiene una curva C cerrada
simple (seccionalmente suave) positivamente orientada, la cual puede ser deformada

continuamente en A a otra curva C cerrada simple (seccionalmente suave) positivamente
orientada, entonces

9. 1) dz = § flo) dz

En topologia, esta deformacion se expresa diciendo que la curva C es homotdpica a

C en A oque Cy C son homotdpicas en 4. Una definicion precisa de homotopia elimina
la suposicion de que las curvas sean simples.

El teorema de deformacion se ilustra en la Figura 1.5.1. Notese que f no necesita ser

analitica en el interior de C, por lo que el teorema de Cauchy no implica que las anteriores
integrales valen cero.

Demostracion. Cortemos dos arcos pequefios, uno en C y otro en C, y formemos las

segmentos de recta paralelos L 'y L™ que conectena C y C, como sc muestra en la Figura
1.5.2, tales curvas pueden dibujarse en practicamente todos los ejemplos. Entonces la parte

de la curva C sin el arco que se cortd (a la cual llamaremos C), luego la curva L, a
continuacién - C™ (la parte de C que queda después del arco cortado) y después L*, en este
orden, forman una trayectoria K cerrada simple seccionalmente suave positivamente
orientada. En el interior de este contorno f es analitica, por lo que del teorema de Cauchy

fxf(z) dz = 0

Figura 1.5.1. FEl teorema de la deformacion.
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L‘

/////////////////// |

Figura 1.5.2. Curva usada para demostrar el teorema de la deformacion.

-

ycomo K=C*+L-C"+L", entonces

fC’+L—C'+L‘ f(Z) dz = 0

[ f@ydes [ fydz [ f)de~ [ fl2) dz

i
o

en donde hemos utilizado una de las propiedades de la integral de linea (Teorema 1.4.4).
Conforme se eligen L y L* suficientemente cerca, se fusionan en un solo segmento de recta,

por lo que enel limite L* = -L, C*=Cy C" = C, conlo cual la tltima integral queda como
fcf(z) dz + [L flz) dz + fcf(m dz+ [ flzydz = 0
fcﬂz) dz fo(z) dz - féf(z) dz - fo(_2> dz = 0

después de utilizar otra propicdad de 1a integral de linea. Como la segunda y cuarta integrales
se cancelan obtenemos

fc f(z) dz - f( flz)dz = 0

de donde se desprende lo deseado. n

Este resultado tiene el nombre de teorema de la deformacion porque efectivamente

estamos deformando C en €. Tmaginemos una banda eldstica extendida alrededor de la
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figura de C y después deformada de manera continua hasta C.

Estableceremos a continuacién como un ejemplo, un resultado importante como
consecuencia del teorema de deformacion. Este resultado aparece muchas veces en el
desarrollo de la teoria y es una herramienta ttil para el calculo de integrales sobre
trayectorias cerradas.

Ejemplo 1.5.7. Sea z, un nimero complejo fijo. Si C es una trayectoria cerrada simple
(seccionalmente suave) con orientacion positiva tal que z, € int C, calcular

fcﬁ;dz

para nx1.

Solucién. Como f(z) =1/(z -z,)" es analitica en A = C-{z,}, la trayectoria C puede
deformarse continuamente en A a la circunferencia C (positivamente orientada) de radio
R>0 con centro en z, de tal manera que CecintC. Por lo tanto, el teorema de la
deformacion implica que la integral de f a lo largo de C tiene el mismo valor que la integral

de f alo largo de €, asi
27i si n=1
f L dz = f L dz = { ,
c (z.—-zo)n é (Z—Zo)n 0 S1 n = 2,3,‘..
en donde hemos utilizado el resultado del Ejemplo 1.4.15. |
Ejemplo 1.5.8. Calcular

27
§ B
c Z +9

donde C es la elipse {z € Cllz -3i| +|z +3i|= 10} orientada positivamente.
Solucién. La elipse tiene centro en el origen, focos en +3i, y semieje mayor igual a cinco.

Utilizando descomposicion en fracciones parciales tenemos que
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f 2z dz=f 1,dz+§ l_dz
c 24+ 9 c 2+ 3i c Z — 3i

Como
|#3i-3i| + |#3i+3i| =|56i| = 6 <10

entonces z,=*3icintC, por lo que no se puede emplear el teorema de Cauchy.
Procediendo como en el Ejemplo 1.5.7, C se puede deformar contintamente en A a la
circunferencia C (positivamente orientada) de radio 0 < R < d con centro en z, = ¥3i, donde
d es la menor distancia entre z; y la elipse. Del teorema de la deformacion

f 1,dz=§ 1.d2=2m’
c 2 3i C~z¢31

en donde se utiliz6 el resultado del Ejemplo 1.4.15.

Por lo tanto

22 4z - 2mi + 2mi - Ani -
c Z2 + 9

Ejemplo 1.5.9. Calcular

27
f 5 dz
c 2t 4

donde C es la circunferencia {z € Cl|z -i| =2} orientada positivamente.

Solucion. La circunferencia es de radio 2 con centro eni.

Utilizando nuevamente descomposicion en fracciones parciales como en el Ejemplo 1.5.5

tenemos que
f ,22 dz:f 1'd2+§ l_dz
c 22+ 4 c 2+ 2i c 2~ 2i

Como z, = -2i€extC, la funcidn f,(z) =1/ (z +2i) es analitica sobre C (suave cerrada
simple) y su interior, entonces por el teorema de Cauchy
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c 2+ 2i

Como f, (z) = 1/(z - 2i) no es analitica en el interior de C, entonces no podemos utilizar
el teorema de Cauchy. Pero como C se puede deformar continuamente en A a la

circunferencia € (positivamente orientada) de radio 0<R<1 con centro en 2, =21, al
aplicar el teorema de la deformacion y el resultado del Ejemplo 1.4.15 obtenemos

f —1—,d2= § ——l—,dz=2m‘
c 2 - 20 e 220

Por lo tanto

22 gy -0+ 2mi - 2mi -
c22+4

En muchos casos, la suposicién de simplicidad de la trayectoria puede evitarse viendo
la trayectoria como si estuviera formada por dos 0 més tramos simples, tal como se muestra
en ¢l siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5.10. Calcular

2
f"zf“‘dz
c 2 1

donde C es la curva "en forma de ocho" |z - 1|z + 1| =1 (lemniscara) que se muestra en
la Figura 1.5.3.

Soluciéon. Como la curva no es simple, no se puede aplicar el teorema de Cauchy, por lo
que veremos a la curva C como si estuviera formada por dos partes que si sean simples. Sea
C=C,+C,, donde C, es el Iobulo de la izquierda y C, es ¢l I6bulo de la derecha, tal
como se muestra en la Figura 1.5.4, entonces del Teorema 1.4.4

2—dz= 2 dz+f -——z——dz
C22_1 (:122—1 (;222+1

y dado que el teorema de Cauchy, asi como el teorema de la deformacion se aplican a curvas
cerradas positivamente orientadas,
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Figura 1.5.3. La curva C del Ejemplo 1.5.10.

2 o 2 | 2
fﬁ?ﬁi‘“‘ f~7'fi’d“3£ i
c Z —LlZ C2Z :

La funcién f(z) =2/(z* - 1) no es analitica en z; = +1 y como

|+1-1]]+1+1] =0 <1

entonces -1 eint(-C,) y 1 €intC,, por lo que no podemos utilizar el teorema de Cauchy

en ninguna de las dos integrales.
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Descomponiendo la primera integral de la derecha en fracciones parciales tenemos

f 2 dz=§ —1-—dz—§ L dz
uc}zz—l ~C12_1 “C12+1

Ahora, f,(z)=1/(z-1) es analitica‘en —'C1 y su interior, por lo que del teorema de
Cauchy

f 1 dz =0
’Clz-_l

y por el teorema de la deformacion, junto con lo obtenido en el Ejemplo 1.4.15

donde C es una circunferencia (positivamente orientada) de radio R >0 con centro en z,=1,

tal que € €int(-C,).

Por lo tanto,

f _—_2,~__dz=0+2‘mi=2’ﬂl' ‘
-C, 22 -1 .

Andlogamente, para la segunda integral del lado derecho,

f 2 g =2mi+0 =2
c, 22 -1

Finalmente tenemos que

2 dz- -2mi+2mi=0 -
c 22 -1

Regiones simplemente conexas.

Definicion [.5.1. Una region A en C se dice que es simplemente conexa si toda trayectoria
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cérrada simple C en A se puede deformar en A a una curva constante z(t) =z, €A (es
decir, a un punto).

En este caso se dice que C es homotdpica a un punto o es constrefiible a un punto.

Intuitivamente A es simplemente conexa si A no tiene "hoyos"; esto se debe a que
una trayectoria que rodea un hoyo, no puede reducirse a un punto en 4 sin salirse de A.

En consecuencia, un disco es simplemente conexo. La regién anular entre dos
circunferencias no es simplemente conexa. La region en la cual una funcién tiene una

singularidad no es simplemente conexa; como el dominio de la funcién f(z) =1/z, que es
el plano sin el origen, ya que una curva cerrada simple alrededor del origen encierra un
punto (el origen) que no estd en el conjunto.

Una region que no es simplemente conexa se dice que es multiplemente conexa, es
decir, una region multiplemente conexa tiene hoyos. A una region que tiene un hoyo se le

llama doblemente conexa, a una regiéon con dos hoyos triplemente conexa y asi
sucesivamente.

Ejemplo 1.5.11. Demostrar que la regién anular
A={zeC|l<|z]<3}
no es simplemente conexa.

Solucion. Iniciaremos suponiendo que A es simplemente conexo. La funcién 1/z es
analitica en A, entonces por el teorema de Cauchy

f —!-dz=0
c Z

para toda curva cerrada en A.

2e', 0<t<2m, entonces obtendriamos

fl

Pero si hacemos z ()

2n . x
1 az - L ~2ie”dz:=f2 idt=2mi
C Z 0 zelt 1]

lo cual contradice la suposicion inicial.
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Por lo tanto, A no puede ser simplemente conexo. ‘ n

Aplicando el teorema de Jordan, podemos probar que una regién es simplemente
conexa si y s6lo.si, para toda curva cerrada simple C en A, el interior de C también estd

en A . Esta conclusion es, intuitivamente, bastante obvia. Podemos también aplicar el teorema
para probar que el interior de una curva cerrada simple-es simplemente conexo.

Por lo tanto, podemos reescribir el teorema de Cauchy en términos de regiones
simplemente conexas como sigue.

Teorema 1.5.3. Sea f analitica en una region simplemente conexa A< C y C una
trayectoria cerrada simple seccionalmente suave en A, entonces

fc fz)dz = 0

En esta forma no se pide que A contenga al interior de C pero se exige que A4 sea
simplemente conexa.

Ejemplo 1.5.12.

a) Para el Ejemplo 1.5.1, las funciones z”, e* y senz son analiticas en todo el plano
complejo € (regién simplemente conexa), entonces para toda trayectoria cerrada
simple (seccionalmente suave) en C el teorema de Cauchy nos dice que

fcz"dz=0. fce‘dz:O y Sgcsenzdz=0

b) La funcion f(z) =1/(z ~z,)" del Ejemplo 1.5.2 es analitica en C - {z,}. por lo
tanto, si C es una trayectoria cerrada simple seccionalmente suave tal que z, € extC,

entonces existe una regién simplemente conexa A = C -{z,} donde f es analitica.
Asi, el teorema de Cauchy implica que :

f'-—-—}-—dpo V nel m
c (272)
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El teorema de la deformacion es una extension del teorema de Cauchy a regiones
doblemente conexas en el siguiente sentido. Queremos evaluar la integral

§ fl2) dz

donde f es analitica en alguna region A excepto en z, y C es una curva cerrada simple
(seccionalmente suave) positivamente orientada tal que z, €intC. Encerremos a z, en una

curva cerrada simple (seccionalmente suave) positivamente orientada C tal que C €intC,
como en la Figura 1.5.1 (con lo cual se tiene la region doblemente conexa) y formemos la

curva cerrada simple (seccionalmente suave) positivamente orientada K la cual no encierra
a z, como en la Figura 1.5.2. Como f es analitica en el interior de K, por el teorema de
Cauchy

ﬂﬂw&=0

de donde

$.f(2) dz = §_flz) dz
tal como se hizo en la demostracion del teorema de la deformacion.

Podemos extender el teorema de Cauchy a regiones multiplemente conexas con mas
de un "hoyo". La demostracion requiere la realizacion de varios cortes y es similar ala
demostracion del teorema de la deformacion.

Teorema 1.5.4. Teorema de Cauchy para regiones multiplemente conexas.’
Sean C,C,,C,, .., C, trayectorias cerradas simples (seccionalmente suaves) positivamente

orientadas, tales que C,<C para x=1,2,.. 0y inthﬂintCk=® si j=k. Si f es
analitica en cada trayectoria 'y en cada punto interior a C pero exterior a todas las C,,
entonces

fc f(z) dz = kz=:1 c, fl(z) dz

! También lamado teorema de la deformacion generalizado.
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Demostracién. Dibujemos las curvas C,C,,..,C, que unen C con C,C,, . ,C,,
respectivamente, como se muestra en la Figura 1.5.6.(i). Sea K la curva dibujada en la

Figura 1.5.6. (ii). El interior de K es una regién donde f es analitica, asi que por el teorema
de Cauchy

fK f(z) dz = 0

Pero K consiste de C, -C,, -C,, .., -C,, y cada C’k, con k=1,2, .. ,n, es recorrida dos
veces en direcciones opuestas, por lo que las contribuciones de estas 1ltimas porciones se
cancelan. Por lo tanto

Figura 1.5.6. Trayecioria usada para la demosiracion del Teorema 1.5.4.
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[t
<

§_flz)dz + f_cl fle) dz + f~c2 flzydz + ..+ fc f(z) dz

fl
o

$_f(z) dz - ijl ., fla) dz

de donde se desprende lo que se pedia. u

Ejemplo 1.5.13. Evaluar

21
f 2 1dZ
c 27 +

donde C es la circunferencia |z} =2.

Solucién. En este caso el denominador del integrando se factoriza en la forma
22 +1=(z +i)(z - i). Consecuentemente, ¢l integrando f(z) =2i/(z% +1) no es analitico
en z = xi €intC. Ahora rodeamos los puntos z =i y z = ~i con las trayectorias circulares
Ci:lz-#|=1/2y C,:|z +i]=1]2 respectivamente, completamente contenidas dentro de
C. Del Teorema 1.5.4 podemos escribir entonces

2i 2i 21
f dz = f — dz + f —— dz
c 22+ 1 c122+1 c, 2°+1
Para la integral sobre C, utilizamos descomposicion en fracciones parciales, obteniendo

f 2i~»--dz=§ L d"—f LI
Clz2+1 c, 271 Clz+i

Del Ejemplo 1.4.15, la primera integral de la derecha es igual a 2mi y del teorema de
Cauchy la segunda es igual a cero, por lo tanto,

§ L2 g iomi 0+ 2mi
c 22+ 1

Anilogamente, para la integral sobre C,
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f 2i—dz=27ti
C, 22'+1

Finalmente,

f LN dz =27ni - 27ni =0 n
c

122+1

Independencia de la trayectoria y antiderivadas.

Los teoremas en esta seccidn muestran que, en una regidén simplemente conexa la integral
de una funcion analitica a lo largo de cualquier trayectoria que une dos puntos en la region,
es la misma. Como

Teorema 1.5.5 Sea A una region simplemente conexa en C y f:A~C una funcion
analitica. Si C| y C, son curvas seccionalmente suaves en A que unen los mismos extremos,
entonces

[, fydz = [ fiz) dz

C,

Demostracién. Sea C = C2 -C , la cual resulta ser una curva cerrada no pecesariamente
simple. Entonces por el teorema de Cauchy

$ f(z)dz =0

JC

y por lo tanto

fCZ—CI flizydz = 0O
[o f@dz [ f@dz -0

f(z) dz - fc flzydz = 0

o

lo cual implica que
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[ 7@ dz = [, fla) az n

2

El teorema fundamental del calculo (Teorema 1.4.7) muestra que la conclusién del

teorema de Cauchy estd intimamente ligada a la existencia de una antiderivada de f, tal
como se enuncia en €l siguiente teorema.

Teorema 1.5.6. Si A es una region simplemente conexay f: A -~ C analitica, entonces existe

una funcion F: A ~ C analitica, dnica salvo una constante, tal que F'(z) =f(z) para toda
Z€EA.

La funcién F se llama la antiderivada o primitiva de f en A.

Demostracion. La unicidad se sigue directamente: Si F,, F,: A ~ C satisfacen F ( = F2/ = f,
entonces del Teorema 1.3.5, aplicado a la funcién g(z) = F|(z) - F,(z) se tiene que
F\(z) =F,(2) + k, donde k es una constante.

Abhora se define

- [ at

donde z, es un punto fijo en A y dicha integral significa integrar f a lo largo de cualquier
curva en A que una z, con z, esto se puede hacer debido al Teorema 1.5.5.

Se tiene para z,z, €A

e A L e e e st
e
e e e e s
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1
Z_ZO

Z_—IZ { [ 1£00) - Fz)| dw}

INCETR N

Ya que f es continua, dada e >0 existe una 3 >0 tal que |w -z,| <8 implica que
|f(w) ~f(z,) | <e. Por o tanto, si |z ~z,| <8 es suficientemente pequeiia, ¢l segmento

de recta que une z, con z se encuentra en 4, por lo que integrando a lo largo de él se
obtiene

F(Z) - F(Z()) 1 z )
S S Z R " /W _ Id
z -z, /(%) |2 - 2] fo [Fiw) = F(zo)] w!
1
L ¢ @ 'Z - ZO! - @
|z - zO|
por el Teorema 1.4.4. Por lo tanto
F - F
lim _,“(iz____ﬁz_(’.)_ = f(zo>

z ~ 2z, Z"'ZO

y asi F es analitica con F/(z,) = f(z,). |

Obsérvese que si A no es simplemente conexo, el Teorema 1.5.6 no es cierto. Por

ejemplo, si A =C-{0}y f(z) =1/z, no existe F con F' =fen A (ver el Ejemplo 1.4.4).
Sin embargo, en toda regién simplemente conexa que no contenga al cero se puede encontrar
F.

De la demostracién anterior a
F(z) = [7 f(¢) dt
0

se le denomina la integral indefinida de f y a

' f(2) dz = F(z,) - F(z) = Flz) B

29
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1.5 TEOREMA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY

la integral definida de f, donde F es una antiderivada de f .

Ejemplo 1.5.14. Las funciones del Ejemplo 1.5.1

filz) =z, f(z) =e* y  fi(z) = senz

donde n € N, son analiticas en C simplemente conexo con antiderivadas

F/(z) = Lznth, F,(z) = e* 'y  Fyz) = -cosz

n+l

respectivamente. Por lo tanto, para toda trayectoria seccionalmente suave C que una 10S
puntos z, y z,

2
z 1 2 1 n n
fz"dz=f’"z"dz=——~—z"+1 = - (zz—zl)
C Z; n+1 7, n-1
z . |22
fezdz=f2e‘dz:e~ = e? - "
C 1 7,
z 2
"2
fC senz dz = f senz dz = -cOSZ| = COSZ; — COSZ,
7y 7y
con lo cual termina el ejemplo. n

Ejemplo 1.5.15. Calcular

donde \/Z es la rama principal de la funcidn raiz cuadrada y C es el segmento de recta que
une 4 con 8 +6i.

Solucién. Sabemos que si F(z) = \/Z, entonces F/(z) =1/2 \/E donde se utilizd la rama
principal de la funci6n raiz cuadrada tanto para F como para F’. Notamos que C esid
contenido en la regién simplemente conexa D,(6 +3i), el cual es el disco abierto de radio

4 con centro en el punto medio del segmento C. Ya que f(z)=1/2z es analitica en

213



CAP. I VARIABLE COMPLEJA

D,(4 +3i)
8 +6i §+6i
f LI f L4 - -z
c 2yz 4 2z 4
= J8+6i - V& =(3+i)-2=1+i
con lo que el ejemplo termina. n

Ejemplo 1.5.16. Sea A ={z=re'®|r>0,-n <0< } una regién simplemente conexa.
Sabemos que f(z) =1/z es analitica en A y tiene una antiderivada F(z) =Lnz, para toda
z€A. Si C una trayectoria en A que une el punto z, con el punto z,, entonces

f——l—dz=f22idz=an
c 2 . 2

Ejemplo 1.5.17. Mostrar que

22
= Lnz, - Lngz, |

2

f 1= 2ni
CZ

donde C es la circunferencia de radio uno con centro en el origen orientada positivamente.
Denotemos con € a la misma circunferencia pero sin el punto ~1. Asi, C es el arco de
circunfenrencia que une al punto z, (sobre C pero en el semiplano inferior y muy cerca del
semieje real negativo) y al punto z, (en el semiplano superior). La trayectoria C esta
contenida en la regién simplemente conexa A del Ejemplo 1.5.15 Sabemos que la funcion
f(z) =1/z es analitica en A y tiene una antiderivada F(z) =Lnz, para toda z € A. Por lo
tanto, si z, tiende a -1 a través de puntos sobre C en ¢l semiplano superior y z, tiende a

~1 a través de puntos sobre C en el semiplano inferior,

fldz:hm lim ~—dz

c % z, = -1
donde

z, €{z€eClzeC,Imz>0}
z, €{z€eC|zeC,mz<0}
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1.5 TEOREMA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY

por lo que

f Lz - lim Lz, - Hm Loz, = in - (-in) = 27 n
w1

C Z z, zy ~ -1

Ejemplo 1.5.18. Sea f(z) analitica en una region simplemente conexa A, excepto
posiblemente en z, € A. Supdngase, sin embargo, que |f| es acotada alrededor de z;.

Mostrar que, para toda curva cerrada simple C que rodea a z,

fcf(z) dz =0

Solucién. Sea € >0 y sea C_ la circunferencia de radio e con centro en z,,. Por el teorema
de la deformacion,

§f(@) dz = § fiz) dz

Sea | f(z)| < M alrededor de z,. Por lo tanto, del Teorema 1.4.6.(b),

<M 2ne

§, f1z) dz

donde 2n e es la longitud de C,. En consecuencia, para toda € >0,

‘f’cf(z) dz! < M-2ne

Por lo tanto,

fcf(z) dz =0 n

Ejercicios propuestos.

1. Verificar el teorema de Cauchy para las funciones
i) flz) = z* iz + 1,
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i) f(z) = cosz,
i) flz) = e,
si C es el cuadrado con vérticesen 1 +i, -1 +1i.
2. Verificar el teorema de Cauchy para la funcién f(z) =z° +iz? +z -i si C es
i) la circunferencia |z|=1,
1) la circunferencia |z ~i] =2,

i) laelipse |z - 3i|+|z +3i]=20.

3. Calcular
fcf(z.) dz

donde
. z
i Z) =
) Sl

1
ii) fz) = ——,

22 + 27 + 2
2_.87+4
i)  f(z)= 32 5 £r .

2> -4z> +47- 16

2 @i
) fla) s s8R

23 - 4iz? -4z + 161
y C es la circunferencia de radio uno con centro en el origen.
4. Calcular
fc (2xy +2x) dx + (x? -y?-2y) dy

donde C es el tridngulo con vérticesen 0, 1 e i .
Sugerencia: Calcular primero

fc (2% +2iz) dz
5. Calcular
fozn e*® cos(0 - cos0) d

donde C es la circunferencia de radio uno con centro en el origen.
Sugerencia: Calcular primero
f e dz
c

6. Sea f una funcién entera. Evaluar
*2An i
fo flzy+re 9) de
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10.

11.

12.

1.5 TECREMA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY

para kel, k= 1.
Resolver el Ejercicio 3. (i) si C es la circunferencia de ecuacion |z +1|=2.

Resolver el Ejercicio 3. (ii) si C es lIa circunferencia de ecuacion
i) lz-1|=2,

i1) |z|=2.

Resolver el Ejercicio 3. (iii) si C es la circunferencia de ecuacion
i) |lz-2|=3,

i) |z|=3,

ii1) |z} =35.

Si C es la lemniscata |z||z -2| =1, recorrida como en la Figura 1.5.3, evaluar

f -2 dz
c 2% -z

f01 2% dz = fC2 z? dz

para dos trayectorias especificas C, y C, que unen ¢l puntos 1 +i con 2.

Comprobar que

Evaluar la integral
3
k f . (z® +3) dz

donde C es la semicircunferencia derecha de radio uno con centro en el origen.
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1.6 Formulas de la integral de Cauchy.

En esta seccién presentaremos un resultado conocido como la formula de la integral de
Cauchy el cual muestra que el valor de una funcién analitica puede representarse por una
cierta integral de linea. La enésima derivada tendra una similar representaciéon. Como
consecuencia podremos establecer el hecho de que las funciones analiticas tienen derivadas
de todos los ordenes ! v se dard una demostracion del teorema fundamental del dlgebra.

Mediante el teorema de deformacion se puede generalizar el Ejemplo 1.5.7 de la
siguiente manera: Si C es una curva cerrada de forma arbitraria que rodea al punto z, un
total de m veces, entonces

0 si n=+ -1
fc(z~zo)"dz= 2nim si n

-2®im si n

-1 y C se recorre en sentido positivo

i

-1 y C se recorre en sentido negativo

En particular, si n=-1 y si C es una curva cerrada simple (m =1) de forma
arbitraria, entonces

4
[

si z, e imtC

| dz_ _
27ni c 2" 7% 0 si zoeextC

Férmula de la integral de Cauchy.

Teorema 1.6.1. (Formula de la integral de Cauchy).
Sean f analitica en una region simplemente conexa A, C una trayectoria cerrada simple
(positivamente orientada) en A 'y z, € int C. Entonces

f(Z()) - 1 f(z) dz

2ni Jo oz -z

Esta Gltima férmula es realmente notable, dice que los valores que toma f sobreC

! Cuando una funcién tiene derivadas de todos los érdenes se dice que cs de clase C%.
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determina completamente los valores de f en el interior de C.

Con otras palabras, el teorema de la integral de Cauchy se puede enenciar de la siguiente
manera: Si [ es analitica sobre y en el interior de una trayectoria cerrada simpleC
positivamente orientada y z, es un punto en el interior de C, entonces

f(zo) = — Sz g,

2ni [,z -z,

Demostracion. Se define

fo-fe)
glz) = 27 %
f'(z0) si 7z =g,

entonces g es analitica en A - { zo} y continua en A. Ahora bien, ¢l teorema de Cauchy se

puede generalizar para regiones donde f es analitica excepto posiblemente en un punto, en
donde sin embargo f debe ser continua. Aplicando esto a g se obtiene

§_8lz)dz =0
Por lo cual
§ o) - flzg)
c 7%
f Sl dz —f(zo) 1 dz = 0
c z - ZO C Z - ZO
fz) dz - f(zy) 2ni = 0O
c ¥ % '
de donde se desprende lo que el teorema queria demostrar. n

Es importante observar que si la formula de la integral de Cauchy se escribe en la
forma
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) ;—E—Z)Z; dz = 2nif(zo)

es util para calcular ciertas integrales sobre trayectorias cerradas simples. Notese también que
en la formula anterior, quien debe ser analitica es f(z) y no el integrando f(z)/(z - z,).

El integrando es analitico s6lo en A ~ {zo}, por lo que no podemos utilizar ¢l teorema de

Cauchy para concluir que la integral es cero. De hecho, por la aparicion de f(z,), la integral
usualmente es diferente de cero.

Ejemplo 1.6.1. Calcular

donde la circunferencia |z| =4 se recorre una vez en sentido positivo.

Solucién. Como f(z) =e* es analitica en C, |z|=1 es una curva cerrada simple en C y
z, =i €intC, entonces por la férmula de la integral de Cauchy

= 2nie™

z=ni

V4

§ € dz = 2mif(ni) = 2mi et |
Z - Wl

jz| =4

= 2mi(cosm +isenm) = -2mi |

Ejemplo 1.6.2. Evaluar

f .4 — dz
c zlz-(1+i)j[z - (1 - )]

donde C es la circunferencia de radio uno con centro en el origen, recorrida una vez en
sentido positivo.

Solucién. La integral puede escribirse en la forma

/ 4 o f a/(z-(1+Djfz=(1-D]
¢ 2z D)z (1 -1)] ¢ z

4
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Como la funcién f(z) =4/ ([z - (1 +i)][z - (1 - i)]) noesanaliticaen 1 +iy 1 - i, entonces
es analitica sobre y en el interior de la curva cerrada simple C y z, =0 € intC, entonces de
la formula de la integral de Cauchy

4 . . 4
- — dz = 2ni f(0) = 2ni . -
fc z[z - (1 +i)]{z - (1 - )] [z -3 +)][z-(1-1)} |,.0
= 2mi 4 - 4mi
(L +i)(1 i
Comparar con el Ejemplo 1.5.6. n

Ejemplo 1.6.3. Evaluar

4@
- — dz
fc zlz - (1 +8)][z - (1 -1)]

donde C es la circunferencia de radio dos con centro en el origen, recorrida una vez en
sentido positivo.

Soluciéon. Mediante descomposicion enfracciones parciales, la integral puede escribirse en
la forma

4e)
1l = d
fc 2e-(1+D)]z-(1-4)]

@ (% %
2f ¢ dz~(1+i)f ——e*fdz-(1—i>f——i~*f~dz
c 2 c 2-(1+i) c 2-(1-1)

W

Para cada integral, la funcién f(z) = ¢ es analitica en C. C es unacurva cerrada simple
en Cyz,=0,1+i,1-ieintC, por lo que del teorema de la integral de Cauchy

I

i

4mi f(0) - 2mi f(1+i) - 2mi f(1-i)

4mi e | - 2mi(l+i) e

il

, . 2
satai ~ 2WE(1-i0) e®D Iz=l-i
dmie® - 2mi(1+i)e D" - 2mi(l-i)et
4y - 21ti[(1 +i)e2i + (1 -i)e“Zi}

ami - 2mi(e2 s ) 4 (e - e7)]

]

it
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= 4mi[1 - cos2 + sen2] | |

Las funciones analiticas son C~.

La formula de la integral de Cauchy proporciona el valor de f en Z,. Ahora la usaremos

para mostrar que todas las derivadas de orden superior de f en z, también existen.

Teorema 1.6.2. (Formula de la integral de Cauchy para las derivadas).”
Sean f analitica en una region simplemente conexa A, C una trayectoria cerrada simple en
A recorrida en sentido positivo y z, € int C. Entonces

f(")(zo) . _n! f f(z) dz, n=1,2, .

; 1
2mi c (z -—Zo)”

donde f™ denota la enésima derivada de f .

Demostracién. Como f®(z,) =f(z,), el caso para n =0 se reduce a la formula de la
integral de Cauchy (Teorema 1.6.1).

Ahora estableceremos el teorema para el caso n=1. Mediante una extension a
integrales de linea de la regla de Leibnitz para derivacion bajo el signo de la integral,

derivamos respecto a z, la formula de la integral de Cauchy obteniendo

oy - 4| L 1 _fla) _ 1 o [ fa) |
() dz, | 2ni [, z - z, dz} 2mi fc 9zy| 2 - zojdz
1 fz) 4
2mi fc (z - 2,)? )

y la demostracion para el caso n =1 queda completa.

Suponemos ahora que la férmula de la integral de Cauchy para las derivadas es cierta

2 .. . ., .
= También conocidas como férmulas de la integral de Cauchy.
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para n =k, es decir, que

f(k)<zo) = _25_'_ f ( f(z) dz
c

ni Z_Z0>k+1

Derivando nuevamente respecto a z,:

ey o 4| kL /) _ k! 9 ) g,
! (ZO> dZO [ 2ni fc (Z - zo)’”lA dz} 2ni fC azo [ (Z - zo)k+1' } z

:<k+1>!j§ &,
c

{ _ k+2
2ni z ZO)

que es la formula de la integral de Cauchy para las derivadas cuando n =k + 1, con lo que
la demostracion termina. u

Ejemplo 1.6.4. Sea z, un punto cualquiera interior a una trayectoria cerrada simple C con
orientacién positiva. Calcular
f dz
c (Z _ ZO)n+1

para n20.

Solucién. Como f(z) =1 es entera, la férmula de la integral de Cauchy nos dice que

f B - omif(z,) = 2ni

c 2 7%

mientras que de la férmula de la integral de Cauchy para las derivadas

f ( dz _ 27 f(,,)<zo) - 2ni (O) =0

_ n+1
Z ZO) n! n!

por lo que
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Este resultado es el mismo que se obtuvo anteriormente en el Ejemplo 1.5.7. Obviamente,
la técnica utilizada aqui es mds facil. n

Ejemplo 1.6.5. Calcular

f sen(mz) + cos(mz) dz
c (z + 1)*

donde C es la circunferencia |z| =2, recorrida una vez en sentido antihorario.

Solucién. La funcién f(z) =sen(nz) +cos(nz) es analitica en C, la trayectoria C es
cerrada simple en C y z,=-1€intC, por lo que de la féormula de la iniegral de Cauchy
para las derivadas con n =3

/ - f sen(mwz) + cos(mz) dz
c

(z + 1)*
. . 3
= __znlt..l.f(:’)(-l) = T _i._[sen(nz) + COS(KZ)]
3! 3 sz e
4. 4. .
= Ll[—cosﬁrz) + sen(mz) | = l%i[—cos(—n) + sen(-m)] = ,,?F{,'
3 z=-1 .
Con esto termina el ejemplo. n

Ejemplo 1.6.6. Calcular

donde C es la circunferencia |z| =4, recorrida una vez en sentido antihorario.

Soluciéon. Como
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la integral puede escribirse en la forma

e’ 1 e’ 1 e’
§ ot T T T e
¢ (2% + n?) 4n°i [ 2z + ml 4n° [ o (2 + mi)

2 4
L1 f AN R ‘f <4
4ni [,z - wi ar [ (z - wi)

v

il

Como f(z) =e* es analitica en C, la curva C es cerrada simpleen Cy z,=zni€intC,
entonces de la formula de la integral de Cauchy (para la primera y tercera integrales) y de
la formula de Cauchy de la integral para las derivadas (en el caso de la segunda y cuarta
integrales) tenemos que '

et , 1 1 . . 1 o
o e = 2| - — f(-wid) - — O wi) + — f(ni) - — fO(mi)
fo sy i = a0
! z i de* 1 . i de?
=TT € - + e -t
21t2 z=~ni 2n dZ I=-1§ 211:2 seni 2m dz yemi
= 1 (em_e~n!> - __l_.(eﬂl'+e-ni) = —-Lscrm: _ LCOSTE : _L.
2l 27 n? ﬂ o
En el Subtema 1.8 resolveremos este ejercicio de otra manera. ]

Ahora establecemos dos corolarios importantes del Teorema 1.6.2.

Corolario 1.6.1. (Las funciones analiticas son de clase C~).
Si f es analitica en una region A, entonces, para los enteros n > 1, existen todas las

derivadas f™(z,) para z,€A.

Demostracion. Para cada punto z, € A existe un disco cerrado lz - Zol < R contenido en A .
Usamos la circunferencia C =Cy(z,) = {z eC ] |z - in =R} en el Teorema 1.6.2 para

mostrar que f "‘)(zo) existe para todos los enteros n > 1 (y por lo tanto, son analiticas en
A). |

Este resultado es interesante ya que ilustra una gran diferencia entre las funciones
reales y complejas. Una funcién real puede tener la propiedad que f’ exista en todo un
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intervalo, pero f en ninguna parte existir. El Corolario I.6.1 establece que si una funcién
compleja f tiene la propiedad de que f’ existe en toda una region A, entonces fodas las
derivadas de f existen en A. También, al existir f, entonces f es continua v al existir f”,

entonces f/ es continua, y asi sucesivamente.

Corolario 1.6.2. Si u es una funcion armonica en cada punto (x,y) de una region A,
entonces las derivadas parciales

du du Pu *u_ y  u
ox ' ay ’ ax2 ’ ay ox ay?'

SOn funciones armonicas.

Demostracion, Para cada punto z, = x, + iy, en A existe un disco Dy(z,) contenido en 4.

En este disco, existe una conjugada armoénica v, asi que la funcion

flz) = u(x,y) + iv(x,y)

es analitica. Usamos las ecuaciones de Cauchy-Riemann para obtener

fliz) = ou | ;‘_‘_9_}'_ .9 ,'_a_“

0x ox oy oy

para z € Dp(z,). Ya que f' es analitica en Dy(z,), las funciones du/ox y du/dy son
armoénicas ahi. Nuevamente, podemos utilizar las ecuaciones de Cauchy-Riemann para
obtener

g 0w . 8*v v . d*u . Pu 3w
fiz) = + i = -1
dx? ox2 dx dy ox dy dy? dy?

Como f” es analitica en Dy(z,) las funciones

3%u ou 5u
ox?’ dy ox dy?

son armonicas ahi. |
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Desigualdades de Cauchy y el teorema de Liouville.

Teorema 1.6.3. (Desigualdades de Cauchy).
Sea A una region en C 'y f:A~C analitica, supongase también que Dp(z,) CA y

|f(z)| <M, para toda z € C, siendo C la frontera de Dy(z,), entonces
If(n) l < MM

Rn

para toda n=0,1,2, ..,

Demeostracion. Utilizando la férmula de la integral de Cauchy para las derivadas

f(rl)(z()): n! f ( f(Z) dz

2ni nel

Z - Zp)
se obtiene
lf(") ‘f f(Z — dz
Z - Zy)
ey -=nm M
27[ Rn+l R"
que es 1o que se queria demostrar. |

El siguiente teorema nos muestra que una funcion entera no constante no puede ser
acotada.

Teorema 1.6.4. (Teorema de Liouville).
Si f: C-C es entera y acotada (lo cual significa que existe una constante M tal que
|f(z2)| <M para toda z ), entonces f es constante.

Demostracién. Utilizando €l Teorema 1.6.3 se tiene que

‘f’(zo)ls% Vz,eC y V ReR
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por lo cual f/(z,) =0 y f es constante. ]

Ejemplo 1.6.7. Mostrar, mediante un contraejemplo, que el teorema anterior no es cierto
en el cilculo de variable real.

Solucién. La funcién f(x) =senx es derivable en todo R y existe M =1 tal que
[f(x)|=|senx| <1 para toda x € R, sin embargo, sabemos bien que f no es constantc. Ml

Teorema fundamental del algebra.

Probaremos facilmente el teorema que establece que todo polinomio tiene una raiz compleja,
lo cual, de otra manera es muy dificil de hacer.

1

Teorema 1.6.5. Sea p(z) =a,z" +a, 2" " +. +a, z+a, unpolinomio con coeficientes

complejos de grado mayor o igual a uno, entonces p tiene al menos una raiz en C, es decir,
existe z, € C ral que p(z,) =0.

Demostracion. Si a, =0 se ve de inmediato que una raiz de p(z) es z=0 y ¢l teorema
queda demostrado. Consideremos ahora el caso a, # 0. Procederemos por reduccion al

absurdo. Supongamos que p(z) #* 0 para toda z. Entonces, si z =0

RS
p(z) a4,
ystzz0
1 1
p(z) a,z" +a, 2" .t a2 ag
1
a + —1 a t i »,#}. | --_1~a
n 7 n-1 Znul 1 Zn 0

Por lo tanto,
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lim 1.0 =0
2= p(z) a,

yaque a 0.
Por lo cual 1/p(z) es acotada para toda z y por lo tanto 1/p(z) también es entera.

Entonces, por el teorema de Liouville 1/p(z) y p(z) serian constantes, lo cual seria la
contradiccion requerida. n

Existe un reciproco parcial al teorema de Cauchy llamado teorema de Morera.

Teorema 1.6.6. Sea f continua en una region A y supéngase también que j;c f(z) =0 para

toda curva cerrada C en A, entonces [ es analitica en A y existe g analitica en A tal que
- o!
f=g.

Demostracion. El Teorema 1.5.5 asegura que bajo las hipOtesis del teorema existe una
funcion g: A -+ C dada por

g(2) = [ flz) dz

que es analitica y tal que g'(z) =f(z). Aplicando ahora el Teorema 1.6.2 se concluye que
también g’ es analitica. Por lo tanto, =g’ también lo es. n

Corolario 1.6.3. Sea f continua en una region A y analitica en A -{z,)}, entonces f es
analitica en A.

Demostracién. Restringiremos f al disco D (z,) que es simplemente conexo. Por el
Ejemplo 1.5.3 tenemos que para toda curva que rodee a z,

fcf(z) dz =0

Obviamente, si z, queda fuera de C la igualdad anterior es también cierta. Lo mismo puede
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decirse si z € C ya quef es continua y por lo tanto, el valor de f(z) en ese punto no
contribuye al valor de la integral. Asi, en cualquier caso

fcf(z) dz = 0

cuando C es una curva cerrada en D_(z,). Por lo que aplicando el teorema de Morera se
obtiene que f es analitica en D (z,) y por consiguiente en A . |

Teorema 1.6.7. (Propiedad del valor intermedio).
Sea A una region, f analitica en A 'y D(z,,r) cA, entonces

flzo) = —;T-r— 027: flzo + re’®) do

Esta férmula dice que el valor de f en el centro del disco es el promedio de los valores de
f en el circulo.

Demostracion. Usando la formula de la integral de Cauchy sc tiene

f(Z()) = 1 f(Z) dz

ZTCZ CZ_ZO

donde z(8) =z, +re’?, por lo tanto

+ ret® 21
o -5 [T g L e e an

2ni [, ret 2n J,

lo cual es lo que se queria demostrar. n

Teorema 1.6.8. Sea A una regiony f analitica en A, supongase que | f(z)] < ‘ f (zo)l para
toda z € D(zy,r,) <A, entonces f es constante en D(z,,r,).

Con el propoésito de enunciar una versién mds general del teorema anterior, se hace
necesario recordar lo siguiente:
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a) Se dice que z es un punto frontera de A si toda vecindad de z contiene
puntos de A y puntos que no son de A.

b) Se dice que z es un punto interior de A si existe una vecindad de z contenida
totalmente en A.

C) Se dice que z es un punto exterior de A si existe una vecindad de z contenida
totalmente fuera de A,

d) Al conjunto de todos los puntos frontera de A, denotado por JdA, se le llama
frontera de A.

e) A launién de A y 34, denotada como A, se le llama cerradura de A .
A se llama cerrado si 'y s6lo si A =A. Ademds es ficil ver quc 84 =ANC-A. A es

acotado cuando puede encerrarse en un disco de radio finito. Finalmente, no es dificil ver
que un conjunto es cerrado cuando su complemento es abierto y que A es abierto cuando

dA=A-A.

Definiciéon 1.6.1. Sean &y F dos subconjunios de A < C.

i) Diremos que & es abierto relativo en A (o abierto respecto a A) si existe un
conjunto abierto X < C tal que &=XMNA.
i) Diremos que F es cerrado relativo en A (o cerrado respecto a A) si existe

un conjunto cerrado Y < C tal que F=YNA.

Observacion: Todo conjunto abierto es abierto relativo de A y todo conjunto cerrado es
abierto relativo de A. Sin embargo, lo inverso no es necesariamente cierto.

Lema 1.6.1. Sea A < R? un conjunto conexo. Si &< A es un conjunto no vacio tal que es
al mismo tiempo abierto relativo en A y cerrado relativo en A, entonces &=A4A.

Lema 1.6.2. Sea f: C- C una ﬁincio’n continua con dominio D. Si A es cerrado relativo
en R=f(D), entonces f '(A)={zeD | f(z) €A} es un cerrado relativo de D.

231



CAP.1 VARIABLE COMPLEJA

Teorema 1.6.9. (Del médulo mdximo).
Sea A una region acotada en C y f: A ~ C continua, supéngase también que f es analitica
en Ay M=max__,,|f(z)|. Entonces

i) If(x)] <M, V z¢€A.
i) Siexiste z€A tal que |f(z)| =M, entonces f es constante.

Demostracién. Sea M’ =max, _z|f(z)].

Caso 1. Supongamos que no existe a € A tal que |f(a)| =M’. Por lo tanto, debe existir una

a € 04 tal que |f(a)| = M’ (porque sabemos que existe alguna a € 4 tal que |f(a)| =M').
Pero entonces debemos tener y por lo tanto, | f(z)] <M para toda z€A.

Caso 2. Siexiste a € A tal que |f(a)|=M’, sc afirma que f es constante. Para demostrar
esto sea B={z€A | f(z) = f(a)}, se sigue del Teorema 1.6.8 que B es abierto (ya que si
we B, f(w) serd mayor o igual que f(z) valuada en cualquier punto del disco D(w, ),
por lo que del Teorema 1.6.8 se sigue que f(z) es una constante en D(w, r,) y por 1o tanto,
el disco también pertenece a B. El valor de r, es arbitrario con tal de queD(w,r,) <4)

concluimos entonces que B es abierto relativo de A. Por otro lado, B es la imagen inversa
del conjunto cerrado { f(a)}, asi que aplicando el Lema 1.6.2 se tiene que B es cerrado
respecto a A y por lo tanto B =A ya que B resultd ser al mismo tiempo abierto y cerrado

respecto a A (ver Lema 1.6.1). Por consiguiente, f es la constante f(a) en A y A por
continuidad.

Abora mencionamos una importante aplicacion.

Teorema 1.6.10. (Lema de Schwarz).
Sea A ={zeC||z|<1}y f: A~ C analitica, supéngase también que |f(z)| <1 para toda

z€A y que f(0)=0, entonces |f(z)|<|z| para toda z€A y |f'(0)|<1. Ademds, si
| f(zy) | = |z, | para alguna z,€ A con z;,# 0, entonces :

flz) = ez

Funciones Armonicas.
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Definicién 1.6.2. Sea A una region en Cy u:A-R de clase C?, se dice que u es
armonica si su laplaciano es igual a cero, es decir, si

Es facil verificar que si f es analiticaen A y f=u +iv entonces u y v son armoénicas de
clase C*. Veremos ahora que el reciproco también es cierto.

Teorema 1.6.11. Sea A una regién y sea u:A - R una funcion armonica de clase C*.
Entonces u es de clase C™ y, en una vecindad de cada punto z, €A, u es la parte real de
una funcion analitica. Si ademds A es simplemente conexo, existe f: A -~ C analitica tal que

u=Re(f).

Obsérvese que el resultado también es valido si se sustituye Re(f) por Im(f), ya que

Im(if) = Re(f).
Demostracion. Basta demostrar la segunda parte pues localmente siempre existe una
vecindad simplemente conexa, por ejemplo, D, (z,).

Sea

ou . Ou
ax( ) ay(

)

g(z) =

para z€ A. Se afirma que g es analitica en A. En efecto, denotando g = U + iV, se tiene

EUR N
ox dx? dy dy?

por lo cual

oU _ oV _ du | Fu
ox 9y ox*  9y?

-0

y se satisface una de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. También

233



CAP.1 VARIABLE COMPLEJA

U _ du y v _ du
ay oy 0x ox Ox dy
de donde
“a_.q + .13_‘{ = (0
oy ox

por lo tanto, se satisface la segunda ecuacion de Cauchy-Riemann. Por consiguiente g es
analitica en A4,

Finalmente, por el teorema de la antiderivada, existe f: 4 - C analitica tal que f’ = g. Sea
f=u+iv, entonces

f/::_a__li—‘i-a_u:g::._._—-i_*_

dx dy ox dy
por lo que u =u +k, donde k es constante y u =Re(f-k).

Definicion 1.6.2. Se dice que u y v son arménicas conjugadas si existe  analitica tal que
f=u~+iv,

Corolario 1.6.4. Sea A una region simplemente conexa en C y u:A-R arménica,
entonces u tiene una conjugada en A.

Obsérvese que las ecuaciones de Cauchy-Riemann implican que la conjugada de u es
unica salvo una constante aditiva.

Teorema 1.6.12. Sean u y v armonicas conjugadas en una region A. Supongase también
que sobre el subconjunto £, c A la funcion u es igual a la constante C; y Vu(x,y)#0 y
que sobre el subconjunto L, <A la funcion v es igual a la constante C, y Vv(x,y) #0.
Entonces &, y &£, son curvas en A que si se intersectan, lo hacen ortogonalmente.

Demostracion. Del teorema de la funcion implicita se sigue que los conjuntos de puntos &,
y &, tales que u(x,y) =C, y v(x,y) = C, son, en efecto, curvas diferenciables y como

234



1.0 FORMULAS DE LA INTEGRAL DE CAUCHY

sabemos del cilculo que el vector gradiente de una funcién diferenciable f:R?~R es
perpendicular a la curva de nivel f(x,y) = cfe., basta demostrar que

Vu-Vv = 0
Asi,

(_a_l_t_ _a_g)_(_a_xi _qz)_au v du v _

dx’ Ay ax’ dy  9x ox 5—5;_

que se sigue de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Propiedades del valor intermedio y principio del maximo para funciones armonicas.

Teorema 1.6.13. (Del Valor intermedio).
Sea u armonica en una region A que contiene a D (z,) ={z € C | |z -2, | <r}, entonces

W) e [y ulzo e} dO

0

Demostracion. Primero vamos a demostrar que existe f analitica tal que u = Re(f) en una
vecindad de z, que contiene a D (z,). Notar que como no se estd exigiendo que A sea
simplemente conexo no se puede asegurar que exista una tal f definida en todo A (ver el
Teorema 1.6.11).
El conjunio A€ es cerrado y z; €4, por lo que existe w ¢ A° tal que

|20 ~w| <fzp — 2] V¥V z€A°
Como D (z,) <A, se tiene que

,zo-w!>r

Tomando r, tal que |z -w |>r >r, resulta que D,(zy) < D, (z4) A y como D, (z,) es

simplemente conexo, existe f analitica en Drl(zO) tal que Re(f) = u porel Teorema 1.6.11,
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flz =——f £z, +re®) d6

< 0) 21.[ 0 ( 0 )

por el Teorema 1.6.7.

Tomando la parte real de ambos miembros se obtiene el resultado. |
Teorema 1.6.14. Sea u armonica en una region A, supongase que u alcanza un mdximo

relativo en 2, € A, es decir, existe r > 0 tal que u(z,) > u(z) paratoda z € D (z,), entonces
u es localmente constante.

Obsérvese que si se reemplaza maximo por minimo se obtiene el mismo resultado. Esto se
puede ver tomando -u en lugar de u.

Demostracion. Existe f analitica en D, (z,) tal que u =Re(f). Tambien e/ es analitica y

lef(z)' = leu(x:)'>' = eu(x:)’)

Ahora, los maximos de # ocurren en los mismos puntos que los maximos de e* pues e” es
creciente. Por consiguiente, por el teorema del médulo maximo para funciones analiticas, e/
es constante en D (z,) y por lo tanto, también o son e* y u.

Teorema 1.6.15. (Mddulo mdximo para funciones arménicas).

Sea A una region acotada, u:A-~R continua y u:A-R armdnica, entonces si
M =max, _,, u(z)

i) u(z) <M, VvV z € A.
it) St u(z) =M con z €A, entonces u es constante.

Para demostrar este teorema se aplica el mismo argumento que se usé para las
funciones analiticas (Teorema 1.6.11).

Observacion: También existe el principio del minimo, es decir, si m =min,__,, #(z),
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entonces
i) u(z)>2m, paratoda z€A.
ii) Si u(z) =m para alguna z € A, entonces u es constante.

Para demostrar esto basta aplicar el Teorema 1.6.15 a la funcién -u.

Ejercicios propuestos.

Calcule la integral

dz
f C Z2 + 9
si C es una trayectoria cerrada simple recorrida en sentido positivo y
i) los puntos +3i se encuentran ambos fuera de C;
if) el punto 3i se encuentra dentro de C y el punto -3i fuera de ella;

iii) el punto -3i se encuentra dentro de C y el punto 3i fuera de ella;
iv) los puntos +3i se encuentran ambos dentro de C.

Calcule todos los posibles valores de la integral

§c z(zjz— 1)

para diferentes posiciones de la trayectoria cerrada simple positivamente orientada C.
Se supone que C no pasa por ninguno de los puntos 0, 1y -1.

(Cuhantos valores diferentes puede tener la integral

f dz
C Wn(z)

W, = (2-2)(272,)(2-2,) % * 2
y la trayectoria cerrada simple C no pasa por ninguno de los puntos z,?

Z
§
c R 1

donde C esta definida por |z ~ a| =a con orientacion positivay a>1.

donde

Calcule la integral

Calcule la integral
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ez
f 5 dz
c 27 ta

donde la trayectoria C, recorrida en sentido antihorario, contiene en su interior a los
puntos [z]|<a.

6. Calcule 1a integral

f___z__e_z__dz
c (z - a)

si el punto a se encuentra dentro de la trayectoria cerrada simple C recorrida en
sentido contrario al de las manecillas del reloj.

7. Calcule la integral

f < a4

c z(l -z)}

si la trayectoria cerrada simple C se recorre en sentido positivo y
1) los puntos O y 1 se encuentran ambos fuera de C;

i) el punto 1 se encuentra dentro de C y el punto O fuera;

1ii) el punto O se encuentra dentro de C y el punto 1 fuera;
1v) los puntos 0 y 1 se encuentran ambos dentro de C.
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1.7 Series de Taylor y Laurent.

En esta seccion veremos que la analiticidad de una funcidn se puede definir en términos de
la existencia de una serie de potencias convergente. También se desarrollardn los importantes
teoremas de Weierstrass, Taylor y Laurent.

Sucesiones.

El concepto de una sucesién compleja convergente es anilogo al de sucesiones reales
convergentes estudiadas en calculo.

Definicién 1.7.1. Una sucesion {z | converge a z si para toda e >0 existe N tal que si

n>N, entonces |z, -z|<e.

Si {z,} converge a z, se dice que el limite de la sucesion {z,} es z y se expresa
como

imz, =z o z

n - ®

Cuando lim __z, no existe, se dird que la sucesion no converge. En particular, si z, es cn

promedio creciente (decreciente) y no acotada conforme n crece, entonces se dird que la
sucesion diverge a +o (~) o simplemente que la sucesion diverge.

Los limites de las sucesiones tienen las mismas propiedades y se obtienen de las
mismas demostraciones que los limites de funciones. Por ¢jemplo, el limite es Yinico cuando

éste existe, y si z, »z y w, ~w, entonces

i) Z, + W, > 2 +w

i1) Z, W, * I W

4 .

iii) Sl B g, w, # 0
w w

n

También, z, -~z siy s6lo si Re(z,) ~Re(z) y Im(z,) ~Im(z).
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En lo que sigue, cuando se hable de una sucesién {z,} se omitirdn los paréntesis de
Have y se dird simplemente "sucesion z,".

Definicion 1.7.2. Una sucesion z,, es de Cauchy si, para toda € >0 existe unaN

tal que n,m > N implican que |z, -z, |<e.

Se sabe de los cursos de cédlculo que toda sucesion real de Cauchy converge. Ahora
bien, si z, es de Cauchy entonces Re(z,) y Im(z,) son sucesiones reales de Cauchy y por

el hecho de que convergen, podemos concluir que toda sucesién de Cauchy en C converge.
Ademds, el reciproco también es cierto y por lo tanto, se tiene que una sucesién compleja
es convergente si y solo si es de Cauchy.

Se debe notar la relacion que existe entre las sucesiones y el concepto de continuidad;
es decir, f:A<C- C es continua si y solo si, para toda sucesion convergenie z_ -~z de
puntos en A (estoes, z, €4 y z€A), se tiene f(z,) - f(z) (es decir, f es continua si y

solo si im_ _f(z ) =f(m __z,)).

Definicién 1.7.3. Se dice que la serie infinita ¥ _, a, (de niimeros complejos) converge a8

si la sucesion de sumas parciales (es decir la sucesion s, =Xy _,a,) converge a §.

Se escribe X} ,a,~S, Xi.,a,=8 o simplemente X a, =S.

Hemos visto que una sucesion es convergente si y sdlo si es de Cauchy. En el caso
de las series esto se traduce en el siguiente importante criterio de convergencia.

Teorema 1.7.1. (Criterio de Cauchy para series de numeros).

La serie X, _,a , converge si'y solo si para toda € >0 existe N 1al que si nz N se tiene

n+p

Y. 4

k=n+1l

<e V p=1,2,.

En particular, para p =1 se obtiene el siguiente
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Corolario 1.7.1. Si X;_, a, converge, entonces a, - 0.

Notar que como este corolario se deriva del Teorema 1.7.1 restringiendo el valor de
D, no podemos asegurar que el reciproco del corolario sea vilido (aunque el teorema si es
valido en ambos sentidos). De hecho, se puede ver explicitamente que el reciproco del

corolario no es cierto: la serie arménica ..

« =11/ n diverge (ver Teorema 1.7.3), sin embargo,
1/n-0.

Del Corolario 1.7.1 se deriva también otro corolario llamado la prueba de la
divergencia.

Corolario 1.7.2. Si a,~a#0, entonces L., a, diverge.

Definicion 1.7.4. La serie X;.,a, converge absolutamente si la serieX, | |a,|
converge.

[

Teorema 1.7.2. Si la serie Y a, converge absolutamente, entonces converge.
k=1

Demostracién. Como la serie X ,|a, | converge, del Teorema I.7.1 sabemos que dada
€ >0, existe N tal que n> N implica que

n+p
Y |a]<e YVpeN, V¥V peN
k=n+1

pero como

n"'p n+p

Z a1 = Z |

k=n+l =n+l

usando de nuevo el Teorema 1.7.1 se concluye que la serie X;_,a, converge. |
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Obsérvese que la utilidad de este teorema consiste en que como la serie es real, se
pueden aplicar criterios de convergencia para series reales.

Teorema 1.7.3. (Pruebas o criterios de convergencia para series reales).

i)

iii)

iv)

Si |rl<1, entonces la serie geométrica X _,r" converge a 1/(1-7) y

diverge si |r|z=1.

Criterio de comparacion.

Si X, .,b, converge, b >0y 0sa, <b_, entonces X _, a, converge.
Si X

n=

*

yc, divergey 0<c, <d , entonces X, _,d, diverge.

Prueba de la serie p.

Y7 1/ n? converge si p>1 y diverge si p < 1.

Criterio de la razon.

Supongase que h'mnm‘an 1! an} existe y es igual a L, entonces
si L<1 la serie Eak converge absolutamente,

si L>1 la serie diverge y

si L =1 esta prueba no da informacion.

Criterio de la Raiz.

n e
Si lim, _, \/|a,| existe y es igual a L, entonces

n

si L<1 la serie L a  converge absolutamente,
si L>1 la serie diverge y
si L =1 esta prueba no da informacion.

Convergencia uniforme.

Definicién 1.7.5. Sea A< Cy f : A -~ C una sucesion de funciones, se dice que f, converge

uniformemente en A a la funcion f si para toda € >0 existe N tal que si n> N,
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Definicion 1.7.6. Sea AcC y g,: A~ C una sucesion de funciones, se dice que la serie

Z,T:lgk(z) converge uniformemente en A a la funcion g, si para toda € > 0 existe N tal

que si n> N,

<€ V z€A

Y g,z) - g(z)
k=1

Es importante enfatizar que para que una sucesiébn o una serie converjan
uniformemente, el nimero N debe ser independiente de z. En los casos en los queN
dependa de z se usa el nombre de convergencia puntual o simplemente convergencia.

El criterio de Cauchy para convergencia uniforme se establece en el siguiente
teorema.

Teorema 1.7.4. Sea A < C.

a) Criterio de Cauchy para sucesiones de funciones.
Una sucesion f,(z) converge uniformemente en A si'y solo si para

toda € >0 existe N tal que si n> N,
1f,2) ~fo,l2)|<e VY zeA y V peN

b) Criterio de Cauchy para series de funciones.
Z:z 1 8,(z) converge uniformemente en A si para toda € >0 existe N

tal que si n> N,

n+p
Y gz)j<e ¥V zeA y V peN
k=n+1

Demostracion.

a) Supongamos que para toda € >0 existe N tal que si n> N,

|f2) ~file)| <5 VY zed 'y ¥V peN

Esto implica que para toda z € A la sucesion f, (z) es de Cauchy y, por lo tanto,
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converge.

Sea f(z) =Hm,___ f,(z). También, como f,(z) converge, se tiene que para toda
z €A existe p, € N tal que

wle

| f(2) = £ (2) | <
Por consiguiente, si n> N
[f@) = f(2) | $|f(2) - fp (@ |+ | fupd) -S| <€ ¥ z€4
y f, - f uniformemente en A .
Ahora, si f, - f uniformemente en A, para toda € >0 existe N tal que si n > N
|f(z) - fl)|<< ¥V zeA
Por lo cual
| fu(2) ~ o e | < | &) - f) | + | f,.,(2) ~flz)|<e YV zcA

b) La demostracion hecha en a) aplicada a las sumas parciales de X g,(z) demuestra
este caso. n

La convergencia uniforme es til en muchos aspectos, uno de los cuales es el
siguiente:

Teorema 1.7.5. Sea f,:A < C-~ C una sucesion de funciones continuas que convergen

uniformemente en A a una funcion f:A - C, entonces [ es continua. Andlogamente, si

g,: A ~ C son funciones continuasy la serie Y .18, (2) converge uniformemente en A a una
Juncién g(z), entonces g es continua en A.

Demostracion. Como la suma finita de funciones continuas es continua, basta demostrar el
teorema para sucesiones. Para esto, sea N € N tal que
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|fN(z)-f(z)[s-§= VzeA

También, si z, €A, f, es continua en z,, por lo que existe & >0 tal que

| Ful2) = Fulzo) | < 5
i |2-2,]<8.
Por consiguiente, si |z -z, | <3
1£(2) = F(za) | < |£(2) = Fule) | * | Ful@) = Fulzo) | * | Fu(zo) - F(z0) | < €

y por lo tanto f es continua. |

Probablemente el criterio mds 1til para detectar convergencia uniforme de una serie
estd dado por el siguiente teorema.

Teorema 1.7.6. (Prueba M de Weierstrass).
Sea g,:A -~ C una sucesion de funciones, supéngase también que existe una sucesion de
reales no negativos {Mn} que satisfacen:

i) lg,(2) | <M, paratoda z€A,
ii) X, .1 M, converge, entonces X _, g,(z) converge uniforme y absolutamente
en A.

Demostracion. Como X;_; M, converge, dada e >0 existe N e N tal que

n+p
Z M, <e V >N y ¥ peN
k=n~+1
por lo cual
n+p ntp n+p
Y sd) s ¥ |gn))s Y M<e V zed
k=n+1 =pn+l k=n+1
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es decir, las hipotesis del criterio de Cauchy se cumplen (Teorema 1. 7.4) por lo que las series

Y. lg, () |y X, . g,(z) convergen uniformemente en A .

Ejemplo 1.7.1. Demostrar. como una aplicacion del Teorema 1.7.6, que la serie

* z"
g(z) = Z ——e
n=1 N
converge uniforme y absolutamente en el conjunto cerrado (disco cerrado)

A ={zecCllzl<r}, r<l1

r

Solucion. Aqui g (z) =z"/ny

*

ya que jz|<r. Como X _ r" converge para r<1, entonces X, _;

M, converge,

teniéndose de esta forma la demostracion. |

Es interesante observar que en contraste, > _; z"/n no converge uniformemerite en
el disco abierto D(0,1) ={ze C | |z]<1}. Siesto fuera cierto s¢ tendria qued, ,x"/n
convergeria uniformemente ¢n {0, 1), en cuyo caso para toda € > 0 existirfa N € N tal que
si >N,
n n+1 n+p

; T S
n n+l n+p

<e V xef0,1) vy vV peN

Ahora, como la serie armdnica diverge, exisie p € N tal que para la € y N anteriores

1 1 1 ,

e e 4 + > 2e

N N+1 = N+p

y también existe x € [0, 1) tal que xV'?>1/2 (basta tomar x> (1/2)// V2,

Por lo tanto (como xV>x" "7
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+ - 4 +

N N+1  N+p N N+1 — N+p

n n+1 N+p
X X X >xN+p 1 1 + 1 )>€

lo cual es una contradiccion a la primera afirmacién y por lo tanto la serie no converge
uniformamente en D(0,1) (s6lo converge puntualmente).

Sin embargo, obsérvese que g(z) =X, _;z"/ n es continua en D(0, 1), puesto que para toda
z€D(0,1) existe r>0 tal que ze€ D(0,r) <A,y como en A, hay convergencia uniforme
el Teorema 1.7.5 nos asegura la continuidad de g.

Teorema 1.7.7. (Weierstrass)

i) Sea A una region en Cy f, una sucesion de funciones analiticas definidas
en A. Supdngase también que f, -f uniformemente en cualquiere disco
cerrado contenido en A, entonces f es analitica en A. Ademdsfn’ - f/
puntualmente en A y uniformemente en cualquier disco cerrado de A.

ii) Si la sucesion de funciones analiticas (g, }, . estal que X, 8,(z) converge
uniformemente a una funcion g(z) en discos cerrados de A, entonces g es
analitica en A. Ademds g'(z) =¥, _,g.(z) puntualmente en A y
uniformemente en discos cerrados de A.

Si ademds este tipo de convergencia es absoluta se llama normal y se dice que las funciones

convergen normalmente.

Estas propiedades no son ciertas en el caso real, pues convergencia uniforme no
implica que se pueda diferenciar término a término, por ejemplo, si

fol®) = S"’;‘_"f y  flx) = lim £,(x) =0
n n-~

y es facil ver que dicha convergencia es uniforme en R. Sin embargo
£x) = fn cosnx y  flx) =0

y vemos que £,'(x) no converge a f/(x), por ejemplo, £,/(0) =\/n #f'(0) =0.
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Teorema 1.7.8. Sea y:[a,b]- A de clase C* por tramos y f,, una sucesion de funciones
continuas definidas en y que convergen uniformemente a una funcion f en vy, entonces

[, 12y dz =~ [ fiz) d

También si ¥ _ | g,(z) converge uniformemente en vy, entonces

f (f:l g,(2) | dz = i fy g,(z) dz

n=1

Lo que dice este teorema es que cuando existe convergencia uniforme se pueden intercambiar
los signos de limite y de integral.

Demostracion. Dada € >0, existe N tal que si n> N,

1£,2) - flz) | < e

paratoda z€y y

I[Y [ (z) dz - fy flz) dz l = I fY (fa(2) dz - f(z) dz)

< [ ) - fla)]ldz) < e

por lo cual se sigue la primera parte del teorema. La segunda consiste en aplicar la primera
parte a la sucesion de sumas parciales. a

Obsérvese que aplicando el Teorema de Weierstrass repetidas veces se obtiene que
f,fk) ~ % uniformemente en discos cerrados. Nétese también que el teorema de Weierstrass
no supone convergencia uniforme en A, por ejemplo la serie ¥ _,z"/n converge en
D(0,1)={zeC ! |z]|<1}, pero no uniformemente como ya se demostrd, sin embargo
como converge uniformemente en A _={ze C | |z | <r!} paratoda r, tal que 0<r<1, es

facil ver que converge uniformemente en cualquier disco cerrado en A. Por lo cual se aplica
el Teorema de Weierstrass y X, _, z"/n es analitica en A y su derivada es X, _,z" "', la

cual converge uniformemente en discos cerrados en A.
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Ejemplo 1.7.2.

a) Demuestre que

es analitica en D(0,1) ={ze C| |z | <1} y escriba la serie para f/(z).
b) Calcular

§?

n=-1

z")dz.

iz]=1/2
Solucién.
a) Sea M, =1/n* X7 | M convergey

"
2

<1 v zebpo,
n?.

n
por lo que X _,z"/n? converge en forma absoluta y uniforme en D(0, 1).

Por consiguiente el teorema de Weierstrass implica que f es analitica y que

b) Sea B un disco cerrado en D(0,1)={zcC||z|<1}y & la distancia de B al
circulo jz|=1y M, =(1-3)".

Como 0< & <1, laserie ¥ (M, convergey como z <M para toda z € B ,entonces
3" 2" converge en forma absoluta y uniforme en B a alguna funcion f(z), y de

nuevo por el teorema de Weierstrass, f(z) =X _,z" es analiticaen D(0, 1), por lo
tanto
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(Z z")a’z = ldz+f
n=-1 Z

1/2 fgf=1/2 [z|=1/2

23
il

Series de potencias, Teorema de Taylor

En esta seccién demostraremos que f es analitica si y s6lo si f se puede expresar localmente
como una serie de potencias, llamada serie de Taylor. Dichas series son de la forma

3 I
n =0 n!

f(z)

(z - zp)"

Esta propiedad es otra instancia donde el cédlculo real es distinto al complejo. por
ejemplo, la funcién real

e’ si x+0
0 st x =0

es de clase C~ y f%©(0) =0 para toda k ¢ N, lo que implica que X, ., f™(0) 2"/ n! =0,
sin embargo cerca de O la funcidn f no es idénticamente O, por lo que f no tiene expansion
en serie de Taylor alrededor del 0.

Definicion 1.7.7. Una serie de potencias alrededor del punio z, es una serie de la forma

i a,(z = zy)"

n =0

Lema 1.7.1. (Abel).
Sea {an} una sucesion de nimeros complejos y ry, M € R” tales que |a, | ro <M para toda
n € N, enionces si r <r, la serie > o a, (z - z,)" converge en forma absoluta y uniforme

en A, ={zeC||z-z,!<r}
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Demostracién. Sea M =M (r/r,)". Como r/ry<1, X, oM, converge.

Ademas,
r'rg r Y
la,(z - z,)"] < |a,|r" =a,] sM|—| = M
{ n n n n r
o 0
por lo que la prueba M de Weierstrass demuestra el resultado. |

Obsérvese que siexiste w e Ctalque |w -z, | =r,y X} _ya,(w ~z,)" converge, entonces
se satisfacen las hipdtesis del lema, va que como la serie converge

- no_ no
Ian[ |w zo| = |an|r0 0
cuando n — «
Teorema 1.7.9. Seu E:zoan (z - zo)” una serie de potencias, entonces existe un niumero
R e [0, «], llamado radio de convergencia, tal que si {z -z, | <R la serie converge y si

|z =24 | > R la serie diverge. La convergencia es uniforme y absoluta en discos cerrados de
A={zeC||z-z,|<R). Al circulo |z-z,| =R se le llama circulo de convergencia.

Como consecuencia de este teorema y del teorema de Weierstrass se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 1.7.10. La serie de potencias X, _;a, (z -~ z,)" es analitica para toda z en el
interior del circulo de convergencia.

También el teorema de Weierstrass permite derivar término por término una serie de
potencias.

Teorema 1.7.11. Sea f(z) =X, . a,(z-2,)", donde z€Dg(zy) y R es el radio de
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convergencia, entonces f'(z) =X _ona, (z-z,)" ' y el radio de convergencia de esta

nueva serie es R. Ademds, a =f(”)(zo)/n!.

Ahora estableceremos dos criterios para encontrar R.

Teorema L.7.12. Sea R el radio de convergencia de ¥, _.qa, (z ~z,)".

i) Si lim, __|a,|/]a,,,| existe 0 es «, dicho limite es R.

n+

i) Si Hrnnmn‘/[an| existe y lo denotamos como p, entonces p =1/R. Si p =0,
R=xysip=wx R=0.

Ejemplo 1.7.3.

a) La serie E: .02" tiene radio de convergencia 1, puesto que @, =1 para toda n y
a
Hm ' "I lim1 =
n—‘ml(ln+l| - o
b) La seric E:lfoz"/ n! tiene radio de convergencia R = +o0, ¢s decir, es una funcion

entera, ya que a,=1/n!y

a : o+ 1)
1fm_’__’1J~:1ﬁnf_L1_L!’_L: lim 2 DY = Hm(n + 1) = =
n—~w|an#l’ nww[ll(n+1}‘i n - o n! n -

c) La serie X,

n=

on!z" tiene radio de cunvergencia 0, puesto que

cuando n - . |

No es dificil demostrar que para toda serie de potencias X _a,(z ~z4)",
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1/ R =lim sup n‘/‘anl, donde lim sup es el supremo de los puntos de acumulacion de

{",/lanl } Si im ",/iani existe, entonces lim sup n,/‘anl = h’m",/[an! y obtenemos el mismo

resultado que el inciso (ii) del Teorema 1.7.12.

Teorema de Taylor.

La discusion sobre series de potencias mostrd que estas son funciones analiticas, el reciproco
también es cierto, cualquier funcion analitica es localmente representable por una serie de
potencias.

Teorema 1.7.13. (Taylor). _
Sea f analitica en una region Ay z,€A. Sea A ={ze C||z-z,!<r} un disco abierto
de radio r totalmente contenido en A. Entonces para toda z € A la serie

o0 f(n‘) z !

converge en A_ (lo cual implica que el radio de convergencia de la serie es > r). Ademds

«  f(n)
Z _Jjﬂ (Z - Zo)"

fz) =

n =0 n!

a esta serie se le llama serie de Taylor de la funcion f alrededor de z.

Ejemplo 1.7.4. Obtener la serie de Taylor de f (z) = e* alrededor del origen.

Solucién. f es entera y f™(z) = e? para toda n € N, por lo tanto f"™(0) =1y

et =y = VYV zeC [ |

A la serie de Taylor alrededor del O se le llama serie de MacLaurin. Para demostrar
el teorema de Taylor se necesita un lema.
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Lema 1.7.2. La serie de potencias X _,z" (serie geométrica) converge en forma absoluta

ns=

y uniforme en los discos cerrados de radio R<1 a la funcion

Demostracion. Sea A,={z<C|'z| <R}y M"=R".

Y. oM” converge y [z"|=|z|" < R" paratoda z €A, por lo que X . z" converge en
forma absoluta y uniforme en 4.

A continuacion veremos que la funcion a la que converge es 1/(1 -z). Sabemos que la
sucesion de sumas parciales estd dada por

= 1 -zn!
S, =Y di=1lvz+?+  +2" s —
n
i=1 I -2z
y
* . 1___21141 1
Y = 1lim S, = lim =
i=1 Do o n - e 1 -z 1 -2

Otro resultado necesario para demostrar el teorema de Taylor es el siguiente:
Si la serie X _, g,(z) converge uniformemente en B< Cy h(z) es acotada en B, entonces

X h(z) g, (z) converge uniformemente en B a h(z) ¥} . 8,(2).

Esto es cierto ya que como h(z) es acotada, |h(z) | <M para toda z € B. Ademads,
dada e >0 existe N tal que

fnep

. €
Ly

y por lo tanto

254



17 SERIES DE TAYLORY LAURENT

18,(2)h(z) + . + g, (D h(2)] = |8,(2) + .. + 8, DIk s M= =¢

para toda z € B y para toda pe N.

También se puede demostrar que si las funciones f y g son analiticas en D _(0) con

f2)=X, sa,z,y gx) =X, _ob,z,, entonces

donde

Cp = Z akbn—k

k=0

es decir, las series se pueden multiplicar como polinomios infinitos.

Demostracion. (Teorema de Taylor).

Sea y(t) =z, +r'e con0<t<2n y 0<r’'<r.Porlaformula de la integral de Cauchy si
zZ €inty

flz) = 1. f(w) dw
2ni y Wz

Reescribiendo 1/ (w - z) como una scrie de potencias en z - z,:

I 1 _ 1 S (2% Y
w -z w - Z, 1—2-20 W =25 n-0{ W~ %

W~ZO

Utilizando el Lema 1.7.2 se observa que para z fija esta serie converge uniformemente en
la trayectoria y respecto a la variable w ya que

|z —zg] < W ~ 25| V ze€inty
Por otro lado, sobre la trayectoria y la funcion f(w)/(w -z,) es acotada ya que es una
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funcidn continua en w. Por el resultado obtenido después del Lema 1.7.2 la serie

5 S0 - =)

n=0 (W“ZO

>n+1

converge uniformemente en y respccto a la variable w a la funcion

flw) . 1 - S
w - ZQ 1 B Z - ZO w -2
w - <q

Finalmente, usando el Teorema I.7.8 se tiene

fw) dw = Zm: fFW)(Z —\ ZOZ dw
y W2 n=o Jy (W)t
por lo cual
flz) = —Lf ALZp
2mi , Wz
.oy E ) f fw)
nX;O 2ni y (W)t "
- f(‘n)(zo)

H
——
&N
t
Y
<
—
>
1

Como el radio r’ del circulo y fue arbitrario, la expresion anterior es valida en el disco
abierto mds grande posible contenido en A alrededor de z,,. |

Como consecuencia de estos teoremas se tiene que si A < C es una regidn, entonces
f:A~C es analitica en A si y sélo si para toda z,€A4 y para todo D (z)cA. [ es
representable como una serie de potencias en D (z,). Notar que esto ultimo implica que la
representacion de una funcion en serie de potencias alrededor de z, es Unica y coincide con

su serie de Taylor alrededor de z.

Ejemplo 1.7.5.
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a) (Es posible que una serie de potencias de la forma X._ja, (z -2)" converja en
z= 0, pero diverja en z =37

b) Calcule la serie de In(1 +z) alrededor de O y encontrar el radio de convergencia.

) Encontrar la serie de Taylor de z{(z - 1) alrededor de O y su radio de convergencia.

d) Calcule los primeros términos de la serie de Taylor para e/ (1 - z) alrededor del 0.

Solucion.

a) Por el Teorema 1.7.9, el radio de convergencia es cuando menos 2, por lo que debe

converger para z =3.
b) Si se elige la rama principal del logaritmo, In(1 +z) es analitica en

C-{zeC{Rez<-1,Imz =0}
por lo que el radio de convergencia R es menor o igual a 1.

Ahora bien, sabemos que

f(z) = Inz, de donde fl0) =0
fllz) = L de donde oy =1
z + 1
flzy = - 1 , de donde 70y = -1
(z + 1)
Inductivamente se tiene
f(n)(z) - (-1)1':—1 (n - 1)" n>1
(z + 1)"

de donde

fP0) = 0" Hn - 1!

Por 1o tanto la serie de Taylor es
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h - I n
h](l + z) = Z (_1\)11—1 _(ll.._.._'_l_)._ 7" = Z (_l)n—l <
n=1

ni n=1 n
Si z=1, la serie es —E:Ar,l(%)"/n, que es una serie de signos alternados
convergente, por lo cual R=1.

) Se demostrd que

=~ ]
Y e, 2l <]
n=0 1 Z
y por la unicidad de la seric de Taylor, esta es precisamente la serie de Taylor

alrededor de 0 de la funcion 1/(1 -z).

Ahora, por el comentario que se dié antes del enunciado de este ejemplo, la serie de
Taylor de z/(z - 1) es

Si z =1 esta serie obviamente diverge, por lo que R=1.

d) Como

°° n

i w
el = }ﬁ; y ZEZ"
n=0 T l -z n=0

nuevamente por el comentario antes del enunciado del ejemplo

z 2 3
A SISOV TPY U S S
I -z 21 3!
= 1+ (z+2)+ 51i+z2+22 + .zw3_+z_3+23+23 4
‘ 2 6 2
T PR UC LI LR
2 3
Con esto termina ¢l ejemplo. -
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Serie de Laurent. Clasificacion de singularidades.

En esta seccién veremos que si f es analiticaen D, (z,) - {zo }, entonces tiene una expansion
en serie llamada de Lauren:. Primero un lema andlogo al de Abel.

Lema 1.7.3. Supongamos que el conjunto {|b, |y}, .y estd acotado, donde b, € C para

toda ny r,€R", entonces para toda r| > ry la serie X b [(z ~z4)" converge en forma
absoluta y uniforme en {z€ C||z-z,|z2r}.

Otro ingrediente necesario para el teorema de Laurent es la férmula de Cauchy para el anillo.

Lemal.7.4. Sea f analiticaen A ={zcClr <|z-z,|<r,}, r,<p,<p,;<p,<p,<r,,

Bm.pz:{ZGC lpy<iz-zylsp,ty ZEBPpPz’ entonces
Fz) = W) gw - Lo [ L g
2mi Y2 w - Z 211 v w -z

donde y,={z€C||z-z,|=p,} para j=1,2. (r, puede ser O, r, puede ser «).

Teorema 1.7.14. (Laurent).
Bajo las hipotesis del Lema 1.7.4

> 2 b
flz) = Z a(z -zt v Y —"

n =1 (Z—Z())n

y converge absolutamente en A y uniformemente en B, b, Esta es la denominada serie de
P2
Laurent.

Corolario 1.7.3. Bajo las hipétesis del teorema de Laurent, si
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€ A

%
——
N
=
It
Q
=
—
N
{
&
<
Z
=
+
&
<
~

entonces

an - 1 j. ( f(w> adw y b - 1 f f(W) (W B Z())"Hl dw

2mi w o= zg)* ! " 2mi

donde y(B) =z, + re® 0<0<2ny r,<r<r,. Toda expansion de f de la forma anterior
que converja puntualmente, es igual d la expansion de Laurent, es decir, la expansion de
Laurent es dnica; a los nimeros a, y b, se les llama coeficientes de Cauchy.

Algunas veces se escribe la expansion de Laurent como

donde

Como la expansion en serie de Laurent es Unica, podemos asegurar que si mediante
cualquier método logramos obtener un desarrollo alrededor de z,, de la forma dada en el

Corolario 1.7.3, que converja uniformemente, necesariamente debe coincidir con el desarrollo
de Laurent.

Clasificacion de singularidades.

Se estudiard el comportamiento de las funciones que son analiticas en D, (z,) - {z,}.

Definicion 1.7.8. Si f es analitica en D (z,), excepto en z,, a z, se le llama singularidad
aislada de f .
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~ En este caso el Teorema de Laurent se aplica y

bn bl

flz) = ...+ m o ZZ +oa, + al(z - zo) + ... an(z ST T
0

para toda z € D_(z,) ~{z,/.
Existen exactamente tres posibilidades excluyentes:

1) b,#0y b,=0 para toda [> k.

ii) b, # 0, para un nimero infinito de k’s (un ndmero finito de ellas puede ser
cero). ' -
iii) b, =0 para toda k.

En el primer caso se dice que la funcién f tiene un polo de orden k en z;, en el
segundo que f tiene una singularidad esencial en z, y en el tercero que z, es und
singularidad removible de £ . ‘

Si el orden de polo es 1, se dice que es un polo simple.

Obsérvese que si f tiene una singularidad removible en z,, entonces f se puede
redefinir en z =z, de tal forma que f sea analitica en una vecindad de z,. Basta hacer
f(zy) =a,. En este caso la serie de Laurent es igual a f(z) para toda z en una vecindad de
z, (inclusive en z,) y dicha serie de potencias coincide con la serie de Taylor.

Ejemplo 1.7.6. Sea f(z) = (senx)/x. Esta funcién no esta definida en x =0 y la serie de
Laurent es

MU SR
31 5! x? x*
=1 -2 L2
X 31 51
en donde vemos que a, = 1. Si se define
X Gy
f(z) x
1 si x =0
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entonces f(z) es igual a su serie para toda x, la cual es analitica por ser una serie de
potencias positivas.

Definicion 1.7.9. Al nimero complejo b, en la expresion de Laurent de [ se le llama

residuo de f en z,.

Obsérvese que si se integra cada término de la seric de Laurent alrededor de z, a lo

largo de una trayectoria cerrada vy, el unico término que da una contribucion diferente de
cero es el término b /(z ~z,) y el resultado es 2n b, (ver el Ejemplo 1.4.3), razon por la
cual a b, se le llama residuo.

Definicion 1.7.10. Una funcion analitica en una region A, excepto por polos en dicha
region, se le llama meromorfica en A. Cuando se use sélo la palabra meromdrfica,
significard meromorfica en C..

Definicion 1.7.11. Si f tiene un polo de orden k en zg, d la expresion

L b
~__,)_"____ T b
(z - zo)k "2y

1

en la serie de Laurent, se le llama la parte principal de f en z,.

Los residuos son muy utiles para calcular integrales, por ejemplo se tienc el siguiente
resultado.

Corolario 1.7.4. Sea f analitica en una region A -{z,}, donde z es una singularidad con
residuo b, si y es cualquier circulo recorrido en sentido positivo alrededor de z,, contenido

en A, entonces

! Algunos autores ysan la palabra meromorta en lugar de meromérfica.
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[ ftz) dz = 2mib,
Y

Mais adelante, al ver el teorema del residuo, se dard un resultado mas general que
involucra también el concepto de residuos.

Demostracion. Los coeficientes de Cauchy estdn dados por

1
b, = —— w) (w - z,)57 1 dw
Foomi Jy fw) ( 0>
en particular, si k= 1, se tiene el resultado. n

Ejemplo 1.7.7. Calcular la integral

f ell? dz

j2l=r

Solucion.

1
2122

etle=1 4 Ly +. z#0
z

por lo que O es una singularidad esencial y el residuo es 1, por lo cual

[ e'*dz = 2mi n

lzf=r

Ahora se establece un criterio para distinguir los diversos tipos de singularidades, este
resultado se debe principalmente a Riemann.

Teorema 1.7.15. Sea A una region, z, €4 y f analitica en A -{z,},
1) Z, €s una singularidad removible de f siy sélo si

4) {f(z)| < M para toda z€ D (z,) ~{z,1 <A o
b) h’mlgzof(z) existe 0
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c) h’mzﬂzof(z) (z-2z4)=0.

i) zZ, €s un polo simple si y solo h’mzﬂzO f(2) (z - z,) siexiste y no es cero (este limite
es b,).

1it) Z, €s un polo de orden menor o igual a k, o una singularidad removible si y sdlo si
se satisface una de Jas siguientes condiciones:

a) existen M, k € N tales que | f(z) | <M/ |z -z, |* en una vecindad reducida
de z,,
by  lm,_, (z-2)*f(2) existe o

©  lim,_, (z-2)% " f(2) =0,

1v) Z, €s un polo de orden k=1 siy solo si existe ¢: U~ C analitica, siendo U una

vecindad de z, en 4 y ¢(z,) » 0 tal que f(z) = @(2)/(z - zp)*.

Ceros de orden k.

Definicion 1.7.12. Sea f una funcion analitica en una region A, se dice que f tiene un
cero de orden k en z, si f(z,) =0 para toda r<k, f(z,) =0y f®(z,) #0.

Observacion. f tiene un cero de orden k en z; si'y solo si

donde g(z) es analitica en una vecindad de z, y g(z,) #0.

Esto es consecuencia de la expansion de f en series de Taylor, en efecto, si f tiene
un cero de orden k en z,, f(z,) y sus primeras k - 1 derivadas valen cero y por lo tanto,

los primeros k términos de la serie de Taylor valen cero. Entonces
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Lo

E a, (Z - zO)n - (Z - Zo)k nzj:k a, (z - zo)"'k' |

n=k

~,

Py
~N

=
i

= (2 - )" ZO b,z -2z,)" con b, =a,,
W

y como las series de potencias convergentes representan siempre funciones analiticas, se
deduce que

f(z) = (z - z5)*8(2)

donde g es analiticaen z, y g(z,) #0.

Reciprocamente, si f(z) =(z - zo)kg(z) con g(z,) # 0, por la unicidad de las series
de Taylor, la serie para f en z; se obtiene de la serie para g en z, multiplicindola por

(z -z)".

Teorema 1.7.16. Sea f una funcion analitica en una vecindad de z,,, entonces f tiene un
cero de orden k en z, si'y solo si 1/f tiene un polo de orden k en z,. Ademds si h es
analitica y h(z,) #0, h(z)/f(z) tiene un polo de orden k.

Singularidades esenciales.

Observacion. Si f tiene un polo de orden k en z,, entonces

Hm | f(z)] = o

Z"Z.o

Esto se sigue ya que f(z)=¢p(z)/(z—zo)", donde @(z) es analitica y @(z,) #0,
obteniéndose | f(z) | 2 M/ (z -zo)" para toda z € D (z,), stendo D,(z,) una vecindad
reducida de z, en donde @(z) #0.y M =inf, ., , || @ (2)|. Entonces
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El inverso también es cierto y por lo tanto se tiene que una singularidad aislada de f enz,
es un polo de orden k& si y so6lo si h’mzﬂD | f(2) | =~. Sin embargo en el caso de

singularidades esenciales esto no sucede ya que, en general, | f(z) | no tiende a « cuando
z~2,. De hecho, lﬁnzﬂzo | f(2) | no existe (ver los dos teoremas siguientes).

Teorema 1.7.17. (Picard)

Sea z, una singularidad esencial de la funcion f y U cualquier vecindad reducida
arbitrariamente pequena de z, enionces para toda w € C, excepto quizd un unico valor, la
ecuacion f(z) =w tiene un numero infinito de soluciones z en U.

Notar que esto implica que cerca de una singularidad esencial la funcién f(z) toma
casi todos los valores posibles y por lo tanto Hm, _, | f(z) | no existe. Por ejemplo,

lim e '/% = lim -
z -z, z -2, 112

no existe.

Una version mds simple del teorema anterior es:

Teorema 1.7.18. (Casorati-Weierstrass)
Sea z, una singularidad esencial de f y w un nimero complejo arbitrario, entonces existe

una sucesion z, lal que z, ~z, y f(z,) ~w.

Ejemplo 1.7.8.

a) Encuentre expansiones de Laurent para
1) (z+1)/z,2,=0,7r, =0, r,=x.
ii) 2/ (z*+ 1), zy=i, r <0, r,=2.

b) Determine ¢l orden del polo de las siguientes funciones.
i) (cosz) /7%, .

i) (e -1)/2%, 2,=0.
ili) (z+1)/(z-1), 25,=0.
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C) Determine cudles de las siguientes funciones tienen singularidades removibles en
zg = 0.
)] (senz)/z.
it) (e®)]z.

iii) (e*-1)%/22.
iv)  z/(e*-1).

Solucién.
a) i)  La funcidn se puede escribir de la siguiente manera:
z b4

Como (1/z) +1 tiene la forma X7

n=-ow

C,z,conC,=C, =1y C =0 para
toda n#0,-1, por unicidad, (1/z) +1 es la serie de Laurent de la funcion
dada.

i)  Descomponiendo en fracciones parciales

. z - 1 . 1

22 + 1 (z +i){z - i) 2(z - 1) 2(z + i)

El primer término ya tiene la forma requerida. Analicemos ahora el segundo.
1/(z +1i) es analitica cerca de z,=1i y su desarrollo en seric de Taylor
alrededor de z, =1 es

lo cual es valido si |z -i|<}|2i| =2 (recordar que de acuerdo con Taylor
1/(1+r)y=% _o(-D)"*r"si |r|<1).

Por consiguiente
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b) i)  z? tiene un cero de orden 2 y cos0 =1, por lo que (usando el Teorema
1.7.16)
COSZ:_'.leiz‘-f_zi-—..‘:._.!._—-_1.—#12._—_‘.
22 z2 2! 4! 72 2! 4!

Por lo tanto, el orden del polo es 2.

i1) Como el numerador en 0 es Q, el Teorema [.7.16 no se aplica y necesitamos
hallar su serie de Laurent

- 2
e 1:J«-(l—fz+—z—+...~1):l«L—}~+—~-+...
b4 z !

y por tanto, O es un polo simple.

iii) / es analitica en z,,.

c) i) lim, ,(zsenz)/z =lim,_ ,senz=0y O es una singularidad removible.
Alternativamente
3 .5 2 4
seng L 72l L2, 2
Z Fd 3! 5! 3t 51

Por lo tanto, b, =0 para toda k y la singularidad es removible.
i1) lim, ;(e*/z)z=1y O es un polo simple.

ili) lim, ,[(e*-1)/z]z=0y por tanto (e*-1)/z tiene una singularidad

removible en 0 y también (e? - 1)%/z2.

iv) Como

entonces lim__,(e*~1)/z=1ylim,_,z/(e*-1) =1, por lo que la funcion

z/(e* - 1) tiene una singularidad removible en z.
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Ejercicios propuestos.

1.7 SERIES DE TAYLOR Y -LAURENT

1. Determine el radio de convergencia de cada una de las siguientes series.

= "
a) S
z::l hn
2"
b) E P
S
n =1
~ n
d) —z"
n=1 2"
= nl
e) _2_ R
n-1 hn"
R
n=20
2. Si el radio de convergencia de la serie

Y ¢,z

g) Z 2nzn‘
n=20

h) Yy ¥
n=20

i) Y [3+(-1)]"z"
n=0

) E (cosin)z
n=20

k) Y (n+a")z

es R (0 <R <), determine el radio de convergencia de cada una de las siguientes

n=0
series.
k n
D W
n=0
n n
b) Y (2"-1)c,z
-
Z. ¢
c) 2"
,,g() n!
3. Si los radios de convergencia de las series

50

Y a
n=20

y

d)

n=1
e)

n =0
f)
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son R, y R, respectivamente, determine el radio de convergencia de cada una de las
siguientes series.

n=20
n
b) Z an bn z
n=
. da
c) —z"
n=20 b,,
4. Obtenga, para |z | <1, la suma de caa una de las siguientes series.
i: i z2n +1
a) nz" c) B
n= 1 no0 2n+1l
o n o n
Z Z
b Y = LD DR Y
n=1 1 n=0 n
3. Determine el comportamiento de las siguientes series en la frontera del circulo de
convergencia.
) DY
n =0 n=1 B
bt n s 3n-1
Z Z
DI DI I DS Ok
n=1 N n=2 Inn
C) iz“ h) = 2
n=0n n=1 R
d) Y=
n =1 n
6. Desarrolle cada una de las siguientes funciones en serie de Laurent en una vecindad

del punto sefialado.

, en una vecindad del punto z = 0.

a) flz) -

z-2

- Vi (a#0, ke N), en una vecindad del punto z =0,
(z -a)"

b) flz) =
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c) flz)= a , en vecindades de los puntos z =0y z=1.
z(1-z
d) flz)= lw——;ﬁ (0<ia|<|bl), en vecindades de los puntos z=0y
(z-a)(z-b)
Z=a
2
e) flz) = X - 2245 . en una vecindad del punto z =2.
(z-2)(z® +1)
f) flz) = ———-1————— en una vecindad del punto z = 1.
(z2+1)?
g) f(z) =z*e'* en una vecindad del punto z=0.
h) f(z) =e' ("9 en una vecindad del punto z = 1.
2 _
i) f{z) =cos 2 -4z , en una vecindad del punto z =2.
(z-2)
) flz) =z%sen T en una vecindad del punto z = 1.
Z —
k) f(z) =sen o en una vecindad del punto z = 1.
-z
D f(z) =cotz, en una vecindad del punto z =0.

Desarrolle cada una de las siguientes funciones en serie de Laurent en el anillo
indicado.

1

a) f(z):m(0<1a]<|b1),enelanillo1a|<iz}<|bi.
2 _

b)  flz) = —"22%5  enelanillo 1< {z]<2.
(z-2)(z% ~ 1)

¢) flz)=ctgz, enelanillo n<|z|<2m.

d) flz) = ! lnz_l:,enelanillo1<|z|<2.
-2  z+i

Desarrolle cada una de las siguientes funciones en serie de Laurent para {z |>1.

a) flz)=e*" 1z,

b) f(z) = senz senl.
z

Analice si cada una de las siguientes funciones admite un desarrollo en serie de
Laurent en una vecindad de! punto indicado.
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1 22
a) f(z) =cos—, z=0. d) flz)= ,2=0.
¢ seni
Z
B Sl st es 1 e fle)=Inz, z=0.
¢) f(z):tarlh—é,z:()‘ )  fle)=z" (e cR), z=1.

10.  Obtener los puntos singulares de cada una de las siguientes funciones y analizar la
naturaleza de los mismos.

1(z-1)
B fla) = — I Tl
z-2 ol -
5
b) ___ 2 K 7) = cosZ
f(z) a7 f2) 2
O fly-—= D f(z) =tan’z
1+2%
d) flz)=ze" m)  f(z)=cotz %
e)  f(2) :——-—‘ij» N flz) = ——
z(1-¢e7%) senz - sena
) fl2)=— L 0) f{z) =sen
z2°(2 - cosz) 1-z
£) flz)=e'l¥ D) F(z) :cot—i—
hy  flz)=e¥/(79 Q  f2) =sen% + —1—2
z
o fle) = — D flz)=e
z-z2
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I.8 Teorema del residuo

Esta seccion estd enfocada al teorema del residuo, el cual establece que la integral de una

funcion analitica alrededor de una curva cerrada es igual a 2mi veces la suma de los residuos
de la funcion dentro de la curva. Se verd la importancia de este teorema especialmente por
su aplicacion en el calculo de integrales definidas. Asi entonces, como se debe tener un buen
manejo de los residuos, la seccién inicia con las técnicas para calcular residuos de funciones
en singularidades aisladas.

Calculo de residuos.

Como se vio en la seccién antcrior, si una funcién f tiene una singularidad aislada en z,,

entonces f admite una expansion en serie de Laurent que es valida en una vecindad reducida
de z,:

b2 bl
flz)y = ...+ + + a +a(z—z)+.
(Z ~ZO>2 z _ZO 0 ' 0

donde b, el coeficiente del término , se denomina residuo de f en z,, lo cual se

- ZO
escribe como

b, = Res(f, z,)
0 COmo

b, = Res f(z)

z =1z,

Lo que se desea, es desarrollar técnicas para calcular el residuo sin tener que obtener
la expansion en serie de Laurent. Desde luego, no debe haber ningin problema si la
expansion en seric de Laurent se conoce previamente. '

Ejemplo 1.8.1. Del desarrollo conocido para e*, con u =1/z, se tiene que
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et =1 _l + 1 + ., + 1 .
z 272 n!z"
de donde, el residuo de f en z,=0 es 1, es decir,
Res(f, 0) =1 n

Particularmente importante ¢s el caso de un polo (en contraste con una singularidad
esencial). Para este caso se tienen técnicas bastante sencillas que son ficiles de aplicar si el
orden del polo no es demasiado grande.

Si se tiene una funcidn f definida en una region A con una singularidad aislada en
z,, entonces procederemos de la siguiente forma para encontrar el residuo. Primero se vera

si es facil encontrar algunos de los primeros términos en la serie de Laurent. Si es asi, el

1
z-2zg
de la singularidad, verificar que concucrde con las reglas que se desarrollardn en esta seccion
y calcular el residuo de acuerdo a dichas reglas.

residuo de f en z, serd ¢l coeficiente de en la serie. Si no, debemos estimar el orden

Singularidades removibles

Se demostré en la seccién anterior que f tiene una singularidad removible en z, si y solo
si

lim (z - zc)f(z) =0

Z "2
El siguiente teorema cubre muchos casos importantes y algunas veces puede ser mas

facil de usar que el criterio del limite.

Teorema 1.8.1. Si g(z) ¥y h(z) son analiticas y tienen ceros del mismo orden en z,,
entonces

tiene una singularidad removible en z.
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Ejemplo 1.8.2.

i) La funcién
eZ
f(z)=
z-1
no tiene singularidad en z, = 0.
11) La funcion
e*-1
f(z) =
Z

tiene una singularidad removible en O porque e* -1 y z tienen ceros de orden 1.
(Elos se anulan pero sus derivadas no).
iii) La funcién
2

flz) =%

sen?z

tiene una singularidad removible en z, =0 porque tanto ¢l numerador como el

denominador tiene ceros de orden 2.

Polos simples

Teorema 1.8.2. Sean g y h analiticas en z,. Si g(z,)#0, h(z,) =0y h’(zo):tO,
entonces

tiene un polo simple en z; y
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Res(’f, zo) =

Teorema 1.8.3. Si g(z) tiene un cero de orden k en zy ¥ h(z) un cero de orden k+1,

entonces la funcion

tiene un polo simple con residuo

g(k><z0)

Reslhs) = ke ) €D z,)

Polos dobles

Teorema 1.8.4. Sean g y h analiticas en z,. Si g(z,) #0, h(zy) =0, h'(z) =0y

h"(z,) # 0. entonces

Teorema 1.8.5. Sean g y h analiticas en z,. Si g(ZO) =0, 8/(20) #0, h (Zo) =0, h/(zﬂ> =0
y h”’(zo) # 0, entonces f(z) = g(z) [ h(z) tiene un polo de orden dos en z, con residuo
8'(z0) B (z,)

[h/”(z()) ]2

£ ) 3
2
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Polos de mayor orden

Para polos de orden mayor a dos se pueden desarrollar férmulas de la misma forma como
las precedentes, pero son bastante complicadas. Un método general que puede usarse €s el
del siguiente teorema. '

Teorema 1.8.6. Si f tiene una singularidad aislada en z, y k es el menor entero no

negativo tal que Ym___ (z - z,)* f(z) existe, entonces f tiene un polo de orden k en z,y
8 q -2, 0 P 0

0¥ D (zy)

Reslte) T T,

donde ¢ (z) =(z - zo)”‘)f(z) es analitica en z,.

Singularidades esenciales

En el caso de una singularidad esencial no existen férmulas sencillas como las anteriores, por
lo que debemos de hacer uso de nuestra habilidad para encontrar el desarrollo en serie de
Laurent.

Teorema 1.8.7. (Teorema del residuo).

Sea f: A < C~ C analitica en una region A, excepto en los puntos z,,z,,..,z, €Ay C una
trayectoria cerrada simple en A recorrida en sentido positivo que es homotdpica a un punto
en A y que rodea a los punios z,,2,,...,2,, entonces

fcf(z) dz = 2mi 2": Res(f,z))

i1

donde Res(f, zj) es el residuo de [ en z;.

En lugar de dar una demostracion rigurosa del teorema, vamos a indicar de manera
intuitiva porque esto es cierto para curvas simples. Por la féormula para los coeficientes de
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Cauchy se tiene que para la curva cerrada simple C «: 12 -2, ] =r, que rodea inicamente
a la singularidad z, entonces

2riby(z) = § fl2)dz

lz ~zk| = g

donde, como hemos visto, b (z,) es el residuo de f en z,. Un resultado andlogo se tiene
para curvas que rodeen a las otras singularidades. Si ahora se wtiliza el tcorema de la

deformacion para deformar y unir estas curvas de tal manera que la curva C se reproduzca
(cancelando algunos sectores de las curvas que dan contribuciones con signos contrarios), se
obtiene la férmula del teorema.

Ejemplo 1.8.3.

1) Calcular

f dz

czt+1

donde C consiste de la porcion del eje x de -2 a 2 y la semicircunferencia en el
semiplano superior de 2 a -2 centrada en 0.

ii) Calcular

f lrz o4
c 1 - cosz

donde C es la circunferencia de radio 7 alrededor de cero.

Solucion.
i) Los puntos singulares del integrando ocurren en las cuatro raices de ~1:
z, = eﬂ1/4’ 2, = e31ci,/4’ z, = eSwild y z, = 677”'/4

Las unicas singularidades que se encuentran dentro de la trayectoria C son z, ¥y Z,.
Por lo tanto, por el teorema del residuo
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i

f 4z . pgi f:Res(f,zj)

c b+ 1 J=1

2mi [Res(f,z,) + Res(f,25) ]

i

rifd

Para calcular Res(f,z,) observe que e es un polo simple de la funcién

1/(z* + 1), asi que

_ 1 . e"i/4 _ 1 nifd
Res(f,zl) - ; nil4 3 - o - ——Z e
4(e™*) 4e
Similarmente,
' B 1 B e—m’/4 ) 1 x4
Revs(f,Q) = 3ni/4\3 = P = —4- €
4(e ) de
Por lo tanto
dz _ 27 <e~ni/4 _ ™4y = g el _ g mild
c 724+ 1 4 ‘ 2i
= n sen(;) = —\/Zzn

Las singularidades de f(2)=(1+z2)/(1 -cos z)‘ ocurren cuando

1 -cosz = 0

cosz = 1
ff-_‘;z_e;ff -
e’ v e =2
(ei?)? ~ 2% +1 = 0
(e -1)* =0
e’ =1
zZ = 2nn pata n=..,-2,-1,0,1,2, ..
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Las tnicas singularidades de f(z) que estin dentro del circulo de radio 7 son

las cuales son polos de orden 2 (usando el Teorema 1.8.4 de esta seccién).

Los residuos dc estos polos son

2
RGS(f,Zl) = m = 2
‘ .2
Res(f,zz) © cosO 2
Res(f,z.) = ——————-——2 =2
( ’&3) cos(2 m) )

Por lo tanto, por ¢l teorema del residuo

1 +z . |
fc 1 - COZ;E dz = 2mi Res(f,z,) + Res(f,z;) + Res(f,z;)] = 12mi »

Integrales definidas.

El teorema del residuo es muy util para calcular integrales definidas que no es facil calcular
mediante métodos reales.

Teorema 1.8.8. Seu f(z) analitica en C, excepto por un numero finito de polos, los cuales
no son reales, suporgase también que

| fiz)] < *M'{ vV |z| > R, con R,M e R*

|z

y que f toma valores reales en R, entonces

it

2mi Y { Residuos de f en el semiplano superior}

f_:f(x) dx

-2ni Y { Residuos de f en el semiplano inferior)
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Corolario 1.8.1. Las hiporesis del Teorema 1.8.8 se cumplen si

12y = &)
f(z) 4(2)

donde p(z) y q(z) son polinomios tales que gr(q) >2 +gr(p) y q no tiene ceros en el eje
real.

Ejemplo 1.8.4. Calcular la integral

Solucidén.

El integrando claramiente satisface las hipotesis del Corolario 1.8.1. Las singularidades son

- pni/d - p3mifd — pini/d = pinifd
o, =e : a, = e , 0, = e y o, =e
las cuales son polos simples ya que
Y .
lim L. j=1,2,3, 4.

z -~ oy 14 + 1

existe y es distinto de¢ 0.

“

Estos limites son precisamente los residuos. De acuerdo con el Teorema 1.8.8, solo
necesitamos calcular los que estan en el semiplano superior o en el semiplano inferior.
Calculando los primeros tenemos: '

17« 1
lim - = lim
z—*txlz4+] z«al(z OC2><Z'(¥3)<Z"OC4>
H
(&y = @) {0y ~ag) (e - ay)

[omils _ e3m/4> (em'/:t _ eSni/4> (eni/4 _ e7m’/4)

s
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1 = .@ i -——£<1+i)-
4 8

2y2(1 + 1)i (1 +1
y
lim =% - lim _ 1
z-ay 27 0+ ] 70y (Z 061)(2 01.3)(2"0&4)
_ 1
(%2 = &) (&, = ag) (@, - ay)
2
= Y= 1 -
(-
Por lo tanto
fw dx =2mi i@(1+1)+~2—(1~1) = e n
e x'4+1 8 8 ﬁ

Integrales trigonomdétricas definidas.

Teorema 1.8.9. Seu R(x,y) una funcion racional de x e y y sea f definida como

) w22

iz

A

an f

f(z)
entonces, si f no tiene polos en el circulo unitario,

2n
f RicosO, sen®) d6 = 2mi ) {Residuos de fen |z|<1}
0

Demostracion. Si z(68)=cos0 +isen8, con 6 €(0,2n), entonces por el teorema del
residuo

¢ _flz)dz=2mi Y Res(f,z)

z, € imtC
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Por otro lado, como

fle'®) = _L_R

ielB

iete

é-[e“’ + __1._), __L(ete ~ _1_” _ R(cosB, senb)

entonces

iy de = [T g0 i ,i8 - [ ‘
fcf\qd& fo fle®) ie™ do fo R(cos0,senB) do

lo cual demuestra el teorema. , | |

Notar que al evaluar R en

2i
y multiplicar numerador y denominador por una potencia adecuada de z, se obtiene a la

funcién f(z) como una funcién racional en z, lo que permite determinar ficilmente sus
singularidades. (Ver el ejemplo siguiente).

Ejemplo I.8.5. Calcular la integral

fZﬂ de
, a+ 1
o 1 +a? - 2acosB

Soluciéon. En este caso,

R{cos0,sen0) = L
1 +a? - 2acos®
entonces
1 1
flz) — =
zz[1+a2~-2—<z+-i-” iz +za® - az® - a)
. i _ i
arz2—<a+—;~)z+1] a(z—a)(z—i-)

283



VARIABLE COMPLEJA

y los polos no estan sobre la curva C.

Sia<l1
Res(f,a) = i ~ = i
a(a - —1-) a? -1
ysia>1
Res(f’%) = 1l - 1 i
a(: e a) a
Por lo tanto,
2n .
si
9
/‘ 2n de B 1 - a”
.jo 1 +a? - 2acosB 2n si
a’> -1

con lo cual termina ¢l ¢jemplo.

Ejemplo 1.8.6. Calcular las siguientes integrales:

s

. el ¥4

i) f — dz
c <

donde C=C, - C, +(C,, siendo

a>1

C,={x+iy|-=»<x<-e,y=0}
C,={re®|r=e,mn<6c<2n}
C,={x+iyle<x<w,y=0}

con e>0.

ikz
. el
ii) f dz
c Z
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donde C'=]x -iy|-w<x<o,y=t} con >0,

o ikx
i) P f ¢ dx.
e X

El simbolo P f jc f(x)dx se utiliza para denotar la parte principal de la integral y
se define como

it

P [7 fx)dx = lim (fm fx) dx + f: Flx) dx)

e~ 0 -

iv) f_:f(x) dx

donde
senkx si x %0
fxy =4 %
k si x=20
1 =g ~iwX
v) |7 Floyeter de
y2n °°7
donde
1 senwk si w=#0
Flw) = w
Vo k si 0w =0
Solucién.
i) SiC,={re’” r=R,0<8<x} con R~ e, entonces
tkz ikz ikz
f £l dg = f ¢ gz - f e dz
c < crc, % c, %
Si k>0:
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286

H

i}

A
5
A

lim IeikR(cose +isen6)| de

Z — oo

Hm leichose’ e’ kRsen0 4o

2 - =

lim e *Rsn® gg
R - =

ycomo 6 € 'O, n ], entonces kK sen0® > O (exceptoen 8 = 0y 6 = =), por lo que
al ser el exponente un nimero negativo que tiende a infinito, el integrando tiende a

cero. Por lo tanto,

eikz
f —~—dz =0
c, Z

de donde

ikz
f £ _dz=0
Cs Z
donde
(ﬁq :{reietr:R:n 595271?}
por lo que

" ikz ikz
e e
f ——dz = f ~— dz
v < c-c, <

Por lo anterior se tiene finalmente que

si k>0

con R - =

si k>0
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ikz
el .
f dz si k>0
C+C,

f € dz si k<O
C - Cag 4
2mi si k>0
:{0 si k<0
Si
-0, -t <y <0}
—wo, -t <y s 0}

a O
=N
h
A
g
+
Q.
=
I

-

t
—~—
=
+
\<.
>
]

con t > 0, entonces

ikz ikz thz

e’ e e
f .-“dz:f dZ*f dz
¢ < c'+cg-c-c, % Ce-C-C

Como

entonces

1!

ikz ikz
e' e
f e dz - - f dz
¢ < co-C-¢, %

6" C-Cy
ikz ikz ikz
e’ e e
. f e dz - f £ dz - f £ 4y
z Z Z
C, -C -,
= ikz ikz -~ |t ikz
e e e
- - f dz - f dz - f dz
.z .z z
@ - it -C -
oo 'kz lk" - lkl
e ettt e
= - f dz + f dz + f dz
woir % c 2 coenr 2

Calculando o1 separado las integrales

v R elkz
j —— dz cuando R - + =

b d
R-it *~
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se tiene
) ikz R ikz
0<'j ¢ dz'sf 'i-|dz|
R-it < i R-ir | %
Usando
z=R+1i6 con 6 €!-r,0]
se obtiene
|
R Likz 0 ik (R +i0)
f e |dz|:f i ae
R»iri Z -t R ~ i

de donde
" R ikx 0 ko 0
Os} £ dx sf ezd6—~ 12e""e
Rt X i + R kR y
e¥ -1
kR?

el cual tiende a cero cuando R - + o .

Por lo tanto.

R eikz
f dz = 0 cuando R - z »
"R-it %

Finalmente. usando el resultado del inciso (i)
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oa jkx ikz ikz
e' e e
iii) Pf ——ﬂdx=f dz—f dz
x bed
e c 2 ¢, %
Usando
z=ee® con Bein,2n]
se obtiene para la segunda integral
k2 2n  pikee'® . i
e e eie
[ 2. 47 = tim LT
J C Z e~ 0 x Eele

2

i lim 2n el’ke(cos0+isenﬁ) de

e -0 x

2%
if do = ni

Por lo tanto,

) ikx lkz
et e )
P dx = dz - ni

. X c 2

y del resultado del inciso (i)

p [ eikx p ni si k>0
X =
f_w X ~mi si k<0

- [25s(k) - 1]ni

donde s(k) s la funcion escalon unitario.

o € 0 —e

iv) fw flx)dx = P fm f(x)dx + lim ) f(x) dx

= P fm Senkx dx + lm 2ke
e X e~ 0

:pfmi?g’zdx
oo X
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Como la funcion (coskx)/x es impar,

me -—Ci)ilgdx:O

X
de donde
/‘wf(x) dy - i P f"“ ( coskx . senkx)dx
Ve . X X
I ikx
- o Pf ¢ dx
. X

y por el resultado del inciso (iii)

e Flx) d ) i si k>0
X X = -1
/-w - i si k<0
T st k>0
- T si k<O
=[2sk) - 1]m
V) - fw Flo)e ™ do = ——— | P fw F(o) e do + lim | F(o)e ™ do
\/én o vamn o €~0 J g
= ‘—“1,_ P fw SQK -iox gy o tim 2ke
‘,21’5 . [5) e -0
=L P f‘” senwk et dw
27'» R w
1 o ivk _ _-~iwk )
= Ai . P f f__.___gw_‘_ e i doy
471 . w

de donde, usando el resultado del inciso (iii)

1
xS

1 25k - x) - 2s(-k - x)|mi
4rmi

i1

fm Flw)e'™* dw

% [s(k - x) - s(-k - x) ]

i
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{1 si ~k<x<k

0 en otro caso

|

con lo cual el ejemplo termina. |

Ejemplo 1.8.7. Obwcner la funcién f(x) dada por

flx) = —— f el e gy
J27m ) e w0 + 50+ 6

Solucion.

Método 1. Factorizando el denominador

1 + wi i
etmx d(.\)

L e
o f,m (0 - 2i) (o - 3i)

fix) =
Descomponiendo en {racciones parciales

f(x) —l_;fm[w"'» 2i ]e“‘”‘dm

w - 21 w - 3i

_ __%;; fm .%—_:.L_T eth do + fw ) 2i : eimx dml
V2 w - 2i w - 3i

- — 0
a

H

Haciendo z=®w -2/ y z=w — 3 c¢n la primera y segunda integral respectivamente

: o -2 i(z+2)o w -3 i(z+3i)e
1 e 4

f(.X) = - — T —_— dz - 2 e dZ

\/275 w2 Z I 7
: -2 ixz o -3 ixz
1 SOy e - e
= - ———] € 2x [\ —dz - 2e ix f dz

27‘: & 24 z oo - 31 Z

de donde, por el Ejcmplo 1.8.4.(ii)

Fx) = J2n (2e% - e ) si x>0
0 si o x<0
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Método 2. Como cu el Ejemplo 1.8.4.(i), donde C, es la semicircunferencia superior de

radio R con centro on ¢l origen, si x>0

~ , T -y _
f — 1.+_wl_-..,__l_f e dw , = f : 1+ R’e : e:xRe"Riese de
e, ) (0 =2i)(w - 30) | Je, | {Re™ - 2i) (Re™ - 3i)
1+ Rie'®

H

e—stenGR 4o i

I

{Re™® - 2i) (Re®® - 3i)
la cual tiende a cero cuando R - .

Por lo tanto,

R
P ). (@0 - 20) (0 - 3i)
= - b,_.lmu__ f - 1 + (Oi eimx doo
JiE e, (0 -20) (0 - 3i)
1 1 + wl iwx
= - e dw
J2r f( (w ~2i) (0 - 3i)

donde C es la trayectoria cerrada formada por el eje x y C, cuando R -~ .

Asi, entonces

f(x) = - __2.1.1:1: .l,m“;i"i iwx ,}_,+ Q)_l._ twx ‘i
V/'"f{ w - 3 Y w - 21 ©=3i |
:-ﬂ?ﬁlew %eM}:ﬁ?maw-am
[
por lo que

y J2m (2e73% - e7%%) si x>0
fix) = .
L 0 si x<0

Ejercicios propuestos.

1. Calcular los residuos de cada una de las siguientes funciones en sus puntos singulares
aislados.
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S 9 fl@) = et
23 -7
72" z
b) f(2) , (n € N) h) f(z) = sen
(1 +z) z+1
2?4z -1 ) 1
c) f(z) Sy 1) f(z) T
z . 1
o flz) ) (2) =
@) z%(z* + 9) ! fiz sen%
0 flo) - — D fz) = 22 e N
senz "

Calcular

Res{ ¢(z) f(z)]

Z=a
si @(z) es analitica en z =a y f(z) tiene en ese punto:
a) un polo simple de residuo A4 ;
b) un polo de orden k con la parte principal

———-—bk——- 4 + bl
(z - a)t z-a
Calcular
Res :i../(__g)_}
z=a| f(2)
si:
a) a es un cero de oren n de la funcién f(z);
b) a es un polo de orden n de la funcién f(z).
Calcular
/

Pes| g (z) L) }

f{z)
si @ (z) es analiticaen z ~a v:
a) a es un cero de or .en n de la funcion f(z);
b) a es un polo de orden n de la funcién f(z).

Calcular las siguientes integrales considerando qur las trayectorias cerradas se
recorren una vez en sentido positivo.
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a) f dz , donde C es la circunferencia x2 +y% =2x.
C Z4 + 1
b) f , Z dz -, donde C es la circunferencia |z ~ 2| = —j—
c (z-1)(z-2) :
c) f dz -, donde C es la circunferencia {z]=2.
c (z-3){z% - 1)
7° dz N .
d) f ———=— donde C es la circunferencia [z|=1.
C 224 + 1
2
€) f — dz, donde C es la circunferencia |z]=1.
c 22<Z?' - 9)
f) f seni dz, donde C es la circunferencia |z]| =r.
C “
g f sen’ 1 dz, donde C es la circunferencia |z =r.
z
C
h) f z"e?!* dz, donde C es la circunferencia |z|=r y ne L.
C
5. Calcule las siguientes integrales definidas.
2n
2) f B w0
o a T cosB
2
b) fn-———f&——w—-,(a>b>0).
o (a + bcosB)?
2m
¢) f a8 , (a>0,b>0).
o (a + bcosB)?
2
d) f a6 @eCya=+=xl)
o 1 -2acosB + a?
6. Calcule las siguientes integrales.
a) fw a dx
cw (x% + 4x + 13)°
= x2
b) f dx . (a > 0).
o (x2 N a2)2
c) fm d—)ﬁ—-_-— , (n £ N),
0 (x)_ n 1)}1
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d)

€)

8)

® dx
f_“, 2l 1 57 , (@a>0,b>0).
(=] 2
f X Tldx
0 x4+1
fm dx , (n 22, n¢e N).
o 1 +x”

f —-—)—c—-——dx, (n 22, neN)
o 1

1.8 TEOREMA DEL RESIDUO
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