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INTRODUCCION 

Consideramos el_ siguiente ejemplo: 

Una industria fabrica tres tipos de productos (llamémosles 

A, By C) y cuenta con un total de SO obreroS que trabaja~ B.hr. di~ 

rias. Es decir, dispone de un total de 400 horas-~ombre. al día. 

Pa~a fabricar un producto del tipo A, se. requieren 20 ho· 

ras·hombre ; para uno del tipo B,· 100 y para uno del tipo C, 40. 

En condiciones normales, no existen restricciones de mat~ 

ria prima ni de; t~.aquinaria y: los obreros es tan capacitados p~ra in· 

terveriir en la fabricaci6n de cualquiera de los productos •. 

Se quiere saber, que cantidad de productos A", B y C pue­

den fabricarse diariamente empleando la totalidad de horas-hombre 

disponible. 

Podemos entonces plantear el modelo matem§tico Siguiente: 

Si x 1 , x 2 y x 1 representan el .nümero de productos A, B"y C 

que se fabrican diariamente;· entonces· ~Ox 1 , 100x
2
y 40x 1 serln, ·el nd 

mero de horas-hombre emple~das diariamente en fabricar todos los -

productos A, B y C. 
' Como se desean emplear las 400 horas•hombre disponibles, 

los valores de x
1

• x
1 

y x
1 

d_eben ser tales que 

zox,•100x,•40x,·400 ••. • ••. (1) 

Expresiones como E~ta, reciben el nombre de ecuaciones 1! 

neales. 

Una respue~ta al problema podrta ser fabricar 4 productos 

del tipo A, 2·del tipo By 3 del tipo e, ya que, al sustituir estos 

valorea en la o-pros16n (1), le voriflcn lo tsual~ad. Entonces, -

diremos que 

X
1
•4, x

1
•Z, x

1
•3 

es una soluci6n de la ec':laci6n (1)". 

Sin. embargo, pOdemos notar que esta soluciCSn no es Gnica 

ya que los valores 

tambi~n satisfacen la ecuaci6n (1), por lo que constituyen otra so 

lución. 

Generalitando, la ecuación (1) es una expresi6n del tipo 

a 1 x 1 •a1 x 1 • ••• +anxn·b · •.•• 

a la que llamaremos ecuación lineal. 

(Z) 

A·las constantes a 1 , a 2 , ••• , an_se les llama coeficientes, 

a b t~rmino independiente y a x 1 , x 2 , ••• , xn inc6gnitas o variables. 

Vemos que las _inc6gnitas_ aparecen todas elevadas a la primera pote~ 

cia, de ahí el nombre de ecuaci6n·lineal. 

, r ' . ., 

.... 
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IV. 1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. 

Regresando al ejemplo anterior, supongamos que por rato· 

nes de demanda los productos B y C d~ben fabricarse en cantidades 

iguales. 

Entonces, se tiene la restricci6n adicion.al x 2 •x,. que 

expresada en la forma (2) queda 

•• (3) 

Ahora el probletl.a consiste en encontrar una so.luci6n que 

satisfaga, simultáneamente, ·las ecuaciones (1) y (3), por lo que .~ 

las dos soluciones que antes encontramos no son Citiles. 

Si se fabrican 6 productos del tipo A y 2 de los tipos B 

y C, vemos que se satisfacen simultineacente las ecua~iones (1) y -

(J). Entonces diremos que 

x 1 •6, x 2 •2, x 3 •2 

es una so1Uci6n del sistema 

zox,~. 100x1+40x,•400} 

Ox 17 x 2 - ~,· O 
(4) 

el cual consta de 2 ecuaciones con tres inc6gnitas. 

Definici6n. 

Un ·sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecua· 

cienes de la forma (2) que deben resolverse simult~neamente. 

En general, un sistem~ de m ecuaciones con n inc6gnitas, 

definido sobre el campo de los nfimeros complejos, es de la forma 

·-
·--

'f3 

. • •• (S) 

donde aij t C Son lOS coeficientes, XÍ las inc6gnita5 y bi E C ~OS 

términos independientes. 

Definici6n. 

una solución del sistema de ecuaciones (S) es-un conjunto 

orden~dO de n valores que satisface sirnultáneimente a todas las ec~a 

cienes. 

Una forma de obtener soluciones. 

Tal vez, la t~cnica fundamental para encontrar las soluci~ 

nes de tin sistema de ecuaciones lineales, sea la de eliminac~6n. El 

proceso consiste en transformar .. el sistema original en un nuevo si!. 

tema de ecuaciones que puede_ resolverse f§cil~ente. 
'· . ~ .- :. ; l ' : ' • . ,· -

El nuevo sis-

tema, deber~ tener las mismas soluciones que el original y en este 
! . . . 

caso· dire·mos que· ambo~ sistemas sOn equiva-lentes •. 

:~ara; !op;e~e~ ~1 nu~vo sisteÍna s~ .. hace uso de las siguien:. 

tes transformaciones. que reciben el n·ombre de "Transformaciones 

elementales" y consisten en: 

1) Intercambiar dos ecuaciones. 

Z) Multiplicar una ecuaci6n por un nGmero k~O 

3) Multiplicar una ecuaci6n por un nfimero k~O Y sumar el 

resultado a otra ecuaci6n del sistema. 

" . !.l 



No es dificil aceptar que el sistema original y el nu~vo 

siste:a son equivalentes. Sin embargo, el estudiante puede c. 

sultar la referencia 1 pag. 414 para una demostraci6n. 

plo: · 

Podenos ilustrar la tEcnic8 aedi~nte el siguiente ejem-

·Ejemplo IV .1. 

2x
2

+2x
1
•6 

x
1

-2x
2

+x
1 

•1 

-x
1

+x
2

+5x
1 

•10 

si intercambiamos las dos primeras ecuaciones (con el objeto de que 

x1 aparezca en_ la primera ecuaci6n) obtenemos· 

x - 2x +x •1 
1 ' • 

2x +2x •6 ' . 
-x +x +Sx •10 

1 ' • 

si su~amos la primera ecuaci6n a la tercera obtenemos 

X -2x +x •1 
1 ' • 

2x •2x •6 ' . 
0-x +6x •11 ' . 

si multiplicaMos la segunda ecuaci6n por 1 y sumamos el resultado 
'2' 

a la tercera obtenemos 

x
1

-Zx
2

+x
1

•1 

2x +Zx •6 ' . 
0+7x •14 • 

dividiendo las ecuaciones dos y tres entre 2 y 7 respectivamente: 

x 1 •2 

De la terc~r.a ~cuaci6n i~mediatamente vemos que 

X1•2 Y sustituyendo este valor eri la segunda ecuaci6n se encuentra 

Finalmente, al sustituir en la primera ecuaci6n se e~ 

·cuentra que x 1•t, por lo que la soluci6n del sistema es 

Ahora bien, hay sistemas de ecuaciones que admiten m4s de 

una soluci6n; un ejemplo lo tenemos en el sistema 

20X 1 +100x 2 +40x 1 •400} •• 
• . ( 4) 

Ox 1 + x 2 - x 1 • O 

que empleamos como introducci6n. 

nado es 

La soluci6n que hablamos menci~ 

x 1•6 x,·2 

y el estudiante puede comprobar que 
. • , - '¡ . : 

. X •1 
. . 

es otra soluci6n. A este tipo de sistemas, que tienen mAs de una 

Soluci6n, se les llama indeterminados. 
. ' '·' - . ' - ~ 

Tambi~n hay sistema~ que no a~ite~.soluci6n. 

plo, resulta evidente que el sistema 

Por eje!. 

no tiene soluci6n, puesto que no existen dos nameros cuya suma sea 

1 y 3 a la vez. A este tipo de sistemas se les llama incompati--

. ' 



En general. de acuerdo con la existencia y tipos de solu· 

. ·ci6n, los sistemas de ecuaciones· lineales se clasifican en: 

Compatibles 

(tienen solución) 

Iilcompatibles . 

(no tienen soluci6n) 

{ Determinados 
(una solución) 

Indeterminados 
(m~s de una soluci6n) 

M~s adelante, y con ayuda de otros conceptos que tratare~ 

mas. podremos determinar si un sistema tiene soluci6n o no la tiene, 

y si esta es anica o no lo es. 

1 
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IV. 2 MATRICES •.. 

El estudio de los sistemas de ecuaciones realizad~ en la 

sección precedente, puede servir como una introducción natural al 

concepto de matriz. En el pioceso de construcci6n de un sistema . . 
equivalente, puede advertirse que· no es necesario escribir las in· 

c6gni tas x 1 , x 1 , ••• , xn, ya que realmente s61o se. opera con los -

coeficientes aij y con los té~inos independientes b1 • 

Si analizamos el ejemplo JV.1, vemos que el sistema 

Zx
1
+2x·,·6 

x 1 -2x:•x,•1 

-x
1
+x

1
+Sx,•10 

queda completamente determinado al conocer el valor y la posici6n 

de cada uno de los coeficientes y t~rminos independientes. Esta 

informaci6n se puede presentar convenientemente en el siguiente.·,, 

ar.reglo ; ": e .. .,. '. '"'··· 

[: 

2 2 :¡ -2 (6) 

S 10 

al cual se le llama MATRIZ. 

Este arreglo en particular. cons~a de 12 elementos (ndm~ 

ros) dispuestos. en 3 renglones y 4 columnas. por lo que diremos que 

la matriz es de orden lx4. 

' . 



Definici6n. 

Una matriz de orde~·mxn sobre el campo-de los ndmeros-

cot~.plejos, es un arreglo rectang-ular 

.. (7) 

a a m1 m2 amn 

con m renglones y n columnas, donde los aij e C se llaman sus ele ... 

centos. 

Comunmente, se representa a las matrices con letras maya~ 

culas y a sus elecentos con letras 'in~scutas. En forma abreviada 

la matriz (7) puede expresarse como 

A•(aij) donde i•1i2, ••• ,m y j•1,2, ••• , ~ 

Los subíndices i, j indican, respectivacente, el rengl6n 

y la columna en que se encuentra el elemento aij" Ast· por ejem-

plo, aú representa al elemento que se encuentra en el -'segundo ren 

gl6n y tercera colucna de 1~ ~atriz A. 

Dada la importancia de la posici6n que guardan los ele-­., 
mentes en el arreglo, decimos que dos matrices son iguales si son 

del mismo orden y sus elementos correspondientes son iguales. 
: 1 ~ • 

A 

esto obedece la siguiente 

Definici6n. 

Sean A•(aij) y B•(bij) dos matrices del mismo orden, en-

tonces: 

"t i,j 

Haciendo referencia nuevamente al ejemplo IV. 1, pod~mos 

efectuar con los renglones de la matriz (6) transformaciones equi· 
. ' 

o .. ,-, 

' ., 
' . 

valenteS a las efectuad&s con las ecuaciones del sistema. 

Mxu• 

Mxv" 

El proceso ser~a entonces el que se ilustra a continuaci6n 

[
: ·: 2 :] 

o -1 6 11 

[: 
-2 1 

J 2 2 

o 7 

...... ., .. 

[: 
-2 1 '] ,3 

o 2 

(6) 

.hemos intercacbiado los dos prime­

ros_ renglories. 

hemos sumado el primer rengl6n al ..•.. 
tercero. 

multiplicando el segundo rengl6n 

por 1 • 
"2" 

lo hemos sumado al tercero 

' ~ . -· 
hemos dividido el 

. ' . : . ¡: 
segundo y tercer 

t:eng16n entre 2 y 1: respectivamen-

te 

La (il.~ima inatri% (M¡yl representá: ell sistema equivalente 

x1 -2x 1 •x,•1 

x 2 +x 1 •3 

x,•2 

euya soluci6n puede obtenerse fficilmente. 

La matri% M1y. s~ dice que estl en foTma esc&lonada o AUe 

es una. catriz escalonada. ·En gene~al,. una: matriz es ~s~alonada si 

el primer elemento distinto de cero~dc •cad8.!rengl6a.. es i~aJ. A 1 y 

el nG.mcro do ceros anteriores a dlcho:ele~ac!htoiausbenta=dc renalón a 
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renglOn. Las siguientes gatrices son 'escalonadas: 

N• 

Transfo~aciones elementales por rengl6n. 

2 3 

o 
o ·o 
o o 

4 

S 

o ~] 
Las transfo~aciones efectuadas con los renglones de la 

matriz M, para obtener finalmente la matriz Myy• se llaman "tran.!, 

formaciones elementales por reng16nu y como hemos visto, pueden -

ser de .tres tipos: 

1~ Intercamb¡o de dos renglones. 

2). Multiplicaci6n de un renglón por un número kfO. 

3) Multiplicnci6n de un reng16n por un número k~O Y su­

na del resultado a otro rengl6n de la matriz. 

·Utilizando las tranSfon:1a_ciones elemen~.ales por rengl6n, 

es posible transformar cualquier oatriz en una matriz escalonada •. 

befinici6n. 
'' 

Diremos que dos t:atrices son equivalentes, si. _cualquiera 

de ellas puede obtenerse a partir de la otr_a efectuando un nCimero 

finito dC transformaciones elementales por renglón. 

En el ejemplo anterior tenemos que las matrices M, M¡, 

Mil• Mili y M¡y son equivalentes. 

Ejecplo IV.2 

Sen ln m&triz A• 

,., J4jl~ 

2 4 2 8 -2 

4 .8 4 16 -4 

. 1 -1 3 1 ,. 4 

1(7 

transformar a la matriz A en una aatri: escalonada equivalente ut! 

lizando transfo~aciones elecentale$ por rengl6n. 

Soluci6n: 

Dividiendo entre-2 el primer 

· rengl6n de A obteneme:s 

Multiplicando por -4 el p_ri­

me~ r~ngl6n y s"umando al 2o. 

reng.l6n d: A1 obtenec.o5: 

Multiplicando por -3 el pri-

mer rengl6n y sumando al 3er. 

rengl6n de-A
11 

obtenemos 

Multiplicando por -1 ef pri-

Cl.er rengl6n. y ~t:t~ando. al 4o. 

rengl6n de ~IIÍ~obtenemos 

-~--' ,. . ' 

·Intercambiando el Segundo re~ 

gl6n cOn el ·cuarto reng.l6n de 

A¡y obtenemos 

,,. .. 

· .. • 
'' ,. 

1 2 4 -1 

. 4 8 4 16 -4 

3 -3 . g 1 

-1 1 
:!". 4 

2 1 4 -1 

o o o o 

:i -3 g 1 

o 

-1 3 1 
:!" 4 

2 4 -1 

o o . o o 
o .g 6-11 

1 -1 

2 1 

o o o 

o 
. 4 

4 

4 -1 

o . o 

0-9 6-11,4 

O -3. 2 "J{ S 

1 2 

o -3 

o -.9 

4 -1 

2 " 11 S .. 
6 -11 4 

o o o o o 

.¡ 



Multiplicando por -3 el segu!!. 2 1 4 -1 

do rengl6n y s~~do al ter- o -3 2 -11 S ...., 
cer rengl6n de Ay obtene:~.os Ay¡" 

o o o o -11 

o o o o o 

Dividiendo entre -3 el segun-
1 .1 2 4 -1 

do reng16n d~ Ay¡ obtenemos o 1 z 11 5 -, ,. -, 
Avn· o o o o -11 

o o o o ·o 

Dividiendo ·entre -11 el ter- r1 2 1 4 -1 

cer renglón de Ay11obtenemos o 2 11 S -, ,. -, 
Avrrr" o o o o 

o o o- o o 

La matriz Avnr es ~na matriz escalonada. 

- -,- - -
Al hablar de las: transfo-maciones elementales, hemos he-

dio ~nfasis en el t6rmino "por rengl6n". Esto obed~ce a que exi~ 

ten transfor~aciories, .an~logns a las aqui descritas, efectuadas -­

con las columnas de una matriz.. En este capitulo no se· justific!. 

rá la existencia de dichas transformaciones y tampoco ser§n utili-

zadas. El estudiante fnteresado en saber m:is acerca de esto, pu~ 

da consultar la referencia 3 pag. 141, una vez que haya terminado 

el capitulo. 

~--

Rango de una matriz. 
116 

Defi;lic:i ':.!!.:._ 

Si transformamos una natriz A en una natriz escalonada B, 

el nfimero Ge r~nglonés de la Eatriz B con al menos un elemento di~ 

tinto de cero se llama RANGO DE LA MATRIZ A y se representa con •• 

R (A). El mi~r:10 :ango se asigna a 1& !'l.atriz B. 

De acuerdo con esta definición, cuando dos matriCes son 

equivalentes ambas tienen el mismo rango. Las matrices A, .At, ••• , 

AVIII del ejemplo IV.Z son todas de rañgo 3. 

El ccncepto de rango de una matriz, juega un papel muy • 

ir.~portan~e e'n la teoría de sistemas de ecuaciones lineales que ve·· 

·remos r.¡§s ·adelante. .El estudiante puede darse cuenta que la def.!. 

nici6n de ran~o •. t<:tl como se enuncia aqu{ 1 proporciona a la vez un· 

m~todo para obtenerlo. 

., 
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IV.3. PRODUCTO DE K~TR!CES. 

Consideremos nuevacente el sisteDa 

~Ox1 •100x2 +40x 1 • 400} 

Ox 1 + x1 • x,· O 
•• (4) 

podemos formar las matrices 

. 40] 
• 1 

100 

donde heces reunido los coeficientes(en ·A),las inc6gnitas (en i) y 

los términos independientes (en O) que apa~ecen en el sistema. 

Con ayuda de estas oatrices, podemos exp~esar el siste~a 

(4) como 

(8) 

siempre y cuando demos una definición ~decuada para el producto 

J:X. 

La matri'z producto AX¡ deb_e ser de orden .2x1 para poder 

.establecer la igualdad con O. Además,.por igualdad de matYices, 

los elementos correspondientes de fi y S. deben ser iguales. 

Sabe6os que la igualdad entre matrices 

[

20x 1 +10~x, •40x,] 

0x1 + X 2 ~ X 1 

se sati~face Si y s6lo si 

20x 1 +100x1 +40x 1 •400 

Ox1 + x2 - x1 • O 

que so_n precisamente las condiciones que establece· el si!. 

tetla (4). Por tanto 

IV-18/19 
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AX• [20x 1 +100x 2 •40x 1J 
ox 1 • x 2 • x 1 

• • • • (9) 

A la cntriz .AX expresada en (9) le llamaremos "el produ~ 

to de las matrices A y i"" (en ese orden)~ Veamos como puede obt~ 

nerse la matriz AX, a partir de las matrices A y X: ·· 

El primer elemento de AX, es igual a la suma de los produE . 

tos de los elementos del primer renglón de A por los elementos de la 

<lnica columna de X. ·En forma esqueffiática: 

1. 1 r [ ::1 ....:.._. . -'-,.jL ..... 
[20 100 40] 

El segundo elemento de AX, es ig_ual a la suma de los pro· 

duetos de los ele~entos del segundo rengl6n de A por los elementos 

de la ~nicu columna de X. En forma esquemática: 

,. 

A~ 

Ox 1 
+ 
x· • ~r [::J ..... ·---,---

1 . l. ·~ .r · "O"x-
1

"'"•x=-,--x,..., . 

.x ,~ 

[o 1 __ ._1] 

En ~arma similar, o~tengamos el producto de las ~atrices 

r .. a,. a,j [ '•j ~11 a" an y B• b,. 

. b 1 

con el objeto de establecer una definici6n general. 

El Producto 

.. 
serlí 

¡ 
.! 

la matriz 



· AB·[a11 b11 +a12bu•a11 b1i 
0.21 b11 •nttbil •aub, 1· .. 

donde observamos que: 

lo.) El elemento que· se encuentra en el primer reng16n 

primer e. columna de la matriz producto, es la SU::18! 

' a,l~ll+allbJl+al,b,l• L 
k•l 

8 1 kbkl 

2o.) .El eleme!'ltO que se encuentra en el segundo reng16n 

primera columna de la matriz producto, es la suma: 

Generalizando, el elemento que se encuentra en el rengl6n 

i, columna j, de una matriz producto AB, es la suma: 
n· 
!: 
k•l 

donde n es el n!imero de column~s de la matriz A y el n11_mero de re!!. 

glones de la matrfz B, que deber§. ser el mismo par& que pueda efes 

tuarse el producto. 

- DefinicHin. 

Sean: A• (aij) (i•l' 2, ... ' m y j •1 • 2, ... , n) 

y B• (bijl ( i ':''1 , 2, ... ' n y j•l, 2, ... , p) 

dos ms.trices de orden mxn y nxp respectivamente. 

El producto AB es una matriz 

e- (Cij) (i- 1 ' 2, ... ' m y j •1 ' 2, ... ' p) 

de orden mxp cuyos elementos est:in dados por 

" Cij"" z aikbkj 
k-1 

., 

Ejemplo IV.l 

Para ilustrar ln definici6n, cbtengacos el produCto de las 

matrices 

A•[ 2 
-1 

-3 

4 

-11 y 

~ ' 
>XJ 

B•[: 
-1 

o -2 

1. o 
-3 . 4 

que es una matriz C de orden 2x4 tal que· 

c,l· 2w9+1• -6 

c 12 • 0-3+3• O 

el,· -4+0-4• -8 

e t .. • 2-3-3• ·4 

c21• -1+12-1• 10 

c22• 0+4-3• 1 

e 2 J • 2+0+4 . 6 

e,. . -1+~+3• 6 

..._ entone-es, la matriz producto es 

AB•', f-6 , O·: .. · s. .-4] >. 
. b.o . 1 6, 6 

1] 
: •x• 

Obsé.rvesc que ,el elemento que se encuentra en el reng16n 

i columna j de la ~a~~i: producto AB, se obtiene efectuando el. pr~ 

dueto escalar del rengl6n i de A por la columna j de B. 

Por ejemplo, el elemento c 11 es-el producto 

[2 -3 -1] 

Podemos concluir, en base a la definici6n, que podemos 

efectunr ol .prodUcto AR ·"sólo cuan\io el !)_Úmoro de columnAs de A o a 
-1, 11. , • 

. . ' . ' ~ .. ) 
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1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

. . 1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 



igual al n~ero de renglones de B. En este caso, direccs·que las 

matrices A y B son confor:1ables para· la z:1ultipliCaci6n. 

En general, la multiplicaci6n de las matrices ~es con· 

lnclu!~, ~~ ~uchas ~cesione~ se tiene que dOS netrices 

A y B son confo~ables.pa~a multiplicnrse en ese orden (es decir.­

puede obtenerse el producto AB), mientras que_ no son conformables 

para multiplicarse en el orden contrario (no puede obtenerse el --

· producto· BA). Por tal motivo, es necesario precisar el orden en 

que las matrices se van a cultiplicar. Para el caso del producto 

AB, diremos que A premultiplica a B, o bien que B postmultiplica a 

A 

Ejemplo IV. 4. 

Dada las matrices 

R• [: :] .. 
T• u ~] 

obtener: a) RS 

b) SR 

e)' TS 

d) ST 

Soluci6n: 

a) RS• G :] [
o -1] · [ 6 -l] 
l -1 12 _-7 

·(Lo.~ _matrices R y S son de orden 2x2, por lo que les 11!. 

~:tarettos mAtrices C\HI.drndns y. direr:os sir.~plemcnte que son de f?Tden 

2 ) 

;;¡ 

b) SR• 
[

o --1] [1 2] 
3 -1 l 4 . [ -: ·:] 

En este caso, pudieron obtenerse t~nto el producto RS e~ 

· mo el producto :SR, debido a que ambas matrices son cuadradas y del 

mismo orden. Sin e~bargo, notamos que RS;SR pues, como se menci~ 
~· .. 

n6, el producto de matrices no es una -operación conmutativa. 

e) TS• 
[ 

1 o] [o .1
] [ o -1 ] 

~ ~ 3 -1 ! ~~ 

d) ST• . [o -1] [i ~] no se puede 
3 -1 

efectuar, Ya .que el nOmero de colur:mas de S (2) .es diferente del -

nGmero de renglones de T (3). E~ otras palabras, S y T no son •• 

conformabl_es p_ara la mul tiplicaci6n. 

Qb-sérvese que, aunque pudo obte~erse ~1 producto Ts, ;~'o" 

fu~ posible obteñ·c·-r 1 ST~ lo cual "reSaltil la importancia de especif.!, 

car claramente el orden en qu~ se desea multiplicar dos matrices. 

- - ~ - ·- - -
1 

Definición. 

Si una maai% A es de' orden nxn, diremos quo A es una "!. 

tri% cuadrada de orden n. 

Ejemplo IV. S. 

Par-a lns m::. trices 

r-:L r 1·~ 1 
-1 l M• N• [ -i. 1 • 1] P• l"'J • -i 

?~' 1 ¡ 1 ... ¡ t.('C ,_ 



encontrar los valores de a.8 • p 21 , p 11 de tal forma que se vertf~ 

·que la igualdad 

MN • p'· 

Soluci6n: 

Primero obtenemos 

MN• [-: -~ -:] 
-i i 

Por otra parte, como MN•P, 

¡1 i -1] [i+a i -1] 
-1 -i 1 Pu -i 1 

-i i -i i+S P., 

------·- .. - - .. - · ... 

Teore:na IV. 1 

p ·-1 

+6 ... 1 

p ,·i 

La :~ul tiplicaci6n de matrices (cuando puede cfe.ctuarse) 

es asociativa. 

Demostraci6n. 

cualesquiera de orden_cxn,·nxp. pxq respectivamente. 

bar que 

·(AB) C • A (BC) 

De la definici6n de producto: 

n 
AB• ( t a1l. b¡.k)nxp 

j•l 

Queremos pr2_ 

donde los índices libres: son 1•.1,2, ••• ;m y lc•l.Z, ••• ,p. y la matriz 

es de orden mxp. (Los índices libres son los que indican el ren-

_glGn y la .coluona del nuevo elemento). 

Aplicando ahora la defiñici6n de productó a las matrices 

p 
(AB)C• ( t 

k•1 

n 
(j~l aij. bjk) ekr)~q 

multiplicando Ckr por cada una de las sumas del paréntesis, obten~ 

mos: 
p 

(AB)C• ( t 
k•l 

n 

(j~1 aij bjk clcr))mxq 

donde los !ndices libres son i•1,2.~ ••• m y r•1.2, •••• q y la aatrit 

es de orden mxq. 

En forma anlloga obtenc=os: 
n P 

A(BC)• (j~1 <k:1 aij bjk ckr))mx~ 

Dado que el o~den de la suma es arbitrariO • 

n 
( I a-. 
j•1 1J 

p 
( t 
1::•1 

Por !o t~to queda demostradO que 
i .' ' l.,.. ; .; { 

(AB)C• A(BC)-' . '· '. 

se'recoQienda al estudiante consultar .el apEndice 1 de la 

referencis·3 para obtene~ habilidad en el manejo Y comprensi6n de 

los símbolOs de ·:t (suma)~ y I:I' (dob,le swaa). y hacer la· demostraci6n 

co~:r.pleta de este teorema para .ei co.so particular de las matrices 

cuadradas de orden dos. 

Ejemplo IV. 6. 

Verificar la propiedad asociativa para el producto• con 

las matrices. 

., l-

~ ·' IV-24/25 

;· 



,. 

Soluci6no 

A• [-2 o] 
1 . 1 

o 
'1 

Debemos verificar que 

(AB)C•A(BC) 

[ -2 AB• 
1 ~] 
2 o 

(AB)C• [ 2 . 1 

Por otro lado: 

~-J C• [ ~ ¡] 
2 o 

~J 2 

2 

301.] 
7-3i rz' 

[-: o 
(BC)• :J ¡: ;]- [:,. l-~J 

A(BC)• r- ~ ~ [

-1 o ] 
s-3i OH-i o J 3 1 . 

rz' · 
POT lo que 

(AB)C•A(BC) 

- - - .. 
Matri: Identidad. 

Si co.n las matrices 

1 • [ ~ ~ ~ J y B• ( ~ : J 
o o 1 -1 1 . 

efectuamo$ el Producto lB vecos que 

lB• 

rt-2'<>/27 

53 
Si con la misma matriz I efectuacos el producto lA, donde A es una 

catriz con 3 renglones y cualquier ntímero de columnas·, obtenemos -

siempre que IA•A. A la matriz 1 le llamamos matriz identidad de 

orden :; y la represent~~s.~edi2nte r, o 

En general, 

1 • 
n 

o 
o· 

o 

a la 

o. 
1 

o 

o 

matri: cuadrada 

o o o ·o .. o 
o o 

o 

o 
nxn 

le llamaremos matri: identidad de· oi-den n. 

Esta matriz p~cde expresarse en forma abreviAda como 

si i•j 

si i~j 

Teot'~r.'la IV. 2 

Para to~a m3t~it A de orden mxn se tiene que: 

Demostraci6n 

Sean 

; ' 

' r"~(o;Jl'= 

De la definición de producto: 

m 

y 

1mA • ( r 0 ij "i Jc)mxn 
j •1 

donde los lndices libres son i•1,2, ••• ,m y k•1,2, ••• ,n. 

Como .oij•O 'f i~j_: 
. m 

lmA• ( t . 
j•l 
\ ' 

'•. - • ; 1 ~ 



donde ahora. los !ndlces libres son j•1,2,.~.,m y k•1,2, ••• ,n. 

Co20 6jj"1 Yj: 

.. 
IaA• ( t ajklmxn 

j•l 

Couo j es un lndice libre 

I.,A· (ajl)=·A· 

La seguñda parte del teoreaa· se demuestra en forma simila·r~ 

Matrices elecer.tales. 

El resultado de efectuar un nümero finito de.transformaci~ 

nes elementales por rengl6n a una catriz A de orden mxn, puede obt~ 

nerse t~bi~n si premultiplicacos A por una cierta matrit cuadrada 

de orden m~ 

Para mostrar lo anterior, consideremos por ~eparado cada 

una de las tres transformaciones "elementales por rengl6n. 

1) !ntercembio de renglones. 

Supon&amos que: tenem.os una :catriz A de oxn y que efectua-

mos el inter_cnmbio de sus _renglones i y j. 

asl obtenida matriz B. 

Llamemos a ia matriz -

Si por otro lado, tomamos la matriz identidad de orden m 

(le) e intercacbiamos sus renglones i y j, obtendremos una nueva m~ 

triz que llaoare~os ¡(i,j) m • . 

. si· ahora efectuamos el prodUcto ¡~i,j).A, se obtiene .la-

matriz ·e. 

., 

,l l 

Ejemplo IV. 7. 

Seo A• u n 

: r. 
~ 

intercambiamos sus renglones 1 y 3 para obtener la matriz 

~l 
zj 

Por otro lado, consideremos la matrit 

I ,• [ ~ 
o 01 
1 

~J o 
e intercambiemos sus renglones y 3 para obtener 

- - - - .. - - - - ·-:.-

2) MultiplicacÚSn de un ,renglón por un ntlmero JalO. 

Suponga~os que tenemos una matriz A de mxn y que multiplt 

cemos su rcngl6n i por el~ escalar ktlO ~ Lla=emos a la matriz ast -

obtenida matriz B • 

Si por otro lado, to:nru:~os la matrit identidad de orden -

m (Im.) y multiplicamos ·su rengl6n. i por el escalar.kJIIO obtendremos 
. lcfi' 

ur:~· nur?va nu.~.t':'i~ _que .. llll:lt>r~=o.s lm · 1 ~ . 
. ,¡.,' . 

Si ohora ~~ect~amos ;el produc~o t!(l)A, 'e obtiene la m! 

' ' 

_IV-ZBj~ 
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triz B. 

Eje:>plo IV. 8. 

Sea 
z 
10 

multipl~quemo~ el segundo rengl6n por 3 para obtener. la matriz 

. ¡¡. r 1 

us 
2 

30 

Por otro la~o, cons-ideremos la matriz 

I,• [: ~] 
T cultipliquemos su segundo rengl6n por 3 para obtener 

vecos 

r; ¡,¡ • [: :] 

Efectuando el producto I' (%")A obtenemos: ' . 
z; (•)A• [1 :] [: z ,, -

L: zoJ • . . o 10 
1 

entonces qu~. ~ (•)A es igual a B.' 

- - - - - - - - .... ------

z 
.6:1 30 

3). Multiplicación do un·rengl6n por un ndoero k;o, suaañdo el re­

sultado n otro reng16n diferente. 

S;.~:pon.§"a.;nos qua t~nemos unn matriz A de mxn en la que lllU! 

t!plicanos »U rengl6n 1 por el cscalnr kPQ y el resultado lo suma-

aos al. reng16n jPi. Llanemos a ln m~tri: asi obtenida, matriz B. 

Si por otro lado, toaamos la matriz identidad de orden -

111 (I!:lf• aultiplicat!:.S su rengl6n i por el e:calo.r lelO y el result!, 

remos ~(i,j). 

Si ahora efectu.,.os el producto ·f:!U,j)A,· se obtiene la· 

EJemplo IV. 9 

multipliquemos el primer rengl6~ por 2 y sumemos nl cuarto renal6n 

para obtener la matrit 

Por otro lndo consideremos la matri%. 

' . [ o o 

¡] o o . . o o 1 

o o o 

mul t.ipli"cando el p:-imer rengl6n por 2 y s~ando al et.:.arto rengl6n 

obtent-m"os 

• 

Efectuando el prod~cto •e• 'J .. I 11 • A, obtenemos: 

¡] u ¡: 
, 

[' o o 

F 
l 

•(',•) . o 1 o 4 
• 1 11 A• o o o 1 

! e r. .. ~. H 



. . 1 

. 1 



z (1 ... ) 
vemos entonc~s que, I~ A es igual a B. 

ll<ofinici6n. 

A 1 .. m•trices Im(i,j), llc(i) ¡k(i,j)se les llama matrices 
"' • m 

elenentales correspondientes a las transform&ciones elementales 1, 

2, 3, respectivaoe~te~ 

Ve~os aho~a que, caCa transfornaci6n elemental pueGe 3cr 

llevada a cabo premultiplicando, la matriz dada, por la matriz el~ 

mental que se obtiene efectuando en 1, la misma transforcaci6n el~· 

mental. 

Ejemplo IV. 10. 

Hallar ia matriz P, de orden 3, tal que transforme a la 

catri% A en una catriz ·escalonada (es decir, que el Producto PA sea 

una matriz escalonada). 

-· 

Soluci6n. 

En la siguiente tabla aparece una secuencia de transform~ 

clones elementales que transforma a la matriz A en una m~triz ese~ 

tonada, las correspondientes .matrices ei.emental~S y el rcsul tndo -

de efectuar estas transformaciones sobre A. 

.. Transfomaei6n. 

Intercambi~ de los ren­
. glones i y ·2 

Multiplicaci6n del p~i­
~er ~engl6n por 2 

Multiplicación del ren­

¡il6n 1 por.-2 y sumar al 
rengl6n 3. 

Multiplicación del ren­

gl6n 2 por ~ y sumar 

al rengl6n 3. 

Muli:iplicaci6n del ren­

g 16n: 3 por '_ 1 
1n 

¡¡ Matriz elemental 

correspondiente • 

u 1 o ] o o 
o 1 

~ p o· o ] 1 o 
o . o 1 

[: 

[~-
o. o ] o 
o 

[: 
[: 

o : l 1 

167 

[: 

....,.-

¡: o ~ ] 1 
1 

-,h [: o 

.----, 

1 _,] 
6 : •A 
1 ..,. 
~ 

6 

-:] 1 

1 
i 

• 
-:] 

12 

1 

1 ..,. 
• 

12 ::] 
-167. -4 ....,.-

~ 

12 '] ·z 
o -~ 
~ 

12 

-;] 
(matrit 
escalo-

o nada) 

El mismo resultado que se obtiene al aplicar la se~uencia 

de trsr.sf6rmacione.s, ruede obt.enerse prcm.ultiplicando por las res· 

. pectivas Ínatrices elementales." 

Efectuando estos productos con la secuencia que marca la 

tabla. y dado que la multipliCación e:; asociativa,' pod.emo' escribir:· 
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rr: ~ _: l ¡: ~ :1¡: o :l ¡: : ~ ¡: o :~¡¡ 6 -~¡ .¡: ·, ~ J 
Ho o ~ o ~ ;j.z o ;J o o ~J o o ~ 2 } o o o ;j 

. ' l' Matrb. 
escal6n 

Le matriz P busca~a, serfi el· producto de las cinco matri· 

ces elementales. 

Sin embargo, para ohtene~ la matriz P no es necesario mu! 

tiplicar las cinco matrices elementales; bastar! con efectuar la --

~iS~a secuencia de transformaciones ele~entales $Obre la matriz J • 

(referencia 1, pag. 452). 

Las s~guientes transformaciones sobre 1 conducen.a lama­

triz P (las transformaciones son las de la tabla). 

Para comprobar, efectueoos. el producto PA 

PA• [ ~ : 
167 
'JO!¡ 

2 

o 
14 

m 

o 1 

~J f~ · ·.zl [1 12 2~-
T . 6 1 o -2 

,2}0 o ~1 

•, 1 

Una situaci6n interesante, se presenta en 'el ·co.so 'de las 

matrices cuadrad~s de o.rden n cuyo rango es ta.I:lbién n, las cuales 

pueden transforcarse en la ~atriz identidad In. 

Estas matrices son equivalentes a una c..~triz escalona1a 

de la forza 

57 

•,n .... •,, 
O 1 a 

21 a 2ftll·• •," 
O O 1 a .. a,.n-, •,n 

(10) 

o o o· o "n-,n 
o o o o o 

donde todos los elementos aij tales que i•j (a los e¡ u e se llama ele 

mentes de la diagonal principal) ·son iguales a 1. .Es decir. 

MoStraremos ahora que, una matriz de es·te _tipo; se puede 

transformar en una matriz' ideñtidad In mediante una secuencia de -

transformaciones elementales. 

En efecto, si el Oltimo ~engl6n de la matriz (10) lo mul 

tiplicamos por·a
10 

y lo sumamos al primer ren¡l6n, luego lo multi­

plicamos por ·a
10 

y lo sumamos al segundo rengl6n, etc., obtenemos 

la matriz.· 

, .. 

Si 

multiplicamos 

multiplicamos 

tenemos· 

i 1\ 

- < 

' ' ., 
' 

1 ~ 11' .. ' 

o 

o 

' 

o 
o 

o 

o 
o 

~q 
; i .. 

i 1 J. 

·o 
o 

.-
', 

ahora, el pen11ltimo reng16n de esta 

por ·a 
1 ,n-1 y lo sumamos al primeT 

por '"' 82,n-1Y lo sumamos al segundo. 

• 1! 

nueva matriz lo 

rengl6n, lue¡o lo 

rengl6n, etc., o!!_ 



o 
o 

o 
o 

o 

o 
o 

... 
o 
o 

o o 
o o 
o o 

o 
o 

Al final de este proceso se.obtendrl la matrit identidad 

Ejemplo IV. 11. 

Usando transformaciones .elementales. transformaremos la 

matriz esca16n 

r: 
2 

o 

o 

en una matriz identidad: 

2 -1 

o .o 
o o 

, 
7 

o o o 

2 ·1 o 

ó o 
o o 
o o o 

1 
7 

-1 

o 
1 

o 

o 

2 ·1 o 
o o 

o o 

o o o 

1 
7 

o 

2· ·1 o 
o o 

o o o 
o o o 

1 2 o o 
o o o 

o o. o 

o o o 

1- o o o 
o 
o o 

o o 
o 

. o o o. 1 
• ) 1 ; ;; \ 

Este procedimiento puede aplicarse a cualquier matriz e~ 

calonada arbitraria. 

- - - . - - - - - - - - - - -
Sin embargo, es importante notar que una matriz cuadrada 

de orden n, en forma escalonada y cuyo rango sea 111en'or que n, no ·-

podri nunca transformarse en una matriz identidad. Esto se debe• 

a qu~ un~ a~trJz de e~te tlp0. tondr~ ~Jempr~ en ~u dltimo renglón 

i '. 

·--· ¡' 

dnica=ente ceros. 

Asi mismo, una m~triz no cuadrada tampoco podrA transfor­

marse en una matriz identidad (ya que Esta. es una matriz cuadrada). 

Matriz Inv~rsa~ 

Con lo que hemos visto hasta ahor&, sabemos que si se ti~ 

ne una matriz cuadrada A de orden n y rango n. ·es posible (mediant_e 

una serie de transfor&4ciones elementales) transforcarla primero en 
:.pJ·. 

una matriz escalonada 1- luego en la matriz iden~idad In. 

También se vi6 anteriormente. que el efecto de una suce­

si6n "finita de transformaciones elementales sobre cualquier matriz 

A, pUede obtenerse premultiplicando A por una cierta matriz P. Por 
) :.J ': 

lo que, el efecto de toda la secuencia de transformaciones utilitad8s 

para llevar la matriz A a la matriz 10 • se puede obtener premultipli 

cando A po~ una cierta matriz P. 

Pode~os entonces enunciar el siguiente 

Teore:na IV. 3. 

·si A es una matriz cuadrada de orden n y rango n, ~xis~e 

una mstriz P"tal que 
r ', 

PA • In 

bien con· :: .. • : 1 ' 'H. 

AP • In 

aunque la m1:1ltiplicaci6n del ma."trices no sea comwta'tiva. 

Puesto que la .matriz.. In• es el ele:Dento· idéntico para la 

(1) El estudio.nte. puede obten~r unA d(!mostraci.Ón. a par~ir de la de 
mostración del t,:Oret:la 10-4·9 do la refcreo¡;J• 1 (pags. 45<4 y :-
455). 

. ' 
-.: t.; j . ~ . ' 

________ ¡ 



multiplicac16n en .el ~";Onjunto de las ca trices cuadrsdes de ~rden n, · 

r~sulta adecuada la siguiente 

Definic16n. 

Si A y P son dos matrices cuadradas de "orden n tales que 

PA•AP•In 

a la catriz P le llacaremos ~atriz inVersa de A. 

Si una matriz A tiene inversa, diremos que es no singu-

lar y a su inversa 1~ representaremos con A~ 1 • Se puede demos~rar 

·que la.inversa A- 1 de una matriz A "es 1J.nica Y t·~bié.n que (referen­

cia·t pag. 444) el producto de dos matrices no singulares es una ma 

trit no singular. 

D~do que una ~atriz cuadrada· de orden n y rango menor que 

n no puede transformarse en una matriz identidad, no existe ningu­

na natrit P tal que 

PA ·• I n 

En consecuencia¡ estas matrices no tienen inversa. A las 

ma.trices que ~o tiene~ i~versa l~s ll2.m~remos n:at:rices singulares. 

Con los conceptos: t:r~tados h8.sta ahora,· el estudiante ~e 

be poder demostrar el sigui,ente 

Teorema IV. 4. 

Si A es una matriz de or~en·mxn, existe su inversa A~ 1 si 

y solo si 

m•n• R(A). 

Eje=plo IV. 12. 

InveStigue si la siguiente matriz tiene inversa 

Soluci6n 

' ' 
.1 -2 l o 

3 

4 

• • 

-1 

2 

a 

7 
! 
1 o 
8 
:; 

. ,--·-

59 

Vamos a transformar A en una matriz escalón 

• 

4 

2 

o 

o 
o 

e 

o 
ó 

·2 3 

~~ f 
z 
o 8 

:; 

o 

o 

-2 3 o 
1 1 1 1 
"Tij :; 

1 o -11 

4 22 -..,. 
-2 3 

1 1 1 
"Tij 

o o 
o o 

o 

o 

4 

z 

o 
o 

o 

-2 3 o 

S·'t 
2 

o 
o 

8 .,. 
:; 

-2 3 o 
1 

1 1 1 
"Tij :; ' 

·O O • 2 

4 zz . ..,. 

1 -2 3 o 

o S 11 
"""1" 

o 10 

2 o 
-11 

8 
:; 

o 
1· 

o 

o 

o 

(¡ 

-2 3 o 

1 11 1 
"Tij :; 

o 
o 

o -z 
o 

'1 

'' 

1 
:; 

" 

o 

o 
o 

o 

o 
o 

-2 l. o 

S -.!t 1 

10 -11 

4 22 -..,. 
o 

-2 3 o 
1 1 1 1 

·nr > 
o 
o 

o 
o 1 

:; 

+ 

vemos que la :1atriz. escalonada tiene tres ~·renglones diferentes de ., . ~· . 

_cero 7 en consecuencia R(A) •3. 

(no ~xiste A- 1
). 

fntonc"es, A eS una aatri: singular 

Pa:r::. obtener. ·la matriz inversa de una m.ati-1: no •ingular, 

haremC\s uso del siguiente teorema •. 

'. 

o~.I r :: (., • 



----

1 



Teorema IV. S. 

La inversa de una matriz A no singular Se puede obtener 

·,1 aplicanos a· I, la ~isca secuencia de transfot'"lllaciones element!. 

les por ien¡l6n que se utilizan para transformar la matriz 

la matriz I. 

Demostraci6n . 

A en ·¡ 
Sabemos que podemos transformar la·matriz A en 1 median-

te una cier~a secuencia de transformaciones elementales. Entonces; 

existe una secuencia de matrices elementales E 1 , E
1

, ••• , Ek_
1

, Ek 

tales que 

Ek Ek~, .•. E
1 

E
1
A •· I 

si llamamos P al producto de las matrices elementales 

P• EkEk·,··· E1 E1 

podemos escribir 

PA• I 

adegls, sabemo$ que 

AP• I 

Es decir; P es la inversa de A. 

Como I es el identico para el producto 

P• PI 

entonces 

lo cual nos indica que P se obtiene a partir de 1, efectuando en 

orden 1B.s transformaciones elementales que corresponden a ~~-· E1 , 

Ejecplo IV. 13. bO 

Investigar s.i la siguie.nte matriz tiene inversa y en ca• 

so afirmativo hallarla. 

Solución: 

[ ~. -~ ~ 
·1 1 ;j 

Aplicaremos el proc~so descrito en el teorema IV.S. La 

primera columna de la siguiente tabla, describe la secuencia de • 

transformaciones elementales por rengl6n, utili:tadA para· transfo!. 

mar la matriz A en la catriz t. La .~egunda columna, muestra las 

matrices obtenid'S.s ~ par"t:ir de A con la aplicaci6n de estas tran!_ 

·formaciones. La tercera columna, muestra las matrices Obtenidas 

a. partir. de I con la 8.plicaci6n de las mismas transformaciones. 

Transformacion~~-----·. ·-y--[.. z J [ o J 
ln:~~~-.~~io del primero ~ .: ·Z ~ •A ~ ~ ~ • I 

• • 
y segundo renglones . 

Suma del primer renglón . , - ... . ..... 
!"'[· ~ . 

. . • -1 
\ . ' . . 

-~ :J :: u ~ ~] 
.• + 

al tercero ' •: 

Multiplicacl6n· dÜ 

do rellgl6ri pOr' f·· 
. .':'\ . :: ¡ . 
segU!!, 

Suma del segundo ren.-

gl6n al tercero 

MultiplicaciGn del te~ 

·''· 

l : ¿ ~ .i ' .. 

~; i] [~ ~· ;] 
• + 

[: ~: :J .. [~ : :J 

[: ; :] r :J 
• 
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cer rengl6n por t 

Hasta ahora hemos transformado a la matri% A en una ma• 

tri% escaloiiadaa Vemos que el rango es 3 e igual al orden de la 

mtriz, por lo. tanto la catriz A tiene inversa. 

Continuando el proceso: 

Multiplicaci6n del tercer 
+ + 

rengl6n por ·1 y sumar al 

[: 
-2 

~ [j 1 

-t] segundo rengl6n 
1 -.,. 

o 1 
Maltiplicaci!in del tercer .,. 
rengl6n por -1 y SUJJI8.T + + 

1 6 1 ·-2 o -.,.. .,. -.,. 
· al primer renglón 

o . 1 o 6 1 1 
T4 -.,. -.,. 

o o 1 1 1 
Multiplicaci6n del segundo T4 .,. .,. 
rengl6n por 2 y swnar al + . + 

l· 
11 4 

-:] 
o T4 .,. 

primer reng l6n 
o 1 6 1 ·A·l 

T4 -.,. -.,. 
o o 1 1 1 

T4 
.,. . .,. 

La matriz que se encuentra al final de la segunda colum­

na, es la matriz identidad, en consecuencia, ·por el teore~a IV. s·, 

la matriz que se encuentrs al final de la tercera columna es la i~ 

Tersa de A. Por lo que: 

rB 
4 3 .,. -.,. 

• l ,, 1 1 
A • n "7 "7 

' l 1 l 
L'~ .,. 'f •• j 

.'NA.?Jit"J 

----. 

(,/ 

Podemos comprobar el resultado efectuando el pTC'ducto :_ 

r11 
4 3 o 2 2 

··lj 
~ -.,.. 1 o o 

A -• 1 1 
1 -2 . .,. -.,. • o 1 o •I 

1 1 
-1 1 S .,. .,. o O· 

En ocasiones, en lugar de hacer una tabla como la. del ~· 

eje~plo.anterior, se trabaja con un arreglo que contiene a la matTiz 

A en el lado izquierdo y a la catriz I en el lado derecho. Se --

efectdan las mismas transfo~aciones en ambas matri~es, hasta que 

se obtenga )a m~~ri: 1 en .~1 ~ado izquie_r~C?· 

ta en. el lado derecho es A- 1
• 

En forma esquemática: 

. - -' \ 

; : ' • :• 

.. " 
{; 

: ,. 
:.; .. _, . ' '•' 

~a matriz que resul 

[ I 



4) Y A E CM), 3 ·A E (M) tal que A•(·A)• ·A•A ·O· 

S). A+B • B•A 

6). A(B•C) • AB+AC y (B•CJA • BA + CA 

Las prop~e~ades 1 a ~. se han tratado ya par& el caso ge· 

neral de aatTices de orden mxn. La propiedad distributiva (6)·la 

demostrarecos·a eontinuaci6n. 

Dettostraci6n. 

Sean A•(aijl• B•(b1j¡ y C•(c1j¡ tres matrices cuales· 

quiera de orden n. 

De la definici6n de suma 

De la definici6n de producto 

A(B•C)•(aij)(bij•cij) 

n 
A(B+C)• t ai¡'(bij+cij) 

'j•l 
Como la multiplicaci6n es distributiva sobre la suma en 

. e y por las prop~edades de la suma 

. _ n , n 
A(B•C)• t aljbij•t a .. c.· 

j•l ·j•l 1) 1) 

De la definici6n de producto: A(B•C) • AB•AC. 

La s~gunda parte se demuestra en fo~a análo~a •. 

La propiedad dist'ributiva del producto ·sobre la suma de • 

matrices, tanto por la izquierda como por la derecha, puede· gene­

raliZArse (referencia 3 plg. 26) de la siguiente forma: 

A(B+C)•AB+AC y (B•CJA•BA+CA 

siczpre y cuudn las operaciones indtcadns P'.1edan ser efectuadas. 

• ! 
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Defiñ.ii-emos-la resta o sustracciC5n de matrices, a partir 

de ·la sum~, como 

A·B•A•(·B) 

lo cu&l equivele si~ple~ente a restar de les elementos de A, los • 

correspondientes de B. Resulta claro segan la definici6n que, pa· 

ra que dos matrices sean conformables para la resta. de~en serlo P!. 

ra la suma. 

Ejemplo IV. 15. 

Para las matrices 

i/·[~i, ··-~]·'s·-[.:··-~]··' c{i 41 
o -~ 3 -i 1 i 

a) 

b) Obtener A·C 

Soluci6n· 

a) 
r-•·Ú 
l 

S•i 
-3 

b) A·C no puede efectUarse. 
!· }·: ' 

:: 
Producto por un escalar. 

Definici6n. ·· 

·Sean: A•(aij) una mRtrit de orden mxn y at C un escalar. 

El producto ~ por A, que representaremos mediante nA, es 

la matrit 

cA• (aaij) ·. L_ ___ __:~ __ ...:__ _ __: ________ ,, ·-.. 

- 1 o 

..... ~ ; 1 :- : '. 



IV. 4. SU~~ DE MATRICES. 

pefinici6n. 

Sean ·A·(aij) y B•(bij) dos matrices del mismo orden mxn •. 

La adicil5n o SUJ:I.a Á+B de dichas matrices es una nueva matriz •· ... -

C•{cij) de arPen mxn tal que 

cij•aij+bij 

Es decir, los elem~ntos de la matriz C son las s~mas de 

los elementos correspondientes de A y B. 

Ejenplo IV. 14. 

Da.das· las matrices 

A• [~ :J B• [·~ -~] C{~ ~~ ~] D• ~ -~] 
-1 3 1 2 1 o 1 G 1 

a) Obtener A+B 

b) Obtener C+D 

.Solución 

a). 

A•B• [~ :l .f: -~] • [~:~ 
-1 ~J l1 2 -1•1 

7-3] 
4•1 

3•2 -[~ !] 
b) No puede efectuarse la suma C+D dado que las matrices no son -

del mismo orden, en estos· casos se dice que las matrices no son con 

foraables para la s~a. 

Propiedades de la suma de matrices. 

El estudiante puede de:nostrar las siguiCntes pr_opiedades. 

SeL~ A, By C tres matrices del mismo orden (mxn), se cu! 

' ¡. 
! 
! 

ple siempre_que: 

1.- ·(A•B)+C•A+(B•C) .la suma es asoe.iath·a 

2.- A•B· • B+A. ln s~a es conmutativa 

orden mxn, a la que llacaremos matriz nula, tal que 

4.- Para toda matriz A•(a¡j) de orden mxn, existe una • 

matriz a la que llamarec~s. simEtrica de A y representaremOs con -
¿ 

-A, tal q~e 

A+(-A)•(·A)+A•O 

(f5cilmente se~ puede comprobar que la si~~trie.a de A•(a .. ) es 
1) 

-·A·(-a .. ) 
1) 

De la definici6n de suma y· las_ propiedades anteriores~ 

vemos que ·el conjunto· de las. matri.ces del l!lismo orden fQir:l.ail un -

grupo abeliano. 

Un caso particular, es el de las matrices_ cuadradas de 

orden n. El conjUntO (M) · d"e esta·s matrices, con las operaci2_ 

ne:; de suma Y"' producto',: fonna ·un. ahillo con unidad (no conmuta ti 

vo), ya que, 

.¡A, B, C c·-'(M) se cumPle siempre que: 

1) . A + B-e· (M)' ' • " ,-, 

A B e (M) 

2) (A•B)+C• A+(B+C) 

(AB) C• A (BC) 

3) 3 O e (M) tnl que 

3 In• (M) tal que 

:. ·-;. .. : ::: . 

' '• 

A•O• O•A•A 

A 1 •l A•A 
n " 

.. ,, 

: ·-~ 
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Ejemplo. IV. 16.· 

Senn a•3i [
o ' 

y A• ~ 

el producto aA es la matriz 

t
o 

-a A• -3 

3! 

-~J 
2+' 

·3! J . 
9! 

-3+6i 

El "estudiante puede f§cilmente decostrar que esta opera: 

ci6n tiene las .siguientes propiedades. 

Sean A y B dos matrices del mismo orden y a,B dos nGme­

ros complejos, se cumple-siempre que: 

1.- (a•e)A·aA•aA 

2.· a(A+B)•aA+aB 

. 3.· a(BA)•(aB)A. 

4. • 1·A•A 

T~anspu~sta de· una matriz. 

Definici6n. 

Sen la =ntriz A d~ orden mxn. Llntlarem'?s "transpuesta 

de A" y la representaremos ~edi~nte AT, a la matriz de orden nxm 

cuyos renglones son las col~as de A y cuyas columnas son los --

renglones de A. 

es decir: 

entonces 

Se puede decoDtrar (referencia 3 pag. 33) que 

(AB)T. BT AT 

·Ejemplo IV. 17. 

Senn A• [~ .~J 7 ¡¡. 
[: :] 

obtener (AB)T y B.,. AT. 

Soluci6n 

r1 31 

e :] n 10] AB~·l~ ·'··:r • 10 

o 

S 
(AS)' ~ ~: 10 ~ 
"1 "! • t;:l B"' AT .-

comprueba que· (AB)" •BT A" 

- - -· - - - - - -
Ecuaciones-matriciales. 

EjemplO IV. 18. 

Dadas las niatrices ' 

[ ·3J ~- ~:' ·_, B~ ~ 
·S 

obt-ener una matriz x tal qu'e 

Ax - B"T • C + Dx 

Soluei6n 

t 

"i] 

o .J ~ [S S :] ••• se 
S 2 10 10 

~ - - - - - - - -

· .. 

' ' '· 

e-[: ·1 .:] o-[: -~] ·3 

En este caso tenemos una ecunci6n entre matrices·. -donde 

la incógnita es la motriz x. Este tipo de ecuaciones pucdon re-

solverse empleando las propiedades de les operacio~~~ que h~os • 

ll.~fJ.¡¡J,Uu, ¡,¡J.._:~~~.pn.1 )'".Cl!.'l.11J.o IA c.cur.~1~~ b.;t>·::.· ~~-¿:- p!:t!\\ .. ;.rt.~~~ C:CI\"'\"O!. 

' 
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• .. - . 

tGente. 

Para el caso que nos o~pa, x debe ser 'tal que 

A:s.-B" •C+Dx 

su.r.:us..z.~o e.rl cbos ciembros 

•Dx+(Ax·B• )•·Dx+(C+Dx) 

·Dx•(Ax·BJ •·Dx+(Dx+C) 

-Dx+Ax-BT• (-Dx+Dx)+C 

-Dx•Ax.:BT• O+C 

( -Dx+A.x-B ") •B" •C•B"" 

-Dx+Ax•(-B" +B" )•C•B" 

-Dx+Ax•O•C•B,. 

·Dx: 

La suma es concutativa. 

a suma es asociativa. 

·Dx es el inverso para la suma ·de 

x. 

La matriz nula es el idéntico pa­

ra la suma.· 

Sumando en ambos miembrOS B". 

La suna es asociativa. 

-B" es el inverso para la SUDa de· 

B T • 

La matriz nula es el idéntico pa· 

ra la suma: 

a multiplicaci6n es distributivA 

sobre la suma·. 

-¡ ( -1 T l 
(·D•A) ((·D•A)x)• ·D•A) (C•B Suponiendo que existe (·D+A)- pr~ 

' ultiplic~os ambos miembrOs por 

dicha r.atriz. 

((·D•A)"'.(·D•A))x•(·D•A)" 1 (C+B• Por asociatividad del produc_to. 

Por la definici6n de matriz inver· 

sa. Finalmente, como 11 es el _idéntico pt.ra el producto y por la 

conmutatividné de la su~a 

IV-50/51· 
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x• (A·D) :, ¡c."é) 
Lo que hemos hecho· es despejar la inc6gni ta x de la ecua­

ci6n matricial, ju~tific8.ndo los pn$o5 de dicho despeje.· Pueden 

ocitirse estas justificaciones y algunos pasos que. se consideren 

obvios, ccn el ~bjeto de hacer mas corto el proceso. 

Sin embargo, el estudiante debe tener cuidado al despejar 

una incógnita de una ecuación matricial. ya que existen diferencias 

entre las propiedades de las operaciones con matrices y con nGmeros 

reales. 

Efec~uemos las operaciones indicadas en· la at tima expre-

si6n: 

rz -1 4] [O 3 ·S] [2 .21 ·1]. 
Lo -3 -3 • -1 2 4 • -1 1 

[1 ·3] . [3 ·2] -[-2 -~] 
o -1 o 1 o ·-

Veamos si efectivamente 

~::o::l~:t:' -1- e ] 
:. '1. .. 
' o ·-r . 
" 

. ' 
o 1 .-. 

o 

: . ; ' : ~ ; - t' :> • 
(A·D) • 

Por lo que, la inc6.gni ta x puede obtenerse como: 

[-~ .:] r 2 ··:] x• (A·D)" 1 (C+BT) • 1 
4 -1 -1 1 [·: -s .:] • 4 2 

·¡ 
______ _J_ 



t·: 
!, 

, , 
"q .a x• 

1 
! 

- - - - - - - - - - - -.-
La principal diferencia entr~ las matri~es y los nGmeros 

reales es que,-uientras que podemos sumar o 1 · li mu t1p car do~ nfrme--

ros cualesquiera, no siempre pode~os hacerlo con las ~atrices. Su 

poniendo que pueden efe.ctuarse las opernciones indicadas, enlista­

mos a continuaci6n las principales diferencias entre las propieda­

des ~e las Operaciones con n6meros y con matrices: 

1) La ~ultiplicaci6n de ndmeros es conoutativa; la multiplicaci6n 

de catrices no lo es. 

2) Si defini~O!! A1 •AA, el desarrollo matricial (A+B) 1 •A2 +2AB+B2.-

es en general falso (como consecuencia de 1). 

rrecto e.s (A+B) 2 •A 1 +AB+.BA+B 2
• 

El desarrol-lo co-

l) El producto de dos n~eros diferentes de cero nunca es cero, 

pero el producto de ·dos matrices dife'rentes de la matri: 'llula 

Puede ser igual- a cero (la matriz nula). 

Po< ejemplo, si 

A• 
G ~] y . [ l ·ZJ B• . 

-1 2 

·se tiene que AB•O 

.C) La ley c·ancelativa. para el producto se verifica en los ~íir.eros, 

pero no en las matrices. 

Esto es, si a, be R y a~o 

(nb • ac) ~ (b•c) 

pero en la.s co~~..tr1ce' 

• 
(AB • AC) =¡6 (B•C) 

Por ejemplo, con las matrices A y B del ejemplo anterior 

tenemos que 

AB • AO ;ero B~O, p~r lo que no podemos cancelar A. 

Notn. Aunque .(AB•AC) =¡é> (B•C), st se cumple que 

(B•C) :=::::::> (AB•AC) 'r A. 

Ahtes de pasar a la secci6n siguiente, es ~onveniente ac!a 

~ rar que aunque-he~os definido matriz como un arreglo de náneros 

(reales o complejos), el concepto de mat.ri: puede generalizarse co .. 

mo "un arreglo; de nCimeros, funciones u operadores". _En el sigui!._n 

te capttulo 3 e~ cursos posteriores se ver4 la utilidad de dicha - · 

extensi6n. 

. ' 

IV·S2fS3 1 



IV. S, 

Como vinos al inicio de la secci6n IV. 3, po4e~os re~~e~ 

• ( 4). 

aediante la· expresi6n matricial 

AA • 6" 

A esta ecuaci6n matricial, donde :X es la matri:· inc6gni 

ta o indeterminada, se le conoce Co~no "forma matricial .del siste· 

~a.a de ecuaciones (4)". 

• La matriz. 

100 40'] 

·1 

recibe. el nombre de "matriz de coeficientes del sistema .. , y a las 

.matrices 

x· 
[::] y 

se les llnl:la "vector de inc6gnit::ts" y "vector de términos_ indepe!!_ 

dientes" respectivamente. 

En general, la forma nlatricial d'el sistema 

· AA•o 

donde la mat·riz de coeficientes es la aatriz. de mxr.; 

el vector de inc6gnitas es la aatriz. de nx1: 

x• 

y el vector de: tén:inos independientes es l. a. matriz de mx1: 

Es clar·.;-que le·soíver !n e.c!u:.ci5n ius:::riclal Ai"•S es 

equiva'lente ri re';sólver et Sistema, ·por lo que una soluci6n de dicho 

~iste!fia ser§. una matrit colu:nna de n renglones 

•· 

tal que 

DefinireP.os una m"atriz. mlis para el sistema, a la que lla­

ma~emos "matriz s.rc.pliada" del sistema. la cual· juega un po.pel i~O!. 

t4T\te en el estudio teórico de los si:;t<:"m1'.~ de ectu.cioncs. 
~· )~' 



Definici6n. 

La matriz ampliada de un sistema de ecuaciones, que repr~ 

sentaremos con {A, D), es la mitrit de orden mx(n•1) que resulta de 

• 
aumentar, a la m_atriz. de coeficientes, 

pendientes. 

el vector de tEminos indo· ¡-

Entonces, la matriz ampliada del sistema .es: 

(A,D)• 

Sistemas inco~patibles. 

Si analizamos el sistema 

x
1
•2x

1
-x

1
•1 

x
1

+x
2

+x
1
•-S 

b ,. 

vemos que las ecuaciones la. y 3a. no pueden satisfacerse simultl-

neamente, ya que no exis~en tres ndmeros x 1 , x1 , x1 cuya suma sea 

igual a·6 y -s a la vez. El sistema es entonces incompatible. 

Veamos que sucede con los rangos de las matrices 

[: 1 

-:] (A,D){ 

1 

-~] A• z y 2 
_, 

1 1 

·Al efectuar solamente transformaciones por rengl6n, es -

posible dete~inar a la vez lOs rangos de las matrices A y (A, 6) 

op~rando- sobre la matriz ampliada, la cual contiene A la m3triz A. 

Transfor=aremos entonces en UDA matri: escal6n el si·-

eulento .arre¡lo. 

y 

'¡ 

[i 
6 1 

2 
_, 

~ 2 _, 
1 -5 o o 

(A' 

De la ~ltima Q&triz vemos que 

R(A) • 2 

R(A, '6) • 3 

'""" 

t:-7 

' ] [~ -;] 
: 6 1 . 1 

' 1 ~ 1 ·2 ; .. ,, o o 

es decir R(A) < R(A, 0), que es una caracter!stica de todos los -

sistemas incompatibles. 

Sabemos que el sistema es incompat.ible porque las ecuac!o 

nes la. y 3a. no admiten soluci6n simul t!netl~ Daremos otra prueba 

de la incompntibilidad de dicho sistema: 

La Ílltit~.a c.atriz 

u 
1 1 

-;] 1 -z 
o o 

representa el siguiente sistema equivalente 

X¡+Xt+ x,• 6 
' ~ ;t ') ' . ; 1 

ox,•x1-2x,- -5 
:r 1 ·,· •• 

Ox 1+0x 1 +Dx,•l 
: ~ e . 

donde vemos que no eXiSten valores para x 1 , x., x 1 que satisfagnD 

la 3a. ecuaci6n4 

ne _solución y en consecuencia el sistema ori¡lnal .t&J:lpoco. 

Conviene hacer la siguiente observaci6n. 

El·rango de la mntriz ~pliada de un sistema de ecuaci~ 

nas lineales, es igual al rango de lA mntri: de coeficientes o a~ 

or en una unidad, por lo que: J '---------·-· __ e;_· R(_Al_S _r._. C_A é:_óJ.::_ __ 

. : 
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En efecto, sea un sisteoa de ~ ecu~c1ones con n inc6gni· 

tas 

. . . . (, , ) 

cuya aatriz de coeficientes ~s: 

r· 
a •,.] " 

A• a 

. :: n. 
.•.. (, 2) " .. 

a "mz m, mn 

y cuya matriz ampliada es: 

["" 
a •,n J "" " 

cA,oJ· ~·~ 
a •,n .. . 
•m, 8 cm ltl 

Sea el rango de la ~atriz de coeficientes R(A)•r. Eíec· 
1 1u~ndo en "(A, .b) las mismas :'tiansíormacione5 que se efectúan para 

J:~var la matriz A a su foria escalonada, obtendremos la matriz: 

.... :.~.{ 
e,. e'" c1'r•1 ctn, d, 

o c., e cz • r• 1 c,n d 
ZT. • . . 

o o. crr CT'r+l crn dr 

o o o o o dl'+¡ 

o o o o o dm 

continuandn on el proceso, hasta transformar esto matr1t en una ma 

11 - • ~··•Ir. .,da nbt~ndremos: 

7• 

c .. e 
IT el 'r•t c,n d, l 

o e,. 'u e 
1 'r•t e d, zn 

. . . . , 
o o e rr e 

r'r•1 cm dr .• {U) 
o o o o ... o • 
o o o o o o 

Lo o ... ' o o o o . .. 
rij., si j•k J para alglln ••• i . 

donde c .. •O si j<k 
. 1) 

Existen entonces s6lo dos posibilidades: 

a) Sf e•O, R(A, 'b'J•r•R(A) 

b) Si ePO, podemos dividir el r+l Esimo rengl6n en· 

<re e, Obten'iendo: 

de donde 

e 

o e 

o 

o 

·j 

" 
" 
O· 

o 
o 

o o 

•. •j 

• . .i 

e 
IT e 1 'r•t 

e e z 'r• ¡ .. . 
e cr•:¡.+, rr 
o \ o .. 1 

o ,. o 
' .. . ' 

o o 
R;{A,o) '• .r•f ". R'(A)~1'' 

Entonces R{A) < R(A, 6). 

c,n d 
1 

e d zn • 

.. Cr·n dr i· 

l o 
o o 

o o 
' (;. 

Por tanto, hemos demostrado que R(A) :$ R_(A, D). 

Teorema IV. 6. 

Si en un sistema de ecuaciones lineales 

R(A) < R(A,'b) 

L~.~~-~~-~~~ .... ~-~---~-~~~=~-~·--·~-~~o.mpa ~ i b le, 

!i 

---.·.--~--

{ 1 S) 



Demostraci6n 

Si R(A) < R(A, 5), la matriz ampliada del sistema (11) 
• puede transformarse en la matriz (15). En esta altima, el r+1 

Esico re~gl6n representa la ecu-.~i6n 

de un sistema equivalente. 

Obviamente, esta ecuaci6n no se satisface para ningan co~ 

junto de· valores x 1 , x
1

, ••• , xn, por lo que_ el sistema es incompa· 

tibie. 

Ejemplo IV. 19. 

Investigue si el siguiente sistema de ecuaciones tiene '2 

luci6n 

6x +9x +1Sx • 1 
. .l 2. 1 

Transformemos la matriz de coeficientes en u'na matriz es· 

calonada 

R(A)•1 

Transformemos ahora la matriz ampliada en una matriz e sea 

tonada 

[: 3 S 

:] ~ 
3 S :] .-[: 3 S 

.:] '! '! '! '! 
• 

9 . 15 9 1S o o 

. [: 3 S 

:] '! '! 

o o 

R(A,b)• 2 71 

Como R(A) < R(A.D), el sistema no tien~ soluci6n • 

ObsErvese que se hubiera llegado a la misma conclusi6n -

de haber trabajado dit'ecta.:~.ente :con la matri: ampliada. 

Sistemas compatibles determinados. 

Analicemos primeramente e1 caso particular de los siste-

mas de n ecuaciones con n inc6gnitas, en los cuales la matri% de -

coeficientes es de r~ngo n. 

Un sistema de n ecuaciones con n inc6gnitas tiene la fo~ 

m a 

+ 

x, + + 

+ ••• + 

- b 1 

- b n 

En este c&."iO: la matri% de coefici~nt!"S es la matriz cua• 
. , ..... 

drada de orden n 

a 
. 11 

" ' ... 
8n1 8nn 

y si adem§s R(A)•n, por el teorema IV. 4 existe su-inversa A~ 1 

El sistema puede escribirse como 

Ai"·S 

Premultiplicando·ambos miembros por A. 1 
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1( 1 (AX}• A"'¡; 

(A. 1A)x• A"'S 

Ix• A"'S 

x• A" 16" 

Entonces, la matriz columna X que satisface la ecuaci6n 

AX•O puede ser obtenida con s6lo efecruar el producto A- 10. 

Puesto que el producto A- 10 define una rtnica soluci6n X 
. 

podemos concluir que 

Un sistema de n ecuaciones lineales con n .inc6gnitas, 

tal que la matriz de coeficientes tiene rango n, es cOmpatible de 

terminado y su soluci6n puede obtenerse como: 

Solución 

X•A ·to 

Ejemplo IV. 20. 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones 

3x 1 -5+2x 2 •-x 1 

2x 1 +4x 1 • 11•::::: 2 

-x
2

+ x 1 • 3 

Ordenando el sistema tenemos 

que en fo~a matricial puede expresarse como: 

Ai" • ¡; 
r1 2 

:] [::1 donde: A• l: -1 x• 

-1 

,. 

:Y-G2/G3 

lnvest.iguemos si existe la inversa de A: 

+ 

de donde 

o sea 

A I 

[~ 
2 3 1 o 

n [~ 
2 3 1 

·1 4 o 1 + -s ·2 ~2 

·1 o o -1 1 o 

~ 
2 3 1 o 

H 
2 l: o 

:]-[: 1 2 2 1 1 2 1 2 1 
~ .. -. ~~ . •• 1 

·1 1 o o o 7 1 2 1 
! ',. .,. 

1 

En este paso, vemos que R(A)•l, por lo que 

Continuando con el proceso 

2 3 1 
o 2 .. ' 

o 1 3 ·15 
r r 1 
z 1 2 r . ., ·r ~ 0 :]-' o 2 1 o o 7 . ., 

o 

Entonces 

2 1 
7 "7 

S r 
11 

"1 

o 

1 
- .... ¡ 

o 

.. 
·.Z 1 

2 1 r ·7 

·S 11 

,.1 2 .. 

1 n -S 

5 
r 

En consecuenci·a. la ;solución es X•A ·l¡; 

·S 

X¡ •1 ' Xz. •-1, x1 •2 

o 

.--·-

?::Z 

o ;] 1 

o 
2 3 : 1 o 

~1 2 1 2 1 
~~~ • • l. 

o ,. 1 2 1 ,., ·r 
1 

existe A·' 

o 

o 

• l 

' 3 S ·11 o : "7 ., 1 

o 2 1 2 r ·r ·r 
2 1 5 r ·r 7 

Veamos ahora c~es son los rangos de A y A,D ~aTa el si~ 

tema del ejemplo ant"erior: 

.i· 

. ) 
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1 z 3 

1n· [~ 
z 3 

2 ·1 4 .·S ·2 

o ·1 1 ·1 

(A,O) 

[~ 
2 3 S] [~ 

2 3 
+ ·1 1 3 + 1 ·1 . 

o ·1 1 ·14 . o 
De la 6ltima matriz vemos que 

R(A)•3 

R(A,!i)•3 

es decir R(A)•R(A,O). 

~J u 
2 3 

;] + 
+ ·1 1 

·S ·2 

-~] 

Adem~s, R (A) •R(A,D) •n, que· es una caracterf'stica de los 

si5teaas compatibles determinados. 

Teorema IV. 1. 

Si en un sistema de m ecuaciones lineales con n incÓgni· 

tas 

R(A)•R(A,!i)•n 

entonces. el _siste:::~a es COplp_o.tible determinado. 

De~:~ostraci6n. 

Si R(A)•R(A, D)•n, la matriz ampliada del sistema (11) 

puede tran~formarse en la matriz 

c., c,n 

. ::1 n o i c,n 
renglones 

o o 

·: j o o o 
o o • o o o 

o o o 

que representa al sisteca equivalente 

X +e X + 
1 1 2. 1 

··e x •d 
1n n 1 

+ ctnxn•da 

ya que lns ecuaciones representades por los renglones ~1. •••• a 

son todas de la forma 

Ox 1 +0x 1 + ····-t: Oxn•O 

y se satisfncen para cualquier conjunto de valores x 1 , x 1 , · ••• • xn. 

El ·sistega equivalente tienen ecuaciones con n incógni­

tas, y el rango de su aatriz de coeficientes es tambiEn n, po~ lo 

que e5 compatible determinado. 

Ejemplo IV. Z1. 

Resolver el sistema 

3x 1 +2x.t•6 , 
-·.~'!-~ r_.o;· --. 

X 1 - X'1 •1 
: t 'r 

4x + x •7 
1' • : .•:.: 

Soluci6n 
~- ':..:; l <:.:( 

Calculemos los rangos 

[: ·::}[?\':] 
[: :l ;U: : \ ;·j 

o • t :-1 J lo o : o 
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vem~s oue R(A)•R(A~5)·n•Zr rer lo que el sistema es compatib~~ d~ 

tenDinado. 

Res~lviendo el sistena equivalente 
'2 

.;:t•!:x~··-z 

X " 3 • ! 

obtenemos la solución 
a 

7.:. ! 

Sistemas coopatibles indeterminados. 

Volvanos nuevamente al siste:a 

400} .. 
o ..... (4) 

para el que, al inicio del capf~ulo, dimos las 

a) x:,•6, __ · x
1
•2, 

y b) X •13, 
. 1 xt •1 ' 

Vea.mo$· ehora cuales 

Divic!iendo entre 20 

pliada 

100 40 

-1 

En consecuencia 

R(Af•R(A,b)•Z 

si en el sist~m~ ~~~ivalente 

rv t.f.¡r.-, 

x,•Sx.t•2~,· 20 

,.,. x.,· o 

:xs•2 

x,a1 

son loS rnngos de 

el primer re~eHSr. 

400]. ' . 
o [: 

S 

1 

soluciones_ 

A y 

óe 

2 

-1 

(A, Ó) : 

la matrit 

-

&lll-

damo·s a x e.l valor de x •2., tendremos 
1 1 

X +Sx +4 • 20 
1 • 

X%·2 • 0 

De -la segunda ecuaci6n 

X • 2 • 
y, sustituyendo en la primera ecuaci6n 

,, .¡. ' ·\;. --

X~~ 6 

con lo que heQo~ obtenido la soluci6n a). 

Si en el sistema equivalente hacemos ahora x
1
•1. obtene-

nos la soluci6n b). 

En tenernl, hacierydo x
1
•k (una constante arbitraria) en 

el sistema equivalente, obtene~os 

x
1
•Sx

2
•2k•20 

x
2

- k• O 

De la segunda ecuaci6n 

~1· k 

y, sustituyendo en la primera 

A la exprcsi6n (16) le llrimarernos· soluci6n ¡~"'neral del 

sistecB (4}. ya que, para cualquier valor de k. lOs valores de xa. 

x
2

• x, d1:dos por dichn.cxrrrsi6n cor~~tituven una soluc16n de-l sis· 

tema. 

Recordemcs qu~ ol sist~m~ (4) nc' r~pr~~ent3 «1 rrohl~~• 

,_:; 

'··. 



de encontrar el n~ero (x 1 , x2 , x,) de objetos de diferentes tipos 

(A, B, C) que se p~eden fabricar, por lo que 1& soluci6n est' res· 

tringidA a valores enteros no negativos (O, 1, Z a.a) ·de dichas i!!. 

c6gnitas. Entonces, de (16), es f'cil observar que k puede tomar 

finicamente los valores O, 1 y 2 (k ~3 haría x
1 

negativo). 

Tenemos por tanto un sistema indeterzinado con tres sol~ 

·cienes (para k• O, 1, 2) a 

Sin embargo, si consideramos un problema en el que· las • 

inc6gnitas x
1

, x
1 

y x, puéden tomar cualquier valor, tendremos un 

sistema indeterminado con un ndmero infinito-de soluciones (una p~ 

ra cada valor real de k) a 

.Considerando nuevamente los railgos de A y (A, O) y el ng_ 
mero de 1nc6gnitas n, vemos q~e, para el sistema del eje~plo ante· 

rior 

R(A)• R(A,_ 5) < n 

que es una característica de lo~ sistemas compatibles indetermina-­

dos. 

Teorema IV. 8 

Si .en un sistema de m ecuaciones lineal_es con n inc6gnitas 

R(A)•R(A·, S)•r 

y r <n 

entonces el slst.ema es compatible. lridetercinado 

De=.ostraci6n 

Si R(A)•R(A, S)•r y r < n 

la. matriz. a:~p!iada del sistema (11) puede reducirse a: la forma (14). 

~'lnde e•O. 

Le' p~imer~s r renalone~ de dicha mntrit son tales que su 

.-

primer elemento di~tinto .de. cero e~ igual a l.lno y el ntlmero de ce­

ros anteriores a dicho elemento aucenta de renglón a renglOn. 

Si ll~acos z 1 , z 1 , a •• , zr a las 1n~6gnitás cuyos coefl 

cien tes son los elementos mencionados, poCemos ordenar. ·el sistema 

eq~ivnlente en la forma 

1.1.P12.%~+ 

••• 

tr~dr-Pr,r• 1 1 r•l- ••• -prn~n 

Si asignamos valores arbitrarios a las incc5¡ni tas zr••, 

zr•a•···• zn trasladadas a los segundos miembros, el sistema es -

compatible deter.cinado en las incógnitas z
1

, z
1

, ••• , tr. 

Ahora ~ien, 

un ndmero infinit~ de 

como a z + , zr+ , ••• ,z podemos asignarles 
r 1 a .n . 

valore_s arbitrarios, el sistema adem4s de -

ser compatibl~ es indeterminado. 

Ejemplo IV. 22 

Resolver el siguiente 5istema de ecuaciones: 

Soluci6n.: 

x¡_+x 1 +x 1 -zx .. -x, .. 1,_. 

lx 1 +3x~·x 1 •x .. •4x 1 • 4 

x 1 +x 1 +Sx 1 -9x .. ·8x 1 • O 

Calculamos primero los rA"ngos de A y (A, O) 

[~ 
-2 

1 

·9 
-~·: ~]+ [~ 
·8 : o o 

'' 

o ·4 
o 4 

-z 
7 

-7 

_, : 1] 
. 1 

7 • 1 

• 7 1
- 1 

1 



·2 

7 

o 

o 

o· o 

-2 
7 

"t 

o 

-' : '] 7 1 1 
"t 1"1" 
. 1 

o 1 o 
1 

Como R(A)•R(A, bl•2•r el ·sistema es compatible. 

Como r < n, (2 < S), el sistema es indetermiriado. 

Tenemos ahora el sistema equivalente 

x 1 +x
2 

+x
1 

-2x ... -x1 • 

X ~¡X · ¡X • '1 
• • ~ • • "t 

Las dos incógnitas que dejamos en el sistema e{¡uivalente 

son x
1 

y x, •. ya que sus coeficientes son los primeros elementos ~is 

tintos de cero en los renglones de la filtima matriz. En consecuen 

cia, traslada.D.os las tres incógnitas rest_antes a los segundos miet:l­

bros de las ecuaciones. 

Asignando a~~· x ... x1 l~s va~ores x1 •k 1.x .. •k
1 

y x
1

•k 1 te 

neaos el siste:a 

mente 

x 1 +x 1 ·1~k1 •2k1 +k 1 
1 7 7 

x,•_ -7 • ~ k1 • ~k, 

Sustituyendo 1::
1 

en la primera ~c~aci6n obtenemos final-· 

x~·lc 2 

x,·:tc, 
que es la soluci6n general del sistema. 

Si por ejemplo _h~ceoos 

tv-'10/'li 

• 
obtenetloS lu. soluci6n psrticufar. 

1 3 x 1 •y, x1 •1, Xs•¿, x.•1, xa•O 

Otra soluci6n particular ser!a 
S 1· 

x 1 ·~·-~:·0, x1 • -~, x,•o, x1 •0 

que se ·obtuvo parn los valores 

kt•Jc.:~k.t•O 

... 

., , , ~ 

Los resultados obtenidos en esta secci6n,pUedén resumirse 

en el siguiente cuadro 

Sistemas de ecu~ { 
cienes lineales 
~ • o 

Compatibles 
R(A)•R(A,b)•r 

Incompatibles 
R(A)<R(A,D) 

{ Determinados 
r•n 

Indeterminados 
r < n 

Las condiciones que aparecen en el cuadro,fueron enuncia­

das en los teoremas IV. 6, IV. 7 y IV. 8 coco condiciones ~u:ficien­

tes. No es difícil p'robar que dichas condiciones son ta.mbián nec~ 

sarias. 

De loS~ ejemPlcs .ut~lizz_dos 1.en 'el de"sarrollo de- es~a secci6n, 

se ve que _un P!.~c~so .. ~conveni.~l}.t_e p~r~ o~te':le.x: soluciones de Sistemas 

de ecuaciones linaales es el siguiente: 

1) Se obtienen los rangos de A y '(A·, 6) "i.iabajando diiectamente • 

con la cntrit ampliada. 

2) Se clasifica el siste~a en base al cuadro anterior. 

3) De ser compntible. se trabaja con el sistema equivalente reprc 

sentado por la matri~ escalonada que se obtuvo al calcular los 

rangos. 

:. 

,. 
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ecuaciones, de tal fo~a que se obtenga un siste~a compatible 

detercinado e~ r inc6gnitas. 

S) Se .resuelve el sistema obtenido· en 4 por cualquier método (~!. 

f trix inversa; -s~~tituci6u, ~te.) 

Ejemplo IV. 23. 

Resolver el sigui;nte sistema 

a4xJ+xl-4x,-10x,•22x,•4x,·· -9 

X 1 +2x,•4x' - 5x1 - ~~· 2 

-2x
1

+2x
2

+4x,+Sx,+13x 1 +4x,•a3 

lx 1 -2x2 -2x,•3x.-21x1 +3x,• 15 

x 1 -x2 -2x,-x,-6x1 +x1 •2 

obtengamos los rangos: 

·4 

1 

·2 
3 

S 

1 

o 
o 
o 
o 
o 

1 

o 
2 

·2 

o 
-1 

o 

2 

-2 
o 

-1 

-4 
2 

4 

-2 

10 

c2 

2 

.4 

8 
-8 

o 
-4 

-10 

4 

S 

3 
20 
-1 

4 

6 

13 

-9 

o 
-s 

22 
-s 
13 

-21 

-zs 
-6 

-S 
2 
3 

-6 

o 
• 1 

4 -9 

-1 2 

4 1 -3 

l 1 1 S 

-s 1 10 

1 2 

-1 ;1 2 

o 1 -1 

2 1 

6 9 

o o 
. z o 

+ 

+ 

-4 

-2 

3 

·s 
1 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
1 

2 

-2 
o 

-1 

o 
1 

2 
-2 
-1 

o 

2 4 

~4 -10 

4 S 

-2 3 

10 20 

-2 -1 

z 
4 

8 

-8 

-4 

o 

4 
6 

13 
-9 

-s 
o 

-s 
22 

13 

-21 

-2S 
-6 

-s 
2 

3 

-6 

-1 

o 

-1 

4 

4 

3 

-s 
1 

-1 
o· 
2 

6 

2 

o 

2 
-9 

-3 

·1 S 

10 

2 

. 21 -1 

1 

~J 

1 o 
o 1 

o o 
o o 
o o 
o o 

1 o 
o 
o o 
o o 
o o 
O. O 

2 

4 

o 
o 
o 
o 

2 

4 

o 
o 
o 
o 

4 -s 
6 2 

1 "1 

3 -2 
1 

-1 : 21 o 1-1 
1 

21 3 
1 + 

6 1 1 

2 :-lj 
o o o ' o 

1 

4 

6 

1 

o 
o 
o 

• 1 1 _, 
....... <:;- ¡·•.¿. • 

2 o 1-1 

-1 i 1 l 
1 

1 o 1-2 
1 o o 1 o 

o o: o 

1 o 2 4 
o 4 . 6 

o o o 1 

o .o .o o 
o o o o 
e o o o 

-s 
2 

-1 

1 

2 
o 

:De. esta matriz podecos observsr que 

-1 1 2 
1 o 1 -1 

2 1 l 
1 

o 1 -2 
1 o 1 -4 

o· 1 o 
1 

R(A)•R(A,0)•4 (siste~a cozpatible). 

Tenemos entonces r•4 

77 

+ 

y n•6 (!líimero de inc6gnltas), por lo ·que 

·el sisteca en cuesti6n es compatible indeterminado. 

El sistema equivalente que representa la ~ltima mat~~z es: 

x
1 

+2x,•4x,.-':5x¡-x 1 •Z 

x 1 +4x,:6~ 111 •2x.. •·1 

x 111 -x 1 •2x,•3 

•-2 

Co~o se dijo anter~ormente~ debemos despejar a-r•2 1nc6¡ 

1 ·• 

( 
j 
~ 

nitas, dejando del lodo. izquierdo 

primer uno de cada .reng16n de lo 

• 
aquell&s·cuyo coeficiente es el •

1 matriz escalonada (x,, x 2 , x,, x 1): -.-

•4x ·Sx ·2~2x •x . .. . ' 
x ·•6x •2x •-l-4x 

2 . .. ' 1 

x,· x .. • 3-2x• 

X "'-2 . ~. . •• t 

f 



Dando valores arbitrarios a x, y x
1

; 

x1 •k 1 

x1 •k 1 

obtenemos el sistema 

donde 

A• 

y podet:~.os 

Por tanto 

fV.74f'!~ 

•4x.·Sx,•2-2k 1 +k 2 

x 1 +6x.•ix 1 ·-1-4k 1 

x-- x 1 •3-2k 2 

Este sistem·a es de la forma 

¡¡ 
o 4 ·•j n 1 6 2 - x, 
o 1 ·1 

x• : • x 1 o o 1 "' • 

¡;. 

resolverlo utili:ando la matriz 

x·A·;; 
Como es f'cil verificar: 

['·"·''1 ·1·4k 1 

3-2): l 
-z . x, 

inversa de A, como· 

r~t 
l X,.¡ 

[ 

2•2k 1 +k1 ·4(3·2k1 )·2l 
·1·4k

1
·6(3·2k

1
)·8(·2) 

3·2k,·2 
.z 

78 

finalmente 

[l [ 

·12·2k •9k l 
-3--41:::+12~~ 

1-Zk, . 
-2 

.. ' 

Entonces, la soluci6n general del sis~ema original es: 

X •-1Z-2k +9k 
1 . 1 2 

X •·3-4Jc +12k :r 1 . l 

x, .. x. 
x.•1·2k1 

x
1
•-l 

x1 •k 1 

. ·' 

Ejemplo IV. 24. 

Sea el sistema x•y•z•6 
·,. • ') • J ! ~. 

U: 

...... 
x-Zz •-4 

3x•2y•8 
Sx• 2y +8z•O 

•. 

j: 

¿Qu6 valores puede temor s·par& que la soluci6n del sistema sea Qn! 

Ca! Dando a 8 uño de esos valores ·resuélvase el sist~=a. 

Soluci6n. 

L8 soluci6n del sistema e~ üni'a p~ra uquellos valores de 

8 que hagan R(A)•R(A,O)•n 

Rr.d:1.(.icn.dn, :.v ~.!:trit amrlis.da o. s:.: f6r.:u. -:-s:a!onada: 

: ' • 1 

' . 

.. ···-···------



1 1 ' ~~l ' o -z -1 -3 ,-10 1 3 

z o ' -1 ·3 1 ·10 ' : o [i z 6 ' ll ¡¡ 
-3 

: l 
·5+6:-~0 

' - ri 
~· 

-3 
O. • OJ 

-s·B:-3o 

¡¡ : '] r~ 
1 ' : l ·: 1 o ' 1 3 1 3 r1 O 

4 : o 
4 o 4+ S: O o o 

o 4~ S ' o Lo, o -o : o 
' 

De la altima matriz vemos que 

Si 4•8·0. R(A)•R(A,ti)•2 (com.p:atible indetermi.nado) 

Si 4•610, R(A)•R(A,ti)•3 (con:patible determinac!o) 

por tanto. el sistema tiene_soluci6n Gnica ~a e R. s ~ ·4. 

Si B~-4. de la filtima matriz se tiene el sistema equivalente 

(4•6)z•O 

cuya solución es 

x•-4, y•10, z•O 

Sistemas homoefneos. 

' A los·~istemas de ecUaciones lineales de la forma 

a .. XI •a, a x, • • a 
ID xn o 

a X +a X • • a xn . o 
" 1 " ' zn 

- .· . . . . 
a X •• X • . .. • 8 mn xn . o 

m, 1 m, ,. 
Se les llama sistemas homogéneos. 

La representaci6n matricial de un sistema homogéneo es 

AX'•O (d?n.:!e O.es la matriz nula de orden mxl) 

llamada soluci6n trivial. Adea..ts., e.1 un sistem& homogéneo se tie 

ne siempre que 

R(A)•R(A,Ii) 

puesto que agregando una colUmna de ceros no puede elevarse el ra~ 

~on de una ~3triz·. 

Si R(A)•n, el sistema-solo adoite la soluciOn trivial ya 

que la solución de la ecuación 

IÜ•O 

es· 

Si R(A)< n, el sistema es indeterminado_y admite otras­

soluciones ·adema:s de la trivial, _la~ cuales pueden obtenerse media!!. 

te cualquiera de los procedi~ientos vistos anteriormente. 

. ' ~· 
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IV o 6o DETERHINANTES. 

Consideremos ·el sistema de ecuaciones 

& - ... ~ .. •b '"' 
11""1 "'12 .... 2 I} 

. . . .( 17) 
az,x,•a;,zxz•bt 

cuya matriz- de coeficientes es 

[
.11 ""] 
8

z1 
8

tz 

Para eliminar x
2 por sustracción multipliquemos la prime 

ra ecuación por a 21 y la segunda por·a
11

, con lo que resulta el -· 

sistema equivalente. 

a,,alzx,·•a,tazzx,.•aztbt 

a,zat,x,•a,tazzxt•a,zbt 

r~stando la segunda eCuación de la primera 

(a,,azt- 8 It 8 zt)xi• 8 izb,-aitbz 

si a,·a,-a.,a,~ o 
bl Bu ·811 bz 

X • 1 8 11 8 zt- 8 12 8 z, 
o o •• ( 18) 

En forma similar podemos obtener 

X • • 
a, 1 bt • b t 8 z 1 

8 1 1 8 a z - 8 1 2 et 1 
.(19) 

Sustituyendo en las ecuaciOnes (17), los valores de x ·y 
. 1 

~ dados por las expresiones (18) y (19), puede comProbarse fácil-

mente que se trata de una solución. 

El coman denominador de las expresiones (lS)'y (19) estA 

expresado en términos de lOs elementos de la matriz A de coeficie~ 

tes. A este nOmero se le conoce co~o determinante de la m•triz A 

IV-78(79 

{!)(; 

·y se le representa e o~ de t (A). Se diCe que es un determinante 

de segundo Orden. por ser la matriz de orden 2. 

Para designar al determinante de la matriz Á se ~plea_ 

1~ siguiente n~t&ci~n 

I:J• :u¡ .. all_ 8 ~z- 8 ¡a 8 zt.· ····(lO) 
l l ll 

donde hemos reemplazado los p~réntésiS rectangulares por "f!l:zrras .. 

"verticaleS paTa distinguir al determinante de la matrit. Es i:!! 

portante subrayar-que, mientras que la matrit es un arreglo de n~­

meros, el deter~inante es un namero perfectamente definido por la 

matrit cuadrad&. 

Por_cjemplo 

lo 2 31 • • 
- •(o2)(S)·(3)(·1)~-10+3•-7 

o 1 S · · 

Los numeradores de las expresiones (18) y (19) tienen la 

misma foTma que el deno~inador, o sea, tambi~n son determinantes -

de segundo orden._._._ 

De -~-cu·e-~'do 1
con ·la e~xPi~'si6n :'(zñf'q¿'e- define al detenni-

:, ; .l- : ¡ .. . :; . -' 
nante de segundo orden, podemos "éscrib,ir 

., 

~: al~, 
,, ¡ :r. 

. ·"·· n:i 
X • 

1 

~11 ... , ... a,. 

, ... 
., b 1 1 

b, 
X " 

' , ... .... , ... ... 
El nt:mr.r~do_:- d~ ]_~ prim_ers e;:;-~r,zsión es. el dete!"minil~te 

·' 



de una matriz que se obtiene a partir de la matriz A, sustituyendo 

la columna de coeficientes ¿e x 1 por el vector de términos indepe~ 

dientes. El numerador de la Segunda expresión· es el dete-rminante 

dfl: otrt. MJtt:Tit. que ·se obtiene tllmbién a partir de A, reemplazando 

ahora la columna de coeficientes de x 1 por el vector de términos -

independiente.s. 

A la regla sugerida por estas expresiones para resolver 

un sistema de ecuaciones se le conoce como regla de Cr~er y obvi~ 

mente es aplicable siempre Y. cuando det (~) ~ O 

Consideremo3 ahora el sistema de 3 ecuaciones con 3 in-

c6gnitas 

a 11x
1
+a

11
x

2
+a! 1x 1•b 1 

a 21x 1 +a 12x 2 +a 21~ 1 ·b 2 
a 1 ,x

1 
+a

12
x

2 
+a 11x 1 •b 1 

cuya matriz de coeficientes es 

[

a 
11 ... 

•., 
... 
•., 

a1l 
a;~a 

a.a, 

. (21) 

Mediante un proceso sicilar al empl_eado para el sistema 

· (17), encontram~s que los valores de las inc6gnitas que satisfacen 

·.el sistema son 

X • 
1 

(22) 

x • attb:a,,•a,,altb,•b1a2,a,t·a,,bla.•t-attal,b,-btazta,, 
• (23) 

a
11

a
1

la 1 ,•u 
12

a
1 1 a 

11 
+a 11 a

11
a

11
-o. 1.1 a

11
a 11 -a 11 a 2 1 a 11 -a 11 & 21 & •a 

Gl 
se le conoce COn:!O deten:::inante de la matriz A y es- un dete.~inante 

de tercer orden. La expresi6n que define al determinante de ter-

cer orden es~ 

8 11 8:1t al, 

a.11 a 21 a 21 •.a1 ,_a12 B 11 +a1_2 a 1 ,a11 +a 11 a 11 a 12 -a11 a 22 a 11 -

a11 ~u a 11 -a 11 aua.,-a11 a 21 a 12 • (2S) 

Por ejemplo 

-4 

lución 

o 
S 

-z 

del 

-3 

2 

o 

•(1) (5).(0)+ (O) (Z) (1 )+( -3) (-4) (-Z)- ( -3)(5) (1)­

-(0)(-4)(0)-(1)(2)(-2)•0+0-24+15-0+4•-5 

De acuerdo con la expresi6n (25), podemos escribir las~ 

sistesa· coro. o sigue· ., '· 
b1 ... a,,l 
b, ... ~. ·¡ 
b, ... ... 

X • 1 ... a,: ... 
n,. ... .a:l, 

~11 n., ... ... b1 :: :¡: ... b, . • ... b, ... 
1 ' 

x,· 
' 8¡~ ' ' n 1 • ... ... '• ·~ a 11 · a 2 ; '' ... a,: ... 

a.-., n., b1 ... ... b, ... 8. 2 . b, 

x1• 
• 1 • ... ... 
a~ 1 B:.:l . .. 
·'~r 1 ... ... 

i 
1 ·:·· 
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con lo que resulta lOglco tratar de gener-alizar la regla de Cramer 

para el· caso· de un siste=a den ecuaciones con n incógnitas. sin 
eabargo, requericos de ~~a delinici6n para el dete~innnte de or• 

den n. 

Definici6n de determinsnt~. 

Quereaos generalizar ln definición de determinante· para 

Un n arbitrario, en base a las expresiones (20) y (25) que definen 

a los deterninantes de orden 2 y 3, respectivaoente. 

Sin embargo, no es posible hacer esto -del mismo modo (es 

decir, resolviendo en forma· general un sistema de ecuaciones line!_ 

les); pues o. cedi'da que au::J.ent:a n,los cAlculas se hacen c!s compl!: 

cados y,-siendo n arbitrario, son pr~cticacente irrealizables. 

Estableceremos una ley gener&l examinando los determina~ 

tes de- segundo y tercer orden, y tomaremos esta como definici6n 

para el determinante de orden n. Antes. definiremos los concep 4 

tos de permutación y clase de una peri>~.u_taci6n que ñeceSitaremos P!. 

ra ello. 

Las permutaciones de los n. nGmeros del c~njunt.P ( 1,2,3, 

••• ,n) son las diferentes moneras en' que puede~ se~ arreglados. 

Por eje~plo, las· permutaciones de los nGmeros 1,2.3, son 

les. arreglos 

1 • l, 2 
2, l, 1 

l, 2, 

1 • 2, l 

2. 1 • l 

l, 1 • 2 

El conjunto d~ tedas las percutaciones den nGmeros, es· 

ta for~~do por.n! l!:rrez.los Q pet~u::.ncion~s y se represe~ta por 5 . 
" 

Llamareaos permutaci6n principal a aquella en la que los ndmeros • 

aparecen en el orden natural. 

En el ejemPlo cnterior tenemos 3!•6"pennu1 ... .:iones, donde 

la per~utaci6n princip~l es 1,· l. 3. 

Considereaos una p~rcutaci6n arbitraria. a 1 , a.,,· ..• , "'n 

de los nGmeros 1, 2, ••• , n. Diremos que dicha ·permut_aci6n es_ de 

cla~e pa~ -o impnr según exista un ndoero p4r o impar de inversio• 

nes en el orden natural,_ es d~c~r; parejas (a1 ,c;) tal.es que a
1 

pr~ 

c"ede a e;. en la permutación y ';e <a1 • A ¡·a permutaci6n_ principal 

le asign~!ecos la clase par. 

-Para los pe~utacioneS del ~je~plo teneoos que: 

1, 3, z es de clase impar ya que existe u?a pareja, la • ·. 

pareja (3, 2), tal que 3 precede a 2 en la permutaci6n y 2<3. 

2, 3, 1 es de clase par ya que existen dos parejas,· (2,1) 

y (3,1), tales que 2 precede a 1 y 1<2; 3 precede a 1 y 1<3 

l, 2, 1 es de clase imp·ar ya que existen. tres parejas, 

~3,2), (3~1) y (2,1), ~ales que~ precede a 2 y 2<3; 3 precede a 1 
• ~. •• • • ; 1 • ' • • .~' 

y 1<3; 2 prece~e.arl Y_~<~~ 
1 ' 

1, 2, 3 es de clase pnr 
• ¡1 

(por definición). 

Proce4icndo en forma nnli.loga vemos que: . . , .... 
2, 1 • l es de clase impar. 

3, 1 • 2 es de clase par. 

Recordando la expresi6n que define al determinante de 2o. 

oró en 

1 

... 
a,. a "1 •a.la::t4at2a21 ... 

observat'los que: 

\, 

'. 
., 



a) "El detert:linante es le su:na z.l~ebraica_de dos (2!) productos. 

b) Cada producto. t!.en'! dos factc .. res. 

~) En cada producto hay ele~entos de todo~ los renglones (y uno s~ 

lo de cada renglGn). 

d) En cada producto hay eleaentos de todas las columnas (y uno s6~ 

lo de c~da columna). 

e) Si los elementos se escriben de tal manera que los primeros !n~ 

diCes foreén una permutación principal, se antepone un signo • 

al producto en que los segundos índices for~an un~ permu~aci6n de 

clase par y un signo - al producto en que los segundos !ndices for 

. :can una permutación de clase impar·. 

Recordando la expresi6n que define al determinante de --

3er. orden 

a 1 ¡ Bu: a1a 

a:·l 8 zz aza 
a•l att a,, 

observamos que: 

• • . . . . (25) 

a) El determinante es la suma algebraica de seis (3!) productos. 

b) Ceda producto tiene 3 factores 

e) En cada producto hay elementos de todos los reng·lones (y uno 56 

lo de cada rengl6~) .. 

d) En cada producto hay elementos de todas las colu~iSS (y uno s6lo 

en cnda colucnn). 

e) Si los eleJ:~.entos se esc·riben de tal manera que los priC'Ieros fn· 

dices for:1e:1 una permutné.i6n principal, se 9.:'1tepone un !.igno • 

a los productos en que los segundos índices for~an una perrnutnci6n 

~e. clase pnr y un st~no ~ e lvs ?ro&uctos er. ~uc los"segundos índi~ 

':t. .-

j. r. 
8} 

Generali:~~do, para e~ de~ermiñante de orden~ se tendr4: 

a) El determinante es la suma algebraica· de n: productos. 

b) CAda -producto tiene n factores. 

e) En cada producto hay el~centos de todos renglones (y uno s6lo 

de cnda ren~l6n). 

d) En cada prod~cto hay elementos de todas las columnas (y uno s6 

lo de cada columna). 

e) Si los .. elementos se escriben de tal ~:~anera·que los· priiueros Í!t · 

' dices ·fort:1en unn. permut.:!.ci6n prii-tcipnl. se antepone un signo + 

a los productos er. que los segundos índices foroan una perm~taci6n 

de clase par y un signo- a los productos·en que los segundos lnd! 

ces forman una permutación· de clase impnr.· 

Estn~lctcnmo5 ahora la ley que define al det~inantc de 

orden n: 

ConsídereQos la matiit cuadrada de orden n 

a .. n., a zn 

• .al:: a 
" zn 

A• 

·~n·l 8 nz .. • .. .. 
" nn 

y un producto de ·h de sUs elementos 

tomados de tal ganera que haya elementos de todos sus renglones (y 

uno sólo ·de cada rengl6n), y que haya elementos de todas sus col\~!. 

nas (y uno s61o de c"nda colu:nna). 

Los factores de este producto están ordenados de tal mo· 

,· 

sucest6n d.c los ·s.eg_undos índices forman una pernuta.ci6n. 

': t: ' 



d~ los n1oeros 1, 2, ·~· n. Para est~ p~rmutaci6n definiremos 

E•+1 si la pemutnci~n es de clase pa-:-

E•-·1 si l~ pewute.ci6n es rle eles e ittpa:-

Formemos el producto p-ror·isto de s igr.o 

(26) 

Co~o el. conjunto Sn de ~odas las permutaciones de n ndme 

ros está formada por n! arreglos, podemos formar n! productos del 

tipo (26). 

El determinante de la natri~ A se define como la suma de 

estos n: productos dotedos de signo (a los ~uales se les lln~a t~r 

cinos del Ceter~inante). 

Definici6n. 

det (Al·¡ e a . 
n lal 

a . n"n • .... (27) 

De la definici6n ant~rior se concluye que: 

1) Par.a obtene·r·~odo! los términos del desarrollo de un deten:ti· 

nante, basta con escribi;r el término principal .(multiplicando. 

ros ele:::~cntos so~re la diagcnal principa~) y a par~ir de éste ob­

tener todos los decás dejando fijos los primeros S:ndices y .permu­

tando de todas l~s ~~neras posible~ los segundos índi~es. 

2) Como de los segundos índices hay n! permutaciones, la mitad 

d"e clase par y la citad de clase impar, hnbrli n: tlinninos en 

el desarrollo del determinante, la ~itad con si6no • y la ~itnd 

con signo -. 

3) Los signos + y • se asignan segGn la per=utaciOn de los segu~ 

Ejemplo ¡y, 2S. 

Obtener el desarrollo del ~eterminante de 2o. orden a pt~ 

tir de la deíinici6n 

det (A) • 

De ac 1Jerdo c.~-::'-. ..,1~ anterior, el tErmino priilcipal se~4 

Dejamos fijos los princros índices y permutamos los segu~ 

dOs d~ todas las ~aneras posibles: 

1 z clase par + + 

21 clase ir.~.par .. 

El desarrollo será entcnces: 

Ejemplo IV. 26. 

Obtener el desarrollo del dete~inante de 3er. orden, a 

partir de la definici6n 
.:. l 

a : • a, ., 
det (A)~ ' '' ... a., ... 

.Q. ,·l ·a • z a,. 

Ter~ino principal: 

Dejando fijos los primeros índices. las permutaciones de 

los segundos fndices son: 

z 3 clase por • + 

1· 3 z clc.·.:;e impo.r • 
2 1 3 clase imp_nr • 
2 3 el o. :se par • + 

' :1. ... -C~n~.: . ~· ~ .. 1 • .. 
3 2 l, .clast;! iopar 

..:\ ~-.. 



el desarrollo serA: 

det(~)·all 4 lt 8 lt·&11 8 :s 4 sz·a,zaa¡e,,•atzazs8 s¡•~1, 8 zt 8 1t. 

-a11 4 2za~1 

Cálculo de deteroinantes. 

Si (M) representa al conju~o de las matrices cuadradas 

de orden n con ele~entos en C, podemos definir la funci6n 

det: (M) e 
que esigna ~ la matriz A E (M) el escalar espec!fico det (A) E C. 

Tal funci6n queda definida por la expresi6n (27) que re-

presenta une sumn_de n!_ productos de e!em~nto:; de A. 

El empleo de dicha expresi6n pnra el cálculo de determi­

nantes no se acost~bra en la pr~ctica por resultar demasiado lab~ 

rioso~ a cambio se han desarrollado ril~todos más sencillos que, con· 

ducen a los cismos resultados. Tres de dichos métodos trataremos 

en esta secci6n. 

Regla de Sarrus. 

La regla de Sarrus indica que para obtener el valor de un 

determinante de 2o. orden, al ,Producto de los clecentos de la diag~ 

nnl principal (lineas llena$) se resta el producto de 103 elementos 

de la "diagonal secundaria" (lineas punteados). As{ tendre=os que 

que coincide con el desarrollo segOn la d_eíinici6n. 

por ejeo.plo 

-~ 
-{ (3) (-:1)- (- 5) (4)·-7•20~11. 

La regla de Sarrus iñdica que para obtener el valor de un 

determinante de 3er. orden, a los productos de los ele~entos de la 

diagonal principal y paralelas a ella (lineas llenas) se restan los 

ella (líneas punteadas). Para observar mejor- éstos productos, se 

pueden escribir el pri~~ro y segundo renglón ~nmediataaente despuEs 

del tercero. As! tenemos que; 

que 

' . 
a a a 
ll.-1% 1 1 

·"'-- 'X,_ a-' a a 
• :1. 1 _, 2 2. , 2. S 

: r ~ ""' ~ • a-' a' a 

• a a a +a a a • 
11 ~~ SI 21 ll 11 

·a a a -a a a !.t12ll 111!21 ~ -~: ?_-':~_::-' -:_é' ::' '(::'::;::'=':'! 
coincide con ~1 desarrollo segGn la definici6n.-

Por ejer.:plo: 

4 

2 • 

4 

(3) (S) (4)+ (1) (-S) (4)+(-3) (2) (2)- (4) (S) (-3)­

- (2) (1) (4)- (:1) (-S) (2) •110 

Vale 13 per.~ subrey7_: que L1 regla de Sarrus se ha enun­

_ciado exclusivamente para los determinñntes de 2o. y-3er. orden. 

Es frecuCnte. tender· a· ~,;.en~ralizar esta regla para calcu­

lar determinantes de orden mayor, sin embargo; el estudiante pue­

de fácilmente demostrar que si ~PtiC~r la' regla dé Sorrus·a un de-
~ • ' ' 1 • 

terminante de orden superior a~ tercero, se obtiene un desarrollo 

que no coi_nCide con la defÚlicieiri. El m~todo que veremos o cont! 

nun-::i6n es aplicable a un determinante do cualquier' orden. 

Desarrollo por cofactore~. 

Volviendo al ejemplo IV. 26, el resultado obtenido para 

el deteTm~n~nto d~ 3er. orden segfin lA d~finici6n es: 

. ~ .. 

'· 
•' :e: .... 



factorizando los ele:nentos del' primer rengl6n teneoos: 

det(~)-a11 (n2 :a~ 1 -azta,!)-a~:(a:,a;~-a~¡e,,) 

•a11 (azlaJt- 4zzAtl) 

de acuerdo con la definici5n de determinante de 2o. orden podemos 

escribir: 

det (A)•i
11 ·a.,, a21 a,.¡ .. .,,." a,.¡ 

. a11 a11 a 11 a 12 

para determinar los signos de los termines hacemos: 

• 

1 
...... 1 
a, l a, 1 

• ( 27) 

donde los exponentes_ de ( -1) -son la -suma de los índices del elern.~~ 

to del pri~er reng16n. 

A la erpresi6n (27) se le llama desarrollo por cofactores 

del determinante respecto a s;u primer renglón. 

Se recomienda al estudiante h~cer el desarrollo del mi! 

mo determinante respecto 4 alguno de lo5 renglones o colucnas re~ 

tantes. Es obvio que el resul~ado de ambos desarrollos e~ norn~-

ricamente igual a det(A). 

En la expresi6n (27) puede observarse que, los·determi· 

nantes que multiplican a los elementos del primer rengl6n, pued~n 

obtenerse eliminando ~n el determinante original. ~1 rcng16n y la 

columna donde se encuentra el elemento correspondiente. 

' ' 

Por ejemplo, el·determinante que multipliea al elemento 

a
12 

puede obtenerse suprimiendo el primer re~gl6n y la segunda e~ 

lumna del determinante original 

'-~i l.:._$-- ~¡¡1 .,, . .. 1 
... ... a:.~l a:1 a2 s. ' 1 ... 

. ·-·', -, '• 
a este detercinante se le llama el menor de a 11 y lo representare-

Generalizando, daremos la siguiente 

Definición. 

Se ·llz.ma cenor del eleoento aij de ~n deten:dnante de or 

den n, el det~n::linante de orden n-1. que se obtiene al suprimir, en 

el determinante original, el rengl6n i y la columna j. 

1 . d 10 u A menor· e aij representaremos con nij" 

De a=uerdo con esta notación, la expresi6n (27) puede e~ 

cribirse como 
!+: l~.l •.•• 

det(A)•(-l) a
11

M11 +(-1) u
11

M
12

+(-1) a
11

M
11

• 
. . .: ¡:: . ¡ : ;, : 

o bien, en forca condensada 

Si elegimos el renglón k, para desarrollar por cofacto­

res el determinante de 3er. orden, dicho desarrollo est4 expresa-

do por 

y si elegimo! la columna k, por 

1' 

:. -} .. 



1 • +k 
det(A)• E (-1)

1
. •nMn 

i•, 

·En general. Si A es una catriz cuadrada de orden n: 

(28) 

det(A)• ~ (·1)i+k (29) 
i•l 

donde k e N y l<k<n 

D~finici6n. 

Llru::u:.::.os· cofactor del elemento aij al detercinante 
1 

(·1)i+j Mij• al que representamos c~n A1j· 
Con ayuda de esta definici6n, el m~todo sugerido por las 

expresiones (28) y (29) (al que se llama "méta:do de desarrollo por 

cofactore_s") puede enunciarse como sigue: 

El valor de un deter:ninante puede obtenerse efe,ctuando .. 

la suma de los productos de les ele~entos de una cualquiera de sus 

línea~ (renglón~ col~na) por sus respectivos cofactores. 

Ejec?lo IV. 27 

Calcular el determinante de la matriz A por el método de 

desarrollo por cofactores. 

A• 

Soluci61'! 

-3 

2 

4 

-S 
o 

-1 

-7 

-¡] 

Pri~e~o~ debemos elegir un rengl6n o una columna pnra ·-

efectuir el desa~rollo. Anali ando la matriz, vemos que es conv~ 
' 

2o. Rengl6n 

3er. Renglón 

1a. ·Columna 

la. Columna 

ya que cada una de ellas tiene un elemento·nulo T el producto de • 

d~cho elemento por su respectivo cofactor ser! igual a cero. Es-

to simplifica el trabajo al c~lculo de s6lo tres deterninAntes de 

3er. orden. 

Deserroll~ndo por ~ofactores según el 2o4 renglón: 

det(A)•1A 11 ·3Az!•OA 11 ·6Az~ 

Los cofactores Aij se obtienen como 

. - ) i +j Aij (-1 l\j 

DesarrollB.ndo por la r~gla de Sarrus los meJÍ.ores M
21

• · •. 

M
22 

Y M 2 ~ obtenemos: 

w . 
" 

finalme.nte 

2 -5 1 

o -1 2 
1 .. , 7 .·,, 6 

1 

2 
4 

-5 

- 1 

-7 

•-12-10+1•28•7 ,. 

·-28-1+10+8•-11 

det(A)•-18-3(7)-6(·11)•27 

. ' ;~ 

A •·11 •• 

En el o~ So· gene·iar;· éí ~~:fes8rr~o-i10 f?Of ~~!a.ct?ie!: tran~f~.! 

ma el problema de calcular un dete~inente de orden n en el ·de cal· 
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cular n Cete~inantes de oréen n-1. Cada uno de éstos determina~· 

tes puede desarrollarse n su vci por· cofactores, obteniéndose men~ 

res de ordPn n-2 y nsf succsivcoente. Se acost~bra conti&uar el 

proceso hasta. ob.tener menores de orden 3 o de orden 2-, los cuales 

pueden resolverse empleando la r~gla de Sarrus. 

Propiedades elementales. 

Los determinantes tienen ciertas propiedades_ quC es fitil 

conocer. Son de interés principalmente las condiciones bajo lns 

cuales un detercinante es nulo; as! como las transíormociOnes que. 

efectuadas en la catriz, no alter~ el valor del deterginante. o le 

producen una a!teraci6n fácilcentc calculable. 

Estas propiedades, llamadas prop~cdades elementales, se 

demuestran a partir de la definici6n(2) y son las que a continua-

ci6n se enlistan. En lo que sigue, por una linea deberá entende~ 

se un rengl6n o una col~na. 

1) Si una l!nea estl constitui~a por ceros, el deternin~nte es nu 

lo. 

2) Si dos líneas paralelas son proporcionales, el determin&nte es· 

.nulo. (En particular, si dos lineas paralela~ son iguales, el 

determinante- es nulo). 

l) Si se intercambian dos líneas pSralelas cualesquiera •. el dete.r 

ainante s6lo ca=bia de signo. 

4) Si se multiplican todos los ele~entos de una liriea por un nU=é 

ro ~. el valor del dete~inante queda multiplicado por k. 

S) El valor del determinante no cambia, si se intercambian rengl~ 

----------,...---·-·-----··- --
(2) El ~ 5 tudi~nte pu~~~ con5ultar lo d~mo~tyaci6n en lu ref·erencia 

2 p~&L ~_;; !- 3:i. 

nes por columnas y vi~eversn. 

det(A)•det(A •) 

Es decir: 

6) El valor de un detercinnnte no c4mbia, si a los eleaentos de 

una de sus líneas, se sUman' tOs ele~entos correspOndientes a 

otra línea paralela multiplicados por un nficero k. 

·Un céto~o de condensaci6n. 

El m~todo de desarrollo por cofac~ores, aunque aplicable 

a determinante!: di:! cunlquier orden, puede" resultnr en ocasiones de· 

masiado laborioso. Si regreSamos al ejemplo IV. 27, vemos que al 

elegir el 2o. rengl6n en lugar del to., nos heoos evitado e1 cll~ 
lo de un detcroinante de Ser. orden. 

Si en una lln~a cualquiera-de· un determinante, todos los 

elementos excepto cno fueran nulos, sin dudo. escogeríamos dicha 11 
nea para efectuar el desarrollo. El métodn q•Jc propondremos a 

continuación se b•sa en esta idea y consiste en: 

a.} Eles; ir ~a lín::n. ~:Ue contenga el mayor· número de ceros. 
.. 

b) Aplicar re~t~rJ:!dS.mente _ls_propi_~dad (6) ho.sta reducir a. cero -

todos los elementos de dicha lfne:a exc_epto. uno. (Si todos -

l-os elementos se reducen_ a cero,_el d~terre.inonte es nulo por la 

propiedad (1)). · 

e) Desarrollar por cofnctores·segan dicha linea. 

d) Repetir el proceso hasta obtener un determin~nte de se¡undo o 

tercer orden. 

Ejemplo IV. 28 

Calcular el determinante de la matrit A emplea~do el ~E-

. :. 



3 2 

A• 5 
.¡ 2 

¡ 

1 

3 2 

det(A)• 5 
4 z 
1 2 

(3) (2) 

z -1 

t. o 
2 

1 ' -1 

4 

2 - 1 

o 
2 

1 -1 

4 

( 1 ) 

4 

-1 

·o 
z 

4 13 9 6 - 1 4 

- 1 o ·O o o -1 

o 5 2 o 
2 10 6 3 -1 2 

4 4 5 

• 
t 

Eligiendo el 2o.· renglón, la columna • que sirve como pi~ 

~ote se ha multiplicado por 3, 2 y 1 se ha sumado a las columnas -

que se indican. 

Desarrollando por cofactores según el segu.ndo renglón, 

tenecos: "• 

13 9 6 - 1 ( 1) 14 14 S o 
5 2 . - 1 5 z 1 

det(A)•-(-1) 
10 6 3 -1 . (1) ·-(-1) 

11 11 5 o 
4 4 5 1 (- 1) 3 - 1 3 o 

Se ha &plicndo nue~e~cnte el m~todo eligiendo ahora la -

cuarta columna y to~nndo el se&undo rengl6n • como pivote. Des! 

rrollando ahora por cofactores según la cuarta·column~, tendr~mos: 

14 

det(A)•-(-1)(1) 11 

3 

( 3) 

14 

11 

-1 

• 
. t 

8 

5 

3 

(3) 

·-(-1)(1) 

56 

44 

o 

14 

11 

- 1 

so¡ 
38 

o, 

Desarrollando nuevamente por cofactores segan el 3~r. ·-

rengl6n: 

det (A)•- (-1) (1) (- ( -1)) 56 

44 
so 1 
38 

Desarrollando este Gltimo determinante,por la regla de-

Sarrus: 

det (A) •- (- 1) ( 1) (- ( -1) ) ( (56) ( 38)- (SO) ( 4 4)) • -72 

C~lculo de ln inversa por medio de la adjunta. 

Con la ayuda d~ los determinantes·, podemos obtener la in· 

_versa de una matri:: empleando un m~todo diferente-al e-xpuesto en la 

se-cci6n IV. 3. Antes daremos la siguiente 

1Definic~6n. 

1a "!.' ¡ Se llaca· u:.atri;: adjunta_ de la matriz cuadrada A, a 

tri: que se obtiene de A~ al sustituir stis elementos por sus res--

pectivos cofactores. 

A ·la matriz adjunta de A la representaremos con A•. 

tonccs, si A es la ~atriz cuadrada de orden n · 

A•(aij) 

la transpu~sta de A es 

A'•(a.,) 
. ) . 

y 1~ adjunta de A e~. 

. J: 

Ejemplo IV. 29 

•1 ·. L . 

Obtener-la adjunta de la matriz 

A• [- ~ ~ :] 
3 - 2 

Obtengamos primero la transpuesta 

. ·, 

En 



·-

u . , 3 l T 
2 A " 
3 -2 J 

L& atJj,_.nt~ e-s.: 

1 ~ J -1~ J 1~ ~' 
A•• i·; -~1 1: J -1: 

. ~' 
~~ ~~ -1 ~ ~' 1~ . ~~ 

desarrollandO los determinantes obtene:oos finalmente: 

[ -~ 4 -8 l A•· ·14 .• 7 

-7 _, 
2 J 

- - - - - - - - - - - - - . . 
Se puede demostrar que la inversa de una matriz A, puede 

obtenerse mediante la relaci6n 

•. OC) 

de esta relaci6n vemos que 

3 A- 1 = .cct(A)~O. 

En con~ecuencia: 

t) Si A es una mntriz cuadr4da de orden n, no singular, las. siguie!!,_ 

:es afirmaciones son equivalentes: 

a) 3 A_, 

b) R(A)•n 

e) det(A)~O 

2) Si A es una matriz cua~ra¿a de orden n. sin6ular, las siguientes 

afir~~cione! son eqe:v&~en~~s-

a) 1 A.' 

b) R(A) < n 

e) det(A)•O 

Empleando la relaci6n (30), podemos obtener la inversa de 

la matriz 

A• - [·: ~ :] 
3 1 -2 

1 
"'!5" [ -~ -1: ::] 

-7 -1 2 

Para ' ' comprobar efectuemos el ~reducto A A"
1

: 

A A-
1·-ti-1-:' 

~ 

[-3~ o 4J [•7 4 -8 1 
o ~l ~ .. 2 

:-~ ~ .. -~ 
-14 . J , ·3S o • o 

, L 3: ,, . ~ --'!5" 
o -3sj o 

Regla de Cramer. 

~J 
o , 
o 

Otra de las aplicaciones de los determinantes. ~a_enco~ 

tramos en !e resolución de sistemas de ecuaciones lineales. La 

definici6n de determinante dada por la expresi6n (27), permite g! 

neralizar la regla de ~ramer (3). enunciada al principio de esta • 

·' .. 
l3l La ~~~o~traci6n de esto ~firm=ci6n pu~d~ c~n~~:t&r~e c:t 13 r~ 

ferenc.ik 2 (18&~· sq_:a~~~~ '.l , 



secci6n co~o sigue: 

Sea el sister.la de n ecuaciones con n inc6grii tas ~-.. , 

al, x, +a, t xt +. • .+al nxn •b• 

8 X •a X + ••• +a X •b 
21 a tt t tn n :e 

.. 

cuy4 aatriz de coeficientes es 

a a . . 
ll .. on 

a a a 
A• " .. 20 

a no •,., ann 

,, 

Siempre y cuando det(A)~O, el valor de las inc6gnitas x1 

que satisfacen al sistema estA dado por 

do:tde A
1 

es la ma.triz .que se 1ob~tiene, a part_ir de A, reemplazando 

~a ~olumna forma~a con los coeficientes de x1 por el vector de tér 

minos independientes. 

Ejemplo IV. 30. 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones emplenndo la 

~ee:la de Cramer 

x1 •2x1 + i,•2 

3x1 + x1 -Zx,·1 

Soluci6n 

1 2 1 

det(A)• J ·1 ·2 •·1'·16-9{4;6•6)•·26-'•·JC 

4 -.3 -1 

2 2 

det(A 1 )• 1 1 -2 •·.30 

3 -3 -1 

2 1 

det(A )• 3 -2 •O 
2 

4 J -1 

1 2 

det(A 1 )• 3 
4 -3 

·ror lo tanto 

x,• • 30 
710 

. o o x, :-re 
• ".l.. 

. : ~--, 
x,• -30 

:.j1)' J· 

. .. · . . .. .. . . . - .. - - - . .. .. 
¡ -· 

Es: imp?~tante ~~tar que este método s6lo se aplica dires 

tamentc en los casos en los que m•n•r. 

Sin embargo, si_ recordaoos lo expuesto en·la secci6n 

IV. S, po~ernos siempre reducir un sistema arbitrario a un nuevo si~ 

tema. en donde m•n•r y en este aplicar la regla de Cramer. 

Ejemplo IV. 31 

Resolver el siguiente sisteD& de ecuaciones aplicsndo la 

regla d~e Crt.mer .• ~ 
e• 

IV·I00/101 
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~ 

Soluci~n 

. ' 
·1 

2 3 ' ' 
R(A)•R(A,'6)•2•r el sister..a es cot.lpati.ble 

3 
! 

• 

. z<z, (r<n) el sistema es indeter~inado 

Trasladando a los segundos ~ienbros la incógnita x
1 

y • • 

asignando el valor de k obtenemos 

x 1 +xl•3·k 

det(A)• ,_: 
: 1 

•2 

. rH· 
: 1 

det(A 1 )• •·1+k 
4~Lk 

3-k 1 
det(A,)·I

1 
~7-.3k 

- 1 4-2 
.. - 1 +k 

X¡•---¿-" 

x,• 7-3k 
-¡-

x,• k 'f k < R. 

Una soluci6n particular es por ejemplo 
1 

xl • .! 
7 
! 

X· • 0 
1 

:a cual 'e l}btu·.¡o haciendo k•O ... 

'~ .... 
lV·JO:t/J~;., 

-~--

1) 

2) 

3) 

' . 

·~. 
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(o c:laaea). ln~roducc:16n: La teoría de los c:onJu~ 

tos· es hoy ~n d!a b~sica en el estu~io de casi todas las ra~as 

de lasr::a.t.ec:.S.ucas: t.eorS:"' de probabilidades,. análisis matemát,!. 

ct., cl.rC:uit.oa elfctrieOs, lOgica materr.!tiea, etc. 

·El estableci~iento de la teor1a de.los conJuntos se atribuye a 

Georq Cantor (184S-1918). 

El concepto de •conjunto. no se define en fo~ precisa. 

3_ 

plicar lo que se entiende por conjunto, se da la. idea intuitiva: 

Un con)U~to es una colecci6n o agregado.de objetos bien ·definidos. 

los cuales deben poseer ur.a propiedad o atributo caracter1st1co 

que no deJe lugar a duda a~ dicho Óbjeto pertenece o no a la e~ -

lecci6n• 

E)er.:plo: Los ex-presidentes de la República mexicana: otro· eje~-

plo de conjunto podr!a ser el de los n6:r.eros primos z:tayores que 

lS y menores_ que 211: etc. 

Los ele.~~~~ntos de un cOnJUnto pueden quedar. definidos al enwnerar 

l:stos: pcr eje::~plo: 

2, !l, 9,, etc. 

el conjunto constituid~ por los tres n~eros; 

Pueden, en otros casos, distingu1rse· los elementos de un cOnJun:­

tc, citando una propieddd corn6n a todos ello91 por ejernplo: el 

ccn)unto de los números pares. 

Qbs~rvese que no •e exiqe.homo9eneidad, cada ob)eto definido 

er• en con)unto d.sdo &e- d(!OO!T.ln.a "cl.::rt.t!t•.t-0" de~ conjunto.· 

• 
.. 

. ' 

De lo anterior se in!i.ere qu~ los conjuntos pueden tener un neiJrle ... 

·ro finito o infinito de ~le~entos. 

~otaci6n, Se acostumbra designar los cOnJuntos con letras &ayas ... 

culas. 

Lo~ elementos de un conjunto se distinguen con letras·minOsculas. 

Cuan~o un conJunto queda definido al enwnerar aus elementos. ae 

escribe: 

"• {a,e,i,o,u.}. • {e,u,a,o;1), etc. 

B • {2,5,9} • {2,9,5) • {9,5,2}, etc:. 

Par~ indicar que el elemento·S est¡ en el conjunto B se ano~a: 

S < B 

Si un el~men!to no· est.'S en un conj\uito d'ado, ae denota: 

'l\ '· 
8 .t. B 

Cu~ndo el con)unto se. define expresando. una p~optedad coman de 

todos sus elementos, se emplea una l!nea vertical l (o a veces 

do~ puntos :) cuyo s19nificado es ~~1 que• 

EJemplos: 

e- {x 1 x > 25} 

• 
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D • ( 1 1 es un libro de ld Bibliotec~ Nacional} 

SubconJunto. Se dice "que el conJUnto P es un '"subconJ·unto• del 

conjunto ~. si 'cada elemer\to de P es tetr.bién elemento de R.· 

La ~is~ idea se expresa diciendo que P eat& contenido en R; o 

bien,.que R contiene a·P. {P e~t.! inclui~o en R). La noc16n 

de subconJunto se expre~a en form4 s1rr~6lica como sigue: 

p e:: R 

R => p -. 

Si e~_ conJunto P tiene menos. elementos que el conjunto R, se dice 

que p es un subconjunto •propio'" ·de R, y ello se indica: 

p e:: R 

E)e::tplo: sea; A el conjunto d,e letras del alfabeto castellano: 

siendo B et.conJUMtO de vocales del rr.ismo alfabeto, poderr.os entO.!!_ 

ces escribir 

o B e:: A 

~~spu~s de dar estas d~{lnicioncs prelim1narcs, enfocaremos nues-

tra atc¡,~H .. n a la clat.orec16n de dcf1~iC1oncs y reqlas que nc..~ 

• 
6 

J9~~~.- -~e atarn.o que doa eonjunt.oa A y .. D aon S9ualea a:.., 

y 50:~ ~l,a~ooo eonjuntoa conoieten de loa ~1amoa el~~entoa 1 ea•. 

to ea, cada elemento de. A pertenece • B y vieeVeraa. tj~· 

~lo 

A • {a,b,c) 1 B • -.x;y,zl • · {x,s,·y,a,z,y,al 

SI A • B, debe tenerse quo el elemen~o a de A •• exactamen­

t~ ~1 mis~o que alquno de loo el~~ento~ d8 Bt aat por e'emplo 

c~có~ ter.erae: a • z~ e: • y 

Una t~enlca usuai para demoa~ror •• igualdad de dos conlunt.oa ce~ 

t~ate en hacer ver que eo cumplan lao doe condlclonaa a1gu1entei 1 

S1 A C 8;_ llc!em4s B C. t.., entonces .a 

COnJunto vac1o t6 nulo}.- ·conjunto vac1o ea aquel conjunto que 

El., cón.jun~o vacto·· o e repreaont.a con el 

· stnbolo -,. E)emplo: 

pueato qua el conjunto t del pr1mer 

rr.le.r.~bro, poi def1nic16n, no contiene· ninc¡~~ elu.'oentol en· tanto 

qut" e1 conJunto 

tl conJunto vac1o • ee cons1dora como un aubcon)unto de cual 

t ~ A, p~u todo A, 

,, "' . '~ ,, 
: ~ ' ' ., 

'' ~ 

, .. 
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COn)unto.J!!!!~rJa\ 16 uu¡verso)·.~- El coil)unto univerlial ea el co~ 

)Unto del cual fe d~riven todos ~os subconJuntos que pueden 1nter-

venir ~n un, problema particular. 

sal con el s1mbClo C. 

Designaremos el conJunto un1ver• 

r.l propOsitn del conjunto Ü es el de evit~r paradojas. 

51 c~n~1der 6moo como universo el conJunto de nQmero• reales, se 

tl~loc por eJemplo: ln1 • Oo en tanto que el l~9arit.zno nrn.ural 

e~ un nGmero neqativo no ex1s~e. En cambio, ai el univers~ lo 

CC!"'sttt.uye el c:OnJUOtC? de n&.eros cor.~pleJOS, ae encuentra lv si 

··. 

--1) .. 1,. 

cuando •e preaor. 1gnar valores a una .Yilrillble 

x en una ecuocl(.: Jé valores de x son admtsl 

bles: este c:o_nJunto de valores .ituye.el universo. 

Obs~rvese que el cOnJUnto Ü .puede ser consideraoo eo~o un sub-

conJunto de a1 ~1smo. Otra observeci6n: para todo .. 
~~nto ~,otrnc)a,- Sea A un con)Unt.o conat.ttu)do por un nÚP>~ 

ro n de olr~"'ent.o8. El cOn)UOt.O pot.enc\a de A es el conJunto 

to~ qur es f~oCtlblt: fu.rm:~r al COTT1b1nar loa· n element.o:s (l.t·l con 

• '' 
-. 

8 

)unto A. 

El conjYnto vacto 4. y el con)unto 

parte de los 2" 

en efect0 1 

subconjuntos el cmentos del COnJ·unto potencia.; 

S~a e~ (~) las corrbinaciones d 
en Obj~tos t~adoa·en aubco . 

tos de r.objetos (r • n) •. El ntlmero tot_al poSible de. n)u~ 
•u be o~ 

)untos que resu~tan es: 

donde: c'o') nos da el conjunto vac!o t en tanto que 

conjunto universal ü. 

Notaci6n: El j 
con unto potencia de A se des19na 2~. 

Sea A • {a.b} 
Ejert.plo: 

:~.i ,. 1• {o). {b).{ 0 , b)) 

·,. 
Defin!c16n simbólica de conjunto potencial 

1 • 

2"' "' lB 1 ·.•· e:;: "l 

, ... 
i ~ '. 

•:' :1 



H Si A C: I\ y 8 C. A. demostrar que A. • 8 

Si X C A • X t B, puesto que A C:. B 

:···r otrl.l lddo:. 

Si x C 8 - X t A, ya que se A 

A y a tienen los.mi~~~s ~~~~en~os A • B 

51 AcB '! B C. C. 'c. e 

:- ~:;,'-•mes hacer ver r,ue caCa element.? en 
está también en c. 

soluc.t6n: 

51 ~a que A e B ;_ pP.ro por ser 

_ ~e e • x e: 1 ueqo x· e A - x e C, por lo cu.;~.!. !roe 

dcciucc ··IUC A c. e 

g 1 A e B y ~e c. ~croasttar que A e C •• 

re ::;•ll ta que, c·J,J:do n\~S. 

6 S e, • B ~ A. lo eua l con 

d . ,\ e n; por lo cua 1 A 1' C 
·.:-.ld 1 c~ !a h1p6~c>s1s e c:•.J<.! 

;, c. e 

10 

4) Oeten:~tnar el conj!.!nto ¡)otenc{a 21l.; siendo: A {{A~b},c}. 

Soluei6n 

Puesto que el conjunto A tiene 2 elementos: {a,b} y e • 2A co~ 

tendr! 22 • -4 ele::o.entos: 

2A. <• {{a, b)) ·{e) {{~, b}, e}} 

S) Oiga si las siguientes. afirrn.aciones son correctos o incorre~ 

tas: 

a) •.• {0). 

b) o -,., 
e) {x) e: { {X)) 

d) {x) ' {{X)) 

e) e: { {x}} 

f) {(x),{~)) e:: ({x}, {x,. y}} 
; l..'!'s 1...0:. • 

. ' 

Soluc16n: 

a) 

b) 

Incorrecto: ~ no t1Cne cÚcmcn-tos: (Ol 'tiene un elemento. 

•: 
Incorrecto: O no es un conJunto 

•:¡ 

· el. I:"l-corrccto: ~ler..ento r' conJunto {ver inciso d) 

é) Correcto: {x) ~s elemr!nto del conJunto ({x)} 
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·el· Correctos t ="'• pare todo con)Unt.o-1\ 

f)" lncorrectO! {y} ( {{x}r{x, y}) 

., s 1 a,b,c son elementos cualesquiera, determinar qu~ relaCión 

debe existir entre. ellos, de ~do que sea cierta la igualdad: 

{{a,b}l •.{(a,b,c}, {c,b}} 

Dado que el conjunto óel ler. mierr~ro est! constituido por un 

eolo elemento que es el conJunto a,b , para que pueda verifica! 

se la igualdad,· debe tenerse que en el segun~o mie~~ro: 

{a,b,c) • (c,b) 

deLiendo estos· dos cOnJuntos ser iguales al conJunto-' {a,b) del 

primer miembro: 

{a,b} • {a,b,c) • (c,b} 

por lo cual debe tenerse que a ~ e 

{a,k:d .. {a,b,a} • {a,b) 

Ln co.nclusl6n: ai a " e: 

• 
12 

~ ta,bll .. lla,t»,r.}, lr.,bl 1 

!?.~'ont.s cun con,untos.~ 

!_!n J ~~ •• - Se cnt iendo.! por· •unt6n" de dos· conJuntos ), y B. el 

ct..n:~mtL e que rcs•:'t.a ·al considerar C const1tuido por los 

\:!l.:lM~r.· . ...,s que pertenecen a. A 6 ~- B O o ambos. 

::··!.,oc! (H,: e • ;, u a 

sean A • {1,2,3,4!; ~ • 13,-t ,5) 

C • A.U B • il,:,J,4,Sl_ 

A U ·B • {x j X e A 0 X [ 8) 

ln~crsccci6n.- Dados los conjuntos A y B, el conJunto "tnter -

~ccclO!'I" O ttcr.e por ele.mentos aquellos que Son comunes o A 

y a B: 

Nnt .. ción: D '· 118 
·' 

o . A " 8 
' 

1•1• e A y X e 81, 

A . 1_a,b,c,d 1; 8 . {c,d,e~ 

D • A (1 B • {e, d) 

Con1.1nta~ a1~nos !6 dusunidos) .- Dos conjunto9 A y 8 son~:~ 

nos Sl r.o ~ lcnen HtngGn ell!ml!nto común; esto es, si su li'H;er•~c~ . 

.,;¡{J¡¡ \:S l.'l COO)UOt.o VolCi_o: ·A. (, 8 • 4>. E)emplo: 

A"' 11,2,)1; B • t~,6l. 
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~~~t.!!...n.=~-- Lll ~difcre:nc~a· E ·de dos conjuntos 1\ Y. B 

.:.-:.n,unt.o cuyos element.o:- estan en A y no pertenecen & B 

~ :c.-.nl.,: ,\- tl,2,J,4); B • (3,4,5) 

l) 

es el 

~:'~.dcr.er:to.- rl ·c~plemento" del conjunto A es el conjunto 

... Cl;fO~ ~!etl'lent.os son los elemeritos del unl.verso, que no pe!_ 

• ··nt·C..:n .J :"\. 

.\' • Ü-A • {xlx e ·U,x t A} 

Sean O • (a,e,i,o,u}; A • {a,el 

_,. ... !i ,o,u! 

·tos conc~ptos ~h: ·unll")n e 1nt.e~secc16n pueden cjeneral1zarse para 

r~o.Ss ..Je dos conJuntos: 

''• 

U A1 • txlx e A1 para al aenos una 1 e S) . . 

.:A1 "!'. {xlx e A1 para toda 1 r. S) 

SAendo el c~n)unto de subcÓnJunto• 

~ianraMas de V~nn (0 de tulet~ .- Son es~ema• en los cuales los 

conJuntos se representan como ~reas planas. 

( ONJUi/TIJ tltWY!/,'JIJ COf//!J!ITJ A 

~J. '------~-·-... ---' 
A l//3 

A' 

'• 

. :. . .. . . i 
;" , . ··.·. . ¡ . . •'/ 
'·>. 

~ .. ··:·· 

:":_. 

<Ji./18 
•. ,•' 
. ' .. 

'· 

, r 

. (tJNJMltJ B 

A-8 

.. -... 
: 

.. ·~:·12) ",• 
: . 
·. . •.. · .... · 

J 

!l A· 
i~J • 

·· ... 



• 
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~!~ul~s acn~r4les para relac1onar n~mero de elementos en ~~~~­

~-- Rclaelonarem05 ~l n6mcro de ele~entos que hay en dos cOn • 

)un•os A y &, con el n~mcro de t!lC.:t~entoe en los _conjuntos 

A U D y A n B. 

I.JCSIIJnemo~ al n(imero de elementOS que hay e"n un· COnjunto, d1ga • 

rnos el con)\olrltO ·A como n ~- · · (n A es un n6mero. no un con)un-

t. O~ 

J.s~.u .. .!.ezcarnas ·la s1guiente igualdad entre ~reas: 

e 
G se.J: 

n A+n B • n(A U BHn(A n B) 

~~oblema~ 1 TQ40s los ~lu~nos de una clase de gimnas1a se ln&crj­

Ucn Jlara n'rocucar natación (NI 6 atletismo (A). 6 ambOs. S1 

h~y 200 alu~~o& en la clase, y en la lista de inscritoS en nata­

ci(.r. hay lOC no!f.btes¡ en tanto que para atletborno hay 1nscritoa 

})Q ¿cu~nLOS alu~noS Ge in~Ctlb~eron para praCtiCar ambos depor-

So~ucíOn: Al Em~leando lA fOrmula 

n(N U Al • 200 

.. r: .. )fl~; ""' .. 110 

• . ........ 

,. 

n N • n 1\ • ntfll U 1\)+n(N n 1\1 

n(N r~ Al"'!" 104+130-200 • 34 

t., con o~uxil:LO dt! duqrA_Ñ de Venn. 

·(104-x)+x+(lJO-x) • 200 

234-x • 200 

X • 34 • n (N n A) 

Co~r-rollar •. para 3 conjuntOs "•· B. c. lo s:~.qu_icnte f6rr.r.ula: 

compro-

~.!Ci6n: 

nA • a_+. b + d + 9 

nB • b + e • e + 9 

nA•nlJ•nC • 

• ., .. 2b+e+2d+2e+f+lq • 

•• ,,.., '1 \ 

,. 
_:.,.: .. 

.,;· 

•. ¡ : . 



rc,,.,.,,Jia oqtonerdl ,., .. ,,. rrlartuncar· el n6mr.ro de elementos que ex1~-

, .. ,, -th 1ft C<~l•l"JIIli'J:.: • 

• e' c2 •. m 

'·' l' ,, • . 2.. n ·',- z. nu._,.~Aj)• 
j -'1 ' ,_, 

l. "J 

ev el 

" "'= 
i<J-<t 

ntA 
• 

A
1 

r. /,kl• ••• + f-l)p+l ¿ n(A
1 

f, ••• ;. Ar.t• 
i<j< ••• <Cp r 

.. , .. l 

1 <p ... m; i,j,k .• " •1.2,-l, •••• m 

• n("\o\!CO t: ... · CvmlJ1no1ciones de •• Ob)etos tomados p • p. 

l'p ... f'o(r:o-ll!m-2) .•• (m-p•l) •. p: 

,.~- l·2·J· ... ·Iv-1Jr• 

:-c~•l, fJCICdtooa m•O,l,2, .•• 

l..J f6rmuJ.. se Ocn.ucst.re~ por inducc10n m.stem.!it.l.Ca en lB sequn· 

¡ .... rte de e SI.:"!> n~t ... s. 

• ., 

t .• 

1 1 ,_ ·•· 3 

Soluc t6n: 

H·.·ar~tado f:!UC conCuerda con el l:iltimo problema. ~i ~l • A; A2 • 8; 

soluci6n: 

. .. : 

: t { ' ·" •t 

Soluci6n 

-n (A.l n A21 -n tA~.n ~3}-n <i-1 n A el -n (A.1" "s> -n tAz n Al)­

:..n !A
2 

n ,A~) -n (/\
2 

·n -'sl-n(J\ 3 n A4)-n 1-'J n !'~l-n t-' 4 " A!tl + 

~-11 
'~ :< 

' ! •!. l 

,, 
t. ' ' '-· 
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51 

., 

.•·. ·. ' ' ! 
,. !J 

' ' 
;._\ 

:o 

t:"' (Ut.unn t.f·inuno·d..!l desarrollo pu.ede escrtb1rses 

... 
••• n··Am) • nCi!'l-'1) 

"' a~ocut.ivid<it.S de .l' ,..., 
1=1 

y de se de~ue&t~a •ls ade-

f'rr'ltolcmn: t-:n un~ bol.~.s hay !lO objetos. do los cuales~ 

-n'l, fl¡, n,. r,,., J+nCA n_A nA n,_ nA 1 ·.nG • 14 
'2 3 • '5 l 2 3 4 S ., S Oh de color ~ris 

Oo!i ... rvdc: 10ne•: 

!) I:l e• n(mu.·ro de ténrunos que debe tener el desarrollo de cada su-

... i:. Por e)er.~l~ la swma 

m2_,., 
-y- tént~ino.s¡. 

~~ Todu~ los t~~m1nv• que provienen_del d~sarrollo de cualquier 

sumo :2'.. ~ deben t.encr el mismo signe... 

3) Los. ~1qnos de las diveisas sumas L, son alternad~&, y exia­

t~n m sumos ~ en el seq~ndo m1ernbro. 

4_) El r.!lmcro ~ .!e t~~.·m1noa que se obtienen al desarrollar 

tod.as las s~nu~s Z. del stgundo ·miembro ca- 2m-l. Por ejemplo, 

tl.'rmlnos. 

·, 

se obtuvieron: 25-1 • 32-1 • 31 
' 

1) son rl'ldiaetivos :nR • 13 

• son en forma de cub<. :nC • 9 

5 r-on qr1ses y 1·eact.1.vos :n(Gn R) 5-

7 son <Jrises·y cúbicos :n(·Gn C) 7 

' :;(In l'ó.!diaetivos r cQbiCOS .:n(Rf\ C) • 4 

l t>vn l)riscs, r<adlACtlY06 y 

c6blCOS 

i rodi.1ctivos, nS ct.r.bii:oa1 J.C"~"fcos ,h~et.os r:oo son ñ1 qr~sest n 

•• x • n(G U R U C)'~x • n(Ü-G U K U C) Soluclhn: a) S~ busca 

·•· '.· . ' .. • 14,.+1)+9·' • n (C U R U ci+S+7+4-l 
~·¡..ll1cando la fOrn.ula~ . 

:.! .: ·; . · •. 1.' ' ' ~ ' • n(C U R 
1

U C) • 23. 

X .- 50-23 • 21 

n (C _u R U C) • 

- 2) 

,,· .. . 
u 

.. '1' ; 1 .i' ; .r:.. u 

e 

, 



• 
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o - '50 

501 

!! obJetos fde los -

no sÓn, ni qrises, 

ni radiactivos, ni ed -

b1cos: 

!:. '.!'~!9 rr.lhodos e,.,pleados para demost:"ar re¡aeiones entre con-

'oltlt.Cs.- Aun cu.indo para P.~tableccr la validez de una ecuación 

•:ntrt: conjuntos es s·.lflClC!mte y bb.~ota con eraplear una, cualqui!_ 
~ 

:·.;. do! lAs t6cntcas q .. u~ s~ dctaUar~n a cont.l.nuac16n, sucede, 

o·L altluno:: casos,· qu~ un m~todo"<:n p<~.rticular re:~ult.A, par~ d! 

,, n••nados ..::St\.:~liH'It.t!~, rna:s claro o t:xpeC!ltO que loa otros m~-

• •.dos. 

1 )u!'ltr .. r lOS t'~v~rsu~ u16LO<Jos, no:. ruteri• .. ..lR a un ejemplo 

nu •• e d eseo~ '"-rob.lr !..J vt:recid.;,.d de la e-cru;•;rctn;. ~upon'J~InC..5 r 

1 - ..... 1 t. 10 11. - U • J\~ 1 
"' 

., 
'"'' ~ • ..,!(): 

1'.-lt • 

•lx~xrAyxfl!' 

• A"B' 

• 
22 

2"' ~~~~todo: · Haclendo ver que A-Be: An a•, ade.m.l• An a•c: A-1 

• r.-n • An a•. 

o.J Sea x e: A-8 

X C A,xt 8 . ., X e 8' 

x e A y X e 8' 

.. A-B.:.A 0 .a• ••• (1) 

hl Sea xc.Ana• 

x e A y X t B' 

X(. A ·y X F 8. X t A-D 

A n a• e A-b (2) 

de {1) y t 2) resulta: A-B • A'' a• 

lcr •~todo: construyendo una· •tabla de ver.dad•.- Dado qua un 

elemento x· sOlo puede •estar• o •no estar• ~un deterainado 

conjunto: indicar.tos con V (\'erdad) en la tabla Bl x •e•tA• en 

~! conJuntor:y coi\n'ürl.A" F (Falso)· e1 x ···nO :esta• en el ·conjunto. 

,,;:, ·:¡ i 

Las Combuiaciones posibles para eonju.ntoa B son las ei-

g.uieri.tes: ,\ -.: 

' ,.v - vv 
V . 

'r ... VF 

fV 

Se demuestra quo la. igualdad entre los dos miembros da una ecu•-

c1~n entre conjunto~ queda· establecida a1 la a columna• correapo; 

diente a a C4da ."'lcfflbro de la ecuGctOn ~~~ en 1.8 tabla de verda~ ti!, 
l" ~"1 ¡~· •f,· 11. ·.~ 

.. .:· . 1 ~ ,, 



ncn laa •ua:wa entrada• (V 6 FJ. '"'" los r•·n9lones correspondientes. 

i • , " IJC e B JC t. B' X t 1\-B 

V 1 V r ! r r 

., 1 r l[ ,. 
" V 

,. Observac16n: tlna t_abla de verdad debe tener 2° renglones, 

s:cndo n el nfimero Oe con;untoa diferentes involucrado• en la 

firOJ)OslciOn_que se desea den.ostril.r (en el e)e~:~plo anterior, los 

conJuntos son A y B¡ por lo tan~o n • 2; 2° • 4 ren9lones) • 

2~ ObscrvaclOn.- Las ecuac1~nes que relac1onan operac1ones en­

tre conJuntos, en 9eneral, no adml~en demostrac16n medlante el di~ 

qr~a de Venn, ya que un dla~rama de Venn no Puede incluir todas 

~;.:: !>lluur.t.ones posibles. ~N!'o lo hace, por eJemplo, una -t.abla 

~:<1~ adc::hnte se prt::~entan e~emplos qua ilustran lo expuesto en 

loo~ 2" Observ•ciOT •. 

Si se 1nt.erca:mb1an las operac1ones 

'' por u: cambl&ndo asulismo los conJuntos U por- t en cual -

rouiur exprca10n entre conJuntos, la expresiOn que resulta se d!:; 

nomina •dual• de la ~xpre&iOn or1g1nal. 

' Ejeroplo: •ea la ecuaciOn: 

24 

(A 1• Ü) 11 lt 1J A •) • • 
lec. d~o~al es: 

(A U.)U ¡ijn A') • ij 

·s, -:·iertns axiomas implican 
sus propi~ duAles, en~nces el dual 

d~ cuDlquicr teorema que es consecuencia de los axiomas es taia-
b10n coOsecuencia de los axiomas•. 

lo anterior, ·dado cualquier teorema· y 
su demostract6n, el 

c!ua 1 c!c 1 teorerM ed 
-pu e ser demostrado de manera an!loga, usando 

el du.ll de cada paso sucesivo de 1 d 
a emostrac16n original. 

De modo que, &1 un teorema es • • 
ver~a~ero, tamD16n lo ea el dual 

de ese ~ismo teorema 

• •• 5 1 >· 

'- _, 
-· 

.S: '' _, 

·~"~·· .•. ".'1:. 



,¡ 
L E y O U AL-

1' - lllt.:~r:.J1'ENCI ~ 1' 
1! 

• u A . ¡, 

:l· . . c..:1 ''l~.lT~.,.,.t v 1 :.;A.o 1• • u • . • u • 

- . . :.ve It:rTVIl.lkD " AUtllUC)•(AUf::~UC .. 11 
·-

1 

l. 
(BUC)•(An B)U(An C) ... Dl ST!: 1 !::."!'IVW;..D 1· AU H··t, C 1• (AUI:S) n An 

'1 ,, ¡;,uc. 

" .. u~ • ¡, An ¡¡ -A 
e IUt.:U1'IfJ.'O :! .. 

!! • UÜ• u An • . • . 

. 

1• A u A' . u 
1 

t.JI A' -• ··- COMPJ.I:flo!.!-;1'1'!'~ ' Ü' 
1 ••• -u H . o 

7. . IH.; 1-!·JR(";.-.N 
1; 
;1 

A'UB'• CAn B)' A'n B'•IAUB)' 

~L!OCIO!< 
,, 
1! 
11 

(l\. 1 • . A 
_¡'_ 

' 

! 

! 
1 
' 1 
1 

1 
1 

1 
i 1 
1 

'' 

Cn~cqua~a dar~oa un cj~plo en el que ~e lluat~a c~o. •edtante 

la ap1Jcaet6n de los mismos razonamtent~~·•• factible deducir de una 

ley y, en forma paralela, la dual, 

·Supongamos que se desea, a partir de la ley de 1dempotene1a, de-d~ 

ca h lf!'y r!e identtd11d, ll."i! eoruo su duab 

A • A U A ! hip0tea:1s .. - ,.nA 

. (A U A) n U de 5 -·cAn A)~ t 

1 

1 

. (~UA) f'l (AUA') de 6 - (An A)U(An A'J 

-AU(An A') de 4 -,.n IAUA') 

1 
1 • A U • de fl: -An ¡¡ 

.. -.. u • Identidad A-Ana .. '"• .. - .... •. .. ' "' 
~¡e 1 ! 1 ~ j 1 • , , • 

Se cOmprueb.l-. que los pauos se9ufdoa en 1~ t.ransfor111aciOn de la 

columM de lA-·izQuterda' aon··prech~tt!nte~ lO'S dUale..a de cada uno· 
• 1 ¡, • . . . 

di.! los ~_s_o~---~-~?I:J.id.~~ .. ~-"- l_a -~-~-~';JCC~On realizada en la colu.rana d,! 

recha. 

Obs~~vese astmiamo Que no todaa las leyee del Algebra liatad~en 

la taLla de la p!gtna anterior aon independientes. 

Como ejercicio, d~~traremo• la ley 

l.- Aaociatividad: 

·- _, 

" ' ' ' ' •.: ' ' 
,, ,. 

~ 

1< ; :u ' • ' o 

' ' ' ' ' : .. ,, 
' ' !. ' 

• 

t 
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ler. m~t.odot 28 

AU(BUC) • (x X t A 6 X t BUC) x t A • x t AU(UUC) 

• {x J ·x t A 6 x t 8 6 x t C) S> X l B • X t fBUC). • X t AU IBUC) 

•{x f (xtA6xtBI6_xtC} ~i. x ·r: C • X t (BU:) • x e AU(BUC) 

• (AUB) UC • fAUB)UC C AtliR'JCl .... (2) 

2o.· ml:t~o: de (!) y (2):.tAUBlUC • AU(BUC).• AUBUC 

a) Sea x e AU(BUC) Jer mtltodo 

x e A 6 x t BUe •.X t 8 6 XC C x t A x t B x.cjx e >J.JB x e (A!..!B)U: x e BJ: X t AU(Il.C) 

o aea x e A 6 x e B 6 x t e 
1 

1 1 
V V V 

1 
V V V 

1 
V 

51. X e A • ); t AUD • X t (AUB) UC i V V 
1 

F 1 V V V V 

. 51 X e 9 • X t AUB ... x t (AUB) UO: 

51 X t C • X t CU(AUB) • X t IAUB)UC 

.... A u teuc¡ (AUB) UC ••• (1) 

(de 2) 

1 
1 

1 
V 

·1 

F V 

' 
V V V V 

¡. - -' r·v V F F V r. V 

''~·.o :1 ,¡ 
1 ' 

1 F V V : V V V V 

' .• 

b) Si X t (A.UB) UC 
y ::: r ( 

' 1' 
!( 

r V F ' V V V V 
1 

ll. c. AUB 6. x t e 

Y. t A 6 x e B 0 ~ t C 

' ~ 1 r V 
' 

F. V V V 

F F 1 F r F F F 

. - ~ ' 

¡··· 
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Con base en las leyes del &lgebra de conjuntos, de -

mostrar: 

1.- J,.'f\8•1\c• • (AUBUC)' 

(de 3) 

(de 7) 

[ (AUB)UCJ (de 7 y 8) 

•· (AUBUC) • (de 3) 

l.- At.l(A't\8) AUB 

(de 4) 

.• Ün (AUB) (de Eil 

·• AUB (de S) 

3.- (!A'U&) O (CUA') J An (B'UC'l 

·.[IA'UB) n (CUA')] (de 2) 

(de 4) 

. ' 

lO 

tA •)' n tB n C)' 

•.An (Bn Cl_' (de 8) 

An (B'UC') (de 7) 

4.- (AUB)U(A'UB'l • U 

(ÁUB]iJ(A'UB') (J.CA' )U (BUB') (de 2 y l) 

·U u U (de 6) 

• ü (de 1) 

~.- Con baSe en la fO~ula ·dada anterio~entet n.A+nB • n(AUB)• 
·.'. 

nu,n 8), deducir la fOrmula ,para relacionar el ntlmero de elemen 
• '. •• 1 

to~ en tres conjuntos: n~+nB+nC, 

sofuci6nl 

Por asoeiativi¿ad: n(AUBUC) • n{AU(BUCll 

por la f6rrnul~ da~a par~ 2 co~juntos: 

n(.-.U!BUC) • nA+ni~UC)~n[Af\ !BUC} J 
aplicando nu~v4mente la miama !Ormula: 

n'tAU (BUC) • nl\+nB'f"nC-n (B f• C) -n (A n (9UC)) 

da lA dlst.rit>ut.ivid:t.d: 

ntA"(BUC)l • n[ (A-" n)U(AI"\ C) J ' . 
1 eC ~· ·: l l ' ' \d . 

l~ r.- ' ' . •¡¡: •. : 1 :; , 



ll 

n(AUBUC} • nA+nB+nC-n(Bn C)-n(An B)-

• nA._+ni:HnC-n (A.n DJ -n lA O C)_ -n CB n C) +n (A n l:t~ C) 

o :.1.en: 

• n(AUBUC)1·n(An 8)+n(An C)+n(B~ C)-n(An an C) 

··- En una encuesta efectuada a e~ 9rupo de 100 eatudian~ea uni­

versitarios acerca de qu~ idioma ex~ranjero-estaban estudiando en 

eae seme~tre~ se obtuvieron las siguientes resPuestas: 

Id1ar.~a: 

·Francés tf•) 

In91és ti) 

In9U.a !1} y Ruso (R} 

Francés, pero no ~uso 

Sol~ente Fran~éa 

Franc~a e ln9H!:s 

N1ng0n ichoma 

' Se pregunta: 

1) tCu~ntoa cursan Ru5o? 

HOrnero de estudiantes; 

26 

•• 
• 

• 
2< 

nR • 7 

11) tCu!ntos toman Francés y Ruao, pero no llevan lnqlés? 

111) LCu3ntoa cura&n'Fr•ncé& y Ruso o Inqléa, o ~o? 

.·. 

Del dlagrama de Venn; 

¡-:;;:::;:;:;::--¡ 
ilnlt•18 

111 ncrn an I'l • o 

'1111 ncF" (RUI) • 8 

32 

· 1~~ Se tienen J ob~etoa: A, B, C, y se &a~ que nin9uno de loa l 

pesa m~s de 1 kg ni menos de 0.) k;. Para determinar con exacti~ 

tu~·e! p~so que t1ene cada uno de los objeiOs.se emplea una bala~ 

~ao pero ~s~a Onicamente rcgistr~. con prec1&16n, pesos entre 1 y 

2 kg. 

El probl~~• consiste en determ1.nar, con la balanza dada, con ab -­

soluta precisión, el peso de cada uno de loa 3 objetoa, efectuen-
1 

-.cJo 6n:Lcarnente J pe_sadas en la balanza. 

soluci~~: .. P!!!r-A poder emplear la balanza, deber&n pe sarao 2 
.. 

ol.ojetos conjuntarr.ente. 

Nomeñc'iatura": ·· '' .. ·IJ ~· iA, •• el' '~ '' 
nA . peso do ,. -~ . .,. c. 

•• . peSo óO 'i\. ... " 
nC • peso de C 

nÜ • peso con)Unto de los 3 objetos. 

ns1 
. p_eao do B Y e Juntos . nB•nC 

ns 2 
. peao do A y e juntos . nA•f.'C 

ns3 •''Pt:•o .. A ,. • j•_• .. to::. . nA•!'B_ ... 
o ~\l ' 

' ¡, ' ' : " ,, . , • ' , .. : 

. :• -.•.: ·t • 



RCSl.llt.a ant.oneea: 

s1 u_ s 2 • 52 U s 3 
. s 3 U s 1 

• a 

51~ 52 • e 

s, o sl • A 

53 f\ 51 •• 
Hemos visto que' 

•.5 •nS • nts 1us 2 l•o·.-~ 1 n s 21 • 1 2 

ll) 

(2) 

. .. (l) 

• nU • ~(nS 1+nS 2+ns 3 L (e) 

l•\ en (l)' 

ll 

Sl.ll¡.líflcando, y delipe)ando nA se obtiene la pr~era de las s.l­

g~~cntes l ecuaciones: las 2 siguiente• resultan de manera &nllo• 

34 

M• l 
(40 (4\ (l)l '2'(nS2•ns3-ns1 ) y 

nS 
1 

(40 {4) (2)1 • 1 (ns
1
+hs

3
-ns

2
) y 

nC • 1 
-,: tnS 1+ns 2-ns

3
) (do (4) y (111 

e.- Al director de una escuela secundaria mixta (coeducacioñAll 

ac JIJ i'l'esent.an loa siguientes datos eatad1aticoa t.endientea a 

refleJar el efecto de~la J'r1ctica de loa deport'ea en el aprove -

ci'".!UT,iento acad~n'11Co de. lo& e.luti'Lnos: 

.t.a mucs:ra consistió de 100 alu:-..no5, so hombre• y 50 mu)erea. Pa-

&6 año el '60 \, del cu.e.l 28 son r:.ujerea y 32, hombrea. 

De los 100 que const~tuyen lo muestra, 56 practican deporte Y• de 

estos S6, hay 36 hombres y 20 mujeres. ·.se obverva que de loa 60 

aproh~dos, 34 sen d~~rt.iatas,·y de eatoa 34; hay 30 hombre&. 
'·: .... ·:·:. :< .•. 

El d1rector pregunta: ¿cuAntAs mujeres no-deport1•taa no pa~aron 

' t : ' . ~ ••. ·¡,' '. 
soluc10n: 

\' l.f :.l. .: 1 ' :! ¡ 

nri •. 100,: ·nH •-r.LHI-;. -SOr• 1 ilJ..: oio 60l' 1: 

nCAn K) 28J nc.a:n H) • 32r nD.• S6 

n(An ofl H) • JO; INCOGNI't'AI NtH.fl 0 1 n A 1 ) 

pero1 niH.no'"A') n(H'no.nA'J 

··.' .. 
,. ' : . ~ 

... 
t 

,. 
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ant.erion 

n{H't\tl'nA'l • ntHUDUA)' 

?ero n tHt:!:::.:;..' ' • nC-n fHUOUA) 

C~l prcole.-::~ 5.- .\nterior: 

- 50+60+56~32-36-34+30 

nt!'!!'' O' f\ A') • n0-n(HUDUA) • 100-94 • 6 

o sea: ~1 n~cro de mu]eres, que no praetican.deporte y que re-

?robaron ~:l año es. 6. 

!::1 d¡dqrdna rle Venn correspondiente a c5te problema es como •19u~_z 

l,ü::.¡oo 
j A n (HUAUO) • 94 

1 (,2' 
'H 

~a soluc¡On: 

t><mde !1~ cc..r~oc~n todos le.& dato5 (j(:} segundo mie111bro. Para com­

~le• .•• .:: loa <!Ates, puo:de rcctJt:rlr!hl.ll.l'~lqui~!nte d_Ls.grAl!!a de Venri; 

•'niMUAUD1 • x+Bl 

x+B~ ~ t70-82 • SB 

X • 6 

l~ Solución! 

Del di4griU!I4 de Venn se. obse_rvo q'.le: 

50 • "'+28+20-4 • x+44 

•. X • 6 

Dibujar diagramas de Venn, tales que verifiquen la11 siguientt!'!' e-

cUacioneg: 

SoluciOn: 



r-. ----- --, l7 

1 
1 1 

Oe 1 d u. 9 raJtUII 

1 

1 

1· 
"" sn e • • 

a- e - 8 

.. (B-CI n (Af'l C) •BnAr.c 

- (8-C) n lA 1'\ C) • A"e"c 

2.- ,_n n" e • ""A' 

O~::lo que An Jlo.' • o; lpora cu4lqulf;r Al - que para que se ver J.-

f.Or eJCI'T,p.!o, en el diaqrama de Venn oe::l problema 1.- anterior (e-

( 1) 

~.- ln-C) "' A" {D-Cl '1 tocrr.ostrado por ·' rr.(!todos) 

• ,.¡, (Br' C') ', t • .or la mtsr.la_ razón de antes) 

• t..'• tA'UC): lror De Margan) 

lA" B'JUIP.'' C): (¡'or d1r>f".rlbut.1Vidad) 

• (A-B)UIAn C) (2) 

Cort'.puar.do los 2°8 rnte~bro!. de (l\ y (2). siendo iq'uales los 1°5 

l8 

s; •"·e • e .-. (1) • (2) 

pero ,.,nc • C .. C~A. 

· De ah1 que el d~agrama d~ Venn apropiado puede ~ el siguiente: 

~~ 
Del diagrama.: 

L-------' 

es muy importan~~ úbS~rvar que las ) fórmulas dadas ~ tienen 

validct general. como puede demo~trar~e. por ejemplo, cons~ruyen-

rlo las tablas de verdad corr~~p· .. mdientes a cada caso. 

1· 

t 



Soluc.1t.n: Dado que el conJunto del primer' ~iembro s{ est& 

h1en definid~. se podr! tener idea de qué conjUnto. representa ei 

nos auxil1atr1os de diagra~as de Venn: 

,n B B- (Af"l Bl 

Por lo que parece ser que A- [ B- (A f\ o)] • A. 

Lo ~:11: puede col'!'lprob4r6e (demo5tr.!r.se) con une tabla de verdad 

r--¡---r-1 1 
;r.rj .~. ! [l i: t..'' B b-f/,n B) 

~.=-.....:.-~~--==1=· 
1 1 ·: 1 
: ·: j •; !i V 1 

·-i·- .. :~------, 
! ¡¡ 1 

. r ' ' : -; 

. ' 

40 

Volv1c.:ndo Ahora al ae~:mndo micrnbro; y observ.andll que B-B • t 

A-( CB-81-A.J • li-(<-AJ • •-• • A. 

Por lo cu<~l, la i9ualdad propuect.a ae verifica para todo conJunto 

A, B, 511 

r.~5~rvese que no func1ona ninguna de las siguientes posibilidades 

~e cvlocaciOn de.paréntesls en el segundo miembro: 

[A- (B-8) J -A • t r A 

[ (A-B)-8 J-A • IA-8)-A • t r A. 

A- [ 8- (8-A) J • ),-8 r A 



u 

.,-... ~r· ...... : L.. cc..r.c'tc:.aGn ne..:e11•ri.a y sutic.aente para que un conj_unto 

b s..-.. ,,! éf.A".r•h:ll'len~l) ce: otro COn)unto A, es que 110 ve"rifiqu'en 

oJ A n e • t 

y b) AU& • U1 (b) ea la dual de a)) 

lh·mo:strae!On: (,.'Ond1ei6n necesaria: 

l· ... p6tea1a: 8 A' 

aaU!I1srao: 111 B • A" • AUB • AUA' • U~ 

Hlp0tes1a: 

a • at• O 

b••uta''~'l 

(A 11' AIU(A' 1• 8~ 

• A"'' (~UBI 

1 
l 
1 

,,., Jd 111 ~\.11:1~1"'" r. u h .. ü 

h•A',Ü 

• 8 A' 

Problema.-- Con 
~ewO~trar la ley de 

base en el teorema an~er~or. 

De 110rgan1 
lloUb) • A'" B' 

R~star4 hacer ver quet 

•1 (AUBI u (A'.'' 9') • ú 

11 bl (AUBI n (A'ns•) • • 
_pueato que al haeemo~ AU!! • C1 A' n a• •.D 

e u o • O e• D 

6 C n D • ~ .. C' • D 

DemoatraciOn de' a) 

(,a,UB) U CA'"B') • [ tAUBI UA') n 

To: ,,,p j., ... r A'"UCAusl n· ,_ - (~ouiau~'l) 

,. ( A'UAI ual 
J 

·" Gu csus' 1} 
¡>:o·\ t 'Jt. [o u al n 

·l' 
~ 

' ' \, 

". .u.n ¡; . o 
. 1 AUB 1 • . A' 1\ B' 

~·· 
··1 ' '·, ' t' 

·' 

' - . - -----~---· ______ J 



u 

Supon'1,1Wo~t'l •JUir tU: OSlAl.ti(:Cr. )a Si'IUiento ielaei6n Cntre VAC10S 

cnnjunto~ 

a e e 

e e o 

L. CH 

t..a COI1Clusl~n ea: A C. K 

:.t"be C\bs~rvarse {¡ue l• conclusión antar1or es valida 

ünleat~~ente s~l coda con)Unt.o aparece no mls de. Una ver. del lado 

derecho o del lado "tzqulerdo. 

No puede conclu¡rs~ nada Concre~o acerca de loa conlun~o• 

a e e 

E~ todos loa c~sOa SJquientes ae cumplen las condiciones 

liada": 

l...)a l~y.es ,ie .l~s con]untos y el uso de diaqramas "e Venn 

rueden conduc¡r·a la dete:mSnacl6n de la validez de ciertos 

tt~• de razonamientos, co~ ae ilustra en lOa ejeaploa dados 

a contlnu.ICJ6n: 

. 1 

?reataaat 
{ 

hodoo 

· Todos 

los cuo~o..J¡,.,,h.ta lktn rect.1nquloa. 

los rect~nt]ulos .son par4lel0f1ra.moa. 

Por· lo t ... "'-"'• tudoto los cuadrados 

son paralelogramos. 

Ce. Re-D 

- ~1 razunamiento ea vllido 

2a• ¿~s v~lido- el s19uiente razonamiento? 

· { Alqunos problemas ae resuelven 
Premisas: - · 

,\lgunos problem.o.as sor• d ltf.ciles 

l Por lo tanto, algunos pro~lemaa 
Conclus16nt . · . 

mdtem~tlcos son dif1ciles. • 

•• 

Aun cuando la conclu816n ea COrrecta. 

. f•L• at: ol.L!cne ·c!u .un razon4miento 

·fa leo~ C6 invAlido) 1 

l:mplea·,_·_~o· l.as leyes de conJuntos es posible dei!K)strar que 

los conjuntOs 11 y D del problema anterJ.Or . _no necesariu.ente 

tienen iñieru·cCiOn:· reí 'diagrama! 

P-U H • PJ P U O • P 

P U M t\ 

P U H ti O ) • P •• ~1). 

S~beleos ad~rn.1s que P U o • p ..• (2) 

Con.paril!lndo (1) y (2\ vemoe qu~ 

H n D pucóe u·r ( 

~ i ' ' . 

' . . . , 



• 



l.- Ana11&ar el atgutente iazona~iento 

Premtau 
{

Todo• 

C~ntea felic~a no eaealnan 

loa niños aon feltcea 

f
Pcr lo tanto, ningOn nifio ea 

· Ccnc:lud6n: 

aaeaino 
' 

Del diaqrama podemos concluir que ~1 

razonamiento ea v3.Udoa 

MaUUca.J~~entea NO P • NJ ro A • + 
H ~ N O P 

.o A • (lf.O F)O A 

11 n !r n Al 

• Q ,, .... 

11 O A • f 

• No existen gentes que aean e1mult4neamente niños y aaeainoa 

• ninqQn niño ea aaeainot 

Exprea16n de A 8 en funei6n de laa operacioneS uni6n e 1nteraec:c:16n 

Dado que ea v!lida la c:onelusi6n A C ai ae sabe que A B y 8 e, ce~ 

viene erpr•••r el atmbolo en func16n de la un16n e 1nteraecc16n de 

doa c:onj\lnt.oa. 

Supongamoa que A 81 lo cual ae indica med~ante el siguiente 

/ 

1' 

'' ·• 

l•dt~e ,~:~firJn~r~:c: ~ul!. si Ac. 5, laa l.reaa rayado.a en el diagr&JU 

no $C su~,·pc.•l•n. Esta condic10n ea eqUivalente at 

· ru ... ~:alo que l.:a reciproca ta.mbien ea cierta, ae coneluye quea 

A C. 8~ A n 8' • 4> ··(1) 

•• r_l'ftiamo, de .. ( ~) 

O' c. A'.t-+ D' n· (A') • • f 

do (1) Y. (2) 

A C. a~a·c:. A' 

< • 

•... (2) 

... (3) 

< ' ,, 
., ... 
;,1 



... ( .. , 
1\C:. n ...... AUB • 8 ... (~) 

,-.'\!'!'.tu:O:n: f, G. DH-"'Uh • Ü ••• (6) (~ual. eSe (1) l 

A'UB • Ü 

•II.C 8 

A'UB.J'·r 

! . • · !»1~ o1 f 1 t:m.l lllleo" AC:. 04-?1.'' 8 • A 

IA;mo:.tr .. ~sOu: 

AC:B 

- 51 a, A- x t Do. por lo cual, •1 x e A y • e 8 

,., n B .. ,.,c:p,ng ••• (i) • < 

•• •A•~~t.'•t.::.A ... (" l 

1 

1 
¡. 

.... , ' ' , 

I.H:~:.·.,.<u.dtu.: st An b • 1\ • A e: An B •.• (a) 

t.crn, ~,- .. to.Jo 1.., 8 e Ur An u e: B ••• (e) 

,,,. (·•) y (:\) C!.l concluyo q¡Je ACB 

• 1. n ca' 1• B' a 1\ n .: • t 

A" :1 • A (;quival~ a ,.,n B' •.f 

•Un " (flll fi')UU • IAUB} n (B"UB) • {AUBl n !J • AUB 

'' 
t:n rt!Hu•nvn1 

lt'C ". 
' 

1\ r. b' ¡. 

A G n ;. 1• n .. A 

/. 'IJ [) • -1!' 

. ·: ,~- -: ·,··i~ "( . 

\.. '·. ¡• ,,. . , . 
,:; 
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Proble-tn41 

¿Qué conclusiones pueder1 derivarse 4e las aigYienteS propoalcio·· 

nea? 

•1 Todos lo~ estudiantes inscritos en deportes jueqan o belsbol o 

futbo~ (o azr.')os). 

b) No es pernH t.ic!o JU94'1: bE:lsbol ·y ser a~e.m!s miembro del equipo 

e) Los que r.o tonr.an parte del equipO do natación., deben pr•ctié:ar 

ctletism.o. 

Soluci6nl OCfinAmo~ los s~9uientea conjuntos1 

ü • Todos los cstud1antes inscritos en deportes 

a • COft)UhtO que ]uega beis bol. 

F Con)Untu que )Uega tutbol. 

N • Con)untr. en el equipo de natac16n. 

• • ConJUnto .en el equipo •• atletiDJD.o. 

SimbOlicamen~e. laa proposiciones dadas ae escriben' 

A) B U r • 0 

b) 

e) 

a n N 

N'c: " 

He=os vis~ que el y b) aon equivalentes at 

al BUF • u·! B'C F 0 !''C. B 

b) un H • -. 1 Be N' o N e o • 

d~ lo ~ual t~mos1 

de 

.t.l F'.C:. B} 

bt. 9 G. N: .'l.. 
C:) N'C. .. S 

F'G N' O N.:: F 

·E'C:. 0}-
- F'C::. " 

BC:." 

En resumen, la• conclusiones sont 

!.- J''C N' • H C:. F 

-:·oda!' lo!; tniembros del equipo de natación juOi)an. h•tbOl. 

2.-- nc::A 

· 1 t• en el equipo de atletl~. Tot1os los que jue9an ~iabo_ ea a.n 

1.- r• e:: "' 

'' 
Ttrnn·ma.- Dos c:o~junto& A Y 

• las dos condicione• que •• expre -ver1t~c• una, cualquieraJ~e 

~•n a continuaci6nl 

6 bl l-'" B')U(A' n Bl • ~ 

. -' 
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fA'•n•JUCA'nDJ -. 
\'ara qu~ 1-' unión de c1cs c::onjur•tos p·ueda ser t,ual al conjunto o 

es neces.,~Jc.o q:Je cada cun.lunt.o &eD .+• puesto que t U t • t 

.;,na• -. AG B} A 
A . 

•.B 
A' n e s:= 

tUpOtcliU A • t\ 

• ,. u :- .• 

rruUleml!.; con. base en el t~l.timo tr re-ma, de."'C'strar que_ en el pr4?' 

hlem."\ ant.cr ior, ea ~ac_t.ible 

S~luc16n: De~~· busc~r ba)u , se verifica la eeu! 

C10t\: 

(U'' F")U(N" n F) • 0 

oe la t• eonclus10n obtenid~: 

tU(N•nrJ • • 

' ... 
Jo .lnt.euur :r.o .v.:rH tea si t' G N • F - p.t..:lo aer igual a JI 

Dd diaCJh!!!3 se comprueba que se cumpl~n t..od.aa la• condieionea 

NCF 

B C: A 

¡.••e:. A 

1 
f CXI:lCLUS IONES 

Pares ordf"nnuo 11 .-- Sean dos elernentosa a '/ b, ~1 deaiqna.os co-

1110 prim~r elemento a uno ele ellos, .di9amos a, y al eleroento beomo 

~c9und_o, tendremos definido un par ordenado, el· qu~ De represen~~ 

-cumo: (a, b). 

' 1¡ ' • l !· 
J,1ua.Jdad.- Dos pares ordenado• son'tqualea si, y sOlo ai

1 
sus pri• 

'.. 1 
~~roa el~~entos son igual••• siendo aa~ia~ iqualea aua aequndoa 

t:l~ment.o='; esto es: (a, bl • (e, d1+-+ a • e, b • d 

t)b5ervac1unes: 

1.- U, l) '1' CJ, 2) 

2.- Los parea oidenados pueden estar conatltuido~ con el pri• 

"'~.' '( 

. '. 

,, '•U! !'" . .. •;' 

,, 



1 
1 
1 
1 

• 
1 
1 
1 
1 
1 

. 1 

11 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

11 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 



(b, t.J ~ u, 21 

l.ns !•nnt.os del plano e~rdcnado son. ejemploe conocido• 4e parea 

. ··-r ., .... n.Ju~. 

se J.l c • .,... definic::!.On de p...r ordenado la s19uienteJ 

1 .,.~., • (~~tl,l"'o!•!!: ... , donde {a,b) ea un conjunto (par no orden•do), 

.,. el conjunte. ; a: dcte~:flliua cutil l!o;:o lÓs elemental del conjunto 

{6~,1".} tl.!ht.: ~;,:an:;i<1l!rer·sr cruro 1·r~cr elt:nento del p8.:t'• 

\.U" U:'ls.: en lá definic16n anterior, ae de.J!lOst.rarln algunas de laa 

.J f, oraa.I'IC LOroes •,echas ar<:eriormentt:: 

• 1.- 1,,L) • (c,d)~a • e; b • d 

11.- ·: ... t.l 1 (b,u). aL a Y L 

tfl .. -
Si un 'p.Jr orJenado t'ie·ne eua doa coordenadas tgualea, re-

":;ulr ... t~.a) •j ( ta! 1 

,. 
t.-· .. ) n1p6tcsJa' (a,b) • (c,d) .. 
Se demostrar~ ~ue a • Cl b • d. 

t:n·cr~cto: (a,bl • {lla1,1a,b))~ asJ..miiUIIO: (c,d) • {(c),{c,d!) 

P"r htrt\te~o~ias ((a}, lo,blJ • llc}, (c,d)) ... (1) 

/ 

. -

se 

.aJ. ata • b • (I,;J,(,a,b}} •"tla),(a,a)) llal,loll• lloll 

{con lo cual queda demoatrada la afirmac10n III).de (1) 

• t le~; (e· • .J' } ~ 1 (a 1 } • • · t (e)} • · l {a)} r • (e) • (a) , • a ~ e • 

¡...uesto c.¡ue si a • b - b • a, se. obtiene asimisntO b • d 

!:) si a ~ b. resulta que, por tener ambos miembros de la 1gua~­

d~u~ f!) "(.·} •<liam·~ r.lí"•~o:ro de clernenco11í, • e ;. dJ obtanidnd.oae de 

!t~ ~ e ! ic: , {e. d ~ ' 

puesto que: !al ~ !c,d) •"la) •' kl 

• • e 

tor otro l~~o. de (l)t · 

'i. ~-.-· ~ i;; 

,. J¡ "' 
'""\.1 . ' 

puesto que rcsultG a • e, • b • d, ya que a ~ bJ con 10 cu.l 

s~ com~leta la de~ostrac10n de la parte 1 a) 

t .-b) llipOteSi.a: a • e: b • d -

Sl· tl4.:most.rar.1 que Ca,b) • (c,d) 

En electo, de la hip6teaia resultAn; 

; .'~ 

,. . ( . 

'. ¡ 



• 
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I~J • fcJ; · t.a.t.J • · lc,dl 

'fal.la,bll • {lcl.lc,dl) 

Por dcftn1C!6n: 

51: a JI b, .. (a} '1 {b},- ! 111l;la,~'l ji l_(b},;lb,a}} 

Ol..ls~rve~E: que lu ot!.'l!rior :>!::! verift~a aun cuando! !a,b)_ •· (b,a), 

para t.OC.J a_, b. 

~1 ·produ~to cart~si~no· dC ~ y 9 es ~1 conjunto cuyo~ elemen 

tos son todo!~ los pares or.lcna<.los (a, [)) tales que a. e A y b e 8: 

1\ X O ..,-f{ll,bl!al C /'., b \: BJ 

Ejel!'lplo: Sea 1\ • •:,, bl; B • lx, y, z) 

Obs6rves~ q•1e: n lA x tJi • r_,r. x nBt ~n el cj~plo& nA • 2t 

na· • J .. nA x nD • lj .. n (A " n' • 6 

La dcfJ.nJe10n antedor pu<dh ~ener~ltzarae para toonar producto• 

A x t. X ••• X N • (f~.b •••• n) la e A,b e: B, ••• ,n e N} 

resul tnn 12 terna a ordenadas 

nA x nB X nC • n(A X 8 X CJ • 12 

} 

J\x8X~ 

Ejerciei~s: 

1.- (B n C} • (A x B) n (A X C) O~mostr11r que: A X 

a) A x ~en C) ... (hr,y~ !x r. A, y y e ar•c) 

f (x,yl fx t A, y t 8 Y Y C. C ) 

• f (x,yJ J pc:,y} e 1\ x B y (x,y) e: "x_C) 

(AJCB)n(AxC) 

·' 

'1 ' , ·'· 
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57 

utro ~~~oll!todo: e) T~bla da verdodz 

i " l •· y< y< (x,y)t (x.y)c tx,y)t tx,)') t 

1 /, . D e s• e ~~.xcsno ~-8 ~.e (A x B) n (A x Cl 
• 1 .. 1 

~) sea (x,y) e A x (Dn Cl 

.. x e A, y e en e 

1 ! 
1 
. !! 1 1 1 

1 V 1 V V ti V ; 
" V ,. V ; 

V V ,. 
1 F ·r V F F 

V r V 11 F F F V F 
- (x,yl e (A X Bl y (x,y) e (A X C) 

• (x,y) t (A X 8) n CA· x C) '! F F 1 F 
• 

F F F F 

• A xiBn etC: (A x B) ~ (A x C) .. (l} 
. ,. v V 

1 
V F F F r 

1 F '/ F F F F F r 
' r 

1 ,. ,. V F F F r r 
. 

F F F F F F F r 
• (x,y) e A X 8 y (x,y) t A X C 

t 1' 

• x c A y y e a y e 

•.xcA yycanc 
·2.- Dorostrar que si AC..B y CC:. D • {A x C)C(B x O) 

., 
--~_: ____ E> __ @·_·_-_ ·. --~_-0 

•x .. c.A y_y_cc ··-· ~ ~ 

sea,· (x,y) c. 11.' x e 

Cx,y) e A x can CJ 

• (A X B)n (A x e) C. A x (B·n CJ ... (2) 

d·• (1) y (2) : 
si x e b. " y y e o • tx,y) e B x o 

A 1l (8 n Cl • (A X 8) n (A x C) • si (x,yl e fAx e)· • (x,y) e (B x D) 

• (A x C) C (8 X 0) 

otro mt:todo: 

.' . 
. ·· 

,. 1 

/ 



1 

• 1 

1 

1 

1 

1 

. 1 

1 

1 

. 1 

1 

1 

. 1 
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'" • e• '' tn .. Ol • s x ''l r paq 48 
,, •• ,., '' 111 • o1 • ~o x e J 

r_j_?_l ~1 .,. ILI _2S~....L"~iLT~~s.J...I .:::"~......:..'":::....-¡-:-::.;"-:-;-:~ 
- . . 1- :, &.• 1 y ;¡ 1 de ~ y 1~ 

, "'"! yoC 1 ytD ~~. !x,yl< ¡ !x,ylt!>c!l i~6ct tx,y)< ! 
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CAPITULO 1 EL SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES 

It:TROOr.;CCIOM 

Ea ~~f!cil precisar cu.tndo apar.ecen en lA historu los primeros nOme­

roa. s;.ero t.enemoa la certeza de que ~stoa fueron los .llamados nd::leros 

naturales {1,. 2, 3, ••• ). los cuales aurqieron de la necesidad de CO!!_­

tar·. 

~an pr~nto coco el hombre dej6 de ser n6m~da para dedicarse a la agr1 

cultura y al co:cercto, tuvo necesidad de desarrollar torll\as cada vez 

'" .. -~:"Jres para contar y para representar los n!lmeros. El estudio de e~ 

no tales forma• han evolucionado hasta convertirse en las actuales m! 

rec$r!a por si •olo un libro completo. 

El hombre primitiVO requer!a anicacente de los pri~eros ndmeros nato­

roles para cont·ar. Sin err..barqo, con el advenimiento de la civiliz~­

c!en hube· de utilizar ndr.leros rn!s y m!s grandes, hasta que los ant.!_ -

que• qr1eqos dieron el salto al audaz concepto de infinito, noción 

que re~u1rió de un alto qrado de abstracc1Gn por 1r m!s 11.ll! de toda 

experiencia f!sica. 

2 

Curios~ente, el paso de los enteros positivos a los negativos reau! 

tó mJs dif!cil. Los n~~eros negativos ap3ree1eron como soluciones 

de ecuaciones tan pronto como los matem~tie~s se ocuparon del 119! 

bra. Loa ·9rieqos, mls preocupados por la qeometr!a que por el llqe­
bra, descartaron los·ndmeros negativos al no poder representarlos 

qr!fiearnente y adaptarlos e su qeometr!a, mientras que los chinos y 

los hind6e_s, ~r el contrario. reconocieron ~a ·existencia de nd!:teros 

' negativos aGn a·nt.es de la ero~~. cristiAna. Los n~eros negativos, sin 

ecbargo, no fueron incorporados completar.ente al cuerpo de las mat~! 

ticaa sino hasta 1545 con la ·publicac16n de la obra de Cirola.mo Card!. 

no, • Ar5 Kagna•. 

Los nfimeros racionales (o !raccione51 son m5s antiguos que los n~~!­

ros negativos. Estos n~eros aparecen en los m!s pri~itivoa escritos 

matem!ticos co~o el papiro Rhind, obra legada por la cultura egipcia. 

Los n!lmeros ·irracionales tienen ta.m.biEn un·a larga historia. La nece­

s1dad de estos ndmeros se hab!a presentado ya a los antiguos griegos_ 

en sus estudios gcor.-.~tricos; sin embargo,. no se encontraron mftodo1 

aatisfactorioa par:& la construcción de est~s _ndmeros·a partir de loa 

racionales sino hasta el siglo XIX con loa.trab~joa de Richard Ded!­

.kind. Fue en este aiqlo cuando los matem!ticos lograron d.sr unidad y 

fundarno!nto 16.:¡ico, al estud~_o. d:_e: los, n~ero~( • ., 

• q. 

tn el año de . ._l.BB9, ~oa~sepp_e ~ear.o propuso: cinco aJtlomas o postulados 

que ca.racteri_:7.an coopletar:~ente Al conjunto- de loa nCJr.eroa naturlllesJ 

eStOS cinCO postuladOS Se utilizArOn como punto_de partida pllt"& Una 

conatrucción :tot_al d.el sistem.a .de los n11rner(!l reales. 

A.ctu.t~lmente, el estudto de los ntlmeros re.t~l"C.s se puede emprender des­

de dos puntos de vista fundamentalt"lente dis"lintos. 

uno "de ellos ea ~1 conocido como •método constructl_vo•. e~ el cual 

l 
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ae estudian pri~ro loa nCmero1 naturales y a partir de ellos ae 1~­

traducen los enteros, que a au vez sirven como base para definir loa 

n~eros racionales: por Oltimo, introduciendo los ndv.eros trracton! 
les, se coepleta la construcc16n. 

El otro punto d~ vis~ ea el llamado •enfoque axioo&tico•, en el cual 

loa b~eros reales se definen co:o entes que satisfacen un conjunto 

de propiedades ya conocidas. 

El enfoque axio~tico aprovecha, por asl decirlo, loa resultados de 

esfuerzos de qeneraciones ~e matem!ticos, para tomarlos co~~ punto de 

part._ida. El .:.!todo constructivo, por el contrario, se identifica m.!a 

con la evoluci6n biat.6rica de las matem!ticaa. Las propiedades~ que 

en el &equndo enfoque ae aceptan como axiomas. en el método construc­

tivo constituyen teoremas y por tanto deben ser de~st.radas •. 

··. 
La presentación que aqu! ha:emos se asemeja ca a al ~étodo. constructi­

vo, pues creemos que esto contribuye a la comprensi6n de los concee- .· 

toa fundamentales. Sin embarqo, no nos preocup~remos de~asiado por 

cubrir ct~rtcs aspectos fo~les de la construcciOn, pues ello podr!a 

desviar la aten~!6n hacia aspect~s que no son de importancia fundame~ 

tal en una primera aproximación al estudio de la& ndmeros. El lector 

1nter~sa~o en loa aspectos termales puede recurrir a las retérencias . 

(lJ y (2) que. espetAlfi.Os, le dejar.!n satisfecho. 

1.1 CONT.U 

Se"9ura~ente todos loa que estudien este Ubre sabrtln contar, pero qu! 

z! euy pocos se habrln prequntado qu4 es contar. 

El pritr.er p•so h•cl.a cont.ar lo cona.tttuye lo~ nucit.n d~ plur•lld.ad o 

'' 

'. ' 
cantidad., noc16n pr1_m1t1va que poseen ya 1ntel19enctaa poco desa_rro• 

lladas; como las de alqunos animales. Los n~eroa vienen despu6s y 

constituyen un patr6n o referencia para estableCer la comparac16n ·~ 
tre cantidades. 

Cn pequeño d~ dos años que j~~ga ccn ti~s c3feras en su cuna percibe 

cuand~ se le esconde al~una de ellas' esto_ es. posee la noción de ca~ 
tidad, aunque no sabe contar. 

51 las ~s!eras con que el n~ño jueqa fueran diez, en luqar de tres, 

di!!cilmente percibirla cuando una de ellas le fuera escondida. Sin 

embarqo, si comparara las esferas con cada uno de sus dedos, aequr~ 

mente ae darla cuenta cuando faltara al~una. 1tstarta cont.ando1 

El proceso de contar, aal_pues, ae fundamenta en el de •aparear•r 

proceso al que los matem!ticos llaman •establecer una correspo~dencia 

uno a uno•. · 

Para abundar sobre este concepto, consideremos un •.•IOn donde hay si­

llas y personas. Para saber si la cantidad de sillas es iqual a la 

de personas bastar&. eon.pedir a ~stas que Se sienten. 51 sobran ai 
' ': .. , !•• ",o:.v ,.,¡:,~ "..;. "'¡•••·-" ~ ........ ~ , .... ,..,. •... . -
llas o person.3s sabrer.:~oS (¡ue hay i!l!s de .. laS prlznl!ras o m!a de h.s se-

qundas, perO Si no sobra
1
n' ati'ias .¡' t~as 'tas personas est.!n ·sentadas 

diremos que 'haf tanur.s sillaS COIZIO personas, esto es, existe. una •.co .. 

rrespondencia uno a uno• entre el conjunto de sillas y el con]unto de 
. : t!! · ~. r 1 \ : • • ¡, '' • n , 

personas que se encuentran en el salón. 
. ~ ~ ; ~ ' . • : •. 1 !< 1 l¡ . fj 

. ~ ~ 

Para contar; sin ~bar9o, se-requiere ade~la seleccionar un patrón 

que nos sirva como referencia para comparar. tate patrón es la.llam! 

da •escala de loa ndmeroa naturales• que todos conocemos: 

1, 2, l, 4, S, ••• 

cuando contamos un conjunto de objetos. lo que hacemos es poner en ~2 

·¡{.:¡ ' ' ' 
., ,¡ " 

r ~-' ' •, ' 
; 

' V\ " ' ' ' ' .. 1· ' ' ' ' 
., ,, , 

" '• ,, .l; ' 
'· , .. ' ' ,. ' " 
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r_respondencta uno a uno los objetos que contamos con loe primero• nO 

uros n.at'urales, a partir del uno: el dltiCIÓ n~ero con el que esta: 

blecelfte?S la correspondencia nos. indica la cantidad de _objetos que tie 

r.e el conJunto. As!, Di deseAr-OS contar las letras de la palabra -

•ALGEBRA•, establececos la correspondenciA: 

• L G E 8 R • 
1 1 1 1 . 1 1 

1 l • 5 6 7 • 9 

y encontr&eoa que tiene siete letras. 

cabe resaltar que la palabra •atete• ea un nombre que·ae ha asignado 

al nG.c:ero, c!e la misma ~naner.a que el carácter •1•. ea· un a!m.bolo que 

se utiliza pal-a representarlo'- ·Los a!c-.bolos qu~ ae ea:plean p.ara'r!_ 

~re&entar n~eroa ae llacan n~eraleS. 

Ea importante no confundir al número, que es una idea abstracta, con 

su no~re o con au n~eral, que no son m!s que una palabra o' un a!~ 

lo que •.e cw.plean para distin9uirlo. El n~ero siete, por ejemplo¡ 

ccnstituy~ una idea Gnica; aunque en diferentes lenguas y épocas ae· 

haylln ei:-.plearlo ot_ras palabras y nu.r.-.er4les para_ referirse 4 ella; como 

la p4labra •aeven• en 1nqlés y el n~eral •v1z• en la numerac!On roma 

na. 

. ·~ 

6 

1.2 LOS NUKEROS NATURALES 

A cont1nuac16n definiremos los ndmeros naturales, las operaciones de 

adic16n y mult1plicac16n y alqunos otros conceptos relaeionadoS con 
ellos. El lector podr.S. prequntarse', no •in r4::6n, cu.:l es el objeto 

de definir conceptos •tan conocidos•. Una respuesta es·que estamos 

tratando de construir el sistema de los n~eros reales, y para ello 

neceaitllcos partir de. bases sólidas definidas fonnalcl!nte. Con esta 

idea buscamos definiciones que nos permitan demostrar propiedades de 

loa ·ndmeros¡ propiedades. que les dan unidad y qracia8 a laa cuales 

podemos hablar de ellos como un aiste~. 

La tarea que ahora emprendemos puede parecer algo ardua, especialmen­

te porque estamos en la etapa de tratir de establecer los conceptos 

~s b!sicos. Sirva de consuelo notar que no fu~ sino hasta 1889, si­

glos después de que todo mundo usaba nameros y hac!a operaciones· con 

_ellos, cuando un matem!tico - Peano- ful!: capaz de plantear la a ideas 

que ahora noa;ocupan. l•.:.j ' ' " 
' 1,1.1 :e: 

PostuladOS de P·é~ño ' " ·' ,, .. ' .. : .:; ' .. ' . 
. - . .. ' i :. f ~ !¡;; 

Los cinco axiomas a que nos referimos en la introducciOn y que def!-
~ } ~ '· 1 ·- ., '• •' . \1 ' ¡ ,¡. 

nen al conjunto de los ndmeros naturales, son loe aiqu1ente•• 
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1.2.1 DEFINICION (Pos~ul~dos d~ Peana) 

El ecnjunto N d~ les n~eros naturales es tal que: 

1) 

Ul 

111). 

1vl 

vi 

1 t N. 

Para cada n e N existe un Onico n• e N, llamado el •! 
qu1ent~ de n. 

Para cada n e N se tiene que n• ; 1. 

n•, entonces m • n. 

Todo subconjunto de S de N que tenqa las propiedades1 

a) 1 e s. 

b) ·k E S 1.mpl1ca que k• e S 

es el ~ismo conjunto N 

Los postul8dos 1) a v} coinciden con alqunas de las propiedades que 

1ntu1tiva~ente acept~~os para· loa ndmeros natur~les~ empero, la lmpo~ 

t&r:•ci é!l!' estos postulados estriba en que son suficientes para ded!!, 

cir, a partir de ellos, todas ;as propiedades c!e los ntlmeros ,natur.!_ 

les. 

tl pri.J:Iero de éstos postuladoséstablece que el nWnero uno (que se 

considera conocilo) es un n~~ero natural. 

El aequndo nos indica que a1 eleq1mos un nllrnl'!ro natural, sea cual" fu! 

re éste, a dfcho nCn"~ero corre:o~por.de uno y sólo un n<llnero natural lla­

~ado au •aiqulente•. 

El postulado 111) -arroja como con5ec:uenc!a que el nOJro~ro uno es el 

pr1~er nemero natural, puesto que no e~ el siquiente de ninquno. 

• 
,_,. 

El postulado iv) nos ~ice que dos ndmeros haturalea euyoa •tquientee 
sean tquales son, en realidad, el mismo ndmero. De este postulado y 

de la unicidad del siquiente, establecida en el poStulado 11), ae 11-

que tam.biEn que dos nllmeros naturales di!ere.ntea tienen diferente• •! 
9uientes. 

El postulado v} nos dice qUe podemoa alcanzar cualquier ndmero nat~ 
ral partiendo del uno y recorriendo loa aiquientes uno a uno hasta 

lleqar al nümero natural deseado. Este postulado, conocido a ~enudo 

co~o •principio de inducción•. es el fund~ento del m~todo de de~~ 

trac16n por Inducc!Gn Hatem!tica que trataremos posteriormente. 

Como el lector se habr! dado cuenta, los postulados de Peana establ~ 

cen las propiedades ~intrínsecas•, por llamarles de.alquna manera, 

~e los n~~eros naturales; otras propiedad~s son las algebraicas, que 

sequramente el lector ya conoce. las cuales son consecuencia de la 

introducc16n de las operllcione.s con n~eros naturales. de las que no 

nos hemos ocupado aQn. 

La ad1ci6n en N 
·i· \ .. ' 

... 
I.2. 2: 

.. ,., 
OLFlNIClON 

;¡ " 
t~ !. ;¡ .. ' ' x; 

11 
•{" ., n;+ 1 

:..¡ ,. !' ,--, todo !n e NL n • para 
• 

11 i 1 l' ' ~ + m•· - Ín + : ~}·:, stempre qÜe n • .. e• ti det'inido 

~a def1nic~6.n anterior 'puede parec~rnos en pr1nc:1p1o -extraña; sin em­

bargo, recordemos que s6lo podemos apoyarnos en los postulados de Pea 

no para establecerla, ya que dichos postulados c:cnst~tuyen el fund! • 

mento.que hemos eleqldo para desarrollar el aistPma de los N~eroa N~ 

turales. 

'· .! ' .. 

\ ..,,. 



.Para ilustrar el empleo de la d@!intc16n 1.2.2 en el c&lculo de una 

•~. obtenqamoa el valor de e + l a19u1endo paso a paso la.defin!­
et6n. 

Para poder aplicar 11), escribimos 

8+]•8+2• 

puesto que l ea el siguiente de 2. Ahora, ~e 11} se sigue que 

S + 3 • (8 + 2)• 

Puesuc que la defin1c16n no nos dice cual es el valor de 8 + 2 aplic! 

::.oa nuevl!JIIente 11)., para lo cual hacemos 

8 + ) • (8 • 1•)• 

pueato que 2 es el aiquiente de l. EntonceS, de 111 tenemos que 

8 • ) • ((8 + 11•)• 

l~oc.a pode~• ya aplicar el inciso 11 de la def1nici6n, de.donde 

Coco 8• • 9, 9• • 10 y 10• • 11, queda 

8+)•(9•)• 

e • l • 10• 

8 • l • 11 

con lo que Obtenemos el re•ultado que el lector ya conecta. 

o 

• 
10 

Como puede verse en el ejemplo an~erior la definición 1.2.2 ea r~­

cursiva, y ad~ls nos dice que para aumar n + a de~os ~ecorrer m 

ndmeros natur"ate5 consecutivos a partir de n. 

La adict6'n, as! definida, satisface las siguientes propiedades, que 

seguramente ya-~-::-~ del =c:"'n.ctmiento del lector.· 

X. 2.) TEOREJ:1A 

Para todo m, n, p ~ N: 

1) m + n e N cerradura 

U} .= + (n + p) ·(m + n) + p asoeiattvtdad 

111) m + n • n + m c:oN!Iutatividad 

1v) ai m + p • n + p, entonces D • n ·cancelación 

DEMOSTRACION 

1) Sea m un ndmero natural y formemos.el conj~nto 

S • {n 1 n e N y (m + n) e N} 

esto e Si un eleme-nto· del ·cónjunto S es ·un ndmero natural a. 

que al sumarse con m da como resultado otro ndmero natural. 

_Para ·demostrar la 'pr?ptedad de cerradura bastar S 'con Probar 

que s· es el Conjunto de todos los ntlmeros naturales, lo que 

haremos apoy~ndonos en el quinto postulado de Peana como si-

,. 

que. 

1) m+ 1 • m•, por 1) de la def1n1c16n 1.2.2 

m • 1 e N¡ por iil de la def1n1c16n 1.2.1. 

LUf'':JO 1 e S. 

' ' ' ' ' 
·' ,, ' ; ' ' 

., : '· <: 

.. , 
C' ·' 
" 

,. 
' ' 
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1 
1 
1 

• 
1 
1 
1 

, 
1 
i 
1 
1 
1 
1 
i 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
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II) Sea k ' SJ es éecir: k e N y m + k t N 

Coco m+ k e N, del inciso 11) de 1.2.1 

tm + k) • (. N 

y del inciso ti) de 1.2.2 

m + t• e N 

Añeo!s, coco k e H. del inciso 11) de 1.2.1 

Final.Clent.e. de (1) • (2} y (3} se t1ene que 

k e S implica que k• e S. 

- - - - (1) 

- - (2) 

- ~- - - (3) 

Con lo que heooa prob¿~o que S es el conjunto de todos lo• 

n~eroa naturales. 

Las propiedades 11} y 111) pueden demostrarse en forma an!loqa, 

para un.s de.=ozotrac16n de lv) puede conBul.tarse la referencia 2 

p.Sg. 96. 

tnducc16n Matec&tica 

La i~ea fundAmental baJO la cual se desarroll6 la demostr~ci6n 

an~erior puede 9ener.ali~arse ~ara cualquier enunciado relativo a 

los n~eros natu~ales. Las del!lostr.aciones asf. reali:tad.;s rec.!, 

ben el nolt.bre de •demostraciOnes por inducción matem!tica•· y su 

de•arrollo 9eneral, con fund~mento en el quinto postul~do de Pe! 

no, es el •tquiente: 

Sea P(n) una proposición enunciada para todos los ndmeros natur! 

les, y sea 

S • {n 1 n e N y P(n) es verdadera) 

12 

Para demostrar que P(n} es verdadera para todos_ loa nd=eroa nat~ 

ralea, bastar' con probar que S • N; para lo cual hac~s lo a1-

quient.et 

I) ·verificar que P (1) es verdadera (esto equivale a verificar 

que 1 e S). 

II) Oemoat.rar que si P(k} es verdadera entonces P(k + 1} es ver-_ 

dadera (esto equivale a de~Dstrar que k e S _. (k+ 1) 'S). 

_A partir de I) y II). y del quinto postulado de Peano, podemos 

concluir que P(n) es ~erdadera para todo n' N. 

1.2.4 EJEMPLOS . ~ 
a) Coru~ideremos el conjunto de loa _n!lmeros impares 

{x 1 x •_2n- 1. 1\ e N} • {1,3,5,7,9, ••• ) 

Si ,aum.amos sus dos primeros elementos obtenemoa 

l +·:-J.·. t.f. 

Este resultado puede -ta~bi~n,cxpresarsc como 

'. ¡ C! ! ·.: 

De mane·ra semeJAnte · , . r ic 

[ .. " "" '' ·, ·' 
1.+3+5•31 t: ! 

1+)+5+7•41 

Esto nos hace suponer que la suma de los n pri~eros nda.eros impa­

res es igual a n 1 • Es decir1 

~, . t· 
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1 + l + 5 + ••• + (2n - 1) • n 1 PCn) 

Lo 9eneraltza~t6n anterior, representada por P(n), se obtuvo del. 

an.ltsi~ de tres casos particulares, loa que fueron-extrapolados 

con ayuda del supuesto •s.entido coman•: sin c:mbargo, hasta ahora 

s6lo podecos aaequrar que la ~ropos1ct6n P(n) ea verdadera para 

o • 2, n • 3 y n • C. Para tener la certez~ de que Ptñl se ~um­

ple sin Lcportar cual sea el ndmero natural n, haremos la demos-

trac16n, por 1nducc16n matemática, del siguiente enunciado: 

1 + l + 5 + ••• + C2n- 1) • ~·. para todo n e N. 

Demostract6n 

I) Para n • l, el primer mlembro de P(n) tiene s6lo un término y 

P (1) ea 

1- (1)1 

Por tanto P(l) es verdadera. 

:11J A partir de que"P(k) ea verdadera debemos concluir que 

P (k + 1) ea t.amb_Un verdadera. 

Suponemos entonces que P(k) es verdadera, es dectrs 

l + l + S+ ••• + {2k- lJ • k 1 
- - - - (1) 

!donde el pr1mer miembro representa la suma ~e los k primeros n~ 

ceros !~parea). 

Como P(k • l) ea 

1 • ) • 5 ••. o • ( 2k • 1, • (k • l, 1 
- - - - (2) 

b) 

''; 

·' ~ ' .. 

u 

dadera partiendo de la expresi~n (1)J lo cual puede hacerse 4e 

la aiqutente mañerAt 

Sumando en ambos miembros de (1) el.ndmero 2(k + 1) - 1, que ea· 

el ndmero impar aiguiente.de 2k- 1, tenemos. 

1 + ) + 5 + •• ~ + (2k- 1) + {2(k + 1)-1) k 1 + (%(k+ 11-1) 

(donde el primer miembro tamb14n representa la suma do los k + 1 

primeros ntl:neros !:pares} o Esta expresi6n .. puede escribirse cg, 

--
1 + l + S+ ••• + (2k + 1) • k 1 + 2k + 1 

o t.&mb 1 En CO~fte 

1 + l + 5 + ••• + (lk + 1) •. (k + 1) 1 

que coincide con la expres16n (2), por lo que P(k + 1) ea Verd! 

dera. 

Con lo ant.eri~r ~e.zr,o1s d~mos~rfd~. que .•1 P (~) es ve.rdad.era 

ces P (k + ll es verdadera y la prueba terznina o 
ento!!_ 

. \•l 

n' + n es un ndmero par, y n e K 

Demostración 

Il P(l) dice que 

t•·· 1 es un n11mero par 

P(l) •• verdadera ya que •• • 1 • 2 y 2 oa un n~~IO p•ro 

··----------
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II) Up6teab' P(k) ea verdaderaJ por lo que 

k 1 + lt es un n~ero par 

Por otra part.e 

(k + 1)' + (k + 1) k' + ::Zlt + 1 + k + 1 

• k' + k + 2k + 2 

(k + 1)' + (k + 1) . (k1 + k) + 2 (k + 1) 

Co~o (k+ 1) e N. 2(k + ll es un ndmero par· y, de la exprest6n 

anterior, {k+ 1) 1 + (k+ 1) _será un n~ero par si k 1 +k ea_par. 

En consecuencia, de la h1p6tes1a se sigue que. 

(k+ 1) 1 + (k+ 1) es un ndmero ~r 

Bemos demostrado que si P(lt) ea verdadera entonces P(k + 1) es 

verdadera y la prueb_a termina. 

La multipltcaciOn en N 

En fe~~ similar a como ae ht:o para la adictOn, la multiplic~ -

ctón puede definirse como sigue. 

I. 2. S CEFINICIO'N 

1) n 1 • n 

l1l n m• • (n • m) + n 

La multipllcac16n,as! definida, satisface las propiedades 

que ·ae reswnen en el siguiente Teorema. 

• 
16 

l. 2.6 TEOREMA 

Para todo ... n, p. e N• 

1) .. n < N 

11) .. (n • p) (m • n) . p 

111) " n • n • .. 
iv) si m • p • n • p, entonces m • n 

cerradura 

asociattvtdad 

Conmutatividad 

c:ancelaci6n 

. 

Las propi~ades 1) a 111) pueden deMostrarse d1rect&mente ~r 1~ 

I,2.7 

ducc16n ~tem!tica y su demostraci6n se deja al lector como eje~ 

cicio. Para una d~straci6n de la propiedad !v) puede consulta~ 

se la referencia 2 p!g. 96. 

Tomadas •imult!neamente, las operaciones de adic16n y ~ultiPlic~ 

c16n satia!acen la ·aiguiente ley distributiva. 

TEOREMA 

Para todo m, n, p E N: 

m • (n + p~ • lm • nl + (m • p) 

.. ' ~1 1 • . ... • i • : . ' 1 • ¡"¡ 

Sean n y p dos nllmeros naturales, y cons.idere.mos el enunciado 

m • (n + P.l, ~·:(!!'_,·~ _n) + ¡(ia· :. :Pl •• ~ Y,m E~. : . 11 .,:· 

el cual, ~r el.: ~n~ts~ ~U)J 4~~ .:.teor~ma; 1.2.~, es eq~ivalente a 

(n + p) .. • ~ • <.~: ·~ .. ml .+ . (p .• .e: l.·~ ~.m e ~ '., : ~· 

que·demostrarcmos por 1nducc16n matem!tica. 

I) P(l) dicé que (n + p) • 1 • (n • 1) + (p • 1), y e• verdadera 

ya que 

(n· + p) 

fn + p) 

1 • n + p 

1 • (n. •· 1) + (p • 1) 

1 ,: 

por 1) de 1.2.5 

por 1) de 1.2.5 



JI) H1p6tes1a: P(k) es verdadera, esto ea 

(n + p>k • (n • k) + (p • k) 

Entonces 

(n + p) . (k + 11 - (n + p) k' por 1) de t.:Z.2 

-(n + p). k + (n + p) por 11) de t.2.5 

(n • ,k) + (p . k) + (n + p) por hip6tes1a 

" n . k + (p • k + n) + p por H) de I.2.l 

•· n • k • (n + p • k) + p por 11~) de t.2.l 

- (n k • n) + (p k + p) por 11) de 1.2.3 

- (n k') + (p k') por 11) de 1.2.5 

(n + p) (k + 1) n . (k + 1) + p . (k + 11 por 1) de 1.2.2 

Con lo que h~s probado que st Ptk) es verdadera entonces 

P(k + 1) es verdadera, l.:. cual COI:lpleta. la ~emoetrsc16n. 

o 
Orc!en ~n N 

C•..:.;m!o h"bla.oos de canttd.,des ea frecuente efectuar comparaciones 

1 decia~a, por ej~plo, que cierLA cantidad es menor que ~~r~. 

Pues_to que loa ntlnu:~ros naturalea nos sir•:¡;¡, para expr,esar cantid!, 

des, es necesario definir la relaci6n •menor que• en K. 

0ec1~os, por e)emplo, que l e• menor que S. Sl observamos que 

·existe un ntlmero natur.,l, en este caso el 2, tal que 

l + 2 • S 

• 
. .:-.. 
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podemos establecer, a partir de la auma, una deftnic16n para 1• 

relacl~n •menor que•, que coiñcida con la idea intuitiva que de 

ella tene:r.os. 

I.2.8 DEFINICION 

Dado'!' -:!:-., nC.:-;,t~;-o!!l naturales n y"' • c!eC!D\Os que n es IDenor 

que m, lo que representamos mediante n < e , 81 

a x r.: N tal que n + x • m. 

Los nOJneros naturales satisfacen la aiq~ien_te propiedad, uama:­
da Ley-de Trteotom!a •. 

I.2.i TEOREMA 

L 

Si m y n son ndrneroa naturales cualesquiera, entonces se 

verifica una y s6lo una de las siguientes prbposiclonesr 

1) n < m 

11~ n -m 

111) m < n 
; ~ ~ ~ :.: 

Para una .. detn?~~r~~16.1), __ ~~ .. ~eetor PU!':d~- consultar la re!ereneia ) 

p!g. 36 
~ :! . '' ~ ' 11 • u ! 

La definición 1.2.8 y el teorema I.2.9, eata~lecen un orden en el 

conjunto N ya que: 

" 

por lo que 

por lo que 

por lo que 

por lo que 

. "' 
· ... 

1 < 2 

2 < l 

l < • 

• < 5 

' . 



• 
1 

1 

. 1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

. 1 

1 

1 

1 

1 



y p~~os representar qr!tic~ente a los n~~roe naturales como pu~ 

tos i9ual~ente espaciados sobre una recta, A la qUe llamamos recta 

n~.U:~érica: 

1 2 ) •• 5 

En ella, cuando 1:1 e n se tendr! que el punto qu"e ·representa a m se 

encuentra a la izquierda del que representa a n. 

Con base en 1.2.8 puede demostrarse que la relaci6n •menor que• en 

N tiene las si9uie~tes propiedades. 

I.2.1C Tt:OR!:XA 

PAra todo ta~n,p c. N: 

1) m < n .::;> ta + p e n + p 

U) m < n => mp < _np 

111) m e n y n e p =;>m e p 

En ocasiones resulta l!'o!s ctr~:odo ~.plear la rela~16n •~aenor qUe• en 

el sent1d6 inversoo est~ es, decir que un ndmero es mayor que otro, 

por lo que establecere.a.o~a la aiquiente de~in1ci6n. 

1.2.11 DEFIHICION 

Dados dos n~eros naturales m y n, ~ec1mos que a es 

suyor que n, lo que representa.inos mediante m ,. n, si 

n e m. 

Es- claro qu~ la re1a~f6n •mayor qu~· tiene pro~iedad~s an3loqas a 

l.u esto11.tlecidas en el teorcl!'..a 1._2.10. 

• 
1.2.1% 

',;. 
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EJERCICIOS 

1) Oemostrar que para todo m, n, p e M1 

•1 
b) 

el 

a + . (n + p) 

.l + n 

m+ n 

n + 1 

n + m 

(m + n) + p 

2) Demostrar que ~ia todo m, n, p e Nz 

., 
b) 

el .. 
n < N 

(n .• p) (m • n) • p 

3) Oecostrar que s1 m, n e N entonces m + n ~ a 

4) Oe.::~ostrar que para todo a, n t Na ., 
b) 

e) 

m+ n~ ... n;" 

=• + n• • [Cm + n) •.J • 

S) Demostrar que si n e N entonces: 

6) 

., .. + .. 2m 

b) m + m + •• 
ñ. SumAndos 

Sin, p c.. N 'oe define 
•,r 

Pn • p • P .• • •• • ~ 
n fACtores 

.· . 

,, 

oeio'Str:ir" q"ue p4.ra' todó: ID~ n, · p, q t. N• 

e) 

" + n P .. 

•· n - p 

(p • q) n .. p" 

7) Oe~strar que para todo m, n, p t Na 

,, 

., 
b) 

e) 

" < n 
~ > n 

" n 

,, 

~m+p<n+p 

:::)o p»-n p 

'1 n<p:::)~r~ep 

·- ·~ .. _ .. 
•• 1.:".1 

. ' 
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t.l LOS NUM.EROS ENTEROS 

El a!st~4 ~e lo~ n~eros naturales, con la operac16n de adic16n, ~ 

ni!iestllo su pr!oera de!ic1enc1a tan pronto cor.o ~?eza.mos a pla_ntear 

ecuaciones en dicho aiat~, ya que una ecuac16n dél tipo 

n + x • ~; con m, n·c N - - - - (A) 

puede tener soluct6n en N o no tenerla. 

Por eJetr.~lo, lll soluci6n de la ecuac16n 

es el n~ro que sumado a l nos arroja como resultado 1. En este e~ 

ao, el n~ero natural cuatro satisface la cond1ci6n pedida: sin ~ 

barqo, si cons1deramos la ecuac16n 

l + x- • 1 

encontrare~s que no existe número natural alquno que la satisfaga. 

[5tA deficiencia crea la necesidad de a~pl!ar el conjunto de loa nO­

meros naturales. Surqen as1 loa nWr.ero!> n'!qat!vos y el cero que, con 

loa n.at.urllles, constituyen el conju~to de los ntk'.eros entero&. 

La diferencia de nfur.eros naturales 

l.l.l OtFI~ICION 

Sea 1.& ecuación: 

n • x • ~: con m, n t H 

1r. au ~.l?luc1G~; es decir, al n'lmero" que sumado a n nos da 

c"r:-o re:Jultat!o m, lo ll.amc1renios la di tcrenc1a m n. 

• 
22 

Se~dn el teor~ I.2.9 para m- n se presentan tres casoaa 

i) n ' ,. 

Ef'lte ea el fn¡co. caso en_. que l_a ecuaci6~ t~.l tiene soluci6n en N, lo 

cual es consecuencia incedlata de la definición I.2.8, por lo que 
m - n es un n~ro natural. 

Hl n • m 

En este caso la ecuación (A) no.ttene solución en H y toma la forma 

n + x ·• n 

&n consecuencia m - n no es u~ ndmero natural~ lo def1n1moa coco e~ 

.~ero y ·lo repre_aentamos con O. 

1i1) m < n 

En eate caso, como· en el. anterior, la ecuación· (A) no tiene aoluc16n 

en N, por lo 

mo un n~ero 
" (n - tD) e N. 

que. m t n t~n_t~~~o 

entero, r:-~g~t1vo y 
~· 
lo 

un nllr..cro naturalJ lo dCttnimos co 
,t 0: ', •o.l -

repreaentanos con -(n-m), donde 

As!, por e)emplo, la solución de la ecuación 

es el nCun_cro que surt~arlo a 3 nos da como resultado 1. A dicho ñfit!lero, 

que ea un entero neqativo, lo representamos con -2. 

( 
'1·•1.[, 

' ., 
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CoQO YlCIOS, el ·•nGmero• m - n no es siempre un nd:r:ero natural, por l.o 

que --el concepto de nd:nero tal y como lo he~:~os maneJado hasta ahora 

resulta ya dernasifldo restrictivo·. A partir de aqu! considerarer!los 

cooo n~eroa a todos loa entes_~tem!ticos que resulten de la ampli! 

C!Gn progresiva del conjun~o N. por lo que la pala~ra ndmero tendr& 

una acepC16n cada ve% ~s ~plia. 

~e acuer~o con lo anterior, a los_n6=eros que se obtienen mediante 

la diferencia de dos n~~ros naturales les lla~aremoa n6oeros ent! 

ros y al conjunt.o que forc.an lo representare.r~os con Z. Esto··es: 

I.l.2 OEfi~lCION 

Z • {x 1 x • m - n; m, n ~ N) 

Ea claro· que el subcon)unto·%+ de t, definido por 

m - n: m, n e !-!; ~:~. > n} 

al c~al se le c~noce cooo •co~)unto de los enteros 

precls&r.ente el conjunto de lqs n~eros naturales, 

N e • 

La !~ualdad en z. 

positivos•, 

por lo que 
•• 

Co~o consecuencia de la definición I.l.l, un nGmero entero puede 

•~r ~x~c~sddo·en la !o~=- n de una infinidad de maneras distt~­

taa. 

• 
2( 

Por eJemplo, el nfimero x ~ - 2 puede expresarse como 1 - l ya que 
es solUei6n de la ecuación 

Es claro. sin embargo, que dicho ndmero puede ademJs expresarse-eo.o 
2- 4, ya que t~ián ea solución de 

aat como de muchas otras ecuaciones del tipo m + x • u, con a, n t M. 

Debido a-esto es·necesarto.establecer un criterio que nos permita d! 
cidir at dos nfimeroa enteros expresados como la diferencia de dos n~ 

turales son iguales o no lo son. Dicho criterio ea el siguiente. 

l.l.l OEFINICION 

Sean a • m - n, b • p - q dos n6meros enteros, con 
m, n, p·; 'q c .. tf. "t"ñtonce~: 
i'. ;; • . ..: 1 •:- ~.' 

·a • b si .. + q n + p 

!1 .. - : ! ! ' '. J " - ! : i .. ' ! ' ' . \ ~ } 1 

Ast, con base en esta definici6n podemos concluir-que a 

b ~ 2 - 4. represent":n al m.is!li.O .. nllme_::o ent;_er.~, Y.• q~e 

1 - J y 

y se satisface la igualdad en N que requiere-I.J.) p•r• eSt•blecer 1• 

iqu•ldad en t. 

'• . 

-· '. ~~: ,, 
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LA adición en z. 

Co=o N e: z. la ad!ci6n en Z debe producir los c!an::os re~ultadoa que 

la adtc16n en N cuando los enteros que ae •uman son positivos, lo que 

"conduce ·a .la siguien_te def~n1c1~n& 

1.1.4 .OEfiNICION 

Sean a • m - n, b.• p - q dos nGeeros enteros, 

con m, n. p, q e N. El nfimero a + b se define como1 

a • b • {m + p) - (n + q). 

Cabe hacer notar qué, en la det'inic16n anterior, el símbolo + que ea 

tA a la izqu1erda del signe igual representa la ad1c16n ~e nfimeros 

er.teros (la cual se esto! definiendo). mientras que el aímbo!o + que 

estA a la ~erecha representa la ad1c16n de ri~eros r.~turales. 

Para ilustrar el empleo de la de!in1ci6n I.J.4 calcularemos a cont1-

nu.cJ6n )a •~ B + J. Con obJeto de hacer notar la diferencia e~ 

tre las operaciones de acHciGn e.n Z y en N, en la discusi6n que S!, 

que representar~zr.oa c::at.as operaciones con <!os s1r.bolos c!iferentes: 

• 26 

G) para la a¿ici6n en Z 

Los n~eros enteros 8 y 3 pueden expresarse como 

··. 
y aplicando 1.3.4 tenemos 

• 0 J • (9 + 7) - (1 + 4) 

De la detin1ci6n 1.2.2 se sigue que 

• 0 

es decir¡ es el nGmero que •~~do a S da ce~ re~ultado 16, por lo 

que 1 ~ L ' . 

• 0 J - 11. 
' 

Ca.be hacer notar que, co:no 8 y l son tar.lbi~n nllmeros naturales, el 

lftlSfflo resultado deberta obtenerse er.pleando directa.r.ente la detinf. 

c16n 1.2.2. En efecto, en el eje~plo 1luetrat1vo de 1.2.2. •e obtu• 

vo que 

8+3•11 

; le'" o 
: ,. 

' ' .. '!•.· 

J . ' 
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.Come el lector habr& notado, en I.J.C hemos definido la adic16n eft 

Z a ·partir de la adtcién en N y la defin1c16n de ndcero entero. 

·LA def1níct6n l.l.4 noa permite de:ostrar las propiedades que c2-

=~e~te ~pleamoa cuando tratamos con la adic16n de ~dmeros ente­

~oa, algunas de laa ~lea se r~sumen en el siguiente teOrema. Ca 

be hacer notar que la adic16n en Z satisface todas las propiedades 

que ea~ableci:os para la ad1c16n en H, sin embargo, la adición en 

% c~,;enta con otr.111s prOpiedades adicionales, cotnO la existencia de 

~- ele:ento ld~ntlco y la existencia de elementos inversos. 

I. l. 5 TEOREMA 

Para todo •• b, e r. .Z: 

1) • • b • % cerradura 

11) • + (b + e) (a + bl + e asoclativtdad 

111) • + b • b + • .•.. ' 
COl}rnUta t1 vi dad 

1V) a1 • + e . b + e, entonces •• b cancelac16n 

v) • + o • el~ento 1d~nt1co 

v1) 3- • • z tal que • + .( ... A) . o elementos inve~sos 

CD!OSTRACION 

S~ der.cstr4r!n (lnlc:atnente 1) 1 .y) y Yl) 

• ,. 
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1) Sean a • m - n y ~ • p - q, do• n~eros entero• cualesquiera. 

De la d~finic:16n 1.3.4 

a + b • (m ~ p) - (n + ql · 

co1n0 m, n, p, q e N, del inciso 1) d~ t.2.l 

(m + p) c N y (n + q) e N 

por l'o quf!!, de I.l.2 

(m+ p) - (n + q)"c·z 

En consecuencia 

a + b c %, como se querta. · 

v) Se definió el cero como el nfmero x tal que 

n + x • n, con n e N 

por lo qua puede expres·arse coEr.O 

Entonces, si a • m - n es un ndmero entero 

a· + O • (!:1 - n) + (n - n} 

De la de!:in'Íd6n I;:l ;4 

a· +'ó"··' 6:1 + n) - (n + n) 

Por lo q\i~ a + O es tal :qu~ 

"(n +\iíJ· +•ta +O} • m+ n 

Ahora., por 14!1 pi"Opiedadi91i'1}, 111) y iv) de.I.l.S se tiene que 

n.+ [n + (A+ Ol) • m+ n 

[n + (a + 01) + n m + n 

n + (a + 0) • m 

En consecuencia 

a+O•m-n 

a + O • a, co~ ae quorta • 

. " 

'·' " 
'' 



Y1) Sea a • m - n un nGmero entero. Oteho n~ero es tal que 

n + a • m, eon o, n e N. 

En eonseeuencie, la ao_lu.et~n de la eeuaet6n 

~ + • • n, con ~. n e U 

sera el aacero • • n-a que. por I.l.l, es un ndmero entero. 

Consideremos ahora la aum. 

a + 1: • (:~: - n) + (n - m~ 

De .h det'1n1e16n t. J. 4 

a + • • (m + n) - (n + m). 

r por el ·inciso UU de 1.2.3 

a + a • {m + n) - (m + n) 

~ eonsecuencia 

Lueqo, eK1ste x e Z tal que a ~ x • O 

r la prYeba termina. 

o 
A d1eho ntlmero x (que como ae ve en ·la prueba depende de a) ae 1! 

denomtn. •et inverso de a paro la suma• y se le répresenta con -a. 

~ ll\ustracc16n etn z puede detlntrae ahora a partir de la adtc16n y 

de Yi) de I.l. S. de la 11i9uiente =-anera. 

l.l. ' Cl:FINICION 

Se•n a, b ~ %, el n~ero a - b ae define como 

a - b • a + (-b) 

y pu~de demostrarse que eata operación tiene la propiedad 

a ... b e ·t; Y a, be Z. 

• 
· • - lO 

En forma atmÚar a como se hizo para la &dicten, la •ulttpltc! 

cten en l puede definirse ~ atque 

I.l.7 - DCFINICION 

sean a • .._ - n, b• • p - q doa n~ros entero_•• con_ 

m, n, p, q e N. El nd=ero a • b •• define como 

El e!mbolo .• que tata a la izquterda "del atqno tqual representa la 

mult1p1Jeact6n·en z (la cual ae esta definiendo). ~!entra• que loa 

símbolo• • y + que estln o la derecha repres~ntan la multiplte! 

c16n y la ad1c16n de ndmeros natur~lea. Como puede verse. lo aul­

t1plteac16n en z que~~ .del1n1da. a partir de la IZIUlt1pUcac10n y la - ., 

ad1c16n ~n ;t!rX. ~~ de!tntción de ndmero ent~ro. 

·. 

' ; ~~-· 

' 
.. 

.,. •' " ' 
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l1 

Para todo a. b e E Z1 

1l a•b e Z 

U) a• (b•c:) • (a•b) •e 

111) A•b • b•a 

cerradura 

asociativtdad 

c::onmutat.1vidad 

tv) al a•c • b-e y e JI O, entoneea a • b ·cancelac16n 

a•l • a elemento 1d4nttco 

CEMOSTP.J..CION 

Se de=o•trarin dnlc&mente laa: propledadea-111) y V). 

1111 Sean a • a- n_y b • p- q dos números enteros cualesquiera 

a· b • (m. - n l • (p - q) 

• (mp + nq} 

• (lrlp + ft_!:¡) 

(np + mq) 

(mq + np) 

• ·{pm + qn) ~ (qm + pn) 

• Cp- q)•(a- n) 

y) En 1) de 1.2.2 se- def1n16 

por 1.3.7 

por 111) de :.2.1 

por 111) de I.2.6 

por !.]. 7 

como se querfa 

• 
]2 

por 10 que e~ ndmero 1 puede expreearae como 

Entoncea, al a • a __ n es un ndmero entero 

a•l • (m- n)•(n• ~ n} 

[Cmn + m)+ nn] ~ [<nn + n)+ mn] 

(Cmn + nn)+ m] - [tmn + nn)+ "] 

por lo que, a•l ea tal que 

[tm.n + nn)+ n] · •. (a•l) 1
• (mn + nn) + 1111 

y, de U) de I.J.S 

(mn + nn) + '[n + (a•U) • (l'ld\ + nn) + 1111 

En ~onsecueneta, de 111) y iv) de 1.3.5 

Ea decir ,, ... 
a•l·.~_..m.- .. 1!' ., '" 

j" 

y la prueba termina 

o 

por 1.3~7 

por U) 4e 1.2.5 

por 11) y 111) 4e_ 1.2.1 

como el lec:to~ habra notado. en la dcmostrac16n .anterior hemos oml­

t.tdo el a11nbolo • .en una parte del proceso. Debido a que esta oe1-

., 

,,¡ '· 
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siOn ea usual ea loa libros de m4tem4ticaa y facilita la escritura. 

en ·adelante noaot;oa tambiEn omitiremos el a!mbolo • en la multipl! 

cac16n, aat coco algunos otroa a!:boloa que no son indiapenaablea 

pero que heces empleado antertor=ente para eñ!atizar loa primeros 

conceptos. 

To=adaa aimult!neamente, la adie16n y la multipl1caci6n satisfacen 

la siguiente propiedad distributiva. 

1.].9 TEOIU:.KA 

Para todo a, b, e ~ Z: 

a (b + e) • ab + ac 

OEHOS':'AACION 

Se•n a • m - n, b • p - q, e • r - a, ·tres n!l.at~roa entero• cuate!, 

quiera. Entonces 

a (b + el • (m - n) (Cp ql + (r - ol) 

• (m • ft) (!p + rl (q • •1] por 1.3.4 

(15Cp + rl + n(q + aJ) [n(p. + r) + m(q + a)] 

por 1.3.7 

• [Cmp + mr) + (nq + na;] - [(np + nrl + (mq + msl) 

por 1.2. 7 

• 
,, ... 

.; : 

[!mp + nq) + (mr + nol) • [!np + mql +. (nr + ••1] 
por 111 y 1111 do 

I.2.l 

. • [!mp + nql - (np + mql) + [!mr + na) • (nr + "'•1] 
por I.J.• 

(m n)(p q) + (af - n) (r - a) por 1.3.7. 

a (b + e) • ab + ac 

con lo que concluye la demoatrac16n. 

La introducción del cero y los neqativos trae como consecuencia la 

aparición de Alqunas prop1edadea.adtc1onalea para la mult1pl1c_actan 

en z, propiedades de lae que no dispon!amos para la mult1pl1cac16n 

en N, alqunaa de laa- cuales ae enuncian en el aiquiente 'teorema• 

I.J.lO TEORD!A 

1l .~:o ~ o 

11)1"< c:.::a, (b) 1 ¡. ·-~ (ab}l 

111} ( .. a) (-b} .• ab 

. .. ~ .. -~ 

DEMOSTRACION 

se demostraran óntcamente 1) y 11) 

11 

atO + 0) • a•O 

a·O __ • •• o • .:.·O 

•·Ot+ ~-o - •. o +o 

' ' ~~: ·' ; .. 
" 

..... • 
'· 

pr1~era re9la de loa a19noa · 

aequnda reqla de loa a1qnoa 

por Y) de 1.1.5 

mult.ipUc_ando por a e 1 

po~ J:. 3.9 

por Yl de t.l.S 

!. ' .. , 

··. 
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a•O • O 

11) Sean a, b e z 

(-a) (b) ·• ab (b~ (-a) + ba 

b(-a + a) 

• b [• + (-al] 

• b•O 

(-al (b) + ab· • O 

ab + (-a) lbl • O 

lS 

por 111) de I.J.5 

por lv) de I.J.S 

por 111)· de I. 3.8 

por 1.3.9 

por 111') de I.l.S 

por vi) de 1.3.5 

por i) de I.l.lC 

por Uil de I.J.S 

De esta Oltima expre•i6n se sique que (-a) (b) ea el inverso de 

ah para la aumar eato es 

(-a)(b) • -(ab) 

c:omo ae quer!a. 

o 
Orc!en en Z 

Para los n~roa enteros pOdemos tamb!'n definir la relacten 

•menor que•, como una qeneralizac!On de la que h~s definido 

Para loa naturales. 

1.3.11 DtriHICION 

St"an a, b e %: 

t) a .e b al 3 n ( tl t.41 1 que a + n • b 

U) a ,. b al b < • 

• 
·~ r· 

36 

Los ndmeroa ent.eros iamb1En sat.iafaeen la Ley .cte Trlcot.o::~!a. enunc1! 

da para los ndceros naturales en el teorema I.2.9r y la relac16n •=! 

nor que• tiene en Z las alquientes propiedades 

Para todo a,b,c e %: 

11 • < b ~ a + e < b + e 

. _11) • < b y e > O ~ a e < be 

• < b y e < o ~ a e >be 

u u • < b y b < e ~ • < e 

~uy.~ dr.moatrac:i15n ae deja al lector como ejercicio. 

Los nlltneros enteros _quedan representado• tainbifn en la recta ftUIIh~ri­

ca como punto• iqua~ente espaciadoa, aOlo que 8hora la recta ae ex• 

tiende indefinidamente en ~~s aentidoa 

-3 -1 o 1 2 3 

Si a < b -~e t.-;n~r~ que el. pu~to que _r-;presenta a a e•t.e.rl· a la 1! -

quierda del que reprl!senta ·a (b •. · 

Como ahora la recta se extiende en Amboe sentido• no tiene un punto 

inicial. co~ sucede para loa nfimeroa naturales. por lo que •• con•! 

dera c~o punto_ de referencia el punto que representa al eero. Los 

nd:neros que a.c encuentr.,n rC'prc~cntados A la dcrt!'chll de dicho punto. 

ae dice que aon •positivos• y les que e•t~n a la !zqulerJa •neqatl • 

V05•. 

,. 

f ' . "::' 

l. .. 



I.l.ll DLFIHICIOM 

Sea a e: %: 

a es positivo si a ~ O 

a es neqativo a! a < O 

En particular, el cero no es positivo ni negativo. 

Al conjunto :+ que ae .de!1nit'5 a cont1nuaci6n de 1.3..2 como: 

z• • (• 1 x • m - n; m.n e N; m > n) 

ae le conoce co~ el conjunto de los •enteros positivos•. Puede 

delDOstrarse que todo elemento de dicho con·junto es· positivo en el 

scnt.1do q-. .u! establece la def1n1c16n 1.3.13; esto es:. 

x ' z• s1 y a6lo si x e z y x > O. 

··. 

' ' 
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I.l.12 EJERCICIOS • 

1) Demostrar a partir de t.l.l que para todo •· n e Ht 

a) m - m• n n• 

2) Demostrar ~e para todo a, b, e e Z1 

a) a + b b + a 

b} a + e • b + e ~ a • b 

3~ Demostrar que si a, b, e e Z entone••• 

a) a - b e Z 

b) a +- (b - e) (a + b) - e 

e} - (a + b) • • a - b 

4) Demostrar que para todo a, b e Ir 

a) -1 • a • - a 

b) ,, (-.a1 .(:--~ bl:·~.ab ,, 

5) DetftOstrar que ·atla, b, e e 1 entone••• 

¡,¡ l. .. . , 
al a (b -el . ab a e 

.. '< '· "1 

61 Derr.ostrar que oi a, b, e < •• 
o) • > o .;::=:> - • < o 

bl • - b ' • • b, a! b > o 

el • < b y e , o ==> a e < be 

• < b y e < o ==> oc > be 

t \ :;1 ~ 

"· 

'. " ¡· ., .. •!, 

·'. ,. 
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%.4 LOS NUME:ROS RACIONALES 

.Al J.nJ.Cio de la aecct6n I.J planteamos una eeuac16n del tipo 

n + x m; con m,·n e N - (A) 

y vimos que loa ndmeros naturales son 1nsuttctentea para proporcio­

n4r aolucionea en_ todos lOs casos. Esta deficiencia se auper6 con! 

truyendo el conjunto %, en el cual siempre hallamos 30luc16n a una 

ecuación ~e tal tipo. 

tl coojunto de los ndmeros enteros, atn emharqo, también presenta 

rleftctencias. En e!ecto, af planteamos ahora una ecuac16n en tér=! 

nos de la cult1plicac16n como 

bx • a: con a, b e Z (Bl, 

encontramos que no siempre tiene aoluc16n en z. 

~or eje~plo, la aoluct6n de la ecuac16n 

lx • 12 

e~ el ndcero entero C, que ~ultipltcado por J nos da como resultado 

12. 

lx • 7 

' encontramos que no exiate un n~ero entero que multiplicado por l 

dE cooo re a u l t_at!o 7. · 

Esta deficiencia crea la neces1rlad de ampliar a~ora el conjunto de 

loa nGmeros. enteros, con lo que surqen los n~eros fraccionarios. 

estos nlúneros juñto con los enteros fon-.an el conjunto de los ntlme.,;. 

ros racion.ales. 

• 

1 

' . 
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El cociente de n6=eros enteroS. 

l. 4.1 DtFltHCION 

Sea la ecuact6n: 

bx • ~t;: con a~ b e Z 

A su soluci6n 1 es decir. al ndmero x que culttpltcado por 

b nos da co~o resultado a, le llamarecos el cociente de 

• a e~tre b ·y lo representar~mos con b · 

como el lector rccord.lrá de sus cursos eleoen.talea de arttJn.~t1ca, 

un entero b ~ O se dice factor de uri entero a si existe un e e Z 

tal que 

be •• 

A•t, para el cociente .S poderoo.s d1stinqu1r tres casoa1 

1) b es factor de a. 

Éste es el G!'ico caso en que la ecuación IBJ tiene sol.!! -
.. ~~-: • 0!- . 

por lo que S es un nd=ero entero. 
~· : • e : ~ 

ct6n en Z, 
.. ;.¡ ~ 1. 

11) b nc,es· factor de' il.• y.b '1'· Ot: .. : ,;:,> 

tn~este caso la ecuaci6n (D) no tiene solución en z. por 

lo··que·G no· es un número ·entero y·=deciooa que es un ndmero 

·· t"raCctona.rio'. 

As1. por eJemplo, la solución de la eeuaei6n 

lx • 7 

es el nWcero que multiplicado por l nos da como resultado 
7 

1. A dteho n~ero lo representa~~• con j Y es un ndmero 

fraccionario. 

. ~~ r 

1.•.1 ', 
,.:, .. 

\ :' .... 1 i ·; ··~, ~ ··-· 
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111) b•O. 

Este ea un ca~o que merece especial atención, en virtud de 

• que b no eat! definido. 

• En efecto; a1 a ~ O, b no existe; ya que no hayan ndmero 

que cultiplicado por cero df!' como resultado u·n nt!t:lero di!,! 

rente de cero. . . 
Por otra parte, si a • O, b no e~t~ determinado; ya que 

ccalqui~r ndmero multiplicado por cero' da co~o resultado el 

cero. 

En cualquier ca~o. ~1 ndm~ro % con b • O no eet4 definido. 

De acuerdo con lo anter~or, a los n~eroa que ee·obtienen como el 

eociente.de dos n!l.meros enteros a, b con b., O les llA.II!.Aremoa nt:We-

ros racionales y al conjunto que _forman lo represen tarecos con Q. 

Esto ea: 

l. C. 2 OEYINICION 

Q • {x 1 x • • b• a, b ~ ~. b ; O) 

•• claro q~e el oubconjunto de Q de! !nido por 

{x 1 •• .. ¡;• •• b < •• b . 1) 

•• prec1a41!1ente el conjunto de lo_ a ntlmeros enteros, por lo que 

z c:Q 

t... iqualdad en O 

Sequramente el lector ha ~aneJado ya ampliamente l~s n6meros racio-

• 
42 

nales en forma de •quebrados•, y se habr! dado cuenta que la expre­

Si6n de un nllmero rac.1.onal en la form.a S no es dnica. 

Por ejer.-.plo, el nG.me;-o por el que debemos cultipl!car 12 para_ obtener 

28 puede repre3entarse como 

2B 
·u· 

7 
1 , etc. 

donde la Gltima se conoce como su •mtn1m4 expresión•. 

En 9eneral, ., • un nGmero racional b < • • • ¡; •• con •· 

el (mico factor coz:~ún de • y b es el n~ero uno dee uos 

m!nim.a expresi6n del n<L'tlero racional •• 

y b > o. 
• que ¡; •• 

De ~ancra reciproCa, si x • ~ es un ndmero racional y k ; O ea un 

•• nfiJ:lero eñtero, kE representa ta.mb!En al n_filll.ero x. 

.. 
,. 

De aeuerdo.Con lo anterior, resulta natural considerar que doe n6&~ 

• e ros racionales b Y-ü son iguales cuando 

a • kc y b 

o cuando 
. -;;' .. 

'. ' .. . . 
e ka y d • 'l<.b 

para algO.n.k < :. k ~ o 
~ : 

• ' • • ~ '> ,..1 • ·•. • ' • • 
Si á e cu.mplC!· -alguna de e_stae ·dos condiciones se tendr4 que 

ad • be 

y viceversa., lo ~ue conduce a la aiquiente de!inict6n 

,, 
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l.C.] CtFINICION 

• e Sean b! a 4oa ndmeros racionales. con a.b,c,d e z y 
b, d ; O, entonces 

a e 
¡; ¡¡ ·•1 .id - be 

. 

la cual establece la iqualdad de ndmeros racionales en tfrminos de 

la iqualdad. de nllmeros enteros·. 

La adición en Q 

·. 

I.4.C DEFINICION 

a e 
Sean b' Q dos nCmeros racionales, donde.a;b.c,d e Z 

y b,d; o. 

El n06.ero S + a •• define COZI\0 

a ·e • ad + be 
¡;•;r ¡;¡¡ 

La adición en Q, aat definida, tiene las propi~dades que se enu~­

ctan a cont1nuaci6n 

• 
,, 

1.4.5 TEOIW<A 

Para todo x, y, z e Or 

1) x + y e Q 

11) X + (y + Z) • (X + y) + ~ 

tii) X + y • y + X 

tv) si X + z • y + z, entonces x • y 

V) · X + 0 • X 

vi) 2 - x e Q tal ,que x + (-x) • O 

DEMOSTRACION 

se·de:beatrar.! <lnicamente 

••• X • • ¡;• con a, b • • 
Por v1) de I .3.3, 3 - a 

Ahora 

a -a ab + (-alb 
S • ;b.-:' b·b· 

.,. -ba + b(-a) 
b•b 

v1) 

y b 

e • 

,, .b [a e• ,(-a)]., < 

--~-~ 
. [• + (-a))_ .....• 
o 

- ¡; 

o • r 

b 

~ o 

y de I .o&. 2, 

Con lo que -x • ~ y la prueba termina. 
" _.,- .. '. 

i}" -~¡~ 

! • 

. .... ... .. : 
; 

cerradura 

asociattvidad 

corunutatividad 

cancelación 

elemento idfnttco 

elementos inversos 

-· b e Q. 

por 111, de l.J.8 

por t.l.9 

por t.C.l 

por I.C.l 

'. 
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es 

La eustracc16n en Q puede definirse ahora a partir de la adición y 

de vi} de 1.4.5. de la si9u!ente ~nera: 

I.f .6 DETINICION 

a e a e 
Sean b' a ~ Q, el nfi=ero S - a ae define como 

COmo conaecuencla de 1) de 1.4.5, la austracci6n ea cerrada en O; 

esto es 

~ x, y ~ O: x - y e Q. 

~ Mult1pl1cae16n en Q 

t. (.,7 OEFINICION 

' Sean E· a dda ndmeroa racionales, donde a,b,c,d, e z y b,d ~ o. 

• e El nfimero b !• 0 se define como 

• e ac 
¡; ¡¡ - bd 

La mult1pl1cac16n en Q, a•! definida, aatisface las propi~dades que 

establece el alqulente teorema. 

• 
. ' 

l.t.B. TEOREMA 

Para todo x, 1• • z e Ot 

1) x y e Q 

11) x (yz) • (xy)z 

1111 xy • yx 

C6 

1v) al xz yz y z ; O, entoncee • • y 

V) x•l • X 

vU s1 x yl O 2 x-1 e O tal qua x.x -l • 1 

DEMOSTRACION 

Demostraremos a continuacién 1),. 11) y vi) 

cerradura 

asoc1aUv1dad 

eonmutatlv14ad 

cancelac16n 

elemento idlntico 

elementos inversos 

1) Sean X • 6• Y • a dos ndmeros racionales, con lo que 

·a,b,c,d, c. t y b, d pi o 

~y.;, g 
. :. . \ ' ~ ·. 

donde ac e Z y bd e t por 1) de I.l.B. 

Para demo&tar:quC xy· t .O ae:requiere.:adea.ts probar. que bd 1 O. E•-

to lo hare~s a cont1nuac16n empleando un m~todo de demostrac1én 

indirecta conocido como prueba por contrad!cc16n o por reduceian 

al absurdo. 

·, 

:: 

't..,, ,. 'r 
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. ., 
[ntoneea 

bd • b·O 

db • O•b. 

cómo b ~ O, de lv) de 1.3.8 ee aique que 

4 - o 

por 1 l de l. 3.10 

por 1111 de I.l.B 

lo cual contradice la cond1c16n d ~ O eatablecida por y e O~ En 

conaecuenc1a la hip6tea1• bd •.0 es falsa por lo que 

bd./ o 

cOtlO ae querS:a. 

a e • 
111 Sean X- s· y- a· z - I· tre# nfimeroa raciOnales 

x(uz) • 4 (e •¡ • li.a·I 

a (ce) • mrr 

{acle 
- Tt<liT 

( a e¡' e • ¡;¡¡ l 

(• e¡ • • ¡;·a l 

xtyz) • (xy)x 

por 1. 4. 7 

· por I. .f.. 7 

por 11) de 1.3.8 

por I.4.7 

por 1.4.7 

como· e e querfa. 

vi) Sea x un n~ero racional diferente de cero; esto es 

• • - ¡; con •. b t %. •• b .¡ o 

• ': 

48 

Como a, be z r a~ o, por I.4.2 3 ~ c·o. 

I'J>ora 

• ¡; 

• ¡; 

b ab 
¡-- bá 

!:'!,. ab 
& ¡¡; 

De V} de I.l.S: ~ • lr por lo que • 
a • ~ • 1 ¡; • 

Entonces x -l • b la b termina. · 
4 y pru~a 

o 

por I.C.7 

por 111) de 1.3.1 

Al ndmero .-l (que eo~ se ve en la prueba depe~de de x) ae le den2 

mina el •tnverso de x par~· la multipl1cac16n•. Cabe enfatizar aqut 

que todo, nll:nero .racional, con excepcÚ5n del cero. tiene un inverso 

multiplicativo en Q. 

La divisi6n en Q puede definirse ahora a partir de la multiplic~ 

ct6n y de vi) de t.4.8, ~e la siguiente manera • 

Sea~ S· a doa'nGmeroa racionales y a; o 
·' 

• ¡; ' !':' ! : l' '1 • J) ;~¡ 

Como consecuencia de 1} ,de 1.4.8. la división en O satisface la •! .. 

.1 

(· '1.! 'ri " 

... 

•. 
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9uicnte propte~ad 

Y •• y t O, y ~ 0: x t y E O •. 

Por otra parte, puede demostrarse que los teoremas I.l.9 y I.l.lO 

~1~n son V~lidos para loa ndmeroa racionales; esto ea 

I. 4 .10 ttoRD'.A. 

.I.&.ll 

PAra todo x. y, z e O: 

x(y + z) • xy • xz 

T!:.cJJU:>IA 

Paz: a todo x, y e: 0: 

11 x•O • O 

·u¡ e-x) (y) -- (xy) 

111) {-x) (-y) • xy 

Orden en 0: 

To.do nWriero racional puede expresarse coleO una fraeei6n con de­

no~ina~or poa!ttvo, ya que 

:'sl. sí b > O el denor.~1~ador de S es positivo, ~n1entras que ai 

b • o • d -· . • 6 pue e eJC~r~.~~~ue como =t) don1!12 -b ·ea po:!11t1vo. 

Con ayud.a de este resultado podel!\0~ establecer la relo~~c16n •menor que• 

en Q a partir de la relac16n •menor que• en %, de la aiquiente m•n~ 

••• 

• . ., 
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1.4.12 CEFlNICION 

• e Q, donde b,d e z:+ t Sean ¡;• 4 t 

1) s. e 
s1 'ad<bc 4 

111 • , a al e < • ¡; 4 .¡; 

Coco consecuencia de esta de!inic16n y de la Ley de Tricoto=ta en %¡ 

·la re~ac16~ •menor que• en O aat.iaface tazr.hifn dicha l~y, ast como 

las si9uientes propiedades 

1.4.13 TEORDf.A 

Para todo x.y,z e 0: 

11 X < y =9x + z < y • • 
111 X < y y • > o ~ .. < yz 

X < y y • < o ::::} .. > yz 

Ui) X < y y y < • ==;>X < • 

En· !orina s11liilar a como se def1n16 en Z, diremos que un nebnero x e Q 

es positivo •! x >O y.eo.neqativo 1ai x <c. 

' -Loa elementos de 
<i -- : 

rica, donde si x 

izquiCrda ch!:l qu< 

:"}-· ' '• ·. ·' 
:•;,;' 

' :;:< ., 
,, 

•' \ ., .. 
Q pued~n ta~~ién ser representados en la recta n~! 

< y, el punto que represen~a a x se encuentra a la 

-réPreseñiá' ~a y 

-11 -1 ) 10 -,.- T l T 
-] -2 -1 o 1 2 l 

. ' ' 
,, 

' -
' 



51 

Los ~dmeroa racionales poseen una propiedad conocida como •den•! -

dad•. aeqQn la cual entre doa n~eros racionales diferentes ate~; 

pre hay o~ro n~ero racional, como lo establece.el aiquiente teor~ .... 
I. 4.14 TEORDU 

Para t.odo x,y r .. Q, con 11: < y, 2, z. t O tal que: 

DP"'ST~IOM 

Coco X < y 

y + y 

1 
l 
1 
l 

1 l (X + y)< i (y + y) 

1 
l (X + y) < y 

X < y 

X + X < y 

(X + x) 
1 

< l 

(X + x) 
1 

< l 

X < 
1 
l 

+ X 

(y + X) 

(a + y) 

(x·• y) 

por 1) de t.C.ll 

por 11) de I.t.ll 

(1) 

por 1) de 1.4.13 

por U) de 1.4.13 

por Ui) de 1.4.5 

-- (2) 

Por lo ~anto, de (1) y (2) ae -stque que z • ~ ht + y) ea· tal que 

X e: t < y 

Adem".S.s. por la cerradura de O .para. la adiet6n y la mult1plicac10n, se 

tiene que i (x + y) e Q, con lo que concluye la demostración. 

o 
C~bc h~cer notar que loa na~~roa naturales y lOa enteros no pos~en la 

.. 

52 

Exprest6ñ ~eetmal de un nGmero racional 

Hemos definido al ndoero racional 5 como el cociente de los n~ 

meros enteros 

mero racional 

a y b. siempre que b ; o~ Si consideramos el n! 
7 ¡• por ejemplo, y efectuamos la div1st6n de 7 e~ 

A·. . 
tre 4 como se acostumbra en la arttmfttca, obtendremos 

i • 1. 7S 

A 1.75 se le conoce ~omo la expree16n dectmal del ndmero raci~ 
7 

nal l . 

Todo _ndmero racional tiene una expreai6n deciJDal. por ejecplo 

~. o.ns. 

7 0.212121.. o n 

Se dice qu·e una e_xpresi~n decimal es per16dica cuando ~n dl9tto o 
·.'. 

9rupo de dtqitos se repite inde!int~amente a par~tr do un cierto 

lu9ar a la derecha del punto decimalJ ya aea desde el principio, 

como en 0.212121 ••• , o empezando· rn.S.s adei'ante; como en 1.12878787 ••• 

De acuerdo con esto, 'una exprest6n decimal que aparentemente terml 

na como 0.375, también es periódica y4 que puede escribirse como 

o. )75000 ••• 

En qeneral, c~n respecto a la expresión decimal de un n~ero rac12 

nal podemos establecer el aiquiente enunciado. 



• 
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I. 4 ..1 S TEOP.L.'" 

Todo nfimero racional tten~ una exprest6n 

· deci.m.al per16d.tca. 

Para demostrar 1.4.15 requeriremos de otro teorema conocido como 

el •Alqori~ de la d1v1s16n para ndmeroa enteros•, que tratar! 

moa a cont1nuac16n. 

Co:o h~s visto. la ecuación Jx • 1 no tiene &oluc16n en z, ya 

que no existe un nOmero entero x que multiplicado por l d' como 

resultado 7. 

A c~bio, podemos encontrar los ndmeros enteros ·2 y 1 tales que 

)(2,+1•7 

En 9eneral, ai~pre ea posible hallar esos dos ndmeros de acuerdo 

con le q~e establece el &iquie~te teore~. 

~~TMO O~ LA OIVISION.PARA NUKEROS ENTEROSt 

Oadoa doa n6meroa enteros a y b, con b ·> o. exiaten 

dos enteros Ontcoa q y r, con O¿ r < b,· tales que 

Loa nllmeros o~.b.q y r t. Z reciben el noznbre de divJdcn.do, d!vf~ 

sor, cociente y restduo reapecttvam.ente. C4be hacer notar .que 

aqut el t~rmino •coctente• tiene una fnterpretdc16n m~~ reatr1nq1-

t 
tl ••t ... JI.ant'e l'ue:ri• CIJnauit~• 

•• pi<¡. 25. 

s• 

da que lA que empleazoa al inicio de la see~16n t.c, ya que aqut el 

cociente es atempre un ndmero entero. 

La relact6n a • bq + r; que eatJ planteada en t~rmtnos de ndmeroa 

enterca exclusivamente, puede ser enunciada en Q como 

f;•q+~,, 
exprest6n que nos recuerda la forma como llevamos a cabo el proceso 
de dividir en la arttcéttca; esto .es, obteniendo un cociente y un 

residuo. 

Antes de pasar a la de~strac16n de 1.4.15 recordareoos el s1qnif1-
eado de la notación decimal y su relac16n con e1 alqoritmo de la 4! 

vtsi6n para anter~s a través de un ejecplot 

La expres16n 

1.1287878787 .... 
representa la auma 

1 2 .. 8 • 7 8' 1 8 7 + 
1 + ro • ror • ror • ~ • ror +. ror • ror • ror ··· 

Ast •. si buscACO& la expresión decimal del ndmero ~podemos proc~ 
der de la a1qu1ent·e m.ancra 

ol Para obtener la parte entera Yel!IOS que 

149 • '132(1} + 17, donde
1
0' 17

1 
< 1)2 ,, .. 

entonces 

1-49 - 17 m· 1 •m 
.1) Para la primera c!tra 'dt!éÍmal v'elt\Oa que· 

10 X 17 -1i0 .. il2 (1) + :Ja, do"nde o ~ '38 < llZ 

lo ..!1.. - 1 + 
)8 

por que 
132 10 10 X lll 

·entonces · 

149 1 38 
I1J • 1 + 10 + 10 X lli 

" ' 

• j l. 
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11} Para 16 aequnda cifra 4ec1~al 

10 • 38 • 380 • 132(2) + 116, dond~ O' 116 < 132 

Je 2 116 
por lo que 10 x 132 • TQT + 10 1 x t)2 

ent.onces 

111) P~ra la tercera 

10 x 116 • 1160 • 112(8) + 104, donde o ' to4 < 132 

116 8 104 
por lo que toJ x lJ2 • IQT + to• x t32 

er.t.onc:es 

l4 CJ .. 1 2 a 104 m· 1 • ro • TOT • w • to• x 132 

iv) Par·a la cuaru 

10 x 104 • 1040 - 132(7) + 116, donde O ' 116 < 132 

104 1 116 
por lo que 16• ~ 1)2 • ro-+ 10~ x 132. 

entonces 

14 9 • 1 2 B 7 116 
~ 1 

·• ro • ro~ • TOT • 10' • 16' x 132 

10 x 116 • 1160 - llliB): + 104, dond~ O '104 < 132 

116 B 104 
por lo qUe ió' x 13~ • IOT • loS x 132 

I 49 1 1 B 1 8 104 
I1l • 1 • ro • TOT ··TOT • ro'· IOT • 10' x 1l2 

Podemo; •er que la relación a • bq + r establecicSa en el paso 111) 

se ha presentado nuev~ente en el paso v)t esto se debe a que el r~ 

siduo obtenido en 11) se ha repetido en el paso iv). Como cons! 

cuencia de ello, los cocientes obtenidos en lo• pasos 111) y v) •• 

repetir&n indefinid~~nte. Esto es 

o bien 

"' 111- 1.12878787 ••• 

por lo que la expres16~ dechull de. ffi ea per16dtca. 

• Cons1deremoa ahora un ndmero racional posit~~o D , con a,b > Oa 

e) Por el el9oritmo de la d1visi6n para enterca, existen 

i 1 

q 1 • r, e %tales ~ue 

a • b q 1 + r,, _donde O~ rt < b 

entonces 6 • q, + ~ 

Jl.hora, cooo ,. 

• :taletl que 

lOr, . b •• 
por lo qu., 

r, < t tenemow que 
. . ;~ . 

+ ... donde o ~ ro 

~· .. !1.1_ + __r_,__ 
b lO 10 X b, 

entonces A g_¡_' + ~ 
S - q, ... 10 10 X b 

tA1ea que 

lOrt 

< b 

10r 1.• b·q, + r 1 , donde O~ r 1 < b 

1 
--tl.__ q, r, 

por o que 1 O x b • fOT ~ 1 O 1 x b 

-:-:. .. '-::•;. 

. ' 
.. :.·. 

• t y exist.en q., r, < t 
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entonces :- • q• + 9...!.. + q, + r, 
D 10 t0T 101 X b 

111) ~~or•, cooo r,~ t ten~s que 10r2 E z y existen q 1 , r 1 e z 
·ules ql.le 

lOrt • b q, + r 1 , donde O-~ r 1 < b 

po'r lo r1 .. q_1 _ + r, 
que lóz x b IOT lOJ x b 

entonces. :. • q, + 9.J. + ....si. + ...s...t.lO' + r, D 10 10• ¡QJ X b 

En eo~r.ecuenc1a, la expresión decimal de S ser! 

El proce~o puede continuarse indefinid~mente; ~in embArqo. como loa 

aon nfimeros enteros t~lea que O~ r
1 

< b. 

a lo EJs podr~n existir b residuos diferentes. Cuando alqunq de loa 

residuos obtenidos se present~ por eequ~da vex se inicia el segundo 

cicle del per!odo. el cual ae repite in~efinldamente. 

A · a -• • S! 6" es r.et¡~ativ~, entonces e:!lcrt.~i~r.os E • - b donde 1; es ~sit!. 

voY por tanto tiene un& expre516n decimal per16dica. 

Eu.o C(.¡r.pleta la demostración de I.4.15. 

El reciproco del teorema I.C.15 también es v&lido; es decir: 

1. 4 .a Ttou:~ 

Toda expres16n decirn4l peri6d1ca representa~ 

a un nC.C.ero racional. 

,..,. ~" . ·; .. 

58 

La demoatr~e16n de este teorema esta fundamentada en el concepto de 

límite, por lo que no la hare~os aqu!.t Sin embarqo. presentamoa a 

cont1nuac16n un _ej~~plo que m~estra la idea bajo la cual puede cbt! 

nerse un n~ero racional como cociente de enteros a partir de su ex 

Consideremos la expresión dec~al 

1.-40666 ••• 

BuscAZCoa t!os n!lmeros ent"eros a,b tales que 

E- .. 1.4_0666 ••• 

como tenemos dos d!q1tos antes de prese~tarse el perlado por prime­

ra vez, v.ultiplica~s por 10 1 para obtener 

140.666.-•• (1) 

En vista de que el per!odo consta de un digi~o. multiplicamos la e~. 

pres16n (1) por 10' oa.::-a obtener: 

1~· S. 1406.666.;. (11) 

, . 
. Puesto ,que ,,la par~e decimal de estas dos t\1 timas expresiones e e la 

misma; 1res~4:nd? (il. de tU> obient;rf\Oa un,n,d.'ftero enteroJ esto ea 

1-4 06 

(lo•- 10 1 , s 1266 

por lo que 

• ¡; 

t 

1266 
900 

900 .a • 1266 ¡; 

211 
m 

1<0 

f:l lector Jntereal!ldo puede consultarla -en la referencia 1 pS9. 6t. 

" 
'. ' 
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I.4.1' ~ClCIOS 

1) De~strar a. partir de I.~.l que s1 a, b, k soa ndmeroa 
enteros diferentes de cero, entonces 1 

al a b 
k&"i!i 

bl ~ f ·D; 
21 Demostrar que pAra t..odo x, r ~ O• 

al K + y < o 
bl " + o • • 
el " - y <o 

ll De1:10atrar que para todo x, y ~ 01 
al Ky • yx 

b) X 1 X 

el • o o 

4) Demostrar que si x, y e Q: 

xy•O =>x·o~y·O 

5) Sean x. y e Q, decoatrar que 

~) Si y ; 0: x t y e Q. 

b) En 9eneral1 x t (y t a) ~ (X t yJ t a. 

e) Si a ~ Ot (y t z) X • hr:y) t z 

6) Sean x. y, z e Q. Demostrar quer 

&) x + z e y + z ~ x e y. 

71 

b) o1 z ,. .or xz < yz (.:::::) x < y 

ai & < 01 XZ <,yz ~X "-Y 

~pleando el alqor1t~~ de la 

~nteroB, hallar la expres16n 
div1B16n para ndmeroa 

12 5 l 
decimal de1 II' ¡• .IJ 

bJ Expresar cada uno de loa siqu!entes decimales ~ -

r16d!c:oa c~oo el cociente de dos nGrr.eroa enterosa 

O. 7ll lllll •• -., 1. 772 72 7 27. -•• , 1. 25lJ 259 2S ••• 

., 
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I.S LOS NUMI:ROS IU!ALES 

Consideremos ahora la ecuactCn 

.... 2 - ce1 

que ae presenta al ~ratar de obtener la maqftttud de la hipotenusa de 

.un trilngulO rectlngulo cuyos cotetos son. de longitud. unitartal 

a 1 •11 +1 1 

1 
Esta ecuac16n no tiene aoluc16n en Q, ya que no existe un ndmero ra-

cional x tal que· su cuadrado sea igual a l, como dCJIIIOatraremoa a CO!!, 

tinuaci6n. A dicho ndmeror esto es, al ndmeto.cuyo cuadrado es 

igual a 2, ee: le representa mediante el a!m.bc?lo ll. 

Antes de demostrar que este ndmero no ea racion-Al prob.aremoa el •! -

9uiente resultado !~portante 

• es un nd=e~o p~r 

En efecto: 

51 a ea un n<lm_ero impar es de la forma . -

• • 2n + 1, donde n e Z 

entonces, au cuadrado 

/• : ¡ 





a' • (2n + 1)(2n + 11 -4n1 + 4n + 1 • 2(2~1 + 2n) + 1- · 

•• de la forma 

a 1 
• 2m + 1. donde m e Z 

y ea por tanto ~ ndmero impar~ 

En consecuencia, si a 1 ea par a no puede ~er ~par: por lo que, ai 

a e Z entonces a es ~ ndmero par, lo que demuestra el lema. 

De~atrar~a ahora el aiquiente teore=a 

I. S. 2 . TEOREMA 

El ndmero • tal que x 1 • 2 no ea un ndmero racional 

DLHOST~CION, (por reducciGn al absurdo) 

Suponq.mOa· que x ea un ndmero racional; esto es, existen dos ndm~­

ros enteros p y 1
q tales que la: mtnt.ma .expres16n de x es 

X • ~· 

~omo • ea tal que x 1 
• 2, entonces (~)'• 2 por lo que 

' . 
•• 2q' - - - ~ (11 

Coa.o .q t z. q 1 '- N y p 1 ea u.n nelmero par. En consecuencia, de 

t.·S.l. p es un ntlmero par y ea de la fon'ta 

p • 2n. donde n t t - - - - (2J 

' ~--

., 

de (1) y (2) se sique que 

(2nl a • 2q1 

o sea 

2n 1 q 1 

Por lo que q 1 es un ndmero par. En consecuenci,4e 1.5.1, q ea Uft 

ndmero par y es de la forma 

q • 2m, donde m ~ Z lll 

De (2) y (l), p y q tienen·como factor eomGn al nd=ero 2, por lo que 

~ no ea la lll!ni.sna expresi6n de x, lo cual contradice. la h1Pt\tesis. 

ConcluiCIOa ·entonces que x no es un ndtaero racio.flal. lo que dem.ueatra 

el teorema. o 
Como vtmoa en la sece16n anterior los ndmeroa racionales tienen re -

preae"ntact6n en la recta numérica, y en virtud de la densidad de 0 

(Teorema· x..C.U) podr!a peñsars"" que estos son auficientea para •ú! 

nar• la recta: :-esldecir, ·que! todos los puntos de la recta eorrespon-

den a alqtln·ntlmeto r.ac!onal, lo cual es falso. 

Ceade ta:•1anti9i.1eda.d loa qe6a:etraa qriec¡os ae dieron cuenta que no 

todos loa puntos de la recta corresponden_ a ndmeros racionales. Por 

ejemplo, la sic¡uientC construcci6n qeosn~trica permite localUar a ./f 

eñ_la recta numérica. 

·• • • 

' ~ ~· • 
,¡ ~¡¡ 

~ ,, 

. ·: 
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Existen muchos otros nd=eroa·queo como II. tienen representac16n 

en 1~ recta nu=~rtca y no son racionales. A este tipo de ndmeroa 

ac lea conoce coeo n6meros irracionales. 

Como consecuencia de loa teoremas 1.4.15 y 1.4.16, ~ca ~d=eros trr! 

ctonales tienen exprea16n decimal no per16dtea,.caracter!at1ca que 

loo dtatin9ue ~e loa n~eros racionales. 

Loa n~eros irracionales pue~en ser de dós tipos: loa que son 

aoluc16n de alquna eeuaciOn alqebraica con coeficientes enteros (e~ 

ISO 1'1) a los que •.e: llama irracionales al9ebratcoa, y loa que no 

sOn aoluc16n de una ecuac16n de tal tipo, a los que se llama trr~ 

ctonaleo trascendentes. Como eje.r:~plo de estos Gltimos ·tenemos loa 

ndmeroa • y t de relevante importancia en las matem!tteaa. 

En la aecctOn I.l se construyeron los ndmeros enteros a partir de 

loa n~turales, y en la 1.4 lo• r~eioneles a partir ~e los enteros. 

de tal forma que 

N e: Z e: 0 

La construcc16n de los nd::eros irracionales o partir de los r.cion!: 

les ca~ turra del alcance de eSte libro, por lo que no se harl 

•qu!.t 

Al conjunto que contiene tanto a loa nfimeros racionales como a los 

1rroc1onalea se le conoce como el c~n)unto de los ndmeros realés y 

se le representa con R. 

Este con)unto Vlene a satlatacer la necesidad de un conJUnto de nQ-

t tl estudiante puede consultarla en cualquiera de las referencias 

1 " l. 

• 

'' 

meros que repTeaente a todos los punto• do la rectar ea decir. a 

cada nfimero real corresponde un punto de la recta y viceversa. 

Al conjunto de loa na..meros· irracionAles se le representa cocdnmente 

con Q', por lo que pode~oa escribir 

R • O U O' 
• 

y 

, • o n o· 
y so cu=ple adem!s que 

N e: Z e: Q e: R. 

Propiedades de las operaciones en R 

K partir d.e la construcción .formal de loa nlltneroa irracionales ea 

poaible definir las operaciones de adic16n y lnult.ipUcac16n para 

.los n~eroa reales. de tal fo~ que se conserven _las prop1ed~dea 

que est~a oper~ciones tienen en Q. En virtud de que no hemos· 
., . · .. -

deaarrollado aqu! dicha construcci6n o~itire~s tambiEn 1&• corre~ 

pendiente• definiciones de las operaciones. aceptando que tienen 
' . !) ' 

laa propiedades que se enuncian a cont1nuac16n. 
I : • <":\~: ,!; • ' ' ~ 

' ' ' 1 , .... 
,, lo !•(" ,. : 

r ·~ : JÚ. '' .:. o !: 



65 

I.S.l 

P•ra .todo z, y, 1 e Ra 

1) x + y e ll 

xy <R 

11) X + (y • Zl • (X + y) + Z 

x(yz) • (xyJz 

111) X + Y 

xy • yx 

y + z 

iV) X ... 0 • X 

x·l·.;. x 

V) 3 - X C R tal ((Ue X + (- X) • 0 

3 .-l e R tal que xx-1 • 1. si x ~ O 

vi) xCy + z) • xy + xz 

cerradura 

asoeiatividad · 

coNDutatividad 

elemento id~ntico 

elem~ntos lnveraoa 

dlstrlbutividad 

Como cor.secuencia de.las propiedades establecidas en el teore~ 

I.S.l se pueden de~ucir toda3 leo propiedadcc al9ebraicas del ~lste­

ma de lo& n~roa reales; en particular las qu~ 'enunciare~• a cont~ 

nuac16n, cuya dezostrac1Gn ae deja al lector como ejercicio. 

l.S.C TEOREMA 

Para todo •• y < •• 
i) • . D • D 

Hl (- X) (y) . - (zy) 

UU (- X) (- y) • xy 

.. ! 

A partir de !.5.3 pueden tamhifn def1n1rse laa operaciones de au! 

traeei6n y div1s16n en· A eomo eique. 

1.5.5 DEFINICION 

Sean x. y dos n~eros reales 

1} El nfime.ro x.- y ae define como: X - y • x + (- y) 

-1 U) Si y ; O el ndmero x t Y .. se define cozto: x t '1 • xy 

... · 

Cebe hacer notar que el resultado de efectuar la división de x entre 

y, que de~otamos ced1ante x f y, coincide' con el concepto de •cocie~ 

te• establecido en la defin1c16n 1.~.1; ya que, de I.S.S 

X f y • xy-l 

Entonces 
. '~: :·· .... 

por lo·que z • y •• el ntlmero que multiplicado por y no o do como re-
l. !'• ·~ 1 '~" sult.ado Zl ••• decir -. 

. ' :-:: :! ~yl ! ~ ~ ! J ..... ., ; ~¡· 

Debido a que eeta dlttm.a fonna presenta mayore• _ventajas en el c..an!. 

'jo de las exprea~onea alqebraicae, .er. adelante· usaremos el almbolo 

~ para representar ta~i~n al ndmero x f y. 

1 \" 

.. \ 
,,~ . ; ., 
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Orden en a 

A vartir de la construce16n formal de los irractonalea ae puede def! 

nill: tAzbif.n la relac16n •c-.enor que• en R, da ta_l forma que at •• y 

aoo nO.::eroa reales tales que x < y entonces et·· punto que representa 

a x en la recta numérica se encuentra a la izquierda del que repr~ -

aenta a y. A.eeptare.oos ta::ili!~n qlle dicha r"elac16n conserva las pro-

pieda~es que tiene· en Q; es dec~r 

TEOREMA 

Si x. y e R entonces se verif~ca una y a6lo una de las 

siquientes proposicionest 

I.S.7 

1) X < y 

11) X. .. y 

111) y < X 

TEOREMA 

·Para' todo 

1) X < y 

11) X < . Y 
X < y 

111) X < y 

x, y, 

=> 
V • 

r 
r 

z e Jtl 

X •• < y • • 
• > o ~ xz < yz 

• < o => •• > yz 

y < • => X < • 

T~i~n ae definen en R la relac16n •mayor que• y loa tdrm!noa -•pos~ 

ttvo• y •negativo•, do la misma manera que se de(inen en Q; _ea d! -

cir1 

• > y •1 y < • 

a ea positivo •1 x > O 

x oo neqativo ai x < O 

LA relac16n •menor que•, sua propiedades r conceptos relacionados 

son de qr~n utilidad para describir y ~ane)ar l~tervalos de valorea 

par~ variables reales._ En particular, la_a propiedades enuncladaa 

por el teoretD.a I.S.7_ nos permiten •despejar• u_na v,a,riable en una r!. 

lac16n de_desiqualdad. cuando esto es posible, coma veremos en lOa 

ejeJnplos que se pre~ent.an a con"tinuac:Hin~ 

1.5.8 EJEMPLOS 

a) Obtener el intervalo de valores de x para los que se aatis~ace 

la siguiente desigualdad. 

2x - J 1 
~<1 

Soluc16n 

con x yl -2 

Lo pr~ero que se ocurre ea multiplicar por ).y por z + 2 aaboa 

miembros de la desigualdad, pero como no conocemos el valor de x 

no sabemos si x + 2 es positivo·o neqativo,por lo que debemos con-

s1~erar dos casos: 

Caso lJ x + 2 > O 

mut'tiplicando por x + 2 y 
por 3: .~::- J. 

. ~X,- ·_9 < X + 2 
-:.: 

sumando g' y restando x en 
ambos miembr"OS 

'5x < 11 

1 multiplicando por ! 

X < 1/ 

' ... ~ ~ r . ~ ·' 
J 

·,. 
,,. 

Caso 2) x + 2 < O 

multf.plicando por x +. 2 y por lt 

. J ( 2x. ~ 3) > x + 2 

o sea: 

6x - 9 > x + 2 

sumando 9.y reatando x en asboa 
miembros 

·sx > 11 

1 multiplicando por ~ 

X > 11 
T 



Como X + 2 > 0, X > -2 

J ae obtiene fina~ente: 

11 
-2 < x e ·T 

Como X + 2 < 0, X < -2 

Por tanto, no e"xtsten valores de x 
que •atiafaqan simultSneamente: 

y 

X < -2. 

X > 11 
T 

La aoluc16n de la desigualdad propuesta es el conjun-to de valores 

de x tales que: 

11 
-2 < • < T 

b) Obtener el conjunto de valore:! de x pa'ra los cuales se satisf!. 

ce la ai9u1ente desigualdad: 

! < 5 
X 

Caso 1) 

con Jl ~ O 

x > o· 

l < Sx 

J 
luego "3" < 

J 5 < x. con x > O 

X < • 

Caso_ 2) x < O 

l < S 
X 

3 
3 > 5x y "5 > x 

,..,¡ < X < 0 

El conjunto buscado es~ 

con x < O 

(alx e R y ~ < X < •} U_ {xlx e R y ... • < X < O} 

O bien, gráficamente: 

o 
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Propiedad de completitud. 

Loa teoremas I.S.l a 1.5.7 nos muestran que el sistema de loa n6me­

ros re.des tien_e laa m.isca.s prop~edades alc¡ebraicaa y de orden que 

el sistema de ~ ... !' :-tdtt:i!:-.::: r~~:l.onaleiÍJ sin embargo·, sabemos .que el 

sistema de loa n6meros reales es m!s amplio y vera!til puesto que 

_en R pcd~s re~olver ecuaciones como x 2 • 2, para las cuales no 

existe soluci6n en Q. Cabe preguntarse entonces ai lOs nfi=eros re! 

les tienen alguna propiedad adiciona~ que no Satisfagan los n~eroa 

racionales. Tal propiedad existe y se le conoce como •propiedad de 

completitud•. 

Antes de enunciar la propiedad de completitud ea conveniente intr2 

d"ucir al9unos coricept.os e ilustrarlos a travfs de ejemplos. 

I. 5.9 DE.FINICJON 

Sea S un ~~bc?njun~o. d~ 1 R. 

cota superior de S si: 
'..!. :·~:· • ' .r \ ( .. ~ ! 

en elemento t e R es una 
r 

De la defin1ci6n añteJ::iOr. se de"duce que si- tres una cota Superior 

de S, cualquier otro "nllmero real mayoz:: que t .serl: tambU!~· una cota 

superior de S. 

Si un conjunto tiene cotas_ superiores se dice que estl: aCot.ado su• 

r.eriormente. 

•• ·~-. L. • : ; 1 -'!!- '· 

--------~-
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1.5.10 D~FIHICION 

Sea S un subconjunto de R. Cn elemento m e R se l~ama 

elemen~o m!xtoo de S a1: 

1) x ~ m, ~ e S 

y 
U) m e S. 

lo que denotamos mediante max S • m. 

t• decir; un eleoento ea m!x~ de un conjunto S ai es una cota a~ 

pertor de S y ademJs ~rtenece a S. 

A diferencia de las cotas aupe~tores, el elemento máximo de un co~ 

junto, at existe, es finteo. 

Ea efector aean m y m' dos elementos ~tmo• de s. como m e S y m' 

= ~ m' 

en consecuencia 

m' • m 

coco se quer:l:a. 

Como pu~de demostrarse !lcilmente, el elemento máximo de un conjunto 

ea la cenar de aus cotaa superiores. 

E• posible, a1n embarqo, hallar conjuntos acotados superiormente pa-

' ' 

ra los cuales no existe elemento m.Sx.i=oJ para ta.lea ean1untoa ae 

tiene un concepto que sustituye al de mAxlmo en el sentido de •ta 

menor de las cotas superiores•. Tal eonccpto es el de aupr~ que 

~e define a eontinuac!~n. 

1.5.11 DEFINICION 

Sea S un aubconjunto de R. Dn elemento p t R se llAma 

supremo de S si: 

1) X ~ P• Yx C S 

Y. 
U) (¡ t R y ~ :S: 'q, Yx e S ~ p ,¡ q 

lo que denot~os mediante sup S • p. 

Es ~eci_r, un elemento. p es el supretnO de un conj·mto S si p ea 

una cota superior de S y ningdn nú:nero menor que p es cota 'aup_! 

rJor de S. 

-· ¡ ¡_z, ·: 1 ~ 
En forma similar a comO se hi:o para el m!ximo •e puede demostrar 

~.,; ~:(~f· . - •. 
Cabe resaltar ~qu! que la Gnica diferencia en~re los conceptos de 

eleme!nto cb~~ y·'aup.f.emo de ~n conjunto S, estribG en que el Nx1-

mo debe ser un elemento del conjunto S mientras que el supremo pue-

de ser un elemento de S o no aerlo. 

;. . . ' 'l.! 





I.5.12 EJUJ>LOS 

a) 

bl 

S~a ~ • {z J X E R, X {. 1) -e: R 

E~te conjun~ e~~ acotado superiormente. 

Su elemento ~x1co es el 1. 

Su aupreoo ea también el l. 

o 

_ 'c~t-~~ superiores de A 

t'- . 
........... !:!.u: A 

/ 

Sea B • {x 1 x e R, x < i} e R 

Este con)unto estA acotado superiormente. 

Uo tiene elf!.Oento m.!ximo 

Su su~remo es el 1. 

_ ( c?_t_~~ superiores de B 
.·.·.·.·.·-·.-.·. 

o 1~sup B 

Todo subconjunto no·vac!o"de R que está 

acotado •uper!ormente tiene un supremo 

que pertenece a R. 

t El lector puede con•ultar la demostraci6n en la .referencia 2 

pa':J. 251. 

• 
7C 

Este t.eo'remA, cuya demostrac16n om1t1remoa, ~os 9arantU:a la ext•-

tencta de una m.!nim.a ~.ta superior para cualquier co!"junto de ndta~ 

roa reale~ acotado supcrtor.oente, y est~blece adem!s que la m!niaa 

cota es un n~T.er~ real; es decir, que pertenece a R. 

La picpiedad de completitud permite establecer e~ concepto de con­

tinuidad en R. el eual es de importancia fund~ental en el estudio 

del c:!lculo. 

Para mo&trar qu~ los nGmeros,racionales no poseen la propiedad de 

completitud establecida para los reales en el teorema 1.5~17. -con­

sideremos el siguiente ejemplo que se "inicia buscando una aproxi~ 

ci6n al ~alor de 1! mediante expresiones decimalea con ~ n~ero 

finito de cifras: 

Re~ordemos que el_ símbolo ll representa a un na~ero x tal que 

x 1 • 2. As!, para una primera aproximac16n vemos que 

,. t' ~ 

por lo gue ,; 

En conseCut!ncia,~ !!:1 desealñoa: a'prox:imarno• •por 'la iz.quierda• ·a.l va­

l~r de: .-1!. · la"'Primer.i Ap:-Ox.ii:la:c·i6n -se'r~ 1'. 

Para obtener ahora una aproximac16n con una cifra deciaal, observ~ 

tiOD que 

a1 X 1.1 1.2 l. l. 1.4 l. S 

entonces x 1 • 1.21 1.44 1.69 1.96 2.25 

' 

--.!-! '..' "' ¡~-' 
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por lo que 

t.4<1I<t.s 

y la a1qu1ent~ aproxtmac16n aer! 1.4. 

Para obtener una aprox1mae16n con dos cifras ~eci~ales observ~e 

que 

si :11: • 1.41 1.42 

entonces x 1 
• 1.9881 2.0164 

por lo que 

1.c1 < n < 1.u 

y la ~prcximactOn ser! ahora 1.41. 

Para tres y cuatro cifras decimales obtendríamos, re~pectivamente 

.. • . l.Ul l. 412 ¡1.413 T 1.414 L4ts 

entonces •• L9937U 11.9965691 1.999396 
. 

1.990921 2.002225 

y 

51 • . 1.4141 .L4U2 1.4143 

entoncea •• . 1.99967881 1.99996164 2:00024449 

y el proceso podr{a continuarse indcfinidam~nte en virtud d7 que, 

por 1.4.15 y 1.4.16, la exprest6n dect~l de· 11 es no per16dtca. 

COnviene hacer hincapié en que· las aproximaciones obtenidas aftt~ 

rio~ente. ea decir 

• 
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scm expresiones dect.ma.lea eon un nllmero finito de cifras "'• por t.an:.. 

"to, son nO:eros racionale9. 

Consideremos ahora el conjunto S que consta de las aproximaciones de 

ll que pue~en obtenerse ~cdiante el proceso que hemos descrito ante­

rio~nte: es decir: 

Por conatrucci6n, el conjunto S tiene las siguientes caraCter!sticaa 

· 1) Cada aproximaci6n es mayor que la anterior 

"2) S contiene un número infinito de clc~entos 

.3) S ; Sf, S e: Q y S e:stl acotado superiormente 

Las propiedadeS enunciadas en el punto 3) satisfacen le• condicione• 

del teore:a I.5.13·al reemplazar en 41 R por Q, sin embar90 1& concl~ 

s!On no ser!a váliCa ya que S no tiene un supremo en O. Ea claro 

que lt es h. =inima cota superior de S y I'I ( o." ····· .-:; ' ... " 

Coco consecuencia ~e lo anterior vemos que e~ conjunto de loe ndme -
· 1. < • " i 1 , · .• • l : .: , .e~ 1 

ros racionales carece de 14 propiedad de completttu~. 

! !..:. ':'-! 

Valor absoluto de un nWnero. re4l. 

Dado que existe una corr~spondencia uno a uno entre· loa puntos de la 

recta y lo• núoeros re4les, cnbe esperar que el concepto 9eomdtrico 

de distancia entre dos puntos tenga su equivalente en el eonjuntD de 

l_os nCweroa reales. Dicho concepto, especialiDenta dtil para el c'le~ 

lo, puede ser introducido con ayuda.del valor absoluto de un ndmero 

" ' n• ,, 
' " ' :. 

::,¡, ' 
,, )}. : < ' •(! ! 

' ' ' ' " ·C 
'·:· ' e 



• 
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~eal, que 4efintremo• a conttnuaeten 

t.S.lC DEFINICION 

Sea x un ndmero real. El valor absoluto de x, 

que represen~remoa con lxf, se define como 

lxl ·.1 x, 
-x, si X < 0 

Ad, por ejemplo 

lil 1 
• l' ya que 

t· 
l > o 

IOI • O, r• que o • o 

l-71 7, yo que -7 < o 

En qeneral el valor absoluto de x ~ R ser• un ndmero real no neqati-

VOJ es decir, positivo o cero. Las principales propiedades del v~ -

lor ab~oluto se enuncian en el siqutent~ teoreci 

\l. 5.15 TEOREMA 

Para todo x, y e R1 

11 1•1 ~ o. Ad~• lxl " 0 ~ X" 0 

111 lxrl - 1•1 • lrl 
uu·lx + rl ~ lxl + lrf 

.OEI"..STRACION 

Lo propiedad f) es coneecuencia inmediata de la de~1ntcf6n I.S.14 •. 

La propiedad U.) puecle demostrarse f'cil.JD.ent:a a p.arur del t:eoreu. 

t.s.c. La·propiedad 111), eonoctda coco •deat~ldad del tr14nqulo•. 

ae demuestra a eontinuaet6n. 
J 

1) Si x • O o y • O la tqualdad ea obvia. 

ZJ Si x > O 1J y > O tenemos que :1: + y ,. O, por lo que 

l.x + Yl • x .• i • lxl + lrl 
y se ·satisface la igualdad. 

l) . Si x <.0 V y< O tenemos que x +y< O, por lo que 

lx + Yl "-·(X+ Yl " (-XI + e- Yl 0 lxl + IYI 
y se satisface la tqualdad. 

_ 4) Noa queda por considerar el caso en que x, y tienen atgnoa 

contrarios. Supongacos x > O y y < 0& 

Si y • - x, x + y • O y la desigualdad·~• obvia. 

Si y<- x, x +y< O, por'lo que 

lx + Yl (X + Yl " (- XI + e- Yl " - lxl + IYI < lxl + IYI 
Si y>- x, x·+ y> o. por lo que 

.I••Yi •x+r•x- e~rl· i•l ~ lrl·• lxl + lrl 
con lo'<qUe· h~o~ den!.ostrid~· 111) de- r.5a 15 

• ~ \ ~. . ~ : ' -t ~· ;- {j 

A ·partir de Ia·dafin1c16n I.S.l~ y de la representacl~n de lo• ñ4m! 
• y ; ' • : 

ro• reales como pu~eos de la recta, se ob•erva qu~ mientras m!a 9r•a 
... ·:.:.:: • ! ; ! 

de e~ fxl =As lejos del origen se encuentra el punto que representa 

a x. Debido a esto, al ndQero lxl se le conoce como la diatAncJa de 

x al cero • 

Do acuerdo con lo anterior, si e ea un'ndmaro real p0e1t1v0 •• tendr' 

í: .· 

' . ., 
. ,, ;. 



que un punto x eat..l situado entre - a y a eu.ando (y aolamente cuan. -

c!oJ l:r.l e c. Esta idea puede qenera11zarse a través del •iquiente·· 

·..._ 1.5.16 TEOIU:MA 

Sea a e R con a ~ 01 ~ x e R se tiene queJ 

Jxl ~ a (:::> - a~ x ~ a 

OEMOSTRACION' 

1) Sea 1 x 1 ~ a - - - (l) 

De la de!iniciGn I.S.l4 ee sique que 

X O ) X 1 • - X, ~ X C JI. 

Por lo quea 

a)· Si Jxl • x, de (1) 

- "(2) 

bl SL 1•1 - - x, de (1) 

1•1 ~ . ~- x ~ a =:)X ~-a (l) 

por tanto, do (2) y (l) ae oique que 

1•1 [ a )- O.! x ~ a, y. X < R. 

11} Suponq4Z:IOa a~ora que - a ~ x ~ a - - - (() 

., Si X ~-0, lxl " X y de ,., 
Jxl.~ a - - - (51 

b) Si x < O, lxl " - X y do (() 

-a~- lxl =>a ~ 1•1 - (6) 

. ,~ .. 
BO 

por lo que, do (5) r (6) ae tiene que 

.-a~x~ o > 1•1 ~ o, Y.x • R. 

y la de=ostraci6n qu~a completa. 

El teorema I.S.l6 tiene la aiquiente 1nterpretaei6n qeomAtrieaa 

- o o a 

Con ayuda del valor absol~to, ~a distancia entre dos ndmeros realea 

cualesquiera x, 'i puede definirse como el n~e.ro real DO nec¡¡attvo 

lx-y J. A cont1nu~ci6n se· ilustra geométricace~te el caao en que 

1• e Yl 

y o X 

1.5.17 EJERCICIOS 

1) Delostrar··a partir·de .. I·.S.-J·que;· si· x,· Yt a:• e R: 

A) ' J x+z•y+z =)x•y 

b) :.~% . • , Y~ ~ ·==> X-~~ y,, si ··~ o, .•• !'!'' 

el X . o " o 

d) (- X) (y) "- (xy) 

e) xy " o =?x " o • y" o 

l. 



) 
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2) Seen XI .r' a e a, dU~Catrar que1 

,a) z - y e a 

b) !. e R, si y ~ O 
y 

e) x(f- -z) • xy xz 

·d} x(i) • '7-, ai.z ~O 

l) Para cada una de laa siguientes desigualdades, deter=inar el co~ 
JuntD de valores de x que la ~atisfacen 

a) 2 - X --r-- < 2(x- 21 

b) •2 > ~ 
. X 

e) 3x + 7 + 2 
--;:-=--j - < l 

CJ De ~~nera s~ilar a cooo se hizo-en 1.5.9, el concepto de cota 
inferior se define c~o sigue: · 

Si S e:_ R, un eleme"nto f e R es una cot.a inferior de S si 

x ~ t, ~ x t ·s. Ade~s un conjunto que tiene cotas inferio­

res 5e dice que eat4 acot~do inferiormente. 

Pare cada uno de los conjuntos del ejercicio anterior decir ai 
est!n acoLados superio~cnte, inferiorucnte o de ambas maneras. 

5) De ¡:-..ar.era si..l:!lilar a cc::xl se hizo en I.S.lO y r.S.ll se definen 
loa ccncep~os dC cjxi~ e 1n!i~ de un conJunto. 

Para ca~ uno de los conjuntos ¿el eJercicio 3 hallar su.mAxtmo, · 
m1nlme. aupr~ e ln!imo, ~1 existen. 

6) S~an x, y e: R, demostrar que; 

•> 1•1 - o :( > X • o 
b) lxy¡ • 1•1 IYI 
C) 1'1 lxl r - m· ai .Y -1 o 

d) lx - Yl • Ir - xl 
1) Para cada una de las etqutentes afi~c1ones, de~ostrar su vali­

dez o dar un contraejemplo en caso de ner falSa; 

•> X~ J > 1•1 ' l 
b) lxl ( 5 =>- l ( . ' • 
e) lx - 21 < 1 <==> 1 < • < l 
d) 1• + 11 < l <=> 2 < • < 2 

• 
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t. 6 KAS SOBRE INDUCCION MATEKATICA 

Tan pronto CC::JO propusimos el prilner teorema de la aece16rt t.l fue 

necesario 'recurrir a la inducción ~tec!tica para poder demostra~ -

lo, ya que nos encontribamos en los inicios de la construcción del 

aiatem.a de los nG.meros reales y no disponíamos de m.i:s elemento& .pa-

ra realizar la prueba que. las propied~des que definen a los n~eros 

n~turales, en decir, los postulados de Pcano. Es por ello que t~ -

das las propiedades de las operaciones en N debieron demostrarse 

por inducción ~tem~tica. 

Al pa9ar a la oecci6n I.3 defin~oo lao operaciones en % a·partir 

de las operaciones en N, por lo que sus Propiedades pudieron demO~­

trerse a partir de las propiedades en N sin recuriir a la 1nducc16n 

ma tem! tica. 

A partir de dicha sección, y debido a que nuestro interés fundame~ 

tal era el de ~~~~ble=cr ta~ principales prooiedades alqebraicas de 
• le! - ·:l ' ·• • • \¡ 1 ,,j • ,. ... . . ~ ""' ~ • 

los diferenteB sistem.as de n!lr:!.eros, ~o' fue iif!cei:lario volver a util! 

zar la d~st}a1~i6'n "pOt-'· tnd~~ci6~~' !a'n! emb .. i."iqo; ~isten 'otras pro-

postcion~S impÓ'rtante~·:en .dÚhO's s.Í.s'té~a, 1ast ~omo: e.ll. otros que so 

tratar.in ;~s::z..~el.\nt'e~ la·~ ~¿.;.i'e~ 1 o6lo Puede'~ s~r ~tÍtradaa por 
•. .... . \." ,. :i•, 

inducc16n matem!tica. 

·Debido ~ au importancia como método de demostraci6n, en esta aecet6n 

presentaremos algunas observaciones y ejé~ploa adicionalea que es?! 

ramos contribuyan a una mejor eoa~prenai6n del =~todo y que permita'n 

.au utilización en un contexto m&a amplio qu~ el de la aeeei6n t.l •. 

' 
, 
' ' ' ' ' 

'· ' ' ' i{>' ' ' ' 
' 

~ .,. ·' ' ' u ,, 
.~:.· 

,, 
' ' .. 1 ., 

<• 
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&::peuremoa por señalar que el nombre no es muy ~fartunado, ya. que 

la palAbra •tnduc:c:16n• suele asoc.iarae al proceso que consiste en 

obtener una conclusión a partir del a~lisia de varios casos parti­

culares, proceso que nada tiene que ver con el m~todo de demoatr~ 

c16n que nos ocupa." 

Mediante un proceso como el anteriormente descrito, al que se cono­

ce co~ razon~iento inductivo, podemos llegar a proponer un enu~ -

ciado de car!eter general a partir del an!lisis de varios casos pa~ 

Uculares (co::.o e e hizo con p (n) ,en el ejemplo I.2.4 - a); pero "U!! 

ca a de:oatrarlo. 

A ~iferencia del ra:onamiento inductivo, el cual sOlo puede ase~ -

rar la validez de la conclusión para los casos particula_res de los 

cuales fue obtenido, el m~todo de demostración por inducción mat~ 

tica nos gar4ritiza 14 validez de la conclusión para todoa_loa,c~-

oos. 

Coco he::os Visto, una prueba por 1nduccil5n matemática con-sta de dOs 

p4Ltea cualitat1~4mente difereñtes~ 

1) Ona ver:Htc_ac16n: P(l) ea. c~erta. 

I1) La deco•tra_c16n de .una 1.tl.pl1caci6n: P (k) ea cierta. => P (k-t:-1) 

El papel que jueqan estas dos partes en la prueba ea similar al que 

se describe en la aiquiente a1tuac16n. 

Suponga~• que ea~n frente a una eac~lera que tiene una infinidad 

• ..· 
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de peldaños y qu~ deseamos tener la seguridad de que podemos llegar 

a cualquiera de sus peldaños. EstA sequridad. nos la pueden propor-

cio~ar los dos hechos a19uientes: 

Podemos subir al primer peldaño. 1) 

2) Estando en un peldaño cualquiera podemos subir al siguiente. 

En efecto: por 1) podemos situarnos en el pr~er peldaño. Estando 

en el primer peldaño,· por 2) podemos situarnos en el SCCJU{'do.. E.!. -

tando en e~ sequndo peldaño, por 2) (nuev.a::nente) podemos situarnos 

en el tercero, y_ as! sucesivamente podemos llegar a cualquiera de 

ellos. 

En una prueba por inducci6n la parte I nos garanti:a que existe un 

valor para el cual la proposici6n es cierta, mientras que la parte 

II nos dice que si la proposic16n es cierta para un valor entonces 

será cier;..a para el siguiente val9r (aÜnque esta parte· no garantiza 

.que exista un valor p~~a el cual la propoSict6n sea cierta). 

Puesto que la primera parte de una proeba por indocci6n es una sim-
, ~- ·~ •' ; 't".¡ t.>!. 

ple ver1ficac.Í6n, usual.men~e la. dificultad ·de la prueba estriba en 
a p . ; : :· ¡ -.· t ·, "' • ··~ 

demostrar la 1.mplicoci6n de la segunda parte, lo cual requiere en 
. !' f..'~: 1~ t,< .. ·,. 1 r.· ~ ·. ,.(.!( : : 

.algunos casos de .una buena dosis de ingenio; e~pero, a.mb.as partes· 
• !"1.." ' ':·' '• .} i.\ . ~: • ¡ ; • i' J .1 

s~n in~ispensablcs para la prueba. A continuación presentamos ~~ 

ejemplo en el:que puede demostrarse la implicac16n y, sin embargo, 

la propoaici6n es~falsa. 

Sea 

2 + 4 + 6 + ••• + 2n • n• + n + 1 - ~ - P(n) 

!t . t 
,. 

' ..... 

<. ·.! .,. 
-

" 
,, 

' ;. 
,, ) ¡ 
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r ~nqamos· que P(k) es cierta: esto ear 

2. 4"+ 6 •••• + 2k. k 1 ~k+ 1' 

a~ eft acboa miembros 2(k + 1)1 

2 + 4 + 6 + ••• + 2k + Z(k + 1) Ck 1 + k + lJ 

k 1 .-.k + 1 + 

·(k1 + 2k • 1l 

2. 4 + ' + ••• + 2k + 2(k + 1) ck·+ u• + (k 

+ 2Ck + 11 

2k +·2 

• (k + 11 + 1 

+ 1) • 1 

eoa lo que hemos de=ostrado que si P(k) es cierta entonces P(k + 1) 

ea ciertA; sin emb~rqo, la prueba" por 1nducei6n no puede completar­

se ya que, no es posible hallar un valor para el cual la propos1c.16n 

&e.ll cierta (demuéstrelo). 

Hay proposiciones que aunque no &e cumplen para todos los. ndmeros 

naturales son válidas a parti_r de un cierto valor. Tal es el caso 

de 14 aiquienté proposic16n 

a1 z e R y x >O, entonces (x + l)a > x0 .+ 1 

1 

(z+l)••x1 +1 

·y la propos1c16n no ae cumple. 

Para a • 2 tenezn:oa que 

(X + l) 1 > X l + 1 

ya que 

(X + 1) 1 • X 1 + 2x + 1 

y~ como x > O, 2x > o, por lo que 

z 1 + 2x + 1 > x 1 + 1 

P(n) 

• 
4e doftc!ie 

(X + l) l "· X~ + l. 

y la propoa1ci6D es v1lida para n • 2. 

Del análisis de P(n) puede verse que a medida que n aumente (x + 11• 

cr~c~ ~= ·rsp~damente que xa + 1 por lo que. como la propostctea fue 

viUda par.B n ~-: 2. cAbe esperar que sequtrá siendo vllida para valg_ 

res de n mAyores que doa. 

En efecto, demostraremos a eontinuaci6n que la valide& de P.(k) ~ -

plica la valide% de P(k + 1). Bip6te~is: P(k) es cierta. lueqo 

{x + l)k > xk + ¡ 
Como x > O, =ultiplicando por x + 1 tenemos 

(x + 1) k (x + 1) > (xk" + 1) (x + 1) 

Esto ea 

(X+ l)k+l >x.k+, +~+X+ 1 

Ahora, como x > o oe tendrl que xk + x > o, por lo que 

,_ tx~:'"~.~¡._ +.:x-:-.+ 1· >~ xk_._, +-1 ... ;,-_ 

En consecuencia 

(X +.: 1} ~~,!. > l!Ck+ \ .+ 1 

por lo q~~ p-~-~.;'" p e_~"~.ci~rt~tt 

Finalmént'é, 1 c~mo la P~cposict6n 1eS· cierta p.f.'ra. ~ 2, de lo ant.!. 

rior se sique que ~ambi~n es cierta para cualquier valOr mayor que 

dos. 

Como vimos ea el ejemplo anterior, es posible utilizar la tnducc16n 

~te~tica para. demostrar la valide~ de una propos1c16n • partir de 

., .. 

'. - r, . 

.. ~ .:,:. . ,. . -F 
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un valor fijo n,. En estos casos la parte I de la prueba consisti­

r& en Ver~f icar que la proposie16n es ciert.a para el valor_ n,, la 

porte II cons1st1_rS nuevat:!-ente en demostrar que -la validez d._ e P (k) 

!:plica la dé P(k + 1), teniendo en c~enta que ahora k es mayo~ o 

igual q\Je n,, y la conclus16n serl que la propos1c16n es cierta pa-

ra t.odo vo;.lor de n mayor ~ igual· que n·,. 

1.6.1 E:..JERCICIOS 

1) De-~s~rar por inducción ~ate~tica que las siguientes f6~ulas 

son válidas para todo nGmero natural n: 

a) 1 + 2 + 3 + ••• + D • 
n (n + 11 

·b) 1 + 2 + 4 + ••• + 2~ • 2~• 1 
- 1. ¿qu~ representa aqul n? 

2) Obsérvese que: 

• • • + n-1 aq 

1 .. , - 2 
1 

n • t>n • ~> - 1 

(1 • t><l. ¡)(1 ~ t> - 4 

, Y. a, q e R. 

proponer una ley general y demostrarla por induéci6n matemática. 

31 Sallar la !Gr~ula que simplifica el producto 

n- ~><1-t>u- -i> ... n- .: 1> 
1 demostrarla por 1nduec16n. 

• '. 
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4) Para cada una de laa siguientes proposiciones. hallar el menor 

valor de n·par~ el eual ae cumple y ~emostrarla por 1nduec16~ =! 

tem.ltic:.as 

n 1 - n a) .. __,- e N. 

b) n! >·nz. ·donde n! • 1 • 2 • 3 • ••• • n. V n e N Y O~ • 1 

e) (x + l)a > nx 1 + nx + 1. Y x & R. x > O. 

5) Demostrar por induec16n ~temática las sigui~ntes propiedades del 

valor absolUto: 

b) 1•1 •• ••···• 1- ·1•.1 1•·1 1•·1 • 
(a lt U. n e N. a ~ l • 

6)· Demostrar por inducci6n mat.cm~tica las siquient.es relaciotu!a tr!. 

qonom11tr1ca~~ 
.•• !1:; ~ 

a) •en (9 1-:·ft'll) -
' , 

( - ~ln .. sen:c 8: J n O, 

sent.~· +:. (2n~- :1) r"i J (~ 
n-1 

b) .-. 1) ~cos 

.. 

'· . 

1, 2, 

8,, 1 " n <· .. 
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W'iTULO ·¡¡ IIUMEROS CO.",PLEJOS 

11-ITl--ODl~CClON 

Loa r.~eros co~ple)Oa aparece~ en el horizonte de las mate~Aticas con 

la 1:-.ú·cducc!Gn de loa n~eros !rro.3<;inar1os. Estos surgieron en el ltl 

~t~ra es~ con6ccu~ncia de una nec~sidad. de la misma manera que los 

G~":"u:a.:.:~ C.ardano, e:inent.e JtAt.e:~Auco ital1ano del siqlo XVI, fué el 

¡:.ru:.e:ro er. recouocer la verc!arle:o 1r~port.,ncia Ce la:> rll:l:c~s ne~~tivas 

al ~&tatl~cer la teorta general de las ecu~cioneg de tercero y cu~rto 

se· <!i6 cue:nt.a d.~ la r.ecc&idad de nú.c.ero::o ne9at.ivos y lleq6 a 

ha!:>l.tr. ¿r,ch:so t!e rn~ce& cuadraJ~a de n~.eros neqativoa aunque, al P!. 

f\¿f.,tl l.c.::-Lellt, ta1:1.l.i(!:n italiano, continuó la obra de Cardano y •. en 

ur,.~:~ ~.;L:.1 ¡....;Ll1cada en 1!.7_2, 5er.al6 que los nOrr.cros .tm.ac;in.arioa eran 

1ndi5¡:.er.!>al.lea para la eoluc16n de e_cuacior.~s de la forna ~~ + e ~ O, 

donde e t:.s un nGtt.cro positivo. 

91 

Loa núoeroa 1m4qi~~r1oa fueron atacados • partir ae entonces, fueron 

declarados por :nuc!'05 cor10 ··h:posibles• o •tnexistentea•, por el 11\.ftro 

hecho de no poder relacionarlos con experiencias de su vida cot!di! 

na. 

Pero una ecuaci6n como • 1 + 1 • O no iba a ~uedarse sin eoluc16n. Las 

~~temáticas requer!an de loa i~q1nar!os para desarrollarse y, final­

~ento, 6stoa se impu~ieron~ 

Cn no...tero 1I:t.ag!nario ~epresenta una_ idea abstracta pero muy precisa. 

La respuesta a la p~equnt~: ¿Qué ndoero al ser ~ultiplicado por sf 

mismo es igual a -1? u6lo puede concebir5e con la ayuda del imaqina-

rio mAs conocido, al ~ue Euler representó con_ el a1mbolo 1 que tod~ 

vta e e emplea. 

U.l FOPJo'.A BINOKICA 

Una vez ac~ptada _la existencia de 1 COUIO un nllnl.ero t.al que 1· • 1 • - 1, 

un nOmero 1Zaqinario queda definido como todo aquel de la !orma·bi, 
. .:: ,_, •. 1 ,, •• : ~ • . ".: ,_, · l r.· ' 

donde b es cu_~lqu_ier "?~~:-o re.al. Poi ejetr.plo1 

)1, -- 71, ~i, l!i 

,:;,\ ·,, . ,, 
Los tmaginari~&, con las mi&uas reqlaa ~e operación que los ndmeroa 

reales, y cons1dera~do 1 1 
• - 1, prO?Orc1onan soluciones • toda ecua -

c16n de la !orr.A x 1 + e • o. donde e ea un n6mero positivo. 

Por eje~plo, las soluc1on~s de la ecuación 

x 1 +25•0 

_,.,., .-; 

'-H:.' ·:' 'pl 

,. 

' 1 r ~ . r.· 
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eon lc.a ndn.eroa 51 '1 - s·i pueat.o quel 

<~tl* • tStl (51) ··zú• • 25(- u •- 1s 

(- 51} 1 • (- 51)(- 51) • 251 2 - 25(- 1) -zs 

En qeneral, laa soluciones de la ecuación 

x* + e • O, con e > O, 

aon loa núr.e~os ~qinarioa IC 1 y- IC 1, donde ICe R. 

Por otra parte a! tene=os una ecuac16o CC#O 

x 1 
• 4x + 13 • O 

y aplica~os la fOr:ula qeneral ~e la ecuación de segundo qradO, obto-

•e=• 
X • - 2 S: .,-=--J • - 2 t Ji 

y n:=a encont.rac.o5 con que CBda una c!e la·a solucionea ea la •awa.a• de 

un n~ero real con un n~ro i~qinario, lo cual debe interpretarse 

ccc...o \.0."'1 r.ucvo t.ipc <!e r.!l::".ero: $\lrgen as! loo nd.-:-eros complejos cuyo 

. conj~.:nto, que repre&e:r.tar"OOa con C, se define cou.o toique 

11.1.1 ~EFINlClON 

1 l\s1, por eJer.plo. - 2 + 31, .. 2 - )1, 1 + 151, l- • 1 110n nOrueroa com 

ple J<;.a • 

Para ~~n~]Ar loa números complejos necesitamos saber cu~ndo doa de 

. ,;. 
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elloa aon 1quales, por lo que establece~~• la aiquiento def1nic16n 

II.l.l DEFINICION 

Sean : 1 • a + bi; : 1 • e +di dos ndmeros cettplojoa 

con a, b, e, d ' R, entonces 

a • e y' b. 'd 

Como puede verse la igualdad en C requiero de dos iq1.1aldades ent're 

n~eros ~ealea. Aat, ai a p e D b ~ d ae tendr' que &\ ; Za. 

La adic16n y la multip11coci6n en C. 

Las operaciones de adic1.6n y mu1t1plicaci6n de ndt:eros eo1:1.plejoa se 

definen, en términos de la adición y ~ultipl1cac16n de ndmeroa rea-

~es, de la manera aiquiente 

II.l.J CEFINICION 

Seari 'z, .; o + 'bt·, : 1 •. e + eH dos ndr.t.eroa CO#I.plejols, 

·donde-a, .. b, ·e, d e R. 

• •'l. ~ . ~· .. : .. " ,. 
1) el nCirr.ero ., + •• •• define como . . , + •• - t• + el + (b + d)i 

ill el número '' •• se de Une eOifiO 

•• •• - (AC - bd) + (ad + be) 1 

1',• 1 • 

• .'!' 
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·.Ea te !S o¡..eioeiones tienen la a s1qu1entoa propiedades 

U • l. 4 TtOP.EMA 

1) z, + za e e 

a, la e e 

11) ••• (&a + .,, - ea, + •• , + •• 

111) a, + za 

lv) z 1 + (Q + DU • :r., 

z, (1 + 01) - ti 

9) 3- a 1 e e tal que a 1 + (- a 1 ) • O + 01 

si z 1 JI o + 01 a a,~ .e e t.al que 
z 1 z 1 .... •1+01 

vi) &t IZa + l.s) 

OEr,.)S'tAACIOM 

Se de~atrar'n dnicamente 1), 111) y Y) 

cerradura 

CONMltat1Tidad 

elemento idéntico 

elementos inversos 

diatributiYidad. 

U Sett.n a 1 • a·+ b1, & 1 • e + 41 do o ndneroa coEr.plejoo 

Zl + lt (a + e) + (b + d) 1 ·por 1) de n.l.l 

cozro o, b, e, de R de 1) de I.5.l Ca+ e), (b + d) e R 

por lo que, de ti.l.l 

ta + el + lb + d) 1 e e 

en consecu.encte 

a 1 •atcC co1DO •• querfa 

:.. 95 

Por ou:a parte 

111a • Cae - bd) + (c4 + heli Por 11) 4• It.l.l 

Coma a, b, e, d e a, de 11 de 1.5.! ae tiene que 

(ae - bd), (a4 + be) e ll 

por lo t..ant.o, de II ... l.l 

{ae - bd) ..• (ad··+ be) 1 E C 

y en consecuencia 

como se querla 

111) Sean z, • a + bi, za • e+ di doa nG=eroa complejo• 

Y) 

Zt + Zt • Ca + bil + (e + di) 

(a+ e) + (b + d)i 

(e+ a) + (d + b)i 

(e: + dt) + (a + bU 

1.1 + ta 

,, 

(a + ~1) (e + di) 

• (GC· •. ·b~) +.: {~~ 1-+ ,be~ 1 

(ca- db) + (cb + da)i 

•:Jc + d.1) (A+, bi):! 

• e 

sea. z 1_ • + bi 

por 1) de II.l.) 

por 111) de I.5.1 

por U do II.l.l 

por 11) de II.l.J 

por 111) do 1.5.1 

por 11) de It.l.l 

De v) de I.5.3 a - a, - b e R, y en conaeeuenct• 

s~ndo ea te namero a t1. ae obtiene 

(a•t1l+[tCol+l-bl1) • [ .. 1-ol) + [l>+(-bl)1 

(a+bi)+(C-a)+(-b)i] • O+ 01 

·eon lo que- :la - (- •l + e- b)t 

•t •. 

·í .. . \· 

, e 

1 ' ,. ·~ 

por u.1.1 

por ~) de 11.1 .. 1 

por •) de I .. S .. ] 
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Sé~ ~hora ~ 1 • a + bi con a, b e ~ y a, b ~ O 

• - b 
J a~· at • bt e R, y de II.l.l 

• - b 
• :t + ol • a¡ + b ¡ 1 t. e 

~~l_icl!lndo 11) de II.l.l 

( • - b ) (.. b (·bl¡ (. (·bl b. ) 
f~_+bj) ai._bz•at+tll 1 .. at+bl-at+bl+aJ+ba•·a,+bl 1 

cor. lo que z: ,-. • • - b 
ai+bi•a••b'i 

y te~n.a la dei!'>Goatrac16r .. 

ab ab¡ 
at + bz 

o 
C<el acut!:rdo cc..n Il.l.l un núzrl'io coc.plejo es de la fonna 

z • a· • ti. con a. b e R 

tn p~r~!cular, »1 b • O el nGrero co~pl~)O quéd~ co~ 

:r .. a + 01 

6 + 01 - • 

1e consl•rvo~ a trav~s de las op~r¿c1ones de adic16n y rnult1plicacH5n. 

tn e!~~to, Sl'an 

• • 01 a 

y e • C1 e 

(a • 01) + (e + 011 (a + e 1 + 01 • • e 

y· (.t. + 011 fe • Oil • (4C) + 01 a e 

• 
97 ) -·' 

De c.aneu _•e~t.ejante, a todo ntlcero cotr.plejo de la forma O + b.f. lo- ~ 

der~~os considerar CO!:IO el nGDero 1z:o.ag1nar1o b.f.. 

Ce acuerdo con lo anterior, tanto el conjunto de loa nd=eros reales 

COC'\0 el conjW\to ·de los ndlr.eros ima.qintirios eon eubconjuntoa de C. 

Con la de!inic16n !orm~l del conjunto de los nG=eroa c~plejoa y de 

las operaciones de ad1ci6n y multiplicación en C, pode~s ahora ver! 

!iear que ol nt1~:~ero co:-.plejo x, • - 2. + 31 ea un~ solución do la 

ecuac16n 

x 1 + 4x + ll • O 

Para ello, consideramos que 4 • 4 + Oi y 13 • 13 + 01, y su•t1tu1moa 

x 1 • .~ 2 + 31 en el miembro izquierdo de la ecuación, obteniendo 

(- 2 + 31) 1 + (4 + Oil (- 2 + Ji) + (13 + 01) 

de 11) de 1_1.1.3 tenemos 

[!4- 9l + (· 6 • 611) + [1· S • Ol • (1,_. 011) • (13 • 01) 

• e- ·s - 1211 + <- s + 121, + nJ + 011 

r; 

<-S·- 8 + 131 • (- 12 + 12 + Oli • O+ 01 
-~ 1t. :-!. :;. 1 ! ' ' . {":¡; 

• O como quer1aao• 

o 
Corno veremos ~~ ad~lante, un n~ero complejo 'puede ser r~presenta~o ., 
en varia• for~a. A la !orma.a + bi, que_hemos estado ~~neJando, se 

le conoce como !cr~~ bin6m1ca dcbtdo a su apariencia de bino~io. 

Cuando un n!l!T.ero co:r.pl_ejo z est.á expres.er.do en fon:~a b1n61'l11ca, e• d~­

c1r cor:-.o 

% - ll + b1 

. ' 

.:.-. : 1" l J • 
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e l~..oa r::::~ro5 rll!ales a y b se le;? conoce, rrspcct.tv.s~ente,· coB\0 pa!. 

te :·eal y parte ~q1nar.ta de z. Algunas vecp,o JU! e!'lpl~a para esta 

l~ea la 11qu1ente no~acJ6n: 

P. tz) • a 

I tzl • b 

Il.l. ~ [;t}'!!UC!Cli 

~~a z. • a + bi un nC:ot.ero compleJO 

con z, ae de!ine co~o 

: .. ll - bi 

' ~ 

Ll con)~~ado ttene l¿s propi~d~des que se· enuncian en el stgu1ente 

II.l.f.: 'nO P.E )'O .A 

Para t.odo .z 1. '• .: ·e, 

1) i, . ' . 
11) ' . . i.· ~ •• ' R 

·¡ 1111 '. + •• < R 

l 1v) • • • • < • 1 

1 
Y) '. + '. . •• . ' . 

1 

-YU z;--z; . ' . •• 

• 
•• ·.· 

0t!40STRACION 

-Se de~~strar~n 6nicaccnte 11)~ ii11 y vi) 

111· Sea :c 1 • a + b!. un n~ero cocplejo 

Probaremos pr!r:-.l!ro que z 1 • z 1 ==) z 1 r. R 

z, • t, => a + bi a - bi 

b b 

por lo que b O 

:. Zt • a + 01 • A C R 

Ahora probaremos que ~~ e R 

z 1 ·• a + Oi 

'. a - 01 

•• 

por II..l. 5 

por· 11.1.2 

por n.t.5 

z 1 • a+ 01, ya qUe el cero es igual a su inverso aditivo 

1¡ •• , por II.l.:Z 

Por lo tanto queda demostrado que 

r. 1 • :: 1 <=:) z 1 e R 

111) .sea % 1 .. a + bi un nWr.ero ccmplejo 

za • a bi por II-1. 5 

t 1 ·+-~i 1 ~(a +,a)+ (b- b)1 por 1) de 11.1.3 

vi) Sean t 1 • a ~ b1. ~. e + di doe n~eroa co~ple)OS 

• (de- bd) ~ {ad ~ bc)l 

.. t~c- bd) - IAJ • bc)i 

%
1 

%
1 

• tac - bd) + (- ad - te) 1 

po~ 11) de 11.1.3 

por 11.1.5 

~ •: · ___ o'_'_---·--·----·~- ... ~--·---·-·---... 
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• (a - bi) (C - di) ~~r 111 de II.l.) 

po!" II.l.S 

y la prueLa ten=!na. 

o 
l...!!. !.t..:.'Jtracct6n y le div!s!t·n f!'n C. 

~ ~'.JS':.r.!;:.:!t.r. y la cHvisiln er. C :se definen a. partir J.e la 4Ó.ic16n 

Y la t:.·JlUf-l1ct~oc!tn ~n C, rt!6pt"ct1v~ente, y de v) de Il.l.4, de la 

II.!..7 ~EfiNIC.::o~; 

Cc.r.de a, b, e, d e ,R 

11 .:1 r.tk.ero z 1 - z 2 SI!: define coC'.O 

'' - '' '' • e- •o! 

'1) " ,, ,. o • 01 el nú.e.ero ~J. 

'' 
St! define como 

~ - '' z J -1 ,, 

lo ~•:flnlClCn ll~t~rlor se puedetl Obtener lz.s Eiguientcs f6r111ulas 

<!e u :~oc. pr J:c tic o 

~e v) d•· :;.1.1.<1 '-le • di) "' ¡:el • {- d)1 

Ce 1) de !1.1.7 (a+ bil- (e+ dil• t.a + b!.) +[l-e) • (- dli] 

• 
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y de 1) de II.l.J (a + b!l - (e+ di} • (a- e) • (b- d11 

que es la f~n:.u:!.a q:.H! se e!:'.plea para l.a scst.racc16n. 

e - d 
+ di + ci + di 1 

a + ti- ( 
de 11) de II.l. 7 ~T • (a + bi }_ =e""''~--.,.T 

e 
di-,+ 

-d {J el • ¿, 
~----------------. 

y de 11) de II.l.) 
be - od 

1 e• • ¿o 

que es la f6~ula que •e ettplea para la div1a1Ón. 

As1, a1 : 1 • 1 + 81 y z: 2 • 1 

Zl - 'Zr .. (1 - 2) + (B- l) 1 

z, 

~ 

'' 

za•-1+71 

2 + B 16 - 1 1 m ... --¡--:;--¡ 

El rCaultado.de la Q~V1tii6n pue~e tamLi~n obtenerae-~ult1pl1car.do di .. 

v1dcndo y d1~.15o: por_ ~1 ·.conjuga~o de_l div_;5or y considerando a loe 

n~eros co~-P}e:;¡o.'!o cc:nc binomios. cotr:o puede verse a cont.1nuac16n 

,. 

!.l.. ,, 

(2+81+1Si 
• 1 

10 
-~·~ 

!-.!.. .. 2 + J 1 
u 

,·, 

e-'-

,, 

que coJnc1de con el resultado obl~n1do ant~a. 



• 
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r.-: ~c:::t"t~l, too:!as l:as o~raclones ':_On nt:!:.eroa ccr.plejos ex.presac!os 

H• !e~~ 1,:.1r.t::-.1c~ pueden e!c:ct~,;.arse cons1::!E"rár.:!olo9 cor::o ei fueran 

Ll:-.c.t:los, t.c:-..ar.l!o en euent4 que las potencias de 1 superiores a uno 
1 

c!~ten rP~ucirse ~~ acuer¿o a lo atquiente: 

1 J ... - 1 

1 • 1 1 ! .. {- 1)1 1 

,. 1'1 (- 111 .. 1 

1 

1 

y en act:lar;te lot: .volotes se repiten peri!.dicamente. 

I I. l. 8 EJI:t1PLOS 

~ean z. 5 - 21. z, .. - 1 + 1 

., '. z, - <- s - io • t- 1 + o ~-1-21+1 - 6 - 1 

%¡-:r.,•(-5 21}-{-1+1) 5 - 21 + 1 - 1 .. - .. - 31 

e) 1.¡ Z; • (- 5- 21) (- l -t 1) • 5- ~1 + H - 21 1 • 5- !.i + '1 + 2 

% 1 :., - 7 - li 

!..! ; 21 1- ' - 2! l 
,_ 

1 1) 5 + 21 + 51 + 21' 

"' I r . t=-r··- l - 1) 
. (-1)1 (1)1 ' . • ) ' t-

• ~-J " - 2) • " • ,, J • 7l ) 7 --···:;-¡----- ·--;- . • ' 
1 

' . • 

• 
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II. L 9 EJERCICIOS· 

, 

)) 

4) 

., •• + (0- + (l.i.) . .. 
b) %1 (l + O!) . '' 
e) z 1 { :r.' + :t.> . %¡%.1 + %¡%. 

:Jeoostrar q\:e f.Jr.a t~o ,, ' ., 
' e 

., 
'' . - %' ~ R (:t) . o 

bl %' ,, ' R 

O~strar que las operaciones con n~~ros eo~ple)oe pueden ete~ -

tuara~ cc~sid~•ándclos Co~~ binomio5; ~s decir. que conatder~nd~ 
loe como· binomios se obtienen los mis~e resultados que con las 

exp~esione5 II.l.J y las f6rmulas de uso pr!ctico que se e~?lean 

para la su~tracct6n y la división. 

Obtener todos los valor~• x, ··y e R que satisfacen las s1qu1entes 

igualdades 

., 
b) 

~ • X + yi 
X - Yl 

h: _,. y1) 1 • (X- yi) 1 donde 2.: • zz: 

SJ -Si z 1 t .. z, - J, z:, - n- 1, z .. -- 2 -+ li ob.tener el r~ 
sultad~ de 1~9 nigu1entes oper~cl.ones 

>l .!...!. - ::, 
'' 

b)~ .:.·: 

C) .!J__:_!..!._ + i,l', 1 

'. 

:.1 

6) Expresar el reSult~do de l3s stqu1entes operaciones en la !or~• 

• + 

., 
b) 

el 

b1 

! 1 +1.+1& 
1'+1"•1' 

¡.,..---:--¡). (] .. 1)(1 .. 1) 
--, :r--·--ctrn-:;-¡¡-·-
rt- 3!1(4- u' .. <4- tlf-1 .. sn 

t - .iÍ 1 

... ,··r 

(·.· 
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le o.:~ .. r-.C.:ero Cor.~lejo a + bi y viceversa,. por lo que po<;!emos repre -
' -

.!:~·r.t:"r- a G!cho oGr..ero C0toplejo cc.~o un punto de ·coordenadAs (a,b) en 

el t-lar.-:: c=.n.esiar,o, donde &u part.c real a queda n~_,resentada en el 

r-I:ZJY ~· 
•1 1 r : 

1 \• . 

' o 1 
X 

.\ est.<'l CCf!Ces~~ntaci6n de los núme-

roa complejos en el plano se le ca 

noce coro •o1aqrama de Arqand•, y 

'a les t.:!jc~ x, y se le.'l lla.l!:l4; res­

pectivamente, •eje real• y •eje. 

!1 p~.::-.t.c de coordenadas {a, b) t.&mb1~n está det.err:.1nado por los par á-

:..::t:·c:: lr~e: de l.a f_tqura, conoctdcs cor.o coordenadas polares del 

pUr.to. 

L.a11 cc:.order.Adas cartesi.anAII (a,b) se obtJen•=n a partir de las pol!_ ... 

(r,eJ ::cdiante las a1quit:ntes f~·n:.ulll& de t.ransfon:~.ac16n'. 

4 • r cot e 
- - - - (Al 

b•racn8 

En con,·;cucncl.,, el nWtera ccr.ple-JO z • a + bi puede tambf~n •?~Pr! ... 

sarae ccr.c 

z • Ir cc.s 61 + Ir aen 0)1 

z•rlcca8+ aen el 

• 
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que es la llamada forma polar o tri9onom~trlea del ndmero complejo z. 

Pode~os e~plrar ur.a abreviatura para si~plif1car esta 61tima expr~ 

s16n, ya que en af':\bas !~ncione' trigoncr:.~tricas se trata de!l mis~W .3.!!. 

Qulo. Uaarecos er.tonces la ~xpres~6n •cts e• para representar al 

factor coa e + 1 sen e. con lo que podemos escribir z • r cia 8~ 

Fon:oal12'arerr.os 11{ '!nt.e-:~or ~ed!ante la sic;n.:icnte def1n1c16n 

II.2.l DEFINICION 

r ci• e • Ir ces 8) + (r sen 811 

En conse=ucnc1a, para expresar ~1 n~ero co~Plejo z • a + bi en forma 

polar escribiremos 

z • r cis e 

donde las coordcno.das polares (r.B) se obtienen a partir de l•a car'"" 

tesianas (a,bl ~edlante las eXpreSiones: 

b 
e • e.nq tan ~ 

(8) 

Ast, por eje~plo, s~ tene~os el-nOnero. 

eor::plejo 

y quere!TIOs exp.res·a-ilo en ·fOrma· i)Ol.!r, 
.\ .·.. \ : 

aplicando las expresion~~ (B) obtenemos 

r " d- 1J • + (ITT 

r " 1'1 
1 

a • ang t_an =---r 

•• : t \' ' . 

¡, 

i·'·:· 

y 

•• .. ----j 

., 
X 

' ----·---·-··---1 



• 

1 
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Si tener-.cs ahora un nt\~rero ccr.:pl@jO @ft fon:.a polar 

z, • 2 cts 24c• 

(A) obtl!rot:CIOS 

a • 2 eo• e 
1 

• 2 (- l) 

• 1 

b • 2 aen 8 

2(. !fl, 
b • - ll 

"J !1nal:=-l.'nl@ Za •- 1 .. 1! f. 

y 

X 

Er, la for~a polar el. ndmero roal r. que· es unA df.stil.ncta y por tan-

te un r.Cr:ero no negativo. ae le conoce corno el •e~Odulo• del n(ÍJJ!ero 

cc.::.plt:jc. y al Ar.qulo e cor.o 11u •arc¡llrlcnto•. Para el caso par~.tc~ 

lar del r.t:.L:ero O + 01, ~1.1 o-.édulo es cero y su .arqur.l!nt.o se considera 

art.ltran.o. 

.:cnsiderl!:::.oa t:l caao de los nWt.! 

roa cc~pleJOS &1 • 2 cts 120• y 

z, • 2 cts .f.eo•. 

Al t:-an~forrtai-los • la !Orl:".a t..t-

:r 1 .. - • ll y 
X 

'• 1 • ¡j 1 

.~~r le q~e. de 11.1.2 

z 1 • z. 

• 

·-

l "' 

·'· 
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En ~eneral, 51 ~enémos dos n~eros co~plejos expresados en fo~ po­

lar con t.6dulos iguale• y arqu_r.entos, que difieran un t"1Glt1Flo entero 

.!e 360•, dichos núr..eros quedo1r:in répresenudos en el plano por el 

~i5mo pUnto; en consecuencia, en au forr~ binOmica tendr'n la mt•~• 

parte real y la =tsma pDrte tmaqtnAr1a, por lo qu~.serán i~ualea, c2 

co lo e•tablece .el siguiente teorema. 

II.2.2 TEORD'.A 

Sean z 1 • r 1 cis 8 1 Y za ~ ra c1• &a: 

& 1" • :r:, (::;:) r 1 • r 1_. y e, • ~· +k CJ60•) 

con k • O, 1, z. l •••• 

DEMOSTAACIOS 

1) Sean •• •• cta e' 

•• ra cis •• 
por II.2.1 

! ·~-: . ' 
, 

' ' l..•! ' z • (r' coa ., • (r, sen e¡)t 

: !1\:: "'· ·'. 
Entonces, si s 1 • z 1 de 11.1.2 se tiene que 

r 1 ~o• 6 1 
c.·". 

lu !l, 
r 1 coa ea 

r 1 sen 0 1 • r 1 sen e, 

elevan~o ol cuod~ado 

r 1
1 cos 1 6 1 • r 1 1 coG 1ea 

r 1
1 aen 1 9: • r 1

1 5cn 1B, 

-· ·~ ' 
"1,.. ' 

·¡.; ,, e ' -· ' ' ' ' 

·- ·-- - ! ; ' 

~'. 

::, .. ;·.~· ¡ 

··e '.-:..: ' ' 

- - " ~ (1) 

' 
' ' 
l ~ " ·~ 
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.• .. .c..ando IUelllbro a ~1e.lf.bro lea 1qualdadea y factor1zando 

r 1
1 

(cos 1 
6 1 + aen1 e;) • r 1

1 (cos 1 8 1 + aen1 8 1 ) 

por lo qUe 

e 1 • rr - - - - (2) 

scst1t~yer.~o este resultado en (1} obtene=os 

coa c 1 • coa 9 1 

y 

sen e 1 • sen e 1 

pvr lo que, de la trtqono~etrta 

- - . - ()) 

En con5ecuenc1a, ~e (2) y (J) se tiene que 

y e1 • e1 • .k<J60•J. 1r. • o. 1, 2 •••• 

y 8 1 • e, + k !J60•J, ccn k·. O, 1, 2, 

tr.tor.-:ea por la per1odic1<!!4d de las functonés seno" y co11eno 

r 1 ces e 1 r 1 coa 8 1 

• •• 
y de 11.1.2 

r 1 cts 8 1 

'i t inale~ente 

t 1 • z 1 con lo que ter~ina la demoatrac16r.. 

o 
Co~o.cLnsccucncla _de JJ.2.l un n6m~ro cor.:ple]O pul'de tener ~:~'• de un 

··. 

,. 
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arqumento. Llamare~• •orqurento principal• del ndaero coeplejo, al 

anqulo 8 tal que 

Aa!, com9 ej~plo tene~os que el arqucento principal ~e 

z 1 • 1'1 ct• 7So• •• e' 30" 

ya que Bo• - JO• + :z (36o•) y o• ~ 3o" < J6o• · 

y el 4rquoento principal. de za • :Z cts 360• es e, - o• 

La ~ult1plicac16n y la divts16n de ndméroS coeplejoa ~n torca P2 
lar. 

Una de laa v~ntajas del aanejo de n~ros ~mplejoa en au forma ~ -

lar, _ea la sencillez con que pueden efectuarse alqunas operaciones. 

entre ellas la ~ultipl1cac16n y la divis16n q~e ae reducen a mult!­

plic~r módulos y sumar ar~entoa _en el primer caso, y a dividir c6-

dul_os y restar arqumentO!II en el segundo.. Asl, por ejer!!plo, •1 

t 1 • 6 cis ·120• y z1 • l cis •o• 

tenemos que 

12 c11i' 160• 

6 r. •• ~ . J1 '- ~' ~ ~ 
! • ) ,, 

l el~ !.J.. •• u2o• - •o•) l cia ea•. 

Forma lirarer.oit lo-anterior mediante el s1qutenle-teore~. 

II. 2. 3 -TEOREMA· .... 

' 
.. 

Sean r 1 • r 1 cía 6a y 

t) 

111 !.1-. !.J. ets (e. - e,) 
:z: t - r r 

'" ·, ·~ 

" 
, 

" .. 
\ .. l 

--:r..;- ' e< 

" 'i ; :; l 

•• r 1 cia Ga, entonceat 

e - ';t!· ' '• 

' .. 

! ; '" .-1: 
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:r.a • (r 1 .cos 6¡) + (r 1 sen 8,)1 

:r., • Crr coa 8Jl + (r 1 · sen 8 1 11 

de 11) de II.LJ 

cos 8 1 cos 8 1 - sen e 1 sen 6 1 

r:s.lo ea 

cotno querfan;oa. 

LP. ~an~ra semejante puede demostrarse la ~rte 11~. 

~' o 
Al efectuar 1• divh16n de n1llneroa cotr.plejoa en·forma polar. puede 

suceder que el argumento d~l divisor sea mayor que el del dividendo 

y en ese caso se tendr! que el resultado es un nOmcro complejo con 

cc.~r.o ~I.IJulos C"oo.!dtdoa en el otro sentido; esto es, en el que qirAn 

L"n arc;ur.cnt.o ncqa ttvo ea t.& fuera del ·lnt.ervalo fl"' e e 160• • .asl, 

·' 

111 

paro~ obtener el argu:r.ent.o principal c:orrespondient.e·deber& auc..r.rae 

360• tantas veces corrD •• requiera para quedar dentro ee dicho 1nte~ 

va lo. 
y 

3 cis •o• 3 
eh 1- &e•) "S"CC~. ) X 

-~ eis 1- 60" + 360•) 

3 eis ••• 3 cis loo• 5 cia 10o• -) 

Potencies y ratees de n~ros complejoa 

II.~.C OEFlNICION 

Sean z E C y n < N 

LA potencia enésima de z:, que representaremos con t
0

• 

Con la 

•• 
si • -

•• 

se define CO!f\0 

Z%% • • • Z 

n factores 

def1n1c16n anterlor ... -r.i:·i'"' .::.! 

r eio • 
rr eh ce.+ 8) • rl eh C28) 

De oanera •cmejante 

t 1 IZZ 

• z 1 z 

&
1 

- [!• eJ. a tzeo (! cta ~ 

, ... 

·' ní: , . ·, :.·~ , , e 
., 

~ .. 
~- .. ,. 
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. ' 
rn t:;t-rH~rdl, cuando el nW..cro. coa.pleJo est..ll en fo.rC"..a polar. poderr.oa o2 

t.~~""r su:o pc.tenc1as ·r,aturales con la llar.....ai!a t6nnula de Do Hoívre, 

qu..e se e¡o;F_r~sa en el a!quiente tcor~r..a y cuya denost..rac.16n ae deja 

al l~ct~r ceno eJercic!o. 

l Il.2.S 

L 
Pa~a torlo 'nWrero nat.u.rl!l n: 

(r c19 8)
0 

• rft c!s fn5) 

1 l. 2. 6' tJl::~~LOS 

Se~:n. z, • ...'1 cis 10• 

a) t: 1
1 

• (t1l 1 c1s (Í 

y ·:r:a • J c1a 225• 

70) • 2 cts 140" 

bl za' • (3) 1 c1s (l • 2Z5l • 27 el& 675 • 27 c1s Jls•· 

el '-r" • (])" cia (4 • 225) • Bl cia 900 • Bl.ch lEO" 

Si un r:C.::-tro CO!!.ple]o esta en torc-.a bini!~.iC4, qenerahnente es m.6s f! 

~11 O!.tc.r.er ti:'.J.a potencias ·transfo! 

úr.t.~:.!o· a la fo~a polar y aplica!!. 

do el tcore~ 11.2.5, como ae ilu! 

tra a ccr.t1nuac:H5n 

~1 Obtener (/1 - 1) •. 

' . /(t1l 1 • (-1). . ll+l . 
• .lr.q un ::.....! . llO" 

/j 

:J - 1 . 2 el• llO" 

tll 11 • • a c1a 99o• 
• B ele 210• 

1/l-o• 

.:: .. 

y 

X 

2 y 

\ X 

-. 

- ' 
.. ·' 

lll 

••• y 

Para aumac les nf=eroa z 1 y 1: 1 pasu.os_ 1 1 a fonu. bin6mica 

z eh 60• • 2 coa fiO• • (2 •~n 60•) 1 ·• 1 + IJ1 ... 
entonces. 

z 1 .+ z.r • (1 + ot'1q +_(l + 3~1)· • 4 + ciJt· 

ahora 

Zt + Zt .. .. + 4/h 

para- este n.tltnero 

r • /c-2l 1 + C-2/3) • • 

- 2 /3 240" e • anq tan ~ • 

2:! + ,, . • e la 240· 
•• 

por otra parte 

2 - 2131 

~- .. 

•• . .ficis •o• . o • ~~ 
por lo que '' 

. o - ~1 . /lcia 210• 

.. 1 

y 

-· 

.z/i 

[z 'z: "•]z-1;;.. (4ci.s240•) (/lc't;,no•) • 4/1~-1a5lo• • 41lc1d5o• 

y finalr·.ente la cuarta potencia buscada es 

X 

(4/lclelSO~)" • _(4/l)• cis (:4•·150•) • 1024cis600• • 1024c1s240• 

e' r. :i · 

11. 2.1 _OEF"IHICIOH 

Sean 1 e C y n < N 

Si .,.n • 1 decimos que w es ralz enésima de z. Y 

lo repre!icntal'l.08'medianle w - nrz • 

·- ., .. ,' ... ·,• . . ' j. e : ! 

" •!\~-~ ' ' : ' '· 
,J" /' 

o 
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r~u,_, c<.r:.¡.le-¡:o. ccnatderemos loa r.Ot:~eros 

:t • r eh 6 y w • D cts o 

al • e$ rafz en!ai~ ~e l, er.toncea 

le: cta . .J.)fl • r· cts e 

por- le que. de rr.2.5 

[n cc~~ec~enc1a, de 11.2.2 

o·· • r 
y 

n:t • :t .+ k tJt:~o•), con k • O, ~· 2 

es decir . -
y . -~ + k !J60•J 

n 

en dcr.Je her..oa representado con n¡r al nCur.ero real no ne9atiYO cuye 

en~st;.a pOtencia es igual a r. 

Por lo que 

. - n;r c.i'& O+ k. (360•) 
n · . .., .. .-·' 

k • o. 1, 2, 

para k • O 

w 
o 

n¡r C1s ! 
' n 

para k 

con k • o. 1, 2, ••• 

nr [• )60") • ~r cta ñ + --0--

.. •.! 

·' l ~' 1 ' ~~ • 1 ' ~·! · .. 

"1 
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para k • n - 1 

u • 
n·l 

nrr cis e • (n-llJ6o• 

para k n 

• n¡r cis &+n()liQ•) 
n 

y de II.2.2 

para k • n + 1 

• w 
..... ..,o. 

n 

' 

a¡r ct• e+ In+ 1)360•. 
n 

y de 11.2.2 

"=r [8 "x- cia Lñ + 

De lo antertor· podemos 6baervar que la rafz enésima de un ndmero CO! 

plejo no es.On!ca y que exiSten exactamente n rafees diferentes c2 

rrespondientes a lC?• valores de k • O, 1, ••• , {n - 1), ya que 

.. , 

De esta ~nera he~• de:eatrado el atguiente teorema 
l· fl ~ 

Para tOdo nGme~o natural na 

"Ir ·_eh o .:•·' !'fi ·c·ta:e + k r:uo•)_ !..l 
n 

con k • O, 1, :Z, ••• , (n - 1J 

Eataa n raS:cea c¡uE.dan represcnt<!ldas en el DhqraiM -de Arqend por n 

puntos sobre une c1rcun!ercnc1a con centro en el or1qen y radio 

1qu~l • nrr. 

·¡:m.-.·: 

i' ·/' tll 1 

• / -. ,;¡ .. 

' ~---·• 
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1:.2.11 EJERCICIOS 

1} Obtener la !onr.a pol!'r de los sf.quientea ndtfteros compleJOS 

2) 

•• - 2 -. 21, z •• - 3, z, • 51, z ... - 21, 
1 IJ z.,•-1-T 1 

Obtener la fonn.a bin6mtca de loa •f.quf.entes nt1Jro.ero• co~plejoa. 

3) Du.ost.rar por 1nducci6n m.BtU.!tf.ca que para todo n e N 

., 
(r Ch e)n • en eh (n6) {f6['1flula de De Motvre) 

Efec~ua~ laa slquf.entes operaciones 

al 

bl 

. . . 
11-U-O+Ü 

l cía 120 1 

ll- 1). o 
2 Cia 60• 

-/j + 1 

51 OLtcncr ·a t. C tal que 

4z. 2i + cll- ,,. <i eh ~o·) 

61 a) Deter~.1nar las aoluct~nea de la ecuact6n 

para cualquier a t R 

t.) Oeterrr.inar los valol'es de a t R para los que a·1 • 1 + 1 '1 

:, • 1 - 1 son soluciones de 1~ ecuación y obtener las 

: 

119 

II.l FORMA DE EU~R 0 EXPONENCIAL 

En el af.qlo X\'111, el a.at.ezr.$.ticc suizo Leonard Euler establect.5 la 

relae16n 

e 81 • cos e + i sen e 

que nos escribir el ndmero complejo & • r efe 1 en la foro. 

. -
conocida como forma de Euler o for~ exponencialr en la cual r ea el 

~dula y e el argumento expresado en radianes. 

Por ejemplo, la forma de Euler de los nd:eroa compleJo• 

•• -2 eh 225•, •• -
•• - .!.!.i 

2e • •• -
3 eh u o• 

3e• 1 y 

y •• 
•• . . 

• /1 Cis 60• eat 

• i n eT 

!'} 
Con base en el teorema 11.2.2 podemoa establecer la relac16n 4e 1qua! 

dad entre ndmeros co~plejo• expres~dos en fOrma de Euler, de acuerdo 

con el a1qu1ente teoremA 

11. 3. ll TEORE.XA 

··' •: :. 1 ~" con. k • O, 1, · 2, · •••. 

Operac1ones con nfimeros complejos en forma de Euler.· 

Loa teoremAs II.2.3, 11.2.5 y II.2.8, establec1doa para los r.lltu.:roa 

ccr..ple)OS en form.t polar • t1ent•n ~xprcsloncs an.tloq.:as polra l•""~• nGr.-e-

roa complejo• exprt.•s.H1os en form.s de Eulec-. las cuales ae p1 nocntan 

·a cont1nuac16.n 

,. • j ,_. 

t:: 
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o! 1 i 
~ (8 1 - e a Ji !.J!..-. !J. 

ftC
011 r, 

(ree.il n . r • en6i 

• • k (2•) 1 
r:ltJl r:¡r • 'ro . • con k • O, 1, 2, ••• ~ (n- 1) 

tl!ltas f!.r-r.ulds no~ perDiten efectuar operaciones de multtplicacten y 

divi~itr. d1rect.aft'.ente en la forma ·exponencial, asl cou:o obtener -P2 

ter.c1a5 y ratees de n~eros co~pleJOS expresados en dicha forma. 

II. 3. 2. tJEJoi.PLOS 

!¡ 
Dados r 1 • /l ••• & • • Be • i . • 

efe~tuar la a" siqutentea operaciones a 

. , 

o l 

a 1 z 1 z 1 bl !J. z, el ' (Z 1 J 'i d) z:, + r:. 
'• 

• • . 1 i 
z 1 z 1 • (/le'i·~)(eH) • /I e'f:• · 

!J. 
'' 

!¡ 
ll •' 
~ 

ya que, el arqW':Iento principal• a, en radianes, ea _tal que 

o .!. 6 • 2• 

·~-

: 

6 + k(2v1 
1 '.-'61 e , 

con k • O, 1, 2 

··¡, 

'•! 

! : :.:!. 

121- . !". 

4 •" con k • o 
1 6+k(2•lt 

(IJ)T • 1/64 e • u • • • ,. .. , 1 
con k 1 

• • ·'2 + T•) 1 con k • 1 

di Para efectuar la adtct6n indicada en el nu.erador, transformare-

' &os los ndD'.eros z 1 y 1t a su fonna btn6rdca y, posterionlent.e, 1•. ·~ 

maZa +"z• a -14 forma de Euler. 

•· 
z 1 •. ll_~Ti • (~ ~~. ; j + (ll sen i)i • O + ll 1 

•• e"
1 ~--(coa •J + (sen •U • - 1 + 01 . -;~ - ~ 

1 • ll 
··. 

Ahora, efect~ando la d1v1a16n obtenemos 

Uno 

z, + h 

•• 
_.! .. i • • • 

o 
Loqarit.DIO··r¡;llitural·-d·e· un ni!::.ero complejo • 

01i: .l. U-·· . ¡ ' l:. ! 1 i ~, : ,, : ; .• : ¡· )" 
. . . . 81 

vez que ,_h~s: ma~ejad~ \1,~ ~xpresi6n e podemos 

teneia- de. ·exppnenteS complejos. Esto no a· perai.te 9eneraltzar el con 

~epto de\oQ~~-iW Par·~· ei c'as~ de .lo·s n:~e~~. complejos. coi'O a19u: 

II.J.l CEFINICION 

·Se-a z e e 

El lor:~arit.rr.o noltural de z. que represcnt.arcrros con L(z.), 

se de! ine con10 

oi 
.. • • • LCz) • w 

_-: 

: ·,,. 

1')_. ··.l ,··:. 

_,J ·.- •• 

·' '· ; ' ,1 •.• ... ¡, ] ' 
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A ~actir de esta _deftnicten d~4uciremoa una fórmula para la obte~ 

el~~ de loqarit.ncs de nc.tt.eroa coC'.plejoa 
:•-$ 

Sean z • r e 61 
y " • a + bt 

al w - L fz) ,· entonces por II. 3. ~ 

" < -" •• decir 

•• . bl - .•• r 

• • .•• -r ••• 
&n consecuencia, do U.3.1 

• • -r 

y 

b -• • k(2W), con 1t • O, 1, 2, 

Ea dec1r 

• -tr 

Y· 
b - • • 2kw, con k • o, 1, 2, ••• 

En ~c.r.de Lr representa el loqartt.r.~o natural del ntln-.éro real no neqa-

tho r. 

Con lo a~ter!or h~~· de~~atrado el atquiente teorem. 

11.).4 TtORE~ 

Si z • r e 81 entonces: 

con k • O, 1, 2, 

Aa·t, por e)er.~plo, el loqartt.r:'IO natural del nGif.ero corr.pl• o .. 
z ·-· 2 c 1 ' es: 

Ltz) • L(2) + <i + 2kw)t, con k • O, 1, 2, ••• 

: ¡ 
1 _ ... .,. __ 

'1., 123 ·- l, ' 

Ea dect_r 

L(~) • Lt2) + 6kj+ .1•1, con Jt • o, .1, 2, ••• 

Esta expr~s~6n representa a una 1nf1nida~ de ndmeroa complejos, ~ 

para cada valor de k, eato.eat 

L(2) • ., l para k - o 

L(2) 
7 . 

+ ,..1 . para k 1 

13 .: ~ 
L(2) .; ,-•1. para k 2 

CUando noa interesa un solo loqaritmo, en general ae considera el 

que.·corr~aponde al arqument.o principal del ntimeror ea decir, al que 

ae obtiene· con k • O cUando O ~.e e 2wa Á eat.e lovaritJDo .ae le COf12 

ce como •to~arit=o principal• a 

II .J. 5 &J'DtPLOS 

Obtener el lo~ari~ principal de cada uno de loa aiquientea ndaero•• 

a) cia es•· b)-;t!-1 cJ - 4 

Solucién . 1 t / ;~ .:i \ " / 

• ., . LCcia 45., -L(eT ) -L(l) • l 1 . o + lt • 0~'7854 1 
:¡ ,., 

' " 7 
L(-/l L(2 .-.•1) . L!2l • ;•1 : 0.69]2 • ].6651 1 

bl 1l • 

el L(- 4) • Ll4 e•i) •.L(4J. + wi : 1.3863 + 3.1416 i 
) •¡ 1 ~ ~ ' ' l ~ 1 : ' ·, ' 

El arqurr.ent.o corr~spor-.die~~e a un neln:ero real n~c¡attvo ea •• por lo 

que au loqaritr.4 natural no es un n6mero real; ea por esto que cu~n­

do ae conStdera el logartt~o ftdtural co~ una función real de Yari!­

~~~ r~al no eStá d~finida para n6¿eros negativos. 

, .. 
.. , ; ti.; 

1 • 

! ¡ 1 . ;,¡' 
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11.).6 EJERCIClOS 

1) Efectuar l•• aiguientea operaciones 

bl 1 -

1.+ 

/. 

2) Re~resentar en el Dtaqrama de ~rgand law soluciones de la eCU! 
c10n 

ll 

L:¡-!!. 2.~··· 
•• 

04dOI5 Za • l + 1.,_ .. -8 a•i 

Obtener loa nd.a;.ero• z e c., qúe aatisfacen a la_ eeuaci6n 

'1 + 11:1 .-

41 Obtener todos, loe valorea de x.- y e: R tales quet 

. 

b) e• • yi • - 1 

5) Obtener t~dOa loa nfimeroa 1 e C Lalea que1 

., z -

bl 

. -~ l ! 

,., 

·· ... 




