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INTRODUCCION Y M&FRE@%

Consideramos el siguiente ejemplo: 7 )

) Una industria fabrica tres tipos de productos (llzmémosles
A,'B y C) y cuenta con un total de 50 obreros que trabajan 8 hr. dia
rias, Es decir, dispone de un total de 400 horas-hombre gl dia,

Para fabficar un producto del iipo A, se. requieren 20 ho-
ras-hombre ; para uno del tiﬁo B, 100 y para uno del tipo C, 40.

En condiciones normales, no existen restricciones de mate
ria prima ni de}maquinaria i los obreros es&an capacitados para in- :
tervenir en 1a fabricacifn de cualquiera de los productog.-

Se quiere saber, que cantidad de productos A, B y C pue-
den fabricarse diariamente empleando la totalidad de horas-hombre

disponible.

Podemos entonces plantéar el modelo materfitico Qiguiente: .

Si x,;, X,y X, Tepresentan el nimero de-productos A, BYc
que se fabrican diarianentc;'entonces';le, 100x,y 40x, serfn, el nd
mero de horas-hombre empleadas diariamente en fabrfcar fodos'los -
productos A, B‘y C.

- .COno’se desean emplear las 400 horas-hombre dlspoﬁibles,
1;; valores de x,, X, ¥ x, deben ser tales que

'20xlo100x,+4oi,-4oo eI ‘

Expresiones como €sta, ééciben ¢l nombre de ecusciones 1i
neales, .

Una respuesta al problema podria ser fabricar 4 productos

del tipo A, 2-del tipo B y 3 del tipo C, ya que, al sustituir estos

valores en la eoxprosiba (1), se verifica 1a igualdad, Entonces, -

SISTEMAS DE FCUACIONES LINEALES

diremos que : - 2

kl-d. x,*2, x,=3

es una solucifn de la ecuacisn (1),
Sin embargo, podemos notar que esta solucién no es Gnica
ya que ios valo}cﬁ .
x,=7T, =x,=1, x, =4,
también satisfacen la ecuacién (1), por 1o que constituyen otra so
lucisn. . .
Generaiizando,’la ecuacifn (1) es una expresisn del tipo
3,%X,48, X, %08 X =b L L. . (2)
ala &ue llémqremos ecuacidn lineal.

A'las constantes a,, 8,,..., 8 S¢ les llama coeficientes,

a b término independiente y &8 X,, Xj4.4., X, incbgnitas o variables.

Vemos que las incégnitas aparecen todas elevadas a la primera poten

cia, de ahf el nombre de ecuacibn-lineal,
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V.1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

Regresando 2l ejemplo anterior, supongamos que poT TAIO-
nes de démanﬁa los productos By € deben fébricar;e en cantidades
iguales, B

Entonces, se tiene la restricci6n adicional x,=x,, que
expresada en la forma (2) queda - . ’ -

. (3)

Ahora el problema consiste en encontrar una solucién que

Ox +x,-x,«0 . . . .

satisfaga, sinulténesmente, ‘las ecuvaciones (1} y (3), por lo que -
las dos soluciones que antes encontramos no son Gtiles,
Si ;e fabrican 6 productos del tipo A y 2 de los tipos B
y €, vermos que se satisfacen simultéﬁeamenté las ecuaciones (1) y -
(3). -Entonces diremos que -
X6, XxX,=Z, x,=2
es una solicibn del sistema
20x,+100x,,+40x =400
- 0x;*  x,- Xx,= O

el cual consta de 2 ecuaciones con tres incégnitas.

8,,X, %8, ,X,%...*8 1 Xp"b, h o =
a“x“rauxah..umxn-b=

R ™

8, X tap X to..ta X bm .
donde za, 13 e C son los coeficientes, x; las incﬁgnitas y bi e C los

términos 1ndepend1entcs.

Definjicidn,
" Una solucién del sistema de ecuaciones (5) es-un conjunto
ordenado de n valores que satisface simultfineamente a todas las ecua

ciones. =

Definicibn.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecua-

ciones de 1a forma (2) que deben resolverse simultfneamente.

En general} un sistema de m ecuaciones con n incbgnitas,

definidc sobre ¢l campo de los nGmeros complejos, es de 1z forma

V677

Una forma de obtener solucicnes.

Tal vez, la t&crnica fuadamental para encontrar las solucig
nes de un sistema de ecuaciones lineales, sea la de eliminacidén., El
proceso consiste en transformar.el sistema original en un nuevo sis

tema de ecuacxones que puede resolverse fécilmente, 51 nuevo sis-

1 . :

tema, deberﬁ tener 1as mlsmas soluciones que el original y en aste

caso’ dzremos que ambos sistemas son equ1va1entes..'

Para obtener el nuevo s1stcma se hace uso de las sigulien-

l, :..l.a. . -

- tes transformac:ones, que rec1ben el nombre de “Transformaciones --

elementales" y consisten en:
; 1} Intercambiar dos ecuaciones.
2) Multiplicar una ecuacibén por un nfmero k40
3) Multiplicar una ecuacifn por un nfimero KF0 y sumar el

resultado a otra ecuacidn del sistema, ) .

-




No es diffcil aceptar que el sistema original y el nuevo
sistema son equivalentes, Sin embarge, el cstudinﬁte puede ¢, .--
sultar lsg referanéia.T rag. 414‘fara una demostracidn.

Podenos ilustrar la técnicé mediante el siguiente ejem-

' plo:

+Ejemplo iV.l.
2x, +2x *6
X, -2x, +x, =]
=X, +x,+5x, =10
si intercambiamos las dos primeras ecuaciones (con el obje;o de que
X, aparézca en la primera ecuacibn) obtenemos’
xl—2x24x, =1
2x2+2x'-6
-x1¢xz+Sx, «i0
si sumamos 1a primera ecuacifm a la tercera obtenemos
il-sz*x’-1
2x202x’-6
0-x +6x =11
si multiplicamos la segunda ecuaci6n por % y sumamos el resultado
.a la tercera obtenemos )
xl—le*x’-1
211‘21’-6
0*711-14

dividiendo 1las ecuaciones dos y tres entre 2 y 7 respectivamente:

X, -2x,4x =1 ’ ‘(6’
X,4x, =3
X,=2

De la tercera ecuacibn irmediatamente vemos que

" x,=2 y sustituyendo este valor en la segunds ecuacién se encuentra

que x,=1, Finalmente, =l sustituir en la primera ecuacién se en

‘cuentra que x,~1, por 1o que la solucidn del sistema es

x,=1,  xm1, x,<2

Ahora bien, hay sistemas de ecuaciones que Qdmiten mis de
una solucidn; un ejemplohlo tenemos en el sistema
20x,+100x ,+40x =400
Ox,+ X,- x,= 0 e
que empleamos como introducciSn, La solucibn que habfamos mencig
nado es
X, =6 x,=2 x,=2
y el estudiante puede ?qurob?r que
. x,~13 x,=1 ‘x,1
es otra soiuciﬁn. A eéte tipo de sistemas, qﬁe tienen ﬁﬁs de una
$olucidn, se 1es:llgma'%pdcge§m§padgs. _ )
Tambi&n hay sistemas que no adgitgp_solucién. Por ejen
plo, resuléa evidente que el sistema '
X, *x,=1 .
X, +x,~3
no tiene solucifin, puesto que no existen dos nfimeros cuya suma sea
1y 3 alaver. A este tipo de sistemas se les llama incompati--

bles. (o inconsistentes), .
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En general, de acuerdo con la existencia y tipos de Solu-_

*Cién; los sistemas de ecuaciones lineales se clasifican en:
| Determinados
Compatibles {una solucién)
(tienen solucién) Indeterminados

{n&s de una solucifn)

Incompatibles

L (no tienen solucién)
Mis adelante, Y con ayuda de otros conceptos que tratare~
mos, podremos determinar $i un sistema tiene solucifin o no la tiene,

y si esta es Gnica o no lo es,

w1071
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.2 MATRICES. -

El estudio de los sistemas de ecuaciones remlizado en 1a
seccifn precedente, puede servir como una introduccifn natural =1
concepto de matriz. En el proceso de construccién de un sistema
equivalente, puede advertirse que no es necesario escridbir lzs in-

cbgnitas x,, X,, ..., X;, Y8 que realmente s6lo se.opera con los -

- coeficientes a;; y con los términos independientes Bi‘

Si analizamos el ejemplo IV.1, vemos que el sistema
2x,+2x =6
X,-2x ,+x =1
-x,+X +5x =10
queda completamente determinade al conoﬁer el valor y la posicién
de cada uno de los coeficientes y términos independientes. Esta
informacifn se puede presentar éonvenientemente en el siguiente -
arregle e e T ; nE e na
0 2 2 6 ‘ . P
1-2 1 1 cenat (8) 1
-1 1 510
2]l cual se le llaﬁa MATRIZ. ‘ '
. Este arreglo en particular, consta de 12 elementos (ndme
TOS) dispues;os.en 3 renglones y 4 columnas, por lo que di}emos que

la matriz es de orden 3x4.



Definicién.

Una matriz de orden mxn sobre el campo-de los nfimeros -

complejos, es un arreglo rectangular

a,, By, - a4n

2y g,, - 8,;n

. e e N S
. . cee .

a a “na

L 'my  m, amn_

con m renglones y n columnas, donde los 4.. ¢ C se llaman sus ele-~

ij

nentos,

Comunmente, se& repreésenta a las matrices con letras mayls

culas y a sus elementas con letras finGsculas. En forma abreviada

1a matriz (7) pueae expresarse como

A-(aij) donde i=t,2,...,m ¥y j=1,2,..., n

Los subfindices i, j indican, respectivanente, el renglén
elemento aij'
se encuentra en el ‘segundo ren

y la columna en que se encuentra el Asfi- por ejem-

plo, a_. representa 2l elemento que

z3
- g16n y tercera columna de la matriz A,

Dada la importancia de la posicifn que guardan los ele--

mentos en el arreglo, decimos que dos matrices son 1guales si son

del mismo orden y sus elementos correspondientes son iguales. -A_

esto obedece la siguiente

valentes s las sfectuadas con las ecuaciones del sistema.

&

El proceso serfa entonces el que se 1lustra a continuacidn

Def1n1c16n.

Sean A-(a j] Yy B-(bij) dos matrices del mismo orden, en-

tonces:

A=B & ¥ 1i,j

aii-bij

Haciendo referencia nuevamente al ejemplo 1V, 1, podemos -

efectuar con los tenglones de la matriz (6) transformaciones equi-
cot ‘ )

es una esatriz escalonada.

[0 2 2 6] :
M= 1 -2 1 1 eeu. (&)
-1 1 5 10
t~2..1 1 .hemos intercambiado los dos primé-
My~ 0 2 2 6 Tos renglores, '
_-1- 1 S 10_
1 -2 1 "henos sumado el primer renglﬁn al
HII' 0 2 2 6 tercero
| 0--1 & 1%
1 -2 1 1 multiplicando el segundo rengidn
HIII' 6 2 2 6 ror %, lo hemos sum€§o al tercero
L 0.0 7 14
1-2 1 1 hgpos:diviéjdo el segundo y tercer
MIV. 1e 1 13 Tenglén entre 2y 7 respectivamen-
LO 0 1 2_ : Fe

.La ﬁl}ima matriz (Myyl) reprbsentdfellsistema equivalente
Xy=2X,+%,=1 o
X tX;23
X,%2
cuya solucisn puede obienerse fﬂéilmente.
Ls matriz HI?; se dice que ests en forma escalonada o gue-
"En genersl, uns. matriz es escalonada si
el primef elemento distinto de ceroide cada! renglifn, es iguai o 1 ¥y

¢l nfinrero de ceros anteriores a dicho'elemento: aumentaide rengldn a
' Iv-12/13



77

renglfn. Las siguientes matrices son ‘escalonadas: trensformar & la matriz A en una natri:.escalonada‘equivalenta uti
1 3 6 1.2 3 4 1.2 3 &4 1 lizando transformaciones elementales ﬁor Tenglén.
=10 1 s N= {0 0 1 7 p- (0 0 1T 5 2 Selucibn: ' -
: - 1 - 0 0 0.1 0 S )
0 0 ¢ 0 01 0 6 0 0 O Dividiendo entre.2 el primer 1.2 1 4 -3
: : . e A obten ' & 8 416 -4
Transformaciones elementzles por renglén, : renglén de A obtenemos AI' 5 .3 § ]
- - - <. 1
Las transformaciones efectuadas con los renglones de la . T s 1
; - 4
matriz M, para obtener finalmente la matriz MIV’ se llaman “trans ~ - 3 -
formaciones elementales por renglén® y como hemos visto, pueden - Multiplicando por -4 el pri- "y 2 01 4 -1 ]
" ser de .tres tipos: . mer renglén y sumando al 2o. . ~jo o 00 0
- . ’ j A -
1) Intercambio de dos renglones. rerglén de AI obtenenos 11 .3 6 1
2) Multiplicacifn de un renglén por un ndmero krfG. , ] 1 -1 3 1 .
) . T 3 -
3) Multiplicacifn de un renglfn por un nfimero k40 y su-
na ds}l resultzdo a otro renglén ds la matriz. M“Itiplicaﬁd° por -3 el pri- T2 1 4 1
"Utilizando las transformaciones elementales por renglén, mer renglén y sumando al 3er. A ¢ 0.0 0 ©
o R : » -
es posible transformar cualquier matriz en una matriz escalonada.. renglén de-AII obtenemos 0 -9 6-11 4
= . . - . 3
Definicibn, : B - L S
’ o 3 » - i 1 i - ) _ Ll ; . -
Diremos que dos matrices son equivalentes, si cualqu eré Multiplicando por -1 el pri- 17 1 4 -1 B
de ellzs puede obtenarse a partir d2 ls ?trg efectuando un nimeroc mer renglén y sumando al 4o. . o o0 0 0 o
c i 1 tales englbn. - - Apy= :
finito de transformacxones elementales per reng ) renglén de Ay ;j:obtenenos v 0 -9 6-11 .4
En el ejemplo anterior tenemos que las matrices M, Mj, - . L ) S - -1t ;
. \ _ cvsy e 0 -3.2 " ]
Myys Mppp ¥ My sonm equivalentes. - - - -
. Intercambiando ¢l segundo ren ftr 21 & -1
'glén con el cuarto renglén de 0D -3 2 -l}, 1
Ejeoploe IV.2 S . Av . .
- A obtenemos - . -
' 2 4 2 8 -2 w 0 -9 6-11 4
L 4 8 416 -4 . , - 1o o 0o o o
Sen 1la matriz A= - ‘ : :
~ . 3-3 9 t 1
UESEE B ¢ i :

-
' o
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Multiplicande por -3 el segun "y 2 1 4§ -1

do renglén y sunando 2l ter- | 1o -3 2 'l} 5
cer renglén de ex Ayr- - )

: ng AV obtenenos YI 6 o 0 0 -11
(o0 00 o o

Dividiendo entre -3 el segun- | Ti 2 1 & -1
do renglén de Ayt obtenemos o1 -% l% ¥
Mt oo 6o

6 6 0 0o 6]

Dividiendo entre -11 el ter- 12 01 4 -1
2 1 5

cer Tenglén de AVIIobtenemos o1 T 7 %
Al o 00

0 0 0 o o | ‘

Al hablar de las:transfo%maciones elementsales, ﬁemos he-
chio énfasis en el término "por rengi&n“. Esto obedece a que exis
ten transformaciohes.,analogas a las aquf descritas, efectuadas --
conllas'columnas de una matriz. En este capftulo no se justifica
rd 1z existencia de dichas transformaciones y tampoco serfn utili-

zadas. El estudiante interesado en saber mis acerca de esto, pueg
de consultar la referencia 3 pag. 141, una ver que haya terminado

el capftulo.

:LEEa).

7E

Rango de-unm matriz,

" |Definici*n,

Si transformamos una matriz A en uns matriz escalonads B,

el nlmero de renglongs de la matriz B con &l menos un elsmento dis

tinto de cero se llama RANGO DE LA MATRIZ A y se representa con --

El mismo rango se asigna & ls matriz B.

De acuerdo ton esta definicifr, cuando dos matrices son

equivalentes ambas tienen el mismo rango.

Las matrices A, Ay,...,

Ayrpr del ejemplo.IV.Z son todas de rango 3.

El ccneepte de rango de una matriz, juega un papel muy -

inportante en la teorfa de sistemas de ecunciones lineales que ve--

TEemos qﬁs'adélante. El estudiante puede darse cuenta que la defi
nicién de rango, tal comc se enuncia aqui, proporciona a la vez un-

métode para obtenerlo.

L . 7 o _ v-16/17




Iv.3. PRODUCTO DE MATRICES.
Consideremos nuevamente el sistems
20x,+100x, +40x = 460
- )
Ox, + X,- X,= )
podemos formar las matrices - .
20 100 40 x, : 400
A= . . b=
1} 1 -1 Xx=| x : 0
2
' x

-donde hemos reunido los coeficientes(en A),las incéghitas {en ij y
los t€rmines independientes.(en 5) que aparecen en el sistema.

Con ayuda de estas matrices, podemos expresar el sistema
(4) como '
wese. [(8)

siempre y cuando demos una definici6n adecuada para el producto -

Ax=h
AX, )

Le matriz producto Ax, debe ser de orden 2x! para poder
.establecer la igualdad con F. Ademfs,.por igualdad de matrices,
los elementos correspondientes d; AX y b.deben ser iguales.

Sabemos que la igualdad entre matrices

h0x, +100x,+40x;] [ 400

Ox, + lxz; x4 | o
se satigface siy s6lo si

206x,+100x, +40x, =400

O0x,+ x,- x,~0

que son precisamente las condiciones que establece el sis

" Por tanto
4

tena (4).
H . ’ £, Lt W
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Y5
20x,+100x,+40x,

Ax= eese (9)

0X,*  X,- X,
A la patriz AX exprésada en (9) 1é llamaremos “el produc
to de las matTices A y X" (en ese orden). Veamés como puede obte
nerse la ﬁairiz AX, a partir de 1#5 matrices A y X:
El prime? elemento de AX, es igual a la suma de los produc .

tos de los elementos del primer renglfn de A por los elementos de la

Gnica columna de X. "En forma esquemftica:.

- 3 —+ 20x;
+

X, : 100x,
+

l- 'x, —_ 40x,

0%, +100%,+40%,
[20 100 40]

El 5egﬁndo elemento de AX, es igual a la suma de los pro-
ductos de los elementos del segundo renglén de A por los elémentos

de 1a Gnicz columna de X. En forms esquemfAtica:

+
X e Xz

szi. 0x, = 7,

Xy | Xy
PR g - TR X, X,
Lo 1] -

En forma similar, obtengamos el producto de las matrices

A= 21, af! 8.y .- by,
231 Ba2 Bayl y B= L
’ b

con el objeto de establecer una definicifn general.

El producto serfi 1a matriz

cx



50.

a;,b‘l+s‘zb!‘+a:'b,;t : - : Ejemplo 1V.3 .
) ' definici :
“axb;a’azabin’“::bauﬁ Para ilustrar la nicién, cbtengamos ?1 producto de las
donde cbservamos que: ’ matrices
10.) El elemento que se encuentrs en el primer renglén A [ z "3 ‘] y " pa 1 o -2 T
' : } _ 3001 0- 1
primere columna de la matriz producto, es ls suma: -1 4 12‘;

. , -1 3.4 3},
aszxx‘axzbz:*aisbn:'kzi ;¢ byy o '

- que &5 una matriz C de orden 2x4 tallque'u

- 20.) El elemento que se encuentra en el segundo renglén €, = 2-9+1= -6
priierd columna de la matriz producte, es la suma: ' €,,~ 0-3+43~ ¢
. . i v
. .
a2,b;,+a,,b,,%a,,b,, " k21 8,10y, : - T €,y ~440-4= -8
: Cy = 2-3-3= -4

Generalizando, el elemento que se encuentra en el renglén ' T ) -

_ €y v ~1+12-1= 10
i, columna j, de una matriz producto AB, es la suma: . )
’ : . Cyqg= 044-3= 1
n - - . .
i-l aikbkj . - - €y, 24044 = 6
. ) ) . c m =1+&+3= §
donde n es ¢l nfmero de columnas de la matriz A y el nimero de ren zh .
glones de la matriz B, que deber ser el mismo para que pueda efec - fntonces, la matriz producto és
. . . - -4
tuarse el producto. : : . lB;:'tG goql Q.:.. e
0.1 6 ]

Definicibn. ’ . - . . R G- -

- ! 16n
Sean: A= (aij) (i=1, 2, ..., Dy j=1, 2, ..., n) ObsE;Ygsc que el elemento que se encgentra en el reng

: : i columna j de la matriz producto AB, se obtliene efectuando él.pro

.y B- (biJ) (1-'-1’ 2' seey, Y 5-15 2: L ] P) J . - [ P - ’ -
s ) . ) L de A 1 de B.

dos matrices de orden mxn y nxp respectivamente. - . -» ducto esca}ar dql_renglGn 1 de poxr 1a co ana I de

X o - . ; j lement es - ducto
El producto AB es una matriz ' : . Por ejemplo, el elemento c,, es el produ

. -2 '
Ce (c34) (i=1, 2, ..., my j=1, 2, ..., P}
ij : ’ - - [2 -3 _1] 0] = -4+0-4= -B-cll
de orden mxp cuyos elementos estin dados por : ’ 4 :
’ n . R
Ciqw L “a;. b . - . - L ..
117 0y "1k N - -

Podemos concluir, en base a la definicifn, que podemos

efectunr o¥:pﬁpgﬁcto Qﬁ”;@lo_cpandq el nidmoro de columnas de A es

i

. - 1 T SRR S o N ALY







igual al nGzmero de renglenes de B, En este caso, dirénos-que las

matrices A y B son conformables para la multiplicacién.

En general, 12 multiplicacifn de las matrices NO es con-
mntative, Inclusn; en zuchas ocasiones se tiene gue dos natriécs
Ay B son confornables'paéa Pultiplicnrse en ese orden (es decir -
puedelobtenerse el producto AB), mieniras que no son conformables
para multipliéarse en él orden contrario (no puede cbtenerse el --
"producto BAJ. Por tal motive, es necesario precisar el orden en
que las matrices se ven & multiplicar. Para el caso delhproducto
AB, diremos que A preﬁultiplicn a B, o bien que B postmultiplica =

A
Ejemplo 1IV. 4,

Dada las matrices

2
oﬁtcner: a) RS
' b) SR 3 ,
c) TS ~ !
d) ST ;
Solucién:

. T 2], 0o -1] 6 -3
a) RS= -
3 4 I -1 12 -7
‘(Las matrices R y 5 son de orden 2x2, por lo que les lla

‘ marenos matrices cuadrzdas y diremos simplemente que son de orden

2 i
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0 -
b} SR= - -
13

En este caso, pudieron obtenerse tanto el producto RS co

"mo el producto SR, debido & que anmbas matrices son cuadradas y del

mismo orden. Sin exbarge, notamos que RS¥SR pues, como se mencig

*
Fla

n8, el producte de matrices no es una operacifn conmutativa.

- - -
1 1 N P ¢ -t
c) TS= 1 1 . . -] 3 -2
) , 3 -1
2 3 L ] 8 -5
oo 0 -1 voo :
d) ST= 1 1 no se puede
S LSl 2 3

efectuar, ya que el nimero de columnas de § (2) .es difereﬁte del -
nimero de renglones de T (3). En otras palabras, Sy T no son --
conformables para la multi%licaciﬁn. -

Obsérvese que, aunque pudo obteperse el producto TS, hb
fué po;ibie obtener ! T, lo cual Teselta lz importancia de especifi ’
car claramente el orden en éue-se desea quliiplicar dos matrices,

¥

Definicibn.
Si una matriz A es de orden nxn, diremos que A es una np

triz cusdrada de orden n.

Ejemplo IV. 5.

Parg las metrices

i fte 4 -1
Me | -1 Ne [ -1, 1, 1] Pelp,, -1 1
1 b b i i 1< Py



encontrar los valores de 4,8 , Py P,y de tal férna que se verifi -

‘que la igualdad
_ MN = P’
Selucibn:

Primero obtenemos

1 i -1 -
MN= -1 -i 1
~-i 1 i

Por otra parte, comoc MN=P,

- 1 i -1 i+a i -1 isa=1 _.*. a=%-i
-1 -i- 1 -’ P21 -1 1 p. =1
i1 1 -i 1% P, Toeg=1 .°. 8=0
pya=i "
Teorema IV.1 . R .

La multiplicacién de matrices {cuando puede efectuarse)

es gsociativa. -

Demostracifn. :
Sean At(aij)mxn,;ﬁw(hjk)nxé'y c'(ckr)pxq tres ﬁat;ices -

cualesquiera de orden mxn, nxp, pxq respectivanmnente. Queremos pro

bar que '
'(AB) C = A (BC) !
De la definicifén de producto:

n
AB= (I a,. b,

je1 43 Jk)ﬂlp
donde los fndices libres son i=1,2,...,my %k=1,2,..., P+ ¥ lahnatrlz
es de orden mxp. {Los Indices libres son los que indican el ren-

_gl6n y la .columnz del nueva elemento).

52

Aplicnndo ahora la defiﬁiciﬁn de pIOductd a 135 Batrices
(AB)NXP Y cpxq
C= § b ; t ) ;
(AB)} {: (r a, b, ) [+
k=1 jv] j J T q

multiplicando Cp,. por cada uns de las sumas del pnréntésis. obtene

mos <
P n
AB)}C= a _b , ¢
(AB} ) (kE1 (jf1 -1 ik 'kr))qu

donde los fndices libres son i=1,2,...,m y r=1,2,...,q ¥ Ja matriz
es de orden mxq.

- En forma anfiloga obtencmos:
n r ' )
A(BC)= (f r & ,b,. c )
B LS (k-1 ij jk krimxy

Dado que el orden de la suma es arbitrarig.

P n n p

= k=1 §m=1

Por lo anto qued; demostrado que
B AT T e |

‘ Se 'recomienda al estudiante consultar el spéndice I de a
referencia '3 para cbtener habilida& en el manejo y comprensitn de
los simbolas deﬁr(gumh)ty'tzi{dohle ;ﬂna), y hacer la demostracién
completa do este teorema pera el caso particular ds las matrices

cusdradas de orden dos.

Ejexplo . 6.

Verificar la propiedsd asociativa para el producto, cen

las matrices.
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T ".. o . 53
-2 0 -1 0 o0 1 0 : Si con la misma matriz I efectuamos el producto IA, donde A es una
Am B= - ' : .
1 1 3 1 1-3 C- 2 1 ° matriz con 3 renglones y cualquier niimero de columnas, obtenemos -
_ Z siempre que IA=A. A 1z matriz I le llamemes matriz identidad de
Solucibn.  Debemos verificar que orden 3 y la represeatancs.mediante I,.
(AB)C=A(BC) _ . . En general, a ls matriz cuadrads
An-[ -2 0:| L N 2 o ¢ : . "4 0. 0 ....0]
1 301 14 L2 1 - : 0 1 0...0
( T2 o o 1 0 2 o N 1.0
AB}C» . = - T
2 1 1-d z 1 T -
1 . 3 1. . e r s n e
I 5 7-3 g - : 60 0 0 ... 1 ]
. _ - - - - " T“nxn
Por otro lado: . : .
_ - - . . le llamaremos matriz identidad de orden n,
-1 ¢ 0 1 0 -1 0 S . )
{(BC)= 2 1 - Esta matriz puede expresarse en forma abreviada come
3 1 -1 .
L = : . 31 . .- . . X
3 1 8-3i - i - - , §y4m1 si  i=j
7 ST In= (655)  domde { 7
: _ . ’ : ) ﬁij"o si  i¥j]
-2 0 -1 0 _ 20 :
A(BC)= ) = : Teorema IV.2 '
T 8-31 F-xi q7-31 314 o Leorzng I | _
e - ¢ - ’ : Para toda matTiz A de orden mxn sz tiene que:
por lo que ! ‘ _ : e -
. _ ) IEA A !'
(AB)C=A(BC) P - !
S i . ATlo= A :
. i Demostracibn - i
Matri: Identidad. i : . ' ; : '
: - : Sean Ig={di3) Yo Ar(agy)
S5i con las matrices - m" i) nxn jk/mxn
A I R 3 2 _ De 1a definicién de producto:
1= 0 1 0|y B=| 1 4 L : n -
¢ 0 1 -1 1 ) " . ' IpA = ( JE1 6ijajk]mxn
efectusmos el producto IB vemos que donde los fndices libres son i=1,2,...,m y k=1,2,...,.n,
- 3 2 Como &, (=0 ¥ ifj: . . o . .
1B= 1 3 -B c T PR :
<1 1 ‘ . - IpA® (5_1 ijajk)mzn

5

.2G/27 : _ . _ - '. - SRR . e




donde shora, los Indices libres son j-1;z,.i.,n Y k=1,2
8, ™ .
Como jj 1 ¥

peveghi,

n
ImA- (r a.

51 Jk]mxn

Como § es un fndice libre ST
LA (a5) oA

la segunda parte del teorema se demuestra en forma similar.

Matrices elementales.

El resultado de efectuar un nfmero finito de.transformacig
nes clementales por renglén a una m;triz A de orden mxn; puede cbte
nerse tembién si premultiplicamos A por una cierta matriz cusdrada -
de orden m. . )

Parsa ﬁo;trar lo snterior, :onsidc;emos por scparaao cada
una de las tres transformacionc; elementales por renglén.

1} !nte;cnmbio de renglones. o

Supongamos que tenemos una nmatriz A de oxn y que efectua-_
mos el intercanblo de sus renglones i y j. Llamenos a ia matriz -
osf obtenida matriz B. . ) .

Si por otro lado, tomamos la matriz identidad de orden m
(In) ¢ intercamblamos sus renglones i y j, obtendremos una nueva ma

triz que llamzremos Iéi’jl_

.8i shore ecfectuamos el producto Iéi’j)'A, se obéiene,la -

matriz B.

intercambiamos sus

e intercambiemos su

s
~
.

Ejemplo IV, 7,

1
Sea A= | 1
5

[s
B= 1
_1

Por otro lado, consideremos la matriz -

L= B - B 8]

|

z | :

"1 o o]
I,~j0 1 ¢
0 0 1J

[0 o 1]
10dado 1 o
10 0

.

u'

s renglones 1 y 3 para obtener

. 1,1
Efectuando el producto If ‘?A, tenemos:

54

renglones 1 y 3 pari obtener la watriz

' ¢ 0 1 1 2 5
If"’)ﬁ- o 1t 0 1 0 100
-1 0. 0 5 6 1 2

2) Multiplicacf@n de un.renglén por un nimero ki0.
Supongamos que tenemos una matriz A de mxn y que muletipli

Llamenos a la matriz asf -

cemos su renglén i por e} escalar k¥0.

cbtenida matriz B.
S5i por otro lado, tomamos 1ls metriz identidad de orden -

z (I} y multiplicamos su rengién i por el escalar.k#0 obtendremos
. . .

ura nnevs matyiz que llansremos Imkii’._;'

51 shora ?iectqamosicl producte Igti)A, se obtiene ls ma

- L e

. ,
g
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| 55
triz B, renos 1X(1:3), . _ . _ ]
$i zhora efectusmos el produ:to-;:{i’j)A,'se obtiene la
Ejeaplo IV. 8. matriz B. 7 . o
1oz : : - _
Sesn A=
5 10 29 _ ’ Ejemplo IV, 9
multipl@queno; el segundo renglén por 3 para obtener la matriz 1 2
1 2 1 ' ’ : ' Sea ;- E
- B. N ] . 0 1
15 30 60 -
5 10

Por otro lﬁdo, consideremos 1a matriz ‘
. rmultipliquemos el primer renglén por 2 y sumemos al cuarto renglén

1 4] .
I : . para obtener la matriz
2 L0 1 - : . ' . .
: - . 1 2
y zultipliquemos su segundo renglfn por 3 para obtener . ) 3 3
- , : . B=
1 o s ) ) . L .
y i - sid os 1la matriz
Efectuando el producte ﬁ &)A, obtenenos: .Pcr otro laéf consiceren 8
; ) _ ' _ : o 0
. 1 0 1 2 1 i1 2z 17 - . 10
I:(’)A- . -3 - _ - - 0 1 0 0
. Lo 3 o5 10 200 {15 30 60 . : =l o o0:1 o
veros entonces que, ﬂ (2)p s igual 2 B.’ ‘ L o 0o o0 1 i
- e ae e -: --------- - - - multiplicands el primer renglén por 2 y sumando al cuarto rengién .
3), Mpltiplicacifn de un renglén por un nfinero k#O; sunando el re- obtenemos -~ - B ’ : ‘ IR S
sultado a otro renglén diferente. _ i -0 0 o
Supongemos que tenemos una matriz A de mxn en la que mul 1(1,") o e 0
pong : = : I, *lo o 1 o
tiplicemos su renglén i por el escalar kF? y el resultado lo suma- ' - 2 0 0 1
nos el Teagldn jéi. Llapemos & la watriz asi obtenidas, mat;iz B. Efectuzndo el producté I:('-~)A,‘obtencmos:
. 5i por otro lado, tomamos la matriz identidad de orden - 1.0 o 0 1 2 1 21
m (1), multiplicanos su renglén i por el escalar X#0 y el resulta . I:(l;t)A e 1 o 0 3 4 . 3 4
. ) ’ . - 1t 0 R 0o 1
ds lo suneacs ol rengifin §, obtendremos uns nuova natriz que llasca 2 g o ; . 1a - 14

'R TXY I






(1.%)

vemos entonces que, 1 A es igual a B.

.

Definicién.
2 (1,3)

o . Izﬁth Izti'j)se'les 1llana matrices

A la2s matrices I
elenentales correspondientes a las transformaciones elementales 1,

2, 3, respectivanente:

Vemos ahora que, cada transformacifn elemental puede s5c

H

llevada a-cabo pfemultiplicando, la matriz dada, por la matriz elg

mental que se obtiene efectuando en I, la misma transformacifn ele’

nental.

Ejemplo IV. 10.
Hallar 1la matriz P, de orden 3, tal que'transforme als
matriz A en una natriz'éscalonada (es decir, que el producte PA sea

una matriz escalonada).

o 1 -2
A T 6 _ ‘ , ,
2 ¥ o

Solucitn.

En 1a siguiente tabla aparece una secuencia de transformz
clones elementaics gue transforma & la matriz A'en ung matriz esca
lcnada, las correspendientes matrices eienentalgb y el resultado -

de efectuar estas transformaciones sobre A,

tabla y dado que la multipliéaci&n es asocintivn; podemos

: - : f;é
- [0 1. -2
Matriz elemental 1
- Transformacifn. correspendiente. v ¢ L
. - = 3 1
Intercambio de los ren- g_ ; g 2.7 0
‘glones 1y 2 ‘ , -t -
(0 0 1 7 6. 1
0 1 -2
f2 0 0] 2 1 0
Multiplicacién del pri- 0" 1 0 - . -
mer yengldSn por 2 0 "o 1 1 12 2
e ‘ = 0 1 -2
Multiplicacifn del Ten- [ 1 0. 0] l-2 } O_
ﬁlbn 1 por.-2 y sumar al ¢ 1 0 - 4 -
: -2 0 1 T 12 2
rengldn 3. - - .
0 -1 -2
Multiplicacién del ren- 1 0 0] 0 '1g1: -4
. L -
gl6n 2 por 1%1 y sumart 0 1 0 + )
: 167 - 1
al rfznglén 3.' l_0 - 1 ] 1 12 z
_ 0 1 <2
. . 1 0 0] 0 0 -362
Multiplicacién del ren- ) " . .
. . . . e 1 ¢ +
glén 3 por _ 7 .7 - ‘ -
. 357 0 0 Tyl 1 12 2 (matriz
. - Vo 0 t -2]| escalo-
f |0 0 1} nada)
| P , :
El mismo resultado que se obtienc al aplicar la secuencia
de transformacionss, puede obtenerse premultiplicando por las res-
.pectivas matrices elementales.
Efectusndo estos productos con la secuencia Que marca la
escribir:.
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1t 0 61 o dll2z 0 qfo 1 qflo 1 -2
o 1 offo v offo 1 ofjo v o]t o oz 6 1}=lo 1 -2
oo"ol?r".1-zo10010012.}o 0 6 1
X v

escalén

Lz matriz P buscada, serf el preducto de las cinco matri-
ces elementales,

Sin enmbarge, para oﬂtgne? la matriz P no es necesario mul
tiplicar las cinco matrices elementales; bastari con efectua} lg -~
mismg secueﬁcia de transformaciones elementales sobre 13 matriz I -
(referencia T, pag. 452). .

' Las siguientes transformaciones scbre I conducen a la ma-

triz P {las transformaciones son las de la tabla).

1 0 ol fo v ol fo 2 ol o 2 o o 2 o e 2 o
1 0f«{t 6 o}j<{1 0 ol+|t 0 ol. j1 0 ol 1 o o |-
o 1| fooo 1 jo oo 1fjo-4 1} P4 Tt o

Para comprobar, efectuenos el producto PA

o, z o] Jo 1 =2 112
PA=| 1. 0 .0 y o6 1] =i0o 1
167 14 -7 1
¥z TET ¥zf ¢ (2 7 O 6 0 :

Una situacion—int;résantc, s¢ presenta en el cdso 'de las
matrices cuadradas de orden n cuyo rango es también n, las cuales
pueden transfornyrse en la matriz 1dent?dad In.

Estas matrtices son equivalentes a'una nztriz escalonade

de la forma

iy-34/35

=57

— =
1.a,, =8, , soos e s Bial 84
, ¢ 8 " -ttt Pane 1
a 0 8. e - - Bl %4
(10)
c ¢ 0 0 « e e 1 2 .,n
6 0 I e e . 0 1
L "

donde todos los elementos 253
mentes de la diagonal principal} ‘son iguales a1. .Es decir,
311’322'313'---‘ann'1- )

Mostraremos ahora qﬁe, una matriz de este tipo; se puede
transformar en una matriz identidad In medisnte una secuencis de -
transformaciones elementales. -

En efecto, si el ﬁ;tiﬁo renglén dg lg matriz (10) lo mul

tiplicamos por-&,, ¥ lo sumaros al primer renglén, luego lo multi-

A plicamos por ~a, vy lo sumamos al segunde renglén, etc., obtenemos

la matriz.

— o h
R I PE Y Syy Lo 4 00 e Bl

M-I B :
.1 -

I B e e e

NS R £{ S tdy. ., 2072
, . ?‘ 0 . 1 T o
R T
0 0 0 .— . e 0 1

-
-

Si ahora,'el penfiltimo renglén de estes nueva matriz lo
multiplicamos por -a .. ¢ Y 1o sumamos sl primer renglén, luego lo
]
mﬁltiplicamos pOT =8, pn-,7¥ lo sumamos al segundo renglfa, otc., ob

tenemos’

.. tales que i=j (a los que se llams ele |



o O -
-
-]
-
-
.
.
.
.
o
o o O,

s &+ = a2 ss a2 * = & & =

0 0 0 « v e a1
o 0 0 -« . . O

Al final de este proceso se obtendri la matriz identidad

0
1

Ejemplo IV. 11.
Usando transformacicnes elementales, transformaremos 1a

patriz escalén

o
o
L B

0 0 0 1

" en una matriz identidad:

12 -1 3 12-10 {1z-1e}l h2-10] [1200] [+t000O
01 01 61 o1 o1 oof o1 00f jo10o0f 010
00 tg |00 1z oo vy |00 10p jO0T0O 0010
00 01 [0DO 01 1 loo o1

0¢ 0 co0oo0t {900

T b

oo 1o e S i
Este procedimiento puede aplicarse a cualquier matriz es

calonads arbitraria.
Sin embargo, es importante notar que una matriz cuadrada
de orden n, en forma escalonada y cuyo Tango zea menor que n, no -

Esto se debe-

podri nunca transformarse en una matriz identidad.

b '

Gnicamente ceros, : o f?é?

K

Asi mismo, una matriz ne cuadrada tampoco podr4 transfor-
marse en una matriz identidad (ya que &sta es una matri: cuadradal,

Matriz Inversa.

Con lo que hemos visto hasta ahorz, sabemos que s3i se tie
ne una mntriz-cuﬁdrada A de orden n y range n, ¢s posible (mediante
una serie de trang{qrnaciones elemeﬁtales) transformarla primerc en
una matriz éscalo:adn y luego en la matriz identidad I;.

También se vib anteriérmgnte, que el'efecto de una suce-
si6n finita de transformaciones elementales scobre cualquier nntriz
A, puede obtencrse premultiplicando A por una cierta matriz P. Por
lo que, el efecto de toda 1a secuencia de transformaciones utilizadas
para llevar la matrz; A 8 la matriz In, se puede obtener prenultiplll

cando A por, una cierta matriz P.

Podemos entonces enunciar el siguiente

Teorema IV. 3.

'Si A es ung matriz cuadrada de orden n y rango n, existe

una metyriz P tal que .
. f [ : P T . ISR N B 1

PA = I,

L ' '

e que uni matriz de este tipo, tendrf siempre en 3u Gltimo renglln

No es:dgﬁfci;,demos;rnrg1? que dicha.matriz P

ly cumple tam

bien con’ DLt Cra v oo )
AP .= Ip
aunque ls multiplicacién de matrices no sea commutativa.

Puesto que la.mntrizlln, es el clemento idéntico para la

(1) E1 estudisnte puede obtener una dcmostracién, a pnrtir de 1a de
nostracién del teorena 10-49 de la referencia 1 (pags. 454 y -
4553,
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~multiplicacibn en el conjunto de las matrices éuadrades de orden n,

resulta adecuada le siguiente

Definicién.

Si Ay P son dos matrices cuadradas de orden n tales que

PA-AP-In

a 1a natriz P le llamaremos matriz inversa de A,

Si una matriz A tiene inversa, diremos que es no singu-
la; y a su inversa la Tepresentaremos con ATt Se puede demostrar
‘que la.inversa A 'de una matriz A ‘'es Gnica y fémbiﬁn que (referen-
cia 1 pag. 4443} el producto de dos'matrices.no singulares es unz ma
-trif no singular.

Dado que qn; matriz cuadrada’ de Qrden n y Ta2ngo menor que
n no puede transformarse en una matriz identidad, ne existe ningu-
na matriz P tal que - - .
PA = T

En consecuencia;‘éstas matrices no tienen inversa. A las
matrices ﬁhg no tienen ipvefsa les llamerenos mstfices singulares.

Con los conceptos, grgt;dos‘hﬂsta ahora, el estdﬁ;ante de .

be poder demostrar el siguiente

Teorema 1IV. 4. '
53 A es una matriz de orden-mxn, existe su inversa A"'si
y solo si

m=n= R(A).

Ejemplo IV, 12.

.Invcétigue si la siguiente matriz ticne inversa

V-28/3% :

_cero, en consecuencia R{A)=3.

1 -2 3 )
7
3 -1 7
A= g 21 0
8
.
e 3
Solucibn
Yarmos a transformar A en una matriz escalédn
1 -2 35 0l [t -2 30] f1-2 3 0] 1 -2 3 o
3'-1‘-}1 o s-B 1| o 513 1] Jo s -1y 1
4 2 1 0 4 2 1 g 010 -11 O ¢ 10 -11Y 0
|2} B - B 22
2 0 1| {z o il {z o 1 fe 4 -2 4
2 oos 2o 2o o5 o4
1 -2 3 0] [t -2 570 1-2 3 0 1°-2 3 0
o qp & fo -3 oo t-R o B L
“lo 101 oo 0 o0-2f 7o 0 o-2]7fo o o 1|
22 22 : 1 1
0 4-22 4| Jo  4-22 1} Jo o o 0 0 o
- _.5. st L -3. - b s'_ . g_]
1 -2 3 0]
0 3'%% ® voon
- ' q
0o 0 0 1 ' ! -
6 o o of . e G .

vemos que la matriz escalonsda tiene gresfrenglones diferentes de
Entonces, A es una matri: singular

(no existe A”').

Pare obtener la matriz inverse de una matriz no singular,

harenmns uso de) siguiente teorema..






' s ' : , 60
jTeorema IV, §. ‘ . ] chnplfb Iv., 13. ]
L2 inversa de una matriz A no singular se puede obtenér . Investigar s_i. 1s sigulente matriz tiene inversa y en ca-
s{ aplicamos 2’ I, la misma secuencia de transformaciones elements so afirmativo hallarla,
les por renglén que se utilizan para transformar la matriz A en - . . ] 0 2 2
. A= 1- =2 1
la matriz I. -1 1 s

Demostracifn . Solucidn:

Sabezos que podemcs transformar la-matriz A en I nedian- Aplicaremos el proceso descrito en el teorema IV.5. La

te u ta transformaciones elementales. Entonces, . - : o
na cier secuencia de nstorm N $s primera columna de la siguiente tabla, describe ia secuencia de -

' i i : E : :
existe una secuencia de matrices elementales E,, E,, ' Ek-:' k transformaciones elementales por renglbn, utilizada para transfor

tales que mar la matriz A en la matriz I. La segunda columna, muestra las
Ek Ek-', te E, E,A -1 matrices obiénid'és é par::ir de A con la splicacisn de estas trans
si llamamos P al producto de las matrices eleméntzles i formaciones. La tercera columna, muestra las matrices obtenidas
Pw EkEk.."' E,E, L ; a partir de I con la eplicacibn de las mismas transformaciones,
-1 ) . s L R LSRRI : R
podemos escribir Transformaciones 1 0 2 ﬂ 1 0 lﬂ.
ot ) T -2 1] =A o 1 0].= 1
PA= 1 _ !
intercambio del primero N 1 5 LD 0 . 1]
adenfs, sabemos que ’ - + Z - i
’ a ) ¥ segundo renglones . I; v -2 1 o 1 0-|
A=l - : e tmfbo 2 2l Hl1o0 o
Es decir; P es la inversa de A. ] ' ‘ Suma del primer renglén .. .| L1 : 55, L0 2 1]
Como I es el idéntico para el producto ' al tercero Cou P IS Y 2 e 1 0]
) . o2 2 1 ¢ 0
Pe Pl T TR SR~ WS O S T
Multiplicacidn del segun L0 -1 6] 1o 1 1]
- entonces ) TR, P P . 4 . A ¥ =
' do renglén por Vi 1 -2 1 0 1 0
P« EE, ... EE]I1
K k-1 P _ - 0o 1 1 7 0 0o
10 cual nos indica que P se obtiene a partir de I, efectuando en Suma del segundo ren- : L0 -1 6 LO 1 1]
o i - ‘ .4
orden las trensformaciones elerentales que corresponden a ?.-_, E,» glén al tercero 1 -2 1 o 1 0]
e By, Y Ey S e ’ o 1 13 s 0 0O
: ' 0 7 1
Multiplicacién del tex = ? -J 171 1.J
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cer renglfn por }

-t

0
1
7

-

Hasta ahora hemos transformado a la matriz A en una ma-

triz escalonada,

nmatriz, por lo tanto laz matriz A tiene inverss.

Continuando el proceso:
Multiplicacifn del tercer
renglén por -1 y sumar al

segﬁndo renglén

Multiplicacifn del tercer
Tenglén por -1 y sumar

- al primer renglén

Multiplicacién del segunds
réﬁglﬁn por 2 y sumar al

primer renglén

1

T

1

A Ho o

1

- o d-

-4454; g s

t
B [ L R N N

1
\‘-—i

' 1 . '
\1_| -q_a s.'—a' !:‘_A \q.a O’

1

1

Vemos que ¢l rango es 3 e igual gl orden de 1a

L7 ]

La matriz que se encuentra al final de la segunda colum-

na, es la matriz identidad, en consecuencia, por el teoremaz iv. 5,

la matriz que se encuentra sl final de la tercera columns es la in

versa de A. Por 1o que:

B 7

114 3

™ 7 °7

- G i ]

IR R RS B

, v o1
v T

R A7 Y

¢/

© Podemos comprobar el resultado efectuando el preoducto:.

H % -3 o 2z 2 10 0
_ AT Asiye -T -7 ¥ -2 1f <10 1 ofer
L—} L 11 s 0 0 1

En ocasiones, en lugar de hacer una tabla como la del .-
ejermplo anterior, se trabaja con un arreglo que ccﬁtiene a la matriz
A en el lado izquierdo y & 1a natrii I en el lado derecho. Se -~
efectdan las mismas transformaciones en ambas mat?i;es, hasti que
se obteﬁga'1a‘mq§rj: I en el lado izquierdo. La matriz que résul

ta en el lado derecho es A"},

En forma esquemitica:

e ] e .._[,“.é vl
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4) ¥ Ac 0D, 3 -Ace (M) tal que A+(-A)s -A*A =0
5). A+B = Ben :
6). A(B+C) = AB*AC y (B+C)A = BA + CA
Las propiedsdes 1 o 5, ze han tratado ya P&ra el caso ge-
‘neral de patrices de orden mxn. La propiedad distributivg tﬁ)-la
demostraremos a continuacibn.
Denmostracibn. -
.Sean_A-(nij), B;(bij) y C-fcij) tres matrices cuales-
quiera de orden n. .
De la definicibn de suma
B+Cw (bij‘cij)
De la definicifn de producto'

' A(B+C) = (34 ) (bys+cy )

. n
A(B'C)Tji, a55(bgytesyd -

- Como la multiplicacién es éistributiva sobr;-ln suma en
"C y por las propiedades de la suma -
. . n . n

BRIz ygbiytT | 845645

De la definicifn de producto: A(B+C} = AB+AC.

La seguada parte 5; denuestra en'forna anfiloga. -

La p}opiedad distributiva del producto sobre la suma de -
matrices, taﬁt? por la izquierda como por la derecha, puede gene-

ralizarse (referencia 3 pfg. 26) de la siguiente forma:

6>
: Defihi}emos;lh restd o sustraccidn do matrices, a partir
de la suma, como
A-BaA+ (-B)
lo cuzl equivele sizplemente a restar de los elementos de A, los -
corre;pondientes de B. Resulta claro segln la déf{nicibn que, pa-
Ta que dos matrices sean conforma?les pars la resta delien serlo ps

ra la suma.

Ejemplo IV, 15,

Para las matrices

38 -3 a 4] 2 4
CAST ST g e el a1 Ca
Q -i 3 -i 1 i
a) Obtener A-B )
b) Obtener A-C
Solucibn
_ Fl*Si -7 _ -
a) A-Be S+i 2
) -3 o

b) A-C no ﬁuede efectuarse,

A

Producto por un escalar

[ |

A(B+C)mAB+AC ¥  (B+C)A"BA+CA

siempre y cuandn las operaclones indicadas pueden ser efectuadas.

L
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Definicidn."
- Sean: A-(aij) una mét;iz de orden'mxn ¥y g¢ C un escalar.
El productoc 5 por A, que represeﬁtaremés medinnte ok, es

1a matriz




Iv. 4, SUMA DE MATRICES.

RN . . .
’ . v
., : .

finicidn.

-

Sean‘A-(aij) y B-(bij) dos matrices del mBismo orden mxn,

La adicifin o suma A+B de dichas matrices es una nueva matriz - - -

C'(Cij) de orden mxn tal que

€i5°%15*04;

Es decir, los elementos de la matriz C son las sumas de

los elementos correspondientes de A y B.

Ejemplo IV. 14,

Dadas las matrices

5 7 -4
A<10 4| B= ]2
-1 03 1

a) Obtener A+B
b} Obtener C+D
.Solucién

2), 5.7 -4 -3

A+B= 0 4§ +«1i2
-1 3 1-

1
2

-z ol . 2 -3
cd2 -1 2] pejo 0 )
1 0 1 R
-4, 7-3 14
~l0+2 41| =f2 s
S1+1 3e2 o s

b) No puede efectuarse la suma C+D dade que las matrices no son -

del mismo orden, en estos casos se dice que las matrices ne son con

fornables para la suma.

Propiedades de le suma de matrices.

El eséudiante puede demostrar las siguientes p:opic&ades.

Sean A, B y C tres matrices del mismo orden (mxn), se cum

Ple siempre que:
1.- (A+B)+C=A+(B+C) .lé suma es asociativa

N 2.- A+B~ = BeA, 1a sunsz es conmutativa

3.- Existe una matriz 0-(cii) (donde cij-ﬂ ¥ i, i) de

orden mxn, 8 la que llamaremos matriz nula, tal que
A+O=D+A=A

4,- Para toda matriz A-(aij) de orden mxn, existe un& -

matriz a la que llamarenos. sim€trica de A y representaremos con -
. . ' " <
-A, tal que
A+ (-A)=(-A)+A=0

{(ficilmente se puede comprobar que la simftrica de A-(lij) es

JA-(-aij]

De 1a definicifn de suma y las propiedades anteriores=
vemos que ‘el conjﬁnto'de las‘matriﬁcs del mismo orden faqrman un -
grupo abeliano. _ .

Un ca;o particular, es el de las matrices_cuédradus de .
orden n. El conjunts (M) “de estas matrices, con 135 operacio
nes de suma y-productoy forma un- siillo con unidad (no-conmutéti
vo}, ya que, )

¥A, B, C e+(M)} se cumple siempre que:

1) A Bog (M) ¢ <t e s Pl
C CABe (M _
2}  (A*B)+C= A+(B+C)
- (AB)C= A(BC)
3) 30 c () tal que  AsO= DeA=A
3 Ine (M} tal que A In-rn A=A

AL S T S S A L S PR S S
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Ejemplo  IV. 16.

;, =1
Sean a=31 y A= i 3
1 2+§
el producto oA es la matriz
[0 -317.
-a A= -3 21
L 31 ~3+6i

El estudznnte puede ficilmente demostrar que esta opera-
cidn tiene las siguxentes propiedades.

Sean A y B dos ?aFrlces del wmismo orden y a,B dos nfine-
ros complejos, se cumple-éicmpre que:

1.- (a*8)AmaA*BA

2.- a(A+B)=cAsaB ' ' .

3. a(BA)=(aB)A"

4.- 1-A=A - _ : _

Transpuests de una matrlz

IDefinicifn,

Sea ia mpatriz A de orden mxn, Liamaremos "transpuesta
. \ '

de A" y 1a representaremos nedignte A , 28 la matriz de orden nxm

cuyes renglones son las columnas de A y cuyas columnas son los --

renglones de A.

es decir:

sl A-(aij)' entonces A .=(a

337

Sc puede demostrar (referoncia 3 pag. 33) que

(AB) = B' A

. &S
-Ejemplo IV, 17,
T3 2 1
Sean A=lO0 5 ¥y B=
i ‘ 1 2
obtener  (AB)T  y BAT.
Solucifn
v 31 [2 4 5 10
AR= 1o 5| '« 's 10
12 1 2 ) 0
5 5 0
(AB)" =
10 10 0

R E Y. e s s o]
A= - - 7. s
4 2 5 s 20 |w 10 o 5
. r r.T . ‘ .

Ecuaciones matriciales.

Ejempid iv. 8.

Dadas las matrices ]
[1 -3 '[o ] fz -1 4 3 -2

A= fi - B« |3 2 C= D=

: o -t -5 4 0 -3 -3 0 1
obtener una matriz x tal que ' -

_ Ax - B'= C * Dx

Solucién

En este caso tenemos una ecuacifn entre matrices, .donde
la incSgnita €5 lo matriz x, Este tipo de ccuaciones pucden re-
solverse ompleando las propigdade: de lss operaciones que hemeos -
defluddu, xiqm?ru y.geando la ecumcidn hayr sido plaviasds covveg

b
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tanente,

Pars ¢l caso que nos ocupa, x desbe ser tal que

_ Ax-BT =C4Dx
sumards en exbos miezbros
+Dx+ (Ax-B" )=-Dx+(C+Dx)
-Dx+ (Ax-E) =-Dx+(Dx+C)
-Dx+Ax-B" = (—Dx*Dx)*C-
-Dx+Ax-BT= 0+ '

“Dx+Ax-BT =C-
{-Dx+Ax-B")+B" =C+B"
-Dx+Ax+(-B" +B" ) =C+R’
-Dx+Ax+0aCsB

T -DxsAx=CeR : -

(-D+A)x=C+B’

(‘?‘A)-’(('D‘A)x)'('D‘A)’1(C‘B?}Suponiendo que existe (-D+A)™! pre

-Dx:

La suma es conmutativa,

La suma es asociativa.

IDx .

La matriz nula es el idéntico.pa-
ra la ;uma.'

Sumando en ambos miembros B'.

La suma es asoci#tiva.

-B" es el inverso para la suma de-
B . )

La matriz nuls es el idéntico pa-
ra la suma. |

i.a multiplicacitn es digtriﬂutiva

sobre la suma,

. ! .
Eultiplicamos ambos miembros por

dicha matriz.

((-D+A) " (-D+A))x=(-D+A) "} (C+BTAPGT asociatividad del producto.

I,xe(-D+A) "2 (L+2T)
s8. Finalmente, como I; es el

conmutatividad de la suna

vV-50/51 -

Por la definicifn de matriz inver-

idéntico para #1 producto y por la

-Dx es el inversoc para la suma de °

- .

{- -
x=(A-D)"" (C+5")
Lo que hemos hecho es despejar la incbgnita x de 1a ecus-
cién matricial, justificando los pasos de dicho desbeje.' Pueden
onitirse estas justificacicne; ¥ algunos pasos que. se consideren -~
obvios, con el «wbjeto de hacer mas cortoe =] proceso. -

Sin embargé, el estudiante. debe tener cuidado al despejar
una incSgnita de una ecuacifn matricial, }a que existen diferencias
entre las propiedades de las oper;ciones con matrices y con nGmeros
reales. l

‘ Efectuemos las operaciones indicadas en la Gltima expre-

sidn:

0
+
w

L]

[ ]
FogareL
[} ]
(Y] -

[}
L .

| SSS———
' +

)

-

() L*T]
L}

P
———
1

t l
- (¥ )
1
-4 (X )
(]
- -
e

Veamos si efectivamente existe (A-D)71:

2 -1t g 42 <111 ¢ Fi 1'-} < oo :.‘;' ?‘l'
: t ‘4‘[; : .l[ - I "'. i 1= - v 1-
1o -210 1 6 1 .0 - Lo 110 - 0 11 8 -
L : . ' :1. 'z'... Pt z ' I
1 1]
o I 12
: ST S L B g H H
SRR A O SR B S N TS
Por lo que;'la incégnita x puede obtenerse como:
-2 1 2z 2 -1
. x= (A-D)7? (Cep") = } : . . -

o -2 -1 -1

1
o1 -5 -5 3
1 2 2:2 ‘ ' .
.Finalm:ngc. la matriz pedids es

+



$ 4 2 :
T T T
xe
1 10"
T ¥ I

- s e e s ® a m s e s o= oR b moa oa om'm o= o= =

La principel diforencia Eﬁtrb las matrices y los nfimeros
rqa}es es qﬁc,-nientrﬁs que podemos sumar o multiPlicar dos nGme--
ros cualesquiera, nb siexmpre podemos hacerlo con las matrices. Su
poniendo que pueden efectuarse lazs operaciones indicadas, enlista-
. mos a continuacifn las principales diferencias entre las proﬁieda-

des de las operaciones con nfimeros y con matrices:

1) Lla pultiplicacién de ndmeros es cbnmutativa; la multiplicacibn

de matrices no lo gs.- )
2) st definimos A®=AA, el desarrollo matricial (A+B)"wA®+2AB+B®
e¢s en general falso (como consecuania de 1), El desarrollo co-
rrecto eS (A+B)2-A1+ABtBA+Bz.
3) El producte de dos nfmeros diferentes Ae Cero RUNCa es €e2ro,
peroc el producto de -dos matrices diferentes della matriz mula --
puede ser igual. a cero (L2 matriz nula).

Pér ej;mplo, si

3 3 ) 1 -2

A= Y B=
1 1 R Z
-g¢ tiene que  AB=0

4) Lla ley cancelativa pars el producte se verifica en los aCneros,

pero no en las matrices. .
Esto es, si a, b ¢ Ry afko
{ab = ac) =% (b=c)

pero en lps =atrices

P ™
’

(AB = AC) == (B=0)

Por ejemplo, con las matrices A } B del ejenmplo anterior
tenemos que . ) -
AB = AT pero BFD, por lo que no podemos cancelar A,
Nota. Aunque (AB=AC) ;#2>(ﬁ'c). s{ se cumple que
(BsC) ==> (ABAC) ¥ A. '
Antes de pasar a ls seccibn siguiente, es conveniente acla
_Tar gque aunque.hemos definido matriz como un arreglo de nimeros --
(realés o complejos), el concepfo de matriz puede generali:arse co-
mo "un arregleo’ de nfimeros, funciones u operadores”, En el siguigp

te capftule y en cursos posterjores s¢ verf 1la utilidad de dicha -

extensién.
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Iv¥. 5, SCLUCION BT STCITMis BT SLUACICNGS,

Como vimos 21 inicio de 1z secci6n IV. 3, podemos renre-

e

sentar el sistema

20x +100x +40x =460
! 2 3
v e (8)

. o
Oxl xl X, - 0

mediante la expresién matri;ial

AX = b )

A esta ecuacibn matricizl, donde X es la matriz incbgni
te o indeterminada, se 1le conﬁce como "forma matricﬁalvdel siste-
na de.écuaciones (4)". -

» ° La matriz
20 100 40

A=
o . 1 -1

recibe el nombre de "matriz de coeficientes del sistema™, y a las

.matrices
X, : 400 )
;' Xy Y - Bn : -
X, X : Y

3¢ les llang "vector de incégnitas"™ y ;vcctor de términos_ indepen
dientes™ respectivamente, 1

En general, la forma matricial del sistema

8y ,X,%8;,X,*%...%a, nXo=b,

a

+ +
21 %48, , X, . %8 X

n%nP,

W54/55 00 - .

r : T
B:g alz .- axg
e ) e. 8
29 22 F 3
R a .an a
m, mz | Ta
L A o

el vector de inc6gnitas es la matriz de nxl:

- -

" x,
X2
x= .

LT
y el vector de t&rm=inos independientes es la matriz de mx1:
b, ]

o
T

[« S

L 0

Es clare que Tesolver la ecucciSn matricial AX<b es

equivalente a resolvér el sistema, por lo que uns solucién de dicho

sistema serf una matriz columna de n renglones

) . .k,—
Tl kg .
- : (ky € )

ky

tal que AK=b.

Definiremos una matriz mfs para el sistema, a la que 1lla-
maremos "matriz empliasda’™ del sistema, la cual juega un papel impor

tante en el estudio teSrico de los sistemas de ecnaciones.

oo LA I
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Definicién,
La matriz ampliada de un sistema de ecuaciones, que repre

sentarenos con (A, B), es la matriz de orden mx{n+i1) que results de

sumentar, a la matriz de coeficientes, €l vector de términos inde-

pendientes.

Entonces, la matriz ampliada del sistema es:

-] a cee 80 b

11 12 1

a . a

e b
21 22 %, i

n

(A= f e e e e e e e e s

L %31 ®ma

- Sistemas incompatibles.

S5i analizamos el sistemsa
X, +x, +x, =6
xl*ZIl-x.-l
X, +x, +x,=-5 ]
vemos que las ecuaciones la, y 3a. no pueden satisfacerse simulté-
neanenté, ya que no eiis;en tres nmeros x,, X,, X, cuys suma sea
igual a'6 y -5 a 1l& vez.

El sistema es entonces incompatible.

Veamos que sucede con 1os rengos de las matrices

1 1 1 i 1 1 6
A= 1oz -y B 2 -1 1
1 1 1 1 1 -5

‘

‘Al éfectunr solamente transformaciones por renglén, es -
poesible deterzinar a la vez los rangos de las matrices A y {A, B)

operando- sobre la matriz ampliade, la cual contiene a la matriz A.
. fransfornarenos cntonces en uns metriz escalbn el si--

gulente arrcglo.
‘ ; ) L

b

TN

Wl M s B - . d'--g
11 11 1 1 16 1 1 -1 6
12 -1 etz s afe o1 -2 0-s
11 18 o 0o o'-ti] Lo o o1

(A.5)
De 1z Giltima matriz vemos que
R(A)
y R(A,DB) =3

-2

‘es decir R(A) < R(A, B), que es una caracterfstica de todos los -

sistemas incompatibles. o
Ssbemos que el sistema es incompatible porque las ecuacio

nes 1a. y 3a. no admiten solucibn simultfines. Daremos otra pruebs

de 1a incom#ntibilidad de dicho sistema:
La Gltima matriz
1T 1 1 6
0o 1 -2 -5
c 0o 0
representa el siguiente sistema equivalente

X14Xy s X% 6
dxl+;z-5x,- 35' ‘ l N
Ox‘*d;z+ox,-1 .
donde veros qué.no existen ;;go}es’pnré x;.'i,. x, que satisfagan

T I T . .
le 32. ecuacifn. Esto implica que 2] sistema equivalente no tie-
ne solucibn y en consecuencia el sistema original tampoco.

Conviené hacer la siguiente observacifn.

El ‘rango de 1a matriz ewmpliada de un sistema de ecuacio
nes lincales, es igual al rango de la matriz de cosficientes o ma
?or en ura unidad, per lo que:

L TREAY S REA, D)
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En efecto, se: un sistema de m ecunciones con n incégni-

tes

B Xy 8y %t .o ’a:nxn'bxw

~
VoSip oser Sip Chepey e Sy
o €22t Sy 1'rey *t Syp
0 0 : rr Sprrey ctt S .. (v4)
0 ane 0 0 N 0 ’
0 e 0 0 " e 0
67 0 ..u o ) . 0 i
cij-i si j=k } para algin Xz i.
donde - o
€55 ¢ si j<k

+ 4 ... *3__X _sh
azlxl gltxz onhn 2 v . ‘(11)
+ 4 ... *8 b
o % "%, "Ban*n""n
cuya nmatriz de coeficientes es:
o
3,0 B2 - 2n
Aw all azz b azn A A 3]
a a P 1

m; m2 mn

Y cuya matriz ampliada es:

~
B, 8, ». B0 b‘
& a veo @ b

(A'S)-- 21 22 2n 2 L ‘13]
Eay ®mp c*c Bap bm

Sea el rango de la matriz de coeficientes R(A)=r. Efec-
‘tuando cn'(A,‘F) las mismas transformaciones que se efectlGan para

sievar la matriz A a su forma escalonada, obrtendremos la matriz:

1 Cyy e Sr Civpey ot c;n‘ d:
¢ 0 <, . c:r. Covpay “v» czn dz
renclones e a4 e e e . “ . - e s e e e e e .
£ 0 0 ea Crr  Syrgey ot €ra dr
0 0 . p 0 P 0 dr’.
LO ] - 0 0 ‘e 0 dm |

continusndn on el proceso, hasta transformar esta matriz en uns ma

11 " J*¢sln ada obtendremos:

S Al ]

Existen entonces s6lo dos posibilidades:
a8} 51 e=0, R(A, BY=r«R(A)

b) Si efl,

tre e, obteniendo: -

podemos dividir el r+) £simo renglén en-

‘

.. (5)

1z " c:r Corpey *-- Sin
0 €23 =t 2t Catre; o Sin
0 G- ... crr cr,}‘} ces Spn
o 0 eyt 0,y 0
. o 0 N 4] .o 0
l.i.....].:.f......-..
10 0 i G . b;
de donde R(A,B) = T+v TR(a)MTT - ¢ ©
Entonces R(A) <« R{A, B).
Por tanto, hemos demostrado que R(A) < R(A, B).
Teporema IV. 6;

Lfntonccs el sistems os incompatible,

$1 en un sistema de ecuaciones linenles

R(A) < R(A,B)

i



Demostracifn ;

5i R(A) < R(A, B), 1a matriz ampliaéa del sistema (11)
puede.transformarse en la mat;iz (i5). En esta'ﬁltima, el re1
€simo renglén representa la ecuzcibn -

Ox,+0x,+ ... +0x;= 1
de un sistema equivalente, *
Obviamente, ¢sta ecuacién no se satisface para ningGn con

junto de valores S -«» X, PoT lo que el sistema es incoampa-

E R

tible.

Ejemplo IV. 19.

Investigue si el siguiente sistema de ecuéciones tiene so
lucién

2x,+3x,+5x,= 2

§x}*912*15x’- 1 .

Transformemos lz matriz de coeficieqtes en una matriz es-
cazlonads |

z 3 s 1 33 1%%

6 ¢ 151 |6 9 15 0 o 0

-". R{A)=1

Transformemos ahora la matriz ampliade en una matriz esca
lonada

'235271%5}11;_-:}1
-+ -+ -
L 6 9. 15 1] 6 9 15 1 0 0 0 -5
[, 3 s
. 1 T 7 1
L0 0 4} 1]

R(A,B}= 2 77

Como R{A) < R(A,B), el sistems no tiene solucisn,
Obsérvese que se¢ hubieraz llegado a 18 misma conclusién - .
de haber trabajado directamente ‘con la matri: ampliada.

Sistemas compatibles determinados.

Analicemos primeramente el caso particular de los siste-
mas de n ecuaciones con n incégnitas, en les cuales la matriz de -
coeficientes es de rango n.

.Un sistema de n ecuaciones con n incbgnitas tiene la for

ma
+* +* E ]
a,, X, s a . X b,
+ . * a b
B:‘ X‘ - a:n Xn
e e e . s e e e e e ae s
e 4 e v e e e e e e s s e
+ ... * 8 x = b
8 F nn “n n

En este case, la matriz de coeficientes es 1ln matriz cua-

. L T
drada de orden n
e s A

[

11 1n

f a res, 8
! 5% ‘A= v 21 -u.-r 5!1
anl “aw ann

) -1
¥ si ademfs R(A)=n, por el teorema IV. 4 existe su inversa A
. El sistema pucde escribirse como
AX=E

Premultiplicando: ambos miembros por A™'
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A"t AD)= A°'E . : ‘ Inves;iguemos 51 existe la inversa de A:
1= s : : A T I
(A"'A)X= A°'F . , _ A )
o ey - b2 3., 1 0 O 1 3+t 0 0
- t 1
Ix» AT ) 2 -1 43 0. 1 0§+ J0-5 -2 !-2 1 0 -
o - - . t
x= AT'F i o -t 10 0 1 g-1 1,0 01t
'Entonces. la matriz columna X que satisface la'ecuacipn 2 3 : 1. 0 o0 1 2 3,1 0 0 1 2 3,1 0 0
- : - 1 ] ]
Ax=b puede ser obtenida con sflo efectuar el producto A '5. + 10 1 é : % —} oj~ o 1 %: % -é ol= o 1 % L% -; 0
Puesto que el producto A"'F define una finica solucién X | F 2 1 A
podemos concluir que . . 1 '

. En e&ste paso, vemos que R(A)=3, por lo que
Un sistema de n ecuaciones lineales con n .incSgnitas, -

- Continuando con el proceso
tal que la matriz de coeficientes tiene rango n, es compatible de

1
: - 1
terninado y su sclucifin puede obtenerse cone: ) 1 2 3 : 1 0 0 T 2 01 } %
_— B . 4 N 1
apl t
x=A b o v o 23 2-jo 1 0, 33
1 1
' 2 1 5§ t 21
e 0 1, & - s 0 1 -
Ejemplo IV, 20, SRR VT T
Resolver el siguisnte sistema de ecuaciones Entonces
| 3x,-5e2x,=-X, _; g _1} 3 -5 1
2x +4x,= 11+x, ” .
-1 2.5 1 ar.2 1 - .
. X . A - b T .- -2 . 3 i ra
i -xzo Xy 3 . - . . vl 7T T . T FOE + !
. H - N - s
: 2 1 5 ‘
Solucién - . ' S (5 S AR g _'.2 b1 -Sd i
Ordenando el sistema tenemos En consecuencia, la;solucién es X=A"'B
X, +2x,43x,%5 ‘ . de donde _ )
2x x4 4x,=11 X, ' 3 -5 1N 5 g 1
. 1 L 1.
-Xp% X,=3 _ Xg|= -7 -2 i 2 1] v 7 1
X, -2 1 s 3 -14 2
que en forma matricial puede expresarse como:

o sea Xx;-1, Xz =-1, x, =2 _

b : . : c v e e e e e = B T I

fr 2 3 x, 5 _ : :

donde: A= {2 -1 &} , Xx= ix,| » b= it Veamos shora cu#les son los rangos de A y A, b para el sis
1 tema dcl.ejcmplo anterior: |

< = .- N
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que representh al sistenma equivalente 72

1 ' | _
2 -f : : 1? - ; -: ,: : f - ; _? : E : . xloc{zxz¢ e tTe X md
0 -1 t i 3] 0 -1 1, 3 0 -5 -2 ¢ 1 X3+ ... * ¢, X =d,
(A.E) ..Idl--I.‘
v 2 37 5] 1 2 31 5
IE CICTIRE NI PN I TR *ndn
0 0 -7 1 -1¢ ] o 0 1, 2§

g ’ . ya que las ecﬁaciones representades por los rehglopes nel, ..., B
De la Gltima matriz vemos que . son todas de la forma '
R(A)=3

R{A,B)=3

es decir R(A)~R(A,B)

Ox,+0x,+ ceut 0x =0
Yy se sati;facen para cuzlquicr conjunto de valores x,, X,, ..., LI

El sistema equivalente tiene n ecuaciones con n inclgni-

Ademfs, R(A)=R(A,B)=n, que’ es una caracterfstica de los tas, y el rango de su matriz de coeficlentes es también n, por lo

sisztemas compatibles deFerminados. que es compatible determinado,

ma IV, 7.
Si en un sistena de m ecuaciones lineales cbn n incégni- Ejemplo 1IV. 21.
tas : -t . . Resolver el sistema
R(A}=R(A,B)=n 3x;+2x,96
entonces. el sistema es copéntible determinado; ; il:-x;-1“ . o ’
- - - - Y ol
Demostracién. - . o dx ¢ 11'7
- 4 . te o7
Si R(A}=R(A, B)en, 1a matriz empliada del sistema (11) Solucién
to : DR & S S I & T N - L
puede trancformarse en la matriz ' Calculemos los rangos de A y (A,B)
: . . . ' - ] RIS R T I IR 4 t
- - . 22 2 2
T €, oo v o € d: _ 3 2,6 1 I : ] !: 2
. ~ . . 1 S N 1
" o T WL : 1-1:1..1-1;1..o-§:-1
renglones e e s 4 s e s e e s s e s . 1 : 5
e e e e e e e e e e e s 4 117 5 1,7 0 -y -1
= 1 - - 1 - . '
0 0 . e e . 1 dn _ . } o
6 o 6 0 1 %12 1 2.2
P . 3.‘ !| .
= &+ & a s s & a2 e a & s » . |5 } 3
0 0 PR . 0 0- - 10 1: T 0 : T ‘ .
0 -5i- 6 00
T SR A o
v-64 /65



vemos que R(A}*R(A,B)=n=2, por 1o que el sistema es compatib?e de
germinado‘ ‘ )
Resslviendo él sistenz equivalent;
:,;§x,-=2
%" 3

. obtenemos la solucién

- m m o e E m ow m ok m W oA s & % w e = m = s

Sistemas compatibles indeterminados.

.Volvancs nuevsmente al sistema
20x, +100x,+40x,= 400 -
e (8]

Ox, + X, -

x,= 0
para el gquz, al inicio del éap{;ulo,kdimos las soluciones
a) x, «6, - xz-z, xi=2

y b) x =13, x,-1, x, =1

;3
Veamos shora cusles son‘los Tongos de A Y (A,BJ : -

Dividiende entre 2 el primer rengibn de la matriz am-

20 100 40 5400 : 1 s 2 1 20
: 1 - ]

0 1 -1 0 ¢ 1 -1 ! o0
En consecuencia '

R{AY=R{A,B)=2

- pliade

si en el sistemz squivalente
x‘051¥+2f,- 2n

Xy~ x,= 0

ey

74

damos = x, el valor de x *2, tendremos
X +5x +4 = 20
x!-Z = 0
De .la segunda ecuacibn
x,= 2
y, sustituyendo en la primera ecuacitn
. FERY R L.
. xl',- 4]
con lo que hemos obtenido la solucién a).
Si en el sistema equivalente hacemos zhora x,=1, obtene-
nos. le solucién b).
En general, haciendo x,~k (una constante arbitraria) en
el sistema equivalente, cobtenenos
x, +5x, +2k=20
X, - k= O
De 12 scgunda ecuacibn
X, k
y, sustituyendo en la ﬁrimera
X, *5k+2k=20 => 11-2017k
' T A L

con 1lo qué podemes dejar ls solucifn en funcitn de k como

x,= 20-7k .
- ceeo. (18
%" K - (18

X, k J

A la expresit6n {16} le llamaremos solucibn general del -
sistema (4), ya que, para cualquier valor de k, los valores de x,,

2+ X, dados por dicha cxpresifn constituren una solucisn del sis-

x
tema.

Recordemes que el sistema (4) nes reprasenta 21 problemas




) de encontrar el ncﬁero {x;, %,, %,) de objetos de diferentes tipos
(A, B, C) que se pueden fabric;r. por 1o que les solucldn esti res-
tringida & valores enteros no negatives (0,
cbgnitas. Enténces, de (16); es ficil observér que k puede tomar

Gnicamente los valores 0, T y 2 (k 23 harfa x, negativo), -

Tenemos por tantc un sistema indeterminado con tres solu

-cicnes (para k=0, 1, 2).
Sin embargo, si consideramos un problema en el que las -

incbgnitas X, X, ¥ X, pueden tomar cualquier valor, tendremos un

sistena indeterminado con~uh nmero infinito-de soluciones (unaz pa

ra cada valor vreal de X).

Considerando nuevamente los rangos de Ay (A, B) y el nd

mero de incbgnitas n, vemos que, parz el sistema del ejemplo ante-
Tior

"R(A)® R(A, B) < n

_que es una caracteristica de los sistemas compstibles indetermina-

dos.

1, 2 ...) de dichas in

Teorema IV. 8§

R{A)=R(A, B)-r

Yy T <n

entonces el sistema es computible.iﬁdeterninado

Si en un sistema de m ecuaciones lineales con n incSgnitas

Demostracifn

Si R(A)=R(A, B)*r ¥y r<n

la natriz'anpliada del sistema (11) pusde reducirse a la forms (14), -

donde e=D.

Los primeroes r renglonesz de dicha matrliz son tales que su

primer elemente distinto de cero es igusl a uno y el nGmero de ce-
ros anteriores a dicho elemento aumenta de renglén & renglon.

S5i llamanmos z,, 2,, ..., z. a8 las inqﬁgnités cuyos coefi
cienteg son los elementos menclionados, podemos ordenar el sistens
equivalente en la forma

TPaalt et Pt P erey Trey e Pypdy

* - . - -
I+ ... p‘r:r-dl p!’r.‘:?*‘ «e-"Pynln

= a m e s e m e e om o ow ® e om = = owm

d g ,Te, Erar ™ *"Prnin
81 asignamos valores arbitrarios a las incégnitas LI
zr",.;., z, trasledadas a los segundos miembros, el sistema es -

compatible determinado en las incbgnitas o0 Zopeees B

ke

Ahora bien, como & z podemos asignarles

re,t Zpegercorip
un nfimero infxnxto de valores arbitrarios, el sistema ademis de -

ser compatxblq es indeterminado.

Ejezplo IV. 22
Resolver el siguiente sistéma de ecuaciones:
X *x *x.-Zx Xy 1
3x ,+3K, =% % 44x - 4
X, X, 45x,-9x, ~8x,= 0
Solucidn.: ' -
Calculamos ﬁrimcro los rangos de A Yy (A, B)
-2 -1: 1

1 1 -2 —1'51 111 ‘
303 -1 1 4,4/-jc 0-84 7 1.1] =~
11 s -9 -8 0 0 0 & -7 -7

; o W-58/69



)
i~

obtenemos 1z solucibn particular.

T 11 -2 - 1 171 -2 -1
- 1
-0 0-4 7 731 <o o 1 I Il Xyog, %31, x,--fy. X.*1, X4%0
. ' T ;
o o ¢ 0 0 :0 0 o 0o 0 :0 Otra soluc}ﬁn particular seria

s - .‘— L ] -
Como R(A)-R(A,‘S)-Z-r ¢l sistema es compatible, = T'.?l 0, x, Tr % 0, x,=0

Como v < n, (2<5), el sistema es indeterminado. i que se obtuvo para los valores

Tenemos ahora el sistema equivalente kl-kZTkt-o ‘_

- * e m m m oW e omom o o® e m e B om & = o= = - . =

: Xy +x, 4 2% -x = 1 : |
7 7 1 Los resultados obtenidos ea esta seccifn,pueden resumirse -
L SR Sl 4 ;
en el siguiente cuadro

Las dos incégnitas que dejamos en el sistema equivalente

Determinados
son X, ¥ X,, Ya que sus coeficientes son los primeros elementos dis " Compatibles r=n
. : R{A)=R(A,B)=r - Indeterminados
tintos de cero en los renglones de 1a Gltima matriz. En consecuen 1 Sistemas de ecus ] . r <a
. . . ciones lineales

cig, trasladamos las tres inclgnitas restantes a los segundos miem- AX = §

‘ Incompatibles
bros de las ecuaciones. : . T . ) R{A}<R{A,B)

Asignando a x,, X, . X, los valores x:-kl.x.-k‘ y xl-k. te Las condiciones que aparecen en &l cuadro, fueron enuncia-
nenos el sisteca o ' das en 1los teoremss IV. 6, IV. 7 y IV. 8§ como condicioncs};ufic!en-

xl*x.-1;k‘02k:4k, ’ ' . tes. No es diffcil probar que dichas condiciones son también nece

x.-'-} + ; ¥, + % X, . sarias.

Sustituyendo X, en la primera ecuacién obtenemos final-" A De 105 éjexplos utilizedos'en'el desarrolle de. esta seccibn,
mente ‘ ) 7 se ve que.ﬁn pfgcqso#ﬁonveniqgge pgrg'optepeg soluciones de sistemas

11'} (5-4k, +k, -3k,) . de tcuaciones linealés es el siguiente:

x, =k, ) ' 1} Se obtlenen los rangos de A y (A, é) i}abanndo directamente -

*n'% (127K, +7k,) . con la matriz smpliada,

x, =k, 2) Se clasifica el sistema en base al cuadro snterior.

xs =k, . 3) De ser compatible, se trabaja con el sistema equivalente repreg
que es la sojucifn general del sistema, sentado por la matriz escalonada Que se obtuvo 81 calcular los

5% por ejemplo hacenos ) . | . rangos.

Xy=b, kyni, k=D . . . l&} e Ctrenladma n-v fnclpnites 2 los ssgundos wicubroes de iay --

NIz - S f Lot ? -:‘ e :‘ . :L . |






ecuaciones, de tal forma que se obtenga un sistema compatible
deterninado er r incégnitas.

S§5) Se rTesualve el sistema obtenido en 4 por cualquier método (ma

, trir inversa, sustituciém, ste.)

Ejemplo 1IV. 23.
Resolver el siguiente sistema -
-4x, +x,-4x -10x, +22x +4x, = -9

x +2x, +4x, - 5x,- x .= 2

H
-2:1*2x=’4x,05x.*15xs*4x.=-3
3:1-ZxI-Zx,*3x~-21x,*3x.ﬂ 15

Sx *IOx.+20x.-25x,—Sk‘-10 ) -

1
X, "X -2x,-x, -6x +x =2

obtengamocs los rangos:

"4 1 -4 -10 22 4 .- f1 o 2 & -5 -1, 2]
1o 2 4 -5 -1, 2 {4 1 4.0 22 418
2 2 s 13 ves| f2o2z 4 5 13 413
s -2 -2 3 -21 -3 38 {3 -z -2 3 -n 115
s o 10 20 -25 -5 ‘10| |'S 0 10 20 -25 - -5 110
L1 -1 2 -1 -6 vzl f1o-n -2 - -6 1 2]
1 2 s 5 ) 3 [ oo 2z & -5 -1 2]
0 3 4 6 2 0! o 1 4 6 2 0, -1
0 8 13 2 1) Jo 2 8 13 2 11
T{oe o -8 .9 -6 61t 9 o -z -8 -9 -6 6 + 9
0 0 0 ot of Jo -1 -4 -5 -1 20
o -1 -4 .5 -1 "z .o9j lp 9 0o ¢ o o} 0]

Al

R

2

) S

: 77 &

1 0 2 &4 -5 -tz . [1 0 2z &4 -5 -1 2] 3
0 1 46 2 0 0 1 4°6 2 0,-1 i

9 000 1 <1 2:3 006 1 -t 2.3 3

- - ¥

0 0 0 3 -2 6,7 0 00 0 1 012 s

e 0o o 1 1 2} 0 0 0 0 z 0 ,-4 n

[0 0 0 0 0 00 6 0 0 0 -0 0 0] ‘

10 2 4 =S..-1 2] !
0 1 4 6 2z 01 i

9 0 0 1 -1 23 3

; 3

o o0 ¢ 0 1 012 . 3

© 6 00 0 070 ' .

0. ¢ 0 0O 0! o] {

‘De .esta matriz podemos observsar que ;

. R{A}=R(A,B)~4 (sisteme compatible), -f

»

Tenemos entonces 7r1=4 z

y ne6 (nGmerc de incbgnitas), por lo que

‘el sistena en cuestifn es compatible indcterminade. - L

El sistema equivaleﬂte que representa la (ltima matriz es:'i

. . M -4

X,  #2X,*44X 53X 5eX "2 :

X t4X 46X+ 2K, =-1

Xy-Xyg*2Xx,"3

: Xy =-2 %

Como se dijo‘anteriormente, debemos despejar n-r=2 incég —;

hitas, dejando del lado. izquierdo aquellas cuyo coeficiente es el :
primer unc de cade .renglén de la matriz escalonada {(x,s x,, X, x,):l
b +4x -5x =2-Ix ex . . E
xi¢6x.*2x‘--l-‘x, ;

;~- x,- 3-3x, i

x.--% ;

!V-T?/T.'! -é.
-3



obtenemos

Xy

donde

y pedenos

Por tanto

Dando valores arbitrarios a2 x, y.x.;
x!;kl . -os
x. =k, ‘
el sistema
+4x, ~5x,*2~2k, +k,
xl+6x.42x,--1-4kl—
X Xg=3-2k,
Ky=-2

Este sistema es de 1la forma

AX=F
t ¢ 4 -5 x, 2-2k +k 5
0 1 6 2 1%, -1-4%,’
Xw G-
0 0 1 -1l X\ ) 3-2k,
o 0 0 U s Xghxn : -2 R R

resolverlo utilitando la matriz inversa de A, como.

F=A"%

Como es f8cil verificar:

1 0 -4 1

1 -6 -8

0 0 1 1

0 0 0 1

x, 1 0 -4 1 2-2%, +k,
X, ¢ 1 -6 -8B -1-4k‘
a7 #fo o 1 1 3-2k,

x 00 0 1 -2

V74175

- = g ’ '
x| [ 2-2x,+k, -8(3-2k,) -2
x, -1-4% -6(3-2k, }-8(-2)
X 3-2k, -2
% L2

finalmente

x] [ -12-2x esK,

x -3 -4k, +12X,
X 1-2k, ;
d LR

7E

Entondes, 1a solucifn general del sistema original es:

x‘--IZ-ZkIOka
xz--3-4kx*1;kx
x,—kl

- X, =1-2k,
x‘--z
x vk,

Ejemplo IV. 24.

Ses el sistema x+y+z=6
: o P B I R T bR
x-2z =-4
o

) Ix+2y=8
- Sx+2y+Bzul

eyt

lQué valores puede tcnar B para que la solucibn del sistema sea (ni

- ca? Dando g 8 uno de esos valores Tesuflvase cl

Solucibn.

sistena.

La solucibn del sistema es Gnica para aquellos valores de

8 que hagan R(A)=R(A,B)=n

Reduciends Lo metrir ampliada 9. su Foros cscalonada:
. Co .

i

| T S ot



(11 11 6 11 1§ 111:.6.}.
1 0-2,-4 0 -1 -3 ,-1c 6.1 3 o]
32 0! &l jo-1 -3 a0 "o 0 0.« o0
L5 2 8 0} 0 -3 -5¢8:-3o tn -3 -5.8:.30J
(11t 6 11 16
1
6 13 190 e 1 3 .10
c o ;o] T lo o 48,0
L0 0‘4f3 : 0 [e: 06 0o o

De la Gltima matriz vemos que

S1 4+8=0, R(A}=R(A,B)=2 (compatible indeterminado)

Si 4+8¢0, R(A)-R{A,F}-S. (compatible determinado)

por tanto, ¢l sistema tiene selucidn Grica ¥ g ¢ R, g ¢ -4.

51 BFé-4, de la Gltima matriz ée tiene el sistema equivalente

x+y+z=b
y+3z«10

(4+B8)z=0

cuys solucibn es

x=-4, y=10, 2=0

- w m e m e o w m e w W™ m.am & = w ® m oA oA e =

Sistemas homopéneos.

la 501

0
53

~

i

i [ , ) :
A los-sistemas de ecuaciones lineales de la forma

* ) .
B, X *8,, X vae nln _xn -0
+8 X *+ ... *a x_ =0
2, % 1r 2 2 N n
e o a B T T S,
-a X + ... *2 x =0
‘m, x‘ m, 3 mn n

Se les 1llama sistemas homogéneos,

La representacifn matricial de un sist?mn homogéneo es
AXw=0 (dnnde O.es la matriz nula de orden mx1}

K;td: sistemps son sienpre compataibles puesto que ndmiten

G

. 7§
x,-x,-...-:n-o
1lamada solucibn t:iviﬁ]. Ademaé, é31 un sistema homogéneo se tie
ne siempre que
R(A)=R(A,B) _
puesto que agrégando una cqumna de ceros ﬁo puede elevarse el ran
gon de una matriz.
Si R{A)=n, el sistema s0lo admite ls sclucifn t}{vial ya
que 1la solucién de la ecuacibn - - B
AX=0
es- x=A"10=0,
Si ﬁ(A)< n, el sistema es indetetminado_f admite otras -

soluciones ‘ademis de la trivial, las cusles pueden obtenerse median -

te cualquierz de los procedimientos vistos anteriormente.

76,77
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IV. 6.  DETERMINANTES.

Consideremos -el sistema de ecuaciones

~
- 45 v o
& = PP b

: Yoo an
aux;*azzxz_-bt

cuya matriz- de coeficientes es

A= 3 2,
824 82
Para eliminar x, por sustraccién multipliquemos la prime

ra ecveacibén por 2,, ¥ la segunda por-a__, con lo que results el --

t2
sistema equivalente,

. - .
al ialle al!aZRIz azzbl

. * ™
all.azlxl a:z,azzxz aubz

restendo 12 segunda ecuacibn de la primera

(311321'313831)xi-aizbs'aizb:

33-al2a21# 0
b,a,,-a,,b,

xl- a

.si a a

... (18

118:,79,,8,,
En forma similar podemos obtener

]

a . b, -b a2 :
129" P gy .. (19)

x, =
218,279, , 8,

Sustituyendo en las ecuaciones {(17), los valores de x{ Yy
'x, dadcs por las expresiones (18) y (19), puede comprobarse ficil-
mente dué se trata de una solucién.

El comfn denominador de las expresiones (18} y (19) estl

expresado en términos de los elementos de la matriz A de coeficien

tes. A este nlGmero se le conoce como determinante de la matriz A .

V78773 -

Y se le representa con det (A}. Se dice que es un dcterﬂihantq.

de segundo orden, por ser la matriz de orden 2,
Para designar al determinante de la matriz A se enmplea
lz sigujente notacifn

By 8y

2,878 ,8,,... .. (20)
T 22

donde hemos. reemplazado los pgréntésis rectangulares por darras -

'verticales para distinguir sl determinante de la matriz.  Es im

poTtante subrayar-que, mientras que la matriz es un arreglo de hg—
meros, el determinante es un ndmero perfectamente definido por 1la
matriz cuadrads,
) Pon_ejemélo
-2 o .
4 =(-23(5)-(3)(~1}m-10+3=-7

.

Los numeradores de las eipresiones (18} y (19) tienen 1la

. misma forma que el denominador, o sea, tambifn son determinantes -

de segundo orden._ ., ] . )
g et o s da o cadonc ;
De acuerdo con la expresifén (20) que define al determi-

: NIV A T - - i wh ’

nante de segundo orden, podemos escribir

H B r 1 i L )

1 ;2 :

At rFo .2 PR SER VN

z g,, "
X - —
. 1t 313

D27 By

RN bl

2,y By )
x;= -

3y, "8,,

21 83, '

EY numerzder de 1# primera expresifn es el determininte



de uns matriz que se obtiene 2 partir de la matriz A, sustituyendo
1a columna de coeficientes de x, por el vector de términos indepen
dientes, £l pumerador de la segunda expresifn' es el determinante

de otra mnfriz, que se obtiene también a partir de A, reemplazando
ahorz la columna de coeficientes de x, por el vector de términos -
independientes.

' A le reglé sugerida por estas expresiones para resolver
un sistema de ecuaciones se le comoce como regla de Cramer y obvis
mente es aplicable siempre y:cuando det (A) # 0

!Consiéeremos ahora el sistema de 3 ecuucionés con 3 in-
cSgnitas

a, x +a_ _x_*a

-
11 ™ 1172 :lxl bl

11537 8,,%,%8,,%,70, (zn

1t ce e s -
x’-b,

+
A a“x a,zxz a

cuya matriz de coeficientes es : -

B, B2 By,
A= Bar 82 By :
a,, B,; 2, ) ‘ -

Hed:ante un proceso sxnllar al cmplcado para el sisteva
‘(17), encontrahos que los valores de las inclgnitas que satisfacen
el sistema son

+* - -
x - b,a,a, ,*2, boa +a .a,b,-a,,8,.>b,-ba,,z,,-2,,b,38,, (22)
- - - -
b B B Ry B TR BBy 37 8,8,y a::az:as: 8y482,%y,

* - - -
x.m™ allbzal! allallbl*biai’a'l al'lb!all allalibi blazlail

2 = : (23)

+ + - - -
I N I T T L L T T o P R T L P PO PUL PEL P
Xg® alia:zbs°b:aztaat"az "b,8,,8,,72,,b,2,,~8,,8,,b, : (z8)
) T p .
8)38;:38,,%8, ,L,,8,,%3, 21a B, 43,,8,,78;,8,,8,,73,,8,,3,2

Al condn denominedur de les cxpresiunes (22), (23) y {(24)
t

&/
se le conoce como det;rninsntg de la matriz A y es un dete;ﬁinante
de tercer'orden.. La expresion que define al determinante de ter-
cer orden es;

By 81y " By,
LBy B8yt g8,,8y, %8, 8,,8,,°8;,8;;8,,;"
“Byp8;3 )88 18y,0yy. : (25)

8y, 83y 8y,
8y, 833 2y,

Por ejemplo

1t 0 -3
-4 5 2 = (1) (50(0)*(0) (2)(1)+(-3)(-4) (-2)-(-3)(5) (1}~
1 -2 0]  -(0)(-4)(0)-(1)(2)(-2)=0+0-24+15-044=-5 '

De acuerdo con la expresién (25), podemoshescribir l1a so
Jucibn del sistema como sigue - L A ) ‘

b, &y, &y,

bz a‘z: 'i‘:l

by 8y, &y,
x,- -

8); 212 B4y

8,; 83 -8y, ) :

Byp 852 By,
a,, b, 2y,
830 oo By - : 4
Byy by LEY]
1 - -
1= . - e
. ¢ SRR DR R S| A )
&,, 8,; 8,;,
- RN | . = 5
8,3 Byx 82y
8, 85: By,
8., 8, b,
8;, 8;5 Y,
a,, 8,;. b,
X,= -
2,, Byy 34,
21 a:l R‘,
e a

v-80/81



con lo que resulti 16gico tratkr da ganefali:ar 1z regla de Cramer

para el -caso-de un sistexa de n ecuaclones con n incégnitas. sin

embargo, requerimos de una definicibn peara el deterninante de or-
den n. -

Definicifn de determinante.

Queremos generalizer la definicifn de determinante para
un arbitrario, en base a las expresiones {20) y (25) que definen
a los determinantes de orden 2 ¥ 3, respectxvanente.

- Sin embarge, no es posible hacer esto -del mismo modo {es

decxr, resolviendo en forma general un sistema de ecuac1ones linea

les), pues a medida que aumenta n,los cllculos se hacen mis compli.

cados y, siendo n arbitrerioc, son practicanente irrealizablcs.

Estableceremos una ley general examinando los determinan

tes de. scgundo y tercer orden, Y tomaremos e5ta como definicifn

para el determinante de orden n. Antes, definiremos los concep- '

tos de permutacién y clase de una permutacitn que necesitaremos PA

ra ello.

} Las écrmutaciones de los n nfimeros del cénjuntp {1,2,3,

+vsa0t} son las diferentes maneras en'que pueden sef arrcglados.
Por ejemplo, las-pefmutaciones de los nGmerés 1,2,3, son

los arreglos

1, 3, 2
2, 3, 1
3, 2, 3
1, 2,3
2,1, 3
3,1, 2

El conjunto de todas las permutaclones de n nfimeros, es-

t2 formsdo por.n! arreplos n permutacionzs y se represcnta por 5
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nes en el orden natural, es decir; parejas (“1'°k) tales que a

nt

%2

‘ Llamaremos permutacién principal a aguella en la que los nfimeros -

aparecen en el orden natural,

En ¢l cjemple snterior tenemos 3!=6 permutasciones, donde
la pernutacifn principal s 1,72, 3, -

Consideremos una pernutacibn arbitraria a,, e,, ..., a,

de los nGnmeros !, 2, ..., n. Diremos que dichn'permupacién es de

. clase par .o impar segfin exista un nfinero par o impar de inversio-

1 Pre

cede a uk'en la permutacién ¥y oy <ay . A la permutacidn_principal
le asignareoos la clase par.
f-Para izs pernutacione§ del ejenmplo tenemos que:
1, 3, 2 es de ciase impar ya que existe una pureja,_la fl
pareja (3, 2}, tal qﬁe 3 precede & 2 en la pernutacidn y 2<3.
Z, 3, 1 es de clase par ya que existen dos parejas,'(2.1)
y (3, 1], tale, que 2 precede a 1 y 1<2; 3 precede aly 1<3

3, 2, 1 es de clase impar ya que existen tres parcjas,

(3,22, (3, 1) Y (2 1 . tales quc 3 precede a2 y 2<3; 3 precede a
] [ Fal) .

y 1<3; 2 precede 8 Ty 1<2.

el |'.

1, 2, 3 es de clase par (por definiciﬁn).

Proc;d;cndo en forma anfloga vemos que:

2, 1,‘; es de clase impar, ’ \

3, 1, 2 es de clase par.

Rccordaﬁdo la expresitn qué define zl determinante de 20,

orden

TRy y8,,m8,,8

observanos gue:




a} El determinante es les suma algebraicﬁ_db dos (2!} productos.

b) Cada producto tiens dos factcres.

¢} En cada producto hay elementos de todos los renglones (y uno s6 .

1o de cada renglénj.

d} En ¢ada producto héy elementos de todas las columnas (} uno sé-
16 de cada colimna).

e} S5i los elementos se escriben de tal manera que los primeros fn-

dices formen una permutascifn principal, se antepone un signo +

al producto en que los segundos fndices forman una permutacién de
clase par y un signo - al producte en que los segundos indfccs for
_pan una pernutacifn de clase impar.
Recordando la expresifa que define al determinante de --
Ser. orden

* 2,y 833 83

Byp By Byg b "B By, Bt 0,0, Y8, 8, 0,,78,48,,8,,"

2,, 38,, 8,, TRy a8, ,8,,78),8,,8,, _ e .. A29)

observamos que:
a} El determinante es ls suma algebraica de seis (3!) productos,

b) Ceda producto tiene 3 factores

¢} En cada producte hay elementos de todos los renglones (y'uno s

lo de cada renglfn)..

d) En coda producto hay elementos de todas las columnas {y uno s6lo

en cada c¢olumna),
e} St los elementos se escriben de tal manera que los primeroﬁ in-
‘dices formen una permutu&iﬁn principal, se antepone un signo ¢
8 los productsos en que los segundos Indices forman_una permutacidn

" de clase par y un signo - & lus productos en que los segundos Indi-

ces forman uns peirutacifin é2 clzse ifaper.

N TR . '.jn .1 .633'
Generalizando, pars el determinante de ordern ® »e tendri:
2) El determinante es la sumn algebraica de n!vproductos.
b) Cada producte tienes n factores. '
(3] En-cada producto hay elementos dé todos renglones (y uno s6lo
de cads renglén). . .
4) En cada preoducto hay elementos de todas las columnas (y uno s§
lo de cada columna).. s x )
e) Si los.elementos se escriben de tal manera-que los primeres £n -
dices fcrqen una pcrmutzéién principzal, se angcpone un signo +
& los productos en que los segundos fndices forman uné perﬁutacién
de clase par y un'signo - 8 los productos en que los seguﬁdos Indi .

ces forman una permutacifn de clase impar. .

,

Estsblezcamos ahora lz ley que define al determinante de

orden n:

Consideremos la matriz cuadrada de orden n

ﬁ“ -n‘: P a'n
-3 . “nw a
. . 1 Paa n
As s e R .
‘. a cea, ® i . B
Any - Bny L nn i PR

¥ un producto de n de siis elementos

: § a R o
xu‘ 25: . na

n
tomados de tal manera que haya elementos de todos sus renglones (y
uno s8lo de cads renglén), Yy que haya clementos de todas sus colum

nas (y uno s6io de cada columna).

Los factores d? cste producto estSn crdenados de tal mo~
do gue los primeros: Indice: forman una parmvtscise principal. La
sucesibn de los ‘segundos in&ices forman una pernutacidn,
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dz los n%pevos 1, &, ... n. Farz est: permutacién defipniremos
€=+1 si la permutacifn es de clase par
€=-1 si Iz permutecisn es de clese impar
Formeros el producto proviste de signo

[ ﬂln: aln’ " e ‘ncn (26)

Como el conjunto Sn de todas las permutaciones de n nime
ros estf formada ﬁor n! arreglos, podemos formar n! prodﬁctos def
tipo (26}.

El determinante dé_la natriz A se define como la suma de
estos n! productos dotados de signo (a los cuales se les llams tér

nines del deterzinante}.

Definicién,

det (A)-Ent am.I B*F;' - .8nan ..... (27)

De 1z definicifn anterior se concluve que:
1) Para cbtener todoc los t€rminos dal desarrello de un determi-
nante, basta con escribir el término principAl-(nultiplicaﬁdoj
los elementos sobre le diagenal principa;) y & partir de éste ob-
tener todos los demés dejando fijos los primeros fndices Y -permu-
tande de todas les BmEneTas posibles los segundos Indices.
2} Como de los segundos fadices hay n! permutaciones, la mikad .
de clase par y la nitad de clase impar, habrf n! términos en
el desarrollo del de?erminsntc, la mitad con signo + y 1a mitaé
con signo - :
3} los signos + ¥y .- se astgnen segfin la permutacifn de los segun

dus Indices zea do clase par o impar.

re L pul

- partir de 1a definicién

Ejemplo IV, 25, e

Obtener ¢l desarrollo delmgeterminante de 20. orden a par

tir de 1z definicién

der (A)~ | '*

B3 8,y

De acuerdo con lo anterior, el término principal serf
831 Bag

Dejamos fijos los primeros Indices y permutamos los segun

dos de todas las maneras posibles:

4 clase par «+ «+

21 . clase impar - -
El desarrecilo serf entences:

det{A)=a,.5,,"8,,3,,

Ejemplo 1IV. 126,
Obterer el desarrollo del determinante de 3er. orden, &

A 1

a a

. } A & ﬂl S 12 13
H 'k

det (A)~ Byy B,, B,,

' 4y; B4, 8,

Término principal: a,, 8,, a,,.

Pejando fijos los primeros Indices, las permuiaciones de

Iqs segundes fndices son:

123 clase par - +
'3 2 clegse impar -+ -
213 clase impar = -
2 31 clase par - +
TP 2e-Cinse pax B .- e
3.2 1,.clase impar = -



el desarrollo seri:

detiAlw - - * -
(A3, 8 ,8,,78,,8,,8,,78,,8,,2,,*3,,3,,8,,*3, 8, B,

-a,.a, .3, . ’ .

Célculo ge dcternjnantes.

Si (M) representa al conjunto de las matrices cuadradas
de orden n con elementos en C, podemos definir 1a funcién

det: (M) = C '
que asigna 8 1a matriz A e fM) el escalar cspecificé det (A) € C,

Tal funcibn queda definida por la expresifn (27) que Te-
presents ﬁna sumz de n! productes de elemcntos de A,

El empleo de dicha expresién para el cSlculo de determ.-
rantes no se acos;unbra en la préctica por resultar demasiado labo
rioso, a cambio se han deserrollado mgtodos mis sencillos que: con-
ducen a los mismos resultados. Tres de dichos pftodos tratavemos
en esta seccifn,

Regla de Sarrqs.

La regla de Sarrus indica que para 6btener el valor de un

,determinante de 20, orden, al producto de los clementos de la diago

nal principal (liness llcnas)_se resta el producto de 103 clementos

de 1la "diagonal secundaria™ (linesas punteadas). As{ tendremos que

. Thy 8y 0,8,y

que coincide con el desarrcllo segln la definicifn.

por ejenple

-j' (3)(-3)-(-5)(4)=-3+20"11

£5

La regla de Sarrgs indica que para cbtener e} valor de un
detefminantc de Jer. orden, a los productos de los_elementos de 1a
diagonal principal y paralelng a ella (lingas llenas) se restan los
preductos de loz 2igmentos de ls'dizgsézl ;ecund:ria y paralelas 2
eila‘(lincas punteadas)._ Para observar mejor- éstos productos, se
pueden escribir el primero .y segundo renglén inmediatamente después

. wh B Boaln
del tercero. Asf tenemos que:

. 8. A azx\\axz.'axr
. \ \ a2 a’ -8
” f gl s 2. 11 - - -
N a-” Sa- “~a 811%:2%,70,,8,, 0,
- 1. - 'ﬂh: 33 -
. +a_a__a__- .
. a5 ,?Iz\\nll e e T Tt T T
.
a a a .
! : 7 Taz 23 -3 . A & =-p_ & &

3 22 1t 13 1t 1

que coincide con el desarrollo sean 1la definiciodn.
Por ejemplo:

3z 4
1 5 2 (3)(5)(4) (13(-5)(4)+ (- 3)(2)(2) (4)(5)( 3)-

"3 -5 4 (2)(1)(4) €3) (-5) {2)=11¢

Vaie 12 pena CUurG) ar que l1a regla de Sarrus se ha enun-

ciado cxclus;vamentc para los detcrmxnantes de Zo. y-3er, orden.

Es frecuen;e tender a gener311zar esta regla para calcu-
lar determinantes de orden ma)or, sin embargo; el estudiante pue-
Ac ficilmente dgmosirat que gi.qﬁlitqr 1a'regla_dé Sarrus’'a un de-
te;;inante de orden superior sl tercero, se oﬁtiene un desérrollo
que no coincide con la defiﬁiciéﬁ.. El método que veremos o conti
nuscidn es aplicéble a un determinante de cualquier orden.
bcsarrollo po§ cofuc:orés. _ .

. Volviendo al ejemplo 1V. 26, el resultado obtenido para

¢l determinente de Jer. orden scgn la definicifn es:
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* - -
det(A)eny,2;,8,,-8,,8,,8,,-8,,8,,8,,43,,3,,8,,+
*Ri38;;8y,-8,,3,,8
factorizando los elementos del primer renglén tenenmos:
det(A)=e,, (a,,a,, -2,,a,,)-2..0a, a_.
*2,,(8,,8,,-8,,23,;)
de acuerdo con la definicisn de determinante de Zo. orden podemo§
escribir:
2228,, 83183, Qg8

det(A)-a“ -a,, Oa”

Q33234 R EITIT By13,,

para determinar los signos de los términes hacemos:

azzazsf(_1)g‘za;:lazxazs

y38,, fa.uan'

det(A)=(-1)' " a

11

1+ 8;;38;z;
. +{-1}) (27)

- % e

alla'll
donde los exponentes de (-1} son ls-sunma de los fndices del elemen
- to del primer renglén ‘

Ala cxpres16n {27) se le llama desarrollo por cafactores
del determinante respecto a st primer renglén. -

Se recomienda al esiudiante hacer el desarrecllo del mis
ao deternminante respecto a alguno de los renglénes ] coiumnas TeSs
tantes. Es obvio que el resulzisdo de ambos desarrqllss es nuomé-
_ricamente igusl a det(A). ‘

En la expresifn (27) puede observarse que, los-determf-
nantes que mu}tiplicnn 2 los elementos del primer renglén, pueden

obtenerse eliminande en el determinante original, ¢l renglfn y 1la

columna donde se encuentra el clemento correspondiente,

R YE

i

Por ejemplo, el determinante que multiplica al elemento

a,, puede obtenerse suprimiendo el primer renglfn y la segunda co

lumna del determinante original

l-ﬂo-—;—u i— -.-"_.il )
1k . i -
\:}' - Byy By,
2 o Bayl
2, Ay,
83! B‘ ,J. -

a este determinante se le llama el menor dc 3;: y lo representnre-

mos con M, ,.

Generalizando, daremes la siguiente

Pefinicifn.
Se ‘1lazms mener del elemento aij de un deterninante de or
den n, &l determinante de orden n-1 que se obtiene al suprimir, en

el determinante criginal, el rengl6n i y la columna j.

Al menot-de 253 1o representaremos con M,

iy’

De a-uerde con esta notaci6n, la expresibn (27) puede es
cribirse como .

det(A)=(-1" "y My, o - 1)‘“* STLTAC 0 L

i H
o bien, en forma condensada

PR

det{a)= E (- 1}’+1 31 M,
o-j=r it 1. -

Si1 elegimos el renglén k, pars desarrollar por cofscto-
Tes el determinante de 3Jer. orden, dicho‘desarrollo esti expresa-
do por )
det(A)= I (-1)KJg M,
j=1 ki "kJ

y si eleginos 1s celumna k, por




det(A)= & (-nika

=) .

iMik

- En general, S5i A es una matri: cuadrada de orden n:

Toon .
dger(ayel (-N¥Ta . L 29
. )-'
n
det{A).iE (-T)i’k aiknik' ciaes €29)
=1
donde k e N y 1<k<n

tDefinicibn.

Llamanos-céfactor del elemento aij al deterninanté!

(-1)i*d Mij» 81 que Tepresentamos con A, ;. j

Con ayuda de esta definicidn, el método sugerido por las
expresiones (28)y (29) (al que se llama "método de desarrollo per

cofacteres™) puede enunciarse como sigue:

2o.
ler.
la.

Ja.

Renglén
Renglén

".Columna

Columna

87

El valor_&e un determinante puede obtenerse cfectuando -
la sunma de los productos de lcs elementos de una cualquiera de sus

1fneas (renglén o columna) por sus respectivos cofactores.

Ejemplo IV. 27
Calcular el determinante de la matriz A por ¢l método de

desarrollc por cofactores.

2 1 -5 1

T3 0 -6
A= 0o 2 -1
1 4 -1 6

Solucifn .
Primero, debemos elegir un renglén o una columna para --
efectusr el desarrello. Analizando la matriz, vemos que cs coave
H [

niente eicyir alguna de las siguientes lineas:

ya que cada una de eiles tiene un elemento nulo y ¢l producto d= -

. dicho elemento por su respectivo cofactor serf igusl a cero. Es-

to simplifica el trabajo al cllculo de s§10 tres determinantes de
Jer. orden.
Desarrollando por cofactores gegﬁn ¢l 2o0. renglén:
det{A)=TA,,~3A;;*0A; 4-6A,,
Los cofactores “ij se cbtienen como
“iﬁ'("’i+j”ij

Desarrollando por la regla de Sarrus los menores M, ,

M,, ¥ H,, obtenemos:
1 -5 1
M,,- z -1 z =-6-45-14+4460+14=10 N L)
PRI RIS R L .
-5 1 . _
Miz" 0 -1 2| =-12-10+1+28=7 e Ay m?
1 i e ool e '
: 1
1 -5
M- 2 -1 ] =-28-1+10+8=-11 Wi AT
14 -7
f}nalmepte

det{A)e-18-3(7)-6(-11)=27

[ L L T o e st ' - .
Eu el ceso general, el desarrolls per cofactores trancfisr

ma el problems de calculsr un determinente de orden n en el de cal-
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cular n deterninaﬁtes de orden n-t. Cadns uno de éstos determinan’
tes puede desarro}larse a su vez por cofactores, obteniéndose Qeng
res de ordsn n-2 y asf sucesivonente, Se acostushra continuar ;1
préceso hasta obtlener menores Be orden 3 ¢ de orden Z, los cuales

pueden resolverse empleando la }egla de Sﬁrrus.

Propiedades elementales.

Los determinantes fienep ciertas propiedades_qué es €itil
conocer. Son de interés ﬁfiﬁcipalmente las condicionss bajo las
cuales un determinante es nule; asf como las transformaciones que;
efectuadas en la matriz, no alterea sl valor del determinante o le
préduccn una alteracién facilmente calculable.

v Estas propiedades, llamadés propicdades elementales, se

(2)

demuestran a partir de la definicibn Y son las que g continua-

ci6n se enlistan. . En 1o que siguc,.por una linea deberf entender

se un reﬁglén o una columna.

1) Si una 1fnea egtﬁ constituida por ceros, el deterninénfc €5 nu
lo, ‘

2) Si dos 1lfneas parelelas son proporcionales, el determinsnte es
.nule, (En particular, si des lineas paralelas sop iguales, el

determinante - es nulej}.

3) Si se intercambian des liness parslelas cualesquiera, el deter

ninante s6lo cazbia de signo.
4) Si se multiplican todos los eledentos de una linea por un nfas

ro k, el valer del determinante queda multiplicade por k.

g} EIl voloT del determinante no cambia, si se intercambian renglo

{2} El estudiante pusds consultar la demostyacién en la referencia
3 pags. 35 =2 35,

SRS

&
1\

nes por coluamngs y viceverss. Es decir:
det(A)=det(A™)
€) él valor de un determinante no cambis, si & los eslenentos de -
una éc sus lineas, se sdmgn'lbs eleméntos correspondientes a

otra lines paralels multiplicados per un nfimere k.

-Un método de condensacifa.

7 El método de desarrollo por cofactores, aunque aplicabie

a determinantes do cunlquicr'orden, pucde resulgnr en ocasiones de-

masiado laborioso. $i vegresamos al ejemplo IV. 27, vemos gque al

elegir el 201 Tenglfén en luger del to., ncs‘heaos evitado el E&lcg
lo de un deterninante de 3er. orden. -

Si en una linecs cualquiera-de un determinante, todos los

elementos excebto vno fuergn nules, sin duda escogerfamos dicha 11

nea psara efectuar el desarrollo. El método gquc propondremos a --°

P

continuscibn se bass en ests idea v consiste en:

a) Elegir la ifinza que contenga el mayor nGmero de ceros.

b} Aplicar rgit;rqaaﬁcnte“1s~propipdad {6) hasta reducir a cero -

todes los clementos de_dichn lineF exc?p;o_uno. (51 todos ;
los elementos sg”rcdﬁgcn,a ceyci_elldetcym§pnn;e es nulo por la --|
prepiedad (1)). . '

¢) Desarreollar por cofactores segln dicha linea.

i

2) Repetir el proceso hosta cbtener un determinante de segunde o

tercer ordsn.

tada d: condsngscifin. -

Ejemplo IV: 28

Calcular el dcterminante de la matriz A empleande el mé-

i.: v )



1T 1 2 -1 ¢
302 1.0 -
A 15 2 1°°9
4 2 1..-1 2
[ S
LI B A 13 9 6 - 4
32 1 0 -1 9 0 0 0 -1
det(A)= {1 5 2z 1t 0f =i 1 5 2 1 0
4 2 1 -1 2 10 6 3 -1 2
1 2 4 1Tt 4 4 5 1 1
(33 23 (1) N )

Eligiendo el 20. tenglfn, 1z columna * que sirve como pi-

vote se ha multiplicado per 3, 2 y 1 se ha sumado a las columnas -
qQue se indican, '

Desarrollande por cofactores segln el seguhdo renglén,

tenemos:
13 9 6 -1] (D 14 148 0
15 2 i 8- 1 s 2 1
det(A)=-CD iy 6 5 1y “CHa o s o
' 4 4 5 1{-n) 3 -1 3 0

Se ha zplicado nuevamente el método eligiendo ahora la -
cuarta columna y tomando el segundo rengifén * como pivote. Desa

rrollando ahora por cofactores segfin la cuarta-columna, tendremos:

: e 12 8 s6 14 5D
det(A)=-(-1)(1) j11 11 5§ . (-1} (1} a4 11 38
3.1 3 : ¢ -1 ol
(3 * (3 _ _ .
- * .
Desarrollande nuevamente por cofactores segGn el Jer. --
renglfn:
det(A)=- (-1} (1) (-(-1)) l 56 i:,
l -

1
3 -

&%

Desarrollando este filtimo determinante por la regla de -
Sarrus:

det (A)=-(-1) (1) (- (1)) {(56)(38)-(50) (44})=-72

4 & = m a2 w & = = m o2 m - & & wm om = ow m o o=

Chlculo de 1a inversa por medio de la sdjunta.

Con la ayuda de los determinantes, podemos cobtener la in-

versa de una maitiz empleando un méiodo diferente.-al expuesto en la

seccifn IV. 3. Antes daremos la siguiente

Befinicién.

I © 7 S= llama matriz adjunta de la matriz cuadrada A, a la mg

. . ) T - - -
{frlz que se obtiecne de A" 2l sustituir sus elementos por sus res--

pectivos cofactores.
A 'la matriz adjunta de A la representaremcs con A®. En

tonces, si A es 1a matriz cuadrada de orden n
A-(aij)
la transpuesta de A es
. . .
A ={a.. : .
LTS B
y la adjunta de A es |
-.-*- e

HEE T Tt -

Ejempleo IV. 29

Obtener la adjunta de la matriz

10 4
A= fv .23
301 -2

Nbtengamos primero la transpuesta
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n_|-13|1311-1
A= s -2 e -2] 2 3

rl 3 11 3
2 1 g 1

- —

desarrollando los determinantes obtenemos finalmente:

-7 & -a-'
As- 7 <14 -7

-7 -1 2

Se puede demostrar que-la inversa de una matriz A, puede

obtenerse mediante la relacifn

de esta relacibn vemos que i ’ .

n

2)

V98,28

2 A" e== det(A)s0.

En consecuencia:
Si A es una matriz cusdrads de orden n, nc singular, las siguien
tes afirmaciones son equivalentes:
a).a-A'l
b) R({A)en
) det(A)FO

51 A es una matriz cuadrada de orden n, singular, las siguientes

afirsaciones son equ.valen®t=s-

a) ﬁA- 1 , ?&
b) R(A}) < n
c) det{A)=D

Empleando la relacifn (30), podemos obtener la inversa de

1s mﬁtriz
) 1 0 ¢
. A= .| -1 Z 3
3 1 -2

del ejemplo IV, 29

En ¢fecto, como

T 6 4 i
det(A)= | -1 2 3} =-35¢0
3001 -2 -

existe A7,

Del resultado del ejemple 1IV. 29

-7 4 - -2
LT [ . .
A T A® ‘ w 7 -14 7
a " ) - -7 -‘ z
. éara Eomprqﬁar efectuemos el producto A AT

1 o 4} {-7 a4 -8} .35 0o o] 1 0 o0

R I R . .
Aneegbboriz 3] b7 s rfeegp ] 0 c35 ofelo 1o
3- .1 o-2lef-T .. 2 0 o035 jo 0 1

. .
- - e A B oA m oEm o omE m = m & = e & wm o= m o= = =

Regla de Cramer.

Otra de las aplicaciones de los determinantes, la encop
tramos en 1z tesolucifn de sistemas de ecuaciones lineales. La

definicifn de determinante dada por la expresifn (27), permite ge

neralizar la regla de Cramer (31 enunciada al principio de esta -

L ) W
¢

{3} La «comostracifn de este afirmacisdn puede consulitarse eit la ra
. 1 —
ferencin 2 pags. 50.2:34. ., T Tt



seccifin como sigue:

Sea el sistema de n ecuaciones con n inclgriitas -

axlxx’alzxz+""a;nxn-b1

B X +&8 X +...%a
211 22 2 z

B X *a_ X +,..%a
mTr ma2 ‘

cuya matriz de coeficientes es

[ a a .
1 12

Siempre y cuande det(A)#0, el valor de las incbgnitas x

que satisfzcen al sistema estd dado ﬁor

- det%Ai!
X5 er

dende A, es la matriz.que se obtiene, a partir de A, reemplazando
i ! -

la columna formada con los coeficientes de x; por el vector de tér

n

nn

minos in&ependientes. .

Ejemple IV. 30.

Resolver ¢l siguiente sistemz de ecuaciones empleando la

regla de Cramer
' X, 42X, % X, =2
3x ¢ x,-2x,=1

dx ~3x, - x, =53

Solucidn

det(A)~

det{A,)=

det(A )=
. 2

det{A )~

‘Por lo

X"

X"

Es:impé;tanée

_tamente en l1os casos en
' Sin embargo, si_reﬁordanos lo expuesto en-la seccidn

IV, 5, podenos siempfé reducir un sistema arbitrario a un nucve sis

tema en donde men=r y en este aplicar la regla de Cramer,

Ejemplo

Resolver el siguiente sisteme de

ari

regla de Cramer,

-

tanio

-2
-1

-2
-1

C -2

-1

"1=16-9{4-6+6)m=-26-4a-3G

=-30

=0

=-30

notar que este método s6lo se aplics direc

los que me=n=vr,

n

ecuaciones aplicande 1a

Iv-100/10}



x‘¢x1*x’-3
- - -7
X, *x, LX,'4

Solucién

-
-t
-

3
2

(=]
~
~

£ 1
1 1}
t Ll
! 1
! i
1 1

i R(A)-B(A,E)-Z-r el sisterma

- 2€%, (r<n) el sistema

Trnsladandq a los segundos miembros la incSpnita X,y - -

asignando el valer de X obtenemos
X, +x,=3-k

-X,+x,"4- 2Kk

det(A)=

det(A,)-

det{Ay)= 7-3%
-1 4-23

e X ¥ k€ R,

es conpatible

es indeterminade

Una solucibn particular es por ejemple

1
x‘- -I-

7
- 7

“
-
" -
[

ia :ual'ae obtuvo haciendo ke .-

WV IORSITLS

-~

N

2

3}

e
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COLIUNTOS., {o clases). Introduccifn: La teorfa de los conjun -
tos es hoy en dfa bisica en el estudioc de casi todas las ramas

de lasmatezSticas: teorfa de probabilidades, anflisis matemiti

€L, circuitos eléctricos, lOgica matemStica, etc.

‘El establecimiento de la teorfa de.los conjuntes se atribuye a

Georg Cantor (1845-1918).

El concepto de "conjunto. no se define en forma precisa. Para ex

plicar lo que se entiende por conjunto, se da la idea intuitiva;

Un conjunto es3 una coleccibn o agregndo'de objeios bien definidos,
los cuales deben poseer ura propiedad o atributo caracteristico
que no deje lugar a duda si dicho 6bjeto pertenece o no 2 la ¢co =

leccibn®

Ejerplo: Los ex-presidentes de la Replblica mexicana; otro ejem =
plo de coniunto podria per el de los nGmeros primos mayores gque

18 y menores qQue 211: etc.

Los elementos de un cenjunto pueden gquedar definidos al enumerar
¢stos: por ejemplc: el conjunto constituido por los tres nlmeros:

2, 5, 9,1 etc.

i

Pueden, en otros casos, distinguirse los elementos de un conjun-
te, citande una propiedsd comln 2 todos ello?: peor ejemplo: el

cenjunto de los nlmeros pares.

* (bsfrvese gue no ¢ exige homogeneidad, cada objeto definido

en un conjunto dado se dencrina “eleacnto” del conjunto.

De lo anterior se infiere que los conjuntos pueden tener un nime-

-ro-fini}o o infinito de elementos.

Notacifn. Se acostumbra designar los conjuntos con letras mayQs-

culas,

Los elementos de un conjunto se distinguen con letras minfsculan,

Cuando un conjunto queda definido al enumerar sus eletentos, ase

escribe:

A ® {a,e,i,0,u} = {e,u,a,0;1}, etc.

B = {2,5,9) = {2,9,5) = {9,5,2}, etc.

Para ind{car que el elemento S estl en el conjunto B se anota:

§1 un elemente fo estd en un conjufto dado, me denota:

[ e » . L T .

828

Cuando el conjunto se define expresando, una propiedad comGn de
todos sus elementos, se emplea una 1fnea vertical | {o a veces

dos puntes :) cuyo significade es “tal gue*
Ejemplos:

c={x | x > 25)

~



T

o=+{1] 3} es un libro de la Biblioteca Nacional}

Subconjunto., Se 3iCe que el corjunts P es un “subconjunto” del

conjunto R, si cada elemento de P es tarbién elemento de R.-

La migma idea se expresa diciendo gue P estd contenido en R; o

bien,.que R contient 8 P. (P e5td incluido en R). La nocién

de subconjunto se cxpresa en forma simibdlica como sigue:
PSR
RDP

5i el conjunto P tiene menos elementos que el conjunto R, se dice

que P es un subconjunto "propio” de R, y ello se indica:

.

Ejepplo: sea: A el conjunto de letras del alfabeto castellano;
siendo B el.conjunto de vocales del mismo alfabeto, podemos enton

ces escribir

Lespufs de dar estas definiciones preliminares, enfocaremos nues-
tra atencitn o la elakoraciln de definiciones Y reglas que nos

permitan construll uns 3lgebre de Cconjuntos.

'/

Jgualdad, - .5e afirma que dos conjuntos A y..B " son igualen o),
y 80l0 81, ampoo conjuntos consisten de los mismos elenentos; es-
to es, cads elemento de A pertencce a By vicaﬁéxon. Zien~

tlo
A= {a.be) 1 B = Xy, 2} = Ix,x,y,2,2,¥y,2)

S1 A = B, debe tenerse que &l elemento 8 ds A &9 exactamen-
te <l mismo que alguno de los elemantos 48 B asl por ejempls

Cuede tencrse: 8 @ 7; b oe X U =y
Una téenica usual para demostrer ia 1gualdad da dos conjuntes cen

siste en hAcCer ver qué pa cumplan las dos condiciones siguientess

5y AC B; ademds BE A, sntonces A = B

Conjunto vaclo (& nulsel.- "Conjunto vaclo sm aqual conjunto que °

no contiene'tlementos. E17 cénjunto vacic’ ve rapresonta con el

“simbolo “¢. Ejemplo:

‘e = {Yoeresihumancs’ vivos mayorss de 1000.ahows J

‘ OLsérvese que ¢ ¢ iohy pueéto qua el conjunto ¢ &el primer

miembro, per definfcitn, no contiene ningin elemanto) en: tanto

que el conjunts {¢) del segundo miembro contiene un slemento.

El conjunto vactioc ¢ se coneidora como un subconjunte de cual -

quier noniunts sos cual fuore ecte Citimo, o S A, para todo A,



a
f 1 el con

o universal (6 uiaversol).- El conjunto universal es n Junto A '

Conjyunt vereal R s ;
inter=- -

del cual se deriven todos los subconjuntos que pueden ] -3 conjunte vacfo ¢, y el conjunto universal T deben formar -

junto de R . - :
i 1 conjunto unive
rticylar, Designaremos e arte de 1og 37

venir en uh problems pa ) ‘ o .
sal con el aimpole 0. .

subconjuntos elementos del conjunto Potencia;
en efectos

1 Ssito del conju;to U es el de evitar paradojas. c
El propbs

. . Sea <. (?l las combinactiones de n objetos tomados-

en lubconjug
Ejyemplo:

tos de r-objetos {r = n}). E) pémero total posible de iubcog -

juntos que Tesultan es;
om realeg, 3e )
njunto de nlmer
como universo el co b
51 consideramos

o . 'l- . M 1 B
| l emplo: inl C; en tanto que el 1_ogar1tmo nazura
tiche PoOr e) : :

5 T iy n n . n_con
. . g + Y+ (D« .., SRR L B 1 2
' io, si el universc lo
ivo no exise. En cambio,
ée un nCmero negat

ra lv si -
el conjunto de nmercs complejos, se encuent
constituye C

donde: lE) nes da el conjunto vacio ¢ en tantg que (:) da el
yulenta: - : » conjunto universal T,
c=1) = t¥ . RNotacién: EL €onjunto porencia de A se designa ZA. Ejerplo;
.- , . Sea A = {a,p}
' ignar valores 8 una wariable ’
do se preser. ' A T R I . -
Cuan s 3& valores de x son admis) ‘ R ta}. (b1, {a, b))}
L. whsy CuSin, - thiron ey . H- . i
X en una ecudtl . .
iverso.
bl ste conjyunto de valores -ituye. el unive o,
es: e -
: . Definicitn simbSlica de conjunto potenciat -
: o U  puede ser consideraco como un sub- N
to - . - . :
Obstrvese que el conjun . ) todo bedb o U L o
' rvacitn: o & A & U; para ¥ 1 “-
unto de $1 mLISMO. Otra obse = =7 27~ {8 | B = A)
cGn}
A

~ e - ) do or un nime

ncla Sea A un CONJjunto Constitul P
AR Aol -

Coniuntd o

em o E contua t .\J
- cia- A es el conjunto

) nto potencia de

enton, 25| 2

ra n dg ol

* n ey "
a 7 subcCnon gy
lementOs SON pracisamente cacde uno de lo
cuyos elem

’ ' <1 con
elementos di oy
’ . al combinar loe n
© factible furmar
Los gue ¢3 ] .

t



-r-:,-n!os.‘. 1} 81 AS DI ¥ Be A, demostrar que A = B

€nluzibn:

4]
s

x c A~ x t B, puesto que Ac B

v otru lado:.

S{ x € 8 = x € A, Yya gue ac A

- A y B tienen los, misamos elonentos = A-.B

v s1 Ae B y B& C. derostrar nue A< C
-anemos hacer ver que cada element? en A estd t.amb;én en C.

Solucidén:

- : r scr
51 x ¢ A~ x . 2, _yaque A< B; prre pe

!;CC ~ % . C: luego x € A = x € C, POr 10 cual se

_ dedquee e ASGC

I+ s: Ae B y D&, dJemostrar que A& Co.

sto wue AGC D vy D=C. resulta gue, cudiac mis, RS C,
eiust = =3 !

F 5 - [+3 . 'y 1 - lo cv al con
“ar s 5t A C:; siend por his GLCS1S B C, BC A- u N

rad ~ k4 ' ¢ & 7 recuyltan-
sradicn la HipHtesls de aue sea i por lo cual A Cc

ia, ror lo tanco, ne C

10

4) Determinar el conjunto potencia 2A; sfiendo: A = {{a,b},c}.
Solucidn ’ ' ’

Puesto que el conjunto A tiene 2 elementos: {a.b} yc- 2* con -

:ef\dra 22 = {4 elenentos:

2 = {6 {{a, B}) "{e} {{a, b), c})

S) Diga s5{ las siquientes afirmaciones son cotrr;-ctas'o incorrec
tas: .
a} ¢-= {0}- ) )
b)Y 0 = {¢)
o) (x) = {{x}}
O (x} e ({x)} .
o & (ixh) _ ' . '
0 0, Iy = L), Exoy) o :
Soluciﬁn: - . .

a) Incorrecto: & no ticne c'.lemen'tos: {0) ‘tiene un elemento.

u i . - e e ot ,

bl Incorrecto: O no es un conjunto
i
c) Incorrects: elemento ¥ conjunto (ver inciso d}

d} Correcto: {x} ns elemento del conjunto {{x}}

rr






‘11

-

‘el. Correcto: ¢ =A, pars todo conjunto-A : o

£)° Incorrecto: {y) ¢ {{xhi{x, ¥})

g} si a,b,c ;on elementos cualesqguiera, determinar qué relacién

debe‘existlf entre ellos, de mode que sea clerta 1la 1gga1dad:

{{a,b)} = ({2,b,c}, {e,b}}

bado que el conjunto del ler. miembro ests constituldo por un
solo elemento gue es el conjunto a,b , pare que pueda veri?icaz

ge la igualdad, debe tenerse gue en el segundo miembro:
{a,b,c} = lc,b}

deriendo estos dos conluntos ser iguales al conjunto:(a,b} del

primey miembro:
{a,b) = {a,b,c) = (¢c,b}

- por 1o cual debe tenerse gue 2 = €

(5,5) « {a,b,a} = {a,b}

Ltn conclusifn: 8i a & c: ) ' . ,

{la,bly » lla,b,2), le,bl}

gperac:ones cun coniuntos.=

tni%u.- Se entiends por "unibn” de dos conjumtoes Ay B, el
cenlunte € que resulta al considerar € constituido por los
. o #

vicmerntos gye pettenecen 8 A 6 &. B & a ambos.

nrragcrhn: C.' ES d B

L Vremploes: . sean A w 11,2,3,8:; E = {3,4,5) .‘ . .

C=AULBE=11,7,3,4,5}

ARUB = {xijxc A& x ¢ B

Interseccion.~  Dados los conjuntos Ay B, el con;unio *inter =

seccibn™ D ticre por elémgntos aquellos que son comunes a2 A
- y a B: A .
.No\ucién: D=} n‘B N
D -‘A;"B = {x|x ¢ A y =xc B},
Ljemplo: A= abcidl; B o fe,d.el

D=a g = {c,dl} -

RN

Contunios ajenos (6 desunidos).- Das conjuntos B y B son ale
nos 51 1O Ltilienen nxngﬁn elemento comfing este es, 8l sy antersec-

wibh us ¢} conjunto vacio: A B = ¢. Ejemplo:

Aw {1,2,21; B = 15,6).






Afg=9s -

91 rmncia.~ La “difcrencia® E ‘de dos conjuntes A ¥ B es el
:Aniunta cuvos elementos estin en Ay no pertenecen 48

Serac:fAn: 2 = A-B
: = A-8 = ix'x € A,x £ B}

*-emnin: A= 41,2,3,4): B = {3,4,5}

L4 A-T o3 '1,2}

Tomtlemento. - rl ‘ccﬁplemento' del conjunte A es el conjunto

. cuyos elementos son los elementos del universo, que nNO per

iy

cipeCun o A. (OTIAa notacibn: A% = A= AC)
A' = O0-A » ixlx ¢ T,x ¢ A}

Ejemplo: Sean U = {a,e,i,o,u}; A = {a,el

AT = ti,0,u!

. \
. ‘Los cohceptns de unifin e interaeccidn pueden generalizarse para

mis Je dOS CONJUNRTOS:

n
UA mA UA U...UA
i=1 I 1 2 n

"
i Ol n n
A, = Al Az A

i=1 "

24

U A = ixlx e A para sl mencs una 1 ¢ S) .
s * . A

n Ay v Ixlx ¢ A para toda 1 ¢ 5}
k]

siendo el conjunto de subconjuntos (Rtll ¢ S}

s
Diaaranas de Venn (6 de Euler},- Son escuemas en log cuales los

conjuntos se representan como Sreas planas.







15

FArmulas ocnfrales para relacionar nflimero de elementos en conjun=

tos.- Relgeionaremos ¢} nBmero de elementos que hay en dos cén «
jun*os A y B, con el nGmcro de elémentos en los conjuntos

Lhup y aAPB,

Lesignemos sl nimero de elementos gue hay en un conjunto, diga -
mos c¢)l conjunto ‘A como n A. "{n A es un nGmero, no un conjun-

to!

Isvauviezcamos 'la sigquiente jaualdad entre dreas:

& sea:
_mA+n B = n(A U Bien{A "B
N .
problema: 'Todos los alumnos de una clase de gimnasia se insCri-
Len para nracticar natacifén (N} & atletismo {A). 6 ambos. Si
.huy 200 alymnos en Ja clase, y en la lista de inscritos en nata-
ct(L hay 104 nombres; en tant® gue para atletismo hay inscritos
130 sculdntos slumnos se knsct:ﬂxezon para pracoicar ﬁhbos depor-

Les?

Soclucibn: Aa) Empleando la férmula

n{N U A) = 200

nhi o= J0&;  nA = 1730

DE-CD-6

NN + nA=niNUAMRiN Py

- -

WonMH T A) = 104+4130-200 = 34
Ly con suxilio de diagrama de Venn.
(E04-nYex+ (130-x) = 200

234-x = 200

x = 34 = pnin Ny

Comprobar, pars ) ¢onjuntos A. B, €, la siguicnte férmula:

nA+nbenC = n(AUBUC)+n(AD Blen(A" Chen(BT C)-n(APN 8N C) * compro-

A = a+b+d+g

nC.md+ e+ fe+g

nAenlienC =

= avlbec+2d+2e+fedg =
[ AR BY S .y .. oy 4 B .
= {a+headry) (brcresgi+idre+ftg) =

’

s (atbecvisesiegie{beg)+ (degle (e+g)-g

= n{AUBUCY+n (AT BYen (Al Cyen(8N C)-niaf Bl )

nB=hbh+c+e+qg L

/4



1?

Formsgla qencrqf Para 1elacionar ¢l nimnro de elementos que exi1s-

L & ®m Cohlantan:*

1
1 2
[ c'.rr. Cm
LY SR NS nA - nth N A)e
i=1 ! 1~1 : 1% ‘_“‘- b
c? | cP ’
- . o=
t s RiA, A1'- N DR 85 S LAk Y7 WOy YYD
i<k : idda..e F
cm

swtidar:

l<p <m i,j,k.., = 1,2,3,....m

L ) ’ )
v, - nlwero o cumbiinaciones de mw objetos tomados p B

m-p

o
Cn Cm

oF s Dtmo1) tme2) ... imeped)
"
p: : )

57 - 1-2-8-L L s tp-l
m

. v ) .
'm - Cm * 1, para toca m = 0,1,2,...

L [Ormul.. se dumuecstra por induccidn matemitica en la segqun-

“Cu purte de estes nutas.

mm)"‘a

EY)

EJM\OS:-
P
sulucibn: . - o

. - n
nihUA UMY = nalﬂ_mz«sn:.:-nu.lﬂ Azl—q{kln LSS ELYE WL R

«n(h, VA

rl
1 PR LE

n-u'tado gue contuerda con el Gltimo problema, fi §1 =R Ay = B

solucifn:

- O oa yonth DALY - Ay
nththuhauh‘\ - nhl+nh2+n£§?nh“-nlhl Az) nlAl AJ) n{Al A‘)

Cae o L

.u.,- T et MR YRR, OAIN ALY
-nn, " A-J);Jn:AzﬂA“\-—MJ\'J“A‘HMA,. Ay Uagientn B AT AL

foal ARy n 6-£ Nay
3“1\41*11{)«2'.\3 Ajy=nin,y r, 3 &t

i) S m gyl o iETE . .:_<. ¢ Lok 1
Solucibn
uIAJUA2U.\]\1A‘U{\5) - nAltnhz'-bnA3+nA‘tfn?\5-

DoAY -ntA,? Ay)~
onia, MRy =nta P A -niny M AR B Aghenld, Ayl
. - n b . " .
eniAy MR R, M A R IA A TR TRy R Y-n (A DAL

. ) Al PRI “
TR O I VL f



4] f ] n n n n
on(Ax Az 53""‘“1 'hz"hq,'"'h1 AZ As)‘n(AJ AJ Ad]o

n L] N fi.y n n 4] 4]
-n(A1 A] AS!ORlAI Ay Aslvn(lz AJ A‘)ynlhz A] Aslo

N N n n - n n n -
onsz A‘ Asl*n(A] hy ‘AS} n{kl Az AJ A‘)

_ iy Np N — fa Np N _ Ny A A -
nery AR A -ntA, B AN AN A ntA DA Na N ag)

—ptp D n n Ny N n n
n.nz AJ L hs)intkl A2 AJ A, 55)

Opucrvaciones:

13} E% nimero de términes que debe tener el desarrollo de cada su-
- c

ma :i ‘es preclsamente C:. For ejerplg la suma -

CZ o mim-1) mz—m Ermi -
m* 1.7 " 7 ‘téminos.

prall tiene
1 - .

2) Todur los términus yue provienen del desarrollo de cualquier

Suma = . deben tener el mismo signo.

3} Los =sagnos de las diversas sumas ES,

ten @ Sumas 22 en cl sequndo mienbro.

4} EL nGmero total e términoas gue se obtiepen al desarrolliar

todas las spmqs:Z; del seyundo-miembro es” -1, per ejemplo,

en el desarrollo para m'§ S5 se abtuvieron: 25-1 = 32-1 = )]

t&rminos,

son alternados, y exis-

20
53 Kl fvvamo tlemino de) desarrollo puede escribirses
rz . ¢‘. )
' a n
n(Al aes Am) = n‘islni,
11K, ..5m
m % ’ ’ -
§) La asociatividad de .U Ay Y de A, se demyestza mis ade
) 1=1 1=1 .
pante. ' ' .

Frphlcma:  En una bolsa hay 50 objetos, de los guales:

14 sou de color éris nG = 14
13 son radiactivos S , tnk = 13
9 son on forma de :ubc ) . :nC = 9
4 ron grises y 1eactivos :n(GTR) = 5-
7 son grises’y c¢Gbicos ' :n(ﬁn cy =17
4 noun radiactivos y cObicos .:nlgn C) = 4

3 soun 9rises, radiactivos ¥

"
=)

&Gbicos _ n(GN RO C)

sensnfas nhietos no son na grises, ni radinctivos, n§ cubicos?

boluc:ﬁn a) Se busca :x = ntG URU C)tex = n(l-c v R u £}
.. aplxcando lu fOrmula. 14013&9 = nl(G U R U CI+S+1+4 -3
P - niG UR 'v ey = 23.
et T E, TNk

- x = 50-23 = 27

C ) Empteando dyaaromas de Vuenn:

lQ:S\ \ : . nGURUC =

= 4+5¢e2+1eT+] =

= 2]

[&; fﬁg?j£::§§qflgﬁbx_';=' --; gfr-ﬂn i
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A . . 2* mbtode: Haclendo ver gue A-Be AN BY; ademfs AN B'e A-p -
s nen = AN B, ' '

-~ nlG U RUC) = 50-2)e27 @] Sea x € A-B

- X CAXfB > x B

.~ 21 ob)etos (de los- xcAyxegB' «xg Alpe

58) no aon, ni grises, « A-Be AP B* {1

ni radiactivos, ni ecf -

bicos. h) Sea x ¢ AlB

- xCA y x¢B'

+xc Ay x £B<+x¢tAB

ﬁluuncs mérodos empleados para demostrar rezaciones entre con- ~AfB'e A-dD ... (2

vontes.= Aun cuando pars eutablecer la valide:z de una ecuacibn

entre conjuntos es sufliciente y basta con emplear una, cualqule de (1) ¥ (2) fesu}ta; A-B = AN B
B : ‘ ) .

ra de acibn, sucede, : N . .

ra de las_ téenicas que se dct§!{ar5n a continu . ede jer mitodo: ~ Construyendo una ~tabls de verdsd®.- Dado que un

- c os, un método ¢ articular resulta ara de
' a]uunu. casos, yue m «nop S + Ppara ag elemento x- 86l0 puede “estar” o "no estar® en un determinado

T . aytudiantes, mSs claro o expedito que loa Otros mé- . -
rrvpados o3t S, &Xp q. conjunto; indicamos con V (Verdad) en la tabla 81 x “esti® en

vdos. . - _u! conjuntoiiy con"ina F(Faino) =i x '*no’esti” en el conjunto.

PEET-ON ‘:li -

vars slustrur 105 ¢iversos wétodos, nos referiuwos a un ejemplo Las combiniciones posibles para conjuntos A y B son 1 i
20N las ai-

Concreto: supon(ames que se deseu probar la veracidad de 15.3- quientes:: -

fru il A= U= Al

b 2
,V - vV
v ) . i v : " R
- wiieninn: A pariar de las cofiniclomne: t \F =+ VF
A : l
- !
By ! . -—‘
r-u = Iulx v Ay x g U : . : . F/v ™
E NP - FF
= Ixixr Ay xf vt ) ) ‘ Se 4 X b . )
: . I . e demucstra que la.igualdad entre los dos miembros de una ecua-

cién entre r:onju_ntoi gqueda- establecida al las columr(an correlpo;\

. fy g - ’ ’ - ’
= A"B . . ) . dientes a cads micmbro de la ecuacifn gua en la tabla de verdac tie
N A At T I ML S L o . . T
t retal ot HER 1 e " > 3 1

oy -



* Ejemplo: sea la ecuacidn: -

‘23

ncn las mismas entradas (V & F) un los renglones correspondientes,

;[xr.a ICB[!tB'IKtA'B]x(AnB'
- ===

l v v -ﬁ ¥ Foo F
¢

L B v o v :
. = —_— —y
! F v | F ] F
M i
! F Fog. v i F l F

: —f

1* oObservacifn: Una tabla de verdad debe tener 2" renglones)

s'endo n el nhmero Jde conjuntos diferentes involucrados en la
nroposicifn que se desea denostrar {en el ejemplo antericr, los

conjuntos son Ay B;: por lo tanto n = 2; PR ren910n£=).

2“ Observacibpn.- Las ecuaciones Que relacionan OpPeraciones en-

tre éonjunLOs. en general, no admiten demostracifn medlance el dia

grama de Venn, ya que un diagrama de Venn no puede incluir todas
‘o Zituuclones posibles. comn 1o hace, por ¢jlemplo, una rabla

de verdad. !
) 1

LIH T adelant; se presentan erempleos quée ilustran 1o expuesto en

a

la 2 obser\!aciéi. .

brincipio de “dualidad“.- Si se intercambian las operaciones

i Lor U: cambiando ssimismo los conjunrtos U por- ¢ en cual -
fnuier cxprosidn entre conjuntos, la expresifn que results se de

nomina “"dual” de la cxpresibn origlnal.
v

24

AT e uay o

let dual es:

A VUTPA*) =

;: ciertos axjomas Implican sus propias duhlés, entonces el dual

de cuslguicr teorema que es consecuencia de los axicmas

. es tam-
bidn consecuencia de 1os axiomas® B

ur lo anterjor, "dado cualguier teoremA'y Bu demostraciSn, el
€ual del teorema -puede ser demostrado de manera anﬁloqa ‘usando
’

el du\l de cada paso sucesivo de la demostracidn original

De modo que, &1 un teorema es verdadero tambl&n lo es o) dual

de ese mismo teorema
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. LUYES DIt ALCGERA DL COMJUNTOS
. LEY puUAL
L
I
.= 1LUMPUTENCIA i' AU DA =& Al A - A
' '
* }
i . []
Joe COMMUTAYIVIZAD ! AU B =B UA Al p »pha !

LAUCIATTVILAD

AU TOUC) = [AUE) UC

AN (BN cj=qafi By N ¢ j

ah (suc)m (AP BIUAN C)

1.~ DISTLIEUTIVIOAD b AUE" C)e=(aum) D .
| f) [FAHe ;
: —i
: hOAUEm A AT = a
4.% JULNTIUAD i ' :
o ' | avi=0 Ahg = ¢ ,
|l AUAN =T IUFAR X’ ' A
6.= COMPLUMENTO ' _ .
i1 ur o= ¢ - U

~t

hL HDRGA'N

AUBs'={AN By

AN B m(AUB)

LHVOLICTON

(A*)" = A

L. i - ——

26

_Enycuuirds daremos un ejemplo en el que ee flustra cémo, neéannle

la splicacién de los migmos Taronamientos, es factible deducir de una

ley y, en forma paralela, la dual,

Supongamos gue te deses, a partir de la ley de idempotencia, dedu

€ir la ley Ae identidad, as! como su duals

A= AUA hipdtesis A -.A“A
~ fauvahg des = (A% A0 e
= (UA) A (A de 6 = AN AUAN A
= AU(AN A'}) - de ¢ = AD (AUA"}
=AU ¢ -t de & - ;" i)
A=AUG® ' Identidud A=l

[ I P T : )
Se comprueba que los pasos aeguidaa en la txansformacibn de. la

columna de la ‘fzquierda scn pracisamenta 1oa dualca de cada uno’

de los paso: ueguidos .en la dgﬂuccibn :enlxznda en la columna de
. -,
Techa. e - - . ' '

Obszérvese asimismo que no todas las leyes del Slgebra lietedasen

la tabla de la pigina anterior son independientes,

Como ejercicio, demostraremos la ley

J.= Ascciatividad:




ler. mérodo:

AU(BUC) = {x | x ¢t A & x ¢ BUC)

20.-

a)

b}

“{x ['xcAbxecBO6x e €}

={x | txchbxecB) &6xcc)

(Aualpc
método:

Sea x ¢ AU(BUC)
* XeceAOxXeBC »xeB b6 xe C
oBeaxtAOxcBS&xcC

S1 xc A= ¢ AUB = x £ (AUBIUC

‘SL x £ B+ x ¢ AUB = x ¢ (AUB)UC

S1 x £ C = x ¢ CUMAUB) » x ¢ (AUBJUC  (de 2)

+

AL {BUC) (AUBJUC ... (1)
51 x € (AUBJUC
xCAUBGxceC

+ e hAhbExeBBxcC

27

<

k€ A= xt AUtBUC)
51 x ¢ B - x ¢ (BUC) - x ¢ AU(BUC) -
§'. x'€ C » x ¢ {BUI) = x ¢ AU(BUC)
= {AUBIUC © AV{RYC) ... [2)
de (1) y (2):tAUBIUC = AU(BUC).= AUBUC
Jer mitodo
xt A x:B]Vx'c.Cﬂxl:NJB x ¢ (AUBIE (x £ BX | x ¢ AU®R)
|
v v v | v v v v
v v F ! v v v v
. . : l
PV F v Iy v v v
- b - RS, .
v F F i v v F. v
Ay o T ] "
F v LA 2 v v v
f v g G i
F v F v v v v
0
F F v | R v v v
) F F Follor F F F
p T
-V
N
v
Npo¥

NE

b

1l
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Y
o
F

v

NPy

fiercicios.~. Con base en las leyes del 8lgebra de conjuntos, de -
mOStIar:

1.- arfipeNCt = (AUBUCH!

Afgificry a (arfhpynce " tde 3)

Cnpyruey]’ tden

] ' éﬂ
C oumyucy) £ {de 7 y 8)

{AUBUC) * ’ (de 3} ’

2.~ AU{A' DN B) = AUB

AUGR* N B) = (AUA') NP (AUB) e ) i
o G0 (um {de €
t
= AUSB ) (de 5%

3.- [ta'uB) M (cur)y ] = AN (prUC")
<acusy 0 cun'y ] = {auB) M atuey ] 7 tde 2)

- D-U{aﬂc‘j. {de 4}

. 30
- gn'a'“_ign o (oe n
-« AN ahcy . {de B} .
= AN (grug') e 7)-
4.~ {AUBJUA*UB'} = . -
{AUBIU(A'UB*) -_ m‘.:a'wlcaun‘) . (de 2 ¥ 3)
-0Jo @ ; {de .S)‘
= J o | o {de 1) Co

A

5.— Con base en la formula dada anteriormente: nA+nB a n(AUBj+
ntAM B), deducir }a férmula para relactonar el ntmero de elemen
. T be - ¢ . ., . -

tos en treg coniuntos: nhA+nB+nC,
SoYueibn: ' ' ¢ ) ) ’

Por asociativicad: nlAUBUC) = n{AU(BUC))
por la fémula d;da‘parn 2 conjuntoa:
AIAULBUC) = nA+n(BUC}-n[ AM (BUC) ]
aplicando nuevamente la miama fOrmula:
AU (BUC} = nA+nB+nC-n{B% Cl-n (AN (BUC)) -
de la distrihutividad:

ntafuc) = nC (AP muan ey 7]

tedy 1r s 10y i e, 2 Y0 Al



n

#plicando la flravle pare 2 cdnjun:ns 2 este ﬁltino:

n(AUBUC) = nA+nBenC-n{8N C)en (AN p)-

-nAVC) enl (AN a}_h mhey ]

= RA+nBenC—n (AN Branta Cy—pigh

0 Lien:

6

versitarios acerca de qué idioma extxanjero-estaba; estudiando

nArngent = 0 {AUBUC) +n (AN Byan (AN Cientan )

Cr+n (AN uh ¢

-n{af ph ¢y

En una encuesta efectuada a urn grupc de 100 estudiantes uni-

eie semestre, se obtuvieron laa sigquientes renbuestna:

Idicma:

‘Francés (P)

Nimero de ehtudianteu:

26
Inglés (1) 48
Inglés (1} y Rusoc (R) ) B
Prancésa, pers no kuso 2)
Solsmente Francés . 1%
Francle e Inglés ! B
NingGn idioma 24

\
S& preqgunta:

1} iCuintos cursan Rusg?

i1} ¢Culntos toman Francls ¥

nR = 2?2

Ruso, pero no llevan Inglés?

. . oo .
0111) tCulntos curasan Franc€s y Ruso o Inglés, o ambowe?

0o Gnicamente 3 pasadas en la balanza.

.. - 1B « peso de B’ °

32

folucibn:
. Del disgrama de Venn:' )
' L {) aR e 18
6% ‘ 1) nrRRAIY = 0
R To'iga) n(FM (RUT) = 8

L Ne/24]

-3.- Se tienen 3 obietos: A, B, C, y se sabe que ninguno de 1os )

posa mis de 1 kg ni menos de 0.5 kg. Para determipar con exacti-
tyul.e! peso gue tiene tada unc de los cbjeiés,se emplea una balen
22; perc sta Onicamente registra, con precisifn, pesoa entre 1 y

2 kg, O '

- El problema consiste en determanar, con la balanta dada, con aS -

soluta precisién, el peso de cada uno de los 3 objetos, efectuan-
; h )

soluc;?g;; Para poder emplear la balanza, debarin pesarse 2

L . -
objatos conjuntamente.

nomenclatura: " = O ¥ {A, B, cf = !

na = 6eso'de‘A:" b N P :

nC = peso de C

nU = peso conjunto de los ) objetos,

s, = (B,C); 5

3 2

= (. C); S5 = Ia,B}.

ns, = peso de B y € juntos = nBenC .

n5, ™ peso de A ¥y C juntos = ph+rC
nS, “UPero GF A y B Juntos ® nhend,

. LU A
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Resuylta GnLONCes:
s1 u.s - s! U Sy =5, us, =0

2 3 1

n

n .
$;78, = A

n
5J 51-5

Hemps Visto gue:

fgy

£SyenS, = R(S;US I enis TSy )

3

- nU» nC

ns,ohsz = nOenc ... (1)

nsllonsJ s nii+nd N 3

ns.+ns, = 'nU+nh L0

InS_+n5.+nS.} = InUrnasnBenC = 4nl

1 2 3
50 - %(n51+n524n53). {0
tl] en (3):

. .
nszmsJ - itnsl+nsz+pssl+na

Sinpliticando, y despejlande nh se obtiene la primers de las si-

guicntes 3 ecuacicnes; las 7 sigulentes resultan de manera nna;o~

Ga:

n
L ' '
nA = F(nS,enSy-nS, ) _(¢3 (4} y (30
1, ' .
l'-LB - i(nslnxs)-nsz) tde (‘) Y l}))
ne - %‘nslqnszfnss) C tae (6 y (1) .

B.- Al director de una escuela secundaria mixta (coeducacional}

8¢ 1¢ presentan los siguientes datos estadfisticos tendientes a

reflejar el efecto detla prictica ds los deportbi en el aprove -

cramiento académico de los alumnos:

.La muessra consistib de 100 alunnos, 50 hombres y 50 mujeres. Pa-

&6 afio el 60 %, del cual 28 son rujeres y 32, hombres.
De los 100 que constituyen ia mdes:xa. 56 practican deporte y, de
estos 56, hay 36 hombres y 20 mujeres, ‘Se obperva que de los &0

aprobados, )4 scon deportistas, -y de estox 3, hay 30 bombres.
e e i

" El director pregunta: (Cufintas mujeres no-deportistas no pasarcn

ano? .

M P BRIV IS N NN A R . R

50lucitn:

1
RTINS R T Y A

nll = 100,° nH = 1Mi= 50y tnA & 605 o ou U7

n(ANH) = 28; n(AN M) = 32; nD = S§
nidNuy = 36; aidN M) = 20; (AN D) = 347
niaD DN HY = 30;  INCOGNITA: MMM D' N A%)

peros MO D N AYY w ni' N pr N Yy
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1

s

- - h [
- . . L
¢2) problema .-  anterior: ! f’x\o-\\
. N 2
. '
4
n(d 00" 'y = n{nUDURY®
: X
pere n(HUTUAY' = nl-n(HUDUA} &2 * nIMUAUD) = x+82
t
€zl problems 5.- anterior:
- o Xe@2 = 504 B0+06=28-20-3444
SUHURUDY = GHARARD-n(HY M -n (Y Di-n(AN D) +n(yN AN D) : -
x+B82 = 170-82 = 88
= 50+60456-32-36-34+30 x=6
MY - _ B : 3? solucién:
nin” DN a'y = n0-n{HUDUA) = 100-94 = € Cel diagrama de Venn se observa gue:
‘0 sea: El nfrmero de mujeres, que no practxcan.depogte ¥ qQue re- nM o= x+n (AN M) +n (MO O)-niuD AN ;Y.
orobaron el 2fo es 6. . . - . - . A
. ' ) ‘ o 50 = x+28+20-4 = x+34 -
el maérma ce Venn corre-sPOndlenta a e€ste problena es como sigues . . . ) ' x
S : . o T S T3
ThiGzioo R ' . N ’ " ’ M
l ! n{HUALD) = 94
1 , . ;
| [ i
: 5
[ 3 . - -
0% cotueion: - K | o _ Dibujar diaqramas de Venn, tales que verifiquen las siguientes e-

) cuaciones:
nIMUAUD) = nMenAsenD-n (MM AY-n (MUD)~n (A" DY4n(n" AR D) o
t.- anghg = (p-cil (Al gy
Dounde Se counocen todos los datos del segundo mienbro. Para com-

. . . Solucifn:
pletar los dates, purde recurrirss al ' siguiente d}aqrqma de Yenng

+
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Del diagrama:s

si ANcac - (1) = (2)
AftBNC « @ .

B-C‘--B L pera AN C « C = CC A,

[~ -

-{p-C1 N (af'c) = BN ANC

" De ahi que el diagrama de Venn aproplado puede sar el siguiente:
-B-C) M (AN C) = aMph¢ ;

2.- aPBNC = AR
Del diagrama:

Sxlusi8n;

A-(8-C) = (A-BJUC
Dado que AN A* = o; (para cualquier A) - gque para que se vert- : ' )

i - i o . —————

fiquz la ecuacifn en 2, basta que AN BN C =« ¢; como sucede,

tor ejenplo, ep ¢l diagrama de Venn acl problema 1.~ anterior (e~

£s muy importance observar que las 3 fdrmulas dadas no  tienen
x:sten muchos mAs posibilidades)

valider gencral., como puede demostrarse, por ejemplo, construyen-

3.0 A-iB-0) = (A-BYUC A do las tablas de verdad corraspondientes a cada caso.

Transtorrando e! 1% miembro de (13:
s-tr-C) = AM (B-C)'; toemostrade por 1 mbrodos)

= A (BT C')', f.or la misma raz&n de antes)

AT (B'UC): (for De Morgan)

= A Bur" ¢y tror destributividad)

(-myuian ey L (2)

Corparando los 2°' miechros de {1y vy (2)., siendo lq'uales los 19%

mfembros:



)8

frablema: Colocar Yos paréniesis necesarios en el neﬁundo m1em-

LiG de M™do que resulte clerta la siguiente Igualdad para todo

canjunto A, E:

A= B-(Af B} ] = A-z-B-A
SR
Solucifin: Dado que el conjunto del priméf.ﬁiembro 6{ estd
tien definidc, se podr¥ tener idea de qué coﬁjﬁnto.tepresenta ai

nos auxiliamos &e diagraras de Venn:

AN B © B=(aN B) A-Ce-(anB) 7]

por lo gue parece ser que A-[ B-(aN By} = A,

1o gue puede comprobarse {demostrarse) ¢on una tabla de verdad

lpara tcdo A, B)

T T :
1B ;‘!a“ﬁ fu-nf ey [ A-[B-(afny 7]
¥ v
; ——-
e N . n
. v . % asA-TTB- (AN Y]

]

~

40
Volvicndo ahora al sequndo miembro: y observando que B-Pp = 4

AL B-81-A ] = A= ¢~nT] = -9 = A,
Por lo euval, la icualdad propuests se verifica para todo conjunto
A, B, S11 . ’

A-CB-a" BT = A-C t8-B)-A )

Chefrvese que no funciona ninguna de las sigulentes posibilidades

€e colocacibn de.paréntesis en ¢l sequndo miembro:
' !

(A=B)~(B-A) = A-B » A
Ca~tBep) Jon = ¢ ¢ A
CtA-B)-B J~A = (A-B}-A = ¢ ¢ A

A-[BetB-A) ] e a-B ¢ A



@

Tiorime:  La cercicitn necesdaria y suficiente para qQue ua conjunto
E  Sca #! Cunplements €& Gotro €onjuntd A, es que aa verifiquen
simulidnuémente las dos condiciones siguientes:
ay AfE = ¢
'y Bl aus = Os

(b} es la dual de a))

Demoscracifn:  condicifn necesaria:

I..pStesis: B = A* .

AN B w AR A" = ¢
apimismo: _s.x. B = A' + AUB = AUA® = o
CUHGICIQH-SU‘JCIEH‘C ’ - . -

HipOtesis: AMMB=9,y AUB=U

B=gphi

- a;"‘ (AUR")

= (BN Ay {BM AY)

- (A“BJU{B“A'l:

dc la hipotuvsis; Af.‘b ‘- ]

- Baeua®an ' S
= (A*" MU(.A"'B!

= A*D (aus)

- v W

e lo nipoLesint H U = U
1o At h g
8 =X\

problema . Con base en ¢l tearemd anterior, demomtrax
ro .- ¢

De Morgan:’ .
(hupy = A* N Bt
fastard hacer ver quet
) taust U Atfepty =
Ta by tAus) MAthBTY =oe
puesto gue i hacemos AUR = C) h‘_’" Bt = D
' - cup=0+c*' =D

6 c"Dwpog~¢C" =D

Demostracifn de aj

(aus) U fA*0 B4 =

Ar

P T AN
T PEAR -

A.‘ﬁiiu's-] n- [‘Autaun')]
|- Emu,\) "031 " [AU IBUB')]
e yal oo Auﬁ]
o l:_iJ ve [

o .6." ﬁ'ﬁ

-2 [l

et L

e ( AUB }* = A'f B!

(AUB} l_m'] n [(.\ua') _nn']

42
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Q R ' .= Dulurminar 5 ui val iao ei Hijuacute raronamianto:
. ) . Tudos 103 cuudrados son rectingulos,
"I YivaCilipe das ). taeafg ‘!_-'__":r_,-'_'-i‘_‘."to‘ ara ;onﬂ!ehtoi 1@_1@0’ — ?ren!llh .
X Cai =M de 202204, ] "{ Todos los rectinqulos son paralelogramos,
Suponnuann que se ostablece la sigyuienta relacifn entre varios i .

: Por 1o tunvie, tudos los cuadrados
. Conclusifn:
- conjuntoy 30n paralelogramos,
ACTBH
o CeRe o
e . Nl - .
. <o ~ ul razonamiento es vilido
L.€M - . ) R
La conclusién es: ACH ' ’ 2.- (Ex v8lido el siguiente razonamiento?
£on v .

) ' Algunos problemas se rosgelven ma emft
t.ebe obsurvarse nue ja conclusifn anterior es vilida PZumISBS={ pro K rmateniticamente

unicamente s1 Coda COR)UNLO aparece no mis de una ver del lado hlg““?’ problemius son diffciles

derecho o del lado izguierdo.

. Por lo tanto, algunps Froblemas -
Conclusifn: . -
No pucde concluirse nada concrero acerca de los conjun{os matemiticos son diffciles, *
Ay B en el siguiente ojemulo: . . . '
AcC . . ! Aun cuando la conclusifn es correcta,
BEC , N

. 8%Ls s olbticne 'y un razonamiento

En todos los cagos siguientes se cumplen las condiciones falso: (8 {nvEiido),

dadas:

:mp1e§p¢6 las leyes de conjuntos es posible demostrarx que
loa conjuntos M y D del problem; anterior - MO nhecesariamente
tienen interseccién: el ‘diagramai '

PUMaP; PUDFP

{iPum) 0 {PUD)=p fApap

, , - PUCH Dy ap 1)
di mas de Venn ’
Laz leyes de los conjuntos y €1 uso de diagra ' Sabemon ademds que P U ¢ = P...(2)
iertos :
rueden conducir-a la detezminacibn de la valide:s de ¢© | Comparande (1} ¥ (2} vemos quc

) | 3 dados
tipos de razonamientos, como se ilustra en los e3jemplos ¢ | H 0D pucde ser ¢
a continuscibn: o i - MY b no nccesarizmente tienen interseccifn,
1 i .

, i " . i
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3.~ Analitar el siguiente razonsmiento

Todos los nifios son felices

Preminas .
Centen felices no asesinan
Por lo tanto, ningfn nifio es ) boede alirmariic oue, 383 AC B, las &reas rayadas an el diagrams
'cg;nclu.mn: - no s¢ SUPtCpun*n., ESta condicifn es egquivalente a:
asesino - )
~ . . -
£ AN = ¢
" Puusto gue la recfproca tambien es tierta, se concluye qua:
Del diagrama podemos concluir que el ' .
- razonamiento es vilido: '
. AC BerAlNa = b 1)
Analiticamente: NOF » N3 Po A = ¢ . . .
_R=HKnr . . .
' . { mi de .. {1
KA A= (O F)D A ) . a3f mismo, de .. (1}
-=N¥n (ra a .
: ' - ' [ o N ty e
HOA=N ¢ ' <. n'c AMerb (A,--'
- : Lt M i EERTIEN L R '
B nanh=¢ : )
‘ _ - - ) B'C A'ed ANBE" = g .. (2)
© * Ho existen gentes que sean gimultinearente nifios y asesinos . . ' ) -
o dgo (1) y (2)
=+ ningtn niho es asesino: -
Expregifn de A B en funeifn de las operaciones uniSn e interseccién ’ - AcBesn'e At L L(3)
Dado que e vAiida la conclusifn A C ni pe sabe que A By B C, con o ~ bur O_éfo ladu: . .0
viens expresar ¢l simbolo en funci6n de la unifn e interseccibn de : . \
dos conjuntos. ) -
Supongamos que A Br lo cual se indica mediante el siguiente \
diagrama de Venn: ' . . -
q . ) | "fl B ﬂ A __-.-__:A«-?: B_'_tr-‘ . . - AUS ,j ‘B - A ¢ B




47
AC B&sAN R o L))

AC. NesAUB = B .o 5)

Yammicn: A& D&FATUN « T ., (6) (durl de (1) )

—
A'ys = U | . /
} H
i
“AhC B 1
L]
L
=
Aus p U
- AgB
Ihewnseraciones analiticas:
t.= S oafsrma que AC De—phB = )
L.t facsdn: -
the fafte: hipbtesig: A B ) -

~ 51 x CA=xCB; por locual, 8i X CA y % ¢ B =

xeAl a-rcalhp . (1)

por utru 1ado, 83 x € AP+ xcA y xc 8

ex - A=ANL=n . {11)

. L] .t
de (i} y (ti} 2y .ulta:r APB = A

" o ’
2 partu: hapStesis: AN B = p -

emanuracifing 88 AN p a A« A= pfi g (a}

1era, pera todo K, B e Ui Afsea B .. (8)
e {4}y (3) tu concluye que A C B

Z.- bemnsuar ave .A"_B =hA=~alp" a,

+

e Eteelu; A - ATt - a0 gy & a0 L

nhn tBlrIB| lh".: -4

S AR D w A cquivale &8 Al gy - 4

o= Ulnestrar Que AMNB' =, = A'UR = “.

- Mrlicand. 13 lev ¢o Ue Korgan a A" B' « ¢ e obtianst A'UB =

1. gewnstiar mua ¢ = AN EBY o AuR » p,

VB~ (AP ntius = (AUBY D (B'UB) = (AUBIN YT - aye

\
it

A Ur T 'équiva!.é 4 Aug ‘- B

L s
En roesNumeny

nre Lt
At =3
A n § g e
AUD = B

TALUE SN



rroblema:
e0ué conclusiones pueden derivarse de las szguxentei propasicio~’

nes?

a) Todes lor estudiantes inscritos en deportes juegan o beisbol o
futbol (o ambos).

b) Ho es permitido jucar beisbol’'y ser ademis miembro del equipo
de natacabrn,

¢) Los que rno forman parte del equipo de natacifn, deben practicar

etletismo. -

Solucifn: Defipamos los siguientes conjuntos:

Todos los cstudiantes inscritos en deportes

Conjunto que juega beisbol.

w w o
[ ]

= Conjunte que juega futbol. : -

z
[ ]

Conjuntn en el equipo de natacibn.

A = Conjuntou._en ¢l equipo de atletismo. ’ :

Simbdlicamente, las proposiciones dadaz se eacriben:

a} surs=1>0
by Bl Ha=oe
c) NcCA

Hemos Visto que e) ¥ b} son equlvnleﬁtes as

sy BUP = U2 B'C PO T'E B

b) "N =9 7 BC N* 6 NC B’

d¢ 10 Cual tomamos:

4) 'S B

bt B & N

de ¢) M'& A

taut:SLh Quu

e .
- P'c A

En resumen, las conclusiones sonm:

B A

t.- P’ N = HNCF

} - P'C N ONET

30

wodos 1og miembros del equipo de natacifn jgagln futbel.

2.-

nc A

fodns los que juegan beisbol estin en &l aquipo de atletismo.

3.
Todos

Teorema,- Dos tonjuntos A y B

L

F'C A

1"

son iguales i,y s6lu si,se

verifice unh, cualquiera,de las dos condiciones que s« afpr. -

san a continuacion:

a) (A=BIU(B=A} = ¢

by (A'BOYUA D) =

-

lo;:que'no'juegan futbol estin en el equipo de atletismo.
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Pemastiacifn do L
Cfuphtesis: (AP BOUATANL - o
vara que 14 unibn de dos conjuntos pueda ser igual al conjunto ¢

€3 necesario que cada conjunto sez ¢, puesto que ¢ U 6 = §

A =B

» afp =g - ACB}

AMfipma- Boa
RucTfurovamenta:
Hipbtesis A = 8

AR EUA* D DY) = (AP AYJULAT N p) =

Prdbxeﬁa; Con base en el ¢ltimo te rema; dep05tra§ que en el pro

blemd antcrjor, es factible

Suvlucibn: Debemds buscar bajo

cions
(1!"r;:u1N'“?) -'o -
De 12 3% conclusi6n obtenida:
NCP - o A
BT LN SR

Ny ey

e verifica la ecua

o s2

w ot

Jo anterior no verifica si P& N = P pusde ser igual a N
. :

—

pP=A]|FanN

Dol diagrama se comprueba que.se cumplen todas las condiciones

Jidus y las epnclusigpps obtenidas, esto as:

sur=10

B Nnw=e DATOS

N'C A

NEF

BC A [ CUNCLUS IONES

F'aa

Pares ordenndos.- Sean dos elementos: & y by si designamos co-

‘mo primer elemento a uno dc ellos, digamos a, ¥y al elemento bcomo

écgunQO. tendremos definido un par ordenado, el qus fs reptesenta

-QUMO $ lq. bl. [ .

||..Jl

jyualdad.- Dos pares ordenados ion'iguales i, y #6lo s{ sus pri-
Aeros elementos Son igua!cll siendo asimisne iguales sus segundos

tlementos; esto ea: (A, b)Y = (¢, dl+=h a mc, b w g
fbservaciovnes:
.- 482, Hry (3, 2

2.~ Los pafcs ordenados pueden estar constituidos con sl pri-

mer elemento igual al segupdo: (a, a) = (35, 3)






sy . , ' _ _ 5

th, b} # (1, 2) . 1), st awb= [la),{a,b)} = {in),{a,n}) = [{a},{al}= L{a}}

Los puﬁtos del plano coordcnado aon ejemplos conocidos de pfze- _ {con 1o cual queda demostrada la afirmacién IT1).de (1)

CeraenedoZ. . 1ted, {c,dv) - ttat}, < Uecl) = Llal}; « (e} = ta), = a -e.

Se 43 com definicifn de par ordenado la alxgulentet puesto que 51 & = b~ b = 2, se obtienc asinisno b = d

{u.t0 = [:ai,ta,brt: <9 donde [a,b) es un conjunto (par no ordenado). <11 si & ¢ b, resulta que, Por tener ambos miembros de la igual-

« ¢} conjunte ial- determina cudl de loz elementos del conjunto . _ dad 1) ¢ wmism, nfiecro de clemencos. = ¢ ¢ & obtanifndosa de

{a.1) stahe considerarse coneo porimer elemento del par. (1) quess

tal ¢ tic!, {c,aWy

Lun h$s¢ en 1a definicién anterior, ae demogtrarin algunas de las

. puesto que: f{a} # lc,d)} - {a)} ="t}
at)rmaciones ‘iechas arteriormente:. . . _
' f
- g =&

1.- tu.L) = {c,dl¢=pa v c; b=4d . _ i
‘ . ¥or ocro lato, de (1)1 o e

11,- fa,ld F (ba), 8l a ¥ L ! : - k

. 0 : “lacbl e {le}  feld)) T L

171.- Si{ un par ordenado tiecne sus dos cocordenadas igualeg, re- Ty : .8 ¢ b

ls"“‘." tu,a} = {1a}: [ ' ‘ ' ; ’_‘“"‘ {"'}" y :{‘.:’.: Lt f on e
DumeoLlTaCciOneL: S ' v MaLbtm (G 3T T e T

. B Y N .
1.- ) nipbeesis: (a,b) = (c.d) pucsto que results a = ¢, ~ b= d; yaque a ¥ bd; con lo cul
-~ . . su completa la demostracifn de la parte 1 a)
Se demostrard cue 8 = €3 b = d, | . )
. f1.-b} NipOtesie: a = ¢; b= d -
en erecto: (a,b} = {la),la,b)): asimismo: (c,d} = {lc}, {c,at} ! 3 ) i
i . ; S dumosirard que  (a,b) = (cC di’. *
por hipbresiss (lal,la,b}) = ttel, te,2)) ... (1) g . .
' . ‘ ) . En ciecto, de la hipStesis resultans
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tal = fcl; ta,b) = fc,dt
S {a), (a,bl) = {{c), lc.d)})

* {a,b} = [c,d)

.

17.- HipStesis a ¥ B conclunifn: (a,b) ¢ (b,a}).
Por definic:iln:
fa,b) = (fal, {a,b)}; (b,u) = {),{b,a): ‘ -

s1: ap¢ b, = {a} ¥ (b}, = Hal, 1a,%} ¢ 1), b,a)}

+ fa.b} A {(b,a}

Obsérvene que lu an'arior se veriffca aun cuando: fa,b) = (b,a},

para teda a, b.

Producto cartesiane <o consuntos,-~ Darlos dos conjuntos A y -8B,

el “producte cartesiuno® de Ay 8 es 2l conjunte cuyos elemen

tos son todos los pares ur.unados {a, b) tales que at AyDbe B:
AxB =({abllaca, bc 8
Ejemplo: Sea A = ‘'iu,bl: B & Ix, y, 2}

AxB = '3, x1, ta, y). {3, zv, (b, x}, (b, ¥}, {b, 1))

Obséirvese gne: ntA x B = nh x nB; en cl ejumplor nA = 2;

nB B 1 =+ nA x D = 6+ n{A x B = 6

La def{nici6n anterior pwrde yenerallzarse para formar productos

.

cartesiancs de cualquier nduero de conjuntodi

AXEX ooo XHN= :(a,b,...n:ln' c Ab € Booan,t € N} -

cjemplo: Secan:

b/cl
1™—c

,,rf"b e,
1\ ey
h,— 1

3~ <,

~N

a

[
b/l

/l\\c
2

[
g
a
2

— b
?\C
\ 2
—:, _.--"‘1
""""-c,

(,

AxB!C_-'-'-(dl

Ejercicfos: '

1.~ DemostEaT que:

a} A x iy

bycHa;bye

A= {.s,..a?

)

fex.yt!lx r A, y y c BC}

8 ~ fb.by.bylic LY

resuleon 12 ternas ordenadas

MAixnB x nC =n{Ax5xC) =12

-

Ax (BNC) = (A x B} (A xC)

I(x.r\lx:h.ycﬂyy:c)

f,yt [ 0c,y) € A x 8y (x.y) € AxC)

A x 8} (A xC)

S (8,58 ) (a;ByC oY cueneun (B505C ) 12,055 5) }
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utro métedo:

L)

Sea {x.¥) ¢ A x (8P C)

L}

xtA yephce
s xch, yt'bhrryecC

- (x,¥} ¢t (A xB) Y (x,¥) € {Ah xC)

byl e Ax BN (Ax )
-AaxiBfore (A x B} (A x C).[1)

Sea (x,y) ¢t (A'x BYD (A x ©)

(x,y) c Ax By (x,v) £ AxC
-xth yyl:hyc
+xch yycsnNc

tx,y) ¢ A x {BN )

axhaxcre ax (B10)...(2)

e (1) ¥y (D)o

Ax {80C) = (Ax BN (A xC)

Far L

Py

¢} Tubla de verdad:

| = b yu w {x.yle x.y)e {x.yit
N D clisfc| s Aaxs AxC

x,y)¢
AxB*"Ax®)

v v : v v v

v v ¥ P F v F | F
v | r| vy F . f v F
v R | rjordoF F F F
»‘,v vy v F F F r
F v PI!‘ F F P r
: r v F F F r r
RS RE F F r
t K

2.- Domstrar que 51 ACB y CED « (A x C)C(B x D}

a) Scat (x,¥) ¢ AxC

Lt x LA Yy ycf -
ST .
R

pero, por hipscesisT AEB ¥ €ED

-~ 58 x b ; ytﬁ-tx.y)l:'sxb'_

- si (x,¥) £ (A X C} = (x,¥) ¢ (B x D)

- (A x Cle (B x D)

oteo mértodo:

bY (A mCryC& (B x D)

58
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trx ) P xp) s AXxC,

g lels]all s {e[r]8is ro " :
~ ) ' i ‘ de 5y 1o
l o idu ly ﬂ
r A . x y'_cl yeD || tx,yre itx,y}r.&d) 156‘:1 x,y)¢e |
i - : . "] v
xh:x/.kly:Diy{C‘EAxC II)J lyd 2y3 2y f
! . ! by l ’ v v
~ v iv v ! v Y ‘ l
) v
v ; v ] Pllov | v A v
' ) v v
v v ‘ F l v F Al F |V v
|
v irlr ¥ CFLF|FF F f
e T T T v
v ¥, [ v 1 v ji v I_h 1 |
- 0 r v v
v o, F 1V ‘ ¥ v v |
| v v v
s L S F F ! v
R ‘ F F
v r tr oy |I r rlrtr |F
_— __—-l B L - - v . v_
! v v | v I F F|{F |V
i i ! ' v v
! v L v } F |] F |F 1P jVv
: v : »
v Lp v !! F 1 F P |F |V v
! : F
voow i e 1R b F Tetrle [ F
e _ ' ‘
- ' F F
Forbv vl oF jrlrjr [r )
- — : _ -
F L F Y lF or Iir F P |F. F
v T r T - P r. F
SR N ISR I LV ﬂ F FiF {F ‘
h F
N N e - rlr lF [F |
i L N H

ta tatla nus

‘(A uCIUB x0) » B RD

-

fA x C}€ tB x D)

demucstra que

E

&0
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CCAPITULO | EL SISTEMA DE LOS NUMERQS REALES -

INTRODUCCION

Es &1ficil precisar cuindo aparecen en la historia los primeros nfme-

[0S, pero tenemas la certea de que £stos fueron los llamados nfimeros

natuzales {1, 2, 3,...], los cuales surgieron de 12 necesidad de con -
ter.

Tan pronto como el hombre dejd de ser nfimacda para dedicarse a la agryi
cultura y sl comercio, tuvo necesidad de cesarrollar formas cada vez
cnTores para Gontar y-para representar los nlmeros. E! estudio de cg
1o tales formas han evolucionado hasta convertirse en las actuales me
recerfa por si wolo un libro completo. -

E}! hombre ptrimitive requerfa @nicamente de los primeros nfimeros natu-
reles para contar. 5in embarga, con el advenimiento de la civiliza -
cien hube de utilizar némeros mis y mds grandes, hasta que los anti =
quos qriegos dieron el salto al audaz conceptro de infinito} nocién
‘que requirif de un alto grado de abstraccidn por ir mis alld de toda
experiencia f{sica. ’

- 2 =

Curiosamente, el paso de los enteros positivos a los negati{vos resul
té mis d(ffcil. Llos n@meros negativos aparecieron como soluciones

de ecuaciones tan pronto como los matemiticos se ocuparon del 8193 -
bra. Los griegos, m&s preocupados por la geometrfa que por el flge-
bra, descartaron los -nlmeros negativos al no poder representarlos
gri&ficamente y adaptarlos a su qeometrfa; mientras gue los chinos y
los hindfies, por el contrarie, reconocieron la-existencia de nimeros
negativos afin ;ntes he 1a era cristiana. Los ntmeros negativos, sin
embargo, no fueron incorperades completamente al cuerpo de las natem£
ticas sinc hasta 1545 con la publicacién de la obra de Girolamo Carda

no, "Ars Magna®.

Los n&meros.racionales {0 fracciones) son mis antiguos que los ndme =
ros negativos. Estos ndmaros aparecen en los mis primitivos escritos
matemiticos como el papiroc Rhind, obra legada por la cultura egipcia.

Los nﬁmeros'ifracionales tienen tambifn urna larga historia. La nece-
sidad de estos nimeros se hablfa prescntadb ye a los antiguos grieqos.
en sus estudios geométricos; sin embargo, no se encontraron métodos

satisfactorios para la construccidn de cans.n&meroa‘a partir de los
racicnales sino hasta el siglo XIX con los trabajos de Richard Dede -

kind. Fue en este siglo cuando los matem!tico:llograron dar unidad y

fundamento 183ico, al estudioc de los nimeroa,, .. -

. o ‘\ N . . .
En el afio de 1889, Giuseppe Feano propuse cinco axiomas o postulados
que caracterizan completamente al conjunto- de los nCmercs naturales;
estas cinco postulados se utilizaron como punto_de partida para una
construccifin ;total del sistema de los ndmchs reales.

<

Actualmente, el estudio de los ndmeros realcs se puede emprender des-

de dos puntos de vista fundamentalmente distintos.

Uno ‘de ellos es el conocido come *método constructivo”™, en el cual



se estudian primero los nfimeros naturales y & partir de ellos se in -
troducen los enterod, que a su ver sirven come base para definir los
nlreros racionales; por Gltimo, introduciendo los nlrmeros irracfona -
les, se cocpleta la construccién,

Zl otro punto de vista es el llamade *enfoque axiomitico®, en el cual
los nlrmercs realel se definen cozo entes que satisfacen un conjunto
de proptedades ya conocidas. '

El enfoque axiczitico aprovecha, por as{ decirlo, los resulitados de
eafyerzods de generaciones Ce matemSticos, para tomarlos como punto de
partida. El método constructivo, por el contrario, se identifica mis
con 1a evolucién histérica de las matemiticas. Las propiedades que
en el segundo enfoque se aceptan ¢omo axiomas, en el mftodo construc~
tivo constituyen teoremas y por tanto deben ser demosatradas. |

La prescntacxﬁﬁ que aquf haremos se asemeja mis al método. canstructi-

ve, pues Creemos que esto contribuye a la comprensifn de los concep -_'

tos fundamentales. Sin erbargo, no nos preocuparemcs demastiado por
cubrir clertos aspectos formales de la construccifin, pues ello podria
deaviar la atenciSn hacia aspectos que no soh de importancia fundamen
tal en una ptinéta aproximacifn ;1 estudio de los nfmeros. EI1 léctot
ALnteresado en los aspettos formaies puede recurrir a las referencias.
{1} y (2} que, esperazos, le dejardn satisthho.

I.1 CONTAR

Sequranente todos leos que estudien este libro sabrin contar, pero qui
1& muy pocoa se habrin prequntado qué es contar,

Cantar es, en escncla, comparac., .

El primer pazo hacia contar lo conutituye ls noctifn de pluralidad o

cantidad, nﬁcidn primitiva que poseen ya inteligencias poco desarro-

1ladas, come las de algunos animazles. Los nlmeros vienen despuls y'
constituyen un patrfn o referencia para estableder la comparacién eh
tre cantidades. ' 3

Cn pequefio de dos afios que juszga ccn tris caferas en su cuna percibe
cuando se le esconde alguna de ellas: esto es, posee la nocién de can
tidad, aunque no sabe contar.

S1 las esferas con gque el nifio juega fueran diez, en lugar de tres,
diffcilmente percibirfa cuaﬁdo una de ellas le fuera escondida. Sin
embargo, si comparaia las esferas con cada uno de sus dedos, segura -
mente ;9 darfs cuenta cuando faltara alguna, tEstarfa contandoy

El proceso de contar, azf{ pues, se fundamenta en el de “aparear®;
proceso al que los matemfticos llaman “establecer una correspondencia

uno a uno®,

Para abundar sobre este concepto, consideremos un salén donde hay.st-
llas ¥ peraonas; para saber s3i{ la cantidad de s{llas es igual a 1a
de personas bastard con pcdir a Estas que se sienten. Si lobranzsl -
1las’ o perséaa;ﬁlégéé;o;‘qui E;; ;}s de lns primeras o mis de lax se- -
gundas, pero 3l no aobran sillas v "todas laa personas estin ‘sentadas
diremos que hay tantas s{llag como personas, esto es, existe una *co-.
:xespondencin tno a uno entra el conjunto de uxilu- y el conjunto de

sy e
personnn que se encuentrnn en el 5a16n.

E [EEIPS I N TR (I S : . [
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“Eou v . .
Para contar, sin embarge, se.requiere aderis seleccionar un patrdn
que nos sirva como referencia para comparar, Este patrén es la llama
da "escala de los nfimeros naturales® que todos conocemos:

1, 2,3, 4, 5, -..

Cuando contamos un conjunto de objetos, lo que hacemos es poner en €O



zrespcndenc!a uno a uno los objetos que contamo: con los primeros nd
meros naturales, a partir del uno; el dltimo nfmero con el que esta-

blecemos la correspondencia nos indica la cantidad de objetos que tie

re el conjunto. Asf, #1 deseamos contar las letras de la _palabra
"ALGEBRA®, establetemos la correspondencia:

Y encontrasos que tiene sjete letras.

Cabe resaltar que la palabra "siete” es un nomhbre que st ha asignado
al nirero, €e la misma manera que el caricter “7” es un simbolo Jue

se utiliza para representarlo. 'Los sfimbolos que se emplean para'rg '

presentar nGreroe se llaman numerales,

Es importante no confundir al pGmera, que es una idea abstracta, con

sy nombre 0 con su nuzeral, que NG son mis que una palabra o un simbo

lo que se erplean para distinguirlo. El nfimero siete, po§ ejehplo;
corstituye una idea finica; aungue en diferentes lenguas y épocas se:
hayan ecpleado otras palabras y nurerales para referirse a ells; como

la palabra *seven” en inglé&a y el numeral *VII® en la numeracifn roma

na.

1.2 LOS NUMEROS NATURALES

A contfnuac!ﬁn definiremos los nimeros naturales, las operaciones da
adiciln y multiplicacifn ¥ algunos Otros conceptos relac{onados con
elles. El lector podri preguntarse, no sin razbn, cufl es el objeto
de definir conceptos “tan conocidos;. Una respuests ¢35 -Gue estamos
tratando de construir el gistema de los nimeros reales, y para ello
necensitameos partir de bases s8lidas definidas formalmente. Con esta
idea buscamos definiciones que nos pernitah demastrar prdpiedades de
los nimeros; propiedadei que les dan unidad y gracies a las cuales
podemos hablar de ellos como un sistema.

La tarea gue ahora emprendemos puede parecer aléo ardua, especialmen=
te porgue estamos en la etapa de tratdr de establecer los conceptos
ofs bisicos. Sirva de consuelo notar que noc fué sino hasta 1889, si-

. glos después de que todo mundo usabhd nlmeros y hacla operacilones- con

ellos, cuando un matemftica — Peano— fué capaz de plantear las ideas

N

que ahora noOs OCUPAN. -l 15t o m oo g .

LR LI Had . H i

- Postulados de Peans *
1 (A

- O A O ;A [
Los cinco ax;omaa 8 que noa referimos en 1a 1ntroduccxdn Yy que defi -

nen al conjunto de lo: ndmeroa natuznles. son los sigufentes:




premempee s s 7.

I.2.1 DEFINICION (Postulados de Peano)

El conjunto N de lcs nfimeros naturales es tal gues

i} le N,

i} para cada n £ N existe un tnico n* ¢ N, llamado el =g
guiente de n.

111?' Para cada n £ N se tiene éue n* ¥ 1,

iv) sl =, n't Hy m* = n*, entonces m = q,
v) Todo subconjunto de S de N que tenga las propiedades:
a) 1 ¢ S

b} % £ S implica que X®* ¢ S

es el mismo conjunto W . -

Los postulados 1) a v} coinciden con algunas de las propiedades que

intuitivamente aceptacos pa:a'los nfimercs naturales; empero, la 1mp05'

terci de estos postulados estriba en que son suficilentes para dedu -
€ir, a partir de ellos, todas las propiedades cde los ntmeros patura -

les. ,

2l primero de estos pcstuladoséatablece que el nimero uno {(que se
considera conocido) es un nffero natural.

El segundo nos indica que s{ clegimos un nlmero natural, sea cual fue
re fste, a dicho nlmero correspende uno y s6lo un ntimero natural lla-
rado su “"sigulente”,

El postulado 111) arrojs como consecuenci{a que el nlmero uno es el
primer nimero natural, puesto que no es el siguiente de ninguno.

El postulado iv) nos dice que dos nfimeros haturales cuyos siguientes
sean fguales son, en rca}!dad, ¢l mismo nlmerc., De este postulado y
de la unicidad del siguiente, establecida en el postulado {1}, se si=
gue también que dos nfimercs naturales diferentes tienen diferentes 1Y
gquientes. ' _
E)l postulado v} nos dice que podemos alcanzar cualquier némero naty -
ral partiendo del uno y recorriendo los siguientes uno a uno hasta
llegar al nfimero natural deseado, Este postulado, conocido a menudo
como *principio de induccién®, es el fundazento del método de demos -
tracisn por Induccifin Matemitica gue trataremos posteriormente,

Como el lector se habrs dado cuenta, los postulados de Peano estable
cen las prepiedades "intrinsecas®, por llamarles de ‘alguna sanera,
de los nfimeros naturales: otras propfedades son las algebraicas, dque
séqutamente el lector yvya conoce, las cuales son consecuencia de 1la
introduccifn de las operaciones con nreros naturales, de las que o

nos hemos ocupado afin,

- La adicibn en N

ko

I.2.2°° pEFINICION ° i
: CondL S Lo der A P AR i

‘?1,’('i6;* 1 L‘ni}'bi?a todo'n € Ni% o
RFTIN

n o+ m* = [n + m*, siempre qbe n ¢ k estd definido

'La definicién Anterior buede porecernos en principio -extraia; gin em-

bargo, recocrdemos que s8lo podemos apoyarnos en los poslulados de Peas
no para establecerla, ya que dichos postulados constituyen el funda -
mento que hemos elegido para desarrollar el sistema de los Nireros Na

turales.

LN 1




.

.Para tlustrar el empleo de la definicién 1.2.2 en el cdlculo de una
Suta, obtengamos el valor de £ + 1 siguiendo paso s paso la defini -
ctén, ’ : A

Para poder ap}tcar 11}, escribimos
B+ 3 =g ¢ 2

fuesto que 3 es e)l siguiente de 2. Ahora, Qe {1} se sigue que
é + 3= (8 + 2}

Fuesto que la definicién no nos dice cual es el valor de 8 + 2 aplica
=os nuevamente 11}, para lo cual hacemos ’

B+ 3 a (B4 1%)e

pPuesto que 2 es el sigquiente de 1. Entonces, de i1) tenemos que

B + 1= ({8 + 1)*)»*

Anora podemos ya aplicar el inciso 2} de la def}ntcién, de donde

&€ ¢ 3 = (lB*)")"

Comn 8% = 9, 9* » 10 y 10* = 11, queda
B+ ) = (3%)*
8§+ 3= 10"

8+ 3 s 11 ’ - .

con 1o que Obtrnemos el resultado que el lector ya conocla.

O
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Como puede verse en el ejemple anterior ia definicién I.2.2 es re -
cursiva, y ademis nos dice que para sumAr n + n debemos :acor:eé B

nfmeros naturales consecutivos a partir de n.

La adicifn, asf definids, satisface laa sigulentes propledades, que

seguramente ya -son del :caqcimtenco del lector.

1.2.3 TEOREMA

Para todom, n, p € N:

1) m+nenN . - cerradura
i1} m+ (n+ p) = (m+n} +p asociatividad
fify m+ n=n+m conmutatividad

iv}] sim+ p=n+ p, entonces B = n -cancelacifn

DEMOSTRACION

i) Sea m un nfimero natural y formenos_el conjunto
S={n]neNy (m+n) cH} A
este es:  un elements del -cOnjunto S es un nfimero natural o

que al sumarse con m da como resultade otro nmero natural.

_Para'dehostrar Ia'pr?piedad de cerradurz bastar§ ‘con probar
que S €s el fonjunto de todos los nlmeros paturales, lo que
haremos apoyindonoes en e}l guinto postulado de Peano como si-

gue.
1) m + 1 = m*, por 1) de Ja definicién I.2.2
m+ 1 ¢ N, por {1} de la definicién I.2.1.

Lueyo 1 ¢ S, .
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II) Sea X ¢ 5; es decir: kK c N ym+ k€N - === {1)

Cocom + k £ N, del inciso {1) de 1.2.1
(m+k)}* ¢ N
Yy del inciso 2f) de 1.2,2
m+ k* €N . - == = (2)

Adenss, como kX £ M, del inciso (1) de I.2.1

- 12 =

Para derostrar que P(n) es verdadera para todos los nGreros naty
rales, bastarf con probar que § = N; para 1o cual haceros lo si-

guiente:

I} Verificar que P(1) es verdsdera (esto equivale a verificar

que i1 € S).

k® ¢ H - - =~ {3) N
II) Demostrar que sl P(k) es verdadera entonces P(k + 1} es ver-
Finalmente, de (1), (2} y (3} se tiene que .
: dadera {esto equivale a demostrar que k € § =b (k ¢ 1) ¢ 5).
k € 5 implica que k* ¢ S.

Con lo gue hemas probado que 5 es el conjunto de todos los A partir de 1) ¥y II), y del quinto postulado de Peano, podemos

nlmeros naturales. - . ) . conclulr que P(n) ea verdadera para todo n ¢ N.
Las propiedades 11} y £11) pueden demostrarse en forma Snaloga;
para una demostracifin dE iv) puede congultarse la referencia 2 . 1,2.4 EJEMPLOS

pig. 96.
a} Conaideremos el conjunto de los nlmeros impares

Induccifn MatecmScica {x | x=»2n -1, nc N} = {1,3,5,7.%,...}

La iéea fundamental bajo la cual se desarrolls la demosatracién §1 spumamos sus doa primeros elementos obtenemod

anterior puede generalizarse ‘para cualquier enuncindé relativo a ' 1 ;53.0:‘,

los nfitere ¥ . ' i - .
nfiteros hatuFA)es Las demo;traciones as{ realizadas recl Este resultado pucde -tambifn -eXpresarsc como

ben el pombre de “demostraciones por induccién matemitica® y su . e . Cr ot e ) .
. [ 1+ 3 =72 ’ ’ ) ’

desarrollo general, con fundamento en el quinto postulado de Fea .

no, e85 el siguiente: ‘ ’ ’ De manera semejante . ! Le v

S - T U - B S G WA H
Sea PIn) una proposicifn snunciada para todos 1os nfmeros natura 1+¢3450= 32" '
les, y sea
. 143+5+ 7 =4}
S=1{n ]| ntHy P(n) es verdadera)
= ’ ' £4to nos hace suponer que la suma de los n prineros nmcros impa-

res es fgual a n?! Es decirs






1 ¢3+5¢ ...¢ (2n~-1) «pt - === P(n)

La generaliracién anterior, representada por P(n), se obtuve del.

anilisis de tres casos particulares, los que fueron-extrapolados
con ayuda del supuesto *sentido comln®; sin emba:gé, hasta ahora
s8lo poderns asegurar d;e la proposiciln P(n) ea verdadera para
B=2, n=3ymn = 4, Para tener 1a certe;g de que P(;) sa cum-
ple sin izportar cua} sea ¢l nimero natural n, haremos la demos-

tracibn, por induccién matemaﬁtca, de] siguiente enunciado:
1+3+%Se...¢1{2n-1)=n?, para todo n ¢ H,

Dexmoseracifn

I} Para n --l, el primar miembro de Pin} tiene g81o un término y

f(ll es .

1= (13t

"Por tanto P(1) es verdadera,
:xxl A pariir de que P(k) es verdaders debemos concluir que
Ptk + 1) es tambifn verdadera.
Suponemos entonces que P{k} es verdadera; es decirs

143 &35+ ...+ (2k=1) X! .- == (1

[donde el primer riembro represents la suma de los k primeros nd

meros imparee).

_Como Pk ¢ 1} esx

1+ 3+ 5 ¢ .00 4 (2x ¢ 1) = (kK + 13 - - ()

{dtnda al primer misnghro fepresenta la aura de los k 4 1 prime -

fos rGoerus Lrpacren), debemns demontzar yue esta igualdad es ver

b}

dadera partiendo de la expresidn (1); lo cual puede hacerse de

1a siquiente manera:

‘Sumando en ambos miembros de (1) el nfmero 2(k + 1) - 1, qua ea:

el nlmerc impar siquiente. de 2k - 1, tenemos

4

1#3¢5+ s (2x=10+ (20 + 1)-1) = k* & (2(k + 1)-1}
{donde el primer miembro tambifn representa la suma de los k + 1

primeros ntmeros impares), Esta expresifn puede escribirse co -

oo -

1e3 4 5¢ ...+ (2kx+1) =k +2k+1

o también como

163+ 5S¢ ...¢ (2k+1) = (k¢ 1)

que coincide con la expresifn (2), por lo que P(k ¢ 1) es ierdg
dera,
éon lo anterior hcmog demostrado qué 8l P(X) es verdadera enton

ces P(X + 1) es verdadera y la prueba termina

wroor. o AR 12

. 3 PR I R R T o in NI B ' P
Como otro ejemplo demostraremos ahora el siguiente enunciado:
n? +n " es un nfimero pat, ¥ n ¢ N

Demostracifin

I) P(l) dice que

1tr+ 1 ea un nlmero par

P(l) es verdadera ya que 1’ + 1 = 2 y 2 ea un nOmnro par.

R T - - X B
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11} YipStesis: P(k} es verdaderz; por. lo que

! e x es un nrero par

For otra parte

tk ¢+ 1) + (k+1) =%k'+2k+14+k4+1 ' ’
’ = k' +ke2ks2

(K e 1) o (k4 1) = (k! «+ X} & 2(k + 1)

Cozo (k + 1} ¢ N, 2(k + 1) es un ndmero par ¥y, de la expresibn

anterfor, {k # 1)? + (k + 1) aeri un nficero par si k! + k es par.

En consecuencia, de la hipStesis se sigue que.

{(x « 1})" « (x + 1) es un ntimero par

Bemos demostrade que 8f P(k) es verdadera entonces P(k + 1) es
verdadera Yy la prueba termina.

4

La multiplicacién en N

En forca similar a como se hizo para 1a adici6n, la multiplica -

cidén puede definirse como sigue.

I.

2.

S  DEFINICION
4 . {

{) n+1=n

4} b » @* = (n * m) + n

La multiplicacién, as? defznld;, satisface las propiedades

que 'se fesumen en el sigquiente Teorema.

I1.2.6 TEQREMA
Para todo m, n, p. ¢ N2

cerradura

1) " m+nc N

"44) we {ne+p)=(men) -p asociatividad
{f{) 8+ nen-mn conmutatividad
iv} si m +« p=1n + p, entonCes m = n - cancelacién

Las propie§ades 1) a 11i1) pueden Qemostrarse directamente poz iﬂ
duccidn mAtem&tic; ¥ su demostracién 8e deja al lector como ejer
cicio. Para una déﬁostrncibn de la propiedad iv} puede consultar
ze la re!erencta-Z pig. 96. .

Tomadas simultineamente, las operaéione- de adicifn y multiplica

c16n satisfacen la sfguiente ley distributiva.

I.2.7 ° TEOREMA

‘Para tedo m, n, p € Nt

ms (n+p)m fu *n) + (m - p)

DEMOSTRACION ’ ) ”
ol al v o e T s oy -on
Sean n y p dos n(mercs naturales, y consideremos el enunciade

moe(n+p)=iimn) 4dm e pla¥vm e N Ly :
el Eual, par el.inciso iii), del teorema: 1.2.6, es cquivalente &
(n+ptema=in o 4 (permla¥meN,, . i 7 i
que'demostza?cmos por {nduccifn matemitica.
I) P{1) dice que (n + p) * 1 = (n +» 1} 4 {p * 1}, y es verdadera
. ya que

(nep) + L =n+p por 1) de 1.2.5

b +p} «+1=(n <11 ¢ {p* N por 1) de 1.2.8

.
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11} HipStesis: P(k) es verdadera, esato éa

(h+pk = (n » kl ¢ (p = k)
Entonces

(n+p) « (k+1) =(n+p) + k¢ por 1) de 1.2.2

= (n+pl.* X+ {n+p) por 1{) de 1.2.5

@« (o +X) +(p-kl + (n+p por hipStesis

=ncsk+{psk+n)+p por 11) de I.2.1

=n-.k+ (Rn+tp-X) +p

=(nsken 4 (p-k+p por 11) de 1.2.3

- fn o« X*) 4 (p - k*) por (1) de 1,2.5

fn+p) «» (k+1})s n+iks+1) + p=+ (k+1) por 1} de 1.2.2

Con lo que hemos probade que sl Plk) es verdadera entonces

P(k + 1} es verdadera, 12 cual coopleta la demostracidn.

Orden 20 N . . .

Cusndo hablamos de cantidades es frecuente efectuar comparaciones
y decimos, por ejemplo, que cilerta cantidad es menor que A%Ta.
Fuesto que los nflmeros naturdlea peos airvil para expresar cantida

des, ea necesarto definir la relaci6n "menor que® en K.

Ceciros, por ejemple, que ) €9 Behor que 5, Si observamos que

"existe un nmero natural, en este caso el 2, tal que

3¢ 25

© por 111) de I1.2.3

. -

’ podemos establecer, & partir de la suma, una definiciln para la
relacifn "menor que*, que coircida con la idea intuitiva que de

ella tenemos,

1.2.8 DEFINICION
Dador 423 Aoelos naturales h y ™, decimdg que D es menor
que m, lo gue representamos mediante n< m, st

2x £ K tal que'n + x =2,

1

Los nlmeros naturales satisfacen la siguiente propiedad, 1lapa-

da Ley de Tricotomfa..

1.2.9 TEQREMA
S1i m y n son n(mercs nhaturales cualesquiera, entonces se
verifica una y sflo una de las siguientes proposiciones:

1) n <m

BN 4 ' LR o

P w

Para una demostracién, el lactor puede consultar la referencia )
pig. 16
i - A

R n RV ' .
La definfcifn X1.2.8 y el teorema I,2.9, establecen un orden en el

conjunto N ya que:

1 +1 =7 per lo que 1 <2
2+41 «2 . por lo que 2 <)
J el =y por lo que Y < 4
§ + 1«5 bor lo que - 4 < 5 B

PAFIE] L METIE B 4o

1l R Vet
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Y pederos representary g:azicimente s los nGreros naturales como pun 1.2.12 EJERCICIOS
tos igualmente espaci{ados sobre una recta, a la que llamamos recta ‘ ‘ 1) Démost:ar que para tode m, n, p ¢ Ni
numéricasr ot . S P . ) a) w4+ {n+plw(men) +p

b) l+nwnse

. ' <) m+nwh+nm .

B 2 k) 4 S - . : . .
. - ] 2) Demostrar gue ra todo m, n cN

En ella, cuando B < n se tendrd que el punto que represanta a m se que pa + Re P i

. a) o * ng N
encuentra a la izquierda del que representa s n. ) )
. . b) ® + {n.» p) = (m+* n} ~ p
Con base en I.2.8 puede demostrarse que la relacifn "menor que” en . €}  m*ranmnpoem
N tiene las siquieﬁtes propiedades. . ' 3} Demostrar que sfm, nc N Qntoncas m+nyn
- 4} Dezostrar Qque para todo m, n ¢ Ni

I.2.10 TEOREMA
. a) m* + 0=m+ nt

Para todo m,n,p e N:i

bl m* *nym-n*s simyn

EY) m<n =Hpm+pecn+p
: el e* +n* =[(m+n)e]*
{i1) m«<n ::> mp < .np ' N

(il m<n y ne<p Dmcp 5} Demostrar que si n ¢ N entonces:

: a} m+ m= 2m
En ocasfones resulta mis cfmodo emplear la relalifn “menor quie® en - b) ﬂﬁ:ﬁ +m4+ . +mwn-mn

n sumandos

el sentidd inverso: esto es, decir que un ndmero ea maécz que Otro, )
. T 6) Sin, pe. N se define

por lo que estableceremos la siguiente definicibn, . n ve N Vi
. ' ' ' P =P " P «v.*p
—_—
n factores
1.2.11 DEFINICION : ) *  Demostrar que para todé'm, m, p, g € M1
Dados dos nlmeros naturales m y n, decimos que m es . i “l._an," p:_-.pf +n o
mayor que n, lo que representames mediante m > n, 8l . by p™7 -ph
A< m. €} tp " =p" . q"
7) Demostrar que para tedo m, n, p ¢ N
' . - ) a) m<Nn =) m+p<C<nse+p
Es claro que la relacifn "mayor que® tiene propiedades anilogas a : . b n>n=>o-prn-p
las establecidas en el teorcma I.2.10. . o - c) m<n y ne<p D oc<p

nt
.






1.2 105 NUMEROS ENTERDS

£l sistesas de los nlzeros naturales, con la operaciln de adicién, ma
nifiests su primera deficiencia tan Pronto coco empezamos a plantear
ecuaciones en dicho'uiatené} ya que una ecuacifin dél tipo

n+*xemn cono, MEN ' - = == (A}

puede tener solucifn en N o no tenerla.

Por ejerplo, la solucifn de la ecuacién
J ¢+ x =7

es el nlzero que sumado a 3 nos arrojs como resultado 7. En este ca
80, el nlrero natural cuatro satisface la condicifn pedida: sin em -
bargo, si consideramos la scuacifn

3 e x-m1
encontrarencs que no existe nGmero natural alguno que la satisfaga.

Ests deficiencia crea la necesidad de ampliar el conjunto de los nd-
meros naturales, Surqgen asi los nfuteros negativos y el cere que, ¢on

los naturales, constituyen‘el conjunto de loa nlmercs enteros.

- La diferencia de nﬁnerbn naturales

1.3.1 DEFINICION
Sea la ecuacibn:
ne*xr o conm b oH

A su uolucifn; es declir, al nfimero x gque sumado a n nos da

coro xe:ultédo m, lo llamaremos la diferencia m - n.

Segin el teorema 1.2.9 para m - n se presentan tres cCasosi
1) n<m
Ente es el finjco, caso en:que la ecuacifn (A} tiene solucién en ¥, lo
cual e consecuencia i{nmediata de la definlcidn I.2.8, por 1o que
m - n es un nfimero natural.
1} nm=m
En este caso 1a ecuacifn (A} no.tiene solucifn en N y toms la forma

N+ x'=sn

En consecuencia m - n no ¢3 un nimero natural, lo definimos como el

.cero y 1o representamos con 0.

111} m < n

En eate caso, como en el anterior, la ecuacifn (A} no :1ene .olucxﬁu
ﬁn H. por lo que ﬁr— n tampoco es un nﬁrcro natutalr lo definimos cg
mo un nﬁmero entero regativc Y 10 reprenentnmcs <on -ld-—n). donde
(n = w, € u.

Rl
Asf, por ejemplo, la solucibn de la ecuacibn

' m - 1 !

. Yoo
I+ x =1

€3 el nbmero gue sumado a 3 nos da como resultado 1. A dicho nGrmero,

que es un entero negative, lo representamos con =2,
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Cooo vioos, el "nlmero® m - n no es siempre un ndmero natural, por lo
que ‘el concepto de nfimerc tal y como lo hemos manejado hasta 2hora
resulta ya demasiado restrictivo. A partir de aquf consideratemos
como nfizeros a todos los entes matemiticos que resulten de la amplia
ctén progresiva del conjunto ¥, por lo que la palabre nfmero tendr§ -

una acepcibn cada vez mis amplia.

De acuerdo con lo anterior, a los nfizeros que se obtienen madiante
la diferencia de dos nlnmeros naturales les llamaremos nGmeros ente -

tos y al conjunto que forman lo representaremocs con 1. Esto-es:

I.3.2 DEFINICION

1= (x] x=m-~mn;m nec N}

Ex claro que el lu.bcon]unto'z+ de 1, definido por

+ . !
" a {x|x=2m~-n:m ne¥;m>n}
.

a4l cual se le concce como "conjunto de los enteros positivos®, es

precisarente el conjunto de los nceros naturales, por lo que

. ¢
. g

RC 2
- La igualdad en 2.

Coro consecuencia de la definicibn I.3.1, un nfmero entero puede
fer expresado-en’la forma m - n de una infinidad de maneras distip -

tam.

Por ejemplo, el nfimero x » - 2 puede expresarse comd 1 = 3 ya que
es solucifin de la ecuac{fn . ’

J+x =

Es claro, sin excbargo, Que dicho nmero puede ademfs ﬂKptesArse-cono
2 = 4, ya que tanbién ea solucibn de

4+ x =
asf{ como de mucha; otr;s ecusciones dgl tipom ¢4 X = n, con n; ne N,
Debido a- eato 3 necesario. establecer un criterio Que nos permita de

cidir si dos n@meros enteros expresados como la diferencia de dos na
turales son iguales © no lo son. Dicho criterio es el siguiente.

I.3.3 DEFINICION

Sean a = m - n, b = p - g dos nlmeros enteros, con

@, n, p, q ¢ N, Entonces:
L R LI TR *

‘a = b sl h+g=n+p

3 LR T R PRER P | Pt S S ' .
Asf, con base en esta definicifn podemos concluir que a =1 - 3 vy

b = 2 - 4 representan al mismo .nCmexo entero, ya que
1 +4=34+2

y se satisface la igualdad en N ﬁue requiere-I.3}.) pars establecer le

igualdad en Z.







- La adicifn en I,

Como N& I, la adicifn en I debe producir los misros resultados que
la 2dicifin en N cuando los enteros que se suman son positivos, lo que
‘conduce ‘a la sigulente definicifna ‘ .

I.31.4 _CEFINICION

Sean a = ®m - n, b.= p - q dos nlineros enteros,

con ®, n, P, 9 € N. E} nGrero a + b se define como:

a+b={m+p) - (n=+ g

-~

Cabe hacer notar que, en la definicifn anterior, ¢l sfimbolo + que es
tSala izquierda del signc igual representa la adicifn de nlreros
erntercs (la cual se esatd definiendo), mientras que el afmbolo + que
estd a la derecha representa la adicién de nireros caturéles.

. .
Para llustrar el empleo de la defintcifn I.3.4 calcularemos a conti-
nuacifn la suza 8 +# ). Con objeto de hacer notar la diferencia en -
tre las operaciones de adicifn en Z y en M, en la discusifn que si -

que representaremos ©atas cperaciones con dos sirbeolos dife:en;es:

C) para la adicifn en I

+ parx la adiciSn en N
Los nimeros enteros 8 y 3 pueden expresarse como

4 =9 ; 1
=7 -4
Yy apllcnn&c I.).4 tenemos
8 @ 1=+ -0+

pe la definicién I1.2.2 se sigue que

# ® Yuie-s 7

es decir; es cl nfumero que sumade’a 5 da como resultado 16, por lo

que LTI * R S oo, oI |

8 (£ 3 =11

L

Cabe hacer notar que, como B y ) son también nmeros naturales, el
mismo resultado deberfa obtenerse ermpleando directarente la defint -
cién 1.2.2. En efecto, en el ejemplo flustrativo de I.2.2. se obtu~

vo que

8+ 3= li



Como el lector habrd notado, en I.3.4§ hemos definfdo la adicifin en
Z & partir de la adicién en N y la definicifn de nimerc entero.

. '
‘La definicibn I.3.4 nos permite demostrar las propiedades que co -
minmernte empleamoe cuando tratamos con la adicifn de nlmercs ente-
ros, algunss de las cuales se resumen en el siguiente teorema. Ca
Se hacer notar que la AJIC165 en i satisface todas las propiedades
que establecirmos para la acdicidn en H, sin embargo, la adicibn en
-

? cuventa con otras prép:edades adicionales, como la existencia de

wn elexento i{déntico y la existencia de elementos inversos.

I.3.5 ~TEOREMA

Para todo a, b, c ¢ I:

0 a+becz cerradura
1) a + (b ¢+ ¢c) = {(a + b} ¢ ¢ ’ asociatividad
- i11) a4+ b~Db+a ., conmutatividad

iv) 8i a + c e b+ c, entonces &4 = b cancelacibn

v) 2+0=a o elemento 1déntico
vi} I-a €l tal que 2 + {~a} = 0 elementos inve;sos
DEMOSTRACION

S5e derostrardn Unicamente 1), -v) y vi}

1

v)

Seanawn-nybep-4gq, dél nceros énteroa cualesquiera.

De la definicibn !.J.f
A+b-!m+p)-(n+q}"

como m, n, p, § € ¥, del inciso 1) de 3.2.3.
(m+pl ey (n+qgleN

por 1o que, 2& 1.3.2
(2 +p) - (n+ql-'c'z

£n consecuencia

a+bc?, como se querfa.

Se definil el cere como &)l ntmerc x tal que

n+x=n, conn €N

. por lo qua pueda expressrse Como

C=sn+~n
Entonces, 2L & =@ - n e; un nimero entero
A+ 0= (n=-n}+ (n~n)
De la definictén I3304 -
& 4'G='im+mnl = (n+n)
Por lo gie a + 0 es taligue
n +R) +°(a + 0) =m + n
Ahora, por las piﬁpiedadééffij, 111) y iv) de I.3.5 se tiene que
R+ [n+ la+ 0] =m+n
[p+(a+0)) +n=m+n
n+ (a+0) =m
En congecuencia
g+ 0="m-n
Esto ca3

‘a + 0 =a, coms se querfa,

-
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vi} Sea 8 * m - n un ntmero enterc. Dicho nfimero es tal gque

a+am=p, connm nc N,

En consecuencia, la solucién de la ecuacifin
m+ex=n, conm nelY

serd el alnero x » n - m ﬁue. por I.J.i. eg un nimero entero.

Consideérexcs ahora la suma
a+xwe{n-n}+({n=-m

Do la definicidn I.3.4
; +#x=(z+n) - (n+m

f por el Inciso 111) de 1.2.3 .
a+z= {men) - (& +.n)

En conhsecuencia
ae x =0

Luego, existe x ¢ I tal qu; a+xe=90

Yy la prucba‘terninc. tj-

A diche nimero x {que como se ve en la prueba éepende de a) oe le

denomina "el inverso de & pars la suma® y se le representa con -a.

ta sustraccifn en Z puede definirse ahora a partir de la adicién y

de vi) de 1.1.5, de la niguiente manera.

I.J,S CEFINICION

Sean &, b ¢ 2, el nlrero a = b se define como

a-b=a+ (-b)

y puede demontrarse que e3ta operacién tiene la propiedad
de cerradurhd; ento es

a-bcZI; ¥a, be I.

s

- La sultipltcaci{dn en &

£n forma similar a como se hizo para la adicibn, la multiplica

© ¢16n en T puede definirae como sigue

I1.3.7 ° DEFINICION

Sean A = p = n, b'= p = q dos nlmercs enteros, con

m, n, p, q £ N. Il nlmero a + b se define como

ah = (mep + neq) = (n-p.+ n-q)

El sfnmbolo - que estf n la izquierda ‘del signo fqual representa la
m;ltiplicactcn'en Z (la cual se estl definiendo), mientras que los
simbolos * y + que esatfn a la derecha representan la multiplica -
¢i6n y la adicién ae ndmeros naturales. Como phede verse, la mul-
tiplicacién cnrgﬁqueéﬁ,deflnida a Ea::x: de la nultiblicucton y la

adicibn en H.y la definicifn de n@mero entero,

La multiplicaci6n, asf definida, satisface las propledades enuncla

d4as a continuacifn.

0 x4 1R H






por 1o que el nimero 1 puede expresirse COmo

I-n’-n,Un.:N'
.3.8 REMA . )
! TEO Entonces, $1 8 = o - n e3 un nimero entere

Para todo a, b e € I: . ' a:l = {m - n)e(n® - n}
1} a*be 2 cerradura ‘ = ,{mn® + an) ‘= (nn® + ®mn) l por 1.3.7 v
i1} a<{bsc) = (a+b)-c asociatividad ) = [{mn + )+ nn] - [{nn + n)+ mn) por 11) de 1.2.5
" 114} a-b = bea . conmutatividad o ~ :
i i a-2 « [{an ¢ nni¢ o] = [Tan ¢ nnl+ n] por 11) y 111) de I1.2.3
iv) st a-c=bcy ¢ ¢ 0, entonces & = b -cancelacifn -

v} a1 = a ot ‘ elemento id&ntico . . " por lo que, a-l es tal que

[ten + on)+ n] + (a-2)'= (an ¢ an) + =

DEMOSTRACION ¥, de 11) de I.J.5

S5¢ demostrarin Gnicamente laa propledades.-ill) y v). (ma + ;m! . ‘[n . “.“] .-'(m.t\ e nn) s m

111) Sean a » m - ny b = p - q dos nlmeros enteros cualesquiera En consecuencia, de 1ii) y iv) de I.3.5
a~h = (n'-nl-(p-ql . - - . ’ n+ (21} = m
: ) T oo
‘- - . - .’
(=p + 14} tnp ¢ 24 por 1.3 Ea decir . .
- Come v 4y [ P T T
= (mp ¢+ ng) - (mq + np} por 111) de 1.2.) i _ .
- . o ) aclmm -8, . 1 ;
= {pa ¢ gn) = {(qm ¢ pn) por {14} de I.2.6 :
. 7 ' asl!mug - A4
= (p~-ql-(m ~ n) por 1.3.7 .
a‘b = bea como se querfa : . ¥ la prueba termina

0

v} En 1) de I.2.2 e definib

Como el lector habrd notado, en la demostracién anterior hemos omi-
he+1lan* .

tido el simbolo + en una parte del proceso. Debido a que ests oai-
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818n es usual en loa 1ibros de matemfticas y facilita la escritura, : = [tap +nq) + tar + nm] - [tnp + o) e+ -

en ‘adelante nonotros tambifn omitiremss el simbolo ¢ en la multiplg ‘ por 11) y 111) de
Eacxﬁn, as! comn alqunoa otroa sfzbolos que nc son indi{spensables e -
Pero que hemos expleado anteriormente para enfatizar los primeros i [‘“P Tt e nq,l ’ {(“r " ;o:n: ; :”J
conceptos. - fm=n)lp~q) + (=~ nilr = &) - por 1.3.7.
Tomadas simul:ine?mente, 1a adicifin y la multiplicacién satisfacen .(s ec) = ;b + ac
la siquiente propiedad distributiva.

- . con lo que concluye la demostracién,

3

I.3.9 TEOREMA , -
- La introducciln del cero y los negativos trae como consecuencia la

Para todo a, b, c ¢ 2: . apariciln de algunas propledades.adicionales para la multiplicacilna

4 (b +c)=ab e+ ac ‘en I, propiedades da lap gque no disponfamos para 1a multiplicacién

en N, algunas de las- cuales se enuncian en el ll&uiente.teoren1u

DEMOSTRACION

~ I.).10 TEOREMA
Sean a *m~n, b=p-q, c=1r -8, tres niimeros enteros cuales -

. YV, A S . '
quiera., Entonces ' Para toho a, b :‘f:

atbec)ed{n=-n) [(p-q) + (z-s]] 13" avo & @

g Y g4)% (<a) (b)l= =t fab) { primera regla de los signoa’
= (m=-n) [(per) - (q¢s}] por I.3.4 ' © .
) . . * 111) (~a) {=b) .= ab sequnda regla de los signoa
= [mtp+r) +nigem] - [nlp+r) +mig+ 8] B i e e e s
por 1.3.7
« [tep ¢ mr) @ {nq 4 ns)] - [lnp + nr} + (mq + ms)] . DEMOSTRACION
por 1.2.7 )
Se demostrardn tnicamente 1) y 11}
1) 0+ 0=20 por v} de 1.31.5
ato + 0) = a-0 ' multiplicando por a ¢
a0 + a0 = 2.0 por 1.3.9
as0zr+ 2.0 = 3-0 + 0 por v) de I.3.5
, by L h -5 -3 5 1’ [ 1
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: t Y t la Ley d cotonfa,
80 ¢ 8+0 = 0 + a0 por 111) de 1.3.5 Los nfmeros en gTOs tambi&n satisfacen y -8e Tri ={a enuncis
2:0 = 0 90; fv) de I.3.5 . da para los nfreros naturales en-el teorema I.2.9; y 1a relacifn *ng

nor que® tiene en Z las stiguientes propiedades
11) Sean a, b e %

) - . X.3.12, TEOREMA ' .
{-2) (b} + ab « (b)(-a) + ba por 1ii)- de 1.3.8 . . ’ .
K R . . Para todo a,b,c ¢ I:
= bl-& + a) por 1.3.9 . )
. - - 1) a<h a+c<h+c
=5 fa + (-2)] " por 111} de I.3.5 - ‘ =
- : i $3 & < b c?>0 ac < be
= b0 . i por vi) de I.1.5 44 ¥ =
) : a<b y e<0 =—ac>bec
(-a) (k) + ab = 0 ‘ r {) de 1.3.10 ' '
por 1) de - i1f) a<b y becec Hac<ec
ab & (-a}(b} = O - por £it} de I.3.5
De esta Oltims expresifn oe sigue que (-a} (b} ea el tnverso de cuya demastraciln se dejs al lector como ejercicio.

.ab para la suza; esto es . ) )
. : lLos nfimeros enteros quedan representados también en la recta numéri-

(-3} {b) = ~{ab) ' ’ ca como puntos tgualmgnte'espacia601. 8610 que ahora la recta me ex-

tiende indefinidamente en ambos sentidos
como se queria,

0 ) : ’ T . . ’ Cpeee

- Orden en I ) ' lf _ i -3 -2 -1 0 1 F] 3 cee
Para los nimeros enteros podemos también defintr la relactén §1 a < b ge tendrd que el punto que representa a a estari a 1 fz -
*menor que", como una generalizaciln de la gue hemos definido ' quierda del que representa atb.-

. les. .
para los natura . Como ahora la recta se extiende en ambos sentidos no tiene un punto

inicial, como eucede para loa nfimeros naturales, por lo que se consi
I.3.11 DEFINICION dera como punto de referencia el punto que representa al cero. Loa
Sean a, b ¢ 1% . . ndmeros qua ne eﬂcuentrnn represcntados A la dnrech; de dicho pun:o:.
C 1) a<h ;; an e H-tél que & ¢ n ;'b . 7 se dice.que pon “pasitivos® y lcs gue estin a3 la 1;qulerda “negatt -
{1y a2 >»h et b < a - . ] vos®,
v




I.3.1) DEFINICION
Sea z ¢ It
& es positivo sl & > 0

& es neqativo si a < O

En particular, el cero no es posfitive ni negative,

Al conjunte z* que se definif a continuacibn de I.3.2 como:

2 e {2 | x =8 =~ n; m,n € N; o > n)
3¢ le conoce coro el conjunto de los "entercs positivos®. Puedé
demostrarse que todo elemento de diche conjunto es-positivo en el
sentido que establece la definicifn I.3.13; esto es:

x4 Z‘.ll y sblo si x ¢ 2 ¥y x > 0.

I.3.12 EJERCICICS

1}

2}

3

4)

L)

6}

Demostrar a partir de 1.3.) que para todo m, n ¢ Nt
a) m=-nmn*en~n*

b) B* ~n¢.m - n*
Demostrar q:Lxe para todo a, b, € ¢ 21

A} a+bw=b+.a

b} a+ecm=b+e =pa=Dh
Demostrar que 8{ a, b, ¢ £ £ entonces:

al] a-brc1l
b) a+ {b-c)=+f{a+b)-e

e} -~ (a+b)==-2a-=-0b
Demostrar que para todo a, b € 2:

al -1 » A ®™ - §

B) ., {--a) (- b),m.8b . .

bDemostrar qdﬁ sila, b, ¢ t I entonces:

ek N HE

a) a{b=-c) wabe=-a
Faoom 5 e abes ey o, [ ST 3 i

Demostrar que af a, b, ¢ ¢ It

a) a>0&D-a<0
b} a-b<as+hb, sid>0
c) a4 <b Yy c >0 == ac <« be

a<b y €<0 T ac > be

ES oot FRETECE. 1







I.¢ LOS RUMERO3S RACIONALES

Al inicic de la secciéq.I.J planteamos una ecuvacién del tipo

n+ x=ua; con m.'n.c N - ---- {A)
y vimos que los nfimeros naturales :on-insufictentes para proporcio-
nar nolucionea'en_todos 148 casos. Eutl.éeficiencia se supexd cons
truyendo el conjunto I, en el cual siempre hallamos :o%uciﬁn & una

ecuacidn de tal tipo.

£l conjunto de los nimeros enteros, sin embargo, también presenta
deficiencias. En efecto, s! planteamos ahora una ecuacisn en térmi

nos de la wultiplicacifn como

bx = a: con a, bl ’ ; - = = {B)

encochtramcs que noO glermpre tiene solucifn en Z,

Por ejempla, la solucifin de la ecuacién

Ix = 12

es ¢l nfmero entero 4, que pultiplicado por 3 nos da como resultado

12. Sin embn;go, 81 consideramos la ecuacifin
Ix = 7
- 5 . -
encontramos que no exipte un plmero enters que muliiplicacdo por 3

dé como regultado 7.

rata deficiencia crea la necesidad de ampliar ahora el conjunto de
los nGmeros. enteros.con lo que surgen los nfimercs fraccienarios.
Estos nlmeros junto cen los enteros forran €l conjunto de los nfme-

ros racionales,

- P} cociente de nmercs enteros,

I.4.1 DEFINICION
Sea la ecuacién:
bx = a; con a, b € I
A sU nolucibn; es decir, al nfimero x que nultlpltcgdo por
b‘nos da come resultade a, le llamaremos el cociente de

a
a entre b 'y lo representaremos ¢on g -
; i .

Como el lector rccord:r3 de sus curscs elementales de aritmécica,

un entero b ﬁ 0 e dice factor de un entero a sl exists un c ¢ 4

tal que
.bc'- a ]
Aol, para el coclente % podenos distinguir tres casos:

. 1) b es factor de a.

Este €3 el Gnico caso en que la ecuacifn (B} tiene soluy -

LN

étén en I, Foi 1o que % e3 “",969:r° ?ntero.
11) b.noles'factor de aiy-b . 0L .lyza Ot
Eneste caso la ecuaciédn (B} no glené solucidén en 2, por
“'lo“que'% no es un n@mero‘eqte:o yidecinon que es un n(mero
fracctonario. = ° O - .
asl, por ejemplo, la solucién de la ecuacidn
Ix -'7 _
ea el nbGmero que multiplicado por 1 nos da como resultado

7 .
7. A dicho ntmero lo representamos Con y y es un nimero

fraccionario. - .






ii1t) b= ¢,
Este es un caso gue merece especial atencifn, en virtud de

que E no estf definido.

. En efecto; si a ¥ 0, % no existe; ya que no hay un nfimero
que nultiplicﬁdo por cero d¢ come resultado un nfmero dife

rente de cero.

Por otra parte, si a = 0, % no estd determinado; ya gqua
’ cualquier nfizero multipiicado por cero da como resultado el

cero.
En cualquier caso, el nimero % con b = 0 no estf defintdo.

De acuerdo con lo anterfor, & los nimeros que se obtienen como el
cocliente. de dos nfmerss entercs 4, b con b ¥ 0 les llamaremos nGme-
ros recionales y al conjunto que forman lo representaremos con Q.

Esto en:

I.4.2 OLFPINICICN

Q - {x)x = %. a, becz, by o}

2» clarpo que el nubconjunté de @ definido por
x | x = %.'a. bef, bel}
es precisamente el conjunté.de los nfmeros enterog, pér lo que

i =9qQ
- La igualdad en Q

Sequramente el lector ha mane)ado ya ampliamente los plmeros racio-

p——

nales en forma de *quebrados®, y se habrf dado cuenta que la expre-

816n de un nfmero racional en la forma % no es Gnica.

Por ejermplo, el nlmero por el que debemos multiplicar 12 para obtener
28 puede representarse como

28 -14
S v LT L O ete.

donde la‘ﬁltlma se conoce como su "minimm expresidn®,

En general, sl x = % es un niimero racional conh a, b ¢ z yb> 0, ai
el Gnico factor conin de a y bleé el nmero uno decimos gue E es la

ninima expresifn cel nlmero raciocnal x.

De manera reciproca, si x = % ea un nGmero racicnzl y k ¥ 0 es un

ntmere ehtero, E% representa tambifn al nlmero x.

De acuerdo.éon_lo anterior, resulta natural considerar que dos nfizs

ros racionzles % y_& son iguales cuando

a=kcybs= ﬁd

PR
-} cuanGO—i:, S
vy

i it [
c = ka yd ="kb

I

para algin k ¢ 2, X ¢ O

437 !

st se ‘cumplé “alguni de éatan’dos condiciones se tendrd que

.

ad = be

y viceversa, lo que ccnduce a la ajguiente definieifn






I.4.3 DEFINICION

Seanlﬁ, g dos nmercs racionales, con a,b,c,d ¢ 2 ¥

b, &4 ¢ 0, entonces

§-§ .81 id = be

1a cual establece la ggualdad de nlmeros racionales en términos de

la igualdad de nfimeros entercs.

- La adicién en Q

Y

1.4.5 TEOREMA )

Para todo x, y, z ¢ bu -
1) x+ycQ . - cerradura
1) x + (y +2) = {x ¢+ ¥y) +2 asociatividad
Hiyx ¢+ y =y + l. X . conmutatividad
iv) si{ x + ¢ = y + z, entonces x - Yy . cancelacidn
v} ox + 0 =x . . elemento idéntico
vi) 2 - xc @ t;l*quc x + (=x}) = 0 elementos inversos

I.4.4 DEFINICION

Sean %. 5 dos nfimeros racfonales, donde a/b,c,d ¢ %

y b,d ¢4 o,

El nrero % . § se define como

ole

‘H.-

‘e ad + be

La adicifn en Q, asl definida, tiene las propiedades éﬁe se enun -

cian & continuacifn

DEMOSTRACION . . -
Se'demostrard (nicamente vi)

Sea x -'E, cona, be2ybygo

Por vi) de 1.3.3,3 -a € zyde.4.2, 3 ca.

Ahora
a . -a ab + (-alb
5 * 1 s .o PO |
- 2t b(-a)
' e —-__b-‘ b —_— 4

L}
(<] ~]

(]
o

A -8 [

| e
Con lo que =x = i; y la prucba termina,

. - Ta., ST - .
noog e T M

1.4.4

1114) 2e 1.3.8

1.)1.%

1.4.3

vi) de 1.1.5

1.4.3



. - - - 1
.
. .




La sustracciSn en @ puede definirge ahora a partir de la adicién y

de vil de I.4.5, de la siguiente manera:

I.4.86 DEFINICION

Sean %, 5 £ O, el ntimero g - 5 se define como

a < a -C
B"d"E*T

Como consecuencia de i) de I.4.5, la nustracciln es cerrﬁda en Q;

esto es

¥, ycQ xz-=-v%rc Q.

- La Multiplicacifn en Q

I.¢.7 DEPINICION

Sean ﬁ. g dos plmeros racionales, donde a,b,c,d, ¢ 3 y b,d ¥ 0.

El nGmero E . g se define como

gla

a e
B’ d

- 46 -
X.4.8. TEQREMA
Para todo x, ¥, 2 € Q1
i) xyc Q . cerradura
(1) x (y2) = (xy)e " asociatividad
111) xy = yx - conmutatividad
iv) sl xz'= y2 y z ¥ 0, entonces x = y cancelacifn
v} x-1 = x T ’ elesento 1déntico
vit s1 xpd 03 ! ¢ g ea2 que xx a1 elesentos inversos

La multiplicacifin en Q, asl definida, satisface las p:oplgdades que

eastablece el sigquiente teorema.

DEMOSTRACION
Demostraremos & continuacifin 1), 11) y vi}

i} Seaalx - E. Y - g dos nfimeros racionales, con lo que
a,b,e,d, cZ ¥ b, d ¥O
De In¢.7: me sigue que- : : R
%y QI%&
dond: aézclz’y bd ¢ ; bo;xilhd; 1;3:5;

H 3

1 i
Para demostar qué xy & Q ne:requiere:ademis probar que bd ¥ 0. Es-
to lo haremos a continuacién empleando un método de demostracién

indirecta conocido como prueba por contradiccifn o por reduccidn

al absurdo.







Suponqa:és que bd =« 0. Entonces
bd = b.o
db = 0-b -

Comc b F 0, de {v) de I.3.8 se sigque que
d =0 -

por L} de I.J3.10
por 1ii) de I.1.8

lo cual contradice la condicidn 4 ¥ 0 establecida por y £ Q. En

consecuencia la hipStesis bd = 0 es falsa por 1o que

o bd 40

como se querfa.

a [ : .
11) Sean x = Y=g - %, tres nfimeros racionales

xtyz) = £ (3°5)

=21 ]

n
a
~—

*
iy

xiy:) = {xy)x

por 1.4.7

Tpor I.4.7

por 11) de 1.3.8
por 1.4.7

por I1.4.7

como se querfa.

vi) Ses x un nfimero racional difecente de cerp; esto es

X = E "con s, b Z, a, by o

- 48 -
‘b
Como 8, be 2 yay¢ O por I.4.2 3 3
MAhora '
a_ b _ab
5P T bEa
a-_ b _ab
P am &
De v} de I.). 8: % - 1 por 15 que
a b
P a~?

Entonces x ©

- % Yy la prueba termina. -

O

por I.4.7

PoT 114} de 1.3.8

Al némeco ‘—1 (que como se ve en la prueba depende dea x) se le deno

mina el "inverso de x para’ la multiplicacién®. Cabe enfatizar aqul

que todo nlmero racioenal, con excepcibn del cero, tiene un inverso

sultiplicativo en Q.

La divisifin en Q puede definirse ahora a partir de_la sultiplica --

c16n ¥ de vi) de 1.4.8, da la siquiente manera.’

1.4.9+ DEFINICION .. =i~ .

Sean E, g dos nlmercs racionales
™

El nfimero % &‘g 2e:define como

ﬂ’c-ﬂ'
~B 356,

[211-%

EUSE T I S A

ygro

Como consecuencia de 1) de I,.4.8, 1s divisifn en O satisface la s1 -

L
-






guiente propfedad
¥, yeQ v#0:xtyceg Q.
Por otra parte, puede demostrarse que los teoremas I,3,9 y 1.3.10

tazbién son vilidoa para los nfmeros racifonsles; esto es

I,4.10 TEOREMA
Para todo x, y, z ¢ Q:

x(y + ) = xy + xz1

.I.4.11 TromEMA
Para todo x, y ¢ Q:
iy nel = Q
11) (-xi(y) = = (xy)
111) (=x} (=y) = xy .

C - Orden en @
Todo nlmero racional puede expresarse come una fraceifn con de-
neminador positive, ya que

a _ (-11a _ -2

Asf, 3{ b > 0 el denominador de 5 €8 positivo; mientras que sl

b < 0, 5 puede expresar:e como -B donde =-b em posltivo.

Con ayuda de este resultado podemos establecer ia relacifn "menor qde'

en Q a partir de la relacibn "menor que® en Z, de la siguiente mane

ra.

r

I.4.12 DEFINICION
Sean g, T ¢ Q. donde b,d ¢ 2% .

<

1) al -“ad < bc

11)

v

s ole
_Aln odn

g

Como consecuencia de esta definicidn y de la Ley de Tricotomia en I,

12 :e;aciﬁq "menor que” en Q satisface también dicha ley, asi cemo

las siquientes propiedades

1.4.13 *BOREMA . -
Para todo x,y¥,: € Q:
1)‘-x‘y =hx+z < y+3
1) x <y y z >0 —p xx < yz
<y ¥y 3 <0 —Hxz>yr’
iy x <y ¥y y<z —Hpx <z

" En forma similar a como se definid en I, diremos gue un nimero x ¢ Q

ea positivo si x > 0 y es.negativo sl x < 0,

.

. i °
-Los elementos de Q pueden también ler :epreaentados en la recta nusg

e ol

rtca; donde 31 'x < Y, el punto que reprenenta a x se encuentra a la

" lzquierda del que representa s ¥

1 -1 ] 10
5 T 1 I .
-3 2 -1 0 Y 2 AN
Y i PR -
& vyt her *



los nlmeros racionales poseen una propledad conocida como “densi -
dz4°®, seqgfin la cual entre dos nlzeros racionales diferentes siem -

pre hay otro nfimero raciocnal; como lo establece el sigulente teore

-~
I.4.14 TEOREMA . .
Para todo x,y €-Q, con x ¢ y, 3,2 ¢t O tal que:
X < z £ Y
DEMOSTRACION
Como X <y .
x+y<yey : ‘por 1) de 1.4.13
Fxepcdy ey ' _ por 11) de I.4.13
i (x + y)< y - - == (1)
}dcmal, de x ¢ ¥
X+t x<y+x . por 1) de I.4.13 °°
e cjyem por 11) de I.4.13
; {x & x} < % (x + y) X ‘por 111} de I.4.5
x < é {x-+ y) e £ 3 )

Por lo tanto, de (1} y (Z)Ise-ulque que z = % (x + y) en';al que

X €t <y

Adenis, por la cerradura de @ .para la adicién y la multiplicacibn, se

tiene que % (x + vyl ¢ O, con lo que concluya la demostracibn.

0

Cabe hacer notar que los nlmercs naturales y 10s entercs no pescen la

propiedad deo denstdad.

. grupo de diqitos se repite indefinidamente a partir de un cierto

- Expresifn decimal de un nfimere ractonal

Hemos defi{nido al nfimero racieonal % cozo el cociente de los nd

meroﬁreateroa ay b, sitempre que b ¢ 0, 51 consideramos el nf
7 :

mero racicnal 7+ For ejemplo, y efectuamos la divisidn de 7 en

& - .
tre 4 como se acostumbra en la aritmitica, obtendremos

Jeaos
A 1.75 ae le conoce come la expresitn decimal del nlmerc racié
na) % - .
Todo_nﬁqero racional tiene una expreiidn decimal, por ejemplo
3= 0.7

oy = 0.212121..,

{37 = 1.12878787,.,

Se dice que una expresifn decimal es perisdica cuando un digito o

- . s

lugar -a la derecha del punto decfﬁal: ya sea desde el principio,

como en 0.212121..., o empezando mia adeclante, como en 1.12878787...

.De acuerdo con esto.>unn expresifn decimal que aparentemente termi

na como 0.375, también es perifdica ya que puede escribirse como

0.275000...

En general, con respecto a la expresibn decims) de un nlmero racio

nal podemos establecer el siguiente enunciado.






I.415 TEOREMA
Todo nfmero racional tiene una expresién

‘decimal peri8dica.

Para demostrar 1.4.15 regueriremoe de otro teorema conocide como
el "Algoritmo de la divisién para nfiteros enteros®, que tratare -

mos a continuacién.

Cozs hemos visto, la ecuacisn Ix = 7 no tiene solucifn en T, ya&
que no existe un nlmerc entero x que multiplicado por 1 4& como

resultado 7.

A cambio, podemos encontrar los nfimerce enteros 2 y 1 tales gue
3{2} « 1 = 7 -
Zn general, siecpre en posible hallar esos dos nfimeros de acuerdo

i con 1o gue establece el siguiente teorema. .

ALGORITMO GE LA ODIVISION PARA NUMEROS ENTEROS!
Dados dos nlmeros entercs a Y b, conb > 0, existen

dos entercs Onicos q y 7, con 6 € r < b, tales que

a=bg+r

Los nlmeros a,b,q ¥y r € I reciben el nombre de dividendo, divi=
80T, coclente y residuo respectfvamente. Cabe hacer notar .que
aquf el término "cociente® tfene una Interpretact8n mSs rastrtingi-

t

r! astudiante puerda consultar 1o demnatiscifin an la jelerancia

4, pig. 23,

‘1Y Para la primera cifra'ddéfmnl_vhmoa que-

- [y -
da que la que empleaccs al inicio de 1a seccifn Y.4; ya que aqul el
cociente es aiempre un nlzero entero. ‘

La relactién & = bg + r; que estd planteada en térninos de nimeros
entercs exclusivamente, puede ser enuncifada en Q como

r
g-a+p

expresisn qu? ﬁos recverda la forma como llevamos a cabo el proceso

de dividir en la aritmérica; esto es, obteniendo un coclente y un

£l -

residuo.

Antes de pasar a la derostracidn de I.4.15 recordaremos el signifi-
cado de 1a notacién decimal y su relacisn con el algoritmo de la df
visifn para anteros a través de un ejemplo:

La expres!én

1.1287878787...
representa la suma
1 2. .8 -7 B 7 B 7
1+ 15 + ToT +igT t o7 * IOT + I5T + STk * V1 L T
149

Asf, si buscamos la expresifn decimal del nfmero 57 podemos procg~
der de la siquiente manera o

o} Para obtener la parte entera vemoi gqua
149 = 13201} + 17, dornde 0 € 17 < 132

L

' entonces ) Cl o ) PR 1
149 Y
I~ 1+ 133 .

10 x'17 = 170 =. 132(1) +:38, donde 0 €38 < 132
5 '1 ) 17 17, 38 i !
per 10 que 737 10 T 10 x 132

' en_tonces .

149 ., , L, .28
n7 16 Y 10 x 132




55

’ 11) Para la sequnda cifra deciral -

10 x 38 = 2380 = 132(2) + 116, donds 0 € 116 < 132

2

1 : 116
poz 1o que TyeTtryr < 5T Y Toi w132

entonces

hx v il 1

+

L
10

2

116

* TeT * ToT x 132

i1i} Fsara la tercera

10 x 116 = 1160 = 132(B) + 104, donde O € 104 < 132

per lo que

entonces

149
+32

!

+

116

104

767 x 137 © 107 * 167 x 137

L

1

[

iv} Para la cuarta

10 x 104 + 1040 -

. por 1o que qEiyy

entonces

2 B
* 'I‘E"r "-*-—10. -+
132(T) +
104 .
10°
S
b 107

"v) Para la quinta

10 x 116 = 1160 - 132(E), +

por lo que

entonces

149
Ts2

1

+

L

1

8
= 137 7 for

0

116

2
* 1ot

e

1

Sle

104
163 x 132

118, donde 0 £ 11§ < 112

‘116
* 15 x 133

7, 116 -
10* 10° x 132

104, donde 0 € 104 < 132

104
16F x 134

1 B 104
oY Y Tert 15T x 192

- 56 - -

Podenos wer que la relacifn g = bg + r establecids en el paso 1i{)

se ha presentado nuevamente en el paso v): dsto se debe a que el re

_ s1duo obtenido en 11) se ha repetido en el paso {v). COmo conze -

cuencia de ello, los cocientesa obtenidos en los pasos 1i1) y v) ne

repetirdn indefinidcnente. Esto es

149 1 2 ‘3 7 8 ) 8 T
177 =1 + 16 + Tor +* 13T +* To% + Iﬁ’ + 6% + 15T + 1o% + e

o bien ;
133 = 112878787, , .

por 1o que la expresidn decimal dq,%%% es periSdica.

Consideremos ahora un nfmero racional positivo E ¢ €On a0 > O3

©) Por el algoritmo de la divisifn para enteros, existen
ds, I+ € I tales que
awbgqy +r,, donde 0 € ry < b

' a
entonces ¢ = G4 * %}

i} Ahora, como ry £ I tenemds que 10re € 2 y exiBten q,, ry £ 2

‘tales que

10ry = b qy + r,, donde 0 € ry; < b

por lo ave % 8 ¢ s

P

. . gy xy
entonces p T * Bt Toxw

14) Ahora, como ry € 2 tenemos que 10ry € I y existen qu, rx € 2

tales que

10r, = b'q. + r;, donde 0 € ry, ¢ b

. r
por 10 que 5oy = Fhy ¢ rpr kg

b
"
~
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a
- qQ 1 T2
entonces Y Qe + 10 +* T%T + T B

111) Ahora, cono r;t I tenemos que 10r; £ I y existen Q) Ty € 3
tales que

10ry = b g + 1,4, done 0-€£ry ¢b

por lo que ypriiop  Yir ¢ Ty .

entonces E gyt %% + T%% + T%% + TﬁTzi_E
En contecuencia, la expresifn decimal de % serd

a
E" 9.9 9 91 ...

El proceso puede continuarse indefinidamente; sin embargo, como laos

residuos vy, Ty, f1, Iy, ... 80N himeros enteros tales que ¢ € r, < b,

1
a lo eis pedrdn existir b residuos diferentes. Cuando alguno de loa

resicduos obtenidon se presenta por segunda vez se inicia el segundo

¢icle del perfodo, el cual se repite indefintidamente.

b

a - - -
52 g °s regative, entonces escribimos % w -« 22 donde 1; es positi
Vo y por tanto tiene und expresifn decimal periddica. )

Esto courpleta la demostracifn de I.4.15.

i)

El recipraoco del teorema 1.4.15% también es vilido: cs decir:

1.4.36 TEQREMA

Toda expresidn decimal perifdica representa-

4 un nCecro racional.

[ IR B TV A BT T B ] o
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La demostrqciﬁn de este teorema esta fundamentada en el concepto de
limita, per lo que no la haremcs aqui.* Sin embarqgo, presentamos a
continuacidn un.ejesplo que muestra lanidea bajo la cual puede obte
nerse un nfmerc racional como cociente de enteros a partir de su ex

presidn.dec{mnl.

Conslderemos la expresifin deciral
1.40686...

Buscaxos dos nfizeros enteros a,b tales que
B = 1.40666...

Como tenemos dos digitos antes de presentarse el perlode por prime-

ra vez, multiplicaros por 106t para obtener
P - . . .
10 B 140.666... (L)

En vista de gque el perfodo consta de un digite, multiplicamos 1a ex

preaifn {{) por 10' para obtener:

oo o omraned . -
y a4
10® g = 1406.666.;, (11) -

* i t Tt i

-Puesto que la parte decimal de estas dos filtimas expresiones es la

mlsma;kresgqndo {1) de (11} obfengmon un nmero entero; esto es

10* g -v1e! B = 1406 - 140

(10'- 10%) g = 1266

900 ¢ = 3266
‘por lo que

2, 1266 _ 211 ,
b "go0 - T30 . : . .

t . )
E}! lector interesado puede consultarla-en la referencia 1 pig, 64.

M






I.4.16 LJERCICIOS

1) Derwstrar a partir de !.!.i que 1 a, b, X zoa ndmexos

1)

3)

4)

5

7)

enterop diferentes de cezo, eatonces:

a b
R T 1
» ged ,

Demostrar que para (odo x, y ¢ Q1

al Z+yceQ
b)) X+ 0= x
€) x-yegqQ

Denostrar que para todo x, y ¢ O

" a) Xy = yx
b)) x 1 e=x

e} x.0=20
Demostrar que af x, y ¢ Q¢
Xy e 0 D x=0oy=0

Sean x, y ¢ Q, decoBtrar que
a) Sty ¥ 0: xtycQ. -
bl En general: x ¢ {y ¢+ 2z} ¢ (x ¢ y) + L.
€} SLz p 01 (y v z)xm {xy) ¢t 2
Sean x, y, 2 ¢ Q. Demostrar que:
) x+zcys 2 ¢Hxcy
b)Y 812301 xr<yzlhxcy

T,al T €01 xz < yr D x>y

a} FEzpleando el algoritro de la divisifn para ndmeros

enteros, hallar 1a expresién decimal dei %%. %, {%

b) Expresar cada uno de los siguientes decimales pe -
rigdicos como el coclente de dos nlmeros enteros:
0.73333333..., 1.717272727.,., 1.25925925...

I.5 LOS NUMEROS REALES

Congideremcs ahora la écunc!dn
“.tz . .. - = = = ()

que ne presenta al tratar de obtener la magnitud de la hipotenusa da

-un trifingulo rectingqulo cuyos catetos son de longitud unitarias

. S
A'x ottt

1
Esta ecuacisn no tiene solucifn en Q, ya que no existe un nimero ra-~

ciocnal x tal que su cuadrado sea igual a 1, como demostraremos & con
tinuscisn. A dicho nfimero; esto ¢s, al nmero cuyo cuadrado es
1gual a 3, se le representa med{ante el aimbolo /7.

Antes de demostrar gue este nflmerc no es racional probaremos el sf -

guiente resultado Iimportantas

by G . FE- S S < Caar 1 - i
! trgat o7 it L ' ] LA [
51 a'’es un'nlmero par y 2 ¢ Z, entonces

4 es un nfimero par

il C]

En efecto:
§{ a es un nlmero impar es de la forma . .
a=2n41, dondenczZ

entonces, &y cuadrado
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a = (2n ¢ 1}{2n + 1) w.4n! 4+ kn + 1 = 2(2@' + 2n) + 1.

es de la forma
a'" =2m+ 1, donde m € 2
y es por tanto un nlmero impar.

En consecuencia, si al ¢s par a no puede ser impar; por lo que, Bl

a4 € 7 entonces a es un nlmezro par, lo que demuestra el lema.

Denmcatrarezos ahora el niqulente-teoremn

1.5.2 ~TEOREMA

El n@mero x tal que x' = 2 no &s un nlmero racional

DEMCSTRACIGH, (por reduceiln al absurdo)

Supongamos’ que x 3 un nimerc Tacional; esto es: existen dos n&nE'L

ros enteros p y h tales que la:ntnima_expresidn de x es

i
H 1

B -
X" g
Como x e9 tal que x! = 2, entonces (g)’- Z por lo que

r .

pt = 247 . . - = == {1)

Como g e 2, q' ¢ N y p® es un nlmero par. E£n consecuencia, de

I1.5.1, p a2 un nlmero par y ¢s8 de la forma

p = 2n, donde n ¢ 2 ) ) . - - =

de (1} y (2} se ;igue que

(20 = 2q!

o sea

znl - q’

Por 1o que gf es un ntmero par. En consecuencia de X.5.1, q es un

nlmero par y es de la forma

q = 2m, donde m» ¢ I T - === {3)

"De (2) y (3}, p ¥ @ tienen como factor comin al nlmero Z.lpor lo que

5 no es la minima expresifn de x, lo cual contradice la hipStesis.

Concluimos  entonces que X no &8 un nfimero raciohal, 1o que demuestra

a

Como vimos en la seccifn anterior los n@meros racionales tienen re =

el teorema.

presentacifn en la recta numBrica, ¥y en virtud de la densidad de ¢
{Teorema 1.4.14) podrfa pefsarse que estos son suficientes para "1le
nar" in.recta::tnldeclr;‘quc!todOI los puntos de la recta correspon-

den ; algin. ntmero raclional, lo cual es falso.

Desde la:antigiledad los gefmetras griegos se dieron cuenta que no
todos los puntos de la recta corresponden a nimeros racionales. Por

ejemplo, la siguiente construccisn geométrica permite localizar a br )

en 1a recta numérica.

o







Existen muchos otros nfzeros ‘que; como 72, tienen representacién
en la recta numfrica y no son racionales, A este tipo de nfmeros

8e lea conoce coro nlmeros irracionales,

Como consecuencia de los teoremas I1.4.15 y I.&.1E, los nimeros irra
cionales tienen expresifn decimal no periddica,.caracterfstica que

loe distingue ¢¢ los nimerow racionales.,

Los nGneros irracionales pueden ser de dos tipos: los que son

solucidn de algquna ecuacidn algebraica con coeficientes entercs l(co .

8o /) a los que s¢ llama frracionales algebraicos, y loas que no
86n solucibn de una ecuacifn de tal‘tipo, a los que se llama {irra =
cicnales trascendentes, Comoreiemplo de estos fltimos tenemos loa

nlreroa v y ¢ de relevante ipportancia en las matemiticaa.

En la seccibn 1.3 se construyeron 103 nfmeros enteros a partir de

les naturales, y er 1a 1.4 los racionales a partir de los enteros,

de tal forma que

NS 2 < Q - .

La construccifn de los nflaeros irraclonales a partir de los riciong

les caes fuera del alcance de este libre, por lo que'no se hard

cqu!.’ .

Al conjunto que contiene tanto a los nfimeros racfonales como a los
irracionales se le conoce como el conjunto de los ntmeros reales y

s¢ le representa con R.

Este cohjunto viene a satisfacer la necesidad de un conjunto de nd-

t El eatudiante puede consultarla en cuslquiera de las referencias

1 a 3.

paros que represente a todoa los puntoa de la rectap es decir, a

cada nimero treal corresponde un punto de la recta y viceversa,

Al conjunto de los nOmeros irracionales se le representa cocfnmente

con @', por lo que podemos escribir
R=»QyQ*
F=qQn g

y Be cuxple adamia gue

Ne Zc QC R.

= Propledades de las operaciones en R

A partir de la construccifn .formal de los nimeros {rracicnales es

posible definir las operaciones ae.adiciﬁn y mulglplicncidn para

los nimeros reales, de tal forma gque se conserven.las propiedades

que estas operaciones tienen en Q. En virtud de que no hemoa’

deaa::oliado aquf dicha congtruccifn omitiremoa tamb{én las corres
pondientes definiciones de las operaciones, aceptando que tienen

las propiedades que &e¢ enuncian a continuacifn.
T v askn k. -

HL




1.5.3 TEOREMA
Pars todo X, ¥y, T € R

1) x+ychR

xy t R ) carradura
11} x + {y + 2) = {x +y) + z _ ) N

x(yz) = (xy)z . asociatividad '
111) x + ¥y =y ¢+ x )

xy = yx conmutatividad
ivl] 2z + 0 = x

x-1-= X - ) ' elemento idéntico
L) 2 - x ¢t Rtal que x + (-~ x) =0 ‘

a x-l € R tal qua xx-x =1, s{ xp 0O elementos inversoa
vi) xly +# x) = xy + xx . distributividad

A partir de X.5.3 pueden tanpbhi&n definirse las operacicnes de sus =

traceiln y diviaiSn en R como sigue.

1.5.5 DEFINICION

r

Sean x, y dos nfliceros reales

1} - El nfmero x = Y se défina conot X ~ ¥y = x + (~ y}

{1) Si y ¥ O el niserc x + y se define cozo: x ¢+ ¥y = xy-l

AT [ LT RN

Como consecuencia de las propledades establecidas én el tecrema
I.5%.) se pueden decuclir todas las propiedades algeﬁruicas del siste-
ma de los nlzoeros reales; en particular las gue ‘enunciarenmos a conti

puscién, cuys derxcstracifn se deja al lector como ejercicio.

I.5.4 TECREMA
. ;ara todo x, y € R:
i) x + D=0
1) = x¥(y) = - {xy])
112} (- x> y) = xy

Cabe hacer notar que el resultado de efectuar la divisién de x entre

Ty, que dcqotamoa mediante x + y, coincide con el concepto de "cocien

te” establecido en la definicibn I.4.1; ya que, de I.5.5

x4y =xyt

Entonces

TR v iag

(x¢y{y) = oy Dy = xty"ly) = x + 1= x.

- FR S

por lo‘que x + y es el nfmero que multiplicado por y nos da como re-

X <t i 24 € 1

sultado x3 .es decirii.”

L A A S TN W s

Debido a que eata ditima forma presenta mayores ventajas en el mane

Ja de las expresiones algebraicas, en adelante usaremos el simbolo

; para representar también al nGmero x + y.







- Orden en R

A partif de la construccifn formal de los irracicnales se puede defi

nir tambifn la relacifn “renor que®™ en R, do tal forma que si x, ¥
son nﬁier;l reales tales que x ¢« y entoncesa el” punto gue representa
4 x ¢n la rects nunérica se encuentrz a2 la f{zquierda del que repre -
aenta & y. Aceptaresos tambifn que dicha relacién conserva las pro=

_ pledades que tiene en Q; es decir

I.5.8 TEOREMA

S1 x, vy € R entonces se verifica una y sflo una de las
sigulentes proposiciones:

11 x <y
11) x = ¥y

144) ¥y < x

I.5.7 TEOREMA : -
‘para‘ todo x, ¥, 2 € Rt
1) x<y=}x+z'<y+=

11} x <y y.2z2 3> 0 =D xx < yz
x <y g 1 <0 =D xz>yz

111) x <y y y<z. D =<2

Tarbifn se definen e¢n R la relacifén "mayor que™ y los términos -"posi

tivo® y "negativo®, de la wmisma maners que se definen en Q; es de -

cir:

x>y 8f y<x
x as poaftive s x> 0
x oo negativo i x < O

‘La relacifn "menor que®, sus propiedades y conceptos relacionados
son de gran utilidad para describir y manejar tvtervalos de v;lo:es
para variables reales, En particular, lap propiedades enuncifadas
.pér €l teorema 1.5.7 nos permiten "despejar® una variable en una re
lacién de destgualdad, cuando esto es posible, como veremos en los

ejemplos que gse presentan a COr{tinuaC16n;

I.5.8 EJEMPLOS

. 2] Obtener el intervalo de valores de x para los que seo satisface

la siguiente desigualdad.

° -2%-5—%‘(-} con x ¥ =2

Solucifin

Lo priné:o que se& ocurre es multiplicar por ).y por x + 1 ambos
miembros de la desxqualdéd. pero ¢ome no conocemos el valor de x
no sabemos sl x + 2 es positive'e neéativc,por lo que deberos con-

siderar dos casos:

Caso 1) x + 2 > 0 . Caso 2) x + 2¢< ¢
multiplicando por x + 2 y rultfplicando por x 0;2 y por 3:
por 3: .k oz . . ]
A{2x,m=3) < x4 2, <L 3% = 3) > x4 2
© SBAI. v 4y .t s gdad o seai )
bx. -5 <x +2 - . 6x - 9 > x + 2
sumand;.gjy rent;Aéﬁ ; ;n . sumanda 9.y restando x en anbos
ambos miembros : miembros
Sx < 11 Sx o> 11 Co-

multiplicando por é multiplicando por %

X < %} . - x> %}
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Como x + 23>0, x » -2 Como x 4+ 2 < 0, x < -2
Y se obtiene finalmente: Por tanto, no existen valores de x
. : . que satisfagan simultineamente:
-2 < x <_%} ‘ “x <« =2
' Y

La solucibn de la desigqualdad propuesta es el conjunto de valores

de x tales que:

—2(:(%‘; .

b) Obtener el conjunto ée valores de x para los cuales se satisfa

ce la siguiente desigqualdad:

Hiw

<5 con x ¥ O

Caso 1) Tx st
3 < 5x N % <« x. con x » 0

. 1uego-§<x<-

Caso.2) x < O

% <51 5xy ; L con x < 0

luegs «= ¢ x < @
El conjunto buscado es: . - :
(xlx e R ¥ % ¢ex <=} yglxlxecRy~-o<x <o)

O bilen, grificemente:

4

~ Propledad de completitud,

Los tecremas Y.5.3 a 1,5.7 nos cuestran que el afistema de los nime~
ros reales tiene laz miscas proptedades algebraicas y de orden que
el sistema de lns nfmesc:e rﬁclonalei: gin embargo, nabemos.que el

sistema de los nfimeros reales ez mis amplio y §e533t11 puesto que

en R podemos resolver ecuaciones como x* = 2, para las cuales no

existe solucifn en Q. Cabe preguntarse entonces si 1os nireros rea
les tienen alguna propiedad ndicioha} gue no satisfagan loa nfizeros
racionales. Tal propiedad existe y se le conoce como "propiedad de

completitud®,

Antes de enunciar la propiledad de completitud es conveniente intro

ducir algunos conceptos e ilustrarlos a través de ejemplos.

I.5.9 DEFINICICN

Sea S un subconjunto de R.. Un e¢lemento ¢ € R es una
R o, v i R AR/ . :

cota supericr de % aisz
azt o i

v o y D H

vodats L e e wiie S S Ua

T 3 CEE S, i

De la definicifn anterior se deduce que si- t ‘es una cota superior

de. 5, cualquier otro nfimero real mayor que t serd tamhlﬂq'una cota

superior de S.

51 un conjunto tiene cotas superiores se dice que estd aéotado_lu~

periormente.




1.5.10 DEFINICION

Ses S un subconjunto de R. Un elemento m ¢ R se llama
elenento mixizo de § si:
1) x £, ¥x 8

i{) m e S,

lo que denntamos mediante max § » m.

fr decir; un elemento €32 miximo de un conjunto S si es una cota sy

perior de S5 y ademis pertenece a S.

A diferencila de las cotas superiores, el elemento miximo de un‘coﬂ

junts, a1 existe, e3 finico.

EZn efecto; sean @ y r° dos elementos miximos de S, Comom ¢ S y m'

ea wiximo -
n <’
por otra parte, cono m' € S ¥y @mes miximo
r* Lo .
en consecuencia
B’ = m

conc se querfa.

Como puede demastrarse ficilmente, el elemento miximo de un conjunto

es la mencr de sus cotas puperiocres.

‘ £s posible, sin embarge, hallar conjuntos acotados supericrmente pa-

.

, - T2 -

ra los cuales no existe elemento miximo; para tales conjuntos se
tiene un concepto gue sustituye al de miximo en el sentido de “*1a
menor da las cotas superfores®, Tal concepto es el de supreme que

se define a continuacifn,

I.5.11 DEPINICION

Sea § un subconjunto de R. Un-elemento P € R se llaxza
sSupremo dg S ni:
1} x £ ps W € s'
y. , ’
1) geRyxS§q ¥xcS =>Ppg4q

lo que denotamsas mediante sup § = p.

‘rior dcls._ )

Es @ecir; un elemento p es el supremo de un conjinto 5 sl p en

una cota superior de S y ninéﬁn nimero menor que p £3 cota iupg -
LIl -

En forma similacr a comd se hizo para el miximo se puede demostrar

que el supremo, de jun conjunto, .8l exista,, es,.finico.

an [y i PN
Cabe zesaitar agufl gque la Gnica diferencia entre lca conceptos de
BRI £ B ) .
elemento miximo y supremo de un conjunto 5, estriba en que el mixg-
mo debe ser un elemento del conjunto § mientras que el supremo pue-

de mer un elemento de S o no serlo.







I.

a}

b)

$.12 pITMPLOS

Sea A= {x | xec R, xg1l) €r
Erte c0njun:p eatd acotado superiormente.
Su elements wiximo es el 1,

Su suprenxc es también el 1.

22 oot superiores de 2
S

Sea B={x | 2xecR x<1) €R
Este conjunto estd acotado superiormente.
Ho tiene eleuentolmiximo

Su supremo es el 1.

" iy
0 1‘\ .
sup B

I.

5.13 TEOREMA (completltud:de_ﬂ)*

Tode subconjunto ne vacio'de R que estd
acotado superiormente tiene un supremd

que pertenece a R,

t

£l lector puede conzultar la demostracién en fa,re!eran;ln 2
plg. 451.

4

Este teorema, cuya demostracifn omitiremos, nos garantiza la exis-
tencia de una minima cota superior para cualquier conjunto de nlme
ros reales acotads superiormente, y establece ademis que 1a minima

cota es un nlmero real; es decir, que pertenece a R. -

Lz propiedad de completitud permite establecer e;-cnncepto de con- -

. tinuidad en R, el cual es de importancia fundanental en el estudio

del cilculo.

Para mostrar‘que los nimeros, racionales no poseen la propiedad de
completitud estabiecida.para los reales en el teorema 1.5:17.-con-
sidercﬁos el sfguiente cjemplo que se inicia buscando una aproxima
ci6n al valor de 2 mediante expresiones decimales con ub nfimero

finfto de cifras:

Recordemos que el sinbolo ¢Z representa a un nizero x tal que

x? » 2. Asf, para una primera aproximacifin vemos que

(1} = 1 (23 = 3
Y .
Ch s e e Y e s Y e e
por lo que z. ¢ - o« 1g f T

1 o« T < 2

En consecuencia,’ si déseamns’ aproximarnos "por ‘la irquierda® al va-

) +

lor de VI, la primers aproxinacién bers 1.

‘Para obtener ahora una aproximacifn con una cifra decimal, observa

mos que

Ak ox = 1.1 1.2 1.3 1.4 1.3

entonceg x¥ w» | 1.211 1.44] 1,69} 1.96] 2.25







por lo que ’ -

1.4 < /% < 1.5 . - -

Yy la asiquiente aproximacién seri 1.4.

Para obtener una aproximacién. con dox cifras decimales observamos

que

s x = 1,41 1.42

entonces x¥ = | 1.98811 2.0164

por lo que

1.41 < /7 < 1,42

Y la spreximaciSn serd ahora 1.41.

Para tres y cuatro cifras decimales obtendrfamos, respectivamente

81 x = |1.411 1,412 1.413 1.414 1.415

entonces x* = 11.99092) | 1:993744 | 1.956555 § 1.999396 2.002525

Y

a1 x =] 14141 L1.4142 1.4143

entoncen x* = | 1.999678¢81 '1.99996164 200024449

Y €l proceso podrfa continuarae indefinidamente en virtud de que,

por 1.4.15 y I.4.16, la éxpreatbn decirmal de' v7 es no peribdica.

Conviene hacer hincapié en que las aproxlmaéiones obtenidas ante -

riorwente, es decir

1, 1.4, 1,41, 1.414, 1.4142

- 16 . -

son expresiones decimales con un ninero finito de cifras y, por tan=~

‘to, son nfzeros racionales.

Consideremos ahora el conjunto § que consta de las aproximacionas de
¢7 que pueden obtenerse pediante el proceso qua hemos descrito ante-

riormente; &5 decir:
S'm= {1. 1.4, 1.41, 1.424, 1.4142, 1.41421, 1,.414213, ...}-
For coastriccién, el conjunto S tiene las siguientes caracterfisticas

*1) Cada aproximacién es mayor que la anterior
"2} 8 contiene un hGreros Infinito de clementos

1) S¢¥H ScQyS estf acotado superiormente

Las propiedades enunciadas en el punto 3) satisfacen las condiciones
@el tecorema I.5.13-21 reemplazar en &1 R por Q, ain embargo la concly
818n no serfa vilida ya que § ro tiene un supremo en Q. Ea clare

que /7 es 1» minima cota superior de S y /2 ¢ Q.

Como conﬂeCUencia_delle anterior vemos gque el conjunto Pe los ntne -
: “ Fatn i . ot H Vo ER -
ros Tacicnales carece de la propiedad de completitud.

1 50 Tt LR Y [ - kY N i

-  valor abscluto de un nfimero real.

bado que exist; una correspondencia uUno a uno entre-los puntos de la
reega Y los ;ﬁmeros reaies. cnbe esperar gue el concepto geométrice
de distancia entre dos puntos tenga su equivglenke én el conjunto de
1os nimeros reales. Dicho concepto, enpecialmentc Gtil para el cilcu

lo,puede ser introducido con ayuda del valor absnluto de un ninero
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real, que definiremos a8 continuacifin

I.%5.14 DEFINICION
Sea x un nfmero real. El valor absoluto de x,

que representarencs con [x{, se define como

x, si{ x20

Ix] =
- V1~x, s1 x <0

Asf, poer ejezple
1 .
I%] " ¥ Ya que % > 0
|0] = 0, ya que 0 = 0
{=7] = 7, ya que =7 < 0

En genecral el valor abaoclute de x € R serd un nimero real no negati-

vo; es decir, positivo o cero. Las principales propledades del va -

lor abooluto se enuncian en el afguients teorema

{1.5.1% TEOREMA

} . Fara todo x, ¥ £ R:
1) Ix] 2 0. Ademds x| = 0 & x =0

1) ixyl = jx| - ¥l
120} {x + yl £ Ix] + |yl

DEFOSTRACION

La propledad 1} es consecuencia inmedfata de la deglnlciﬁn X.5.14.

T - 18- -

La p!upiedld 11) puede demoatrarse ficilmenta a partir del teorema

I.5.4,

ta ptopiedad 114}, conocida como ‘deniqunldad del trilnqulo'

se demuestra & continuacidn.

1) Six=00cy«0lafqualdad es obvia.

2) Six>Qyy >0 tenemos Qque x + ¥ > o, pot.lo que
fx + ¥yl =x+y = x| + |yl

y se satisface la lgualdad. -

3} . 81 x <« 0 yy < 0 tenemoa que x + ¥ < 0, por lo que

Ix ¢.y| == (x+y) = (~x1 ¢ (~y) e [x}+ |y
'y se satigface la {gualdad.
. 4) Nom quedz por considerar el caso enh que x, ¥ tienen aignos

contrarios. Suponqanos.x >0 gy <0:

Si y=-x, x+y =0y la desigualdad es cbvia.

SI_y < - X, x+y <0, pér'lo que
Ix+yl--(x*Yl'(-_x)+(-Y)-';'!x|*|1’|‘lll"'|¥|‘

Siy»~-x, x'4+y>0, por lo que | .
Ax ¢ yj mxey=x- <4 = j=[ = jyl'< |x] + |yl

con lo“qie’ hemod desostriido 11t} de.I.5.15
: T Y R R S

1% P * 1 vor g 3 !

A ‘partir de 1n dofinxcién I. S ll ¥y de la reptesentaclﬁn de los nine

v v f

ros reales como puntos de 1a recta. se observa que nientras mis gran

de en [x| m&s lejol del orlgen se encuentta el punto que :epresanta
& x. Debido & esto, 2l nisero [x] aze le ‘conoce como la distancia de

x al cero.

Do acuerdo con lo anterior, si a es un nfinero real positivo se tendri

* .

e
i

TR
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que un punto x estf situado entre - ¢ y a cuando (y solaments cuan =

do) |x] < a. Esta 1dea puede generalizarse a través del sigufente™

teoreza.

I.5.16 TEOREMA
Seaa tR con & 2 0; M x £ R ge tiene quei

Ix] ¢ & -agxsa

DEMOSTRACION

1) Sea Ix{ £ a . - -~ {1
De la definfcifin 1.5.14 se sigue que
jx| = x o |x] « - x, ¥ x ¢ R
. Por lo quet

a)" Si |x] = x, de {1}

[x} £a = x5 a -~ ="12)
by 5L |x| = - x, de (1} ) .
fx] £« =D ~xga =Dz r-a e e = ()
gor tanto, de (2) y (1) se sigue que -
Ix] £@ =>-oa¢&x<a ¥x ek
1i} Supocngamos shors que -~ u'.g x£a "-- - (4)
a) Six2C Ix| =x yde (4) )
Ixf.g o _ : =)
BY St x<0, x| =-x yde (€ ) _
. -mag- fxl =>a x| )

por lo que, da {5) y (6} se tiene que
,; agfxga :ﬁ) |x] £ 6, ¥ x ¢ R,

y la dexostracifin queda completa.

El tecrema I.5.16 tiene la siguiente interpretacifin geométrica:

: k )

~g 0 . o

(x| xe R Jx| £ a)

Con ayuda del valor absolute, la distancia entre dos nimeros reales
cualesquiera x, y puede definirse como el nfimero real no negativo
]x = ¥|. A continuacién se ilustra geowmétricamente el cazo en que

x>0, y € 0z

[x = yl
b4 0 x '
...... il -
1.5.17 EJERCICIOS . : - @ © . & %

1) Demostrar-a partir-de~X.5.3-que; si X, ¥y, 2'¢ R
al}) x + 2z = y + z :ajx "y :
b} .xz =,y2 =,‘> Xy, s 2.0, . e .
c} x-0=20 -
a)y (- x){y) = - (xy) . - N

e) xy=0 SPxw0oy=0






2}

1)

5)

6)

T
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Sean X/ Y, 3 CR, demoatrar que;

a) z-ychR B
b) ;.c R, siygo -

e} xly -z} = xy - xz

-d} ,(X) - .’EZ , 8Lz p O

Fara cada una de las siquientes deslgualdades, determinar el con
]unto de valores de x gue la satisfacen

a) ?-—5-’5- < 2ix ~ 2)
B} -z>";‘-'
o FEgezes

Ce ranera sicilar a cono se hizo.en I.S5. 9, el concepto de cota
inferior se define como sigue:

S1 S R, un elemente f ¢ R es una cota inferior de S si

x ¢ f, ¥ x £'S. Adexis un conjunto que tiene cotas inferio-
res se dice que ostd acotade inferiormenta, '

Para cada uno de los conjuntes del ejercicic anterior decir si
estin acotados superiormente, inferiormente ¢ de ambas maneras.
De rmarerz similar a cooo se hizo en I.5.10 y I.5.11 se defincn
los conceptos d¢ mixico e Infi{mo de un ccn]unto.

P2ra cada uno de los conjuntos cdel ejercicic 3 hallar su m&ximo.-

minimo. nuptemo e Infimo, 61 existen.
-

Sran %, ¥ £ R, demcatrar que:
a) [x| =0 => x=0
B) lxy| = jx] - y]

x fxl
e) l;l - ik al y 4 O

d |x -y} ~ |y - x| : ; . -

Para cada una de las siguientes afirmaciones, demostrar su vali-
dey o dar un contraejemplo en caso de ser falsa:

2 x g3 = ix] g3

b} [x]€5 = -3¢ xg4

€} |x =2} <1 E=H 1 exe]

4} |x ¢+ 1] « 3 = -2 <x <2

&

I.6 MAS SOBRE INDUCCION MATEMATICA

Tan prontd como p:opuéimos el primer teorema de la seccifn 1.2 fue
necesario recurrir a 1la induccién matemftics para poder demostrar -
lo, ya que nos encontribamos en los infcios de la conatruccién del

sistema de loa nfirercs reales y no disponfamos de mis elementos pa-

ra realizar la prueba que las propiedades que cefinen a los nlzercs

naturales, en decir, los postulados de Peano. Es8 por ello que to -
das las propiedades de las operaciones en N debieron demcstrarse

por induccifin ratemitica.

Al pasar a la peccifn I.3 definimos las operaciones en I a” partir
de laa operaciones en N, por lo que sua propiledades pudieron dembi -
trarae a partir de las propiedades en N ain recurrir a la induccida

matemitica.

A partir de dicha seccién, y debido a que-nuestro interés fundamen
tal era el de et7tablecer las principales brbniedades-alqebrnica: de
los difeééﬁiéﬁ gikkeh;s'déjﬁﬁmérﬁs,rhd'Eué ﬁice;arfb.volver a utily
1ar la dehostiacidn por indbécibn’' Sin’embatgo} existen otras pro-
posiciones lmSB}tantehJén'Biéhds sistemas, 'asl Como en otros que sc
tratacda Sas 2dzlante! ing cuales s6lo pueden ser demoutradas por

s EU O Thr
inducciéﬂnnateﬁatica.

-Debido 3 su importancia como método de demostracifn, en esta seccifin

presentaremon aléunaa observaciones y ejemplos adicionales que espe

ramos contribuyan a una mejor comprensifdn del método y que permitan

.su utilizacidn en un contexto nfs amplio qué el de la seccifin I.2.,

fegrye gt or o ocms v
, N 8 ' 14y ! s ¥
¢ . - i +
T i

"
‘
[
H
5
vy




Ezpezaremos por seflalar qua el nocbre no es muy afaortunade, ya qua
la palabra "induccién® suele asociarse al procesc que consziste en
ebtener una conclusifn a partir del anfilisis Ae varios casos parti-

culares, procesc que nada tiene que ver con el método de demostra =

cifn que nos ocupa.

Hediahte un proceso como el anteriormente descrito, al gue se cono~-
ce coro razonamiente inductivo, pédenol llegar a proponer un ehug -
ciado de carfcter general a partir del anilisis de va:ios casos par
ticulares (como se hizo con P(n} en el ejemplo 1.2.4 - a}, pero nué

ca a demostrarilo.

A ciferencia del razonamiento inductivo, el cual sf8lo puede asegu =
rar la validez de la conclusién para los casos particulares de los
cuales fue obtenido, el método de demostracibm por induccifn matems
tica nos garantiza la validez de la conclusifn para todos los .cz -
808. 7 -

Coro hemos visto, una prueba por induccifn matemitica conata de dbp

partes cualitativamente diferentes:

g

I} Ona veqi!lcgcién; P{1)} es. clerta

11} La demostracién de una implicacibn: Plk) es cierta =5 P(k+l)

es cierta.

E) papel que juegan eatas dos partes en la prueba es similar al que

se describe en la sigulente pituacién.

Supongamos Que estamcas frente 4 una enc;lera.quc tiene una infinidad

de peldafios y que deseamcs tener la sequridad de que podemos 1legar
a8 cualguiera de sus peldafios. Esta sequridad nos la pueden propor-

cionar los dos hechos afguientes:

n Podemos subir al primer peldano.

2) Estando en un peldaho cualguiera podemos subir al siquiente,

En efecto: por 1) podemos situarnos en el primer peldafo. Estando
en el primer peldafio, por 2) podemos situarnos en el segupde. Es -~
tando en el segundo peldafio, por 2) (nuevamente) podemos situarnos -

en el tercero, 'y asi sucesivamente podemos llegar a cualquiera da

nr

éllos.

En una prueba por induccién la parte I nos garantiza que existe un
valor para el cual la proposicibn es cierta, mientras que la pafte.

II ros dice que 81 la proPosicidﬁ es cierta para un valor entonces

" asers cierta para el slguicnte valor (alnque esta parte no garantiza

que exisgta un valor pa*a el cual 1z proposicifin sea clerta).

™ TE

Puesto gque la primera parte de una prueba por 1nducc16n es uns sim-

o2, k] Wt M UL ! 1
ple verificacién, usualmente la dificultnd de la prueba estriba en
] i o5 TRl g
demostrnr 1la 1mp11cac16n dc 1a aegunda parte, le cual requiere en
F I A A ) ¢ HES Loreto

,algunos casos de una buena doais de ingenio. empero. ambas partes

3. odebcoty tEbe” P PRV .
son indispcnsablcs para ln prueba. A continuvacibn presentamoa un

ejemplo en el .que puede dcmcstrarsc la :mplicacisn Y, sin embargeo,

la proposicifin es- falsa.

Sea

2+ 4+6+...+2n=n"+n+ - = = P{(n)

=
i
(=8
-
.

Lk
A




y supongamos que P{k) es clerta; esto es:
244464 ... +2x ekt k41
suzando en anbos miembrosz 2(k + 1)@

244464 ... 42k42k+1)

(' + x + 1) + 2(k + 1)
K ¢k 4+ 1+ 22

= (k' 4+ 2k + 2) 4+ (R+1) 41

24446+ ...+42x+2(k+1)=(kx+1)"+ (k+1)+1
con 1o que hamos demostrado que sf P(k) es cierta entonces P(k + 1}
es cierta; sin embargo, la prueba’ por induccifn no puede completar-
s ya que no es posible hallar un valor para el cual la proposicibn

sea clerta (demulstrelo).

Bay proposiciones que aunque no se cumplen para todos los‘nﬁmeros
naturales son viltdas a partir de un cierto valer. Tal es el caso

de la siguiente proposicifn

-

sl xc Ry x » 0, entonces (x + 1)° > x“_+ 1 - == « Pin)

puesto que para o = 1
(x+ 1) = x! 41
"y la proposicifin no se cumple.
Para n = 2 tenemos que
fx+ DT > x* 41
ra ;;ue-
(x + 1) w x* ¢ 2x ¢+ 1

¥, oo x > O, zﬁ > 0; por lo que

x? 4+ 2x ¢+ 1> xt ¢+ 1

TN

de donde
(x+ 11" > x* + 1.

y-ln‘proposlciﬁn es v!;i&a para n = 2,

. e ‘
Del anilists de Pln) puede verse qua a medida que n aumenta (x + 1)
crgcé :55-:5p;damente que x" + 1 por lo que, como la proposicién fue
villdarpard n .= 2, cabe esperar que scguiri siendo vilida para valg

res de n mayores que dos.

En efecto, demostraremos a continuacifn que la validez de P(k) iz -
pliéa 1a validex de P(x + 1}. 2ipdtes;s: Pikx) e¢x cierta, luego

x+ %> x*+1 o
Como x > 0, multiplicando por x + 1 tenemos

x+ 0¥ (x+11 > F e D+

Esto es )
.(x+1)k”>xk”+:§+x+1 )
Ahora, como x > O se tendri que =+ x > @, por 1o qua
u!‘flii‘. +ixte 1. xk‘,' L S L L ST
En consecuenclA .  fm  ictev . i . .4 n T .

X

x + 115 > X0 e

3. 22

por lo qgf P&H'? }) °%.C1frf?;c..

H far ke b . C . [ a . -
Finalménte, como la pEnposiciGn'es cierta para,? = 2, de lo ante

riér se sigue que ;ambién'es cierta para cualquier valor mayor que

dos.

Como vimos on el ejerplo anterior, es posible utilizar la {nduccidn
matemhticn para. demostrar ll-Vllldeg de una proposiclén & partic de
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En estos casos 1a parte I de la prueba consisti~ 4} Para cada una de las sigufentes proposiciones, ha!lnr el penor

14 en ée:gficnr que la proposicifin es cierta para el valor ne, la

un valor f{jo ns.

valaor de n para el cual se cumple ¥ demostrarle por lnduccibq ma
- parte II consistiri nuevanente en demostrar que-la validez de P(k]) temiticat
izplica la de P(k + 1), teniendo en cuenta gque ahora k ea mayor o : - n": n

. ) . a)u-—-}—— € N,
igual que ns, y la conclusifn ser§ que la proposicifn es cierta pa=- . :

Y st - . . e MneNyol =1 :
raz todo valor de n mayor o igual que ns. . . b) nt >'n’,‘donde n! = 1 = 2 x 3 " R P y

. ' e) {(x+1)% >px? +nx+1, ¥xcR x>0,
1.6.1 EJERCICIOS )

5) Demostrar por induccibn matemfitica las siguientes propiedades de)
1) Demostrar por induccifn matenStica que las siguientes f£6rmulas ' ’ :

valor absoluto:
son vilidas para todo nfizero natural ni -

' A a) |x*] = [x]|® ¥ n eN
.;1+2+3+...+u.£_‘ﬂ_1+_1). .

' o . - . b) |a, Ay Bye-- anl w.la,| la:} f2asl «-- l‘," “net, np2
b 1+ 2 4+ 4 4+ ... + 2? - 2% - 1, iqué representa aqul n? .

- : - -n? ’ o P +* ‘+ eee * a1t ne R, n » 2
el 8+ ag + agq® + ... + ag" ' - E{l:—ag—l . % a, qcR, _ o <) In{+n:+a:f---+aal s lagl + faal + faal 2, '

2) Obsérvese que: : . 6) Demostrar por induccién matemStica 1as siguientes relaciones tri
N . . ' ' : . :

1eg=2 : .. gomemftzicam: .., ,
. ; o a) sen (8 +-nx) = (= 1) sen;8 5 n =0, 1, 2, .- ' Lo
QLeDHAsDw-3 - : A : _ -
1 1 1 . __— : b) um.[s.+;(zn_=-'.-n:.-§] otz 1" cos 0.3 M e X
(Q+ PO+ =4 ' |

proponer una ley general y demgstrarla por induccién matemitica.

1] Hallar la f&rorula que simplifica el producteo .

-«
,at+l

a-hHa-ha-H...a-H

¥y demoatrarla por tnd;cclbn.
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CAPITULO 11 NUMERGS COMPLELOS

INTFCDUCCION

Los rnireros cotplejos nparecep'en el haorizonte de las matemSticas con
la {ntrodoccifn de los nCreros {maginarios. Estos surgieron en el 41
grura £ouo consecuencia de una necesidad, de la misma manera que los

nfrezor regativos.

G.Tulavs Cardano, eninente mateadtico italianc del siglo XVI, fuf el
pricero en reconccer la verdadera inmportancia de las rafces negativas
al eetatlecer ia teor!a_gené:al de las ecuaciones de tercero y cuarto
grede, Se di6 cuenta de ls recesidad de nlcercs regativos y llegs a
kanler incluso ce ralces cuadrajas de nimeros negativos Aunqde, al pa

recer, ne llent a precisar el eoncepto de nlrero i{maginario,

Fafael Lozbelll, tamhifn italiano, continué la obra de Cardano Yy, en.
wre cbra puoblicada en 1572, sefale que los nmeros imaginarjos eran
indispensat.les para la solucifn de ecuaciores de la forma x! + ¢ =- 0,

. donde ¢ ¢3 un alrmero positive.

Los nloeros icaginarios fueron &tacados & partir de entonces, fueron
declarados por muchos como "{mposibles® o "inexistentes”, por el mero

hecho de no poder relacionarlos con axperiencias de su vida cotidia -

na. T -

Pers una ecuzcién como x! + 1 » 0 no f{ba a guedarsé sin solucifn. Las
rmatemiticas requerfan de loa imaginarios para Jdesarrollavse ¥, final~-

mente, 85tos se impusieron.

. Un ndrero imaginario {epfesenta una idea abstracta pero muy precisa,

La respuestz a la pregunta: (Qué nlmero al ser multiplicado por af
pismo es igual a ~1? s88lo puede concebirsze con la ayuda del 1=ng!na-‘
rio wmis conocido, al gue Euler representd con el simbolo i que toda -

via se emplea,
1I.1 FORMA BINOMICA

Una vezr aceptada la existencia de i como un hfimero tal que 1 =4 = - 1,
un nﬁmero_ié?g}nafiﬂlg??da écﬁffid?,Ffmo togp aquel de la forma-bi,
donde b es cugiqqicr nGrero real, Por ejexplas

3, =7, g1, /It .
son nGmdros (xygtnaricas *

PR N BT . A T A

Los imaginarifcs, con las mismas reglas ce operacibdn que los nlmeros
reales, y considerando 1t = - 1, propercionan soluclancs a toda ecua -

c16n da 1a forrma x' + ¢ = 0, donde ¢ €3 un nlmero positivo.

Por ejemplo, las solucicnes de la ecuacibn

x! + 25 = 0
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son lcs nAmeros S y - 51 puesto quet

{5417 @ {51358} = 254! w 25{- 1} = = 35

(- S} @ (= 51) (- 54) = 251 « 25{- 1} = - 25

En general, las soluciones de la ecuacifn
x! + c =0, con ¢ > 0,

son los nlizeros lraginarios /€ £ y - /€ 4, donde /€ ¢ R,

Por otra parte si tenemos una ecuaci&nlcuno

2% + 4x + 1) =0
¥ aplicazas la f&rmula general de la ecuaci&n.d; segunda grado, opte-
Resos

xe -2/~ Fe-222
Y Ko encontrdcos con Que cada una cde laz soluciones es la "sumas de
un nirero real con un nimero 1nag§nario. lo cual debe 1ntérpretar;e
cszo un nuevo tipe cde nizero. Surcen asi leos nﬁfc:os complejos cuyo

_gonjunto, fue representarmos con C, se define como uiqué

I1.1.1 DEFINICION

C={z}z=a+bl, a8, bc R tf = =1}

Asl, por sjerplo, - 2 4+ 34, =~ 2 - 3L, 1 + /54, § - 21 son nmeros com

plejos.

Para canc)ar los nGmeros complejos necesitamos saber cuinde doo de

. k C Ve

ellos son igquales, por lo que establecemos la sigquiento definicidn

I1.1.2 DEFINICION
Sean z, = 2 ¢ bi, z, = c + 44 dos nfmercs comtplejos
con a, b, ¢, 4 £ R, entconces

2, = I, si a=c ¥, be=4d

Como puede verse la igualdad en C requiere de dos igualdades entre

nmeros gcaleu; Ast, st ay¥c a b ¥ 4 ee tendrf ques zy ¢ 23,
- La adicién y la multiplicacién en C.

Las operacicnes de adicifn y multiplicacifn de nizeros corplejos se
definen, en términos de la adfcién y multiplicacifin de nfmeros rea-

les, de la manera aiguiente

II.1.3 PDEFINICION
Sean’z, = a +'bi, z; = c + d4 dos ndneros complejos,
‘donde-a, b, ¢, d ¢ R, -~ - - Coe

1 L tene Ltal

4 St . .
1} el nlrero 2, + 2; se define como
e L) . -,

o

’ £y + 3 = (a +# ¢} +« (b + 4}
11} el nGmero 2y z: se define como

zy 23 = {ac = bd}l + {(ad + beld







“Eatas opsraciones tienen lan sigquientes propiledades

I3.1.4 TEOREMA
brra todo £y, Zpx, By € €1
1) I, + 23 £ C
2, 2 ¢ C . . cerradura
11) =z, v (23 + 33) = {2y * 11} * 2,
Tt (2333) = (t,x5)2y ' . asogiativ:¢ad
181) £, &+ 25 = 2, + 2,
Ty, Xy = L3 &, conputatividad
iv) 2y ¢ {0 + 0i} = 1z, ‘ ]
Ty (1 o+ 04) =24 . clemento idéntice
v) I-12, ¢ c tal que I, ¢+ (-2,) =0+ 0L

5L 2, FO+0L 22 ¢ C tal que
’ T, 2, =1 4+ 0L clementon inversos

Vi) 34 ixy * I} = 212 4 T2, B dlntributividgd.

DEFOISTRACION

Se demostrarin Gnicamente 1}, 11i) y vl
1) Bean 3, = a-vlbx. 23 = ¢ + &i dop nhreroa compiejoa
z, + 23 = {a + ¢) + (b + AL . por 1) de Il.1.1
coro &, b, ¢, d ¢ Rde £) de I.5.1 {a+ ¢}, (b +42) R
por lo que, de II.1.1
1a +c) «# (be d)lcecC
en consecuencina

z, + 22¢C cor oe gqueria

Por otra parte

Iy2x = (ac = bd} + (ad + Eke)i for
Coza &, b, ¢, @ £ R, de .I.)'de I.5.) Qe tiene que
{ac - bd), (ad -PA'bc) [ 38 -

por lo tanto, de II.1.1

. {ae - BA) ¢ {rd7e bell £ ©

Y en consecuencis

X3 ¢ C como se querfa

11) de I1.1.3

iii) Se¢an 2y = a4 + bi, 23 = & + di dos nfimercs complaejos

v}'

2y + 22 = [a + bi} + (c:'+du
 atatel v bedrt © 7 per
= {c + a) + (2 + b} por
= (¢ + d1) + (a + bi) por

£y + 2 = X3 + I,

Adenin

123 = {a ¢ bi)(c + 41)

= {ac -~ 03) 4;.:;(;_6‘(:9‘“?1 ' por
= {ca - db) + {cb + da)t : ’ por
5 =:{c + di)(a + b1}, por

Tik; = 231,
L R B . ' ez

Sea z, )-'. a.+ bx- . un nfimero complejo, ccn"a. be R
De v) de I.5.33 - a, - b c R, ¥ en consacuencia
(-—a) + (-d)d cC _ por
Sumando eate ndmero a 2 8w obtiene _

:a.b1)+[(éa)+|-bf1] = [a+(-a)] ¢ [bet-p)]1 por
{aspty+[(~a)+(-b}f] = 0 + o por

‘con lo gque = x, = (- a} + (-~ b}t

1) de 11,1.3
1LY dm 1.5.3
1) de IX. 1.3

£4) de I1.1.3
114) de 1.5.3
1) de 11.1.3

II.1.1

1) de 11.1.3
v) de 1.5.)






Sea ahora 'z, =a + bicona, be Rya,byo

a ~ b :
- 3 o7y jTepr R ¥ de T2

a
al v BT AT

- b
—gri ¢ C

Aplicande 11) de I11.1.3

b

*

a - b {=bH -
e « b8) {5y ~ BT i) - (a: :‘5: at : bl)+( . b

_a! + pt ap - ab,
at + b1 a1l + bi

a *
+ b7 aT «

ta o L1} (o bb,i)'- 1 + 0t

L3
a+ + b

. -t L]
con 1o que z, = 3T+ b7 i

Y termarna la depostracifn. E]

Ce acuerds con 11.1.1 un nlccro cocplejo ¢3 de la forma
2 = a+ ki, con a, b c R

En particular, 31 b = 0 el nlirerc cooplejo queda como -
r = & + 01

Gue puede ser considerado core el nimerc real a, ya que la corrcspon
dencia
a + 01 = a

oe consvrva & través de las opereciones de ad;cién y multiplicacién.

En efrcto, sean

a4 ¢ 0] «— a

y € ¢ L1 «> ¢
(o + Q1) ¢+ (c + 04) = (& ¢ c) ¢+ 0f ~ a +¢

y-(a + 0illc » 04) = lac) + 01 — ac

a
at + bi  ar + bx)1

De manera mezejante, a todo nfinere cowplajo de la forma O ¢ bt le po

demos considerar cono ¢l nfimero {maginario bi,

Ce acuerdo con lo anterior, tanto el conjunto de los nfinercs reales

coms el conjunno.de los nfreros imaginarios son subconjuntos de C,

Con la definicidn formal del conjunto de los nlmeros complejos y de
las operaciones de adicibn y muliiplzcacién en C, podemos ahora veri
ficar que ol nimero cozplejo x, = - 2.+ 3i es una aclucién de la
ecuacifin .

L xt edx 4 13m0

Para elle, consideramos que 4 = 4 + 04 y 13 = 13 + 01, y sustituimos

Dy = 2 + 31 en el miembro izquierdo de la ecuacisn, obteniendo

(- 2 + 30+ (4 + 041{=-2 + 2L} + (13 + 01)
de 11} de 1X.1.3 tenemos
[(4 - 9) ¢+ (- 6 - 6)1] . (-8 +0) ¢ (12« 0)1] + {13+ 04) »
= (-5 = 124) + (- 8 ¢ 121) + (13 + 04)

y de 1) de II,L.
t T e, o PR A U A . 3
{= 5= B 4+ 131} + (- 12 + 12 + 0})4 = 0 + 04
e fen ¢ ,osabe, o : P S LR |
= 0 como queriamos
o el . 3 ! W L

0

Cormo veremos mis adelante, un nfrero complejo puede ser representado
o
en varias formas. A la forma a + bi, que hemos estado manejando, se

le conoce como forma blnémlcu debido a su apariencia de binomio.

Cuando un nimere complejo 2 estd expresado en forma binfmica, es de-
cir cormo

t =&+ bi






2 ius nirercs reales a y b se ley conoCe, respectivarnente, Como par

te vral y parte lcaginaria de z. Algunas veces se emplea para esta

1dea la sfgulente notacifin:

R{z}

Ifz) = b

- El cecnjugado de un n(u:ero'cc::plejo

pe

I1.1.5%

DEFINICICH

Sea z = o + bl un n(:mer;a complejc

£l cenjugadn due z, Que resresentlarrcos
con 7, se define como

T ~ 8- bt

El conjizado tiene les propledades gue se enuncilen en el sig(uente

LUCTerA

oy

I1.1.¢€

———— - -
.vil T, I3 = 2, Z,

TEOREFA

Para todo z,, 2; ¢ C;
1) ‘;-1 = 2, .

11} 2, = T, &5 2, € R
114y z, + T, ¢ R

1v) t, z; ¢ R

v] T, + 23 = X3 * I

DEMOSTRACION

-5e derostrarin Gnicamente fi), iii) y vi)

i1) Sea 2y, = a + bl un ntrero complejo

Probarepmos primero gque I, = I = T, € R
Ty = 7y > a + b1l = a = bi i por II.1.5
b=-0b ' por-I1I.1.2
por lo qus b = 0.'

e :;-a+01-atR'

Ahora probaremcs que z, £ R = 1, - '-:'I
- = I

z,:-a+0i

Iy = a - 0% . . por I1.1.5

I, = & + 01, ya que el cerc es igual a su inverso aditivo

I, = 1, " por I1.1.2

Por lo tanto queda demostrado que

Ty = 2, &9z, € R

{t{} Sea z, = a + bi un nfmero complejo

vi)

2yt 1,.= 8 c A - 3

2, = a - bi .. . por II.1.5

2, 442, = (a + 2) + (b~ b)Y . por {) de IXI,1.)

w28 + 0L

Sean 1; = a + bi, 13y = ¢ + di dos nfimeros complejos

I, 23 = {a + bLi}{c + 4di}

= {ac - bd) + {ad + bcli por ii) de II.1l.)
= {ac = bd}) = {ad ¢ bc)i - por II.1.5 .
2

2z = {ac - bd) + (- ad - beli
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1, 2; = {a€ - = b= &, ¢+ [ai- @) + (- bic)t
= {a - bi){c - dL)
1, 2; ~ 2, I ) por 1I.1.5
y la prueta tercina. -

- La sustraccifn y la divisifn en C.

L2 sustraczcidn y la divisién en C se definen a partir de la gdf{cidn

y la gultiplicacifin en €, respectivacente, y de v) de II.1.4, de la

Siguiente ranera

tor 14} de IX.1.)

11.:.7 LEIFINICION

Sean 2, w & + bi, 2z, = ¢ + di dos nfmeros romplejos,

cerde a, b, €, € C R

1) el rnicero z, - 23 se define coto
Z; = Tty = t; + (=~ 2,}

11) 81 25 ¥ D + 01 el nirero ;J s define cémo
1

4
;f =z, z,-!

o2 1ls 2efinicifin enterior se pusden Obtener l2s eigulentes fSrmulas

de vio prictico

de vi de 3T1.3.4 =l + di} = (=€) + (= Q)i

ce 1) de I1.1.7 (a + bi) = fc + dih= (& ¢ b} + {{= <) + (- d)4)

y de i} de II.1.3 {a + bi} - (c + di) = {a = ¢c) + {b = d)d

De v} de IT.1.& {c + di1°

- 101 -

que €3 la fSr=ula que se emplea para la sustraccifn.

1 c . -da i
ey +4df T e+ 47

+ b1
+

de 14} de 11.2.7 B2 R - (a4 B0 (zrtgr # ET;fLBT-O

y de 11} de IT.1.3

a2 + bi _ ac + b . be = ad i
c + d1 ci o+ d? el ¥ &l

que es la f6rmula que se ewplea para la divisifn.

Asf, i z, = 1 + 81 y z; = 2+ {

2y = 23 = {3 - 2% + (B8 - )¢

Zy

~E

H

|

L]

-

2y == Lo+ 74

2+ 8 16 -~ 1

e 3n Shier aran i
10 i5

-z + = i

2 + 31

El resultado de la adivisifén puede tambifn obtenerse multiplicardo di-~

videndo y divisor por eliconjugado del divisor y considerando a los

nGmeras complejos come binomios, como pucde verse a continuvaciln

kIR
23

.

1 % §1){2 -~ 0
(FFar@ = zT

2 -1 + 161 - Be?
FEEEEEY

{2 + 8) + 154
1+ 1

10 )
+ 1
¥ % ,
2+ 3t , que coincide con ¢} resultado obienido antes,




[H



Fn genezal, todes las operacliones coh nircros cormplejos expresadas

en ferza bindoice pueden efectuarse zonsiderdnolos coro si fueran

Lincrios, tomands en Ccuents que las potenclias de 1 superiores a unc
H .

;

dikben reducirse de acuerds a lo siguiente:

1 - -1

it e il . (- 1) .-t

it m ' o= (- )1 =1 _

1 = 4% = (1ML = 4 ' -

AT SRS U BEE U R ]

y en acelante loz valores se repiten perifdicamente.
I1.1.8 EJEMPLOS

Sean z. = - 5 - 21, 35 =~ - )} + {

a) zy v 23 % (= 5 - 26} + (- 1 ¢t {) = = 5= 1 = 2{ ¢ {==6~-14

Y Tz, - 23 ®m (= 5~ 2L} =~ {= 1 + 1) « - S - 24 + 1 - L = =4~ 3

el 2y zs o= = 5 =243~ 1+ 1) = 5 - 51+ 21 - 24 = 5o 54 4 21 42

z, 23 = 7 - 31

Lo - 5 - 3t f= % - 2:vt- 1 - 1) 5 + 2t + 51 + 21"
AR FEES S SN CI SE 2 S TN Ui ¢ Sl S SR FOL
Z, ‘2__- 2}_L£_L:__é_.1_3’ 5__3‘71
"7, PR R R B

IX.1.9

1}

3

4)

9 -

8)

- T10} .

EJERCICIOS

Depostrar que para todo 2., 23, %3 £ C

al =z, + (0-+ Qi) = z,

B z;{1 # 04) = =z,

c) Ti{xy + 2} = 2,22 + XXy

Demostrar que para tode 21, 2: € €

a) T, = -z, &Rz} =0

5) !:;1 ¢t R

Demostrar gue las operaciones con nineros complej}os pueden efec -
tuarse considerindclos como binomics; es decir, que considerdndo
los como:binomios se obticnen los mismos reaultados que con las

expresiones I1I.1.3 y las fSrmulas de uso prictico que se ecplean
para la sustraccién y la divisidn. '

Obtener tedes los valores x.“y € R que satisfacen las siguientes

igualdades

X+ yi
a2l = Vi x + yi
bl fx + y1)? = (x - yi)? donde 2° = zz

s1 2;--1,2;-3,2)-&"1,2.-~2+3£ob_t_ehere1r£
sultade de las siguientes operaclones .

a) -— = I

B) B P S

. [ oA Lot H He
I = 2 - : . . :
c) LAl Sx TyTy ¢ A N ) f

Expressr el resultado de las slguientes operaciones en la forra
a + bi

PR SR o
al . I it

{d - 1} ¢« 12 *j.l_(_l.:..i}
® S FON RN .
11 = 32064 = £11 + (4 -~ 31){~-1 ¢ 51}
¢ - 1iJ1
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11.% i7:A POLER O TRIGONOMETAICA

A gaty parela orcdernada de.nlrercs reales {a,b) correspends unc y s6-
y

fvrtar a cicho nCrero complejo ¢o=o un punto de coordenadas {a,b) en
€l plarc cirreslaro, donde su parte real a queda regresentada en el

€3s X, y 3u parte magiraria b en el eje y.

V- A esta representacifn de los nidme-
ros complejos en el plano ae le co
noce tomo "Dilagrama de Argand®, y

'a los ejes x, y se les Ylama, res-

pectivamente, “eje real®™ y "eje

iraginario®.

* El puntc de ¢oordenadas {a,bh) también estd detercinado por los pard-
rewras (r,9) de la figura, conocidos coro coordenadas polares del
Finta. .

Lan coordensdas cartesianss (a,b} se obtien:n a partir de las pola -

rés lr,8) rmediante las sigulentes fZrmulas de transformac;énr
a =g con §
= - = = (A}
b= r sun 8
En consccuencia, el nlnero corplejo 2 = a + bi puvde también expre -
sarae CGr.c
T =~ (r cos 6} ¢+ (r sep 8)12

T = riccs @ + § sen B}

le vn.rfrero corplejo a ¢ bi y viceversa, por lo que podemos repre -
7 b3

-

E o 65 _
v s ew. n U .
que es la llapada forwa polar o trigonométrica del ndrero complejo i.
Fodezos emplear ura abreviatura para simplificar esta filtima expre =
516n, ya que en ambas funciones trigoncmbtricas se trata del miszo ;2
gulo. Usaremos ertonces la expresién "cis e‘ para representar al
factor cos @ + 1 sen 8, con 1o gue podemos escribir z = r cim 6.

Formal{raremos lg anteslor mediante la siguiente cefiniciln

II.2.1 DEFINICION I

r cis 8 = (r cos 8) + (r sen 6}%

En consecuencla, para cxpresar el némero corplejo 1 = & + bi en forma
polar escribiremos
z ~Tt cis 6

donde las coordenadas polares (r,0) se obtienen a partir de las car-

testfanas (a,b} mediante las expresicones:

r = vYaf + bt
- = = -~ (B}
b
& = ang tan 3

Asf, por ejecplo, si tenenmos el-nfinero.

v

compledo

Z, " - 1+t

y queremos expresarlo en forma polar, '
. " Ao - i H . 4
o A

aplicando las expresiones {B) obtenemos /7

= T 5 (117 e
r = /7 ‘ . T

8 = ang tan L
=1
8 = 135°

de donde 1y = #2 cis 115°* N







Si tenercs stora un nlrero ccrplejo en forca polar

t; = 2 cis 240°

¥ quererss expresarlo en forma binbmica, splicando las expresiones
LS .
{A] obtenencs :

a4 = 2 cow @

. 2- %) | , i J/_-*\uo'

a = -1 . ' X
b= 2sen s . ’
L= G

ba- /A

¥ finalrente 7, = = 1 « /3 ¢ T

" En la forpa pelar  al nlmero treal r, que es una distanclz y por tan-
tc un rfrero no negativo, se le conoce como el 'médﬁlo‘ del nfirero

cezpleje, y al &rgulo 8 coco nu“a:qumento'. Para el caso particu -
lar del rnimero 0 + 0, su rédulo es cero y su argurento se considers

arktitrario. ) .

censideresios e} caso de los nlre
ros ccrplejos 2, = 2 cis 120% y

2, = 2 cis 4BO".

Al transformarlos a la forca bi-
nérica encontraros que

1, -1+ /11 y

2, = -1+ 47

per o gue, de 11.1,12

I; = I,

En general, s{ tencnos dos nGperos cormplejos expresados en fokma po-
lar con zddulos i{guales y aréupentoq que difieran un nﬂltiplé entero
de 360%, dichos nGreros quedarin rip}escntadss en el pl;no per ell
zisme punto; en consecuencia, en su forta binfmica tendrin la misca
parte real y la misma éhtte imaginaria, por lo que.ae%an iguales, co

no lo establece el siquiente teorema.

I1.2.2 TEOREMA _
Sean z, = r, cis B, ¥ X2 = r, cia B33
tym oz G orimry ¥y 8, =8 4k (3600

con X = 0, i, , ) ...

DEMOSTRACION

1) Sean z, = r; cis 6,
z; = ry cis 8,

" por 1I.2.1

Pawsr s

: 7 v oy el |
2, = (r, co=s &;) + (x, senAa|!l
23 = (r; cof B3) ¥ (r; sen B;)1° -
: PR T 0 G -
Entonces, sf z; = 1, de II.1.2 pe tiens que
e o ia 8, N TR B I
ry cos §; = r; cos 8, : o
i o PR . - --- '1,
£y sen 8, *» r; scn 8,
elevando a2l cuadrado

£y? cos? 6y = ryd costé,

£,7 sen? 8. » r;? sen'e,

- w - IR T
far e or PR I PR & SPU
LA 3 . 1iltae 4 R - .
.3, vy - O I ] It t
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.unandq Biembro & micmbrao les igualdades y factorx:.ndd

. itqumento. Llamircqos "argurento principal® del n@mero complejo, al
v,' (cos® 8, + sen® 6;) = £, [cos? 8, + sent a,) - ingulo @ tal que

por lo que 0° g 0 < J60*
. 2 .
T ¥r Asi, cowp ejemplo tenemos que el argumento principal de

como fa, rz » O se sigue gue ) * - z, = /I ets 750 s 8, = 30* R .-
£y = ry . - - == [} . . . ) ya que 750° = 30° + 2(360°} y D*g 10° < 160° -
sustituyendo este resultado en {1} obtenemos y el arqunento principal de T = 2 cis J60° es 6, = O°
cos oy = cos 8, B . . 3 : . )
y . ’ - : . - La rultiplicacifn y la divisién de nlmeros complejos en forca po

lar,
sen £, » gen O,

. P 1 ; -
por 10 que, de la trigonomecrfs Una de las ventajas de' manejo de nﬁmgtoa ¢omplejos en su forma po

B1 = 6; 4 K(360°), con’'k = 0, 1, 2, ... -3 lar, es la sencille:r con que pueden efectuarse algunas operaclones,

d d 8 -
En consecuencia, de ‘2{ ¥ (3) se tiene que entre ellas la multiplicacibdn y la divieibn que se reducen & multi

- ' licar médulos sumar ar encos en el rtner':aso & dividir 8-
2, =2, =Hr, e, y By e 8; ¢+ K(J60"), kK w O, 1, 2, ... plicar modules y gum P » Y g

dulos y restar arquﬁentoa en el asegundo. 'AsI, por ejemplo, si
" 11) Sean ahora ry = xy; oy 8, *= @, + k{160%),ccn k'm0, 1, 2, ... Tz, = 6 cis 120° y t; = 2 cia 40°

Entonces por la periodiecidad de las funciones seno y coseno " tenemos que

L1 cos 8, = ry cos By - ; ‘2,25 =76} (2) cis (120% +.40°) = 12 cis' 160°
Ty sen 8; = £, sen 8y ‘Gr.--'.‘_ PR T S-S LN Doy -
. 2 . * - 40° 1s 80",
y de 11.1.2 . ] _ T % ctf (120 40*) = ) cis

) : Formalizarémos Jo .anterior medisnte el siguiente. teorema.
(ry cos 8,) + (£, sen 6,){ » (r, cos 08,) + (r, sen 8,)1 ,xf . 9 -

e5t0 ex T
11.2,3 -TEOREMA- v ™ -7

¥y cis &, = 1, cis 8 .
: ! " Scan I, = r, cis &, Y .ty = ry cin 0;, entonces:

y finalmente
: 1} xzz; = £,r cis {8, ¢+ 8,)

1, = 2, con lo que termina la demostracidr. . )
. ’ 2.
8] 7 i) B

i ets (6, - 9,
ry

Como. cunsccuencia de 11.2.2 un nGmero complejo pucde tener mds dc un

. N T : . e et
A S R : L e TN

A3i=1
<
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CEXDSTRACION

i Sea2n z, =1, cis &, y 2; = ry cis &,
eatc es
1, = {ry.cos 8;) ¢+ {r, sen 8,}1
1; » (ry cos 9,) + (ry men 8,34
'de 11} de II.1.3

2;2; = Etr.coae,)(r;conag) - (r.aun&.)(r,sene,)] +
+ [ir,cost ] (rynend,) + lr,send,) (racoséy)]t

T2y = ;.:.tcosﬁ‘coua,_- senb serd,;) +
+ r,ry{ccod,scrnk,; + sené,cosd,}i

2e las 1dentidaces trigononétricas

Eos (6, + B,} = cos a; cos By - gen 0, aen - Y

sen (8, ¢ 8,) « cos 8, Ben 8, ; sen 8, cos 8,
tenescs Que )

Ty = r-i; cos (B, ¢ 0,;) + xr,1;,8en (B, + 05)1
csto es

Zyzg™ I, r;cis (?l ; 8,;) como querlamos,
ﬂe canera sepejante pﬁege demontrarse la parte (1), .

=

Al efectuar la divisiln de nimercs complejos en forma polar, puede

suceder que el Argumento del dlvlsor‘nca rnayor que el del dividenco

Y en ese caso se tendrs que el rc;ultado es un nlmero complejo con
ArQuUrChRt negativo., Los argumentos neqartivos deben lnterptetnrée
cormo Jiqgulos mudidoa en el otro sentido; esto es, en el que giran
las ganecilias Jdel reloj.

Un argurento negativo estd fuera del tntervalo 0" ¢ 8 < 360, asf,

para obtener el argurento principal correspondiente-deberf sucarae

160* tantas veces como ae requiera para quedar dentro e dicho inteyr -

valo.
Y
Ejemplo
3 cis 40° 3 - hji
$EITeY T 5 cois (- 60 ~ H X
. ' -

= 3 ets =760 4 360%)

LT . -
TEiTo0v - 8 ets 200°

‘= Potencias y rafces de nfimeros complejos

11.2.4 DEFINICION
' Sean z ¢ C Y "n c N
La potencia enfsima de 1, Que representaremos <oh ",

se define como

Zn - ITI ... 2%

v ————————

i LA " n factores

- -5 SO

Con la definicifn anterior
FLBCPT I

sitz=rcis® ,

2! = procis (6.4 8) = r? cis (28}

De manera scmejante

' = 222
-« z'z

2! = [r) cis t2013[r c1a 4]

Hr






' i oty (28 + 8) .

2! = ¢! c1s (38)

En reneral, cuando el nlrero complejo estd en fotma'polaq podenos ob

tener gun potenclas naturales con la llarada fé&rmula de Do Hoivre.;

que se expresa en el sfguiente ieofgma y cuya derwstracifn se deja

al lector cono ejercicio.

I1.2.5 TEDPREMA
Para todo nlrerc natural s

{r c13 81 = ¢® ¢1s [£:1:3)

11.2.6 LJEMPLOS

Sean 1, = /I ci3 70° y

2y = 3 cias 225

"8y oz, = vTVeis (F o T0) = 2 cis 140°

B) 2" = (33% cis (3 w 225) = 27 cis 675 = 77 cts 3I5C.

€} z;" = (3)* cis {4 x 225) = B1 cfa 900 = 81 cis 1€0*

$1t un nlreroc corple)o estd en forca binfrica, generalmente es més {4

cil citerer sus potencias transfor
cdrdclo a la foroa polar y aplican
do el tcorema I1.2.%, como ;; ilus
tra a continuacidn

d4) Obtener (/3 —.il"

r o= AN e (-1} a T -2

8 = arg tan 1., 330*

3 - 4 = 2 cis 330*

(/1 - 11" = 2 cta 990°
- 8 cts 270°
t/3 - 13 - - 8¢

I

!!0;,-\

2ron” )

e)

Obtener la cuarta potencia de [5*;f-3i1 Z,, donda:

2, = /% cis 90°, 14 = 3 + 3/3M, 7y = 2 cia 60° y 2y -~ ~ 2.
Para sumar lcs nfmeros z, y %, pasaros r, & forma bindmica
23 = 2 cis 60° = 2 cos 60° + (2 men 60°)t = 1 ¢ /31

entonces

Ty.+ 22 o= (1 + 7T} ¢ (3 4 334 = 4 4 4/3L

ahora .
-4 431 ' \
Tyt 23 o3 2 A .- 72— 2/
Ty = 2.

ra este nimero
” = - - run/"\\
= A=21% + (-2/3)7 = ST+ 12 = 4, "

8 = ang tan :ééz = 240°

L 2t D1 oy octa 2400 o .

‘e Ze

por otra parte

z\'ﬁcisﬂ)’-o"ﬁi- . -2/3

por lo que ';..A- 0= /I a SIcis 270°*
asi '

[EL.:_EJJE,%L (4cis240%) (VIc'12270%) = 4/%cis510" = ¢/Icis150°
Tw .

y finalrente la cuarta potencia buscada es

(4/2c18150%° = (4/11* cis (4n150°) = 1024cis600° = 1024c13240°

O

£1.2.7 DEFINICION

Sean z ¢ € y ned
51 w" = 2z decimos que w es rafz enfsima de x, ¥

lo rEPIEBer\tam-oa'mediante w = "I,

T, e et M FoEA e
{ ; .

. ente g 3] - 3 trr,
Q" S - LEA




Pera clLtener una expresifn que nos permita calcular las ralces de un °

rﬁ:t;u canLl&jo. ccns{deremos los rtoeros
z-rci_sby w = pcis a '

" 81 w oes rafz enfsira de x, q;:toncea
tc cts al” = ¢ cia 8

por lc que.‘de Ir.2.% ' . . L

n .
£ cis na = r cis @

En ccnsecuencla, de 1I1.2.2 A

0" = ¢
¥ . .

2w & ¢ Kk (160°%), con k = O, 1, 2
es decir 7

o = T
Y . ’
B + k [J60°%) . o °
n -

en dorde hercs represuntado con VT al nlimero real no negative cuya

enésira potencia es igual & r.
Por lo que )
-
w o T cis -ﬁl%ﬂii}, con k = 0, 1, 2, ...

Vearos ahora qué valores toma el argurento da w para los valores di

k=0, 1, 2, v.s

para k = 0
- = nv’; cis _Q__
. @ L n
para k = 1
. h 4 + J60° n 8 360°
u:' /?cis—-—’-‘——- JECII[H’T]

-

.

para X = n =1
- B 8 + {n-1)360° nr= L} {n-1)360"
Yo.q YT cia —_——— " T cis [n * —-;—-—]

pira k=n

w = W c1s $en0I60Y)  ng oy '[g + JSO'] ‘ .
n - n n .
y de !I.?,Zﬁu w, :..‘:o, : ) ]

para k = n + 1

» . .
N - LY ci'a-& {n + 1)360

..
arye | n ~ V% cta [% + EE‘EH * 360.]

y de II.2.2 Wy W

1
De lo anterior podemos ébservar qué la rafz enésima de un nlmero com !
plejo no e3 Onica y que existen exactamente n rafces diferentes co - ;

rrespond.tentesalqa valores de X = 0, 1, ... .. {n = 1), ya qul;

. De estA manera hemos decestrado el siguiente teorema
L4 nor ! . '

£1.2.8 TEOREMA . - ¢ A . : ]

' para tédo nfmero natural ni .
) T . . ,
! no’r ‘cis & E{RR.Y c’_"e_’h_n.uil i !

conik-o. 1, 2, vvs o (n = 1) )

Estas n rafces guedan represcntadas en el Diagrama de Argand por n
puntos sobre una circunfercncia coh centro en el origen y radio

fgual a "VF.




12.2.11 EJERCICIOS

1}

2}

n

i)

5

6}

Cbtencr la forma polar de los siguientes nmeros comple)os

z‘-2-_2.l. 21-'3, Z.FS’.. :.--21.'1.--%'-/!-!1

Obtener la forma binfmica de los siguientes nimercs complejos

£, = cis 150°, 2, = 4 cis 210, 2, = 2/ cis 315°.

Desostrar por induccifn matemitica que para todo n ¢ N

{r €15 8}" = ™ cia (n6) (f6rmula de De Motvre)

Efectuar las slgulentes ope:aciones

(1 - 1) = (3 + 1)

al cis

R 2 cis 6G* - -

By (1 - H)*
. -1+ 1

Obtencr 't ¢, C tal que

+

4z = 2T ¢ (/T - 1) (F cts 20°)

a) Detercainar las loluciénel de la ecuacifn

+a* =0 para cualquier a ¢ R

) Deterrinar los valores de a ¢ R para 108 que 2, = 1 + 1
t; = 1 ~ { son soluciones de la ecuacifn y obtener las

otras soluciones,

Yy

I1.3 FORMA DE EULER O EXPONENCIAL
i - : .

En el aigle XVIII, el materfticc sulzo Leonard Euler establecis la

relacibn
-eﬂi = cos 0 « 1 sen § ¥ 8 cR
que nos permite escribir el ntmero complejo & = r cis & en la forma

I = re”

conocida como forma de Euler o forrma exponencial; en la cual r es el

a8dulo y 8 el argumenta expresado en radianes. -

Por ;jeﬁplo. la forma de_Eulét de los nﬁmeIOl‘compleJol

2, = 2 cim 225°, z3 = 3 cis 180% y 2y » ¢7T cis 60° en

Iy ' X

2, m2e * , 2= Se'i Y zy = /1 QT i
+ “r " .

Con base en el teorema II.Z.Z;podemo! establecer la relacifn de fqual

dad entre nilmeros conplejos expresidcs en forma de Euler, de acuerdo

con el siguiente teorema

II.3.1F TEOREMA ~ - ¢ Loagtr o tal e !

6,4 811

* Sean 2y = re . 23 ®'re t

AT Ty =~'ri' ¥ Do el ek famy

L . o wt ©wol

cs "'“con,k - 0, 1.'2.,-.._

‘a continuacidn

[

- Operaciones con himeros complejos en forma de Euler.

Los tecremas II.2.3, IT.2.5 y 11.2.0, entablecidos para los rnlrueros
ccrplejos en forma polar} tiencn expresioncs andlogas para las ntre-

ron complajos expresados en forma de Euler, las cuales se pr:iscntan
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t;.e""}{r.e’") e (r,oet® * 8,14
_— T e‘(e, - 68,1
r.eagl Ty

(reeiln -t enal

' 8+ ki29), ) . .
el a T e B . con k =0, 1, 2, .., , (n~- u
tstas ffrrulas nos perniten efectuar operacicnes de multlplicacidn Yy

" divisiln directamente en la forma exponencial, as! coro obtener po -

tercias y rafices de nfimeros corplejos expresados en dicha forma.

11.3.2. EJEMPLOS ' | .

¥} ; .o
Dados t, = «F 7, 2; = '}, g, & Be?L, 1, = SeT

efectuar lag siguientes opax;acior—uua

a) 2,1, b) 34 c) (2437 da Bt n
2 Za
Sclucibn ‘ .

' !i : "l
o 1,2y « (WTeTN (") - /AT

‘LY

2y 1y
ST o
ya que, el argumento prlnclﬁnh 8, en radianes, es tal que

Q8 « 2

6 ¢ ki{2w)
—_—

, .
[ - [
el tznT e Jee'h?t o h et o VET e

con-h - 0, 1, 2

. T
. Do : T ] 4t con X = 0
: § + k(2v) o .
. T — 1 2 . N
(2,0F = V3T o ‘ - 4t ’_1"”  con k = 1

ix
40(:"1“ con k = 2

d) Para efectuar 1a adici6n indicada en el numerador, transformare- -
k08 1los nireros r; y f; a su forma binfmica y, posteriormente, la su

maA I, +.'z! a8 -1a'_£orma- de Eul.ex-.
. .-7 . !_.V . Co . . . ° ' 3 ' b
Ty = /3 T = (ﬂcnl§)+ (ﬂseni)i -0+ /7 ¢
2= el = tcon m) 4 (sen it a1 vos

oy

z.+i.-—1+l‘1 -2 e

Ahéra, E!ectuando la diviaifn obtenemos

2
) + 23 . 2 eT“ o2 c-l,‘l_ 2 e-;li
Ta : 34 T

5e

- Logaritm natural de un nizero complejo.

I R I ..:Edl v, o2 "
Una vez que hemos, mnejado La nxprusién'e podems aceptar la exis
tem:ia de exponenr.es complejon. Esto non pemu.e generalizar el con
cept.o de loqarit.no pa:a "el caso de los nﬁmeroa complejoa, como s1gue

I1.3.3 DEFINICION
‘Eea z € C
El logaritro natural de z, que represcntarcros con Liz),
se define cono

Liz) = w 8i e =z
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A garticr de esta definiciin deducireros una férmula para la obten -

i g;!n de loqatttnpn de nCreros cocplejos

Sean 2 = ¢ eqi Yy w w a+ bt
sl w = L{z},- entonces por !I.l.}

-

e ~ 2; es decir

e el -r ebl o ’ N

‘et ebi - eei

En consecuencia, de II.3.1

e? -r
Y . . ) -
b=6+k(27, , conk=0,1, 2, ...
Eas decar
a = Lr
Y- .
T b o= 8 ¢ 2kv, con k = 0, 1, 2, ... : . \

En <fcrde Lr reﬁresenta el logaritmo natural del nGrera real no nega- |

tive r.

Con lo arterior hemos demcstrado el siguiente teorema

I1.3.4 TEOREMA

Si 2=y ee‘, entonces;

2 Ltz) = Lr + (8 + Zklit;_- con k =0, 1, 2, ...

Asl, por ejenplo, el logaritmo natural del nirerc compld o
- - .

. i
2 = 2 c1 (-3 ¥

Liz} = L(2) + (§ ¢ 2x2)1, con k =0, 1, 2, ...

"Obtener el légaritno principal de cada uno de los siguientes nlmercs:

L) =) ¢ 2Ly con ke 0,1, 2, ...
Esta expresifn represcnta a una znttnidaé'da nfizeros coxplejos, uro

para cada valer de i. esto est .

L{2) + ;i . pera k = Q-

:.m«;u'. para k = 1
Li2) + %}ll. ‘ﬁirn X =2
* e . -

Cuando nos interesa un solo loénritﬂo. en general se constidera el
ﬁué:cortgsﬁonde al arqumento principal del nfimero; es decir, a8}l que
sc obtiene con k = 0 cuando 0 £.8 < 2v. K este loqiritmo.le le cong

ce como “logaritmo principal®.

I1.3.5 EJEMPLOS

. .-
8) cis 45% bl -/3 - 1 c) - 4
Solucifén . .
d et gl Lo .
b y - T‘ A b Pl -
a) .Licis 45%) = L{e } = L{1) + 1 1 =0« Ti 0.7685%4 4
\‘:z - m._

Py \

¢ [ Y . )
) L(-/T- ) = L(2 ef"1) = LE2) & ZuE 3 0,692 ¢ 3.6652 ¢

wr

€l L= 4} = L(4 c"¥) = L(4) + w1 & 1.3863 + 3,1426 &

[ R L&y tiat . . oo .

El argurento correspordiente a un nmero real nqgitxvo es ¥, por lo

que su logaritrc natural no es un nlmerc real; et por esto que cuan~

'do se céhildera el leogaritmno natural como uné funcibn real de varia -

<le real no estd definida para nireros negativos.
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T1.3.6 EJERCICIOS
E£fvctuar las siguientes operaclones
e .
e 1 - o7t »
a) 1~ e'" h)——'ﬁ c} 1 + ¢
1. e? .

2}

1)

4}

3)

i

Represcntar en el Diagrama de Argand las soluciones de la ecua

clion

. - w B
—-i
Dados z, = L + 4, zy = /T e* , 3, - L

chtener los nlmeros z ¢ C, que satisfacen & la ecuacién

e 2
Obtener todes. los va;ore:.de X, y € R tales ques
a) x +yi-= xe?t ‘; . . A
by e* * ¥ --:1

Obtener tudos los nlmercs T € C tales ques

—_—
al z = '/t- 9 (3 e")

Bl z =L t1 ¢ 1) « /1 cz.uJSf i
Y -1

z, = 8 cis 30*
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