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Ejo<Cle>O• 

l. S !.OS NUM!:IlCS >X.ALU 

hoPiedo4"' 4• loo Q(>O••o!...,•• en o 
Ordon on A 
••op>Od&d do o""pleUtud 
Valor oboelutQ do un n"-r<> •••• 

•l•••····· 
1.0 ....s ""a"" ONDUCCIO!< 1<0~uvcuco 

• 
• 
• 
• • .. 
" .. ,. 
" 
" " " " " " .. 
., ., ., 
" .. 
" " .. .. ., ,. ,. .. 
., 
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CAPITUlO 1 EL S 1 STEM DE LOS HlNROS REAlES 

' 

U ~Uf<!) p<O<'!OU ""''"'" oporoocn on Lo '"''"'" loo pt!ocroo • ..,,_ 
too, poto ton.-oo lo cor<coo do ~o ••<oo fueron loo )l~doo nOaotoo 

oototoloo 11. ;, ), •.• ),loo cuol•• out91oron dc )& "'<•Udod do con 

toe-. 

Too p<onto ,_, ol -·• <lo)O 4• ou n&oodo poto dodlcu .. o lo oq<J. 

cultuto y ol <""''"'"• tuvo noo,.ldod do dooO«Oll" for..oo <odo ••• 

.,¡oro• p••• ..... , y po•o toproo•nt•< loo """'••••· ~~ '''""'" dc ·~ 
- toloo '"""' ""-" ••olu«on.o<lo Moto convotUtoo on loo •«ool .. •• 

<o<otlo pO< o1 oolo on Hb•o ,.,.plo<o. 

~~ ,_. .. prlolUvo uquoth dn«ooon<o de loo •"~•roo n!looe<oo n .. u­

roloo poto contot. Sln ea>otqo, oon ol odvcnlo1cnto do lo <1v111<! 

clOn hubo de utilloot """''"' oJo y ~•• q••••••· hooto quo loo on<l 

q..,o qu.-.oo dl<ron ol oolto ol '""" <on<cpto do lnllnuo, noc>dn 

quo ooqultld do un olto qoodo do obottoccl"n por 1< oio olli 4o todo 

oopor<no<o ffol<o. 

' 

' 
Cu<loo.,~o,., •l p .. o do loo ontoroo poUtlvoo o loo n-.otlY1>0 ••••! 
-~ ~h dlfloll. ""' nG.o<oo ""•'"""' oporc<loton o""o oolu<1on.o 
Oo ocuoc1onn <on pronto co..o loo .,.,_."<?' •• o<upo<On dol il1~ -

bn. t.oo 9''"""'• oh ~too<upodoo por lo 9-etdo quo P'" ol llqo­

bro, deocorto<Qn loo ndooroo ••••<i.OO al nc pOd•< ••P•••entorloo 

~<UleuooMe y o4optorloo o n 9,_uho oionuoo quo loo chtnoo r 

loo h1oda.o, por 0 ¡ oontroc<o. roronooicton '' ••totcnc1o do n<=oroo 

oeo•U•o• oO.O ontoo do )o"" c«oUono. ""' """""' .... .,...,,, oln 
......._, •• , no <uuon ln<orpoadoo .,..,.¡.,..,,.,, ol ••"P" do loo,.,,_! 

"'" o1no lo.ooto "" """ lo pobUooc<On do lo ObtO do GUohao corO! 

oo, •A<O !Uona•. 

000 nllooctoo '""""'1" (o hoce>onool "'" ... , """'""' q•• loo ~­
roo noqotiYOI. '''"' nG.croo •~>•••••• on loo oio ~rlmlt1voo ••••<<oo 

ootooiUcoo """"'el popHO O>oond, obro loqodo por lo ~lto" "11J><h • 

.... ·-··· .~ ...... ot ................ uno ..... .......... ... ..... -

••••• do ootoo .... ,., 00 hob(o prcoontodo r• o loo '"''"""' 9<1oqoo 

cn ouo ootudloo '"""""""" Un ""'"1"• no " onoon<roton oHodo< 
ootlofoOtor!Oo poto lo conOt<UCC16n do ootoo n&oc<OO o po<tl< dO loo 

'""onolco uno hooto ol ol~lo ux con loo '""'Joo •• o<coord ""'~ 

"'""· ru~ on eoto o1910 •""""o loo ootoa.1<1«oo '"""'on do< onldod ' 
tund.,.onto , .. leo o1 ootudio de loo n&o .. oo. 

En ol 0 ~0 do ""'· Cluoopp• p.,no ptopu•o cloco .,,_.,o pootulodoo 

qu• coro~totlloO .aopl<t'-"<n<o ol conjun<o do loo oO.otQo notutolooo 

ootoo OUIC:O pootulodoo oo ut<IUuon c-. punto do po<tl!U poro un• 

conotruec:16n totol del oUt<~• do loo n<loooroo. <ooloo. 

A<tuol~on<o, ol .,,ud<o do loo neloo>oroo •••1•• •• P"'"• •~p<Ond" d"­

dc doo puntoo oo violo fu .. ~<nto)ooo<< dlotlnto•. 

Uno do 



' 
'!! -

tr"""''" loo ontoroo, quo o ou .. , U<"on ,,_ ~••• poro ddinl< loo 

~-roo <aclo ... loo¡ p0< Qht .. , ln<.....,uclondo loo nllo<oroo U<&elono .... oo ~lo.. Lo eoootrO<cl6n. 

El o<•o ponto 6o .,, .. oo d Uu..,o "en!oq..,. .. lOÑUco•, on ol cual 

loo -roo rooloo oo 4dl<lu •- ontoo qu. .. uorocon"" coo¡wo.., .. ·-·· .. ··· .... ....., ...... 
u ....... "" ................... ..., ......... ••1 .._ .................... . 
oofuenoo do qonooo<ioHH" de .. todUcoo, pon ._,,,., C<>&O pooto ... 

......... U Nto4<> """O<r>,ocU..,, po< ol contro<lo, oo ldontHlco .. , 

cea lo ovoluciOn blo<d<ico .. l~o ao<aaltt~oo. ~· ~<Opto4o4oo ~ua 

on ol •o•undo onfO'{tlo oo ooopton oo- '"'"""'· on ol .... ...,. ~""''''""" 
<fY<> WOOtt<•yon t-Uaoo y pO< UMO ...... 00< d.-ot<odoo. • 

L.o p<.,on<oc10n q"" .,., ho!...,o oo ''"""'' ... , ol .,.,...., oonouu<U· 

•o, ""'' .,....,, 'i"' ooto eo<><<lbuye o lo ooopronuen ,.. loo eo"'"l! • 
too fu-ntoloo. Sin -·~•• no 000 pt.....,pot-0 d,...oto4o por 

<~<1< <loo<Oo oopootoo fo~loo do lo eono<rueotdn, puoo oliO pOdr[o 

dooolo< lo o<onct6n ho<to oopocooo q"" no oon do WOpo<t~~io fundomo~ 

tol ,.. .,.. priaoro oprnoiaoeldn ol ootu<!lo <lo loo ·-•••· . u looto< 

lDtorooodo on loo oopo<coo fonooloo puodo r .. urrit o loo oofoto~too 

CU Y U! ~-· OOpof..Oo, lo dojooh ooctolooho. 

1.1 .,.,..,. ... 

.. 11~'-"" <..SOo loo q»o ootu41on ooto Ubr~ oobdn oon<or, poro qu,! 

>1 ouy pocoo oo O.Obrln preountodn ~·~ oo cantor. 

Oontot oo, on oooncto. <Omp•<••· 

El p<>~< P"" OooJo <<>n<or !o oonot!t•;• lo noc10n oo pl•ooliood 0 

' 
canUdod, nacl"" pola1tbo q ..... , .. ~ ro ln<oHqo...,Ju _., ..... ,.0 • 

Llodu, .,.,.., loo do Uqunoo onlMioo. Loo nl!loo<oo •Unan doopuh J 

e<>ooUtuyeo ..,. pot<&o o co!oro»<to poro OIU~Iote .. lo ccepuocl&n 
t<O <&OUdodoo. 

•• 

go _ ........... doo of>Qo '1"4' ¡uoqo con «oo oofocoo on ou "'""' po<c<t>o 

'<"4ndO oo lo Ooeo<>do &1..,..0 do OUoo> ooto oo, p<>o- lo ,_,., do COJ! 

Hd .. , ounquo no .. oo -U<. 

11 loo ~oforoo QOo ~ ol nt4o ~~ fuaron dloo, 00 1"''' da <roo, 

dlfl<lloanto po<olbtrlo ouondn ono do olloo lo fuoro ooeondtdo. Sin 

...., .. ...,, u ,_,.., .. , lOo oofnoo ~ o.Oo """ do ouo ~no, '"""'! 
-•u oo dorlo <uonto ...,oodn foho<• o>•""'· lht..ulo oontoodo¡ 

U p<ooooo do oonto<, ool ...,,,, oo fund..,.n<o on ol do "oporoor•, 

prooooo ol qUO loo aotoaltiCCo 1¡..-~ •ootohlo~•<.., corroopoodo~<ta 

""" ......... 
hro obondo< oOb<o ooto ooneep<o, conotdo<O..,o "" ool~~ """"' bay ot­

lloo Y""""""· Pooo oobor o1 lo cont<dod do oH lOo oo 19~ol o lo 

do """o"'o bao<or~ con po4lr o fo<oo quo ;, ohn<on. S1 oobron o1 • 

"" o porooooo oobr""'o quo hoy ""' do loo prl..,roo o alo do loo ..,. 

~~ndoo, poro ot ""oobton otlloo i todoo loo po<onnoo ooth oon<odoo 

41<-o q~o bay <on<oo oUloo ,_, I""'Oon.oo, ''"' oo, oo<o<o ~•• •..,. 

rroopondonclo uno o ~no· on<<o ol cooJ~lO de ollloo r ol <o:}~nto do 

pO<oono, quo oo ObC~ootroo on ol ool6n. 

Poro <on<or, ol<> ~orqo, oo roq•t••• odemlo oolocotonor uo pO<r~n 

'i"' ""' olrvo ,_., toforonoto poro"""~''"'· "'" po<r6n oo lo """' 
.U "oo<olo do loo .... ..,o notoooloo" ~ tooloo •• ....., ... ., 

l,l,J,O,S, ... 



' 
<nopondonuo - o """ loo ob]uoo q- c""o->• coa Ioo pU-roo o'!_ 

.. ,., ... turoloo, o pa<<l< do! ~"1 ol Gltt.O n4.oro eon ol quo ooto· 

bloc~• lo <C<<oopondo~io noo Indico lo <oottdod 4o abjoto. quo <1! 

0.0 ol '-1""'"· Ool, U .. ,..._, =<>U< loo lotuo do h ,..,. ... 

'UCZ:oll', ootobl..,...,o lo eo<ooopondon<U< 

• ' • • • • 

' ' ' ' 
• • • • • • • • • 

y •·~~<romeo quo tiono ototo lo<•••· 

C.O ....... !<oc q<>O h ,..,...,,. .,.,._. •• un ·-•• •- oo ho ooiqno<lo 

ol """"'"• do h """" "'"""'' quo ol cor&<tor '7' oo un ol_...,lo """ 
... uUIUo pon ropnoentoolo. ...,, ofmbo)oo qu! 00 OEpioU pon·,~ 

prooontlr nO&.roo oo Ilo..n n~ooloo. 

Eo ,..,.,"'"'' no """'"""" a> • ..,..,., •"" •• ..,., '""' ..,,,...,,,, ~ 
ou ........ o roo n •-ni, """ no ooo _., q .. uno polobro o"" ol~ 

lo q"" •• ..,ploon po.u dtottnquirlo. El n6ooeto ojota, p<>< oj.;.plo, 

_ C<>Aottturo uno tdoo ""''"' ,,..., .. oa dHor..,teo Jo,..,. .. J tpo<oo oo 
hoyon oqloodo Otno p.olobno y norou!Oo ~ou nfortno o dlo; coooo 

lo pOI obro •oovon• oo Jnqlh y~¡ norord •vf!• on lo 0"-«0<J.~n r-. 

••• 

• 

• 

I.l LOS II'IO<&IIOS ... T'CUJ.!S 

o oooUoMc16c> ... ,. .. ,,_, loo nQoooroo naturoloo, loo o,..no1cnoo do 

od1c16n 1 ~u1Uplt<&<16n 1 olqunoo o<roo con<op<o• rdoolondoo con 

011oo. ~~ loe«>< -d pu~ntuoo, .., oto roo6o, cuU oo ol Cll¡o«> 

d• dof1olo """""""'"' 'ton con=!®•', lino roopooou oo qu ,,....,, 

''"'""""do"""'""'' d olotooo do loo nilooa«>o rooloo, y p.>n ollo 

..., ..... _, ................................. ··-·-···· """ ... . 
1.<100 b<ao ... o 4oUolcioooo .... ooo ,.. .... ,. .. """"''"'' p<Ophdodoo do 

¡oo n-ooot propldodoo quo loo don un!dod y qndoo o loo <uoloo 

pod- hoblor 4o olloo •- un oUt-• 

Lo ••••• ~·· onor• """'"""""'"' pu..,• poroou d~o orduo, oo ... cul .. •· 

u p<>tqoo oo<OAOo on !. otopo do "'''' oH uto~loe.r loo <WOtoptOO 

aU "'''""'· $Un do conouolo notu '1"• ftO fui otno booto lln, ol· 

~loo d .. puh de q,.. todo mundo uo•~• nG.O<oo y hocr. oporocion .. con 

olloo, ~•""" un .,.,....,Uoo ~roo_._ toO''""' do plontou loo ••••• 

quo '""'" JIOO ocupan. 

Loo ctn~ •••omo• o quc ooo rofori.Oo on to tntrod~e<6n v q~ dol! 

••• al ..,nj~n«> do loo n-ro• ""'""""'''• •= loo •'•"toMes; 



, 

1.2.1 trEFI.ICIC~ IPootulodoo do •oanol 

ti <onlooto • do loo na-roo .. turOioo oo tol qVo• 

" 
"' 

•••• 
'''" oado n < • ""'"'' "" dniCG n• < o, n-•• •1 ot 
••••••• •• n. 

"" ••n <odo n o O oo Uono ""' n' ~ l. 

••• ····~·~··· 
~o oub<on¡unto do S do H quo ''""" loo p<OpiododOO< 

., .. 
b)O<S ..... Il<•qu••••s 

!.co "'"'"'"'"' 11 o vi oolno<don con •l90000 do lu ptoplododoo qoo 
tntunov..,.o<o oeopt..,co poro' loo .,_,,., notu<~)o., ..,poro, lo "'po! 

""'" do ootoo pootulodoo oo<Ubo on quo oon ou<Jountoo pon 4.4!< -

e<r, o portfr do olloo, to4oo loo proptododoo do loo •-••• """'!. 

loo. 

•1 prt.o.o do oo'"• pootulodooootoblo<o qoo ol nG.o .. u~ l~oo oo 

<Onofdo<o <O..,.ldol ., on ""-"' notorol. 

n ••••••• ""' , •• , .. ""' ., •"••-• "" •. -ro,..,.,.¡, ••• ~··' ··~ 
ro •••~. o dlcbo n~ro CG<r••roo6o ... v o61o un n~ro nocur•l !la-

"'"" ............. . 
Cl pootul•6o ttl) orrojo 00.0 ~onoo<ucn<lo quo ol n~•<O uno •• •l 

P''~' ·-•• noturol, vuo•<O qu• ~ •• ol olo•••••• do ntnquoo. 

• 
u peotuhóo avl ooo ••~• '1"' ""' ~ .... ...,, notGul .. euyoo olquhntoo 

ooon jqualeo Ocn, en ruU~o~. o1 ••- n<lmem. Do nte I'OOtuta~o r 

do lo ~iéldod del olqulenh, ootoblo.ldo on ol pootulodo lll, oo ol· 

•"" uai>Un 't"" ""' ..... ...,, ,..,~roho dlhrontoo ''"""" dltoruuo •! ......... 
Il pOotoloo!G v) ""' 41<• quo ,.,.._, olun.or ~lq<>'*< nGoouo M<!< • 

rol pa<thndo del ono J rooonto'"'o loo ol9'>100too """o ono ~oo<a 

U•••• ol nllo.oro o.turd donodo, ~no pootulodo, =noddo o menudo 

eoao 'prtno<plo do lndo<<idn', oo ol !und .. onto dol ••oodo do do.o! 

tr .. ten p<>< Induooidn ,..,.,..Uu qno Uo<u-• poo<orlo.-nto . 

C"""' ol lootcr •• n.bra dodo ouonto, loo ,..,o<ulodoo do •••no OOU.bl!. 

con Loo o••ft .. d~• 'tn«lno~oo•, ""' llaa._.l., .._ •1"""" ••••••• 

do loo nn.oroo notoroloo> ctroo prOp1.4od•• oon loo ••••~••••••· ~­

o..¡ur.,..nto ol loetor yo <><>ncoo, loo ""''"' oon eono•<uon<U do lo 

'""o<lucc<On do ho opotodonn oon n~otoo ""-tuuloo, do loo quo no 

noo -· oo:upodo oOn. 

Lo odl<tOn on o 

1.1.1 CEfl.IClOH 

" ,, .., ................. . 
~ • o• • In + m)•, '"""'' quo n • o oo<f d.rtntdo 

<o doHnlcl~n ontorlor 1"' ... < por...,ornoo on p<indplo '''"~" otn _. 

botiO• ncord...,o quo o6lo ,.,_, opoyunoo •• lo• po.tulo..,o •• ••~ 

no poro ••ta~looorlo, v• quo dtchoo pootuladoo oonotftuyon ol fuM~­

oonto q•• homoo oloql60 po<a dooorrallar ol ofot~o do loo ~~•••• ~· .... , ... 



' 
•••• lluotro< ol omploo 4e 1• doflnl<IOn 1.1.1 on ol eltculo do uno 

'"""'· Olltenq...,, ol nlo< do O • 1 .. 901eD<!o ""'" o ¡>&Oo lo d•'<•! 

••••• 

• • ' • 1 • •• 

.... , .. , .. 
""""" qu< lo dof1n1o10n "" """Oteo...,,¡ •• ol •olor do o • l opli<! 

""'' ""'"""'"'' «>. o••• Lo"""' ba<o..,, 

••••u•••l• 

1 • ) • ((1 • ,,.,. 

.. ' . ,, .. ,.,. 
c.- , •• '· , .••• y •••• "· .... ..~ • 

.. ' U'l' .. ' ... .. ' " 

o 

.. 
=ro<••· J ••-" ""' 41<< '1"" ,...- •-• o+ o do-. n«>rnr o 

nlloouoo n&turo!oO conuooUvoo o ""'"' ,.. n . 

•••ur-onto yo o~ del oonco1oton~ del l~r. 

l..,] 

hra 
·~· •• •• .. .. 

" • • • • • couoduro 

'" • • ,, . •• • <• • •• • • ............... ... , • • .. • • • ._ ........... 
,., " .. p • n • •• on<on<oo • • n '"""*lod6n 

O • (o ¡ o o N y (o+ ni < •1 

quo 1 oo o) conjun<o do tod<>o loo """'"'"' ''"""'"'· lo quo 

•••• 
1) •• o', por 11 do la doUn1ci6n Ll,l 

o • 1 < N, P"< 111 do lo dol!n!c16n 1.1,1. 

Luoqo 1 o S. 
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" 
Ul Ol¡><lto.,o• Pltl oo nrdo6ou• por lo quo 

•••• 

, ... , .. , ... ( ... , ...... . . . . .. ,. . . 
1> • u• • 1>, u • t>', •1 • "", '' 

e-o (t • 11 < N, >1> + 11 oo wo n<!ouo pu y, do lo .. puoi6n 

onU<1or, (> + 11' + !k+ 1) nd wo oliDor<> p.o< ol 0° +k oo f'A"• 

Oh eonooeuoOcto, do lo hlp6toolo oo ••••• quo 

, •• ,, •• '". l) ...... - ....... 

-· .. ._ .............. '"' ............ 00<-000000 ., •• 11 •• 

••••••••• y ••••• ~ ......... . 

U. lo,.... ''"'""' o .,._, n hUo po<o h odlciOn, h •~Hipllc~­

o<On pueM deUnl<u co-o U9ue. 

l.l.S 

" " 
111 n 

' . " 
o••(n•al•n 

1.> ~ult1pllcoc16n.ool doflnldo, u<Ufoee loo proplod•doo 

que •• reo.._n en ol •••~•••« T~<-· 

••••• =·Q 
Pou -•• "· 

" • • • • 
"' • '" " Ull • " . " . 

.. .. 
• •• . 
• 

" 

"' . • 
oor .. ~uro 

oo<>elothidod .................. 
oo...,olod&n 

L .. propUd~oo 11 o UtJ puod~n d.mootton~ dinou..onto poo 12 

"""ot6o .. u..~uo. T ou "->ouooido •• doJ• d 1oet.or cotOO •l*!: 

eteto. h<o w.o """"''-"'"'"" do lo pooplodod IYI puo.lo oonoulu¡; 

•• 1• ···~·· > P'•· ••. 
.__.. .. ,._utn-noo, loo opoucto~o do adletdo y ~ulUplle~ 

el6o .. u ....... lo &iqulooto loy dhu-t..,Uoo. . . , . ' 
Poro todo o, n, p < "' 

o•(oop(•(m•ol+l••pl 

DDO>STAACIOII 

•u~ n y p d.oo nll•uoo DOtu<&ln, y """''"••-• o! on-oA<Ud.o 

• • In • pi • lO • ni+ (o • pi,"'"< N 

o! cu.ol, po< ol 1ncloo .<111 del ,...,,_. 1.2.1. •• "'!"IY•loMe • 

(n • pi ·o • lo· ~1 • lp • n), ~o< M 

qu< """"'""'-' ,.., IM..oc:tOn ... ..auca. 

1] PI!) dleo que In • pi • 1 • (n • 11 • lp • 11, r •• •«4•4••• 

yo q~• 

In • p) 

In • p) 
' " .. 
l•ln•ll•lp•l! 

p<>< 11 do 1.2.1 

po< <1 do I.>.S 



" 
U) Htpetoo!., r(~J eo vor~~oro, ~oto oo 

(n•t)o(p•>l 

lo • Fl . " . " •• • " •• ~· " h '·'·' 

• '" • " • • ••• " ~· "' ~ l. •.• 
•• ., • " . 

., • •• • " ~· 1Up6toou 

• • • " ' • + G) • • ~· "' ....... ] 
• • ' • ... • . ., • • p><Hil •• 1.2,] 

'" • • •• • ... • • " pO< U) •• ••••• 
•• .. , • " .. , 

~· "' ....... 
, •• pi . " . " • " . " • • • ... " ~· " •••• >. 2 

Con le q~o """"" pro .. do qoo ot >!O) u vordodor• ontonc., 

PI> • 1] oo VO<d..,on, lo cuol ._,, .. lo ~-ouocl<lft. 

o 

C.Un<lo ,.b,...,o do conudod .. oo fr..,oonto doctooc """f>''"<lonoo 

r doe!I.,o, por •J-lo, qw <lO<<-< unUdod oo .. nor '1"" otro, 

... oto qvo loo aa..«>o oa<vrdoo ""' ot.-..on poto oopnooc conHdo 

doo, oo nooou<So doflnU h rdoo<6n ._..,, quo' oa o. 

... ,..,,, p<>< ••-o>o, quo l oo -•or quo 5. U obouv .... o quo 

ooio<o un ....... o notunl, on eoto cuo ol l, tal q"" 

) • l • ' 

" 
pod .. oo ootobloeor, o partir do lo o.-o, uno 4o!lnlo16n poro )o 

ro)ocl6n •-.oor quo•, q~ <al~>d• ~ lo 14 .. Oatoltioo qoo do 

olio ton-o . 

• . l .• Da'UlCIDIO 

D.odoo doo nO...roo notun)oo n y o, drctaoo ""' n oo moAO< 

.,... •, lo """ ...,.••••~<•""'• """'"~•• n • • , oi 

••<Htalqoono,oO, 

,_ ni'-"'"' ""tunloo ootlahcon b oit•ionto p«>piodod, u..,, • 

4& u.y do 'I'TI<Gt-!a • 

I.l.t 

Si • y o oon •O..<o• ~••••>•• eooloo~<•••· ontoncoo ,, 

-uueo. ""'y .Olo ""' Oo loo dtoiontoo p<opoo1eionou 

" n < • 

111 n • n 

<Uf • , o 

p.,, """ d...,otn<1Gn, .¡ toetot puo<le C<lnoolto< h <efo<Of>Cio J 

~ .. " 
" ••"••••Gn '. , .. , .. ......... ' 'l.'. ootoblocon "" o<don on .. 
COO) ... tO ~ yO ""'' 

• ' ' ~· .. '"" ' ' 
' • ' • ' ~· .. ·- ' ' 
' • ' ~· .. , .. ' ' 
• • ' • ~· .. ·- ' ' 



" 
•.•. u 

<oo iquolront~ oopoet .. oo oobro uno roeoo, o lo quo u ... .oo ro~U 

' ' ' • ' 
.., olio, e••""• o • n oo tondo& qoo ol pvO«> <tM roprooonto o o •• 

'"""'"'" o lo Uqut .. do 4ol ""' rop<ooonoo o n. 

COn ... ,, on I.l.l ,....,, d-.oot<o<oo '<"' lo nlaeidn ._..,, .,..,. on . ···~ , ....................... . 
'· •. 10 =~ 

•••• ·~· • ••••• .. 
" • ' " "' • ' • • ' • 
"' • ' • => ... .. 
"11 • ' • , • ' • =>• ' • 

poo lo quo ootooloeoroaoo lo otoutonto dolin1ei0n. 

1.2.11 OtT!HICl~ 

O.doo doo n6.oooo .. tuoo)oo oro, doelooo quo o oo 

... ro< quo n, lo quo •••••••••-• ••dianto • > n, " 

n • o. 

to rloro quo lo roloe!On ·~•••• quo' <fono p<Op'•••••• •nJ1~•• • 

1•• nto~loc•o., •• o) too<..., 1.1.10. 

EJEOCICIO& 

" 

" 

...,.., ..... -"" ., • • , .. " • " ' • • • " • ' d • • • " • • 
-.tra< """ ""'' ., 
" d 

• 
• 
• 

... 
!o • PI 

·- •• •• ' • " .. . ., • • 

'""" .. •• • ' •• 

l) n.-otra< ""' U o, o o N ontoneoo o o n ~ o 

O) O...,ouo<.,... pOn to<1o o, n < No 

•• • ••• • ••• 
•• .. . .. , ... ~. 

e) o• • n• • [1•• nJ•_J• 

•1 ..... ·~ 

• n , o 

" " •• . ' • •• dotino 

•• • • . • • . .... 
• '""'"''' 

Paaoo«o< 
·~ "'' -•• •• •• • • "' 

" 
,. ,. •• • • 

" lp~l n •• • 

•• " 
. ... • •• •• 

" "'"'"'"" ••• .... todo •• •• • ' .. 
" • ' • "' • ' • • • • 
" • • ~ • • • • ., • • ' • ' • "' • • 
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" 
c..., •<-o,ol •nllooo,.,• a· n"" oo oloa¡>U un nom .. D ""'""'• p<>r lo 

q"" d ""ocopt.O ele na-ro tol y <- 1<> h_,O N,.¡odD h .. u ohc<O 

uooLto yo do,..ohdo <<otr1<t1vo. • po.rti< do oqo! cono>donno"" 

c-. nOI.oon>o o «><loo loo on<oo -•-tleoo qoo ruulun do lo o..-pU! 
c>6n po..,rooho dd ..,njwot.O O, p<>< 

ono oeopet6n codo •u do """"'· 

lo .,_ lo po.lobn nbO<O ,.....,,, 

0.. '""''"" con lo onto<to<, o loo ·-••• qvo •• abUonon -lon<o 

¡ 0 dHnonch do doo """"'"' noturolu ¡., llo ... ro..oo ""'""'"' ont!;' 

'"' y d """'"""' quo ,.,....,. lo nptooont.,...,o con ), Eot<> ""' 

<•J>I•••·n¡•,ooK) 

(x 1 • •• o • "' '• n < u, ~ > n) 

o1 euol •• lo co-noeo ._, """"1""'0 do loo on<oroo ponU..,o", oo 

P'""'"~""'' ol oon)un«> do loo net>otoo notun)oo, po< lo quo 

• < ' 

...... ,., ...... . 
Co,.., eo••~•••n<l• do lo dor<n<ci6n T.).l, un nil=ro ontoto puodo 

,., •••• .. •do on lo !oroo o- n ~.uno 1nhnldod do ''""'" dht1Jl. .... 

" 
1'<>< ••-•'"· o1 nbore x •. >,...M oopnou .. """" l • 1 yo qua 
•• &olocMn do lo oc ... o<6n 

l •• - 1 

Eo cloro, "" '""'"'•"· quo d!chc nOloooro puodo ododo '">''"'"''' '"""' 
' • o, yo q ... ,.....,,'" •• ooluc<6• do . . . -, 
ool =-> do ....,,.., Gtru .. ,...,.,.,, dol UpO a • o • n, con •· n < o. 

o..l>ldo • '"" oo """''"'" onobUcor un col<ulo qoo n<>o ~"'""' d! 

c1U< ol oloo ndo> .. oo ..-utoo ••puoo~o• .,.- U ""''"""'' do <loo "" 

turol .. oon 1~uoloo o"" lo "'"· clchO <<1<«10 00 ol OloutoMo. 

!.l.l D&ri.ICID" 

n. " • p • q Oo• ·-•o• on<o<oO. eon 
a, n, p, q < N. Enton<oo• 

••• b " 

••l. eon b•o• •• ooto dof1n1<16n podo~o oooclulr quo • • 1 • 1 Y 

b • l • • UPtooont.on al olooo nl! ... ro onto<o, yo q"" 

y,, u<loU<o h ""''""" •• n ""' •••'""'" 1.1.1 ,..,. "''bl«•r to .... , ..... '· 
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" 
c-. ol lc<UI< IW><I ooU4o, on I.J.< ._,, doUnl<la lo dlc10n o• 

~a pO<ti< do lo odlc!On on N y lo dolinteldn do ne.oro onto.o. 

1-o dHin!ddn 1.1,0 noo po.,ito d....,otru 1 .. proplododco qo• q • 

-·•• .,..¡ .. ..,, ••ondo tru_,, """ lo 041c!6n do •-••• •• ._.. 

noo, •••=•• do 1 .. cu.<lu oo ._,..,.. on ol d9"l<n<o <oot-- C! 

bo ""''' notor •- h dlc16o on t ootUlaeo t<>doo lu ptop!oododoo 

quo ootoblcel..,o pno la od!o!dn oo M, oto _,uqo, )& •dlcldn on 

: ~••• con otuo ptop<oddco odtclondoo, <-' h '''"'""'"do 

"" ol ... nto !dlnt!~ y lo ••<otonelo do ol.-.n<b• ln•orooo. 

).J.. =~~ .... '""" .. •• ' ' " 
" • • • ' ' 
'" • • .. . ,, • <• • .. • • 
111) • • b - b • • 
'-) o< o • e • 1> • e, ontono .. o. b 

., 
•« 

... • 

' O<t<olquoo+(·o)•O 

ooo<<>U•lOoO 

co,_cotlvtdod 

ooncolac<6n 

ol .... nto ldhU~ 

" 
11 So•n o • a- n y b • p • ~' 4oo na.,O<Cs on<oroo e ... lnquloro. 

O. lo dollolc!6n I.J.O 

• • • • , .. " - '" • " -·· •• •• • ' "· "' 11><:!00 " •• '. , . l 

<• • " ' " ' '" ... ' • •• '" ~·· .. '.l., 
<• • " - '" • " ' ' 

Eo O>nooeu'"'"'" 
o • b t •, """"' oo quu!.. 

•l •• dcl1n<6 cl coro =- cl ....... • '"' q•• 
o • o • o, con n • M 

pOt lo quo pu .. o ooproooroo oo~ 

<n<onc ... •< o 

o ••• 1• 

m • n •• "" n~•<O ••<••• 
n)+1n·n) 

oo lo do!tn<e<On l.l.< 

••O•<••~l·(o+n) 

>o• lo q .. o • O •• tol quo 

lo • ol • (o • 0] • o • o 

~nou, p<>< lOo prop1..0•••• 11!, tUl r tv] •• J.l.> oo Uono quo 

o•(••(o+O)]•••• 

[n+(o+O!)+n .. " 
o • (o • O) • o 

<n oonoocuondo ..... -. 
Eo<o •• 

o • 1 • o, ._, oo quorlo. 
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U6n oo uouol oo loo l<hroo do .. toa.!Uo .. f taeUIY la ~"""'"'"· 

on odolonto nooo«oo ,..,., .. oUUr...,o ol ••••->o ' ' ~ • •• • .o ••••! 
ne16n, .. 1 •- olqu""o ot<oo ot.looloo qae ,... oo.. ln4iop.,. ... bloo 

~<O qua homoo .. ploodo onto<tocmonte poco oofo<<••< loo priaoroo -... .., .. 
T-..doo oo .... al .. -.nto, lo oUe<6o y lo -lttpUeoelOn ooUoheen 

........... ••••••••• ..... , ..... v •• 

••••• 

•••• <) • ~ ••• 

DtiO>STRACZON 

Ooon O • O • n, b • P • q, < • r • o, hoo """'''"' on<uoo ouolo!_ 

........ u.•-· 
0(~••1•1• ~~ • (r .. , 

• •• ni [!p • <1 (q • •1) ...,. ,_,_, 
[nlp • rl • •lq • •1] 

""' l.l.l 

•(I•P•••I•!nqono)]·[!np•nr)oO~•••>J 

""' l.l.l 

•••• <1 

" 
• [Loop + "'11 • lar + nol) - [lo¡> • ""il • ¡.,.. • .. 1] 

pOr 111 y 1111 do 
'. '.l 

• [lop + nql • lnp + -.1] + [lo< t no) (nr + ~•IJ 
pO< I.).o 

• •• n)(p • q) • (o· nllr- ol 

eoo lo - eoneluyo lo o ... o><oo<On. 

oo r, pmplododoo do loo quo no dlopon! .. ooo poro lo ouHipl<oooldn 

oo o, ~lqOA>o do loo ~••• oo onuneioo on ol olqaion<e t.Oro .. , 

I.J.IO ttOIWIII 

" 
"' 

•••• o 

1-•> lb) • - l•b> 

UIJ (·o) (·b) • oh 

•• "'""'""''" Ontoom•nto 1) y i!) 

" ... o 

o 10 • Ol .. ' .. , ••••••• 
•.•••.•••••• o 

,,.,.....,, .. ,u do loo uonoo 

, .. ,. •> •• 1.1.5 

••lttpllcondo ¡><>< o t ¡ 

""' '·'-' 
p<>< Y( do 1.>.5 
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f.l.ll DtFIMICION 

•••• < ,, 

o oo pooit1oo ol o > O 

• oo n~ottvo '' • • o 

Al oon]unto :' quo oo doHn'" o eonUnuodOn do 1.1.2 

1' • lo 1 o • o· •• o,n < N' o > ni 

•• lo oonoco •~ o) conjkntO do 1 .. 'entoroo pool<l~o·. Puodo 

do.o••••••• quo <odo oleaonto do dicho oonJunto oo poolttvo on 0 ¡ 

•••<t¿, quo ootobloeo lo 4oftnl<16n 1.1,11, ooto ooo 

• ' ,• •• y ~ ...... z y •••. 
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u b <K<o a~U<a r no ...., roolonoloo. ~ coto Upo do noa .. oo 
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cto .... loo Uooon ooprool8n ...,,_, - po<IOdlco, <"<OotuloUco '1"0 
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loo proplododoo que oo onot~elon o C<mUnuoclón. 
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oodn oeouod'"' oopo<io .. oMe, lnfooi<l._.<o o do ....._, ... nono. 
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loo "'"'"'P<OO dO,.,_...,__, o ~~~- ol. un ~•~Junto. 

rou ood.o """ ol. loo CDO]"""'' do! o}orelclo 1 hOllar ou "'"'•lmo, 
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tal o.o •1 do ootablocor loo prlnclpoloo proplodadoo ••••~roiooo do 

loo dlforontoo olotom.o do nrtmoro•, no fuo noeooorlo vol~r o utlll 

tro<orln -"'• dolono, loo ""'loo olllo """"'" ocr -trodoo por 

pnoontor•"'"' olqunoo o~ouvoelonu y o)"'ploo odiclonoloo '1'>0 oo~ 

,..,, cootrlbuyon o uno -l•< coopronoi~n dol oftod<> y qoo ,... .. iton 

ou QtllU&e1&n en ~n ea~tooU> .olo •~pilO quo ol do l• ooe<16n 1.2. 



" 
_, ....... ""' ••~olor que d ,_.,,. o<> oo - ofort..,.ado, yo ""' 

lo palabro 'induo~t&o• ouolo •~toroo ol ~000 quo coooloto 00 

obUnor """ oonoluot~n o p.utlr dol on.IIUh do •••'-"• """"' portl· 

a.hroo, ptoe:ooo quo ..... t<~o qu, vor eon ol ..Ot.odo ole doaootr~ 

oUo q ... ..,. oe..pa • 

..,.,,.,. ""P<<>< .. o.,.,., ol utu1o.-nto dooer1..,, 0 ¡ .,., ,, ,.,,.,... 

<• ..,.., .... ,_,,...,,. , .. .., ..... --· 11"90< o """""_, "" eftUft • 

oLo.do do ouloto< """''"' o par<lr dol otltltUo ,. vodoo ...,...,, po!. 

Ucuhuo lcooo oo hho ccn Plnl en ol •l•~plo 1.2.0 ·o¡, puo ""!! 

"" ............. . 
A dlluoncio 4ol '"'""""''""'-" lnd~ctlV~, el cual o.'lla ,....... oo~ -

<•< lo •ol14ol do lo caocl~i6n P"<• loo coooo po<~l~loroo do loo 

cu.oloo <uo cbtoai"", ol ~te>do ~ •-•«•e<Oo. p<>< 1ndu.:c16o .. ,""'! 
Uco ooo 90<0ntUO lo volld"' do lo c=eluol6o pon tod<>o loo C! 

-·· 
""- -· •<oto>, ...,.. pruobo por 1.,...eo16J> "'"'"""'""" conato do deo 

~'""'"' =ouuu • ....,u dUO<.., .. ., 

" 
Ul Lo doocotnc«<o do ..,.. 1-oplieocUin' P!kl oo curu ~ P<k•ll ......... 
11 pop•l ••• ¡oeoon ootoo doo por...,o "" lo p•••"" .. oi..tlo< d ~· 

•• dooeribo on lo oiquion<o •<•~•eJOn. 

.. 
do pol4&11o• r ..... doooaOQo ....... ~ ..... do q ... pool..,.. ll"9or 

• eMI'J'.Ilou ~ ouo pol4ollo&, , .... ..q~UCidod ..,, la ,....:~ ... propor· 

c1onar loo doo h..:OO. olqulOntu> 

" 
En ''"""'' por l) p<>demoo O<tuornoo cn ol pr'-r poldoño. UU<>4<> 

on ol prl-r poldoño, por >1 p<>do-o oHua<noo on el ••••~do. E_! • 

'"""" ~ ol oogmwto> pold•••· po< 2J ln...,vaaontcl po:>Oo..,o oiLuornoa 

oo ol tor.,oro, r od '"""''"•,..MO J>O<I-• ll«¡or o e»al'f"lcn do 

olio o. 

~ WIO p....,bo p<>< <f>oluecUln lo p.o«o I ""' qorantho que odo<o ..., 

volo< p.on ol cuol lo p«>p<>olei<ln oo do«o, ooiontno qao b porto 

n """ d<e• '!""o< lo pccp<>o<c<6n •• cUrto poro un ••lo< •n<o=•• 

ood cl.ru. po<o ol o<~hnto nlo< (oij"'""o ••U. parto no 9orontUO 

q.,. o>Uoto "" nlo< pou ol """' lo propoUc16.. •~ C1<4"t.ol. 

Pll,..to ..,.. lo prl•n ~'""'" do """ P"'""" por i""occ16n oo ""'" •'*­
ple voriUcoe16n, uouoi.Aen<o lo diUcult.od h lo P"'""" ""'U"" oo 

ducot<or la iopl<cact6n do lo '"'~"""" ,..,...,, lo cuol roquiero on 

.ol9UhOO cuco do""" bueno dooU do lo9onio' empo<O, """"' po«•• 

oon lf>410peoooblu ¡.. .. lo pn>obo. o .,..ot<n,...c16o .,., ... ,....,, un 

o¡ .. plo •~ ol q~o 1"'~" d"""'"'""'" lo l-opl)eoei6J> J• ••~ _,.,90, 

lo p<Qpooict&n eo foloo. 

·- •••••••••• --- .... 



.. 
' --· ·~ .,~, •• dorur ono ••• 

' . • • • • ... • " • ••• • • • 
•-u ·-· .. -.... ... • .. . .. • • • • . . . • " • .. . • .. • ,. . • .. .. 

• •• • • • • • . ... ~ 
• lk' • a • u • (k • u • o 

••••••...• lk. 21>. 11. , •.• ,, •• , •• 11. 1 

coo la quo hoaoo d...,o<rad<> quo U P(O) u do<t.a on<ooeoo P(l , U 

oo clort.&' H~ -'>or.,o, la prnbo por ln.!uccl&. ..., pu...., .-¡olet..or­

u JO'<"' no a. p<>Olblo hallar ""volor """" ol cud lo poo,.,o<c_leo 

o .. cl«U (d-..lnrela). 

M-oleo ooo •IU"-ao o partir do un chrto "olor. 1'o1 •• d ~ .. o 

do t. "~"""'' propouct6n 

.•• o e • y o • o,"""""""" 1• +u', ,• .• ¡ ----Plnl 

• 
(o+ll'••'•l 

~ lo oropo01c16n no oo CIUoplo. 

>m ,. ' .... _, ••• ,, • ... • •' • • ,. -•• • ., . ... • •• • ' 
" - • • •• •• • •• ~· " ... •' • " • ' ... • ' 

" 
do .. _ 

1• + u• o •' • 1 

y lo p«>ppolc«<a u viUda pon ~ • Z • 

""' of'llloh do Plal ,.,...., vcroo.,.... o -•d• •"" n • ...,M• lo+ u• 

croco alo rlpl-<.o """ o
0 

+ 1 por 1<> q~o. - lo p«>p<>oic16o '"" 

viUda poco o • l, -cobo •• ,.. .. , - oe<)»irl do...., dU<I.& p&ro nle 

••• do n .. yo..,o ....., <loo. 

u..,..,,.,, .,....,,,..,,_. o ec..un ... dO.. ...,. la volld .. do P(k) 4! 

pUco lo nlldoo do P(k + 1(. ftlplltooU> flkl oo c<orta, lu...., 

lo• U'••'•• 
c.,.., o > O, oW.UpUeo.JW!o p<>< o + 1 tcno_. 

(o+ I1°,(o + 1) > (o
0 

+ ll(o + IJ 

Eot.o eo 

lo• u'''••''' .¡, ••• 
....,._, .,.,_ o > O oo ran4rt '1'>• •' • • > O, p<o< lo quo 

.•·•.,!' ••••••••••• 
b con .. <U'""'"' , ... , ......... . 
por lo qoo •1• + 1) oo cierto. 

F<NI) .. Mo, - lo p=poo1cl6o .. o<e<U pan o • 1, <lo lo •M!. 

«or n o<quo quo """'lb oo c1or<.o pon eu.olquior nlor ... 1"'< 'J"O 

·-· 
"'-> •'-• oo el oj..plo oouriOr, oo poo<blo uUU'"r h 1ndoccl6n 

.. • ..a«eo po<o .,._, .... lo nHOoo do ..,. p..-opoo<cUI" o porUr do 



" 
,.. nlor U]o ~.. En ~otoo ~••<>o b por<o r 

d oo v .. Ulcu qn lo propoolelto oo rtouo 

do lo pnoob& ~DnOloU-

pa<o ol nlo< "" lo 

porto U comohUrl nuovo.,.nu on •-"''"' """lo nlldoo do ~(k) 

-Hoo lo do P(k + 1), ,,.,,.....,- ,_..,,""" obDn k 00 .. yor o 

l'i""l <JU• no, Y lo cD..,luU6o oool ..,.o lo propoo<r16D 00 cloruo po· 

n <odo volor den ""'1<'< o 19"•1"quo no. 

].1.1 

ll "->otur por '"""••16n .,.,.,.,..,"" quo lu .,...,lonuo f6,....ulao 

"""' ....... p .................... ...,al •• 

o11•l+lo .. ,, 0 ,nln•t1 

~~············-,··•.¡, Lqul roprooonto oqul nl 

<)o+oqoaq'+, •• 

2! O»ol<""'"" que • 

'f' - s"l "·q ,,._o,q<R, 

1 • 1 - • 
' 

(lolj(l•ol) 
' ' ' 

(1 • fl(l • fJ(I • fl - • 
p<Dpono< uno loy 90 .. nl y d"""otrorlo por 1<>4uee1~n "'"'"""'tico. 

n- -,'HI-l,HI- -,'l ... ¡¡ 'l .., 

.. 
11 ~oro ro4.o """ do IU olgulontoo propool«<>'>••• h.oU"" ol oo..or 

vol= do D poro ol ""d •• <""''lo r •~""'oUarh por lnd=d6n ... 

'""""'"' ,, .. - " < •• -,-
., .. • • •• ··- •' • ' • ' • ' . ... .. . " < • r "' - ' 
•• ,, • ,. • ~· ·~ • '· •• ' •• • • •• 

S) "-'>ouar p>< ,..,....,1.6n ........ ueo loo O<qo;~tontco propt .. od•o dd 

val<>< oboolvtoo 

., 1•· ••••••• • 1 - ·1·· 1 • 
e) )o,+a,+oo+,,,,._ 1 ~ )ool + lo,l + • 

. " 
. . . . 

01 -uar por '""''''""~" .. e-aHco la. "'""'""<&> rol•••-• «! 

90-<dc&O• 

•l -· u • ••1 - l- 1] 0 •••• ' .. o, •• •• . .. 

bl oon ~ + Un· U i] • (- 11"~' e<>o o '" n e~ 
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no ~-.uoo• of u.o>ro•• 

cr.ohu O..bl1ob1f>9 <:o. 

""*VO Y<><k, lt ... 

••• .., •• """''""'"' y ............ . 

.... ~···"'"'" ..................... u ...... uco 

""""""" w.oley ....,Uohlf>9 O> • ................. ""· 

L- F<on~ ~yno 

AlqobtO Mod~<na 

So<le ••""-· 11e G<>w a<n 

o.- ~arj_o WoJoo r ooy ~hcb 

AlQobto Supw<IO< 

L<-oo WUoy 
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NI.II\EROS COIIPLfJOS 

"' 

CAPlTUlll ll llti'{ROS C!l'IPLEJOS 

CDHTUIOO 

1..o aot~<l!f> J la ...,lt<pll~•••~n e~ e 
El eoo)o9oOo ~~ .., ~<booro <""l'l•jo 

Lo oootucct&n y lo 01•1oi<ln en e ., .. ~'"""' 

!.o ~olt1pl1oo<!6n y )a O<•<o<"n do ndooroo .,..., .. , .............. . 
Pot•~••• y ro1ooo Oo n<boe<oo oo~lojoo .,, ....... . 

Oporaclonoo do n<boe•o• complojoo on fo<o.o 

"• ""'" 
Loquita<>"''""' de"" n<bo.ro «>>O¡>Iojo 
Ejo<e!<1oo 

.. 
" 
" .. 
'" '" 
'" ... 
'" '" 

'" 

'" 
'" '" 



CAPITULO 1 1 ~UMEROS C!:I'U'LfJOS 

Loo "~"'"' oocploJoo aporooon •• ol norloonco do loo ~,, .. ,,,,, con 

ol ooto~lo<<r lo toorlo qenoool do loo oouaotonoo do torcoro y cuor<o 

O.<ool llool•lll, """''" «olio..,, ocMl••O lo oon do Cordono Y•- on 

•••• 
lndlopon .. Cloo ,..,. lo ooluoiOn do 

.. 
oeuoelon .. do lo lotn.o o • • - o, 

dondo O o o ""nGouo 1"'01tlvQ. 

" 

••• 

vlo o• , .. , ... 

U.l f0""' OIM~ICA 

uoo voo ocoptodo lo ooto<onoto do 1 cooo ~ o~ro <ol ~· 1 • 1 • - 1, 

""n6-ro ¡ .. qto,ulo •"*~• dof!nldo '""" , .... &q""l do h too ... bt, 

....... b ........ ~ .... ~.. ..... • ••• , •••••• 

"· - "· ' , .. 
""' '""•'""''"'• con Uo alnu u~Uo ~- opo.oolO.. quo loo"""'""' 

rooloo, • cono<dorondc <' • • 1, propo«lonon ool»<lon<o o '""' •••• 

o Len do lo fo ... •' • e • o, dcnd• • u ""•-•• """''""· 

•>•~plo, loo ooludonoo <lo lo «uociOn ... ,. .. 
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" " 
oo~ leo nG.o<•• Si y 

!HI' • ISI!I!It 

11 """"'" '1"01 olio• oon l~oo.llu, p>< lo qO. ~o<abloeuoo h o<o;u<•••• .. f1n!<t6n 

ai.' • ut- >1 -- '' 

' 
1- su• • 1- '11 1· 11l • '"' - 111- 11 • - '' 

•'•e·~. <on ~·~. 

..,, .... p.o.«• .. ··-· .... oc-\>0<10.. u..> 

•' ...... - o 

·-· ••. ,,:=-¡ __ ,,,. 

""oo-oa uol """ ""~-•o ¡.,.91<oUo. lo""'-' 4obo lot .. pnu, .. 

<O&<>"" r.uov<> "f" •• nol:ooo: S"'~'" uf loo n<l..on>o ""'"'"'lojoo c~yo 

conjunto, quo rop<ooont..uo ... e. oo .. ,,., cooo •••-. 

I!.l.l L<flNICIOO 

e • h 1 • • o • bt, o, b, 0, 1• • - ll 

• ool, '''" •J••oLo, - 1 • H, - ¡ • lo, 1 • r;¡, 1 - • 1 oon ·~-••• eo~ 

.,., ... 

. . 

11,1.1 Dtrl.ICIOO 

.... " • • • bl, •• • e • di 4oo ~tloooooo """"''"'"' 

""" •• b, •• d ' •• ""''""""' 

., - .. .. . -. • . -. 
c..., p..- vor .. lo to;ud4o4 on C '*""'"'"do 4oo 19""1b4oo ontu 

..-,.,, «Al••• ,Ul, 01 o ~ e o b 1 4 •• <•""•l ""' 0\ ~ "' 

~ o41<16n y lo ~ultlpll<oe16n on c. 

Loo o~u<10""' <lo •4le16n J oult1plteod6n do o11o•uo• =..,lo)Oo o• 

deun~. on ,,,......,.. do lo od<e<~n r -!<opl1<oe16~ do ~o• .. o• •••· 
loo, do l• .. ..., .. ot...,ton<o 

II.l.l OH!~ICI!lM 

¿., ...... b, •• 4 < •• 

ll ol """"'0 •• •" oo define e<100<> 

..... - 1• •• , • lb. 411 

ltl ol n~~ .. o h '' ot d•Un• <C..O 

" .. - ••• - bd) • l•d. ""'' 
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............. • 
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.. • .. . 
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" 

duoo eono!douc '""'" ~~ ollt•O<O iaoginarlo bt. 

o-. ol can¡"""' do loo o(loo..,o J.o.o•tnortoo - •~""""l""'"' 4o C . 

Con lo do!lntc!On toraal dol oonjYnto 4o loo n~oroo <~plojoo y do 

bo ·~•o«onoo 4o odt<i~n y ""'"oUcacMn u C, pod~o ....... ,! 

rteor ""' ol oUoro ,...,,,¡o o, • - 2 + l1 oo ""' '"'""'""do lo ............ 
•' •••• 11 •• 

•••• olio, conoldor~• q"' < • < + 01 y ll • IJ • 01, y oootitYiooo 

t· 1 + >U'• 10 o 0111· l + Hl • tll+ 011 

do it) 4o U.!.l hnoi<>o 

(1<- '' • •· •- "') • [1- 1 • o¡ • 111_• •11] • u1 • oo • . (· ' "'' • 1- •• '"' • "' ••• ,-
1 •• ,, ... ,,_,_, 

,. ' - •• ,,, • (· " • ll • 611 e • e, 

~nclo o 

o ••• - o o 
oo ogno•••• o ><ovlo do loo opero<!onoo do odlo!~n y oul<lpllcooiOn. 

on vouoo torNO· A lo lo<O& o • bl, qn """"" cotodo o.ono}ondo. oo 
t. ofouo, •••n 

1• conoco <QOD fe••• bln~<co dobldO o •• opO<I•nc<• ~ blno.lo • 

• • .. • 

' < • " < 

,. • "' • O< • '" " • " • " • • < 

' " • 01) le • "' loe 1 • " " . . ... , 
• • 
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" - bt) (e - d1} ~- HO .. "·'·' .... " " MO n. 1.' 

' .. "'""'"' '"'"'"'· o .. '"'"'colOn y .. d!vlUOn •• o . 

U oun<acc<On y lo divioll!ln"" C oo d.rlnon o puti< do lo *"1«6n 

'lo oultlplico<i~n *"e, >copoctl .. ,.on<o, y do vi do n.I,I, do lo 

"""'""'' ~ .... 
ll-1.7 ~riHICIDN 

s .. n o, • o • bt, o, • e • di 4oo ·-·~· -hjoo, 

do""• o, b, e, d o .O. 

¡¡ .¡ """"" •• •• o• dollno e~ 

" 
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" " • ·- "' 

"' " " ' o • " •• •""··· ~ .. .. ...... ·-
~ . " . ' -' " 

O. lo dcl1nlcL6n onteolor oo pu.doo obtonot 1•• otqulontoo f6nouloo 

do ooo poOctlco 

O< •1 •• !l.!.l •Le o dj) • (" C) + 1• d)! 

do !l,do 11.1.7 (o o ... • (C o dll• lO+ b1! • (1- C[ • [- dl!j 
t 

.. o 

y •• 11 •• "·'-' lo • b<l • (< • dll • (o cl•lb·dlt¡ 

que •• lo fOnoulo '!"' •• ""P''' ,..,, )o ouotoocclOr .• 

4<> -1 • e • •r-~'>, •' • a• o• • a• • 

-· do 111 do II.l.t •• • ... (. ¡ ' • ' • a• ·' . "' .. • " • " .. 
' " • ,, ,o • a• 

quo oo lo f6~lo '!"• oo oeploo pooo )o dloio16o. 
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11.1.1 Ut><f'!.()S 
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• " • ... !J)I 
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"·'·' <Jl:RCICICS 

" c..., ..... , .. pua '"" ... ... " • ' 
" •• • " • "' . " ., 

• ' (l • "' . " ,, . ' ... • "' • . ' .. • .... 
" ~ .... otru ~· "" ~ ". " • ' 

o) '• •. '• ~ •1•1 • 
o¡,,.,,a 

l> .._,,., ........ ~ .... ot~··· """ ~- ..... =mpl~l•• ....... "''"' -
'"''"' """•ldotln40loo- ••-•••• oo ~1<, quo eo ... td .. a<od2 
loo ,_, ""'""''"' u obU~non loo ,,...,. ruult&<loo quo cuo tao 

'""''''""''U, l.)~ Uo to .... loo"" aoo pdotteo que oo nptoon 
poro lo ouotraco<6n y lo divloi6n. 
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"'" -· _,_.,, . .,..,. .. ,,. .. , ..... ,~ ....... 
,...,.,,,,,,jr•, 

<on lo <Uol yo no oo ,._¡, po<o t<><lco loo nO..Too '""''"'· 

l'roN .. Odoo do 1 .. OP"UOipM! bfnnt .. 

o! pora deo olooon«os cuolooquiora o y b Ool eon,unte •• 

opocodo oon o· o ,,., 
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• 
Uo,b < "oo ~loquo o • b • b • o 

bl Lo &p<<oeiOn • @n ol CGn)unto O ~1 o}a.piQ 1.1.> no •• 

.. ' -. , 
' 



""' lo ""'" 

l''"''' 
11 uno "P•ro«6n blou1o o •• un •••Junto s •• .,,..,,,.,.,. 
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~l>c.-.o uno de loo eoooo poolbleoo 

o L 11 o ll o O O 

, .. ,., ... , 
por lo <oo<o 

• 
• 

• ' "'" ., •• 0) ' ' • ' 

El &nJ.Uoio """"""".., ,.. ""'"" loo ooooo 00 ono tono e=. 
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&u,.,..-. ,..,, qu 

y .o,b,c < S 

o• cu~pl• quo 

o>lh>cl • lo<bl<< 

•• booo o lo cu.) ..., •• ...,, ,,,,.., que diC.,. <•p«&<16n •• ••• 

c<nho. 

ll k d!cc quc ~n """'"""' • ••Lil doUW de ·n-noo Idfn<.!_ 

..,. CQn .. ,,.0 , 0 o lo cp .. oc16n binor>o o''' ...... , .... ~ ... 
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•• hoco notar qno ,..,. quo lo """'"'"'" ooa un '9<UpO", "" 

•• inQ10ponoo~lo q"" lo <>poraci<lo OO• =-•Utlvo. Si ol 

9<Up<> ~ • ..._ do ._,., con loo ""'"'"' pro>pio<lodoo ..... 

.,_,,brG,o'b•b'o 

•• d<co n...,_n .,... G lo.- "" ·=- ....., ....... o ·~·e 

po ~o .... toUYo" """ "'"""'" • lo 0p<ro<i6n • 
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lo '1"" •-• -n•""" -· on "" 9'-' 
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" 

'" • • ' • .,, • • .... , • • • 
Cl• " . ., .. • • ... ••• • • • 
Cl• • • • • 
,.,,. lo quo x. 1 • h •• """ ooluoiOn do Cll. :aupo""""o' ooo" ""' 
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loo invo<oo• poro lo ·~~ oporo<i6n, <on o•~i6n del cero 
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"'""' un grup<> o»elu"" con «opO<to o lo oporod6n 8 , o 

"",.0 ol-Mo ld~Uco "-"'''" "ol_,to coro del campO" 
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ESPACIOS VECTORIALES 
INTROOUCCJON 

E, vuiao ,.., .. de lo •u~a.hlu, •e presentan conjuntos 

donde reoulta !>~portante conoldorn "comblnoclon•• lineales" de'"' 

elnentoo. El U¡ebro lineal, tuu los rtopledodeo co,.unn de • 

todos aquellos oi<t•••• •llebralcoo que cono ton d< un conjunto •'• 

uno nod6n de "cotnblnocHn lineal" de <u> elemento>. 

[1 eotudionte ha tenido yo e•per\eneia con vectore> del 

eopocio euclidiano trld>m<noionol, y en porticulor con comblnaclo-

neo llneoleo de toleo vecto<es. En e<te capitulo eotobloce<emoo 

lo definld6n de un. HUU<turo ol¡ebuico, lla.odo upociO \'HtO· 

riol. que en lo exporlene!o ho do,.ootndo oer h ~h at!l o~HU!¡. 

ei6n de un tipo de slotnu eoao el 01pado euclld~&no tndooeo<i!!. 

na l. 

Conoldernoo loo vectare> 

v,- o. -1. lJ ' 
v,- (1, 1, o) 

Co.o ub<•o•, lo sUOio de Y 1 

····.-(.,1,2) ' '· •• el vector: 

y <1 producto del ucolar 3 e~ por Y 1 es el vector: 

J ••• (9, ·l, 6) 

En gneul, <l 

O• (o,, a,, o,) y O• (b,, b1 ,_b,J 

son do• vectoru del tipo de V, y V,, •• doclT, tornas ordenodas de 

ndoero> nol<>, lo ou .. •• dehne cooo 

o O· (<>& 1 , u,. u,l "' • 

~1 =ojuoto fonoodo por todas lu torou ordeuadu do n<l 

&ero< rooleo, lo repreunurooos con R'. 

l'• IC•. y, •JI x, y,' • ll 

Si111b6lic .. ento: 

En R', los operacione< definida• por las expresiones {ll 

y (2), tienen las sl,uleoteo propiedades. 

Para todo> la• terna• ordenadoo de nd~eros reo leo 0,0,~ 

y todos los e1calore• o,~ 

" 3) 0•~-~·0·i, donde ~·(0,0,0). 

•J 'i•(·i)•(·i)•O•L 

.IJ O:•t>·O•i. 

6) o¡0•6)-oO:•ot>. 

" 1) o(Bi)· (d)'i. 

" ,¡.¡. 

' R forma un ¡rupo abollono con respecto 

o lo suao: oln eabargo, pooee ol¡unas propiedades adlcionoleo (6 a 9) 

con respecto al producto por un escalar. 

Eil"•~ •orlos olst•••• que tioM~ los mis•" couoterht!. 

cosque~·, 0 os te tipo d• •lo temas les 11-.oce•o• ESPACIOS VECTOR!~ 

lES. 

' . 
Un •istema que po>P< lo ~1••• e•truct~•• (de ••poeio vec1c 

rt&l) quo R', •• el conjunto d• todo• l~> p~ll~:mio• do Jtodo tl ~~n 

.. 

• 

' 



lu opeu~ioneo de ou .. y produoto por un esuhr. Deuotroreaos 

a contlnuod6n quo se cwoplen todao lu propledod .. que enunc\..,os 

• poTO R • 

'l s .. n o 1 •1 0x'•o,>. 1 oa 1 •••, 

' o 1•b ,~• •b,x'•b,s•b, 

dos pclinolll\O> cuoluquiuo de eudo ~l con coef\dento• noleo. 

Entoncu: 

o •o •(• •b ¡x'•(o +b )x 1•(• •b )••(o •b) ,,,,,,,,,, 
u otro polinomio de ,udo !5. y >1 o • ll: 

(o o, )x 1 •(oo,)x'• (oo 1 )x• (o o,) 

t&&bi~n u un polino .. io do endo ~3. 

Por lo ~ue el con¡untc de todoo loo poJino•ioo do grado 

!3, eo curado rnpocto o iao opeuc>onu de ou•o y producto por un 

••color. 

2) Seon 

o,••,•'•o,x'••····· 

• • Oo•b,x •b1o •b1x•b, 

entonceo: 

(o •<> )•o •(o •b l•'•(o •b )x'•(o •b )x•(• •b )•(< >. 1 •c x1•c x•c) ,,,,, .. '' ······ 
(o 1•o,) •o, • (o, •b 0 •c,Jx' •(•, •b, •<,Jx' • (o 1 •b, •e, )x• (o, •b 0 o e,) 

(o, •o,)•o,• o1 >.' •o,x1 •o, x•o, • (b, •c,)x1 
• (b 0•c 1 lx' • (b, •e, )•• (b1 •c0) 

{o
1 

•o, )•o, •o, • {o
1
•o,) 

por lo que h sumo •• ucclotho. 

l) S 1 
- . . 
O•Ox •Ox •Ox•O 

entoncoo: <>, ,jj,¡¡,o,.o, 

por lo que el pollnomlo e ~• el id~nHco pota h •~••· 

" ••• ................... 
cxiote el pollno•lo 

·P ""O x'·• x'·• x-a 
' ' 1 ' • 

tal ~ue 

·o,•o,·o 

por lo que -o, e> o! lnvocso aditivo do o,. ,, • • o,•o,•(o,•b,)x •(o,•b 1)> •(o 1+b 1)x•(o,•b 0) 

• • 
0 •o •{b •o )x •(b •• )x •(b •• )x•(b ••) ' ' .... '' ,, 
o,•o,·o,•o 1 

por eanto, lo •u•• de pol>nomioo •• con•utotlva. 

6)Sioe~; 

o{o •e )•o(o •b )x
1
•o(o ob )x'•o(o •b )x•o(o •b ) ' ' '' .. ,, '' 

a(o,•o,J•(oo,•ob,Jx'•(<>o 1 +<>b 0 )~
1 •(n,•ob 1 )x•(oa 0 •ob 1 ) 

o(o, •o,l •a o, •oo 1 • 

El producto por un escolar •• diotrlbutho re~pocto o h 

7)Sio,S~R: 

(o+8)o, • (o+S)o0 x '•(o•~)o 0 x 1 • (<>•S)o ,x•(o•S)o, 

(o•8Jo,•oo,x'•oo,x'•oa,x•••,•So,x'•Sa,x 1 +6• 1x•8o
0 

(o•$) o 
1 
•o o 1 •So 1• 

El producto por un escolar •> diotrlbutivo reopectc o la 

•uoa de eJc•lore•. ., o(So, ¡.o(h,x '•lo,x '•ea ,x•Ba 0) 

a(I<>,J•(oS)a 0 <
1 •(a~Jo,x 1 +{oa)a 1 x•{o8)a 0 

o(So,J•{oS)o 1 . 



U pcoducto por un eocoloc es .. odotivo. 

" lP ,•1 (o,> '••,•'••,•••, )•o,x '•o,x'••,,..•,·o,. 

1 < R u el ldhtlco pon el producto por un ucdor. 

En conoecuonclo, el conjunto de todoo loo pollnoo\oo de 

~udo 1l tUlbUn •• un .,pac\o •octor\d paro la~ opeudoneo de su 

oo y producto por uo eocolor. 

Ejoap!G V. l. 

VeUo> 0 ¡ 1 .. uulce> tubl~n formon un oopodo "'ctorlol. 

Conoldhue el conjunto M de todu la. aaulceo de orden -

aan con eleoeotoo en C. 

(1•1, l, .•• m,J•1, l, ... n)) 

De lo do!iolcl6n de >uao de ootrlceo y do producto de un •• 

color por uno aatrh, •• desprenden !u >iJulenteo propledodeo poro 

todO> loo uulceo A, !, C de M y todos loo eocoloreo o, ~de e: 
1) Meo cerrado con reopecto o lo,,.., y el producto por un oseo· 

1 or • 

l) (A•a)•C•A•(I•C). 

5) A•I•I•A . 

~) o(A•I)•oA•oB. 

7) (o•~)A•oA•M. 

!) o{SA)•(o!)A 

9) 1A•A. 

{Aqul O represnu lo ootrlo nulo) 

por lo que el con,unto d~ tod•• loo ••trtc•s de orden "'" t><n< '" 

•hoo .. tructuu de espado Y<etoriol que R'. 

He~•• vi<to treo olot~••• dlotintos que ticoen lo oismo 

eotructuro, o loo que hc•o• ll .. odo oopocloo Yoctorloles. , .. 
vectores de R' tienen una rcpreoentoc\On goom~trlca (se¡mentoo diri 

lidoo), ••• no aol los FOlinol>ioo y In outriceo, sin ubor¡o, por 

el hecho de ur ole•entoo do un upado Ye<toriol, tubih les llo· 

v.a¡9 



V • 1 • prf!SICjQ~ ~ ESPACIO YI00Rut. 

D<f!nloi6n. 

Un eopodo voctcrhJ V <Obro ~n cupo I, •• un conjunto 

no ncro ~n el cual >e ddlnen ¡., sl¡ulont .. dos operooloneo: 

Uno operoci{!n que o<i¡no o cuolesquhu el<Dontos u. -¡; 

< \f un ele!Oentc U•'i<V ol que >e conoc. co•o La •u•• de ii y Y. 

Una opero<ll!n quo a<i¡na a coda elea<nto 'i<V y o cada ••· 

calor O< I, un ele•<nto .,:¡,y ol qu< H conoce cooo ol productc de 

o por v. 

La• cual., cump!<n 1 .. si¡ulontu propiedad ... 

Para cualeoquleU ele>lento> U, V, W < V: 

1)' (i7•V)·W· iio(V•W). 

l) •tr•v tol que ii"•tf•"O"•ii·U, 

(o tf le lla>~&mos voctor cero). 

l) V íi <V, l.¡¡-< V Ul quo "iio(·ii'J•·Ü•Ü·~. 

•l ii•V·V·U. 

Po<a cual.,.qulora o, ~ < I y u, v < V: 

~) o(U•i)•<oÜ•oO. 

~~ c•·~JU·oii•'U. 

7) o(~ii)•{oa¡U. 

8) !U·ü. 

(aqur 1 repre><nto lo unidad de I). 

Con<ecuencl•• eleoontolo< de la definlct6n. 

llay hchos >implO• que o< duprendon ea<i ln•ediot••ento 

do la doftnlci6n do f<pocio V<<<or>ol, Oliuno, d• lo• cuol<5 onun· 

c!&•os a continuaoi~n en fo,...., do tooremu. 

V-10/11 

Teore.. V. 1 

SI Ir eo el uctor cero d~ v. entonces: 

..,. e < x se tiene que ~rr·ll" 

lleaootrad6n. 

Si o .. un escalar cualquloro d< I 1 tf u •1 yectcr cero 

d• V, entone.,, por IOf propiedodes 2) y S) do la definld6n: 

otfoo{tf+ll) •Otf•otf 

ouundo -¡oD) r V, por 10 p,..,p!odad 1) tone•os: 

otf• (. (O D)) ••Ir oolr • (. (oD)) 

ll"· (olr••ITJ • (. ¡olí) ) 

pot 1) ten .. oo: 

lf-•tr. 

T<ore~• \'. 1, 

Si o •• ol eleaento cero de I, ~ntonce<: 

" V< V oe tleno qu~ 

Doaootrad6n. 

Si o os el escalar cero y V un vector cualquier• de V, ·~ 

toncoo. coao o u el ldfntico aditivo en I: 

oV-(o•oJO 

por la propiedad 6) de la def!nid6n 

OY·o>•o> 
su.ando -{Oi) < v. por lo prop>edod J) tonnao: 

Oii•( -O V}• (Oii•OV}•{· (Oii"j) 



~· (OY•OV) • (- ( oV)) 

por 1) ten .. oo 

~-OY•(OY• (- (OV) l 

~e 3) se si¡ue que 

~-oV+l) 

flnolunte, por 1): 

~-oY 

SI 1 eo lo unidad do l, utoo~u: 

V ;;- t V oe tlne que (·l)Y•·Y 

D .. ostnclftn. 

SI Y el un vector ~uolqulero do V, ontonceo: 

~-oY· (1-l)Y·•V• l -1 )V•Y•( -1 ¡V 

en consocuench, (-1) ;: e• el Jnveno oditlvo de Y d que h .. oo re· 

presentado con ·Y. f>to de.,ue>tro el teorno. 

En aenon1, el voctor (-o) V e• el lnveroo oditlve de o;;-, 

yo que: 

(- o)Y• [ -1 n)V• ( -1 )oY• • {aY) 

Por otro pone: 

o( -V) •a(. 1 'J• (·O) Y•. (oV) 

por lo que 

j [ -a)Y•e(-Y) --aY j 
A<!, lo ruto o ouurocd6n de vectOT<S oe obtiene a partir 

do lo ouao de lo >iaulente .. nero: 

Dehnlci6n. 

SI U 1 Y oon do> vectore> de V: 

u ;;;.. ;;.¡.Y) 

Ejeaplo V. l. 

El conjunto de todoo loo puotoo de lo recto que pooo por 

el od¡en y tiene coao no:bouos dlnctoreo 1, 1, l, fonoo un eopoclo 

vectorial oobre el campo de los oo:boeros reales. 

Lo ecuación de dicho recto en fonoo slm~trlco es: 

Por Jo tonto, loo puntoo do dicho recto tondrln por coor-

den o do o: 

x·~. y•2x, t•h 

y ol conjunto de puntos do lo recto setl: 

S•l(x, zx, lo)lx < R) 

cuyoo eleuntoo son ternos ordenados de nllaoro> real ... Entonen, 

lo ouao y el producto por un eocolor.eotln definldoo de l¡uol torao 

• que u l 

Verif!qunoo <¡UO S ooti>foce todoo loo ~ropiedodeo que do 

finen un espacio vectoriol. 

Lo• ~perocionos deben sor cerrados: 

Sean V
1
•(x

1
, 2x 1 )~,) 1 Y,•(x

1
, lx,, J~,l doo elnentoo 

cuolooqulero do S y ~ cualquier ••color de R: 

~v,·~(x,.h,.h,l•(u,.l~x, ,l~x,l e s, 

Propiododeo poro lo >uno. 

Sean V,·(~ 1 ,:x,.lo,), 

<T'"• elnento> d• s: 
1) {V1 •V,) •<,· ({t, ·~,),! (•, •x,) ,l(o 1•o,) )•{o, ,;:x, ,h,) 

v.IUU 



(V,•V1J•V1·(• 1,!x 1,l•,l•((x,•x,),2(x1•x,),l(•,·•,)) 

(V,•Y ,)•'< ,-'<,•('<,•V ,) 

por le que lo ou.o eo ••octotiYo e~ S. 

l) E>:.iote a"•(O,O,O) <S tal quo• 

:Y,•a"• (• 1 •0, 2x 1 •O,Jx 1 •O)•(O•x, ,O•lx, ,O•h 
1
¡ 

:Y,•ll"·ll"·;r,.-;;,. 

l) Poro todo v,, ulote -V,·(-x,,-2•,.-:h,l <S tol que• 

Y, •( -V ,l· (x 1 ,h,,h, )• (-x,, -h, ,-h, )•!1" 

-Y, •Y, ( -•,.- 2> 1 ,-Jx,) •(x,, zx,. l> 1¡ •ll" 

4) • ' ••• (•,, b, ,h1 J•tx,, h, ,h,) . ' ... • (x 1•x1, Zx,•lx,, Jx1•Jx,) 

•' •v • • (x 1••,, lx,•lx,, lx,•Jx,) . ' ... v 
1 

•v 
1 

P<opledodeo poro el producto por un eocolor, 

Sean >'1 , Y, Ue•entoo de S 1 ~. ~ <O<oloteo de R: 

S) ~tY, •>',)·~(x 1 ••, ,2x 1 •2>1 ,lx, •lx,J 

~~. •?, )• t~x, ·~•, ,Zox, ·l~x, ,l~•, •J~x,) 

~(Y, •Y, )• (~x, ,lcx 1 ,lax,J • (ex, ,lox, ,J<1X,) 

~rv, •V,) •aY, •e Y,_ 

fl pTO<Iucto por un ucolor •• d!Hrlbutho oobre lo su=• 

de vectoreo. 

6) (c•a)Y1 • ( (a•!)x, ,l(a•S)x 1 ,J(~•6)x,) 

(o•~JO, • (ax, ·~x 1 , lcx, •l~x, ,l~x, •H•,) 

(o•a)Y, • {ex, ,lox, ,Jo•,) • {ex, , 1~x, ,lh 1 ¡ 

(o•eJY, ·o Y, -eo,_ 
U producto pOr un eocalor eo dlltrlbutin sobre lo su•o 

do ucolor ... 

7l aftY 1 )·~(sx,,2ax,,l!•,J 

" 

o(~V ,J•((dl•,, 2 (o~)x 1 ,l(calx ,l 

~<aY,J·tdH,·. 

U producto p<>T uc ueolu es u<>eiatlvo. 

lV, •1 (x, ,lx 1 ,lx ,l•(x 1 ,h 1 ,Jx 1 )•V, . 

L• ~idod de R es ol ld~ctlec pxra el producto por un "' 

cohr. 

••• 

De todo lo •nterior oe s!¡¡ue qua, el conJunto 

S•((x.lx.Jxll• < Rl 

~tes de p•>•T o lo sección si~~lente, boy q~e becer notar 

loo uorc.U V•l, V•l, V· 3 y lo deflnid6n de ruta o >U>tra_s 

cl6n de vectores, fueron enunciados o pxrtiT de la definleldc de •!. 

pocio ~•ctoriol, y oe cumplen poTo los •ecto<e> de euolquíer conju~ 

to que ton¡o dicho o•tructuro. Con eoto .¡,,.,. ideo, se en=cloUn 

loo teore•u y defioicloneo o lo lar¡o de todo el cop!tulo. 



V. 2. SUBESP!,C!OS DJ; !11:i ESPACIO VEQOR!AL. 

fn el eje~plo V.J. anoliz~o• el conjunto 

S•l(x, lx,h)luRl 

que S e• un oubconjunto de • • • Adnt•, •• demootr& que S t&mblén 

for.o un eopocio ••<torta! oobre l. D\re•o• entoocet que S es un'"~ 

.. puto de ~·. 

Defio!Ci6n. 

Dado un •>poclo vectorlol V y un 5ubconjunto S de v. deci• 

•o• que S e> un nbeopoclo de V, •1 S •• tUiblfn un upodo vectorlol 

re•pecto a loo oporocloneo doflnldoo en Y. 

Eje•plo V.~ 

[n el eje~plo V.l, de~ootroaoo que el conjunto de todoo loo 

polin0111os de ~rodo D eo un upodo nctor;ol oobre R. 

SI con.idH..,Oo o1 conjunto de todo. loo pollno•lo> do ¡u­

do a, ve•o• quo hte u un oubconjunto del prluro Y en fono ani• 

!OJO ol eje•plo en cuest!On, puede probort< que forwo un oopoclo ~•e­

torio! por o! •i•ao. En eon•ecuenclo, ·~ trato de un oubeopoclo. 

El oiruteDte teoreao e•toblece un criterio o<nclllo poro do 

terminar •1 un oubeonjunto do un oopoclo •••torio! eo ado•Js, un sub-

Teonm> V. O 

Seo S un oubconjunto de un <>poclo vrctorlol V. S e> un 

oubospoclo do V ol y >~lo oi e• cerrodo reopecto • 1• •u.o r el pro­

ducto por un ooco!Or definido• en V. 

¡ 

Duottrac!On. 

·. Cou S contiene eJnentoo do V, ·u ooti>{ocen la> ptopled!. 

du 1), 1)~ 5), 6), 7) r !} de Jo doflnlcl~n. 

con probar que •• cumplen Jos prop1ododo1 2) Y J). 

fft efecto: 

Seo V un •octor cualquiera d< S y ••• O o! eocolor coro do ~-

V.l: 

OV·Il"~S. 

c .... 

Seo V un yector cualquloro de S 1 -1 el lnveroo odit!Yo do lo unidad 

do K. Co•o s eo cerrado retpocto al producto por un eocolor 1 por 

0 ¡ teoreu v. 5. 

(-l)V•-V e s. 

EJemplO V.S. 

El conjunto do todos loo •otrlcoo do la.{onoo: 

[: ';] (donde o, be C) 

0 , un oubeopodo do! eqoacio uctorlol do ••trice> cuodrodu do or­

den 2 sobre o! c .. po do loo nQ.,oros co-plojoo. 

En efecto: 

su A·{[: l:J 1 a, be C} que eo un oubconjunto de loo u tri<., 

do <>rden ? • 

verlflque•O> que A •• cerrado re•pect~ o lo >u~• y r! p~-

V-16117 



Paro ello, corLJUhonu dos ••ttlc~• codeoqduo de A: 

r·. 
l•. 

fo, - ¡o,l 

• J ' 
1 on ndaero ce.plejo o, 

o) Poro lo o-.: 

l•. 

[ .. "~·['• "·]· 
b,oJb,O 

que es otro ootrl> do A. 

[
., •o, 
b' •b. 

Poro el producto por ~ eseoior. 

. [ :: "~. ¡··· 
O J ob 1 

EntoDC<>, oe¡Go ol tooreao V. 4, A eo un >ubeopocio del 

eopulo uetodal do tOo •otden cuodudu de orden l. 

Ejemplo V. 6. 

Lo lnter>eeei6n de doo oubesp&cioo es un nuevo subeopoclo. 

h efecto: 

Seon V un espacio vectorial sobre un c .. po ~ y A, 1 dos 

oubeopaclos de V talos que: 

Entonces, "f v., v, < [A 0 B) oe tleo~ que 

V1 ,V1 <A. 

C'""o A eo un oubeopodo de V, 

u cerudo poro la '"*"· ~o;-

tonto: 

Y-18/19 

V,. V, <B 

Co10o B oo un ouboopoolo de\', 01 

oondo pon la '"'""• por tonto: 

9 

En fono& anjlo¡o, ol o < 1 y v < (A n 8), o V< A y 
o V< B, 

por lo quo 

oYe(A0B) 

»el teon11o V. 4 so ol¡ue que Ana eo un nuevo subespodO 

de V. 

- - - - - - - - - - - -

Eje~plo V. 7. 

Cnnsldlt .. e el conjunto do todoo los polin.,.,loo d~ 1rodo 

l¡uol a 2; aunque es un subton¡unto del conjunto de pollno•lo• de 

rf con peobor que no satis lace lo terroduro <e>pecto a la ouso, 

Sean: 

f(~l·•'•b••c ' 
dos pollnn.loo de se~undo ¡rodo. Su ou•• sorf el polinoalc: 

~ue no e• un pollno.io de se¡undo ¡rodo. 

Por lo tonto, el conJwnto de los polln .. ios de se1undo-

- - . - . - . - - - . - . - - - - - - - -



V. l. DEPFNQf~C!A L!HfAL. 

Conoidore,.oo loo si¡¡ulenteo Vector., de R1: 

i"·(l, -1, l) 1>-(1, -1, -1) 

1 obton¡u.oo uo voctor ~ tol que 

"' dlcbo vector oerl: 

Oire•oo entonceo que el vector C oe obtuvo a partir de -

""" co.blucl~n Uneal de loo vcctcreo O 1 S. 

En 1enero1, una co~blnacl6n 1\oeol do o vectores oo lo -

ouu d• dlcboo voctoroo oUlt\pllcadoo por dertoo eocalareo. 

V.Unlci6n. 

Una •-b>nacl6n lineal do loo vectouo Y,, v 1 , ... ,Y,. 

de un <opocio vectorial V oobre un ~ .. po l, •• uno o~reoi6n de lo 

fono: 

a,;;,.,.,;; ,•. • •""•"• 
donde 

Al conjunte de toclao lao c-blnocloneo 1\nul"' de un con 

junto S 4o voctoreo, lo ropreoentoreaoo con 1-(S)-

junto 

5• !V, v,, ... , V0 J 

de vcctouo de un e>pocio vectorial V <obre un cupo I, •• un oube.!: 

podo de V. 

lO 

Sea 1-(S) el coojunto de todu lao combln•doneo 1\nulos 

d<i ~onjunto 

S• tY,, V,, ... , i"
0

l 

1 uon o 1 O doo vootoroo CI!Oleoquieta de L (S}: 

&·a, V 1 '"• V, • ..• '"• "• 

s-a, Y,·~,;; ••. - -·~.v. 

donde ol, a¡ e 1. 

Lo ouu do ir 1>: 

0•1> • (a, •B , )Y, • ("-, •S ,l Y, • ••• • (<>• •&.,_) V., 

es otro eleoento de L(S). 

Y el producto do 1 < l por o: 

J.i"•(J."' ¡Y,•(Ia, )01• ... •()." ,.)011 
e• otro el .. ento de L{S). 

Entonce>,por el teoreoa V.4 

'· 
Volvaaos ahoro con lo, vectore• a, 1> y e mencionado•. Lo 

upreolCn ( \) puodo ucrlbiroe ~o•o: 

i"-I!i-C•O" 

Vo•o• entoac•• que el vector coro puede obteooroe o por· 

tir de uno c-binodón lineal de loo nctoroo O, O y e, coa etcal!. 

reo NO TODOS NULOS, In u te coso, dlremo• que loo nctoru &, 1> y 

' e •on llneoloente OEPENO!ENTlS. 

lo ~loro que. dado un conjunto de vectoreo cuolooqulero, 

el vector uro oleapro puede obtoner>e o portlr de uno coablnac!Cn 

linea¡ de <>\loo con todoo loo ••coloreo nuloo. 

V %0{11 



Deflnlo16n. 

lln eoojunu. S·-IY,. Y,, ... , Y0 l de vectoru de=~·~·­

clo vectorlol V oobre un cupo l, •• Hneol,.ente dependiente ol edo 

UD ncolauo de l, o, ,o, 

lo ecu&cHn: 

no todoo nuloo, GU< ntiohcen 

En eaoo contraTio, ol lo ocuaci~n o6lo admite la •aluct6n 

trivial (o,""•"···""n•O}, dlr .. oo que Seo llnulaence lndepudlen­

<o. 

Ejemplo '· •• 
Deaootrar que el conjunto 

A• {11, -Z, 3), 1-Z, -3, 1), l·l, ~. ·6}} 

de vector•• de R', e• llneo1aente dependiente, y que el conjunto 

B• ({1, O, 1}, {1, 1, 0), (O, 1, 1)) 

eo linealmente independiente, 

Soluoi6n: 

o} De acuerdo con la deflnlcl6n, el conjunto A oert llneal•ente -

dependiente ol lo ecuocien 

o, (1 ,· l ,ll•o1 ( -t, -~, 1 }•o, ( · t •'• ·6)• (0,0 ,D) 

que na .. re•o• de dependencia lineal, oe utllfoee paro ucal&reo 

o,, o1 , o,< R no todoo nuloo. 

dichoo escolares uloten. 

Efoctuondo openc!oneo: 

¡o, .zo, .za,, -zo, -l~,·••, ,3o 0 .o, -$<>,)• (0,0 ,O). 

ror i¡uo!dod do v•ctore• en R', obten"""' el oigulcn« o!otemo ho-

V-2212l 

-<o 1•h1·lo 1• O 

·2<>1-lo,•h,• O 

h 1• o1 -6o1• O 

v .. aoo cual e< el no¡o de la aatrh de coeficiente<: 

[_; : :] ¡: : ·:] . ¡: 
J ·6 o 1 o o 

., 
' o 

Co•o d un¡o de h ""rh •• R(A)•l, aenor que el nolano 

de inc6gn!ta•, el olot•~• tiene oolucioneo diferentes de la triYial, 

P<>r lo tono, niste" «col neo no todos ""'"" o,. "" "• < R que 

el conjunto A •• lioealoent• depoodienta. 

Si quoro•oo obtener lol escaloru o1 , o,,"-,, reoolvuoo 

d oisteaa: 

"•. o 
uno de euyoo solucione• eo: 

.. ,.z, o1·0, o,·1 
Entoncu, loo vectoreo de A ooo tales ~ue 

2(1, -l, J)•O(·l, -3, 1)•1(-t, (, -~)·(0, O, O) 

y pode•<>• uprenr ol •enoo uno de elloo c011o una co•binacl6n li­

neal do los otro< doo. 

b} En {o,-.a onno¡a, h ccuad6o de dependcnc\o lineal poro loo -

o 0(1, O, 1)•<o,{1, 1, O)•o,(O, 1, 1}•(0, O, O) 

de don-de obten<mas el sl¡uiente J!otcmo ho .. o.heo: 

" 



• 

o •o 
' ' 

o 1 • o' 

• 
• 
• 

cuyo .. tri• de coeficientes es de roneo J, por lo ~ue o61o odaito la 

oolucl<ln trivial (o1·o,•o,•O). 

. ~ ... , d .. ootrdo ~ue los vectouo do B '"" Unoo¡,.ente 1!! 

dependlenteo,(l) En conoocuonclo, nln¡uno de 1•• vectores de B pu~ 

do exprouuo '""" uno co•blnocl<!n Houl de loo otToo deo. 

- . - - - - . . - - - - - -

~juplo V. ~' 

De•o.,ur que loo poHno10!oo 

r(o)•I
1
•Zx•l, ¡(o)•h1•Jx·Z y 

oon llnul••nte dependlontu, obtenhndo ol pollno•io coro c011o uno 

co,.binod6n Unool do ellos, con eocolar .. no todoo nuloo. 

Solud6n, 

fG,......,, lo ecuoci<!n de dependencia lheol 

o ••• : 
' . . -o{x •lx•ll••(>x •h-1)• y(b -lo-1)• O 

Ehctuon<lo cperacion<l y qru¡>Udo: 

(••SB•Z y)x
1
•(ZoHa-J Y)x+(o-n-S y)•ii 

•-zs.p o 

(1) Cuando un eonjunto do v,.ctor .. •• ilnhl•ente lndopendtent< (d~ 
pondlonto), os cc~nn do~IT que l~• vector•• ocn line•l•ento \ndepen· 
dluteo (depond!on<eo). 

,, ¡: : .:¡ 
1 .z ·S 

POr lo tanto, e¡ siHcz:a u indHe,..inodo. Una ooluc\6o patt\cu· 

u•·S .. ' y __ , 

por lo que,uno co•blnoción lineo! do loo pollnasioo eo: 

·lf(x) • 1(~) • ~(~) • O 

Con esto he•o• do.ostrodo que f(x), 1(~). h(x) son po!1n2; 

•las Uneol•enu depcndient ... 

- - - - - - . - -·- - - - - - - - - - - -

Eje>1plo "-
Veuoo !i lu motrices 

[~ ~1 r G -~] 
•on llneol~ente dependiente• o independiente>. 

Lo ecuoc:i6n de dependtnch Hneol t<>aarl en nte cuo lo 

forao: 

:]·[::] 
ofectuondo cpeuc\onu: 

•• donde, oo• il~aldod .. .,.e TI ceo: 

o•o • 
••• • 
a-:y- • 

o . • 
V-24¡'25 



ol••••a qua odio aa-Ita la ool~cidft trivio!, por lo quo lao aotriceo 

propuutu oon IIDul.-rnU i~d•pudlaotoo. 

. . . . . . . . 
~j,..plo V. 11. 

De acuerdo oon lo daflnlcl~n, la dependoncla o lndopende~ 

clo lineal do un alaao conj~to de rootore•, puedo varlor IOJGn la 

naturaleza de loo oocalaroo do l, c.-o rore.oa en 0 ¡ oiJuleoto ejo~ 

plo: 

Conoidero.oo ol CDBjunto de loo n6aoroa coaplojoa: 

e • ia•bi 1 •• b , a, 1- r-n 
Coao •• viO an ol Caphulo 11, dlc~o conjunn fonoo"" I"'P" abell.! 

""'paro t. •-a 1 tlne u.o O!Julntu proplddu pon ol producu 

por ~n nGano rul: 

e ea cerrado poro al producto por un nO.oro roal. 

• •• • ' " ' ' . '• < e: 

" .. ¡., •• ,¡ • u,•<>z 1 

l) (o•a) '• • oz 1 •U 1 

" co(h 1 ) • (d) '• 
" 1 •• 1 • '• 
pc>t lo quo el c...,j.,ntco C: do loo oberoo coaplojoo fo .. a "" eopoch 

nctorhl ... ~TO el e- do loo ntlaeroa realu. 

SI en oata eotructuro anollzaaoa lo dependencia llnool • 

del unjuuo 

S • 0•1, ·lll 

planteando la ocuacl&n 

o(~•IJ • a(·ll)• O•GI 

13 

} = 
por lo ~ue ol conjunto S eo linool•onto IWP~P~NDlfNTI. 

~r otza parto, oo cloro q~o ot conju:to C t~~i!n fo~ .. 

eapocio vectorial aobro el c .. po de lo• on.oroa co•plojoo. 

dodoo que dofioen un oopaclo vectorial. 

alnoO COAjUI>tO 

s- {lol, .uJ 
planteoo4o lo ecuac16n 

o(l•i) • a{-H) • 0~1 

donde alloro ha oacalorOI o, ~ e e, 

S.u "" .. bl 1 J•c•d1, utoncu: 

(o•bl) (5•1) • (c•dl) (·11) •0•01 

(lo·b•U) • (o•3b-tc)l • 0<01 

do doodo oe obtteno el olat..a: 

la-~•2d•O 

Ya> do cuyao aoluelofteo 01 

••%, d•·J. 

a-1-31 tolea que 

O(l•l) • J{•li)•O•Oi 

por lo que el conjunto S eo lineol•ento P~'EHDIENTE, 

. . . . . - . . . . . . 



0011 Cotl .. aMaci .. t .... dht .. de h 4oflnicl6D do dopendonch li· 

nul: 

T&oruo V. 6. 

depudt ... u, 

D .. ootuei&l. 

Su nr, v 10 ... , V•) un conjunto quo contlne ol vector 

uro; entoncu,oo cu•ple ole11pu quo 

o 11f•o, V 1 • ... "'••• V 11 •lf 

paro o,• ....... ,,·G 

y cualquior oocolor o 1 fg, 

Teorno V, T. 

Todo oubconJunto de un conjunto do voctorro linoalaente 

iodepondlonto, eo t .. blfn lndepondionto. 

Soo S• IV1, v1 , ... , V11 ) un conjunto do vector .. lineo! 

•ento independlento5; ontonee5 

.,, v, ... ,v,- .. ·'"nv .. -rr 
o,•o,• ... •o,.•O 

por lo quo o1v1-rr fl, y podoaGo concelor en lo eopre<iOD ~terlor 

t~tol tt .. iftOI COIIO 10 duoeD. 

De oqu! •u•, puo euolquier oubconj...,to de S 

ol y o6lo ol 

pondirnte, 

a,•a,• ... •1 •D, por lo que S e• Hneohoento !"de­
o 

1~ 

V • O • lül J DIME!!SION IIJi llli ESPACIO YJ!CI!lBIAL, 

Conoidore•o• el ol,uiellte conjuntD do oeetoreo de R': 

G•((1,D,1), (1,•1,0), (0,•1,1), (2,-2,2)1 

Co•o verOIIOJ o C011tllluocl611, c~alq~ler Ye~tor de R' puode 

o>prooaroe co-o uno coablnaci6n lineal de lo5 YoCtoreo do G. 

En efocta, uo (~, 1o t) ""u<tor euolqulon de 8 1; do-

(x,,,•)•a(1,0,1)•8(1,-1,0)+y (0,-1,1)• 6(2,-2,2). 

De la exprool611 anterior •• obtiene ol olcutonto oioto-

' 
cuya •atrh .. plioda •• 

• • y. • . 

(A,~· u 
Reduciendo 

[: 
.... 
' 
' • 

• 
' 

' • ' 
• 

:] 
• _, -,. _, • 
• • ' ' • 
• 

••tri• • •• r ..... 

., ' 
' 
' 

. ] 
'T' 

Oa<olonado tene•a•: 

Pcr u-

a quo lao 



Y&ctoru ~e G generon al upoclo vectorlol R', 

~oy q~• I>OUr, sin e•borgo, que Ceo un conjunto dr vecto 

tu llnut.onte ~opendlento, Yo quo: 

(2, -2, 2)• (1, O, 1)•(1, -1, O)•(D, -1, 1). 

Ahoro bien, ol e~oluíooo ~· G o! vector (l, -l, l), loo • 

vectoreo r .. toncu ·fo,...orln el conjunto 

B • ((1, O, 1), (1, -1, O), (D, -1, 1)1 

el cual, como el eotudlonto puedo cooprobor, eo t~bifn un ¡enero-

dordeR'. 

~rndlento y entonces oo dico quo eo uno b••• do R'. 

U O>tudlonto puede comprobn que •1 exc1uf~oo de B oltu· 

no de •uo vectores, el nuevo conjunto que se obtiene ro no oo un -~ 

nerodor de R', 

Drflnlci~n. 

Se lluo b01e de un espocio ve<torid V, o cuolquier con 

Junto B de vectoreo de V tal que: 

lo, B os linedoente Independiente, 

lo. Cualquier vo<tor do V puede expreooroe cooo coobino­

cl~n lineo! do loo vectoreo de B. 

f¡emplo V. 

,. { [: •• • 
el cuOl, co•o >e dnootr6 en <1 OJO!aplo V. S. fomo un e>pa~lo Y<c 

tnlol poco 101 openc!Onu 4e ou•• y prcdu~~o por un eocolor. 

Si observomoo lo fo,--,o do 101 "'trice< que eHln en el 

V-300\ 

,, 
conJunto ~. puede ••~•• que una booe do dlc~o oopoclo eo o! conjunto' 

} 
1) Loo ootriceo son line&1•ente indepondlonteo. 

fn efecto, la ocuacl6" do depoJ>dencio ., 

que, por l¡uoldod do aotr!~os, conduce ol ol<to•• 

.,. o 

••• o 
cuyo 4nlco oolucl6n •• la trivial, por le que loo •otr!ces oon inde· 

pendiente>. 

" B genero a A. 

fn electo, cualquier aotrl< de A es do lo foroa 

[: 

•• [: :] .. [: :] 
trl~e• del conjunto B . 

Con 1) y 2), heooo do~aootro~o quo el conjunto B •• una b~ 

oe de A. 



Ahora bien, no to-

~os loo upocio• voctor\oiu puo~en ser ¡enera~oo por un conjunto 

ole< oo ¡enorodo por el conjunto Infinito 

{ 1 , X, ' • • X 
1 

, • • • } 

y no puede ocr ¡eneudo por nln¡¡nn conjunto finito. 

de eopocio;,IU Ua.oro-• de DIHt~SION INFINITA.. 

A eoto tipo 

Pooe.o• ahora a lo toroo de establecer una doflolc16n de 

"dloenoi6n", 

cepto ¡eom!trlco, oqul tutoremos do encontror uno derh;d6n opr!!. 

piado oo tlr-inoo ol¡cbrolcoo. 

Conolderei<Oo prluro el cuo do diunol6n fiftlta, poro lo 

cual roquerl~oo de loo doo toore.ao ol11ulonteo: 

Sea V un oopoc!o vectorial ¡enerodo por un conjunto flnl-

,. 
B•IV,, V,, ... , >'01 

do vectoreo llnoolmento lndependlenteo. Entonceo, cualquier conjun 

Sea S•IW1 , i<1, ... , ¡;•¡ un oubconjunto do V con oh don 

uctoroo {11>n). Co01o al conjun<o a-n•,. Y,, ... , V0l •• un ¡enero 

dor de V, cualquier vector 4o S os uno co.binaci6n lineal de elo•~~ 

too do B; n decir, uloten .,colaTCO "iJ taloo que: 

¡¡ •""• ,V ,•o,V ,• •.. H 1n"Yn 

¡;' • "• ,V' '",.V ,• • •. *"•n"n 

,, 
ele~~en<os do S: 

1 ';¡' •1, ii', •••• •1·W· ·Ir 

be•plo>ando loo vectores ii'¡ por Ou> re•pectlvu upreolonu en <f!: 

•ho• de loo uctoreo do B, teneooo: 

1, ¡o, 1 V, • ... •<> 111V11) •1 1 (o,. V, • ... •<>, 11V,.) • ... • 

•1 {o V • .•. •o "•''' .... ' ... 
efec~uondo lo< productos y o¡~pondo: 

{l,<o1 1 ''•"" • ... •1•"•• )V1 • •.• •{l 1o 1n •>," '" • ... • 
•lo._)V•ll" . - . 

~·· . ' ' V
1

, ••• , Y
0 

son llnoaloente lndepcnd!entu, toneooo que: 

¡. 1,. 1 1 •l,a1 , • ••• •>.,"m• •O 

¡. •"" ·•, "• '• ••. ''•"•• -e 

1 o •l a • .. ,•l " •C 
' '"''n ~"" 

el cual eo un sls<eao b .. ogfnoo do n ecuoclones con • lnc611nltoo 

(l ' • • •• 

violes. 

.... ¡. ¡y coao n<a, el oi<<ou od111te oolucicnB no tri· • 
Por lo untQ, lo• vector .. "•• ~,, .•• , "• son lineal-

••nte dependiente>. 

Con ayudo del teoroao anterior, puedo deoostTarse el s¡ 

l)ulonto resultado ¡.,portante. 

Too remo V. •• 

Deao>troc!6n. 

~eon 
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1,•!'<,. 'i',. ···• 'i'n) Y 1,• !W,. ;;,, ···• w.¡ 
dos bosoo c~oleoquioro 4o un oopocio voc~oTial V. 

Co•o 1 1 el ueo baoo ~ V, eo un conjunto independiente 

¡o, ue utudlo fonu.l de toho eopoeloo YiiCtOYhlu uq'!lere ."" tu 

•-tonto butan;o olo c ... plejo que el quo. oq~f h ... oo c~l .. do. b 

<>te ~uo, ooo lnteusarb eopHh11.ente tu couctorlttlcu de ¡01 

y ¡oneu o V. upodoo .-ectorialu de dlRenol~n flelto. 

Entoncoo, ol B, oo uno bose,debe oer un conjunte lndepo! 

diente y, por ol tooroao V. B,oSn. 

El 11io.o yo•oe .. iento con 1 1 y 1 1 intOTtOIIbiodos pruebo 

Por lo tonto n•o. 

Eote 111tlao teor .. ,, noo penRite esUblecer a ~l¡uiente 

DeHftlcldn. 

di• V. 

que dio 

Lo dl .. noidn de un oopoclo vectorial es el nO.eTO de ole 

Aol, por~ ol cuo dol eopodo Yectodol ' . ' he•o• wioto 

plo V. 1l se tiene que dim A•%. 

Un cooo porticulor oo preoento con el conjunto cuyo Onlco 

Eoto conjunto {11"} , 01 cual oo corro 

do poro loo operoclonoo do Ou.o y pYoducto poY uo escoloT, y ootl~ 

foco todoo loo proplododeo c¡uo definen o un espacio vectorial, roci 

be el n..,.bTo de Mupoclo cero'" o "e>po<lo nulo"'· 

Sin ubor 

Eje,.p!o V. 13. 

En ol ojoapl<> V. l d ... ootr011oo quo el conjunto 

S•·{(x, h, l«ll ~ ~ R) 

u un eop•do •~ctorhl sobr~ 11 (poouuo,..onto se vid qu~ u un ou)!. 

.''.-·· .... , . -·· . . .. .. . ~ vo •n1oaoo onoro o •eno n e di<ho eopo<lo. 

Pon ello, obten¡011os pdeero uno bon do s. 

e-o v...,s, loo ete110ntoo de S son tOf11U · orduodot do n!!. 
••roo reales, donde lo se¡un~t co•pnnente os el dobl• de lo pri11ero 

Y lo terooro componente os el triple <le b prl .. ro, siendo lo pr!Joe 

n co.ponente orbltrorh. E.ntoncoo, es de ••pe<noo qu• el conju! 

•• 
B•((l, 2, 3)1 

100 un• booo de S. 

cero, el conjunto 1 es lndop~ndi~nte. 

(1, l1, lx} do S puedo obtenerse c""o 

(o, h, lx)•x(l, 1, ll 

por lo quo B •• uno booe de S. 

do di•enslón oe olrue que' 

di., S• l. 

c.,.o ejercido od><ion&l, poduoo obtoner otro bO<e de s. 



Por ojeaplo, ol coe 

jWilO 

1(1!, u'I, l/f ll 

es otra ba•e de s,ya quo os indepond!ento y un Yector cualqutaro do 

S puede obtenone cooo 

~x, lo, s.¡-_..¡ en, ui , J/f ¡. 

Vale lo pena hacer una obsarYac!6n odic!onal: 

Cualquier vector {a, h, lx) • S puedo obtenerse to11bih 

COM< 

~(1, O, OJ+h(O, 1, O)•lx{O, O, 1) 

y coao ol ••cudiont• puedo verificar, el conjunto 

E• ((1, O, O), (O, 1, 0), (O, O, 1)} 

que E no contiene vectores do S. 

Ej .. plo V. 14. 

Seo G•{(1, O, ·1}, {1, l, l), (•1, ·l, ·3), (3, 3, 1}) 

' • • Ve .. os cual os lo diaensido 

del ospodo L(G) 1onerodo por l<>o vectores de C. 

c0100 C contiene cuatro nctor .. do t' y •11• ~· •3, onto! 

c.,, por el tooreaa V. 1, e u uo .. t .. ua depondiuto. 

Anallceaos ontonc.l trol Yoctor.• do e, por oj.-plo: 

(1, o .¡), (l, 3, Z) y (·1, -l, ·l) 

l!otoo ucto,..1 000 ta.~>ib Ihulunto <lep.ndionteo ro 

(1, o, -1), (2, 3, 2) y 13, l, 1) 

u obtiene: 

(l, l, 1)•(1, o, -1)•(2, 5, l). 

Puedo c""probane Udt..nte que loo c-inodonu ruto!'_ 

too do tres eloaontoo do e, arrojan c<>njuntoo linooloento dopendi•! .... 
toros Unoal-.ei!U bd.pen41entos. 

{(1, o, ·1), (l, 3, lll 

...,, ojeaplo: 

EDt<>ncu, la dlunsiGn del upod<> ¡enorodo po~ e u z. 
' la quo dio 1. •3, e< cloro que L{(;) u UD subconJ=t<> pr!!. 

pie de ' ~ , por ¡o quo se dice que L(GJ oo un oubupado propio do . '. -. - . . . . . . . . - - -
Enuncior .. oo a can~inuoc!Gn UD teor ... que puede oer do 

utilidad para obtono; basos do eopocloo do dl•en$16n conacldo. ~¡ 

oo~udlante puede eonsaltor 1. ro!eroncio l p&J. 616 poro uno deoo~ 

tnd6n. 

eoren '· '" 
Soo v uo oopocio vectorial do dloens16n finita, con 

lo V•a. 

a) Cualquier conj~to de voc~oroo do V llneol•onto 1A4opendionta 

e< un $ubconJunto do ottun• booo de V, 

) CU&Iquior conjWitO do 11 'I'OCl.,....t 4o Y Hnoolooat• iiOdepudleD­

to ea uno boo• do V. 



C~rdenodao ~e un vector con reopocto o uno bose. 

En el ejeoplo V. U, duosuuoos que el conjunto 

·- {[; :] [: :]) 
u uno bue del o•u~lo vectorial de >~otticoo. 

sobre ol c&~~po de loo n!laeroo complejos. 

Si cooslder .. os uno •otrlt do A, por ejooplo: 

,_ [' "] _, . 
dtcbo aotriz puedo e1presarse co-o uno coablnocl6n llneol de las ·~ 

trices de lo boso a coao: 

·,~. lo• escolar•• 1 y -3 do C, les lla:aoos coordenados do 

M en Jo'b"'e a.-
btos cootd.onadu pueden rep,..seotorse aodbna el oiJUI!_D 

(M) 1 • (1, -3) 

ol que •• conoce co•o ••vector de coordoudu" de lo 110UI: !t en lo 

bne B. En ocnloneo, se a<o>tUIIbro roprooentor lu coo_rdonodu 

.. dlon<e un Ye<tor col...,.., Poro nuenro ... o tenMI•o• 

(Mlt{i] 
,., ••• ~ocer nour que •• orden on quo OpotOCOD '"' UC!_ 

lo reo •• " nuor do coordenado• depende ••• orden en que aparo• 

V-38{39 

co ... conjuntoo ordonodoo. o\.ol, ol unooos lo b .. o do o\: 

··-{[: :] [: :l} 
loo rectores de coordenados h M en lo b .. e B' oerh: 

(11).,• (·], 1) 

UeflnicHin. 

Seo V un .. poclo voctorlal sob<e un caapo K y oeo 

B· <>',. v,. :--· Y0 J 
na base ordenada d• V. 

Si >' •• un vector de V tol que 

;; •• ,Y, ••, Y, • .•. •"nVn 

entonces, o los escd.roo ~,. ~ ••..• , "n < I los llouro11os ~oorde 

udu de Y u lo b .. e !, y ol onealo 

(o,, "•• ... , •nl 
le ll .. areoco vector de coorde~ados de ven lo base!. 

Co"" he11os vlHo, si B es "na base dd espono vectorial 

V, cualquier vector de V puedo oxprooar•• ~omo una ~~binocién Ji-

neol de los vectoteo do lo baso. 

que dicho exprooién •• ~nl~o: 

~n efecto, u a !•{Y,, Y,, .... 
Y< V un vector ouolquiou do! eopodo. 

Vn) uno bne do V, y oeo 

~tonces, >' puede •~pre-

vecureo do la baoo: 

>'o!,>',•B,,,• ... •B >' 
• • • 

rostandG (1} do (1) •• obtiene 

• • {1) 

:· (Z) 

'B'• (" 1 -B ,);; 1 • ("-, -B, }Y, • • • • • (<In ·• ,.J y n 



Cc•o V1, Y,, ,,,, Y0 •on HnoU.uDto hdepn.Uuuo: 

"·-··· o 
"·· ••• o 

" -•• o • • 
enton~es, podoooo ~oncluir que 

. . . 

)te..,, de•onrodo uf que lo expreo16a de un ••~tor cual­

quhro .- < V en <lnoho$ de loo n<tor•o do la bue B el Onico. h 

~loro on<onceo qua V tiene un solo vector de coordeoadao en la base 

•• 

Ejuplo V. 15, 

Conolder..-.oo lo buo do lt 1: 

1• {(1, o, 1), (1, -1, O), (0, -1, 1)1 

obtenido ol principio de •••• ••c~iOo. 

Eltj.011oo ahoro uo wochr do lt' por ejo•plo: 

V• (J, ·1, l) 

y obtenKa•o• lo• coordenada• de Y en la baoe B. 

Dichu coordondos onln loo oocolareo o, & y y de lt ta 

lu que 

(J, -1, %).., (1, O, 1)• B(l, -1, O)*y (0, -1, 1) 

Lo tcuoldad plutedo antro loo el .. eutO$ 4o 1
1 

conduce 

cuyo oolucl&n eo 

"-•Z, $•1, ,., 
qua oon too coordenadas buocadao. 

{V)1 • (Z, 1, O) 

o bloo, oo fanoa de colw.na 

.<boro bien, el conjunto 

E• ((1, O, OJ. (0, 1, 0), (D, O, l)l 
• eo otro bue do 1l , 

Pude veru clonaente que 

Y• (l, -1, Z)• 1(1, O, 0)•(·11(0, 1, O)•Z(O, O, 1) 

por lo que loo coorduod.ao dol vector Y on dlc!>o bue >On pred ... 

aoftU ous c""'t'on~ntoo, u dodr 

(VJ¡¡• (J, -1, Z)• Y 

A lo buo E do 1 olfUMs autoru le lh•un "baso utural" 

!n 1enual, oi R~ ~· el conjunto de "oDOad••" 

<>rdenados de nn..ros re•le•, •• dociT: 

R"· ¡¡~,, •,, ... , •,.JI a,, "'•• ... , "'n e Rl 

ou ba,. con6nica u d conjunto: 

E• {(1, O, ... , O), (0, 1, .,., 0), .. ., (0, O, ... , 1}) 

-- - - . . - -



Ejo•plo '· "· 
Sun • • • ((Z' . ' . 
' ••• ((Z, '· 

doo bueo " •• ' ua ~ e •• 
h bue 1 1 son: 

(Y)). (1, 2, ·1) 
• 

. , . "· ' . "· ( .. . ' . "' 
') . (' . ' . ') . ''· ·Z,·l)) 

wo ne<or cuyao coordenadas 

¿Culleo ooo lu coordono<lu <la Y en la b .. e I,T 

respecto • 

Prl•ero obton¡Uios al vec<or • eD su fo,... ele torna orb-

Y•l (2 ,·1 ,0)+2(3,1, 1)· (~,-1,1) 

y. (1, z, 1) 

(1, 2, 1)•<>(2, G, 1)+1(1, 1, 1)•y (l, ·2, ·1) 

resultando el sioteaa: 

,_ 1-Zy 

cuyo soluci6n es: 

por uno 

o• -!.} 

(V) • ¡.!.!., n, !¡ 
•• l 3 l 

' ,., 

« 

'· '· UPAC!IlS VECTC!I.O.US J2f; fl!I!ClOMES • 

El eotudlo.nu ho tenido yo Ulpllo uporiendo oo el ..,!. 

jo de funclonos, esU t .. Uiori>ado con conceptos taleo cou <lo.i• 

nio de uno funcilo e I•&J&O de uo ol••ento oe~ uno re•l• ~ co·· 

les con ol¡unos funcionas. 

trotaalanto <lo los fuocione> co•o ele~ontos de un eopocio vectorial. 

.O. .anoro da resu.an, pr.oentoaos olaunoo dofinicionoo 1 

conceptos b•olcoo: 

funcl6n. 

Ddinicl6n. 

S.011 .O. 1 1 dos conjuntos no voclos cuoleoquino. ~·· 
funcl6n f de .O. en B es uno re¡! o o critorio que ooocio a cado ele· 

••nto de ~ uno 1 o6Io un ele~onto de B. 

f: A4B. 

A los conJunto• A y J se les lloao do.inio y codoelnlo 

6e la fu~ci6~ ~eopectiYoaente. 

SI 1 <A, al eldento <le 1 u<>etado • • eedlnta la fWI· 

dOn f lo npTuentaaos co11 f(J) y le llaaoeo• "l•o¡en de 1 oe¡Cin 

''· 



' 

f(x)~ B 

Fi¡un V. 1. lluotro<i~n del conc~to de funci6n. 

IJuoldod do funcione$. 

ofinlclh. 

,., 
y si «<l y f u ~u f=eida, el producto nf os uno fun~l~n tal que 

"' 
El ~ctor cero de este espacio es lo ll .. odo Hfuncidn Ct 

roM, lo cual es uno funel6a f tal quo f(s}•O Y<. 

Pod .. oo encontrar alguno• oubeopocloo de eote eopoclo YtC 

torhl, los cualoo son u .. odco frecuontnonto ••eopaclo• funciona-

Como ejemploo pueden citar•• loo ol¡ulonteo: 

" " conjunto de todas ,., funciones definidos en un lnto,....olo . 
dado. 

Doo fUDclonoo f y S de un conjunto A en otro conjunto B t) " """junU .. todos '"' poltn .. tos. 

son l•uolu •1 y o61o ti h i .. ¡en de cudquler elounto dol d011!- 3) " conjunto •• ·-· '"' poUnOII!OO .. arado ... siendo o fijo. 

'II<A. 

El eopodu nctorlol do !u funcione. roaln de vuhble no!. 

Los cleoeo o1• conocida• de funciones oon oquolloo que re 

loclonon un nd.ero reo! con otro por oodio de uno ro¡lo de correo· 

pondoncio f, eo decir; funclonoo del tipo: 

f:R • a 
coao ojo.plos de cote Upo de funclonu ¡¡wulen <:iuru 

• f(x)• b 

J(X)•IJ sen (be) 

h(:<}•o'••" etc. 

!1 coajuato do todos ostoo f~loaeo foraa un oopoclo -

nctorhl paro las opnodooeo U UIU Y producto por "" ncolor. 

co.o 0~_.. 0 , 0 ¡ f y 1 oon doo funclonoo cuoleoquloro, lo función 

su.o f•• oo aquello quo rol~!Ofto ol nt.ero nol o con ol nO.oro • 

rul C(o}•a(x) lo cud uprunt,_o •dla.oto: 

., 

" " 

" conjunto 

dado. 

" con juno 

" conjunto 

<lodo. 

•• todu 

.. tod.os .. ·~· 
, .. fundonu continu .. u un lntnvolo . 

, .. funciones dotlvobleo en un punto dado. 

,., fWICionu into¡robleo on un tnterYolo 

7} ~1 conjunto de todos los funciones y toles quo: 

r"••r'•by·D 

donde o y b son constante• dados • 

!te. 

D!pondenclo llnool. 

SI repr.sut .. os COD F, al conjunto de todu lu funclo• 

neo reoleo do vorloblo real, co•o F os un espocio vectorial oobre 

~. 00 cloro que loo concoptoo do co.biDocl&n, 4ep•ndonclo • inde• 

poa•oaclo lt••al su. opllc&bleo toato a loo ole.oatoo do P eoliO 

a loo olosantoo 4o cu•t~utoro .. ogs •_.••P~tloo, 



Por ejemplo, loo funcione• ! 1 , f 1 , f, 

f,(~)•cos~x. f 0 (o)•son 1 o, 

oon lhul .. nte dopn<liontoo. 

ED ehc~o, coao 

f,(•J·S 

'11' • ~ R 

'11' o < R 

~ f Ules que: 

'll'x~RI 2 l 

por lo que f, u uno co.~oinociGn lineal ele los funciones f, y f,. 

Ejuplo V, 17. 

Loo funciooo< lx'•~ 1 •'•1 son linooloente indepondientes, 

o(3•' +4 J •H•' •1 ) •O 

i111pl1co que 

.. -8·0 

.. 
En efecto, de (1) •• oi1ue quo 

• (lo•a )• • ( 4o•aJ •O " 
1 )>Or lcualdocl <lo polino•loo 

•••a-o 

•i••••• qoe o~lo oda! te lo oolucleu trivial 

• • . • ( 1 J 

(2) e.. fon10 .. no• utricto, H oconwobro hablar do In funcione.: 

coo'x, n11
1

:< 1 S, ,..., neoo.tual ... llto lo loarnoo. 

El Wron<lhno. 

nos del ejemplo anterior utilloando otro •ftodo. 

uprui6n (1) •• obtine: 

• • • . • ( 2) 

Loo upn>ion., (1) y (2) conducen ol ol¡ulente oht&Joo: 

(h'•O)o+(:< 1+1)8•0 

Pon cualquier • fijo, coto •• un olotomo homogeneo en ln in 

~6cnitu ~ "T ~ • El doto.,.lnot~t• de la •otrh de ~oeficientos, Uo­

•odo Wron•kiano do lao ~uncione• Jx'•4 "T x'•1, e•: 

Puesto que ulste al •uoo un volot de • poro el cuol al 

dote .. inonu no oo nulo (de hecho ~uolquier xfO), lo soluci~n del 

shtu .• u <>-~·0 1 1 .. funcionu son llnuloente Independ!utos. 

Generolloue~>Ot olooro el procedi111.ionto anterior: 

Doflniol6n . 

Sean f,, f 1, ... , f 0 fWiol.onu dedvohle• o! unos a·l n 

cu en el intervalo (o, b). 

f 
1 
{x) 

f : (•) 

~(x)• f~{X) 

f 
1
(x) 

f: (•) 
r;tx) 

fn(•) 

f~(x) 

t;;C•J 

S. u ... •nuu...., •• .las fWido,.• f 1, f 1 , ... , t,. "" •L 

Intervalo (•,b). 



Teoreao V, 11 

Su lr(x) el lrronokiono de 1 .. funcione. f 1 , f
1

, ••• , fn 

ea ol Intervalo {o,\>), 

SI lr(x,)~O paro al1Gn x 0 en el Intervalo entonceo el_ con 

jwtto f 1 , f,, ... , f 

Demoouocl6o, 

o,f; (x)•o,f; (x)+,,,•<>
0
f'

0
(x)•O 

o 1 f~ (x)•o,f; (x)• ..• •",f~' (x)•D 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 

Yx 0 {o,b) 

f(n-1¡ ,cn·l¡ (n-t¡ a, 1 °)"<>t o o)• ... •co
1
,f

0 
X)•D 

SI hoceaoo x•x 0 ten .. oo un oiotoao hoaorfneo donde lr(x,) 

•• el detenrln.nte de lo aotrlz de coeficiofttes; como ""'" detonri 

o..,to •• diferente de cno e¡ doteao ll<hoiu S61o lo soJucidn trt-

ooo lioul.Jouto illdepondhDteo. 

Solucl~n. 

El lrrouH""o do f
1

, '· ' f, u: 

r cosx ' 
lr(o) cou ·•en.o ·-· .. ~ ·Con • 

yo quo existan valoreo de x poro loo cualeo •C•J,O, por el toore.o 

V. 11 los funcioooo f 1, f 0 y f, oon Jlneolaente lndependlentet en 

Ejuplo V. U. 

Soo S• (-oa•ont, lolt, !un t -} eltl 

un conjunto do funcione• do F, detenrlnor el •ubeopoclo ¡enerodo • 

por S asl coao la dlaonsl6ft 4e dicho oubespacin, 

Solncldn. 

Vial. dopendlen~e, para lo cual obunomo> el llronnlono de lu funcione> 

btoncu, el llfllcn ccmjrmto de valoreo 4• o 1, "•• ... , ", 

Para loo cuolo> lo ecuacl6n 

a 0 f 1 (x)•a, f, {:<) • ••. •a
0 

fn (x) •D 

•• sotlof•co on todo el intervalo {o,b) es 

.. , ... , •.. ··",•0, 

EHa pruebo 

EJ .. plo V, 11. 

Do..,nrn qua lu f..,clo,.• f 1, t,, f, ui•• q110 

.• 2•. "" ' lelt 2>ent ' •" ., 
ll(t)• ·2olt• <00 ' 6o2t 2cost ·" 

-'< lt -su ' 12o2t -luot -' ·" 
•ultipllcando por ·2 y ·• el pt1aer ren&l6n y su.ando ol segundo 1 

torcel' ronai6n rupocUnaonto' 

lr{t)• ·2 100 t ' COl t 

-S oon t 

• 
• 

' ' ·" sen t "'f 

-4 IOn t +2 COl t 

-10 un t 

V~/49 



• 

·S.H -· ... • • "' • -· •~n t • ' ... • ll(t)• 

-· ... • _,. ••• • 
ll(t)• -JeH{lO ,.,.t,.¡o ont con-lO on.2t•10 nnt cost) 

por lo ... 
"'tol. 

!D. eou cuo, ol uore.oo V. 11 no noo cltco nada reop<OCU 

tolo• q"" 

.. c-oz• ••• ,. t)•ac:s.lt¡·~czun t -} ,n¡.o "' 
treo ecuoci~oo obtonldao o partir do (1) poro roloreo fljoo ele t, 

4eaootro.n<lo pastorio....,nt• qua lo oq~rodan (1) oe uthhu I"'U • 

toda t • l con loo oloooo eocoloreo obtonldoo. 

Para nueotro cooo, bociondo t•O, t•f, t•r en (1), so ob· 

tienen loo ocnoclonoo: 

-o•la·}y•O 
{l•e•)o•3e• 6• (Z·} o0)y O 

•• •• 1 •• 
·O o•Je 6·7• y•O 

u soluci6n 1ean.t u• oioto•• .. 
-• •• ••• • y•· U 

' -· .o bu:: IOn porttcular 

•• •• ·- ' . r-• 
ouotltuy .. do ootoo ooloreo oa (1) -.~o: 

• e •• z••oen tl .,.z.. z czu,.t-~ •¡ -o 

--

a.locl&a qoo oo cu.plo • t t l, pot lo qua loo funclonoo 

0011 H-a:ta.nto Mpooadle1>t01 n ol htor,.lo (••. •). 

~ro blon, ~ ol oot~IOBto puede ~ootraT flcit.eate, 

~udquin o\lll~onji1Dto de 5 que coateq• doo ei..,atot u u,..at.eD· 

d oonjuoto: 

loHJ 

ol cual •• una booe de L(S), por lo que 

d!• L(S) • I 

y el oubeopacio 1enerado por 5 ntl conotituido por todoo lu fun-

_, 
Ae oJ UD t. 

La no onulaciOn de Wronoklono en al aonos un punto del 1~ 

torwalo, so ba ootoblecido co.o uao con<iiciGn ouficionte para la 1~ 

dependencia lineal do I1D conjunto do funcionn (teou.._ Y. 11). f! 
to condiciOn no es necesaria, ya que ol Wronokiono puedo anularoe -

en todo el bterulo olondo lu funcionu lndepondionteo cOiao u •• 

ilustra en ol o11uionte eje~lo. 

Eje~lo v. zn. 

"' funciones f y ' to.l .. q"" : 

f(I)• • • • ( ·1 • • • ,, 
' . (•). •1•1 • • • ( -1 • " ooD linealante lndopendhatu en ol lntonalo (·1, 1) y el Wrono• 

klano eo nulo on to4oo loo puntos do dicho lateroolo. 

En ofoeto, on el lntor>alo (·1, O): 

,. 
por lo quo 



1' ' '' 1 •c~J. • • 
" ., "f > 1 (·1, O} . . . . "' 

r n ~~ hur~alo (0, 1): 

f(x) ' f(•l . '' • •. ' por lo ••• 
W(a)·\ a' '' 1 • • • " "· ') . . '" " " 
•C•J • o 't-. < {-1, 1) 

SiR eabar¡o, puedo d .. ootuue Uciioento que ! y 1 oon 

lioooloente independleotoo:on dicho lnter.alo, yo quo no eoioton 

doo .. caluu no ouloo Uleo que: 

1. • Kenneth Hofbn ¡ by Iun,. 

Al¡ebn Lineal 

Preatlce Hall htu·nodonal, 1915. 

).• Too H. Apootol 

Cuculu• Vol. 1, 2o. odlci6n 

of(o) •e J(o)•O, '1 o< (•1, 1) 5.• SorJ• L..,¡ 

. - - . . . - - - . - - - - - - - - Llnur Allebn 

Addlooo Weoley Co. 



TRA.NSFORMACIONES LINEALES 
Vt. 1. ntANSI'OJIMACIOIIES. 

Co.o bc•oo v!otc, una func!6n f de A en 1 (donde A y 1 

>on <l~o ~o~junto• no vod:oo c~alcoqulou) es uu re&la 0 crite•t~ 

quo ooocio o cado elemento do A, uno y o6lo un ele•ento do B, lo 

cual donot .. oo oediaate 

f: A • 1 

Ezloten tombi4n funciones entre eopoclos vectorloleo que, 

oo forll& sioilor, denotoro•o• por 

T: V • 111 

donde V T • son espacioo voctorloleo 4eflnldoo sobre o) olo•n .... 

po 1:, Y T n lO retlo do conespondencl.o que n!Jn• o codo ve<tor 

Y de V ~o y sOlo un vector de 111, al que llamoremos !~GEN do V y 

ropreoentore.oo con T{V). 

FORMACION~S. 

U fl¡ura: 

' ' 

T(V)tll 

donde V y 111 representan doo espacloo vectoriales. 

- 1-
Ejeoplo VI. 1. 

o) Considere.u uu tu.mfo ... cl6n T que consisto oa oruHiplicor 

por 3 "" nctor c:udquhra (x, y) do 1.
1

• 

E>i:PiOHIOO dJUOO$ CUOI: 

dr: 

T (1, O) • (!,U} 

~ foraa onllOJial 
'¡~.-z¡ · ¡11,-~¡ 
'1'0,0·0,0 

'1': ••••• 

o te. 

• ••• , . ' 
y lo laa¡~n de un vectOT cuolqulo~o {~, y) •otl dad. por }o rcJI• 

t (~, y) • {3x, !y) 

b) Sao ohoro lo tronofor.oci6n S: R1 • R' 

6oUn1do por lo TOllo 

Obton¡••oo, por ej .. plo 

S (1, Y) • • (1 ·1, hy). 

S(l,Zj•(O,~) 

que en polobru dlco: Lo ! .. ¡en d~l vector (1, l) .. ¡dn lo tuno· 

fol"'laC16n S u H vector (O, 4): o bien: S aplico 01 vo<tor (1, Z) 

en el vector (0, O). 

l)o i¡ul} fo:raa •• obtondrioa: 

Unlcllltl. 

S (·9, l) 

S (O, O) ( -1 • O) ate. 

" 
V 1 W doo oopacloo voct4rlaleo dofloldoo oobro un · 

lo•o Coa¡><> 1: 

Una tronstor.oclóo de V en 11 u uno funcllln <1."" .. ocio o 

coda voctor do V uno 1 o61o UD vector do W. 



[jempl? "· '. ... .. tranofonoui6o ,, ,. • •' 
definido "' .. regla ' ''· ,, ,, • ,, . ,, 
'·' cloro , .. ' "· '· ,, . "· " T (1, l,·1~)· (1, 2) 

T (6, o, 1J • (6, O) etc. 

la oiguienu: 

SI (x, y, 1) repre>ento un oec-ento dlrl¡ldo en el espacio 

do tres dimenoionos, su lma¡en (x, y) represento lo proyoccldn de di 

Ej .. plo VI. 3. 

Seo F el ••pocio vectorial formado por todas lo• funcione• 

de R en R, derivobl .. co un lntonolo (a, b). La transfonooci6n se 

¡~n lo cual lo iaa¡en de una funcl~n f ~ ' e> su derivado f' •• lla­

mo operador derivado y se denoto con O. 

0: F ~ G 

doode G •• ol espacio que contiene o todos los dezlvodos. 

Por ejemplo, O (~1'~1) • 61 

(Lo iii&ICO do ~> 1 •1 >o¡On 11 es 6X), 

11 (seno) 

J) (12) • otc. 

O (f(o)J • f'(•) 

_z-
Tronsfonoadone• lineal ... 

Re¡resu.oo o lo tran>fonoocl6n T: R1 • R1 del ejemplo Vl.l 

f (1, y) • (h, Jy) 

Sabuoo que T (1, () • (~, 12) 

' T (6,-l) (18, -6) 

Pode•os PTOJUntoroos: JCull •••1 lo laa¡en del vector que 

•e obtiene >UlO.ndo los vee<OTeo (1, •l y (6, ·2)T 

ColculfMolo: (1, ~}•(6, -2)• (7, 2} 

Aplicando lo re¡lo do trouofo~acl6o ol vector obtenido: 

T (7, 2} • (lt, 6) 

Observo~•• que el •ismo rosultodo oe hobrto obtenido su­

oondo olopleoenu los ILi¡onoo do loo vectores lnvolucrdo$, e>to 

u: 

T((l, •J•(6,·2))•T (1, ~) • T(6, -2) 

• (3,12) • (la, -6) 

• (21, 6) 

qu>er por de vector•• (o,, y 1) y (x,, y,) de R'T 

siempre cierto que 

T ((x,. Y1)•(x,, y,)) • T (x 1 , y 1) +T (x,, Y,) T 

lnveo tiJUhoolo: 

T ((x,,.Y,l•(x,, y 0)) • T (x 1• •,, y,• r,l 

aplicando lo roglo: 

T ((x,, Y,)•(x,, Y,l) • (l(o,•o,J, J(r,•r,)l 

T ((o1 , y 1)•(x,, y 1)) • (lx,•lx,, ly 0 ·~r,l 

Por otro porte, aplicando lo ro¡lo uneooo: 

T (x 1 , y 1J•T(o1 , r,J • {l•,, Sy
1
)•{h

0
, ly

0
) 



a ou que: 

r c~,. y,)•T(~,. y,J· {3x,•h,. ly,•ly,l 

Por to~co: T [(x,, y1)•lo,, y,))• T(x 1, y 1)•T(x,. y1) 

v .. ao que poro e•to tronsfo~a~i6n: 

HLo imagen do lo oumo de dos vector•• es l¡uol a lo ""~• 

de 1-. loigoneo de cado uno de olloa". 

f.n fono •I•Hor. padeooo ver que ocune cuando oul tlpl!_ 

cuo• un nctor por un ucohr y ol>tencoos lo iaogon del uctor re 

sultanu. 

!o!lleJIIO• por ejo><plo el nctar S{6, ·l) • {30, ·10) 

Aplicando lo re¡la de tronsfonooc!On ol vector obtenido: 

T (JO, ·10) • (90, ·JO) 

¡en del vector (6, -2): 

"' , .. " 
" 
' 
'" 

T (S(6, ·2)) • S T {6, ·2) 

' 
• 

flcil co.probar ... 
(1!, ·6) 

_(~O,·l_D) .... .. ~-ph paro cudquler 

cualquier oocolor o e i, o •• ., 

' (o (x, '" efecto: 

T (o(X, y)) 

a!(x,y) 

.. ' '"· " 
T [ox, oy) • (Jox, loYl 

o(Jx, ly) • (Jox, lay) 

Concluioo• que para uta uonHonaci6n' 

"" 

~Lo loo¡eo do! producto de un eocdor por uo ve<tor •• • 

i¡uai al ucolor oultlpllcdo par lo looaeo del V&ctor". 

A lo• tronoformoclon~• que tle~en estoo dos proplododo•, 

oe leo llamo TRANSFORNACIOh~S LINEALES. 

llo¡oaoo '"' eotudio •iollor con lo tunofo-.-.ocl6n S:R'..R' 

S (1, y) 

S (1, 2) [D, 4) 

S ((•1, 1)•{1, 2)) • S(·!, S) • {B, ·ID) 

toreo hubiera conducido o un r .. ultodo dhtinto, puu: 

S [·9, l)• S (1, 2)• (BD, .JO) • {O, O)• (80, ·SO) 

Dl~ho de otra formo: 

S({·'· ll•\1, 2)) ~S (·t, J) • S {1, 2). 

S (2 (1, 2)) • S (2, 4) • (J, 16), 

bt< ruultodo dif\e>e del que •• obtiene •ultlpliuodo 

por l lo l~a¡en do {1, l), yo que: 

25 (1, 2) •% (D, 4) • {O, 8) 

eo dedr: S (2 {1, 2)) ~ 2 S (1, l) 

Dbunraoco qua lo uon•fonooci6o S no pe••• lu propiodo­

des que tleoe T, pOT lo ouol oe dice que S NO •• lioeol. 

Definici6n. 

'·­
'·" 

T:V*ll 

, ""' 
l'i1 ,Y,tV 

.,.- 0 Vro•~ 



• 

· Se dice entonces qué T pr.,.er ... t .. Openclonu de au11a y 

producto por un escalar. 

(ED el estudio da stote••• flolcao es co.6D tl .. ar a 1 y 

Z propleddu da """perposld6n" y "bo.o.eneidad" rttspectlv .. ute¡, 

ht .. dos propiedoho pueden C<>lllbinorse. en una soh que establece · 

qua: 

' .. u .... t si> 

' (<>Y,.Y,J .. ' (Y,J • ' (Y' l 

pno ··~ 
,., de vectores ., ' ., •• " todo escolar "· ,, •ntu todas ... tro.nsfonoacloaoo .. "" upacio n<tod&l 

n otro, oaa ospeel.o.lo.,.te ftUu a<¡uollas que son llnulu puu u 

pusenun en dlveu .. r&alls·de h .. tultica y,frocuenuoento, los 

propt..dadu do tunofonoacioneo •h ¡enonleo >e obtienen aprox>ml.!!. 

dalas oedlo.nto tronsfonoacloneo linoales. 

tlaao se dedlurl al rosto del capitulo. 

.U eotudlo de uuo'1lt-

Ya hoooo de.ostrodo quo la tronsfoTWacl6n T del ejeoplo 

' VI. 1 es llnoal, olontras que S no lo.os. Veomoo otroo e_ u o o: 

Ejo.plo "· •• 
Dedr si ·- oituientu tronsfonoado~eo •o~ liDealo.s: ., " •• • •• ' ''· , . ., • (X +y' I'<) 

., ,, •• • ,. 
' ''· ,, • (X •1 0 ' ) 

Sol.,ci.Sn: ., f: J.
1 

• R1 , T (I, y, <) • (x•y, x•o) 

,, .. ~ 
... : 

Vl·I0/11 

vo .. oo ol cuaple coo la• proplodadeo do line&lldod: 

(o J 1 ¡ y (z , y , 1 J doo ~ectoru arbltrorloo de 
,. ,. 1 1 1 • 

,, 

· f {(a,, y,. z 1)•(x 1 , y 1 , t 1 )) • T (x,•x,. y,•y,. •,•o,) 

oplicoJ>do lo n¡lo 

T ({.: 1 , y 1 , o1)•(x 1 , r,, t 1)l• (x 1•x 1 +y
1
•y

1
, x,•x,••,••,l 

Adea.h: 

T (x., y,. z 1)•T(I 1, y 1 , ,,J•(x 1•y 1•x,.,,, x,•<,•Io• o .J. 

Se Cuaple que T((I 1, y 1, o 1)•{z 1, y 0, < 0))•T(x 1,y,,o 1)• 

•T(x,.y,, o,). 

ka (o:, y, •l un nctor r.' y o un nlhocro roo!: 

T (o(x, y, •)) T {"", ay, =l 

{111 'll'f• ..x•o•) 

o.T{x,y,>) o (I*'f 0 I*>) 

• ¡,.. ... , ........ ¡ 

S. eu~~ple que T {o(o:, y, z)) • <1 T (I, y, 1). 

En concluoiOn, T es uu nanoíor:maciOn llnoal. 

T: a'• l' T (•, y)• (o•t, y) 

1) Son (I 1, y 1) y {x0, y 0) doo .-eCtoTU cuotuquieu do R': 

T {I1 •x 0 , Y 1 •y
1

) 

• {x,•x,•l, r,•r,J 

POr otro porte: 

T (I,. y 1)•T{x1 , y 1)• (x1•1,'>y1').."-...{I1•1, y 1 ) 

cx,•I1•Z, r,+r,J 

T ((x,. y1)o{x 0, y1 )) ~ T {x,, y 0J•T (x1 , r,J 

pUesto quo no oe cuaple lo pr!aoro p~opi~d•d, lo tr&oofor-



• • .. 

... ct~n quo no• ocupa NO es linul. 

fo evidente que, '"ldn lo def\olc\6n, buu con que no so 

cu~pla alguno de las dos propiedad•• para que lo tron•lormacl6n no 

••• lineal. 

••• 
ejemplo V¡, 2 es lineal. 1 

tje.oplo Vl, S. 

El opeudor D u lineal. 

En efecto, de cur•o• de mote~'ticos •abe•o• que, 

"La derivado de la swoa de dos funciones es Igual o h -

SUJIO de Hs derivadas de cada uno de ello•", es deoir: 

D (f,•f 1) • D (f,J• D (f 1) 
't-f,,f,oF. 

T&llblh nbe•os que "~o derivada de u"" con.taote por una 

funci6n •• Igual a la conot.,tc por lB derivado do la fuocl6n''. " ... : D(<>f)•oD(f) 

c""'o ve~os, lo que hemos enunchdo son preclou~nto lat co 

uctHisticas de llneolldod dol operador D. 

- - - - - - - - - - - . 

Ejemplo VI. ~­

Tronofo,..ocl6n identidad. 

Lo tran>for.oct6n Identidad 

poro todo Y de V, •• liud. 

Eje-.plo VI. 7. 5 

La transtonooc!Gn cero O: V • W 

dehnldo por 

Vl-12/13 



Vl. 2 !IOMINIO, RECORRIDO Y NUCLEO. 

Consideremos la t<anofonll0tl6n 1ihUI T: ~· • R', dada 

por lo realo T (x, y, 1) 

Es clsto que hu eo uno re¡¡lo quo •e puode •pllcn o • 

cualqulor vector de R1 , por lo que lluoromoo o R1 OOHI~IO de lo -

< ranofou,ocl6n. 

ve .. o• .boro que ocurre con loo vector•• imagen por ••· 

dio de al¡¡unos ejnploo: 

T (2, 6, -8) ( 1, 4) 

T(l,l,O)•(l,ll 

t (·S,6, ·9) (·S, -10) 

E> Importante MtOT quo, aunque lO$ lol¡eneo u Un en R', 

no todoo lo< uctoreo do R' oon ¡,...gen de al¡fin vector del dominio. 

Eoto •• debe o que, c0111o •e ve de b re¡¡b d• ttonoton~~ad6n, todoo 

loo vector., luaen tienon lo fo:rao (s, 1x), e o dodr, ou ••aundo 

coopouente es i¡uol o doo vece> la prloeu. 

oocl6o y lo reprooeotoro••• por T(R
1
). 

T (R
0
} • {(x, Zx) 1 o~ ll) 

fo cloro que loo vectoru (1, 3), (l, -1) y (6, O), entro 

ouoo, '"'son 1aa1eo do nin¡dn vector del d-inlo, lo que eo eqUIY!. 

lento o dech quo mo utlD en el recorrido de lo ttonotora.od6n. 

~oollceooo ol¡unoo cosoo adlclo~leo: 

f(O,l,'l (O, O) 

T {O, O, 0} • (0, O) 

T (O, -9, 2) • (O, O) 

Flcil•ente oe deduce que todo• aquelloo vectores dtl doml 

nio cuyo prl•eTO compon~nte es nulo tiOneo <ooc imo¡eo el vector e~ 

ro do R'. 1. oste c~njunt<> d" vectore• •~ ¡~ d• tomb!h un no~bre: 

NUCUO do " t rano rot~~adón ,.. lo repreoenta por 

'" eote ca••= N(T) • i[O, y, 

Por lo anterior: '"· '· ., 
'"· "· "' ,, . "· "' 

Seo lo tranofonoocl6n lineal 

T• V • W 

' 
' 
1 

,, 
' ' . ' 

N(T) 

N(f) 

N{T) etc. 

N(T). . " 

DOMINIO: Es el conjunto V de ve<tons oolfre loo cuolu octh lo -

tr~foraoci6n. 

RECORRIDO: E• ol conjunto fonoado por los ial¡enes de los vector•• 

4d d011inlo. ·Lo upresentau...,s con HV), •• <locir: 

T(V) • ( ' 1 •• T(i)' ' • " 
11\!CLEO: • " C<>lljunto .. vectores .., do•inio curo ioa¡en es ,, 

vector cero •• •• •• repreoentoreooo '"" M (T) , .. decir: 

M(TJ • ' ' ' ' '· ' "' . '· ' 
EjoKplD VI. l. 

Pan el opuador derindo O yo dhcutldo onternnoo,.u 

[ver ejeoplo VI. 3) uneoos: 

o-.\do • Es el C<n>junto de todas 1 .. t""clcllu derho~loo en el 1!! 

unolo, 



Record do - " " conjunta " ~odn ... fundonu derlvadao. 

HOcloo - •• ,, conjunto do ~odas , .. functonu que ~on con>tontu .. " in~ervolo {yo que .. derivar uno coo•tonte .. obth· 

•• " fundón coroi. 

~n a•nerol, poro encontrar el ndcl~o do uno tron•forma­

ciOn lineal, i&uoloao• lo laa~en al voctor caro y ve•o• que condl· 

donu noulun de ollo para loo vectoreo del d-.lnio. 

Por oJe•plo, poro el caso dhcutido ol principio de ••u 
•ecci6n, donde: 

T (x, y, >) • (x, h) 

poro obtener el u6cleo de 1 bort .. o• 

(C , C) 

lo que implico • o, por lo cual 

N(T) {(O, y, •l 1 y, tt R) 

co•o •• tonh. 

He•os vhto que, u uoo trlD>fc .. aci6o lineal T: V • W, 

el recorrido f(V) y~~ Dáct.o H(T) •en subconjunto> do W T V, ru-

pecüvnentc. 

Teou•o VI. 1. 

Seo la tron•fc .. ociCn llnool T: V • W, 

~1 rocorrldo de lo tron•formocl6n oo un oubo>pacio de w. 

De•o•trociGn. 

De o~uerdo con el Toore•o V. ~. buta. con de..,otror quo 

el reconido, T(V), os cerrado poro lo ouao y el produc~o p<>~ =­
ucalar. 

1) Soon T {Y,) 1 T {V,) do• voctoru cualuqulero do T (V). 

Por linulldod; T(i',) + T(V",)· T(V1+V,) < T (V) 

y e que, c,.o Y,, Y, < V entonces v 1 +v 1 < V . 

Eo doch, >1 T (";,) y T (Y,) son ele•onto> ~el re~orndo, 

T{V1) • T(Y,) tublfn lo oo, cuapllfndooe lo cerrodun poro lo ou· 

••• 

" Sean T(V) un olesento cudquieu de T (V) y o un e<colar del 

c .. po. 

Por linealidad: o T {V) • T ¡,.V) < T (Vl 

la quo, coao v < V, entooco• o Y< V. 

Ro decir, oT {V) •• t011blfn un ele.,ento del reconldo ¡­

ho""o de•ootrodo lo corroduro poro ol producto por un ••colar. 

De 1) y 1) quedo de•ootrodo el teoretoo. 

lto&Reo do! vector cuo . 

Un rooultodo !~portante quo ~• deoprende de loo propled~ 

dO> do linoolidod os ol o!JUiente: 

1!11 una tr&!lsfon.od6n lineal T; V + W, 

Uoo demostraci~o im~ediato •• lo ol¡uionte: 

T {oV') • oT{V') 

se obdeoe 

T (ll"v) • tr,, co.., •• quer!o. 

Por lo quo,ol ndcloo oie•pre cootlono al vec~or coro si 1 

n linoal. 

Vl-16/lf 



T~ol'eiiO VI. l. 

El n!lcloo de lo nonofo,..ocl6n eo un oub .. poo!o voctorlu 

d.e y • 

" Soon V 1 y v 1 deo vectcru de N (T), 

entoocu: ' (V,) '· ' '· ' ¡V' l .. , lineolldod: ' ¡V,•Y,J • ' tv',J •T(V,) 

Suotltuyendo: ' (V,+Y,l '· • '· 
' ¡Y,•V,) '· 

por lo quo, V,•V, es t .. blfn un vector de N (T). 

l) Seo Y un nnor de N {T), entonen T(Y)• lrw, y >U" un eoco 

'" ••• ·-· .. , Unoalidd: ' (o;) 00 ' ·~ 
Su>t) tuyendo: ' (nV) 00 '· 

' (oV) • '· 
" Y tu!> Un .. u en N (TJ. 

Esto co.plota lo de•ootroclOn. 

Conoidor..,.oo nuovlllllente la tronofonuc!On T: R' • R'- da 

d.o por 

T (x, y, t) • {x, b) 

Puooto quo ol nOcloo y el rocorrldo son o ou vez ospoclos 

ncurblos, thnu booe y di•eno!On. 

eo11 o so viO ontedo,..ente,T (R'J • {(x, 2x) 1 x < R) eo ol 

recorrido do lo tr~fo.-.oci6o, y ol ootudionto puedo vorificor f¡. 

dlaoiLU q..., el e011j1111to •R• f{l, Z)l os "u ~ooe de di<-ILo eopocio, 

Yl-18/111 

por lo que: di• t {l1) • 1. 8 
EH fo,..o Ü•ilor, pon el n!leleo N {T) • {(O,y,z)ly,,. Rl, 

uno booo u !N• 1{0,1,0), (0,0,1)) y por ello: dlm N (T) • l. 

En cuon~a ol d"'"inlo R
1

, sobeaoo que u do di•enol6n ""'' 

dill ••• 3. 

Observ .. os que lo dl•eooi~n del d.o.lnlo eo lo su.o de ¡ 00 

dimensiones del recorrido y del ndcleo. 

i~ortonte que, coao veremo• o eontinuoci&o, •• tiene olempre que · 

se trabajo con espacio• de dl•eno!On tlnlto . 

Teor .. a Vi. l . 

Seo V un espacio vectorial do dl•eno!Oo finito y oeo 

T: V • 11 

uno tronoforoocl6n lineal. 

E11tonc., 

di• V • di• T (V) • di• N (TJ 

Demootrocl~n-

seo Ir,, r,, ... , I'PJ uno buo del ucorrido T (VJ, eo dech, 

di•T(V)•p 

Seo ri,, ii,, ... , ¡:¡q¡ uno base dol ntkleo N (TJ, u decir, 

di•N(T)•q 

Puesto que los vectoru r,, r ,, ••• , rp pertenecen 1 T (V), 

deban uhtlr p 

' 
voc~oru y' • ... . ... ., ' ' toles que: 

' ¡Y,) • " } ' (Y,) • '• . . . . "' . . 
' ¡YP) • '• SI d. .. ostr1110s q~ ol COBjunto 

•·. IV,,;;,. •.. , i"P' ii 1 , ii, ... iiql 
• 



q~o 41• V • p+q. 

1) B soneu ol upodo V. 

Sea v un vector cualquiera de v. 

Jo. que T (i') utl en el Tecon!do, podemos upresorlo co 

., c-biucieo lillnl de loo eluentoo de h bue ti'",, r 1 , ... , Tpl: 

T(i) ·o,r, ... ,i',• ...• "p rp 
SYotltuyendo (1): 

T(i) • o 1T(Y,J+«,T(V1)• 

l'or linulida<l: 

T(V) T (o,V, ... ,V,• ••• -PVP) 

de donde: T(i) - T (o,v, ... ,v, •... •opii'p)·lr,. 

l'or HnuHd&d: 

T (V-o1 ii' 1 -o, V1 • ... ·op VP) ·'IJ,. 

Por to.nto, el vector (V ·o,_Y, ·o1V1 • ... ·aPVP) eot1 en ei n~ 

cleo (yo q~e su íoozen es ol cero) y lo podeoO> oxpreoor cooo cooD! 

noci6n linul de lo~ dnentos de lo bau 11)1 , ñ1 , .•• , ñql' •• do• 

e ir: 

' . .. . 

V· o1v,•o,V,• ... ..,.PVP+tl 1ñ1•a,ñ,• ... •Bqnq 

Heaoo de•o•trodo que cualquier vector de V oe puede oxpr~ 

oar ea tf,..inoo do los n<tous de J, por lo quo hte u un conJun· 

" B os lineolnnte lndepondlontc. 

FonHIK>O h co•bln.cl6n llnul 

l 1i'1H 1Y1• ... +lPYP.,,ii,.,,ii,• ... .,qiiq·l1v •.•• (I) 

T (l 1 ¡; ,•l,Y 1' • · · 0 \. ¡;p *ToÜ 1 *t,ñ, * • • • 'lqiiq)•T (IJy) 

Por linul!dod: 

T(ñ1) • T(ñ1) • ... • Tfiiq) • 11,. 

SuHituyon4o (1) y (l) eD Ol: 

-' • 

• • . ( 4) 

• {S l 

'! 

• .. (3) 

Por hipOteoío, {r 1, r 1 , ... , rpJ •• unol>ooe, pOT•lD quo 

{ri} !•plica que: 

pli~a que: 

>.,•>.,• ... •lp•O 

Su•tltuyendo (6) en (I): 

-' • 

. . . . (~) 

• [7) 

Anllog .. enu, por >U lii,, n,, ... , iiql """ baoe, {7) 1• 

y 1• lo • ... • O • • • • (S) 

"•" >., - ... • lp. l, 7 '•- ... 

por lo que B u ll""alae>'!te independ!ento • 

- o 

O• 1) y 2), B •• una ba$0 4e V y pOT tonto: 

dlm V ••• 

EjnpJo VI. 9. 

Contldere•o• h tranofo,..o~IOn lineal T: ~e' - R' dada • 

T (>,y, >) • (l> • y, 6> >,2y••l-



(l~. 1 , b. ,, z1 • •> • (O, e, o¡ 
4<o donde u obtiene el ohteiU 

•• • 
o 
o 

eote oi<t .. a haoo¡fooo ao: 

1 -lx 

' • b 

por lo c¡ue: 

)1 {T) • {{x, ·li, 6x) 1 X< R) 

Una booe del nGcleo •• el conjunto IN• !(1, -1, 6)1 ' en conoecueocia dim N (T) • 1-

t5 claro que lo dioenoi6n del dominio •• dio R1• J. 

Aplicando el teorooa Vl-3, conclulooo que lo dimensi6n 

del recorrido os dio T {R 1) • l. 

Sobeoos que loo voctons del recorrido tienen tres cl>l!lp~ 

oeoteo, poro ol becho de que la dimenoi6n de foto oea doo noo obl~ 

10 0 poasor que dnic .. enu des de ons cooponontu son independle!!_ 

tu. 

de "" uctor 

(a,b,c)<T(I
1

) 

a,a • "•b • ,, •• o 

• (1) 

• • ( 2) 

Se¡!l<l lo ,..,lo de tro.Jufonoocl6u: 

(a, b, el • {la • 1• 6x - '• ly • •l 

y o•utltuyendo en (2) 

a 1 (h •y) •<>1 (6x- 1) oa 1 (ly••) •O 

a<ocaoodo.ndo: 

(lo1•6o,)x•(a,•lo,)y•(-o1•o,)>•0 

esto ecuoci6n oe verifico para cualquier valor de o, y, l si: 

o bien 

Ja1•6a1 • O 

~,·h, . o 
-~.•o,•D 

Lo solución ¡ene rol de eou sistema u: 

o1•-1o, 

•.- • • • 

-2o 1a oo 1b ••,e • O 

-lo • b • e • O 

e • la-b 

y el r~corridc •• pued• de•crlblr caoo 

T(R')• {(a, b, h-bll a, be Rl 

a¡._· ((1, O, 1), (O, 1, -1)) 

donde •• ve cloraaente que dia T (R1) • 2. 

~J .. plo VI. ln. 

Para la ~ransforwac16n T: R'. R' dol eJe•plc VI. 1 

dada por T (~, y)• (lx, ly), cbtenaaaoo ol nacteo: 

(l1, ly)•(D, O) 

h•O 

,.o 



• 

' .. 
' .. 

N (T) • {(O, 0)) 

y, por 4e!intci6n, di11.N(T)•D 

l'<lr tonto, del teoro11.a VI. l, d\m T (,'l•Z, lo que i•pl!. 

coque ol recorrido es todo R' para •••• caoo. E• decir: f(R'J•R'. 

puede oer eayor. 

• ol espacio vectorial de .. trices de·orden lxZ, a.bao sobre R. 

CO!Uidere•o• h tru.ofor.acl6o T: V. w 

dofinida par T (X) • lA, para todo X de V 4onde: 

.. [: :J ' 

Es claro ~uo T u lineal pu .. , pau todo X, Y ~ V: 

T (X • Y) • (1 + Y) A 

1 ¡, • Y A 

T(l)•T(Y) 

en for.. oailo10 

T (~ I) • (a I} A 

• (X A) 

• T (X) , ... 
El ~OII.ón\o de T u ,. {[: 
u.._ bne 

• 
• 

dla V • 

.. , dooolnlo es: 

• 

'· 
• 
• 

1 ' 

;]!a,b,c,d,o,h l } 
• 
' :Jt : :]} 

Paro encontrar el oGcioo neceslt .. oo conocer la i••l<o de 

una •otd1 cualqulen lo [: : ~] 

T(I)•IA 

T fX)• [: • • ;J 
Para que 1 eoH en .. nO deo: 

[• . " • " '"] [: :] • ' . '• • " " 
' . a•3b•6c • 

'" • • 
d•3e•6f • • 

" • 

' • 
b • -le 

' • 
e • -H 
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{ [: ->• 
;) ·} N(l)• e, f ~ _, 

••• ~O< .. , ntlel~o ., 
{[: _, 

:) [: 
o :]} .,. 

o " 
di• N(T) • '· 
••• dlti•o, oe¡lln el teore•• VI. J, h d! .. ul6n del u-

corrido •• dt. T(V) • • • 
Eoto t.pllco ••• 
T(V)• { [: '] 

·-
a,b,c,d,cR}·• 

u doclr, el recorrido de la truofonoo.c\On eot& constituido , .. 
todu In UUi«> cuadudoo de ordn dos. 

Una base de T(V) es 

.. -{b :H :J [: :J [: :l} 
. - - -

VI. l. RHHSDITACIO~ M.ITll!CIAL DE UNA TIIANSFORMACTON LINEAL, 

Conoider .. oo el olgulento coso: 

n.. """ tnnsfonoad6n lineal 

T:R'•R' 

so conoce Gn\caaento que: 

T (l, \) (1 ' l) 

' T(7,l)•{O,,¡ 

lEo pooible encontrar T (1, 0)1 

Veiaoslo: 

El vector (1, U) oe puedo expresar coao coab\nacl6n ¡¡. 

neal de (l, 1) 1 (7, l), ~ ofocuo: 

(1,0). (7, l) _, (l,l) 

l'<lr ello T (1,0) T ((7,l)·l(2,1)) 

y, puooto quo Tes lineal: 

T(l,O) T(7,l) ·lT(l,l) 

T(l,O) • (0,1) ·l(l,l) 

T(l,O) • {·J, ·1} 

Eo fldl comprobar que ol conJunto {{2,1), (7,J)) u uno 

booe do~·. po~ lo que ~uolqui&r vector (~,y) do~· puede obtener. 

•• o portir de dicho conjunto. Po~o esto caoo: 

(x,y) • (·lx•7y)(Z,l)•(o·2y)(7,l) , "'(x,y¡~r.'. 

Esto nos pe,..! te obtener h U JI• de tnnsfo,..od6n, yo 

T(x,y)• T((·lo•7y)(l,l)•(o·Zy)(7,l)) 

y e-o Tos Hnoal' 

r {~,y) • ( ·lu7y)TU, 1 J • (o-Zy)yp ,l ¡ 



do donde: 

T(~,y)• (-l~•7y)(l,l)•(~-ly)(D,I) 

Findooonto: 

n~.rl• (-li•7y, -x-so 

En aonoral, oi 10 conocen lu ••t¡en<> de loo vectorn 

6e uno bo>o del dooinio, •• tiene complotoaente definido una tron• 

fonoaci6n llnuL 

¡u>oue: 

fonuliurno• oHo reouludo udionte el ,¡. 

loor..., VI. ~ 

Su,. <v, Y., ... , 'Y01 una baoe do un ••Hclo vonoHal 

7 SU<> "•• v 1 , ... , v0 n vectoru cualuqulero de oUo eopoclo 

T: V ~ • 

ul que: T('Y,)•W, 

T(i"1)•V
1 . - . . ,, ) 

SI Y •• un vector cuolquioro de V, podrl oipreoor•e unl­

vocoaente en t8noinos de lo booo B como: 

"' 

'" 7 d...,,.,...,, que u llnod. 

ltl ehcw, ol toaa.oo Gtro vector il: do V tU qua: 

¡¡.a,v, +~,V,• •••• , 0i"4 , 

oo tiene quo Y•U·(o, •a, w·, •lo, ..a,JY, • .... -•(0
0 
·~ 0li"0 

En con>ocuenclo: 

T (V•ii)• (<>, ., 1 JW, •(o, •1 ,lW 1 • ...... • {o0 ••,. JW0 
·o, V 1 •o, V, • .... ..,,. ;;n .a, V, •a, w, • .... <-a 0;;'4 
•T(Y)•T(Ü) 

.ldeml•, oi e eo un eocalor, 

cV•co,;;, •c<>
1 
Y, • • .... •co0 Y"0 

Por Unto 

T{cY)• co 1W1•co1W,o ...... •co
0

W0 

•e (<> 1 .:;-, •~, ,;, + .... •~n ,¡n¡ 1 

·~T(V) 

v ... ,, ~ue T, definida por {Jj •• linoal .. 

clendo V•Y1, de (2) •• obtlono ~uo 

~,·1 J ~.·G 0 •, ... •0n•0 

Suotltuyen~o en (l), T{V1¡...:;-, 

T(Y1)...:;-, 

T{V0)••, 

~-o• demootndo que uhto uno tnnoformocl6n linool quo 

>otiofo~e (\J. 

llni~o. 

Rooto o6lo domootror que dicho tronoformoclón •• -

noolu, T y T', y deaootrareaoo que 0011 laualeo .. 

tor Y do4o por (Z) .. entonen: 

T' (Y)•T' (o 1Y1+<> 0Y,• ••• •»nYn) 

Por Unoolldd: T'(i")•G1T'(Y1).._1T'fi1)• ....... nT'('inl 



-• 

Por bip6ush, T'(i1)..;"1 

T' (i,)·V, 

T'('Y)•; • • 
Por tonto, T'(V)-.. ,w, ... ,v, ••.. •a0W0 
de donde T•T', ~uedaodo d..aotrada el teora•a. 

Veroaos abora que la• tranofonaacioaes lineales puedan r~ 

preoenune por .. dio do •atrlceo, para lo cual en~dl .. o• el •i· 

¡uienu cuo: 

Ten .. os uoa tran•foreacl6n lineal T: R' • R' dada por la 

. • • ( 1} ,, chro que T (~. 1, .,. {6. 7} 

" consideraaos h aurh: 

,_ 
[: :] • 

r premultlplicaa00 ., vector col"""& [:] por dicha 

[: ' :] [:] [:] • 
.. obtiene lo iaa¡cn del uctor "· '· ,, 
h hcllo, para coalquier nctor <• • ' . •> 

[: 
' 
• 

~· as la raala da tronsfonoaci6o dada por 

Podaeos por tonto escribir: 

''""" ,, 

••rdn b 

~ R': 

(1) • 

.. trh: 

transfor:aacl6n. 

'f Y e R1 

donde Y 01 un Yactor colucna. 

La aatri: 11 u obtleu o panlr de las lal1oneo de los 

rectore• de la baoe 

T (1, O, O)• (1, 1) 

T (0, 1, O)• (1, O) 

T (0, O, 1)• (0, 1) 

In cualn, coao puede vene, son lu coi"""""'• de h .,atril H,que 

reciba el Qoabre de Hu.trh uociada a la tranoforaac16n, referi· 

da a l&$ bao•• caoóolcaJH. 

~j .. plo VI. 11. 

hra la tTusfonoacióo T: R' • R' defluida por 

t(x ,y) • (ly ,li:J 

obeene~ su •atrlz asociada roferida a la baoe canónica de 1!. 1 r cal 

cular T{~, 2) e.;olelndola • 

Solución. 

Do la ••ale de tronsfonoaclón 

T(l,O)•(O,l) 

T(0,1)•(l,O) 

y la .. trit pedida e1 

pau obtener T (4, 2) efectu&BOI •l producto 

[: :J [:] . [;] 
por lo que T {4. 2)•{G. n.· 

. . . . . . . . . - . . 



~partir de ahora ~rabajare.os e~cluslva.oe~e oon vecto­

... coluaaa, yo qua es~o facilita rronde•on~e al .. nejo ~e loo -­

~roAsforaacloeos lleealos CUADdO se o.plean las ao~rlces ••ociados. 

Aaollc..os ahora ol coso de uno tronsfo .. oci6e lineal 

T: !1.1• R', ublendo qua A• {Y1, Y,, Y,l es una boso de R1 y- -.'.-.- ............... . - " . -
T('i 1) •lY o•lW 1 } t ¡;-,¡ --6W ,.rv, '" ·' T(Y,)• w,-s;;, • 

Yl. 4. 

y ........ ,;;, ...... . 

En~coceo, coao T •• lleeal: 

_ T(Y)•.,1T(Y1)•o1T(Y1)••,T(i',) 

Utlllooedo las e~resionao dados por (1)• 

t(Y)•o1 (Zi' 1 ,,;;,)•o1( -W, •7V1)•o,(Y1 -5ii",) 

qM pudo ascrlbiroe c,.o 

t (Y)• (h1 -6o 0 •o,);; 1 • (J•, •7•1 -~~~ ,¡;; 1 

perlo qua, al vector do coordaaadao da T(Y)-eo la basa a eo: 

(t(Y)la • [:::::::s ::] 
~oto wector pnada obtenerse a partir del YOctor da coordo 

donde ~ • ~ ·• 
' 

fo ... c16n, referi4a o los basal A 7 B. 

l!s Importante obso....-u dos con•• 

1~ 

1.- La ••tris ~ transfo .. a un vector de coordoeod•• en A, ~n un 

Yoctor da coordeoodos en B. 

l.- t.u co!UIIDU do~ soo las cooro!eedu do 1 .. voctorao too•• 

&•e do la ~aoe A •~ la ba•e B. 

Po.-aaliureooos a ccmthuocl.6n el enudlo bocho nterlor· 

., 

' 



Teore•o VI. 5 

Seom V 1 W dos espacioo vectorialeo toles que dla V•n 

' d.i•ll••·,,sunA•<'··'•····•'•' ,,,,~ ~ ~) "1• ...... , -. bueo 

de V 1 11, re>pectivaacnto. 

Si T: V • 1 os u.a tronsfora.cl6n lineal, entonceo OK!sta 

Wl& dnlco eHrit ~. de orden .. n, tal que 

T(Y1)·a, 1;;;, •o, 1W, • .. ·""wi¡;e 

entonces, lo lhi01o col.,.,& de ~ eo 

... 

.. , 
llste teore•a noo toramtho que, pon eo<O<>otnr lu coard.o 

nodos de lo !moJen de uo vector Y referidu a lo base B de 1, bos 

torl con pr .. ultlpllcor ol vector de coordeudu de Y en h base A 

p<>r la utrlz ~ , o lo que llo>oore•o• " .. ah do lo tnnsfonatc16n 

Teferido a los boooo A y B~. 

De•ostuci6n. 

SI Y eo um ooctor cualquiera do V, oobe~s que oe pUedo 

oKprosor uotvocaaente oa ••r.inoo de lo baso A coao: 

i"·o, 'i 1 •o, V, • ••• •m,. Y 0 

T(Y¡•T(m, V,•m, Y, • •.. •o .. >.,) 
Por llnuhdod: 

. . • (1) 

T(~ •o 1 T(Y 1 l •o 1 T(i"1 l • ••• •mn T(Y0 ) . • • • ( Z) 

T(V,J, ... , T(i".,J oo 

pueden obtener en fono 4nlco o partir de lo baoo !; 

r¡\i
1
J·•,,i, •a,

1
w,· •••.• ._, w. 

T(V )•a V •o W '···'".' ......... 
r¡n;; · ·i"· ;; ";-· ;: :: ;; · ·¡¡-· · 

n 1n 1 •" o en • 

Llovoado astas eoproslonu o (Z): 

T(V)•a (e ii" •• V • ... •o W J•o (a V •o V • ...... ¡; )• 1111111 ....... 1 .. 1 l • 

....... ¡. ;; •• w ...... ii"). 
~~ .......... . 

A$nJpand~: 

T (V) "(o 1 •; 1 ''"• •, • • • • •o,.•,,.lii" 1 • (m1o, , ''"• o,. • ... '"n", ,.lii, • 

• ... •(m 1•., •o,•., • .. ·'"n•.,JW• 
y, p~r definicl6n, loo •u .. o encer,..dO.> ~ntre porfnte>h >on loo 

cnordonodu do T(Y) n!eridu o 1o bau B, por lo quo podomo• ••· 

crlbir: · 

(T{V))­

' 

• 
(T(Y)) " • 

y, por (1): 

.. 1._, ....... ~--·~· .. -.., 

... ... . .. ., ... • .. . .. • • 

... ... ·- •• 

" (V) A 



... . ... •·. ..., 
~oao se que<l• deaoo<r&<. 

~· pruoba de que • .,. aouit •• 11uco es inaedhu, yo que 

,; <uponno• quo tol quo 

(T ¡V) l 
• 

. . . ( •l 

la• etuaclonos (J) 1 (~) clora.ente !aplican que: , . • 

~jemplo VI. B. 

Seo lo tran<fomod6n lineal T: ll
1 ~ R

1 

dofin!da por: T(x, y, 1) • (1, x-y) 

Udlaonu •• c 0111prueb& que A•[(l, 2, J) , (0, -2, -1), 

¡1 , 1, 1)} y B• {(1, 2), {0, Jj) oon buu de R' y R', reopectiva· 

buu. 

Calcul.,.os lo repruontocl6n aotridd do T .u enu doo 

Es ctuo que: 1(1,2,1) • (l,l) • 3(1,2)•1(0.1) 

T(O,•J,-1) •(-1,-1)•-1(1,1)•0(0,1) 

1(1,1,1) • (1,2) •'1(1,2)•0(0,3) 

do donde 

..; . [ ' _, . ' 
• :] 

1< 

Utlliceaoo eHa aa<rit pon obtener lo iu¡on MI •e<tor 

Y·(-1,.,6), cuyo vector de coordenado• en lo baso A eo: 

Entone .. :, (T{-1 •• ,6)) •[' . . ' ., 
• 

enlob01eD. 

Ejeaplo VI. 14, 

Vo!Yoao• a la tnnofo,...d6n lin~al del ejeaplo Vl.tl 

T:ll'•R' 

definida por T(•,Yl • {Jy, bl, y consldereaoo la buo con6nl-

" 1! • ({l,D), (O,l)l. 

Dado que T (1,0)• (0,2) •0(1,0)•1(0;1) 

T (0,1)• (1,0) •J(l,O)•O(O,I) 

paoo todo Y de~·-

Cuando tubajemo• <On aotricoo oefed4.11o o bu .. coni!nl-

cu, ,.ltlno•,. los lndic ... 

V!-36!31 



J'OU Uto C0$0: .¡. ' 
. . pon todo v de 1 1, c.,.. o e obtuvo 

en lo p'¡lno 31. 
. . . . . - . - . - -

~Jeaplo VI. 15. 

s.an P el espacio vectorial de polloo.ioo d• IT&do •onor 

0 11uo1 que troo y Q el upaclo nctoTial de polin.,.ioo do 1rodo 

•enor o itual quo doo. 

co•o oobeoos, una base de Pos B•l1,x, 

QUe- {1 0 I, o
1
). 

• • • x'l y una de 

D: P • Q 1 encon· 

ropreoentod6n ... ulclal en lu bouo 8 Y c. 

calculnoo, paro ello, !u illl¡oneo do lo• nctoru de 

D(l) • • 0 (1) o0 (I) *(J (I ~~ 

JI( X} • ' 1(1)oO(x)•O(x 1} 

D(x 1)• " • 0(1)•l(x)•O(x~) 

D(x 1)• ,.. 0(1J•O(x)+Hx 1) 

Por cuto: 

[: 
• 

:J {· • ' • • 
Colcullt1lOO D (6x'•h

1
·1J utilinndo uta oatrh¡ubooo• 

.......... , .. m 

1 7 

ll{6x1•9x 0·1) • 120 •Hx' 
• 

que >e coopruebo con facilidad derivando dlroct .. onto. 

Poro l>ocer fnfuio en ol hecho de que oo uobaja con bo­

••• ordenodu, conalderooos ahora cooo base do P o 

F• h 1 , • • 
I, I 0 1} 

Sao lo tronsforaoc!Gn T: 1' ~ ~· 

definido por T (I, y, 1) • (I, h) 

l>aou cu6Dicu: 

' {1 ,O ,O) (1 '2) 

' {0,1,0} (O, O) 

' (0,0,1) {O ,O) 

[; • :] ~ • 
.- ..•.. I.(M)•l 

q~>o u prcds-OI>U lo dl.loeul~n d.d ...,.,..,·rld.<o ú 1o. u~br-.:llla. 



So deja &l utudi.,.U lo 4o•oltud6n del sl¡uinto Uol"!. 

--
oore.. V¡, 6. 

E»""' Ua~sfo,.,.acl6a lh .. I, U dl..,aslh det recorrido 

u l¡uol al nn¡o do la ••tr i< 4o la tnnsfo,..acl6n referido a do. 

o•e• cuolesqutero. 

"· l. ~LGE~ DE~ TRANSFO~IDNES LINlALES. 

con uno tronsfo~ocl6n o lo ro•, estudiando sus propiedades y ca· 

nctorhtlcn pontculoru. 

tnnofor .. don<> lineales, e"" el objoto do e.,udiar In opuoclo· 

neo que con ellos pueden efectuarse. 

f>poclo yectorlol do transfo,..oclono• lloeoles. 

Consl<lere..,s el coso do do• tun<fo,..adones Uneoloo T 

y S de R' en a' definidos por: 

T{x,y,<)•(s,h) 

' S(s,y,<)•(a•y,x••) 

y holloooo lo 1 .. 1e0 dol vector (~,Z,3) ••1án oabos tronsfo.-oci~ 

neo: T(~,2,3)·(~,1} 

S(4,2,3)•{6,1) 

que, lo ! .. ¡en do "" nctor do 

1•••• do ••• •1••• vector ••Jdn T y S. 

Por ojupio: 

{T•S) (4 ,2,3)•T(4 ,2,l)•S{4 ,2,1) 

•(4,8)•(~.7), 

•(10,1$) 

D• ipal fa,..o, puo ~~vector {l,S,-2): 

(T•SJ (1,5,·l)•T(1,S,·Z)•S{1 ,S,·ll 

•(1,2)+(6,·1) 

•(7,1) 



Lo r&¡lo do transfor.o~t6n de T•S puedo obt~~erso calcu­

lando lo lma~en de un vector cual~ulen (o,y,z) do R
0

: 

(Y. S) {~,y, •J •T(~ ,y, •J •S(o, y ,z) 

(T•S)(x,y,t)• {a,h)•(••r, uz) 

• • • ( 1} 

Es Ud! verificar ~ue utilinndo uu re¡la •• obtlooen 

los aí•ooo rosultodos anteriores. 

Un e5tudlo olailor se puede llevar o cabo poro una o~r~ 

ci6n consistente en oultipllcor una ua.osfonoociOn lineal por un-

e• colar. 

Por ejeoplo, o portlr de lo tnufor.od6n S podemos M­

finlr la tronofo,.,..cl.6n 5S u lo d¡uiute fo,..a: 

{>S) (Y) •5S(V} T Y de ,. 
Calculei'OS ol~uno> cuoo: 

15SX4,t ,l)·55 ¡1 ,2,11 

•i (&,7) 

•(l~,H) 

• 

• 

Anllogo10ente, poro el vector (1,5,-2): 

{55} {1,5 ,-2)•55(1 ,> ,-2) 

•S {0,-1) 

•(J~,-5) 

y, poro obtener lo ro¡lo do tronsfonooci6n: 

{SS) {o, y , t} •SS (o ,y,<) 

(SSJ(x,y,t)•S (••y, o•zl 

(SS){o,y,>)•(S.•51, So+St) • (2) 

T•S y 55, defh>idu pu (1} y (2} rupoctin•nto, uo li,..aln. 

,, 

Sean V y W ~os espacio• Y<Ctorlolo• oobn un ••••o "'••••\ 

1 oeon T 1 S dos t<onsfor.ociones de V en W: 

Lo •nao T•S e• una trons{onoocl6n tal que: 

(T+S){Y')•T{V)•S{V), V Y e V. 

El producto U eo uno trusforaod6" tol quo: .. , y ~ V 

Sl T y S son t<onsforaocionos lineUeo, encone.• T•S 

c¡::;:;~';-~bih Jhoule5, 

Sun Y, 1 V, dos vectores de V, y e un esuhT de~: 

(T•SJ (cY, •Y, l•T{cY1 •Y,)•S{cY1 •Y,) 

b) ot u llneol. 

•cT (Y, l•HY,) •eS (Y1 ) •S (Y1 l 

•c't (Y
1 

) •eS (Y1 ) •T (V1 )•S(Y, ) 

•c{T(Y', )•S{V 1 J J •T{Y,) •S(Y 1 J 

•c(T•S)(Y1)•{T•S)(Y1) 

Por definición 
de T•S. 
Por Hneolldd 
de T y S, 

Por definición 
de T • S. 

2n efocto, seon •, yV1 doo vector .. de V,r e un eocatar: 

(oTJ {cY 
1
•Y 

1
}"'0TicY ,•Y 

1
) P<lr dofinid6n d< al· 

"''(CT{Y 1)•T{Y ,J) 

•o (cT(Y 1) J •oT {Y 1) 

•c(oT {Y 1)) 'aT{i ,) 

•e (aT) (i 1) • (nt) (i 1 

PoT lhuUdad de T. 
·- .. 



quedando do~ostrodo. 

Teore11o VI. 1. 

' Sean V y 11 dos eopod_os nctorlolu 1 su L(V ,11) el con· 

junto foraodo por todos los tronofo~oclonos lineales de V on 11. 

L{V,IIJ es un eopocio vectorial. 

nos y producto por un escalar, u flcil demostrar el tooruo onn· 

rior. Unicoae'lte en.,.uoreus loo pr<>plodod .. a.. L[V,W), dej.,.do 

cooo ejerctclo o} eotudlonte •u de.ostroc!On: 

Sean S,T y U tnn~fnnoocioneo linulu do V on 11, es de· 

e ir: S,T,U<L(V,II). 

" Ceruduu. 

Yo deoootr .. oo que lo ouaa do transforooclones lineales 

u Hnoal, uto e•, S•T t L (V,IIJ, 

Tombl'n demo•tromos que el producto de uno transformo· 

ci!n lineo! por un escolar e• lineal, esto eo, aTe L (V, W). 

l) S•(T•U)•(S•TJ•U. 

l) Tronofo,.,.ocl6n coro: 

~OtL(V,II) tal que, \'TcL{V,ll): 

T•D•D•T•T • 

6) o(aTJ•{o~)T. 

7) n(T•S)•oT+nS. 

8) (<>•J)T•oT•U. 

·9) l·T•T. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

' 

;zu 

Volvooo• ohoro o lu uonofon~odonu T y S definldn por: 

n~.r.•>·<•.z.l 

S{~,y,o}•(••T, •••) 

para las cualeo oe obtuwo: 

(T•S) {x,y ,1)•(h•y, 3x-.) . . . . "' 
Lo 5Uil0 de Uto< tronSÍOTliiiCionoo •e puedo ll~vor o coho 

por udlo d• lu .. trlcu uochdu, referldn 0 tu bose• ~anOnicas. 

f.<tpre .. nu,...oo con M{T), M(SJ 1 M(T•Sl o los .. ulc•• .. oclodu • 

T, ,S y T•S uopecuv .. ente; dldlu aotrlcn •o•" 

M{T)• [: 
• 
• :J 

' 

M(S)• 

M(T•S)• ['' • 

[: 
:] 

• :] 

C011o u Ud! «•aprobar, osn Utloa aatrh puede tlllllbi~n 

obunene ouaando 1 .. >~o tri~•• M(T) y M{S), El decir: 

ll(f•S) • M{T) + M{S). 

hcordc•o• que ol lntcio de esto ucci6n, t011bifn oe ob· 

turo la tronoforooclón SS cuyo re¡lo do correopondonclo eo: 

{SS)(x,y,r)•(S>•Sy, !ix•S<) ' • • ' {Z) 

' .. fo .. o onllo¡o, VOilOO que el IIUltipl!CU por el ucalor S lo 

ootrh II(S) do c.,.o re>l>ltado M{SS): 

[: ' :] [: ' j SM(S)•S • • M(SS). 

• • 
En general, si V y W oon dos ••podo• vectoriolu Y S Y 

T do 5 ~tensfonlocionos lioeole• cuatosquleu de L(V,W), •• tieM: 



.. 
' 

poro lo .,..., 

M(f} - T 

II{S} - S 

II{Tl•II(S) - T<S 

o su: 

II(T) +11(5) •N (T+S) 

para el producto por un uealn: 

oi M(TJ - T 

entonces: 

<1II(T} - .. d 

o seo: 

oii{T) • M{oT). 

l'or lo qua, ouaer trusfo .. acion ... o aultlpllcnlos por 

un ucuar es eqululente a s"""r ouo aatrlces o.oociA~ 0 aulti· 

Sa ,¡ice que L(V ,M) .. s h.,.orfo d conjunto de las aatT!. 

ces da """"" ~n {donde a•dia w y n•dia V) para las operacion•• • 

de ouaa y producto por un escalar. 

(Teoreaa de holl<>rflsao) 

Pau cualuquieu T y s"de L(V,W) y todos los ucdare• 

o •• tlefle que: 

' 
N(TJ•M{S) 

oM{t) 

u puede daao~t:rar en fono& anltOga, ionlenc!o .n cuaou que lu •!. 

Ulcu qua u wu a operar <l<tbao eotn referida• a 105 atoau b .. u¡ 

Saan T: R0 • R• y S: R" • a• "'"" transf~cinn•• li· 

.... ~a. y .. .,. N(T) 1 M{S) sut rupectiYu I&t:riceo aoochdu, en 

., 

" 

' 
T(i)•M{T)'f 

S(Y)•N(S)'f, •• .} •••• (11 ••• 
Pan h """": 

••• <lcflniclen de T•S: 

(T•S) (Y) •T (Y)•S(Y) ... (1) : 

{T•SJ (V)•N(TJV"•M(S)V ... la ,¡totributlw!dod del pro,¡ucto 

(T•S) (Y)• {N(t)+it{S))i'' -. (!) ... otra parh, <le {1)": 

{T+S) {i) •M(T+S)V • {l) 

u (!) y (l) u oi¡ue que 

'II(T•S)•M(T)•N(S). . .. 
Para "' producto por un eocal.ar: 

~· 
dofinlci<ln de aT: 

(oT)(VJ•oT(V) 

~· 
( 1) : 

(oTJ (i) •o (li{T}i) . . ... ... p~opledadu •• ... 11aUlea• pan " 
(oT) (i') • (ltii(T) )Y • . • • ( 4) 

por otra porte, do (1): 

(oT) IVl•li(Gt)i' 

de (4) 1 (5) •• oip• '1"• 
ll{oT)•"N{T). 

•. -.• (5) 

producto ,., 

~/ 
r 

un u· 



Co.po•tcUo do uonofcl"'lod.oou Unulu. 

Uu cperocí~n bastonte mh intoreunte con tnnofonucl!!. 

neo ltneolos os lo coapo•icl~n. 

Conotd~r.-.oo oi probl.-.o drule,.to: 

Se üeno un upento dlrlJido ea ol upoclo ouclidhoo bi 

dimensional y oo dnu ¡irnlc un ln¡ulo d~ 60"(oent1do ontlhourioJ, 

1 =• ~e: lindo, se deoeo ou11e11tor ocho ~ecn ou ••gnlu><l. 

leso!Y .. oo este problo .. en dos porteo: 

Pri•ero, obton¡011U t. tunofonooci~n lineal T Ulfin lo • 

cual un V11Ctor, del plono ,;, lirado un baulo di, u•. Por el teor!_ 

ao VI. 4, nutorl con holl&r lo t••1•n do loo ~ectoru de la bu e • 

con6nlco Poro poder definir r: 

quiero e: 

o 

1(1,0} • (cose, seo$) 

Te.,..,, pueo, poro un tn¡ulo e~>.t· 

o 
--l¡c,l) 

T(O,l). •(·oue, cou) 

Por tanto, lo .. tri• do la tnnsfo.,..cih en lo booe can~ 

ni u .. , .... ... ' ' " 
[""" """'] ... :-

M(T)• "' une coll 

Hochndo • - 60": 

["" ... .•• ~ 60"] . [~ -¡] M(T)• - . (Zl ... ... coo 60" z 

quo •ultipl1co por 1 h 110pitud do UD nctor. 

60": 

Eote u un caoo trusedlato: S(1,0}•(1,D) 

M(S)·~ :J 
S(O,l)•(O,~J 

. . ('l 

-4] [']· ['"'"] í • IJ•l 

T(l,4)•[l•lft, /!•2) 

1 doopuf• lo •ultlpl!COIIOI por 1: 

[: :] [~:~ [,_,,] 
1/!•16 

S(l·Z/!, /3•2)•(!·16/!, t/! • 16) 

Ve••• que el proeeoo oqul ••Juido ·se puedo ruWIIir ~ 

lo uprul6n: S(T(2,,)•{1·16/!, 8/J•16) 

que es la compoolci6n de lo• trao•for.oeionel S 1 T, •i•boliloda 

con s•T. (LI.,e: "S co01po•tci6n T"J, 

Eoto eo, SOTes uno tnnofo"'ocl6n que u defino<""'"' 

(SOT) {V) •S (T (V)) V ;¡ de • o 

Por ello pode•o• e•crtblr ,.·,. ,,. -, 
(SOT)(2,4)•(8·16/!, 1/1'•16) •' 

donde sor os juoto•ente la traoofor.oci6n quo al IIIOC tlo~po J1ro 

"" uctor 60" 1 lo .,.lHplica por l. 

Si quor••o• obtonor Jo .. ,,.¡, ooociado a SoT podoaoo ho· 

cer lo ot¡ulento: · 



(SoT) (X , y)•S(T(x ,y)) 

'~'"'·''' '[[~ ~] [:] 
''''"'·"" ~ ~ l J l :] 

¡·.. ''",] [ ',] (SoTl (x,y). 
0 

N(SoT) [:ll -·~] 

\!tiUzondo N{TJ 

Utillundo I!.{S} 

Observamos que lo motriz oao~iodo o SoT es e¡ producto de 

Util!zandc esto matriz, pcde111o0 obtener dire~t.,.ente 

[·,-·'",] [',·] (SoT)(2,•)· ,, • 

C"-0 so tenh. 

En re•UJOen, S.OT eo uu tronofonood6~ linul que "reune 

lo• denos" d; S y T, y cuyo utri1 noehdo u el producto de 1 .. 

G: R' • R' 

F: R' • R
1 

Venos Otro case: 

Sun doo transfonooelcnu llneolu 

dada por G{x,y,z,w)•(lx,y,:+w) 

dado por F(x,y,z) •(3x•y,:) 

El eatudionto puodo verificor tlcllaente que 

• • ' N(fl·t: : :] 

.. ¡¡Qn fOG: 

••• que 

' 
u decir, 

Eneontreaos lo motril uociodo 0 RIG: 

[.) •• '.] [:' •• .• ·, .• •• 1 N(F<IG)•M(F}II{G)• J 

M(FOG)• [: • 
• ' 

Grl-

Encontroaos ,., eJemplo .. iu¡on ••• vector (•1,4,2,8) 

[J [: ' • :] [;:] {FoG)(-1,,,2,8)• 

• ' 
Este resultado •• puode verificar Ucu .. nu si ob•ervo­

G{ -1,4 ,2 ,8)•{ ·2,4, 10) 

F(•2,•,10) •(•2,10) 

{FOG)(-1,4,Z,~(G(•1,0,2,8)) 

o, en ¡enol"ol: ' . . 
(F<IG) (V) •f(G(V)) 'i'Yd•R', 

----



Doromoo ohoro lo definlci6n poro el cooo iO~eral: 

efinici6n. 

Sun lot ~nno{o,.ocionu 1• U • V 

Ddlni11oo lo nanofor.ocl~n 

sor:u.w 

(Sot) (ii) •S (T(ii) ) 'f ¡¡de U. 

' S: V • ~-. 

Podomoo reprooenur grlflcaoento lo co~po•lc16n de tron~ 

fonooclone• llneole• ~ionte lo olgu¡ont~ figuro: 

" 

' 
FiiUU VI. l. ~ .. 

TeorellO n. '" 
--., . ' . . . . 

SIT:U•V ' S: V • • •on doo trontfonoocionos lineo 

lu, entonceo 

sor:u.w 

uahlh u lineal. 

n .. onrocl6n. 

Sean ü, y U, dos Vectoret do U, y ••• o un eoco\ar; 

tone u: (SOT)(oU,• U,). S (T ¡.,¡; 1 •ü,)) '" definición •• o~;. 

• S (OT(Ü¡) •T (Ü 1)) '" linealidad •• . 
• o.S (T (U1)) •S (T (U,) l ••• lin .. lidod •• .. 
... ¡s~r¡ ¡U, ) • ¡son ¡ü, ¡ ••• ddlnicl6n •• ,.e T. 

quedando dOIIOStrodo. 

He~o• •enclonado el hecho do que lo co•poolcl6n de tron~ 

fonoocionc• lineoleo ccrroOponde a lo MU!tipllcoci6n de matrices. 

Esto •• puede 1eneroll>or con ol slauiento: 

~~Te~• VI. 11, 

Seon lo• tran•fonoadone• llneole• T: U • V y S : 1· • ~-

ntonc .. 

Sean A, B y C buos 

la utrh uociado a 

~(S)~{T)·~{Sof) 
es la ~atrlz ••ociado a sor. 

foroncla 2, ¡>(¡. lH. 

Ejuplo VI. 16.· 

deU,V y w, re•poct>v .. •~••· SI 

T, y H~(S) •• lo 100tril uonado a S, 

Ten!&~~oo {vu ojo•plo V1, 13) uno trandonoacl6n linUl 

T: ~·~~·dada por T(x,y,z)•{<,x•y), 

doo booes 

Siendo A•{{1,2,3J. (G,•2,·1),(1,1,1)) y l•((l,Z),(O,l)) 

do R' y R' rupectlvunte, bobt .. o• obtenido 

~(T)• [.~ ;] . ' 
• 

Vl·M'!Sl 

1 

1 



Si &hora consldou.11oa lo trondot-.. cl~n lineol 

S: R
1 

• J.
1 

dad .. por 

' 
S(l,l)•(l,2) 

S(0,3)•(0,l) 

y utlll>oaos lo boae coo6olco E•l(1,0),{0,1)1 oe tendr'' 

!{ {S) • [~ ~] 

M~ (S) ~ (T}• r: :] [: . ' :] , 

r: . ' J ..; • {S..T) _, 
E.ncontr-os (Sol) (Y). donde ' (·1,(,6). 

Sab...,s que: ·~ •• [::] 
({SI>T)(Y}JE ·-~ (SoT) (V) A 

{SOTJ(-1,(,6)1 
. ' 

:] [:] [:] • _, 
{!I>T) (·1,(,6)•{6 ,l} 

Ve.os que en esto cuo lo truofoTUcl6n S oquhole si• 

pl .. onto o un coablo 4o baoo en R~ (ver rosultado del oj-.plo Vl.15), 

1 .• SI 

de I•• operacloneo con tran•formacloneo linuleo 

SeOD U, V y W troo eopaclo• rectorlales sobre un c .. po l. 

F: U • Y 

S: Y • 11 

T: y • W 

un tronsfo ... oclones llnulu, entoncO> 

(SH)of• SoF • ToF. , __ 
Slf:U•Y 

yT:Y•lf 

oon transfo,..acionel llneoleo y o es un escalar, entonces 

l.· SI 

{oT)OF•o(T<>F) 

F: U • Y 

C: U • V 

y T:Voll 

oon tronsforaaclcneo llnoaleo, entonces 

JO (f+C}• TOF+TOC 

•·· SI l •• un espacio rectorlol y 

F: U • V 

S: V • W 

T: W • l 

to (S•FJ • (TOS) oF. 

5,• SI T: V • 1 eo una traufcnoaci6n linoal, entonen: 

' 
f<llv· T 

l,.ot• T 

donde IV e 1,. oon loo tronsfonaocloneo idootidod en loo espacios V 

r w, retpecthonnu (nr dofinlci6n on ol ejo11.p!o VI, 6}. 

cbteoldao poro operacio .. o con .. tricoo, en el copftulo IV, 

NOteoo qno, s&lYo cooos .uy particuloros. la co-rooicldn 

do tronofonoacioneo lineales NO HS CONMUTATIVA (resultado anl~o¡o 

ol do .ult1pl1coci6n do .. trices). 



Traa•fonoacih innru. 

haaos la u...,.fonoact6a linul G: 1 1 ~ 1 1 ddll>lda por 

G(o,y)•(ly, Y), y <<msider.,.os el probl ... de dnenoiu .. , dado un 

vector del ncorrldo, de quo vector del d011lnio u I.Ao1en. 

Por eje"!'lo, sabindo qua G(Y)•(6,2), quernos deteni' 

dgtlalo tienen o (6,2) c<mo !ao1•n. 

G{·,,2)•(6,2) 

G( 1,2)•(6,2) 

G( 0,2)•(6,2) 

!olencloneOl.o• por eje11p!o 

h que un vector ddo del reccnldo •• l••1u de •h de 

uu vectH o!ol d011into, oboerv .. oo que et probleaa que nos planto•· 

T: 1!.
1 

• •' cuya mUd• uoclada .. 
!oi(T)• [~ ~] 
Eo flcll penon que conoden4o ua nno• iaoan •e puede 

dUenlnar cou certOl& 4& que uctoT <lo! d,.lalo prou<le, Ya qua 

baotarl olaplo•ente coa ¡irorlo un lnlulo 4o ·60" {60" so&tldo ho­

rario) para obtoae• el vector or111nal. 

Por eJO"!'lo, ol 

• uarY
1

dol. 

"l'(Y1)•{1·Zf!', 1!'+2), dueaaoo deto,..l· .· . . . 

(1) do 1& pl1ina H, tn .... o: 

[

coo(-60') ·oon{-60')]·[} 
!oi(Sl• ~ 

oon(·60") coo(-60") !f 

•• (2,') 

lle•o• ruuelto el proble .. , puu ya un .... s una uonsfo!: 

11oci6n {S) ~uo noo pn•lte "rouesor" cuolquie.- vocto.- del roc~rT!. 

do al vectOT del d ... !alo del =•l el l .. E""· 
• 

• 

' 

GrUic .. eote: 
• 

A S le lloao.-eaoo ,t.-ondonooci6n inveTOO de T y la ropr!:_ 

•odlonte y· 1 • 

T(l,4)•{1-Z..'5, f!'•l) 

y T" 1(1·l..'5, ..'5ol)•(Z,•l 

Esto el •U ido pon todo nctor ida R
1

, eo decir: 

T(Y) • ¡; 

' y"'(ii)·;; 



De eHn npresio~u •• d.,o que: 

t" 1 (T(V))•V 

' T(t"'(Ü))•Ü 

Det•n~clón. 

.,,-,V,R1 

, la transfor.ad6o 

r· ' : • • ' '" ... r" 1 (T(V))•V • • ' • ' T(t"'¡V))•W .. ' • ,. .. llua uonofonuci6n invon• .. L 

,. '" ' "' .. tiene que: 

(t"' oT) (V) ' • ' ' • ' (Tot"') (V) ' .. ' • 
r. por deflnlci6o de tr&nsfontod6n ldontldad: 

r"'or • l" 

Tot"' 

"' 
"' 

Eotas e~presloneo, son equivalente• a lao condlclonos (1) 

no lnuru. 

roctnfoticn de las truofo,...acloneo G y T de loo dos ejuploo •o· 

terloreo:- .. 
Co•o vi .. oo, para h tunsfo,.....cl6n G: .R' _. R',_.d~fi.nlda 

por G(o,y)•(ly, y) uloten nctoru dlf0ranteo dd do•inlo qua tie· 

to una uanofon .. d6n e"' 

Yl-!18/59 

. ' -tal <¡110 G (G(Y))•Y 

Entonceo, no e•io 

'fV< R', por lo 

Por el contrario, para la tronofonoaci6o T: R' ~ R1 que 

versa), es cloro que dos vectores diferente• del do•lnlo tienen . 

,. • .,.re ld1oneo dhdntu en .;¡ reco<rldo <•• Jlco que T " uno 

a uno). Dicho de otro fo,..a: 

t(V,l•T(V,) ... ;;,.;;, 'tV,,V,<R 

~deals,.e, flcil verlficor que todo~ los vocto~•• do R' 

son i•a1en da al&On vector del do•inlo, o oea, el recorrido do la . . ' . transfo,...aci6n T: R ~ R eo todo R (•e dice que ! es •obre). 

Roto> dlferenciu bhlc .. entro las transfon~adoneo G y 

T son loo q~• detonoinan lo e~lotencla de la tron$foraacl6n lnYer· 

oa, en.o' so establece o contlnuoc16n de la >ig~lento deflnicl6n. 

1) Tes uno a uno, eoto eo: 

T(V,l•T(V1) =>-V;·V, 

2) T •• •obre, esto u: 

l(Y)•W. 

'fv
1
,V

1
ÚV. 

Podomoo ahora enune•or un tocre~• quo establece la condl 

ci6n neco•arlo y oufielente poro la e~lstonclo de la troosfonoaci6n 

.. 
·su la tnnsfoT1loci6n T: V ~ 11, 

y u Onlco ol y s61o si Tu blyocHva. 

Su T: V~ 11 una tranofo.-.ocl6n b:lyoct:lva: 

c ... o T o• sobre, 'f- W < 11 nioto ol •nos_ un nctor W < V 



tal que T (V) •ii. Caoo T eo HAO o uno, dic~o •ector •• daico. 

Existo ontonco• uno dnico trl!l>fo<maclón C: ~- V tal quo: 

por lo 

T ( G(ii)) •T (V) .;­
> 

G{T(V))•C(i)•V 

-' que C•T . 

E.,o tOlllpleu la de.,oouaclón. 

Sea T: V • ~ ""' tronslor.aei6n Houl. 

Su invor•o r"', si exiote, tamb!~n e• lineal. 

n..,ootuc>6n. 

Suponu•o• que edste r·•, W•V. Sean ~, y ~. do> ve~ 

toros do 11 y >oa a un ucdor. 

"••••ltoao• dOiloHur que 

r·• (oii,•W,)-r" 1 (W1)•T" 1 (W,) 

pua lo cual, considero10o$ dos vectoros v 1 , v 0 t V talO> que: 

- -· -v,•T <~,l 

T(Y1)•W1 

co.o T •• lineal: 

' 
- ., -
v1•T (~,l 

y t(Y,l.;;, 

t (o Y, •Y 1 ) "OT(Y,) •T (Y, J 

do (l) te ol¡ue que 

,., 
T(oY, •Y,)oo.;, • "• 

deflo!cl6n de r·•, 

• ( 1 )• 

• . • • ( 2) 

finolunto, do (1): 

nT" 1 (ii ,J•T' 1 ¡;
0
)·T· 1 (oii'1oii'1) 

c .. o querfoao• de.ostror. 

Rel<e>e.os o In uonsfonooclonu C 1 T quo est .. os onol! 

undo. 

Viaoo que C: R1 • R1 no e< uno o uno, 

vorlficu que ol IUicleo de C eo: 

El lec<or puede 

N(C)•{(x,O) 1 X< R). 

En to>oblo, el nCicUo de T u: 

y, co•o vimos, T oo uno o uno. 

Noto•os que ol nncloo de G con<lone otros vector•• ode· 

•h del nctoT <ero (por ejeaplo, (1,0). (6,0} etc.), aientus que 

el nOcleo do T contleno Onlca.ento al ve~tor coro. 

eor.-.o VI. U 

Uno ~Tanoforaaei6n lineal T: V- W, 

e• uno a uno o! y o6lo oi el oácloo contiene nnlc~ente ol voctoT 

N(T) • llrw) 

... SI t eo uno o un<>, entonces N(T)•Iiivl' 

En efecto, oobe•o• q>M, por ser T lil>eol• 

T<ii.l•O., 

que y e>tt en ol nllcleo, os dociT 

T(i) -~ 

oY,•Y,·r·'¡~W,+ii,l l'<>r ltipllteoh, T es·WIO ._ LIIIO; o ••• q..., 

'.- -· .,._,, 

Vl.&lftil 



'". 

T(i)•T(Oy) 

N(T)•{liyl 

- Y•l • 

Si N(T)•Ili,l, onton~e• t •• uoo o uno. 

tales que T(Y"1)•T{T1). 

Enton""• T(V
1
)-T(i

1
)• l., 

~.,.o Tu lheol: 

TCi,-i,J 11",. 

ll5 decir, Y1-V1 eotl en ol 

i",-Y,•l!, 

nOcleo y, por hipótesis, 

o bin v,-v, 
Por unto: T(Y1)•T(Y,),. V1•Y, 

y T es uoo o uno. 

Ql>•"-- <1-.>otn<lo el too.-eaa. 

'1' v,, Y, e V 

Rocordooo• ~ue en uno tronsforoocl6n lloool T: v·. W: 

<lb V•41o T(V)•dlo M(T). 

Allou bleD, si N(T}•{l,¡, entonces dloV•dloT(.-). 

De esto uoonUIIonto y do loo toon ... s VI. 1l Y VI.· H, 

oo obtiene ol slruleoto 1aporton•e rooultodo: 

Corolario. 

Sao un eopoclo V de <lioensl6n tlnito 1 ooo T: V • W uno 

tr&D..Ofo .. acl6n lineal 

T Ueoe Inversa ol 1 o61o si 

lo. <~1• V• db w 

Obolrwooo que eotos ooo<licloaoo SOD oqulYolonteo o oflr­

oor q.,. T TIBN!l INVERSA SI Y SOLO SI U. 11.\.TRU ASOCIAIIA 1< T ES CU~ 

DIWL\ Y NO Sllffi!!!Al. 

Nos falto 4Dico.onte encontrar YIIO 

f'no ello, roJres•os o h uandorooclh T que JITo '" 

vector <lo! plano un lnJUIO dO 60', cuya ootrl• ooociado os: 

M(T)• 

Lo trnsfonood6n lovu .. de t; cooo se encontró anterior 

•••••, tlone c .. o ootrl~ asociada: 

,N(T"'J• ~] 
Eo fldl Yer que: 

b docir, M(t" 1) ES U. I\,I,Til¡¡ INVERSA MI N(T): 

N(t" >¡ • (M(T)) • 1 

De botho, en cuo!qulor transfo ... ci6n llaeal donde el do· 

oinlo seo de dloeosi6D finito, pa~a encont~or lo .. tril aooeiodo • 

lo tronsforooc16o lnYeroe bestorl con lnrertir lo ootrlt ooociodo o 

' • ' 



........ Vl. 15. 

S.o t. tnnsfo..,.clftll linul T: V + 11 y uo t'': Ir+ V 

•u Inversa. 

os oc ido 

S..on A y B 1 .. rupecth .. buu <le V y 11. 

SI <(T) es lo .. uit uocloda o T y N!rr·~) es la •utri 

-. o T , entoncu: 

~¡t"'l· (~(T)¡"' 

s.. deja al utu<llonte lo duntrocl6n de ene tooreoo. 

E)e"''IO VI. 11. 

Seo lo tron•formocl6n llnool T: R1 
+ R1 <lodo por la reJlo 

T(o, y, o)•(lo•y, &'")'ti, ly•h). 

Investl¡u .. oo si tiene lnvcru: 

Poro que DD vector •••~ en·el'n~cleo 

Es decir, Jx•y , 
} .. ,., • , - "' 

2yo'• , 
1 
' !1 l'lleoto que •• detorminOIIte ' ' . ' eo dlfuonte 

• ' 
de uro, el oln ... a (1) tiono por dnico •olucl6n: 

' . , 
' , 
' . , 

I<(T)•{(O,O,O)I 

Adoalo, por oor lo tronoforaocl6n do 1 1 en 1°, pod--o• 

'-· que ulsto lo lnveru . 

........ " 
tir,yo quo 

•• 

Eo flcil TerHicar que lo .. ult uocJodo o Tu: 

[ ': M(T)• u ' ' 
' 

lleta que "" lo obtención del 11!\cleo ,. uvut;16 i.-¡¡Hci 

• M(TJ •• sln¡ulor ••• lo e o , u declr, .. oe puede inY!_\ 

' ' • ' ' u prech-enu " dne.-.lnonto do II{T). 

• ' • 
•• lnnru do la ..ull II(T) •• 

[-: 
_, 

!] {ll{t)).' • • •II(T"') 

_, 
podoaoo por Oltloo encontrar lo ro¡b do tron•fonoocl6n 

[ 
,.,,.¡.] 

· -h·~r-i• 
~-Jy•• 

. . . . . . . . . . . . 



VI. S. VHORES Y VECTORES CARACTER!SJ!COS. 

por: T\X,y)•{Zz•y, 6x•y) y eocontreooo 1• iaagen óel vector (T ,2): 

T(l ,2)·{~ ,1)•6(1 ,2) 

SI represent .. oo Ol Yector (1,2) co.o na se1•ento dlri,l­

do en plano x y, po~eooo ver que la transforaocl~n NO le ca.bl~ de 

dlreccl~n. sino ~nica:~~ente do ao1n1tud: 

T(l,6)•{U ,24)•~(3 ,6) 

ve .. os que le ocurre eucta•unto lo aioao que al ~ntorlor (ou aapl· 

tud auaento cuatro voceo pero no c .. blo de direce!Gn al aplicarle lo 

ro,lo de tran•foraacl~n). 

Otro cuo oblhr: 1(•2,•4)•4(·2,·() 

Es ftcll nr, o .In eúar,o, que loo neto res a loo que "!. 

to ocurre oon caooo auy parti~laroo, y quo en ¡enorol la traosfor 

sobre el cual octda. Par ejeaplo: 

31 

Cobe entonces pre¡untaroe: 

1.· ¡cd'oo deben sn leo Yectono para que la tranofenoacl6n no 1•• 

c .. blo da direccl6nT 

2.· ~os vectores quo SOIIIn T no oon a~diflcodos en d1rHcl6n, ¿u 

•ultlpllcso sleapre por ~~ aisao escalar (1 en este coso) o • 

existen al¡uocs otros ~olorosT 

Paro r~sponder a lo Ohterlor. plonteooos ol probleaa en 

uno forma ato ¡enorol, •• decir, veaaos en quo casoo la iaageo de 

un vector oo slmpleaente Ol producto do un escalar por dicho ve~-

tor, esto es 

. . . '" 
pan al~!!n escolor l 1 al¡l!n vector V do R

1
• 

Seo Y•(a,y) uo vector cualqu.loro de 

Requorlaos, de (1), que 

T(x,y)•l(x,y) 

• ' . 

ApllcOhdo la roJla do tronoforaacl6n: 

(2x•r. h•y)·(lx,, ly) 

Zx+y -J.x 

h+y oJ.y 



(Z·l)~ + y• O 

h•(l·l)y. o 
} • • • • ( Z) 

Coao oe vl6 en el capitulo IV, las soluciones del slo~e­

ao hoaoJEneo (1} de~;.don ~el n)o~ dol deun!no.nu de la .. tri> 

do coeflcloo~es: 

IZ·l '1 • (Z·l)(1-l)·&•> 1 ·S1-~ 
6 1 - ~ 

SI ute do~eno!nante, u .. do polhooalo coucterhttco, 

Y•(x,y)•(O,O) 

c¡ue no nos interen, puos es ob~lo que 

Tfli'.,.J·lU"7 para todo escalar 1; 

Por tont.O, para obtener vector .. no nulos, requeriROS que 

ol detonolou~e sea cero, u 4ocir: 

(>) 

que so conoce caoo 0cuaci6o carac~eriotica, 1 de ella se obtienen 

du Yalons de >, lluadoo valoreo carac~uhUcos: >,·-1 

•.- 4 

Coa eo~os valores po~os ro&resor a las ecuaciones (Z) 1 

obtener soluciones dlferentel do lo trivial: 

Para >1--1, do {l): 3~•y•O 

6~•2y•O 

do donde y•·lx 

Bs decir, todos aquellos vectores de lo fo.-... (x,·h) no 

sufrirlD c .. blo al¡uno on su dlroccl6n al aplicarlo• lo reJl• de • 

•roasfonooc!6n r 4n!caaonte oe •ult!pllcoria por ·1: 

T (x rlx) •• (X ~xl 

A, (:o:,.Sx), con o~O, u lo coaoce c,.o weclor uuctorfotl 

co asoch<lo al wolo~ cuacteriotico -1. 

.. GrifiC .. eMe: ' 
• 

.. en fono.o oiAUar, llno.ndo a (l) el otr<l ulor carac<eri!. 

tlco >,·•, u tleu 

·h•y •O 

h·ly•O 

cuyo oolucl4n os y•lx. 

En~oncos, (:o:,h), con •~O, •• el vector caracterhtlco • 

UOCiodo al valor coractu~~lco '• u doclr: 

T{I ,ZI) "' {I, b) 

ObsorYe quo 101 vectores ccnl!dendoo al principio do u­

~· soccl6n son just .. onto do lo foraa (:o:,lx); do~! que ol trono• 

fo ... rlos su ••pi.tud s. •ultlpllcora J>llr • 7 '110 tubhron ou dine 

cU>n. 

Po-..o ouauur, por otro porte, quo los valores obhnl• 

doo (-1 y 4} ooo loo dolcos que nos perwltWft hollar vecto,oo no nu 

loo tolu que 
-. -' -

T{V)·l'Y,. - (l) 



yo que c.,.lqulor otr<> valor de lo no• hnlo distUtc do ~~" el oe· 

Hrwinante, quod'lndo lo trhhl (Y•If,J c.., ll.nico ooluel6n ele (1), 

Doroaoo ohoro lo 6eflnlcl6n form.l de eoto• concepto•. 

~futiet6n. 

~o V un upoelo uetorhl •obre un ~aapa 1 J no T:V-V 

na tran•fo1111ocl6n llneol. Entonces, ,¡¡ 

H"'l·•> 

pon al¡l!n vector no nulo V<V y al¡lin ucolu ><1, l u n .. ado V!. 

lor eoroeterlotlc<> de T y V eo llomodo vector corocterlotlco ooocl!. 

dool,(l) 

Obofrvooo quo oi V eo un vector coroctorlstico ooociodo 

a) valor l 1 k<l 00 un ootolor oc nulo, ontonceo kV •• tomblfn un 

vector torocterlotlco aoociodo al valor l. 

En ofecu, si 

entonceo, coao T u lineal: 

T(i)•li' 

e. dodr: l(k"'l y, por deflnit16n, 

l. Y oo hoblh un vector cuocurhtlcó. • 

y0¡,...,1 al proble .. de lo tUMto ... tiliu lloul t:•'-R' 

definido por T(I,y)•(b•y, h•Yl • 

Es cloro que T(l,D)•(l,6) 

T(0,1)•(1,1) 

por lo quo lo aoUil uochdo o la tronoto1111od6n n U hse con6n! 

"' ~loten vorlol o!oftnlaoo do volo7 y voctor coroctoTiotlco; 
olaanvalor y ot¡anvoctor; Yolor prOfiO r tector propio; out~ 
nlor y outovenor; otc • 

. Vl-70(71 

'' :J •· l ' 
uHoao (1) (quo no• poraU!b ol>ten<r lp! nloru y teeto•"' nnc· 

torhtlcoo do T) •• A·ll. oleado 1 lo aotrh ldeotldod: 

..... [' •l.,[' "l·[' ']·[' ']·['"' '] 
6 ~ O ~ o 1 D 1 6 1·> 

valoreo y voctoTos coratter{oti<oo •• puedo roonlver por aodlo•d• lo 

aotrix oooclodo o T. 

En efocto: 

Soo V un eopatio ••~•orlo! do dioon!lftn finito oobre un 

coapo 1, y uo T:V- V""" uansforaacl6o lloul CI>J'O aotrlt ooo·;o 

do u A. 

Un vector oo nulo v < V •• ~n voctoT coroctorinlco' do t 

Es decir: 
AV'-li'•lr 

AY·liY·lr 

para altCID lU. 

Al dourainonte dot(A ll) oo lo con<>co tOllo pallno~h ti· 

racterhtico, y al l¡ualorlo o toro (poro uf obto""r vectoto> :o 

ouloo) oe obtiene lo ocuoel6o coroctorfotlco: 

dot(A•li)•O 

cuyu ...,¡,.cfo,..• 011. 1 ooa loo valoreo coroctorbtlcoo d< •• " 



• 
' 

51 lj eo wo nlor cancterhtieo, h ooluC\IIfl ,.,enl d,: 

•i••··· ~ ..... ¡~~-.. 

{A·ljl)Y•lf 

no• do loo YeCt<>~•• ca~acter,oticoo .soeJadoo ol ••lor eoroeter!otl· 

co lj • 

!jR¡>lo VI. 11. 

a) Yo h .. os ootu4tado la tron•for-aeiO<> lineal T:R1 • R1 que 1ira 

, .. 
T(x,y)•{! •- 4 y, 4 • • ' ,, . "' 

' cuyo •onh u oc iodo .. 
[~ "1 ·-, ,. • (1) 

' , 
lTeodr• ut-a traosfor-odilo nctore> CUilCtnhtlcosT .. 

c!Oa dol vector al Jlrarlo oo•. 

~leondo el proeooo <loocrito onterior .. nte, •• teodrh: 

A-U• ·4] 
l ' 

1 ~· " --, 
·<} ' •l)• 4 <lot{A·lll• -l){l 

t -l 

cuyos ra ces ooa: Al" l + ""! 1 ' 
•••<•·:·)·:···;; "} 

' " ' '•"! .,.. 
•..• Ul 

por lo que no exioteo oscotareo 1 < R taloo que 

TCYJ·lV, V e R1 

-,o/ 

" -, 

Es <locir, T oo tiooc valoreo caroctertotlcoo ol, eo con­

secuencio, voctcreo coractorl•tlcos, coac hobJ .. o• concluido ante· 

rio.-.cnto. 

b) Coool~re•os ahora ol probleao ~ dotonoinor los valores cara~ 

terhtlcoo "" Wla tnosfor-ociOn T=c' • C1 (l) dada por h -

al• .. real•= 

T{o,y)•{} • • 

cloo<le I, y E C. 

• • • • {1} 

Si ele¡!..,• la bue B•{(I,O},(o,1)l de e•, la aotl"i> A-

aooctada " •• Io •lno, r: 

[ l ' A-U• q 
-'ll 
}: J . . "' 

btODceo, los valores cuocterhticoo de T SOl> !u rol-

ceo r• obteDi<los del poli<>oaio 

' ~ l,"l • .,. 1 

. ' " A1•l ""! 1 

(1) C~ u ol upaclo ncto~hl 4e pnu o~,.,,..,;.,~ 4• "~~"' CO>II· 
plejoo .Obre el c .. po C. 



por lo que adst.,. eocahre• l < e Ulu que 

••• 

. . 
''-

Y • e' 

corrupo~dj_anuo ••ctoreo canc~nbticu: 

Llnondo 1,. Í • 4 1 a (2), el olnn~a {1.-li)Y·Ir quedo: 

Rooolvhndo oe obtlene que: y• -1~ , 'r ~ < e, 

{<, -ix) eo un vec~or cauctedotlco uoclodo al valor 

Í • 4 1, pan cualquier oO..ro c-plejo <,0. 

ED fono& ..,uoJ& se obtiene quo (<, h) u un voctor C&· 

racteriotl<o asociado a o,·Í ~ ! para cualqu!ar n~oro co.plojo 

.,o. 
Eota oj..,plo poaa de ..a!fieoto que la e<lsteoclo da val! 

reo caracterfoticos depende del c .. po sobre el cual oe trabaJa. 

- - -- - . . . . 

EJnplo Vi. 19. 

So tioao una tnnsfonoad6o lineal T: R' • a', cuya ao· 

tTll aooclada os: 

·- [: .: :] 

,., 

(k •• 

A·ll • 

Pan 

'"' • • 

l 1 •O 

~ 
"·· -k,) •• 

Para l,·l 

~ 

' • _, 

-
' ' _, 

: l·l {Z·l) (hl) 
• 5-1 

} 

.:] [ :] [:] ••• 
~ y·);, 

1• • k L 

vector aoociado a l 1 •O, \"" k,# 

J [;] [:] ••• ' ~ , .. 
••O . • • 

•• G) os "" vector .. ociado • ¡,• z • 'r k 1#0. 

Para '" ' 
_, 

t ' :] [: l m 
e•· k o 

' - - y•·4k, _, ••5k, 

•• 

{-k,, -4k,. H,) •• -.ecao• uochdo • l,•-1, T k 1#0. 

. . . . . . - . - . . 
Oboorve•o• que, •1 bien la definlciOn de Y•lor y vector 

coractnistico UCLUYE AL VECTOR CERO, peno! u al IIC&!u coro sor 

ejuplo. De hecho, en cualquhr tr&DsfonoadOn lineal T:V • V, • 



T(i)•lrv•O(V) 01 Y e N(TJ. 

Se d~jo al ~•~udion~~ en<Dn<TOT Ol aGcleo de lo tron•for 

a&ci~n dH ejom¡n~ ont~rior. 

Seo F el e$pacio voc~orial do todos lo• funCiono• 

f: R ~ R quo admiten derlvadu do cualquier orden en un lntervo· 

lo (a,b}, y co10oldereaoo el probl .. a de obHnu lo• YOloru y vec­

~oroo caracterl•tlcos del operador derivado 

JI:F•F 

Por oer F un espacio de diaensi!n inflfliu, no nioto uno 

repre .. ntod6n ... trici&l para el opeudor nt F • F, y no podeaoo 

procdor coao en leo ejellplo• antorion•. Neceolt .. oo entonen re 

curHr a la deliolcl6n de volar 1 vecur carocterht1co, ••g~o lo 

Uno función f, diferente do lo función coro, os un vec· 

ter can<terhtico del operodor JI o! 

o bien 

dl{a).Af(I) .. 
le cual úopllco que 

dH~J-." 

por• alean l < R. • . • • ( 1) 

. ,. '. 

Iou,..ondo .. bao alombros do esto up,...oi6n, podeaos ob 

tener ¡o función f que buscoaos: 

¡dH:J Oc!J. 

L(f(a}}• >r•c, 
l:l:•c h 

f(~l •• ... 

fi,.alaeote, haclo~do e••-~: 

'f e, l. < R, CfO 

Deriundo (2) se cOIOpruebo (1). yo que: 

P(ce 1 ~) • l(co 1 ~¡ ~e, l < l, c#O. 

• . ( ¡) 

fn con~lus~6n, ce
10 

os un vector coroctorl>tico atoclodo 

ol valor car•cterhtlco A, Y" l ~ R, p<>T lo quo todo• los nliolor<>s 

roolos •on valoreo caracter1•~1co• del operador JI' f F 

• • • • • • • • • • • + - • • • • • • 

V•ctcre> coracterioticoS ll.noolotnto independientes. 

Volvoaos al ojoaplo VI. 19. Tonioaoo ~uo (O,k,,-k1), 

(k,, O, O) y (-k,, -~k,, lk,] oon loo v.ctoros carocterhticos u~ 

ciados a loO" valoroo ~aracterhticoo o," Z 1 -1, roopect\Y .. onto. 

Ficila•n•o •• c.-pruebo que estos ~octoru son Hneola<!!. 

te independiente•. 

Teonao VI. 16 

• 
•• 

E>l efecto: 

k, • k' 
O ·H, {pues t 1p'o) 

"· 

Veccoreo coractorio~ltoo asociados a valores caroctorlstL 

DeaoltradGn. 

Sea T: V • V ·uno trudo.-ci&-a Hneal <011 n valoreo CO· 

ucurlotlcos dlfountu 1 1 , l,, ••. , 1,., y nan Y1 , Y,, ... , ii",. 

V1·16(T1 



loo nopoctivoo nctoru caracurhUcoo uochdoo. 

Deaostrareaoo quo 

o 1V1•o1\i,• ... •an'i~-tr• =" "¡•O, • • • • ( 1) 

lo. Pan n•l, o,>,·•, = o,•O, '' o••o ,-­~ ,~v• 

!o. Suponi&I005 •UUo poro n•l, u decir 

"•V··"·;i··· ····•é't•tr .. ~ "¡•0, \'1. 

1 verifiquemoo paro n•k•l: 

61 i' ,•6, v, • ... •ak vk •ak•• vk•, -tr. 

• . • • (!) 

. . . (l) 

Apliqu .. os h nonsfo.-.ociOn lhu1 T on .. bos a\embro• 

de (lJ toaando en cuento que 

T(V¡)•J.
1
i'1 

Se tiene entonces que: 

a, •,V, •a,•,i,• ... •aétit••to, ¡,k•, it•• ·tr .. • • (3.) 

Multiplicando {3) por •t•• 
a, •k•• v,.a;k••"• •...• ak¡,t•• vk.ah, •to,ik• ,-u ... 
Rutando (3"} de (3'): 

11 {), L • ),k• 1 )V 1 •1, (J. 1 .¡,ko L Ji", 0 ' " '*6k (J. k .¡,k• L ji k •!fy 

Pero por ~ip6tesil (ecuoc\On (Z)}, lo• -..ctores 

v 1, •,, ... , vk' oon lineo~nto lndepondlenteo, •• decir: 

o,c•,·•k••J 
1 1 (J.,-lto 1l 

• 
• 

lk(j,k-lk••J - o 

{.) 

• • ( 3 •. 

Adealo, todos loo voloroo caractor(otlcoo son distintos, 

•••o ... • 1 -~.t •• ~o. Tl•l, z, ... , t. 

a,-s,- ... ·•~ • o. 

'11-78/N 

Llov.ndo esto• volono • (l) ' 

' a k• ' "k···-r. ,_ 
ih,l'trv' u tone u lt,,•O ' .. 

~. ..... o. ••• vectores i,, i •• .... .,. yhl oon lineo! 

·=·· 1Ddepo<1dlenus. 

COD eo~o queda deaostrodo el toor .. a. 

Es connoienu seAalar que el redproco del teor ... Vl.16 

no u cierto. 

•ente independiente• ~ •• - -Y,, ... , •n, eDtonc"" 

nlouo carocUJ"htlcos ~,, l,, ••. , ln no •on noceurinente distintos. 

Por •Joaplo, para h tnnsfonu.cl6n·ldntidod I:R 1 • a' 

definido por 

Tone.os: 

· I(l,O}•(l,D} 

I(D,l)•(O,l) 

.,.~ t ~· 

Obvj.aaonte, (1,0) y (D,l) •on uctores coracter!Hicot 1!. 

n&olanu lndependlnuo, ..!>os osododoo ol •h..., •olor coucteri> 

tlco 1•1. 

u obtOIYinon los nloreo caroctorhtlcoo: 1 1•0, 1 1•2, ) 0•-1. 

!1 conjunto U todoo loo vo<c~~·• ooroc<erlotlcoo nocl!. 

do•.•l valor ,, •. , •• 

!(·k,. ·n,. s~,J 1 k
1 

~ 1t 1 k, -1 o¡ 

·. 



oube$po~1a YeCtorlol do k1 : 

~ ll,)~lc-~ •• -•k,, n,> 1 ~ •• lU 
ll ... do oopocio corocteristico oooclado al wolor carocteriotico l

1
, 

Eo for.o slollor •• pueden obteBer loo eopoclos carocte• 

rhtlcoo: 

' 
~ (1,)•{(0, k,, -k,l 1 •,. kJ 

E (11)•{(k1 , O, O) 1 k1 < R) 

Toar""' VI. 17. 

Seo T:V • V uno U.._.fo..aclao !hui 1 seo 1 un hlor 

coroctorlotlco do T. ~~ conjunto 

E(l)•{'i 1 Y< V 

•• un oubeopodo nctodd de v. 

Duostrac16n: 

1) Seu Y,, Y, e E (1). 

T(Y,)·IY1 

' 
co•o T u ll""al 

Entone .. 

T 1~ 1 ,:¡ 
1
J •Tt Y 

1 
l•T(i

1
) •IV 

1 
+li, •l (V 

1 
.Y,l 

Y
1
+Y

1 
<E (1). 

Z) Sean •, <E (1) 

T(V,)·IY, 

y co.o T •• Iloeol 

T (.,Y 1} •llT(i"1)•ca{lY 1 l •1 (..V 1) 

oY
1

tE(l). 

Eno de.ueotra el <eoroaa, . . 

Definición. 

A Ul) oo le COilOce to11.o espacio corocterhtlco aoocla 

do al rolar corocteriotlco 1 

Ej...,plo VI. 2!, 

•> 

'EoU utrh define una tranofo..acl6o llual T: k1 • R0 

dodo por T(i)•AY, 

EIICOntrooos lo• oopaclos caucterhti«>S. 

hu obtener lo• uloru urauulot!co•, calculuoo: 

d .. (A-11)• 

)·. 

' 
' 

' , .. 
' 

., ., 
•·• 

•, .z 
Noto que eiioten valores coractorfstlco• repetido•. 

ccntruos leo correspondientes vectores: 

(1.·1, l)i'-

' ' .. 
{~,, O, 211) ~ 1 1 ~0, es un rector aoociado • ¡ 0•1 y 

E(~ 1 )·((k,, O, 21 1) 1 ~.e R). 

. Vl-80/8~ 



Eote ouheopa~io es generado por el ve~tor (1,0,2} y, co.a 

es cloro, dio E(l 1}•1. 

Por& l. 1•1 1•2 

de donde r•Ix 

, .. 
{t,, t 1, zt 1) 'f ~/0, u UD vootor uochdo a- -

1 •). •2 y E(l.,)•E(l 1)·1(k,, t,, 2t 1J 1 1< 1 < Rl. • • • 
f>te •ubeopocío e. ••ner&do por e¡ vector (1,1,2) y •n di•ensl.6n 

•• dla E(l 1)•1 •. 

bJ Conliden•o• otra uansf<>nt&CI6n con uloreo caractetl$tlcos re 

••• 

' 

pHidoo. 

• T:ll • R
0 

la trousfor .. ciCn linul definido por 

··[: • 
' 

;] 
dn(J-11) • 

'· . 
2 ~-). 

' ' -'-

2 •¡,1-9l'•1Sl-7 

••• 

(1< 1 , n,, n,) 'f 1< 1 ~0, es un nctor uochdo a 1. 1•1 

y E(lll·l(t,, a,, n,J 1 t, • Rl. 

En este cuo, dl:a E{l 1)•10Y• qua eo generado por el ve< 

ter (1,1,3). 

o bien z·-~-y 

(k,, t 1, -k,·k 1) 'fk1, t,. no ollbos cúo, os un ves_ 

ter coracterhtico ooodado • 1 1•1 1•1, Y 

•h)•E(¡, )•({); , t , -k -k} 1 k, k t ll}. 
• • • 1 ' • • 

Al>ora h di .. ,.sl6n es doo, pu .. E(l,l 

vectoru indep.,.d!ntes (1,0,-1) y (0,1,-1); 

es &ene,-.do ¡><>r loo 

E(l 1)•E(l )•{k (1,0,-l)•k {D,l,-1}( k, k < Rj 
• • 1 • • 

Teneaoo 10qni ouo coso de vectoreo cuaoterfstlcos linea~ 

•@~•• lndepondientu uociodo• al •lo•o valor coractorlotl~o 1 

(Ya< pl&iu 79). 

EJ .. plo VI.U 

Soo T aquolla quo.tronofor.a'un Yoctor cuolquiero do! e~ 

pacio ou~ll4iano tridlaonoionol en ou st.atrlco respecto ol plono 

P ~uo con•loae ol ojo z p foraa un ~gulo 4• IS" eon el pl~o Z·t, 

-----·-· --~--



ca.o •~ -nu ~n la fliUU: 

Lo i•a1en do un we<:tor cudGuien {o,y,>) 4e R
1 

<e¡¡<ln T 

eo (y,o,s) por lo que la ro¡¡la do corroopondon<:ia o• 

• • ( 1) 

c0.,. el flcU urif!cOT, •• tuta do uno transfor»oci6to 

lUeal, por lo que, paro obtenn la •otrh uoci.U a T en la bue 

baden4o 

T(I,O,O) • (<1,1,0) 

T{O,I,O) • {1,0,0) 

T(O,O,I) • (0,0,1) 

Enlo~c~• lf' 

[: 
' 

:J • • o 
o 

Obtoqaau ahora ••• upa<:io• conctorhtlco• •• " ·• ' o 
doi(M-~1)- ' 

_, o ·•'tl·l)- (1-1)·-· ... '•l-1 

-·······-1·0 
•• •-1 

•• • 1 

••• 1 

o .. o ,_, 
• 

ohienou loo ulores caucterhticos 

n.! duna b.,.oa6neo (11-li)Y•'G", cou >•-1: 

.. o 

' o 

E(l¡-itk,. -k,, O) 1 k, o ll 

y dol oist-• b .. o1hoo (M-U)Y•'G", con l •1 

r: ' _, 
o 



•;-J~v;.'. 
: -''·.· '--{,, 

~ '~: ' 
' 
,., 

oe obtiene el upo~io con~tuhtlcc 

~(~ 1 )•((1<1 , k
1

, 1< 1) 1 k 1 , k, E R), 

_-.. 
• 

Veamo• ohor& la interpretac16n ¡oo.6trica de eoto• re•u! 

tedos: 

El oapacio caracterfstlfo E(l 1), de dt.onsl6n uno, repr~ 

••oto al conjunto de vectores sobro lo recta y••I alojado oo ol pi~ 

no I·Y· Esto• uctore• sohaeote c...,lon ou uotido al aplicar T, 

~1'0 consorTaD '" ... ,.uud y dhecc!O... ~ dodr: 

sento al conjunto de vectoros contenido• en el plo•c P. 

toros no •ufren olteroci6n ol¡uno ol aplicar T. E• dedr: 

T(Y)•i", 

,/ ..... 
' ,-" ''. _. _:.-

. -~ ; · . .::·' : 

" 

" 

" 
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SISTEMAS DE f"CUACIONES LINEALES 
INTROQUCCIOH 

Y MATRICES 
Conold~romos ol ol¡ulonte ejeoplo: 

Uno Industrio fabrico treo tipos de productos (ll .. ~oooleo 

A, 11 y CJ y cuenta coo un total de SO obrer110 que trobajn 1 br. dh 

d ... Eo decir, dioponc de un totol d. 400 horu·boobro al dh. 

Poro fabricar un prcducto del tipo A, oc requieren :o ho-

ros-~o•bu ; paro uno del tipo B, 100 y paro uno del tipo e, 40, 

~ condlcloneo nor.oleo, oo oolston restricciones do oot~ 

rl• prloo ni do oaquinorio y los obreroo ootaD copoclt&doo poro In-

ter,enlr en h fabrlcoc!6u do cud.¡ulou do loo productos. 

So quiere oobor, que contldod de productoo A, B y C puo-

don fobricorso <llori .. onu •"!'loando h totolidod de horu·bi>Jibre 

di oponible. 

Podeoos ontooceo plantear el aGdelo oote••tlco ol¡ulento: 

SI o., x 1y o 1 repreoonton el ntllooro de productoo A, 11 y e 

que 00 hl>rlcan dJari .. ~nte, entonces ¡o~,, 100x 1y 40x, ... tn, el n1! 

•ero d~ horas-ho.l>re e~loodas diarl .. onto en fabricar todos loo 

productos A, 11 y C. 

c.,.o •~ desean o~ loar loo 400 horu-bo.bn dhponibleo, 

loo valoreo do x,, x, y "• d~ben ser talos que 

10x 1 •1Dax,•4D~,·4DD •.•••• (1) 

bpru!onu c-o a~u, rodl>eo el noal>u de ecuaciones 11 

nealu. 

Uno ro•puosta al proble•a podrla sor fabricar 4 productos 

del tipo A, 2 del tipo 11 y l del tipo C, yo que, al sustituir estoo 

EHonoos, • 

e• una •olucidn de la ecuac!Oo (1). 

' ·• ' ' 

'1< 

, .. blh satisfacen la ecuacldo (1), por lo que conot>tuyen ona oo 

lud6n. 
' Generall<ando, la ecuación (1) eo uno expresión del tipo 

o,x,•a,a,• ... ••n•n·b • • • "' 
A los constantes a,, a,, ... , •n •• les llaoa coeflcienteo, 

a b t~r.ino lndependlonte y o x,, x1 , ••. , •n lnc6Knltoo o vo~iableo. 

Ve•o• qu~ In inoCKnitao opareoen todu olovodu o h primen pote!!. 



IV. 1 SHITDIAS 0[ ECUACIONES L!IIEAI.E.S. 

I.OJUiando al eje.plo anterior, suponJUOI i¡uo por r .. .,. 

~•• do dé.ando loo produc~o• 1 y C debeo fobrltorte en cantidades 

ÍJUdeo. 

m 
Ahora el probl .. a cooslne en eacontror uoo soluc!On que 

sothfoga, siaulthe .. enu, la• etuacionu (1) y (J), por lo que· 

las doo oolucloneo que ante• oocootrmoos no •en Gtlles. 

(3) • Ento~ces dlreaos que 

~,·6, x,•2, x 1•2 

es una ooluciOo del •lote•• 

lOx 1 •1 00x1•Ua 1•400} . . . . (') 
Ox 1• x,· x,• O 

el ~•1 consto de 2 ecuaclone• con treo lncOcnltu. 

Definlc!Oo. 

Un oloto•o do ocuaclonos linealeo es un conjunto de ecuo· 

En 1oneral, un oíotn.o de • ecuaciones con n incO¡nl tos, 

definido oobro el c .. po do leo n~erco coaplejoo, oo de la fonoa 

.. , 

•.•• (5) 

dende ";¡ e e sen loo coefoclentes, x1 las lncO¡nitas y b¡ < C loo 

t~na\noo independientes. 

Deflnlci6n. 

·Una "scluc!On dd slsteaa de ecuaciones (5) u un conjunto 

ordenado den valoreo que satisface olaultln~.-.n<• a todoo lao ·~· 

Una foraa de obtener solucionr• 

Tol Yet, lo tfonico fund .. entol paro encontrar loo solucl~ 

neo de un •lote~a de ocuacioneo lineales, sea lo de ell•lnoci6n. El 

procese ccnohte eo ttan<for .. r el siote•a orl,lnol en un nuevo ol!. 

teaa de ecuocloneo que puedo rosolveroe flcilaente. l!l nuevo do· 

tema, deberl tener lao ai•••• solucione• que al or!,lnal Y en aota 

ouo direaoo que 11bos süteau oOn equtulenuo. 

,,, 
Paro obteneT el nuevo olsteaa oe haco uoG do la> oi¡ulen· 

uansfonaocionas, que reciben el noabre de ''Trandoraadoneo -· 

ele .. ntales" ' constnen en: , .... 
" [nterc .. blu ... •~adcneo. 
" Mtlltlpllcor ••• • .,..oci611 ~· -nbero "' 
" Multiplicar ••• ocuodOn , .. •• niblero '" ' IUII&r Ol 

rosultodo a otra ecuac16n ,,, sioteao. 



slstn.o oon oqu!Yolentes. 

oultu lo TOferondo 1 poJ. 414 pou una demootuc!On. 

p 1 o: 

Pode11<>0 llunar lo tfcnlco acdiute ol ol¡ubnte ~J••· 

E¡emplo IV.l. 

zx,•zx,-~ 

., .z., ··, •1 

·x,•x,•5x, •la 

>i interco.blomoo loo dos priaerao ecuoclonoo (con el objeto de que 

o, opore•co en lo prloero ecuoc!On) obtoneooo 

X ·ZI •o •1 ' . . 
Zx •h •6 • • 

-• •x •So •10 
. ' . . 

oi '""o.o• lo prlono eettoci6o o lo terceTo obuo ... oo 

x1 -211 ••, •1 

21, • zx, •6 

0-x •h •11 • • 

h-. •h, •6 

o•h -u • 

1 1 ouooaoo el ruuludo 

' 

x 1 -b 1 •x 0 ~1 

x1 •x 1•l 

.,.z 
D~ lo '~'coro o<UO<I~o ¡,.,edhtuoo~to veooo quo 

Fi~~.alo~nte, ol ouultuh en U pTbeu ecuociOo oe en 

cuentro quo x 1•1, por le qu~ lo solución del sloteao oo 

Ahora biu, hay •iueou do ecuocionn que odooiten oh de 

uno ooluc!On; un ejemplo lo tenemoo en el olote .. 

%Ox 1•100x 1•40o,•400}.. (t) 

h,• ••.••• o 

que ooploa.cs CaoG Introducción. 

nodo u 

~.-1 .,.u 
u otro solución. A uto tipo de >hte10a0, que tienen •.h de uno 

solud6n, u leo llua lndete,.inodoo. 

T~lfn ~•1 >loteooo ~ue no adolten salucl6n. 

plo, resulto evidente que el o loto•• 

Por •l•!. 

110 tiue oolud6o, puesto que no eoioten dos olllaeroo cuyo >U>IO ••• 

lylah~u. 

""' 



fa ¡e~ero), de acuerdo con lo exlstenclo r tipos de solu· 

cl6n, loo slotoau ·de ecuadonu' lineo! .. se cluiflc.., n: 

Ca.patiblu 

(tle10en ooluc16n) 

lnca.poUblu 

(no tienen solucl6n) 

{ 
ou~ ... loadoo 
(uno solucl6nl 

lnd•unoinodos 
{eh de uno oolucl6n) 

~•s adelanto, 1 con ayuda do otros conceptos ~ue trotare• 

aoo, po<lre-.o• doteT'IIInot si UD siste•o tiell<! soluc16o o"" h tiene, 

1 si eoto eo áolca o no lo es. 

.. , 

'15 
IV. 2 MATIIICES. • 

secci6n precedente, puede servir coao una lntroduccl6n 10oturol o¡ 

concepto de ••trio. En el procooo de conotruccl6n do un olsteao 

equivalente, puede advertir•• qua no e> necooorlo oocrlbir lo> ln­

c6¡nito> o,, o,, ••• , t
0

, yo que reol~ente o6lo se opero con loo -

coeficientes •tj 1 con loo tfTlllinos lrulependlontos b¡• 

SI anali:aaos el ojomplo IV.l, vemos que el •lsteao 

2x,•2x,•6 

x,·n,•x,-1 
-x,•x,•sx,•tD 

quedo ca.phtdente det~ .. inodo ··d co...,cu el ulor y h potld6n 

Esta 

lnfor•aci~n •e puede presontor conveoienteaonte en ol •l¡uionto -

u reglo 

"' 
al cual se le llaaa MATlH. 

Esto orretlo en portlcular, consto de IZ ol.-entoo (nO.! 

roo) dlopuootoo en l ren¡lonoo 1 ' coluanas, por lo que dire-G• quo 

la aatrlz oo do orden '"'· 

-·· 
• 



DeHniclftn. 

Una ••t~l• de o~den ~n sob~o e¡ campo de los na.e~OI · 

... . , . ••• ... ... . .. ••• ... '" . . . 
• •• ••• ·-

ene • renclone> 1 " col.,.,.o.s, donde lo> ';¡ < C 5e ll .. oo suo de. 

•entoo. 

culo> 1 o sus ele .. ntos con letras 'lnfisculos. 

h utriz (7) puede e><pusarse coao 

A•(olj) dond.o i•l,l, ••• ,a '1 j•l,Z, ... , 11 

Los sublndices 1, j Indican, rospectiv ... nto, el r.ncl6n 

'1 lo coluana en que se encuentra el el..ento "ij' As! por ojea· 

plo, o,, represento al eleaento que so encuentro en el ooaundo ro~ 

¡16n 1 tercera eo!woaa do lo ••tri• A. 

DO<Io la i-.port&ncia do lo posicl6n que ¡uoUu los do·• 

aentos en el arreglo, deciaos que doo .. trices oon l¡uoles si oon 

dd a;,.o oTden '1 sus ele .. ntcs correopondlentes son 11ualu. A 

esto obedece lo SIJUiente 

Defhieiftn. , . 

toncos: 

T l,j 

llaciendo nfuench nuev .. onte ol ej-lo IV. 1, podeaoo 

efectuar con los ren¡l~• de la aotrlz (6) t~a&sforaoclonos tqUI· 

"' 
volonteo o los efoctuodoo Coll Loo ocuochneo do! ohu ... 

,. 

.,. 

"u· 

"¡u• 

11
1v" 

El procuo oorf.• ontoncu el que •• lluotn o conUnuoc\6n 

[.: ·: : .:] . ... 

[.: ·: : .:] 
[: 

. ' ,:] ' ' 

. ' • 

[ : _, 

.:] ' ' • ' 

•' -z 

,., 

h .. oo intorcub\ado loo <loo pr••~· 

reo un¡Icceo. 

~noo suaodo " prloer ren¡l6n oJ 

urcor<> • 

aultlpllcondo ol oerundo renE16n 

~· l· •• heeos '"""do ol urcuo 

boaos dlw\d\do el soaundo y tercer 

renal6n entro Z y 7 nope<t\v...,~-

" 

•• un .. trh Ucd...,odo. · f1l ¡nor~L, '"'" utrh es uc~luodo o! 

ol Prl-r ol ... Dto diHIUo de <aro .S. codo uo¡lGa, u t.¡u~l o 1 1 

el ndaero do eoroo sntorloros o dicho olo .. nto ou.ento do ren1l6n o 

IV·l2¡U 



ren110n. 

.. ¡¡ ' •• 
o 

' o 
o 
o 

' 
' o 
o 

• 
' 
' o 

•atrh M, pon oi>Unu finol.Joonte la utri1 MIV, se llaun ••uan!_ 

fc .. ocionu elonntolu por rn¡lOn" y en-e ~ • ..,. whto, puodon -

•er ~e tras típoo: 

" 
" 

MuHípll<oc16n de un NnJI6n por un nliloero k~O. 

Multlplicacl6n de ~ ren116n por un nDaoro ~~O y su-

.. 4ol resulta~n o otro ron¡!On do lo aotrlz. 

Utlllundn lu uonsfo,....cionos ele-J>Ulo• por T<DC~6n, 

os posible uusfOI'liiU cualquier ~tril en uu ••tri< ucdonodo. 

DertnidOn. 

lllr-• l¡ue dos aatrlcu son O'qllÍnlontu, si cudquhra 

do •llos puodo obtenerse a partir de lo otro efectuando un nGmero 

finito de tranofo.-oclones ole-.ntales pnr ren¡IOn. 

Mil, M¡n r MIV son eqolvolontu. 

2je.¡olo IV. 2 

IY-14/15 

' • ' • ., 
• 1 • 16 ·• 

1 ·l ' 1 

. 1 - t - l ' ' • 

'17 
tran•fonoar o lo ••trit A en uno aotti: oocolanodo equivalente ut! 

litando transforaoclonoo ele•ontol•o por roa,lOn. 

SoludOn: 

lliwldiondc ontre-Z el pri.er 

ren¡IOn óe A obton..os 

• 
Mllltipl\corulo por -~ el pri· 

oer rena16n y su.ondo ol 2c. 

ren¡l6n de A¡ obtoneoao 

Hllltipllcondo por -3 el prt· 

..r ren¡I6n y oa.ab~ ol 3or. 

ren1ldn de A
11 

obtoneeoo 

""ltipUcandn por ·1 •1 pri· 

••r ren¡IOn 1 •"-"ando ol Oo. 

ren110n de A111 ol>tene•o• 

lntorc~lando el serundo r•~ 

116n COn el cuorto ron¡16n de 

A1v obten•-• 

,,. 

A¡v· 

' ' . -' 
41416-~ 

J .J ~ 1 1 

_, 
' ' ' • 

2 1 • ·1 

D D D O 

l • J ' • 

' -' ' ' ' 

o 

' • 
' ' 

. _, 
o o 

o -· 
' -' 

o o 
6 ·11 

' ' ' 

o 

• 
' 

' ' . -' 
o o o 
o -0 

o _, 

' ' ' ... 
o o 

• 
' . _, 

' 
o -· 

6 •11 • 
• o o o o 



lloltipltc..,.@ por -5 d 101"!!_ 

o4o n"'l&!. 7 ouaaadc> d tu-

TUJIGII 40 A., 

- ~-~-~ 

Dhl4ieqo4o u tu 
_, ., ••run-

4o ,..,.11Ga .. .., <Jbtu .... o 

Dlrl4i~DdO ~ntre 
_, ., ur-

'"' ren¡IGn de "v¡¡obteneooo 

..,,. 

Ay¡¡• 

"vnt" 

' . _, 
• • 

. _, 
l -11 -, ' 
• D -11 

• • • • • 
' ' ' • _, 
• ' " ' -, .. -, 
• • " D -ti 

" " " " • 

' • _, 

" ' ' " ' -, .. -, 
" " • " 
" " • " " 

La ,.._Hh "vtu .. ..... aatrh escolonallo . 

- - - - - - - - -- - - - - - -

...... U eotudiuU inunudo en nbu ob acerco de esto, PU!. 

de co11oultor le ,..foroacio l P•l· 101, ~• ••• que hoyo to .. IDodo 

ol copltulo. 
' 

- - - . 

'lt 

Si uonofo.-...oo uno .. Hh ~ u """ aatria 

ol nt.er~ de r<Oiloneo de ¡o :atrir 1 con ol aenoo a= ol ... Dto 

tinto de cero oe lla.o RANGO DE ~ ~TIIt ~y 10 represento con 

R (A) • utrh J. 

con uta ••• 

Ay¡¡¡ del ejemplo IV.l 1011 todoo de r..,IO 3 • 

El concepto de ranao do uno oatrir, jU&JO un popo! ouy -

l1o¡>crt.,.U on lo uorio do sine••• do ocuadonu li,..alu qu~ .-e-

IV-16/17 



¡y .l. Paowcro n¡; lo!.O.Tli:ICU. 

Con.oibuaoo nuovuoeDto ol sisteao 

20s1 •IDDI1 •~0I 0 • 400} . . . . . { ~) 
ox,• •,· x,• o 

po<le•os fonu ho anricu 

'"J _, '" 

donde IL...oo reunido loo coeHeieJL<es(en A),lu lnc6pltu (en i) y 

loo tl,..hoo ln~epol>dieatu (on 6) "-"" opuocon en el olst .. o. 

(4) COa<) 

'" 
slo"''re y ""udo ~ .. os """ deflnid6n a4.otua4o pon el producto .. _ 

Lo .. trü producu ~. debo ser do orden 2Il poro poder 

ostoblecer lo i¡ualdod eon D. Aduts,-por l¡ualdod de nnlceo, 

Soboocs que lo iruoldad entre ootricoo 

[l0x 1 •10DI1 •~D•,j • ['","] 
Dx1• x,- x, 

oe ootlsfoce si 1 sOlo ol 

:Ox, •1 oox, •40x, •400 

ox,• •,- x0•D 

que son preeisoaonte loo condicionas que ostoblece el sls 

teoo (4). Por Unto 

1\1-18(19 

[ 
nx,•100x1•40x,J 

A'i:• 
Ox 1• x,- s, 

A lo ootri• ~ expresado en (9) 

to do las utrlces A y i" (en no ordn). 

lo lloaorooos del produ~ 

Ye&eos eooo puado obto 

neroe ,. aatrh Ai, • ponh '• ,., •otricu A 1 i: 

El pri..,r oleoonto ~ .. • •• ifUal .,. ·-· •• , .. produs;. ... •• ••• elcoentoo ••• prl•er ren1l6n de • '"' ... eleiCntos •• h 

dnico coluaoa de ·- En fo..._ uquo•lUU1 

1 rr r::J-... :~L ...... 
[zo 100 u] 

ductoo de los ale .. ntas del se¡uDdo ren¡l6n do A por los ele•ontoo 

de lo 6aico colu.no de ~-

En foroa oiollor, obt0111..0s ol producto de los aatricu 

[ '•] . .. •• 
•• r· .. 

L· .. . .. ... '•] ... ' •• 

con el objeto do eotobleeer uao deflnicldn IODoral. 

El producto oort lo •atrio 



All· r·· · "· . ·• .. "" ·•· . "· .1 l•o L bl L +a.,b., •a,.b, J 
dondo obun..,oo q~o: 

lo,) fl ol .. ~nto que oe encoeotra eo o! pri•er reni!6~ 

prl•ora ~olwona de la ••tri• producto, es la su.a: 

• a11 b 11 •a11 b 11 •a11b,.· I a11b~ 1 ·-' 
2o.) El ete .. oto que •• oncuentn eo el u¡undo rengl6n 

priura colW1111a <lo !. aotrh producto, n lo ,......_, 

a,,b 11 •a.,b, 1•a.,b.,• • 
' ·-· GoneraliTaodc, ol <le~ento que oe encuentra en el ron¡l6n 

l. colW1111o j, do ona .. tri& produno AS, u lo tULO: 

• 
' ·-· donde n oo el n4.ero da columnas de lo aatri1 A 7 el n~ero de re~ 

¡lonoo da lo aurh e, que deba•• OH el ah.., pon que pueda efe!O 

tuoroo el producto. 

llefinlcl6n. 

Sean: ·- (aij ) ( ¡ •1 • '· . . . . • • J •1 • '· . ... "' ' • {b¡ j) (1•1 • '· ... ' " • j •1 • '· .... " ... aurlcu •• orden uo ' ... reopectiv..,onte. 

El producto Al •• una aatri• ·-.. ,_ 
(Cij) (1•1 ' '· ....• 7 j•l, '· . ... ,, 

da ordn. ... ""'"" ole•ntoo eotln dados por 

" C¡j• [ ·-' •¡tb¡,j 

.. trien 

·-[' 
~· l· 

_, 
• 

••• .. ... .... .;. "' orden 

ent~ncn, 

e" • 2-P•l• -· e,.· O·l+J• • 
e ,.• -4•0·4• ~· ... • 2-l-l• -· e"· ·1•12·1· " .... 0•4-l• ' .... l•0•4 -• 
< •• --1 •4•1· • 
" .. ui• pro<l~cto 

F•, ~B· ~ • -· • 

··[; _, ... '" ... 

.. 

• 
_, 

_, 
• 
• ;] ... 

Ob•lrve•e q~c ol ole•ento que oe encuentra en ol ron¡l6n 

1 columna j de la ••tri• producto Al, se obtiene ofectuaodo o! pr~ 

dueto escalar del ron¡l6n i do ~ por lo col~o j de B . 

Por ejemplo, el olo~ento c 11 ••·•1 producto 

ofectuor el producto AB s6Io ou&ndo ol nO..ro do coluanoo do A •• 



.. trices A 1 1 soa coafonoablos para la ~ltlpltcaclea. 

Ea JODOT&l, la aultipUcaclea ,¡, las .. tr!c .. 110 es coa-

Incluso, n .uchu ocuiolles u Uoae ~uo dos ... tdcu 

A r 1 soa conforwabloo poro •ultiplicarse oo eoe orden (es decl~ . 

puede obt.,.euo el producto Al), olentrao que no soo confonoallln 

pou •lttplicar .. u el or<le10 c:<mtrarlo {oo puede obteurn el ·· 

proolucto U.). Por tol aotlwo, es oecasario precisar ol ordeo en 

que las ••trices oe roll a •ultlpllcar. Para el cooo del producto 

Al, dlreooa que A prooultlplico 1 1, o bien que B postoultlplíca a 

• 

obteuer: 

Soluciea: 

Ejeoplo IV. 4. 

Dado los aotricu 

·- [; :] • ·-
•l " 
" " <) " 
" ~ 

a) U· r: :1 

[" "'] ' _, ,_ [: ;] 

ro·'] [' -•] 
3 ·1 ll -7 

{Los oatrtcu 1 1 S S<m do ordeo ~~~. por lo que lu ll,! 

... r...,o .. trtcu cuUrd.u 1 dlre-• si_,}_,.,. que s<m do ordoa 

' ) 

IV-22/23 

:;¡ 

b) Sk• [" "'] [' . '] 3 -, 3 • 

Ea eote caso, pUdieroo obteoorse tanto el producto RS •2 

ao el producto SR, debido a quo ~os ootriceo ooa cuadradas y del 

n6, o! producto de .. trices "" es woa opeud6n co....,tetln. 

e) TS• 

d) ST• 

r: n ¡: ::J -r: ::J 
r: ;] [" ., l ' 3 -, 

ao so puede 

dectuu, yo que el lOOM ro de coluona• de S (l) os diferente del -

EJ. OtUS pal&bUI 0 S 1 T DO IOD •• 

~on!onoableo poro lo ault1plicacl6u. 

Obo~rve<e que, ounque pudo obteneroe ol producto TS, no 

fuf poolble ob,.ner ST, lo cual reoalto h loportndo do eopocif!. 

cor clor.-ente el orden en que oe dooeo aultlpllcar dos •otrlceo. 

Deflnid6n. 

SI uno ootri• A eo de orden uxn, dlreaoo quo A os una ·~ 

tri: cuodrodo de orden n. 

Ej.,.plo IV. $. 

Paro los oatrlceo 

11• [-!, ,, 1] ,_ [~:: .: 
•t 1o5 

-' l 
P:, 



eocontr&? loo Yalo<Oo de 0 ,a, p 21 , P,, de tal for11o que u ver! f.!,_ 

que lo i~Ualdad 

Mil - p· 

Soluc16n: 

[ : ' :] ~- ~· 
~· ' 

••• otra porte, ··- lrn•P, 

¡~: ' :] [ ••• ' "'] 
i •o•l 0•1 -1 

~· • ~· 
p' : 

' -~ ' '" ~ 

~· ' ~• ,., 1 •6•1 !:..JI. 
p,•l 

Toorno IV. 1 

•• asociativo. 

llnoo•uac\Oa. 

Sean A•(o¡jlR><n' l•(bjklu~ y C•{chlpaq tres aatr\cu 

cualesquien de ordn_a>n, ~. paq reopectlnaente. 

(AB) e • A (BC) 

De lo deflnicl6n de producto: 

• Al• ( t o b ) 
j•l IJ jk mxp 

donde los [odlcos llbru oon .l•l,Z,,,,,• y k•l,Z,. • .,p, y lo11atrlt 

(Leo !Dd!ceo libreo oon loo que indicall el ren· 

Aplicando ohora lo def\oici6o de producto a la$ ••triceo 

(AB) 0,p Y ep:<q' 

(AB)e• ' ( ' .. ' • 
" j.' . ., 

•mltlpl!condo eh por codo uno do lu s""u dol parfntesh, obten~ 

' (AI)C• ( t .. , • 
CJ!1 "iJ bJk 'krll,.,q 

donde loo [nd\cu libreo ooo l•l,Z, .... • y r•1,2, ... ,q y lo •otrh 

e• de orden axq. 

fn forwa anllo¡o obteno•os: 

• A(IC)• ( I 
j•l ' " .. ' 

Dado que el orden de lo su.o •• orbittot!O, 

¡ .. ' • 
' j.' 

Por lo tanto queda doaootrado que 

(AB)C• A(!C) 

se recoolendo al estudiante consultar el optndlco 1 de lo 

reforenc!o 3 paro obtener habilidad en el •anejo y comprenoi6n de 

lo• •!•bolos de t(ou.a) y ti (doble suaa), y hacer lo do.oo~rac16o 

co•pleta de oote teor ... paro ol coso particular do las .. trlc•• 

cuodradoo de orden dos • 

Ejemplo IV. 6. 

varihcar la propado.d oooclotho paro. el producto, con 

lu 11otdcu. 



[ : :] ¡-; o 

: J [ ' ¡] ·- ·- ,. 
' ' ' 

Solucl~n. Debnoo verificar '"' 
{AB)C•A(BC) 

.u·[·I 
(AB)C• [ ' 

' 
l'or otro lodo: 

{BC)• ¡-; : J ¡: ;] . [:... ~: J 
o 

A[BC)• 
[
-' o J 
1-li ~í· 

• 

por lo quo 

(AB)C•A{IC) 

Natril Identidad. 

SI con 1 .. 10atricu 

¡: o :] ..¡: :] ,. 
' o _, 

doctu .. oo el producto " YhOO que 

... [: :] •• 

53 
Si con lo ,.¡ ..... uh 1 efect ... .oo ol producto lA, domdo A u uno 

••triz con l ren¡lones 1 cualquier nQaero de eoluanos, obteneaoo -

olenpre que IA•A. A la llUrh 1 le u .. .,.os •onh Identidad <le 

orden 3 y lo represent.,.os oediante 11• 

' . • 

' o 
o 

o 

o 

o 

o 

o 
o 

o 

o 
o 
o 

' 
lo lla .. re.os .. rriz Identidad de orden n. 

si 1 ~ J 

o o IV,l 

Poro t~o ••trit A de orden .xn oe tiene que: 

Oemostracl6n 

' 
De lo de!lnlci6n de producto: 

• r,..o.. e _I &tJ'Jtl.,., 
'.' 

donde loo [ndlcos libres oon i•l,l, ••• ,o y k•1,2,,,,,n, 



doodo ahon, loo Jndicu libreo so11 j•l,l, •. _.,• y k•l,Z, ••. ,n. 

Co.o 'JJ•l Yj, 

Ccao J u 1m Jndice libre 

Motrices ol .. ontoleo. 

El reoulto<lo <le efectuar"" n-ro flnit<> do tnnofor .. cl!!_ 

oes olo.oetoloo por reo¡ldn a uno aotrlt A ~ orden .. ,, puedo obt~ 

nerso t .. bJ~n si prooultiplicomoo A pot uno cierta aotrlt cuadrado -

do or<loo a. 

Poro oootror lo OAtetior, conoi<loreooo por separado codo 

un do loo aoo trOAifor .. clonoo dellntolOO por ren¡16n. 

1) lourcolllllo de roorlooeo. 

"'"el interc.uobio do ouo reD¡lon .. 1 y j. 

oo! obtenida .. trH l. 

Sí por otro lado, totl&aOS lo aotrh identidad de orden • 

(!•) o interc .. bi .. oo suo ren¡lonu 1 y j, obtondreocs uno nuou •.! 

trlt que uoa07....,, ¡!I,Jl. 

Si ohoro efoetu .. oo el producto ¡~i,J) A, oe obtieoo la -

.. trtt l. 

!jaoplo IV. 1. 

Seo A• U :] 
lntorcoabi..,O> "ou> ren¡Ionn 1 y l pon obtener lo .. u!z 

.. [: :] 
Por otro lado, con>lderoooo lo ootr!t 

···[: : ~] 
e lntuc .. b!uoo "" renglonos 1 y 3 para obtener 

• 
' , 

Efectuando el producto tenemos: 

¡:'•')A• [~ : :] [.~ ~ ~ [: -~ 
veaos entoncoo que, I!'•') A eo igual o B. 

l) Multlpllcocl~• de un ron¡l~n por un ndoero oto. 

Supon¡oooo qua tonea<>o uno aotrlz A de ou y que aultipli_ 

coooo su roo¡l6o 1 por ol eocolor ~~o. 

obtenido ••tri~ 1. 

SI por otr<> lodo, too..,oo la .. ull Identidad do orden • 

o {1
0

) y auHiPtlcuoo"ou nn¡l6n" 1 p<>r el escolar HO obtoodnool 

una OUOYO aoatz que llooornoo J•t.(ll.· 

Si abou efoctu .. oo el producto I!(llA, •• oHlone lo •• 



trh J. 

Jja.plo IV. 1. 

•. r, 

"' 

' 
" 
' 
" 

•.· [: :] 

;,] 

.:] 

y ... nJpU~uuao ou oo~da naJlOn par 3 poro obunor 

l:(o). [: :] 

Efectuando ., pro<lucto \ (• l.o., obtonoaos' 

~ .(•) .... - [: :] [: ' ,;] ¡,: • 
" ·-· ononcu que, ( {•l.o. .. tpd • •• 

' .:] " 

3) Nmltiplicacl~o ~ un ronal~ por nn nn.ero k~O, ou.ando el ro· 

oultado a otro ren1l~n 4iforento. 

SUpon!oao• quo ton .. os uno ootrit A do ~n on lo que •ul 

tlplieaaos on r••t16n i por ol oocalor kiO y ol rooultado lo su.o· 

aoo ol rea,l&a J~i. Ll-o o la .. trll ul obtnldo, .. uh 1. 

SI por otro lado, t.....ao lo notrlo identidad do ordo. · 

• (10), -1UpUcoaoo su ro.Jldn 1 por el escalar kiO y ol ruult!. 

do lo ou. .. oo al renal~ j, obtondroaoo uno nuooo notrl• qua 11 .. ! 

5s 
.. .... ~(t,Jl. 

SI ohora efectu...,o el producto ¡,!(l,j)A, u obtiono la 

• 

... ··[ ¡ u 

'" otro lado consldoruoo .. oatrh 

' .. [ ' • • 
~] • ' • • • ' • • • 

oultlplicondo "' prl••• un¡ldn ... 1 y aunando ol cuarta ronal~n 

obunooos 

u 
• • 

¡] ,•(',•) ' • • • • ' • • 
Uoctuondo ol pr<><lucto 

[' • • 
'(' •) o ' • 1, • .... o • ' 

' • • 



Ddiaid~n. 

~ t .... ,~iu• ¡(i,J) ¡k(l) ¡k(1,j)oe 1 .. u .. o ut~lcu . ' . ' . 
cleaontoles correspondientes o los transfonoociones eleoentoleo 1, 

Z, l, uopectiYueote. 

llevado o cabo pr .. ultlpllc.,do, lo 1oat~i1 dado, por t. uult el!. 

ao:nul. 

Eje!lp!O IV. 10. 

Hollar io .. ,,¡, P, de ordon 3, tal que t~onsforae o lo 

aotrh A en uno ootrh 05cdonod.o (es decir, que el producto PAseo 

uao ootrl• oseolcnodo). 

[; ' -: l ·- • 
' ' Soluden. 

En lo Slfulente tabla aparece uno oocuonclo de tronsfOn&! 

claaos ol .. entolos que tronofonoa o lo ootri• A en uno oatrlt e&C!. 

loaado, loo corrospondlenteo •••~ices oleaentoles y ol resultodc -

do ofectuu eouo triUI.ofonoodOneo ool!n A. 

----

Tronsfcn.ocl6n. 

lntercublo de los ron· 
11on .. 1 y l 

1!\tltlpl\cocien del prl· 
~•• .ren~l6n ~or 2 

Nultlpllcocl8n del ren· 

cien 1 ~· ·l y ou•or ol 
ren,l6n l. 

Multlpllcoct6n del ren· 

11en l por ~y ouUT 

al .-en¡lCn l. 

Mili tlpl icocl Cn ••• nn· 

1l6n l por . ~ 

' • 
• 
• 
' • 
• 
' • 
• 

"' -,--

: l ¡: ,j :] 

: l z r o 

' " 
' • 
• 

[: : :] o o '-k 

[: " :] 
o o-~ 

• 
" 
• 

( .. u!• 
etoolo· 
nodo) 

El .tsao resultada que u obtiene ol opllcu lo oocuencio 

do tronsfonue;onOs, puede obuneru pre,.ultiplicondo por ho rn­

poctivas •otrlces elementalos. 

Efectuando esto• producto• con lo ••cuencio que ~orco lo 

tablo y dodo quo lo •ultlpllcoci~n es osoclotl•o, pode~oo •••~lb ir: 



Motf;., 
escol6~ 

Lo motriz P buoeado, .. ri el· produc~o de 1 .. clDco utri· 

Si~ o.bar¡o, poro obtener lo ootriz P no os necesario .U! 

oh&o oecuoncio de tronsfor.,.cionos oleOlentolu sobre lo ootrh 1 -

{refereodo 1: pog. 'S2). 

Lo• oiguiontoo tronsfonoaciones oobro 1 conducen a lo oo­

triz P (loo tron>for•ocloneo son los de lo toblo). 

t : :J.r: . :J.r: : :].¡: : :1. r: : :]{: : : ]·· 
~ o 1 ~ o 1 ~ o 1 o_, 1J ~-· 1 ffirit ih 

llno sHuocl.M lnterooonto, •• pruenu en ol uso do lu 

ootricoo cuodrodoo do ordon n cuyo ran¡o oo taobl~n n, los cuales 

puoden tranofonooru en lo ootrh Identidad 1
0

• 

btu ootrlteo oou oquhahmtoo o WI.O .. nll oscoloud.o 

"- h fonoo 

IV·:M¡l5 

. . ,. ... 
• • " • • ' • .. 
• • • • 
• • • • 

donde todo• los eleaentoo "li Ulu que l•j (o los que oe lh11o ele 

E> dedr, 

o, ,•o, ,•o, ••... ·a, .. ·l. 
Hostrore~o• ohoro que, uno motrh do euo tipo, .e puede 

trono!onoor en uno ootrlz identidad In oed!an<o uno secuencio do -

tronsforoaciones eleoentoles. 

~n efecto, si o1 UUoo ren1l6n de lo oatrl> (10) 1<> ou! 

Uplic...,.os por•o 10 y lo SUJIOliiOS ol prime< ren¡l6n, lue¡o lo multl­

pllcooo• por ·•,n y lo ou.aoos •1 ~e1undo ren¡l6n, etc., obtonemos 

lo ootrh. ... ... • • ' 'n-' 

• • • ' ,n- ' • " • • • ••••• o 
. . 
. 

• • • ' • 
• • • • 

" ahora, " pen!l.ltioo ren¡16n de esto nueu ootrh ,, 
oultlpllcaoo• '" •• , ,n-I ' 1<> ......... " pri_..,. re11.¡l6n, luo¡o ,. 
multlpllciUlOS '" -•,,n- 1Y lo suooao• " S<lund.o roa¡¡;16n, et<. ' ., 
tene..,s 



Ootrh 

en uno 

' . ' • ' • 
• • .. • 

• 
• 

• • 

.,. ... 
• 

• 
• 

. .. 

• 
• 

• • 
• • 
• • 

• . ' 
Al fino! d~ oote proceoo oe obtoodrl lo ootrlz ldontldod 

Eje.plo IV • ... 
u .. ndo tranoforooocloneo et ... enules, tronsfonooreoos lo 

ucd6n 

r: 
' . ' 

~] • • ' 
• • 

ntrh Identidad: 

' . ' • ' . ' • ' . ' • ' • • 
,. • • • 

• • • .. • • • • ' • • "' .. • • • 
• • ' • • ' ' • • • • • • • • ' • ' ' ' • • • .. • • • • • • • ' • • • 

hu procedioleoto puedo aplicarse o cualquier ootrlz •• 

- - - - - - - - - - - - - - -

podrl nunca trondonooru en uno ootrlz Identidad. EHo u debo· 

dn\CUIOOlO CU05. 

.. ... en uno .. trlz Uootldod (yo que hu eo uno murh cuadrado). 

llotrlz lnYUU. 

Con lo que ~oaos Yisto ~oooo ohoro. oobeaoo que ot oe tie 

ne uno ootriz cuadrado A de ordon n y ron'o o, eo PO>ible (oedloDte 

ooo oorlo de tronotor.oolonos eleoentoleo) tronsforooorlo prloero en 

uno ootrlz e>colauodo y lUOJO on lo ootrlz ldeotidod ln-

Taab!En oo viO .otorlonoento, qua ol efocto de uoo >uce­

oi6n finito do tronoforooadones olemenul .. oobt-e cualquier oaHh 

A, puede obtnene pr<Ooultlplicondo A por uno cierto motri> P. Por 

la que, el efoc~a de U>da la ucueoclo do troufanooclane• utilizados 

poro llevar 1& utrh A o h aotrh 10 , so puode obtener preoultlpi!_ 

cando A par uoo cler~a oo~rl• P. 

Teorema IV. 5 • 

Si A e• una .. trJz cuadrado de or411n n 7 ron¡o n, uiHe 

uno •atril P tal quo 

bien coo 

aunque lo aultlplicaciOn de aatriceo no ooo ~~oti••· 

Puetto quo lo _.atril In• eo el ol-nto lotfnticc poro lo 

{1) Bl uUtdluto pu.<le obtonor uoa u ... otroc14n, a puUr do lo de 
o.ostrocl6a del uoroto 10·"'' do la rofen..,_¡a 1 {P•I•· 4H 1 
4S5)-



oultipli~ocl&n en el conj~oto d< la$ ••trlceo cuodrodeo de orden n, 

resulta adecuado lo ol¡utento 

Definlci&n. 

SI A 1 P •on dos .. trlcco cuadrado• de orden n toles qu0 

PA·.oJI•In 

a lo .. trlt P le lta .. remos matrh >nVeuo de A. 

SI uno .. trlt A tiene lnveno, dunoo que •• no ohJU· 

lar Y o •u lnvern la npreuntar .. os con A"'. S.. puede d .. ootar 

que la invoroo A" 1de uno •atrtz A •• nnico y Íaabl'n que (rcferen-

clo 1 pa1. OU) el producto de dos .. ulceo "no sln¡uluu •• uno •• 
tri% no >in¡ulor. 

D~do qua uno •atril cuadrada de orden n y ronco oeoor qua 

D no puede tronsforoaroe en una •otrlz Identidad, no •~lote ninlu­

no aatrh P tal que 

PA • ¡
0 

En conoecuench;- nuo .. trlcu no tienen inYona. A lu 

aotricos qua no tiene~ lnvono lu Uu~re•os •U rices oln¡ulues. 

Con los concepto• troudoo hu u ahora, ol utudlonto de 

SI A u una ••tri• do orden un, ""lote ou invena A- 1 ~¡ 

y solo Ji 

f:jo.¡¡lo IV. 11. 

lnnst111>0 •1 lo Ollulento aotrh tino lavono 

·• ' o 

' 
_, ' ' ' •• • ' o 

' o • 
' Soluci6n 

Voaos • tranofo .. or A on una ntrll eoeal6n 

' . ' ' o ' 
_, 

' o ' 
., 

' o _, 
' o 

' . ' ' o '·Y o ' " o " ' ' ·-, ' . .., • • • • ' o • ' ' o o '" 
., o o '" ., o 

' o • ' o • ' ' o • o • " ' ' ' 
.,. 

., 
' o ' 

., 
' o ' 

., 
' o . ' ' o 

o 1·#- ' o 1-~ ' o ' " ' o ' " ' ' ' 
.,. 

' 
.,. 

' • • • • • o 1 o -11 o o o o _, o o o _, o o o 
o ·-~ ' o ·-~ ' o o o ' o o o ' ' ' _, 

' o 
o 1-~ ' ' • 
o o o ' • • • • 

Y .. OO ••• ,. ntrh eocolonoda tiene tres tonllODOS diferentes •• 
cero, •• consecuencia R(A}•). Entonces, ... <IDO Utrh sl....,lar , .. nisto A"'¡. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 
Pau obto11<1T ,. •atril lavuto ~ -· onr11 •• stnrutu. 

bon•~• uoo 6el oipionte tooTeaa. 



Teore .. IV. 5. 

•i oplicoooo a I, lo ohoo secuencio de tnnsforaocionoo oleoont! 

loo por un,l&o que •• ut!Hun pon troosfona., lo ootrh A on • 

h ootrit l. 

Sobeooo que pod .. o• trondonoor lo 01otrh A on 1 Dodhn· 

Ent<>ncu, 

uhto uno ..,cuenclo do .. uicu eleonuh• E,, '•• ' ' ••• , •·•' k 

talo• quo 

. ' 
o! n .. ...,, P d producto de )oo ootricu eleoentoleo 

P• Ek;.., ... E1E, 

podeaoo oocrlb!r 

PA• 1 

~~ decir; P e o la invoru dO A. 

C<>oo I el ol ldfntic<> paro el producto 

P• PI 

lo cual 1101 indica que p oe obtlooe a ponlr do I, efectuando u 

e>rd.n lu tronsfonooclonoo e}eontolel que corrospondeft a E,, E,, 

Ejeoplo IV. U. 

•• aflroatlvo ballorlo. 

•· 
Solución: 

' -' 

bO 

Aplicarnos el proceoo de.orito en el toor .. o IV.\. to 

prloero coluano de la oigulente toblo, doocrlbo lo •ecuenclo do • 

tunofonnoctonos ole~entoles pOT renglón, uhlhodo poro tronofo!: 

oor h ootrh A u lo o.otrh 1. 

foroocioneo. 

7 oe¡undo renglone• 

Suoa del prl~er ron¡l6n 

Multlplicaci6n del U8U~ 

t16n al urcorc 

IV~/41 



• • 

[: : :] [j ¡¡] 
nh escalonado. Veaos que el ron¡o eo ~ e IJuol al orden de lo 

&anit, por lo Unto la aauh A Heno inYOuo. 

Cont!Duuodo .. procuo: 

Ml.lltipllcocl6n '" totCeT • • 
n~~cl&n por -1 ' OUIIU Ol 

[: 
_, 

:] [i 
' 

-I] SCIUDd<> un¡l6o ' ' -, 
o ' Mul tlpllc~cl6n '" ter eH ' 

nn¡lftn por -1 y OUliOT 

[: 
• 

[~ 
• _, o • -:] al prt.er rn¡16o ' 

' o ' ., -, 
o ' ' Multipllcoci6o del se¡undo ' ' 

nnt16n por 1 y SUOIU al ' ' 

[: ~ ¡; ' -:] 
o 

' ¡>rlur nn¡I6n 

' _, -, -, •A"' 

o ' ' ' ' 
Lo aotrlo que se oncuontn d final de ,. SOIUIIdO colua-

... u la utriz identidad, en conoecu.enclo, por •• teoro•• "- '· 
h aotrh ••• .. UCUOI>tr& al fino! de lo tercera cal.,.,.& uh ,, 
nr .. do A. Por lo quo: 

" ' ' " ' 
-, 

.l.- • - • ' ' " -, -, 
' ' ¡ 
" ' 

~/ 

Podoaoo ca.probor .. noul to4o efoctu&J>do .. prroducto: 

" ' ' o ' ' ' o • " ' -, 
A·> A• • ' ' -' • • . ' " -· -, • 

' ' ' -' ' o o ' " ' ' 
tn ocasiones, en luJar de bocer uno toblo coao lo del •• 

ejeop)o.onterlor, oe trobojo con un arre¡lo que contiene o lo aotr!r 

A oo el lodo ltqulerd<> y o lo aotriz l en o) Iodo derecho. ~ --
efectdan lao •i•••• tronsfonoaciones en a.bao aatr1cet, basta que 

se obten¡& la matriz 1 en el lado Izquierdo. 

u en el lado dorocbo u A"' • 

[• ' l • • [ ' ,-•] 



., 
" " 

'1' A~ (M), 3 ·A t (M} tal quo A+(·A)• •A•A •O 

A(~•C) • A~•AC y {I+C)A • BA • CA 

Loo proplodoJoo 1 o S, •• hon trotodo 1• poro el c-.o t•· 

noral do •otrlceo de orden axn. Lo proplodad distributivo {6)"11 

do•ostnre.oo o conUnuocl6n. 

Sen A•(o¡j), B•(b¡jl y C•(c1 j¡ tuo •otrlcu cual ... 

quiero de orden o. 

De lo deflolcl~n do su.. 

I+C~ (bij"cij) 

De lo dof!nlc!On de producto 

• 
A(B•C)•J!l "tJ(b¡J•c¡j) 

Co.o la .ultlpllcoc!On eo dlotrlbutiwo oobro lo ou.o en 

e y por loo proplodades de la .... 

" A(B+C)• I J., 
De lo dofinlc!On de producto: A(I+C) • AB•AC. 

Lo ••JUGdo porte so deaoootro .m forao .ollo¡a. 

Lo ptoplodad dlotributlvo dol producto oobro lo ouaa do 

aotricoo, tanto por la loqulorda caao por lo derecha, pueda reno• 

nllzaru (nhrencb 3 p&,. 26) da h •IJUI&nU fe...,: 

,I.(I+C}•AI+AC 

' OI+C)A•J .. VCA 

lo cool oquinl~ sbple•nte a rostu d~ leo elnntoo de 1., loo -

corre>pcndlentoo do B. Reoulta claro se¡Q~ la doflnlciOn que, pa-

n que des .. triceo oean conformoblu puo lo ruu dellen serlo P!. 

n lo ,.,.a. 

Ej~..-lc IV. lS. 

,. 

•> Obtoner A-1 

b) Obuncr A·C 

SoludOn 

•> 

[i' "'] [' '] {' '] 1 •· -1 -• e 
-1 J -1 1 1 

A·l• [-~;~! -~] 
A-C no puede efectuarso. 

la .. tri< 

,• 



IV. ~- SIII>Ll llf I>LOTRICE5. 

ll!:fjnjdOn. 

Sen A•(&¡jl y ll•{b¡jl dos ntrl~os del •i••o ord..,_ lllln. 

Lo odicl6n a ou.a A•B do dichas ~•trice• eo una nueva oatri> • • • 

C•(<¡jl de orJeo llllP tal que 

<¡¡""IJ*b¡j 

Eo decir, loo elemontoo de lo motrl< e oon loo •u~•• d~ 

loo el .. entoo coneopodlenteo de A y B. 

Solución 

•l 

EJ~=Pl<> IV. 11. 

Dodu In .. ulceo 

o) Obtenor A•B 

b) Obtener C•ll 

¡H 
• O•l ,., ···¡ .. , ,., 

b) No puede efectuarse la ouao C•D dado GuO las ootrlce• no sen • 

del •hmo orden, en utoo cuo• oe dice Gno los oou-lc11 no oon CP!J. 
. ' . 

fcraobloo paro la ouao. 

- . - . . . . . . . - . - . . 
Propiedades do la ouao do •otrlceo. 

El ut\MII.,.U puedo de .. nnr lu oi!JUIU<U proplododeo. 

g.,.., A. J y e tn• o&Hicn del olu<> orden (lllln), se '"" 

pie ole~re ~ue: 

1.· (A•BJ•C•A•(B•Cl 

l.· A•l ••• lo ou.a es conoutatlvo 

aotrlt o lo ~ue llaaoreooo sio~trlco de A y repre•entareooo con· 
• 

·A, tal que 

A•(·AJ•(·A)•A•O 

(flcilr~onte •• puoM cooprobu que la s;,.~triu de A•(•¡Jl e• 

De la defiolc!Gn de swto y las p<opiedodeo antuioreo,_ 

veaos que el conjunto de las_oatrlces del olo•o orden fqioan un • 

g.-upc abelionc. 

Un CO-so partlculu, •• el do los ••trices cuadnhs do 

El conjun'tO (M.} de esto• onrlceo, eco In operacl!l. 

neo de •~• y P<oducto, foroo un-anillo con unl4ad (no ccnsutotl 

V<>}, ya que, 

Y~, B, Ce (M.) •• c'""plo .te~re que: 

1) A•Bc(N) 

AI~(M.) 

2} (A•B)•C• A+(B•CJ 

(AI)C• A(BC) 

l) lO<(M)Ul~uo 

~ 1
0

c (M) tal qua 

. 

A•O• O•A•A 

A 10 •In A•A 



!J"'I'l<> IV. 16. 

so., <>•Ji r A• [; ·:¡ ,. 
ol ~toduet<> <>A os lo •otríz 

... ¡: 
" 

... J . .. 
• 3•6 

. . . . . . . . . . . . . 
El ootudionte puede !loi111ento demosuu ~ue uta opero• 

Snn A y B dos .. trices del ohao ordn 1 <>,a dos n...,. 

n• cooplojoo, u cuoplo ole"J>r<l ~ue: 

1.- <<>~aJ.t•<lA•aA 

l.· <>(.t~B)•<lA•oB 

,l." r h represenU,..,•oo oodlanto .t' o lo .. nl1 de orden ""'" 

¡,.,,, rnali>JI.u son lu c<>liDIDu do A y cuyu colUOin .. son los-· 

•• 
do A. 

So puUe dooo .. ru (uforuch l poa. HJ q..., 

(Al)• • t" A' 

' 

&5 
Ej"'!'lo N. "· 

Sean 
A· n ;] ' •• [: :] 

obtener ¡u¡• 
' 

B" A•. 

SoludGn 

¡: :] [: :] .¡: "] ... .. 
• 

~: • ~ (.tB)' • .. 
[: ;] [; • ;]. [.: • :] B' A• •· .. • .. 

compruebo ••• (.ti)' •1' A' 

. - - - - - - . . - . - - - - - . - . -

Ecuoclono• ••<ricioles. 

EJoiiJ>Io "· '"· 
Dodh los ... trien .. [: ·~] ¡:, l] O·[: . ' .:] o-[: :] •• ·• ., 

obtener uno aonl.t • tol quo 

1o:1. - u'. e • D1 

Soluci6n 

soiYeroo o.ploando los praplododos do los aporocloBeo quo heooo • 

cleflllldo, li-n y e.ufl4o; h OCIUCi61> by~ o[Jo ]>iaAU..U 0:0"0$_ 



.... enu. 

Paro el caso que nos ocupo, ~ debe ser tal que 

M.·l' •C•Da 

tU:IIando en &~~~boo 11.\embtos 

· D•• (.U·I' ) • ·Dl<• (C•Da) 

·D."<•(.U·rfJ •·D••(D1<+C) 

·D."<•All·l'• (·D••D•)•C 

·D••M.·I'• O•C 

[ -lli>All ·B T )•B' ·C•B' 

·Da•.U•(·E'•I'}•C•a' 

·DX•A••D•C•B" 

o SUIIO u conautotin. 

o OUlllo u osociotiva. 

•• 
o .. trh nulo •• d ldfn<icc pa· 

ro la suaa. 

umondo en •~bos alembroo B'. 

o ou .. es uochtlvo. 

-1' u el inverso paro la OUIIO áe­

' 
a aurit nula u el idhtico pa-

ro la su,.o. 

o II.UltÍpllcocl6n eo dhtributlvo 

obre lo s ...... 

(·D•Aj" 1((·D•Ah)•(·IHA)"
1

(C•B' Suponiendo que exlsu (·ll•AJ"' pr!. 

ltiplic .. o• ..bes a! .. broo por 

di<.ho •otrU. 

((·D•A)"'(·Il•A))x•(·ll•AJ" 1 (C•B' Por uodotiYidad del producto. 

I,x•{·D<A)" 1 (C•B'l Por la dofinlei611 do aotrh lnve<· 

••· Flnalaante, •-• lo eo al idlntlco para el produ<<o r por la 

C01LII.UUtiv1d&d de lo ouaa 

iV-50/51· 

(- _;. 

••{A·Il)"' (C•I') 

Lo que heoc• hecho eo despejar lo lnc6¡nito • do lo ecua-

d6n aotridal, juotlficudo loo pooco de di<ho dupeje. 

obvio•, con ol ~bjeto de hacer ••• corto el proceso. 

Sin oabor¡o, el e•tudlante debo tener cuidado ol despejar 

uno lnc6¡nita de una reuacl6n ••<ricial, ya qua e•iot•n dlfere~<las 

entre loo propledodeo de los operaciones con ~atrico• r con nOmeros 

ruleo. 

Efectue~o• la• operacloneo lndlcodao en Io Oltlao eapre-

ol6n• 

[> _, '] [' ' -•] [' .~ '] lo .J -J • -1 2 4 • -1 , 1 

A·D• [. ··J ¡· -·J -r-· ·:J o ·1 o 1 o ·-

Vuaos si ofect!.-.llonte uiHr {A-0)" 1 

[: :]· t: ~H 
1 '· 1 

-~l [: 
• ' ;] . ' ., :r;-r ., 

• _, • ' • ' ' . • 

¡-l :] [ ' 'l {lt·D)"
1 ' . ., - ' . _, 

'" lo quo, lo lnc6¡n1U • puedo obtnrrs< coao: 

r: _; l [: ' :] a• (A·DJ"' (C•~' l ' ' _, 

' [ : _, 
:] ' ' 



,. 

- - - - - - - - - -
Lo rri~clpd difonncia entr- lu utd<e• 1 los nftaeroo 

rul., os que, oieotns quo pod..,os ouur o aultlpiicar du n<lae--

'" ponlon<J.o que pueden ofectuone In crpendonos !Ddicodu, enli<ta-

""' o contlnuocl~n lu prlndpoJ .. dlfu-cncio• entre 

des de loo <>perocionao con nOaoros y con aotrices: 

1) La llllltipllcaci6n de n!laeros •• connutotivo: lo nuUipHcooi~n 

de ootricn no lo u. 

u on ••nora) hh<> (co,.o conHcuenc!o de 1), 

ructo u (A•JJ'·-''•AI•BA•B'. 

El de•urollo co-

3) Il producto de dos n~oros diferentes do cero nunco es cero, 

pern el produoto de dos o .. ric<> difeantu de lo nurl• -nula -­

puede oer iJual o cero (la ootrl• nulo), 

'"' oje,.plo, " 
•• ~ J ' ··[' ·•1 -1 lJ 

•• tiue <~,ue u-o 
4) Lo ley <eancoi&Hva para el producto oc nr!flco en los n&eroo, 

poro no en los aotrlceo. 

E"'o oo, •1 o, b < R y aolo 

poro on leo •atrlceo 

Por •J~~lo, coo las .. trices A r 1 del ejo~lo anterior 

AB • AO pero 1~0, por lo ~ue eo pode•os coocelor A. 

~OU. AUDGUO (AB-At) =¡é!> (B•t), sl se CUII¡Ile que 

(B•t) ~ (AB•At) 't A. 

~·• de posar o la seccl~o silu;eote, eo conveniente acle 

ror que ounqUO· he11ot de floido utrlr co.o uo orn¡lo de n(!!oeroo 

(roOleo 
. . 

o c~le¡oo), e¡ concepto de •otrlt puede ¡en•rollroroo co-

te capitulo ~ en curoos posteriores se verl lo utilidad de dicho -

extensi6o. 



IV. S. SOLUCION bS SISTEMAS bf fCUAC!ON~S. 

Coao vlaos al !nielo de lo oecclG~ IV. l. pode•os repr•· 

•o4iont~ lo e~pros16n •atrlclal 

1<$. 6" 

' A asta ocu.oci610 •..tdchl. donde i: es h .,_trh iocG¡n_!. 

u o indete,.,.!nado. se lo conoce e<••<> "fonoo ,.otrlclal del o!ote· 

·-
·••trien 

,. 

... 
' 

"] -' 

•• lu u ... "'vector de hc6tnlta>"" 1 "vector de Ur..lnos lndepe!!. 

dientes" reopectlvuente. 

En aenerat, h f<>raa •Hrlcloi del dote•• 

••• ~.·· .. •••··••• ... • .. ·b, 

· Ai·O 

4<>ndo lo •atrl1 de coeficienteo u lo utrh de an:: 

., ' ... .. . ., .. 
• " 

• •• 

· .. 
'•• . .. • •• 

1 el vector de tfnoinoo lndependlellt•• al lo •atril de .. 1: 

Eo cloro quo ruoher lo ecuod6n .. trlcul .o.i·O e• 

equivalente o resolver o! oiste•o, por lo que uno solucl6n de dicho 

sioto•• oerl uno ••trlt coluana de n rentloneo 

,_ 
{k¡ e C) 

tal que 

Dofinlreaoo una aotrit •t• para ol alst .. o. a lo que !lo· 

aoro.oo .... tri< aap!iodo" del oist .. a, la cual jue&O un pope! lepor. 

tallte e~ U est,..¡l., u6rlco •h loo l!s<rtos do o...,oclolln. 



De!lnlci6n. 

La natrl• onpllada de un •lsteno do ecuaciones, que repr~ 

senure.cs con (A, "S), u lo nUrl• de orden .. b+l) que resulta de 

atlllentn, a lo matrh do coefldentu, el vector de tlnotnoo inde· 

Entonces, la motrl• ampliada del sl•to~a es: 

... a,. 

(A,"S)o 

.............. b. 

Sloaaas inc""patlblu. 

SI ualhaaoo el süu .. 

•,•2•,·•,·• 
•,•a,•s,•·S 

v...,o _que lu ec,..clonu la. y Ja. no pueden •oHshcene olaultl­

na .. ante, ya que no eoioten treo nC.eroo • 1 , "•• •, cuya su.o sea 

l¡ual a 6 y ·S a .. Ve<. El siotoaa u entonces !ncoapotlbi<. 

va .. os ••• sucade -· loo ruJOS de lu aatrices 

[: -:] "·~1 ' ' _:] ,. ' ' ' -' 
' ' ' 

Al efectuar oolaaonto transforaacionos por ron¡l6n, es • 

poolblo dotoralnar a la roz !Os ran&OI do las natrlcoo A Y (A, "S) 

DJIH&ndo sobre la .. tri• -liada, la cual contio"" a la ... rh A. 

Transforaarcnoa ontoncoo en URA aatr!J ascal6n el si·· 

IUioMO arra1 io. 

1'~ ,'Í 

' ' • 
[; 

' . '] [' ' . ' :l ' 
_, 

' • ' 
_, 

' 1 • o ' 
_, 

' -· • • : -11 • ~ • • ,, . 
De la 4ltl .. aotrl• venas que 

~(A) • l 

' R(A,D)•J 

es decir R(A) < R(A, 5), que es una cauctorhtlco de todoo los · 

dstenos lnc011potibles. ' 
Sabeaos que el •l•t••• e• incompatiblo porque las ocuocio 

neo lo. y Ja. no adaiton Solución olnultlneo. 

do la lnconpotlbllidod de dicho si•teaot 

La Glti•a n&tTI> 

' ' • 

o.,.~,-zx,· ·~ 

0. 1•0x,•Ox,·1 

' _, 
• 

donde vonoo que no oiisten nloreo para 1 1 , "•• x1 que suhfa¡on 

la 3a. ocuad6m. Esto !aplica que el obt ... equlvoluu no tlo· 

no soluc!Gn y en coosocuenda el olstna orl¡lnol t""''oco. 

Convine lucor la SIJUienU obso,...acUn. 

El ran¡o do lo natrl• a.pliado do un sloteao do ecuocl~ 

os linoo}os, os i¡uol ol ranto de la natrlz de co.flclentes o ·~ 

or en una unidad, pOT lo quo: 

R(A) S l(A, 5) 

IY-56/57 



"' .......... ,· . . .. ' . ' ' " . . . . 
•• • •b 'n o , 
•• • •b 

>n n 1 

.. • •• • • . . • •• • •b 
••••• ..,no 

¡:" 
... · .. ] •• ... 

. ::" . " 

••• ••• .. 
y cuyo and> upllda eo: 

[ ... ... • .. 
• • ... 

(A,Ii)• . •: . " 

••• • •• ... 

• • ( 11] 

( ll) 

• • 
··] .. ( ll) 

• . 
tuondo on (A, li) loo misno <ranofonoooioneo Que •• efeot6on ~an 

.... : .... { ' 
... . .. <' ••• ' ... •• 

• • .. "· . .. '····· ' •• •• . . 
• • ... ... 'r'r•• ·~ •• 
• • • • • d •• , . . 
• • • • • • . 

,, ~159 

:" ... ... e,.,., . .. :·1 • ... ' ' ' ' r• . .. .. • 

• • ... C T 'r * 1 . .. • . . . ( u l 

• • • • • ' • • • • • • 
• • • • • • 

r···· .. '_, )"" ol10n •• . . 
donde , 0 ,, , .. 

'iJ 

Exlsun entonceo >~lo dos poolbiildod .. : 

., " e• O, ll{A, OJ•r•R(A) 

" " eiD, podooos dividir " "' hlmo ren11l6n-en-... '· obteniendo: ... ... '• .,., . .. • • 
• ... ... '• .,., '." • • 

. • • ... '····· ... • • 
• • • • • • • • • • • 
• • • • • • 

de donde R(A,6") • r•l • R(A)•l 

lntoncu R(.O.) < l(A, 5) . 

Por canto, h .. os GeJOO.,rado qua l(A) s R(A, 5), 

Teonn IV. 6, 

SI ea uo o \o u ... 4o uuanonoo Jl""oleo 

R(A) < R(A,Ii) 

~"'""«' ol outoaa u '"'"'"hUblo. 

( 1;) 



""'•ostrocl6n 

Si a(A) < a(A, O), lo .. trh aapliodo d~l oiuna (11) 

hlao renJII3n repru~nto la e~1>tci6n 

o~,·Ox,• ... •O•,• 

de un oisten equivalente. 

Obvh.ente, uta ecuocl6n no •• .. tlshce poro nin¡¡lln ca!! 

junta de valores •,. •,• ... , •n• par lo que el sistema eo inco.po-

tibio. 

Ejupla IV. 19. 

Za,•Jx,•h,• 2 

6& •h .,~ •• 1 ' . . 
Tnndononoo la utrio de coeflcl•nteo en ou utrh n· 

calonado 

[: : .:]· [: : .!]· [: : !] 
ll(A)•l 

Tronofono .. oo ohora lo utrh dlplhdo en una u tri: CSC! 

landa 

[: ' ' :] t ' ' :] [: 
' ' _;] ' ' ' ' • • • • " • " • • 

. [: ' ' :] T T 

• • 

R(A,~• Z 
71 

Co•o ll(A) < ll(A,O), el ototuo na Ucn~ solucl6n. 

Obohnse que u bubleu lle¡do o lo atsu concluS!On 

de haber trabajado dlrect .. ente con lo aatrlz aapllado. 

---·-·-----
Sloteaos ccwpatlbleo det~noioodos. 

Anoliceaos pri .. raaeate 81 colO particular do loo >lote· 

••• de n ecuaciones con n lncOJinitao, on loo cualoo la motrlt de • 

caeficlaateo •• de ran¡o n. 

•• 
• • 

a., x, • • 

••• • • ..... • • • 
En uta cuo, la utrll de cooficUat~a es la utrh cua· 

droda de orden n 

• ... .. 
• • •• .. • • 

... ... 
El shteao puede escrlbln~ ,,... 

.ü•S" 

Prd1Ultlp11condo aabos •1.-.l>T<>> por ,.-• 

IY-Mftil 



,.-•c.o..J· A. 11i 

(A"'A)i• A. 'li 

Ii• A- '6" 

i· A.>¡; 

2ntonces, lo ootrlt col"-A• z que ootlofoce lo ocuacl6n 

Ai·D puede oH obtenido con aUn efectuar d producto A"'D. 

Puesto que el producto A" 1D define uno Qnlca soluc16n > 
JOde-o• concloir que 

Un ohto .. do n eouaoion~• Unules con 11 lnc~¡:nlt .. , 

tal quo Jo ootrlz do cooficlenteo tiene rango n, es coopatlble d~ 

tenoinodo y ou ooluci6o puedo obteneroe coao: 

i•A. 10 

Ejoooplo IV, 10. 

lz,-5•2x 1·-o, 

h,•h,• ,,.., 

••••••• 3 

Ordenando el otsu .. tonnoo 

x 1 •Z1,•lx,•S 

b,·x,•h 1•11 

-x,• x1•l 

,. [·:] 

• 

•• donde 

o .ea 

te•• dd 

?2 

' ' ' ' • u [: ' ' ' . ' • • • ., ·> ·> 

• . , • • ., • 
• 
• :] 

[: 
' ' • H ' 

.: ' • 
:]-[: ' ' ' ' ' . ' ' ' '., ! 1! "! 

• 
•• • • • ' . ' • s-' r -r 

• 

3 : 1 • 
;] ' . ' ' r:r ., 

. ' ' . . , ., 
• 

' 
• 

En esto puo, V<IIOS ... R(A)•l, "" lo que e> lote ••• 
Continuando con el procooo •• 

' • ' ... • • ' ' S -11 

~ 
' ' • 

"] 
' • ' ' 

., : -,. ' 
., 

• ' . ' • ' • ' • ' • • ' • ' ' 
.,. -, . , ., ., '., ., 

• ' ' ' • • ' ' ' • • ' ' ' ' ., ' ' ., , ' ., ' 
2ntoncu 

' ' " ' ., " ., 
' 

. .., 
••• • ' ' ' --t ., ' ' 

., ., 
' ' ' ·> ' ·• ' 

., 
' .. conucuencla, " ooiudftn .. i'•A"'¡; 

.. . , . ••• -1 • "• •1 

. . . . . . . . . 

Yoaaos ohon CU<Otu ... ... r&DJ~• •• • 1 .t,O ;on " .. . 
ej••Pl<t •ntu1<tr: 



• 

' ' ' ' ' 
_, • ' o . ' ' ' (A,S) 

l(A)•J 

R(A,D)•l 

·:J. r: ' _, 
. ' 

.:] . [: 

u doclr R(A)•a(A,6) 

' ;] r: ' ' :]· _, 
• . ' ' _, _, 

' ' . '· 
o 

Adeols, l(A)•R{A,6)•m, que os uno caroctorlstlco do loo 

Turno IV, 1. 

SI en un siotooo do o ecuocloneo lineoloo con u lnc~¡nl-... 
l(A)•R(A,S)•n 

Dooootrod6n. 

Si l{l.)•l(A, li)•n, la unU -pliod..o do! sísto .. (11) 

1 "u ... •, 
" . < 

'" •. . 
. . 

• • •. 
• • • • 
o • • • 

••• reprounto al doto•• 

• •e • • • ' ... 
• • • • 

oqulvalonto 

e o •d 
'm " ' 

"u• .. ·d, 

••• • • 

73 

yo que tao ec,..~Jonu reprountadu por loo nn¡loneo -1, , •• , • 

oou todos de lo forao 

Ox,•Ox,• .•• • Ox11•0 

7 oo sotlohcoa poro cualqulor conjunto do ulor.,. a,, a,, ... , o11 . 

U oiotno oquhohnte tiene n ocuoclono• con n !nc6¡nl­

too, 7 el raDJO de su .. trlt do coorlclentoo eo taablln a, por lo 

quo oo coopatlblo dotonolnodo. 

Solucl6o 

EJOIOp)O IV, Zl, 

r.uolY<Or ol ohte .. 

lx 1•2x 1•6 

.. , 
• 

tolculnoo loo 

' y 

[
l 2: '] ¡· 1-1¡1.1-1 
4 1• 1 • 1 

' 

[' '! :] ¡· ¡ :] Ol•or•D l 

o-f!-1 o o o 
IV-&.t/6'5 1 



tonnnado. 

Resolviendo el ol••••• oqu!Yolento 

' r,•1~,· z 

' ~.- ! 

obteneooo lo solucl6n 

pUado 

x,. t 
' x,. l" 

y b) x 1•U, x1•1, 

.. , 
• 

vo .. oo ohou euolu son loo TOftJOI de A 7 (A,¡) ' • 

nivldlondo •ntre 10 el pri•er renilOn de lo ootrlz ... 

e: 
... .. 
' 

_, 
f.n conueunclo 

R(A)•R(A,b)•l 

1 , •S•,•2o,• 2n 

~.- ••• o 

' ' 
. ' 

do•oo 0 00 el volar de r,•l, tondreooo 

o •So •4 • lO • • 
•• ·l • 

De lo oe¡undo ecuacten .. ' • 
y, ouotltuyendo en lo pri.eu ecuac!Gn ... • 
con lo qua heooo obtonldo lo ooluciOn o). 

SI en el shte .. equivolento hoceooo &!loTO x,•l, obten<• 

~o• lo ooluc!Gn b). 

fn G<nerol, haciendo •,•k (uno constante orbltrorlo) en 

el o\oteoo equl•olento, obteneooo 

o,•so,•lk•lO 

••• k• o 
De lo ae,undo ecuoctOn ... ~ 

y, ouot\tuyendo on lo prioero 

o 1•SI.•H•2D = o 0•l0·1k 

con ¡ 0 que podeaoo dejar lo solucl6n en funcl6n de l c~ao ........ } 
••• l .••.. (16) 

~.- ~ 

A Jo <XFTeol6n (H) le lla-ne•o• ooluuOn ¡•neul del 

oloto•o (4), yo que, poto ~uolquler Yolor de k, loo Yoloros dr o,, 

~ •• 01 dodoo pcr dlc~o .xr«•i6n cor..tltuycn """ .oluc<<!n do\ Ol$· 

teu. 



de ncontror el n"'ero (I1 , x,. •,) d~ objetoo do dlfereMe> tipo• 

(A, B, C) ~ur •• p~eden f~ricor, pcr lo que lo oolucHn eot' .-es· 

trioaldo a uloru entnoo no ne~•tlvoo (0, 1, l ••• ) do dich .. iJ!. 

c6¡nltu. Entonces, de (ll), oo flcil oboor~or q~• k puedo to.or 

Clnic.,.ento loo valoreo O, 1 y 2 (k ll hor!a x, ne¡otlvo). 

cionn (poro lr.•O, 1, l). 

Sin eoborzo, o! coasidoraoos un probl .. o on ol ~ue loo -

lnc6¡nitoo x,, •, y •, puedan tc.or cuolqulor oolor, toodreooo un 

olsto•o indotor-lnodo con UD ndoero infinito de ooluclonoo (una P! 

ro codo ralor roo!~ k). 

Considerando nun....,nto Jos ronJOO de A y (A, 5) y O! n~ 

rior 

ll(A)• R(A, 5) < ll 

~uo es uno urocterlnico do los Hsteeoo coapoUbleo lndner.iu· 

doo. 

Si en un oiot,..o do • ecuaciones Ilnealoo con n inc6¡a!tn 

' ' .. 
entonces el oiotooo oo co.potlblo lndetoraiaodo 

Dewootucl6n 

Si R(A)•ll(A, 5'J•r y r < n 

lo ootri< oopll&do do! oiotooo (11) puado roduc~roo o lo for.o (''l• · 
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prioer oleoonto dhtinto de uro e o l¡¡uol o t.no y el n(i;ooro do co· 

roo ontniono • dicho eleoento """"'nto do ruuen o ren¡IOo. 

Si llo"PO$ '•• <1 , ... , •r o los lnd¡nltoo cuyoo coof,!_ 

ChBtn oon los ol-ntoo .. ncionodoo, ¡>od....,o ordenar d oiot ... o 

equivolonto on lo for.o 

. . . 
• •d •• • • •• • r r r,r- 1 r•> ·"" rn n 

Si osi&n.-oo Y&loroo orbitrorioo o loo iac61nitoo •r••' 
•,.,, ... , •n traolododao o loo •eruBdoo el..broo, ol olotooo eo • 

coopotlble dotoralnodo on loo lnc6tnltoo t,. •,••••• •,· 

Ahora bion, c.,.o o 'r•,• 'r•,•"""''n pode01o0 Uilnotloo 

un lll!ooro lhfinito do woloros orblturho, el Oluetu. od...Jt ~ · 

Eja.plo IV. ll 

llooolrer ol o11u1ento ~ioteao de ecuoclonoo: 

······•,-b,·•.- 1 
3o 1•h 1·o,•x,•h,• O 

o 1•o 1•S.,·h,·••,· O 

' ' ' . ' 
' 

., 
' ·• 

·:::t¡: 
-a,' oJ o 

... 
o ' 

_, 
' ·• 



-[: ' . ' ., : J 
-[: ' ' 

_, 
' : '] • ·• ' ' ' ' • ' ' ' ' 

. , -. ~ . 
' ' • • • . ' . • • • . ' . ' ' 

'~· ll{A}•Il(A, DJ·l·r " o humo •• coopot!blo, 

e,.., r ~ n, (l < S), el doteooo u lndetonalnodo. 

Tenoooo ahora el s!ot .. o oqoivolonto 

x1 •o,•x,-:o,-I1• 

x,-{-o~·{-I,• ' ., 

tintoo de cero "" as un¡lo,.u do la 1!1tlu oonio. 

eh, nulodaaoo loo tru incG¡oitao rutont .. o loo oe¡undco olu­

bru de 1., ecuaclonu. 

Asl1nando o x1 , x,, 11 loo valores •,•k1,x, •k, 1 o, •k 0 1!. 

.. ._, el >hteu 

•,•o,•l-k1•2k1•k, 

' ' ' •,····'fk,•:¡:k, 
SustltUTondo o 1 en lo priMn ocuacl6n obtoneooo final-

I 1•t (S•4k¡•1<,-Jk,) 

•,•k, 
···Í (-hlk,•lk,J 

•• ·k, 

quo oo lo ooluc!Gn 1onoul del o!H .. a. 

obtoneooo lo soluc!6n portlculor, 

··"'Í· .,-1, 
Otro oolucl~n portlculor oor[o . ' "•"'f• .• ,.o, o,· "T• o,·o, •,•o 

qae oo ObtUYO poro loo Yoloros 

- . . - - . . - . - - - - - - - - - - . . 
Loo rooulto4os Obtenldoo on esto oeccl6~,puoden re>u.lr~e 

on al ~l,ulente cuadro 

ln~oapoUblu 
a(A)<a(A,OI 

{ lloote .. ludoo , .. 
Indote,...loodoo .. . 

du en loo horo•u IV. 6, IV. 1 y IV. 1 ~...o ~ondl~loneo oufidon· 

too. No oo dlffcil probor quo dl<hao COAdlcioneo son t .. bt•n noc~ 

udu. 

oe vo qua un procooo conveniente paro obtener solucione• do slot•••• 

de ecuocionos llnoaleo es ol •I1ulenu: 

1) So Obtlonon tos r00100 de A 1 {A, 5) trobajoodo dlrect .. ento • 

con to ••trl1 .. pllodo. 

l) So ctaolflco el oloteao en baso al cuadro anterior • 

l) De ser co~otlblo, oo trabajo con el ohto•o equholent• ropro 

sentado por lo motriz aocolonaóo que oo obtuvo al calcular loo 

raOJOO. 

4) So ~uslodu n-r ln~5Jnltao a loo teJUAdoo •lnbros do tu --



e~uaclones, de tal forwa que se obten¡a un oist .. a coapatible 

deter-lnado en r lnc61nitao. 

5) Se resuelve el olst .. a obtenido en 4 por cualquier •ftodo (•~ 

trh lnvau~. ouatüud6¡¡_, He.) 

Ejnplo IV. a. 
Reoolver al sl,ulonto slst••• 

·•~,•o,-to,-1Do,•1Zo 0 •4o,• ·• 

"• •b,•tx, - so,- •,• ¡ 

-lo,•Za,•to,•So,•llx,•Oo,••l 

h 1-zx,-Zo,•h,·l1o1•l•,· 15 ... 
x 1 -o 1 -Io 0 •o,-~o,•o 0 •l 

obtan¡~os los ran¡os: 

-· _, 
' ' 

' • • • • 
• 

• 
' 

- ' 
• 

-· 
• 
' 
' _, 
• 

-· 

-· ' • _, 
" ·' 
' • 
• 

-· • -· 

·ID Z2 . _, 
' " 3 - 11 

10 -zs 
-1 - ~ 

• • 
" -· • 
-' 

_, 
' ' -· • _, 

• 
-' • 
' _, 
' _, 
• 
' • • 
' 

-· ' _, 
" " ' 
' _, 
' • • • 

• 

' . 
-· -' ' ' _, 
' . ' _, 

' • • • • • 

• 
' ' _, 

-' 
• 

' . 
- 4 -1 o . ' _, ' 
10 u 
-z • 1 

' • • -· -· • 

• • 
" -· _, 
• 

_, 
" " _,. _, 
-· _, 
' ' -· _, 
• 

-' • 
• 
' _, 
' 

' -· _, 
" " ' 

-' ' o . : -1 

' ' • • ' . • • 

. -

. ' . 
o 1 ' 6 
o o o 1 

o o o J 

o o o 1 

o o o o 

_, 
' -' _, 
' • 

1 O Z t -S 

o 1 ' 6 l 
o o o 1 -1 

o o o o 
o o o o o 
o o o o o 

-1 : 2 
o • -1 

• '. ' • • . . ' 
2 1-1 

• . ' . 
' 
' -1 1 2 

o ,_, 

' ' ' ' o •-z 
' . ' . 

o : o 

' . • 
• • • • • • 
• • 

' • 
• 
• 
• • 

• • 
' • • • 

_, 
' -· ' 
' • 

De aota .. trio pode-os obseroar que 

-. ' 
o : -1 

' ' ' ' o •-l 
' o ' -· • • 
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• 

y n•6 (ndaoro de lnc6¡nltas), por lo quo 

el slote•• en cuoot16n eo coapatlble indeter-lnodo. 

21 olste.o equl•alento que ropresonta lo Oltl•• aotrlo os: 

x 1 •lo 1•4x,<Sx 1-o0•2 

x 1•h,•6o,•b 0 ••1 

x,-x,•lx,·J 

• • •-1 

a!Uo, <lejondo d~l lado Joquierdo aquellas cuyo coeflcie-nto u ol 

prl••r uno de eo<lo ron.l6n do la ••~rl• ••calonada (~,. z 1, o,, o,): 

~, •h,•Sx 0•f•2o 1•x, 

o •6o •lx ·-1-h • • • • 



liando nloru ortJ!trarioo o ~. y "•: 

"•"'• 
~,-1<, 

obt•ftcaol ol olo~e.a 

•• •h,. 5x ,•1-n, •k, 

x 1 •6o,•2x1•·1-4l, 

"•' "··3-lk, 

x,•.¡ 

. . ' 

!oto oioto•o u do h fo,..o 

·- [: . : ·:l -¡:·1 
~ : ~ ·-: oio x• :•., 

,_ ¡:::::··1 
J- lk 1 

• z " ' 
y pGd .. oo rosolwerlo utill>oodo lo •otrlt inreroo de A, coao 

it•A" "ii 

Co•o u fldl verlficor: 

.... ¡¡¡¡~] 
Por tan<o 

[ 

l•lk,•k,-4(3-Zk,)·l] 
•1·4lr.1 -6 (l·lt1 ) -!{ ·Z) 

3·2k, .¡ _, 

[l[ ·1l•Zk1•9k,l 
-3 -n, •1n, 

1-n, ., 

x,•-ll·lk,•n, 
x,•·J-U 1•1n, 
". ·lr., 
x,•l-2k1 
•,··Z 
•• ·1<, 

·------------··· 

Ejeaplo IV, 2'· 

h•Zy•l 
5x•Zy+h•O 
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zQu• roloroo puede toaor B poro ~uo lo ooluciOo del •loteoo oeo 4o1 

cot Dondo o B uno do uo• •olores uoufHa .. el •iotP ... 

• q ... bOI&D J.(A)•J.(A,F)•o 

Rooduci•nd~ la •otrll ••pliodo o ou {ouo e>C&lonodo:_ 



¡¡ '][' ' ] [ ' J 
1 ' 6 1 ' ' . 

r • 4 ~ ' • _, _, 
·1 ,-10 o 3 1 'o 

: S • o -J:-1o·o ' 
' • . ' • . ' . ' 

' • : o o _, -S•$:-Jo o _, -s•$:-Jo 

¡¡ ' ' '] [l ' : '] :, 1 o ' 
' ' ' l •1 o 

• : . • hl: o • • • • • • • ' . • . ' . ' ' 
•• lo 61th~ unu ...... ~. , .. 

SI 4•1•0, I.(A)•R(.~,D)·l (<Oil¡>Otibl~ indete,...t~odo) 

SI hHO, R(A)d(A,D)•l (c.,.patible deto..,inodo) 

por tonto, el oloteoo tiene ooluol&n Goleo • a < R, 1 ~ ·4. 

SI Bl-4, de lo Oitloo ootri< se tiene el si>t<OO equl>olente 

(h6)1•0 

cuyo ooluctln e• 

••·4, y•lO, ,.o 

--------------
stn,ou ho!Oogfneo•. 

A los lhteou de ecuocion .. llnuln de lo {o.-.o ... '• .... ' • • • .. • • • • ... ' •• •, • ... • . .. '• • • 
' " . . . . . . . . 

• • •• • • . .. • . .. '• • . , ' •• • 
•• ... u ••• <i>t .. u hooo1fneoo. 

Lo ropresentociln oatrlc!al do un oloteoo hoootfneo •• 

Aii"•D (don~< o •• lo 111atdz nula de orden,.,!) 

Enoo ohtuu oon •U•pre coopotibl .. puuto que •dolt<tn 

llaudo ooludln trn!ol. 

R(A)•R(A,D) 

puesto que ogre¡oodo una colu.no de coroo oo puado el~•oroo el ro~ 

JOn d~ uno ~otrlz . 

Si R(A)•n, el si••••• oolo od.it~ I• oolocl6n tr!Y!Ol ~· 

~ue lo >oluc!dn de lo ocuoctdn 

Ai"-0 .. x·A''o-o . 

SI R(A)< n, el olste•o oo lndoter.lnodo y od.ito otro•-

ooluclones oáemls de la tríw!ol, los cuoles pueden obteneroe ooálon 

<e cual~~\ oro do loo procediolentoo Y lotos ontorlonoente. 



IV. 6. OETU>ti~ANTES, 

Conoidere~o• ol sioteoa de ecuo~loneo 

•,,•,••,.•.·b·}· _[17} 
•.,•,••.,a,·b, 

cuyo .auh do coeficlonteo u 

•· [:" :"] .. " 
Puo ollmlnor a, por ouotncdón oultlpll~uooos h 

otuociCn por o,, y 

olsto"" oquiYOI~nu, 

lo ••tundo por •,,. con lo que rooulto 

., '., •"• •• , ••• ,•, ··, ,b, 
••• •,,•,·•,,•,,•,·o,,b, 

reotondo lo ••tundo ecuocl6n de lo prioero 

{o,, o,, -o, ,o,, l•, •o,, b
1 
·•,, b, 

••.. { 11) 

••• ,{l!i) 

Sustituyendo u !u etuo<lones (17), los valores do a 1 • 
X, dodoo po.- lu exprnlones (1!) y (19), puede .,,.,r.-oboue Udl· 

oen<e que se noto do uno oohcl6n. 

El coo~n donoolno~or de los eopreolones (18) 1 (19) eott 

uprcudo en thminoo de loo elrmentoo de h ooui< A de coef•clu 

te o. A eote nQo~ro •• lo conoce cooo deterolnont~ de lo ootTI• A 

1 •e le ropreoonto con du (A). Se dice que es un deteroinonte 

de oe,undo orden, por oer lo ootri• do orden 2. 

Poro deoi¡nor al detenoinonte de lo oot~l• A oe c.pleo 

la sl¡ulenU ~otocl~n 

1:" :"1·•,,• .. -• .. •,,. 
" .. . ( 20) 

v..-ucot .. pou diotla¡uh al deto,..inoate do lo ootrh. 

•&rQs, el dot&rolnODte es un nO~e.-o per!octomonte do!inldo por 

••tri• cuadrado, 

Por ejeB¡>lo 

1
., 'l-c·IJcsJ-o1c-n--1o•l··l 
·1 S . 

.. 

Los nu•erodore• do loo ~xpreslones {11) y (19) tienen lo 

olooo ron.a que el deno.inodnr, o •••, t .. bih oon detei'Oiinantu -

De ocuordo con lo expreoi6n (20) ~ue define al detero!-

nante de oe¡undo orden, pode••• eocrlb!r 

t: '"1 ... 
••• 

e .. '"1 .. . .. 
¡ .. .. '·1 •• ••• 

f" .. • .. ¡ ... 



dhntu, 

ahora lo coluano de coeflclenteo do ~, por el vector de ''noinoo -

111401>endiontu, 

A lo r.¡lo su¡orido por ootos ooproolonoo poro rosolver 

un olsto•• do ocuoelones oo lo caDoce coao re¡lo do Cr .. or Y obvi~ 

•ente •• opllcoblo olo.pro y cuondo dot (A) t O 

Conoldoro•o• ohoro el slot .. o do l ocuocloneo con l In-

., •• ' •• , •••••••• ,·b' 
•• , ....... ,•o,,o,•b, 

····l·• .. •,••,,•,•b, 

.. ¡::: ... 
... ... ... •, J ... 

•, 

( ll) 

Nedlaate uo proceoo olallor al ooploodo poro el olsteoo 

(11), encontroaoo que loo voloro< do loo lnc6Knltos que ootlsfocen 

el ohu•o son 

•,· 
•,· 

... 

b,o
1 1

o
1

, ••, 1b 1o 11 •o 1 ,o, ,b, -o, 1o11b 1-b ,o, 1o.,-o, ,b,o, 1 

• 1 1•,.•., •• 11 °1 ~•., •o, ,•, ,o" ·o' 1°oo 0 • '-o, ,o, ,•,,-a,,o.,o,, 

• b • • •• b •b o • -· b • -· • b -b •• 
"'" ""' 11111 "'" ""' ..... 

•• l •• ,o, ••• ,,.,,.,, •• ,,.,,o,.-o, ,.,, •• '-o,~········ 1 ,•. ,o,, 

(U) 

( l3) 

(Hl 

Al cK!bt donoalnodor do loo upr .. !OflOJ (H), (Zl) y {24) 

cor orden u¡ 

~ 
.. ... .. 
. .. . .. ... 

Por oj""!'lo 

... ¡ 

'"'l ... 

Lo uprooi6n que Mflno al deto,..lnonte do ter-

• o,, o
1
,o.,•o 1 1 o11 o,, •o11 o1 1 o,. -o, ,o, ,o,,-

.••••••• ,.-ol, ...... . (lS) 

IV-80/Hl 



para ol caoo de un siot..,.o de 11 OC\U.Cionn coo n hc6goltn. ... 
eabor¡o, roquerlooo do uno dofinlcl6n poro el dete .. inonte de or­

den "· 

Deflnlcl6n de deter.inonte. 

Quere.<oo ¡enotolitor lo deUnid6n do d.etonolnonte pon 

un n orbltnrlo, on bue o !U e¡q.ru1ouo (20) y¡:~) que definen 

o los detonolno.nteo d.e ord.on : y l, rupecttn•ute. 
' Sin eabar¡o, no u pooible hcer esto d.el ohoo -o ('"" 

decir, reoolrlend.o en fonoo ¡enero! un olotooo do ocuoclones llne~ 

les}, pues o -.dido qua .... nto n,loo clleulos se hocon ols co.pl! 

codeo y, oleado n orbltrorlo. oén prlctic.-ento lrroolloobleo. 

Establocereooo uno ley aenerol ex .. lnond.o los dotenolno~ 

coao d.oflnlcl611 

ro ello. 

Los perautoc!OReo d.O los n ..,.oros del conjun~ 11,2,3, 

••• ,n) oon los diferentes •o.n•ros on que pued.on •or or~¡lodoo. 

Por eje.,lo, los poroutociones de los n6ooros 1,2,3, •on 

los arre¡loo 

' . '· ' '· '· ' '· '· ' ' . '· ' '· ' . ' '· ' . ' 
" co~junto .. todos "' penouuciones •• n n~aOTos • ••• 

Llooo~oooo permutociGn pr>ncip~l o oquolla en la que los ndaoros -

apuocon on d orden natural. 

~n el ejeoplo anterior teneaos 3!•6 perou•-~lonos, donde 

lo porouucl6n pdncipll u 1, Z, J. 

Considoro•o• uu porauuel6n orbitrorh "•• "" ••• , "n 

Phuos que dicha penoutocJ6n •• de 

clase por o lapar oe¡Dn oiiOto uo BG.ero par o iopor de lnYero!o­

ne• en el orden natural, es decir: parejo• lo1 ,~) toleo que "¡ pr~ 

cod.e 1 ~ •~ lo por.utaci6n r "k•"¡• 

le a•l¡nareoos lo closo por. 

A lo poroutoc16n prlntlpol 

Foro las penoutoclonos del ejooplo teneooo quo: 

1, l, les do cloU l.llpor yo q"" existe una pareja, l& • 

parejo (l, t), tol que 3 procodo a 2 en lo pe,..mtocl6n y 2<3. 

z; l, 1 ea de clase por yo que e~isten dos porojao, (1,1) 

y (3,1), toles que l procede o 1 y 1<2; 3 precede o 1 y 1<3 

l, z, 1 os de cloao >•ver yo que eiisten tro• porejoo, 

(3,2), (3,1} y (1,1), toles que 3 precede o l r 2<3; 3 precedo a 1 

r l<l; 2 precode o 1 y 1<2. 

orcfen 

1, z. 3 os de clooo por {por definición) • 

1,1,2 udocluepu. 

~ecordondo lo expresión que define al d.etenoinonte do lo. 

1•" ru . "1 ... .. ., ... a.,o, 

oboerv .. os que: 



o) El dcuntlnonte es h •u .. ol¡¡ebulc• de do> (l:¡ pr<>du~tO>. 

b) Coda producto tiono deo factores. 

_e) h cado producto hy el-c-ntOI do todos los ren&looeo (y uno s~ 

lo do codo ronsl6n). 

d) &1 codo producto hoy el..,...ntoo do <<><loo loo col...,nu (y uno o~­

lo de cado col"*"•). 

e) SI loo ol.-ntoo u oocribon de tal •oono que loo prlaoroo ln­

dtces foraon ~· perautoclftn principal, so ontepono un Silno • 

al producto en que loo oeaundoo !ndlcao for~on uno pentulaciOn de 

... . .. ... ... ... ... -a,,a,,o,,•o,,.,,.,,.o,,a,,a,,-o,,o,,•,,-... ... ... ·• .. o,.•.,-• .. •.,o., ..... ,(2S) 

obsnvaaoo que: 

o) El detontlnonte u lo owoa &lll<halca do oeh 0!) productos. 

b) Codo producto tiene l foctoru 

e) Efl codo producto boy oloaentos do todos los rootloneo (y uno o~ 

lo de codo nnaldn). 

d) En codo producto hoy ol..entos do to4os loo coluanao (y uno sdto 

on codo colu.no). 

e) SI loo eleoentoo oe escriben de ~o) oonero ~u• loo prloeros fn-

dieeo foraoo uno pe..utocl~n principal, o• antepone un oliDO • 

0 too producto• en qua loo oo¡undoo fndlceo foraon uno perauto~l~n 

de clase por y un ol&nO - o 1~• productos oo que loo ••1uRdoo Indi­

ca• foraan uno po.-...utocl6o de clou lopor. 

83 
Genoroli1ando, poro el detorwinonte do or~on ~.e tendrl: 

o) n detentlnante es h ,.,., ol¡ebroico de n! productoo. • 

b) Cado producto tloae n foctoreo. 

c) En codo producto hoy ol .. ontoo de todoo ren11lonos (y uno s61o 

de codo rensl6n). 

d) En codo producto hoy eleoeoto~ do todoo loo colwoooo {y uno o6 

lo de cedo coluano). 

e) SI loo ele•ootos oo oocriboo de tol ooaera quo loo prl•eroo 1~ 

diteo fonoon uno per.utaclón principal, so antepone un ol¡¡no • 

a loo producto• en que loo oe¡Uodos !odie•• foraoo uno pora~tociOo 

de clo•o por y un olsno - o loo producto• en quo loo oeiURdoo lndl 

ceo foraon uno perautocl~o de close Impar. 

htoblucuos oJ>oro lo loy que defino al detenoinnto de 

orden n: 

. .. ... •,, ... • •,, 
" ,_ . . . . . . 

••• ... ·~ 

o,., ... . ..... 
ta.adoo do tal Q&Aero qno hoyo olooentos do todoo ouo TORIIDBeo (y 

uno o61o de cado ren¡lón), y quo hoyo eleoentoo do todo• oul colu~ 

nu (y uno >6lo do cado UIIIOlll.o). 

Los factor•• do oote producto eotln orde~od~• do tal •o­

do qu~ loo pri .. rGO fodlcoo fonoon uno penoutLci&m prlnclpo1. Lo 

oucool6o do lo• O*JUodoo fodicoo fonooo uoo peroutocl&o. 



.o ... o, ' o,. 
nberos ' ' 

~-·1 .. 
c•-1 .. 
Fn.-•o• ... o, 

.... 
" '· . . . o . hu esta .. penoutocten "' ~ 

h perwutoC\6n "' .o .. producto 

o,. 
• 

provisto 

•.o • 

penoutoci6J> d~finire•~• 

el o u '"' 
clue IIIJior 

~ d¡~o 

(26) 

Coao ol conjunto s, de to4ao loo per.utoc\ones do n nbe 

roo estl formado por n! arre¡los, podeooo foroor o! productos del 

Upo {l6), 

El dete..,.lnante do lo .. tri< A so define eOliO la """'" do 

Ddlnid6n. 

dee (A)·~ • •, 
o o, 

o,. 
• o ... •.•.. (17) 

De lo deflnlcl6n ontorior oe concluyo que: 

1) Paro obtenor ~odoo loo tdnoinoo del dooarrollo de un detonol-

nonto, booto con oocriblr el tdnoino prlnclpol (oultipllcando 

loo ele.entos oobre la dia¡oul prlndpol) y o portir de hu ob· 

unor todos loo """'" <lojondo fijoo loo prturoo !ndlcu y po,..u• 

t&Ddo de todu lu ouono p<>Ubl., los ••1undoo fl>dtcu, 

2) c ... o do loo u¡undol fndlcu hay n! po.....,tl<lonu, la oHod • 

do claoo por 1 h altod do cluo t.por, hobrl o! U,...ino• en 

el desarrollo do! d~tor-looote, lo oitod con sl¡no • y la oltod 

con si,no -. 

3) Loo oliDos • y - •• osi¡noo oornn lo perautoci6n do los oegu~ 

do• Indico• ooo do clooo por o lapor. 

EJo•plo IV. 2S. 

Dbteoor el dosorrollo del dete>Oinonto de Zo. ordoo 0 por 

tir de lo definlcl6o 

1 

o .. 
det (A)• 

o, 
• .. ¡ 
o, 

De acuerdo con lo anterior, ol tenolno principal sor' . " ... 
deo do to4oo los •oneros posible•: 

" clase por • • 

El deunollo url entonces: 

det(.O.J·o,,•,.·•.,•,, 

-----·-·-·--

EJemplo IV. 26. 

Obtener ol deunouo del dnenolnooh de l<lt. ol"doa, 0 

portlr de lo defloicl6n 

o., o,. o., .. , (A)• ... ... o, 
o, o, ... 

H.-..lno princlpol: o., o, .... 
Dojondo fijos loo prioeros lndlcu, In penouucioooo de 

loo se¡undoo !ndlces son: 

' ' el aso , .. • ' 

' ' e lo .. l10por • 

' ' ' el u e loopor 

' ' ' chn , .. • ' 

' ' e lose , .. • • 

' ' ' choe loopor • 



det (AJ-o, ,a 11 o 11 ·o, ,o, ,•.,·•, ,o, ,•, ,••, ,•, ,•,, •o, ,o, 10 ,­

·•, ,o.,o;, 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

do ordoo n con eleaontoo en C, podo.os do(!oir 

det: (M} • ' 
quo ostcoo o lo .. trio A • (M) el oocoler oopecl!lco det (Al • C 

Tal fund6n quedo de!lnido por lo e><pr .. i6n (U) qua re­

preoento uno su.o ~ n: pr&ducteo do oleoeotes do A. 

El e~leo de dicho e~pros16n poro el ctlculo do determi-

nontes no oe ocoo~bro en lo prtctico por resultar deooolado lob~ 

rioso, o c~bio so hon desarrollado m~todoo oto oonc!lloo que con-

duceo o loo oJoooo reoultodoo. 

Real• de Sorruo. 

Lo re¡lo do Sorrus Indico que poro obtener el volor de un 

detoroinonte de lo. ordon, al producto do loo elo.entoo de lo dlot~ 

nii principal {llnuo llenas) oe rooto el producto de loo eleoontoo 

Asl teodr .. oo que 

l··x· .. 
•.í ... 

•o,,o.,-o.,a,, 

que coincide con el dooarrollo se¡Qn lo deflnici6n. 

por ojeoplo 

Lo r•Jlo de Sorrus Indico que poro abtoner el •olor de un 

detoninonte do Jer, urden, o lo• produ~tos do loo ole.entos do lo 

dloronol principal r poroleloo o olio (linaos llenos) oo restan los 

productos de lo• e!o•cfitO< do lo dia¡o~~l •ecun~arlo 1 paralelo• 0 

ello (ltou• punteados). 

puoden escribir el primero y oe¡undo ren¡Ión in.odlac ... nte deopu~o 

dol tercuo. Asf ten .. •• que: 

Por ejoapl<>: 

- • • • •• o o • ...... ...... 
•• o a -· a a ...... " .... 
-· o • -· • • ............ 

se¡lin lo definición,· 

\_ ~ -~ • 
' • 

Pl (SJ (0)•(1) (·SJ (OJ•( ·l) (2) (Zl· (O) (5) (·l)• 

• (2) (1) (O)- 0) (·5} (2) •110 

Eo frecuento tender o generolltor eoto re¡lo poro calcu­

lar detenolnantn de orden .. yor, sin nborco; el utudionte pue-

terminante do orden ouperior al tercero, oa obtiene un desarrOllo 

El oftodo ~uo vereoot o conti 

nuocl6n eo opllcoble o un dotenolnonto do cualquier orden. 

D<urrollo por cofocto.eo, 

Volviendo ol ejeaplo IV. 26, el reoultodo obtonidu poro 

el deter.lnonto de Jer. orden oe¡án lo definic!6n O$: 

IV Bll/89 



det (A)•">• a, 1 a, 1 -o,, o1 1 o, -o, 1 a,, o., •o, 1 a., a,, • 
•o,,a,,a,.-a,, • ., ... 

hctorhondo loo elo•ontoo do!' pd•or TeoilGn tennoS\ 

det (A)•o, 1 (o.,, O,,- ... , ... , )·01, (o 1 , o., ·•1 1 o 1 1 ) 

•a,,(a,,a,,-•.,•,,) 

do ocuor4o con la deflolc16n do dato,..ln&OtO de lo. ordoo pode.os 

uu!Hr' 

det (A)•a, 1 1 ...... 1·· .. 1""''1·· .. 1''''1 · .. ~.. ...... . ..... 
paro dete,..inar loo sl¡aoo do lo. tanino> hoce..,., 

d.t(A)•(• 1)'" o, ,ta.• 00 '~(-1)' ' 1 o, •la,' a,,l ¡ ... a.,¡ ...... • 

•(-!)'"'.,, 
1 ....... 1----CH) o., o, 

doodo loo oxpononteo do (·1) soo lo ou.a de loo fndlcoo do! eleoen 

to del prl•er ron¡l6n. 

A la ooprosl6n (Z7) oo le 11 .. o deoorrollo por cofoctoro> 

del dote.-.lnanto respecto o ou prioor ren¡l6n. 

So recoalendo al utudlauto hcer el dennollo del •1!. 

010 dotenlunte rospecto o olauno do los ren¡loneo o coluanu U!. ........ 
rlc .. ento l¡uol o det (A). 

En. h npresl6n (Z7) puedo o~senarse qn, loo dotenol-

nante> que oultipllcan a loo eleoentoJ del prl~er ren¡l~n. pued•n 

obtno.-.e ollalnudo en el detenoinanto od¡lnal, el Te1LJ1l6n y lo 

columna donde •e onouontra el elemento ~or•••pondionto, 

Por ejnplo, ol doten•lnonto que aultipllto al ole•uto 

a,. puede obu,.ru $Upr\alondo el prlaor ro11_1l6n y lo oe&unda ~!. 

luan• del douroinonto orl¡lnol 

•,--@--•,]' 
• .,.¡,o.,,, 

• ... .,. a,. 1 
... ... ... 1 ... 

a ooto deterolnonto oe le llama ol ~enor de a,, y lo ropreoontore-

.Os C<>ft M11 • 

Goneuliundo, doremoo lo ol¡uiente 

O..flnlcl6n. 

deo n, o! doto,..loonte do ordem n-1 que so obtlne al ouprlalr, 011 

el dnenoloante ori¡lul, ol reo¡I6n 1 y lo columna j. 

Al aonor do a 1j lo ropreoeotore•o• con Míj" 

Do acuerdo con uta n<>tocien, la npnslen (Z7) puede •! 

( ... ,,, ... ',,, ... d.t(A)• -1) o,M.,•- o,. ,.•- o,M,. 

o bien, en fonoo conde•••d• 

• ' • J dot(A)• I (·1) o1 j M1J 

'.' 
St ole¡iooo el ronsl6n ~. paro deoarrollor por cofocto· 

res el deto,.,lnaoto de ~er. orden, d1cho deoorrollo ""' upreoo-

do po• 



' i •k d~t(~)· t (·1) o10 Nik 
1 "l . 

En l•neral. SI A eo uno ••tri• cuadrado de orden n' 

(21) 

• dot(A)• t (-l)hk •n"1o 
'. ' 

(29) 

donde k < N 1 1<k<n 

Dofiniclén. 

L! .... os cofoctot del o)ooento o1j al dotenoinonte 

'_,, .. ,. ' ' . !j' o quo ro~rooon .. oo con ~ij" 

Con ayudo do •oto de!ln!clén, el •ftodo ouaerldo por los 

n~reoion<S (21)1 (19) (d que n llUio ••oftodo de desarrollo por 

cofoctoreo") puede enUbcioroo ce-o olrue: 

El valor do un detenolnonte pu~do obtener•• efectuando -

lo ou.o do los produCto• do los eleoentoo de uno cuolqulero de ous 

t!neoo (renaltin o coluano) ~or ous respectivo• cofactoru. 

Eje~lo IV. Z) 

Calcular el detenoln*hte de lo ootrlz A por el oftodo do 

duarrollo por cofoCtHeo. 

·- [¡ 
Solucién 

' _, 
' • 

_, 
o _, 

_, 

alo"h olo¡ir olrun• de lu ol¡ul.nteo Unen: 

• 

"· ~en¡l6n 

~en¡l6n 
p 

ler. 

"· Colllllno 

'"· coluoao 

10 quo coda uno de ellos t!on~ uo olemento nulo y el prnduct~ d~ -

d!c~o ole•entn por ou reopecth<> cohctor oerl !cual o c-ero. Es-

to ol~llfico el trobojn ol ~lltuln de sOlo treo detor.lnanteo do 

3er. orden. 

Deoorrollondo por cofoctoreo oe¡On el 2o. rona!On: 

det(A)•1A 11 ·lA, 1•0A 11 -6A,, 

l.oo cofottores 
. hj 

A¡j"(·1) II!J 

<~o 

Desorrollondo por lo re¡lo de &arruo loo ~enore• "••' 

N,, 1 N1, obtoneao•: 

' 
_, 

""" ' . ' • _, 

' 
_, 

• .. o . ' 
' 

_, 

' • • .. o ' ' • 
flnalunto 

' • 
' 
' • 

_, 
. ' 
. ' 

•-6-10-14•4•60•14·11 

•·1Z-1D•1•U•7 

·-21-1•10•8·-11 

... ". -u 

A11•7 

A • •11 .. 

•o el problema do calcular un detenolnante de orden n on el do col-



tu puede duouollaru o su Ye< por cchctoru, cbtenl.indou •en!!; 

Pro~iededeo ele~onteloo. 

conocer. 

Loo ~uenol...,.us tlenn clertu PT"JJhcladu que oo au¡ 

Son do lntor6o prlncipa~nto los ccndlclonao baJo los 

cuales uo detonolo&Dto oo culo; as{ ca.. loo troaoforaociaa.o qne, 

efectuadas en lo eatrlz, no alteran al valor del deterainonto o la 

producen ~· &ltorac!On flcllaento calculable. 

l!otoo propldodu, n-odos prophd&du elo .. ntalu, oo 

claeue•tron o partir do lo deflnlcl6n(2) 1 ooo loo que o continua· 

c13n oo enli>ton. Bn le quo si,uo, por uno llnoo dobor' entender 

oo un ren1l6n o una coluaoa. 

1) Si uno lineo eotl coootltuida por caros, ol doterelnonta oo n~ 

'"· 
2) SI doo lineas porololoo oon propcrclonoleo, al dotorelnonto os 

nulo. (h particular, oi deo Unou p&Taloiao un 11u1u, ol 

detenoinonto ~s nulo). 

1) SI •• tntorcoal>l&D ~oo lloooo pautolu c~oluqui•U, al dote!: 

•lnon<e sOto co11bia de ot,no. 

t) Si so llultiplinn todos los doeentos do una llnoo ,...r un "l!.o 

ro k, ol utor del dotol"'lln.nh quedo IIUltlpU<adc por L 

S) El ulor del deunoinonte no ~ubio, ol se lotucublon un1l!!; 

{t) El ottudlonto puedo coaaultaT la a..ootraclte en lo referencia 
Zpols.HoS9. 

not por colu.oot y vlcoYeroa. l!s decir: 

det(A)•dot(A 'l 

6) El nlor da nn datenolnante no c..t>lo, si a los ole•ntos do 

unll do sus llnoos, •• tuean loo oloeentos corrotpondlentas a 

Otra lfn•• P•ralelo ..,ltlpllc.4oo por un n6aero k. 

Un •'todo de condenooC16n. 

El .. todo do dooarrcllo por cof&ct4r~o, au.qoe aplltoblo 

aaolado lobcrlooo. 

olo¡lr ol lo. ren¡l6n en lu¡ar del lo., nos he•o• orltodc ol c'l~ 

lo de un deto.-elnaata da 3er. orden. 

SI on uno lfooa cual~ulou de un dot•nolnonte, todos lot 

nea poro e!octuu ol dounollo. 

o} l!lo¡lr la ![neo que conten¡o ol mayor n«-ero do ceros. 

) Aplicar roltnadaaenu lo propiedad (6) buto rHuclr o ce..,'• 

todos leo olomentoo de dicho lineo exoepto uno. (Si todos 

leo elellentco se reducen • cero, ol~dotel"'llnonte eo nulo por la 

roplodod {1)). 

e) Dooorrollo.- por cofoctoreo oo1an dicho lineo. 

' d) Ropetlr ol procoto huta cbtoner un datonolnonto de oeaundo o 

tercn orden. 

Ej .. plo IV. ll 

Colculor ol determinante de lo •otrit A empleondo el •1· 



' ·- • 
' 
' ' ' 

' _, • 

' 
. . ' 

• 
' -' . ' ' 

' 
1 1 z -1 ~ 

l l ' o -1 

1 
·: ' • 

6 - 1 • 

o o -1 
d~l{A)• S l O - ' ' • • 

' . • z -1 z .. l - 1 z 
1 2 ' 1 • ' (l) (2) (1) • 

' Eli¡iondo ol Zo, ren¡l6n, la toluno • que oh•ve coM pl­

-,.u n ho .ultiplludo por J, 2 y 1 •• ho ouaodo o lu coluanu . 

que •• indican. 

Dcoorrollondo por cofoctoreo ••i~" el oeguDdo renglén, 

tenuo,: 

dot(A) .. (-1) 
" 
' .. 
• 

' ' • 
' 

6•1(1} uu 
2 • ~ S 
l ·1 (1) ··(·l) 11 11 

Sl(-1) l-1 

• 
' ' ' 

• 
' • • 

So ho opllcodo ouo~a~ente el •~todo eligiendo ohoro lo 

cuarto colu.no 1 to.ondo el ••tundo renglón • c .. o pivo<e • 

" dot(A)•·(-1)(1) 11 

' 
" 
" ·• 

• 
' ' (l) • (J) 

• 

·-(-1)(1) 

.. .. 
• 

" " -' 

.. 
" • 

[).,onollondo nuev ... ente por cofoctoreo >egdn el J~r. •-

ton¡¡l6n: 

1 
.. det(A)•· (·1) (1 )(- ( ·1 )) .. "1 .. 

89 
Denrrolhndo esa <iltlao detenol.nante por lo roalo de • 

det (A) •· ( ·1 ){1 )(- ( -1 ))( (Só) (Jt}· (SO) (U)) •-77 

Cllculo de lo lnver•• pot aedlo de lo adjunto. 

Con lo ayuda do los det~r-lnontes, p~d••~• ~btener lo in· 

ver•• de una ~•trlz empleando ~n ~etodo dlforonte al e~p~esto oo lo 

<e~ci6n IV. 3. 

Definid6n. 

Se !lomo utnz odj~nto de la .. uh cuoduda A, o lo •• 

tri: que oe obtiene de A' al ouoti<uir suo eleaentoo por suo re<·· 

A lo ootrtz adjunto de A lo ropr•oentaroaoo con A•. 

ton~e•, o! A •• la aotriz cuodrado de orden o 

A•(O¡j) 

lo transpuesto de A e> 

A'•l•¡¡l 

y la adjunto de A •• 

A0•(Aj¡) 

Obtener la adjunto de lo aotriz 

·- [ : : :] 
' -' 

Obtengo~o• pri~oro la tronspuosto 

'" 
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•~cc!On coao sl¡ue: 

Seo el oiotc.a de n ecuocic~e• con n incO¡nita> 

a.,x,•o,. ... • .•. •o,nxn·b, 

a a •a a • ... •o a •D 
111111 >ILDL 

. . 

c~a ootrlo de cooflclenteo eo 

• • •,. " " 
• • • . - " " •• 

•., •• ·-
Sle•pro y cuand~ dot(A)~O, el ~olor de loo lnc6¡nlto> •¡ 

que ootiofocen al olsto•• eotl dodc por 

., . 
donde-'¡ u la utrh que oe cbUone, o parth de A, ueoplozando 

la coluana rcr.odo con Iol cceflclentoo de a1 por el vector de ti~ 

olnoo lndepo~dlentoo. 

Ejo~lo IV. lO. 

Rooolvor el ol¡ulento olotooo de ecuocicnoo eoploondo lo 

UJlo de cr-er 

o 1•h,• x,•l 

lo,• o,·h1•1 

h,·J•,· .,., ! 

Soluc!On 
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E• loportonte notar que o> te ••todo •61o oo opllco di ros 

t.-ente en loo cooco en loo qu~ o•n•r. 

Sin e~bor¡o, ol roco~dano• lo o~pueoto ~n la secc!6n 

IV. $, podooos sieapre red~clr un oloteoo •~blt~orio o un nue•o si! 

temo on donde ~·n•r y en ~••• aplicar lo reglo de Croner. 

Ejuplo IV. ll 

Roool~er el si¡ulon~e olo•••• do ocuoclonoo opl>coDdo lo 

to¡la de Cro•or, 
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Soluci~n 

~: ' ' :]- [: 
R(.O.)•R(.O.,S)•l•r- el ohte..., e• c-p•tlble 

' ' 
• 1q, (r<n) el olneaa e• IRdetel"IOinado 

Truldando a loo oe¡und<l• 11d .. bro1 lo lnc~~nlu •, y · · 

••l1naodo el volor da k obtene.os 
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x1• k ., k< R. 
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Al1ebra de ~atrices 
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: .. DlRtX:l\JRIO DE llll.UIJS DE EL am50 DE 

AC'.ruALIZACIOO EN W'l'l!W\TIC11S PARA INGENIEI()S 

. - ( MlXllO 1ILGrnRI't. 1 
'DEL 13 DE M'\RZO AL 11 DE ABRIL, 1984 

l. JUl\N K'NUEL M.CANI:ARA GAI<CIA 
Cipres No. 246 

IN:i!NIERIA APLICi'.DA IN ~ICN Y D.:XN:MIA 
Juana de A..-w No. 200 

Cbl. Vergel 
Dele<J. Ul<lpa 
M6x.ico, D. F. 
684-6926 

2. mx:::rm llLWJINXJ mMES 
ZenronUe No." 8 

· COL San Pedro 
Celeg. Ixtacalo:> 
-~• O. F. 

C.F.E. 
.·: 1w. Real. de los Reyes No, 265 . 
:~ ·• 0::01. Coyoacán 

Deleg. Q:lyoac:&l 
-··~co,O.F. 

. . 
,;"--,--

- · (bl. Bella Vista, Tacubaya 
Deleg. Villa Alvaro Cbregfu 
01140 ~co; o. F. 
2n-s1o7 . ·- : .. 544-5837' 

J. ·!'lWOS:Xl G. FILVARAOO MIGUEL 
• 

' • 4. <RIZ cm::m:EL ARRAZOIA FARIAS - vnia: 5ahagUn No. 24 
l. 1 . COL Villa de Arag6n 

Deleg. G. A. l"'.adero . 
07570 Ji'bd.co, D. F, 
796-3918 

S. CARLOS 1\R:E tD:N 
Atenas No. 77-6 
Col. San Alvaro 
D:!lcg. Atzcapotzalco 
02090 ~co, D. F, 
399-3454 

6. o::mMD CURlXIl1\. C'AMPER)S 

Av. Universidad No. 11953 Edif. 
Col. Cbpilco universidad 
Deleg. O::>ymc:in 
~co, o. F. 
548-6229 

7-301 

1. JOSE KbELIO ro-n ero ())OCN\ IGlESIAS 
o=eano Indico No. 27 
Q)l. Lanas Lindas 
Atizapán, Edo. de MWco 

l..~il. ffil!O UJER\t> 0\17\LLE 
Miro No. 17Q- 302 
Col. Buenavista 
Dcleg. Q.lauhtlmx: 
06300 :~'cica, D. F. 

. 591-0507 

. S.C.T • 

a:M!SICN FIDERAL DE ELECI'RICIDAD 
Av. Ileal. de los Reyes No, 265 
COL Los Reyes 

. Celeg. COyoacán 
~.O. F. 
544-5837 

' 
· E.N.E.P. />CA'I'UlN • 
Alcanfores. y San. Juan Totolte¡::cc s/n 
Naucalpan, Edo. de ~= 

. ' 

FIDEICCMISO n:NXl DE I!Mlrrncic;tm; FOPUU\RES 
iJcr!eLu No. 203 
Cbl. Polanco 
l~co, D. F. 
211-3050 545-3478 

' RADIO OPERA S DE P.L. 
Scr¿tpio ~ No. 4-c 
Col. Siln Rafael 
Ilcleg. CUauht6:-oc 
06350 t"b:ico, D. f. 
535-7047 
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19. .:Jnrl(JllN iU>RIQJEZ GJERREI() 
Calle 8-A No. 19 I-4 

20. 

Oll.. Letrim valle . 
DeJ.eg •. Benito J\Ján!:2 
03650 !o&ico, D. F. 

GElWO JO.IEfO VICIORIA 
t-lisueJ_ E. SChultz 92 No. 14 
Oll. San Rafael 
I:eleg :- Ql.auhtfmx: • -- - - - - -
l'hcico, D. F. 
591-0304 

21. WIR:DS liJIS Sl'!llJR'II MEJIAS 
Dr. v&ti.z lb. 712-3 
0::11. Narvart.e 
Deleg. Benito Ju.irez 
l"hioo, D. F. 

22. MIGUEL SMm:l'tO KDRroJEZ 
Gu'M N::>. 34-4 
Oll.. Bella V".l.Sta 
Deleg.- B. Juárez. 
~co, D. F. 
515-1650 

\ 
24. J. WlS 'lORRES:I\N:) ESPl\AA 

Apartado Pasta]. n:.. 269-C 
D.lernavaca, M:lr 
587-849 

25. lüFRElX) 1UtRES MElli.AS 
lw, PantitUn No. 836 
a:ll. Rclorna 
Deleg. o:l. Nctzahualcoyotl 
México, O. F. 
519-22 
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SRIA. • [E o:HJNICACRNES Y 'l'AANSE'ORI'1' 
Ellgenia No. 197 
Cbl." Narvarte 
Oeleg. Benitn Juárci>­
~=• 0, F. 
696-1481 

a:MISIW FEDERIIL DE ErCIRICIDI\D 
carr, Fed. Cuemavaca-QJautl.a l!m. 2.5 
Ulernavaca, 1-br. __ 
613-99 

~-------

SRIA, DE o:MJNICACICN&<; Y 'I'WINSE'CIRm> 
lago .Pati.ente No. 16 
Cbl. llltéricas lmidas 
~co, D. F, 
674-1719 

C.P.E, 
Km.-2.5 earr-. OJernawca-QJautl.a 
CUernavaca, M:lr, 
613-99" --- ~ 

FArnL'mD DE lN:iENIERIA 
DIIJJSICN DE CIEN:::IAS BASICAS 

E.C.C.A.C.l.V. 
1lpartado Postal 69 
Jiutcpec, Jobr 

CJ:MISICN FIDElW. OE ELE:'J'R[ClJW) 

Av. Ilcal de los azycs No. 265 
Col. D:lyoacln 
Deleg. Coyoac<ín 
~oo, o. F. 
544-5837 


