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COLITITOS. {0 clasesi. Inteeduccidn: La isoris de los canjun -
tos an hoY &n dla bhslca en o] #studio de C43) todag law ramas
de laamotecfricasr  teourls or probabilidades, anSlisie matemfici

cu, €CIECuitns eldctricox, l8gLCa matecitica. stc.

Ll sptablecimiantio d¢ la teorle de los conjunion se atribuye a

Georg Cancor (1BL3=191p).

Il comCEREo de "¢oRjuntc., v we dafine en forma preciss.  Fara ex

plicsr 1o gque sw sntlende pof fondunts, & &5 ls {des [Nrultiva:

Un conjuntt ea une ¢o0lercldn o agreqado da abjetos Rien definidon,
loa tudled dAeban posedr una propledad o attbibuks caractapistica
qua B0 deje lugaz & doda sl diche objato peftenace O hO 5 la co -

lecciBn®

Ejyamplo:  Lom sxspresidentas de la Feplblics maxicans) atro e3em =
pio da conjunto poAris ser ) dx log nOEwrGd Primcs MEyorEs QUE

14 y manores qua X111 ere.

Los alamentos de un CORunto pueden gquedsr definidos al gnumerar
fstoa) por wjemplo: k]l conjunto constituldo por lom txas nimercs:

. % 9.7 ete

Pusdeh, BT Qtfos Caads, dimtinguiree los &lsmenios de uwn conjun=
to, ritshdo una propilsdad comin a todgd ellos; por ejemplo: el

canjywnto d¢ lon nlmcros parak.

+ Cbrfrvese gue RO e Exlge homogen: {dad, cada ohirto detfinido
R uh conjunta dedo e denawine "elerenta® del conjunta.

v L3

De lo anteflol $c infieid Gue 108 CONJuntos pusden Lrner un ntee-

o [inlta ¢ infinito de #lepentos.

HotACign. & acostumbra degignar los conjuntos £on letras mapis-

Culek,

Loy #lsmanics d€ un conjunto se distinguen con letren mirGaculan.

Cuando un con)unto queda definidc al wruwecsr SuL alementos, ne

anicrdpw

A s odme,i,0,u) * je.u,n,2, L}, ere,

¥ = {2,5.39) = [I,%,%} = I9,.5,2], wtc.

Paza jpdicar gue ¢l slimentn 5 sntd sn ol conjuhic B E& anote;

51 un swlementc no eetd &0 Un conjunts dado, B denotas:
2B

Cuandc el COnlunta sw define enprenando una propisdad combn de
todos aus alementos, e amplea una Mpea vertical | [0 & veces

405 puntos il Cuys sighificade cs sl qure”

EJEmploni

l:"l:l:lx » 251



=(1] 1 & un libra d« la Bibliotecs Mactionall

Subeonjunts.  Sa dice que #)1 <onjunto P oes un “sobconjunte” del
cohdunto kR, mi Lcid- elrmanes de F o taebifin slvmento dg E®.

La miame idesy we axpresa digciendo que P gxtd conganido &n Ry ©
bien, que R gontieng o P. [P £3tf incluidc an E). I pocifin

de wybconjunta sk fapress on torma pimbO)ica como pigue:
F =N
r :_:_I' ¥y

%1 al paniunto P tisme Mapcd clesentod Que o) conjunto A, e dice

gquw F ex un gubconjunte "propio® de R, ¥ ella sx indica:
Fe R

Ejemplo: asa: & £l conjuntd de letras del a)fabpeto cantellano;
niapdo b wl conjanto dm Vocales del mismg alfabetin, podemon apcon

cxd exciibiry

Dewpuls de dar entas deflplciconex prelimicares, ghicCaremes Nucs-
Lra ptencifin o 1 elaboraclén de dufinicioner y regqles que pusx

prrmitan constfulr wne dlgebia de CORJURtos.

lqualdad.- bHa &fyrma que dos Conjuntos A ¥ B som jguales ",
y #dio #l, ambde Canjuntos eondtiacen de los milpmos £lamenton; gp-
0 wn, Chis slementc de A PErzsnect 4 By wiceverwa. Eilam-

Fle

R N R R N LI L I T

%1 A+ H, debx teneraw gue =l glemanto & da A 8y susciamen-
tr 4l wmigma que slgund dx los slamencos da B asl por ejesplo

CuUfey CERCrMeT B = E1 | + 4. C = ¥y

Uns ticnica usudl pars demoetcar .o iQualdsd de dos conjuntgas can
#lyte wh hacer v:r‘qu- sa cumsplah 1ak Aos cOndicioness siguisncaeg)
51 A B; ademiz S& ), snEonRCde h = B

Conjunto waclo (5 nule) .- Conjunta Yecio sas aquel Conjunto que "
no contirps alementos. [l conjunto vecio e Fepressnta con &l

simbaloc o, ELleamplo:

t = | dorep humdnge vivos miyoces d¢ L1000 shop |

Oupervese gua & ¢ (al) pusstp que sl coniunts ¢ dal DT imer
miempro, pof delinicidn, no coptiene ningdn slemantip) e tanco

qur el conjunte  l¢] 4el magundo miambro Zontians un slamenes.

ki £onjuntd ¥vallo 4 me consldare Como uh gubcon)ente 4o cual -

Quidr O0nAgntd aes Cusl buers epta Bleimo, sk, pata todo &,



e 1 con
juhlo wniverdal 16 universop.+ E)} conjunto universal 5 ¢ n
COnIuhlo wnive !
F=
del cual fe deriven todos los sUDCONJuREOs Que pusdenh ifte
Junto de
1 CONJURLES UALyEeEDs
TRiculir. DEilgnAfembE -
¥enir ¢n un problesa pa

sal con el almpalo G,

v itar paradojas,
canjunto U 2 w) a® &y
FL propheicn del
[jumpln:

&1 congidecsmoN Como universo 4) Conjunte 44 nimeros ceales, “1
titne  por wyespla:  In]l = 00 en Tanto que el logaritmo navurs
ge uh plmarg TegALive MO evaite. Ep campld, Bi £l unlvecsc Lo
constituye gl ¢ONJURtO da nimeros Complejol, Se enCusntrs lo =i -

yurente:

=11 = i1

.
qhar UIIBIC‘ " UnA Vafiabile
Cuandd se pLasdr
admiElL
SEILC . L LT 1E yalores da x  wOn sdmisl
® an Und §CL =

o,
blea: et COMIUNED 44 welores Jdtuye a4l univers
[+ H

. -
£ u¥? el conjunte B puede per comsidfraop Como un B
Ohafrvesn g .
Ara todo
to de =] mimAD, Otra observaciin: s o Aol par
conjuntg

L

- r up l'rl:lnl_.-

n QLentib. Eem A uUpn cORUbLD cORELLITUWIGG PO

Lonjunig golbenf il . ]
EOnjunLo

& n Ao alementos, El conyunto pocencia de A #R o 1

r 2 EubCOn jun-

v1gmBNLOE BOn WreEciFananlr cafdas upd de las
Cuygs

aCtT 1l e ombinar L mentoy drrl con
I =4 (-1 n elr i3

LtOB t:ile r ml £

Que af -

Junte k.

El conjunrs vacio ¢,

¥ #l conjunto univeras] § deben formar
Ferte de |pg 2"

ERDCOn] untog *lemantos dgi COTNIUNtd potencia;
en alacig:

Sxa cf l’:'l las combinaciones de 0 ohletos tomades BN subsondun
tos de¢ r ohyetos (fF « al. El ntmiro Otal posibly de Subson -

JunIos que resulcan Yy

n n T a
{n} + l:I.I R P R

T, n n
oyt ¢ I = e .,

donde: 1) now 4 &1 conjunte va4cio § en tanto gue (7Y 2a ey

COnjuntt upivarsal 0.

Hetacitn: g1 CERJURED potencie de A ge denigna 2%,

bLyernp o,
Sus b o= {a,p)

< (v (el Ib), e, b})

Delinicisn pimbélicy ds conjunta potenciy,

2"-{3[5; F|



ceoplow: 1) 51 A Ny HEC A, Jemoatrar que A= ]

Lolucibng

51z r b+ x & B, puspte que Ao B

‘e OLTu lado:
51 x £ B =3t h, y&oqua TZA
= A ¥y 0 cianen los mizmon ¢lomenton - A * B

J %1 AcC B ¥ e C, demaacrar pue A O

ranemga hecer ver nue ¢ada alements 4n A cutd tambidn «n  C.

soluciin:
51 AL A== 8, ¥a gua Mz B: pare por Aers
M= v w . £f Juggo W€ A - %X € £, por lo cual we
deduce rmue A S T

JU Br A& B oy BEU, demostrar gue b= .

¢

apepba gy A B Y 25 Q. resulta gque, cidide nis, N C

lera m1 A w Qr atengn poc hiodtesls B €, ¢ B AL 13 cual uon

resdlian-
=radico e NigStrEli de cue A PO pET lo ¢ual & A © e

‘n, pot lo tante, A S E

e

4] paterminar &} conjunte poatencia 2 gipnds: A = {{a,b}, c}.

Zalueidp

Fuestn que el donjunte A tlene 2 wlamentas: {a.bl y ¢ = ¥ zgp =

tandrs ¥ = 4 wlementon:

P ({a, B}) (e} {(a. B}, c})

1 Diga 51 lay siguientws afIrmgciones aon Correctas ¢ lncorrec
Lam

al + = Lot

Bl 4 = (4]

cb {x)] = {ix]1}

a1 (x] « {fz})

e} = [{x]}]

£ Hx) iy}l = {{x), {z, yI]
Solucidn)
a) Incorrecear § he tisna slesentosr {0) tiene un elamento.
bl Incorrecto: O no es un conjunts

€} Incarrecto: slemento # CORuURLd {ver ipcipa d|

d] Correcwo: {x] ex #lewrnts del eonjunta {([ul}
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~

2] Corresro:l £ A, PaFA Lodn conjupto L
f1 Incorrectmn lyd # [lakslx, ¥l

6} 51 m.b.c mob elemgntos cualwiquisra, daterzinar quk uh_el.!m

Jdebe txiztir entre #llos, de Dodo que sex ciertd 1o igualdad:

{la,bl} = {la.B,e}, [e.bH)

bago que £l conjunto del ler. miembro pst] rconstliulds por uh
$0]ls siemente qua c3 %] conjunts 4,b , pare gue pucda veriiicar
ae la igualdad, debs TtaneISe que =n el s#gundo mjembro:

la,b,<} =+ {e.b]

dariendo citos doF conjumtos sef lguales al conjunto {a,bl del

Primer miembrat

in.bb » {a.b,cl = (k]

por 10 cual debe tenersk que 4 L -

{a,bl = la,b,n] = ia,b}

tn cenclusidn)  Ei & & =

Ta,mlt - lla, b sl e bl

?l-lcl’d-'l' vanes CLn conjuntos. -

Imitn.- S« entiende por Tuhlfn® d¢ doa conjuntos Aoy B, el
Cenduntt € gue tedwlits &l considerar £ conktituido por los
CIiewen o que pertenecen & A S 3 B & & awmbON.

HEE T Y. T C.i hU B

yompn: gean A r [1,2,3,4]; E = 13,4,5%}
E= AU B 41,7,1,4,5})

AUR= In|lx c A& E]

lm.u.-rsq;:tthn.- Dadpa log conjuntos A y B, &l conjunsp “inter -

sweteibn™ D tiurar por clementos aquellos que 500 Comanet 3 A

y & B
Ml uCibn D= Ny

beb "B {uxca ¥y =c B,
t. jusatelas Aw da,b,e,dir B o= {¢,d,e!

oA Np . {z,dl

Contanias atencs (6 desunados).- Dok conjyntos &y B oEon alf

nos 51 0 [lefeh tangln sluments combng esco £2, 4§ AU LRCErREC=

Cibn v8 vi conjunte vacio:s & T m = g, Ejwmplo:

Aw 11,3,31; B = I5,E].



1]

AE o=y

+

9. ferencia. - La "difzrencia® E de dos comjuntes A ¥ B es el

sEhIunt 0 EU¥as elemoptos esedn €n Ay N percanecan & B

megc:in 4 o= A-A

Zian-n = Ixly ¢ A2 ¢ B!

Aow +1,2,2.10;

- amml B = 13,4,5)

Loz o= owm P 3}

Comulemeel@,— LI “complemante” del conjubto A BA al conjunto
cujou clemenrox son los clementos del gnlverss, gqud Do pey
A" = ko= A%

Fefdwi o A, lOtCa nOTACIOM:

A' a d-h w {x|x ¢ O,x £ &l

Laeppia: Sean O = fa, & t,6,u)1 &= {s,m)

A . Ly,o,ul

Loz cuncnoptag de unlfin & interasccidn puscen gqenwyalitarie para

mis a d0E conjuntos:

n

1l:lhl. -hiuhz u...u4 "I‘I
[

[ a a no,. N
e e

unittnt::nlpnuumsuu 145} *
5

"Ai = lulx e A, para teda )€ )
]

sicndo el conyunto de subconjuntes A (1 ¢ &)

Didarami® da Venn (& de Fulerh .-

50h EEQUEmat 4N log cuklea los

CoOnuRtna o repredentan cComo Srgas planag,

"

L

L.

CONJUNTI GRELT) CONINTD A CCONSUNTE B
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Ep!nuln; acnfiales para relacionar nimera de ‘1E'tn1EE_EE_E°“ -
tos.-  RelsciCnatemos el nimerp de 2lemyntos Que hay en dogs CoOn =
yunias 4 4 B, con ¢] nimiro de elesgncis &0 103 CORJURESE

1 n

Atdp y A "B

ureionemor al nimérg de glemcoros gue hay =h Un CORJunte, diga -
meE gl conywnte A comge N k. {n A et wn nliMero, Ao Wh Conjun=

tol

LMtanlezeamos 14 Blouients igualdad encewe hream,

D©- (-6

L mea:

p AR B F ook U BEenik P oay

Froblepy: ToidB los Jlymnos de ufd Cladd de QiEenddis B8 INEETa-
Lgn fAra BEACLICAr DataciSp (K] O Arletiseo (A}, & ambop, 52

Ty 100 alumnos #n 12 clame, ¥ @R la limta de ipacritom 4n naLs-
Eifr hay (04 mombres; en TantC que para 4Eletlisma hay inscTItOE
130 ¢cudntos alumpoe ye ingeribieron parsa practicer smbon depar-

res?

Splucifint a] Empleands la f&rmule

niN U Al = 100

ntl = 304 nk = 130

e
RE + nkaniNughenln ™a

SoomrtN ToR] = 1DelID-208 - M
Ly con susllap da Jiagrass de Venn,
[104=g] v [10ru) = 200
oY

1lk-x = 200

A= 34 = ontg N oay
Compropar, para ) conjunt@s A, 3, €, 1w siguipnte fOrmujel

nianbine ® plaUBUS I *n (A D BRI Clan B C1=nip 8N C)  cowpro-

srcifng

A A E’ Ak = a4+ b+d+g

nt = d +« & + £ + g

nh Ll pc -

-

= pedbrorid+Ieel+ig =
= (ashrargle {beceprgl e (deetisg] =
s ||1.j.,|1'|‘:44_;-g+!-”;l"|b'ql+|d'§“‘"—"ﬂ]|'q

= nAUsue) e ia N Rpen (R0 ClenlB Clonin™ 8l g
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Foragle gracral para iclacioner vl nllmern Jr rlementOp que exip-

Tgr tin #F  CubLyanlm: i "

1 1
r I:'H'- ':I'I
AU L = n B o nth e g
1at 1-1 143 i h |
4 L
c ) <k
=N TV S "At:u.,nl-np"l R T N BT
v <3<k ! 1efe.m ¥
c.'l'l
TR I
L — nuin..,"nm1
153 et

deander !

1o~ om; 1,3k = 1, 2,3, .1

ACwero L. Comtbinaciongs d¢ wm objutow tosados p o P,

b m-p
Lm-{'m

L:I L, PIm=11tm-2] ., . (m-ps+l}
P

[THEE I R R LI R T o B
3 L

T 'E" = 1, fifa toos m = 0,1,2,...

Foola fArmula se dumursirs por indoeccifin matemdtica wn la segun-

‘du partc A OXLAI NOTaS,

L yamplaa:
g o1 =3

sulucitin:

- -nik
nlhIIthUhl!I nf TR +nh =N

" PR L

Y ]
+|'|l.i'|.1 "h: I'I.]I

w_=u'tade oup concuerds con el Gleime probless. 8L &,

’.“ = C.

1l omo= A '

salucisng

— h _ LA
ik UbUhyln 1 = nhzinh:tn.h.]+rm.-nihln Ag)-nihy Ky nth, Ay

1

Ny n n
—nihg n H;“nl";n "1"““3 " hyhomia, 7 Ay kyreniny B R

1
. Ny My A
T T T e T L P By

Libk = =3

solucibn

- nk,*nhk_ -
h{a]nhIUAJuA‘Uhﬁl nh1+n1=+nA34 4 5

- haq-
YTELE S BT R TN snth, Al -nihg T Ayl

- n
-nln:”,hﬂ-nm]ﬂ 35'!'““\3"" l"]-nlnal‘l !.sl—ntl. 15

1+
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fop i

1

n - n .
1 AJI n:hz h31-

B



M
+nll:ﬂ n,zﬁ Rydnih, " L .‘;-mu.ln “‘2“ “5““"‘1““3“ 'WE
L1 ! MMuimn trrming dul dessTrolic pueds wacribirse:
”‘”‘;ﬁ":“"al*“"‘ﬂ‘*:n "'b""“"‘:nl;“"."‘““:"’-]"lsh ‘_: i
= nik, BTy = ni, A
PR A 1
Ty N n n _ ' I a _
LR L PR P Aotrmia, ™ A, !.sl nik, Ao Ayt A _ ,:1 d o
¢ La asoeaatsvidad de U "‘1 ¥ de 111 se demuestr
- i=1 1=

[l LY U

- il n fa - n n h _ i n n
nm] s B 1 nlh1 "J L .lij “"‘.l Aq L *5]'

protiema:  En una bolgas hay 50 chjetos, du lopx Cusles:

- [l n n in " " n
n'.ha kJ l' Ainnml n: AJ Al 1..5I 14 son de <olor arzs mG = 14
11 mon radiactivan inA = 13
Fprervasionas: 4 gon cp !orma de cubl nc = %
. oy u g
d AEtives tniG 1
b E-'l‘-‘ pimero de tErminoe que Qcbe tentr &l dexafrollo de cada zu- % ron griEEE ¥ 1N i
c — . c) =7
T3 e chbicot G
L] 5.__ B POWClzanence c:+ For gjeroln la = T mon Qrldes ¥ )
2 . 4 sop yedilactivos y cfiBicos AIRTCY = 4
[
I 2 \
el 1 it - - FC5, rad1iciivas ¥
2 taene o) =BT B0 grmines. ¥ aun a1 -
P n . N ner o
o clhice wniG" A 1

21 Todey lod tEraifvws gue proviesen del dezarrolle de cualguier

pearnfpos Glveroy RO BOH AL JELECE, nl radgiactlvos, Rl Cublcor?
sums = , deben tener el mismo Bigno-

solmcifn; 4} S8 buscd @ K = piG 8 R U C1 = = nil-G U K u £l

i 1=1
aplacando la f8rauln: L4+17+9 = nlC O R U E!!-SH-?*
1Y Los fignas de las diversas xumas £~ , son alternados, ¥ exim- U EOCH e 23
el ®m  Sumayp ._-; n cl ligﬂndn Al embIc,

+ x w S0=23 = X7

Ll Empleande dieanramay de Venn
4} El sbmera EE‘_L Y@ t&rmingy gua =€ obticnen al desarrollar

Lodes las lun.“z OBl pegunds mlembro en 21'-1. For wjemplao,

niG U RUIC) =
an gl defarrollo para m = 5 2e opruvieron: 25-1 - 3I=1 = M

= feSrd¥Tr]l4Te] =
LtRrn nos .

= 11




r 3

7 =750

- RlG U RUC]" = %0=-31el¥
. 27 chjator (ds los
50} mo zon, Niogrimsa,

nl radiactivos, ni cfh -

bicon.

flaupge mbrodos smplesdos pars demgiTfar relscitngd entry con-

vimEog.~ Auh Cuando ura eccablecar la wvalidaz da uhs scuscibtn
enfre coniontow &3 aellclighite y bastd cOn amplear una, cuslquis
ra s lax tlCnicay que e detallarén a continuacitng pucwdc,
il nluuru.::l cascs, gur un mftodo cn RaTticular rn!_ulta. pars de
Cerrinadns cEfuflarcas, mia clarc © cepedito fue lam otrpe nE~-

EE- -1 9 -

Vara splumtrdr lop flwersgs milodas, Ros rularisan & un gyemplo
CATrLtn: GNpPSTJamRoy Aue f4 deieu probar la weracidad de 1a e-

FRAET TTEE B (AL '

- T --_;..-;:n:t A partyr Jde laa coiiniClom, |

v m Jxlz . Ay a f ot
= fxiz i Ay mf B

- NI R

Fi)

I* mttodo: Haciendo ver gum A-Be a7 p'; sdemdg APV Bz ey
“ A0 = AT mt,
Wl SR K A=

+ 1 E AekfB ~x € B

xthyxe R =~ xneafyp

- h-N= AN A e 1Y

Kl Ses xc afha
~x LA ¥y xtC I
-« ¥ L A ¥ lf';"'*"
AL L™ S TR § 3 ]

de {1} y (2) revulesr p-p = a? g

%7 matodo: Construyenda und "tabls de Verdagt.- Dado qQua un
tloountd 1 pflo pusmde “watar™ a *no ertar® en op datermizaedo

conjuntn; indicamocs con U (verdad) an la btabla g1 x  "aatd” an

Ju! conjurts, ¥ cal uns F{Falec] =l u “po setd” &p sl coajonto,

Las combanaciones Poliblas pars conjuntés &y & son lan 31-

guisngds
¥y = v
\I'/
F -~ VF
I"'fv -
¢ =* FF

Ba Jvmunstra Qua 14 lgualdsd shtrw lOos 40F mitabros A& uns acud=
cifin entire conjuntod quads weteblimcida 31 lan Columnad COrrespon

digntas a cads mléwbra de la scuacidn for an La tabla de verdad tic



5]

ach 1am mimsds spicadas I¥ & F) on los fenglones corrpspondicntes.

3111;:;5[..5']‘::.5:;:.":'

I

1

I W I—v

r v | r__+|r 14 1 r

Lr 1 ry v L r [ =
R

1" Dhservecitin: Una tabls de verdad debe tenar 37 rangloned)

s arda n €1 nbmero ge corjuntas difcrences invelucrados &0 1
nroeeE1cifn gue S+ dases dengetzdr fenm £l #icmplo FArerliar. los

conjuntos EOn A ¥ b1 pOT 1o tanto n 2 - & ranglansl .

F ObacrvAC18n.= lan SCUACIDRES JQua relsfionen QpEracioneés s~
trs conjuntds, an gensrel, po RAWiTHN Aemoitracifn medinnte sl das
gréms de VEnn, Y& Que uh diagrama de Vann no pueds ipclulr todad
Yop siluerlones POSibies, Como 1o hace, por w)Emplo, unhk £ébla

du wverdad.

min adtlEnts s4 Proaentan slmamplop qua jluatran 1o expuasto en

lu 7 obssrvacién.

Principio fde "dualidsd” .- 51 = ipcercembian lad ppafaclonas

M Lar Ui cembaendo asimismg ios conjuntos U por & #n cual -
mular PApFOsi0n eniie COMIURLEE. La expresifin gue Tesulfs e 4b
pomipa "dual- dw la (xprecifn original.

Ejample:  Bea la ecusclita:

LI

(AN T L TR T L S

la dupl em:
(h vgpjutdipyy - F

T T i
ierthd Axjomas ioplican sus propigs dualps, sntoncas =) dusl
u
'
“e SWalguler teorems gue £3 COnsecuEncia de los axiomen b Lim

Bi1dn consetusncis dF loe axiomsa®. L

uz lo sntarlor, 4890 cullguler Teorams ¥ fu demostracifin, =l
dual el coorems puede mer demostrado de maneca endlogs, usango
L}

¢l dual de cids paso sucanivo du la desostraciSn original

e moddo que, si uh teorems sn vardadero, tanbién 1o e al dual

dr 492 migmn teoreme



K4

LYYES OhL ATGRERA LL CORJUNTOS

L=

DUAL

THEHT I TERCT=

LE=

A UA =&

LI S Y

i
i I
G- LumMATIVIDAT [ AU B =B U A AR & miip I
-‘ .
io= . AWCLATIVILAD ; AYjAUCE= LRUEIUES afl (mficymqafig g l
- 1
l. ,
1.- DISTLIETIVIEAD +  AUGF " Cls(avs) " AN {moC = Al mioIat Cy
LAY L
IiI A U= AN w x
o= IULHTILAD H -
li RN Ay =
Ii Aua =T AUt oy
w.— COMPIIMUNTO !
] 1 L]
T.- HE MIRCAN ﬁ AR e (AT BY R LR AT YR
]
il
N L% RLIT )" = &

b e e —

F1d

Lhocuuids dsTeson un sicmplo &n el qur se 1lustzs chHmt, medilente

la spliraclés ¢e loa mismod TaTonzmiantcs, as fackible deducis Je una

ley ¥, #n lorms pazalela, la dusl.

" Supangamon qus af Aesea, & DAFCLIr de

c1r la ley da fdentided, anl come su dualy
1

ia ley de idespotentia, dedu

e AL A hipftesln L hom g
- LU MOE da 5 = AN R ¢
 (AURED (AUR®) ar & = af Aot
P TITEELN 13 de & - A0 (punty
= KU s de & = afy
L=AD ¢ Identidad - AP0

58 Compfurba que 1o pasos Aeguidos en la tEanaformpcidn de la -

columns de la laguierds son precieamants lo: dusias dc cads uno

de loe p.;:nl axgiidas en la dcduccidn raalitada en la oluwny de

racha .,

Chsdcvene aslainnd que ne todaa Jas leyes del Llgebra 1iscadassen

1% tabls d¢ ]la pAgina antsrilor

N Independiantes.

Comc ajsrcicio, demcostraremos la ley

L

haociatividad;



[

ler. métoda:
RUIBUC) = {3 | = ¢ A & x ¢ BOC]
= {z | acAS e BANTL L)
= {x [ {ac AExct R &1 C)
= LAIAOC
0. mitodo:
#] Laa x . RUHUC)
= KT hGwxrp ~xcBEOXxLC
o sea X Abxx e BRExC
Bl x € A~ x@ AUP - x @ LAUBHIM
51 ¥ £ B+ a t AB + 3 ¢ [AURJDEC
L x r U + % ¢ CUIAVE} = x € (AUR}D
- AUTBIKC] IATB I -1
bl 5i m & [(ARILE

® E AUb & v « £

+ L AbGxcHEBE¥EeEC

dr 3]

F

L ¥ LA+ WL RUCHUC)
51 "L B+ x @ fHUCH =« = ¢ AUIHDE)
4% a o O = x4 {BUCY + x ¢ AUIBOC)
« IREHIDE = ANEATKE) . [3)
de (1] y (2} IAUBIUC = AUCBUCY = ALBLC
17 mEtodo
xrh|lxc B x:cﬂ:: M | x e (A ) & ¢ B | ¥ C AL CEED
5 = A
LY v v 1 v L v
1 v v F Il v v ¥ ¥
‘ |
| v F ¥ LB v v v V.
- I T y
v F F 1 W Y r v
F v W .‘ v I v v W
e v el o e | v .
F F v 1 F v ¥ v
r F F d F r r F
T )
-¥
x""*r
LY
\r,v

M o
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- PENTRE RN LR+ 1de 7}
s F .
F -
see? A gh
e = & mf ey 1de H|
EJeroicioe. Con baza en las leyss dal Algebra ds COMjuUnTDE, ds -
P AL 1 | e 1
mALCTATE
1.- a*fe-fpr = avsucy? .- {RUEIUIAURYY = 0
arfpfhgr = arhpne e 13 _
IAUBJ U [ATUR') = (RUATID[BLA') {dw 1 ¥y 3}
- Elluniulru‘cllij' [ﬂ-ﬂ T3 .
. -Tul {da E}
= [ wajuc ] (de 7 y 1)
= [AUBEC) ide 1) - T (da &) -
2.~ AUIR" D B) = AUB )
y.=~ Con bass en la ISrmuls dadsa anktericopente: TA+RE = RiRDR}+
PO TTRLE T (ALt y N atB) |de 4} AlA™ B), dwducic 1s fOrsuld para relacionar el nbmerc dw eleman
50 I . tux gn tras confuntoa: ARkeRBenc.
- {(Am) *
(e S Solucibn:
- AUN = .
4
. For sscclatividad: nIABUCE = hiAU(RUCTH)
1.- [iarues ™ acurt) ] = TR LT-A

por la Firmule d8ds pars ! CORJURCOS:
" ] *
[(a'UB) P {CUR'} 7w [atem fogaruc) (da 2} REAL(BUCY = nhen(BUCI-n[ AN (BUC) 1
ner e 4 aplicandd nuevamence la mimma Formulal
- ]
Druahar] * ALAUIBUC] = mAsnBeag-ni8" Cr-a{x™ [BUC)}
O 1la dizcributividad:

niaffmrocy = nC At pruntcr J



aplicands la forauls paru I conjuntos a #ace Oltimas

AEAURDC) = phtndenC-n(p Clenea® ) -

Lo Ry TR T iy

= rAPRRAnC=A AT B = AT Y- A " Cren (Al wh o)

a riani

Thepdent = o IMBUCI4RIAT 8144 (A" ClenIB" Cy-niah gh£]

Varpltarios acerca de gqué adigma

I cma:

Francém {F)

Ioglés [IY

Inglés (11 ¥ mumo (R)
Francgs, pero no kuso
S0lamante Francks
Francée o Inglis

Ningfia (Aicms
L)
iw prequirsi

il Cwldntoa furssn Musay

i1) sCulnvows toman Frencks ¥ Ruso, PErS B0 llavan Inglég?

[
Li1) Culimeas curpss Pragmcity ¥y Faso a Ingits, O ambos?

TXLIAn}Aro estsban svtudiends ge
Fpt FHMAELTE, 3¢ ODTOViarcn las siguisntam raEuentan:

LY

|

Lo gne snCussts Efestusds & F Srupt de 1040 sprydiapzes umi-

Mimero de sstudisnces;

mi = 1

%
i
(]
2
b
]
24

a2

ralucidn:

D#l disgrems 48 Yenn:

1l ok = 1B
@% 14y nppf RN Yy « 0

o U 1Lty niF" (RUIY = 0

7.~ 5S& tienah 3 cbietrcsE: A, B, C, ¥ »¢ aabk gue Ningunt de 1O 3
cond mis de 1 kg nl wanoy de& 0D.5% k. PFPara delerminar con exsctl-
tud-u) paRg que Tiene Cada uno d« lom ocbjetor, ee ﬂpliltum h-lllg
1a; pero dzces @nilcamgnrte roglacco,. con precielifn, pesos cncra 1 oy

2 by,

C] proulekd CORASLlaLE B0 JdATEITMIRAT, €OR 1s palanzs dsds, con lé -
soluca precinitn, a4l prgo d¢ cpda und de 10n ] objatow, sfactuvan-

. 1
do GhicAmentes 1 pesadas 40 la palanrs,

Splucifing  Fars poder emplast Ie belantsy, d4berdn pexazex 1

clijctos COnjuntimente.

Homanclatofa: 0= |x, B, C}
nh = peRd e X

. AB = paao de B
aC @ peps de ©

nl * pasd conjuntc de lom 3 obletos,

5 im,cl: 5, LI F W 5, = bl

1

"":I. = pangd d B ¥ T untas = nhenl
nEy = pEMD da A Y T juntos = nh+ 10
"“5] = pald de A T B Juntoy ¢ Bhend
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Acpults oACORCER:

H uszaszus -5 usf, =10

1 1 3 H

(4]
55, «¢

L]
52 Sjlh

] -
5_‘. 51 B
Hamos vilto qudi

rS, +n5, = r.uius:pr-;sl“ 5.t

17"

a nleng
n5,+nby = absnt .. &)
ns tnk, = afers ... (1)
.-._c.fns: = nlenh . ) .
TIRE 4nS endyl = InGrnhenm+nt = 4sl
- a8 = §ins enS tn,1. {1}

l'l',“. eh tl-]:
n§yendy = FinE ong ens ) emh

siaplificandn, ¥ daspejandn nh ke cbilsne Ls primers de lan si-

gquitnbtaz ] stusciones; lam 7 gigulences regyltan da mapars enklo~

L1
1

RA = ZInS +ns -nf,) 1de {41 ¥ {21
1 -

nB s FONS, +uE, RS,) igs (4] ¥ [N
1

AC = = LnS, +ns =ny) tas (1) y 11

E.- Al director de una escuals ascundaris miate (CosducRCiohRal)

¢ su RrEICHLAR loa siguientes datos wetsdivticos tendlentes &

reflaiar ol elacto da o prictica de los deportas &n sl aprove -

rramjanto scadbmico de 1o dlummad:

Lh muyazsré cOnEimtit de 100 alumnos, 3% hombres y I0 smujeresn. Fa-
of af &1 K0 L, del cual IH kon EMieCal y.J:. hombras,

Ow 1ok 100 gue constityyen 1& mueatra, 56 practican deports y, de
whtos 56, hay 16 hombres ¥ #0 sujerem, Es observi que de loa &0

sprobados, M mon drphbtiftks, ¥ da astos 34, hay A0 howbres.

El director pregunta) jtulntas mu)aTen no-depOTtinCEs OO PARELOD

ancT

1% paluciam

fF = 100, nH = pe = 58; =h = &0y

niaf N = !I:FHEA“HJ = 1) nb = 5E

nipP HY = 38z piDR M) = 2087 n(afMb) = 34
nraf o Hi = 36, IKCOGHITA: Wit Mty

pera: niP D AN} = art MRt AT
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del! croblems f.- anLeflor:
GIH ATy e DU

prec  AUELDIA) © = AT -n tHYDUAIL

del wraplema S.= YRTETIOr:

AHOAUDY = oHermspn=nif™ pi-ale? Q1 =nia® Dienid? A0 )
= JO+A+5E-31-16-34+30 ‘
-

nt o opt] a pOen(MUDOA) = 100-94 = §

0 zsa: El némaro de mujerss, gue N pIACTICAR deportms ¥ que [E-

probarcn &1 Ao wE B.

El diagrana d& Vahn cnr:‘:-:puhdiun:l a sste problems & CORO wigue:

nii=roe :

A NAUMIDY = %

| {24
6%

| -

M golucidn:
nOAURUDY % redanhen0-niM™ &) -n (MUD) =n (A" DrenH” A M D)

bonde 3= copacen todow bag dacas de)] segundo mipmhiD, PArg com-

Bletar los datos, pusde racuITiTsw al sigquisote disglama de Yeon.

L1

N
14 a@

A
iy + niMUMDT = z2+87

| BN

|

1

X+BHZ » Lm0 Shd=20- 04+
N+Bi = 1TO-RZ = RO

= 8 '
1* Solucidn: -
Or] diagrama dw Venn et CQEEFYE Susl

o o wen AR Mrap e pranikh AT m

S0 m A+TRrIO-4 = zr4d -

-~k =& ’ ]v

Tibujar diagramase de Veon, tales gue verifigquen law mi{guicntes e-

CusE O gl
1.- A phe - (-0t (ang

Ealusifng



[___ ———— _{ _31' 16

|
D=l o £ A
l 1ag 1 €1 ll"l-c - [ - Il] - [2}
[ALLE LU -
B C
B-C =B pare A C = C - CE A

={A=Cy M ATy = ph oAl

opr ahi Que #1 dlagrasca de Yano aproplado puede ar 2l Sigulehibe,
~1B-C17 AP ey - pfiehg

.- aha?C a aA"R

el diegramo:
sclar fn:

A=IB-L] = [A=BIUC
Dado que AT A" = 9; (pATA Cualguier A] - QUe PAEA U Ew VEr|- :

e  ——— Y

figue Ies gcuacidn en 2, basce que AP BN C - 4 como sucsde,

fFor cyemple. €n ol didgrema de Vanh o¢l problems 1.- anterior (e-

Is muy importance obawrtvar gue 1as 3 f8rmulss dades RO tienen
E1ften mgthos mis ponjb:lidades)

validezs general, comd foede demdstrarse, por ejexpls, CONELINYEN-

1.— &=18=C) = (A=BIUC L1y Ao laz rtables de verdad correspondientes & cada eago,

Trarstotmando al 17 miembro de {13
A=tR-C) & A™ [B=£1'; {cemdftiade por ' mécodond

=AM Y, [vor la misma razdn d= ances|

&Y (m'uC): (pror De Marygan)

:,TI BrrOIAT Ly (Fog distributividag)

a -mpuat ey (2]

tompacardo los 37" miembros de 113 ¥ {7}, alendo igusles los 1°?

misabron:
Y



Xk

1%

Faisilomea:  LOlovar 1oz phr#nlenls Necobdrios en wl megunds miew-
Lro de modo Gue rasults Clert? 1o siguiente igusldad para todo

conjunte Ak, B -

A-CB=(a" B} ] = A-B-E-h

solusifin: pado qua &l canjunto del primer mismbro sl wstd
bien defiafd., ar podrd tensr ides de QUE conjusto sepfusants 8l

nas suxlliamos de diagramag de Venh:

Atp B (A% 0} A-Co-tal e ]

For 1o que parece mer que A-[ B-{af my] = &,

Lo gue pusde COmprébares damostraraa] caon uwpa tahla da werdad

Ipars toda h, B)

A [l In“n p-iate ja-[Ee-mtm ]
h x¥ =y
v |v l v r ¥
v|rF|F r v = a=A-[ n-1af 27
Fivgr v r
Flr ] r r F

L1
Volviindo ahors sl seoundo mirspro: y ohasrvands qua Bk = 4
A=l tB-81-8 ] = A =2 = h-u = n,
Por 10 cual, la lguajdad propuants sw verifica para eodo canjuhto
A, B, nmlL:

Ao By 3 « A= in-B)-A ]

rhifrvose que e funciond Ringuna de las siguisntey posibilidades

€r Coiocacibn dIe parfntesis £n ¢l segundo micmbro:
!

{A=B]-(B-R) = A-B » &
Ch-ib-B) J=h = 4 # &
- L iA-BI-B -k = (A-R|-A = 4 ¥ A

A= B=ip=A ] » A-B ¥ A
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Tretimes: La GLACKU DD A RMAT §. ¥ Bulic)enta pacd Que un conjunto

E Bva o] Clmplemgnta e ngro Fonjenta &, &8 gue #s verlfiguen
KUl Chnoimenty Lok dos conditiones siguilentam:

al ANE -y

¥ Bl aup = [

{0] =2 1o dusl 2o w)}

Homoetrasibng  condileifn necenarial

FupOtERin: B o= Mt 4

ARl g = aMar wy
SSIMLERCI E1 B o= A v AUB = AUR' + D
Cuhdicion aufic)ente -
HapdLesis; Afr s g,y ADA=D

u.‘ﬂﬁ

B™ [aunty

(£ R YU R ALY

AT By Ay

o la hipotesig; AT B - 4

= b= iaF Ay .
= A oajgac o

= A0 japp

o ——

Probless .-

12

der Lo BipOlesdnt b W b = U
pe 0D
= § = &'

Con bass wn &1 ssorcma ARCACLOL, AemoWtTRF la lay de

Oe MOCgun:

chitup = A0 BT

paptard hacor ver guers

a! IatEi w (a'hB = b

rl

B by caUmp M oRtTRTY e

fi -
puksts qua B hadohar AR = C) AT R ]
cupefl-c"=0D

6 CN"paegp-0' =D

Damoatracion da B} - .
. L {avn} UB' ]
[AUR D (A7 BT = g AURE LA ] [

- i-_:.*uu..nn] n ["“"“‘"‘]
- [uum Hl] n[m"“"]
. [E " n} n [mﬁ]

- [ AUB }' = lin"
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B Lavagifun o o terefe A VoD jUntud 4 Leccnamientos iégicos. -

G APOnT e U N oatsbliee |4 wijuisntw relacidn whif® VAT IDE

e junton
A B

LamET AL

B Ll

i

C <D

L. EM
Ly conzlusién ex: AEHM

P CDREWFVELRS Ljud Le conclunidn ancarior s wilida
gnicamentr Bl Cads cOnjunLe Apareds ho mis d& uns vei dal lado

derecho o dal lado 1zquierdo.

untae
Mo puade conclulrer rads coONCrECO ACRrCd da loa conj

Ay B oan £] ELgulente ajemudos
A
B

Em todos los Casos $ijuisntus se cumplen las condiclones

dadans

50 @ @

qraman dx Yern

\an beyss d¢ los coaluncos ¥ el uss ds 43
pusden conducil & 1s dererminacitn de 1ls valides de crectas

Lipos i ralORARIAALOE, COmG R 1luates =n Lkos sjceplos dados

& contimuscibn: )

®

a4
1. En-Lafsanar %L wx WAl G 00 Brgupuite ShbonaNlanio

Yudow loa Ut sdus son cactdngulon.
Fromiada:

Todos los recifnquion sen paralelogramos,
ror Lo taniis, Sudas los cusdcadep

Cum:lunnn{
son pagalalogreamos.

Clah
R@ P = ul Tétvhamiento ae vllido

2,- jtn wilido &1 siyulents reronamlanto?

Alyuncs problemis ss resuelvap matemiticamecnte
PFrahltay:
Algunos problescs son duffcilen
Por 1o tanto, algunos probloeas -
Concluxifn
matemdcicos won dificlles,
.
P Mo cusndd 14 contlunittn s corrméta,
m @ : #sia Er DLLl4re dw un FAZOnaml&ALO
| M
\‘\.\_/ Faleo & 1invdl ida)

Enpleaido lax beyws A8 CONIUATOS &3 [ailble 4RGELIAT Que
los conjunrcaos M ¥ D del problama antarior ne mecesarlamahte
tignen Entersscsifing Cel diagrama;
rumn=-F FPOGmp
(FUn | ™M (PDBY = Npayp

- Fuin Moo= 1)
Sabans sdends que T U » = F (1)
Comparando {1} y [3} vemos qui

m Mo purde ser

- My L RO PUTeuArLABCHCE flunen intsrsscCide. *



1.- Anajizar 8l alguisnta IRZCRARIGALD

[Todos loa nifica aan falices
Frenfsaa 4

[GAntuns [elires no assninan

[For la tapte, ningdn Rific ws
Conclunifn:

| $8using

Dol disgrans podemcs concluir goa =1
rascnamianto =3 wilidog

Anplicicamypnter MO F = R: FA A = §

N=NK0Or

Wh a= (30 MO A
=wn (ro &

NOA &N

R ophwy

= Bo sdlstan gantay Ut mean pimaltineemssts oihas y asesinos

= piogtn ollo s saasimng

Evprasidn de A B #h fubcifn de las operaciosss onidn e interseccide

Oadg qua s vilidy ls conclusidn A C el we sabe qua & B ¥ B C, con
viana sxpresit wl simbolo en funcidn de ls wnidn « intarseccifn de
o con N .

bupangamay que A B )6 cual ke indics mediante sl xlgoients

disgrama ds Vemn

Firade afafmarce oue, 51 Ahe B, las dreap raysdas =n el disgrams

0 44 EUPt(patn,  Esté condiclén 4F squivalante

-

AN N =g
Tucsld qua la rociproce tamhien e Clerth, fx cOACluya guai
AC Bepater = f 1}
anf pineag, de . (1}
LA L T B F L LY

(L= Ly ll'l.ll -y ---{2}

s {1} y (2)

LY LA LR £ )

FLr oRT0 lacog:

Ahm A g MIB F B~ Agth
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" 41
a “an
AS me+AT R = A v %) ¥ parbte: hapAtesin: Afim o g -
LR it e L i an n
AC ReeAUR = B o sy cith: = B*A*hals | fa)
ara, pass toie b, B U Al b oL (B
nampidne ARG De¥Atur = O L {6)  (dund de (201 ; e Yy d0) kv concluye que A C B
—
! Zo= armaLiar yur AP B = A - AT N L,
| .
! whoetorte: A - AT - AT e g ARy A L
i ComrNethar e a1 .y
“ Ao = A cquivale d AT g e '
' Y= Dumtrar que AT BT+ - prum =, )
1
i - Albivamd-. 1a Iy & e HUIganR a lﬂ- B' = 4 g pbtieowt A'UB = E.
Mewrnirscinms #nalicican - )
- To= SrenEliar yma ¢ = AT BY 4 pUR = B
For Gwoafirmd e AG DerhT 8 = A .
Uk o AT R Tu e (BT (BPURY & tAUR) DD - g
Loy ¥ v a1 i}
T + b o= AR gnuavale 3 AU = B
" paate:  hipdtewiae: A 8 = )
LA Fiohgam
- ar ML A=nd B porlocval, mi x & ¥y N C B = R'e A
rLaf® g ale (1) AT E _
Aon g by oo '
por Lirpy (ado, By x E ATB - Lt A Y x € B
AlUG = B
I
LI S [N

de (1} ¥y {Led ulrar A% R v A .



Problums

(Oud contlusicnel Pusden derfivaram da law siguientes propoRicio-

kit

a) Todod lor sstudiantss pnecriton en deportes juegan © beishal o
Tutba? (o ar»0s).

bl Ho #3 permitldo jugar balshol ¥ ser adenlis misnbro dal squipa

dis pabtadydr.

¢] Loz Que nNe Iorman partes dkl eqQuipo da nataciln, deben practicar

etlatismg, v
Solucibn: DefinamGy, laos ziguisntes conjuntos)

Todos los catudasnies ARkcritOy an depoctan

LS|
L]

= Conjuntd gue Jurgé heisbol.

Corjunty que Juegs Putbol, -
W = fonjunts en &} e=gquipo de nakscifdn.

A * Conjunto an 1 erQuips dea srletiomo. -

Simbhflicamante, lis proposiCionas dadas se wscriben:

al suraefm
bl BM g =w
gl W& A

Hamod vizeo que &} y Bl son -qu.l'.vllil';t.-l T

al Byr = Y p'= rar< s

bl BM"H a g i RE W' & N B

30

gy 1o cual tomaman|

4 F'em
« P R AN F
by BE N

-I-— Bz A .
de 1 W' M .
puiibLh gun

NELE -}
- F'eC A
BE= A

En resyssn, léuy CORClugloned SOn:
1,-F N =nCT .
':'n-dnr-'- 1oz nizabros de)l wquipd de Mu:iﬁ_:n .juqnn futbol.

2,- hep

Tedos loz gque Jusdan H:I.:'hn_l eptin gn Al suips de stletismsa.
1.- F'& A

radas los guE no Jusgen Iutbol aatip =0 gl =qilf A atistlems.

Tefrewa.- Dos conjomes & y B son iguales 1,y =01u Bi  Ea
variiice wnk, cealguiera, de lay dow copdicionas que =4 axpT® -

wan & Cantimuacibn:
ay IR-RIULE-A] = u

Y RN THTT SR TR
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Tl acifin e L
It LY ] T U T LN - TR

Fara gue 1.+ unién de dos conjuntos pusds Rer Igoal al conjunta &

wil beCELATHC Qo CRla COOUNES sap b, pURRtG guUE U = @

ALY LR lcn}
A =R

A'Ppas - BIA
Hok ¥ e e BT o 1
Pipltcsis A = R

W prquat ey = (AT A JucarT ) -

Prublyma: Con Dase €en #]1 Flbimg te rema, demcskrar gue en &l pro

Nlempy antorior, we factible

culucidn: Dabcmos buscar Lbejoe sv verifics ls scua

cidn:
mirgum N = ¢ .
L ‘_1. 1* conclusién obranida
HEF = HO P m
- BUINCTRT) m o

a'prhp o &

lo anterion RO verifica &0 P W = F puads aar igusl 2 W

—

p=Ah | F=N

! dlgqrany pe compivebs gue $4 cuaplen todap las condicipnas

Jusdez y Lag copclusionss ohtenidas, Weto ae:

sur=1_
SN Y DATODS

N'C A

N T
PCA I QLIS LI ES

r'e A

Parv:t pgrd+nnuoa.— Seap doy slemsntonr & ¥ by sl danignamos oo
AL Primer slemanto & unc de sllos, digamos ., y 31 slemanto b cowo
sugunda, toendremos definido un par ordenado, &) gQue se FepreasEnts

cuml: &, b1,

fausldad .- Dox patws ordenados son iquales a4, y sdlo =i, S8 pri~
oS alemantos Aoh iguales) siendo amimiemo jqualem sus AeQundos

viemengop; wstd ez (b, B] = lc, Jle=F a =, b = &
Ohddf VAE LN E:
.= 13, I # ), 2]

.- Loa parcs prdanddos pueden sstar constituldos €on el pri-

mar slymento igusl &l megupda: [&, &1 = {3, ¥

»



L2 ]

b, T ¥ (1, 2]

Log LuntoE asl plane coordacnsds son e)emplGd CcOROCLAON de paras

PR TTEL Yo P17 9

»

Se Jda cove dafinicitn de porT ordensdo 1o siguienté:

ta, b = [sab,lu.ted s oo donde la,b} #n un conjunto |par no ortdanadol .
v #! conjunic a5 determia cuSl de lok  wlendntor dul conjunto

[a,b] b considerarsn cown |Lmur elements asl paz.

Lon baEs on b4 defipicidn Anterior, 4w demoztrardn algunss ds las

at srmar yofes ‘deChaz ar eriormente: .

f
t.- ftu L1 & f&,dl4—ya =ct bw=d - _ 1
1h.- fa Ll ¢ fb,w). »l & ¥ b

IT1.- £1 un Par ordenddo tiéne suw dot coordensdan lguales, re-

sulld Ja,4] = IR

Gy Lr g JONEE

1.= o) nipdtesig: la,b) = lc.d)
.

¢ domosrrard guw 4 « o b= d.

vn oincio: (A B = [la), s, 2]} seimimwo: {(C,d) = {lel, le.d!l

por mipdresimt [lab, labt) =" Hlc], le,a3} . (1

i, st mab+ {la), la,bby = [Ja), {a,81) = [{a}, fadl= [[a])

[con 1o cusl Queds demostrads la afirmacidn IXI).4a (1)

- Mlet dedli = Vlalt, = {le}) = {fa)bs = {e} = {a), ~ & = 2.
pufstO e 1L 4 = b - b= &, ax chtienr sninizme b = d

111 331 & ¥ b, rosulea gue, por teney anbos mismbrar 2¢ la [gua’ -

dul FiY LY misw, Thecrd de clementes. + € ¢ 47 obtenidindoss dr

130 guu:
fad ¢ $iel, {e,aMt
oussto guer (sl & led) ~Tla) =Tk}
- &=L
For oteo lodo, d= (1), ] .
fasbn o liehic.a)}
=t la.p! ¥ Iz}

- ta,ld &= |&,d:-

Peesto que resubtl 4§ = £, + b= gd; ¥Ya que & F bl con le curl

s complata la demgatracion de Ja parte I &)
T.-hl Nipdtesin: &« = gy b= 4
S temusiracy gur  (h,bB) = {=,.d}

En vicctn, 44 la hipdcesiv resultan:
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fab » dghr " la ut =" 2.d)
N E ) O - 10 B 1Y T
= la-b) = [e,d]
IJ.= HipSton(a a 9 I;:. concinxifn: {a,b] # [p,a).
Far dcfintflfn: T
fa, bl = {la),fa,0ll; 0t =" {L}, {6l
£1c a g b, = {al & M), - .”l-l:ll,h'b F i), m.all
T MY 'L

QLEACVFHE Sus lu Gl ACI0T sv werifivs won cusnde; La,b)] = {b.al,

paca toda a, b,

Procuctg Tartesians dy con-unhgs, = Oados dow C'Drlj-ulltﬂl. h ¥y -8

el "producco Cartczianc™ de Ay % e3 #l conjunto Cuyos elemen

s won todos low pared ordonados (a, bl tales qua .a ¢ Ay B o B:
AMx B o= {fa,ptla ¢ b b mt

Ejempilo: Sea A * . bl; B o= g, oy, £}

Ax W o= lfa, =) 3, ¥1. (8. 2V, (b, %}, 0B, ¥}. (B, 3)]

Doadryess uert niA x U] » s w ol en el E]mplu. AL = 27

ng = 13 ~ nh g A * 5 +~ nlA ¢ AL = &

La dofinleidn antesdQr porde genersl(zacse para fofmar prodicios

cartcaiancd de cualquiel nipein do conJuntEl
AXxEX .- XN= {te,Bev.onlla £ Ao & Boououn € '}

Ciemplo: Scani A = oy 2,17 B = T, - By,byts @ = LI

-..-'-"""Cl b
1™™==a,

]
A= b.,— 1 ) .
1 1"'*--...____‘:1
n — 1 ] A
3'-._c .
2

+

. R
Aa B ox€atila by tahcy) fa,b,e, ) (o, byey) - (a,b

-

Ejerciclos:

N
L.~ DymastraAr guet &k X I:B“EI = jax B} (A Q]

FERPEE ] LY IR AT A 2 P 3 phcl

ff;,gll:tﬁ,ytnrylcl

Timyl[fa.¥) ¢ A x B ¥y i,y € AxCl

(A x B3P (K x C}

ruEcitan 12 ternas ordemadas

k} Mtnﬂunc-nmxﬂ;c:ll-li

gyt la,bycy) H



37

utmnitoﬂm

vl sea Ix,yl ¢ Ax 8RO
- xt h, yuEBNE
- ¥ CcA. ¥ye BYyyel
= fx,¥yl ¢ A n B y Ix, ¥} £ {h x C]
- (x,yl £ (& x M}V {X x
~axpfere (nx B M A oa en (1Y

Sea {u.y!) L TA x BIT (A = C)

z.¥) £ A =% B y [x,¥) £ A xC

x e A ¥y Byt

e h ¥YYCB DL

(x,yl £ A x B L)

Azt A aCiG an (AM0)...[2)
de {10 ¥ (2}:

An B¢ » (A x 3D & x G

—y == —— ==

cl Tobls de verdad)
i n " L Ix.y)e {a,¥ic =yt %, yhe
1 J‘i [ clla*c| me*O{axn Azt |hzmf@axzoy
T Il
v v v vt v Y v
¥ ¥ (2 Jl r F v r r
v F v || r F F v r .
voF rh r | F r F 4
NEAETE ¥ ¥ E r
r| v r I r r F r r
r r k' r F r | *
Flrl| r | F| ® r r r
i T
.- Dompatrar et 31 ACR ¥ CCE = (R x Chzis x D)
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IAn Cl im u D)

o (&
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CAPITULD | EL SISTEMA DE (DS UMERDS REALES

INTRODUCE 20N
s ALETc)) preciser cudndo aparacen mn la historia los primeros nbea-
[Cd, p£rd tanamds la certexs de qua dates fusron los llasadag ndoeros

natocalen f1, 2, 1....), lom cusles surgisron de Ja necesidad de con -
tar. -

Tan pronto coms ol Bopbre deid d¢ 3ar ndesda para dedicarss a le a9yl
culkurs ¥ al coweccid, tuvo hacarldad de dezacrollar formss cada vasz

MejOCeN DATA CODLAY ¥ QAT Teprabentar Jos ndmeros. El estiodio de of
=5 tales [ormas han evolyclonade hasta convertirss sn las accysalen me
recucis por sl 9010 on libro completos. B

El hombre primictivo rwquerfa dnicamente de low prigeros nlmeccs Racu=
ralen pars contar. 5in sabarga, con el advenimiento de la civillizs -
cifn huba de utiljaar nmargs ofe ¥ nds grandea, hastsa qua los antl -
gwas qgrixgas dieran ¢ salte o] dudar concepto 4o infinito, nocidn
que zaquiris de un alte gradeo da abstraccifn por ir mis alld d= tods
axperiencia (fslca.

Curicaamenca, «! paso Sw lof enteros poditivos & los megatives resul
tt wiy diffcil. Loy nfingros negabtivom Aphfeciarcn omd solacipones

de acusciconss tan pronto como Ios matsmiticos ee ocuparon dal Jlge -
bra. Lom grieged, mia preccupadds por la geometris quy por =@ Lllge-
bra, descartazon los nissrcs negativos al no poder ceprEaehtarloe
grificamente y sdaptarloa a ¥R qeometriz) mientras que low chinos ¥
las hipdfias, por sl contracio, reconocleran la sifiatencia Aa nfzaron
negativon afin antes A+ la #re cristiana. Lo rfimaros negativos, sin
embarga, ne fupzoh Lncorparados cospletamante al cusrpa de las mutamf
ticas #ing hasta 1545 con Is poblicaclin de la obrd du Girclama Carde
o, *Ars Hagna®,

1ok nimeros Tacjonalss lo fraccionss) oG mir antiguce que los nlme -
o3 hegecivop., Estod pleefod Aparecsn o los mis primitivom escriktos
matamiticos coma ¢} papire Shind, obra leqeds por la culturs egipcla.

Lod nisecon 1£:.¢inu1;. cienen tambifn una largs Ristoria. La necs-
pidad da eatos nEmercs se habfa presentado ya & log antigquos grisgqos
en sus astudics qeomfrricos; #in #MDATYO, AC A8 ERCORLTATON mEtados

satisfagtorios péTa la construccién de sitas rndmeros & partir df 1o
raclonmled #ino hasts &l aiglo XIX con las trebe)os A& Richard Dade -
tind. Fue en £ata siglo cuando las matemdcicos logqraron dar anidsd ¥

fundamento 1&gico 4l estudio de los nimeroe.

En al afhoc da 1885, Cluseppe PEina Propukso cinta I:uimu. o postulades
qQue caractarlian coopletamcnie &l conjunta de los nfimeros nakturales)
extos CiACcO postulmdos se utilizaron coms punte de partids parCs wna
conmtruccidn total del miptems de los nimercs reales.

Actuslments, el eutudio dm low ndteras cesles sa pudde amprender des-

de dos puntna de vimta fumdamentaloente distintos.

Oto de allos s rl copocide comc "mEteds constFuctlve®. en al cual



ax watodiss prifefc 1og nlserss natursles y 4 pArtir d¢ ollcs =a in -
troducan lom antercs, gus & sy ver SL0Ven como DAEE para definir los
plmsros raclonslas; por Oltime, introducisnda lom nixerse irvaciona -
law, s4 complets La Comgtrucciln.

El otTa ponto de wizts ex =] 1lamado "pnfoque axlcmdtico®, en sl cual
los plmeros reales o defisen ComO entew Que satisCacen un conjunka
de propiededes ya COnoCidas.

Ei anfpqua axiomitico Sprovecha, par axf decirla,. lan yesuivrsdor da
safuerzde da gunaracicres de sataslticos, parn temarlos coeg punta da
partide. [l mdtodo comscyuctivwe, por &t coptraclo, se identifica mds
con 14 svolucifin histdrica de lay matamdticss. Las Propisdedas gus
*n al Bequndc whisque Jg ACeptan como axicman, an el afpodn conatruc-
Llve COnRmEftuydn ClDTURL S ¥ POr TAATO Cebah §er demnatrydax. |

La préassntac 16;.- que afqui Iu._:m- A ANemeja nks 41 odtods coanstructl-
Vo, YA CTRESOR QuUE BFEa contribuye & la coxprandide da loa cancap -
tos fundsmgntales. 50A ambargo, N0 008 preccuparencs depssisdo por
fubrir clerton #Spactos formslas da lé congtzucciédn, pues allao podria
deaviar La stencifn Bacjs aspectas que no son de IWpattancia fundamen
tal #n una primara aproximscidn al sstudio de loa mnimwros. . €l lector
Intecetado an los aspetton formalas Pusde Cwourrirz & lap refarencias
(1) ¥ 12) que, «sparamon, lx dejacén wacistacho.

I.1 CwTam

fequracente todos lom gue sstudien enta libro sabrin conptar, peroc qui
1§ muy pocos e tabrin prequntads quf ma contar.

Conkar e, ah weencla, COmparar.

EIl pricer pasc haclh concar 1o canstituye la necidn de plurelidad o

uno & vt -

cantidad, nacidn primitivs gua papsen ya intaligqanciss potc SE3Af ro-
Lladas, comd las dw slqunoa anlcales. Los nimerss viwnes dedpulis ¥
canstltuyes un patrdn o calerencis paza ontablacer la compacacidn =n
EEw c;nFid.d:-.

Un paguadiao de dog afkos qua jusgi con Eres safacas &n U Cunk PErCibe
cusndo se 1a Esconde alguns da wilan; anto a8, poser la nocidén de can
tidad, aungqus no saba coOfar.

L lay wafwras oo qua el nifo jusega fusran diex, eo loger da tres,
dj‘.!:l:::l.l-.-nu Pazcibiria cuando ans da wllas L& Euwes #scondide. Sin
wabafqd, *1 CopArgrs Iek #uferis con cads uno deg gus dedos, ttques -
menta aw darfa cusnta cuando Faltars wlgund. IEstaris comtamdoi

El process du concar, asl pues, se fundamsnca an ol da “aparsar®,
procdass 8l que los matenliticos Lliaman “"satablarey una corrsspondencia

-

Para abundar sobre sste confeptd, consldecamcs un salfe donds bay a1-
llas y pursonas. Fara sabar sl lp cantidad dm sillaw ws IQuel & 1a
de personas bastari con pedit a #stax que se mientan. 5L sobran a1 -
llas & parzohas pabramos gue hay mhn de las priserazs o mis de las pa-
Jurdas, paro sl po sobran sillar y todas las pecsonas sxcn santadas
diremcs qua hay tantes sillas cowme pECFOnAN, #8E3 as, sxiite Ona "po-
reespandancia uno o uno® entre al conjunto de sillas y el conjunto de
PEIROAER Qu M8 ancuentrapn an al galdn.

Fara conktar, sld wmbakgo, we requirre adends axlesciondl un patrdp
que nes sbirva Sowo raferancis pafp comparar. Eave patrfin an la 1lama
dé “wacala du 1os ptweros natorsles® que todow conpoEmOs:

1, 2. 0. % 3. ...

Cusndo contasos un conjunto de dbjatos, ]lo gue Racsmesd &3 PONET wp ca



ETaapondencls ung & ono 168 obje4tos gne CONtamos coa los primercs L1
B4ros OAturales, a pareir d41 uno) ] Bltimd nidcero cof el que weta-
blecemon In correspondancis nos tndica li cantidad de ohisbos gue Ele
a4 2]l conjuntn, Asf, ¥l deseanon contyr las leires da 1a palabrs
“ALCIRRA®, sstiblecemss la corcmapondencla: =

Y #ncoptramnd que tiene aiate Jatran.

Cabe reSiltar que la palabrs "miete” cs un nombre que B8 b asignads
41 nbrard, ds la minoa manars que wl cardcter "7° g un sinbole Que
b utfliia pars representéclc. Los sfmbolom que se expless pars're
prasantdr nbkzsarcos se llaman nuxeralen. )

Ex importants no confundizr &l nlewro, qQue 48 gha idss Abatrscta, conm
SU nEchIe o COA BU NuesTal. qQue ho son Bde que una palabre o o Elmbo
lo quo se emplean paza dimtinguirie. El nbecro sjeks, por Ije;pln,
_tonsticlye una ides dnica; sunqus wa difarentes languan ¥ dpocas we
hayan ekplesdo otzras palabras ¥ nwrearales pars refariyse 4 #lla; como
isa palabra *seven™ up inglde ¥ 21 nueeral *VII™ en la puneracidn Toma
ok

1.1 LO5 WUMERDS HATURALES

& continueciSe dufinicemon loa pdmeros rdturaley, lis cperacicnas dz
adicitn y multiplicacidn ¥ algunos obrom concepies relaciopados con
wllos. £l lacter podri praquntardd, no sin ceste, codl as &) onjeto
de defipir concaplos "tan conocidon” . Uns respustia o3 Gue extamod
gratanda de construels «l sinteca d% los nilmarcs reales, ¥ para allo
ecenitamcn partir d& Lusss sSlidsr definidas Inrl-l.-ln_trl. Con wita
1498 btacamos definfcinoss que pod Prrmitsn demantTAE propledades de
1om nfdmeros: propiwdsdes que lesg dan gnidad y gqracias & las cualas
podesos hablar de wllos coma un aisbems.

-

ia tares qua ahors esprendemca puwds paracer algo drdua, anpecia]sen-
th pOrQhe Fetamoy wh la stapa de Eratar de establecer lox conceprold
ade bEgicos. Eifva de conmuels notar qua Ao Fud aino hasca 180, ni-
glos despuls de qua todo mundy yedbi nlnerce y hacls opsracionss SOR
allon, cusndo un matandtlco = Peant— fod capaz d® plantesr lan 14881
qua dhora hOE oCupen-

- Pa_a.lul.dul de TRAND

Loa cinco aiowas & fue pos ceferlbos en la introduccidn y gue defl -
pen &l conjunto d& los nfeeros patuldles, son los slguisntes:



I.2.1 DEFIKRICION IPostulados de Feanol

El conjunto B A los nbmaros naturales o5 tal que:r

1) 1 M.

111 Para cads noe W existe un Onfco A € W, llamado «) ai
guisnte d& n,

ili] Fars Ccada n x N sx tiliapa gua o' ¢ 1.

ivk Slm, nc N y=s*=n* shioncer = = 0.

¥! Tods pubconjuntd du 5 de N gue tengz lan propiedaded:
al 1 ¢ &
Bl k£ 5 implice que k™ £ 5

en ¢l misme conjunto W

Lon poptulsder 1) a v] colnciden con algqunas de lad propiledades goe
Intuitivebente ACAPLASON pu:n' lpx nlssros nlturflts: ampera, la impor
tanci de satos postulados estriba sn que san suficientes pars dedu -
€ir, a partir dx sllos, todas lan propiedaday de los nleeros Ratura -
lew.

El primard dr sstor postuladoe entablece gor #l nlmerc vmd Igos e
congiders conotldel =3 on nmerc natoral.

Il segunde nos Indica qua #f crlrgimos un clerro patural, sed cusl fue
ra Exts, & Aicho nbmero corresponde uwhn y edlo un ntesco patural lla-
eado su "slgulente”.

€l pomtulsds 110} #Efrcis como conaecucncia que el niorere uno e ]
primey nileers natursl, pydsrs quer na e #] giguiencr de ninguro.

rl peatulads iv] nos Jice que doy ofoeros Ratorales cuyos siguientes
swan lguales mon, en reslidad, wl mismo nimerc. Da este postatads y
de la unicidad del siguiente, sstablecida on al postulade 11, se ni-
g t;-hiin que dos niseros netofales Siferentes tisnen diCerentes LY
gulantes.

El pastulado v) nas dice que podemos alCAR?Ar Cuslquier nimero natuy -
ral partiwndo del uno ¥ recorrisnds lps siguidnted oo 4 ono Basta
llegar al nbmars hatural deswado. Este postulado, conocido s menudo
comy "principia de induecida™, an wl fundamsnto del oRbodo de demcy -
trarifén por Induccifn Wabtesitica gue ¢yatarsmca postsriorments.

fomo wl leactor &= habrd dado cusnts, low postulados da Feano azcablg
cen lan propisdades "intrinsecan”, por liamarlen da algura paners,
d¢ low nlmarps naturales; otras propiwdides son jag algebraicas. qur
srguramente sl lecter ya conocs, law cusles son copgecuencin de la
introduscidn A= lan oparaciones con nimeros naturales, 4¢ law que D
nog Memns ocupado adn.

- La adicidn en M

I.2.1 DEFINICION

£) h* ] =n* para todonce N
11 B+ m* = ip+ @), siempre gque b+ m encd definido

14 definicifn snterlor puede parecernos =h principle wxtcadis; sin e
barge, Tecordemos gue sdlo podemor apoyssnon e lom postulsdos de Pan
no para extablecerla, ya gque dichos postulsdos conmtituyen ol funda -
wento que hemos aleqido para desarrallar sl sistems de los Nimrros L
turales.



FPach Lluatrar ol wmpleo de la Jafinicidn 1.2.7 wn el clieulo de una
ks, chiengqamay al wealor de § + 3 miguiendo paso b pago 1a defint -
C1fhn. '

Fara poder #pllcar 11}, sscribimne -

B+ 3=+ 2*
Fusstt gue ) ep =l siguiente dx ), Ahora, de 1L} e mlgoe qua
r

B+ 3= (g + I

Fusnto que la definicign no nos dice cusl e al valor de B+ 7 gplica
ooy nudvanentes L), parag lo cual hacemay

(RS AT BT

puertd que I a8 xl siguiente de ). Entoeces, da (1] tenamos gua
B3 (B L)y

AMOr4 podemos ¥a aplicar ¢l (ncisa i) de la definicifin, de dande i
P+ 3= [[Anpe)s .

Coma #* = %, #° = 10 ¥ 10" = 11, queda
I+ ] = {39+
4+ 31 = 1ge

1+ 31 =11

can 10 que chtgnemns al resvltado que w] tector ya conocia.

- 10 -

Comig pueds vezse €0 gl sijsEplo arterior ls dafinlclée [.2.2 o5 r8 -
cursiva, ¥ ademis pow dice que para gunar oo+ m debamon Tecorrer m

nimgros naturales consecutivos & partir de p,

La adieifin, sof dafipida, satiafacw lam siguientay propisdaden, qus

feguramgnte ya son del copocimientt del lactox.

1.2.1 TECREMAL

Para toda m, B, P £ Hi

i} m*oEN carradurs
1) m + in + p} = (m + 1) + p anociatividad
113) W * n = p + m Eonmutativided

i¥) s m+ p=m+ p, shtoncws W = g cancelacidn

DEMIET RACICH

1) Sas B un nimEro natural y formemcs sl conjunto
S+ lnjockyi(m+nl oMl
edto en:  wun wlemento del cconunts 5 4 uh nimerd patursl p

QU4 &l Sumsras con g da Cpeso rediltado 0tro nlmsrc pateral.

Pars descitrar la propiedad de cearradurs bastard con probar
gquz 5 &5 ¢} conjunte da todom lod ntoeron patyreleos, lo Que
haremos apoydndoncs sn vl quinto postelado de Pranp como mi-
JuUw.
I' m+ 1 = mt, por L] de la deolinipgifn 1.1.2

a+« € w, por 11) 4 la dafinicisn I.2.1.

Lusrgt 1 & §.
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II] Sea k x ) #% dacir: S c By m+ ke M -= == {1
Como m +# k £ N, del incisoc 1) J& I 3.1
m+ k)* & W
¥ del incipo 25} de I,2.1
LI LI | - ===11
Adanle, como & € ¥, da! incizg LI) de I.2.1
koW Rt
Finalmante, de (1. (3} ¥ (3) sw tiena gua
L § implica qua I* ¢ 9,
Con lo quu hemos probads que 5 en #l conjunts ds todos low
nimsrcs naburales.
law propiedades JL] v L1]) pumdan demontrarss yn foroe ankloga)

Fara una demngtracidn de %) pusds conwultsrse le referencia 2

o

Thduccin Matemdtica

ply. 96,

La idea fundamental bajo la cual we desarrolls ls demostracidn
AALECLOr pusde glnet;litltlt para cuaiquisr enunciadeo relstivo 4
los nitwcoy oatursles. LAs demgstraciopes azf raslizadan recl =
ban £l nomhre de “demcatracionas por InducciSn sbbesdiica”™ y mu
dessrzolle ganeral,. con tundémanio en &l quinto pestylado de Pag
0, w4 w1 dlguiante:

Ega F{n) uns proposicifn snuncisda pars todos les pimerce natucs
las, ¥ awa

Smin | no« ¥y Pind &s vordaderal

- 11 =

fara damcatrar gqua Finl s vardadera pacs todos los nlmeras natu
rales, bastard con probar que & = K; park lo cual hacasos lo i~

quiente:

1) Varificay qgua F(l] =g verdadara (eato squivala a verificar

que 1 ¢ ).

111 DemodtEesr gud &l Pk} ap wvardsdera sntomces Fik + 1] as vars

dadera lestn sguivals a desoatfar que k £ 3 = [k + 1] « F}.

A partic de I1 ¥ IIl. ¥ del guints postulado da Pedno, podescs

cobclulr que P{n) =3 vergadera para todo n & ¥.

a4 EJERFLOS

4] Comaidsremcos xl <onjuntd de los nimecas impared

i | x = dn =1, A X W] = [§,3,57.%....]

81 sumasns sus dow primeras :lementos ObhtaneooR
1¢3=4

Estw resultadd puésde Lamhifn exprezasris comd

1 +3=2"

D& mAnera scmagjants

1+ 3+ 8= 3!
T+ X s % s T ou@d

Cata oo hace suponer que la auma de Jow b DTiGeros ndoeros Impa-

rug en igual a n?, EF Jdefjr:



L+ 3+ 54 ..,%[la~1) =nt *(n|

- - g

L gernerslizacifin anteriar, FepCesentads por PFlal, am cbIuwo del
anfilisjy A% tres casol pirticulazen, lom gue fuaron axtripolados
COR ayuds del swpuests “sentids com@n®: sip +abarge, hasta aboys
#dlo podmaos assgurar qua la proposiciin Fia) ey verdadaza paca
& =3, n=1ya=d4, PFaya temar la cortecra ds qua Fiol == cum-

Ple 2in Lmportar coal sea & ndsero oAtuzel e, harasos 1& demsy- ' v

tracifin. por induccifie satmmitics, del glgyisatey anuncisdo:
1 # 3 s 5+ .., % {In=-11 = n%, pare todo a ¢ ¥,
Demgeiracibn

1] Para n =1, sl prisesr mimmbro da Pin) tiens pfila un CEOming y

Fil] aa

1=t

For canco Fil] a3 verdsdera.

-

LIl & partir da que Fik) =3 vardaders debesos conclulr qus

Pl(h + 1) e» timbids verdaddca.

fupnneons sntoncan gue Flk] g2 verdadars; o decirc: -

L+ 3534 .., + (Ik-1) a i - v == 41

donds «]1 prissr miemsbro represents la susms da lod k primaros n!
maros impares|.
Comg FLh + 1) aw
+ 13k + 11 = ik + 12F

I #3445 % .. = === I

ldords el primes siesbeo Ceprwdents ba mumy de Jos kK + 1 price

Fos nicacce impaces), dubmmon demoRbisf Qua #dta jQualdad aw veEL

- il -

dadarh partisndn de la azpresific (11; 1s cual puede bacarss da

La siguisnte massrss

Susands w0 sabos miesbros da (1) #l1 ptmere ik + 1) = I, qua 2

2] plmero impar siquisnts da 2k - 1, tanamcs

13+ 3% % .4 (2 =1) + f2k » 13=1) = &' + [21x ¢ 13-1)

jdonda wl prisar miskbrc tasbifn reprasecta In soms du loa k + &

primarcs clmarcy [(mpares). Esta sxpresidn pusds ascriblirse c&

T3 e S5 .00 (IR+L] = kT » Ik wy

o tambiln coma

L+ 3+ 5% ...+ (Ik + 1) = [k + 1)7

que coincids con la espoaildn (1), por lo que Pik + 1) es verda
dars.

Con lo antaricr hemos demostrado que i POk} e verdadsra wpton
ces r'u # 1) an werdsders ¥ ls proebs termina

-

Comy 0fro aijsaplo demostrazremdy a®b0ls &1 siguisntse epunciadai

n' +n #3 wn plmero paxr. ¥ np £ W
De-ultnclﬁnl
I} Fil) dice quo

1+ 1 an un plerro pat

*{i] sn verdaders yi quu L* + 1 » 2 y ? a3 un nidoeco par,



- 1% . -

111 HipStesin: Fi{k) =a verdadara; por lo que

L i uh pdmern par

FPor otra parce

T FILE N N L R RN Y |
= " sk 2+ 2

Ik + 137 + [k ¢ 1) = 4k « WY # 2k *+ 11

Coma [k » 1] £ N, I(k + 1] we un nimars par ¥y, 4e la axprasidn

antecior, (k + 117 4+ (k + 1) swxrd un obmaro pacr wi k¥ » k& es par,

En config{ukncia, de la hipitasls sa slgue gue

(k + 11" + [k + 1) »3 un ofmsro par

Bamon demgartfady gue sl Fik) w3 werdadecs sntonces Plek + 1) an

verdadera ¥ la pruebs tsrmina.

J

= L& multiplicscifn en W

En Iotta mimilar & como se hito para l& adfcifn, la multiplice -

cidn puede defipires como 1igue.

L.X.5 DEFINICION

1] n +« 1 =n

LIl n + m* = [n « @&} + n

La multiplicacisn, afl dafinida, sacipface lay propladades

quée S8 resuwsen &n o al sigulente Tedo s .

I.2.8 TEORI KA

Fard teda m, n, p ¢ Hr

1 &0k caresdura

i) m-in - pl = (m + h} * p ancciatividad
1f] m -~ p = n - m conmutatividad
i¥) mim+pwn-p, entOncan ® = n cancelaci{fdn

Las propiedades i} & 1ii) pusden desostrarse dirsctasents por in
ducciio matenltics ¥ wu demoptracido ae dejs al Jector coues s)er
cigic. Fars wne desostracidn de le propiedad ivl pusde consultar
we la referfcncis I oplg. 96,

Tomadas simultineanents, las operaciones de adlcifin y multiplica

cidfn patisfacen la aiguiznts lay distributiva.

I1.2.7 TEOREMA
Pars todo m, n, p ¢ Hr

mr la*+gpl = (@ nl + in- g}

DEMOSTRACTON
Etan 1 ¥ p dos nfiseros naturales, y considerwsds +1 esoncisdo
A+ [n+pl ={®-n +(x*pl, *¥mckK
wl cual, por #l inciso f1i} del teOoTems I.3. 6, 2o equivalente a
fn+p] ~m=in-2l+{p =, ¥mcH ’
que demoptrarssos pof LodecCidn matemdtica.
1) PI1Y d4cw que (n « pf + 1 = {n * 1) % (p « 1), y wn verdaders
Ya gue
in &+ p) * 1 =npn + p por 1) de I.2.%

fn»pl « 1= {n L] + dp * 1} par [} 4w 1.2.5%
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LI Hipdcesismi F(k] =z vardadara, esto -.-

in + FEE = fn « K} + (p + K)

Entoncai

‘“qplntkﬁllilnip]lt- per L} d&= 1.2.3

a fn e pl + k* in+p) por Li) du [.2.5

=n v h+ [P Kk &n) +#p poxr 11) de T.2.1
*nik+ R+p k] okp por ££1) da X 2.
= (n+ k+ Bl ¢ [pX s+« ph POF 1L} de I.2.13
= In - k*) + {p « k*] por 11) da I.2.5%

in » p} + (k + 1)

can lo gqus hemay probade que 5l Fik) s verdaderd #ntonces

Fix + 1] s virdsdera, lo coal cospleta la gusosTracidn.

0

Orden cn M

Cuando hablamaos de cantidadus #2 fIemcusnis efectudr CORpATACiONEN
y deciman, por sajemplo, que Cleita Cantidad =y manor qua oftra,

Fusstc que ios obmeros paturdiel Dos SIirveh park XpPressr cantida

dan, en n-;'.lur:n definly la ralacifn "menor que”™ o M,

[aciGoN, POX E)mBplo, gue ] ®E BeNor qua 5. 51 cheesvamas gua

gxiite wn Nidogro Mdtural, =n =ete caxo «L 2, tal gue

e 2 = %

ie = X) + Ip - K} + [n + p) por hipScenis

n-dk+ 1 ¢« poik + 1} por 1) éw 1.2.2

- 1% | -

podacos sctablecer, s partir de la surs, uns definicidn pary la

relacidn "menor quet, que caincids com la {des Intultiva gow de

x]1la tansrom.

I.1.% DEFINICICN
Dados 4oy nlmerca nacturales n ym, decisngd qa 1 ss Denar
qué B, lo gue repredantamsy medisnte o < =, 5l

dxEHIal quen » x w W,

Loa nhaaros paturales satisfacen la siquiente peropiladad. 1lamas-

da Lay de Tricotemia.

I.2.% TEOREMA
51 m ¥y n aon nblmyros Ratureles Coalesguitra, EntoORCEs e

varifica una y sdlc una da lam slquienct#s proposiciones:

i) n <Tm
i11 n=m
11tk ®m o w

L

Para una demoatracifin, =1 lsctor pusde consultar la referancia 1

phy. ¥

La detinicifip I.2.0 y el tworema [,1.9, astablecsn un crdan n el

canjunto ¥ yb gue:

1 «#1~3 . por lo gque i< 2
1+ 1L #13 por lo gue 141
Y+ 0= A per 1o gus PR

4 +#1 =3 por lo gue 1445
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¥ podecon repredentar griflcamgnts a los rimeros naturales come pull r.z,12 EJERACICIOS
tod igualwante aspacisdos Sobre una recta, a la que llasamod Cectd 11 DumostraZ Gue [Rbed todo m, B, P £ N:
nurdricar ¥ . ' a] m+ In+tpl=im+nl +p

-] 1 +#n0ap+1
<k By @A =np 4w

1 1 L] L] 5 .
1} Deostraf Que pata toda m, n, F L N:
Ern wlla, coando m = n gy tendcd gok =l pONCO Qué FEprEsanta & m ¥

al m+ BN
whouentra 4 la faguierds d&l gue FeprasdnTa & n. b mein-pp=tm-m)vop
Con base «n 1.2.0 pusdy demostrarss quae 1a relacidn “"menor qua™ N Cl _m+EREmp-m
W tlene las tigulentes proplsdadan. 1) DémostraT quk 41 &, K W EntOoncee m 4 nF m

4} Degomtrar que pars todo m, n ¢ N

1.2.10 TroREsA
al) m* ¢ p=m et
Fara todd m.n.p ¢ Mr
b) s* " hFfm:*n": sl BREN
I} ®<n =3»m*pcn+p
e) wr+n® = [im+nj=]"
li} m< s =5 mp * np .

1l mcn ¥ RO p —Ppmep 537 Dwmostrar qus 31 n £ K enctonces}

al 4+ B = Im

En ocazioney results mis cfmndo arplear la relaliln "menozr que® an 3] a s B+ ...+t Ew"n -8

n aysgndon

wl mentide Invazsup ssta 48, decir gque un nleero &8 BAyer gue OLIO,
&1 E1 n, pt N se dufipe

por 1o gus sstablecereans la wiguiente definicidn. n
) . P =p*F - p
= n factorws
I.2.11 DEFINICION I ' Damcortral Que para todao m, n, p, 3 £ NI
Dados dos nseron sdtuzales = ¥y R, JECimDE que = o8 . al p- . Pn - P‘ +n
RAyar qua n, lo que fEprxsdhtancy pediante & > 0, #i b Ip“l" - Pm v n
R oo =] IP*qin*Pn"ln
— T} Ooooatraf que para todo m, n, p & N1
A} m LN )R P STH YR
Ly claro quw la relacitn “mayor qua” tiens propiedades anflogaz 4 %] m*A TSR DoFER P

lag gstablecidan an =l Eporema 1.37.10. . e} BN ¥ nip > m<p



I.3 LO5 NIMFRCE ENTEROS

El pistema de Ios nixeros returales, con 1a gperacifin de adicifin, Ba .
nifiemts 3u pricery deficilencis tan pronto comd erpalascy a plantear
scpagionas &n dicho sistams, ya gue uns ECuscidn 4&l eipo

ho+x =MW Conm nEM - = = = {A}

puxte twner 30lucidn sn N 0 nNo tessria.

ror eyarplo. la solucifn de la scuacidn
Y+ x =7

ap ¢] nilzsco que sumade & 3 nos AFC0}s como resulcsds 7. En estk 2
10, pl plmero natural custie astisface la condicidn pedids; sin am =
bargo, 3f{ considaremps Ia sCuacide

1+ mn=1

ahcanirarcemol Gue no exidatis ALhzero natufal slguno qae 1& satinfmgs.
E3ra deficiencia cres 1a peces[dad de smpliar ¢l conjunto de loa wui-
peros haturaled. Surgen ani las nfzercs negstivos ¥y €l cxro qua, ©on

loa paturales, constituyen ]l conjunto de laon nOmatOf Entarcon.

- La diferantiy Ja nhoercs naturslivd

I.),1 BDEFIKICIDN
fea la wcuacidn:
An+*x*m;conm nyN

A owu salucifng en decir, o] nbvars » que sumada & n hoa da

gema resulrado £, Lo llamaremos la difgcencls m = n,

Saglin el Ceorema T.2.9 para @ - n 0 presentan tiss caRQ3L
L} n<m
Extwr #5 &) Gnictd Card #0 gue la scuncifn (A} tlene golucién sn N, 1o
cyal mn conpwcusncia Ireediats de la definfcitn I.2. 0, por Lo qua
A - h & un pimaza natursl.
il}  hem
En #sbe capo la scuacidn (A] no.tisna polucifn #n K y toms la forma

h + X m n

En conFacuancis m - n hd gf up nimers patural, 1o definimos cowo ui
cero ¥ -lo peprapsntamce con D.

{13l = « n
En ®rte Césa, como en &1 antecior, la ecuscifn {AY o tlens BOlucibn
en N, por 1o que m = n tampoco eF un nimoro natUEAl; 1o definimas ca
oo un nlddcs entaro nedative ¥ 10 [EpresAntanos oo - (o~ wm), donds
{n - =) LN,
M, por w)emplo, la solucifn dr ja scuacidn

14+#1 =

en | nisero que Aswado & 3 noa de come resultade 1. & dicho nikeara,

fuE EE Un ENLErS negaliva, lo ropiEsentamdd con -7,
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Como vimos, #) “nlmers* m - p fo en sleSple UN piimars Ratural, por lo
gue 4l concepto de pizero tal ¥ coma 1o hemdd panejade hastd ahacs
redulta yo devasiasdo restrictivo. A partic da agul considersrsron
como ninarcy & Eodoa los entes matexcicos Que resultsn de la aoplia
cifn progresive del conjunto M, per la que 14 palapbrs ntzarcc tendrld
una Acepelfn cadd var mis ampllia.

S meuards con 1o anterior, a los nbeeros qua se abtienen madiante
la ditwrencis da dog pfimerss paturalss les llaparemays nfimeros tnt;i-
tos ¥ al conjunta que Fforzan lo repredentarason con I. EStS €3z

1.3.1 DEFINLOION

. Is {x | x=«m~n; m B NI

Ea claro gue =] subconjunte £t de 3, dufinids por

'« (x ) x*m+ ArmoneN:m2onl

al cual sx Ilv cOnOCey como "cenjuntn da los snterps positivos®, ex
precisamente &£l conjunto de los nérercs natukales, por lo gque

HE 3
- La i1gualdad &n B,
Comg contecuencla du la definiclén T.).1, un plmers anterc pueds

aer wxpiesade #n la forma m - 0 2e uns infinldad de manecads distip =

LAN.

- -1 -
s

Por ajexplo, g1 nbhssrc x = - 7 pumds EXpresirie como I - ) ya qua
ea aclucifn de la ecuscisn

} o+ x =}

Ee clarg, min sambargo, que diche nimaro pusde adends expresscss comg
2= 4, ya gua taphides g3 pelucido da

d v x =2
spl com: de sochas otras scuacicones ¢l Lipo & +# X = N, CON B, 0 4 M,
Debjdo & wetd gu netwsarioc sdtablecec un criterio gué nod perhita Jde

cidiz sl 30w plceros entaros exprasados cosa 1 difezencia dm dam na
turales son iguales o no lo son. Olcho criteric a0 el siguients,

I.3.1 DEFINICIDH

SeAn & w m =N, b= p - g d03 nImeras snterod. con

B fy p, g £ M. Entonces:

‘s * b Ei mtg=nhR+tp

Asi, con base en eata definiclfn podemcs conclufirc que a = 1 = 1y
b« I = 4 Fepresentdn Al pisgmn nflzero Entsro, Yo 4ua

L+d =143

¥ 3¢ datisléce la lgualdad on ¥ qua fequiere 1.1.} para astablecer 1a
Igua ldsd on I,



- L4 adleifin wn E.

Coms NE 3, la adicifin #n I debe producir 1oz mizmca cesultsdos que
la adicifin #n W Cusndo 103 enteron que 4 FURAR &oh poditivos, 1o qua
condyuce 4 Ia sigulente defintcifng

I.1.4 DEFIMICION

S#an & 2 m =, b= p - g dos nlmarcs spteros,

on W, B, p, g & M. El niperro x + B ke dafine coma

4 * b= im* p}=(n+q).

Cabw hecwr notar gqua, &0 la defanicifn anterios, #1 sinbolo + que i
ul & la dzguierda del Sigho igual representa la adicidn d» nlomroe
antwros  {la cyal s extd definjendol, mientrsnr gque vl simbals + que
anti & Is d¢pecha repreeenta la adiciSn ds hdneros nsturaleas,

Para lluktcar cl emples 44 la defiplcién I.).4 calocylapemos & conti-
- nusciBn la auma B + J. Con objwto de hacel nOtar is diferwacia en -
tre lat oixraciones de adicifin en L y =n N. &n la discusidn que ¥1 -
Qus TERTeseEntdfemol ealas operaciones con Jos nipba)on Slferentea:

@ para la adlcifn an 2
* pack la adicidn en N
Los adeecos enteros By 3 pucden axpewdiize como

LI P | .
1=17=-1d
¥ aplicande I.},4 tenenag
A3 1={ve T -0+
D¢ la definicibn [-2.2 me salgue gque

LI 5 I R T L
an Jeclic: am &) pREEr0 qui sumado a 5 4 com rescléads 16, por lg
que

{8 1 a1l

Cale hacer notar que, coma § ¥ 1 pon también nlmeros natutaled, wl
mizmo reguliade deberls obbrnarz+4 seplesndo directamente la dafini -
¢ifn I,2.1. En gfecta, #n sl ejenplo flustretivo da 1.2.7. se obtuy-

& qua

1+« 11



S & B

Como 81 lector habrd notads, sn I.3.4 hesow definida la adicifin en

Eapartiz da la sdicidn en % ¥ la Aufintici{fin da ndpers antero.

ks definicidn 1.1,4 nos parwite dazostrar las propisdades que g -
irmants capleamos cuands (ratamds con la adiclén de nimercs enge-
fos, salgunas d¢ lag Cliles o Tasumen an ol slguients CEOTeEa._ Ca
ba hacer notar qgue la adicidn en £ satieface todap lae propliedadan
Que sstablecimon pars 1a sdicidn sn M, sin exharga, la adicifn wn
% cuenta con Otras propiedades adfciaonales, como la erin;ncu de

un elamento fddntica ¥ la wkistencis da slementoz LAvecson.

.1.5 TEGREMA

Faza todo &, b, = &t B

-4 " +rDbel cerradura
11 » + (bt et w [as bl 4 ¢ asaciptividad
Lil) a + b = b + & ronmutatividad

ivl) 8L &+ £ = b + C, #ntonces & » b cancelacidr

w] a+H=a slepanto 1JdEntica
vi} 1~ 4 I tal que a + {=-af] =1 tlamentos foveraos
REMOSTRACICH

3¢ demagptrarin Qoicamancs LY, v} y vi)

11

v}

- 2§ =

Sean 4 = m=-ny b =p =g, dos nieeros ehiezos cuslepquiers.
ba la d4finiclén I.3.4
a+b=(m*pl =-dna+ g1°
coma m, 0, p, § ¢ N, del 1ncisc i) de 1,2.3
@+ pl o Wy in+#g) o B
por lo que, de 1.3.2
fm+pl - ntgleozx
En Conmwcuencia

A+ b, com B queris.

Fx definifi el Cof0 coms el nimero & tal que
oD+ xX=2n, CONNEN
por lo qua pusds ExpCelarss CORC
d=n-=n
rotonces, nd 4 = @ = n p3 un nlmers entero
4+ 8 lm=pny + {n~n
Do la dafinicidn I.).4
a+*0=(m+a] - in+ n) .
For lo que & + 0 wa tal que
lo+al «+ (28 + 0} =m+n
Ahpra, por lLas propilsdadem 111, 11i) y dv) de T.1.5 sm tiene qQue
at[n+ia+0}] *men
[n+ {a+ G1] +n=me+n
o+ [a+ Q) o m
En gonsacuenclias
A+ Qs m~+~n
Enlo =8

A+ D= g, coma BN guorfa.



- :‘ - - 10 -

wil Eed4 &4 = m - § upn nimaro entarco. Dicha oleero &8 cal que ta LtaplL " '
- [ -] p (] 1§ n mn

R+t &=m conlE ALN,
En consmeuancis, L4 eolucibn de la sguacidn En fcrmd aimiler & comG #w RiZo PACA la adicidn, la multiplica

m+a="nB cOnNM, NN clfn an } pusds definirss comn pigue

sard al plmero £ = W - & qQus, por I.3.2, #8 wn ndmero entero.

Conplderancs ahors la pums
a+ 2= im=-mg)]* {an~-m | P4 W DEFINIEION

P la deflinicides Z.3.1 .
- Saan ma B - By, 5 = p = g doi RiEmSrDS mhteran, cgh

r aA*X=[m+nl-ip+u
m, n, p, 9 £ ¥. El ofimaro & * b »e defina comy

Y poF #l incieo 1351) de I.2.1

ar = {m+rnal - B+ al Lacb = (®p + neq) = [(m-p + m-q)

En consecuancia

a+rxedh -
El alabolo .- gue #stk & 1s itquierda del signe igual repressnta la

Lusgo, existe £ £ tal qu + -
go, x que & % x = J sultiplicacidn an £ {la cual y# extdi definiendo], misncoran que los

¥ la priowbsa termims.
D " aimbolos + ¥y + gue aviln &4 la darecha repreymntan la multiplica =
cidn v la adicién da nioaros ostursles. Com) posds vergd, la sul-

A dicha nbBmerg = | Cold B ve an la !h.li nda 2 1
qua pru #peEnde d #) px la Eiplicacidn wn ! quadd definida & pattic da la multiplicacifn y 1la

danocina "l invecso de &4 para la suma* e Il repreasdéota -.,
4 P ata won ’ sdiciln o K y la defipicidn de almers sntera,

La sustraceidn an I pusde dafinirse ahora & partlr da 1n gdieifin y La multiplicseldn, ael dufinlds, saclsaface lag propiedades cnuncls

de ¥1] da T.). %5, da la wiguisate mancoa, das a continuacién.

1.1.% CEFINICION

$4an 5, b I, #l Adwra a - b e Aeflne Como

s =b=a+ {-b

¥ Puedr demoptrarse que suta opsrscifin tiene la propiedad

de cerraduraz; 4%to =8
LY

a ~b € L; “a, bhe I,



por lo que =l nlmero 1 pusde expremscss coma

l=npn* =n, Mpc¥m
I.1.K TECRERA

Enkonced, 4l 4 * B ~ & gy an nimarc s#ntero

Para todo a, b c ¢ I: . sl = [m = n}rin* - n}
1] ab e i . cercadura w.lmn* + nn} - {pn* + an) por 1.2.7 -
t1) a~{b-c] & ja-bi-c L
aanciatividad = [t#a + mit o] - fino + a)+ ma] por 111 de I 2.5
[i1l) ark = b-& conmutakbividad
iv¥) slac=bcyc /¥ D, entonces a = b caneslacifn 4:% = [tma + no}e ] - Mlan + nnl+ K] por 1L} ¥ f111 de 1.3.2

v A=) = & wlemanto [dntica por lo qua, a+1 «» tsl gus

[imn + anl+ 0] +'{a-1) = (oo + nn) + =

DEMOSTRAC LON .
" ¥, 4% 1LY d» 2.1.5

Ea damcarrarin dnicasants law propiedades-[11] ¥y ¥l. ; | i i ]' ¥
a0 + ol + In + [a-13 = (M + o) + @

1L1) Sean &4 = w = ny b = p -~ g dos nflmercs anteros cuslesgquiers En consacuancis, de 101} y 1v) da I,1.5

a*bh = (@ = nl-lp =~ g)

- A n o+ (a1} = m

“ (mp + ngl - [Ap + my) por 1.3.7

Ex dacir
= imp + ng) - {my + np) por Lif} de 1.2.F i
h*l = m = h

= lpm + gn} - (gm + pn) per Li1] d& I.3.6

= Ip -~ qtrim = n} por I.1.7 arl = a4
b = hra coma sx quaeria ¥ la pruwbs termina

O

¥} In i} dm 1.3.2 sw definit

N4l = pt Coma el lector habrd notade, sn la demcptraciin anterior hemos omi-

vido el sfmlole * =0 une partte dal proceso. Dabide & que a2ba omi-



8180 aa ususl en loa Llibros de matemfticanm ¥ facilica la escritura, : {mp + ng) + (mr + ned] - [inp « aq) + (x5 + msl]

pot I1) ¥y LiL1] da

#n sdelants nosorros tambidn omitirescs «l almbolo - en la multipll 1
- r.i.

£aclén, ael como slgunoe otros sisbalos que no son indinpensables

[mp + o) - inp + mq)] + [imt + na} - inT + ns)]
PETC quo hamos empleado anterioroments pacs safatizsc los primeros por T.3.4

coOnCeRpLay.
» im=-nlfp=-0) + lm - nlir - =} per I[.3.F
Tomadas siwultdinssscnte, la sdicidn Y la multiplicscitn satiafacen alb + ¢! = &g + ac-

la siguiente propieded dfistributivae,
! con 1o gqoe concluys la demostracifin.

1.1.%  TEOREMA -
la introduccitn dal cerd v Llop negetivios LCaw Codeh GOLESGuEnc[a La

fare todo &, b, € ¢ iz aparicifn de algunai propiedades #dicicnales para Lé sultiplicecite

& {b %+ c)] =« gb + ac wp X, propisdadss da las gue no dl!Pﬂl‘lIlIﬁI pars la multiplicacidn

an N, algunas de las coales as enuncian sn el slguisnte Lebramag

DEMOSTRACION

_ I.3.10 <EOALMA
Gaan &4 » m -0, h=p=-q, € =T - ¥, tres ndmgros snEecos cvalan -

quiers. Entomces ' " Para todo &, Dok Er
# b+ e) e im-wn [ipg-q +(c-a1] 11 asb = 0
I 1] |-a}ibl = = [ab) primera regla d& los signos
= (m=-n) [Ip+ s}« g+ a)] per P.1.4 ]
" 151) (-al (=B} = ab sugunds reqla de loa signos
= [wip + et + nig + 0] - [nip + 13 + mig » st]
par 1.3.7
= [lop ¢ m) « {ng » na}] - finp + nri + imq + wel] DEMOSTAAC 10
por I.1.7
B¢ demoatrardn Gnicamenta 1) y 1i}
1l 0+ 0 =20 por vl de I.1.5
ol + Q) = a3 multiplicando por & c 1
arD & &=0 * &:.D por I.3.9

arD » &-0 & 2:0 = O por v] dw 1.3.%
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ardl ¢ a-0 = 0 + 3o por 111} d« T1.3.3
a0 =0 por iv]l de I.3.5
141 Sean a,. b I
(-2} il &+ 4b = {(G}{-a} + L& por 111)- 40 I.3.0
& bi-a + 3} por 1.1.%
= b [a+ [-al] por 10i) da 1.1.3
= ob-0 par vi] de I1,3.%
{(=a) izl + ab = O por L) da [.1,19
ab + {-a)ilb] = 0O par 1441) dm 1.)3.%

De weita Oltima expresiln sr onlque qua (-a)lb! =s el inversa de

AL Pars ld 3uli] astd =a

(=a)In] = =jlab}

coan FE quaria;

0 .
ordsn =n I
Fara los nimaros sntaros podemos tambilin detinir )la relacildn

"senar que*, Comd una ganeralizaciin de la gue bemor definide

para lom naturales,

Lon nimgros sntercs tambldn sativEscen la Ley de Tricotoofa, #nuncis
ds para los nfmecos naturales an )l teorama I.2.%:; ¥ la celacidnm “ne

nor Que® tlena ¢n £ las diquisnbes propiadades

m——

I.3.11 TEORIMA
FPars boda g, b, & I:
1} 4tk D B+ chs+g

b = ac < be
0 = oac r I

c IpaccC

L

i) a b y <
a < b ¥y

T
A

1011 8 < b y

I.}.11 BEPINICION

rl

Exan &, b g ¥21
11 at b at ancHial que a + n» b

(1) & *k sl b < 2

" Cuyh demoRtracifh sa deja &l lactor como #)erclolo.

Las ofimeron enteros quedan rep.ra:entldnq tambidn on 18 Tects humdiri-
ta como puntos lgualmentd €SpAcisdos, #Slo que ahors }a Kects ne ex-

tianda indafinidamenta en wmbos sentidon

v -1 -2 =1 ® 1 1 3 ara

51 & ¢ b ye tendri gqus sl punto quc Cepresenta a & entard & la 11 -

gquisrds d#l qua reprasents 4 b,

LG khura la rects s eatlende an ambon sentidom oo tiene wn punta
inicial, como mucede pard lod nleeros matursles, por b0 qus aam LULT ¥Y
derd como punto de twlferenclia al punto qua representa &l ceroc. Low
olsaran qua se sncaentran TEprewencados 4 la derecha oo dicho punto

e dl:ttqu. son “pasitivea® y lod que estdn & la Lzquiacds “pegatl -

vaE*.



v .11 EBIERCICIOS

-,

1.3.11 DEFINICION
1] Oemcatrar & partic duw 1.3.3 que para toda w, A . Kr

fas 8« Ig ) w-mfwn-n .

a an sikivo sl & > 0
P b} m* - nym - pv

& 80 hightivo 51 & « D

4} DmsDAtrar gua para toda 2, b, © ¢ I¢

Bz particular, sl c#io na &1 pagkitivo nl negativo. _ al s+ b b+ a

Al ronfunto 3' qua ma definid & continuacitn de I.132 como: . bl a+c+b+c pah

£ = Ix ! wam=-mn;rm,ne¥ m>onl
¥l Demowtrar quw si &, b, € € I #ntonces)

% l¢ conoce coma #] conjunto de loa "entaros poRitivos”. Pusde

demculrarss gue todo wlemanto de JLCho conjunto es positive en =l al & -~ boedl
aenkl1do gque estableca la definfeidn 1.1.5); eato ¢ - Bl a+ |b=-¢g) =~ (a+h ~c
“:+ll]rlﬁlﬂlllllrllﬂ. el = {a +b} ==& =0

iF Dwmostrar qua para todo a, B c I
- &l =1 = b=+
B) [~ a) (- B} = ab
51 Dessibrar que sl &, b, £ £ I entoncen:
] & Ib-c] = ah - ac
%) Dexmostzar Qe 8{ &, b, c ¢ I:

&) a4 >D & -adp
"kl a=p<ypoeb, sib>ra
] &#+<h §y ©r 0@ = EC fbc

asp y €0 =par > be



I.& LAS HUMERDS RACIONALES

Al fnizia de ls seccifn 1. plantramon wnd acuacifn del tipa
N+ X rm;CORE, DCM ~ = = = {A}
¥ ¥imcs gque los nbasrce patursles son Inauficisntan pars proporcio—
®ar sdluclches en todos len casas. Esta deficiencia sd supers cone
truyando &l conjunto I, an £l Cual slismpre hallaman malesids o gns

atuacidn de tal tipo.

El conjunto 4= lom pimeroa Entares, sin eobargo, tambidn prassnta

deficisncias. En sfecto, ai plantessor shora ona scuscifia wn edml

ras Jda la multjplicaclitno Coeg
br = aj an a, b ¢ E

encontramsd gua A sidmpre tiens eolucién en I,

M £ieanlo, ls solucifn da la scuscifin
Iz = 12
abk %] nimero entero 4, gus multiplicadg por 3 |:pu| da como :l.lultldn
11. Efn eabargo, o coopldevamos la ecuacidn
in =7 "
ancontramgs que na 4xiete un pleero antero gue Eyltiplicedo por )

df comn Tepultado 7,

Evta deficiencis cres la naceajdad d¢ awpliasr ahora vl conjuntc da
ios ndseron 4nteros.con lo que aurgen loa nfimeros [racciconarlos.
Eaxton nlmeros junto con lom enteros forman ¢l conjunto de low ndee-

res rfacionalen.

rl cociants d& nlmeros antercs.

I.4.1

DEFINICION

San la mouacsifm

ba = &1 Con &, B I

A au molucifing wa decir, 4l pimera » que multiplicada por
b.nﬂl da coms reaaulisdo s, le llazaienos &8l cocisante da

&4 entra b ¥ 1o reprasentaremsd CQn E .

- - % = l']__

comn &l isctor recordarf de aug cursos slesentiles de aritmética,

on aotaro b ¢ 0 sa dige facror da oo enteTo & L exists on c € I

tal gue

e

haf, pars &) coclante E podemcs diatinguit tTwd Casow:

£}

b w3 fackor de .

Edte o5 £l Apleco camo en qus la ecuscifn (B) tiene solu -

cidn wh I, por lo qus E s un nizera entero.

b no w3 fector de & ¥ & ¢ O
o este cano la ecudcifn (B} no tisse soluclfa en I, por
lo que E no e un ninmero 4NteTe ¥ 44Cioos qua an un plmero
Iraccionario.
Aal, potr =)emplo, la solucifn de la s<ukCLEn

= =1
as =l nlmerc gue Euitiplicadse por ) Ros da como renultadn

7
T. A dicho nioefn 1o represconiamed COR 7 Y &% U niimara

fracclonario.




1iL) b= @,

ENte a8 un camo que mezwct aapecdal atanclfing, an victod de

qua E ne eatl Asfinilde,

En wiecka; vl & F O, E ho exlste; Y& que no bhay on plcerc
qua mgltiplicada par cere A¢ como resultado on nimarc dife

rante da caro.

FOr Otza parte, Bl & = O, E—nu eacd Jdaterminado; ya qua
cublquier nferreo sultiplicedn cor cero' da como reaultade el

(=L F -
In cvalgquiar case, al niimero E con b = 0 no estl definida.

De acuarda can 1o anterfor, & loa nfinearos que se obtiznen como al
cociente dw don nOmercs «ntefod b, b con b P 0 lea llamaremcs néme-
o raclonales ¥ 4l conjunto que forman lo CepresgntAemns oOn Q.

CRLD war

T.4.2 OrFINICICH

G=ix|m=f s.bct byo)

En clare qua &l subcofjunto 44 ¢ dafinida por
o | x = E. a, be I, b =1}
ak precizamenta al conjunin da los nldmarcs entera:., por lo que

I =0
- La igualdad &n @

Seguratunte ¢l lector s Mane1add ya ampliamcnte loa nllecos ragclo-

- 17 -

nalas an forma da *quebrados®, y s+ kebrd dado cusnts que la expre-

#i8n da un nfoero racicnal en la forma .E no 43 Onilca.

For slemplo, «1 nbrero par el que debemas myltiplicar {2 para obténer
JE pueds reEprementAIim Como

i =14 7
bl "1’_ L *LC-
donds la dltima g& cORSca Cows du ‘wlnisk sxpresidaT.

s genciel, ul x = E sk yn nlwero racickal con &, 2 £ £ y b > O, ai
al @nige FAcLor comin de 4 ¥ b wn al nflsarc unc decimos gus E =a ia

alnima axpresiis del nlicers cacional x. .

D paners raciproch, 4l x = E a8 un nitmero recional vy kK # 0 &1 un

niimars snkero, EE repreasentas tamhilin 8l nlmero x,

be acuerda con lo antarior, results natural conaiderar gua dom nflzs

res racipnalss E ¥ E mon jqualas cuandz
a=keybh=hd
o cuapdo
c = kpmy d =~ kb
paras algln k ¢ I, kK fF D
A1 wa cumple algunda ca astss dos condiclonen de tendrl gue

ad = b

¥ wiceversa, lo guo conduce a la siguiente delinicidn



1.4.) DEFINICTION

fasn E. 5 don olneros recionsles, con s, b,c,d ¢ £ ¥y

h, 4 ¢ &, antoocas

ia cual sstablece la igualdsd ds ntimeras racionales en rdreincs

ls igualdsd da nilsercs entaros.

- La adiclin an O

I.4.4 DEFIHICION

fzan E- 5 dos nlmsezos racionslen, donde a,b,o.d ¢ ¥

*

¥y b.d J 8.

El nhsaro E + E sa dafina coma

< ad + bo
M- Bl ~ aa

L] 3

de

L+ adiciin an 0. aal dufinids, tiwne las propisdades que e enun -

clan a contlnuacidn

I-4,3 THEORIMA

Pars todo o, ¥, 0 € Q:
11 x+rytqQ
i) =« {y + 2} » Jx + 5} + 1
Milx 4+ y=y +x
iw}) sl x + £ = ¥y *+ g, #ntonces x = ¥
¥/ x + b=k

¥i|] @ =~ » ¢ O tal que ¥ + [-x) = &

carradurk
anoClptividad
conmat {vidad
cancal asidn
slsmanto idiacico

alamenton invecscs

DEMOE T RACION
s damostrard Onictesénts vil

faa x = E, con &, 2L Ty by O

par wi) de 1.3.3,7 - a¢ 2 yde 142, T £ 0

ANOES

E’_-E!-lho -a
o D2 s Bi-a)
B[+ -ay]

bl

[a o+ 1-a7]
" b
0.
"B
a
)

Et--l—:--ﬁ

fon lo que -K = i; ¥ la prueba tegmina.

par I.4,4

por Llil_d- 1.3.¥
par I1.).%
por I 4.3
par vi] de T.3.5

por I.4.2

-



la austraccifin =n 3 puads definirsa ahors a parcir d4 la adicién ¥

4 vif da I.4.5%, da la sEquiente WAREId?

I.4. % DEFINICION

Saan E. E ¢ @, &l nimarro E - % o dufine CoMme

-c

s _ & _a
B-d"E*T

Como conpscusncis de 1) da I.4.5, la mustraccifn «a carrads an 9;

asto wp

MEx, ygeDt x=-vwu Q2.

- fa Mulcelplicaciln #n O

I.4.3. TEQORIMA T

Fars wdo ¥: ¥, e g

i) xy e Q carradyrk

111 & (¥=2) = {xy|k aiociatividad
i1 xy = yv= conmutakividad
L) 2]l WX = ¥yI ¥y @ P 0, entoncew x = ¥ cancalacidn

v} Erl = x

1 i

vl oL 0 A BT w70 p O tal que xaTt o)

alamenton {nvecrs

alementa 1ddntice

o8

1.6.7 DEFINISION

Saan E. idﬁi plmarcs raclonalas, domde #,0,.0,4, ¢ T ¥y b,d P 0.
El nlmgro E - E o deline comn

L] =
I

Le wulfiplicacidn en Q. anf definida, satisfels lis propledades que

sstanlacre &)l sigulents teorema.

DIMOSTRACIDN
Demcztraremay & contilhubcidn [}, 14} v wl)

il Saan x = E.. ¥=- 5 dos Almercs racionales, con lo qum
b, d, e ¥ y b, d ¢F O
Da I.4.7 sd wigua gQue-

13

lr-m
donde a4 E I ¥y B4 ¢ I por 1) de 1,320,

Facrd deRdsbal Quet x¥ € O s requleca ademda probar que bd #¥ 0.
o lo haremop & cun:inu;cidn empleands un mEtodo Jdu demastracliln

inditects conccidd comd prusba por cantradiccifin 0 por raduccidn

al sbzurdo.

-




fupongaman que bd & 0. Entoncey

bd = b.4 por 1) du 1.1.10

4o = 0-b por 1111 da I.2.0

tomn b f b, de iv] de I.5.8 ma miqua qua

d=1
1o cual contzadice la condicifin d § b getablecids por ¥ € g,  En
conartuencia s hipdiesis bd = 0 gs falsa por lo qus

bd .F 0

coE pe queris.

if) Scdn x= = Eu ¥ - 5: L= Er tres nlmaros racionsles

niys) = g (3-3)
iy (E%] por 1.4.7
- H5H por T.4.7
- sy ‘ por 51} da 1.3.9
- (ﬁ)% =14 Lt.?.
- {E*EI ; por I.4.7
alyr] = (ny}e como ax Guerla.

¥i) fima W un nimero racional diferance de Cwr0: adta #8

l-;i con &, B L J, #, nyFa

- ,‘l -

cm;.h:lrafn.parr.l.::%:ﬁ.

Abora
E - E = EE ) POE I,4.7
g5 EE R POT 11141 de T7.31.8
Ga #} 49 I.3.1 E- ir por lo qus
-2
3

EntOncas X = = E ¥ la prusba termina,

Al htmero X ) Iqus comd gy ve o lo prucba depands de x| se 1w dena
mina wl *ipwecas de x paca la maltiplicacifa®. Cabs enfatizar agul
quw toda ndmarc racional, gon excepcifin O8]l CeTO, tlens uan invezrsc

-

wultiplicative en 9.

L+ divinlén e Q pusde defisirze shors a pattir de }g myltiplica --

cidn ¥ de wi) de I.4.0, da lz siquients manaza.

I.i. % DEFIRICTION

Saan E 5 dow nisasras pacionalas ¥ % ¥ A

El niwerc -E ¥ E ax defipa cow

ol

A

roma conswcucncia de 13 de 1.4.0, la divisidn en O pacizface la 2l -



gulante propledad I.4.11 CEFlkICION

Vx, yrQ yfd xdycq. $ean &, § ¢ 0. donde b,d ¢ 2’

For otra parte, pusde desomtraczes gua los tegramss [.3.9 y I.1.10

tambifn mon vilidom pars los afssros racionsles) esto s -

1 E<F e ocad e
It It

|_:.4.1n TEOREAS,

Para toda a, y, £ ¢t O: Coms conzacusncis du este dofipicidn y de la Ley de Tricotomfa sn T,

iy *+ 3) = xy + wz le calacin "menor que” 4n O sacipface tasbildn dicha ley, ssi coma

. lan miquisstes propiedsdes
I_4.11 TEORFMA I.4.1) TEOREMR
Fara rodo x, ¥ £ {: ) Pll.".l todd x,y. i £ O
Iy zD=op . 1) x4ty =hBxézx 5 y+i
Yy i-zhiy] = - (xy) 11y =ty ¥ T r 0 Tpxx YL
T Ay y ¥+l Hxz*yYE
114} (==l {-yl = xy
. 114 * =y ¥y y i1 x ToE *T%

- 9fden an g En forms sipilar a como we definis sn £, diresos que un nimefo a € g

Ted - Y
o nisers racional pusds expresarse ©OBI una fraccién cos de #3 poniltivo o1 % > U y wp neqativo si = + O,

RoRlfedor positivi, ya& gus

& i=1ha - Los ¢lsmenton da @ pusdan también edT Tapreasntsdos en 1z recta numf
- T-TFE -
® i B rica, donde wl N T ¥y, ¢l punto que EFpIEsEntd & X &€ pocaentra a La

at, T i
84 b >0 al denominador de g an positive; misntzas que ¢ {rquisrds del que Tepresents m y

ba, i— pusde 4xpressaras coon EE donds -b £3 pasitive.

=1l
Con myuda de sete resultado podemon wstabliscer la celacifin “menor gue® 3 it LS

. =] F] =1 ] i Fl oL
wi U 4 Factlr de 1a relacitn "mence qus” en I, de la silgulenta mane



ILoa nisrrcs raclponalax poseen und propledsd connctda como “dunsl -
dad”, segln la cual antoe dos ndcdfos Tacionales difarantes sism -
pZ4 Riy SLTO ndmere rpcional: como 1o astablece =l sliquisnce taors

|

I.4.14 TEOGREMA
Para todo w,¥y £ Q, coA X Y ¥, 3,2 C 0 tal qoue

L BN B

DEMOETRACION
Cipiay ey
. ¥+ p Ty sy por L) da I.4.13
i fe + yhs % iy + ¥ por 11} de 1.4.1%
éh*rl"—'f - = = = = 1}
Adanis, da x Ly
PR BRI . por 1) de I1.4.1)
; {x + u} « % iy » ul potr 1L} ce I.é.13
limem cj ey por 1t4) de 1.4.3
. ; Iz + ¥ - === 4N

' 1
For lo canto, da {1) y (I} ex slgue qua & = g [n + ¥y} ms tal que
X %24y
adecfs, por la ecrraduza de § para la adicitn y 1a maltiplicacitn, se
rlene qur ; (n « y1 £ O, can lo que cencluye 1 demostracifn.
Cabe hdCer nota: que los niraros naturales ¥y lom entefod no poscen la

propisdad d« denaldad.

- fxprasifin dacimal da un pflmece racionsl

Hamog definida al plmero racicnal .E Comd el cociante de lon nd
mezoe ontaros B y b, slempre que b ¢ 8, 51 conaideyamow o) nf
mero racional ;.. por tilemplo, y slactustos L4 Aivisidn de T an
tre a comg ae acomtumbra en Llé srficmfcica, obtandresos

317

A 1,75 ax la conoca cOomo la sxpresidn decimal Sel ndesros racio

nal ;- - -
Todo almgre racional tlena una sxpresiln deciasl por sjreplo
3 -0

4

i% - B, 212121.

};; - 112678767 ..

$e dice gue und wxpresidn decimal #: periddica cusnda un digite o
FrUpR de.dlq:ltul. sa repita indefinidamants a partir de un clerte
lugar & la derachs dwl punto decimal; ya sea desde el principia,

comsy en 0.2112121..., O sspeTando mis adelante, como #n 1.13A7BTR7...

pe arusrda con skto, una SXpreaidn decimal que sparentessnte lll“l!-
fd como D.175, tambidn an periddics ya gue pueds sEcribiras Coma

0.375900. ..

En general, ¢on Fespecto & la expresitn decimel de un nirero :lclg

nal podemos satebiecer gl wiguicnts enuncisdo.



I.4.1% tTORTW
Todo nimecrs raclonal tiens una axpresiédn

decimal pariddica.

Para demostrar [.4.13 requariremog 44 oLCD Ledrama conocido coms
=1 “Algoritmn de )a diviaidn pars nfscros soteroca”, que Lratace ~

WO & CORtimuECIOn.

Como hemns vistd, la ecuacifn Jx = 7 no tisne sclucide en £, ya

que nO auiste un ROTETS entero X que wultiplicada por 1 o6 como

resultada T,

A cambio, podencs ancoOnbyar los nbsevos sntaros 2 y L tsles gque
JLI + 1 = 2
En ganeral, sieopre as posible hallar csos d0a ndmeros 4 scusecda

con lo gque watablock ¢l siquiente teorema. -

AGODRITHG DE LA DIVISION PAAA REURERNS mmi
Dedon dos nldeeros ankecos & ¥ b, con b 7 8, exipten

dom sntercy Bricos g ¥ I, c0h 0 £ £ « b, tales qua

a = big v

Loe ndmeros s.b,f ¥ T ¢t T ToClben o) pombre de dividendo, divi-
or, coclente ¥ resnldua reapechivamenies. Cabe hacer notar qum

agul el tdrmlns *cocientw” Clsna uns IAtesprwtaclOn mia ramtringi-

El estudlientie pusrds CoOnsultar la demtetzacifes on la prefriuncla
1. plyg. I5.

- 54 -

da que s gue expleaxcy &l inicio 2 la seccldn I.d; ya que aqul el
cociench #n plempre vn plaero enterc.

Ls relaciin a = bg + I] que getl planteads an tdrminos ds nlmerca
SAtAroN exClusivasshite, pusds sar #nunciada sn [ CORD

r
B-a+5
axpranidn que hod cacowcrda la forma como llevemas & CAbo 4l proceso
du divwidiy &0 1a aritodtice; sxto =8, obtesliendd un coclapts ¥ &N

residun.

Antess de pisar § la dewosrracitn de I.4.15 recordaresan al sjgnifi-
cado de la notacifia decimal y pu releclén con «1 algozibtms da la 41
visidn para anteyos & travig de un sjsoplot
La saptasidn

11207807 ..

rapresenta la doma
L 2 L -7 B 7 ] 7
Pt IeT Y T6T Y G Y ToF C.TEF Y TeY T Tt -
Ani, 21 buscamos la expreslén decimal dal nlzaro -};-; podenos proce-
dar de la slgulénis kanels

&) Para chtener la PEILE EHLNCA VEDOE GUE
149 = 1334tk + 17, dondg & & 17 « 132

' AptOnCEs

11 Fera la primers cifra dacimal wemowe gua
18 x 17T = 170 = 132(1} « }0, donda @ £ 38 < )12

17 1
Pex 10 Qua 357 = Tg ¢ TR T
entonces -
142 1 n

mE* Y 15! Wws 19z



- 1d -
- (13 -

T g1} Para 1s saipunds cifEa dAecieal Fodamos wes gue 18 Felacifin g = kg + r antablecida en el pazo Li1)
10 x M = 300 = 132{7) + 114, donds 4 & 116 < 1317 . &4 ha pressotadd nusvisdnke sn el paio ¥i: kato ¢ dake a que =1 e
Fer lo gue 'mT]i]] - TET * 111%5 : ' slduo chtenida en 1i] me na repetide #n el pase i¥|. Cooo conde -
&ntoncen . cufncis de #llo, los cocientas cbtanidos en losx pasow E01) ¥y ¥ se
149 . L, 3 . 116 [(epaticidn indafinidementa. Lato w8
e *18 f TEY 5 194 .
Tz ¥ [ 1 4 T
Li1) Fzra la tercers }H'l*ﬁ+ﬁr*ﬁr‘w'ﬂf’rﬁf’m'm*”‘
' E
10 = 116 = 1140 = 137(4) + 184, dondw 0 & IGa < 132 e bimn 1
116 -
Por 1o que {3y 137 T 1Y Y 19w 11d 149

m = 1. 12670787. .. 1‘

por lo gua la wxprenidn decimal A H—;- ak pariSdica,
1% 184 -

1 2 ) )
Tl T5* YT * 4% * 8T % 192

Conaiderencsy abdT4 wo Ddmero fYacigaal Pﬂilth'oE y COR AR > D1
v} Fara la cuifta .

19 = 164 = 1040 = LIT(71 + 116, donde D & 11§ « 132 o] Por e] algoritmo de ja dlvisldn Pars entsrod. enibten
104 7 11§
Por 1o qu8 70 3T T9F * TR A 131 qe. Ty € T tales que
antonces 4% By + Ty, donde 0 € 1, ¢ B

115 1 k4 [ T 114 - wAtohe#E % - oQy * -".-Bl
o F R v R (AR VLAY ol | Lt & &
il Anwora, comd £y £ 1 tenemos qua 10r. L J y exinten g, T £ L

! Fara }a gquinta talan que

10 x 116 = 1160 - 1X2(8) « 104, donde & € 104 « 132 10rs » b qr + £y, donde D € £, < B
11% ] 104
- F |1

POF 1o que v 117 T TRT Y TOT x I Wflﬂwf'ﬁ'ﬁ-:—g

Antoncey . a r
: R IR R
149 1 3, 1 . 184
m- e io * 16 Tor * T L T » 137 411! Anora, como £y + o tenemop que 105y B E ¥ exiptEn G, ra L 1

talen que

10r; = b qy * £y, donde O F ¢y * b

por le que mpig = Yy v rig



f_ T
®atonces Lo+ g o %ﬁ . i%+ + i

1
111) Ahura, Como r:r 3 tenemas qua 10c; £ Y exlutan q., Ty L I

Lalen qua

16Ey = b ga * £y, donda @ £ 1y © b
Por 1o qut gt 1k ot
entonces § o no v B0l ¢ r e iy

En conswcuencla. la supresifin decimsl de E surd

E"‘II T G2 Fu =
-

Il FI’IIC!..I-Q pukds cantinuares indefinidsmsnta) "in ambargo, cowos los
fasiduds £y, Fi. Fr: Cyy -.. Ban hilmaron encecos taled que 0 ¥ r, b
& 1o mizs podzdn exiseic b raslduss diferentes, Cuandt slguno de lows
Tesiducs chbitenldos s&¢ prezenta pof SEGonds var aw Inicia 4} segundo

ciclo de) parioda, =1 cusl se replta Indalinidemence.

a - -
1 B ** negativo, sntoncey wmecribimans 1:; - - -5 dands -& &8 poslitl

¥C ¥y por canto tisne uhh expresidn declms]l periddica.

Esco corpleta s damogtracifin da 1.4,.15,

3

El reciproca del tsorema J1.4.1% tamblén =5 vilido; we decir:

I.4.1& TEORE'A

Toda eepreslSn dacimal peclidica rapresenta

& un nfccro racjonal.

iLa demontzacidn de sste tOrENE #S5te Fundamentada on 4] concepra de
ligita, pPor 18 que no ls harecos aquI.' Ein smbargo, preazentamon &
continuacifin un ejamplo que Guastra la idea bale la cual pusde ohib4
nerss N5 Aleard racional Comes Coclents de antdCOs & partir de mu ek

presldn decimal.

Congideramss 1a expresitn decimal
1. 40866, .,
puscaman dom nfscrok enteICE A,h Eales que

i -
E 1.40666...

Cowmy Laremas das digitop antes de pressntarss tl perlodo por prime=

b val, pultiplicaoos por 107 pars obtanar
16" B o= 140,666, .. {1}

En vinta da qus el periodo conata de un digito, malbiplicamcs la £x

pra#zifn 11l por 10' para ohtenec:

! E T TI 11 T (119

Puasto que la party decimal de satas dca Oltimss acpranicnes =» la

miama, reatends (1) de [(L1] cobtensmoy un pleerD ENLETO] 3G &3
A a8 .
19 B 10 B 1404 148

(10'- 104}

L 13

por o gque

. 1386 21
30 " TER

-4 1]
-

t
El jwctor latwiesads puede tonsultaris en la cafersnclas 1 pig. &b,



I,4,.18 EJERCICIOS
. 1.5 LG NIMERDE AXALYS
1] Twwmastrar & parilr de I.49.1 qus §f 4. b, k aco nomezcs

enteros difsarsntes de cera, sntoncast
Consideramon ahora la wcuacidn

NP
f . g - .- = (e}
n Frsi ] "

7)  Demastiar que para todo x, y t QI quk b8 predants al tratar da obtener la magaltud de la Ripotsnusa da

us trilingulo rectiogula cuyos catstos soo da Imgltud' unfiteriag

a) k+ycQ
Bl ¥ + D= x -
[ 1
el m=-pucd Al k" = 1" &+ 1°

1| Casotrsr que para todo m, 7 o« 1 ) 1 -
4} xy = yx Eita weoscidn po tienw solocifn &b O, ya qua Do existe un nAmero Ta-

bf x ] = x
¢l x+0d=20a

clonsl o tal gqui eu Cubdradd ees [gual 4 2, coma JMMOSLCArEROE & Con

tinuacifin, A dicho nfoerc; «3to ea, 4l nlmero cuyo cusdrado ms

4) Daxostrar qua sl x, ¥ ¢ Q%
fqual 2 2, s la Caprssanta msdiants =L sfmbala 37,

iy « 0 D x= D ey=20

3} Eesn x, ¥ ¢ 0, Semostrar qua Antar du IEROBELET ik wdls Almaro PO ea racional probaressy cl sl -

af My yF 00 x+vyrq. .
bl  En geaeral: x + {y F x} F {x ¢ ¥} + K.
el Foa Iy doalx e {wy] ¢+ x

guienta rasultado impoctanta

I.}.1 LEMA

&] Baan x, y, t €, DemSEtrar que:

51 at %2 wn pfeero par y 4 ¢ I, entoncas

al l-r:-trqr.ﬁ:{,r ,

Bl af z > @1 XK fYE{=Dx <y
2l 3t @ Er <y {9 x>y

& &0 un nlmero par

Tl a) Ewpleando 4l algoriten de Lla divieidn paza nimercs

#ntaros, hallar la weprasién decimal de) ﬁ. g. 1}1

En uiacto:

55 & ap un obkmaro lepsc as da la forea

b} Tupresar cada una da lop migquientes decirales po - In + 1. donds w ¢ &
& = n F &

riddicus coma £] cocients de don niserom entefos:

0.F3JF131Y..., 1,773 727..., l.2%025%1%... aAtonceEs, #U Cuadrads



- &1 -

a" = [In ¥ 110In + 1} = dn" 4 4+ 1 = 20207 ¢ Ind + 1
an d& la forms

a' = Im+ ), donda m e 2
¥ mn pOr tARLD un plEern lmphr.

En consecusncia, al &' #2 pAr & po pueds Ewr lmpar; por lo gque, =i

2t I wotonces & w3 un hlmero par, 1a qua desuenkras =l lamk,

emoatrarenos ahors =l siguisnts teorema

I.%.% TEC REMA

Fl nlmero = cal que ' =z no ap un nimero yYaclanal

DEAOSTARCICH, ([por tedoccibn al sbaurdo)

SUpOnQAROS Quf X Es un NATErS Tacionsl) wero ss, sxisten dad nﬂ-ng'-

Fos eolaros § ¥y  Céles qus la minims exprasidn ds & &8 .

- P

" g
Como » #s tal qua x* = 2, entonces {E]’- ! por lo que

p' = 29 - ===

Como g ¢ I, gF 4 8 y p' & ¥A nlmeco per.  En consecuancis, de

1.3.1, § wy un ndmgrs par y of dy la forma

p=in, donde na L - - - - [2]

de (1} ¥ (I} sa slgua qua

11“’1 - qul
o el

in' = g

Par 1o gque q' &3 un ofmers par. En congecuencia dm 1.3.1, g ss un

nimeto pac y &8 de la foroa
q = 2m, dondse m r % - - === (3}

Da {2) ¥ (3], p ¥ §q clanan coms factor comlin &l nlsarc 2, par lo G

E— no 4s la miInims sxprasifs de x, la cual contradics ls hipStenis.

Concluimns antonces gue X pa &y wr ndsero racicohal, 1o gqua Jesusstra

d

Como vimow #n la seccifin entscior los nissros raclonales tisnen re -

el tearama,

Cramentacién an Lk rects tumbrica, y an virtud de la densidad de @
(Teorams 1.4.14) podris pansacss qui #itos #an suficiantes pars “lla
car® ls recta; e doCic, qua todos los puntos de 14 I¥CEN COTIMEpON-

den a algln nlmarc raciconal, lo eoal «¢ fslao.

Denda la antigledad los gefmetzas gritqos se dieron cusnta que no
tadox lom puntos de 14 rdCts correspondsn & oimercd racionsles. For
cjsmply, la siguients conmtruccits geonferica parmite localizar a il

&n la rects numdricas.




Exiutan wuchos otros nimeros que, coms %, tienen representacién
an la rects numksica ¥ no son raclamalen. A eete tipo da nimerow

& les conoce cono alleeion irracionplas.

Como coniwcuencis de 1ok tedremas I,4.1% y 1.4.16. los nimeros 1rea
elonales tiwnen mupresiln decimil ne perlfdica, cacactariatica qiak

los dintingua de las ndmercs raclonslas.

Low elmeros irracionsies pusden mer de a0 tipas: los Qgue =on
sclucitn da algquna scuacidn slgebraica con ‘coxficlenten antaros foo
wo Y| & lom qua sw llams frrekcicnales algebraicas, ¥y loa qua na
#on solucidn de una scuacifin de tal tlpa, & los que ym llama irra =
clomales trascandentss. Como ¢jemplo de watos Oltimos tanwmcs los

oflmeros ¥ y ¢ Ju relevants Leportancis 4n las matemdticas.

En la pecclBn I.3 ae cOnMLruyeron los nOmeror entercs a parkir da

loa raturales, y wn ia 1.4 Lon recionslea a partir de lom entarcs,

-’

de tal forma qua
He Ic @

La construcclin de log nleeros lrracicnalas & pactir de loa Faciona.
les cag fuers dal alcance da ¢sts libro, por lo que no as hard

L]
aqus.t

Al zonjunto que contiens tanto & lon nflaeros facionales coms & low
irracivnales me le conoce Comd wl Conjunto da los nimeros ceales ¥

e le represwntsa con R,
EATa conjunito viwne & 2atiafacer la petosidsd da un conjunko da -

' EL astudiante pueds conaultarla #n Cualgulscs de lan referenclas
a1,

- [T -

maAros qua reprasents & todon loa puntos de 1a recia) &8 declr, &

cads Aalowren real corrasponds oh punto de Ya recta y wicevarsa.

Al conjunto de lon admeros irracionalss as le reprasenta confnesnts

ton Q', par l¢ qos podzmcs wscriblr

E=0yQ

F=ad g
y sa cuxple adamiis que

e = Qe B

~  FPropledades de las oparacicnas &£n R

K partic da J.,.. conntrucciln -formal de Lo nbmsroxs (rratlonales %
posible datiniz las operacionas de adicidn y meltiplicacidn pars
lea nfteros realan, de tal forma gue B4 conEErven ‘.'I.I.l propladaden
que esabad oparacionwn tiensn &0 Q. En wirtud de gque no hemos
dasarcrolilsedn squf dicha constrvecifn omitiremod tawbidn lan COLCES
pondiantes definicionas de law operaclones, aceptanda que tlenden

las propisdadas Qua E& #nunclan a contlnudclin.



I.5.2 TEDREKM
Para todo 3, y. £ ¢ By

L} a+«Y LR

ry t R carradura

£11 »n + [y * 2} = Ix » ¥y} + =

iyl = {xylx asocistividad
1l1) x » ¥ * y 4+ x

xy = ¥ cqnmit et ivided
i¥] =z + 0 = =

1l = x elamentn idénticc

L] A ~-~xt Resl qua u + (- =) =0

Ixlertalqueaztal, 61240 elsmenton {nwersos

w1l  xly + ¥} = x¥ + xx distributividad

- [ 1] -

A paptis de T.5%.3 puedssn tamhidn definirew lak operacionss de aus -

traccidn y divisifin en &k como sigua

I.5.5 DEFINIGION

S5aan x, y d4o5 otmeros [eales

11 EI plewro = ~ ¥ sk define comot x — ¥ = 3 + (= y)

1} B5i ¥ v 0 el nlmaro x + v ae defipne COROT X 4 ¥y :y’l

Como consecuanc=la di las propledades establecidas sn al tecremy

T.5.3 sa pusdan deducir tadas las propledsdes algehbrsichs dél sista-

nd g Lo nlmeros reales; en particulsr lés quy souncisrescs s contl

puagiin, cuys demopcracidn sa dedas al lector cowe tjerclcip.

.5 TEOREMA
Para toda x, ¥ ¢ Egp
i X« Q=0
£11 -~ aliy) = - {xy}
FiLk &= mpd= ¥} = =¥

-

Caba hacer notar qua wl resultadn de sfectuatr la divicide O x antre
¥ que denctamos oediants X t y, coilncide con el Concepto de "coclén

ta” sxtablacido en la 2afinicién I.4.1; ya qgue, da I.5,.5

xtymuy !

Entonces
i +y)tyd = Loy Tpy = wly ly) mx v 5 omoal

por la'gua 5 + ¥ ep ¢t ofieera que sylitiplicado por ¥ nom 48 como e

saltads x) =a dacip ;.

Dabida & que ests fltime fOrma presanta BAyOTT¥S YEOLA jax 40 gl mans
jo da lss swxprewsionss algebraicas, =n adelants uparesos el sfmbalo

; para reprasencar tamhide al ndmercs x + ¥y,



- Qrien an R

A partir 4e la construcclén foresl de lod Llrracionalas as pueds defl
oic tamblin 18 relecibe "menor qua® on B, da tal forme que 4l x, ¥

son nisaros realas tales gue x ¢ y sntonces =]l punte que IepTresanta
2 ¥ ¥n 1 recta pusdirics #¢ wncoentra & 1a irquierda de)l gua cepre -

PABTA & ¥, MAaptarsmod timblén gue dicha ralacidn conmasrva las pro-

piwdades que tians en Q) a3 dacir

I.5:% TEORERM

£l x, ¥ £ A antoncer g& varifica una ¥ #dlo una de las
sigunlentss propomicloness

1] = %y
i1l woe ¥

1111 vy = x

I.%.7 TEOREMA "
Para todo x, ¥, 3 L Ky
1) ETYy X +¥Lyr:

12 Tz <y y.2* D = xr < yr
a4y f T 0 5 xx*yx

111 F =y § ¥ L ELE

Tambidn ga dafinan «» A la ralacifSn “mayor gque” y laz términcs “posi
Live® ¥ "negativa™, d¢ la clips mansrn gue oo dafinen &n Q; #2 dm -
cic:

x*y 2i ¥yt
1 &0 ponitive 2l £ > @
x &0 negatlivo o[ x < 0

- €1 -

[& ralacifin “menor que”, sus prupiedsdes y conceptop ralacionadog
pon de gran utilicdsd pacs describiy ¥ kanejdr [ntervaloa de YalOres
PAra varlables reales. En pazticular, las propisdades snuncladss
POT ¢l tecrema [.5.7 oos permitan TO4epe}al® upa variable wh ORE re
lacifn de dasiguildsd, cuando seto &3 poiible, coms weremdd &n 1o

Alerplag que ke presaztan a continuacifn.

I.5.1 EJEMPLOS

. &l obtaser &l ipcervalo de valores da 3 pare lon goa as astisface

la siquients deslqgusldad.

Bolucisin
Lo primsrc qua ss ocourte e8 wultipllicar por 3} y por x + @ ambos
miembron du 12 desigualdsd, ferc CoMo nO COoncemns &l valor A& x

no gabemos 2L x + 1 @3 pogitiva o Maqatlvo, por 1o gue debesof con-

Sldgrar dom capoE:

Cagon 1] x ¢+ 2 » 0 Cana 2) £+ 2 « @
multiplicando pof x * 1 y pultiplicenda por x + 2 y por 1t
par 1 .

1[Iz =3} < n + 1 1{2% = 1) > x + 2
o sea: o aesl

B - B £ x 2 - Il-'!l':‘+]
lmndg-: Y y restando X an musanpds ¥ ¥ restando x an asbos
ambcs mismbeod . mlambros

Sx o« 11 tx » 11
pultiplicanda par é multiplicands por %

K < -"!l-' . - x> !’55



Coms p + 2§, x *» =2 Com X # 2 ¢« Q, u « =}

¥ i obtisgne [inalmenca: Por tanto, no exist4n valores ds x
qua aatinfagan simyltinmamente:

+

-Itxl:!';- a € =1
¥
s i

L4 solucién da la deaigualdad propyests &3 el condunto da valores

de £ tales gue:

Bl Obtensr al cohjunca de valored dx s pars lod cusles s« satielfs

ce la slguients deslousldady

« 5 con % ¥ @

L%

Casa L) >0
lfix.'.étl con = » 0

lueqng--i:t.

Cana_ 2} x < 0

3

- 3
;15..115n1511 con x < 0

Idego == 2 x < D
£l copjunte boscadg &&7
{xlxzny;l\::‘-]u[ll::l‘r--"l‘ﬂ]

0 bign, grificamente:

o4
wo]

=  Propisdad ds ocOSpletivnd.

ton tworemas I1.5.3 & I.5.7 nom mussbran Qe el pistesr de los nime-
o cresles Cfene las wismas propledades algabrajcas y de ordes gus
ol sistema Su los clweros raclonalesr Fi0 sAbaLQ0, ydbymos que el
sistema de Los nimarcas reslad o) midg azplio ¥ weredtil pussto gus
on R podemos resclvar scoacibned comb x' = I, para lam cuales no
exinta solucifin en Q. Cabs preguntacss antoncea si loa nbmaros res
l#s tisnern alguna propisdat sdicicnal gee 1o satlsfagen low nlmerow
;_.;ciun.-lg;, Tal propledsd sklite ¥ B2 la conoce Ccoms "propimdad de

coaplaeltwd® .

Ant4s de eounciar la propledad de completitud e coowenlsnta 1000

dugir alyunos conceptos e lluktrarlos a travis de sjemploa.

I.5.% REFINTCION

Sea 5 un suboomjusto de A, Uo alokents € € R ts und

cotas mupsrior de 5 al:

-

T g t, ¥ ¢35

e 1 definicidn anteripr am deduce que #1 £ &8 uns cOtd KUDsFiGo

‘de 5, cualguler OLro nfsero real mayor qua t serd tamblls una cota

soparior de F.

5L un conjunto ciens cobas puperioras s Sica gua entl acotado au-

'p-:lnr—nu.
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E.3. 10 DEFINICION ra loa cusles no mxistes tlewente mlrimo; pars talus canjuntos s

tleone un concepto gue sustitioys 41 de miximo wn ¢l sentldo de "la
Swd £ un suhconjunto de N Op elwkento m £ 0 ae llima

asnc: da lam cotas # cipres®. Tal concwpio &9 vl de sopress que
slexantn micim) da 5 pi: e ** il -

st defioe a continuacifin.

1) z f m, Y= 1 %

1) m ¢ X, 1.5.11 DEFINICICH -

10 gquse danotaxns medigote max E = m,

Sed 8 un pubconjooto de 5. Un glemanto pox & ea llamy

Buprems Ag 5 pis
£ decir; un slemsnto oy wixime de un =onjuntc 6 sl es una cota =n
N - [} = EpP. ¥ §

T MMCiQr da 5 y ademds pertanccs 4 5.

. 11 gt Ry xdiqg. ¥ g -5 pgyq
A difarencis de lay potan sopacicres, &l alemants mixize da un oon
1o que denotamas mediante gup 5 = p.
Juneo, =l exipte, o= Gnica. .

Lo efecto; sesn & ¥ ' dos elwbenbos picimts de 6. Como m Eym

"y mirvimg _ Er decic; o elamento p ey el supremd de Un conpjunto 5 51 p e
= una CoOta sup-eémr da 5 v oinglln nfinere aancr que § g8 Cote aupE -
POT gtra parta, como R' E B y m oew mAximn . ) " - tior du 5.
B' £ m

En forma similar & comc me hizo para &) miximo sas pusds dezostrar

4 consecuencia Gué al suprema da mn conients, 31 wxléce, ee fnico.

om0 ae querfa. Calm casialtac aqul goe 1la Gnica Jdifwrencia sntre los conceptos de

1 ' ) 4lemtnio sixlimy y woprem: J8 un conjunto 5, eatriba on qua el mixg-

Coms puede demostrazsa ficilmente, sl wlemento mlzims de¢ un conjunto g debs sor Wn #lebnts del conjunta S miwaotras Gua al Suprose pus-

£8 la mencr de Suk COtam mupeCicras. de war un slamgnto de 5 0 o surlo.

Ef posible, &in enbiiqo, hallar conjuntos scotados superlorments pa-



1.3.11 EJERPLOS

4} Sea A = {x | x &t R, w £ 1} = g
Este conjunto eptd acctada superiorsents.
5U slesento rixIims wp wl 1.

50 svpramn g8 tambifn el 1.

A} { cotas superioras de A

— —— . R

g 1\
Rix &

Bl Sead =z | x e R x 2 1] =g
Eikte conjunto askl aovtadsn supaciormente.
o tieos alemenrd mixime

$U Bupram o3 %l Y.

a
2 L E.,ca“‘.l?ptﬂnr“ da B
o "
0 1\
tup B

1.5.1} TEOREMA Icompletitud de m?

Tode mubconunte no vac{s da R que FotK
ICotada evperlormente tignas un FUpY e

qua partesndace & R,

' El lector pusds consultsr la demostracidn w8 la refarencia 2

phy. I51. Lo

Evte tecrema, coys demastracidn omitirsmcs, nos garantizs la exias-
tencia da una mInimd e9ta supecior para cuslquiar. coniunto da b2 )
rom Teales acotado suporioroante, ¥ estahlece sdanie que la minips

cota #5 un nieere real; en decip, gie pertanscy & R,

Le propiadsd de complatitud permice satablecer «l concepto de con-
tinuidad wn %, el cusl er dp importancis Fundamental an al eatudin

del chlculo.

Fary mOZCIar Que 0% nlmeros racionsles no popeen la propledad da

corplutitud sacablecids pars Jos resles oo al tworems I.5.%17, con-

sideremas ¢l siquisnte ajsmple que s& inicis buscandc cna sproxime
€1tn al valor de /7 madiance expresionss decisules con on himerc

finita A cifrea: !
-
Recordemas que wl sIobola /T represents 4 up ndnero x tal Qua

x' = 3. Asf, para una primera Aproxlmaciin vemas que

n* =1 Y 21 = &
por lg que .
1«7 <2

En consecuancia, si dessamtp pproximdznos "por la fiquierda”™ al va-

lgr de ¢¥7,7 1a primara aproximacién pari 1.

"Fara obtendyr shOCa Una ADToximacifn con una cifra ducimal, cbaervy

= que

Bl M = i.1 1.2 1.3 1.4 1.3

antoncan a* = | L. 31| L.d4} 1 g9 z.%6| 2.2%




oz 1o gus

L.k « /2 = 1.8

¥ 1s sigui¢nte aprocimacisn serd 2.6.

Mira ohtuner ung aprfoximacido &on a8 cifran decimgley sbasrvamnd

f &= I 1.11 i.44

qua

sntancey %' = | 1.9881

paf lo quae

Z.01E4

1,41 & ST 1,47

y la aproximacifn sard abore 1.41.

Péra Erew ¥ Cuatro CLITAn decimalen ohtandirigmns, reapectivamenta

1y K =

antoncas k' =

r
3 X =

sntonces 2" =

1.4l 1.412 1413 1.414 1.415 .l
1.990921 | 1.992744 | 1996560 | 1.983386 | :,uuzz'zi_l
1.4141 1.4242 1.8143

1. 99867811 199906164 Z.00024449

y %l procesd podris continuarse Iodsfinidaments an virtud de que.

por 1.4.15 ¥ I.4.16. la axpresitn decImgl da #7 an oo perlBdica.

Convlens haGe:r Bincapld en que las sprfoxisaciones obtesnldas ance -

riorwente, an dacir

L, 1.4, 1,41, 1,414, 1.4042

- 7 -

o0 erprasioass dacimalss con on Ry o 1_'1:.1:.:: ds Clfras y, por tap-

o, man ninarcs racionales.

Conpideramcn abofa o) CcOnjunto 5 gua conata d¢ lan aproxioaciones de

] gque pusden Obteanerse BAlante 8] procedd gque hawos deascrito ante-

riorowente; es deddr:

E= (1, 1.4, 1.43, 1.414, 5. 4342, 1.43422, 1.s34710, ...}
Por constroccitn, wl conjuncto 5 blenw las slguiantsdd caractetimticas

1} Cada apXosimaciin a8 sayoT Qua la anterior
"2l £ cootivom un nGoro iaFinito d& klemantos

3] 24 B0y 5 wsti acothdo supericreents

las propiadades aounciadss an ol punto 1) satisfacean las condiclonsw
de] tmoress I.5.1] al reesplazar =o #1 X por Q, xin esbecgo la conclu
iifn o0 serlas wvAlida yu qQue E no tiethe un dupress =n Q. Em chanre

que T es la pinima cotd superict de 5 y <7 £ Q.

Como consecuencia de lo antarior veoos gue el conjunto de lom nfes
ron tacicnales careca de la propiedad de completitud.

- valer abegloto de yn nlmcro real.,

Gado que wxiste Do corrtffondencia urmy § oD gntre loa puntoa de la
[vcta ¥ los nfimerci rnllu. cahe SIp4TAT QuT sl concepts gwowktrico
da djstancia antrs doa puntos tenga ay squivalante on ¢l coojunts de
lcp ofimarces resles. Diche concepts, wapucialmants GtIl para sl clilcy

1o, puad4 ser iptroducide con aywds del walor absoloto ds =n nilmero

L



- LE - = ™" -

real, que definframns = Coatihuacidn La propiadad (1] pyusds demcatrares flcilmente 4 parcir dal tecrems

I.5.4. La propisdad 111). conocida como “dusigualdss del crifdngula”,

I.5.14 DEFTNICION ¢ demsgatca & contingaslfin,

$¢a ¥ un plmaro real. ELl wvilar abacluto da x.

1} 51 x =9 2 y =0 la iqualdad an obwia,
que Teptesentéresss cob ). se define comn

2 2L m * 0 gy r  tenwmon Jue x +y * 0, por Lo que

x. 41 = 30 Jg + y] = x+y = [=2] + |yl

=] = . ¥ =o satinface la jgualdad.
=X, =l x <D 1) M x«0yy«<( tanems Jua x *+ ¥ * 0, por 1o que
Jo + ¢ == x ¢ 7] = i= 2} & ¢~ yi = || + |¥]
aal, por gjemplo ¥ u-nu.un 1a Igmaldad.
Hrl - %’- Fa que ;' » @ ) . 4] o8 quida por consldeTar sl casD #n qua X, y Elunen signos
Jo! = 0. ya qua 0 « & contratios. Bupangiios x > O 4 ¥ < O
I-}] * 7. ya gue =T < 0 ] Giy=-x, X+¥ym® u_r la desigualdad o chwia.

. Bl y+ =~ x, x +#¥ <0 por lo qua

En gansral 4! wvalor abaolutoc de x & X gerd un nlmero raal o0 hegati- . .
- In e y] =-tz+ ¥l = (=x)» (=~ yl == |z| + Iy| < |x} ¢+ |¥]

o «p deglr, poaltivo o carg.  Law principales propisdades dal v — .

- El]l'}.-;,:+r}¢,pur],gw
lor ahsoluto e enuncieh &0 el slguicnts tecrema

I,+r|.;fr-:-l-'r?-lil"|!'|‘|=|"1"|

. con 1o que hemos damestrado 111) de 1.5.15
I1.3.1% TLOREMA

PATE todo %, ¥ £ M1 ™

A partir .d- la definicién I.5.14 ¥ da la representacifin da los nimg
1) x| 2 0. Ademdw [x] = 0 &5 k=8

11ty = Ix] - ¥l
111) |x + y| £ tal = |¥]

ron crajles comn puntos d¢ la Tecca, s obEElva QU alantrad ol gran

da ep x| mfs Llejos del origéz ss encunizra al Pﬂ-ﬂm que [Epralsnci

' & x. Dabido & mato, al niseco [zl 3w le conoce como La Atstancia da

ACTON x al cero,
DEMOET I

La propisdad {) 43 consaguuncils Inmedizts de la definfcises I.%.14. Da acuards con lo anterior, 4 o &% un nigers real positive wy tengrd



- kL) -

que un pusts @ estd sitoado entra - & y @ coando ¥ sclasents cuan -

dod [x{ ¢ 4. Esaea ldsa powds geewralfzarsy u travEy del siguisnte

tworema.

I.5.16 TEQREMA
Baa & £t B <on o 3 0; W x ¢ B gy tiane que

|x] g @« &= =-aof£xga

BEREQSTRACTON

1y $aa |x| g o === 11

De ta definicidn I.5.14 s sigus qua
Jx] = x & je] = - x, ¥xc &
Foxr 1o qua:
a) Ei x| = x. A= (1]

] £ 0 =3 ¢ a - -2
bl 51 [af = - x. de {1}

Izl £ a =h-x218a —Hxz~a -=-=17
PO canto, da £2) ¥ (3] e sigue gus .

Izl 2 a =~ wfxda ¥xck

[i} Supongamos ahofl gua - o 5 X & a T
) 5Lk a % x| ==z yde (4}
Iu] £ = . - - = {5
¥ Six<0 Izl =-x yda (41
-ex- jul = axial - - = 18

- [ 11} e

T por lo que, de (5) ¥ (6} es tiens qua
~axxfae = |x|] £ o, v xe R,
T la Ammpstracisn queda completca.

El tecremg I.5.16 tiena la sf{guiante [nearpratacifin gacnltcicar

LI;[I:R, |x] £ a)

- & 1] ) i
Con ayuda del valer absoluto, la Jistancls sotra dos nimercs ceales
cuslesquiera x: y pueds definirse como &l nficera resl oo pegacivo
|x = ¥]. & contipuacidn se ilustrs geoodiricAlents al casa &n qua
-

% » g, y« Qs

Iz - ¥|

Y [+ =

L ]

I.5.17 ERIERCICICE

1] Depostrar a parciz da 1.5 ) que, ol %, ¥, ¢ ¢ B
] x+E=y+t “Hxay
Bl xz=yx =Dxwy, aif o0,
cl x-b =0
4] [~ Wiyl * - {x=pd
a) ﬂ'“lﬁl-ﬂ'!fll



F3

n

5]

4+

n

- g1 -

Sean wy y, ¥ ¢ B, demcacrar que:
&) -yl B
hi—:-t.lt.iiyp‘n

el xiy - 2] = xy - xx

a x(f) -2, 1200

Fara cada una de law siquientas desigualdades, detsroinar al con
1ontn dat valores d¢ x que la aatiafacen =

=
a) O T !
h} '1!1.4

Ix + ¥
| a3 tict1

Oe caners similer & como g hizo.en I.5. 9, el cancapin de oot
infarior se define comd aigue:

3L Ec A, un #lemwpnto F ¢ E #8 oha cpta Infariarc de 6 sl

2 b I, ¥ x &t 3. Ademlia un conjunts qQue tiens cotag inferfo-
res su dice que wetd acotsdo infeciorssnta, '
Pare cads uno de los conjuncos del efercicic anterior dacip ai
s3tin acorados supariorments, LhEeclorments ¢ de ambas BARSTAN.

Ca maners wizilar &4 coms ge hito en 1.5.10 y I.5.11 me definen
los concepros A miximn & Infiems de un conjunto.

Fara rcada gno de low coojuntns del sjercicia ) hallar su miximo,
ninles, suprens o Infimc, mi awisten, .

fwan x, ¥y « R, demoatrar que:
4} Juil =0 &= z =0
Bb Jwy) = Jx] - 1y]

) |$|-%,.1rrn

a fx-y] e |y - a
Fara cads vos ds las wiguientes afirmsciores, denosrray s wali-
dex o dar un contras)esplo sn cazn de sar falman

ab x 21 =fa| 41

Bl Tx|s% =p~- 35 x4 4

€l |2~ 2] ¢c1 4= 14zxz1

45 |z + 2] ¢« 3 & -2 cx <1

- [} -
"

I.E MWAS SCBRE INDUCCIOM MATEMATICA

Taa proftio como propusimon al prisdar tsorama da la ssccidn I.) fus
necesario 'r-cur.r:l.r 4 la induccifin estemStica Ipli.‘l. podar descytrar -
lo, ya& fgua ros epcontribascos en los inicios 4 la conatyuecidn dal
siatema de lom nfimercm reales ¥ ho dispsnfamos de nis wlementos pa—
ri Isalizer la prushba que las propiedades Qque Jefinen & los nimeros
naturalas, =s decir, los postulsdos de Feano. Es por ello que e —
dag lap propisdadses 48 Las opecacicrnes en N debileron demoscrarse

por induscldo matesditics.

Al pasar & la meccifin I, definimcs las opersclonas ez I & partic
de 14 GRRIACLORAN &h H, Dor lo que sus propiedades puwtisron desop -
trarsw & PACtir de las propisdades an K ain recursir & la induceisn

matemitlcs,

A partir dw dicha meccidn, y debido & que nusstro interfs fundaman
ta] &rs el de sstablacer laa principeles propisdades algebraicas da
los difarenten I‘i:lt-ml ds pfmeras, po Ffue necasario volver a ut11_£
FAr la demoRtIaclén por fndueciin, Sin esabdrgo, wXIistan otram pro—
poriciopey ioportantss en dichos aieteman, ac]l como an otrod gués sw
tracarin mis adelants, lad cusles nfi]lc pusdan we? Awwndtradas por

indpecifbn matendtics.

‘Dabldo & au f{oportancia come sktodo ds descatracifn, en mnta sacoife

prasentaromcd slgunak abedrvacionts y wjdeplos adicicnales que ssps
ramoa contribuyan & une oaior comprenaifn del mitodo y qua permitan

su otiliracidn o un contexto mia aeplic qua ol da la secoiln I.2.



Tepwlaramos por asfalar que =1 nombre oo e woy afortunado, ya qua
la palabra "indurcifn® susle a#ociarss ml procesc qua conslate n
obtuner una conclusifn & partic del andiicis de varios casos parti-

Culares, proccss gqus nads tiens quue wer con sl sdtods deo demoatra -

cion Qua DO OCupd.

Hediapte uf procast como #) antarinrysenta descrito, al gus e COno~
<& como cilondsianto inductivo, podemos Lleqar & proponer un anun -
clado de cardcter genaral & pactir del anflisis d& varios Caaos par
ticulstes (CORS a hize cen Pinl en el sjemplo I.2.4 - &), paro hun

ca & demsstrario.

A difarencis dal zaropasiento lnductive, ! cual sfila pusds amegu -
EAr la wallde? de 14 conclusifin para loa casas pacticulazes de los
cualeas fus chienido, s} efiode de demasiracifin por induccidn matend

tice nom Qorantiza la validar de 1s conclueifn pars todos loa oa -

Cogen hemod wiats, whh prusbd por ipduccldn marenftica conata de doa

parcas cunlitativamenty difncentas:

I tna verificacibn; PFI1] en Clwcta .,

I}] La demcatracifin de una Leplicacidn: Pik) s Clecta =% Ple+l}

A Cierts .

El papel]l gque jusgan #Etad JO0d PACLes =0 la prusba w3 wimdler al qus

aa dercriba an la siguiants aituscidn.

Bupongamns qua estamos Ergente & una escalecs Qua tiene une Infinidad

- " -

de peldafos ¥y que dessamas Lenmr la sequridsd de gue podemsos 1)legar
a l:u-llq-u:le:-l de sus paldafbes, Eata sequridsd mos la poeden propor—

cionar los 403 hechos sigulentent

1}  Podemod subir al priser peldafo.

1] Enlande &n upt paldaic cualguiera podenoa subir al siguiente.

En sfectn: por 1) podexor fitparnge &n #l .pruur paldaia. Estandno
#n wl primear peldafio, por 21 podesos Eituarnoe an @] segupdo. Ez =
tandp =n &1 ssgundo peldafio. poxr 21 lnuevassntic} podencos siluarnos
e al tercero, ¥ ati sucerivanents podemox 1legar 2 cualquiera de

mllonm. -

Bt una prueba por [nduccifin la ports I nos garantizs gque aziste on
valor para #l cual la proposfcisin «3 cilerta, mientras que la parts

1T nos dice que ai la proposicifin es ciertas pacs un valor entonces

" sard elarta pata wl siguisnce valor (sunque ests parkte no garantizs

qua axizts un valor pars 4l cual la proposiciSo sed clertad.

Funsto gue la primara partd Jde uwna proebs par indpcoién as ona wle-
ple varificacitin, uSuslsents la JIffcultsd de 1a prusbs setriba so

decostrar 1a Ieplicacifin dm la segunds parte, lo cual requiers an

Lalgunos I;liul de una buena dosis 44 159enla; <opars, smbes partes

san fmdispessablian iun la prusba. A continyacifn pressntamns Gn
& 1emplo wn «l qua pusda demogtraras la [mplicaciln y, ain smbargo,

la propopicilin &2 [alaa.

T+ 4% 64 .o ®2Znmp? a0t = = = pink



¥ supongamod qud FIk] sn ciarcar a9to am
Ted v by i Iemk? e’
Somando so ambos migebros Yk ¢ 1)t
L L L I R L 1 T S R i L T R W T |
“ k' 4k 14 2k 2
= (k" + Ik s 1) ¢ ik + 1) +2
FTrd o+ 6 r ool Tk HE o LE e k1) s ke L) o+
con 1o qua hamss demaxtrade que 3§ P[X] en clarts entonces Fix + })
*F clarta; L0 sobargo, 18 prusbe par induccifn no puede completar-
RE YA qur Do e popible hallar un valor para 4 cusl la proposicide

sra clerta [desufztrwlal.

Biy proposiclonsd gue aungue no B2 cunsplen para todos lom nfiseros
pdtmrales son vElidap & pactir da un cilerts valor. 7Tal es ol casd

det 1s siguignee proposiciSn

rli:ll:ll]'l’-"‘ﬂ,tl'ltnﬂ:l:l{l#l]n}lnq-l - == = Pin}
PuRsto gqua parz o = 1

x+ 1] = x* + 1

¥ la proposicidSn no se cumple.

Faza p = § tenemos gue .
+ 1)" » z" 4 1

ya qua
(2 + 1)" = 2" 4 2z ¢+ 1

¥y como x * O, Ix * §; por lo gua

2 s 2x v ) »x? 4}

de dondy
ix+ 1% » xF 41

¥ la proponicidn es wilida para n = Z.

Okl andlisin du Fin) puede verss qua a scdida gue n aumenca (x + 1}%
creca afs ripliasents que ™ e par lo que, coms la proposicidn fue
whlids para & = 1, caba exparar qua seguirf sfandc wilida pars walo

cen de h mAyoreEs gua dok.

In saf¢cto, demostrarsoos & continuaciln gque la valides da F(k} im -
plica la valides ds Pk + 1]. lipﬁttsl:l.n Fikl =s g ilecta, luego

l:fl}'rx"qnl.

Como x # 0. wultiplicands par x + 1 tenémos
ix + 1;‘,1; 1)y G F LE e 1)
Esto &8
o+ D125 L} s 2 s

l.hnrl,cm:l:b-ﬂnntundﬂqu-utfl:‘n. por lo qgus

!kid L L] .1

+; +x+l*r K
Crn conascusmalh
x + ll“"'I }'11-1 + 1

por lo que F{k + 1) ea cilarkta.

Finalments, como la proposicitn es cilecta para n = 1, 4w lo ante -

rior sa sigus gua tambhidn ea cierta para cyalquier valor sayor qua

doa.

Com: vimow e el eajemplo ant4Tior. ¢ Fesible utilizar la inducelbn

matendtica pary damastrar la validet d8 una proposlicifin & pertir de



un valor EiJa ny. EBn estos cesow la parts T da la prusba congisti- 4} Para cada una da las wigulentes proposlciones, hallar al mence

rd e verificar quw la proposicifn s clerta para ol valar ne, la valor de n pary al cusl se cunple y demostrarls por induceiln sa

- pactu Il conslsticd nuevaments wh Jomomtrac que 1a ralides da Pk}

tembticay

implica la de Fik + 1], tsniwndo zn cortts Qua ahora h =x BAYDY O al - n
' ) _—— =« o,
iqual que na, ¥ i& conclusiéin sard que la proposicifén oy cl4rLs pa- .,
"n? A ana W L] '] ! =1
ra todo valar de n mayar o Igual’que ne- bl Al » n*, dopde pl = 1 =« 2 » 13 N nEMNY
Y ix ¢ N »px? ¢+ L, YA L R, x*oD.

I.4.1 EJERCICIDE .

5) Damostrar por Lnducclbn matscitica 1as siguientcs propisdades axl
1} Dewostrar por irduccifin ratesbtica que las siguientes flrmulas

valor absoluta;
acn wilidas pars tpdon nfimara natural =ne

- af =" = l=z|®, # = cH
i:1+!+!*--+¢n.“_l£‘11_u
1 : . Bl Jay sy #nea, & | =-Jay] laal [mel ... |‘nh""‘m“"2
Bl 4+ 2+ 4 ¢ ooy ¢ 2% a2™ -4, iquik representa agui n? a

T aq¢aq'+,__,,q"~"..'..§’+q.9.'_l_,.;__q,n_ ’ e) |l|.+l:+lrf...+-l.|£ laal + laal + lag{+ oo+ la s ¥nedenpi

1) Obelirvess guel £ D trar por indoccifn matemdtica las slguientes relacionen Exi

1+1-32 gonoaftricess
1
1 1 2]l wan (B *+ ng) = | - 1]® san 8 3 Bn = 0, 1, 2, «.-
{1+ J)(1. 3]‘ -3
b p+tan- 2| et=-0n""comr yuncn
I T I IR VI sen fo 0z - 1§ ] . ,

PECPORNE und Iy guneral y demostrarla por Induccidn oatenbtics.
3} Hallap la frmuyle que stoplifica =1 producte

1-3P0-PA-H .. A -

[TY]
y damcetzracls por indueccifin.
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CAPITULO 1T KUMERDS COMPLEJDS

INT ROTUCC 10N

Los nlme:on cocpleios aparecen ©a kl horifanie da lep matemdtican con
1a iptreduccifn de los ofmecos lmaglnacios, Estom surgisron en o] &1
gebra coho ConbecuEncla de una fecasidad, de la kiZhE paters qus 1o

nireraos nagacivos.

Girplams CiTdano, tRinante AACERjiico Lftaljana del sigla XVI, fuf =l
PIiMero &n Igconocer 1a verdaders ioportancia de las rafces negativas
al satablecer la veorly genazal de las scuacionew de percero ¥ cusrto
grado, 5& Ji8 cuents de la pecegidad de ndesros negativas ¥ lleqgt &
habiar ainclusp duw rafcas cuadradss de niimeros negativgs aungue, el pa

recer, ro llegf a precisnr al concepta de plrero Imdginaric.

Fafar) Borbe]ld, Cambifn ftabliams, contlnud ls oOC2 de Cardsnc y, on
why obra pobllcada en 1573, aefsld gue low ndeeron lpaginarics eran
Indiapensslles para la polucidn de scudciones de la [oroa ' s =0,

dopde ¢ ed UR pfmelc poslitlva.

Y -

Loy nimercs {maginarios fusron atacados & partir de entonces, fuston
daclarados por muchos cono “{mposlblesa” o “inexistentes”, por al tera
hatho de no poder ralacionarlioe ¢on sxperiehcles de su vids cotidis -

ol .
]

Faro yne scuscidn coma 2 4+ 1 = 0 no ilba & quedsrae sin solwsifB. Lan
oatemiticas caquerfan de los fmagifarpios pacs dasarrcllaczas ¥, final~-

manta, Eptos mw impuslaroh,

. m nlixxro 1maglnaric r:pfi;enu. uha 1des abstTacts PETO wyy preacipa.

La raspuasta & la preguntar [Oud nipera al se¢; multiplicedn por sf
mismo &5 igual & ~17 p8la pusds concybiras cOh la ayuds dnl fmaging-
rio mda conocido, ] gue Euler repregeatsd con al simbolp § qua btoda -

via sm pmplws.

I1.1 TORMA BINOHICA ,.;

tod
Una wey pceptads la existencis 4 I comn un Admero tal gque 1 ¢ i o= -1,

wn nimero imagiparic queds defin(do gom: todo aquel de da fores bi,
donds b as cunrlguier nfmero real. For sjerplas
3, - 14, i;, il )

30A nloercs lmaginariow. .

Los lmgglnarlon, con IaN mimrat FeQlas Je Opdracifin qut los nflmeros
realas, y considersndo £' ¢ = 1, proporclonan palusiones m toda tous -

clin de 1a forme x' + € = 8, donde ¢ &3 un Afmero pasitive.

Fur sjermplo, las aoluclones d¢ la ecyacidin -

a' + 5 =0



aon loF Amaros 53 y = 51 pussto quw)
1521° = (813 (541 = 281 = 25(- 1) = - 3%

m 5117 & (= S1(= S0} = 251% = 25(- 1} = ~ 2%

En gqanacd]l. las moluclonsd Aa la wCudcién
:":-ﬂ. con £ » §,

son low niraron leagQinarios #€ [ ¥ - ¢c 1, donde /€ ¢ 1,

M oLlra parce &1 T4fkEbd una cCuwacibln cowd

k! ¢ 6x + 11 = p
¥ aplicamon 1& firmula gafera] de la ecyncidn de wagqunde grada, cbre-
o

z==-131 ~Fa=-2i11
¥ Bo8 ENéoniracos com que cads une de las sCiuciones i 1 “sogms s OF
ut plmera redl con un nbsers Ixagiraria. lo tual Asba iAtETpretsrss
coEo wh Fueve tipo de nézweo! Surgen aef log nﬂf-rnl complejor cuyn

conjuUnts, gue ISPIgdenlarss con £, s& deflhne comc R1Que

II-1.1 LEFINICIOM

Caifz | 2=pg+bl, s, b B, 2 = =1]

Aal, por wyesplo, = 2 + 11, = 1 = 11, 1 + Si1, ;--I 1 por nidmeros cOm

plejab.

Para wanwjag los nbseros copple jon nacssitanag salar gylndo doy de

#lloa son lguales, por 1o qus cytablecamos la sfquiants dsfinicidn

— : —any
1I.1.2 CEFIMICIOM

Seap ¥y * & # pf, To = ¢ + A1 don pfimros coxplejos

con o a, b, €. d ¢ L, antonced

I = 1y (31 =g ¥ b - d

S
Como puwds verss la jgualdad en € requiera de dos lgualdsdes sahtra
plwaros Cedlen. Asl, gl a P ca b ¥ A sw tandrf qua 2y ¢ Ky,

- 1a adicifn v 1b multiplicacidn an C,

Léz apezacionss de adicidn y multiplicacidn de pleercs complefos sa
definen, an chrminoy ds la Id;Eiﬂn Y moltiplicacibn Ae piisaros ces-

log, da 1o mansra saiguisnte

A

II.1.3 DEFINICION
fean 2, + a4 + bi, =y = ¢ + a1 dos nficeros soeplejos,

donds 4, by 2. d ¢ R,

1) el pimerg x, + 3 ee deline comn
) + £y = la v 2] & |b * 41
i1] el nlmero I3 I3 ac define como

Ty I = [#c - bd) &+ {ad + Beoil




"EnCap pparacionas EIssen law siguisntes propiedadas

JI.i.4 TEONIME
PACa tods 2y, 3y %3 ® €1
i 1y + 1y £ €
Ey Iy £ C
fab =, # K5 % #pb = Ixy + Ex) + B,
21 ixata} = [%10a2)}Fy
114) %, + Ty ™ 3y *+ 1,
E, Ex ™ 15 E;
ivl g, & (0 + Q1) = 5,
) (1 + 01} = 1,
- ™
) A - g, £ € tal que &) + (- £,] = 0 + 21

s r, FO v 08 32 £ € pal qua
£ By = L+ 01

LIV TR IR T B T TRE O T

-+

CarTadura
apcciatividad
corsmtak]widad

alamanto iddntice

4lapsnton EAVEENCE

distribocividsd

QEAOSTAACION

fa dempzeyardn hlcl;-nt- Lhy 121) ¥y w)

1) EZmam x, = . Bl, 34 = & + 41 dos sbmerod complajos

ty + 53 = {a v ) + (B + L)L

por il Bm II.1.)

como &, b, o, 8 ¢ EJde 1) da I.5.3 in +* e}, I+ 4] c
4

por lo qus, ds II.3.1 -
la + ) ¢ jb+dliced '
BN COnwaGeng e

Iy * 118 C como 24 guacla

=i

Far otra patfts

By = lac = bd) + [ad + Ledl For
Comwn 8, b, =, A E &, de 1] de I.5 3 2 tiene que
lac ~ bal, (ad * be) £ 0

por 1o LANCO, -1} II.;.l

(ac — bd) 4 (md + B2)1 x C

¥ mo consecukncia

5 x3 £ € coine 3¢ queris

1Lf 9% IX.1.1

11f) Sean By = & + bl, 1y = c + 41 dcs nisaros cxmple]on

'].

L # x5 = {a + bll + [= + AL}

= %+ ol + (b + d)L poc
a (g +al + {d + BIL por
= (g + &1) + (& + B1) poK

By # Ey = kg + F)

Al acindd

xizz » (& * bilic + dl]
= fac - bd] + [ad + be)i pox
w {em = 2] + (b + dall por
a ¢ + di)a + bi] por

ek 3, = & + bi unnﬁl-mun-phjn.mla, b &
P v| da 1.3.2 3 - a, = h ¢ A, ¥ oh CONAECUBnCia
I--a] + i- b}l £ C [ 14
fumardo aste nfimero &4 &, aw obciese
I;rl:l..}fti.'-llwl-hl:.{] = [a+i~al] + [bei-u}]dL par
(avbgd s {1-adv 1-b14] = 0 + 81 por
con 1o qua = &, = [= &) + |~ Bii

1) o IX.1.1
1£1) de [.5.3
L) 4= JI.1.1

11] dw» X1.1.2
1i1) 4s I.5.1
t1) a II.L.3

It.1.1

1) de II.1.3
| d% T1.3.3



Ged ahore 2y = &+ bl con a, be Dyn, bFO

« &

a? : I .l-.hm ¢k ¥ de T1.1.1

'] ~ b
Ty Er it pri et
Aplicendo 11) de 11.1.3

a = b b {-k ) - b
o + L) ':ll O T IS 1:.1“I - {.: :bl T At E %}"{I';_;L%*‘ F'T.'Fi':”‘

w8l e bl ab - ab

at = b1 al » h:j'

- b
fa s bLl (;r35F * sTErl) = 1 v 01

L] - b
con lo que 1, = LT TET Y ol

¥ Enimifg la dewostracife. E|;

Do acuarde cob JT.1.1 un ndsero complejo e de la forwa
r=a +Etl, von &, b R

En particular. sf b v 8 al nbcero complajo gueds como
x =~ a » {1

qud Fusde skt considerade como o] nGeero resl o, ya Qua s corrospon

el
a+ 0y &

e conasrva & travis de las operpciones de sdicifn y multiplicacifin.

En sfefia, »cahn
s+ 01 = &
y &+ 0f = =
la « 91 % 1¢ + TQ4) = [& *+ ) + Q) += a *+ ¢
y [ v Bidic '+ Qi) = {acl + 01 o a2

b
=

- T -

Cu manera sageJante, a4 todo nilsears corplejo de ls forzma O ~ ki 1o ==

depos ronaidesar fopo #) pioern imsginario bi.

Dm #Cusrdo con o antearicr, tanto &1 confunto d4 1os ndmarow Ivalen

romo 2] conjunto d4a loa efperos lsaginarios som aubconjuntos ds £,

Con la definicifin formal dal conjunto de los nbreros complajom y de
lan cperacicnes de adicidn y malriplicacidn an C, podemcs ahbara vary
[icar qoue =l pleerc complejo =, = = 1 + J1 #» uwna soloetdn dw la
wiuscidn

ot s ax e+ 13-

Fara slle, consideramos Qua 4 = 4 + 0L y 11 = 13 & 01, ¥ sustituimocs

X, == 1 & 11 an &l miembrg izquiards Aw la scuacidn, cbtwniwhdso

=3+ MY bos S11E- 2« J51 ¢ {13 + 01

ds 117 de 11.1.} tenemns

[14 - 9+ ¢+ 6 + §14] + [(- 8 + 01 + t12 o Bi1] o+ 13 + Q1) =

« (= 5= 1240 + (= B » 1217 + {13 + 01}
y de 1] & JI.1.]

(=5 =0+ 123 « [~ 12 + 17 =+ Dl1 = O + D}

- B come querfame
0

Como verepos plis adelante, yn plrero conplejo puwds Ser repramsntadso
#n varias formas. A la fppma a v bl, qQue hemor coutaddd ranwjandd, s

ls ronoce come forra binfeica debide & su apériencin d+ hinowmio.

Fuando wun nbnerc complejo r edtd eaprezado en {orma bindmice, w8 ge-
elr aora



- 164 -

Ti Ky = jaC - 4= fre- €3 + (40 A} + i- bic]a
= s = Bl (e - 41) par 11} de II 1.1
TN TR T . POt TI.1.5
¥ la prueba rertiina.

..

- L& yustraccldn ¥ la dlvigifin an C.

La muserascién y la divisifin on © 8% dafinan a partir de la adicién
¥ 1o multiplicaciln wn C, respectlvapants, y da v) de JI.1.4, dw la

Flifulénie Fanera

IT-L.7 LDEFINICION

S«an £, = ¢ + bi, 3, = € * &l doa nfimeroa ccaplejos,

donde &, B, €, d £

1Y el nioero £, - x; ac Sefina come
iy = Xp =z, + (- 12}

all wi =y F O+ Bl ¢l pbeerd ;f e defing como -

1
4 -l
iy T T

_

Da Ia delinicifn anterior pe pydden obtener Loz ajlguieates fSrmulas

d¢ gao prictico

a¢ w} o« IT1.1.1 rle o+ Al = (= 2} 4+ = d} ]

de $1.de £1.1.7 [a % Bl - (e + A= la o+ b1} o+ [1- &) + [~ 4}i]

- 101 -

y de 1) de II.1.1 fa B} = (g + di) = (o = ¢} « b - d)1

que s la formula que 3¢ scples pats la sustracelén.

=1 c -d
De ) d& II.1.4 Iz + &5} 'm'mi

& 4+ bj c -d
L3 = ja ¢t bl (oyr—yy v a7 &

da J1) Jda TIX.1.7

a + by _ ¢+ bd  boc - ud
c o+ dl =1 4+ dt cl + di¥

y A= 1) de IT7.1,1 H

qua en la [&rpula Que #% srples paza la diviside,

Al &l E, = 1 + BL y wy = 2+ d
$p = 2y = (1 = 23 + {0 - 131
g = Iy == 1% T

I Z+ 1 16 = 1
;—1---:——-:_} +F1—-I+ i

RECING LI
bz e1

El rwsultada de la arvisiln pusds tambidn obtenerse muleipilcanda di-

videnda ¥y divisar par al conjugado del divisor ¥ conslderande a lo¥

hisaTos SoRpleics Fomo binomios, como pueds VaTdet # CORTinuacibn

Iy 1 + B

1, +
1+ ®i)12 = il
[E+ Lhid = 4

f - %+ 161 - @'
21 = iFr

(2 + W) + 151
- 45T

L4

L

l%+-—51

LI T T 11 ., que ¢0Llhzide cun #l resultadsa obbtenddo sncen.
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En ganeral, cvodaw les operacioner con nliceros complejor eapresados
en farra binfxica pusden 2fectuscse condiderindoles como al Fueran
bincmios, tomandd en Cuanta qua las potencias 4« [ JUpHZIoXws a uno

deben reducicras de sruveydo & lo ElgQuisnts:

£a=-

1" = g7 e =11

-1
TR e N LR T S
17 w31t o= 1YL =1

FREEEE L B T A |

] “

y #n adelants lof waloces me repiten peclédicamanta.
T1.1.0 CLJEMPLOS

fean z, = = 5% = 21, 33 = =1 ¢t 1
al I, r Eyp = [= % = 2y ¢ (=1 F U == 3] 3 o+ § -]

bl xy * 2y = =3 = J§) == 1+ == 5=730+1=1l=-4=]2

£} ok ozp o= d= 5= HMIl- ke 4] = % - L e T - M = o5 -5y 2

2y ¥z 1 - 11
] - & = N [= 5 = 2f%0= 1 = L} 5 4+ 2L+ 51 + ¥1f
S Sl o S S 3 ¥ e t Sl O LB P4 T
(5% = 21 + [T +« %) !iTI_J 7
o T 1 -y 33t

I1.1.1% EJERCICIOS

1}

e

L}

Drrosbrar que para tocdd i, ¥a4 By € C

) 1, + [0+ 0L = 1,

E] z,(l + Bi) = x,

E} x| {Ly + 24] * ET,;E; * IRy

Uemoatrar que para toda Iy, #r s C

a) T, == 3, EaR(z] = ¢

b} Xy T: € R

amcatrar qua las cperaciones con nlmevos complejos puaden afec -
tusren considerindclos GO biromios] &# decir, gue considerdodg
los como bipcmios sa cbtiensn lom mismos res¢ltados gue con Las

sEpreplones I[I,1.1 y 1laa fdrmulaw de oso prictico gue e eaplean
para la systraccifin y la divisidn.

Ontensr todos loa valoras x, ¥ £ A gque satizfacen law siguiantas
igualdades

x+ vi |
‘Ix-“ x + ¥yl

Bl i ¢ yid? o=z = yid! donde 3 = a2z

FL ¥yo= =4, 2, = 3, ll'ﬂ‘hZ-»"I'lJIuhlemrql;E
sultsdo de las siguiented OpHEACIONER

L1
al I I
Y L¥ )

L 3T XY

<t '—*I:—“ * Tqte

Eipresar el resultado de las sigulentes opsraciones =n la farns
a r bi

if 4 gt .t

a} IV ¥ i3 « 17

T = 1 = §)
b i 1l : 12 425411'1

1 = JIM44 = 1Y = 04 - 3¥4=1 &« %1]
e) i - 111
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I1.2 [OFRA POLAN O TAIGOMOMETRICHK

b caca pare)s ordenada de-nlreron realan (a,hb) corrasponds unc y -
lo un nlzarc ecwpleio a4 ¢ bd ¥ ¥icaverss, por lo gue podeman CApre -
santar & dicho nlimers complelo Come up puntc de coordenadan (s, b} en
=] planc cartesians, donde &w partw real g quada representada en el

EiN &, ¥ B0 DAXtd LMAJinacia b &n el el ¥,

T
l A «xly representacifn dx los nlme-

_— ras etoplejos &n 2l plano ar la oo
noce comg "Clagrams de hrgand™, ¥y

4 low ejwm x. ¥ o= leo llams, rem-

- pactivaments, “wiw real® y “eja

a i ixsginar o™, ™

L1 punto de courdanadas (s, L) tambidin escd detarpinado por los pard-
keitvox {r. ¥ 4¢ ls figura, conocidos como coardansdas polares de)

-’

Rufito,

Las coordensdas cartokionss {a,bl ae obticnan & parcir de¢ laa pols -
Fen (e, 0] redlants lam sigquicntes fdrmulas da trangformecidn

A+« T con il

=== = {A}

b= r nen §
En consecusncid, el nfaere corplejo z = & + bl pucde taebidn wipry -
1A RE COED

t = ir cos b)) + [r men 011

1 = ricca @ » | gepn B}

- 10% -

que en la llacgda foreé polar o trigonomdttica del nloero complejo g,
Podemas amplear una abrevidtura para sioplificar ests Sltima SAPTR -
altn, y& gua cn arka$ funclones trigonomdtrican me trata del mipmo ip
gulo, LUwareocd sntohces la exprenifin "cip 4" patas réprasentar al
tactor cos B + { sen B, coOn la gqua podeman escribiz ¢ = ¢ cis §,

Formalitstends lo anterlor mediants la alguiente definicién

II.2.1 DEFIWICIOH

rcis = ir cas 8) « (r sen B

En consecuancis, paArd eNprAsar el nlesroc compleio x = a . El en forma
polar ssgribiremos
T =7 cind
dorade law coordenadas polites (7,8} sw cbtienan & partir de law car-
tenianan {(a.b)] oadiante las eapreslohes:
r = /aF ¥ B
b - = 7 =~ = (H)
& = ang tan 2
hai, por siacplo, si tenecoy wl nlmeco
complejo
I, = =1 4 1
¥ Queremar exprendtla en forma polar,
aplicarde law :xpru:inn;h }a} obtonemos S
r - ASTITETT o
row ’

& = anq Lan :lT
& = 135*
de dande £, » 2 £z 135%*



51 tencras &hors un nbreroc comple’ds en foora polar

1y * & cim 240"

¥ queremod reprrdaclo en forma bindmice, aplicsrda lam #xpresiones
1Al obienemas
Y

4 = 2 ron l |
2= 5 Y

a=-=1

X

b= 2 nan B
-
b == 7

-

¥ finalewnte 1) = = 1 = 4T 4§ I

En la [orea polar &1 nlmerc ceal 1, que we wne dietancis y por tan-
to un nirero no nogativa, se 1e conoce coms sl "midula* del ntirero

corplelo, y 4l dngule 8 como su Targqumenta®, Para el gaso parcicy -
lar gdw)] nizerc 0 ¢ 01, su eSduls ea CEro ¥ BU arguoentd e considera

arkitraria.

cansldarshos a) casd de oz nice

Toa CoEplejas b, =~ 2 cis 120% y ¥
1y = 1 cim ae8s, — L
Al trannforsarios & la forca bi- ALY

narica encontfesds quE

-/

T, = =1+ 431 g
- x
g = =1+ 71 \

r lo gue, du I1.31.2 \"'*--.

Fag = Iy

- 107 -

En ganeral, si tenamos dos nlmarol complejos exprasades sn [Obks po-
Yar con rddulon lguales ¥ argurentos que difieran un od)ltiple wntero
de I60%, dichon ndrsros gquadardn f'll;l-"l'-’““dﬂi en el planc pac el
miEmo punto; en consecuchcle, an su forna binfeica tecdidn h. misrs
péTCE tanl y la misms parts imeginacis, por 1o que serdn igualss, co

v lo sstablece al siguisnts tsOTama.

I1.3.1 TEOREMA
Gesn ¥, = r, ciy W; ¥ Tx = Ep £la da
£ = 3 4= I, = I; ¥ B, =~ 8, + 5% {36C")

can k= 0, 1, 2, 3¢ .-

OEMOSTRACTON

1) &een 1, & ¥, ©i 0,
Iy = 1 cla &,
par IT.2.1
1, = (r, com 8] + (£, wen Nyil
) = iry cam W) + fo; aen $01
Entonces, $0 Z; = £, du FI.0.3 s tlene que

£y coE b, = [y com &,
= = = = {1]

ry ken &, = ;3 gon By
tlevando al cuadrade

1 '
r,! cos? B, = z;' cos'éy

1

. sen? B, = 1! sen'e;
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tukdRdo miambro 4 mimnbro 148 [Qualdadens ¥ facturizando

" ' .
' dcca® 0, ¢ aen® 0)] = £," Icest 8, + pent 1,)

por lo qua

PILEE

COB Ty, Ty » B ose migue qua

T - - - -
uktituysndo asie reasultado w0 (1l obtsnemon

col vy = COon 0,

i4n &, = EEn &,

por 1o gua, de ls trigonoeatTis
B = @ + RIGD") com b = 9, 1, 2, ... - ===
En consecudncia, da (I} ¥ (3} s& blene que

2y =z, X)L, = r; ¥ By = By ¢ k[JED0"}, Xk = 2, 1, I,

Li] S5ean ahora £y = T, Y #, =0, + RIJEO™)}, cOon kK = 4, 1, 2, .
Entoncew pot la pariodicldad de las fonciones aenc y L
Ty con B, = rp; con B,
ry @en B » r; aen A,
y de I1.3.1

fzy con Byl + {r; sen #,)5 = (xr; cos #,} + ir; sen ¥} 10

1IN
[y cia &, » ¢y Cum B,
y tinalmuntw
YL T con lo gue termlna la demoskracide.

O

Como condecuehicls de 1I1.2.1 un almers cocple]d purde tenar mis dc

“+n
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atgupents. Llasaresos “argquoenta principel® del nisere complejo, al
dngulo & tal Que
o* 5 0 « 1&40*
A3l, comp wjsmplo tenemud que £l AfQuuente principal da
2 = /% cta 750°  am B, = 10"
¥a que T50% & 304 + JeMEOTE ¥y 0% £ 10% < MDY
¥ =l acquidnto principsl 4¢ 1; =+ 2 s 36Q* en By = O*
- i" multiplicacidn y .1. divipifn de nlmaros complajos sn forma RO
AT.
Una dw las wencajss dul manslo de nisarocs complejos on au forms po +
lar, as la sencillez con §ué pusden efectusrsr alguoas cperaciones.
antre ellas la sulelplicasién ¥y la divisidn que se reducen & wultl -
plicar mfdulos vy sumar arguesrntons en al prices casn, y & dividiz mé=
dulos ¥ rastsl argumentos 4n &1 sequnde. Asl, por ajesplo, ai
, = & si=s 120" ¥ 1 = 2 iy 40*
CEAPEOR Qi

Zyda = {&102) cis (120" + 40") = 17 eis L&Q°

TL . % cuy (1200 - 40°) = 3 el DS,
[ X :

Foarmallzaremss 1o anterilor mcdlante el siguiente tearsss.

II.2.3 TEOREMA

Ecan I, = r, cinm 0, Y Ty = ) cle 93, Entoncem:
1) X Xy o+ £, rg civ (B + By)

pun Ebow ELoggp ey - 4
Ty La
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CEFMOQETRACICH pazra obiener sl arguesnto principel correspondients deberd sucaras

J6Q* tantas veces cooo ar requiera pars quedar dantro de dicho fmter -
i} Seam 3, w ¥y, lm B, ¥ z;, = ) cis 8, =

vala.
3Ll =¥
. ¥
1 = fry con &1 + (rp san By) 3 Ejemplo
1 = {ry com %3] + (ry sen Ny}l T cis D" 1 . : 1\"
Tcla g3y - § Sl (0 800 N X
du 11} de 17.1.2 -
-3 -
Txz - [Hmﬂll;HI;:ﬂlhl - Ir.-cnl.ltr.lnntﬂ] + T <l (- #0% + 1807]
+ [{ricos®,) (risend,) + (risend,) (cocosdyi]l ol pv = & cis 300"

T1Z; = £, rylcosd cand, = sund sené,) + - Potencias y yafces da nGmaros complejos

+ ¥, rylecad, nand; + sanb,coad i

d% laz identidsadas erigocosdteican

com (@, + By} = com b, condy - san B, sen 0, ”"2"'. DEFINICION

bwn {8, + #,) = cox Ny el by 4 aen 0, o 0, Eean 2 r C ¥ hco

[
LANSRDE Gua [a potencin endslms dw I, qoa ESprEseEntarwdssd con 15,

P Z3= Eurg cOs f8, + Wl 4 T Een |8, + 0;)1 e defiine coma

aRro =8 K = E¥E ..- ¥
o factaras
Iy2p= CyLpele {0 + &) COnD QuirTamos.

Le canera semslants pueds desosiiséess la parce £1). .
i 1 Con i defiricifn anteriot
W .

! = g2
Al afectusr la diviaifa de nlmacor compledor an forma polsr, puede
. i T ~r cin
duceder guw wl arguhenats el divipsr sea mayor que ] del dividendo

2! = £z cle {0 + Bt # ¢! cis [2W)
¥ #n wux Casc aw tendrd que el reaultade es un ndsero complejo con

D marerd ECBElaAntE

argur.nto negativo. Lod srgqueshios héSativos delesn [ntecprelarsrse .

! = xEX
coomo Arsulon medidon an el otro sentido: esto c#, on =l que GQLran .

= 17F

' - [F cis ] [ cls 4]

lag paneciiiam Jaj reloj.

Ln srgurents regativo setd fusre del Intervalo o B« J8Q0*, aal,



+ iz - - 113 -

: t
' = i &ls {20 + 8} «} Cbiener la casrta potencias J¢ ['A;E"*] Ty, donde:

L | -
7= ele (38 . 2, = /3 ciw ¥OY, zp = 14 3NL, £y = 2 cfa BOF y  Fe e - 3.

En general, cuancs el nfirera corplejo €5t3 en [orra polar, podemoe of Fard #umdf loa nbmeros I, y %, pasaros p, a forms binfmica

tener mux pOLEANCIiad naturales con 1d llaxads fArmule de De Moives, 4. = 2 cin 0% » 7 com 607 + [2 aen §0°}1 = L v En
'

ue & & &0 &) migut F -5
-1 T EMRCraL Blquidthiey (SOCSCA Y -I:‘u}!'[ Samopatrac (1] d‘]. JE——

al léctor coma #larcicic. ry t 27 % (3 s STa) o+ 12 1471 = 4 & 4431

ahGza
1.2, Y
5 TEDRERA . PETLEE TR LN U F Y, 7] h
Para todo nfirero natural n: = ik

para esta nlmeco

R TR o 2 TR LB = a1y x

e cgn 1% = =% ciy inay

I1.2.4% EJIrrlOA . s * ang tano %;! - 248*
Eaan z, = T cinm 70" ¥ 1, = 1 cta 725" el !—L:—%-i'- w 4 cism M0° .
al 2, = (\FMcis 12 * 0y = 7 zia 148° pol Otra parke
BY z3*' = (3" cls (3 = 235) = 27 cis B15 = 37 cola 315¢ z, » /1 cin 30" = 0+ 411 -y
B} xa* = 11" cia {4 & Z2%) = B1 iy WOO = NI ol 1P0" por lo qua T; = & - /i1 = Jlain hee
$1 un pirera SoFRlejo atd en forme BIRACica, generalsente ea mby fd asl )
€1l obtener sus potenciss transfor . [n'at_tl]?. w (dcis240%) [(#Tcin?T0*] = 4/Fciabi0* » o Foinlsn”
mirdele a la forme polar y aplican ¥ y Einalrents | cusrks potencla buscada wn
dz £l trorema IT.2.5, como s [lus 3355 ” (4/7058150%)% = (4/1)" cls (4¥150%) = 1024c1as00" = LOMCLs240°
Era 4 continuacsidn ' I\.._, X B D
d) Obcener {47 - 1)° d

r o« AT -1 = TR T - 2 Y 11.2.7 DEFINICION

l-.tru;un-—l'--]].n' Sean I [ £ ¥ nEMN

6 T, 51 u" = f decimos GUe w em ra3lz cpdsima de £, ¥
A= = 2 cin 31O ;H % lo tepresrntamos mediinie w = s,
W3 - 1" = 0 ocis o0

» § ciw 270
177 - p* =~ -
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Pars ocheengl una sxpresids qui hod rEitas calcular las rafcen de un - pATE E w n -~ 1

nlbarc cocplain, considaramos Llos nidssros Yaoyp ™ BT cia u?& = T cis [% . ‘E;l'_-:"Lr.]
E=rcis ¥ ¥y wapriza - paTa b = n

#1 w v Tallk wndsina de 3, entoboes -, - ne i aﬂu:sf} - YT cin [:T . 155']
te cim al® = £ cim B

y da II. 2.2 & = =
N .

por o que, de II.2.% ! '

- paza k = p + 1
¢ Cly ma = 1 cia 4

. v = VT cia 4 ¢ in+ L3607 B ocia [! * pLl-by + !iﬂ"J
In consecurncia, de I1.2.2 nrl n . r n
RN y de IL.2.2  w ., = ow,
! Ra = 8+ Rk {IK0"}, con kK « O, 1, 3 De lo anterior podemns Ghaervar gue 14 relt snésims dw un nizgyro COB
as decir ’ pledo Ao #a Gnics v que wreleten sxactamants n rajcas diferentes €8 =
a= T rrespondientes a lop valored dae k = 0, I, ... , i{n = L, ya qua
Y o Btk fTAO*) w o=
- “ae1 T ™
&8 donds henos répresantada cof '/t a1 nGzaro real ng negativo cuya v,y =y
thksirs potencis o5 iqual & r. . -‘*
For lo que . .
= E oim T l;nlji.ni]' €on & = 9, 8, 2. ... D& tarsg manera hemos dercitrads «] siguients tecrams
Veamis ahors qud valorss tema =1 arqueents dF o para loz valocoes de
kwd, L2, ... . 11,2.8 TLOREMA ]
pata’k = 0 Pazs todo nfimero natural mi
w, = VT cts 2 . MEETe T - VE ets B R_L26C7)
paza b o« con h = 0, 1, 2, ,,. , In = 11
w, = VFools 2t AT an o, [! . .,E} ]
H n A n

Ixtan n rafces quedan representadan an #l Disgrama de Argand pof R
puntos ackre una circunferencia €on centro on el origen y radio

iguail & "T.
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Hazta ahora hemos definide 1" FATa n ¢ E; Bin embargo, & la rali ang

IT.1.% EJENFLOS $ica de& un nimero real x, $utle rapramsntirseld con xifn

la qus su=
- 1
al  Chtener las rafeas clbican doe £ = - /T = 41 y representarlss en Glwce una extengién de la Jefinicifn TI.2.4 a cason en dende el expo

el Ciagrama de Argand. RERCA PO E8 LN rbrero natural, la que haramas de acuerds & la ki - =

Prirerg pagamce 1 = = 477 -~ 41 & gy forma polar gulsnta deliniciln
z = T8 " T+ ik =8
-4 L ' II.%.10 DEFIMICIGM
8 = ang tan ——— = F18* |
, - 441 ] gy Eean r ¢ [F ¥ LT A

= -js 210" .0_1
Arora, dsl tearems I[I.2.4 o r " = 1

- o L
¥i = VI cia 210%+h (160"} - T

T n n

con Kk« @3, 1, 2 wy

PO o gque Fara ilustrar sace dafinicidn veamos los siguilsntes sjeaplan

P h = O, w, = I ciw 780"

i
;

wy - a* 1 -
- - L ]
ek 1. W, # cle 130 '
FALa k = I, w, = 2 ¢in 110° Soa e g e1s 2200
LI e o
b} Obtener low valores 4¢ x talem que b} fas malucicnes 1‘;11 la weuaclbn w M ciz 2%} g, son
x' + 3 =@ . we i ocis 20017 =2 YTUCIE TO5TY = YAT cin 40°
- - ' 0 o+ k116G")
Cespejandn = m tanemos . Sowe M o1 S,
' ' con k = 0,1,2,1,4 Y
- : -
ia forma polac de « & #4324 cis 160°, con lo que - 2 VT cis 17 o
'
L -
. W =7 YIctama
Vo = YVEETR IR0 = I cia 1802 + k4{)éD . con X = 0, 1, 7. . 1 - -
) wy, = 2 VI ot 156"
para k = i, - 7 eln E0%= 3 % +11L - - 2 Y1 cia 229" ¢ wip
pora k » 1, &, = 2 cin 1807 = - 2 %, = 2 %7 cis 300 s =
PEfa ¥k = 3, 2, = 2 cin JOO* = 1 - /1 '
LF o
Como polucas observar hay tics valores de a que satisfocen la goua -
citn dada, un ndrerc real (- I y dos nbrecos corplefos (1 + £31 g “3 "y
1 - 70, e

O




Ii.2.11 EJERCICICS

1)

F |

11

5)

)

Chtenaf Li {or%s polar ¢« los siquisntes nimeros CORple)oan
2em 22, #1 == 3 xp v S, Ko m= T, T, om -y --%! 1
Chtansr la farsa binAmics de lae migulentes nisarce complejos
£y = cls IS0, ky + & cla ZE0°, 3 = 34T o1e HAT

Demostras por shduwceidn matemdtics gue para todo n o M

1T cie NYR = P £i3 nd) (fScwuls de Do Holvral

Efectuat_ lam alquienkes oparacionss

11 = 1y = I3 + 41
&) 1s

3 cix 40"
T 41

By 11 - 1*

Obtenar £ ¢t C 18l que
41 = 3T ¢ (ST - )0 (f cim 304)
a) Datwrcitar lam apluclicoes &» la ecuscidn

* +a” = P para cualquier a ¢ k

L) Determinar loy valatres ¢ o 4« R para los gque 2; = 1 + 4
2y * 1 = {4 apn solucioney de la wcwacildn y chtaner [as

cifas Eolucicnes.

¥

- 1y -

I1.3 FORMA DE EULER © EXPONENCIAL

En wl #igleo XVIII, al matesitice apien Leonard Euler establec:il la

relacifin
L3}
a &= rom B + { san # L A

qué N permits eacribir el nbimero complajo ¥ = £ =i & &0 la fGoma
T - re”‘

conocida coms Corma de¢ Euler o [ores #xponencial: en la cual © #a a)

nduls ¥ 6 al argumento axkpressdd wn Fadianed.

Par sjesplo, la forms de Eplar de low nfireccs complejas
¥, » 1 cam I124°, x; = 1 clm 100" y £; = <F cls 60" may
g ¥ i
:;-1:‘.:,-11“‘ ¥ 3y = /1T
Con bass ¢n wl teoroma IX.2.} podescs astablecer la relacitn de igusl
dad entre ndwaros ooaple]os sapresados oA forwme de Duler, de acueidn

coan &l aiguisnta LeOI&na

I1.3,1 TECRTHA
Caan 1y = I..“‘lir E I|¢hll
Ty = 1 & Ly =Ty ¥ ¥ =8, +k (1]

con k= O, 1, 2,'...

=  Qperacionss con nbreros complejos en forma de Euler.

Los teocemas [1.2.3, II.3.5 y T1.2.9, setablecides piars los rlecron
cerplelas &n forra poldr, tichen eapresloney andlogas para ios nire-
Toa complelon saprosadoe on [OoFma o Fuler, lan cuales #¢ proiscntan

a rontinuvacitn



4

o, et i, etaly o lrorgpei® * i

TUMLEE SRR TR N ¥
e "’ i
lrl.j]‘ . " Epﬁi

[ I 'hih;l
"re' ' s Mp e B

con x + 0, 1, 2, ... , In= 1)

Earas firrular nos permlten gfactodc operaclonas de sultiplicecifin Y
divigifin dizectagsnts an la forma sxponencial, A&Y como chtaner po -

tersias y ralcay de nissrcs conplelos sxprezadas #n Ajcha forma.

IT1.1,2} LJIEMPLOS

L]
i .
Dadog 1y = -'F 7 . o= g'i_ iy = ae"d . Iy * !:T-’
sfecruar lar slguientes Opecaciones:
2
ab 2,1, PYE ezt ap Tt 2g
1 T,
Salucidn "

A} x,T, ™ {r'jt!i][c'i) = 3 ';.j:

11 3
T Y i
bl ﬁ.ﬂ%.,‘j.?_ﬂ‘jn
.

¥4 gue =1 drguento principal 8, #n vadjanes, = tal gquw

LI ] ]

] k{2
i.{'l:i

1 ) 1
2 gt e Jiretdpt = e gt - VBT e

con ko« O, 1, 2

v et con k = 0
. 6+ it} | .
(2,7 = VI o - PR B L con k w 1

L .
IU:I*T'” con b = }

da) Pars gliwciusr la adicifin Ilndicsds an &l nuserador, tranefcrmacs—

mos los AQgeras e, ¥ xg & bu [oyea hindmics y, paaAtaTriorments, la au

mA Xy * i3 & la FOrma dx Fular. '
1

t
:.-e’!’.‘ri-q‘.ﬂcnlgj-l{ﬂ--ni:li-n+ﬂi

3 = 2" = [com m] + (wn 10f = = 1 4 01

v
Iy * 13 = = 1 + #] =1l

Ahora, sfectusndo la divisifn obteoemos

i

T ‘e
5 et

2 F
=5 "yt

O

- LogREites NATUTAl ds ch hdsdra cospleio,

Una vail Que hamos manejads la sxpresicn !“ podemds ACptacr lad #xia
tencis de wapoR4Rtey cowplejos. Exto MR permite Gereralizar 41 con

copto de logaritno Para el case de loe nbreros compledion, como migue

1
11.3.3 DEFINICION

Bea » ¢ ©
El logarltro patural de x, que [EpTesvntefenonl con LIED,
b2 define cong

Liz} = w [ %) e =




- 1312 -

A partir de wsta definicidn deducizencd uns fArmuls pars la gbten -

cltn d¢ logaritmos de phewrocs complejan

Stlhl'rt” ¥ w=w + hi

i w = L{1}, entoncss por I7.3}.3

= 1 e dacir

&
'vhl_reli

JEIN T I T

Ca ¢onaecunnels, da IT.1.1

e -
¥

b3+ k2™, con k = g, 1, 2. ...
Ch decll

a = Lr
¥

b= 8 + Zhr, con kb = g8, L, 3. ...

£n donds Lz Tepredshts #! logaritos hitoral del nleero real no nega-

tive 1.

Con lo anterior hgeos demcstrads €1 BIQUIERte LeGIoma

II.3.4 TECQREHA

T B l'i. entaCwdl

Liz) = Lr + {& » Ikw]l, con k =0, 1, 2, ...

Ani, par ejebple, #! logaritoo natural del nlicers cowpls o
n

T = 1{11 (11

Lir} = LLZ) + (; + a1, con k=0, 1, 1, ...

En dmcir

L] = LI} * ie can ko= 0, 1, 3, e

Bk + 1
-7
fata sapresldn tepresents & und infinicad de nizeros complejon, WO

para cada valor da k. wato %1

142} ¢yl . para & = @
1
L[ll*fi. para h = 1

L{Zl + -l!:-llh para X = 2

Cuarde nom intéress un malo lnéir:ltm. &n gencrwl &t conslders el
que corrasponds al arqueente principal dal nimero; sa decilr, s} que
s obtiene con b « O coando 0 § 8 < In. A wite logqaritmo ¢ )& cORQ

ca comd "logaritoo princlpal®.

11.31.% ETEWMFLOS
Dhtsnar & logaritms principal d= cada uno e log siguisntes nfimeroed

al cls #5* B} =43 - 1 gl = 4
Soluclén

L]
a} Licie 4%%) = Lt'ri} = L{1) * -} I -I-i & D854 )

2 T, .
by Li=vT = 1} = o{z eo 1} = Li2) ¢ grl = 08932 4 34652 4

el Li- 41 = Lik e%%) = LO4) + @5 2 1.3863 ¢ 3.1436 &

Pl arguEeatd corpedpoodiente & un niirero rral negativo wa F. par o
gue #u Jogaritmoc natural P C® un niieero real: v pOr #Eto Que CUan-
40 34 considers £l logayitoo matural como wna fencidn real de varia =

tle raal no g9tk defipida para nicercn neqativos.



I1.3.& EJLRCICIDS

1]

n

1

*

Cfccrusr lag #fquienties Opericiontes

T

1 = !Ti 1

by B cl 1.
e elt

ri wl

T

!: teaghtay oh vl Dliagrams Ja Argan? law soluClonae 9= 1s icug
n

-4
4 1 1 tli

£

n
-1
Dadax £, = 1 + 1, Py = 1 &', 2y = S A T L

gbtener los nbkazos ¢ & C, que aatinfacen & la s«cuacisn

.

tl’ll-"!-"-}:'

‘T
ObhLener todos los valores de 3, vy £ R tales quer

a1k + yt = xe¥d T o

a v yi

-3 ] = = 1

Obtanser todos los nimeros & & C Lales quae:
1 n
al T = /;- w33 7 )

+

Bl t_L[u-u;J".fculs]

-1



ESTRUCTURAS ALGERERAICAS

PR
EOUARDD SOLAR G,

Paggeicn de o Fuwedadn dr Clencaias Bdaiead de $a Freyfrad d¢

Imdemenda ¢ fp . b 4, ¥,

I.1] GPERACIONES BINAKIAS

&ea 5§ uh conjunto no wacia, an el cual se Sefara Ja relacar-
de 1gusldad eptes aux elemscnros: Une opeTacifr binaras 2
en dicho COhluntd ex Gnha tel.:.iﬂn Cur MeoCiz & €322 [ar DTG
nado {s.!" de elemonton @f 5. ur e=lemghtie frace a2, &l

cta] podemsos llamar resulitasds de 13 aprracifds .

51 &l remultado d& 1la opcracifn esti en &l conjanto 5, Er
L]
dice gue 5 o8 CETTado (00 raspects & 4IChR oprrACifng of-

10 cual.la operecifin satd defipids en &)l COGjonte.

Lilemple E.1.1

Ems E &l conjuntd Ay los pimercs naturalep (X1 ¥ gea 7 la

operaclfo suma ()

A cpda pPar ordenadio Jdy nfiseros natursser (i, b) 9300 amoi, pe-
dascte la opersciim aoma, €1 nlmero a + B, el €L py Bnico ¥

¥ esth Lambifn ch lak neaturalak.

For ryemple:
#] par ordenado {1,2] spocimmos el nieerg 3, es
Secir: 1 ¢« 2w 3
al par prdapado {5, 3} spociamox wl nlero §; s
SwC1r: Y+ 1= F
al par prédanadd 127,4) apoClamos gl nlxeEro 6 o5
derir: FEETE N

¥ .



Ejemplo I.1.1 Firmplo I.1.1

b divimifin #s uns oleracifin binarye no definida or el £orjur

Sea F = du k7t ¥y E8d L la v:oraCifn definide por las siguimn
- to d4 loxs nOmeros enters: [7). PURELD Yur:
e tablas .
. N ¥ &b T ae :ulplcquq-ﬁlt
L1 a ] T Puass ted obatante gue

para —d,2 ¢ I, :;c T
ke tiene rtaspléEn gue

pars 2.1 1 z,%f!:

I T e .@...u.. von lo cual ye mo er cumple pars todos los nOmerow EntEIOs.

Iy &£ f = g) - - Fropjicdades de lax optracipneg bineriag

i{wota:  El primer glemento de la pAreja debs buptaree an la o

1} Una cperacific bihsria ¢ on un conjunto & = - tativa®,
lumne de 18 12quierds y #1 segqundc &n ¢l ¥englén soperior. El £ 1 °E Tonema

ri ra dos elemeptos cualesguiara b del o to se
resultado de la opersacifn sers =l slexsnto gue me encuentpe P pras © T .y €l munta

cumple * "a ope b" el —— .
€n 1& intersaccifin de¢l repgléc correspondiente 4l pramer ale- ™ Tads eon “* rismo el e que T

rado cGn BT .
mentl ¥ la colomna COrregpordiepts al pegqundo,” coms pe 1lustral. oFe v wea

Va,bf 5 prcoxple que a2 b sh @ g

Y& PBl=a En lo sucerive utilizarwmos solamente emtm Gltimz forka

LTTY r PATS aranciar lag demfip propiedades,

al par ordenado {y,fF asOCiamos ®1 elemcptu op en Eyempla I.1.4

dwear: T4 6 a = 2] Lan cperaciones de adicibn y multiplicacifo on el Lonjun-

al par ordecade (o,f) ascciamoa el wlemanto #; e to de lok nfimerod recles [R] BOR Cotmmubativas pa gue:

dwcir: a bt b =F ¥ &bt P bk cumple que & ¢+ bbb s g

4l par ordanade |BE,¥) amocramod &1 plemantc F; ea
Aecir: B Ey=f Vabe o cunpleque s + b= b+ &
sic. ' bl La operacifn 4 =n al conjunto B del eramplc 1.1.2 no oF
conmutat ive, ya que

Esy=8 y TaA RS



por 1o tanto
EL»# 1 AL
2] uUna operacidp binaria & en un coRrjuntn S 0 "2acclativaT

Bl ¥ 4, b, Cct 5 ar cumple gue abthic) = [MiBYAC,
Ejezple 1.1.5

&} La adicifin en loa nfimeton naturales ws ap0TlAlive, ya que:
¥ a,b,o 0 N ose cutble que B 4 (b + £ = [a + Bl 4+ ¢
Bl ia operacifn en el Tonjuntc 5 del ejecple I1.1.7 e mmccia
tIVA, Y& Que
¥ a,b,c C & ge cumple gué 2f1hAic) = (ajb)pe
Analicemos uno de los caaos poalbles)
ot (B &y =80 d P =E
fa AP £y =B Ay =&
par lo tanto

o IE 2 y) ={t A B] &7 = F

El anfiliaily wxhagetivo d# todom los cakor a8 unk tares cor
sideranle; wuin embarqn, sr recomienda al estudisnte, =n wete
elemplo, verificar cada una ge las aiguisntes afirsacicones:

a & {v A B} = (o0 b ¥ &P

B A (a & vy = (6pal iy

iy aa) =t syl boa

T L olm b By s (Y bal &8¢

Y4 Ihaal =11 &d8) ba

Buponemos pats que

¥abhex &
i* CUmMPle Que
adlbac) = {atk)ec

er basey 8 lo cua) podemos afirmar gue Jichs operacifn s#a smc -

ciativae.

M B¢ dice gue gn conotantoc 5 exbf dotadc de "Elsmento Iafnti
co” £On respecto 4 la cperacitn bBinaria 4 si:
4 4 € F tal gque ¥ a L E
an tieny que
AL g=yhawh
indeperdientemente 4 gqoi la operscifin & amd CormOTA:1va

O Rod.

5¢ hace potar que pusde sxistic on elemento goe sea pblc
1ddintice por e Ilzquierda; &8 dacle: w A a w A o bien

gua sea ghlo 1dEntice por la defécha; e daclr 3 4 u = &

Ejemple I.1.8

a) E] slemgnro 13§ntlon pars la yumd wn al conjupto & log
nimeros realen a5 &) nlwero cerc, ya que:
d De P tal que ¥ 0oLk
aa Eikne que
st 00+ =0

b] El slemento jJd¥nptico para la sultipliceacifin en =) COnIgnLE



e

&)

Ll

de 1o nineros realen &3 o) nlmera uno, va 9.

A 1¢F tal gue ¥ a C E
52 tieDE que
A - 1wl - 5=y
Sea el corjucra de Jos ndverDE fnterod ¥ sed T la operas -
cifn definida el
X"y« i oy
{dords +]1 s1gne + reprasenta la suma crdiparial
El wlemento iddntico ixzquierdo &8 o = O Y4 Que:
¥a il srtienaguer 0" a=0+a=a
=irAtras que pars ests cperacifn no existe slementa 1didntf

ot derecho.

GSe dajla al sztudiante sncontrar al eiesento idéntico pars

la operacifin & del ejempio I1.1.2

ben un conjunto B dotadn de elemento idEntico o con respac
to &4 una oparacifn binaria ¢ . to elwsento £ ae dice in-
verno de & 11i;
Al a=~stamwy
fndapentiantroente de fur 18 opoCacidn &2 saa commgtative
o no lo sed.
5 hace notar gue un slemento pusde tenef inveiso silo
por la rzquierda, = dwcir
iLasw u;

o kEisn, btener invarsc sflo por la derecha, =d declr:

Ejweplo 2.1.7

-1

<}

El smiemepto inversc de a pArs 1h duma o0 rl contones dy
los reales ws & = - 2 {llarado simfirico de al, ya gue:
¥arL R S =8 tal guwe -4 + 3 = & + [~a} «~ ¢

(recufrdese gue el cero e ¢l 14Entico para la zumal.

Tl #lemento inverac para ls mnltiplicacifn «n &1 conjunec

de las pimeros roales o 84 = é {llamadn reciproco &= al,

¥a que:
Bnl‘ﬂtlt.:% tal que :-'-l-l+%-1

frocudrdess que 8l ung ez ol 1d8ntico para la multiplica

cifn).

Fars )4 ¢paracids & en vl conJunto S del ejemplc [.31.0
k]l invearsg Lrguierdo de E =B Y, Ya duar

TAB=an

(o w8 &l 1déntico para la operacidn A)

Bienifar que £ no Lisne Iinverwso derscho, ya gue:

d %45 tal que Bt x= o

de dondy podemcos tonclulr gue € nd tiens inversc.

Es ronvenliente hacer notar qoe misntras &1 idéntico +p &l

im0 parsa todo £1 conjunta, lan inversoi #on propics de ca-

da &l ewmrnto.

Sea abze 5 on conjunioc en wl cal se definen lan operaciones

Binarias * vy 2.

5)

ia operacidn * es "dastribuwtiva poar la izguisrda™ mobre

la oprTaciOer 2, wiz



y ademipt
¥ a, b, ot 3§

b * aE = BB+ Ca
e comple guer

2wbido = que la multiplicacicn a3 COEMuLATlve
a"ipac] = {a*bltla*sd

- b] En al conjunto Je los ndmEror redles, Ia auca no oes dig
6] La operaci®n * we "distributiva por la derechs” sobre =

tributive scbre la sujtiplicacidn, ya qguec
Ia operacifn &, ml:

s+ {be) # Ia + Bila = £}
¥ a, b, ot &
ax cumpla gue
I.2} GEOPGE, RHILLOS Y CAMPODE
{pact=a = (b*alrlcal
Une operacifin * 5 "totaimenbte 41LLributiva® (o mirplasente

Un mimtema algebralco e un €oRjunto pa vacie 5 , wn wl
*digtributiva™) sobre Gtra operacifin A, mig

cuzl sw detinen una o mis opeTacicoes Blnariam,
Es distributiva por la izquierda ¥ por 1a derecha y arhos ok

sultados mon iquales: &8 decir, que ademin 4 curpliz con Lw acusrde ¢on =1 nfmerc de oparaclanad y con sus proplede -
lar propredases 3 ¥ &, se dabe curplic gues . das repprcto & los elemontod fe B loa aizterss slgabraicos

piriegn cierta tftructurs ipterna.
a*[bAc] = Llbic)*a

1¢ cusl implice gue: Estudisyemsd 4 continuacifn lu paturaleza de las principales

la*bidla*cl » (B "a)alc*e] aatructurns slgebraicas.

Nitese yue sato Bltime ::quut-‘qu 1a operacifn ¢ pea coneu

LRUFDE
tarive,

Ls estructurs algebraica mads slmple que agul estudinremos  we
Fjemple I.1.0

la de Crupo.

a) En el comjunto A los nOGoeroy resles, la kultiplicacidn Un conjuntc “6* po vaclo [Orma uUn gTuPO COR reIRECto "
en dismtpibuciva mobre la sumk. ¥§ Que: operscitn binaria *, al cumple con las siguientes propieds -
Vaoboed des:
4 Lienr que: Cl) G eF cerrado COm reapocto & la operacifr *:

all * - ab o+ ac lex dimtribuciva por fa ir
[ @ quierdal ® = % a, bt & ae cuwple que &b C ©
L * £la = ba + <& {es dimtributfva par Ja dr
rwchal.



CZ] La operacifin * gs asociativa:
¥ .80 ¢ G, a*{b*¢) = (atplic

G3) Exiate en vl grupe un clerentn 1d8ntico con reacecto #

la opuragifr =:
F UL b tal Qqur ¥ a2 L C, y"E = & = aty
Gi} Pars todo slemento & r G exigtd EU Inverss A, fiie Ll -
bidn estd &n el grupe:
¥t G, a3 ac b tal que 3 * @& =~y = a* a
Er hace MCLAr D& Rark gque la ezriuciura sea un “grypa”™, no
vy ipdispensable que la Speracidn s conmutativae, 51 al
qrupc ©, sdemis de cuRpli: CoOn lad FUALTO propisdades ante
rloras, cubple tamhidn con 1a smiguienkbe:
G5}
¥ a: b G o = b*a
as dice antopces gue & {ormE on "Orupo Abwlianc”™ © “Gru
=] Conmatstive™ con Tegphocko 3 la eprracdsn %,
Ejemplo I.7.1
El copjunte de los nbsarcs eateros £0rms un qu.lpd; abeliana
con reapecto & la oparacifin v zoma © 231icifn. (5S¢ Asja el

sitpdjante CORprobar que se cumple COR lam cinco propledades)

Ejemplo I.2.2
JForman 1ot sAtéboam Un QrUpe AbEliAnO CO Fespecto & la opera
cifn * dwiinide & continuacién:

a*h = & - B ¥

(deody ml aigno - representa la pedta & sudtracclibn ordinarial,

1h

galucidn:

l.-¥a, b2, ¢=-h g

[cumple con la cerradura)
2.~ ¥ &, b (%, ar Cuxple gur
a - [F=-£) = ia="5 -¢
Pt e
a = (k- &l = a8 =8+r¢
la =B} ~E=a=b-¢
de dorde:
a=Ib=rc) ¥ (a -b -¢
Y la operacifn no ea spoclitiva u
conclusifn:
El conjunte de los enteros ng forme wn grupe con respectd &

la oprracidn *; ¥ en conaecouncis, temporo podrd formar gIu-

o Abeliano.

Fropiedades Flementales de los Grupos

A eontioudclSh erunciarencs algunas 9& 1ap propfedades gue cumplen
los gropos debido a su watrectura, las ehunclaremos an forma d¢ Tec
rewas y Serin demostradas a partir 4 la definicilénide grupa, ©
biwn haclendo uac da alofin Tecrsma anterior Drpvismsente demcsbrado,
Teorema T. Lay de Cancelacifr

 a, b, = G: 1) a"p = g%c = b=

I b*a = c'a T b

Demogtyacibn:

Partamns d¢ la expresifn gos se epcuthtrs m la izquierds da 1p cop

11.



dicional:

ath = a"r
En base & GE lexjprencis de inversos] podemos sscribing

Gi: 3 * {a*b} = & * la'c)
En bane & G2 [1ey afocidtivel topemols

G21 I3 * alsp ~ IE " aitg
Es baxe & G |propiedades de los inVersos) Tenemos:

Gét u"b = pu*c
[r bawe a £ (propiedadsas del (dfntlico) LEDEESR|

Gli b= &
Vemos gQue partisndo de la enpregifn ¢ la izgquisrda ¥ hédiendo
weo stlimente da la definlcifin da grupo, hemos llegado & lz expre
sgifin dw 18 derecha (en ] mentido gue indica la cendicional}, con
lo que hemsy dwmoitrado th &n un §TUPS:

ath = a*c o b=
(5S¢ cdxja ] wrtodiznte ln demostracifizn de la segqunda parte de snie
Teorema) . B .
rn adelante nap coRCratalemos & anotar 1e propiedad © el Teorwms

qua Jusklfica cads pasd,

Teurema 1I

¥ a, bo G, lus ervaciones s*x = b, ¥*& * b, titoep s2lucicnes
Gnsca® 2 Y ¥ B&n &l Grups.

Demcstracitn:

Sed la ecuacifing a®"x « & - - == |1}

ir

Gi: 3 M €

TI: v (3.x) =& 4 b
>4 4 = #)JeE = 3 4 &
[TH gex = B o4 B
cl: Z = &b

por logue x = & * b ex wna aplucidn df (I}, !SUpOhoamoE abhore Gus
#ildvean o5 solucicnes, a y x', d¢ la scoacisn (l). Envonces:
ay * b

dr Achdr Ax = gx', TI; % = x'
ax' =L
con 1o cual hemsd demostrado gui 14 yolocifn x * 1 ='bh.ous BRich-
Anflogamente, podemcos demostrar Gue ¥ = b o« § o8 la Onica golucibn de
la ectacidn y = & = k.
Ea hace notar que, en un grope, las snluciones X = R = by y w b+ &

son en general difarentas. En CAAG di que =] grups fusss abelisns

tondriamen gue ¥ = ¥r p3 decir, QUe Achis cruarioher tandriarn 1a mis-

ma solucitn.

Tozrema III

"El slweento iddntico en un grupo =8 OGnico®

En wiscto, el sletento idéntico o la Bpica golucifh de ls ecustibn:
am o= .

Teorems IV

*El inverss de un elemento en of Jrupe <3 Gniec”.

Th efrcto, ol Inverss & de s en la Gonica aclwsddn de!ls scusc]ios
[ TR

Teaximy ¥

*EL Inverss de & &8 a”.

In decizrz W s & &1 (L] = g

11



T

Teoremy VI:

*Cl inverec del resultado de una gperacifn es £] reaultado de le
operacidn de 1low inversos oh Orden contrario”.

Es deciri ¥ a, B e C, fafp) =5 =3
Corolarior ¥ a, b, ... , p, § €€

la*h* ..., prg) =g *F * oaeiea.as « £ o+

Be dege al satudianty la dencstrecidn de los Lecresus V oy VI.

En bhasre & la propiedad asociatlve de una aperacifn * wn un grups .

daremas la sigulsnte definicidk.

Dl)  Fars cyalguicr # ¢ G ¥y R o€ Ny

: - e, A tn términos}
T s (v = glemsnto IdEntico para la operz
cifin *]

n - - -
T = (A - &3 ...a 3 n tErminas)

En bage & D1l sa pusde demonilal quer

o2l Fara cualguier a t €y B, P € Br
1.- P e ®5®
¥
7.- (b - a®

Cjmmplo J.21_3
al Ei b=y ® &2 la multiplicacidn,

Dl nos A3CR TUe:

I = o™ gravo...eoa iR factores)
s (elemanto 10¥DE1Co pars 14 saltiplicacitn)

- meall, L i tacto
L= a Et ' (n factorasl
y DI satablece gue:

14

= n
.Ii.!..n-p’r:aln-ah

B} 51 €+ Ry * et 14 suka,
O] nmirs dice gue:
b =ra=a+a+ ..., + 4 (r mussndos?
§=0-a+0 lelemento 1ddntice PATA . 1a mupa)
“f = -n-a a (=2} + (~m) 4 ...+ [«m) ifn timarndos )
T PI mstablece guel

ma + Aa o+ (B nié ¥ minal = [mnjaa

MARTLLOS

Wekcw wstudiadc hages AROTA lad poopledades fe une escruciurs alos
braica en la que ze Zefine uns x0ls Operaci®rn. Las . emtryccurar
gue GLaRLkjaremcs en adelante a¢ definen con respecto & dowopers

cionpad binarias difarentes.

Un conjunta *A" no wacid, [Gim2 un anillo con . respecto & dos opeIf
ciones bBinagzies § y B Ei: )
Al] El conjumtoc A fOIMa un Qrupt shelient con respecko & la opr
racibn K .
L¥3 E) sonjunto A oF ceErrado con respects a4 la opecacidn f-
¥p, be 41 aB bt A
L% )] La operacifc B en amocliativa:
Yab,e e Ay B BB clrilaBhIfa
A4 La segunds operacibn [B) es distribotive - aobre “La-primera (81,
Eanes pay la irxqulerds como pOT la dengcha:
%a,bcchzafBible) = agn §ingo
ibfcifa= 12 al §ilcrg o)

15



S¢ hacy hutEr que pald Sue  la ESTrufturs Ees ERille nooea
indispensible gue la Seguncd oToréclée IP fes conmuLative,
Fr. cd®%o ¢ serle, la #Ftructura rtowa el - crw dt "anlllc
conFetative”; kg decll dz:
AS) ¥ 4. b E Ay a Pb=LE &
Es evidErie Snronc#s, Que Farda un arllle conrceagivo la
cperacifin § o totalmente distzibutive schre .
Fusstlo qwi uUn arlilo fTorma un grund A= lignG COr. TEEIPWCIo B
14 primers operacifn (B, cunplici pars dichs gperacidn con

tvodas las propisdades de srupc que ys helos enunoiade.

a1 elemento iddntico para la operacids B le azsigraremos wl
nhowbre d¢ Telemento cero del anillo®, y 1o denoctarsmas cor

bt } A slemento 1d4#ntico pATa la operecifr £ . &0 Cato o

wX18TiT, Je lismaremos "elomente unidac”, ¥ Lo AANOLATERGE

Remults evidentw gque un Arilleo pusds o no kener “elemanto
Uridad’, puss pars fJur Una astroctufa forme anlilo nao oef
indinpensable gus exinta el idéntice para ls cperacifn §
&n casa de¢ wxistir @nte, O swa:

3 v A talgue ¥acd; vs=a P

sr O1CE Que la ssrructurs s un "Anilic con unidec®.

Eysxple 128

Ll conjunic de lok nbmeros #nbergs (27 farma uwf &2Il}0 £0n pempeltl

A lAS OpEracigones Ay junk ¥ sultiplicacifin,

r

En wlwcta:

Li ¥a,b« I, 8=n1t 3 w5 - CRFIAGE- OO respwl-
TC & L8 RURS;
F ¥ a,b.cf 2, a8« b+ ciwdp + I + ¢ Jle Pums e ascriET .
wa b
3 4 0r 5 zal gue VYoo i, G+ ks r T onon
Ealstencae del 3R R
tioh-miztawe] .
1] a2, g (=a) E 2 vtal que {-al + 4 = 24 -[=2) = € IeXiE
tencis de los ipvoracs

BIITIVOE]
Hasta ahora tenemog gue @ Forma wr grubd E9h Reapdoto. s la Eore.
LY ¥a,pbcl:ng+~p~b+a
1O un YIups AL llAnd COR [SEPECL0 A la auka

LH ¥ oa, v L abk( T
| es cerrado coh IFEPPRCYO 4 & mulriplicsacidn)

kR Woa,k L I sl ~ bapic
(le multiphyemifin wi ARG IET1VAD

W ¥oa,b.¢ v T ag tieht gue: afk + b ».ab + ac

It = Cla = bk + Ca
(la sultiplicacién ap Jdistribulave sobre "la -pumd poY ambos
ladogl.

J. low EntefGh fOIman UN ARL.LT CCr TRAPECLC & LAE QDUIaCLCT-EF A

sumg y Boltiplicactén: ¥ el cerc del anfilg k-] indeearc eerc

11= 0}

Coreinueman con €} anblisle G eiTa gpalTUCEUTE:

LT ¥ a,bc i ab = ba
[la multiplicacidin o» ConmuELAT)YSE'

S El Aanillo as, ademis, conmutative

1D} 2 el talgue Ve £ L1 d-a=2"1"a
(exings en wl anillo #1 10804200 sudtiplaicat el

POT iD Lamtn, B¢ LEALA dr uh ARl 1o CORBGTELIYG.COR unldad
Iv = 1}



Ejesplo I.2. %

5 apoerbBas-bp (1s aperscibn 0 o8 cormutetival
Sea el conjunto 5 = {a,r]. Investlodr a1 fores anillo con respecto

&} vz, yt E: 2Bycs 15 23 carrado con respecto & @)
& lan oparzcionss B y B, Owfinidas par las siguicnten tablas:

X 1a operacific @ es asociativa
_Ll_ﬂ_h ._E_I_*__'z_ 1) s § IbS el = laf b}

a ] a b

w i »
hEh a hI a o afa = afa {me cumzled
Bolueibn: _ 15) PAGB L = b a) By
Veamna cOR TEEpECED & la operacidin +: bha - B
11 ¥ x, yrU S5 maydL 5 "= & Lsw cuxrle)
(5 ea corrade con rgppecto & B) ili) Q9 bB b = bB b Fp
1 Frobem:s ahors slgunas cowbinaciepnes diferences para la sug - BB - BEfE {ze susplsl
cistividad: g1 Frobenas slgunes coxbinsciopes diferentan pars 1o Alwtrikmtl
1) afinBa)=lalbl e vidad:
a@gb = bfa : 1) agibBa) = A@W Y g
L = b Izc cumpiel afbp =~ sfa
150 b @ (af b} =@ a1 b i o= ok [se cueplw)
b kb = b i Ise cumple) . i1} hE{aﬂhlitha]éEbﬁhl
111 b @ (b b = 1A B B LAt = al b
bRa = afb B o= b [ aw cumple porla izguiarda)
B = b [ ne curpls) iig) (b B a¥fs = (6B 2) § (o § a)
Suponemos puts que la operaciin § e asociativa {no haremos HBfis = nfinm
el andlisis sahsustivo de 10doa los cames poslbles). a * x {se cumple)
b aeS5cal que¥ac S ez xfarx vl [RERIAL =~ B = B bgw
{existe w] 134ntico para la operacifn f y et “a-, b = sfbk
4] El inverno de & ex &, ¥ya& Qua: afpara b = Lk {xe curplw por la derechal

El (nverme de I ex L, ¥5 goes 5Bb*a Por lo tento, #! coojuntos | forma un anillc ©Gn Texpecio . s

izxinten los Inversos paga Bl lap oparsciones @ y B

1%
18



CAMPOE

E¢ dsjs &l sstodiantd investigar 3l el Anillo #s copmutative ¥
Bl ti1ens gpidad,

Bemas llegado fipalmsnte &l e¥ludin de 1& eatrgcturs algsbraica mis

cowpleta, b lag cunl tamiidn ke definen dos ocperaciongs bipariss:

Un Campd « un anlllo conmurativyve con unidad, &n el cual guister

| .
f'p g 1
Pra P r
E 3y r B
| I r ‘T T
plg & T %
Solucisn
lod invelsos pars la segunds operaciin, con sxcepollén del cero 11 A we carrado Con relpocts & #
del anillo Ir), el cuml cTarsce de Aicho inverso, 1) 1 pHBilgRrk=1p gl R )
Ests COnNTaptio da Campo Doy condycs & la siguiante Jefipnicifn: P g = 3 BT
a = #
Un conjunto "C" d& por lo manos don elementod formsé un campo Con
- il e B iglpl = sBal Bp
Irspecte & dos operacicoes hinaries By B ogir :
sfis = FBAT
c1) Forma un grupe abeliann con respactio 4 la oparecifn § ., & -
- T = T
cuys elawento §dEntico llamancs “elesento cero del campo”
. g1 t Bl = (T BBy
Y I4prenghtamog n "z" -
' rthp = g
ci S5us elementos difersntes de I [orman un grupo abelisno con
FP = F
TaRpectd 8 13 operscitn H, &4 Cuyo £lemanin idépitlca llamsmns
1 Existe al 1déntico para la @ Ir = §)
“al 12 1453 del campo®, 1o Fepresentamon con "o
amenta unida L3} P ¥ [+ [ ] v o Exiaten lom ipversch para la # v =on Gnicos en cade cEaC
c3) 14 oparaclin § es diseribatave scbrTe o operacitno § . - - .
r *p49 =9, F Tr.B =4

E Lyemplo 1.2.4 51
1
!"I, Ses &l conjuntg A = lp, g, £, al Ela).
v Iavestighr $i fOrMA un CEpO CDO YRSpacEO a les opetacionas B ¥ £ oy
. defiplda¥ a conptinuacifn:
bl
1

s

La optracisn B ea copmutaciva (nétesg 1e simetriacde la 8 -
cidn B,

1 sonjunto A forma wn grupe abelimnd cob Tespecro & la opErs -
20



hdpmE . ¥ La oprracifin § 2o conmutativa

&) A em ceITado £On Yeppecta & la f fuftene la piwetria de Ja paklat
N i) ¢ B = pB ) B 10 IxiNte e] 1gEnties pare la B oiv v g)
PEr « pBr MWl p =5, 8 =q. 8 =F
1) s Ir@ gr=(aBz1dq Todoy 10E elemwntos tianer inVersac pera lo f exowpto 1 .
sBr = rfig gur =5 ®1 cero.
r = x

Por Io tanto. el conjunto A fOrRE UG camps conrespeeto 8 Lag
i1t} s B gEpP = ieBa B uperaciones § y §
s8p = 280
La pperacifn § es azcciativa

1) i) pBiughrr=1pdql B (pR !
pBq = pR =«
P~ p

it aBicBq)~{sfxr B sBaq
adg = r@se
2 = = )
G ea dimtributiva potr la irquierds sobre §
1110 lp A Br=pB) B Igh sl
sfBrcs TR
rx T
fv) m@prfa=@ahiphq
gfg= s@p
- 9

B ++ distribativa por la darecha schre R

71
k¥



Conjuntos whtricos. MELpica. Sam H UA Eonjunto cualquiers. S dicy

Gua 5 BF und “FEtrics” Con TEIPASTO A K L, y 18lo I para dom slemen
tos p,Q £ H o¥iste un nfinero real axocindg 5(p,g) denopinadn “diatan-

cia" 4& p & q; gue tilens las sigulentes propledades:

l.- 8ip.q] * 10
1.- Sip,q) = b S=Hp=q
| .- " Blp,q) = Sig.pl

CONJIEITOS METRICOS 4.= 5lp.qy + Siq.r] ¥ S(p,r) pars todo p,q YN
) Estam propicdades coinciden con el concepto intultivo de diatencia.

CONCEPTOS TOPOLDGICOS .

“Canjuntn sdtrico” 2a dafine coms al pal (M,.R) CcoRrALRESALE &0 UA COD-
ESTUDIU E[NEH‘AL IE LAS FUNEIDNEE i junto M y una mftrica 5 paca M.
Los alomentos de M $ueien llamarss “puntos”
Ejecplos de ronjuntos mELricos
- 1} KMy = ix|=x ¢ l‘h 51 (peal = |xy = x| =-ua it W,

My, =« E' = Ezparic Fuclidiano unidimensional

2} Ky = Txye ey oue :ull | ®3. ®a,pauns A, € R i pAra toda

P= (R Apsrnns 1“1- g = [¥iy Yerenae !"n? L Hp

1;3{p.gl = Jr[x, -y e (x5 - Yl'* [ {:I.n - j’ni‘

POR® Hy = E" » Egparip Fuclidiano n - disensiopal
AATURD DELGADD R. N M= lx]rc r'1 F =ML+ 4 * Ep
- |
Spipyqy » ezl
- Lelmy =~ xy

Taemoutzacifn de que 5;1ip,q) conatltuye una métrica. ODabemcs harer
v L 1 Pad Faguftad o
wofeaca de fa Divisidn de Esiudios de Poigiade de fa Facallad de vat que =4 Cumplen lsa 4 propiedades gue definen ona séiricay (ob -
fa W,
lugeniexia o« U, M. A, sfrvase qua M, = My}



1.- Syi{p,q) & 0, &n efuctno, 4} Baa M. cuslguier conjuntt: sisndo 5. (p.q) tal que, para
L3y ¥ oxs . net |z = a3 #nor g tode p.q € Mo
n
Sileugl = 55 70 : 0. si p =g
i S.lp.ql =
- Lkl si pr¥ g

.- 81l ry = 3z, =y |®; = x3| = @

] pamcetracidn de que 5. (p,q] pusde aceptaras comwo métrice
Syfa., x,1 = T" 1]

vilida:

rm:!p:rncmntzz S«ipy3} = 0 = H.H_l_( 1.- Sulp,q) 2 & {par definicifnd

2.- Solp.qg) = U, Bip = q lpor definicisa)
ﬁ!‘l'lll-ﬂ' =5 K = ¥

1.~ B ip.q]l = Xuig.p)
3.- Salp.q) = S50, Pt

Bl p=nq - )
.l-{ln*_&{. " L‘Iz+_!dT By (p.q) ® Seiqep} = 1 lpor definicibn}’
vy = Xz Telxr = x,
sl p = qi
4.~ BIp.q) + Siq.¢) * 5ip, 1) . 5. (p.p) = Sulq.q) = 0
Faa p = x,, g =%z, © = ¥, A - 5..;,,.'“ + E.lq.1) i 5. ip, )

X, —-x X, = 2 g AcCusrrds Con la pasicidn ralativa que ogcupen lod punips
is 11-11.1 +1'E!:-:;] } .

B q.F, PUedEn PrESEntesa 1oa sigquisntes canos:

S Iz - =] Ix; = w,| i 4
I14[my = ma|*{xz = xq] + 1+]x = xa[+%a - =4 - e J
o S—
LT T LA TR T | 3 X1 w + Xy = My > L.
[¥1%y - xq *1%3 - %al e = X % X3 - xa]

r__ 5

2 e |
¥, - x

1#]= = x.

[alpal+ Sig,zl B F
1J_rL_I-L[l —x III - X 3 lxy, - x
=] ey = x» * X1 - X ]lqil—_—,hLT : * :I L) 11_
N -
i . 1 {a o
1 g = 1
1] ] - juJ

s Wip,gl & Siq,cl + Jp,r)



5} Sea My el eonjunte de fupcloney conk{nuas en sl Intervalo & Ses M 2l wiveo conjonio M del problemsa anteriot:  defina-
cerrada [3,5]: dafinféndone para dom funcionsa £, £ My: . as ahora para el eapacio:
Seif.q) * max (ft2) - gi=2l; 2 ¢ [2,5] S tf,g9) = ;% 'tix) - gin ' dx
I

Y i Desecptfacifin de lag propisdaden:

tom 104z - gix1] dz 3 0

‘ 2.~ P |tix) - gtui] dx v UG Flx) - wixt W0,

puasts qua & ¥ b

1= /2 tix) - gz} | @x = £ |gix) = fim}] dx

gixy| ax + f¥ lgtx) - niu}| dx =

- IP 1

« sP (|Etx) - geat] s lgtxt = nixp]) dx B

Ph———m e ———
v

r———-—

3% e - ogeed +ogter - bixy]| 42 - P lec) - b | aa

Dumprracifn d4 hl_PrﬂPinﬂm“. #I‘h teexd - guatl dx o I.h lgtz) - Bix}| ax 3

Purdto que, por definicidn L y g son fusciones ontinuas ’ Lo

3 P J2ex) - mix) ) B
¢ [@E] = |[fix) - qix]| =0 avimizm CgpeiSn continua, -

o mea
= max |f{x} - gix}| ¢ [I.-l:ﬂ. da ah! qua tenga asntido

£, 10,9) + Sy [g.h) ¥ A lL,N)
£1{f,g)] an la forma on qua 8a defins, ]

L hERNA
l.- mav {E(x) - g{x}| 2 © Lk *

2.- max [F(x) = gix}{ = 0=} f(x1 « 9(x} para tods Lowm ejsmplos anteriores hacen war que un szpacic pusde e
x e [a.5]

convertids an un =spacio mEtricog +n mils A& una maneral Sato
4
1.o- max 120x] - glx)| = wax [gix) - £0x1]

&8, para oo oiwmo eFpacio, pusdgn pxistir variam mitricas
b.— §I f.gq,h £ My:

admisibles.
[Eial - hix}| = [#i{x] = gix} + gix] - hix)]| ¢
€ et ~ qixd] + Juix} = izl Entornos (o wecindedgs). Sea (8,51 coabquier conjunte sécricn; sien
= eax [Eixl -~ hix}] < max THix) - gtx)]| + [qix) - hix} ]k d0 p un ponte fijo en M. Ses ademfs £ > 0, £ @ el

foaax [tin) - gfe}| + max lgtx) - hix) ] befinimss como entoroo (0 vecindad} ¥(p.E] de p, con radio F. al con-

= By {L,q) + Sgly,h] # §408,R} Juneas

' Yip.E} = {g [qgqcmy sip.q) = £}



Ejemplon: Funcd intarior, Sea # conjunte Ac= (M5}, Ea dics que p 9 un pun

L.- Ern ¥': ¥Vip,E} w8 2} intervalo abierto: {p-€, p + £); pues to "intariar® de 4, 31 exisce Yip, €] tal que Vip, [} < A

Tt guel
Funtc exke . EL n unka “exterior® d¢ A, mi existe
VipE} = (xlp = E <2« p+ £ funto gxrevior punta q e p pRLEr .
a Vig.EY tal gue:
- Vig, £} = (M.S) - 4 .
Vip,E) = lx| [k = p} « F} 1 (
i . M, 1 M It L] sLar Lior
Los sxtramos dal intervals {puntos p - F ¥ p + €1 no w8 - Naclendn, para abreviar, (M. 5] Treulta gue un punto = -1
aw F 2 H -
tin en Bl EnEOERG. LI 0 punto intetige de
] » et pontn fronters, GI todo entorno Wip,E} contiwme un punte 9w A ¥ un
e e g

E £ punts da M = A,.p& dice gue p 48 punto "frontera® de A. Es obvio

2.- En E* ; ¥ip.El w» sl conjunto d# puntcs 4entyo O la asfe— gus PuN un punte frontara de A i, ¥ s8le sl % puntio frontera de

th CUn cantro p = la,b,o) ¥ radie [: M- A,

VipEl » [ixay.2] | Mla-a)® + (y-BE? + (2 = 2} ILE]
Ejemplos: -
s superficie ssterior {o frontera) de la 2sfefn no  entd

= pt A= [ ] £
an &l entorno Vip,E] 1) Sea M T wlends x| ® !

A
1.- Ssa A cuslguiet conjunto caya métrica s« define del sf - Il interier de es 10,1}

quicnte . - . ' ) - La frontera o 4 =5 (0.1} ; man 7 puntos

Slpql-b"““"q El eaterior de & ws E* - [0.00 = {2 | x *» 31 0 dx | u = 9}
1, si pr g . 1
E'L_ Lo - !
2| Sea M= B! ;o4 oW [[x eyt k)
{"HP-”‘Pcﬂf‘l I B! ; fix,y) | = ¥
EL int S
Vip. £} m A, x1 F 3 1 nterior da A ex (ix,y) | ¥ ]

El satwcior da A es [lx,y} |2 + ¥" 3 &)
Entorno ipcownieto lo vecindsd reducida o agujeradal. Ep un entornc

La frontera de A e 1a cireunferoncie TOx¥) | =' + §? = 4]
que contiens Un punto Benss gue ViR E).

-
wotacifn: VIp, F1 @ V' ip.F) . IXTERIOR DE A

¥ip. £t = {g | 0 ¢ Stp.ql v £ }
-]
vip, b = Vip £ - (p} = ¥ |p.£]




L]

Ponte de acumsnlacife (o punte [Imite). Sea A = HMr prC B, Se dice
i Swa K= E'; A = {[x,¥y) | x* - y' > 1]

qua p es oh punto de "acusulscidn® de 4, 85 todo sntornc Lncreg ]l 4t o

L

v ip,F} contiens un puntd de A, Dicho de otro roda, p ol un punko

ExTLmik de pcumglacifin de A, =l cada #ntorno Vip.F} coatisne oo punto de &,
E /iﬂw gus r ses w1 punto p.
"‘: LIS a 1:‘;':/"""/ . £} eonjunta de puntos A« scoypmlacitn en ol riesplo 11 anterior g4

} '\g . 2,0 == 0#xe1}

En el ejemplo I), wl conjunto da puntos de accmulacidn de A, 22 al

migmn conjunto A
EL INTERIOR DE A » A = {{ux, ¥y} | x® - ¢! 1)

. El conjunto de puntos de acumulacifn dal conjunec 4. eo &@ sjemplo
tL EXTERYOR BE & » {iz,y} [ x* - y' « 1}

3l eE:
LA FRONTEML DE A = {{x,¥] |:’-y*- 1}

{taay! | x* - §' 1]
fanjunta ablerto. Sez A = M. 3¢ dice qus el coojunte A o OB oOn - 51 p we un punto de acusulicitn de um coRJuUAta A = M= que todo en

junto "abhierto®. £i, y allo i no concivne piogdn punte de su fronte- tarne ¥ip.F) contiene un nioaro infinito de puntos del conjunto A,

£ M conjunts cercado contiene todos sus puntos dr acamlaciing recl -

procaments, wn cunjuntc gue contiens tod0E BUK Pliﬂtﬂl de scusulacidn,

Copjuntn cerrads. El #onjants 4 ap un conjunto Cerrado =i, y sdlo =i

. #n un coniontc cafrada.
cantiens todoy sar puntos [ronters.

Funciones. L4 nocifn de funcién es uno d& los conceptos bisicos de
De lag definicionss anteriores s+ dedoce que A #6 Un conjunts ablarto, - }

mayor trascendencia an «] eskodio de las matamdtican.
ai teda punto de A we A! misso tiempo punto LRterior da Al

En ml capitula antarior e poecied la 1dea da funcidn, describifndo-

Tl conjunto dal ejemplo 1) anterior no ea ol conjuntc cerrade nl con s Eata comms uhs celacifn en 18 tual ningln par ordenada tiene el

lunta abierts. cigse prizer slwsento. En este caplitulo s« hari un estudic mis com

El conjunto del siamplo 1) e conjunto cerrado. mlate de las funclenes, clasiffchndolas ¥ wetiblacisndo sus proplsds

Fn a8l ojemplo 1} el eonjunto =8 ablerts. das.

L1l complemento de wn conjunto abiarto &3 yn conjunto cerrado: glendo Furtifn univoca (@ funci1dn en}. Exre €8 el tipo Rin genersl de fun

=l plestnto de un conjupts cerrdda, un conjunto ablerto. cifn. Uns funcifn univecs de un conjunto & ap un conjunio & es una

tegia [0 snpro] que agocia a cado slaments & € A, TR Gnico wlemanteo

bl
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rotAClonaE:
[: A— &

3
PR

T parara grifica, podeson reprédentaf la funclifn opiwocs como sigua:

B
N

Chascvaciones:

1.= Toder low elamantos Jal ¢onjunta 4 deben temer upba lmagen o el
conjunte B; pudiendt. #0 la funeifn onlvocs, ser nn alesento
bE B imagen de Bfs 2 pn elemanta del conjunbo A.

2. La mecibn de tubclOn Inwnlocra:
Y Un cenjunto A densminade “dominie® da £
11} Un conjunto B dencminado "codominic” (o contradominie 2w i!
1117 Cra regle qua estabhlece gué alementos del conjonto N won

, [mdgenen du lom wlemsenton del conjunto A,

Ew pcoatumbra deoigrnar las imigensa L A como lllil x E; Esto
as, de la figurs antariaor.

flwy) = £laz} = &,
Eda,) = f{au) = f{myd = &,
E{A)Y = {by.by)

£ = {tlhbl.lJ lﬂ:'tlrli {1|ﬁ:|;(ﬂitb|]‘;{l:}h}}

11
3.~ 51 £: B « #¥, 1a funci6n £ se denomina "funcifin rmsl de varia -
hle real®.
£1 &) dopipio y &l codominic astkn constitufdes por ¢l miEmo con
junta A, sw dicw gue [ es l:m "opeTador® lo una transformacldn)
an A,
4t
Se 1lama "rangede f al conjunto constitulde por todas las imdge
nag £ikl £ B dw wlemantoe a c A
[ S B
Cacmityicamanta] tna 1ines -yertical corts la grifica d« uss fun

citin unfvocs en un solo punto (£ PLE L

Ejemplor 1) A= B = r!

f: A4 + 1 tal gue r-ﬂ:_q-:’

;? -

N

]

x
Yoo
i) £ = (=, x + 11 l ®x ¢ {1,2,1}]
ﬂi‘l - - -
. __!.i T -
d = t=fy2,27,02,3,3.41}
]
| - x =
- o 3 = 3

runcitn biunivoca {inyectiva o ur-u:u & unp). Upa funcifn $: A ~ B me
dencmina bionivoca, al pars todd par de wlementor £:. 4y EA diatip -

tor, lam islgenas baja [ #on apiajgme distintes: dntc en:

-



1z

fraed = Elar) = 4, = 43

IDlxnplom:

:} ' f

e e a—ee

4 l'-El; plecdn ¥y 2 x
£ po e bivpivoca, puss: Fil) = !l—:l.l_ =1

Iy f: R +n", tal que Flal = x

£ oal en blunfwvoca
R

L

LRI « pY, tal que fie] = F

I al =3 biunivoce

Geomdrricamenta: Una linea horizontal corta la grEfica dw una tun -

clfn hiopnivoca an un s0lo panto. {f: R = R}

runcitn sobre (o muprayeckiva)l. Una funcifn fr 4 = 1 ez "schre® sl
pars todo elemento ¥ £ B axnisce al mencs un slesenta x « & tal que

[ix) = y.

12

Riche de otro oodo, ana funcidn a8 “sobra® cuando su range ¥ s codo
ainio som al mised Conjunto; eslo en:
tiA) = £

Ejemplos: A = {a;, £y, &), 4a, £} ; B =0[b,, b3}
1

c.

fa, ="

ja.™

e

L

] t t
2] f£: RBW =~ A" tal gque fix] = x
no ws wobrer -1 ¢ l': pexrog fiz) = - 1 o exlsts

3 £ R+ rl enl que gixd = 2 - =

El wi SobRra) puests quée el rango es l'
Geowdericatents: ¥ exiitle ninguns linea horizonts) gque o corta la

grifica de una funcifin wobre por lo mencs of on punts. (ff FLE Fli]

Como wicmplo, coRsideremny Iw grdfica que corrwiponde al sjercicio

1) Gltimo:




4

runcitn bivective. Unas fupcifn ft A + 0 o denomina “biyectiva® al

¥, al miamo tiempa, bivnivoca ¥y sobre.
Cjemplo:
fr g v 2?; afente ppmr woa! _
f =i # Siyectiva !
la. Qbhaervacifin, El concepto de funcifn que & hi exPLHELD an tan
Amplicz, que permite desigrar {y cperar] funcicones de Ty variads Indg

e, gque #n nada gu pargcen 4 lag funclanes nusdclcas.

Ejemplg 1) Funeidn hilesfveca P
- -—- .\ . -
Jl -
e o vy Dawsiv s
- . .
ia,
5 1 ~ - I
Y, : . { polavenyain
1 e
PR i o . -
)
— ——
e f&ﬂl&n
2} Fupcidn bives. = . :
tlva, fhiwnf™ e—. . .- - - S
voca ¥y Sohre) /"; :-:':'\
. . + o Y -—— -
Cod pwivio P g

- ‘-} f :! . ~ -
'\!rrf{“l} ’_" o)

Gy’ 3 Dawaivio = C—{ P} !
Por &1 punto ¥ e trats ona gemicrects, la cual, al oortac =l

dominig y el codominia define 103 puntoa ¥ f{ail respectiva
Bynke.

HeEtune que en funclionsd bBiunfivocaz, dop pares ardenados distin-
tan N pueden tEAEr el Bizmd gegundo plamentod

al Firy] = E{x;) ==b x| = x4

n

4}

5}

Curvap f: ¥ - g™

2l Sl m= liEnch!'fltlr']f-qttl:l"'t‘h

>r _|| -

. =

i "_.--H.._______

' : . tq{t) f:r
“,f"“‘ ; J.J ) q)
o - —=x

h::E.I.u.-h:-f{tJIy-f:tt].l'f-ltlrl‘t‘h

//'—‘—“ww-en
_1

o T

Superfigies. E: E' ~E?

¥ = fu,wl;r ¥y m g [g,v);: 2 = hiu,v]

.
v = 1; )
. |
I v}
% (Mr mﬁpc_ﬂ'ﬂfl _:_)
: -
b |
Caneralizande | - .
£: " « E©
«
[ ; n

a} E: B' ~ E' ; F(E.¥,%) = @

R ,f—"~—'\]“’



hl En genaral: & las funcionss f: tn - 1:- s 18k sysle Jenominap

“Transformacionesn™

¥ = £ (x4, %p,..., 1“]

I ¥ o= £3 [Xp,p Mg, .., ‘“.'l

Yo " f' (x5, Kawaous !nl'

Doddr R > mr " * |, 0 N <M

1s. Doservacilo. La gradfica de ona funciSn F: A+ 8 ge define dal
uguhl_'ntl Bl 01 T

fr = {{a,B) | me A, B = E{ad}
Hﬂult;ndn de la definicidn gques

Al "R 4 xE ’

b} Para cads a r A #xiite ona PATeis orderada (a,b) ¢ F¥

£} Bi [a.b) « £% ¥ ta,e} € £ = b= ¢

d] Li grificy I* pueds sar un CONJUnEO ¢ UWn ERpacio da min de 3

dimenyionen, #n cuyo camo, 810 s concibe e forma absbractsa,
Cyemplo. %ea f: D + E'y aighdo D = E";
I* = [{a,b}) [ a ¢ D, b= E{a}i

L § = Ix,y,1%: b = Fia}

= h o= Iir,y 2l = I4e g' = E' -

17

=> la,b) = {x,y,z.b}
=5 La qrifics f~, de & Funcifin f, resulbts #f aon conjun
to de uh rspacia tetradimengional .
¢+ = Uix,yyz,b) | I,v.21 ¢ D, b * tix.y.2))
Ain ruando la conytruccidn vimusl de la grifica ma ¢f poslble #n
canyd comp =1 que (luskrd: el =jemple anterior, la noclfn A “gri

fica® sigue *iwndo una idea Btil y muy convenisnbs.

3a. Cbesrvaclfin. Adandas g+ la {orma 4) zpterior para dsfinir &n for-~
ma paramftrica 'ma superticie, 14 siguients funcifin Fapawaents una sy
parficie.

f: b~ E'; dopde I domlnie @ — g}
Eiwmplon

Ele,yt =@ —% 1 D = (xept | 2% ¢ ¢t € 14)
Redulra la pyperiicis ung slipes coyo plano anti so ¢l planc PIDYRC -
Lante: T = f -.E i watands el perimetco de lltﬂlip|' dafinidn par la

interseccidn del planc intaricr con sl cilimdro xf + ¢! = LE.

Eb_f".ir!‘.:
farimer ocfa .ﬁ,—)
T
{4,061 . v .
(visfa de pzefit) . _
T - (5. 4,00 _

"




i

19
ia fywidn po ww blonivock; puesto que, para x = constanka, z tlans al Funcifn {dentidad. Eea ln funeifn £t A « A dafinida por la [Srwuls
Tizen valor, independientersnte del valor de ¥! POr piexplo: I{x) = a:r o weh, nd hice COrzedPodr 2 un elerwnto &, el misma e -
e il =m BLAI=T oz o= Tr oMy, ya) w (2,30 =D i o= 7- MENLO & Como Ba Imagen.
Ls foncifz po es #Chre, pues gid¢ndo el codominis z'. al rango =q A
B8] ¢ ES = - == VLN
Dands #)] punteo de vists geocdtrico, una funcidn f:- EY « gy 3 = £ [, ¥} - - . -

atrd biunivoca [una a une) ¥l todo plano paralele al plenc x,¥ de '

Ftuncifn r = L {:0 € tango de E], wsdlo contiens an punts de la qriEL

h'I
ca de f. * 4 I
. '
51 rirl— 2'y 2" — 8!

La funeitin £ merf pupraysceivs r!suhrni, kL el plane r =z idonds 3,
Funcifp congrante, Se dlce gqua f: A - & as ona funcifin “consbante”,

thlka todos lo# valores coOTrespondigntes al codominin), corts la grifi
Bl todo a4, ¢ A tiane A

Ja mixma Imagen b ¢ E

ca de f,-por lo Danos, an an Puntd.

Las ideas anteriores pusdsn genstalizaras péra mer aplicadan a fun -

1
Clones cuyo dominie ama L"; slendc su cedtominio zl: ”

!

Lismplor Ses Lix) = 21 sienda Fin) = x? + meny
= x' + genw » 2

n
£: E7 = E': In e M}

Igualdad de Aoy funciones. 51 dos Juncionss £ y g estdn definides <n

. .
®l Eizmo dominio D, y e tisne sdenfs Gue pars toda a £ D, £{a) = alal, Funcifn monftona crecients. 5e dice que yne fyncifin ! oea “monltona

A i . .
=n afirma que 125 funciones son igqualay: [ = g, €recienta” &o un intervale, si para dom puntos cualesquiecs ¥, y i,

; .
Elemplon: el intervalo, tales qua A, % %3 sa verifics gue Fix,) £ fixe}.
a) Sea I: H.I - R‘: g1 It' - a'

fix) « x; giyl my'=% £ - g

B Sam £: at - R'I TR Fupeidn mondtens decrwcivwnta. 5Su dafinicifn es senwiante & la ante

51 fi{x,) ¢ E(ay) la'funcifn & denomina “setrictementa creciante”.

Fix) = x1) gy} = §° 41 } ;L y o

£ ¥ g porgue no tisnes xl mismo dominic e | —— T —
g1y = ~ 1; £{l] o saiste :-_ :'_"_/ —— o ————- _i i -

-/“ - i.(;_)ll . H’T‘_)__ - |_ ——— o — .-

' = x x ! ol

FIRICION MONOTOMA CRECIENTE FUICION mOKOTOMA DECHECIENTE
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Furclones cncavan y foncianes convexas. Sea £Ix) ups funcifn defsi-

rids en un intervals fa,h), 5i pats dos puhtos cualesquisers

b eyt ag b b X, ¥ K we verifiea: Vxy » x3 £ [8,5].

I ‘:,1+ iy « f[xllzi Fi{xs}

s# dice qua la funcifin es “convexa" an (a. bk}

51

Xy o+ X Fixp) + i)
s St 1 A2 ey La foncién s« denominz
3}{- - i “¢cfhcava® an
_ =B}

Funcifn inversa. 50 F: A = B o0 ons funcifin biyectiva {biooivoca y
schral, &ntonces exiote la Funcifn Inversa I.‘-ll la cunl ae dufine:

rlome

dado gue pars cAda slemento b o« B exiute one. ¥y 8810 uia de los ele

mentos de A, Lalem gua:r
1

£ bl 4
AL (iffad. 20 | a ¢ A} A =D

‘ r
E+ interesante ohiervar goe, #n cfrmine del lenquaje de laa relacio

nes sntudiadas anteriormente, podencs decir qua las funciones [ y l.—:l.

1

consideraday Covjuntasente, conatitnyen TNA “relscitn ailsftrica” &n
1a cual ? no contiepe don parss ordensdCN COn Uk primercs &lwmen -
ton fquales, ¥ POF lo canto, £ ) tampocor asimismo, ol f nl £ L de-

ben tenel pares ordenzdos Cuyos aEgundol lementos sean igqumies.

Ejempla 11 __1._

kitess que la funcifn inversa ¢ © Lient Como dowinic al conjunto B;

wimnde au rodominio el conjunks A,

tioplo 2) Sea t: n' . gl
tal gum
”;u - x'

poT ser € Biywctive, exigte £1
1
VI

Tnverso de unse fencifn. Sea F: 4 - B




1}

S5e define comr “invarsn” de ? al sfquients conjunto:

f—l

=3copla

Regulta:z

!-l'lﬁll = faq,45}

£} by = layd

-
€ tby) = &

1

GChyervacionws: £ © () &= A

In exks wixtplo la funclfin ihverss £1, -4 po u:l"'u. Pusgte qua

! no ea biyectiva,

Operacioned fon fungidncs. Dwfinlremon, :pll".l las funcignes, Gpera -

Clones simgjdntes & lén conocides Dperacicnes para los nﬁ.men:.. rwa
lex., Eatufiarsmon pard funciones da valores reales {(funciones raa -
lea! tras operacioneaa bisicas, a saber:
Pogicisn, anf coms Llaw propliedadss de Sxten.

Sums (o adicifn) de funciones. Sean f y g do¥ fupclonas T&bles, cu-

you dominied desigrapéesos como n:
la suma [ *+ 9 cown:
£+ glix] = Fx) * g(x}

o ea:

fag®tx, £{a) + gix)d]| uw « By n“}

fb! = fg i wox 4, F (nl = &1

]
¥ q

auna, multiplicacidn, ¥y com

ruspactl vaoente .

Grcrmelit 1 L G e nt g 2
—yy-
i

23

Arilogemanta: (f - glx = r(x] - giul

Ejemplo 1) Evan:

£f= ({1, 1y, (2,

Y, (3,33, 4,1, 15,.4))

g = [ie, 0y, (2.0, 13,41
Rallar £ + g
solucifni D, 4 oy = 12,3}
=5 [ +g9= {35, (3.71]
Crificamenrce: .
B T T
Y ) R — —b‘-—-— - - -
% —_—— .- - ——mm oot
$ & - - —
al R e e——
X e
) I -
K SR

1
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obsErvene qua la sdicidn de funciones BO sz 1o mismn gqua la yees o — b f ¥y ¥ i erAfQ " La 1
— * ' I —_—
Fires orcderades Iveciores on ol plapo}. cifm o loa 8ism: s las Tiguras (3 v it) :

Ejemplo I} Aasclver ia siquiente inecwacitn: ’

= al 4 e - 3a] S I 1:'-_1' -

dl‘:ﬂ'l.-3¢¢x<l4jahn
Ealucidnr [ _
de (1 x ~ 4] - {x - W]=@ wea i i
Mar Landn: (L1

[ - a] - |2 - 3&]| =¥ .

[x = al =y, de

[ = Ja| = ra}n} ¥I - Ya=7¥ : )
dgu la definicifn da valor abzoluto: ...:

T -4, Eix-as*p —

yio = lx - a] =
-x ¢ &, 2l % - A% D

- - > -
* 1, 8 x - Je o Dw la Figuors ) s purds obdvsyr s solecids dr la eceactfs (1)@

Dedy guar =i % = 8§ = ds 1

yi = [x - 3z|=

=x + la, mi x = da « 0O jo - 2] - m-3al s [—al - [ =g - Zx = — Fg = yu< B

srifjcamentu

=>)ds F] ., x = # pavinfars 0}

thasrvando S¢ Lk figura ) gur lip ccdessadss som nepativas fy < €)

sn al imtervalor —la £ x 4 Ta; saride $etos Iow waloiws e x Goor ma -
_____ . ' - ) tixfarfm la ooy liad ﬂl' 1 Este g%, s solwciSe dr I imecwarcifs
: O} reswita:

~It <« m « Za, £ {~-da, Ha)

;',.
ral
¢

2 —
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Ejemplo 3] Sd1 f = x [x =2|r g = Ix - 2} x|

Hallar todof los valores de x para los cusles me vorifCa gue £ = ;5

faerg
Iplucidn:

x - ix:osd ox W2 x' = Tu: 1 x *0
f = g .-

=x® & TH; g1 v € ] =% # Ix: ML x * O

For 1o tant®: [ = g &2n los sigquiecntas Intervalos:
- = 0 v .=
P == g« 0,2

Lo anterior e yimubaliza I[Scilmants observandc las grificas Jde ambae

£

Tuncifohas:

Txtudio de lam concavidadam:
Si: [ = x* = Zx wy u' wlx-2 =3u" =23 D =r M
{v-—:'v:,-,;v-'-_zgizi,v-.-zqn=f:,.-—\

Ejemplo 4] Resolucitin grétfica de la wowacidn general de Tercer qrado

con coxficiantes o I':

' + 3 v ba+tcwpg (1} a,b,e e X

17

Solacffn:
Obaervaciones prelimihares:
1.= Aun cuandy pusde encontrarss la solucidn analftica eepleando lag
formulap de Cardano, ¢f la prictica y& encuectra gue sfbc witodn
PrESecty incanvenlenclaz, coms las que sa citan & continuacion:
11 La pustituciin rordrics eon las [Srmglas conduce s cilculos
EUETORS N ,
1i] 51 la =cuacifn tisne rafces Tacionalse (o eAtaras] Estam ae
ohtignen an forms de $uhs Je nimeros ifcacicnsles.
111} Aun aiendo las ttes rafoey reales, Sat:s se presentsn comn
m-l- da nbimerss compleios. )
1.~ Blempry s paslble, sadlanta un cambis da variable, eliminay de
1s mcugeldn (L), = t&xrmino en 2’7 en elscto:
Haclendo x « £ + @ 2 &n L1t
fe' 2 3ozt 4+ Jal z 4 2t ¢ 4zt + 2oz t af) b (x4 al + =
sz w2 (Jaep vz vzae+ BY s jnd 4aa) rbhasel m
240
0 s 4 =0 W oam o 3 .
f T4 2masb=p

+ ga’+ ha + = = g -
Conmtderamls &} ¥y 0O) en O) , resulea:
'+ pre g =D
o la malucisn de 14) eond;cn s la paluclén de (3] &
de (L} 4 pz+ g = =32* (5)
51 tm hacen:

Pzt g ey =z’ =y (§]
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queds resuslia la «cuscisn (4] a1 T o opero: pp e g =y,

tiers por grdfice una 1ingg recid, de pendisnts pr con ordensda

4} origen g. slends - 1 a Y, srificaments ona caribola clbica
FIJIA,

tas hechoa antericres suqiaren wi flguiente procedisients grkfi-

-8

T} Citlijess, con la raydr precigifn FoRibla la corve w o= - ¢t

#n papel wilimdtrica. [y forma ganacal we:

¥

II] & la mizas wacals, y schre 14 grifica que g& dibuis en I,
empleands los mlamsy tiem {y. 2! trdcesw ls rocta de pardme-

Lrom p = pardients, g = ordensda al erigen. Se sugimry

Uk y1 * o~ 27 28 trace com tinta; wn tante la recta y puede

Sibujares con 1pir: da modo que la bofa milimdtrica pusda

Barv¥ir muchas veces, con sAlo borrar 1a T4CtA pn cada camo,

el dlagrams gqueds 1imto PAXZ uUBACEW OON DUeVOs parfsetroa

B.q

" IITiLam talces buscadis zerin lad abcigas Ja lon Puntoa de inter

$eccidn da la curva y, ¥ la reacrs y,

51 ls rects corta 4 la curvg en Lres puntos, entonces 1l

ecuacidn M) tendrd tras ratces Twhlan,

Cbadrvesw qua la recta tieng que cortar a la cvrva por lo me

1%

nOM &0 Un DPUALO, pusmto gue y1 =y funcifn blyectiva:

E
¥, ll - R
]
For tenar ! cosficisntes s.b.c € K, las Talces complejas
tl¢oen que Ler QATey COningedos: O Wed, Al T 4+ 84 €% ralr

tambifn tlene que ser tafz r - B4, (i = F

dultiplicectfSn de funciones., Sean f y g dos fungieonea de valores rea

lep, con dominios Dt ¥ I‘lq respactivamente. 5o cafine 11. cultiplica -
cifn £ g comn sigue:

I#g) {a) = fixl-gix}
O LRA: )

Eg = (la.f(u)-gix)) | x'a L n‘}

Elemplo: Sean £ y 9 lax mirmas forcicones definidar en ml Gltimo

ejamplo.
= fg = 2.6, 13,131}

Propiwdades de Lan OpeTacipres de gums v sultiplicacitn de fu“:u: _
]
_—

Sea B 2] conjunta de funclones realas du varisble Teal: _I= R
4y) Cerradura: i £ YT cE=y f+9¢085
Ay} Cormutatividad: £ + 9 - g + £: £ vy qu %
Ay Ampcistfvidads (fF + g) + h = £ + Ig + hi; £.9.B E &
A,) Eviste un slemanto nevizo Gnico tal que:
para todo £ £ 6, L+ 0 = T
My} Cerradura: 3l f y Q£ S mdy F g 5
My) Conmytatividad: fg =gf; f y g 8
M) Maociabividadr [Eglk = fi{gh]; f.9,B ¢t 5
K.l Existw un zlesento KEvtre finico wn 5 tal gua

para toda £ e B, FLo= F



g

21 pimtributividsd: flg + ht = fq + *hi £,q,h £ &

Obsarvacionan: § « 5. pues dr otro modo oo s cumplirfan A, ¥ My
Lis tuncienes realea, de variable real potesn todas lss propisdades
ds un camp, sxcepto la existencia de aditive inverso fBnico ¥ dw 12
clproce Grige (A, ¥ 4,3,

51 £l dominioc de | ha as todo el conjuntn de 1o IsAles, entances
a0 exidta funcifin q tal que £ + g o 0 o fg = 1, dedo qua =] dominio
de lap funcicfims conetantex D y 1 ax n': pere Op - ¥ n“ no pusds

wr li.

Corvonicidn de funclanes, Algunos autorss conmlderan la compoalcitin

de funcionms cimg un products (o aulbiplicacidn] de funcicnoey.

Cefinicibn: Eean [z A = B; gt E = £. gaf denoatnada gy compoaicifn

t &3 uns funeiln cwys deminio son lon slamentos 4 1 A tales que
HIIN-. ]

(gofl T&] = gffix)y
[quf}: 4 = .
ThEirvase quik para que queds dufinida g o £ no aa necesatlo gque £y
g s4an [OACiOnes raslesd dw varlable teal.

Crificamenter

Ejamplady

ploa:

1}

Datermindz gof y foy an chda und de lon siguientes ejsm -

n

£ o= UL, 20,02,30. 00,5004, T2}

g o= L18,3), 01,2}, 02,4]. (3,40}

b

Chlralo de gof:

Daterminacién d¢l dominilo D

I cD
L'l

-

gef = ({1,111,

o

!plultnqulf[!]-ltn

Cilculo 2s fog

Deterninacitn del dominio O

1]

fag:

ng

Dyoq

1“

porgue L10)
porque {1}
porque f1(21)

porgue L1}

et

at p'l.'llllbn gue f11) = T & Dq

RS e

(2.4

fog'
L4 B[
13 ﬂ!
¢ D,

I:l:if

Fog = {0051, {2, 20,102,801, 13,1}
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izl = xt ) g w x4 2
Salecidn:
‘qaflix) = g(fix}) = gix*) = x' & 3%
129g) (2] = Eig{xt) = £(u + 3] = ix +« Nt
Vemos qus, an genwral, i& compod (cifn S funclones Bl =B UnA Opeca -
Cifin commmtativa.
Hoer e - 2 donde Fit) e (14 t, 2y
G I' + £'; miendo glx,y) = jx - 1.y — 1)
3alucifng
190E) (2} = g(Z{E)] = gk + £, 2 = E) = (L, 1 -~ g
Witsse que (f4q1 (] no wxSete, putsto que al dominlo de £ no e
igual al codeainic de g,

Geomtricamenter 21t} = (I + £, 2 - &} represects una fecta, cayay
vcuacionss paramditricas mooi T = | 4 ¢, ¥ =21 - &7 nigndo la recta
®t+ ¥y =1 en banto gue (gof)it) = (£, - t] ros da lag scusaciones
pc:l-ﬁ::.l:n- E =t y =]l «~ &, Que corraspondan 3 la rects x + y - ]

Treda

~ 1

T T TN YRy

=5 = >

3

N fa)l = % 0 oglnl = I el

Solucidn;

lgef)ixd = qlfix)] = gi/T) = 1 /5 &+

per lo cual ngf - Eﬂ,h}

(fagtizh = ¢ Igix)) = Fi3x + 1) = 5T
1

POz 1o cual nfnq' E‘I'}

Construccifn de la grifics de 1a Funcifdn corpussta gof a partis Ae

law orlficas da F y q-

3san f y g amhas funciones reales de varfable resl) wiende sus grify

caw las custvay qua A% Smestran ¢a la tlguienca [iguors:

. owmm —m 1= = P ——- 3 e mw—

— i — - - A

. {fw%
= - f?:-‘:

— - - (eyHey™
A S

Principisse a conatruir la grifica de 9af en a4l pomto 01 de coordeny

daw (=.0) d= f,

ﬂb"ﬂ-‘l?iﬁl:

%1 f == una funcidn monbtons, y ademfy £ + ¢~7 =% una de dua pul!.hll‘l
dadlen:
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Tix) = » para tda x: o LT R
l_ Tix} = = x para b’ x

X, xi X & O
[T T ST l[xh{

-n, 51 = £
Aus Cuandd la intuicifn geomBirica parecs corroborar 1g af1rmacitn,

Dewiatrart
Sats su justificarl oediapts el siquients razopamients, YA Dk, Cxp- b

11 f no wa monftona «n ningdn intervalas

oS a8 compobard en un ejemplo despols de Eare, la intuicids geomd- 1

1) 5 = £
trica puede fallar:

Saluciln:
lo. Mupdngase que f a1 monAEOnS crecidhim -

Eay T cualquier Incervalo con mis de on pantn, eschjadse
a) E1 Fix) < x =m> FoPix]) < £(w] <« a

= EICIxR}) < x: pero £0E Yix)] = £(F(x)) = &

By X3 E Q3 omy 5 Ay
My, Bu £ Q" 3 By £ Ha

por Bipbtesas: ow ahf gue f{fix)} € x ey impomible.

N fix,] - £fix:) = xy, - ®xp <0 -+ craciante
D) =l flx] » = =>» ¢[fix)) = fix} > 3 )
filx,] - fixy) = = xp + ¥q * Q0 + decreciente
= f114{x)] » x7 0o que por ls mimma razdn anterior csm
impoaibla. = [ ho s» moofitona © I
Poxr lo tanto e conCloys: 31 f ex mondbons creziants) siwndo -_1
to% 131] =i x & D m> F{2{x)) = E{x) = x =B Ff = f
L= = fix] = x - _11
' . - B x £ 9" =% f(f(ml) = I -2} = = (=%) = x =3 F » f
Za, Canxidrwse que P i monStona decrecisnte
Astonamisntos sleilsres & loa antariores eos llevan & la conclo - =3 Para toda xt Fi20ix))] = x
»ifn quer 51 € ea mondtons decreciente: terifodoss ademisz e =r f = f_l

-1 1
o £ = tix) T X para ¥ ibel ejumple antezriar, pudds conclulrks que la [ de cate gplesplo na
h - - 1m. oeda
ipueds hacersa f [ an al camo 1o, pags demomtrar «1 Jold ser manftona, ya guw £ no wx tel que £lx)l = x5 pi £(k) = - a
Otra obasrvacifn jsportante:

para tesda xj
ALK CuAfels e lntuicidn sugieIe gus 2800 lay funciones watrictamente
. =i - A
momfitonag, £z A - 3; domde A= E'; B o= E', puedan tener inveras Teogees. Sea ! una funcidn biyectiva tal ogue: A - B f 0 - A&
L 5 A) al xiguients xjsplo nos demusstrs que existen funciones e afSTHR Ques:
|

for™ = tlaruz
Quer 2In wal mondtonss, tisnan invearss; ao afeceo: o



1e

gt racifn:

]
{-r
Seb x E A siends fixh =y A=F £ iy = x
=l = et = o) (x) = w
a3t op
n@imiemar

I TN

Pixl e yi x = E iyt sl £ Siy1) = ¥
=3 el .oy .

+ g1

Lt logagartle

L

3T
Eimmplo:

Eabluado que ai: fiz] = ¢°; {'1.::, = fox; cim bLase sh wl CedTeka
anterior, demoatiar gue:

tne* -th‘ - ¥
Soloetidn: de] reotems antericr:

ot Ly tx) = w m £1F 202l = 21tnms =™
" ety (xy =2 - £ 0wty = £) (%) = Ine®

A l‘!“ = tpe”

Teorwms,  EKEea § &l coajunte de funcionea realss dy wariabls ceal.
52 verifira lo siguisnts: P:ru vodds f.9,b ¢ 5 .

Cy1, BL £y g 5, feg e B

Cr) B0 Genersl, fog ¥ 4°F

C,] {fegloh = faligahl

Cop Exlsce ua Onren plomencs I € 5 tal gues

f o I =lalf=1 .

DiF 4 * glab = F o b + g o B

patr® foig + hj # fog + foh, en ogwneral.
D) (fgleh = (fahl Igakl

pare folghl ¥ (feq} (fah), en gunaral.
LeeoetTAsiOnEe T

Cq,)] EN yna consecusncia da la dgfiniclin de compodiclbo du fancig =
nks .

Cpd Fato goedd arvidenciado en los wjssplos resfualige antarlormsents.
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Tt} DesoatTATSEOS primerc qua los dominios won Sogusles

Biragich * Prorgony”

allnq]ﬁh i) xe Dy ¥ Bixd g nfoq}

{x | we L hixy e 0 v givin) £ 0,1
D'h g b4

Ix | = Dgoh Y Igenlfzl « D£]

nfu(qnh]
Eh sequida se detogtyari C, . En afecte, para tods x an o] desinio
coinlin da las foncionas ae tlens:
({fog)oh) (x) = {(fag) ihixl)
s fig(hiatl}
= figah} {xl

(fofgohl ) ix}

.mn la cual guieds demostrads la ppoclativided gn In compasicifn de

funciones.

Obskrvede gque an la dewoptracilr da C, no ha x[ap n.e:tl.lrin eatipu -

lar qua las funcionas £,q ¥ h »wan funcicnes zrwales de variahle ceals

por conalquivnte, Jja ley asoCiativa en la cowpoplicitin de fonclones

Wl Ciarks para funcisnas e qensrsl.

Cu) [4 foocifn ddentidsd [ w3 la funcilin oeutza obh respects o la
camposicitin de funclones. Fp nacessrio demoRbrzr Eenta gue
fof = ¢ comy rambifin que ] o [ = f; puesta qua no o5 vhllds 1a
conmutatividad pazs la compoaicidn da fOpciones.

Los dmitios de f o I o« I & ¢ pon 2] mismn; gisndo &n ambod ca -

[ ¥ ] D!.

1%

Fars toda x E D! ay Tiema:
(e ix) = [ipx)) = Fix
(Iof) (s} = DiE{w}} = [lx}
= fol = iof = f
En saguida s¢ damyatrark qua I =9 Onico an 5.
ESnpangAR gl s3igts CLIC #loSniD neotio §°r
I" = I'vl & I Luegd I &2 flniea

D:} Demontrafemcs priters gor 1oa dominlos son los wigsna:

Difeqion = Prah + gon

Digegrom = 2 | % €0y y ) € By )

{;!xtﬁhyh[lltﬂrnng]
-{:l:tnhyh{:}lbf}n{x{Itbh]rh{x'ltﬂg}

= Upoh + guh

Esxtablecids lo ant4rior, procedemos & desngtfer D).
Saa x w0 wl Aominie comin A+ las fonciones:
{if+ginh) (x) = (F+g) [hie))
a £ihixk) + gihix}}
= [foh] iz} + (goh)ix]
= {foh + goh){x}
D} La demcwiracifin 4= emta segunda ey diztritutiva sa sfectfis da
BANECE wimeslantd & 18 pegids an s demostracifm de la primscs

ley distributive D).

Ejemplo an qua gue ¥4 hace el gk
[olg # h} # £y + fah

_faighl ¥ Lfeg) LIch)

Baa £ = 2, g= h~=1I
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= I+~ Zall + I}, an tanto gue &l Ei f: &A=By gq. E40 son fuscienes blyertival, entoncan:
W d v ZoT + oI = 1 2 3} Wg“_l - f-lnq'lg o aeat
=or otre lado: ’ 1qnil “le - deriata, y =5 fqual &

? = io{Il}; paro, f_lm;-l: Co~ A

4 = [JeI){itall = 1.3 Demostracifint de ) harwmos ver que:
En cambic 1178 o g tiatger) = I,

(2 + I}el = 3 & I adamin:

290 + 157 = 2 o 1 taefiott™ o g7 - 1y

12Ije1 = 21 En afwcgo, de d),

(2oL} (I4T) = IDM1] = 21 ' o g lergers = t7lotg tatgorn)

La corposiciém 4de funciones no xAlo Ae cipcunscribe & funciones Caa f-lg{[q-lnq;uf}

lrs ce varienle conl: doe ahf resulta, por #12oplo, que:

- E"ta(10f)
L 1 A - B =¥ 1
- 1
al Isﬂfufnrl-f af
- =-I
Bl 51 f e biyectiws, exists £ © A -
- £ - LI fof b a Ty . ARlmiEmA
-1 -t -1 =1
slendo Apimism) vilids la proposicifin reciproca: fgeflelf “oq ") = goifoif ~1"'! :
@1 81 f1 A 4By g: B+ 4, satisfacenc » golltef liag™t}
qaf = 1 ¥ foag = I, ° -
4 : 3 N = golleg ll
Entonces mxiate £ 5; Bedy g = £ -1
= goq
3] 81 f:r A28, g: B ~Cy e €9
- I=

se v#Cflfica La ley swoclativas
[hoglef = he(gef) f) Genarallzacign del regultado B] anteriog:

Mmostracibn: 1

12,0 f40a.af 371 = £70a. . o7l agl?
. a

Pata toda 4 € A:
llpaglaf) ld) = IBegHIiElA)) & higlE{adl)
thofgef] }(a) = B{lget:{al}t = higltix)})

=} (hag)ef = halger)
{independlontements da que A y § ssan Llguales & n‘]
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Demostracifin: por induccidn matemSticas
13 wale park o = 7 {0300017) = ¢3lat7h, swofln peoblems s) ante
riocr.
11} gupongamos qua vale para n o» k:

{fio Eqo,.. nf!!_l - f:l u_,.nf;I nle

5ea ! ol sucesor de k; debemos hacer wer que la sfguiente igualdad

en vélidat

1 - _ - -
(f,0f,0...0f 0t " « frinfkln...cr!t"dhl

L

En afpcto] por ascciatividad;

101 PLI 5 nfx}'1 -ie, nf;.‘.ftloftzj-l —————l1]
e 1}

fifiofie...0f Jat T3 = 17 la ik a0 af 17! — T

1 A% m [ 12 I o ] 0. . x

de L1l

-1 =1 =1 _=1 =1 =1

I, et efye. .05, ) = £ Taf, o LLafy of; -1
de {11, (2) v {3

-1 -1 - -1 -1
i!,nf,u.‘_nfknle = ftlﬂfkl n.x.o!.,afl -

=5 Mor &l principlo de indoceci&n setemdtica:

=1 =1 -1 =1
{l.nf;n...nfnl = !I'I- uw...afy of,

Teorema: Sea fr X + ¥ af A oo X, & &= X, #& varifican las siguian
“ex sapresloneni
1) E{AUDYT = [(AIRI{E]
Iy [(ARA) = (Al ECBE
I} A - BY = EiA] - BT
1 4 =8 =y 1{i]l = t|8]
EL A= ¥, BHoa F=

5y ¢t
&1 t°t
7 ot

41

ausr = £ et ey

1 1

AE) = £ fAip tTF (M

T TR L P PR T

oA e B =ttt

w !

10 4 = it

117 & =

1

[4 F = (1 %041}, ai & = ¥

51 he= X, B = ¥:

TIRLY

tte™hy m

Demnatracloned

1} Haremos var gua £{ADE:- = f(AJCE{E} ¥ que

FIAITE(BY) = f{ADE)]

Salucidn

al

bl

Sea ¥ © T[AUE] w® sximte x cAUB tal que 2(x] = y =)

=% zeh oic B, pare:
x:#ﬂf[x:-y.:fl;l.]

o

xc &= fix) =y ¢ [{B}
En cualguiers de los don cagan:

¥ ¢ E{AJULE

— L _
Sea y £ f{AJUE(R) = "y E_FlA] & ¥ ¢ [1B} pera:

¥ £ #4A) = edjmbe x £ A tal gue [(x}) = y -

¥ ¢ f{H] = exiate x r B tal quer fix} » ¥



1 1%
En ¢halguiera de lon 4o casos: Ocsérvana qua mi flAUB) = £(E) ?'_‘;v ADE « B
¥ o= Fix) con x « AUE =% y ¢ FLALDD

= M{ALE) = E{AILI{E)

S a) Sea oxop EF [ADE) =) £Ix) £ AUM
Sea ¥ € L140E)} phfe alguna o « ADE, {x,¥} € f; perO
= ¥ = fiul e 4 o fix} g A

=1

xr Ao AexcAy xt 6B - -
.";}a_tfl{.l.]ﬂ xc [ [}

e Ay Ix.y) ¢ £ =p yvye £iM) .

= x e f'lum ] 11

[ ] . f i3]} - - -
xcdylx.yh et =y« =y £} aum = 1" ltArur

L

= ¥ ¢ f{AInfiM)

=2 #1ADg} = E{AlAI (B} b} Sea x £ r'IIA:uf_iu}
Paré hacer ver qua, #0 JEneral Srxerlige xeim
{{AGR} ¢ £(AME(E] se dard un e.Jt'mpJu conermtot =S rikj e b ¢ LlXIER

Sea K= {a,b,c} 3 ¥= {d,e} =p £ix] € AUl
Hagamos A e {s,p) : B = {b,c} -1

=rx ¢ [ - (Aol
Sefinazce £: 4 + ¢ gal zigulente modo:?

-1 -1 -1
ﬁ A Eyem F A
flal = d; fibh] = a; Fic) = o £ "o T tAns)

==k I[AQB| ~ {&)r en tanta qus: de a) ¥ b)

TIANI F(B) = {d,e] e loaner = Y imer b

Sea ¥ ¢ £14) = f{B) = exinmte xcd tal que f(x} = y! pero I

6] A&} Ses xe £ ° IAEI =) f(x) ¢ ADE =>

y £ lfizl | x « B}

1

Fiu] e Ay fixl ¢ 8= x ¢ 1-1{-'1! ¥y X €I
= x ¢ ot

(8)
= 2 rBdaxrk-A= vy f (4- B

=2 114 - Bl = £(A) - f M) - -
BY Sea x e £IIANELBIED fixt e dy Fik) £ B

Sea L = § =r AUk - §— o f(x) ¢ A —* X € £ [Ans)

F{aCE] = C18); paro d4 1) H

= e = i

ErAJULIA) = {3}
=3 f(A) = F{E}



1%

7 ab hllcf-lil--!l-:} fiz) £ A - 3 =
tix) € Ay [x) f B = wr ¢t (AY, oerg
et s = e £ -

bl Sam X € !-1 A} - l’_l' [BY > fIx}) L 4 oo

el F Bomd Eixl E A =B xv ¢ 4o m

1 1

- - =1
= rta-m =ty -7 R

2} Sea A = B =) AUE - B ==
t[ADE] = f£(E|
Par &t [ bivectiva existe 1 =

1

Ll opapsy « 7!

18
de 53 £ YgaineTiE) = £ B

= = hm

5 a1 Seark x f-lﬂ-'] = fia] ¢ A" ==
flx) # A=y 2 F O = ox e Rk

= Tl = T

a1’
Bl Ses x € u'lun--_‘) av i_lll.):}‘- Tix) g &
= fixl e A xe Tl
-1 =1
= (f “{a}) = “{4")

=>rtus = e tiane

-1}

i1}

47

Een ¥ C 4| Ddrw alounsd y £ ¥ se tlens (3,¥) « £ mb
]

i xc Ay ixr.yl rf =y ¥yt [(i}: paro,

vE ZGAY Y (ko v F o ow e £TL{ELAN)

=% ac {rlatia)

Para hacer Vver que, =n aencral,

AP 5_11”-'-]"! nod referiréros 4l giquiente cago COnETntot

Eaa X = [xy, =3, %3, 2ab i ¥ & {y1, ya. ¥a!
definamas [:x I = ¥ comg wigoen
Tlmyd = yyu Llxa) = ¥y 1 £{m4) = ¥y 1 £{0) = ¥

Sea bk o= {n; , xal = FiA} = {y,]; en tnnte
gue Elistany = Y oy, F1o= d{xy . oxa . xa) £ A
A} Bea y « B; para alguna = { K se timne Ix,y) €

a1 {a.y) £ 2y ¥y b=y x e £ Ymy;
pero Bixl £ 2 AN =2 oy e roelenys

= 8= £i:

=

By SL fled =y TN £ 7B = fim) e B

= tieliB)) = 8

= 5 - ttat™ly )
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ESPACIOS VECTORIALES

INTRODUCCTON

En varias ramas de lp wmateadrica, se presentan conjuntos
donde Tesulta lmportente considerar “combinaciones linezles™ de sus
elementon . E! §1lgebra lineal, trats las propiedades comunes de -
todas aquellos 1istemas wlgebraicos que constan de un conjunto miy
una nocifn de "combinacidn lineal' de sus #lementos.

Fl estudisante ha tenido va experiencia con veECtoTES del
espacio euclidians tridimensional, ¥ en particular con ¢ombinacio-
nes lineales de tales vectores, En este capitulo estableceremecs
la definicidn de una estructura aigebraica, 1lamsds espacia vecto-
rinl, que en la experiencis ha demostrado ser la mi= OGt{l absirac
ciém de un tipo de sistemas coms €l espacio euclidiang tridimensio
nal.

El especio vectorial de laz teyhacs.

Consideremos los wectares
Vi (3,0, 2 y ¥m (1. 2,0 ]
Comg 1abemos, la suma de ¥, ¥y ¥, es £l veclor:
Fy, + V= (4,1, 2)
y el producto del escalar 3 ¢ R por ¥, es el vector:
1V, (9, -3, 8}
En general, si
¥ (e, a2 ¥ B= (b, b, 5]
son dos vectores del tipo de v, ¥ ¥,, e5 decir, ternas ardenadas de
nimeros Temles, la sumn se define como

T e B = (a,%h,, sk, 2,00 ... (i

¥ ¢l productc de un eacalar o por uUnR ¥ecliof & e define coma;

o= (oa,, oky, a8} . . . . (2] .

Al eonjurto fermade por todas las ternas ardenadas ds nd
zeros resles, lo representaremos con R, SimbSlicamenta: -

' {(x, ¥, 2)| %, ¥+ 2 ¢ R)

En R', las operacignes Jefinidas por la; expresiones (1]
¥y [2), tienen las siguientes propicdades,

Fara todas lax terpas ordenadss de nimeros reales u,B,C
¥ todos los escalares a,B t R ze cusple que:
1) R' #s cerrande respecta 3 la suma ¥y al producto por un escalal.
2] fEeByeTe We(BeT) .
3} 2eD=T+3=3 ., donde T»(0,0,0).
) Te(-Da(-D) 7.
5] wsb-Eex,
§) co(a+Bl=ap+ch,
7} (oeB)amans+ba,
8) ©(6N)- (ab)T,
g} a1,

Comc puedr verse, R’ forms un grupo abellano con respecto
# 13 suma; sin embargo, posee algunas propiedades adicionales (& a %)
con respecto al producte poar un escalar.

Existen vaTios sistemas que tienen lms mismas catacteristi
cas que R, a este tlpo de sistemas les llamaremos ESPACIOS VECTORIA
LES.

Ejempio ¥. 1.,

Un sistema gque posee ! misma estructurs (de espocip vecte

riak) que R, es el comjunte dr 1odas lou pslintmizs de grede f§ Ean

w5

'™



las operaciones de ruma y producto por un escalszr. Demostraremos

4 continuecifn que se chnplen todas las propledades que enunciangs
1

para R .|

'} Sean Ay=a,x ra st ea xea,

¥ oy

Py=b,x +bx"+b,n+b,

dos polinemiss cualesquiera de grado 53 con coeficientes reales.
Entances:
- n,+pz-{.‘+h‘}x'-(-!+bl]:'-[al-h,}xvtnivh.]

t3 otre polinemin de grado =5, ¥ 51 a £ R:

op,« (u..]x’-{un,}x’*(aailx-[u:.}
tambifn 2 ull polinemic de grede £3.

Por lo que <1 coajunto de todos laos pollnomics de zrado

€3, es cerrad® TESpecto n lay gpericionss de jums ¥ producto por un

ascalar.
2) Sean
' 2
Py xva, xien XAy
'
Pyab,x ‘h;l**blx’b.
g,=C xt+p w¥ep xee )
) 1 i 1 [ ]
ENtOncey:

(ﬂ] "'D:]*pl'{l.'h.}xl*{I..I“bl}Il+(l;+hl]li[l-4h-]i(t.xi *clx’ﬂ:lx'c'}
tp"p:]‘p|'[.1*b.'c|}x.'(l:'b.‘:l]x!‘(ﬂl*bl‘cj]l‘(l.‘h'* E.}

(O, *p1) 00, l11.+l!II‘I1I+l_*{b,+:.]1:*[b?+¢.}x’+[bl¢¢|];.[h.4¢.]
(CORCIRACRA IR AN

pat lo que la SuBs e3 ayoclativa.

3) Si O=0x +0x"+Oxe+d

entonces: By alnial) by

poer 1o gue el polinomic E 3 ¢l idEntice parsa la sums,

V&7

4] Sea Yobpmagxen 3t xe, ’
existe ol polinomia
'ﬂl“llx"llx:-lll-li
tal gque
pir{-p)o(a,-a In"+fa, -0 dxte (0 -a )x4(a,-0,)"0
¥ ademiia .
-0, *+n,=0 ;
per lo que =P, 5.0l lnverso aditivg da o,
5) o,*p,=(8,%b )x c(a,sb Ix +(a +b Ix+(a,+b,)
pl4p..{bl+.l};'+(hl+al]x'+{bl*l.}x*(h'+a-]
Py*B mn,te,
por tante, la suma d¢ polinomios e3 conmutatlva,
) Sia ¢ K
ﬂ(DI‘ﬂl}'ﬂ[ll‘h.jxi*qﬁlltb!}llfu[a.tbljx¢u(l-ib.}
u[p,‘p!]-(ul,+nh.Jx’*[qa.+ub|]x'+(u:l+nhl}xi[nal*ah.}
alp, v ) ae, vap,,
El preoducto por un eschlar os discributive respecto & 18
sumi de polipnomins,
7y 51 a,8 CR:
Eﬂ+5}nl'(¢+!]a,:'+(¢~B]|tn'*[a+ﬁ)a|z+[u+ﬂ]li
(ﬂ*ﬂ]Fj'ﬂl.II+;I11"Bllx*ﬁﬂ.'ﬁllxi4ﬂlzil+ﬂllx*ﬂl.
(nqﬁ]pi-uﬂiiﬁn]+
E! producto per un escalar rs distributive respecto & la
stuna de mscalares. )
1 u(ﬂp]]-u{ﬂl!:'*31111*2311463.}
B[Enj]-[uﬂ]a.x’*[uﬂja:x'+EuB}llx*{uBJ:_

n[ﬂpl}'{nllni_



2]

El producte por un escalar es asociative.
]F|'I{I.l.'lle*lll*ln}'l.xl'llxt*l11+3"ﬂl‘
1 ¢ B #£3 ¢l idfntico para el producte por un #ScCalwr.

En consacuencia, el conjunto de todos 1o% pollnomics de

grado g3 tembifn es un espacio vectorial pars lay vperaciones de su

ma ¥ producte por un escelar.

Ejeaple ¥. I.
Veamos 3l las matrices tambifn farman un espacia vectorial.

Considérese el conjunto M de todas las msrrices de orden -

BXNn con elementoy en C,

Me{(a;40]ngy € € (i}, 2,...m;9=1, 2,...0)}

De la definiclén de supw de matrices y de preducto de un es

calar por une matriz, se desprenden las siguientes propledldcs PR R

todas Ias matrices A, B, C de M y todos los escalares o, B de OO

1}

z}
3]
4)
5)
6)
7]
LY
9

M ey cerrado con TedpECto 4 In suma ¥ el producto pot UR E5CE-
ler.

[A+B)+L=A+[B+C) _

AsQ=Oeh=p , {Aqu] O representa la mEtriz aulal |

A+ {-A)=(-A)+A=0 |

AsB=Beh |

ec(A+BE}=gh+nl |

(a+B)A=nA+EA .

o{BAY=(of)N |

A=k,

por lo que el conjunte de rodas las matTices de prden mxn tiene Un

misma estructura de espacic wectorial que n'.

ﬁ}nu; vitto tres sistemas distintos que tienen la misznmg -
estyuctura, & Iox gque hemos ilamade eppaclos vectoriales, Los
vectores de R tienen una representacifin gegmftrica [segmentos diri
gidos), mas ne as! los polipomios ¥y las matrices, sin emrbarge, por
el hecha de sey alementos d# wn espacie wvectorial, tamhiZfn les lla-

LAYEAGS WeLTOares.

Va9



¥, 1. PELINICION DE ESPACIC YECTORIAL.
—
Definlcién.

Un espacio VE:tnTll} ¥ sobre gn campo X, £5 un canjunte
na vacio ¢n el cual se definen las sigulentes dos operaclones:

Una gperacidin gue asigna & cunlesquiera £lementos U, v
£V un elementa u+¥veY gl qué %o coOnoce como la suma de o ¥ ¥.

Una operacidn gque asigna & ceda elemento el ¥ a cidm px
calar ac K, un elemento ovEY nl qut $&2 cencce Come ¢l producto de
a par v.

Las cuales cumplen las siguientes propiedsdes,

Para cualesquiera elementos o, v, & £ ¥V
11 (WsV)ew= Wefyvew) .
I} ey tal que ueD=Teu=u,
{a O le llamamos vector ceTol.
3) Yo eV, 3-5cv

i)

tal que wr(-U)=-m+u=D.

*y=Taa .

=l

Farg cualesquiera a, 8 € K y u, ¥ £ V:
£} afg+y)ealsov,
6) (aef)umouefd,
7] efEU)=({oBlu.
3} 13=1,

{aqui 1 representa la unidaad de K},

Iearema V. |
51 T o3 ¢l vactor cerc de ¥, enlonces:

¥ ae£ k se tiene que o=l

Pemeseracifn. .
5i @ px un escalar cpalquicra Je X vy [ o5 el rectar-cerL

de ¥, entonces, por lwy propiedades 2) y 5) de la defipicidn:

afsa{T+I)=afsal

~fafily £ ¥, por 1a propledad 3) t¥pemos:

alie (- (aT)) enlleals (- (al))

sumandop

F=(aTsal) « (- (al])
por 1) tenemos:

O=ai+ yalls (- (al))
de 3} se sigue que:

D=l
finalmente, por 17):

Y=o, Yoe k.

Ieorema V. 12,
Ei 0 ¢z el eleaente cero de K, éntonces:
Cyall

¥ ¥ IV s¢ tiene que

_I

Consecuencias elementaley de Ja definicidn,

Hay hechos simples que se¢ desprenden casi inmedinlamente
de la definicidn de Espacio Vecrorial, algunos de 1ot cusles enun-

cidmos n continuacifn en foras de teoremas.

¥.10/11

.Dunuutraciﬁn.

5i ¢ ex el eacalay cero ¥ ¥ un vecter cualquiers de ¥V, #n
tonces, como 0 ¢ #] {déntico aditive en Ki

Ov={D+0)¥
por la propiedad &) de la defipicién

V=DV eV
sumanda -{0¥) E ¥V, par ls prepiedad 3) tenemas:

OF+ (- 0%}~ [OF+0v)+{- (0¥])



e (OF+0V) ¢ (- (0¥])
por 1) tensmos

T= 0V (OVa [~ [0V})
de X} se sigue gus

Te0v+T
finalmente, por 2):

O=0¥ , ¥vecV¥.

Tearema ¥. 3.
5{ % es 1o unided da K, entonces:

¥ #Fe ¥V se tiene que [-1)¥=-¥

Demcstracidn.
S$1 ¥ es un vector cuslquierws de ¥V, entonces:
Ful¥=(1-1)7=1F=[-1]7e¥+{-1]¥
en consecpencia, (=11 ¥ es el inverso sditive de ¥ 2l que hemos re”
Esto demuestra el teorems.

presentado con -¥.

En gensral, el vectoer (-=) ¥ es el inverso sditive de oy,

Y3 que:
[-a)¥=[-1a}¥=[-1)av¥s-{a¥)
Por oTTa pATLE:
a{-F)=a(-1¥)=(-8)¥=- [oV)
por lo que

-

[-u]?iu[J?}-auFI

Asf, 1a resta o sustreccifn de vectores ze obtiene a partir

de la suma de lu siguiente manera:

pefipicidn.

§1 0 y ¥ son dos vectarss de Vi

. g ;-i-{--j

El

Ejemplo V. 3.

El conjunto de todas lox puatas Je la recta que pasa por
el origen ¥ tiens coma ndzercs dlrectores 1, 2, 3. forms un espacic
vectorinl achre #l campo de los ndmercs reales.

La ecuacisn de dichas rectm en forma simétrics es:

T-i-%

Por lo tanto, log puntos de dichs rTecta tendrin pey coor-
denadas:

a=x, y=2Ix, r=3x

¥ al conjunte de puatos de la recta serd:

se{{x, 2x, 3x}|x ¢ R}
cuyos elementos son ternas ordensdas de nimercs reales. Entonces,
1s sums ¥ el producto por un escalay estin definidor de igual forma
Gue 9N l'.

Vverifiquemos gqua 5 satisface redus las prepisdades que de
finen un espacle vectorinal.

Las operaclones deben sor cerradas:

Sean ¥, =(x , Zx 32} y ¥oe(x,, 2x,, 3x.) don clementos
cunlesquiera de 5 y a cualguier escalsr de R:
T, s, 23, 35 )e(x,. IX, Bx )0 4,200, 00 13 (R 0k, ) ¢ 8
¥
a¥, *a(x, ,25, 32, )= (o2, ,Zax, Jox,) £ 5,

Propisdades para la sumi.

Sean ¥, =%, .1%, 3%, }, erlx, ,2x,,3%,) ¥ V,={x,,21,.3%,
tres ¢lementos de 50
1) r?,+?;1-?,-[t;,+;,].z{:,-x,].itxl*z.ll'tn..lx..sx,]

(F.+?;]*F.-[{:,411-1,},1[11‘11'1.].SEIL*I** x, 1]

v.i2/13



[F,+F}]+$,-[x,,zxi.511]-([x,vx,}.2{:,-:,],3(:,-:.}}
(V2% 37, =7, 4 {7, 7)) .

PoT 1o que ls sima v Ryacietivae en 5.

2) Existe Ue(D,0,0) ¢ 5 tal que:
i;U-(:,+n,z:,-u,3:,‘u)-(u+xt,u-le.u+3111
¥, 0T -7, .

X) Fara todo F;- existe -Fl-(-:,.-ZIi.-le} ¢ 5 el que:
F,+[-?l]- (xy .28y, 37, 30 [-xy ,~1x, ,-32,)=TF

¥ MW, = (-x, -2, 3, ) elx,, 2x,,3x,)=F

4) ;J‘ a = [Il.’z“l. ,31,}+[I,,2!t.311]

?.1‘_‘ - [Ilil:’ le "‘ZI!, jxl -r}x!]
¥, 4V, =[x, *x,, IX, e2x,, 3x,+3x,)
\_"I“ ;! - FI Q-'u'_l

por tante la sums e3 conmutativa #p 5.
Propledades para el producto por un escalar,
Sean ¥, , ¥, elementos de 5 ¥ o, B escalares de R:
3] “[;L'Frl'ﬂixl“l-211‘21|r314‘311}
n[‘.'V,J-qul+nxt,2nzlr2uxl,Buzl*iuxtj
uﬁ;;4F,}l[nxl,qul.Iu:*]i{n:*.anl ,3ax )
u{?j+?l}-uF;*uF'.
El producto por un escaler es distributive gsobre la suma
de vectoreg,
6] [n'ﬂ]Fl'IIn‘E}Kl.1(0'B]I,p3fﬂ‘ﬁ}l|]
(a*8)¥, = (ax, *Bx, , 2an, +28x, , Jax, +38%, )
{u*B]Fl-[ux,.Iaxl,laxl]4{axl.251,.55:.]
(a*B)¥, =a¥, -8¥,

Ll producto pay un escalar es distributivo scbre 1l suma
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da wacalares.
7V alg¥ y=alsx,,28%,,38x,)
a(B¥,)*{{aB)*,.2(ap)x,, 3(ad)x,)
alg¥, }=(aB)¥,-
El producto par up escalar es asoclative.
8) ¥, =1(x ,Zx 33 )=(x ,Ix ,3x )-¥, .
Ls vnidad de B e3 ul idéntlcs parte #l producto por un L3
calar.
De todo 10 wnterior se sigue qus, el conjunta
S={(x,2x.3x)|x ¢ R}

torms tn espacio vectoriel sobre ¢l Campo de los ndfieros renles.

v = m om m T g w2 A m m m WM m ow e A 2 m R oa om

Aptes de pasar & 1o seccidn sigulente, hay gue hager notar
que 105 reoremas ¥.1, ¥.I, ¥- 3 y 1n definicidn de resta o sustrac
cifbn de vegtores, fueron enunclados m partir de la definicidn de e3
pacic vectorial, ¥y & cumplen pare los vectares de cunlquier conjun
tg qua tenge dicha estructuras. Con esta misma ldes, se epunclarvin

los teoremas ¥y defipiclones a lo leargo de todo =1 <apftule,



SUBESPACIOS DE UM ESPACIO YELTORIAL.

Fn el ejemplo V.3, aoelizamps £l comjunto

S5«{(x, 1z,3x)|2eR)
que ¢#a3if formado pnr-terna: ordenadas de nlimeros resles, por lo
que 5 es un subconjunte de R Ademis, se demostrd gue 5 también

forma un espacio ve#ctorial sobre k. Diremos entonces que S €5 un sub

espacio de r.

Defipicidn.
Dadeo un espacio vectoriel ¥ y un Subconjunto § de ¥V, deci-
moa qut 5 e3 un subespacio de ¥, 51 S es tamblen un cspacio vectoTiel

Tespeclo & las ppa¥uciones definiday en v,

Ejemplo V.4

En 2] ejemple V.7, démcalramos que el conjunto de todos Los
polinomios de gredo X3 £1 un c$pacic vectoriel sobre R.

51 conzideramos al conjunte de todos los polingmios de gra-
dg £, vemos que E5Te €3 un lubcaﬁjuntu del primero r-en forma and-
loga wl ejemplo &n cuestidn, puede probars¢ que forma un #3Ipacip wec-
torial por sI misoe. Ep consecuencia, se truta de un subespacio.

El stguiente teoreas ¢stablece un criteric sencillo pars de
termindT 5§ up subetenjuntc de un espacic vectorisl ep ademfis, en tub-

eapacie.

ITeoremn V.4
Sem % un sebconjunto de un espacio vectorial V. 5 es uwh

subespucio de ¥ si ¥ 3310 5i es cerrado reipecio a lm fhma ¥ el pTO-

ducto por un escalar definldos en ¥,

Denuitrlciﬁ;. )
© Eoma slcantiene elementor de ?.';B satisfacen lay propieds

des 1), 43, 51, &), 7) y &) de la definiclén. for tunta, baztari
.:un probar que a2 cumplen jas propisdades 2) ¥y 3).

En efectio:
Gea ¥ un vactor cunlqulera de S y sea 0 9wl escalar cero de K. Como
5 &z cerrado respecto al producto por uh Escalar y por 4] tenpemn
¥.2:

ov=0 £ §,
Sew ¥ un vector cuslquiera de 53 y -1 el Inverso aditive de la unidad
de K. Como 5 ef cerrsda respacto sl products per un escaler y por
¢l teorema ¥, 5. )

(-1)¥=-¥ ¢ §,

Con lo que s completa 1w demgitraclbn.

Ejemplo ¥, 5.

E! confunto de todss les metrices de ls forme:

N

e3 un subespacio del espacio vectorial de matrices cundradas de or-

(donds a, b ¢ )

dan ? sgbre el campe de los ndmeros complejos.
En efecto:
A 2

l 2, ¢ Cp que 3 un subconjunto de las matrices
b ]

S5ea A=

de arden Z.

Verifiquemes gue A =3 cerrado Tespecie s 1w suma ¥y £} BT

dugcta por un Rimerd complejo.
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Parw ello, considErsnse dos matrices coslesquiers de A:
a, 2u, ri,: 20,1
b, ﬂ] 4 b, D

¥ un pdmera camplejo a,

1] Fars la sume:

LTRe PRI C IR L P

b,*b, 0

&y 1Is, By Za,
- -

b, 1) b, )
que &5 otra matriz de A,

b) Pars &l producto pOT un excalar.

B, O ak, D

a Ia, ad, 2na,

que también pertenece o A,
Entonces, seglo «1 teoremw V. 4, A o0 un subespacio del

eipecio vactorial de lis metrices cusdradss de orden 1.

Ejemple V. E&.

La interseccifin de dos subespacios es unm nuevo subezpacin,
En efecto:

Sean V un eapstio vectorlal 3ahzye un campo E ¥y A&, B dos

subsspacios de ¥ tales que:
ANEBs
Entonces, ¥ v,, ¥, £ (A [} B] 3¢ tiene que
Y. ¥, f A, v,. ¥, B .

Como A ex un subespacio de V, Coms B a3y uh subespacio de V, ex

&% Cerrsdo para la sums, Foo cerrado para la 3uma, por tanto o
tanto:

;‘ "‘;; L3

¥-18/1%

_ por’ lo qua; -
¥.oV.c (8015}

En forms anfloge, si a e Xy Ve (AN B, a¥ e Ay

oV H,
par 1o qunm

a¥ ¢ (A N 3)

Del teorema ¥. 4 se sigue que A F]1 B 25 un huevo subespaci®d
de V.

Ejempla ¥. 7.
ConsldEreze el conjunto de todes los polipemies de grado
igual & Z; sunque es un subconjunto del coenjunto de polinomjcs de

gTads < 3, no forma um subespacio de #ste.  Para demostrarle basia

T4 can prober que no satisface la cerradurs respecto a la sunma,
Sean:
flx}=x?sbxee y g{x)e-xV+b'zec!

dos pcllnnu{os de segundo grado- Su summ 3Tk el polinomie:

E(x)+g(x)=(bob ' )xecec’

que ne ¢35 un polinomic de segundo grado.

Par 1o tento, el conjunto de loz polinomios de segundo -

grwde no forma un s#spacio vectorisl.



¥. 5. DEPENDENCIA LINEAL.

Constderemos las siguientes vectores de R':

(3, -1, ) E=(1, -1, -1]
¥ obtengemos un vector c tal gque

[ O] (1)
diche vector sexd:

=01, 1, 4

DiTtemos entonces que Bl vyector © 5¢ gbtuve a partir de -
uns combinacisn 1inesl de las wecteres » ¥ 5.

En genersl, una combinscléin 1ipeal de m vectores o3 1x -

sume de diches vectores multiplicados por ciertos #fcalares,

|Definicign. T

Una combinacifn lintal Jde los ¥actOTe:s ¥4, Vi, .-., Yo

de un espucio vectorial ¥ sobre un campo K, &5 une #xpresidin de la

forms:

2t Ty

donde Byalyyeead € |

Al conjunts de todas lax combipaciones lineales de un com

junto 5 de wvectores, 1o fapresentaremcs ¢on L(5).

eoremn Y. &,

EI conjunta de todas las combinacleones limeales de un con
junto

S (¥, ¥Fipoun F;}
de vectorer de un espacio vectorial ¥ sobre un caapo I, £5 un subes

hlclb de V.

10

Temostracibn,
Sea L{5] £1 corjunto de tadas las combinaclones linwales
del conjunto ‘
5= (¥, Voo enee W1 . .
Y stan N ¥ B dos vectores cuslesquiera de L {5]): .
oy Ty, e v T |
Fhﬁl?l-B'F,+.._¢B‘?;
donde al, Bi ¢ K.
Ln suna do a ¥ B:
BeBr(o, o8 ) = (0, B, 0¥, v .o o8 17,
¢s otro ¢lemento de L{5],
¥ £1 producto de » € K por a:
Mae oy )¥, (e, IV el t0a IV
¢ atrp tlementa de L{5). .

Entonges,par el Teorema V.4 , L (5) o3 un subespacic de

Yolvamus ahors con los vectores 2, B y © mencionadas. 1Lu
expresidn (1) puede escribirse como:

3-15-2-0 '

¥emos ¢ntonces que el vector cero puede obtenkrse & par-
tir de unw combinacidn llneal de Ips vectores w, B ¥ €, con escals
res NO TODOS WULOS, En exte cpin, direpos qus lox wectores a, 5 ¥
T son lincalmente DEFENDPIENTES. |

Es claya gue, dado un conjunto de velrtores Luslesquiers,

£1 vectar cero $lespre puede obtenctse n paTTir de une combinacitn

linetal de allos con todes los escalares nulos,

¥ 2072t



Definicidpn,
Un comjunto §=-Iv,, ¥,, ..., F;} de vectores de ur eyre-
Cio vecrorial ¥ sobre un campe K, es linealmente dependlente si exis

ten excalarey de K, 3.8, 1 ety

+ Mo Ttodos nules, gue setisfacen
In ecuncisn:

ulF,-ul?,*._.-an?ﬁ-E,

En caso contrarieo, si la ecuscidn $8lo admite 1{ saolucisn
trivial (= =a,=-...sa =0], direm0ox que 5 e3 lincalmente independien-

th.

Ejempla ¥, B,
Demoztrar que w1l <conjunto
A= {(T, -2, 3), (-2, -3, 1), (-2, 4, -6)}
de vectores de E’, e5 linealmente dependiente, ¥ que £1 conjuontin
B~ {(t, 0, 1}, {1, 1. 6}, (0, 1, 1)}
£5 llpeplmente indepzpdiente,
Solucidn:
2} Do acperdo can 1o definicidn, el conjunte A serd linealnente -
dopendiente 31 1l ecuacifn
e, {1,-2,3*0, (-, -5, 1}va,(-2,4,-6)=(0,0,0)
que llsmaremos de dependencia lineal | se satisface parw e¥calares
B,y 3, n,¢ B No todos nulos. Decostraremos a continuacidn que -
dichos escalares existen.
Efecruando opermciones:
(8,-20,-209,,-20,-30,+4a, 30, 0, -6a,)=(0,0,0),
For igualdsd de vectores en R'. obtenemos ¢l Sigulente sistema ho-

mogéneo:

V22521

-ayetay-Zogs 0
-la,-dg,+e = 0
Yo+ a,-6a,=- 0

Yeamos Cual ¢s #1 rango de la matriz de coeficientes:

P 1 -1 -2 1 -2 -2 .
-7 -3 ‘ = |le -z (] -~ dg "1 ok
3 1 -8 0 7 0 o ¢ o

Como ¢l range de la matriz e3 R{A]=Z, menor que el ndaeva
de dincéignitas, el sistena tiene solucionss diferentes de la triiill,
Por lo tento, existen escalmres 80 todor zules o, a,, o, £ R qun
satisfacen ln rcuacidn de dependencia linesl. Hemos demostrade que
¢l conjunto A %5 lipenlmente dependiente.

51 queremos abtener lod escalwres o,, a,, a resolvamos

)
el siztoma: =
a -2a,-2a = B
a,. 0
una de cuyas soluclones es:
a,=21, G =0, n,=1
Entances, los vectoTes ﬁt A son tales que
Y, -2, 3ye0(-1, -3, ¥I+1(-2, 4, -B)=(D, O, O}
¥ podemos eipresar 4] menos uno de elios come una combinacifn 13-
real de los otroes dos.
b} En forma anfloga, la ecuacidn de dependencia linesl paras los -
vecteres de B oes:
a, {1, 0, 1}sa {1, 1, @)*a (0, 1, 1)={2, 9, 0)

de donde obtenemas el sigulente sisrema homogéneo:

H



a +a =0
1 X
cyta, = 0
oy a, = ¢
Suyk siatriz de foeficlentes ¢s de vangn 3, por 1o que s8lo admite la
sclucidn triviel (a,=a,va,=0}), .
) - Hemos demostrado que los vectores da B son linesiments in
dep:ndiente:,ti} En consecuencle, alngune de ios vectores de B pue

ds expressrse como une combinmchén lleeal de los atros dos.

Ejempla ¥. 9,

Deanstrar que los polinomios

IE:}-:'*Z:*1, glx)=5x"=33-2 ¥ htx)e2x®-3z-%
$9n lincalmente dependientes, obtenlendo sl polinomio cere como une
combinmcifn 1inesl de ellos, con escelares no todas nuolas.

Solucibn, ’

Formewos 1w ecuaclén de dependencia lineal

of(x)+bg{x)+ vhix)=0 ,

afr'+2xe1)ep(sn’ +3x-1e v(2x -3x-5)= B

o fem:

Efpctusndo operaciones y sfrupando:
{aeShe? YT ¢[20+43A-3 Y}x+(a-2Z8-5 y)eD
de donde obtenemod k] sistema:
asgk+2Y « O
7a+38.1Y » O
a-2B.57 =

(1) Cusndo un conjunto de ¥Yectores e5 lintalmente independiente {de
pondiente), €5 comin decit gue los vectares son linealmente ipdepan-

disntes [dependientes).

cuys matriz 1 5 2 es ds tango I.
Aw 2 ¥y -3 :
1 -2 -5

Por l¢ tanto, £1 sistera 3 indeterminado. Una soluclén particy-

lar es:
ae-3 8.1 ' y ==1

POT lo gue,una combinacidn lineal de los polinomiss eg:
=3E(x) » g(x} - h(x] = O ;
Con e3to hemes demostrada que £(x), g(x), h(x] svn paling

mios linealmente dependientes.

Ejemple V. 10,
Veamys si las matrices
IR
0 1] . 1 0; v |2 ]
son lpealmente dependlentes v independientes,

La ¢cuncidn de dependencis lineal tomard en este cuso La
farma:

AR VR N R
a «B . ¥ .
0 1 1 1] z 1] 1} 1]
efectusndo gperaciones:

ary Bey T

PR B
de donde, por lgueldad de matrices:

sy = 0

By = 0

felye O
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{3
siytema gua s8lo admits lu solucidm trivial, por lo que tss mstrices Ia =0 } -
= [ - L]

. propuastas son linsalsente indepsndisnten, a-2g=d
...... por lo gqua a] conjunte 5 ex linsalmects INDEPENDIENTR.

Ejemplo V. ‘II. Por ctirs parte, 3 clars quée =l copjucte © tazabisfn forms um
De mcuerds con la dafinicién, la dependencla e independen espacio vectorial schre el campo de lax nilmeros complejos.
£is lines) de un aisas comnjunta de vectares, puede varler segin la En st cersp, ¢l producto de uvn escular o3 la multiplics-
natursleza de los escalares de K, como varemos ea el sigulents ejea cifin ordinaria de ntmeres complejos y s« varlficen todes las propie-~
plo dudes que dafinen un wspacic vectorisl. .
Conslderemes ¢! comjunto de los clmeTos complejos: ADalicemos #8 #8ts estructurs la dependencin Linwal dal -
C= {avbi | u, b e I, §= /~T) mispd COnjuBeo
Como 3o wid #n el Capftule II, dicha conjunte forms um grupa abelin S=  {3e§, -241
no pere Is sums y tisne kes sigulentes propisdades parw 1 producto plantesnde la ecuncidn
por un nimero yeal: w(3+i) + B{-2i) = O=Di
C e3 terrado pesre al producto por un pbmero real. donde shars Ics sxcalares @, 8 € C, -
Yo, 8ckyx,z, «C: Sesn o« e+bi y Becedi, entonces:
1) alz sz,} = oz, suz, [a+hi) (3+i) + (c+di]) (-211) =G+0i
1} (a*p) z, * mr, =A%, (3a-b+2d] + [(a+3b-1c)1 = O+01
1) n{!z‘] = {apg) z, ) B de donde se ny}icni el nistema:
4] 1-x, - I, Ja-b+2d=D
poY 1o ques £l conlunto © de 1oF nfhweros cokplejos forma un espacio 2+3b-2ce
vactorinl sobre el campo 44 les pimercs Tenlas. unk & Cuyss solucishesr £5
5§ en e3te esTrecturi snelizamey la dependencis Idneal - arl, k=0, c=1; d=-3.
del canjunto Entances ¢xisten wicalares complejos np nulos asl ¥y
§ = {3+i, -M} Aa1-3i tales que
plentexnde la scuacidn a(i«1y +« A(+11)=0+D4
afls4] = BA[-21}- OO por lo que el conjunto 5 ey lineslments DEPENDIENTE,
danda los #scglarveas &, & ¢ K, obtendrewmos que: 000 e L4440 . = 0. e a2 == o= = A

Enumcieremos » continuscifn Jos impoitants: teorfurs gus
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20n CoDsecuencins inmsdistns de la definicido de dependencis 1i-

nesl:

Teoreme V. 6.
Tode conjunto que coptlens &l vector coérg &s lineslments

depsndiente,

Demaytracisa.

Ses {0, ¥, ..., ?;] un conjunte gue comtiene wml vector
cero; entonces,ss cumple slempre qus

o, Bea ¥ *-..‘ﬂ._‘;;-ﬁ

L]

PALE G, "... 'ﬂ..:'

¥ calquiey sscalar a ¥Q,

Tearann ¥V, T,

Todo subconjuntc de un conjunte da vectores linealzente

irdependiente, =3 tambifn independients.

Demostrucidn.

Sam 5= [V, Yay ==y ¥,) un cenjunte de vectores linesl

ments independientes; entonces

¥ ta ¥ o+, . vay =l
LRl Tl R T’ T |

sl ¥ 28la 51 &, "a ""'“u-n

por lo que uiri-ﬁ ¥., ¥ podemas cancelur #n lg expresidn anterior
tantes términes como se deseen.

De mquf gue, pars cuslguier subhconjunta de §

5"{FHF', —aaa W) {donde wtn)
b0 Tendri gue: 5.?,+B.F,+...*B.F;-U
sy 3Blo si l:-ﬂli...-l.-ﬂ, por 1o que 5 o5 linealments inde-

pendiente,

V. 4. PASE Y DIMENSION DE UN ESPACIO YECTORIAL.

Consideremos ¢1 shguliente conjunto ds weetores de R*:

Ge{{1,0,1), (1,-1,0), {0,-1,1}, (1,-2,2)}

Coma veramnd & Conpipuaclin, cusnlquisr vector de R' puade
#XpTesaTie COMo uUnA combinacifn lineal de los vectorss de G.

En efecto, s¢m (X, ¥, ) un vactor cualquiers de RY: de-
WOStTATOmOS Qué $iempTe axisten escalares a, 8, v, § ¢ R tales que:

(x,r,z)=a(1,0,1)+8(1 -1, 0)+y (C,-1,1)+ §{2,-2,2].

Pe 1w expresisn anterior se obtiene #1 slguiente siste-
s de eceaciones:

n*fvid = x

-B-r <14 = ¥
a+y+2f = ¢

cuya matrlz saplisda w3

1 1 o 1,
(W B0 -1 -1 -2 ! ¥
Tt 8 1 2 'z

Reduciende ests matyrir a se forma éscalonade temewmosn:

-y

dende venos que R{AY=R(A,B)=3 por lo que el sistems o3 compatibly

¥y existen los escalares a, 8, 4, & ¢ R para cuslquinr valar d¢ -

Ev ¥ -

Heacs desosirado que cualquier yoctor de ' puede SIDTH

saTse como unm coabinacisn lineal de los vectores de GO Par en-

]
te hecha, diremos que G e5 un conjunte generador de R, 0 gue los
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yectores de G generan 4l espacio vectoeriwl n'.

Hay gur notar, sin embargo, que G e5 un conjunto de vecto
Tes iinealmente dependients, ¥ que:

{2z, -2, 2)= {1, 0, 1)«g1, =1, Q)ef0, -1, 1).

Ahora bien, #l #xcluimos de G al vector [2, -2, 2}, los -
vectores restented formatin el camjunic

B={(1, 0, 1), {1, -1, @), (8, -1, 1]}
! cual, como el estudiante puede comprobar, es también un geners-
dor de ', A diferencis de G, B #% un capjunto linealmentr inde.
pendients ¥y entonces 34 4dice que e5 une base de¢ K.

El estudiance puede comprobar gue sl excluimps de B algy-
gy de stusp vectores, el puevo cenjunto que ie obriene ¥a no es un ge

nerador de R'. -

Definiecién.

5¢ llama base de un epspacio vecterial V, & cualquier con
junte B de vectores de ¥ tal Jue:

o, B ey linealwmente independiente,

fo. Cuslquier vettor de ¥ pusde sxpresarss como combina-

cign linesl d# los vectores de K,

Ejemplo V. 11,

ConaideTemos nutvamente el ¢Onjunto de matricer cusdradas

& Ia
A | a,® ¢
b 0

2]l cual, como se= demostrd en €l ejemplo V. 5, forma up espacio veC
terlal pare lazs operaciones 42 yyms y producto por un escalar.

Si observamns la forom de lax metrices que estlin en =1 -
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conjunto A, puede wersn que una baze de diche wspucio o3 #] conjuptc:
1 4 fa 2
B=
a o " L1 b
como demostraremcs 3 continuacidn!
1} Las mattrices son linenlasnte independientex.
En efecto, !a wcuacidn ds dependencia es
1 F ] qQ [+ 4]
ky 41! -
¢ a 1 L1} 1] 1]
que, por ipusldad de matrices, conduce gl sisTema
k= @
-0
= 0
cuya finica 3olucidin es la trivial, por le que luws Batricesr zon inde-
pendientes,
3] B generm a A,
En efecto, cualquiey matriz de A e3 de 1a forma

a 24
B 0

b -

¥ Puede eXpreidrse COmMD

NS R R

o3 decir, cunlquier matriz de A e5 unk combinecifc linesl de lag nL
trices del zonjunta K.
Can 1} y 2], hemos domestredo que =1 Conjunte B &3 una be

e de A,

En los dps casas anteriorss, ambos esputias wegctoriales -

PUrden ser generados For un conjunte finite de vectores, por 1o que



diremcs gque son espacion de DIMENEION FINITA.,  Ahora bien, np to-
dos los espacios vectorlsles pusden ser penerados por un conjunto
finito de vectores, For elempla, el espacio de todos los polino-
mios g3 generado por =1 confumta lnfinite

(v,ox, xt, 2", L)
¥ no puede ser generade por alngfin coenjunto finito. A eate tipo
de Elplciﬂ;,lel llamaremos de DIMERSION INFINITA.

Pasemos ahors & la tares de estsblecer wna definjcisn de
tdimensifn’, Aungue la palabts dimensidn suele asociarse a un coh
cepto geomftrico, agul traturemos de encontrar una definicidn apro
pinds sn t#yminos algsbraicos.

Conslderemos primers Bl capa de dimensidn finits, pare lo

cual requerimes de los dos teoTemas slgulesntes:

" [Tearema ¥. E.
Sea ¥ un «spacio vectorlel penersde por un comjunto fini-

o

Be{¥,, Fy0 +ony Vgl

da vectores lineslmente lndependientes. Entences, cuslquier conjup

Fu que contengs mbs de n elementes ex lineslaente depandiente.

Demostracisn.

Sea Seld , W, .oy ﬁ;} un subconjunts de ¥ con mis de &

vectores (m*n). Como &1 conjunto B={¥,, ¥,, ..., Fh} BS U GENETA

dor de ¥, cuthuiér vector de 5 e una cowbinecidn lineal de elrmen

tos de B; #3 decir, sxisten escalares “ij tales que:s

“|'“1|V1'°le +,,,+u]nvn

- - -
- 0 - *
LR L PP S “tn n

T .l

Formemos shots la scuacldn de dependancis linesl para 1lps
elenentos da 5:

ilwl.ltvl+"'¢ll?l.ﬂ
Recmplatande 103 vecilores Fi por sus Tespeclivas expresionas en tEy

minos de los vectores de B, tenemos:

i‘[all?,+,..-ﬂlnvnjill{u!lv'-...*ntnvn]+...*

‘1I[u-lFi“'..u-ﬂ'n]-E
efectunnds los productas y sgrupande:
(Laaj|‘1:“tl*---‘1-“-,]F]‘---*(1lﬂ]n’1lﬂln++..+
* 3O )T

como ¥, V., --4, Fﬁ son linsalmente Independientes, tenemos que:

L
TN P PR
L' -
hie, ke vt w0
L& o veetd a =D

* +*
Tin 1 @n m En

£] rual £5 un sistema homogénen do n ecuaciones con m incégnitac
{3,, A,4 +1sa Ag) ¥ como D<m, el sitxtema admite scluciones no tri-

son linesl-

viales, For lo tanto, 105 VeCtores Wy, W,, ..., ¥

mente dependientes.

Con wyuds del teoTems anterior, pusde demcstrsrse el 2i

gulenta resultado importante,

Tecrema ¥. 5.

Todss las bhases de un espacis vectorial de dimensidn fi

lnita, tienen el miswe ndmato de elementos. -

Demostracifn.

FeEn
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B =¥, Fuv 2a1s oy Bl W, e W)
do3 basws cealesquiera de un espacio vecrarial V.

Como B, es une base d¢ ¥, @0 un conjunte independiente
¥ genera n Y. .

Entooces, sl B, #5 une bese,d¢be ser un <onjunte indepen
diente y por »l teorsas ¥. huin.

E)l mismo Tatonamiente con B, ¥ B, intercambiados prucbs
que Azm,

Par la tante n=m.

Este Gltimo teoremp, nos permite esteblecer la siguients

Definicidn.

La dimansidn de un sspacio vectorial =35 el ndmero de ale

mrptos de una cuslgulers de sus bases.

R:pf:ltn:nruin: la dimensién de ¥ mediante el sfabolo
- dim ¥,

Asl, para al caio dal espacle vegtorisl R., hemos wiste
gue dim R'-!. mientras qua pars el espacio A de matrices del cjem
plo ¥, 11 se tiene gque dim A=I.

Un ¢ssc p;rti}ullr s# presents con €1 conjunte cuye drico
elemento £% =l vectar carvo. Exte cenjunte (P},

do pare las cpereciones ds tuma y producty por um €fcalsr, ¥y 3atis

face todas las propiedades que definen o un expucie vectorial, reci

be el nombre de “erpacio cero™ g “especic nule”.

Al aspacio aulc le wsignaTemon arbhitTariadents la dimen-
¥1&n cero y dlrempx gque £3 d¢ dimension finita.

La deflinicidn de dimensidn puede geanerslizarse afn para

¢l ceso de espaclos vectorimlas de dimensién infinita. 5in emhsr

V34735

#] cuml #f cerra

1%

% un extudlo formal de ‘taley ospaciol yectorisles riquleri un tra
tam{ento bastante .l: complejo que el que squi hemop ::plc-du. En
€5 la cursg, no’ interessrin e:pe:tulptnte las caractaristicas de los

espacios vectorimles de dimppnsidn fiiltl.

Ejemplo ¥. 15,

En el gjemple ¥. 3 dqmostramos que el conjunto

Se-{(x, IZx, 3x}| x ¢ R}

o5 un espacio vectorial sabre R (posteTiormente se vi8 que e3 ugp sub
eipacio de R').  Obtengamos shors 1a dimensisn de¢ diche eapacig, -
Fars £1lo, cbtengamos primero uns base de 5,

Como vewos, 10s elementos de S son Ternas ordenadas de ng
®eTos renles, doande la segunds componente o3 el dobly de 1n primern
¥ la tercera componente es el triple de )p primera, siendo la Prime
te Componente arbitrarim. Entonces, €5 de ospererges gqus =l comjun
to

B={{1, 2, 3)}
far una base de 5.

En efecte, como P tiene un sdlo ¢lemento y ho ¢ el veetnr
ceTo, k1 conjumts B oe3 independiente. Ademiis, cuslpuier wector
{x, 2x, 3x) da 5 puedn obtenerse coma

[x, 2x, 3x)=x(1, 1, )

POT lo que B e3 une basr de 5.

Ahora, coma B contiene uh sale vector, de 1x dsfinicisa -
de dimensith #¢ sigue que:

dim S« 1.

Coma pjerciclo sdicional, podeans obtener otra base de 5,



Dicha base, por wl teorems ¥. ¥ dederd contener un polo wlesento,
qua pueds aer cuslquier vector No nulc de 5. Por ejempla, sl con
junato

(I, 2T, T
s otra base de 5,¥h qua es independients ¥ un vector cuslguisra da
5 puede obtepsrse CoAC

{x, 2z, 1:}-_& /7T . /T, 3T ).

Vale la pena hacer una ob:lrv::iﬂn_ldiciannl:

Cualguiet vector (x, ix, 3x) ¢ 5 puede obtenerse tambifn
camo’,

(1, o, M+2x(0, ¥, D)=+3x{¢, O, 1}
¥ como vl escudippnte pusde verificar, el conjunto

E* {[%, 0, O}, (D, 1, 01, (O, 0, 1}}
ex lintalmente independiente.

54n ambatge, Do €5 una base de 5 ys

que F no contiene vectores de 5.

Ejemplo ¥. 14,

Sea G=f(1, B0, -1), €2, %, 2), (-1, -3, =30, (3, 3, 1]}
un conjunto de cuatTa vecteras d« l'. Yemmos cua)l e3 ls dimensido
del espacio L(G) generadc por las vectores de G.

Como G contiene cuatrd vectores de v y dim R” =3, snton
ces, POT ¢1 teorems Y. B, G ws linsalmenta depandiants.

Analicemcs entonces tres Yoctorss de G, por £]emplo:

(v, 0 -%), €2, 3, ) ¥ (-3, -3, -5)

Extas wectaTrss scn tambifn linn;I-Fnt- depandientes ¥y

quss .

(-1, -3, -3)=07, 0, -T)-(2, 5, 2}

Analizundp shore los Yl:iﬂ!&!:‘

(1,0, -1, (2, 5 Dryi3imn
s& ohtiene:;

(3, 3, Fy=(1, 0, -1)+(2, 3, 2}.

Puedo comprobarse flcilmente que l4d combinsciones rextan
ten de tres elesasntos de G, Aryéjan copjuntos linealserts depsndien
tas. Sin embarga, podemos encontrar subconjuntos de G con dos wec
tores lineslments independientes.

{(t, o, -1}, (2, 3, 2}}

Entonces, la Jdimensién del espacio genarade por G s 2.

Par ejempla:

Yo qus dim l’-E, es claro que L{G] #3 un subconjunts pra
]
pic de R, por lo qus se dice que L{G) ox ue schespucio proplo de

a Enunciaremeos a continpuacidn uo teorems que pusde ser de
ut{1fdad para obtaner bazes de eapacios de dimensifin conccids. El
eatudiente puede ctonsultar 1s referencia 2 pag- 686 para uny damcs

tracidn.

|§uur=l| . 10

Ses ¥ un sspaciec vectorial de¢ dimensifn finita, con - -

dim Ven.
a} Cualquisr conjunte de vectoress de ¥ lieealments independlents
e un subeoniunte de alguna base de V.

L] Cuslgquier conjunta de a Yectores de ¥ linaalmentt independien-

te ez una basa de ¥,
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Coordensdas ¢¢ un vector con respacto a una base,

En ¢l ejemplo ¥. 11, dempstremos que a4l conjunto

SRR

€3 una base del evpaclo veactorial de matrices.

T
A" t {a,d ¢C
b O

sobre ol campa de los nfizeros complejos.

51 conzideramos une watriz de A, por ejemplo:

e [

dichz matriz puede sapresars¢ como una combipacifin lineal de las ma
trices dz la base B comn:

i 12 L
ool el
"A los escelares i y -3 de £, les llamamos coordenades da
M en la'bese B.- .
. Estas cpordenadax pueden yepresenterse aedisnte ol siguien
te arreglo
(Mg~ {1, -3}
sl que se conoce coap "vector de ceordenadas' de le matriz M en la
base B. En ocasiones, st scostunbTa Tepresentar las cogrdensdas

mediante un vecior columne, Para nuettto cesc Landrismos

) ,-[_ é] '

Hay gque hacer notar gque al orden &n que Aparscen los e3clh
1ares en ¢l vecrar de coordensdas depende del orden en que apara-

cen los vecteres on Le buse, por lo que consideraresos u las bazed

v38739

comd conjuntos ordenades. Axf, si tensmos lu buse ds A:

i) 1] LI -
LA
1 o] "o o
log wectures de coordenndws do M en la base B' 3erin:

(H}Il. ('5. i} ("]ll' [.i]

S5¢n V un espaclo yectoerial sobre un canpo K vy senr

Definicidn.

R= ¥ ¥ ¥
{?]. T‘, :++| V.}

huna base ordenada de VY.

51 ¥ e5 un vector de ¥ tal que

VEa W AV ety
entonces, 1 los escalaren =, @, ..., L K lex llamaremos coorde

nadas de ¥ en lx base B, ¥y al arreglo

[ait Wopy v=ew ﬂn}

le llpmaremos vectony de coordepadas & ¥ en 1w base B,

Coms hemos visto, 31 B e3 una base Jdel espacio vectorial
¥, cualquier vector de ¥ puede expreserse como ena combinaciféin li-

neal de los vectores de 1a base. Demostraremcs & continuacidn -

que diche sxpresifn es tinica:

En efecto, sea B={y,, ¥,, ..., Fﬁl uns baze de ¥, ¥ mes

¥ £ ¥V un vector cuslquiara éel eapaclo. Entonces, ¥ puede expre-

SHTH® COma:
LT U R L
Supongamos que ¥ tlens otra expresifn en términan da los

vectores de 1z base:

— — - — - - e -
VB, v, eB ¥ e oB Y L. L (D)
.

restlndﬂlfi} de (1) 3¢ ohtlene

.-

Bofa, -8 37 +(a,-8,)¥,+...+[0,-# )7




temo ¥, ¥4, ...0 ¥ 30m linealmente independientes:
u’l‘ll. o}
G-, D .
nn-!n- a

entonces, podemod concliulr qum

ayef,

o

Hemas demostrade esd que la expresidn de un vector cual-
quiare ¥ ¢ ¥ en tErmins: de lox vectares de la base B es Gpjce. Es
claro sntonces qué ¥ tiend un folp vector de coordenadas en la bass

Ejemapla ¥. 15,

Consideremos la base de R : -

B {(}, 0, 1), {1, -1, 8), (6, -1, 1))
obténida al principia de #sta saccitno.

Elijamos ahots un vector de R'; POT e=jemplo:

¥= (3, -1, )
¥ obtengamos lax toprdenadas de ¥ en 1a base B,

Diches coordensdas s#rin los escalares a, & y v de R ta
jes que

3, -1, )= (1, 0, 1)+ 8 [}, =1, B)ey £Q, -1, 1)

Ls igualdad planteadn entre los elsmentos de R conduce

al siscema

3r a+h
1= A-¥ . -
2w a+Y . .
curs solucidn =a
a=2, B=1, Tap
qus son las coordenadas buscaday.
' Entonces, &l vacter de coordensdas do ¥ en I baze B serd
Gy = (2,1, 0)

o bien, sn forma de columna

o ] |
) .

Ahora bien, el conjunto

E= ((3, 0, 01, [0, 1, £), (B, 0, 1)}
es vtys base da l..

Pugde verss claramente que

Yo (3, -1, )= 301, 0, 0)+(-1)(b, 1, 0)+2(0, O, %)
por lo quée las coordensdes del vectar ¥ en dicha base zon preciza-
meAts Fus componentas, #% declr

(Fg= (3, -1, = ¥

A la base B de & slgunocs sutores le llesen “base ngtural"
a "base canfnica™. En general, si R* es el cenjuntes de “eneades™
ordenasdas de nlmeros reales, £5 dwclr:

K- (ICT TN AT S 1 I TP TR, T, £ R}
su buse canbaica 5 el copjusto:

E= {(1. 0, ..., 0], (0,1, ..., 0), ..., {0, 0, =iy 11}

v-40741



Ejemplo ¥._. 15,
Sean B = ((2, -1, 0), (5, 1, 1), {0, -1, 1))
r Ba- {(2, 0O, W), (3, 1, 1}, (3, -2,-7])
dos bases de l’ ¥ EeR ¥ L l- un vector cuyas <oordenadas respecto a
Is base B, 3omn: )
(;j‘l' {1, 2, -1}
iCufles soo lms coordanasdas de ¥ en la bese BT
Primerc obtengamos al vectoT ¥ eo su forma de tatna orde-
nads:
¥al1(2,-1,0}+2{3,1,1)-(0,-1,1)
ST. = (8, L, 1)
¥y comp 3¢ hiro anteriormante;
(8, 2, 1}wa(l, O, 17«8(1, 3, V)»y (3, -2, -]

resultando el sistema:

B= 2asf+dy
i=- B-2y
1= a+f-¥

cuya solucibn es:

- -1} p- & ye3
por tanto
1 F i |
M, - (-1, #, L
B, s 3 s

-----------  m bk m % 4+ m o om g A = o=

4

V. 5. [ESPACIOS YECTORJALES DE FUNCIONES. .

El estudiante ha tenide ya amplis axperiencls am #l mADS
jo de funciones, estd femiliwrlzada cor conceptes tales comp domis
niv de una funcidn & imegen d¢ un ¢lementa seyln una regla da co--
rraspondencin y muy probablemente he efectusds comblnacliones lines
les con mlgunes funcionas. En asta ssccifin nos ocuparemos del --
tratamjento de lax funtiones como elepsntos de un espacic vectorinml.

A manara de resumen, presentamos slgunas definicionas y

canceptonr blsicas:

Funcidn.

Definicisn.
5gan A ¥ B dos conjuntos no veclos cumlesquiers. Una ~

funcidn £ de A en B o5 una Tegle o criterio que esocis 2 cads #le-

mento de A wno y 38lo un elemento de B,

Pate eapresar que f o5 une funcitn de A en B, escribire-
£ 1Y ' .
£: A<+B_
A los conjuntos A ¥ B s les llama dominic y codomindo
de la funcitm respectivamsnte.
5i x £ A, al elemente de B asocinde & x medlants 1la fun-
€idan £ 1o representames con £(x] ¥y le llamamers "imagen de x sagdn

£, Esto pusde ilustrerss mediante 1a siguients figura:



xch f(x)c B
Figura V. 1. TIlustracifn del concepto de funcibn.

Igualded de funcionws,
[petinicidn.

Dos funclienes f y g de un conrjunte A en ¢tro conjunto B
son igusles st y s6lo #1 le imagen de cunlguine elemento del domi -
nio segfin ias funclones £ y g o5 1o misma, Simbdlicamente:
f{x)=g(x)

Fl aspucio vectorlisl de las funciones reales de _wariahle real.

¥xe A

f=p =

Las clases mis conccidas de funciones son mquellas que re
lacionen un nimere teal cor otro por wedio de una regla de corres-
pordencis £, es declr; funciones del tipo:

£: % ~ R
como sjemplos de cute tipo de funclones puaden citarse

f(x)s 2

g{x)=/% 1en {Ix)

h(x]-:tvc‘ sTLC.

Pl conjunto de todes sstas funciones forms un «spacio -
vectarial pars las operaciones de suma y producte per un eacalar.
Come :linlnl, si f y g son dos funciones cuslesquiers, la funcidn
suma f+y o» squella que releclopa al nfimero vesl ¥ con ol plluere -

real f(x)+gix} Lo cuni reprasentamss mediante:

172

(£+g)(x) = £(x)~g(x) A )
¥ 1 actk y § a5 ung funcidn, el producto 5f =g une funcifin tal que

[af){x] = a £{x) v e {5

El vector ceTo de este #spacio s la llemeds “funcién ce
ro", la cusl &3 ung funcifn f tal qus £(x}=0 ¥ x,

Podewos enconttar Llpunos subespacios de este espacio vac
torinl, los cuales son 1lsmados frecuentemsnte “espacios funclona-
les®. Come ejemplos pueden citarse lox siguientes:

1) El conjunto de todas 1la3 funciones definidas en un intarvalo -
dada.

2] El conjunto de todos los polinmmies,

3} Fl conjunto de todes los polinomios da grads 5o, siendo o fije.

4] El conjunto de today las funciones comtinuas ¢z un inteyvalo -
dado.

$} E! conjunto de taodas las funciones derivables en un punto dada,

6) El cosjunto da todas kas funclones integrables sn un intervale
dada.

71 E1 conjuntc de todas les funciones ¥y tales gque!

yeay!shy=0
donde a ¥y b sofi constantes dedms,
Ete,

Dapendencias linaal.

51 repressntames <on F, ul conjunte de todss las funcio-
nes reales do varlabla Teal, comc F &% un espacio vectorial sobre
R, a3 clarc que los comceptos de comblpscida, dependancia ¢ inde-

pendencin lipexl zom lpllﬁ;hlul tantoc a los alemsntos de F como

2 les slezentoas de cuslquisrs de sus subespcles.
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Por sjemple, las funclonesx £, £,, f € F tales que;

f,(xywcos'lx, f,(x)wsen’x, £, (x)-5 ¥ x ¢ R{Z)
50n linexlmonte depandisntas.

En efecto, comn

cos'xvsentz=1 ¥k
$¢ tiene que

£,(x)= 5 {f,(x)+f,(x)) ¥Yrcech
AntoRCes :

£, u5f, +55,

por lo que f, &3 una <ompinacidn licesl de las funcianes f, y f,.

Ejerpla ¥, 17,

Las funcicnes 3x'+d ¥ x*+1 san lineslmente independientes,
¥a que

a(3x’+4)+p{x +1)e0 ¥ x RN S b
implice que

a=f =0

En efecta, de (1} s» 3igue quse

(3ava)x'e(4asB]=0 ¥ x
¥ por igualdad de paollnomios

3as+fap

da+f=p
wristama gue 28lo admite la solucifn trivial

o*fleg,

(2] En forms menos sstricta, e afostumbra hablar ds las funclones:

:nllx, ltn‘r ¥ 5, tomt eventuslmente 1o haremos. .

V-LG 47

i5

ElL Wropskiana,

Extablecerescs shora In independencis linesl da las funclo
nes del ejemplo sntericor utilizeando otro método. 51 derivamos 1g
ezpresisn (1) s¢ obtiepe:

alSx)+8(2x) = 0 ¥ x R &3

Las expresiones (1) y (2) conducen al siguiente sistema:

f3xed)or fxfe1)8=0

bx a+ ZIx P=0

Para cuslquisr x fija, extw a5 un xistena homogenso #0 las in

chignitus x y 8 . El determlnante de la matriz de coeficientes, lla-

mado Wronskianc de Ias Funciones Jx«d y xTel, ex:

arfa i

=- Iz
6 x 2 x

Pussto que axiszte a) menos un valer de x para el cual al

deterninantes oo ks mulo (42 Becho cusiquier zF0), 1w solucitn del -

sigstenm #7 o=f=0 y las funciones san lineglments independlentes.

Geperalitsremdos shora el procedimiento anterior:

Ipafinicidn. '
Sean £,, f,, ..., fn funcienss derivabhles sl mencs n-7 ve

ceg #n &] intervalo (&, b). El detoarminante!

£,0x} £, 02} . fn(:]
£(x} £0(x) . f;(ll
Wix)e £ 0} £0x) - f;[x)

- - »

e ey L ALY

5e llams Wronahians de las funcioossy £, Fys aany fr. an al

intervalo (a,b).




Teoremn ¥, 11

Sea W(x) eI Wronskisne de lpa funcionas £.. fl, P fﬂ

tn al Intervala ["Ih}*‘

5§ W(x )0 pars algdn I, #n &1 intervalo entonces el con

EE;tn £, £, "'{_En o5 linsalments independiente.

Demostracisn,
La ezuacidgn de dependencia 1inesl es
u1£,[z]*ﬁlft(:]*...+nnfn(1]-u ¥ x g {a,h])
derivando p-1 veces:
a,f)] (x)*a,f} (x]+...4uhf‘n[x]-n

a £ {xIve £7 ()4, . ea £ (x)=0

u'fEn"}1}¢ule“-11:]t..-*unfgn'11x]-n

54 hacemoa x=x, tenemon un sistems bomogénes donds wix,)
o el determinante de ia matriz d; toeficientes; como egte detormi
oente ex diferents de coro €1 sistems wdanite $6io la solucidn tri-
viml.

Intonces, el Gnico conjunto de valores de Bpa By, -0
Parts 1as Cusles la ecuacldn

u‘{,(x]*ulfl{x}*...*nnfn[!}-n
% sntisface en todo el intervalo [a,b) ex

Oy 0% . ema =0,

Exta pruebe gqus las funclones son lipeslments indepen-

dienten.

Ejeaplc ¥. 10,
DenostTaT que les fuoclonas E‘, f:' f. telas que

£ (x)= senz £ (x)mcosx  f£,(x)"x ¥ xCR

24

300 lipealmente indepeandientes.
Salucifn,

El Nronskimne d¢ £ , £y f es:

L2 11E ) CosX %
Wix)= cosx -3gnx 1 =X
SANL “CD%Sx 1]

¥o gue existén valores du x para los cuales W(x)¥0C, por &1 tearenn
¥. 11 las funcicnaa Els f, ¥ £, 3on lineslmente independientes sn

«l intervalo ([-=, =).

Ejempla ¥. 19,
Ssa 5= {-IZt*liﬂt, Inzt. isen t -} zZt]
un cepjunte de fubciones de F, determinar el subespacig generado -
por 5 483f come la Jimensifn de dicho :uh::pl:in.l
Salucidn,
Primero determinfmos 1i 5 ¢3 un conjunte }ipeslments in-

dependionte, para lo cuel cbtenemos ol Wronskimno de las funciones

-gth sen t Sezt Isent -} 'zt
Wit}e |-202%+ com t 58%T  2cost - it
~dedt _sen t 1282%  _25ent -z ot

multiplicande per -2 y -4 el primer renglén ¥ sumando al segundo y

tatcer Ténglén respactivaments:

.gdt it F33

+ 3EA T 3 2 zsen t -% ]

Wit)=| -3 sen t 4+ caz t D ~§ son L +] Coy t
-5 sen t 0 =10 =zam t

desarrollande por cofsctores seogdn lg ltgunhl toluxna
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2t I sehi t v com t +d pen t + 2 com t
W(t]= -%» .-
-5 sen x =10 sen t
Wt} -36%0(20 sen®e-10 sent cost-20 sanit+10 seat cost)
por lo gue
¥(e)= 0 ¥r1ek.

En este cata, al tesorems ¥. 11 no pos dice nuds respacro
4 la indepapdencis de las funcianes. Farn poder afirmar ques son
linealmente depondientes, debeomos obtener tres escolures o, B vy ¥
tales Qus
at-s2%esem t)sB(3edt)ex(zsmn t -§ «7F)-0 RN ¢}

Dichos escalarss pueden calculerse mediante un sistema de
tras ecuscionks obtenides & partir de 1) para valarss fijos de t,
deamostrando posteriormente qua la axrpresisn (1} 3e sstisface para -
tods t € R con los mismos eycalsres obtenldes.

Para ouestrs <#nc, baciendo t=d, tli, t=y an {1), s& oh-
tisnen las scumclooes:

-a *+ 3E -} ¥y = 0

{(1=e1)a+3e¥ Ar [2-% «iy =0

-il'n *Eol' ﬂ-;-ll' = 0

Ls seplucifin geoersl dal sistema os

a= 4 §, ;-l . yer2A
¥ una salocidn particular

o= 4, ) =1, y=-2
sustituyendo astos walorss en {1) tenemos:

l{-02t+:en t]*!|:t+1(1:'nx-;¢‘]-ﬂ

Relacidn que se comxple ¥ t ¢ R, por lo qus lax fonclione®
son lisanimsnte dependishies o nlalntnrvlln (==, =).
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Ahors bien, come »] sxtuwdiente pusde dsmostrsr fEcllments,
:ullqulir subcanjunte de 5 qus Contenge dod slementar as linsslmen-
te independjsntas.

b= (-a2%egen t, 3a2%)

For slemplo ol conjunto:

sl cusl 23 una base de L{X}, por la qus

dim L(S) = 2
¥ &1 subespacic generado per 5 estd constituido por todas las fun-
clones d& la forma -

"2t @ gen t.

Ae

La no anulecidn de Wronakiane esn ol menas un puntc del 1n

tarvalo, sa ha sstablecide comp uza condicldn suficiecte parz la in
dependencis lineal de vn conjunto da funciones (tecrema ¥, 11}, 21
ta condicifin no ey mecesaria, ya que 1 Wronskispo pueds anularse -

#n todo el intervale siendo les funciones i{ndependisntes como 0 ~-

ilustre en ii siguisnte ajemplo,

Bjemple ¥. 20,

Lus fucciones £ y g tales qua;

fx)= x° ¥ =xe (-1, 1)

T e)e xixl ¥xe (-1, D)

son linealmeénie independisntes oo s) intervalo (-1, 1) ¥ o1 Wrona-
klano wp nulo en todos los pumtos de diche intervalo.

En sfstto, =su al iotarvalo (-7, D):

f{x)=x"  y-  glx)=x"

por lo qua



]
x 'I:

w(:}-| l-ﬂ *::{-‘i.ui T &)

x =3

¥ en el Intervale {0, 1]:

flx) = at Ty glx) = x*'

por lo que

l! II
Wix)=
ix Iy

"

l = 0 Y, 1 P F 4

En consecusncie, d& {1} ¥ [{I] s« sigue gque:

¥ix) = 0 ¥rc -1, 1}

5in embargo, pueds demcstyarse flcilmente que £ ¥ g won
linsalmente independientes’en diche intervalo, yu que no sxisten
dos escalares no oults tales gue:

sf(x) +8 g(x)=0, ¥ x € («1, 1)
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TRANSFORMACIONES LINEALES

¥i. 1. TRANSFORMACIQNES.

Como hemos visto, una funcién f de A en B (donde A ¥y B
300 dpb Cupfjuntos no vecfos coalesquiere) o5 unz Tegla o critefls
Que #pocia e cads gleoente de A, une ¥ 3510 Un elemento de B, Jlo
tusl denotemos mediante
f: A~ B
Existen también funciones entre =3paciod vectoriales Gque,
20 forma similer, denctaTemos poOT
T: ¥+ ¥
’ donde ¥ F W spn espacics vactorisles defintdos schbre 2] mizmn cam-
Pe K, ¥ T o5 1o regle de¢ correspondencls que asigne & ¢cade vector
¥ de ¥ une y s6lo un vectaT de W, al gque llamaremos IMAGEN de v y
TEpTEsentarenoss copn T{V).
A este tipo de funciones les daremos ¢l nombre de TRANS-
FORMAC IONES ., (Algunos autores emplean los términos operador, spil
cacifn o mapeo en tugsr del de transformacidng.
- Podemos lluscrar lax idess snteriores mediante la siguien

ta figura: T

Fe¥ TIV)eN
dende ¥ ¥y W representan dod espacios vectoriales.

L] - +

- |-

Ejempla ¥I. 1,

"a) Consideremos une transformacifp T que consiste sp wultlplicer

par 3 un vector cuslquiera (X, ¥) de l',
Exeminemos algunos casos:
Ls Llmsgen del vector {3, 4) es 3(1, 4)={3, 12), 1o que describimos

COomo: T, 8 « (3,11}
En forms anflega:

TR e
Es evidents que e trats de ups transformecfisn da R'en R‘. e5 de-
clr: 2 -
¥ la imagen de un wvectoY cuslquiers {z, ¥} estf dads por }a Tegla

T (x, ¥) = {3z, 3y] |
h) S« ahors la trensformaclin 5: gt *-R’
definids por lm regla 5 [z, ¥) = {:'-1, ixy) .
Obtengamos, por sjsmple 501, 23 = (b, 4
quie en palabras dice: Lue imagen del wvector (1, 1] =agn ls trans-
formacifin 5§ &= ¢1 vectoar (0, 4): a Pien: S aplice al vector [t, I}
en £l vectar [0, 4],
La igusl formm se cbtepdrimn: -

5 (-9, 3} = (30, -54)

5[0, 9) - (-1, 0] wmte.

k-

finicifa.

Sean ¥ y W dos sapaclos vactoriales definldes sobre un -

ismo Campo K:
Una transforeacidn de ¥V po W &3 uns funcldn que msocia z

cada vector da ¥ uno ¥y sfle un vedtar de ¥,

s



2-

EJEWPIF ¥i. 2. Iransformaclones lineales. -
Sea la transformacifo T: p' - p' Regresenos w 1a transformacion T: R° = K de] ejempla VI, 1
definide por lo regla T (x, 7, 21 = (£, ¥) dada por: T (=, ¥Y » [3x, 3¥)
Es clero que T (1, z, 3) = (1, 2] . Sahemas que T (1, ) = (3, 123
T O, 7,-14)= (1, B | Y T (6,-2) = (18, -6)
T (e, 0, 1] = {6, 0} etc. Podemos pregunternos: iCull serd la imagen del vectar guse
Uns interpretacifin gerométrica de exts transformecidn seria se obtlete sumandc Ios vectores (1, 43 y (&, ~2)7
la siguiente: o Calculémosly: (r, 4}+(6, -2]= (7, 2]
51 (x, ¥, 1) Tepresents un segmento dirigide en el espacio ' Aplicsnde ju regles de trapsfermacisn al vecter obtentdo:
de tres dimensiones, su lmagen (x, y) reprezenta la proyecclén de di T (7, ) = (21, &)
the segasnto #n ] plana XY, : . Observemos que el mismo rasultado se habria cbtenido su-
e e e e — m e e e e e e mem e m o sando slaplementie las imfgepe: Je los vectores lovelucrados, esto
-3
Eiemploc ¥I. 3. ) - TOOL, +(6,-2))=T (1, 4) ~ T(&f -2}
El Operador deriveda {D}.r . . » [5,12] + [1F, -6}
Gea F el espacio vectorisl formido por todas las funciones - = (31, 6] .
de R en R, derivables en un intarvelo {a, b). s transformacisn se Cabe ahora preguntarse: [5¢ cumple 1o apterior pera cual
gOn la cual ls imagen de una funcisn £ € F es su derivads £' 3¢ 1la- quier par de vectores (xy, ¥,} y (x,, ¥,) de R°T  E3 decir, ies .-

na operadoy derivada y se denots con D, siempre cierto que

Tenemox por tante: D: F =+ G T (xy, ¥ )olx,, ¥, = T {x,, ¥,) *+T (x,, ¥ ) 1
. donde G £= el espacio que contlens a todas las derivadas, Investiguémoslo:
Par ejemplo, D [3x'+1) = 6x - T, ¥, 3¢, ¥, ]} =T (x,* x0 ¥y, * 7))

{La imagen de 3x’+1 Epglin I e 6x]. aplicando ls regla:

I {senx) = co=sx T T E v, v, )Y (3= 42}, 3y,*r )]

D (12) = O atc. T ({111 Tl)’t!!u )’t}} - [3!,"31', 3]"|_ *Srl}

En general: D (F(x}) = £'{x) Por otrs parte, aplicando la Tegla tenemos:
f e e e m m e ammaaa . P T T (xy ¥ )4T(x,, v, ) e {3z, Sy,)+{3r,, ¥y}



a ea que:
T [xys ¥, 04T (2, ¥a)= (5xy+3x,, 3y ,43y,)
Por taoto: T [(xy. ¥ )04(%,, ¥3))= Tlx,, ¥,2°Tiz;, 7,)
Yemoz qQue para esty transicrmacidn:
"La icegen de la suzs de dos vectores es lgual 2 le sume
de lus imEgenss de cada evnd de allae™.
En forma similar, podemns ver gGues ocurre cuando meltipli
CARDE N YE&CLOT Por un escalar y obienemos 1 imagen del vector re
sultente.
Tomemas por ejemplo el wector 5{¢, -2) = (ID, -10]
Aplicandc 1a regla de trensformacidn al vectar chtenldaq:
T {30, -10] = (90, -30)
Nuevemente, habris hastado con multiplicar por 5 la 1ma-
gen del vector (6, -2): -
T (5(6, -2)) = S T (6, -2)
= 5 (1%, -8)
= _{F0,-3D) .
Es £Acil comprobat gque gstntlu cumple plr; cull&uier ver
tor {x, ¥] ¥ cuslquier escalar a ; B, o sea: ’ .
T {alx, ¥)) »a T {x, ¥}
En eféctn:
T {alz, ¥11 = T [ax, ay) = (3ax, 3ay)
aT (x, ¥} =al3x, 3¥) = (3ax, 3ay)
Concluimps Gue parm asta tyensformacifnt
“La imagen del producto de¢ un escalay por uo vECLor =3 -
fgual sl escalar multiplic<edo par 1 lmsagen del vector”.

& las rransforsaciones que tienen estas dos propledades,

>

se les 1lenm TRANSFORMACIOWES LIWEALES.
Hpgampes un ¢rtudio similar con la tranaformacibn 5:R*.AY
del ejempla ¥I_ 1, definida poT:
S {x, y) = (x"-1, 2xy)
5 (-9,3) = {40, -54)
s, 2) =00, 48

Sahepos que!

Obtengamcy
S [(-9, %)+{1, 2}} = 5 (-2, §) = {63, -%0)
En este caso, zumay las imkgenes de cads unc de 103 yec-
tores hublera copducide & un resultado distinte, pues:
s (-9, 3)+ 5 (1, 2)= (B0, -S4} + (U, 4= {BD, -50)
Diche de atra forma:
R S ([-9, 31+(1, 2}) # 5 (-8, 3} + 5 {1, 2).
En lo que ctonclerae &l producto por un escalar, obtenge-
mos poT ¢jemplop: S (2 (v, 2] = 5 {2, 41 = (3, 16},
Este rasultado diflere del que 3+ obtiene multiplicande
par I la lmagen de (1, 2], ¥a que:
25 (1, 23 = 2 (0, 4} = {0, §)
es decir: s(201,IN 42501, 1}
Observamos qus ln transformscidp S ne pesee Las propieda-

des que tiene T, por 1o cusl se dice que 5 KO e5 linesl.

La transformacliiin
T: ¥+ W
s una transformacifin lineal si:
Ve T EA) T ) 4T )
2.~ T (a7} - 5 T [V} -

T

,¥¥ e Vryoe K

vigsm



*S¢ dice sntonces gue T praserva las operaciones de suma y

producto por un esCalar. *
(En «1 estudio de sistemas fisicas &5 comio llamer = 1 ¥
1 propiededes de “superposicisn® y "homogeneidad” respectivamente],
Estas dos Propisdades pueden combinarse en usnk sale que establece -

quit

T a9 linesal 3i:

T (a¥,47,) =« T (F,} + T (¥,)

pare toda per de veactores ¥, y ¥, de ¥ y todo escalar q.

De eptra todas as transformeciones da un aspacic vectorial
ah otyo, i0n especialmente Atiles aquellas que-:un linsnl&s pues s4
presentan ¢n divarsas r:-l:'d; Ia matemfitica y, frecuentemants, lua
propladades da tysnaformaciones mis genarales se obtienen sprozizmfn
doluns medignts transformacioney ljineales. Al estudio de estas G1-
timns se dedicari el resto del cepltulo.

. ¥a hamos demostTadc gus la transformacidn T del ejempls
¥I. 1 &3 linaal, ;1antrns que 5 no lo es. Veugpos atros casod!

Ejemplo ¥I. &.

Decir si las sigulentes transformaclones son lineales:
)) T R . RY, T (x,y. 2) = (xty, xez}
By T &' . ', T(x ¥)
Solucidn:
a) T: R ew', Tx, 7. %) " (xey, x01)

Yasmos 31 cumple coo las propiedades de linanlidad:

= {xsl, ¥ )

1) Sean (x,, ¥, &) ¥ (5,4 ¥,, 2,) dos VecCTores arbitrarios de
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ST llmy, Yo 200 (T4 Yaa 24)) = T [x,ex, Yi*¥ae B1%1y)
splicando ko Tegla
T (x,, {Il T (R, Fpe 200" (X 0% 4y oy, X 4R 02 02)
Adeniy :
aplicande im regla
T {2, Yoo 80T (Ra ¥y zpd=(x ¥, Xz delxaty,, 2,:42,)
a SRR que
T [z, vy, zabeTixy, vy, 20"l 07 %t vy,, 3 41,00, 1),
-"- 5S¢ cumple que ‘T{E!,, Yoo B de(x 0 ¥y 200-T(x,,7,.2,)
TIXy Y, 2,).
1) Sea (x, v, z) un vector R’ ¥ gun nimerp real:
T [a(x, v, 2)} = T (=, ay, az)
= {@X *ay, ox+az)
Adenjig:
aT(x, ¥, z) = n [x+y, x+1]
= [gx+ay, ax+ar)

.7+ 5a cumple gue T {alx, ¥y, 2)J) »a T (x, ¥, £).

En conclusldn, T es uns transformacidn 1lineal,

By T: R RY , T (x, Y)v (x+1, ¥)

1} Sean {x,, ¥,) ¥ (x;, ¥,} dos vectoves cumlesquiers ds &':
T Oy, vu3 ¢ (35, Y230 = T (x,4x,, ¥,%7,)

- (x,+x,+1, ¥1%7,)
FoT otra parte:
T (x,, v, 3eT{x,, T,)= {x,*107 et 2,41, 7.}
= {x,*x, *Z, ¥,%7,)
o T ollay, ¥ ME, . 7)) AT (x,, x0T (xy, v,)

Pussto gque Ac 30 culple la primera propfeded, 1s triasfor-



mzcldn qua pos acupa HO esx lipeal,

Es avidente que, segdn iw definlcidn, bests con que no se
cunplz alguna de las das pPropiedades pars que 1w trensformscién ;u
sea lineal. .

Se dejs al estudiante demostrar que la transforeaciln dei

ejemple VI, 2 &5 lineal. l

.

Ejeaple VI, 5.

E} operader D =35 linesal.

En efecto, de cursos de matemditicds ashemos que;

"La derivadm de ta suma de= dos funciones es igual a -
tuma de 133 deyivadas de cada une de ellas", es decir:

1) (fl*ft} =0 [fl]q I [f'] *-fl, fl  F.

Tanbifn zabemos que "La derivada de uns constante par_‘unl
funcifn ¢ igual a la constante por le derivada de la funcifn”, o -
sea . D (af) = o D (f]) YacRyftF. .

Como vemos, 1@ Que hemos enuncizdo son precisaments las ca

recteristicas de lineslidad del operador D,

Ejempla ¥I. 6.

Tranaformacifn identidad.

La transformacitén jdentidad I, ¥V ¥
definide por I, (¥) = ¥ para tedo ¥ de V, £3 lineal,

Elempic YI.

ER

Transformacida cera,

Lz transformacidn cero 0: V = o

definida por @ (V) < U, pera tode ¥ de V, o5 1laeal.
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Vi, 2 DOMINIO, RECORRIDGO ¥ NUCLED,

Consideremos la transformacism lincal T: R* + R, dada
por le Tegle T (%, ¥y, &) = (x, 2x].

Es c¢cleEro que &s5ta es una regla que s¢ puede eplicar & - °
cualquier vector de R*, por lo que llagmwremos w A" DOMINIO de la -
transfornacisdn.

Veamos ahora que ocurte con 1os vectgres imRgen por me-
dic de slgunoz =jemplos:

T (2, &, -8) = [, 4)

TQ,3 =0,

T (-5,8, -9} = (-5, -10)

Es lmportante notar que, sunque las imdgenes estdn en A
no todos lps vectores de RY son imegen de algin vector del dominio.
Esto se debe 2 que, como s= ve de la regla de transtormacidn, todos
los vectores imagen tienen lg forma (3, 2x), =3 decit, su segunds
Componente e5 lgual m dos veces la primera,

Surge peor tanto la neceaidad de dar un noabre gl <onjunta
de vectores imsgen.Nosptros lp llamaramos RECORRIDO d&¢ 1n transfor-
aucifn ¥ lo TepresEntere;acs por T{H']. Entooces:

T (R'} = ((x, 2x] | x ¢ R)

Er clare que los vectores (1, 3), (2, -38) y (6, 0O), entra
otTos, Ao sof imagen de ningdn vector del dominio, lo que es eqitiva
lente & decit gue np estho «p #1 recorrido de la transtormacidn.

h Analicemos glguncs casor adicionsles:
T (0, 3, 4) = [0, O]
T {0, 0, 0) = (0, D)
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T (o, -9, 2) = (0, 0] &
Ficilmentes se deduce que todos aguellos vectores del domi
nic cuys primers cowponsnte &3 nula titmen comc imagen 21 Yector ce
ro de R.. L este conjuntas d# vectores s+ le da t3mbifn wn nombre:
NUCLED de 1a transiormacldn y sz 1e representa par N(T}.
En este cuse: H{T) = {(G, ¥, 2} | ¥. = & R)
For la anterior: (R, 3, 4] ¢ H{T}
(¢, 0, 0} ¢ N[T)
(1. 0, 0] F N({T) etc.
Fasaremos a formallzay las ldean snterviores com la siguien

S _H

e £inicitn.
Sea l1a tr;n:fnriatidn iineal

T: VW
DOMINIG: Es el copjunto V de vectores sobre lea cusles actfa la -
trensformacidn. - -
RECORRIDG: Es «1 conjunto formado por 1as imlgenes dz los vectiores
"+  gel dominiv. ‘Lo TepTesEAlATENGS COn TV}, &5 decir:

Tv) = (W | o= T(¥), ¥ c ¥}

INUCLEQ: Es ¢l conjunto de vectsres del domjnio cuya imagen €3 el
Lo repyresentaremos con N(T), €8 dacir:

vector cero de W,

KMy ={v¥ivey¥, T( -0 1

Ejexple VI. §,
Fatr ¢l gperador deriveda O ya discutide enteriormente
[ver elemple V1. 3) tenemas:

Dominiec - Es el copjunto de todss las funciones daviyables en e} in

teryaln,



Recorrido - Es #] conjunto ds todas las funclones derivadas.
- Miciee - Ex el conjunto de todas las funciomes que son constantes
en =) intervelo {ya guo al deTivar uns capstante 5e obtis-

ne 13 funclén cerej.

En generxl, para gncontrar el piclen de uns transforma-
cion lineal, iguspiwans la imagen Al ¥ACLDT caro ¥ VvEmDS que_:undi-
ciones resulrtan de ollo pars lod veiltoTes de) dominio.

Por wjespla, para ¢l caso discutido si principio de esta
seccildn, donder

T (x, ¥, 2) = (x. 2x)
putn obtener el plicles de T hariamos
(x, x) = (O, O}
lo que implica x =0, por 1o cusl
NT) = (0, vy, 2 | ¥, 1R
comn s¢ tanfa.

Hemos visto que, a0 uck iTensformacidn linesl TE VN,
2l recarride T(¥) y el nficlec W(T} :né subconjuntos de Wy ¥V, res-
Demostraremos & continuacién que no sflo son sub-

pectivamente,

conjuntos, sinc tmabifn subespacios,

Teorexs V1. 1.
Sea 11 trlnsfnrllciﬁn linesl T: ¥+ W,

Fl rlcurrida de la tyansformacifn es un lubu:pl:in de W,

Demostiracidn.

De atuerda con el Teworoma V. 4, basts con SemOELTAT que
el recorrida, T(¥), ¢5 cerrndo para la sums ¥ ¢l producte pov mm -

excalar.

+

1} Sean T [¥,) ¥ T {¥,] dos vectores cualesquiera de T (V).

Por linealided: T(¥,) + T[¥,)= T{¥,+¥;) e T [V}
ys que, coma ¥, ¥, © V entonces ¥ +v, ¢ V.

Ex decir, =i T (?]] ¥ T {¥,} son elcamentos dei Tecorrida,
H¥,) + T(¥,} tambifn lo es, cumplilndose la cerradurs pars ls su-
t T
i) Sean T(¥) un elemento cualquiera de T (V) y o un escalar del

CARDD.

Por linemlided: o T {V) = T [o¥v] ¢ T [V}

Ya qua, como v £ ¥, entooces g ¥ ¢ Y.

Bs decir, aT (¥) es tamblén un elemento del recorridg y
hemos demosirado la cerrsdura pire ol preducto por un escalar,

Oe 1) ¥ 1) gueds demartrade sl teorema.

Inapen del vectop cero.

Up rezultado lmpartante que ae desprende de las propleds

des de linaalided es vl siguiente;

Pn una transformaclidn lineml T: ¥V ~ W,
1a imwgen del wvector caro de ¥ o3 el wector cero de W, o send
T ;:r';. -0,

Vne demostracitn inmediate ex lp siguiente:

Haciendo @ = 0 en
T (0¥} = aT(¥)
+4 obhtiene
T [Uv] - U;, comy s+ guerfa.
Por lo que,el nfcleo piempre contlene al vector fota si T

es linmal,

vI-16/17F



Teoress VI, 2.
Som la transformacidn lioeal T: V - N

El nficleo do la transformecidp e¢3 un subespacic wectorial

de ¥.

DemastTacibo. -
1}  Sean ¥ y v, dos vecrares de N (T},

entonces : . | i¥,) = ﬁv

Y -
{¥y) = Fw

Sustituyendo: .

T

Por lineslidad: T (¥,+¥,) = T {¥ ) +T{¥,)
T (V5% = 0, « T,
T

{v,+v,) = T,
por 1o gue, v,+V; es también un vector de H [T).
2) Sea ¥ un wector de N {T}, entonces T(V)= B, ¥ sen a un esca
lar de] campo. ’
Por linaalided: T [ov} =a T {¥)
Sust!tuyendo! T (a¥) =a T,
T (av) » U . -
. oy taablén estf en N [T).
Esto completa 1a demostraciéin.
Censideremos nuevaments la transformacifn T: R ds
de poT
T (x, ¥, t] = (x, Ix)
Pussto que #1 nocleo ¥ el racorrido soo & su ver espacios
vectariales, tienen hase y dimenalén,
Coma =e vif anteriormente,T [R"] = {(x, 2x) | x ¢ R} o3 nl

recorride de la trensformacita, y ¢l astudianta puede verificar fi.

cilsente que el conjunto Bor ((1, Z)} es unz base de dicho erpacia,
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por lo que: dim I {l'} -1, B
En forea slmilar, pmra ¢l nticleo ¥ (T) = {{0,¥,2)ly,tt &I,
una base es B o= {(0,1,0), (0,0,1)} y por ello: dim N (T) = 1.

En cuanta al demicio R', fabencs que &5 de dimensidn Tres;

dim R* = 3.

Ubservamos que la dimensidn del dominie es la sums de 123
dimansignes del recorride ¥ del nicleo. Este ex un resultado muy
importante que, CORO verelas A& cuntinanciﬂn, s¢ Tiene giempre que -

se trabsja con eipeclas de dimenslén finpita.

Teorema VI, 3.
Sen V un espaclo vectorial Je dimensidn finita y sex
T: V+»
una transforeacidn lineal.

Entonces

dim Vv = dis T (¥] + dim H (7]

Demostracifn.

Sea {7, T,u --.» ?ﬁ} una base del recorride T [V), a3 decir,
din T (¥) = p

g rene Eﬁl una base del nicleg R (T), a1 decir,

dim N [T] = q

Sea {z,, D

Pussta que Iox vectores T,, T,, ..., ?% pertenecen & T [¥],

deban =xistir p vectores ¥,, ¥,, ..., Fﬁ € ¥ talex gue:
o )
TV} T,
T(¥,)~T, e A}

T [?p} - rp )
51 demastiramos qur 1 Conjunte

'-. Wl' Fl’ LI 3 .Fp' il' E'. LU iq]'



3 uDp baze de ¥, habreacs demostreds el teorema, pues sxc probard’
que dim ¥ = peq.
1 B geners 2l espacio V.

5&a ¥ un vector cullguiers de ¥V,

Yo que T {¥) esth en ¢l recorride, podemos expresarlo o

mo combinacidn linewl de los =ilementos de 1lx base {F;, Tyoe =nns rp}_

T(F) =0, T +a, 7, + ...~ np T

Sustituyendo [1}:
(Y)Y = a,T(r, 142, T(¥F,) ... QT {?p}
Por lineslidad:

T(¥] = 1 (u‘;l‘“';;*"'*qP;i]
de donde: T(¥1 - T {u]F1+c‘F;+__,+upF§}-U

W
Poer linealidad:

v-a.¥ -8, ¥,-...-a_¥_]=
T(¥-2,v,-8,7, upvp] F;

Por tanto, el vector (¥ -u,;;-u,?;+...-ap;ﬁ} esth en €1 nb
cled (ya que 3u imagen £5 4l ceva] ¥ Lo podemos #Xpressr <oan combi

pacifn linesl ds los elemsntos de lm base {5, , h

gn e ii}. os de-

cir:
¥o- A - ¥y -l - “p;f- ﬂ.E,+ﬁ,E}+,‘.¢ﬁqiﬁ
Floalments:

L ﬂ-"ﬂ'l+ﬂ-:\" ‘*+¢-"ﬂp'ﬂ'p

Hemps demostrado que cualguier vector de ¥ sg¢ puede axpre

+H I'n“ '5:E;' I +quq

24T #n términos de los vectores de B, por 1o que éste es un <onjun-
0 gunerador.
Z) B w3 linoeslmente independiente.

Farmamss lu combinecitin linsal

R T T L o L)

]

Traniforsande ambos miembros da {13!

TOT Rt - AVl Yl ey )T (T, )

Por linswlidad:

i;TiF,]‘---‘lpT{Eh}'T,Tfil]*---*TqTiﬁﬁl'U; S )

Puesto que los vectore:r o, SN i; exthn ao el pilclec:

TE) - TE,) -l s TEY -G, L. @

Sustituyendo (1] ¥ (4) en {3)}:

11?141,?l+...*ip?h - ﬁ; - a . oa {5

For hipdtesis, {rl, Tet evea rp} ey una base, par-lo gque
(5] implica que:

Ay w A, e L0 ip -0 - .. . W)

Sustituyendn [6) ap [(2):

= -
LIT TR SR I

A ﬁa =T, e e [T
Anflogaments, por ser iE,, T, ..., ia} una base, (7) im
plica que:
Yi" ¥, ® --. =0 « a2 . [B)
Hemps demostrado gue (21 leplica que
. lp ST T T e 2y 0
POT ¢ que B 23 linealmente independiepte,
Pe 1) ¥ 2}, B #3 upna bese de ¥ y por tanto:
din ¥ = p + q

guedpndo demostrads el tecrnmm,

Ejemplo Y¥I. 9.

i

Congideromos la transforsaci&n lineal T: &' = &' dada -

por 1p regla T ({x, ¥, z) = [3x + ¥, 62 - 1, 2¥ * 1].

Determipnamon &1 nficled haciende
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/e

(3x + ¥y, 6x - z, ¥y + 2) = (0, 0, D) a, (Sx+y)+a, (6x-1)+a, (2y+z)~0
“de dande se ghtiens 4l sistena " Reascomodandg:
ix + vy = 0 (3a,+ba Jx+fa, +Ja )¥+(-o *a,)z"0
6x - z = b edtn ecuacidn se verificm pars cualquier valor de xz, ¥, 1 s5i:
Zy + z = 9 3a +5a = C
Ei sstudiants puede verificar que 1a zolucifn general de a,+23, = 0
este gistema homopfnen as: ~a,r A, =0
¥y = -3x Le solucisn general de oste sistema an:
r= &z o w20, *
FoT lo que: a~=- = °
N (T) = {{x, -3x, 6x) | = ¢ R} gue sustituyéndola oo {2} nos dice:
Uns bese del ndclac ea el coajunte M= {((3, -3, 6)} ¥ 30,8 sob vBc e U
en consecuenclis dim N [T) = 1. o bian “=lma* b+
Es ¢laro que la dimensifn del dominio es dim R'= 3. .. c = 2a-b

Aplicando el teorema ¥1.J3, comcluimos que la dimensifin ¥ el recerrido se puede describir como

del recorride ss dim T (R') = 2. T(R")= {(s, b, 2a-b)| a, b ¢ R} -
Subemos que los vectoerss del recorrido tienen tres compd Finslmente, une bese del recorrldo es el conjunto

nentes, pers al hecho de que 2n dimensidn de £3te 3ea dos nos obli BH' (1, 0, 2y, (o, 1, -11}

£% u pensar que OGnicaments Jdos de s3as componentes son independien donde se ve claramente que dia T {R‘] =9

tes, Hallemps la relacifio d¢ dependencis entre las componentes -

de un vectar ] ’ R o,
(a, b, e) e T (") RV ¢ o Ejenple ¥I. 16, '
Pars ello, podemos plaatesr la acuacién Pars la transformecifn T: R'+ R" del ejempic ¥I. t
a,a * a,b ¢ a,c =0 N )| 2adw por T [z, ¥)= (3x, 3y). oObtengamns sl nficlea:
Segn la regla de tracaformaclén: [3x, 3ri-{n, a)
(a, b, €} = (3x » y. 6% - 3, Iy + 1] .. 3x=0
¥ sustituyendo en (2] - r-o ' '



La Onice solucldn de este sistems #s
x=4J
-0
de dobde;
N (T) = {{0, D)) )
¥, par definicidn, dim M [T} = 0
ala R'-7,
Por tanto, del teorems VI. 3, dim T (R7)a2, lo que imply

Ademfs, la dimensifin del domipic o5

ca que g] tecorrido psx todo r? PRTA #3tf CEHEG, Ex decir: T[R!]nn‘.
Dosdirrese que, comd Consecuepncin del teoTema VIL 3, 1s dL
aensidn del recorride w3 cuando mis igusl a lg d#l dominlo, pero ne

puade ser mayor.

Elemple ¥I. 11,

Sen ¥ el ospacio vectorial de matrices de arden 213, ¥ sen
¥ o1 espacio vectorisl de matrices de orden Ixz, amhas sobre R.

Comsiderepos le transformucidn T:

definida par T (X) = XA,

Y- ¥

purs todd X de ¥V donde:

1 2 oo
A= s e
6 0

Es claro gqua T es linesl pues, pare todo X, ¥ £ V!
TOX +1) = [X + ¥) A
= X A+YA
=T} T M)
s¢n forms anlloge

Ti{aX] - (a X} A

IFIF

= o (X A)
=aT ([{X), ¥arh,
] b =
El ¢ominio da T us ¥~ ll,b,c,d.l,f: R
d e £

Upa base del dominia es:

SR T

LT dim ¥V = &

[H o D
1] g 1
Para encontrar el ndclen necesitamps conocer la imagen de

une Watriz cusiquiera X= [* P Si .,
d e f

T{X) = XA

s b r i at3bebe 24
T x= [d e ;] 3 of © [ﬂ
& 0

t5=+£f z

Para que X =3tE en =) ndcleo:
a+ ip + be In 0 ]
l: + la « &F Id] -[I} ﬂ]
T. a*db+tc = 0
in =0
dedessf = 0
id =0
Le solucisn gonsral de aste gistemy de scuanciones =3
=40
b = ~-ic
d =10
e = -2f



1Z

s e o VI. 3. REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA TRANSEQRMACION LINEAL,
. H(%)=- | e, £k
L -2f ¥] '
Una base de] miclea ms Consideremas el sigulente cmso!
> 2 | o 0 0 Pe una trepsiormacidn linesd
B = . - ¥
L b b o T S TiR +R

. dim N[T) » 1. 3¢ ronoce Gnicamente que:
T {2, 1} = (1, ] .
T (¥, 3) = {0, 8}
1E1 posible sncontrer T (1, D)7
. Yeolmoiln:
T(V)= { L d] | a, b, ¢, 4, ck '.' E1 vector {1, 0} #¢ puseds expresar como combinacifec 1i-
neal de (2, 13 ¥ (7, 3). En sfecta:
(1,8] » (7, 31 -3 (1,7)
For =llo T {(1,0) = T [(T,3)-3(2,1])

Por dltiac, segin #1 teorean ¥I, 3, 1w dimensidn del re-
corrida e dim T(V) = 4,
Esto implica que

es dacir, el recartido de 1la transformacifin este constituide par -
todax las matrices cuadredas de orden des. )

Uns base de  T(¥)} ==

e 5 1 b 0 2 o ¥, punsto que T o5 lineal:

. T(1,0) = (0,8) -3(1,3)
L R I T(1,0) = (-3, -1}

Es f#cil comproba¥ que el conjunte {(Z,%1), (7,3)] &3 uzna
baze de R', FoT 1o que cueslquier vector {z,y} de Rt pueds obtener -
aa a partir de dicho conjunto. Para este caso:

(=,¥) = (-3z+7¥][Z,1)+(x-2¥] (7,3} RIS

Esto nos permite chiener la regla de trensformecién, ya -
Qi :

T(x,y)e T{(-3x+T¥)(2,1)+(x-2y)(7,3))
¥ como T #% linesl:

Tir,y)= (-Sxely}T{2, 1)+ (x-2r)T(7,3)
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de donde:

Tie, )= (-3x+7r)(1,3)+{x-2y1(0,8)
Finalrente:

Tix,yl= (-3x+7y, -Ke5y)

En general, 3i se congcen las imdgenes d{ los vectores
de uns bace de) dominic, se Tticne completamente definlda uns TTABS

formascisin linesl. Formalizaremos aste Teaultade mediante el si-

guisnte;
[Teorema W], & )

ses P= IV, ¥, ..., ¥,) une base de un espacic vectorial
V¥, ¥ sean W,, W,, ..., ¥, B vectores cualesquiers de otro espacio
L

Entonces, exlsie una Oaics trensformscitn lipeal

T: ¥+ 0¥
tal que: {75, ) -
TV 1=, |

Demostraciein. _*_

51 ¥ €% un vector cualquiara de ¥, podrd expresarse uni-

yocamente en tSrminos 42 la bata B como:

-

?hu!¥1+ntF=+___+ﬂnvn P £ 3
Definamos uns transformscién T por:
T[;j'°=;;+“:;;""*'n;h B 1

Y damoatrends que as linenl,
En efwcto, 51 tomames atro vector i de ¥ t2) que:

“"l'l+’:?|“".’h'l'

se tiene que Fel=(o +B I¥ +(a o8 I¥ <.._+¢[a +B ),
En consecuencle:

T{?*E}-lal‘l:];l‘{'1+l|];r""‘{“n’ln];h

— -, - - -
=a, W, 40, --«*ﬂ“?n*ﬁsﬂz*ﬂ.'g*---"n“,

«T(V}+T (W)

Mezls, 3i c es o escalar,

LV¥=CE, v, +CO 'l*.--‘tﬂnfn

For tanto
T(cv¥]~ cﬂlgl‘énlii*""cuniﬁ
e CR u).
- =cT(¥}

Yemos gque T, deflnida por (3] es lineal. Adembs, ha-

cienda ¥=¥,, de (2] se obtiene que
a=t ya=o,-,. .0 =0
sustituyendo ea (33, T(¥, )=¥,

Procadiendo e foTma simllar, T(?:]-;;

.
.
[
.

T{F;}':ﬁ
Hemos dempstrade gque existe una transforoacléin linesl gue
satigface [1]. Pests s6lo demostrar que dichs transformaclidn #s -
fnice.
Paras +11o supondrepes que #xliten dos trensformecionss 1}
neales, Ty T', ¥y denostrarenos que 80D jguales. Tomemos al vec-

tor ¥ dade por [(2). Entoncas:

T (W) =T (0, F,40,¥,¢...03, V)

Por lineslided: T'(V)=a,T'(¥,)+8,T (7, )+, .0 T'(¥,}
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Por hipStesis, T*(¥, ),

T (¥,) =¥,

T'{?ﬁ]-;h
Por tanto, T'(¥)=a ¥ +o ¥ =...+0 ¥
de dande T=T', quedando demastrado 2l teorsma.

Veremes ahors que las transformaciones Iincales puedan ™
preaznteariye por medio de matrices, para lp coal estudiemos el 34-
gulente caso:

Teneans una transformacifin lineal T: Rl - r dadg por la
regla Tix, ¥, 1)={x+y, x+1} - . (13
T (4, 2, 3= (8, 7]

Ex clara que

5i cepsidersans ls matriz:

L

¥ presultiplicasos el vector columans | 2| por <dicha matriz:

RN

3

pe obtiene la imagen del vectar (4, i1, 5} segln la trensformacidsn.
De hechs, pars cusiquier vectsr (x, v, ) 4e R":

1 L] a iy

X

Y ]
1 ] 1 1 =+t
que &5 la regla de transformscitn dada per (7).

Podemoy por tamic wscribir:

i-30/3] .
71

T(F) =W ¥ver' ;'

donde ¥ #% UR vector coliothe.
La matriz M :tlobttens & partir de 13 imbkgeney de las

vectores ¢¢ 18 base candaica ds lj;

T (1,0, 0= {1, 1)

T (e, 1, o)y= (1, 0]

T {¢, 0, )= {0, 1]
lns cuales, <Ome puede verss, 3ohn 11!-:n1unnxs de 1w gatris M,que
Tecibe el Bombre de "matriz ssccinds a la transformecidn, referi-

da & las bases candnlcas™,

Ejemplo ¥I. 1.
Pars 1 transformacién T: B - R deflnids por
Tx,y)=(3y,2x}
obtener su matriz asociade referlda & 1 base canfnica de RE y cal
cular T{d, 2] empleindole.
Selucidn,
De la regla de transformacifp
T, 0 = [0, 2)
T (o, 1) = [3, D)
¥ lo matriz pedida e2
0 3
i
gara obtener T (4, Z) efeoctuamos sl producto
0 3 4 &
[z n] [z] ) [s]
por o que T {4, 2)=0(6, 0}.-

* F moom F v F F W m B F F ok LA a4 F R =g =



A partir de ahore trabalarsmos exclusivamsnte ron wecto-

res coluxng, ¥a qus esto Tecilits grundessnte ol mansio de¢ 1as --

trupsformacioned linesiss cuandes 34 emplesn las matrices asocisdes.

Matriz asorciade refaridas s dos buses culIn:qui.r;,

Analicemay ahors sl caso de unk transformacifn lineal -

T: " R", sablendo que A= {¥,, ¥,, ¥,) es una bese de B' y - - -

p=- {9, ¥,} a3 una base de R*. S8 conoce sdamis gus:
TI¥, ) r 2w, +3u,
T(¥,) =6, +7v, (g}

& T} ¥,-5¥,

Io cusl dafine complutaments 1a trensfarmacidn T, segin el teotema
¥I. 4
Supongemds que s4 tiene W woelor ¥ o &' tal gue
1-| IF; ‘_'. T
Entonces, como T 3 linesl:
_T(;]'E,T(?,]‘B,T[7t}*u,T(?,]
Ueilitenda lms expresionas dadas por (1):
T(¥)=n, (2% +3w, Yo (6% +Tu Joa (W -5}
que puwde wescribirse como
T(¥)=[2a,-ba +a,}¥ +(3a, +70, -50 )W,
por 1o que, &l veéctor d¢ coordenadms de T(¥)-en la basa B w3
i0,-Ga 4+ 4,

(T{¥1), =

Io,*Ma,-5 &y

Ests vector pusds obtensrse s partir del vector de Coorde

andas 48 ¥ en 1a base A;

54

mediante sl preoducto

]
[Tﬁ”l . ,
x 7 -5 a

que Tépressntamos mediante

(TN - ),

-6 ¥
donde H; -
3 T - £3 la maryiz azeciade a lm Trens

formacifin, reforida m 123 basas A y B.
Es importante observar dos cosas!
1,- La matriz H; transforme un vector de Coordenddas en A, &n un
vu&tnr ds Coorderaday en B,
2.- Las columnag da Hi :uﬁ_ll: coordenndas deo 1a8 vectoTes {ma-
gen de la base A &b la base B,
Fornalitaremos ¢ cantinuacifin ¢l estudio hecho anterior-

meote:
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Teorema V1. 5§

Sean ¥ y W dos especios vectariales tales que dia ¥en y

dim Wem; y sean A+ {¥,, ¥,, ..., Vpl ¥ B (W, W, ..., W} bases

de ¥ y ¥, respectivamenta,
Si T: V+ W as una transformecitn linesl, ectonces exists

una dnica matriz I:, de orden min, tal que

T{;)l - M : {?]A psra todo ¥ de ¥y, donde, si

T{-'Fi}-l] 1;:41.!1;!-_ . "l‘liij

entonces, la ifsima columna de H: es

_‘li:.
l!i
. - (T(;i}}
. B
[ *ai]

Este teorema nos garantizs que, pars encontrar las Coords
nadas de la imagen de un vector ¥ ru{er;dls 2 la base B d= ¥, bxs
tarf con premultiplicar al vector de coordenadas do ¥ en la busg A
por la matriz H; , & ln gue llamaremos "matriz de la frensforsecifn
referida & las beses A ¥ B".

Demas tracidn.
51 ¥ e5 un vactor cuslguiera de ¥, sabesos que sv puesds

eIpraskr unlvocamente an términes de in base A come:

T V0,V v, < ()
- T{;]'T[u.;j*u,?;*...*unﬁn]

For linealidad:
T{F]-alT{?l]+u.T(?;]+...+nnT{?h} N 3

Por atre parte, los yectares imagen T[F.]. ey T[?i] e

Vi34 /35

puedan obtener en farae dnjca & partir de la basm B:

Ti{¥ Jea w +a
Llevanda sstas expresiconas & [2):

T(¥) "= [n] IF] s

*,..+8 fL W +E W +,_.*8 W
' n{m; oy III.I}'

Agrupande:
TV =(e, 0, 00,8 00000

+ + o R+ +a, o
- U‘:'.; imgtere n:“]u-

¥, por definicifin, las sumas encerradus entre paréntesls son las -

coordanadas de T(¥} rteferides & Ia busa B, por la que podemos es-

cribir:-

L + * . +a_a ]
"2 l“:“u_ Tntin

& A ¥, _.va_w
'l.' reeta

T =
( ﬁhn

Oy "y - fun'lln_

¢, wvn forma matriclal:

By, B,y rrs l.n] G,
" ‘11 l:ll b .!n oy
tT[;]] =] . . . -
B . - - .
ml ‘l. .II_. t"I'I. J
2y
a,
¥, por (1): . - (;]A
“‘n

:1;:" - "r'lhi;ljﬂ': [l: t;l M ”liam_'.l:"r

"ln]"l .(niti L] ’“1.11+' T '+nn'l I!l.]wi:‘II



(T(¥))] =My ¥ - .- . 13}
B
(2, &, -+ 8,
TR T R
donde: Mg - : .
Ll‘l L Aan

como se queria demastrar.

La prueba de que ssil matriz £5 dnica es inmediuta, ya que’

5i suponemos que existe N; tal que

lT(F.l] .N; {ﬂﬁ' LI - - 18] .
E

las ecuacicones [3) y (4) claramente jmplican que:
.
My = My

Exto completa la demostracidn.

- -

Ejemplo ¥I. 13,
Sea la trlnsfnrmactﬁn'linealtT: r' LR
definida per: T{x, ¥, z) = [z, 2*¥)

Ficllments se comprucba que A={(%, 2, 3} . (&, -2, -1,
(1, 1, 1)) ¢ 3= £{1, 2}, {U, 3)) son bases de R” y R, respectiva-
mente,

Calculemos L representaciée satrictel de 7 sm estas Jof
bases,

Ey claro que: T(1,2,31 = (3,3} - 3(1,2)-1{0,3}

CoT(0,+2,-1) ={-1,-)=-1(1,2)+0(¢0,5)

T(1,1,1) = [1,2) «"1{1,2]+0(0,3)

do donde

1 0 4

A [ 3 -t 1] /€
| TR

Utilicemos exta mat7Tir para obeenet 1l jmagan del wvector

w=[-1,4,6), cuyra vector de coordenadas en la Lasa A e3:

3
(ﬁa' i
-4
Entonces: , (T{-1,4,8}) =| ° 1] =
: e -1 0 o, -3

El vector (&, -3) &5 el vector de coardenndes de T(¥)

en la hese B.

Ejemplo ¥1. 14,
Yolvames & la trantformaciSn linsal del ejemplo VWI.12Z
TR . R
definida por T{x,y) = (3y, Ik}, ¥ consideremos la base cenfni-
ca B = {(1,0), (0,1)}.
Dado que T (1,00« (0,2} =0(Y,0)+2(¢,1)
T (0,1)= {3,0} =3(1,0)+0(0,%)}

tenenas £ 0 3.
Mg -
z 0

Por xlle [T[(¥)) = H% (¥} pars toda ¥ de RY,
E
Crando trabajemos con matrices referidas w bhaszes candni-

cer, omitiremos los Indices-
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PaTa #ite CaSO: Hi =M
- T(¥)=W¥ pars todo ¥ de R, como se obtuvo

zn la pligine 33.

- m m omom ® x m o om o a * W E & = oa - 2 o=

Ejemplo VI, 15,

Sean P £l espacio vectorial de polipomios de grado menoT
o lgual que tres y 4 ¢l sapacic vectorinl de polintmics d¢ grado -
menar o igual gue dos.

Cama Ilbtlﬂs: una base de F o35 B={1,x, 2, z") ¥ una de
0 .s O T, n’i. )

Consideremos 1 operador derivmds D: F -0 y encon-
tremcs su Tepresentacidn matricisl en las bases B Y c.

Calculemgs, pars £llo, las indgsney de lox vectores de -

la hase B rafiriéndolas a 1a Bass C:

p{y) =0 - n(1]+n(x]~a{;:1

Bex) = 1 = 1{1)+0(x)+0(x")

Dix¥ye 2x = 0{1)+2(x)+0(x") -
D(x")= 3x7 = p[1)+0(x}+3(x")

Por tanto:

4] 1 9 ]
Mo o 2z 2 -
(1] 1 1] 3
Calculemos D (6x2+9x'-1) utilizando wsta matriziszbemos
que:
-1

(sx"+9x"-1)p = -

17

i 9 1 0 o -1 )
. {D[ﬁ:'v!n'-1]]c - 26 2 9 o) =|1z
0o o g 3 6 L27
)
- p{sxtvox’-1) = p{1Iv12(x}+27(z"}

_ Di6x"+9x"-1) = 12x #27x*
que se compruebs con faciljdad derivande direclsmsnte.
Pare hacer Enfasis en #l hocho de que 38 trabaja ¢on ba-
ses ordenadas, considersmos mhoTa Comd base de P a
Fe {x:, I, x', 1}’

En este¢ caso, la representacisn matricisl de D ax

_ Dt n @
M. - Jz 6 0 o0
0o 0 5 0

= m m omE m m om om % % m m m ®E = o m = =™ m = a =

Range de la matriz de transformacidn,

Ses 11 transformacisn T: R' + g
definida por T (x, ¥, ) = (x, 2x)

Enconilremos la matTiz de la transformaclén referide o lus
basas candnicas:

T (1,002 - [1,32) . T

T {0,1,0) = [0,0)

T [(0,G,1} = {0,0]
. [1 e n]

T
I a 0
Es claro que el rango de lu matriz M &2 ung:

o - R(M) = 0

qua &3 precizamente la dimensisn del recorrids dx 1 tremciorzacita,



Se doja al estudiante lo demestracibn del ziguiente teore

[Tecrema VI, 6.

En ane trapsformacifin 1ioeal, L dimansisn deal recorride

E: igual 2] rengo de la matriz de la trensformaclidin referids 3 dos

azes cullesquiers.

&

¥I. 4, ALGEERS: DE LAS TRANSFORMALTOKES LIKPALES.

En Ins secclones antariores hemos trabejedo Gpicemente -
Con unk tr;nsfarn;ciﬁ; a la w#z, estudiando sus propiadades ¥ ca-
racteristicas particuleres,

En ¢354 seccidn utilizaremes simultfinesmpents des o mfs
tranzformaciones lineales, con #]l chieto de estudiar las operscio-

ret que ¢on ellas pusden Efpctuarse,

Espacio yectorisl de transformaciones tineales,
" Consideremos £l caso de dos tranzformaciones linesales T
¥ 5 de &' en I’ defintdas par:
. Tix,¥,1)=(2,2x)
E(x,¥.2)w{x+y,xv1)
y hallemoy la imagen del veector (4,2,3) segfin ambax transformacio
nes: T{4,2,3)=[4,8)
$(4.2,3)=(6,7)

Podamcs forma¥ abora une nuevs transformaciso T+5 tal -
que, ls imapen de un vector de R Seglin T+5 sea 1s sume de las img-
Eenes de gse mismo yvectar legdn T y 5.

Por siemple:

(T+5) (4,2, 55~T{4,2,3)+5(4,2,3)

={4,B)+(6,7).
={10,15}
De igual formn, pars ®1 vector (1,5,-2):
[T+53{1,5,-2}=T(1,5, ~2}+5{(1,5,-2)
“{1,2)+(6,-1}
: (7,1}
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La regla de transformacidn de T+5 puode cbtenerse calcu-
lande In immgen de un vector Cuslqulera (x,¥,2z] de R’t

(T+S) (x,¥,2)=T(x,¥,2)+5(x,¥,1)

(T+5)(x,y, 2}~ {x, 2x)+{x+y, x+1)

(T+S)(x,y,2}= (Zx+y, Sx+1} e o« o= oo (1}

Es fiicll verificer que utilizendo &3ta regle se obtisnen
los mismes Tesultwdos anteriores, )

Un estudia similar 3¢ puede llevar & cabo pATa LUNE OPETR
cidn consistepts en multiplicar uns Transformacida lineal por un -
excalar. .

Por ejempla, = partir de la transformacidn 5 podepos de-
finlr 1a transformacidn 55 en la siguiente forma:

(55} (V)=55{¥}) YV deR', =

Calculemos algunos Cesos:

(55X4,2,3)=55(4,2,3)
=5 (6,7] .
~ =[30,3%])

Ankicgaments, pare #1 vector (1,5,-7}:
{583(1,%,-2)=55(1,5,-2)
=5 (6,-1}
=(30,-5} !
¥, para obtener la vagla da trapsformacién:
C(85) (x, 7,1} 8S(x7,7)
(55) (x,y,2)=% (x*y, m+1)
(553 (x,y.2)"(5x+5y, Su+lz) . . . . [2)

4

El pstudiante pusds demostrar que lss transformaciones

T+3 y 55, definides por [V) ¥ (1]} zespactivaménee, son linenles.

VI-AZ43

o

A continuacibn definiremos la sums de trapgformaciones y

sl preducto por un escalar para el caso genersl:

Definjcifn b

——
1

Scac ¥ y ¥ dos espacios vectoriales gabre un wiswo Cempaj
L, ysean T y § dos transformaciones de¢ ¥ wn W
1) La suma T+5 es una trensformacifn tal gque=:

(T+5) [(VI=T{¥I+S5({¥), ¥ ¥ V¥,

2] El preducto aT es un® transfarmacidn tal gue:

1 (0T} (M= T(¥),

Yyace Kk, ¥ve ¥

Teoreme ¥I. 7.

31 T y 5 son transforoaciones linedales, entonces T+5

aT son también Iinesles, -

Demostracidn.
a) T+5 5 lineal.
Sean ¥V, ¥ V; dos yvecrares de ¥,y c un escalar de K:

(T+5} (c¥, ¥, I=T{e¥ +¥, )+G (=¥, +¥,]) Por definiciédn

de T»5.
=cT(V, }+T{¥,}+c5(¥,)+5(¥,) [Por_linealidad

B _ _ _ de T v 5.
»cT{¥, ) +eS(¥, 4T (v, )*5(¥, )}
=c{T(¥, )+5{¥, D)+TIV,)+5(¥)

ac(T+5) (¥, }+(T+5) (¥,) Por definicidn

de T + 5.

quedando demoairsdo.
B} aT »5 linenl.
En #facto, zean ?; y'?l dos vectores de ¥,y © un escalar:
(aT) (£¥ *¥ J=aT{c¥ +¥ ) Por dafinicibn A« aT.
wa {cT(¥ )+T(¥ )} [Por linenlidad de T.
va (cT(F })+aT(¥,)
=c{aT(¥ ))«aT(¥,)

. sc{al) (¥ J=(eT}(¥,] Por detinicidn de aT,




quadands denmostrado.

Tecrema VI, B. -
' Soan V y W dos e:pl:{p; Yectoriales ¥ sen LV . W) £] com-

juntoc formado por todas las tranaformaciones lipeales de ¥ #n W,

L{V¥,N] &3 un #spacio vectopial,

De las definicionss dadas para la sumg de transforasclo-
nes ¥ producto por un escalar, es flcil demostrar ¢l teorems ante-
ritr. Unicamente enumeraTends las propisdades de L[V, W}, dejsndo
como ejercicio 81 sstudiants su demcstracidn:

. Sean 5. Ty U t;;hffnrnlcinnul Iinealex de ¥V an W, e3 de-
cir: 5, T, U e L (¥,M.
1) Cerradurs.

Ya deBpsTramo? que la suma de transformaciones lineales
5 lineal, esto es, 5+T £ L (V,W). ’

Tanbifp demostramos que el producto de pna ttlnsfurmt-'
cifn l4peal por on escalar es lineal, exto =3, ¢ T 'L (¥, W),

2] S¢(TeU)=(S+T)oL. ]
31 Transformaclfn cero: . -
A0eL(V, W} Exl que, ¥TeL{¥ W}:
Te+Dab+T=T .
4y T+(-T)}=0, dande -T={-1)TelL(¥ W],
5] Tes=5+T,
Sean a ¥ 5 dox ascalares cualesquiers:
6] o(AT)={aB)T.
7] e{T+«5)=aT+al.
B) [o+p)T=-oT+E7,
«~9] 1-TaT,

2 U
Volvemns ahora 2 1as tramaformaciones T y 5 definldas por:
T(x,¥,2)=(x, 7%}
E(x,y,c}=(z+y, x4z}
Para las cuales se obtuve:
(T+5)(x,¥,t)={2us+y, 3x+z) .. M
L suga de #5Tes trenSEoTBaciones se puede llevar a cwhbo
Por media de lus matrices asocisdas, referidas m 1as bases candnicas,
RepresentaTesos con M(T), M(5) ¥ M[T+5) 2 las matrices ssociadas a

T,.5 y T+5 reapectivamente; diches matrices son:

1 i} a 1 1 M
K({T}= M(5])=
I v} 1] 1 9 1
4 1 1]
b ¥ M[T+S5}= [
3 o 1

. fomo e ficil comprobar, ests filtima matriz puede también
cbtenerse sumando lus matrices M(T) y M(5]. Es decir:
M{T+5) = M(T} + M{S).
Recordemos que al iniclo de este SAacciln, también se ohb-
tuvo 1a transformacifn 55 cuye Tegla de correspondencla es:
(55} (2,¥,2)=(5x+5y, 5x+5¢) S ¢ §

¥ on forma mifiloga, vemod gue el sultiplicar per el escalar 5 1w
matTir M[5) ¢a coma resultado M[55):

1 1 0 5 5% D
SM[5)=5 [ } = [ ] = M[5S) .
L 1] 1 5 0 5

Bﬂ gonaral, si ¥ y W son dos espacios wectorieles ¥ 5 ¥

T dos transformacicones limeales Cualasquists de L{V.W), & tiene: .
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i f

PArE la Eppa: pars el producte por un epcalar: Sabamas que  T(¥W)=H[T)¥

31 NI T i MW{T] —~ T y S{Vi=M(5)¥, ¥ ¥ da l’} ree e
¥ H{5} =+ & ¥ o €3 cusplquier escalar, 2) Para kn sume: g

ehTORCEs ; entances: por definiclfn de Te5;

NITI+M{5) =~ Te5 aM(1) +. aT (T+5) (¥} =T (¥)+5(¥)
o Soa: o sem: L - por [1]:

N(T)+M{S)=N[T*5] eM{T) = M{aT). (T+5) (V) =M(TI¥+K(5)¥

Par lo que, sumar trunsformaciones .o multiplicarles por por 1a distributivided de]l producte $obre la suma de¢ matrices:

un escalar £3 equivalente s sumar sus matrices asocisdas o mmlti- (T+8) (M) =(N(TIM(SHIT — - - -, (2)

Flicarlax por uf *scalar, por octra parte, de ay:

Se dice que L{V,¥} e isomorfo 2l conjunto de lax matri [T+5) {¥)aM[T+5)¥ « - (5
ces do orden mxn (doade a=dim W y p=dim ¥} pars lws operpcionas - de (2) ¥ (3} sa sigus que
de summ y producto por un escaler. T M(TeSYeM(T)eM(S), " T T
Teoreme VI, 9. - b} FPara el preducto por un escalar: )
{Teorems do IsomoTfismo) por definiciln de oT:
Fara cualesquiers T ¥ 5 de L{¥,¥) ¥y todos 1os escalares (2T} (V) =aT(¥) . ) )
a s tiene que: . par [1}:
M(T+S) = N(T)M(5) ' ) (oT) (P =s (H(T)D)
7 H{oT} = aM{T]) por las propiedades de lap matTlicea Ip-;n el preducto por un es-
DemostTaTamcs aate téorema Unicemente purs transformacip calar:
nas dllln a ll, anplaando las basexs candnleas, (El casp [eﬁufll - _(ET}[7)'(EHIT]}F I £
16 pueds demostTar en forma ankloga, teniendo #n cuenota gue lus ma por otra piarte, de [1]):
tricas que $& ven & opeTer deben -"t“ ‘ﬂfcridn s 1as mismps bazas] {aT) (¥1=m(al)¥ e 41 )
Saan T: R® + %" ¥y s5: p" ~ ™ dos transformsciones 1i- de [4] ¥ (5) e zigus qus
nenles ¥ span  M(T) y M(5) sus respectives matricas asocimdas, en M{al)}=cM{T}.

las bazes cendnlcas, g5t completa 1a damostracifn.

“—‘EHTF . .



Composicifin de transformacicones linamies. o

Una operacifn bastante mis interessnts con trensforancia
nas linseles o3 la composicifm,
Consideremos sl problema siguiente:

Se tlene un segmento dirigido en &l espacio euclidiaoe bi

dimensionsl ¥ wa deisa girarlo un Angule de 407 (sentide ancihorarlol.

¥ uos ve: glrado, 3e desen lu:g}tlrlochp vecas 3u :;gnltg&.

Besolvemos vsTe praoblesa an dos paries:

Primero, obtengamos ls transformacidnm lineal T segfin la -
curl un vector, del pluno ex §1¥;dn un. gngulo de 50°.  Por el ;Eurﬂ
nh ¥I. i, bastath coo hallar 18 isagen de los vectores dc la base -
canfnica plrl poder definir T. Tenewny pums, pars un dngule cutl-

quiera 83

¥ - h— s e mmmi

T(0,1

T(1,0} = (cosa, send) T(0,1). =(-nend, coxp)

Por tants, la matri? <¢ 1a transformacifn en la base cond

olea #p: R 4 Lo (I
. ’ coas 'Stﬂﬂ.. \ .
H[T}- ) ‘+'.‘ e l‘] :
- LEnd cosd] - .
Hactendo & = 6&0*: .
cos &0* ~sen 60°*] ; -fg )
M{T) " - . I ¥ |
) awn 50° cog 60° "; }

En segundo lugar, encontramcs 1a transformacitn 1ineal 5

£z

qua multiplica por B la magnited de vn wector.

Este ¢3 un caso inmediato: 5(1,0)=(1,0)

. S(o 1)=(C, 0]
L0

- H{s}-[p !] A 11

Ys podenos resglver huestro problema:

Por ciemplo, pars ¢l vector {2,4) ,primero lo giramos

60"
1
: 4 4 2 1-3/7
Ti2,4) =
4 z J I REL

CT(E ) (=275, /3*2)
y despuds lo multiplicemos por B:
1) 1-2 B=16/T
;l [JE*:E] ) [BJ!*I;]
S61-2/%, /E+21=(0-1673, /3 + 18} . -

Vemos que el proceso wqul seguido 'se pueds Tesumir en

S{T(2,4){8-16/3, &/316)

1
5(1-2/%, /3+2)= [u

la expresidn:
que o5 le compasicifn de lus transformaciones 5 y T, simbolizeds
con 59T, (L#ase: "5 composicidn T“].
Esto es,
(SOT} (W)=S(T(¥))
For ello pndelui1ﬂscr1hir
(59T} (2,4)=(0- w"! w‘l‘nn]

50T a3 una transformacidn que z& define como:

¥ v de B

donde 50T #s justamente Llm ttln!fnrilciﬁn que al mismo tieppo girs
up wector 60° y lo muleiplica pat #,
51 queremos chiener 11 matrir wsocieds 2 5T podemos ha-

cer la ll:uiinfc:‘
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[5eTY(x,y}=5(T{x,¥))

1
;-4 (4]
{5oT) [x,7¥)- & A : Utilizando M(T)
i ¥ L
'I- I‘I-_I .x -
(50T){z,¥)= Utilizando M5}
SR
1 -4
{5aT1(x,¥)- ) f!] [x]
_4
1 4;’!]
'L M(5aT) =

Chservamos gue 1o matTiz asociads a SaT es 2] producto de
las merricas nyociadas a S ¥ T, esto 5! M{SoT)~M{SIM{T).

Urillzando este matriz, podemos gbrener directemente

( 24 F Y ¥ i 2z B-16/3
soT . - - -
- P4 ¥ A | 4 83415

crmp e tenfa.

En resumep, 507 €5 Una transformacidn liLIII que "TEUNEZ
los ufeciﬁs" ge 5 ¥y T, ¥ <uys matriz asocigds +% el producto de lay

matrices M({5] v M{T} (en ese orden).

Yeamod 0fTa CE5Q!

Sean dos transforeaciones lineales

G: R ~ R dada par G{x,¥,z,w)=(2x,¥,2+w])

F: R =+ R‘ dade por Flz,¥y,1] =(3x+y,1)

El estudjante puade verificar flcilmente gue

1 0 ¢ 0 L I S 1)
M[G)~ 6"t o 0O ¥ HIF}~-
o o 1 1 n a1

¥1-50,/51

232
300 Jux matrices asociadas m G ¥ F, an las bases caySnicas,

Encontreaos 1k matriz asociads a FAG:

It 0 2 0.0 .0
M{FoG) =M [FIW (5]~ o1 9 0
o 9 1 a o 1 1

l? 10 f]
.. M{FoC)=
g o 1 1

Es citrp que FoG es una transformacidn de R*en R'. Gra-

fi:llfnt!:
R R ]

nl
F(6{x)])

Encuntrnnus por ejemple la imagen dul vector [-1,4,2,8)

sepln Fog: . 1
-7 5 1 8 0 1 -2
{FGGJ['-I.":erJ" -
o 8 1 3 z 1
B
Este Tesultado 3¢ pusde verificar ficllmente 31 ocbserva-
nos Que GE'Tu".z.E)'{'zv"rID]

y  F(+2,4,10) =(-2,10)
a1 daciy,  (POG)(-1,4,2,0F(G(-1,4,2,9))
o, En ‘enlrll

[(FoG) l:_] F{G(_)J ¥ ¥ de R",
que w3 1a deflnicidn de Foi.



Daremos shora la definicidn pars ®1 caso general:

Befinicisn,

0T: U - W

[come

($0T) (W)y=S(T{W)}

Fi

Sean las tranaformacicnes

¥ iode U.

T+ U+ ¥

Defininos lx transformacifn

¥

S5 ¥V - W,

Podemos representar grificamente Jo composicidn de trans

formaciones linenles medipnte la siguiente figurs:

]

-

'

o

Teorens YI. 10

SiT: U~V y
les, entonces

S5¢T : 0 » W
tamhifn »5 lineal,

5: ¥V + N sor das transformaciones linea

Figura VI 7. 7"

aw

2+

Demostracidn.

Sean I, y T, dos vectores ds U, y 3€x a un escalar; e3-
tonces: {SOT)(all,+ W)= S(T(wu;*iiy}) Por definicién de 5°7.
. . S(aT(i,}+T(u;]) Por linealidad de T.

=o5(T(W,)}+5(T(u,]) Por lipealidad de 5.
-u[S?T]{iI}+{SBT][E:} Por definicidn de -7,
quedando desostredao.

Hemos mencionade €l hecho d& que la coaposlcidp de 17Ens
formeciones linesles corresponde a la multiplicacifn de matrices.

Esto &« prede generalizar con sl siguiente:

Teorema ¥I. 11,
Sean las transformaciones lineales T: U+ ¥ y 8 : V + N,
Sean A, By C bases delV y W, respectivameoze. 51 -
H;{T] es Ya matriz asociada a T, ¥ HEIS} #x lan matriz asociada a &,
ENLGACES .
M LSIMG (T -ME(50T)

les 13 matriz asoclads a 50T,

La demgstracién de este-taurela putde consulterse en Ia re

ferencia 2, plg. 127. .

Ejespla ¥I. 16.7
wr "Tenfanos {vey «jemplo ¥I. 13} une transformacifn linenl
T: B' + " dada por T{x,y,z)={z,x+¥]).

, Slendo A«{([1,2,3), (0,+%,-1),(1,1,13} ¥ B=({1,2],(0,3)}

dos bases de R’ ¥ B’ respectivamente, habfames cbtenida

k1 -1 1
H;{T}- [—1 o l}] .
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8i shora consideramoxs le tramaformacisn linesl son transformeciones lineales, entonges
5: R+ &' dada por {S+T)oF= SoF « ToF .
501,2)=01.2) Z,- 51 F: U+ ¥
¥
5(0,3}=(0,3) ¥y T:Va-nw
¥y utilizamos l& base candolce E={{1,01,{0,1}} 3se rendrk: 10n transformaciones linealsn ¥ o #% un escalar, entontes
1 [+] *
“En (s} - [2 3] - (aT) OF=a(TaF}
5.- 51 F: 0« V¥
Por tanta, la matriz asnclada = 50T &5
1 o 5 1 1 G- U =« ¥
a -
ME (5) MG (T} T: ¥+ W
E B 2 3] |1 0 o 4 *
N 1 j 3om transformaclones lineales, sntoncss
- [! . l] - "’é (=T) To[FeG)s TOF+TOG
- i 4.- 51 X acio vectarial
Encontremos (5¢T)(¥), donde ¥ = (-1,4,6). 1 3 uUn E3pAcCio arial y
" F: U=+ V¥V
3
Sabemos que: (¥ A" -1 - 5: Ve N
-4 T: W X
((52TI(A), "H: (5aT) (¥}, " scn transformaciones Lioemles, entonces
S 3 8] - ' Tof5aF) = (Tes)oF,
(3TI(-1,4,8) . 1] = . : §5,- 5§ T: ¥+ N &3 una transformacidn lineal, entonces:
-3 2 -4 5
ol - T
HT)(-1,4,6)=(6,3
{®T)( Y={6 5} 1,01- T

¥ esta caso la transformacidn 5 squivale xim
cHO% que =a " e q - donde I e I so0n lap transformaclones identidad en los espacios v

plamante » un cambio de base en R* {ver rasultude de¢] sjemplo ¥I_135), ]
¥ ¥, respectivamente {ver dafinicién en &l ejempla VI, 6}.

Obaerve que estas propledades son equivalantes s las yi

' Algunax propisdades de las operaciones con transformaclones lineales

obtenidas para operaciones con matrices, en el capitulp IV,

Sean G, ¥ ¥ ¥ tres espacias vectoriales schye un cempo K.
Hitese que, s&lvo cmsos suy particuleres, la compoiicidn

1.~ 51 F: U~ ¥ i . . T
S: ¥+

ds transformaciones Lipesles MO HS CONMUTATIVA [resultado 1nl{9;n

al de wultiplicacitn ds matrices].
T: ¥+ X i



Transformacidn inversae.

Vesmos la transfarmecién linegl G: R » R’ definida por
Gix,¥)={3¥, ¥), ¥ consideremos 1 problems de determipar, dada un
vagtor del recorride, de qus vector del dominip &3 imagen,

Por ejemplo, sabiends que G{v)=(§,2), queremos determl-
nar ¥ € RE, .

Surge ain eabargg uns dificoltad: varios vectores del
dominio tiensn m [6,2) como imsgen. Mencionemas por ejemplo

G{-3,2)=(&, 1]

G( #,2)=(6,2)

G[ o,2)+(5,2) -

Tu que un vector dado del recorrido es imagen de mis de
up vector del dominio, obyervamos gue el prablems que nos plantes-
mos MO tlene z0lucisn fnics.

- Analicemos otro caso:
Coms wimas en 14 pégloa 48,1s transformecisn

T: R+ a" cuys oktriz asocimda es

1 Y
T I

M -
(= 7 1
- )

gire bn vector del pleno un Engula de 40" "(sentido antibortario).
Ex fEcil pensa¥ que Coneciendn un vector imegen =» pued:s
" determinar con certera 48 que vactor dal domisic procede, Fa ql-;l
bastaTh siwplements con firerle un Ingulo ds -60" (E0* sancido ho-
rarin) para cbiener el vector original. _
Por ejemplo, ui F{F}}-{i-:f!_ “%+2), desegmas dptermi-
P - T

oar ¥,

2E&

Ootengamds pars elle ls transformacifin 5 - xt Gus gi
Ts un vactoy un Engulc de -60". Haciendo &=.60" &n i expresifn

(1] da 1a pigina 43, tenemos:

cos(-80%) -sen{-697] } = 4
H[5)= -
( sen(-60°}  cos(-60%) fi- 3
Entonces:; -
- 1
. . T -7 1-2/% k4
& 'I=2¢'I. JT*I - -
{ ) --‘%- } Y 2 4
- ?1~ = [Z,4} }

Hemos Tesuslto el problems, pues ¥y teEnemos uni trensfor
eacibn [5) gque nos permite "regresar™ cualquier veCtor del reacorr}

do al vector del dominio del cunl es immgen. Grificessnte;
3

A S5 l¢ llapavemon ttanaformacitn inveres de T ¥ 1a repre

santaremos madlante Thl.

Fars #l casc que hemos analizado:

T(Z2,0)=01-2¥3, /1+7)

TTI(1-243E, YIen=(2,8) _

Esto ea vklido para todo vector ¥ du R', e decir:
L Ty = uw -

T (@)

L1l
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De esias expresiones w3 Clato que:
T HT(V) )=V

¥ .y oy e - =
(T "(u))=u ¥ v, wgr!

[Pefinicidn.

Ses une transforsacidn T: ¥V -+ W, Al :rln:for-::iﬁn]

T': W+ v tal que
T [TV I7 ¥ YLV e e . M
Y (T () )= T LN R #3)

se le llaga trensformacidn inversa de T,

K|

De (1) y {I) se tiene que:

(T eT) (v} =
¥y -

(TeT ') (W) =

¥, por definicifao d¢ transformacidn identidad:

¥veV

=1

¥WEN

T

-1
T ol = I,Ilr

-1 |
ToT - IH

Estaz expresiones, sonm equivalentes & 11? condiciopes [1}
¥y (1) de Yz definicidfin,

Ex lfigico preguntarse ahors culdndo une transformacidn tie
ne inversa. Para responder o E3t0, convient CoEDATAT Algunas CA-
racterIsticas de las transforsacjones G y T de lox du:-tjElplol an-

teriores:. - . A -

Como vimos, pars 1a trensformecibn G: R .+ R.definida -

por G(x,y)=(3y, ¥) existen vecltares diferentes del dominio que tie- .

nen como tmagen un mitmo vector del recorride, Entonces, no ¢xis

te una transformacién G°' tal que G-'[G(i]}l? ¥ve Rt, por lo

que G oo tienst inverss,
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For el contrerio, para }a transformaciSn T: R* -~ R? que
gira up vector 60% [pera 1a cual obtuvimos une trapsformacifin in-
wersa), es claro que dos veetores diferentes del dominio tiensn -
siempre imbgenes distintas en €1 recorsido {se Jdice que T =3 ung
& uno}, Dicho de otre forTma:

T(¥,)=T{¥,} =¥, =¥, ¥Yyv,. ¥, eh -
Adendc . es fhcil verificar que todas los vectores de RP
ton imager de algdn wector del dominio, o sea, 1l reacorrido de la
trandformacida T: E* + & e» todo A} [z dice.qut T es achre].
Estas diferencias bisicas e¢ntre las transformaciones G y
T son lay gque determines 1l existencin de la tTeosformaclén inver-

sa, comop se osteblece » continuacldn de 1la siguiEntl.d:finiciﬁn_

De finicifn, ' ]
Daclmos que 1 transformecidn T: ¥V - ¥ g5 biyective xl:
1] T &% uno s uno, £3to es: ’ )

T(¥ )=T(V,) =7 -7, ¥¥ ¥ ds V. ¥y

"

2] T es achre, 31D e3:

T(¥)=NW. ) . i

e

Podemos ahora enusciar un tecrems que establece Ja condi

cifin necesaria y suficiente para la existencia de 1p trapsformacitn

inversa:

Tearema VI, 12.

- t . e mp

‘Sen 1a trensformacién T: ¥ - W, E:]ste la inverss dm f

y ¢34 Goica 3% v 3810 51 T ey biyectiva.

Demostracibn,
Sea T: ¥ ~ W uns tranyformacisn biyective:

Como T os Sobre, # w r W gxiste &l manos wun vectar Fe W



_tal que T[(¥]sW. Coma T e uwno 2 ung, diche vactor es Opico, finslmente, de {1):

Existe entonces una @nlca transformacién G: W = ¥V tal que: ﬂT”(;']*T'l(;I]'T-l(";;';.] =6

Glw)=v ¥EeN come queriemas demostrer.

Ex cleto gqua G 23 taebifn bivectiva ¥ gue Regresenos ;.1“ tl‘ln!lfl‘.ll'lll:iﬂntl Gy T que estamos ansll

T(G{W} =T (¥)=w | zando. :

Y GIT(¥) =G [w}=¥ * Yimos que G R « R n0 &5 une & una, El lectior puode

por lo gque GeT ", verificar que vl nficleo d2 G e3:

Esto completm ia demostracifin. K{G}={(x,0) | = ¢ R}.
Teorems VI, 13, En casmbio, el nﬂan do T ms:

Sea T: ¥V + W uns transformacibo liomal, N(T)={{0,0}}= {D )

Su inversa T'', si existe, tambisn es lineal, ¥, cong vimos, T ea ung & ung.
Demostracidn.

Notemps que ¢] nbGcleo de G contiens otros vectores ade.

Supongamos gue existe TPoowe v, Sean F] ¥ =: dos veg mis del vectar cero [per ejemplo, 1,01, (6,0} #tc.), mientTas que

tores de W ¥ 5e4a 4 un escaler, 21 nficles de T contlene Onicaments Al vwector cerTo.

Mecesitemos demostrar que [Tecrema ¥I. 14
Tt (“;1‘;;]'GT-’(=;J*T"la;i Uns transformacién linesl T: ¥ - ¥, _

pars 1o cual, E;nsideranns dos vectores FI, F; g V tales gue: s uno 4 wno $i y s6lp si el nfcles cnntieﬂ; Onicamente &) vecior
70 I 7 T =T ' {F,) A b CEYD, O BEAS
Por definicidn de T ': T = {F} __
T(v, ), ¥ T(¥,1=¥, ) Demostryacida.

como T 3 lineal: lo. 51 T a5 uno « une, entonces H(TY~{g },

T(a¥, +¥ JaaT{¥ }+T(¥,) En efocta, sabemos que, por ser T lineal:
de (2) #& sigue que T@ -4,

T(a¥, +¥, )=aw, + ¥, Supongamos que ¥ estf sn el nfcleo, es decir
por definicifn de T7': 1{¥) =0,

“;1’EZ‘T-=(==ﬂ*i;} Por hipfitesis, T o5 une & uno, O sea Que

- L N TR

) . V160761



T(M=T(0,)
N H[T]-{ﬁ}}

e ;l F'

o, 5i H[T]-l'ﬂv}, antonces T #3 uao a uno,

Pn afsrtn. simpnoamnx The SYiaten Ang wertares ;“_ ¥y de Vv
) - T - z

tales que T(¥ }=T{¥ ).

Entonces T{¥;)-T(v,)« T, . - .
como T ox linenl:
Tiv,-¥,) =T,
Es decir, ¥,-¥, wath en al nocleo ¥, por hipbtesis,
¥,-¥,+0,
o bien ¥,-7,
Por tanto: T(¥,)*T(¥,) =¥ =¥, ¥YV,.¥, eV

F T os uno & unec.

Queds demosttsde ¢l fedremn. .
Racordemas que ap uns trensforascin lioesl T: ¥ . W:
dim ¥V=dim T(V)+dim N(T).

Ahora blen, si N(T)={T }, entonces diaV=dinT(¥).
De mste raronenisnts ¥ de les tnnre;nl ¥I. 12 ¥ ¥I.. 14,

sa obtiepe al siguients importante resultada:

Coralarie.
Sea un eapacic ¥ J¢ dimensidn Elnits y sena T: ¥ + W una'|
trancformacidn linenl
T ticoe inversa sl ¥ 36lo sl
1o, dim ¥= dim W
io. X(I} = {I}]
Obskrvess gus cates cosdiclenes som equivalentes a afirv-

msr que T TIENE INVERSA 51 Y S0L0 SI LA MATRIZ ASOCIADA A T Es CUA

42763

DRADA T NO SINGILAX.

Ahors yu podemos decidir en cualquier caso si une trans-

Hos falts finicamente SDContTar ube

forma de calcular dichs inversz. cusndpo existe.

foruaclifn dada tiene inver:s.

Pars £llo, regrescmos & lk transformacidn T que girs ur

vector del plane un Enguls d¢ 60°, curs matrir ssocieda es;

LI

D) T .
T]~= .
. 3 1

F | T

La transformacitn ipversa de T comp se encontrd snteTior

ments, tiene como matriz esccimda:

1 it

- I -I

L vabLE .
T

Es ficil wer que:
Al 3 143 1.
T5z5 | ool = T

sy s 414 3
Es dacir, M(T '} E5 LA MATRIZ INVERSA DE M(T):
N(T™Y) - (u{T))"!
De betho, ro cualquier transformacidn 1in;nl donds el de-
minte ses de dimensifn finits, pers encooirar la matri: asociads
1a transformacifo inverss bastard com invertir 1la matri: ;Illll:iidl .

la transformacifn, como establece el siguienta:

e



Toorems ¥1. TI5,
Saa la transformacifio linegl T: ¥ + ¥ y 3en T Wy
su inverse. |
Seust A ¥ B las respectivas bases do V y W,
31 ﬂ;[T] 3 la matriz ssocisda 2 T y H:[T-'] es la matriz

sspciade & T ', entoncas:

-1 =1
KT e ()

Ee deja al estudiente 12 demostracifin de oste tworewms,

Ejempla ¥I. 17,

Sea 1 transformacién Iiceal T: R* = R' dads por 1a regls
Tixz, ¥y, x)=(3xvy, x+yez, 2y+iz). .

Investiguemos si {ient inverss:

Parm que on vector estf en'al"ndcleo

(3x+*y, xs+y+3, Iy+dz)~(0,0,0)

Es decir, Ix+y = [
x+y+1 = () PO kB )
2y+dz = 0
3 1 0
Fueato que =1 detaraindnte 1 1 1} = 2 &5 difarents
L] 4 i

de cero, &1 aistema (1) tiene porv tnlcs solucidn:
=10
¥y =10
z =0
. N(T)={(0,0,0)}
Ademés, por ser im transformaciss de R' en R*, podemos

conciulr que axiste Is invarss i

‘.l

3;{3
Ex ficil werificar que la metriz ssociads o 7T ex: !
3 1 0
M(T)= 1T 11
[+ F3 4

Nots que #n la chtencidn dal nficlec se J0vest:pé implfici

1
taments 31 M{T] e singular a no lo ex, es decir, 51 5e pusde inver

I 1 0
tir,ya qus [1 1 1| ex precizaments ¢] determinants de N{T).
0 2 4 -

La laverse de la matriz M(T) es

1
1 -2 -

e |2 6 o3| MY
1 +3 1

Podaaos par Gliimo encontrar la tegla d& transformacisn

para T

1 -1 = x x-!r*é;
T-III-Y.!]' -2 .,ﬁ' 1; Y - -zliﬁr-,i.z
¥ -k 1 T Ai-Tysg

e T"[1,y}:}-[x-:y*%:,=21*Er~§:,z—3r+:].
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¥I. 5. YALORES ¥ YECTORES CARACTER]STICOS,

Considetemos ta transformacién linesl T: R" « R? definida
por: Tix,y)={2z+y, tx*¥] ¥ encontremos la imsagen del vector (7,2):

T, 2)={4,0)=4{1,27 ’

5l representamos &l vector (1,2) <omt on sepmepto dirigi-
do en plano x ¥, podemas ver gque in transformacifn NG le cambis de

direccitin, sino tnicamente do magnitud:

FHHH

LIPS

T vi= (1 1Y .
anm: -

T(T)wi¥
5i shors tomamos #1 vector (5,6):
COT(3,6)={12,24)=4(3,6)

vemps que la ocurre sractensnts lo misas que al anterior (su magni-
tud gumenta cuatro ¥eces Pero no cembia de direccifn al aplicarle 1a
tegla de transfermaclidn).

Otro caso similey! T(«2,-4)ad(-2, -4}

Ex flcil wer, #ip embargo, que los vecTOTES & los que o1
To aCulTe SON casos muy perticulares, y que en geaeral la tramafor
macific modificard tanto 1ls magpitud comp le direccifin de] wectar

sobre el cuasl actfla. Par ejemplo:

V66,67

2/

Py T @369, T2 -2, T (1,0 (-2, -6)
L ) r 3
—h : E RN -
5 REERE T
" gl T
1 ': ) 1 1 1 A =
7 T et
f 7 Biiasee
L I
ERN
|

Cebe antonces preguntarse:

1,- (Cdmo deben et 103 vectores pwra qua la transformaclén no las

* cambie de direccifn?

2.- Los vectores gqua segfin T ng son l?difiCIdﬂl en Qireccilin, lse
aultiplicen slempre por ¢] mismo esczlar {4 en e3te caso) o -
existen alpunds OLYOs velores?

Pars Tesponder a lo snterior, plenteemos el problema en
une forma mis general, &n declr, veamos en que cazos la immgen Je
un vector ¢% sioplemente ¢l producte de un escmlar por dicho vec-
tor, esto ef

T(¥)=)\¥ e e e . N
pary algtin escaler % y algtn vector ¥ de &',

Ses V={X,¥) um vector cualguiera de r'.

Requerimos, de (1), gue

Tix,y)=*{x,y)

Aplicando 1a Tagla de transformacida:

(2x+ry., ﬁx*ri-{ln.,lri
da donde x4y =hy
Gr+y =hy



o hian: {Z-3)x + y= D

}....E:}

Gx+(1-2)y = &
Como s& vid en el cepitulo IV, las soluciones del siste-
as hemaptneo [1) dependen del wrlor del determinante de ia metriz
de coeficizntes:
-2 1 )
L hJ w« [(2-1)(1-1)-6e3"-8%-4 .
5i estr determinante, llwawde polinomio ceracteristica,
wi difarente da Cerd, tandresacs lw solucidn trivia}
% (x,7)(0,0)
que 7o nos intaream, pues e3 abvlo que
T{U}}-iu} pirs todo escalar 3.
FPor tantg, para obtener vectores no nhlos, requerinds que
illdetarninlntn tea cero, of decir: !
LS PR R ¢ 11
Que Sw conoce comg ecuacidn Caracterfstica, y de ella as cbtlenen
dos veloTes da Xk, llsmados valores tlTlEtlrisFicﬂs: 11--1
2= 4
Con estos valores podemas regresar a las ®cuacionas ) r
obtengar scluclones diferentes de la TTivial:

Para My=-1, do {Z}: 3a+ysD

Gx+2y=0
da donde y=-3x
Es decir, todas aquellos vectaTas de ia forma (x:3x) no
sufririn cambtio algune = su direcclén 2l aplicarlas le regln d¢ -
transformacidn y doicamente fe multiplicarin por -1:
) T(xp3x) == (2 3x)

-

-y .

»4.
A (xpdx), con xél, se l¢ ComnnCe como vector carecterizey
co aspcisde al welor caracteristice -1,

Griflepmente:; 4

T(v]

. Ea forma similar, 1levando a {2] el otro walor caracteris

tico ) _=i

g=%, = tiene

~taey =0
fix-3y=0
cuys solucibe ez y=ilx.

Entoncas, (x,Ix), <on x#0, &3 gl vector caractetistica -
asocigdo al valar :l?ltt'TI!tiEB 4, &5 decir:-

T{x,2xdm4(x,Ix]

Obzatv¥e que las Vectores condjiderados al principio de ws-
ta seccisSn son justamente de 1a forma (x,2x); de ahf que ») trans.
furllrius su magnitud s# multlplicera por 4-1Imﬂ cambisrun su direE
clén,

Podémas asAgUTAT, DpoT OtTa pérte, qua los valeres obteni-
dos (-1 y 4} son les OGnices que nod permiten hallar vectorss ho nu
las t;lc; -1t ) ‘;-: T

' TE=AT, -

I £
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Y& que cualquier ptro valeor de & mox heria distinto de cer. el de-
terminante, guedando lw trivial f;;ﬁ}} como Cnica svluclén d= (1],

Darencs ahora la definicién forme)] da astos conceptos.

Lefinicidn.
Sea ¥ un espacio vectorial sobre up caapa £y sea T:V-¥
Pnl transformecisn lineal. Entonces, si

T(v)=
pars alpfin vector no nulo veV ¥ alghn escalar 3K, : e3 1lamndo va
lor caracteristico de T ¥ ¥ o5 lismado vector caracteristico ssocia

do a 2.1

Obaérvess qus 31 ¥ &3 un vector caracterfstico ssociade
al valor % ¥ keE es un wacalar Do nulo, entonces kv <3 también un
vector caracterfstico ssociado al valor L.

T {v) =} v -
T{¥kr) = kTi¥)

T{) = k(3¥)

T{kw} = k{k¥) ¥, por definicifn,

En #fecte, 31

entonces, comg T es linesl:

Es dacir:
L¥ o3 tamhifn un vector carscteristica. - )
Volvamos sl probless de la transfarmacifin linesl T:R'«R'
definlds por T{x,¥)={ix+y, Sx+¥].
Es clare que T(?,0)"[2,8)
T(0,1)=4{1,1}
por la que la matriz asocimda & la trensformacién ea la hase canboi

L= B 4

(1] Existen varlcs sindnimos de valar y vector caracteristico;
aiganvelor y sigenvector; w¥alor prople y vector prepla; auto
valor ¥ autavector, =IC.

WLF0/TS

o em_ . e
e —_—
T e
-
r
1 2 1
Ar -
=
B 1 oot

Ficllmente 3¢ compruebs qua }» ratriz de ceoeficlentes del
sistens [2) (que nos permitid obiener los valares ¥ vectors< cprac-

teristicos de T) es A-1], stendo ] 1m tlt;11 identided:

A G A
A-31= - - - -
6 1 g 1 8 1 a i ] -y

En general, 21 T o3 una rranpformsacifn linesl de un espa-
cle de dimansifin finite en nf mismo, ol problems de socentiTer sul
valores ¥ yactoTes cEracteristicne se puede yesclver por medipide la
matriz ssocisda s T,

En efscto:

Saa V un eapacic vectorial de Jdimensitn finita sobre un
compas K, ¥ sua T:¥V +~ ¥ una trensformacibsa iinesl cuys matri:z azso is
da &3 A, i

Un vector no nuls ¥ € V B3 un vector cnr::t-ri:ticﬁ.dt T
[se dice tsmbilén que es un vector carscterIstice de Im watrdz A) $::

Es decir: AViY Fara alghn Ack.
AV-1 el
Ae-2 1w=T
[A-21)well

Al determinante det{A-11]) s¢ le conocw Como polihomin -
racteristico, ¥ 8l ignalatlo ¢ cero (pars asi chtener rtctorfs e
nulos] e pbtiens la ecuacida caracterfatica: .

det(A-2I]aD -
cuyss soluclonss sn [ son los velores caracteristicos de¢ Le 1@ ¢

formacidn T [0 de Ll matrviz A).-" .



51 1, ez un walor caractaristice, la solucide general Jz:
sizstems homogénes
(a3, 1)¥-T
nes da los veetores caracterfsticos asociados al valor ceracterfsil-

co Af,

Blexplo ¥I. 1.
8) Ya hemes estudiado la trunsformacids linesl T:R' + R’ qus gira

b
un vector un fnpulo de 60", dadm por la regla de coryasponden-

cia
T{x.r}-[%x-'!;r. é}: +}r} C e e (1)
y cuye watTiz ssocisds ms
1 /3
) )
A= e oo [
P : (2)
4 b4

iTendrh astfa transformeclén vectores cardcisristicos? Ea
clurp que no, Y& que ningin vector de 1! Qiferente del cerc conser-
varf su misma diraccidn despufs de splicarls la‘trtPsfarnlciﬁn, pums
4l afecto de¢ aata transformacifn es precisamentie cambiar la dirse-
cldn de) vector sl girarlo &SQ*.

Eapleendo el procaso descTito sptericrwente, s& tepdrip:

ba 4
5 -

El polinomlo curactaristico es

A-al=

S .=

3
| b4
det{A-2T)e g3 4
i 1,
= T
dec(A-2i)=2%- 241
1, /3.
cuyas ralces son Lw g+ i
' R -3
SR 4

por lo que no existen ascalazes X © R tales gue
T(¥)=i¥, ¥ ¢ R
Es dgcir, T oo tispe valores caracteristicos ol, en con-
$ECuencin, vectores ceracteristicos, come hablimmos concluido ante-

Tigraente.

b} Considersmos whers =l problemn de detarminar les walaores carac
ter{sticos de uns trensformacifn T:c' - c' (1] dude por la -
misma regla: )

‘r[x-r}'(} E - %r,-‘%: . J{‘ﬂ .. (1}
donds x, ¥y £ £. 7 | .
51 elegimos 1a base Be{(1,0),{0,1)) da E*, 1z matriz A -

aspcinds 0 T s 1 misme, y:

b 4

A-31= J e e o 4D
3 1
o i

Pntonces, los valores ¢aracteristicos de T som las raf-

cey ya obtenldax del polingmio caractaristico detia Al}:

ST
L ﬁ: 1

(1) 5w al sipacio wvectoria)l de pares ordshades 4m momerza cam-
plejos scbre el campo C. i
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Por lo que gxistsn escalares 2 ¢ C tales que
Tf?}'l;}

Dadn que existen valores Caracteristicos, podemos obiener

e

sux caorrespondiantes vactores caracteriariees;

Lievendo 3y= 1= B3 1 1 (2), o1 sistema {A-A1)7-D queds:

1 1 /3 A1TT1T1.
T-7- 1 L3}l o
- donde x, y € ©
1 /%
G y-1-Gt) 1y [o]
- -f; i -f; X 0
5 &) ] o

Resplvienda se ohtiene gque: y= -ix , ¥ x c C

+". [z, -ix) es un vector caracteristico asocisde al valor
a- } L ig i, pars cusliquier ndsero compleja x¥0.

En foras ankloga se ghtiene gque {x, ix] €3 un yactor Cp-
racteristico msoclado & 1.-% - f% 1 TPata cualduisr nfméro complejo
. : '

Este sjemplo poas de menifieste que la existencis ds vale

tes caracterfsticos depende del campo sobre el cuwl se trabaja.

Ejsmple ¥I. 19.

Se tieoe upns transfprmacide ltineal T: R" - l'. Cuysa ma-

trir asocisde o3

I 3 3
Aw 9 a4 4 - _
6 -5 -5 — _ . .
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Encontremcs sus valores carncteristicos:

-1 5 3
A-11 = t LS N =k {2-1)[V*R)
) -5 -3-d .
e S =D
k2 ¥aloTes caracterfsticos.
Aym-1

Obtenganps los vectores axacisdos, wtilizande

{A-AI}ws]:

Pata 11-0 '
i 3 b x o x=D
[ 4 4 ¥| = |0 - =X,
g -5 <+ I L ==k,

. {0, Ky, -k,;] es un vecror ssociado w L,=0, Yk ¥ 0.

Pera i, =3
X L 4] x-k,
f 2 L ¥| =10 - y=(
- -5 -7 z [ BT

.+ Lkys 9, @Y o5 un vector asoclade & 3 ,vZ, ¥ k,¥0.

Para l.- =1 vt

I x ol - 7 xe-ky
5 4 Yy = [a] == y=-ik,
- - z 1] 2=5k,

e -k, -4k, 5k,) et un vecwor asoclado s A=Y, ¥ k6D,
Obsarvesgs que, 31 blen la definicidn de ¥alar y vector
ceracteristico EICLUYE AL VECTOR CERD, permite al wSCalar ceto sar
eventuslmante un valar caracteristico, como ocurril en eate Gleimo
cjemplo. De hocho, en cuslquier transformacisén lipeal T:¥ * v, -

con nficles distinte del {E;}' todos 1o vettorsd no #ules del nd-



clet perteneced al valor curacteristice cero, pues
T(?}-Irv-u(ﬂ si ¥ e NI[TI.
Se dejs sl estudiamte enconerer sl wicleo de la transfor

axcifn del eajemplo wntarior.

Ejemplo ¥I., 20,

S¢a F el espacio vectorial de rodas lxs funcjanas - -
£f: R +* R que admiten darivadas de cuslquier orden =n un interve-
ic (a,b}, v conslderemos €1 prablems de obteaner los valores ¥ Yec-
tores carpctearisticos del gperadar derivads

P: F+F

Por sar F up espycio de dimepsifin inflnita, no existe cpa
Tepresentacifn matricial pars €1 operador N: F =+ F, ¥ no podemos -
procedar coma en 195 ejemplps anteriores. Necesitamos entonces rte
currir s la definicifn de valor y vector caracteristico, segin la
cusl:

Une funcién £, diferente de lp foncién cero, es un vec-

tor cararteristico del operpder D =i

Df(x)=r£(x) para algfin * £ R, A 4 )
o bien
affz)_,
dax t(x}
10 cual implice gque ) )
- = ot 1, A E -

affx
e
Integrandc ambox mlembros de esta exprasidn, podemos ob

tener 1la funclén f que buscamos:

1L 1 >
LUf{x})= 2z+g
£(x) ~e*F*Caet O
finalmente, haclznds £5t=c:
f(x)mce® Yo, AR, ef0 . ... (2

Derivando (2) se¢ comprueba [1), va que:

Dlce*™y = (ce*™) ¥ <o, a ¢ R, Vb,

X .
% o3 uf vector caracteristicoe asocleda

En concluslén, ce
al valor caracterfstlcs A, ¥ X £ B, por Yo que todos lox nfimeros
reales son valores caracteristicos del aperador D: F = F

- o m e m m o m o ow = o + ®m m w " a om o - = o

Yectores caracteristicos lineajlwente independientes,

"Volvamos ai sjempla VI. 19, Tenfamos gua 0,% ,-k 1,
(k. ¢, 0) ¥ (-, ~4k,, 5k;] san lox vectores caracteristicos ase
ciados a 1dilwglur¢: harncterilticns D,FI y -1, respectivamente,

Ficilmente se compTuebi Gue e#stox vActores sof Lineslmen

te independientes. En efecto:
a K, -k,
x, 0 ~4pl- = -% ¥k X PO {pues kiiﬂl
“k, 0 5k,

para el cuso general tendremos ques

Teorema VI, 16 1
Vectores caracteristicos ssocisdos & valoTes caracteristcl

ros Aistinatox, zon linealmente independientes.

Demostracidn. {(Por inducclfin matemlitical.

Sea T: ¥ = ¥V "une transformacifdn lineal con n valords ca-

racteristicos diferentes &,, &,, sruu dp. Y S0RDL ¥, ¥, L0 T




T

=y am -

los respectivos vectores caractaristicos asociados.

DempsiTaremos qum

u"lr‘*ﬂ-l'lf;

L .+un';n-ﬁ" = aq;"f,

¥i

loa, Para 2+, a, ¥ =T = a,"0, ya que \_r.fﬁ‘,

1o. Supongamos vhlido parm b=k, s decir

ul?.-*::,?.i...in.k?k-lf' = asl, ¥

¥ verifiquemsos pars nsk+i:

ﬂ-t;"“ﬂ!F.*‘ L] -+Ek?k+ak‘!?k‘|--“"

N £ 3

B A b

- {3}

Apligquemos 18 transformacidn lineal T sn ambos miexbros

de (3] tomendo en cuents gQue -
11
Se tlene entonces que:

T(?i}ll

8,0 ¥ +BAF "'-’“k"k'k"k..‘tu"un"ﬁv

| I T
Hultip;iclndn {1} por

Bllk*lF1+ﬁ:11le;+""Bklltlvk'“k+11k+1vk*lt

Restwndo (3] de (3'}:

Pero por hipétesis (ecuacidn (2]}, los vactores

Vi ¥ou -eos Fi, son linenimente indepandientes, ex decir:

=4

!1(11-1k¢l]
!![ll-lk’i] -

lk(ll”‘k”]

=90

i

I+

-

H

L {"n“kuﬁ. . (2, -1k”]‘ir“,~. . .+Bk[:l.k-lk"}?k-ﬂ"

. . f#}

« e (37

E;.

»

(3"

Ademiia, todos los valorss caracter{stico: son distintes,

asto af, hl'lt*.fn' Yie1, I, .vup k. En cun--:urn:i;, de (4],

B, =B,= ... =8, = 0.

78519
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Llevando estes valores & (3], ?)?
¢
Bk*: 'k*:-u}

Coma vk,.fﬁ

e+ TOLODCES lt'ﬂ-u CoEa

For tlﬂfﬂ, las vectares ¥, Fl. ....'?i. ?i’* son 1ines}
ments indepandientas.

Con esto quada damostrado wl teorema,

Es conveclentr sefnlar qua el reciproco del teorema V1.16
no es cierto, Esto #3, 31 T tiéne vectores caracteristices liteal-
mente independientex ¥,, ¥,, ..., ¥, entcnces los correspondiantes
valores caractaristicos 3., b, ..., L no son necesarismente distintos,

For sjemplo, para la trensformacifa-identidad I:R? = n'
definida por

(V=¥ *Fer" _,

Tenenns ;

- I(1,0)={1,0]) -

1(0,1)=(0,1) a

Coviaments, (1,0} ¥ (0,1) mon vectores caracteristices 1i
neaimetite independientas, ambos asociados a) misoc walor carecteris

tica 3=1.

Papacins carmcteriaticos.

Racordemos que pars la transformacion T de{ ajemplc ¥1.19
s obtuvisron los valares caractaristices: 1, -0, 1;'5-‘;|':‘«

Bl canjunto de todos Iof ve(icwea Crracteristicos saocinm
dos. a]l wvelor ;,=-T7 = : -

{(-k,, -4k, 5%) | k, c Ry k ¥ 0}

51 n wste CORJunta agragamos £l vecter cern, obtencmos el



%6

subaspucin vectarial de w?: Definicitn.
E {11}.[[*” -4k,, 55,0 | X, e R A E[A) sa 1¢ conoce como espaclo caracterfstico msogla-
1lamado expacio cerscteristico ssocimde al welor carscter{stico . do al valor carscterfstice .

En forma similar sa pueden vhtener lod espacios caracte-

risticos: Ejempla VI, ZI,
EQ(,)el(0, k,, k) | &, 'R} B o1 -
E lfl.:]-{{k’, 0, 0} | kz £ R} a) Sea la mutriz A= |2 r

Tecremn VI, 17, 1 Y
‘Exta matriz define una transformecidn lineal T: B + &
Ses T:V = ¥ una transformacide lipen] ¥ sea % un falor - . ’
dada por T[¥iesd¥, ¥ V¥ ER
caracteristico de T. El conjunto

E(M)={¥ | ¥ ¢ ¥ ¥ T[¥}=3a¥}

as un sibespacio vectorial de Vv,

Encontremos los wapaches caracteristicos.

Pars chbtener los velarws caracteyieticos, calculemos:

5. 1 -1

Demastracidn: det(A-AI}= z 2-3 -1 At ositeghed
1] Seaan ;1, ;: c E {3}, Entonces . 2 2 oG-
TV }=a¥, 1a3 ralces de este polinomio son: Ayl
T(¥, )=)¥ P
( :] t . - L]
come T #s linesl hy=2

TE\_’,*-\Fll"TIF.]*T{ﬂ}'l‘i—:j'*l?"i[\_rl*?‘} Hata que existen ¥alores carwcretisticas repetides,. En

?I+F= £ E (A}, contrenos los correspondientes vectores:
1) Sean ¥, ¢t E (1) yaec L  Entonces Para 3, =1
T(?l]--ﬁb, . r 1 -1 x H
y come T &3 lipenl (a-3,1)v= z 1 -l L
2 2 -1 2 1
Tla¥, b eaT (¥, I=a(iv, I=2{a¥_}
! - ! ' ! de donde r = 1Ix
. oaw, e E [4]).
L ; ( ] r -« 0
Esto demuestrs ¢l tecrama, .
. . k. @, 111} ¥ k #0, o3 un vector asaciado & 3, =1 ¥y

E{x )={(k , 0, 2k )| ¥k B,

’ wi-80/81



Exte subespacio ss generado por £l vector (1,0,2} ¥, come
ex claro, dim E{a,}=t.

Fara 1,-1.-1

1 1 1 X ']
2 0 -1 ¥~ |0
2 F Y | 2 o

de donde r=1x

¥*x
Fate AE, R, )Y ttfn, 3 un YECtor e3oCiado m - -
ARk =2y E()=E(a )=i(k , X, 2% ] |k, « R}. ’

Fsta subespacio #s genersde por el vector (1,1,2) ¥ su dimensitn

l?

es  dim E(a, }=7.-

] Consideremts ctre transformaCifin cop valored caracteristicos e

petidos. ) -
Sea :8' + " 1 transformacidn lineal definide por "
T(V)=BV ¥veR'
i 1 1
donda B=)2 1 2
k] L] i -
Entonces
-y 1
dat{B-A1} = b2 3-1 2 | =a"-onts15ae7
3 L] -2 ' N
¥ hy=7 TPy
1'.1 - -
l,-]
Para 1,;=~7¥
-5 1 1 a !
2 -4 ¥l - |¢C
3 03 =3 t a

.82/53
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LAY

de donde y=ix

t=3x \

- a

-t. kg, 2k, 3X,) ¥ k,40, €1 un vector esecisdo a i, w7
y E(h)={(x,, 2k , 5x,) | k, & R}, ~

En este caso, dim E{ll}-1.‘rl que 23 generade por el Vet
tor {1,%,3).

Para 13-1,-1,

1 1 x o
1 F 2 Y| =10
3 3 2 0

es decir, z+y+t=D
o blen Z=-K-¥
Coo (ky, Ky, -k0k,) ¥k, k., no azbos CeTO, B3 Un vel
tor carscteristico asoclado a J,=h,=1, ¥
BB Joffk v &, -k k) | K,k ¢ R},
Abora 1x dimensifn e3 dos, puss 5[1:] es generado por los
vectorel independisntes [1,0,-1) ¥ (0,7,-1);
Eilg}'ﬁfll}'{kl{l,u,-ij*kl[ﬂ.1.-1]| k:. k‘ e B}
Tenemos aqui Otro caso de vectores cavacterfstiros linesl
mentes indepandientes asocledos o]l mirmo valoT caracteristico 1 -
[var pigins 719).

= m d m om oE T m o om 4 W g m m = oA & = = - .

Bjemple VI.22 .
San T sgqualla quu'trnnsioril'un'vcétvr cunlquisrs del es
pacloc euclidians tridimensionel en su simérrice respecto al plano

F que cfontiens sl efs ¥ y formm un Engule && 45" con el plamo x-:i,



comc 3= muestre en lm figurs:

1

i I . -

Ls imagen de un vector cuslgquiers (x,y,1) de LY segin T
es (7,X,3)] por lo gue la Tegla de correspondencia e

T(x,y,t} = {¥y,x,8] . .. . (1

Comn ea fhoil werificar, sé trata de une transforzacidn
linesl, poT lo que, pars obtenar Im matriz asociads o T en la bass

]
cenfnica de R, calculzmos

T(1,0,0) = {€,1,0)
T{0,1,0) - {1,0,0)
1{0,0,1) = {0,0,1]

44
Entonten
0 1 1]
B L 1 1} 1}
o] ! 1

Obtengamor mhors los aspetlos caracteristices de T:

™ N B
det(M-}1}= 1 -2 0 b = {-a)- (=) =2 e tern
! . 1] o 1-3 )

] |
paciendo -% +3 +d_1u0 sp obiiehen los Yalores caTRETeTisLic0s
- -
a1 ‘
A, 1

Pal sistems bomoglneo (M-11)¥=T, con a=-1:

1 [+ x [1}
1 LI 4 B R
1 F3 2 o

-

cuya salucibn gereral es
ey
= 0
s obtiene el espaclo caracteristico
E(h p=i{k,, -%,, 03 | X, & R}
y del sistema homoghnea (M-aI)¥=0, com 3 =1

-1 1 a x 0
1 -i [+ i =0
0 a )] ] Q

cure solucién general es

V18465



=T
se obtiene o} espacio caracteristico

E{3,)=((k,, Kk, k] | ®,. k, £ R},
Yemmos ahora le interpretacifn geométrica da estos resul

tados:

El wspacia clrltt‘!i!tiéﬂ E(3,1, de dimensitn unc, TepTs

santa al conjunto de vectores sobre le recta y=-x slojads ea #l pla

na X-y- Estos vacrgrea solamente camblan su sentido sl &plicar T,
pero consaTvap su magnitud y direccldn. ~ Es decir:
Ti¥}=-¥, ¥¥e E {11}. -

El espacio caracterfstica E (i,), de dimensién dos, Tepre
sents al conjunto de vactores contenldos en el plane P. Pstos weg

tores no sufren alteracldn algune a2l aplicar T.

T(¥) -;t

Es decir:

¥veE{.

1)

5]
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_ SIS_TEMAS DE ECUACIONES LINEALES ‘

INTRODUCE TON

Y MATRICES

Consideramns w] siguiente 2jemplo:

Una industria fabrics tres tipas de productes {llam&mosles
A, B ¥ C) ¥ cuents coo un total de 50 obreros que trabajan B bhr. dis
Tias. Es decir, dispone de un total de 400 horas-bombra al dfa.

Para fabricar un producto del tipeo A, 3¢ Téquieren 10 ho-
res-hoebre ; para uno del tipo H, 100 ¥ parsa uno del tipo C, 40,

En condicionss normales, oo l:[;tln Testricciohies de mate
tiz prima ni de magquinarim ¥ 1los cbteros ostan Capecitados para in-
teyvenlir en 1la fabriceelfo de cunlgquiers de los p;nductnl.

5; gquiere zaber, que cantided de productas A, B y C pua-
den fabricarae disriaments empleando la totalidad de horms-hosbre
disponible. )

P;dalns entopces plantear £l models matesftico giguiente:

51 x,, x,¥ x, representan el niwmero de productos A, By C
que se fabrican diarismente, entonces 20x,, 100x,.¥ 40z serkn, el nt
merc de haras-hombre explesdas diariemente en fabricer tudul.la; -
productas A, By C,

Coma se dasean smplesy lag 400 horas-bombre disponibles,
los valores de x_, ¥ ¥ deben ser tales que

I L

Expresiones como #xta, Teciben el nombre de ecusciones 13

l'
10x.4lﬂﬂxl*lﬂl,-lnn .

neales.
Una respuesta al problema podris ser frbricar 4 preductoa
del tipo A, 2 del tipo B y 3 del tipo C, ya que, xl sustituir estos

ralaTes en la sxpresidn (1), s« verifica 1la igualdad, Entonces, -

diremcs que )

€3 una solucidn de la ecuacidn [1).
5in embargo, podemos natar que =3tk solucifn no £1 Gnica
¥a que los walores
1:-1, :.-I, :l-l,
tambifn sstisfacen 1o ecuacifin (1), per la que constituyen otra 5o
lucidn. .
Gen:rlli:andn,lll acoacitn {1} es una expresifn del tipo
al:,+l,l!+...*l“:n-h N
a la que 11emarenas ecuscifn 1ines?.

A las constantes a,, &;,..-, 4_ 3¢ les llama cowficientes,

n
a b término independiente y & x,, X,,...y X, incSgnitas o varisbles.
Vemos que las incégritas sparecen todas elevadas a la primers poten

cla, de ahf a) nombhre d¢ pcuwcidn lineal.

V-4 /5



Iva SISTEMAS NE ECUALIOKES LIMEALES,

Regresando ol ejemple anterior, svpongamos gque por razo-
nes de demanda las productos B ¥ ¢ deben flbritlr;e en cantidades
igumles.

Enronces, s# tieas la restriccidn adirlonal x,+x,, que
expresada #m lx fbrlt (1) queda

- O +x,-x,=0 ., . ., , ., (1]

Abora ¢! problems consiste en encontrar uam soluclén qQue
satisfage, simultineaments, las ecuacienss (1] y (3], por lo que -
laz dos moluciones que antes ancoatramgs no son Griles.

51 #e fabrican & productos del tips A y 2 de los tipas B
¥ L, vemox que s» satisfacen sizyltkneamente las ecuncicnes (1} y -
(3). Entonces diremos gque

=8, x,2, x, =2
es ung #2lucido del sistema

20x, +100x, +40x ~ 40D W

0x,+ Iy~ M, 0}

€l cual conste de ? ecusciones con tres incdgnitas.

. -
BETTLIN T L N TS oY L

ltlxi*l!'l.*-..*lanln'h!L

f. .- . (5)

.II:I*HII:I."-*‘IﬂIﬂ‘h- J
donde lij £t C son Ios coeficientes, Xy las incdgnitas y by e C los

téralipes independientes.

Definicién.
" Unasalucisn del sigtema de ecusciones (5] s un canjunta
ordenado de n valores que satisface simulthnegmente 3 todes lazs scus

cicnes. ”

Definictén,
Un sistema de ecusciones linsales &5 up conjunto de ecua-

ciones d¢ la forma {I) que deben resolverse simultdncaments,

En general, un sistema de m ecuacianes con n Incégnites,

definido aobkre el cempo de los ndmeras complejos, as de la forma

N-&ST

Una forma de obtener solucjones.

Tel wez, 14 técnica fundamentsl pars encontrar las salucia
nes ée un si:teén de HcUIC;DnEl lineales, ses 13 de aliminacisny, E1
PTOLCEIT ;ﬂnliite ea transformer ¢l sistesa original en up Buevo 1i3
temp de ecumciones gque pusde rosclveras ficilmente. El nuevo ais-
texg, deberd tener las mismas solucicnes que ol eriginsl y o este
caso diremos que ambes sistemus son equivalentes.

Pars chbtener el nuevo sistems 3¢ hace uso da las siguien-
tes transformaciones, que recibern el mombre de *Tranaformaciones --

elementales™ ¥y consisten en;

*

1) [ntercambler dos wcouaciones.
2] Multiplicar ups ecuscifo por un nimero kfQ
3] Multiplicar une scupcldn por un nftmero kFD ¥y sumar ol

resultads a otra ecuacifin del sistems.




) No ex diffci! sceptar que al sistema originel ¥ &1 Ruevo
. Sistema son equivalentes. 5in embargo, el estudllitt puede . ---
sultay la yeferencia 1 pag. 44 parh una demostracidn.
Podemcs llubtrar lz tfcanice mediante wl sipuiepte ejem-
plo:
Ejeapla IV.Y.
Iz +1x =&
E -IE vx =1
-HI*I,*le =10
%i intercembimmos las do3 primeras ecusclionas [con =l objato de que
X, apaTeIca vh la primera ecupgifin] obienemos
x -2 ez, =1
2:14211-ﬁ .
-;;*x}¢5:. =10
33 sumamgs la primers ¢cumcidp s la tercera obIsnemos
I‘-Ili'I"l
lewzx,-ﬁ
0-x, +6x, =11
si multiplicemos la segunds ecuacidep por % ¥ sumamox £! resultada
a 1la tercera abtanemeos
K Ik =1
1z, +1x =%
ﬂ*?xi-tl

dividiepdo 1x3 ecusclones dos y tras entre 2 ¥y T Tespactivemente:

w4

11-1:,+x.11
K tx, =3
x,=2

De la tercers ecuscidn inmediazaments vemos que
x,=% ¥ sustituyendo ests valor en la segundas ecuvaclén s¢ epcuentry
que x,=1.  Fizslaente, al sustituir en L primera ecoacibn se en

cuentra qus ¥, =1, por la que la xolucléin del siztema ex

x,=1,

X041,  E,=2

----- - = T ow

Ahors bien, hay sistemas de ecusciones que pdmiten mis dr
una solucldn: un =jenplo lo tenemos en 2l sistems

20%,+100x , +40x =400
N 3

Ox. =

1 X,- %= 10

que empleamcs coma introduccidn, La solucidn que hablamos -enclg
asdoc es

X, =6 x,=1 x,=1 .
¥ £] estudianie puede comprobar gue

x, =13

C Ky~ x,~1

&9 otra solucifin. A este tipo de sistemas, que tlenen miz de una

solucifin, s® les llama indeterminados.

Tamhi#n hay sistemes gque no admjten zalucifin, For ejem
ple, Tesulta evidente quo £l sistema -

e el

e P LR

po tisae solucibn, puestd Gua Oo existen das nlmeros cuye sumd fea
1 ¥ 3 a la ver. A #3te tipe de sistemas 3¢ le¢s lliama incompati.-

blex [0 inconsistentes).

vems



En gernernl, de acuerdo con ls existeacia ¥ tipos Jde salo-

cifn, lox sistamas ‘de acuaclonses’ kinemles se clasifican em:

Determinadas
Compatibles [uns solucibn)
(tienen solucldn) Indeterninadas
1 {mfs de una solucidn)

Incompatibles

L (no tienen solucidn)
MAz adelante, ¥ con ayuds de otros coocéptof que tTatare-
mos, podremos determinet sl on Sistemsa tiens soluclfo o na ls tieme,

¥ 51 esta &1 Gnica o no lo es.

.

rv-10711
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Iv.2 MATRICES. -

El astudig de lasx yistemas de wepaciones realizado en g
seccifn precedente, puede servir como una introduccién astursl wl
concepto de matrip, En el process de construccldn de vn glstemy
equivalente, pusde advertirse gus nmo £% necaserio escribir las in-

chgnites xy, %y, ..., X_, ¥a que Tealmente 38lc 3e opers ton low -

u!
roeficlentex %j5 v con loa témines independientes by,

51 analizamost =l ejsmple IV.1, vemos que el sistemn

21:'2:,'6

£~ +x =1

X, 4% +5x =10
queds completamente determinado 4l comocar ¢l walor ¥y 1a podlcidn
de cada uno de los coeficientes y términcs independlentes. Esta

informacifin z¢ puede pressntar convealentemente en el aiguients -

Rrreglo
02 I &
1 -2 1 1 V.. (6]
-1 1 50

al cual xe le llama MATRIZI.
Este arreglo en particular, consta de 11 slementon (nlme
Tos) dispusstos en 3 renglonss ¥ 4 columnpes, por lo que diremaz que

1a matriz «3 de orden 3xd,



Definjcidn. ]
Una matriz de orden mxn sobrs ! cappo d8 los nlmeros -
coxplejos, &5 un arreglo Tectangular

T LI¥ . o

L
A, @;; r. Eym
B ‘ -t s " (73
S, %my "t Tmn

con m renglomes ¥ n columnes, donde las ‘ij e C s¢ llaman sus e#le.

BEntos.

Comunmente, ¥e TéPTesents & las matTices com letras maylls
culas y & sux elementos con letras hinfsculas. En forma shreviada
1n matriz (7} puede expresirTSe Como

n-[lij] dopda i=1.2,...,.a ¥ §=-1,2,..., B

Lox subfadices i, j indicen, respectivaments K el renglén
¥ I3 columna en Que se encusntrs ¢1 ¢lemento Byye Azt por sjem-
plo, 4,, Tepressnta al elemento que $& encuentrs eo el asgundo TER
gl6n y tercers columna d8 l® matiiz A.

Twda la importancis 3¢ la posiclén que pudrdan los #le--
mentos en &1 arreglo, decimos gue dos matrices sof iguales =i som
del mismo orden ¥ sus elementos correspopdientes son iguales, A

e3io gbedece l» Siguiente -

Definicidn. . - R

Sean A-[lij] ¥ l-(blj] dos matrices del misso orden, sn-

TOnCEE

ATE = wayyvbyy v 19

Haciendo referencin nuevamente 2l ejemplo IV. 1, podemos

efectuar con los renglones de iz matriz {6) transformeciones equi-

W
&

valantes a 1las efactusdas Con Las ecuscisnes del sistemn.

El proceso ser{s entoncas el que se 1lustre w continusc!sn

0 2 2 6
He 1-2 1t L8
(-1 1 5 va
1-2 1 1] hemos intercaebindo los dos prime-
H’- c 2 2 & ras reaglopes.
_-1 1 510
o =
T -2 1 1 hewmos sumado #1 primer renglén &}
"II- 0 I I & terceTo.
[0 -1 s T
(1 -2 1 1] sultiplicando #1 segundo renplén
Myyp= B 2 2 6 - peor %. 1o hemas sumado wl Tercers
Lo o 7 1a
T - 11 bemas dividide el segundo ¥y tercer
“I?' 9 1 1 1A renglén entra Z ¥ 7 respectivamen-
4 & 1 2 te

Le Gltims mstrii (M;,} repressots ¢l siatemn equivalente
X, -, vx, 1
X, +x,"3
xy=1
cure saluctdn pusde obetwnerss ficilmente.

La metriz "I?' 5% dice que o3ti an forms escalonsda o que

#3 Unm metriI escalonoads. " En genersl, una watriz #f excalonacda si
#) primatr slements distinto de caro ds cxds Tengldn, o5 igusl & 1y

#]1 ndmers de teTos sntarlorss o dicho slemanto mumeénts de renglbn a
v-12/13



rengldn. Las piguisntes mairices son sscelonadss:
T 3 & 1 2 3 4 1 2 3 4 3
Me [ 0 1 5 e o 0 1 1 pa |00 P 5 2
0 & 0 1 0
o6 o 1| ¢ 0D 1 5 0 0 O B

Transformaciones slemsntales por renplin.

Lus transformacicnes efectuadss con los renglones de la
matriz M, para cbtener finalmeate la matriz Hpy, 3¢ llaman “trang
formacionas slamentnies por renglfn" ¥ como hemos visto, puedan -
seT de fres tipos:

1y Intercambio Jd= das renglones.

2] Multiplicacién de un renglén peor uwn ndmerc EAG,

3) HWultiplicacife de un renglén por un afimero kfd ¥ su-
ne del tesultsdc a otro rengldén Je la metriz,

Ptilizande lss transformaciones elementsles por rsng}&n,

s posible transformar cualquler matriz en une matriz escalensdn.

Definicitn,
Diremos que dos matrices son equivalentes, si cunlguiera
de wilus puade chtenerse a partir de 1a atra efectusndo un ntimero

fFiolto d¢ transformacicnes slementales por renglin,

En al ojesplo anterior tenemos que las mmtrices W, M,

"II' "III T “I? son egulvalentes, .

Eiemplo 1IV.12
2 04 2 8 -1
4 3 4156 -4
1a matriz A-
Sex 1s -3 1
- 1
1 -1T. 3 T 1

V-14718

transformar m ]la matrit A &n una MatTiZ ascaloneds

lirando transformsciones elementalas por renglén.

Selucidn:

Dividiende sntre-1 &l primer

Tenglin éde A obtspemos

L
Multiplicande por -4 el pri-
mer renglén y sumendo al 2o,

renglén de *I obtepenos

Miltiplicanda por -3 &1 pri-
®wer Tenglfn y sumahda el 3ar,

rengldn da ‘II obtensucs

Wultiplicando par -1 el pri-
mar repnglén y sumands =] do,

rengldn de lIII obrencemos

‘Intercembiande el segundo TAD
glfn con el cusrta renglén de

Ay ohtenemos

4]

Aryy=

1 2
i
3 -3
1 -1
(1 2
D 0
3 -3
1 -
1 2
D 0
D -9
1 -1
1 2
Do
o -9
¢ -3
[y 2
0 -3
o -
2 0

o
416
g 1
3 ¥
T 4
o 0
7 1
3%
1 4
¢ o
& =11
5%
14
e 0
& -1
: "4
Vo4
2 "1}
6 «11
0 o

oquivalente uti




Maltiplicands por -3 el segun M1 o2 1 4 -1
do ranglén y yumarndo al ter- | o -3 2 '1} 1
ce -
r Tanglin de A, cbtenamos M1 a ¢ D 0 -1
e [o 00 0 o
Dividiendo sotre +5 a]l sagun- Ty 21 2 -]
de renglés de Ay; obrenemos 0 -% l} -;
Mutty o 0 o
0o ¢ 0 0 O
Dividienda ontre -11 wl tee- oz o1 a4 ]
Ccer renglidn de Avllnhtunelnl | -; l; -§
Yy 4 . 0
6 9 0 0 o :

La matriy Ayrrp #3 0 matriz Bl;llﬂnlﬂl_

Al Bablar de las rransformaciones nlellntllei,_he.ﬂ: he-
cho #nfasis en €1 térming "por r:nglhn“. Estc cbedece a que exil
ten transforascicopes, anElagas & 133 wgqul descritas, efectumdas --
cton lazs columnazx de uns matriz. En ests capitule mo sa justifica
rd In existencla de dichas traniformacicnes y tampoco serdn ;tili+
tades, El ostudisnts intaredade en saber mhks acerca de eftlo, put
da copsultar le referencie 3 peg. 141, una wer que hara tarminado

al capltulo.

e

Rango de uUne Bwetric. -
befinici*n,

5i transaformamos una matriz A a8 upe matriz sscaloneda B,
¢l niserc de renglones de la satyiz B con 2z menas o= slemento i

tinto de cero se lluma RANGO DE LA MATRIZ A ¥ x# reprassntas com --

LEF&}. El misma range se zsigna o 1a matriz B.

Dx acusrda con +#3ta deflnicidn, cuando dos matrices son
¢quivalentes ambas tienen el mismo rango. Llas matrices A, A, ...,
Ayrrg del ejeeplo IV, 2 pen todas de renge 3.

El concepto de rango da une matriz, jusga un papal muy -
jnportante an la tworia de sistemas de scusclones linasles que we-
remos nliz sdelante. El estudiante pueda darse cuents que la def]l

nicitén de rango, tal como se enuncia agui, proporcions 4 la wez un

aftodo para obtenerlo,
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Iv¥.3. PRODUCTO DE MATRICES. ;
0z +100x  «ddx,
*E" fane [9]
, 0x,+ - E,
Consideremos nuevaments al 3i - .
sistems A la matrir AX expressads en [9) 1o llgmarsacs "ol produg
20z, +100x, +40x, = 400 ' -
e {0 . to de las metrices A ¥y ¥ (on e1e orden)., Veamos comc pusde obtg
0x,+ x.- x.» 0 _ -
t : ' rerse la mutriz AY, & p#rtir de lay aatrices A y T:
pademar formar lus matrices . _
El primer slemsnto de AX, e3 igual o la suma de los produc
20 100 40 x 400 -
A= 1 F = 105 de los elementos del primer yenglén de A por los elemectas de 1z
] 1 -1 = 0 -
:' Gnice columos de ¥. En forms asquenfitice:
— 1IDx,
dende hemos reunido los coeficlentes{en A),las incSgnitas {en T) ¥ *
Ey|———— 100z,
los térmings independientes {en B) que mparscen en o] sistems. ‘;
Xy — x,
Con ayude de estes mutricas, podemas expresar el alstema
IO+ T00x, + A0z,
{4) como .
A=F ... (4} El s-gundu alemento de AX, es iguel & la suma de Ios pro-

siampre ¥ cushdo demos una deflnicién adecunda parw e1 producto - ductes de los slementas del segundo renglSh de A por los elementos

AX, de 1a finica zolumne de X. En forms esquemltica:
Ey| ——— 0x, =

La metrir producte AX, debs ser da orden 2x1 para poder X

establecer la igualdsd con B,  Ademés,.por ipusldsd de matrices, | =
los #lementos correspoodientes ds AX y B deben ser lgusles. [ |~ x,
Sabemos que la igualdad entre matrices ﬁ§’+x!-:.
a t -1
20x, +100x, +40x, 400 - ) [ ]
- En forma similer, tbtengamos el producto de las matrices
0x,+ x,- x, 0
] b
fe gatlsface i y 56lo ol A= |:'n 1 11 L
Hox, +100x, «£0x, =400 L0 "aa % Y b= L
b

Ox, x,- x,=0 1
que 3on precisamente lws condicicnas que establece e! ais can e objsto da cstsblecer una definlcidn gemeral.
. El producto serd 13 matris

tema [4]). For tanto

V18719
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o, b +a, b 2 b
AR= C el W e B L W Rl Tl i B Y
4, b, 2 b +a b

11741 T !'|_I
donde obasrvemcs qua:
la.} ELl alementa que se encoentra en ] primer renglén
primera coluens de la matgin productz, a3 la zuma:

3
‘l:hll"lthll"llbtu'k51 b

20.) El elessnto que¢ 3& encuentrm eo €1 segundo renglép

primara columni de ls mattiz products, e la suas:
2

by eap, by, va, b, . EET L

Generwlizande, ¢l elemento qure 18 sncuentra #n =l renglén
i, columam §, de ons mstrir producto AB, ez la sums:

n

I, tauby
donde n o1 el nimero de columnes de l1s matriz A ¥ €l nimero de Ten
§lones de la mstriz B, que debard ser ¢l misuo para que pusda efec
luarse el producta,
IDefinicibn.

Swan: A= ['1j] (=1, 2, ..., my §ul1, 2, ..., 0}
¥ Ba {bij] (i=1, 2, ..., n ¥ i1=1, 2, .... p)

dos merrices de orden wen ¥y Rxzp respectivamente. - -

El producte AR &3 ung matriz ERUR -

c- (tij] [1-1r zl tanyp WY j':l :I LN | F}
de orden mxp cuycs vlementod esthn dados por

1]
':ij' k[ "!lbij

= 6

Ejemplo IV.3
Para ilustray 1a definicidn, obtengamns #1 producto de las

matrices

P JS R t o0 -2
A=l ¥ B*rs 1 9

- -

1 4 1

X2
-1 -3 4 3]

qQue ex una natrii ©de orden 2xd4 tal que

€,,* I-F+1a -6

Ty 0-3+3= ¢

c,,* -4+D-d= -8

C_ .= 2-3-3= -4

Cy,= =1+12-1= 10

e, .» Ded-3a 1

C,,~ 1+0+d = &

£,.% ~1+ded= &
entonces, 1ln matrir produecta e

[ﬁ 0 -3 -4]'
AR=
B 1 6 &

Obsfrvese que &) elementa que se encuentra en al TeBglon
i columpa | de la matriz producto AB, se¢ gbtiene afectuanda al pro
ducto escalar del renglén L de A por la columns j de B.

Por ajeepls, el alpmento ¢, ex. 8l producto

-2

z -3 -1 ]

o alfrQ-dw -‘.:Il

Podemos concluir. en base 5 1o defintcidn, que padamas

afectuar a] producto AB s8la cuands ¢l nimaro de columnes ds A ey
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iyual sl nfmers de Tenglomes do B.  En esle caso, diremos que 1as
matrices A y B zom copformebles pars 1a multiplicacisa.

En genersal, l& multiplicacisn de lazs matrices KD es con-
sutativa, Incluso, on muchay ocesiones s tiene que dos matrices
A y B zan confermables pare wultiplicarsa an ese orden [es decir -
pueds obrenersa ¢l products ABY, mientras que no son confarmables
para pultiplicarse =a ol orden conirario [no pusde obteherse =1 --
producto BA], Por tal motivo, esx mecesuric preciszar el orden en
que lus matrices se van & wultiplicar, Fara sl caso del producto

AR, diremos que A premultiplics w ¥, o bien que k postmultiplica a

A
Ejemplo IV, 4.
Inda las matrices
1 1 a -1 _ 1
o AV R I I
T 1
obisner: a) RS
k) SR
c) TS
d) 57
Solucidn:

1 12 e -1 & -3
a] RE= -
14 3 4 12 -7
{Las matrices B ¥ 5 3on de arden IxrI, por lo que laz lla

maremcs matrices cuadrsdas ¥ diremos simplemsnts que son de arden

t)

s

[} B Frx

0 -1 1 X «5 -4
b) Sk~ ) -
I 1 I a3
En este caso, pudlerss obtensrse tanto al producto RS co
we el producto SR, deblde 2 que zmbas metrices son cuadredap ¥ del
5in embargo, Dotamos que RSYSR puex, como se pencio

mismo arden.

o4, e] producto de metrices mo €3 una operaclén coomutative.

I 0 o -1 o -
c] TS» 1 T - . S |
2 3 3 - 9 -5
- 'o __.I"' 1 ﬂ
d) 5I= , 1 1 nn sy puede
L! -'I_ _-2 3.' v

efeCtuar, ra AUE el pimezo de columnes de 5 [2) es difore&ta dal -
nfimeya de renglones de T (3). En otras pulabres, 5 ¥y T no son -.
conforsables pare la moltiplicacifno.

Obsdrvese que, aunque pude abtenerae al producta TS, no
fuf posible obzener 5T, lo cesl resaltas le importancis de especifi
Cxr claramente el orden en Que se desea multiplicar dos matrices.

Definicitn.

St uns metriz A e3 de orden oxn, diremss que A 85 una s

triz cuadreda de orden n.

Ejemple I¥. &,

Para lasx msirices

i . tea 4 -1
He] - ® [-4,1,¢] pefp,, 1
1 -t 18,




eocontrar los valores de g,f - Py, B,, de tal forom que se verifi

que 1s jpusldad

-

M = F -
Solucifn;
Primeru obilehemos
1 i -1 -
L] -1 -1 1
-1 1 i
For otra parte, coma MMN-P, _
1 & -1 [ 1+a 1 -1 ieas) ., a=1-i
=1 =] 1 L F11 -1 1 P||'-1
-1 1 i -i t+a F,, 1 «a=1 ,* = 0
- Puaa=t T
Teoremn I¥.1 i .

La multiplicacién de matrices [cusndo puede sfectusrse)

es asoclativa. -

Pemestracidn, ]

Sean A=(agilans "[hjk]n:ﬁ ¥y Gu(cyr)paq tres matrices -
cualezquicrs de orden mxn, nxp, Prq respectivamente.
BAT fue

(AR] C = & (BO)

De la definicién de producto:

n

AB= (151 1) hjkjilp
donde 1os fndices libres sen i=1,2, ..., ¥ k=1,2,...,p, ¥ la matriz
(Las Indices libres son los que indicen el ren-

¢y de prden mxp,

glda ¥ 1ln columna.del Busva slemente].

Quersmos pro

52

Aplicando shora la defipiclén de producto s las matrices

(AB) y €

mxp prq’
P o b 3 B
(AB)C [kf1 [jf1 ] jl} Chr'mxq
multiplicando Cy. por cada uns de las sumss del paréntesls, obtentc

L Lt
]

P
(ABIC= {kf$ {121 *15 bjk tkr}]lxq
donde los Indices libres som i=7,2,...,m ¥ to1,2,...,9 ¥ ln matriz
es de orden maq.

En forma anklogm obtenemps:

H

] P
ALeei= {jE1 {tE1 i3 hjk “kr’ 'mxq

Dado que el arden d¢ la susa es arbltraria,

n n
E { L lij bjk tkr]- jI (kg ‘1.1 hjk :k'l.'] ¥ i. T

kel j=1 w1 kel

Far lo tanto queds desosirado que
(AB]C= A(BL)

Se recomiends sl estudisnte consulisy el apdndice I de 1n
refarencia 3 pars obtener habilldad an el menejo y comprensiia de
lox simbolos de I(smma)] ¥ LI {doble zuma), ¥ hacer la demostracién
complets d¢ sate tcorems pAT4 #1 caso particular de las matrices
tuadradey de orden dos.

Fiemplo I¥V. 6.
Yerificer la prepisdad asocliative para ol producte, con

las matrices.
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€3
5i con la mismm matrir I ¢fectuamos ol producto LA, dopde A e3 une

C» matriz con 3 renglones ¥ conlquier pdeero de columnas, sbtenemas -

-

[ |

1
— [ V]
-2,

[- -]

[ |

1
.“ -
—t [ =]
T. =
LI |
-
Fl— -

siempre que lAsA. A la matriz I le uu;nr.u mptriz ddentidad de

So0lucildn.  Debemos verificar que orden 3 y la representamas mediante I,.

(AB)C=A(BC) En gpeneral, a 1a mazitvii cuadrads
-2 0 -t 0 D (@ © o ] B Y
AR~ ] [ . - 1 ¢ o ...0
' 1 1 3 1 1-1 | 2 1 1-14] ] 1 o0... 0
{ X 0 0 1 0 -2 o ] ' : o 1.1
AR)C=- - - i v e e e = s
2 1 1-1 z ) "
1 31 R
S SACEEE o o 6 0 0.1
. “nin
Por otto lado: i
_ - le llamaremas matriz ldentided de ordec n.
=1 1] o 1 2 -1 [}
{BC])= z 1 Esta matrit puede sxpressrse & forme sbhreviada comn -
301 1. -
e T B-3 et i o[ 8y5=1 sl )
7 L 7 J Tn= {8;4) donde ]
_ ‘ Gij-ﬂ s1 id]
-2 0 -1 0 2 0
A[BC)= x CLEm Iv.?
{1 1] B-3i ;-*-}1] [‘r-n Fii Leorens
- - Fars tods matrit A de orden mxn 3 tiene que:
por la que
i IA =4
. (AB)C=-A{BC)
_______ e A In- A
Demostracifn
Matriz Identidad.
Bean Ig=(% A=
51 con las matrices i m( ij}nxn ¥ Eljklﬂxn
1 0 o 3 2 ) De la definicitn de productio:
I= a 1 1] y A= H L] B -
b o 1 -1 Iph = [ jI'I LFE L1
afsctuamor el producto IE vemos que donde los Tndices libras som §=1,2,....m y k=1,2,....n,
. -
. 5 2 Coong d 70 ¥ 1#j: . ..
Ib= 1 4 =B . ?
-1 1 Tuh- {1-1 Ejjljk}l‘n
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donde shora, los Indices libres sen j=1,2,....m y k=12
jj" 'j!‘

pringh,

Comp £

[ ]
LA= {jf‘l %% man
Comp } #2 un Indice libkre

I.‘." {‘jk]m.l' ,

Las seguade parte del teorema sa desuestra en forma similar.

Matrices vlementales.

El Tescltedo de efectuar un nimers finito da transformacio
oes slempntales par renglén & una matriz & de orden mxn, puede obte
rerss tambifn si presultiplicamps A por uos clayta matri: cusdrads -
de orden m.

Pars mostrat lo anterior, consideremos par separade cada
una de lasg zves trln:furun:iona; elementeles por renglén.

l]. Intercumbio de Tenglones.

Supongamos que tenemcs ung matriz A de mxn ¥ que efectus-
maz ¢l intercambia de su3 renglomes i y |, Llamemps 2 la matrlz -
anf obtenida matriz b.

i por otte lado, tomamas la matriz ldentidad de orden m
(1.} » intarcesblamos sus renglones | y j, obtendrescs ons nusvs ma

triz que llamaremos Iii'jt

5i mhora eofectuamos el producto I£1'j] A, 3¢ gcbtisns 1a -

matriz B, -

Bjempla IV. 7.

Sem AT 1
5

& O M

By

interceabjamps sus renglones 1 y 3 pars obtener Im matri:

5087
B=- [ 1 0
1z

Por otro lade, consldersmos la matriz

!
1,10
1]

[
1
1

0
a

e intercanhiemos sus renglones 1 y I purs chiener

fo o0 1
]fiml}. 0 1 0
]
| 1 o 0]
(1.1}
Efectuands el preoducto I, A, tenemas!
ERCERI ? L
{t.7])
I‘ A= | O 1 0 0 " 1 Q
L‘ iy D - & ) ¥ _2

VEBRS ENTORCES que, If".] A es igual a B,

1] Hultiplicarifn de on renglin por un nisero 0.
Supongemos que tenemos uns matTiz A de wxn y que multipli
camop su renglén i por sl sscalar gfd, Llamemas » la matriz asl -

chtenids matrit B.

5t por otrs lade, tomsmps la matrli identidad de orden -
[ ] {I.J-y lultiili:lﬂu:'su renglén 1 por el escalar k40 obrendremos
una puavy matriz gue llamarenos I-lfi},'

51 abore sfectusmes el producto I:[i}a, s phtiane la ER
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triz B,

Ejmmpla IV. &.
12
Sen A
| & 10 20
multipliguanos =] segundc renglén por M pars cbtener ls matri:z
(1 2
A=
15 30 B0
Por otra ledo, consideremss 1n matri:
T1 o
I =
* [0 1
¥ wultipliquemns su seagundo Tenglén por 3 para obtener

I:[I] - [ 9
t 6 3

=3

Efectuands w1 producta I:{'}A. obtznemos ¢

t D 1 2 i - F1 2
. - -
LI 5 10 20 15 30 60

vemos satonces que, L (2)a o8 1gual a m,

I_: (.}".

3) Maltiplicacifn de un ranglén por un cAmsro kPD, sumando #i re-
sultado a atro renglén diferestas.

Supongemos qua teRemos une matriz A de mxp en la que mul
tiplicamos su ranglén i por &l wscalar kF0 ¥ ¢l razultado lo suma-
mos al tenglin j¥i. Llamgmos & l1a sstriz asl abteaids, metriz .

51 por otro lado, tomamss la metri: ldentided de orden -
m (1), sultiplicamos su renglén i por el sscalar kF0 y ol resulta

do lo sumsmos nl Tonglés §, cbrendremas uee ousye Mstriz qua llams

3031

55
reamos ﬂiﬂ.”‘
51 mhora efectummos el prnﬁucto LEIi’j]A. s obtiens 1z

matriz B.

Eyempla I¥V. #

z
4
1
1

S5ea A=

W 2 fa -

multipliquemos sl primer Tenglén por 2 y sumemcs el cusrtoe Tenglén

pars cbtener la matriz

-

B
1

14

- O Ll -

Par otro lado consideremos la matriz

—

1 0 0 @
8 %+ 0 O
Wl e o 1 o
o 6 & 1

aultiplicando el primer renglén par 1 y sumando sl cusrta renglén

ohtenemos
1 [ 1] o
1] 1 1 1]
I[l +]
L7 * le o0 1 0
2 1] o 1

Efectusndo el producto I:[l**}h, cbtenemos ;

1.2 o © 1 1 v 2
¢ 1 o @ s 4 'O |

t(1,s} -
1, Alog o0 1 0 'R
2 [ (1] 1 g 18 7 14



(.~

1
veRay entonces que, I, A wes lgunl n B,

Definicidn.

A laz matrices ]ii’j]‘ I:ti]_ I:Ii'j]

se ]as llema matrices
tlpmantales corvespondlentes m las trensformsciones elementsles 1,

2, 3, respeactivamente.

Vemos ahara que, cade trensformecidn elemenial puede ser
1lavads o cabo prapultiplifends, le matzlz deda, por la matri: els
mental que se obtiene afectuapdo en I, la misma transformacién ele

Iﬂlt;l.

Ejemple IV. 10,
Hellar 1a mmtriz F, de arden 3, tal gue trenaforme = la
matrlz A #n uns matriz ;::ulun;d: (e3 decir, que ¢l producie PA 3en

uea matriz sscalonada).

B -2
O I A
: 3 0

Solucidn,

En 1s siguients tabls aparece uns secusncia de transformm
clones alementales que Ltransforma a Ln matriz A eh una ultri£ a3cn
lonade, lax corraspondientss matrices slementales ¥ ol Tesultado -

de efectuar estas tramsformeciones sobre A.

PRV

Matriz alepsntal

Trunsformecifin. correspondiante,
" Intercembip de Yas ren- P ! o 1
‘glones 1 y 1 1o 9
0 0 1]
(2 o o]
Mulgiplicacién dal pri- 0 3 o
mer renglén por 2 a a ‘1
a- .
Multipilcacisn del ren- 1 0 0
gl6n ¥ por -7 y sumar al 0 ! 0
renglén 3, - 0T
Multipllicacitn del rem- (1 0 0]
£16n I por 1;1 ¥ SURRT (4] 1 b
&£} renglén 3. 0 l%l 1
(1 0 o
Multipiicacitn del ren-
1] 1 1]
§16n 5 por _ 7
57 0 9 qy

El mismo resultada que se¢ obtlene al aplicar la

da transfarn-cinnds, pusde cbtanerse premultiplicsnds por

Fectivas metrices e¢lemantales,

Efactuando extos préductos con la secuencias gque

tabla y dedo que Llw sultiplicacifin &5 ssaciativa, podemas

B 1 -3
1
T ] 1| =A
2 1
2y 9]
2 1
I b 1
0 1 -2
2 + o
+ -
1 12 |
1] 1 -1
: 3§ 0
13
"1 12 2]
n -t -2
1467
o -
R A
*
(1 12 ]
1] 1 -2
1] ¢ -%62
L 7
+
T 13 7 (matri:z
] 1 -2 escalo-
| 0 1] 1] mnada}
secuencia
lay TES-
matca 1a
ascribir:
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1 0 o f1v 0 o1 6 9]z o 0o 1 v ¢ -2] [1 12 2
0 1 ofle v oflo v oo 1 " .}ﬁ1-nt-z
un"ul§l1=zn1nu1nuiz}n 6 © 1
4 Hat¥ix

eacaldn

La matriz P buscads, serk e) producto de las ¢inco matri-
ces alementales,

5in embargo, pars nﬂteng} la matriz P no ex necesario aul
tiplicar las cipco matrvices slementalas; hastark con efoctu.} i --
'i’FF secuencie de transformaciones slementalas sobre la matriz [ -
{referencla l: pag. d52).

Las siguientes transformaciones sobre I conducen a 13 ma-
triz I (1ay trensformaciones son lax de Ia takla).

1 0 ol fo 1 a] o 2z e][oe 2 6] [0 2z aif o

2 o
1 O0f+|% 0 O)=-|1 O d]+|1 O 0O~ 1 00 1 D ‘G =F
o 1f oo 1] je e 3] [0-4 s LLERSFIRE %%TH‘&%‘I
Fars comprebar, efectusmas el producta PA
[0 2 @ 0 1 -7 112 2]
PAs|l 1 0 o T e 1] a]o 1 -2
187 ot s : 3 e o o0 1

Una situsclén interssante, s» presenta en £l caso ds lma
matrices cuadradss de orden o cuyo rango as tambifn n, las cuales
pusden transformarss £o la awtriz 1dentidad In'

Estas matrices won squivalantes & une metriz escalonads

de lm forma

E¥-34,35

Voa, 3, . = = = - Y Ha T
e 1 s, . - fanep M
@ 0. v m . N LA
(o
6 0 @ 0 . s . 1 oen
0 o 0 D - e ] L

donde iodox los elesaentos "y j teles que j=j {a los que se llema ele

mentas de la diagonel principal) son iguales & 1. Es derir,
l,,-l,,-l,,-...-ann-1.

Hostraremos shors que, una matrlz de este fipo, a¢ puede
transformar en uns matriz ldeotidad 1, mediantes une secusncle de -
transformaciones elementales,

En efecto, 51 =1 ﬂltiiﬁ renglén de 1w metriz [i0) lo wul
tiplicamos por-m ¥ 1o sumamos al primer renglén, luego lo multl-
plicemos por -a, ¥ 1o susamos ] segundo renglbn, =tc,, obtehemos

1 metriz,

Ty, a4y 0 - - . R gl

. a2
i1 R

- T

.lfﬂ*l
¢ .0 P . . . . 1 a2
1] 1] o . . - . L] 1

- -

5i ahorm, ¢l penfiltimg rengléo de e3im nuevs matrit lo

»
»
L]

*
L]
-
L]
a
»
-’
-

sultiplicamos por -m ..y ¥ 10 sumamas al primeTt rengldn, Juego 1o
multiplicemas par -a, ,_ ¥ l¢ sumimas al segundo raaglén, =ic., ob

tencncs



1 m,, a,, « o+ . 0 P
1] 1 Ly ., N N
] L] 1 - - =« . D D
[+ s e L)
6 0 . A T

Al fina)l de¢ aste procefo $¢ cbtendyd la matriz identidad

Ejemplo Iv. 11,

Usande trensformaciones elwmentales, transformaremcs la

wmatriz mxcalén

12 -1
Q 1 ] 1
8 o 1 }

1] /] 1] 1
en una matriz identidad:

12 -140 =1 0 12-14 12400 b Go

—
b

12 -11
01 o0 01 0D D100 o100

1

0 1 1 )
01 Uﬂ"l:- I'.IU?!- oo e co1o botTo
1 go 91 ce o1 o0o1 LI B

o7 01 o1 0

bo 0t 00 0

Esta procedimiento pueds aplicarse m cualquier matriz =3

calonada arhizraria.

5in eabargo, ¢ importante BOCATY que una matri: cuadrada
de orden n, ¢n forma sscalonada y Cuyd TENES S&ad WSROT que R, BT -

podrh nunca tranaformarse en una matriz identidad, Exto 3a deba-

& que una satriz de estas tipe, tendrd sicapfe sn su dltimo Tenglin

5&

Az misme, uns mairiz no cuadreds tampoce pudri: transfor-

doicamants ceros.

marse en una Eetriz identided (ys que E3ta 3 une EBatriz cusdrada)

Matriz Inverss.

Con lo que hemas visto hasca shora, sabemos gue nj e tie
nE una malrir cuadrada A de orden n ¥ rango n, #% posible (mediante
una serie de transforymaciones elementeles) trensformarle primers en
tna matris escaloneds y lusgo &n 1x matrlz identvidad 1,.

También se vid mnterlorsente, gqum el efactn de una suce-
3ifn finita de transformecicnes elementalex gobre cuslquier matel:

A, pucde obteperse presultiplicendo A por una clerts mwrriz F. Por
la que, ¢l efacta de toda 1z secuencis de transformaciones utilizadgs
pora llevar la mutriz A & 2 matriz I,, s¢ puade ghtener premultipli
canda A por uoa clerte matriz P,

Fodemos sntoncex snunciar el siguiente

Teorema IV, 3.

5i A ex una metriz cuadrsds de orden n y rTengo n, existe
uns matris F ral que

PA = I

Ho e3 dificil dalo:trlr(1] que dicha matriz P, cumple am
bien con
AP = 1,
aunque Iz mpltiplicacidn de matrices no swa Ccormutativae,

Puesto que la matriz In. ey #]1 alesepnto idéntico parm 1a

{1) Bl estudiunte purde obtener una demcatraciln, s partir Jde la de
mostracitn del teorema T0-89 de 1z vefersncia 1 {pags, 454 ¥ <
455).

W-36/3F.



miltiplicecidn ¢n el conjuato de las macrices cumdrades de orden n,
resulta sdecusds ls sjguiente

Definicidn. ]

51 Ay ¥ son dos matrices cupdredas de orden n tales qus

Pl'AP-In

o ln metriz P le Ylamnremos Batriz inversm de A.

_—
8i une matriz A tlege inversa, diremos que e1 no singu-

lar ¥y ® su inverss la representaremos con A™'- 5¢ puede demostzgy
gue la inversze A" 'de upp matriz A ex finica ¥ f;lhiﬁn que [referen-
cia 1 pag. 444] el producte de dos matrices no singuluras e5 una ma

trlt no singular.
Dado que une Eettil cusdrads de orden o ¥ TANgd mendr que

A no pusede trensformarse en una matriz ldentidad, no existe ningu-

ne matriz F tal que

¢

PA-IH

En consecuencis;” estas matrices no tiemen inverse. A las
matrices que o tienen inverss les llamaremor Aatrices singulsres,

Con los conceptos Iratsdos hasts shora, =1 sstudiante de

be poder demoatrar Fl slguiante

Teorems IV, &,
51 A w5 una matriz de orden wman, existe su inversa i"si
¥y solo i1

aens R{A},

Ejsmple I¥, 11,

Investigoe 3l la siguiente mutriz tione inversa

Iv-38/39

S 7

1 -2 % @
3 -1.}1
A le 21 0
[ 4
2 0 o
Solucidn
Yanos & tranaformar A oo una matrit escalén
v .2 3 ¢) 1 -2z 5 0] [1-2 s 1 -2 35 ¢
31 3| o os-P o o s-3 1) o s B
- + b -
| 201 1] i 2 1 0 o1 -11 0 o 10 -11 1]
8 8 3 13
2 0 1| |z o il lz o 1| lo 4 -22
L ¥ - L 5 J L ¥ i L R i
v -z s el [z s o]l her s e} ez s o0
o tery o o -5 o 1-3 &+ b 1B &
"o w0 ol Tlo 0 0z Tfe ¢ o-2|Tj¢e o o 3|
22 22 1 1
_I} "--—5- 1-' ..u "-—5- '|-‘ __DD I.'Ir- -ﬂ ] ur
1 .2 3 Q)
19
ot 1
n 0 0 1
s o o o

vemas qQue la matriz eacelonada tiene tres renglanss dlferentes de
cero, en consecuencia R(A}s=), Entoncek, & &5 unk metrlz singular

(no existe A”'),

Pare cbtener ta matriz ioversa de uns matri: no singuier

L4

haremns uso del siguiente teorema,



Teorema IV, 5.
La inverss de urs mattiz A no singpular se puesde obrener
si aplicemos & T, la misma secuencim de transformaciones ¢lementa

las por rangl6o que se utilizan para trapsformar la matriz & en -

1s mutric I.

Demtsstracltn

Sabemon que podemas trensformar 1s matriz A en I medimn-
te una cierts secusncia de transformaciones clenentales. Entences,
exlste una secuepcia &# matrichs elementales E, E., ..., E ., E
talex qua

B E., oo- B, EA ]
5i 1lamamos P al products de Jas metTicas elementales

L EkEi-l“' E,E,
podemos escribir

PA= 1
ademils, sabemos gue

AP= I
Er decir; F es la invarse de A,
Como I es wl idénticoc pare el products

P= PI

entoRces

Pr EE ... EEI

lo cual nos indica que P 3¢ obtiene 2 patiir da I, efectusndo en

orden 1as transformacignes elemantales que corresponden 2 E |, E,,

E‘-': ¥ Ek

Ejempla IV. 13, 60
Investigar si tw siguiente matrlr tiene inversa ¥ en c&-

sp afirmative hallerla.

0 2 2
A= 1 -1 1
-1 1 5

Selucifn:

Aplicaremos &1 proceso descrite en el teorems IV.5. L8
primers columna de la sigulente tahla, describe la secuencls de -
transfarmaciones slementales por renglén, utillzeds pars transfof
mar 1s matrli: A en lm matriz T. La segunds columne, muestra 143
matrices obtenidas a partir de A con Ia aplicaclfin de estax trand
formaciones.

La tercera columna, muestrs lax metrices abtenides

a partir de I con 1s wplicacifn de las missas transformsciones.

Transformacloney ‘0 2 2] M o ol
- - ! 1 -2 1] =A 0 1 o] =1

[ntercesbio del primero ' 1 5] |_IJ o 1

- ! " - +
y segundo renglones p [ -2 1 o 1 0}
¥ 1] 2 4 1 1] 0
Suma del prlmer renglém S L R -1 o o0 1]
. + 1 i
al tercerd 1 -3 1] a8 %+ O
1} 2 1 1 0 a
Multiplicacidn del sagun L0 -1 B L0 1 1]
- + - - * -
do renglfn por ¥ Py -2 )
Bt 9 y 0 0
Suma del segunda ren- i Lo ‘1 6 Lo 1 1]
glén al tercera F1 -2 1] L 1 o]
R Y} o o

1] 7

Multiplicacidn del ter L0 ‘ . -} L
B . -

M40 4L
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)
c#r renglén por } ) -2 a 1 0 Podemas comprobar el resultedp efectuando al producto:
) .
b 1 g b 0 LUNE- e 0 2 2 T o0
LR w17 6 1 .1
-1
"'“"I'l"!“! 1 -2 1] =] p 1 o0]|=1
Hasts mhors hemos transformado a 1s matriz A &% una ma- P11 : :
- 5 001
triz ascalonsadne. Vemos que ¢l rango #3 3 ¢ iguml al orden de la LLE A
mitriz, por lo tanto 1o matriz A tiene inversa. TTrsmmEmms Tt T T e ot
Continunnd a1 procesos En ocasiones, en lugar de bacer uns teble coma la del .-
Multiplicacién del tercer . - . ejeeplo .anterior, se trabaje con un arfeglic que contisme m ls Batriz
renglén por -1 ¥ sumar wl 1] Y A en el lado izguierdo y & la matriz 1 en u] lado derecho. Se -~
segunds renglén ¢ 1 o T%' L}_ _} efectlan las mizmas transformaciones en ambas matrices, hasta que
: 1 11 s# obiengs 1o Batriz 1 en el lado lrqulerdo, L metriz que Tesul
Multiplicacidn del tercer f ? - LIS ts en el lado derecho &3 A’
i} A - + -
ranglda por -1 ¥ su=mar 1 -2 @ 'T} % ..} En forma esquemitica:
al primer rengléco - 6 )
1
B .1 0 LI , . |
wer T [A:I] . - [1 . r‘]
o o LA A ' : '
Multipllcacisn del segundo A i 1 £ -
englén por 1 y sumar al B M N © 11 : 7]
primer Tenglén
e 1 o || -1 gl
0 0o 3 w o+ T

La matrl: gque se encuentre al fipal de la zegunds colum-
ma, o5 la oatriz identidad, en consecusncin, por el teorema IV, 5,
is satriz que se eacusntra &l fipsal de la tercera columna a3 1z ip

varen de A, For lo que:

r -
1, 4 .3 .
w 7T
- 4 1 1
LRI R B
1 1
CAEAR

a2 4a



) ¥ Ae (M), 3 -Ac (H} tal que A+{-A)= -A+A =8
5} Ak = Pei
8)  A(B+C) = AB+AC ¥y {B+C}A = BA + CA

Las propledades 1 & 5, ne hen tretsdo ys para el capp gu-
nara)] Je matrices de ovder man., La propisdad distributive {6)-1a
dempstraremcs ® continuscifn.

Demostracidn.

Senn A'(Iij]. n'[blj} ¥ C-[:Ij] tres matrices cuales.
?uitrl de orden o.

De 1o definiclifin de suma

B+C= fbij*cijj

De la definicidn de preducto

A(BeCY=(agy)(byyves,)

B
A[B+C)= b .

(B3 1, 24y Cyyeyy)
fLomo la sultiplicecidn oy distributiva sobra la sume en

C vy por las propladades de¢ la suma
n
I
=
De In definiclén de producto: A(B+CY = ABsAC.

n
A{BeC)= T u;.,b, .+ ;L
Ja1 11719 p i ij
La segunds parte ss demuestra em forme anfiloga.
La ptropivdad distribotive dsl producto schre la suma de -
matrices, tanis per la irquierda come por la derecha, pueds gena-

ralizarse (referencis 3} plig. 26) do la slguisnts forma:

&%

Definiremos 12 resta o sustraccifn de matrices, n partir
de lz suma, como

A-Bagx+(-B)

1o coxl squivale siwplemente u rastar d¢ los elewentos da A, los -

correspondientes de 3. Results claro segln la definiclifm que, pa-
Ta que dox matrices sesn conformables para la rests dehen seric pa

™ la susm.

Ejemplo IV. 15,

Fars lats aatrices

5l -3 4 4 4 i
A - 1 B -1 =1 C
1] -i I -i 1 1
aj Obtener A-B
b) Ohtener A-C
Solucilin
=4+ 3§ -7 -
al) A-B= Sej 3
-3 1]

k] A-C ne puede sfectuarse.

Broductn Dar un escalar.

A(B4CI=AB+AC ¥  (BeC)A=BA*CA

siampre y cushdo Llas opersciones ifndicadss pueden ser sfsctusdas,

Sean: Al{lij] una matriz de orden man ¥ ge C un escalsr,

El producto g por A, que represeoiaTemay mediante agk, ax

ia matriz

ﬂl'(tlij]

V4547



v, 4, SUMA DE MATRICES.

Definicién.

Sean Av{a;.) Yy Ba{b;;) dos metrfices del mismo orden mxn.

La mdicifin o suma A+F de dicha: matrices ey una pueva matriz - - -

C-(:ij} de orden maxn tal gue

* clj-‘11+bij

E2 decip, los slemantox de 1s matriz C son las sumas de

losx elementos correspondlentes de A ¥ B,

Ejempla TV, 14,

Dadas lay matrices

5 7 -4 -3 I -2q Z -1
A= |0 4| B 1 1 -3 -1 I D= |0 L]
=1. % 1 2 1 0 1 1
a} Obtener A+B
bl Obtepsr C+D
Solucidn C
a) 5 7 4 -3 5-&  1-3 1 4
A+Bw G 4| +]|2 1] = @+2 £+ = |2 5
-1 = 1 1 -1+1 e 0 5

b} Mo pucde efectusrse la suma C+D dadd gue lax matrices no som -

del mismo orden, sn estos cwios se dice Gue lax astricer A0 xon con

formablas pars la sume.

Propisdades Je Ea sump de matrices.

Sean A, B y C tres matrices del aisme orden (mxno), se cuw

z¥

El sstudimnte puede demostrar las siguientes propiedades.

Ple slempre que:
T.-  [A+B)+CmA+ (BeL) la sums &8 aspciativa
1.- MB = Bei 1 sims =3 Conmutativa

3.- Erxiste une metTiz 0-(:131 {donde ‘tj'u ¥ i, i) 4

orden mxp, & 13 gque llemayemcs matTiz nola, tal que
ArOeD+A=A

d.- Para tods mptriz l‘[lij] de orden mxn, existie unas -

nttr{t 4 la que 1lamaremos simftrica de A y reprefentaremos con -
- 4
=A, tal que
A+{-A].{-ﬂ]+j\-ﬂ

(ficilpente se puade comprobar que Ia simfitrica de A-[nij] s

-A-[-pij]

De la defipicién de sums ¥ las propiedades anteriores,
vemos que ol conjunto de las matrices del misma orden fqrman un -
griupo mbeliano.

Un casg particuler, e #) dr las matrices cuadrades de |
orden n. El conjunta (M) de estas matrices, con las opeTacio
nes de suma ¥ prodects, forma un. &nilla con unidad (Re copmutari
¥gl, ya que,

YA, B, C ¢ (M) se cumple siempre que: S ]

- -

11 A+ 5B (M}
AN e (M)
21 [A+B}+Cw A+ (B+0)
. (AN)C= A(BC)
3} 30 ¢ (M) tol qua AeD= Depsi
3 1e (M} eal que A I «I, Amh

V44145



Ejemplo IV. t&. Ejemplo I¥. 17,
[0 . 1 1 F I |
Sexn g=31 y A= | i 3 Sean A= |0 5 T B=
1 I+ 1 : 1 )
el producto ok o3 la metriz abtener (aB}" ¥ A
(¢ -5 |- ‘ Solucidn
® A= 'ii :" 15 2 $ 10
L 31 -3+6 ap- bo s -|s 10
---------- R R 1 S 1 2 1] &
El astudianie puede fEcilmente demostral que £3LA Operas ' s 5 -
cifn tiens Ins sigulentes propledades. (AB) = [IIJ 10 E]
Sean A y B dos matrices del mismo orden ¥ a,f dos nime-
. H 1 3 D -1 5 ] ]
ros complejos, Ne complie slempre que: BTA = - - SN
4 2 L] L] 2 10 10 &
1.~ (asp)Asahe8sA . ‘
comprueba gque (AB) =B A
1.- a(A=B)=ah+ab . ! P que (AR)
3. a(sA)={a8)A’ Tt -
fom TeAsh . _ Ecuaciones: matriciales,
Trenspuests de'un: matris. -
— E 3 Iv. 1%,
Definicifn. yempio
Dadw tri
Sen ln matriz A de prden man. Llameremas “irsnospuestns ades 1as metrices
1 - 0 -1 z -1 4 3 -
de A" y la Tepresentaremos mediante A , a 1a wetriz de orden nxm A= [ ] b= |E'4 z] C-[ ] D'[ ]
' G - -5 i o -3 -3 1 1
cures renglonas son les columnas de A ¥ cuyss columnas soh 1os --
chtener une matriz x tel que
renglopes de A
— Ax « B'=C + Dz

[ 4 ! d.:-ir..'
5 I A a antances - sﬂll-ll:iﬁ

S# pue trar (referapcia 3 « 33] qua
pusde demostrar (v pae ) 2 1n incdgnits es 1lp matriz x. Este tipa de scuaciones pusden re-

{“}T - ."IAT
seiverse smpleando las propledadas de las operacionss que hemos -

definide, siempre ¥y cuinds 1s ecuacidn haye xide plantasda correc

VB /49



famente,

Para »l caso que nos ocCupa, X debe ser tal gue

Ax-B' =C+Dx
sunando en achoy mismbros
-Dx4{Ax-N" Ju-Dx+[C+Dx)
-Da+ [Ax-F) w-Dx+ (Dx+C)
“Da+AX-BT = [-Dx+Dz}+C
-Dx+Ax-AT= DeC

~Dx+hz-N"wC
(-Pxedz+B J+B" =C+8
“ORtAR s {-E" B }uCa
~DX+Ax+0eC+E

~DE+hxeC+H

[-DeAYxeC+B

[‘n*l]-l[('ﬂ‘ﬁlll'['p*l]-'IC4Er]Supunienda que existe [-D+A)7! pre

-Dx:

L& Sums ¢35 conmutative-
LA Suma w3 mapciativa,

-Dx es a1 inverso parsg la suma d&

"

# matrlz pule es e} idEntico pa-
e la suma,

Fumnndn en ambos miembros 87,

LA suma e£35 asocimtivae.

-B" &3 el inversa para la suma de-
B .

La matriz nula ¢35 ¢] idéntico pa-
ra la suma.

h- sultiplicecitn es distributiva

xOoDTe la suma,

multiplicemes mmbox miembros pnf

dicha matriz.

{['D‘l}"{‘D‘l}}x-(-n*ll"(C*BT]PDr ascciarivided ded producto,

[ x=(-D+a)" 1 [C+E")

Por 1n definlcito de matriz inver-

ta. Finslasnte, como I: ¢3 w1 1déntice para el producto y par lu

cohxutatividud de lu suma

-80/31-

N =

x=(A-D)"" [C+3")

lo gque hemos hecho e despejar la Inchgnite x de la ecua-
cisn matricial, justificanda los pazos de dicho despeje. Pusden
omitirse estas justificaciones ¥ algunoy pasos que s Considersn -
obvios, con el wbjeto de hacer mas corte &l procesa.

Sin embargo, ¢l estudlante debs tener culdado al despejar
una incégnits de una ecusciSn matricial, ¥a que existen diferencias

entre ins propiedades de las opfracicnes €ON Retrices ¥ <on ndmeros

reales.
Efectuemos las operacionmes indicedas en 1a Gltimm expre-
sifn: .
. | 4 c 3 =5 i 2 -1
C’B'" - -
0 -3 - -1 z q -1 -1 1
1 -3 X -2 -2 -1
A-D= - -
Q =1 1] t 0 -2
Veazmos =t sfectivemente exixste (A-D)7':
1 1 - . '
. 11 ' 1
z -t 1 D -2 -1 41 8 1 Ivr e 1 8 '
' . : | I: H - ' I :
[}
- 1 . -~ T 0 - 1 v oA -
“ 2 : ﬁ H l'.l ‘u I_ Il . I ﬂ . 'z'
19 )
T T 1
=L 1
[A-D) = o _% - ¢ -2 ,

FPor 1o que, la incignita x pueds chtenerse comg

. ¥ -1 1 F 2 -1
x= (A-D)7' [(Cem') = -
( (C+h" ) T o -2 a - ,
1 -5 =5 3
T 2 2 -2

.!innlnunt-. lu matriz pedids o3



&7
(AB = AC} =x=>  (B=()

5 & b -

! ! - For «jemplo, con las matrices A y B 48] sjemplo anterior
Xw

% ; _% tenemos qitm

AR - M) pero BFU, por le que Ro podemos cancelar A,

Nata, Aungue {AB=AC) 2 [(B=C), 31 se cumple que
(B=C) ——% [(AB=AC)] ¥ A,

Antes de paser 1 la seccifn sigpujente, es convepients mcla

La principal difarencia entry las matrices ¥ los plmerps
reales as que, mieniras que podemos sumsy o multiplicar dos ntne-.

Tos tualesquierd, no $ie¢mpre podemos hacerlo con les matrices. Su
) - rar gque aunque. hemos definido matriz como un arregio de pdmeros --

poniendo que pusden afectusrse 1es cperacisnss indicadas, enlista- 1 4 R

ales o le¢jos), ¢l concepto de matrii puede genmvalizarse co-
Eos & continuacldn las principates diferenclas entre 1as propiedas (re comple ) N e
) me "un arreglo de nidmeros, funciones o operwdores™, En ol siguien
des de las oparacionss con nURATos ¥ con matTices:
. capitul an cursos posterlores se verf 1o utilidad de dicha -
¥) Lla multiplicecifa de pfineros es commutativa: la multipiicacifn te cap oy P

i extensifa.
de matrices no 1o s%.

2) 51 definimos A'«AA, el dessrrolic matricisl {A*B) A’ +2aBen]
€% 80 genoral falsc (como consecuencis de 1}. El desavrolls eo-
rrecte es (A+B) =AT.AD+BASRE,

5) El producto de dos nfwaras diferentes de cerc nunce es ceTo,

pers el produrto de des aptrices diferentes d¢ la Aptviz Tula --

puede ser igual » cero [la matri: nulsy.

Por sjemplo, =i

} 3 1 -
Am ¥ B=
1 1 -1 1
‘ae tieae que  ABR={
4) La ley cancalstiva pars el producto se varifice en las nimeros,
pero no en las matricen.
Exta as, 5§ a, b ¢ K ¥y ado
fab = 2c) =% [(bec)

pero an Ind Eptrices

iv-52,53



o
IV. 5.  SOLUCION DE SISTEMAS BE ECUACTONES, : " AX-B

"

daonds la matriz de coeficientes #3 1o matrlz de mxz:

Como vimas al inicle de la seccldn IV, 3, podemps ryepre- Flj. by -+ "in
sentar «] Elgtenn a . S |
L, az (b
20x, +100x, «40x_»400 . ' .
H 1 ] (4 - . .
- ix + X - x =0 - N .
1 z ] a R 1y B
mediznte ln gxpresifin matricial | ™. W mn_
A = B cl vector de inchgnitas e5 la matrir de nxl:
Kl -
A m3ta ecuscifno matricial, dondes T o3 le matris incégni x,} -
X3
th o indeternineda, se¢ le conoce como "forms matricial del siste- e .
ms de acusciones (4]", :
. x
La matriz L Rl .
[10 100 40 ¥ el vectay de tér@ings independientes of la matriz de mx1:
A= [
o 1 -1 h‘]
b,
recibie £1 nombre de "matrlz de cosficientes del sistema™, y 2 las b= .
.matrices - )
L Bu)
x, 400 . - -
- x y Ee - _ Es clure gue vesolvar ls ecuacidn metricial ax=b es
1
x, Q

equivalents & resolver ol sistema, por lo que une solucifn de djche

3¢ lesx llamg “vector de iacSgnitas™ ¥ "vector de términos iedepen sistemn serf une matrit columna de n repglones

dlentes™ respectivamente.

.;I
En general, ls formes matricisl del sistema E- f‘ {k; € C) !
l“xi*'lul ’***"‘111111":"1 )

- + L 4
LITE TR TS P S ‘1n’n'h;

= . & 4 o om kB 4+ p 0=

tal que Ak«E.

= ok B F O mom 4 ¥ A m o

Dafiniremes wna watril mis pars ¢l sistess, w la gus lle-
.-l‘l‘.-l :1*' * "'Inxn.bl

maremos "Eatriz smplisds” del sistema, 1a cusl juege un papel lapor

tante eﬁ a1 estudic redrico dw lon Biztraas de scuscionss.
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Definicifn.
La matrly sepliada de un sistems de scoxcionss, que repre
sentaremcs con (A, BY, a1 1w matriz de orden ma{a+l) que Tesults de

auimenter, 4 l& matriz de coeficientes, ml vector de términos inde-

pendientes

Entonces, la matviz ampliada del sisvema e3:

- -

TR PO bl
T I B 1 h:
[l.ﬂ- = = = = r 4 4 % & = o=

ps "mg ¢ " by

Sistemas incompatibles.

5 analiramcs »] Zistems
X v, ex, =8
x, 43K, -x =1
¥, *x, 4x, =5 ,
vamos que lus ecuncionss la. ¥ Ja. no pueden satisfacerse simultl-

meamsnte, y# que 00 eXisten tres nlwerds I,, X, X, cuys JSums Ies

jgusl 2 6 y -5 a 1a ver. El sistems en entonces incompatible.
Yeamos que sucade con los rengas de Jas matrices

] 1 1 1 1 ]
Aw 1z -1 y (B r -1
1 1 1 ¥ 1 -5

Al e¢fectusr solsments transformacionss por renglém, e3 -
posibles detwrnipar & 1a veZ los Tangos dr Ins matrices A ¥ (A, B)
operandt fgbre la matriz awplisda, 1a cusl contiene u la matrir A,

Transformaremos #Atonces vA LNk METriy ascaldn el $i--

guivnte arragle.

11 1 11 1 I T B
S Y I N N I N L
111 s o o o'-nf la e o} 4

(%,6)
e 1x Gltims watri: vemox que
Ria) = 2
¥y Rk, B) = 3

en decir R{A)] ¢ R{a, b1, que es una carpcteristice de todos los -
sistemas incompatibles. o

Sabencs que vl sistems #3 incompatibla porque las ocuacio
ey 1%, y 3a, no admiten splucidn almultinew, Daremos otra prueha
de 1x incowpstibilidad 4¢ dicho sistema:

La Gltima matriz

1 Tt 1 s
6 1 -1 -5
6 0 0o
Tepresanta «] sipuiente sistams equivnlant;
Ey*xy+ x,~ &
Ox *x,-Zx,= -5
Ox +0x +0x =1 .
donde vemos que na axisten velores para x,, x,, 2, gue satisfagan
la 3a. sevpacifn. Esto implics qua el aislems equivelante oo tie-

ne solucidn y en consscuencis ¢l sistema original tampoce.

Conviene hacar la alguienta observacisn,

El rango de lm matriz sepliade de un sistema do =Colcin

ws linealns, o3 igual wl rango de la matril de couflclentes o L 1
or #0 upa unjdad, por 10 Que:
R(A) 5 R{A, B)
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En efecty, séu LD EKigteny ¢ W ¢Cuxclones £on n inclgni-

19 1)

- - *
i, .I, I‘II - )

L] IR R a
TR R TR A *.'“xn.b‘ +oeo. L0111
'l:‘:"]:':* e *l‘n:n-b.
CHYS Rarrir & coefircientes =3:
.ll .II == llh
A= T L B )
Llll R L .
¥ Curm matri: awplisda en:
B " ot My h‘
a A 4 b
(A, Bye§ *¢ T W on
L'-. "at "7 Yan Pa

Sep el rango da la eatriz de coeficientes R{A)»r. Efec-

tusndp en (A, B ims mismas transformaciones que se efectfian paIs

pirvar la matriz A p su Jorma escelansda, phrendremos Ia metviz:

pae. -

1 Cya " Car t:'r-: = cxn dl
T ¢ Cix - “ir Sttpey 0t Cin dt
renglanes . = - - e e . . a o - . .
L] o - Crr Sxtyer v crn dr
a Q N 1] ] e [ dr*,
] 1] . i} o . o d.

contipysndn

1 yrvale ade mprendremos:

v 5899

i] -
0 Srr Frrrey T™h T
0 - o . e
[+ e 9 e 0
Lﬂ D P a 1] . a o

c..=F 51 j=k para algdn kz 1.
donde

cij-ﬂ 51 i«<k

Existen entonces 381c dos posibilidades:

on e] procesd, heste transdformar e3ts witriz Fh UNL We

2] 51 es@, R{A, B)l-e=R[A)
bl Si D, podemps dividir o] r+1 £3im0 renglén. en-
tre £, obrenienda:
L “ir Serren - Sam d:
o a2t Syr Carre ' Fin d:
0 & et Crere, e Th dr . (15)
1] D - a 1) as
0 10 I 1] wr o a
0t ... D 0 U
de donde R(A,B) = r+1 = R{A)+t
Entonces R[A) < R{A, B).
Por raoto, hemos demostrado qume R{A) £ R{A, B}.
Teorems 1V, &,

enionces 2l 313tema wi 1ncodPartible.

51 ep un sistema 4% efunciones linamles

R(A) = R(AE)




Pemostracisin .

5i R[A) < R(A, B), la matri; anplinds del i;ltehl 11
pusde transformarse en la matriz (15). En exts gltims, el r+i
E5imo rengldn Tepresents 1o ecuccifn

Ox,+0x,+ . . +0x w1

-

de un sistemn equivelapte,
Obviamente, asta ecuacibn po ¢ satisface pira pingln can

junto de valores Eow Eye 1r-y R, POr 1o que el sistema es incompa-

tible.

Ejemple IV. 15.

Invastigue 51 ¢] sipuiente pistema de e:u;cinntl tiene so
lucidn

Ip +Ix thx - 2 .

ﬁxi*ﬂl.+151.- 1

Transformemss la matrit de coeflcientes en uns matriz es-
calonnda

s8] brs) g

& 9 1s [ 2 1s 1 L

R ST

Trensformencs Ihﬂtl-ll matriz amplisda en uns matriz EsCL
lonmda

: 3 5 1 N I I 13 0§

6 3 15 6 9 15 1 6 0 @ -5

1§§1

L0 i} 1] 1

2/

R E)= 2
Comp R(AY ¢« RIA B), el sistema no tient solucién,
Cbsfrvese que s¢ hublera llegsda o la miswms conclusidn -

de haber trabmjads dirvectmments Con la metrir smplisds,

Siscemes cowpatihles determinedos,

Aralicepos primtramente &1 casa particulsr &&« los 3iste-
masy de n ecumciones con R incdgnitas, en los cuales 1a matri: de -

coeficiantes =5 de rango n,

Un sistema de¢ n ecusciones cen n inclgritms ciene la for

ma
Fa
B T T e lI.ll ’n - Ih‘l
- . -
a,, % . “.n b,
A kA o w @ = = 4 4 % ow
.-u‘n-.,n.- + - A 4
x * ! x = b
., 1 i on B n

En »3te cato, lm matrlz de cosficlentss o5 1a matriz cum-

drada de orden n

B, o &g
a ... a

Aw v, M
- i

"ot an

¥ 51 ademfis R{A)=n, por #1 teorema IV, 4 existe su inversa A”'
El sistemns purds escTibirse como
AXeE
Premultiplicendo ambos miembres por A7
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A"{AE]- PRkl + Investiguemos ¥i existe In inversd de A:
Ll ia = A ‘ T
(A" "M)X= ATF ——— | ——
£ 4oE . 1 2z 3.1 D0 @ I TR ¢ o
Tx= A 7 - 4 0 1 p| ~ Jo-s -2 E 1 ol -
— - []
- A7 o -1 110 0 1 6 -1 1 0 1
Batonces, la matriz columne X que swtisface le ecuacifn LR : i ¢ 0 1 2 3,1 9 @ T2 3,1 0 @
o -1 . 212 1 R N T 7 1
Ax*F puede zar cbtenida con 3#lc efsctuar el producte A B, I ; t-g 0 o 1 FIE-t 0 a 1 TiE R n
-1 -
Pugsto que e} Froducty A b define una dnlca seoluclén x, o-1 1 : g 0 a o ;:;. -} 1 o o 1 :% --} -.E‘r
podemcs concloir que - 1 - 1 1 i
- En esta paso, vemos gque R(AJ=3, pot A

Un sistems da h ecuacjpones linaales con 6 incdgnl tas, -

Continuenda con el proceso
tal qus la matriz de cosficlentes tiene rango n, es compatible de

i
[]
teruinsdo ¥ st solucifn pueds abtenerse como: T 2 3 : 1 0 q] 1 2 a1 } ;
=oa=1 1 |
AR o v ot 2 . rdlelo v 0y 2y -
1 1
2 ' & v 21
001, 5. p oo -
Ejemplo IV, 20. V7T T y 7T
Aenalrer &1 siguiente sistema de ecuaciones Entoncas
' 5;.'5*231"!; _% ; _JT‘I 5 '5‘ t]
In +dx,= My, ,
- 2 3 2 1
ot = B - - -2 1 z
*xtq- - k1 . - A T 7 T 7T
' . 21 5 ) .
Seluclén T TOOT, : ! SJ
Crdepands =1 sistema coDemoy En Eﬂﬂllcu!nc’.i. 1a solucidn ws .f'lh-lE
Xy +Tr,t3x,=5 ' de donde
Iz, -z, *4x,=1 - ¥, 3 -5 n 5 -7 1
l ‘ - -
'.'I:.’ I‘hs TS B 'T -2 1 2 n - "T T 1
1, -z 1 -5 3 -4 2

que eo forma matriciel puede expreézarse Coml;

AX = B L .
12 3 X, s SRR -
donde; A« {2 -1 4| ¥= | x| «  Be LR Yeamos ahors cuales son los rangos de A ¥ & F sars el sis
a -1 1 Xy X .

tema dsl sjemple anterior:
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1203 : 5 1 2 31 5 1 1 51 %
ot 4 Mfsfo-5-2) t)ato-r 1) s
g -1 1! 3] [o-1o1 ;o3 0 -8 -2 ¢ 1
{»,B)
[+ 2 51 s t oz 3! s
o LICL N B B B L R R R :-1
0 6 -7 4 -14 ] 0o 1 2

D¢ la flltims matrls vemos gue
E(A)=3
R{A,B}~3
23 dacir R{A)=P[A.B)
Ademis, R{AY=R({A,B)=n, que ®3 una caraceeristics de los

sistwnns compatibles determinedos.

icorems IV. 7.
£l ep un Sivtama de m ecuaciones linesiws con n incﬂlni-
tay - N
R(A)RIA,B)=n

eatonces a1 sistemn 23 compatible detaruipsde.

Demoscracitn.
51 R{AJ=H(A, B)en, 1la matriz smplisda del zistems (11)

puede transformarss en la metriz

Vogy v g d)

n 0 L € 4,
renglones R
o 0 ... 4

¢ a e e e s ] f
[ 0 a . e e i} ﬁd

que representa al sistems squivalents 73
R e canln-d;
Eg* .,. t g % =d

"+ » @ = @ ¥ a ¥

yr qus las ecuscionhes Tepresantaday por los renglones =T, ..., ®
son tades de in forma
Ox, ~0x,+ ...* ﬂxF-ﬁ
¥y se satisfacen pata fualquier comjunto de ¥alares LA LT
E] sistemn wgulvslante tjehe n etunclones con n incBgni-

tas, y el range de su wairtii de cosficientes es tambifn o, poT 1O

qus s compatible detarminado.

Ejewple IV. Z%.
Resolvar el sintema
Jx +2x =6

x,- x,~1

dx, ¢ 1.-?

Solucibn
Calculemos los rangos de & ¥ (A,B)
- b -y - :| - zl
3 1,6 1 T z 1yt
1 i 5'
I 5L .
1'1I‘-‘"t:11- ﬂ!-I'I .
1 + 107 0 -3
' _— .
AT B 7 3!
) oal
IIIZ-I 11-1:
II 1!
- |2 1: 4 I a 1 : %
£ 6 60
[2-%:-1] L® 0
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vewos aus R(A)=R{A B)anul, per le que el sistema &3 compatibls de

taTminede,

Rosolviendo o] sistams #quivalents
r,iéx.- s
1
I"" !

¢bhtenemos iz so0lucidn

Sistemas coapiiibles indeterminados,

Velvamns pusvemante a2l sistame

20X, + 1005, +40x = 400G
}* L}

0x + - x= 0
pars ¢l que, sl inigie del cepftulo, dimps lus soluciones
s) x.v6, x 7, x =2
¥y b x -3, x.-1, 5=

Yeamos shors cuales 308 os Tenges de A ¥ (A D)

pividisnde entte 20 el primer renglén de la matriz am-

720 100 40 : 400 1 s 2 . 28
- L}
[} i -1 : g ¢ 1 -1

Pliada

En centacuencln
R{AY=R{A E)a2

si am &)l sistemt equivelents
x +5x +dx = IN

- x,- 0

Nﬁm . L]

74

dzmoy a x, el valor de x =1, tendremos
:1*5x.+4 - 20
k-2 =0
De la segundm ecuaciln
- 1
¥, sustituyendo en la primera ecuacidn
x - &
¢on lo qua hemas obtenldo (a Sclucidn  a).
5i en el sistemn equivalente hacemos ahera X =1, chiene-
mos la solucite b).
En peneral, haciendo x =k (una constante atbitraria} en
¢} sistems equivalente, chienema:
x,+5x «2k=3D
- k= B
De ]a segunds ecuacidn
a~ k
¥. sustituytndo en X4 primeras
x,-5ke2k=20 == x =20-7k
con lo gue podemos dejar la =elufiéfp en funclén de L crme
x,= I0-7k

]
:.-1 PP (1ﬁ]’

L H

A la expresidn (18) 1l& llamaremos solucién genersl del -
siscamas (4}, ¥a que, pata cuslquier wslor de k, los walores de x;,

x dados por dicha cxpresifin constituven unt solucidn del s2is8-

1= Ty
tema,

pecordemas que &} slstema (4] nos representi el problems



de encontrar el nimera (x,, %,, x,] de objetos da diferentes tipos
' (A, B, C} que s» paedsn fabrlcar, per 1o que 1s splucidn estl res-
trioglda = valcres enteros po negutlves (0, 9, 2 ...} do diches ip
clgnitax. Entonces, de (T8}, o8 flcil obzervar gue k puede bomay
finicsments los valores O, 1 ¥ 2 (k 23 harfa x, negotive).
Tenemos por tanto un #lstema indeterminedo con tres solu
cioney (para k=0, 1, 1].
Sin embargo, 5i considaTamos un problems an wl que las -

inctgnitasy x,, *, ¥ = puedsn tomir cuslquier waler, tendremos un

"
sistems ipdaterminedo con un ntmera infintco de soluciones (une PR
ta cedp valor resl de k),

Considersndo nuevacente los rangos de A ¥ (A, B) ¥ #1 ng
wero de incSgnitas B, vemoa que, Pars ¥l sistenn del ejeaplo ante-
*ior

R{A)= R(A, B)] < n
que o3 une catacteristice de lox Fistemas compeatibles indetermipae-

dos.

[Tearems 1I¥. &
51 en un 3istema de w ecuscignes lineales con n inclgnitas

R{AY=R{A, BY-r

y T «<n
entonces 1 sistome as competible indetsrminado ]
Demostracitn

S§1 R{M)=k(a, B)=r ¥ r e« n
la matriz amplianda del sisteme {11) pusde reducirse » ls forms {14],
dasnde e=g.

lon primeros v renglonss de diche matriz pon teles Que fu

753

Priger elemento distinto de cero es iguel a ung y &l nGaerc de co-
res anterviores & dicho elementc agymants de TeEnglin a Tenglin.

51 1lwApzos r,, I,, .y T W 1as inclgnites cures coefi

Y
cieates 3om 103 elementos mencionados, podemos grdeaar el Bistems

equivelents en 1a forma
R T L e e 7 Y

L L..* p"::-dl.p-'l_l:r”'...np“:h

I LS TR T TR N

51 asignemos valorss arbitrarior n lmz inacdgnitas LN

Togpgrrrms Ep trasladadas & los segundos miembros, el sistemnm e -

compatlble determingde sn lay inchgnitas T, ll...., E.-

Ahots blen, coma & Lra v Tpe,rererig podapos asignarles
uh ntimere infinito de velores erbitrarics, el distess sdemds de -

18T compatible es indetarminede.

Ejewplo 1I¥. 11

- Resalver ol sigulente siptems de =cupcionan:

IR PR PEY-- SEF WER
Ix ¢ 3x ox vx rlx .
Ey ¢, *5x -8x -0x = 0
Solucidn,
Calculamgs primero 105 vangos de A ¥y {&, F}

1 1 1 .2 4 51] 111 -2
3 035-1 1 4sal+]o 04 7
1 1 5 -5 -3/¢8 6 0 & -}

1
=111

k

T -

I
-1._1
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11 7 <2 1 Tt o1 -2 -

11
! b !
- - ' - 7 7,1
O 0 -4 7 T:1 9 4 1 1 'I?I
1
o 00 0 aleo o 0 ¢ o o'o

Coma R{A}=*R(A, F)=2=r el zistems £s compatible,

Comag r <« n, (1« 5], ¢l zsistems 5 indeterminado.

Tensmaxs ahora el Sistems equivelente

X 4x vx -3x -x.= ]

x,~% X, - ; - '}

Las dos inclgnitas que dejemcs an »] glistema squivalente
500 X, ¥ X, ya qua sus coafjcientes som los primevos slwmtntos dis
tintos de cero en 15 renglopes de ls dltime marriz. Ea consacuen
cia, trasladanmcs les tras incdgpitan restantes p los segundos mlam-

tros de las ecusciones.

Azignande & x . X,

*x, los valoTes x =k .x =k ¥ x =k teg
nemos el siztemw

x +x =1-k +2k +k,

1 7 T

- -7t Ikt’ I'k.

Sustiturendo x, ¢n la priaera scuncifn abtenemos finsl-
mente

x, =7 {5+4k,*X, -3K,)

x, =k,

x vy (-147K,47K,)

x, =k,

=k,
que o5 la solucifdn general del sistena.

5i por #jempla hacemos

X =1, k=1, k;=0

-1/

7
obtenemoy la sclucidn particular,
11-}, =1, xihg, .Y, x,*0
Otra solucifn particular serfa
B T
que 3% dbtuvg pars los valores

k, =k, =k, =0

Los resultadas ohtenidos oo £3ia seccibo,pusden riiuuirst

an =1 siguiente cuadro

DeateTminados
Compatibles TEQ
R{AT=R{A,B) =1 Indaterainades
Sistemas dv ecun T <m
ciones linwslas
AX - ¥ Incompatibles
R{AT<RIA,E)

L;s condiciones que aparecel en el cuadro, fusron souncia-
dus #p lox teoremas IV. 6, IV, 7 y LY, B coma condiciones suficien-
tas. Mo «s d1ficil probar qua diches cundléiune: son teRblén nece
sarling,

Pe lox ejemplos urilizedos en ol dessrrollo de asta zeccidn,
3¢ v& quUa un proCess convenlente para chtendr soluciones de sistemas

de ecusciones linecales &35 sl =iguiente;

1] 5o obtisnen 1oz vangos de A y {A, B} trabsjepdo directaments -
con la matris smpliada,

2) S5e clasifica el sistess en baze al cusdro anterior.

3} De ser campatible, s# trabaje con 2] slstems equivelents Tapre
sentade por ls mairl: sscalonads que 3¢ obiuvo 11 calcular los
TREOE .

4] S5¢ iresladan v-r incSgnicas 3 Los sepundos mieshres da 1as --




77
ecudclones, de tnl formw que se obtengm un pistems compatible r1 0D 2 4 =5 ,1: ] 1 g 2 4 -5 11 2]
1
determinads en r locdgnitan, e 1 45 1 0 0 1 4 & 2 0,-1
5y s - nid . , 6 0 & 1 -1 21§ a a0 1 -1 sz
) Se resuelve el sistems obtenide ap 4 por cuslquier aétodo (mg "itooo 03 -2 6,717 o001 ¢ -2 -
trir {overss, suatitucido, etcl) O b z:_1 6 0 0 0 2 0 4-4
(0 020 0 0 0!0] 5 0 0 0 0 0 0
Ejsmplo I¥. 1I3. "oz 4 % '1: R
Resolver w1 siguients 3istama Dt 4 & z 01
1
edx +x -4z, -101 *22x, +4X, > -9 0 0 01 -1 2,3 -
4 0o b 1 ni-2 N T "~
x, sz odx, - Bx -z = 1 0 0 o 0 a n: n
“2Ix +lx 44X *5X 413X +4x =-} (0 0 o 0 O oo
Sx, -Te,-2x +5x -1z +32, = 15 De #ata matrii podemns cbsarvar que
5x, +10x +20x - I5x_ -5x, =10 R{A)=R[A,B)=4 {slstama compatible},
x, -x,-2x +x -Gx ¢x =7 Tencaos entonces r=4
obtsnganos log TaARgos: .o ¥y n=t [(npdmero de incSgnitas), por 1o qua
T4 01 -4 .10 22 a4 l-$][v o0 2z 4 s -1 |2 21 sistems en cuestifn es compatible indeterminado,
]
1 o z 4 -5 -1, 1 -4 1 -4 -10 22 : -9 El sistemn esquivalente que represenis le Oltimas matriz as:
-1 1 4 L] 13 4 : -X -1 2 4 5 13 : -31]. ;
s -2 -2 3 -1 sy -z -2 3 oem AU E X, wdgedx ISxxgnt
$ © 1¢ 20 -5 -5 ;0| |'S 0 16 I -5 -5 110 X edx 06T, 02x, =
I
RS B 3 2 U B I TS BEY SR IR 3 K\-X+2xge3
T 6 2 PR L 1 0 D T T TRRT L I 3 X, =2
a 1 4 L] z a : -1 ] 1 4 “a ﬂ': -1 s Corn s& dijo anterioymente, debemon despejar m-r=2% incég
0 2 s 13 z 7 1 - v o2 k3 3 1 : 1 ] nitas, dejando del ludo liquierde mguellas cuye cosficients es ol
Tye -2 B -4 -6 6 9 0 -2 B -3 & 6 . 9 lonad .
0 o o [ a 0 : [ 0 -1 -4 =% -1 2 : o pTimer uno de cadn renglén de le matriz escalonada (z,, =, x,, z.}:
[0 -1 -4 s -3 2.0 [ e o o o 0 0] x, tAx +Sx ol-2x *x,

ll*ﬁl.*Il.'-I-'I'
E IR I 3-2x,

:.--I
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Dando valores sibitratios 2 %, ¥ x;
z,%k,

Xy=k,

chtenemos &l sistemn
X, *dx «Sx al-Tk,+k,
Xy tEx, 2xg=-1-4k, M
E,c X, =3-1%,
y=-2

Exty pistams ex édo la forma

AT~E
donde
1 o 4 -f x| 2-2k ok
001 5 2 _ =, S1-dk,
= o 0 1 -9 =1 x. e 1 a,
U R | Tihxa -2 F R

¥ Podemos Feiglverlo utilizandeo 1s matri: inversa de A, Como

X=2"'%
Comp 3 fldcil verificar:
[ ¢ <4 .
-1 u 1 -6‘ -I
A=le 0 1
o o o %
Por tanto
i 1 0 -4 1 =2k, *k
x, g 1 -6 =32 *l-lkl
o’ o0 11 37k,
x, 0 o b 1 -2

v-74/75

7E

[ 22k ok, -4[3-2k,)-2
V-dk -6(3-2%,)-2{-2}
3-2k, -2

-2

HN1

e

fipalmante

™ ™

[ =122k +9k,

-3 -4k, 412k,
1-2%
-1

]

L& b
Entoncas, is solucifn genernl dsl siztema origical es:

x, u-12- 2k, +6k,
x, w-3-4Kk, +12K,
2,k

x =I-2k,

l._--:

X, =k,

Ejeapla IV, Id.
B2y £) sistemn x+yri=6
x-1F =-4

Ixely=t
SxrZy+Bi=

Qus valarss puedo tomar B pars que l» solucifm del sistema sca fni
cat Jwpdo m B uno de ean3 vulores rasuflvate g] sistema,
Salucifn.

La sgluclidn del sistemsa €3 dnlca pars aguelluos valores de
& qua Bagan R{AY=R(A,F)=n

Raduciende 1a metrk: amplinda » wu forsa rscalonnda:



1116 I T B » 11 ) e
1 024 B -1 -5 ;=10 6 1 3 1o
5 2 008 jo-1 -3i-10f Tfs 0 0 4 o0
s 2 a1 6] lo-3 -seplonal o -3 -5edloag
1 1 1 4 8 11 1.6
b1 3 )10 2 1 310

*Jo o o 'a|l T |o o 40,0
[0 0 4+ | D o p 0,0

De 1a Gltlma mATTiT Yemas que
S1 4+B+0, R{AY=-R(A B)=2 (compatible indeterminado]
i 4+0840, RiAJ=R(A,B}«3 (compatible determinade)
POT taBto, e) sistems tiene solucifin Gnica ¥ g ¢ R, g ¥ -4,
51 Ef-4, de la Gltima matriz se tiene el sistema rguivelents

xiytzlﬁ
y+iz=10

(4+8}2=0
cuya 3olucidn »si
xe-4, ¥y=10, 1=D

Sigtemes homogfneos.

A los sistemas de ecusciones 2ineples de la forms
&, K, A, K.*...*lln :n-ﬂ

] X *a LI x, =0

.I| l. My I. ) ] n
Ee les 1lams sistemas homagéneos,

La representacidn matricial de un sistess homogéneo ea

AX=0 (donde 0 o3 la matyiz nula de orden mz?)

Eitgy #isTemas SOR sisapre compatibler pucsto que adaiten

1a solucidp

) 79

‘1"1"*"’n'°
llamada solucifn trivial. Adeads, ei un sistems homegéneo s tle
ne slempre que

R{A)=R[A,B)
puestc que mgreganda ufe <olumnae &¢ caTos oo Pueds elevarsa ] rIn
gon de una matzlz.

5i R(AY=n, el siztema 30)lo admite Ia selucitn triviael ya
que 12 solucidn de la scusclén )

Ax=0

* x=A" 0=,

51 R{AY< n, el sistems 3 indetsrminado y admite peras -

scluciones sdemdis de la trivial, les cumles pueden gbieherse madian

e cuplquiera de log procedimientos vistos anteriorsente.

w-FESTT



I¥, &, DETERMIKANTES,

Congideremos &l sjstema de scunciones

tul:';ux‘t'bl

A YD,

LPPL TR Ve N

cuys matrlz de coeficlentes us

A= T T
"rr 5
Fars elimlpar x, por sustrecclén multipliquemos 1s prime

T® #cuacidn par u,, ¥ 1ls seganda por B, .+ ©on lo que rmpults el --

tiztems oquivalents,

s m, %+ -
R E R 5,y

a b

- =
ST I] ‘1!‘3!’! a2

restando la segunds ecuacién de lap primera

(a, o _-&

1112 1:‘:1131"|1b|f. b

si Illl.l-lltllli a

Bye,e-8;,b,

RECTLFL RO

En forma zimilar podemos obtener

- &b b, a,,
L (WA T

i1

e LA19)

Sustiturenda en l2s ecunciones (17), los valares de LI
¥, dades por las expresiones (14) y (19), puede comprobarse fhcil-
mente gque se frats de una solwcifin.

El comin dencminador de les eupresiones (13) ¥ {19) estd
cxpresado en tfrminos de los ;lrntntos de la matriz A de coeficien

Les. A egste nOmero s & conoce como determinante de 1o matriz A

w-r8/79

Y
y 5¢ le Tapresenta can dev {A]. Se dice que £% un detarminante
de¢ segundo orden, por ser la matrir de orden 2,
Para designar al determinante de 1ls matriz A 3¢ emples
1a sigulente potacidn
I‘:! 2,4

I-.li‘!l-llt.ll+' v .. (20)
13 P

donde hemas Yeemplaisda los paréntesis ractangulaTres por doxTas -
verticales pars distinguir al determinante de 1z metrii. Ea im
portante aubrayar qua, Eisntras que la matrir 43 un srreglo de 11}
avrygy, =} daterminsnte es un ndmers perioctmmente definido por s
matriz cuadrada, * '
For #jexplo

-3 3

I 5‘ =(-2J(5)-{3)(-1)=-1043=-2

Los numeradores de las expresiones [18) y {1%] tienen la
misma forma que¢ el denominador, o sew, tambifn xon determlnantes -
de segundo arden,

De acuardo con la expresidn (20) que define al determl-

nente de segundo orden, podemos escribir
t: L2
¥ Ly

[ —

- ta: 4,

1 Ryg

El nussrador de la primers expresldn o5 cl dstzraipante




’ dientas,

de una matri: que 3¢ cbtiene s partir de la matriz A, sustitwyendo
12 columns de coeflicientes de X, par el vecter de términos indepen
El mumerador de ls segunda exprasids ¢s el determinante
dm otre matrir, que se obtiens tambifn a partir de A, reesplazande
shorx 13 columna de coeficientss da x; per el vector de términos -
indwpendientes.

A ln Tagla zugsrids por astas axpresionss para rasclver
bn sistema de scuationes se le conoce como regla de Cramer y obvia
mente =3 #plicable sgiempre y cuinde det [A) # O

Considersmos ahors el sistema da 3 ecusciones con 3 in-
cignitas

LI |

R L

P T LT I P N 1)

N PR IAL T JR T L

cuys mairiz de coeficientes es

Ay Ay Ay,
Ae |a,, b s
By " ’ -

Medlante un procesc similar ) emplaado pars 2] sistema
{17), encontramos que los valores de las incégnitas que antisfacen

el sistemn s0n

. - bow, a  en,  boa, n,0,00, T T T (22
o, ::':1 e T N e L T T T R T Y T
xow LaaD gt 1, b, T Woababy e 0, b oeb a8y, (23)
‘:1'1: T T e N N e T e e L e T
a a b +*b. =& +a b oa, -box .a  -a . b - a_ b [z4)
Xy

- " i
T TR I L L L T L R T L T R T R T T L Y

Al comfin dsnominador de las expresionss (22}, {23) r (24)

E/
se le conace como deteyminante de s matriz A y es un determinamte
de tercer orden. Ls axpruaifn que define =l determinante da ter-
cot ordsn ea;
1 Uy '::1

T e R LT LT LI T IR INE IR Tl PRI L T

i R By e A T IR R R R P (25)
Par wjemplo
1 L ¥
-4 5 2| w1350 (03I (NI (-N) (-3 (-2 - (-3) (530D -
-2 0 S[0I-4){0)- (1023 (-2)=0+0-2A+85-04n-5

De scuerdo con la exprealda [(25), podemos escribir la so

lucién del sistemn como sigue

h] l*' '.'I.I .
by, 8, 4,
b, =, 1,
xl- —
By ¥y A
By %42 R4y
By, Ly 25,
Byg by oy,
14 by FL
by, By 241
xg-
a,, m,y By
;7 Ry Wy
ky Ryy By
o8y by
L, By
L,y #, b
-
"L Ay R
By B3y R
B, Ly By

ry-30/81



con lo que reaswlte 1&glco tratar de genertalizar 1s tvegla de Cramer
para sl caso de yn sistenn Ja N wcusclones con n lnclgnites. 5in
oxbargo, raquerimas da una definicisn patra el determdinante de or-
den n.,

Dafiniclidn de¢ determinante.

fueremcs genermlizar Im definicién 4a detarmipante para
un b arbitraric, 0 base o led expresivaes (24) y (23) que definen
a los detarainantes de ordan 2 ¥ 3, raspectivamente,

$in caburge, wo a3 posible h-étr e3to del mlswn modo {es
decir, resplviando en forms geperal un sistems ds ecuaciones linea
les), puss o medids que scmenta n,los cllcules se hacen mks cowpll
cados y, slendo o arbitrario, son pricticamente irrestizables,

Establacersmps uns 1£y gyeneral examinando los determinan

tes de segundo ¥ tercer orden, ¥ TORATEeMds e5Lh comg definicldn

para ol determinante de orden n.  Antas, definiremas loa concep-
tozs da permutacifc ¥ clase de una persutacids que necesitaremsa pa

ra ellc.

*
-

Las permutaclones é¢ los o pimeros del conjunte {7,2,3,

eeash} son las diferentas mapeTes 40 que pusden sar aTreglados,

Par ejemplo, las parmutaciones de los nbmeros 1,%,3, som

les arreglon

1, 3, 2
i, 3. 1%
) 2,3
1, 2. 3
2,1, %
3,1, 1

El conjunts de todes las permutaciones de n nimeros, es-

ty formedo per n! srreglos o peTmutacionss ¥ S& representa par 5.

82 /83

&2
Lianpremos permutacidn principal a aqualla en la que los ndmspros -
aparecer an el arden natural.

In el ejempls anterior tenemos Il=6 permgl wciones, donde
la perautacién principel ex 1, 2, 3.

Consideremos une permutacidn arbitraria ao,, a;, -.., L
de les nimercs 1, 2, ..., m. Uiremor que dicha pereutacitn =n do
Clase par © impar seghn exists un nfmero par o impar de inversio-
nes en el orden patural, es decir; parejas (nl,uk] talexs que a, Prg
cade & o, w5 la perautacisn ¥ Oy <Gy - A la parmuracidn principsl
le asignaremos lw class par.

Pars las permutaclones del ejempls Tenemcs qus:

1, 3, 2 #5 de clase imper ya que existe una pareja, 1a -
parzja [3, 2), ta} que 3 pracede & 2 ep la peromotacidn y <3,

I. 3, V e3 de clase par ya que existen dos paredas, (2,1)
¥ (3,1), tales que 2 precedes o 1 y 1<2: 3 precede a 1 y 143

3, 2,1 5 d¢ clase impeT ¥a que exlaten tres paTEjas,
€3,2), (3,11 ¥ (2,%), tales que J precede & 1 y I<3; 5 precede o ¥
y 1<3; Z precede a 1 ¥ 1<,

1, 1. 3 ¢3 de clase par {por definicifin}.

Procediendes en forma snfloge vemos que:

2, 1, 3 es dn clase jupar,

3, 1, 2 &3 da clase par,

Recordandc la expresién que define al deterwinante dm 0.

arden

chservamos que:



a] El dererminante e3 la suma sigebraica de doa (2!) produrtes.
b) Cada producto tiene dos factores.
€) Eo cads producte hiy eiementas de todos los renglones (y who o8 .
lo de ceds renglén).
4) En cads producto hay elementos de todss las columnas (y uno sé-
lo de cada coluvmna).
£) 5! los clemtntos 3r sscTiben d¢ tal maoeTs qué lop primeros In-
dices formen uns permutCacidn principal, 3¢ antepons un 3igno -
al producto en ques lon segundos [ndicez formen une persubtacidn de
clase par ¥y uo signo + al producte en que Jos segundos Indices for
man una perywutacidn de clase impar.
Recordenda Ia expresidn que define al determinante de --
3oy, arden |

Ay E3y Maa
. PP PLITRL PIL PP PR TPL WL PR L PP T
. . (28]

Ay By Ay,

a,, Wy B4, R R P M R A Rt

ObsetvaRDs qud}

a} El dererminante #3 ln suma mlgebrgica Jda seis (3!) prodoctos.

b) Cade producto tiene 3 factores

¢] En cads producto bay clementos de todos los renglones [y uno L
1o de cada rerglim).

d} En cads producto hey elewentar dn todas las columnas (¥ uho séln
an cads columne).

e) 54 lox elementos #¢ escriben de ta) manerw que lps primeres In-
dices Formeo una permuatacidén principal, se antepons un sigho +

s ios productos en que los segundes Indices formen una permutscidn

de clase par ¥ un signe - a lus produczas en que las segendes Indi-

cax forman una permutscifc de clase impar.

82
Genaralizenda, para ¢l detarminsnte de arden m we tendri:
a) El detarminante o5 Jp sums algebreice de ! productos, -
b) Cads producto tieme n flctuées-
c} Ern cada producto hay wlementos de todos renglones (y uno sfleo
de cedn renglén). .
d) En cads producte hay elementos de todss las columess {y uno s6
lo de cada columne).
€} 51 las elemwntod ae sscriben de tel msners que lop primeros in
dices formen uns perputacifn prinpcipal, se sntepone un :iénu *
a los productos en que los sepupdos Indices forman uyna ptr;uilciﬂn
de clata par ¥ wh signo - » las preductos en que las le:ﬁndas Indi
ces foTman une permutacifdn de clese impar. -
Establezcamos ahors ls ley que define sl determinants de
orden n:

Conplderomcs 14 matriz cuadreda de ordep n

Li 1t In
| [ ] sua @
i1 T in
e e . T
T L R
a | ] - L}
ni ni an

¥ un products de n de sus elementos

[N Imn

tomsdos da tal caners qow haya ¢lementos de t0da3 zui Tepglomes (y

"I.n' .'!I'.I:.

uno 36lo de cada Tonglén), ¥ que hays elementas de todas sus colum

nas (¥ uno 561s ds cads columna),

Les factorws de este producto ssthn ordepsdsos de tal me-
do que los primeros Indices formsn uns psrmutecife principel. La

sueesitn de los segundps Indices formen uas permutachdm,

TY-34 /85
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oz Byr - A Ejemplo IV, 25.
de los nimeros 1, I, ... ©. Puars osta permutncifn definiremos Chtensr el desurrolln del determinante de 2o, arden = par
£=+] 31 l& peTmutacisn s de clase par tir de la definiclén
£=-1 $i la permutacitn ¢35 de clase lmpar B By,
det [A)=
Formemos a1l producto proevistoc de signo By 2,,
LN T . “as oo [26] De acusrdo coh 1o snterior, ¢l términc principal serd
i ' n
B Wy

Lomg 4l conjunto S, de todas las perwutacisnas de 0 cime ]
- Dejamos £i§03 los primevas fndices ¥y permutemos los Segun

ros estd formads por n! arreglos, podemos formar n! productos dal
tipe (18).

El detarnipants ds la matriz A se define como 1a suma de

dos de todas las meneras posibles:
12 clase par ~+ «+

1t clese impar . -

£3tos n: productos dotsdos de sigpa (a las cusles zo les llems tir
- El dexarrolle s¢tdh antonces:

ainos del deterxinants}. det(A)
(M)A 0, -2, 8,

Definicidn, -

der [h}-;nt .lnl "F. ‘e ‘nn‘ N T

De 1a definleldin antarior se concluyas qus: Ejemrple IV. 26.

1] Pars cblenst todos 103 términos del desarrelic de un detarmi- Cbtener ol desarralio de)] determinacte de 3ar, orden, 5

nante, basts con excribir el térming principal [wultiplicando pertir de 1s definicifin

Aoy, oay,
det {A)=|a,, a,, a,,
| §

los elementas spbre la diagonal priccipal) ¥ » pertir de E3te ob-
tener todos Ios demls dajaodo fijos los primercs fondices y parau-
1 By, Ay,

tando de todms Ias maneras posihles los segundas Indices, ;
Término principal: &, #,, a,,.

2} Como de¢ los megpundos Indicax hay n! permutscicones, lz witad - .
Dejando fijos los primeres Indices, ims permuisciones ds

de clage par ¥ lu mitad de class impar, habri n! términea en
luos segundes fndices san:

el desarrallo del detersipante, la mitad coan aigno + y la mitad

123 clase par - .
con signa ~-. 1 3 2 clase impar =+ -
¥) Lox zlgeags + y - aw asignan seydn 1 perautacidn Jda los segun 213 ciase ispay -~ -

dost Indices sea de¢ clase par o impar, 237 clase par * *

512 elase por - .

LI A |

clase impar =+ .

Bt /B



al dessrrollo serl:

dlt[ﬁ.]-.. l'ltlll-'llllllllﬁ.|t":]‘ll’.:t.‘:l.‘.l"“ ll:lt.l!-

Syl et

Cliculo de detarminantes.

S1 (W) repreasentd al conjunts de lay matrices cuedradas
de orden n con elementos eo C, podemos defirir 1a funcidn

det: (M) ~ €
que asigne & Jla matriz A € (M} el wgcalar sspecifico det (A] £ C,

Tal funclén queds definida por la exprasisn (37) que Te-
PTEsanis uny sums de nl productas ds elementos Se A,

El empleo de dichs expresifio pere #I cflculn de determé-
oantes nc se acostumbra eo la prictics por resultnr demssiade labo
rioso, & ceambio s& hen desarralladan ngtudn: mnis sencillos que*cnn-
ducen a io: mismcs Tasultados, Iras de dichos mitodos tretartmas
en e#xta amcclfn,

Regla de Sarrua.

Ls tegle d& Sarrus indica que para chtener el yalor de un
determinante de 20, orden. 2l producte de los elementos de la diago
nal principsl {linsas 1llenas) se resta el producto de los #lempantos

de Ja "disgonal secundaria™ {lineas puntesdss}. Azl tapdremas que

'lgN}ﬂ;ftl
- BLTELITRL T LI
Y Y

que coincide con el desarrello segln la definicitn.

por sjemplo

3 -
I' j- (3)¢-3)-{-5)(4]=-Qe20=11

£3
La regln de Sarruz indice qua para chtener el valor de un
determinante de der, corden, s loa productos de los elsaentos de la
diagonal princips} y paralelps & alls {lineas llenas) se¢ restan los
produrtos de lot elomento:z de le diagorrl secordaria ¥ perelelss »
2;1: [(1ipeas punieadas). Para obssrvar mejor Eatos producton, se
pusden apcribir el primero y sepundo rengldn inmedistamente despufa

dal tercero.  AsT tenemos que:

L TR T PRl T
* -
a | " 3
L
- YA T PR T 1 I . a & +
: + - ‘_:“"-‘-'H. - ‘]Ill:l-ll lll 1T a1
i1 BL,» 0B -~
] ey )
“0_ a4 E__ "% 3__E -~
H { (Y ML TR T Tt Rt W bt Y
Fl -
L[] ] » [ |
' B A =& A .M
Lol 11 Vi ta T T
[

"ur s

qua coipcide con ¢l desarrollo segfin lm definicisn,
Por ejeaple:

107 4 .
15 2|= {338 M)« (1) (=51 (43 {3 (D (2}- () (5I(-3)~

SR AL L@y - -5 230

¥ale la penw subraysr que la Ttegls de Sarrus az hs enun-
ciadp sxglusivamente pars lps deteyminantes de 2p. ¥ Jer. orden,

Ex frecuents tender m genersllzar ests Ttegle paTe CAlcu-
lar detersinsntes de ordan mayor, sin smbargo; el astudispte pue-
da flicilmente demnstrar que sl splicer la repls de Serrus & un de-
teroinante de orden superior al tercaro, se obtiene un desarrolloe
que no ceincide con la definicifn. El método gue veTomds 2 Conti

nuaclén es wplicable & un determinante de cumlguler orden.

Desafrolla por cofectores.

Veolviende al ejemplo IV, 26, el resultado chtanido para

el determinanta de 3er. orden segin la definicidn es:

I¥.BB/B9



&£6

d'tfi}"tt‘:r‘la"ll':l'ut"::‘:-'::"::':1‘:.‘ Por ejemplo, el deterninants qua multiplica al elementa

ol T NP ] T a ., Puede obtensrze suprimiends el priaer renglbe y la segunda oo
factorirsnds los elamentos del primer reagl®n tenemos: lumne del detersinanie arlginal
d't[l]-"ll(.‘l!hl-.11'.1:1'.11'['|.":|.:|".;";|,} - --.l-t - .
; £1 Ry
MTACTL RPN 1 M M ., I. .
1 (] LT
ds scuerde con 1 definicifn de daterwinente de 0. ordem podemos 4 % "
escribir: a2 sgte determinente e lo llams el menor de a,, ¥ lo vepresentare-
Rrady, Lyydyy %y o3 <or My, .
det(A)-a, Sl "y do. d 1 isnt
L, o, 4, I Generalizendo, daremos 1= sigu e
Pars determinar los signos de los térmings hacemas: |Befinicidn,
- 2%, . L T S5¢ llaks ménoT del slemento By de un detarminantes de or
datiA}=(-1)" " -1y 7
sL{A}=(-1) .IIF:'."‘( ) faz a0, den n, al daterminente de orden n-1 que ¢ cbtlene al suprimir, en
e ¢l determninante original, el reaglén § y la columna j.
. il
-1 "y, l . a I R £ 10! Al menor de a;; lo representaremos con M.
11y .

d ' tacifin, la expresidn (27) pueede ex
donde los sxponentes dee (-1} son ls suma d¢ los fndices del elemen Do mcuBrdo con esta notacidn P (27) g Y

¢ribirse como

to del primer repglén. - . 141
det{al=(-1’ lll.“;,‘[‘1]' LCTPL I CL b Lty S |

A la expresidn (27) s« le llams desarrallo por cofactares
o bien, en forma condensuda

del determinante respecto a au primer rengifn.

i

S5¢ recomlends al estudiante hacer £l dessrrolla del L 143 dat(A)= E {_1}"1 ;5 M,
=1

me determinante respecty a mlguno de los reRrglones o columnas el

imos el rengldn k ara desarrolley por cafacto-
trotex. Ex obvilo que &l resultado de smbos dessrrollos es nomé- 51 elex Elom X, p [

inante de fer. orden, dicho desarrcllo escf sxpresn-
Ticamente igumsl a det(A). res £l deteymina N P

En lp sxpresifn (27) puede ohservarae gue, los determi- do por
nantes que multiplican & los elementes del primer renglén, pueden det(A}= E {_;]k'j‘ 5 Kk]

- k
chtenerse elimipnande en €@ determinants original, el renglém ¥ ln

: i i columna k or
tolusna donde se encuentrs el elemento correspondiente, y #i elegimos 1a » P

V-89 91



1 -
dat(a}= I (“}"k'ik"ik
i=1 .

En general, 51 A e3 uny matriz cusdrads de¢ orden m:

n .
dee(n)er (- n¥h L (28)
T 1+k :
dat[l]-i-l(-l] ity e (29)

donde k¥ € N y 1<k<n

Dafinicisn,

Llamamos cocfxctor del alemento 'ij al determinente

{-l]i*J Hﬁj‘ #l que TEpresentimas con Aij'

Con syuda d& exta definicifn, r) método sugerido por las

expresiones (28)y (29]) (81 que 3¢ llams “wéftoda de desarrolle par

cofaciores™) puede enuncinrse comp zigue:

El walor de un detarminante pusde obtrnerse zfectuandoe -
In soms d¢ los producios de los clementos de una cuplqulers de aug

1fneas [renglén o columna) por sus yYespectivos cofactares.

Ejemple IV. 27

falcilar e] determinante de la matriz A por ¢l método de

desarra]llo por cofactores,

T -3 0 -
Ae o 2 -t
1 & -1 &

Solucidn

Primero, debemos elegit un renglén o uha cojushe pere --

wfectuar #1 desarrolla. Anslizando la matTl:i, vemgs gue e3 conve

nisnte slegir slgunt de las sigulentes linens:

20. Renglén .

Ier. Renglén

ta. Columnx -

Ja, Columne
Yo que cada upe de ellax tiene uo eleaento nulo ¥ el productu de -
diche slemente por su respectivs cofsctor serf igusl a cero., Ez-
to sieplifica el trabejo sl cklcule de s8lo tres detetminantas de
der. orden.

Desarrcllande por cofactores segfin el 2o, repglén:

det (A=A, ~J3h, w0k, -t4&

Lo :?fl:tnrts hij se obtlenen como

Aij-caiji*juij

Dessrrollands por 1a regle de 5arrus los menores M,

M,, ¥ H, ocbteaewos:
1 -5 .
":;' I | 2 a-b-d0-1464+40+Td=13 v ‘:1' -11
i -7
2 -5 1 .
M, - 0 -1 4 e f2-10+1+74=T . hti-?
T -7
F 1 -5
LI n 7 -1 =281+ 10+E=-11 e A et
1 4 -7
finalmente

det{A}s-18-3[7)-6(-11)=17

En =l casoc geperal, ¢l desarrolla par cafactorss trensfor

=s el problema ds calcular un detersiomnte de arden n sn el de cal-
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cular n determinantes d¢ ardsn a-1, Cadas ung de €310 determinan
tel pureda deslrro;lnrl- an 3U vez por cofmctores, obteniéndoss mEnS
reyr de orden n-2 y sl sucedivamenta. 5¢ aCastumbras contipuwr wl
Proceso hasta chtener Bapores de orden 3 o0 de prden 2, los cuales
pusden Twsiolverse empleaando le regls de Sarrus,

Fropiedades elpmantales.

Los determinenteas tlenen cievtas pIopisdades gue &8 G111
COnOCEt, Scn de intarés principslmente las condicicnex bajo las
fusles un Jdeterminante #5 nule; #3% como las transformmciopss que,
efoctundas en 1z matriz, no alteran 1 valor del daterminantes o la
producen whe alteracidn ficilmente caloulable,

Estay propiledades, 1lamsdas propledades elementsles, 5=
demugstran n pertir de la dcfiniciﬁn{zj ¥ 508 las que m continus-
cién z& enlistan. En la que sigue, poy umm Jinwe debarf entander
58 un renglén o una <olumnm. '

1) 51 uns 1ines estl constituids por cervs, ¢l determinants 3 ng
lo.
2) Si dos liness parmlslas son proporcioniles, sl determinante ox

nila,

determinunts w8 nule), -

3] 5i s¢ intercamblian dos lIpsas paralalas cunlc;quiir., 2l deter
minante sdlo cambia de signo.

&) 5 ss multiplicen todos los elementos de upa lices por up nime
o k, ¢l valer del determinents queds muliiplicado por k.

5) El valor del determipante oo Cambin, 8 3e iptercambisn renglo

(2] E! sstudiente pueds consultsT la demdstraciés en la veferencia
I pags. 35 s 53,

V-4 /95

(En particular, si dos Ifness paralelas son Sguales, «!

n#s por columney ¥ viceveras, Es decir:
det(A]=dwt (AT}
6) El walor ds oun deaterminaate no cambie, si & lox plementos de -
una de sus lineas. za SURGR los elementos coTrespondientas g

oirs 1Ipes paralels multiplicados por un pimarc k.

Un pétodo da condensacién,

El mdtoda do desarrolle poT cofactores, aumgte splicephle
& detevrmirantes de Cualquier ordan, puede resultar on aceslones de-
masiado leborieso. 5i regrezamos wl «jsmpleo IV, I7, vemos que pl
olegir ol Io. rengldn en lugsr del lo., Aoz hemes evitado al‘iilcg
1o de un detsrmlnanta da 3er. oTder. -

51 «n une lipes cuslguiers dr un detarminente, todeos 108
¢lementos eXcepto une fuersac nulos, $in duds wacogerfamos dicha 1f
nea patw efectuar ol desarrolle, Fl wltodn que propondramos a ..

cuntinplciﬁn s bazs en wsts jden y consiste en:

a] Elaglr la lfnes qua contengm ¢l mayer nimero de ceros.

b Aplicar reltersdements ls propiedsd (6) basta reducir o cern'.
todos 1op nlementos de dicha 1fnes excepto uno, (54 tadas -

los elementos 3¢ reducen a cero, #1 determinantie e3 nulo per la -«

Propiendad (1)),

€] Dassrrollsr por cafactores swgdn diche )inea,

L3
d] Repetir sl process hasta cbtener un determinante de segundo o

tetceT orden.

Ejemplo 1¥. I
Calcular el determinants de 1o mptyiz A emplesndo o1 af-

tods dp condansacitn.



(S R TS T
502 1 6 -1
A= 1 s 2 1° 0
« 72 1 -1 2
1 2 4 3
1T 1 oz -1 4 13 9 6 -1 4
3 0 1 o -1 c 0 o 0 -i
det{a)= |1 5 7z 1 o] =l 1 5 z 1 o
i 2 1 -1z 1w & 3 -1 2
1 2 4 1 3 « 405 1
(3} (23 (1 :

Eligiende el 20, renglén, l1a columna * que sirve como pi-
wot# se he multiplicado por 3, Z ¥ 1 ie hs sumado a las columrnay -
L]

que s& indican.

Cesarrollando por cofactares segiinm el segunde renglén,

tenemos: s
13 9 & 1] (1} 14 14 ¢ @
1 5 ) 1 .. 1 ] FJ 1
det(A)=-(-1} 1y & 5 .y (1) Ty M5
4 ¢ 5 |- LS I T

5¢ ha aplicado nuevamente ol wétodo eligiende shors 1s -
cuarty columna ¥ tomando =1 segunda renglén * comd pivote. Desm

rrellepda ahora por cofactorss segdn e cuarte columnm, tendremos:

14 14 | 1] LE | 50

det(A)=-{-17(1) |11 11 5|  =-(-13(D) 1N 3B
3 O-1 3 T B
{3y * (3}

t
Deswrrollando puevemente por cofactores segdn e] Jer. -

renglén:

det(A)=-(-11(13(-([-1]) l“ 5“'
a4 b1}

E;.q. .
Desarrollendo este Gltiso determipante por la regle de -

Sarrus:
det (A)=-(-33C13(-(-1)YC[56) (3A)-(50) [44]))=-T72

Cilculp de 1a inversa por medio de la adjunts.

Con 1a ayuda da los determinantes, podemos obtener la in-
versa de una matriz empleando un mEtodo diferente al expuesto en la

seccidn IV. 3. Antes daremos la siguiente

Definicidn.

Se llama matriz adjunta de la matriz cusdrada A, & 1s w2

triz que se obtlene de A" a1 sustituir sus elementos FOr 3US res--

pectives cofactores.

A la matriz sdjunta de A la representaremns con A™, En
tonces, sl A e3 la matriz ceadrade de orden n
A-'[ﬁij]
la tranzpuerstn de A e3
T
ATelay)
¥ la adjunta de A es

A= (AL

Ejemplo IV. 1%

Cbtener l1a adjunts de 1s matriz

1 0 L
A= -1 i 3
3 1 -2

Ohtengamos prigsro la transpuwsts

IV-96,/97



-
L
]
[ -
o
- e
| M |

TN
T T
TR

I

b

desnrrollando los determinantes obtenames fipalmente:

¥ 4 -
Abe T .14 -7
= N z

S¢ pusde demostrur que la inverss de uas matriz A, pusde

obtenerse madiante la Telmcifin

A‘-—dﬁ-ﬂ]—-r 1)

de sasta relacifin vemocs qus . ' -

1)

2}

P AT g dat(A)dD.
En consecuencia:
5i A #3 una matriz cusdrada de ordes n, ne siogular, lss sigulen
tes afirmacionsas son equivalentes:
a) 3 h-l
b} R{A}=m
&) dat[A)d0

S1 A #3 uns matrlz cusdrada de orden n, sipgular, las sigulentex

afirmycionaT son Squivelsptes-

Vaa oy

8) A
b] R(A) « n
€] detiA]=D

Empleando la relacién (30}, podamos obtener la inversy de

In matrlz
1 b 2
A= -1 @ 3
3 1 -1
del #jemplo IV, 19
En efecten, como
1T ¢ A .
detiA}= | -1 2 3| =-354p
3 1 -2 ~

exista A7,

Del resultedo del ejemple IV, 29

‘ -7 4 B
-1 l L -
-7 -1z
Pars comprober efectucmos el producto A A™':
1 0 4| {7 o« 3] 35 o ol e o
AaT ek [0 2 s 7o i |edf o0 s efele 10
3 1 -] v -, 2 e o -35| [6 o 1

Regla de Cramer.

Otre de las splicaciones da 1ns dlf;rlinlhtts, lu encap
tramos en 14 resolucidn de slstemas de ecusciones lineales. La
definjcidn de determinante dads por 1a expresidn [I7), permite ge

1
feralizar la regla de Cramer {n enunciade al principio/de esta -

(3) La demosttacitn de ssta sfirmacidn puede consultarse en la re
ferencia 2 pags. 50 o 54,

-’



seccidn comp siguer

Sea £l sistemn de n eCusclones con N incdgnitas
'ltx:"l:‘:+"'+';nln'b;

B K YL X +,...%w X =D
L i ir ¥ A o

4 4 2 F 4 TE B ¥ = = 4

B = m om ok ok 4 B+ ¥ F oa

A T e %t e el
curs satrit de conficlentes ea
' U 1 fin
4= ‘II ‘II. == M
I-‘nl' lm T .u-—

Siempra ¥ cusnde det(AYFD, o] walor de las inchHgnitas X

que satisfacen =1 sistema estd dadg por

%y - d:t[li]

donde hi es la matriz que se cbtisne, 2 pariir de A, Teemplazando

la columna formads con los coeficientes de X par ¢l vecror de tir

minox independientes.

Ejemplo IV, 30.

Resolver ¢l slgulente siztems d¢ ecuscionss eapleando la

regla de Cramer
X izt Ayl

I, v x,-dz,=1

g +3x, - x,=}

—

Soluclén
.
1 2 1 2!
det(h]= |3 1 1| =-1-15-S{d-b6eb]=-1b-d=-3G
4 3 -1
I I
dee(A, b= |1 1 -2 {=-30
3 -3 -1
1 3
det(.ﬁ.;}- 301 <X |=0
3 -1
1z 2
det(A, )= [3 1 1|30
4 -3 3

Par lo tanto

Eq* :!ﬂ 1
% 3 @
L :Sﬂ 1

Es importante notar gue este métedo s8lo e aplics ditey

tameni# &0 los casor eo lod Que Em*R=T,
Sin embarge, i recordamos lo sxpuesto on Ia seccifn .-
I¥. 5, podamos siempre teducir un sistess arbitrario & un pueve 3l

tesa en donde m=n=r y en eite aplicar 1 regls de Cramer.

Ejemplo IV. 31

Repoiver ol siguiente sistems da scusciones aplicandd lu

tegla de Cramar,

100 /10)



A
IR TR T
-x,+xt+2x.-l
Solucifin
1 1 13 1
! -
=1 1 rArE | ]
1

Traslpdando a los segundas alembros 1a incégniza x

,
FA
[}

R(A)=R{A,B)wl=r el mistena

! . 2¢3, {r€a} el sisrems

#signandg ¢} valor de k obtenemos

X *x =ki-k

-!l+:l;.-l—:k

1 1
det(A}= | =]
=1 1

k1
det(A, )= ek
-2 1

s 13-k
, dat{Az)= 7-3k

v X

1
!]F -I
T
‘ll- '!'
= 0

o

¥-102,/103

¥kt xi,

ez compatible

ex indeterminada

Urna solucifin peayticular e3 par ejemple

1

1]

L))

—ram a o

B
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" DIFECTORIO DE ALUMNOS DE EL CURSO DE :

PEHJALIZMICN EN MATEMATICAS PARA INGENTEROS

NXMBAE Y DIRBCOCION

1.

.7 ( MODULD  ALGEBRA )

‘DEL. 13 DE MARZO AL 11 DE ABRTIL., 19894

EMPRESA Y DIRECCTON

JIEN MANUEL ALCRNTRRA GARCIA INGENIERIA APLICADA EN QONSTRUCCION Y BOONCHMIA

Cipres Mo, 246

Juana de Aroo Ho, 200

.. Dol. Vergel "Qol. San Pedro _
Deleq. Coapa Deleg. Ixtacaloo - .
Mixico, D. F. . - . MBxico, D. F. : :
684-6926 . _

HECTOR ALVARADO CAZARES 1 o+ CJF.E. )

. Zenzontle Mol 8

* Av. Real de los Heye.s Na. 255 L. e

- {pl. Bella Vista,Tacubaya * .: +0ol. Coyoacdn . e
Deleg. villa Alvaro Dbreg&l ... beleg. Coyocacin — S T
01140 México, D. F. - . % Méxica, D. F. S
271-5107 <= ke 544~-5827 . : R e
-FRANCISOD G. ALVARADO MIGUEL ' " 5.C.T.

CRUZ OTONIEL ARRAZOLA FARTAS . COMISION FEDERAL DE ELECTRICITIAD

Villa Sahaqun No. 24 . Av. Real de los Reyes No. 265 ' P
Col. Villa de Aragdn Col. Los Reyes -
Deleg. G. A. Madexro ° Deleg. CoyoacZn : : : .

07570 IExico, D. F. Mxico, D. F, .

796-3918 ‘ 544-5837

.5 8.

CARIOS RECE LEEH
Atenas No. 776

{ol. San Alvaro
Daleg. Atzcapotzaico
02090 MSicp, D. F.
399=-3454

1 - L%

+ E.N.E.P. ACATIAN
. Alcanfores.y San. Juan '.'L'DtDltEp&i: s!n
Naucalpan, Edo. de México

. GQHZALD CORDOBA CAMPERDS

Av. Universidad Mo. 11953 E4if. 7-201
Col. Copileoo Universidad

Deleg. Coyoacdn
Méwice, D. F.
54B-6229

. JOSE ROGELIO DQHICIO

Qceano Indico Bo. 27
Col. Lomas Lindas

DR, IGLESIAS FIDEICI!-'IIBJ 0 DE HARTTACICHES POPULARES
Homero Ho. 203
Col. Polanco

Atizapin, Edo. de MSxico ~ México, D. F.

PEDRD CUERVG OVALLE
Mina Ko, 170- 302
Col. Buenavista
Deleg. Cuauchtfmoc:
06300 wice, O, F.

- 531-0507

211-3050  545-3478

t

RFADTO OFPERA S 0E P.L.
Serapio Renddn No. 4-C
Col. San Rafae)

Deleg. Cuauhtémoe
06350 KMixico, D. F.
535-7047



18. VICIOR RANGEL. ISLAS -

19, JOAQUIN RODRIGUEZ GUERRERD SRIA, - [£ CMNICACIONES ¥ TRANSPORTES

Calle B-A No. 19 I-4 Eugenia No. 197
Cnl. Letran Valle - (ol Narvarte
Deléq. - Benito Jufirez Deleg. Benito Jufrez -——
03650 Modco, D, F. Msxico, D, F.
696-1441
20. CENARD RMERD VICTORTA COMISICH FEDERAL DE ELCTRICIDAD -
.. Miguel E, Sclmltz 92 No. 14 Carr, Fed. Coermavaca-Cuautla Fm. 2.5
(ol. San Rafael ___ __Qvernavaca, Mor.__ . _

- Deleg Cuavhtémoc ~— — = T T 613-99 :
MExico, D. F. '
591-0304 '

21. MARODS 1LUIS SADURNT METIAS ERIA.DEMCTEEGIESIM
Dr. Vertiz No. 712-3 Lago Poniente No. 16
Col. Narvarte ) Col. Amfricas Unidas
Deleg, Benitn Judrez MExico, D. F.
M&xico, D, F. 674-1719
22. MIGUEL SANTOYU KIDRTGIEZ * C.P.E.
Garza No. 34-4 Km. 2.5 Carr. Cuernavaca—Cuautla
Col. Bella Vista . G:uanmvaca, Mor,
Deleg.” B. Jufrez ‘ : £13-95" - _ -

] lﬁl’m’ D F' - i

515-1650 : . -
23, BOGO GERMAN SERRAND MTRANDA FAOULAAD DE INGENIERIA
\ DIVISICG DE CIENCIAS BASICAS
24. J. LD1S TCRRESCAND ESPFARA E.C.C.A.C.I.V.
Apartado Postal No. 269-C Apartado Postal 69
Cuernavaca, Mor Jiutepec, Mor
587-849
25. ALFREDO TORRES MERLAS OOMOISICY FECERAL DE ELECIRICITAD
Av, Pantitlin No. Bl6 Av. Real de los Reyes No. 265
Onl. PFeform . Col. Coyoacan
Deleg. Cd. Netzamaleoyotl Deleg. Coyoacan
M&xico, D. F. M&xijco, D. F.

519-22 544-5837



