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- TEMARIO!

CURSO DE ESTATICA

 OBJETIVOS Y CONTENIDO.

- PROPOSITOS, Impartir un curso de -Estitica para profesores, que satis-

faga los contenidos de los programas vigentes y eleve los conocimien-

tos de los nuevos profesores sobre esta ciencia, aumentando la ‘cali -

dad de la ensehanza correspondiente.

]. SISTEMAS DE UNIDADES Y RUDIMENTOS DE ANALISIS DIMENSIONAL.

Objetivo.- Utilizar y relacionar las unidades de la Mecénica‘eh los -~

:diferentes sistemas de medicidn,asf mismo traducir férmulas expresa-- -

.'das en un sistema dado a otro.

' Subtemas.- ' . '

I.1- Segunda Ley de Newton.

I.2- Los sistemas absolutos y ios-gravitacionalesm

1.3- Transformacibn de expresiones.
I.4~- Ecuaciones dimensionales y traduccién de férmulas:

IJS— El Sistema Internécional de Unidades,.

II;'EQUIVALENCIA_Y REDUCCION DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS,

Objetivo.- Conocido un sistema de fuerzas, obtener otro sistema, que-

produzca los mismos efectos externos gue el original, pero expresado-

- en su minima forma.



Subtemas. - :
I11.1- Sistemas de fuerzas.
I1.2- - Sistemas eduivalentes. _
11.3-  Pares de fuerzas. .
II.4- Traslacién de una fuerza. '

. II. S- Reducc16n de los 51stemas de fuerzas

11.- EQUILIBRIO DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS

'ObJetlvo - DPado un problema isostatico de. equ111br10, plantearlo y -

resolverlo.

Subtemas.-

ITI.1- Descripcién de ias fuerzas. que act@ian en un cuerpo.

CIIILZ- Identificacidn y arreglo de las fuerzas que actian:en un -
‘ cuerpo: - '

I1I.2- Friccidn. )

III.E~ Disposiciones particulares del sistema de fuerzas.

JITIVS- Caracterizacién de los problemas de equilibrio.

I11.6-  Sistemas de fuerzas de componentes cualesquiera.
CTTT.7- Sistemas de fuerzas de componentes paralelos.

[rI.8- Sistgmas de fuerzas concurrentes. _

tIT.9- Sistemas de fuerzas de componentes colineales.

111.10- Cdlculo de reacciones en vigas, pdrticos, marcos, arcos y-

!_IV.1.3-' Momentos estétlcos y centroides de volGmenes, de dreas Yy -

" armaduras.

"III.11-  Armaduras planas inostdticas,
© 1I1I1.12- -Cables. :

V.- PRIMEROS Y SEGUNDOS MOMENTOS

ObJetlvo - A partlr de 105 conceptos del centro de un sistema de fuer
zas paralelas y de la dindmica de la rotacién de los cuerpos rigides, determi -
nar los primeros y segundos momentos de cuerpos y figuras geométricas.

IV.1.- PRIMEROS MOMENTOS

Iv.1.1- Centro de un sistema de fuerzas paralelas,
IvV.1.2- Centro de gravedad y centro de masa de cuerpos.

de lineas.



b Iv.1.4 Planos y ejes de simetria, ejes centroidales.,
[ ' : . - i - ) ‘

IV.2  MOMENTOS DE INERCIA e e ST
'IV.2.1 Concepto dinfmico y. definicibh matemdtica del momento de
' inercia de la masa de un cuerpo.

+

IV.2.2 Momento de inercia o de segundo orden de &reas planas. - --- -~
Momento polar de inercia de &reas planas. S

S

-

" IV.2.3 Producto de inercia y radios dé.gifo He'aréas planas, -
L ' Teorema de Steiner o de los eljes paralelos.

SEETEN I Y
¢ et A

Iv.2.4 Ejes centroidales y ejesipfinCipalesi
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‘des diferentes a las.de su plantcamiento.

R 0 JNU TP
. ¥ L3
CINTROTULLION,. - Para cualguier-inpgenicro el manejar adcrua4 nent

los diferentes sistenmes de uniaades, de uso mis frccucn;e, rCcpre -

-y

S€llco

blena de ingenieria. Lo antericr se evidencia cuando se¢ tiene ., -

que menejar manuales o documentos que utilizan, para la solucién

de problemas especificos, unidades diferentes 2 las de usg mis -
frecuente en nucstro Pais, a(in n&s, en la mayoria de Las oca sio-

-

nes ias formulas que deberin manejarse t

|..n

cnen quc scr tlﬂduCl
para que scan empleadas en determinadas con dic1oncs o LO ,pniua--

el T
[}

En el desarrello de éste tema se considera que los conceptos
) !

e se relacionan 2 continuacidn sen conocides:
4

- Fuérzah
- Masa .
- - Aceleracidn
- Tiempo . ' .
"~ Longitud
ORJE" F1TVO ~ Dada una férmula que fue pWanteadaAen vn 51sten de -
unidzdes dcterm:nado en caso de gue sea necesario, serd posibie
obtcener otra, que serd utilizable con unidades distintas a'les o-

riginales,
]

i

DESARROLLGC.- Con la finalidzd de comprender adecuadamente el tema

en cucstidn, su estudio lo dividiremos en las siguicentes partcs:

i
1) Segunda Ley de Newton

2) Los Sistemas Absolutos y Gravitacionales
3) dransformacidn de Expresicues o

4) Ecuacicenes Limensionales y

8) Sistema Intornacicna

[‘)

un apoyo muy importante para la solucidn. de cualquier vro--






1.- ‘Segunda Ley de Kewten.-. La Mecdnica.Clidsica o Newtoniana se

.basa en lac ruy cenocidas leyes del movimiento debidas a MNewion v

naturalcza de les mismos,. las variantes que sc¢ involucran pucden
ser rcsuclt s con las leyes citadas,

Para cste tcma cn particular, nos ccnformaremos-con citar la Se---

gunda Ley:

" 8i una fuerza actla cn una particula material le produce, cn su

dircccidn, una aceleracidn de mddulo proporcional a su magnitud'.

F = ) ma . o L

- ' ' «
donde A es la constante dec proporcionalidad. Es muy importante -
hacer notar que dicha constante asume el valor de la unidad y en

tonces .la expresidn indicada toma la forma: ’ o

La cual deberi tencrse muy en cuenta cuando se analicen los d°fc-
rentes sistemas de unidades, o~

2,- Los Sistemas Absolutos y Gravitacionales,- Para poder distin

guir las dimensioncs fisicas y apreciar Tas mapn:tuav_, ¢s necesa

7, [--

rio medir. Para medir se requiere:

- Establecer la magnitud que se trate de estimar.
- Dcf1n11 ¢l patrdn que ha de serv1r de basc cn las mcd1c1o--
nes,

El concepto bidsico que permite rcalizar mediciones cs el de la uni

" .

se emplean vara la solucién de problemas de ingenicria ya que,por:

dad, la cual es una magnitud de la misma espec1e 0 dlmen51oncs que !

las de aquélla que se¢ desea medir,

Existen dos tipos de unidades:

Las 1lamadas FUNDAMENTALES, que se definen arbitrariamente, y - las

DERIVADAS, que son consccucncia conceptual de las anteriores.
_! . . .

- La Segunda Ley del Movimiento estsblece una relacidén fuerza-masa -
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que permite definir, independientemente, no mds de tres magnitu-
tes unitsrias escopidas del conjunto: longitud, masa,fucria y -
tiempo. ,

Desde este punto dé'vista existen dos enfoques; el primero de -
ellos acepta como unidades fundomentalcs las,chlongitud, masa y
tienpo, a partir de las cuales se cstablecen los sistemés de nc—
didas ABSOLUTOS. Y cl scgundo de ¢llos, que parte de definir ar-
bitrariamente las unidades de longitud, fuerza y tiempo, dando
por resultado los sistemas GRAVITATORIOS. -

En estas condiciones se hanjestablccidd los sistemas de unidadces

siguicntes: . .

DECIHALES M.K.S. (Fetro, Kilogramo mesa, Sequndo)
: G.S. (Centimetro, Gramo masa, Segundc)

) C.
ABSOLUTOS
.SfﬂTEMAS DE |- n | INGLESES F.p.S. (Foot, Pound-mass, Second)
UNIDADES | | |
DECIMALES HM.K.S. (Metro, Kilograme fuerza, Sequndco)
' C.G.S. (Centimetro, Gramo fuerza, Segundo)
GRAVITATO, | ,
| ‘RIOS

| INGLESES ~ F.P.S. (Foot, Pound-force, Second)

€onvicne aclarar, por una parte, que también cn los sistemas ab
solutos s¢ dispone de unidades ‘de fuerza Y, por la otra, que. -
‘los sistemas gravitacionales conticnen, asimismo unidades dc ited
sa; sblo que en tales casos dichues unidades no son elegidas ar-
bitrariamente, sinc que se derivan de las fundamentales del sis
tema correspondiente.

Ahora bien, para definir las unidades derivadas,tanto de los --

sisfemqs absolutos como de 1Cs gravitacionales,es necesario ha-

cer uso de las dimensiones, las cuales determinan la manera ¢n

quc deben variar las unidades fundamenta.es para obtener las de -
rivadas que se requicran.

13
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Asi, si las unidades fundamentales: lengitud, masa, fuerza v -
tiQmpo (mencionadas con anterioridad), se reprezsentan por L, M,
F y T, respectivarente,. tiencn come dimcnsicnes correspondicn--

tes las siguientes:

CONCLPTO RESOT.UTOS CRATTTACTONAIES

LONGITUD ' St oM oTey 1, Fe, 70
. MASA : e, M, 7°)] |1 P, Tk
" FURRZA LY, WY, TR, F‘,.T°]'

TIENPO | e, Mo, T 1, F°, T1]

*# Unidad derivada

Al observar el cuadro anterior, se corrobora lo dicho cuando se
eemaene o afiTmd que también existen unidades de fuerza y de masa en  los
sistcemas gra v1tac;owales y absolutos, respectivanente; awbas di
mensioncs fueron obtenidas a partir de la 2da. ley del Movimicn |

to dcbida a Newton, como se muestra a continuacidn:

1) Unidad de fuerza

b4 ..}

feoma _ _ .
Lo, W', To)JLY, 1S T77] S

- T, 1)

2) ‘Unidad de masa

-+ -+
F ma
-
a
e F', T°]

L', P17
W L7 F, T

De las expresiones anteriores es muy sencillo obtener las uni-
dades derivadas, en cualesquiera de las tres variantes de sis-
temas mencionadas (C.G.S., M.L.S., F.P.S.). En efecto:

-
-t en



i) Unidades de fuerza del Sisterma Absoluto,

-C.‘g-'s' -C—In—-g-—-————- = dina
. . s? '
1 .
. M.K.S. E‘_‘.(.ﬂ_.,__.z Newton
52
F.P.S. ££m%£f_ = Poundal
s

i) Unidades de masa del Sistema Gravitacional,

€.6.s. ges? ]
: - = geogTano )
Cm
M.K.S. kpg.s? _
' -————— = gcokilo . e
m : :
F.P.S. ' 1lbgp s?
" ~———— = gecolibra o slug
It

*

Anflogamente, podemos obtener otras unidades de gran aplicacidn

en lz Ingenicria, tales como las de trabajo y potencia.. -

De acuerde a la definicidon de trabajo (¢l producto de la fucrza
por la distancia recorrida en la direccidén de aquélla), sc tiene

e

- .
T = Fd
1) Sistcmﬁ Absoluto.- Las dimensiones son:

LM, TTRY [t Mo, T
T o[z, w17

En esos términos, resulta:

D2 :
C.G.S. em” £ erg
. s . '
e . 2 Y
. M.K.S. kg Joule

52
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F.P.5. . ft21b

SZ

'ii) Sistema Gravitacional,- En este caso las dimensioncs
son: " ' ‘

Fao1e, P, ] [, e,y 0 T
> _ , . _ .
T. I_L': F',’ T‘]

De 1o que se desprende:

C.G.S. cm ogg _
M.K.S. m kgf . - 3 ) o
-F.P.S. ft 1bg

Las unidades que acabamos. de definir también se emplean para me

dir el momento que produce una fuerza, pero son las pertenecien

tes al Sistema Gravitacional las que con mds frecuencia se uti-
lizan.

Ahora bien, como la potencia es elftrabajo realizado en la uni-
dad ‘de tiempo, se tiene: '

-+ T +d

p T .. F
Z z

i) -'Sistema Absoluto, - B
"Dimensionando

P [L*, M, T tr, Mo, T°] - 10, M°, T"]
POz, ou, T | '

De ahi que: .

' €.G.S. cmlg
. .M.K.S-' _m.__z___g__k _‘ =

F.P.S. ~ _ftlb .

[
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ii) Sistema Gravitacional

e, F, Tl 1Y, FY, T°Y LY, FU, T

-

[L‘, Fi, 7-1] . ) ,

v 3+

En zstas condiciones:

C.G.S. cm gg -
L | _~_::___
M.K.S. n kg¢
s
F.P.S. ft 1bg
5

Una forma sintetizada y practica de analizar las unidades se \

s

presenta c¢n las tablas 1 y 2 anexas.
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' - TABLA 1 _ ‘

ALGUNAS UNIDADES DE LOS SISTEMAS ABSOLUTOS Y SUS DIMENSIONES
"CONCEPTO U NI D A E S DIMENSIONES .
' SISTEMA M.K.S. SISTEMA F.P.S. . SISTEMA C.G.S. ' '

LONGITUD m £ cn Lt M 710
MASA kg | ‘ 1b g DL° M! T°]
TIEMPO s s s L° M° T3]
ANGULO - _ " Adimensional - Adipensional | Adimensional [L° M° T°]
AREA . - m? S 1 cn? oLz e T°]
VOLUMEN | - m? T s A cm? - L w° T°)

' : . ’ T T : I -2 o
FUERZA | Newton=kg m/s?* .. Poundal=1lb . ft/s? Dina=g cm/s?* [ M'T ] -
TRABAJO Joule=Newton.m -~ 1b ft¥/s? er=Dina.cm [L? M.":T"_'[ .

 POTENCIA Watt=Joulé/s - 1b £t2/s erg/s (L2 M 77°)
“MOMENTO. . - Newton.m . Poundal. ft Dina.cm [Lz"l\‘I1 T7%]

. VELOCIDAD - AR n/s | | C ft/s. cn/s Lt m* 1)
ACELERACION m/s® fr/s? em/s? . [LY M 1]

" ESFUERZO Newton/m? | Poundal/ft? | ‘Dina/em? . [CiM TTP]
PESO ESPECIFICO- Newton/m? T ' Poundal/ft? ' Dina/cm* [L-z M1 T"Z:] .'

Tar :
[




S
t
1
4
4

-8 -
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| ~ TABLA 2 -
'ALGUNAS UNIDADES DE LOS SISTEMAS GRAVITACIONALES Y SUS DIMENSIONES

A

CONCEPTO U N I D - A D E S, DIMENSIONES

SISTEMA M.X.S. SISTEMA F.PS.  SISTEMA C.G.S.
' LONGITUD m : o ft- - Cem [L! E° T°)
FUERZA kge - 1  1be(®) ;gf tL° £ 1)
TIEMPO s - s s tﬁ°'F° T']
ANGULO o ‘ A&imensianall | Adimensiona} - Adimensional {L® F° T°]
AREA - | . omr Y 2 = SO L0 A &)
VOLUMEN . | - m? o EE - end® . [L® F;-T°]'
MASA oo Ggok119=ng§75 o Slug=lbgs?/ft = = ggsi/cm |}:i51-TF]
TRABAJd - kgeem : ";. lbf-ff. y _ gf-cm. (Lt F! 1°)
POTENCIA : - ' 8 kgge-m/s 3 1bg-ft/s = - gf-ch/s (L F! T _
T MoMENTO o kgeem - lbg ft R gf'ém 1* F! T°]
VELOCIDAD . - n/s ' ft/s  em/ss [LUETTY)
 ACELERACION ' m/sz'_;J..; | £t/s? o | cm/s2 - [ut F° T'zj
ESFUERZO ‘_; ._ | nglmzl R 1§f/ft2 ,_  o , gﬁlfm% ‘[L'zpl T°]

, . _ L
PESO ESPECIFICO. kge/m? | 1bg/fed gg/em® . [LTTF.T?]



vitacidn Yniversal en los Sistsmos Absolutos y Gravitacionuies;

' é)' En los Absolutos:

-; 10 -
Ejerple 2.-1- Obtenga las unidades de-la Constante G de la Gra

]

M.X.S, C.G.S y F.P.S. en funcidn de sus unicdades fundamentaics,

.-

Solucidn.- Haciendo uso de las dimensiones:

G = Fd? " =' J’L‘M‘T'z] [L'MeTe] LMY
Comme LT ][LO0TY] [1°MPTY)
G = [L2M'177]
CAsi: C.G.S. - - M.K.S. + F,P.S.
cm® . n® ft?
g s? kg s? 1b s®

.b) En los Gravitacionales:

¢ = 'Fd";; e rre] [1L.2re 7]  = ['LZFire ]
S omme [LUYFITYRTERT?] O [LTPRMTY]

. G ::I:L"F‘IT-“'._] . o ’ T(
CAsi: TC.6:S.T . M.K.S. F.P.S. '
cn’ - m*  fetr
gg s* . kgg s* bg s*

3.- Transformacidn de Unidadcs,- En ocasiones es necesario trans

" formar unidades de un sistema a otras unidades, va.sea del misuc

o bien de cualquier otro sistema.Comd es obvio, para que dichas
transformaciones sea factible llevarlas a cabo se requiere que -
las unidades de que se trate sean de la misma especie.

"Por tal motivo sicmpre podremos plantear una igualdad que involu
. ¢cre un cocficicente numCrico el cual invariablemente ser3d adimen-
" sional, esto es, carcnte de unidades.



X = 2.1 x10% ( 2.2 1bg ) in2_

-1

En tal virtud, para la transformacidn dc¢ unidades podemos seguir

- los siguicntes pasos:

- . Revisar que las unidades que se desea transformar sean de la
. misma especic y estén clevadas a 1a misma potencia. -

- Plantcar una ccuacidn que inveclucre una constante.

- - Despejar la constante.

- Determinar el valor de la constante, lograndd que €sta sea di
mensional.

»

Ejemplo 3.1.- E1l mbédulo de elasticidad del aceru es E =,2.1 x 10°

‘kgg/em?, indique cual es valor en 1b/in? y en N/m?.

Solucién.- Plantcando una ccuacién tenemos: 2.1x1C%kgp x 1bf

- m——

an? in®

y como las unidades de ambos miembros .son de la misma especie vy
estin elevadas a la misma potencia podemos despejar:

X = 2.1 x 10° kgg in?

cm? lbg

y dade que 1 kgy = 2.2 1bg
: ' 6 - 2
4.62 x 10 in
cn? 1b¢ - m?
y!finalmcntc, buscando que X sea adimensional y sabiendo que -
1 in = 2.54 cm tenemos:

. 6 2 ' ¢
X = 4.62 x 10 _(2__54_?‘_)_ = 29,806 x 10
, : i

Asi:

2.1 x 10® kgg -~

—= = 29.806 x 108 lbg
cm? :

in?




......

. ' .
e T TE Rt

2.1 x 10° kgg
X =2.1x10 kg m?

X o= 2.1 x 10° (9.81 N) m?

¢) 150 Poundal - in

Similarmente:

N .
—_2:: X ﬁz
. ¢cm

" ‘donde:

cm? N

'~y cono 1.kgf = 9.81 Newtons,

= 20.60 x 10°¢
cm? N ' :

.y puesto que 1 m = 100 cm.

X = 20.60 x 105-1129531— = 26.60 x 10™
. . cm?. _

Entonces:

| : .
2.1 x 10° kg,

—1 < 20.60 x 10K,
m

7 ) sz-

‘Ejemplo 3.2.- Obtener:

a) 10 H.P. en erg
s

b) - 100 slug en geogramos
. 3 hora -

c) 1 Watt en kgf ©cm

hora

d) 700 x 10° dinas en 1b,
: cm . —_—
in

s ’ s

m2

cm

2



X = 3220

‘X =

-t kgf = 9,81 N, 1 hora

- 13 -

Solucidén .- Procedicndo en forma similar al ejercicio antcerior,
para todos los casos” planteados tencmos:

a) 10 H.P. =X €L, X = 10 H.P. : S

. ’ erg
y como 1 H.P. = 550 b, - £t
X = 5500 ‘1bg - ft , ¥y dado que:
dina-- cm ' '
‘= - “di = 1 | | -. - |
1 ft =<30.48 cm, 1 -dina Py Sf y 1 1bg = 454 g,
x = ssoo” (454g)(50-48em) o 5 466 x 100 I y
. . . _ S
(—1—~ gg ) cm
9861
- b) IOOA_él%& = X COE%%EQE , X =_100“§l23*3212" e e s
_ : 0T a; S geogramos

(32.2 1b)} hora
S peogramo

si 1 slug = 32.2 1b X = 100
y ya que: 1 hora = 3600 scg y 1 gebgramc = 981 g

1b (3600s) _ 1b
5g = 11816.5 2

puesto que 1 1b = 454 ¢

X = 11816.5 4348 = 5 36 x 10¢ I
8 : B

c) 1 watt = X kgf - m , _X - ﬁatt - hora
— Kgg - cm

hora N

si se sabe que 1 watt = ~——T

N-m-hora
s-kgf-cm

y con las equivalencias de:

3600 s, 1m = 100 cm.

N-(100em) (3600s) . 3 669 x 10%

X =
s- (9.81N) cm _
_ Y i . sdinas - in '
v d) 700 x 10 déﬁas - x 1bg , X=700 x ?0 1 ,
K ' ' ) f

in

o



 x.

X = 0.1183

o e e i Stpe A bl ey

- 14 -

Asi:.lllbf_= 454 £ » 1in = 2,54 cm, cntonces;

e | L
700 x10%dinas (2.54 <m) = 3.916 % 10% d;FaJ
cm (454 g, ) N . Bf

-y conocido que 1 g¢ = 981.dinas

X = 3.916 x Id?ggl%ﬁi ~)39.91

e)_150 pgpndal - in oy Newton - n X = 150 Poundal - ir

5 - s . ! Newton-
.y ya que: 1 in = .0254m, 1 poundal = — 1p,
: 32,2 .
x = 150 Gz 06) (0.025¢ m) b, '
T - ‘ = 0,11863 f
Newton - m . . Newton
Entonces:
[ . ~ ’ . .“ 1
1 1bf = 0.454 kgf y 1 Newton “TT8T Igf
Finalmente:’ ' .

(0.454 kgg) _

0.5269
1 . ——ee
(gg7 Xog )

4. Lcuaciones Dimensionnles ¥ Traduccidn de Foérmulas,=

-

En virtud de que todas las ecuaciones bésicas que representan los

fendmenos fisicos deben ser vidlidas para todes los sistemas de uni-

dades, dichas ecuaciones deben resultar dimensionalmente homogéne-

as; por lo quec todas las ecuaciones derivadas en forma analitica -

de las leyes fundamentales de la Fisica deberdn ser también dimep---- -

sionalmente homogéneas,

Por lo antcrior, se¢ cntiende por ecuacidn dimensionalmente homogé-

nea a aquélla en la cual su expresidn no cambia con el uso de los
distintos qlstemas de unidades; en este caso, todos sus términos Y
en ambos micmbros de la ccuaC1én se deben tener las mismas dimen--
sidnes, '
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Para verificer si una ecuacién dada c¢s valida en cualquier sist
ma de unidadcs, se deberd hellar la expresidén dimensional de la

_cantidades involucradas en cada uno de los términos de la ccua

cion y efectuar las operaciones correspondientes a los exponcn--

" tes de los simbolos L, My T o de L, Fy T, segin el caso y com-.

probar que los exponentes finales de dichos simbolos en Lcdo* Y

Ejenplo 4.-1.- Por medio de las expresiones dimensionales com--
prucbe que-lﬁ-siguiente ccuacidén es dimensionalmente homogénca -
(correcta) P+ kv = as, en la que P represcnta una fuerza, kK-un
peso eapcc1f1co, a un drca, s un esfucrzo y v un volumen.

Solucidn. - Considcrando los Sistemas. Absolutos:

P ROOTE], kDT, v Lt e 1] —

[L2 M T°] , s[L7' M T-2]_- y ahora sustituyendo cn la ex--
presion dada y considerando -los cxponcntes ' '

L2 oM T ] e [LRTRMYOTTIAMTO]= LN T S ST

entonces:

LT M OTTR] o+ 1Y M TTR) = LMY TR
con lo que demostramos que la ecuacidn es. correcta.

Ahora para los sistcmas Gravitacionales:
P LS F' 7] ,k [LTPF T], v [L®F°T]
[L? F° T°] , s !}'2 ¥!' T°] , similarmente al caso anterior:

- - - ) - -~ - - 2 - -

(Lo Bt 7°] + [B7° FY Q[0 FoT°]=(L2 F° T°) [L°7 F' T
asi:
L° B! 1°) + [LOF T°] = 10 F' T —

que comprucba lo solicitado.

14
7y

. en cada uno de los tcrmlnos resultan 1gualcs. C S
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Eijemplo 4.-2.- La cxpresidn rclativista para la crerglia cinética

de una particula estd dada por la expiesidn:

E = mc? ' 1 - 1

YT (v/cy?

en donde m es la masa-de la particula, v es la rapidez d¢ la -
misma, ¢ es la rapidecz de la luz y 1 e¢s un cocficicnte adimensio
nal. Si ecta expresidén es dimensionalmente correctia, determinar

la expresidn dimensional de E. ‘ P

. Solucidn.- Desarrollando el scgundo miembro resulta: R
. 2 . ' ‘
me
E = — - mc?

Y1- - (v/c)? - B -

por lo que E, debe tener-las mismas dimensiones del segundo térm
no del segundo micmbro, o sca que para ¢l Sistema Absoluto es:

[E] = [L° M r°J[L2 M° T7%] = L M! 177

y para -las Gravitacionales:

M) = 070 ) TR rT] = ) Y]

Y

Ejemplo 4.-3.- La velocidad de los gascs en los conductos de --
Lpjemplo g

G

la caldera de vapor sc¢ calcula por medio de la férmula v=Dr/%6C0Ra
: I 1

b
en la que v ¢std en m/s, B en kgf~horalR en m?,v cn'm3/kgf‘ y a ¢s
un n@imero abstracto. Determine las unidades del nGmero 3600.

Solucién.-- Dado que la ecuacidén tiene que ser dimensionalmente

~

homogénea, sustituyendo las unidades planteadas tonomos:
m kgs - hora m*

C m’  kgge1-U(3600) N

despejando las unidades del_cocficientb-y simplificando

\ ' U (3600) = hora - s~

—— . . i

En diversas férmulas empiricas ingenicriles,como la mostrada cn el
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cjewplo anterior, algunos términos conticnen coeficientes numé-

.ricos gue para cumplir.con ¢l requisito de homogeneidad dinmen--

sional no pucden ser nlmeros abstractos, sino que sus expresio-
nes estin obligadas a tener dcterminados exponentes dimensiona-
les. e ' '

1

Convienc aclarar que se entiende como férmula empirica a aque--

11z que cambia su eéxpresién con el uso de distintcs sistemas de-

unidades.

Ahora bien, micntras que 12 aplicacién de las ecuaciones fici--
cas establecidas en forma matemitica es dirccta, ya que 1os coe
ficientes numtricos que intervienen en sustérminos som aGmeros

abstractos (adimensijonales), y por lo tanto dichas ecuacicncs -
ticnen idéntica expresidén en cuazlquier sistema de unidades, ¢l
uso de las formulas cstablecidas empiricamente requiere haces -

su traduccidn cuando-los datos disponibles-correspondientes La.. ...

las cantidades involucradas en ellas estin en unidades de otyc

sistema, diferente:al que se utilizd originalmente al estructu--

rarlas, ya quc los cocficientes numéricos de sus términos sc¢ mo

difican; es deccir, su cxpresién cambia,

Ljemplo 4.-4.- La expresién M = 17.2 bd*, establecida de suer-
te tal que, M es un momento que se mide en kg¢e - cm, b es un
anche. dado en cmy d es un peralte estimado en cm; desea ser

‘usada de mancra tal que M se obtenga en 1bg - ft, partigndo de

b y .d. medides en pulgadas.

Solucidn.- En las condiciones planteadas, y dado que las unida-
des del primer miembro deben ser iguales a las del segundo, po-
demos sustituir las unidades y cbtener la expresidn:

kge - cm = U(17.2) cm-cm?®
de la cual obtenemos gue: | '
U (17.2) = kg
. cm?

y como la f6rmula similar que se desea obtener tendria la forma:
‘ | . . ,
M=c¢b d?,

T

procedicendo de igual mancra.

¥
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"~ entonces:

‘chmnyg 4.-5.- La velocidad en

- 18 -
b - £t = U(c) in-in?

vle) = —5—
) in

" por lo anterior,forzosamente

o kgg
otz =L -

Y

cm in

'(2.54cm)3kgf

C = 17.2

C = 20.368

L

por 1o que la fdrmula por usar es:

M .= 20.368 b d?

cm2(0.454kgfj(30;48¢m)

wid

de una corricnte de agua -

R

que’ fluye por un canal, calculada segiin el criterio de Manning. ..

€s:

N A

R
]

dondé n denota un coeficiente abstracto que mide la rugosidad
de las parcdes del canal, s también adimensional, es la pendien

‘tc del fondo y r el radio hidriulico se mide cn metros.

Traduzca 1a expresidén a los sistemas ingleses a condicidn .de

que v se mida en ft/s y r en ft.

S

Solucidn.- Sustituyendo las unidades para el sistema original.
L u(1) m¥,
' Y
asi u(t) - 2
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y para ¢l sistema ingles

' 2
B iy e
- s
entonces U(c) .= i
: s
por lo anterior, o
1 1
1-_11_/’_ c Eixe
s s
] 1
| S B
Y h c = y
£t 2
“por lo que C = mh 1y, = 1 -
v (0.3048m) " 9.6729
Asi, la exprcsiénjpgdida es:
y = 14861 Yo

n

estd dado por la férmula

P
65

W =_——.—(1f§—+

cuando s¢ conocec L, su claro medide en ft, la distancia centro

L
" 5/7s

=-"1,4801

I,

/7: s

Ejemplo 4.€6.- El peso de una armadura de madera, medido cn lbf,

-

[ 9

centro de armaduras S estimada en ft, la carga P que ha de so--

portar la armadura medida en 1bf.

Obtener la traduccidn de la {f6rmula al sistema M.X.S. Gravita--

- ¢ional.

ot

[ ' : '
Solucidn.- Esta f6rmula polindimica decbe ser homogénea, uvn el -

sentido de que todos sus términos tengan ipguales unidades,
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En esta virtud, ‘¢s muy importante scficlar que en este tipo de
formulas existen tantas alternativas para efectuar la traduc-
_cibn cveno términos existan en clla.

"En el ejemplo que nos ocupa podemos hacer las siguientes consi-

PRNRE

a) Que el coeficiente numérico 65 ¢s . adimensional; ndtesc que--
‘también podrian asocidrsele unidades.

b) Que el término 1 es abstracto, cl dernominador 30 cstd medi’

1 -
do en ft y que cl coeficiente 5 se cncuentra cstimado en ft 2,

Establezcamos ecntonces:

30 ft = X, m

1 1

)
<
=

En estas condiciones:

X = 30 (0.3048) = 9.144
y = § /O.3098 = 2,75 ‘

Asi, la férmula en el sistema solicitado es:

w ::_6!)_5__ ( 1 4 ].l + IJ )
9.144 275 VS

5.~ El Sistema Internzcional de Unidades.- Es una versiln mo-

derna de los Sistemas Absolutos, que fue adoptado en. 1960 por la
Conferencia General de Pesas y Medidas. Podecmos mencionar'que

¢s un sistema completo y armonizado internacionalmente que pre-
vee unidades para medir magnitudes modernas, csto es, conccpies

que no estaban previstos en los dos sistemas anolizados previa-
mente, | ‘

El Sistcma Internacional (SI),?sté intcgrado por tres'cldscs de
unidades: unidades base, unidades suplementarias y unidades de-

rivadas, También utiliza los prefijos ST para 1la formacitén de

-los mfiltiples vy submﬁl;ipios decimales de estas unidades,
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-ra del Sistema Internacional; son siete, correspondiende a las

magnitudes: longitud, masa, tiempo, intensidad de corriente --
eléctrica, temperatura termodinimica, intensidad luminosa y can

"tidad de substancia, cuyos nombres .son .respectivamente: metro,

kilogramo, segundo, ampere, kelvin, candela y mol. (vééﬁg la ta
bia 3). S

Las unidades ‘derivadas son las que se forman combinando las uni
-dades de basc o bien €stas y las suplementariassepin cxpresio--

nes algebraicas que relacionan las magnitudes correspondicntes.
Muchas de estas expresiones algebraicas pucden ser. reemplazadas
por nombre y simbole especiales, los cuales pueden ser utiliza-

dos ‘para la formacién de otras unidades-~derivadas. (vedse la.ta

bla 4).

Por Giltimo, las unidades suplementarias son aquéllas con las -
cuales no se ha tomado una decisidén de si pertenecen a las.bascs

[}
1
4

o 2 las unidades derivadas; corresponden a las magnitudes de 3

gulo plano y dt angulo sdlido y cuyos nombres, respectivamente
son: radiin y estcrradiin. (Veasc la tabla 5)

/Z..”'/

Unidades base sen zquéllas en las que sc fundamenta la cstructu’
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TABLA 3 _
UNIDADES DE BASE DEL SISTCMA INTERNACIONAL (SI)

.; - Magnitud

vombre de la Simbolo Definiciin de 12
Unidad - Internacional ‘ Unidad .
» de 1a Unidad C =

T _
.- .longitud -

ovay
VR VWSS
]

IR
o+
i

———— .J_——"

masa

‘tiempo

. LRI T T
,__*u

e ;,-r- Cbera w et s

intensidad
de corricn
te e]uctru
ca.

tenperatura
termodinamica

- - intensidad
luminosa

cantidad de

substancia

Lmetro. .- - - om

- es la longitudigual a 1650763,73
longitudes ce onda en el vacin.
de ja radiacitn corresnondiente

PP . a la transicién catre los nive-

les 2py Yy S5ds.rlel atomo del -
kriptén 86.

kilogramo ' kg

es la masa igual a la dal proto-

tipo internacional cel kilograro.

segundo " s © es la duracidn de 9192631770 pe-
: ' riodos de la radiacidn correspon
diente a la transiciin entre log

dos niveles kiperfinos del atomo :

-de cesio 123.

ampere : A . es la intensidad de una corrien~
te constante que mentenida en -
Gos conductores paralezios, recti

. _ lincos, de lengitud infinita, @

—
A

seccidn circular despreciahle vy

colocados en el vacio a una dis-
tancia de un metro uno del atre

producird catre estos conducto--

res una frerza jouel a 2 X 1077
newtons por metro de longitud.

kelvin K es la fraccidn 1/273.16 de la
temperature termodinimica de
punto triple del agua.

cancdela . . ¢d

emite una radiacidn mono
de frecucncia 540 X 107
cuya intensidad ener
direccidor es 1/663 v
rradian

L)

nol R ' mol " es la cantidad de substancia que

contiene tantas entidaces elemen

tales como existen atorcs en -
0,012 kilcgranc de carbono 12.

es la intensidad lumingsa, en una
direccidn dada de una fuente que -
eratuﬂi
hertz v
tica en esz
t por-esta-
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TABLA 4
UNIDADES DERIVADAS QUE TIEHEN HOMBRE ESPECIAL

I Magnitud Hombre Sfmbolo  Expresién en  Expresién en
D - : de la _ . Unidades (SI} = otras Unidades(ST)
e . Unidad(S1) ‘ de Base . o
*; ST : Derivada ' e e
_ f! frecuencia _ herz: - ' Hz s~ .
Y fuerza "~ - newton - N m.kg.s™" _
. presién . pascal Pa m .kg.s™ N/m?
-1 trehajo,cnergia, canti- y S |

' dad de calor. joule J m*.kg.s™" N.m

. potencia, flujo cnergé- - ' N ‘

. tico vatt W n?.kg.s d/s

. carga eléctrica.Canti- - _

. dad de clectricided - coulomdb . ¢ s.A

. potencial-eléctrico, di .

- ferchcia de potenciel,

. tension, fuerza electro ' Sy oy
wotriz. : volt B | m*.kg.s " LA W/A

. capacidad eléctrica farad Fooo m.kg™l s A2 /v

; resistencia eléctrice chm_ N Com. kg .sTIAT V/A

- conductancis eifctrica sicricns | S mfz.kgfl.s3.ﬁz ANV

. flujo de induccidn mag
nética, flujo magnéti- - : ' . s .

- co. f ' weber Wb - m.kg.s TLAT V.s

- densidad de flujo mag-
nético, induccitn mag- | P ;

. nética | , tesla ' T © kg.sTTLAT Wb/ m?
fnductancia - ~ henry H m’.kg.s'"z._i\"2 ~ Wb/A
flujo luminoso lunien m cd.sr
luminosidad .. Jux x m.cd.sr In/m?
actividad nuclear becquerel " Bq s!

dosis sbsorbida gray' I Gy .. m?.s”
! '




TABLA §
UNIDADES SUPLEMENTARIAS

® Magnitud Norbre de  sfmbolo .- Definicidn do
S la Unidad S - la Unicad
&ngulo plano ~ radian 0 rad S qs.el dngulo plano co&pren@i

do entfe dos radios ¢z un -

circulo y que interceptan so

‘bre 1a circunferencia de este

I ctrculo, un arco de longitud

+

igual a la del redio.

dngulo sdlido esterradidn - sr : es el'éngulo sdiido que tcnici
do su vértice en el cen{ro ce
una esfera corta sobrc  Ta gu-e - -
‘perficie de esta esfera una -
area ijgual a la de un cuadrado
i !

que tienc por lado el radioc de -

12 esfera.
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I. INTROLUCCION

el oviginal, pere expresas

YQU)VMIHL’IA Y ORERGCCIO
DE SISTEMAS 1

i

T MM
s U; I\UIQL

()

_ En ¢l contexto ce los cursos d¢ Mecanica I
de Estitica, los tewas de Lguivalencia v de Reduccidn de Siste
wag de Fuerzas adgquicren poarvicular relevancia, ys que permiti

rin cunprender y anzlizar adecuadamente los caupStulos de Haui-

libric. y de Primcros y Scgundos Momentos, fundamsntales en L:

preparacidn de cualquier ingeniero.

~Para el estudio de ecste tena se considera que sOn conoecidos: -

los siguicentes gonceptos:

- Vector equipolente de una {fuerza.. .

- Postulado de Stevinus

- Descomposicitn ortogonal de una fuecrza

- Momento de una fuc Za cen respscio a un puinto
| y 4 un eje |

- Coordenadas Vectoriales de una fuerza

y que. en lo referente 2l anfilisis vecterial, sg dispene de lcs
conocimicntes necesarios para determinar:

=  Suma vy resta de vectoeres

- -Vectores de posicidn

- Vectores unitariocs

- Productos cscalares

- Productes vectevialss
ya que lo anterior permi stidn -

tird regalizar ¢l estudio con cucst
c

i
en tres dimensiones y facilitari el entendimiento del mismo.

()
-4

. OBJETIVO

Conocido un sistema de fuerzaz, soeryd posible obig

si
nay otro sistema, que produzca les mismos cf ctos oXterncs quo
4o

en osu minime forma.

~—
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TII. DESARROLLO

Para la mayor conprencidn 221
andlisis que nos ocupa, dividiremos cl estudio en las siguien-

*

tes partices:

1) Sistcmas de Fuerzas
2) Sistemas Egquivalentes
3) . Par de fuerzas

4} Traslecion de una fuerza

5) Reducci6n de Sistcmas de Fuerzas .

IJI.1 Sistemns de Fuerzas.- Se cntiende por sistenma de --.
fucrzas a un conjunto de dos o mis fuerzas, come se¢ indica en
la figura: kZ n '

F‘ / G
"]
/. N
L '
~

FS . f\| F)
.. _ , .
° §

[

X

Los Sistcemas de Fuerzas generalmente se encuentran aplica--
dos a cualquier estructﬁra? por lo que cs de suma importancia,
en €l caso dc la ingenieria, determinar los efecteos externos -

\

que dicho sistema le provoca a un cicrto cuerpo.

Ahora bien, los efectos externes que un sistema de Fuer:zas

le producc a un cucrpo los pedemos dividir en dos:

o a) Jaldén 6 empuidbn - - - @
fotrices . ) pul _
b) Giro o momento - - - @

Obviamente estos dos efectos dan lugar, de acuerde a la 2da.

3



Ley del Movimicento debida a Newton, a una cierta accleracién, -
cuyo estudio no es objcto de este teme,

Para determinar el efecto de jalon o empujén basta aplicar -
el Postulado de Stevinus o Repla Generzlizada del Paralelogramo,
¢l cual indica que la fuerza recultante de un cierto sistema-de
fucrzas se obtienc mediante 1a suma vectorial de todas las fuer
2as quc lo conforman, esto es:- e e o - !

. . ,
Fi et = - III.-1-1

=
n
n 43

L=
obsérvesc quc lo anterior permite conocer el vector cquipolente
de dicha fucrza resultante, a través del cual ¢s posible obte---
ner la magnitud, direccidn y scntido del jaldén o empujdn repre-
scntado.

Es conveniente hacer notar que la expresidn anterior no nos
" permite conocer un punto de aplicacidn de la fuerza resultante,
¢csto ¢s, no sabemos donde se estld aplicando el cfecto sefialado,

por lo quc el vector % es considerado como un vector libre.

El cfecto de giro o momento se pucde valuar considerands mo-
mentos de las fuerzas con-rcépecto a cualquier punto en el eSpi
cio; comq,es obvio, ¢l punto con respecto 21 cual el momento es
mas sencillo de calcular, es el origen, ya que en estas condi--
ciones ¢l momento estd dado por la cxpresidn:

n : .
Ho = E 7Aod x Fi. - - = II7.-1-2 :

en la cual ¢l vector ZXo siempre serd un vector de posicién del
origen a cualquicr punto de la 1fnea de accién y FL represcnta
el vector °~ cquipolente de las fucerzas involucradas en el sis-

tema, .
\

Nétese que el vector Mo nos proporciona todas las caracte--
risticas del cfecto de giro o momento; inclusive el punto de -



.

apiicacidn, ya que dicho vector sicmpre sc ubica ¢n el denouing

do ccntivo de momentos y en estzs cendiciones Mo ¢s un  vector -

‘que. siempre pasard por el origen.

....Esta pareja de vectorcs | R, Mo) se¢ conoce con ¢l nombre " de

coordenadas vectoriales del sistemz de fucrzas, en cste caso-se
pucde presentar la situacién en que R y Mo no sean perpendicula

res, o sea,.quec no sc cumpla que R-Mo = 0.

Concluycndo, para determinar los cfectos externes que un S51s
tema de Fuerzas.le produce a un cuerpo basta con obtener lus
Coordenadas Vectoriales de dicho Sistema. .

Ejemplo IIT-1-1.- Calcular los efectos externos que, elfsig
tema de fuerzas que se indica, l¢ produce a2 la viga quec.se nmucsz-- -
tra cn la‘figura. ‘

- tooty 50\23_ ‘ | | Y o
i\ . ‘ ‘(So {, \ ] 2 fs] _.;‘_B .
I.____ L ._-___i-.___ 2 -u-___i-—_._ 2 an ___,,_.;.. | WS S _..1' i
TS Ky
Solucidn.- Identificando a las fuerzas y .ubicando el origen
en el punto A; con los ejes respectivos tendremos: '
/
X 5 -
. 17\ A ‘ A
- ook oK : COF s
d d 3
o 4s° ,\60'
g ' - s r v Y
. ! ' ‘l ’ -
h , | -1
. : ' T :
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Ahora, obtencamos los vectores equipolentes de las fuerzss.

r = -1005 [Kg]
L. Fa o= 50(cosdss - cosd5® ) (Ka].

]

Fr = 35.354 - 35.355[Kg] o
Fy = 60{-cos60°L - cos30°f][Kka]

=]
w
L]

-304 - 51.96f[Kg]
Fu o+ 754 [Kg]

-

..y apliquemos cl Postulado de Stevinus (ecuacién T171,-1-1},

Fi = Fy + Fo ¢ Fs + Fu
]

bt -

T
£

"

R oo 5.35¢ - 112,31 (K]

Calculcmos los momentos de las fuerzas con respecto al crigen,

M3 = -200 k Kg - m]

Mo = -50 cosd5°(41k[Kg - m] = -141.42k[Kg - ]
Ho = -60 cos30°(6)k[Kg - m] = -311.76k[Kg - m]
Mo = 525k [Kg - mJ

y realizando la sumatoria de momentos .(ecuacidn T1I11.-1-12).

— 4 - - — _
Ho = T Zoi x Fi = Hod + Mo + No + Ho
=1

Mo = -128.1¢8 kx [Kg - m]

Vers ' .
Si los expresamos en magnitudes, los efectos son:
a) Jaldn o empujdn = 112.43 Xg

. "b) Giro o momento = 128,18 Kg - m
i '

y cn las direcciones indicadas pQT:JOS‘VeCtOTGS unitarios:



"~ tema de fuerzas que 3

e e 0.04764 - 0.99¢

€y = “'h'

“Ejemplo TI7.-1-2- Obtener las coordenadas vcc{oriales del 'sis-

mucstra en la figura. -

I

=

/é]:/oo:.{:; e .
C .

fﬁ‘[: Yo tg
/ o -
I Pad ’é
2«
_Z
E:
Solucitn.- Primeramente calculemos los vectorcs cquipolentes -

de las fuerzas:

= TU3-0)i ¢ 16-0)§ '+(o-5)r;] U
Fi = 630 [ Kgl=2104+4204-420kTKq]
Y 9+36+36 ‘ _E.]' [l

F, = 1005 [Kg]
Fs = 50 k [Kg].

Fo = -40b [Kg]

— . sty M
Fo = 30 [‘3 014ixi0 2LE) (ko] - 15.4164-26.832§ [Ko)
V9+36 -

Sumando las fucr:cas:

TR o= 223.414 + 493,185 - 410,00k [Kg)

y los momentos con respecto al origen son:

-

W= | < Bo|= -2520441260§ [Ra-n)
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: Ho- = -600L [Kg - m)
Wo = -150f [Kg - 'm]
Wo = -240¢ + 1205 [Kg - m)
o We e | 4 § k] e -20.496k [Kg - n]

-3 0
13.416 -26,832

<

y realizando 1a sumatoria de momentos:

Mo = ~3360¢ + 12305 - §0.4%k [Kg - m)

)

"sicndo las coordenadas vectorialces solicitadas:

——

(223.4144493.165-410.00k), (~33604+12304-80.45h)

111.-2~ Sistemas Equivalentes.- Sec denomina sistemas equivalen

tes a aquillos que actuvando sobre la misma particuia material o
el mismo cucrpo le producen los mismos cfectos externos.,

Como se analizd en el punto anterior, 1a evaluacién de los -
ofcctos externos sc lleva a cabo mediante la dctctminapién de -
" las coordenadas vectoriales del sistema de fuerzas de refercn--
cia.
Dicho de¢ otra manera, para que dos sistemas de fuerzas scan
cquivalentes es necesario que sus coordenadas vectorinles sean
jgualcs. ' |




. Sean los sistemas T y II actuando cn el cuerpc de la Ffigu-
ra, comc sus coordenadas vectoriales deben ser iguales se debe
cumplir que:

"iT .M;ﬂuqm“t Ry = Rrr - . . . o 111.-2-1

-IGOI = -’-'-{.O‘II . ) . B III."”Z"Z

o sca que:

no_. m o , '
E rv(:I = I.: F/f...II * . - ' . III."Z"S
L= L=1 . .
n _ mo_ o :
L Tof X Filz= L 1of x Fizz . . 117.-2-4
=1 ic

Obsérvese que cl nimero de elementos de cada sistema pucde -
ser difcrente, sin que esta situacidn intervenga en la cguiva--
lencia o no equivalencia de los sistemas.

Resumicndo, para que dos sistemas de fuerzas secan cquivalen-
tes ¢s nccesario que se cumplan las dos ecuaciones, IT171.-2-3 y
I1711.-2-4, planteadas. ' , g

‘Ejemplo TIT.-2-7- Demostrar quc el sistema de fuerzas que agc--
tfa e¢n la estructura de la figura es equivalente a una fuerza -
F = -2000: - 60005 [Kg] que pasa por cl punto P(22,0,0) [n]

LY

E=rtocoky

- :(:Jzu:a PRIt NS e

222,/,,/”’/2
G'ﬁ'\ / t\_ ) . ;:.
. W | , .

= 3ooo-k3.

O
\\




Solucién.- Considerando al sistema de fuerzas que actfia en la

estructura como I, tendremos:

-
-
n

-10004 [Kg]

-t
[XY
n

- -3000f [Kg]
~10004-1000F [Kg]

-20004 [Kg]

-] -
£ e
n L]

en estas condiciones

Ry « -20004 - 6000§ [Kq]

que comparindola con la fuerza F del -sistema 17, observamos que ... ..
son iguales, por lo que la primera condicidn de equivalencia se
cunple, '

En cuantc a momentos: ' !

M = 0 [Kg - m] T

Ho = -90 000k [Kg - w]

Wo = -20000k - 2000k = ~22000k [Kg - ]
Ho = -20000k [Kg - m)

y la sumatoria es: , _
Moy = -132 000k [Kg - m)
'y en cuanto al sistema I7:
Hoyp =1 < § Ry = -132000k [Kg - m]
: 22 0 0
~2000  -6000 0

por lo que los momentos son iguales y entonces podemos concluir
quc los sistemas plantcados son,cquivalcntes.

I1717.-3- Par de fuerzas.- Se conoce ceme par de fuerzas a dos --

fucrzas no colineales, de igual magnitud, misma direccién, senti

i
7
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Conforme a la figura, obtendremos los efeetos quc produce -
el par de fucrzas mostrado, para c¢llo, determinemos 1las coorde-
nadas vectorialces.

EO=}}!—= (;Lup - Ig,) x F = E X .F—

Por curicsidad, valuemos el momento del par de fucerzas con
respecto a los puntos P oy W,

ﬁ'ﬂ:m‘“ )‘L‘wp..x F + Z‘WQ X ( "F) = }Z‘WP X IF-}-L-WQ X -}':

My =iT= (Typ - Fupl % FedqxF

Mo=it= §x F+0=gxF

Por todo lo anterior podemos, afirmar, en relacibn a un par de

fuerzas, lo siguiente:

" 1,- El Gnico efccto que produce es el de giro o momento.

2,- Su momento es ¢l mismo con respecto a cualquier punto -
en el espacio. '



e e s s e

bt o

P

3.- Su momento se¢ obtienc calculando el momento de una de -
las fuerzas con respecto a cualquier punto de 1a 1linca
de accidn de la otra fuerza.

4.- Su momento es un vector libre.{ m }, con las siguicntes
caracterfsticas: ' )

a) Magnitud = |F|. d

b). Dircccién = Perpendicular al ‘plano del par.

c) Sentido = Regla de la mano-derccha .

Do d) Punto de aplicacién = Cualquicra.

IR
]

Ejemplo,- 171T1.- 3.- T.- Calcular el momento total producide por
los pares de fuerzas que se observan en la figura.

L &
\!l‘é A - f::!o L!;
_‘Q_D PR mm-m
6 j?/_// I F2="o_’:,:1 . D
P st
/f AN
’NO I
b
Gﬁn \/ /!_ e e s
. -
‘ F E M
%, e 120 ] |
SOLUCION.- De la observacidn de la figura el momento del par -

formado por F3; ¢y F, puede obtencrse en forma dirccta.

mi= 30k E(g—m]

no asi los demfs pares que tienen que obtenerse realizando ¢l -
producto vectorial.

At

My * Ty X Ta, Geg o <124 ¢ 3k [w), s = 204 [Kg]



S e

Wa = Gpe % Tr, Gpe ® -34+12§; Fy = 50k [Kg]

- 12
my = £ i k = 4120 + 240k [Kg - m]
SR B S PR SRR
2o 0 0
my s EfE.x Fs, Qrg = Tff,'é = 30 :ééiéé4.=lf13.4li+2g.83k'fké]
- A V369 _ P
Ry e | 4§ . k| = 321.96& + 160,92k [Kg - m]
0 12 0 ' :

~13.41 ¢ 26.83

e | 4§ k| = 6004 + 150§ [Kg - n]
-3 12 |
0 0 50

'y realizando la sumatoria, ya que son vectores libres:
»

Wyownn = 921,964 + 270§ + 430,92L[Kg - m)

, ] . ) I .
I7TY.4.- Traslacién de una fucerra,- En ocasiones ¢s .necesario -

trasladar una fuerza dec un punto 2 otro, lo cual tratarid de - -
plantearse, sin perder de vista que los efectos externos que se
estln ocasicnando no pucden altecrarse,

Sea la fuerza F, ubicada en ¢l planc P de la figura y que de
be ser trasladada al punto ¢ que sc indica, también ubicadc en
el plano citado,




PO,

" siendo las coordenadas vectoriales:
R = F, Mo = Top x F

Adicioncmos un sistema de fuerzas en équilibrio, el cual no al-
terard los efectos extcrnos que se cstédn produciende, Cabe --
aclarar quc cl sistema que se adicionari estd formado por dos -
fuerzas colincales, de la misma magnitud y paralelas - a la fuer-

za que debe trasladarse, de sentidos contrarios y pasarfa por
¢l punto de traslado,

obviamcnte las coordenadas vectoriales no se alteran,

Si.se observa con dctalle se ha formado un par de fuernas,

el cual recibe el nombre dc¢ par de¢ transporte, cuyo momento es

igual 21 momento de la fuerza F con r¥espccto al punto 0,
. ¥

?bg x F

mtransp

—

En base a lo anterior tendremos que la fuerza F se encuentira

ya en 0, pero sc ha agregado un par de transporte, y las cocorde

T

nadas vectoriales no se han modificadd ya que:

— —

R =« F, Mo em = Top X T

~



" Resumicndo, para trasladar una fuerza de un punto a otro, ¢s-

¢

necesario considerar:

':-- Quc la fuerza sc traslada conservando su lfnca de accibn
paralela. T - g e e T
- Que sc incluyc un par:.de transporte
. Quc ¢l momento del par de transporte es ipual al mewments 77
de la fucrza que se desea trasladar con respecto al punto
de traslado. '
- Quc finalmente resulta una fuerza y un momento que son --
"~ perpendiculares., ' '
.

Ejenplo- 117.-4-1- Trasladar la fuerza mostrada en la figura,

al punto }.
ol - = - 2
ARy
hY
Solucidn.- Para ello, cncontremos ¢l vector equipolente dec la

fuerza,

F o= 100(cosd0°i-c0850°f1= 756,604-64.255 [¥g]

y ahora calculemos su momento con respecto al punto A, que no -
serd otra cosa que el momento del par de transporte.

WL eWATapx T o= | & Ki Bl =(96.42+4191.5)
' -1.5 -2.% 0 |
76,60 <6426 0

W= 287,92k [Kg - m) '

Ahora, ya tenemos la fuerza aplicada en A pero con un momento m,



=15 -

Ejemplo IT1-4-2-  Sustituir el sistema de fuerzas que se indica
en ¢l croquis, por otro equivalente que pase por cl origen.
P . . a .
D
- ‘ — E - |
| /L-_..-_ I
. w A o .
Solucibén.- Para sustituir el sistema por uno equivalente que

pase por ¢l origen bastard con trasladar cada una de las fuver--
zds a dicho punto y para ello, como ya cs sabido, serd suficicn
tc con calcular el momento de cada una de ellas con respecto al

punto 0, o lo que ¢s lo mismo, obtendremos los pares de trans--
porte.

Primeranente determinemos los vectorces equipolentes:
Fi = 30§ [Kg].

Fz e “404': [}:gj

- : A - Lo ' .
_ - Fyoe 60 ( A 2:3% ) o 45957 - 39,518 [¥g]

Y16+12.75 -

i

Fo o« 50 (2344 44,

~304 + 40§ [Kg]
vie+d . :

-Fs F "701:?. [F\g]

Fs L '-SOj' [:Kg] '

y los mementos con respecto al origen son;:



iy = Mo = =105¢ [Kg - m]

e —

Hy = %5 = -140§ [Kg - m]

—

my = Mo = ?On-x F3

it

30 3.5
0 45.15 -39.5]

}Hl. = }:’3 = ?o}-j b'd -};g‘ = £ j ' h . = 120!3 E(g - m:ll ‘
. 3 '0 . | .
-30 40 0

k4

ms = Mo = 2504 (kg - n]

me = Mo =‘0

En estas .condiciones, el sistema que pasa por ¢l origen e¢s:

_ 6 _ ' I

R = L Fi.e =704 + 35.15§ - 109.51k [Kg]

gl -

M e % Tod x T4 = -543.004 - 21.47f +.255.45k [Kg - u].
i1 |

< i B |e-155.024+118.53/+135 .45k [Kg-ni]

Una conclusién muy importante de la traslacidn de una fucrza es

que, al obtener las Coordenadas Vectoriales de un sistena de --

Fucrzas, ademis dc¢ valuar los efectos del mismo, 1o ecstamos ---

trasladando al origen, ¢ sca, se 1¢ estd sustituyendo por un
sistema cquivalente que pasa por dicho punto.

Cabe aclarar que esta situacibn es-de suma importancia para
los casos de reduccién de los sistemas de Fuerzas,



. 111.-5- Reduccidn de Sistemas de Fuerzas.- Se entiende por .,

reduccidén de sistemas al encontrar un sistema equivalente -
al dado pero expresado en su forma mas simple. '

' Asi, si tenemos un sistema de fucrzas (I) como el mostra
do en la figura, tratarcmos dc encontrar otro (II), con la
menor cantidad de clenentos posible, a condicién de que pro
duzca los mismos cfectos externos que el sistema original,

por lo cual necesariamente deberd cumplirse que las coorde-

X | - ' o 11

- o
. - A
=
. J
X # “
nadas vectoriales de ambos sistemas deben ser iguales.
v LR, Mol = (R, Mo)11
Equilibrio.- De cualquier sistema que se desee reducir, lo

primero que tendrd que obtencrse serdn sus coordenadas vec-
torialecs, para dcterminar los efectos que. se cstdn produ- -
ciendo y al mismo tiempo para sustituirlo por un sistema --

equival ent ¢ que pase por el origen.

Sca que al calcular las coordenadas vectoriales de un -

sistema se tiene que:

}
1
'

Tt
it
>

R -

LI o I

=]
]
™~
T e -
]
fal
b
~
il
".
n
L= 3
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cn AEads dars e > oy imsgsidhn dle e aten
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Asi, sc obscrva que el sistema original no produce ningin
efecto, por lo cual, en el caso del sistema IT que se preten

de cncontrar podemos afirmar que no ¢s necesario colocar nin
gn clemento pues es la Gnica forma en quc no se alterarian

.los efectos. ) o B 21
2 |
R = TR =0
He = 0 = o = 0
?‘ | \ ¢

3
O
W)
t
<z
i
o)

X _ | %

Estc caso es conocido como Lquilibrio, y para el tema quc
nos ocupa bastarid con indicar que cl sistema se reduce al --
equilibrio, ya que dicho tema serd analizado detalladamente
posterjormente, o ' '

i

Ejemple.- ITI.- 5-1,- Demostrar que el sistema de fueriqs -

que sc mucstra en la figura se reduce al equilibrio.

B

| , A

£ =100 k‘? Fyz oo KgL

By Fy= /325 K{}-

h

Qe

Lt e d




Sélucléh

r ’

. 1.- Calcularemos los vectores equipolentes y los momentos de
| cada fucrza con respecto al origen. '

- .
- .
L.}

1505 [Kg]
Fao= -1004 .[Kq]
Fa = -2004 [KEI]

CFy = -754 [Kq]

Fy = 187.54[Ka]
Feoe 167.5 | L2400 o Lirgisi + 1504 [Ka)
S " '
—1 -
Mo = Kg - m]
Mo = -300k [Kg - ] |
-3 - -
Mo .« -1800k [Kg - m] ,
Mo = 300k kg - m] _
- - .
Mo = 0 kg -.m]
M = 1800k [Kg - m) |
“2.- Obtengamos las coordenadas vectoriales del.sistcma; para

. ello realicemos la sumatoria de fuerzas vy de momentos

v

R =

Fi = 04 + 0f +. 0k [Kg]~ ‘
L

1

LU g B

Mo =
£

n M Os

Roi x Fi = 04 + 0 + ok |Kg - m]
, L

3.- Podemos concluir con que'el sistema se reduce al equili--
brio ya que no existe ningdn cfccto que se osté producien
do. v o '



. 1

un sistema de fuerzas resultaran:

20

=0

‘Par de Fuerzas.- Supongamos que las coordenadas vectoriales de

Lo anterior implica que ¢l Gnico efecto que ditho sistema estd -

produciendo es el de giro o momento y como ya se analizd, el cle-

Fento coapas de producir tal efectosin generar jaléno empujén es unpar éz. fuer

zas, por lo.cual podemos concluir que el sistema de fuerzes, cuydas COOrdcnis

das vectoriales correspondan a-las indicadas, sec reduce  a un par de fuerzas,

De acuerdo a los croquis que se indican, deherd observarsc -

que ¢l momento del par de fucrzas debe ser igual a Mo Y que ade-

miés no scri necesario proporcionar ningGn punto de aplicacidn de

dicho par ya que su momento e€s. el mismo con respecto a cualquier

punto, y se¢ considera como un vector librec. o

£ 2

el

X

4
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Ejemplo III-S-Z.- Determinar ei.momehto del par de fuerzas al

que se¢ reduce cl sistema de fucrzas de la figura.
de 1 m por lado}. '

LT

Solucidén

1.- Vectores equipolentes y momentos con respecto al origen.

F
¥,
Fi
Fu

Fs

Fs
Fs
Fe
Fs

Fio

b |

20k |Kg]
2k [Kg]
4t |Xq]
5k |Xqg]
k |Kg]
3k [Ka]
-3k [Ka]
-8k |Xg]
-10k [Kg]
~5k {Kq]

Fri=-9k [Xq]

Mo
N6 -
Mo -
Mo =

h

Mo =

-5
Mo =
—7
Mo =

—48
Mo =

0 [Kg - m]

2§ [Kg - m]

-125 {Kg - m]
106-104 |Kg - m]
34-§ |Kg - m]
124-34 [Kg - m]
-12% +6§ [Kg - m]
-324 + 32§ |Kg - m]
204 + 30§ [Kg - m]
~54 + 105 . [Kg - m]
-94 + 274 |Kg - m}-

(cuadricula



2,.- Coordenadas Vectoriales

7%22 )

. oo
R=ZL Fi =04+ 0 + 0k [Kg]
£L=1 : K T
A | .
Mo = I nol x Fi =-534 + 77§+ 0k [Kg - m]
L=1 - . i
‘Conclusiones.- Evidentemente el sistema de fucrzas s¢ reduce

a un par,- pucs la resultante es nula y el momento, del sistema
es diferente de ccro, y el momento del par de fuerzas al que

"~ sc rcduce. el sistema estd dado por el vector libre:. ..

mo= =53{ + 77§ [Kg - m]}

Una Fuerza.- En esta ocasién_dobcmds tratar este caso en dos -

partes ya que cada una de las solucionecs que se¢ presentan, --
tienc.: aspectos difercentes. - _ ' '

Ce

a) Una fucrza _que pasa por ¢l origen.- Sean las coordcnadas

vectoriales decl sistema:

— n_
R =X FLF O
L=1

— n —_
Mo = L nodi x Fi = ¢

. - Rt '
obviamente ¢l sistema exclusivamente produce efccto de jalén
o empujén, por lo que debemos colocar como minimo sistema --
equivalente a una sola fuerza pero que no produzca momcente -

~con respecto al origen y la Gnica forma de que €sto se presen

te es que la linca de-accién de la fuerza contenga a dicho -

punto. .

f : ,
Como es calro, el vecteor equipolente de dicha fuerza rcsultan

" te nos lo proporciona las coordenadas vectoriales y no es ne

cesario localizar ninglGn punto de daplicacidn de la misma ya -

que, como acordsmes, pasari por el origen.



Ejemplo ¥IT1.-5.-3.-  Verificar que el sistema de fucrzas que ac
ta cn cl punto 0 del tornapunt2 de la figura, se reduce a una
sola fuerza que pasa por dichc punto. 'Chtcaga las caracteristi

cas . de dicha fuerza. 2
. [P A (4 £ o NS —/

Solucidn

1.~ Determincuos los vectores cquipolentes y los momentos con
respecto al origen.

10748k

Tyo= 1600 | 224
- VIdqd™

b= 124.395+995.51h {Kg]

- ' vei-107 l
Faoe 620 { 22020 ) = 272,714 - 555.435 [¥g
Ty _ (el

Fyoeo2a7 (2100 L oy 0 - 4950575 W]
/T8 |

Como ¢s claro ¢l momcnto de todas las {fuerzas con respecto al -
origen es nulo.

Ho = 0[kg-m) " Ho - 0[Kg- m] W« o[Kg-n]

2.- Coordenadas Jcctoraalcs
. - . i

5
Re r Fic 0L+01+999 S5k fj]
del '




A 51 e

]

Mo = % Xod x Fi = 04+05+0h [kKg -~ m ]

- ,.-t'.._u.‘..,.._. e rvad (Lol gy A 4, e BT 4, e o = tEn A esle o % A P - aae
]

- [

-i, ;')éd' - S

5

L=] , -

Es claro que el sistcma se reduce a una fuerza que-ﬁasa .
por el origen y dicha fuerza es: R = 999.5k|Kg-m] 0{0,0,0,9}

b) Una fuerza que no pasa por ¢l origen.- Cuande lzs coor-

denadas vectoriales de un sistema de fucrzas son: Ce e

podemos decir que tencmos un sistema reducido que pasa por -
el origen; formado por una fuerza y un’ par, cuyo momentec po-

- | |
I } 2 k2 . T
| Qo
~ f,
6 /o | N~ ~

1

e ' ‘ x
demos considerar aplicade en el origen. Como es claro el -

“sistema produce los dos cfectos que hemos referido, en es--

tas condicioncs existen dos posibilidades:

1. Que el momento Mo y la fuerza R sean perpendiculares. -
2. Que el momento Mo y la fuerza R no sean perpendicu-
lares, '

analicenos la primera posibilidad..

. L]

Consideremos un plano Q cn'el que ubiquemos a la fuerza R
y dibujemos el momento Mo perpendicular a dicho plano; ob--
sérvese que la linca de accién de ambos vectores contiene -

L
i

al punto 0,



LOCallCLNOS un punto P en dicho plano y coloquemos un sistema -
.en equilibrio como se indica. pe e e

_Evidcntcmente.loq stemas son equivalentes .y ademds homos crea
do un par de Lransporte con- la peculiaridad quc su monmento lo -
'podcwos hacer igual a Mo, pero de scntido contrario, lo antc- .-
rior lo lc sraremos ubicando adecuadamente el puntoe P ya que de

I
)
—‘_-_______....._.—
]
_ Q

Ho

. 1o contrario no logramos que W = -Ho.

e — T — —

/

=t _Ho

Y

‘0

——

Como resulta cbvio la sumatoria de Mo y @ se anula, quedindonos’
exclusivamente la fuerza R pero, como es claro, aplicada en el
punto.

Q@




P FTL R
—

“origen, cuyo vector es el misno que R.

- 26 -

- Resumiendo, cuando las coordenadas vectoriales de un sistcmpa de

fuerzas son diferentes de cere y Ry Mo son perpendiculares, es
posible reducir el Ssistema a una sola fucr a quc no pase p01 el

2 | 4

>, _ L X

De acuerdo al’ésqucma anterior, los sistemas I' y II neccesaria-
mente dcben ser equivalentes y come se conoce E, lo finice que
cabria aclarar es la localizacidn del punto-P, pues bien, dado
que, como va lo mencionamos, los sistemas son cquivalentes y
por tanto se dcben cumplir las ecuacioncs correspondientes, €5
decir: . '

evidentemente la ccuacidn anterior sc cumple.

Veamos ahora la expresidn de momentos: .
o - n : 1 -
Mo = L Xoi x Fiyr = ¥ Rod x Réyp = Mogp
L=1 . - L=1 :

ya que cxclusivamente tenemos una sola fuerza en el sistema II,

~su momento con’ re;pccto al OTIQCH necesariamente debe ser igual

a Hox, entonces Mo = nop X R = MOI

naturalmente desconocemos las coordernadas del punto P, pevo po-
demos suponcr un punto cualquiera en el espacio P(X,Y,Z) y como

op x R= Y& § k] = (yRz - IRyl<
X 'y z ~{XRz - ZRx}j
Rx Ry Rz|. - +(XRy ~ yRx)k
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y dado que son vectorcs, podemos formar un sistema dc tres ccua
cioncs con tres incdgnitas: '

coc. (yRz-ZRy) = Hox 111 5.~ 1

o (xRz-IRx) = Moy 111 5.- 1
(XRy-yRx} - = Hoz . . L1753 , .

cuya solucidn nos proporcionari las coordenadas del punto busca
-do. '

Como Mox, Moy 'y Moz representan los momentos con respecto a los
C . ] C¢ F

ejes X, Y y Z respectivamente, podemos sefialarlos como Mx, My yr-mooe

Mz y si las ccuaciones las expresamos en forma simétrica, pode-

mos indicar:

yRz - Mx |
=z 111 5.- 4~
RY . * .
My + xRz S
: = 2 - o IXX 5.- 05
Rx ' '

e igualando cstas exprecsiones:

y Rz -.Mx - ' xRz + My - g
Ry Rx .
X+ My Y - Mx
Rz . Rz
Zz = = ———— = z
Rx Ry
Rz Rz

ccuacién que corresponde a la del llamado "Eje Central™ que se
define como: "El lugar geométrico de todos los puntos dei cspa
cio tridimensicnal con respecto a los cuales el momento del -

sistema es do mddulo minimo'.
! lI

De cualquier manera, como puecde proporcionarse cualquier punto
dé 1a Jineca de accidn dec la fuerza 'y en virtud de que -
las fuerzas. se pucden considerar como vectores
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de tipo deslizante, en lugar de cscbgcr un punto cualquicra -~
‘P(X,Y,Z), es posiblec seleccionar el pﬁnto en ¢l cuzl la linea -
de accién de la fuerza interscctc a cualquiera de los plancs - -
coordenados, esto es, Py(X,Y,0), P.(X,0,2) 6 P;(0,Y,Z).

Lo anterior facilitard enormemente el cdlculo evitando el resol
ver un sistcema de 3 ccuaciones 51mu1taneas.

Conviene aclarar quc deberi dnall*arbe el vector fuerza ya guc,
dependiendo de la direccidn de dicho vector,. intersectard o nd:-
a los planos coordenados, por lo que es convenicentc obscrvar -- .

las siguientes posibilidades.

-

.7 ;'XL +V{ +1k P;(i,y,ol,‘Pz(i,d,E), P;lé.ﬁ,f)
Rz X4+ Vj . Pelx,0,2), Pslo,y,z]
R e X4 12k Prlx,gy,0l - Pslo,y,z)
= Yi+Zlh Pf(x,g,a) P {x,0,z] :
R = X4 | Pa{o,y,zi
E s Vg s P2{x,0,2) | | &
R - 1k S Palx,y,c) ‘

"Concluyendn para seleccionar el punto-de aplicacidn de la rer--
sultante bastard con snular cualquicra de las ceordena.as cuzn-

do la fuerza tcnga componente cn esa direccidn.,
‘Ejemplo IYI-5.- 4.- Encontrar la fuecrza, y su punto de aplica-

cidn correspondiente, a que se reduce ¢l sistema de fuerzas que

actia en ¢l trifingule de la figura,

n b ;
VA =175 K '
J‘ v = 1500 Ky .
5
(e8 ‘
‘ /
F}:ioookg : | \\\\\\\ .
< .o} e . ' e
Solucién. - “ : | fo= 500 K@

t.- Vectorces equ1polonteq Y momcntos con respecto al orlnnn
Fre -100¢ [Kg] Mo = 0 :
Fax 500(cos5°4- cosd5”§) = 353.55¢{ - 353,555 (Kg]
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Woel o4 E | = 353.55 a k|Kg - m]
e 0 0 - :
0

353.55  353.55

Fy= 1500 j[Kg]

2.- Coordcnadas Vectoriales
F = —646 450 + 1146.45 § @g]
Mo = 353.55 a h IKq - m] +

3.- Perpendicularidad

R-s Mo = ¢

.

Por lo-‘cual es una fuerza que no pasa por el origen.
4.~ Sc]ccc:on dol punto de ap]lc1c10n’

CPLX, 0 Z)

§.- Cilculo de xop x R

hop x R =| & { k) = ~1146,45 2.i-646,45204
X 0 2| #1146.45%k
646,45 1146.45 0

— —

6.- Ipualando nomentos: xop x R .= Mo
£ : P

-1i46.45 1 = ¢ - - a
-646.45 12 = @ - -

1146.45 X = 353.55a - ¢

~De las cuales se obtiene:

2 = 0 X‘r 0.3084a

7. Conclusiones.-. E1 sistema se reduce a una sola furerza --
E e ~646.450 + 1146, 455lkq] Yy que pqsa por ¢l punto - -
P{0.3084a,0,0) [m].

Motor, - Cusndo las coordenadas vectoriales de un sistema de
fucrzas resultan diferentes de cero y .la resultente (R) y el mo
mento con respecto al origen (Mo) no son perpendiculares entre

$§, se dice que la reduccidn es un motor, entendiéndose {ste co
wuna fuerza y it momento, ambos ubicados en la misma 1linea de -
accibn. v

e s A g b o T s it bk gy 4 b
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Supongamos que se realiza la primera reduccidn, o sea qﬁc obte-

nemos una fucrza.y'un momento ¢n e¢l origen, dadas por las coor-
denadas vectoriales del sistema, y que hacemos pasar un plano Q
que contienc a la linca de accidén de la fucerzan

Ahora bien, ¢l momento Mo seri descompucsto en dos componc ites
ortoponales; una contenida cn el citado plano @ y la otra per--

pendicular 2l misno. : - R ] :
' ‘ . # HO;.’ . N
\ |
Hor
e '
‘ .
¥R

'
1§

+ Observese que Moy y R son ortogonales’y que Meq y R son co--
planos, en base a la primera aseveracidn poedemos trasladar 1la

fuerza R a un punto (A) del plano @ y lograremos, asi, elimi--

nar cl momento Mey con la aparicidn-del par dc transporte.

Ahora tencmos a la resultante y @ un momente , ambos en el pia-
no 0, localizados en el punto A.°

Yo



-E1 momento Moy es posible descomponcerlo nucvamente cn fornma -
ortogonal, pero logrando que una de las componcntes se¢ encucn--

tre en la linea de accidn de R, y.la otra sea perpendicular a

la misma.

'_Como E Y ﬁp son ortogonales, si volvemos .- a trasladar la fﬁcr:a;- s
pero ahora en un plano normal al § lograrcmos anulayr a Hb,_sin '
embargo no hay forma de eliminar a My, puesto quc cualquicy nue

va poéicién de'ﬁl paralela a su posicidn actual, producird un

par con un momento, cuya representacidén serd perpendicular a -

ﬁh y por lo tanto, se descarta la posibilidad de alguna cance-

‘lacidén. La combinzcidén de R y My forma el motor ys mencionado.




4; 32 -

Para determinar ¢l momento del motor. My bastard con descomponer or
.togonalmente ¢l momento original Mo en dircccidon de la resultante,
lo cual se logra ficilmente con un producto escalar,

HM i (HO‘E.R) €nr

R L

..en donde ep representa ¢l vector unitario de la resultante. i

El punto .dc aplicacidn del motor sc obtendrd en forma similar al -

~zu. de una sola fuecrza, con la salvedazd de que.- serd neccsario sumarsel nuns
— ) #
monento ‘del motor (My).

t
—

Top x B + My = Mo

lo qué dari lugar a que la ecuacidn del eje cgntral sca:

e . -1 y + My - S
it 4 o X +( ’_’__0 R; f_{_I_LY] T ( 7!:{_0): E?L{“‘-")
. . o : TTR7. . 7
-Rx - Ry
Rz : Rz

Ejemplo ITI 5.-5.- Dado ¢l sistema de fucrzas que sc muestra en la

fipura, cncoutrar ¢) motor resultante.

F -

[

mh =

Solucidn:

1.~ Célculo de momentos con rcspectd al origen.

MG = 0 W el & § k| = 90i-1207+10k[Kg - m] ’
37 -3
40 30 0

2.- Coordenadas vectoriales.

—

R = 804 + 10§ - 40k [Kg].
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Wo = 704 - 505 - 30k |Kg - m)
3, - Per;endlcu*arldad
| R-Mo= 5600 - 500 + 1200 - 0309 o
por lo que el sistema se rcducc a-un- mOtOI. _ | ERTIE ‘“:'f

4,- Calculo dnl momento del motor:

My = (Mo Ty ) &

ER - & i+ 1 i - 4 b
9 -9 9 o
— ‘ .
. MO'CR & .'.’...é.._o_ - .E.o_ + 120 x ,.6__3_:_ = 70 .
' g 9 9 9 '

a—e

My = 62.224 + 7.77§ - 31,11k |Kg - n]
5.- Selcccidn del punto de aplicacidn |
Pix,y,0)

6.- Suma ¢ igualacién. dc momentos.

?b}:x R+ My = Mo _
Yop x.R £ { k| = (-40v)i +(40X)f +{10X-8Y)k|Kg-m] |
X y 0 " "

§0 10 =40

(-40Y + 62.22y =70 - - - - a
(40X + 7.77) = -50 - - -b
- (10X - 8Y-31.11) = -30 . - - - ¢

De la solucidn de las ecuaciones a y'b obtenemos:
X' = 1,444 Y « -0.1945

7.~ Conclusioncs .- El sistema se¢ reduce a un motor formado por
una fuerza R = §0{+10f- 40h Kg “¥% un momento B T

My = 62,224 + 7.774§ - 31. Ilb |kg - m] que pasa por el-punto
P(-1.444,-0.1945,0) |m].

;
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Con ¢l objcto de facilitar la determinacidn de los distintos ca
sos de reduccidn, conviene -analizar los diferentes sistemas de --

fuerzas y obtener. las posibilidades de reduccidn para cada uno-de

"ellos.

- A.- Sisterma de fucrzas colineales.- Es un sistema c¢n el cual

- todas las fuecrzas pcosecen la misma linea.de. accidn o soporte, ‘por--

lo que c¢s convenicnte ubicar el origén sobre &sta y orientar uno -
de los ejes en direeccidn del soporte. ” En-éstas condiciones los =
casos dc reduccidn factibles son:

a) Equilibrio
b) Fuerza Qque pasa por ¢l.
origen.

B.- Sistema de fuerzas concurrcntes.- Se denomina asi en vir-

tud de que las lineas de accidén de. las diferentes fucrzas tiencn

un punto com@n, por lo cual es conventiente hacer coincidir el -~

~origen con dicho punto presentindose entonces, para dicho sistema,

las siguientes posibilidades de reduccién:
‘ 12 |

a) Equilibrio

b) Fuerza que pasa por el
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C.- Sistema de fuerzas paralelas.- Obviamente son los sistemas
en' los cuales los soportes de las fucr?us son_pafilclas.. Asit, al
ubicar el corigen sobre algunz d¢ las fuerzas ¥y al hacer coincidir
uno dc los ejes con la linea de accidn de cualquiera de las fuer-
zas, los casos de reduccidn pucden ser: - .

‘a) Equilibrio
*b) Par de fuerzas
- ¢) Fuerza que pasa por.
}. ¢l origen .
d) Fucrza que no pasa
por €1 origen.
ﬁ .

-

PR }

s s -

¥

Naturalmen.c la resultante R y ¢l momento Mo sichpre serin perpen-
diculares por lo que es imposible Ja cxistencia de un motor.. Asi-
mismo, la prescncia de una fuerza que pase por el origen resulta -
un caso extraordinario ya que, como la seélecéidn del origen és ar-

bitraria, es muy dificil que dicha. selcccidn sez tan atinada.

"D.- Sistema de fuerzas general en el piano.- Como su nombre lo

indica es un sistcma que-incluye todos los tipos de fuerzus, o di-
cho de otra mancra cs un sistema de fucrzas que no son ni concu- -
rrentes ni paralelas. Ya quc se ubica en un plano no es posible -
la existencia de un motor dado que la resultante y el momento sicn
.prc scn perpendiculares. Asi, los casos de reduccidn que pucden -
presentarse Son: o L .
1} A fs. '_ a) Equilibrio
b) Par de fucrzas

o ¢) Fuerza que pasa por
'HE~%f~HH""”* ¢l origen {caso extra
Fa . ordinario)
fy ' : .d) TFuerza que no pasa por

el origen,
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E.- Sistema de fucrzas general en el espacic.- Este cs el Gni

co caso quc acepta todos los tipos de reduccidén como posibles y cl

. Qnico fuctible 'de "presentar un motor ya que la resultante R y el -

" momento pudieran no ser pCTpGHdlCUl&TCJ.
j . - ’ . .
3 - a) Equilibrio

"'f\' .-
,,f—f’”’#f/jbyx/ Fa "b) Par de fuerzas

e e ' : IS - - c) Fuérza que pasa por
' . L ;//f/ . "~ el origen (caso cxtra

ordinario)

> d) Fuerza que no pasa --
-;'- por el orlgcx. '
e)'Motor

‘chmnlo ITT 5.6 - ObtencrAla resultante del sistema de fuerzas -
que actfia cn la placa de la figura ' |

e

L
u
]
~
o)
-
//”

k - 4
/ FQ = 400 3'
/‘ﬁ': Iq’c‘{ ré

Solucién.- En vista de tenerse un sistema de fuerzas concurrente

.en ¢l plane, las Gnicas posibilidedes de reduccién son el cquili-
brio y una fucrza que pase por el origen. Para la solucibn, ubi-
quemos ¢l origen en el punto de concurrencia y el eje "X" lo hace
mos coincidir con la linca de accién de Fj. '

1.- Vectores equipolentes:

\ Fy e -1004 - 100] ]Kg]

B Faow 282,84 - 282.84 [Kg]
F; PVJUOL [kq]

Fy o« 40.74 + 23, 5 [Xa]

e



2.+ Coordenadas vectoriales.

3.- Conclusjonecs.- El sisterma se reduce a una fuerza

™~
Sy
|7 ]
-._!

t

_?s . -2005 (Kg]

Fe = 1504 + 260§ [Kg)

R« 173.54 - 299,35 [Kg]
Mo = ¢

R = 173.54 --299.3f [Kg]  que-pasa porwcl origen.

Eicmplo  T11.5-7-
te dcl sistema de fuecrzas que se aplica a la srmadura de la figu-

Ta:

'12“"'- 2.

Soluci

A

2 Ton

-
on. -

o e R g e o 1 e e

Determinar las caracteristicas de la resultan-

F2 Fy X Fs fe £ s i
2Tow|  2Ton YToul  4Tua| 9 Ten 8Toa|  &Tou BTox
§ 3§ 3an % 3em ¢ 3am W Ban P 3am § 3§ Row
N\
\
3 4 s ¢ 3 3 ]

ety

Ya que sc ticne un sistema dc fucrzas paralelas en gl

plano y como el sentido de todas las fuerza constitutivas ¢s lhacia

abajc, la rcsultante tiene que ser una sola fucrzaz. Tratemos

de -

encontrar sus caracteristicas, hacicndo coincidiy el origen con el
punto 6 y tomando el cje "Y" coincidente con Fy.

1..-

Vectores

Fi = -2
Fa o= 2§
Fs = -2§
Fy oo -4
f} e -4f
—s e -4y
Fy = -8
Fo = -85
Fo =

-84

(Ton]
(Ton]
(Ton]
(Ten]
(Ton]
[Tor]
[Ton]

(Ton]
(Ton]

Me
NE
Md
—h
Mo
N6
Mo
o
Mo

fib

&

-

n

]

n

cquipolentes y momentos.

24k
18k
12k
128

-4Lh
~712k
-96h

(Ton

(Ton - m]
[Ton - m)
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el origen.

4.—.

S, -

7.~

- AH -

-

,
.Coordcnadas vectoriales.

R = ~42j |Ton] Mo = ~162 [Ton - n

Perpendicularidad.

R - Mo = 0 por lo que se ticne una fuerza que no pasa por

Scleccidén del punte de aplicaciédn

P (XJOJZ) . ' e
Cilculo de Top xR |
Yop xR =} £ § k| = 4210 - 42xh [Xg - m]
| X 0 z | Co e
0 -42 0 '

Igualacidn de momentos

Top “xK = Mo
4214 - 42 Xh = -162k |
de donde Z = 0 y X = 3,857

Conclusicnes.- El sistema se reduce a una fuerza - - '

R = 42§ |Ton] que pasa por P(S.&S?,O{Ol [m]. 4 e

Ejemplo. - III 5-8- Encuentre ¢l sistems equivalente mas simple, del
sistema de¢ fuerzas que actGa en la porcidn de armadura -uc sc in-
dica en la figura. o
‘ . Fyz200K
3 .
FZ:IOOY.U g

Yo
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~tema equivalente mas simple.

E39 -

$oiucibn.- Ya que se presenta un sistema de fuerzas general en el

. plano, las posibilidades son 'de cquilibrio, par de fuerzas y de -
" una. sola fucrza.

1. Vectores equipolentes y momentos.

Fyoe 1505(Kg] . Mo = -1350k-[Kg - ] BRREEREERE
Fo o= =100 [Kg] - = Ko = 600k [Kg - ] T
Fy = =200§ [Kg] M e gii[Kges w] LB
Fu = ~754 [Kg] Mo = 0 [Kg - n] |
Fs = -112,5{ + 1505[Ka] 86 = 0  [Kg - w]

2:- Coordenadas vectoriales. _ - B
R = -187.5¢ [Kg] Mo = -750k [Kg ~ ]

3.- Perpendicularidad,

R « Mo = 0 entonces tendrenos como sistema equivalente a
una fuerza que no pasa por ¢l origen.

4.- Seclcccidn del punto de aplicacidn.

P lo,y,z )
- §.- " Cdlculo de Top x R _ _ .
“Yop x R =| 4 § . k| = -187.525 + 187.54k [Kg-n]
0 y '

~167.5 0 . 0 '

6.“'. Igualando Top x R = Ho
~187.525 + 187.5yk = -750k
asi, y =-4 z = 0

7.- Conclusiones.- El sistema equivalente mis simple es unz
fucrza R = -187.5{ que pasa por el punto P(0,-4,0) [m].

Ejemplo II11.-5-9- Sobre una placa rectangular homogénea y vigida,
actfan las fucrzas que se indican en el croquis; obtenga ¢l sis-

et

P -
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Solucidn.- “Como ¢s un sistema de fuverzas paralelo en el espacio

se pudicra tcner cquilibrio, par de fuerza o una fuerza come ca-

sos factibles de equivalencia mas simple.

1.-

Vectores equipolentes y momentos.

700k {Kg] Ho

Fi = £ 84005 [Kg - m]

Fa o= 1950k |Xg] Mo = 195004 - 224005 [Kg - .u
¥, o= -9508 [ka] W& - -95004 [Kg - m]

Fy = 2200k |Kg] Mo = 0 [Ke - m]

Fs = -500k [Xa]. M6 = 3000f.[Xg - ]

Coordenadas vectoriales.

R = 2000k [Kg] Mo = 100004 - 12060F [Kg - n]

Perpéndicularidad

R+« Mo = ¢ por lo cual tendremos una fuerza que no pasa
por el origen. ‘

Seleccidn del punto de aplicacidn.

P o(x,y,0]

Cilculo de Top x R : , N\

Top x R= |4 § B | = 2000ys - 2000xf [Kg - m]
Xy 0 ' : ‘ .
0 -0 2000 . - =

- Ipualacidn dec momentos.

-—

Yop » R = Eb

BT R Y TR U Ny SR VY WP
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2000y = 10 000 y=5mn
-2000x =-12 000 x =6 m

7.- Conclusiones.- El sistema solicitado esti formado nor
‘una sola fuerza R = 2000k [Kg] que pasa por el punto -P(6,5,0]{n].

Eiemplo III.-5 - 10 .- Un 4rbol horizontal que descansa sobre dos

dio 1r;= 20cm y un cilindro de radio rp= 15 cm,

" El frbol sc pone en rotacidn mediante una-corred-que pasa por la- --oeen

polea; al -mismo:tiempo se levanta una.carga dc peso W=180 Kg.
Decterminar €l sistema equivalente mas simple.. -

Selucidn.- In estec sistema sc tienen todas -las posibilidades de -

reduccidn dado que ‘es un conjunto general ‘de fucrzas en el espa-- -

clo. 1.- Vectores equipolentes y momentos.
- F1 = 504]Kq] B3 = +10005-7000k |Xa-cm]
Fa =1004|Kg] Mo = -20005-14000k [Xg-cnm]
Ty «150k[Xg] Mo «150004|Kg-cn] .
Fy = 2004]Xg] M = -20000k[Xg-cnl]
Fs = 75k|Xg] Md. = 0 | Ka-cm)

. Fe = 125]Xg] - M6 = 0 [Kg-cn]

cojinctes Ay B lleva perpendicularmente :al ejecuna polea de Tas-.. wov.
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Coordenadas vectoriales. '
R e 4754 + 225k [Kg] - o
Mo =15 0004 - 10001 -41000k lKa cm]

Pe*pcndlcularldad

R ° HQ = [475£+225kT : IISGOGL 10005 - 4’000?] -

e 7 125000+0-9225000 = 2100 000. L

" Por tal motivo el sistem2 sc¢ reduce:a-un:motor. . IR

Momento cel motorJ-

HM.F{EO * exr) ¢y , |
G ¢ AISA225b _ ATSL4 005k glgg3i 4 0. 428h -
YV I75TE6755T 0675 - 525,59 D

Ho'Ty = 13545-17548 = -4003 .
My = -36144 - 1713.288. [Kg - cn]
Seleccién del punto dec aplicacidn.

T( 0,4,2 )

Cilculo de Top x R

Yop x R= 1 4 § k| = 2054 + 47525 - 4754k
) _
475 0 225

Suma e igualacidn de momentos.

Top x R + My = Mo
(225y~3674}£+4?52j+(—475g-!?13L28]h=15000é-7000j;4f000h
Asi: o

225y - 3614 = 15000 + y = §2.72 cm
‘47852 = 1000 -+ z = 2,105 enm

Conclusicnes.- El sistema sc¢ reduce a un motor izquicrdo

formado por una fuerza R'= 4754+225k |Kg] ¥y un momento -

KMy = -36142-1713,28h IKJ em] cuyo punto de aplicacién es-

P {0,82.72,2.105) [em].

e s b b e s e

Py,
i

e
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'CURSO DE MECANICA PARA PROFESORES

IV PRIMEROS Y SEGUNDOS MOMENTOS

Los temas que se estudian en este capitulo -son de gran 1mportancma
dentro de cualqu1er CUurso de hecaﬁlca, ya que,'¢os pi imérés momentos-
) momentos est&ticos suxgen como_consecuencia del'estudio‘dei.Centro-
de un sistema de fuerzas paralelas y lds-segundés momantos, o momen -

tos de. inercia, cuedan establecidos a partir de la dinémica ae la ro-
. . i .'._3

taci6n de los cuerpos. ' L : . R

»

-

Tanto los primeros. como los segundos momentos, son temas de cong -

!
,l

e
3 lals.

-

tante apllcaciﬁn en el aprendizaje de nuchas asacnaturas consecue

”n

con los cursos de Mecénica, como son los dlversoq cursos ; de Analisdl
y Disefio de Estructuras, Resistencia de materiales, Construccibn, Me-
cinica de Flufdos, Disefio de m&gulnas, etc. |

También debe marcarse la importancia de estos conceptos debido 2 -

su aplicacidn frecuente en las diversas areas de la ingenieria, en -

c y dicefo de estructuras v cimentzclones,presas

bor

- [ v
las ctapas do antlic

de almacenamiento, tanques y cisternas para depésitorde;diquidos,plég

tas industrialeé, maquinas y grén diversidad de elemehtés de cénstrug

cién.
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A partir de los conceptos del centro de un sistema de_fuerzas-para

lelas y de la dinSmica de la rotacién de ibg'éﬁerpos xigidbs,dgtermifm

nar los conceptos fisicos y matemiticos de los primeros'momentOS-ylos

nomentos de inercia de cuerpos, masas, y figuras geom&tricas..

RtCOhENDACIDVES PARA EL ESTUDIO DE LOS TEMQS

QUE COMPRENDEN ESTE CAPITULO

Los dos temas tratados en.este capitulo pueden estudiéfse sepéradi

mente uno del otro, aungue-es recomendable. .seguir el orden de este -
!,'

texto. Para due el estudioso de esta parte de la Meciiiica pueda apli-

. car estos conocimientos en las asignaturas subsecuentes, y en la inge
. 2 _

nieria misma, es necesario gue comprenda correctamente el significado

fisico del Centro de un Slstema de Fuerzas paralelas con punto de -

_ap11cac16n)rel de momedto de 1nercia de la masa de un ‘cue po; esto €61

timo. como ™ un coeficiente+de la'resistencia?quewopone-un cuerpb a la -

rotacidn ‘y aceleraciﬁn angulares. Una vez comprendldos estos conceE -
tos fisicos ‘se pueden tratar matem&tlcamente para’ lo cual se requie~ 

ren;“como_antecedentes 1ndlspensab1es, el C&lculo leerencial e Inte-

- . - .-]
__gral, ast cOmorelwalgebfa.Vectorialﬁ- -

ﬁara'fac;litar la qoﬁprensién;;se'divide-él estudio de este capitu

Laze g




“lo en la siguiente forma: -

1.~ PRIMEROS MOMENTOS

oIv.1.1 Centro de un Sistema de Fuerzas paralelas.

IV.1.2 Centros de gravedad & de masa*aeicuefposii

B e e i i

IV.1.3 - Momentos est&ticos y centroides de volGmenes,

de areas y de lineas.

Iv.1.4 Planos Yy ejes_dé Simetria. Ejes centroidales

y'brincipales.'

1.~ MOWENTOS DE It

WERCIA J

iv.2 Concepto dinémico y defini¢ién matemitica - del

i L .

’ g momento de inercia o de segundo orden de areas,

; planas. Mcmento polar de inercia de areasﬂplan$s.

i ' Iv.2.3 Producto de inercia y radios de giro de areas planas

Teorema de Steiner o de los ejes paralelos,

IV.2.4 Edjes centroidales y ejés principales.
I .

4

(4]



.- ?RIMEROS_MOMENTOS

Para el estudio de este tema daremos por conocidos los conceptos"

precedentes. de la. Estatlca correspondlentes al tratamiento vecto -

rial de los sistemas de fuerzas, como son el célculo de la resultan

_ te general de un-s;stema trldlmen51ona1 de fuerzas paralelas, al es

tudio del eje central de un sistema de fuerzas, el teorema del cam-
bio del centro de momentos, el teorema de_momentds,asi como el uso-

de las coordenadas vectoriales o Pliickerianas. -

" Se presentan a continuacidn, como auxilio para este;estudio,algg

nos de los principales conceptos precedentes necesarios.
z : o : -2

o

h \ , (500 o

(rN &//’ :

SN
. T T N
- — Y

\ NyT¥=® _
R

] -

a) Una fuerza F*, considerada como vector deslizante o cursor, -~

‘est8 univocamente terminado mediante sus ‘dos coordenadas vectoria -

les'oaPlﬁckerianas[flep] 2N donde::'

F = vector- equ;polente de. 1a fuerza - ;




F, = momento de la fuerza F respectd al origen del sistéma_coordéw
| nads, ‘estoes F = xF - * . . (1)

i '- ) "_' . ’ - . * . . .

|- ' L . i : .
i ’ - ¥ = vector de p05101on de. cualquier punto de la linea ‘de acc16n e

del cursor F* , respecto al origen del. sistema coordenado - -

'b) Existe una.relaci®én biunivoca entre el cursor F* y sus coordena
das vectoriales; o sea que dado un cursor F* al cual le corres -
. : i " ' ‘. + -+

1 ponde ‘una y-solo una pareja de coordenadas vectoriales F y Fo, -

‘la condicidn reciproca se cumple, ya que lapareja de vectores -

%, fo*, tales qﬁe.§-3:= 0y F;éo,corresponde a las gogrdenadas—

vectoriales de uno y solamente un cursor F¥

".

c)'El vector de posic1on rﬁ R del punto "M" 51tuado e" la lineade~
o .

acc16n de F% a la minlma dlstancia del orlgen, est& definido -

por la relaclén:'_ ' -w: . _ ' . .

H{

O F? '

- . : - .
A) Un sistema de fuerzas queda defgnido por sus coordenadas vecto-

riales: o . . ’ : . )
R =1"Fi o ' - {3) llamada tambien fuerza-suma
i=) o .
"Ho = 1" (ri xF;L)-— r? I-‘:l {4) 1liamada
A=1 i=}

o Momento-Suma



”

e)'Se 1lama resultante -de un sistema de fuerzas al sistemg'més.simple~

‘equivalente al sistema dago Yy se calcula.con la ;gggﬁypétéfig; de-
las fuerzas de ese sistéma. . -

‘f) Dos sistemas son equlvalentes, cuando producen sobre el cuerpo al-

cual se apllcan iguales efectos externos o motrices y tienen 1gua-

VR e T

les coordenadas vectorlales.'

~

: g} En la reduccitn de un sistema se llega a 1°S‘Siguightes casos:
ES_O-_.A_'.— Equilibrio, si R=0 = Mp

o : : R N
caso B.- Par gde fuerzas, si R

I
e
=
)
“H.
o

" casd® C.~ Fuerza finica,; si R #0 y -ﬁ . Mo=-0

— caso D.- Motor o bicursor, si R #0, Mo #0 y kMo #0

El andlisis y estudio de'céaa uno de los casos_anotados se efectud en
" el capitulo 1lamado REDUCCION DE LOS -SISTEMAS DE FUERZAS , intéresindo-
gos;en este Capitulo~ﬁni¢amente*el caso (C). -
‘En este ﬁltiho caso . exiéte'lo qﬁe sé'llamé EJE CENTRAL del sistema,el
) cualwse def1ne comoc=el - lugar gqecmétrico. de los puntos del espacio don;
.ide el momento del sistema es minimo y. c01nc1de con la llnea de ac016n

de la resultante del 51stema.4"';'“

T S




El eje central define a su vez el centro del sistemalde fuérzds,f N

~

paralelas. Esta linea contiene al punto M, de la minima, dlstancia, -

por lo gue la ecuac16n vectorial del’ eje central es:

ro=Tp o+ By =04 g¥ s

Donde B es un escalar cualquiera . A SR

N
[

‘h) EL Eeorema.de momentos establece quefia suma de los momentos de -

las fuerzas Fi de un sistena dado, con fespecto a un punto Q cual

quiera de un espac1o trldlnensional es igual al momento de su-re

sultante R respacto al mismo punto". o f ) .

)= OMx R (6}

s

:‘..'_E:s decir: MQ = Z: (Q?ii.x F

..

"4 su vez, el tcorema del cambioc del centro de momentos:. puede expre

i

sarse con la siguiente ecuacién:

M =1 P= OQ):R' : (7)

Con los. antecedentes anteriores puéde procederse al estudio del -

tema correspondiente a este capftulo.

. i
L
: |




11D~ CENTRO DE UN SISTEWA DE FUERZAS PARALELAS

Sea el 51stema paralelo trldlmen51ona1 (Fx fz'h; oo E&) apllcadas )

en el plano Xy del sistema’ (:n::,,vz).r que por comodldad se hace coincidir-

el eje 2 ~con. la dlrecc1op de las fuerzas dadas.

,E'A'-

—=# )

- Se define CENTRO .DEL SISTEMA al punuo (Xc,,Yc 0) de apllcac1on de -

" la resultante R.

Esta fuerza.R ‘se ‘calcula con' la suma vectorial de las fuerzas del -
' .4

- sistema y su posicidn-se obtiene-aplicando el teorema de nomentos.-

En efecto, calcularemos las coordenadas vectoriales  -del sistema.,

a
—y




[ —

wrm e e mmm pman EA g

. am e

y—

T Ty A—— £ 7 = e

R = Z'F.Eiz'i«“jh + F?k + S+ FPp = I (FP)k

i=1 K o e d=p
‘o o ' -
Ro = I (ryxFl)y=nx Fl+ 5 xFe+ .. . 42T xFn
i=1 : T "

Anallzando cada una de las. dos ecua01ones anterlores se llega a -

. . T -

las 51gu1entes conclu51ones-

i
P

.

En la primera ecuacidn, si todas las fuerzas del sistema tienen igu

al sentido, la suma serf de elementos del mismo signo, por lo cual -
R # 0.

=}

En la segunda écuaci6n,'§o'= Zn‘(fi~x 53’, todos los vécﬁores‘f -

T A -, , i'z:l' ’ _'.

estan ublcados en el ‘plano, (x,y) y todos los. vcctores E son paralelos
al eje z, por lo que los vectores momento, por ser pervendlcuWares a.

los"planos (Iiy Fl), nos dar&n un vector suma (I Fo) perpendlcular a-
la:iresultante R. Esto‘es, se'verifica‘la ecuacidn R-Ho=0 .

ei =e cumplen las’ecuaciones R#0 y ReMo = 0,

o ) . ) . ) R .. .
oo Se concluye que,. de acuerdo al caso III, indicado antcriormente,

el -izi-nma se reduce a fue*za ﬁnlca R#£OQ
'

i

+

Esia fuerza resultante tienei'las siguientes caracteristicas:

+ L

MAGNITUD.- Es la suma escalar de_las'fperzas del sistema.



vidpd -

P

POSI CI-O_N .-

de momentos respecto a los ejes xx'

En efecto, apllquemos el teorema de momentos, para- lo’ cual el ——-

vector de p051c16n ‘de R es Oc = ;cw?

De dondel

SRR
HoTFg +EL*

Igualmente 1a suma de momentos de las fuerzas con el momento de -

Momento de la Resultante:

-Suma de momentos_dé”la$ fuérzas:

i3 x|
Ro =T, xR =|Xc Yc 0 _?‘“'[(Rfc)i' -(Rxc)j]'_-‘
0 o r | ' ' :
I E T i3 x 1 5%
AFR =X, v 0] +] X%, Y 0 [+...+ X Y0 |=
o o / o o F? o .o

=‘(F‘yifi';(plx,)j

.o PRy, Ji- (FPy ) j

' DIRECCION.- La misma gue’ la de dichas fuer;as.*_

La posicion c(Xc, Yc,o) se. obtlene aplicando el teorema-‘

(Xc -0, Yc-0,0)=(¥c,Yc,0)

(e AL~ (F2%,) 4 4.l

i

1a resultante—y separando 1os momentos respecto a. ambos ejes-ﬁl7

PHES |

e
¥

Cyy' . T
AR % o

Y

S



A

wom E1¥1 + FPxod. it Flan _ Flx1 +F%x2 + .. .4F %y (8.

R A | F] +.F2_ +',.-, FR-

Yo = Fly, +Fy, +..4F0 y, - Flyy + P2y 4 ...+ Flyn . (9)
. e R FY e PR o4 4P L )

1
P

.
T v
'
i
i
3

Zc=0

1

oo - ;

" , -
- -

‘ . -l ' H .
Las ecuaciones! anteriores proporcionan 1

.

‘del sistema de fderzas.paralelas aplicadas en el plano coordenado- -

.: {x :y?_.,- v

. >
. .
1 N
+ . 4
i i
Y .
. ~
o . .
+ . - -1 .

Ademls, debe observarse que estas ecuaciones son escalares.’

\ ik
. .-
, -
!

| 1FL2 CENTRO DE GRAVEDAD S

! . = '
i . o . ) dem

N ¥ .4

. P .
F
1 W 4
. i 'v’, :n

' d K B

| /',’ w -

= ~ Yy ”

) ' \
X . a

as coordenadas del centro
i
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.Sea el cuerpo mostrado en 1affiguia anterior, referideo al siste-

.maiinercial -cartesiano (x,y,z); cada particula del cuerpo .es atraida

_1'ha

)

n.'?.: tn';*;;

iaféi centro‘de la tiérra'por'su peso.

v .“

féAﬁnque rigurosamente se trata-de un sistema concurrente al cen -
tro de la tierra, dadas las dimensiones consideremos al sistema co-
mo paralelo;: con fuerzasjde.peso de igual sentido, por lo gue la re

Sdltante seria'una:sola:fuerza, que es el peso total del éuerpo.

Los resultados obtenidos en él estudio del centro de un sistema-
de fuerzas paralelas son vilidos en este caso, pero aceptamos la si

‘guiente notacién<

J
|

= peso de una particula del cuerpo. f
= - . LT ) ‘ ‘-;
~ r = vector de posicidn de la mencionada particula,

M

L T=%+73

'rG'= vector de posicidon del centro Gravedad "G"

Ic = (S(G ,‘§G ’ EG) N R

Por principio de Stevinus: R'='Z Fy

=i

Ve
v




-

particulas vale:

.

T e o ﬁo =f[§7x dw donde las fuerzas dw son paralelas al éje.de]h
las "z", segﬁh: la figura anterior.
) biSea Mo = de?f+'Mdf3-+;6k fﬁh ﬁ'}; D)

Comparando las ecuaciones 10 y 11, podemos decir que Reo=0, por-

lo que en .este caso la resultante del sistema general es una sola -

fuerza.

cuerpo se denomlna el CENTRO DE GRAVEDAD DEL CUERPO.

, i

‘LLamando Xg al vector de posicidn del centro de gravedad; el teo

rema de momentos establece que:

: L W | ‘f
P - Fex Jdw = frxdw | (12)
. T =3 o :

_;Si;“G“ tiene por coordenadas:(Xg, ¥g, ;). la ecuvacién 12 queda:

(g it Tg3+Bgk)x (-Wk)= [(XI+ Y5+ 2ZK)x (~dw k)

it

El momento del'sistema de fuerzas correspondiente al peso de las -

El punto "G" donde puede conrlderarse “concentrado el peso del -.
P
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Desarrollando la ecuacidn, e igualando los coeficicntes de los -~

vectores unitarios en ambos miembros se llega a:

EG {(vi) = fxaw

Y. (M = Sydw ’ ' SRS -("13]

i

g (W) = fzaw

i

L
~
N~

Las ecuaciones 13 expresan 1o que se denomina el primer moméento -~

del peso del cuerpo.

Despejando:

| )
% = Sxaw . JSxdw
G W Jaw
s _ Jydw _ Jydw >
Y = W N J dw A (14)
7 _ Jzdw _ ‘fzdw
G W féaw

Las ccuaciones (14} determinan el centro de gravedad de un cuerpo.



El vector de posicién r  del centro de gravedad puede expresarse

G

G W - -

. -

Las coordenadas de EC estén expresadas en las ecuaciones (14)

CENTRO DE MASA DE UN CUERPO

. . oo =, [ian,. .
Este punto gueda determinado con la ecuacidn vectorial r?~2} (i6), .

la cuval es anfloga a la ecuacibn (15} S

En forma anloga puede definirse CENTRO DE MARSA de un cuerpo, al
punto donde se considera concentrada toda su masa. Para determinar—
dicho punte, también podemos considerar la segunda ley de Mewton --

F = mg, valor que substituidc en cualguiera de las ecuaciones (14}

queda:
= _ Jxd{mg) ' — anto
Xe Fd(mg) = ° si g= constante :
. . g :.
. . gJ/xdm _ [xdm : :
R XG'— g/ dm J dnm (16) _
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'De acuerdo a lo indicado en las ecuaciones 8 y 9 , al simplifiﬂ'

carse los vectores unitarios i, 3y k, dichas ecuaciones son escala

res, por lo cual pucde escribirse

4

) 3
= —0
: COORDENADAS
- J y dm Sy : .
Yu Tam , (17 DEL
e , C e 'CENTRO DE MASA
% / i;;m
/
N 1,3, - MOMENTOS ESTATICOS Y CENTROIDES DE VOLURERES,
DE AREAS Y DE LINEAS, |
Por lo indicado en el parrafo anterior, las ecuacionazs siguicn

1‘ . .
‘tes son-escalares, simplificindose notablemente su. aplicaciln.

CENTROIDZ DE UM VOLUMEN.-

. Enel coso. de que el cuerpo sea howogeneo, es decir, de densidad -
-constante, la masa puede expresarse mediante la ecuacién m = pv ,6
A

en su forma diferencial drn=pdv, donde "p" 'es la densidad & masa -

especifica "v" el volumen y "m" ‘la masa del cucrpo.

e e e h o N hd
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La ecuacidn (16), que define el centro de masa de un cuerpo, - -

también puede escribirse asi:’

- J r{pav) _ frav | \
T T { pavy Jav ' - '(17)“

Con la que se determina el cetroids de un volumen, siendo sus -

s

o s @CUAaciones escalares:

7

' o Jxavw
Xv = Iy

fyd\; l L . : : - (18) .
Yv = —Ffem . :

fdv .
. - fzdv
bv = Jav

CENTROIDE DE UNA AREA PLANA

Si el cuerpo mencionado tiene un espesor-"e" constante, puec

[}
1

expresarse su voluuen de la siguiente manera:
V = eA

y en forma diferencial: dv = edA
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Substituyendo este Gltimo valor en las ecuaciones,(l?) y (18) -

y simplificando el valor del espesor constante "e" se llega a @

o Vector de posicién
Jran

EH = Ta & - (19 . del centroide ce un
' | . " area
\

v = Ixdnha

h Jaa
vy =_Jydan | (20 . Ecuaciones escalares
A Ja a > . S B

- que definen el centroide
: €
g = fz & n 3 de una dFea
A Jfaa

En el caso de que el &rea sea plana y esté contenida en un pla-
no Xy, la tercera de las ecuaciones (20} se anula, bastando las -

" dos primeras para determinar el centroide de un &rea vlana.

CENTROIDE DE UNA LINEA

/

En este caso, por analogia con los anteriores, se pueden escri-
I

bix, las siguientes ecuaciones:



.
4

- _ 7 a1 (21) vector de posicién
" fa - del centroicde de una linea-
Lot T b
o Ixdwn
Xp= JdL
vie Ay ar ? (22) ., . CENTROIDE DE UNA
R . LINEZ
7. = JzdL - . o
% Jd L ) C e : L

.5ila lined es plang, desaparece 1a 2% ecuacidn.

IV.1.0.~ PLAHOS Y EJES DE SIMETRIA .
 EJES CENTROIDALES

Si una figura es simétrica respecto a un eje, su controide estarl
uwicado en dicho eje. Lo anterior resulta.claro a partir de la Fre -
. ’ n
pla definicibn de primer momento Qx=/ydAa =1lim 2 y(d ), en la qua-

- . i"__l

para cada elemento diferencial de &rea ubicado a una distancia (+y)-
del eje de simetria siempre existe otro elemento simétrico a una dis

tancia (-y), por lo que el limite  de la suma es cero.

Esto es Ox = fy d A =0
6 sea el centroide
Y, =2 =0 .
A A d estd en el eje xx'
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Anilogamente pucde establecerse que si una figura es simétrica -
respecto- a dos ejes, su centroide es el punto de interseccidn de am-

bos ejes..

También puede decirqe que 517un volumen dado es simftrico respec-
to a un plano, su centroide estard en dicho plano; si lo es respeacto
a dos planos, el centroide queda ubicado.en la recta de interscccibn
de ellos y si es simltrico con respecto a tres planos, =1 centroide-
es el punto de interseccibn de ellos. Los ejes gue pasan por el cen-

troide, se llaman EJES CENTROIDALES.

Presentamos a ‘continuacidn algunos problemas de aplicacidn és los™
temas trotados anteriormente.

£y

Ejemplio 1.- DadO un sistema cde fuerzas-parzlelas aplicadas en el- -

planc xy, calcule la magnitud, direcciln y ‘posicidn de la resultanta

'Diga veted cual es el centio del sistema.

~Datos:

Fl= 01 + 04 - 3k [ton] aplicédas en (1 [m}
F?= 0i + 0j - 5k [(ton) " " (3,0,0) [mj
Fi= 0i + 0j - 4k (ton] no o (22,-1, 0)[m} ‘

CFY= 01 + 0j - 2k (ton] " " (=1,2,0) [m)
- n . .

- R =42+ Fi = ~ 1llk ton , es decir, la resultante es una fucrza-
i= "

paralela al eje zz', dirigida hacia el sentido negativo de dicho eje.
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S5u posicibn (x,y,z} se calcula aplicando el teorema de mementos,

gue en este caso se simplifica asi:

3-15+ 8 ~ 2 3404444

- Xe = =]1.5m; Yc = -2.75m ‘ i
= 4 - 4
Zc=0
T El centro del sistema es: C (1.5, -2.75,0)n

Ejenmplo 2.+ Localice el centroide de un sector circular gue sub-

tiende un angulo 2e¢, comno se indica en la siguiente figura.

.-\I_d__st:: 2-de

7 %




_ Reds_ R(Ra®) _ R
da =—5 2 2

ae

. +o ' 2 +a
Qv = [xan=/" (-5-R cos0)—R- ap =2/ R’ cosbde
- . - Ca
' . +a
. 3 _ 2 3
Qy=—4—R {seno) L TT R’ sen(y)
; 2 z +0 -
drea n=/" an=s® deo = ;} fas= R*’a
o 0. -
2 |
Yo = 3 _R” sen a_ g p..Seno
R? « ¢

Resultados: A==R2;{;Qy=-§-R3(5en «}; Ao = § .R( Sin G)

i
.l'.
Por siwetria Yec = 0

L)

Ejemplo 3.,- Calcule la posicidn del centroide de la seccidn de

siguiente vigreta formada por 3 placas de acero.

@\\ ‘1'1.

S vessnoyy sy

\fa®

+3

lo¥ u yzu‘

_
=
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Qx (1) = (8"x —%—-") (l"+1o"+-’£—") (4) pulg? (11.25 pulg)=45.0 pulg®

Ox(2) =(10x1) {145)=(10) (6) =60.0 pulg’
Qx(3) ={12x1)(0.5)=(12) (0.5) - =6.0 "
LIOx = 111.0 pulg®
Ay = Byt = . 2
1 = B = 4,0 pulg

10x1 =10.0 "

X
it

12»1 =12.0 "
IA=26.0 pulg?

=
w
f

Lox _ 111.0 pulg’.

YcG, =z 5
L A 26.0 pulgz

4.27 pulg.
XcG=0 por la simetria de la figura rus@ecto al eje yy'
México, D.¥®.,, Ciudad Universitaria, febrerc dec 1984.

ING. SERGIO BETARCOURT CUEVAS.
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Considerando los ejes "x" e "y quc'se cortan en el punto "o" - 7
de un arco plano y los c¢je2s "u"™ y "v" gue se cortan en ei mismo pun-
to y forman un dngulo "y" con los anteriores. A partir de¢ los Momen-—.

tos de Inercia respecto a los primeros es p051blc obLencr los corrcs
pondlanes a los segundos. : . -

K
.. o

I .. . A. . . . o iy
y . . . Ll . .

R
«

W

u=xcosyptyseny ~

—X L v=ycosy-Xseny

Momento de Inmrcia respecto al eje u:

2 , .
Iu*-f; dA I}ycos? yscn?) Jr Sy - ycos@sen@+x2scn%)dA
2 2 2
= cog:? y édA 4 sen’p |x dA -~ ZSen?cosqf:y da
JTu= Ixcos%p+1ysenQ>—ZIXysen@cosq,' .f}.i(l)

pero:

25enfcos¢=sen2?

Iu= IX;IY + IX;IY COSZ@ ~Ixysen2y l ..... {2)

‘Con las expresiones (1) o (2) se puede obtener el valor de Tu en fun-
cibn de Ix,Iy,.Ixy,y .
“En la misma forma el momento‘de inercia respecto al eje "v" es:

IV“-[; da = ‘jrxcou?+yqen?) da

= (x COQg?+QXYCOS?SQnQ+y Jcan)OA

=cos% xsz_+ senlgj/;zdh+ 2cospseny [ Xy di
' 1 - :

J

-~ Iv=Ixsen%@'+chos%€ +2Ixysenycosy .;.;,(5)
Pero: .. ] - _ . ‘ ..
2 senycosy=sen2g Lo : IR o
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~cos ¥= l*f‘“Jg . xscnzw = l—%P A4 .34

¥ lo tanto: . . ' .
Iv=Ix (1 CO-—~—-5—) + I (liEE;EE) + Txylsen2y)

~

Iv= ;E;IY v IY;IX_c052§9+ Ixy sen2¢;J ..... {4).

Con las expresiones (3) y (4) podemos obtener Iv en funcién de Ix,Iy,-
Iy, ¥y - . o - . ThRETE -

S

~‘sumando las.expresiones {2) y {4) se obticne:

Tut+iv=Ix+Iy=Ip

¥s decir que para un punto. dado de un area, la suma de los momentos

de inercia respecto a dos ejes recténgulaXes es”constante e igual al
momento polar de irercia.

Ademés:
Iuv=;f;vdg-préducto de inercia reapecto a 1os ejes "uv”
{( (xcos ¢ +ysen v ) (ycosxp ~xseny ))da |
(xycos%p’+y seny cosy - x2c05q>sen¢ -XYy scn%p yda

:cosiaj(xy dA +scn?7cosqnf;_dA -COSLpsen@/; an - senqnj/xy da

:Ixycos%? - Ixysen%p + Ixseny cosy - Iysenq9005@.

Iuv.. Ixy(lM) - Ixy 1:_%9_?7‘P) + Ix (Coq;_’ lp) _ Iy(qeq-z—-‘ﬁ—
Tuv= Ixycos2¢ + (lz%zz)senZQ S §-)

Expresién con la cuil se puede obtener Iuv en funcibn de: Ix, Iy,
Ixy, . ,

Observese gue al girar los ejes un-&ngulo 90°se aumenta 2 en 180°

y el producto de inercia conservande su valor absoluto ciémbio de sig-
no. :

Ejes Principales

Para un punto dado de un area, es posible obtener un par de ej-
¢s. Pra los cuales el momento de inercia es madximo ¥y minlro, dichos
cjes se denominan cjes pr1nc1pule
puesto que;

: I
. _Ix+ly Ix—Iy _ ‘
e Iu===3 + 3 cos2y - Ixysen2y
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derivando respecto ay.

'%H :'(IE%EX) (-25en2¢ ) - Ixy{(2cos2 p) o

Igualando a cero para obtenef los valore.
“-'.(lfx—':[y')se{‘lz'{’--— 21xycos2g§ = 0 -
2Ixy - '
.I}'—-:T;? . --o--(G)

Tan: 2¢p =

Con &sta CfprCHlén se pueden obtener los valores del &ngulo

s-miximos y miniros:

W
o

“?",'105

to dado de ella.

inercia es nulo; o séa, sustituyendo (8) en (5)

-

cuales difieren 90°, que nos dan los valores mdxlmo Y minim~ del mo-
mento de inercia, siendo estos los siguientes:
I(max) - Ix;lz + Iyzly ( Iy~Ix ,;_;; ) * .
min . yﬂly I).)2 + 4£xy .
"‘T‘.'""J"."‘ T . 21 : . . ) .
T Ixy ( = )
VIy-Ix)2 + 4Ixy?2
. , ‘ 2 i B 2 l
- Ix+Iy o (Ix-1y) + : 21y ’
I(max) D EESmESI———T - = = —
ML : (Ix-Iy)2 + 4Ixy? . AIx"1y)2 + éixy?2
Ix4Iy (Ix—iy}z +'4Iyy2 f A
-I(max) = + i LTl S — S —
. min o 2 Vq&x—Iy)z + 4Txy? j
| 2
. Ix+Iy 4+ 1 (Ix- Iv) + 41Ixy \
I (max) = 5 - 5 = e
min _ vrix~Iy) + 4Ixy?2
) ~e g h] . :
Tmax = E:%EX + % (Ix—Iy)2 + 4Ixy2 ..... {7)
: — —
Imin = Eﬁ%lx. %- (Ix—Iy)2 + 4Ixy2 eeee. (8)
L .

Con estas expresiones podemos obtener los valores mé&ximos y minimog
del momento de inercia del area rcqpecto a EJCS que pasan por un pun

Es conveniente observar que para ‘los ejes principales el producto de
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Iuv = Ixy Ty-Ix + .I.z.%l_y - 2Ixy -~ =9
((Iy—Ix) Z+41xy2)1/2) ' \/(Iy-—Ix)MIxyz-- o
Por lo que Jos EJGa de simetrfa son p::nc1palcq, pero no todos 105
ejes pranc1pales son de simetria. _ et
~ S o o ‘- e ~
. _ , _ : - y
Circulo de Mohr . F i ’
Dec la expresibn (2) antés 'sefialada . L T

L Ixt x-Iy o - _
Tu- —5523 = i_EEX'COSZ? - IxysenZip ..... (2}

Yy la expresibn (5)

Tuv = Eigix sen2y + Ixycos2y see.a(5)
< ‘

elevando al) cuadrado (2} y (5}

. —. ’ .__ 2 ... I ;
(Iu ~ (Ih%EZ))Z = (55711) c0522¢ - (Ix-Iy)Ixyseanc052w+Ixyzseﬁ22¢

. 2av= (225 )2 4 1fuv = (}y Tyy2 (Sen22w+éos%p) + Ixyz(SEn32¢+c0522$)

s

{Iu- Zi%[i )2'+ Iuv2 = (li%EZ)z + Ixy2

Observando esta expresidn podemos ver. que gque se trata de la ecuaci-
6n de una circunferencia, relacionando las variables Iu y Tuv de cen-

Tuvy

o mon . i e e e —
tlo‘ c (I.:_E_EL‘{_ ’ 0) Y radio Re== f('-l—-.)-(-..z_l.y_)z -+ Ixyz = 3‘- {I){“IY)Z'FI}CYZ

2

Iv =Tmax

Purito base P{Ix,Ixy)
Lodo base PC
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2(8348) " . 16696 _ . o,
4222253088 -16866 ~ "

2 ¢ =ang tan(-1.54)

Tan 2% =

29 =~57°00"' 123°00°
¢= -28°30' 61°30°

.. Los valores mf&ximos de los momentos de inercia se obtienen
guiente forma: o L : S T

‘ Tmax = 41864 + = 511225¥278756000
N , 5 .

4

Imax» = 50220 cm

e ean Tin = 41864 -

S 511225+278756000
- V -4
[imln = 33508 cm
3
.
2 N'Id“
l;r AN -

J A L T 1

de la si-

.



s

o



