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•. .· . 

EVALUACION DEL CURSO 

e o>N e E P T O 
. 

l. APLICAC!ON IN'1EDIACA DE LOS C()'.JCEPTOS EXPUESTOS 

2 • ·CLARIDAD C()'.J QUE SE EXPUSIER()'.J LOS TEMAS. 

3. GRADO DE ACTUALIZACION LOGRADO EN EL CURSO 

4. · CLMPL!MIENTO DE LOS OBJETIVOS DEL CURSO 

5 • CONTINUIDAD EN LOS TEMAS DEL CURSO 

' 

6 .. CALIDAD DE LAS NOTAS DEL CURSO 
-·-----· - -

7 . GRADO DE MOTIVACION LOGRADO·.EN lt:L CU!~SO 
. 

EVALUACION TOTAL l 
' ··-

ESCALA DE EVALUACION: 1 A 10 
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1.- lQue le pareció- el ambiente en la'Div.Í.Sión de Educación Co~tinua? 
. 

HUY AGRADABLE AGRADABLE DESAGRADABLE 

( l CJ [ J 
2.- Medio de comunicación pOr el que se enteró del curso: 

PERIODICO EXCELSIOR PERIODICO NOVEDADES 
ANUNCIO TITULADO DI ANUNCIO TITULADO DI 

FOLLETO DEL CURSO - -VISION DE EDUCACION VISION DE EDUCACION 
CONTINUA CONTINUA 

[ J ( -
1 e J '-- .) 

CARTEL MENSUAL RADIO UNIVERSIDAD COHUNICACION CARTA, 
TELEFONO, VERBAL, 
ETC. 

( J í J ( l 
~ : 

REVISTAS TECNICAS FOLLETO ANUAL CARTELERA UNllM "LOS· GACETA 
UNIVERSITARIOS HOY" UNF.M 

e 
., 

C~l r l D 1 -

- - -
3.- 11edio de transporte utilizado para venir al Palacio de Mineríá: 

' 

1. 
AUTOMOVIL METRO OTRO MEDIO 

éARTICULAR . 

( l ( J . . . J 
. . 

' . 
·. ' 

4.- ¿pu€ cambios haría en el programa para tratar de perfeccionar el curso? 

5~- ¿Rec~menOaría el curso a otras personas? ( ) SI ( ) NO 

' 5.a.lQué periódico lee con mayor frecuencia? 

. 
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6.- ¿qué cUrsos le gustaría q~1e ofreciera la División de EdUcación Continua? 

7.- La cooY.dinación académica fué: 

EXCELEN'l'E BUENI\ REGULAR MI\ LA 
1 ·¡ 

1 
1 

1 

-¡ 

1 1 1 
' i 1 ! 

8.- Si está interesado en tornar algún curso INTENSIVO ¿cuál es el h,orario más 
... conve.nl.ente para usted? 

LUNES A VIERNES LUNES A LUNES A MIERCOLES ~\ARTES Y JUEVES 
DE 9·a 13 H. y . VIERNES DE Y VIERNES DE DE 18 A 21 H. 
DE 14 A 18 H. 17 a 21 H. 18 A 21 H. 
(CON COMIDAD) \ 

1 1 
¡-¡ 

1 1 CJ ·. 

VIERNF.S DE 17 A 21 H. VIERNES DE 17A 21 H. OTRO 
SABADOS DE 9 A 14 H. S ABADOS DE 9 A 13 H. 

DE 14 A 18 H. 

1 1 1 
i l 1, 1 

.! 

·. 

9.- ¿Qué servicios adicionales desear,1.a que tuviese la División de Educación 
Continua, para los asistentes? 

10.- Otras ~s'4gerencias: . 
·, 

. 
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FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A.M. 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

CURSOS ABIERTOS 

CIIIENTACION DE MAQUINARIA 
1 

17 al 21 de.febrero de 1992 : 

1 N T R O .O U C C 1 O N 

! ... 
: i .. 

. :: 

·' .. , 
• . •. ó· .~t.~~,:: '-'·~~ •·¡.~-,:; 

DR. RAFAEL MORAC..ES. Y MONROY 
.. ."' 

·:; · I, .. ~~l\;,r; · · 

PALACIO DE MINERIA 

Palacio de Minería Calle de Tacuba 5 Primer piso Deleg. Cuauhtémoc 06000 México, D.f. TeL: 521-40-20 Apdo. Postal M-2285 
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DINM\ICA BASICA 

SISTEHAS DE UN GRADO DE LIBERTAD (1 GOL) 

En el análisis clin&mico de estructuras o cimim taciones 1 se sue 

le representar a los sistemas reales en sistemas equivalentes 

constituidos por masas concentradas que van unidas por resortes 
~~·--·~? __) 

y amortiguadores:r.~ ~chas masas representan las masas corres-
• .1 
• 1 • 

pendientes a los sistemas reales~ mientras que los resortes 

y los amortiguadores representan, respectivamente, las rigi-

deces y la disi.paci6n de e:lerg!a que. efectivamente existen. 

Un ejemplo.de lo anterior se muestra en la fig 1..1. 

F'¡ 

r---~M~-~2.-~,-• 
lll 

Fz 
t.l - l 

o ) S•stema real 

·b ) . Sistema equivalenle 

Fig 1.1 Representación de un· sistema real por un mo -

· delo reolÓ¡d.oo 

l 



La raz6n de la anterior representaci6n es simplelt)t:!m:e la óe 

simplificar el análisis mediante el empleo de ecuaciones na

temáticas. 

En el caso de estructuras simples, como el de una viga que 

soporta un peso W o el de un marco estructural sujetos .a una 

cierta fuerza dinámica F(t), los elementos reales quec~r. re-

presentados por sistemas .de 1 grado de libertad* (fig 1.2). 

Sistema real 

1 w 

YT 1 o 

f(t) 

y 
1--+ 

F < t::_l:_~==w===t 

. , .. ¿~, • .••. 

. SistCIT'.J ec¡•;:voienle . ' 

·~·-· ~-4:L~. 

F tt 1 

y 

1--

Fig l. 2 Sister:,~s de un grado de k~r 1ud 

....... 

* Nota.- Se dice que un sistema ~iéne "n" grados de libert?d 
cuando ~xisten "n" tipos de movimiP-ntos inaependi~nt"!s en 
el sistema. 

' 2 

r·~' ' . 



·EcuaciOn da movimiento para sistemas sin amortigua~icnto 

Considérese el sistema de la fig .1.3. 

F (t) 

! 
Fig 1.3-o Sistema 
{\(' L11 ~r,\,:0 d(:.lihertad 

..:-;. 
~ . 

~'! . 

+ MY 
" 1 

k y 

F (t) 

Fig .~1.3 ~b Diagrama de 
\ cuerpo lipre 

( 

Del equilibrio dinámico del sistema se obtiene 

My + ky = F(t) (1-1) ~ 

., 
La so1Úci6n a esta ecuaci6n nos dará la respuesta del sister:1a, 

~ \ 
,. '¡ 

\ es decir, el valor de y. •,;¡, 
.~· 

Vibraciones libres. Eri': el .caso particular d·e que F(t) = O, 

la ecuaci6n 1-1 resulta 

My + ky = O . (1-2) 

A esta.e~uaci6n diferencial se le conoce en la literatura con 

.el nombre de vibración libre del sistema y su solución· esta 

dada por 

y = e 1 sen ~ ~ t + ( 1-3) 

donde el y son constantes que dependen de las condiciones 

iniciales. • 3 



; . 
1 

1 

1 
• 
! 

Si "" h~u· w, e ~k/M 1 y !'< cnn~idcr:; ~uc las condiciones. 

iniciales son 

los valores de C1 y C 2 son, 

se obtiene 

. 

. 
. Yo. 

respectivamente,·-- y 
(¡) 

yo 
y = sen wt + y cos wt; , w o 

(1-4) 

O sea, 

( 1-5) 

esta dltima ecuación da el desplazan;ictJto ~~ cual~ui&r 

instante cuandq las condici6nes iniciales son dad~E. Lit cla.-

cri¡JciGt; griífica. de cada t6rmino de, la ecuación estt: ca(.oC: por 

ln fi'l 1.4. 

y 

L 

t Yo 
Ficj 1.4 o ·Representación grÓiic:J 

del t~rrnino Yo cos w t 

-Yo 

y 

. 
Yo t--~---- T .. -·-w 

. 
_ Yo 

w 

wt 

. 
Yo 

~-wse~ 

wt 

. 4 

FÍg 1.4 -b RPprcsen~a:ién c,;réf;co 

del térrnino Yo sen wt 
w 



L;, ·! i 9 l. 4 muE'!:tra que el movimiento es arn.6nico e cm unD r n,

cucnciñ circular natural u' = ~k/M (rad/seg). Esta l!'is:nü rn 

"''e ncia, expresada en ciclos/seg, es 

~ 1 ~M~ f = 21' = 21! ciclos/seg o Hertz (Hz) 

T.•.- ta C<.t;.clerfstica del sist€ma se acostumbra tamlúén exr-rcs?-:

''1• c:iantP eJ llamado perfodo natural, que es el inverso de f, 

e~ decir 

T = (seg) 

Vibraciones 1 ib¡·es con amortiguamiento. El término amo1 t igu~-

nli ::nt:o en óináinica de suelos se traduce como la p6rdida de 

~·I'I'.J'gfa que generalmente ocurre, tanto en el suelo .como en 

) <ts <•:-lructuras; esta pérdida o absorci6n de encrg f.il or i 'ji n:, 

tm.;, disminución en las amplitudes de vibración. 

CC.>r.i'-' SC' mc·neion6 anteriormente, el amortiguamiento en el S:i!O-

" 
tema o 1nodclo equivalente suele representarse mediante el ele 

m0nto c:i]j¡~dro-pist6n, scgQn se aprecia en la fig l.S. 

M 

Fig L 5 Modelo equivalente con omortiguornierfo 

. 5 



Ln ~cunci6n ~e ~.:vimicnto libre p~ra este ca~o c~t~ d;.dn r~r 

~:y + cy + ky = O 

ci(mde e es el cco::ficiente de amortiguamientc. 

Existen dos tipos de solución a esta ecúaci6n·, segfin seil el 

valor de c. 

a) Si e es pequeño se tendrá un movimiento armónico que dis

minuye en forma exponencial, y la solución estar:! dada en 

t~rminos de seno y coseno {figs l. 6-a y l. 6-bl. 

y 

. yo 

. yi + 1 

_./ 
t 

e 
{3 = 2M 

Fig 1.6 o Variación de y con respecto al tiempo , 

poro un desplozomien1o iniC:::;I Yo 

b) Si e es muy grande, no ocurrirán movimientos armónicos; 

esto Gl timo ocurre cuo.ndo e ) 2 · ~ - e \J ,.,., - crítico· 

• 6 



·Yo· 
CiTcí 

y 

.. 
. . . Yo 

- r--Wd ~......... . ..... ---
1 

Fig 1.6- b · Variación de, y con respectb al, tiempo ; 

paro uno velocidad ·inicial y0 

Suponiendo qtie las condiciones iniciales son 

Yt=O 
y . 

Yt=O 

la solución a 

donde 

= e o 

= yo 

= o 

' '. 
la ecuación diferencial ( 1-6) resulta igunl a 

(1-7) 

= relación d~ amortigu~mientos 

.frecuencia circular natural con amortigu~ 
miento 

Cuando O es ¡•cque~o, como sucede en la mayorfa de 16s·siste~ 

mas reales, la diferencia entre w y ~ es muy pegue~a y c~ri 
l. 

siempre se ignora; es decir, se· supone que :u
1 

:: w . 

. . . .... 
( 



Haciendo algunos arreglos en la ecuaci6n 1-7, ~e plH·ác <•i•t.l'nc¡r 

la siguiente soluci6n en tl!rminos de una sol,:¡ fl.:nci6n p<:ri6dí 

~ ·. {Dw) 
2 -wDt 

y = y . 1 '+ e cos (w 
1 

t + t: l 
o W¡ 

(Í-tlj 

dnnde 

6 = tan -1 
(- ow

1 
W¡ 

Nótese que cuando D es peque11o; 
' 

se!pucde escribir 
1 
·: 

yi wot 2tTD -- = e = e 
y-~ 1 

l.':> 

(1-9) 

' . . ' ' . 
o to:n!:>ién 

yi 
6 = .ln = 2•0 (decremento logarítmico) 

yi+l 

rn,s6rvcse que mediante la ecuaci6n (1-10); y a partir de lol 

ohservución .:le 1<' disminución de las amplitudes en las vibra-

'~ir·i"l''!': Ubres ( fig ~), la relaci6n de amort.iguarr.iento n se 

pua~e obtener fácilmente. 

Supóngase que se tiene un sistema 0c 

un gra~u de libertad sujeto a una cierta fucrz~ P = P
0 

sen 0t, 

como se observa en la.fig l. 7. La ecuaci.ón de equilibrio est:. 

ky = P sen nt o 

. ' 

• 

(1-U) 



... 

donde 

y 
p 

o 
k 

. -1 
a= tan . 

M 

P0 sen .O.t 

. . . = Frecuel\do de· eJU:IIOCICn 

e 

es el desplazamiento estático 

En la literatura se le denomina como factor dinámicc o de ampl.!_ 

ficación·al siguiente valor: 

DLF = (1 - -) + 4D 2 
(-) 

. [ r¡2 2 · n 2 

. . w2 · w 
J-1/2 (1-15) 

que viene siendo la relación entre el valor de la respuesta 

din~mica máxima y la respuesta estática; es decir 

DLF ( 1-16) 

La variación de. DLF con la relación de· frecuencins W/~1) y el 

amortiguamiento, está dado por la fig 1.8, 

Nótese e.n esta Gl tima figura que el DLF ·tiene un valor máximo 

cerca de fl/~• = 1, y que para valores grandes de esta relaci.6n 

. el DLF -+ O, 
• 9 



~~:,:;r· /:-•., 
.. . ... 

. . :.~: 

,,. 

• .. ·' 

,,; 
o 
"\l 
ll 
V 

;.:¡:. 
··-a... 
E 
(l 

-t 

e: 
•C> 

''"' u 
r: 
l' 

.. ,...: 

"'-' 

· Yo 
DLF=

Po/k 

0~----~----~------L-----J-----~ ·o 0.5 2 2.5 

.. ~ .. 
Fig 1.8 Factor de amplificaciÓn. 

21--

1 

o o.s 1.5 2.5 

• lO 

' ... 

~-(o • .!_) 
fn 

Fig 1.9 Curvo~. de aMplificación caro el caso de Mac¡,a~ .,..,d,..Jr¡,...., 



e En ol. ca&o particular do tenor fuerza11 producidas por masas 
' 

' · ... --...· .. exC:t!ntricas, la amplitud de dichas fueua& vada al cuadrado 
.·'. -· ' . ·, . . . '• . 

-'> ·:\< ··.';l~:~-~~~~}a, frecuencia de excitaci6n, es decir · 

: ;~ .:.:;~~; ._, · · 1• · P
0 

... Mel n2 

"·' 

• l_ J;·~' 

_,,. r .. :~::{-

' L 
' .. ' 

. /~;:' ... ·.·.· 

. : .Y<.· 
,'-'. . .... . 

' • l! ~ .. 

. ··' 

•' 

. , 

' . '. 
'¡ ~. 

" ·_-., 

. ·. 

'··· .. · .. 

·donde 

Me = masa excéntrica 

L .. radio de giro 

. ' ·O ,. freeuencia de excitación 

~- }~ 
"'¡~ ;,•. . .• 

¡y .la :.amplitud de .la .respuesta se· pue9e c:al:c'#l:ar mediante: 
:. :: ·.' . . -~ 

' ,. 
Mel 0 2 

y -= DLF 
o ~~k 

. Mel =-' M 

z . 
(~ ) DLF 

n }. . 
\. 

(1-17) 

:Para este 'caso la's curvas de la fig 1. 8 son .válidas, sin em

, .bargo: se empleá.~~ m!s las dibujadas en 18 .fi9 l. 9. 

,.· 

·En esta figura 1. 9 se observa nuevamente ·un valor ·máxi.Jno cuan 
t 

do. 0/w = 1 ; sin einbargo, ·par~ 
z 

lor de DLF (f/fn) . ~ 1. · 

,.¡ -~ : 
· Es importante observar en estas figuras que para frecuencias 

de excitación muy bajas (O -+ O), la respuesta' e'stá regida fu~.: 

damentalmente por la rigidez equivalente (coftstante del reso!: 

t~ k)·, ·mientras que· para valores'altos de O~ 'la respuesta está 

regida por la inercia del sistema. Por .otro l~do, püra fre- · 

cuencias de excitaci6n iguales o cercanas a la 'frecuencia na 

tural del sistema, el amortiguamiento desempeña un papel muy 

.importantei as! por ejemplo, si n .. w, se puede ver que 

1 DLF '" 20. • (Nótese también en estas dos figuras que el Pico 

• 11 

., . 

¡. 
:':; 

; 



. ,·. 
., 

·o val~r m4ximo ocurre para 0/w .. 1, solo ·CU!llldo D = O 1 ·.en 

~· .. :.: , , ... _otros casos' este pico est4 desfasado ligerameri.te a la izqu.i.e,t 
·>i) ;-il::·.t .. ;\_~ .... :. ·•. ·, . - .... fP ~\~~. ·\;, .da\·, o a_la derecha, segdn se trate de ~a fig' l.B :o 1. fig·l.~. 
. ,.. · ·'·· · respectivamente). La Tabla 1 rt!SWII~ ·las·· .. propiedades obsill!: .r 

'• 
,1:: t> 
; : .. ~ 

,· .. 

' ··.'' 
. · ·' . :·\.~ 

V·¡\ 
~ ·..¡. \-1 ' ..... .. . ' ,. . ·;~. 

V' .... 

,'!'.' 
i 
' i 
: ,, 

vadas en ambas figuras. · .. 
... 

Tabla No. 1 RESUMEN DE LAS PROPIEDADES OBTENIDAS 
DE LAS FIGS 1/l/11 8 "\ ~ . ···"' . 

PROPIEDAD DE LA FIG 1.8 . .'• ' DE LA FIG.l.9 
¡ ·· .. 

'< 

' • !' 

Respuesta 
. ... .. •.,:- · .. ~· . 

adimensional <- • ~·. • 

, .... 
"· 

para o = o 1 o . 

Respuesta a dimensional ; 

para o -+ ... o 1 

' ' " .. .... . 

o de. resonancia) 
.. 

~(free. 2D2)1/2 ' 2D2l-112 (1 - (i-· w free. natural 
. 

. -1. -1 

[2D . ~l.-' Respuesta adimensional 
. [2D. ~1 D2 ] 1)2 ] cuando 0.= íÍ -" r •,¡. 

.. 

-
·' 

Respuesta adimensional 
cuando n = IJl 

. 1/2D 1/2D 
' .. ' . . 

. 

. 
Respuesta aproximada 

w¿w) 2 

0<2 0>3 
1 

cuando 3 lll, o 2 IJl 

11 (~/ 1 11 (~) 2 r - -
J' ... 

. Efecto del amortiguamiento 

Como se observa en las figs l. 8 y l. 9 ,. el efecto del amorti-

.. guamiento es,. en primer lugar, la disminuci6n del factor de 

amplificación, yen segundo, la variación de la frecuencia Cie 

resonancia. 

. . 12 

1 
1 
1 
! 
~ 

' 

¡ 

1 

1 
" 



. .. . 
. ' . ... 
• e . 

,. 
' 

' 

· Ahora bien, la cantidad de energ!a por ciclo que se cons~ 
. . 

o •• pierde, se puede calcular como sigue:':· 

• 
AE ~J ey dy 

fza despl 

• ·Si pero y 

o sea AE a J
T . 

e 
0 

y1 dt 

yendO valores, resulta: 

AE .. ty1 ·o• e 
o 111 

.. 

. 

... 
. ¡ 

··Por otro lado,· sabemos· que el valor do la. e;:ilerq!a máxima .al-. '':. 

' :~. 

macenada en cada ciclo estl dada por: ·. ,·' ,_ .... 

E . ., ! kyZ 
·•2 .O 

Es decir: 

~E • 1 2V ~ ~ a ~ l J capacidad de amortiguamiento 

En el caso de que D • w, se tiene: 

' 

e •• 2t 111 k • 

El &ngulo de fase a (4ngulo que indica lo retrazado o cdclan 

tado de la reacci6n con respecto a la fuerza aplicada), scgan 

so pnde vor en la fig 1.10, es funci6n del amortiquamicnto 

. '•', 
.-·, .. 

• 13 
''<>'. ·"" ._,.. •... ,-1.,·. 

.. 
. .. ' _,. ,-,_ 

·' 



. ,, 

a 

90. 

o 
o , 

' ' 

' 

0=0 

---"t-
..... -.' ~-' . . 'ó=·l.O 

.. -

. ,•' ...... , 

' . 

. .. · ;,''• 

Fig 1.10 Variación del Ó"ngulo de .fose ex., con el 

amortiguamiento y con la reioci6n .n1w 

. : ,;' . 

. 14 

1&.1 • ' . 



• PARTE II 

PROPAGACION. DE ONDAS 
e 

II.l INTRODUCCION 
. :.· 

Puesto que las vibraciones trasmitidas por las cimentaciones 

(bien de las estructuras hacia el suelo coínO son las 'fuerzas .ie 
......... 

maquinaria, o del suelo hacia. las estructuras como es .. '(ü caso. 
' ·1 . t ·. • • ~·7-.. , .• : 

de sismos) se efectG.an siempre a t~av6s die ondas, es ~uy impo.~ .. 
,. .•• '<' 

.tante conocer los distintos tipos .de ondas que se produc.en _e:-. 
~. ~. . . 

el suelo y sus mecanismos ,de propagaci6n~ 

En problemas relacionados al terreno de cimentaci6n se,:.tendr.!:~ 
~. ·~ 

situaciones que van, desde el caso de· consider_ar un medio id~~ 

lizado.,,como h.,mogéneo y eU.stico (depósitos profund~s •'de arci-
',•. ·.·' 

'lla) '· hasta el caso. más complejo pero más comdn, ~nsistente en 

un. medio err&tico, con es.tratificaci~nes alternantes . .¡: con ce> ras_ 
. . - ~ . . . 

ter!sticas no lineales de esfuerzo deformaci6n. Ademá.s, cuando 

ñe analiza un suelo a través de probetas en el laboratorio, Sf: 

tendrá un caso particular·de medio no continuo por.las condic:.i.~ 
·, 

·nes ·de ~rentera allí· existentes.·· · 

Los casos señalados se pueden analizar a partir del estudio d~ 

la propagaci6n de ondas, tanto en serr-iespacios · infinitos homogé 

neos o estratificados, así como en ,b·uras de longitud'-fi.nita. 

r El presente capitulo no pretende cuL•·ir el estado del arte en 
,_)o : 

~ propagaci6n de ondas, sino simpleiiiE'r.te presentar los fundame•¡to.s 
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que se requieren para el manejo de los conceptos que se tratan 

en la din~ica de.suelos. Al lector que le interese profunci

/1¡ zarse más sobre el tema, podrá consultar .. las referencias señala 
; 

das al final del capítulo. 
:.-

Primeramente se indicarán los tipos de ondas elásticas existen

tes en un medio infinito, posteriormente se· analizará la propa--

gaci6n de onc'las en un medio seminfinito con características 

tanto homogér.eas como las de un mÉ!dio estratificado~,: y finalrne~ 

te se describirá la propagaci6n de ondas en barras. 

:; j. 2 PROPAGACION DE ONDAS EN UN MEDIO INF;INITO 

En un medio infinito, homogéneÓ e is6tropo, s616 se pueden pro

pagar los 'des tipos de ondas que corresponaen:·a 'las dos. llnicas 

sol~ciones ·que se obtie~en de las ecuao.:iones de :movimiento que 

más adelante se sef;alan; estas dos clases de ·ondas son· las . ' 

. ;,.1') . 
r..adas de compJ:esi6n, 'primarias 6 dilatantes y las conocidas 

como ondas cortantes, secundarias o distorsionales(!>) ·.
,,ll\· 

P~rtiendo del análisi~ de equilibrio de un pequeño elemento 
. • -'. ¡-

lla-

como el mostrado por la fig ,2.1, se llega a las sigu_ientes ex

rresiones c.onocidas en la literatura como las ecuaciones .de mo-

vimiento (los pasos para llegar a las mismas se pueden ver en 

la ref 1) 

(2.1) 
'' .. '... 

• 16 
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,~··· 

1 .:· 

i ' ' 

dondP. 

y 

J 

( 2. 3) 

v2 a2 ()2 L {operador laplaciano = -+ -·+ 
ax 2 íly2 ílz2 en coordenadas car-

tesianas) 

u, v, w son los despl~zamientos en las direccio 
nes x, y y z respectivamente 

P es la densidad de masa del medio (peso volu
rn~trico/aceleración de la gravedad) 

). "' 

G = 

V 

E 

E = 

V E 
{l+v) (l-2v) (constante de Lamá) 

E '1 
2{1-v) {módulo a_ cortante) 

es 

el 

E 

la relación de J:>oisson 

módulo elástico él e Younq 

+ E + 
X y Ez (dilatación cíibica) 

son rE's¡x:ctivarnente ·las· defc.,ma
ciones normales en las direccio~ 
nes x_, y ·Y z 

Pcri·vando las ecuaciones 2.1, 2. 2· y 2. 3 con respecto a x, y 

y z respectivamente, y sumando las expresiones obtenidas, se 

llega a la siguiente ecuación 

17 



4 

o 

(ec de onda de dilataci6r. cC.bic::a. 

( 2 • 4) 

donde ( 2. 5) 

Esta ~ltim~ cxrresi6n representa la ve~ocidad de propagac~6~ óe 

'* un~·on~a dilatante o irrotacional, o .dicho en otras palabras, 

- 1 

ca óilñtación ( se propaga con una velocidad v . e 
Al numerador 

h 
,:;,, lL! ·(·c-t·:::.:i6n 2.5 se le conoce. comGnmen.te como m6dulo. di1atano,l'-'.;.. 

~· , es ·decir ' '. 

,D = }. + 2G = _(-l+v) ( l-:2v) 
(1-v) E 

:J;_ ¡· i v«:-,do nl.ora la ecuaci6n 2. 2 ·con respecto a · z y a 2. 3 con 

-
,,~?.,.E·:·',.r· e; y , y eliminando E medi;:.nte la substracci6n de 

l~! d0s exrresiones resultantes, se obtiene 

(Ciw _ Clvl 
Jy ¡¡ z 

(2.6) 

donde aw ()v 
Ox "' 2(~- azl, o sea es la rotaci6n alrededor 

·del e:i·~ x 

-··----
Se: \_, l t"'\ .~.o ti;.. 

,, • • 1 ~. 

l. o\·· o Lt-;.J..•. \ ~ ;.()_ 

18 



~ . ' 

donde 

¡¡ t ' 

V = iG 
s \Jr 

\' . li 
x· 

. . 

J 

( ~~ . 

es la vc·l0ci.dad de las lla:ni,·co;s o:-,
das corti.rtt:::. e• E-quivc:u:nftr:icas y 
representa la velocidad de pro?aga
ci6n de la :otaci6n r . . X 

LiH:; e en;-:. el C·nes correspondientes a y 8 z 
V , . dPcir gue la rot:;c:i6:-: 

•.•". 

' .-

.. 
o;·,óas C"c;:lpr_~.:'~- ion a 1 es el movimiento Ce 1z.s part f culas ti ene la 

l :. cua1 

\' 
e 

\' ,. 
V 

~· 

(2.8) 

\" ·. 

~-\ ' : . ; ~. '· . ~ ~j:l Vdl<.•r t(•l5.t""ico de. infinito. 
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II. 3 PROPAGJI('ION DE ONDAS EN UN MEDHl SEMIN:r'IN ITO 

En un medio seminfinito existe una frontera que permite ob~cr.cr 

una tercera soluci6n a las ecuaciones óe movimientO y asf ter.er 

un tercer ti.po de onda. Este tercer tipo corresponde a las. on

daF. superficiales llamadas de Rayleigh (en honor a quien :as de2 

cubri6), las cuales producen en las partfculas movimientcs elf~ 
. . . -

ti.cos (fig 2.2) y disminuyen,rápidamente su amplitud con la rr~ 

fund:idud. 

l··'• eclli!Ción de Ü1 ondil. Rayleigh se.puede obtener éstableci-endo 

~~ si~tcm& de coordenadas como el sefialado en la fig 2.3, y s~ 

po!1iEnC:c. una onda plana que viaja en 1;} direcci6n positiva de 

laf: x. Asf, partiendo de que los desplazamientos u y w se 

puecic:1 escribir respectivamente como 

u = y =,li_H 
w ax ax • 

donde ~ y • son funciones potenciales que resultan estar 

rclnc:i(>nc:das respcctiv:~mente con la dil'ataci6n y rotaci6n del 

n<ecUo, se obtiene, al sustituir u y w en las ecs (2.1) y 

( 2. 3) , 1 a!: si<;uientcs expresiones 

~ (~) e: ((\~~·) p. 2G) ~ (V z <1>) + G él (V 1 i') ( 2. 9) p + p cz = + élx ax at 2 é)t 1 élz 

' 
y 

él a2 e a J ,. él él 
¡:> az 

cD¡ - ¡:> (-') = (.\ +. 2G) ·az (V 2 cp) - G élx 
(1,71 '!') (2.10) 

~t2 Jx at2 
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De estas CC:Ui1Cl (lJl\'!~ ~ . l . obtiene 

:. 
a~" ). + 2G 'i/2~ v2 'i/2~ (2.11) .::.__:¡_ o = 
(lt~ r e 

y 

~ 2 ~· G 'i/2'1' v2 'i/2'1' (2.12) ~ H = 
at 2 p S 

Ahora bien, suponiendo una soluci6n del tipo de onda senosoidal 

viajando en la di rc·c-ci!'\n positiva de las x, ·se puede escribir 

(2.13) 

y 

(2.14) 

donde F(z) y G(z) :oou funcicnes que cescriben .la variaci6n de 

la amplitud de J a c.¡jJ,c; con la profundidad, y N=2,11/LR (conocido 

como nómcro de. o:;j,•, l ; Lr; es la longi.tud de la onda generada. 

Al sustituir lo,.· v,,¡,.,-c,; de 4> .y '1' dados por las ecuaciones 

(2.13) y (2.Hl C:.c:.t ro de las ecuaciones (2.11) y ·(2:12), y co!:_ 

sideraT lil C<'!ó(1ici.".;·. ck· que la amplitud de la onda superfi-:ial 

t:icndc a c-~·r,, c,•n 1" 'pn'fundidad, los valores ·de F(z) y G(z) re 

sultan igu.-:lc~-. i\ 

y 

G (.~) 

..... e 

11 e 
2 

z 

z 
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ner. de fronteril ·relativas a que los esfuerzos cortantes y non.~ 

les en la superficie del serriiespacio deben ser nulos. Aplican

do dichas cond'iC:iones se obtienen las siguientes expresiones 

y 

A 
1 

A2 

A 
1 

A· 
2 

(). + 2G) (N 2 -

2i GN ~N 2 

n2 2 
.-2) - ).N2 

V e o (2.15) - 1 = 
r¡2 - VT 

S 

iN 

+ 1 =·o (2.16) 

Añil:' :'.c;1do est"s dos ecuacion.es y .haciendo álgunos ar:::-eglos ma t::, 

rn~ticos, se llega a la ecuaci6n gue da el v~lor de la veloci-

détd con que se propagan las ondas Rayleigh 

V. 7 

(_¿) 
V 

S 

- 8 
VR • 

(-) 
V 

S 
+ [' 24 - 16 e::, 2 J VR 2 

(-) 
V 

S 

+ 16 = o 

(2.17) 

El• la fi-:; (2.4)·se muestra la reJaci6n gue guardavR/vs Y 

v lv para vari.os valores de la relaci6n de Poisson v; obs6r- ~~ e' F. 

VC'SC' guc "R es aproximadamente igual a v , particularmente 
S 

para valores grandes de v. 

En Ctlanto a le variaci6n de los dcspluzamicnlos con la proiun-

didad, 6stos se pueden obtener a partir de l&s expresiones se-

-- .ll + ~~· ñaladas para u ax az y a"' a't' w = = -· -- , asf como de l'US-
~= ax . 

• 



. 
tituir en ellas los valores de 4> y '1' dados por las (..C.!:. 1. '. 

y (2.14). 

Las expresiones que resultan (ref 1) , son las siguientes 

~ (N2 n2> (N2 r,2 

~N2 n2 - -V2 . v;;. - 2 e S y2 
Nl 

u = Al Ni {- e (zN) ... ' exp 
N N2 -· R.:.. v2 

S . 
1 N2 . + 

~N2 - ¡-¡2 -
y2 

cxp S · ( zN) · } exp i(llt - Nxl (2.18) 
N 

y 

~N2 n2 

~ 
2 - VT ~N2 n' r ~N2 n2 

e y2 . - VT 
A¡ N { N S ·C w = exp X 

N2. - iL. N N 
y2 

S +1 N2 

exp [_ , .. ,l ~N2 n2 -·-y2 
S exp i(flt - Nx) (2.19) 

N 

oe· la obscrvaci6n de estas dos ecuaciones, se puede deducir que 

los t~rminos dentro de las llaves representan la variaci6n re:~-

pectiva de u y w con la profuridid~d. O sea 

y 

u= U(Z) A
1 

Ni ei(Ut- Nx) 

w. W(z) A N ei(llt- Nx) 
1 

. 23 
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La v<&riaci6n d1.: U(:t) y W(z) . con l¿¡ profunclldad p.:~r¿¡ Vi.trlc.~: 

valores de v , se indica en la fig· 2.5. Para fines recordato

rios, la fig 2.6 señala la interpretaci6n física del concepto 

de longitud de onda que interviene en la figura anterior. 

·Debe señalarse que son las ondas Raylei;¡h las que trasmiten la 

mayor parte de la energfa generada por·la vibración de una zap~ 

ta sobre la superficie de un semiespacio. (Cuando la zapata es 

circ~lar, el 671 de la energía es trasmitida por las ondas aayieigh, 

micntr;.,. ']Uf' las cortantes trasmiten-el 26% y las de compresión 

Por otro lado, en comparación con las ondas 

,¡,~ .:·"cr: ·• •, 1 ;:,s arr.; ·li tudFs de las ondas Rayleigh disminuyen m!ís 

J.entan~nt0 con la distancia r al centro de la fuente de exci-

taci6n (mien•ras que· la atenuación de las ondas P y S en la 

supc·rficic es proporcional .:1 l/r 2
, en las ondas Rayleigh es pr~ 

porcionul al/ rr); la razón de esta diferencia se debe al con 

cepto ckl lJ.¡,,adc' ar.1ortiguamicnto r¡¡dial que se estudia eri el 

siguienl( capí~ulo. Lo anterior.hace, como se il~strará poste

rün¡,:cnLé·, c;lle 'L;s .ondas Rayleigh desempeñen un papel muy ir.-.po:E, 

tantc cr1 la trasmiSión de vibraciones· en o cerca de la superf.!_ 

'-""i e. 

L<-.s onda>' Rayl('igh son generalmente fáciles· de reconocer y¡¡ que 

usualmc;¡tc tienen una an1plitud gr;mdc con frecuencia relativa-

• 
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11.4 PROPAGACION DE ONDAS EN UN MEDIO ESTRATIFICADO 

En la mayoría de los casos reales se tienen dep6sitos de suelo 

. constituidos por· estratificaci~nes,. ici cual obliga a 'conocer la 

trasmisi6n . de vib~aciÓ~~s . a través ')de. m~dio~. estratificado~-~ En 

forma simplista se puedE( coriocer 'lo qlie. sucede co~ ias :·óricias que 
" . ,., 

llegan a lás ·súperiicies de cont'acto 'de 0dOS estratos. con propi.!:_ 

dades diferentes, partiendo del análi3is de refracci6~ y refle-
, . ~ ... . ' 

x16n que experimentan cada una de las ondas de cuerpo. 

~ • - i' • ' .; ,.. • ~. ' ~- • •• ' . .., ' 1 • 

. . ,.g!a' que se' orl.gina 'en el púnto de' i11cidencia',' es convenie'nt'e con 
• ¡ . , ., • , \ '"'~. , ·. ,. -· · r ~~ 

· siderar primeramente el caso particular de la descompos'ici6n dE' 

las ondas· P y S al llegar a una superficie libre. Para el:o 

resulta a la vez convenien.te tomar er. cuenta que las ondns cor-
• - • • '."" • • • . .* . ¡ - '.· • . 

'? -: • . 

tantes S se pueden descomponer en una componente ·paralela a la 

superficie (o;1das S ·Hl .•. y en otr_a contenida en el plano vertic<ll 
' . ~ ... · 

(ondas S V). La fig' 2.8 ilustfa estd descomposici6n. 

Cuando una onda di latante ' P· Ü!'cide>sobre la supcrf icie-1 ibre 

•del. semiespacio., parte de •la .energfn s.e .·reflej·a. a través· de una 

·onda cortante. -;sv y par.te a .través· de una ónda P · (fig .. 2 .·9). 

El ángulo dE'.· reflexión e 
1 

·de la onda ·SV está dado. de •acuerdo 

con.la ley de Snell " .. ,, 

' ' 
. ; r .l .. 

sen e
1 

donde e es el ángulo de incide~cia. 
. ; ' -. -.. :· • ., 
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'· 

1 

1: 
1 

1' 

'1 

'1 

'' 
'1:. ' ' '' 

:1 
1' 

'1 

'' '' i:' 
11' 

'· 1 

1¡ 1 

1· 

1.: 
, .. 

1 

1 i 
1 

¡, 
1 

j¡ 

'··· 

Est'a veloéída'd '-es menor que la velocidad . v .. dad . .:~ por lil ecua 
- •• J • • . - • , •• -C~·p ·J • ... • • • : • ~-. -·, .-

cÚ5n (2:5¡.;· la raz6n de e1lo e¡¡ qu_e en _un ,~!f.dio ,infin~to o ~e

rninfinito no existen. despl_~_zamiento.s norm;¿l!';s a }a direc,:ci6n en 
. -..- . . . . ' ' . .' . . 

que· 'se propag<.n e~t~s: ondas,_ 111i~ntr.~s que ~p ·.'Ana. ban:a dichos 
. ' - ·' .. ~ ... -·· t....... . • : . • • 

~de~plai~Mientos;son factib~es: A esta clas~ de o~das compresi2 
• . . •. • . - . !. ' . fi .)., :,\' . 

nalés'•en.;bi'lrras ·s.e les conqcé en la Uteratura con el nombre d"' 
' .. ~~' . 

' . J '~ ' 

ondas longi tu di n¡il.e_s ,,, : ,. ' 

·~· .. ;.....; .}. : ·' -_, ·- ' 

. J·'! .. , .. ,_ . 
' ' ( ' ! •.,._ 

.... ·. ·. j_ ..,_. :· -~· .j•. . • .,, .. ,_ ··- - • 

La o~tellCi6n de la ccu~ci6n 2.21 se puede-hacer··a·part1r d~l~ 
., . . 

·.2.::- .. :~:\( - ·- ,_,·· ' - ~ 
an<"í l 1 sis de fuerzas actuando en un ele'mento de' barra· ,de longitud ... 

..__ '· 'í' ( .... ·, ·' l'"J:.'J. '-..... , ' . .., .. ', r..-- •• . 

..; _f>x '''~f: ~~: 2. 17) 1 C)UC' tiC~•€' una Secc{6n 'transvers~f 
.,·;y¡ •'-;·:"-·~~\('_r;:_ •. ·. 

·-
•oe'l :-equil ibrio?·.~de:'fuerzas ,i-ndicadas, en .la fig 2.17 se obtiene 

. . . . - . .. ,.... - .. .. . . -~l : ': ·.:;., : 

' ~-l ,_-- :·_ - '' ·'· 

0 ¡},x 

.. :;, . -
A·(~ a2ul 
.. _. at 2 

·. 

S impl i f icandr. la e>:presi6n antcr i or se obtiene 

1 , .. )' 

' ' ' • • l ;_JI 
f ' .-, ;-.' 

.,. r·· 
•. 1 "· 

·-

.. ,.,' . . ' 
(2.22) 

r:~ ~--·· _[ C. ... J.·J..:...:.:r .. 

. ' 
J 

... J~.: ·.''~';:' 

'Es t.:; :mi'!_,·rr.a: ccu2.ci6w .s.e puede., expTesar. en .. otr.?;; términos de la 
• . . ~ ' ¡ ~ .F~ l . .... . ~ 

... ·:···<''i()liicnn~ :manera~~·· flc· la ~eo;I;_fa ... de elf-s,ticidad se tiene 
. ~ l - --. . i· 

·' 

,¡ ( 
H .J .• 

.. " . 

., 

. ,. ~ . 

o 

' Eo. 

= E E 

t 

<lu = - ax "' 

-~:.. 

" ' ., . .. '( 2 • 2 3) 

-. ... . 

.. , ...::-:> ' ' 

',. .. ·• 

•: 

• 3U 

t) 

t) 
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... 

Llevando (2.23) a (2.22), se obtiene 

(2.24) 

que es la llamada "ecuaci6n de ondas en una dimensi6n". La so 

luci6n a esta ecuaci6n es del tipo 

u = f(x :t ~ t) . (2.25) 

' ' i 
Ejemplo de funciones que satisfacen la condici6n anterior so¡¡ 

'• 
las siguientes 

u = sen· (X ± ff t' 

ff 
'. 

u = cos (x + - t) - p 

Jf 
2 

' 
u = (x ± t) . 

. •: 

El significado f!sico de las implicaciones de dicha solución se 

muestra en la fig (2.18). Para un tiempo cualqui.era · t
1

. (q¡;,e· 

puede ser t
1
=0), se tiene un cierto tipo de desplazamiento ca

racterizado por una función que satisfaga la ec 2.25; posterioi 

n•ente, en el tiempo t
2

; se observará exactamente el mismo tipo 

de desplazamiento pero en un lugar diferente. Es decir, el t~ 

po de movimie01to que se observa es precisamente como el de una 

onda que se d.;!splaza a una velocidad vL = ~; •. Anal!ticamen 

te lo anterinr se puede comprobar de la siguiente manera; su-

• 31 
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p6ngase· el signo ne<_¡,1tivo d(· ·];, ecuación .(2.25), y que t¡''t
1
..-t.t; 

se tiene entonces 

. :. ": 

u¡ = .f[<x + llx) - vL (t + llt)J 
t =t +llt 

2 1 

u¡ = .f[(~+v_,Lflt-v.Lt-v_;llt]= f(x-:-vLt), 
: t':t +i\t • 

? 1 

lo cual C011firma lo ante~ sefialado; 

Es importante dist~nguir la d~ferencfa que existe entre la ve12 

cidad de onda y la velocidad de la p~rt!cula. Para el caso de 

una onda de compresión como la mostrada en la fig 2.13, la vel~ 

cidad de la partícula se obtiene a partir de la determinación 

del esfuerzo 

C1 
. X 
=E~ 

llx 

o 
X u = :-..x 

F 

Por lo tanto, la velocidad de la partícula es 

u 
ü. - i\t -

o . \' 
X L 

E 

' ' . 

. 32 
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' ,, ¡ 

bbs~rvese en esta ~ltima expresi6n que la velocidad de !a par

tícula depende del valor del .esfuerzo aplicado,.mientras ,que_ la 

·velocidad de pr'opagaci6n de ondas depende s6lo de las. propieca

des del material. 

Ahora bien, al analizar las ondas cortantes en barras, siguier.-

do un procedimiento similar al descrito para las ondas C()mpre

sionales,se llega a que la ecuaci6n de onda ,está dada por la si 
. . .· . . ... , r , 

guiente expresi6n 

donde e es el ángulo de giro y 

V 
S 

. 1'(;; ' 
= -~* ' 

(2.27) 

( 2. 2S) 

es la velocidad con ~ue sé propagan las ondas cortan 

tes en barras. 

Este; vah•r, con10 puede notarse, resulta ser igual al· obtenido 

¡_•;, .::1 antilisif. de pt·opagaci6n de ondas en un medio infinito o 

Ob:.l5rvC'se qur cc .. noc-iC'>)(10 las velocidades o V 
S 

los :n6du-

lo~- r: y e ¡;e rucdt'll obtr·ncr _r('spertivamente mediante las 

e-r\~>:1cioneF. 2.'21 y 2.28. 

Eri la p~ictic~ J~'dctcrminaci6n de CL y Cs S(' puede efec

tuar a trav~s oc probetas cillndricas en el laboratorio, las 
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cuales constituyen barras de loqgi~ud finita. Si se consideran 

por ejemplo las ondas longitudinales a.través de barras, .la so 
·' 

llic16n en· estE: caso a la ecuaci6n 2 •. 24 se .. puede escrip.i r en foE_ 

ma de series trigonométricas, de la siguiente manera 

(2.29) 

donde '· 

y 

u e's la amplitud de los desplazaTr.ientos 

A
1 

y A
2 

sc.·n constantes que depenJen de las condiciones 

de frontera 

w 
r. 

es la frecuencia circular natural de vibración 

d-:.1 enésimo modo· 

Al sustituir .(2.29) en la ecuación 2,24, se obtiene 

<l 2 u 
w2 

+ 
n 

.U o . = ( 2. 30: 
ax 2 vz 

L 

Ln solución a esta ecuación diferencial es del siguiente tipo 

w x w ·x 
- . n n cos + A,.sen 

VL . VL 

do11de A
3 

y A, sor{ también constnntes dependientes de la!: con 

diciones de frontera. Po~ ejemplo, suponiendo un extremo ffjo 

y el o~ro libre (fig 2.19). dos condiciones son las. siguientes 

1) u .. o! 
lx~o 

(s:..gnifica que en el extrer.to 
fiio los desplazamientos son 
milos) · 
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2) au _ o¡ 
élx - x=l. (en el extremo libre las de

formaciones valen·cero) 

Aplicando la primera condici6n se deduce que A
1
=0, y dé la se 

gunda se obtiene que 

cos 

de donde se deduce que 

~VL 
wn = (2n-l) U , n=l, 2, 3 ••• ( 2. 31) 

Lo ·anterior conduce a poder expresar la amplitud del desplaza-

miento de la siguiente manera. 

U = .A,. sen 
(2n-ll lix 

u ( 2 • 3 2) 

En la fig 2.19 se muestran los tres primeros modos de vibraci~ú 

de una probeta circular y el significado f!sico de la constante 

A •• Al sustituir la ec (2.32) en (2.29), se obtiene la forma 

general de los desplazamientos 

u = sen (2n-l) ~X ·[(A ) cos 
U. . 1 n 

(2n-l) ~IVLt 
;2( - .¡ 

(2.33¡ 

Para otras ct•ndiciones de frontrera o para el caso de vibracio 

nes torsionaies se podrá seguir el ·p~Jcedimiento descrito y 

obtener expresiones análogas a la ec (2.33). La expresi6n co-
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rrespondiente a la frecuencia circular riatural bajo excitacio

nes torsionales, considerando las mismas condiciones de frente 
•'' . . '· 

ra (un extremo fijo y el otro libre), resulta exactamente la 

misma dada por la ec (2.31), s6lo que en vez de vL interviene 

, L 
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Fig 2.9 Reflexión en lo superficie libre 

de uno onda incidente P 

Fig 2.10 Reflexión de uno onda incidente 

SV en uno superficie libre 
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Fig 2. 13 Desplazamientos ( omplit11d ! y dirección·) de·. uno pe, tí

culo superficie 1 produ~idos. por uno onda S V que tiene 

un ángulo de incidencia . 8 .. · ( Re f =!t 2 ) 

-
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Fig 2.16 Refle,..iÓn y refracción múltiple de or.das en un sistema estratificado 
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Un m~todo para resoiver este tipo de ecuación es el 
Que emplea la func1ón de A~rv. •1•. en el cual 

a' "' 
. o_,=7 

• 
=-

a" a.>' 
( 13) 

Sustituyendo la ec 13 en la 12. se tiene QuE' la condi
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-+ 
a. • 

2a•c~> 

a • a ' • r 

a • <~> 
+-- =Ü 

a ,o ( 14) 
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DLI:lido' .i la asimetría vertical, un ¡_¡unto de la frontera 
superior trene condiciones· iguales a !~s d~l corre~pon
dient~ ~n la' frontera inlerror. p;;;o de s1gno opues1o; 
por tanto, li = - C 't 6_ = + D. 

Sustituyendo y sirnpl ilicando (rel 18). ta función de 
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nn nn 
<l>(x,y) = cos- x (C 1n sen h- v + 

e e n=I,J,.S 
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C,n V C05 h- y) 
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donde 

e,. 4 ---· ~9·~ 
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Ew 
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' 
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-

( 19) 
····4. · .. 

,,. 
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a:: I,J,S 
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e/;.,..Yelf'/vt$)~ 6~neytÚfrJt,s~ renoMeJNJj cfe refkr.JÓ11.~ 
... · re. fr«ccld', y ef,í'lacclo';, . . , 

2 • 3 /111 o e/() .s tic v,. bn:t ct4'1~ 
•. 

• St:~ll /4S ñrmt~.s i/lfllt:tt.s de ose/ Jqc:l¿;, Je IJJ? 

s lsfe1111a. de pt~,f,~tJIIIs,.~ CefJII Sil j'J~DJ"I~ freciiUIC/tt 
Cd.e/c e"lll: de. ell11s. · . . . · 

. . ( 

• Así' IUt -~,"'skllttt. de n CtJ)'IIj'ji/JMI!Ifes h'ell'e 
· .· n m"rbs el-12. vij,n:~ci'Ó~t~ 

; 
! 

. 1 
! 
; 

1 
1 

1 
1 
' 
1· 

1 
¡ 

1 
' 



(6) 
~.. . 

1" s . J'lltJ'*'a dtt VI'JJ, .. cl¡;, St:Jn OAfi~Zs ~s"htcltVJttdtl$ 
-!tJ,,IJ/Iills 1'~' la StiJ111fNJ:Sk/ÓJ~ dl tJit,fiS i~clti,Jth$ 
y re fle¡ad4 s (e.11 fr"lfferrts . r/,,c/a.s o supei'Tlctes 
. lt)Ne.s) · 

.lebe aclt~rt~'se pe $011 ind~,PMdleJff5 d~ !" excrfa .. 
· e l'o~, s/Jio depeNtlew e/1. la p•om~frl« y ~~; llct~ci"Dif J_e 111a

fe.r/ttl~s (¡,cfuye»f/o /a de s11s fl't711'k~s l'ifldqs Y 0 hb,es) 

2.1 H e.sp~Jest~ Prnamlc.a. 
-· 

,t !"s ~ t:k!'MK/e de /e$ m«io:s Die. v,"/JntclÓJI del s-¡s/vJ,/1. 
y en csk CA.$" fa,IJ¡e.;, a'e /as c.ttmclén'sf,O:t~ · clt~ 
/o . excifflclo', 

.•. G#ffl'~ //Js, Ct/~~fel'lsh·ctiS !J"IIcr,pa/es . lfle /tt 1~o/'tÚS/q 
es!DÍt /tJs. ¡tJ/cDs r/1 resD»II~tchl 

• Lt:t. JI'CSD,tUte,'t:t ¡L'/'slcaiJittllfe S'c el•ie c:t /a S/"'llt::n~,il-4. -

c.le/', d~ l1s I'JIPtiDs #/~ · v,'bntl' ~ ~r~Ubft!li:ts. t!ltl.-1111111f,s 

dtt. h. Lkc//l,c¡'(/, 1 p.ve t»>}'JHIJI. t:t.CIIIIIIIIIflt::ltJr, ~~ ~~~~'J'/q . 

l't:tnt .,¡ t~slw.#/1~ ttlc /lJs elln/'ttltftts re~~t:J;,e,_s etp!ll; 

f-nt-h.e:IDs se re eu,,tl a ,OrDc•t:ll,leN~s 'llt~k J'etJrlcPs 
1 . . 

e tJ-. e.M.JIIÍ"IMS ( d rl CQI'It)'D y !etkn:( f~rl'o). E~ 

~SJt! .. fntJ,.¡•J s,;/D S41 IJ1J:,/qi'IÍ d4 /,s f~e~Z.,'t:e~s e111 /IJs S(?llll'"'~
fes Ctt¡)l'htln J Jlf'~ es ~H S/'~~ t:JJ,J"eh"vl') ~~;,q):lcl elf!. :¡_ 

A> 

. ' 
i 
! 
1 
' i 



.··' 

.. 
3 -

. ' PORA/f)I..ACION PE !iiOf)~/..05 
'\¡~ ' . . ~~ ~ ... 

'.·· MA-TE.NJ7/CO~ 

fll .Fsl-~u ¡·e¡:;.rteSt!.lflr.,c.le;;¡,es · /i'eNeJf 

fl"e ~ .!"'#)-, .41Ú aft,.hs t6 elf/n,qla · 

(Sf1/l'elt~s) . 

le.Y~S. ~.lt.(c/eJ'It:tlt~s 
/''~t:lt~ce;f nur~lh:td:;s 

• · S" e , ¡t;d'e/ntlll . ft'Ne.r 4:/,"ff.ruhs I"~,P,.~.Sellfaeloll'.s p¡n:t 
&.ada ¡l'n>c.eso '"'At~a/. 

• · hn~ la ~.r~t.tltul~ .s-e hat:eJt /e-s Slfilll~Je_s ¡:>qso.'i 

á.) . 1 den /¡ 'f¡ "t.tU.t-o:, ttfc. V"Uili.Dfe.s . · 

·.. b) is. fQ/Jiecli,J"elflo «'e. ht,PÓiesi"S 
,e). -.1¡1}//t:Q~;-o:. t:lej;"'ncQ>J'tJ~ h's/ctJ.s . . . 

· ·.··. el) S'ele ~4/th, t:le mtJr:le/~s 

e) P,tJ e es b de t:lerluc~Ó~~ ( fbn4ftt! a (' ~J<fcepfutt/) 

1) .Coñ'l.f>Q,.<tct't.;;, c.o, · re.st~lht/t?s e.xl'en·J~~~(!JffQ/es 

3, /.... .[ d~JIIflf,coci'tJ:, d~ V4rittb/f!s 

• fslo ~e ~:t'Y« t'lfec/,Q.I(/e /a.. (}/J.se,.vo.c/a~ y ex,en· .. 
mt!~tfa~,·o~ t:lefe.cf-q_,db · ia,fo l~s . fa.ctcv.e.s ele. 

. ) . 
o. 

e,fra-4-4- .J. de. sq/,·da 

! 
1 . ¡ 

1 
¡ 
i 

1 

1 
1 

f 



3~·2 · Esfq 1 lec·· ,.;_,..1>14-Lo D ,,~,¡;t. de htrfesJ:; 

· ly.t.~/ a...y11da f-aH!hle;¡ /a_ obseYVa.c/o~ 

.Y.· 4.~peYimenftA.c.¡""o:,.Jaldefec.'hY VeitY/e,bks 

;P~C.O ·· S/71Jih•ctffiVIl5 . D t~,r/t'AC/"Q$ p/1211'/ 
elet e. Y,,., a ti tLS 

. Tambie~ se hacen hi¡:x;f-esis ~uqJIC/o es. 
dt"/íci/ · tJ6fe11er iiJ/óYYI'ItJcit~ so,bre a).ftÍl1 aspt!.cfo 

del /éni.me.ttb ~era tle. co~f,.dl ó .. · tlil'rcil r/e 
., . 

mee(,·,- expe.~¡·mel}fa.l»te/1-k . ' ' ..... 

3. 3 ,4p/i cae/();, de ¡;nnclplos J4~¡'t:J:j_s 

• Se. 
pio.s 

e/ebe ;/.eferh!iiJttY cual de /os. ,P~inci · 
es . ap/;cahle a.l l'rob/eWJa.,. 



' 

1 
1 
i 

1 
1 

1 
i 

{1: 
"""- . ' 

t.t) . C onseru"CJ~~ ,, rn e./ 
vw ~,, de mt:tst:i ~- _¡;.-,r . 

e: u Q. 1 se ve - fUI e el mt> viJ11Je.~fo ¡'rre -
yq fqy · f'roclt~ce Cttm/JI'tJS ele clensJdQt/ 

¡,) · Lt::Jnser va.t;fc'h de f!4Jtflel4tl de mov/MI"elf-1?> ,

E.t~ e 1 cual se ve 1 a. i~tlluencJa. de foer~a.s · 
e)'] ace/e.ra.ctC>YJes tfe pttrf/ct.~.!as ó deft:J~,.,o.cloJte.s 

e) . ConseYvtt.ci'ÓH de enen¡ltt. ',- Oo,.,de s-e 

a.n~l~~~n . /c.s- ¡',.,h:rct~mhlo:." de. .e~et?91á.. . 
. . fClJ'Jef, ca/ p¿,fencJq¿ c.q/or//i·a:t.,~ efe). 

d) · ,A-t.{l'he/lffo ~e e11fro¡olá ,- E-n e./ t¡.qe se ma~i
:Íiesfa.: la. feYJcl~.nc.fa tiiJ[/tJrmr:ulora. de. fe~nt.fqYa._ 
'J . al defey¡orO esfrl(cfun~/ . . 

/ ,. 

• $11 e.t:fe. /rt:(/:-JD se. lt¡tJOra el f''i'IC/,Plo re ltt-hvt5 ·· 
1 fa.. de. illfercamJ,¡t:; mqferi(l.- el/e,'? fa 

3.4 .Se/ecc/t5J1 del modelo· 

• Par·a. ello ayttdan las c.aYa.c1er/sncas de la 
re.lacit/.11 enfrada.-st~lic!Q. S/ las sq/ida.s SCJn 

f!tJ11ff.lales. el 11tod~lo p.t~ede ser UY! si.sfema linea/ 
de ecuaclaJJe S~ efl fqnfo ~'le s/ .sa11 co~fln tJas 

puede. se.r ne.ce.sano t.~ na. ~au:~.cfét~~ J ._p_., . , J 
. cr 1 ~r'l!J'fCLr.l 

¡ 

1 
' 1 



@ 

flrt:J~eso de deducclÓJ1 ele mcde/os 

f:"n ~-1 ~~fn1a/ se pctr/e · dr: U~! ll!é--cAJ·, 

lt!!~tj ,?r:;IJt.fct.!J .él Ctúd .~e p~! f//t:rt /r¡ ti!.(l. 

¡;,t c..f t"~OI!C€/'Jfart/ .~e · o.¡J/¡(.~.r?IJ d/r":~:J'u~.'<:i!. 
le · 1~-.s fdinciplbs cd f't) b!tJ..•!-1. P·"JJ/j_::-_,tf·rr ·. 

. . , 
· 3 ·6 . (omt.aracloYJ 

tneY!fa/es . ; · 
C..OJ1 {esctffaJo.s · er.peri -

. ~' 
" 

;J.¡~!./" .-:·c. f.va}!!l. e':/ r¡rndr, d-t. ptf:c¡:·.i:~"if 

::le! Nl:.'.·d~./~, E.HijJ/e.aci!'J , 1::, C:::l.·:t:,. d"'. ;11:· .i·.~:,. 
~ :¡ //~ h . .::./c-;,·1(, ::r·e · cleJJ:f-f·ó: / ft:. r!] r dt.: n'.u: !,";-; 
f'..t;: e-Ira~ IJJf;Ó./"l'$/.:; O ltl!·t/~./c; 

1/J /.· .;. r~.·. '1/hzdt;,.:; tle.hf;~t/ 12':'.n~.J · a.pr:·xim·Li.-<, .-,,;,.. 
/¡c¡e.11J'~ 11 (~IJJ/r.;¡u:~-é: U/ fte.l-~t~J:J.S .'/.~e-·.-;./· .. ~~ 1/:~ t;.v.(!...~/•/r~ • . . 

3. 7 . ~~~~tlelo.s ele /tJs ~~~11o.s .,L/sicos apto' 
. . tYQ feu:lt<J :s . 



@ 

m: J?IO.SQ.. 

e : a.ntorft.¡CJtllllffflh St1/idt1 

X :desplttUJifl/e!tJfo 
X : ve/oc.tclacl 

k : CoqsfQJf/e eláshctJ 
#. 

x : aceleracioÍtJ 

• di.sfript~ciÓn cbscrefa. ti~ VrlYiah/es 

• apltcaclÓH /nsfalfft.Ínea de ct:tr}'flS 

• ptxlríf/11 fel!tiJt! ofrt~.s p.eJ. { fiWJ()r1i"t.~tt~,.,ie~t'fD 
· . nu!t~ J 

· IJp/iceu:.i~J de principio:s {;$¡co.s : 
' 

• El ck ·· CoHs~iv«ci'Ó~¡ de C411j¡'tllltl. ele . · 
.Pf()vimi'elllfo, /tteslb pue s~. il'lvolucra)ll . ,. 
las ~fletl-q s ~ · dR i11e1e.la rtrX_.J la vlsct>$q e X 

'j /q elei;hca kx eH tllltt -4!CUflt:.t'tlu d4 e?-lli/i-

1:; n'o e:/ i Jtt/Í,¡t. tJ 

• .él t:/'f!. . ccJ!IservactoÚ de ene,.,ío • lbrn-e' . 
iW>¡J)/e.lfa;Ntl/ft>, se YNctlleJillf las frtl'l$-lollnocro»e.s . 

· de e11trpí ct ClHe'fltt.t e11 pdftHc!al ( VJ:Sce vu.stt) 
. J eJ1 Ct;(/o r/,Li·cQ . 

' 
i 
1 
' 



. !. · • t · -i- e./ Q.:: c..t'o ~~ de./ J-l?cd e. lo 

• f?ttra.. e(lo se ven des a.spec~.s 
y el te.m¡oora/ · 

el e.s /Xlcl..,, 

• Se;¡uH el espocrtll se reFt~ier-e ltt. iJI/'oYmqclo;, 

en tln l¡flnlo .J ppr fQ~/o esfo impll"c.a (,(JI! 
wttJd• to drscrefo ·· · · 

.• Se.ytfH e) feHIJPC1Yt!l .s~ r.e.petlere la hts~i« dé m,f)vi
mJ~Hfos . .e~r (.{11 pu1(/b.,~ !'!'' h:,,/b se f~t.(ie~ 1/llt./ ftlllcltJII /~sfo 
l~t~,P)i¿a tina ecutui~ll r:linrenclttl · . · 
~ 1•Íils asl'~tcft,s lP~plta.tH Cfii!IID moele/o Ulla ecua
e ioH di'fe rene/a 1 ort/iiJtlrla 

d. 6 Proce$o de dedGicciÓVl 

• Toma11e/o . eH ctt&~k la s-&~cille~ de/ fenoÍIIe14D se 
YeCllrrirá 4{ Ct:JJtce,tulll • 

. • ~/ /a ál'!icacltJÑ e/!re~ ·le· l~s pn;,clpi'~ ~e htUe 
.· e~~tl'/et~Nb 'el de ·c.r;Nse¡~~ttt:/DII t:/e O!IJtfit/«1 ti~ llfdVJ'#/ftlllo 

~~~~ o ilfiJ1Il~l.l tiiiiL Sfi.Jit(l de Nt'l'~$~ eH ~sk ~SIJ ltZS 
ac:/Tia,jk.sJ tle elt:Mek 

• • • 1--U< f· ex "/· k 'X :.-.o · · 
i"''~ es eiMoJ.!tJ Óll.:se44o y · . cQiflo 3e ve ~s UlltJt. 
e e u a cioÍ, clirej'elfc¡~/ ordifltJ!n"tt fLt!e re lac.taJIQ ~«.s 

/a.s VIINables ele e.Jiflttda y 5,/ltltl. 

o • 1 

Cl · 6 Es le /'tlkJ Sd/~:~ /lnpllatn'« la t:Diflj!Xl?tlcloll ole les 
~.!lettlos e~ rest~l'hldos e~l'llfltllft~l,s 

~--~- ---- - - ------ ~-- -· ------ ·--·- -- ........ ___ , ___ , __ ·--



'• ...... 

b .- !W od~lo de /JfO(XZ9"ci'o;, de ondas 

1/,/ Jel&~f,/J·cac.lo'¡,. de VQJ'iel.J,/tJs: 

E : rnidult> dt:. e.!rtdr'-lclrl:l ·7r . . . 
' ~ f • • • • .. .. , • ,. . .V. ll .J .. r) .. l' ),,., ···', , .. ii.TJ ...... , •· • 1 .... ,, '• 

entrada ~ · ~ '·' de. P~i::.:.c:t¡ Set/tdtt. 
:: ·, d ~ •l=>lda.d 

¡.-:: ~ (l '''"·t·h:Cf!J·1#1ftf.. ~~e,· 
• .'/ ~-!:' ~'!c.lt'i'a. ..~.. 1·· ,-~-~ l j: 1 . , C!- • e ¡;;.;r # .. '• 

/ 1 • ·~~ /1;¡:"/fe.sls ; 
' 

• ¡t¡(ecJio pu~c-kllfeAt~ . izJ asf,:co . 

• 11/o t:.'iisle f. L "' "' "' rqiiSflJr»tflCfoltl de e»eYflt:l /II'I~UMica 
- ;¡ ('' . ~ 11 CJ:t ¡~¡, 

• . · #o e:~~fe cleferioYo · 'e.sfrucfr.lrtt/. ·. 
. . 

ÍJ, . ..; Af.JI!c.ac.l'o~ de. princlpl;S .l/s¡cos 

• Se ap!ic4 ,.1 el c/.e. c.o»$erva.cJe;~ d~ ma.sa ] 
. e eodicletd d-e movimie~tfo • p,,, foH'fo.J n:1e~ !tts 
ectJ(It:.toJ!I-tS de e.,_c.ti /jprio diYJQHtjt.o 

I..J t . -. ( J / )( ·1· J,5·-~ }· ~_:¡,~ ·1· ..:?~~ 
(. ( ¡o; -· • • (1" >( '' / • .'f« 
. f. l ·1· :\ l:Jo .J ',ql' \ ~~., 

{'ay -: · / · ---yx· · ,- ~:r 1· -y¡i· 

f Q~ -·· f /f }- },~.~ J·"lt?./: 1- ~~-. . ' . 



6-1 5efecciÓ~t del miu/e{o 

• · fol'lfttJtdfl e11 ClleJfTa fllt !~ Sf//itlt~ r~"'~~ida ite11~ tJHa. 

VQI/oct~ÍI Col!'liHtlfl.} fo1do esftlCitt! c.onto fe141pcntl el mo

delo d~J,~ní ser tJJitl ecttacloH el/f~r~"c.ttl/ p:l/cl'et! 

Ó-.s- Proce.so de de duccl¿;, 

• EH esfe coso senf f'or~~ttJ! (a· h)f de JHDstn11· 

la· ofra fe~m"'ca alfenuiltva o. !tt CCII~e,eduttl) . 



; .. 

'· 

.: •.. 'í' 

• Petra. el (;.tu o de olllda. ele dl.sfors!o';, . se ft·eJte: 

a) la. cltl~faclo~ es nll/a por falffo 
~ l/v .· .. : : c-

b) .:>e desprecfQ/If las f11Ui<U de. c.uupo .1 por fa11'1D 

f' ll'. : {j . 

c¡t~e es ·la ec de 011da_ . 
t/rsfor s lo,tt/ . 

Ji. 
¡.:.;, ;: .u t ';) . 

• Ahort:t. ¡:xrra. e..( ca'o d4 o~tultJ. ddflfac.I"Oitt/ se. fit!.lte : 

c..t) . a{JSel1cta.. de yeJ/'D.c.foJtes J por fQnfo 
1 'c.; J· \. ::) .·. : •' 

d 
.J 'a. pronie.datl vec.foritf/ b) COIISI ~f(:tllfCIO 1' r 

~- ".::. :~ 1 ,..~! i (!/!: t ·-') -· rr; ;- ( l't:./" u.') 

e) e 11 fr;~tue s · f'lltedtl. 

¡-, l - o"""' J (-}¡'!!' {: \) V" .S - 7 , """ Cl( • .. • • • 

JJ J~ dcnrle la 'ec. ,4:ou/. de 
f>a. = 6 v~ ·f { 6J-;l) r· .. s 

fA.::. sk:.2.G) 

!Cl elo:1frc1t:/~tl puedq 

. y.:.s .. r·· r:. 1· .J, '1:- ~~-, ... f Tti .. . .. . . ··. . 
'l"e es /a. e. e; de. OJrfdt:t. . _l.,_ +---~.wAJ 



.:>e ve ¡uu fo.~rfo lJt.lt!. cimba.~ ecuaciDI!t.S de. ~l'!da. 
f,"e~~te"' t~ ~.to {a:s wu,·a.bles t:l.e eJtfYada. co~o t:le 
Sl(/idtl. 

C.- ,Modelo (Xlra nt()dos de YiPTa<"IOn . 

e.¡ 

. l:ñ f raJa. 

ldeJth/lcactbJf rle Vqrfables 

.. ge.ot~~ehla. d.d :: t.::Í<: .htr• • 

• 2:.cm "f, -e .a c(o·:t 

• t!H mtdros ~J,f¡, l(aS ~ E 'J e 
• e" 'tlfe4i()5 t:/isat.fos ~ k '/ M 

. 
• (reOJ.e•:c.iaS. dL. v,·f.,.fl .... /,~;! 

St.l f;cla.. . • Con !.·9:tf"lCJ'::.f/f~:. »f(.'dt!es 

/1/p~ fesi:S : 
'" tt,;; a. .~. 

1 • .. JL. fcJot!e C O¡;. ; 1!1/ /"~;.". -! 

; 

e (!/S cr-~f¡ tQCt'OJ1 



.. ·.,, 

® 

• S e ((o/fca e/. JL!Jj "' r u~ c.o,servaci'OJ~ de l'lttlSQ. .· 

• 11 1/ 1/ . ele Ct1Jif¡f:/(ltf e(~ 
1'11 o v 1 n, /~ "fo 

• 11 JI /1 ti~ e.ner¡/4 
{ ¡, ~~~cet~~tllio r/e , 

ciiléh'ctll e11 fX'fenc¡Q./ ~11er¡11:t 

y . V/Si.~ VUS4.) 

(., -1 "- ·. " 
.5 e/ecc.fo~t 4,e/ modelo 

• En esfe cetso se deben eHceur!Yqr c..onf.IJfllfiCi'~lleS 
de fonHa · ct~r-aclt!n"shca cu.¡tt t:JIIfjlli/'rJt/ Vttl/a. de 

Yt/IJIIera. co,fint~o. ~~~ el ·tiempo periÓ4lc<~_l'llt.jff~ · 

• lo a,hnor · imflictt. . flll! . el f#tt')e/elo re,uuirlo 

p11ed~ ser P~edlt~ttfe el¡¡plo~fetJmfel1f~ ele, u~ /'' 
probleWIQ e(~ v~e..forts y vtt!oftS cQracfer¡sf¡co.s 

d:e. al9e.bra linea/ { mt~tric.J'«I) 

; 

(,. 5' Pn;ceso de. deducciol"l 

• ,E;t esfe. c.a.so s.a htJra' t.lna t¡el1ertlli?<~clcfl1 

d~/ lito e/ e /t> flt~lffeac/o f'11Ta oscilac.lolles 

de UH Sll!,~mo. tle_ tJH r¡nulo ele /;berfa.d 
. . ~ . 

) M} X ·/- f 1-.) X -::. O (.. r,·, , . . 

h"br~s 



,A1 e.s c.tlla. l'l'lllfri'l- clta.¡t:~nttl 

(J4ra pltiJif~qr el pr~JJJ/e"'t:t de vecfor~s y . 
vtt lores c.qrac.fer/sfi"cos se a~ts!eleYll. '"e lll 

. SCJ/1/c.to';, ~s t:lc/ "h/"D . 
--=' - • . .j, Ú'.J t . 1 -1· 1 . ~ . . -·· 'X ( tJ = A e' w ~ , e ~ co.'i (.!.r ~ . - ' .;. ..._ ~~ w r. 

..J f . J . .¡_ •' w : re c.utnct•1. ~!:. V1 t:•;":-:::;.:.{·.ht 

c. ·S"· z 

c.~.z c.111 c.s.t · s~ "¡,f;e.,e 
• 

~ 
- W"'.fo{ X !· J-: 7- =-~ O . . . _ . 

7 
Prob/eJttta e/4. . v~eft:~r~s y 1 (1<- w'Z.MJ x' ~o . V~/ores Cqraden's1n:os . 

es e-1 mod-elo YltttfeJIII~fito btlsccu/D 

¡f'Jit t!Sh 1/ft:ld~/() /etS ntetfric-es Sr:n( efe an:/e11 n )()? 

'j /DS Ve.c.ft:~Y~S efe n ~ J J cloNe/e 

n-::..GXN,. 
N ~ A/uHfertJ de 1/111/D!>. del slsfeN1a 

& ~ 6·rQ.t/os ele {/ber~d ele cada J1udc 



'· 

d) 

Enfrada. 

Moo/1! {o · pqra.. respqe.sfa d/n/111it:.ll 
. . .:-!!-

lde,f,f;c.a.c¡&», de V(triables 

~ 9eomeh·/a. del s,:.;fe~Ha. 
• ~t'Hti A·c.act'o'h 

. . ,. 
• ftopie.da.des mt.c.a~'llCtU : /( 1 A1 J C 

(e: mafrit de f.lllltJifi¡flallli~lltos) . 

@ 

• CQracler(sftcas r./e /a.~ /rle.re4.s e.y.c¡·fa.tltJ;u.s 
(p.ej. WJtiq,cfoll~ espacta/.1 t~~~tpcral) 

• /Ji" . .:; 'k;n'a.J tle. movit'1!ieHfb { ac.eleraci'o~ttsJ 
· ve./oc;áades y desplal«llt/tllfo) en cu.da ¡.notlt. 

. sq/feltt. • FunCIC»t~5 de:a.ittp/ih'caCJ'Ó/11 t.JI ~da. lj"lffo 
. ' .-· ~ 

11 
Es ¡;e.c.fros eJe. re.sf~e~hz. eJt Ctt..i:l.a. pt!llf"CJ 

d· 2. fhp~fe.s!s : 

• . dis creff~clD~ e/41-l hle.rlio · / 

.L kJs [c1 e.s ultt.z L . mttfn·l- ele al'tlottiflllli'Hftll . 
• «. ,. 1. 1 ~e 'as ~~tflf1'i(e5 (1411 '1 fJ('] e' 

nae.iiJIII illett 'f ,, 

[ e] = o( [M J.+ (3 [k J 

COIItbi
dec.lr · 



Principios l/s í é()S 

• ) L - .. -' . el 1 fll4l t¡lle e~t c.aso QJtferie>r .se 

aJ'flc.t:~H /os fHlllciplos de c.ol!.servaci'o;, de 
ht4.$«., Ctlnfielrul de. nt()Villtle11/o y ele eHer¡lt:l 

• Se cv¡'e!a. e./ prlllcipic de. t:t.Ufllt!.ltfo de 
e11 fropfa. ~. fn:l vés ti e. /a. i»c/usloÍt dL/ 

a.motfryu.t~. 1'11/t.~tfo ele./ Hu(íeri~/ 

e/. 4 S e le celo;, del mot:/e lo · 

• . CoJ~J~tD en esf~ · easo .s-e. y~i¡je.y-e. c.cutoce.r 

la.. vc:r ria.cro'H feJ#tf'Ortl/ colff,"Afltl. ele .l"s 
fflOVlwt/ellf~S e/-i!. /os d/fetU!feS pull/'lJS nt:J

dq/es 
1 

t!.sfo i,.,-,lrco. p11-e d 1-'tocle./o 1.1~ ce..sqttJ6 · 
se.a. tJ.JII sistema ele eat.tlC/Dtlle.s t:/l.,t.erotc.l"'t:t.les 
ore:/ f I'IQ r las 

cf.s· · ' / 

froce.so f./e d~ducclo11 

• ~11 esfe! ca.so fi:tMbi~;, se yeHerl/lt~ el 
nr"~~lo qJife,lot ;,c/uye~ttlo la. YHI/fn·:¡. ti-e ctJII"Y-

. ff¡««Mlelffo.s ,~ e:ts/' ~o tllf vec.for ele hter~ .s e"tecl-
fq_d"nt5 ~l(t!t/tllltl()-;. ~ . 

fi4-tl x t- {c.J x 1- t'k] St :: F(t) 

/ 



1 

1 
' 

1 

e/ cuttl coJIJilo · .se · ve ·~ i vet le q_ "111 
difel'_eHctqJ.es e>n:/illt'l; ¡"e($ 

e Se ve t¡.«.e. 110 es q¡flcil c/~elt.lciY 

los modelos· mttkiHtlfit:os fLPCll!Yic/o.s 

... . , 
"' ~s'/z:>s .ProporcÚ~I?QJ'/ . la... ilffoonttelOJ'f ne<:t!.sQ --

r/a. , ~ c.uttl s:lo .· pt~eel~ ·. o/,h11~'se JH~4it:ur~ 
. . _, 

te. ellos a. h~ o cos fr:, y yapfele ,~ eJt re. la. cl'oll/ 

a.. pro ce e// W/ i e 1/ fos e 1t1 /11 ', l~t>S • es fo Cli.Ul. ¡ti( l!. .Ser¿ 

Q. fJYt> X i"''lt. t:(a. /lfeJt fe 

• Pe.b e C)bSe,vetrse ~~~e ./<f. .r,,.,I/JQCJ-:;, . .stJ/o. 
prodetce mot:/elos y · Jto stl s"lllt~lo'¡," /Q. ct.Lt:Ú .. 

$e. o_bfi~Jit! m~e/iqlffe proceelilllle#fl't:>s ele c4/otk>_,, 

,_tÚ! S<ll ven:Út e~ -el sijul~~tfe ~ap/htlo_, ¡:x~nz 
cada. mfJdelo tt.¡.u/ deda.clt:lt:~. · 



:1. 

·~·:::~--

~~ 

. .., .. 
Jf::.;·. ' 

• En es~ eli:tpa. se f'll!..seMfQJ!f l~s alf~HifWios 
medtetl/fe /e~s cu11 /es .s ~ ol?ltt!l!e la. stJ/eu:.l-o~ 
de /os wttJdelos p/o11fea elo.s 

• l)e!Je p.11edttY t:.lt~ro p11e ~s /a_ st:JIIlCI~;, )' /"' 
. el moefelo ki. ~rte· ~rt.J¡;tJI'Clt:J"'tJ h. tlf.fo:J'l«C.toll'} , 
i"t!Jlii~Y/cltl , A-s./ l'"r e¡e,¡dlo J lll ,4,tHcloJI :!ltJ/eu:lol! 

de etlta. e.cu.aetó, 4irl2rtActq/ orel¡,ttfrlt.J. t!s ltl. ¡t-Ite 
da /« hls~r/a tle l'lttJYiJII/tJf"lbs. 

0 l'fJr /o ?eJI&tfll e'1.lsh1? t:l!~rt;,hs · t:t/pol'if~o.s ¡n~rq 
/a. s~/uq-ó.~~ ele ·un AttJt/~/o · da~o 

• .Muchos ele ellos se lJ,-est~Jihll efe,fro ele los 
·plol!es Ctlrr/cttlitT-6 de llc~«t'Q'fctrtl,~ W4't!sfn'tl y 
doc:..fonulo ~11 ~lfJ'.eJil~TÍq y CleJ!tt:lt:t.S 

49 ~/ Sd/D .se V~l'l'IH 4t,l/JIOS el~ ./os mdJ 
CoHfflll~s pt~J"Q c~a 'llft> . tle k>.s lft(},feb.s ·v/:s/'D.s 

61 1"11lre /tJs l''~~t:/llllflt~/o.s .se. '1-lellt!.ll/: ce~>rat:/tJs 
Ctuu.tl/ft"a:Js) y lfllllf~~i'cDs • 



' . 

Cálculo de 
Slsfema.s melfrlciq/es 

- ~-- ' ' 

. · • EJ-1 ,oenefi-1 ·D"ts.J...~n ' .J. / c.u ..... ,.. 1 ........ , . "'~"c'Ja..~ . Vctl·ia~ue.'. 

• Ta;nb/e..~t · · ha.,Y d/f~re_nfe:s ·. p1-ocec//-· 
· tnte~¡fo.s para. resolver e/ problemtt dé:' · 
Veetores y. vethre.s cqrcu:fer/.sftcos 

• 

• Fnlr~ el!oJ el c:le encoJI/fr~r /a.$ ialce.5 

del po/iJ'IO»>/O cqra.cferist)'cO,)' ¡::x:¡ra.. c~da. 
ra/ i! , resolver · tll! s ,'sfeJ'J'lQ linea! ole eca~ -· 
c.¡(:J¡-¡es. ,t:Jt:~ra. ohfene¡.~ el 1/ec.fcn-· 



C?!J 1.2._ Calculo de. eClictJ:Iones 

ctales ordinarlas . · 
diferer, 

'" .... ·' 

• E" lrc. /o.~ ¡:;roe e el; m[ellfos 

ct) Infer¡rac/Ón mecllt.~l'lfe series 

b) 
,., 

numerfcct.. 
' 

e) !'1et:/lct~tfe /&~Hclones ex.ponencl~e.s 

• Et e~f;e fraba)o se hahko-á. et¡ parflcrt-: 

· lcu·· de eslc:::. c/!ftnto / él ctt.tt! .e.s álr! ¡:.a1r1 eccm ~. 
ClOné:::. . c.o;¡ coeh'cienfes C.onsfa,.tfE..s jJ· ~j · 
la. $~'fttlenfe . e cG(t:J..ClÓJ-1 

. Jsy . dzy . E!1_ d 
a (/t3 r b dtt t-e dt r y =o 

~t 
'j:::::ce 

ytcte. al ree;j¡p/a g.q¡-· el! la ec"a.clrf.yl pt~e..da. 

aA
3 
e e~,t +- h::lceat:-1- cA.e?.t+-d c.e.ilt-=o · 

. 
e-;;¿ . ;¿ dt:: do~tde: . ~u.eda t.:/ poiJ)JoNtio 

ctl3 
+ h)z. f- el -¡- r) ==o 



/a .s- co¡¡,-;;/o.Hfe.s .se. 
e i one.~ ini C/Q/e:s 

obf·tenen de 
• • •• 

.Yo .J Yo 'J Y" 
• Ett oca.sior¡es /(k.~ ralce.:s so11 co,;¡pi.::Ja.~J 

. de. dCJI!c/e /a.-s soltt.clo~Je s e or1~e:s po!tdel? 

a. (a f-eor/á. da. varit:~hle con~p!e.Ja.J la. Cl.!.tl/ 

s-e l'netlcioi!Q.ra" hre veme1{fe de.:spué.s 

~.3 ~ .. · e c[lculo ele ecua.c/ones 

ciales p~rciales 
--.-:...-. --------. --, . ......, 

• Tq_ntbién en es fe ca.s o · ha,y d;fe re11 -· 

f·e:::. proced;rr¡fentos _,~ .:se,CfÚ'' ..sea. e/ 
lipo de ect~..a_c¡ó,, J p. ej. fJtii"C!. las de 

/a. fbnna. . . 

J'¿. · b 'dl.~ ;)1.7?- ... ..L'/x a e d ~) a dXl. f Jx~y·T C oyi -Tl'~~~7fXJ¡y 

la.~ t:.!t.:.dt-.. -; .se c{((.!:/.h'cQi-1 e11: 



.. 

?4;.}:, -

• 11iperh41tcr.ts _; s / b ~- 4a e > o 
( P· 6J · 1 a ecua ciót1 de onda) 

• 
~ 

'Para.b(;Jica.,.:; J si h ~- -1a e = o 
( P· ~.i- la. ecu.ctclÓJtt de d;ftts/o~n) 

E//ph·ca5 J .s/ h¿- ~a c. <. O 

( P · eJ · la. e e u a.c. IÓn de. lbis.s:o't ; lap!a.ce.) 

Lo.-;. ,~,¿ledos a..pllcab/e.-.: a. ella..-:, .os e"! ~ 

a) Superpostctón de au.fofunclones .. ( ec. ele 
.. 012 da..) .. .. 

b) Tn:tnsformada de L aplt~ce e e c. de d;fu. S/Ón) 

e) Funciones de Gre~ (e e. de PoissC!Jn) .. 

el) SeparaciÓn de VC/r!a.hles (ec.de LQp/a.c~/ 
e e .olt!.. c:>~-teftt ) 

! o.-s fr·c:: .. '-· l~pc;.s d-e. eo..{a..r.fon~:.': :; e pctc.d:=;.;!. 
· pl·e.'iettfru·· COI'I/o ca.so-: parftctllro·e.s · dE/ , 

/}!C•q..:./ü /Jf'.".l!é:rt:¿/ dii!Clflt/CO i:/e V/brQC/01/€ 

Mx-rcx +~<x -=f(t)" 



; 

1 
i ' 
! 

1 
1 

' 

' I'IQ ~~ . .J.<"- • j 1 j 
" V( ' u.- ~2 r9enerculi':<l. a cc,r;rlf¡uo y 

Oct. e. .: 2. ft· ·a 1 .. -{, ·1. ,.- "' . · __ ,.:;,re. ,,ta. e. 11 · 

fl~t,J¡~) ~zs t lf{x/~~) ~ .s + G V~ ·= {(X/}1¡~/-t) 
at~ t . 

(s: desp /Qectntienfo) 

r-tté e.::; lO! fNode.h Yf! cis r9t:.l'lerr¡/ )14(}. /a e_¿,¡__, -

c./o;; dé. . la e.!a.-sf(cJ"c/acl ~ Jtt ?tlé: /J--tc!aye. e.! 

lei~r;¡ii'!!J · de c/isipa.c/Ó;¡ ele et.~J;r¡/a {z!l fermiYJtJ) · 

· .::- · LL( 11 ) f(.x u - ~) son IJ u lo.-: st: f·.,·ce,.'L> .~ .. • .;;:. J rr . X, .1 ¡t: .Y 'J .1.1 ~ 1 t: ' "" ':. 

ec..t.,L:.¿cJ'ú;l dT::. Ol'!da. 
' ' 

~ls ~r-7-z. o -=:C vS 
bt~ ' 

j¿s _ · 1. d"t.S 
~ t~ - e ~ xz. 

s < ~'!pone. 5:::. X(><) T{:t:) 

CJ(/t":JI!Cc.:, 

..:¡, 3 ,¡ 

_\¿ -· 
--:a;;....__s :::::.. T X 

~l. •• 

. .'1 . ~ ;. =- X T óx'" · 

i 

.t¡.3.'Z 



re~ntplo.~_..:mdr,. (a..s 
~."j./ 

•• • • 'l.x 
C X =-O· T --

T 

•• ., k X 
1 == k T .Y X = ~ . 

r¡.ue sm, tJ.It pqr d..:: ecu.o.r.ianii:..~ · 

/e.~ ~f.(:: se resl.{e/ 'l€;1 COI~!o · se 
el hJcJ.-; o 4. 2. 

.~ 

v!'o er( 

de lt {c-úri,f. q¿ van·a.ble c:o;npkia. s~. -sabe fP.I(é: 

e¡ k't:::.. cos k' t t- i sen k't 
eikt::. cos k't - t' .sen k' t 

d< d~,:(l~·. TCt)== {Q,tQ'Z)cosk•t+-(tl1-q.,_)¡"sen k't 
1 a.:./ fd,.~l. t:! -c:J~. t-2Q/ T(f) = C1 e os k: t 

. o.;t;.!~~1-111/t:l!lt X (X) :=.C ~ co.s k~ X 



elt folle". c . .:.. 

S(X1t) =- C3 C.os k~ X cos Íf~t 
(/!1~ ta.111bú!n e?ufvctle. . a. 

S ('J.,t) = e s~n { ct t-X) 

o ... s{x
1
t)-=. e sen (ct ~x) 

e11 ,f/f:.tJl..rct! s(X/t)= t¡J,(ct tX)+-<P~(ct-:x) 

Teor/a de Vttrio.ble • Complej~ 
... ,. ..... 

• ¡,·:; e./ ynt:lii~J~ C?pera.ciorKd~ de UN co;v'!otfo 
· {/¿ r:::J¿n¡e.J-d!J:-> ( fi/JIIIer()s col'lp)eJos~ de lo.-:. CLJ.rt!e::. los 

nu;;¡erC/.;, t-e.q/e..t; . e.-s a;¡ c..aso pqrflcl(./aJ· 
• 

• :Stl uh ltdad eJ1 di'm~ica. ¡zrt€d(r NltltJili-esra./ p;es:Jo 
pttt: CtJ;#tl se v!'tf aHks eJf ecuaci'ó#¿.-; dikreP!CJ'rt/l.'.~.J. 
IIft/ c)¡,a.t_; ele .5ti:S S(,)ft/·C/c»!l~ SCI/ rtti!CJD~.es Cti-'11¡1)/é/t!_; 

• (6, t¡¡e;Jt~!o eJ? el rJtifoclo ele .serle..~ ele ~l'lcJo;Je5./ e} 

crat/ :::; /r1-r:: ¡xtm 11t1.1d!as lipt:J.s t/e ec L(QCiM~.'- d ¡fe,·enc¡'Q/t..'-

• La.-: o~ra.dOIJe.~ te!t1encl1::. i)JtjJiiCQ~I €.1! realicl'tr/ 
/a.i l'c.lh.-: · ele Sf/-"!tt .Y prcxlt~db. 4~~t 6i~N!/tl'S (f/.?{1/;m/t:aj 
(por tener pqtf~ ret:t/ e illltl.fim"'tV, Co11 /ct c,?,.:l..!.ft:. .. 
rl-s/,·c.c~ f!/!: t.' X ¿.: -1 (/: nÚ~rD /lllllJillfTID)., 



,. 

¡' . 

rt~.:. 
: .. 

• E./ I1U;I/€ro / a/ (U:/7.[q¡.· C~#l~ ra c/tJr intp/JCQ. tb, 

[ljr(/ r;/-:.. 9t/' e~J e/ ¡:;/e¡;¡~. c()~N,t;/yó eJJ se~tht:lo .co;¡/n¡do 
ct. /a.-:. IN:/1/t:.ci//(!s· del re/q¡ _; el'/ fa11fo p!le -·c. /tJ 
IJCIC.:: ;:,c.¡ÚJ-.J e! t:/e d!CP.s. 

1·14 las opera.cttmes e/eflle~tfqks. s~J?: 

(Cl+bi) t(c+di)= (ate) +-{btd) i 
(ctfbi) -(c+cli) =(a-c)+{b-d)l 

(a+bi)·{étcJi)= ac tad,.+bci .+ bdi't 
· =a. e tcad rl:u:.)t - bd 

= (ac-bd) + (tJd+bt:Ji 
/"+b ') ..!-(. c+.J·):. (Qfbi) {e -di) ( mlllflp/JcruriD y 
r t.< 

1 
• . "f' . • . .J ') divldfentlD. P'~'" 

.·· . (Croll) ( C- c.f( e/ COIIIfJ/ejtJ C&JII-

( (LC fbd) + (fJC-ad)C "jUftlt/D éle/ t/ti/D-
- . ,., /llfJt/61' ) .- -· ct. -raz. 

• Para. es/o .se debe obser~,tqr /o ~r¿¿ $'e· ha.c~ 
. a/ J·t.prc.>é.l'ff~r r¡ráh·ctJ»Jl'J!Ile 1/IICJ. f.rt;-!clo~' clt: 41/tJ.. 

vqriqJI/e ¡·eq} en u;;a. f'~.yecc¡Ó;¡ cn·fo//OIIfl.! 
y 

..:.:: ·. . . ,( ?C 
-··1(· 1 
-~ 

~ 

X 



X y 

, __ _ 
---·~ ----------____ ... -----

-----·--·-··· 

en t.ma. pioyeccto'J, px:tra/ela. 

• A-lltJFa c:.n e./ caJ.: o de lttn c¡on{; :-; CON!pk.(as 

st/e- se ·f:'!tt.d2. entp/li:tr /a_ proyecclÓ;J p(u·a·· 

/e fa_ d~ U~! pfat/() COJ'~</f/e.J D Q of-ro 

• Pe. !t (".!<!-ti 1/t/ e~ f!osibk clt!r l/11(! teprt:..'!.'€~tla.c-ic~ 
o,. t~yon:.d .Yct. ~qt· es 1t!.f;·a.cltmuts/olltd {o!Jserves-e 
a.demq'.s ¡z11e es u11~ f,t11ciÓÍt ct~»rfle.J'q ele tiJ1q 

sola. Vllr/Qb/e/ IJftrS t:/¡ft(:¡/ ae/Í, ser/11. · s¡'' l11e~ ele 
nut's· vqriqb/es) 

¡xon !e 1 t'l. e.~ e./1'1 

J'lft:~Te.WlqfJ"cq) 

., 
;:; 1 u~'! m a. pe c.-



1.4. 3.. F anciÓJIJ ex. ponencia./ coPtpleJa 

• f-:~Jo. ¿_-;: !i'!tt.!f h~¡porlct~tl€ 1 ya. ~~~!:. .se 
entph . .:.t. pcn·a /a5 ey.pQI!S/o;Jes eJ1. se~ie~ . 
t/hles: t_ara. eY!Confrar .st;/u.ci'o!Jt:s a. eaJac/o ~: 

.. r/E.-:. c/tfertt.~l cia les 

• lhra. · u;;;¡pre,¡ie.r · s!( 
vq •. .J a rdp,-esenfa.c.io~' 

empleo_~ c.ot.Jv/ef.l€ dii . .;F.r-· 

po/qr c/é:. UYI n u1,tero 
e ot'!fle.Jo 

~ -= r ( co.s -() + i sen 6) 
( i! = C(tbl) 

• • 

n e, hvJ:.:·;t po /Qr 

~- ::. re¡¡; 

. (Je l 

b 

a. il .. eJe rul 

tam IJJ·t,, .~e putde l"efJ,.t:..=:e,tko· 
• 

• e'e- ef-'-lillqk a cCI.::.tJ-+f..,~'J!f 
J . ( pt1r con ve~~t e r'tf~) p. 1.1 i:.. 

e.::. k< {"f.lttclc/J-"! t.y.p:; -·. 
"HJ c¡'n 1 C.'h~t ¡l/ E/rt 



' ) 

) 
1 ' 

._ 1 . 

. ·"· ~ . 
_ .... _.:.=-::::. ·•···•. . •.....••. ··-··· . ' ' '~ ~ . . 

• s:u. ti'tfXJ'fancla. 
~e: \r'e c:.n: 

- \ 
J '.Jc-

. j • ; ..... 

a) Por no· conocerse ,:~las. ¡;rof'led~de.s 
·del s11elo en .. todos /os -f'"11tos . · , 
~ . ' ,'•\.:' "t' · 'b) •. fbr ·no cdnO~e¡¡~ j!e~erfliJRfsflcflf!lenfe 
/as. C<tTdcfért'Sffcas J. e~~t6s Ji/ /os .SJ'Sm()sJ 

/Os éu'et/i!.s stm. proces.os. esfocdsflcoS . ., 
' ... ' ~ .. , . . , . . , ' ' . . " 

• ¡;¡, ed-=. ' Ira f.aJo .. fl~5 ettf'oct?tell/Ci~ . rn/.>. a. 

/
, - " •. ,.,.' .: ,..,- e.s J.o e a~f·, ~ ..... .. - a. !le a. /o.$ C.onrt!}/E:f:. ' 
,J.") r ,._-._-c.~u.. /1 .. .... v ... r· . '• ,., 

d"'- p¡vf,;t,;/,dal.' .Y eda.dú/Jca (f·ej tñ'et:/J~ 
coeficiente. de varfaciÓY.I./ -t.tc .) · · · ' ·, · · 

- • \' •• r .'~; ·¡';::,;~~·; ::, 

. \' ~' . . '~ 

• t.ht pH(:...,_.-:.o e;;/o~d-5ht:o p!!ecl-e V~¡·.;¿ C.CJN/C.o 

"'' e Yf'~.rin¡,;I!/D e.Jt~4/s/J'c0 · :..,n · R/ fZf"-c lf•< re.s~/:Jrd"s 
.:ú);¡ /t¡;t:.:,iC.J/2. . .:._~ o colflft:J ·Cilla. 4/sh/bt.tcl-;,-;, ele. /''"6/xt-· 

· · e j)"'eJ~ ".JO. 



~& ~bscivo.. . . , J... /. . _. ~u e. tett s 1~ rema.~ iiJ~q (.:...-; . de. ti~'! ) , 

9trul.o ol.r. libet-fad/prJede':' · e$l/~Jit:tr.>e Jos ·¡;cu·tV;Je -· 

fro.< esfa<//sh-co's: il/e: la. re•pt~e$fa a l"'dir ele . 

los de 1 a. · ex.cifttclo-¡, . · ·. 1 

• >, 

· Lo anfeli<>Y ,P'I(t:/e 'Jel!e ~ ltMrse p~tO. s;sk-.> 
de v~n"S . r.ro.d()s ele. lib~t.far/ . : _ . . 

. . . 

·. Por· ,;fi.tL /'<lrfe . en clsfem~: i,o /,~ale.>_, La. 
··,.,ayon'a. (le !tu veces no· priéf/eJI. e.,f>:-•lflfS"e ·¡,.., 
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CAPITULO 1 INTRODUCCION 

A> ELECCION DEL TEMA 
B> INVESTIGACION BIBLIOGRAFICA 

· C> FORMULAC ION DEL MODELO MATEMA TI CO <O EXPERIMENTAL> 
D> PLANEAC 1 ON DEL TRABAJO 
E> RECOLECCION DE DATOS 
F> EJECUC 1 ON DE LOS TRABAJOS 
G>. INTERPRETACION Y COMPARACION DE RESULTADOS 
H> GENERAL 1 ZAC 1 ON 
1) CONCLUS 1 ONES Y RECOMENDAC 1 ONES 
J) COMUNICACION MEDIANTE REDACCION,DE :INFORME 

A> ELECCION DEL TEMA 

"EL PROBLEMA DE INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN LOSAS DE CONCRETO" 

•. 

. ... 

1) PAVIMENTOS 
2) CIMENTACIONES 

: 3> PRESAS 

. .-.-.:=-.~ 

- PRESA: OBRA DE INGENIERIA CIVIL CONSTRUIDA PARA RETENCION DE AGUA 
- OBJETIVOS: . 

+ DOT AC 1 ON DE AGUA A UNA POBLACION . 
+ R 1 EGO DE TERRENOS DE LABOR 
+ NECES 1 DADES DE ENERG 1 A ELECTRJCA 

' * ASPECTOS FUNDAMENTALES INVOLUCRADOS: 

+ F 1 LOSOF 1 COS 
+ CIENTIFICOS 
+ TECNOLOG 1 COS 
+ ECONOM 1 COS 

. +SOCIALES 

1 • 



8> INVESTIGACION· 818LIOGRAFICA 
CAPITULO 11 ESTADO DEL ARTE 

* TIPOS DE CORTINA:<FIG. 1> 
-·'·-~~-.:.--- ·- ;, 

+ HOMOGENEAS 
+ HOMOGENEAS CON F 1 L TRO · 
+DE MATERIALES GRADUADOS 

, . 

+ CON DELANTAL O .CON PANTALLA 
+ DE ENROCAM 1 ENTO: · '· 

. . 

- CON CORAZON IMPERMEABLE 
- CON PANTALLA IMPERMEABLE 

o ASFALTO 
. o CONCRETO 

• 

*PARTES INTEGRANTES DE LA éORTINA DE UNA PRESA OE ENROCAMIENTO CON ··' 
-~.-.. ·.--. ...... ,~. - -,~o-.., ..... :,;.: ___ --~-- ~ 

PANTALLA DE CONCRETO:CFIG. 2) . ·""· ,-.:~..._....,... :-.----

A) CUERPO DEL ENROCAMIENTO CZONAS> 
8) PIE DE LOSA 

C) LOSA DE CONCRETO (INCLUYENDO ~T AS) 

* CARACTERISTICAS DEL ENROCAMIENTO 

+ CAL 1 DAD Y GRAOUAC 1 ON ·. 
+ EXCAVACION Y TRATAMIENTO DE LA CIMENTACION 
+ ZONIFICACION: • 

-ZONA 1 CFIG. 2> 
- ZONA 2 
- ZONA 3 

+ USO DEL AGUA EN LA COMPACTACION 

* PIE DE LOSA , 

+ TRAT AM 1 ENTO DE LA CIMENT ACION 
+DIMENSIONES 
+ ACERO DE REFUERZO 

'. . :! ·'¡ 

./ 



HAn E 

PRESA DE TIERRA Y EHROCRMIEHTO 

r~H TRINCHERA 

PIESA DE [NROCAMI[NTQ 

·-c~RAZQN INCLINftDQ-

HAnE 

PRESA DE EHROCAnJEHTO 

-CORRZOH YERTIC~L-

PRESA DE ENtOCAnl[NIO tON LOSA 

0E COMCRE. JO -CIMMIACIOM &ICIDA-

FIGURA 1 ALQNlS TIPOS DE OORI'INA 

.... ~~--·----. 

MAXIMA SECCIOH 
CRESTA 

- nATERIAL IMPERMEABlE 

MATER 1 ALES : 

1 MATERIAL IRIIURADO 
C nEHOR OE 3• J 

a nATERIAL TRIIURADÓ 
<ENTRE 3 Y 6") 

3 ENRDCMIEHTO 

<A. 1 Y C. ConPRCTAOOS 
C. IIFUE"IIK lSI'f.CiriCIICIOM 
Q. (NR. ft VOlTEO) 

111 RAT. U•UnEfiBLE 

¡ VARIABLE 

FJG. Z IECCIOH CONCEPTUAL DE UHR PRESA DE EHROCAMIEHTO COH PANTALLA DE COHCRETO 

1 

1 
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~ "·: 

' 
-~~:.·: 
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* LOSA DE CONCRETO 

+ESPESO~ 

-CON ENROCAMIENTO A VOLTEO 

0.3 + 0.0067H CH = ALTURA DE LA PRESA EN M ) 

- CON ENROCAMIENT O COMPACTADO 

0.003H A 0.002H O MENOS 

+ ACERO DE REFUERZO CREDUCCION DEl 57. EN PRESAS CON ENROCAMIENTO A 

VOLTEO. A 47. EN PRESAS CON ENROCAMIENTO COMPACTADO> 

(COLOCADO AL CENTRO DEL ESPESOR DE LA !.,OSA> 
+CONCRETO 
+ CONSTRUCCION CEN FRANJAS VERTICALES> 
+ JUNTAS VERTICALES Y PERIMETRAL 

----------------------------------------------------------------
TABLA 1 LISTA PARCIAL DE PRESAS DE ENROCAMJENTO CON PANTALLA DE 

CONCRETO 

NOMBRE ALTURA LOCALJZACJON · ANO DE TALUD TALUD AREA DE 
(m) TERMJNACJON AGUAS AGUAS LA ~A 

ARRIBA ABAJO (m l 
' 

Strawberry 50 California . 1916 1.2 1.3 
Salt Springs 100 California . ·1931 1.1 1.4 10900 
Paradela 112 . Portugal 1955 1.3 1.3 55000 
p1pz5tn~ 67 Wr'oo ~ ¡.;¡a. ·U. 
Courtright 98 California 1958 1.0 1.3 6700 
Siw.. ~ fOl'liiQ 62 w•x'ce ~ ~ .... 
New Exchequer 150 California 1966 1.4 1.4 
Rama 110 Yugoslavia 1967 1.3 1.3 
Cethana 110 Australia 1971 1.3 'l. 3 23700 
AÜo 140 Colombia 1974 1. 4. 1.4 22300 
Anchincaya 
Golillas 130 Colombia 1978 1.6 1.6 14300 
Bai ley, R. D. 95 USA 1979 2.0 2.0 65000 
Areia 160 Bras! 1 1980 1.4 1.4 139000 
Neveri 115 Venezuela 1981 1.4 1.5 53000 
Shiroro 130 Nigeria 1982 1.3 1.3 150000 
Yacambu 150 Venezuela 1982 1.5 1.5 13000 
Salvajina 145 Colombia 1983 1.5 1.5 
Kotmale 97 Sri Lanka 1985 1.4 1. 45 60000 
Lower Pieman 122 Australia 1986 1.3 1.5 35000 
Musa 150 Nueva Guinea p 1.5 1.5 
,!&uami¡pa 180 México BD 1.5 1.5. _ .. -- ~ -· !'-Propuesta . BD=Bajo Diseno 



CAPITULO 111 INTERACCION·ENTRE LOSAS DE CONCRETO Y SUELO 

+TABLA 2 IDENTIFICACION DE VARIABLES OUE INFLUYEN EN EL 

COMPORTAMIENTO DE LOSAS DE CONCRETO Y SUELO 

TIPO DE ESTRUCTURA A B 

FACTORES 

1.-CARACTERlSTICAS QE LOS 

MATERIALES DE APOYO. 

1)TIPO DE MATERIALES. MUCHO 

2)MODULO DE ELASTICIDAD MUCHO 

3)RELACIÓN DE POISSON. 

4)RELACIÓN DE AMORTIGUAMIENTO MUCHO 

5)PERMEABILIDAD. MUCHO 

6)GEOLOG1A DE LA REGIÓN- ·MUCHO. 

7)ESTRATIFICACIÓN. 

A)TIPO DE MATERIALES. 

BlESPESORES. 

S>PESO VOLUMéTRICO 

2.-QARACIER!SIIQAS QE 1 A 
1 OSA QE CQNCREJQ 
1>0i MENS 1 ONES. 

A) ESPESOR. 
B)ANCHO. 
ChARGO. 

REG.-MUCHO 

REGULAR 

MUCHO 

REG.-MUCHO 
REG. -MUCHO 
REG.-MUCHO 

. ' 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

POCO 

POCO .c.... 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 
. POCO 

POCO 

2)CALIDAD DEL CONCRETO. 

3)MODULO DE ELASTICIDAD 

4)ARMADO 

j '·' 

MUCHO 

REGULAR 

POCO-REG. 

REGULAR 

MUCHO 

MUCHO 

5)CONTACTO SUELO-LOSA MUCHO MUCHO 
' 

6)SEPARCIÓN DE JUNTAS REGULAR POCO 

3.-kARAQifRl§JIGAS QE 1 AS 
CARGA§, 
1>DI STR IBUC IÓN 

2)0RDENES DE MAGNITUD 

3)VELOCIDAD DE APLICACióN 

4. -fAGJORES AMR 1 fNTAI
1 fS 

1 >TEMPERATURA 

2)HUMEDAD 

3)ACCIÓN DE AGENTES OUIMICOS 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

POCO 

POCO 

REGULAR 

e 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

REG.-MUCHO 

·MUCHO 

HUCHO 
MUCHO 
MUCHO 

MUCHO 

REGULAR 

POCO 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

MUCHO 

REGULAR 

POCO 

POCO-REG. 

., 



- EL PROBLEMA DE INTERACCION ESTA DADO COMO UNO DE DEFORMACION 

- LAS INCOGNIT AS BASICAS. DEL PROBLEMA SON ~AS DISTRIB\XIONES 

ESPACIALES DE LOS MOVIMIENTOS ASI COMO LAS REGIONES FALLADAS <SI SE 

PRESENTAN> 

- LA DISTINCION BASICA ENTRE LOS TRES TIPOS DE INTERACCION LOSA-SUELO 
<PAVIMENTOS, CIMENTACIONES Y PRESAS> LA CONSTITUYEN LAS 

CARACTERISTICAS DE LA CARGAs,'\ ASI COMO LA GEOMETRIA GLOBAL DEL 

PROBLEMA Y LAS CONDICIONES DE FRONTERA. 

C> FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO 

CAPITULO IV FORMULACION MATEMATICA 

+MODELOS ELASJ!COS 

"th 
·' r· . 

. - EL MODELO DE WINKLER CONSIDERA QUE LA DEFLEXION EN UN PUNTO DEL 

MEDIO EN LA SUPERFICIE ES DIRECTAMENTE PROPORCIONAL AL ESFUERZO 
APLICADO EN ESE PUNTO E INDEPENDIENTE DE LOS ESFLERZOS APLICADOS EN 

OTROS PUNTOS: 

O<X.Y> = K W<X.Y) 
O<X.Y> = CARGAS APLICADAS EN EL MEDIO 
W<X.Y> = DESPLAZAMIENTOS DEL MEDIO EN LA SUPERFICIE <CARACTERISTICA DEL 
MODELO) 

K • CO~!S:tt!TE DE LOS RESORTES <MEDIO> 

- EL ~100!::LO DE FILONENKO-BORODICH ES PARECIDO AL DE WINKLER. SOLO QUE 

LOS RESC'RTES SE ENCUENTRAN CONECTADOS MEDIANTE UNA MEMBRANA. LA QUE 

SE ENCUENTRA SOMETIDA A UN ESFUERZO DE TENSION CONSTANTE 

Q{X.Y> = K W<X.Y> + T v 2W<X.Y> 

T • Cm!ST :.~!TE DE LA MEMBRANA 
v 2 

.. OPcr::.~DOR DIFERENCIAL LAPLACIANO EN LAS ·vARIABLES X v Y 
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V • 
o} Corgo no un iform• 
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V • V • 

e) Cargo r fg ido el) Corso fl•~~:ibl• uniforraf' 

A) 

B) 

C) 

FIGURA 3 

D•Sp lozo•i•n•os ,n ,,~dio d• UW-J....,..,. · 

RlftltfiiNfll (Lflllfltfll 
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'f z 

Mod~lo d~ H•t~n~~ 

• --

X 

MODELOS DE TIPO ELASTICO 

7 



- EN EL MODELO DE HETENYI LOS MISMOS RESORTES DEL MODELO DE WINKLER 
INTERACTUAN ENTRE SI POR MEDIO DE UNA PLACA ELASTICA 

Q(X,Y> • K W<X.Y> + O V 
4

W<X.Y) 

O • CONSTANTE DE LA PLACA ELASTICA 

- SI EN LUGAR DE LA PLACA ELASTICA DEL MODELO DE HETENYI SE COLOCA UNA 
CAPA DE MATERIAL CAPAZ DE SOPORTAR ESFUERZOS CORTANTES. SE TIENE EL 
MODELO DE PASTERNAK 

Q(X, Y> • K WCX. Y> + GP V 
2W<X. Y> 

· GP • CONSTANTE DE LA CAPA DE MATERIAL 

- CON LOS MODELOS ANTERIORES SE PUEDEN OBTENER LOS DESPLAZAMIENTOS EN 
LA SUPERFICIE DEL MEDIO, PERO NO EN EL INTERIOR DEL MISMO. 

-LOS MODELOS ANTERIORES PARTEN DE UN ENFOQUE CONCEP!UAb, Q SfA vAN ()f 
LO PABIIQB ARA 1 o f.fN[RAb 

- POR OTRA PARTE. EL MEDIO CONTINUO ELASTICO ISOTROPICO TIENE COMO 
ECUACION DIFERENCIAL 

G V 2~ + (G + Al g~ad dlv S + pl = O 

G " K>DUI..O DE RIGIDEZ AL CORTANTE 

v E 
A • -- ----'..,..-- = CONSTANTE DE LAME 

(1 + v) (1 -·2v) 

dlv S = e + e + e = SUMA DE LAS DEFORMACIONES EN LA DIAG. PRINCIPAL 
X y Z . 

pl • FUER2AS DE CUERPO 

v2 • OPERADOR DIFERENCIAL LAPLACIANO EN LAS VARIABLES X,Y y Z 

-ESTE MODELO PARTE DE UN ENFOQUE FORMAL. ES DECIR, PARTE DE LO GENERAL 
A LO PARTICULAR. OFRECE LA VENTAJA DE QUE SE PI.EDEN ·OBTENER LOS 
DESPLAZAMIENTOS EN SU INTERIOR Y DEDUCIR DE AHI EL ESTADO DE 
ESfl.nZOS. 
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+ MODELOS NO ELASTICOS Y EN fUNCION DEL TIEMPO 

• EL MODELO DE RHINES ES UN MODELO NO ELASTICO QUE ASUME LA EXISTENCIA 
DE UNA C/IP A DE MATERIAL QUE ES C/IP Al DE SOPORTAR ESFUERZOS CORTANTES 

HASTA UN CIERTO NIVEL 

- SI LA FUERZA CORTANTE EN CUALQUIER PUNTO DE LA C/IPA DEL MEDIO ES 
MENOR QUE UN CIERTO VALOR . LIMITE ENTONCES EL MEDIO. SE COMPORTA 

, -
ELASTICAMENTE 

- CUANDO LA FUERZA CORTANTE EN ALGUN PUNTO DEL MATERIAL ALCANZA EL 
VALOR LIMITE LAS PARTICULAS DEL MATERIAL MDEN DESLIZAR 
PROOUCIENOOSE UNA DISCONTINUIDAD 

- LA DEFORMACION PLASTICA DEL MODELO SIMULA EL ~TE· DE Ltl SUELO 
PROVOCADO POR UNA FALLA DE Pl.taONAMIENTO 

• EL COMPORTAMIENTO· POR CONSCX...IOACION O POR-FLUENCIA DE UNA MASA DE 
SUELO ESTA EN FUNCION DEL TIOflO 

' ' . .. 
- LA • IEORIA .• OC .. BIOT. .. DE .CONSCX....lOI\GJQN. _ TOMA .EN· CUENTA -- . ' . 

EfECTOS .. .. . . ·~ 
TRIDIMENSIONALES 
.:~ .. ...... ~ .......... ... 

' . 
- LAS ECUACI~S.OIFERENCIALES OLE DEF.INE.EST A JEORIA 800 . --~ ....... -·· . 

GV2u. ·• e Be Bv · -.--==----= - - Cl- .. o 1 - 2v /Jo: . · Be . 

e ~-~~~ .. o 
1 - 2v B~ Bv (1) 

G ~-~~~=0 
1 - 2v 81J 81J 

e=e +e +e 
X y Z 

(2) 

« Y Q SON CONSTANTES QUE DEFINEN LA VARIACION DEL CONTENIDO DE AGUA 
EN EL MEDIO · . 

v2 • OPERADOR DIFERENCIAL LAPLACIANO EN LAS VARIABLES X, Y y Z 

.,. 

,.. 

l' 



CAPITLA..O V PROCEDIMIENTOS DE SOLUCION 

+ LOS . MODELOS MATEMATICOS SE FORMULAN. SIGUIENDO PROC~DIMIENTOS 

CONCEPTUALES O FORMALES. RESPET 000. PRINCIPIOS FISICOS ·· Y 
PRESENT ANDOSE EN FORMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

+ 9.9.W MEJOOQ..ot; SQJ..US{IQt{ SE QA fl 

-~\JAPIO~ES, .fQR..E~O..itiWSl. SliliAJ.lt ~~~~ 
.. 

+ EXISTEN VARIOS METOOOS PARA LA SOLUCION DE LAS ECUACIONES 
DIFERENCIALES A LAS QUE SE LLEGA CON LA MODEI..,ACION MATEMATICA. ESTOS 
SE AGRUPAN EN: 

1) -~!OQOS.CER.RADOS <SERIES DE FUNCIONES ARMONICAS. TRANSFORMADA DE 
LAPLACE. FUNCION DE GREEN. ETC.> 

_?>. -~l:OPPS ... _VI\RI.ACIONALE!? <POR INTEGRACION- DIRECTA. K:lJDOS 
. VARIACIONALES, ETC.> 

.. +LOS METOOOS QUE UTILIZAN SERIES SE BASAN EN LA llEA_~ EXPRESAR LA 
_ SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL EN TERHINOS DE UN DESARROLLO EN 
' SERIE 

+ LOS DESARROLLOS EN SERIE PI...EDEN SER: 

A> DESARROLLOS EN SERIES DE POTENCIAS 
. B> DESARROLLOS EN SERIE DE F~ 1 ER 

• LOS METOOOS V ARIACIONALES UTILIZAN EL CALCULO FUNCIONAL 

+ UNA FUNCIONAL ES UNA VARIABLE DEFINIDA EN TERHINOS DE ~ O MAS 

FUNCIONES. POR EJEMPLO. EL AREA <J> DE UNA SLPERFICIE GENERADA EN EL 
PLANO XV A PARTIR DE LA UNION DE DOS PLtHOS K:OIANTE UNA ~VA Y<X> 
AL HACERLA GIRAR EN EL E-1: X. LA FUNCIONAL J SE CAI..ClLA CCHl: 

J. 2n r2 y~ + y·2 
. . X¡ 

1 
~X ; y·.OY /'¿X 

IIJ 
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+ EL OBJETO DEL CALCULO DE VARIACIONES CONSISTE EN BUSCAR UNA FUNCION 
ARGUMENTO Y <X> EN CORRESPONDENCIA A LA CUAL UNA INTEGRAL. DEL· TIPO: 

J .. J [ Y <X> ) • ADQUIÉRE UN VALOR MAXIMO O UN MINIMO. 

+ LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PUEDEN SER TRANSFORMADAS EN FUNCIONALES. 
LO QUEPUEOE LOGRARSE UTILIZANDO LOS METODOS V ARIACIONALES. 

+ LA MAXIMIZACION O MINIMIZACION DE LA FUNCIONAL Pll:DE LLEVARSE A CABO . 
POR EJEMPLO. CON EL METOOO DE RITZ O CON El K:Topo DEL ELEMENTO. 
FINITO. 

+ LA IDEA DEL METODO DE RITZ CONSISTE EN QUE LOS POSIBLES V AL ORES 
SOUJCION DE LA FUNCIONAL SE CONSIDERAN SOLO EN ~ CAl-PO LIMITADO DE 
Cl.RV AS CU: RESULTAN DEL DESARROLLO DE LAS CCM31NACICH:S LINEALES 
ADMISIBLES DEL TIPO 

n 

Y n • L O( l W 1 <X> ; W l <X>· • FUNCI<H:S DE PESO 
. l .. 1 

+ LA FUNCIONAL SE TRANSFORMA ASI EN UNA FUNCION DE LOS COEFICIENTES 

o( 1 LOS CUALES SON LAS NX)GNIT AS DEL PROBLEMA. 

+El foUODQ.[Eb f1 EtfNTº fN!O [§ lli trnm EN P. <M LOS ffiOBLEMAS DE 
-KCAN!CA OC lfil!{)l) C?!IN (§ OLE lEO SATISfACER LAS ECUACIONES DE 
EOUI..IBRIO. RELActiMs CH14All::AS Y LAS ECUACKH:S CONSTITUTIVAS.~ 
J&H§fORHAN EN UN PBOO! 00 EN EL Qll: SE MINIMIZA LA Et€RGI~ POTENCIAL 

" WOOf:1ACION. 

+ LA OI:RGIA POTENCIAL DE DEFOOMACION ESTA DADA POR LA INTEGRAL. EN 
TOOO El VQl.KN DEL MEDIO. DE LOS PRODUCTOS (]i, · E;.. 

+ EN LA NA TUUUZA AL APLICAR FU:RZAS A lli SISTEMA ES!f & rt"[PRMARA DE 
1 TN "'t'P' <J E sr COtli\JtA IJ 'flk)f? CANJIQAQ rF Dfi?G!A. 

+ El PRaUHA SERA ENT<NIS D«nfTRAR LAS Fl.JCKH:S (f" <X.Y.Z> Y 
€ <X. Y .Z> T AL.ES QUE MINIMICEN LA ENERGIA POTOCIAL DE DEFOOMACION. · 



+ LA SOLUCION A LA QUE SE LLEGA CON LA MINIMIZACION DE LA ENERGIA 

POTENCIAL ES: 

DONDE 

[ r ] • [ K ], { 6 }, 1 
·~=--= - -

. [ F ] .. . VECTOR DE FLJ[RZAS ACTUANDO EN EL MEDIO 

y 'A: 

y 

DONDE 

[K ]T • MATRIZ DE RIGIDEZ 

{ ~ } • VECTOO DESPLAZAH lENTOS 
'. T 

[E]-[s]{cS} 

.· [<r].- [o][ E] 

. [E l· HURIZ'DE DEFORMACICH:S . 

[ B ] • MATRIZ DE CONSTANTES 

[ <:r ] • MA TR 1 Z DE ESFUERZOS 

PARA EL CASO BIDIMENSIONAL 

1 v 
E [o] • "V 1 

(1-Y](1-V) o o 

o 
' o 
f- )1 

2 



D> PLANEACION DEL TRABAJO. D RECOLECCION DE DATOS. Y F> EJEC~ION DE 
LOS TRABAJOS 

CAPITULO VI ANALISIS REALIZADOS 

+ EL METOOO DEL ELEMENTO FINITO APLICADO A PROBLEMAS DE MEDIOS. 
CONTINUOS PERMITE LA SOLUCION DE PROBLEMAS COMPLEJOS. COMO ES EL CASO 
DEL ANALISIS DE LA LOSA DE CONCRETO DE LA PRESA DE AGUAMILPA. 

+ LOS ANALISIS REALIZADOS SE AGRUPARON EN DOS GRANDES FAMILIAS. Cll: 
SON: 

1) ANAl !S!S ~A§TICOS-LINEAbES 

· {>l ANA! !S!S NO El AST!CQS-HO 1 ltf"A! ES 

+A PARTIR DE LAS FAMILIAS SE CONSI~RARON LO$ CASOS SIGUIENTES : 

Al ANALI§I~ D éSIIC,Q:J..Itf;AI SIN ,ANA§ EN P! ANOS YfBIJCAI ES 
Bl ~AI.I~S El A!)IICQ-1 ltf"A! CON Ml~ El [XQ.~§. EN f\ANIJS 

VERJICA! ES 
.Cl ANAl !S!S NO El ASI!CO-NO lltf"Al. SIN JJNTAS EN PL~_YEBTICAJ.ES 
Dl ANA! IS'S NO El ASTICQ-NO 1 KA! CON 1 1 !ITAS fJ fX!f31 ES fN p! ANOS 

VERTICAl ES 
El ANA! 'S'S NO El 6$T!CO;MJ 1 lf"AI ~ B fNTAS fl fXR ES YfRI!CAI ES EN 

1 A fRANJA CENTRA! QE 1 A L QSA 

• CONSIDERACICH:S EN LOS ANALISIS: 

+ LAS LADERAS SE CONSIDER~ EK'OTRAMIENTOS ROCOSOS PERMITIEt{)() SOLO 
GIROS EN ESAS ZONAS 

+ EL CONTACTO ENTRE EL Sl.RO Y LA LOSA SE CONSIDERO RUGOSO 

+ LA LOSA SE DIVIDID EN DOS PARTES DENOMINADAS "CAPA 1" Y "CAPA 11" 

' r 
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b >Dim•nS ion• S d .. lo losa 

fig. ~ Formo ~ di~f'nS iont>S df' la prt'So df' Aguomi lpo 

~ 
d, .... i •• 

a>Stocci·ón ~o·x•mo 

1 

" 
~ -

-:- 1 
~ 

~ 
b>loSo V1Sto d! oguoS arribo 

l 

1 

MATERIALES 
I.·[HROCAniEHTO 
2.-FI~fRO Y TRANSICIÓN 
l.-CONCRETO 
tt.-ATACUIAS 
5. -MEZCLA 

COTAS EH • 

llT 
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+ EN LOS ANALISIS NO ELEASTICOS-NO LINEALES SE CONSIDERO UNA RELACION 
HIPERBOLICA PARA REPRESENTAR EL COMPORTAMIENTO NO LINEAL DE LOS 

· MATERIALES DE LA PRESA. EN LA CURVA ESFUERZO-DEFORMACION. · 

+ TAMBIEN SE CONSIDERO EL EFECTO DE ENDURECIMIENTO DE LOS MATERIALES 
POR ESFORZAMIENTO <CON DEFORMACIONES PERMANENTES> 

+COMPORTAMIENTO DEL MATERIAL DE APOYO DE LALOSA: 

1> DURANTE LA CONSTRUCCION EL C0~1PORT AMIENTO DE LOS MATERIALES 
CONSTITUTIVOS DE LA PRESA ES ELASTICO-LINEAL Y SUS PROPIEDADES SON . 
LAS SIGUIENTES: 

os E. X 1 

(KG/M2 
---·--------------+-

LOSA 2000 

~TAS VERTICALES .0001 
JUNTA PER 1 METRA!.. .. 0001 
(SI LAS HAY> 

MATERIAL 5 
MATERIAL 2 
ENROCAM 1 ENTO . 

' 

15 
18 
15 

) 

V 

.30 

.40 

.40 

) .20 
• 15 
.15 

2) AL fiNAL DE CADA ETAPA OC LLENADO: 

• 
40° 

o· 
o· 

32° 
35° 

' 40" 

c. 
(1( 

2500 2400 

. 00005 ' 1900 
00005 1900 

5 
o 
o 

1950 
2100 
2100 

SE DETERMINAN LOS ELODTOS OC SLRO EN LOS QLI: POR LO MENOS DOS 
DE LOS ESfUERZOS PRINCIPALES SON OC TENSION. O BIEN. EN LOS QLI: EL 
ESF1DZO NORMAL AL PARAMENTO OC AGUAS ARRIBA ES DE TENSION Y SLH:RIOR 
A 0.1 Ko/cM2, Y SE LES ASOCIA L}l MOOU..O DE ELASTICIDAD IGUAL A: 

E • 100 Ko/c~ 



+ EN LOS ANALISIS ELASTICO-LINEALES SE .CONSIDERO Qll: LOS MATERIALES 
CONSTITUTIVOS DE LA PRESA TIENEN LAS PROPIEDADES SIGUIENTES: 

-s-r-· 
0 V E. X 1 

(KGIM2 
-+--

2000 LOSA 

JUNTAS VERT 1 CALES . 0001 
JUNTA PER 1 METRAL . 0001 
<SI LAS HAY> 

· MATERIAL 5 
MATERIAL 2 
ENROCAM 1 ENTO _____________ __,_ 

A) [SFU(IZOS HORIZONTALES 

n•• Lt.-:• """'''MIM MÑIII.M . 

• _ .. - -· LOI -~-~ 
Nll'CCCI ... LM , ............ 

15 
18 
15 

) 

.30 

.40 

.40 

.20 

.15 
.. 15 ' 

() 

-

' e 
( 

40" ' 

o· . 
o· . 

32" 
35" 
40" 

----s 
, X 10 

Ko/t/-) 
-+--

2500 2400 

00005 
00005 

·5 
o 
o 

1900 
1900 

1950 
2100 
2100 

. 8) UF'UUZOS VI:AIIC~CS 

Fig. 6 ESFJJERZOS=cE.~ lA §[[E 'QN t1EUC 1 nA_, 

- ! ••••"'' , ... ,;,. . c..-.nr• 



. + TAMBIEN. SE COMPARA EN CNJA ELEMENTO EL ESFUERZO DESVIADOR (CI', -cr! > 
CON EL QUE CORRESPONDIA AL DE LA ETAPA DE LLENNJO ANTERIOR. POOIEI{)() 
SUCEDER DOS CASOS: 

1.- SI EL ESFUERZO DESVINJOR SUFRID UN DECREMENTO A RAIZ DE LA ULTIMA 
ETAPA DE LLENADO. SE CONSIDERA QUE EL ELEt-ENTO SUFRID UNA DESCARGA Y 
SE LE ASOCIA UN MODULO DE ELASTICIDAD ·. . • ~l 

CONSIDERANDO DEFORMACIONES PERMAti:NTES, E : 3 QOQ (o¡) · 

2.- SI EL ESFUERZO DESVIADOR SUFRID UN N::REJ.ENTO, SE ESTIMA EL VALOR 

DEL MOOll.O COOSIDERAI{)() LA fOR~SI!!!PBOO fSIAgOR Kptm] · 

+SI UN ELEJ.ENTO LLEGA A LA FALLA~ ESFURZO C<lHANTE SE SUPONE·.QUE .. 
SU MOCU.O DE ELASTICIDNJ <E> ES IGUAL A 100 KG/cM2• ., 

1 L 

............. ~ 

---- ----l 
............ ............ 

~ ~ 
t0 • l'eSe <•" j ... nras tl~•iltlt"S V¡prticai•S 

(l 
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• RESULTADOS OBT[NIDOS : 
•' 

+ LA TABLA SIGUIENTE RESUME LOS MAXIMOS ESFUERZOS QUE SE PRESENT ~ 

H 
L 
• 

EN LA LOSA PARA LOS DISTINTOS CASOS ANALIZADOS ' 

---:-- ,------ --
CASO SENTIDO MAX. ESF ALTURA* MAX.ESF. AL.TLRA 

DEL TENSION (H) COMPRES lOO (H) 

ESF. (KGIH2) (KG/H2) 
---- t------- --,~--

A H 110 60 H L 305 63 H E.. 
A p 38 68 H l 45 5 HE 

H ."100 54 H l 263 63 HE 

.. 6 . 160 H l 110 O t1 E 
,, ,' --

'260 ;\' 

70 H L 650 63 HE 

e p 200 70 H L 40 75 HE 

o H 250 , 55 H l 450 40 H E 

o p 195 68 H l 100 O M E 

E H 210 70 t1 L 650 63 M E 
p 250' 70 H l 40 75 M E 

= HORIZONTAL ; P = PARALELO A LA LINEA DE HAXIHA PENDIENTE 
= CERCA DE LAS LAS LADERAS ; E ,. EN El. EJE DE LA LOSA 
EN RELACION AL PUNTO HAS BAJO DE LA LOSA 

-- --- - - e 'o S o A - - e oso 8 
- - - - - - e oSo e 

e oso o - - - - -· e oso E 

....._ 
e s <. > 

F i g . 8 . O~ S p 1 a z a m i ~ n t o S • n 1 a S • e e i ó ,· t r a n s v ~ r .S a 1 d • 1 0 

P r • S a d • A,g u a m i 1 p a a 1 f i n o ( d • 1 1 1 ~ n ., d 0 

'D 



+ T • n S i o~n 

- Co"'Pr•Sio"'n 

-~--------~------

. ·~. 

. ) 
+ T • n S i o·n 

- CoMpr•S io'n 

·,, . ..,.:,.-; ·. 
('~f ·.~ 

b ) 

+ T .. "s :ctn 

- Comprt'S io'n 

b ) 

fl(;. :} ~~:,.CAPA 1 DE LA LOSA 

o) [SrUERZOS NORnAI..ES HORIZONtALES 

b ) ESFUERZOS MORMAI..[S 'ARALELOS A 

I..A LIMEA 0E KAXIMA PEHCI[Nf[ 

e ) ESFUEI!OS CORtANTES PARRI..ELOS A 

LA LIME- DE nAXIMA PENDI[Ht[ 

rs,uuzos IN ••'• • 
2 

1 

+ r .. ns ictn 

- Comprf'S iOn 

FIG;lO ~.c. CAPA 1 DE LA LOSA 

o) ESFUERZ!JS NORMALES HORIZONfRLES 

t. ) ES,UERZOS NORMALES ,ARALELOS A 
LA LINEA DE MAXIMA PENDIENtE 

) ESFUERZOS CORTANtES PARALELOS A 
I..A LINEA DE nRXIMA P[HOIEHTE 

ESFUERZOS EH "•'• .. 2 

.11 



(;) INTERPP.ETACIOt-1 Y cet-lP<\RACH.lN: DE RESULTAOOS 
_ -~~Tu.n.q_ YH---- --------------------------

° COMPARACION DE RESULTADOS 

'f 

Figura 11 

Dllrtr'ilu::i&1 de esfuerzos en \:11 ~teri.al eUstico 
(placo de boquelita) cletenünocb ..., 14 tbica de . 
foto • elastieidad . 

. + LAS PROYECCIONES DE LOS ESFUERZOS CONCUERDAN CUALITATIVAMENTE 
CON LOS PRESENTADOS POR LA MASA DE LA CORTINA (FIGURA 6) 

t 

. 

/ ~ 

' 

Figura 12 

1 

ESC.VERT. 250 f1f!DJV 

ESC.HORZ. 0.5 S/OIV 

P~ESIOH OE CONTACTO 5.5 Kg/o•" 

D•fltxion•S d• un povim•nto fl•xiblt 

(m•dic iontS tn uno pisto d .. prv•bo) 

·'+ "LAS ZONAS DE "TENSION y .COMPRESTON CONCUERDAN CON I..AS P.RESENTADAS 
POR LA LOSA (COMPRESION AL CENTRO DEL AREA CARGADA Y TENSION EN 

1 



~ [telkl • ..... ID di ;to,llllfn 
o 1 

eo 

o 
; 1 1 1 

-, .... ~ ..•. , 
o 

f . g 13 ·~ ........... zamiento de los rulos IDealizados en la tola. · sobre 1 • -~~ - .... ~ 
un corte x•o 

+ SI BIEN EN CUAm'O A OI'DENES DE MAGNITUD LOS '005 

ANALISIS .(1. -BASAOO EN LA EXPP.ESICJl 'lE BOUSSINESQ 

Y 2. - CON ELrMENro f.INI10) NO CONCUERDAN, . EN ro.~·I.A · 
CUALITATIVA SE AS&IEJAN UN POCO MAS 

+ LAS DIFEREf¡CIAS ~DEBERSE A LAS HIPOTESIS 

AOOPTADAS (LOSA CON rrnJ'ACIO LISO CON LOS l·lATERIALES 

DE .APOYO, EN EL PRIMI1' CASO, Y CON CONTACIO Rlr.oso 
EN EL SEGUilOO C.ASO) 

···+ 

•-:. 

o.o ..... 
+ + 

' 
a) Zonas de compresiÓn y exte~sión (direcciÓn x l 

,;: .. -.~· o.o .no 
+ + 

·~ 
' 

b) Zonas de comoresiÓn y extensión (direcciÓn y l 

FIGURA 14 



.. 
• INTERPRET ACION DE LOS RESULTADOS: 

+ EN LOS PROBLEMAS DE INTERACCION ENTRE LOSAS Y S~LO (PAVIMENTOS •. 
CIMENTACIONES O PRESAS> INFLUYEN LOS SIGUIENTES FACTORES: . 

'A> PROP 1 EDADES DE LOS MATER 1 ALES 
. 8) RIGIDECES RELATIVAS 

C> CLAROS DE LA LOSA 
D> SEPARACION. DE JUNTAS· 
E> D 1 STR 1 BUC 1 ON ESP AC 1 AL Y TEMPORAL DE CARGAS 
F> RELAC 1 ON ENTRE EL ESPESOR DE LA LOSA Y SUS OTRAS DlloENSICH:S 

+ pb~ERACCI® DEPfJU.DE. U.~ COMO..SE .DISTRIBlh'E__l~_OERGJA.~ · 
~ . . 

+ DEBIDO A Ql.I: LA LOSA ES MENOS FLEXIBLE QUE EL SLELO TIENDE A ABSORVER 
LA ENERGIA EXTERNA MEDIANTE FLEXION Y TRANSMITE lMA K:NOR CANTIDAD DE 
ESA ENERGIA. HACIA El Sl.I:LO DE /IPOYO. 

· + SI LA ENERGIA QUE RECIBE EL SlE.O ES SLfiCIENTE PARA PLASTIFICARLO. 
ENTONCES ESTE YA NO TOMARA HAS ENERGIA; HACIENDO OlE SE INCREK:NTE LA 

1 

Ql.I: TOMA LA LOSA. CON EL COOSECI.I:NTE RIESGO DE OlE SE AGRIETE 

+ LA COLOCACION DE JJNT AS EN LA LOSA HACE Ql.I: SE TRANSHIT A MENOS 
Et.ERGIA EN EL PLANO DE ELLA Y SE INCREMENTE LA OlE . TOMA El Sl.I:LO. 
ESTO PROVOCA HA Y ORES DESPLAZAMIENTOS PERO MENORES ESFU:RZOS EN LA 
LOSA. REDUCIEN:lO SU PROBABILIDAD DE AGRIETARSE. 

+ A toENOR LONGilU) DEL CLARO EXISTIRAN foENOS DEFLEXICH:S EN LA LOSA POR 
TRANSMITIRSE ENERGIA HACIA LOS APOYOS. 



H> GENERALIZACION, E 1> CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES . . ·,¡ 

CAPITU..O VIII CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

+ CONCLUSIONES ACERCA DEL ESTUDIO DE LA INTERACCION LOSA.:.SUELO: 

A> . LA INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA REVISTE GRAN IMPORT ANClA EN EL 
COMPORTAMIENTO DE LA LOSA. 

-· 

8} LAS JUNTAS VERTICALES FAVORECEN LA DISMINUCION DE LA INTERACCION . ' 

LOSA-SUELO. 

C> LAS ZONAS DE ESFUERZOS DE TENSION SE PRESENTAN EN LOS 
EMPOTRAMIENTOS Y EN LA CORONA. 

. ' . 

+RECOMENDACIONES PARA LA CONSTRUCCION DE LA CORTINA Y LA LOSA 

A> COMPACTACION DEL MATERIAL DE APOYO DE LA LOSA 

B> RIEGO DE ASFALTO A LA SlPERFICIE TERMINADA OCL SlllO ·oc APOYO DE 
LA LOSA PARA REDUCIR LA INTERACCION LOSA-SlnO. 

' 

C> .JJNTAS.VERTICALES DE C<WRESION EN LA ZONA CENTRAL DE LA LOSA 

O> .A.m AS DE TENSION EN LA CERCANIA DE LOS EMPOTRAMIENTOS <FIG.15} ·_ 

' ' 

+RECOMENDACIONES PARA MEJORAR LA INVESTIGACION: 

A> MOOELACioN DE LA PRESA CON LA DISTRIBUCION FINAL DE ~TAS <F.15} 

. B> INSTRLKNT AR LA PRESA ~ANTE SU CONSTRUCCION A FIN DE OBSERVAR 
SU COMPORTAMIENTO DURANTE EL LLENADO Y OPERACION 

. C> COMPARAR LOS RESU.. T ADOS OBSERVADOS OC LA INSTRI.KNT ACION, CON LOS 
CALCll.ADOS. CON EL 08-l:TO OC LLEGAR A GEXRALIZACI<H:S APLICABLES 
A UN HA YOR NUMERO OC CASOS OC PRESAS OC EHIDCAMIENTO CON 
PANTALLA DE CONCRETO. 
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Dilto"c• frorn Sourct, ft 

Plpro S.l. Aa-Ioft <JI ••rl- wa•o wlth dma- ,....., _,.. ef 
· .teady•stato P:clut'on. 

f \ the tbeoretical attenuation pmlicted by Eq. (8-1). AIÍ (oür Mil of fietd data/)) 
~ndic ate amplitude attenll.'ltion ¡;rcater than predicted by ¡;eomctrical damp-J/j 
ang nlone. · · · · . · 

l., //{ Doth gcomctrial and material dampin¡; can be included in an cxpression 
· .for .t-wave attenuation (Bomitz, 1931) as follows: ·, · 

11' w- w1 6up(-O<(r- r 1)J ·· · (8-2) . ~~ . . ' 
11 whcno " ls tbe coctrocient or attcnuation, having dimensiona or 1/diat:u.... ,~ 

(see Ec¡. 6-%7). Ec¡uation (8-2) implies that the total coergy on two c:onc:entric ¡'j ;• 
• ird'"• al tM11ii r¡ an._t r fr,,•n n poinl cneriv &ourcc ia constnnt cs.cept for the 1 

1 

....... .. :~---..-- .· . 

. ra:.U 
lt . 
)\ fn encr¡;y lost through material dampins. BRrkan (1962) su¡tsestcd valucs 'o("' ¡l 

. ran¡;ing from 0.01 lo 0.04 (1/feel) for various typcs of soils.' The so lid eun·es !l 
\1 in Fi¡;. 8-1 represen! !;e¡. (8-2) with « seleeted to lit' eacla se: of data. Tne ji 

. rangc or «in Fi¡;. 8-1 is from 0.006 to 0.08 (1/fcet). Although material dan•;:>- 1 

.ft n¡ing ocx:urs in real soil.s, as shown in Fig. ~l. it is geometrical damping whicb . r:-11 contributes most to thc attenuation of R-waves. 

1 
Thc a~tcnuation considcrcd so far has bcen assoeiated only with hori- . 

\zon.tal (radial} distante from the souree. An additional degrce of isolotica •

1
.il G e 

¡ from R-wave energy can be obtained by locating foundations be!ow 1he ¡¡' 1 

. . 1\ surfacc. lt was shown in Chap. 3 thal R-waves attenuate with llepth;· 
• ~ l.thercfore, it may be useful for isolation purposes to seat a foundation as dccp 

. &-r as practica! whilc keepiilg the sides of the foundation &eparated from thc 
: "'\" surrounding soil. . · . . 
~ ' 

' Geologlc Fonrralioias / 

~·\\\ (f il ÍS po~bJe lO sclect the site for ·~silive/truetures or i~st~ments, 
advantagc may be taken of basic geologic formations. Foundations on r.• 

. IIOUnd, dce¡>-se:ited bedrock, fo~ example, will expcrience smal!cr \'ihrali<>n J!i 
amplitudes than foundations on weathered mateiials or soils subjeet lo thc i!: 
same cxcitation. Scismolo¡;ists havc found that abandoned rock quarries · 

\\provide excellcnl sites for "quiet" seismograph stations. The dep:h of the 
1
p 

quarry scrccns loe~! microseismic "oise and the frc.hly exroscd rock at the ¡l 

l 
quarry Ooor is an execllcnt foundation for i.nstruri1cn1s. lllincs ar.d u;,ó"- ·¡l 

\ ground cavcrns havc si•nilar advantagcous properties. · 

1 
11 has bccn su~csled by gcophysicists that isolation can 1?- áchii:,·ed by 

ltocating afoundation in a proteetivcnatural geologic structure lilcc a ~yr.r.ii~e. 
Also 11 decp valley or a mountain rarigc may aet as a barricr lO lon~·¡>:ricd ·, 

.¡\\ •urf3~c waves if i~ is situated betwcen the source of excít3tiori ar.d -;.~¡:e to ,¡' 
U be isolatcd. · . · . 

8.2 lsolation br. 8a rrle~ 

1 
1 Exa'"·"ltsfirom l'ractit~ . 1 • 
1 1 " 

1 milh.-ú vihr:lti,ms hy thc .inst:t1lation or wnvc h:uricn;, h:as bC"C:n 3ttemptcd 
. l) ' holation of struetures and mnchine roüiidations from grounú-:rans-

m:\ny ti mellO. :tnd ha~ mct ~·ith vario u~ do:grces or success. O;~.rk.rt n ( 196:!) " 
fC('OT\dl·on 30 annJjc;ltion nf an OI"''CI\•\rcnch nnJ shcdaW:11: b;1rric:- !.t' ;,_,,\.lte j Í 

~ t¡;¡" building from'·:;.,mc indueed vÍbr•tions, as •hown in f'i¡;,. 8-~. Th;, in- i} 
11'--\ ¡&tnllation was unsucccssful and vibrations from the •treet oon:inucd to 

® . ~~ - :-· . ' 
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~UAP. 1 

11' 

. . 

. ' 
Fi¡uro 8-1, lsolatl011 ol IMolldln¡ ,.,.. · tnii'IC ln4 .... .,¡~ (of!M 
Botk••· 1962). . ' ' . 

' / . . 

. 

. 
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Plan 

· l!twotion . Grovel 
Benfonite-Siurry 

· Treneh 

· fl¡uro . Julldln¡ laolatloft Ulla¡ bontonlcMiurry, ftllod trolldl (oflor . 
H..,._,;rfn¡. 

... · 

1 
1 

OC:C. 8.2 

. . 

• 

-· .... _____ .......... . 

.. 3'Void 

Soil 

Sensirive 
lnslrumenr 

ISOL4T10N aY DAUJDlS l"9 

. 21' 

·illl . . . 
Flpre ....... holatlon of standafcfilabontory (oft.r McNeill et al .• 1965). 

11\ afTcct thc building advcrsely. Dolling (1965) ;nd !'!cumeucr (1963) rcpc-rtcd f¡ 
on lhc use. of a ·bcntonilc-slurry-fillcd trcnch to isolatc a printiog plánt in '/ 
Bcrlin from vibrations gcncralcd by subway trains. This applicatior., asl 

~ ~lshown in Fig. 8-3, was reportcd as successful bcc;mse thc amplitude ofvibra· 
lfi' tion in lhc printing plant aflcr trcnch installation was about onc-hah' tte 

amplitudc befare trcnch installation. 11 should be note<! that a reduction of ; . 
onc-half in vibrntion amplitudc would usually not be considcrcd adequatc. · 1 

, ~~·p-.:icNcill, Margason, and Babcock (1965) reponed thc suO.:mfulapplic~tioo 
· ~~~a trcnch and sheet-wall barricr to isolatc a sensitivc· dimensional-stan<!ards 

Jaboratory, as'shown in Fig. 84. This isolation syst~m·cf:'ectively liaritcd,.; 
accclcration orthc slab to thc owncrs' specification (muirrium acceleraticoA of'; ¡ 

... 100 micrOof). . · · - · · . 111 

' . 
' •. 

1 Exprrimrntai SruJy of Trrnclr and Shut- Wall Darricrs . 

.f_& ·. In most n~plications of isolalion barrie~,. ~e sh~~ and sizc o:· the 
"bilrricrs havc bccn sclcc:tcd without bcncfit of a rational design proceolure. 

1 
Barlc'an (196~ atrd Dollin¡¡ (1965) rcporlcd on flcld invcsti¡;ationl stu<:ying ;1 t. \ 

tbo clTcc:tivcncsa of barric11, and somc guidclino ro~ barricr. oiz.c and s!lapo ! \ 
1 

· \1 ~~ illdica~ Tbc tcats by tbole inve&ti¡&IAXI were li#c:'A ill scopc,® ! 
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fl¡wr~ S.ll. Amplltudo ntlo contour dla¡ra"' U,.,. WeNs. 1968) .. 
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Flcure a..IJ. Plan •low of tlelcklte layout for panlwe lso1•ti0ft (/,.., w-. 1966). 

\1\ footings, a trcnch barrier, and 7S pickup benches. For ;:,;s series of tests it . 
wns assumed that the rone scrccncd by thc trcnch would he symmctrical . 

' R~U( lhC 0-;t )ine; lhtfCfOfC, Surracc-motiOn mC3SUfCmCnC~ 'Mo(1'e m3dC fOf · 

f\1 1 Ow" ve lcngths from the source. Thc sorne critcrion for screcnin¡; ciTcctiveness J t ; • ~~ onty one-half of thc scrccncd 7.onc. Symmctry of scrccning cffccts b:d bcen ¡>.-1 
(amplitudc tcduction of 0.2S or lcssfwhcn :~pplicd to trcnchcs of :lngul:~r 1/ ~f~ J. ·:~lfC3dy suiToc:icn:ty establishcd in thc activc-isolation tc.ts. Thc variables in .• : 
tength lcss than 360" sho,.-ed that the aamc sc:~led trench dcpth H/Ln- 0.6 /i J ~ -\1 t~esc tests wcre tn:nch dcrth /T, trcnch lcngth L, trcnch wi<!th IV, and thc 

-~ is rcquircd to prod1oc:c an ciT,-.:tivcly scrccncd >.one. , d1stancc from thc sourcc of c.citation to thc trcnch. /1. 
·JI' Furthen cxamination of all tests for active isolation indicated th:~t • -~~~ To study passive isola_tion, tronches ranging in size from 1.0-ft dccp by 

- 11ampliluJcrcductions grcatcr than onc ordcr ofmagnitudc are not Jikcly lo be ~~~1.0-ft long by 0.33-ft widc, to 4.0-ft dccp by 8.0-ft Ion¡; by 1.0-ft wide w<=rc 
1' achicved·using trench b:lrricrs up to 2 wa,-c lcngths (H/Ln- 2.0)"dccp. Tbel) - employcd. By locating thc vibration cxcitcr at twQ dista~ccs from th•:s: •, 

tesis hy narkan (1962) and Dollin¡; (196S) indicated •imilar rcsuhs. 1 _ trcnchcs nnd-lBin¡; four fre<¡ncncic• of cxcil:ltion (:!00, 250, 300, :~nd Jso;¡' 
.·"'-. cyelcsfscc) a r:angc of cight II/L11 r.atios (R/L11 - 2..22 to 9.10) was obuilled. 

·1\ PassiYe·lsolatioa. tesu. Thc test sctup -for passivo -isotatioa .il abooml . . ~ Ol'f:hia_,rangc i_a R/Ln Jl!'&l nccessary to,cvaluatc thc elfccts oC thc adt<-r-
·~""·....;.··•-n .. :- e:- · L 1 '1 .,.,.. •·-· .. -.: .. _.. ,..r ._ w&t-. .. ;_..,.;~rrlll tNftl".1t tlicts,.,_ 11 .,..,. ._,_jO'~ ~"~ ........ _. 

-, 
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mza. >1.25 
c::::J 1.25-0.50 
c:::::::J 0.50-0.25 
c:::::::J 0.25- 0.125 
m::;:a < 0.125 

1 . 
.' 

/. ' . 
/ 

H/L• L/Lo · Rilo 
1.19 1.79 2.97 
L. •1.6811 

flruro 8-14. Amplltudo-ntlo <011tour dlarram (ftom Woods, lt68). 

CIIAP, 1 

-15' 

11 
From practica! con<idcrations, t~c c:r1tical dimension for trench bnrriers 

· wns thc !'Calcd dcpth lf/l.n; tltcrcforc, for each di•tnnce from thc source lhe )} 
ahallowcsl lrench which sati•ficd lite criteria was dclcrmincd, Thc mínimum . 

~\ scalrd dcplh for the passivc tronches was ¡;cncrally betwcen lf/l.n ~ 1.2 
--- '\and Ufl.n = l. S. To 'e,·aluate lhe cfTcet of to!altrench arca on thc 'ercencd }1· 

. zonc, a quantity lfl./l.j1 (scalcd trcnch lcn¡;th·timci sc:alcd trcnch dcpth) 
\l was c:oin¡.Jicd for eac:h lrench. Thcrc was a general trendtoward inc:rcasing ·· 
\\ HL/L), increasing RfLIIl' Figure 8-14shows thc amplitudc-r:~tio c:ontour } / 

dili¡:na11 ll-lrcnch whi.:h utiafoca tho criterio. · . 
.... ~ ... ,. . ... " .'· -.. ~ ... 

arc.l.l 

er-~-,~---,~---,~~~------;c.K7./L~.T.~L7./l~o, 

l-i:::;M-------r.l.~19 ~ -, .-7·8 . 

.,~ \ 
\ 

, 

o 2 

,, 
\ 

4 

\ 
\ 
\ 

o-o ¡ l. 19 1 2 ~6 
~' 1.19 3.57 
-! 1.76' 3.57 
- 17 

Trwncll 
~ 

-:· 

o;stanc:o """' S....... '' 
,\\ Fleure ~IS. Amplitud• of "rtlcal ditl' nt w. dilunce from so.rce 

"{ for fove tOJIJ (ftom Woodt, 1968). 

lS9' 

1 

~ .J~: 1 · Amplih.•dc ma¡:nification (indicatcd by . amrlituJc-rcduction-fac:t~r 
1 c:ontours grcatcr than 1.0) can be seen in F"ag. 8-14 ¡,, fronl of and near t~c 

end of lhc lrcnch. This phcnomenon rnay etplain some _of ~he fi~t unsalrs• f j. 
factory aprlicalions of lrcnch barricrs mcrrcd lo earhcr rn th11 chapler. 1 

¡\IThis mo~nificntion rhcnomcnon was also ~in the worlc by Thau anc1 Pao 
(1966) :rnd can be sccn in Fig. S.S. · . 

Curves o.f amrlitudc of vcrlical disp:.;.a:mcnl vs. dis1>nce along :1 1•~• 

lllofsymmclry from the vibrator through thc trc:nch for fivc lcsts are !ho•-n ~~ 
Fig. 8-IS. The inc~sing efTcctivcncss of &lac lar¡;~r tronches can be S<tD 1n ¡ 1\ 
the region.be,yond thc trench by thc rebr:.e position of the c:urvea fQr cacl1' ¡ 

1 tcst. Al'? apparcnt i~ this fi¡;urc ar~ lhc ~ifu:ation in front ofthe t~ l' and maiUmum rcducl10n at somo du•~ iod>ind lhc: t.reft<:h. ~ 
n "~-"' . ..,,. .. f, -~_.., ... Y.~"'d· J!,,t7 f# ,;...),. .;_, •• ;.:_,,., - ~ tllli_, .. ~.:...-~.··/;; 

1 

1 
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Siguiendo con la Idea de la metodologia de investigación, se 
puede sefialar que los procedimientos de solución se relacionan con la 
etapa de cálculo. 

Los modelos matemáticos indicados en el capitulo anterior para el 
estudio de la ·Interacción suelo-estructura se formulan siguiendo 
procedimientos conceptuales o formales, respetando principios flslcos 
y prescntandosc en for·ma de ecuaciones diferenciales. Como método de.: 
sol uclón se dá el proceso que 'transforma, por ejemplo, una ecuación 
diferencial en un sistema lineal de ecuaciones. Algunos de estos 
ruetodo·s · pueden ser: 1) los métodos cerrados (series de funciones· 
armónicas, transformada de laplace, etc.). y 2) los métodos 
variaclonales. · Los primeros se describen en el apéndice C de esta 

·tesis. El apéndice B trata el tema del cálculo funcional del que se 
derivan los métodos variacionales. 

V. l. Métodos directos en los problemas varlacio"" les 

Sólo en· casoa cxccpclonales las ecuaciones diferenciales de los 
problemas variacionales se integran en forma finl t n (ver apéndice 9). 
De 11qul la necesidad de obtener otros métodos para la ~r:>luci6n de 
culo:> pl'oblemas. Los · llamados métodos dl.rer.tns. consisten 
fundamcnt almcnlo en que el problema variacional (apéuJlce B), se 
cun~ hiera con1o llml te para cierto problema sobre el extremo de una· 
función dn un númcJ•o flnl to de . variables, suponiendo en la funcional 
''[v(a:l) 4u" las funcionas admisibles pueden desarrollarse en series de 
potencian 

~ 
! ¡ 
¡ 



o on sorles. de Fourier 

a co 

q(a:) a + + E (ancosna: + bnsenna:) 
nal 

o en general, en algunas series del tipo .. 
q(a:) .. E a 'P (a:) 

n n 
nal 

donde rp (a:) son funciones dadas. 
n 
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As! la funcional es función de un conjunto Infinito de varlablea 

u[lj(a:)) .. rp(a , a , ••• , a , •.. ) . . o l n · 

V. l. 1. Método. de diferencias finitas de Euler 

La idea del método de diferencias finitas. consiste en que se 
consideran los valores de la funcional u[q(a:)) en las lineas quebradas· 
formadas por un número n dado de segmentos rectlllneos cuyas abclsas 
de los vertices estan dadas por: a:

0
, a:+ Aa:, a:+ 2Aa:, .•• ,c + (n-1)A~ 

o o o .. 
donde. 

a: -a: 
Aa: = .t. 

0 (ver figura V.l) 
n 

!'-:-,...-/ -
,/ 

•' . • •, " " . ' v< • 1 ) 

o •• 
1 

)(. + '"_,) 6 )( 

X 

De esta muncr·o. 11}. func:lono.l <J[q(a:)) se transforma en una función 
~'( 11 ,IJ , .•• ,IJ ) , de 1 as or·denadas IJ , IJ , ••• ,IJ , de 1 os vértlces de 

1 2 n-1 1 ~ n-l 

la quebrada. 

El. n1étodo consiste en escoger las ordenadas '~t•'~a•.,. ,f,_,• de 

1 

i 

( 

\ 
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,,,.,.-,,, r¡uc ll\ función y>(lj ,y,, .. ; .v ) tenga un extremo, es declr se 
. l a n-1 

d.>lcrmlnnn las v
1
.v;,' ... ,lj

0
_
1

, del sistema de ecuaciones 

B<p 
--=o .--'"o ..... -·o 

Y . luego se pasa al 
Imponiendo . ·ciertas 
vurlaclonal. 

llmlte cuando n "' de donde se obtiene, 
rcstrlccloncs, la· solución del problema 

Sin .embargo, es más. fácil calcular el valor de la funcional 
o;[y(a:)}, en las quebradas, en forma aproximada. SI no se efectl1&. el 
paso al l~nolte, puesto que n es finito, 'del sistema de ecuaciones 

' B<p • 
--""O, ,(1" 1,2, ... ,n-U 
a vi 

• i 

pueden . determina~ las ordenadas · v , v , ... , v · , ·buscadas, 
l 2 n·l 

obteniendo as1 una quebrada que es la solución aproximada del problema 
var 1 ac 1 onal. 

V. l. 2. Método de Rltz 

La Idea del método de Rl tz consiste en que los valores de la 
funcional ·.,¡q(a;J] se· consideran solo en las curvas de todas .las 
coonblnaclones lineales admisibles 

n 

v = [a W (a:) 
n · 1 1 · 

1 =l 

con coeficientes constantes. Las combinaciones se forman con 
prlmeo·ar; f'uncloncs de cierta sucesión elegida de funciones 

11 (a: l. .... 11 (a;). 
2 n 

las n 
w (a:) •. 

1 . 

·. A:;i la función ••[y(a:l] se transforma en una función y>(a
1

, a
2 

, ... , a l 
n 

de lo5 cocf'lclcnlc!:::i ct a , •.. , a . 
1'-. a n 

Los coeficientes a
1

, a
2 

, ••• , «
0

, se escogen de 1110do que la 

función y>( ex , a
2 

, ••• , a· l tenga un extre1110, por lo que dichos 
. 1 n 

eooflelenles deben ser determinados del sistema de ecuaciones 

-- .. O , ( 1 = 1, 2, ... , n) 
a a 

1 

SI se pasa al limite paran oo se obtiene 

<JIIC es, para ciertas restrlcclones, la solución exacta del problema 
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ww \ ac i o na 1 . 

SI solo se consideran los n primeros términos 

n. 

v = E o: .., c a:l 
1 

1 1 
1 = 

se obtiene una solución aproximada del problema varlaclonal. 

V.l.3. Hétodo de Kantorovlch 

En el mét'odo de Kantorovlch la solución aproxlm:l.da se busca en la 
furma .. . 

-~~- .. Ea Ca: lli <a:. a:·, .•. ,a: l 
m k l k 1 2 n 

1~1 

en donde Jos coeficientes a (a: l son funciones Incógnitas 
k 1 . • . . . 

de una de 

. las variables Independientes a:
1

• 

La funcional ~['lo ] se transforma entonces, en 
.., [a (a: l, ex (a: l, ... , a (a: )] que depende de m 

1121 ·tDl 

variable Independiente; ex (a: ),ex (a: ), ..• ,ex (a:). 
1 1 z 1 11 1 

una funcional 
funciones, de una 

Las funciones a (a: ),a (a:), .. • ,a (a:), ·se escogen de modo que la. 
- 110!1 ·'· 

funcional ~ tenga un extremo. 

SI se pasa al limite para m 
condiciones, la solución exacta. 
obtener una solución aproximada. 

"'• se puede obtener, baJo ciertas 
SI no se pasa al llmlle se puede 

Si se escoge el mismo número m de términos en este método y en el 
de Hllz y se comparan los r·esul lados, se observa que la aproximación 
con ·el método de Kantorovlch .es más exacta que al aplicar el de Rltz, 
puesto que aqul es posible maneJar una mayor clase de funciones, 
pudlcndose escoger de entre· ellas las que meJor se aproximen a la 
t:olw:lón del problema varlaclonal. 

V. 1.4. Hétodo de Gnlerkln 

l·.,;t.e es un método. no· varlaclonal, el cual puede ser aplicado a 
¿:) rlll\l")}j PI'Ohlma:l.n no 1 lnealcs. 

LCvl .. f(a:l 5. 1 

se toma un sistema de ecuac ·.ones cont lnuas 

111 (a:),UJ (a:), .•. ·"' (a:) 
1 2 n 

5.2 

1 i ncal mente Independientes que satisfacen ciertas condiciones. 

Escc.¡.:lcndo ·la solución aproximada del problema en forma de la 
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comblrmclón linoo.l de las primeras n funciones del sistema lineal ,. ., 
;J.~. 

n 

IJ • E ex 111
1 

(ce) 
n 1•1 l 

Se sustituyen las IJn en la . ecuación 5. 1 y se eligen los 

coeficientes o:(i" 1,2,; .. ,n) de tal manera que la función 
1 

sea ortogonal a cada función U~1 (cc), (J a 1,2, ... ,n), esto· es. 

J xl [ L ( 

X 
o 

Cuando n "'• IJ tiende a la solución exacta 
n 

n 
ij = E ex "' (ce) 

1 1 
1=1 

1, 2, ... , n) 

.En.la mayoria de las veces.se escoge !'lnlo un nómero n flnlt.o.de 
constantes .x

1
; y _además no muy grande· (n ':' 2, 3, 4, 5, · y a veces Incluso 

n = l). En este caso hay que tomar, claro está., solo n funciones "' (ce) 
. . . . 1 

y elegir dichas funciones de modo que sean linealmente independientes 
(condición de ortogonalidad) y que satisfagan las restricciones· 
estaLlecldfls. 

V.2. NO::I.odo del ulcmcnto finito 

El e 1 omento fl nito es un método numérico perteneciente a la 
fami 1 la de métodos varlaclonales, que sirven para resolver problemas 
de m:lxlmlzaclón o minimización de funcionales, los· cuales a su vez 
slrv<>ll par·a r·usolvcr· ecuaciones diferenciales, ya que estas pueden 
t.ransfor·marse en funcionales. 

La nmxlmlzaclón de la funcional puede llevarse a cabo por 
eJemplo, con los métodos variacionales el metodo de Rltz o el método 
de.l elemento f inlto, o no variaclonales por ejemplo el me todo de 
t; .• lcl'i< j¡¡, 

El método del elemento finito utiliza el espacio de funciones de 
H! 1 be~·t. 

V.2.J. Evolución dnl método del elemento flnlto 

La evolución del método del elemento finito puede dividirse en 
tres (•<Wi<>dos históricos: a) El periodo medieval, b) El renaciiAlento, 
y e J El p<!l'lodo barroco. 
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rERIODO MEDIEVAL 

Esto perlado esté. cit.racterlzado por la apllcacl6n, por decirlo 
nsl a alegas, do las matemé.tlcas a los problemas de ln¡enlerla. 

Por eJemplo, en el tratamiento de los problemas de ln¡enlerla, 
los cuales presentan algunas veces dlflcultades en su ané.llsls, no 
lanto por ·su compleJidad matemé.tlca slno por el n~mero de elementos 
que se puede involucrar, un elemento estructural se representaba por 
un gran nllmero de elementos esencialmente simples, observé.ndose la 
naturaleza lndl vtdual de cada elemento. ·Luego se especlflcaban las 
variables de entrada y salida para cada ele1110nto y loa puntos que lo 
formaban y las relaciones entre ellos. 

En forma matricial se tiene 

6 

~ = J(' ue + 
1 1 J J 

~ o 
1 

5.3 

Aqul F podla representar, por eJemplo, el sistema do fuerzas 
actuando en el elemento estructúral, y u los desplazamientos de los 
nodos del mismo elemento. . 

Las ecuaciones 5. 3 Implican un comportamiento lineal; ·pero no era 
evidente que la teorla se-pudiese extenderse a situciones no lineales. 

Lo que seguia era establecer las conexiones del sistema. Primero 
Identificando un campo de variables tales como u, para representar la 
continuidad del sistema ensamblado 

uJ = u; 

Despucs, por el equilibrio del segundo campo de variables en· cada 
nodo, la ~urna e~tablece que 

-··~ n 

E ~=o 
o=l 

El sistema de ecuaciones se obtiene ·como 

Ku + F
0 

.. O 

llondc 

1 
! 
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'Auri siendo m1,1y grande, el sistema de ecuacfones 5.4 puede 
l'l!~::;o 1 v'crsc. 

EL RENACIMIENTO 

Este periodo se caracte}lza por la ~ustiCicaci6n de los modelos 
matemáticos de'l elemento flnlto empleados. en el ahé.llsis de los 
problemas de. ingenlerla. · · 

El principio del trabajo virtual representa una· propiedad 1116.8 
general. de un sistema estructural y es una erramienta mt>.s poderosa en 
el análisis estructural. El procedimiento en su Corma presente asume 
el teorema clásico que dice: sl un campo de fuerzas• esté. en equlllbr.io 
'par·a todos los puntos de un medio, entonces. la suma del . trabajo 
externo e Interno (generado a partlr de desplazamientos virtuales), 
dehe ser Igual a cero. · 

El trabajo virtual puede ser representado como la llllnlmlzaclónde 
un funcional . SI :r(u) es tal funcional,. representada generalmente· por 

. una integral tomada sobre el dominio, la aproximación de ti conduce a 
la minimización de un campo ,aproximado de ecuaciones 

(' . _. 

s.s 

·a queda definida por la •expresión 

u .. Na 

donde 

u = vector de desplazamientos . . ·~ 

y 

. N = número de parámetros necesarios para definir los desplazamientos a . 

Si la funcional 5. 5 es cuadrática, y sl 

:r=};:r 
• 

entonces la ecuación 5.5 conduce a 

U. I'EIIIul ü llAHHUCO 

Ka+FaO o 

La era barroca ha sido caracterizada por. la aparición de nuevas 
formó\S del método mediant' una tremenda elaboración de detalle, . 
yuxtaposición de formas para tratar lllll)IOr m1mero de. problemas, y 
().loaudono de lm; .modelos cláHicos con un importante registro de nuevas 
ba:;f.s cicnt1flcas y nuevas aplicaciones 

V.2.2. Descripción del método 

En muchas ocaciones los problemas Clslcos pueden 'representarse· 

[ 

' . ' .. 

1 

i 

·' 
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mntcmfltlm\mcntc por una o varias ecuaciones .diferenciales, asl 11lsmo, 
pu~dun plmit.cnrse como un problema 'iln funcl ónale'l. Luer.,., entonces, 
cuando est:J.n dados en formn de ecuaciones dlferenclu.les se puede 
transformar a un problema de funcionales equlvulente. 

De esta manera los problemas de mecé.nlca de medios continuos en 
los cuales deben· satisfacerse las ecuaciones de equillbrlo, . la¡¡ 
relaciones cinemática's y las ecuaciones constitutivas (relaciones de 
llooke para casos elñstlcos, etc.), se transforman P.n un problelllt. en el 

. que ·se. mlnimiza, la Energla Potencial de Deformación dentro de una 
reglón dada, ante la acción de cargas. , 

Este funcional para el caso elñstlco se plal"tPa asi: se. considera 
q'ue la · energla. comunicada por las fuerzas externas a un slste
materlal se transforman en Energla Potencial ,de Defor.aci6n, por 

. . . ' .. ' 
tanto 

TexL a Ep 5.6 
donde· 

' ' . ' ., 
Text = Trabajo externo 
Ep = Energla de Deformación absorbida por el medio 

La ecuación 5. 6 es válida para problemas esté.tlcos y elé.stlcos 
(No se consideran efectos inelé.stlcos ni dinámicos .que lntroduclrlan 
efectos de amorl.! ~>uamiento por pérdida de calor). 

PI P3 Pn 

. ' 
( [j)-\Ji t 

V.2 

El ti·abn,lo externo estará dado por: 

Tnt .. J F1a1ds 
. S ' 

' 5.7 

En tanto que la energla pot.enclal de deforJnaclón está dada por la 
Integral en todo el volumen del medio de los productos 11' c(dvol); ya 
que tT representa energla por unidad de volumen, en tanto que e es una 

1 
¡ 

1 
! 
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cullt.ldud.ndlmonslonal, luego la Enorgla Potencial aort: 

Ep = J O'Cdvol 
vol 

As1 que reemplazando en 4, a 5 y a 6, se obtiene 

r G'CdVol 
~ol 

Los productos son productos 

vectoriales (escalares). 

Asl por ejemplo si 

,, . U:J 
enlences: 

y matrlclalrnenle: 

En tanto que 

ITx 

ITy 

O'z 
17'1 = 

l:xy 
't'yz 

l:zx 

siendo: 

=Fc5 +Fc5 +Fc5 
XX yy ZZ 

F • c5 = [ c5 1 l [F ] . 
1 1 

y e1 .. 

f1' • C = o·xcx + ayr:.y + crzcz + 'txyfxy + Txz)"xz + 't'yz)"yz 1 1 

y matrlclalmente 
l a

1
·c

1 
= [a) [e) 

ex 
e y 

ez 
)'xy 
)'yz 
)'zx 

5.11 
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5.8 

5.9 

punto 

5. 10 

Ahora bien, el problema en la ecuación 5. 9 consiste en que se 
conocen las cargas exteriores r

1
, as1 como la distribución en el medio 

de IT y de e , o sea que se desconoce: 

c51 = c51 (a:, IJ, 'J) en la frontera 

IT "' 17'1 ( 1:, v. 'J) 
1 

en el medio 

e = e 1 (a:, y, 'J) 
1 

en el medio 

y por lo tant.o el problema mate1nátlco que debe resolverse es calcular 
el valor de "cualquiera de la integr~~:les a ambos lados de la ecuación 

• 
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~o,U, l'or ejemplo en el caso de la ecuación 5.8 

Ep = J cr1c 
1
dvol , 

vol · 

el problema se plantea asi: Encontrar las funciones cr(a:,'¡¡,'f) y 
c(~.¡¡,'f) tales que se minimice la Energia Potenclul de Deformación. Es 
decir, deben encontrarse las distribuciones ,de esfuerzos y 
dcformaclor{es tales que. la Energla Potencial sea minlma; ya· que en la 
naluralcza al aplicar fuerzas a un sistema este se. dP.formará 'de tal 
manera que se consuma la menor cantidad de energla. , Es decir no 
adoptar·á deformaciones tales que la Integral 5. 16. represente una 
""'"'g\a excesiva, sino la mlnlma, y además, obs6rvese que la. 
confl¡¡ur·aclón par·a un mlnlmo es única. Notese que las funciones 
solución del problema o-(a:,¡¡,'f) y c(a:,llo''J) cumplen con las condiciones 
d., equilibrio, relaciones clnemátlcas y las' ecuaciones constl tutlvas, 
pcw lo que r•epresenta la solución del problema flslco planteado. 

fltlOOO DE SOLUCIÓN 

A continuación se detallara la' solución 
con referencia al problema bidimensional. En este 
repr·esenlarán as!: 

e = 1 e 1 
3xl 

de este problema, 
caso los vectores se 

Para materiales elásticos la ley de llooke se escribe asl: 

e .,, _1_¡.,. ver ) 
X' E X y 

''' 5.12 

1 (cr ver ) · r. = -E -
y y X 

5. 13 

T 
'¡xy = xy 

--¡; ,5. 14 

De 5. 12 cr = E e + ver 
X X y 

úc 5. 13 O' = E e + V O' 
y y X 

entonces: 

+ ~·(El + ver ) E e + vEc 
,:¡ 

cr = Ee .. + " cr X • y X X y X 

Despejando (T 
X 

E (e + ve ) . (T "' T 1 vll1 - v) X + X y 

• 



De manera análoga: 

E 
uy = (1 + v)(1 - v) (e + ve ) 

y X 

TxY = G7xy D 
E 

20 + V) 7XY 

En forma matrlclal se tendr~ lo ·siguiente: 

(1 + 

E [ 1 

v)(1'-v): 

cnlonces: · 

donde: 

V 

.1 

o 

o 
o 

1-V 

2 

· [ D J es la matriz simétrica definida por:· 

l [ ::J 

E 
ID 1 =·------

(1 + v)( 1 - v) [: : ~ l 
O O 

1-V 

2 
<le ah1 que: 

As1 que la ecuación 5.8 queda: 

Ep = J [e ]liD Jle )dv 
vol 

~.hora bien, las ¡•elaciones clnemáticas son: 

iJ,~ 
X e = --- ; 

X a a: 
e 

y 

a a 
= 

__ Y 

av 

e = 

a a 
7XY ·= [--X + 

av 

B.S 

-8-~~] 

103 

5.15 
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Ep = I 1 :~~ 
vol 

[ 
a~. 
--+ 

81J ~!y)] [ D] Boy 
a¡- dv 5.16 

Por lo qué se ve el problema consiste en determinar los campos 
escalares ~.(a:,IJ) y ~y(a:,IJ) que minimizan el funcional 5.16. o sea 

dclcrmluar el cuoupo ·ue desplazamientos ~ • ~xJ + 4yj que minimiza la 
enegla pottnclal. 

Por eso se ve que las Integrales 5. 7 y 5. 8 dependen del campo 
vectorial de desplazamientos que se presenta.~n la reglón del problema 
considerado y que es el que debe determinarse. 

Se tiene as1 que dicho campo puede. tener la siguiente forma para 
cada uno de sus componentes escalares según a: y IJ· 

Fig.V.3 Curvos d• niv• 

(o poro ~\J) 
paro 

~ ~ J e $ ·p 1 o z a n1 i E' n t o 

SI ae dlscretlza la reglón, por ejemplo mediante triángulos (que 
es lo que se denomina "Elementos F"lnl tos"), dentro del área 
comprendida en cada uno de ellos, puede suponerse que la variación de 
óx 6 ~Y es l.ineal, es decir se define un plano . 

• 



1 os 

r 

Figuro V.'t 

La configuración real se aproxima por una serie de caras planas 
que definen una superficie poliédrica¡· esta seré. pues una aproximación 
al . problema real. Las expresiones matemé.tlcas do estas funciones 
serán: 

ox(x.vl = a+ b~ + 

oy(x,vl = d +e~+ 
cv} 
fv 

5.17 

Las únicas incognltas son los paré.metros de estas funciones. 

OllTENCIÓN DE LOS PARÁME.1'ROS 
Se establecen las siguientes hipótesis. 

l.-Se supone que se conocen los desplazamientos en cada nudo del 

triángulo. 

Sl se conoce ox
1
, oxJ' oxk 

ox = a + ba: + cv 
1 1 1 

. cS. = a • ba: + CIJ~ 5.18 
J J 

ox = a + ba: + cv 
k k . k 

Do aqul se obtienen los valores de a, by c. 

Para los desplazamientos en v se tiene: 

oy = d + ea: + fv
1 1 1. 

.. 
··a.= d + ea. + f¡¡J ' y J J 

5.19 

~y= d + ea: + 1vk k k 

Con est? se obt lenen d, e y f. 
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OBTENCION DE LAS CONSTANTES. 

Par· a e 1 s 1 s te111L1 5. 18 se tiene: 

[ : a: .. l [ : l [ •·, l [ l a: '~t l 1 1 

a: IJJ = e5xJ A·= del 1 a: IJJ J· J 
a: 

v" e5x 
1 11! IJk k k 

k 

Se U ene por tanto que: 

e5x a:l VI 1 

cSx a: '~J J J 

, e5x .a e5x + .a e5x + .a c5x a: 
v" 

1 1 2 J 3 k 
k k 

a= ... a .. 
A. A 

1 e5x ~~. 1 

1 e5x 
;¡ 

J VJ 
b1ax1 + b c5x + b c5x ~ ; 

1 e5x vk 2 J 3 k 1 
b 

k 
b = ... = 

A A :. 
·' :1 

1 a: c5xl 1 

1 a: c5xJ J 

l c5x e 1c5x 1 + eac5xJ + e c5x a: 3 k 
k k e = ... e ... 

A A 

De mancra·anó.loga se obtendrl'ui las constantes d, e y t para el 
campo liy( a:,¡¡). Se tiene que: 

ay, a: v, 1 

(!y ;¡: '~J J J 
.';y. .a

1
e5y

1 + •ae5yJ + .a CSy 
a: llk 3 k 

d 
k k d = .. = 

A A 

b e5y + b2e5yJ ··b e5y e
1
ay 

1 
+ e CSy + e CSy 

i 1 1 . :¡ k a J 3 k 

"' = ( .. 
IJ. .A 
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Aplicando las relaciones clnemátlcas. 5.15 ':1 5.17 se tiene: 

D.Sx ·B.Sx 

Cx = = b ey'"-"' f . )'xy a -- + 
8¡¡ 

a Ct.e. 

a a: 8a: 

Por lo cual la Integral 5. 16 queda: 

Ep= J [ b 

vol 

f (c+e.l] [ D ][ ; ] dV 
e+ e 

Por lo tanto: 

b .Sx + b .Sx + b .Sx 
1 1 2 J 3 k 

1 
[ e ] = =-

e .Sx +e .Sx +e .Sx +b .Sy +b lly +b lly 
1 1 2 J 3 k 1 1 2 J .3· k 

1 
[ e ] = o 

Oe otra forma: 

o 

b 
1, 

o 

[ e ] = [ B ] · [ .s•] 
3xl '. 3x8 ext 

donde: 

[ n ] = 

b 
1 

o 

o 

e 
1 

o 

o 

o 

Oe este modo la ecuación 5.16 queda: 

b 
3 

O. 

o 

b 
3. 

':1 

Ep = J ( .s")l [ B r ( D ]( B ) t <'>
8

] dv 

vol 

a., 
liy 

1 

llx 
J 

/iyJ' 

llxk 

/iyk 

5.20 

a., 
o5yl 

llxJ 

/iyJ 

llxk 

o5yk 

. ' 
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EP - [ a"] t [ B r [ D )[ B )[ a") J dv 

vol 

•·' que [ ll"] y [ B ] son independientes de las coordenadas. 

As! pues: 

F.p = [ ll"t[ K].[ a"] . 5.21 

.IJnde: 

[K].= [st[D][B] lA~ 

t =espesor unitario 
A A,= área del triángulo = ~ 

La ecuación 5.21 seria válida solo para la figura triangular. 

Ahora bien, las fuerzas que llegan a cada nudo del trlé.ngulo 
producen una energia tal que: 

donde: 

[ F ].= 

[ a"] t . [ F ] = Ep 
lxB Bxt 

fx
1 

Fyi 

Fx
1 

FyJ 

F•k 
F . 

y k 
flxl 

Igualando 5.21 con 5.22 se tiene: 

[ ó"][ F t=. [ a"]t[ K].[ o"] 

1 por [ ""] -1 1 p·•·mu t 1 pllcando " ambos lados, se obt ene: 

[ F ] 
0 

= [ K ] J a"] 

5;22 

5.23 

·' 

... 
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Se puede gener·allzar a la malla total de la siguiente manera: 

N e 

¡ . No = Numerb de elementd~ 

1 = t 

No 

[K ]T = L [K )0 
1 =l. 

'. 
e,;ta ultima expresión es vé.llda ya q'ue. se ·pueden sumar las energlas' 
1

elcmenlales de cada elom~nto. para obtener la~energla total. 

No 

[ o"] r = [ [ o1 )" 
1=1 

·Por lo tanto el problema global queda: 

. { } . [K] c5 =[F) r . r. 
2nx2n , 2nx1 2nxt 

5.24 

Ahora se tiene un sistema lineal de zn ecuaciones con 2n 
Incógnitas, siendo n el numero total de nudos de la malla. Asi que el 
problema del funcional se ha transformado mediante el Método de 
Elementos Finitos en un sistema lineal de ecuaciones y los resultados 
ue. propo¡·ciona son valores discretos de las funcionales buscadas. 

Conocidos los de!lplazamlentos es 'posible calcular el estado de 
esfuerzos .y deformaciones. Para ello se utilizan los desplazamientos 
conocidos de cada el.emento. 

Dado .que, de.5.20: 

5.25 

y [u J. = [ D )[ B J{ o"} 5.26 

Nótese que ·los esfuerzos y deformaciones seré.n constantes en cada 
elemento, o sea llenen distribución: uniforme en cada uno· de ellos, 
pcr·o, variando de elemento a elemento. Esto constituye un error de 
a¡wox 1 mac i ón de 1 método. 

En lo que sigue se detallará la obtención de la matriz de rigldéz 
. total [ K Jr• asl como el vector de cargas [ F ]y• mediante los 

cuales, al resolver el sistema 5. 24, se obtendrán los desplazamient()s 

de' cada nudo·, o· !iea el vector { c5 }T• que seré. parte de la solución 

buscada, la otra .Parte la constituyen la obtención del campo de 
esfuoi'ZOS y. deformaciones mediante la5 ecu,.clones 5.25 y 5.26 • 

• 
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Notase que los elementos vistos fueron trlangulos, sln embargo, 
,¡e pund"n emplear· recté.ngulos y, ·para problemas tridimensionales, 
pueden 11c;ar·r.c pa•·•tlclcplpedos, etc. AdemA& la solución se dl6 para el 
caso clá~llco, pero la misma metodologla puede. aplicarse a otros 
materiales e Incluso a' otros campos de la ,flslca (Termodinámica, 
Electricidad, etc. ) . 

DETALLES DEL PROCESO 

Servirán para ver como se generan mallas de elementos 
triangulares, numeración de nudos y elementos, elaboración de la 
matriz d.e rlgldéz total, del vector de cargas (Incluyendo fuerzas de 
cuerpo)', asl como. la solución dé sistemas de ecuaciones y finalmente 
J¡¡ manera de obtener el estado de esfuerzos y deformaciones conocidos 

·los desplazamientos. Además se presentará un.dlagranma de. bloques para 
pl'ogramar el método por computadora. 

I::LABOHAClÓN lJE LA MALLA. 

El medio se dlscretlza mediante una serie de- elementos 
triangulares. 

Figura V.5 

Queda formada una mai la caracterizada por el nllmero de nudos y 
elementos, en la figura son 14 elementos y 13 nudos. 

Comunmentc ·los nudos y· elementos se numeran de Izquierda a. 
dcr·r:cha y dn abajo hac 1 a arrl ha. ': ' 

l::xl'sten r·cslrlcclones para formar mallas, como la q"ue un nudo no 
debe quedar sobre alguno de los lado~ de un elemento. 

DATOS PARA NUDOS. 

l.m; nudos se Identifican mediante sus coordenadas y sus 
condiciones de restricción, o .sea debe seflalarse si' los nudos son ·-
11 bres de n•overse o no, según las direcciones a:, ¡¡. 6 'i-• y de giro en 
las mismas di rece Iones. En. la tabla siguiente el número 1· Indica que 
están restrlrlgldos y el cero é¡ue·'están libres. De estn manera,en la 

. 
.¡ 
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flgur·a 1, los nudos 1 a 4 están restringidos en todaS las direcciones 
''" lnnlo que del ~ al 13 están rostrlngldos seg(ln· 'J. Loa giros se 
IHdlcan tamblen on lfl misma tabla. En ella se ve que puedan seflalarse 
diferentes posibilidades de movimiento (grados de libertad). 

TABLA V. 1 

# de nudo Res t. Res t. Rest. Giro Giro Glro Coor. Coor. Coor. 
a: IJ 'l- a: IJ 'l- 11: IJ 'l-

1 . 1 1 1 1 1 p • • o 
2 1 1 1 1 1 ''1 • • o 
3 1 1 1 1 1 1· • • o 
4 1 1 1 1 1 i • • o 
S o o o 1 l l • • o 
B o o· o l l 1 • • o 
. 7 o o o 1 l l • • O . -
B o o o 1· l l • • o 
a o o o l l l • • o 
'1 o o o o l 1 1 • 1 o. 
11 o o o 1 . 1 l 1 1 o 

. 12 ·O o o l . 1 1 • •• o 
13 o o o 1 '1 1 • • o 

' 

DATOS PARA ELEMENTOS 

A ·SU vez los elementos se Indican seflalando su número, los nudos·· 
que le pcrtenecenOncidencias), asl como el tipo de matP.rial de que' 
están constl tui dos. Al respecto los nudos de cada elemento se 
identifican como· J, j y k, siguiendo el orden opuesto al giro de las 
manecillas del reloJ (ver figura V.6). 

\ 
.l 

k 

J 

Foguro V.6 

Par·a el caso de la figura· V. 5, los datos serian los de la tabla 
2. En ella, a los nudos 1, j y k se les designa, respectivamente: 

NUD(l l 

! 

:¡ 
·l 

., 

' 
¡ 

··: 



~· 

u de e!em. NUD(l) 

1 1 
1 2 1 

3 1 

t 2 

S 2 

6, 3 

7 3 

o .s 
9 S 

10 6 

11 7 

1 2 7 

13 7 

u .O 

DATOS.SOBRE MATERIALES .. 

NUD(J) 

NUO(K) 
TABLA V.2 

NUD(J) 

6 

7 

2' 

6 

3 

9 

t 
11 

o 
7 

12 

13 
6· 

9 
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NUD(K) Tipo do 

malerlol 

6 3 

8 a 
.7 2 
7 2 

6 2 

B 3 

9 3 

10 3 
. 11 3 

11 3 

.11. 1 

'12 1 

13 3 
13 3 

Puede tenerce más de un material,para esto, de cada material se. 
uán. Jos datos de:· Peso volumétrico ;r, Módulo de Elasticidad E y 
relaclón·de Poisson v. 

TABLA V.3 

tipo de E 7 
material (Kg/m2

) 
V (Kg/m3) 

1 2x!0° 0.25 2000 

2 3x10° 0.35 2100 

3 1x107 0.45 1800 

DATOS DE CARGAS 

Se indican señalandc;> el nudo sobre el cual actl1an r sus 
componentes según oc, v y -;. Por ejemplo, para la figura 1 se tienen 
los datos de la TAOLA 5.4 

TAIJLA V.4 

--
ti donde comp. a: comp.q. comp.-; 

ti de carga actúa (Kg) (Kg) (Kg) 

1 10 300 400 o 
2 13 o 600 o 



113 

Hllit·I,\C!ÓN llE I.A M.HR!Z DE RIGIDEZ DE CADA ELEMENTO 

HPcor·u<ll' pa•·•· ello que esta matriz, [ K ]e •. se forma por el 

JWCIJ\Iclo: 

slnndo: 

[ ¡¡ ·¡ = 

donde: 

[K L= (D]t(D) ( B ] tA 

1 a: 
1 

1 

A = 1 a: 
L 2 J 

1 a: 
k 

b o b o b o 
1 2 3 

o ·e 
1 

o e 'O e 
2 3 

b b b e· e e 
1 1 2 2 ' 3 3 

·' 
E 

.Y [ D )= 
(1+v)(1-v) 

E = W>dulo de elasticidad, y 
P = r·clac!ón de Polsson 

con t = 1 
l 

VI 

VJ 

V~ 

donde: b 
1 
av-v=b 

. 1 k 1 

b = v-v=b 
2 k J . J 

b =v-v=b 
3 1 J k 

e .. IJ -·V .. e 
1 ·J k 1 

e = V- V= e 
2 k J J 

e =v-v= e 
3 1 J k 

1. V o 

V 1 o 
( 1-Vl 

1 'O --
2 

Asl que observando el orden de las matrices se tiene: 

e 

= [ K )BxB 

o sea c¡uc la mal!'l z ( K ]" es de 6x6. Se tiene por lo tanto que: 

K11 K12 K13 K14 K1e K lB 
} 1 

K21 K22 K23 

( K ) ·- } J 

Ks1 Ks2 KoJ Ka e Kas KBB } K 

--
1 J K 

E,; lo lnillca la Influencia de los datos de los nudos 

cor·l~l~spund len les sobre los renglones y las columnas de la matriz; 

' 



. 1 J 4 

flll~·:•!I'Vt!~;e c¡u•--: r~n ccncl"á.l el or~dcn de la matriz es: 

u - ~~~~.:·~·:; del clemP.nlo x gr'arlos de libertad 
o 

Ptwa el caso de un triángulo y para el problema bidimensional: 

n =3x2=6 
o 

FOHHACIÓII DE LA HATR17. DE RIGIDEZ TOTAL 

Pura esto, los cle!ncntos de la matriz de cada elemento se colocan 
en una noalrlz global, cuyas dimensiones serán: 

NT = NN x GL .. 

tiN = Nlimer·o lota\ de nudos de la malla. 
GL = Grados de libertad. 

·Ve manera que los renglones y columnas de una matriz elemental se 
colucan en renglones y columnas de esta matriz global, según la regla 
si¡;ulente: 

!.os renglones ·y columnas correspondientes a 1 se colocan en 
Jos ·renglones y columnas números NI y N2. 

siendo: 

N1 = [GL x NUD(l)l - 1 

N2 = GL x N!ID( 1) 

(Hecor·dar Jo que slgnlflcaNUD(l), NUD(J),etc.en la tabla V.2) 
1 ' 

Asimismo, los corr·espondlentes J y K se colocan en Jos 
r·engloncs y columnas N3, tlt, Ns y Na respecllvamehte: 

' 
siendo: 

N3 = [GL X NUD(J) 1 - 1 
Nt = [GL X NUD( J) 1 
Ns = [GL X NUD( K)) -.1 
Na = [GL X NUD(K)) 

lle cr>la noancr·a Jos datos correspondientes. af· elemento 8 de la 
flgur·a V. 5,. se colocan (considerando qué GL· = 2) en: 

Na = 2 X 5 = 10 
N2 = 10 

·N3 = 2 X 11 - 1 = 21 
NI = 22 
Nn = 2 X 10 - 1 = 19 

ne e:.:;ta rncu1ora la matriz global quedará: 

(siendo liT = NN x GL = 13 X 2 = 26) 

• 
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FIGURA V. 7 

1 2 o 10 1 1 19 20 21 22 28 
l 

2 

11 K11 Kta K u K111 Kt3 K u 
lO K21 K2a Kali K2a Ka3 K2t 

lO Ke.1 Ka a K ea K se. KB3 K u 
20 Ka1 K ea K se Kas Ko3 Kat 
21 K31 Kn .1(38 ''"a K33 K3t' 
22 K u Kta K u KtB K u K u 

213 

Esta fué la matriz del elemento número 8.· 
Luego se ·formar ian, de esta· manera, matrices globales de cada 

elemento, y finalmente se sumarian entre s1.todas estas matrlces para 
obtener la matriz de rigidez total que se busca·, la cual ·obvlaJIIente 
debe ser de.ordÉin NT x NT. 

OBTENCIÓN DEL VECTOR DE CARGAS. 

l::ste vector se forma con .las cargas concentradas aplicadas en 
cada· nudo, asi como por efecto de peso propio.· 

APORTACIÓN DE CARGAS CONCENTRADAS 

En este caso como el vector de cargas concentradas (F 1 es: 

Fx 
1 

·Fx 
2 

Fx • 3 

[ ~ ]T = 

Fx 
NH 

FyHH 

O sea un vaJo¡· ctc orden (NT x 1), as1 que los datos de cargas se 
eulocan en los renglones correspondientes al nudo. donde actúan• por 
.e,kmplo par·a las e<wgas mostradas en la flgura V. 5, se obtendr1a (ver 
TABLA V. 4) . 

. . 

• 
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... 

{ FT} 
a 

Datos Ft (nudo lO) :JOo •• , , • ; • , rongiÓn 19 

too renglón 20 

i-eh;16n'·29 
Da loo F2 (nudo 13) BOO .••••••• renglÓn 28 

CAI!GAS POR PESO PROPIO •. · 

Para esto .. se procede concentrando un ·tercio del é.rea 
coiTec:pondlcntc .de cada elemento en cada uno de ~us ll\J•I:>r:, y lut>go· In 
ca•·ga en cada nudu scr·á Igual a la !>uma de· las cat-.¡;as mencionadas 
coJTcspondlcntes a cada elemento que llega· a él. P.-w ejemplo (ver 
fi;:. V. 5), para e'l nudo 6 la carga seria: 

A r + A x +'A +·A· J 
1 1 2 ;,: . 9 ! 10 o .<carga Vtit-llCal) 

q ; 
3 (espeaor unltarlo• 

la cual cc;la.-ía colocada en. el renglón doce del vector de cargas, :va 
que al IlUdo u concurren los elementos 1, 2 9 y 10. .Este dato se 
colocarla en el renglón 12 del vector de cargas, ya que la componente 
ved.ical de esta carga se obtiene multiplicando 6x2= 12. De ia misma 
n>ancra se colocarian Jos pesos correspondlimtes para los demás nudos. 
Con c,;lo se lcndria completo el vectol' de cargas. 

1-:IINitl.\l:H)N DE ECUACIONES POH RESTHICCIÚN DE MOVIMIENTOS 

b;l.o ~;e com>lguc gr·acias. a que se eliminan los renglones y 
ct))llfldl;t:; cuyo:¡ th~!;p)aLamlcnlos csló.n restringidos, lo cual se 

td~·ut.ll"lca lltl~dtant~.~ t~l nlunt~ro de nuJo y su condlclón de restrlcclón. 
hw <.: .i"'"l,¡ o :il· "1 Je::;plazan•l ento en a: de 1 nudo n

1 
está. restringido se 

cll .. ,inan el r·cn¡:lón y 'la column::. núnieros: 

(GL x n
1

) - 1 

i.11 t '"'''' '1"" :;1 .,¡ tle::pla:mmlcnto en IJ de otro nudo n cGtli 
1•· .1 ,·l;,,,,d·.l ,;,: \~lii.tlu;u, el .~t!'uglón y la columna: 

r.l. x n2 

:., • 1 ".kmpl<• de la fio:•wa V.!l están restringidos ·en «::V 1J los 
"'··•· · .!.·i 1 al '1 y "" ,,¡ imlrial'lan Jos 8 prlmet·os renglone:J de la 
¡,:.d, i 1. ·\•1 · apat·.:-c~; cal. la flt{Ura V.7. 

lil·:;;t" ; ' t \1;1 lll·:l. sf:;HJIA Ll Nf:i\L DE ECUACIONES 

;: .. '"''' "" vlé antes, <:1 Método dúl elemento flnlto conduce al 
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si::lema lineal de ecuaciones dado por: 

liemos ya visto como se forman [ K. ] 1 y ( F ]T. Solo falta 

resolver el sistema para obtener el vector de desplazamientos tanto en 
a: como en v. cor-respondientes a cada nudo de laa malla. Para esto 
puede cmplearse'cualquiera de los métodos numéricos conocidos, como el 
de Gausn-Jor·dan, Gauss-Seldel u otros (ver apéndice A). Vale la pena 
hacer- la obse¡·vaclón que la matriz [ K ]T resulta bandeada .y porosa, 

es decir, llene muchos elementos nulos Por ~ste motivo se han 
dcsar¡·ollado diferentes versiones de los métodos anteriores que 
"''sullan más eficientes desde el punto de vlsta.computaclonal, en lo 
¡·eferente a memoria necesaria y tiempo de computo. El t lpo de· estas 
matrices se representa en la figura V.B. 

(K.) = 
. T 

XXX 

o 
o 

o 

o 
XXX 

o 

o 

o 
o 

XXX 

o 

o 
o 
o 

XXX 

FIGU\A V.8 

Ahor·a bien, cualquiera que sea el método de resolur:lón empleado, 
no" proporciona la solución buscada, o sea el vector.'[ ~ )

1 
con lo 

Cll"l "" conocen los desplazamientos( tanto Em a: como en·¡¡) de. los nudos 
de la· malla. Los desplázamlentos. son en: si una representación 
discrelizada del campa de desplazamientos buscado. De aqul 'se ve que 
enlr" más fina sea la malla mayor número de datos sobre dicho. campo se 
coiooce¡·ftn, pcr·n se Incrementará el tiempo de cómputo, lo cual resulta· 
mt"; ca¡·o. Existe pues el problema de aproximación contra e'conomla. 
Debe adoplar·sc entonces un criterio de optimización. 

llLTUU11NACl(IN llEL ESTAOO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES 

Conocidos los desplazamientos en cada nudo se calculan· las 
defm·malones y .los esfuerzos en cada elemento mediante las ecuaciones: 

y 

En este caso para { a•} se emplean solo datos correspOndientes a 

los desplazamientos de los nudos asociados a cada elemento. 
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ror. eJemplo para· el nudo 8 se tendr.la:·. 

c5x5 

c5yB 

c5x11 

c5y 11 

c5x,o 

c5y JO ". : 

De esta manera se obtendrla: 

{+U: l asi como { • 1- L:: l 
tlulcse que { <T } es uniforme en ·cada elemento,. y con esto se 

obl i<~ne el lénsor esfuerzo en cada elemento: 

. 

A pál"l ir. de este tensor pueden encontrarse los esfuerzos 
¡wirú.:·lpcll"s por método',; conocidos. Aqui se ve también que este 'estado 
ele csruer·:.:os es burdo y se obtiene mayor ·aproximación si la malla es· 
lliá:.; fina. 

!lo obstante las limitaciones de precisión mencionadas .antes, las 
cu:d.:,; ::on lroh•:r·c¡¡les a cua1qu1e¡· método numél"lco, este. método dá. 
r·.;:;oil Ladus muy sal isfaclor·los que 1 ncluso. pueden grafl.carse. mediante 
¡wor,r·amaclón, y además, pcrml ten el manejo de cualquier gcometrla 
irTcr,ular·, dlslr·ibuclón de 'cargas y de heterogeneidad de propiedades 
de los elcmcntus, las cuales son limitadas en otros ·métodos de 
an:\11,;\,;. 

!Jul.""" adc,no:\s que los errores numéricos Involucrados .pueden ser 
,¡., 1 no 1 ""'" orden a 1 os que se t 1 encn por fa! ta de datos exper 1 menta 1 '"' 
eompll:l.ns en t.Dda la reglón. 

:·• 
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Analysis of machine foundation vibrations: 
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C.EORGE GAZET AS 

Rtnsul:zt~ Po/yt<ehniclmtitute, Troy. Ntw York, USA 

The p>per reviews the state-of-the-art of analysmg the dynamic response of found~ttons subjected 
to machme-typc loadings. Following • brief outltne of the ht.1toncal developments Ln the field, the 
concepts associated with thc det1nition, physical inte~pretauon an~ use of t~e dynanuc unpedanc.e 
.functior.s of foundations are tlucid:ued and the availlble analyucal/numencal methods for the1r 
evaluation are discussed. Groups of crucial dimensianless problem parameters related to the soil 
prc;»flle and the foundation geometfy ~e ider:tilied and thei.r effe~u on the. response are studie~. 
F.esults are presented in the form of stmple tormulae and dunens1on_les~ graph~ for bo~ th~ stlllC 
and dynamic parts of impedances, pen:a.ining to surface and embedded t~~nd~!1ons h~Vlng cucutar. 
strip, rectangular or arbitrary plan shape and support_ed by three type_s or 1~ea~z~~ soil pruftles_: the 
halfspace, the stratum-over-bedrock and_ 1he l_ayer-ove~-halfspace: Constderauon LS g¡ve~ _to th_e ~tfects 
o( inhomogeneity, anisouopy and non-hne:mty of soil. The vanous results _are synthcs¡zed 1~ a case 
study referring to the response of two rigid massive foundatio~s, ar~d prlctt::Jl recommcn~auons :·~ 
made on how to incxpcnsively predict the response.of foundauons Supported by actual soil deposus. 

II:;"I;.ODUCTION 

T:le basic goal in the design of a mach.iñe foundatton is to 
lllrút its motion to amplitudes which will neither endanger 
the satisf;."ctory operation oi the machine nor will they 
di!turb the people v.-orking in th~ im~ediate vici~ity. Th~, 
1 key ingredient to :1 successful m:Jdtine found~uon des1gn 
is the careful er.gineering analysis of the foundauon response 
to the d.ynamic loads from the anticipated operation of the · 
ma~h!ne. Fllrtherrno:e, when excessive motions of an 
exisling fou~dJ.tion obstruct the operation of the su~ 
FUci.cd mld'.inerv, a:-.:.!:t~!: !.: ~ecessary in order to under· 
stand th~ cau:;s of the problem ar.d hence to guidc. 
~~ptopriate remedia! action. . . 

The thtc.ry of analysing the forced vtbrauons of shallow 
and deep foundat!ans has advanced remarkably in thc: last 
lS years and hJs current!y reached a mature state of 
devf:opment .. \ number · of formulations and computer 
progrJms hJve b~::en developed ta determine in a rational. 
wa)l the c!ynamic response in each specil1c case. Numero~ 
studies ha ve be en publisht!:d explorir:g the nature of assoc1· 
at"'d phcnomenJ and shedding light on the role of several 
key p:Ham~ters innuendng the response. Solutions 3re also 
presently avlilablc: in th~ farm of dimensionle_ss ~raphs and 
sL-nple mathematicJI _expressions from which onc: c~n 
readily estimlte thc response of surface, ~mbedded and pile 
foundatio1'S of various shap.e~ and rigidities, supported by 
deep or ~hallcw llyered soil deposits. Clelrly, the current 
state-of·the·ut of analysing machir:e foundation vibrations 
has progrcssed substlnti:llly beyon~ the sta:e of the art of 
the late 1960s which h•d been reviewed by Whitman and 
Richart rn 19671 and by Mc:-;oil m 1969.1 

· In addition to, the selection :md· Jpptication of analysis 
procedures to predict th~ response, the design of a machine 
foundation in\'olves ( 1 )' the l!st:J.blishment of performance 
crit~tia, t ~) the dcte~mination of Uynamic loads, and (3) 

• Prescnted lt the lnterMtion;al Confercnce on Soil Oyn~mics a.nd 
Euthqu¡ke Engincerin¡, hcld at the Uruvcuity of South.:lmpton, 
En¡I.J.nd,lJ-15 July 1982. 

the establishment of the soil prcnie an~ .ev:alu:¡tion ci 
critieal soil properties. Great progress has ~Jso be~n ma·Jc in 
current yeus in developing in situ and lat.t:ratory testir.g 
procedures to obtain reprP-sentative values r:f dyn:ur.ic so1l 
parameten; a comprehensive review of the ava.i!able e:"pe;i
mental methods has been presented by Woar!s.1 wh.ile 
Ozaydin et a/.,4 Woads~ and Ric.'"'.artti hJ.··~ !:.:::una:i.zed 
the present knowledge on the factorS infl:.!c.r.';¡ng Li'..: 
dYnamic soil parameters. These dt:veiopments in det~::;~i~!· 
ing material properties complement the tdv.mces in 
analysing foundation •f'ibrations, ilnd prC\idi cor,::íi.:L::r:lb!e 
justifi::"ation for the use cf sophistic<!t':~ num~rir.al for~muia· 
tions in the d~sign af machine fr;;.mrl.;;.:iora. 

On the·other hand, little if any pmgre~s has ~een m:~de 
in reliably estimating dynamic machine load~ and ip1pro·•rng 
(through calibration with fteld data) the available perform· 
ance criteria. The state-of·the-art in these two ar":l.S hu 
remained ~ssentially unchanged Curir.g the !ast d:~·.tde; 

referenet is made to ~tcNeU1 and Richart, WoaC' :1nd H:.i.!.! 7 

for comprehensive reviews of these subjects. 
An additional and often cverloóked stcp !n m:~.chir!e 

foundation design is the past-construction observJ~ion of 
the foundation performance and its comparison with 1::e 
predicted faundation _behavior. Su.:h comparisons ílr>! 
neec!ed to calibrate new analysis proc~dures - Jr, o!::So!nt;;¡l 
task in view of the simplifying assumptions on which ::·:en 
sophisticated formulations are based. 

In the final analysis, confidenct: in the advantages pro· 
vided by the use of advanced methods of ar.aly_si_s can on1y 
be oained if these are: shown to have the capabli1ty to pre· 
die~ the field performan~e of a.ctual mac!"'.ine l~und~üuns. 
Unfortunately, only a limited number of case h1sto~:es ha~ 
so far·been published evaluating state·of·the·art mct.:.ods al 

. ;~nalysis throug.h detailed field observations. ' 
The objective of this paper is to re:view thc pres~n_t state· 

of-the·•rt of dmrmining the dyn•mic response of tcund•· 
tions subjected to ma'chine-type loaJi_lig~. T~e _outime of 
the p3per foUows the chronulogy ot lust?ncal J~velop
ments: from the dynamics of circular fooungs ~ew.n~ ~n 
the sutface of an ei:l.stic halfspa.ce to the bchaVlor ot C!r· 

2 Soi/ [ly11amics and Earrhquak• Enginerrintr. i9BJ. Vol. 2, No. 1 

Ol61-7l77/B3/01 OOOl-41 
o 1983 CML P...iblicJticns 
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AMiylil o/ tr!llChiM foundlzrion vibnztloru,"ttate of thurr: c,. Caz .re • 

culu and non-circular foundat!ons embedded in 1 layered 
soU deposit and. finaUy, to the response of ~iles. Particular 
emphasis is accorded to the etTecu of dimens!on!ess groups' 
of geometric and matenal parameten on the dynarruc 
lltrfness functionS and on the r~sPotue of ~assíve founda· 
tions. NormaUzed graphs and simple formulas are presented 
for 1 variety of idealized soil pro files .and foundation geo
metries. The use of such dota tci estima te to trans!a tiona! 
and rotaUonaJ motions of actual foundations in practice 
ts clc3rly demonstrated and the various results are syn· 
thesized by means of a case study. Practica! recommenda
tions are then made on how to approx.imately obtain 
dynanlic stiffness and damping coefficienU for actual 
foundations, accounting only for the most crucial para
meten of the problem. 

Slnce the linúting motion for sat!sfactory performance 
or a machine foundation usually involves displacement 

. amplitudes of a few thousandL'u or even ten·thousandths of 
an inch. soll defonnations are quas~elastic, involving negiJ· 
gible nonlinearity and no pennanent deformations. Thus, 
most of the solutions reponed herein ·assume lineu iso
tropic viscoelastic soil behavior, with a hysteretic soll 
damping to model energy losses at those srilaU strain 
amplitudes. However, some considerati;on is a1so given 10 
the effecu of soil nonlinearity on the vibration of strip 

_ footings under strong horizontal and rocking excitation. 
Moreover, lhe imponance of soü anisouopy and soil 
lnhomogeneity are also considered. 

OLDI!R METIIODS OF ANALYSIS 

In the past, machine foundations werÓ frequently designed 
by rule>-of.thumb without any analy•is of the. expected 
vibration amplitud¿,.;,. Fiil .l.iiit.ance. · one such design ruJe 
c•Ued for a :nassive concrele fcu:1d:ticn of a toul weight 
equal lo at least three to five times the weight o f. the supo 
ported machine(s). Although such a propositlon may at 
first glance seem logical, it i.s in fact an obsolete 'one since 
it Ignores the effect on the ·molion of allthe other variables 
o(the problem (e.g. type of excita !Ion, nature of support·. 
lng soil, and so on). For one thing, increasing the mass of 
a foundation decre3Ses the resonant frequency of the 
system and, perhaps more importantly, reduces its effective 
damping.1 Obviously, this is not what those applying ·the 
rule had in rnind. . 

Following the pionee;ing experimental. studles carried 
out by the German Degebo in the early ·19JOs, a number of 
empirical analysis procedures were developed and used 
ext<nsively at lea.il until the 1950s. These methods focused 
on detenniníng onJY the •natural frequency' of a founda
tion. To this end, the concepts of "ín-phase mass' and 
'reduced natural frequency' were developed. The former 
assumcs that a certain rl,liSS of soil immediately below the 
footing moves as • rigid body, in-phase. with the foundation. 
The latter postulates that the 'natural frequency' is solely 
a function of the cont.act area, the soil bearing pressure and· 
the type of soü. · 

Physic•l reoUty contradicti the concept of on 'in·phase 
mass'. No soil mass moves as a rigid body with the founda
tion. lnstead, shear and dilational waves emanate from the 
footlng-soil lnterf•c• into the soU, causing oscilla ting 
deformations 3t the surfJce and carrying away some of the 
input energy. The factors that hJve an inlluence on these 
phenome na cannot be possibly accommod:ued through 
such an artiJ1ci.al concept. lnd~ed, the early :lttempts to 
obtain specJfte vah .. es of the "in-phase mass' were frustrated 

by the sensit!v!ty of th!s 'mass' to the foundatlon weight, 
mode of vibration, type of excitins force,· contact are a, and 
nature of the underlying soil. Apparently, thera i.<absolutcly 
no value in. this conce'pt and its use in practice may very 
weU mislead the designer. . 

Tschebotarioff's •reduced natural· frequency' method, 
based on the r~sults of a· few case h.istories, wen t a step 
beyond the original' in·phase mass' methods.' The 'rcduced 

·natural frequency' was def111ed as the •natural frequency' 
mu!tlpUed by the square-root of the average vertical contact 
pressure and was given graphically as a function of the type 
of soü and of the contact arca. Although th.is me:h~t.l was 
not without me~t, it was often interpreted to meJO that 
"the singlo most important factor in machinc-foundation 
design was the soü bearing pressure'. 2 Thus, in more than 
one occasion, the design was based on soil bearing capaclly 
values taken from local building codos! 

In addi)ion to the aforennentioned drawbacks, these ole 
rules were anly concemed with the resonant frequency, 
providing .¡to i.nformation about vibration amplitudes that 
are primarUy needed for design Purposes. As a consequence, 
such rules are now obsolete and wi.ll-not be further 
addressed in thiS paper. Reference is made to Richart eral. 7 

for more details on .the subject. 

Dynam/c Winkltr modtl 
This model was introduced as an extension of the well 

known 'Winkler' or 'elast!c subgrade reacdon' hypothesis, 
wh!ch ls still rather successiully employed in sorne static 
soU-foundatiiln interaction problems.' in arder to si:nubte 
the stiffness characteristics of the actualsystem, the model 
replaces the supponing soU by a bed ofindependent.ei»tic 
springs resting .on a rigid base. Plate bearing tests, con· 
ducted In the field, fonn the bas!s for evaluating the spring 
constants (often callcd 'coefflcients of subgude re:~ct:on'). 
On the bas!s offield measuremenu in the USSR, Bukan10 

has presented tables and emplrlcal formulae wi.th which one 
can readiJy estima te design values of the coefflcient for 
severa! types of soü, for each possible mode of vlbr:nion 
(translatlonal or rotational). He has also shown that. in each 
case. the dynamic coefficient is approximately equal to the 
ratio of applied pressure increment to the resulti:1g Ji.:;place· 
ment during static repeated loading tests. In th~se tests 
static loads 'similar' to the combined dead andUve toad of 
the actual fOundation are first impósed, foUowed by 
repeated slow loading, at irequencies of the order ofO.OO! 
cps, i.e. much slower th::m those expecteü in reality. 
· lt is evident chat this model can at !east gi· .. e sorr.e 
reasonable information on the low·frequency (near-static) 
response of a foundation. But siríce no radiation dJ:nping is 
included., the amplitude of motioÍ\ .at frequcncies near 
resonance cannot be realistically estimated. lt has been 
argued that by neg.lecting ·damping one obtains conservative 
estimares of the response 3nd very good estill)atts of 
natural frequencies. In fact,. this is the procedure curren ti y 
incorporated into the 1970 'indi•n St>ndard Codo of Pnc· 
tice for Design of ~1achine Foundations".l' There is little 
merit in this argument, however. For i.nstance, lhe high 
d01mping values present in the transl.ational modes of vibtJ· 
tíon (of the arder of 50% of critic:ll) do affect the 
•resonant' frequencies, in at.ldition to drJsticJUy reducir.g 
amplitudes: Moreover, avoiding •resonance' '(by a safety 
factor of 2) in such CJses is an ·unfortunate design rc.:om
mendation which may lead to an overly constrvat.ive solu
tion. In Other cases. especiaUy when the rotation:~! modes 
are of .rna.in.concern, an unsaf~ design is quit~ possible sin ce 
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the actual foundation sliffness at high frequencies may very 
weU be appreciably sm>Uer th>n the static stiffness used in 
the an.olysi! (seo, for example, Fig. S). · 

An improved version of the dyriamic Winkler model 
(callee! 'Winkler-Voigt' model) places a set of independent 
vis<ous dampers in pa...Uel wtth the independent elastic 
spriri¡s to provtde the 'dynamic subgrade reaction '. Accord· 
Ing to Barken and Ilyichev," this model forms the basil oC 
the 1971 USSR machin .. foundation code. Again, however, 
the model itself pcovides no information on its spring and 
dashpot coefficlents. These are instud backfigured from 
dynamic plate·load tests conducted in the tield. Both the 
observed ampUtude and frequency at resonance are utlllzed 
to backfigure the two coefficients. Anaiyzíng the results of 
r.umerous field tests, Bark:1n and his co-worken found a. 

· discrepancy between the spring constants backfigured from 
resonance plato tesa and from static repeated loading tests 
(described previously). They, thus, resorted to the 'in-phase 
soil mass' conccpt to essentiaUy match the model constants 
cbtaíned from the two types of tests. This added soil mass 
was found to dcpend on the size and cmbcdmcnt of the 
foundation and on the nature ap.d properties of the soü 
deposit, for a given mode of vibration. 

11 thcrefore appcan that the 'Winkler-Voigt' model il 
1 purely empirica1 one, requiring field statlc and dynamic 
¡ilat .. load tests for each porticular situation. Such tests 
are nol only very expensive and difficult to successfully 
ctn<!uct, bu:, ·~:orl':over, th.ey yield results which cannot be 
readily lnterpreted and ·extrapolated to prototype condl· 
Uons. lf 1 may 5Ughtly rephrase Gibson:" · 

· 'TI: e 10adel consplcuotdy lacks whit a U models 
should possess: predktive power.' 

The only possible exp11·.nation for the present-day use of 
éyriamic .Winkler models in machine-four.¿Jtkm analysi.s is 
the acct.tmulation in sanie countries of a wealth of pertinent 
field dala. Such dato, often av:illable in the form of tables," 
can be directly utilized in practico, thus avoiding thc 
burden of performing plate·lood test~ Again, one should be 
very careiul in picking up values for the coefficients from 
published field data. for it is proctic:illy impQssiblc lo 
ensure a similarity in all the crucial physical and geometric 
response parameteiS of the new prototype and of the old 
model foundation schemes. 

FUNDAMENTALS OF CURRENT METiiODS OF 
VIBRATION ANALYSIS · 

HiJtorical penp~ctive 
Modem methods of analysil of foundatlon oscillations 

anempt to rationally account for the dynamic interaction 
bctween the foundation and the supporting soil deposit. 
Cornerstone of the developed methods is the theory of 
wave propagall<in in on elostic or viscoelastic salid (con. 
tinuum). This theory has seen o remarkable growth since 
1904, when Lamb published his study on the vibration of · 
•n elastlc serrú-infinite salid (haif-space) caused by a 
concentrated load ('dyllamic Boussinesq' problem). Numer. 
ous applications, prim:uüy in the ticlds o_f seismology and 
applied mechanics,, have given a great -impetus in the 
developmcnt of the 'elastodynamic' theory. Reissner in 
193614 attempted what is considered to be the first cngin· 
eering applicatfon: his public:uion on the response of a 

. vcrti~aUy loaded cylindric,al disk on an elílStic halfspace 
marked thc beginning of mod~rn suil dynamic:s. The solu4 

tlon. w:lS only an approximate onc since a uniform distri4 

bullan of contacl stresses was is;umed for mathemalleal 
simpUficaUon. Nonetheless, Reissner's theory offered a 
majar coqtribution by reveallng the existenco oi radi>tion 
damping- a phenomenon. previously unsuspected but . 
today clearly. undentood. Every limo a foundalion n¡oves 
~8ail!~~~. s~ª· .~~~~~~ wavesOrfgiñlle_á_t-tb.C i:Ontac·t -~~rface 
an~ propagate outward in the. fonn of body and surface 
~n.Cs. ·These waves carry :~way sorne of the energy uaru.
mitted by the ·fouridation on to "tite soU, a phenomenon 
reminis_cent .. of .. ..the absorption of energy by a viscous · 
damper (hence the name). 

· "f'or·many massive foundattonJ the asswnption of a 
uniform·coritact stress distribution is an unrealistic one, for 
it yields a non-uniform pattem of dilplacements atthe so U· 
footing inteñace. To closer approximate tne rigid body 
motion of such foundations. a number of allthors in the 
middle 1950s assumed contacl stress distributions which 
produce uniform or linear displacements at_ the interlacc, 
undcr statically applled force or moment loadir.gs, respet· 
tively. Thus, Sung15 and QuinlanL6 presented resu!ts for 
vertically oscillating circular and rectangular foundaüoru 
while Amold tt al.'' and Bycrofl11 studied both horizontal 
and· moment loading of a circulu foundation. These solu· 
tions are only_ approximate: in reallty the pressuic ciistribu· 
tions Í'equired to maintain Unifonn or linear displa.ccmenu 
are not const~t ~ut v~ry with th.e freq1:Jericy of vibration .. 

The nrst 'rigorous' solutions appeaied about ten years 
later when the vibrating soil·foundation system was 
analysed as a mixed boundary-value problem, "iln pr .. 

·,-, 
·scribed pattems of dilpiocements under the rigid footing 
and vanishing stresses over the remaining portion·.,¡ tlle 
suñace, lntroducing so¡ne simplifying assumptiOIIJ regard· 
ing the secondary contact stresses ('relaxed' bouné::.ry). · · -~ ·¿l 
Awojohl tt al." studied all possible modes of osciliation of._i_ ~ ~ 
rigid circular and strip footings on a halfspace,_by rcco•Jrse 
to integral transfonn techniques. On the other ham.i, 
Lysmer=0 obtained a solution for the vertical axisymmetric 
vibration by dilcr:tizing the contact surface.inul concentric 
ríngs of unifonn but frequcncy-dependent VerticJ.l sm:sst's 
consistent with the boundary conditions. A concepn.:ally 
similar apprOach was followed by Elorduy tr al." t'ur ~,oer· 
tically loaded rectangular foundations. 

Perhaps equally importan! wtth the aforementioned 
theoretical deveiopments of this perlad was the dilcovery 
by Hsieh11 and by Lysmer10 thot the dynamic beha,;o, oi a 
venically loaded massive foundation .can be reFresented by 
a single·degree-of·freedom 'moss-spring·dashpot" oscillator 
wtth frequency-dependent stiffness and damping coeffi. 
cicnts. Lysmer10 went a step farther by su;g~sting the use 
of the · foUowing frequency-independent coefficients to 
approximate the response in the low and me_dium frequency 
range: 

4GR 3.4R' 
K=-; c.= -.../GP (1) 

' 1-v 1-v 

In which: K. = spring constan! {stlffness), C, = doshpot 
constant (damping). R :c:1 radius of the circular rigid loading 
area G and v = shear modulus and Poisson's rauo al the 
ho.,;ogeneous nalfspoce (soU), ond p = moss densuy of soii. 

·Note that the expression for x. in equation 0.) is adentical 
with the expression for the static stiffness ot a vc:rttcaUy 
loaded rigid circular disk on a halfspacc. 

The ·success of Lysmer's approximation (often callc:d 
•tysmer's Analog') in reproducing with very_good J:c.:uracy 
:he actu:ll re-sponse of the system hada prol~un~ clfcc_t un 
the furl:her development ilnd engineering applicat!ons ot t_he 

r¡·· 
t._·. 
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'halfapace' theories. Rlchart and Whltman
23 

extended 
Lysmer's Analog by demonstrating that all modes of 
Vibratlon can bo studled by means of lumped·parameter 
maswprins-daahpot · systems · having properly selected 
frequency·independent panmeten. The axisymmetric (ver· 
lical and torsional) oacillaliona of a oylindrical foundation . 
can bo represented by a l·degree-of·freedom (l·dof) 
syatem deacribed by: 

m.i + Ci + K.r = P(t) (2) 

111 ;..hich · .r, i and ii m the displ~cement, velocity and 
acceltratlon, respectively, of the vertically oscülating mass; 
P(t) = tho externa! dynanúc force arising from tho opera
tlon of the machlne(s). Tho lumped pararneters aro tho 
equivalent mass, m, lhe effective damping, C, and the 
efTectlvo stlffness K. (For torsional oscillationa m should bo 
ieplae<d by 1,, the effective mass polar moment of inertia 
and" should. be interpreted as the angle of rotation around · 
the. vertical axis of symmeuy.) On the other hand, the two 
intlsymmetric modes of oscillation (horizontaltranslation 
and rocklng) of a cylindrical foundalion are coupltd and 

. can be represented by a 2·dof system chancterized by the 
efTective mass and mass moment of lnertia, the two 
efTcctlve valuea of damping (for swaying and' rocking),. and 
tbc IWO efT<ctlvc values Of thc stiffncss (for $W3ying and 
rocklng). · · 

Oifferent values of the lnertia, stifTness and darnping 
parameten are needed for each óno of these four modes of 
excltation. Whitman and Richart" suggested tho choice of 
t.tiffnesses appropriate for low frequencies, and oi average 
damping v_alues over the r:mge of irequencies at which 
resonance usually occun. ln arder to obtain a good agree· · 

..... m~nt · .between the reson:lñr·. fteé¡ti"eri.cieS of thc lumped· 
pan meter and·· ihe-acru·ar ~~-stem, they recommended that 
a fl<ititiOUS miSS (or mass moment Of inertla) be added lO 
tho actual foundation mass (or mass moment of inertia). 
lbe need for such a recommendation s'temmed' not from 
the existence of any identif~able soil mass moving in·phase 
with the foundation, · but rather from tne fact that in 
reallty 'the stiffnesses decrease with increasing frequency 
(seo Figs. S and 7), inotead of r~maining const.ant and equal 
to the static stiffnesses, as the model assumes. In other 
words, instead of decreasing K, tne lumpcd·parameter 
model increases m to keep the resonant frequency, w,., 
unchanged. Recall that i.J, i.s proportional to the square· 
root of(K/m), 

Whitman and Richart" and· la ter Richart, Woods and · 
Hall' and Whitman"' presented expressions for these para· 
meters ior all four vibration modes. Table 1 di.splays these 
expresslons, which have enjoyed a significan! populartty 
over the tan decade. 

Primarily becatise of its simplicity, the lumped.para· 
meter approximation had a great impact on the application 
oC the 'half·space' theory. lt deinonstrated that this rational 

.. theory can be cast into a tractable, simple engineering form, 
whlch can be used by the profession with hardly any 
greater difficulty than ene older empírica! procedures. 

Motivated to a large extent by the need to undentand 
the phw:nomena associated with seismlc soü-structure in ter· 
action, the analysis of the dyn3Jllic response of foundations 
has been a subject of considerable interest throughout the 
1970s. A significan! amount of re la led research has led to · 
the devetop~nt of new formula-tions and computer 
programs, whUe numerous publicativns ha!ie stu~ied the 
lmportllnce or critlc~ foundation, suil and loading para· 
meters and have presented graphs, u bies and simple. ex· 

T•bt.l. EquiNkllllumpftl ptll'arrwtm for GNtlyrb o/~ 
· foundGrtcril on tllutk hGI/Jpt~c•• 

Modo Vertical Horizontal Rocltlnc Tordoo 

Stllfnw: ~Gil BGII 8CR 1 16GR1 

¡=;· 1-· m=;¡ ¡-

Mau ralla m: m(l-o¡ m<1-•l 31,(1-•) r, 
"1PF ""iPR' 8pR1 Pi" 

Damplna ratio:, 
0.~2! 0.29 o.u 0.50 
~ rii ltl (1+ lñ),;tlli l+lm 

Flc:tltloUI addod 0. 17m 0.095m o.2~r. 0.24!, 
mua: -;¡- ·,;¡ rii rii 

lz, 1• = rnau momeotl or lnertia around a horizontal, verticalaxiJ, 
respocUvoly; d.ampin¡ ratio= C/Cc,. whcre Ce,.= 2(Km)l'l or 
Ce,= 2(Kn1

'
1 ror tran~tional or rotational modes o! vibntion, 

With 1 = lx oc la for rockin¡ or torsion, res_pectivcly. 

pressions, suitable for direct use In practica! applications. 
lt is .wo:rth mentioning sorne of the most important contri· 
butiona to the current state of tne art. 

Newly developed (mid·l960s) matnematical tecnniques 
to salve mixed boundary-value elastodynamic problems 
were utilizcd by Luce et al. •s a:lá-Kili.UUC:ih.i et aJ.lll to 
obtain 'exact' numerical solutions for all modes of vibration 
of strip footings on a nalfspace, and by Luco et al." and 
Veletsos et al.,. 29 tE-~xtend the available halfspace •olu
tions for circuLar foundadOris to "the hlgh. fre(\uency range 
and, also, to a. viscoelastic mc.terial with linear hysteretic 
d:.unping .. The developrÍ1enf of dynamic finite-element 
formul~tions. with energy absorbing ('viscoUJ' and 'coruist· 
ent') lateral boundaries prompted the •tudy of the re•ponse 

. of surface and embedded foundations supponed by a 
layered soil stratum. 3o-"' Only plane-strain and a.x.isym. 
metric geometries could be handled witll these nnite 
element formulations, however, and .the presence at a 
relatively shallow depth of a non-compliant rock·like 
material underlyis\g the stratum was an unavQidablc rcquire· 
ment regardless of whcther such rack did actuaUy exist. 

On the other hand¡ Luco 35 and Gazetasj6 presented 
analytical solutions for circular, strip and recungular 
foundationa on tne surface of a layered halfspace or 1 

layered stratum (i.e. with or without a rigid rack as the 
last !ayer, respectively). Utilizing the•e formulations they 
o n-e red results 37-

39 which bridged the gap between the two 
p,reviously studied extreme proflles -tne halfspace and tho 
straturrron-rlgid·base. At ·about the same time, Novak.a.o 
óbtalned · approximate analytical solutions for circular 
foundations embedded in a halfspace, by deriving dused. 
fonn expressions for the dyriamic sliffness and ór;.ping 
coefficients alorÍg the vertical sides of. the foundation . 

· Later on tlili metnod was ea•ily adapted to study the 
dynamic response of piles."'l-43 

In more recent yean research effortS have been pri
m:uily_ directed to determining solutions: (a) for rigtd 
foundations of rectiingul.ar and arbitrary shapes;""'-"11 (b) ftlr 
foundations of finite flexural rigidity;49-Sl (c.' for founda· 
tiOOS on inhomogeneOUS and Ori aniSOtropiC SOi]s;Sl-U J.nd 
(d) for foundations on nonllnear (Ramb<rg-Osgoud) 
soils. 56 Furthermore. a very substantial amount of re!earch 
work hils been d~vot~d to the dynamic behavior uf single 
(tloating and end·bearing) piles embedded in nomogeneous, 
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inhomogeneous or layered soU deposits, and !he nrst 
anempU have already been madc lo obtain solutions for 
dynamic loaded pile groups. For comprehensive lisiS of · 
related refcrences, see Dobry ~~ 111., n Kagawa tt ¡¡J., 51 and 
Novak." 
• 
fmpedJlltct and compliance functions: dtfinition and 
phyJical inttrpT<tátion · 

An important step in current methods of dynamic 
analysis of rigid musive machine foundations ls the deter· 
mlnatlcin (using analylical or numerical methods) of the 
dynamic im dance functions, K w),• of an •associat ' 
risid but musless foun auon. as a functioo of tbe excita· 
tton freguencv. w. As shQWO ;a Eia 1 thc 'aw>ciarod' 
fOV!iditton·soil system is identical (in bqth material prop-. 
erties and geometryl wjtb the ac~ s~t~~ cxccp' rM_t 
!§ foundation mass is taken ;cruaJ tó ji;~ lt wUI ~e 
explained in the following section how, once the harmoruc 
response of such a massless foundation has been deter· 
mined, the steady·state response or the massive foundation, 
or of any structure suppoited on it, m:1y be evaluated 
wtng s~ndard procedures. In· addition, the transient 
response to · norrharmonic machiite forces can also be 
evaluated by recourse to Fourier analysls and synthesis 
technlques. · · · 

For each particular harmonic excitation with frequency 
w, the dynamic impedance is defmed aS the ratio between 
!he steady·state force (or moment) and !he r.,ulting dis
placemenf(or rota<ion) at the base ofthe massless founda
tion. For example, the vertic"al impedance or a foundation 
whose plan has a center of symmetry is def\ned by:• 

K = R.(t) " ' . (3) 
·. ' v(t) 

in whlchR9 (1) = Rv exp(lwt) is the harmonic venical force 
applied atthe base ofthe disk, and ll(t) = vexp(iwt) is the. 
urúform harmonic settlement of the sail·foundation inter· 
faCc. lt is evid~nt that R. is the ~o.ial soil r_e.~ction against 
the fou'ridation; it is made Up of the normal stresses against 
the basemat plus, in case of embedded foundations, !he 
shear stresses along the verti~al side walls, as illustrated in 
~1. . . 

Similarly one may deftne the torsional impedance, K,," 
from the torsional moment and rotation; the horizontal 
lmpedances, 'K11 • from the .horizontal fQrces and displace
menU along the principal axes of the base; and the rocking 
impedances, K,., from the moments and rotations around 
the S3me horizontal princi~al axes. However, sjn¡:e hori· 
·zantal forces along the principal axes produce rotations in 
addition to horizontal displacements. cross·horizontal· 
rotational impedances K, 11 _ may also be defmed; they are c=J "~ ""'"' \:J f_....,l ... 

4.1 ::' ~:-= ... ·:_· >': .. ::::,( d: r·>:::·: 
·: ::.:.: :;·_:.-:·:·:.':::: ::.:"·: .: : ·: ~ : ...... · .. :.-:.-.:: ~: .' . : :_: :· _:;_: . . . . - - . . . - . . . . . : . . . . . . . . . . . . -
mÚr;;"ncÜoc:u:; c(,;;;c"co•;; <"u; );¡ (t<J)) ctCJ)) <CC)HtO))h ;;¡;ceo¡) 

Figure l. Machine foundation and tite auociated rigid 
mau/es.s foundarion · -· 

• Bold lettcn are ~oued in thc tcxt ror impe..Janccs. compl~ncn and 
10me stilfncss and da-mpin¡ cocflkicnu lcquauon tl7 H: in tha 
naurcs, caWgraphic chU:actcrs uc uscd for thcse quantitics. 

usually negligibly smaU ú1 case of surface and very shallow 
foundations, but their effect may become appreciable.for 
greater depths of embedment. 

Referring to equation (J), it is interesting lo note that 
dynamlc force and displacement are generally out of ph:ue. 
In facl, any dynarriic displ>cement can be resolved into two 
components: one in phase. and one 90° out of phase with 
the imposed harmonic load. It is convenient then to intro. 
duce complex notation to represent forces and displace· . 
ments. As ;i consequence, irnpedanccs may also be written 
in the fonn:• 

K0 (w) a K.,(w) + IKo1(w) 

• = "·h.r,hr, t; i ::a v'=i 
(4) 

The real and imaginary components are both functions 
of the vibrational frequency w. Th~-~~~-~~-~PP!l~-.~~J!flec~~ 
~~~!If[n.•ss .. '!_n~ ... in•nia of the. supportinl!. soil; its d<pen
dence. on .-frequency is auribut~d. solely tó-·the · influence 
Which fre(¡uency has on inertia. since soil. p_r~p~JJ!es are 
e_So~entiaUy frequency independen.L_ Th~ .. in}>gil)at):. com
pon~nt reflects the radiation ancf.material damping of the 
SYSt.~m. The..former, being the !CSult .~f energy ~issipation 
by waves·-propagating away from !he foundation, is fre
cjueiiCii.··· dependen!; !he latter, arising chiefly lrom the 
hY,teretlc cyclic behavior of soii, ls practically frequency 
independént. · 

A very instructive analogy between the dynamic response 
of a simple 1-dof oscillator and of a three·dimensional 
":nassless foundatiorrsoil system has been drawn by Roesse(.oO 
Assuming a hannonic excitation P(r) =Po exp (iwt), the 
steady-state response x(t) = x0 exp (iwt) of the 1-dof oscil
lator may be obtained by substitution in lo equation (2); 

· _ P(t) 
(Y. -mw1 ) +¡e,.,=- (S) 
. . x(t) 

Contrasting equalions (S) and (3) prompu the definition 
of a dynamic impedance function for the 1-dof mass
spring'dashpot system: 

K= (K -mw2) + !Cw (6) 

and, by.comparlson wlth equation ( 4): 

K 1 =K-mw2 

K 1 =Cw, 

(7) 
(8) 

In otlter words, the dyn¡unlc-impedance of our. fomiliar 
l~·dO"f oscillator_ is ~deed a complex number wüti a fre· 
quency dependent real pan represel1ting the stiffr.ess Jnd 
inenia characteristics oi the syst:m, :.m.l :s fr~quency 

. deperident ~maginary pan expressing the energy !o:;s ~'1 the 
systerh. Therefore, it is quite natural to e?'press the c.iynamic 
impedance of soil·footing systems in a complex form, as 
done in equation (4): 

Having, thus, established the analogy between 1-dof •nd 
massless rOoting-soil systenu, tet equation (ó) for the 
t.dof be rewritten as: 

K ~K· [ (1 - :~) + i 2P :.1 (9>) 

or 

K =K·(k+iwc,) 

in which the critical vlscous damping ratio is: 

e e 
o~-=c., lKiw. 

(9b) 

( 10) 
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halfspace 01 slralum-on:rock;"'" ~~ "'· for rigid rectangular 
' · d ¡ ns on a halfspace;".·"' .... - ....... ~•.' 11 fot recl· .oun ato . 1 al , .d. ..,,. , .. d 
a.nau.lar foundations of fl.nite t ex~r ng1 1ty;. . ,or ngt 
rectansUtar found~_tions_ embed~ in .a halfs,p:ce;

41 
and, 

flnaUy, for rigid fou_n_d3.Uons of ub1_trary shape. . 
Note that approxitnate ~mJ.·aMlyticaJ proced~res have 

already bccn dcvcloped 10 oblain 1he impedances of cyüzt. 
drical. embedded foundations and circular piles. "~.•J, 57

•1'1 

These procedures assurne lhlt only horizonlally propa
pting waves geneDte at the venical foundation-soU inte_r· 
face, and they neglect the coupüng between forces_ a.nd· 

· displacements at vario~ points. lnstead. they only c~mpute · 
lhe dlsplacemenl at .the point oi application of the.load. 
Thus, in effecl, the soil is modeled as a Winkl6r medium, 
the spring and dashpot character'..stics of which are esti· 
mated from realistic, albi:it simplit1ed, ·wave_ propagation 
analyses.. · . · · 

Finall)', severa! siri1ilar approxirn4te ana/yrictú. formu~ 
lloÍU have been developed, again for deeply einbedded 
cyllndrical foundations and end-bearing . piles in soU 
strata. 13~ 11 These _ proced_ur_es _aiiempt ·.to anaiytically salve. 
che goveming wave.equalións for the stratum, by neglecling· 
the secondary component of ctispl:icement (i.e. the venical 
.component for lateral vibiations or the radial one for. 
Y<r!lcal Vibrations). The boundary confiitions at lhe soil· 
pile interface are analy,tically enforced by expanding ·lhe 
eontact preuure distribution toan infuti~e series in tenns_of 
the natural modes of vibralion oi lhe soillayer. 

'Discrere' models. Dynanúc fmite difference ánd fulile 
element models have been develóped for. problems of 
complicated geometry whkh :lie not e:uily amenable to 
analysil wilh continuum lype, analytical or semi-anal; tical 
fonnulations. Today, finite difference formulations. such 

· as those proposcd by An~ en:J.," Agabein et al.,"'· Krizek· 
et tz/., 11 a.nd Tseng-t't a1.,8 fmd.very linle if any applicatiÓn 
in solving foUndation vibi'ation prOblems, and, therefore, 
will nol be further addressed in thls ·paper. On · the other 
hand, severa! fuüte element · form_ulations and compu ter 
programs are presently widely available and frequentiy 
used in analysing foundation oscil.lations. 

· The use .of firtite elemenrs iil dynamic foundation prob~ 
lems ¡, differenl from other applications of futite elemenu 
in statics and dynamics in that Soil strata of infmite eX:tent 
in Lhe horizontal ande ven in thc.venical d.irection·mus-t be 
repre:sentcd by a model of a finite size. SUch a futite mOdel 

·creares a fictitious 'bo.x' effect, trapping the eriergy of the 
systcm and distortillg its dynamic" chai-acteristics. To avoid 
this problem, w.1ve. absorbing lateral baundaries are intro
duced ta account for .the r3.diation ·ar energy into the oute"r 
regioli. not included in the model. Two ·main typt:s of such 
boundaries are available. The _approx.imaie 'viscous' boun~ 
dary proposed by Ly11nertt ai." and extended by Valliapp:1n 
et a/.64 must be placed ai some dlstonce from the founda· 
tion. The alrernaliVe 'consist.ent' b_oundary. developed_ by 
Waasl 1 and extended by KausetlJ is very effective in accur· 
ately reproducing 1he physic:U behavior of the syst.em, and 
lt also results in corlsidc:rable c:cónomy by being pbced. 
direcdy at the edge of 1he foundation. This 'consislent' 
boundary provides a dyn:mllc stiifness matrix for the 
medium surrounding· the plan e or cylindrical vertical cavity 
which is assumed to occUpy the central region undc:r the 
strip or circular foundation. This matrix corresponds 
exactly lo lhe boundar}' itiffness matri~ that would be 
obtained from a continuum type formul:uion.. · 

·unronunately, 'cunsisi.ent' bounUaries have been devel· 
opcd. only for ·plane·sir;li.n and axi.synunclric (cylindrü:a.l) 
seometries. No wch boundary is avaib_ble fo_r uuly three· 

dimensional (JO) geometries, in cartesian coordinares. 
Titw, to solve 30 prob.lems a fulite..,lemeni model mwt 
resort to •viscous' or elementary bound"aries placed far 
away from the loaded ilJ"ea In this way the flctitiously · 
reflected waveS are dissipated th.rough hysteresis and frie· 
tioit (material damping) in the soil befare they retum to 
the foundation region. HOwever, the cost of su eh analyses 
is prohibitive and truly 30 solutions ue very rarely used 
in praclice. An attempt has been made to modify a 20 
computer program by adding vlscous dashpots 10 lhe 
laten.! faces of its Plane·strain elements, in arder to simu· 
late the r:idi¡tion damping of 3[\_ situalions." Notwilh· . 
standing the popularity enjoyed by this pseudo-JI) model. 
its only difference from the 20 mO'"del is that it introduces 
an artificial increase in damping, which cannot possibly 
reprodut;e all aspects of the true 30. behavior. In iJ.ct, in 
sorne cases the actual 30 ,radiatio"n damping in rocking is 
over-estirnated rather than under-estimated by a 20 model~:56 
thus by adding visc:ous dashpots. the situation may wo~en 
instead of improvin.g. 56• 6 s 

Consequently, today, two typ., offutire..,lement niodels 
are practlcally available: plane·stra.in 20 models appropriale 
for s~rip.footings or elongated rectangular strucrures;J4·~·a' 
and JO axlsymmetric·geomelry ·modeil appropriale ior 
cylindrical foundations and nearly square structures.Ja.v.u 

11 ls noled lhal embedded fowtdations and layered soil 
strata can be routinely. handled with al! the fmite·element 
fonnubtions. On the other h:1nd, 1he presence of ,· :l<ed 
bollom boundary is required by most of the av:Ulable 
codes. Thls ¡, hatdly a drawback. if a stiff, rock·like str'llum 
does cx.ist at a relatively shallow depth. Other\vise, whcn 
the supporting soil deposit i.s very deep, the · cost of a 
realistic futite-eleritent a.nalysis may become substantiaL .· 

Conclunon. With the available anJJ.ytical, senii-analvtic;...;. 
and f:.nite-element computer programs thc foundation vlhra
tion lnalyst may obtain solutions for foundations of ..-ariOus 
shapes, surface or embedded, supponed by deep or shillow 
soil deposits. In selecting the most appropriate code for 
each specific situation, attention should fust focus on th!! 
de;Hh of embedment and.ihe nature of the underlying soil. 
When dealing with very shallow footings on deep deposits 
which can be well reproduced by a small number of laye~ 
wíth different properties, continuum type analytical or 
semi-analytLcal formulations are cleally more. :11..lvantageow: 
the choice. of the most appropriate among them w11l be 
mainly dictatÓd by the shape of lhe footing (strip, circular, 
rectangular, arbitrary) and the de$ired degree of accur:lcy. 
On the othcr hand, for embedded foundations in a sha.l!ow 
stratum or whenever a large number of !ayers' with sharply 
different properties exists below. the fooüng, finite element 
models ate particu!J.rly appropriate. 

Funhennore, attention ·shou!d be a-ccorded to the opera· 
tion~f freC\uencies of ·the ffiachinC and the inertia ch.uacter· 
istics of the founda.tion. At ••ery ltigh frequencies o.f .. ;bra· 
tion. /, discrete .models may become very costly; bl!cJuse, 
in arder to transmit high frequencies, a brge number of 
sUfficiently small·sized elements m.ust be u_Sc!d. For instance, 
it is usuaUy recommen.cJed that the max.imum dimension of 
an element should not exce"ed A/8, where X = Vlf i.s lhe 
wavelength in a particular .soil !ayer baving shear wave 
velocity V. Tl}erefore, with high frequencies, analytical 
models may become a.dvantageous. Notice, though, that th~ 
computer costs of se"mi-analytical fonnulations may also be 
adversely affected by a ·large increase in the operationaJ · 
frequency, sin ce they, too, discretize the. contact are a ur 
th~ whole uppermost ~urface. . 

Re~arding 1he in_ertia characteristics· of t~e. fo~ndation, 
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ihe author and Roesset 39 .lm'~ .d.e.m~nstra_ted that ror heavy 
roundations (i.e •. with _high man .ratios) small enors in 
módelin3.ihe dirrerent soillayers are unirii¡fortarif and one 
.,.3ÍÍ sarely. b ..... th. design on available halrspace solutions 
o.r on the resulu oC _analyUcal type computer programs. 
On _lhe g\her_~m1.. relatively tight roundations are quite 
sensl,iv_e JO the_ e~t.ence of comp_et~nt roe~ at a shallow 
depth and or difrmnt soil layers beneath the rooling, thus 
requtruig a good soil exploration rollowed by finite-element 
analyses •. These conclusions are rurther illustrated and 
seneralized in a la ter section or this paper. 

In additlon to the cxisting computcr programs nwnerous 
soluUons have been published in the literature in rhe ronn 
or d!rn•nsionless graphs, tables and simple rormulae ror 
impedance and compUance functions of ioundations with 
aeveral difrerent geonietries, dcpths or embedment and 
· stiffness characteristics, supported by various idealized soll 
profiles (halfspace, stratum, etc:). These solutions can give 
very satisfactory results in many practica! cases and are 
especially valuable in conducting preliminary analyses and 
panmeter sensitivity studies. One of the goals of this state· 
o(-the-art paper is to present and discuss the most signi· 

- ficant or these. available solutions. Befare doing this, 
however, it is expedient to illustrate how the irnpedance 
runclions may be utilized to obtain the dynamic response 
or rigld massive roundations. -

Use oflmped•nce functionJ: respome of rruusive machlne 
found•tiom 

Thc first step in 3.nalysing the response of a masslve 
machine foundation is to evJluate the pertinent dynanúc 
ir.tpedances at thc anticipated frequency, or' range or fre· 
queni:ies, or the machine. This_ is done either by utilizing 
existing discrete or continuum type formulations, or- by 
resorting to published solutions available in the soil dyn· 
amics llterature. The use or dynamic !rnpedance_ lO obtain 
the response is illustrat~d herein·. 

figure 3 portrays a massivc, rigid foundation havingequal 
depth Qr embedment along all the sides and possessing two 
orthogonal vertical planes or symmetry, the intenection or 
wltich deftnes a vertic:U axis or·symmetry. The rounda_tion . 
plan. ltiving two axes or symmetry, ma~ be or any axi· 
symmetric or orthogonal shape, including the infinitely 
long strip (20 geometry) .. For such roundations, vertical 
and torsional oscillations are uri.coupled, wh.ile horizontal 
forces· aild moments along and around the principal axes 
produce displacemCnts and n)Utions_Only a long and around 
the same axes. Thus, with the notation of Fig. 3, the equa
tlons of motion in vertic:ll translation v(t), torsional rota· 
tion 8(1), and coupled horizontal. translation h(r) and 
rocklng r(r);-·au· ierened to the center or gravity, or tho 
machinC-founda.tion s_rstem, are respectively: 

m ·ii(t)+R0 (1) = Q0 (1) (21) 

1 •. B(t) + r.(r) ,; M,(t J (22) 

m ·h(t) +RA(I) = QA(I) (23) 

(24) 

in which: m = total foundation mass; fox = mass moment 
of lnenla <J.bout a principal horizollul ax.is passing through 
the center, of gravity; 1, = mass moment oi inenia around 
the vertical <J.Xis of symmetry; R •. T1 , R,. 3.nd T,. = vertic3.1, 
tonional, horizontal anU.rocking re:1clions of thc soil acting 
at the center of the fouaiÚ:ltion base (remcmber F:g. lb); 
Q., M,. Q11 and M,.= vertical. torSional, horizont3.l and 
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rockinc exciting forces and mot;nent:l, acting at the center 
of gravity and resulting from th~ opcration of thc machine .. 

A:. already mentioned, only the steady-state response .. ·: 
dUL" ~o a harmoriic excitation i.s of interest here .. Not only-

· because most machines usually produce unoai:tnceti lur¡;es 
which indeed vary hannonically·with time (rotaJy or reci¡:¡
rocating engines), but also because non.hannonic tOrces 
(such as those, ror example produced by punen presses and 
forging hammers) can be decomposed into a large number 
of sinusoids through Fourier analysis. The.refore, Lhe excita
tíons may be written U: 

Q. = Q0 exp (i(wt + ~.)) Q =V, h (25) 

M.= M0 exp [i(wt + ~.)) • = z, r (26) 

in which the amplitudes Qa and M a are either constarits or 
(more rrequently) proportional lo the square or the opera· 
tional frequency w = 2rrf; ~4 are the phase ~ngles oi the 
four excitations, v, h, r and z. 

With the excitation forces described by equations (25)-
(26), the steady·state motions may be cas_t in the ronn: 

v(t) =. v · cxp (iwt); v =u,+ iv, (27) 

8(t)=8'exp(lwt);_ 8 =8 0+iB, (28) 

_h(t)=h·exp(lwt); h=h 0+·ih, (29) 

r(t) = r · exp (iwt); r = r 1 + lr1 (30) 

In which: ·v, 8, h and r are complex, rrequency-dependent 
dlsplacem:ent arid rotation amplitudes at the center or 
gravity. Note that equations (27)-{30) do not by •ny 
.means irnply that the four components of motl.on ~re :1U 
in phuc, nor that the phase-angles betwe~n lhe c~rre
sponding excitations and motions are equal to ~a (equauons 
(25)-(30)). Instead. the true phase anglos "'• are 'hidd<n' 
in the complex fonn of each displacement componen t. For 
instance, the_vertlcalJfiotion \I(Ül exhibit:. 

.v.=arctan(v1 /v,) (31) 
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Oearly, soU deposits having a conitant G and extendlng 
to pDctically Infinito depths, u tho homogonoous halfspaco 
model assumos, do not abound in naturo. In addition. 
circular foundatlons are rathor raroly constructo d. Nonotho· 
less, tho rosults of Fi¡¡. S for a circular foundation on a half· 
space are of great value 111 undentanding the phonomena 
Usoctated with · foundation vibrations. From a practical 
point of viow, howover, the shape :md tronds of these 
tmpcdance functions are more important than their exact 
values. 

Rl6il strip foundlltlon 
· When dea!Íng wlth long and narrow foundatlons, the 
len¡th of which is largor than their width by a factor of S 
or greater, it is a conunon practice to idealiz~ their shape as 
an infinitoly long strip. lf, moreover, the dynanúc loading 

-·-·-
8 

is reuonably uniform alon¡ the longitudinal direi:tton, 
plane·strain conditioni provaü throughout and 20 analyses 

· aro sufficlent to obtain rhe response. · · 
Figuro 6 displays the dynamic irnpedanco of a rigid strip 

foundation on the surface of a homogeneous ha..lfsp1cc .. 
Those results were obtained by the semi-analytical pro
cedure of Gazetasl6 and Gazetas and RoessetJ1 and are in 

. agreement wlth the results of Karuudhi tt al.,. lt is noted 
that ·in this case the impedance tunctions are pres.ented in 
the form described by equation (4), and not in one of the 
moot usual forrns of equations (12) or (17). The nece,.ity 

· for this chango stemmed from the foct that the static ver
tical and. horizontal stiffnesses of ail infinito strip on a 
halfspaco are zero, in agreement wlth the classical theory of 
elasticity. This is at variance wlth the behavior of circular 
foundation.s, · whose (nonzero) static stiffriesses can be 
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found from the expressions inc1uded in Fig. S. The infmite 
dbplacement ofa strip-1oaded halfspace arise from t~e 1arge 

. depths of the corresponding 'zones·of inOuence'. 1n other 
words. the static stresses induced by the stnp surface l~ads 
decay slowly with depth and, thus, cause appr~ctable 
stralninS of even remate soil elements; accumulatton of 
these s;ralns yields infinire dbplacements. 

On the other hand, the stress and strain fie1ds induced 
by moment 1oading are confmed to the near surface soU 
only, thereby producing small surface disp1acements and 
non-zero stuic stiffnesses. For a rigid strip foundation, an 
expression· for the static rocking stiffnCss iS included in 
fig. 6. . 

A few other trends are wor1hy of note in fig. 6. First, 
ano should notice that there aie on1y three possib1e modos 
of Vibration of a strip (vertical; horizonttt·and.rocking) as 
compared to the four modes of a circular footing. Appar· 
ently, torsionaJ oscillations involve out-of-plane motions 
and hence are irtlpossible with strip footin8:s. 

In general. the dependence of the dynamic impedances. 
on the Poisson's ratio of soil.is very similar for strip and 
circular foundations. Thus, the dis.cussion of the preceding 
tection OR the sensitivity of circular impedance functions 
lo v, is also applicab1e to the present case. 

Regarding the variation of impedances wilh frequency, 
on the other hand, there are sorne differences between 
circular and strip footings, although ciearty the general 
trends are similar. Thus, in the very low frl!quency range, 
the real patts K01 and K01 of ihe two trans1ational modes 
increase with increasing a0 and they attain peak values of 
a. ranging from about 0.25 ro" about 1.0, depending pri
marily on the Poisson's ratio and the type of osclllation. · 
11tis Jmplles that 'construct!ve interference' of various P. 
and S waves originating at the soil-foundatton interface 
reduceS_ thc d~pth of the 'zone of influence·~ this r~sults. 
Jnto fmHe displacr:ments and non-zero dynamic stiffnesses. 

Beyond their peak values, K01 ar.d Kht behave much 1ike 
their ciicular countápans. N atice, however, -that a_t 
Polsson's ratios clase to .O. SO the vertical strip stiffness 
becomes neg:uive at a0 values gre:uer thln 1.3, as ccmpared 
with the. correspouding value of "2.5 which was observed 
for circular footi.ngs in Fig. S. 

The imaginary parts X..,1 and K111 of rhe vertical_ and 
horizontal modes increase almost lineatJy with a0 , thus 
indicating qu:ilitatively similar radiation dampfng character
lstics of strip and. circular foundations. (Notice that the 
damping coefficients e in the 1atter case are proportional· 
to the slopes of the imaginary component <;>f Lmpedance
versus..a0 cur..-es; hence a coñstant e ~plies a linearly 
varyingK1.) · . · 

Finall~. the rocking stiffness and damping temu of both 
strip and circular foundations ex.hibit ~sentially identical 
trends. Evidently, rocking induced static or dynamic 
stresses influence only the near-surface soU under both 
plane-strain and axisymmetric loading conditions. 

Rigld rtctangu/or foundarion 

Results :ue now avaüable for the complete dynamic 
impedance matrix of rigid rectangular foundations with 
varying aspect ratios L/8, over the low and medium fre· 
quency range. 47 For the vertical, horizontal and rocking 
modes. in particular, results are avaHable even for moder· 
ately high OOes of a0 .44,o&a,ca · 

Ag11ln, in presenting the variation with frequency ilnd 
aspect ratio of impedances it is convenient to express them 
in the fonn of equation (17), with •• = wB/V, where 2B 

is the Width or the smallest side of the foundatlon. Resu1u 
for the Ita tic stiffnesses are presented fin t. 

· lt has been ~own for sorne time.that the stadc stiifness 
o~ a typical rectangular foundation can be approxim.tted 
WJ.th re¡uonable accuracy by the corresponding stiffness of 
'equivalent' circular faundations. For the transl:ltion:U 
modos in the éhte• principal directioru (x, y and : ¡ the 
radius Ro ofthe 'equivalent' circular·foundation is obt.lined 
by equating the are~ of the con~act surfaces; hence: 

(28 · 2L)"' Ro=---,. (47) 

For the rotational modos around the three principal axes, 
the 'equivalent' circular foundations have the same area 
moments of inertl:t around x, y arid ·z, respectively, with 
those of the actual foundation. Thus, the equivalent radü 
are: 

R0,. = (16L · B3/311') 114 

for rocking around the x-axis; 

Roy = (168 ·L'fJ,.¡u• 

for rocking around they:axis; and · 

. _ [168·L ·(B1 +L')]114 

Ror-
Óll' 

for torsion around the z-axis. 

(48) 

(49) 

(50) 

The results of recenl pln.meÚic stUdieS have cantirmed 
the similar static behavior of rectangular and equivJ.!ent 
circular foundations. Table 2 is a synthesis of theresu1ts of 
severa! such in•testigations. It presents theoretically 'ex:Ic:' 
fonnulae for all the translational and rotational static stiff. 
nesses of rigid rectangular foun~tions having a wide range 
af aspect ratios. 'These formulae are cast in the form:· 

K= X 0 (Ro) ·J(L/b)" ... (S 1) 

in which: K= the actual static stiffneis;K0 (R 0 ) = the corre· 
sponding stiffness of the equivalent circular faur.dation, 
obtained from Fig. 5; R 0 = the radius of the 'equivalent' 
circle; and J(L/8) =a 'correction' factor, function of the 

• aspect ratio, LIB. 1f J(L/B) were equal to 1 foral! aspect 
ratios, the static equivalence between the two types of 
footings would have been perfect. Convenely, the larger.the 
difference is between J(L/B) and 1, the 1ess accu111te it 
Would be the appróximate a rectangular with a circular 
footing. 

It may fust be noted.that only small discrepandes exist 
in the values of the 'correction' functions computed from 
the. results of severa! authors. These discrepancies are due 
to either the assumed soU-footing interface behaviur 
("smooth' versus 'adhesive' contact), or the employed 
different numerical solution schemes. In practice, however, 
Ú1 view of ·the small rnagnitude of these differences, one 
may safe1y use for J(L!B) the average of the valu.s pre· 
sented in Table 2, for each particular aspect ratio. 

The faUowing conclusions are evidént from this Table. 
l. Even for aspect ratiol, LIB. lS high as 8, the 'equi

villent' circular foundations yield stiffnesses wiUch· are 
within J~ of the carresponding stiffness of the actuJl 
rectilngular faundiltion. This is by no means a brge error, 

'in view, for example, of the uncertainty in estímating the 
soil modulus in practice. · 

2. For aspect ratios, L/8, less than 4 the 'equivalent' 
stiffnesses are in very good agreement with the :~ctual 
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T•blt 2. StJJrtc Jtl/,..ntJ lo, ,ecr • .,.w rllld !•""""""" 
1. VertlcalJtiCfn.,. 

'Correaioa' fac:tor J. 

Gorbuno.,. 
L Posadov Baítan 
~ (1961) (1962) 

1 1.023 0.953 
2 1.025 0.97S 
4 1.108 1.077 
6 1.197 1.152 
8 1.266 1.196 

10 1.313 -1.250 
20 1.572 

2. Horlzont&l rtlffncucs 

'Correction' factor J :e 

Domin¡ucztrlll. (1978) 
Savidis 
(1977) 'Adhesivo' 'Smootb' 

0.944 1.052 1.081 
0.913 1.063 1.130 
1.072 1.107 1.196 

. 1.200 

K = 8GR,,¡ (L/8) 
y 2-., y 

'Correction' factor/y 

DomJna:uez Domln¡uez 
L Bukan lfQ/, 
! (1962) (1978) 

1 0.993 1.03S 
2 0.983 1.044 
4 1.000 1.08S 
6 1.055 
8· 1.132 

10 1.191 

3. Rocki:nl sti!fnesses 

_ 8CR!.. · B 
K,. -3(1-•l J,..U.I l 

'Correc:tion' factor J n: 

Gorbunov· 
L Posa.dov Daminguez 

Bukan eul. 
(1962) (1978) 

0.993 1.03S 
1.008 1.105 

1.221 

8GR!y 
K, =--·J~(L/8) • 3(1-•} ., 

'Correc:tion' factor 1, 

Gorbunov. 
Posadov Domin¡uez 

JI <tal. (1961) tral. (1978) tral. (1961) tl41. (1978) 

1 0.991 0.965 0.991 0.965 
2 1.034 1.039 1.035 1.031 .4 1.0488 1.117 1.072 1.140 
8 1.178 1.226 

10 1.281 1.319 

4. ToniorW nlffness 

16 . 
K,• • K r = ) GR!, • J ,(L/8) 

'Corrcc:tlon' factor 11 
L 
"J Domln¡ucz tr •1. (1978) Roesset et Gl. (1977) 

1 0.950 1.033.2 
2 1.000 
3 . 1.016 
4 1.166 

ones. Typically, the error is within 1 00& and, hence, it is 
inslgniflcant ror all pr::J.ctiC:l) purposes, 

J. The greatest differences are observed between actual 
and 'equivalent' stiffnesses for to(sion (K1 ) and for hori· 

.zontli displacement in !he y direction (K ). For L/8 = 4 
the enor in K, is about 17% and in Ky ~out 22%. lt i; 

. worthy of note that whereu for a circular foundation 
K ,.o a K yo= SGRo/(2 -v), where R0 i5 given by equation 
(47), a rectangular foundation witb · the ias¡er side 2L 
nol'l'llll to they·axis (Fig. 4) is characterize4 by: 

K7 .. K.+!Gs(~~~) (52) 

for typical values of Powon's ratio. 

YarlarfDn with a0 • Figure 7 portrays the dependence of 
the dynanúc stiffness and damping coefficients, k ande, on 
the frequency factor a0 and the aspect ratio LIB. These 
mults were obtained with the Boundary Element Method 
by Dominguez and Roesset,"' for a single value of Poisson's 
ratio, v = i. Only the coefficients of the iix diagonal 
components of the impedance matrix are shown, they 
correspond to the translational modes of vibration (x, y 
and z) along each of the thrce principal axes, and to the 
rotational mo_des (r2 , ry and r,) around each of the same 
three principal axes. The two cross-swaying-rocking (coup
ling) impedances, corresponding to the xr Y and yr 2 modes, 
are negligibly small for surface foundations, and are thus 
omitted from this presenution. Also shown in Fig. 7 as 
circles are the predictions of the 'equivalent' circul>r 
foundationJ, computed from Fig. S in conjunction with 
equations (47KSO). One rnay notice the following trends 
in Fi¡. 7. 

l. The terma k, ande, of the impedance against inotion 
normal to the smaller siiie 28 are insensitiv~ to van:--.:ions in 
a0 • Moreover, k" is essentially independent oi the aspect 
ratio, L/8, while· c2 · increases almost in propor('::.n to the 
square-root. of LIB. Recall that e, must i>e muhiplied by 
rr0 :. wB/ V. to obtain the imaginary component of the 
dynamic part of the impedance (equations (12) or (17)), 
in which 28 is the width of the smallest side oí :he footing. 
On the other hand, the frequency factor a00 of the 'equi· 
valent' footing cquals wR 0 / V.. with: 

Ro = 2._ 8 (!:..)v' 
. .¡w B . 

(47a) 

l.eo a00 is proportional to the square·roOt of LIB. Hence, 
plotted in Fig. 7, both stiffncss and damping coefficicnts 
of th.e "equivalent' footing are in excellent agreement with 
the corresponding· coefficients of the actual rectangular 
footing, for all aspect ratios studied (L/B = l-4), ac least 
in the frequency range, O< a0 .;; l. S. 

2.'The variation of the verticil stiHness and damping 
cocffic~nts, kv and Cr~, has a similar shape whh the varia. 
tlon of k" ande". In this case, however, the two coeffi. 
cients are more sensitive to variations in a0 a.nd L/ B and 
the damping term Cu is always larger than c2 • Moreover, the 
agreement between actual and 'equivalent' coeificients is 
reasonably good, for aU practical purposes. 

3. The coefficients ky and cy. for a motion parallel to 
the smaller side 28, show a greater sensitivity lo both a, 
and L/8. Furthermore, the discrepancies between 'equi· 
valent' and actual va"lues for these coefficients are appreci· 
able, inqeasing with the aspect ratio. In fact. footings 
with a Luge L/8 ratio (c.g. ;>4) tend to behavc more iike 
strip rather than circular fooüngs, as a comparison betwcen 
Figs. S, 6 and 7 indicotcs. 

4. The stiffness coefficient k,,. for rocking Jcound the 
lon~st axis, x, exhibits ~o sensitivity to_ the i1Spect ratio, 
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L/8; moreover, its vari~Uon as a functton of ~o is _nearly 
ldentical with the varia <Ion of the correspondUlg suffneJs 
coefficient of both the 'equivalent' circular footmg and a 
strip footing with the same width B (Fig. 6). The darnping 
cocfficient e, atta.ins negligibte values in thc Iow frequency 
rango and iti"crea.ses approximately in proportion to the 

{ LIB ------·-·-·---··-··-

1 

~ .5 

1 • 
2 o 
a e 
4• 

o 
(i) .. 

fourth·root or L/B at lllgh frequencles. Recalling that the 
frequency factor or the 'equivalept' circular footlng is 
proportional to: · · 

2 
• • ··-··-....... _ . --··-··---¡" "' ' . _Cl.---·--·-·-·-·-··---:- o 

. o ------
·0 -----------------

• 

(48a) 

o~--~-----L----~0~--~----~----~ 
1 1 

·.u L/B r.atloi. 

o 1 

all LIB ratio• 

• 5. 

o .5 1 
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Flgurt 7. DyfiiJmic coe[/icienrs o[ rigid rectangular footings on homogerieous halfspace;" (eire/es obrained by this aurhor 
/ot 'tquivalent' circular /oorings) 
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where:is the term e,. is multiplied simply by a0 = t.dl/V, in 
equations ( 12) or (17), one con directly unveil the very 
close proximity be~ween the actual and 'equivalent' damp
ing coefficients. 

S. The .. stiffness coefficients kry and kr .for rocking 
around the shortest axis and torsion, respectively, show a 
somewhat similar dependence on L/ 8 and exhibit sorne 
nuctuations with Do as L/B increases. The two coefficients 
are predicted only with smaU accurocy by lhe 'equivalent' 
circular footings. On the other. hand, the two damping 
coefficients c"Y and e, grow rapidly with both frequency 
and aspect ratio. ln this regard, it is interesting to noticc 
that. for instance, the frequency factor ~or the ry mode is 
proportionallo: 

2 (L)'" R =--8-
oy (Jw) 1" 8 

(49a) 

which reveals a much .stronger increase of e "Y with L/8, as 
compared with the corrc:sponding incr,ease of c,z (a power 
of i for e "Y versus i for e,.). Ag:lin, the values of the two 
coef1icients may be i'e:J.Sunably well predicted by the 
'equivalent' circular foundalion. 

1 

1 

o 1 

In conclusion, with the help of the formube ofTable 2 
and the graphs of Fig. 7, the dynamic behavior of rect· 
angular foundations with essentially any aspect ratiü can be 
obtained. Furthennore, the · •equivalent' circular footings 
described through equatións ( 4 7)-{50), yiclll· :<:!l<>nably 
good estima tes of the response for values Óf LiB !eSs th3Jl 
about 4 and frequency facton at least up to l. S. For larger 
values of L/8, the static stiffnesses of Table 2 con be 
utilized in conjunction with the dynamic coefficienu of 
an equal·width strip foundation (fig. 6). More paramctric 
studies are, however, necessary to obtain results in the hig.h 
frequency range (l. S < a0 .;; 8). 

RICIO SURFACE FOUNDATIONS ON A 
HOMOGENEOUS SOIL STRATUM 

Natural soU deposits very rarely have unifo"" properties 
within large depths from the loaded surface. More typical 
is the presence of a stiffer material or e'len bedrcck. at a 
relatívely shallow dep1h. The response of a foundation on 
a soil str:uum underlain by such a stiffer medium can b~ 
substantially difíerent from the response of an ident:cal 

18 Soil Dynamics and EarthqUilkt Enginttrinr, 198J, Vol. 2, No. 1 
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Coundation resting on a unlfonn halfspace. 1t is, thus, 
· Imperativo 10 study the dynanúcs of massless fou~dauons 

on such soU deposits. Specifically two types o~ tdealized 
son prorues are considered in this section: 

. ,, (a)' a homogeneous soU stratum over a rigid base, and 
· .(b)·~• homoseneoua soü stratwn over a homoseneous 

. halfspace. 

~sults for non·homogéneous soU strata, with moduU 
contlnuously lncreaslng or decreasing wtth depth, wW be 
p,.sented in a subsequent section of the paper. 

In addition to the four dimensionless parameten whlch 
control the behavior of "l!d footings on a halfspace, 
namely, a0 , "· t and L/B, w.emroHmJ(or H/R} is o( 
crucial lmportance in the ~rise o_f fqQtlnp_c;>,!!..!.hQ!11Q,. 
geneous s~!!J!'!!'~ lts effect u. thus. studied throughout this · 
iciCHon. Furthennore, the moduU ratio G¡{G2 is ofinterest 
whenever the soil stratum u underlain by a non·rigid base 
(halfspace); . 

Orcular foundizrlon on srnzrwn o•u a rigfd base 
~sults for the dynamic impedance functions of a rigid 

circular dislc at the suñace of a stratum-on·rigid-base are 
p,.sented In Tabie 3 and In Figs. 8 and 9. ~cmcaUy, 
Table 3 offen simple and qujte accurarc formylac for the
óeÍermjo~!!Qn .. of the __ !!ª!ic . .J!!(f~~; Fig. 8 studies the 
eiTeCI of the H/B'iáiío on the dynamic stiffness and dampo 
ing coefflclents, k and e, for a single value of hysteretlc 
damplng ratio, t = O.OS; and Fig. 9 shows the sensitivity 
of k and e to variations In t. for a single value of the 

· ratio, H/B = 2. These results have been derived by 
Kausel" and K<\Usel eral. 89• 90 and ha ve been ducussed by 
Roessct.60. 91 Scve~ !!:_;ni!k!'1t conclusions may be drawn 
from thls dat•, .-' 

Statlt: sdffnessts. lt. u evident from the formulae of 
Table 3 that the existence of rigid bedrock at a relatively 
shalJow depth may drastically lncrease the statlc stiffnesses 
of a rigid surface foundation. The four cxpressions reduce 
to the corresponding halfspace stiffnesses witen H/R tends 
to lnfmity, but their values increase with decreasing H/R. 

Vertical stiffnesses are panicularJy sensitive to variations 
In the depth to bedrock (notice the 1.28 factor). Hori· 
zontal stiffnesses are also appreciably affected by H/R 
(factor.'of 0.5) while the. rotational stiffnesses (rocklng 
and torsion) are the least affected. In fact, for H!R > 1.5 
the response to to~ional ·laads is pfactically lndependent 
of the..layer Uuckness. · 

Type or toadln¡ Statlc stllfne11 

Vcrtlcol: 4GR( R) K0 =I-• l+l.l8Ñ 

• Horbontal: Kh= 8GR (1+~) 
l-• lH 

Roddn¡: 8GR
1 

( 1 R) 
K,a~ 1+ 6 H 

Tonlon: K1 =!,! GR' 
] 

• Mapted rrom KauselJ1 and Kauscl er 11/." 

An lndication of the ca!Uts of thls different behavior o( 
a circular footing to the four different types of loading can 
be obtained by observins the depths of the 'zone of infltr 
once' (known as 'pressure bulb' ever since Terzagfti) in each 
case. Thus~ from Gerrand and Harrison. 91 in a homogeneous 
halfspaco, the vertical nonnaJ_ stress, a=, along the centerlino 
of 1 vertically lo.aded rigid circular disk becomes less than 
10% of the average applled pressure at depths greator than 
t 9 2!14J_l; the horizontal shear stress, Tzr, b.ecomes less than 
10% of the average applled shear traction at depth greator 
tha.a z,.et2R. From Gazetas/3 the horizontal shear stresses 
r.B &nd r,D due to ünearly distribu_ted torsional surface 

· stresses 'become less than IO'lo of the maximum apptied 
shear traction at z >z,"' 0.1SR. Finally. moment loading 
wlth a linear distribUtion of normal tractions varylng from 
O to p yields. z,"' l.2SR, below which u. u less than 
O.IOp. 

Variation with a0 , H/R and t- The variatiQll pf .the 
dynanúc stifiness ~l!.d damping coefficiei!!Cwiihfr.-qu~ncy. 
reveals an iqually strong dependence on H/8' On a stratum 
both k and e are notas smoOth 'runctiOns-ai·an a haJfspace: 
but ex.hibit undulations (peaks and valleys) associated with 
the natural frequencies (in shear and dilation) of the soil · 
!ayer. In other words, the observed fluctuations are the 
outcome of resonance phenomena: waves emaiutingJf.2JU... 
the oscillati!J• .faundatlon ~f~;'J..Ill~.loil·bedrock int;r; · 
Cace an~ .fWJ_'ll ~ck-to...t _: _ .~4ce at t!!!.Juñace, -As a · 
result, t_fi_~ -~!'.!!!.~~~ .. of fq~r¡fl_~tio~ __ ll1otiog may signl· 
tícantfY increase at specjfic frequenc!es .. gf _vjb_ration, whlch, 
as s_~_own _subsequently. are clase to the natural frequ~nc~s 
of the .. depo*. Thus, the stiffness coefficients exhibit 
valleys whlch are very steep when the hY'teretic damplng in 
the soU u small (in fact, in certain.cases, k would be exactly 
zero if the soil were ideally elastic); en the other hor.d, with 
large amounts of hysteretic darnping (t := 0.10-0.20) the 

· valleys beco me less pronounced ( Fig. 9). They also beco me 
less_ pronounced as the relativo thlclcness of thelayer. H/R, 

·Iricreases (Fig. 8).' 
Another importan! phenomenon u revealed through the 

variation with a0 of the damping coefficients. At low f1e· 
quencies, below thLfun .. rm>nllQt .. frequency, rad4tion 
du,np~~--~ ~Z~D?:-This is due ~o )P,~ J~~~ H1~t. ,_o 511rf1ce 
waves can J2e physicaUy_ created in a soü stratum .at such 
f~~~-~n~is .. 3iid; ~~~-~ _t_he _be~ro!=k prevents waves fnm 
prop!!g~tY,g_ ~ownward. geometrical spreading of."-wavc 
energy u nogligible. J,M_¡_m~!! ·~.!~es of the darr¡plng in lrus 
range (Fig. 9) just reflect the enerkY lo.S·ihrough hYH~!_etl~ 
damplng; for a purely elastic soil e would be z~ro. . .. . ·- . ~- . .... . .. ..... . . ... .. . . . . 

Ran¡e or valldityt So U ptoflla 

R 
H/R >2 -
H/R >1 , r•:BB."!I."':"~' 

H· G,• 

'4>H/R>I ¡);;f//1¡/jj¡¡l/i~/ 
HIR> 1.25 

t For H/R < 2 or 1 thcse expresdons would stW provtde rca~nabl~ •Ilimites ar tne actu.U nade rti!Cneues 
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Flgun 8. Dynamlc co.tfflcltntJ o{ rigld circu/4r {ootlng on stratum-ovtr-b.drock; tf{ect o{ H/R ratio (v a 1/J. 
t a O.OJ)''-aa."' . . . ; 

The phenomena described in the two preceding para
graphs are observed to a larger or lesser degree in all four 
modes of vibration. However, there exist marked differ· 
ences among the dynamic coefticients of vertical, swaying. 
rocklng and torsional oscillations. Specifically: 

l. For rocking and torsion, k ande are relatively smooth 
functioru of a0 , rapidly approaching the corresponding h:llf· 

space curves as lhe !ayer thlckness inereases beyond JR. 
llius, H/R exerts only a smaU influence on .th_e varia:~ ion 9f 
these "two co~[f~ie.nts. On the Qther h·anii. for venical and 
horizontal translation., k and e display sorne very pro
nounced- fluctualions with a0 • Both the location and the 
shape of the resonanl vaUeys are quite sensitive to varia· 
tioJU ·in HIR. and only for H/R values larger than 8 do . 
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b11th strip and circular footlnp (factotS of 1/S and 1/6, 
nspecdvely). 

Dyrt~~ml< bthavlor. Flgwes 1 O and 11 portray the varia
tlon with frequency of the dltnenslnnless compUance func
Uons E f .. whero a D" or h, andE B'F,. Specifically, Fig. 
10 lntends to show the effect of H/8, and Fig. 11 the effect 
of •· The resulu of Fig. 10 were obtained for • = 0.49 and 
t. O.OS, with four different values of H/0, i.e. 1, 3, 8 and 
-; tht 1ast valuo corresponds to the homogeneous'halfspace 
and ls included for a oomparison. f1gure 11 shows the 
offect of • ·on vertical and rocl<ing comptiances only, for a 
!ayer wlth 11/B a 2 and a homogeneous halfspace; the 
offect of • on swaying, heing of secondary importance, is 
not studied herein. . . 

The same general trends observed in the dynamic 
behavlor of circular foundations can now be seen in the 

1 

tp" 
w 

' 

2. 

H/B 

•••··········- CD 
-----.8 

IN-PHASE COMPONENTS 

4 

3 
. 1 

6 

response of strip footlngs, although sorne dlfferences ar• 
a1so obvtous. . 

·One first notlces in Figs. 10-11 that dueto the presencc 
of bedrock both tho in·phase (re :al) and the. 90°·0ut-of. 
phase (imaginary) components of displacement (com
pliance) are _11!!1 .•. ~rnR~~b ... ~n.d. ~onotonically dccreas~g 
functlo_ns.:.:\!Urc.q~f!.cy, . .s on a halfipacé: ·lnstead, lhey 
exhibit .. ~!lks .. and valleys . .al frequencies relaiell lo. !he 
natural. {~~qyencics of the stratum. Nóte ih'at9 in gcneu.l, 
thc peak~. ~f.~ ~omp·~an_ce functioñ 'cOrieSPond. Ío valleys 
in the ltnpedancefunc_tion. 

· The major differenc:s between strip and circular founda. 
tions stem frorñ the much greater sensitivity cif the venic:ll 
ami swaylng oscUlation of .a strip lo variations in H/8. 
Even for H/B = 8, relatlvely high ampUtude pew iiie 
observed in the two compUance functions of lhe strip, 
for the case i = O.OS; thelr difference from the halfspa<e 

) 

o 2 4 6 

j flturo JO. Comp/lanct [unctions ofrigid strip footingon srratum-over-btdrock; <[[ect o[ 11/0 ratio (v = 0.49, i = 0.05) 
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--. compU.ncts is substantial. On the other hand, rock!ng 
Yibratlons of a strip exhibit very similar trend> with rocking 
of a citcul.ar plate; beyond H/R = 3 the presence of bed· 
roe k 1s hanlly noticeable. 

In the case of verticalloading, the resonant peaks are not 
U sharp as those of the horizontal displacements. ln fact, 
on very shallow deposits (H/8 = 1) only a single flat reson· 
anct takes pLace, which is characteristic of o highly damped 
system. A possible explanation of such a b~havior has been 
tuggcsted by Gazetas and Roesset.19

: at frequencies below 
the flrst r~onance sorne 'le3kage' of energy occun in the 

. form of 1aterally propagating f·, S· and R-waves. Evidence 
· In favor in thi.s explanation comes from the fact that the 

flnt resonant frequency, a0 ,., Hes in between the funda
mental natural frequencies of the suatum in vertical S· 
waves. a041 , and in vertical P-waves, aop,t· For example, 
Flg. 11 shows that, for H/ 8 = 2 and • = 0.40, a0 , ~ l. 30 
compared to a0 $. 1 = 0.785 and aop,& = l. 90. Recall that 
for the circular foundation a0 ,. was much closer to a0 p,l· 

No extensive numerical. results · fo.r ... r.igid rectangular 
foun~ations-·süppoi"tO<fby ·a ·sóil .5tiatum ha ve. be e~. found 
In the llterature. 

Found4tion on strarum ov<r a ha/[space 
The homogeneou! h~lfspace .and the stra.1Urn·O~~!c~ig1d· . 

base a~ two ideialiZatio~ of extreme soil profiles. A more 
general soll model, the stratum-over-halfspace, is studied in 
this subsection. Besides the H!R or H/8 ratio, the modull 
ratio G¡/G1 U needed to describe such a soil model. When 
G¡/G1 tends to O, the stratum-On-rigid base is recovered; · 
when it becomes equal to 1, the model reduces to a hamo- · 
geneous halfspace. Thus, . the results presented. in this 
sectlo~. help in bridgiñf1he·g¡¡p·1iélweén 'halfspace' and 
'striiUm' solulivns .to which we llave restricted our atten
tlon untU now (Figs, 5-11). 

.4 

.8 

.4 

o 1 

' \ 
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2 

Numerlcal so1utions for a unlform layer over a halfspace 
have been published by·Hadjian and Luco11 who studicd 
the dyn,ami,C of circular foundations, and. by Gazetu and 
Ro .. set a,' who studted the response of sttip footings. 

Based on the results provided by Hadjian and Luce, n 
the author has derived simple but rea.sonably accurate 
fonnulae for the static Stiffnesses of a rigid circular disk, in 
temu of HIR and G .fG1 • Table S displays these formul.ae, 
which are valid for·the usual case in which G1 <.G1 , i.e. 
a halfspact stiffer than the layer. At the lower limit, 
G,/Gl- O, these expressions reduce to those of Table 3 
for a 1ayer·oh-rigid-base; at the upper limit, G.fG1 = 1, 

. the halfspace expressions of Fig. S are recovered. At in ter· 
mediate. values, as the rigidity of the supporting halfspace 
decreases, the static stiffness.es of the foundation decrease, 
apparently due to increasing magnitude of strains in the 
halfsp.ace. The results are intuitively obvious and need no 
funher explanatiorL 

For circular footings, no results are presented here on 
dynamic stiffness and damping coefficients, but reference 
is made to the original publication by Hadjian and Luco." 

The variation of the dynamic ccimpliances of a strip 
footing with a0 and G 1/G, is portrayed in Fig. 1! for a 
!.ayer with H= 28, Y= 0.40 and ~ = 0.05. Shallower as 
well as deeper layers ha ve been examined by Gazeta.s and 
Roesset. 3' 3~ 

· An inspection of Fig. 12 indicates that the effecu of 
layering increa.se with increa.sing contrast bet\IÍeen G 1 and 
G1 ; these effects are extreme for a layer en rigid bedrock 
(G1/G1 =O) and, naturally, disappear in the case of a 
homogeneous halfspace (G .fG1 = 1 ). There are two main 
effects of increasing the softness of the halfspace. Fint, 
even for small positivo valucs of G.IG1 , i.e. as long as we 
do not deal with an irifinitely rigid bedroci.., lh= ~¡•tic 
Uanslational _displacement tends to infuu"ty, althc.ügh a: • 

.4 

/ 

.8 

o 1 2 

Flgurt I J. Complwnce functions o[rigid strip foutlngon marum-over·b<drock: •fftct o[v (H/8 e 2, ~ = 0.05) 
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.. . . . 

... G, 

-
• DeriVcd by the author on the bula o( resulu prorided by Hadjian and Lucon 

much slower rato compared to the halfspace displacemenu. 
nua, In the very low frequency rango the ln·phase (real) 
components of tho displacements (compliancos) a¡e latger 
than in the case of rigid bedrock. . · .. 

On tru.!llh1! ~."!'d, •.!.~-~Y. s¡>~cili~fr~q~E!.~Xc~e ra!l!~· 
tion damping .of.thC:.S¡iste111 in.ma~t.d.'!.~ .!Q. 2!f11ií!Ji"a!'s:. 
ml.saion of body-w~ves in_ the •. h_alfiP..~! ~~,!1>~-~~.Q~L 

· of ·surface waves •t all frequen~l~s •. Con~¡¡uently, . tho 
resuitlng variitiÓn·-Óf 'diSpláce"'-nts ~a0 is _smoother 
!han In the rigid rock case. 

·The 'eiTecls of deciéasing stiffn_ess ond increoslng radia· 
don ·damplng aie. of majar importance u __ fiequencies equal 
to·or ·lower than the fitst resonant. frequencies of the 
s}istem. With G1/G1.. ascendirig from_Q (rigi~- bedrock) 
towards 1 · '(homiigeneous haifspace), the afo-rerrieii!íoned 
resiiriant pea!<> b~come. !horter arid llatter and the corre
s¡;orl-~~- re~.o~a~~~-~~~-~~.!1~-~~~ ~ift to_l~~~r. ,~.t~.~s:. 

Higher resonant peaks also"i!ec'fease suostantially and 
may in sorne cases be completeiy suppressed. An example: 
the thlrd· resonant pe:lk in swaying (which, we recall, occurs 
at the second natural frequency of the stratum in S-waves) 
disappears as soon as G_ 1/G1 exceeds 0.10. 

Flnally, it is hardly surprising that the vertical. dynamic 
compliances are most sensitive to variations in G1/G1 , 

while rocldng compliances are le3st sensitive. The concept 
o( a 'dynamic pressurt! bulb' proves ~gain very convenient · 
in expiainirig · these differences. The depth of ·the 'buib' 
attains relatively large v~ues in case oi vertical vibrations, 
somewhat smaUer values for swaying and very small values 
for rocldng. 

SOME RESULTS FOR RJGID SURFACE 
FOUNDATIONS OF 'ARBITRARY' SHAPE 

ónly a few numerical results are available for foundations 
havlng 'arbitrary' geomctries, i.e. pian shapes other than 
strip, circular or rectangular. One reason for lhe lack of 
lnterest is that found:uions of such 'arbitrary' shape are not 
constructed very frequently. Moreover, substantial com· 
putational effort must be expenc.led to obtain dyniliTiic 
solutions for such foundation gcometries. The foUowing 
presentation is divided into two pans: one dealing wíth 
vcrticaUy loaded footings of nrious 'salid' shapes and one 
wlth thc complete response of annular footings. 

Ytl'tl&a/ly loadtd fou.ncmtions of varlow '•olld' •hapu 
Analytical expressions for thc static stiffnesses of rigid 

foundations supported to an eiastic halfspace and having 
severa! different !hapes (but without interna! hales) can be 
derived from the resuits of Borodachev94 (see also Selva· 
durai0

). Jt is converilent to cist thcse exprcssions into our 
familias form: 

4GR0 x. ---.J. 
1-v 

(55) 

iri. which: Ro= .,¡;¡¡;, is the radlus of the 'equivalen!' cir· 
c~lat foundatlon, A being the area of the soü-foorin~ 
CÓntact surface; 111 is ¡ shape-depend_ed.conection factor, 
numerical·values of which have been tabulated in Toble 6 
for numerous plan shapes. 

Table 6 in conjunction with Table 2 (pat! 1) can be used 
for detemúning the vertical static stiffnesses of a variety of 
foundations with very good accuracy. Moreover, the foUow· 
ing trends are worthy of note: · 

. 1. The Circular disk yieids the smaUest stiffness of all 
footlngs with a given contact arca. 

2. Of alJ rigid footings with an n-sided polygon-shapcd 
plan of a given area, the regular n-sided poiygon yiclds the 
smaUest stiffness. · 

3. nie correctlon factor depends prittiatüy on ihe 
·aspec:t" ritio of the foundation, being surprisingly insensi· 
tive to the details of each particular shape. By 'aspect' 
ratio we somewhat loosely mean the ratio between largest 
and· smalleSt critica! foundation dimensions. Thus,. for 
example, a rhombus, a rectangie and an ellipse having the 
same aspect ratio, equal to 4, yield very similar correction 
facton of about I.l2. 

In conclusion it seems that, by means of equ;tion (SS) 
ond Tables 2 and 6, very good estimares can be routineiy 
made of the vertical static stiffnesses of arbittary-shapcd 
rigid foundatio_ns on homogeneous halfspace. 

No information is av:illable regarding the variation with 
frequency of the dynarnic stiffness coefficient k •• However, 
inspection of Figs .. S and 7 reve3Js that the 'equivalent' 
circular footing can successfully predict the actual ku of 
rectangular footings with. aspect ratios up to .4, at least in 
the iow and mcdium frequency range (aa.;; I.Sj. Hence, 
and in view o( the observel.l insensitivity of the static stiff. 

Soll Dynamit:f GJid Eartlu¡uilkc Engintcring, 1981, VoL 2,No. 1 l$ . 
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· F¡gure 12. E[fecr of G./G, rotio on comp/ilzncefunctlom o{ rigid strip {oodngs on ·wil Úlyer-o•er·luz/fq>Qce (H/R ~ 2, 
• = 0.40, t = O.OS) · . . . ' 

r.ess to the detai!J o( the foundatlon shape, it ls proposed 
that the variation of ku with a0 for an 'arbitrary'·shaped 
foundation be estimated from Fig. S using the 'equlvalent' 
radlus, R 0 = .¡;r¡r;, · . 

On the other hand, the d:unplng caefficlent '• 1s practlc· 
ally lndependent of frequency, as it is evident from Figs. S 
and 7. For an ::ubitr:uy-shaped foundation, moreover, 
Dobry· er a/.95 have recently derived expressions for the 
(radiation) damping coerticients in vertical and swaying 
vibrations, based on simPle but re:llistic physical approxi
mations. For the· vertical damping coefficicnt of a surface 

. foundation their expression reduces to: 

0.85 
e a-. '· (56) 

in which lu = the shape correction factor to be read from 
Table 6 or Table 2. Consequently, the vertical dyna:nic 
impedance of an arbitraiy.shaped rigid foundation on a 
homogeneous halfspace can be direcdy and reliably estL· · 
mated using the provided 4tfonnation. 

For thc other translational and rotationa.l modes or 
vibration of arbitrary· shaped rigid foundations, much less 
infonnation. is presently available .. The 'equivalent·circle' 
approximation appears to be a simple and reasonable choice. 

Rlgid annu/ar foundttrton on soil Strotum 

11 appears that the conclusions of the preced!ng sub· 
sectton cannot be extended to foundations containin~ · 
intemai holes, Uke annular and crossed·beam foundation•. 
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Toblo 6. Vo/ull o/ WP'"diP<ndtd comctiDn focrt" for ~ad 
lttntc 111/frtUUJ• · 

Sllapo of foundatlon piaD 

O.clo 
Rcpllt"""""" S.mlclrdo 
Equllaterallti&a¡lo 
Trian¡le witb an¡lea, .,.,.u·. 90. 
Trian¡lo with an¡J.e~, Jo•, 60•. 90• 
ED!poo wlth •lb = 21 
Elllpoo with •lb = 3 
EWpoo wlth •lb = 4 
EDipoo wllh •lb = 6 
llhomblll with .. '""' or 60" 
Rhombua wilh u aneJe ot4s• 
IU\ombua with an an¡lo of 30• 
Jtcc:taa¡lo ~ith L/B = 2 
Jlcc:taa¡lo wlth L/B = 4 
Jtcc:tan¡lo wlth L/B = 8 

• Bueél on BorOdachiY ... ' 
t •· b uo the major, mlnor un otthe eWpso 

1.00 
1.01. 
1.05 
1.07 
1.10 
J.Jl 
1.03 
1.07 
1.13 
1.21 
1.07 
1.14 
1.27 
1.03 
U3 
1.23 

For example, the vertical stat!c stiffness of such founda· 
tlotU does not increase in proportion to the square·root of 
the contact area, A, u equation (SS) impUes. In other 
words; the 'equivalent·clrcle' a.pproximatlon · is no longcr 
va!Jd. . . . 

Resulu for the statlc dlsplacemenu of a rigid circular 
rtns on a halfspace have been published: by Egorov" lUid 
Chawail" for vertical loadlng; by Dhawan91 for mornenl 
loadll¡f; and by Dhawan99 for torsionalloading. Wong and 
Luco studied the dynamlc vertical response of a rigid 
sq~ue foundatlon with a square interna! hole. Recently, 
Twoulas11 presented a cornprehensive parametric investl· 
gation of the dynamlc behavior of rigid circular·rlng 
foundatlotU on a hornogeneous straturn-over-rigid-base. 
All rnodes of vlbration were considered and the effect of 
the dimensionless parameters R,/R, H/R and a0 = wR/V, 
was graphlcally illustrated. The followi~ discussion is 
based primarily on the results of Tassoulas, although sorne 
results from Dhawan, 97

•
99 aie also included for comparison. 

Figure 13 plots the variat!on of all statlc sliffnesses of a 
circular ring versus R1/R, where R1 is the interna! radius. M 
expected, all stiffnesses invariably c:lecrease as the sizc of 
the hole increases, whüe the radius R rern:llns constan!. In 
the limit, when R,· becornes equal to R, the stiffnesses 
v:mtsh (cancentratcd ring load). However, the sensitivity of 
stiffnesses to increases in the R1/R rátlo is surprisiitgly 
small. Particularly inscnsitive uc the rock.ing and torsional 
stiffnesses. For values of R,/R up to O.SO, they are prac· 
ticaUy. equal to the corresponding Sliffnesses of lhe circular 
foundation wilh radius R; for R1/R = 0.9S, K, and K, are 
.:Cspectively equal to 86% and 83%. of the circular stiff. 
nesses in torslon and rocklng (while the contact area has 
been reduced to only lO% of the original circle). The 
explanation is rather obvlous: the large shear or normal 
stresses which develop aear rhe outside edge of the footing, 
t.e. at largc distances from the cen1er, c:ontribute substan· 
tlaUy lo equilibrating the •pplieu torsion or rocking 
moments. In other words, the central fuundation 'c:ore' 
is 'underutilized' •nd; hence; i'ts 'rernoval' is of Uttle conse
quence. Notice :Jlso that the variation of K, and K, with· 
R1/R ls independent of H/R -a result consisten! with lhe 
shallow •pressure bulb' oC moment loading discussed in 
p1eceding sections (e.g. Table J). 

The horizontal stiffness is only slightly more sensitivo 
to .R1/R. In contras!, the vertlcal stiffness is relative.ly 

sensitivo not only lo R1TR butto H/R u weU. An examplo: 
increasing R¡ from O lo 0.95R reduces K. to ·70'Jii of its 
original value for H/R = 2; for a halfspace the corre·. 
spondlng valuo b 77%. But, again, for values of R,/R up to 
0.5, K. rernalns practlcally equal to its original value, 
4GR(I + 1.28R/H)/(l-"). . . 

. Figure 14 depicts the variation with a0 of the dyn:unic 
sUffness and damping coefficients. k and c. Four values of 
11.1/R are considered, O, O. S, 0.8 and 0.90, with the rirst 
value corresponding lo a soUd circular, foundatlon. 1t is 
clear that: (1) there is Uttlo change in k ande with R,íR; 
(2) tho effecl of R1/R is largest for vert!cal vlbrations; and 
(3) the differences in the fow sets of curves occur in tho 
hl¡h frequeitcy rangc (a0 :> l. S). 
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THE JNFLUENCE OF INHOMO<iENEITY, ANISOTROPY 
AND NONLINEAIUTY OF SOJL 

· The resutu presented so far have been based on !he sirnpll· 
fylng assumption lhat !he soU c:m be modeled as a homo
geneous, isotropic ancl linearly vísco-elastlc stratum or 
halfspace. However, reel soü itrata frequenúy increase In 
rl¡ldity wilh depth u a reflection of the increase In over· 
burden pressure, while in sorne other cases weathered 
crusu, in· which rlgidily decreases with depth, overiay 
deposill of softer clay. Funhermore, iaboratOI}' lesu show 
that soUs deform differently in the vertical and horizontal 
directloni - 1 manifcstation of anisolropic fabrlc acquircd 

· durlng natural formation and subsequent ioading. Finally, 
whcn subjcctcd to iarge cnough strcsses, soüs respond u· 
nonllnear and inciastlc materials. 

This seclion of thc paper presenu characteristic results 
and lmportant conclusions from a number of recent studies 
airneif 11 usesslng the lnfluence or soll inhomogencity, 
anisotropy and nonlincarily on thc behavlor of dynamically 
loaded surface foundations. . 

Effect of soi/lnhomo~ntiry 
. Existlng dynamlc flnile-elemenl formuiations can cuüy, 
albeit approximatciy, sirnuialc a·contlnuous variation of soü 
propcrtics, by dividing thc deposil in lo a number of homo
gencous iaycrs of incrcasing or decreasing stiffness. Y el, 
such formuiations havo not becn adcqualciy expioiled lO 
parametrically sludy thc dynamic bchavlor of foundations. 
Thus, mosl of the avaüable soiutions have becn derivcd 
uslng analyticaland scrnl-analytical methods. 

·Numerous sluilies havc been pubiithed for thc vertical 
statlc problem .. ~rcü'J.ne:l! :1mong them is the work of 
Gibson and tiis co-worken:u· 1~· 101 · who studied the 
response to arbitrary surface loads ~fa halfspace Or stratum 
whose moduli incrcase lineariy with depth, i.c. in lhc form 
G = a0 +m(: IR), where a0 and m are thc modull al thc 
su~acc and ata one·radius (or one·scmiwidth) depth. Th~ 
st~~es .. r~~e~~~ -~at .. fo~ . an Jfl~Qmpressible medium, l.e. 
wilh Poisson's ratio .or 0.50, lhc stress distribution is liardly. 

· tnfluenced by lhc degrce of lnhomogcneily; in 'tiie partl-' 
cular case of zero surfacc modulus (G0 =O) this dislribu

. tion is idenlical with. thc distribution In a homogcncous 

hlllfspace, regardless o( foundation gcometry. The surfacc 
setdement, .on the othcr hand, bcing quite sensitivo lo the 
assumcd soü proftle, becomes directly proportionallo thc 
applled normal pressure whcn Go = O, indcpcndcnl of lhc 
SIZc and shapc of the ioadcd arca and of thc thickness H 
of the soil !ayer on a rigid but frictionlcss (smooth) b~sc: 
Thus, such a soil behaves like a Winkler medium rather than 
:p, homogen,:ous halfsp~ce, iu spring constant being simply 
equal to 2m/R. Express1ons for the venicaJ static stiffnesses 
of surface foundations of several shapes supported by such 
a soü deposit (frcqucntly rcfcrrcd to as 'Gibson soU') are 
shown in Table 7. · · 

This bchavior remains only quaUtativeiy 1ruc when 
ckained so U bchavior i.s tak!"s place (l.c. v < 0.50). Thus, 
!lth mcreasmg degree of inhomogeneity (e.g. increasing 
m) nonnal and shear stresses affect the soU at greater 
vertical and lesser horizontal distances, in agreement with 
intuition that expects stiffer material to attract larger 
stresses. On the other hand, surface displacements being 
moderatelyr sensitlve to v, do tend to become ~rapar. 
tional to the applied local. pressures as m increases. lt is, 
thus, generally c~nclude~ ~at ~ inhc.mogeneous deposit 
leads to more uniform distnbuuon of stres~s under rigid 
foundations than thc simple elastic theor¡ (homogeneous 
halfspacc) prcdicu. 

This general bchavlor ofvcrtlcally Joadcd surfacc founda. 
tions on an inhomogeneous soil deposit has been recendy 
shown to be applicabic lo lorsionaüy ioadcd circular 
footings.93 

Thc static and dynarnic vertical, horizontal and rocking 
bchav10r of a rigid strip foundation supporlcd by a nan·. 
sp.ace ?r a stratum whose wave velocities increase ünearly 
wtth depth, has been studied by the author. 13 Sorne results· 
of th~t s~udy are presented here for a halfspace consisting 
of soil Wlth a constant mass density, a.cor.st:un Poi:>son'~ 
ratio, v = 0.25, anda constant hysterclic damping. ¡ = 0.05, 
and •n S-wavc veiocity val}'inS with dcpth according to: 

(57) 

in which: V0 = surface vclocity; 28 = foundation width; 
and X = lhc dirnensionlcss ratc of inhomogcnciiy. 

Tczb16 1. St~rlt rtlf/h6utr of rlrtd fou.ndllt/onr on inhomoteneou.s ~nd cross-anúotroplc toüs• 

Typo oC loadlna Sta.Uc stUfneu Ran¡e o( vaUdity Soil fil pro e 

1~.4 
CroSKnlsouopic "Gibson' 

B 
hallspace obeyin& eqtution 160), 

Vertlc:al. on foundatloa of A = contact area Und.nined.loadin¡ condition~. 
with a moduhu Gvn = ,;¡ (:JB~ 

any shape General aou .. rWotropie 'Gibson' 

¡ ~A( l+ Ev/G,•H) hal!space (l.c. noc obeying 

B 4-n cquation (60)) with a modulus 

A a contact ara 
GyH ~ m(z/B) 

H Shallow aoss .. Nsotropic 

Venl~l. on rl¡ld strip 
45Ey 1 <¡¡ < 4 undrained byu; soH propenies 

~+3.5 ~ )l4-n¡(I/6)(H¡B) 
ue uni!orm ttuoughout thc 

0.5 <• < 2.5 laye.r andlhey satUfy 

eq~~>tion~ ~ 

1+!! H { Hodzontal, on ri&id strip BE JH 1<¡¡<~ 
S y 4.10-n(H/8)'·" o.s <. < z.s 

• Bucd on results by Glbson11 ;and. Gazetn•• 
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Ffaure 1 S portrays the dependence of A of th.e normal· 
lzed vertical, horizontal and . rocking stlffnesses. As one 
mlght expect, the vert.ical stiffness exhibiU the 1argest 
sensltivlty ID A and the rocking stiffness the smallest
anothu manifestation of !he difference in !he 'pressure 
bulbs' o( !he three types of ioading~ 

lbe e!fect of soil inhomogenelty on !he three dynamic 
compUance functlons is shown in Fig. 16. Two values of the · 
para~ ter A are considered: O and 1. S. lbe former valuo · 
corresponds to a h.omogeneou_s halfspace. _th.!. wave veloc1ty 
o( which, v,,. was selected to be the same with the wava. 
ve!~ of the inhomogenegus halfspace al a depth equal... 
to lile founilation halfwidlh. 8; l.e.: . 

V.tr = l'o(l H) (SS) 

Tho choice of such a homogeneous halfspace for !he 
comparison has be en motivated b)l ... the frequent. use in. 
prictíc:e o( solutions developed (or homogeneoul soüs, 
with an· effective· modulus equal to the actual modulus 
11 1 depth equal to 8 or R, to approximáte the actual 
response. 

lt is evident from the comparison of Flg. 16 that,ln the 
low frequency rango examined, the inhomogeneoUJ 
medlum yields vertical aod horizontal displacements(both 
in·plwe and 90°-0Ut·Of·phase componenU) which are, 
lndeed, of about Ut• .<ame avenge. leve! with !hose of the 
'equivalen!' hotr.'Og•neous halfspace. However, the .rocking 
motions on the inhomogeneous deposit ·are seriously 
underpredlcted by the chosen homogeneous halfspace 

• ~ ll ~ 
¡ ~'"h1luc_ ··•r-- ... - ,-..-
. ' 
1 ' ' ' ~-

Flgure15. Statlc stl[fnmes o[ a rigld strip [ound4tlon on 
an Jnhoniogeneour halfrpace (v =0 . .25)" · 
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Figure 16. Compliance funcrionr o[ a rigld strip foundJJ. 
t/oll 011 Qll inhomogeneOUJ luz/fspace (V= 0.25. E =0.05)" 

model; to yleld comparabl~ rotation levels the two media 
must have tho samo moduU at a depth of about 8/2, or 
somewhalleu. . · · 

Furthormore, a substantial differ~nce between !he 
'X= l,S' a_nd ").=O' compliance functions m:~y be noted, 
Namely, the former are not smoothly v:uying functions of 
4o, u aro the latter, but e:dubit peaks and vaUeys which are 
apparenUy !he result of resonance phenomena. In lhe ve ¡y 
low. frequency range the imagina¡y componen u of the 
').=l. S' compllances attain quite small values, increasing 
almost Unearly with 4 0 • · 

lbeso phenomena are reminiscent of the dynamic 
behavlor of foundations supported · by a stratum-over·•· 
rlgid-buo (Figs, 10-11). In thls caso, total refiection of the 
downward propagating waves is possible due to the increas
lng soil ve1ocity. with depth. A cüscontinuity in velocity is 
not necessary for such a retlection, since ·the wave rays in 
inhomogeneous media with linear velocity proftles are not 
straight Unes but circular ucs. As a result, however, lhe 
re_sonant peales on inhomogeneous soüs are ve [y flat and. 
the radiation rd:unping is never zero. In contrast, the 
presence of stiff rock-like material at sorne depth beneoth 
!he suñace leads to ve¡y sharp and pronounced displace· 
ment peaks, occurring at weU separated frequencies" (see 
Fig. 8-11). 

Deporln wlth a weathored crurt. lbe dynainics of a rigid 
strip foundaUon on an ideallzed soil deporit consistlng of 
a homogeneous stratum or halfspace overlain by a top 
stlffer !ayer In which the shear· modulus decreases u a 
second4egree parabola (Fig. 17) has been recently studied 
by the author.55 Also lecently, Rowe and Booker,101 pre .. 
sented comprehensive parametric results pertaining to 
vertical static uniform loading, both plane-strain and aJti. 
symmetric,- on severai realistic .inhomogeneous deposits, 
includlng a homogeneous !ayer with a weathered CNst. 
. · Figure 17" illustrates the effect of the reduced .crust 

thiclcness D.,/8 on lhe three normalized dynamic imped
ance functions of a rigid strip. The soil proflles are charac. 
terized by a shear modulus ratio, Gc,/G, equal to 4, and 
reallstlc Values of the Poisson's ratios, ve, and v. equal to 
0.25 and 0.45, respectively. Note that the ratios Gc,/8 and 
0~,/B may be considered as indexes of the degree and 
depth·o[wearhering. 

lt is evldent that" the presence of the crust has a pro
nounced effect on aU impedances. Especially sensitive to 
changes in D(:,/8 are the horizontal imped:mces, whereu 
the vertical and rocking -ones are sorriewh.at less affected. 
VariaUons in the assumed moduU ratio (Í!ot depicited in 
Fig. 17) have been shown to havo a similar effect. 

Furthennore, the weathering effects exhibit a suong 
· dependence on frequency. For example, at low frequency 
. factors vertical impedances are relatively indifferent to 
"variations (within realistic limits) in either stiffness or depth 
or the crust. This is understandable in view of the i:1ct that 
vertical surface strip loading affects the soil at great deplhs, 
of the order of 88, as discussed previously; thus, a stiff 
érust with De, < 8 can only be of >econda¡y importance. 
This picture, however, changes at higher frequeni:y factors, 
i.eo lower wav~lengdi.-thickness ratios, as. may be seen in 
Fig. 17. Greater participation of surface (Rayleigh) waves 
in the motion and stronger reOection o.f the body waves 
emanating from the foundation by rtte soft iayer interface, 
may be pa.rt of the explanatioi1. 
· lt may ;wJSo be noticed th.at rocking impedances show 

about the same sensitivity tO weathering throughout the 
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Figure 17. /mpedDnce functioru o{ a rfgid strip {oundA
tion on deep soil deposit with a weathered crwt IGc../G =4, 

. v.,=0.2J, v=0.4S, E=O.OJJ" · . . · 

frequency rango examined, and lhiu, in general, the lmagln· 
ary pans of all lhree lmpedance functions exltibit only 1 

unall dependence on either D~,/B ot Ge,IG. · · · 
Reference is made to lhe original publication by lhe · 

author for a more complete par~etric assessment of the 
dynamic effecu of 'weathering' on strip foundations; 
The aulhor sees a definUe need to extend lhese studies to 
dynamically loaded circu.lar foundations. 

E{{tcl o{ soa anuotropy ... ·. 
Numerous experimental studles have sho"wn. that· most: 

natural soUs and rocks possess ·anisoltopic deformational 
charicteristics.u, IOl- 106 This 3.Q.isotropy stems frorri the 
fact that soü fabric is intlmately related te the mechanical 
processes occurring during formation, which in vol ves aniso· 
tropic stress systems. Thus, for eXani.ple, natural day 
deposits fonned by sedimentation and, subsequendy, one· 
dbnensional consotidation over long pÚiods of time acquire 
1 rabric that is characteriz.Cd by particles or particle clusten 
ortented in.a horizontal arrangement. This preferred orlen~ 

taUon malees lhe clay a crau;anJsotroplc material with 1 
, vertical axis of symmetty. Simllorly, fabric anisotropy In 
11nds arises from the influence of gr>vity (orces and panicle 
shape on the deposition procesa, whUe In rocks the anJso. 
tropy may result from the anisoltopy of'forming minerals 
and micr~> or macro-fab.ric features. · 

· · ; Whilo an isotropic elastic material is characterized by 
only two lndependcnt elutic constan u (é.g. shear modulus 
and Polssán's ratio), five parameters are needed te describe 
.tho stress-strain relatiOnshipi of an elastic cross-anisotropic 
matedal: a Young's modulus Ev in the venical direction;a 

. Young's moduJus EH In the horizontal direction (EH= 
nEv); a Poisson's ratio •vH for the effect of vertical on 
horizontal strain; a Poisson's ratio •HH for the effcct of 
horizontal on complementary horizontal strain; anda shear 
modulus GvH = GHv for distortion in any vertical plano, 
i.e. any plane parallcl to the vertical a:<is of material sym· 
metry. Note that isotropic materials are just a particular 
class (subset) of cross·anisotropic materials chasacterized 
by n = 1 (i.e. EH =Ev=E, •vH = •HH"'• and GvH=G= 
E/2(1 + v)). · 

The conditlon of incompressibüity, appropriate for un
diained loading conditions, requires that: 

. . n 
llyH 13 0.50, "HH :::r 1--

2 
(S9) 

and, thus, reduces the number of independent material 
constants to ttuee. Moreover, utilizing tht results oheveral 
experimental investigations, the author ha.s recently shown~ 
that, in many clays, the shear modulus GvH is closely 
related to the other four material constants. Unde·r un· 
drainecl conditions, for example, with a reasonable accuracy: 

Ev 
GvHa-- (6C) 

4-n 

· Thus, the number · of independent material constanu 
reduces to two, under undrained conditions., and to four, 
under draine.d conditions. 

Results for statlcally loaded rigid foundaUons en cross
anisotropic soils have been presented by Gerrard and 
Harrison, 9l,lO? Gibson ll and Gazetas. 54 Solutions for 

.dynamically loaded foundations on cross-anisotropic homo
geneous · soil deposits whOse e las tic constants satisfy equil· 
Uon (60) (or its .'drained' counterpart, not given here) have 
been presented by Kirkne.r'' for circular foundations en 
halfspace and by the author,.· ••a. 109 for strip foundations 
on homog"eneous stratum or on halfspace. Table 7 and 
Fig. 18 offer somo characteristic rcsulu from !he men· 
tloned publlcatlons. · · · 

Specifically, Table 7 displays simple but fairly accurate 
fonnulae for die vertical static stiffness of arbitrary-shape 
foundations on a cross-anisotropic, · incompressible and 

. inhomogeneous hálfspacc ('Gibson' soü), and for the 
vertical and horizontal static stiffnesses ori a homogeneous 
and incompressible cross-anisotropic shaJ.Jow soil stratum
on-rlgid base. Noti.ce that on an anisotropic 'Gibson' half· 
space obeying equaticin (60), thi: degree of anisotropy has 
no influence on the vertical stiffncss. In aU olher cases, 
however, the stiffnesses increase substantiaUy with 
n = EHIEv. In fact, for n-4 all stiffnesses tend te inflnity, 
since Lhe strain energy of such a material is zero for all 
possible applied stress systems.1

l•
10

' 

Regarding the sensitivity of the dynamic response to 
variations in the degree of anisotropy, n, under undrai~ed 
conc..litions, the main concluSions of the aforementioned 
studies are summarized as follows. 
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FigUre 18. E[[ect of•oü anúotTOpy on complüznce fimc· 
tfDttJ of a rigtd strip foundiztfDn on slrtltwrNJ•er-bedrock 
(undrained conditlom, H/ 8 = J, E =O. 05) .. 

For the two comp~ssional modes of vibration, l.e. 
vertlcaland rocking, the influence of anisotropy is appreci· 
able but seo~ to decrease as the thickness of the stratum· · 
on·bedrock decreases, with the shear modulus GvH remain· 
tng constant The. effect of anisotropy on the shearing 
mode of vibratlon, i.e. swaying, is similar. with the effoct 
of anisotropy on GvH and independent of thc !ayer thick· 
ness; In othcr words, two soüs with ident!cal GvH and H 
but with different Young's moduli and n, will yield very 
similar undrained dynamic displacemenu. 

Figure 18 portrays the dependence · on n of the three 
compllance functions of frequency, for a !ayer w!th H= 38 
and constan! E V· lt is concluded that, In the low and 
·medium frequency tJnge, by increaslng n the dynamic 
displar,;ements decre:ue and the resonant frequencies shift · 
to the righi, roughly in proportion to (4-n)-"'. Obviously, · 
the corresponding decrease in the static stiffness may be 
held responsible for thls effect. At certaln higher frequencies, 
however, rocking and · vertica1 displacements increase, 
instead of decreasing, with n. Nonetheless, the practica! 
signlficance of such a reversa! wül probably be small, in 
view of the small displacement amplitudes at such fre· 
~~~ . . 

In conclusion, anisotropy exerts its maif1 effect through 
the static stiffnesses of the soü.foundation system. 

E[fect o[ sol/ nonllneqrlty 
In current soil-structure interaction practice the non· 

linear plastlc soü behavior is usu;¡¡jy approxlmated through 
a series of iteralive linear analyses, using soil properties 
(modull ond damping tJtios) that are consisten! with the 
level of shearing stra.ins resulting from the previous an~~ 
ysis. ,.• 110 These ana.lyses may. utilize a we:llth of :~.vailable 
exp<rimental soU data relating the decrease in (secant) 

shear modulus.and. the increase In (effectlve) damping rallo 
w!tÍI-increÜing arnpUtude of shear straln. 

Soll nonllnearities are not usually of a signif~eant magni· 
lude In machlne foundation problems, for the reasons 
mentioned in the introduction. (ln contrast. the response 
of ·soU-foundation systems to strong earthquakes is very 
sensitive to deviations from. linear·dastic soil behavior.) 
N<>netheleSI, even with sm;W amplitudes of vibration, 
11 ls almost cenaln that sorne soil elements will undergo 

· plasilc deformations. F.<>r. irtstance, under the edges of 
rocklng shallow foundations.large concentration of stresses 
and low confming pressures will invariably lead to y!elding 
ofsou.• . . · 
-- -Atl Íliterestl!tg pararnetrlc investlgaÚon of the effects of 
soll nonllnearities on the dynamic impedance functions of a 
rigid s.trlp foundation has been conducted by Jakub and 
Roesset. 56 In their 'studies the so U was modeled as a horno • 
geneous or inhomogeneous stratum~over·rigid-base · with 
reduced thlcknesses H/8 = 1, 2 and 4. A Rarnberg-Osgood 
model was used to simulate the nonlinear constitutive · 
relation of soilrand iterative linear analyses were performed. 
One of the two parameters of the Rarnberg-Osgood model, 
r, was kept constan! equal to 2, whlle the SC1:ond one, a. 
wu varled so as to cover a wide range of typical soU siress
straln relatlons. For such a model the variation of secant 
modulus and effectlve darnping ratio w!th_ stress arnplitude 
ls glven by: 

G 1 
(61) -= 

G0 1 + a(1/Go:y~) 
and 

2 G 1 
&=---

311 Go Go.,~ 
(62) 

in whlch: G0 = the inltlal shear modulus ror low levels of 
strain; 'Yy =a characteristic shear strain, ·t}tpically ranging 
from 0.0001% to 0.01%, and 1 = the amplltude of the 
i.nduced shear stress . .. · · 

Froin these studies ·Jakub and Roesset,.," concluded 
that a reasonable approximation to the swaying and rocking 
impedance~ of a rigid strip may be obtained from the avail· 
able linear visco-elastic solutions (e.g. Tabie 4 and Figs. 
10-11), provided tllai 'effective' values of. G and E are 
estimated from eqúations (61)-{62) with: 

r=r, (63) 

where r is the staticaUy .induced shear stress at a depth 
·eqÜal io~,~Q#._ !rlimediately below .the foundation edge. 

While more studies would be necessary to unprove the 
· reliability of this sim.ple rule, its use· in machinc roundation 
. analyses can be safeiy recommended, in view of the small 

local nonlinearitles that usually dev•iop. 

RJGID EMBEDDED FOUNDA TIONS 

The response of embedded foundations lo statlc and 
dynamic loads has received considerable attenuon. _As a 
result several flnite-elemtnt as well as approxunat• 
conti~uum·type formulations have been developed, whüe 

· parametric studies ha ve ex~lored the relalive slgniflcance 
of the depth a~d 'type' of embedment. · Reference is m>de 

· to the work of Lysmer et al .• " Novak tt al .. '" Beredugo 
• Evidence or suc:h yiclding hu bcen ptCscnte..S by Ricrw-:. tf DI.' 
(Fi.cs. 10 ind 26), while rec:cnt experimental work at .thc Uruvez.Sity 
or ~lc:hi¡an rcVcaled a similat phcnomenon undt:r torsaonally cxcatcd 
foodn[l:s.•" 

1 

SoU Dynamlcs and E~rthquake E"Kineerlng, 1981, Vol. 2. No. 1 31 

----· 



¡ 
. 1 

Alurlysls o{rruzchine {ound4tfDn •ibmtfDm: state of thl an: G. G<uet/IS 

et al.,n Waas et al., 11 Kausel et al.," Chang·lling," John· 
son et al . .'" Luco," Dominguez et al.," Harada et al." 
and Tusoulu,11 among several others. 

Results have been prcsented for circular, strip and rect· 
angular foundatlons and a voriety of idealized soil proflles, 
including tl'c 1\alfspace, stratum·over-bedroc::k and sti'atum· 
over·halfspace. ln each case, the new key dimensionleu 
problem pa.ram~er, in addition to the parameter1 control· 
üng the response of suria~e foundations, is the relativa 
embedment, DIB or D/R. Moreover, the ossumed interface 
behavior at the contact between vertical sidewalls and 
backf'ill is of crucial importance. Most of the aforementioned 
stOdies assume that walls a.nd soU remain in full contact 
during vibrations, as if they were welded at their interface. 
In rea).lty. however, no tensile stresses can be sustained 
be tween the two media, while the magnitude of developing 
sheu tractions cannot violate Coulomb's friction law. 
Hence, 'separation and sliding are likely to occur between 
sidewalls and backfill, depending primarily on the mode 
of vibration and the nature and method of placement of 
!he soil. Field evidence, documented by Stokoé and 
Richart,lll seems to indicate that separation and sliding are 
more likely with clayey than with sandy soils, in accord 
with lntuition. Furthennore, it is expected that separalion 
will be more signlficant with the two antisymmetric modes 
or vibration (swaying and rocking). whereas sliding will be 
of greater importance in the two symmetric modes (vertical 
and torsional). ldeally 'welded' foundalions are studied 
ftnt. 

'Wtldtd' cylindrical {oundatfom in a homogentoUJ strotum 
The results to ·be presented are based on the ~ork of 

Kauseln and are .strictly appucaDle to foundatior\$ ~~ving 
infmitely rigid sidewails and mot, which ore aJI in e<rfect 
contact with the soil. Moreover, the backfill must be of 
very good quality and have the same properties with the 
soU ·beneath the mat. These are rather extreme conditions 
and, lhus; yield an upper bound of the possible effect of 
embédment. 

. Tabie' 8 displays five simple and sufficiently accurate 
formulae for the static stiffnesses of cylindrical founda
lions, perfeclly embedded in o homogeneous soll !ayer 
overlying bedrock. lt is evident that embedment increases 
tlle values of the static stiffnesses substantially. The increase 
in D/R ls especially beneficia! lo the two rotationll modes, 
rocking and toision; the two translational modes, vertical 
and horizontal, are considerably less affected (facton of 

1/2 and 2/3 for verticaland horizontalloading ascompared 
to 2 and 2.67 for rocking and torsion). : 

Jo .. conuast •.. the effect of D/H is more visible in !he 
~ertical. and horizontal modes, appreciably less im9ortant 
111 rocking, and neghpble m torsion; this is consistent with 
the expected depths of the corresponding 'pressure bulbJ' 
discussed in the preceding sections. • 

lilote that.with embedded foundatlons the cioss..:oupllng 
sllffness, K.,. can no longer be neglected. being approxi
mately equal lo OAK• D. 
· The effect of embedment on the frequency variJtion of 
the dynamic stiffness and damping coefficient.s is demon· 
strated in Fig .. 19. We notice that k is not very sensitive to 
D/R. In foct, Elsabee tta/.114 recommended that the actual 
frequency variation of k of an embedded foundation bl! 

·approx.imatced by the variation of the corresponding surface 
foundation. This seems to be very reasonable for a11 vibra· 
tion_ modes af low frequencies. For rocking and torsion, in 
parucular, the approximation will for all practical purposes 
be good throughout the frequency range e<amined; in other. 
words, the b~neticial effect of increasing D{R on the st:nic 
rotational stiffnesses is preserved even at higher values of 
ao, a~ le~~ for not very \arge D/R ratios. However, beyond 
the first resonailt frequency, venical and swaying vibrations 
exhibit undulations in k. which connot be well reproduced 
with the results of surface foundations. 

All damping ~oefficients increasc substant!ally with 
increuing embedment, although below the first resonance, 
ao,, they remain small. It has been recommended90• 114 th:u 
for a0 >ao,. e be taken equal to a consti..¡t value, corre
sponding to the average value of e of a foundation em· 
bedded in a halfspace. To estimate this latter value of e, 
use m~y be made of the simple expressions derived by 
Dobry tt al."'' on the buis of simple but realistic pi:y>ical 
approximations. For the two translational modes, the ire
qucncy-independent damping coefficients for cylindrical 
foundations embedded in a halfspace are approximated by: 

· 1t(2-•) 1+1.3(D/R)[l+(3.6/n(l-•))) 
••:-s-· l+!(D/R) (64) . 

and 

1 + 1.85(1-•)(D/R) 
e ~o.ss (65) 
• . l+i(D/R) 

The increase of the two d..;,ping coefficients.with D/R 
is reflected in the much larger coefficients they are multi· 

Tdl, 8. St11tlt: stlffneutt o/ri11d tmbtddtd eyllndrlt:al foundatlons 'wtldtd' into a homogentoussollnratum-over·btdrock• 

Type of loadlnl 

Vertical 

Horlzontal 

Coupled horizontal-rack in¡ 

Torsion 

Stadc stiffncss 

-1+1.28- 1+-- 1+ 0.8l-0.28- --4GR( . R)( 1 D~ ( DJ D/H u 
1-• H 2R R 1-D/H 

8GR' ( 1 R)( D)( D) 3(1-•) 1•¡;¡¡ 1•2¡¡ 1+0.7¡¡ 

o.•ox.o 

16 ( o) -GR' 1+267-3 . R 

• From Ebabee tt.d.''•and Kausel er Gl." . . 
t For foundation with dccpcr cmbcdmcnt thc formutac unclcrpn:dJct thc 'lctual' increast in thc sti!fncues 
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FJgUn /9. E[[ect o[ embedment on dynamic coe[[icitntl o[ a ririd tylindrical [oundarion on Jtratum-over·bedrock 
(H/R = J, v = 1/3, ~ = 0.05)"· ... "" 

plied with in the niJmerator than in the denomin:ttor; e.g. 
for v = 0.40, eh is proporcional 10 ( 1 + 3.80/R)/(1 + 0.67 
0/R) andcv is proporcional ÍO(I+\.10/R)/(1+0.50/R). 

· Expressions similar 10 those of equations (64)-(65) have 
not been developed for rocking and torsion. 

lt is fl.nally noted that, with very good accuracy, one 
maY set for the cross-coupling impedance: 

k,= 1; c.,= o (66). 

lmper[tct contact between sidewalland back[i/1 

· Two recent studies have addressed the question of the 
dyriamic response of embedded foundations, the sidewalls 
of whic~ are not perfectly bonded to the backlill.!Ja,IIS 
In both smdies, the nonlinear 'uñtact phenomcna ói.SSOci· 

ated with separation and sliding are moJeled in :1n :1pprox.i· 
mue war. ·Thus, Tassoulas assum~s that no contact exists ~ 
bctWeen. slde~aU and b01ekfill ;:.e:u lhe ~round surfacc but 
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thal 1 peñect contact is effecllve over a height equalto d 
above the basement. By allowing d lo vary between O and 
D an cases bctwcen the extremes of 'nG-i.:ontact' and 
'welded-conw:t' could be studied. On the other hand, 
Novak tt al. considen the sidewalls to be in contact not 
with the unduturbed soU but with a cytindrical zone 
·consisting of softer material. By allowing the shear modulus 
or this zone to take values be_tween the shear modulus of 
the backflll and zero, various qualities of contact could be 
considered. Note that a similar parametric study for static
aDy loaded foundations, the sidewalls of which are sur· 
rounded ·by a soft cylindrical zone, h .. been presented by 
Johnson .r aJ.116 Only results from Tassoul .. 68 are shown 
herein. . 

The sensitivity of the static stiffnesses to variation in the 
contact·height over embedment ratio, d/0, is graphically 
dlsplayed in Fig. 20. The effect is essentially ind~pendent 
of H/R and 0/R; hence only one curve is plotted for each 
mode. Consistent with the obsetvatioñs made in thc 
previous subsection, the et"fects of di D. are very significant 
for rockíng and torsionalloading, substantial for horizontal 
loading and secondary for vertical loading .. For instance, 
the 'welded-eontact' stiffnesses (d/0 = 1) are 2.74, 2.33, 
1.60 and 1.30 times largor titan the 'no-contact' stiffnesses 

· (d/0 =O) for rocking, torsional, horizontal and vertical 
. loading, respectively. . 

Figure 21 portrays the effect of d/0 on the variat!on of 
k ande versus a0 • The stiffness coefficients are only slightly 
aiTected by d/0 at low frequencies; at higher frequencies, 
however, the sha.r1:mcss of. the resonant valieys decreases as 
d/0 lncrea>es. On the other hand, the darnping coefficienu 
show a substantial decline as the 'welded-con~act' height, d, · 
between sidewalls and backftll., decreases. Excepüon: e,, · 
which is less affected by d/0 as well as by 0/R (seo equa· 
tion (65) and Fig. 19). Natice also that the influence of 
d/D on e,· depends strongly on the particular frequency 
of oscillation. · 

Embedded strip [oundatiDru 
Dynamic compliance functions of rigid strip found~tions 

ernbedded in a homogeneous soil str:num overlying bedrock 
have been obtained by Chang·Uang. 81 Perfect contact is 
assumed between the two sidewalls and the backfill, and 
the results a.re cast in the form of equation (20) (i.e. dyn· 
amic _compliances normalized with the static stiffnesses). 

. . . H 
. . 1 . . 1 . . . . .· . . . . . . . . . . . : . . . . . . 

»> ..... <74 ,,,,..,.... ~''"1 "'/7) .... , ....... )) ... :::e:: 

Jakub and Roesset, ,., •• by utüWng the results of an 
extensive parametric study, developed simple expressions 
for tho statlc horizontal and rocking stiffnesses, which are 
displayed in Table 9. lt is evident that the inlluence of 
embedment is much smaller for strip than it is for circular 
foundations. In fact, the two coefficients multiplying 0/8 
In Table 9 ( 1/3 and 1) are exactly one·half of those multi· 
plying 0/H in Tablo 8 (2/3 and 2, respectively). lntuitively, 
these results appea.r to be very reasonable since a strip 
foundatlon h .. sidewalls along two sidos only. Thus, por 
unit length, the ratio of sidewall area to basement area i.s 
equal to 20/28 = 0/8. Whereas, for a Circular foundation 
tho ratio of the two are as is 2nRO/nR' = 2(0/R)! This 
seems lo imply that tho influence of 0/R or 0/8 is pro
portional to the s1dewall-over-basemat area ratio. 

Thc two normalized compliance functions, fht + ¡¡;..
1 

and [,1 + [,., show practically no sensitivity to the D/8 
ratio and hence are not reproduced herein. Reierence is 
made to the original publication" for more detalled 
infonnation. 

Rtctangular [oundatiDm em~ddtd in half•paco 
Oominguez and Roessct~' developed a boundary element 

fonnulation on the basis of which they derived unique 
results .for embedded rectangular foundations perfet.:tly 
bonded in_to a homogeneous halfspace. Figure 22 presenu 
a few of their results for a foundation with an aspect ratio 
L/8 = 2 and three embedment ratios, 0/8 =O, 2/3 and 
4/3. Only the sliffness and darnping coefficienu are plotted 
in Fig. 22 versus a0 . · 

Results for the static Stiffnesses ue not showri here. 1t 
appear~. however, that the Sensitivity of most stiffnesses on 
DIB ¡~·natas strong as in the case of circular fou~dations, · 
but is quite ·stronger than· that of a strip footing.' Note t!'lat · 
the sidewall-basemat area ratio in this case becomes equaJ io . 

4{8+L)0/(28·2L)=1.5(0/8), which u In between •.he 
1 and· 2 limes the embedment ratio of the previous two 
cases! 

· The dependence on D/8 of the k ande venus a0 curves, 
shown in Fig. 2; reveals the following trends. 

l. In the frequency range examined the sensitivity of 
the stiffness coefficients to large variations in D/8 is quite 

. small. For aU modes, the decline of k with a0 at low fre· 

. quencies becomes sharper as the level of embedment 
· increases. 
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Typo of loa4inl 

- 1+1- 1+-- 1+...;-l.IG( B)( 1 1:)( 4 O) 
l-· H 3 B 3 H 

•GB' ( 1 B)( D)( l D) ~ 1+¡¡ 1+¡ I+]Ñ H/B > l 
0/B< l/3 

• from Jakub and Roeuet .. ·•• 

· 2. A1l !he dampins coclllclents lncreue substantlaRy 
wlth lncreaslng D/B. The effecl is particularly Importan! for 
!he rotational modes. lndeed, for. rocking and torsion e 
does not tend to zero in the iow frequency rango when !he 
foundation is embedded. The practica! significance of this 
phf:nomenon is obvious, especially in cases involving small 
amounts of hysteretic damping in the soil. 

SYNTHESIS: COMPARATIVE STUOY ANO 
PRACTICAL RECOMMENDATIONS 

The prevloUJ sections have studied the effects :of crucial 
problem parameten, rel~ted to the soU proflle and the 
foundation geometry, on the dynamic response of massless 
rlgld foundation plates. lt is intCresting, however, to also 
lnvesligate the inOuence of these parameten on the 
response of a maJSive foundation, and thus develop a better 
penpective of the role of sorne of these parameten. We 
note. that, In such a study, equations (39)-(46) can be 
directly utUized to obtain amplitudes of steady-state 
motion~ once:the.dynwnic impedance. functions have been 

·. evaluated: · 
. The goal of the comparativo study described here is to 
lnvestigate the se·nsltivity of the tesp.Onse of massive fóundÍI· 
tionJ to the ex_act variation with freqUency of the dynamic 
stiffness and dÍimping coefficients, k and c. To this end, 
two different foundations, both circular .in plan, are con· 
sidered. FoUndation A is a relatively. heavy one, havtng a 
radius R =2m, a mass m= 40pRJ and a central mass 
moment of inertia / 0, = m(0.75R)1• Foundation· 8 is a • 
relatively light one, having R =1m,· m =S i>R' and lo,=, 
mR 1. The center of gra.vity o{ the: .mach4t~·foundatlon 
system is located in both cases at a distance z. = I.IOR 
above the base. Both foundations su.pport a machine with 
an unbalanced mass m0 rotating with an eccentricity do at 
frequencies w; the centcr of r.ota_ti!)n is locate.d a"t.~ .. dista~ce 
: 0 = R above the ccnter or. gravíty of thc system, in each 
case. Thus. the excitation force·s, re(crr~ct to th.c centcr of 
gravlty, are: 

o.•modow'exp(i(wt+90°J] (67) 

a. =m o dow' exp (iwt) (68) 

M,=Q•·•o (69) 

and !he solution c.an be derived fiom equations (39). (41) 
and (42) by substituting: Q, = modow'. ,P, = 90°, a.= 
m0 d0 w 2

, '"=O, M,= Za Q, añd 4J, =O. · 
Four different sets (.1. 2, 3 and 4)· of dyn3111ic imped· 

ance functions, K expressed in the fonn of equation (1-7), 
· are considered. Set 1 corresponds to a surface foundation 

on· a halfspace (Fig. 5). Set 2· corresponds· to a sutface 
foundation on a stl3tum-over-bedrock with H/R =' 2 (Fig. 
8). ·Sets 3 and 4 correspund to' a· foundation embedded 
In a stratum with HIR = 3 and D/R = 1; 'welded' sidew:ill, 

back!DI contact ls assumed for set 3, no contact for set 4 
(Fig. 21). Material (hysteretic) damplng is invartably taken 
equal to 0.05. · 

In our desile to isolate the effects of the dynamlc parts 
of the impedance, k+ ia0 c, from the effects of the static 
stiffnesses, K, the latter are assumed to be the same in all 
four sets. Thus, the four c'ases differ only in the corre· 
spondlng k and e values. In reality, _of coune, the static 
stlffnesses of each set differ substanti:illy from the corre· 

. spondins stiffnesses of the other sets. For instance, the 
horizontal stiffnesses corresponding to sets 1, 2, 3 and 4, 
are in the ratio of 1:1.25::.76:1.725, respectively. The 
appreciab1e inOuence of these static sliffnesses on the 
foundation response is well k.nown, however, and requires 
no further demonstration. After all, the profession can 
detcnnine static displacemenu with sufficient confidence, 
and the numerous closed-form expressions offered in this 
paper make very simple the task of reliably estimating the 
static stiffnesses of essenti:illy ubitrary foundations on/in 
a variety of soU proilles. 

The question thCn which we try to answer in ~his section 
·. is the following: Áfter having properly'determirlcd Utc st•ü~,; 

stlffnesses of ·a foundation. how important is it to a:so 
a>curately de'tennino the dynamlc stiffness and d3111ping 
coefficlents at the frequency range of interest? 

·Figure 22 .compares the four response spectra of founda· 
tions A and 8, corresponding to the aforementioned cases 

.1; 2, 3 and 4. Plotted in this figuro is the variation wi:h a0 

of the nonnaliaed ampUtude of the horizontaldisplacement, 
lu,l, experienced by the highost point of each found•tion, 
at a distance z, = 1.2R abóve the center of gravity. The 

_ foUowlng trends are worthy of noto in Fig. 22. 
l. For frequency factors ·a0 > l. no differences exist 

be.tween the four response curves, of either the heavy or thc 
light four\dation. In fact. the four displacement curves 
a_ttain a nearly constant value which is apparently con· 
t~ollcd by the static ·stiffnesses.:of each foundation. (Re· 

· member that in our stUdy these ~Uffnesses do not change 
from Case to case.) Such a behavior is consistent wi_th the 
high·frequency response of a l·dof oscUlator unde< • 

· rotating·mass-type excitation.7 The implication is clear: 
at relatively high frequency factors, the motion of"a rigid 
massive foundation is controlled by its static stiffnesses and 

. lt. is not influenced by the exact variation of k ande with 
a0 ; therefore,.· ene can safely use for k .. and e the _values 
obtained · for surface foundations on halfspace, regart.!less 
of the actual so U pro me and depth of embedment! 
· ·' -2; In the low frequency range a0 < l, the response 

. curves depend on the assumcd dynamic coefficicnts as wcU 
as the inertia characteristics of the foundation. · 

The ·heavy' foundation experiences two resonant pcaks. 
The. first occurs ata frequency ao :a. 0.15 reg:udless of the 

·. exact nlues of k arid e; The·· only difference from case to 
case. is in the ~iximum displacemcnt amplitudc, which is 

.:; .. :; .-: ·;.~ . 
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appuently controlled by the lnertla chltacteristlcs and the 
radlatlon dllltt'!ng of each system. (At such frequencies 
Ir,..¡, whDe ' ' hysteretlc damping is invariably equal to 
0.05.) Ala '' .1lt, use o( the available halfspace curves foi 
cleads to 1ft underpredlctlon or the peak response. 

The second resonant frequency and resonant peak aro 
both sensitivo to the assumed values of k and c. 1t appears 
that these peaks are the result of resonance .Phenomena 
duo to standing waves in the soU stratum, and, hence, they 

·are very llttle lntluenced by the foundatlon inertia. Notice 
that for the halfspace (case 1) the resonance is very flat 
slnce no standing waves can be generated in the soU. Thus, 

. once more. the halfspace assumption proves unconservative. 
The 'light' foundatlon, on the other hand, experiences 

only. one resonance wlúch reflects the charsctertstics of 
both the · foundatlon inertla and . the system dynarnic 
coefficleriu. The main influence of k and e is seen on the 
peak amplitudes. Notice again that the halfspace values lead 
·to tlie flattest peak; a consequence or tho lúgh radlation 
damplngln a boundless medlum. · 

On the basis of these observations and the results of 
somo other caso studies not presented herein, the followlng 
practica! recommendation can be made: At relatlvely low 
froquency facton, the motion o( a rigid masslve foundation 
11. ~ntrolled by lts statlc stlffnesses, K, ·as. well as its 
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dynunlc stiffness and damping cceflicienu, k and e; e can 
be assumed te be equal to: · 

e .. ¡;llolllp ... for/</1 

for/>/, 
(70) 

where f
1 

= V/4H !S the flnt resonant frequency of the soil· 
foundatlon system for each panicular mode; k can be 
approxlrnated with the values obtained for surface founda· 
tions on a stratum-on-rigid·base; if, however, such solutions 
are not avaüable, use can be made of &he halfspace values of 
k provided that the latter are approxlrnately corrected at. 
•nd near the fundamental natural frequencies of the actual 
stratum, using as a guido the results of Fig. 8. 

The above conclusions and rccommendations are strictly 
applicable to rigid massive foundations carrying rotating· 
mass-type machines. For constant-force-type excitations 
the reéommCndations are still reasonably accurate. Framc· 
foundations, however. may be quite sensitivo to the exact 
varlation of k and e at frequencies around the íundaniental 
frequency of the superstructure. 

SOME OTiiER TOPICS 

The dynunlc behavior of pile foundations, the effects of a 
finito nexu1ar mat rigidity, and the dynamic interaction 
between adjacent foundations, are three tapies that have 
received considerable attention in recent yean. However, 
present know1edge and understanding of the. phenomena 
related te these problems is more llrnited than for (single) 
rigid shallow foundations. Research is currently underway 
in sl:veral institutions, ailtled at filling the existing gaps of 
knowledge in the~ üir;:e a:.:::. This seéti.ori is restricted 
te a brief genero¡ discussion of these tapies anda listing of 
pertinent references for a more detalled study. 

Dynamlc bnptdances o[ pOe• 
Resu1ts have been presented by numerous authors for 

end-bearing and floating single piles subjected to vertical, 
horizontal, rocking and torsionalloading. One may broadly 
classify the developed formuiations within three categories: 
(a) dynanúc Winkler·foundation type formulations, which 
neglect the coupüng between forces and disolacements at 
various points along the pile-sOU interface;·h-·u. n.u&. us 
(b) analytical con&inuum·type formulations, which neg!ect 
the secondary components of deformation and enforce the 
boundary conditions at the soil·pile ir¡ te rface by expand· 
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Figure 24. Lateral dynamíc coef[icientJ o[ single pi/e in 
an lnhomogtntous striJrum 111 

lng tho contact pressure· distribution to an infinlte sen01 
in terms of the natural. modes of vibratlon of the soil 
layer; ,_,., 11 and (e) flnite .. lement fonnu1ation.s. 11 ... " 1 

Figure 24 presents a typical variation of the horizontal 
lrnpedance K• venus a0 , for an end-bearing pile wilh 
1ength-over-diarneter ratio, H/D, equal te 15. The soil· 
stratum consi.sts of material with moduli increasirlg lineazly 
with depth anda constan! Poisson's ratio of0.40, which is 
typical for nonnaüy consolidated clays. The pile is oi 
circular cross-section and has a Young's. modulus EP = 
8000E,, where E, is the soil modulus at a deplh: ~ H/4. 
Thls figure has been adapted from a recent study by Velez 
et al., 111 " who utilized th.e fl.nite..elernent fo:mulation llf 
B1aney tt a/.119 The dynunlc lrnpedance is expressed in lhe 
fonn: 

K• =K.(k.+21~.) (71) 

where K11 = static horizontal stiffness, kh = dynamic stiff. 
ness coefficient, and IJh = equivalent critica! damping ratio. 

lt is evident from this figure, that the general character· 
istlcs of the 'pile behavior are similar to those of a shaüow 
foundation on a soU stratum. The fust resonance occurs 
alrnost precisely at the fundamental frequency of .&he in· 
homogeneous stratum in vertical shear waves, and na' 
radlation damping occurs below this frequency. At higher 
frequencies, kh a"ttains an es.sentially constant value; the 
second resonance is barely noticeable, and hence of m!nor 
lrnportance,. despite the re1atively Sltlall amount of assumed 
hysteretic darnping (0.05). 

Referente is made to the aforementtoned publications 
for detaüed studies of the int1uence of the main prob1em 
parameten on the response of single pUes. " 

ln the last few years, interest has switched to the dyr.· 
amics of groups · of piles, a sut-hanti:illy more complex 
problem than that of a single pilo. The fmt results, based 
on a rigorous formulation, 1:

3 in<licate that the dynamic 
stlffness and damping coeflicients of a large group of 
closely-spaced pUes may be drastically different from the 
coefflcients obtained by a simple superposition of lhe 
results for a single pile. More extensive paramctric studies 
are, ho~ver, needed befare deft.nitive conclusions car. be 
drawn and befare simple fonnulae and dlrnensionless graphs 
of direct appücability are deve1oped for practica! use. 

E[[tcts o[ finltt/oundation rigidiry 
The in·p1ane (membrane) rigidity of mat foundations is 

practically inflnitely large, when compared te lhe defom>· 
abllity of solls; hence, for horizontal and torsiono.lloading 
most foundations clearly qualify. as 'dgid·', and. tJ:e results 
of the preceding sections of this paper are thus peninent. 
However, ln many practica} situations, the foundaticn 
response to vertical and rocking loading caMot be properly 
predlcted wilhout accoun\ing for the fltlite out-of·plane 
(flexural) rigidity of the mat. 

A few ~ludies have appeared lately en the dynamic 
behavior of flexible circular and rectangular plates resting 
on a hornogeneous halfspace.4~-H The additional dUnension· 
tess parameter which in this case controls the foundation 
response is the relative flexura! rigidity factor RF~(E¡it",)· 
(1-•}l·(r/8) 3, where E¡. •r and r are. respec&ívely, rhe 
Young's modulus, Poisson's ratio and thickness of Lhe 
foundaÜon rafl ln addition, moreover. the exact distri· 
bution of the applied loading iÜtluences appreciab1y th< 
behavior, especially of very flex.ibl~ foundations . 

Thc results of the aforementioned studies indicate a 
reduction in the vertical and rock.ing damping coeffident.s 
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c. ancl e, u the relative ri&lcllty of the plato clecreues. 
011 the other hancl, for rmall RF values, the stiffn ... 
coof'fki&nu k• and lt, do. not exh.lbit as steep a decay wtth ·. · 
•• u the onc obscrvecl with rigld foundatlons (Fi¡. S, for 
•;>1/J). Although additionol paramctcr studies are nccdcd 
to clraw clellnitive conclusions, the author beUevn that the 
main Lnfiuence of a decre~g RF on the response of. a 
machine foundation materializH. through the correspondtna 
dccreasi of the static stiffnesses: in other words, the effect 
of thc changos in k and e can be ncglccted. al lcast for 
~tollstic values of the RF factor. Thc resulu of the coin
parative study offcred in the preccdlng sectlon clearly · 
aupport such a recommendation. 

An ldea of how sensitive the natic Stiffnesses, Kv and 
K,, are ,o· changes in the telative rigldity factor. RF. cazt be' 
obtalned from the. resulu of Table 1 D. Thc vertical static · 
stiffness of a. circular inat supported by a· horiloieneoUs 
halfspace and loaded by either a uniformly or a paraboUc·. 
aDy distributed load, are cxprc.S.d in the foirn of equation 
(55). lñe ··correction' factorJp, which accauftti for the niat 
flexwal rigidity, is pven as a function of RF. The J, veriUs 
RF ftlationshlp was computed on lhe basis .1>f so!Jio recent 
resulll by the author;'" rhe average of the center and edgo 
settlemenll were uscd In. dcrivins the stiffnosa of tho 
flexible inat. 

Dyii41Pilc inttraction betwttn ad¡GCtnt foundatlollll 
The Yibrallon of 1 maclúne foundatlon may somctintes 

appreciably affect a nearby strui::ture; conversely, 1he 
ptesence o( sucn a structure may inOtience the respori.so of 
the machine foundation itself. This 'coupUng' in the motion 
of. two adjacent structures through the soills referred 10 u 
•suucture·soil·S1ructure' interaction, :md wu nn1 studied 
analytically by Warburton ~r al.,l15 in connection with 
cyUndrical rigid foundations on a halfspace. More recently, 
comprehensive studies _ hav.e been presen1ed ))y Chanl" 
Uang1' who considered 1wo rigid strip foundations on a 
stratum-over-bedrock; and tiy. RoessOt ~t-aJ. 1,;a for two rigid 
rect¡ngular massive fóundations Or twó·structures lde~ed 
u simple 1-dof·systems and also restirig on.the surface:ofa 
homogeneous stratum. The feUowing Coñclusiona rftay·bO 
drawn from 'the results.of ttiese studieS. · ·'.' 

l. The presence· of a neaiby ('passive') mass hala rather 
smaU overaU infllience on the motion of the foundation 
curying the machine ('active'). Perhaps the most important 
effect· from a design point of view is .the appearani:lt of 
rocklng motions. ev~n .. under veni~al iucha~l~~; ~~- is 
apparcnlly. lhe · rc>ulcof waves that . ate •rtfle~téd by lhe · 
•passlve' foundatiOn. TheSe ·erfectl increa~e-whéh the' m ... ~~· 
of the two found•lions lncrease. when the dlstance betweh 
them decreases~ and when tlte· thickness of the ioll stritutn 

TI.,_ ID. Si~~-~.~~! . .,ilfttds of /ll~ibl• .~á.lllr ,¡.', ~ 
/lo/{IP'I#f 

cC~nl. ·. 
••Pinú:!ft RF 

. 0.01 
o.r 

1 
lO 
100 

• p -:t 2p,(l~r1/R') .. · 
.t Balad a':' ~':'1~•. ~)' c;;.zetu ' 14 

Unil'atni 
lOad 

o.u 
o.u 
o.u 
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t.oo 
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hraboUO 
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o.6ó 
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0.9& 
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lnc~tascs. But even for distances as smaU as ·ss (or SR). the 
prescnce of the second mass wül in most cases be of 
sec-ondary importance, in vtew of the many other uncer· 
tainties of the problem.· h is noted, hoWever, tha1 the 
natural frequencies of the soU-foundation system may abO 
change due to the in1eraction. · 

.J 2. The motions inCiuced in the 'passive' foundation are 
larger than the motion changes due 10 interaction effects on 
the 'active' foundation. This is a quite logical result since 
waves emanatiñg from the 'active' foundation excite the 
lJassin' foundation bdore they are 'reflected' back. 10 the 
'active' one. Typlcally. ono may expect the motions In the 
second foundation to be about . 201ó o( those experienced 
by the excited masa, for distances of the arder of SR and 
hysteretic damplng ratio in the soil of S%. However, for 

· strip foundations ( plan.;·strain R.{oblem) on deep _so U 
deposits, the above value may ínc"reaSe to abou1 SO%. 

To protec1 sensitive structures from the vibra1ions 
induced by a nearby mactúne foundation, 'active' and/or 
'passive' isol&tlon measures may (requently be necessary. 
Results of experimental and theoretical investigations on 
the effectiveness of several. isolation schemes have beén 
pubUshed by Barkan,10 Rlchan era/. 1 and Haupt. 111 

CONCLUSION 

The state.of-the;art or analysin¡ the forced oscillations or 
shallow -and de;p foundations hu advanced remirkabiy in 
the last 1 S yean and has reached ·a mature stage of dcvclop
men1. Severa! formulations and computer programs have 
been developed to detennine in a r~Uonal way tt\e response 
of foundations t\aving various shapes and supporteU onilu 
any kind of sóil deposit .. Numerous studies ha•te. teen 
published exploring the ~ature of assocta1ed phenom~na 
and · shedding Ught on the role of the key parameters 

· influencing the response. This paper tus reviewed these 
developmenu and presented. resulu in tho fonn of simple 
fonnulae and dlmensionless graphs for the dynamic imped
arice runctions of circular, strip, rectangular and arbitrary• 
plan .. shape · foundations. The. various resuhs have been 
synthesized in a case Sludy:. reftrring to two · massivo 
foundations. and practica! recorrtmendations have been 
made on how to lnexpensively predicl the response of 
foundatlons ift practico. , · · · . . 

Thd :pfbgress in developing new me1hods of analysis 
for machine foundations hu·been paralleled by an equally 
impresstve progress in our únderst:m'ding of the dynamic 
behavior of soils and· the development of.exceUcnt in :!iiiU 

and laboratory procedures to ob1ain representati've values 
of dynaritic soil parameters. . 

The l.hthor belioves tt\at, a1 present. there is a great need 
to caUlt~ate our analyUCal.~rocedures by means of actual 
case histories. Systerriattc pos1·cdRstruction obserntions of 
actual foundation performahce5 are the key to Lhis . so 
impbrl4nt llsk. After aU, conOdence in advanced methocls 
of lnal~Sis éin only be gail\ed lf these are preved capable 
of~redlctin¡ the field behavlor of actual foundalions. 

Analytlcal work is also needed 10 improve· the presenl 
kriowledge and undetsta.ndlii(''-ft ::~.mong othtu tapies, the 
dynamlc. bchavlot of ¡roups of pU,.s, including the iniluence 
of the pUé.Otp¡ the responso of nexlble m•u founded on a 
soll strd.tiim; thf dynamic characteristlcs or foundations 
conslsting of multiplt isolated footings¡ and the effects or 
the non-untfonn initial distribution or static stresses in thc 

. soU, arl.slns from the weight.of the uructure. 
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NOTATION 

TI1e following symbols are frcquently U5Cd in thc paper: 

Related to geonutry 
8 ·; haJf.widlh o[ a strip footing or the shortest 

half-width of a rectangular footing 
D •.: depth of embcdmcnt 
d ;: hcig.ht of perfect :iidewall-backfill contJct above 

the foundalion base 

H 
L 

R 
Ro 

= thlckncs.s of soi.l :stratum 
= onc-half of the longest side of a rectangut.u 

foundation 
radius of a cylindric:U foundation 

= radiu3 of 'equivalent' circular foÜndation 
(equations (47)-(50)) · 

= distancc of ccnter of gravity of a machine· 
foundation syste.In above thc base. 

Rdated to mauria/ properries 

G = shea.r modulus of soil 
rñ = incfea.sc of shear modulus from lhc surface to 

a deplh equal lo R oc 8 (applicable to ir.homo· 
geneous soil dcposits) 

n = Eu/Ev, whcrc Eu and Ev are the horizontal 
:md vertical Youn¡;'s moduli of a.cross-aniso-
tropic soil · ' 

l-1 = Poisson's ratio of soil . 
t = hysteretic critica!. da..11ping ratio of soll 

Related to /oundarion impedances 

K static stiffness .referrcd to thc \Jase', of the 
foundation (Fig. l) 

K = dynamic impedance function of frcquenr.y; it 
may be cxpreS&ed in one of the followi."!.g 
altemativ.e forms: · · 

= K 1(w)+iK2(w) 
= K(k+ia 0c)(l+2in 
= K(k+ia 0c) 

Ca.lligraphic characters are u sed 'an tl:e figure3 in place .of 
the bold K, k and c. · 
k andk (d;,·r,::..-;:ic) stiffneS3 coefficí!:nU, functtons of w 
e an~ e = (d:fn:unic) damping ccefncient3, funcÜoi'ls of w 
a0 = wB/VJ or wR/VJ (Cimc_nSionleSl ftcU:u~ncy 

factor) 
F = dynamic compliwce function of w;·lt may be 

exPrcss.ed in one of thc folloW'it!g altcrnati\'t: 
forms: 

= F1(w) +iF2(w) 
1 ; K (f,(w)+IJi(w)J 

Subscriptr 
v ~ vertical (•lso designaled by:) 
h ; horizonial (also x,y) 
r = rocking (al sor x, r y) 
t :::; torsion (also rz) 

: 

hr couplcd horizontal-rocking (also xr JI' yr:c) 

4l Sol/ Dynamlcs and Earthquaké Engineering, 1983, Vol. 1, No. 1 
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ABSTRACT 

The general approach for studying the vibrations of 'machine foundations, together with 
the methods for computing the behaviour of their equivalent lumped systems, is 
presenÚ!d in this work. The elastic. half-space theory for rigid bodies vibrating on the 
surface is summarized and formulae for obtaining the equivalent parameters on different 
modes of vibrations, and for different foundation shapes, are given. The most important 
factors that affect the numerical values of these parameters are found to be (besides the 
type of soil), the stress distribution at the contact area, the depth of embeddmerrt into 
the soil, and the depth to bedrock . 

Severa! methods for computing the elastic shear modulus are given, and the use of the 
suggested criteria is illustrated through an example. 



RESUMEN 

1 

Se presenta el enfoque general del análisis de las vibraciones de máquinas y se hace un 
. \ 

1 
\ repaso. de los fundamentos que gobiernan el comportamiento de sistemas equivalentes 

' '. \. constituidos por una masa, .uno o varios resortes, y uno o varios amortiguadores. Se · 
explica brevemente la teoría de cuerpos rígidos en. un medio elástico seminfinito, y la 
forma cómo a partir de dicha teoría se obtienen los parámetros que rigen a los sistemas 
equivalentes. Se presentan las fórmulas con que se calculan estos parámetros en los · 
distintos modos de vibración de zapatas circulares, cuadradas o rectangulares, y se 
mencionan los factores que influyen en sus valores numéricos. Entre dichos factores los 

''más importantes son, además de la clase de s_uelo, el tipo de distribución de esfuerzos en . 
el área de contacto, la profundidad de encajonamiento de la cimentación dentro del 
terreno, y la profundidad a la cual se encuentra la roca. 

· Finalmente, Se inéluyen varias formas para estimar el módulo elástico al cortante del 
. suelo; dicho módulo constituye el factor más importante en la determinación de la· .. 
constante, k, del resorte equivalente, y en forma de Apéndice se da un ejemplo donde se\·,\ 
aplican varios de los conceptos expuestos en este trabajo. · 

. ------.. - ... -.. -----'----~= 

• 



NOTACIQN• 

a exponente empleado en la ec 13 

a., l1R/C
5

; relación de frecuencias 

b M/pR3
; relación de masas 

B ancho de cimentación 

B •• B¡., B, coeficientes para zapatas rectangulares (fig 11)" 

e coeficiente de amortiguamiento 

ccrltico ~ 

e, ../GiP; velocidad de propagación de' las ondas transversales 

. ../FJP; velocidad de ondas dilatan tes longitudinales 

·diámetro de la cimentación 

Do c/2 .jkii; relación de amortiguamiento 

E 

f,. f2 

fn 

F(t) 

FDC 

G 

h 

H 

1 

módulo de Y oung del suelo 

funciones empleadas en la teoría del semiespacio 

frecuencia de resonancia 

fuerza que se apli~a en la cimentación 

factor dinámico de carga 

E/2 (l + v); módulo al cortante 

profundidad equivalente 

·altura de probeta 

momento de inercia 

• Se incluyen todos los simbotos utililados en este trabajo, excepto aquellos que se esPecifican en el te).ro 

..... . . .. -:;.· . 



k constante del resorte 

Jt. 4GR/l-~ 

L largo de la cimentación (en el plano de cabeceo) 

M masa equivalente 

P fuerza aplicada directamente por la máquina a la. cimentación 

Q fuerza aplicada por la cimentación al suelo 

R radio de la cimentación o radio equivalente 

Su resistencia no drenada· del suelo 

T 21T ¡Jk/M; periodo natural 

w desplazamiento vertical del suelo 

x desplazamiento del sistema equivalente. 

X0 amplitud de desplazamiento 

XI 
1-~ fl 
- --
4 f2 + f2 

1 2 

1-~ h/ao 
-
4 f2 + f2 

1 2 

. x2 

ángulo de desfasamiento 

'Ym peso volumétrico del suelo 

). longitud de onda 

relación de Poisson 

p masa específica del suelo 

o 0 esfuerzos de confinariiien to 

ov esfuerzos verticales normales 

w ~; frecuencia circular natural 

n frecUencia circular de. excitación 
-· 
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1. INTRODUCCION 

Muchos ingenieros especializados en mecánica de suelos se han encontrado alguna vez con . . 

el problema de diseñar o dar recomendaciones para cimentar adecuadamente cierto tipo 
de maquinaria. Cuando el profesional no es experto en solucionar esta clase de problemas, ! 
al pasar a la literatura encontrará que generalmente la respuesta de sistemas reales se hace 
a través de sistemas simplificados equivalentes, los cuales están constituidos por masas 
concentradas, resortes y amortiguadores, que representan las ·masas, rigideces y 
amortiguamientos de los sistemas reales, respectivamente . 

. "Al tratar de pasar de un sistema real. a uno equivalente, nec~sariamente se debe responder 
: a dos preguntas: 

l. ¿Cuál es el sistema equivalente más adecuado para representar al sistema 
verdadero? 

¿Qué valor se debe· aplicar a los parámetros del sistema equivalente para que la 
respuesta sea congruente con la realidad? 

1

'.1 Mientras que la primera pregunta se puede contestar directamente en función del sentido 
en· que se aplican las fuerzas y los desplazamientos Que tienden a producirse (ref 1), la 

" " segunda involucra muchos factores que requieren de un cuidadoSo es. tudio. Sin embargo,) ; 
un análisis completo dinámico de cimentaciones deberá comprender estos dos aspectos Y / 
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': sus objetivos estarán encaminados a:· 1) establecer claramente las partes involucradas en 1/ 
. el problema; 2) estudiar las alternativas que permitan cumplir con las especificaciones de 

' [comportamiento, y 3) dar las recomendaciones de cimentación. /1; 
. ; 

El objeto del presente trabajo se limita a proporcionar un resumen de los procedimientos 
más comunes en la determinación de los parámetros mencionados, con el enfoque 

. principal dirigido hacia la evaluación más racional que actualmente se emplea. Para mayor ./·¡ 
información sobre el análisis general de las cimentaciones de maquinaria se recomiendan \ 
las refs 2 y 3. 

2. SISTEMAS EQUIVALENTES 

La intención de representar un sistema real de máquina-cimentación-suelo mediante un 
sistema matemático equivalente, es obtener con cierta facilidad la respuesta del primero, 
para lo cual se emplean las curvas de amplificación y las ecuaciones que rigen · el 
movimiento de los sistemas equivalentes. 

La mayor parte. de los sistemas reales que constituyen los problemas de cimentación, se 
pueden anali~ar ,.mediante sistemas de un grado de libertad. En efecto, aun en los : 11 

forrr.ados · ror· más de un grado de libertad, generalmente se obtiene suficiente i/1 
·aproximaci{:.,¡ d analizar y superponer cada uno de sus modos de vibración mediante el¡¡/ 

. llamado método de superposición modal (ref 4). La fig 1 muestra algunos de los sistemas · ' 
\' 1 más comunes en la práctica. 

Por lo anterior, conviene hacer un breve repaso de los conceptos fundamentales sobre 
comportamiento de sistemas de un grado de libertad. 

3. SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD 

La ecuación· de equilibrio que gobierna el movimiento ~mico de estos sistemas es 

i· Mit+ CX+ kx· F(t) (1) 

donde 

M masa del sistema 

e coeficiente de amortiguamiento • 

k constante del resorte 
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F(t) fuerza exterior aplicada a la masa (fig 2) 

x, ic, x aceleración, velocidad y desplazamiento del sistema, respectivamente 

1 La derivación de la solución de la ec 1, se e~cuentra en cualquier texto de dinámica 
1 i básica (refs 4 y 5). Dicha solución está compuesta por dos términos: el correspondiente a ¡. 

¡" las vibraciones libres que desaparecen después de cierto· tiempo· (como consecuencia del 
amortiguamiento), y el de las vibraciones forzadas que.permanecen en el sistema .mientras /! 
la fuerza, F, actúa. Solo se a·nalizaran las vibraciones forzadas, por ser las que realmente 

· /( interesan para el diseño. 

1
1 

: La ~x~resión 
\ ' armontca r es 

donde 

n 

f 

que da respuesta a las vibraciones forzadas, cuando existe excitación 

. ·, 
F., sen (nt- a) 

X=-. k 

1-- · + 4D -[ n'·]'·~ ',[nJ'. i.J:! . o w 

• u~· 

amplitud de la fuerza aplicada 
' 

frecuencia circular de excitación, en r~d/seg 

n 
-, frecuencia de excitación, en ciclos/seg 
211 

·.·. 

T . 

c/ccritico = c/2 ,/kM ,relación de amortiguamientos.· 

(2) .. 

c.:~··¡' .. 

11 ccritico amortiguamiento que suprime las vibraciones libres· · -· 

1! T 

t 

foM, frecuencia circular natural, en·rad/seg 

211/w, periodo natural, en seg 

tiempo transcurrido 

w . . . 
-·, frecuencia natural, en éiclos/seg 
211 

--·' 

~ .... ,' 
-- ... ~-.~--Jj;. 
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Actualmente existen estudios más prácticos que consideran el medio espacio como un 

. . medio viscoelástico (ref 15) o un medio estratificado (ref 16); en ambos casos se obtiene /j 
la respuesta de cimentaciones circulares rígidas;. para los modos vertical, horizontal y de 
cabeceo. · · · . · . 'o . · • · o · 

1 

. -

(::/ •• 

:.

'o. En esta sección se explica primeramente, en términos generales, en qué consiste la teoría 
de un cuerpo circular rígido vibrando en la superficie de un medio elástico seminfinito, y 
se presenta la evaluación de Jos parámetros equivalentes en Jos modos vertical, horizontal 
y de cabeceo. Posteriormente, se muestran, los efectos de· la estratificación y el//) 
encajonamiento,· así como la respuesta de cimentaciones en un medio viscoelástico .. 

1• o 

. \:1 Finalmente, se analizan las cimentaciones de forma cuadrada o rectangular. · 

/, 4.2 Teoría de cuerpos rígidos en un medio elástico seminfiniio 

i: o' Las .suposiciones originales de esta teoría son: 
. ' . 

.. i J. 

r, 2 . 

La cimentaCión se apoya en la superficie de ~n medio seminfmito y es rígida, 
de radio R y masa M. 

El medio elástico es hom~~neo, de profundidad infinita, y está caracterizado 
por las siguientes propiedad•.~: 

p densidad de masa ., 

¡1 G módulo elástico al cortante, o E (módulo de Young) = 2G (1 + v) · 

/': V 

/f¡ e, 

relación de Poisson 

·' ... 
velocidad de propagación de las ondas cortantes, función. de G y v 

::{ .Bajo estas condiciones, el análisis se hace en dos partes. En la primera se obtiene la)j 
!!.·· relación de la fuerza vertical Q, aplicada directamente én la superficie del·medio espacio . • ,r. 

,, (figs 6a y b), y el desplazamiento vertical w. Dicha relación está dada por · 

'\ 
\ i ~.· . 

Qcieini 
W• (f,-if,) 

GR • o 

... 
donde Q~ es la amplitud de la carga, y f 1 y' f 2 son funciones de:· 

(5) 

t 

1 
1 
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! 1 2. De la relación de Poisson 
' 

1 3. De la forma como los esfuerzos se distribuyen en el área cargada; si la 
cimentación es rígida la distribución queda dada por los otros parámetros. 

if¡' La fig 7 muestra la forma en que .varían f 1 

; dada de esfuerzos sobre un área circular. · 
y f 2 en función de a0 , para una distribución 

1. , La segunda parte consiste en considerar la ecuación que establece el equilibrio de la masa 
\. i M de la cimentación · 

1 
i! Mw.Q-P (6) 

: 1 A continuación se verá como puede expresarse el desplazamiento w directamente en 
1' 1 términos de la fuerza P, mediante la combinación de las ecs 5 y 6. Para ello, despéjese Q-'j 

de la ec 5 e inclúyase en la ec 6, considerándose además.~~ que W--il'w; es decir 1 i 

1 '1 ~ ! 

2 GR 
-Mn w. --w· P 

fl -if2 

/1 Ahora, al despejar de esta expresión \11 se obtiene 

w•P 

· 1/ puesto que 

11 

\ ¡ y llamando 
. . 

fl -ifl p fl -if2 

·- Mn2 Mn2 

· (GR- M!l2 2f,)• iMn2 f2 GR (1- -- f )+ i- f 
· · GR 1 GR 2 

Mn2 !l2R2p M· 

-G-R-• -G--,.-pR-3 ~a~ 
M 

'· 
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\: el valor del desplazamiento se puede escribir también como 

W•-

GR (1- a~ bf1 )+ ia~ bf2 

Si se considera que P • P 
0 

eint, la anterior ecuación puede escribirse 

f2 
) donde tan a. -----

f1 - a~ b (f~ • r; ) 

Finalmente, el valor del desplazamiento se puede :expresar de la· siguiente manera 

W• [p• (1-v)] [~ 
4GR 1-v 

1 ll Ili 

171 

Al dibujar el factor de amplificación para diferentes valores de ao y b, se obtienen las 
curvas de la fig Ba, muy parecidas a las de la fig 3; es decir, en ambos casos se tiene un ¡\ 
solo peak o valor máximo, y la forma general de las curvas es la misma. Más aún, el 11 

• •• • 
1 

semiespacio, aunque es totalmente elástico, se comporta como si fuera amortiguado 
··. , debido a la ener9ia que por radiación es disipada; esta pérdida de energía es lo que se'¡···. 

conoce como amortiguamiento radial del sistema. : . . : i 

)i. Si se hace P0 • Min2, la ec 7 se puede escribir 

/) w• -~ [ •! b (1~-a-~ b-ff..,...,\:-~.,...2(a-~ -bf-, l' l~(n>~) l (8) 



····- ~-·-----

':¿) 
.9 

1

'1 Las curvas de ampllficación.correspondientes se muestran .. c·c la ¡,; 3b, las cuales son muy 
similares a las obtenidas en la fig 4. , · 

/i 1 4 .. 3 Evaluación de parámetros para el modo vertical 

! 
1 

Al combinar nuevamente las ecs 5 y 6, se obtiene ¿--

f,tn 
-- GRw+ 
r' • r' 

1 l 

f, 

r' • r' 
1 2 

GRw=P (9) 

1 
1 Del análisis de esta ecua~ión·, se observa que es muy similár a la correspondiente a ur . 

. 1 Sistema de un grado de ·libertad compuesto por una masa, un resorte y un amortiguador, 
' : la que se puede también excribir como 

',o donde 

., 
' 

4 ;;:; ' .cv= -..¡GpR· 
1-v 

1-v 
X=

' 4 

· 4GR 
k..=-1-v 

X = 
1 

1-v 
4 

f¡ /ao 

f' + f 2 
1 l 

( 10) 

C:oeficien~es relacionados con el amortiguamiento 

e oeficientes relacionados con la rigidez del 
sistema 

Los valores de k._ y c. son independientes de la frecuencia de excitación, en cambio X, y 

X
2 

si dependen de ella; según se observa en la fig 9: 

.. 

1 

A fin de tener valores constantes de los coeficientes de w y w, y obtener la equivalencia 
. \¡ : cor. sistema de masa-amortiguamiento-resorte de un grado de libertad, es necesario 
:f.. Í i establecer el intervalo de frecuenciw; de interés y seleccionar en él los valores de estos 

:1 coeficientes que, al usarse como constantes, den resultados aproximados a los que se 
'- . ' obtendrían con los c~ficientes reales. 
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Uno de los· procedimientos más simplista y racional para efectuar esta selección de 
, 1 valores, es el propuesto por Lysmer (ref 18), con las siquientes sugerencias 

: 1 
! i 1 

/¡ 
1 1 

1 ~ 

a) Para bajas frecuencias, X 
1 

• 1 

b) Para frecuencias altas, se considera solamente como masa equivalente la masa 
M, y se desprecia la llamada masa efectiva de suelo (concepto que se estudiará 
más adelante); 

e) Para frecuencias intermedias, usar un valor· de X
2 

= 0.85 (fig 9), o sea emplear 
una relación de ilJllOrtiquamiento iqual a 

El error máximo con el procedimiento simplificado por Lysmnr_es de 30· por ciento, aun 
cuando en general es del orden de 10 ¡ior ciento. Sin embargo¡ la frecuencia. de 1, 

· resonancia que se obtiene en el sistema de un grado de librtad equivalente es siempre:¡ 
menor que la obterúda directamente con la teoria del semiespacio. 

,. 

A fm de mejorar la a¡:~roximación del método de Lysmer, Whitman (ref ·19) sugiere. 
introducir una masa. adicional al sistema; el efecto de esta es hacer coincidir la frecuencia 
de resonancia del sistema equivalente con la que se obtiene directamente con la teoría del 
semiespacio. Para ello, se aproxima la curva de la fun, ción X1 a la de una parábola de ) l. 
ecuación 

! 1 (11) 

1 
Al sustituir la ec 11 en la 1 O, se obtiene 

' 1 
1 . 4~ .. 

(M+ 
1
_

11 
pR3 ) W+ cX

2 
W+ kyw• P (12) 

\ '! O sea, que el valor de la masa adicional está dado por 
' 

1. 

i' 
1.' 

4~ Rl -p 
1-11 

\ Dicha masa es la que se CC)noce como masa efectiva de suelo. 
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4.4 Parámetros para diferentes modos de vibración 

/ 1 Para modos de vibración diferentes del vertical, el procedimiento que se sigue en la 
' 

1 
, obtención de los parámetros equivalentes es similar al ya señalado. La tabla 1 contiene un , 

' 1 

resumen de los valores que se obtienen cuando la distribución de esfuerzos es la de una' 
placa rígida en un medio elástico. 

r 
1
' Dado que k y 0 0 dependen de la distribución de esfuerios (fig 10), la tabla 1 debr 
: usarse con cierta precaución,, por ejemplo, si se expresa el valor de k., en términos de un 

1
1 KGR 

\ 
1
¡ coef1eiente K, es decir, kv •. --¡:;-• los valores de este coeficiente varían, segun muestra la 

: !i tabl.l 2. · · 

5. EFECTOS DE LA ESTRATIFICACION Y DEL ENCAJONAMIENTO 

.¡Entre los efectos que influyen en el parámetro k están el del encajonamiento y el de la 
!.proximidad de la roe~· basal con el.·nivel.de desplante. Al respecto, en la fig 11, H, es la 

1
: 

distancia dr,.la base• de la cimentación a la roca, y H, la profundidad de encajonamiento; 11 

en · todos/ ios casos el coeficiente k está normalizado al k ·correspondiente a una 
·, profuf!dh~<Jd infinita de la roca. En dicha'· figura , se pueden· hacer · las siguientes 

observaciones: 

!r 2· 

Para el modo vertical, el valor de k es fuertemente influido por la presencia de. 
la roca (H 1 /R <4) y por la profundidad del encajonamiento 

Para el modo horizontal, el efecto del encajonamiento es. mayor que en el caso 
. vertical, y el efecto de la proximidad de la roca es un poco menor 

! : 3. Para el movimiento de cabeceo, el efecto de encajonamiento es más acentuado 
1 que e~ los demás tipos de movimiento; la influencia de la proximidad de la . ¡ 

roca -es, sin embargo, pequeña ; i 

Para la torsión, los coeficientes de rigidez son también influidos notablemente 
por efec<o del encajonamiento, y muy poco por la proximidad de la roca. En la 

el ------c;-ref 20 se presenta un procedimiento para tomar en cuenta el caso de varios . 
1 estratos en el cálculo de k. 

¡ / Dos de los investigadores que más. han analizado el caso de una masa sobre un estrato son 
: Kobori (ref 21} y Luco (ref 16). De acuerdo con este illtimo, los efectos principales de k 

estratificación, cuando el estrato superficial que se analiza es relativamente poco profundo: 
y existe un contraste fuerte entre las velocidades ·de propagación de ondas de dicho· 

,_ .. _ . .,.~ 
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estrato y la roca basal, son un aumento del coeficiente de rigidez y ~a disminución en el 
coeficiente de amortiguamiento. Las gráficas que Luco presenta indican que ambos \ \ , h 
coeficientes son altamente dependientes de la frecuencia de excitación. La fig 12 ilustra 1' ' 

1
' / esta dependencia para el Caso del modo horizontal. > .. , .· . _,,'o _ :1 .~-' • ,, \ :,\1 

. 1 ' ~;: ío ,~ ... }¡,) ~--. - •. 
• - . • ,'.'J !.t.(., [1._;.,') ;t!i 

Kobori setlala que para el caso de una zapata cuadrada de ancho B, sujeta a una fuerza 

horizontal periódica P. P0 eint, la relación entre el desplazamiento u y la fuerza P es la 
misma que para el caso del medio espacio, esto es: 

/! 
" 

Poeint 
U= (fl.if2) 

GB/2 

Í f solo que las funciones f 1 y f 2 dependen ahora de la relación H/B._ La fig 13 presenta / 1 

1 ,valores típicos de las dos funciones; las singularidades que se observan se deben a las ' 
\1 frecuencias correspondientes a las vibraciones libres del estrato donde f 1 y f2 tienden al 
'¡lw· ''t r ' . ' ,_ •. ' Ull o. 1 ' . '·! l·. 

; /: El encajonamiento de las cimentaciones dentro del suelo, además de un incremento en la 
· •. rigidez (y por tanto en la frecuencia de resonancia) produce otro en el ar:,ortiguamiento. 

· -11 Desde el punto de vista de amortiguamiento, el criterio tradicional de de~preciar ·el efecto\'\ 
' · del encajonamiento es siempre conservador; sin embargo, desde el- punto de vista de la \, 

¡'rigidez, esto no es cierto cuando la frecüencia de operación es mayor que la de resónancia 
· '.calculada despreciando dicho efecto. Experimentalmente, se ha observado que el aumento 

del amortiguamiento varia en la misma proporción en que la frecuencia de resonancia se 
incrementa, por ejemplo, si k., aumenta dos véces por efecto del encajonamiento, f, y D 

_lo hacen aproximadamente .¡2 veces (ref 19). Otra forma de estimar la ·variación del 
. amortiguamiento con la profundidad de encajonamiento, es a través de la gráfica que 
:' Stoke y Richart presentan .en uno de sus trabajos y que fue obtenida. a partir de 

::.resultados experimentales realizados en modelos de zapatas (fig 14). 

; r Girard y Picard (ref 22) sugieren el uso de las sigwentes fórmulas empíricas, deducidas a 
1 : ·partir de resultados experimentales obtenidos en zapatas l:iladradas. 

donde 

· i5 · Ancho o diámetro de la cimentaCión . 

\ 1 
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i i Do 

i, 1 h 
'1 

constante del amortiguamiento para una cimentación superficial 

profundidad de encajonamiento 
. ' 

k o constante del resorte para una cimentación superficial 

Con base en un trabajo realizado por Novak y Beredugo, Whitman (ref 23) obtuvo la 
siguiente tabla, que da las relaciones de k/k0 y D/00 en los modos vertical, horizontal y . ' 
de cabeceo. Posiblemente, las relaciones de la tabla 3 proporcionen los mejores valores ·de; { 
la rigidez y el amortiguamiento correspondiente a zapatas encajonadas. 1 j 

~--

\ 

1 El empleo de elementos finitos sirve también de gran auxiliar en el estudio del 
/comportamiento dinámico de las · cimentaciones y ·de los efectos producidos por la 

. , ' estratificación y el encajonamiento; algunos trabajos al respecto son los de Lysmer (ref d 

• 

17), y Kausel (refs 24 a 26). Este último, mediante un modelo tridimensional axisimétrico, '. -, 
sometido a cargas dinámicas o desplazamientos no axisimétricos, obtuvo, para el caso de 1 , '

1 

' ' cimentaciones circulares apoyadas en ·la superficie de un medio elástico de profundidad 1 . , 

· infinita, valores de la rigidez y del amortiguamiento muy similares a los que se obtienen :. 
· en el semiespacio elástico. En· su análisis del· efecto de la proximidad de la roca, Kausel ' 

. {/. encuentr~ que las riÍJid. eces estáticas para los ~odas horizontal y de c_abeceo Oos únicos -;";;o.?:·'· 
que analizó): se pueder- obtener mediante · · 

' . 

{ 

! f a) Movimiento horizontal 

·1 

SGR 1 R 
kh e 2-v p • Z H) 

para R/H .;;; 1/2 

'i -b) Movimiento de cabeceo 
' 

BGR' 1 R 
~· -(1·- -) 

3(1-v) 6 H 

para R!H .;;; 1/2 

! ! La limitación de R/H .;;; 1/2 se debe a que para valores mayores que esta relación, las 
\.' expresiones sobrestiman las rigideces estáticas. 

En cuanto al estudio tridimensional del efecto de encajonamiento a través del elemento 
1
1. finito, Kausel presentó algunos resultados aunque no los suficientes para sacar 
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:-e 
conclusiones prácticas. Sin embargo, es muy factible qÚe en un futuro próximo sea el :: fi 
método de elementos fmitos el que permita estudiar más convenientemente las distintas,' i/ ~ 
modalidades que existen· en los casos reales. ' 

~. RESPUESTA DE CIMENTACIONES EN UN MEDIO VISCOELASTICO 

: : ; Para fines de disei\o, es importante tomar en cuenta el amortiguamiento interno del 
· . '.sistema, es decii, el amortiguamiento hlsterético o viscoso. Para ello se pueden emplear/) 

los resultados de Veletsos y Verbic (ref 15) en su estudio sobre cimentaciones vibrando1 1 
en un medio viscoelástico. · · 

· Una forma más simple de considerar el amortiguamiento interno, aunque desde luego -:· , 
! menos aproximado, es aplicar el criterio sugerido por Whitman y Richart (ref 27); dicho )\ ' 1 

criterio . consiste en determinar los efectos combinados de los amortiguamientos radial e· ,\ / 
interno, suponiendo un valor típico de amortiguamiento interno de 0.05 y sumar este \ 
valor al amortiguamiento radial obtenido con la teoría elástica. · 

Este procedimiento simplificado de sumar directamente los amortiguamientos está basado 
· en el estudio de los resultados. obtenidos por Lee (ref 28) en su trabajo sc•bre 
. cimentaciones en un medio viscoelástico, y en la comparación de los resultados Ql.;.e se 
'obtienen, en las respuestas máximas, entre los valores exactos y los oJ?tenidos de ~'Umar 
'los dos amortiguamientos; ambos valores resultaron muy parecidos (ref ~) .. ( ¡ 
Para los modos vertical y horizontal, el amortiguamiento interno resulta relativamente -:f 

' poco importante con respecto al amortiguamiento radial; sin embargo, para los modos\\ 1 

torsional y de cabeceo, el amortiguamiento radial es muy pequei\o y el interno resulta 1 \ 
importante. La tabla 4 presenta un resumen. de algunos datos disponibles relacionados con ' .. · 

· i \ el amortiguamiento interno en suelos al. nivel de los esfuerzos que ocurren en 
.; cimentaciones de maquinaria. 

i. Una forma de· estudiar directamente el efecto del amortiguamiento interno es a través del 
.· método de elementos fmitos. En uno de los trabajos de Kausel y Roesset (ref 26), se l' 

indica que el efecto principal de dicho amortiguamiento es la suavización de las curvas / ~ 
que señalan la variación que en realidad tienen los coeficientes de rigidez y · 

· ( amortiguamiento . con la frecuencia de excitación; la fig 15 Dustra este efecto para los ( 
.. ¡ modos horizontal y cabeceo, y en ella se puede ver la gran dependencia que pueden· tener 

: estos coeficientes en el amortiguamiento interno, cuando la proximidad de la roca es 
U relativamente pequei\a. 

7. CIMENTACIONES CUADRADAS O RECTANGULARES 

1 
i Si la forma de la cimentación es cuadi-ada o reetangular, el valor dé k se puede obtener 

, ¡en forma aproximada con ~ tabla 5 y la gráfica de la fig 16. Los valores con este método 

J 
1 
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\1
1 semiempírico son prácticamente iguales a los calculados con la. teoría exacta de Elorduy 

1 
(refs 29 y 30). Existen también estudios de cimentaciones rectangulares sobre un medio¡¡' 
viscoelástico (ref 31 ), aunque los resultados obtenidos no se han presentado en forma , 
práctica. · · · · ' 

1 
j En. cuanto. a los valores de· amortiguamiento, D0 , y la masa efectiva, Mee, de cimientos 

·¡cuadrados o rectangulares, estós se obtienen mediante· una cimentación circular 
equivalente, la que debe tener la misma área (cuando los movimientos son verticales u 

1 horizontale.s) o el mismo momento de inercia (en el caso de cabeceo) que la cimentación ., 
' rectangular; el radio de una ~~ circular equivalente será r¡ 

1 ., 
. !l 

1 \' • 1 
1 1 

.. 
· ÍBL. 

R· J- para movimiento.horizontal o v~rtical 
\ 11 . 

Ro~BL
3 

para cabeceo 
311 

· .:\ Una vez establecida la cimentación equivalente, se podrán eniplear las tablas disponibles 
\\ para bases circulares, por ejemplo, la tabla l. 

8. DETERMINACION DEL MODULO G 

1 

La rigidez k influye directamente eri la-determinación de la frecuencia de resonancia y la 
magnitud de los movimientos a _frecuencias relativamente bajas y/o iguales a la de 

¡ resonancia. Estas . y algunas otras razones hacen que sea el parámetro más importante en n 

1 
· el diseno de cimentación de máquinas. Dos de las características del suelo que. influyen !' 

,1 directamente en su valor, son G y v. . . . . 

\

\En la mayoría de·los-suelos, el valor de v varia en un intervalo relativamente estrecho: 
0.35 y 0.4 en ar~nas, y cerca de 0.5 en arcillas saturadas; en cambio, el valor de G 
depende· del nivel de deformaciones y es función fundamentalmente de e y ii 0 • (Existen i 

·r·algunos otros factores que influyen en el valor de G, tales como los efectos de duración 

1
1 

de la carga aplicada y el de la historia de esfuerzos que Richart (ref 32) menciona en uno Jr 
, ! de sus trabajos; sin embargo, dichos efectos son secUndarios en comparación con e y iio .) 

· ('\ ~ ~ete_rminación de G se .puede hacer mediante los procedimientos que a continuación se 
md1can. . · . 

' 

.. 
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Empleo de fórmulas 

'. 
'' 

Existen fórmulas· semiempiricas que dan el valor de G para niveles de deformación 
menores d~ !O"' ·cm/cm (en dichos niveles el comportamiento del suelo es! 
prácticament;, elásticolineal). Quizá la fórmula más común es la de Hardin y Drnevich 
(ref 33), que proporciona muy buenos resultados para .valores pequei\os de la relación. ( 
de vacíos (e.;;;2.0), y es, además, válida tanto para suelos cohesivos como no cohesivos·. 

(13) 

donde o0 y G deben estar en lb/pulg2 

'\ · OCR es la relación de preconsolidación (omáx/cf0 ) y a depende del índice de 
plasticidad (fig 17). 

¡'1 Para el caso de arenas, Seed (ref 34) emplea la expresión 

donde K2 depende de la densidad relativa (tabla 6) . 

. { Puesto que G es función de los esfuerzos efectivos que se tienen en ~1 sitio, y la 
!/ resistencia no drenada de suelos normalmente consolidados, Su, ta'!lbién le es, debe · 
'f suponerse que G se puede obtener a partir de Su; al respecto, Whitman (ref 19) !· 

recomienda emplear . 

\ para valores de deformación angular entre 10"5 y 10"6
• 
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Pruebas de laboratorio 

'.r Resonancia e!!_l!ll_a columna de suelo. Este procedimiento consiste en aplicar un 
-

1

1\1 
momento torsionante en la parte superior dé una probeta cilíndrica de suelo, y 

obtener las frecuencias en las que ocurren los valores de respuesta máximos; es ¡ ¡ 
decir, las frecuencias de resonancia. Para el caso en que la probeta esté fija en su 'i 

//base y libre en su parte superior, las frecuencias de resonancia están dadas por 

. e, 
f ~ (2n-li 
n. ..4H 

• 

,j donde 

1/ 

( 
( 1 

1 

n número entero.(= 1 pará el modo fundamental) 

H altura de la probeta 

e, velocidad de onda al cortante 

1 . : De la ec 14 se obtiene e,, y el valor de G mediante 

( 14) 

(15) 

Técnica pulsativa. Consiste en colocar vanos cristales piezoeléctricos en cada 
Í extremo de una probeta de suelo, y aplicar un pulso· eléctrico en los cristales de 

, i uno de 1_ os extremos (ref 19). Dichos cristales están manufacturados en forma tal

1

_ 
que producen una distorsión al cortante cuando se aplica un pulso eléctrico, con · 
lo que se origina una onda transversal de esfuerzos que pasa a través de la probeta 
de suelo. La onda es registrada en el otro extremo y su velocidad _se determina 

( ( directamente mediante 

1· 
i 1 

: H 
e=

s lit 

( 
: · Donde lit es el tiempo que tardó la onda en ir de un extremo al otro. 
\\ 
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Pruebas de campo 

· ': Empleo de un pequello vibrador. Esta técnica estriba en medir la longitud de onda ., 
.'.' superficial que genera un vibrador, trabajando a una determinada frecuencia, en la 

superficie del terreno (fig 18). La longitud de onda se determina moviendo un: , 
receptor a lo largo de una línea radial al eje del vibrador, y localizando los puntoS ' 
que están en fase (refs 1 y 35). Al cambiar la frecuencia de excitación, se puede 
variar la longitud de onda y, por tanto, la profundidad de inspección. Una regla • 
semiempirica es suponer que el módulo calculado mediante este procedimiento, (: 
corresponde al val o~ que dicho módulo. tiene a una profundidad del suelo igual a i . 
X/2 (X, longitu~ de onda) 

Métodos geofisicos. Se pueden utilizar en forma indirecta para calcular G. En · 
efecto, mediante los procedimientos que se emplean. para determinar las 
velocidades de propagación de ondas dilatantes, se puede hacer uso de las , 
relaciones que existen entre e0 (velocidad de ondas dilatantes) y e,. La relacion · 
está dada por 

r ; 

Teniendo e,, el valor de G se obtiene mediante la ec 15. 

·' Como se puede observar, la relación de Poisson, v, debe conocerse para el empleo 
de esta técnica. Detalles de la forma como se realiza la medición de e0 mediante, 
este procedimiento, pueden verse en las refs 5 y 36. 

,, . Método de hoyos en paralelo (cross-hole method). Este método (f¡q19) consiste¡·'\ 
en determinar las velocidades de las ondas cortantes que se propagan y se detectan l 
a diferentes profundidades en perforaciones hechas ex profeso. Cuando el \' 
trasductor que capta la sena! de salida se encuentra en la parte superior de la 1 

varilla de impulso (fig 19a), se debe hacer una corrección al tiempo de llegada a ,'¡ 
fin de considerar .el tiempo que las ondas tardaron en viajar por dicha varilla. El ' ' 

1 proceso puede facilitarse en el osciloscopio si la dirección del impacto se cambia · 
:. en el sentido opuesto; ello se debe a que las trazas generadas divergen en el\ 

momento en que las ondas cortantes llegan (fig 19b). Mayores detalles de este 

1 
procedimiento, que es uno de los más empleados para determinar el módulo G a 
niveles pequellos de deformación, se pueden encontrar en las refs 5 y 37. 

'¡ 

' 1 ' 
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. i (Ahora. bien, tomando en cuenta que en general los esfuerzos efectivos y las características 
! ¡del suelo varían con la profundidad y, por tanto, el valor del módulo G también cambia, 
: ¡ se presenta el problema de determinar la profundidad a la cual. deberá escoger.;e el valor 
·.' de G que se va a emplear en el cálculo de k. En general no existe un criterio único para 

la solución de este problema; se han propuesto varios procedimientos empíricos, algunos 
:¡ de los cuales se me~cionan a continuación. 

Cuando se conoce C, con la profundidad, Whitman (ref 19) recomienda usar la 
profundidad correspondiente al punto medio del bulbo de presiones; dicha ""profundidad-.\ 
~~p~ . 

\donde 

( ¡ D 
' 

\ 
\ 

3 
+- D 

4 

diámetro (real- o equivalente) de la cimentación 

0,42 veces los esfuerzos estáticos aplicad0s en la superficie (o .sea el 
esfuerzo vertical efectivo a la profundidnd dé 3/4 D, originado por el 
peso de la cimentación y la maquinaria). 

¡i Si se emplea la fórmul~ de Hárdin y Drnevich para el cálculo de G, es recomendable 
, también determinar los esfuerzos efectivos a la mitad del bulbo de presiones (3/4 D); es 

' · decir, o 0 se calcula en función de 

\\ l. ov y oh debidas al sobrepeso del suelo a esa profundidad 

2. a. y oh producidas por el peso de la cimentación. 

\!j Richart et al {ref 5) propone. que la profundidad equivalente sea aquella donde el vaJor de 
1' o0 , calculado a la orilla de la cimentación, sea mínimo (fig 20). . . 

1 
9. ALGUNAS FORMAS PARA ESTIMAR DIRECTAMENTE k 

!\Pruebas de-placa 

·,\La estimación de k mediante pruebas de placa, se hace aplicando cargas repetidas 
. • \fig 21 ). La magnitud de las cargas estáticas y dinámicas debe ser similar a la /f 

esperada. 
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Barkan (ref · 38) registra excelentes correlaciones entre los valores estimados de la · 
•. frecuencia de resonancia (calculado$ con· los resultados de pruebas de placa) y los 

determinados experimentalmente. 

, Para extrapolar las rigideces obtenidas usando las placas de áreas pequeflas a las áreas 
\ reales del prototipo, se puederi utilizar las recomendaciones de Terzaghi (ref 39) para 
~ cargas estáticas; es decir 

Suelo cohesivo l),rototipo" kl'diámC 

. (C+l ), 
Suelo no cohesivo l),rototipo • k 1, d iám -

2
-

donde 

tarnaflo menor de la cimentación 
e----------~~~--. tarnaflo menor de la placa 

Pruebas a base de un vibrador 

La prueba consiste en colocar un pequei\o vibrador sobre una placa de 12 a 30 pulg 
de diámetro. La frecuencia de excitación se varía hasta alcanzar la condición de) ' 
resonancia, y el valor de k se obtiene mediante 

\ l 
1 

1
' donde 

i, M masa del vibrador y placa • la masa efectiva del suelo 

Los resultados que se obtienen con este procedimiento son muy similares a los de la 
prueba de placa, solo que' la interpretación correcta de los datos resulta más complicada y 
difícil. 

~ Correlaciones cori el módulo de reacc:i6n 

\[ Para análisis preliminares de diseflo, pueden emplearse laa correlaciones que existen 
entre las constantes . de reSorte y el.llarnado módulo de reacción elástico. Dichas '\ 
correlaciones son: 

,. 

t 
~ 

1 
~ 
¡ 
1 

'i 

1 

i 
' 1 

!l 
j 
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movimiento vertic.il k, • c.A 

'' 
movimiento .horizontal kh • chA 

1: 

movimiento de cabeceo k, • e 1' r. 

movimiento torsionante k.v c.¡,I" 

A área de contacto entre la cimentación y el suelo 

1' segundo momento del área de contacto alrededor del eje horizontal que pasa 
por el centroide del área y es normal al plano de cabeceo 

1" segundo momento del área. de contacto alrededor del eje vertical que pasa· 
por el centroide del área 

! 1 Los coeficientes c
0

, eh, e, y e son los módulos de reacción que dependen del tÍpo de suelo, 
! 

1 
así como del tamaño y geometría de la cimentación. Existen, sin embargo, tablas que J' ,{ 

· relacionan dichos coeficientes solo en función del tipo de suelo; al respecto, Bar kan (ref 38) ' 
! proporciona la tabla 7: 

\ 9; 1 Cimentaciones piloteadas . 
~ . ' 

N "-1 f /Desafortunadamente, esta parte de la dinámica de suelos no se ha desarrollado lo suficiente 
· como para ofrecer métodos racionales aplicables a toda clase de problemas prácticos. 

1

1
· f i Dentro de los métodos más simples y más prácticos está el propuesto por Maxwell et al (ref 

1/ 40), el cual se basa en los resultados que se obtienen a partir de pruebas dinámicas realizadas 
\ /' en pilotes prototipo, sobre los cuales se coloca un oscilador en el que varia la frecuencia de . 

excitación (fig. 22). Los parámetros del sistema equivalente de un grado de libertad 1 

obtenidos a partir de los .datos observados y recomendados por estos investigadores para el 
modo vertical (el único que estudiaron), son: 

.. 
/1 donde 

11 k 

iJ e 

1: 

111 ' 
·" 

. :_' ¡' 
' ' 

'1 

k Q, ·Mnl 
•- COSO:+ .a w 

Q, 
c- -- senO< nw 

constante del resorte· 

coefiéiente de amortiquariliento· 
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1 \ ' . ; i M masa sobre el terreno, que incluye la del oscilador, ei cabezal yla·carqa est!tica 

'! .Q fuerza de excitación periódica 

'• Ql amplitud de la fuerza de excitación 

t tiempo 

w desplazamiento periódico 

\w amplitud del desplazamiento 

O< ángulo de fase entre Q1 y W 

\ 

n frecuencia circular, en rad/seg 

En la resonancia a es aproximadamente 90° y la expresión anterior de la rigidez se reduce 
a la siguiente 

l 
ko • Mno 

, · donde !lo es la frecuencia observada de resonancia. 

Considerando que el amortiguamiento crítico c
0 

vale 2M!l0 , la relación de amortiguamiento 

i ·se obtiene mediante D • ~ , y el desplazamiento máximo por W • ~ 
~ ~D 

En pruebas experimentales realizadas por Maxwell et al en pilotes circulares de concreto y 
de acero con sección H, se encontró que los amortiguamientos a la frecuencia de 

!. · resonancia eran relativamente pequellos (del orden de 0 0 • 0.06) y que la rigidez 
dinámica aumentaba considerablemente si el cabezal se encontraba en contacto con el 
terreno natural, y liqeramente con el aumento de la carqa estática. 

1 

Al considerar la variación de las frecuencias de excitación y defmir como relación de 
rigideces a klko y de frecuencias a !1/!lo, los resultados experimentales de estos 

·\ investiqadores sellalaron que, en qeneral, la relación de rigideces disminuye y la del 
, amortiguamiento se incrementa cuando la relación de frecuencias aumenta (fiq 23). En lo . ~ \ 17 

que se refiere al qrupo de pilotes, concluyen que se está del lado conservador si se \: · 
considera como amortiguamiento para el qrupo el obtenido a partir de pruebas en pilotes ji 

;¡ 
:·¡ 
·.¡ 
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individuales, y que la rigidez se puede considerar simplemente 'como la suma de las 
rigideces de cada pilote. 

Boutwell y Saxema (ref 41) recomiendan, para -el caso de pilotes de punta, utilizar él 
sistema de dos grados de libertad mostrado en la fig 24, donde: 

1 1 
! ! Kr 
'1 

masa total del sistema cimentación-máquina 

rigidez de cada pilote; se obtiene mediante la teoría simple de columnas; 
- - ApE 

- por ejemplo, para el modo vertical 1), • ~ P ; · d~nde ~· AP y EP son 

respectivamente longitud, área y módulo de elasticidad del pilote 

rigidez del grupo; es igual a la -rigidez de cada 'pilote multiplicada por el 
número total de pilotes 

- amortiguamiento del sistema cimentación-máquina obtenido a travl!s de 
vibraciones libres ( ¿ ," __ ? .-/,, ' 

\1 m5, e, y k5 son los par~etros del suelo sobre el cual se apoyan los pilotes, y se obtienen 
mediante la teoría del semiespacio elástico (tabla 1). El problema principal en este 

1 
procedimiento sugerido por Boutwell y Saxema estriba, precisamente, en la correcta 1 

determinación. de estos últimos parámetros. 

( 
- ' 

Para el movimiento vertical, la influencia que tiene la carga axial y la longitud del pilote 
- sobre la frecuencia de resonancia en pilotes de punta se ilustra en la fig 25 obtenida por 
. ; Richart (ref 43). Dicha figura muestra que a medidil que la carga axial se incrementa y/o 
- la longitud del pilote aumenta, la frecuencia de resonancia dismiliuye. El mism9 autor 
señala, en otro de sus trabajos (ref 5), que la contribución de un pilote a la rii¡idez contra 
la torsión de una zapata, está dada por 

donde 

\ 1 

1: 

d diámetro del pilote 

módulo de reacción del suelo 
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1 longitud del pilote 

r radio de la zapata 

(EF)m factor de eficiencia para un pilote rígido que considera el efecto del 
movimiento del suelo 

(EF)F factor de eficiencia que considera la flexibilidad del pilote 

1 • 

\! Trabajos recientes realizados por Novak y Beredugo (refs 42,44 y 45) ofrecen resultados 
· más realistas y por tanto más confiables. La tabla 8 sef\ala los valores correspondientes a. 
los coeficientes de rigidez y amortiguamiento para los distintos modos de vibración. ) 

,, ·; · Las funciones f 1 t. 1 , f 11 • 2 , etc, dependen de las características del suelo y del pilote y se 
• ·' o: i obtienen a través de la tabla 9 y la .fig 26. 

\..,.;· -.:· 
,\ 
\ : ' :- ' 

' • De acuerdo con los resultados teóricos de Novak (ref 42), las cimentaciones piloteadas, en 
' . ';' ·comparación con las cimentaciones por su¡~erflcie, pueden ten~r mayores frecUencias 
, .. . · naturales, menores amortiguamientos y mayores amplitudes eil la resonancia. Como ) ) 

"{ ._.-:· \ consecuencia de estos resultados, Novak establece que ... los pilotes pueden eliminar o 
. : -~- : reducir asentamientos pennanentes, ~ no pueden eliminar vibraciones", , ! ' 

:.. _,~- . .~. _:-J/./.u 

'•,. :\ i:_ 

"· . . . . 

\ 

.· ¡) ,¡ .•. 

' . 

-~ 
~-.: .. ~ '..: 

10. CONCLUSIONES 

·. 
La respuesta de cimentaciones superficiales de maquinaria se puede obtener a través de 
sistemas equivalentes de un grado de lil:iertad, los que están constituidos por una masa 
concentrada que· representa la masa de la maquinaria y la de la cimentación, uno o varios 
resortes que simulan la rigidez del suelo, y uno o varios amoniguadores que representan 
la pérdida de ·energía que ocurre en el sistema máquina-cimentación-suelo. · 

1

: Los trabajos teóricos sobre la teoría del semiespacio elástico y viscoelástico que hasta la 
1 fecha se han desarrollado, permiten, desde el punto de vista matemático, evaluar 

! correctamente los parámetros de diSel\o que rigen los sistemas equivalentes. Faltan, sin '.) 
embargo, datos experimentales que permitan determinar la influencia que puedan· tener : · 
otros factores en el verdadero comportamiento de los sistemas reales. 

\:· i Para el caso de cimentaciones piloteadas, existen procedimientos que utilizan sistemas de 
'j, uno o más grados de libertad; sin embargo, el método sugerido por Novak es el que hasta 
\: ahora ofrece mejores bases y es por tanto el más recomendable. El empleo de programas 

de elementos finitos puede ofrecer, en un futuro próximo, considerable auxilio en el · 
análisis de esta clase de cimentaciones profundas. 

•. 
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( Los efectos principales del encajonamiento de la cimentación es aumentar la rigidez y el 
' amortiguamiento. En Jo que se refiere a la estratificación, los efectos que se pueden tener 

por el hecho de permanecer la roca basal a relativa poca profundidad, es un aumento en 
el coeficiente de rigidez y una disminución en el coeficiente de amortiguamiento; dichos . 

i; efectos resultan prácticamente despreciables cuando la relación H!R (profundidad de la ,, 
! 'roca/radio de la cimentación) es mayor de 5. 

\

\/ En comparación con las .cimentaciones por superfiCie, las .cimentaciones piloteadas ~u.eden 
¡, tener mayores frecuencias naturales ·(como consecuencia del aumento en la ncpde~. 
1 menores amortiguamientos y mayores amplitude~ en la resonancia.·. 
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TABLA 1. VALORES DE LOS PARAMETROS EQUIVALENTES EN CIMENTACIONES 

CIRCULARES• APOYADAS EN UN SEMIESPACIO ELASTICO (ref 19) 

RELACIONES DE -
TIPO DE MASAS k Do Mef 

EXCITACION MODIFICADAS 
... 

1-v 4GR 0.425 0.27~ Vertical B ·-b -- --
V 4 

' 
1-11 va. S. 

Horizontal 
2-11 8GR 0.29 

0.095 ~ a¡,- sb --
v's¡; 2-11 

. 3(1-11) 1 8GR3 0.15 0.24~ Cabeceo \ B·-· -- --
~l_+ B,lv'l\ .r . 8 Rl 3(1-11) B, . 

• Los valores se Obtuvieron dejgualar tas'amplitudes mbimas determina:tes con la teor(a del semiespacio. con la 

determina:tes con Jos sistema equivalentes 

I momento de inercia d~ la ·m.. con respecto aleje de giro 

.. 
. TABLA 2. VALORES DE K PARA DISTINTOS TIPOS DE DISTRIBUCION DE ESFUERZOS 

(ref 19) 

DISTRIBUCION DE 
. (1-11) 

K K, para 11• 1/4 . 

ESFUERZOS 

Base rígida ·4 0.188 

Uniforme ' '/( 0.239 

Parabólica . (3/4)'/f 0.319 
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TABLA 3. EXPRESIONES APROXIMADAS PARA CONSIDERAR EL EFECTO DE 

ENCAJONAMIENTO 

-
MODO k/k0 ' D/Do 

h · 1 + 1.9 (1-v) h/R 
. Vertical 1 + 0.6 (1-v) R 

v'k7k;; ' 

h 1 + 1.9 (2-v) h/R 
Horizontal l + 0.55 (2-v) R 

v'klko 
h . h h \3 

Cabeceo 1+ 1.2 (1-v)- + . 1+ 0.7 (1-v)-. 0.6(2-v) -
R · R R 

O.Z (2-v)(~ v'klko .. 

' ,-

TABLA 4. AMORTIGUAMIENTO INTERNO EN SUELOS (ref 27)· 

AMORTIGUAMIENTO 
TIPO DE SUELO EQUIVALENTE 

Arenas y gravas secas 0.03 a O.Q7 

Arena saturada o seca 0.01 a0.03 

Arenas y gravas saturadas 0.05 a 0.06 · 
. 

Arcilla 0.02a0.05 

Arena limosa Q.03 aO.lO 
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TABLA 5. CONSTANTES DE RESORTE PARA UNA BASE RECTANGULAR RIGIDA 

APOYADA EN,EL SEMIESPAC!O 

CONSTANTE DE 
MOVIMIENTO RESORTE" 

Vertical .G Y8L** k.,.- (3 BL**. 
1-tl V . 

Horizontal .. kh = 2(1 + v) G(3h VBL 
' 

G ' 
Cabeceo k.- (3 BL 

r 1-v ' 

los valores de ¡J, ¡Jh y tJ estim ni.oos por la fig 16 . ' . 

. B• rmcho de,la cimentación y L.:: longitud de la cimeniaci6n C1m el plano~~ rotact_on·en c;1~'. de cabeceo) 

TABLA 6. VALORES DE K, VS DENSIDAD RELATIVA 

DENSIDAD RELATIVA ~K·~ 

30 34 •. . 
" ·. 

40 40 

60 52 

75 62 

90 70 
. 



TABLA 7. VALORES DE DISEI'iiO RECOMENDADOS POR BAR KAN PARA e, • 

CAPACIDAD DE CARGA ESTATICA 
TIPO DE SUELO PERMISIBLE, en kg/cm2 

Suelos blandos <1.5 

Suelos de resistencia media 1.5- 3.5 

Suelo~ resistentes (arcillas 3.5- 5 

duras o arenas compactas) 

Rocas >S 

Los valores de eh, e, y c4JM pueden estimar con las relaciones 

c. •e /2·c • 2<: ;e • ~e --nv:r v4J4v 

COEFICIENTE e •• en kg/cm3 · 

<3 

3-5 

5- 10 

>lO 

TABLA 8. COEFICIENTES DE RIGIDEZ Y AMORTIGW'4MIENTO EN LA TEORIA 

DE NOVAK (ref 421 

MODO k e 

Vertical ~f E A 
Ff1s.2 ro 18.1 

S 

~1 ~1 
Horizontal -3- fll.1 --f . 

2 V 11.2 
. ro ro s 

Cabeceo ~1 ~f7.2 --f, ro .1 
S 

Acopladas (horizontal 
~1 ~1 
-,-f9.1 

ro V5 
f9.2 

ro ' y de ca be ceo) 

A área de la sec.ci6n transversal del pilote EP módulo de Young del pilote 

~mento de inercia de la sección transversal r0 radio del pilote 

V
1 

velocidad de ondas conantes en el suelo 

Lás funciones f 11 _1, 1 11 _2, etc, dependen de las c.aractedsticas del suelo v del pilote, v se obtienen a través 

de la tabla 9 v la lig 26. 

'""='-' 
-·· 
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TABLA 9. PARAMETROS DE RIGIDEZ Y AMORTIGUAMIENTO f 7 , f 9 y f
1 1 

PARA 

PILOTES DE MADERA Y DE CONCRE·TO CON l/r0 >5 (ref 42) 

~ 
PARAMETROS DE RIGIDEZ ARAMETROS DE AMORTIGUAMIENTO p 

f7.1 f9.1 ru.1 f7.2 f9.2 ru.2 
JI -

Po ve 
0.01 0.202 -0.0194 0.0036 0.139 -0.0280 0.0084 
0.02 0.285 c0.0388 0.0100 0.200 -0.0566 0.0238 

0.4 0.7 0.03 0.349 -0.0582 0.0185 0.243 -0.0848 0.0438 
(Concreto) .0.04 0.403 -0.0776 0.0284 0.281 -0.1130 0.0674 

0.05 0.450 -0.0970 0.0397 0.31:4 -0.1410 0.0942 

0.01 0.265 -0.0336 0.0082 0.176 -0.0466 ' 0.0183 
0.02 0.374 -0.0673 0.0231 0.249 -0.0932 0.0516 

0.4 2.0 0.03 0.459 -0.1010 0.0425 0.305 -0.1400 0.0949 
(Madera) 0.04_ 0.529 -0.1350 0.0654 0.352 -0.1860 0.1460 

0.05 0.592. -0.1680 0.0914 0.394 -0.2330 0.2040 

0.01 0.195 -0.0181 0.0032 0.135 -0.0262 0.0076 
0.02 0.275 -0.0362 0.0090 0.192 -0.0529 0.0215 

0.25 0.7 0.03 0.337 -0.0543 0.0166 0.235 . -0.0793 0.0395 
(Concreto) 0.04 0.389 -0.0724 0.0256 0.272 -0.1057 ' 0.0608 

0.05 0.435 -0.0905 0.0358 0.304 -0.1321 0.0850 

0.01 0.256 -0.0315 0.0074 0.169 . -0.0434 0.0165 
0.02 0.362 -0.0630 0.0209 0.240 -0.0868. 0.0465 

0.25 2.0 0.03 0.444 -0.0945 0.0385 0.293 .. -0.1301 0.0854 
Madera) 0.04 0.512 -0.1260 0.0593 0.339 -0.1735 . 0.1315 

0.05 0.573 -0.1575 0.0828 0.379 -0.2168 0.1838 

--
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Masa equivalente 

-Resorte equivaiP.nte 

Masa equivalente Resorte horizon
tal equivalente 

w"~~4-H r---- 4 Amortigua miento 
Resorte equiva- ~.,.f.~~~ "- horizontal equiva-
lente de giro lente 

Amortiguamiento 
equivalente de giro 

Masa equivalente 

Amortiguador equiva
lente a la torsión 

Fig l. Sistemas equivilentes típicos (ref 46) 

. Resorte equivo

.....--lente o la torsión 
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F ( 1) = F0 sen .n 1 r--~~--l.~k~x~.··· MX """"'-
•--- -:1 .,._c"""x-: ¡----

...... ...-----...~ --' U U_ 

Fig 2. Fuerzas que actúan sobre un sistema de un grado de libertad 

. 5 

FDC 
4 

3 

2 

1 

o 

1_ 

00 = 0.01 

jf 1'< ..... ~.2 

..,-_~Y 1\~0.4 
..... r>..~~ 

0.7p7- ..... 
o 1 2 

D.lw 

Fig 3. Cu!Vas de amplificación 

5 1 

00 =0.01 

-
~0.2 

0.4-.., ~ 

~ 
1 '\ 

y< r-- 0.707 
1 2 

D.lw 

Fig 4. Cu!Vas de respuesta en sistemas cOn masas-excéntricas 
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(

Mismo desplazamiento vertical 
OV =rvh~O\ en todos los puntos 

~~~'~'·~·-~-~.s~.,~J~.~.·~~-+'~~~·~,/~·~/~,·~·~·~, . • .·.· . _¡_ .. -.-_...;.· .. z·· ~-- ''"'" 

al Correcto establecimiento de los condiciones de frontera 

R 

Distribución de esfuerzos supuesta 
OV = rvh=O 

•· . ~ ......... ,, .- .. ,-.... " _, 

b) Establecimiento aproximado de l.as condiciones de frontera 

Fig S. Condiciones de frontera (re[ 19) 

Masa rígida · 

Fig 6a. Sistema de masa rígida en medio 
seminfinito (ref 19) 

Fig 6b. Separación de las fuerzas que obran 
en el sistema (re[ 19) 
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v=0.5 

0.5 

00~----~~------~~----~~-----0.5 1.0 1.5 
O o 

Fig 7. Valores de f 1 y {2 en función de a0 • aR/C
5 

4GRW0 
Po(l-v) = FDC móx 

00~------~--------_. ____ _ 
0.5 1.0 00 

(a) 

W.o M 
Me 1 

( b) 

Fig 8. Curvas de amplificación dinámica en el semiespacio elástico 
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1 v=-
5 

o 0.5 2.0 
flR 

Oo=--
Cs 

Fig 9. Variación de x·, y X2 en función de la relación adimensional de frecuencias a0 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

b=5 
V: _1_ 

4 
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Fig 1 O. Efecto del tipo de distribución de esfuerzos en las curvas de respuesta (ref 37) 
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Fig 11. Efecto del encajonamiento y la proximidad de la roca en el coeficiente k (ref20) 
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Fig 12. Coeficientes de rigidez y amortiguamiento, según Luce (ref i6) 
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Cimentación cuadrado 
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Fig 13. 'Funciones {1 y {1 para una cimentación cuadrada sujeta a una fuerza vertical horizontal dinámica, apoyada en un estrato 
elástico (re{ 21) 
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Fig 14. Variación de la relación de amortiguamiento con la profundidad de encajonamiento (ref 48) 
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Fig 19. Método de hoyos en paralelo (cross-hole method) (ref 32) 
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Fig 20. Determinación de la profundidad equivalente usando el procedimiento 
de Richart 
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Fig 21. Determinación de k mediante pruebas de placa 
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APENDICE. EJEMPLO DE APLICACION* 

Se requiere determinar las dimensiones de la cimentación cuadrada de una máquina que 
pesa 2 700 kg, sujeta a una fuerza dinámica de 680 kg, que opera con una frecuencia de 
10 cps. Los requisitos que debe cumplir la cimentación son: 11 la máquina, necesita 
quedar a 2 m sobre el nivel natural del terreno, y 2) la velocidad de las partlculas debe 
ser menor de 0.075 cm/seg. 

Datos del terreno de cimentación. Se trata de un suelo limoarcilloarenoso duro, con un 
peso volumétrico igual a 1.92 ton/m3 • Los valores de la velocidad de onda al cortante, 
medidos in situ, están dados por la fig Al. 

Los resultados de una prueba de placa cuadrada,..de 1' x 1', son los de la fig A.2: 

·Cálculo de G ''',• 

1 ' ... 
1,'-. 

El valor de k, con los datos de la prueba de placa, es .. -, 
.¿--·. . . 

2 000 X 12 6 6 . 
k· • 8x 10 lh'pie-12x 10 kg/m 

0.003 

• El ,¡emplo que M presenta fue~ del originel que aparece en la ref 19 

·r 
1 
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De la tabla 5 y de la fig 16 para una cimentación cuadrada, al asignar un valor de v. 0.35, se 
tiene 

k.,(l-v) 8x 106 (1- 0.35) 
G· • • 2.4 x 106 lb/pie2 

2.16B 2.16 X 1 . 

o sea· 

G· 1.187 x 103 kg/cm2 (A. 1) 

El siguiente paso es comprobar el valor de G con las mediciones de e, obtenidas in si tu, para 
lo cual se determina el valor del esfuerzo a mitad del bulbo de presiones en la placa. El radio 
equivalente para este caso sería · 

r· ..;r¡;. 0.564 pies 

D· 1.12 pies 

3/4 D • 0.85 pies 

!: 

y los esfuerzos verticales a la mitad del bulbo .• · 
C'····'· .. 

(/ { 

,, 
'1 

a.· 0.42* x 4 000 lb/pie
2 

+ 0.85' x 120·lb/pie
3 

• 1 782lb/pie2 

' 2 o • .8815 kg/cm . , 
V . · 1· 

'· -·· !, /.,- ~ :' .. ' 

0.8910 
Profundidad equivalente· • 460 cm• 4.6 m 

1.92 X 10"3 

De la fig A.l se deduce que e,. 240 mJseg, o sea 

' .. 1920 
G. pe

1 9
_
8 

x 2402 • 1.13 x 107 kg/cm2 

• Fec:tor de esfuerzos correspondiente 1 une profundid.t de i O 

"'f 
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lo que equivale a 

G· 1.13 x 103 kg/cm2 (A.2) 

Como los valores de las ecs A.1 y A.2 son prácticamente iguales, se usará el valor dado 
por esta última en el disei\o preliminar. 

Diseño preliminar. Conforme la tabla 5, el valor de k para cimentaciones cuadradas está dado 
por 

G 
k.·- 2.16B 

1-v 

por Jo que al sustituir valores se obtiene 

7 

ky· 1.1
3

x 
10 

x 2.16xB· 3.75x 107 B (B, en metros) 
0.65 . 

(A.3) 

Si se supone que la frecuencia de operación .es relativamente pequeña con respecto a la de 
resonancia, se puede aplicar la simplificación: 

v .• nx -n- · P0 1 1 
max o k 1-(íl/w)' 

o sea que el valor requerido de k será 

Po ==-n
k 

Pon 
k- • 

velocidad de diseño/factor de seguridad 

680 X (21T X 10) k 
· 0.075/2 . g/cm 

' De las ecs A3 y A4 se obtiene que B· 3m; por tanto, la cimentación mostrada en la fig 
A 3 puede suponerse como disello preliminar. 
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Revisión del disetio preliminar 

Para un análisis más detallado del diseño, se calculará la masa total del sistema 

a) Masa de la máquina (Mm) 

2720 kg 
M ·--·278--

m 908 m/seg2 

b) - Masa de la cimentación (Me) 

vol x "Yconcreto 
M • ---;;:-::---

e 9oS 
3 X 3 X 2o6 X 2400 

9oS 

e) Masa efectiva de suelo (M
0
rl 

Radio equivalente • V9iir. 1.69 m; R3
• 4o85 m3 

M 5730 + 278 
b•-:o: -= ·~ 

pR3 1920 
4 85 908 X o 

¿~ 

B • 1-11 b. 0065 X 6. Oo975 
• 4 4 o -

De la tablas' 

56160 

9o8 

- M Oo27(6008) kg 
Mer· Oo27 s. . Oo975 • 1663 m!seg' 

d) Masa total 

Esta masa está dada por 

Mm+ Me+ M0 r • 278+ 5730+ 1663 "7671 kg/m/seg2 
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Profundidad equivalente 

Se estima ahora el punto medio del bulbo de presiones; para ello primero se calcularán 
los esfuerzos por peso propio al nivel de desplante. '1· ':3 • 

o • • 
56160+ 2 720 6 54 ni 2 

. 
9 

• . to m 

A la mitad del bulbo de presiones, los esfúerzos totales son 

7.6 
Profundidad equivalente • l. 

92 
• 4 m 

De la gráfica de la fig A.l se deduce un valor de C
5

• 230 rn/seg. Calculando el valor de G, 
se tiene 

y 

1920 7 2 3 2 
G• 2302 

X -
8
- = 1.03 X 10 kg/m • 1.03 X 10 kg/cm 

9. 

k· !:03 X 107 
X 2.16 X 3~ 1.03 X 10'8 kg 

. i :- / m 

Nótese que en el cálculo de k se ha estado despreciando la profundidad de encajonamiento 
de 0.6 ·m; ello se debe a que dicha profundidad es relativamente pequei\a y que al , , 
despreciarla se está dentro del lado de la seguridad. Sin embargo, si se deseara utilizar la 
influencia del encajonamiento en k, se podría utilizar alguno de los criterios sei\alados en el 
cap 5. 

(( Por tanto, la frecuencia natural del sistema es 
\ 

a 
1.03 X 10 • 

18
_4 7 671 . cps 
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Cálculo de la velocidad máxima 

P0 1 680 1 
V máx. n k 1-(0/w)2 • 62.8 X 1.03 X 108 -1---( .,..10o:--¡-2 

18.4 

vmáx" 5.8x10"4 m/seg-0.058cm/seg<0.075 

Si se quiere tener un factor de seguridad mayor de 0.075/0.058 • 1.29, deberá procurarse 
aumentar k sin que M aumente, lo que se consigue, por ejemplo, al ampliar la base de la 
cimentación, pero reduciendo las dimensiones superiores. Para la cimentación de la fig 
A.4, los resultados que se obtienen son: 

Mm • 27 8 kg/m/seg 2 

Me 4 861 kg/mlseg1 

Mef • 2 504 kg/rn/Rfj 

MroT 7 643 kg/m/seg1 

c. • 250 m/seg 

G • o' l 1.22 x 1 kg/m 

k • 1.42 x 108 kg/m 

rn • 21.7 cps 

vmb • 0.038 crn/seg 

FS "" 2 

Se recomienda al'lector verificar, a manera de ejercicio, estos resultados. 

l 
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"O o 
~ 5 
"O 
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Fig A. l. Valores in situ de e, vs profundidad 

1000 aooo >ooo •ooo sooo Cargo, en lb 

Asentamientos 

En el 10" ciclo pro
dujo un asentamiento 
de 0;003 pulg 

Fig A.2. Datos de la prueba de palanca 
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., ,, 

2m 

0.6m 

3m 

Fig A.3. Dimensiones preliminares del diseño de cimentación 

2.5 m 

2m 

' 0.6m 

3.5 m 

Fig AA. Dimensiones de!mitivas de la cimentación 
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ANALISIS DINAMICO DE SISTEMAS SUELO-ESTRUCTURA 
Y PRESAS DE TIERRA 

Miguel P, Romo 
lnatituto de lngenieria,UNAM 

JU:SIJMEN. · .En este artfculo se presentan algunas tfc:nlcas analftlcu para 11 estudio de la respuesta sfsmlca 
de sistemas suelo-estructura y presas de tierra. Se hace fnfasls en los Mftodos generaleo.que consideran el efec 
to de lnteracc16n entre el subsuelo y la estructura.(por tanto se pueden·utlllzar para edificios o para plantas
nucleoelfctrlcas). Para el caso de presas se presenta un mftodo general que pennlta evaluar defon~~~clones penoa
nentes y calcular las presiones de poro, y dos procedimientos simplificados. Se hace hlncaplf en la necesidad de 
ejercer buen juicio lngenlerll y la colaboracl6n de especialistas en el dlsefto sfsmlco de·presas de tlerro. 

l. Introduccl6n 

En los últimos aftas se ha logrado un avance slgnlflc! 
tlvo en la comprensl6n del comportamiento dlnlmlco de 
sistemas suelo-estructura y presas de tierra. · Se han 
desarrollado procedimientos anolltlcos para calcular 
la respuesta sfsmlca de estructuras 1 pruebas dlnlml· 
cas (de laboratorio y .de cupo) ¡)ara evaluar los pro-

"*' Carta• ' 
• - clcllcoo ymn.nua 

,! UYJ&ritW 

piedades de los suelos sujetos a cargas de tipo slsml 
co. Slmflannente, se han propuesto mftodos de disenO 
para.evaluar la establlldld sfsmlca 1 las deformacio
nes potenciales de presas de tierra bajo cargas,dlni
~~. . . 

Los probl01111s dlnlmlcos en geotecnla se pi¡eden clul- 1 
flcar·en tres categorfas (ver flg 1.1): · 

EaplooiÓn Eotruc"'"' 

al' Cimentación de maquinaria b l Reapu11ta dinámica a eaplaaiann 

Eotructura 

i'2C 2 L2Z I>.AOAWWZCS !SU r I"W~tJ11.1)r,¡-- Sllmo ~.,.- Slomo ·. ..r 
e) Respuesta sramlca de estructuraa maalvaa 

F lg 1. 1 Problemas dinámicos en Geotecnla 
112 



:' 

. · 

a) Problema de vlbracl6n de maquinaria. (flg !.la),/.. 
en el que la excltacl6n dln!mlco se especifica i 4 

al nivel de la claontacl6n y generalmente con-
--~~toce (ZI ,..._,,.., 

---~--.. , ... siste de una oscllacl6n de frecuencias conocidas. 1 t<IO•i 11,.Ptro&) 
¡-
' b) Probl~ de respuesta dinlmtca a ondas sui.rfl

ciales cousadas por explosiones (fig l.lb , en 
el que la excitacl6n consiste normalmente de o~ 
das de relotlvamente corta duracl6n. 

·r 
Ítz 

--~- ............. . no....,._ C>.,•t 50,.elttro~) 

e) Problema de respuesta sl,mlca (flg !.le), en el 
que la excitacl6n dln!mlca se especifica norma! 
mente a cierta profundidad en un estrato rocoso 
o, en la superficie del dep6slto de suelo de e! 
mentacl6n, cuando no se tiene un registro del 
sismo en roca. la excltacl6n dln6mlca consiste· 
en general en un histograma de aceleraciones con 
un amplio contenido de frecuencias. 

El principal objetivo de este articulo es cubrir algu-. 
nos aspectos analltlcos de la tercera categorfa de P"!!. 
blemas, enfatizando los m6todos para evaluar la respue! 
ta slsmlca de sistemas suelo-estructura y los procedi
mientos desarrollados pera determinar tanto la estabi
lidad coOa las deformaciones potencloles de presas de 
tierra sujetas a cargas slsmlcas. 

2. Respuesta Dlnlmica de Sistemas Suelo-Estructura 

Una conslderacl6n Importante en el an&llsls dfnimfeo-
de estructuras desplantadas so6re materiales flexibles 

!! • Ji, 

00 ... 

--DIPÓ"* • arciUo ¡,laft6o • Mtdlo 
r.....,.. tuen. (15,..1•tro.) 

1.0 ••• l.O 
Plflodo, en HQ 

Fio 2, 1 Espectros de aceleración promedio 
. para diferentes condiciones locales 

Eatructura .. 

es 1a·evaluaci6n de la relaci6n que existe entre las 
caraderfsticas de la excitaci6n slsmica del suelo de J..;.· Suolo 
:i..,iitaci6n, las condiciones geo16gicas del sitio, las 1 
~r.-:éiones locales del dep6sito·de·suelo y la respues 
ta de las estructuras a la excitacl6n slsmica. Los· as , 

{u} Vectores de movimientos .... rttc.all 
horiJ-1, do - J do tonlcin 

pectos esenciales de este problema· son dos: t.,;/: / ,;:-,...~\ .: ... 
· h /" , . ._· :, 1

/ • ...,.,,, .. ..,,_.,.., • .,iil&<""'•"illP.'""W""'"''"""'"'"'"'AG.OC""W-"""i-.-."'"""V.A».IC"'i&"'"'"""'ii&"'"'~"""""'~::"'"'W:>JO::"':lk''" 
a) Las condiciones locales del suela y las condicio- Roca 

S lamo nes geo16gicas del sitio afectan en general las 
caracterfsticas de la excitacl6n slsmica, en tEr 
minos de su m&xima aceleraci6n y de su contenido 
de frecuencias. Por consiguiente es necesario 
evaluar la magnitud de estos efectos con el fin 
de establecer criterios de disefto apropiados. En 
lo flg 2.1 se muestran espectros de respuesta P"!!. 
medio de sismos registrados en la superficie de 
varios dep6sltos de sueló con diferentes rigide
ces (Seed t.t IIL., 1g74). Es notorio el efecto 
del tipo de suelo en las formas de los espectro~ 
especialmente pera periodos moyores que 0.5 seg; 
pera valores superiores los ampliflcoclones es
pectrol es son 111110res pero dep6s i tos profundos 
de suelos no cohesivos y dep6sltos de arcillo 
blanda o medh que pera condiciones de roca y~ 
p6sltos de suelos rlgldos. 

b) Durante la excltacl6n dln6mlca las estructuras 
lnteractúan·con el suelo de clmentac16n. Por lo 
tanto, es necesario evaluar tos efectos de ·esta 
lnteracci6n sobre lo respuesta dlnlmlca de las 
estructuras. El fen6meno de lnteraccl6n suelo
estructura se manifiesta por una diferencia en
tre el movl11lento u1 en 11 base de la estructu
ra y el movl11lento u, en la superficie del te~ 
rreno lejos del sitio de clmentaci6n, como se 
Indica en lo flg 2.2. Este movimiento puede ser, 
en general, vertical, horizontal, de cabeceo y 
de torsl6n. 

11 J 

FiQ 22 Definición de lo meraccion suelo-estructura 

Debido a que, en general, el campo slsmlco en el cua• 
se va a colocar una estructura no se conoce y aten· 
dle.ndo a los dos aspectos antes mencionados, el pro
bl0111 blslco de lnteraccl6n suelo-estructura Involu
cra el cAlculo de la respuesta de una o mas estructu
ras, en un slt.lo en particular, a partir de una excl
taci6n de d1sefto dada (excltacl6n de control) actuan
do en un punto especifico (punto de control) del sitio 
antes de lo construccl6n de lo estructura (anl11sls de 
campo libre). Una vez que se conocen las carocterls
tlcas slsm1cas del campo libre se lleva a cabo un an& 
lisis de lnteraccl6n que considera las caracterlstlcas 
del suelo de cimentacl6n y de la estructura. Los me
todos pera estudiar la respuesta del compo libre no 
se presentaran aqul, pero el lector puede consultar 
el estado del arte preparado por Lysmer (1978). 

Los problBDIS de respuesto de.campo libre y de tnte
racc16n·son de lndole diferente; sin embargo, en prln 
clplo se pueden formular en t6r.lnos de 110delos contT 
nuos o discretos. Debido al gran núoero de modelos -
mateolticos propuestos en la llterotura, en este ar
ticulo s61o se dlscutlrln modelos discretos enfatizan 
do aquellos que utilizan la tknlco del elemento fl~ 
nito • 



Algunas de las ventajas de lo_s modelos que emplean el 
método del elemento finito son: a) permiten tomar en 
cuenta la no linealidad y la heterogeneidad del suel~ · 
y b) se pueden simular econdlcfones de frontera m&s 
representativas que con modelos continuos. Por otra 
parte, los modelos contfnuos tienen ventaju con geo
Ntrlu simples 1 materfeles lineales. Sin enUrgo, 
su utilidad se restringe blslcamente al anlllsfs de 
vfbraciGn de maquinaria, de problemas de lnteraccfdn 
pera estructuras con cfmentac1Gn superficial y algu· 

.1· nos tipos de problemas de respllesta del ~ libre. 
Para depGsftos estratificados y en particular para 
problemas que Involucran éstructuras desplantadas 
a profundidad las soluciones del continuo se tornan 
na¡y complicadas y s61o se pueden evaluar con procedi
mientos aproxl111dos; por lo tanto, se pierde la ven 
taja principal de obtener una soluc1Gn exacta. -

2.1 UUDdtl• el& 4II4.U.I.U. 

r. Los procedimientos analftlcos para estudiar el pro
. blema de 1nteracc1Gn dlnlmlca suelo-estructura se 
l pueden clasificar en dos categorfas atendiendo al 

procedimiento seguido para resolver el proble~~~; 
estas son: a) MAtadoS de Subestructura y b) MAtados 
Completos (Lysmer, 1978). 

El planteamiento matem&tlco es semejante para los 
dos grupos de métodos. Debido a la complejidad del 
problema el slst ... de ecuaciones resultante se so
luciona con el método del elemento finito. 

f=WIIU dt Uov.ia<mtD 

La teorfa que se presenta_en este.lnelso se refiere 
a modelos de deformac16n plana, con propiedades vis 
coellstlcas lineales, del tipo general mostrado en
la flg 2.3. El modelo consiste en tres reglones: 
dos· zonas estratificadas semi-Infinitas (campo 11· 
bre) y una zona central dentro de la cual pueden 
existir estratos de geometrfa Irregular (problema 
de fnteracc16n). La frontera Inferior del campo 
libre se supone rfgfda pero no necesariamente fija. 

........ 

....__ 
Campo iln Campo llln 

Ro;l&. de lnterocci&l 
L___ 

FiQ 2. 3 Modelo poro el problema de lnte" 
rocción suelo-estructuro 

La frontera Inferior del problema de lnteraccldn 
puede ser rfglda o flexible, con una condlcldn de 
frontera viscosa para simular la existencia de un 
semf-espacfo ellstfco debajo de esta reg16n. · 

La representacf6n esquem&tfca del procedimiento de 
solucf6n se presenta en la flg 2.4. El sistema que 
se va a analizar corresponde a la estructura y el 

.suelo que la rodea (flg 2.41, problema de fnterac
cf6n). Esti slste~~~ se descaapone en dos modelos, 
el de campo libre (flg 2.4b) y el Incremente! que 
es equivalente a un probleai de v1brac16n de m~qul 
narh (flg 2.4c). Superponiendo lu soluciones di 
estos dos modelos (el teor- de suparposlcldn es 
aplicable puesto qua los .. ttrlales se suponan vise~ 
ellstlcos llnttles) se obtftnt la respuesta dtna.lca 
del slst ... suelo-estructura. Entonces los despla
zamientos del sistema suelo-estructura, ( ut}, se ~ 
tienen de.la siguiente ecueclln: 

!u1} • !u0} + ("v} (2.1) 

Oonde (u0} y (uvl son los vectores de desplazilllfenllls 
"" el ca.po libre y en el llodelo lncreaental, res· 
pectlvUIIftte. · 

Los modelos mostrados en la flg 2.4 son ldlnttcos en 
el sentido qoe estln dlscretlzaclos Igualmente con 
elementos finitos. Adellls, todas las masas 1 rlgl· 
doces son las mismas, excepto que 11 parte estructu
ral del modelo presentado en la flg 2.4b no tiene 
masa ni rigidez y para este aidelo los nudos en la 
estructura arribe de la superficie del terreno SI 
suponen .fijos •. · 

Suponiendo que las fronteras esUn leJoi"de la es
tructura (fl¡ 2.4a) la ecuac1dn dt movimiento para ~ 
probliDII de lnttraccldn es: 

IMHU1l+IC)(u1l+IKJ(u1} • !F1} (2.2) 

Donde IMI, ICI y IKI son las Mtrlces totales de 
masa, lllllirUguiJIIIento y rigidez, respectivamente; y 
{Files la exc1tac16n dlnlmlca actuando en las front! 
ras del modelo. _ 

Debido a que los nudos fljoi en la estructura no 
afectan la respúesta del dep6slto de suelo (flg 2.4b) 
la ecuaclln de movl01lento para el problema de campo 
libre es: 

ll\1l<U0 } +IC
0

)( Üv} +IKJ!"o} • !F1l (2.3) 

Donde (M01, (C.J y·IIW son las matrices de masa, 
aJDOrtlgua~~len~ 1 rl§lclez, respecth-nta, del 
campo libre • 

Sus.tltuyendo las ecs (2.1) y (2.2) en la oc (2.3) 
SI obtiene la ecuacldn de .,vtmlento para el llodelo 

. lncreaenttl (probl- de vtbracl6n de maquinaria): 

(MJ(Uv} + (CJ(Úv} + (Ki(uv} • (f} (2.4) 

Ocinde 

(F} • ([M
0

) ·(M))(U0}+ ([C0) ·(CI)!u0) + 

+ ([KJ ·(K) )(u
0

} (2.5) 

es el: vector de carga y puede determinarse de los 
desplazulentos del campo libre calculados con la 
ec (2.3). Es Importante notar que el vector de car 

· ga· (F} depende s61o de la dlferencla entre las pro:" 
piedades de la estructura y cltl suelo excavado. 
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al Problema de lntoraccldn b) Problema do campo libre 

• Nudo• cargadoa 

el Problema de vlbracl6n 

o Nudoa liJo• 

Flo 2.4 Etapas de superposición para el. proble.ma de interaccl~n 

Los desplazamientos totales {ui} del problema de 1~ 
teracci6n suelo-estructura se calculan por superpo
sici6n como se Indica en la ec (2.1). 

importante. Memas, el problema)~ campo li
bre no se puede resolver, en general, con mé 
todos no lineales verdaderos (lysmer, 1978).~ 

MU.Odo4 d< Subu.tw.ct!Wt 
De esta formulacl6n mat....Stlca se pueden obtener i 
las siguientes caracterfsticas Importantes del fen~ 1 

meno de lnteraccl6n: ·l. 
' a) Para el preblema.de interaccl6n,se necesitan 

únlcament' los movimientos del campo libre que 
-·.ocurren dentro del volumen de suelo que se 

excava para el desplante de la estructura. 
Esto Implica que para estructuras desplantadas 
en suelo blando, el anlllsls de campo libre es 
qulzl la parte mis ImpOrtante del problema de 
lnteraccl6n, debido a que para estos sitios · 
los movimientos de campo libre varfan'slgnlfl
catlvamente con la profundidad. Por la tanto, 
el uso de métodos que emplean Impedancias cans 
tantes con la profundidad para simular el fe-
n6meno de lnteraccl6n puede conducir a result! 
dos err6neos. Esto tiene gran lmpllcacl6n en 
el procedimiento de·anlllsls dlnimlco usado 
para edificios en la Ciudad de Klxlco. 

Debido a la complejidad para modelar el problema de 
lnteraccl6n han surgido los llamados métodos de sub- ,,. .. · ,. :. 
estructura (Lysmer, 1978) 1 ·estos procedlmlentos'dl·\ 
vlden el problema de lnteraccl6n en dos partes. En 1 

< 

7 

b) _Para estructuras desplantadas a cierta profun
didad la Importancia del fen&oeno de lnterac
cl6n depende de la diferencia entre las .masas 
1 rigideces de la •estructura y del volUIIII!II de 
suelo excavado. Esto significa que para es
tructuras compensadas (tanto en rlgfdez como en 
masa) los efectos de lntericcl6n son nulos. 

. e) El anlllsls es vllldo para sistemas lineales. 
Sin Bllbargo, el efecto no lineal SI puede to
.. r en cuenta con un procedimiento equivalente 
lineal (Seed e lndrlss, 1969) que consiste en 
resolver el problema linealmente pero Iterando 
en una relacl6n esfuerzo-deformacldn para In
cluir el cambio de rigidez del suelo con el ni 
vel de defor....clones desarrollado por la excl= 
tac16n dlnlmlca. Para estructuras dlselladas 
para aceptar pequeftas deformaciones como plan 
tas nucleoelfctrlcas esta restrlccl6n no es -

... ,.;·,:.'. 
""· .. ·• 

la primera se analiza el.dep6slto del suelo de clme~ \ 
tac16n tCIDO si fuera un semf .. espacfo continuo, y las¡ 
funciones de Impedancia y las caracterfstlcas de re-· 
fraccl6n de las ondas se determinan en la Interfase · 
suelo-estructura. En la segunda parte estas propi~ 
dades se usan como condiciones de frontera y se lle 
va a cabo el anlllsls dlnlmlco de la estructura coñ 
un sistema de cargas que se obtiene directamente de 
los movimientos del canpo•llbre. 

f4~ ""~ 'eúrtut.tA.eJ.6~ '"""~· Con base 
en la teorfa presentada anteriormente los movlmlen-· 
tos de lnteracel6n SI pueden calcular· usando la ec 
(2 .S). Sin embargo, para el caso do una estructura 
con clmentacldn superficial las fuerzas {F} actaan 
solamente en la base. y en el primer nivel de ·la es
tructura como SI India en la ffg 2.51. Para este 
caso la ec (2.5) se reduce a la siguiente ~16n: 

(f} • - (N
0

) (0
0

} - (C
0

) {u
0
J - ( K

0
) {u

0
} (2 .6) 

Donde las matrices (N 1, [C..J y !K.J sOlo dependen 
de las caracterfstlca\ de 11 estructura y {u

0
} son 

los valores de los movllllentos en la superficie del 
c..,po libre. Este modelo es v&lldo para cualquier 
tipo de onda propaglndose en el campo libre. SI \ 
el ambiente sfsmlco consiste fntegramente de ondas 
de corte propaglndose verticalmente en campo libre, 
entonces fijando los puntos nada les de la estruct!!. 
ra (flg 2.4b) en la dlreccl6n vertical y aslgnlnd~ 
les los movimientos horizontales de la superficie 
del c .. po libre 11 estructura no se defonoa cuando 
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ec (2.5) se reduce a: 

(2.7) 

Por lo tanto, los movialentos relativos se pueden 
calcular usando el modelo Inercial de lnteraccldn 
(flg Z.Sb) donde todas las fuerzas (F} resultan de 
multiplicar la masa de la estructura a la elevacfdn 
deseada por la acelerac16n de la superficie del cam 
po libre. . -

,, 
• 

Soml· oapaclo 

· a) Sistema 9enen1l da 
ondas, base flexible 

, 
, 

Soml-oopaclo 

b) Ondas de -te, base 
flexible 
, 
, 
, 

LCitGoln-

el Onda o de -'-· baoe 
d11ida · 

FIQ 2. !5 Análisis de estructuras can 
cimentaciÓn supeHiclal 

SI el semi-espacio se representa can elementos fin! 
tos, entonces la flex1b111dad.de.la losa de cimenta 
ci6n·se puede incluir ftcllmente en los an&ltsls di 

• interacci6n. Por otra parte, si la losa de cimenta 
c16n se considera rfgida, entOnces el modelo se re= 
duce al mostrado en la flg Z.Sc. Las lmpedanclu 
k1 y k, son funci6n de la frecuencia y se pueden d.!, 
terminar a partir de los coeficientes de Impedancia 
obtenidos en problemas de vtbracldri de cimentaciones 
correspondientes. En problemas prlctlcos es cCIIIIIln · 
despreciar la dependencia de k y k1 de la frecuen 
cla y utilizar valores constan!es cama los presenl! 
dos en las tablas 2.1 y 2.2. El espesor de lo losa 
rfgida sin peso, d, representa la 1nteracc16n aco
plada entre los modos de v1brac16n horlrontal y de 
cabeceo, y es, en general, una func16n compleja de 
la frecuencia.· En la prlctlca esta 1nteracci6n se 
desprecia (d • O) debido a que se ha demostrado ana 
1 ftlcamente que esta lnteraccldn acoplada es déblf 
para cimentaciones superficiales (Veletsos y Wel, 
1970). 
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Tabla 2.1 Constantes pare la representac16n del 

probl ... de 1nterecc16n suelo-estruc
ture. Cimentac16n circular 

Tipo de Constante de . Coeficiente de 
excitacl6n rigidez -rtlgllllllento 

l!ortzonta 1 k .32{1~6R 
X 1 e, • 0.576 kx R/il{ 

Cabeceo t.¡,· 8GR1 

3 (1-v) 
e 0.30 ··m; ~R/P7{ 

Vertical k • 4GR cz • 0.85 kz R/P7{ ·z l • V 

Tors16n kt. 16 G R1/3 ct • 
~ 

1 + 2 lt/ííli 

donde 

v • ralacldn de Polsson del lledlo de clmenta-
c16n ' 

& • li6dulo da corte del lledto de c1mentact6n 

R • radio de la clmentacldn 
. ~~ .. 

p • densidad del medio de clmentacldn 
3(1-v)lo 
8 p R' 

momento de Inercia de la estructura y de la 
c1mentac16n alrededor del eje de cabeceo en 
la base • 

lt • -.ento de .Inercia polar de la estructura y 
la c1mentac16n. 

Tabla 2.2 Constantes para la representec16n del 
problema de lnteracctdn suelo'-estruc
tura. C1,.ntacl6n rectaniullr 

Tipo de Cons tanta de Coeficiente de 
excltacldn rigidez -rtl guet ento 

Horlrontal k,. 2(l+v )&e.JBr Use los resulta· 

Cabeceo k•-f-vs BL' dos·de la tabla 
1/1 •V X 2.1 con los radios: 

Vertical kz • i:v 8zJII[' • · R • .t[Ji' (tras-
· lacl6n) 

Torsl6n Use tabla 2.1 con R • :trT7J (cabe-

R •Vl6 8L (B•+Li)¡6w 
ceo) 

donde 

v y G ·se definen en la tabla 2.1 
· B • ancho de la cl,.ntacldn perpend1cu11r 1 la 

dlreccldn de 11 excltact6n horiZontal 
L • longitud de la cllllntac14n en la dlrecc16n 

de la excltac16n horizontal 
s,. S;• s1 • constantes que son funcidn de 11 rela

cl6n L/8 COIIIO se Indica en la figura: 

1 
• 

~ 
1 
1 

•• 

. 
) 
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' "".t.wc.tma4 co• c<men.tac:.i6• p.to6Wida. La profundi
dad de desplante afecta signHicat1vamente la res
puesta dinámica de ·la estructura. La principal di
ficultad para resolver el problema de interacci6n 
con métodos de subestructura es que, debido a que . 

, los movimientos en el campo 11bre varfan con la ""º 
fundidad (especialmente en suelos blandos), es di:-

... 

. ffcil especificar la distribuci6n de las fuerzas 
inducidas por el campo libre sobre la parte ente· 
rrada de la estructura. Esto ha conducido a algu
nos investigadores (p;e. Hall y Kissenpfenning, 
!975) a utilizar un modelo como el mostrado en la 
fig 2.6<. En este modelo las masas m, y·~ represe~ 
tan las masas del campo libre; y se les oa un V! 
lor nt.mérico lo suficientemente grande para que no 
sean afectadas por la respuesta de la estructura y 
asf tengan los movimientos correctos del campo 11-
bre. Las impedancias, k1, se suponen constantes y 
sus valores se obtienen de te~rfas aproximadas 
(Johnson tt al., 1975). Relt~iones entre las impe 
dancias, k;, y l_a profundidad de desplante se pres~ 
tan en la fig 2.7 para cimentaciones cjrculares y en 
la fig 2.8 para cimentaciones de longitud semi·infi· 
nito. Aunque este método no se puede justificar ri
gurosamente, a través de comparaciones con a-'llsls 
más completos, como el método del elemento finito, se 
ha demOstrado que funciona razonablemente bien·para 
algunos casos de edificios con cimentaciones enterra 
das. -

~tie dot 
campo libre 

W.rffl ........ ~ ... ...,., 

Yttl -
Punto do control 

::~ 
W////. 

•• 
•• 
•• 

•• 
l').~ 

, •• ,.y , .. _ ... ...... , 
... 
•• 

""' 
•• 

!i!i!'l. 
R(Qido 

Fio 2.6 Modelo de parámetros concentmdos 
para el problema de interacción 
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Un procedimiento alternativo es el método de 6~ntt· 
~~ida propuesto por Kausel y Roesset (1974). Es
te método se basa en el principio de superposición 
y consiste en resolver el problema de fnteracci6n 
en tres etapas como se indica en la fig 2.9. En el __ . 
primer paso se resuelve el problema del campo libre · 
pero Incluyendo una cimentaci6n rfglda, sin peso y 
de forma idéntica a la de la ctmentect6n'real (flg 
2.9b). La e•citacl6n dln&mlca que s• utiliza es la 
misma que la que se emplea en la solucl6n total (pro 
blema de lnteraccl6n). La solucl6n de este problemi 
produce un conjunto de aceleraciones de cuerpo rfg1· 
do del campo libre (denominado interacción cfnem.!ti
ca) para diferentes i.tos en la c1mentaci6n de la 
estructura (fig 2.9b . En el segundo paso, que es ·-· · 
un problema de vibraci6n de cimentación, se determi- l 
nan las impedancias (que son funciones de la frecuen : 
cla) del suelo de cimentaci6n para los modos de vi-- ' 
bracl6n relevantes (ffg 2.9c). En el tercer paso se __ _ 
calcula la respuésta dinámica de la estructura sujeta 
a las excf.taciones din!JIIicas obtenidas en el paso 
uno,. Y considerando las fuerzas de inercia en la es 
tructura,calculadas con la ec (2.7) usando los mcvT
mientos d• campo libre (fig 2.9d). La soluci6n to-
tal (problema de interaccl6n) se obtiene ~uperponie~ 
do los resultados parciales como lo Indica la ec 
(2.1). • La única aproxlmacl6n inVolucrada en este pro 
cedimlento se refiere a la rigidez de \J '.Cimentaciil'n 
de la estructura Incluida en la respuesta del sitio 
(flg 2.9b). Esto tiene tOmo consecuencia que; a me· 
nos que se pruebe que esta hip6tesls es v&lida para 
cada caso, este método no permite evaluar las defor
maciones y esfuerzos .reales en la parte enterrada dé 
la estructura. Por otra parte, es dlfftil obtener 
soluclonts.rigurosas para el primer paso de la solu· 
cl6n ••cepto con el m&todo del elemento finito y 
puesto que el ·segundo paso tembt~n requiere dt un 
anallsls con elemento finito, el método de frontera 
rfgidl diffcllmente es mas competitivo que otros ~ 
todos que utilizan el método del elemento finito 
(métodos completos) para obtener soluciones rlgu~ 
sas. 

Para salvar la dificultad de la-frontera rfgida, se 
propuso el mUDdo dt ~nt<Jta 6lvu:bü (Gutiérrez, 
1976). En este método el sistema estructura-sue~ 
se considera compuesto de dos subestructuras: la es 
tructura misma y el suelo subyacente. La ••citeciil'n 
din&mlca se defino a partir de la respuesta del cam-
po libre a la elevación de la Interface entre el sue 
lo y la estructura. Por lo tanto, la solución com-
pleta al problema de lnteracci6n con este método re 
quiere primero obtener la respuesta del sitio para
determinar el movimiento de la frontera fle•ible 
(equivalente al paso uno del método de frontera rf
glda), luego se obtienen las funciones de impedancia, 
similar al problema mostrado en la flg 2.9c, que in· 
volucran mis grados de libertad (modos de vibrac16n 
del problema de cimentación) y consecuentemente las 
matrices de Impedancia son mayores. El tercer paso 
involucra el anllisls de la estructura y es un poco 
mis complicado que el problema mostrado en la flg 
2.9d, por el IJilYOr número de grados de libertad. in· 
cluldos en la cimentec16n. Como para el método de 
frontera rfglda, el punto débil de este pr'ocedlmlen (·. 
to radica en que no .. lsten soluciones analfttcas
para el problema del campo libre incluyendo la timen 
tec16n. Por consiguiente, para resolver el problemi 
de manera rigurosa se tiene que recurrir al método 
del elemento finito, desapareciendo as! el atractl· 
vo principal del método de frontera fle•ible. 
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al Problema de Interacción b) Interacción cinemática 

Flg 2. 9 Método 

Los problemas de respuesta del sitio y de obtencl6n 
de las funciones de Impedancia concurrentes eñ los . 
dos métodos ·presentados anteriormente, se pueden sfm 
pllficar si en el problema de lnteraccl6n se Incluyen 
más grados de libertad entre el semi-espacio y la e! 
tructura. Este procedimiento denominado mltodo dt 

-----votum<n áltxibl< propuesto recientemente por lysmer 
(1980) consiste en sectlonar el suelo y la estructu
ra no en su interface sfno como se muestra· en la 
fl9 2.10. En esta divfsl6n la estructura (flg 2.10c) 
consiste en la superestructura mis la clmentacl6n 
menos el suelo ••cavado, y la clmentac16n consiste 
del sitio origir. .1 (flg 2.10b; npte que el suelo por 
excavar se incluye en la c1mentac16n); por lo tanto, 
la interacc16n entre suelo y cfmentac16n ocurre en 
todos los nudos de la estructura en contacto con el 
subsuelo. La ecuacl6n de movimiento en el dominio 
de la frecuencia (la excltacl6n dln~mlca es arm6nlca) 
para el sistema total mostrado en la flg 2.10a es: 

([K)- w' IHI J {u} • {Flb (2.8) 

donde [K) es la matriz de rigidez compleja (las e~ 
ponentes de esta matriz son complejas para tomar en 
cuenta el amorti9uamlento hlsterftlco_ y viscoso S, 

·p.e .. K • (1 + IS} k¡} del sistema total, "'es la fr.!!_ 
cuencia de la excftaciún arm6n1ca, [M) es la matriz 
de masas del sistema total, {u} es el vector. de des
plazamientos en el dominio de la frecuencia y {Fl& 
son las fuerzas externas en el dominio de la frecuen 

· cla. 

La subestructura de la clmentacl6n (flg 2.10b) esta 
compuesta por suelo excavado (representado por los 
puntos nodales ¡), por suelo del campo libre (repre
sentado por los puntos nodales g) y por la condlc16n 
de frontera (representada por los puntos nodales b). 
La ecuacf6n de movfmfento para esta subestructura es 
~ compuesta por tres sistemas de ecuaciones acopla~ 
das. Estas ecuaciones en el dominio de la frecuencia 
son: 

([K) -w'IHJl¡¡íul¡+([K) ·w'IMll¡b{u}b 

Impedancias 

+ 

el VibraciÓn de cimentaciÓn d) Análisis estruct..U 

de frontera r{glda 

{(KJ -w'(~Jlblul¡ +{(K) -w2(Mllbb{ulb 

+{(KI-~'(MJ)bg{u!9 •tf}b (2.10) 

{(K! -w2(MJJ96{uJ6 +((KJ -w'(MJJ
9

b(u}b 

+((KJ -w21MJJ
99

(uJ
9 

•·{O)· (2.11) 

Haciendo {Al • (K) - w'IMI y escribiendo las ecs 
(2.9), (2.10) y (2.11) en forma matricial, se obtiJ!. 
ne la siguiente ecuacl6n para el probl!"'l mostrado 
en la flg 2.10b: 

(2.12) 

Note que las fuerzas ( Fil son las fuerzas de lnte
raccl6n con la estructuPa del problema mostrado en 
la flg 2.10c. 

La subestructuracl6n (flg 2.10c) del problema de ln
teraccl6n es~ compuesta por la superestructura (re
presentada por los nudos 4) y la parte de la estru~ 
tura en contacto con el suela (representada por los 
nudos ¡_ ¡; La ecuacl6n de movimiento para el probl! 
ma de la flg 2.10c es, 

[:: (A2\6)] {::}·{.:J ·(2 13) 

donde se cumple con la compatibilidad de los despla
zamientos (ut· • u¡) y las condiciones de equilibrio 
(F¡_ + F¡ • O • El tfrn~lno (A.u- A¡¡) Indica que la 
rigidez y la masa del suelo excavlao se resta de la 
rigidez y la masa de la estructura. 

Haciendo la hipótesis de que la frontera externa (n~ 
dos b) es~ Infinitamente lejos de la estructura (P! +([K) -w2(Mil¡g<uJ9 • (Fl¡ (2.9) 
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t) 

t) 

t) 

ra eliminar el problema de reflexi6n y refracci6n de 
las ondas sfsrnicas en una frontera ficticia), la 

:ua.:16n de ~vüai~nto ~ri el protllSI'Iol de campo li
.re (sl•ihr .sl t:'hJStr.ll® «~ la fig ~.lOb)" se pult\te 
escribir: 

(2.14) 

donde {u') son los desplazamientos de campo libre. 
Restando la ec (2.14) de la.ec (2.12), se obtiene: 

:;:],.¡:;l .. ¡ :6¡ :(2.15) 

Abb . . vb .:· O 

donde {v) • {u)- {u') son los desplazamientos de in 
teraccf6n. Subdividiendo la ec (2.15) como se fndf~ 
ca, {vg) and {vb) se pueden elf~fnar y {F6} se puede 
expresar de la siguiente forma: 

(2.16) 

donde la matriz rv, 1 es la matriz de impedancias (de
pendientes de la "frecuencia) correspondiente a los 
puntos nodales 6 en el modelo de cfmentacf6n (ffg 
2.10b) y puede obtenerse' de la solucf6n de campo 
'ibre con cargas puntuales en· los nudos correspon 
.!entes 6· -

Si se sustituye la ec (2.16) en la ec (2.13) se 
obtiene la ecuacf6n que permite calcular los movi 
mientas finales de la estructura: - · 

-

= ~-

~ 

,.f. 
b 

/ 

La soluci6n al problema de interaccf6n suelo-estruc· 
tura con el método de volumen flexible se obtiene -
de la siguiente manera: 

a) Se resuelve el problema del campo libre para 
determinar los movimientos {u!} que esUn 
dentro del volumen de la part8 de la estructu 
ra desplantada a profundidad. . -

b) Se resuelve el problema de impedanch para _d~. 
terminar la matriz rv61. · · 

el se res~elve 'el problema e"structural lo cual 
involucra fonnar las 'matrices compleJa_ s de ri 

,, gidez y el vector de' carga de la ec (2.17).
Oe la soluci6n de esta ecuaci6n se obtienen 
los desplazamientos finales. 

Es importante notar qúe con este método se elimina 
el problema de encontrar los movimientos de campo li 
bre con la cimentaci6n de la estructura, ya que con
la subestructura< iOn seleccionada el problema se re 
duce a uno de respuesta del sitio (campo"\ibre). Por 
otra parte, el problema de impedancia es similar al 
de los dos métodos antes mencionados pero con una 
frontera superficial mofs regular (compare la ff_g 
2.10b con la fig 2.9b) y se puede resolver como el 
inverso del problema de flexibilidad con métodos 
propuestos por Waás (1972) para el problema plano, 

·por Kaus~y Roesset (1974) para sistemas axfsfmétrf 
ces y aproximadamente para configuraciones generales 
trfdfmensiónales usando soluciones axisimétricas 
(Wolf y von Arx, 1978). 'El anilisfs de la estruc
tura es ligeramenté mis complicado que en el caso 
del método de frontera flexible debido al mayor nú 
mero de nudos que intervienen en la interacción; -
sin embargo, se sigue el mismo procedimiento. 

1 
f' f 

~ \ 

/Fb 

~\ + 
~ 

L 

Estructuro menos 
suelo. excavado 

a) Sistema total b l Sistema de la cimentaciÓn el Sistema de la ntructura 

Flg 2. 10 Método de volumen flexible 
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donde 

(
0

, h y e son caracterlstlcas del suelo 

El valor de cada. componente de (QJ se obtiene con la 
siguiente relac16n: 

(2.25) 

donde [QJ., es el valor promedio'. 

Actualmente se est& Implementando un programa de com 
putadora que ut11iza el mftoclo del elemento finito
para resolver este planteamiento analftlco. 

J,. Presas de Tierra 

Los procedimientos analftlcos para el estudio dln&m! 
co de presas y terraplenes. han avanzado slgnlflcatl

. vamente en la última dkada. :Del método pseudoest.l
ttco utilizado para evaluar la estabilidad sfsmlca de 
terraplenes, se ha pasado a métodos del elemento fi
nito que permiten evaluar tanto.la estabilidad (In
cluyendo las caracterfstlcas esfuerzo-deformacl6n del 
suelo constitutivo de la presa) como las deformacio
nes potenciales [lncl~endo el desarrollo de presio
nes de poro en materiales susceptibles a 11cuac16n) 
de presas de tierra ·y enrocamlentO sujetas a eventos 
s!smicos. · 

A pesar del avance slgnlflcattvo debemos admitir la 
existencia de problanas relativos a la evaluac16n de 
las propiedades dln&mlcas, a. la selecc16n del sismo· 
de dlse~o. a la evaluac16n de las presiones ,de poro 
y de las deformaciones que resultan de loF:atos com 
binados del an&llsfs de respuesta y pruebas do libo~ 
ratorlo, a la evaluac16n del efecto tridimensional 
y a la integrac16n.de las exPirlenclas pasadas en el 
an&lisis. Por consiguiente, con el estado actual del 
conocimiento se requiere ejercer un buen Juicio en . 
todas las etapas,dol dlsefto s!smlco de presas de tle 
rra, y seguramente se segulr&n utilizando en el futü 
ro, Independientemente de:los avances logrados. El
buen Juicio _ingenlerll es una COIIIpOnente que nunca 
podr& ni deberl sustituirse cuando se dlseftan obras 
geotknlcas. 

Aunque el buen juicio es una de las premisas Indis
pensables para lograr un diseno sfsmlco racional y 
as! minimizar el peligro de falla de una presa, gula 
en el eJercicio de este juicio se puede obtener por 
medio de estudios analftlcos CIIJI compleJidad dope!!,. 
derl de la magnitud y tlpo'de problema bajo consl
derac16n. 

En este capitulo se presentan y se discuten algunos 
de los métodos, existentes para tos an411s1s de esta 
b111dad y de' deformaciones de presas y terraplenes
sujetos a cargas sfsmlcas. · 

co,..<dwze<onu GtnW~Lu u tL Paw dt 
Pu..u 

Antes de presentar los métodos de anlllsls, es con
veniente notar que la mayorla de los daftos potencia 
les que .. pueden resultar de la accllln slsmlca sobre
presas (ver tabla l.l) no requieren de un tratamlen 
to analltlco sino simplemente de la apllcacllln ra-
cional do medidas oreventlvas. As!, pira prevenir 

la pfrdlda de bordo 1 lbre (cuyas consecuencias po
drfan ser d~sastrosu) por compactacllln del' suelo 
o asentamientos regionales causados por movimientos 
tect6nlcos, tiastar!a con dotar 1 la presa con una 
altura adicional. Similarmente, para evitar agrie
tamiento o destrucc16n de la presa por el movl01lento 
de una falla geol6glca cerca de la clmontac16n, se 
requiere simplemente la ldentlf1cacl!n de fallas 
geo16glcas activas y la seleccllln de un sitio donde 
este tli>o de fallas no existan. 

Tabla 3.1 Tipos de falla Inducidos en presas de tle 
rra y.enrocamlento i>or sismo -

1. Deslizamiento o dlstors16n por cortante del terra 
plén y/o de la c1mentac16n -

2. Tublficac16n a travEs de grietas Inducidas por mo 
· vimlentos df'terenclales -

J. PErdida ·de bordo libre debido a la CQOIPictac16n 
del terraplén o de la clmentacl6n , . 

. ·, . 

4 •. Rotura de coneuctos subte~rlneos 

5. Rotura de la presa por movl01lentos de una falla 
geo16g1ca en la clmentac16n 

6. Deslizamientos en el vaso 

7. Desbordamlento_por oscilaciones del. embalse de P!. 
rlodo largo . 

8. Pérdida de bordo libre por 010vlmlento relativo 
del vaso y de la presa debido a desplazamiento 

.de fallas. 

9. Falla del vertedor 

'Por consiguiente, el dafto potencial que los sismos 
pueden Inducir a las presas de tierra y enrocamlen 
to se pueden eliminar adoptando medidas de defensa 
del•tlpo do las mostradas en la tabla 3.2. Aurique 
esta lista proporciona medidas de seguridad acept!_ 
bies bajo cualquier estlndar, existen situaciones 
especiales que requieren medidas de defensa como 
un sistema dé dob.le presa con el fin ele que en caso 
de que la primera cortina falle, el ,agua sea rete
nida por la segunda. Esta medida se justifica cuan 
do aguas abajo existen asentamientoS humanos Impar~ 
tantas (p.a. ciudades) que peligren en caso de una 
descarga sGblta del embalse por colapso de la presa. 

El uso potencial de medidas de defensa debe ser la 
priOiera conslderac16n que debe hacerse en tl dlsi
no sfsmlco de presas de tierra, antes de llegar a 
la soluc16n de los problemas planteados por la po
sible ocurrencia de eventos sfsmlcos Importantes. 
Ademh, en el diseno se deben adoptar criterios r! 
zonablos para asegurar que de ocurrir un desllza
OIIento en la cortina, no se pierdan los efectos 11! 
ntflcos de las medidas preventlvaa. 
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RESUMEN ··!; 

. -' 1 

.. 

.~~ prr:qP._nf.a .una s0im:iñn an:'llíf.i('.::t para tPsnlvf'>r· P.l- prnhiP.mf'l ~de. ai~lrunirntn r)p 

f'imenf.~H·.ionN";, de vibraciones gf'>nerarfa.o; r.on su r.er(':anía, mediantf! hrurerM rlP. pilotP.s. f,l !==i~t.,.m-. 
di" :ti~l;"ttnif"ni.n r.sl;\ forma_do_ r(_,. 'un:l linP.::t .rJ~. pjlot.e~ p);i~t.iros y~ la 'exit.~ción esf.;\ rbd~ pnr 
una fuP.nte'de· onda.s'cilíndric<t.'f SV. El'prohl""nl::i se formula hidimerisionalmente romo 11110 

dP.- Oirr~r.~iñn múltiple rle onrln:~ ~~~~l.ir:1s,·l_rl~ c~mpOR r.~nP.jad~ y refr~Cl"OOs porrr.~-r¡J=-noct.e"•c--
~r: r.on~t.ruy~ri- m~rliant.e expan!;ionr!; ,J,.. funr.ionf'~ ele onrla.c; r_ilíndrica.c;.- · La Soludñn PX:lcf.r\ ~" 
ohl.ir:nr "' ~at.i~facer idént.icament.e la.i:; rondidon~ rlP. cont.inuidad de d~pla7,amiPntOO y 1'!;(n,.r7.n~ 
f'n la.c;,int.erfa.c;es suelo-pilot.e, ron"ltt. aylHitt..-iPI~t.eorPmr\ f'ip·adición de Graf.·Se pi'f"sent.an al~11nn~ 

, • J' 'JI ,., , • ' 

Tf'~lllf.:ulo~ nuinéricOB que mne!=~t."ran f>l rompnrf.r\tniPnf.o de h~trrP.r;tc; d~ pilotes co":ln ~i~I.PnHl rlf> 
r\i~lamient.o, y se define un índire d~ t.r:m~rnisihilidarl prua m~rlir ~·• PfPctivid:uL 

' SUMMARY .,. 

' 
A n Allfllytiral ~nh!t.ion ¡~ prP::;eni.Pti f.o ::;oh·~ lhe r'roblem nr founciat.ion isnlat.inn, frnm 

\'ihr~l.ion!; gPnerat.eci in t.he neighhorhood, u~ing harriers of pil~. Thifl isolatlnn ~ystl"m i~ 
f"nrmPd hy a r.ow of elastic pi les and the excib~l.inn Í!; 1A:iVen· hy a sourcP of cylinrlrir~l SV \\':'IVP~. 
The prohlr:f!l· is formulated in two dimen~i'o1~~ ~!' nnP nf múltiple Oifrracf.ion of P.l="~t.ir Wr\\'"~. · 
l.ftf' dirfr;:tcled &nd· re(racted fiéJds hy f.hP. pi)~ ~\Tf> ron~f.rnded M P.xpa_n~ion!C; of c~Jinfirir:~J W~\'1" 
f~tllr.t.ions. The exact aolntion Ílll ohtain~rl s~f.i~fyin.e; in a.n ex"-ct form the ront.in11ity rondit.inns nf 
di~plr\n~ment.s ·U¡d stresseA at the snil-piiP int.P.rf~ce~. whit.h t.h~ airl of Gra.f'lll a.rldition t.hPorPm. 
SnmP. numerical resulls are presenf.erl whir:h ~~10~. t.he-behavior of harrif"r~ of pil~ :t..c; i~fllr\l.inn 
~y~f.~m, and a tranami~,jhilif.y index i~ defhH"ti f.o lllP.&ClUTe their erfe"ct.ivit.y. . -

1 '· .. ; 

... '' 

·¿o:t 

1 
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00 

'"•(r,,ll,) = Wn [ L (-l)"'l'mll,\;l(k,<i~,¡ m'mllo1 .lm(k.,rl)cosmll, + 
m=O 

00 -. -
!- -:r. 2 L (-!¡m 1/,\;lr Á:,;;,) <enmll0 / .im(Á,,r,) <e~ mil{+ 

m=l 

1-1 00 00 

( 1 - 611) I: 
j=l 

[LA~, L (-Ir';" T\;;,(k,djl) .lm (k.,r1) co<mll1 + 
n=ll m=O . · , ' · -

~ 00 . 

I: u~¿(-,!)"' ¡,;~(k,dj¡) ./m (k,,r¡).senmll,j + (R) 
n=l m=l 

00 00 

L A',.n~;l(Á,,,,¡_ m<m01 + L ll~lf~l(k,r¡) senm/11 + 
m=O ·: m=l 

/' 

( 1 - ~wl I: 
j=l+l 

00 00 

L(-I)"ll~ L f,~,(k,djl) .Tm(k,r,) senmll;] 
n=l "1=1 

<lotule 

" ( (2) ( ) ( )"' (2) ( ) fl',. .) = f/ntm. + -1 T/n-m, (9) 

( 10) 

''" = factor de Neuma.nn (~'o = 1 y'"' = 2 , m~ 0. di1 = distanda centro a centro 
erit.re el j-ésimo pilote y el 1-ésimo pilote, d0 ¡ ,;, distancia entre la fuente Y.'ell-é<imo 
pilote, /10 ¡ = ángulo entre la fuente y el 1-ésimo pilote (Figura 2) y 61j = rlelt" rle 
Kronecker (=1 si 1= j; =0 si 1 '1 j). 

Stistituyendo las ecuaciones 5 y 8 en las ecuaciones 6 y 7 y emplea.nrlo ¡,., 
propiedades de ortogona.lida.cl de la.s funciones trigonométricas, es posible obtener r.natro 
sistemas-Infinitos de ecuaciones algeh'ra.icas que definen los coeficientes A~ , B~ , e~ y 
D~. Sin embargo, como no interesa la solución en los pilotes sino en el suelo, se puerl~>n 
eliminat lot! ~oeflcientes e~ y D~ ohteniénrlose rlos ·Sistemas de ecuaciones' que t.ien<>n 
la. siguienfe forma: · · · · · · · · . 

• 1 - • • ••• 

1-t 00 

{l-611)(~1)m LL/\~,(k,dj¡)A~ + 
i=l n=O 

) 

) 
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/' 00 

_ + (1- .l¡r) ~ L (-1)"TI:!,(A·,dj1)A{, = ( 1 1 ) 
j=l+ 1 n=O 

= l. 2,.-.' r !1 m = o. 1'- .. ''X! 

1-1 00 

(1- ~~~) (-l)m L I: c:,(k,d¡¡)TI~ 
j=l n=l 

r• oo 

+ ( 1 - ~~r) I: ¿: ( -1 )" r,;~ ( k,d1¡} n;, = ( 12) 
i~l-+-1 ":::::1 

1 = 1,2,.·--,P y m= 1,2.-·-.'Xl 

rlonde 

( 11) 

);:~,. prima indictt deriva.<! a con rP~p~rl.n ;¡J argumento. 
Resolviendo los sistem~s rle· ~r.narioncs 11 _v 12 el prohlem~ est:í. rosnclto. 

Numéricamente dichos si~t:em;:u:; no pu'?df'!n ser T€'S11PHos ~X;l(t.;unent.f'; una. aproxim;-¡rión 

df' la solución se obtiene a.l rerlnrirlns a dimensión finita. t.rnnr~ndo arlecnorlamorlf.o-lns 
<'lrdenes m., n tal que la. solución f:On\·erja. . 

Anali?.anrlo los sistemM de ecuaciones resnlt.a.nles, se puerle ·nlr.ierva.r r¡nf' el ·1.ipn 
de difract.or, pilote e)ií_qtico o rígido y r.a.v-irl~d, modifica sólo los rorflrienl.es dia11;nnalrs. 
Así, euanrlo ¡tp = oo se tiene el caso límite de pilotes rígidos y los cocfiricrrl.es di~gnnalos 
de las ecuaciones 11 y 12 se rerlnren a: 

• 

(l) k .. (l) . (2) • 

[
lfm

1 

1( ,n) - ~-"'""' (k,n)] 1 _ = TI,. (k,a) 
./m(k,n) - -fm.lm(k_,n.) r•,-oo .lm(k.,n) 

( 1:;) 

Cuando Jtp =O se tiene d ra.<n líririt.e rle ravid~des y los cor'ficienl.es rliagonalos do 
las er.naciones 11 y 12 se reducen a: 
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2 [ ll~)l(k,n) Fm11~ 1 (k,n)]l 2 
(2) 

= 
llm l(k,n) 

!m .J:,.(k,n) F"m..lm(k .• n.) 11,.=0 !m .1:,. ( k,n) 
( 1 fi) 

[ ll!;?1
1 1(~,,n) - F m /1 !,;!¡k ,rt) l ¡¡~l,(k,a) 

f~n.lm(k,n) l,.,~o = ./m(A._,n) - .J:,_(k,n) 
( 17) 

R('pit.ictHlo PI mi~rno pron'.<;o cJ,.. solución r~ra e:l ctHiO de inr.idenr.irt nnrm~l dP nn~ 
ond;:t. plrt.na;es posihle IIPgrtr <1.\<1s ~r11<1.ciones 11 y 12 con los mismos rn,..firirnlf"~ proro 
dir"r('ntes términos indrJH'tHli,..nt.Ps. Así, p<Ha inrid('nda normal ele 0ndrts plr~n;¡s lns 
términos independientes de las ecuaciones 11 y 12 resulta:n ser, resp~rl.ivament.e: 

m 7n11" 
z,o_ (-i) ms-2 . 

m nnr 
- 2u•11 ( -i) sen-

2 

RESULTADOS 

( 1 R) 

( 11)) 

En los Tf?SIIItr~dos que sr pTf'SPill.<l.tl, los GHnpos inr.irlf'ntf.'S dependf?n dP);:t rrrrnrnri<l 

normrt.liza.da: 

aw 2n .,.,, = = 
..-¡), ,\_, 

( 'Jii) 

donde -\, = longitud de la onda incidente. Por definición, ¡.,_frecuencia. normaliz"la 
es la. rel"-ción entre el di;\.nwt.ro de los pilotes y ¡.,_longitud de 1"- onda. incident.P. Los 
c;llculos se rea.lizaron usando 10 tP.rrninos de los <leRarrollo~ infinito~, ~iPndn ~mflcif'nlr~ 
par" obtener solucioneg estahl~s en el '""!!:O de frecuencia..~ considerado. Las barreras 
analizadag están [ormacla.s de ') obstrucciones. 

En la Figura 3 se presentan ma.gnitudes nonnaliz"rlas del de"plar.amiento u·, a 
lo largo de 1"- recta yfa = 1!)0 pa.r" rliferentes separaciones entre pilnt~s. La fuente 
de ondas cilíndricas se encnent.r" lnc"lizada." una rlist"ncia R/n = ~-íO, la. frecucm·ia 

·normalizada es r¡, = 0.4 y las re ladones mec;\.nicas son t<p/¡l,, ·= 500 y f'rf f'• = 1.:111. 
En estos resultados se puede ohsen'"-' el comportamiento de harrera.< de pilotes como 
sistema de aislamiento: generación de ah ... timientos que resultan 'er m"yores ~~~ el 
centro de llL barrera, comport.;\nrlose ~st." comri un" sola ohstrucción y no como un 
conjunto de obstáculos independientes. 

La Figura 4 muestra magnitudes norma.liz"-d"-" del desplazami~ntn w_, a In largn · 
de la.s rectas xfa =O, 3.S, 7, 10 .. '), 14. L"- fuente de ondas dlfndrica..~ se encuentro 
localiz"d" "-una distancia R/n = 200, ¡.,_frecuencia normalizada es r¡, = 0.4, se tiene 
Ull"-Sep"-r;tción entre pilotes S/n= 1.~, los pilotes son rfgidos y¡.,_ relación df' rlensirlade.< 
es f'r/ p, = 1.333. Estos rest1lt.ados muestran con det ... lle ¡.,_ v"riadón del ca.mpo ahatitln: 
se puede "-preci"-r que a dist ... ncia.< cercana..• de ¡.,_ harrera el a.isl"-mient.o ps irreg11lar _,. 
pnco signific.,_tivo, mientra.< que a rlist.anria.< lejanas ocurre tot ... lmeut.e In mntrarin. 
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En la Flgtita 5 se presentan magnitudes normalizarlas del desplazamiento w, a lo 
largo de laa redaa z/a = O, 3.5, 7, IO . .í, 14 para una barrera formada por ravirlade•. 
La fuente de ondas cilíndricas se encuentra localizada; a una distancia R/a = 100; la. 
frecuencia norm:>.lizada es t¡, = 0.4 y se tiene una separación entre pilotes S/n = 1.5. 
En estos resultados se puede ver que el comportamiento de barreras de r.avicla.de• "" 
semejante al de barreras de pilotes, pero con niveles de efectividad !,ajos. 

Los resul.tados que aparecen en la Figura 6 muestran la influencia de la rigirle1. •l•· 
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Figur~ 6. 

los pilotes en la efectividad de la barrera. Las curvM que se presentim corresponden a 
magnitudes normalizadas del despla.r.amiento w, a lo largo de la recta xfn = 14 p"r" 
diferentes relaciones de rigideces. Inciden normalmente ondas planas con una frernenda 
normalizada t¡, = 0.4, la. separación entré pilotes es S/a = 1.5 y se tiene una reladón 
de densidades p~f p, .= 1.333. Se puede observar que para casos reales. la. vari:\ción rle 
la relación de rigideces no influye considerablemente en la efectividad de la. barrera. 

El efecto de la curvatura. del frente de onda. incidente se.muestra en los result"rlns 
que aparecen en la Figura 7. Las curvas que se presentan corresponden a. magnit.nrles 
normalizadas del desplazamiento w, a lo. largo de la. recta zj>., = 2.6 para diferentes 

/() 



ATENUACION OF: ONDA~ F.LA~TICA~ CON RARHF.RA~ OF: PILOTF.~ 21~ 

pó,;i~iones efe la fuente dP: ond<l$ rilíndrirtl.~. La frPrtH'nri::t. norm;11i1.;1d::t ~~ 11.~ = OA. si" 
tiene una. separación entre pilni.Ps Sf .-\.~ = 0.2!}; Jos pilnt.es !=ion rígi0ns y');¡ rr>l::tcir'ln dr> 
d~nsidades es (lp/p, = !,~~~- Se pne<le cnrnprohar ~110 si la dist.anda n. a. la ~ne se 
P:ncuent.ra lo.c;¡.Jizada la fnenf.p PS grtlnrl~ ~1 ctlmpo ;~.hrüido tienrle al rorr~spnndi,...nt,." 
ondas pla.nrts, ya que a grrwrles disl.;¡nrirts di" la fnPnl.f' PI frPnt.e rle onrl<l c:ilíndrif'n S~' 
romporta. romo pla11o. 

Onda cilíndrico ( R/ >. 5~25) . 

0.8 

0.6 -
Onda plano 

0.4 
X 

05~-----2~0~-------4~0~------~6~0~------~8~0----y--~I~OO~~-

As 
Fignra 7. 

y 

Para medir la efectividad de barrerM de pilotes como sistema de aislamienl.n, se 
define un lndice de transmisibilidad, función de ,,.·separación entre pilofes y el ra<lin 
de los pilotes, como: 

TT (S,a) = 11111 1 
lw'l 

(.21 j 

donde w1 "' tiUniJO trasmitido. Para hacer que TT sea inrlepenrliente de l:t posición, ui1 
\ 

se define tOIIIO l!l valor llllnlmo del (ampo w,. De acuerdo con su definición el índice de 
trasmisibiUdad \'ati~tá l!ntre O y l. Cuanrlo la barrera pPrmit.a. que el campo incidente 
pASe tota.lment!!, ltn11 :: lwil y entonces JT = 1; y cuanrln impida totalmente el paso 
del campo incidente, ltn1l =O y por lo tanto TT =O. 

En la Figut~ 8 se presentan fndices de tra.•misibilidad para diferrnt.es frer.11enr.i".' 
normalizadas. Se tiene incidencia. normal d.e onrla-' planas, pilotes rígidos y 11na rrlarión 
de densidades Prf p, = 1.333. F,n estos resultados se puede aprecia.r la infl11rnria. del 
radio de los pilotes y la separación entre pilotes en la efertivirlad de la. barrera. definirla 

11 
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. romo E:::::: 1 - !T: c1l~ndo rl r;¡din clf': lns pilol.r!' :llllllrnf.::t. o la. sPpa.ra.rión f'ntrr pilnl"s 
¡;;~ rrcluce, la. f.!fectivida.<l clf': Ir. hf\n('ra sf': inrrPmPnt.a.. 

1 r------·-· ---------------

1 T(S,a) 

0.9 

0.6 

fip;ura 8. 

LrH; curvas de índices de t.rfl~misihilida.d pueden ser de gran· ayuda. JHHa. ,...¡ di~,...iin 

racional de barreras de pilol.rs, ya. qne conocidtl. J;t longitüd rle la. onda. inciflrntn _\' 
rkfinida. la efectividad de>eacla, se propone el raclio ele los pilote.< o la .<epamrión enlrr 
pilotes, se entra. a. la.s curv~s de ín'diccs de trasmisihili(lad y f111eda. dr.finida. 1<~ \'<lriahlr 

de di>eño. Por ejemplo, ""I".'"J\a.<e <JIIP >e tiene un ma.rtinete con w/2rr = ·10 llz, """ 
arcilla con p, = 0.18 ton->Pg2 /m' y ¡t, = 1200 ton/m2 , pilotes rígidos rle rnnrreln rnn 
(lp = 0.24 ton-seg2 /m\ y se desea. una e[ertividacl de la barrera E= 0.5. !Cntonrrs. rlr 
arnerdo con los datos: pp/f'.• = 1.~33, {i, = J¡t,fp, = 82 m/seg, .X_,= ;: {i_, =2m, .. 
proponiendo 11 = 0.3 m, 'l• = 2nf.X, = 0.3. Con estos va.lores se ent.ra a la> curvos rlr 
índices de.traamisibilidad y .<e e,nru'cntra Sf .X, = 0.2.1, ron .lo que S= o.:, m. 

CONCLUSIONES 

Se ha. presentado una. solución a na.lít.ica al prohlcma. de a.isla.m_ient.o d~ r.imrnlarinnrs 
media.nte ba.rretas de. pilotes. El problema se modeló hidimensionalmente y se formnló 
como uno de diíra.cción múltiple de onda.• elásticas. Se presentaron rcsulta.rlos numérirn> 
<]Ue muestra.n el comportamiento de ba.rrera.• de pilotes como sistema. de aislamirnto. 
Se definió un índice de tra.•misihilidad, en función del radio de los pilotes y la ,;epararión 
entre pilotes, para medir la e[ect.ividad del sistema. de a.isla.miento. 

Los·tesu.ltados están sujetos a. sa.lvcdades debido a que se re>olvió un prohlrmo 
ideal; convendrla hacer experimentos en modelos o prototipos a. escala a. fin de ralihrar 
la solución obtenida.. La.• curvas de índices de trasmisibilida.d rn11est.ra" 'l"r rl "'" rlr 
barreras aisladoras formadas por una línea. de .pilotes es ader.na.do sólo para PI ""'" 

!.t.. 
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dP-Iongitudc~ de onda p4?qneií::t~; srrí::t. de intcré~ r.studi;H rl r;u;o dP. línc;t.s rl~ pilnt.l's 
•lt~rn•do< pa.ra longiturles de nn<l" 11;r•nde<. 

APENDICE.-TF:OREMA DE ADTCION DE GRAF 

En Psf.r. lr<1hajo se emplP<l. PI f.l'orPm::t rfp ttdición dP. Gr::tP. Las ond<ts J!:"ll"T~Hirts 
por l::t. fuen_te de onda~ cilínrlric::ts SP pueden rr.prP.sf'nt.a.r en el sist~ma. de conrdPn;tdrts 
( r¡, ll¡) romo: 

= 
11 (2) (k ,. ) = o .• o L (-1)'" €,.. 11~?) (k,rlntl.lm(k,r¡)X 

fl!::-:0 

(22) 

La.< onda" ren~jarlas por el .i-é<irno pilote se pueden representar en el "i"l~m•. <le 
rnord~11•rlas (r¡,ll¡) como: 

cosniJj 
/1(2) (k r) 

n " J 
sen nll j 

K;:. ( k,djl) cosm/11 

= 2 :L 
m=O 

(21) 

"i :j < 1 .. -.•· 
o 

(21} 

si j). l. 
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*** PARA USO ACADEMICO EXCLUSIVAMENTE *** 
PropOsito 

Análisis de ciment.aciones superficiales circulares rigidas de 

2-GDi:. CHZL-ROD, sobre semi espacios elást.icos homogéneos con 

amort.iguamient.o hist.erét.ico, somet.idas a cargas armónicas de amplilud 

const.ant.e o debidas. a masas excént.r i cas desbal anc.eadas e fig x). 

Resultados 

Funciones de impedancia, frecuencias nat.urales del sistema; 

espect.ros de respuesta y ángulos de fase. 

Metodo 

Solución del si st.ema de ecuaci enes de equi 1 i br i o en el do mi ni o 

de la frecuencia. Se ut.ilizan las funciones propuestas por Velelsos y 

Verbic Cref x) para aproximar las funciones de impedancia de 

cimient.os circulares sobre semiespacios elásticos. Se emplea el 

principio de correspondencia de la viscoelast.icidad, propueslo por 

los mismos autores, para extrapolar las funciones con respecto a la 

cant.idad de amort.iguamient.o hist.erét.ico. 

Funciones de Impedancia 

Las aproximaciones ut.ilizadas Cref x) para los modos de 

t.r asl ación·. horizont.al y rot.ación trasversal Ccabeceo) se 

expresan respect.ivament.e en la forma 

K = J(o { lthCao) + i. a o .chCao) } 
h h 

(I) 

K = J(o { lt Cao) + i. a o e Cao) } 
r r r r 

donde J(o 
h 

y J(o 
r son las rigideces est.át.icas dadas por las siguientes 

1 



expresiones como función del módulo de cort.ant.e, a, 'la relación de 

Poisson, v, del semiespacio, y el radio de la ciment.ación, R: 

K.o= SOR 
h a-v-

eaR3 
3(1 -v> 

• 
los coeficient-es kj y e j son función del módulo de Poisson y de 

la frecuencia adimensional ao definida como 

ao= w R / V 
S 

donde V es la velocidad de onda de cort.ant.e del 
2 S 

cv = 0/p). 
S . 

Los coeficient-es se det.er minan con las 

semi espacio 

siguient.es 

expresiones y de acuerdo a los valores de las const.ant.es consignados 

en la tabla I las cuales dependen del módulo de Poisson: 

1<=1-(1 
r t 

2 
((1 ao) 

2 

1 + ((1 ao)
2 

2 

2 ((1 ao) · 
2 

2 
1 + ( (1 a o) 

2 

2 
- (1 ao 

9 

Coeficient-e ... = o 

a 0.77!5 

11, 0.52!5 

(12 0.8 
' 

(19 0.0 

(6) 

(8) 

... = 1/3 ... - 0.45 ... = 0.5 

0.6!5 0.6 0.6 

0.5 0.45 0.4 

0.8 0.8 0.8 
' 0.0· 0.023 0.027 

Tabla I 

Las funciones así calculadas corresponden a un suelo sin 

amórt.i guami en t. o hi st.erét.i co. Para t.ener en cuent.a de manera 

aproxima9a el amort.iguamient.o hist.erét.ico del suelo se sust.it.uye, en 

2 
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las expresiones an~eriores, el módulo de cor~an~e G por el módulo de 

rigidez complejo derinido como 

• G = GC 1 + i 2 ~ ) (ro) 

donde ~ es la rracción de amor~iguamien~o his~eré~ico del suelo. 

Solución de las Ecuaciones de Equilibrio 
• 

· En la jig se presen~a el sis~ema suelo-cimen~ación 

considerado; despreciando las rigideces dinámicas (funciones de 

impedancia) acopladas, el equilibrio dinámico del si s~ema se puede 

expresar como 

[ H ]{uco} + [K]{i.cv} = {pcv} (II) 

donde 

[ H] [ H HH ] [K ] [ ~ o ] e = = 
HH I o K 

e y r 

{uco} { ub(t)r {p(t)} { ph(t)} 
= = u Ct) p Ct) 

r r 

en donde 

H =masa ~ot.al de la ciment.ación (incluyendo masa del equipo. o 

es~ruc~ura que se apoyen sobre és~a) 

H = al~ura del cen~ro de masa CCMD con respec~o a la base 
e .. zc .· 

I = I + H· M= momen~o inercial de masa con respec~o a la base 
y o e . 

I = moment.o inercial de masa con respec~o al CM 
o 
~= Kh + i ~ Ch= runción de impedancia del modo horizon~al 

Kr= Kr + i . ..., Cr= runción de impedancia del modo ro~acional Ccabeceo) 

~ = rrecuencia circular de exci~ación [rad/sl 

u = desplazamien~o horizon~al de la base 
b 

u = giro de la base [radl 
r 

ph= ruerza horizon~al aplicada en el CM 

p = momen~o aplicado en el CM 
r 

3 



El sis~ema de cargas aplicado queda de~inido por 

p (t)= p 
r r 

i(wt+>p ) 
e r 

donde 1 as ampli ~u des P h y p 
r 

serán constantes reales 

(I6) 

arbi~rarias o 

como ~unción 

2 
y Pr= 8 w , 

de la ~recuenci a de exci ~ación en la ~orma 

siendo A y 8 cons~antes reales arbi ~rari as 

Ce.g., proporcionales al producto . de masas desbalanceadas por su 

excen~ricidad). >ph y >pr son los ángulos de ~ase correspondientes en 

[ radl. 

La solución de Crr) está dada por 

U e iwt= 1 ub 1 i(wt+,P ) ub(t)= b e b (I8) 

i(wt+,P) 
e r 

donde Ub= UbCw:> Y Ur= 
desplazamden~o horizon~al 

Urcw:> son las amplitudes complejas del 

y giro de 1·a base de 1 a ci ment..aci ón, y 4>0 y 

4>r los ángulos de fase respect..ivos. 

Sust..it..uyendo las ecuaciones Cr6)-(I9) en Crr) se obt..iene las 

ecuación de equilibrio en el dominio de la ~recuencia: 

[ -w2 
[ M] + [K ] ] {ucw:>} = {P(w)} 

donde 

{ucw:>} = { :b} 
r 

{PCw>} { Phei!f'"} 
= 

p i!f' e r 
r 

El sistema C2o:> se resuelve para el vec~or complejo {ucw:>} 

u = b 
~~ 

• 2 
~ 

i2 
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'JC
1
Pheiy¡h 'X p ei"Y'r 

u 12 r 
= r 

'X 'X 'X -
1 z 12 

z w H· 'X = -H H· y 'X = K 
' 12 e ' 2 r 

La' amplitud compleja del. desplazamümto horizontal del CM, 

se obtiene aplicando la relación 

u = ub + H u e e r 

Presentación de Resultados 

U, 
e 

Las rrecuencias naturales del sistema Cmodos 1 y 2) se obtienen 

con las rigideces estáticas correspondientes, ecuaciones C3J y C4J, y 

resolviendo la ecuación característica del sistema. Las frecuencias 

naturales de los modos desacoplados se calculan con las expresiones: 

K. o 
z r w = 
r I y 

(;;;,6) 

Los resultados del análisis se presentan en columnas .·para el 

rango de rrecuencias de excitación especificado en Hertz 

Cciclos/s). Adicionalmente se incluye una columna con las frecuencias 

adimensionales ao correspondientes. 

Ll•s runciones de impedancia Kh y ic::' calculadas se presentan en 
r . 

la .forma definida por (zzJ: Kj= Kj + i w c
1 

, j= h,r. Las amplitudes 

y ángulos de ra.se se obtienen utilizando las siguientes expresiones: 

uz + uz A 
¡uJ¡ = e )Z 

Ij ;;;,j 
(;;;,8) 

4> j =. ang tan 
u;;;,J 

Uzj 

donde j= b,. r, e; · Uzj y u
21 

son las partes real e imaginaria del 

desplazamiento j, respectivamente. 

Los ángulos de rase se reportan, en radianes y con el signo 

correct:-o. relativos al vector rotatorio eiwt 

5 
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• 

fig x. idealizacion del suelo y la cimentacidn 

I 
fiJo ~~~~)A, 

~~--E-~~--~~tir~~~ 
e,. 

fig a. modelo matemdtico 
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Ejemplo 

Cimentación 

Radio: 2 m 

Masa de la cimentación con equipo: 58 ton 

Momento Inercial de masa centroidal: 2 130 ton-m 

Altura del centro de masa con respecto a la base: 2.2 m 

Semi espacio 

Relación de Poisson: 1/3 
2 .. Densidad especifica: 0.18 ton s /m 

Módulo de cortante:. 1000 ton/m2 

Fracción de amortiguamiento histerético: 0.05 

Cargas 

Las fuerzas excitadoras son causadas por 

con una excentricidad d , gi·rando a una 
o 

una masa desbal anceada m 
o 

frecuencia · w; el centro de 

rotación se encuentra a una· altura z = 2 m por arriba del centro de 
9 

masa. Por lo tanto, el componente horizontal de la excitación da 

lugar al siguiente sistema de cargas referido al centro de masa: 

ph(t)= d 
2 iwt 

(F..z). m we 
o o 

p (t)= d 
2 iwt (F..:;t) z m w.e 

r. 9 o o 

Adicionalmente, el componente vertical de la excitación produce una 

fuerza vertical definida por 
• 

Considerando que el modo vertical de vibración se encuentra 

·desacoplado de los otros dos, la cimentación se analiza para el 

sistema de cargas definido por CF..z) y CF..:;t) con m d = 10 lcg-m, en 
o o 

el rango de O a 10 Hz. En la fi9 F..z se presenta el espectro de 

respuesta obtenido con el programa para 100 frecuencia y se anexa el 

listado de salida obtenido para 25 frecuencias. 
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<aproximación propuesta por Veletsos y Verbic 1973> 

Francisco Garcfa Ranz 

• ,epartamento de Ingenieria ~ivil 
Instituto de Investigaciones E~ctricas 

91-<731-18-3811 ext 3324 o 3325 

*** PARA USO ACADEMICO EXCLUSIVAMENTE *** 
Ultima Revisión: mar 90 

DATOS DEL SISTEMA 

Titulo: Curso CIMENTACION DE MAQUINARIA 

CIMENTACION 
Radio •••..•••..•...•.•.•..•.•••.•.•••. 
Mas a • ............................ · • · · · · · · · · · · 
·~amento inercial de masa (c~ntro masa) 

:levacion del centro de masa •.•..•.•.. 

SEMIESPACIO 
Relacion de Poisson •......•.•......... 
Densidad especifica .•....•.•••......•• 
Modulo de cortante •................... 
Frac. de amortiguamiento histeretico .• 

CARGAS 
Ampl i tud/w2 <HZL> ..••....•...........•. 
Angula de fase .•••••••••••••••••• [radl 
Amplitud/w2 CROTl ••.••.•••••...•..•.•• 
Angula de fase ••• , ••••••••••••••• [radl 
Frecuencia inicial ............. ~ ... ~(HzJ : 
Frecuencia final •••••••••••••••••. (Hzl 
No. de frecuencia ••••••••.•••••••••••• 

Incremento de frecuencia •.•.••••• CHzl 

RESULTADOS 

Veloci~ad de onda S del semiespa~io •.• : 
Momento inerciil de masa BASE <Iyl ...• 
~igidez estatica HZL <base ciml •••.•.• 
!igidez estatica ROT <base ciml ••••••• 

FRECUENCIAS V PERIODOS DEL SISTEMA 

q 

2.000 
58.000 

130.000 
2.200 

.333 

. 180 
1000.000 

.ose 

.010 

.000 

.020 

.000 

.000 
10.000 

25 

.417 

74.536 
410. TÍO 

.96000E+04 
;32000E+O!: 



Modos Desacoplados 

fr-ee: Cr-ad/sJ: 
fr-ee: CHz J: 
per-iodo CsJ: 

MODO 1 

7.565 
1. 204 
.831 

FUNCIONES DE IMPEDANCIA 

FREC A o Kh 

MODO 2 

26.681 
4.246 

.235 

HZL ROT 

12.865 
2.048 

.488 

Kr-

8.827 
1.405 
.712 

-----------~-------------------------------------------------

. 000 

.417 

.833 
1. 250 
1. 667 
2.083 
2.500 
2'.917 
3.333 
3.750 
4. 167 
4.583 
5.000 
5.417 
5.833 
6.250 
6.667 
7.083 
7.500 
7.917 
8.333 
8.750 
9. 167 
9.583 

10.000 

.000 

.070 

.140 
. 211 
.281 
. 351 
. 421 
. 492 
. 562 
.632 
.702 
.773 
.843 
.913 
• '703 

1. 054 
1. 124 
l. 194 
l. 264 
1. 335 
l. 405 
1. 475 
l. 545 
1. 616 
l. 686 

.9600E+04 

.9578E+04 

.9556E+04 

.9534E+04 

.9512E+04 
;9491E+04 
.9469E+04 
.9447E+04 
.9425E+04 
.9403E+04 
.9381E+04 
.9359E+04 
.9337E+04 
.9315E+04 
.9294E+04 
.9272E+04 
.9250E+04 
.9228E+04 
.9206E+04 
.9184E+04 
.9162E+04 
.9140E+04 
.9118E+04 
.9097E+04 
.9075E+04 

FREC= fr-ec:uenc:ia [Hz] 
Ao= fr-ec:uenc:ia adimensional 

.9600E+03 
. 1399E+04 
.1838E+04 
.2277E+04 
.2716E+04 
.3154E+04 
.3593E+04 
.4032E+04 
.4471E+04 
.4910E+04 
.5349E+04 
.5788E+04 
.6227E+04 
.6666E+04 
.7105E+04 

.. 7543E+04 
.7982E+04 
.8421E+04 
.8860E+04 
.9299E+04 
.9738E+04 
.1018E+05 
.1062E+05 
.1105E+05 
.1149E+05 

w= f~ecuencia cir-cular- [r-ad/s] 

.3200E+05 

.3195E+05 

.3180E+05 

.3156E+05 

.3124E+05 

.3084E+05 

.3039E+05 

.2988E+05 

.2935E+05 

.2878E+05 

.2821E+05 

.2763E+05 

.2705E+05 

.2648E+05 

.2593E+05 

.2539E+05 

.2486E+05 

.2436E+05 

.2388E+05 

.2343E+05 

.2299E+05 

.2258E+05 

.2218E+05 

.2181E+05 

.2145E+05 

· Kh + i w Ch= func:ion de impedancia modo HZL 
Kr- + i w Cr-= func:ion de ~mpedancia modo ROT 

ESPECTROS DE RESPUESTA Y ANGULOS DE FASE 

FREC A o Ub · Ang-b Ur- Ang-r-

.3200E+O~ 

.3203E+04 

.3222E+04 

.3273E+04 

.3369E+04 

.3520E+04 

.3733E+04 

.4013E+04 

.4363E+04 

.4781E+04 

.5265E+04 
• 5812E+0'1 
.6417E+04 
.7076E+04 
.7783E+04 
.8532E+04 
.9319E+04 
.1014E+05 
. 1099E+05 
• 1186E+O~• 
.1276E+05 
;1367E+05 
• 1459E+05 
.1553E+05 
. 1648E+05 

Uc Ang-c 

-------------------------------------------------------------------------
.000 .000 .OOOE+OO .157E+01 .OOOE+OO .OOOE+OO .OOOE+OO .OOOE+OO 
.417 .070 .784E-05 -.158E+OO .491E-05 -.117E+OO .186E-04 -.134E+OO 
.033 .140 .479E-04 -.295E+OO .342E-04 -.224E+OO .123E-03 -.252E+OO 

1.250 .211 .294E-03 .:..219E+01 .268E-03 -. 211E+01 .883E-03 -.214E+01 

1. 667 .281 .640E-04 -.302E+01 .922E-04 -.299E+01 .267E-03 -.299E+01' 

2.083 .351 . 192E-04 -.271E+01 .769E-04 -. 311E+01 .187E-03 -.307E+01 

2.500 .421 .304E-04 -.829E+OO .792E-04 .307E+01 • 153E-03 -.308E+01 

2.917. .492 .843E-04 -.732E+OO .898E-04 .293E+01 .131E-03 -.303E+01 

fO 



3.333 .562 .164E-03 -.902E+OO .107E-03 .271E+01 • 116E-03 
., ~. ""' ~ 

-. 288E-<:0.1 , . 
3.750 .632 .268E-03 -.122E+01 • 126E-03 .237E+01 • 123E-03 -. 263E+OL 
4.167 • 702 .355E-03 -.165E+01 • 130E-03 .194E+01 • 158E-03 -. 255E+01· 
4.583 .773 .379E-03 -.204E+01 .114E-03 .155E+01 .186E-03 -.266E+01 
5.000 .843 .360E-03 -.232E+01 .927E-04 .127E+01 .196E-03 -.i78E+Ol 
5.417 .913 .334E-03 -.250E+Ol .754E-04 .109E+Ol • 19.7E-03 -.286E+Ol 
5.833 .• 983 .312E-03 -.261E+Ol .629E-04 .965E+OO . 195E-03 -.292E+Ol 
6.250 l. 054 .294E-03 -.269E+Ol .540E-04 .879E+OO . 192E-03 -.296E+Ol 
6.667 1. 124 . 280E-03 -.275E+Ol .474E-04 .815E+OO . 190E-03 -.298E+Ol 
7.083 1. 194 . 269E-03 -.280E+O! .424E-04 . 764E+oo .!88E-03 -.300E+O! 
7.500 1. 264. .261E-03 -.283E+Ol .386E-04 .723E+OO .186E-03 -.302E+Ol 
7.917 l. 3~5 .254E-03 -.286E+Ol .355E-04 .688E+OO • !85E-03 -.303E+Ol 
8.333 1.405 .248E-03 -.289E+Ol .330E-04 .658E+OO .183E-03 -.304E+Ol 
8.750 1. 475 .243E-03 -.291E+OI . 310E-04 .632E+OO . l82E-;03 -.305E+OI 
9. 167 l. 545 .239E-03 -.292E+Ol .294E-04 .608E+OO .l81E-03 -.306E+Ol 
9.583 l. 616 .236E-03 -.294E+01 .279E-04 .586E+OO . l80E-03 -.306E+Ol 

10.000 l. 686 .233E-03 -.295E+01 .267E-04 .566E+OO .180E-03 -.307E+Ol 

-------------~-------------------------------------------~---------------

FREC= frecuencia CHzJ 
Ao= frecuencia adimensional 
w= frecuencia circular Crad/sJ 
Ub= amplitud desplazamiento HZL en la .base 
Ur= amplitud giro en la base [radJ 
Uc= amplitud desplazamiento HZL en el centro de masa 
Ang-b, Ang-r, Ang-c= angulas de fase correspondientes [radJ 

YALORES MAXIMOS Y MINIMOS 

Ub 
Ur 
Uc 

Maximos 
FREC U 

4.583 
1.250 
l. 250 

.379E-03 

.268E-03 

.883E-03 

Fin del problema 

Minimos 
FREC U 

.ooo 

.000 
• 000 

.OOOE+OO 
.OOOE+OO 
.OOOE+OO 

fJ 
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· Nolaa aobre dinámica de auelos y cimenlacionee F oarcia Ranz 

Cimientos Circulares sobre Estrato Homogeneo 

.r. Funciones de Impedancia 

Se presentan a continuación !'unciones de impedancia 

correspondientes a cimentaciones rígidas de forma circular apoyadas 

en un .est.rat.o elást-ico homogeneo con amort.iguamien·t.o hist.erét.ico 

sobre base indeformable como se muest-ra en la fig r. Las funciones 

corresponden a los modos de t.raslacion horizont-al, Kh' rot-ación, Kr' 

y ácoplamient.o, Khr' con respect-o a ,la base de la ciment-ación Cpunt.o 

A, fig z). Se definen mediant-e coeficient-es de rigideces dinámicas 
1 dependient-es de la frecu~ncia adimensional ao en la forma : 

K (ao) = K 0 
{ 1< + iaoc > (1 + iZ~) 

r r r r ' 

donde 

Kj : rigidez est.át.ica Cj= h,r) 

l<j y e j : rigideces dinámicas Cj= h,r,hr) 

¡: : fracción de amort.iguamient.o hist.erét.ico Cmat.erial) 

R : radio de la ciment-ación 

La frecuencia adimensional ao est.á definida como 

"' R ,_-. a o= -v- = w R ..¡ p/G 

donde 

s 

w frecuencia de la excit-ación Crad/s) 

V : velocidad de onda cort.ant.e 
S 

p densidad especifica Cp= y/g) 

G módulo de cort.ant.e 

(r.a) 

(z.b) 

(z.c) 

1 El t-érmino C1+i2l:) en las ecs Cz) es un fact.or de normalización que 
resul t. a convenient-e para present-ar 1 os coefici ent.es de rigideces 
dinámicas; no implica en es t. e caso que se es t. e r ecur riendo al 
principio de correspondencia de la viscoelast.icidad para incluir el 
efect-o del amort.iguamient.o hist.erét.ico del suelo. 

1 



Nolaa &obre dindmica. de &uelo& y_cimenlacLones 

Las rigideces 
2 expresiones 

K o SOR = 2=-v-. h 
(1 + 0.5 

K o 80R
3 

(1 
1 = 3(1 -v) 

+ 6 r 

estáticas están · dadas 

~ (1 2 ~) (1 5 
~ + 3 + 4 R 

~ (1 2 ~) (1 0.7 ~ + + 
R 

F oarcLa Ra.nz 

por las siguientes 

siendo válidas para los rangos: D/R ~ 1.5; D/H ~ 0.75; R/H ~ 0.5. 

La relación entre las f'unciones de impedancia expresadas en 

términos de w y en la f'orma básica 

K = 
h Kh(w) + iwCh(w) C4.a) 

K = K (w) + iwC Cw) (4.b) 
r r r 

~= Khr(w) + iwChr(w) C4.c) 

y los coef'icientes de rigideces dinámicas, se obtiene sustituyendo la 

ec (;:¡)en las ecs (z) e igualando con las·ecs C4). Para las rigideces 

de traslación horizontal y rotación se obtiene 

K ·cw)= K·o ( k - 2 ~ 
w R 

cj) J. j j v-
S 

Cj= h, r> 

Cj(w)= K o e R 
j -v; cj + 2 ~ kfw ) Cj= h, r) 

y para las rigideces acopladas, 

K Cw>= K o R C k" - 2 ~ 
w R 

chr) hr h hr v-
S 

Chr(w)= K o R ( R + 2 ~ khr/w ) 
h v- chr 

2 

S 

Elsabee F C1975). Static 
Foundations Embedded in an 
grado de Maestro en Ciencias. 

St1.ffness Coeff1.cients for Circular 
Elastic. Medium. Tesis· para obtener el 
Depto de Ing Civil, MIT. 

a 



Nolaa sobre dindmicG de aueloa y cimenlGcione8 F a o. re i Cl RQnz 

Las rigideces dinámicas que se anexan tanto en :forma tabulada 

como gr,á:fica corresponden a un número de casos que son de utilidad en 

la práctica pro:fesional particularmente en las etapas de diseño 

preliminar. Se observa que las rigideces dinámicas que se presentan 

son función no solamen~e de .la frecuencia adimensional ao sino 

también, de las demás variables que de:finen al problema Ce. i. H/R, 

D/R, v y l;J. Los valores presentados podrán ser utilizados con 

criterio por el diseñador para cubrir casos intermedios. No se 

recomienda 

extrapolar, 

nacer 

como 

uso del 

:función de 

principio 

1!', los 

_de · correspondencia para 
3 coeficienLes presentados ; 

particularmente cuando las variaciones de los coe:ficientes con la 

:frecuencia presentan· picos muy mar'cados. u .oscilaciones. importantes. 

Los coe:f i ci entes de rigideces dinámicas acopladas, '· l<.hr y chr· , 

que se consignan, son consistentes con la convención de signo de la 

mano. izquierda Cg'iro positivo.··= sentido manecillas del reloj). 

Siguiendo esta convención, la matriz .de rigideces dinámicas se 

construye sin cambiarle de signo a los términos acoplados. 

3 

2R 

//'..'' 

1 
H G,p,v,¡; 

1 
/// / base indeformable //// 

fig x. Variables del sistema 

Veletsos A y Verbic 8 C1973). Vibration o:f Viscoelastic 
Founda ti ons. Earthqual<e Eng'i.neering Structural Dynamics, Vol 2 • PP 
87-102 

3 



Notaa aobre dlndmica de'suelos y cimenlQciones 

Rigideces Dinámicas: Estrato sobre base rígida 

H/R= 2. O 

. 000 

.025 

. 950 

. 075 

.100 

.125 
'150 
.175 
. 200 

D/R= 0.0 

1.0000 
. 9897 
. 9571 
. 8959 
.7867 

. 5606 

.5726 

. 6313' 

. 7110 

v= O. 33 

.0000 

. 0066 

. 0144 

. 0256' 

. 0484 

'1996 
. 4675 
. 5504 
. 5835 

!;'= o. 05 

1< 
r 

1. 0000 
. 9968 
. 9870 
.9702 
.9455 

'9110 
. 8652 
. 8034 
. 7179 

e 
r 

. 0000 

. 0021 

. 0042 

.0066 

. 0093 

. 0132 

. 0195 

. 0296 

.0503 

chr 

-.0420 .0000 
-.0417 -. 0001 
-.0410 -.0003 
-.0394 -:-."0008 
-.0357 -.0019 

-.0258 -.0096 
-.0258 -.0271 
-.0309 -.0414 
-.0478 -.0608 

•• o o o o o o o o o • o o o o o o o o o • o o o o •••••• •, •••••• • ••••••••••••••••••••••••••••• o • 

.225 .8222 . 5447 . 6114 . 1082 -.1134 -.0799 

.250' . 7042 '4985 . 5916 .1827 -:1970 -.0282 

.275 . 7428 .5650 . 5919 . 2140 -.1980 . 0127 

. 300 . 8478 .5703 . 5846 . 2353 -.1878 '. 0387 
' ' 

o •••••••••••••• o o ••••• o ••• o •••••••••••••••••••••• o ••• o •• o •• o o •••••••• 

. 325 '. 9626 .5287 .5765 .2537 -.1607 

. 350 .9983 . 4370 . 5743 .2705 -.1133 

.375 . 7814 .3579 .5823 .2825 -.0741 

. 400 . 5087 . 4087 .5880 .2883 -.0801 

. 425 . 3867 . 4890' . 5897 . 2934. -.0836 

. 450 . 3565 . 5744 .5928, . 298o' -.0704 

. 475 . 4521 . 6648 .6000 . 3011 -.0306 

.500 . 7596 .7364 . 6107 .3008 .0459 
• • • • • • • • • • • • o •• o •• o •••••••••••••••••• o • o ••••••••• o o • o ••• . . . . 

. 525 

. 550 

.575 

. 600 

1.2845 
1.7057 
1. 6780 
1.2984 

. 7228 

. 5821 

.4078 

. 3015 

. 6143 

. 5931 

.5507 

.5067 

.2954 

.2887 

.2873 

. 2918 

.1412 

.1873 

.1549 

.0897 

.. 

.. 0582 
.0657 
.0545 
. 0473 

. 0521 

.. 0612 

. 0707 

. 0733 
. . . . . . .. 

. 0576 

. 0248 
-.0030 
-.0157 

, , , , , , , , , 0 0 , 0 0 0 ,,,, , , , , , , • 0 0 0 , 0 , , , , , o, o o o o o o o o o o , o o o o o o o o • • • • • • • o o • o • • 

. 625 .8064 .2828 . 4681 .2992 . 0234 -.0169 

. 650 . 4082 . 3254 . 4339 .3096 -.0231 -.0108 

.675 . 1311 .3873 . 4161 .3223 -.0503 -.0044 

.700 -.0670 . 4619 . 4182 . 334.6 -.0715 . 0022 
o ••••• o. o ••••••••••••• o o •••••••••••• •· o ••••••• o ••••••••••••••••••••••• 

.725 -.1623 .5538 . 4392 . 34.4.6 -.0867 . 0104. 

.750 -.0563 .6620 . 4.754. .3506 -.0860 . 0213 

. 775 . 4.118 . 7599 . 5165 . 3515 -.04.74. . 0328 

.800 1. 2651' . 774.3 . 54.95 . 3480. . 0358 . 0362 
••••• o ••••••••••• o •••••••••• o •••••••••••••••••••••••••• o • • • •••••••• o ••• 

.825 

. 850 

.875 

.900 

2.0203 
2. 1381 
1. 74.01 
1. 1671' 

.6536 

. 4.824. 

. 364.5 

. 3193 

. 5624. 

.5507 

.5235 

. 4.914. 

. 34.19 

. 3364.' 

.3339 

. 334.3 

.1095 

.1227 

.0979 

. 0698 

. 0259 

. 0120 

. 0038 

. 0012 
•••• o ••••••••• o ••••••••• ¡ • o ••••••••••••••••••••••••••••••••••• o • o ••• o 

.925 

.950 

.975 
1. 000 

.6303 

.2002 
-.1272 
-.3286 

.3278 

. 3661 

. 4.235 

. 4.995 

. 4.613 

. 4.367 

. 4.1 94. 

. 4091 

. 3369 

. 34.11 

. 34.62 

. 3514. 

.0505 

.0392 

. 034.5 
. 0373 

. 0012 

. 0020 

.0032 

. 004.4 
•••••••••••••••••••••••• o ••••••••••• o ••••••••••••••••••••••••••••• o •• 
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NOlQa sobre d~ndmLcQ de suelos y cLmenlacLone~ 

Rigideces Dinámicas: Es~ra~o sobre base rígida 

H/R= 2.0 D/R= O. O v= O. 40 

ao/~n 

e= o. o1 

k 
r 

e 
r 

F" Oo.rcLo. Ranz 

..................................................................... 
. 000 1. 0000 .0000 1.0000 .0000 -.0125 . 0000 
. 025 .9897 . 0013 . 9968 .0004 -.0124 . 0000 
. 050 • . 9569 .0029 . 9870 .0008 -.0122 . 0000 
. 075 .8950 .0052 . 9703 . 0013 -. 0116 -. 0001 
.100 . 7825 . 0100. . 9458 . 0018 -.oioo -.0002 

............................................................ • ......... 
. 125 . 4346 .1250 . 9121 .0025 -.0043 -.0016 
.150 . 5241 . 4929 . 8665 . 0042 . 0003 -.0104 
.175 . 5861 . 5848 . 8050 . 0082 . 0053 -.0220 
.200 .6702 . 6426 . 7191 . 0178 ·. 0075 -.0424 ...................................................................... 
.225 . 8403 . 6745 .5890 . 0490 -.0144 -.0827 
.250 1.1140 . 5150 . 4994 .1625 -.1781 -.0817 
. 275 .9628 .. 2742 . 5269 . 2062 -. 1783 -.0039 
.300 . 5162 .5030 . 5165 . 2218 -.2274 . 0206 .......................... · .. · ........................................ . 
.325 . 7944 . 5401 . 5011 . 2434 -.1938 . 0608 
. 350 .9942 .4526 . 4910 .2637 -. 1290 . 0820 
. 375 . 7381 . 2264 . 5060 . 2796 -.0356 . 0574 
. 400 .2784 .3708 .5047 . 2806 -.0940 . 0450 

..................................................................... 
.425 
. 450 
. 475 
. 500 

. 525 

. 550 

. 575 

. 600 

.625 

.650 

. 675 

. 700 

. 1315 

.0348 

. 0449 

. 3818 

1. 4411 
2.5685 
2.4467 
1. 7480 

.9090 

.1335 
-.1905 

. -. 5031 

. 4714 

.5803 

.7228 

.9029 

.9888 

.7005 

.3307 

.1503 

.0900 

.1976 

. 2901 

.3775 

.4954 

. 4866 

. 4823 

. 4889 

.5034 

.4785 

. 4039 

. 3279 

. 2661 

. 2166 

.1694 

.1362 

.2852 

.2904 

. 2956 

. 2986 

.2930 

. 2781 

.2726 

.2783 

. 2891 

.2997 

. 3129 

.3273 

-.1154 
-.1215 
-.0996 
-.0120 

.1787 

. 3084 

. 2415 

.1541 

. 0887 

. 0216 
-.0134 
-.0395 

. 0546 

. 0704 

. 0924 

.1162 

.1139 

. 0557 

. 0097 
-.0025 

-.0066 
-:0004 

. 0082 

. 0179 
..................................................................... 

. 725 -.8073 . 4913 .1180 . 3419 . -.0543 . 0311 . 

. 750 -1.0067 .6640 .1195 . 3557 -.0374 . 0496 

. 775 -.6761 .9286 .1464 . 3664 . 0666 . 0703 

.800 1.2702 1.1443 .1860 . 3682 . 3087 . 0646 
..................................................................... 
.825 3.7272 .8233 .1789 . 3640 . 3967 . 0081 
.850 3.5666 . 3612 .1389 . 3667 . 2156 -.0185 
.875 2.3604 .1551 .1024 . 3750 . 0818 -.0110 
. 900 1.0667 .1095 .0849 . 3894 . 0319 . 0015 

..................................................................... 
.925 .1678 .1918 .1418 . 4060 . 0224 . 0123 
.950 -. 3661 . 2617 .2368 . 4087 . 0287 . 0215 

.975 -.8645 . 3389 . 3156 . 4059 . 0596 . 0324 

1. 000 -1.3319 .4454 . 3921 . 3984 .1425 . 0435 
..................................................................... -~ 



Nolaa sobre dindmica. de euetoa y cimenlacionea 

Rigideces Dinámicas: EsLraLo sobre base rígida 

H/R= 2.0 D/R= O. O v= 0.40 

ao/:<trr 

e= o. oe:: 

k 
r 

e 
r 

F Oo.rcia Ra.nz 

khr chr 
••••••••••••••••••• o ••••••••••••••••••• • • • • • • • • • o •••••••••••••••••••• 

. 000 1. 0000 . 0000 1.0000 .0000 -.0125 .0000 

. 025 .9898 .0066 .9968 . 0020 -.0124 . 0000 

. 050 .9574 . 0143 . 9871 . 0041 -.0122 -.0001 

.075 .8964 .0255 . 9706 . 0064 -. 0116 -.0003 

.100 . 7871 . 0486 . 9464 . 0091 -.Oi01 -.0008 

.125 . 5595 . 2011 . 9132 . 0123 -.0059 -.0033 

.150 . 5706 . 4745 . 8687 . 0173 -.0022 -. 0113 

.175 .6305 . 5652 . 8091'" . 0258 -.0001 -.0223 

. 200 . 7153 . 6125 . 730:' . 0421 -.0044 -.0399 
o •• o ••• •••••• o • •••••• o ••••••.••••••• o ••••••••••••••••••••••••••••••••• 

. 225 . 8598 . 6172 .. 627( 

.250 1. 0113 .5066 . 559"";" 

. 275 . 8943 .3752 . 561¡ 

. 300 . 6930 . 4559 .5536 
••••••• o ••••• o ••••••••••••• o •• ••• • .•••• 

. 325 

. 350 

. 375 

. 400 

. 425 

.450 

.475 

.500 

. 8062 

. 8835 

. 7280 
. 4737 

. 3527 

.3192 

. 4107 

. 7236 

. 4962 

. 4422 

.·3693 

. 4131 

. 4917 

.5788 

.6743 

.7557 

. 541G 

. 5360 

.5399 

.540..;. 

. 535: 

. 5294 

. 5258 

.5249 

. 0809 -.0365 

.1577 -.1319 

. 2031 -.1630 

. 2251 -.1816 
• o •••• o o ••••••• • • • o o ... 

. 2452 -.1634 

.2628 -.1184 

.2753 -.0768 

. 2812 -. 08é~7 

.2863 -.OD98 

. 2911 -.0829 

.2949 -.0517 

.2965 . 0167 

-.0651 
-.0558 
-.0092 

. 0196 
• • o ••••• 

. 0499 

. 0638 

.0565 

. 0502 

. 0560 
. 0666 
. 0790 
. 0870 

••••••• o ••••• o o ••••••••••••••••••••• o .••••••• o • o o o • •••• o •••••••••••• o 

.525 1. 2857 . 7531 . 520~ .2940 .1140 .0788 

. 550 1.7759 . 6132 . 4968 .2893 .1786 . 0521 

. 575 1. 8099 .4285 . 4521 . 2880 .1720 . 0262 

.600 1.4740 .3064 . 4012 .2922 .1317 . 0126 
o o • •••• o ••••••• o o •••••••••••••••••••••••••••• o o • o •••••••• ; ••• o • o • •••• 

. 625 .9920 .2663 .3546 .3000 . 0881 . 0079 

.650 .5442 . 2961 . 314E .. 3094 .0497 .0092 

.675 .2342 . 3571 . 2818 . 3200 \. 0237 . 0140 

.700 .0233 .4299 . 2581 .·3312 . 0103 .0206 
., •••••••••••••••••••••••• o • •••••••••••••••••••••••••••••••••• o ••••••••• 

; 725 
. 750 
. 775 
.800 

-.0857 
-.0134 

. 3814 
1.1353 

. 5171 

.6188 

. 7132 

.7375 

.245!5 

. 2446 

.2533 

.2633 

. 3421 

. 3519 

. 3594 

.3639 

. 0127. 

. 0394 

.0976 

.1693 

. 0284 

.0362 

. 0400 

.0339 
••••••••••••••••••• o •••••••• o • o •••••• · • ' ••• o ••••••••••••••• o • o •••••••• 

.825 

. 850 

.875 

.900 

1. 8554 
2.0381 
1. 7180 
1.1920 

.6410 

.4870 

. 3715 

.3233 

.2644 

._2574 

. 2524 

.2602 

.3669 

.3708 

.3766 

. 3835 

.2005 

.1724 

.1268 

.0960 

. 0191 

.0074 

. 0046. 

.0072 
•••••••••••••• · ••••••••••• o ••••••••••••••• o ••••••• o o •• o • o ••••••••••••• 

.925 

.950. 

.975 
1. 000 

. 6849 

.2846 
-.0091 
-. 1617 

. 3289 

. 3648 

. 4187 

.4875 

. 2874 

. 3281 

.3700 

.4039 

. 3894 

. 3920 

.3909 

.3866 

.0859 

. 0947 

.·1226 

.1·712 

. 0117 

. 0161 

. 0197 

.0208 
. . 

• o ••••••••• o •• o ••••••••••••••••••••••••••••••••• o o •••• o ••••••••••••••• 

1 
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Notaa aobre dindmLca de suelos y cimentaciones 

Rigideces Dinámicas: EsLraLo sobre base rígida 

H/R= 2.0 D/R= O. O v= 0.40 

ao/:zn 

t:= 0.10 

k 
r 

e 
r 

F OarcLa Ranz 

. . . . . . . . . . . . . ................... ............................ -........ 
. 000 1; 0000 . 0000 1.0000 .0000 -.0125 . 0000 
. 025 . 9901 . 0128 . . 9969 . 0040 -.0124 -.0001 
. 050 . 9588 .0278 . 9875 .. 0081 -.0122 -.0002 
.075 . 9004 . 0490 .9715 .0125 -. 0117 -.0005 
.100 .7998 . 0904 . 9481 . 0175 -. oio4 -.0014 

.125 . 6400 . 2385 . 9163 . 0237 -.0074 -.0045 

.150 . 62!59 . 4!504 . 8743 . 0321 -.0052 -.0114 
·. 175 . 6795 . !5373 .8200 .0449 -.0059 -.0210 
. 200 . 7579 . 5753 . 7!514 . 0662 -.0147 -.0340 

.................. • ................................................... 
' . 22!5 . 8672 .5693 . 6734 .1043 -.0452 -.0464 

. 2!50 . 9!54!5 . 5011 . 6200 . 1 !591 -.1027 -.0370 

. 27!5. . 90!56 . 432!5 . 6061 .2002 -.1361 -.0073 

. 300 . 8154 . 4485 . !5984 . 22!50 ~.1466 . 0180 
..................................................................... 

. 32!5 

. 3!50 

. 37!5 

.400 

. 42!5 

. 4!50" 

. 47!5 

. 500 

. 83!56 . 4695 

. 8!526 . 449!5 

. 7762 . 4276 
. 6!514 . 4478 

. !5768 i . 4973 

. !5768 . !5!546 

. 6690 . 6079 

. 8699 . 6399 

. !5906 

. !5864 

.5865 

.5866 

. 5842 

. !5808 

. !5771 

. !5725 

. 2441 

. 2!598 

. 2715 

.2792 

. 28!50 

.2897 

. 2934 

. 29!5!5 

-.1364 
-.1095 
-. 0841 
-. 0741 

-.0685 
-.0549 
-.0270 

. 0168 

. 0394 

. 0505 

. 0514 

. 0504 

. 0535 

. 0591 

. 0644 

. 0657 
..................................................................... 

. !52!5 

. !5!50 

. !575 

.600 

1.1448 
l. 3717 
1. 4277 
l. 3044 

.6270 

.!5627 

.4766 

. 4082 

. !5636 

. !5459 

. !5191 

.4876 

. 2961 

. 2962 
.. 2977 

. 3016 

. 0675 

.1046 

.1150 

.1043 

. 0597 

. 0468 

. 0330 

.0230 
.................................................. • .................. . 
.625 1. 0789 . 3765 . 4!566 .3076 . 0849 . 0178 
. 6!50 . 8382 .3805 . 4292 . 31!50 .0656 . 016!5 

. 675 .6424 . 4090 .4069 . 3.232 . 0!515 . 0177 

. 700 . 51713 :4511 .3907 . 3316 . 0455 . 0204 
•••••• o. o. o • o •• o o ••.•• ••••••••••• o. o o. ,o •••• o •• •••••••••••••••••••••••• 

. 72!5 . 4802 .4992 . 3814 . 3397 . 0496 . 0235 

. 7!50 . 5504 . !5457 . 3784 .3472 .0645 . 0259 

. 775 . 7379 . !5783 .3802 . 3!535 .0884 . 0262 

.800 1. 0058 .5833 .3844 . 3587 .1135 . 0238 
••••••••••••••• -••••••••• • ••••• O· •• o • o o o •••• o ••••••• o • o ••••••••••••••••• 

. 82!5 1. 2!541 . !5!556 . 3887 .3630 .1296 . 0192 

. 8!50 1. 3757 . !5078 . 3929 . 3671 .1317 . 0146 

.875 l. 3368 . 4614 .3988 . 3711 .1245 . 0117 

.900 "1.1817 . 4317 .4088 . 3749 .1164 . 0108 
• o ••••• o ••••••••••• o ••••••••••• o • o o o ••• • .•••••••••••••••••• o •••••••••• 

. 92!5 

. 9!50 

. 97!5 
. 1.000 

. 9813 

. 7940 

.6575 

. 5959 

. 4228 

. 4316 

. 4525 

. 4800 

.4240 

. 4427 

. 4615 

.4762 

. 3780 

.3798 

. 3802 

. 3793 . 

.1133 

.1175 

.1289 

.1452 

. 0110 

. 0116 

. 0116 

. 0106 
•••••••••••••••••••• • • •• o ••••• ••••••••••••••••• • ••••••••••••••••••••••• 
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I.•IrtnODUCCI~11 

Para la ingeni ~Yia prActica •• cada vez ftla 1 apcrtllt"lta di aponRr da 
IHotodoa da an!>.liaia·.cuya aplicación sea ri.plda. &ancilla y B&Qura. tal 
que p;rrrni t;;n qu<t la·'·aaluci6n a 1 oa .prcbl e.\& S da in¡;¡enleria sea 1 o 
&ufic::tentt:"ILL"f"ltn aproximada y compat-ible con la realldl1d. En ~:>lóta 

trabajo se pr-r>·~entan 1 os resultados obtenidos de la aplicación da uno 
da los Mtod.:l& .. aimpl&& para .. ·RValuar la raspuasta dinámica da 
ci mentaci enes ele Jnaqui nnrta aprovochando 1 os remJl tadoa obtenidos an 
tnvestígacione5 recientes relacionadas can al tema. 

El m6todo se justifi_ca porque toma_ltn cuenta da ~aaner• racional la 
·· ·; interücción- antre -wUol o y el e~entación da 11aquinari a.· ;~a"-:n::a .. C:i..r~i~'-~ 

funda!'!lal"'ta an modelos SiiiiPl•• da la dinámica"astructural. da la tacria 
de propa9Í&ct6n da ondas y de la Jncte4nica da 151..1aloa as! co1110 en la 
definición •. uso y manejo da conceptos ~tilas para la solución da las 
_&euaci an;u¡ da 11\CVi miento. Ea tos raagos hacen qua al plantaami ente . sea · 
f~ii de aplicar a una gran cantidad de probl&Bas qua se presentan en 
la práctica d~ la ingenieria da cimentaciones da .. quinaria. 

El obj&ti vo da 6sta trabajo consista 11n proponllr un 1116todo que permita 
resolver probleBas da ciaentaci6n da maquinaria y hacer notar .la 
sencillez del ~ismo. as! como destacar la iaportancia que tiene al 
plantoamianto de hipótesis sinplificatorias basadas en la axperioncia 
práctica. 11n al. conocimiento teórico del ingeniero y an loa c~::~r~ceptos 
funda•ental&l'l quli jwsti-fican al· lllé>todo. 

Fina.l111ente se incluyen tres anecc.s. uno qua sa rRfiera .. a ayudas ·de 
disei'So 0 en el· que sito manrtonan &lgunDtl .critari~ principal- con les 
que &e dise~an lAs cinentacionas de •aquinarta. en otro anexo. se 
presenta la solución de las ecuacicnea da equilibrio dln~mtco je los 
.actelos utilizados y el último •• presenta lA notación matltiÚ.tica que 
se utiliza para la aoluc16n da los aiBmOs. 

2 • 4 
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z. -camruos DE msmo 
·. 

Es mocesari o def inl r cri tc;rl Oil de di sllfto de tal aanar a qua estos -tt.a 
conforme& con la condición de que cualquier estructura cumpla 6U 

· fum:i6n 0n 1 a fcraa tús adecuada • 

• Pare el dic.e!"io de ci~aetntacion- de lllAqUin.,..ia 1101'\ dos los crttarioa 
mAs taportant~s con los cuales aa revi~ el comport&miento de la 
mlsmal uno d~ ello& considera que la amplitud de las defor-&Acion~• 
inducidas por la vibraci6n no axcedan los liiiLites de servicio •je la 
llk<quinarial el otro considar-a .. ..el-.- .. tutc:ho···· da evitar--- qua. al lli&te<lll.a 
máqu:i'iia-ctaentación"-suelo entre en resonancia con la frecuencia nor11a1 
de oper-ación de la· túquina. 

" 
2.a>. -ESTABLECECIJIIENTD DE LOS REQUISITOS DE SEGI..RIDAD Y DE SERVICIO • 

• En genar-al • 1011 cri tttri os .d.. dl sa!'Jo •• dlt'fi nen ltlltdi ante estados 
limitel los cuales estipulan co~ortanientos inaceptablesJ de la 
cimentación. MuchoS ccXIigos y reglal!lerltos consideran cocao requ:i si tos 
de seguri~ad y de 511r"Vicio de ·las cimentaciones de __ quinaria ·a lo!i 
siguientes 1 

2.a. 1> 
caro as 
en el 

La r:taentación debe ..,.
tapu•~tas sin causar falla 
suelo' da ci~~&ntación. 

capaz de tratu~itir las 
por corte o pun:z: on;omi anto 

2.&. :<:> Los as&ntuittntos tniiiBdi.atos y di flll"idos ttl!!berán· ~; .... 
estar dentrtl de los Utútas permisibles. 

2.a.3> La 
IU.quina-cia 
frecuencia 

frecuencia natural de vibración del 
ntación-auelo dabarA estar alejada 
a operación de la tU.quina. 

sistema 
.:~e la 

2.a.•> L .s amplitudes de deformación del &Uelo de 
·cimentación bajo condiciones de servicio deberán -tar 
bajo li•ite peraisibles. 

Es iaport«lte notar q e la aagnttud de las defor-cionRS del' suelo de 
ciaentac:ión 0 incluida. erl los crit&l""iOS·d& disei"'o de ciaentación de 
maquinari-& 0 es tMlcho ~& pequei"'a que ·aquellas consideradas en el. 
dtsei"'o para cargas es· ~ticaal asto se debe a que se toman factores 
regidoras del disei"'o. ales coma efectos de las vibraciones en las 
par:;;ona.s 0 efectos en .-structl.ras adyacantes. ev1 tar dal'lcs a tuberi as y, 
otros ac:cesor"i os con e :tados con la maqui n.-t a. a si como llrVi tar dal'!os a 
equipos muy sensttivc y costosos y a consideraciones de cestos 
iniciales. de manteni_ienta y de re&Ciplazo de la •aquinaria. 

TDt~ando an cuanta los factor .. antes a&neionados 0 - han •laborado una 
s&rie de tablas y or~ficas (refs.3 0 6 0 20 y 44) 0 las cual .. repr~SQntan 

los estados 11 nd. te d• servicl a con los que daber.t. CDG\:Oólrar!lle el 
co:npcrtaaiento calculado de la ciment.:i6n da la naquinAria. En G!l 
an~xo A.-•Ayudas de disei"'o• .. pr~santftn algunas de las tablas y 

• 
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gr,áficas ~· utilizad••· 

Una vez dltfinidoa lo• criterio• qua autablacen . . . 
altc;¡uridad y dra ssrvi ciot 'debar• uni ft cara e un 
perlllita llovar una l'letodolo9:1a da dise!"io. la·;. c:ual 
c;¡eneralm~ta ~R lo stguianta 1 

• 

le• raqut•tto• d• 
prcc:adimimntc qu• 

pU&cl• integrar-11.11 

al.- O&finición y ~aluacióll de la• ac:cicn~s 
aaquinAria. 

·de la 

., 

da la• carac:t~~riaticas del bl.- Definición y evaluación 
.uela d• cleantación. -- -·'·-··· ____ ,.! 

e 1 • -Dlmerusi anaml anta. •· 

d>.- An•lisis d• la raspu.sta 
aaquinaria-ciaontac:~ón-sualo. 

A continuación. en al capitúlo.3 ... 
iné:i&DS. 

deec:rib• cada 

. "--": 

. ' 

" • 

d•l 

uno 

6 

sitstana 

de estos 

i 

1 ~ 
1 . 

1 

1 
1 ¡ . 
! . 
¡:. 
1 . • . 

1: 
!~_ 
1' 
1: 

1~. 
1 
. . . 

. ~:: 
1· 

r 
1 

l . 



_,. ___ ,.._.--'-.wo,:__ ......... _ ·-·_....:.. ______ ,;-·;-c. .. .__ .. ______ _ 

3.a>.-DEFIHICION Y EVALUACION DE LAS SOLICITAC;:IONES DEBIOO A 

l'tAQLJU~IA. " 

3.a.l.-DRIGEN OE LAS SOLICITACIONES. 

Las car¡:u1s induc:idas par . el funéionarrúll'r'lta de 111aquinaria son de 
naturaleza dinamica, as decir que el ti~a transcurrida entra la 
Gplicaci6n de estas aG la suficienteQente paque~a para qu. las fuarz&s 
de inercia ll~guun a tener importancia respecta a laa estitic:as. El 
erigen de elLas pueda.sar cualqui_a-r.a·_de las!I!JtUi&ntaa_.l,- ___ '- "··'--

. . ...... ~----·.· ···;. ... ·.: .... :;..~ .. ~-~"='' 

L>.- El propio funcionuiian~o de la úquina. · 

Ul .-El· de5balancea debido a la na caincidenct'a del centro 
da -~as c:on al eje. da rct.aci6n de una IÚ.qÚ!na, por el 
desgaste de piezas y por defactos da fabricación a mala 
ltu;tala.c:ión da la Íláquina. · 

UD .-11ovillilll"'tos de equipo compllt!Mintarto. 

Las mecanisi!!Oli &.'lteriores producen fuerzas y aoiiE"ntos taUY iiiPortante!> 
los cuales serán las cargas a las que estari somatida el &uela a 
través de la cimentación, y dap1110diendo de la calidad, tipo y ·ctanpa 
de funcionat'·'.enta de una maquinari.a 0 las fuerzas •conocidas• pueden 
ser mucho m~ycres que las desconocidas a viceversa. '11aycrero detallc5 
para el an'\lisis de los ~anis~KH> de funcionaaiento de la aaquinaria , · 
y la evaluaciál.de las cargas que se producen se presentan ~n la 
r~erenc:ias 21 y :so. 

Pueden conocers6! y calcularse. las cargas que sit producen pt>r el 
funciona~~iento propia de la máquina o sar obtenidas c= dato dadc por 
el fabricante de.la _.quinal por otra parte. las cargas debido· al 

_desbi!llanc:I!!O,desgaste u operación de la Mquina a velocidac!::s 
diferentes de la de di ael"lo pueden ser desc:·onoc_i.C.:as y di f1 cil s,,; de 
cuantificar, por ello los fabricantes muestran aversión a suministrar 
val ores; de tal es cargas. Para controrrestar -te. algunos manualus de 
disel"lo rec:OIIIiendan que sienpre se tollll!ri "en cuenta cargas debido il 

desbalanceo. aCin y cuando •staa na axistan rac:ién· instalada la 
llláquina.<ref. 3). 

3.a.2.-cARAC~-RIZACION DE FUERZAS. 

Para su astudio las fuer-zas se han caracterizada de· acuerdo a su 
variaci6n respecto al tiempo en ar-.ónicas e iapulsivasl y pa .. a ·su 
an;Uisis conviene rcprelia"'tÚlas en fcraa de araónica simple e como 
una suma de armónicas; si~les "Íieéfiante un anilisis de contenido de 
frecuencias. lo cual facilita mucho los cil~cs postericrvs de la 
respuesta de 1 a &áquina. Para ~~~ayer infcrmac:ión &Obre esta 

· caracteri·zac:i 6n pu!Pden ccnsul t...-u las riH'arencias 21. 30 y 36 • 
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3~bl .-DEFUHCION Y EVALUACION DE LAS CARACTERIBTICAS DEL SUELO DE 
C I I'IENT AC IúN. 

En ganeral 1 a nospu&Sta dlll &ua.lo puede ser IIU.stic::a, pl.stica y 
vlsco!:'.a; esto "'''• al comportMlir«lto ul.t.otico se caracteriza por la·· 
capacidad __ qua ·t.i one de al~r.ac:enar energi a c-...-cáni ca potenc:l al sin la 
p'-rdirJa ds-ella,·lo cual haca que pu¡;-,da rec::u;:¡c-rarse. Se ~ifiest;:a cm 
fcr111a C:e d~fcr~'t,ci6n recuperada duranto los lazos de hist{>resiu de 
v.ari o:r. ciclen e-; u carga y dcsc<6r"r;¡a (-fi r;¡. 3. b. 1 l, al nanten~ se .as tos 
parall:!los ant.ra si en c~da ciclo sin que al esfuerzo aplicado -tó 
cerca del da falla. Esto demuestra qua la raGpuasta al.t.sttca, y por 
consiguiente el módulo corraspondiento, ~on indepEndientes del nivel 
de a&fw::rzos alcanz•do antes dli-~l·a· -de·cc.arga •xcepto a "niveles ·¡;;¡.._ 
esfuerzo cercanos al de la -falla <raf. 551. 

'" El conporta~iento plástico i~lica llevar al sualo a un ~stado de 
esfuarzos lo sufici'.mtt<:aente grand&s t:al qua los granos del cuelo 
BUfran des;pl o.z aJ:li en tos r.el ati vos entre 111 con tendancia a 1 ~r ar 
posic::ion~s más r:a>tabl'e!ll, entences, al ~SUelo mostrar.t. da-fora>ac::ion~:>s 
par~~ancnt&s detopuó& de cada ciclo de carga-cllllscarga, a ·esta fenó~neno 

se le di~a qua e& puramente plástico. Una gran parte de aste 
CDIDPcrtami ente toiD& 1 ur;¡ar 1 nstant.t.neaeente y. al 1111 SilO. tiempo qu'2 1 a 
defcrlilaCi6n elástic5, y debido a la -fricción 11ntre partic:ulas, IMita 
t:CXI!pcrtam1-ento tiene 1 a capac::i dad de di si par enargi a 1111cáni ca sin 
alaac::enarla ni rec:upararla <amortiQLUUilicnto histaréticcl. 

Pcr ot:ra parte, RXi&te la respuesta vi&c:cSA, y se. ascx::ia a la que 
ti ena un 11 qui do perfac: ta.msnto nowtcni ano cuya res;;,uest:a - -función C.: a 
la velocid~d da da-forDac::i6n y directamente propor.cional al ~-fuerzo 

aplicudc, con 1& capacidad de disipar anergia -c:.nica .. cinética sin 
almacenarla ni r&cuperarla~ · 

En general, 1 a· respuesi :1 del sualc se pras;enta c:cwno una c:OIIIbinac::i 6n de 
respue11tas elá!!ltica, pi 'st:ica y'viscosal sin etllbargo, d&pendianC1o de 
las condic:icnes. de car( 1• do los niveles de esfuerzo o de de-fcrmaei6n 
alcanzados y de los fa. :eres que influyen 1!1"1 al co..-;pcrtaaiento do los 
suelos, la participacic ' de cada una de las r-.pu~tas puede tener 
nayor o 11\Btlcr i mpcrtanc e a. Por ej~l o. vn la t~Kri a i nc:rellltlntal de 1 a 
plasticid.::ld. el estado 1 1 defcrmac::i6n depende no ónica..~ente C:el estado 
H.nal de esfuerzos sine que tanibién de 1 a. trayectcri A de esfuerzos 
lllllVada ·para alcanzar·' ic:ho estado -final de esfuerzos, ad...:.s de ser 
independiente de las R! ~alas de tiempo implicado en las cargas y laa. 
desC:aroas. 

Por otra parte, en la t !aria de la visccelasticidad el ca.portamiento 
del SUI!!lo tiE!na una de¡ .mdenci.a espec:ific:a y contin(la en el tiempo, y.:. 
que el material no s6l,'responde a cada estado de es-fuerzOB, sino· que 
tad:lté-n t.tindrá una d&.'PC ldenc:ia y tsuparpo~ic16n del estado da esfuerzos 
aplicado antsricrmante (ref. 91. 

Se han d~H>ar.rollado una gran cantidad da ralacionas esfuerzo 
d~cr.~aci6n - tiornpo a trav._ de lag obsarvacionas y rosultodos 
obtonióos de ensayes de ca.apo y labcratcria, las cualeHi ~ hcn 
aprm:i!lado Eñ;d1 ante expresiones anal! ticas ss.encillas que p....-mi ten 
l>l?diante 11!1 t>1~tpla llll\nejo mate!lático de las variables qua ofor~>O!.n el 

·modelo. ootener· y visuo:.lizar la& tendG!Ocias del c~ortarlliento 
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si•ulador situación tal, que bajo las linitacionas 
r:¡¡osultados prPciaoa, raaulta aor llUY prii.ctico. 

En la mayoria da loa casos r~sulta int~~santa para la solución d~ 
problemas da cia:antaci6n de r·.11quinaria &!1 compcrtU~iEll'lto visc~l:.!.ltic,o 
d~tl .:ualot ya que es al qua a tr.::vbll de los Dl~~tos &?l.S.~;;ti:::>•; 
trl>r.mi te- l<Hi ondas de &a fuerzo y a trav6s da 1 o a el '"r.'.~ntc!& 
vincoplástic:o~ disipa la energia cin&tica del IIIDVimi~~~r~to, lo qur• h<-•. c:;o 
qu& las fuerzas y los desplaza•tantos rnaultantea est~n fuera da fase 
entre si · Cvo?r figura 3.b.2l. 

Debido a la fi t'osofia del disel"'o de l.as cinentacionos da l!laquinaria; 
es d:?cir,que d<.>ben tras.t~itir·--..un.- -ni.ve,··. da et~fu&rzoa tal· qw. -¡.,_¡o 
dctfcriílllci on~ts sean 1 o suf ici enteGIG!I'lta p¡¡.quel"'aa, as necesario un mod.:!l o 
que permita prc~~r o esti~ar la . respuesta del suelo a cargas 
di~~icas irn?uest~s y cuyas relaciones aafuerzc-deformaci6n puedan 
dofi nirse con 1 as tconntantes qua re-presentan 1 a respuesta el á!lti ca c:;;l 
suelo y las prcpi~ades de amortiguamiento viacoso a histcr&tico d~l 

llli smo-. 

Estudios experimlll'ltalus indic.an que la riQidBZ a la deformación del 
liU&lo y la cantidad dn aJilortigWUDilr1ta histar•t:ico son función no 1001o 
de 1 as constQ.'"Itas elánticaa. si na que tal!ll:li6n del número de' c:icl os "" o·. 
apl1c:aci6n da las caruas y del nivel de deformación · alc¡¡,nzac:a. En '··· 
nuestro ca&o, y si ret;pE!tiUICs la i'ilosof.la del diseno de ci~:<91"ltaciones 
de maquinaria, es úufi ctente evaluar· los parámetros del ~r,uel.o p=.rn 
pequsl'los nivelas d"1 duforDaci6n. En la ·fiQUra 3.b.3 v-os c;:.~e p.._ra 
dichO& ni VE!l es da '.~~(T'IIa:::i6n 1 OS pará-u-os 8 y ~ 5it . llünti en En 
pr.ktica.'ll\i!nto cor.•;;tant.aa a independiantO'll de i la frecuencia con q!..l~':".;o~·· 1 

actúa la cargct (; espuusta eU.stica lineal dél. suelo>. · '"''"''">· 

Por 1 o anterior· es . nnc-..esari a determinar 1 os pará-tros del su.aol e· 
siguientes; .el •6du o de rigidez n.l corte S, la velocirlad d:l! 
propagación de ondas a esfusrzo cortante Vs, la relación de Poisson 
v, la densidad del su· !a p, incluyendo al agua puesto que e~ta se 
mueve ju~to con al su lo. y el ~tiguaaiento hister•tico del suelo 
{. N6teue que G .. pV~ y ~ • pa cun la e¡ue puede evaluarse 6, si e;e 
conocen Vs y .Pf a si e conocen E y 1> 0 tamién puede· conocerse G. 

Todos .1 os pará11112tro antes me!nCi on&dos se obtienen 
expari aental es d!! cam o y 1 !!bcretc:ri.:~ CL.'YDS detall es de 
interpretacj.6n se pr.e antan en las referencias 1, 14, 23 

7 
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Tanto el ani.li~is como el .di~ensiona::ianto ccmstttuy=n u:·1 proceso 
iterativo da prueba y er-ror :·qua converga CLI&ndo las caracter.1st1c:as da 
la cin>entac:16n ,;atisfacan todos los r•quisitGis da ~uridad y da 
liet"ViC:iO rtstabl~:C:idos para al buen funC:iOI'l&l.liento de. la llláquina. 

Por lo anterior. el dise~o da la cimsntac:t6n •• empieza .con la 
preposición do una d1c::ens16n prelilllinar dot la c:.mentac16n 0 la cual sa 
propone oent:. .. almanta con base en un gran · número de owaa y 
rec:om~ndac:ionas que han resultado de la exp~iancia práctica y 
emp.lrlca del disel"'o de cioentaciones da maquinarial por consiguiente 
el di ¡¡¡en si o:'la.,.ir?.~t.o pr:ali illinar no ccnsti tuya nacasari &Qenta. el . di·tr.el'lo - - . . . - . -- . - - . -. ' . -· .. 
~inal de la ciaentaci6n. 

Las rec:omendac:iones da pr110:1di&el'lo 
buena y ac:e~ta~la aproximación 
cimantación <ref. 3> 1 

siouientes dan por resultado una 
de la conf1Qurac16n. ~inal de la 

4.>.-stempre que -• posible deberá 
cimentación arriba del nivel fraitico. 

desplantarse la 

~.-Evitar desplantar sobre rellenos. 
sensitivas a las vibraciones. 

ni suelos 

4.4.4.>.-Con relación al .bloque de ciaantaci6n se racomienda 1 

1 •. - Que el bloque de ci81111"'1taci6n tenga una -~ó· .. c·de dos a 
tras VIICII& la IIAsa da mt.quinas centr1fl.L!Ia•· o. at la 
DAquina es rotatoria que la masa del bloc:U. sea d2 tres · 
a cinco veces la masa de la ~quina. 

2.- ~~e el nivel superior del bloqua est6 al meno5 30 e:~ 

sobre al nivel de piso tsrainado.· 

3.- Que el espesor del bloque no tanQA menos 
aenos que i/D de lA di~~~&ai6n llá& cortA o v-Ao 
diiiiE!nsión l!lás larga. 

4.- La diaensi6n de lA cimentACión debe 
_,. 

ancha parA 
· inc::reaent:r 111 a=crtigu=iCII'ItO •n los· modos de 
·cabeceo. El ancho debe &ar al ~~enes de 1 a 1.5 veces la 
distancia entre el nivel de desplante y el centro de 
aa&as de la -quinaria. 

5.- Una vez que· el ancho y el espesor de 1 a ci aentaci 6n han 
sido seleccionados. la longitud puede deter•inarse de 
acuer-do con el punto 1 0 ad~s de· dAr. el Ar-ea 
suficiente parA·colocar la úquinA y tener espacio paril 
para dar aantenimiento 0 30 ca de sobre!dimensionamiento 
llHl planta - suficiente. _ --·-------

6.- La longitud y el ancho de· la cimentación deberán 
Ajustarse tal que el centro de t;¡ravedad de la ~quina 

~s equipo coincida c:an el centro da oravedad del ~rea 
tle cimentación. 

e 
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7.- Para a4quinas reciprocantes orandes podr~ ser nQcesario 
1ncreaontar la profundido;d de eapotraJDient.o dentro del 
.suelo tal que. del 50 al 80 X de la profundi'dad 
empotrada.est• an'contacto efectiva con_las paredes. 

_;;. 

B.- El anAl isis deberá predecir la r~tsonancta con .las 
frecuencias &ctuantl:'s y a si aur.sntar la ~~~.asa de 1 a 
ci~entacián para alejar la respuesta de la res~;~ncia 
de ~~quinas reciproc~ntes o dis~inuir la aa»a pAra 
llláqui nas centr1 fugas.-

wl ~-El cabeceo es una dt.l.as caus;as principal-ss que. -caus.an 
dc.fio • 'la . Cllaquinaria •. por lo -- cüal' ..t>'"t-ecóiii'iend;.Íl ---ro-. 
arreglos siguientes para minimizar sus efectos 
Cref.18l 1 

1.- Empotrar la c:i..-.teción· ·y Q&rmltizar·. el· ~ec:to de· 
- _empotramiento Cfig.3.c.s.al.· 

2.- Hacer que L > H como se muestra en la fioura 3.c.t.b, 
ya que si L > 4H el cabeceo tiende a anularse. 

-·. 

'! 

figura . . r= :s.- Hacer que Hs < .Hz·, COIDO .se .uestra ltrl la 
· 3.c~s._c. 

4.- Evt'tar · aKcent-ricidades ·con el fin de anular el 
. accpl&lllilii!nto ·:ntre 1 os medos vertical y cabeceo. En 1 a 

·. fi'iJura 3:c.sod se -presenta esta idea y se isuoiere h&c~r· 
e< o.05'L ~siendo e 1"' excentricid.ad y L el largo de 
la cilll!l'ltación. 

·-· r 
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3.dl.-ANALISIS DE LA RESPUESTA DEL _SI~A MAGUINA-CIHENTACION-SUELO. 

Es com~n r•sotver los problu~as da g~tecnia con la .ayuda de •odelos 
fisicos y ~atQ~~ttcos lo aás si~ple co~ saa posible ya que en ~uchos 
casos 1011 refir.amiill"ltos ctn lo& ani.lir;.is no - justifican. 

Tal actitud ha resultado dm la nacesidad da hacer ~~~ práctica el 
trabajo del inr.cmic:Ko civil. a la axi¡¡encia de ec:onomia indiScri~¡nada 
y a la dif1c:ult«d do cu~.plir con los requisitos de las tacrias us;adas 
para resolv~r talas problemas. Esto si¡¡nifica que la tecr1a utilizada 
ha da ser conGi~tenta con la nayor parte del conoc:i~iento aceptadu. ha 
de tener capacidad explicativa·y p-rcroictiva. ha de tc:nor ·pro-fundidad 
para explicar lo· ob_servable en fWlci6n da lo no ·ewpertáantado-. es 
doc:ir. explicar la.realidad por el pen~ionto. ha de tener capacid~d 

unificadora o posirnilidad de expansión para abarcar proble~as diversos 
y asi coq:¡rcnd~r ul.a gama 11\J¡s· aRPlia de situaciones pr<icticas. ha de 
tener capacidad ~ndagatoria para guiar nuevas invPBtigaciones y 
~sugern·· nuevas ·i·deaa.e:<per-i~~en.tos y proble~a en el propio. canpo o 
campos afines • 

En esta sscci6n se presenta el método de análisis basado en modelos 
aimples utilizados para eval-uar la r;n;puesta d~ cimentaciones sujetas 
a .vibraciones • Dicha Gecci6n se ha propuesto coao resultado de una 
recopilación de solucic.'"I&S anaUticas y nulléricas del ·problella en 
cuestión. utilizando aodelos siiiiPl&s da la din~mica et~tructural. da la 
t&aria de _prop¡¡gaci6n .de ondas y da la -c•nic:a d!!! suelos. 

3.é:l~ 1.-Pi..P.:NTEAMIENTO '1' SOL.UCI~ DEl. PROELEMA. 1 

El problema de la ciaEntaci6n de una .tqutn·a se puede plantear como. 
sigue. 

Dado el si ste.a aostr. 
fuerza dinámica PCtl. 
<H>.la geometria de 
esti•ar la respuesta 

.los términos fuerza y 
generalizado e inc:l 
ro.tacicnes.resp&etiva 

do en la figura 3.d.l sometido a la acci6n de la 
y dada la masa del sistE!CIIa ai.qu1na-cimentaci6n 
a ciaentaci6n y las propiedades del suelo. 
;(t) del sistema. A menos que se diga otra ~osa 
desplazaa~iento se utilizan aqui li!fl sentido 

.yen fuerzas y IDOa&ntos. y uaslacianes y 

.ante. 

La solución de este~ ·oblena aa rige por trws principios bAsicoe.de la 
lllet:ánica aplicada y L :a hipótesis fundalllarltal. A saber, el principio 
del equilibrio dináJIIi ·:o. el cual relaciona las fuerzas externas PCtl 
con las internas RCtl (ver figura 3.d.2l J al principia de continuidad 
que· relaciona los de~ >laz-ientos c:on las defor~~acionas 1 el principio 
ele las relaciones P.s{ 1erzo-deformación. las que astAn dadas por la 
naturaleza de las pn >iedades del suelo da cimentación y su respuest., 
a las solicitaciones li~~cas 1 por ~ltimo, la hipótesis fundamental 
en la quG se basa to: ~ el• método de análisis asl como la ftlosofia d~l 
diseno de ci~gntaciones de aaquinaria. es qua las ecuaciones que 
gobiarn•m 1?1 :r.ovi111iento son linealRs. F1sic..-nte esto ~ltimo ocurre 
cuando la perturbación ondulatoria as ralativamente pequel"ía. y l~a 

relaciones esfuerzo-defarmac:i6n son lin&alRs. 

Se parte también .de la hipótesis de que todo lo que 58 necesi.ta- para 
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cpnstituir J a fry~~ ~,.. g~~~na-aJ d@ andas peri6dica!ll es un conjunto r1" 
ondas arsónic~s simple&l •• decir, que un movimiento perlódica 
cUAiqui~ra de un~ partlcula;se pued• repre~entar cofto una combinncíón 
de aovilliento!O arlll6nico& ._.sinples;._ Esto ••, •1 ·principio de 
supa.-posici 6n. 

El principio de sup~posici6n parece tan obvio que vale la pena 
&l!!!"'ill ar que no siempre es apl i cabl r>, ·y 4'a.ll .. cu '>ndo 1 a perturbac i 6n es 
reletivammte grande tanto coao las relacic;.a•s liHSfuerzo-deforrnaci6n no 
seün lineales o cuando las ecuaciones que gobiernan el ~iniento no 
toen lineales. 

Para anal i :::&r' el problema- mostrado. en 1 a figura 3.d. t, púedé se¡:larál'"se· -
conceptualmente en dos diagramas, esto &e mcestra en la figura 3.d.2 • 

PRINCIPIO DEL EQUILIBRIO. 

Aplicando la segunda ley de Newton al diagrama 
figur~ 3.d.2 para establecer• el equilibrio 
movimiento del sistema , se obtiene 1. 

R<t) + MU<t) • P<t> 

de cuerpo libre de lá 
di rú.mi co durante· el 

Est.a ecuaci 6n repre.senta, para 
fuerzas externas aplicadas al 

todo tienpa, el equilibrio- entre 
sistema ciaentaci6n-maquinaria y 

las 
la 

inercia del ali s~.o. · 

Por otra parte, en el. otro esquema t:/e la figura 3.d.2-61!! 11uestra que· 
el suelo est~ s~~tido a esfuerzos ái~aicos de contacto r~~rQsentados 
por la result.a.-,t.ll! R<t), las cuales.·' ae propagan en forma de onc-:1s da 
e!ifu~rzos .a trav{>s del depósito de suelo. Puede establecerE:e una 
relación entre_~sfuerzas de contacto y los desplazanientos resultantes 
Cref. 24) 1 

RCt) • " · u!t) 

donde 1 

'R<t> = F.uerzas de contacta. 

:5':: = Función de tap&d&ncia que relaciona las fuerzas con los 
desplazamientos. 

u(t) • Desplazamililntos res;ul tantes. 

de tal manera qL~ al sustituir la ec. 3.d.2 en la ec. 3.d.1 resulta 
que 1 

" • u<t) + M · UCt) a PCt) ·-ec.3.d.3 

Es evidente que---la solución· del. prcbllli'U ·e)(pf"•sado mediante la 
etcuac16n antcn-ir:lr se resuelve al encontrar la función :5':: , Sustituirla 
y resolver la ecuación dif.rancial 3.d.3. 

Por definición "expresa la relación ~tr~ fuerza din~micÁ de contacto 
y desplazamiento, es decir 1 

11 
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R<t> 

u <t) ' 3.r.l.<1 

donde ~ 

es una ecuación ou~ expresa a la función de impedancia ~ como una 
fUf)Ci6n de variable co111plaja 0 tsiendo 1 

. ·- .. ~ :----

~ --- im¡)edané::i a ascc:i ada· a 1 as 
da inErcia del' sualo. 

taracteriatf~is cii ·r:t r,;¡i e:!;~ -~-y.,. 
~ • impedancia asociadá a 

aroorticuamianto g&Ométrico 
las caracterlaticas 

de la cimentación. 

PRINCIPIO DE LAS RELACIONES ESFlERZO DEFORI'tACION. 

de 

Para encontrar 111 función ~ 015 nec:tHUI.riO .ncantrar 1 a ec:uac::i6n del 
de!!Splazennento u\t) result&nte de la aplicación de las fW!!t""zas R<t>. 
Esto implica reL~llver el pr~le~a de propagación de onda& de esfu_~zo 

trasmitido al SUL~lo a través de la superficie de -=ontacto entre suelo 
y cimentación y consiste en resolver la ecuación <raf. 18) 1 

11 :;;· ) + p(l:z - o 

aiilntln 1 

- - .Al &s = .Al . (-
ltuz) 
llz 

.ec:. :S.d. ~ 

ec. :S.d.6 

donde la ec:uac16,; 3.d.'5 representa el eq-<Jilibrio din.i111ico dentro del 
medio donde se pnlJ]aga la onda de ~fuerzo en y la ecuac:i6n :S.d.e. 
represc;;nta la relación asfuerzo-deformaci6n. 

os • Esfuerzo vertical aplicado. 

Ua = &celeración de particwlas del suelo an dirección z • 

.Al • · 1'16dulo de deforJDaCión del_ suelo 
elegido. 

conveniente111~te 

llu:z: 
&a = -¡;- = defor111ación axial unitaria en la dirección z. 

p • densidad del suelo. 

z .. dirE!Cci6n 1:!11 la que li8 propa~;~a el esfuerzo os. 

CO!!'binandl:l las ec:uacionetl :S.d.!5 y :S.d.6 obt.na.ot~ la ecuaci6n de onda 
&ir;¡uiente 1 
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,¿~ -----.,; 
1 
yZ 

• 

Us ec. 3~t1.7 

donde 1 v-A-- -velocidad da prcpaQ~Ci6n 
lA anda. 

C¡; 

La ecuac:i6n :S. d. 7 5e conoce C:::DlDO la ec:::uac:ión unidimensior.¡\l· da 
propag&c:ión del e5fuerzo 02• cuya 5oluci6n aa da la for~a 1 

.,.~ ..... - ··.---·-... .. 

U(a,l) • f (z - Vt) + FCz + Vt> .. 
1· 

donde 1 1 

' u<z.t) • de!~lazamianto en la dirección z. 

•. 

ec. 3.d.B 

z • direccitn en la qua_se propaga la anda de .afuerzcs. 

t • tiempo. 

f Cz - Yt) • .función arbitraria dtferenctable re-api!!Cto al· 
•.rgumanto. corrEt<"'..ponde a 'un esfuerzo qu:! v.iaja 
c:on velocidad V en la diracci6n positiva _del· eje. 

F<z + vt> 
l • 

='función an•loga 
c:cntruia. 

1 
af{;.:-•vt) paro en dinx:c:i6n. 

Si uca.t> representa a·l desplaza~~ianto del punto z "'. a • siendo a 
constante. y que es p: :lduc:ido por la ao:ión de ·1a·11aquinaria 0 en·tc:.--.c:c·• 
fCa- vt> es la parte que se trasmite.& la rmgión z· >a y Fea+ 'lt) es 
la parte que lo aband1 ~•• es decir 0 las cndas que •• reflejan. 

Para la saluci~n da p1 ~lenas de c:::iaentación de maquinaria Cref. lB> se 
utiliza la función 1 

u <z. t> • ue•" \+ka> 

donde 1 k .. Q -y 

O • frecuem la angular de la onda. 
·u • araplitu1 máxinaa del desplai&~~~ianto. 

V • Velocid• j da propagación da la anda. 

la .cual e& una oc:uac: !>n de la fcr~~a 3.d.8 .as una aolución de ¡., 
ecuación de ·onda Ui.idiaoensional :S. d. 7 . y se dencnina co:~~ún<aente 
ecuac:i ón de ondZ~s ar~ni cas.Pul!'de verae que para un punto f í jo e: e do, 
~M;;to es. que pZ~-ra z .. a <const.-ate) la func:i6n ucz.t) queda únicA;;.""'t"' 
RO función del tiempo 1 

Uh) "* Uo .i.CQ l+!<A) • ec. 3.d.9 
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conoci6ndose as1 la posición deJ punto z • a ~ el tiaftPO •t• 
cual quim-a. 

La for~eulación de las condiciones de frontera pereite !liBul ar la 
disipación de enl!·ro1a por propagación da ondas a t_ravés dt!l p&so libra 
de las onda& an un punto de int~éD Z • 11 1 R~ta es un prcbl~~a da 
valor~s en la frontera • c~no lo son la interfa~e suelo-cimPnteción 1 

la interfa&a entre e~tratos o los limites del ssmim'~~io CfiQ. 
3.d.3l.Oicho proole~a sa resuelva medimnte diferentes t~cnicas 
nu~rica!l existentes que permiten simular difErentes car&cter12ticas 
estratigráficas del depósito de Gueto. condiciones diferentes de 
empotramiento da la cimnnt~ión (fig.3.d.4> 1 as1 coeo diferentes 
formas y rigidez de la mis~a. 

Una vez resuelta.la ecuación de IIIOVimiento 3.d.7 • obtenido uC1l_ para 
1• acción R<t> de la &cuación 3.d.4 ~e pu~do cbtcnor 1~ rDláci6n : 

!1\: .. R<t> 
u<Ü 

con la qu& 0 sustituyendo en la 
ecuación de equilibrio GtnAmico 

,; uhl +" UC1l .. P(t) 

' . 8CU&C16n 3.d.1 0 puada resolverse 
del sisteR& 1 esto es 1 

La c;oluci6n se obtiene en.ol analCo. 8 1 de la cual se obtiene lo 
siQuiente 1 

Po 
uo 

donde 1 
• 

PCtf= PO e~.n· l .. Fuerza armónica actuante. 
Po m Amplitud m~lCi~ de la fuerza actuante. 
uo e Anplitud ~xima del desplazamiento. 
" .. Masa del sistem• maquinaria-cimentación. 
o .. Frecuencia angular de la •lCcit~ación P<tl •. 

ec. 3.d.10 

~ a Función de ~mpedancia asociada a la de rigidez y a la 
inercia del suelo de cimentación. 

1; 

!'Ca .. F•.JI"'ci<", de impedancia asociada a las car-acteristicas de 
~tigu<\l!lienta g~trico de la ciment~i6n. 

N6te5e que O es ta.tllbión la· frecuencia an~;ular de propaQaci6n de las 
on~as. esto implic,a que:el sist-a a·aquinaria-ci!'i.'"'ntaci6n vibra con la 
ltis•a frecuecia que la de la acción ,Y con la_ ai:;1o . .:> frecuencia con las; 
qae sa prop&Qan 1 as ondas de· esfuarz:o dentro del suelo. 
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des~asa~iDnto, ~, •ntre ~uerza y desplazamiento, por lo qu~ ~~. 
ane>CO B taa.bi•n se obtiene la e><pra~ión para obt11nc.r ~. siendo est, •1 

ec:.3.d. ~ 

siendo ~ •1 Angula de des~a~amiento entre caraa y desplaz~•1onto. 

Otra manera de representar y resolver el problema ~s.~iante el 
de la notación v~torial· COI¡,pleja de donde pueda obtenar~>a la liiOlLv .-, ... ., 
<anexo B> an forma de notACión matrici~l, eata as 1 

ecs. 3.d.;. 

·de donde al resol ver el si &tema de ec:uac:iau!'s 3. d. 12, se obtiene r -·· 

Uo·• !uhu! ec. 3;d. .. 

' 

~ = Are tan ( ~= ) ec. 3.d. 1' 

donde 1 

Ui e vector de desplazaaientos asociado a la rigid~z 
uz • vector de desplazAmientos &&OCiAdo al aBCrtiguamiento 

Por otra parte, es ccm(¡n hacer una analcgiil con un sistema elEH!lenb 
equivalente de un grado de libertad como al que se .uestra en 
~igUra 3.d.S.a. Resolviendo tal problena <anoxa B> obtenemos , 
sistema de ecuaciones siguiente 1 

...;,~-~ -""'~~- •' ~ -
ecs • 3.d.:. 

---,.::_ ~ .. --. 

de cuya solución también s.' cbtiena 1 

u o ec. 3.d. L 
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~ • Are tan[~: ) .c. 3.d.14 

y por aem&janza entre las sistema& de acuac1cn•• 3.d.12 y 
3.d.1:5 to!! tiene. qu• ".i 

&ifitndu 1 

ec.3.d.16 
.c:.3.d.17. 

K • rigidez del resorte din~mico equivalente. Incluye •1 
eíecta de la riQidez estAtica y la 1narcia d•l suelo de 
cimentación. 

e • aaortiouador aquivalant•. 

y par analOQia con el sistema elemental equivalente de un grado de 
libertad de la figura 3.d.5.a 1 

1 ~l • 1 K wr. .. 

" -¡;¡- ac.3.d.18 

~ 

·{)"" 
·e ñ 

"' Co 
~ 

donde 1 
wn .. frecuencia angular natural de vibración no aa.crti:;¡uada. 
() e r~lación de amortiQuamientas del sistema elemental de un 

grado de libertad equivalente. 
e e ar~tiguador aq~ivalente del sister.a. 
Ce= amortiguamiento critico ~ara el cual el si5teoa.no vibra • 

. 
_Por simplicidad y para ilustrar los conceptos fundamentales que se 
utilizan para el análisis se us6 el ·modo vertical de vibración 
mostrado en la figura 3.d.ll sin embarga. el planteamiento anterior 
puede usarse y generalizarse para todos los modos de vibrar restantes 
mostrados en la figura 3.d.7 0 en los cuales la Solución de las 
ecuaciones ~e moviQiento es análoga a las formas de las ecuaciones 
3.d.3.3.d.5 y 3.d.60 con el tipo de cargas. inercias.esfuerzos. 
deformaciones y módulos correspondientes. 

Aunque en muchos casos prfoc:ticos puede:'\ ignorarse las impedancias 
acopladas de traslilción y rotaci.6n debido a qua su imlucncia es 
relativaoonte nula en cimentaciones suparficiales trefs.13 y 531; en 
ot,os ca~os pu~de Ger i~portante y debe tOQarse en cuenta. por ello es 
de particular intcrós analizar el modo acaplado de 
traslacié:-o--r·ot.,-,:::i6n mostrado en la figur~ 3.d.B. En las r•fcrcncias 39 
y 51 se p:-esL"fotan análisis detallacÍoil al respecto. 
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3.d.2.-FACTC:<ES QUE INFLUYEN EN LA RESPUESTA Y EVALUACICI'l DE Fl..lNClOt.:ES 
DE l,..PED.~>ICIA. 

Cuando a~ trata la interaccién da una cim.ntaci6n r1gida con el suelo 
al probl~~a se puade plantcar.en pri~~ra aprox1~~ci6n, como al de un 
cuorpo r1Qido z,poyado en la frontc:ra da un ·SINiieo;pacio vi¡¡;coalástic:o y 
se&etido a.la nc:c16n de una car;a arcónica, y para si~plificar ol 
análi~is s~ definen seis grados da libertad da la c1~entaci6n 1 tres 
d~splazz:.~ientoa a lo largo do tres¡ aj~• or-togonales y tres rotacl enes 
alrededor de ellos (figura 3.d.7.). 

El IIIDVillliento re,.ultante ha sido estudiado por muchos 1nv~M~tigado,..es y 
los resultados ~tenidos presentados en n~erosas publicaciones, asi 
1 os estvdi o;; se han el a si ficado:·en···gr-c;tos 'i:le acuerdo a las-- hi pót:::s·i -i;.: 
de trübajo de cada uno da ellos(r~. 48). 

El pri,.er grupo 
distribución d~ 
consideraciones 

" obt~ene la respuesta al tesar en cuanta que . la 
pr•.Jsiones; entra SUEI'lo y cimentac16n proviena da 

est~ticas;, sin incluir ~actos din~micca. 

Otro grupo, calcula la ¡•espuesta llll!dianta planteamientos analltic:cs y 
numéricos que resuelven el problena de valoras en. la frontera ai~tos 
al reducir las ecuacicn1~s que Qobiarnan el ..avinientc.a ecuaciones no 
hc;;;ogéneaa. 

otro gru!]o, censidera ..,,tedas aproxinados de anili&is de cimentaciones 
rfgidas de cualquier fonaa 0 los cuales en muchos casos reqL•i.crr,m· de un 
araplia.y buen juicio del ingeniero que loo:~ aplica para <e-atener una 
buena soluéi6n. 

Puede decirse que exi'iten estudio!~ suficientes para resolver el 
· probleaa planteado raZ•:lnable~~ente; sienpre y cuando as;te sea c:i~ 
car-ácter lineal, sin INioaraa hoy di a ·exi~ate dlldicación al desarr.ollo 
d~ nuevas tócnic-~3 nua$·1cas qua resuelvan lo que pueden resolv~ los 
m6todos simplificados :CAO son 1 el carActer no .lineal ·d~ las 
ecuaciones de mcviiBient 1 y la cbtsnci6n de rii¡¡p~ta& en el dco~ninio 
del tiempo. 

En este incisa &e presE 1ta el planteamiento de les métodos aprQ:imados 
de an.ili~is en f~ma dE infcrr.ación crden<lda, tal CCQQ 0 gr:Oficas con 
parAQetroG adimensional ,s, tablas o &i~leS formulaciones que peraiten 
la obtención de las ·funciones de· impedancia para cinentaci~~es 
superficiales apoyadas 'n un semiespac:io hcmOQ~neo- el~stico lineal, 
con · 1 as cual es puedt , resol verse un gran número de probl etnas 
prácticos. Tanbi~ se 1 ,cluye la manera de tomar en· cuenta ~lgunos 

factores que influayen n la respuesta din~ica de las cimentaciones 
de maquinaria, se temar. en cuenta factor-ea tales como• la forma de la 
cila'ffitaci6n, la influer. ·ia del aJ~~artiguamientc interne del cuelo en 
las caractcri·sti::·g::¡¡ ri~ .dez del suelo ·y m1 la& caracteri&ticas de 
amortic;¡ua.G~itMitO c;¡~r co de la cimentación, el empotraa~ientc de las 
cimentaciones y la estr 1tiQrafia del depósito de ciaent~i6n. 

Para todos ¡·es 11\Cdos !;le vibrar •• necesita determinar el resorte 
dinámico equivalente K y el amOrtiguador equivalente C • les cuales 
de-penC:en de la frecuencia angular de la excitación, n. 
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Ex 1 sten !!>e1 s pare!> de v!l or&il di n.t.1111 ces rli''i>t:rt•-AJI!Or"t1 oua'dor 1 ~,!_no 
p~a el mc.dc v;~tical [Ka, Calr dos para loa modos traslacionales CKx . - .. - . 
Cx y Ky, CylJ do!> p.ara los 111~pos rot.::c1onalcts CKrx,. Crx y Kry, Cryl y 
uno para el li\OGO tcrra1onal C:l<l y Cll.La l:'.ans-ra .do evaluar cada una de 
los valores K y S Sil describo a continuación. y para ·referanc1a de 
t~r11inos; ut111 cc.-o.a laa sclucicnl!s da la ·'ecuación de equilibrio 
din.lt.ÍIIic~ preaE-nt.:ldoas en 111 &nl!)(D B. 

En todos los cn~os la _rigidaz 
obtiena de 1 

..... 

i 
o re&c~·te ·dt!Ü.mico aquivalllnte se 

ec.:S.d.22 

donde r . .. _. ____ . __ ··--·-· 

~ • rigidez din~m1ca aquivalenta • 

. Ki • rigidez eatAtica. 

,\¡ .. &e dafine como •1 coeficiente de v.-1ac16n da la rigidez 

dinámica (ver anexo Bl. 

\ e modo de vibrar analizado. 

Todos_los modos &e &uponen desacopladas, esto as suficiente para 
caso de cimentaciones .superficiales, no as1 en al.· caso 
r~l·mentaci enes empotradas, donde tendrÁ que hacer&e un an.lll i si s 
¡•iguraso de las modos acoplados. · 

3.d.2.1.-RIGIDEZ ESTATICA. 

el . 
de 

Glás 

Existen soluciones apraxi~~adas para evaluar la rigidez ast.lltica para 
cada modo de vi~rar, la& cuales estAn pre•entadas en foraa de gráfica~ 
con parámetros adimensionales o en foraa de expresiones algeoraicas 
'sif11Ples <refs. 15,16,17 v 1B>, en ellas puede notaras que la rig.idez 
estll.tica depende de un factor de forcna, S¡, definido pA!""a la 
cimentación ad~~s de los parll.metros del suelal rigidez al corte <G> v 
de la relación de Pcisson <v>. 

As1 0 puaden u.arSB l~s expresiones siguientes Cref.l6> can la notación 
de 1~ figura 3.d.9.a da ref=r.nciA 1 

Para el modo vartical 1 

K:o ., Sz 2LG 
l..,v 

S.. • o.a para 
A 

4L'" 
< 0.02 

S:o • O. 73 + 1.54 ( :. .t· 7!5 para 

18 

> 0.02 
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Para el 

Para el 

ao~o hor i zcnt·al 

te: y -Sv 
2L8 
2-v 

S y - 2.24 

Sy - 4.5( ~ 
4Lz 

IDOdo horizontal 

Kx • Sx 
2LG 
2 V 

tr-ansversal • 

A para.-
. 4L8 < 0.16 

1
o.aa 

A para 
4Lz 

>. 0.16 

-
longitudinal 1 

6 l<x a .Ky 

Para el IDOdo da c:abecuo tran•veraal 1 

Kr 6 e (b)o_ ·'"' x • rx 1 _ v 
.. 

Snc ,. . 2.54 B ""L < 0.4 

S..x '" 3.2 para o 
L.~ > 0.4 

Par a el modo de cabeceo 1 angi tudi nal 1 

.. __ .. s..v -...!...ci ,o. 75 
<'>17 1-J.J y 

Sry "" 3.2 

Para el IKido da torsión r 

tc:L .. SL SJ0 • 7D 

[ 
.· B )so. 

SL"" 3.9 + 10.7 1 --e-

donde 1 

te:;. • rigidez ast.ftt.i ca para al :"IIIOdo Lo 
Si. • factor de for- para al .ado de vibrar L. 

L e indica •1 modo de vibrar. 
L • &~ilargo da la ci~ntación. 
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D • r,~mtancho de la ct·aentación. 
A • t.rea como se define al la figur-a 3.d.9. 

x,y,z ~ ejes ortogonales de r-efer-encia. 
r- • indica r-otación. 
t .. indica torsión alr-edcdcr del eje z~ 

• 

lx a ~omento de inercia d~l Ar-ea A r-especto al eje x. 
ly • c,:J,¡¡anto de inercia del ll.r-ea A r-e&pRCto al aje y. 
J = mc.'lento polar de iner-cia del <\rea A r-especto al eje z. 
G • a6dulo do r-igidez al cor-te del aualo da cimentación. 
v • relación de Poisson dal sualo de cimantac16n. 

Las expresiones r-elativas 
trasl~ctcnalas también ae 
fi QUr"iUii- :S. d. 11. 

a 1 os factores de fcr111a 
presGRtAI'I- ItA 'oforllla de 

par-a los eodos 
gr<\ficas ·en _ 1-~·-·-' 

:S.d.2.2.-coEFICIENTE' DE VARIACION DE RIGIDEZ DINAI'IICA. ,. 
¡ 

El coeficiente de vAriación de la rigidaz dinAmica A se eval~a ~ 
función de lil fn;cUIII"'Ciil a tr-avés del pArállll!ttra adillll!nsia-~al Cr-ef .16> 1 

IIC.:S.d.23 

siendo 1 
ao .. par~tr-c1 adi&enaicnal función de la fr-ecuencia o. 
O • -fr-CN:ulllnCi;¡ angulu- de la lllCCitac16n. 
B • ~ianch~ ,de la ctaentación. 

i 
Pueden usarse la:. -fi gur<lS 3. d.12, :S.d.13 y :S.d. 14 para 
para cada modo dtl' vibr-;U- • en 1 as que puede obser-var-se 

. L , 
la ralilci6n ~ y, del g~ado de &aturación del &Uelo ( 

par·ctallfli!i"lti! saturados , v ~ 0.50 aueloa BaturadOB). 

3.d.2.3.-AKCRTIGUADORES EQUIVALENTES. 

.valuar 1 os A. 
que A d~ende da 

¡,:: 0.33 !5U&los 

Por- otr-a parte. par-a ev ,1 uar 1 os aacrti guedcr-, Ci., se supone y se 
calcula W"l &~~Crtiguadcr ideal que r-epresenta la disipación de la 
energla por r-adiación de . las ondas de esfuerzo (amortiQuamiento 
'O!~tr-i!:o) !Sin :!.!!!port~ !!! ~cr=a de ·lA c::i==nt=i6n <rlrl.16l. Asi, 
dependiendo del tipo dE cnda0 c-. puede llvaluar&e CDIIID 1 

. Ci "' ¡;11/i.A 

donde 1 i indica el madt da vibr-ar, p es la densidad del suelo, Vi. la 
velocidad del tipo de e da que se pr-opaga qua. dap.nde del modo de 
vibrar y A. el Ar'"•a dond · ACt<ía el 11sfuerzo y como se define en 1 a 
fiQura 3•d.9.a; se sugt r-e que <r-ll!f.25), dependiendo del modo de 
vibrar 1 

Cs • P/J..yA 
Cy .. p.JsA 
Cx "" p./.'C.A 

... - ... ···-~-·--

• 

20. 

22 
---. --·----· -··--···-------·'- -··-·---' 
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------------------ --- --'----------------- - .. -

.. . 
Crx • ¡;N\. y l x 
Cry • PI'-Y I y 
Ct • ¡:AJaJ 

donde 1 

p e densidad del suelo. 
Vs .. V el oci dad d~t onda cortlint••· l 

.' 

IICS. 2. b. 2'3 

VL.y • Velocidad de onda co~re•i~at •aoan- la interpretación 
d L ., 3.4 " e yr;mer n<l-vl~s. 

A • Araa da la cimentación def~nida en la figura 3.d.9.a. 
Ix .. l"i-..cento de ·inercia_ del •rea A con respecto al_ eJe __ K_-_,._. 
Iy • !-~manto da inar-cia d&l- •r•a A can respecto· al eje y-y. 
J • "omento pelar de inercia del •rea A. 
v = Módulo de Poisson. 

· IC,y,z ·• ejes artooonalea de referencia. 

S1 el fen6alenc de traslación .. 1111 los •odas correspondientes fuera 
Ci ' puramente _unidimensional entonces la relación PYiA es iQWt.l a 1' para 

cualquier forma de la cinentación y para cualquier frecuencia; sin 
~argo, el fen6Deno pu~a sor bidimensional o tridi&ansional. Por 
lo anterior se sugiera que para evaluar la influencia de la forma·y de 

·la frecuencia pu~da uD&rse la relación <refs. 16 y 2Sl 1 

f .. ec.3.d.26 

dondut 

e;. ,.·Amartiouaócr equivalente influenciado por la for:-.a de 
la ciAientaci6n. 

~ e coeficiento de variaci6r. del aaortigÚadcr equivalente 
debido a la far- de la ci_,tación • 

. ~si, mn las figuras 3.d.15 y :S.d.16 puede versa la variación del 
-coeficiente ~ an función de la farma de la cillll!lltación y la frecuencia 
-para cada 1110do de vibrar. 

3.d.2.4.-lNFLUENCIA DEL AMORTIGUAMIENTO INTERNO DEL ·sUELO. 

Puesto que ade~& da la disipación de anergia por. radiación de. las 
andas de esfuerzo existe la disipación por el aacrtiguamiento interno 
del suelo; es n:!Cesario incorporar lA ini'lWI!I"'cia de I!!Ste en los 
pará~etrcs de rigidez din~~ica y d• aaortiguamianto o~trico de 
la ci~antaci6n, para ello se utiliza el principio de correspondencia 
de la viuccelasticidad con el cual, basta sustituir las constantes 
complejas viscoet•sticar; por la• constantes elásticas ~onsiderando 

como ai •1 suele fuera pur._-¡t• el•stico _ Crei'ss_~~- y :52>. 

Por lo anterior, es suficient• con efectuar la operación siguiente 
para toaar en •:uenta la participación ·del amortiguaaiE!nto histerético 
del auelo Crefs.18 y 43l 1 

• 

·'. ·.· 



~({) - ,.;:(1 + \2{) 

donde 1 

,.;:({ l • impedancia·. COf!IPl E!ja COlllO función de la fr&euenci a o 
y del amortiguami c.., te hi ¡;tw-.~tico { del suelo. 

{ e aRCrtigu~miunto histor6tico del suelo. 
~-= impedancia compleja. como -'··mci<>n únicillllente de la 

frtH:UIEICÍ a 0. 
(1 + >2{1 a coeficiente complejo de un aatarial 

Vi15Coelástico. 
" .. 

RfllfCtuando las operaciones de la ~tc:uar:i6n. 3.d.27. 

· X<{ 1 • [S'(s + ,.-~ l [ 1 + \2{ l 

• [S'(s·- 2{~] + L[~ + 2{S'(sl 

.. 
igualando reales con reales y complejos con complejos 

S'(s ( p - ~ 2{ !i'".z 
~({) e~ + 2{5\:& 

puesto que~ a 0 e (ver liCUACión 3.d.l7) entonces 1 

~<e> '!" ~ - 2{o e 

o e <t, • o e + 2('5\:& 

. . - '· .·- - ... - .·. -- _-_ 

.c.3.d.28 

ec.3.d.29 

que di vidi,endo 1 a RCuac:ión 3.d. 29 entre J a frecuencia o. queda 

e( ~, = e + 2{~. ... d 30 ' o ec:...... . 
y de la ecuación 3.d.16. ~ • K .entonces las ecuaciones 3.d.2S y 

-3.d.30 

qt,Jedan 1 

-
K <V = K - 2{.t'l.C ec.3.d.31 

.. 
c<p • e + 

donde 1 

~ <{) • impedancia asociada a las caracteristicas de.rigidaz y de 
inercia del suela. la cual es función de la frecuencia 
Q y dli!l amcrtiguaJIIienta hister6tico t del suelo. Es igual 
K <{ t • - - - - -- --- ------

~({) • imped~cia asociada a las caracteristic:as da radiación de las 
onda~ d~ esfuerza c:OAO func:i~~ de la frecuencia O y del 
aeorti~;uamientci histerét!co { del.r..uelo.Es igual a OCCO.{I. 
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k <{> ~ rigidQZ dal rasarte dinAmico equival~ta.coao función de o y~. 

e ({) - amor ti OU!ldor c!t nánii co G>C¡Ui val linte C04110 función de o,· de 1 & 

forma ~o la ci~taci6n y con al amortiguaeiento hiat~r•ttco 
int¡¡,:;¡rado. 

Con lo ant~rior se ha 
interno del ~u~lo, 

Hl.!J..~;.~ P .. ~•.¿.i_y;;L<mte 
r;gut vah.>nt<: C.>. 

incorporado la 'influencia del amortiouamtento 
e!_ Cual hACa qua dj Sllli nuya a ri C1J.!~.:C:;1'_ 

K> :t. aumrnte . Rl. · yal oc tlll I.IIIQ!"t i oY?dQr 

3. d .2.~. -'-CII'\ENTACIONES EI'IPOTRAOAS. 
---:- . - · ... ·.·.·.·.:.·_,:.·.-:..~:--.:.-.. 

. .. : ... ::-~.:.. : . . -.~;_-:.•-:-.: -

Para tomar. en cuanta la influencia del .empotramiento de la 
ci~entaci6n,se han prepuesto algunos factores de influencia quQ 
incorporan el afecto del ~mpotramiento al noodi'licar, mediante d·icho» 
factores, la rigictt-z est.itic:a, K>, y el coeficiente de variación de· 
1~ rigidez din~~c:a, ~. calculados, en prinara ~roxiAaci6n, como si 
la cimentación fuera· superficie~. 

Por lo que la riQidez ·est&tica puede aodificarsa como sigue 1 

donde 1 

h .. factor de e.npotran~iento debido al efecto. de zanja. 
1 .. = factor da ,ampotramiento debido al· afecto de contact.ci 

paredes de zanja y ci mentaci6n. 
KempoLrada = rigidi:!:!: estática empotrada. 
K..up.,.fi.ci.ol. = rigidez est.itica superficial. 

·.· 

Nótese que k.uperfL::i.<>L es la misaa l<i definida en la ecuación 

Por otra parte 1~ rigidez din&mica puede DOdificarse co:.o ! 

donde <r•f. 27> 1 

·S/<6 

Aompo\ rodo 

Aauperf lcá.a_l = 1 0.09 [ 
D ) . z .. --¡¡- .'ao> . para J> < 0.40 

..... 
kan jo 
lc.auperficlal 

= 1 + 0.09 ( ~ J (aoJ·
11 

niendo 1 

~ .. mp.olN><io 
K0m¡>0Lrado 

,A..mpolrndo 

., rt·gtdez est~tica empotrada. 
• riQidcz din~ica equivalente 

• cc:?ficie>nte de variación 
empctr ado. · 

23 

para J> < 0.40 

E!IIPotrada. 
de la rigidez 

. 25 

"ntre 

3.fJ.22. 



• 
Azonp • coeficiente d~ vartaci6n de la riQidez dtn•mica •edificado 

PO!" el ¡,fac:to zanja. 

Nótese qu~ 'K•mpolroda tiene el miSIIIO sentido· que K< definidA la 
ecuaci6n 3.d.22 y qua el ~mpol~ tiene el MisBO ·sentido y efecto 
que el -"• ev d~>cir, adem:Os de inducir el efecto del e!apotr&t'liento, 
Gadifica la riQidez estática en funci6n de la frecuencia n. 

Dos afectos: DOn los que influyen al empotrar la cimentación, uno e,;; el· 
efecto de zanja y consiste en que el plano.horizontal externo al .:it.rea 
de la base de la cimentación (Abl se mueve restringido por un estado 
de .. &sfuerzos' nonual y de corte actuando en el plano de apóyo da la 
cirumtac:ién·~ situac:i6n tal, q.ue .. nQ ... !>uc~e en la& c:i~~Gtnt.aciones. 
aup12rft'é:-iales, en la!l que dicho plano está libre de esfuerzos (ver ·
fioura 3.d.91.El resultado de ·este afecto es que aymeota ~ 

rigidez ~tática de la c:imeotaci6Q.. 
•· 1. 

El otro ef'ec:to e!¡! el contacto de 1 os 1 ados ver ti cal es de 1 a 
cimentaci6n con las paredes de la zanja y el efecto principal es 
que,si está garantizado el buen contacto, este ayuda a soportar las 
cargas trasmitidas con lo que ~ modifican ~ caracter1sticas de 
jnercia ~ sistema. 

Tomar en cuenta los efectos combinados anteriores, ha sido y son tema 
de estudio de alounos ir.vestioadores y en el presente no se cuenta con 
una manera clara y completa de considerar el efecto del empotramiento 
para todos los modos de vibrar de la címentac:i6n. Sin elllbaroo, s~• han 
propue~:;tó nlgunas expre!;~.ones. aloebraicas si111Ples para estimar- la 
in·fluencia del empotrami.'into0 tale& e~<presiones •se·utilizan en forma 
de factores y se~ las ~)gui~tes <refs.26,27 y 281 1 

Para modo de traslac:16n vertical 1 

IL .. 1 + 2::-i'!-.;,~-( 1 + _4_~) 
3 ¿ _z . 

IN . .,. 1 + 0.09 (-DB )Z/8 

donde 1 

Il .. factor de empotraa: ~nto debido al efecto de zanja. 
Iw • factor de empotre .iento debido al efac:tc de contacto entre 

paredes de zanja ~ cimentación. 
D • profundidad de desp.ante de la cimentación. 
B • G~iancho de la ciawntaci6n ver fioura 3.d.9. 
L a se~ilargo de la cimentaci6n ver ~igura 3.d.9. 
Ab • Area de cont;actc d• la base de la c:i..entac16n. 
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. ' 
Para 110do c.'e tr.;ud acl6n hc:ri zcntal 1 

0.15 / 
D 

It • 1 + 
B 

; 
Iw •.1 + 0.52 ( h Aw ) 

B L"' 

'· 
donde 1 

Aw • Suma de ~eas de contacto d~ las paredes verticales de la 
C:iDentaci6n can·· las paredes_ de la zanja. 

h ;. distancia como se define en la"figura 3.d.9.c. 

co~o puede notarse, no se preséntan expresiones algebraicas ni para 
los coe.ficientes de v~i.aci6n de rigidez dinállica· ,ni para factores de 
influencia dt! los otros·rnodos de vibrar, con lo· que la infor~nación 
qu&da incc:-mpleta, sin embargo para evaluar los coeficiE:ntes de 
variac6n de la rigidez dinlomic.-. puedE!!'! r:onsultarse un conjunto de 
gr A.f i cas propuestas en _1 a ._.referencia 27 .• 

Por otr.-. parte, ai se hacen hipótesi~ lo suficientemente razonables, 
pueda -estimarse de una llanera IIIA.s fkil la in·f-lucnc:ia del. 
empotramiento en el amc:rtiguamientot asl ,si se suponen que las 
radiaciones· de las ondas de ccrte y de las ondas. de c:c,¡¡;presi6n. son ... , __ _ 
independientes antre si y entre cada modo de vibrar, entonces 1 

ec.3.d.33 

C.mpo!r-,do .. "-ortiguador equiv.Ílente I!Cdificado ¡:í'or el 
eiecto de IHJIPOtramiento. 

Ceuperflcl<>l. • .Cí., · Allortiguador equivalente debido al 
contacto en la base de la c:iaentac'i6n como se 

·se.define en.la ecua~i6n 3~d.26._ 
Cpar-.»e = Alllortiguador equivalente dllbido al-contacto en las 

parede&. 

En la ecuación 3.d.33, la partic:ipaci6r• de cada término depende del 
modo de vibrar y de la certeza del contacto. •efectivo• ~1tre las 

"paredes de la cimentación y las paredes da la zanjaJ en caso de duda, 
es conservador no con&iderar la participación del i:ontacto. entr;~ 
par&des. · · 

Mientras que c...,.p.,.r.ci.C>~ tiene al ai6AO sentido planteado en la 
ecuación 3.d.26 -y-representa a las onda& que se originan y eaiten a 
travé~> de lD basO! dé la ci aentaci6n; Cp(u-<><l<>a representa a · las ondas 

. que SI!' Qerl~ran y Se emiten_ 'a través del contoocto en las par~C!S 
verticales. Dap~iendo de si la pared es paralela o perpendicular a 
la dir~cción de la carga, es el tipo "de onda que se cenera Y·· para el 
caso de paredes i.nclinadast· &e géneran de aanera ~;;i..Ultánea, ondas de 
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cc:rte y corr~rRsional••· 

Por lo ant .. rior y dependiendo del -nti.dc de las car'gas 1 

Cpcu<>~• • Cp + Cn 

donde:! 1 

· Cp a ¡:NaAp 

Cn • ¡:N1-yAn 

siendo 1 

Cp • Amortiguador equivalente:! 
paredes paralelas al sentido 

Cn e Amortiguador equivalente 
paredes normales al sentido 

Ap e úuma de ~raas de contacto 
sentido de la carga. 

1 
/ 

asociado al 
de la carga. 
asociado al 

de la car.ga. 
de paredes 

ltC.3.d.34 

•c.3.d.35 

ec.3.d.36 

.... -~-. 
contacte de 

contacto de 

paralelas . al 

An = ~rea de contacto de las paredes que sirven de 
apoyo y son normales a la dirección de la carga. 

As!, para modo de vibración vart.ical 1 

C:r,empe·lr<ldo • p[ Vl,yAl> + Vs CApl l 

y para traslaciones hcrizcntaler·· •· 
t.· 

Ch, QmpoU'cwlo = p [ VsAL. + VsAp + Vl.yAn 1 · 

Ch,•mpolraodo • Aaortiguador equivalente para 
traslación DOdificado por el 
RG~Potramí ento. 

aodos 
efecto 

de 
del 

Por intuición; para los IIIOdos rotacionales, puede inducirse ·la 
influencia del e<npotram.iento al rtte~aPlazar en las ecuaciones 3.d.35 y 
3.d.36 las áreas por los momentos de inercia de astas, tomando como 
referen~ia el mismo 'criterio que se u~6 p.ra. los amortiguadores 
sup~rficiales dé los modos de rotación definidos en las ecuaciones 
3.d.25• es decir como ai las paredes fuer·an la base de la cimentación. 

En el case de areas de contacto inclinadas, puede usarse la proyección 
de estas sobre el plano vertical correspondiente. 

3.d.2.6.-SUELOS ESTRATIFICADOS. 

Hasta ahora se ha reemplazado al suelo por un reBDrte y. un 
amortiguador, los cuales simulan su coapcrtamiento ·ante carc;¡as 
dináa:icas.Esta ·Siaple idealización representa a· un se:niespacio 
homo<;~éneo ·vi!>coel~stico lineal y su voalor principal .es que ayuda a 
explicar· c..racteristicas iaportantes de la re.puesta da ciaentaciones 
sujetas a'carc;¡ar. dinAaicas. 

En realidad los dep6oitos naturales de suele no son· tan unifor¡r,es: por 
lo que la idaaU.:.t:áción CDIIIOO semieo¡¡pacio vi~>coel~stico lineal ya no e!i. 
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conveniante y la respuesta para otro tipo do perfiles qua no 
parecen al cemic~:.pacio es diferento~ Es tipico.¡;mcontrar dOJpósaitos 
su~lo estratificados, suelos depositados sobre . roca o d:pó;1tcs 
suelo cuyas pro;:>iedades var1:an con la,proJl•ndidad. 

Tomar Pn cuenta las carecter1at1cas d8 lo~ dep6sitos natu~c!~~ 
.mencionadns anteriormente ha sido a;otivo de nlicl1os invest'igAcion 10s, un 
re~u~en de los resultados obtenidos de mu=has de ellas se presenta con 
111.>\G detalle en l.a referencia., 24, de l.a, cual •ntre otras· 
ccnciderac:i Di'le!i 1 a!i más importante¡¡ snn 1 

ESTRATO SOBRE ROCA • 

. Para cimentaci6n rigtda.apoyada ~m un estrato homogéneo-deposita.dÓ-~n 
. . H• . 

roca, el factor ~· importante es la relaci6n -¡¡- como se define en 

la figura 3.d.4.b.,el C:Uül modifica la rigide: estática de. la 
cirnantac16n y hace qum las funciones·de inped&nc:ia presenten picos y 
VilJles asociadOS en' funciéo, air&eta C:On lo'lS frecuencias naturülE!S. de 
vibrar del estrato, lo que en otras palabras, las fluctuaciones 
cbservadasCpicos y valles> son la aanifestaci6n de fenómenos de 
resonancia. Esto se debe a que las ondas que emanan de la ciQentac:ión 
en vibración se reflejan en la roca y se reqresan a la E>Uperficie,cc:-,o. 
resultado, Le ~~litud. ~ ppyi~ientU .de ~ cimentac16Q puede 
irv:r<:>m..ntar!>e ll!..gnificativamgnta Pru:.A \IDA frecuencia li§Pikifica d~ 

vi br '1Ú6a.o l.Q ~~¿ru,_ cgrr~:;PQQ.!Út ~roM i MdMeQte a l.Aí f!:m;:uenc:i .1s 
ogturales ~ vibr~ QtL ~6QltQ. 

Tei~icaiiiE!nte y para un F.iuela pur~U~~enta. elAsticot{ .. · O> 1 otro efecto 
i ¡¡¡portante es; qui?, .a bajas frec:u.nc:i as <r~enc:res c;ue la ccrrcspc.-:r•'. ;21'1te 
al modo fundar~ntal de vibrar del estrato de suelo) el coef1ciente de 
~adiación <: es nülo, esto se debe a que no se tras111iten ondas • la 
roca y a que a tales frecuencias no pueden crearse undas 
tiiuperficiales, única manera en que podri,. disiparse energ1a .. · por lo 
que 14 energia queda atrüpada en el e¡¡tr'ato y el a~norti~;~uaZRiento 
geométrico de las ondas es nulo. 

Sin embarga el suelo tiene aaartiguamientc histeréticol por lo que en 
la circunstancias antes mancicnAdas, al aaortiguamiento interno del. 
suelo se vuelv~ la única a.nera de disipac:i6n de energia, 
conv~ertiéndose ési en 1.!.'1 p.u-.iQII!tro importante a frecuencias l:ienores 
que las del modo fundamental del estrato. 

Por lo anterior, es taportante poder evaluar la frecuencia .fundanental 
de vibrar del estrato o de un depósito de &Uala· es;tratificado sobre 
roc:a. En la referencia. tq se presenta un resumen de métodos qua 
permiten evaluar de manera sencilla la frecuencia fundamental de 
vibrar de un dep~sita de suelo sobre roca, estratificado o no. 

ESTRATO SOBRE SE1'1IESPACIO • 

. Tanto el sclilia5pacio coao el depósi te- de ~eú::l-- tiCbre roca son dos 
idQalizac:icnes radicales de los depósitos da·GUelo, y para encontrar 
Gel uci anos 1 nter111.edi as, sa ha estudi a.do un modelo m:.. a general que 
r~pr~:>senta una ci=roentación rigida apoyada .. en un estrato sc.bre 
sl'miespaciol el ~:ual esti basado en das p.ar.io.¡¡;¡etros que lo definen, a 
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ssabcr, la relación H/8 y la ralaci6n entr• ...xtulos S./Oz 
:S.d.o4.al •. 

(v.,- figura 

Los resultados o~tanidos·dol estudio de este modelo Duestran qua 
conforme aumentA el contraste entra 6• y Gz 0 los efectos son radicales 
para un estruto t;nbre roca <G•/Gz • Ol ·y, ooviar.:anta,no se manifics;t<'.n 
E.'>l Ql caso d::> ur. ~eminspacio <G•/Oz ,. 1)1 talos efectos Gon fi!..l. e•...::"gnto 
·f.!!P.. U !:i.Oi.F-"1: ~inálilica y. billA. Q.i5.1!>iouc:1~ a lA c;o.p.-!>cidil~ ¡:;:_,~ 
.,_(l>ortfqu,;r.:f~e¡¡t_o. Esto se debe, para el caso de disr.unución de la 
rigiC::t'z din.l.r.lic:~., a que aún a pequeí'l'os valorea de G./Gz, es d€!cir tan 
lueoo cc::.o no !>G con11>idera base r1Qida ,los despla:zamientos, tianden & 

·Ser muy gr andos C:Otll¡::>arados con 1 oso eje .un semi espacio. A si, a IIIUY bajas 
frll!c:u~:nci as r<ú;. rigideces; !ion Ms .pequer'iw.s c:o¡¡¡p-.u-c;.dast:c:en· el·7 ca!>o~-\ d..,..l, 
estrato aobre roca. · 

Pdra el caso del. amortiguamiento y a cualquier 
incrementa debido a la trasmisión parcial de las 
el sem'i espacio que sirve de apoyo al estrato· y 
ondas superfici<llcs. 

frecuencia, este se 
ondas de cuerpo hacía 
a la generación de 

Por consecuencia. los comportamientos· antes descritos son una 
trán~icién entr1~ los modelos estrato sobre roca y semiespacio y as1 la 
magnitud de 1 os efectos, di &llinuc.16n de la ·rigidez dint..o:i ca y aW\e!lto 
del ;au.ortt guami c:-~to. son i cpc:rtantes a i'recuanci as menores e igual es 
que 1 a i'recuenci a fundamer:ttal del si &tetna. Asi CQI'lforme Gs/Gz: var 1 a de 
o <estrato sobre rccal.a 1 <se~~iespaciol los picos da las curvas de 
1 as f uncí enes e! e i ~edanci a. son más pron~o:nc.i·adcs y alargados y 1 os 
val ores cor-respnndi entes. a .1 as i'recuenci·'ls da re~aonanci a . di &~&inuy"n. 
En la i'igura 3.d •. 17 ·- mue5tran esta& t;mdencias. 

Por otra parte,u."l paso importante en el &ni-lisis as la elección de un 
.módulo de rigidez cortante· qua represente al depósito de suelo. 

Ce~ se coment~ •• 59 ha utilizado cama 8rtii'icio de solución del 
proble~~oa de vibración de maquif1aria loa sustitución de la interf.:.se. 
suelu-cimentaci6n por un resorte y un anortiguad~. los cuales 
sustituyen y ~imulan el comportamiento del suelo ante carga dinámica, 
y puostc que los parámetros da rigidez dinámica y oamortigu~ento son 

·.función de los valores a. y 11 del suelo, se necesita elegirlos de 
.eenera conv.eniente para qua representen el compartCUDiento del depósito 
de suelo. 

En·la mayoria d2 los suelo11 v verJa Rn un intervalo RStrecho de 
valores, de 0.35 a o.o4 en arenas~ y ca-ca de o.s en arcillas saturadas 
Cref.20l, por lo que puede elegirae un valor entre .este rango de 
acuerdo con las condiciones del depósito de suelo a al tipa de suelo 
predominante sin que exiatan diferencias signii'icativas en les 
resultados al togar un valor u otro. En cambia a depende 
funda&ental~ento del· nivel de e~fuerzos y de la compacidad del 
suelo, entre otr~5 factores secundarios respecto a los antes 
"'enci croados. 

Coc.o prilllcra ~:>pr-oxi~~~aci6n, puede.idllalizarse al depósito de suelo co.ao 
un se~ie~pac:io, obtener la distribución de ~sfuerzos.como se r.~estra 
.en la fiQ'-'T"a :;;·.u. JO. a y calcular G para el estado da esfuerzos que sg 

tiene a la pt-ofundidad critica •de• con las expr"'sioneso &iguientes : 
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f'ara ar.enas y ¡;¡.-o:~ vas con granos redondeado& Y. deforaaci onCP& angular 9 ¡¡. 

menores que to-• <refs. 14 y 44). ·· 

G = 
1 

__ 2_6_3_0_.~<~2_.~17 ___ - __ e_> __ yf~, 
.1 + e --

f'ara arenas 

menores que 

y gravas con granos angulosos -· y deforaaciones ang;,¡lares 
10 <rafs. 14 y 44>. 

----.- '' ~. 

S • 1230 <2.97 - ~> 1 ~ 
1· · + e ,, . "( oo 

'· 
' 

en las que 1 

G a módulo de rigidez cortante en lb/pulo~ 
e • relación de vados. -. -
0'0 • 

C7V + 20'h 
:S 

esfuerzo octaédrico normal e-Fectivo. 

ov • msfuerzo vertical efectivo. 
C7h = esfuerzo hori'zontal e-Fectivo. 

En 
Su 

el c<~~so de arcillas la relación entre G y l'a 
es a¡:íraxi aar.al:lente constante a bajos 'nivel es' 

resistencia no .dn:m:.dac _, 
da d&formaci6n y para 

niveles de de-ForRaci6n ccrtante entre 
tre-F •· · 20l 1 

-5· 
10 y 10

_., . d 
pue.e. emplearse 

S = 1600 SU 

No existe un cr-~torio j9finido para calcular el módulo de rigidez al 
corte equivaler.ta, ni la relación de Poi&aan aquivalente, para un 
deposite de suelo cuy; ¡¡ prcpi edades vari ;an con la profundidad; no 
obstante lo ant[!!f"'ior . :!n la referencia 29 ae ha usado un cátodo qua 
consiste en trans-Fcrt Y" un depósito de suelo: estr.atificado,- por 
ej..rrplo, a un semies¡ 'I.Cio·· equivalente a través de un factor de 
influencia qua toma e¡ cuenta la estratificación y la suposición ele 
que la distribución d< esfuerzos en et.·medio estratificado y en el 
semiespacio es la mist '1. <ver figura 3.d.lO.b.). 

Un~ alternativa con ~: 

de la aáquina consist• 
valor~ü de G de .tal m 
la figura 3.d.10.c y • 
terreno de ciiOC!tltaci6. 

.~es de di &el'fo y para eva.l uar 
en cbtener 1 a respuesta en 

."lera da cbtener un asp!ietro 
::li!IP&rar con 1 as G -di das 

• 31 , 

al comporta..i ente 
función de varios 

CC411o se ¡¡¡uestra en· 
en el perfi 1 del. 
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4. ·APLICACIO HES 

E10 práctica co:::ún ¡;eleccionar e ·ideali=ar modelos ·de estructurL>!i a 
base da reso~tcs, a~ortiguadares y m~~as cancentrad~s que represent~n 

apro>:il'•<'.dacnc..->te el comportamiento de la estructura .. od<:>loc!a. L<l. 
a.praxin~.:>c:i'én del modelo depende del ;:nalicta y las diiarcc>cias ~: .. w 
existen c.ntre un modelo u otro no t>ic;niiican un11 discordancta en .,1 
compo~tarr,fento pero si en la precisión y e'ficiE'flCia alcanzada cnn el 
método de solución. 

Por. lo anterior. es recomendable que el analista o dise~ador ccnozca 
de manera adecucc!a las herra .. ientas ~~all~icas existentes y asl pueda 
usarl!is~En la referencia 3 se pí--esenca .. ·u.,.resul!len de considéracion.,.:; 
prácticas para 1 a el ecci 6n de 11odclos, algunos de ·¡os cual es se , 
euestran P.n las 'figuras 3.d.5 y 3.d.6 ·y se utilizan para la sclución l. 
de .1 o& problemas si,'gui entes r 

PROD~E.f'!A 1 • 

Se nec:esi t a di se!'lar · 1 a cimentación de un compresor 
caracter lsticas proporc:icnadas por el i abri cante, se 111uestran 
figura 4.1, y algunas ele las cuales se presentan a ccntinuac:i6n 

cuyas 
l!n 1 a 
1 

Se trata de' un c:ompres1lr reci procante vertical ·de cuatro ci 1 i ndros que 
pesa 12764.0 Kg y t::ene el siguiente equipo complen~entar.io, un 
enfriador de gas de 19'75.0 Kg, a•crtiguadc:res de 3182.5 Kg, y un 1n0tor 
de 8172.0 Kg, el cual ·:iane un rotor que pesa 2-;1.24 KQ Con lo anterior 
el peso total de la III.:Uluina es de 26093.5 Kg v; ,·;u 11asa equivalente de 
2660 UTW ·tuni d'>des téc,;i cas de aasal • 

La 'frecuencia de opera=ión primaria < fc~l es de SBS rp11 o <"'P l ele 61. 3· 
rad/s y 1 a -frec:uenci a 1e operación SeCU"ldari & (fopl es de 1170 rptl O 

:w.l da 122.52 rad/s, as cuales pro~ucen las fuerzas y 11o~entos 

11ostra.dos en la figura 4.1.b. Las fuerzas debidas al funci~~~miento 

del motor se considere 1 nulas. 

El suelc.de cÚtentaci;: 1 es una arena linosa medianan.ent·e compacta. con 
grava, con peso vclu~ :rico r • 1876 Kg/111, módulo de riQidez al corte 
G = 9. 6E6 KQ/m! val oc:: :lad de c;Jnd<l ccrt¡¡nte Ya = ZZ7 m/s. rel aci éfl de 
PoH;son .., = O. 35, a1101 :igua;piento histerético ~ = 0.05 y capacidad de 
carga admisible qo = l ~ T/m: 

Las di~nsiones de la '=inentación propuesta se eligieron de acuerdo al 
inciso 3.c y resultar: .'l cotae se muestra en la figura 4.1.a. Algunas 
di~si~~es se enlist n a ccntinuaci6nl 

L. • 4.20 11 

B = 2.40 11 

A = 40.32 •
1 

resuel•te para las accicnes no armónicas periódicas 
~a superposic6n de las acciones primarias y 

'.'zp,l"'>cp,y V:r.a..Moro. en !a. figura. 4.t.b>. Se 

El proble11a se 
result~ntes de 
<ver curvas 
tal:lb i l>n, e 1 caso simple de can&iderar la• &:cienes armónicas 

secur.c:L~ri i¡!:i 

resuel\/e 
.si mpl~e!: 

:so 
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CO'l\0 una funcion cuya- m~t111a Aff1Pl1tu<1 es l.t suma de I•• a~~11tl.ld~s di:! 
las accion~s prir.ilria y !:acund.ari.a actuando con l.t frecuencia· de 

1 
la 

acc16n pri..ari.t <curvas Vz y Mx de la figura 4.1.b>. 

Los resultados.obtsmidos en_t~llinos de amplitudes- muestran 
figurA 4.2-.y en tM-minos ele dc~lazamismtos en l.t figuras 4.3. 
4.11. todas en el d0<11inio de la fr:ecuQOc:i.a. ·· 

e" la 
4.4 y 

Los parA~~tros K<{> y C<{>· de cada modo se obtienen de acuerdo.cvn 
el inciso 3.d y su variac16n con re5Pecto a las frecuP.nciaG se 
muestran ~n las figuras 4.5 • 4.10. Co11o ejemplb_ ilustrativo se 
muestran dos t~las de cálculo de los parámetros K <t>. C<t>, 
K-Mn! y OC<{> .t~rainos que se utilizan an al análisis planteaao 
por· las ecuacicoe& dol inciso 3.d. <v101r tabla& 4.1 y 4.2 
re¡;¡pec_t_ivaa.ente>. .. .. ~ · ··--- ... - · ·· 

En la figuras. 4.4.a--y 4.11 se 
~ntre considerar 1~ acci6n 

muestran las diferenciAS encontradas 
COftiO en vol vente o coJDO una SUJDa de 

•• arm6nica1:0 &i~ple!&. ¡ 

. 
En la tabla 4.3 &e muestra un resumen de resultados co~arativos qua 
muestran las diferancias encontradas entre rasultados cbtenid~s en 
este trabajo y los obtenidos por el análisill que se presenta en la 
re-feranci a 3. Los resultados corresponden a la frecuencia de operación 
pr-iaaria 0 es decir para un p.,-.imet:ra ao .. O.b!5. · 

PROSI...EMA 2. 

Se plantea disel'\':,r_ la.ci~~~entaci6n para ur. generador que funciona a, 
b&se da turbinaF- de gas. La condición del &ualc de cimentación ~~ mala 
pues se tr~ta de.una arcilla limosa blandd sensitiva a las v1bracion~~ 
por le que surge la nace~idad de linitar la propagación da estas, asi 
ccao las a:nplitudes de jefcrlllill:ión' para ello. s• ha prl:lpU?sto un 
bloque adicional da in~ -cia como aislador de vibraciones soportado por 
resortes. con el arregl l 1110str0ldo en la -figura 4.120 donde_puede versa 
que el paso entre altat y bajas frecuencias a las que funcionan .el 
generador y la turbina -e~ectiva.~ó!nte, ¡,~tlll _dado por una caja de 

·engranes. 

Para la so;J.ución del problena se tona.-, las da-tos dados en la 
re.feroonc:l~- ~. los cuaJe; est~.!'! relacic:!"!edos con el funcion!!-!tientó del 
sintetua de l!t.áquinas. 1; ; .propiedades cnac~nicas del 5Uelc asi coe~o t·~s 

propiedades geométrica! y i:le inercia del ststeaa i::faentac:ión - bloque 
de inercia - a.iqutnas r ,sultantes del arreglo. los cuales se enlista., 
a cantinuación. 

Al .-DATOS SE!IERALES DEL SISTEI'tA DE P1AQUINAS. 

A. 1 1 GENERADOR. 

PuS>O (111m 1 - . 12780 Kg 
~so retor (!lb)· .. 4.29:5 I'Q • 
Frecu~ncia de opurac16n <ft.l • 1900 rpn - ~ • tBB.!5 rad/s 
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Excuritricldad da masa desbal ancr.>ada c-.> ~ 0.00254 ca z . 
Fuerza c~~ntrl fu;a <F'o•) • CWr/Q) a w • 3~. 5 l<g 

A.21 Tt..RBINA. 

Pe-co Ut-1 ,. 7402.5 KQ 
Pa;;o rotor e"'> ,. 2!57.5 KQ 
Fnx:u~?n:::ia de o;:>orac:i6ll <f2l = 8990 rpn - ..a • 941.43 rad/s 
Excc·ntricid.ld d."O 11\&S.a desbal anc:eada Ca..ü :t; o· .. ott;5 e• 
Fu~za csntrlfuga CFoz) a 336.8 KQ 

A.3> CAJA DE ENGRANES 

Peso CWc) • 5922.5 KQ 
Se considera qua las fuerzas generadas par la caja de 
nul atD. 

: - . . . - -. ,._ ·- -. 
enc;¡ranes son 

A. 4> Las fuiirzas da!iobal ¡¡nceadas generadas 
a¡:¡licadas en el cer1tro de II!Ok&as del 
¡,;:.-pendicular al eje da la flech~r que las 

por las ~quinas se suponen 
sistema de máquinas y 

une.Vvr figura 4.12.a. 

La fuerza combinada de las IIAqutnas IHI, &agün rltferanc:ia 3 1 

IF<t> = 395.5 Sen <188.5 t> + :S:S6.B Sttn (941 .. 4 t) 

o una equivalente que se cbtienm al considerar 
cuya nr~litud es la suma de las amplitudes de 
y su frecuencia es la frecuencia de cparac:ión 
la del gener•dor, por lo·.que 1 · 

FCt) e 732 S~ C1e8~5 t) 

ver la fig.4.13.bc 

B>.-PARqHETROS DEL SUELO. 

Arcilla limosa bZ~~a 
!1 r = 1763.6 Kg/D 

2 
G = 2.~6 Kg/11 - Va a 117 11/s 
V "' 0.35 
<. ·"' o. es 
Ga ., 4.9 T/raz. 

una función sencidal 
las armónicas simples 

priaaria, .an ·aste c~so 
--~-

El nivel fraático fluc:t(la y llega hasta 0.91 e• bajo la superficie del 
t~rreno an cierta ~poca del'~o. 

Cl .-PARAMETROS DE LA CII'ENTACION. 

Se ha &elaccicnado la cir.aentación de acuerdo a las rec~daciones del 
inci60 :S.c y debido a que el nivel freático está relativamente a poca 
profundidad se ha recccendado qua la cimentüei6n sea superficial para 
evitar excavar bajo agua en caso de cimantaci6n empotrada. 

Las diaansiones resultantes as! coaa las propiedades g~caétricas y d• 
in¡¡rci.a del siste<na, se IIL.Ie&tran en la fiQUras· 4.12 y 4.·t3.a. 
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enlistindo~• algunas da las mis útilas a ccntinuac16n.l 

•' 
L .. 4.26 m • 
B .. 2.13 111 • 

A 36.3 z • 111 

Dl.-ANALISIS o n-:r-;."11 ca. 

Se seleccionan ~O renortes con rigidez vertical de 157291.34 Kg/~ cada 
uno para disr:~inuir la tra5111isi6."'1 vertical de vibraciones, la rigidez 
total va-ti cal uquival iinte &l!'r.6. ~ • :S.14E6 Kg/~. El criterio de 
selección de loe resortes se ha hecho para tener un factor de 
.trasllli&ibilidad tfG los r.oscrte& de -~-"' 0.02. considGrando _a_l blC'<:¡'.H! 
inL~rcial co~o un -sistE!I\oa elec.ental de un grad·cr- Clil .·. lib~t::i-c( 
independio1te. Tr se d2~ine cOAO loa relación entra fuerza trasmitida a 
fu~rza apl~c~a. 

La restri cci6n al acvimi anta 1 atcr-al est.i d~;a IIIGICii ante postes 
verticales, dos a cada ladol la rigidez lateral as Kx = 28.83E6 l<g/~. 

La rigidez a la rot~i6n de los r~~es es func:i6n del arreglo de los 
mi:..-=• y da l<a rigidez vertical de cadoa uno de allos, en esta ca·so ,el 
arreglo consistE' de dos hileras de .. · 10 resortes cada una separada 1.52 
m a ambos 1 ados r!ol eje que pasa a través, del pi..Flto o, ver figura 
4.13.a, y su ric;¡idez .a la rot..c::ión·¡¡quival~te respecto al ujs y-y 
está dado por el .... omento ocasionado por las fuerzas en los re~~tes 
por unidad da t-.::~tac:i6n,_ ésto es; 

Kr = l'tolll~ = 
Y rotación 

siendo 1 

Kry .. rigidez a la ro~aci6n ,.espec~o al. eje y-y. 
Ki. .. rigidez vertic!ll del resorte L. 
¡j¡ e distólncia p~r·pendicular del resar~e i. al aje y-y. 
Y'."' rLO!::ac:i6n. 

en este CAso 1 

Krv = 2 Kv e 2 siendo Kv la rigidez 
risort~H> <10 .K 157291.34 ., 1 •. 57E6 
perpendicular del aje de la hilera al 
di = e ., 1.52 •· 

Por lo ~anta Kry "' 7.25E6 K-• 

vertical por cada f:1i l~a d~ 
Kg/m) y 11 es la distancia 

aje y-y, 11 • 1.52 m,por lo que 

Con la tnfor~aci6n disponible presen~ada en al inciso 3.d.2 no se 
pueden evaluar los resortes y aROrtiguadcres equivalentes del ~uelo 
p~ra las altas frQcucncias con qua operan las máquinas, sin embargo 
COCIO pudo observars;e 0 con-fcr- aumenta 1 a ofracuanc:i a obtenec>os que 
par.'l muy altoS,!> frecuenCiAS el Costficiant:e de amcrt:iguaJIIillrltD C tiende 
a pi/"..A acm;:la Vi ea elige de acuerdo-al modo de vibración • 

• 



Por otra p;:.r-tlt, t.unpoco existe infc.-rmt&e:i6n sufic:ienta p;ar·a. I::!YO!luar r-1 
re~t• dinA~!co ~qutvalonte K, para altas frecuencias con que opera 
lao· ll.l.quina, au:"l 11s1, K puede esti~s• da las ecuaciones &.26 y 9.:27 
obtenidas en el anexo B., es dQClr 1 

ai c:mdo 1 

K • K <1 - r&> 

K • rigidez dinámica ~valanta. 
K • rigidez a~t~tica 
r a relación de frecu~las • (0/wnl 
O= frecu~ocia de la acción 
""' "' frecuanci a natural no amcrt 1 guada del· ·slsteBa 

As1 ~n este caso, 
altas frGc:uancias 
de frecuomcias. 

el amortiguamiento se vuelve independiente d~ . las 
y 1 a ri gtdez .. d}!l .. -resg-t:e. dependí ante de l __ a .relación 

Considerando lo antt-rior se evaluaron ÍO$ anortiguadores Y. resortes 
equivalentes del al~lo para cada frecuencia resultando la siguiente 1 

Para la frecucmc:ia 'da cpcarac::i6n h = 1800 _rpn - Os cz 18B.S rad/s 

Moda vertical 1 . 

~~(~) a -3.0SE8 Kg/m 
C:A<~l = 1.11E6 Kg &/111 

V¡ ~ ~Y = 194.8 m/s 

Hedo tra&lac:ional 1 

~""s<~l ., -3.0EB Kg/m 
Cxs<e> • 0.60E6 V.g s/111 
Y;. = Vs ., 117 111/S 

Modo rotacional 1 

. Kry1t~l = -9.5E8 Kg 111 
~)'1. ({ l "" 1. 5"".,¿6 Kg & • 

Vi e Vl.y "' 194.8 11/5 

Para· la frecuencia de e ~aración fa .. 8'190 rp• - 0:1 = 941.43 rad/& 

Plodo vertical 1 

~<{> a -9.65E9 Kgl• 
Ca<{ l "' O. 35E6 Kg s/111 
V\ "' VI. y • 194.8 111/s 

Modo traslacional 1 

kxz<~> • -s6.09E8 Kg/m 
C><z <t) ,. -o. 14E6 KQ s/n 
Vi. = Va o: 117 B/111 

• 3G 
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..... ~~-~--·---.-.....---. 

· l'todo rotaci anal 1 

Kry2 <e') • 242. 4EB ICQ 111 

Cr~(() • -o.6~E6 Kg G • 
y¡ • VLy .. ¡q4.B .. ,. 

-
' 

donde c:ada.Kij(~) y cada C<J<t'>. est.i. ev-3luaclo ttn - funci6n da la 
fre::u.:.>ci a n, la form.a da la c:i aentac:16n y. al· ar10rti l;lu=iento 
hiüterótic:o t: , siondo ~ el IK)dO do vibr.sr y j •1 grado da :libertad. ' 
A~1, u5ando ~1 modelo de la figura 3.d.b y la &Oluci6n cbrrespondionta 
plüntoada en al anewo B.2, &a. avalúa la respuesta únic~menta para· al 
aedo Ge traslaci6n vBrtical. Los resultados obtenidos se. muestran en 
la t:cbla 4.4, cfonda .sa ·_~._ndican. las diferencias obtenidas de los 
an•lisi& sigui·onte• 1 · .......... , 

al.-considerando una acc:16n envolvente con la frac:uencia del generador 
y uha aftPlitÚd ll~ina igÜai ·.a la &UIIIA de las ar.pl,itudes. que 
ocasiaun el generador Y. (_a ·t~.rbina. ·• ·-

. _:; . ~ ... 

b l.-considerando la swaa de -arll6nicas. sinples correspondiantes . a , ·l·;a 
del ganarador ·Y la de -la .turbina. ,, 

'' 

... --
,. . ' : '· 

. '_ .. . '·-
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, MODOS TRASLACIONALES 

Vz = Fuerza vartical 

Uz = Desplazamiento vertical 

Hx = Fuerza longitudinc 

Ux = Desplazamiento le .gitudinal 

Hy : Fuerza transversa· 

Uy = Desplazami¡¡nto tr• 1sversal 

z 
(vz,. Uz l 

(Hy,Uy) 
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MODOS ROTACIONALES. 

Mz = Momento torsionante 

ez = Rotación alrededor del 

Mx = Momento transversal 

6x = RotaciÓn transversal 

M y = Momento longitudinal 

fiy = RotaciÓn longitudinal. 
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MODO DE ACCI o N E S VIBRAR 
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T • .!.!!..._ 
_188.5 

t • TIEMPO EN SE9. 

b ). - Fuerzas eentrÍfuqos dtsbalanceados 

ACOTACIONES EN METROS 

·• • 
1 
.! ¡ 
l 
'1 
" • 
~ 
n 

ESQUEMA S Y DATOS 
lCONTINUACION ) . 

PARA El- PROBLEMA 2 

. 76 1 
' .. T4 ; 



1 
1 

• 

--:_¡ 
--

TABLA 4.1 

MODO DE 
VIBRAR 

VERT,I~AL 

íCr t 1 )•1.9[8 K,hn. 

- . Kt 
Ctlf)•l2!6m. 

HORIZONTAL 
TRANSVERSAL 

itrtll•UUEBK .... 

!,n 1•1.r•u~ 

HORIZONTAL 
LONGITUDINAL 
~.,, ru.6caKftr 

¿,¡ J l•t74U ~~ 

CABECEO •" 
TRANSVERSAL 
~,., J )•102(!1 """' 

:r•l J l•l~U Kr 

.. --
CABECEO 

LONGITUDINAL 
;vpiJ ,.UTttK• 

&r t J l•e_-¡[6 ~ 

TORSION 

~lfl-2.4U K.,., 

pe' I•B.7U K•• 

ao• 0648 

PAR A METROS. 
REQUERIDOS 

DATOS: ., 
• 1871 "''"~ -

8•2.4m. a • 98!il8 20 ''"'~ 
• 

L•4.2"'- y. 0.35 

f • 9. 7' Ht J. • O.O!t 

:A,. 2w f .tl ~ 61.3 rod/Z 

. -.. 

CALCULADOS 

A• 4LB A • 40.22 m. 

• S h • '"T LB · h•77.4m.4 

,, . 4 L3 "e ,. 1,- 23Tm.4 

• •1-LI (L2<r) -'•314.!5•~ 

• • ..!.. -¡j'l'-. 0.57 l. 7!5 
4L l . • 

~ P.l91.23~ r·-:;- ... 
o •12 

Y••(¡;) Y• • 2Z7 m/Z 

JlB Go • 0.648 .... --V o 

Frecuencia 
.R. • 61.3 

.. 
de operOCIOO 

FORMULAS USADAS PARA LOS 
CALCULO S 

S, .. O 7l + t.~~~) kz POft INURPOLACION 

IN LA Pl,tUftA l.f.tl 

.... ,.~ 
1 -. 

,. 
c.---,.v.A. 

""'- •J 

- - ·-·- --· --
(')"" S,•4.! -

4L' 
k y ro• IHTUPOLA CIOK 

IN LA PIIURA 1.4.1i 

"" 
• .• - -· 2 •• L, • pV,A 

o.nLc ( ') X.•X.---1--
' ' 0.71-• L ha • 1 

c. • t,,v,.A. l, • l, 

• IMTUPOL_ACtON s.•J.2b¡,.o.• krx , .. ·-= 
IN LA "IUIIA 1.111.14 G 

~ •S ~(IJ"" 
. ,-. 

C._•--,V,I, .. "t-• 1(1 - •) -
~ ... ).2' kry •o• INTU .. C\.ACIOII 

c•t.A PIIUftA J.4.t4Q 

«.-s .. ~''·f" 
. ,, 

1 -. c., • ;:¡¡-:--;. ,_v,l. 

-
kt 1(, • S.G(/l''" 

s. __ , •• ·~~-' (. _ n · I"'ft tNTf.ft .. OLACION 

~IN LA PleUftA l •• .t4.1t 

c.;, ,v,, 

EXPRESIONES PARAINCORPORU 
EL 

AMORTIOUAIII E liTO HISTERETtCO 

75 

, .. 
. ' 

CALCULO DE RIG.IDE CES CALCULO DE AMORTIGUADORES 
¡¡_ 1 ~ l = ¡¡ - .nc ·e 1 P = e ... ,zu~ ~~ 

o.H 
i. 74 v~..,•t:5.:.41 227/(!_.,.,&H •-o.3!!1• 31'1•/. S:r-0.73+ t. :54 t~-~7 1 • 

Ka- 1.7'4 (2X42X985[8)/(I-0.35)• 2.1(8 K/rn ~ •• 1 

CI•(I)(HB) (191 23 J (4(1 221. 2.tE'!I ~-
... •0.95 ... IU• 0.9,a21[8 • 1.99[8 tt./fPI . 

Cr t f 1• 2.'3E6+ rt!..!....2.!_t_LJ Jo~·l.ze.-~~ 
R.t (l. J•t.99EB-(6t.3)(2.9E6 )(Q_Q,)o l9E8 K/m. 6Ll 

Sy• 4.5 ( 0.57) O.]~. ' .•,""::-. e, .. 
~.63 

•• K y • 3.~3 (214.2•9 8,(6 )/(2-0.3'1•182(8 M: .In e,. t1HI91It2271t ~o.z2 , t. 74U ¡;;: 

~-;' •'.~"! - iy•ttn' IIIA2E8) • 1.87(8 K/ m. - · 2IH17U 1 0.05 • 1 7C[6 !.!:_ 
i<r 1 t 1 •187Ee -61.311.7~(6 1 lO.O' • 1.81(8 K/m 

c,t,1••.7"U+ 61.3 ~-

021142)19f'-'5E6) ) l2t:B~ c. •11 )( 191) 1227 )(40. 221• 
.. 

Ka • 1.82(8- (1-0.57 •l. '·'"u-;-(O." O.l~) 
~ ~ 

e, • e • • • 
Ka • M:a - Ka • t.72EB K/m. 

ia ( l )•I.72E8 -61.3(1.740j)Q.~• 1 66EIJ ..... i.u. J•l.r~u• ~-tlloo5•t7crs....!!.. 
; 6 1 ' 111 

Sra, 3. 2 Cu • 13 re 1 ( 191.23 )7 7. ~ . 5.6(0 K1;w. 

1
9 BE& 

11 77
_
4 1

o.n " Kn • ].Z •l.z-¡{:91(- ... f~'' 0.3 - (:,, . 167[6 •• ,.._ 
1-Q 35 

'Cut(.1•1_67E6-1 211 O?E'll o.o5•l.l~n "-"" ara•09 ~ Kn•t09)(li5E9)•1.0.U9 K·rr~ . 

i<S!.lll. 1 oJr.9- s1 Jtt.6n!U_o.o~· 1.oir' """ 
t 61 J 

Sry • 3.2 5. 2 -
·~,r•I37B)I!'JÜ3112H) • 1l13ft ~- .... 

Krr•!.2(~ )(257)0 75 •22!9 K-rr~ . •; 1·0. 35 Crp • O 2 e,,. trr· ~.,. 3.~zr• lbM 

trr • 0.8~ ...,. ilrr•to85H2.2E9I•t.88E9 ...._ 
érr ('f.J•5.42(15+~.!~05•S5lllltl ... 

Krr t 1 ,._. eeE9~SI.l ( -,.42Eel0 05•U17E9 K"" 1St. 3 

St•l8+10.7 (1-0.57 1 
10 

3.8 Cl •(19tlt2271131•1• 1].6(15 ··-
Kt• 3.8 I9.SE61 ( 31~ 5 1° 75 . 2.78[91(-m. Ct • 0.34 ét • Cl ~~· 48U ··-
ltt• 09 Kt•0.912.78E91 . 2.5E9 K•m. ¿,e t , ... 6E6+ 212.6E' , O~• 8.7E.IIllllllll 

61.3 
Kt• 2 ~E9- 61.~ 14 6!6 10.05 • Z.4E9 

Klll•K·2~c c1 ~, • e • 2), ¡¡ 

-

• 1 



TAi3LA 4. 2 

<lo= 0.648 .Jt = 61.3 rod/.s M= 17693UTM .lxx=53129.7 K-·s2m. lyy=112600.5K-s2m . 

• 
l 

i 
1 

MODO DE cn. )= jla~,-Mst2 {/](22 'J<¡ (.Jt ) =· ~k q ) = 1</(tl=Ci ( !j ).Jt 
V lB RA R 

VERTICAL 1<_, (.ft )= 2.31E8 K/m. 'k z ( !1 ) = ·1. 9 EB K/m !<. 2z (.Q ) = 3.2E6 (61.3) = 1.96E8 K/m 

·1 ¡ 
l 

' 

; 
'X- MJl 

2 
'l. 23 E8 K/m 

. l 

i 

1 

l--. 
1HORIZONTAL 1\_, I.R l = l. 56EB K/m. r;<. ly ( , ): 1.81E8 K/m 1<.. 2y U!.): 1.74E6 (61.3)' 1.06 EB K/m. 

' TRANSVERSAL 
()( 2 

,. 

-Mn_ ,• 1.14 5 EB K/ m. . . 

l 
l 
l 
j 

HORIZONTAL 'k•l!ll• l. 45EB K/m 1<..1• Ut ) • 1.66EB ~/m. 1<. 2a(.Q )=1.74E6(61.3) =· 1:06 EB K/"' 

LONGITUDINAL . 
2 

. , -Mfl. =0.99EBK/m . 
·' ·• . .. . 

..... -·~-.. --

l 
l • 

1 • 

1 

-.l 
00 

l 
j .. 

! 

CABECEO 1<._,. (..Q )• 0.84E9 K/m 1<. Ir~ ( Jt ): I.OZE9: K/m. 1\ 2ra (Jl) •3.35EG (61.3 ) •0.20~_E91<t'n 
TRANSVERSAL 

' . ' 1\ 2 . . 
\-}

1
Jl = o B2E.9 .K/m. 

CABE CE O ; '}<..ry 1!1. l• t49E9 K /m. 1<. lry (Jl. )• 1.87~9 K· m '}( 2ry (.Q)=6.~E6 (GI.J j·'= O 4E9 K-m: 

· LONGITUDINAL 
.1 1\ 1 2 .. - Jl = 1.44 E9 Km 

y 

TORSION :1< 1 (!l ) • 11( 11 (Q). 2.4~9 K-m 1<. 21 (/l )~·8.7E6 (61.3)•~.53E9 K ·m . 

·'· 

1<.-J{/_2 = .. ' 
l • .. 

1 
·; 
¡ 
\ 

76 
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ji 
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·tABLA 4.3.-Re:;umen de r&n•ultadoJO p;;.ra Rl probler~~a.l, corrll&pondon a la 
fr~?cu&mc:ia de I?PE'rac:16n prlllarla.de la ~_quinA, ao ·~ 0.65. 

modo eh vi.brc.r aceirn •~mo. ci•.orro- r • t • r •·r.c i. o • envo v•nt• r.\ coa • L rnp • e 

v•r\ \coL 3.26 ¡.¡ 3.26 ¡.¡ 2.6 ¡.¡ 

hor i•ont'ol XX -2.27 ¡.¡ -----·- 1 .• 48 ¡J . .. 
c:.ob•c•o MX 7.63E-6.r:Ad 0..491: 6 rad~ 5.04E'-6 rad. .. 
eob .. eeo y y 1. ~t:. · ·b · r ad - - u .tl4E -6 ,.. ad. 

-
r. ' 

-~. 

·-.~-=-.:,;...:_.: .• --=~-.:..~ __ ....._,;:·;.·~-= 

• 

... 
• 

-' 
T.I'-..ELA 4.4 •. -Resu~nen de resultados. para el proble~a 2 

d ,.,; ~ l'l>" ay-• • n ~o acc\yn· •uma. .de arY'o- ret •r·e~c \_o • ...... \.1.0~ onvo venl.e r..~o.c:oo a\.mp •~ ... - . 
'. 

. ·: :~ 

' ~~o.q\.1 i. no+-\'1- l.oq}-'* 4.91 ,., 2.73 ¡.¡ : .. 2. 73 ¡.¡ 
· • L n • r c·\·a.. · -

. -
ci.rnentaei.on 0.01 J.J. 0.03 J.J. 8• cf"ai.dero 

. . ) ~ nu a. . 

¡.¡ = 11ic:ras 

' . 

. :... 
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1 

cm. 
o .... u 
a: 
e: 
o 
!:-! 
Cl. 

' o 
VI 
...J 

i( 

...J 1:)_, 
UJ 
o 
e: 
:E 
X 
e: 
:E 
o 
::::> 
1-
...J 
Cl. 
:E e: ur' 

•o·J 

' . ¡·· 

'----· ---· 

. . ~ ~ 

.·-
... ·l 

sec;¡. 

duraciÓn de ascenso del ·pulso 

I o = Em.piezo o percibirse 

1 b = 

Ic = 
. 

De focil 
. ,· 

percepcton 

• 1 

De fuerte · pe~cepcion, molesto 

U o = Muy , desagrado ble, daño potencial poro 
exposiciones prolongados 

. :~ 

II b = Extrt¡modomente desagradable, definitivamente ... 
peligroso 

El proceso de decaimiento del pulso puede ser de .poco importancia 

FiQ. A.3 

1 
·-·-·-~--- ·- ,--

1 • 

TOLER.O.NCIA DEL HUMANO 

REPETITIVOS· ( REF. G )· 
82 

A IMPACTOS 

• 84 
VERTICALES 

práctico. 
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1 
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~EIQ B.· SOLUCION DE LAECUACIO~ DE EQUILIB1UO DINAJ..lCO. 

D.l. SOLUCION DE LA ECUACION DE EQUILIBRIO DINANICO 1 

Retl e M üetl ~ Petl ec. B. 1 

Nota 1 El slmbc.lo Gl indica suma vectorial y para referencia úsese la·· 
notaci6n de la fiQura 8.1. 

RESF~STA HAXln~ EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCA. 

f'(t) 

RCtl = ~ uCd 

~= ~ + i!Kz 

u (l) = Uo 
ico t<t~. e 

oetl = ' O Uo \ce l+..-.> 

' o u(tl e = 
Uetl .z oz Uo 

,, ... l+•) 
-0 z uCtl = \ e e 

sustituyendo en la ecuación 8.1 

X u e t l + M e -o• u e t l l "' Po e ia l 

iD L l.-. -.Z.. • \.oc \ \... \.Q \ 
~ Uo e e · - M ~J uo e · e . - = Po e 

eliminando términos 

factorizando · 

ejecutando operaciones y &utituyando ~por e~ + i~l 

:;: ~ . ecos <1> + • Sen r1> > < (!~(& - 1101 1 + i!Kz , 

83 .. 

ec.B.3 

·• ec.D.4 

ec.D.5 

ec.B.b 

ec.B.7 



igualanrlo realP.s con reales y complejos con complejos obtenemos .. el 
t;iStl:!ma de ecL·aciones siQUi"'nte r 

Po 
üO 

de donde! 

•- ... 
---~ .... - ··----·-.... ~ ... 

,, 
es decir ,, 

1 
• !1\:z ?::z 

Tg4> .. = 
!11::• - 1'102 !11::• - 1102 

y por el teorema de PltAgoras 

Sen<#> = 

Ces~ = 

a 
+ ( .. ,..z_ ,. 1 ,.,., . l'.i 

Mnz- ~. 

por otra parte de l·a •cuaci6n B.O 

sustituyendo 8.10 y .1 .12, entonces 

z 
(!J::s - l'tO ) -

Po /~-
üi) 

94 

ec. B.B 

ec. 8.9 

ec. B. 10 

ec. 8.11 

ec. 8.12 

. 86 

1 

r 



-1 

o 

: ~ 

' 

o 

() 

• .. eso:. - 11n• > cMd- ~:. > - ':z 

z z · r-z----------------z~. 

',:.1'10
2 

- !11()
2

1
2 

- !1"-s. + "'1101
:- !lú ~., ~: /•x:z + Cl10

1
- !l':'s l 

cambfa~do de siono 

a z· 
!~':& - 2X1M01 + Cl102

) + 

factor-izando 

+!Id r = 

"' 

.. 
. ,-; 

z 
!Jú e -

p~ 

u3 

p~ 

u& 

p~ 

u~ 

[!Id + Cl'lo'>z -211Clz~ 

[ex. - 11n'>
2 

+ Id )] 

di vi di ende entre el ·t~rmi no entre· par~ntesi s 

; 

+ 9dl 

" 

sacando raiz cuadrada en ambos miembros tenemos r 

Po 
U o 

&1 Po 

IC. 

.. ,...a 1 a + -.2 n•• :1\.Z que es la ecuación 3.d.l0 

e u •••• siendo u-.. el desplazamiento. estl>tico,entonces 1 

,-
85 

87 
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' -¡ 
1 .. 

1 

., 

1 

elemental de un orado de .Iibertadl ~tn la ecuación 8 •. 2¡., ·K tiene> 
asociada· lA r\gidez y la i·nercia del su .. lo de cimentación, por lo 

.. tanto K no es :.ona constante, como e• ·común suponer ~tn 1 a t>ol uc i 6n d.el 

. sistema elr!mt>ntal do un orado do libertad. De lo a.nt,.rlor, por
conveni~ncia y para diferRnciar entre una resorte constante y una 
rioidez varicbla se d~fina lo siou1ent~l 

K • rigidez o resorte dlnamico equivalo."lte, es una variable. 
K • rigidez o resorte estático,· es un;a con9tailtlt. 

Por lo anterior, si ·se usa la solución del sistema 
gr~do de libertad para representar el problema de 
estructura plant~Pado en la ecua~ion B.lf la 
10cuaci ones B. 20 debe. ínter-prestarse como una K, 
sistema queda 1 

[
<i< 

. co (!( 

·elemental de un 
interacción suelo 

K del sistema de 
con I_q .·. QU.e __ <f_i che 

ec.B.23 

La relación entre K y K puede encontrarse como slguer 

Puede demostrarse que al dividir la ecw•ción 8.19 entre u&+mz resulta 

Po -UJ.+i.UZ 

P<tl 
U(t) 

siendo 1 , 

PCtl LIQ l> .. Po-:.e . 

lQ L el<Q L+.., u(t) .. hu +.lua)e = uo 

r-z---'z 
Uo '"' ,fus +Us 

rp = Are. tan (~) 
us 

&c:.B.24 

(ver anexo C) 

de· lo anterior, la ecuación 8.19 puede arreglarse c:o~ se indica r 

P(t) z 
u(tJ = (K -·MO ) + l CO 

expresión que "s lieiiiE!janta a la 9.3, - dec:irr. 

PCtl = (K - ~Oz ) + l CO 
U(t) 

1ts seaejc.nta. ar 

R<tl 
U(t) 

.. Xs +'~ 
<· 

. - -- -·. ·-·---~---~ 

• 90 
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N6tese que Fltl e• diferente de Rltl. 

Otra ve::, si ~e utiliza ·la soluc.ión del si~tema elem<?ntal de_ un· c;¡rado 
de libE>rtadl é~:be mantenl?l'"se la lllisa-.a i~t~pe-danc:ia,·esto significa que: 

Pltl 
u<tl sea igual • Rlt>. lo ·c:ual 

u ( t) • es·cterto, si y sólo si, se curr~le lo 

siguiente 1 

~ "' K - l'lrl 

,;z "' en 

pero ~ ., K por lo tanto : 

K "' 1< - l'lrl ec.D.26 

que es lo que se queria encontrar. 

Por otra parte, si analiz~s el término K - 1'10% de la ec:uac:í6n 
vemos que: 

• K (1- K~~) 

.. K(1 - 0:) 
c.>n 

= K.& siendo .6 = Cl - r%1 

con lo que la ecuación 9.26 queda: 

IC = KA. 

donde 1 

ec.B.27 

ec.B.28 

B.26 

r = es t·a relación de frecuenci"a de. la acción a frecuencia 
wn 

natural de vibración no amortiguada • 
.6 = coeficiente de variación de la rigidez din~mica c:on la 

frecuencia. 

Por otra parte el amortiguamiento e se mantiene independiente de las 
c:arac:terlstiC:as de inercia del sistell\a y &i analizamos el término eo 
vemos que 1 

en "' 2(lrr.: puesto que 1 

.. 
89 

• • 

) 



·CC "' 

e 
Ce. 

donde! 

~ = relación de amortiguamientos como se define en el 

elemental de un grado de libertad. 

sistema 

Ce= amortiguamiento critico para que el siste~a ele~ental de un grado 

de libertad no vibre. 

.. 
1· 
•. 
' 

... 

,. 

. ........ ------ ---· 
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8.2.-SOLUCION.OEL MODO VERTICAL DE DOS ·~~AOOS DE LIBERTAD. 

Ecuaciones 3~d.6.a. . ' 

1't1Z1 + K1U1 + C1ü.t ., PCt> 

M~%z + Knz + Czfz - K•u·, - Csw '" o ... 
Ut • Zt - %2 

sustituyendo B. :51 en 8.30 y 8.29 

r-hZ's + K.Cz•--- zzl +. Cs<zs Zz) .. p(ú ·--~::_, __ ' 

l't~Ú + ~zz + Czzz Kt(Z& zzl C.C:Z. - z,., -o 

efectuando .operaciones quedan 

·- .. -

Mz%z +CKz + K1lzz + (Cz +Ctlzz - K1z.t - C&zs •! O-. 
si 1 

PCtl Po le i .. ii 

.. ,;, · ... 

lea \. .•. ) -Czú + lzu> e la l Z1 "' Z10 • 
. .. 

zz .. zzo 8
Lea l + .... z) .. Cz:u + i.zzz> e la \' 

.ntonces 1 

la 
i.<Q l+.SI i.Q Zi .. Z&O e " Zi 

z - i.CO t+4H.) z zs = -a zso e.·· = -Q Zi 

la 
lec· l+..ZI i.a 

•• : t .. 
zz " zzo e .. zz 

;. 

Zz z U a l+...Z, z 
= -Q zzo e " -a zz 

- . ,. 

.. 
sustituyendo en 8.32 y 8.33 

. '· 

-~ 
____ ... __ ::-_ :;-.. ;_ -·":. 

... _. ... 
':.,¡ 

._-,-. 

...... _ 

-. 

•c.B.29 

ec. e·. 30 

ec.B.31 

----··:-·--- ... ,;;-;:.·-:-:- ...... 

ec.B.32 

ec. B ._33_ 

z -. la t 
-M.O Czu+i.zszl e + Ks (zu+i.zul e · [ La l . iQ l] 

Czzs~i.zzz> e · + ••• 

[ 
la t ••• +Cs C\01 _czu+i.zu> e - (zu+Lzu> e · · la t] 

"' P _la l 
o - ec.B.34 

-02112 <zu+Lzzz) e la· .l + CKz+K1> Czzt+i.zzz> e la l+ CCz+C•I mczu+;.zzzl eln l + •• 
~·· 

Lat lat • • C-ksl (zu+i.z&zl e - Ct Ci.OI czu+Lzu> e "' 0 
... 

ec~B.35 

91 
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1 

Ar".f.XO C.·!:OT .'\ClO'ft VEC1'011AL. 
Es conveniC!ntl! utilizar· la notac:ié:l vectorial conopleja para 
reprpsentar fuL~zas y despla~~iontos. Dicha notación p2rmite 
represer.tar el desfasamiento o:ntre fuor-za y d"'splazamiento a tr.:>·,·.J.s de 
las collpDrlentes, real y co:npl<>ja, de un vector r~>pre•;Gntado en el 
plano com¡:>lejo. t:1~ este caso, ·la parte real de un n(i:nero cC>nplejo 
estar~ asociada a las caractaristicas de riQidez e inercia del 
siste111a,- ~nientras que la parte i~naginaria, re-fleja las c:arcocter1sticas 
de a~ort1~uGmi~1lc del siste111a. Para referencia se usará la figura 
c. 1. 

Por otra parte, es (Jtil demostrar que 

-. l!O·\·: '":. \+ .. 
U(t) • (UJ + lUZ)I! • UO e 

As!, si 

u<tl .. <us + Luz>e'0 
\ ec.C.2 

entonces esta er:uac:i6n es igual a 

.. <us + luz) [ces Cotl + L Sen <Ot>] 

de la quel efectuando operaciones, tenemos 

.. [u• Cos Cotl - u:a Sen <Ot>] r.• i [u• Sen <Otl + uz Cos (Ot)] 

~ . uz ] = us Leos <Ot l - ¡¡-¡- Sen Cot) + ;. u. [sen <ot>--+ 

por el te=rellla de Pitágcras: 

U2 
Tan <fJ "' u. y 

entonces 1 a ecuación C. 2 queda 

Ces <fJ "' 
Ul 

uz 
Ut 

Ces <Ot i] 

• w [ Cos (nt) -Tan </>Sen, (0t) + L (Sen (Otl + Tan </> cos <Ot»] 

.. us [cos <nt l 

- [cos <fJ Ces ,¡, 

Sen ti> 
Ces <1> 

Sl!n <Ot > + l <Sen <Ot > + 
Sen ti> 
Ces rp Cos <ot>] 

Ces Cotl - Sen <fJ Sen <otl + l <Ces </> Sen <Ot> + 

1 . ' 
..... l) 

..... 

¡ 

f 

() 
·¡ 
¡ 
i 

l 

1 
1 
"' 

1 

J 
1 



•••• Sen~ Cos <Otll] 

y por las identidades trigonom~tricas 1 

Ces (a • ~~ R Cos a Cos ~ - Sen a Sen ~ 
~ 

Sen (a ~ ~~ e Sen a Cos ~ + Cos a Sen ~ 

se encuentra que 

• 1 uf + u~ [Ce& C</J + Otl ·--"'~'-~~- J<l> +. Otl ] 

ccnc:l uye que:: y &a 

• 

uCtl 
l•g l 

.. Cus + iuzl et e \.(Q t.+tw 
- uo lo que se queria damostrar • 

siendo 1 

~o -1 uf.+ ul 

4> • Are. Tan uz 
Ui 
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o l.- NotaciÓn vectorial complejo 

. F = o + bj = ( F ) e j e 

o= 1 F 1 Cos e 

b = 1 F 1 Seri e 

( F l = Va2 + bz 

e= tv·' 1 ~ a 

' 

t 
a 

b )~ RepresentaciÓn de la auma 

respecto al otro. 

de doa vectoru que Qiran 
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INTRODUCCION 

En la determinación del comportamiento dinárnico de las 

turbomaquinas intervienen factores sobr~ los cuales, aún en la 

act~1alidad, no existe un conocimiento pleno ni se ha -.desarrollado 

un. método que permita reducir la complejidad del problema. 

L-as prLleba_s de giro que -~e r~~lizan en los talleres de· !os 

fabricantes de estos equipos conducen a parámetros dinámicos del 

mismo qLte pueden tE:1er· variaciones impor-tantes a las obtenid·a·s en 

las pruebas de árranque o en condici0nes de operación. 

Dtra parte, la necesidad de equipos o 

instafaciones a las turbomaquinas oblig~ a apoyarlas sobre una 

·=imen-ta.cion estruc~urada, esto es a base de columnas y tr--abes., las 

,..cu.3.les también son conocidas como cimentaciones fle:<ibles, por su 

~aj6 rigidez late~ál que presentan. La mayoria de ~as veces, estas 

cimentaciones san de concreto .reforzado, evitando tener ltn control 

adecuado 50bre el módulo de elasticidad del el cual 

in-:=luye di:"'·ect-~mente en a ri.gidez del sistemd y, par·, lo tanta, en 

l~s frecuencias naturales del sistema. 

El terreno sobre el CLI.al , finalmente, se transmiten l. os 

~sfu~rzo~ estáticos y diná~icos inducidos por el equipo y su 

c:mentación, es otra elemento en el que e.:< i sten serias 

di-Ficul-tades para determinar su.s parametras c:aracteristicos ¡:.ara 

integrales en un estudio detallado ael comportamiento dinámico de 

un sistema equipo - cimentación suelo. 

Sin embarga, un buen numero de in\testigador·es en ·el mundo 

es tan desarrollando nuevas t~cnicas tanto anali. t"icas como 

experimentales que permitan resol ver· las interfases equipo 

ci~~ntacion y cimentación suelo para poder establecer un 

pr·ocedimiento adecuado en la solución de este problema. 

1 
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En estas notas se presentan, brevemente, algunos conceptos 

elementales sobre las eq1Jipos rotatorias qL1e el dise(iador de la 

cimenta.ción debe conocer· para obtener mejores resultados en su 

tarea.· Asimismo se presentan descripciones de los métodos de 

las matriceas de transición y del elemento finito, los cuales san 

en la actualidad los mAs utilizados para el análisis de 

cimentaciones de turbomaquinas. Por último, se reportan resultados 

de estudios analiticos y de campo realizados para determinar la 

causa que· origina ·Lin problema de grandes amplitudes de vibración_ 

presentes en las cime8taciones de los equipos o en los edificios o 

instalaciones vecinas. 

TURBOMAQUINARIA 

Denominamos como turbomaquinas,a aquellos equipos con 

velocidades de operación mayores a 1500 rpm cuyo accionador es una 

turbin~ de vapor o de gas_y las cual~s, de acuero a SLI función 

pued~n ser clasificadas como : 

Tur·bogener·adores 

Tur bGCC!illpr·esores 

Turboventiladores 

Turb·:J1r.bas 

En ~as turbinas de vapor la energta t~rmica del ·;apor genera~a 

en las calde~as es trar1sfarmada én enei'"·~i a cir.-4-tica. en la·;:; 

t-.:.:.:·üer·as par·d desp':-t6-·::; ser'"" cond1.1ci.do a través del i:)a·:..o de .:..1-:~.bes en 

dsnde se le fuerza a modificar su velocidad y di~ección, de manera 

ta! qua el mdmento lineal del vapor cambia y este cambio ejerce un 

empuje scbre !os álabes dando origen al movimiento rotatorio. 

Mient~as· ~1.1e los eq,Jipos !ecip~ocan·tes la transformación .del ·calor 

er~ trabajo 5e reali=a en una -sola etapa, en las t~trbinas este 

pr-oceso puede r·ea.li::ar·se en varia·3 etapas. Las tur·binas diseí'\adas 

para ca~vertir energid caloriftca en energia cinética solamente, 

se conoce~ como turbinas de acci~n, en tanto que las turbinas 

donde esta transformación es realizada p~rte en la toberas y parte 

• 2 
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en el paso 'entre álabes se conocen como turbinas de reacción. 

Asi brevemente descrito el proc~~o mediante el cual. se origina 

el m·avi mi ente deÍ rotor, 1 as tLtrb i nas no parecen ser _parte vi tal 

,en los procesos industriales. Sin embar·go, del . , adecuado 

fLincibnamienta de estos equipos depende 13 capacidad d~ producción 

cl2 las plantas, de mane~a que la falla de una turbina ~uede ser 

causa de un funcionamiento deficiente·e incluso del paro de una 
• :.. - .J. ' 

·-~lanta indLtstrial. 

L~ parte fundamental de una turbina ~S 
·, ~Ll r·ator., el cual .. . .. ~ es 

una flecha qLle tiene ~ontadas diversos tipos de componente~ como 

lo son discos, camisas,ruedas de engrane,impulsores,~l.a~~s~etc. A 

su vez el rotor esta apoyado sobre elementos estructurales 

denominadas chumacer-·as, cuya fuf!ción es separ·ar el rotor de las ... 
com~onent9s estátfcas de·la turbina. 

"' Para poder determi·nar adecuadamente el ccmportamienta· 
• ·>, 

di ná.mi 1:0 

.;o-

'1~:; 

-de una máquina rotatoria se requieren reai·~=ar u. na. ser· i e de' ..._ 
'. -

esfudias analiticos los que se muestran 
~-

en la figura 1. Debido. a 

que n,_,_estro intef"'·és es cono~er las fr~cuencias. y . forma.-5 _.-nodal.es .. 
del rotor· de la tu-,:..bina para ev:itar· tener amplitudes de ~vibras_ión 

.! ·• 

grandes que daKen al mi~mo, por encontra.rs: .en r·esanan_c~ a __ can 

alguna frecuencia excitadora del .sistema, describiremos la -fDrma 
'' ¡ ~ ' " 

de obtgMer estos par~metros din~micos . . . 
~at~~ce~ de transici~n . 

emplea.-,da el 
i . ~ •. 

método de ~ .:..s 

. '• 

Si w es alguna -frecuencia natural del rot.~r y es l ~- vel oc i da.d 

de operac_ión, decimos que e!<~ste f"'·esonanci'a mecánica cuando la 

rela.ci6n de -frecuencias es _igual 3 !. Se puede demostrar que 
~ . ' ' '' ' '. ' 1 ' ' • 

0n sistema dinámico, la respuesta de un sistema de. masa . 
~elocidad de operación 1 sobre el cual actua una fuerza F, es 

C' 

ydi..n 

o bien ydi..n 

multiplicando por· k/k, 

= 

= 

F /. 

F 1 

siendo k 

4 

, 2 ) 

1 2/ll\ 

la rigidez del sistema 

• 3 
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Al. analizar las astacion~s en donde existen masas concentradas 

podemos considerar dos casos: 

a) Masa concentrada considerada como puntual, la cual 

intr:odLtce du,-.ante las· vibraciane·s¡ una fuerza de iner·cia 

que produce una discontinuidad en la fuerza cortante. 

En este casa, la matriz que relacióna el vector de estado a la 

izquierda y a la derecha de la estación ~sta dada por 

y ldo>r 1 1 o o 
e ·1 1 o 1 o 
M 1 1 o o 1 

V 1 1 -mwz o o 

' 
o bien d"r Lzq 

z, . ; F·;_ Zl-i 

La matriz P se conoce como matriz de·. punto. 

bl Cuando existe un apoyo de rigidez 

o 1 
o 1 
o 1 
1 1 

K, el 

obliga a una discontinuidad en el coit3nte. 

L3 ~atriz de punto P en este caso es 

1 Y I·J.¡. r 1 1 o o 
1 e 1 1 o 1 o . 
1M 1 1 o o ' • 
1 V 1 1-K o o 

F~nalmente, .. para definir completamente el 

especificar· las condiciones de .fronter·a. · 

o 1 
o 1 
o 1 
1 1 

pf"oblema 

Si los e:~tremos del rotor estan libres tenemos 

Zo. = 

Zn = 

1 y 

1 y 

7 

e 
$ 

o 
o 

• 

o 
o 

G 

1 y 1 e zq 

1 e 
1 M 

1 V 

i.- t. 

cual también 

1 '1 

1 e 
1 M 

1 V 

ltzq · 

1 

1 

1 
i.- 1 

se necesitan 
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'.1 

11 

1 

'1 

! '.¡: 

': 
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1 ! 

.\ 
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A partir de las matrices de campo y de·~unto podemos relac~onar 

. .:ntre si ·a los vectOres de estada adya.ceni:es y mediante un proceso 

de sust i tuc i.ón usando ·pr-oductos·· matri·ci a11es es posible el i mi r;-aar 

los vectores de estado interm~dios, de la manera siguiente 

Zn = Fn Pn · Fn-1· Pn:..t fFn-z Pry-~.-•• · •• Ft:.PzFtPt Zo · 

estableciendo la matriz 

y 1 1 Utt ll12 Ut3 U14 1 1 y• 

8 F 1 U21 uzz' l.l23 U24 1 1 e 
M. -1· ·' 1 U31· LJ.92 U33 'Ll34 1 1 M 

V 1 ' 1 U41 U42 U49 U44' 1· 1 V 

.. 
O' .r 

Est~b!·eciéndase·la· s~bmatriz 

' 
·.· 1 o~ 1 U31 Lt32 '1 1 y ,. 

..... _, .. 
1- o 1 1_\.¡1 Lt-42 1 1 e 

.. • 
··Para que. -tenga· una -Solución distinta de la trivial sr_t deterillinante 

debe ser. nulo, lo que conduce a :un poli no&ili o de gr·a'dO. N en wz, 

siendo N él ntimero de estaciones y las raices de este sistema- las 

las frecLtencias naturales del rotor·. Est~ análisis es muy 

impOrtante pues vat"·i ando la .·rigides de 1 os. ~··,.apoyos podemos 

construir el Mapa de Velocidad es Criticas del r·otor, el: ~cual es 

una gráfica que nas. muest~a la variación de . l-as frecuencias 

natural-es de.l sistema en_ funciÓn de '1a'r.igidez de. sus apoyos. Las 
' .cimentaciones del tipo f 1 e:-:i bl e ·ti en·en columnas cuya·- rigidez 

lateral influye· en el comportami'ento de estas frecuencias. En la 

figur:oa •5:•se presenta u,:, mapa de estos,. as1 .~·como las formaS de 

orbita~ del'.rotor cuando los apoyos son completamente. rigidos y 

cuando son fl~xibles. ' ' 
.o : ' 

e 
En .la. figura 6 se presentan las formas modales d!'!l r:-otor de l.a 

t~rbina de un tren· de aire'Litilizada· en la· iridustria Pe~roquimica, 

en la figura 7 se muestra el mapa de velocidades criticas y en la 

• 7. 
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PLANTA PROPILENO 

EQUIPO TURBINA E~~IOTT CT.AIRF. CT-IOil 

LOCALIZACION u-,- - :-· 

116.55 oulg: 

1 

" u¡ 

CONTRATO 

MCOEi..O 2SNV !';¡ 

FECHA ASR-87 

+ IER.MODO 
>~ 2DO. MODO 
~ 3ER. t10DO 

~ DISTAN~IA LONG1¡T0DINAL 
40.00. 80.00 120.00 160.00 200.00 240.00 L_.. ______ L_.. ______ L_ ______ L_ ______ L_ ______ L_ ____ ~ 

RIGIDEZ APOYOS' ='.1,000000. o LB/Pl.G .. 

'· . 

116.55 RU) g .. ·-

DISTANCIA 

2 
}' ~1 

PRIMERA 

SEGUNDA 

! TERCERA 

4o.oo· ao.oo LONGI¡TUDINAL 
120,00 160.00 

RIGIDEZ APOYOS =400000.0 LB/PLG PRIMERA 

SEGUNDA 

TERCERA 

CRITICA =i624.S ·~Pi1 

CRiTICA' =4298.' Rf'M 

CRITICA =6393. 1 RPM 

' . 

. '+ 1 ER .t-',000 

1 
X 2GC- 'i;"!I)Q 

~ 3ER.MiJDO 

200.00 2 40 .·00 

CRITICA =',29~.7 RPM 

CRITICA =2965.0 RPM 

CRITICA =5212.9 RPM 

F 1 G. 3 FORMAS .MODALES DEL SISTEMA ROTOR-CHUMACERAS 

=i<l..RA 6 

1 '. 
1 
' 
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DINAMICA DE ROTORES o 
1 

GERENCIA [lE I ~GE:H EF. I A 1 

PLANTA PROPILENO CONTRAT: .. : · .. l 
EQUIPO TURBINA ELLIOTT (T.AIRE •• C-101l MODELO 2Siú'l2 o .f\ 
LOCALIZACION ZAPATAS BASC· (L/D•0.875.M•Q.4,BT FECH~ . ~ 
CHUMACERAS ~·~- ..... 

..'• LID• .875 C/R• .QQ244 PRECA~GA.Mn .00 
CARGAS ••. EST. 4•41~7-LBS EST.2~·62~9.LBS 

RIGIDEZ PEDESTALES• .1000+013 LB/rLG MASA• O.LSS 
DESBALANCEO PERM!SIBLEr 11.95 ONZ-PLG 
DESB.!NUUC!UO • .QQ DNZ-PLG E~ fASE EST.13. O .·. 4 

1 1 
VELOCIDAD EN R.P.M.•1000 

1 1 91 1 1b 1 1 ~ 2 3 4 5 6 '! 8 ,, 
FI G. 6 FUERZAS TRANSMITIDAS A LOS PEDESTALES 

) 
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TURB!N~ DEL TREN DE AIRE (ELLIOTT MOD. 2SNV12) 
F~~N~~ ~~ ···:~:~~10 

CONTRATO: :-·:=:: 
FECHA: MAR-68 

~~ .. ~ . 

N 

' o -

z 
o 
>< 
u.J 
...J 
u. 
w 
o 

~,., 

o 
. -

>< 

EST. 

-l. O 

l. o 

1 

-1 

1 3 4 ·s 6 7 8 . 9 11 14 16 ?? ? ? 

\ 

¡\ 

1\ . 
'! i\ / 
:-' ... i -4--+--+-+-+-++t-1-+++t-t--+-+---tt---tr_¡_-!-i+tt 

~ 1 

'\ V 
.__ '--· ,__ _jLl_"i'....l!'--_. u::t::tt:t::-lJ1 'U~-v_Lv..l___u_.L_L_ __ r 

DEFLEXIONES 

11011ENTOS FL EX !OIIANTES 

FIG. 4 DIAGRAMAS DE DEFLEX!ONES '1 MOMENTOS FLEX!O:IMITES 
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ANALYTICAL ANO FIELD STUDY OF A TURSOGENERATOR VISRATION PROBLEM 

by 

Ing. Francisco Aguilar L. de N. 
Instituto Mexicano del Petroreo 

Mexico City, Mexico 
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Structural Analysis, Numericfi:.J. :wtethods for 
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He is a member of the Colegio de Inge
nieros de Mexico, Sociedad Mexicana de In
genier~a Sismica and the American Society 
of Mechanical Engineers. To date he has 
authored ·approximately 15 technical papers. 

ASSTRACT 

T.he dy,namic b_ehavior Observed during 
the commissioning of two power generation 
sets of 32,000 KW are analyzed. Sorne re
sul ts. of "the field vi.l:>ration measurements 
and the spectral. and orbital analysis car
ried out to explain the observed behavior 
of the units ·are· presented. Also the ana·· 
lytical rotor dynamics performed to corre
late· the vibration measurement with the 
expected results·: are discussed including 
the frequency analysis of the unit founda
tion that was made using the finite ele
meo t. me thod. 

INTRODUCTION 

Each of the turbogenerator sets in
stalled in a PEMEX Refinery Complex in the 
northez.·n part of Mexico consists of · an ex
traction condensing steam turbine rigidly 
coupled to a two-pole genera ter. set. · The 
turbines are designed to operate with live 

steam of 840 psi and 900° F, delive:.ing. 
32,000 KW at 3,600 rpm. 

The· turbine is supported in two four
lobe b.earings with -radial clearances of 
5.9 and 7.5 mils in the free and coupling 
end respectively. The preloact.of these 
bearings is 0.6. The generator beari~gs 
are of the elliptical type with bearing 
clearances of 7.5 mils ·and prelOad of 0.5. 

During the initial runs of these units 
the PEMEX plant personnel detected, using. 
velocity pick-ups andan IRD analyzer, rel
atively hj?h amplitudes of vibration at 
twice per revolution in several bearing 
pedestals. Although the machines are 
Pquipped -with a com.Plete proximity sensor. 
system it wasn't possible to use it at that 
time due to sorne mismatch pioblem that was 
solved later. 

· The Mexican Petroleum Institute was re
quested by Pet.roleos Mexicanos to partici
pate in the acceptance fi"eld test of these 
units. The ~llowable vibration criteria in 
this case is according to the Gerrnan spec
ifications VDI. 

From ·the analysis ·af the vibrations re
corded on mag~etic tape·during the qfficial 
start up, the foll9wing results were evi
dent: 

" 

... 
o 

~' 
~ .. 
2 
e 

a) There is a very. high dynamic am~li
fication when the unit operates on 
the neighborhood.of 1,150 rpm, as 
shown "in Figur~ l. 
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Figure l. 
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Amplitude vs. Speed 
During·start Up 
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b) At nominal speed the rotor amplitude 
of vibration is predominantly at ro
tating speed. 

e) The orbit in the bearing turbine free 
end is practically a straight line 
(Figure 2) ~ 

d) The spectral analysis of the pedes
tal's acceleratian· shows relatively 
high axial acceleration at twice per 
revolutioil. 

· ··~) The rotor a;nplitude of vibration at 
3,600 r~m in three bearings exceeded 
the limit al1owable by the VOI specs .. 

The venlior representativa present in 
the field Suggested that the 1,150 rpm vi
bra tio!"l ampli f.i::a tion cou ld be .re la ted wi th 

. sorne resonance of the unit's foundation -
in that case it was the p~rchaser's respon
sibility. The repor.ted first critical 
speeds of these units are 1,425 and 1,800. 
rprn in the horizontal and in the vertical 
direction, respectively. 

F.igure ·2. Orbi t a t. Turbine Free End 
Bearing (3600 rpm) 

ANALYTICAL I~VESTIGATION 

·In ·arder to qain more insight into the 
dynamic behavior of t~ese four-bearing ro
tor systems, sorne analytical work was nec
essary. From the vendor's drawings a rotor 
rnodel of 50 stations was.obtained. The 
system.'s critica1 speed rnap is shown in 
Figure 3. The corresponding mode shapes 
for a combinad bearing.stiffness of 1.0 x 
106 lb/in are indicated in Figure 4. 

The first rnode corresoonds to bending 
mainly in the generat~r añd the second in 
the turbine. 

To calculate the rotor unbalance re
sponse of this system it was first neces-

22 
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• 

sary to obtain the vertical load distribu
tion on the four bearings. 

The problem of calculating the bearing 
reactions in a multiple su?ported rotor is 
a non-linear iterative problem; because at 
each speed the stiffness of the bearings 
depends on the SU?port reaction that is un
known until the static equilibrium of the 
rotor at this speed is obtained -- but this 
requires the stif fness of the bear in.gs to 
be known in adv.=~~nce. · 

•••r---------,----------.----------~----, 

,. ¡ ---------+----------1---------+------1 
•• 

... ... ,.o... ~~ 

...... ,. ... 
III'•IO[tQYiia·/lo._. 

,. ,. 

Figure 3. Critica! Speed Map 

_, .. • r aaaoao "/t~. 

••• ... ... • •• 
Figure 4. Turbogenerator ·Mode Shapes 

Of course, sorne simp1ification can be 
rnade. One of the easiest is to consider 
the rotor infinitely stiff compared with 
the bearinqs. Also a· hiperestatic beam 
analysis can be used with the bearings con-
siderad as rigid. · 

In calculating the system static equi
librium the nonlinearity of the static · 
forces in the bearings must be taken into 
account, as well as the bearing aligñment. 

The static force in the bearings can be 
expressed in terms of the eccentricity of 
the shaft as a nonlinear function F~F (e) • 

For the analysis the bearings were 
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introduced as springs with constant stiff
ness -- calculated as the slope of the 
curve fluid film force vs. eccentricitv at 
a given eccentricity as shown· in Figur~ S. 

• • ¡¡ 
• . 
• 
u 
; 

= 
[CC[HTIIICITY 

Figure S. Fluid Film Static Stiffness 

The static position a: the rotor within 
its bearings for ·a given speed will be as 
shown in Figure 6. If. the initial mis
alignment is writte:-1 as a function of an· 
initial eccentricity e 0 and initial atti
tude angle 0 0 , at rest the geometric rela
tions between the coordinates of any bear
ing center (Xs, Ya) and the coordinates of 
the shaft center (u0 , v0 ).are: 

Ouririg'rotation the shaft center moves 
to (Xc, Yc) that can be expressed in terms 
of the rnovement of the carinq center. 

Figure 6. Static Equilibrium of a 
Multiple Bearing Rotor 

b) Varying the load by_certain percentage 
a similar calculation is done. ~ith 
both results the slo?e o: the force 
eccentricity curve.or the stiffness of 
the bearing can be ob~ained. 

el By linear interpolation the ecce!".t:::-ic
ities of the other bea:::-incs is cal=~
lated. The stiffness of ~hese bear
ings is obtained v3ryi~g the eccentric
ity and interpolating the cor:::-espOnd
ing Sorrunerfeld nu~.ber . 

d) With the stiffness values so calcu
lated the static equilibriu~·of che 
rotor-beari!"lg system is obtained u.sing 
the transfer matrix method. 

e) The =alculated reactions on each bear
ing are Compared with the esti~at~d 
enes. This procedure is reoeated un
ti! convergence to a given tolerance 
is reached. 

To obtain the system response to in
duced unbalance it was necessary to calc~
late the lateral and vertical sti:fnesses 
of the foundation -- the suooort struCture 
of severa! massive concrete.~lements. rri 
Figure 7 an isometric view of the model 
used for the finite element ·static and fre
quency analysis is shown. Only beam ele
ments were used for modeling the eleva~ed 

1 foÚndation. The .cross section and geometry 
were obtained directly from the structural 
drawings. 7he total weight of :he equ:?
ment instal:ed on the foundation structu=e 
is 220 kips. 

Figure 7. Isometric of the Support 
Foi this analysis we developed a com- .Structure 

puter program that basically works as fol-
lows: 

a) At each speed, startinq with an as
sumed load distribution on the bear
ings, the Sommerfeld number is calcu
lated, finding by interpolation the 
eccentricity and attitude anqle of the 
outer bearings. 

• 

The stiffness of the structure was ~al
culated applying the loads at the ~enter of 
the bearing pedestals. In the horlzontal 
direction the calculated value was 2.7 x 
106 lb/in and 6.2 x 106 lb/in for the ver
tical. 

3r,i 
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The modal ana1ysis was carried out with 
the SAP computer program for a frequency 
i-ange from 0 to 65 cpS· -- trying to find a 
mode in the neighborhood of the dynamic 
a:mplification_observed in the fie1d. 

Figure 8 shows the fifth mode of vibra
tion corresponding to a frequency of 18.89 
cps or 1,134 rpm. The first two modes have 
frequencies of 1.65 and 1.70 cps and cor
respond to la"tera1 motion in both direc
tions. The third mode is basically tor
siOIJd.l. 

Figure B. Fifth Mode of Vibration 

In Figure 9 three noise spectra ob
tained at 3.0 ft. from each of- the pedes
ta1s are shown. It can be se en the most 
important components are at rotational 
speed N and at twi~e per revo1ution 2N. 

24 

•u~r 9' .,.,. 

~ou<• TUI.:I-4( ...... UOIO tt-.1 ~:!!!.:.!:!... t•~-

-· s•no . .!!!_O ••.'"- "'_,.., ~:~-'~'~ ~ 

• .,., .. •.1.1.• 

1 1 

' ' 

1 

_l 

! 
2 

• 

Figure 9. Noise Signal Spectrum 
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The dynamic response of the four-bear
ing machine for inphase unbalance in the 
generator is shown in Figure 10. It can be 
seen that the critica1 speeds occur at 
1,350, 1,800, and 4,300 ~~m. 

Figure 10. Rotor Unbalance Response 

Other unba1ance conditions were ana
lyzed obtaining different amplitudes bu~ 
similar frequencies." So it seemed at this 
point that the explanation of the 1,150 rpm 
disp1acement amp1ification was due to res
enance with t:---.9 fifth mode of the founda
tion. 

In a second set of field measurements 
it was noticed that the oil pressure and 
temperature of the turbine coupl_ing bearin"g 
were very low. This fact induced us to ob
tain the unbalance response of the system 
considering this bearing to be improper1y 
loaded due to vertical misalignment. In 
Figure 11 the calculated response is shown 
and four criticals can be. seen in the O to 
4,000 rpm range -- the firs~ at l,OSO·rpm. 

i 
~h--

/!l-1-. ~~~ 
¡¡ ¡ 
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Figure 11. Rotor Unbalance Response 
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This result was transmitted to the plant 
maintenance engineer -- recommending the 
introduction of a 2 mil shims on the tur
bine coupling bearing. 

SinCe we didn' t ha ve the cold vert.ical 
alig'nment of the bearing, we were unable to 
carry out the calculation to obtain a more 
precise :igure -- thus the numerical value 
of this correction was suggested on an in
tuitive basis. 

The vibration amplitudes recorded after 
this adjustment diminished.appreciatively 
with respect te the original one; however, 
the amplification at 1,150 rpm still ap
oeared. With this result we assumed that 
Probably with an additional shim under the 
bearing the amplitude could be lowered to 
the permissible values and the critica! of 
1,150 rpm would be raised to 1,350 ·rpm. 

Also during these field measurements 
the static and dynamic gaps were obtained 
to calculate the actual movement of the 
shaft in each bearing. The results were a 
little surprising because in three bearings 
the movement was as expected, but in the · 
turbine free end there was a considerable 
misalignment in the horizontal d'irection as 
can be seen in Figure 12. 
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Figure 12. Measurement of the Static 
and Dynamic Gaps 

·, 
• 

We are sure that this fact affected the 
bearing load distribution and the dynamic 
behavior of the unit -- so we are waiting 
to conduct additional field measurements as 
soon as this misalignment is corrected. 

CONCLUSION 

Rotating machinery supported on more 
than two bearings requires a careful as-· 
sessment of the load distribution on·the 
bearings. 

Vertical and horizontal misalignment of 
the bearing plays a very important role in 
the dynamic behavior of the unit. 

In solving dynamic problems it is of 
great importance to have adequate analyti
cal simulation tools to complement ·and 
increment the value of field measurements 
-- for further data processing. 
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IDENTIFICACION MODAL DE ESTRUCTURAS 

M; en I. Franci •ce Ac¡¡ui lar Lópaz da Nava • 
In;. Roberto Estupi~an Sauceda •• 

RESUMEN& 

La solución da probl .. as diná•iccs da estructuras y/e compcn~ntas 
ya existentes, plantea diversas alternativas de solución,una de las 
más prometedoras por ser ec:on~ic;a en tia.po de ejecución es la 
utilización de _.todos da ;análisis modal experimentAl combinados 
con métodos an;aliticos de ;análisis lo qua permite calibrar los moda 
los en b;ase a .adiciones fisic;as. Esta técnica permite una vez 
identificada la estructura probAr;·diversas soluciones al problema 
modificando el .adelc calibrada.:en forma nwncH-ica nasta sat.isfecer 
todos los requeri•ientcs y hast;a ese mDDRntc ;aplicar l;a solución. 
encontrada l;a estructura o c~onenta fisica. 

En esta ponencia después da un;a introducción al método y .algun;as 
definiciones se describe al procedimiento y equipo utilizado en 
las mediciones requeridas por asta m.todc,asi como algunos .análisis 
que se ra;alizan para la identificación ·~al de las estructuras. 

En particular se IIIUestra la aplicaciór·. da asta metodclogia a la 
solución da un prcbl .. a de vibración da álabes da una turbina, 
h;aciendo mención da la identificación que hubó que nacer y 
aplicando l;a misma técnica a un marco de pruebas que se requirió 
utilizar. Tambi~ se na aplicado esta técnica a otras estructurAs 
como a ca'rc;az;as 1 bAstidores y marcos estructurales de acero con 
buenos resultados, asperarido reportar esta informAción proximamen -
te. •.. 

• Gerente de In;enieria, SIPPI - Instituto MexicAno del Petróleo. 

•• Ingeniero Principal, G.I.,SIPPI Instituto Mexicano del Petróleo 
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INTRODUCCION 

En los paises industrializados el análisis modal experimental se ha 
convertido en las últiaas d~adas en una da las herramientas más 
versátiles para la verificación da modelos anal1ticos, para la 
calificación dinámica da equipos y/o componentes y para al desarro-
11 o del proceso de di se!'! o de sistemas mecáni ces complicados;· su 
campo de aplicación es tan amplio que incluye el de d].'sei"ía de máqut 
nas-herramientas, automóviles, torres de enfriamiento, maquinaria 
rotatoria,veh1culos espaciales, robots, equipos y componentes de 
plantas nucleares, e incluso componentes de circuitos integraaos 
p~r computadora, Ref. 1, 2 y 3. 

Entre las diversas aplicaciones de esta, 
encuentran las siguientes: 

técnica, Fig~ 1, se· 

1.- Comparación de caracterlsticas dinámicas medidas en prototi -
pos con las obtenidas con mo~elos analiticos. . . 

2.- Identificación modal de estructuras para ajustar mÓdelas de 
elemento finito con estructuras reales. 

3.- Determinación de caracteristicas modales de componentes com -
plejas mediante mediciones para su incorporación en modelos 
de análisis por subestructuras. 

4.- Análisis del efecto de cambios en parámetros ·geométricos y 
mecánicos en la variación de los parámetros modales. 

5.- Determinación de cargas dinámicas a partir de mediciones de 
la respuesta dinámica. 

En el primar caso que es bastante común' · sol o se oot i ene una 
indicación de la preci~lón de los modelos y procedimientos teóricos 
utilizados por comparación con los resultados obtenidos mediante 
pruebas y mediciones fisicas. En el sa~undo caso qua es la evolu -
ción lógica del primero se trata de correlacionar los resultados 
obtenidos por ambos caminos y de ajustar las propiedades de los mo
delos de· análisis para que reproduzcan por lo menos ciertos compor
tamientos de los prototipos. En el tercer caso que es muy usado en 
industrias como la aeronautica, la espacial y la nuclear en las que 
se requiere disponer de procedimientos qua permitan analizar estruc 
turas muy complejas en partes o secciones y posteriormente integra; 
los resultados parciales para obtener comportamientos satisfacto 
rios del conjunto. La técnica del análisis modal experimental pro
porciona un camino alternati-vo para la obtención dél modelo matemá
tico de cualquier componente para utilizarse posteriormente en un 
análisis mediante subestructuras. Con este método es posible mez
clar técnicas analiticas con técnicas experimentales para obtener 
las caracter1sticas dinámicas de un sistema complejo. En el cuarto 
caso que se. utiliza para dise!'lo de componentes,.se llevan a cabo 
modificaciones y variaciones de las propiedades da inercia, rigidez 
o amortiguamiento y se determina el efecto resultante en el siste
ma de tales modificaciones; con' !"llo se obtienen los cambio,. .en· el 
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parámetro del sistema que se requiere lograr el cambio deseado. En 
el último tipo de aplicación midiendo la respuesta da una estructu
ra-o componente y aplicar cierta metodoloc¡¡ia se determina la carga 
dinámica que lo produjó, Ref. 4. 

La aplicación de la técnica de análisis modal experimental requiere• 
la 'utilización de conceptos tales como ·los· de funcionas d& 
transferencia, impedancia mecánica, autocorr~lación,atc. mismas qu& 
se dei'irifrán más adelanta. Cabe hacer notar que aunq'ua estos 
conceptos pueden aplicarse sin contar con equipo especializado da 
medición, acondicionamiento y análisis, su aplicación as tan lenta 
que no es recomendable, mientras que por otra parte todavia no 
exista un instrumento qua sea capaz de aplicar esta técnica de ahá
lisis modal automáticamente, requiriéndose contar con personal capa 
i:::itado y con explltr'iencia para obtener ra•ultados satisf-actorios eñ 
poco tiempo y •in incurrir en costos excesivos. 

DESCRIPCION DEL PROCEDIMIENTO 
. . . . .T· • 

La técnica de análisis modal exper,(mental puede aplicarse tanto a 
la solución de problemas dinámicos existentes en algún equipo o 
componente,. como al proceso de ~-i·sel'lo de algón equipo o componente. 

En el primer caso la técnica- estA básicamente constituida por 
cuatro pasos: a>. Análisis del sistema de operación, b). Respue~ 

ta ante una excitación externa, e). Extracción~· parámetros moda
les y d>. Propuestas da modificación al sistam¿:·¡----

El primar paso consiste an·analizar al contenicio armónico de cual -
quier tipo de sal'lal de vibración qua se puada obtener del sistema 
en cuestión, tratando de separar las causas de los afectos y de da
terminar las posibles causas de las frecuencias predominantes en la 
respuesta. 

En el segundo paso generalmente se aplica una fuerza de excitación, 
en cualquier dirección;· en algón punto del sistema y se mide la 
respuesta en varios puntos y varias direccionas. Existe una gran 
cantidaG de formas de excitación tales como: Aleatoria de banda 

.angosta,,aleatoria de banda Ancha, seudoaleatori•, impulso, modula-' 
ci6n senoidal, barrido .senoidAl y senoides de frecuencia variable.· 
Para introducir aste.tipo de excitación,sa utilizan desde martillos 
de impedancia con diversos tipos de puntA, 'hasta mesas vibradoras. 

·excitadas por actuadoras controlados por computadora. 

La respuesta se mide mediante transductores de velocidad, Acelera -
ción o desplazamiento. La principal diferencia con otras técnicas 
es que es básico y fundamental medir con precisión las caracteris -
ticas de amplitud y cont.,ido da frecuencias de 1•' excitación. El 
método requiere utilizar un analizador en tiempo real de varios ca- · 
nAles qua proporcionen funéiones de transferencia entre la respues- ~ 
tA.y la excitación medidas. Esta operAción puede hacerse en ·linea 
o fuerA de linea, en cuyo caso es necesario registrar en cinta mAg
nética, mediante grabadoras profesionales, · toda la información 
necesariA para su posterior análisis en laboratorio. 
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La ventaja del análisis en el sitio es que de inmediato se pueden 
ve~ algunos ~esultados y ~echazar o repetir los que muast~an 

defectos, tales comoa bajo nivel de ·~!'!al, o alto grado de ~uido. 
La ventaja del sat¡¡undo procedimiento·es que una vez almacenada la 
inf.o~mación se puede analfzarla tantas veces como se requie~a, sin 
ten e~· que ~epet ir la prueba. · ., 

Pa~a el te~ce~ paso se ~&quiere un pr.9grama y una mic~ocomputado~a 
pa~a la eKt~acción modal p~opiamente dicha. El cua~to paso es el 
m.\s dificil y no hay una matodologia unica pa~a p~opone~· las 
modificaciones ~equa~idas para la solución del problema dinámico 
o~iginal. · 

En el caso da la aplicación de asta técnica a p~oblemas de disePio, 
una de las técnicas m.\s promisoria es la del método de subest~uctu
tu~as combinando los métodos análiticos con los eKpe~imentales de 
mane~a de lograr que·.el equipo o·'iéomponente disel'!ado sintetice el 
compo~tamiento ·dinámico ·deseado.'' En este método el sistema se sub
divide en va~ios subsistemas q~e pueden ser analizados o p~obados 

independientemente. Una·vez obtenidas las caracteristicas modales 
de cada uno de ellos, es pos•ble establecer las ecuaciones.dinámi -
cas de todo el sistema y obten&~ las caracteristicas dinámicas del 
conjunto. La pa~te impo~tante consiste en que se puede empeza~ a 
t~abaja~ po~ separado en cada una de las partes, tomando decisiones 
de disel'!o sin tena~ que etlpe~ar el ~esultado del sistema completo~ 
Si los ~esultados obtenidos no son los deseados, no es nec<sa~io 

modifica~. todas 1 as subest~ucturas o subsistemas, si no que S<";· cuen-
. ta con info~mación pa~a ·decidí~. en donde hace~ las modific.áciones 
pa~a que tengan el impacto deseado y todo ello sin modifica~: a las 
demas. Una aplicación de esta-técnica al análisis de sistemas com
plejos de tube~ias utilizando sólo ~esultados analiticos se presen
tó en la Ref. ó. 

Ot~o método muy uti 1 fzado en la industria es el de "const~ucción a 
base de bloques", Ref. 5 , simila~ al anterior en cuanto a que . la 
fiÍosofia básica es "divide·y vanearas", sin embargo, el· análisis, 
ensamble .y acoplaMiento se lleva a cabo en el dominio de la 
f~ecuencia. 

BASES DEL ~TODO 

El análisis modal eKpe~imental as· un proce110 para det·e~minar los 
pa~ámetros modales partir de una estructura o componente fisica. 

La respuesta dinámica en una estructura causada par una función de 
eKcitaci6n arbitraria, es la suma de un conjunto discreto de movi -
mientes independientes, per'o bien dafinidoe. Estos movimientos son._ 
los modos, cada modo esta descrito por tres parámetros modales: La 
frecuencia modal o frecuencia a la cual la estructura ~bsorbe anar-' 
g1a, al amortiguamiento modal o medida de la habilidad de la est~u~ 
tura para disipar energ1a a la frecuencia modal y la forma modal o 
deflección relativa que as~e la estructura • la frecuencia módal. 

modo 

·• .. 43 
B-83 

·< 



particular de vibrar, Fig. 2, si se desprecia el efecto del amorti 
guamiento en e&a forma moda.l todos los puntos de la estructura es ::" 
tán en fase o fuera de fase. Cuando se excitan varias frecuencias 
simultáneamente el desplazamiento en cualquier punto, en cualquier 
tiempo, es la combinación lineal de los desplazamientos correspon -
dientes a esali formas modales. En el an•lisis modai expertmental se 
intenta separar la respuesta total en cada una de las formas moda -
l.es correspondientes a cada una de las resonancias de la estructura 

.Un modelo matematico creado a partir del análisis modal tiene .. varias 
ventajas sobre el modelo anal1tico basado en parámetros espaciales, 
entre los que se cuenta con menor número de incógnitas. 

En el análisis modal experimental, se requiere hacer mediciones de 
la func.ión de transferencia <F. Tl o función de respuesta. en frecue!:!_ 
cia <F.R.F.l Por definición la F.T. es el cociente complejo del 
espectro de salida medido en el .i·-esimo grado de libertad y el 
espectro de excitación o entrad• en el j-esimo grado de liber.tad. 

Hij <n> = 
Xi ((l) 

Fj <Ol 
La F.T.es una función de la frecuencia n y tiene su parte real 
<magnitud) y su p.arte imaginaria <fase)¡ sus propiedades son: 

, 
No depende del tipo de excitación <se puede medir ¿on varios 
tipos de· excitaciór., •le•tori.as, tr.ansitorios, e,t.é. l 

Si se obtiene con un tipo de excitación particular, 
usar para predecir la respuesta del sistema anta 
otro tipo de excitación. 

Se puede descomponer en parámetros modales. 

se pued• 
cualquier 

La .. F.T. implica que·necesitamos excitar al sistema por medio de una 
fuerz}l que sea medible en amplitud, frecuencia y algoritmos matemá
:ticos e instrumentación electrónica para determinar ·la respuesta, 
para nacer la transformación al dominio de la frecuencia.Y calcular 
el cociente entre los dos espectros • 

. En.mediciones prácticas es casi imposible medir entradas y salidas 
<excitaciones y respuestas> puras debido al ruido, que puede ser: 
ruido mecániéo, ruido·ambiental, ruido eléctrico en el sistema 
transductor, ruido en sistema de •dquisición de datos, etc. 

Debido a la contamin•ción por ruido se acostumb.r•n utilizar otr•• 
mediciones como los espectros cruzados o correlación cruzada del 
autoespectro o .autocorrelación de 1• respuesta o de la excitací6n, 
asi como 1• función coherencia, Ref. 7. ~ 

La respuest• dinámic• puedit -dirse co1110 despl•zamiento,velocidad o 
aceler•ción, por lo qua se definen tres F.T., como la inversa de la 
relación también puede considerarse como un• F.T., tenemos que ésta 
puede adoptar seis formatos; qua sena 
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i: 

Co.mpl i anci a H <w> 
X (w) 

Rigidez dinámica K <w> F <w> - = ¡ - = 
.F (w) X ("') 

Movilidad M ("') 
X <wl 

Imped.anci.a mec&nica IM 
F ( w) - • ¡ - ( "') = 

F <w> X (W) 

Acelerancia A <wl X ( "") - = Masa F · <wl 
dinámica M ("') = 

F (w) x· <wl 

Obteniendo una de esas funciones, las otras cinco pueden calcularse 
a partir de ella. La medición de la acelerancia e9 l.a mas popular, 
debido al uso de acelerómetros que cubren mayor rango da frecuencia 
de respuesta. Para trabajos analiticos de mcdelación normalmente se 
usa la compliancia,hace algún tiempo la movilidad era muy utilizada 
por la popularidad del transductor de velocidad. Debe mencionarse 
que si se conocen los parámetros modales es relativamente fácil cal 
cular la función de transferencia come se muestra en la Fig. 3. 

Para un sistema de un grado de liber_tad, la Fig. S, muestra una 
gráfica ti pica de _la F. T. ,de la''cual se pueden el<traer directamente 
sus parámetros modales. Para sistemas con varios grados de libertad 
la F. T. es más· compleja come se muestra en la Fig. 6 y la determi-
nación de parámetros modales es más complicada, Refs. 1 y 4. ·• 

En general para elle se requiere definir una.malla de puntos sobre 
el sistema, asoéiando a cada une de elles des valores, correspon 
dientes a la parte real y la parte imaginaria de la función de 
transferenci_a obtenida para ese punte. Cuando el amortiguamiento es 
peque~o, y las frecuencias de resonancia están suficientemente esp~ 
ciadas entre si, la superficie formada por les valores imaginarios 
de la función de tran~ferencia, para una misma frecuencia de reso -
nancia en todos les-puntes, representa el medo de vibración a esa 
fret:uenci a. 

La representación gráfica de la F.T. H•j (Q) puede ser en el plano 
complejo mediante un diagrama de Nyquist e separando la parte real 
<relación. de amplitudes> y la compleja· <fase) conocido come 
diagrama de Bode, come el case de la.Fig. 5. 

DESCRIPCION DEL EQUIPO EMPLEADO 

Para· la identificación modal se utilizó el siguie~te equipe·, Fig. 7. 

Analizador de Espectros SD/380 de 4 canales con memcri'a que· 
utiliza la transfcrm•dcra rápida de Fcurier <FFT>, con un ra!:!__ 
gc de análisis hast• de 100Hz y una resolución de 400 lineas 

Martille de impulses PCB 14043 .con Transductor de fuerza 
P08-086808 y diferentes tipos de materi.al en 1• superficie de 
impacte, ··ccrrespcndiente_s al r•ngc requerido de frecuencias 
de el<cit•ción. 
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Acelerómetrcs pieza electrice B&K de diferentes tama~cs. 

Acondicionadores de sa~al para amplificación, filtrado e 
integración de la se~al del ~~~artillo y la. acelerometros. 

METDDO DE IDENTIFICACION 

El método consiste básicamente en lo si;uiente• 

1.- Se determinan e><perimentalmente las funciones de respuesta en 
frecuencia FRF de la estructura real scmetiendola., a ·una 
serie de impactos o e><citaciones aleatorias • 

. ~.- Se hace un modelo matemático a partir de las caracteristicas 
conocidas d.e la· estructura y se extraen sus medos y frecuen -
cias para generar las FRF teóricas. 

3.- Mediante al;ún procese de ajuste de curvas se modifican los 
parámetros del modelo hast.a que reproduzcan el comp.or.tamiento. 
de la estructura real. 

La FRF además de ser función de O, depende de la masa M,rlgidez K y 
amortiguamiento del sistema y come se mencione la FRF puede 
e><presarse en función de les parámetros .adales Ref. 1. 

Para un sistema con N grados.de libertad se puede ensamblar una 
matriz H de NxN de funciones de transferencia, sin embargo, para 
identificar una estructura es suficiente con determinar una·coLimna 
y un renglón de la matriz H. Para obtener la columna de la m.atriz · 
H se aplica la &><citación en el punto i. y se miden los despla:i:amie~ 

tos en todos los grades de libertad. 

Para determinar el renglón se miden les desplazamientos en el pun~o 
.i. cuando se aplican eKcitaciones 8n todos los demás grados de 
libertad. Si solo interesan los vectores y valores carActeristicos 
derechos, Ref. 8, basta con determinar una columna de H para la 
irden~ificación 'de la estructura. 

PROBLEMA ANALIZADO 

Como consecuencia de una falla en álabes de una turbina de vap<;>r se'· 
llevó a cabo una investigación de las posibles causas, Ref. 9. El 
análisis metal.:Jrgico y la superficie de la fal.la ,indicaron la pcisi
bilidad de falla. por fatiga. Para cor'roborar esta hipótesis y para 
tener elementos para sugerir una solución se llevó a cabo un estu
dio de fatiga •.. 

Los álabes que fallaron corresponden a dos pasbs distintos, uno de 
ellos es de sección transversal recta con una ampliación o cAbeza 
en la parte superior y el otro es alAbeado, de sección trAnsversal 
variable y está libre en su extrema superior, aunque tiene una 
perforación en el tercio, superior, por donde pasa lo que se 
denomina al-bre Amor'.tiguador, Fig. 9. · 
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En este trabajo nos referimos a pruebas y analisis correspondientes 
al segundo tipo de álabes. Para el estudio de fatiga se procedió a 
modelar el álabe y su raiz, mediante ele~entos finitos analizándolo 
ante esfuerzos centrifugas y por flexión producida por el paso del 
vapor. 

También se obtuvieron anal1ticamente las frecuencias naturales y 
formas modales de un álabe solo. En la figura 8 se muestra el 
diagrama de Campbell correspondiente, pudiéndose notar la existencia 
de "interferencias" o posibles resonancias en la cercan1a de la 
velocidad de operación.minima (6000 RPM> de la turbina. 

Para confirmar por mediciones las frecuencias naturales nos 
proporcionaron un álabe, que se fijó en su ra1z mediante un marco 
de prueba mostrado en la Fig. 10 Mediante mediciones de la 
función de transferencia se obtuvieron sus frecuencias naturales y 
la forma aproximada de los •odos de vibración, Fig. 4 

Mientras se hacian los ·analisis, para que la planta continuara ope
rando se procedió a sustituir los:.álabes daf"(ados y hacer pruebas de 
impacto en 1 os 68 al abes de 1 a rueda para tratar de detectar 
variaciones en sus caracterlsticas. dinamicas. Encontrándose c·..:e 
1 os resultados eran muy con si stentas en todos 1 o~ al abes de es~ 
rueda. Por otra parte, como resultado de asas medicio~es se obtu -
vieron frecuencias naturales distintas que las calculadas para el 
alaba independiente y distintas que las determinadas experimental -
mente en nuestro laboratorio. 

Al parecer la causa· es que el alambre 'amortiguador y el hecho c:o 
que los álabes al instalarse en la rueda de la t'urbina queden en 
contacto.en su raiz produce un acoplamiento que modifica las fre 
cuencias de vibración del conjunto de alabes. Para confirmar esto 
se hicieron corridas de computadora considerando paquetes de 3 y 6 
alabes, modelando el alambre amortiguador como viga, obteniéndose 
resultados que reproducen varias de las frecuencias medidas en 
campo como puede versé en la Tabla l. Debe aclararse que la 
frecuencia anal1tica·más baja no se presenta en las mediciones en 
campo porque el álabe se instala en la rueda en dirección perpendi-· 
cular y no se excita por tratarse de una estructura per1odica. 

También se t'iene planeado hacer pruebas en laboratorio fijando en 
el marco de prueba 2, 3 ó más ál~bes, determinando sus funciones de 

·transferencia con y sin. alambre amortfguador. 

Debe mencionarse que en algunas mediciones en laboratorio 
una frecuencia que parecla no corresponder a los álabes. 
mediciones de la F.T. del marco de prueba se corroboró que 
pond1a a una frecuencia"natural del marco. 

apareció 
Mediante. 
corre~ 

Para estimar la capacidad para resistir esfuer.zos dinámicos se 
obtuvo ei· diagrama de Goodman para este álabe, obteniéndose un fac-~ 
tor de Goodman cercano a 7.0. Este valor es menor al recomendado 
para disef"(o por distintos fabricantes de turbinas, por lo que se 
se confirmó que la falla pudo ser por &Tactos dinámicos acumulados 
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que produjeron fatiga. 

CONCLUSIONES 

El anAlisis modal ewperimental es un m•todo alternativo muy 
poderoso para diseno dinámico de estructuras y componentes. 

El procedimiento de identific:ac:i6n de parámetros modal·es 
permite modelar en forma sencilla y confiable el c:omportamien 
to de partes y c:omponentes,permitiendo llevar a c:abo análisis 
por subestructuras c:onvinando método anal1tic:os y ewperimen -
tales. 

Este procedimiento comparado c:on cualquier método anal1tic:o 
es indudablemente más sencillo y rápido de aplicar para dete~ 
minar c:arac:ter1stic:a~ modales de estructuras o componentes. 
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1.- Consideraciones 

'La ind~stria nacional ha contemplado ya desde un par de de~ 

ca•ias ante1··iores, la necesidad de que la ingenier·ia del ~ais en 

sus d.i fel"·ente·;; fases,civil, mecánica, eléctr·ica, electr·ónica, 

etc., sea capa~~ d~ br·indar·le el apoyo técnico necesario para el 

disef'ío, la instalación, la oper·aci6¡-, y el mantenimiento de sus 

plantas de pr·oducci6n,,iebido a q•Je las necesidades de expansión 

y competencia en los mercados,tanto nacionales como internacio

nales, se ve reflejada en un ~r·ecimiento de las instalaciones y 

equipos que las integ¡~all. 

En much~s de estas plantas industriales, las máquinas ro-

tatorias o'reciprocantes son el centro alrededo1~ del cual .-;¡i r·a 

todo el proceso productivo, por tal motivo debe gar·antizarse un 

adecuado funcionamiento de estas unidades, .ya q•Je la oper·ar:. i6n 

ineficiente de estos s2· ve r··efleja,:ta en una ~ . .. •aJ a 

ducci6n,teniéndose siempr·e la incer-tidumJ)r·e· acer·ca 

tamiento diná~ico estr-uctural de las mAquinas. 

de la pr·o-

del campar·-.. 

Diversos ar·t icul os técnicos e incltlso libr·os se har1 pu-

blicado que se refier·en al tema de cimentaciones masivas para 

maquina~ia, en ellos se vie~ten criterios basadas·· en la expe-

r-iencia .Y desar·r·ollos técnicos ·suster,tados en las t.er·ramientas 

analiticas mas r·eci"entes 1:¡ue han sido llevado's a la pl ... ~tica 

con res~ltádos satisfactorios en la mayoria de las ocasiones. 

Sin embargo,no debe de perder~e de vista que, por- una par-te, el 

disel'ío de la cimentación •:le una mAquina involuc.-·a el tr·abajo de 

tres esp~cialidades con caracteristicas bien definidas.La In-

genierla Mecánica, con la cual se r-ealizan diseríos de máquinas 

que se fabrican con configuraciones. geométricas complejas y pre 

cisas,y con materiales que son sometidos a un gr·an con.tr·ol de 

calidad. La Ingenieria Civil, que tJtiliza métodos de anAlisis 

con los que se puede disef'iar· casi cualquier· est¡-·uctur·a,per·o que 



aun car·ece de un eficiente contr·ol de calidad en sus pr·ocesos 

constructivos. La MecAnica de Suelos es una especialidad que se 

enf1··enta a uno de los retos ~as dificiles, su propósito es el 

de p1··edecir· la respuesta de un medio constituido,generalmente, 

por· un conjunto de suelO de comportamiento no 

\ 

Por otra parte, en este tipo de problemas el diseno est.A 

regido por el compor~amiento din~mico estructural del sistema y 

·no tanto por los e~fuerzos estAticos que induzcan las· cargas 

sobr-e la cimentación. Dicho •:te otr·o modo, la dimensión de 1 o~ 

elementos estr~cturales es una consecuencia de tratar de elimi 

resonancia mecánica 't' de garantizar que no 

se pr·esenten amplitudes de vibr·ación e>:cesivas o nocivas par:a 

el sistema o sus operador-e~. 

Estos apuntes tienen la intención •:te mostr·ar·, de maner·a 

muy super·ficial, los. difer·entes tópicos inhe•··e¡·,tes a este tema, 

tratando de que el lector intente dar un paso mas y cons•.tl te 

los diferentes trabajos r·eal i~ados por 

gadores con el propósito de, con nuevas 

un aporte de ideas e~ este c~mpo. 

2. Solicitaciones •:linámicas 

Ur,a: fuerza. dinAmica que· excita a ur1 

r-econocidos investi-

aplicaciones,realizar 

sist-ema estr·uctur·al 

puede ten~r dif~rentes origenes, un evento sismi~o, la propaga-

ci6n de ondas causadas por una explosión o las r·Afa!Jas ,:t_e vien 

to.Estas fuerotes de excitación 'ti~ne¡·, como car·acter·istica común 

su eventualidad, esto es, sol-. fenómenos que se pr-esentan y di-

sipan en periodos de tiempo relativamente cortos con 

a la vida útil de la estructura.·Sin embargo,otras fueAtes ex-

citadoras estan presentes permanentemente durante toda esta vi

da útil~ algunos ejemplos son ·el tránsito vehicular· sot•r·e pue¡·,

tes ~iales, el ol~aje incidente sobre muelles y plataformas ma-

f·-



rinas y, por. supuesto, ·la velocidad de 

nas r·otatol-·ias. 

operación de las ~aqui-

Las máquinas r·eciprocantes reciben este nombre por su forma 

de generar el movimiento r·otatorio,ya que s.e realiza un proceso . . 

de acción r-ecipr·oca. Básicamente, el mecanismo consiste en,como 

se mu?stra en la figura l,un pistan desplazándose verticalmente 

dentro de un cilindro, este m9v~miento- se transmite a una mani-

vela conectanda al pistón ~~or· medio de una varilla de deter-

minada longittJd, dando origer,,a IJfl movimiento circular·. 

Una descr·ipciól~, detallada del pr~nteamiento ~atemático ne-

cesario p~ra obtener las ·expresiones que per·mi ten deter·minar· 

las fuerzas y momentos de desbalanceo que se gene r·a.n d1Jran te 

la oper·aci6n del equipo se 

cuales son 

Fv = (mrec ... mrot.)r·w cos(wt) 

Fh = mrot. r·w sen(wt) 

encuentr·a en la referencia ll~las 

+ mrec<r· /1 )w co s (2wt) 

M= mrec w r· sen(wt) [(r/(21)) + cos(wt\ + (3.-.!{l)co.s(2wt)) 

donde 
Fv la fuerza vertical de desbalanceo 

Fh la tuerza hor·i ~ontal de .dessbalanceo 

M es par· de desbalanceo 

Ú) la velocidad de oper·acion. del eq1..ti po 

mrec ta· masa reciprocan~e 

mrol la masa l'otator·ia 

r la longitud de la manivela 

L la longitud de desplazamiento del pistan 

Como podemos observar, tanto la fuerza vertical como el par 

son fu~oci6n de dos tér·minos, uno que depende de la veloc:idad de 

oper·aci6n· y otr·o que ·depende o:fel doble de esta velocidad. El 

primer .término da origen a lo gue se conoce como las fuerzas de 

desbalanceo prima~ias, en tanto que las inducidas por el .segun

do término so~ las fuerzas·secu~darias. 

•¡ 



E s t a · in f o rmac i 6n es prop~r·cionada por el fabricante de un 

equipo ·cuando este se adquiere y se utiliza para realizar el a-

náli·sis y disef'io de la cimentación. En otr·as ocasiones, cuan.io 

pol-· disitintos motivos ·se hace nec'esa¡··io r·ealizar- un disef"io sin 

contar con estos· datos se recurre a determinar estas fuerzas ba-

sándose en máqu~nas o experiencias similares. En este tr-abajo 

se presenta como ejemplo el prticedimiento que se sigue para es-

timar las fuerzas d~ desbalanceo generadas por 

pr·ocante ut
0
i 1 i ::ando . un pro•]rama de computador·a 

un equipo r·eci-

que r·ealiza una. 

super·posici6n de. las. fuer-zas y pares de dest•alanceo 

por· el conjunto de pistones que ~ntegran el equipo. 

Cuando no eHiste la infor-maci6l-1 de estas fuer·zas es necesal:·io 

estima~las ya sea medianti algunaas fór-mulas pr·esentes en la 

si es posible, medir· en campo los par·Ame t r·os 

necesarios par··a aplicar· las e}·:pr-es iones anter·iores .Como 

ejemplo de la marier-a oper·ar· del pro13f·-3.ma 

calculo de las fuerzas de desbalanceo verticales. 

F vp = f< vp max [E e o S { wt ) i] 

Fva = l<v• max [J: cos {2wth] 

Kvp = (mrec + m_rot) r- w 

Kv• = w mrec r· 11 

se pr·esehta 

un 

el 

En .~1 cvapita.tlo .6 .se pr-eser,ta una aplicación de este pr·o·;,r·ama 

par~ obtener las fuerzas de desbalanceo generadas~por- ~n equipo 

del q•.1e '"' disponia en taller·es y ·se habilitó par-a la· sustitución 

de un equipo con problemas mecAnices. 

3.- Criterios de dise"o· 

Se han.desarrollado un amplio conjunto de tr-abajos que ver-

san acer-ca d~l dise"o de las.llamadas·cimentaciones masivas pa-

r·a maquinaria. Or-iginalmente se establecian r-eglas obtenidas 

empir-icamente par·a pl··oponer las dimensiones que deberla de 

ten el' la cimentación en función del tama"o y peso del equipo 

a si como .:.1e ¡··elaciones ,je vo lumel""J ,je concr·eto por· unidades de 

potencia del eq•.tipo. Las fuer·zas de desbalar.ceo eran evaluadas 



como un incremento de las· fuerzas es.tát icas tr·ansmi t idas a la 

cimentación. Otr·ó concepto limitante en el la i(i.ea 

estableci·da de que la cimentación tener· f¡-·ecuencias 

naturales por encima ·ie la velocidad oper·ac6n_, lo q•.te se 

traducia en una zona de ·r-esonancia del lado rigido,_ es decir, las 

ciemntaciones deberiari tener su primera frecuencia natural un 50% 

m_ayor· ue la velocidad de oper-ación. 

~1 primer criterio establécido fue el de 1 a.s 

vibr·aci6n má>:imas que se deber·ian pr·esentar·s.é 

amplitudes 

dur·ante 

dE.l 

1-3 

oper·aci6n de la máquina. Después a¡:•ar·ecir;:, el concepto_, de .factor 

de amplificación dinámica q1Je obligó a limitar· las fr-ecuencias 

naturales del sistema con el pro~6sito de-impedir el cl-·eéimiento 

de las fuerzas de des''ba·lanceo. Este f•.té el p¡··ime¡·· paso pal"'a el 

planteamiento .:t.e un análisis dinámico en la solución de es·te. tipo 

de pr·ob 1 e mas. Los estable·=idos en la 

requieren de sati~facer ambos conceptos, el de las amplitudes de 

vi b Pac i 6n y e 1 resonancia mecánica. Sin embar-gO, en 

desarrollos matemáticos mas recientes ya se han eliminado 

los 

las 

ideas limitantes de los criterios originales. Pr-imel-·amente, se 

sabe que las fuer-zas de eNe i tac i 6n ev.:aluadas en 

funci6r, (t,e las c¿u~·acter·isticas •;¡eométr-icas y de oper·aci6n de los 

equipos eliminando asi la imposición 

par·a su deter·minaci6n. 

de una númer-o ar·bitr·a¡··io 

Actualmerlte se sabe que las cimentaciones pueden tener-

·tr-ecuericias nat•..trales por· .:tebajo de la ve.locidad .:\e openación de 

los equipos que sustentan y que e~tas se registran o manifiestan 

durante los arranques o paros del eqtt'ipo, sin embar-go, 

pasos por zona de resonacia deben ser limitados _con 

disminuir los efectos negativos sobre el sistema. 

el 

El cPitel'io de análisis •:!in.ámico basado en la 

Semiespacio Elástic? es el más utilizado actualmenfe 

estos 

fin •ie 

t:.1e 1 

ya que 

consider-a en el análisis pal~·ámett~·os de diseri:o no contemplados en 

otros trabajos como lo son los factores de forma y enterramiento 

y su influencia en el análisis dinAinico.· Sin embar·•,;ro, e:-:isten 



otr·os tr·abajos, como el publicado en 1·~~.7 ·por· los .. Doctor·es en 

Ingenier·ia J. A. Nieto y D. F::~~énd.iz, basados en sistemas d.e un 

grado de libertad que p~rmiten ~ntender el problema de una manera 

simple antes d~ i ntroducirse en desarrollos matemáticos más 

comp 1 icados, r·az6n por· la CIJal se pr·esentan en estos E&.puntes· u¡-, 

resumen breve de este trabajo. 

Algunos reglas básicas que deben tener·se en cuenta en este 

tipo de problemas son las siguientes 

Las amplitudes de vibr·aci6n debiEn· tener un 1 imite tal 

que no afecte la adecuada operacion del equipo. 

La zona de r·esonancia esta definida desde el 80% hasta 

el 120% de la r·elaci6n de fr·ecuencias. 

El centro de masas del sistema debe tener excentricidades 

no mayores del 5 % con respecto al centro de cargas. 

En lo posit•le·, e.l ·ancho de la cimentación ser· 

un 50% mayor· que la dist·_ancia de la base al eje de la 

máquina·para diiminuir los· problemas de·c~beceo. 

En lo posi.bl~, la cimel-.taci6n debe estar· enter-r·ada de 

un 50% a ~n 80% de su altüra. 

·Las fre~uencias naturales· que princi~almente son las criticas 

en estas . cimentaciones son hol-·izontal, la 

frecuencia ~ertical y la frecuencia de cabeceo. Debido a que la 

aplicación de la f•Jei'Za. de desbalai)Ceo ho.-.izontalactúa en el 

eJe de 1~ flecha, se p.-.esentá un acoplamiento de las 

del movimiento ho,-.izontal y el cabeceo. 

fr·ecuenci.3s 

Po.-. trata.-.se de un sistema estructu.-.al compt.testo, ~:-{i sten 

variables de dise"o p.-.opias de cada una· de las partes que lo 

inte•JPan, la mé.quina, la cimentaciá"t y el s•.<elo. 

que ca.-.acterizan a éste último no sólo son 

Los p·a r· áma t r· os 

las que mayor· 

dificultad presentan 

• . . 1' uec1s1vamente en a 

par-a su 

r-espue·sta 

definición, 

dinámica de 

listar. a.contin•.tación estas var·iables 

sino 'que influyen 

la estr·uc.tur·a. Se 

' 



Eq•.dpo 

r·ango de oper·aci6n 

velocidad de oper-ación 

velocidad de disparo 

peso total 

dimensiones genel~ales 

centr·o de car·gas 

centr·o de masas 

altur-a del eje 

fuerza~ de desbalanceo 

Cimentaci6r, 

Suelo 

esfuerzo de ruptura f'e 

dimensiones generales 
V' 

peso volumétr-ico 

Módulo de elasticidad 

relación de Poisson 

peso volumétr-ico 

capacidad de carga 

El planteamiento del p~oblema como tres sistemas de un 

de 1 iber·tad pr-opuesto por· Nieto y F:eséndiz 

siguientes pasos : 

se f·esumen en 

Estimación de la fr-ecuencia natur-al r-educida del 

sistema ero furoción del tipo oje. suelo y 

de contacto. 

el 

Determinación de la frecuencia vertical· 

acuerdo a el esfuerzo actuante. 

ár·ea 

de 

Obtenci6r• de los coeficientes de rigidez y 

~mortiguamiento para cada grado de libertad con 

las ewpr·esiol8 •es 

Kv = E/(1-v~ kv -(A 

Kh = E/(1-v~ kh -(A 
z. 

I/-(A. K,P = E (1-f') k,P 

•;JPado 

1 () -=· 



Cv = 6.7 "'-.. V IV 
..,..., pt J 

Ch = 41 . 1 ..,...,::hplih 

c.¡, = o. ''77 ..,... .ppt~.p 

Los coeficientes kv,kh y k- son funci-6n de la 

r·elaci6r, lcu-·qo/ar.cho de la cimentación y de la 

r·elaci6r. de Poisson del suelo. Los coeficientes 

de amor·ti']uamiento hv,hh y ht'/J cl.epend.en del á.r·e¿\ 

de contacto de la cimer;taci6n con el s•:1elo y la 

manera de evaluar-los puede encontrarse en la 

¡-efer·eflcia .:1. 

L.3.S r-elaciones de 

amor·tii;Juamiento y amplitudes •:te vibr·aci61:., s~ 

obtienen de acuerdo a las expresiones 

,..,= -1< (1 e';w~) + (2~8/w)) 

WV = -1 ( Kv 1 ( Mv + M ) 

~V = Cv/ ( 2-I<Yv( Mv + M ) ) 

Av = ,_, Pvlf< v 

Wh ·- -1 (l<h/ (Mh )+ M) ) 

~h = Ch/( 2-I<:Kh( Mh + M) ) 

Ah = ,_, Ph/Kh 

w.P = -1 u:.p; o <1> +. I) ) 

~4> = c.¡,; e 2.-1 ~:.¡, ( M</> + M ) ) 

A~ = ,_, M,P/K.p 

L~.s fr-ecuencias acopladas está.n dadas por 

y = ( I</>4> + la )/( I</> + I ) 

siendo 

I</>4> el momento de iner-cia de masa del prisma 

virtual de suelo e la el momento de i ner·c i a de 

masa del equipo y la cimentacion. 

Wl.2 = 1/(2y) e wn + w.p + · -1 < wn + w.p > - 4rwnw4> J 

Finalmente, las amplitudes de vibración r·es•.tltantes 

est~n. definidas por-

Avr = -1 Av + Av</> 

Ahr = t Ah + Ah</> 



con 

Av,P = 1/2 e A,P · 

AhO = h A,P 

·siendo e la dimension de ·la base perpendicular ~1 eje 

cte cabeceo y h la altura del bl,oque de cimentación. 

4.- Aplicaciones 

ccccccce I I MM MM AAAAAAAAAAA G~G~OOC!G!OG!OOC! 

ce I I MMM MMM AA AA OCJ. OC! 
ce I I MM MM MM MM AA AA C!¡;:! G!O 
ce II MM MM MM MM AAAAAAAAAAA OG! @~J. 

ce II MM MM MM AA AA 1;!1;~ I]G! 
ce I I MM MM AA AA QG! C!C! 
ce I I MM MM AA AA I]G!G!OG!G!C!C!G!QO 
ccccccccc I I MM MM AA AA 

Un programa de computadora para el analisis dina 
mico de la cimentacion de •Jné maquina reciproca~te 
de acuerdo al trabajo desarrollado por : 
Dr. Jase Antonio Nieto - Dr. Daniel Resendiz 
programado por· : 

Mario · Juar-ez Ramirez 

Datoi del terreno 
tipo de suelo 
capacidad de carga ultima 
modeulo de elasticidad 

A r·c i 11 a p 1 as ti e a 
103.400 ton/m2. 

10000. 
0.45000 

ton/m2; 
relacion de Poisson 
peso volumetrico 

largo 
ancho 
altttra 
peso 

peso 

1.500 ton/m3. 

Datos de-1a cimentacíon 
9.000 m. 
3.000 m. 
1 . 000 m. 

64.800 ton. 

Datos del equipo 
90.000 ton. 

velocidad de operacion r·pm 300 .• 
0.900 m. centro de masas 

()@] 



Fuerzas de desbalanceo· 
f.za. vert. primaria 
fza. vert. secundaria 
fza, horizontal 
par vert. prima~io · 
par vert·. secu1,daria 

Vibracion vertical 

0.3 ton. 
0.0 ton. 
0.0 ton. 
~.6 ton-m. 
o.o to11-m. 

fJ~ecue11cia rratural = 
amortiguamiento·critico = 

9.457 her·tz. 
0.445 

amplitud d~ vibracion - 0.00000465 

Vibr·acion Hor·izontal 

frecuencia natural = 8.615 hertz. 
amortiguamiento critico = 0.259 
amplitud de vibJ~acion = 0.00000000 

Vibr~cion de cabeceo 

f!~ecuencia natural = 8.372 hertz. 
amcrtiguamiento critico= 0.117 
amplit•Jd de vibracion = 0.00003788 
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COMPARACJON DE MODELOS DE ANALISIS DINAMICO DE 
CIMENTACIONES DE MAQUINARIA 

M. en l. Franc~sco Aguilar L6pez de Nava * 
M. en C. Mario Juárez Ramirez ** 

RESUMEN: . ,~!]1f:,~ . 
· .,,_-J$!\rl!\' 

• .•· . 1;,~-.- .·:~~--

El análisis y dise~o de cimentaciones de. maquin~ria::~·ratatoria es un 
problema estructural de bastante complejidad,· y;i'que involucra una 
estructura tridimensional compuesta por· diversos elementos ,;;obre l·a 
cual se apoya la maquinaria accionada y su accionador a través de 
un bastidor de acero. Debido al gran peso de las cimentaciones y el 
equipo se requiere, por lo general del empleo de pilote9 que inter
actúan en conjunto con el suelo con el sistem~ equipo-cimentac'i6n. 

Por otra parte, las restricciones .en amplitudes permisibles de· 
vibraci'6n son bastante rigurosas para .evitar da~os al equipo· y tam
bién. es relativamente complicado definir las fuerzas da e~citación 
que produce 1 a maquinaria.· 

Existen en la literatura diferentes modelos de análisis para este 
tipo de estructuras, variando desde modelos simples.!!_~~~-g!:_<:!~.C) ... .'~ .. e 
liber~ad, hasta modelos complejos 'de análisis mediante elemento 
finito con mil~e grados de libertad. 

. . -
El propósito de este trabajo es comparar los resultados que 

-proporcionan algunos de estos modelos y hacer recomendaCiones sobre 
su apl i cabi 1 .i dad, haciendo énfasis en 1 as interacciones que· genera!_ 
mente no se toman en cuenta y proporcionando guias para el análisiS 
de otros casos similares al utilizado como ejemplo en este trabajo. 

* Gerente de Ingenieria, SIPPI - Instituto Mexicano del Petróleo. 

** Investigador, SIPPI - Instituto Mexicano del· Petr6leif. • 



JNTRDDUCCION: 

El análisi» y disei"ío·de cimentaciones· de maquinaria e,;; uno de los 
campos más antiguos de la ingeniarla civil en los que &&.utilizaron 
la dinámica y la_teoria de vibraci6nes. Las ·primeras aplicaciones 
datan de los ai"íos 20's y desde Íos ai"íos 60's aparecieron libros 
dedicados a esta especialidad que se han convertido en clásicos 
<Rausch y Barkan). 

Básicamente podemos distinguir ~-.!_i.P.O.!:i .. de .. ~.c::tm.~IJ.~P.!;,i..P.QSJ¡ las de 
tipo_ .masivo apoyadas directamente sobre, el suelo o sobre.,p_itotes y 
fas .. flexilil~s, formadas por una plataforma elevada ap~yada sobr-e 
columnas, las que a su vez suelen apoyarse sobre pilotes generalmen 
te a través de una losa de piso~ En las del primer tipo la influe~ 
cia de la interaccci6n suelo-estructura es sumamente. importante y 
ha sido suficientemente estudiada y esta documentada profusamente 
en la literatura. 

CIMENTACIONES SUPERFICIALES: 

E o;; le tipo de cimentaciones masivas ~~-- .uJ.i_l.i za_t.;m . ..t_'Ll!,!l!:'!l_.m._aqll_i_n_ari_a 
reciprocante como centrifuga. En 'ambos casos las fuerzas dinámicas 
P'~ iJ:<!~c!_Cí_:iS:.P.9¿~er~~q~ií!~:~~;;~t~,~_6'_e,o~:~~~-~.e_1·.~ ~v~T ~e id~~· ~~-~=rRt·;;;c:Tórt: 
Una parte importante del di sel"ío· es 1 a predi cci 6n de l_a,s.,.J_r::ec_o.~O!nc;:ias 

de vi brac~ ~n .de} a ci.men.t_aci6_1J p~r-~_e,_y;t_G.E::.:E:!.~E'ri.ii~.c!:.~~---~'=!~.J.~.!Oi .. f.r:~:: 
cuériE'ia~:.J!.~ .. -~~-C:lfación_. También es importante la Q~t.l!!r.rni_n_a_c_~~ó'2...~-~~ 
Lo;g; ___ ampl i tudes C!e . vi:pr_as;.t~ ... ~-~~-L ... C,::9r:'IJ!-:'D.t:"<;> __ ll!~9u.~ f'!a_r:~. ~::c_ifl)er:.tac~ .. ó!1 
cuando opera en condiciones ·estacionarias. Por operar a· frecuencia 
menor los equipos reciprocantes presentan más probabilidad de reso
nancia con alguna frecuencia natural del conjunto cfmentación-equi
po. 

La :'--·P;r;9R:i.~ a_cl!"s d')! 1 su e 1 o_~_e de ser i ben en ___ t:,~r:m.~ nos .... de _ . fu re; t()p_es 
de\_impedanciaTcompLe]as,dependientes de la frecuencia en las que la 
parte·•·rea:r··k,· es la rigidez (en fase) y la 'parte imaginaria repre -
senta el amortiguamiento viscoso equivalente. Ambas constantes son 
función de la frecuencia de vibración. Las funciones de impedancia 
han sido valuadas por varios investigadores utilizando métodos 
analiticos y numéricos de la mecánica del medio continuo, mo'delando 
al suelo como un semi-espacio visco-elástico homógeneo. Existiendo 
publicada información para diferentes formas de cimentación y dife
rentes parámetros dimensionales. Estos resultados son muy valio
sos aunque deben aplicarse con criterio, principalmente por tres 
aspectos: La no homogéneidad del suelo, la estratificación del sue- ) 
lo y el efecto de confinamiento por la profundidad de desplante de 
la cimentación. 

Existen correcciones para tomar en cuenta las no 
la estratificación, Ref. 1, asi como para la 
caracteristica~ del suelo con la profundidad. 

CIMENTACIONES PILOTEADAS: 

homogéneidádes y 
variación de las 

Si ~xisten pilotes sus propiedades dinámicas también se pueden m~n•• 

B-69 • 2 

.......... --------·~~-

.. 



::. l ... : ... -~ 

jar convenientemente a través de .funciones de impedancia~· Las fun
ciones de impedancia de los pilotes son rigideces complejas ré.feri~ 
daa a la cabeza del pilote y provienen de la interacción de toda la 
superficie del piloto que eeta on contacto con al auolo. Euta 
inter.scción modifica la rigidez propia del pi lo.te y produca amortl
g'uamiento cons.tderable por radiación da anergia !amortiguó\mianto 
·geométrico). En las Refs. 2 y J se puede encontrar tablas y gráfi
cas para evaluar las rlgideces y amortiguamientos·.dec .. los pilotes. 
·Debe mencionarse que casi todos esos resultados. · .. ;listan basado en 
teorias elásticas que, sin embargo, la práctica•.")\·a":~''validado como· 
adecuadas. Cuando 1 os pi 1 otes estari espaciadds;;'!!'~í:h~··~rden. de 10 
veces el diámetro, se ·puede considerar que·no hay fn'teracción entri> 
los pilotes y aplicar directa~ente la superposición. 

.. 
Para la respuesta vertical el tipo de punta del pilote es importan
te, siendo·los pilotes de fricciÓn los menos rigidos pero con inaypr 
amortiguamiento. Para la respuesta horizontal un parámetro,impor -
tante·es la presión de confinamiento en la parte superior del pilo
te, 'ya que incluso puede haber separaéfón del pilote y el suelo. 

Cuando la separación es pequef'ía se debe incluir el efecto de grupo 
conocido como interacción pilote-suelo-pilote este análisis, por lo 

·general, requiere de un programa de computadora pues los resultados 
dependen de la configuración y condiciones particulares del suelo. 
Teniéndose casos de interacci6n muy fuerte, Ref. · l. 

·CIMENTACIONES ELEVADAS 

Existen equipos que requieren de una' cimentación elevada para ope 
· ·--rar.,. ya que estan conectados a su vez a otros equipos. que deben 

instalarse a menor elevación,tal es el caso de los condensadores de 
las turbinas de vapor. Otros equipos como los compresores deben 

. . ' 
interconectarse con tanques y recipientes .mediante tub.erias y una· 
cimentación eleva::la re~ulta conver'lien'te. 

La estructura consiste en una plataforma sólida con abertu.:.as apo -
-yadas sobre columnas, puede ser de acero o de concreto. En nUestro 
. pais predominan estas últimas. 

Respecto a los métodos de análisis para este tipo de cimentaciones 
es bien sabido que durante mucho tiempo se utilizaron métodos 
simplificados, incluso modelos de un 'solo grado de 1 ibertad. 
Posteriormente se utilizaron marcos planos independientes en ambas 
direcciones. Una hipótesis común hasta fechas recientes es la de 
considerar a la cubierta como rigida, aunque se ha reportado varias 
veces que en mediciones en cimentaciones industriales Refs. 4·y S,, 
ese no es el caso. •· · 

En fechas recientes; gracias a la disponibili~ad de programas de 
computadora y de equipo d~ cómputo adecuado, ha sido posible hacer 
análilisis de estructuras tridimensionales y asi muchas cimentacio
nes· se han analizado mediante programas de vi gas y columnas como el 
STRUDL o el SAP. • 3 



Este tipo de modelos ya es un poco más cercano a· la realidad pero 
tcdavia adolece de muchas imperfecciones, ya que entre otros efec -
tos no permite modelar adecuadamente las aberturas .o los cambios 
bruscos de sec.ción o las vigas cortas o peraltadas. 

Diversos program;as de elemento finito como el SAP, COSMOS, NISA, 
etc.permiten modelar con elementos sólidos este tipo de estructuras 
con lo que se· logra hacer menos hipótesis simplificatorias. Sin 
emba~go, adn persisten problemas importantes como el de como mode -
lar la masa, i>i se utilizan masas concentradas existe_:-~h~:, problema 
de de_cidir cuantas y de que valor. s·i se quiere utll,~-~~.:1''\tl concep
to de masa consistente, no todos los programas tienen_~_~}~t~~opción • 

. i~~-:.~ '--U
Igualmente importantes son 'las cuestiones sobre .como 'con-siderar las 
interacciones, e><istiendo dos int~rfases básicas: la de el. equipo 
con la cubierta y la de la losa de piso con el suelo y/o pilotes. 

CONSIDERACIONES SOBRE EL ANALISIS 

' . Debe recordarse. que el propósito del diseNo es proporcionar al 
equiporotatbrio una sustentación que cumpla con los requisitos de 
funcionalidad, resistencia, rigidez y respuesta dinámica tal que no 
amplifique los efectos dinámicos_propios del equipo.· 

Las dimensiones del o los équipos a instalarse en la cimentación y 
los requerimientos -de instalación para una .operación adecuada 
defin-en la geometria de la cimentación. .Los requisitos de 
resistencia y rigidez son relativamente fáciles de cumplir, ya que 
en general se trata de estructuras con elementos masivos. La 
respuesta dinámica por el contrario es el problema más dificil ya 
que se requiere hacer un análi'sis no simplificado que tome en cuen
ta !a mayor parte de las variables que intervienen. 

• • • • • 1 • • 

Las componentes principales del modelo son el equipo rotatorio y su 
sistema de soporte, la cimentación propiamente dicha, el suelo 
subyacente y los pilotes, en su caso. · - ' 

Para modelar el equipo rotatorio se. cuenta con teorias establecidas_ 
Ref. 6 basadas en modelos de comportamiento lineal y se pueden 
tomar en ·cuenta todas las particularidades geométricas y mecánicas 
de los rotores (sección variable, efectos de cortante, efectos 
giroscópicos, aprietes térmicos,etc.) Para el -~istema de soporte 
hay que distinguirdos partes las chumaceras y los pedestales. El 
comportamiento de----r'as chumaceras se- basa en la solución de la 
ecuación de Reynolds, resuelta para la geometria particular de las 
chumaceras utilizadas, linearizada, considerando desplazamientos Y 
velocidades peque~as, dando lugar a un conjunto de 4 coeficientes 
de rigidez y 4 de amortiguamiento dependientes de ·la vel.ocidad . de 
rotación,-Ref. 7. 

Para los pedestales se debe hacer un modelo de análisis estructural 
que refleje la forma y 'tipo de soporte real del equipo, teniéndose 
qur:> en algunos casos. también es necesario con!iiderar la 'forma de 
fijación de las co'mponontes do la chumac_ora a la caja de chumaceras 
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y a los pedes~alea. 

Para la cimcantación se pueden utilizor- distintos tipo•l de elementos 
finitos desde vigas y ·columnas, elementos de placa o elamontoa para 
estados planos, hasta elementos sólidos tridimensionales, desde 
luego el número ~e grados de libertad se multiplica rapidamente. 

En el· análisis el suelo se incorpora mediante algún modelo de semi
espacio visco-elástico,que puede representarse medi.al)_t~~:un· conjunto 
de resortes y amortiguador-es. En el caso de que e¡ciJiit.~J:!~'pilotes un 
modelo refinado debe incluir sus caracteristicas de ri~idez y amor
tiguamiento, generalmente mediante funciones de .i'mpedancia ·en ·la 
cabeza de los pilotes ·que permiten su acoplamiet_o con; el resto. del 
modelo. Como una primera apro~imación puede considerarse únicame~ 
te la rigidez del pilote enterrado a través de algún modelo de ele-· 
mento finito par-a modelar el pilote y los estratos del suelo. ' 

En. la Ref. 8 se presenta un método de análisis para el sistema com
pleto incluyendo la inter-acción con el equipo y el suelo. En ese 
·articu"to la estructura se trata mediante el método-dinámico de rig!_ 
deces en forma matricial, utilizando técnicas de subestructuras y 
elementos finitos con masa distribuida que incluyen efectos de cor
tante, fuerza a~ial e iner-cia rotacional. Esto da lugar a que la 
matriz de rigidez sea compleja y dependiente de la frecuencia. Para 
la interacción con el suelo primero se obtienen las funciones de 
impedancia de los pilotes referidas a sus cabezas o las funciones 
de impedancia del suelo si no hay pilotes. Estas funciones se 
incorporan a las matrices de rigidez de los elementos de placa de 
la losa inferior,para ello deben e::istir nodos en la losa que coin
cidan con el punto de unión del pilote con la losa. Aunque esta 
losa es gruesa y deberla modelarse·con elementos sólida$ indican 
que es posible utilizar la teoria de placas delgadas incluyendo las 
deformaciones por cortante. 

Otro efecto que generalmente no se toma en cuenta y puede ser im~o~ 
te es el de la rigidez propia del equipo instalado e incluso el de 
ciertas tuber-las que llegan a ser de gran diámetro; 

.Si se consideran todas las componentes del sistema equipo-cimenta -
ción y se incluye el amortiguamiento de las chumaceras y del suelo, 
aún para una cimentación relativamente peque~a se puede llegar a un 
modelo con varios cientos de grados de liber-tad. Tratándose de la. 
cimentación de un turbogenerador de varios cuerpos se tendrlan 
miles de gr-ados de libertad en un modelo completo. 

A primera vista-por- el costo relativamente bajo de la estructura 
podria parecer que no se justifica resolver- un problema estático, 
uno de valores caracterlsticos y uno de respuesta dinámi·ca, proba -. 
blemente no tan sólo una vez sino varias, hasta llegar a un compo.-
miento satisfacfcrio. Sin e~bargo, no debe olvidarse ~ue el 
prapósi to fundamental es proteger al equipo rotatorio instalado en 
la cubierta el cual no sólo es costoso en cuanto a inversión ini 
cial, sino que ·su mala operación o sus paras por problemas dinámi 
cas es sumamente costosa, ya que implican pérdidas de producción o 
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su~inistro de varios cientos o de millones de pesos al dia. 

Por tanto aún sin.tener que llegar a utilizar en todos los 
modelo muy sofisticado se justifica y se requiere bastante 
en el modelado, análisis e interpretación de resultados 
tipo de estructuras, 

casos un 
cuidado 

de este 

Existe la tendencia a sobresimplificar el análisis no.sólo debido a 
la complejidaa inherente del modelo, sino a que los problemas donde 
hay interfáses entre especialidades tienden a ignerarse.;,y,,-anal izar
se como independientes. Asi les especialistas en dinámii:'~1';de ma -
quinaria analizan el rotor y sus chumaceras, los ingeni.lir;:os' estruc-: 
turistas analizan la estructura de la cimentación y les éspecialis
tas en mecánica de suelos la cimentación y/o -los pilotes. Desde 
luego cada uno de ellos hacen hipótesis .para justificar su 
análisis. 

Debe mencionarse que existen casos en que es valido.tratar los pro
blemas como ·independientes,sin embargo,no puede saberse a priori y 
no es justificación valida decir que así se han analizado varios 
casos y com~ no ha habido problemas se deduce que.el análisis esta 
bien hecho. 

De hecho lo que sucede es que como no se acostumbra hacer 
mediciones fisicas para corroborar el comportamiento del conjunto 
cuando este entra en operación,ni tampoco se hacen pruebas de 
vibración forzada cuando se termina de construir la cimentación, 
muchos de los problemas pasan desapercibidos en las et'apas de 
arranque y cuando, se manifiestan posteriormente no es fácil 
detectar la causa ya que se enmascaran y se interrelacionan con 
otros problemas (instalación defectuosa de tuberias, flexibilidad 
inadecuada de tuberías, operación en condiciones diferentes a· las 
de dise~o, modulación con otras fuentes de vibración, etc.) .En 
algunos paises ya es práctica común llevar a cabo este tipo de 
mediciones Refs. 9 y 10. En algunos casos ha tenido que 
desarrollarse instrumentación adecuada para .. poder excitar a la 
estructura, Refs. 4 Y. 10. 

At<ALISIS DEL SISTEMA ROTOR-eHUMAeERAS 

Para el análisis dinámico del sistema 
principalmente el método de matrices 
método dr2l elemento finito, Ref.' 12. 
conduce a un sistema de ecuaciones 
segundo orden de la forma 

rotor-chumaceras se utilizan 
de transición Ref.11 y el 

En este caso el planleamiento 
diferenciales ordinarias de 

M ~· .+ e ~ + K x • f (tl 

En donde x contiene los desplazamientos en las estaciones en que se 
divida el rotor. Debido a las caracterlsticas de las chumaceras de 
la pelicula lubricante, las matrices de rigidez K y de amortigua 
miento e no son simétricas y dependen de la velocidad de rotación 
d·c•l equipo w. La función f (tl representa el efecto de las fuerzas 
dunbalanceadas producidas por la maqu.naria. 
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El tama~o de. este sistema de ecuaciones· puede· variar entre 50 y 200 
incógnita6 o grados da libertad, dependiendo del tipo de rotor y el 
refinamiento del ~odelo. En la fig. 1 6e muestran modelos tlpicos 
representativos dal rotor y las chumaceras. 

En este análi6is, _por lo general, se considera que los pedeo;tale,; y 
el res.to del sistema de sustentación son rlgidos o bien puedt?n 
representarse por dos resortes lineales, uno horizontal y uno verti 
cal. Esta consi·deración sólo es válida en ciertos casos,.,·teniendo-

. '<•.;t ,r-<4 , 
dese que en general no es posible ignorar el comportamie~to dinámi-
co de la cimentación. Una aproximación es considerar. ~~~~'¿imenta 
ción como,un marco plano y acoplarlo con el model'o de~·'r-Ó~or media~ 
te resortes rígidos, o flexibles. En la Ref. 11 .se·· presenta· una 
comparación entre frecuencias naturales para un rotor apoyado en 
tres puntos, considerando rig~da la cimentación y las frecuencias 
obtenidas de un modelo acoplado en flexión del rotor y la cimenta
ción. En la fig.2 , se muestran algunos resultados de esta compa
·ración,pudiendo apreciarse que el ef~cto es diferente en cada modo 
y para algunas frecuencias la diferencia en la forma··del modo es 
más significativa que las diferencias en frecuencia. 

Un método para acoplar el modelo del rotor con·el de la cimentación 
que resulta conveniente por el bajo número de grados de libertad de 
acoplamiento que es el método de síntesis modal, Refs. 13 y 14. 

Otro método que.puede utilizarse es .obtener analltica o experimen 
talmente las funciones des transferencia de la cimentación en los 
puntos de apoyo del equipo sobre· l,a cubierta de cimentación, 
Ref.15. De esta información se puede obtener la rigidez dinámica de 
la cimentación•'en el dominio de la frecuencia, la cual puede incor
porarse al modelo de análisis dinámico de la maquinaria. 

De hecho la selección del método de analisis debe hacerse en fun 
ción del tipo de resultados que se este buscando, áunque por lo ge
neral es la respuesta dinámica de 1~ maquinaria la que m~s interesa 
determinar con pro:cisión. Cuando se limitan las vibraciones permi
misibles de· la cimentación lo. que se esta tratando de prote¡;¡el" es 
el equipo, ya que los esfuerzos y deformaciones en la ci~entaci6n 

casi siempre son muy bajos; Por otra parte los resultados que se 
obtienen sin considerar la interacción son muy diferentes cuando 
esta se toma en cuenta·. En 1 a Ref. 13, se presentan los resultados 
de esta comparación en un caso particular, Fig. 3. 

EJEMPLO DE APLICACION 

' 
Como ejemplo particular se presentarán algunos resultados correspo~ 
dientes a la ~imantación de un compresor que opera a 5700 RPM 
accionado por un motor a través de una caja de engranes~ ··La velo
cidad del motor'es de 1800 RPM = 30Hz. 

Un análisis simplificado como marco en 
una frecuencia de casi 3.5 Hz. y . 34.2 
ambas alejadas de las frecuencia de 
siguiente se muestra la comparación de 

'O_ 7/, 

dirección transversal indicó 
Hz. en dirección vel"tical, 
e><citación. En la tabla 
algu~s fr~encias en Hz 
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obtenida de un análisis como estructura tridimensional formada por 
elementos da viga consid~~ando.31 nodos, incluyendo Y. sin incluir 
la masa del equipo 

MODO 1 2 4 5 6 7 

S/MASA 3.79 4.22 5.13 33.20 36.2 36.9 37.4 

C/MASA 3.55 33.,4 .. 36.4 
••• ~..,._,·,~ .. !'" ~ . 

3.21 22.7 31.1" 4.47 

·:~¡'i11~~ 
Anal izando 1 a cubierta como· viga apoyada en las columnfs'lconsidera
das r1gidas verti·calmente se obtuvieron.frecuencias de."36.0, 97.0 y 
145.0 Hz, el segundo valor esta muy cerca de la velocidad de rota -
ción del compresor. 

En la Fig. 4 se muestra un modelo de la cimentación a base de ele -
.mentes sólidos tridimensionales, considerando los huecos de la cu -
bierta, suponiendo el peso de los ·equipos distribuido alrededor de 
ellos y t~mando las columnas como empotradas al nivel de piso. El 
modelo resultó de 321 nodos y 108 elementos dando lugar a un pr'oble 
ma de.valores caracter1sticos de 870 x 870, cuya solución para ob ~· 
tener los primeros 20 modos tomo más· de 30 minutos en una computa
dora Microvax. En la tabla siguiente se muestran algunos resulta
dos con y sin masa del equipo e incluyendo también la rigidez del 
equipo. Los dos primeros modos son flexión transversal y longitu -
dinal, el tercero es torsión, el cuarto y quinto flexión de cubier
ta del lado del motor y el compresor, la sexta torsión transversal 
de la losa, la séptima es flexión longitudinal de la losa con' dos 
lineas de inflexión. Los modos 17 al 20 son combinaciones de 

.. flexión y torsión de la cubierta. En la Fig. 5 se muestra dos de 
estas formas modales. 

MODO 1 2 3 6 7 8 

S/MASA 5.49 6.00 7.66 35.17 46.91 48;61 51.58 55.04 

C/MASA 4.53 4.86 6.88 24.8 39.70 43.10 46.60 54.06 

C/MyR 4.54 4.85 7.06" 30.0 36.10 42.10 51.7 52.4 

Los rDsultados de este análisis indicaron posibili~ades de amplifi~ 
.cación dinámica importante entre la cimentación y el equipa·. · 

También se analizó el efecto del· suelo en las frecuencias de la 
cimuntación, considerando r1gida la losa de base e incorporando 6 
resortes obtenidos con las propiedades del terreno. Para un suelo 
muy flexible la interacción sólo afecta a las frecuencias más bajas 
comportándose casi como un cuerpo ri gi do.. Para un suelo intermedio 
el efecto también se restringió a modificar los primeros modos. 
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También se efectúo un análisis de las frecuencias naturales del 
equipo considerando a la cimentación como 'rigida. Los v~lores 

calculados_ para las tros primaras frecuencias fueron 1112, 1194 y 
3390 RPM. Con objoto da tomar en cuenta la interacción dinámica 
dul equipo con la cimentación oa calculó la ruopuesta en frecuencia 
denominada comp-liancia )(/F en ios puntos de apoyo del equipo con la 
.cimentación utilizando los modos y frecuencias de la misma. La 
inversa de esta función es la rigidez dinámica de la.cimentación. 

' ···~it·> 
•-l ... •l-4-. . 

Esta información se incorporó al análisis de frecue.nc'i~as del equipo 
.obteniéndose frecuencias naturales de 893 1 1637 y,''3'oo:<)' RPI'I. . Como 
,puede verse la interacción entre el equipo ,Y la estrÓctura produce 
una reducción en. las frecuencias naturales del equipo. 

CONCLUSIONES 

Este problema como todos aquellos donde existen interfases 
hacen sobre_ simplificaciones que pueden repercutir en 
comportamiento y problemas dinámicos posteriores. 

se 
mal 

Dado que el p'opósito fundamental del dise~o de la 
'es evitar problemas al equipo a instalar debe 
análisis adecuado para.satisfacer' ese requisito. 

cimentación 
hacerse el 

Debe aprovecharse que e)(iste publicada ·suficiente 'información 
sobre todos los aspectos y particularidades que presente este 
problema y hacer el análisis adecuado en cada caso. 
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.RESIJMEN 

Se preosent.a un modelo de _trd.~r~cr:J.ón ,;;.ntre maquinari~. cimFHlt~~tón 

y suelo par a el problil?ma de vibraciones de cimenl..::}c_i,.,n,;:.s d~ 

maquinaria de rotación. El modelo está. formado con loo; elementos 

claves del sistema como son el rotor. los coj i neles. · 1 oo;; 

pedestales, la cimentación y el suelo. 

Los elementos. del sistema, excepto el suelo. se .id,..alizan como 

<>l ementos di seretes. masa-amortiguador -r.esorte i. ndependi ent<>s "de 1 a 

frecuencia. El suelo se idealiza como un elem<>nto continuo mediante 

funciones de impedancia o rigideces dinámicas dependi<>nt<>,;; d<> la 

frecuencia. La solución del sistema se obtiene empl<>ando la técnica 

de la respuesta compleja en la frecuencia. 

El modelo resulta apropiado pará realizar análisis de sen"Jblltrl~rl 

con obj<>to de <>valuar la influ<>ncia de los principales par:lm.,.t.r.-.'< 

q<>ométricos y mecánicos d<>l sistema; también <>s adecwvio r"r" 

tdAntificar probables causas de fallas. Para mostrar 1" ,.ru ... ,. ... , ... , 
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• 

d.ol morlPlo. s~ anali z~ 11n ~rohl~m~ p~rLicul~r donri-=- · ":::::~ e'>s+."ril A ,....¡ 

~r~clo de la proftJndJrl~d (le d~spl~nLP d~ l~ ~1.mont~~l~r, v 1 ~ 

r· L gi rlez del s•.tP.l o . 

' 
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1 • T NTRODUCCI ON 

Fn 1" industria 
1 ""' 

ci menla.ci one·s 

v~nliladores y en general para. maquinaria de rotación son st~t . .omrlo::: 

<>,;tructurales importantes que deben ser disef'íados r>~<Oi<'n;,1 m<>nl., 

pAra evitar asentamientos diferenciales inaceptables, vlhrcoci0n<>c: 

o<>x,.geradas que produzcan daf'íos al sistema mismo o a .,.struc:t ur;,c: 

c<>rcanas y vibraciones intolerables por equipo vecino s.,n,;ihl<> o 

por las personas. 

F:n las plantas termoeléctricas los ventiladores son empleado"' P"r" 

1 a ,.xtracción o suministro de ai r,. o gas0s en un proceso. Esl.-:•s e:<> 

rlespl antan sobre · cimentaciones mas! vas que li enen como f une 1 0n 

lrasmilir las cargas estáticas y dinámicas de la maquin;,ri-'1 ,.¡ 

suelo a si como mant .. ner al si slema. denlro de ci er los 1 í mil"'"' rl"' 

producidas por el r leo 1 vibración. Las cargas eslálicas s·on 

o>quipo mientras que las dinámicas son generadAs por 1 a r ot .::\e 1 l'ln do 

mA!:as desbalattcéadas. Las masas desbalanceadas al rol.;lr d~n nr- í rJPr, 

" fuerzas armónicas cuya magnitud es _proporcional 1 " 

4 
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de~bal.anceada. su @Xc-:?ntr i cidad y el cUadrado d@ 1 ~. v~l nr:- i d:.d 

~r,gular de operación. F"or t.::llnt.o. ~n v~ntiladores.· m'JY vcal nr:o-=: ~o 

ptr.:?r.i~n desarrqllar fuer7.~.~ si~niflcat.lvas que de>n com0 ro~qJt.~d(""\ 

vibraciones excesivas d~l ~islema. 

En gt9nl9'ral. 

cr.rrnplido salisfacloriament.4!? su función. Sin embargo .. r·pcl.~nt.c:-mt~?nt.P 

_se han presentado fallas que consisten es.encialment..e dP. vihr·acion~~ 

excesivas en 1 os coj i net~s y pedestal es que gener ;::tn d.::~~fío~ "?n oE?.l 

.. quipo con un alto costo. p"r·a la -industria "léctrica. F'arclalm<>nl.<>. 

esta~ fallas se d"ben a .que las dimensiones y· pol•mcla d"" 1 o"' 
ventiladores y motores han crecido notablemente. mi<mlras qu"' ¡,., 
técnicas y criterios lradicionales de análisis y di,.,<?f'ío aún ""' 

.siguen usando. 

• 
Probablemente la causa principal de fallas en venli'ladores dP gran 

potencia se debe a resonancia entre el ventilador y la cimenl<>clón 

por efectos de interacción; la resonancia <'-ntre la cim .. nt,.cl6n y <>1 

suelo generalmente. no S:lf;t presenta ya que las frecuencia~ n.::~~t.ur~l.110s 

del conjunto cimiento-suelo _son muy grandes con respeclo " la rl<> 

Of'?er:ación. La resonancia del sistema se P'!ede present.ar en dos 

situaciones: a) si. 1 a frecuencia fundamental del sistema <>s m.,nor 

que la frecuencia de operación se pasarA a través de la condición 

d., resonancia durante la iniciación del movimiento al encender el 

equipo, y .b) cuando se liene el caso contr-ar-io la condición de 

re!Oonancia se puede alcanzar al reducirse la frecuencia del sistema 

por efectos de interacción. La inler-acción entr.e el equipo, la 

cimenta-Ción· y el suelo modifica la f'recuencia natur-al del r-otor que 

predice el tabricante a!Oi como la!O fre-Cuencia .. natur-ales de la 

ci m .. ntación aislada. Por tanto, es nec .. sar io f'or-mul ar modelos de 

interacción que c:ontempl .. n la maquinar-ia, la cim .. ntaci6n y el ,.u .. lo 

r::omo un sistema, Chen y Malanoski t1J y Walter-s y Kir-by· (21. Eoi;t.os 

modelos son apr-opiados par-a idenlificar- la causa principal de 

fallas qu .. apar-entemente eslá r-elacionada con las rigidec .. s .; .. l~" 

cojinetes y pedestales. 

El objetivo de este lrabajo es formular y des<trrr:tl.l::n 
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mtot.odo.togia de an~li~l~ r~r~ ~.t ~t.Pm~5: m-=-qu.inar·ia-c'j mo.rd_.:=u:i An ·~''PI,_. 

permila di sel'íar· ~alisf~ctoriam~nte 

m~'1uinaria de relación. un 

m-=-sa-amor ti guador -reSor t~ qu~ conlPnga sólo 1 os modo~ rl~ vi h.r ~.- 1 f"",r, 

rl~ lnt.er~s pr~cllco y los ~xcltados dlr~clamenle por· ~1 r·0t_r,r·. ol 

se analizar~ en ~1 dominio de la frecu~r,c.t.::.. El 

t::onsiderará corno grado~ dq l.t.bertad los movimientos: ~n r'"nt ......,, 

e 1 "ves del 

horizonlal 

sislema, t.~ l ~5 como 1 os des:pl azami en t. 0~ vfO.r t. t r:::. 1 \' 

del rolar. cojinetes, l. os y 1 ·"' 

ct menlación. Para ·ésla. ad~m;:\s s:~ cons'iderará 1 ~ r,-,t.~rt 0r, r·~·r 

r.<=lbl!?ceo la cual estA acopl;~~da con la lras.laci6n hor.i 7.ryrd.:::.J; ".Jr,,--,t -"'e: 

,.,..,n,.liluyen el fenómP.nn predominanl<> que rige al 1 .rl 

o:;;;olución del modelo ~~ nbl~ndr:4 en el dominio de 1~ frocr¡onrl ~ 

~mpl~ando la técnica de 1.:::. respuP.sla compleja en la. fr.or-tti!OfH"i:::.. r......., 

~~t.a manera se pueden .e:::. l cul ar si mul tá.neamente ] ;}S 

rlo> 1 i berlad con si der a dos. Adem;is, con estas últim~~ -=!'!' rn~tblc::.. 

~valuar la funcionalid~rt dt?.t s:isleom;:~~. comparAndol:=-~ ,-,...,n v.::.lnrc:oc:. 

llmlt.es permilidos; as.{ .-,.-,me determin"r las fuerz"" dt n.!>m\C"""' r"' .> 

. rll set'ío. Finalmente, por .1 ""' caracleríst.lca,. del mod.,t.-. "" pr"'"'" 

P"ra llev,;_r a cabO anAl.t .:t s de sP.nsibllidad con objelo d"' "''<lorli ,;· 

~l efA>clo de los princip;:...les parAmelros geométricos y m,q.r:ánt en~· r-t.o>l. 

slslema. 
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?.. MODELO DE INTERACCION 

:>. r Caracterlsticas del morl.,.lo 

C'>mo los problemas imp6rlanles en ventiladores de gran pot . .,.ncl" <:"' 

do<>ben a la interacción del ventilador con su cimentación· y d<> .;.,,_,. 

con el suelo, la cual modifica las frecuencias naturales dP.l .. q•.Jt f'" 

y la cimentación aislados, 

v.P.nt.;i 1 ador -ci menlaci ón-suel o que 

contemplar. cinco elementos claves: 

;o) Rotor 

b) Cojinel~s 

e) Pedestales 

d) Cimenlación 

<>) Suelo 

4 

el 

se 

• 

modelo 

muestra 

7 

-para 

en la Flq.t dPhO> 
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Fig. 1 Sistema maquinaria-cimentación-suelo 
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Con estos ,.lem .. ntos pued<> construir un mod-.1.-. df~rrofn 

mac:a-amortiguador-resorl<> como el que se presenta en l:. Fip. ?.. 1 "" 

~:onstd~r-aciones que ll~varcon a. fr:"'rmul~r este modelo d.;» rt'tcvc r.Jr ~dno::: 

.:(.., 1 ib<>rtad son las sigu.l<>nl.€'c; . 

.:t) Por del r nt nr 

f" PSUl la adecuado rP.preo:::~nt;¡rJ.o por· una masa · conc-=-nt. r ;::.rl~ 

rP~orles laterales y despr~ciar su amortiguamiento. Si c:::o cnn..-.rc 1 A 

fr.,.cu.,ncia fundamental d"'l rot..or con apoyos rígidos, .1" r tul.d<>7 "'"' 

nbti<>ne a partir de la <>ro•r:.ción del ·oscilador simpl"': 

1 f ~ 
r ~ 

,. 1 ., 

dond& fr ~ frecuencia fund-'\menl"l del rotor con apoyo" r·!qldoc:. M, 

= m"sa del rotor y K~ ~ rlo.l dez d.,l rolor. 

b) Las propiedades dln:lmlc"s 1 os cojin<>t"'s c:::nn .,¡ 

"morttguamiento y lá-'riqld.,.z. Para lomar en cuent::t .:;.c:::tn. 1 f,c:: 

r:.o.J i neles se t de"l 1 zan s61 o por amor U gua dores y r .. sor t "'"' l "t."'' "1 o"' 

rHf<>rentes en las dos dlr·eccionP.s. Kei y Cej son la riold"'z y.,¡ 

amorliguamienlo, respecliv~m~nle, deo los c~jineles P.n l::t cH.r~..-:,.._.-tr·,n 

.J Cj~x.y); sus valores son dalas del fabricante y depPnrl.,n rJe 1"' 

geometría, carga y v..locidad. 

e) Los pedestales llenen como car.acleristicas dinámicas· la m:.s" v 

rigidez por lo que se modelan m..diante una masa. conc .. ntrada con 

resortes lal,.rales; por tratarse de elementos poco disipalivos s<> 

.d<>sprecia su· amórt.i-guamienlo. La masa incluye lanlo las mas"s de 

las silletas de acero como las de los pedestales de concr,..Lo. L" 

rigidez se calcula considerando las rigideces de las silletas y In~ 

~edeslales en serie, de tal suerte que: 

1 
~ 

1 + 1 

rlonde KpJ ~ rigid.,z de los pe.destales en la dirección j. l<a, 

rigidez de las.silleta.s de acero en la dirección j y Kc; ~ r·iotd<>.-

7 • 10 
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,¡., los pedestales de concr<>lo P.n la din•éción J. 

r1) L.::l ·ctmenlación seo comporta. r:":nmo un cu~rpo rígido con trQo:::: qr~dns 

1 i ber lad; una lr::.sl.::.clón verltc~l ., olra horiz~nl~l Y r 1'1~ 

rnt.~ción. Su propiedad t:ii n~mj e~ es la inercia; pc,r t.::.nt0. !!;.o dch~ 

..-:on~{derar como un etemonlo d9 in~rcJ.a. con masa t-4-:- y mom~nto do 

t nP.rcia de masa Je• sin ~morligu'"'-mienlo ni r.igidez. L~ profnnrlt rf;:.d 

d~l c@'nl·ro de masa CCMJ rP.5:pqclo ;tl de rotación CCP) AC:: F. y e:::" 
•lev~clón respecto al niv•l de despla~le es D . 

. ·. 
,.) El suelo llene propiedades de inercia, amart iqnam_i.eont ro y 

rigidez. Para lenerlo en cuenla apropiadamente se pu"'d~ r"'•mrl~z~r 

con ftÍnclones de impedanciá, las cuales son funciones compl•l~<: 

dond9 la parle real defln9 la rigldez'e inercia d<>l s•.t<>l'>. y l.> 

P"rte imaginarla su "morliguami<>nlo material y ge.-,~trt-:-co, pnr 

irradiación. Así. el su~Pl? se pued~ sustituir por amort.igu.::trl,....,r~~ y 

resortes acoplados dependiP.nli.J!S de- la frecuencia. Cerno PL conl.r0 rto 

' masa no coincide con el de rigidez aparecen lmpedanci"s ~~orl~rl~~· 

. é!Sl.as junlo. con Las imped~ncias hori:zonlales: y de rot~ción d~~?fi ru'···r, :'!"."= .. ~ .... ~ 

.l"s sigulenli•s relaciones: 

] { :: } 
( 4) 

donde el apóslrofe 1 f"!dl ca der 1 vada cof"! respecto· al ll empo. Fr. F" ~ 

·ruerzas horizof"llales reslauradora y amortiguadora, respectiv;omenl,.; 

Mr,Ma e momef"!los restaurador y amortiguador, respecli vamenlP; y ·"" e -:: 

de.!:pl azallli en lo 

rPspeclivamenle; 

rotacional y 

amor l i guami en los 

r .. specll vame,.,le. 

hor 1 zonlal . y relación de la cimenl~ción, 

Ky,K9 ,Kye 

acoplada, 

del suelo 

rigideces del suelo 

res:peclivamanle; y 

horlzonlal, relacional 
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• 

:z.:J! F-t:uactones 'd8 mouim#_~nto 

F.slabl eci endo el equi li br 1 o di námi e o para 1 os n•J .. v"' gr:vln"' rl~ 

J l b<>rlad del modelo se 

diferenciales acoplad~s. 

"igulenle forma: 

un sislema 

qt1<>, en nol~ción malrlci"l 

[ M ] { W"C l) } + [ C ] { W' C l') } + [ K ] { WC U } ~ { PC t.) } 

'" 

(t.:;\ 

donde [Ml, [CJ y tKJ son las malrices del sislema de m,.s,., 

amorliguamienlo y rigidez, respectivamente. ~WCtJ ~ es el vector de 

desplazamientos del sislema; eslá formado con los d"'splazami•mlo,; 

de los elementos del. sistema como Cver Fig.2J: 

(6) 

~PCtJ~ es ·el vector de fuerzas exciladoras.del sislo<>ma, compueslo 

con las fuerzas que actuan en cada uno de los grados de liberlad. 

Las únicas fuerzas diferentes de cero son las asociadas al rotor; 

por tanto, la forma de este vector es: 

{ Pcp r "' { F,. Fy O o o o O o o } .(7) 

La ·matriz de masa es una matriz diagonal formada con las masas 

asociadas a cada uno de.los grados de libert,ad como: 

H,. o o· o~ o o o o o 
o H,. o o o o o o o 
o o o o o o o o o 

[ M ] 
.o o o o o o o o o 

"' o o o OMp o o o o (8) 

o o o o o Mp o o o 
o o o o o o Me o o 
o o o o o o o Me o 
o o o o o o o o Je 

La matriz de amortiguamiento es una matriz simétrica definJrl" pr>r: 
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o o o o 0 o o o o 
o o o o o o o o o 
o o ce. o --e-=)( o o o o 

[ ] 
o o o C-::v o -Ccv o o o 

e -- o· o -e ex o ce)( o o o o (l..)\ 

o o o -Ce y o Ce y o o o 
o o o o o o c. o o. 
o o o o o o o Cy -DCy+Cy'" 
o o o o o o o -ocv+cv .. D"Cy +C,.-20Cv'" 

L" m,.li- i z de rigidez es rJna. matr· i 7. sim~trica definid" pror: 

K. o -K. o o o o o '-' 
o Kr o -K~ o o o o () 

-Kr o K r 4:Kcx o ·-Kex o o o () 

[ ] 
o -K. o K r +K e y o -K e y o o () 

K = o o -K ex o KCK +KPM' o -K.,. o () 

o o o -K e _y o Kcy+Kpy o --K,..y ·-F:K,v 
o o o o -KP• o K.,.+K• o o 
o o o o o -K.,y o K,y'~'y K "o & 

o o o o o -:-EK.,y o KoA Koo 
( 1 (_)) 

cionrle Kao = K,. = EK.,y-DKy+Ky.,. y K ' O<> = E7.K.,y+D"Ky+K.-2DKv.,.· 

"> .• 'J Respuesta en estai:Jo ,..,.tacionar-io 

F.n maquinaria de rolaci ón como son 1 os venli 1 adores SP gcnor ~n 

fuerzas de tipo armónico al girar las masas desbalanc .. "d"" " "~''" 

velocidad angular constante. Asi. sólo la respuP-sta e-n ~~t:::.,.._i,....., 

estacionario resulta ser de interés y es posible obt .. n<>r 1" 

.. mpleando la técnica de la respuesta compleja en la fr"""" .. n"1 ". 

Clough y Penzien t3l. 

La ·magni~ud de la fuerza excitadora que se produce e':' .,¡ rot'or ,,., 

proporcional a la masa desbalanceada M,.. su excentricidad e y <>1 

·cuadrado de la .velocidad de operación w, esto es: 

r. 1 1 \ . 

' La fuerza armónica qu@ actúa en la d~rección verl.ic"l "'"' f'"o.f<> 

r~presenlar ~omo: 
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( 1 r: ~ 

dt:"nde 1 ~ unidad 1 magi n:.r J.~ y t = t..i empo. · La fuprz.::. ~r mé>nt ,.~;~~ "f' '~ 

~e lúa en · 1 a di rece! ón hor i zonl~l se encuentra d~sf :=-~;:~~ri~ nov.ont :-::-

qr~do~ de F')(~ por t;l.nto'. o~tñ. ftJt?rza se. puede· es~ribir ,...,...,mo: 

F y 
= Q ,.irwt+7U2> ~ i Q 

Con.~slo. el veclor de fuP.rz.::ts excitadoras se trasforma oe~>n: 

{ Pe u } ~ { PC wJ } ,. l~>t 

dond,., 

{ PCw) }T ~ { Q iQ O O O O O O O } 

( 1 (' 

l~btdo a J.a forma armónic..::. de la excilación la réspuo?ost.;~~. Pn Pc::t.~,;~.., 

~slacionario se reduce a: • 

{ wcu } ~ { WCwJ } elwt ( 1 A) 

Sustituyendo las Ecs.14 y 16 en la Ec.5 se obliene la ecuación '1""' 
gobierna el movimiento en el dominio de la fr-ecuencia, la cual est,l 

. d~da por: , 

[ [ K ] + i w [ C··l w
2 

.[ M ] ] { WCw) } = { Pcw) } (1 7) 

Es la ecuación un sisl .. ma complejo de ecu~cionP.~ 

;,lgebraicas que puede resol. ver con cualquiera de 1 n"' 
procedi mi en los de ali mi nación Gaussiana. Crandall t 4 J. 

• 
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3. FUNCIONES DE IMPEDANCIA 

3-I Concepto de r-tgtde2 rlindmtca 

" Para el análisis de la respuesta de cimentaciones de maquin~ria es 

necesario calcular las funciones de impedancia para el rango de 

frecuencias de interés. Las _runciones de impedancia o rigideces 

dinámica• se definen como la relación en estado estacionario entre 

la fuerza aplicada y el desplazamiento para una cimentación carente 

de masa y excitada armónicamente. Estas funciones son .dependientes 

de la trecuencia y de lipa complejo; físicamente representan, la 

parla re:..1, la rigidez e inercia del suelo y, la imaginaria, ,;u 

amortiguamiahto material· y geométrico. La variación con la 

frecuencia da la rigidez del suelo y su amortiguamiento llega a ser 

trascendente en la respuesta de cimentaciones. 

El significado matemático y risico de las rigideces dinámica,;: '< 0 

puede ilusü:·ar emplea_ndo una analogia con un sistema discreto dP "" 

grado de libertad. Para esto,· la ecuación de movimienl.-, .;.., '"' 
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0~cllador simple eslá dada por: 

M w·· + C W.' + K. W ~ PC l) ( t Q' 

SI sP- supone una excil~r:ión 

,::~o~tacionario la respue~l~ ~~ 

ib>l 
armónica PClY = P0 eo .a.n .o.l ~~t~rl··· 

iWl 
WC l) = W0 ., y por lanto la F..-:. 1 A o; o 

r~tl=!'duce a: 

( K + i w C - <...i' M ) WC t:> ~ PCI.) 

r,or. d.,finición; la rigirlP.Z dinámica del oscilador .,,_ 1 a r·<>l ,.,.,; ,-,,, 

la fuerza exci t.::t¡dora y 

~sl~cionario, enlences: 

1(( '") = 
PCD 
WCU 

-·C K -'-<.o.i'M) +i ú>C 

• 

despl azami <>nto 

<:on esla ecuación se demuestra qu<> la rigidez di námi "" cl<>l 

,.,c;cilador es una función: compleja d&pendienle de 1~ fri!:!Or-:tr~nr.j ~

Físicamenle, la parle r~al repres .. nla la rigidez e J.npr·<et" d<>l 

si ,.l.,ma, y la parle imaginaria la· energía disipada. a lrav,6<o ,¡.,.¡ 

a.morllguamienlo malerial. 

La Ec.20 se acostumbra presenlar de lá siguiente manera: 

KC w) = K C k + i w e ) e ?.1 ) 

k 1 
M .,z. cort: = - ---¡( r. 22) 

e e = -y-· 

Los parámetros k y e se conocen como coeficientes de rigid<>z y 

a mor ligua mi en lo, respeclivamenle .. Para el oscilador simpl., lo-

dqcrece con la frecuencia como una parábola de segundo grado sipndo 

nula para la frecuencia nalural del oscilador, mienlras q••'" c 

permanl!tce conslanle. La Ec.21 ·impl·ica que la rigidez dinámica K.""" 

puede expresar como el produclo de la rigidez eslálica K por •m 

.f"clor dinámico complejo Ck+iwc) que considera las caract ... rf"ll.'.-""' 

• 16 
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deo i.nercia y amorligua.ml~~?nlo d~l si.5:l~ma; para la frc.-::r.tor:=tnr.t ~ rPr, 

o<>l factor dinámico se r<>duce a la unidad real y ror t_,.ntn ¡_, 

rigidez dinámica coincide con la estática. 

Cur-1 base en la ana.log{~ con un sistema discrelo d~ un gr~rl,..., d.ao 

.1 t.b~rlad,· la rigid<>z dJ. n;lmica de un si ~t.cm~ cont.l nnr-. 

51Jelo-cimenlación sin m~sa. se puede expresar como un~ fnnrl ,:,n 

compleja dependiente d.,. l ·" frP.cuencia como la de 1 a Eco. 21. 1" """¡ 

o<>o;lá dada por: 

K ¡C r¡) = K j [ k ¡C T)) + i T) e¡( T)) 1 , j ·- x, y, e 

donde Kj = rigidez· estálic;o .,n la dirección j y T) 

normalizada definida por: 

( ¡.. •. -1 ' 

• 

dondo"' ¡1 = -f G / p = velocidad de propagación de ondas: rl., cort ,.,,,t o, 

e; = módulo de cortante dal suelo y p = densidad del sua] o. lldam.;". 

R; = radi~ de una cimentación circular equivalente a la c:.t mon.rd.~r·i r\n 

en traslación el circulo debe tener igual 

!=;Up9rflcie de desplanle y .gon rola.ci6n igual momenlo rlP. t n.orr:i ~ ,,,...,, 

ro<>specto al eje de rotación, es decir: 

RK Ry ( B L r·' = = 
rt 

(?,~) 

Re ( e• L Jo. :r.t. = 3 ~-
( ?.'7 ) 

donde B,L _,.ancho y largo de la cimentación real, respectivam<>nta. 

La parle real de la Ec.24 representa la rigidez ,. inercia dal 

su9lo; su· dependencia de la frecuencia se· debe solamente " 1" 

influencia que ésta llene en la inercia, ya que las propiedad"" dal 

suelo son esenclalmente·independientes de la frecuencia. Mtantr"" 

'l'le la pa_r-le imaginaria representa el amortiguamiE>nto m;>t.o<>rt ,.¡ v 

g"'ométrico del suelo; el primero es prácticamente ind..-p.,nd!o<>r.l<> ·k 

1" frecuencia y se debe al comportamiento hlsterético <1.,[ .,.,.,¡n, v 
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o>l .,,.gundo es debido a l" irradi,.ción d"' ondas al "''·'"'In. 

• 
:f.!? Co~ fici~nt~s d~ r igide:>! y amortiguamiento 

F.l cálculo de rigideces <>státicas y coeficientes d .. r·Jqlrl ... z y. 

amortiguamiento necesario,; para la obtención de rigideco>s dlnámlca,; 

no es un problema lrivial. El problema se puede lratar mediante dos 

enfoques: a) con modelo" continuos y soluciones analiticas, y b) 

con modelos discretos y 5:oluciones num<kicas. Sin embargo, .,n l" 

lileralura.se encuenlran publicados una gran canlidad do> r<>o;lll_l,.dos 

ütiles para el análi~ts de vibraciones de cim~nt~~ion~~ 

maquinaria, Gazelas [61. 

Par-a .clmenlaciones er'll113'r·r·Ad;ts se puede r-ecurrir ·a la5: soluctor1~~ d~ • 

Elsabee y Morray [61 y Kausel [71. a parlir de la" cu"J "'"' "'"' 

encuenlra que las rigideces "'slálicas de cimentaciones embebida,· ,.n 

un semi espacio para los m< ... :Jos de traslación vertical y horl ze>nt.,.l·, 

relación y acoplamiento, ;·o>speclivamÍ!>nle, son: 

4 G R 

( 1 
H ) K 

M 
= + 

K 1 V 2 R 
K 

C2B) 

e G R 

( 2 H 

J K = 
y 

1 + y 2 - V 3 R 
y 

e G Rg 

( 1 
2 H 

J K e 
e + = 

3 e 1 - V ) Re 

.· (30) 

... 

Kye = 0.4 H K 
y 

C31) 

donde V = módulo de Poisson del suelo y H = profundidad de 

d<>splanle de la cimentación. Con eslas ecuaciones resulta ••vidente 

que la r-elación de enlerramienlo H/Rj incrementa nolablem .. n'-" la"' 

r.lgideces eslálicas con factores de 1/2, 2/3 y 2 para lr,.c:l "r-J "''' 

verlical, horizontal y relación, respectivamente ... Además, "'"' '"'' ·' 

'l'.Je KY
8 

depende de H y no se puede despreciar salvo en <>1 e'""<' ·•~ 
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r-l.mentaciones superf!ci"l""· 

El efecto del enterraml,.nto "'n los coeficientes d<' rlo;:¡lrl"'Z v 

"morl!guam!ento es di f"'renle. Por lo que se r.efl.,r·., " k¡ "'"' h.> 

~nconlrado que no se modtf.tc~ ~ensibl~mP.nle con H/R¡. d~ t~l C::fl.-::ort~ 

qtr~ s~ recomienda qu~ ~q·· v~r ta.ción con la. frecoenci ~- ·p~r;ll •rr1;:.. 

clm.,nlac!ón embebida ;~~proxt mil? con la v~ri~C.lón 

e t mPnlaci ón superficial r~r:or r19>spondi en l. e. E:n c.::lmbi O e i c:::t=~o i rl"=Tt:om.ord ;'¡ 

sin emb;!'rgo, si 

c:::_t tuaclón·la respuesta d~l !;islema. será conservador;:t ru&c::: c:::o .oc:t -':"!' -~ 

ooubAslimando el valor del :>mortLguamiento. 

Con base en lo anlE!'rior, resulta adecuado para fint=!'~ r;io di c:::~t'"u• 

'r:onsiderar. como coeficientes deo rigidez y amorllqt_J~miord.0 In~ 

c~rrespondienles a Ciment.;\ciones superfiCiales. P~r:=- ~~tt? .;~c¡0 ~.~ 

t l"'nen expresi enes aprox.l m"dél.s desarrolladas por v,..J "''· "'""' y v .. r t->1 ,. 

[81, las cuales para los modos de traslación vertical. h.-.r·l·7ont ,.¡ v 

"'clac! ón están dadas por: 

]<M 1 
e Yz 1) )?. 

1)~ ( ·~?' : - Yt - Yg 1 + e Y2 1) 
)·.,.---

+ e Y2 Y) )2 
( ··:, l"\ e:)( ·- r .. Yt y2 y2-r))Z'" 1 + e 

k y : 1. r -~ .1 ) 

Cy : ""t (" ~~' 

1<19 1 -· (1, 
e (1, 1) )2 

(?g y¡Z ( ~R"> = 1 f?a )Z -
+ e 1) 

(1, f1t 
e f1a 1) )2 

(."Ti) ce e 
1 + e (12 1) )2 

donde los coeficientes o's •. (J's "y y's se éncuentran definJrlos "'n .1.> 

labia 1. Nólese que por tratarse de cimentaciones superficial .. « nn 

~xislen coef"icienles acoplados; sin embargo, pa.ra cim~nt..~ci nn,-::: 

P.nlerradas se tiene una buena aproximación si se consid<>r.o "'"1" 

rigidez eslál!ca, lo que implica que los coeficientes ""'"rl "'"'" 

rigidez y amortiguamiento sean: 
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r:-: A y. 
-- o 

rigidec<'>s 

~mor ligu.~mi e~ lo 

y los . co<>ficient<>s r!qid~7. V 

corr~sponden a un 

c:omrort;omiento <>lástico. En un mod9lo <>lástico la ün.t e" f0rm" r!o 

di o;l p;or <>n<>r.gia <>s med[,..,L., 1<> irradiación de ond"" ;,l C:::lJto 1 n. 

~J!lorliguamienlo geOmélrlr.0. Para lener en cuenta el amorliq,J;,¡mi eor,t,.., 

m~l~rial se puede concsid~rar un modelo viscoelástiCo :.:-rrnxl m~dn 

introduciendo el conceptro d<> módulo d., rigidez complo<>Jo. W0nrl<: [91, 

.-:.nmo: 

G - G0 e 1 + i 2 l; ) ( -1 f ) ' 

• ,.,u .. lo el cual es de tipo htst. .. r~Llc• .. •. 

Coeficiente .... = o .... = 1/3 .... = o. 49 .... ~ 0.!3 

. a, 0.779 0.65 o. e 0.6 

f3, 0.529 0.9 0.49 0.4 

f3z 0.8 0.8 0.8 0.8 

f3s o o 0.023 0.027 

. 

r, 0.29 0.39 -- o 

Yt 1 0.8 -- o 

r. o o -- o. 17 

r_. 0.89 0.75 -- 0.89 
. 

Tabla 1. Coeficientes a's, (3's y y's para diferentes v's 

Fl n"'l mente, con objeto de no subes ti mar el amor t. i guaml <>ntn P-"' .. > 
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r:im~P-nlaciones énlerrada'< pt.Í<•dén usar allern;:ttLv==-mPnt~ 

('(':'U!~ficienles deo amorlt.gu~mi~n.to aproxJ mados desarroL la.rlo~ r?r f)o-,t·ot 

y Ga.zél.as [101. los cu~lP.~ para los modos: 'de traslación v~r·f 1 r~l v 

t·;nrí7.onlal. respeclivamPnte. ~on: 

1 ~ 1. 85 
~ ~ 0.1"5 ~. 1 ~ 

TC e 2 - V ) 
~y ~ 

B 

e 1 
e 1 /2J 

1 + 

~- p ) e H/R ) ___________ x ___ 
Ul/R• J 

1.3 e H/Ry) ( .t 
1 + (2/3) 

>, 3. 6/( rre 1 -V) ) ) 

Cll/Ry) 

( 41 1 

·p~r~ ~1 modo dP. rolacir~.,r1 ho sil? ha desarrollado Uflr.l oxpr ~.,.¡ ~;rl 

~imilar a las anteriores. 

• 

·, 

• • 
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.t, F.SPECTROS DE RESPUEST 11 

F.n esta sección S9 ana.l i 7.a el efeclo de algunos paráml9'tr·n~ c:Tf ti, .. ,...,, 

r.l~l sistema maquinaria-cimo.nlación-suel_o, tales como l.::\ pr·t:'f'H;,f¡,¡~,J 

de desplante de la cimentación y la rigidez del suelo. P"'r" .osto "'"' 

c;olculan los espectros de respuesta de un sistema particular cny0« 

parámetros geométricos y mecánicos se dan en la labla 2. El f'>qnlp..-, 

consiste en un ventilador que con apoyos rígidos pos..,,.. """ 

f"r"ecuencia ·nalural de vibración lateral igual a 20 Hz; la velocJrl;orl 

rl .. operación es de 900. RPM C16 Hz). Con lo.s .dalos de la. labia ?. <:<> 

.co~slruye el archivo DAT que se emple~ como enlrada en el program;o 

VCM; lanlo el archivo DAT como el programa VCM se presentan "'n .ol 

Apéndice. 

En las Figs. 3-11 se presentan los espectros de respuesta para c;,rl-. 

.uno de los grados de libertad del sisilema. Los resultado"' con l In"'" 
' ..-onlinua pert:enecen a un suelo con módulo de corl,.nlo<> G ~ 1 R<-;<H•I\ 

l.0n/mZ C suelo duro ) y los de linea discontinua a G ,; 4~25n i.on/n•' 

.,IJ,.lo blando ). Los picos _que aparecen en l;.s r:rrr '-'&S d• 
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4. ESPECTRÓS DE RESPUESTA 

Fn ~~ta sección se ~n~l17~ ~~ ~r~~t.o de alguno~ parAm~tro~ ~rft.i~r~s 

rl~.l s:lstema maqulnarla--t:..im~nt_~c:léln-suelo. t..a.t"~s como .t~ pr-of,Jnrlirl;:¡d 

rl• desplante de.la cimenl~ción y la rigidez del ~u~lo. Para ~~f.o~-

' r:;l\ culan los espectros de re5;puP-sla deo un sistema partlcutar cuyC'l~ 

par>l.metros geométricos y me>cánicos se dan en la ·tabla 2. El "''1U1.[">o 

ccnn~iste en un ventilador que con apoyos rlgidos: p0~~~ un;:.. 

fr~cuencia natural de vibración .L.,.teral igual a 20 Hz; 

·d,. operación es de 90"0 RPM C15 Hz). 

la v"'loclr:l"rl 

1 

F.n las Figs. 3-11 se presentan los espectros de respue~la par" carla 

"no de los grados de libertad del sistema. Los result,.dos con lfn"'" 

r-._.-,nt..inua. pertenecen a_ un suelo con módulo de corlanle G -~ 18!3000 

l.on/mZ e suelo duro ) y los de line~ discontinua a G = 45250 l_.c>n/m~ 

( suelo blando J. Los pi e os que aparecen en .l ::..s r;qr v~o:::: do 

dP.spla.zamienlo corresponden a frecuencias nalural119's de-l ~.t ~•-~m.::.. 

r~ra ~1 sistema con suelo duro l;ts dos· primer-as frectr-:?nci :=-~ o:::nn f 

1A.6 y 17.6 Hz mientras que con suelo blando resull~n ~~r r - 1~ n 
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·¡ 11. 3 llz. 

1 r,t __ ~r.::\r::ci.ón. Por l.:.nto. ·r-r:•r -=?f,::.r::t_oo:::. rl~ j r1ter~cclón 1 ~e::: ft ,::,-,,.:::.,,. i A<:: 

,JcJ rr"')t.nr· con .::1ip0.Y0~ rfulrln~ <::::c::~o r"c::~or!rtcl'?n r:on 1~ flc.o"':"fl·.,.iJid.-:'li.J riel 

1~ r _i ul rJ.,:-:>7. d.:::.) rii "'=".n1! ''''Y.,..,Il 

J=:vi.hf.:::. PI! 

1·;_ ri f r tc?cr:: i. ón hor i 7.ont_;::. 1 

E:lP.m~nto P.::~ r ~ m~?l r·n M~q,..,l 1 tld. 

M~~;:j r nt nr 1 r, 

-Exc~nt.r 1 ci d;¡d rJc m~~::. r·ot....or O. íHll Rr, 

RlqlrlQ7 rnt..or 2:-:<!F:'On_ n 
v .. nt..Llador Amor+ i t;J'.I.=tmi Pnto r:-:ojinPt.~ .,n X ~An. () 

Amor! 1 ~:pt.:.mi tonto r:ojln<>l,. <?n y ?7(_). () 

Rlg1rlQ7 <Onj l n,.t.e <>n X f):~(lf)()(). n 
Ri g.t rl<>7 cojln'?l.e en y . 4 tnon(,. () 

Ancho r.lmttonl-n -~- () 

L;t r qr:'! rtmtcnto 7 :; 
Profnnrllrlad .;=ont ~r- r .=t mi. ~?"Í'"Jto 1 .!"1 
Profunrlld"d c~ntr·o rl.,:=o mA~a .~. ?G 

Cimiento El<>vacl ón c~ntro d~ m;;¡s~ . 2. ?.') 

Ma"" ¡:>,orl,..,t.al 2.5 
RtgldP7. pPd<?"lal -:=on X 1. ?.5000. n 
Rig.ld<?Z p<>d.,.stal E~"n y 95000. o 
Ma"a. cimi~nto 30.() 

Mom.,.nto in,.rcia dPl ciml,.nto 115. o 

Módulo d.,. cortante· 18'3000. () 

Suelo 
Módulo d .. Po.lsson 0.333 
Densidad O.l~"'i 

Amor l. i gu;::~~ mi t=ant_ o O. 0"" 

l~on. m, seg 

Tabla 2. Parám@olrno;: gP.om~tricos y meoc.áñicos de un ~1~t,::..rn~ 

v•mli 1 a.dor -el mi Pnlo-<;ue.l o 
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r.lnl ~isl~m::\, eoxcP.pto l.'::l cim~Dnt..""ctón. 1 a pérdJ da. deo r l ql ,.¡.,.7 ,.¡""' 1 

<:::;rJeoJ.o produce una alf?ntr~ctón d~ 1~ rP.spuesla; ~sla P~ m:.y0r Qlr 1 •. e:--_ 

qr~dos dP. l.i.b~rlad d~ t.r-1~l;tcJr-Sn hor·i:;>:onl;:t.l. En 1.~ rim.ont.'"""r~¡,·", 1.~ 

r·no:::::prJ~sla se amplific.::t. 

bl-rlnda las deformaci.or·u·:~-c::: ~f")n ma.yore~. Por olro lado. PI """f.o.-·t ,.., de-

l.:=\ rigidez deol suelo pe:::: m;_;¡o;::; i mpor-t.:lnlP. C?n la cimentar::i.--\n. o::on •i•>~•·I------

L~c:::: (·Hf"erencias en l;:t r~c:::~'IF!'!=;t.a. lleg;::\n .::\ ser a.lredPrlor rfp r1n nr·,¡.....,.,, 

rl~ rnagni lud para la fr~c11orrci ~ de operación. 

J\dpm;{¡~, en el ca~o d'º' sneolo blando 1 ~ frP.CfJenci a d~l r .----,t __ ,_---.r. f"-""' ·""' ,,, 1 

mnrlo de traslación horizr...,rd . .:tl s~ r-edrJcP. hasta nivel~s c~rc~r,,....,, A ¡ ~ 

frPr::uencia de oper;lclón. f.o qu~ genera casi reson~nr1.~ j!:On t.----,dno¡.: !,,e_ 

de 1 i b .. r tad lr.:>«l'lclón horizontal y , .. , 
rloo::::rlazamienlo horizont.~l r:Je la cim~nt~ción se ob~,:;-,~v'""" '1".::~o toe::''""'' 

0rrlon rlP- ·1 mm. r~b~~;t;:dn. ql lím.it..e- permitido f-"'-""r;t m~·l'lin.""'C::: v 

cim~nlaciones de máquii'l-"""' ~qqt.'Jn 1~~ curvas de toltor-""n.--·1_::\ rlr.:. \") 

F1g.12. 

F'or útlimo. con estos .re-sult...;;:~do~ se pu~de detectar ~lq.----, rfl?'lji:Ov-""r''a.· 

.lrts vibraciones en lOs pedestales resu"ttan exces.ivas con r~sr-=-···tn :-l 

las cqrr:--e.spondienles de la cimenlaci6n. E:n resonancia. 5~ ~prto,-i.~ 

que los desplazamientos de los pedestales superan P-n m;!ts d~ ''rr 

ordP.n de magnitud los de la cimentación. Esto constlt"Y"' •ma """"'" 

probable de fallas que aparentemente . está, relacionada .c0n 1" 

rlgidez de lo!!: pedestales. 

• 25 , 
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Frecuencia (e p 1 ) 

Flg. 1.2 Lfmit.Pr: genPr:tle~ rle cle~pl.:tzrlmiento Pn 

f11nc f rín ele l.:t fre<"'uenc i.A de vi.hrR.c:1 rÍn 

'f • .:::l profundidad rle despJArd.e tiene influencia signift.c.::-t.iv::>. o::>n !.:".! 

r~c;puesla del sislema. F.:n las Figs.13-15 se presentan J 0~ .nc:::::r.co .... t ,.,.,e:: 

,;., respuest.a sólo pára los grados de libert.ad de 1"' d m<>nl.;,ri "'" 

Los result.ados con linea conLlnua son par-a una prnfundlrt"rt do 

r.J.,splant.e H = 2 m y los de línea dlsconLlnua para H = t m; ""' t • ;,t -' 

d,. · un suelo con módulo · de cor t.ant.e G = 100000 Lon/m?.. F.n "'" t ""' 

r~.~ul"lados se encuentra que lodos los movimienlos d9 lA ci m~nt ::>.r.i nr1 

di s: mi nuyen · con la profundidad de enl~rrami en lo. 

.di s:minución r-esult.a en el movimiento ver-Lical ;· por lant0. ¡,. 

prorundidad de enLer-r-amlent.o es: más: efecLiva en la at.<>nu,.c.l"n dol 

mnvlmienLo hor-izonLal y de reLación. Además, se n("''t_ a. quiP.' 1 .:::. 

mncHf'icación· de las f'recuencias· naLurales del sistema debldn " 1" 

pr~ofundidad de e-nlerramienlo es meno~ que por la ri.girloz d~l :o::::rT13lo. 
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5.· CONCLUSIONES 

":::::~ ~a presentado un modelo de fnteracción .enlr'!:!' m~qnir1.:=.rl.:=.. 

r:lm..,ntación y suelo para problema de 

cimentaciones de maquinaria de rot~ción. El modelo está form~rl~ r0n 

los: elementos claves: del sistema los: cuales se idealizan ""m" 

el emenlo!i: discretos masa-amortiguador -resorte, excepto el su""l o q•r'" 

~e idealiza como un elemento continuo mediante runcion~~ d~ 

impedancia. 

El mOdelo r.e!lulla adecuado par;a realizar análisi,;,· de sensibllld,.d. 

con objelo de identificar los puntos críticos del sistema asi cnmo 

Pvaluar la influencia de los principales parámetro,; geom<>lrlcos v 

mecánicos del mi,;mo. 

Analizando el efecto de 1 a profundidad de de,;plante y l" r l Cll d .. 7 

riel suelo o¡e concluye que: a) la variación de esta última prrJd•rr~ 

.,::.1 efeclo dominante, y b) la cimentación se conviP.rt.e ~~;~n ~1 

~temenlo más af'eclado, a.l experimentar las mayores direr"'""nci~~ on 

39 



1~ respuesla·del sislem~. 

1 .··:-o:::: · r'=!'.~ullados mut=!'slr. ~r1 

,. ~oo:;oll ~n exces:i vas con 

~im~nl~ción; eslo paree~ 

• 

q11~ la~ vt.bracion-:!'s: de Lr.o::; pt=od.ac:::t .::t] o=oo:-: 

r'~Spto!ct.o .::~~ la~ cqrresporv:ii.Pnt.~~ d- 1 ~ 

!'=:-r· '-ln.r\ C;t'J!'::\ rle fallas deJ si"'to=om~. 

El mod@'lo debería ext.end4r~~ p.::.r~ P.l c~so d~ d~ró~t t.r.c:: n~ c:::11.ol ,, 

40 
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fOt:I'DATION ISOLATION FROM VIBRATIONS 

USL'IiG Pu.ES AS 8ARRIERS 

By Jorier A'filés' ODd Frudaco. J. SáDcba-Sesma' 

~: A tbcoretical analysis is ~tcd ·,o solve thc problem of fouodation 
tsolatim _from vlbnboa gcaeniCd iD dJc oCi~ usioa pUes u barriers~ Thc 
probkm lS f~ iD rwo tDd dne dimcnliou u ooc of muJtiple diffractions 
of e~ wavea. Th· i'Nua:ioa i.s dcccimiacd impoain1 cootinuity md equilibrium 
.:oodiaoas u die ~•.hl·pile i..olltrt.ca Wilb.cba lid of Ciraf's ~ lbcclRm. For 
lbo ~ modd cbo cuctiOialioD is obcaiood. Tbe diffrlct.ed ficld by 
~ ~ lS COQIU\ICtCid M e•pe · • al eytiadiK:M wavo fuDcrioas. For lbe r.htée
d''!"'"...,''. modd m appo.W.. IOluóoD i1 oblaiDed.. ID lbis approx.inwe so
hwoa lbe ~ ~ by each" pile i.s CCJIIIIr\ICtiOd OQ.I)' llfitb Raylei¡b IUVCS. 

A~ malyua as dooo to scudy tbo LnftucDce of tbc diameter of tbe piles, 
tbc seplmllOil berwecD tbcm, lDd tbcir lcD¡da oa die effectivCDCSa of tbe barricr. 
A tnmmj,ihiJily iDdu is defiDed co masutD tbe clfcaiveaea of chis iaolation .,..__ 

There are sauctures in which it is neccssary to reduce the level of vibra
tio~ geoerated in tbc neigbborhood by machinery or uaffic bccause of sev
era[ "'!'"""S· Thc problem baa been siUdied by a IUIIIIbcr of !eSeaiChcrs (Aboudi 
1973; Avilés 1985; Avilés lUid Sáocbcz-Sesma 1983; Barl<an 1962; Haupt 
1977; Liao lUid Saogrey 1978; Scgol et al. 1978; Woods 1968; woods et 
al. 1974) lUid it is koown io tbe titcra1UR: (Barl<an 1962; Ricban et al. 1970) 
as ftMqv!arion isolatioo. Some problema of UDdesiml vibraDoas can be solved 
usiog mecbanical devices. Howcvcr, for tbosc 'vibratioo problcms. in which 
meclumical isolatioo ls inadequate, the solutioo can be foundatioo isolation 
by tDC8D& of barriers of some kiDd. 

Traditiooally. tbe solwioo 10 tbe [BOblem is 10 iotróduce a tten<:b between 
soun:e 8Dd structure. However, forlllll8 Royleigb wavelengtbs. the rcquin:
ments of ttencb deptb oftm limit tbe apptication of ttencbes. Tbis is the case 
in very soft ground or higb water table lcvcllocatioos. An altemative to the 
use of trcocbes ia 10 employ mws of pües. Piles generally 111e not limited 
ID ICsma of depths. Tbis alll:malive bas been·srudied experimentslly by Woods 
et al. (1974) aDd u..O aDd Saogn;y (1978) lUid analytically by Avilb and 
S.lincbez-Sesma (1983). . 

In this paper a tbeoretical analysis is presCnted to solvc the problcm of 
foundatioo isolatioo, using a row of elastic piles as an isolaring barricr for 
elastic waves (fig. 1 ). lbis work conlains two closed-form analytical so-
lutions: - · 

1Prof. of Engrg., Escuela de Ingeniería Civil, Universidad Autónoma de Puebla 
4. Sur 104, Puebla, Pue., Má.ico. ' 

!Prof. of Engra .• l.nstiiWO de Ingeniería. U Diversidad Nacional Autónoma de M~xico 
Cd. Universitaria, Coyoacán, 04510, D.F., Mc:x..ico. . · 

Note. Discuss.ion apeo ~ A~ril 1, 1989. To extend thc closing date one month. 
~ wrtlten :equest muse be nled wnb thc ASCE Manager of Joumals. Thc manuscript 
_ror :hn papc!r w~ submined for rev1cw :uld possible publication on March 23, 1987. 
lñ1:. ;l.t¡..-r L' pan of thc }ounuU of EngitN•ring .W•cha.nics, Vol. 114, No. ¡¡, 
'\Jov~mtler. 141i8. OASCE. ISSN 0733-9399/8~/0011-1854/SI.UO ..- :S.IS per pa~e. 
!l:u-..::r '-<~ ~2~77. 
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FIG. 1. - ot Pn .. aa loolatlon Syotem; (o.dlotlng Force los-oto ota
tonc:eRtrom-) 

l. The ex.act solution for a rwo-dimensional model fonned with piles of in
finirc leogth and circular cross section lhat are embedded in :m elastic, homo
geneous, and isolropic unbounded space. The fonnulation and resuhs are given 
for incident-plane SV waves. · 

2. An approx.imate solution for a lhree-dimensionaJ model fonned with pilcs 
of finirc length and circular cross section lbat are embeddc:d in an e~astic. ho-
mogeneoua •. and isottopic hatf-space. The fonnation and results are given for 
incident-p~ Raylcigb wavcs. 

The problcm is formulatcd as one of multiplc diffraction of elastic wavcs. 
1be solution is coostructed as thc supcrposition of the iocidcnt and diffracted 
fields by cach pile. The solution is dctcrmined imposing conrinuity aod equi
librium conditioos at tbe soil-pile intcrt'accs with the aid of Grars addition 
theorcm (Warsoo 1966). Using this theorcm the total ficld can be rcfcrred 
to aoy coordinate systcm. A suitable set of cyllndrical systcms is used that 
allows solutioo of the problem in a closed fonn. 

For tbe. two-dimcnsional model tbe exact solution is obtained. Tbe dif-· 
fractcd field by each piJe is coostrucled as cxpaosioos of cylindricaJ. wave 
functions (Pao aDd Mow 1973) and tbe boundary conditions on eacb piie 
can be satisfied in an exact form. For the three-dimcnsional model to obrain 
thc cxact solutioo is vcry difficult, due to the presencc of the free surface 
and complex boundary conditions on ~ach piJe. ln this work an approximate 
solu~on is obtained, since the diffrac.tcd ficld by each pile is consttucted 
onJy with Ra)'leigh waves (Avilés 1985). Because of this assumptioo, the 
bound.alj conditioos on cach pile cannot be satisfied in an exact fonn. lbey 
must be solved in the _least-squares sense (Sokolnlkoff 1956). 

Two-DMENSIONAL MODEL 

Formulation o( the Problem 
[n 1h~ propag:alion •Ji _vl!rti~.:ally polanzcd hannonic SV ·.va ves. rhc dis

placl.!menf w in <hc ;-Jin::~.:uon 1Fig. 2, wilh ·t~ = -:T/~) >ali!:!lics !he rcd01.:c:d 

•855 



z 

freno 

wave front 

FIQ. 2. ...,_"'--lind ~ -·-Sy-. 

wave equalion or Hclmboltz equaüon .iAwnbacll, 1973): 

~'w ~'w 
a:i' + ay' + t: w = o ................................ · ........... (!) 

wbae le, = <i>/f), = sbcar -•t !llllllher, "' = cin:ular tiequency; f), = 
y¡¡:;¡p; ~ wave propos•rinn velocity of sbcar wavea; 11.. = sbear modulus 
of tbr: soii;.IDil p, = deaaity of tbr: aoil. 

Tho: .,......_ of die """ of pilm produces multiplt scatlcrins aud dif. 
f.- of lbe iDcidaJl lield. T'llaáclle, die soiWion for tbr: uobouDded space 
caDbe-.-aa: 

• 
.. = . ..; + L '"Í·············· -~·-····························· .. <2> ,_, 
wbae ..1 = iDcidcut field; wj - diffracted field by tbr: jth pite; aud p = 
IIIIIDber of pilea. . 
. lf the excitation consisu of a plaDe · SV wave with amplitude .;. and in

ctdt:oce angle ojo = v/2 (Fis. 3), wbic~ propasares towanls the barricr, the 
iDcidenl field in tbe refereuce system (.t,.y1) is given by: 

w'(.t,.y1) = w0 e.tp (-ik,y,) r ............ : .. : .................... (3) 

where i = V=l; aud t = time. In what foUows, tbe time factor exp<iwt) is 
ooutted. 
. Using _the method of separation of variables. the diffracted field by 1he 
jth pile an the refereoce sysrem (r1,81) can be ·written as (Pao and Mow 
1973); 

.,/ 1 r, .ti;J :::o 2: A.I.H';.21(k,r1) ,cos n91 + Í: B~H~21(1r.,r1 ) sin n9, .... 14) 
~-•1 .... ¡ 
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FlG. 3. lncldence of Ptane Wavea (SY and Raylelgh) and R.- Syatem lo< 
Eacll Pfle 

whcre A~. 8~ = complex coefficients w be determined .from boundary con
ditions; and H~21 ( ·) = Hank.el function of lhe second k.iOd and order n. The 
functioos H~21(k,r,) e'.., satisfy the Sonunerfeld radiation condition at infinity 
(Somrnerfeld 1949). 

As the piles are elastic, part of the incident wave is refracted by the cy~ 
lindrical surfaces and generares a standing wave inside each pite. 1be re~ 
fracted field inside !he jlb pile can be represented by (Pao and Mow 1973): 

W¡(r,,9¡) = 2: e~ },.(lc,.rJ) cos n9¡ + L 0 1
,. }~(lc,.r,) sin n9,. . . (5) 

.. -o .... 

where·C~~ D~ = comple·x coefficients to be detennined from boundary con
d.itions; J,.(·) = Bessel function of the ftrSt kind of arder n; and subscript p 
means piJe. 

Assuming perfecl adhesion, the boundary conditions to be satisficd at tbe 
soil~pile interfaces are continuity of displacements and shear stresses: 

w(r,9,)l,, .... = w,(r¡,O,)I,,.... o S a, S 2-rr and 1 =l. 2, ..• p ....... (6) 

[
IL· awtr,,.9,)]1 = [11-, aw,¡r,.a,¡]l 

a 1 ,,.,. dr, ., .. ,. 

0 S 91 S 21'1' and f = 1, ·2 •.... P . . .... (7l 

where a = radius. of piJes. 

Solutlon 
In nrder ro obrain the -iolurwn of rhe problem, Eq. : should he rcferred 

ro l!a..:h coordinare ~ysrcm 1r,..tt,¡, in which 1 S f s P. Domg rhis wnh tht: 
;.1.1d .Jf Graf'i ..1ddinon 'hcnn:m :md ..:.'<.panding rhe m~idcnt planc:-N'J\11! •nto 



... 

~ctil!s •ll .;ylindric:ll wa.ve r'unction; ,p:w and Mow 1973), it .:an be r'ound 
:n.tr: 

.,,,.6,¡ .= w0[~ •.(-il" c~s m+ J.(k,r,) cos m8, 

+ 2 ~ ( -i)" sia "'! J.,(k,r~ sia me.] 

~ o - a,¡ ~ f :± ·<~:< -1r!: CCI;d,o)J..<.t.'_ J coo !'18· .• 
J•l ~-o .-o . ~ 2. . ' 

+ ~ B~ i. ( ':; I~L:,(k,dpl.,(~r~ sia ..e.] 
. 

+ L A~H~)(~rt) COl me, + L B~H~1(k.rU sin .e, 
.. -o ·-· 

+ (1 _:a.¡ ± [:± ~-ll"A~ :±!: K~(k,d¡i)J.(k,r,) coa m8, 
. . ¡•1+1 .-o . .-o . 2 . 

' + :± (-: ;)" 8~ ± L;.(k,,V.(k:r~ sin m8,] ..... : ..... .' .............. (8) -· _, . . .· 
wbclc K:,(-)- H'.'Ú·l + (-I)"H'~.(·); L:,(') ~ :..H'.'~.(·Í + (-I)"H~~.(-); 
e.. ~ Ncumum fKror (<o • 1; e.. • 2, m<:: 1); d• • distuce betweeo jtb 
piJe aod llb piJe; aod a. - Kroueclooi della <= 1 if 1 - j; - o if 1 ,. j). 

SnboriMios J!qa. S aod 8 iDio l!qa. 6 aod 7, and taking ioro liCCOUD1 !be 
liocar ipd ¡ 4e••> of tbe tri¡+•• m ttic ftnrtiont. two infinite liDCar syS: 
tema !'f algeblaic oqtll- C8D be obcai!WI. ' . 

Tbcy cm be wrimou u: 

(1 - &,)( -1)" ~ :± r.,(.t,~~ ~ ~ '[H'~'(k,aj - F .H';'(k,a)] A~ 
. ,.,.-o . · ._ .J'.,(k,a)- F..J.,(k,a) 

' +o- a.> }: }: <-ll"K"..<t.d¡,)A~- -2w.<-il" coo m+. ,...., ... 
1=1,2, ... ,P Uld .. ~o.I ..... ~ .......... : .................. (9J 

(1 - &,)(-1)" L L L;.<k,d,)B~ + . ", (,a)- F. • (k,a) B~ ,_, . [H'."' k H." ] 
J•l ,.., J',.(l,a) -.F,.J,.(k,a) 

' +o-a.,.¡ L }:<-ll'L~(k,d_.¡B~- ~zwo(-il"sinm+, 
¡•1+1 ·-· 

1=1,2, ... -.P and m=l,2, ... ,oo. '''' .. '''. (lO) 

when:.F. ~ \/(11./!-L,)(p,/p,) [J~(k,a)/J.(k,a)J; anda prime denotes dif
ferentiatioo wiltt respect to thc argument. 

lntimte :tys[Cms cannot, in general, be solved. Here, truncation ro a tlnite 
_.;;izc was made .. A comparisoo of results showcd lhat. for lhe frequencies 
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Hudic:d. nll··,Jit"ti!ren~.::! ~s :'ounJ :n :he= ·c-.¡_¡¡;;; :'1 ,> •'t;,.. .::·•··· ot t :i·:;·i!.:~ 
whc-n ~he:: o.>rdcr o( the .!:tpanSIOOS tS :run~.::tfc:.l :,_- ~- :.%.:;; ·t-, ll'> .¡¡ f:'-!') 
9 md 10 Jie rruncated .tppropria,c:ly .Jlld ~ol\·e.t. f:~. : J.¡; ..... , .:.w.::.:ialll)n .,r 
the displacemenl rield in eacti pllinl .Ji the mellium. 

F Ol'1llll8lloa ol tbe l'r<lblem • · . 
For a' bornOgeoeous, isotropic, and elastic medium, the equatioo of bar- . 

mooic motion is given by. the Navier equation (Malvem 1969): 

~~-oV'{&) + <~. + !-L,)VV·{&] + p,w'{&} ={O}.. . ...... (11) 

wbere {&} = vector of displacements wilb radial u,. ttansverse v •• and venical 
w~ components; and A,, J&.r := Lamé conslaDts of the soil. 

Tbe displacement .vector can be written. by rneans of lbe HelmholtZ tbeo
n:m (Alri ~d'Ricbaids 1980) as: 

• > 
_{&} ~ V<j> + .V.<V.t(O,O,.¡,) + V.t(O,O,xl .. .. ' ' ' ' ' ' .. ' .... ' ' ' .. ( 12) 

where 4», "-'· x = displacement potentials of P. SV. and SH wavcs, respec
tively. It can be showo lhat Eq. 11 is satisfied by Eq. 12, if d> • .¡,, aod X 
are solu~ons, respcctivély: of ~ foll~wing reduced wave equations: 

V'<t>+q;=o ..... 

V
1
"'' + t:"' ""' o .. 

V'x + tlJc =O.:. 

· · · ....... (l3a) 

....... (13b) 

· .... • ..... (13c) 

where q, = w/a, = compn:ssion wave number. and a, = v'(A, +- 2.._,)/P. 
= wave prop~gation vclocit}- of compressioo waves. 

If it is assumcd lhat me diffracted tield by cach pile is giveo ooly by 
Rayleigb wavcs, <1> aod .¡. are !be only no-vanishing couplcd ¡iotcntial5. lbeo, 
as in Eq. 2. tbe solution in tenns of potenüals can be consuucted as: 

' <~>:=<~>'+L<~>í ........ .. (14) 
,., 
' . .¡.~p}:.¡,; .. " .. " . (15) 

,., 
when: <!>' .¡1 = iocidcnt potcntials; and <l>í. ollí = diffractcd potcotial5 by !be. 
jtb pile. · 

The· excitalion is assumed ro be a plane Rayleigh wave lha' propagates 
nonnally towards !he barrier. the incident field in lhc refcn:nce sySlCDJ. (x"y.,z) 
is givenby Achenb!lCh (1973): 

~'(x¡,y.,z) =. Ai'' exp_(-ip,y1) e

q,'(x~oy1!z) .=Be"' exp (-ip,y1) e••. 

.... " " . (16) 

. ..... (17) 

where p, _= w/C, = Raylei~~ number; C, = waveJ.ropagation velociry 
of Rayletgh wavcs; -y = V p; - q;!; and v = Vp; - .. 1. Thc constants A 
and B. and the velocity C,. are given by: 

1859 



f- · e~'-~ _i e: : : · e; 1 
\2- ~J - ~ \! 1 - ¡ 1 ,, 1 - -;1 ~o , a. - ~ a., ~ íJ, ! 

••••••• 1 !ti) 

e: 
" 2- ¡ __ _e: ~. 

8 2 ce: • ••..•.••.................•.....•..........• (19) 

"1 -~ 
Wilh lbe·lid of tbe IIIIOIIIacl of IOp'Arion of vlriabla, lbe diffracted field 

by lbe jlh piJe iD lbe ,.,,._.. "'- (r¡,81,z) cm be written aa (AJ<i and 
Ricblrda 1980): - '!0}~,-~-fi·;:·~-: . 

. .;<r1,&1,z) • .t."[ i; A~::l::: + f 8~/P.'(p.r¡) s_iD na,] ... (20) 
. ..-o . . r -• • • 

+1<~.81 ,z) -· 8••[i;, A~H,"(p,r¡) coo...; .+t. B'.N."<p,r1)1in na,] .... (21) 

wbere A~. B~ • 'c:omplu coefficicora ID be ~ from bOunda.y con-
dilioaa. · · · 

Tbe boundlry CODditioaa ID be salialied allbe soU-pile inlmfaces are con
tinuity of dilpJ._-¡11 11111 equilibrium of fon:cs. Tbe pUes ue · rnodeled 
U Euler-Bemoulll beuna wüb Jon¡itudjnoJ diapla:emcDia (NeWmark 11111 
Roocabluelb 1971). 'lbeD,Ibe oontjmlity coadilioaa ue [Fip. 4(a) 11111 4(b)]: 

u.(a,8,.z) • U1(r) coo 8r + V1(z) IÍD e,. 
O:< 8, :< 2.... -H :s; z :s; O 11111 L • l. l .... , P ................ . (22) 

"t(a.t;,z) • -U1(z)llia81 + V1(z).,..8r, 

v1 (a~81 ,z) 
rr.ii)f-;7'7:1~ 

., 

u,(a,l1 ,t} a U1 (z) coa 11 

'~~'e(a,l,,z) a ·Udzhin 1, 

•z (a,l,.z) ! O 

F10. 444 ca.-.. ol Conllnulty ol 
D' f' awllta .a batllr,_. SoU-P1111 1: 
lloilloolliiiT-

V,(z) 
....-'--•e(a,e,,zl 

,.-,......,..._,u,(a,e, ,z.l 

X¡ 

u,(a,B,.z) = V,(z) sin 91 

v9 (a,il,.z) = v, (z) coa B, 

Wz(0,8t,Z): 0 

F10. 44111. ~ o1 c-Jnulty ot 
D' f' 11*118 .. ~ SoM-PUe 1: V-T-
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•' 

u s_ !t1 s_ :'!T, -.'t S ; S 1) .10..1 ¡' = . -: : p 

l)s.J,s:-:;, ·-H::i:St) 

and J = l. 2 ....• P . . .. 1141 

Oo lbc othcr band, lhe ~uilibrium conditions are: 

cru,(z) %. .. 1 

E,J, ~ - (1) tn,.U¡(Z) = Pz(Z), 

-H :< : S O aDd 1 ,¡ l, 2, ... , P . . . . . . . ................. (23) 

d"V,(z) l 
1 

. 

E~/~~ - w m,~~V1 (z) = p~(z), 

.-H S r :< O aDd 1 = l. 2 •... , P . . . . . . . . . . .................. (26) 

d1W,(r) 
E,.A,-¡;;- + .,'m,.W,(r) = -p!(z), 

'•! T 

-H:<r:<O .and 1= l,Z, ...• P .......... ·······:···········(27) 

wbere U1 (~). V,(z), W,(z) ·= complex amplirudes of 1he molions of !be /lh 
piJe in !be x. y, and z directions, ...Spectively; E,l, = bending sliffnesa of 
tbe pUes; E,.A, = axial stiffness of tbe piles; and m,. = mus of !be pUes pez 
unit length. p!(z). P!(r), p!(z) = amplitudes of 1he forces genenlled by lbe 
soU on !be /lh pilc in tbe .r, y, and r dileclions, respectively, and""' given 
by: .. . 

p!(z).,. a L [a,(a, 8, z) cos 81 - a,.(a, 8, z) sin 81}d81 . . -
~ ' ' 

.......... (28) 

P!(z) ~a f' [a..(a,9,.z) sin 9, + a,.(a,&,.z) cos 9,)d8,.. . .. : . ....... (29) 
• o . . • . .. L... . 

1 • . ' 
p 1(z) =·a · a,:Ja,8,.z)d81• ~ ••••••••••••••••••••• : 

. o • . 
.... ····:····(30) 

wbere: 

. (a... ... . 1 av, aw,) au, 
rrw~A, -+-+--+- +2JL.- ........................ (31) . ar .-. r ,. ae az ar . ' 

· (a~, v, 1 au,) ' 
rr,. = J~.. a; - ; + ; ae ........................................ (32) 

a~ = "' (.:: + aa:') . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (33) 

Solu-
Substiruting Eqs. 28-30 in1o Eqs. 23-27. taking iniD account Eqs. 31-

33 and.lhe Graf's additioo l.heorem, cxplicit cxpressions in tcnn1 of the coef· 
ficicnts A~. 8~ can be. obtained for U1tz). V,(z) and W,(z), whcre 1 s 1 s 
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P. r:1cn. [rom Eqs. :::-: ..... taking lOtO JCCOURI thc linear :nd..:~ndcn~t: •>i 
UJ~ tr'i~OOOffi(aiC funCUORS. 'iÍX inl1DilC linear systemS IJf algcbraJ.C 1!4UaUOOS 
ue oblainc&J. They cannoc be solved in :m exac1 t'onn; il is needed co solve 
lhem in !be leas1-squues seose. The algebra needed for·doing so fills many 
pases and even !be filial expressioos are too long to be presented here; lhey 
llave been rcpoRod ~ (Avilb 198S). AA iD !be two-<limemioaal model, 
trUDCalion · allowa for solulioo of !be infinite systema of oqualiooa. · 

Resulta am given for tbe two-di Mnejmal aad tbm::~nsional modcls. 
Tbe incidcnt fielda of SV 8Dd Rayloiab waves are clwacterized, respec
tively, by !be oorma1ized liequcDciea: 

.... 2a . 
'lo ~ 1rjl, a A. ................... , e •••••••••••••••••••••••••••• (34) 

- la. "' ~ ..e, = ).,. ............... : ................................. (35) 

wbere A.. ).,. = wavelengtbll of incident SV aod Rayleigb waves, respec
tively. ll can be seon tbat .!be DOrlll&lized frequeocy ia tbé ratio of piJe di
aiDelu to illeideot wa.e lengtb. 

Por !be roaulla p<OICIIIIOd· bere, r:isht terma were uaed iD all expaoaions 
cooaidered. lbat waa eoougll to oblain four-digit aa:uracy in !be 11111ge of 
frequeocies siUdied. Tbe aoalyzed ~ are formed by eigbt ar oiDe piles 
with a dataity COIIliUt Pofp. a 1.35. Rigidity CODirtiiiB are 8,/IJ.. ~ 1,000 
foc !be two-dimeaaional mocieliiJifE,/E, • 1,000 iD !be three-dimeoaiooal 
caae. 

'fwo-01 j •pi Model 
Fig. 5 sbowa !be oorma1ized llllplitude of w aloog !be tiDe x = O, tbat is 

al !be eud of !be batrier, for a. sepuatioo between piles of S/ a ~ 1 aod 
DOrlll&lized freqiJIOIIC)' ,.,. a 0.4-. Ir ia pcisaible to see bere !be double effect 
of a batrier of pilea aa iaolatioo sya1em: amplifieatiooa ""' generated al !be 
incideDce side 8Dd noductioaa. of the fidd appear after !be barrier. The zone 
of reductiooa C8D be - iD more det8il iD FiJt. 6 io wbi<:b profiles ""' sbowo 
far the liDes xfa a O, 3, 6, aud ~. reapectively. At poiDtB oear tbe batrier 
!be reduced field sbows large variability, iD conttaat with the smooth vari
alioos observed al longer diatances. Mareover, observe tbat !be field presents 
a unifonn ~very; iD !be width observed, far away from tbe barrier aod 
very slowly tenda to attaiD the level of the incident field. This effect is typ
ical of many diffra<:tion problema. In l'ig. 7 tbe normalized values of w are 
diaplayed for !be 1inc: y fa = 200, for different separations between piles and 
normalized frequency,.,. = 0.5. Two imponant facts become clear. (1) The 
greatet reductions appear in !be centet of !be barrier (x/a = 0), showing 
tbat it bebaves aa a wbole, not aa a set of independent obstacles; and (2) 
reductions are gcnorally more cfficienl for smaller scparation between piles. 

To mc.asure in a quantitative way tbe cffoctivity of barriers as isolation 
•Ystem. a ttansmissibility iodex (TI) is defined by meaos of: 
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where w' = rransmined rield. To rna.líe rhe TI indepcnd~nt oi pos&üon.· w' is
detioed as the minimum vaJue of w in che zonc: of reductions. Thus, n will 
vary between O and l. In Fig. 8 the transmissibiliry index is given for various 
normalized frequencies. Thc figure sbows intluence of the piles' diamelcr 
as weU as of their separation. lf thc effectivcness of thc barrier ls dcfiDed 
as E = 1 - TI ooe can say tbat it is large wben the diauieter increaaes aw.l/ 
or when the separatioo between piles dec:reases. 
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Thr\"e· Olm~rudon¡¡l \<lod~l 
In Fig:s. "1 .md 10 nonnaliúd. :unplitudes ·>f Jispla~.:em~nt ..:omponc:nts :t. 

v, J.nd w :m: displayed aJon~ lhl! lirics .r/"!t.. = ;_j md y/A:~ = 35, respe~o> 
tively. ior • SCp&nlllOO bctwecn piles S/).., = 0.3, length oi ptles H f),, = 
2, and normalized fiequency 'lo = 0.4. In this ;ct of results !he bchavior oí 
!he dispiacemeDI field in lbc reduclion zooe is clear. The existeoce of !he 
compooeut u is duc ro diffral:lioo of waves by lbc barrier. On lbc other band, 
!he similarity of !be IIOI'IIIAiizecl values of v and w is probably due to !he 
IEI ~ oaly lbyleigh wavea • allowed to reprcaent !be dil'fracted field. 
However, this·awamption _.........,le (Avilés 1985), bccause of !he 
Dlll1U'e of radiated fiekls flom dio j,üa. - · 

The influeoce of piles' len¡lb.·ooponlion, and diameter on !he effective
oesa of lbc borrier can be seen ia Pip. 11, 12. and 13. respectively. These 
n:sults sbow lbc bebavior of IQlllalized values of v and w along. !he line y/ 
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~,. = 35. lite values of u are not shown; t.hey are very· small and of no 
practica! significance. Fig. 11 shows lhe intluence of plle~' lengtb for sep-
aration S/A, = 0.3 and nonnalizcd frcquency tt,. = OA. lncreasing reduc
tions of tbe surface wave field are observed as the length of piles increases. 
However, due to dle narure of Rayleigh waves which ~ confined near tbe 
swface. this effect will be less imponant for very long piles. More signif
ican! appean to be !he separation and diameter. In fact, for a length H !>.. 
= 2 and normalized frequency 11, = 0.4 !he results of Fig. 12 show im
portant reductioos of tbe surface wave field as the separatioo between piles 
doa M. This is similar to wbat was observed in !be tw<Hiimensional modol. 
The influence of piJe diameter is illusttated in Fig. 13 for a seporlllion S/>.. 
= 0.3 and length H/).., ;= 2; !he bcbavior is also similar lo that of lbc two
dimensiooal modeL 

A lheoretical analysis has bcen presented to solve the problem of foun
dotion isolation from vibrations generated in !he neighborbood using piles 
as barriers. 1bc isolatioo system studied hcrein is formcd by a row of piles 
witb.circular cross section. Two rnodels werc considcred; a two-dimeoaiooal 
one wilh pites of infinile length and incident plane SV waves; and a more 
realistic tbree.dimeosional model with fmite piles. free sUrface and incident 
Rayleigh waves. 

From a paramc::tric srudy, in which the effects of pile diameter. separatioo, 
arut'length were considered among other parameters, the following conctu
sions may be drawn: 

,. 
l. lbe diametCr of piles must be 2a > A.,/4 to have an effectiveness E > 

0.5. 
2. The separation be[ween piles S can be obtained from curves of tbc U'aDS

missibllity index. 
3. L~ngth 0f piles must be H > '.!.\,.. 
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J.. Thc ~minum width o( thc biurier musl be -~f :1bou1 :hree nmes lhe widlh 
~Ji :he Jesired isolation zonc. 

S. Tbe maximum reducriona in the field are observed in tbe region 1 SOa < 
y< zjQa, . 

Otber ~ may be COIIIidered. However, in this work. it was assumed 
tbat tbo studied ooos are tbo mosr sigDificanr in tbo bebavior of Ibis isolation 
sySielll. Ir io beüeved lbat tbo resuliS preaemed bere can be useful in the 
desip of harrias. However, tboy muar be consideted as general guidelines, 
u diere are oiber factiDrl lblr can limil tbo resuliS of lbia sllldy in a dnstic 
way. sucb. u soü stntific:etjcpn · 
.. Thia lbeonolical siUdy may ÜIO be ,_¡¡,¡ ID plan experimental work in lbe 
field or tbo laborabxy, ID IÍIIIIIIÍIIl_llla ·-a ICpOIIed bere. 

"'*-'-
Tbanka are given 10 A. Ariu and 1!. Rooenbtu.edl for tboir encowagmenr 

·and l<een criticallmllllb and ID M. A. Bravo for tbo critical reading of tbo 
' IIWIIIICripl. 
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APPeNIIox 11. NoTAnoN . 

TM following syml:!ou ore wsed in this paper: 

A 
A~ 
A, 
a 
B 
B~ 
e~ 
e, 
D~ 
dp 
E 

E, 
E, 
F. 
H 

"~"o 

= constant; 
complex coefficient; 

· arca of piles cross section; 
radiua of piles; 

= constant; 
complex coefficienr; 

= · complex cocfficienr; 

= propagati.on velocity of Rayleigb waves; 
.;= complex coefficienl; 

dis1ance beiWeen jlb pite and /lb pile; 
effectiviry of barrier; 

= Young's mod~:~Jus of piles; 
= Young's modulus of soil; 
= real factor; 

tenglh óf pites; 
= Hankc:l funcrion of sccond kind and order n; 

1, = momcnt of incrtia of pilcs cross scction; 
1,(·) . = Besset function of firsr kind and order n; 

K!(·) = complex functioo; 
le, sbear wave numbcr at pilcs; · 
k., = sbear wavc nu.mber at soil; 

L:.( ·) = complcx function; 

m. 
p 

1 1 Pt 
P:up.,,p, 

q, 
r,&,z 

S 
T/(·) 

mass of tbo pilos per unir lenglh; 
number of pilos; 
Rayleigh wavc num.bc:r at soil; 

= forces per unir of lenglh on /lb piles in x, y, and z direc-
·tions, respectively; 

= com.presaioo wave oumber at soil; 
= cytindrical coonlinates; 
= separation berween piles; 
= transmissibility index; 
::; time; 

u, V¡. W, = d.isplacements of llh pile in x, y. and z directions. respec
tivety; 

u, v, w = displacement components in x, y, : directi.ons, respec
tively; 

u,., v,, w, ::; displacement componcnts in r, 8. : directions, respec-
rivety; 

w' incident SV field; 
w' = ttansmitted S V tield; 
Wo amptitude of incident SV tield: 
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.. , a .. ; 
x..y.: -

"· ji, -
l -¡a¡ 

a, -... -
"' -"' -"' -A,. -
~ -... -... -• -•• -
p, 
p, -arr,a,.,ar, -• •• -+í -
X -... -il -..., -.. -

. . 

--· ··-· ·-----·------------· --------

refracred SV tield in jrh pile: 
diffracred SV field by jtll pile: 
rectan¡uJar coordinafes; 
propq:atioa vdociry of compresiioo waves; 
pmpeprim vdococity of sbeal' wavca; 
hM 'rd 

YecDDI' ~ cllsit' ' +na; 
KnwA:bw ...-.; 
Ncumlaá'-: 

· IIOI1IIOÜZilld ' ¡ '1 ol SV wa-; 
IIOI1IIOÜZilld r 1 , ol RayJeiah waves; 
iDddoatSV 'JI" 
ia<:idoalRaylllab- In .... · 
l..oiD6 - ofonil; 
- moduh!e of pilea; 
Jba:r mgdnhw of IOil;. 

Poiuml'l mgdnlna of JOil; 
dcnaily of pilea; 
dcnaily of ooil; 
sueu c01npcw:nra iD r, 8, : direc:tioaa. resp«tively; 
p-djsplpeemenc P"'C"riel; 

i.Dcideol P-pnccnriel; 
~ P-...-•1 by jlh pile; 
SU-cH.. r pwnri•l; 
SV 4isp' m ,., pt"!'Dri••· 
iDddoat s.v-...-•1: · 
~ SV~•I by jlh pile>llllll 
cilcalar ....... . ,. -
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l'oil:MERIC.•L ..\:-i.\L YSIS oF S rE.\DY ~ L"" 
IN .-\ 90" .CIRCl:LAR· SECTION BE:-..· 

By Rea Jei Liou, 1 Martja E. Claril,' ~ember, .\SCE, James M. 
-.' fellow, ASCE, U>d Le-Cb- Cbeq' 

~ t..miar-vilcous no ... uUUDd a bcod oí ..mua NrK:e lbo á.aduil 41-
IIDCICr, pnceded aDd sucx:eodcd by a snip cooduil, ia ca1cUJ..rcd ..,¡. primilivo 
viNbla («a RcyaoJdl nwubcr of 100. The ~ of !be fuurc~ ....
tioa:a md lba IOluDoo ~ IIKid ue ~- la lbe mlulioa, ~ il 
enm..t ria lbD PUisloD equ.aoa iavoi.U.a vdociry . laidaUJ', ....... 
vcktciciea - fOUDd 10 sbifl towud UWde of bcad: la&er tboy sbift ........ ._. 
..u.. Secoaduy flowl iDiliMI upAniUII ol diD bcDd proper Uld ~ iD .... 
ciowulntam coadaúl. lbcy ID&&imiu IDd Jevel off aboul OOIHbird dll wty --.1 
lbe bmtd aDd dctcraM after IIIIOdM:r dUnl. Dclailed inlomudioa 0111 ~ IWd 
~ ........... rngdificMion ill .... bCDd piOpG' loplba' .. ~ 
.......ti6c:ecim ia dlll llplllaiD aad dowalnuD Mnipr a.dui1. WaU ._ -
.. fouad ID qry pad)' ia dio bcad.. AAial compona"' iiiC latp:sl ud VIl)' IDI* 
la m. juDaioa rqioa berwea lbe bcDd aad lbe straip: CODdWI. 

. -- i 

Beod Oows appcar in many [echnologicaJ siruations as weU as in tbe mam· 
maliaa circuJIIIOry' system. Wben fluid flows lhrough a cooduil beod, [be 

tlow paaems become more complex lhan lhosc in a srraight conduit aDd are 
clwlll::rcrized by altered vclocity diatributioos and !be appe1111111CC of cen
ttifugal fora:a and sccoodary Oows. lbesc forccs creatc a ttansvcnc preuure 
IJI1Idient chal iDcrcaaes !be pn:ssun: towanl !be ourcr wall of !be bend "' chal 
a mujmum ia fOUDd al tbe outcr wall and a minimum is fou.od ll me iaael' 
wall. Conaponding 10 lbia pn:ssun: diatribution, !be vclocity iDcrcaaes -
!be inner wall of !be bend 111111 deercases 1>ear !be ourcr. NIUIIOIOUS -
tiprors havc cooductcd studics of tbc viscous etfecrs io beoda aod. ia ooo
ooctin& cooduig SWtin& wilb Dubuat (1786); more recent siUdica ore -
of Dean (1927, 1928), Huana (1966), Greenspan (1973), HlllllpiiRy (1977), 
Humpbrcy ct al. (1985), and Olson and Snyder (1985). lt can be ooncbwiM 
from tbcle SIUdiea chal stcady Oow bend characrcristics dcpend oa - ~ 
ramotcn: !be Reynoldl oumber R, !be ratio of !be radiua of ctUVIIUnl 10 lbo 
diomeler of lbo cooduit (L/0), and lbo Dean oumber which invol- lbo 
olbor IWO (RVDTi) . 

Decel<:rmion of Oow, if locally or generally severe enougb, wiU raull in 
oonuniform eoer¡y diatribution 111111 Oow separstioa. Two sepanlioa rqiool 
an: usually fonned in bends, one al !be ourcr wall of !be upoueam junctioa, 
!be olbor al !be inner wall of !be down5Dl'801 junction. Dillonion of !be 

1Tccb. Spccialisc, HR Tcxuoa, Vaicocia. CA 91355. · 
2Prof., Dcpl:. ot 'Thcomica.l and Appl. Mccb., Uaiv. of llliDoia, 216 Talbol Ub .• 

11>' S .. Wriabt St., Urbana, IL 61801. _ 
1Prof. Emcri.wa, Depe. of Tbcorcticaf aod Appl. Mccb., Uaiv. of llliDola, Urtiua. 

lL 61801. 
~ccb. lncclf'UOI', Boeina Miliwy Airpluc Co., Wichita, KS. 
NOle. Dilc:usaioa opea until April 1, 1989. To citeod tbe closiq dMe OOCI moalb. 

a wriUCD rcquest mUSI be ftlcd wilh d~ ASCE Manaser of JoutDala. Tbe maouscnpc 
for this papcr was subnuued for rcview and posstble publicatioa oa Deccrnber Q, · 

1986. lbis paper is pan·ot 1he }OMI'JUIJ of E••ilu•l'ilq .wn,..;,u. Vol. 114. No. 
11, November. 1988. CASCE, ISSN 0733-9399/88/0011-IK71/SI.OO.,. S.l!i pcr 
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1871 



FACULTAD DE INGENIERIA U_N_A_M_ 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

CURSOS ABIERTOS 

CIHENTACION DE MAQUINARIA 

17 al 21 de febrero de 1992 

ANALYSIS.OF MACHINE FOUNDATION VIBRATIONS 

STATE. OF THE ART. 

PALACIO DE MINERIA 

Palacio de Minería Calle de Tacuba 5 Primer piso Deleg. Cuauhtémoc 06000 México, D.F. Tel.: 521-40-20 Apdo. Postal M-2285 



! 

' 

) Analysis of machine foundatlon vibratlon.s: state oi 1 ~~· 
the ~rt · ~'jB? 

C-EOKGE GAlErAS 

R1:uul:ter I'Diylldrnic /nJtltull, Troy, New Yont. US.-'. 

The paper revieW> the · state-of·the·art of analysins the dyna~c response of foundations subjected 
to machine-type loading>. FoUowing a brief outhne of the histoncal de.,.lopments 111 the field, the . 
c:oncepts wáci.lted with the detinitlon. physical interpretation an~ use of t~e dyna.nuc unpedanc.e 
.funcUor~ of foundations are •lucidated and the available analyucal/numencal methods for th..r 
evaluation are discuued. Groups oí cr.Jcial dimensionless problem parameters related to the soil 
Prt?flle and th~ foundation geomeuy ~e identified and thei_r effe_cu on the response are studic~. 
P.esults are presented in the form of umple formulae and dunenston!e~ grap~ for bo~ th~ stJ.nc 
ar.d dynamic parts of impedances. pcraining to surface and embedded t~~nd~~tons ~vmg cucular. 
st:ip rectangular or atbitrary plan shape and supported by three types ~~ ldeauud soil proftles: the 
halfs~ace, the suatum-over-bedrock and lhe layer-over-halfspace. Consideration is given _to th.e effects 
of inhomogeneity, anisotropy and non-linearity of soU. The various results .are synthes12ed 1~ a case 
study referring to the response of two rigid masslve foundatio~s. a_r~d t'r:lCUcal recommen~auons >e 
made on how to inexpensively predict !he response of foundauons supported by actual soil de?OSIIS. 

JI :";F..ODUCTION 

T.'e basic goal in the design of a machine foundltion i5 to 
lilnit its motion to amplitudes which will neither endanger 
the satisf~ctory operation oi the maclúne nor wUI they 
dCturb the pt!ople w.-orking in the immediate vicir'lity. Thus. 
1 key ingredient to a successful machine found_ation design 
is tlle carefulengineering analysis of the foundatton respo.nse 
to :he dynamic loads from the anticipated opera !ion of the 
madline. Fwrhermore, when excessive motions of an 
e:dsting foundation obstruct the operation of the • · ·p-

• ma·h·'-e"·· ·-~~ .... ¡ .. .., "ec•ssary in order to ln ~er· ¡:utlcu. lo :au •:• ........ ! ... - - .• • _ ,, 

s~aud. th; :au~-s of the pro~lem ar.d hence t'!. guide 
it~propriate r~m~dial action. . . 

The th<cry of analysing the forced vtbrallons of shaUow 
and deep foundations hu advanced remarkably in the last 
lS _years and has currenlly reached a mature state of 
deveiopment. A number of formulations and computer 
prosrams have been developed to determine in a rati~al 
way the dynamic response in each specific case. Numero~ 
studies ha ve be en published exploring the nature of assoc~ 
af•d phenomena and shedding tight on the role of ,..,.ral 
key pararneters influencing the response. Solutions are a~ 
presently available in the form of dimensionless ~phs and 
si:npte mathe11l3tical expressions from which one ·e~ 
readily estimo te the response of surface, embedd:d and pile 
fow1dations of various shape1 and rigidities, supported by 
deep or shaUcw layered soil deposits. Clearly. the current 
state-of·the·an oC anilysina machine foundation vibrations 
hu progressed substaatially beyond the sta te of the art of 
the late 1960s whlilti'bátl.been reviewed by Whitman and 
Richsrt in 19671 ami by McNeil in 19691 

In addition to. tlle selection ond apptication of analysis 
procedures to predict .th~ response. the design of a machine 
foundation invoives ~ 1 r the establishmenc of performance 
crittüoa, ~ :!) the determination of Uynamic loads, and (3) 

• Prnenud 3t the lntemuional Conference on Soil Oynamics uul 
Earthqu.ate En1ineerina. held at the Univenity or Southampton. 
l;ncbncl. ll-IS July 1982. 

the establishment of the soil pr;.,ftle · an~ . evéilu:;.tion cf 
critia.l soil properties. Great pro!ress has :dso be~n ma·le in 
current yean !n developing út situ and labt:ratory teslir.g 
procedures to obtain reprl'!sentative values r:f dynarr:ic sozl 
parameten; a comprehensive review of the avái!able e.tperi· 
mental methods has been presented by Woe>r.s.l whlle 
Ozaydin et al., 4 WoodsJ and Ric~.art0 ha·ol! ~':.·: :unari.zed 
the present knowledge on the factors irlfl:.!tr..-.:Lr:g tit..: 
dynamic soü parameters. These dtveiopments in det~:-:~i!~
ing material propenies complement the tdv~ces in 
analysing fonndation vibrations, o:.nd prc,idl" ccr..si:!.:-r:t":J~e 
justifi:ation for the use cf so~histicilt'!~ nwn~nt:al forr!'1u~a· 
tions in the design of machine fr¡;;T;;i~rior.s. 

On tite other hand, little if any progress has ~een m¡¡J.ie 
in reliably estilnating dynamic machine load! ;¡nd impronng 
(through catibration with t1eld data) the available perfom•· 
ance criteria. Tbe state-of·the-art in these two areu h:u 
remained essentially unchanged durir.g the !3st d~::·1de: 
referenct is made to ~cNeuz and Rích:ut, Wooó and Hall 7 

for comprehensive reviews of these subjects. 
• An addltional and often cverlooked stop !n mochiJoe 

foundation design is the post-construction obserta:1on oi 
the foundation performance and · iu comparison with t::.e 
predicted foundation behavior. Such comparisons are
nee<!ed to calibrate n/w anal~is proc~dulet- .lío .e~.: •• =nt;J.! 
task in view of the simplifying assWnptions on which. e·:e:t 
sophisticated formulations are based. 

In the final analysis, confidenc~ in th.e adval'ltages pro
vided by the use of advanced methods of analysis can only 
be gained if theSe are shown to have the capiiblhty topre· 
dict the fleld performance of actual machine foundlthJns. 
Unfortunately. only a limited number of case histo~~es ha.5. 
so far been published evaiuatin@ state-of·the-art met;:-;.ods ot 
analysis through deuiled field observations. 

The objective of this paper is to review the prese~t s.tate· 
of-the-art of dc'rermining the dynamic response of tounda· 
tions subjected to machine-type loaJirig~ T~e outüne of 
the paper follows the chronology of hJst~ncal :i~ .. ·~lop
ments: from thc dynamics of drcular fooungs ~e!tUl~ ~n 
the sutface of an elutic halfsp":."e to the bchaVIOt ol m· 

2 Soill'yMmicJ and EanhqU4k• Engin•<rli.,, i 98], VaL 2. No. 1 
0261-7277/83/010002-41 
O 1983 CML Pubb<>tiolli 



cular and non-circular foundatlons embedded In 1 layered 
soil deposit and. fmaily, to the response of pilos. Portlcular 
emphuil is acconled ro the effecu of dimensionlesa groupa 
of geometric and material parameten on tlle dyrwNc 
stiffness functlons and on the response of musivo founda
tions. Nonnaüzed llfllpha and simple formulas are presented 
for 1 variety of idealized soil profdes and foundation geo
metries. The use of such data to estima te to translational 
and rotational motions of actual fOundations in practico 
1s cleorly demonstrated and the various resulu are syn
thesized by means of a case study. Practica! recomrnend• 
tions are then made on how to approximately obtain 
dynariúc stiffnesa and damping coefficionts for actual 
foundations, accounting only for the most crucial para
me ten of the problem. 

Since the limiting motion for satisfactoty performance 
ot 1 machine foundation usually involves displacement 

. unplltudes of a few thousand:!u or even ten·thousandths of 
an inch. soil defonnations are quasi--elastic. involving negü
g¡ble nonlinearity ~nd no pennanent deformations. Thus, 
most of the solutions reponed herein assume linear isoo 
tropic viscoelastic soil behavior. with a hysteretic soil 
damping to model ener¡y losses at those smail strain 
amplitudes. However, sorne comideration is also gi~en to 
!he effects of soil nonlinearity on the vibration of_strip 
footings un<!er strong horizontal and rocking excitation. 
Moreover, the imponance oi soil anisotropy and' soil 
lllhomogeneity are also considered. 

OLDER MEllfODS OF ANAL YSIS 

In tho past. machine foundations were frequently desipd 
by rulet-af-thumb without any analytis of the expected 
vibratlon amplltadci. Fvr ¡..Jtance. one such dcsign rule 
cólled for a. :nassive concrete fcund:1ticn of a toul weight 
equal to at leut-three to five times the weight of the sup
ported machine(s). Although such a proposition may at 
rust ¡lance seem logical, il is in fact an obsoleto .one since 
lt ignores the effect on the motion of all t"ne other variables 
o(the problem (e.g. type of excitation, nature of suppon
lng soU. and so on). For one thing, increasing the mw of 
a foundalion decreases the resonant frequency' of the 
system and, perhaps more importantly, reduces its effective 
darnping. 1 Obviously, this is not what those applyin¡ the 
rule had in mind. 

foDowing the pioneering experimental studies c:arrled 
out by the Gennan Degebo in the early ·19301, a number of 
empirical analysis procedures were developed and used 
extensively at lean untü the 1950s. These methods focused 
on determinins only !he 'natural frequency' of ·a founda
tlon. To this end, tho concepto of 'in-phase mua' and 
'reduced natural frequency' were developed. The former 
assumes that a celUin IJ.Illl of soil immediately below the 
footing moves u a riaid body, in·phase with the foundation. 
The latter postulates that the 'natural frequency' is solely 
a function of !he contact area, the soil bearins pressure and 
the type of soü. · 

Physical rnüty contradicts the concept of an 'in-phase 
mass'. No soil mass moves as a rigid body with the founda
tion. lnsread, sheu and. dilational waves emanare from the 
footing-soü interface into the soil. causing oscillating 
deformations :at the surface ar1d carrying away sorne of the 
input energy. The facton that have an intluence on these 
phenomena cannot be possibly 3ccommodated through 
such an ar~itlcial concept lndeed. the early attempts to 
obtain specÜIC values of the 'in-phase mass' were frustrated 

by the sensitMty of thil 'mass' to the founclatlon ""ight, 
mode of vibration, type of exciting force, contact are a. and 
n~ture of the underlying soil. Apparently, there is absolutely 
no value in this concept and its use in pracuce may -very 
well mislead the designar. . 

Tschebotarioff's 'reduced natura!" frequency' method. 
basecl on the results of a few case histories. went a step 
beyond the origÍnal'in-plwe mus' methods. 1 The 'reduced 

·natural frequency' was defUied as the 'natural frequency' 
multipüed by the square-root of the average vertical contact 
pressure and was given graphicaily as a function of the type 
of soil and of the contact area. Although this me:bd was 
not Without merit, it was often interpreted to mean that 
'the single most imporunt factor in machine-foundation 
desi&n wu the soü bearing pressure'.' Thus, in more than 
one occasion, the design was based on soil bear.ng c•paclly 
values taken from local building cedes! 

In addition to the aforementioned drawbacks. these old 
rules were only c:oncemed with· the resonant frequency, 
providinl ~o infonnation about vtbr.nion amplitudes that 
are primarUy needed for desi!;n purposes. As a consequence, 
such rules are now obsolete· and will not be further 
addressed in this paper. Reference is made to Richart eral. 1 

for more details on _the subject. 

Dyruzmic Wilrkkr model 
This rnodel wu introduced as an extension of the well 

known 'Winlder' or 'elutic subgrade reacdon' h.ypothesis, 
whlr:h is still rather successiully employed in sorne static 
soll-foW.dation interaclion problems.' In arder to simulate 
tho stlffnesa characteristics of the actualsystem, the model 
replaces the supponins soil by a bed of independent el.lstic 
springs resting on a rigid base. Plate b; ;ring tests, con· 
ducted In the field, form the buis for et·. :::ialin! the sprin9 
constants (often called ·coefficienu of sUbgrlde re':!ct:on·). 
On the basis of field measurements in ihe USSR. Barkan10 

hu presented tables and empirical formulae with wrJch ene 
can readUy estimate design values of the coefíicient for 
severa! types of soil, for each possible mode of vib:-1tion 
(translational or rotational). He has also shown that, in ••eh 
case, the dynamic coefficient is approximately equal to the 
ratio of applied pressure increment to the resulti:'lg Jisplace· 
ment during static repeated loading tests.. In th'!Se tests 
static loada 'similar' to the combined dead and lh·e load of 
the actual foundation are first imposed, followed by 
repe1ted slow loading. at irequencies of the arde: ofO.OOl 
cps. i.e. much slower than those expected in rcality. 

lt i.a evident that this model can at !east give sorr.e 
reasonable information on the low.frequency (near-static) 
response of a foundation. But since no radiation dJ.mping is 
includod, the arnpütude of motion at frequencies near 
resonaace cannot be realisticaily estimated. lt has been 
argued .that by neglecting llarnping one obtains conservativo 
estimates of the response and very good estimat~s of 
natural frequencies. In fact,. this is the procedure currently 
incorporated into the 1970 'lndian Standard Code of Pnc
tice for Desisn of Machine Foundations'." There is litt!e 
merit in this argume"nt, however. For instance, the high 
damping vaJues present in the translational modes of vlbra
tion (of the arder of SCJil> of critica!) do affect the 
·resonant' frequencies. in addition lo drasticJ.Uy_ reducir.g 
amplitudes. Moreover, avoiding •resonance' "(by a safety 
factor of 2) in such cases is an ·unrortunate design recom
mendatio!"·wttich may lead toan overly conservative solu
tion. In other cases, especiaUy when the rotationa! modes 
ate O( .rnain_CORcent, IR ~nsafe design is quit! pO!Slblr since 
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t!la Ktuai foundatlon stiffnessat hi¡b frequencies may ftry 
weU be appreciably smaller !han !he static sliffness uJeCi in 
the ar~~lysio (see, filt eumple, Fi&o S). . 

An impro.ed .enioa of !he dynamic Winkler model 
(caUed 'Winkler-Volgt' model) places a set of independent 
visrous dampen in parallel with !he independent elastic 
sprin¡s to pro.;de the 'dynamlc subgrade reaction'. Aeeord· 
in¡ to Barken and Dyichev," this model forms the basia of 
the 1971 USSR machine-foundation code. Again. however, 
the model itself pcovides no information on its sprin8 and 
dashpot coefficienu. These are instead backfigured from 
dynamlc plate-load tests conducted in the field. 8oth the 
observed amptitude and frequency at resonance are utilized 
to backf¡gure !he two coefficients. Analyzing the results of 
r.wnerous field tests, Bark:m and his co-worken found a 
discrepancy between the spring constan !S backf¡gured from 
resonance plate tes~ and from static repeated loading tests 
(described previously). They, thus. resorted to the 'in·phase 
soU mass' concept to essentially mate~ the model constanu 
cbtmled from the two types of tesu. This added soil mass 
wu found to depend on the size and embedment of !he 
foundation and on the nature and properties of the soü 
deposit, for a given mode of vibration .. 

lt therefore appean that the 'Winkler-Voi¡t' model is 
a purely empirical one, requiring field static and dynamic 
plato-load tests for each particular· .situation. Such tests 
are not only very expensive and difficult to successfully 
c~n~uct, bu:, '"or<over, they yield resulu wltich cannot be 
readUy interpreted and extrapolat~d to prototype condi-
llons. lf 1 may ilightly rephrase Gibson:" . 

' : . 
'T!:e 1.1odel conspicuously lacks what all models 
should possess- predictive power.' 

The only possible expÍanation for. the present-day use of 
ciynamic Winkler model.s in machine·foundation analysis is 
the.acc~mulation in sorne countries of a wealth of pertinent 
fttld data. Such data. often available in the form of tables," 
can be directly utilized in practico, thus avoidins the 
burden of peñorming plate·load tests. Again •. one should be 
very careiul.in pic:king up values.foi the coefficlenu· from 
publlahed field data. · For it is practically irnpQSSiblo to 
ensure a similarity in all !he crucial physical and geome trie 
response parameten of !he new prototype and of !ha okl 
model foundation schemes. · · 

FUNDAMENTALS OF CURRENT METHODS OF 
VIBRATION ANAi.YSIS 

HUtorkal pmp«<IN 
Modem methoda or analysis or foundatlon osdllationa 

attempt to ratlonally account for the dynamlc interaction 
between the fouadallotl and !he supporting soil deposit. 
Cornerstone of !he developed methoda is the theory of 

· wave propagallotl iD an elaatic or viscoelaatic sotid (con
tlnuum). This theory has seen a remarkable growth since 
1904, when l.amb published his study on the vibration of 
on elastic seml·infinite salid (half·spaA:e) caused by. a 
concentra red load ('dynamic Boussinesq' problem). Numer· 
ous appllcatlons, prirnarüy in the fields of seismology and 
appUed mechanics, have given a great ímpetus in !he 
developmenl of the 'elastodynamlc' theory. Reissner in 
193610 anempted what is comidered to be the fint engin· 
eerlna apptication: his publication on the response of a 
vertl:ally loaded cytindrical disk on an elaatic halfspace 
marked the beginning of modern suil dynamlcs. · The solu
tton wu only ~ approximate one since a uniform distri· 

butlcm of contac:t streaa was issumed ror mathematlc:al 
sirnpW'Iutlon. Nonetbeless, Reislnor's theory offered a 
majar COI\tribution by reveallng !he elllltalc:~~ oi ndildon 
dlrllpÚII- a phenomenon pre.;ously unsuapected but . 
today clearly. undentood. Every time a foun!W;i!~Ju11C!~ 
a~st the soil._!~ u tbe CQII1al:.l!.!!ñace 
~ propagate. QlliWIVUn .. lbe.form.- oJ _body an4_~~¡face 
~ The!é waves ~- ~way_soE1~- r;>f the enersr. uans
mltted by tneTóUñilation on to the iOII,-¡· phenomenon 
remlnls~!!!.J11.Jbe .a(?sot¡ltion of enéigy by a viscous · 
damper (henoe !he name ). -
""l'llr-many-maSSIVe foundations !he assurnption of a 

uniform contact stress distribution is an unrealistic one, for 
it yielda a non-uniform panem of displacements at the soil-' 
footing inteñace. To closer approximate the rigid body 
motion of such foundations. a number of authors in :he 
mlddle 19SOs assumed contact stresa disuibutiona which 
produce uniform or ünear displacements at the imerf¡ce, 
under statically applied force or mOment loadir.gs, respec
tivety. Thus. Sung 1 ~ and Quinlan16 presented resu!ts ior 
vertically o~illating <;:ircular and rectangular fo'.lndations 
whUe Amold tr al." and Bycroft11 studied both horizontal 
md moment loading of a circular foundation. Those solu
tiona ..!!•-q!liy .JPDI.Qlli!Mt!'-'.i'! reaJi..!Y. the pressureW.fribu· 
tióiíi required loa .fi!!ÍJ'Wn urtiform· or linear displacementS 
are no~ co~~!.~.'ll.~!fr Wíili~tll~'f#.e_iiér 'óTVib,~tj_¡¡n. 

·n.e rtnt 'rigorous' soiÚtiOns appeareifáboul ten years 
later. when the vibrating soil·foundation system was 
11181ysed u a mixed lioundary·value problem, ;.ith ore
sc:ribed panems of displacements under the rigid fcoting 
md nnishing suesses over the rernaining portion-.oi the 
surf-. lnUoducing sOrne sirnpüfying assumptioru te~ard
in.\ ·!he secondary coritact stresses ('relaxed'· bou.,c::·v);. 

" ~t,.J!ohi ct al. 19.studied all possible mod~ of osciliation oi 
:ri8id circular and strip footings on·a halfspace •. by rccourse 

· ·to intCJ!al transform techniques. On the oti1er i':a;~li. 
Lysmer·0 obtained a solution for the vertical axisymrr.et::i.c 
vibration by discretizing the contact surface into concentnc 
rinp of uniform but frequency-dependent vertical su~ssts 
consistent wi.th the · boundary conditiOns. A conceptt:ally 
similar approach wás followed by Elori!uy tr al." fur 'er· 
tiully loaded rectan¡ular foundations. 

Perhapa equally jmportant with the aforeinentioned 
tlleoretic:al developments of this period wu the di3ccvery 
by lfsleh12 and by Lysmer"' that the dynamlc beitJvio' of a 
venlc:ally loaded massive foundation can be represented by 
a aingle-degree-of.freedom 'mas .. spring-dashpot' osctlla ter 
wlth frequency-deperident stiffnesa and damping coeffi
clonts. Lyszrier'0 went ·a step farther by su~gesting the use 
of the foUowing frequency-independent coeffietena to 
approx.imate the respo~ in the low and medium frequcncy 
range: 

4GR JAR' 
K •-· C. m _,¡e¡, (1) 

· ··-·- --·• 1-·v' • 1 ~., 

In wltich: K. = sprins constan! (stiffness), c. = dashpot 
conaunt (damping), R a radius of the circular rigid loading 
area. G and v = shear modulus and PoissOn's r:ltto oi the 
homogeneous halfspace (soü), and p = mass densuy of soü. 
·Note that the expresslon for x. in equation (1) isadentical 
with the expression for the static stiffness of a vertlcaUy 
loaded rigid circular disk on a halfspace. . 

The success oi Lysmer's approximation (cften called 
'lysmer's Analog') in reproducing with very.good J~t.:uracy 
the act~ rrsponse of the system hada prolound clfc::r on 
the further development and engineering appUcat!ons of the 
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·w~· lheories. R1clwt IJid Whiunu u extended 
Lyaner's AniiOI by demonstratini that ail modos of 
Y!bratlon can be studietl by meus of lumped·parametet 
maswpnnr-<J.uhpot sy~ms -having pro.,.rly selected 
frequoncy·independenl panmeten. The axisymmelric (ver· 
t1ca1 ud torsional) ooc:i&tions of a cylindril:al foundatiOn 
can be represented by 1 l·degre«>f·freedom (l·dof) 
sylllem described by: 

m+C:i+~=P(t) (2) 

111 ;,hil:h- z, i .and ii ~- the displacement, velocity arul 
acceleration. respectively, of lhe verlicaUy oscillatins mass; 
P(t) • lhe externa! dynamic force arisi.ng from the ope,. 
tlon of the machine(s). The lumped parameters are lhe 
equivalenl mass, m, the effective damping, e, and the 

· effectlve sliffness K. (For tonional oscillations m should be 
repll!'ld by / 1 , the effective mass polar moment of inertla 
arul x should be interpreted as the anglo of roration around 
the vertical· axis of symmetry.) On the other hand, the tWo 
antlsymmetril: modes of oscillation (horizontal translation 
arul rocltins) of a cylindrical foundation are coupled and 

_can be represented by a 2.-dof system characterized by the 
effectlve mass and mass moment of inertia, the two 
effectlve values of damping (for swaying and rockinll), and 
the two eff..,tlve values of the stlffness (for swaying and 

-rocltins). . · 
Oifferent values of the inertia, stiffness and darnpins 

• parameten m"ileedeiflOreícñ Oñio( Íh.SO four modei of 
, exdtatiOn. Whitman and RichaiiU'sugeifea the Choice of 

r.:iffnesses appropriate for low frequencies, and of a .. rage 
damping values over the ranse of frequencies at which 
monancé usuaUy occun. In ~rder to oi>taln a good lll!f<eo 

~, me~~t: -~!~~en the resoniiñt tf!ijíiOñéJK'1)f"lhe'IUII\lieéf. 
pararneter and the ac!U"!.!i-mui.-llll!y ~=elldla that 
a factltious mass (ormjSs moment of inertta) be added to, 
tlle KtuOl foun~tiiin mass (Ór mass momenl of iDeitia). 

'The neecrfor'iuc á'~ecQ'imnenciatioil s:eminei!: iiOt from. 
the existence of any iden!Af¡¡~l¡le soil mass moving in·phase_ 
wilh lhe foiiliCTaliDí.:-'iíut · rather frol)l__ the __ fa~l that in, 
rnllty 'lhe stlffnesses' d~ase- with increasiiiJ.ftequency 
(seo Fip. S and :D. instead of remainlng constant and ec¡ual 
lO.~ _statié stÍffl)_esses, as 'the- iñoderiiiiiiiiii"f.lñ othiir" 
words, insti:id- of decreasing K, the lurnped-parameter 
model increases m to keep the resonanl frec¡uoncy, ""•· 
unchanged. Recall that ""• is proportional lo tho sc¡uare
rool of (K/m). 

Whilman and Richatt" and laler Rk:hart, Woods and 
HaU' and Whi\J!Ían" presented expressions for these para· 
meters for aU tour_Yibratlon modes. Table 1 displlys these 

-_ expressions, whli:lí -han enjoyed a signillcant popularity 
a..r lho 11111 docaü. 

Primarily liec8ile of lts sirnpllcity, the lumped-pa.. 
meter approlllmatiOn had-.• greal impact on the appücation 
of the 'half .. pace' theory. lt demonstrated that this rational 

__ theory can be casi into a tractable, simple engineering form, 
wblr:h can be used by the profession with harclly any 
~teater difficulty than the older empirical procedures. 

Motivated to a largo extent by the need to understand 
tbe phenomena associated wich seisnúc soil-structure inter~ 
action, the analysis of the dynamic response of foundations 
has been a subject or consider.lble interest throughout the 
1970.. A signiflcanl amount of related research has led to 
the_ development -·óf new formulations and computer 
programs, while numerous publications have studied the 
lmportance or critica! foundation, soil and loading para· 
meters and have presented graphs, u bies and simple. ex· 

llode ' Vortlcol Horlzoatal Roddlla Tordo a 

Stlt!naa: 4GII IGII 8GII'. 16GR' 
¡::;· z=; m=;i -3-

Kaantlolil:_ lft(l-•) lft(l-•) 31,(1-•) 1, 

~· -¡;¡r 8plt1. pR' 

Dlmpq ntlo: , 
0.4U 0.%9 o. u 0.50 

fñ'l' ¡¡¡;¡ (l• ,;i)rii'l' l•lm 

Flctillous addod O.l1m 0.095111 0.141, 0.241, ..... , rii ,¡¡ ,;¡ ,;¡ 

1 :e• 11 :. maa momaau of inertia uound a horizontal. vertical axis. 
respectiYely; clampizla rati) = CICcr where Ccr = l{K'") 1' 1 oc 
CCF = l(KI)"' for tr&DSiatianal or rotational modcs of Yibn.tlon. 
with 1 •/ :e or 1, for rodtina or torsion. respectivdy. 

pressions, suitable for dlrect use in practica! appücations. 
lt is _worth mentloning sorne of the molll importan! contri· 
butions to the cu=nt staté of the art. 

Newly de .. toped (mid·l960s) mathematical techniques 
to solve mixed boundary-value "Jje'dS problems 
were utillud by Luco cr aJ." L, .. aras et al.» to 
obuin 'exact' numerical solutions for an modos of vibration 
of strip footings on a halfspace, and by Luco er al." and 
Vele bOl cr_ IJI. a, 29 the available ~f~p_a_ce solu· 
llons for CirCUlar _ _ rr_ec¡uency rar.~e--
and_ also, to á -·. . linear hyste: :: .. ~ic -. · · 
d,m¡,in¡,_ Tll~ _ _ __ __ _ - - - finite-elc•;Í~nt 
fotll1l'.b.&i.~~ !!"'.t)l•~~rzy_ absorbing ('viscous' ar¡Q. 'coruist· 
enl') lateral boundaries prompted the study of the response 

_ of siuface and embedded foundatlons suppi>rtod by a 
layered soü straturn. , ... ,. Only plane-strain and uisym
metric geomotries could be handled with these fmite 
.element formulatioiu, hOwever. and the presence at a 
relatively shaUow depth of a non-comptiant rock-liko 
material underlying the stratum was an unavQidable require· 
ment regardless of whother such rock did actuaD y oxist, 

O~_.the ot;t~~ _hand,. Lucou and Gazetas~ pJ~sented 
anaJYtical solutions for circular, strip and rectangular 
fóllildiiiOns· on the suñace of a layered halfspace or 1 

layered stratum (i'.e.- witli-or'W..11ióiit'a rigld ioclt as the 
last !ayer, respectively). Utlli:ing these formulations they 
offeri:d results',_,. which l>ridged lhe gap ~etwcw_the two 
p_r:ovionslu!udi~d_ exuéíiii profÍlcs-~thé'halfspace and lh._ 
Uratu~n-ri¡id·b~ At •bout the sar:~e time, Novak'" 
obliiiAIC"'ípproximato analyt!cal solutions for circular 
foundations embedded in a halfspace, i>y dcriving closed
form expresslons for the dynamic stiffness and ~ar.:ping 
Coe.fficients along the vertical sides of th.e foundation. · 
Later on this method was easily adapted to study the 
dynamic response of pilos.., .. , 

In more recent years research efforts have been pri· 
marily. directed to detennining solutions: (a) for :ig1d 
foundations of rectangular and arbitrary shapes; ..... (b) for 
foundatlons of finito flexura! rigidity;'.,_" (e) for founda· 
tions on inhomogeneous and on anisotropic soils;n-u 1nd 
(d) for foundations on nonlinear (Ramberg-Osgood) 
soils. 56 Furthermore. a very substantial amount oí research 
work has been devuled to the dynamic be~avior of single 
(floating arul end-bearinl!) pilos ombedded in homogeneous, 
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lnhomogeneous or layered soa cleposits. and the Ont 
artempll have already been made to obtain solutions for 
clynamlc loaded püe groups. For comprehensive ÜSII of 
related references. see Dobry ., 111.," Kagawa •r •l., 11 and 
Novak.,. 

fm~cellllli complimtc. {rmcriotU: d•flllition IINi 
phytlctzl. interpnt•tion 

. An importan! step in curren! methods of clynamic 
analysis of rigid massive machine foundalions is the deter. 
mlnation (using analytical or numencal methods) of the 
dynamic im dance functioru. K(w),• of an 'assoc:ia • 
~ but massJess aun auon. as a functioo of tbe excit• 
tlon freguency. w. As- 5hown in Ej¡ 1 thc ·as!"ciue.d' 

. foundition-soü svstem is identical (in botb marcnal prop
entrs and gegmetrvl wjtb tbc acryaJ systcm cxcepr rbat 

lhe foundatjon mass is taken mua! tg zcm lt wül be 
iiPiained in the following section how, once the harmonic 
response of such a massless foundation has been deter. 
mined, the steady-state response of the masslve foundation, 

. or of any structure supported on it; may be evaluated 
usin& standard procedures. In addltion, the tra~ient 
response to non-hannonic machiite forces can a1so be 
evaluatecl by recourse .ro Fourier analysis and synthesis 
techniques. · . · 
. For each particular hannonic excitation with frequency 
w, the dynamic impedance is defmed as the ratio between 
the steacly-state force (or moment) and the rerulting dis
placement (or rotadon) al the base ofthe massless found• 

, tlon. For example, the vertical impedance of a founclation 
whose plan has a center of symmetry is deftnecl by:• 

K a R.(t) (3) 
• v(t) 

in whichR0 (r) = R.exp(iwt) is the harmonic vertical force 
appliecl al the base of the disk, and ll(t) = pexp (iwt) is the . 
unlform harmonic settlement of the sojl.foundation inter
face. 1t is e~~-Jhall! ... is t.~J9.W lllil.tu.¡;¡j¡¡¡¡.~t 
the fouñduion; it is made up of the normal stresses against 
the basemat .. plus, in case of embedcled· (OIIIUI¡¡tioos. the.. 
sheli sire~ .along the vert~al sid~ walls, ls illustratecl in .. 
Fig. l. , _ . 

Similarly one may deftne·the tonional impeclan~e. K,, 
from the tonional moment ancl rotation; the horizontal 
lmpeclances, K •• from the horizontal forces and displace· 
menlli along the principal axes of the b-; and the rocking 
impedances. K,.. from tl'le moments and rotations around 
lile same horizontal principal iiJW. HQ..weveL sjpg: j¡Qri
zontal force.~ alc?!'A,<he princip,al~~n. pro~r,u;e !q.ta\ions in, 

. addlt!on lO ~l;\l:_il:ísp1a9.'f"OnU,. cro•h~rzontal: 
rotational im~-~·~~. ~Y. ~t.., be de.f.lfiO:.i!.U.heY ·are ----------

'<, rt=J-,..,..._.,__<·:·.' ·: ..... u .. ::::· 
.: .. :_:~:·.: .. :·:~.:~_:::~<·::: ;: . . . .. . . . . .. .. . .. : .. : 

WCChht OJ>CCUJ>CC ;;e:_~;¡¡ 

. . . . . . : . . . . . . . . . . . 
; t«m e: ;;; ce c;;c o;; e :u:; ::o o 

Ff6ute /. Machine foumJJzrion •nd rhe tWOCiJrrod rlgid 
tr~~Ulkss /OCAnd•non 
• 8ol4 letten are used in thc tu't for impedances. complianceJ and 
some shf(ness and dampLnl coe!fic:ienn (equauon \17 U; in the 
tlpm. ealli¡rap~ characters are used for lhese quanciticl. 

usually negligibly smaD in c .. o( suñace and very shallow 
founclattons, but their effect may become appreciable for 
grnter depdts of embeclment. 

Referring to equatlon (3), it is interesting to note that 
clynamlc force and. displacement are generally out of phase. 
In fact, any clynamic displacement can be resolved into two 
componenu: one in phase and one 9!1' out of phase with 
the imposed harmonic load. It is convenient then to intro
duce complex notation to represen! forces and displace· 
ments. As a consequence, impedanccs may a1so be written 
in the fonn: • 

K.(c.¡) a K.,(..,)+ iKo2(c.¡) 

• = fl,lt,r,ltr,t; 1 = .y::'i 
(4) 

The real ancl imaginary components are both functions 
ofthe vibrational frequency (J. The realcomponent ren~-~q 
the niffness and in!!.'.~f..t!:!!! ... !\'l'l!!'.rtin& soü; ~!d;pen· 
d~ og Frcqu,!lai.J.Wibw~ to íhe intluence 
whi~Jl.. fr~queracy_ tw. o" __ inertia. __ sin~_!._!f)A..P!~oeni,es are 
wntial!y f~.'!;Y_ ipdeP."n!le¡~t. The imag~a.rx. .com
~JILteflccts tila. radiatio.n .1!'\l..mauria! damRin&. of the 
systJ!It, The fgm¡er, being the result of ener&Y.9.~s¡pation 
by waves E'J>~ár.Jiiiawáy líoiñ-iliefoÜndatian, is fre· 
q~~pen-:<lent; the latter, · arisinil. •. chiefly lrom the 
hysteretlc cycüc behavior of soü, is practically frequency 
inaepeñ4eñ!; · · · . -· ·. 
· A've'ry instructivo analogy between the dynamic response 
of a simple 1-dof oscülaror and of a three-dimensronal 
"'asslesa foundation-soil system has been drawn by Ruesser."' 
Assuming a harrnonic excitation P(r) = P0 exp(iwr). the 
steady·state response x(r) = Xoexp(iwt) ofthel·dof oscü· 

'lator may be ot •inecl by substitution into equotian· (2); 

. P(t) 
(Y. -mc.¡2) + iCr., =- (51 
. x{t) 

Contruting equations (S) ancl (3) prompts the deliniríon 
of a clynamic impedance function for the l·dof mass
spring-dashpot system: 

. K= (K -me.¡')+ iCw (6) 

. and. by.c:OtitparisOn with equation (4): 

JC1 = K-mw1 

K2 aCw 

(7) 

(8) 

In other ~~rcls. rhs dynamjc.iroi!CclanC.: of ou:. familiar 
(.dof_~sci!I!~~!-!L.il!!!cs<!-•. ~omplex. number with a fre· 
queri~.f!epe¡uicnUI,.L!>art reRresenttng the suffr,ess and 
ineñía charac;.c:ristics. oi the sys~c.m. _;n,Q. ;s __ r~o:qw=.ncy 

. ~am~.;.!~ ~xpresaing the energy !o;;s 'n the 
system. Therefore, it ts quite natural to express the uyna.mtc 
inÍpcilance of soil·fooring systems in a complex· ti>rm. as 
clone in equation (4 ). _ 
· Havina, thus;established the analogy between l·dot and 
masslesa footing·soü sysrems, let equation (ó) for rhe 
l·dofbe rewritten as: 

K • K· ('t- "':)+ i2~ ~ l (9•) 
. ~ w,. c..~,. 

or 

K a K· (k+ ic.¡c1 } 

in .which rhe criticll viscous clampins ratio is: 

e e 
#:s- ·--c., 2Kiw. 

(9b) 

( 10) 

6 SÓil Dyltlrmi&s lUid ürtlrqvde Elf8in••rinJ. 1981, VoL 2, No. 1 
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Fflun 2. Dyrrmnic ttiflhat and dampinl coef!!dDtn of 
a ]·dofilmp¡. OICÜÚltrN 

thl natural frequmcy "'• = (K/m)v2, k • (l-w2/w~) and 
e, • C/K. Equatlon {9b) implies that the dynamic imped
ance of a 1-dof simple oscillator may be expresscd u a 
p10duct of the spring constant K, which happcns to be the 
stllil: stiffnesa of the system, times a complex number 
k+ iwc,, which encom¡)asses the dy 1amic characteristics 
of the system (inertia and viscous damoing) and is here
afler called 'dyNllllic p;zrr' of the impedance. Al zero 
frequency the dynamic part becomes a ieal number, equal 
to 1, and the impeduce coincides with the static stiffness 
K of the simple system. k and e, are narned respectively 
stiffness and darnping coefficienu and their variatiOn with 
fiequency for tite 1-dof's is plotted in Fig. 2. Notice that 
k decreases u a second degree parabola with increasin¡ 
c.~, wbereu e, remains constant. 

lt shou!d not surprise the reader that the actual van. 
don with w of tite stiffness and damping coeiftcienu, k. 
ana c..,, of a vertlcally vibrating circular disk_on an elastic 
halfspace is indeeci very >unilar to the va,;ation of the 
k and e, of the 1-dof system! (To see t!-Js simi!artty just 

. compare Fi¡. 2 to Fig. S(a).) ~wever, in_gene~-~~~'L. 
of a foundation-soil system may vary U1 a rat!ler compli
clled íilllliter Wím ¡;¡; diipendi~g pn_íjaiüx ?n,tb,e 111~~ 
ot'YI~f>;li\1~ _lile ~eometry, riEX-aM. e'!)~~ of the. 
foundation, and, lníll¡. the prorile and propertjes of the 
sY;jjjñññi5oH.iPOSli. FÍgÜies S',' 8, 9, 1 o and 20 may be 
previewed to conflrm this statement. Nonethelesa. in ail 
cases, the dynamic impedance functions can be expresscd 
u products of a statie and a dynantic part, as desctibed 
by equation (9b). Altematively, a dimensionless frequency 
factor is often introduced: · · 

wB ..... -
"• 

(11) 

111 which: B • a CIUical foundation dimension lll<e, e.g., 
the radius of 1 ~ foundation or half the width of a 
strip _or a rec~- (oundation; and ~ = a charactertsttc 

lhau..wa!'!. "!~ of the so\I._CombinUlg equattons (9b) 
and(ll) alloW1~¡¡¡q¡ea¡¡¡ce ro be case in the form: 

·K·•K(k+ia.,c) {12) 

with 

... c•c,; (13) 

SincC both «o and e are dbnensionless quantities. equation 
(12) is strongly preferred to equation (9b) 1n presenting the 
results of dynamic analyses. 

l.et it now be assumed that a 'hysteretic damper' is 
added in·par..U..l with the spring and the 'v11cous damper' 

to IUpport the mus of' the simple oscillator. Thls darnper 
11 -~ throup 1 hysteretic dampin1 ra tío, ~- Dui'Uia 
each cycle of motion it disaipates an amount of energy 
proportional to !he IIIUimum strain ener¡y, W, of the 
system: 

'_)- -: 
{14) 

i!' whlch W ~ (\) Kx~. On the other hand, durina a cycle 
of motion the viscous damper haa co111umed an amount 
ofener¡y equal to: 

4W0 •11C-~ 

w ' 
-~-w. 

w,. 
{IS) 

so that the total disslpatcd ·ener¡y, 4W = 4W• + lli.W •· as 
a function of W is: 

{16) 

'. 
This expresslon su¡¡gests that the simple addition rule, 
~ + ~""'"'•· may be used to obtain the 'etTective' damping 
ratio of 1 system possessina both viscous, a. and hysteretic, 
~. damping. A vibratina foundatlon-on-soil is one such 
system, wilh its radiattoÍI darnping being of a viscous nature 
while the material damping is of the hysteretic type. · · 

The presehce of material darnping in the soil affects both 
the stiffness and dampina eoefficients, k and e. In an 
attempt to isola~-~e. ~f _hysl&retic material <Íiiñ;>
UIIo an ahemail"! ex¡ITCSS1on to equation {12) is often 
used for the dynaric'impedance: ·. 

K;.;.K(k+ül0c)·(l+2t~) (17) 

Recalling the ~~>ealled 'correspondence pi'Uiciple," one 
may anticipate that the new coefficients, k anci e, are 
independent of material darnping. lf this were true, it 
would then be sufficient to' obtain solutio111 for a purely 
ewti<: soü and then extrapolate the resulu to soüs v.-¡:h 
any hysteretic dampina ratio by multiplying the undamped 
imped111ees by 1+2i~. lndeed, for very deep soil deposlts 
which can be modeled u a halfspace the above 'principie' 
is reuonably ac:cunte and haa been repeatedly utilized to 
obtain solutio'ns for daniped soils. zt. 62• 63 However, in· the 
case of a sl!allow stratum on rigid rock both k and e are 
falrly ~ensitive to !he assumed material darnping ratio (see 
Fl¡. 9, for examplo); this diseredits to a large extent the 
'comspondence principie'; as Kausel" had fmt noticed. 

None the less, i1 is convenient to express the impedance 
functlons in the fonn of equation (17), and this pracuce " 
frequendy followd in !he sequeL Alternatively, however, 
equatton (12) is aloo used in sorne caséS. 

Dy"~Ur~Ü: complltmn fúnetiotU 
Abo ¡i"!n tbo names dynamic 'displacement' functions 

and dynamic 'flesibility' functions, they are essentiaUy the 
rallos between dynamic displacements ( or rotations¡ and 
the dynamie reactive forces (or momenrs) at the base oi a 
fo.undation. They were fint inttoduced by Rc:issner. 14 

FoUoWina: .the previous disc:ussion. it is convenient to 
expresa each compliance using complex notation: 

Fe~ Fo~(w) +.iF.¡(w) ( 18) 

• a v,h,r,hr,t 
The real and iass¡inary parts represent the displacement 
components wbidt are in-plWe and 90~-ou~of·phas< wuh 
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!he reactlve force, respectlvely, and they both are functlons 
of frec¡uency, u discuwd in detail previously. For a 
found&Uon which in plan has a center of symmetry, the 
vertlcal and tonional compliances are simply the inverso 
of the vertú:al and tonional impedances: 

1 
Fa•-· b•vt 

K•' ' 
{191) 

However, due to the coupüng between roclting and ' 
swaying motions, the corresponding complianceo shoulcl 
be obtailied by inverting the mauix of impedances: 

[
_x. · x,..]-l 
K,.. K, , 

The foUowing altemative form to equation (18) is also 
frequenlly used in prese.nting compüance functions: 

. 1 
F.=- [fGJ(w) + i/.,(w)) K . • 

(20) 

where x. is the corresponding static stiffness. 

'OJtttittuwn' 11t1rlrtxb. S~l!l..!lla..d&ftl. 
·OJ!!!f..,~ .... !UIIc ape!ytjc•1 'OIMtinn g(_t.!)e~_~nt 
wave e.!I)Wjg¡l• ¡gyemin¡ ~d deformations in each 
uniform soil !ayer or ... halfspace. Ho~!~r:::iii~.'-~o!IJÍdarY 
c:aildltions at ~-footing iz!tcrli<;O __ art ~llllilcd diifer· 
eníJY by ílíe various methads. In that rts¡)<ct. one may very 
btcli!ly ·ctaaify the available continuwn formulations into 
analytlcal aitd semi-analyticalso1utions. 

The known lll!lj(¡mtql solutions simpüfy tite mechanical 
beluvior of the soü·footing contact surface by assuming a 
'relaxed' bo)llldary. That is. no frictiPJI&lshrll.mctio!J!-'all 
develop dllli!I.L.~rtiqL~Ii. r~l9n.&_!ibali9.11S. whj!e for 
§rizllnl41~ll!!\!~.!.llu!Q~l_~~~!o'!'_al_ $e _ _ln_t~face 
are wnnw4-&o-M.UIO...-.This assumption has been necnnry · ío a>Oid the more complex mixed boundary conditions 
resulting from the consideration either of a perfect attach· 
ment between foundation and soü ('rough' foundation) or 
of a contact obeying Coulomb's friction law (an even more 
realist1c ideallzation). 

By recourse "to integral transform techniques (involv· 
inl Hank.el or fourier transforms for axisymmetric or 
plane .. traln geometries. respectively) the relaxed boundary 

CompurarioMI procedunrfordtr•rminin8 cond11lons yteld seu of dual integral equations ior each 
/mp6dtznce functiiJm mode of vibration. Each set is then reduced toa Fredholm 

Severa! altemative computational procedurer are pre· integral oquation which is flnally solved numerically. 
sently avallable te obtaln dynamic impedance functions for Such analyllcal solutions have so far been published for 
oach specific maclune-foundation problem. The choice surface circular and otrip foundations of inf111ite flexular 
arnong these methods depends te a largo extent on the rigidity supported by an elasticorvilcoelastic haU"space;'"-" 
requir6d accuracy. which in tum is primarily dlctated by for circular foundations on a layered elastic or mcoolastic 
!he size and importance of the particular project. Fwther- soü deposit;'" 66 for circular foundations of flnite flexura! 
more, the method l_<! be se!ected must reflect the key rigidity supponed on a halfspace;•• for circular foundations 
chaRcteristics of 11!< ~~daüo.n and_ the sú¡¡p.:>~ing soü. . on a cro~anisotropic halfspaco ~ 7 and oven for venically 
~ciftcilly, one ruy broadly classify soü-foundation loadri rigid rectangular foundat .. 11 on a halfsoace." 
sy=térns according_ .. to -the foUowing material and geometry--~ The-stmi-analytical .... type-:~o·lutions are based on the 
chancteristics: determination of the displacoments at any point witlun the 
' 1 The ha f th foundatio (ere lar stri rect- footlng.soü interface, ~aused by a un~~~~ ~.mear. 

· _ .. ! ... P.! .. 0 e n 1 u •. p. time-hanno--~ .. ""'rce ann:ned at anorhei¡Kti1üM'ctw !B.ITle-
angular, arb!lrary). . ---. ---- ,____.,.. · -·-= -·· . . . 

2. The type of soif prof!le (deep unifonn deposit, deep m!~_rfa!OII.- Then, by propedy discreuzmg tho c.ontact sur· 

la d d - shall w 1 d s•-t on roc:k) face, the matnx of dynam~c 1rtfluence or Green s funcuons 
yere eposll, o ayere ~· um . . ínb" ¡-• d h bl · 1 d ¡ · · h 

3 Th f mb••~•"t (sur'a•e foundation, 11 asse ... an t e pro e m 11 so ve a ter unposmg t e 
• o .amount 0 e ~.-.- •· • ...... bod · · b d di · Se -• d·rr t emb4;dded foundatlO.Í:. deep foundation). • ._.. _ Y mouon oun ary con ttons. . ver~ 1 eren 

4. The flexura! rigidity of the foundation (rigid foundao techn~ques (m essence d1fferent tntegral!on procedures¡ 
tin fl "bl f dati ) " . have been formulated to .carry out these steps of the 

n, eXJ e oun on · analysis. For exarnple, Elorduy <r tú." and Whittaker 
Two computationady different approaches havo been 

foUow6d over the yean to óbtain the dynamic imp6dances 
of foundations with various cluracteristics: a 'continuum' 
approach, which led to the -development of analyUcal and 
semi·analytical formulations, and a 'discreto' approach, 
whk:h result6d in the de .. lopmient of futite-dlfference and, 
primarüy, fmlte-element models. In the past (mid-1970.), 

· considerable controveny was held about the relativo 
-- -...merits and dellclencies ofeach.a_ppr!)ach and sorne extreme 

and unjustif"'d positlons were advocated. Today, it is quite 
cleu that both procedures, if correctly undentood and 
lmplemented. are very useful tools in analysing the beluvior 
of dynamically loaded foundations. Moreover. they yield 
very similar results if they are appropriately used to solve 
the sarne problem. Hadjian er al. 04 and Jakub •• al." have 
presented exceUent discussions and compar:nive studies on 
thls subject. The. foUowing paragraphs intend to rather 
brieRy introduce the most importan! analytical, semi· 
analytical and numerical procedures which are currently 
:vaüable to the maclun .. foundation •nalyst. The .list is by 
no means exhaustlve, anJ the emphasis is on discussing thc 
strong and weak points of each method. 

1t tú." utUized umb's solution for a point 1oaded half· 
space;.Luco ~t al. 11 obt:1ined pain of Cauchy type integral 
oquaUons which they numerically solved after reducing te 
coupled Fredholm equations; Gazetas 36 and Gazetas et a/. 3a 
lltillzed a fast fqurier- transform algorithm: Wong06 and 
WoRI ~t al.416 used the solution for a uniformly loat.lcd 
rectangle; and so on. 

For the purpose of this discussion, ene may list u a 
semi·analytical solution the fonnulation of Dominguez and 
Roesset, 47 who applied the sOo<alled 'boundary integral 
equation' or, more sirnply, •boundary clement' method 
-to obtain dynamic impedance functions of rectang1Jiar 
foundations at tite surface of, or embedded in a halfspace. 
To litis end, they utüized the closed-form solution to the 
'dynamic Kelvin' probiC:m of a concentrated load in an 
infmite·:medium. 69 and discretized either only the contact 
surface, in the case of surface footings with. 'relaxed' 
boundaties. or both the contxt and the surrounding soil 
surfices; in the cases of embedded footings and of surface 
footinp 'adhesively' iilttached to the so d. 

So far rigorous semi·a.nalytical solutions have been pub· 
Usll6d for rigid strip foundations on the surface of alayered 
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1111f ce or stratum-on:rock;"" '"" for rigid recuJ1111lar 
JPI L-"sp-e·"·,.. ... .....,,.,.,..,n for rect-

foundltlonl on 1 "'"'" - • · · 
aaauJar roundlliOOS of finite flexunl rigidity;SO. 

51 
for ri¡id 

rectan¡ular Coundationa embedded in 1 halfsf.""';
41 

ancl, 
flnaUy for ri¡id foundatlons or arbilruy shape. 

No;e thal «J11110:1Cim4te wrri·mrtzlytkal procedures haYe 
already been deYeloped to obtam the impedanees of cyün
drlcal embedded foundatlons and circular piles. w-•>, "·"' 
These procedures assume that only horizontally p10p• 
ptins. waves generate at the venical foundation~il inter
face, and they neglect the coupting between forees and 
displacements at various points. lnstead. they only compute· 
the displacement at the point oi apptication of the load. 
Thus. ln effect, the soil is modeled as a Winkllr medium, 
the sprinl and dashpot character.stics of wh.icb are esti
mated from realistic, albeit simplified, wave propaption 
analyses. 

FlnaUy', severa) similat approximtZte IUUI/ytical formula· 
tlons nave been developed, agam for deeply embedded. 
cyündrical foundations and end·bearing piles ln soil 
strata. n-11 These procedureJ attempf to anaiytically salve. 
the soveming wave equations for the stratum, by neglecting 
the secondary componen! of displacement(i.e. the vertical 
~omponent for lateral vibrattons or the radial one for 
.. rttcal vibrations). The boundary · conditioris anhe soil
pile lnteñace are analyticaUy enforced by expandillg the 
contact preuure distribution toan infmite series in térms of 
the natural modes of vibration oi the soil layer. 

'/Jüt:nte' modeb. Dynamic ftnite difiere= llid finite 
element models nave been developed for p10blerns of 
CQ!OPllcated geometry which ore not easily amenable to 
analysis with continláim type, analytical or semi-analytical 
formulations. Today, fmite differen<e formulations ~ 
os those proposed by An~ ot al.,., Agabeln ~t al.,"' Krizek 
tt aJ." a..~d Tseng er al.,• flnd very little if any application 
in solvlng foundation vibration problems, and, therefore, 
wiD nol be furtller addressed in this papee. On the othet 
hancl, severa) flnite element formulations and computer 
p101f&r11S are presently wideiy avaUable and •frequently 
used In analysing foundation oscillations. 

The use of flnite elements in dynamic foundaliOn prob
lerns b different from other applications of ftnite elemenu 
in statics and dynamics in that ;oil strata of inf111ite extent 
in the horizontal and even in the vertlc:al ditection must be 
represented by a model of a ftnite size. Such a finito model 
creates a nctitious "box' effect, trappin¡ the ener¡y of the 
system and distoni!1g its dynamic characteristics. To avoid 
this. problem, wave absorbing lateral boundanes are lntro
duc:ed to account for the radiation of energy into the outer 
rep¡n not included in the modeL Two mam tYP.. of such 
boundaries are available. Tlúi approximate 'viscous' boun
dary ~roposedby Lysmer•raJ.Uandextended by Valliappan 
tt al. must be placed at sorne distance from the foun~ 
tlon. The altern1Uve 'consistent' boundary deYeloped by 
Waas" and extended by Kausel" is very effectiYe in accur· 
ately reproducins the physical behavior of the system. llid 
11 also results ln considerable economy by beins placed 
dlrectly at the edge of the foundation. This 'consisten!' 
boundary provides a dynamic stiffness matrix for the 
medium surroundlng the plane or cylindrical vertical cavity 
which is assumed to occupy _the central re¡ion under the 
strip or circular foundation. This "matrix corresponds 
eucdy to lile boundary itiffneso matriJ< that would be 
obtained from a continuum type formulalion .. 

Unfonunately, ·consis¡ent' boundaries ha ve been devel
·oped only for plan ... train and axisymmetric (cytindrlcal) 
1eometrin No such boundary is avaUable for truly three· 

dimensional (JO) seornetrtes, In cutet1an coordlnates. 
Thua, 10 solve JO ptob.leins a ftnite-clement model muat 
reaort 10 'W.:ous' or elementary lsounclaries placed far 
away f10m thé lo1ded orea. In this way the nctitiously 
reflected waves are dissip1ted through hystereiis and frie· 
tlon (material dampinc) in the soil befare they retum to 
the foundation region. Hérwever, the cost of such analyses 
is prohibitivo and truly JO solutions are very rarely used 
In practice. An artempt has been m1de to modify a 20 
computer p10gnm by adding viscous dashpots lO· the 
lateral faces of its planHtrain elemenu. in order to simu
late the ~di¡tion dam¡ring of 3~ situations." Notwith- . 
standlns the popularity enjoyed by~ pseudo-J~ modeL 
its only difference from the 20 mOlle! is that it introduces 
an artiflc:ial lncrease. in darnping. wh.ich ·cannot possibly 
reproduce aU aspects of the true JO. behavior. In fact, in 
sorne cases the actual JO radiation damplng in roclting is 
over-estimated rather than under .. stimated by a 20.motlel ;56 

thus by addlng viscous dashpots the situation may wonen 
instead of improving. "- 65 

Consequently, today, two types of futite~lement rriodels 
are practlcaUy avaUab!e:"plane·stram 20 models appropriate 
for s\fiP._footings or elongated rectangular structures;S4,&4.8' 
and JO axisymmetric-geometry ·models appropriate for 
cyündrical foundations and nearly square strUctUtes. "· \3·" 

lt is noted that embedded foundations and layered soü 
suata can be 10utinely. bandlecl with aU the ftnite .. tement 
formulations. On the othcr bond, the presence of a· rtxed 
bottom boundary is required by most of the av:lilable 
codes. Tbis is hardly a drawback if a stiff, rock-tike saitum 
does exist at a relatively shaUow depth. Otherwise, wlten 
the supportins soil deposit is very deep, the cost of a 
realistic flnite .. !ement analysis may become substantiaL 
· Corrclluio11. With the avaiiable analytical, semi·analvtical 

and flllite .. lement computer prograrns the foundation vibra
tlon •nalyst may obtam solutlons for foundations of various 
shapes, suñace or embedded, supported by deep or shailow 
soü deposits. In selectlng the most approptiate code for 
each specific situation. attention shou ll~!!~ _Q.n. t.he 
d0>1tb.of em~edment an t _nature of the underlying.soiL 
When deaiing"Wiiñvety s aUowfciotinp on deep deposits 

· whlch can be weil reproduced by a small number oi layen 
with different properties, continuum type analytical or 
semi-analy!fal formulations are cleatly more advanugeous; 
the choice of the most approptiate arnong them wiil be 
maillly dictated by the shape of the footing (strip, circular, 
rectangulat, arbitrary) and tfle desired degree of accuncy. 
On the other hand. fcii embedded foundations in a shallow 
straium or whenever a lar¡e numbcr of layen with sha.roly 
differeat properties exists below the footing. finite element 
models are particularly appiOpriate. , 

Furthermore, attention should be a'icord~!UQJ~gerk 
tional fqguencin gf tbe marhine and thc jn'=tm~h.a.r.Kt!J:~ 
is-¡fc; of tbe foundation At very high frequenc_ies o.f vibra
tiíin. /, discrete models may become very costly; because, 
in arder to transmit high frequencies, a large number of 
sufflciently small-sized elements mull be usod. For inst•nce, 
it is usually -recommended that the maximum dimension of 
an element should not exceed l\/8, where l\ = V!{ is the 
wavelenstb in a particular soil !ayer having shear wave 
velocity ·v. Therefore. with high frequencies, analytical 
models may become advantageous. Notice, though. that tite 
computer costs of semi·analytical fonnulations may also be 
adversely affected .by a large lncrease in the operational 
frequency. since they. too. discretize the.contact area or 
the whole uppermost surface. . . 

!eprding the inertia characteristicl of the foundaUQD. -
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ihe author and Roessetlt hayc dcmonstrated that for heav 
rounctl»om (i.c. wjth il!'h mm .ratios) small errors in 
rñ0cfcí;n1 the_different soU layen are ~ortani ~CJ ~~
~ y.fely b•• •bt d"Ítp' na anUablo balfs.pac.e solutions. 
or an the resulU af analytlcal type computer programs. 
0n the other hand. rcbbvely lisht foundaJionuK qui!e 
set1$Ui!e to the _ _!.~~of _fOJ!l.R~~n.!_ ro'!~-at a shallo_w. 
d~_!ll.~d_Q(_d,iffe~!!t~oil_?.y~rs_ ~"cnnth the fo.ating. thus 
requlring a gc¡od soil explora non foll~we~J>Y ..fimte,eW:>ent 
anai)-Jes..- These conclusions are further illustrated and 
1eneralized in a la ter section oi thil paper. 

In additfon to the ex.isting computer programs nwnerous 
solutlons have been published in the üterature in the fonn 
af dlmoruianless grapl\5, tables and simple fonnulae far 
lmpedance and compliance functions of fo.undaticns witb 
••eral different gea=uics, depths of .embedment and 

, stiffñ~ss characteristics, supported by various ideaüzed soil 
promn (halfspace, stratum, etc.). These solutions can give 
very satisfactory · results in many practica! cases and are 
especially valuable in conducting preliminary analyses and 
parameter Sensitivity studies. One of the goals of this state
of-the-art paper is to present and discuss the most signi

. licant of these available solutions. Befare doing this, 
however, it is expedient to illustrate how the impedance 
functions may be utilized to obtain the dynamic response 
af rigid massive foundations. · 

C/stl oflmpedlmc~ functlons: "fPOIU~ o{ maJSiv~ lffiiCirine 
foundotloru •• 

The fust step in analysing the response of a mwive 
machine foundation is to !!Valuate the pertlnent dynamic 
ir.t~dances at the anticipated frequr..ncy. or range of fre .. 
c¡uencies, of the m>chine. This is done either by utilizing 

· existinB discrete or continuum type ·rormulations, or· by 
morting to published solutions available in .the soil dyn
amics Hterature. The use of dynamic impedance ta obtain 
tlur response is illustrated herein. 

Agure 3 portnys a massive, rigid foundation havingec¡ual 
depth Qf embedment along all the sides and poueSiing two 
orthogonal vertical planes of symmetry, the intenecticn of 
wiW:h deftnes a vertical axis ofosymmetry. The foundatlon 
pbn. havins two axes of symmetry, ma~ be of any axi
symmetrlc or orthogonal shape, including the lnftnitely 
long· strip (20 geomelry). For such foundatlons, vertical 
and torsional oscillations are uncouplecl. while horizontal 
forceo and moments along and around the princi¡Jal axes 
produce dispbcements and rotations only along and around 
the samc axes.·Thus, with the nollltion of Fia. 3, the equa
tlans of motlon iA vertical transbtlon IÍ(r), tonional rot• 

· tion B(t), ancl c;r.!:! :::7 0"'1' 'nnsl?'ioa Jl(.r+ ·* 
rocklng r(10;:!11··---~ --1huenw .. oi:.I(&1Uli..QÍ,tbo 
niiCiiiñe:rounGtion system. are respectively: . 

.m·t(t)+R.(t)=a.(r) (21) 

l,·i(t)+ T,(r) = M,(tl 

m ·M.tl + R•(t) = a.Ct) 
1.,. · ;(r) + T ,.(t) -R.(r) · z, = M,.J.r) 

(22) 

(23) 

{24) 

in wtdch.: m • total foundation mau: /0% = mass moment 
of lnertia about a principal horizontal •xis passing th·raugh 
th.e center of sravity~ fz = mass moment oí Lnenia around 
the vertical axis of ~ymmetry; R •. T,, R• and T, =vertical. 
tonional. horizontal and rocking reactiohs of the soil acting 
at the center of the fou11dation base (remember Fig. 1 b); 
Q., M,. Q,. and M,= vertical. torsional, horizontal and 

r 
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rockins excitlng forces and mOlRCnU, acting at the center 
ofgravity and resulting from thÓ ope~tion of thc machine. 

As already mentloned, only the steady·stcte response 
due to a harmonic-eXcitation is of interest h'· .. Not only 
because most machines usually produce un~<J.nccU lvr..:es 
which indeed vary hannonicaily·with time ~rotaJy ür r.::~;~ 
rocatins engines). but also because non-hannonic :"orces 
(such u those, for example produced by punch presses Jnd 
forging hammers) .can be decomposed into a large numoer 
of slnusoids through Foutier analysis. Thirefono, the e.«ita
tions may be written as: 

a.= a. exp (i(wt + IO.)J a= v, h (25) 

M.=M.e>~P(i(wt+\00)) o=·:,r (16) 

in which the amplitudes Q, and M, are eith.er constants or 
(more frequently) proportional to the square of the opera· 
tional frec¡uency w = 1af; ~. are the phase angles oí tne 
four excitations, u. h, r and z. · 

With the excitation ·f~rces described by equations (25)-
(26), tho steady·state motlons may be c~t in the form: 

v(t) = v ·exp(iwt); v = v, + it; (27) 

8(t) • 8· exp(lwt); 8 = 81 + iB, (28) 

ll(t)•h·exp(iwt); h =lr 1+ih, (29) 

r(t) • r · exp(iwr); r a r 1 +ir, (30) 

In wtúch: v, 8, h and r are complex, frequency-dependent 
dlsplacem:ent and rotation amplitudes at the center of 
gravity. Note that equations (27H30) do rwr by :ny 
.means impty that the four components of motion are aU 
in phaio, nor that the phase-angln between the corre· 
sponding ex.citations and molions are equal to folequauons 
(25)-00)). lnsteacl. the true phase angles ,¡,• ue 'hidden' 
in the complex fonn of each cüsplacement componen t. For 

· instance, the vertical motion o,villexhlbit: 

~.· an:tan(v1/v,) (31) 
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In wlllcb • and p1 are the real and imqinary paru of 11 
(equatlon·d7)). whüe its amplitude is of a mal"' lude: 

1111• (Pf + v',}111 (32) 

Also, lince O. an4 M. ln. equatlons (2S)-(26) are real quan
tities. tho phase la¡s between ·excitatlons and monons will 
be simply equalto f. - >1!. • 

Ullnl similar ar¡umenu with regard to the soil reactlons, 
one may, without loss of genentity, set: 

R. • R.· exp (iwt) a m fJ, lt (33) 

r.mT.·exp(iwt) a=z,r (34) 

wltereby tho complex arnptitudes R. and T. are related lo 
the compleir. displacement and rotation amplitudes through 
the Corresponding dynarnic impedances K •• 11 = v, h, r. hr. 
r (see equations (3)-(4)). Recalling that the latter are 
referred to the center of the foundation base, one can 
promptly write; 

R. =K.·v 
T,•X,·8 

R~ =K•·(It-z.r)+Xü·r 

(3S) 

(36) 

(37) 

T,~K,·r+Kü·(lt-z.r) (38) 

Substitutlng equations (2S)-(30) and (33)-(38) lnto tho 
s9vemlng equations of motion (21)-(24) and solving tite 
resultlng system of four algebraic equations yields the 
foUowing complex-valued displacement and rotation 
amplitudes al the center of gnvity: 

Q.·exp(~) 
v

X0(w)-mw' 

8 
= M,·e>qÍ(Í.,) 

X,(w)-/1 w' 

(39) 

(40) 

/t. • <K;. Q• exp(i4l•)- K%,.-M, exp(if,)} ·N (41) 

r ={X% ·M,exp(iq),)-KtQ~ exp(iq)•)}·N (42) 

In which the foUowing substilutions ha.., been peñormed: 

K~ m X•(w)-mw' (43) 

K%,= KM(w) -K.(w) '• (44) 

~ aX,(w)-l.,.w1 +K•(w)z~-2X.,(w)z. (4S) 

and, ftnally, . 

(46) 

Notice that, for a panicular ftequency "'• detennination of 
the motíons from equations (39)-(42) is a straighúorward 
opentíon once the dynamic impedances are known. or 
course, the computadons are somewhat tedious if per
formed by hand, lince complex nurnben are involved; but 
e..,n with smaD tricrocomputen the c:alculations can. be 
done routinely, at,a minimal cost. 

Therefore, the author propases that this procedure 
(equatíons (39)-(42), íÍI connection with an appropriate. 
evalualion or impedances at the frequency(ies) of interest. 
should be used in· machine foundation analysis in plac:e of 
the currently popular 'equivalen! lumped frequency· 
lndependent·parameter' approach. 

PRESENI"ATION OF RESULTS FOR SURFACE AND 
EMBEDDED FOUNDA TIONS 

The subsequent four sections or the paper present a corn
. prehensive compilation of c.haracteristic numerical results 

(1) 

:·· .· .:.:: .. ": ;~.:-.:: 
H:··: G,., :; .. .. :-::-·. ·.::.::. 

·~ ...... · ... . 

Flp7w 4. (a} 171• rlwuoil pro/f]D •rudlld; (b) dtftnitlon 
o{potMW parrzmetm 

for the· dy>Jarrdc im¡>edances ( or compliances) of massless 
foundations, penaining 10 aU posstble (translational and 
rotatlonal) modes of vibration. These resulu can be áirectly 
used in equatlons (40)-(43) to mako salisfactory and inex· 
pensive predictions of the dynamic behavior or machine 
foundalions in many practica! cases, without the need to 
resort to costly computer programs for evaluating the 
imped111c:es; this should be of especiaUy great value tn 
pretiminary design calculalions. 

A second, equally important objeclive of the presenta
tlon is to ..... the signilicance or various phenomena and 
to ílluatrate the role ·or key dimensionless geometric and 
material parameten on the response. lt is thus hoped that 

· the reader Clll gain a valuable insighL into the mecha."lics 
or foundatlon vibrations. 

Results -are Presented for three categorits of ideJlized 
soil prollles (Fig. 4): the halfspace, the uniform stratum 
on rigid base itnd the layer on top of a halfspace. These 
models represent a wi.de spectrum oí actually c:ncountered 
..,¡¡ profUes and are simple enough for their geometry to be 
described In terrns of a single quantity, narnely, the thtek· 
ness H o( the upperrnost !ayer. (for !he halfspace H--.~ 
For most problems considered, the following groups ·ot 
dimensionless parameten which appreciably intluence the 
dynamic impedances have been identified: 

(a) tite rallo H/8 of the top !ayer thickness, H. over a 
critiCa! foundation-plan dimension. B: the latter 
.may be lnterpreted as the radius, R, of a circular 
foundatíon or half the width of a rectangular or a 
·strip foundation · 

(b) the embedment ratio D/8, where D is the depth 
from tite suñac:io to the horizontal soil-footing inter
face· 
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(e) thc shape or !he foundation plan: circular, strip, 
rectangular, circular ring; in the last two cases tbe 
plan geometry may be deftned in tenns of tbe 
lengtb-to-width or 'upect' ratio, L/ B, or the intemalo 

-to-extemal radil ratio, R,/R. respectively 
(d) the frequcncy factor Go ~ wB/V,, where V. is a 

characteristlc sheat wave velocity of tbe soü deposit 
(e) tbe ratio G,/G, of the shea! moduti corresponding 

to the upper soillayer and tbe underlying halfspace, 
respectively; this ratio may attain values ranginl 
from O, in case of a uniform stratwn on rigid ·base, 

(f) 
(¡) 

to 1, in case of a unifonn halfspace 
the Poisson's ratio(s) • oi the soillayer(s) 
the hysteretic critical damping ratio(s) l of tbe soil 
layer(s) 

(h) the factors " and m wlúch express the 'degiee' of 
anisotropy and the 'rate' of inhomogeneity, respec
tlvely; n = EHIEv. where EH and Ev'ue the hori· 
zontal and vertical Young's moduli of a ero. 
a~J,isotropic soil; while ñi, for a certain type of 
inhomogeneity, describes the change of shear 
modulus from the surface to • depth equal lO B 

(1) the relativo flexura! rigidity factor RF= (Er!E,) 
(1-•}l · (r/B)' wherc E1• v1·and t are, respectively, 
tbe Young's modulus. Poisson's ratio and thickness 
of tbe foundation raft; RF ranges from -. for ·a 

. peñectly rigid foundation, to O, for an ideally 
flexible maL 

RIGID SURFACE FOUNDATIONS ON HOMOGENEOUS 
HALFSPACE 

tonlonal respome 1s totaJly independent of P at aJl fre
quenCIOS. lt tbus appea11 that the imporunce of Poisson's 
ratio lllc:tnMS when the relativo contribution of generated 
dilational (P) waves increues. lndeed, in the vertical and 
rockin¡. modes P waves are !igniftcant: in the horizomal 
mode P waves are of secondary imponance; and in the 
torsional mode only SH waves are generated and P waves 
play no role in the response. 

2. The coefflCients k", e,. and e, are essentially inóe· 
pendent of frequency and can be considered consta.nt 
without any appreciable error. On tbe other hand. k •• k_, 
e,. and e, exh.ibit a strong sensitivity ro variarions in the 
freqtienc:y parameter, while k, 'hows an intermediate 
behavior. Of panicular interest is the rapid decrease of the 
vertical and rocking stiffness coefftcienu k 0 and k, wnh 
increuing «o. for values of Poisson's ratio close to 0.5 • 
(typical for satwated clays). fn. fact, k• and k, become 
negatlve for values of ao greater than 2.S and S, respec
tively. Sorne years ago it appeared that use of 'added 
ma..sses• could adequately acco\.mt for the decrease w1th 
a0 of the stiffness coeffic:ients, in the range of low fre
quencies. Such 'masses' would in effect produce dyo:unic 
stiffnesa coeffic:ients of the fonn k-mw•- a- reasonabie 
approximation indeed for low frequencies. witich fonned 
the ba.si.s of the 'lumped-parametcr' model, described. in 
a preceding section of the paper. Unfortunaiely, u is 
evident from Fig. S, this approximation may lead to sub
stantial eriors for larger frequencies. Moreover, the concept 

. or 'added masa' hu aJl too often been confused with the 
physlcally incorrect notion of an 'in·phase soü mass', wlúch 
al much earlier times -had iowul considerable use in the 
deslp practlce. 

Rigid circula1' foundatfcn 3. While tbe damping coefficienu of the t:anslatior.al 
When dealing with a d!ep and relatively uniform soil mo"de., e0 and. e,;, attain large and nearly cons:ant values 

deposit, it malees engineering sense to model lt as a homc> throughout the frequency range O< .:0 < 8, ü:.e co:ff:..:ients 
geneous. halfspace. This idealization. primarüy because of e, ande, of the two rotational modes are very sensitive io 
ill simpUcity, has been widely employed to' determine variations in frequency in the low range of a0 , tendin~ 'o 
stresses and deformations in soils. and its use in soil . zero as a0 approaches zero. At larger frequencies (a0 greater 
dynamics has :ed to results in qualitative agreement with than about 3) e, ande, are essentially frequéilcy·indepen· 
observations. From a practical point of view, perhapa the dent, but their values both· equal to about O.JO, are 
greatest value of the model has been in explaining impor· signifscantly smaller than the co~esponding values of 
tan! features associated witb foundation vibrations. e0 , 0.9S and ·~, 0.60. These differences imply that a 

The . dynamic impedance functions for a rigid cir· smaller radiation cif wave energy takes place during rocking 
cular foundation on the suñace of a hornogeneoua half. and torsional than during vertical and horizontal osc:Jla. 
space have been tabulated by Veletsos er al."' and Lw:o tions. lt seems that the dynamic stress and strain fields 
•t al.;"·'•" Fig. S presents their resuhs in thl fonn of indw:ed in the soü by the two types of rotational loadings 
eqW.tion (17), with zero hysteretic damping ratio. (Obvio are of Umited extent, with the generated wav<s Jocaying 
ously, in this cue, k =k and e ~ c.) The values of k_ ande very rapidly away from the loading area due to 'construc-
correspondins to non-zero values of interna! dampinl are. tive interference'. These phenomena will bel!ome more 
for al! practical purp<lses, very similar to those plotted in evldent in coanection with the behaviqr of footings on 
Fis. S, in accord wíth the corresr.ndence principie. Refer· layered or inhomogeneous sol! deposits. , 
ence ls made to Vela- •t al., 2 Luco66 and Lysme,.' for In any cue, the practicil implication of the existence of 
a more detaüed dlscuaion on this subject. Notice that only only a IIÍiall Ullount of radiation darnping in the rocking 
-tha diagonal elemenll oC tha impedance matrix are showu .. --.allll.tmsional modes of oscülation is that a reallitic estima te 
in the figure, u tbe crosa swaying-rocking impedance is of the response may be obtained by incorpo:-ating the 
essentlally zero. effects of material (hystereticJ damping in the soü. On the 

lt ls evident from Fig. S that the normalized impedances contrary, material damping is insignificant for horizontal 
K.IGR and K0 /GR'. whe_re G refers to the translational and, especiaUy, vertical osctllations and, with little loss in 
modes v and h and b to the rotational modes r ancl t. accuracy, it may be neglected in the presence of the much 
depend only on the Poisson's ratio v of the halfspace and hisher radiation damping. 
tbe frequency factor a

0
• The following trends are wortby __ ..:.._ _________________ _ 

of note in Fig. S. · 
l. The vertical and rocking stiffness, K, and dynamic 

stUfness coefficients, k, are. the most sensitive to variations 
In Poisson's ratio. On the other h>nd. the horizontal imped· 
ance function has a small dependence on "· while ~he 

•(t il noted thal ¡Jthouch· for saturated soft c:laya under Ualic: un. 
drained kJacUna one shoukl use " = 0.50. with dynamic: loadin1 
., a 0.50 lcaclJ to innnito dilau.uonal. wave vekx:ity, whKh is not 
"obserted in tho laboncory; Uutead lhe Biol~lshihara Uleorv for 
poroelutic med:il yield.l 1 ma.wnum vaJue ol " sli¡JnJr lesa than 
0.$0. 
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Oeuly, soil deposits havins 1 c:onitant G llld extendin¡ 
10 practlcallY infutite deplhs, as the homogeneous halfspace 
model assumes. do not abound in nature. In adclition, 
circular foundaúono ue r.ither rarely comtructed. Nonethe· 
loa, the results of Fis. S for 1 circular foundation on a half. 
splce are of great value in undentanding the phenomen1 
mociated with foundauon vibrations. From a practica! 
point of view, however, the shape and trends of these 
inq)cdance functions are more ímportant than their ex.act 
val un. 

-. J!Jiid strip foundDrion 
When dealing w\th Ion¡ and narrow foundatlom, the 

len¡th of wltich islarger than their width by a factor of S 
or greater, it is a common practice to idealize their shape as 
an inflnitely long strip. lf, moreover, the dynamlc loading 

il reuonably uniform alons the klnptudillal direi:tlon, 
pla,..strain conditioni prevail throusl\out and 20 analyses 
are sufflcient to ob~ the response. 

Figure 6 displays the dynamic impedance of 1 ri&id strip 
foundation on the surface of a homO@eneous halfspace .. 
These results were obtained by the semi-analytical pro
cedure of Gazew" and Gazetas and Roesset'1 and ue :n 

. agreement w\th the resulu of Ka111udlti "al.,. lt is noted 
that in this case the impedance functions are presented in 
the form described by equation (4), and not in one of the 
moot usual forms of equations ( 12) or (17). The·nec ... ity 
for thia cha113e stemmed from the fact that the static ver· 
tical and. horizontal stiffnesses of an lnfinite strip on ¡ 

halfspace are zero, in agreeme nt wi.th the claSSical theory of 
elasticity. This is 3t variance with the behavior of circular 
foundations, whose (nonzern) static stiffnesses can be· 
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fÓund from th<l upressions included in Fig. S. The inllnite 
dllplacernent of a stripo.loacled halfs~ Irise fro'!' the lar¡e 
depths of the correspondinB 'zones·of influence . (n other 
worcls, the statlc stresn induced by th<l strip swface loads 
decay slowly wlth depth and, thUJ, cause appreciable 
strainlnB of eveu remote soil elements; accumulatton of 
these s;nlns yields infinito displacements. 

0n the other hand, the stress and strain fields induced 
by moment loadinB are conf111ed to the near swface soil 
only, . thereby producing smaU surface displacements and 
no~zero static stiffnesses. For a rigid strip foundation, an 
u:pression· for the stallc rockins stiffness is included in 
Fig. 6. · 

A few other trends are worthy of note in Fis. 6. First, 
one should notice that there are only three possible modes 
or vlbration of. strip (vertical; horizon .. l and.rockin&) u 
compared to the four modes of a circular footins. Appar· 
endy, torsional oscillations involve . out-of.plane motions 
and he'nce are inlpossible with strip footings. 

In senera.~ the dependence of the dynamic impedances 
on the Poisson's ratio of soil is very similar for strip and 
circular foundations. Thus, the discussion of the preceding 
sectlon OR the sensi~ivity of circular impedance functions 
to v, balso appücable to the present case. 

Resarding the variation of impedances wllh frequency, 
on the other hand, there are some differences between 
circular and strip footings, al:hough clearly the seneral 
uends are similar. Thus, in the very low frequency range, 
the real parts K01 and K~ 1 of the two translallonal modes 
increue with increasing a0 and they attain peak ~ues of 
a0 ransinl from about 0.2S ia· about 1.0, dependins pri· 
marily on the Poisson's ratio and the type of oscillation. 
1lUs implies.··.·\at 'constructive interference' of various P 
and S wav; ... : originating at the soü-foundation inteñace 
reduceS th<" depth of the 'zone of influence'; this results 
into ftnite di>placements and non-zero dynarnic stiffnesses. 

Beyond their peak values. K., and K~· behave much lilt.e 
their circular counterpans. Notice, however, · that at 
Pobson's ratios clase to O.SO the verilea! strip stiffness 
becomes negative ata0 values grea[er than 1.3, as com¡Jared 
wlth the. corresponding value of 2.5 which wu observed 
for circ"lar footings in Fig. S. . 

The imaginary parts K.2 anci' K., of the vertical and 
horizontal modes increase almost ünearly wlth a0 , thus 
indicating quaütatively similar radiation darnping character· 
lstlcs. of strip and. circular foundations. (Notice that the 
darnping coefficients e in the latter cue are proportional· 
to the slopes of the imaginary component· of impedance
venuw0 curves; · hence a constaAt e implies a llneatly 
varytngK2.) 

FinaUy, the rocltliía sliffness and dampins tenns of both 
strip and circular foundatlons exhibit essentiaUy identical 
trencls. Evidently, rockin& induced static or dynamic 
stresses lnfluence only !he near-suñace soil under both 
plane-strain and axllymmetric loadins conditions. 

Rfrld ncrangulllr [oundation 
Results are now avadable for the complete dynamic 

impedance ~ matrtx of rigid rectangular foundations with 
- varyins aspect ratios LIB. over the low and medium fre· 

quency range.4
' For the venical, horizontal and rocking 

m~es, in panicular, results are available even for moder
ately high values of a0 .... 

46• 41 

· Asain, in presenting the varlation wlth frequency and 
aspect ratio of impedances it is convenient to express them 
In the fo~ of equation (17), wlth a• = wBI V, where 2B 

is the wtdth of the smallat side of the foundatlon. Resulta 
for the statlc stlffneaa a.~e presented fmt. 

lt has been known for some time that th<l statlc stiffness 
of a typical reC:tansutar foundation can be approximated 

· wlth reasonable accuracy by the correspondins stiffness of 
'<quhlalmt' circular foundations. For the translational 
moda in the .J!ttee principal directions (x, y and z) the 
tadiUI R 0 of the 'equjvalent' circular foundation is.obt>ined 
by equatins the areas of the contact swfaces; bence: 

(2B·2L)''2 

Ro•-
tr 

(47) 

For the rotational modes around the three principal axes, 
the 'equivalent' circular foundations have the same area 
momcnts of_ inertia around :e, y arid ·z, respectively, with 
those of .the acNal foundation. ThUJ, the equivalent radü 
are: 

Roa • (!6L ·B3I3rr) 11¡ 

for rocking around the z-axis; 

R07 = (16B·L'I3rr)114 

for rocking around the y ;.,u.; and 

[
!6B·L ·(B2+L.')]"4 

Ro = ' 6e . 

for torsion around the z-axis. 

(48) 

(49) 

(SO) 

The results of receni paruneÍric studies have conftrmed 
the similar static behavior of rectangular and equivalen! 
circular foundations. Table 2 is asynthesi> of the results of 
several such. invcstigations. lt presents theoretically 'exact' 
fonnulae for aU the translational and re .ational static stiff. 
nesses of rigid rectangular foundstions having a wlde range 
of aspect ratios. These fonnulae are cast. in the fonn: 

K • Ko(Ro) ·J(Lib) :· (SI) 

in whlch: K= the actual static sti.1Tnes$;K0 (R0 ) = the corre· 
sponding stiffness of the equivalent circular four:dation, 
obtained from Fig. S; R 0 = the radius of the 'equivalent' 
circle; and J(LI B) = a 'correction' factor, function of the 
aspect ratio, LIB. lf J(LIB) were equal to.l for all aspect 
ratios, the staUc equivalence between the two types of 
footinp would bave been peñect. Convenely, the Jarser the 
difference is between J(LIB) and 1, the less accurate íi 
would be the approximate a rectansular wlth a circular 
footins. · 

lt may rust be noted- that onJ.y small discrepancies exist 
in ~~ values of the •correction' functíor1;s.computed from 
the results of several authon. These discrepancies are due 
to either the assumed sOÜ-footing interface b_ehavior 
('smooth' venus 'adhesive' · contact), or the employed 
different numerical solution schemes. In practice, however, 
i1i otew of the smaU magnitude of these differences. one 
may safely use for J(L/B) the average of the values pre· 
sented in Table 2, for each panicular aspect rallo. 

· The following ·conclusions are evident from this Table. 
l. Even for aspect ratios, LIB. as high as 8, the 'equi· 

valent' circular foundations yield stiffnesses wh.ich are 
wlthin 3~ of the corresponding stiffness of the actual 
rectangular foundation. This is by no means a large error, 
in view, for example, of the uncertainty in estimating the 
soü modulus in practice. 

2. For upect ratios, LIB. less than 4 the 'equiva!ent' 
stiffnesses ale in very good agreement with the actual 
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l. VenJ<al stllf-

Gorbuno"" 
L Posado Y 

71 (1961) 

1 1.023 
l l.OlS 
4 1.108 
ó 1.197 
8 1.266 

10 1.313 
20 1..572 

• • 4GR, 
Al •a. u •--·lu(L/8) 

1-· 

'CorrectiiDa' factor '• 

Do...,... mú. (19781 
Bar kan S.vidis 
(1962) (1977) 'AdhesiYe' 'Smootb.' 

0.9S3 0.944 l.OSl 1.081 
0.97S 0.973 1.063 1.130 
1.077 1.072 1.107 1.196 
l.IS2 
1.196 1.200 
.uso 

2. HorUonta.l stüfneuc:a 

'Comction' factorlx 

Dominauez 
L Barltan 1tel. 
71 (1962) (1978) 

1 0.993 1.03S 
2 0.98) 1.044 
4 ·~cooo 1.085 
6 1.0SS 
8 1.132 

10 1.191 

3. Roct~ stiffnesses 

8GR!:r 
K,. =~·I .. (L/Bl 

"Conec:tion' factor In 

Gorbunov. 
L Posadow Domiftluez 

K = 8GR, ·1 <ÍIBl . 
y 2-., y 

'CometiDa' factor 17 

Dom.,.... 
Barkall rrd. 

(1962) (19781 

'0.993 1.03S 
' 1.008 l.IOS 

1.221 

JC,~ = :~-::,.Iry(L/8)_ 

'Corrcctioa' f•ctc:»rl, 

Gorbuno-.. 
Posado• Do~ 

71 •• al. (1961) ., •1. (1978) <t/11. (1961) •• 111. (1978) 

1 0.991 0.96S 0.991 
2 1.034 1.039 1.03S 

.4 1.0488 1.117 1.072 
8 1.178 1.226 

10 1.281 1.319 

4. Tonlonalstifl'nell 

1 
l 
]. 
4 

K,,•K1 • ~ GR!, ·I,(L/8) 

'Cometioa' factor Ir 

Dominauct '' 41. (1978) 

0.9SO 
1.000 
1.016 
1.166 

0.96.5 
1.031 
1.140 

1.0332 

ones. Typically, the error is within 10% and, hence, 11 il 
insi&nificant for all practical purposes. 

J. The greatest differences are observed between actual 
and. 'ec¡uivalent' stiffneues for torsion (K,) and for hori· 

zonul dlsplacement In ·the y directlon (K
1
). For L/B = 4, 

lhe error In K, is about 17'i& ancl In K1 about 22%. lt il 
worthy of noto that wherea for 1 circular founclation 
K ,.o • K.,o;. SGRo/(2 -•). where R~ il given by ec¡uation 
(47), 1 rectangular foundation with the larger side 2L 
norrnalto the Y·axis (Fig. 4) is characterized by: 

K7 .. K.+ ws(~ -•) (52) 

for typical values or Poilson's ratio. 

Yanzt1o11 witlt a0 • Figure 7 portrays the dependence of 
the dynamic stiffness and darnping coefficients, k and c. on 
the frequency factor a0 ,and the aspect ratio LIB. These 
results were obtained with the Boundary Element ~lethod 
by Dominguez and Roesset,"1 for a single value of Poi.sson's 
ratio, P =t. Only the coefficients of the si< diagonal 
componenu.of the impedance matrix ilre silown, they 

· corres¡10nd to the translational modes of vibration (x, y 
ancl :) alons each of the three principal axes. and ro· ;he 
rotational modes (r .s• ry and r,) around each of the same 
lhree principal axes. The two cr055oswaying-rocking (coup
ling) impedances, corresponding to the xry and yr, modes, 
are negligibly small for suriace foundations, and are thus 
omitted from thls presenution. Also shown in Fig. 7 as 
circles are the predictions of the •equivalent' circular 
foundations, computed from Fig. S in· conjunction with 
equations (47KSO). One may notice the followlng trends 
in Fi¡. 7. 

l. The terms k, ande, of the impedanceagaimt motion 
normal to the smaller side 2B are insensitiv-: to vanations in 
11_,. Moreover, .'. 2 · is essentially independent oi the aspect 
ratio, L/8, while e :e increases almost in proportion to the 
square-root of LIB. Recall that e, must oe muhipiíeJ b¡ 
110 ~ wBf V, to obtain the imaginary component of the 
dynamic part of the impedance (equations (12) or (1 7)), 
in which 28 is the width of the smallest side of :he footing. 
On .the other hand. the frequency factor a00 of the 'equi· 
valent' footingec¡uals wR0/ V,, with: 

2 (L)"' R0 =-B-
./# B 

(47a) 

i.e. a00 is proportional to the sc¡uare-root of LIB. Hence, 
plotted· in Fig. 7, both stiffness and damping coefftdents 
of the "equivalent'. footing are in excellent agreement "''ith 

·the corresponding coefficients of the actual rectangular 
footln¡, for all aspect ratios studied (L/8 = 1-4), at leas: 
in 1M frec¡uency range, O< a 0 " l. S. 

2. lbe variation of. the vertical stiffness and damping 
cocflkients, .t0 and e~,~, has a similar shape with the varia
tloa of kx and c 11 • In this case, however, the two coeffi· 
cients are more sensitive to variations in 13 0 and L/ 8 ·and 
the dampins term Cu is always larger than C:x- Moreover. the 
agreement between actual and 'equivalent' coeificients is 
reasonably good, for all practica! purposes. 

3. The coefficients k y and e,, for a motion parallel to 
the smaOer side 28, show a greater sensitivity to both an 
ancl L/8. Furtherrnore, the discrepancies between ·eq ui· 
valent' and actual values for these coefficients are a.ppreci
able, increasing with the aspect ratio. In fact, footings 
with 1 largo L/8 ratio (e.g. ;.4¡ tend to behave more iike 
strip rather than circular footings, as a Comparison betwcen 
Figs. S, 6 and 7 indic3tes. 

4, The stiffness coefficient k,.. for rockíng 11ound the 
lon~t axis. x, exhibits no sensitivity to the aspect ratio, 
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L/B; moreooer; ill vulation u a runction or a0 is nearly 
idllltlcal witb tbl nriallon or the comspond"'B stilinesa 
coefllcienl or both tbe 'equivalelll' cirtular foolins and • 

· atrtp foodnl with the same width B (fi¡. 6). The dampUII 
coefficient e,. attainl nesligible values in lhe low frequency 
ronsn and i.ncre .... approximately in proportion to the 

L/ B { 

. '-z .5 

o 

1 • 
-----20 
---·-·- 3 e 
--·-··- 4. 

o 
Cil • 

1 

Cx 
1 ..... • , .. ;u.¡.;¡Wia 

b X .5 

o 

1 

,y_ 
' -5. 

o 

. . 
all L/8 rat1oa 

1 

Cy 

~--··-:.=.:..":':..:: ---,...- - ----..-.··--·- ----- --
all L/1 

.5 
So 

¡-acioe 

1 

fourth-root o( Lt B al lú¡b frequencln. Recalllns that lhe 
frequency fac10r of tilo 'ec¡uivalent' cirtular footina ia 
proporuonaJ to: · 

2 

o 

1 

o 

1 

o 

2 (L)"• R •--B-
o.w (31P) 11• B 

• • ··-·-.-.:.. .. __ _.. ______ .. " 
• • _<L.---·--·-·-·-·-·

·--~ o 
o ------·q ________ _ 

-------

1 
-··-·--• ----.----+ 

·- ·-·----i-------~-------A 
' 

1 ~ -~------Q. ------- -----

• 

1 

--......... . . 

• ' -. . 
---..----... "'"b-----.....il-........... _ 

_______ o_- ----9.~_-::- .?:~ 

• • • 

(48a) 

Flrun 1. Dy1111mic eoefflcienf! o{ rflid rurangu!IU footinp on lromo,eii«Jw luli{S(JIICe:41 (eire/a obra/n~ by rhi3 autlror 
, for 'tqulvaknr' circuJ<u footingsJ · , 

J 

. --.-.··-~·-· 
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Fl8fl1'l 7 - COIItinuecl 

1 

P.ry .5 

o 1 

1 
··---

~ .5 

-~--
o .5 1 

ao 

whereu the term e,. is multiplicd simply by a0 = wii/Y1 1n 
equations ( 12) or (17), one can directly unveil the very 
clo .. proximity between the actual and 'equivalen!' clamp-
In& coeffiCienu. . · 

S. The stiffness coefficients le,., and le, for rockin¡ 
aroWld the shortest axis and tonion, respectively, show a 
somewhat similar de pendonee on L/ B and exlúbit somo 
nuctuatiorís with ... as L/ B in creases. The IWO coefficienu 
are predicted only with smaU accuracy by the .'eqwvalent' 
circular footinp. On the other hand, the two dampins 
coefficienU c.., and e, grow rapidly with both frequency 
and aspect ratio. In this regard. it is interesting to notice 
that. for instance, the frequency foctor for the r1 mode.is · 
proportional to: 

2 (L)'" R •--B-., (J•)". B 
(49a) · 

whi<:h reveals a much stronger increase of e'> with L/ B. as 
compared with the correspondin& increase of e,,. (a power 
of J for c"' versus i for e,.). Again, thc values of the two 
coefficients may be reasonably well predicted by the 
'equivalent' circular foundation. 

1 

o 

.5 

o 

• _"_.! ,,.,.. .. -.. 
e ··"'· G ·-·-·.JJ 
/ .-·-

.• ~·-
,/e / o · ...... --e ·¡ ,¡~·' ,....---,. ,.-. o.. ·' ,• /.JI' ,. 

'"'' •' 
1 

ct 
__ ..... _····-··!. ,. .. . • q:_,...;., __ _, 

A _,.-
/.· _,·' g,... ..... ---" 

1 .,.r ->-· • 
~~· ... o ... -: • :.·' ........ -

.5 1 
a o 

In con<:lusion. with the help of the formube ofTable 2 
and the graphs of Fis. 7, the dynamic behavior of rect· 
angular foundations Mth essentially any aspect ratiu can be · 
obtained. F~hermore, the 'equivalen!' circular footings 
described thtoush equations (47)-(50), yielu :e:!Oooably 
good estima tes of the response for values of Li B less than 
abou( 4 and frequency factors at lcast up to 1.5. For larger 
values of L/ B. the static stiffnesses of Table 2 con be 
utüized in conjunction with the dynamic coefficienu of 
an equal-width strip foundation (Fig. 6). More patametnc 
studies are, however, necessary to obtaín results in thc high 
frequency ranse (1.5 <a o.; 8). 

RIGID SURFACE FOUNDATIONS ON A 
HOMOGENEOUS SOIL STRATUM 

Natunl soil deposits very rarely have unifonn properties 
within largo depths from the loaded suriace. More typ:cal 
is the · presence of a stiffcr material or evcn bedrock. at a 
relatively shallow depth. The response of a foundation on 
a soil stratum underlain by such a stiffer medium can be 
substantlaUy different from the response of an identical 
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foundatlon reslinl on a unifonn halfspace. h ls. ~111. 
imperativo 10 uuay the clynomlcs of masslesa foundauons 
011 iuch soil deposita. SpeciflcaDy two types o~ idealized 
108 profUea are considond ID tilia aection: • 

(a)' a homoaeneouasoilstratum o>er a rigicl base, and 
(b), a homopneoua soü atratum over a homogeneous 

halfspKe. 

Resulll for non-homopneous soü str•ta. with moduU 
continuously increasing or decreasing with depth, will be 
presented in a subsequent section of the paper. 

In adclition to ihe four dimensionless parameters wlúch 
con!.rol the behavior of \id footings on a halfspace, 
namely, a0 , •· f and LID, e ratio fflli}(or H/R) ~ 
crucial importance in ihe response of footinp on a h!!!!!º'
leneo~_S_!ra'!!!!!, lts effect is, thus. stuclied throughout this 
iéclii>n. Furihennore, the moduti ratio G 1/G1 is of interese 
whenever ihe soü stratum is underlain by a non-rigid base_ 
(halfspace ): 

Orcular {owrdlztlon on !t7rztum o•u a rigid bau 
Results for the dynamic impeclance functions of a rigid 

circular clislt at the suñace of a stratum-on-rigid-base are 
· presented in Table 3 ancl in Fip. 8 ancl 9. SJ!<Cifu:allv, 
Table 3 !Ten - d u· 

etennination of the static stiffnessés; Fig. 8 studies the 
effect of ihéHTIFiiííó on ihe dynamic stiffness and damp
ins coefru:Ients, k and e, for a dngle value of hysteretlc 
damping ratio, f = O.OS; and Fig. 9 shows the sensitivity 
or k and e to variations in f, for a dngle value of the 
ratio, H/8 = 2. These results have been derived by 
Kausel" and Ka use! tt al.·~ 90 and have be· • discussed by 
Roesset.60. 91 Seve:l.! ~;nifl'=!"!t conclusior~-.:ni.y·be drawn 
from ihJs data. 

Statlc sd{/na3a. lt is evident from the fonnulae of 
Table 3 that the existence of rigid bedrock at a relatively 
shal,low depth may drastically increase the statlc stiffnesses 
of a rigid surface foundation. The four expressions reduce 
to the corresponcling halfspace stiffnesses wilen H/R tends 
to inftnity, but their values increase with decreasing H/R. 

Vertical stiffnesses are panicularly scnsitive to variations 
in the depih to bedrock (notice ihe 1.28 factor). Hori
zontal stifTnesses are abo appreciably affected by H/R 
(factor of 0.5) while the rotational stiff11esses (rocl<ins 
and tonlon) are the least affected. In fact, for H/R >l. S 
the response to tonional loads is pracliqjly indepe~~dent 
of the !ayer thickness. 

Horizontal: 

lt.odtlrlc: 

Tonlon: 

Statk,_ 

K~ • IGR (t • .!!!_) 
1-• 1H 

IGR' ( IR) 
K, • i(i':';j 1 • 6 H 

K1 • !_! GR' 
J 

• Ad.apted rrom Kausd 11 and Júuxl•t GJ." 

An lndlcatlon of the CllwH of tllls cWTerent behavior of , 
a circular. footlng to the four different types of loadin1 can 
be obtained by obsemng the deptha of the 'zone of influ
ence' (kllow11 u 'pressure bulb' ever since Terzaghi) in each 
cue. Thus. from G<orrand and Harrison, 92 in a homopneous 
halfspace, the vertical11orrnal_ slless,a,, along the centerline 
of a vertlcally loaded rigid circular disk becomes less ihan' 
1~ of the average apptied pressure at deptha greater ihan 
:.=- 4R; the horiZontal shear stress. T.,. becomes less than 
10'!& of the average applied shear traction at depth greater 
tlwl <•li!I2R. From Gazew,n the horizontal shear stresses 
~,9 and ~..s due to linearly distributed torsional surface 
stresses become leso than 10% of ihe maximwn apptied 
shear traction at z >z, ~ 0.7SR. Finally, moment loading 
with a linear distribution of normal tractions varyin! from 
O to p ylelds z, ~ 1.2SR, below which a, is te .. ihan 
O.IOp. 

Ycrritztion witlt ao. HIR turd f. The variation oLtbe 
d~amiu_tiff!!~ andA!J!!Ping_c_oeflic~'ill.llfi~)l frequency 
reve~ aqequa)ly •uo'!&~-~_EO!'d.ef1ce_<!'!HJB.On a stratum, _ 
both k and e are not as unooth lunctions u on a halfspace. 
but exhibit undulations ( peaks and valleys) associated with 
the natural frequencles- (in shear and düation) of the soil 
!ayer. In other words, the observed fluctuations are ihe 
outcome of re~nance phenomena: waves emanatin fr 
the ose . dat"o 
face an e at the • As a 
result. t e amptitÜi!e-or ou~-~~JiRJL-.miy .. .;¡z,¡,._ 
ru:anily i!tq~;~~uúxdilíiJrcquet~~t9üiluAli2n. '!"JMsll. 
as s_!!gmuub~!lllo:Jitb'. are .. cloSII _to the.naiW21 freq~e!lliics 
olt_~~-~Rmil. Thus. the stiffness coefficlents eXlubit 
vo.Ueyt whlch are very steep when the hysteretic damping in 
the soil is small (in fact, in certain cases, k would be .xactly 
zero if the soil were ideally elastic); on the other har.d. with 
largo amounll of hysteretic daniping (f = 0.10-0.20) the 

- valleys become less pronounced ( Fig. 9). They abo become 
less pronounced as the relativo thicklless of ihe !ayer. H/R, 
increases (fig. 8). 

Another importan! phenomenon is revealed thtough the 
variatloft with a0 of the damping coefficlents. At low fte
quencies, below the ftat resonmL.ú:equency,- radiation 
d_ampins is Z~!!l:.. lJ:Iis_iL.!!~!.lC>.-!!!Lfact !llit_ ~o surface 
waves can be physically cruwt.in....a...mil.suatwn.~a.t.s~ch 
freguenciq an since the -~~-~~S:~. P.~!~nu. ~~v~s Jrom 
prop!ll!atinl 4º-~w_ar _ _¡~metri<;¡l J¡madina- oL.wve 
eñe~~sliBible. s U values of the _da!n_p.iJI¡~ 
ran~ (Fig. 9) just re_flec;,t_t!t~ en~m_ _ _p~~- ~llgh-~Y.!~_tic 
dampins; ror .- purely elastic soü e wouldbe ••«?, ------ -. ---····· -~----

ltaJip or valillltyt • Soil proruo 

R 
H/R>1 -
H/R >l . r:·~~~-· ... : .. _." ~·. ~· 

H.· G.• · .. 

- 4>H/R >1 J»wlí;lillliJJ;I 
H/R > 1.15 

t For H/R < 1 or l thcto expresaions woWd still provtdt reuonabll estlm&tn ar tne actualstatk JtJitneuea 
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The phenomena described in the two preceding pa,. 
graphs are observed to a larger or lesser degree in .U fout 
modes of vibration. However, th.ere exi.st marked differ· 
ences amons the dynamic coefficienu of venicaL swaying, 
rocking and tonional a.ciJJationJ. SpecificaUy: 

l .. For roc:king and torsio'n, k ande are reiatively smooth. 
functiOnJ Of Go, rapidly approaching the corresponding half· 

space cunn as lhc !ayer thickness in creases beyond J R. 
llius, H/R CX.!!J!E~lt ~-~~!!ltl~enc~ ?Ml!e.v¡riation or 
th~Q c!!CffQcr!U. On the qther hand, for vertical and 
horizontal tramlation, k and e display some very pro
nouru:ed~ fluctuabons whh c:r0 . 8oth the location and the 
shape of the reso!'1ant val!eys are quite sensitive to varia-

. tions -in H/R, 11111 only for H/R values larger than 8 uo 
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k(ao) and c(a0 ) approach the corresponding halfspace 
cumos, if l = 0.05. These results are consisten! wilh the 
conclusions derived previously regarding the depth of the 
'presaure bulb' or 'influence •one' of a statically loaded 
Coundatlon. Undet · dynamic loads. 'constructivo interfer· 
ence' o( downward propagating waves leads to a shtUlow 
dy~~«mic 'prmurc bulb 'in both mckinr and tonion. 

2. The resonant irequencies of homontal (swaying). 
oscWatlons are in remarltable agreement with the natural . 

frequenciés of the stratum. As an example, the funda· 
mental frequency of the stratum in vertical $hear waves, 
{,, ¡, equals V,/4H and, thus: . · · 

. . .. , R 

· "o.. a • 'i•ii (53) 

. which is equal to ··,¡4, for H/R = 2. As seen in Fig. 9, 
this value of«0 essenttaUy coincides with the flnt rc<onant 
frequency in swaying. 11 is not di/T~eult to explain how the 
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siiiiJIIe one-dimensional wave propaption rheory c:an so 
auccessfuDy predictthe f~nt ~nant frequency of a three
dimensional problem: •t values of •• bel9~--!.~~~ 
essentially_o_rtJ.!:'.~·~-~-~ f1! the srnrrum. propa
&ítlnj vertiealll'. between f!!'!!!~~!'~~ -~d bedrock. There
rore·, Wliln this tust resonance occun we nave a none
dlmensional 'standins' wave and, in addition, titile damp
inl and rhus h.igh response. Of course. as it may be inferred 
from Figs. 8-9, the situation becomes a tittle mo'l' involved 
at hi¡her resonant frequencies. Thus, the sec(!~~- ~r~n
ance' occun .al about. th"< furularn<!)til __ na~u~l frequency 
iir-tlíé.iíratum in dilational waves, and the third 'resonance' 

·al about tite second natural frequency··¡n·,heii.wavei.·ln 
both c:ues, however. sOme rlOñ:Yéitical waves also partici· 
pare In the motion, as evidenced by the existence of non
uro radiation damping. Du_e to multipl~. W!Ve _rdlcctions •. 
P ~.Uld._~y~~igh waves are abo generated and, ·hence, the 
ene-dimensional ~heory predicts with sm:11ler accuracy the 
pertúlent swa~iñ.g- resonant fr~uencic:Í of the soU-founc;ia.-__ riOñiYstem:-· . ------ . -- ........ · ............. . 

vil . the otlter hand, vertical and rocking foundation 
oscillations1izdüCe rñizúrl\i P'bür:allo S WaVes in rhe s_l1'1ZlW1f. 
The relative iÍTiportañce oféach type of wave depends to 
si:ime· extent óñ -tlié 'PoiSson's ratio of tite soil.' RecaU tltat 
thC ratio between the 'rwo wave velocities and between the 
corresponding natural frequencies of the stratum is given by: 

~ = 1•·• = [
2(1.-v)]"' n = 1, 2. 3, •.. 

Y, ·!,. ' l-2v .. 
(54) 

Whlch, for v = ! yie)~s a ratio of 2. Figures 8-9 clearly 
show that the fust '¡·':l.,onaiu frequencies ror both vertical 

. and rocking OSCiUai.Í.JOS are reasonably ClOse tO the funda• 
mental frequenc}--of the straturr:: in vertical P·waves 
(llop,l = rri2 for H/R = 2). Higher resonances. however. can 
hatdly be predicted by the simple ene-dimensional wave 
propagalion theory since, apparently, they involve a mix· 
ture of P-, S- and R.ayleigh (R) waves. 

~_Aj_O_t:!&__9~_\! !S. Q~!~!"~_,i- \Mt.f!:.aníi.U!)UI.Ui.IC · 
sensitiv!_ t9 .. ~01tiatio.~.!n <:n•lt~rW. dfJIIping, es~y-~' . 
(requencies near resonante. This is cgntrarxJ.Q. the so-called 
'correspond.,ni:e __ principle' which assumes thatihe imped: 
ances derivefi. Cot.~;ui. .. ~ñilijpp!sfliii!"otfiérwisii ideñilc!!! 
med.lum __ b¡¡_a...simple.......awl!.i¡¡ljqÍiQii. ~"iiiK iíii3~~~-
l + 21E-. Remember. however, that tltis 'principie' works 
reasoríably weU for a homogeneous halfspaee. 
. The effect of Poisson's ratio is not studied in detail 

hereln and · refeience is maue to Kausel ~~ al." for a 
ri¡orous- a.ssessinent of its importante in swaying and 
rocldng. Note, nonetheless, that tite variation of tite dyn· · 

· arrúc coeff~ienu with frequency may be sensilive to 

Statlc •ifrne .. 
Typoork>adq (pa UJÚiieoath) 

Vonk:al: /C ~ 1~( 1 + 3..5!) 
• 1-• H 

Horizontal: l.IG( S) IC••-- 1 +l-l-11 H 

llockq: /C ·-- ·-
.as• ( 1 s )' 

'2(1-•) l.lH 

tltil pmmeter, because or its lnfiuence on "• and ~ 
u preYiously explained (equation (54)). Thus, vertkala"ñ:i 
rockins coefficienu are higltly sensitivo ro ~. especially 
with shallow layen; but swaytng and torsional coefficienu 
are pnA:ticaUy independent of v. · · 

Strip foundlltion 011 smznun ove • n,id bce 
Tabla 4 and Fiss. 10 and 11 present the results for 

vertical. horiZontal and rocking osciiWions of a massl.-..a 
rigicl strip footlng which resu on the surface of a homo
geneous soil !ayer overlyins.,bedroÓk. These results were 
obtained with the formulation of Cueras and Roesset'"" 
and are in excellent agreement with the results of Chang· 
Liang.11 Additional numerical studiea can be · found in 
Jakub et al."'" and Gazetas. 54 

Smtic bdunrior. Siml'le expressions ofsufficient accuracy 
for practica! pufl)Oses haVe been derived for the three static 
stiffnesses and t1tese are tisted in Table 4. Evidently. the 
presence of (lnfmitely rigid) bedrock at shallow relallve 
deptlts has a drama tic effect on the st.atic behavior of strip 
foundations. Vertical and horiZontal stiffnesses, being no 
longer zero u in tite case of a halfspace, are strongiy in
creasing functions of 8/H. Rocking stiffness also inc:-eases 
with 8/H. Two. notewonhy conclusions may be drawn by 
conuastlng the expreaions of Table 4 to those oi Table 3: 

l. The effect of Poisson's ratio on the static stiffnesses 
il tite sarne for both strip and circular rigid foundations. 
The effect is greatest for vertical and rccklng loading 
(factor (1-v)) and srNI!est for noriZontalloading [factor 
(2 -v)) . 

2. Layer deptlt is substantially_~~ iml'9~~~ ior strip 
than fo~~ircul3~~ali_c?ns ... ~.~e~!~-X.'~ri~h ~e.t'!\'Q _tra.~ 
tálío'nir modes (factors or).S and 2 In the verticai and 
rockíñg expresSiofts for a Strip~ as compueci with 1.28 and 
O.S in tite corresponding expressions for a circle). This is .• 
natural consequen~~•-'!''!!'lt .cleeper 'Pl!'Jlpre Siilii''in 
i cºn_!inu~rn .sul¡j~ct~ .. to plane-•rr•ln r~~l¡er than axi· 
symmetric surfa~ loadin¡, as 1t lias aluady been illustrar<d 
In pre'ééding sections. ' .. ' . · 

3. Vertical stiffness is far more sensitive to variations in 
8/H (factor of 3.5) than hor.zontal and recking stiffnesses 
are (facton of 2 and 0.20. respectively). The explanation 
lies agaln In tite much greater 'depth of influence' of the 
vertk:alloads. On tite otlter hand, moment loading induces 
stresses which decay very rapidly with depth: because on 
any horizontal plane,. sman normal stresses at large 
distances from the. centerli.ne contribute inuch to equi· 
libra.ttns the applied moment. Thus. r'ock.i.ng stiffnesses 
exhibir abour·the same small sensitivity to !ayer deptlt for 

Ra,..of..udlty" SoQ profUe 

1 CHIS e 10 

1 cHIS c·a 

I<;H/S<3 1 1 

• ()u,tlide Lh.is ran¡e the propoted upressions wo"kt stiD provide rcuonab&e ~imatn otlhe actual static stif!MIIIt 
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bolh strip aDd circular footinp (factora of 1/S and 1/6, 
RIFI lholf). . 

DJn-llc H/WIIor. flcureo 1 O and 11 portnY the varlao 
tion with frequency or the dbnensinnless compliance fune> 
tiona E f .. where • • o or lt, andE 8'F,. Specifically, Fia-
10 intends to show the efTect of H/8, and Fig. 11 the effect 
of 11. The resulU of Fia- 10 were obtained for • 2 0.49 and 
t • 0.05, With four different values of H/8, i.e. 1, J, 8 and 
-, the 1ast value corresponds to the homogeneous halfspace 
and is illcluded for a "omparison. Fagure 11 shoW1 the 
efTect of • ·oJ! venical and rocking· complwtces only, for a 
!ayer with H/B • 2 and a homogeneous halfspace; the 
efTect of • on swayins. beina of secondary imponance, is 
not studied herein. 

The same gen•ral trends observed in the dynunlc 
behavtor of circular foundations can now be seen in the 

• n 
.1:! 

2 

lP 
\IJ 1 

o 

o 2 

H/B 
••••• ········- . 111 

---- 8 
3 

............. .,._ ·1 

IR·PMASE COMPCftENTS 

4 8 

response of strip footlnp. althouah sorne cllfferenceo are 
allo obvtoua. · 

·One ftnt DDticea ID F.P, 1~tl that dueto the presence 
of bedrock bolh the in-phase (reo!) and the 90" -out.<tf· 
plwe (ima&inarY) componenu of dlsplacement (com
pliance) are. not smooth and monotonicaUy decreasins 
functions ol rua.~!l'iX.. as on áñiYf'spice. lnste"ª'_!!lcy. 
exhibitJ!!!•kLand __ v~e}1 __ al..J!e.<L~e'!."ies reliiiéf_ t_q.Jll.e . 
natura.l .. {~~f!~ of the &Uatum. Note that, in gene_~!. 
lile ¡IOÚS_E_f. .. ~mplian_ce_furu:tionciifi.Spond ~~ vallo_y> 
in !ht jmprdancc fUJl~.tjon. ·· · · · 

· The majar differences between strip and circulat founda· 
tions stem irotñ the muc:h g:reater sensitivity of the venical 
and swayins oscillation of a strip to variations in H/8. 
Even for H/B = 8, relativeiy high amplitudo peaks are 
observed in the two complianco functions of the strip. 
for the case l = O.OS; their clifference from the. halfspace 

n 
1 1 

2 11 
1 
1 
1 

o 2 4 8 

n,w.JO • . C..mpli4~~~:• fuN:riDnJ ofrigid ltrip {oorinron stra/JUft-0--btdrock; tl!tct of H/B ratio (• a 0.49. l m 0.0.5) 
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com¡,Uanca is substantial. On the other hand, roc:ldns 
vibratlons of a strip exhibit very similar trends with rockina 
of a circular plate; beyond H/R = 3 the presence of bed-
rock 1s hardly noticoable. · · 

In the case of vertic:alloading. the resonant peaks are nor 
u sharp as those of the horizontal displacements. In fact. 
on very shallow deposits (H/ 8 = 1) only a single tlat reson· 
ance takes place. which is characteristic of 1 highly damped 
system. A possible explanation of such a behavior has been 
sugested by· Gazetas and RoessetJ9

: at frequencies below 
the fust oeson3nce sorne 'leak.age' of energy occurs in the 

.fonn of laterally propagating P·. S' and R-waves. Evidence 
· in favor in this explanation comes from the fact that the 

fust resonant frequency. a0,., Ues in between the funda
mental natural frequencies of the stratum in vertical S
waves, a0 ,_ 1 , and in venical P-waves, aep, 1• For example, 
Fig. 11 shows that. for H/8 = 2 and • = 0.40, a0,"' 1.30 
compared to a 0,, 1 = 0.785 and aop.• = 1.90. Recall that · 
for the circular foundation a0 ,. was much e toser to a0 p, 1 • 

No extensive numerical resuits for rig,id rectan¡ular 
fouñili!lonS:sú ¡;¡;¡,·ii ~lf.TiY:a Toll:.otr.tuiñ. ·lÍa ve . beCJt. {oij@l 
In the Uterature. · 

FoundJJtiDn 011 matum oPtr a halfspDCc 
The bomoge'!~o_u_LI}~fspace ·~-~ tl}e str~!-U.J!I.:!'.m:!iJ!<!, . 

bue ar.: two ideaUzations of extreme soil profiles. A. mqre 
aeneral soil model. the stratum-over·halfspace, is studied in 
thls subsection. Besides the H!R or H/8 ratio, the moduU 

;.ratio G.IG1 is needed to describe such a soil model When 
G1/G2 tends to O. the stratum-on-rigid base is recovered; 
when it becomes equal to l, t.he model reduces toa homo
geneous halfspace. Thus, the re• )u· pr~,.,'!!~ _in_!hJs 
secti~JL!Wp in brióglng trtc gap-"<twéén 'ltalfsp=~.and 
'stri.tum',solutio~ to. which wü have restricted cmr.attcn· 
tion until now (Figs. 5-11). · · 

.4 

,4 

o 1 2 

a o 

-

Numerlcalsolutlons for a urúfonn !ayer over a halfspace 
haft bem publlshed by· Hadjian and Luco11 who studied 
the dynamic of circular foundations, and by Gazetas and 

.. Roesact" 39 who studied the response of strip footings. 
Based on the results provided by Hadjian and Luco." 

the author hu derivéd simple but reasonab1y accurate 
fonnulae for the static stiffnesses of a rigid circular disk, in 
tenns of H/R and G.IG1 • Table S displays these fonnulae, 
which are ..Ud for·the usual cue in which G1 <G,. i.e. 
a halfspace stiffer than the layer. At the lower limit, 
G.IG,-0, these expressions reduce to those of Table 3 
for a layer-oll-rigid·base; at the upper limit, G1/G1 = 1, 
the halfspace expressions of Fig. S are recovered. At inter· 
mediato values, as the rigidity of the supponing halfspace 
decreases, th.e static stiffnesses of the foundation decrease, 
appuently due to increasing magnitude of strains in the 
halfs¡:tace. The results are intuitively obvious and need no 
further explanation. 

For circular footings. no results ue presented here on 
dynamic stiffness and damping coefficients, but reference 
is made to the ori¡lnal pubUcation by Hadjian and Luco." 

The variatlon of the dynamic compUances of a strip 
footina with ao and G 1/G, is portrayed in Fi3. 1 ~ for a 
layer with H = 28, • = 0.40 and ~ = 0.05. Shallower as 
weU as deeper layers have been examined by Gazetas and 
Roesset. l&.lt . 

An inspection of Fig. 12 indicates that the effecu of 
layerlng lncreue with lncreaslng contras! berween G, md 
G1 ; these effecu are extreme for a layer on rigid bedroclt 
(G1/G1 =O) ancl, naturally, disappear in the case of a 
homogeneous halfs¡iace (G 1/G2 = 1). There are two main 
effecu of increasing the softness of the halfspace. Fint, 
even for small positivo values of G .fG1 , i.e. as long as we 
do not de al with an lnfinitcHy rigid bedroci... thc. )¡,H±c 
translational !iisp1acement tenas to lnfmity, althüuoh •: ; 

.4 

.4 } ~ .8 -·--- .5 

GB
2CJ, ' 

. r~ 
. . ~-. •. 

'-

o 1 2 
, .fl'' 

~\ a o 
.Flpnll. Compllance {tmcrio11r ofrigid srrip footlng 011 srraru~-ovtr-btdrock: •fftct ofv (H/8 = 2. ~ • 0.05) , .. , 
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Horbontl.l: 

Stalk: Jtllf-• 
R. 

4G,R o l+l.ll¡¡ 

l-•· l+l.ll~~ 

IR 
1+--

IG,R. • lH 
l-111 lRG, 

1+--
lHG, 

IR. 
1+-

BG,R.' 6 H 

m=;;i o 1 .~!! ~ 
6HG, 

._of..udt&y l'lolllo 

R. -1 e~ <5, r "":""":""" . o o o 

H ·:'·.·a; ' . 

1 e~ <4 

. -
0.75 e~<l 

• DeriYed by the authoi on the basia ~f resulu proYided tly Hadjian and Luco"' 

much slower rate compared to the half"Pace displacementa. 
Thus, in the very low frequency range the in-phase (real) 
componen!J of the displacemenu (compllances) ~ larger 
!han in the case of rigid bedrock. · . 

On the other hand, at an s ecific fre uen , the rad • 
!Ion !lJ!in.i. • ue to paru trans
~~- _o_f_ ~0-~}::.!!.V~!..!!l.!!'~ lla!Upace and the existence · or suff'ace waves at an fre~Consequently_tb.e. 
resilfM.j :V_arl!!fon _o[cijs:QiiCeme__l!t_S -~ih '!~ !'_!!Po~!her 
f!linlíi ilie rigid rock case. 

The effecta oícfécm:;¡¡;g stiffneu and incre:ising radia
tionéTarnpiñj aiii'of major iiiijiomnce._:ii'(~ifü~ñé~~~iiuil 
~"ToWér · ¡¡¡¡¡,¡ 'thé · flilrniiiiiM\1.Jreq11~ncies of. the 
sYitem. WíiiiJ;¡¡c, OO~ilíñs-from O _i!d bedro9_!>} 
!awlids _1'1i\omo¡¡cneous ~~f·e~~e r. ~~- úr~miiWOned 
rriOrianU!_'!lsl. ~ºm~!hO!.I!'.!.~i!..!l~~~~_r._!",d ... W corre
S¡><?!LdJ!IS re~Qn!!'t frequencies shift to lc¡we¡,?~~es~ 

Hi¡her rescnant peaks also'il'ecFease súostantially and 
may in scrr.e cases be completely suppressed. An example: 
the thini rescnant pellr. in swaying ( wltioh, we recall, occun 
11 the second natural frequency of the stratum in S-waves) 
disappears as soon as G 1/G1 exceedr 0.1 O. 

Finally, it is hardly surprising that the vertical dynamic 
compllances are most sensitive 10 variationJ in G,/G1 , 

wtlile rocking compliances are least sensitive. The concept 
of a 'dynamic pressure bulb' proves again very convenient 
in explalning the.se dcfferences. The depth of ·the 'bulb' 
attains relatively lar¡e values in case of vertical vibrationJ, 
somewbt smaller nlues · for swaying and very small va!ues 
Jor rockln¡. 

SOME RESULTS FOR RIOID SURFACE 
FOUNDATlONS OF ~ARIIITRARY' SHAPE 

01\ly a few numerical results are available for foundationJ 
havin& •arbitrary' geometries, i.e. plan shapes other than 
strip, circular or rectangular. One reason for the lack of 
lntemt is that foundations of such 'arbitrary' shape are not 
COftstructed very frequently. Moreover, substantial com· 
putationa! effort must be expended to obtain dynarnic 
solutlons for such foundation geometries. The following 
presentation is divided into two parts: one dealing with 
vertically loaded footings or ·mious 'sclid' shapes and one 
with the complete response of annular footings. 

Ymtcally loaded/oundatlortJ ofvarlow 'so/Id' shaptJ 
Analytical expressions for the static stiffnesses of rigid 

foundationJ supported lo an elastic halfspace and haVing 
severa! different shapes (but without interna! holes) can be 
derived frorn the results of Borodaohev .. (see also Selva
durai9). It iS convenient to cást these expresSions into our 
familiar form: 

4GRo x. ---.J. 
t-.. 

(SS) 

in whk:h: Ro= ..jí[ii. ·' the radiUJ of the 'equivalen!' cir
cular fÓundation, A•(;Jeing the area of the •oü-footin~ 
contact surface; J. _is • shape-depended correction factor. 
numerical values of which have been tabulated in Table 6 
for numerous plan shapes. 

Table 6 in conjunction with Table 2 (par! 1) can be used 
for deterrnining the vertical static stiffnesses of a variety of 
foundations with very good accuracy. Moreover, the foUow
ing trendr are worthy of note: 

l. The circular disk yields the smallest stiffness of a1l 
footlngs with a given contac! area. 

2. Of a1l rigid footings with an n-sided polygon-<haped 
plan of a given area, the regular n-sided polygon yields the 
•mallest stiffness. 

3. The correction factor depends primarily on the 
'aspect' ratio of the foundatip_n, being surprisingly insensi
tive to the details of ·each particular shape. By '"peot' 
ratio we somcwhat loosely mean thc ratio between lar~est 
and· smallest critica! fouod-ation dimensionJ. Thu.s, for 
eXIIDple, 1 rhombus, a rectangle and an ellipse having the 
sune aspect ratio, equal to 4, yield very similar correction 
facton ofabout 1.12. 

In conclusion it seerns that, by means of equation (55) 
and Tables 2 and 6, very good estima tes can be rou tinely 
made of the vertical statil: stiffnesses of arbitrary-shaped 
rigid foundations on homogeneous halfspace. 

No information is available regarding the variation with 
frequency of the dynarnic stiffness coefficient k •. However, 
inspection of Figs •. S and 7 revea!J that the 'equivalent' 
circular footing can successfully predict the actual ku of 
rectangular footings with aspect ratios up to 4, at least in 
the low and medium frequency range (a0 .; l. 5 ). Hence, 
an4 in view of the obscrved insensitivity of the static stiff. 

------------- --------~-- ------..,...--- -
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F'¡gwY 12. Eff«t of G1/G~ nttlo Otl comp1iii11Ct {Wr&tloffl of ngid strip footúrgs Otl soi1 /Jzyer-<>vtr-MI{r¡xzct (H{R = 2, 
• = 0.40, t ~ 0.05) 

r.ess lo lhe details of lhe foundadon shape. il is proposed 
lhal the variation of k0 wilh •• for ·an 'arbitrary'·shaped 
foundation be estimated from fig. S using the 'equivalen!' 
radius, R0 = ..¡;¡¡;, · · 

On lhe other hand, the darnping coefficienl c. is practic·· 
aUy independenl of frequency, as it is evident from Figs. S 
and. 7. For an :ubitrary·shaped foundation, moreover, 
Dobry· tt al.'' have recently derived expressions for the 
(radialion) darnping coeffocients in vertical and swaying 
vibrations, based on: simple bul realistic physical approxi· 
mations. For the verticil damping coefficient of a surface 
foundation their expression reduces to: 

0.85 
e •-
' J. • 

(56) 

in which / 0 =!he shape correcdon factor to be read from 
Table 6 or Table 2. Coruequendy, the vertical dynamic 
impedance of an arbitrary-shaped rigid foundation on a 
homogeneous halfspace can be direcdy and reliably esti· 
ma1ed using lhe provided informa !ion. 

For the other translational and rotational modes of 
vibration of arbitrary-shaped rigid foundations, much less 
information. is presendy available. The 'equivalent-circle' 
approximation appears to be a simple and reasonabie choice. 

.· 
Rlgld IIIIIDÚ<Ir {t11111dlztlot1 Otl soU.Jtratum 

11 appears lhal lhe conclusions of lhe preceding sub· 
sectton cannot be extended to foundations containing 
tntémai holes, like annular and croued·beam foundations . 

l6 SoU Dyfltlmkl llltd EMthQUIIIu Engill..nn,, 1983, l'oL 2. No. 1 
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n6ll l V- o/...,..dJtpmdtd CtNii<'*"' ~ frw -*'-' 
,.,.n~ 

SlloiiO of -lloa p1u1 

Clrclo 
Jloiürb•-· 
Somlclrdo 
Equllatonllriaalle 
1'riana5e with .,.tes. ., •• •r. 90• 
Trian~~~ wtth &n&lo•, Jo•, 60', 90• 
ElliptO wlllu/b = Zt 
El!lp• wllh a/b = l 
Ellip• wfth 4/b S 4 
Elllp• with 4/b = 6 
Rhoa11>us wilh lllatllio of 60" 
Rhombus with an ande of •s• 
Rbombus with an an¡io of Jo• 
Rec:taaale wilh L/8·= Z 
RK1an1Je wllh L/8 =' 
RK1an1Je wilh L/ 8 = 8 

• Bued on Boioclac:hev-• 
t •· b an the majar, minor un of the eWpte 

. '· 
1.00 
1.01 
1.0.S 
1.07 
1.10 
l.ll 

. 1.03 
1.07 
1.U 
1.21 
1.07 
1.14 
1.l7 
I.OJ 
·1.U 
I.ZJ 

For example, the vertical static stiffness of such founda
tions does not increase in proportion 10 .!he square-root of 
the contact area, A., as equation (SS) implies. In other 
words,- the ~equivalent·drcle' a.pproximation is no l~npr 
valid. . 

Results for the static dlsplacernenu of a rtgid circulal 
rin¡ on·a halfspace have been published: by Egorov" and 
Dbawan'"' for vertical loading; by Dhawan" for moment 
loadlnJ; and by Dhawan99 for tonionalloading. Wong and 
Luco srudiod the dynamic vertical response of a rig!d 
sq~are foundatlon with a square interna! hole. Recently, 
Twoulas00 ; •esentcd a comprehensive parametric investi· 
gatlon of the dynamic behavlor of rigid citculal-ring 
foundations on a homogeneous marum-over-rigid·base. 
All modos of vlbratlon were considered and the e ffect of 
the dimenslonless parametcn R,!R, H/R and a0 = wR/V, 
was graphically illusuated. The following discussion is 
based primarily on the results of Tassoulas,'" although somo 
results from Dhawan, 07

"
99 are also included for comparison. 

Fl¡ure 13 plots thevari2tlon of all static stiffnesses of a 
circular ring venus R1/R, where R1 is the interna! radius. Id 
expectcd, all stiffnesses invariably decrease as the sizc of 
the hole increases, wltile the radius R remains conswn. In 
the Umit, when R1 becomes equal to R, the stlffnesses 
vanlsh (concenuated ring load). Ho ... ver, the sensitivity of 
stiffnesses to increases in the R1/R ritio is surprisiiti!IY 
smaD. Partlcularly insensitive are the rocking and torsional 
stiffnesses. For values of R1/R up to O.SO, they are prac
ticaUy equal to !he CQIICsponding sliffnesses of the circuisl 
foundation with radial R; for R1/R D 0.95. K, and K, are. 
iespeclively equaliO 86!' and 83%, of the circulal stiff
nesses in torsion andllOékln¡ (while the contact arca hu 
been reduced to Ollly 109' of the original circle). The 
explanation is rather obvlous: the largo shear or normal 
stresses which develo¡i"oear the outside edge of the footing, 
le. al lar¡e distances from the con ter, contributc substan· 
tlally to equilibrating the applied torsion or rocking 
moments. In other words9 the central foundatíon ·,on' 
is 'underutüized' and; hence, lls 'removal' is of little conse
quence. Notice also that the variation of K, and K, with 
RJR is independent of H/R -a result consisten! with the 
shaDow 'pressure bulb' ·of momen1 loading discussed in 
precedin¡ sections (e.g. Table 3). 

The horizontal stiffness is only slightly more sensitivo 
to RJR. In conuast, the vertical stiffness is relatively 

senslttn 11ot only .to R1TR butto H/R u weU. An exarnl'le: 
lncreuinl R1 from O to 0.9SR reduces K, to 7()')1, of its 
ort¡inal value for H/R a 2; for a halfspace the corre· 
spondina Vlllue is TI%. But, apin, for Vlllues of R¡/R up to 
O.S, K. remains practicaUy equal to ill original value, 
4GR(i + 1.28R/H)/(l-•). . 

figure 14 depicts the variation with a0 of the dyn:unic 
stlffnesa and damping coefficients. k and c. Four values of 
A,/R are considered, O, O.S, 0.8 and 0.90, with the lint 
value comsponding to a solid circular foundation. lt is 
cleu that: (1) there is little chango in k ande with R,/R; 
(2) the effect of R¡/R is largest for vertical vibrations; and 
(3) the differences in the foUJ sets of curves occur in the 
hlsh frequeiley ranp ("o > l. S). 

o .5 1'' o .5 . .¡ 
Rl/A Al/R 

rtgUn IJ. Statf& stiffnasa of a rlgid ll1llfUlar foundatlotr 
( R1 = int.,.,¡ radiw)u."' 
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T11E INFLUENCE OF INHOMOCENEnY. ANISOTROPY 
AND NONLINEARITY OF SOIL 

The results presented so far have been based on the simpU· 
fyin¡ assumption that the soü can be modeled as a homo
seneous, isotropic ancl. linearly visco-ewtic stratum or 
halfspace. However, real soü strata frequently increase in 
rt¡idity with depth as a reflection of the increase in over· 
burden pres.sure,. while in sorne other cases weathered 
ctusts, in which rigidity decreases with depth, overlay 
deposits of softer clay. Furthermore, laboratory tests show 
that soüs defoim differently in the vertical and horizontal 
direcdoni- a.manifestaticin of anisotropic fabric acquired · 

· durinB natural formation and subsequent loading. Finally, 
when subjected to largo enough stresses, soils respond as 
nonllnear and inelastic materials. 

This section of the paper presents chancteristic results 
and important conclusionS from a number of recent studies 
aimed at assessing the influence of soü inhomogeneity. 
anisottopy andñon.Hnearity on the behavior of dynamically 
loaded suñace founclations. • 

Elfect of soil inlwmo~11eity 
Existlns dynamic fmite-element formulations can easily, 

albeit approximately, simulate a·continuous variation of soil 
propertles, by dividing the deposit into a number of homo
geneous layen of increasing or decreasing stiffness. Yet,; 
such formulations havo not been adequately exploited to 
parametricaUy study the dynamic behavior of foundations. 
Thus, most of the avaüable solutions havo been derlvecl 
using analytical and semi·analytical methocls. 

·Numerous studies havo been published for the vertical 
s~tic problem .. Prc.¡:-.i;len: :u:1ona them is the work of 
G1bson and hts co-workers;u, uló.lol who studied the 
response to arbitrary surface loads _of a halfsPace or stntum 
whose moduli increase linearly with depth, i.e. in the form 
G'= G0 +ñí(:/R). where G0 and ñí are. the moduU at the 
suñ~ce and ata one-radius {or one·semiwidth) depth. 1hsa 
s~dies ,revealed that for an iycomprepible ~um1 Le. 
with P~!'!OJ1.). ra~\~.of.Q . .SQ •. !h.•tts~»-d)S\!'ib.u.tion is harTy 

· mtruenced b)l _the d~gr~e .. Qf jn_ho!!!'!stn~ity; 'iñi!ié.piñl--· 
cular case of zero surface modulus {G0 ,;·o) this distribu
tion is identical with the distribution in a homogeneoua 

Typo of loadlna Statlc atiiTMtl 

,;¡ 
l-A • 

Vertical. on foUDdatloa or. A • contact uea 
any lhape .. 

~A(1 + Ey/GvH) 
B 4-11 

A = contac:t ara 

Ver~. on ri¡jd strip 45Ev 

~+)..S~ )!4-•¡(Íf6)(H/8) 

,, 
1+--

Horizontal, on ri¡icl strip lE 3H 
S y 4.10 -rt(H/8)•·• 

• Bued on rcsults by G1bton 1 J and. Gazetas u 

halfspace, repnllesa o( foundatlon geometry. The suñace 
settlement, on the other hand. being quite sensitivo to the 
asaumed soil profúe, becomes ditecdy proponional to the 
applied normal pressure when G0 =O, independent of ihe 
siZe and shape of the loaded area and of the thickness H 
of the soü !ayer on a rigid but frictionless (smooth) b:.S.: 
Thus, such a soü behaveslike a Winkler medium rather than 
~ homogen!ous halfspace, its spring constant being simply 
equal to 2m/R. Express1ons for the vertical static stitTnesses 
of suñace founclations of severa! shapes supported by such 

·a soil deposit {frequendy referred to as ·Gibson sou·) are 
shown in Table 7. · · 

This behavior remains only qualitatively ttue when. 
drained soil behavior is taking place (i.e. • < 0.50). Thus, 
~ith .increuing degree oí inhomogeneity (e.g. increasing 
m) _normal and shear stresses. affect the soil at greater 
~er~~ and lesser horizontal_ ~tan~es, in agreement with 
U1twuon that expecu stiffer material to · attract targer 
stresses. On the other hand. suñ•ce disptacements, being 
moderately,. sensitive to v, do tend to become propor. 
tional to the applied local pressures as m increases. lt is. 
thus, generaDy concluded that an inh~mogeneous deposit 
leacls to more uniform distribution of stresses under rigid · 
foundations than the simple ewtic theor¡ (homogeneous . 
halfspace) predicts. . '• 

This general behavior of venically loaded suñace founda· 
tions on an inhomogeneous soü deposit has been recently 
shown to be applicable to · torsionaUy loaded circular 
footlngs." · • · 

The static and dynamic vertical, horizontlt and rocking 
behavior of a rigid strip foundation supported by a naif. 
space or a stratum whose wave velocities increase ünearly 
v:•· ,h depth, has been studied by the author." Somo resuliS 
t.·. that study are pre:2nted here for a half~ace consist:r.g 
of soil wi.th a constant mas.s density. a cor.stant Po::;scn '5 

ratio, • = 0.25, anda const:int hysteretic damping. < = 0.05, 
and an S-wave velocity varyins with dej!th according 10: 

(57) 
• 

in. which: V0 = surface velocity; 28 = founclation width; 
and A = the dimensionless rato of inhomogeneity. 

Rao¡o of validity Soil proflle 

CrosH.niJouopic 'Gibson' 
haltspue obeyi:a¡ equation (60), 

wlth a modulus GvH =m l:/Bl 
Undniood loodlna condltlons. 

General ao~HJ\Uotropic 'Gibson • 
half'space (i.e. noc obeyin&: 
equatioa (60)) with 1 modWus 
GyH • ii(Z/Bl 

1 .. ¡ .... Shallow croSHnilotropic 
undrained tayer; soi.l prope!~ll~:' 
are unilorm th.roughoul thc 

o..s " ... l.S laylt and they Sltisfy 

oquation~.? 
.H 

HI: 1 "¡ .. ~-
o..s ". " l.$ 
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Fl¡un 1 S portrays the clependence of A of the nonnal
lzed verticaL borizonlal and rocltins stilTnesscs. As one 
ml¡ht expect, the vertical stilTneu exhibits the laqest 
lelllitlvlty to A and tbe rocking sliffness the smallest -
another manifestatlon of the clifference in the 'pressure 
bulbs' of tbe tbree types ofloading. · , . 

The effect of soil inhomogeneity on tbe tbree dynamsc 
compllance functions is shown in Fig. 16. Two values of tbe 
panmeter A are considered: O and 1.5. The former value 
corresponds. to a homogeneous halfsp.ce, tbe wave velocig: 
o( which, V. a. was selected to be thc same with the wm 
felodty of tbe inhomo .. neous halfspace at a dep!l! equal 
to !he foundation halfwidtb. B; i.e.: - V.tr •l'o(1 H) (58) 

Tht chok:e of such a homogeneous halfspace for tbe 
comparison has been molivated Po; !h• ftollll!!lt JISLirL. 
pi'Ktice of . sol u tions developed or homogeneous soils._ 
witli-iri e[[.Ctive- ·moaúiüi .. equili To -¡¡¡e actual modujus 
ata depth equal to·s ·ói·R; ta··appioximate the ~~~- .. 

. . -·-· .... -- -. .. . . . ---··· n •• .....,,,_. 

lt is evident from tbe comparison of Fig. 16 tbat, in tbe 
low frequency· range examined, the irthomogeneous 
meclium yields vertical •~d horizontal displacements (both 
ln·phase and 90°-out·of-phase componenu) whk:h are, 
indeed, of about th · ·'ame averoge.level wi!l! tbose of tbe 
'equivalent' ho=g .. neous halfspace. Howe.ver, tbe ryc:king 
motlo111 on the irthomogeneous deposit are seriously 
underpreclicted by the chosen homogeneous halfspace 

F1gun 15. Static sti[frrmn o[ a rigid strip [ourrdilrton on 
an inlwmogeneous lral[space 1 • =O. 25)" 

¡¡¡· .2 ';K 
u 

o. 

•• .... 
~t <,....S,_., .. -

o .. .e. o .z .• .a 
• ¡ 

FftuN 16. Complilznce [Unc!Wns o[ a rigid strip [oundlz
tlon on an inlwmogeneous lral[!poce lv=0.2J, t=O.OJ!" 

mode1; to yield comparable rotatlon levels tbe two media 
must have lile ame moduli ·al a depth of about B/2, or 
somewhat lea. · 

Furthennore, a substantial dlfference between the 
'A ~ 1. S' and 'A =O' compüance functions may be note d. 
Namely, the fonner are not smootbly varying functions of 
do, as are the latter, but exhibit peaks and valleys which are 
apparendy tbe result · of resonance phenomenL In the very 
low , frequency range tbe imaginary componen u of tbe 
'A = L5' compliances attain quite small values, increasing 
almos! linearly witb d 0 • 

These phenomena are reminiscent of tbe dynamic 
behavlor of foundations supported by a stratum-over·•· 
rigid·bue (Fip. 10-11). In tbis case, total reflection of the 
downward propagatiftg waves is possible due to the incre as
ing soU velocity witb depth. A cliscontinuity in velocity is 
not necessary for such a reflection, since the wave rays in 
inhomogeneous media with linear velocity profücs are not 

· straight ünes but circular ares. As a result, howevcr, ihe 
resonant peaks on inhomogeneous soils ue very flat and 
t."!~ rad!a!!on ~l-"!tping is never zero. !n centras:, :..'"te 
presence of stiff rock-liknnaterial at sorne deptb beneatb 
tbe suñace leads to very sharp and pronounced disoiace· 
ment peaks, occurring at weU separated frequencies (see 
Fig. 8-11). 

~posia with a wedtherrri crwt. The dynamics of a rigid 
strip foundatlon on an ideallzed soil deposit consisting of 
a homogeneous stratum or halfspace overlain by a top 
stlffer layer in whk:h tbe shear modulus decreases as a 
second-desree parabola (Fig. 17) has been recently studied 
by tbe author." Also recendy, Rowe and Booker, 1"' pre· 
sented comprehensive parametric results pertaining ,-1.0 

vertical stalic unifonn loadlng, both plane-strain and ,L.;;; 
symmetric, on severa! realistic inhomogeneous depOiits. 
includlng a homogeneous !ayer with a weatbered crusi: 

· Figure 17" illustrates tbe effect of tbe reduced crust 
thlckness D.,IB· on the tbree normalized dynamic imped· 
ance functionS of a rigid strip. The soil proflles are chane· 
terized by a shear modulus ratio, G.,/G, equal to 4, and 
realistic vallaes of the Poisson's ratios, ve,. and v. equal to 
0.25 and 0.45, respectively. Note tbat tbe ratios G.,/B and 
o.,JB may be considered as indexes of tbe degree and 
dlptlr o[ wotlrering. 

lt is evident that the presence of tbe crust has a pro
nounccd effect on all impedances. Especially sensitive to 
changos in o.,IB are the horizontal impedances, whereu 
the vertical and rocking. enes are somewhat less affected. 
Variations in the as.sumed moduli rat!o (not "depicited in 
Fi¡. 17) have been shown to have a similar effect. 

Furthennore, tbe weatbering effects exhibit a strong 
dependence on frequency. For example, at low frequency 
factors vertk:al impedances ase relatively inclifferent to 
variatlo111 (within realistic limiu) in either stiffness or depth 
of tbe crust. This is understandable in view of tbe iact that 
vertical surface strip loading affects tbe soil at great depths, 
of tbe arder of 88, as discussed previously; tbus, a stiff 
crust wlth D.,< B can only be of secondary importante . 
This picture, however. changes at higher frequency factors. 
i.e. loWer wav~length-thickness ratios. as may be seen in 
Fis. 17. Greater participation of surface (Rayleigh) waves 
in the motion and stronger reflection. of the body waves 
emanating from tbe foundation by !he soft !ayer interface,· 
may be part of the explanation. . 

1t may o!So be noticed that roclting impedances show 
about the same sensitivity to weatbering tbroughout tbe 

----------------------------------~----------------



1 

: ., . 

;"·20 
. es· 

o 

, 1 1 ~ 

' .. 

a., •o 
Ffrun 17. /mpMIDu:e jimcttoM o[ a ri8fd Jtrlp fowrtJI. 
tfDn on deop 1oil dopo<it with a woathend cnu1 (G .,/G • 4, 
... -o.25, •=0.45, t=o:os;" 

frequency rango examined, and lhat, in genenl, lhe imqin
ary pans of alJ three impedance funclionJ exhibir only a 
smaU dependence on eilher o.,¡ a Ot G.,.JG. 

Rllference is inade ·to ·lhe original publicalion by the 
author for a more com¡Hote paramerric assessmenl or the 
dynamlc effects o( 'weatheting' on strip foundalions. 
The author sees a deflalte need lo extend these srudies lo 
dynamically loaded CüCÜiu foundalions. 

E/T«t O{ JOiJ IUÚJOtropY . 
Numerous experimental stu~s have shown that most 

natural soils and roclts possess anisotropic deformalionil 
chancteristics. u, JOJ-aa., This &Q.isotropy stems from the 
fact that soü fabric is intimately related to the mechaniéal 
proc:esses occurring durins fonnation. which involves aniJo. 
troplc stress sysrems. Thus. for example, natural clay 
deposits fonned by sedimentation and. subsequendy, one
dhnenslonal consolidation over long periods óf time acquire 
1 fabric that is characterized by particles or particle clustell 
orienteci in a horiZontal a.rrangement. This preferred orlen~· 

tatlon maJen lile clay a c:roa.anJsortoplc material With 1 
ftrtical lXII o( symmetty. Simüarly, fabric anisotropy in 
IIDdl atlsn from the influence of gravity forces and particle 
shape on the deposilion procea, whüe in rocb the IJibo. 
tropy may result from the anisotropy or formina minerals 
and mic~ or macra.fab.ric fe1tures. 

'111111•. an isl)tt_opic el~!~ _!!!A~!ial is chatacterized by 
only tWO irJclepeniíeñ~":'!~ C.O!'S\aJ!~ (e.B. sn<# mOdÜ(ÜJ 
anct POiíson's .r~!ioj, lrve puarneters are needed ro descnbe 
tfi·e-ifreu:s-Uain relatiO~shipi Cl(ii'.éi.Ütic cros._c..añ;;.;uopic 
mater:jl,l: a Young's modulus Ev in the vertical direction; a 
Yóiiíla's modujus EH in the horizontal direction (EH= 
nEv); a Poisson's ratio •vH for the effect of vertical on 
horizontal strain; a Poisson's ratio ~~~H for the effect of 
horizontal on complementary horizontal sttain; anda sheu 
modulus GvH = GHv for distortion in any vertical plane, 
i.e. any plano paJallel to the vertical axis of material sym· 
metry. Note that Lsotropic materials are just a particular 
clua (subsel) of cross-anisotropic materials chatacterized 
by" -1 (i.e.EH =Ev=E, "YH = IIHH= P and GvH=G= 
E/2(1 + •)). 

The condltion of incompressibility, appropriate for un· 
dralned loadina condiiionJ, requires lhat: 

(59) 

and, thus, reduces the number of independent material 
constan ti to three. Moreover, utilizing the resulu of severai 
experilnental invesligations, the author has recendy shoWn 54 

lhat, in many clays, the sheat modulus GvH is closely 
related to the other four material constanu. Under un· 
dtained conditions, for exunple, with a reasonable accuracy: 

Ev 
· GVH•-- . - {6C) 

· 4-n 

· Thus, the number · of independent material constants 
reduces to two, under undralned conditions, and to four, 
under dralned conditions. · 

Rcsults for statically loaded rigid foundations on cross, 
anlsotropic soils have been presented by Gerrud and 
Harrison,92. 101 Gibson11 and Gazetas. 54 Solutions for 
dynamicaDy loaded roundations on crósa-anisotropic homo
pneous soil deposits whose elutic constants satisfy equa· 
tlon (60) (or its 'dtained' counterpan, not given here) have 
beell presented by Kitkner61 for circular foundations on 
hal(space and by the author"' lO& 109 for strip foundations 
on homogeneous stratum ot on halfspace. Table 7 and 
Fia- 18 offer sorne characteris1ic results from the men· 
tioned publicationJ. 

Speclflcally, Table 7 dísplays simple but· fairly accurate 
formulae for the venical statjc stiffness of ubitrary-shape 
foundations on 1 cross-anisouopic, incompressible and 
inhomopneous halfspace ('Gibson' soü), and for the 
vertical and horizontal static stiffnesses on a homogeneous 
and illcompressible crou-anisotropic shallow soil stra.tum~ 
on-rigid base. Notice that on an anisotropic 'Gibson' haJf. 
space obeying equation (60). the degree or anisotropy has 
no influence on the vertical stiffness. In all other cases, 
however, ihe stiffnesses increase substantially with 
n = E11/Ev. In fact, for n -4 alJ stiffnnses tend to infinity, 
since lhe strain ene'IY of such a material is zero for ajl 
possible applied stress systems."· 101 

Regudina the sensitivity of the· dynamic response ro 
variations iia the degree of anisouopy. n, under undrained 
conditions, lhe main conclusions of lhe aforementioned 
studies are summarized as follows. 
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n,urr 18. E[[ict o[ •oii ani!otropy on complümce {U111:
dolll of a rigid Jtrip [oundJJtion on !tratum-ovfl'bedrocll: 
(f»>llroiMdconditio11!, H/8=3, E=0.05),. 

For the two comprossional modos of vlbratlon, i.e. 
vertical and rocking, the inlluence of anisotroey.is approci· 
able but seenu to decrease as the thickness of the stratum
on-bedrock decreases. with the shear modúius GvH remain· 
ing constan!. ~ffect of anisotropy on the shearin¡ 
mode of vibtatlon, _ i.e. s~yin_¡._ ~ simiiar_wi1h..lhl.~

. oC aniso-uopy_óñ_G~ii ánd independent of.tho ~u.llli.c_t¡. 
nea·· in other words. tWO soils with idenW:al GvH-an4 H 
but 'with different Young·s moduli_ anil n, will.}'Wd. YIJ:Y 

siiiiílai uñiitainéc! dynamic disP~~e_rne~ 11. · 

Fi&ure 18 poruays the dependence on 11 of the thtee 
compliance functions of frequency, for alayer Wlth H- 38 
and constan! Ev. lt is concluded that, in the low and 
medium frequency range, by increasing 11 the dynamic 
displa"emenu decrease :llld the rosonant frequencles shift 
to the right, roughly in proportion to (4-n)'"'. Obviously, 
the corresponding decrease in. the staW: stiffnesa may be 
held responsible for this effect. At certain higher frequencies, 
however, rocking ancl vertical incroue, 
~tead or decreasllla. with "· .;;:¡¡ 

q_uenc.~~ .. 
In conclusion, anlsotropy exerts iU main effect throull1 

the ñitic stiffnesses of the soil-foundation system. 
... --------- . 

Effect ofsoil nonllntqrlty 
In currCnt soil-structure interaction practice the non

linear plastic soil behavior is usu:iüy approximated through 
a' series of iterativo linear :lllalyses, using soil propertios 
(moduli and darnping ratios) that are consisten! with the 
leve! oC shearlng strains resulting from the previous anal· 
ysis."'· 11~ These ~!1-~S may utilize a weauh...of ¡nilable 
ex~r!Jnell_ta:Dii"il.ll~ta teli.lioL!l!L.<I§re.ue io llWli.U 

sheu modulua aad che i"Cf!e'M ill (dfectiye) 4UQ¡jg ~~o 
~th increniq •mplitude of shear straiiJ.,. . . . 

Soil nonllnearitles are not üSüaiiy of a SJpúflcant magru • 
tude in machlne foundation problema, for the reasons 
menlioned in the introduclion. (In conuut. the response 
of soil·foundation systems to mong earthquakes is very 
sensitivo to deviations from linear-elasW: soil behavior.) 
Noncthelesa..3~.!!..J!dl1Lunall_ amplilwlu.. of vibration, 
lt is. almoat cert.~ _that sorne soi!_elemen~.INill undergo 
plasdc defo_rm•tions. _For ·instan~~ •. ~nder .. the. e<l&« of 
róeldñl shallow foundatioas., larp concenuation.!lf1!3sses 
and low conflning pressures will invariably le~ _ _!o_r~l~!!'B 
ofs0il.•· · · -
~teresting patametric investigation of the effects of 

soil nonlinearitlos on the dynamic impedance functions oi a 
rlgid s~p foundation has been concluctecl by Jakub ancl 
Roesset.,. In theit studies the soil was modelecl as a horno· 
gen~us or inhomogeneous stratum.over-rigid-base with 
reduced thicknesses H/8 = 1, 2 ancl 4. A Ramberg-Osgood 
model wu used to simulate the nonlinear ·constitutive · 
re:lation of soü.and iterative linear analvses were performed. 
One of the two pararneters of the Ramberg-O.g;,.,d model. 
r, was kept constant equal to 2, while the second one, "· 
was varied so as to cover a wide range of rypical soil stres.s· 
strain rolations. For such a model the variation of secant 
modulus and effeclive darnping ratio with suess arnplitude 
iJ given by: 

and 

G 1 --
2 G ~ ·----31' Go Go'ry 

(61) 

(62) 

in which: G0 = the initial sheai modulus for low levels of 
strain; ..,1_~ a. characteristic shear strain •. typically r~ging 
from 0.0001\11. to 0.01%, and T = the amplitude ot the 
induced shear stress . 

Froin these studles Jakub and Roesset,., 61 concluded 
that a reasonable approximation to the swaying and rocking 
impedance' of a rigid strtp may be obtained from the avaü· 
able linear visco-elastic solutions (e.g. Table 4 and Figs. 
10-11), provided t!llt_:erfectiy_t' ... Y.~\l.ll-2U< .an•Lt ;w. __ 
ostimatedlíom egy¡tiPns (61)-(62) .l!'ilh: . 

T"' Te (63). 

where '• is the staticaUy j¡¡®c~d. shear str.e.~,at a de.pth 
{guli to ó.3óB. immedjate!y below t]!!l.'1!!.!!.<ll!!'?!! ~dge. 

Whde more studies would be necessary to unprove the 
reliability of this simple rule, its use in machine ioundation 
analyses can be safely recommended, in vitw of the sma!l 
local nonlinearitles that usua!ly develop. 

RIGID EMBEDDED FOUNDATIONS 

The response of embedded foundations to static and 
. dynamic loads has received considerable attention. As a 

result, severa! llnite-element as weU as approxunate 
contlnuum-type forrnulations have been developed, while 
parametric stuJiies have explored the relativo significance 
of the depth and 'rype' of embedrnent. Reference is made 
to the work of Lysmer ~~ a/.,13 Novak tt al.,"' Beredugo 
• Evidence oC sucb yM:Idinl has becn pt"'nented by _Ríe ha::_~~ al.' 
(fil;s. 10 and 26), whüe recent experimenui work at _the Uruvcr_s1ty 
o( ~hilan reVealed a similar phcnomenon undcr tors.~onaUy cxc¡ted 
Co0linfl.'" 
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tt al.," Wus tt al .• " Kausel tt al.,• Chang·Uans.'' Johft. 
son tt "'·· 111 Luc:o, 

66 
Donunguez tt al.,., Harada tt a1." 

and r ..SOulu, .. amons severa! othen. 
Results have been pmented for circular, strip and rect· 

angular foundations and a variety of idealized soil profdes, 
tncluding tl•e halfspace. stratum-over·bedrock and stratum· 
over·halfspace: In each cue, the new key dimensionlesa 
problem parameter, in a~ition to the parameten conuol
ling the response of surtace foundations. is the relativa 
ombedment, D!B or D/R. Moreover, lhe assumed interface 
behavior at the contact between venical sidewalls ancl 
backflll is of crucial importance. Most ofthe aforementioned 
stildies assume that walls and soil remain in full contact 
during vibrations. as if they were welded at their interface. 
In rea).ity; hOwever, no tensile stresses can be sustained 
between the two media, whilo the magnitude of developins 
shear trJctions cannot viola te Coulomb 's friction taw. 
Hence. separation and sliding are likely to occur between 
sidewalls and .backflll. depending primanly on the modo 
of vibration and the narure and method of placement of 
the soU. Field evidence, documented by Stokoe and 
Richart,113 seems to indicare that separation and sliding are 
more likely with clayey than with sandy soils, in accord 
with intuition. Funhennore; it is expected that separation ' 
wm be more signiflCant with the two antisymmetric modes 
of vibration (swaying and rocking), whereas sliding will be 
of sreater importance in the two Symmetric modes (vertical 
and tonional). ldeally 'welded' foundations are studied 
f~nt. 

'Wtldtd' cy/lndrlJ:a1 {oundatioru in a homortMD~JIItrrltum 
ni.e results to be r:resented are based on the work of 

Kauselll and are strtcuy appncable to foundations having 
infinitely. rigid sidewails anu mal, which .,. a11 in ?•rfect 
contact with the soil. Moreover, the backflll must be of 
very good quality and have the same properties with lhe 
soil beneath the mat. These are ratheÍ extreme conditions 
and, thus, yield an upper bound of the possible effect of 
embédm~nt. 

Table 8 displays five simple and sufftciently accurate · 
fonnulae for the static stiffnesses of cylindrical founda
tions, perfectly embedded in a homogeneous soil !ayer 
overlying bedrock. lt is evident that embedment increases 
tite values of the static stiffnesses substantially .. ~~,!!f
in D/R is especially beneficia! to the two rotation~.l!I~CS. 
rocltiJij and-tontóií; thit-lwo·fiañil~iion~inodes. vertiA:al
and horiZóniaf; a;e· consideribly .lfli ... áirecreti (facton of 

.... ··-:_ ---~-·-· ... 

1/2 and 2/3 for vertlcaland hortzontalloadln& ucampared 
to 2and 2.67 for rocltingand tonion). 

In conll'Ut, the effect of D/H is more !i!il!Jl..ill.t.ba. 
vertbl-a.~w~tofl.íil !IIQ.d.ei app,..da61V Ita imii9Gant. 
in roc.~81 ~~-dn~jgible in to~s!9.~.:.!N!.il ~oO!J!!~~!.~ith 
the expected <lepths of the corresponding 'pressure bulbs', 
discussed in the preceding sections. 

Note that with embedded foundations the t~?upüng 
stlffnesi~ .. x-,;.-·C:aj(no·ronger be neglected, being a¡>proxi, 
mately eq~ tQ.!).4_K;p:_ .... · ·· · · · · - · 

The effect of embedment on the frequency variation of 
the dynamic stiffness and damping coefficients is demon· 
strated in Fig .. 19. We notice that k is nOt very sensitive to 
D/R. In fact, Elsabee ttal.114 recommended that the actual 
frequency variation of k of an embedded foundation b., 
approximated by the variation of the corresponding suri•co 
foundation. This seems to be very reasonable for a11 Vibra· 
tion modes at" low frequencies. For rocking and tonion. in 
particular, the approximation will for all pnctical purposes 
be good throu¡h.out the frequency range ex.amined; in ot.her 
words; the beneficia! effect of increasing DI R on the static 
rotational stiffnesses is preserved even at higher values of 
ao, at leut for not very large D/R ratios. However. beyond 
~the first resonant frequency, vertical and swaying vibrations 
exhibir undulations in k which cannot be well reproduced 
with the results of surface foundations. 

All damping cÍlefficients increase substantially with 
increuing embedmont, although below the fint resonance, 
110,, they remain small. lt has.been recommended90. 114 t.r.1at 
for a0 >aor. e be taken equal to a constL,t value. co¡n. 
spondittg to the average value of e of a foundation em
bedded in a halfspace. To estim•~~ this latter value of e, 
use may be mado of the simp)'' • expressions dorived by 
Dobry tt al!' on the basis of siinple but r<:llistic pi:y,icál 
approximations. For the two ti'anslational mode:s, the ;";e· 
quency-iitdependonl damping coefficients for cylindrical 
foundations embedded in a halfspace are appro>Wnated by: 

.-(2-•) I+I.J(D/R)[t+(3.6/1r(l-v))) . e• "'--· (64) 
• 8 !+j(D!R) 

and 

1 + 1.85(1-v)(D/R) 
e0 "'O.SS 

1 
(65) 

l+,(D/R) 

The increase of the two damping coefflcients with DIR 
is reflected. in the muéh larger coefflcienu they are multi· 

T~ l. Sladt ltf/fftnln of rlttd tntbftlüd cylllttlnaJI {oWidatloiU 'wGdtd' tu» • lrol'fiDpn«JUJ soU Jtrtltllm~ .. tr·bedr«Jc• 

tnooof ....... Slatlo otllfness PM!IIe 

Vatlcd 

Horizontal 

Rod<IA& 

Couplod ltoriaonlakodtln& 

Tonlon 

~~ R)( 1 o'{, ( 01 0/H '\. r=;~.l+l.l8¡; l+lii'\1• 0.85-0.28¡ I=Díi) 

~(t•! !!)(t.! ~)(t.!~) 
1-• 2H 3R 4H 

IGR' ( IR)( O)( O) m-;¡ 1•¡¡¡ 1+2¡¡ 1+0.1¡¡ 

' o.4oK.o 

~ GR~( 1+ 2.67 i) 
• From Ellabce trfll.1 u and Kausel tt al." . . . 
t For foundadon with deeper embcdment the formulae underpredkt the 'act\lal' tncreatl iD the sciffrm.s 
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F'fiUn 19. E!ftcl of mrbtdmnot on dyn~~mtc cotfficltnts o! « rlgid ryllndrical foundation on strarum-ovtr-btdrock 
(H/R = J, V= lfJ,f = 0./J.SJ"· ...... 

pUed with in the n~merator than in the denominator; e.g. 
for •=0.40, c• is proportional ro (1+3.80/R)/(1+0.67 
D/R) and c. is proportional !O ( 1 + l.ID/R)/(1 + O.SD/R). 
Expressions similar ro !hose of equations (64)-(65) have 
not been developed for rocking and torsion. 

lt is rUiaUy noted that. wj!h very good acc"!_acy,_,l?.!!!. 
may ser for_~!~~p}.i~&.~~-~~.ce: 

...... 1; c.,= o (66). 

lmptr{et:t contiiCt bttwttn sldewal/ and biiCicfiU 

Two recent studies have addressed the question of the 
dynamic response of embedded foundations, the sidewalls 
of which are not perfectly bonded to the backfUL ... '" 
In both studies. the nonJinear ~.:o•ntact phenomena c.ssoci
ated with separation and sliding are modeled in an approx..i· 
mate way. 'lñus, Tassoulas as.sumes that no contact exists 
between. sidewall and backflil neaz .the ground surface but 
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that 1 perfect contact is effeetlve o .. r 1 height equal to d 
lbove the buemcnt. By allowins d to vary between O and 
D aD cases betweon the extremes of 'no-contact' and 
'welded-contaet' could be studled. On the other hand, 
Nonk tr al. considers the sidewalls 10 be in contact not 
with the undisturbed soil but with a cylindrical zone 
consistins of softor material. By allowing the shoar modulus 
of this zono 10 take valuos betweon 1ho shear modulus of 
the backf.U and zero, various qualilies of contact could be 
considered. Noto that,a similar parametric study for static· 
aDy loaded foundations, the sidewalls of which are sur· 
rounded 'by a soft cylindrical zono, has been prosentod by 
Johnson er al.116 Only resulta from Tassoulas" aro shown 
berein. 

The sensitivity of the static stiffnesses to variation in the 
contact·heisht over embedment ratio, d/D. is g~phi<:ally 
displayed in Fig. 20. The effect is essentially independent 
of H/R and D!R; hence only one curve is plotted for eadl 
mode. Consistent with the observations made in the 
previous subsection, the eifects of d/D are very significant 
for rocking and torsionalloading, substantial for horizontal 
loading and secondary for venical loading:. For instante, 
the 'welded-contáct' stiffnesses (d/D = 1) are 2.74, 2.33. 
1.60 and l. 30 times largor than the ·no-contact' stiffnesses 
(d/D =O) for rocking, torsional, horizontal and venical 

. loading, respectively. . 
Figure 21 ponrays the e!Tect of d/D on the variation of 

Ir ande versus a0 • The stiffness coefficients are only slishdy 
affectod by d/D at low frequencies; at liisher frequencies, 
however, the sh.arpness of the resonant valleys decreasea as 
d/D increases. On the other hand, the damping coefficientJ 
show a substantial declino as the 'welded-comact' heisht, d, 
between sidewalls and backfdl, de< reases. Exception: c9 , 

"''hi<:h is less affected by d/D as "'"U as by D/R (see equa
tion (65) and Fig. 19). Notice also that the influonce of 
d/D on e,· depends strongly on the particular. froquency 
or oscillation. 

Em«dlkd strip {oundJJriDm 
Oynamic compliance functions of rigid strip found~tlons 

embedded in a homogeneous soil sUatum overlying bedrock 
have been obtained by Cñang- Uang." Perfect contact is 
assumed between the two sidewalls and tho backflll. and 
the rosults are cast in the form of equation (20) (i.e. dyn· 
amic _compliances normalized with the stati<: stiffnossos). · 

. . H 
. . . .· 1 . . . 1' . . . . . . . . . . 

·,,«»,:«:;;;~ ... ~1 ,, ... ~;> ... <<.-,;;; «< 

Jakub and Roesset, .... by utillzlna the roSIIltJ of an 
extellliYe pararnetti<: study, developed simple expreSsions 
for the stati<: horizontal and rocklna stiffnesses, which are 
displayed in Table 9. 1t is evident that the influence of 
embedment is much smaller for strip than it is for circular· 
foundations. In fact, the two coefficientJ multiplying D/8 
in Table 9 (1/3 and 1) are exacdy one-half of those multi· 
plying D/H in Table 8 (2/3 and 2, respectiveiy). lntuitively, 
these results :~ppear to be very reasonable since a strip 
foundation has sidewalls along two sidos only. Thus, per 
unit le~;~gth. the ratio of sidewall area to basemenc area is 
equal to 2D/28 = D/8. Whereas, for a circular foundation 
the ~tio of the two aroas is 2nRD/nR' = 2(D/R)! Thi.i 
seema to imply that tho influence of D/R or D/8 is pro-
portional to the sidewall-over·basemat area ratio. · 

The two nonnalized compliance functions. f~tt + i/~2 
and {,1 + !,.. show p~ctically no sensitivity to the DtB 
ratio and hence are not reproduced herein. Reference is 
made to the original publioation" for more detailed 
infonnation. 

RtcllmfUiar found4nolu em«dded in NzlffPtlct 
Dominguez and Roesset" developed a boundary element 

formulation on the basis of which they derlved unique 
results for embedded rectangular foundations perfectly 
bonded into a homopneous halfspace. Figure 22 presents 
a few of their results for a foundation with an a.spect ratio 
L/8 = 2 and three embedment ratios, D/8 =O, 2/3 and 
4/3. Only the stiffness and dampins coefficients are plotted 
in Fi¡. 22 versus a0 • 

Resulta for the static stiffnesses ase not shown hero. lt 
appean. however. tbat the Sensitivity of most stiffnesses on 
DIB is riot as stron1 u in the case of circulu C -mdations. 
but is quite stronger than. that of a strip foow.~: Note t~at 
the sidewall.basemat area ratio in this case becomes eaual ~o 
4(8+L)D/(28·ZL)= l.S(D/8), whi<:h is in be¡ween •.he 
1 1nd 2 times the ernbedsnent ~tio of the previous two 

• 1 caaes. 
The dependence 011 D/8 of the le ande venusa0 curves, 

shown in Fig. 2, rew::ols the following trends. 
I. In the frequeacy range examined the sensitivity Or 

the stiffness coelfiCimta lo lasge variations in DI B is quite 
. small. For all moda. the decüne of k with a0 al low ire· 
quencies becomes Jlwper as tho level of embedment 
increases. 

3 
r 

t -o 
2 -~ 

......... h -'g 
'1 -~ 

1 

o as 1 

dfo 
J. F'ftun 20. Statlc Jtiffneues o{ cyllndrica/ foundationiwttlr diff<rent d/D TattoslH/It =J. D/R a l. • m 1/J)• · 
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-- 1+-- 1+- 1+--oG8' ( lB)( D)( 2 D) 
lU-•l J H 8 3 H H/8 > 1 

D/8< 1/3 

• From Jakub ancl Roesset ..... 

· 2. A1l the dunping coefflcients increase substantiaDy 
with increasing D/B. The effect is particularly important for 
the rotational modes. lndeed. for rock.ing and torsion e ... 
does not tend to zero in the low frequency range when the 
foundation is embedded. The practicaJ Significance of this 
phenomenon is obvious, especially· in cases involving small 
a~_ounts of hysteretic damping in the soil. 

SYNTHESIS: COMPARATIVE STUDY ANO 
PRACTICAL RECOMMENDATIONS 

The previous sections have studied the efTects :of crucial 
probierri parameten, related to the soil prof!le and the 
foundation geomctry, on the .dynamic response of massleu 
rigld foundation platos. lt is interesting, however, to also 
investigate the influence of these parameters on the 
response of a nuwive foundation, and thus develop a better 
penpective of the role 'of sorne of these parameten. We 
note that, in such a study, equations (39)-(46) can be 
directly. utilized to obtain amplitudes of steady-state 
motion, once the dynamic i."npedance. functions hayo been · 
evaluated: · 

The goal of the comparativo study described here ls to 
investiga te the sensitivity of the response of massive founda
tioru to the exact varialion with frequency of the dynamic 
stiffness and damping coefficients, k and c. To this end, 
two different foundations, both circular in plan, are con
sidered. Foundation A is a relatively heavy one, having a 
radius R =2m,· a mass m= 40pR' and a central IIWI 

moment of inenia 10• = m(0.75R)'. Foundation B is a 
relativeiy llght one, having R =1m, m·~ S pR' and loa= 
mR'. The center of gravity of the machine-foundation 
system is located in both cases at a distance '• = l.IOR 
above ihe base. Both foundations support a machine with 
an unbalanced mass.mo rotating wi.th an eccentricity d0 at 
frequencies w; the center of rotation is located at a distance 
: 0 = R above the center of gravity of the system, in each 
case. Thus, the excitation Corees. refe'"'d. to the center of · 
gravlty, are: 

Oe • llfodow' exp [l(wt + 90" )J (67) 

OA • llfod0 w 2 exp.(iwr) {68) 

111,•0···· (69) 

and the solution can be derived from equations (39); (41) 
and (42) by substituting: Q. = m 0 d0 w'. ~ = 90", Q. = 
modow1

• ~¡,=O. M,= : 0 Q, and ~'=O. 
Four different sets (.L. 2, 3 and 4) of dynamic imped· 

ance functions, K expressed in the form of equation ( I7), 
are considered. Set 1 corresponds to a surface foundation 
on a halfspace ( Fig. 5). Set 2 corresponds to a surface 
foundation on a stratum-over·bedrotk with HIR = 2 (fig. 
8). Sets 3 and 4 torrespond to a foundation embedded 
In a matum with H/R ·= 3 and 0/R = 1; 'welded' sidewall, 

bockfill contact is assumed for set 3, no contact for set 4 
(Fig. 21). Material (hysreretic) damping is invariably taken 
equal to 0.05. . 

In our desire to isolate the efTects of the dynamic parts 
of the impedance. k + iD0c. from the effects of the static 
stiffnesses. K, the latter are assumed to be the same in all 
four sets. Thus, the four cases· differ only in the corre
spondin& k and e values. In re3.1ity. of coune. the static 
stlfl'nesses of each set differ substantially from the corre· 
sponding stiffnesses of the other sets. For instance, the 
horizontal stiffnesses corresponding to sets 1, 2, 3 and 4, 
are in the ratio or I: 1.25::.76: 1.725, respectiveiy. The 
appreciable intluence of these static stiffnesses on the 
foundation response is well known. however. and requires 
no further demonstration. After all, the profession can 
determine static displacements with sufftcient confidence, 
ancl the numerous closed-fonn expressions offered in this 
paper make very simple the tasl< of reliably estimating the 
static stiffnesses of essentially aÍbitrary foundations on/in 
a variety of soilprof!les. · 

· The question then whic.h we try to answer in this section 
is the following: After having properly determined Ulc st:..ü..: 
stiffnesses of a foundation, how important is it to also 
a¡:curately determine the dynamic stiffness and damping 
coeff1eients at the frequency range of interest? 

·Figure 22 compares the four response spectra of founda· 
. tions A ·and 8, corresponding to the aforemen tioned cases 

I, 2, 3 and 4. Plotted in this figure is the variatiOJ wi:h •o 
or the normaUzed amplltude of thé horizontal displá~ement, 
lu,l, experienced by thé Ílighesi point of each foundation, 
at a d.istance z, = l.2R above the center of gravity. The 
following uends are worthy of note in Fig. 22. 

l. For frequency facton a0 > 1, no difTerences exist 
be.tween the four response curves. of either the heavy or the 
Ught foundation. in fact. the four displacement curves 
attaiit ·a neady constant value which is apparently con· 
trolle<l by the static stiffnesses of each foundation. l. Re· 
member that in our study · these stiffnesses do not change 
from case to caSe.) Such a behavior is consistent with the 
high-frequency response of a l·dof oscillator und<! a 
routing·mass-type ·excitation. 7 The impücation is clear: 
at reiatively. high frequency facton, the motion of a rigid 
massive foundation is conuolled by its static stiffnesses and 
it is not intluenced by the exact variation of Ir. ande with 
Do~ therefore. · one can safely .use for le and e the values 
obtained for surface foundations on halfspace, reprdless 
of the aesual soil prome and depth of embedment! 

2. In the low frequency range a0 < 1, the response 
curves depend on the assumed dynamic coefficlents as weU 
as the incrtia characteristics of Ehe foundation. · 

The 'heavy' foundation experiences two resonant peaks. 
The · fust occurs at a frequency Do =- 0.1 S regardJess of the 
exact values uf k· and c. The only difference from case to 
-case is in the _maxirnum displacement amptitude, which is 
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appuently conttoUed by !he btenla clwleterisdcs and !he 
llllfadall clanmina o( each aystem.· (Al such frequenciH 
t.,.¡, whBe ' : hysteretlc dampin& il innrlably equal to 
0.05.) Ita a r. ·->11, use of lhe available hal!space cumiS for 
e lelds loan underpredlctlon of lhe peak response. 
· the seconcl resonanl frequency and resonanl peak are 
both sensitivo to lhe uaumecl values of k and c. lt appem 
lhel lhese peaks are lhe resull of resonance phenomena 
dile to standing ....... in lhe soil stratum. and, hence, they 
are vety Ultle influenced by lhe foundation inertia. Notice 
that for !he halfrpece (case 1) lhe resonance is vety flal 
lince no standing WliVH can be generated in the soil. Thus, 
once more, the halfspace asswnption provea unconservative. 

The 'Ught' foundation, on the olher hand, experiences 
only. one resanan ce which . reflects the characteristics of 
bo!h lhe · foundation inertia ancl the aystem dynamic 
coeffkients. The maln inlluence of k and e is seen on ttle 
peak amplitudes. Notice agaln lhat the hallspace values Load 
·to lhe flaltest peak; a consequence of lhe high radiation 
damplng In a boundlesa medium. 

On lhe basis of lhese observations and the results of 
sorne_ other case studies not presente_d herein, the foüowing 
practica! recommendation can be made: Al relatively Low 
frequency faclon, !he motion of a rigid massive foundation 
ls CODttolled by its static stiffnesaes, K, as weU as its 
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dynamlc stlffness and dampins coefficients, i: lUid.:; <: can 
be ISJWIIOd to be equal to; · . 

(
o r~r/</, 

.:• .. amas... for/>/. 
(70) 

where /, = Y/4H 1s the ftnt resonant frequency of the soil· 
foundation system. for each parttcular mode; k can be 
approxirnated with the values obtained for surface founda
tions on a stratum-on-ngid-base~ tf, however. such soluuons 
ano not avallable, use can be made oi the half•pace values oí 
k provided that the latter are approxirnately corrected at. 
ancl near the fundamental natural frequencies of the actual 
stratum. using as a guide tb.e results oí Fig. 8: . 

The above conclusions and recommendauon.s are stn~tly 
applicable to rigid massive ioundations carrymg rotattnlt 
mass-type machines. For constant-force-type excttauons 
the recommendations are still reasonably accurate. Frame
foundatio~ ha•Never; may be quite sensitive to the exact 
variation of k and e at frequencies around the fundamental 
frequency of the superstructure. 

SOME OTHER TOPICS 

the dynamic beb.avior of pile foundations, the effecti'ofa 
flnite flexular mat rigidity, and the dynarnte tnteractton 
between adjacent foundations. are three topics that have 
received considerable attention in recent years. However. 
present knowledge and understanding of the. pb.enomena 
related te these problems is more limited than for (smgle) 
ri¡id shallow foundations. Research is currently underway 
in severai institutions, airned 11 ftlling the OlUSttng gaps OÍ 

knowiedge in these ¡,¡'-,t.::~ a:;:s. This se~tion is r':"~U:d 
to a brief gene~ discussion of these toptcs anda ltsttng oí 
pertinent reierences for a more detailed study. _ · 

Dyrumtlc lmpedllrtcn o[ pila 
Results b.aV. been presented by numerous authors for 

end-bearirtg and floating single piles subjected to vertical, 
horizontal, rock.ing and torsionalloading. One may broadly 
classify the developed formulations within .three c:ategories: 
(a) dynamic Winkler·foundation type formulations, which 
neglect the ·coupling between forces and displacements at 

th il . il . rf .•l-4loS1.1lO.lll various points along e p e·SO tnte ace, 
(b) analytical continuum·type forrnulations, which neglect 
the secondary comporients of deforrnation anclenforce the 
boundary .conditions at the soil·pile interface by expand· 

•• 

•L• 
'-"· . -.~,. .. ,, 
'• .... 

.. 

.. 

.. .. 
Flguft U. L4tertll dyn11mlc coef/fclenrs o[ sin6/e pi/e in 
411 illhomop"eouJ uratum 122 

lnt the contact pressure· diltrtbutlon to ID infinlte •rteo 
111 telllll of tluo natural. modes of vibratlon of the soil 
layer; ,._,.. 11 1Dd (e) fltlite-element fonnulatlons. 11,_.,, •. 

fiswe 24 pmcnu a typical vuiation of the horizon~ 
inqledance K• versus "•· for ID end·bemng pile with 
length-over-diameter ratio, H/D. equal to 15. The soil· 
stratum consists of materi.ol with moduli increlsinglinearly 
with depth anda constan! Poisson·s ratio of0.40, which is 
typical for normally consolidated clays. The pile is ~i 
circular cross-section and has a Young"s modulus Ep = 
8000E1 , wheno E, is the soü modulus ata depth: = H/4. 
Thls figure hu been adapted from a recent study ~y Velez 
•r al.,"' who utili:!ed the fltlite-element formula !ion of 
Blaney er al.119 The dynamic irnpedance is expressed in the 
furm: · 

(71) 

wb.ere K• = static horizontal stiffness, k• = dynamic stiff. 
ness coefficient, and ~. = equivalen! critica! damping rario. 

1t 1s evident from this f13ure. that the general character· 
lstics oí the 'pile ·behavior are similar to those of a shaliow 
foundation on a soU stratum. The flnt resonance occurs 
abnost precioely at the fundamental frequency of ·the in· 
homogeneous stratum in vertical· shear waves, and no 
raéliation darnping occurs below this frequency. At higher 
frequencies, k• attaini an essentially constan! value; the 
second resonance is buely noticeable. and hence of minar 
irnponance, despite the relatively small amount of mumed 
hysteretlc darnping (0.05). . 

Reference is made to the aforementioned publicatlons 
for detalled studles oí the influenc:a oí the main problem 
parameters on the response of single piles. . . 

In the last. few years, interest b.as switched to the dyr.· 
atnics of groups of pües, a substantially inore complex 
problem than that of a sin;le pile. The f\(St results, based 
Oll a rigorous formulation.'u indic:ate that the dynamic 
atlffness and damping coefficienu of a large g:oup of 
cloaely·spaced pilos may be drastically different from the 
coefficients obtained by a simple -superposition of the 
result.i for a single püe. More extensivo panmetric studies 
are, h.o~ver, needed befare defutitive condusia~s car. be 
d:awn and befare simple forrnulaeand dirnensionless graphs 
of direct applicabillty are developed for practica! use. 

Effecn o/ flntU f0UIId4rlo11 rigidlry 
The in-plano (membrane) rigidity of mat foundations is 

pnctically intlnitely largo, wtien compared to the deform· 
abillty of soils; henc:e, for b.orizontal and torsionalloading 
most foundatlons clearly qualify u 'rigid', ami tl:e results 
of the precedifts ~tetlons ·or thi5 paper are thus peninent. 
Kowevér, in many practica! 1ituations, the foundauon 
responSe to vertical and rockingloading CID;"OI be properly 
pnullcted without accountins for the ftn1te out-of·plane 
(flexura!) ri¡idity of the maL . 

A few studios have appeared lately on the dynamte 
beb.avlor of fle;ubie circular and rectangular plates resting 
on a homogeaeous halfspace.""" The additional dimenston· 
tea pamneter wbich in útis case tonuols the found~uon 
respot)SO is the relativo flexura! rigidiry factor RF=(E¡!E,)· 
(1-•}l·(r/8)1, ·where E1, v1 and r are, re•pectively. the 
Young's modu!t's. Poisson·s ratto and thtckness of the 
foundaiton raíL ·In addition, mi'reover, the exa_ct dutn~ 
bution of the appüed loading influences appnoetably the 
beb.avlor, e~iaBy oí very flexible foundations. . . . 

Tbe rnulu of the aforementioned stud~ts mdicilte a 
reduction in the vertU:al and roc~a.darnping coefficienu 
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c. lnd c. as lho rela!M riclcllty of die plate docteaeS. 
On ·!he other hand, for srnaU RF values, lhe stiffneu 
coeffkients k. and k~ do not exhibit as steep a decay with 
a0 as lhe onc obscrved witll rigid foundll!ons (Fi¡. S, for 
• > l/3). Altllough additlonal panmcter studinue necded 
to dn.w dennitive conclusions. the author believes that the 
main· influence of a decreasing RF on tho response of a 
machine foundation materializes through the coaesporu:üna 
decreui of the static sliffnesses: in other words. the effect 
o( the c:han¡es in k and e can be neglected.. at leut for 
realiltic values of the RF factor. The resulu of the com
parative study o-ffered in the preceding section clearly 
wpport such a recommendation. 

An idea of how sensitive the static stiffnesses. K. and 
K,.. are to changes in the relati\le rtgidity factor. RF. can be 
oblalned from the tcsults of Table 10. The vertical static .. 
atifñtess of a circular mat supported by a homogeneous 
h~!!p!!ce 2nd loaded by either a uniformiy or a paraboüc
aDy cüstributed load. are expressed in the form of equaüon 
{SS). The 'correction' factor le, which ac.counts for the mat 
flexural ri¡idity. is gi~Cm U a function ofRF. TheJ. venus 
RF relationship was computed on the basis .of sor:ne recent 
tnWIS byJhe autllor;1>4 the a~erage of tlle center and edge 
.. nlements were uscd in derivinB lhe stlffnesa of tlle 
flexible inat. 

DyM71Jk illttrocrion berwttn ad/ot:tnt fOW!dJJtloni 
The Vibration of a machine foundation may sometimes 

appreciably affect a nearby structure; convenely, the 
presenre of si:ach. a structure may tntluence the response of 
the m·;. ·tirÍ'e foundation itself. This 'coupllng' in the motion 

· · o(~:" adja~ent nructures through lhe soü is referred to u 
"sw.Cture·SOÜ·Stru.:ture' interaction, and WU nnt studied 
analy1:ically by Warbunon 1r al., 175 in connection with 
cyllndrlcal rigid foundatlons on a halfspace. More recently, 
comprehensive studies have been presented ))y Ch.,.. 
Uang11 who considered two rigid strip foundations on a 
stratum-over·bedrock and by Roesset et d.1,. for two rigid 
rect¡naulu massive foundations or two structúres idealized 
as simple l·dof systems and also restlns on the suñace of a 
homoaeneous stratum. The fellowin• conclu.siona may be 
drawn from the results of these studies. 

1. The prescnce of a nearby ('passive') masa hu a ratller 
small overall intlUence on the motion of the foundation 
c:utyinS the machine ('active'). Perhapa :he most importan! 
errect from a design point of vlew is the appe:arance of 
rockin& motions. evett under vertical excitation; this is 
apparently the result of waves that are reflected by the 
'paaive' founclation. These effects increasa when the muses 
or tlle two foundatlons increase. when the cllllance bet ... en 

· lhem dccre-. aNI wllen tlle tllickneu of lhe soU stratum 

T•Wr IIJ..- -·i~ofik ___ _ 
lwll*«t 

........ Uailor• -cxpra:uon RF .... ...... 
0.01 o.n 0,10 

•CR .. 0.1 o.ta 0.16 
1!0 • -I.,IJIFI· 1 O,lf o.,. ·-· 10 , .oo O,tl 

lOÓ 1 ,00 1,00 

'!p •lp.U-r'/R1l 
.t a..t oa ruutts by Guctu'M 

lncreases. But "'"" for distances u SINll u SB (or SR).Ihe 
prescnce of tlle sccond mass will in most cases be of 
seconduy importancc. in view of the many other úncer· 
taintles of lhe problem.· li is noted, however, that the 
natural frequeneies of the soil-foundation system may also 
change Que to the intenc:tion. 

2. Tho motions induceci ln the "passive' foundation are 
largor than the motion changes duo to interaction effecu on 
thc 'active• foundation. This ís a quite logical result since 
waves emanatiñg from the 'actiVe' foundation excite the 
"passivo' foundation befare they are 'reflec:tcd' back. to the 
'active' one. Typically. one may expect th"e motions in the 
second foundation to be about 20% of those experienced 
by the excited masa. for dist&nces oí the arder of SR and 
hysteretic daml)ing ratio in the soil of S%. However. for 
stril' foundations ( plane-strain problem) on deep soil 
deposits. the above value may inc·rease to about SO%. 

To protect sensitive structures from the vibrations 
i.ndu~d by !. r!~arby mac;hirie foundation. 'active' and/or 
'pas.sive' isolation measUres may frequently be necessary. 
Results of experimental and theoretical investigations on 
the effectivenesa of several isolation sctu:mes have been 
published by Barkan.10 Rlchart 1t al. 7 and Haupt."' 

CONCLUSION 

The state-of-the-art of analysina lho forced oscillations of 
sh.allow and deep foundations hu advanced remarkably in 
lhe lut 1 S years and hu rea<:hed a matute stqe of devclop
meoL Severa! foz:mulations and comruter progranu: have 
been developed to determine in a ratic'1al way the response 
of foundations having various sh&l)6 an<l supporteci on/Lu 
any kind of soil del)osit. Numerous studies ha'f·e ceen 
published exploring the nature of assoc:iated phenomtna 
and sheddins tight on the role of the key parameten 

· intluencing the response. This paper has reviewed these 
developments and presented resuhs in the form of simple 
formulae and dimensionless graphs for the dynamic imped· 
ance functions of circular, strip, rectangular and arbitrary
plan-shape foundations. The various results haYe been 
synthesized in a case study referrtng to two massive 
fowsclations, and practica! recommendations have been 
made on how to inexpensively predict the respon.se of 
foundations in practice. 

Thia · progress in developing new methods of :malysis 
for machine foundations has been paraUeled by an equally 
irri}nessi'le progress in our underst::anding of the dynam.ic 
behavior of soüs and the development of exceUent in ~itu 
and laboratory proc:edures to obtain representatlve values 
of dynunic soil parameten.,. · · 

The author beüeves that, at present, there is a great need 
to catibrate our analytical procedures by means of actual 
case histories. Syscematlc post-construchon observuions of 
actual foundation performances are the key to this so 
important task.. After all, confidence in advanced methods 
of analysis can only be gained if these are preved capable 
of predictina the faeld behavior of actual foundations. 

Analytical work is also needed to iml)rove the present 
knowledge and understanding of, ~mong other tapies, the 
dynamic behavior of groul)S of piles, including the intluence 
of the püe-cap; lile response of flexible mats founded on a 
soil stratum; the dynamic characteristics of foundations 
consistina of muhiple isolated footings; and thi: effects of 
the non-uniform inilial distribution of sutic suesses in the 
soil, arisina from the weig.ht _of the structure. 
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tht foDowtn¡ symbob ue frequendy used ID the pa¡oer: 

Rwlilr.d. io P'mltry · 
: B · • half'·width or a strip foolln¡ or the sho.-

half'·widlll ora rectan¡ular fooliD& 
D • lfe?lh of llllbe4m 1 
d • bcl¡bt or pe.&ct sldtwall-bacldliJ contac:t a11ow 

tilo (C!!•ndet!M .... 

H 
L 

R 
Ro 

• lhlca.. of 10ihtra1111n 
• ~ of the lonpu sldt or a rectucuJar 

fOUIICiatloa · 
• radlus or a cyUndrical foundatlon 
- &:ldiua or 'equivalent' circuLar roiusdatioa 

(equations (47)-(SO)) 
• dlstance of center of llrtvily of a rnadllne

fouadallon ay11em above lile bue. 

Rwltmd ro rtllllm.l propmtn 
G • shear moduiua of soü 
,;¡ • iDcre .. of shear modui111 from the surface lo 

a deplh equal to R or B ( •l'Pücable 10 inllomo
&0118011110il deposiu) 

11 • EH/E y, where EH ancl E v are the horizontal 
and vertk:al Youn¡'s moduU of a croa-aniJo. 
uopic 10U 

P . • PoisiOa 's rallo of soü 
f • bYJtertlic crltical cb:npin¡ rallo of 100 

Rduwd to {oundlltion ~ .. 

K • sutlc stiffness referre4 to the base of lile 
fouadallon ( Fi¡. 1) 

IC • <l)'llltllil: lmpecl.ulce funclioil of frequency; it 
may be expressed in one of .the foDowine 
altemative forms: · 

• ICc(w)+iiCJ(w) 
• K(.t + 14oe)(l + 2if) 
• K(.t+i<roe) . 

CaJUanphic cbaracten ue use el · on the flaum ill place <Jf 
the bold IC, .t ande. · · · 
k andk • (<l;·r.::.-:lic) stiffness coefflclents, funcliom of"' 
e ande ,. (aynamic) <lamping ct>efflcients, funcno:a of"' 
«o • wBIV, or <.IR/V, (éimensionless frequency 

faCtor) 
F • dynamlc compUance funclion of c.>; it may be 

expressecl ID one of the foUowine alternativo 
fMD: . 

• F 1(w)+iFJ(c.>) 
1 . 

-- v,(w)+l/,(w)J 
IC 

Sll6s tpa 
P • ..nk:al (also desl¡nated by:) 
li • horizontal (also·,.,y) · 
r • rocldnl (also r •, r y) 
t • IOnioa (also r¡) 
Ir • coupledbortzoaW.rociWI¡(also.D'7,yr.) 
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CEMENTos· APASCO . 
INGENIERO CALCULISTA 
CAMPOS ELISEOS 345-16 PISO 
POLANCO.·M. HIDALGO, 11560 
GREGORIO LOPEZ Y FUENTES 11263-3 
VILLA DE CORTEZ, B. JUAREZ 
C.P. 03530 
TEL. 596 79 88 OFNA. 

696 50 93 DOM. · 

6. IBARRA SANDOVAL JOSE MERCED 
INSTITUTO MEXICANO DEL PETROLEO 
INGENIERO CALCULISTA 
AV. DE LOS 100 METROS 11 15 2 
SAN LORENZO ATEPEHUACAN 
COD. DE NAHUATlECAS, M 150 L 9 
LA CANDELARIA, COYOACAN, 04380 
TEL. 368 59 11 OFNA. 

689 54 47 DOM. 

9. MARTINEZ GERMAN. ILDEFCNSO 
LINDE DE MEXIco; S.A. DE C.V. 
BLVD. MANUEL A VILA CAf!ACHO 11 3 2 · 
LOMAS DE CHAPULTEPEC, 11000 
16 DE SEPTIEMBRE# 29 EDIF. A1-S 
COL. AMPL. NTE. SAN JUAN IXTACALA 
C.P. 54160, TLALNEPANTLA 
TEL. 202 90 00 OFNA. 

388 02 24 DOM. 
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