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EVALUACION DEL CURESD

CONCEPTO

1. | APLICACION INMEDIATA DE LOS CONCEPTOS EXPUESTOS

2. | CLARIDAD CON QUE SE EXPUSIERON LOS TEMAS -

3. GRADO DE ACTUALIZACION LOGRADO EN EL CURSO

4. | CUMPLIMIENTO DE LOS OBJETIVOS DEL -CURSO

5. | CONTINUIDAD EN LOS TEMAS DEL CURSO

rE

6. | CALIDAD DE LAS NOTAS DEL CURSO

7. | GRADO DE MOTIVACION LOGRADO-EN EL CURSO

A

EVALUACION TOTAL

ESCALA DE EVALUACION: 1 A 10

Ty



1.— ¢Qué le parécié' el ambiente ,eni‘ la !.Di\_.ii's_ién de. Educacidn Continua?
MUY AGRADABLE - . AGRADAELE DESAGRADABLE
\_ L—~ ] [-—--—-J J
(2_.- Medio de comunicacifn por el que se enterd del curso:
PERIODI_CO EXCELSIOR _ PERICDICC NOVEDADES
ANUNCIO TITULADC DI ANUNCIO TITULADO DI '
VISION DE EDUCACION VISION DE EDUCACION FOLLETO DEL CQRSO
CONTINUA - I CONTINUA : -
_ LS C]
CARTEL MENSUAL RADIO UNIVERSIDAD COMUNICACION CARTA,
L ] TELEFONO, VERBAL,
. _ ' ETC.
REVISTAS TECNICAS FOLLETO ANUAL CARTELERA UNEM "10S- GACETA
: ' . L UNIVERSITARIOS HOY" UNAM |
i — —.\ —_.-“-_-_—-“ -
- . [ . L | )
N - T . J
3.- Medio de transporte utilizado para venir al Palacioc de Mineria:
AUTOMOVIL B © METRO - - OTRO MEDIO
?.A%TICULAR _ : : .
. ' ' ; _ ™
4.- ¢Dué cambios haria en el programa para tratar de perfeccionar el curso?

AN

5.- ¢Recomendaria el curso a otras personas?C:D SI - C:jNO

" | 5.a.¢Qué periddico lee con mayar frecuencia?

_




6.- iQué cursos le gqustaria que ofreciera la Divisidn de Educacidén Continua?

N

7.- La coordinacidn acad@mica fué:

EXCELENTE . BUENA REGULAR . MALA
B |
I ]

N\ _/
4 ™
8.- Si estd interesado en tomar algiin curso INTENSIVO ¢Cudl es el horario mis
conveniente para usted?
LUNES A VIERNES LUNES A- LUNES A MIERCOLES MARTES Y JUEVES
DE 9'a 13 H. ¥ " VIERNES DE Y VIERNES DE DE 18 A 21 H.
DE 14 A 18 H. 17 a'21 H, - 18 A 27 H. '
{CON COMIDAD) * :
VIERNES DE 17 A 21 H. - VIERNES DE 17 A 21 H. " OTRO
SABADOS DE 9 A 14 H, SABADCS DE 9 A 13 H.
. : - DE 14 A 18 H. :
| | T —
, , : ) , :
k P 3 4 5J
-

, | B

9.- ihQué& servicios adicionales desearila gue tuviese la Divisidn de Educacidn
Continua, para los asistentes? -

-

AN

10.— Otras 'sugerencias:
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 DINAMICA BASICA

SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD (1 GDL)

En el andlisis din&mico de estructuras o cimentaciones ,A se sue
. le representar a los sistemas reales en s’is‘temés eéu'i'valentes
.constltuldos por masas concentradas gue van unldas por resortes
[
y amortlguadore;B{ME;chas masas representan las masas corres-
I .

pondlentes a los sistemas reales, mientras que los :esorte;
y"‘los amortiguadores representan, respecti_'vamente, las rigi-

deces y la disipacifn de energfa que efectivamente existen.

Un ejemplo de lo anterior se muestra en la fig 1.1.

L = coantante d¢l renorte

et o] cuerpo

- : r
M -2 Fy 2
) A
| 1} M-1_.-'F_‘j M- 2
1 , k O Q
FZ p/ prsee. ¥ a/‘/.'.'.7/7."/-.‘ Y ke IO A
M -1 _
‘b ) .Sistema equivalente

o) Sistema real

Fig 1.1 Represenfacion de un sistema real por up mo -

"delo reolégloo

-~

!



La razbn de la anterior représehtacién es simpieménte la ge
simplificar el andlisis mediante el'empleo.de ecuaciones ma-

temiticas.

‘En el caso de estructuras simples;-éomo el de una vigé que
soporta un peso W o el dé un marco estructural sujetos :a una
_cierta fuerza dindmica F(t), los elementos reales guecen re-
pPresentados por sistemés,de 1 grado de libertad* (fig 1.2).

)

Sistema reol C . . .Sistemy _e,quivoiém'e
T ! ‘wl . . . ‘.'.‘...{__'..ﬂ-
VT l LA . on
F(t) ' .
y
F(t) W ‘_'_-
—

:-F(f). T ___{F_;___J
—_ W ' ‘ - ‘
F—AAAAAAAAS —]

H

g B g ' e e Gh e
%3 L rorZERrs ' : . .

Fig 1.2 Sisterncs de un grado de litertad

.,

* Nota.- Se dice gue un cistema tiéne "n" grzdos de libert=zd
cuando existen "n" tipos de movimientos indepenaieontes en
- el sistema. , -



. Ecuacién de movimiento para sistemas sin amortiguamiento

Considfrese el sistema de la fig 1.3.

bomy
k ¥ b
f by
| B
' 1;:\(,) - l F (1)
) | | . | | : | | ! - | -
Fig 1.3-0 Sistema -~ Figi.3-b Diogromo de
df‘-uz‘..;r.u!n de lihertad : ‘ ‘1 cuerpo h_bre
Del equilibrio dinimico del sistema se obticne -
.My + ky = F(t) . 7 (1-1) .

La solucibn a esta ecuacibn nos d?r& la respuesta del sistene,
‘ e ' . S
- e b N
es decir, el valor de y. : e A

Vibraciones libres. En; el .caso particular de que F(t) = 0,

la ecuacién 1-1 resulta
My + ky = 0 o (1-2)

A esta-ecuacidn diferencial se le conoce en la literatura con

el nombre de vibracién libre del sistema y su solucibn- esta

dada por

Ly ='Cl.sen % t + C, cos ﬁ t , (1-3)

donde C, y C, son constantes que dependen de las condiciones

iniciales. = e 3



+

81 s¢ hace w = k/M , vy

iniciales son

~
H
]
o
|
n
O

los valores de C, y C, son, respectivamente,’

se obtiene

e

y = sen wt + y

£

esta 1ltima ccuacibn

instante cuando las condlc1ones 1n1c1ales son dadac.,

crnpc;&r

la fiqg 1.4.

LY

~concidoeras

-cos wt; .
o

grdfica de cada término de, 1la ecuacifn esti

"
:

due 1as‘cohdiciohes
{1-4)

Yo
-2 Y Yo O sea,’

(1-5)

1

da el desplazamiento ern cualquier

La dee

dade por

y ' : yo cos wi .
o . T g " ’ .
\ /\ Fig 1.4 0 'Representacion grafico
del trnino y, cos wt
- yo L '
A y '
. , Yo ‘
. — sen wt
Jofmr e T v
o / Fig 1.4-b Represeniocidn gréfica
: wt w '
0 L ) .
Yo



Li-f3g 1.4 muestra quc el movimiento es armndnico con une fre-

cuencia circular natural w = Jk/M' (rad/seg). Esta misma fre¢

cucncia, expresada en ciclos/seg, es.

T w 1 k . : ,
£ f ¥ = 5% \Iﬁ c1c}os/seg o Hertz (Hz)

T.wta ceuructeristica del sistema se acostumbra también exnrcsar

s cfante el llamado perfodo natural, que es el inverso de i,

ct decir

T = zg = Zj‘ dM/k (seq)

Vibraciones libres con amortiguamiento. El término amortigug

niento en dinSmica de suelos se traduce como la pérdida de
¢n-rgfa gue generalmente ocurre, tanto en el suelo .como en
.las esiructuras; esta pérdida o absorcién de encrgfa oriqginn

una disminuci6n en las amplitudes de vibracibn.

Corno sc mencioné anteriormente, el amortiguamiento en el sis-
{ema o modelo equivalente suele representarse mediante el elc

mento cilindro-pist6n, scgln se aprecia en la fig 1.5.

o

FETI s s e

Fig 1.5 Modelo equivolente con omortiguamicrto

-5



: . : . . H T
La ccuacién dc rovimiconto libre para este ceso cstd dida yur

My + cy + ky = 0

Gonde © ©s cl ccoficiente de amortiguamientce.

Existen dos tipos de solucién a esta ecuacidén, seglin sea el

valor de c.

a) Si ¢ es pequeno se tendr& un movimiento arménico gue dis-
minuye en forma exponenc1al, y la solucién estard dada en

términos de seno y coseno (flgs l.6-a y 1.6~ -b) .

‘.yd C . Yo €

~ . e
2N

\
\
™

-

- Fig 1.6 0 chocuon de y con respecio al tiempo ,
pora un desplozomiemo Inicisl y, '

b} S8i ¢ es muy grande, no ocurririn movimientos arménicos:

esto Gltimo oc cua \| =
] urre cuando ¢ 3 2 kM Cerftico®

-6

{1-0;

LI



» ".
. Vo b, -Bt
. + ] ___"———-._’_
/:_ S
/ \/‘
N\ N 1
AN
—
/’
-
”~
d

Fig 1.6-b Variacion de_y con respecto al, tiempo ;
para una velocidad ‘inicial  y,

A
PRI

Suponiendo que las condiciones iniciales son

Fe=0 T Yo

Yeeo T O

la solucién'a.lé'ecbécién diferénéia) (1—63 resulta igual a

- -wbht W ) . . )
Y = y..e (cos w,t + D ;T sen m]t? : (1-7)
‘donde.
D = o . T relaci6n de amortiguamientos
crit
w, = w _1—D2 ; frecuencia circular natural con amortigua
miento '

Cuando D es pequefio, como sucede en la mayorfa de los siste-
mas reales, la diferencia entre W, Y ¢ es muy pequefia y cati

sicmpre se ignora; es decir, se supone que w, = w.

‘..l - . My
- {



~Haciendo algunos arreglos en la ecuacibn 1-7, te¢ pucde oOhtoner

la siguientec solucibén en témminos de una sola funcidn peridéd:s

[_ T 2 . | -
o, D, -wDt ‘ L
Yo l-f (;T) _ e COF (wl?_+€) ) (1 8%

S
"

donde

6 = tan {- 59)
2y

NOtese qgue cuandc D es pequeiio, seipucde escribir

y . ) . ) 7 . .
i _ guDt _ 21D | -9
Yii
-] tamblen
Y3 - .
A = In = 29D (decremento logarftmico) {a-1r

RATS

Obhsérvese que mediante la ecuacién (1-10), y & partir de la
obscervaciGn de le disminucién de las amplitudes en las vibra-
cicnes libres (fig §), la relacién de amortiguamiento D se

pucde obtener f&cilmente.
. : .k

Vibraciones forzadas. Supéngase gue se tiene un sistema de

un -grade de libertad sujeto a una cierta fuerza P = Po sen it
comd sc obscrva en la fig 1.7.- La ecuacibn de cyuilibrio estd

-Gada por

M{ + cy ¢+ ky = P_ sen Ot T (1-1n)



l Rolseﬁ Qt

M ") = Frecuenclo de excitacicn

Flg 1.7 Sistemag d¢ un jrade dc Iiberiad

)

donde a.= tan > 2D w @
. w? - Q?
Y —% es el desplazamiento estdtico

En la literatura se le denomina como factor dinfdmicc o de ampil
ficacibn al siguiente valor: -~ = |

: 2 2 - _ 2 1-1/2 .
° DLF = [ (1 - 29"+ ap? ] L. (1-15)
." . - . w . Lo .

que viene siendo la relacibén entre el valor de la respuesta

dinfimica mixima y la respuesta est&tica; es decir

DLF ' I : (1-16)

~lo

Yo =

La variacién de DLF con la relacibn de frecuencias (Q/w) vy el

amortjguamicnto. est&8 dado por la fig 1.8:

NGtese en csta Gltima figura que el DLF tiene un valor miximo
cerca de Q/w = 1, y que para valores grandes de esta relacién

- | 9

"el DLF ~ 0.
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ayl e, -
.

,-..:,.‘fs;;f‘.,_ : '.D.I._-F' = o ' L I D= b,,;
- WPk T T T -
'“ '_ 1 //\ ~D=0.1

ANVEid

N

g
UJ/ /
/

NN
NS

—(aﬂnr‘ de a M‘Pln"‘.&'c_'aciot'\

Fig 1.8 Factor de amplificacion,
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"'3fde la frecuencia de excitacidn. es decir

"{-l‘:“ ._- Po =Me£ 92

Fn ol caso particula: deo tener fuerzas producidas po: masas

;‘f excéntricas. la amplitud de dichas fuerzas varia al cuadrado

-édndé: - ‘ '
Me = masa g*céntri#a

£ = radio dé giro-
“ ﬂ;n = freeuencia de excitacién

s o .

;y:laﬁﬁﬁpli;ua:de.1a.respue$ta se puede qafé@ié;'mgq;ante:'

ot i
R .

haa

: Met a? . Mel

DLF . - - . (1-17)
3

Para este “caso 1as curvas de 1a flg 1.8 son vélidas. sin em-

) bargo se emplean nés las d;bu;adas en la fig 1 9.

-

'-En esta figura 1 9 se observa nuevamente un valor: méximo cuan

i
do Q/m l; sin. embargo. para valores grandes de n/w, el va-

"\

lor de DLF (f/f ) .. ‘;3

'..

iEs importante observar en estas figuras que para frecuencias

‘de excitacién muy baJas (9 ne 0). la respuesta estéd regida fun-

damentalmente por la rigidez equivalente (constante del resor

te k), mientras quelﬁara'vélores‘éltos de Q; la respuesta estd

regida por la inercia del sistema.q_?or,oiro lado, para fre-
cuendias de excitaéiﬁn igualés o‘cercanas a la frecuencia na
tural del sistema. el amort;guamxento desempena un papel muy
impoxtante asf{ por ejemplo, si 0 = w, se puede ver que

DLF = %3" (N6tese también en estas dos figurés que el piug

- 11



_otros casos’ estelucn

~respectiVamente).

-

vadas en ambas figuras.

' Tabla No.
' _DE LAS

La Tabla 1 resume .

FIGS #7¢ 844

LWt

'-o valor miximo ocurre para n/w =1, solo cuando D= 0: .en

estéd desfasado ligeramente a la izquier

las propiedades obsar

L3 .

1 RESUMEN DE LAS PROPIEDADgS OBT’NIDAS

PRDPIEDAD '

DE LA FIG 1.8 .. .

f-ﬁg'LA FIG 1.9

b

Respuesta adimensional

Fﬁdd\o a 1a derecha, segﬁn se trate de 1a fig 1 8 -2 la fig 1.9,

Respuesta adlmen51ona1

§uan§o Q. ﬂr

Respuesta adimensional

'.‘fﬂ

cuando Q = . w .1/2D , - 1/2D
Respuesta aproximada ' L,
_ 2 : 3 1 {Q/w)
cuando Q<§ w, © 9>§ w K .

S |1--‘(;) I ’ |1 - (=) l

Efecto del amortlgpamlento

Como se observa en las figs 1. 8 y 1.9, el efecto del amorti-

“guamlento es,. en przmer 1ugar. la d;smlnuclén del factor de

amplificaciGn. y en segundo, la varlaclén de Ia frecuenc1a de

resonancia.

- 12

para {1 = 0 1
Respuesta adimensional _ :
para @ » = - 0 W
% frec. de resonancia S 1/2 L 1/2l
_ . - 2 2
(frec. natural ) (1 - ?D ) Q 2p°)
-1 -1




Pt

" Ahora bien, la cantidad de energ!a por ciclo que se consume

0 8e pierde. se puede calcular ‘como sigua:

AE-[c{r dy

‘fza despl
g
poro = §
. | T. '
O sea AE = c;[ y? 4t : o
: 0 ' i

.“ 'i

nerivando el valor del desplazamiento (Ec. 1 14) y substitu-i

yendo valores. resulta.

= 2 &t-
AE iyb o ©
" Por otro lado," sabemos que el valor de la cnergiu mﬁxlma al-

'macenada .en cada ciclo est& dada por:

b

1,
‘ B”=”2 k Yo
Es decir:
S ‘ — | o
'%Ej' 21 %‘ E‘ﬂ ¥ | ¢ capacidad dec amortiguamiento

En el caso de que {I = w; se tiene:

v=2Wuf=29\|§ f-av —S—_=dwm=-2

o

Rl Sngﬁlo'de fase u>(8ngulo que indica lo retrazado o adelan
- tado de la reaccién con respecto a la fuerza aplicada), segfn
so puede ver en la fig 1.10, es funci6n del amortiguamiento

Y




180

90 "

i

- “.‘Q'/w,

Fig 1.10 Variacion del angulo de .fose a, con el
| omortiguamiento y con lo reiocion §1,,

.Y

R



. | - PARTE 1I

PROPAGACION DE ONDAS

.

II.1 INTRODUCCION

Puesto que las vibraciones trasmitidas por las ciméntaciones

(bien de las estructuras hacia el suelo como son las fuerzas de -

maquinaria, o del suelo hacia. las estructuras como es“él caso.‘

L 7 o,

de sismos) se efectdan siempre a través de ondas. es muy impo;

.tante conocer los distintos tipos de ondas que se producen e

el suelo Yy sus mecanlsmos de prOpagaciﬁn.

En problemas relac1onados al terreno de cimentaci&n se tendr&1 ;
situaclones que van, desde el caso de considerar un medio 1doa

lizado COmo bomogéneo y elastico (depésitos profundos de arci- ;3

'11&), hasta el caso m&s complejo vero m&s comﬁn, consistente en

un medio err&tico, con estratlficac1ones alternantes y con carac '
teristlcas no lineales de esfuerzo deformacién. Ademas, cuando
1= anallza un suelo a través de probetas en el laboratorxo. S€

tendra un caso particular de medio no continuo por las condicipo

'nes de frcntera allf existentes. - -

Los casos sefialados se pueden analizar a pa:tir del estudio du
la propégacidn de ondas, tanto en semiesﬁacios-infinitos homogé

neos o estratificados, asf{ como en birras de lbngitudhfinita.

™ El presente capftulo no pretende cubiir el estado del arte en

RC

V Propagacidn de ondas, sino simplemerte presentar los fundametos

r



que s¢ regquieren para el manejo de los_conceptoé gue se tratan
en la din&mica de .suelos. Al lector que le interese profundi-

zarse mds sobre el tema, podré consultar .las referencias schala

h

\9 |
= das al final del capitulo.

Primeramente se indicar&n los tipos de ondas el&sticas\gxistenw
tes en un médiélinfinitd, posteriormente se analizard la propa-
gacién de ondas en un medlo semlnflnzto con caracterfsticas

tanto'homogéneas como las de un medio estratificado, Y fxnalmeﬁ

te se describlra la propagac16n de ondas en barras.

PR

o}
-t
L)

PROPAGACION DE ONDAS EN UN MEDIO IﬁFiNITo'

En un medio infinito, homoqéneo e isétropo, 5610 se pueden pro-

Pagar 1os dcs tlpos de ondas que corresponden - a ‘las dos Ginicas

- ¥

so;uc1ones que se obtlenen de las ecuauviones de movxmlento que
més adelante se senalan; estas dos clases de ‘ondas son'las iia-
W)
SN
nadas de comp1e516n, prlmarlas o dilatantes Y las conoc1daa

como ondas cortantes, secundarlas o dlstorsionales(s);
_ o s S

Partiendo del anilisis de equilibrio de un pequefio elemento

. ) . e ° ;- -'. .
como el mostrado por la fig 2.1, se_llega a las siguientes ex-
pre:lones connc1das en la literatura como las ecuac1ones de mo-

v1m1ento (los pasos para llegar a las mismas se pueden ver en

la ref 1)
2 ‘-— i . 4+
, o LV . (A + @) 2 4 gv2y o (2.1)

R



_ 2 S - ‘
. b 2V = (3 + G) 2£ + gutv | (2.2)
at? Y : .
2 e , :
0o 2¥ _ (x+ 6 32t GVw (2.3)
at? - o2 |
2 2 2 :
donde. v = 2 + 2,023 (operador laplaciano
ax?  ay?  8z? en coordenadas car-
' tesianas)

‘u, v, w son- los desplazamientos en las direccigo
nes x, yyz2 respectivamente

p es la den51dad de masa del medio (peso volu-
métrico/aceleracién de la gravedad)
v E '

A =. {1.‘.\,) (1_2\)) (Constante'_ d.,e Lamé) .

E

¢ = 3(1=v)

(m6dulo al cortante)
V' es la relacién de Poisson
E el mddulo el&stlco ée Young

T=€ +¢& + €, (dllatac16n cﬁblca)

Y E,» €, Y €, son respectivamente'1asfdeforma-
B ciones normales en las direccio-
nes x, vy -y 2

Derivande las ecuaciones 2.1, 2.2y .2.3 con réspecto a X, vy
Y ) respectivamente, y sumando las expresiones obtenidas, se

llega a la sigquiente ecuacién

(» 4+ 2G6) V?E

o
Q
n"
k|



2= ' x ‘
2_% = Vé V¢ . (ec de onda de dilatacibn clbica.
‘ot ' '

(2.4)

_ A+ 2G . o
donde A \’——3——— (2.5)

Esta Gltima expresién representa la velocidad de propagacibn de

1

. ) , ¥ : :
urin onda dilatante o irrotacional, o .dicho en otras palabras,

— . : a8 l . | ' . g ' )
la dilatacién ¢ se propaga con una velocidad Ver Al numeradoyx
L B L . ' K '
de la ecuncibn 2.5 se le conoce cominmente como médulo dilatanvos

te ., es decir ' . A

- . - (1—\}) E - e Au.ko ég_ !-\"\04\. Vv '._ll;.;
D=2 426 = Ty (Tany . e

[}
Dorivando ahora la ecuacibn 2.2 ‘con respecto a -z y a 2.3 con
resrectic &y , y eliminando € medicnte la substraccién de

Y -

ire¢ GCs expresiones resultantes, se obtiene

K Aw 3V, _ g2 oW 3V
aer 3y ez T8 5y T 5
, KN . - » S
O 84 o = GVQ ' (2.6)
3t? - . X B e : i

o

dondc Ox = 2(23 - g}l), o sca es la rotacién alrededor‘

3y a? ‘del eju X

g\t

v, ..
Lov. O e\ el

‘{"\ K'k "\'\“‘"_ NQA Nd]’o (r—‘\ig YIS S: ‘l‘.l [ -1 4
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La ecuacidn
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tionales el movimiento co las
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representa

016n de la rotaci6bn

¢
X

PR

correspongien ¢ se

Y

res a y @
2

ﬁa ec (1.7},

a

iavelocidaa Cantr St

"

-

releoTidad con que se pzo cadi

aaal

. -
»

LS Onoun meoio_eléstico infinito,

. Shcil la siguiente “art culuzlo

‘

rtfcu

.-
H
~ra

"clase:. g onaas

.

~ ~

para cudlauler valoer de

wn tedrico deo

valor infinito.

19

la velocidad de prop

y se pucae decir gue la r

es la vc]oc1dad de las llamaéas‘o

4 o

R

o i

e

b

I'

(J Lt

aga

I

obtienen cde.

—~
~

i6n

.
~ o a



I1.3 PROPAGACION DE ONDAS EN UN MEDIO SEMINFINITO

En un medio seminfinito existe una frontera que permite obtener
una tercera solucién a las ecuaciones de movimiento y asfi terer

un tercer tipo de onda. Este tercer tipo corresponde a las. on-

. da° supeff1c1a1eq llamadas de Rayleigh (en honor a qulen —-as de3s

cubrif), leas cuales producen én-las particulas mov1m1entc= elip
ticos (fig 2.2) y disminuyen ré&pidamente su amplitud con la pro

fundidad.

L ecuaciébn de la onda. Rayleigh se.puede obtener estableciendo
o sj91oma de coordenadas como el seﬁalado en 1a fig 2.3 Y su

punlenoc una onda p;ana gue v1aja en la d1recc16n p051t1va oe

_ lgs X. Asi, partlendo de gue los desplazamlentos u y w ‘se

pueacn escriblr respectlvamente como

e 2, 3Y _ 20 Ay
u ax + 0z Y v Ix

donac ¢y ?J'son funciones potenciales gue resultan estar

- relacionadas respoctivamente con la dilatacif6n y rotacibn del

nedio, se obtiene, al sustituir u Y W en las ecs (2.1) Yy

(2.3), las siguientes expresiones

"

Q2% aoaty. X a2y 3 o7,
Py (3 2) + p %7 (f—?ﬁ = (A + 2G) 3 {(Vig) + G 57 {Vt) {2.9)
t f2 et R
Y
3 3%, 9. (v IR 3 y2 . D 2 |
o 32 ( ) 0 (—=) = (A + 2G)'§E (V) G 5;'(V ¥) (2.19)

ax. afz



De estas ecuacioncs o obtiene

3 =‘) + 2G V2¢ = VZ "v2¢ ) (2.11)
at’ 0 e | |

y
a2 o o
&8 - (G viy = v gy ¢ (2.12)
3t 2 P s o

Ahora bien, suponiendo una solucibn dcl tipo de onda senosoidal

“wviajando en la dircccién positiva de las x, se puede escribir

i

F(z) el (WE N | (2.13)

£
n

G(z):ei{wFfo) _— t | _ (2;14)

’E .
oy

donde F(z) y G{z} son funcicnes que describen la variacién de
la amplitud de Ja cnda con la profundidad, y. N=%ﬂ/LR (conocido

como n@mero de ondad; L., es la longitud de la onda generada.

R
Al sustitulir los vaivres de ¢ .y Y dados po;llas ecuacioncs
(2.13) y (2.14) deiiro de las ecuaciones (2.11) y (2.12), y con
siderar la condicifr de gque la amplitud de la onda superficial

tiende a cerc con la profundidad, los valores ‘de F(z) y G(z) rc

sultan iguales o



Low valores de Ay A se obticenen de aplicar lan condiese-

“nes de frontera relativas a que los esfuerzos cortantes y norn.

les en la superficie del semiespacio deben ser nulos. Aplican-

do dichas condiciones se obtienen las siguientes expresiones

2 2 )

a, O+ 20 (° "%i') - N7

s . c2 -1=0  (2.1%)
21 GN \N? - %z‘ - '

y S
, 2

A 2 NN? - ;,Q—r iN : .

# - < + 1 =10 0 {2.16)
: - . .

2N o
[ s'

Afadicndo estas dos ecuaciones y haciendo algunos arreglos mate.

méticos, se llega a la ecuacibn que da el valor de la veloci-

dad con que se p:ppagan las ondas Rayieigh

R . a0
V., »2 Vo, & v_ 2 V. 2 vz -
R R l- . 5 R S, -
(-V—) - 8 (*‘7—) + | 24 “T 1§ ) ("v'-) (V_) + 16 (“7—) - -1J = 0
s - s i e s c | |
- : . . (2.17)

En la fig (2.4} se muestra la relacién gque guarda_vR/vs v

vc,'/vc .para varios valores de la relacifn de Poisson v; obsér-
vese que v, es aproximadamente igual a Vg v particularmente

para valores grandes de v.

En cuanto a la variacibn de los dospluzamientos con la prorfun-

didad, &stos s¢ pueden obtener a partir de las exprcsiones se-
ro. . W

naladas para u = e, & y w= 22 . 3 , as{ como de sus-

ox T 3z ¥ Y T dn T ¥

- .')‘.‘-. '
v

3 A



tituir en ellas los vqlbres de ¢ y Y dados por las c¢co .. .13

y (2.14).

Las expresiones que resultan (ref 1), son las siguientes

<

Nt - 8t - &
2 - .5

U= A Ni {- exp - (2N) | + — ; b

o . ) v 2

h—

J_é
\!‘2

exp |- = (zN) } exp i(ft - Nx) (2.18)
N® -7 | NN - o
w=AhA N { — o7 exp |- - |- N x
v? .
S
F +1
2 ik
JN - o7 o j
exp |- ——=— (zN) |} exp i(Qt - Nx) (2.16;

- De la observacién de estas dos ecuaciones, se puede deducir que
los términos dentro de las llaves representan la variacién res-

pectiva de u y w con la profundidad. O sea

u = U(z) A Ni gl (2t = Nx)

W e W(z) A, N 1(ft - Nx)

- 23



La variaci6n de U(z) y W(z) .con la profund;dad'parh VArilces
valores de Vv , se indica en la fig 2.5. Para fines recordato-
rios, la fig 2.6 sefala la interpretacién fisica del concepto

de longitud de onda que interviene en la figura anterior.

'pDebe sehalarse gque son las ondas Rayleigh las qﬁe trasmiten la

mayor parte de la energfa generada por:la vibracibn de una zapa

ta sobre la superficie de un semiespacio. (Cuando la zapata es

circalar, el 67t de la energfa es trasmitida por las ondas Rayieigh,
micentras que las cortantes trasmiten. el 26% y las de compresidn

| _ . , . :
€1 e o rentonte,) Por otro ladd; en comparacién con‘las ondas
ae sruerno, las amplitud@s de las ondas Rayleigh disminuyen més
Jentamente con la distancia r. al centro de la fﬁente_de exéi—
tacifén (mienfras que'ia atenuaci6n de las ondas P y S . en la
superficie es proporcional a 1/r?’, en las éndas Rayléigh eéfprg'
porcional a i/ J;—); la raz6bn de esta difefencia se debe al con
cepto del llamado.amortiguamiento.radial que se estudia eﬁ'el
siguientc capfizuleo. Lo anterior,hace,‘COmo se ilustrar8 pouste-
riorwento, qne.ﬁas.ondas Rayleigh desempeﬁen_un'papél muy impor
tante en la trasmigidn de vibraciones en o cerca de la superfi

, ‘ g

Cle.

La

i

ondas Ravleigh son generalmente féciles de reconocer ya gue
usualmente tienen una amplitud grande con frecuencia relativa-

mentce baja, segln puede obsurvarse en la fig 2.7.



IX.4 _PROPAGACION DE ONDAS EN UN MEDIO ESTRATIFICADO

‘[) | En ia mayorfa de los casos reales se tienen depésitos de suelo
‘constituidos por'esﬁratifiéaciSnes;Liahéual'6bli§a a)cbndcer ia
trasmisi6n de vibracionés a través?de'médiaé'éstratifiqaddéf' En
formﬁ sihplista Se puedé;ébﬁqcefilo dﬁé'suéede con iasjﬁﬁdas gue
llegan a Iés'sdﬁefficies dérconfaétaﬁae”ﬁos'éstratoé:coﬁ propie
dades diferentes, partlendo del anéllals de refraccibn y refle-

xién gque experimentan cada una de 1as ondas de cuerpo.

. R A S P S TR DL Nl ST ‘
o ' Sin'embargo. con ‘el objeto de con51derar la dlv1516n de 1a ener-

' .gia que se’ orlglna ‘en el punto de 1nc1den01a, es convenlente con

'51derar prlmeramente ‘el’ caso partlcular de la descomp051c16n de
las opdas P y S al llegar a una superflcxe libre. ‘Para elfo
.t) - resulta a la'vgz bquenigpte;tomak'enbgpentqkéqg %as ondas cor-
ltantes ‘S se puedeﬁ descomponér en uha compohentelparalela a la
; superf1c1e‘(ondas S ‘H)., y en otra contenlda en el plano vertlca¢

LI .

{ondas S V). 1La fig 2. 8 11ustra estd descomp051c16n.'

~ Cuando una ondaﬂdilafanté'ﬁp‘ ihcideféobke la superficie.libre
'del semiespacio, parte de-la energfa se refleja:a través de una
‘onda cortante. SV y parte a través de una onda P (fig.2.9).

El &ngulo de. reflexién 8§ ‘de la onda 'SV est$ dado. de racuerdo

.
con la ley de Snell . e
e v Sl
sen 6 = sen 6 == S
! S vy .

donde @ es el &ngulo de incidencia.

o - . e .o By - . . - - .y
; .) e - . N T R L .
T )
1 .
i : R UL e AT .o



“. .. 4 O

Esta velo¢idad®es menor que la velocidad . v_  dada por la ecua

Ci'— ' I~ L L a-
cién (2.5)i la razén de ello es gque en un medio infinito o se- .)

)

minfinito no existen_desplazamientos normales a, la.direccién en

. -

que ‘se propagan estas: -ondas,. mlentras que en.una ‘barra dlchos

u-...... o .
-desplazamlentos_son~fact1ble$: A esta clase de ondas compre51o
c S O, 1y
nalés en:barras ‘se les conoce en la lJteratura con el nombre de
S A I
ondas longitudinales., : ) s . .-
h [ I P IS ." -t - ot " 4. ‘ (‘1

VL .
T : - - .

. . C . . |-|_\,
. J\ - ,,_

La obteuc;én ae 1a ocuac16n 2.21 se puede hacer-a-partir del>

BN f s i

e tat oz
ané]isis ae fucrza: actuando en un elemento de barra de longitud
L o . P, .
..L o R 25 ) L AR .
Ax (fIg 2.17), que ticne una secc16n transversal de &reaH A
- e e R TR ey e .- ’
a . }‘.'L-c_rv'_ y {‘_.-ﬁ‘.- Sur Tt ..

- .pel Teg ulllbrlonae fuerzasqlnalcaaas en. 1a flg 2. 17 se obtlene

A%

PRI _ - I ' et e - O - ’ - . .
oo T Y a2 Tl Me L r :
| 22 4x A = pox A (- il - | v

NS PRt . Bt ST T R

’

Simplificandc la expresién anterior se obtiene

IRCRE T P A T Y- L CUR SR
o . . ‘ a0 3%u . :
L= LV Cenmprt P E Onfﬁ L . (2. 2‘)
i Loig s : Ti. Tl VRIS ?—.‘._:,'f CL
‘.‘I’ ) | at 4.._.,:.-
.. Py T e -
‘)-‘ (3] LF I - N e : b - T .
; t o - P R AR A

“Esta ‘migma’ ecuacidn- se puede, expresar en otqu térmlnos de la

h }' j( ‘ .'.“. ‘-'_ -
Tdhigdient maneral - De- la teoria. de elast1C1dad se tiene
. R
g it L e e e .
T . e or 4y . .
, o =E¢ : Sq2.23)
! ) Lo . . - - N
F L - L .'\r; . Y
Ny _ Ju
st it Yoo donde  ~ € = = =—— ., .
R - LD e B
+ L} - - -
¥ Sheg i ., - . -
[ B ' QD)
' ’ - ."r
- *



‘Llevando (2.23) a (2.22), se obtiene - e e

2 .2 . T RN
gu_,3u (2.24)

ax? at?

. que es la llamada "ecuacién de ondas en una dimensién”. La so

lucibn a esta ecuacibn es del tipo

uE f(x * \I%* v " (2.25)

- S v ' i
Ejemplo de funciones que satisfacen la condicién anterior son

las siguientes

=1

"

0

[$1]

o

o~ '_
. B
R
oltrll
e

e
"
0
e
in
%
14

(ad

"El siqnificédo fisico de laé‘impiicacionés de dicha solucibn se
muestra en la fig (2.18)1 Para un tiempo.cualquigra' t"ﬂqué
puede ser t1=0)y se tiene un cierto tipo de desplazamiento cé—
racterizado'por una.funcién.que satisfaga la ec 2.25; posterior
nente, en el Liempo t,; se observarda exactamenté el mismé tipo
de desplazamientolpefo en un 1hgar diferente. Es decir, el ti
' po de movimiento éue se observales_precisaﬁente como el ae una
) E

onda que se dasplaza a una velocidad Vi, T\p - Analiticamen

te lo anterinr se puede comprobar de la siguiente manera; su-

31
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pBngase ¢1 signo nogativo dv‘ln‘ncuaci&nf(2.25). y que L=t wht

se tiene entonces

+

.f_[-(x + Alx) - VL(t +"At).]

c
"

L

=Af[(¥+vLAt—v t-YiAt]= f(foLt),

ul
Tty =t HAL
lo cual confirma lo antes seinialado.

Es importante distinguir la diferencia gue existe entre la velo
cidad de onda y la velocidad ade 1la partfcula. -Para el caso de
una onda de compresifn como la mostrada en la fig 2.13, la velo

de la determinacién

+

cidad de la particula se obtiene a partir

Fd

del esfuerzo

u.
o, = E 2.
b4 Ax

‘de donde se obtiene que
o 0
' X

=2 ax = 2w At

Por lo tanto,“la velocidad de la particula es

(2.26)



Obsérvese en esta Gltima expresién que la velocidad de la par-
tIEula'dependé del valor del .esfuerzo aplicado, mientras .que la
" velocidad de propagacién de ondas depende s6lo de las. propiecda-

*

‘des del material. N . FE o

Ahora bien, al analizar las ondas cortantes en barras, siguien-
do un procedimiento similar al descrito para las ondas compre-
sionales,se llega a que la ecuacidbn de onda estd dada por la si
. B . - _!, . L - —-—

guiente expresibn e

2. 2 - “ ) . . .. . ’
GRS % a8 o (2.27).
-atz L. 8 ax‘? . : ] . .

donde & es el &ngulo de giro y

= .18
VS = \i{‘ .

es la velocidad con gue sé propagan las ondas cortzn
“ ' : J .

tes en barras.

Este valor, como puede notarse, resulta ser igual al obtenido

¢y ¢l anfilisis de propagacibn de ondas en un medio infinito o

csernanfinito.

Ohelrvese que cenociendo las velocidades Vi, © V¢ los m&cu-

o F y ¢ se pucden obitener respectivamente mediante las

ecuacicones 2,21 vy 2.28.

En la pr&cticn la'determinaci6n-de C y Cg se puede efec-

L

. tuar a través ac probtetas cilindricas en el laboratorio, las

. }3{;"'.'. ]



cuales constituyen barras de longitud finita. Si se consideran
por ejemplo las ondas longitudinales a través de barras, la ég

lucibn en este caso a la ecuacibn 2.24 se puede escribir en for .

ma de series trigonométricas, de la siguiente manera

u =.U(A1-cos wnt + 52 sen wnt)' ) (2.29)
donde S e
U f' e5s la amplitud de los desplazamientos. .
A YA son'constgntes que dependen de las condiciones
‘de- frontera
Y W es la frecuenéia circﬁiaf-nafufal de vibracibn

dz] enésimc modo-

Al sustituir.t2.29)'en la ecuaci6tn 2.24, se obtiene

2 w
QTE + 2 y=o | (2.30}
ox VL

La solucibn a esta ecuacibn diferencial es del sigquiente tipo

W X ' WX

. ) : .1 n
b . U = A, cos —t— + A“.sen.—;f
L L

donde ALY A, son también constantes dependientes de las con
diciones de frontera. Por ejemplo, éuponiéhdo‘un extremo fijo
L4 - .

y el oiro libre (fig 2.19), dos condiciones son las_siguientcs

v

1) U= 0! - (significa que en el extremo
' x=0. fijo los desplazamientos con
nulos) : s '

- 34



- gunda se obtiene que .

21

2) 3 0 (en el extremo libre las de-
{x=£ - " - formaciones valen'cero)

Aplicando 1la ﬁrimera qqndicidn se deduce qué A’=0, y dé'la se

o

w L

n_ _
Cos—vz—o
de donde se deduce que
= E TV -
qn =I(2n-1) >z ¢ b= ,2.3... o (2.31)

Lo anterior conduce a poder expresar la amplitud del desplaza-

miento de la siguiente manera

_ (2n-1) ¥x .
U= A, sen 37 | | o (2.32)
En la fig 2.19 se muestran los tres primeros modos de vibracifn
de una probeta circular y el significado fisico de la constante
A, . Al sustituir la ec (2.32) en (2.29), se obtiene la forma

gencral de los desplazamientos ' N

, _ (2n-1)%v_t
- (2n-1) fx L
u = sen 5T A [(Ax)n cos Y +
(2ﬁ-1)uth
(Az)n sen 5T (2.33)

Para otras condiciones de frontrera o para el caso de vibracio
nes torsionales se podr& seguir el -procedimiento descrito y -

obtener expresiones andlogas a la ec (2.33). La expresifn co-



22

e - . y

rrespondiente a la frecuencia circular natural bajo excitacio—

nes tor51ona1es, con51derando las mismas cond1c1ones de fronte

LI

ra (un extremo fijo y el otro llbre), resulta exactamente la

misma dada por la ec (2.31), 5610 que en vez de v interviene

L

v .
5

"
[
1
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Superficie
.Frente de ondos

Porcion de semiespacio elsstico

Fig 2.3 Sistemo de coordenados en un semiespdci}o eldstico
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' Fig 2.7 Sistema de ondos originadas por lo excitacion en un punto de
“lo superficie de un medio idealizado . (Ref'1)
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Fig 2.8 ~Componentes SV y SH de una ondo cortonte S

( Ref # 2 )



- Fig 2.9 Refiexion en lo supérficie libre Fig 2.10 Reflexion de und ondo incidente-
de una onda incidente P , o . SV en una superficie libre

Fig 211 Reflexion horizontal de una ondo P cuando una onda SV incide con ur

o : e
gngulo critico
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10 : —
0 _ .
025 0.30 Q.35 C.40 0.45 050

v

Fig 2.12 Angulo de incidencia critico pora los ondas SV
en funcidn de lo relacién d= Foisson v
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Fig 2.14 Incidencio y reflexion de uno onds SH

(a) Ondo -incidente P .{ b) Ondo incidente & {c) Ondo incidente SH
‘ . SV-SV, SH ‘ . SH-SH,

Pr Ve Vg -

P2 Vo2 Vs2 -

VP, |t
f 'SV-SVp

SH'SHz

! sena _senb _sen e _ sen f

D e —m— T ————— T

Vg1 Vp2 V52

-
0
-

Fig - 2.15 Disi;itucio’n de oncdas ,elo's‘l_icgs en lo interfose de dos medios elasticos .

¢F’unto de ‘excitacion

- Pia Ve Vs

Pa+ V2 v Vs

Py Vp3 » V53

;\ o ’
— Pa 1 Vpa + Voq

Fig 2.16 Refiexion y refraccion muiltiple de ordas en un sistemo estratificado
{ Ref 1)
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Fig 2.19 Primeros tres modos naturoles de vibrocion de una barre



La compatibihidad de esfuerzos, no considerando

tuer2as de cuerpo (ref 261, es

3? a2 ‘
-+ {oa + 040 =0 (12)
3 3y °?

Un meétodo para resoiver este Lipo de ecuacion es el
que emplea 1a funcidn de Auy, &, en el cual
2l e
g = 3
Yool

Sustituyendo la ec 13 en la 12, se tiene que la condi-
cibn que debe cumplir la funcidn ¢ es

¢
3yt

‘e 23'¢

+ 14
3,*  a8,%,° aa

=0

T e
0 0 0,
0 0 oy
; 0 n oi - ¥
N 4] Txy
2004) o Tys
0 740 L1ee 13

t

Coaasideraatts uac o ratacion @l L b tiene s form

Bt e D) e fuly)
v aue |

f. v . &
L -

Enionces, 17 22 & aueaz on la forma

e, - —¥ 0
€, — ¥ V.. —» 0
€y - __1__ -y = 1 - 0
E .
Txy 0 0 0. 2{1+v)
Tyr | 0O 0 0 0
L Yix | L 0 0 _0. 0
voeentayendo la e 2 enda 3 sk altisns _
o, —vloy, + 0,})=¢. E R
-0y —lo, + 0,1 = & F | th

o, = vlo, » oy, - ; S . IR

2014 v)r,y =7.,,Er {7}

Tuy = 7,4 =0 - (B} | - : PR | . f’.‘.::\’ ) ‘-I
| | cos — x\ :—Il !:.\,"4_2' —cos— .v\-;—jf-_. REY
‘airndeciengo la ec 6 enig 4 se lleaa o - .

e —

e, tL=—wvill+wvla, + (i--»?)o, (9) + cos J ey -0 : ' et
De maneiu seniejonte ,

& B v (T+u)o 4+ (1w, (10)

yey B = 20401y, an

La solucion do¢sto ceurtin es

a7

Dehido' a la asimetria vertical, un punto de I frontera
suparior niene.condiciones iguales a !as dal correspon-
dente an 13’ frontera inferior, pero de signo opuesty;
por tanto, A =~ Cy B =+ 0.

Sustituyendo vy simplificando (ref 18), la funcion de
esfuerzos es :

oo nn o nn
$xyl= L cos-— x{Cy,senh— v+
n=1\ € e

25

n
CanCOSh—é—Ey) {18)
) 30 27



donde .
Cia 4 4senha, + Bcosha, (19)
E¢.9 al bHsenha, cosha, + 3a, A
"Can 4 ~ senha,: 5 _
= - (20) o
Ew 3a 5.sen ha, cosha, + 33, : _
ne ) _ .
=7 . - o ' |
. Los componentes del esfuerzo'son _ ' .
¥ '
L - ! , - - £ |
a, = Y €083, X {C,.. alsenha,yi + Cipaa2scnhic,y + 8, v tasna, v}, 2n
a=t,3,3 . , i -
9y~ "I - a}icosa, x i Cin S haly 1 ConVousina, v b ‘ . {22,
AL N : . - . ' '

oD . i
Taye= L 3, Sen h an X [;‘.,, CinSudniupy + Ly, feoeha y + 3, ¥ 57 R A, v } - {23

R ] . ’ Lt ' ' ' .k
E.,,=2:-i-sena,,x{(3c,,,a,, + 4C,)senha,y + 3Ciap v cosha sy ! C_wy} (24)

Fv £ —cosa, X [ {3Cipan — Cidcosha,y + 3Cyaa,y eninz, v ! Twid —X)}(ZS)
Por mecti.« de estas ecuaciones se obtuvieron las distri-
buCiures de estuerzos y deformaciones para distintas
cimencianes de 13 muestrs; las distribuciones corres-
pundientes apzracen en las figs A1 a A4,

b i

o
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& L':;,f" =, ./."L _Z_":g}'/é; :-‘C (!/!./I?.({I! /’* }’u (’f_t[,"}f.)',:?!l‘e_s
a [os /[— ’t :’;;uélfﬂ.:{ £ -f;:,‘:/( udin sn esfe /> \;;‘,}A‘._.L /{



@

2 ) ///ode/o /ura os cz/czcz cmes

d!l‘ Idﬁ”ﬁAMC{&I) de Var’db/és . |
m: masa o (X 'ﬂ'&@éffdﬁfemfa
enlada 4 - awar}zyqqmm}o salida X velocr dad
K (ar.s?lolk.c/dsf}m | 'x ac efé’rac:on

.z Hipolesss ¢

e,

@ dxsfnbdcmn discrefa e varia bles
° ap/lcacmu Instantanea de cargas

@ poa’nwr f el?(ue. a}‘rq,s pe Jf ( 4%2’/1"5)“’81&4)!‘0

. ) ) . . , A )
a3 A'p/z cacton de pr/‘nc;‘pjos £r5icos

o £/ de- ranse)‘mcm;ib de cayf/dad de
Mowm:enfb Fes gue se, mva/acran

fas Fuweraas . e inercia mx, /a viscoesq cx
Y la elashea kx en uwa -e.caecmu de e;q,/,_

brio dmdhf/ca
& [ e Consermc/air de enery/'a' . /%*

implre; famew‘o se manejan las Trans ﬁfﬁaaoﬁes |
de enerqu Cme?‘)(a en /oo}‘encfaf (w.scever.m)

)’ EH Cd/o Vi ﬁca



()

IR > afé:::-rblf de./ mde_/o_

o Fara e//o Se yen a’os: aspecfbs el e.s/bad;,

y el Temporal

- : | ‘ '
o Segun el espacial se reguiere /2. informacios
en un punle > esfo mplr
) por Tanlo esfo jmplica un
wode [o drscreto - P
) | |
o Segun ef f‘em/aara/ se regulere fa hislovia de mov) -

’

mienlos en an panlp, por fank se reguiere una Funclow ,es
Implica una ecuacion o;rerencral - i

. o /jmbos ak/ec#s ;‘mpbwn como wmodelo ura ecud -
L. Clou diferencial ordinaria s

d-& Proceso de dedaccfe;m S
2 ﬁmawq’ol en cuela (a sencrllez del Fenomens se
recurrivd al conceptual . o

a As)” /a .é//;-caa-off divecla de las principlos =€ hace_
empleands el de couservacion de anlided de mrovimienss
?ﬂe /‘w///‘m, uwa Suma e 74/0305", o esle caso /as

acluayles, e dowde | | |

MX # CXF KX =0

pie es ef mooelo buscado y . como se ve es unq -
ecuacicy diferencid ordinarra Rwe relacioma Todlas
las varsables de eylrada y selida

a-6 5 Jo _ )aqso Sofo /'m P/j@yﬁz /d cam,wm CI‘O’# ole -/0.5'
calcalos com resu/fades experimentales



b /Wodelo de ,o/opzyac:o» de ondas

b Tdentrfreacion de anab/és

£ s miduls de elasheiedad Jrx LY, & A R TS

e 4 d

o ¢ Forson  sqfrd
(4

7L deusidad ‘ |

24 amecliguamients

L N4 smetvia Az [ r‘ey}!};f _

(‘:';(7 ‘ull\/ I‘(, },”,

enlrada
e /J s u// .r';’-r:.-..-,

/J . ’ ﬁ[,/wfe_gfs o
° Medm perﬁcfamezr/“e e/asfzco
o Amar)‘f 7aamfeﬂ7"o cas} mf/o

o Wo exrshe Transtormaciin de eneryzq mecanica

- en calor
. Wo e,x/rf e deferioro e.sfmc'furd/

)

C e
Y.

/J. X Ap/f C.QC.!\O,’] de pn‘nc;‘pf&s :443/‘ ces

6 Se ap/;ca,, el e conservacion de masa
canlidad de movimienTo . Por Fanio, rfye»r Jas

ecuaclones de eguw 7 [iprio dinamico

| Ve Ymx o NPyx . VE;
ey w0 ot N Xy N
YRR YV Y \
f’dy " (0' J "'T;.r e --t'"-"" }- ‘"S‘E s
RS2 TR £ 1

(
(701. {o } ‘_"L'f TNz



_ W
5.4 Se/ec_c?q’rf Ael médé /o

o Tomands en cuenla guae la salida reguevida Tiene una
variacivir continea ,Tanto espacial como Temporal, el mo-
delo debeva ser uwa ecuacion o jferencial parcial

b.5 FProceso de deduccion

o En esle caso serda Formal (@ Fow de mostvar
la' ofra lecnica alfernativa a la conceptual )

o Se deduce al a coplay Fanl> [as efcc.wcra#esf |
de e ;m/'/fbn‘o dimamica (Vis fas anfes) Jw/}’b con
/as ecuaciones ernemalrcas

. : AT |
y las leyes de Hooke ‘
€x : ‘é/ﬁa -v(= f'f”::-)) o
£, L /8y PRF )
Ex - 7/5; (R A)) ,‘
2" E:?f SFE Z’i.ﬁ)

.'fa./ -2 _:‘_}({ J .EXE'.' ..;Eé- .} -{)’
—on Jo Fc(e se _avb)‘-/'er)e /d ecaaq‘af, ﬁ/ﬂa’dﬁ!efﬁ/ de la elzs
7‘/:“&!4 FQ - (o/+ 6‘;’25 *(6"2)?'?:!(’/'.3‘) . .

/a cual junto com [a5 condiciones de fronfera detines

Y S S naupmi Ap/ IR N S



o -%? ..;a

o £sle models

Droblema de [’0 :reo’e /""/ﬁcahnbarse a nueshe

mané,a ff‘?y,c”fe J'

A€ en sus com ”em‘es /e
volum
Y dislorsionantes - e dh cas

"_ Para ef caso de onda de distorsion se frene:
) fa dilatacion es nila po} flwfb
B
b) se desprecian /GS 7[‘“'5‘!’ a/e C”"P"/ /‘”’ faqfo

f Fro 0o

<) Enfonces la ccuac;a» de fa elashc:dad se. ?'rans—

forma en (j,,, N gee &5 la ec de O#da
e v e EVs dislorsional
B
o= ‘(:H» )

o A}mm P"m el caso de ond'a d:/af‘aama/ se f;ene

«) ‘ausencia de rolactones ;, por faln‘fa
pod )
consldera»da la propiedad vectorial
2 Voo grad (Arvead) - m;f‘(rc-,f"(::__\._\
c) Cnlonces ;wea’a
(v ?mq’/”u s \)
J e conde la ec. Fand- de la 6/05ﬁczdea’ pueda

pa:é\?sf(l%“ '_ (3 2 (_(!"\T/-
/A=3".,~—-3—‘-’=-6—’) | pue e_st/a ec: a’e onda



D,

Se v - | i ‘.

’L > e.?'~ P;r )’{‘aﬂfo ;zc(c c(mbds‘ ecudcioneés de wzda'
jenen Fanto [as vanab/es

Sq,’da de enlvada como de

o o de vibrac
Modlelo para modos de vibra cton

C.f Zolentificacron t(e_- varrables

- geomelita dcl sy o
nbadal * 20n1Freacion |
. propiedades |* en medios confinues s Ey €
. mecanicas N
\ o en medivs discrefos 3 Ky M

» )ér'e cu erieIas A Vl.!’/i’ﬂ--"'..’.:f": 1y

salida o
_ . Con l/'."y.'(l"le:f",'é.‘:. m,{'-".”!'?.'!e.s

C.2 //:'péfes/‘s :

masSas
. . -,
® £{!5cr¢f/ 2aC(OMN N ' ).
| cons funtes de resorle

o M0 J€ co»_sfdera amarﬁyddmfenfo



_@

3 Principros fireos

_o‘ S€ apfica ef de conservacion e mesé |

a W ;) . Ny 2
' v S de carlidad de
| | movimienlo

pr4 / : /7 )
o / Ade energsa

( inlercambio de ewergia cinéfrea en potencial
Yy Vvisceversa) '

(_': "'7 : .Sj.e/eCCI‘C”H de/ Made/o
8 £n esfe caso se deben enconbvar c.dni‘tyrlma‘oméﬁ

" de forma caracter(Stica cuya amplitud vara de
manera confinua en el Fiempo peri’aélz‘camedft N
o /o anferior implica gue . el modelo repueride
. Lol - ' ' ‘ Rt
. pllede ser med/q"f‘e e,/ F/a;y)‘eamre»fo cle 6(”‘

problema de veclores y ‘valores caraclerisicos

de algebra linea/ (matricial )

- , .7
.5 Proceso de deduccion

@ Fn esfe caso se hara una 7eﬂer4//'?acia?4

Ael medelo p/dﬂfeado para oscilactones |ihres
de un si.sffema- afe_ un 5mda de liberfad
M X -I-l':\;fl)?'-".(’)' AN o



So/o puce en esfe caso en

v vea e e
M,k e

/ X sSean escq/@res se f:eﬂe 2a«e

0'

[M]y (K1 son mqfwces ), ) X Son vechres‘

M es urna malriz dia ga»zq/ |

Pdra play fear el prab/ema de Vecfa res y .

'Vd/ores cqmcf‘erlshcas Se consfa(em ;we /d
solucron es oel Fipo

( t"_ '
»<(u 2 Feiwt . M coswt i sin wi

g w . /C)"ef-'(f:*’f!? 4._ Vil’ra_.,( 35
‘ ' — | - g
e”Tbﬂ(CS :k(t) S (w A-&‘J}f _ :
- - . ) * 4 -»
§ie) s wiAe n Xy €52

/eemp/amndo c.52 en;C-S‘J,‘ se obliene

- " \{ liX = O ‘
wr — Prob/e»m de ‘vecfores Y
_/[,‘(._ wz,M! x' - 0/ valores quacferrshcos

gue es el modelo mq'fe»raf:ro buscado

En es)‘e moclelo [as mafnces So a(e ordeuy n )U?
y fos Vecfares de nyl, donde

N Né nMumero de nudos del s;sfema

G % 5)&405_ de f:b'erﬁ?d de cada nudo



'
d) Moodle (o '-P“_’r?. 're_quesfa dfnq;m'_ca

»

d.|  Identificacion de yq riables
5 f?QOrneh‘!,{l del S/‘,s}_’e»m

' N Eom'/rcacr‘o;l

Enffadd o Propiedades mecanicas K,MyC
- (¢t matvie de amorfiguamientos)

o Cavacleristicas de fas fueveas exciladoras
( p.ej- variaciones es'fdcld/ Y Tem,ooral )

, f o Mistorras de mo vimienlo (@celeraciones,
o “velocidades y desplazamientd) en cada punls
salida J"',”-'Fun-cran;es de-amplificaciin en cada puy f .

. Especfms de re.spuesft; en cada punlo
v | | |

.2 Hipolesis 3

o discretreacion del medio -

. una Cmb )'...
o [a malrit de amorﬁyuam‘mfas [c] es

nacion lineal de [as waqlvices M1y (K] es decir
(] = < [ml+@LK]



4 ' @

/’r-/'ncipio.s 7(/3 j¢os

e A/ /‘724/ gie en el caso guterioy se

dﬂ//‘caw [os /Dr/‘ncz;oias de conserva cion e
mesa, carlidad de movimienlo y de energ/q

® Se Agrega e/ principjo de d.ame(tfo de
eﬂfmp/a a Traves a./e',. la inclusion el
amortfiguamrenfo def marerial .

5{.4 S'é/ecczb;; del modelo

o Como eh esle caso se refz&fe.xe conocey
la variacion Tempora/ confimua de [os
movimenlos de [los diferenfes punlos 710-
dales , esto implica gue el modelo Necesavfo

Ssea un sislfema de ecuaciomes drferencrales
ordinarias |

d.5  Proceso de dedaccr‘o'n

o £n esfe caso Tambien se geweraliza ef

modelo awterior incluyendo la malviz de amor-
\ f)'?dd”/'elﬂlas/ as,’ comwto un v_ec)'vr e .)é(eyaas exel -
Fadoras quedardo |

[MIX t]c] X + [K1X = F?f)



e/ cad/ como se . ve e?'dt Vale @ cm |
< fsﬁema de ecuaqmes d/ferencrqles ord;)mnds

Comenlarios ¢
e Se ve gue no es difcil deducir
/o's"‘ made/as- ma?'e ma’f/‘cos regue n‘c/a.s

!\ Esles ‘,Dmporacqu fa m}%rmaaan nece:q -
rra, Lea cual sélo- paede Oblewerse wedian -

Te eflos a bayo cos Fo J mp/dea en relacion
a ,araced,m;e)ﬂbs emprricos . Esto “““F”" Sea
aproximada wenle |
o Vlebe observarse gue .la Formiaciow solo
pProdece modelos y no sd solucion , la c«d/“
se obliewe medianle procedimienfos de cdaleuls,
%t(é se Vef;r?l éh e/ 's,‘;g)e,p)‘e cap//ﬂ/&, oara
cada wmodelo agul/ deducido.



47 PROCEDIMIENTOS DE CALCULD

® in esfz efapa se préseﬂfan los algoritmos
medianle (a5 cuqles se obliene [a sofucicy
de [os modelos planteados

© Jebe pueder claro pue es la solecion y wo
el modelo (a gee preporciona /2 I“'!fq””’""c""‘? )
. repuerida , As/ por ejemplo, (a Funcion sofucton
de ana ecuocicn diferencial ordmnarra es lo gue
da [a hisPoria de. movimlenlvs.

o For lo general exislen d;ﬁ,‘e;,;'p,_‘-gé”,,-fm” para

/2 solucicy de un modelo dado

@ Muchos de ellos se presentan dewho de los
Y planes curricalares de [cencialura, maestria y
: declorado en In/é#}e”?t Y Crencias

. @ "‘F“’ sdlo se veray alpunos de [fos mias

- Comues parm coda wno de [ps modelos yisfos

o fnlre fos procedimienlos se Frene u cerrados
2 & ' i
Canali’freos) Yy humerieos, |



Fd. Caleu) s )
, o de g; '

N | S/sfemas mqff{giq/es
® / 0L me f'OO{O.S paeo/en SEer - a’;‘rec_'fac
Flhenr . . | )

fe./ra.f“: os . poe] el de Gayss - Jora
o dell ' |

2! &auss ~.S e;a’e/[ r-e.specfl“vqmeﬁfe

o

e £y . generaf ex:sfezz muchas variantes
o 7 er!bl&..;z hay d:'?cfﬁs_lzfes '. /z)}.‘o C’t‘."df--
mirenlos para resolver ef problema ds
Veclores y valkores caracteristreos

o Fnlve ellos el de enconlrar las paices

el polinomio cqracteriStico, y para cada |
rarg , resolver un sistema lireal de ecua -
cliopes para oblener el veclor



@

Ferer

42 'quca/o d’e ecaacrbnes A
clales ordmanas

® Latre Jos /"ﬁacedimfeizfos se Trenen:
a) Int egracion mediqnfe series
b) 77 numerica |
c) Mediante Funciones expon enciales
e fi este frabajo se hablwa en particu-
/dl de e_,/:: d/ﬁmo/ e/ C-Q‘ﬂ/ s c.’.f;/ /M/Z? e -

Clones coi coe][J CIE'?]L&S C0'35f””f&“‘ L 9;/
/a :/ymer/fe ecaacxor/

ad’y i pdY)
c/fs e +¢5’L rdj 2

Se & S’!!Pofft‘.' | y — Cezt
. g - ’
yae a/ reemp/a zar en la ecyacion y:/ea’a

a,? ce f—lo/?ce f—c/?e t+dce -0
de chonite g?.ectda_ el polinomic en A

+b,? +CA+d=0



| Oé‘)/‘cﬂ/c:'uclﬁc&: Jas f‘l'&‘

raices fa- solacien e.\
| 22& AT
y(ﬂzc}e +GE 'J-C_-,eR iz

_/ as consfmtes se obf‘ferzer? de las condi-
Ciones [njcrales )/o , 5’0 ) )’;
® En ocasiones /&.5‘ rarces .S'O;_i COI/!P!&:J‘C!WS‘-?
| dé:‘ donde. /as sofuciones con"e.s ponder
a [a teora de variable complejo, fa cuaf
Se  mencionara bre ve/??erzfe des L c(e'.'-:-. |

43 Ccz/ca/o q’e ecaa_cfones d/fererz- f
Crales /barcra/es

—————

® También en esfe caso hay drferen.
?Le*" pr‘ocedimferztos .se‘qu’r; sea ef

f/PO d‘a ECC(QCIOI}J F QJ /aq,d /Qc d;;
fa  Forma

gxe-: fbm')"c_-z 7[(»9 f;i)-?we)

/d.;‘ (T.!e.'x(/g;; o CZ.Q 51..7('}‘4:3([}1) Y .



f/fpefbobcqc_' <} -52 fac > O
(P ef . Ja’ ecaaczon de onda)

/%Iab(’/zc‘an 5 s b ~4al =0
[ p-ef. /a ecaacrorz de difasion)

E///bf:c:a,) S/ ,6“-—462_6‘. - O'
(/D C’/ /a ecuacion de I ,C,, <04 o /ap/fz.&;\

Zos ,//("/lodu.c qp/xcab/e" a c—//(e< fc'n,'

a) Saﬁerpos;c:on de aafofcmczones [ ec de
onda)
A

| ,b) deﬂSﬁrmczda de Zap/ace (ec. de dfﬁlﬁw/
) /:ZMC/OﬂeS de &ee)y ( ec. a’e. pa/ s.so»)

d) Separacion de variables (€c- a/e / aplace,

ec ole oudg )

> Treas 71 jpos de ecuar jores e pecdsy
p)a.‘éﬂ/({) como CasSoOs pa/f/CJ/c’U s def
medele general dinamjce de vibraciene

4Mx+Cx+Kx=fﬂl



__

cadande, <. gezferab'm af L"Cf’/f""ﬂm Y

?ae: Se& -f}'au-sﬂrma e

p(X,);e)__b.z_é RO D-LE 4 G7S = FlX,y28)
3t? ot |
(s: cfesp laeamients)
Pue es un models mas Peneral gue la eciua-
cion de fa elosfradad ya @ue duye el

Fermino de disipacioy de engia (22 termino)

o S/ Hlxuw) y Fnyat) son nulos se Frene la
ecwacion de onda .
2 a2
0SS - c\V's
dtr - |
o Aplicarnde el métods de sepa./'acic}'yj‘ de varid -
: ,b/czi:‘- =n e/ caso &!/,/jd}}),»éx) .«s;‘oz'rz/ |

¥s _ s
T =0 5 7.3

se sypone  S5=K (x) T(’_l')

cufz‘:wc:::.

C)&S _ Yo \' bls__; oo E
il T % Y -W“XT 9.3.2




)"E’cn[',_'//a_, acsride; fd."f cCcuaciones ‘?. 3.z e‘i.}/
‘?' :;( ‘/ - ow 2 o9 | | |
XT =C T X
o/e. don.o./té ) 2 x )
Lot =0
T X |

/a caﬂ/ S ‘-afnﬁz.c s/
F=kRT y X=kx 433

que som ux pqr d ecaaa‘o};&.s' diferencia
|z pe= se resuelven cepme  se vie e
el incise 4.2 |
as/ T[t) ;'q,e +a2,e |
de fq teoriv de varigble c*.cw;p/c;-,;d se. Sabe ZYE
.y ! .
e(kt cos k't + (sen k't
skt = cos R't - (sen R't
de dorele  T®= (1+0:)coskt +(a- az)zsen k't
azi para €l < real Ty =c cos k)t

/ ) .
: Q’m/:{r/.?”u:'f.}t | X()Q =C, Cos k.a X



E’f{ ILON,C.::'.“;
.. S(x, ) = Czcos kyx cos kil
g4 & Tarmbren equivale a |
s(x,t) = c sen(ct +%)

| o s(x,f) =C sen(ct -_X)

En yerfua,/ S(X/f'.).f‘ ¢1 (Ct -[-‘X) ,-'f‘ﬁbz (c-f- "‘x) <

4.4 Teér/’_"_ai de Variable C0m,o/¢J'¢

o E: &f maf/%/'o _ovperacr‘or?a/ de urn cow junto
de elementzs (numeros cample\/as; de lox cudles los
nameres reales es un caso parficular
' . . - - ‘ - - . - -
@ Su yllidad en dimamica pueda manitiesta, pueshs
zee comn s Vid anles en ecuacionés drferencrales,
wiachas: de sus soluciones som Fanciomes complefas

@ [y & /e,;,/g/p ey ef melods de series de Fynciones , e/

ceal sirve para mudes fpes de ecuaciones diferenciales

o las opemciones teguerides implican en realidad
fas ) "‘,VA'-‘-" e syma y pfﬂdﬂcfb e brmemias a/gobrarce;
( por Tener parle req| € imaginarie), Con 1 caracke -
trsiyea gye X = -/ ( ] S UMeyo /pmyj‘mrio)‘



o £/ mumero ( a/ acliar coms Faclor /ﬂf/)/fcce t,
gire de 99° en of plans compleso en sent d contrario
/a 3 m.lf/é:c:///a'f de/ re./J/ enrn fa/?fa ;2/6 - c /o

/Jaa_ )cf.m e! Jde eJ/a.» o

44| Llas operaciones elementales son!

/(H‘bt)-f-(cfdl) (af-C)‘i‘(bfj,)_
(a+bz)~(c+a/) (a- A+{b-d)( /i
ac aditbel +bdi
a+b¢) (c.,‘d‘)-ac +cad +be)i - bd
=(ac-bd) + (ad+ba)t |
b - (a+bi)(€- di)  (multiplicando y
fa+ i) = (C-I'd!) T D (= d0) cgrlg;:%féop;;-

- ugado el deno-
(dcf—bzz iél:c ad)( «L,md:’)

::'_m

949.2. Impficaciones fnz’ﬁ'cas de fanciones, complejas -

o Paid esfo se debe obseryar /./ Q(c se })CZC-:’
d/ )t}/lcacﬂfqr VIQ/)'CG»?G”%E (/Ild '///’CIG)I df. Y4a,
vqrwb/e ree) eNn ura pmyecc}o)/ oy fo 70!/0/

«1] f!

!

%



S e -~

i, -

en una proyeccion paralela

o Ahuwa en el case de Funcione: complejas

P . C '
séle se puede  emplear fa. preyeccion  para-

_/é' la.  de un plano 'carr;p/gja a o’fro

. ; : 7

e Ve [i cudd ns es Fc’ffﬁ/é‘ dar ana represenfacich
Or‘fbyomt/" ya gq€ €5 ?‘d)'qq’)'mensj'onq/ ( observese
ademas gae es unq Funcion compleja de una

sola variable, mas ditrerl aun sera si” Fuera de

mes variables)

& /a proyeceion pamlela es ey of un mapec
CTranspformacioy matemiatrca)



G3
44.3 Func;‘_a"n exponencial compleja

o Esfu ex muy fmpor‘f‘cmf'e,.yg ?.f,/é_ s&
e"’f’fﬁﬂ- para. las expm/sfor)e.s en serie,
'd . '
utiles para enconfrar soluciones a ecuacro-
- hes drferenciales |
o fura comprender s emp/eo , conyrene ob.5€ r-
var Ja  represenfacicn polar de un ndmero
N . . (2=at+bi)
2 = p(cost + (sen®) - ( o S

| | aaet
donde = \fa"+ bz P

v & = atan(Z)

> '.
eje real

eslu nelcion pO_,q?' -’f“ambzcu Se pﬂédé -IE/)I‘e.-:erdm-

Coms g2 = rew. s e'? eguivak & Co3t +isend
{ | v (por convencidn) guc
\Jf-__ dericl< _ | es Ja Funcich expo-

| Z, 2.2 7, Te e‘ (&lwt) | nencral C'O’”f)/e{.’h
2, _ h e!-(g',‘a;_).- |
22 re |
‘n &
2" = y'e

=y | .
Y, .-_-r'/he‘(ﬂm)/ﬂ.
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}

—f 5- Teorpa_ de Probablhddd
| y esf’adls'f“;ca IR
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CAPITULO 1 INTRODUCCION

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION:

A) ELECCION DEL TEMA
B) INVESTIGACION B81BL |OGRAF ICA |
'C) FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO (O EXPERIMENTAL)
D) PLANEACION DEL' TRABAJO
E) RECOLECC [ON- DE DATOS
F) EJECUCION DE LOS TRABAJOS
G). INTERPRETACION Y COMPARACION DE RESULTADOS
H) GENERAL | ZACION -
1) CONCLUS IONES Y RECOMENDACIONES
~ J) COMUNICACION MEDIANTE REDACCION DE INFORME

W) ELECCION DEL TEMA ’% R o

' "EL PROBLEMA DE INTERACCION SUELO ESTRUCTURA EN LOSAS DE CONCRETO"

1) PAVIMENTOS .
2) CIMENTACIONES
3) PRESAS

- PRESA: OBRA DE INGENIERIA CIVIL CONSTRUIDA PARA RETENCION Ot AGUA
- OBJETIVOS

+DOTACION DE AGUA A UNA POBLACION
+RIEGO DE TERRENOS DE LABOR =
~ +NECESIDADES DE ENERGIA ELECTRICA

\
¥ ASPECTOS FUNDAMENTALES INVOLUCRADOS:

+ F1LOSOF 1CO0S

+ CIENTIF1COS
-+ TECNOLOGICOS

+ ECONOM1ICOS
+ SOCIALES |



‘Bj INVESTIGACION- BIBLIOGRAFICA -
- CAPITULO Il ESTADO DEL ARTE

e e P T s s e i e e e S A = T S

% TIPOS DE CORTINAFIG. 1)

+ HOMOGENEAS
+ HOMOGENEAS CON FILTRO -
+ DE MATERIALES GRADUADOS _
+ CON DELANTAL O CON PANTALLA
+ DE ENROCAMIENTO:"
- CON CORAZON |MPERMEABLE
~ CON PANTALLA IMPERMEABLE
o ASFALTO
o CONCRETO

e

¥ PARTES INTEGRANTES DE LA CORTINA [DE UNA PRESA DE | ENROCAMIENTO CON,

o L e

| PANTALLA DE CONCRETO:(FIG. 2)

A) CUERPO DEL ENROCAMIENTO (ZONAS)
B)PIE DE LOSA

C) LOSA DE CONCRETO (INCLUYENDO JUNTAS)

* CARACTERISTICAS DEL ENROCAMIENTO

+ CALIDAD Y GRADUACION ",
+ EXCAVACION Y TRATAMEENTO DE LA CIMENTACION
+ ZONIF ICACION:
' - ZONA 1 (FIG 2)
- ZONA 2 '
- ZONA 3
+ USO DEL AGUA EN LA COMPACTACION |

% PIE DE LOSA .

+ TRATAMIENTO DE LA CIMENTACION
+ DIMENS IONES
+ ACERO DE REFUERZO



PRESA DE TIERRA Y EHROCANIENWTO PRESA DE ENROCANIENTO

roN TRINCHERRA ~CORRZON VERTICAL-
HANE
—_—
— N
nésa ] :mfocammm . PRESA DE EMROCANIENTO CON LOSA

‘=CURAZOH [NCLIHADO- ‘ OFE CONCRETO -CLAIMYACION RIGIDA-

FIGURA 1 ALGINOS TIPOS DE CORTINA

MATERIALES :

§ NATERIAL TRITURAGO
(RNEROR DE 3-)

2 NATERIAL TR1TURADG
{ENTRE 3 ¥ 6"
3 ENROCARIENKTO

(A.B Y L. CONPACTARDOS
O DIFEREWIE ESPECIFICACION

0. ENR. A VOLTEQ)
RAXINA SECCION N RAT. INPERNEABLE

/__ CRESTA s VARIARBLE

4 PARTERIAL [NPERPMEABLE

FIG. 2 3ECCION CONCEPYTUAL DE UNA PRESA DE ENROCAMIEHTO CON PANTALLA DE CONCRETO




Stmeid oy T R »

% LOSA DE CONCRETO

. +ESPESOR
- CON ENROCAMIENTO AVOLTEOQ

0.3 + 0.0067H (H = ALTURA DE LA PRESA EN M)
— CON ENROCAMIENTO COMPACTADO
0.003H A 0.002H © MENOS

+ ACERO DE REFUERZO (REDUCCION DEL 5% EN PRESAS CON ENROCAMIENTO A
VOLTEO, A 4% EN PRESAS CON ENROCAMIENTO COMPACTADO)

- (COLOCADO AL CENTRO DEL ESPESOR DE LA LOSA)
+CONCRETO -
+ CONSTRUCCION (EN FRANJAS VERTICALES)
+ JUNTAS VERTICALES Y PERIMETRAL

—— - ————— — T — T — T —— T T o

TABLA 1 LISTA PARCIAL DE PRESAS DE ENROCAMIENTO CON PANTALLA DE

CONCRETO
NOMBRE ALTURA  LOCALIZACION - ANO DE TALUD TALUD AREA DE
(m) TERMINACION AGUAS AGUAS LA &OSA
ARRIBA ABAJO
Strawberry 50 California - 1916 1.2 1.3
© Salt Springs 100 California 1931 1.1 1.4 10800
Paradela 112  Portugal 1855 1.3 1.3 55000 .
Einzanes . 67 Mexdeo &836 bt L
~ Courtright g8 California 1958 1.0 1.3 6700
. San.ldelfonse B2 Moxlaa L ks el LA
New Exchequer 150 California 1956 1.4 1.4
Rama . 110 Yugoslavia 1967 1.3 1.3
Cethana 110 Australia 1971 1.3 1.3 23700
Alto 140 Colombia . 1974 1.4 1.4 22300
Anchincaya _ :
Golillas 130 Colombia ©1978 1.6 1.6 14300
Bailey,R.D. = 95 USA 1979 2.0 2.0 65000
Areia 160 Brasil ‘ 1980 1.4 1.4 138000
Neveri 115 Venezuela 1981 1.4 1.5 53000
Shiroro 130 Nigeria . 1982 1.3 1.3 150000
Yacambu 150 Venezuela 1982 1. . 1.5 13000
Salvajina 145 Colombia 1983 1.5 1.5
Kotmale a7 Sri Lanka 1985 1.4 1.45 60000
Lower Plieman 122 Australia 1986 1.3 1.5 35000
Musa 150 Nueva Guinea P 1.5 1.5
bguami;pa J80 México lﬂl 1.5 1.5

P=Propuesta ‘ BD=Ba jo Diseno’



INTERACC |ON-ENTRE LOSAS DE CONCRETO Y SUELO

CAPITULO 111
+TABLA 2 {DENTIFICACION DE VARIABLES QUE INFLUYEN EN EL
COMPORTAMIENTO DE LOSAS DE CONCRETO Y SUELO
TIPO DE ESTRUCTURA A | B c
FACTORES PAVIMENTOS CIMENTACIONES PRESAS
1. -CARACTERISTICAS DF L0S
MATERIALES DE _APOYO.
1)TIPO DE MATERIALES. MUCHO MUCHO MUCHO
2)MODULO DE ELASTICIDAD MUCHO MUCHO MUCHO
3)RELACISN DE PoissoN. ' MUCHO
4)RELACION DE AMORTIGUAMIENTO| MUCHO
5)PERMEABIL IDAD. MUCHO POCO MUCHO _
B)GEOLOGIA DE LA REGION- “MUCHO . POCO._ REG . ~MUCHO
7)ESTRATIFICACION. : |
A)TIPO DE MATERIALES. REG.-MUCHO nucno
B)ESPESORES. REGULAR MUCHO
8)PEsO VOLUMETRICO MUCHO " mMucHo - MUCHO
2.-CARACTERISTICAS DE LA,
LOSADE_CONCRETQ
 1)DIMENS IONES.
A)ESPESOR. REG.-MUCHO MUCHO MUCHO
B) ANCHO. REG.-MUCHO| . POCO MUCHO
CILARGO. REG.-MUCHO|: POCO ~ MUCHO
2)CALIDAD DEL CONCRETO. MUCHO ‘| REGULAR' MUCHO
3)MoDULO DE ELASTICIDAD REGULAR MUCHO " REGULAR
4) ARMADO POCO-REG. | MUCHO POCO
S)CONTACTO SUELO-LOSA MUCHO MUCHO MUCHO
B)SEPARCION DE JUNTAS REGULAR POCO MUCHO
1)DIsTRIBUCI SN MUCHO MUCHO MUCHO
2)ORDENES DE MAGNITUD MUCHO MUCHO MUCHO
3)VELOCIDAD DE APLICACION MUCHO MUCHO MUCHO
“ZT:EE&E&&E&‘E&EIEﬁiEFES _ """""""" T " -
1) TEMPERATURA MUCHO POCO REGULAR
2)HuMEDAD MUCHO POCO POCO
_ 3)ACCISN DE AGENTES QUIMICOS | MUCHO |  REGULAR POCO-REG.




- EL PROBLEMA DE INTERACCION ESTA DADO COMO UNO DE DEFORMACION

- - LAS  INCOGNITAS BASICAS DEL PROBLEMA SON LAS DISTRIBUCIONES
 ESPACIALES OE LOS MOVIMIENTOS AS! COMO LAS REGIONES FALLADAS (Sl SE
PRESENTAN)

w

- LA DISTINCION BASICA ENTRE LOS TRES TIPOS DE INTERACCION LOSA-SUELO
 (PAVIMENTOS,  CIMENTACIONES . Y PRESAS) LA CONSTITUYEN LAS
CARACTERISTICAS DE LA CARGAS,3AS| COMO LA GEOMETRIA GLOBAL DEL
PROBLEMA Y LAS CONDICIONES DE FRONTERA.

C) FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO g
CAPITULO IV FORMULACION MATEMATICA

-
v

TEL MODELO DE WINKLER CONSIDERA QUE LA DEFLEXION EN UN PUNTO DEL
MEDIO EN LA SUPERFICIE ES DIRECTAMENTE PROPORCIONAL AL .ESFUERZO
APLICADO EN ESE PUNTO E INDEPENDIENTE DE LOS ESFUERZOS APLICADOS EN
OTROS PUNTOS:

QXYY = K WIX.Y)

QX.Y) = CARGAS APLICADAS EN EL MEDIO |

WX,Y) = DESPLAZAMIENTOS DEL MEDIO EN LA SUPERFICIE (CARACTERISTICA DEL

MODELO) |

K = CONSTANTE DE LOS RESORTES (MEDIO)

- EL MODELO DE FILONENKO-BORODICH ES PARECIDO AL DE WINKLER, SOLO QUE
© LOS RESORTES SE ENCUENTRAN CONECTADOS MEDIANTE UNA MEMBRANA, LA QUE
SE ENCUENTRA SOMETIDA A UN ESFUERZO DE TENSION CONSTANTE
QXY = K WOLY) + T ¥ 2WIKY)

T CO"'S"" ANTEDE LA MEMBRA!\A
= OPCRADOR' DIFERENCIAL LAPLACIANO EN LAS VAR!ABLES XvyY
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o) Corga no uniforme ) Corgo concentrado

i —

4.

Yz
¢) Cargo rigido d) Corgo flexible uniforme

-

A) Desplozomientos en "“-1‘1:":‘:3-—4&&’5&‘“».'
P B L e, B T ST . . —

llil\lllul CLASTICA

B) .ﬂo_dclo de Filonenke~Borsdich

PLACRA ELASTICR

C) MHodelo de Hereny

FIGURA 3 MODELOS DE TIPQ ELASTICO



- EN EL MODELO DE HETENY! LOS MISMOS RESORTES DEL. MODELO DE WINKLER
INTERACTUAN ENTRE SI POR MEDIO DE UNA PLACA ELASTICA

QOLY) = K WOLY) + D v 4wy
D = CONSTANTE DE LA PLACA ELASTICA

- St EN LUGAR DE LA PLACA ELASTICA DEL MODELO DE HETENYI SE COLOCA UNA
CAPA DE MATERIAL CAPAZ DE SOPORTAR ESFUERZOS CORTANTES, SE TIENE EL
MODELO DE PASTERNAK

QUX.Y) = K WXY) + G, ¥ “WK.Y)
o G,, = CONSTANTE DE LA CAPA DE MATERIAL

- CON LOS MODELOS ANTERIORES SE PUEDEN OBTENER LOS DESPLAZAMIENTOS EN
LA SUPERFICIE DEL MEDIO, PERO NO EN EL INTERIOR DEL MISMO.

. - LOS MODELOS ANTERIORES PARTEN.DE UN ENFOQUE CONCEPTUAL, Q SEA VANDF

LOP

- POR OTRA PARTE, EL MEDIO CONTINUO ELASTICO ISOTROPICO TIENE COMO
~ ECUACION  DIFERENCIAL |

Gv2§+(6+h)gradd1vs+p?-0

G = MODULO DE RIGIDEZ AL COBTANTE-
v ‘ E .
A= N = CONSTANTE DE LAME
(1 +v) (1 -2v)

div § = e, * cy te, = ‘SUMA DE LAS DEFORMACIONES EN LA DIAG. PRI‘NCIPAL

p? = FUERZAS DE CUERPO

v = OPERADOR DIFERENCIAL LAPLACIANO EN LAS VARIABLES X,Y y 2

- ESTE MODELO PARTE DE UN ENFOQUE FORMAL, ES DECIR, PARTE DE LO GENERAL
A LO PARTICULAR. OFRECE LA VENTAJA DE QUE SE PUEDEN OBTENER LOS
DESPLAZAMIENTOS EN SU INTERICR Y DEDUCIR DE AHl EL ESTADO DE
ESFUERZOS.



+ MODELOS NO ELASTICOS Y EN FUNCION DEL TIEMPO

® EL MODELO DE RHINES ES UN MODELO NO ELASTICO QUE ASUME LA EXISTENCIA
DE UNA CAPA DE MATERIAL QUE ES CAPAZ DE SOPORTAR ESFUERZOS CORTANTES
HASTA UN CIERTO NIVEL "+ ©

S - - SI LA FUERZA CORTANTE EN CUALQUIER PUNTO DE LA CAPA DEL MEDIO ES
" MENOR QUE UN CIERTO VALOR LIMITE ENTONCES EL MEDIO SE COMPORTA
'ELASTICAMENTE

= CUANDO LA F UERZA ‘CORTANTE EN ALGUN PUNTO DEL MATERIAL ALCANZA EL r
VALOR LIMITE LAS PARTICULAS OEL MATERIAL PUEDEN DESLIZAR
PRODUCIENDOSE UNA DISCONTINUIDAD

- LA DEFORMACION PLASTICA DEL MODELO SIMULA EL CORTE DE UN SLELO
PROVOCADO POR UNA FALLA DE PUNZONAMIENTO ‘

B EL. COMPORTAMIENTO POR CONSOLIDACION O POR: FLLEICIA DE UNA MASA DE

vz = OPERADOR DIFERENCIAL LAPLACIANOG EN LAS VARIABLES X, Y y<

o a . - . ' ’ - - . ' ]#

SUELO ESTA EN FUNClON DEL TIEMPO
- LA IEchA .DE. .BIOT _.DE CCNSG.[DAC]QN TOHA EN CUENTA EFECTOS?
TRIDIMFNSICNALES
- LAS EEQ_ACIQBES DIFERENCIALES QUE DEFlNEESTA I ECRIA S(N . ' L
G de ac 1 ' L
G‘“‘"l-ﬁ 5~ %z ‘.0
, , 2 G ge__ 8¢ :
;,-. . _ : Ve + 1= 3v aq‘ 89 = 0 b (1)
' 2 G  8e dc
GFo+—1"% 2 “a7 "% )
€ = E + e + ¢
y z
'kVa—‘ag'tE»f—é- LA (@)
o a Y Q SON CONSTANTES QUE DEFINEN LA VARIACION DEL CONTENIDO DE AGUA
EN EL MEDIO




CAPITULO V PROCEDIMIENTOS DE SOLUCION

+ LOS MODELOS MATEMATICOS SE FORMULAN SIGUIENDG PROCEDIMIENTOS
CONCEPTUALES O FORMALES, RESPETANDO - PRINCIPIOS FISICOS - Y
PRESENTANDOSE EN FORMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

\ £l PROS ESQ‘QLE,IBANM
.@WWMMWAQ&% -

+ EXISTEN VARIOS METODOS PARA LA SOLUCION DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES A LAS QUE SE LLEGA CON LA MODELACION MATEMATICA, ESTOS
SE AGRUPAN EN:

) _MI;_'_]‘_OQOS.CERRADQS (SERIES DE FUNCIONES ARMONICAS, TRANSFORMADA DE
LAPLACE, FUNCION DE GREEN, ETC) |

2) METODOS  VARIACIONALES (POR INTEGRACION . DIRECTA, METODOS

VARIACIONALES ETC. )

.+ L0S METODOS QUE UTILIZAN SERIES SE BASAN EN LA OEA DE EXPRESAR LA
* SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL EN TERMINOS DE UN DESARROLLO EN
" SERIE

+ LOS MSARR&LOS EN SERIE PIEDEN SER
A DESARRCI_LOS EN SERIES DE POTEM:IAS ‘
.B) DESARROLLOS EN SERIE DE FOURIER

*® LOS METODOS VARIACIONALES UTILIZAN EL CALCULO FUNCIONAL

+ UNA- FUNCIONAL ES UNA VARIABLE DEFINIDA EN TERMINOS DE UNA O MAS
FUNCIONES, POR EJEMPLO, EL AREA (J) DE UNA SUPERFICIE GENERADA EN EL
PLANO XY A PARTIR DE LA UNION DE DOS PUNTOS MEDIANTE UNA CURVA Y(X)
AL HACERLA GIRAR EN EL EJE X. LA FUNCIONAL J SE CALCULA COMO:

J-a'nr Jrey® 6x; ,°Y|

10



+ EL. OBJETO DEL CALCULO DE VARIACIONES CONSISTE EN BUSCAR UNA FUNCION
- ARGUMENTO Y(X) EN CORRESPONDENCIA A LA CUAL UNA INTEGRAL DEL TIPO:

J=J [ Y (X) ] , ADQUIERE UN VALOR MAXIMO O UN MINIMO.

+ LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PUEDEN SER TRANSFORMADAS EN FUNCIONALES,
LO QUEPUEDE LOGRARSE UTILIZANDO LOS METODOS VARIACIONALES.

~+ LA MAXIMIZACION O MINIMIZACION DE LA FUNCIONAL PUEDE LLEVARSE A CABO .

POR EJEMPLO, CON EL METODO DE RITZ O CON EL l'ETODO DEL ELEMENTO..
FINITO.

+ LA IDE_A DEL METODO DE RITZ' CONSISTE EN QUE LOS POSIBLES VALORES
~ SOLUCION DE LA FUNCIONAL SE CONSIDERAN SOLO EN UN. CAMPO LIMITADO DE

" CURVAS QUE RESULTAN DEL DESARROLLO DE LAS COMBINACIONES LINEALES
ADMISIBLES DEL TIPO

'Yn )
' i

Ma—

. LA FUNCIONAL SE TRANSFORMA AS| EN UNA FUNCION DE LOS COEFICIENTES
- | o | LOS CUALES SON LAS INCOGNITAS DEL PROBLEMA.

T P

o W,(0 ; W,(X) = FUNCIONES DE PESO

1

+ EL METODO DEL ELEMENIC : - PROBLEMAS DE

Wu DEBEN susrm LAS ECUACIONES DE
" EQULIBRIO, RELACIONES CINEMATICAS Y LAS ECUACIONES CONSTITUTIVAS, SE

N EL QUE SE MINIMIZA LA ENERGIA POTENCIAL

D + LA ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION ESTA DADA POR LA INTEGRAL, EN
= TODO EL VOLUMEN DEL MEDIO, DE LOSPRODUCTOS T - €

- +ENLA NATURALEZA AL APLICAR FUERZAS A T ' ARA DE

s o+ B Paoa'_m SERA ENTONCES ENCONTRAR LAS FUNCIONES T~ (X.Y.D) Y
e € (X.Y.D) TALES QUE MINMICEN LA ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION. -




+ LA SOLUCION A LA QUE SE LLEGA CON LA MINIMIZACION DE LA ENERGIA

s e

[F ] « * VECTOR DE FUERZAS ‘ACTUANDO EN EL MEDIO
x] -

{ 5 } - VECTOR DESPLAZAMIENTOS

4 .

. DONOE

= MATRIZ DE RIGIDEZ

- SRBITES
e [olle]

| [G ].- MATRIZDE DEFORMACIONES _
[8] - maTRiZ 0 coNsTANTES

[‘q"]- MATRIZ DE ESFUERZOS

PARA EL CASO BIDIMENSIONAL .

| ‘,\)- 0
[0]-— E v 1 o
EETTETE

l2
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D) PLANEACION DEL TRABAJO, E) RECOLECCION DE DATOS, Y F) EJECUCION DE |
LOS TRABAJOS
CAPITULO VI ANALISIS REALIZADOS
+ EL METODO DEL ELEMENTO FINITO APLICADO A PROBLEMAS DE MEDIOS
CONTINUOS PERMITE LA SOLUCION DE PROBLEMAS COMPLEJOS, COMO ES EL CASO
DEL ANALISIS DE LA LOSA DE CONCRETO DE LA PRESA DE AGUAMILPA.

+ LOS ANALISIS REALIZADOS SE AGRUPARON EN DOS GRANDES FAMILIAS, QUE
SON: I

s C(NSIDERACIGES EN LOS ANALISIS:

+LAS LADERAS SE CONSIDERARON E}*POTRAMIENTOS ROCOSOS PERMITIEI'DO SOoLo
GIROS EN ESAS ZONAS

+ EL. CONTACTO ENTRE EL SUELO Y LA LOSA SE CONSIDERO RUGOSO

+ LA LOSA SE DIVIDIO EN DOS PARTES DENOMINADAS "CAPA.I" Y "CAPA II



v

"MATERIALES

1, ~EHROCANTENTD
2.-FILIRO Y TRANSICION
3. -CONCRETO

4. -ATAGUIAS
5.-HE2CLA

.COTAS EN =

Civare de¢ osceta

g7
»

L M .
o 120 _ s - 100
c)seccidn mdximo ’

(4] ]

Al
320

182 ) .
b)XDimensiones de la losa d

I‘J_g_ b Forma y dimensiones de la preso de Flguomivlpo

linea de mo'xime
pendiente

a)Sececrdn maximo

_rn-

bllose vista d: aguas arriboe



+ EN LOS ANALISIS NO ELEASTICOS-NO LINEALES SE CONSIDERO UNA RELACION
HIPERBOLICA PARA REPRESENTAR EL COMPORTAMIENTO NO LINEAL DE LOS
' MATERIALES DE LA PRESA, EN LA CURVA ESFUERZO-DEF ORMACION. |

+ TAMBIEN SE CONSIDERO EL EFECTO DE ENDURECIMIENTO DE LOS MATERIALES
 POR ESFORZAMIENTO (CON DEF ORMACIONES PERMANENTES)

+ COMPORTAMIENTO DEL MATERIAL DE APOYO DE LALOSA:

1) DURANTE LA CONSTRUCCION EL COMPORTAMIENTO DE LOS MATERIALES
CONSTITUTIVOS DE LA PRESA ES ELASTICO-LINEAL Y SUS PROPIEDADES SON °

LAS SIGUIENTES:
1

- Ex10°] v | ¢ [c x10®] o+

ke® | - (Ke/m®) | (KemdD)
‘LOSA - 2000 30 | 40° - 2500 2400
" | JUNTAS VERTICALES| .0001 40 | 0 .00005 ‘| 1900
o JUNTA PERIMETRAL | .0001 40 o’ . 00005 1900

(S LAS HAY)

'MATERIAL 5 15 | .20 32° 5 | 1950
MATERIAL 2 ' 18 .15 . 35° 0 2100
ENROCAMIENTO . 15 15 | 40° 0 | 2100

2) AL FINAL DE CADA ETAPA DE LLENADO:

SE DETERMINAN LOS ELEMENTOS DE SUELO EN LOS QUE POR LO MENOS DOS
DE LOS ESFUERZOS PRINCIPALES SON DE TENSION, O BIEN, EN LOS QUE EL
ESFUERZO NORMAL AL PARAMENTO DE AGUAS ARRIBA ES DE TENSION Y SUPERIOR
A 01 Kc/cna Y SE LES ASOCIA UN MODULO DE ELASTICIDAD IGUAL. A:

o U E = 100 KG/CHZ




+ EN LOS ANALISIS ELASTICO-LINEALES SE CONSIDERO QUE LOS MATERIALES
- CONSTITUTIVOS DE LA PRESA TIENEN LAS PROPIEDADES SIGUIENTES:

g e e e e — = T — — —— |

E. x 10°

g = it Sy

v r
(Ke /M) Ke/M2) | (Ko/m®
LOSA 2000 .30 0° | 2500 | 2400
JUNTAS VERTICALES| .0001 40 | o | .o0005 | 1s00
JUNTA PERIMETRAL | .0001 .40 0 ,00005 1800
(S1 LAS HAY) - ‘
- MATERIAL 5 15 . 20 .| 32° 5 1950
MATERIAL 2 18 A5 | 35" 0 { 2100
| ENROCAMIENTO 15 .15, | 40° 0 2100

A) CSFUERTIOS WOREZONTRLES
AL LIS AR PynTEADAS DEAAL R

W palBh v SUBDA. LA PEEIME
PROVECCION BE L4 LW WERTON B

T, Tieetmd whtwbm )

. BY ESFUERZOS VERTICALLS.

Fig. wa

1 MRIOS [N Ky/ ll! . COmMPRESTIN

10
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_ + TAMBIEN, SE COMPARA EN CADA ELEMENTO EL ESFUERZO DESVIADOR (T, -7y )

~ CON EL QUE CORRESPONDIA AL DE LA ETAPA DE: LLENADO ANTERIOR PUDlEI‘vDO
SUCEDER DOS CASOS:

1.- SI EL ESFUERZO DESVIADOR SUFRIO UN DECREMENTO A RAIZ DE LA ULTIMA
ETAPA DE LLENADO, SE CONSIDERA QUE EL ELEMENTO SUFRIO UNA DESCARGA Y
SE LE ASOCIA UN MODULO DE ELASTICIDAD . |

CONSIDERANDO DEFORMACIONES PERMAMENTES E=3 000 ( 0.3 )

2.- S| EL ESFUERZO DESVIADOR SUFRIO UN I?CRENENTO SE ESTNA EL VALG'\’
DEL MODU_O C@lSl[ERAN)O LA XPR :

+ S| UN ELENENTO LLEGA A LA FALLA POR ESFlERZO CORTANTE SE SUPONE .QUE .
SU MODULO DE ELASTICIDAD (E) ES 1GUAL A 100 l(ts/cm2 '

AT
1

1ese con junrtas Flenibles verticoles ) b)) Franjo centrol sin juntes vertitales

Fig. 7 Di‘]siribution de los juntas en ta losa de toncreto

7



« RESULTADOS OBTENIDOS :

+LA TABLA SIGUIENTE RESUME LOS MAXIMOS ESFUERZOS QUE- SE PRESENTARCN
EN LA LOSA PARA LOS DISTINTOS CASOS ANALIZADOS

g o

CASO smmo MAX. ESF | ALTURA¥ MAX.ESF. ALTURA
DEL | TENSION | () COMPRESION (M)
ESF. | (Ke/®) (Ke/M®)
A H 110. | eomL || 305 B3 ME
S 38 68 ML - 45 | SnE
“8 H | 100 54 ML 263 63 M E
“ B P .6 |'weonmL |I° 110 CONME
C H 260 70mML 650 63 ME
c P 200 70 ML 40 75 mHE
D H . 250 'ss ML || 450 40 ME
D P 185 | &8 mlL 100 OmME
3 H 210 70mL 650 | 63 mME
E P 250 | 70mlL 40 75 mME

HORIZONTAL ; P = PARALELO A LA LINEA DE MAXIMA PENDIENTE
E = EN EL EJE DE LA LOSA
AL PUNTO MAS BAJO DE LA LOSA

R
8
-t == — - ¢cose C
D
E

CERCA DE LAS LAS LADERAS ;
EN RELACION

e

Fig. B.Desplozamientos en lo seccion transversol de lo

Preso de Aguaomilpo ol final del llenndo

‘D
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+ Tension + Tension

-~ Compresion

~ Compresicn

- FIG. 9 cRSQ A, CAPA 1 DE LA LOSA
lo ) ESFUERZOS. MORMALES MHORIZONTALES

b Y ESFUERIDS MORNALES PARALELDS A
LR LIKER DE NAXINA PENCIENTE -~

¢ ) ESFUERZIOS CORTANTES PARALELOS A .
LA LINEA DE NAXINA PENDIENTE

ESFUER20S EN Rg/em® . '

s

TN ) b))

.. .
+ Tension + Tension

~ Compresion

- Compresicn

!

FIG.10 cASQ C.CAPA [ DE LA LOSR

o) ESFUERZOS NORNALES HORIZONTRLES

b ) ESFUERZOS NORPNRALES PRRALELODS A
LA LINEA DE MAXTHMAR PEMDIENTE

‘¢ ) ESFUERZ0S CORTRHTES PARALELOS A
LA LIREA DE NAXINA PERDIENTE

. ESFUERZOS EM Kg/em
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) INTERPPETACION Y COMPARACION' DE' RESULTADOS

CAII'TULO VI

Figura 11

pislr:ih.n:i.&t de esfuerzos en un material elfstico
(placa de baquelita) determinado con la técnica de

foto =elasticidad

"'+ LAS PROYECCIONES DE LOS ESFUERZ0OS CONCUERDAN CUALITATIVAMENTE
CON . LOS PRESENTADOS POR LA MASA DE LA CORTINA (FIGURA 6)

e
LL

dededomdled SENRRINEVE T sttt b bogna Laa e ooty

Figura 12

ESC.VERT. 25@ ME/DIV
ESC.HORZ. 8.5 S/DIV

TEMP. :19°C

" PRESIOM DE CONTACTD 5.5 Kg/em?

Deflexiones de un povimento flexible

(mediciones en une piste de pruebo?

#+ 'LAS ZONAS DE 'TENSION 'Y .COMPRESTON .CONCUERDAN QON-LAS R!
POR:LA LOSA (COMPRESION AL CENTRO DEL AREA CARGADA Y TENSION EN

| S &) 7"‘\.!1“!\]"}{{\:‘- \

PRESENTADAS




fig. 13 vectorss desplazomiento de los rudos localizados en h osa sobre
‘ . un corfe x=o

+ SI BIEN EN CUANTO A OPDENES DE MAGNITUD LOS 108
ANALISIS -(1.-BASADO EN LA EXPRESION "E BOUSSINESQ
Y 2.- CON ELEMENTO FINITO) NO CONCUERDAN, EN FORMA
CUALITATIVA SE ASEMEJAN UN POCO MAS RS

+ LAS DIFERENCIAS PUEDEN DEBERSE A LAS HIPOTESIS
ADOPTADAS (LOSA CON CONTACTO LISO CON LOS MATERIALES

DE APOYO, EN EL PRIMER CASO, YCONCONI‘AC’IOR(K;OSO-
mELSEGlfI[I)C.ASO)

. .o+ W(I‘-'”W

. ~

320 % L 2R 0.0

+ + -+

b) Zonas de compresidn y extension (direccidn y)

FIGURA 14
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"™ INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS: |

+ EN LOS PROBLEMAS DE INTERACCION ENTRE LOSAS Y SUELO (PAVIMENTOS,
CIMENTACIONES O PRESAS) INFLUYEN LOS SIGUIENTES FACTORES:

A) PROPIEDADES DE LOS MATERIALES
- B) RIGIDECES RELATIVAS
C) CLAROS DE LA LOSA L
D) SEPARACION DE JUNTAS - .
E) DISTRIBUCION ESPACIAL Y TEMPORAL DE CARGAS
F) RELACION ENTRE EL ESPESOR DE LA LOSA Y SUS OTRAS DIMENSIONES

+ stmcmou DEPENDE. DE. LAMANERA COMO-SE DISTRIBUYE_LA EIEBQI g -
DEEORMACION '

+ DEBIDO A QUE LA LOSA ES MENOS FLEXIBLE QUE EL SUELO TIENDE A ABSORVER
LA ENERGIA EXTERNA MEDIANTE FLEXION Y TRANSMITE UNA MENOR CANTIDAD DE
ESA ENERGIA, HACIA EL SUELO DE APOYO.

-+ SI LA ENERGIA QUE RECIBE EL SUELO ES SUFICIENTE PARA PLASTIFICARLO,

ENTONCES ESTE YA NO TOMARA MAS ENERGIA, HACIENDO QUE SE INCREMENTE LA

~QUE TOMA'LA LOSA, CON R CONSECUENTE RIESGO DE QUE SE AGRIETE

+ LA COLOCACION DE JUNTAS EN LA LOSA HACE QUE SE TRANSMITA MENOS
'ENERGIA EN EL PLANO DE ELLA Y SE INCREMENTE LA QUE.TOMA EL SUELO.
ESTO PROVOCA MAYORES DESPLAZAMIENTOS PERO, MENORES ESFUERZOS EN LA
LOSA, REDUCIENDO SU PROBABILIDAD DE AGRIETARSE.

+ A MENOR LONGITUD DEL CLARO EXISTIRAN MENOS DEFLEXIONES EN LA LOSA POR
TRANSMITIRSE ENERGIA HACIA LOS APOYOS.



H) GENERALIZACION ED CONCLUSIONES Y RECOMZNDACIONES
CAPITULO VIl CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

T T e B T e e o ran o e - e e A AR R e o W AN - — e Y

+ CONCLUSIONES ACERCA DEL ESTUDIO DE LA INTERACCION LOSA-SUELO:

A) LA INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA REVISTE GRAN IMPORTANCIA EN EL
COMPORTAMIENTO DE LA LOSA. |

B) LAS JUNTAS VERTICALES FAVORECEN LA DISMINUCION DE LA INTERACCION‘
' LOSA-SUELO '

C) LAS ZONAS DE ESFUERZOS DE TENSION SE PRESENTAN EN LOS
ENPOTRAMIENTOS Y EN LA CORONA.

+ RECOMENDACIONES PARA LA CONSTRUCCION DE LA CORTINA Y LA LOSA
A) COMPACTACION DEL MATERIAL DE APOYO DE LALOSA

B) RIEGO DE ASFALTO A LA SUPERFICIE TERMINADA DEL SUELO DE APOYO DE
- LA LOSA PARA REDUCIR LA INTERACCION LOSA-SUELO.

C) JUNTAS VERTICALES DE COMPRESION EN LA ZONA CENTRAL DE LA LOSA
D) JUNTAS DE TENSION EN LA CERCANIA DE LOS EMPOTRAMIENTOS (FIGA5) -
+ RECOMENDACIONES PARA MEJORAR LA INVESTIGACION:

A) MODELACION DE LA PRESA CON LA DISTRIBUCION FINAL DE JUNTAS (F.15)

B) INSTRUFENTAR LA PRESA DURANTE SU CONSTRUCCIGH AFIN DE OBSERVAR
SU COMPORTAMIENTO DURANTE EL LLENADO Y OPERACION .

) COMPARAR LOS RESULTADOS OBSERVADOS DE LA INSTRU*ENTACION. CONLOS
CALCULADOS, CON EL OBJETO DE LLEGAR A GENERALIZACIONES APLICABLES
A - UN MAYOR NUMERO DE CASOS DE- PRESAS DE ENROCAMIENTO CON
PANTALLA DE CONCRETO. -
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FIG. 15 DISTRIBUICION FINAL DE LAS JUNTAS DE TENSION
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~ Mgure 81, Attesustion of surface mn with dintance frem soures d
nudy-suta exciuation,

the theoretical attenuation predicted by P.q (B-I) All foiir sets of ficld data

o,
—

ing nlone.
Both geometrical and material damping can be included in an expression
I ” for .%-wave attenuation (Bornitz, 1931) as follows: "

- - I“ w w'JE; exp [,_u(r — r‘}} .".

)

&2

" where a is the cocflicient of attenuation, having dimensions of 1/distanco

‘
¥

(see Eq. 6-27). Equation (8-2) implies that the total cnergy on two conceatric
tiveles mt tukii v moud £ from n point encrly source is constant except for the

indicate amplitude attenuation greater than pred:ctcd by gcomctncal damp-} /

NI T L A

-‘ ste. 8.2 ISOLATION BY nk;:ﬂt'as 247
8 . ,

- - }\",' encrpy lost through material damping. Barkan (1962) supgested vatﬁcs of el
&Y £ ping, poest !

ranging from 0.00 to 0.04 {1 /(cet) for various types of soils. The solid curves 4
u in Fig, 8-1 represent Eq. (8-2) with a selected to fit eath sct of data. The | }
range of ain Fig. 8-1 is from 0.006 to 0.08 (1/fcet). Although material damip-
ﬂ ing occurs in real soils, as shown in Fig, 8-1, it is geometrical damping which

contributes most to the attenuation of R-'\k'avcs
The attenuation considered so far has been associated only with hori-

. “ zontal (radial) distance from the source. An additional degree of isolatica | i 00

] - from R-wave energy can be obtained by locating foundations below the 'l
S| surface. It was shown in Chap. 3 that R-waves attenuate with depih;

. therefore, it may be useful for isolation purposes to seat a foundation as deep

. ..‘0'*“ as practical while keeping l.he sides of the foundation separated from the - -
I3

surrounding soil,

. / -

”~

- ) Geologic Formations

‘ /7 .
&\ Ifitis possible to sclect the site for sensitive structures or instruments,

“ advantage may be taken of basic geologic formations. Foundations on
sound, deep-scited bedrock, for example, will expericnce smaller vibration || r]
amplitudes than foundations on weathered materials or soils subject to the Ui}
same excilation, Seisrnologists have found that abandoned rock quarries -

\\provnde excclicnt sites for * qulcl scismogr.xph stations. The depth of the 1
quarry screens loeal microscismic noise and the freshly exposed rock at the H
quarry floor is an excelicnt foundation for instrunicnts. Mines and u nieee

( ground caverns have similar advantagecous propertics,

It has been supgested by geophysicists that isolation can be achicved by

” locating a foundation in a proteclive natural geologic structure like a syrciine.
Also a deep valley or a mountain rarige may act as a barricr to long- ;rric.l.

N surface waves if it is situated bctw:cn the source of excitation and 3 sitc to

be isolated.
8.2 Isolation by Barriers R B
I-‘xamn!cs Jfrom Practice ;e
. - l P
b l'volation of structures and machine foundations from ground—..ans—
milted vibrations by the iustallation of wave barriers has been attempted
many times, and has met with various degrees ol suvcess. Barkan (196‘) "

reporied-on an application of an open- ln.nch and shect-wal! barrier o isolate

stallauon ‘was unsuccessful and vibrations from the slrect coniinued to

S

a building from traflic induced vibrations, as shown in Fig. §-2. This in- i

)
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F..m 82, solatlon of building from trafic induced vlbnhm (cfhr
Berkcn 1942). .
,/
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- Figure B4, holulon of standards laboratory (ofter McNeill et al., l§55).

[l affect the building adversely, Dolling (1965) and Neumever (1963) tepcrlcd
on the usc of a bentonite-slurry-filled trench to isolate a printing plant in
Berlin from vibrations generated by subway trains. This applicatiorn, as
shown in Fig. 8-3, was reported as successful because the amplitude of vibra-
tion in the printing plant after trench installation was atout one-hali’ the

amphtude before trench installation. It should be noted that a reduction of |

one-half in vibration amplitude would usually not be considered adequate.
cNeill, Margason, and Babcock (1965) reporied the successful application
of a trench and shect-wall barricr to isolate a scnsitive dimensional-standards

. 100 mlcro-g)

Expcrimcq!al‘ Study of Trench and Sheet-Wall Barricrs

' Bp..a . In most applications of isolation barriers, the shape and size of the

barriers have been sclected without benefit of a rational design procedure.

-

rl?’mm

/i
]I

[N

R

laboratory, as shown in Fig. 8-4. This isolation system -ellectively linited . .
acceleration of the slab to the owners' spcclﬁa.uon (mulmum acceleration of | n

‘\I

i

Barkan (1962) and Dolling (1965) reported on ficld investigations stucying I ]

the cffectivencss of barricrs, and some guidelines for barricr size and shape |
{1 were indicated. The tests by these investigators were I

I & ¢
a4 ow@
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Figure 8-12. Amplituda ratio contour disgram {frem Weods, 1968).

H\ 10wave lengths from the sourge, The same ctiterion for screening cffectivencss

(amplitude teduction of 0.25 or less) ‘when applied to trenches of angular
length less than 360° showed that the same scaled trench depth H[L,, = 0.6
is required to prodncc an eflectively screcned zone,

’ -|_ Furthen cxamination of all tests for active isolation indicated that
-t famplitede feductions greater than one order of magnitude aré not Jikely to be
I'achieved-using trench barriers up to 2 wave fengths (H/Lp == 2.0) deep. The”

tests hy Bnrkan (1962) and Dolling (1965) indicated ssmu!ar resulis.

g
\ Passive-Isolation. tests. The test setup -for passive..isolation .is shown .
I siamivimtie fm £ie '0.13 Tha Tewnne mamelerid nf sun wiheatinmweeiterid

0

'J"?

a‘-/[

sté. 82 ISOLATION BY BARIERS _2.57

Figure 8-13. Plan vigw of field-site layour for passive lsolation Um
) Woods, 1948). ’

\\\ footings, a trench barrier, and 75 pickup benches. For iliis series of tests it -
was assumed that the zone screened by the trench would be symmc!nul,
about the 0° line; thercfore, surface-motion measurgments were made for

| only onc-half of the screencd zone. Symmetey of screening cffects had been
afready sufficienily cstablished in the active-isolation tests. The variables in , .

Ithese tests were trench depth /7, trench length L, trench width #, and the
distance from the source of excitation to the trench, R.

' " To study passive isolation, trenches ranging in size from 1.0-ft deep by

) 1.0-ft long by 0.33-ft wide, to 4.0-ft deep by 8.0-ft long by 1.0-ft wide wure
employed. By Ioc:mng the vibration exciter at two dxsla'n:ﬁ from thise:

~ cyclesfsec)a range of cight R/L ;; ratios (R/L 5 = 2.22 10'9.10) was obtaincd,
. m This,range in R[Lj was necessaty to, evaluate the effocts of the excitr-

tm). drﬂnm R an trensh marfarmanss

trenches and” uSing four frequencics of excitation (200, 250, 300, and JSOi @

-
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&3 »1.28
/3 1.25-050
3 0.50-0.25
£ 025-0.12%
IR <0.12%

M/Ly L/l R/Ly
119 179 297
Lo~ 1681t

Figure 8-14. Amplitude-ratio contour diagram (from Woods, [968),

' \ From practical considerations, the critical dimension for trench barriers
il was the scaled depth H[L : therefore, for each distance from the source the
shallowest trench which satisfied the criteria was determined, The minimum
“_V“ scaled depth for the passive trenches was gencrally between ML, = 12
and HfL g = 1.5, To cvaluate the cflect of total trench arca on the sereened
_-zone, a quantity JIL[L}, (scaled trench length- times scaled trench depth)
: ‘'was comj. ated for cach trench. There was a general trend toward increasing
-~ Nagy ™ ines
' diagran trench which salisfics the criterin,

. ~ . os T ’ - - s
- - ! <

increasing R/L . Figure 8-14 shows the amplitude-ratio contour .
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Figure 8-15. Amplitude of vertical displacesment vs. dhance from source
for five tests (from Woods, 1968). :

Amplitude magnification (indicaled by _amplitude-reduction-factor
contours greater than 1.0) can be seen in Fig. 8-14 ix: front of and near l!'le
end of the trench. This phenomenon may explain some of the first unsatis- »
factory applications of trench barriers referred to earlicr in this chapter.
This magnification phenomenon was also poaed in the work by Thau and Pao
(1966) and can be scen in Fig. 8-5. : )
Curves of amplitude of vertical displacement vs. distance along a line
of symmetry from the vibrator through the trench for five tests are thoan ic
Fig. 8-15. The increasing effectiveness of the larger trenches can be seen in;
the region bayond the trench by the relative position of the curves for eaca

5

ijl-

|

test. Also apparent in this figure are the sagaification in front of the lu&h@

and maximum reduction it some distance dehind the wrench:

2200 a tinde Aecimetn . wa

PRIy S .




FACULTAD DE: INGENIERIA U_N.A_M.
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

Palatic de Mineria

E ; \

§
CURSOS ABIERTOS

§ ke
I
. )
g <
o 15

CIMENTACION DE MAQUINARIA
17 al 21 de-febrero de 1992

s
7y

- ,
2 2
- e
¥
H
¥
'
2y '

V PROCEDIMIENTOS DE SOLUCION

' DE PROBLEMAS DE. MECANICA DE MEDIOS commuos
_ - | ING. ROBERTO MAGAMj DEL TORO
» | - . ING. CARMELINO.’EZEA c.

PALACIO DE MINERIA

Calle de Tacuba & Pn'rﬁar piso  Deleg. Cusuhtémoc 06000  México, D.F. Tel.: 52140-20  Apdo. Pum_l M-2285

b - S s e o e



03

VPROCEDIMIENTO,S DE SOLUCION, /Weribﬂ’l o
de Pmbz&ms d&”‘“‘""‘ "Q’"“ﬁ“ @nrinuos )- Gmne/ma ;ZZQ c.

Siguiendo con la ldea de la metodologia de investlgaclbn. ‘58
puede sefialar que los procedlmlent.os de solucién se r'elaclonan con la
ctapa de calculo

Los modelos matematicos indicados en el capitulo anterlor para el
estudio de la 1nteraccién suelo-estructura se formulan siguiendo
procedimientos conceptuales o formales, respetando principlos fisicos
y presentandose en forma de ecuaciones diferenciales. Como método de:
solucién se di el proceso que ‘transforma, por elJemplo, una ecuaclén
diferencial en un sistema lineal de ecuacliones. Algunos de estos
metodos pueden ser: 1) los métodos cerrados (series de funciones
arménicas, transformada de Laplace, etc.), y 2} los métodos
variaclonales. Los primeros se describen en el apéndice C de esta
‘tesis. El apéndice B trata el tema del calculo funcional del que se !
derivan los métodos variacionales.

V.1.Métodos directos en los problemas variacior~les

S6lo en casos excepclonales las ecuaclones diferenciales de los
problemas vartaclionales se lntegran en forma finita (ver apéndice B).
De aqui la necesidad de obtener otros métodes para la snluclén de
cestos prablemas. Los . llamados métodos  dlrectos conslsten
fundamentalmente en que el problema variacional (apéudice B), se
cousldera como limlte para clerto problema sobre el extremo de una
funclén de un numero finlto dc variables, suponiendo en la funclonal
ofy({a)] que las funclones admisibles pucden desa.rrollarse en serles de
pnt.em.ia‘

' 2 n
() =a +ac+aact+ ... +taac + ...
Q) -0 1 2 n
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o on series de Fourler

a ) .
yla) = 2° + T (ahcoqna: + _pngenn@)

nol ‘
o en general, en algunas serles del tipo

. -]
¢lx) = ¥ anwn(c)

n=1

donde wn(a:) son funciones dadas.

Asi la funcional es funcién de un conjunto infinito de variables
u[g(a:)] = so(ao.‘. §1. ce .a.n. N
V.1.1. Método de diferenclas finitas de Euler

'La idea del método de diferencias ‘finitas . consiste en que se

consideran los valores de la funcional «[y(«c}] en las lineas quebradas

formadas por un nimero n dado de segmentos rectllineos cuyas abclisas

de los vertlces estan dadas por : «, @+ Ax, « + 2Aa:.....iz:°+ (n-1)Ae,

()
donde - . . - .

B el ¥
.10

Ax =

(ver flgura V.1)

Xy + & x T Xt tamldax

Figure V.1

De esta manera la funclonal ofy(x)] se transforma en una funcién
w(ql.qo.....un_‘). de las ordenadas Yo leean ¥ oo de los vértices de

la quebrada. _ _
El método consiste en escoger las ordenadas ’l'“a""‘”n-t' de
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#3lo- que la funclén w(ql.qa. .-.‘..qn_l) tenga un extremo, es decir se
determinan las Yy ¥ ¥ del sistema de ecuaciones '
8¢ e . -
—_—= (0] , . s goay —n 0
aql 842 - aqn-t
y -luego se pasa ‘al limite cu'andc; n w 'de‘ donde se obtiene,

Imponiendo 'ciertas restriccliones, la- solucién del problema
variacional. _ . : ' ' :
Sin embargo, es mas. facil calcular el wvalor de la funclonal

ofylx)], en las quebradas, en forma aproximada. S! no se efectda el
paso al limlte, puesto que n es finlito, del sistema de ecuaciones
[] . .

s a#P ) &
—-—"0,:(1 = 1.2,...,[1"’1_]
| | | .aq‘ | .
se - pueden ‘determinar = las  ordenadas Y+ %, -4, .+ buscadas,

obteniendo asi una quebrada que es la solucién aproxlmada del problema
variacional. - . :

V:1.2. Método de Ritz

%

~La idea del método de thz consiste en que los valores de la
funcional w[y(a)] se consideran solo en las curvas ’ de todas las

c.ombi naciones lineales admisibles

L A
|

1\m‘ W ()

upq s

con coeficlentes constantes. Las combinaciones se forman con las n
primeras funclones de clerta suceslén eleglda de funclones U‘(a:).‘

WV lae), ... W (a).
2 no. .
- Asi 1a :i‘_unc:ibn w[yl(a)] se transforma en una funcién w(or.‘. «, ‘....‘. qn)

de los coufllclentes Ao By veens &

Los coeflcientes A &y aeeny & se escogen'de modo que la
funcién qp(al. LA a;‘) tenga un extremo, por lo que dlchos
coe!‘iciuntés deben ser determinados del sistema de ecuaclones

dyp .
— =0, (1
aa.

1,2,...,n)

S1 se pasa al limlte para n o se obtiene S ,

m,
¢ = Loz
121

L

que es, para ciertas restricciones, la solucién éxacta del problema .
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variaclonal.

Si solo se conslderan los n primeros términos

{:a U [m)

=1,
s¢ obtienc una soluclén amproximada del problema variaclonal.

V.1.3. Método de Kantorovich

‘ En el método de Kantorovich la solucibn'a'proximada se busca en la

forna ® '
. 0 . .

%, =i§1uk(m’)wk(¢1. LARRE .a:n]

en donde los coeflicientes @ (a:] son funclones incbgnltas de una de

las varlables independientes @ . _ )
_ lLa funclonal s[g ] se transforma entonces, en una 'func?ohai
y [“1(“: ), a (ml),. .. !am(a:l)] que depende de m funcliones, de una

variabl‘e independiente, al(a:l),az(a‘.‘). cen .an(a:l).
Las funclones al(a:i).az(ac‘).....q‘(m‘). 'se escogen de modo que la

funcional s tenga un extremo.

51 se pasa al limite para m w, se puede oBtener, bajo clertas
condiciones, la soluclén exacta, Si no se pasa al limlte se puecle
obtener una solucién aproximada. '

~ Si se escoge el mlsmo numero m de términos en este método y en el
de Ritz y se comparan los resultados, se observa que la aproximacién
con el mélodo de Kantorovich es mas exacta que al apllicar el de Ritz,
puesio que aqui es poslible manejar una mayor c¢lase de funclones,
pudicndose escoger de entre ellas las que mejor se aproximen a la
solucidn del problema VAriaclonal

V.1.4. Método de Galerkin

I":':t.e es un método. no variacional, el cual puede ser aplicado a
clpanos preblenns no lineales. o

o by ado Jo oenvwwe b an
L(y) = f(x) 5.1
se toma un sisiema de ecuac ones continuas
wlta:).wz(a:).....wn(c) - B.2

lincalmente independientes «que satisfacen cliertas condiclones.

Escoglendo "la solucién aproximada del problema en forma de la
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combinocién lincal de las primeras n funciones del sistema lineal
4.2, se tlone ' ~ -

. n ) N
4, = Lo, te)

-Se sustituyen les v, en' la,'ecuaclon 5.1 y se al.lgen los
cocflcientes ocl‘(l = 1,2,...,n) de tal manera que la funcién
L-[ {:alw'(c)] - flx)
1=1 ‘ _

sea ortogonal a c¢ada funcién wi(m). (1 =1,2,...,n), esto es

x . . .

i n .

J [L[ '):a’wl(a:)] - f(o:)]usl(a:)da: 0., (£=1,2,....n)
' =1 . .

x0

Cuando n a, Y, tiende a la soluclén éxacta-

- n
¢= Leaos(c)
=1

En .la maydria de las veces .se escoge snlo' un ndmero n flnito'd;a
constantes oY ademds no muy grande {(n = 2,3,4,5, y a veces Incluso

n = 1). En este caso hay que tomar, claro 'esta. solo n funclones w’i(’a:)'

y elegir dichas funciones de modo que sean linealmente independientes
(condicién de ortogonalidad) y que satlisfagan las restricciones
establecidas. :

V.2, Milodo del elemento Finito

. El1 elemento finlto es un método numérlico pertenecliente a la
famtlia de métodos varlaclonales, gque sirven para resolver problemas
de maximizaclén o minlmlizaclén de funclonales, los cuales a su vez
slrven para resolver ecuaclones diferenclales, ya qua estas pueden

transiormarse e¢n funclionales.

La maximlzacién de la funcional puede llevarse a cabo por
ejemplo, con los métodos variacionales el metodo de Ritz o el método
del elemento finito, o no variaclonales por ejemplo el metodo de

fralevicdn.

El método.del clemento rinito utiliza el espacio de funciones de
Hilbert,

vV.2.1. Evoluciédn del método del elemento finito

: Lﬂ-cvo]uclén de! método del elemento finito puede dividirse en
tres periodos histéricos: a) El perlodo medleval, b) El renaclmiento,

y ¢) El periodo barroco.
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PERIODO MEDIEVAL

Esto périodo estd caracterizado por la abllcnolbn. por decirlo

os!{ a sicgas, do las matemdticas a los problemas de ingenlerias.

Por ejemplo, en el tratamlento de los problemas de ingenleria,
los cuales presentan algunas veces diflcultades en su andllsis, no
lanto por su complejidad matematica sino por el nimero de elementos
que se puede involucrar, un elemento estructural se representaba por
un gran numero de elementos esenclalmente simples, observindose la
naturaleza 1ndividual de ceda elemento. Luego 8e especificaban les
varlables de entrada y salida para cada alenanto y los puntos que lo
formaban y las relaciones entre ellos.

En forma matrlclal se tiene

anxauoi-F;' . ) i $.3
s ] . .
ALTAL

Aqui F podia representar,- por ejemplo, el sistema de fuerzas
actuando en el elemento estructural, y u los desplazamlentos de los
nodos del mismo elemento.

Las ecuaclones 5.3 lmpllcan un comportamlento lineal, ‘pero no era
evidente que la teoria se pudiese extenderse a situciones no lineales.
. ‘Lo que seguia era establecer las conexiones del sistema. Primero
identificando un campo de variables tales como u, para representar la
continuldad del sistema ensamblado _ S -

® : L . .
4 =Y

Despues, por el equilibrio del segundo campo de variables en cada

nodo, la suma establece que

BoEl

FP=0
i

El slstema de ecuaciones se obtlene como

Ku+ F =0 R : ‘5'.4‘
donde
K=K -zx
em]
Y
F, =r- zr’

I ‘eni l



' Aun siendo muy grande. ‘el slstema de ecuaclones 5.4 puede
resolvers : ' .

EL RENACIMIENTO

Este pcriodo se caracterlza por la 3ust1flcac16n de losg modelos
matemdtlcos del elemento finlto empleados en el analisls de log
problemas de. Ingenlieria.

El principio del trabajo virtual representa una propledad mas

general. de un slstema estructural ¥y es una erramlenta mis poderosa en .

¢l analisis estructural. El procedimiento en su forma presente asume
¢l teorema cléslico que dice: sl un campo de fuerzas esté en equilibrio
para todos los puntos de un medio, entonces. la sumé del .trabajo
externo e Interno (generado a partlr de desplazamlentos vlrtuales).
debe ser igual a cero. : H

El trabajo virtual puede ser representado como la nlnlnlzaclbn de'

un funclonal . St X{u) es tal funcional, representada generalmente por
‘una integral tomada sobre el domlnio, la aproximacién de u conduce a
‘la mlnimlzacibn de un. campo aproximado de ecuaclones

8x . . . : R :
—_— 6.5
da :

PR

-a queda deflnida por la.expresién
u =fNa

donde

u = vector de desplazamientos o o . L

Y

=)
n’

St la funcional 5.5 es cuadratica, y sl

T=Lx

entonces la ecuaclién 5.5 conduce a

Ka+Fd=0
Bt BARRODCO

La era barroca ha sldo caraclerizada por la aparicién de nuevas
formas del método medlantz una tremenda elaboracién de detalle,
yuxtaposliclién de formas para tratar mayor numero de problemas, y
aliandono de los modelos cléasiicos con un importante registro de nuevas
bases clcntiflcas y nuevas aplicacliones

v.2.2. Descrlpclén del método

En muchas ocaciones los problemas fisicos pueden representarse.

-

T 99

ndmero Je parametros necesarios pﬁra definir los desplazamientos a

e e e e a——
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‘matemdticamcnie per una o varias ecuaclones diferenclales, asi mismo,
punden  plantearse como un problema de funcionales. Luegn entonces,
cuando estan dados en forma de ecuaciones diferenciules e puade
transformar a un problema de funcionales equivulente.

.De esta manera los problemas de mecénica de medlos continuos en
los cuales deben satisfacerse las ecuacioncs de equllibrio, ' las
relaciones cinemiticas y las ecuaclones constltutivas (relaclones de
liooke para casos eldstlcos, etc.), se transforman enh un problems en el

.que ‘se. minimiza, la Energia Potenclal de Deformacién dentro de una
reglbn doda, ante la acclén de cargas.

Este funclonal para el caso eléstico se plantea msi: se considera
que la 'energia .comunicada por les fuerzas externas a un Sistema
materlal se transforman en Energla Potencial de Deformacién, por
tanto Lot . : . ‘ u

: A Text = Ep . : ' - 5.8
donde . ' - : '
Text = TrabﬂJo externo

= Energia de Deformaclén absorbida por el medlo.

. ' s Ly

_ La ecuacién 5.6 es valida para problemas estatlicos y elésticos
(Vo se conslderan efectos lnelasticos nl dinamlcos que introducirian
efectos de amortiruamlento por pérdlda de calor).

F qura V. '_ ‘ D

El trabajo externo estara dado por:

Te;t = ‘ll F 5 dB . fo, 5.7

En tanto que la energia potenélal de deformacién estd dada por la
integral en todo el volumen del medio de los productos ¢ c(dvel); ya
que ¢ representa energia por unldad de volumen, en tanto_que € es una

¢
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cuntldad - adlmensional, luego la Energia Potenclal sera:

Ep = I oedvol | 5.8

vol

Asi que reemplazando en 4, a 5 y a 6, se obtiene

: IFlalds = I sedvol 5.8
. a ol
Los productos Fiaj. y o€ son productos- punto
vectorlales (escalares). ; ' '
Aéi por ejemplo si
' F
x X
Fl = Fy 81 = 6y
F
. z z “
cnlonces: - - : S o
F,86 =F8 +F8 +F8& : 5.10
I | XX vy z z -
y matricialmente;
— — - t N N
’ : Fi 61 = [8 }[F )
En tanto que
[ ox- ) [ ex )
. oy o] &Y
; = o= ’ E, & 4 €z
i 1 Txy k y 1 Ty
Tyz . yz
| Tzx J _ L Tzx J
slendo: ‘ .
;1.21 = OxEx + OyEy + Oz€z + Txy¥xy N Txzyxz + 'l.'yz.‘)’y: _ : 5.11

y matriclalmente

Ahora bien, el problema en la ecuaclén 5.9 consiste en que se
conocen las cargas exteriores Fi' asi como la distribucién en el medio

de ¢ y de ¢ , o sea que se desconoce:

.51 = Sj(m,q,@) en la frontera
;I = cl{t.g.¢) en el medlo
€ = cl(m.q.gl " en el medlo

Y por lo tnnto el problema matewmdtico que debe resolverse es calcular
el valor de cualquiera de la integrales  a ambos lados de la ecuacién
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5.9, Por ejemplo en el caso de la ecuacién 5.8 _

Ep =iI cicldvol‘

vol

el problema se plantea asi: Encontrar las funciones o(x,¢,4) ¥
ela, ¢,4) tales que se minimice la Energia Potenclal de Deformaclén. Es
declir, deben encontrarse las dlstribuciones .de esfuerzos vy
deformacliones tales que la Energia Potenclial sea minima; ya que en la
naturaleza al aplicar fuerzas a un sistema este se deformara de tal
manera que se consuma la menor cantidad de energia. Es decir no
adoptara deformacloncs tales que la integral 5.18. represente una
chergia exceslva, sino la minima, y ademds, obsérvese que la
conflguracién para un minimo es unlca. Notese que las funclones
solucién del problema o(x,y,4) vy ela, ¢,4) cumplen con las condiciones
d2 cquilibrio, relacliones cinemiticas y las ecuaclones constitutivas,
purr lo que representa la solucién del problema fislco planteado.

HETODO DE 'SOLUCION

A continuacién se detallara la’' solucién de este probiema,
con referencia al problema bidimensional. En este caso los vectores se
representaran asi:

: Ex ‘ R ox
€ = { ey } : e=day b} oo
Txy - Txy -
e = {c ]axx o c=1{cl, .

Para materlales el4sticos la ley de Hooke se escrlbe asi:

& ='—l—(¢r‘—v'o') S ©. o B2
x- E x ¥ :

l .
£ = —== {oc - ve ) 5.13
y E y x ‘

T . . _ o
Iy = Xy - 5.14

De 5,12 . o = Ee + veo
® x . y
De 5.13 o = Ec + ve
b Y
entonces:

: _ . L
c =Fc +v(Ee +veo)lae Ec +vEe + vo
x X ¥y x . x y x

Despe Jando °,

N = E
ST S U ] $ R

(e +ve)
x y :



De manera anadloga:

. E ,
L s er e reue e ML LR

‘ . B . E . : .
A a1 ) B

En forma matricial se tendra lo Sigulente:

- ox E 1 v 0 Ex
Gy = v .1 0 €y
Txy (1 +v)(1 - v) 0 l%ﬁ B
entonces: : ‘
[d. j]3x1 = [D ]3:(3[? }3):1
donde: - - ' * :
- [D ] es la matriz simétrica definlda por:-
. " E- 1 v o
(D } = : 0
' (1 + »)}(1 - v) o 0 153 -
de .nhi'quc: - |
[o 1*e ] = {e 14D lle |
Asi que la ecuacléon 5.8 queda:
Eo= [ le 1'ID e lav
- vol .
thora blen, las relacliones cinematicas son:
as .35 as_ 85
£ = ._.___i -3 c = y H TRy = [ + —- ]
* b ' Y ay ay ac
88x
[ dx
~ a5y
€ = J 3¢ %
8&8x + 98y -

. T8y dc

103

5.15
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- H3x
dx ]
_ [ 28x 33y 85x 83y .- 88y |
5 [am 3y [84 ) 6@]][”]' 3¢ w .
vol . 88x + 83y
L "9y dec

Por lo que se ve el problema conélste‘en determinar los campos
cscalares Sx(x,y) y dy(a,y) que minilmizan el funcional 5.16. O sea

determinar el cawpo ‘de desplazamlentos S = 3xd + dyJ que minimiza la
enegia potencial. ' ‘

«

Por cso se ve que las Integrales 5.7 Yy 5.8 dependen del campo
vectorial de desplazamientos que se presenta en la regién del problema
considerado y que es el que debe determinarse.

Se tienc asi que dicho campo puedéntener la siguiente forma para
cada uno de sus componentes escalares segin « y .

Fig.V.3 Curvas de nivel para SX
(o para 89 )

8 tdesplazamiento

Si se discretiza la reglén, por ejemplo medlante triangulos (que
es lo que se denomina "Elementos Finitos"), dentro del éarea
comprendida en cada uno de ellos, puede suponerse que la varlaclion de
Sx & &y es_l}neal, es decir se deflne un plano.
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NN

Figuro V.4

La_bohflghbaclén real se aproxima por una serle de caras planas
que definen una superficle pollédrica; esta serd pues una asproximacién
al problema real Las expreslones matemAticas de estas funclones

seran:
Sx(x,y) = a + bx + cy
dy(x,4) =d + ed + fy

Las unlcas incognitas son los parédmetros de estas funciones.

OBTENCION DE LOS PARAME’I‘ROS
Se establecen las slgulentes hipotesis.

1.-Se supone gque se conocen los desplazamientos en cada nudo del

triangulo. _
Sl se conoce &8x , Ox , Ox
1 } k

dx = a + bx+ cy
T 1 }

-1 a+ bx+ cy : o : 5,18
| ) | . -

Ox
k

]

a+ ba+ cy
k - 'k

De uqi.ll se¢ oblienen los valores de a.' byec.

Para los desplazamlentos en y se tiene:

Sy =d+oex+ fy o _
Sy = d o+ ¢'+f B . 5.19
97y ex)t 1y, - :
= +
Syk d ea:k+ mk

Con esto se obt.lenen d, e y f.



OBTENCION DE LAS CONSTANTES.

Para el sistewa 5.18 se tiene:

1« ¢ ] |2 | _ 1 e oy
1 = ' ‘= 1 7
< Vj b 6:1 A -det z ¢ .
L ?k ¢ B ‘ 1 & 4
Se tlene por tanto que:
Gx! &:l l}‘
[
Sxy & ¥ |
Jaxk mk‘ 4, a fx- + azax- + aaéxk
as= 5 as=
) A 't A
| 6xl ¥,
1 8
*1 ¥ :
1 Sx 4, b'axi +_bzaxj + baéxk
b = o b=
A A
1 « &x
1 Gj dx
1 hk Guk C‘Gn‘ + caaxj + caﬁnu
c = » CcB :
A A

106

De manera "anﬂloga se obtendréan las constantes d, e y # para el

campo dy(x, ¢). Se tlene que:

8, € ¥
Sy
i 59 .
‘S".u "':u Vk o ady + aaay + aaayk
d = o d = ,
A A
b dy + bzay +.b35yk c_ dy +.c25y + c&ﬁyk
e = 3 f=

o m e o ——— e e
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Aplicandoc las relaclones clnemadticas,5.15 y 5.17 se tiqne:

a5 x ; 88y . 88x 838y
£x = = b H ey = — = f 1 Fuy = + = = Cie.
' dx 8y 1) dx
Por lo cual la integral 5.16 queda: .
_ b
E=| [b f leted][D]]| f dv
vol ' - c+e
Por lo tanto:
. : blﬁxl + bzaxj + basxk'
b 1
[ € ] o f = T Ciay‘ + caGy’ + c:layk R
. C¥e . R
clax \ +C26xj'0'c358k+b16y‘ +b25yj+t.,35'yk ‘
o F 6::‘ )}
b 0 b, 0] 3,
U o &
[« ] = — c, .oe 1
A ‘ GyJ
i c‘ bz (23 ba ‘ ka
) - 6yk o
De otra forma:
. . . |
[ € ]au = [ B]:MB [ s ]Bxl ' 5'29
donde:
[ &x. ]
T b, 0 b b, 0 ] v
1 2 3 ﬁﬂ
. . _ ° Sx
[B] = 0 ¢ O 0 e y [ J = )
. Sy
: ]
] <, b1 c, e, b3 | . auh
[ 3y, |

De este modo la ecuaclén 5. 16 queda:

e [ LOTTR IR I8 )] @

vol




108

; eqt b °
e, « [#1T0 12102104 |
. ' val
" quc- [l6°] y [ B ] son independientes de las coordenadas.

Asi pues:

Eo= [ [B1[21[B]1[ 5] 4,
Fp= [ 8] [ k] [8] - 521

Jonde:
[K]e [B] [D][B] t4,
t = espesor unitario '
At= area del tr‘iéngulo = -—%—

La ecuacién 5.21 seria vaAllda solo para la fligura triangular.

Ahora blen, las fuerzas que llegan a cada nudo del trlangulo
preducen una energia tal que:

aqt - - .
[4°],.6 [F Jou, = F° | | 5.22

lunde: .

[Fl| &

‘JBxl
lgualando 5.21 con 5.22 se tlene: |
[&10F1= (&1 [x],[5]

remultipl icando por [c’i"]-I ambos lados, se obtlene:

[F).=[x1,[&] 5w

'3 DY
T T R
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" Se puede gehqrullzar a la malla total de la siguléﬁte manefa:

EEET |

[ F ]T = [ ['F ]; o i No ='Nﬁmerb_dc elementds
. . A .

Ne

[x1, =LK1,

' L

esta Ultima expresién es valida va que se pueden sumar las energias'
Llcmentales de cada elcmento. para obtener la energia total : -

[ 8], = Z [a]°

1

‘Por lo tanto el problema-glébal queda:

[kl {a} =[F] . 5.24
T2rix2n Ténxl 2nx1 . . '

1
).

Ahora se tlene un sistema 1llneal de 2n ecuaciones con 2n
Incégnitas, slende n el nimero total de nudos de la malla, Asi que el
problema del funcional se ha transformado mediante el Método de
Elementos Finltos en un sistema lineal de ecuaciones y los resultados
ue prcporclona son valores discretos de las funclonales buscadas.

Conocidos. los des plazamientos es posible calcular el estado de
esfuerzos .y deformaciones. Para ello se utilizan los desplazamlentos

conocldos de cada elemento.

Dado,que. de.5.20 :

[e] =.[B]{6°} | | | 5.25
y [‘“.],F.[D][B]{“'} D 5.28

N6tese que -los esfuerios y_deformaclbnes serdn constantes en cada
elemento, o0 sea Lienen distribucién- uniforme en cada uno- de ellos,
pero, vartando dec elemento a e]cmento Esto constlituye un error de

-aploximaclbn del método.

En lo que slgue se detallara la obtencién-dé la matriz de rigidéz
‘total [ K ], -asi como el vector de cargas [ F ), mediante los

. cuales, al resolver el slstema 5.24, se obtendran los desplazamientos

de cada nudo, o sea el vector { ] } , que sera parte de la solucidn
. - T S '

buscada, la otra parte la constituyen la obtenclén del campo de

esfuerzos y. deformacliones mediante las ecuaclones 5.25 y 5.26.
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Notese que los elementos vistos fueron trlangules, sin embargo,
se puaden emplesr - rectangulos y, para problemas tridimensionales,
pucden usarse paralelepipedos, etc. Ademas la solucién se dié para el
caso eléastlco, pero la mlsma metodologia puede aplicarse a otros

materlales e incluso a’ otros campos de la .fisica (Termodinamica,
Electricidad, ete. ).

DETALLES DEL PROCESO

Serviran para ver como Se generan mallas de elementos
triangulares, numeracién de nudos y elementos, elaboracién de 1la
matriz de rigidéz total, del vector de cargas (incluyendo fuerzas de
cucrpo), asi como. la soluclén ‘de sistemas de ecuaciones y finalmente
la manera de obtener el estado de esfuerzos y deformaclones conocldos

-los desplazamientos. Ademas se presentara un dlagranma de bloques para
programar el método por computadora.

ELABORACION UE LA MALLA.

El medio se discretiza mediante una serle de elementos
triangulares. : '

HO0 kg
N
300 Kg —> ]
&
D
e 3
‘ | e

Figura V.5

i
Queda formada una malla caracterizada por el numero de nudos Yy
clementos, en la fligura son 14 elementos y 13 nudos.

Comunmente los nudos y  elementos se numeran de izqulerda a.
derecha ¥y de abajo hacla arriba. : ‘

Exlsten restricclones para formar mallas, como la que un nudo no
debe quedar sobre alguno de los lados de un elemento.

DATOS PARA NUDOS.

los nudos se¢  ldentifican medlante sus coordenadas y sus
condiclones de restricciédn, o sea debe sefialarse si los nudos son
.libres de moverse o no, segun las direcciones «, ¢ 6 g, y de glro en
las mismas direcclones. En la tabla siguiente el numero 1- indica que
estan restrligidos y el cero que estédn libres. De esta manera,en la

Ay
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flgura 1, los nudos 1 a 4 estan restringldos en todadg las direcclones
e Lanto que del 5 al 13 estan rostringldos segin 4. Los giros se
livilcan tamblen en la misma tabla, En ella se ve que pueden sefialarse
diferentes poslibllidades de movimiento (grados de libertad).

TABLA V.1

# de nudo| Rest. |Rest. [Rest, | Giro| Gire| Glro|Coor. jCoor. |Coor.
c 1. 4§ i 2 « Y K 4 « 4 X 2

1 1 1 1 1 1 1 . . o .
2 1 1 1 1 1 ¥l . . o
a 1 1 1 1 1 1 " . o
! 1 1 1 1 1 i » . o
5 0 o o 1 1 1 . " o
8 0 0 o 1 1 1 * . ]
T 0 o o 1 1 L L * o
8 0 0 o 1 1 1 » " o
- 0 0 0 1 1 1 . . o
10 o 0 0 1 1 1 » . 0.
11 . 0 0 o 1 1 1 " £ 0.
12 0 0 o 1 1 T » .. .0
13 o o o 1 1. 1 8 . 0

- - 1

3

DATOS PARA ELEMENTOS B

A su vez los elementos se ih&icah éeﬁalando su numero, los nudos}

que le pertenecen(incidencias), asi como el tipo de matertial de que
‘estdn constlituldos. Al respecto los nudos de cada elemento se
identifican como i, J y k, siguiendo el orden opuesto al glro de las
maneclllas del relo] (ver figura V.6) o

'F.igtJr*c 'V} 6

Para el caso de la figura V.5, los datos serian los de la tabla;
2. En ella, a los nudos 1, J y k se les designa, respectlvamente:

-NUD(I)

5
i
"
a4
t
.
i

B}
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NUD(J)

% ; NUD(K)
0 . ‘ , TABLA V. 2
; : Tipo de
i 4 de elem. | NUD(I)| NUD(J)| NUD(K)
7 : ) material
& 1 1 6 B 3
é 2 1 7 8 2
‘}’g 3 1 2 7 2
-@ 4 2 8 7 2
gﬁ 5 2 3 8 2
3 6, 3 9 8 3
g 7 3 4 9 3

8 s 11 10 3

a 5 6 11 3

10 6 7 11 a

11 7 12 11. "y

12 7 13 - 12 1

13 7 8 13 3

14 .B 8 13 3.

DATOS. SOBRE MATERIALES.

Puede tenerce mas de un material,para esto, de cada material se.
_dé&n. los datos de: Peso volumétrico jy, Médule de Elasticidad E y
relacién: de Pqisson v. ' . . oL . 1

TABLA V.3
tipo de E .1
material (Kg/mal' v (Kg/ms)
1 2x10® | 0.25 | 2000
2 ax10® | 0.35 | 2100
3 ix10’ | 0.45 | 1800

DATOS DE CARGAS

Se 1indican seiialando el nudo sobre el cual acttGan ) Sus
componentes segin «, y§ y 4. Por ejemplo, para la flgura 1 se tienen
los datos de 1a TABLA 5.4

TABL.A V.4

—

# donde|comp.a |comp.y jcomp.g
# de cargal . tua (Kg) (Kg) (Kg)

10 . 300 400 .0
2 13 0 600 0

4
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FORMACION DE [.A MATRIZ DE RIGIDEZ DE CADA ELEMENTO

kecordar pati. ello que esta matriz, [ K 1°. se forma por el

produclto: - :
= t - =
[k]=1[58] [ D.] { B ] ta con t =1
siendo: ' '
1 a y
1 _ 1 y
A= Y o5y
1 « ¥,
donde: b = 4 - ¢ =1Db
b, 0 b, 0 b 0 ] L
‘ R : 2 % gj )
[ 8] = 0 ¢ 00 ¢ 0 - ¢ - ba = 9T S bk
- , 1 2 -3
s = ‘} _-_q, L o
|- b, c, b, &, b, o cl = 2. k= c‘
| L K 2” % Y5
ST HT TS
N 1 v 0
, E _ -
Yo [p}]s —— |¥» 1 O
) Ny (1+v)(1-v)
. } . . 1 |0 (l-l’\
2
donde:

E = M&dulo de clastlicidad, y
1 = relacion de Polsson .

As! que obscrvando el orden de las matrices se tiene:

s |

; [B ];xﬂ-[n]3x3[8]318 = [K]Bxﬁ
o sva que la matriz[ K ]° es de 6x6. Se tlene por lo tanto que:

T Ki: Kiz  Kia Kwe Kis Kie o ] } !
K21 Kzz K23 '

CIEE R O
o

.4

Ke1 Ke2 Ke3 Kea Kes  Kes j

I _ J K
Fsto indica la  influencia de leos datos de los nudos
correspondlentes sobre los renglones y las columnas de la matriz.

-
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Ohnervese qué et pgeneral cl onden de la matriz es:
n o o= Nudhs.dcl celewento x grados de libertad
(-]

Para ¢l caso de un triangulo y para el problema bidimensional:

FORMACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ TOTAL
' Para esto, los clementos de la matriz de cada elemento se colocan
en una malriz global, cuyas dimensionhes seran:
NT = NN x GL ™
dondo; ‘ :
HN Numero Lotal de nudos de la malla.

GL = Grados de libertad.

‘De manera que los renglones y columnas de una matriz elemental se
colucan en renglones y columnas de esta matriz global, segun la regla

sipulente:

los Eenglones-y coluhnas correépqﬁdientes a | se colocan en
los renglones y columnas nimeros Ni y Na.
slendo: -
N1 (GL x NUD(1)]) ~ 1
Nz = GL x NUD(I) _
(Recordar lo que signiflca NUD(I), NUD(J),etc.en la tabla V.Z);

1t

Asimismo, los correspondientes. J y K se colocan en los
rengloncs y columnas N3, Ne, Ns y Ne respectivamehte:
slendo: ' '
Nz = [GL x NUD(J)] - 1
Ne = [GL x NUD{J)] ~
Ns = [GL x NUD(K)] .- .1
Ne = [GL x NUD(K)]

De esta manera los datos correspondlientes al- elemento 8 de la
Figura V.5, se colocan (conslderando qué GL = 2) en:

Ni=2x5-=10

Nz = 10

‘Na=2x 11 -1 =21
Ny = 22

No =2 x 10 -1 =

19
De eusta manera la matriz global quedara:

(siendo NT = NN x GL = 13 x 2 = 26)
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FIGURA V.7

12 ... @ 10 51 ... 18 20 21 22 ... a8
1 . . - ) . .

2

) o K11 Kia Kia Kis K19 Kis

10 K21 K22 Kas K28 Kas Kas

10 Kei Kma ~ Kes Kse K83 ‘xac
20 , Kei Ksa Kes Kes KXo3 Ked
21 K31  Kuz2 Kas Fra K33 Kae
22 ' Kay  Ka2 KeB Kes Kid Kas

26| ' |

Esta fué la matriz del elemento numero 8.-

Luege se formarian, de esta manera, matrices globales de cada
elemento, y finalmente se sumarian entre si.todas estas matrices para
obtener la matriz de rliglidez total que se busca, la cual -obviamente
debe ser de o:den NT x NT. - ' ’

OBTENCION DEL VECTOR DE CARGAS

Este vector se forma con .las cargas concentradas apllcadas en
cada nudo, asi como por efecto de peso proplo

APORTACION DE CARCAS CONCENTRADAS _
En este caso como el vector de cargas concentradas [F'] es:
[ Fx_ ]
1
Fx_- .
. 2 o
F Xq. v

.[ # JT = :

. ' . - NNJ

0 sea un valor de orden (NT x 1), asi que los datos de cargas se
colocan en los renglones correspondlentes al nudo . donde actuan, por
ejemplo para las cargas mostradas en la figura V.5, se obtendria (ver
TABLA V.4). N :
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{a)-{ |

Datoa Fi(nude 10}| 200 |.v.s....rongldn 10
400 renglén 20
- oo feﬁgléd'éﬁ
Datos F2{nude 13)| 800 {........rengidn 20

CAIGAS POR PESO PROPIO...- IR

Para- esto. se . procede concentrande un -terclo del | érea
correspondiente .de cada elemento en cada uno de sus nuwinn, y luego 1a
carga en cada nulu serd igual a la suma de las -cargas menclonadas
(01 rc.JpondienLes a cada elemento que llega a él Por ejemplo (ver

5), para el nudo 6 la carga seria: e '

‘4 ¥ .+“:'é T Y4 1 '(furqa.v'firtlba':l) '

3 " (espesor unitario}

la cual estaria colocada en-el renglén doce del vector de cargas, ya
que al nudo 6 concurren los elementos 1,2 9 y 10. Este dato se
volocaria en el renglén 12 del vector de cargas, ya que la componente.
vertical de esta carga se obtiene multiplicando 6x2= 12. De la misma
nanera se colocarian los pesos correspondientes para los demds nudos.
Con esto se tendria completo el vector de cargas E

FLIMINAGCTON DE ECUACIONES POR RESTRICCION DE MOVIHIENTOS

bslo se coasligue graclas a que se ellmlnan los renglones y
colunnic:  euyos  desplazamlenlos  esldn restringlidos, lo cual se
tdentiflea mediinte el numero de nudo ¥y su condlelon de restriceléon.
For ¢ jewplor st ¢l dcsplaramlénto en « del nudo n, estd restringldo se
cliwinan el u.ngl(‘m y la columna nameros: '

(Gan)-l

fe tanto gque sboel desplazamiente en ¢ de otro nudo n ccta
pvabe b tdn e eliudnin el cenglon y 1a columna;

Cl. x n
2

Dol edemplo de la figwra V.5 eslan restrlngldos'en'c y ¢ los
Wwer ot el 1 ol 4y se olimlnarian los B primeros renglones de la
walcie e aparcce en la Figura V. 7.

BEGUC G vl D1t h‘l‘:;'l'l-ﬁl-m LINEAL DE ECUACIONES
oo se vie antes, el Método del elemento finito conduce al
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sislema lineal de ecuaclones dado por: ‘
[x],[8),=[F]

. se forpan_[ K-]r y [ F ]r'
resolver ¢l slstema para obtener el vector de desplazamientos tanto en
« como en ¢, correspondlentes & cada nudo de laa malla. Para esto
pucde emplearse cualquiera de los métodos numéricos conoclidos, como el
de¢ Gauss-Jordan, Gauss-Seldel u otros (ver apéndice A). Vale la pena
hacer  la observacién que la matriz [ K ]T resulta bandeada .y porosa,

Hemos ya visto como Sclo falta

¢s declir, tlene muchos elementos nulos . Por rgste motivo se han
dcsarrollado diferentes verslones de los métodos anterlores que
resullan m&s eflclentes desde el punto de vista.computacional, en lo
rererente ‘a memoria necesaria y tlempo de computo. El tipo de estas
matrices se representa en la flgura V.8. .

[ xxx - O 0 .... O
0 XXX o .... ©
[£]=] © 0 ‘wx (... 0 _ FIGURA V.8
0o o 0 ... xxx

Ahora bien, cualquicra que sea el método de resolurién empleado,

nos proporciona la solucién buscada, o sea el vector [ K ]r con lo

cual se conocen los deaplazamlentos(tanto en « como en g) de los nudos
de¢ la malla. Los desplazamlentos. son en. si una repre°entac16n
discretizada del campo de desplazamientos buscado. De -aqui se ve que
enlre mas fina sea la malla mayor nimero de datos sobre dicho campo se

conoceran, pero se Incrementara el tiempo de cémputo, lo cual resulta-
mas caro. Exlste pues el problema de aproximacién contra economfa.

Debe adoptarse enlonces un criterlo de optimizaclédn. ‘

DETERMINACION DEL ESTADO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES

Conocldos - los desplazamlcntos en cada nudo se calculan las-
deformaiones y. los esfuerzos en cada elemento mediante Ias ecuacliones:

[«1=0n)*} v [e1=[01[2)(&

En este caso para { 6°} se emplean solo datos correspondientes a

los desplazamientos de los nudos msociados a cada elemento.



Por ¢ jemplo para- el nudo 8 se tendria:’ ' -

. |.8)_t5 1 -

. _ 5yB

[ ] ; %,y

" sy ;

. n |
‘ . &x

ay . Foe e
10 . e
] .

10

De esta mapera se obtendria:

. €. : o
x : X
{ c-} =1 ¢ |- asi como ™ '{ o } =l o
] _ -y . . ) ) y

' : T
Txy T xy

Hutese que { o } es uniforme en cada elemento, ¥y con esto se
oblicne el tensor esfucrzo en cada elemento:
. ¢ T
4 - X
[e]=] > ¥

' T )
xy Y

A pdptff. de ‘éste_ tensor puedén encontrarse los esfucrzos
principales por métodos conocldos. Aqui se ve tamblién que este ‘estado

de esfucrzos es burdo y se obllene mayor -aproximacién si la malla es

mas fina, - ' . :

llo obstante las limitaclones de precisién menclonadas antes, las
cualues son Inherenles a cualgulerr método numérico, . este. método da
restllados muy satisfactorlos que Incluso. pueden graficarse. medliante
programacién, y ademds, permiten el manejo de cualquier gecometria
irregular, distribucion de cargas y de heterogenelidad -de propledades
de los elemenios, las cuales son Iimltadas en otros métodos de
andllaiu, . : -

Notese ademds que los errores numéricos involucradds.pueden ser
del milgsmo orden a los que se tienen por falta de datos experimentalqn

complultos en toda la regién.

s e
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Analysis of machi_ne't'ou'ndation vibrations: state of
the art | | o 1987
C-EORGE GAZETAS

Ren:sel:ef?of}’recknfc Institute, Troy, New York, USA

“The paper reviews the state-of-the-art of anslysing the dynamic response of foundations subjected
to machine-type toadings. Following a brief outline of the historical developments in the field, the
concepts associated with the definition, physical interpretation and use of the dynamic impedance
functions of foundations are elucidated and the available analytical/numerical methods for their
evaluation are discussed. Groups of crucial dimensionless problem parameters related (o the soil

profile and the foundation geometry are identified and their effects on the response are studied.

Pesults are presented in the form of simple formulae and dimensioniess graphs for both the statig
and dynamic parts of impedances, perzaining to surface and embedded foundations having circular,
strip, rectanguiar or arbitrary plan shape and supported by three types of idealized soif profiles: the
halfspace, the stratum.over-bedrock and the layer-over-halfspace. Consideration is given to the effects
of inhomogeneity, anisotropy and non.linearity of soil. The various results are synthesized in a case
study referring to the response of two rigid massive foundations, and practical recommendations s.e
made on how to inexpensively predict the response of foundations Supported by actual soil deposits.

IMTRODUCTION

The basic goal in the design of a machine foundation is to
limit its motion to amplitudes which will neither endanger
the satisfzctory operation of the machine nor will they
disturb the people working in the immediate vicinity. Thus,
a key ingredient to a successful machine foundation design
is the careful ergineering analysis of the foundation response

to the dynamic Joads from the anticipated operation of the -

mazhine. Furthermoze, when excessive motions of an
exsting foundation obstruct the operation of the sup
gutied mariinery, anclysis & necessary in order to undet-

stand the causss of the problem and hence to guide

arpioprate remedial action.

The theory of analysing the forced vibrations of shallow
and deep foundations has advanced remarkably in the last
15 years and has currently reached a mature state of
development. A number of formulations and computer

programs have been developed to determine in a rational.

way the dynamic response in cach specific case. Numerous
studies have been published explorirg the nature of associ-
atrd phenomena and shedding light on the role of several
key paramsters influencing the response. Solutions are aiso
presently available in the form of dimensionless graphs and
simple  mathematical expressions from which one can

teadily estimate the response of surface, embeddzd and pile-

foundations of various shapes and rigidities, supported by
deep or shallew layered soil deposits. Clearly, the current
state.of-the.art of analysing machine foundation vibrations
has progressed substantially beyond the staze of the art of
the late 19605 which had been reviewed by Whitman and
Richart in 1967" and by McNeil in 1969.2

In addition to the selection and application of analysis
procedures to predict the response, the design of a machine
foundation involves (1Y the establishment of performance
critetiy, 23 the determination of dynamic loads, and (3)

¢ Presented at the [nternational Conference on Soil Dynamics and
Earthquake Engineering, held at the University of Seuthampton,
England, 13-15 July 1982, :

2 Soil Dynamics and Earthquake Enginecring, i983, Vol. 2, No. 1

the establishment of the soil profile and evalustion of
critical soi! properties. Great progress has ulso been maae in
current years in developing fn siru and laboratory testing
procedures to obtain representative values f dynamic soil
parameiers; a comprehensive review of the available experi-
mental methods has been presented by Woors.! while
Ozaydin er al,* Woods® and Richart® have ev:runarized
the present knowledge on the factors influencing Une
dynamic soil parameters. These deveiopments in detennin.
ing material properties complement the idvances in
analysing foundation vibrations, and previde corsiderable
justifization for the use of soshisticeted numerieal forinuia-
tions in the design of machine fnundations.

On the other hand, little if any progress has been made
in reliably estimating dynamic machine loads and improving
{through calibration with field data) the available perform:
ance criteria. The state-of-the-art in thess two aress has
temained essentialy unchanged during the last decude:

. rteference is made to McNeil® and Richart, Waods and Hall?

for comprehensive reviews of these subjects.

©  An additional and often cverlodked step in machine
foundation design is the post.construction observaiion of
the foundation performance and its comparison with tie
predicted foundation behavior, Such comparisons are
needad to calibrate new analysis procedures - an essaniiat
task in view of the simplifying assumptions on which zven
sophisticated formulations are based.

In the final analysis, confidence in the advantages pro-
vided by the use of advanced methods of analysis can only
be gained if these are shown (o have the capability to ore- -
dict the field performance of actual machine foundations.
Unfortunately, only a limited number of case histories has
so far-been published evaluating state-of-the-art metiods of

_anatysis through detailed field observations.

The objective of this paper is o review the present state-
of-the-art of determining the dynamic response of founda-
tions subjected to machine-type loaditigs. The outiine of
the paper follows the chronology of historical Jevelop-
ments: from the dynamics of circular footings resting on
the surface of an elastic halfspace to the bchavior ol cir-
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cular and nom-circular foundations embeddef! in a layered
soil deposit and, finally, to the response of piles. Particular

is is sccor
:rfnp;a::‘;ﬁc and material parameters on the dynamic
stiffness functions and on the response of massive founda-
. tions. Normalized graphs and simple formulas are presented
for a variety of idealized soil profiles.and (oundation geo-

metries. The use of such data to estimate to translational

and rotational motions of actual foundations in practice
is clestly demonstrated and the various results are syn-
thesized by means of a case study. Practical recommenda-
tions are then made on how to approximately obtain
dynamic stiffness and damping coefficients for actual
foundations, accounting only for the most crucial para-
meters of the problem. .
Since the Umiting motion for satisfactory performance
of a machine foundation usually involves displacement
. amplitudes of a few thousandths or even ten-thousandths of
an inch, soil deformations are quasi-elastic, involving negli-
gible nonlinearity and no permanent deformations. Thus,
most of the solutions reported herein assume linear iso-
tropic viscoelastic soil behavior, with a hysteretic soil
damping to model energy losses at those small strain
amplitudes. However, some consideration is also given to
the effects of soil nonlinearity on the vibration of strip
. footings under strong horizontal and rocking excitation.

Moreover, the importance of soil anisotropy and soil

inhomogeneity are also considered.

P .

OLDER METHODS OF ANALYSIS

In the past, machine foundations were frequently designed
by rules-of-thumb without any anpalysis of the. expected
vibration amplitudes. Fot instance, one such design rule
called for a massive concrete {cundatice of a total weight
equal to at least three to five times the weight of. the sup-
ported machine(s). Although such a proposition may at
first glance seem logical, it is in fact an obsolete ‘one since

it ignores the effect on the 'motion of all the other variables .
of the problem (e.g. type of excitation, nature of support- .

ing s0il, and so on). For one thing, increasing the mass of
a foundation decrsases the resonant frequency of the
system and, perhaps mote importantly, reduces its effective
damping.” Obviously, this is not what those applying the
rule had in mind. . ,

Following the pioneering experimental studies carried
out by the German Degebo in the early 1930s, a number of
empirical analysis procedures were developed and used
extensively at least until the 1950s. These methods focused

on determining only the ‘natural frequency’ of a founda- -

tion. To this end, the concepts of ‘in-phase mass’ and
‘reduced natural frequency’ were developed. The former
" assumes that a certain mass of soil immediately below the
footing moves as a rigid body, in-phase. with the foundation,

The latter postulates that the *natural frequency’ is solely

2 function of the contact area, the soil bearing pressure and
the type of soil. T

Physical reality contradicts the concept of an ‘in-phase
mass”. No soil mass moves as a rigid body with the founda-
tion. Instead, shear and dilational waves emanate from the
footing-soil interface into the soll, causing oscitlating
deformations at the surface and carrying away some of the
input ¢nergy, The factors that have an intluence on these
phenomena cannot be possibly accommodated through
such an artificial concept. Indzed, the early attempts to
abtain specific values of the ‘in-phase mass’ were frustrated

ded to the effects of dimensionless groups :

by the sensitivity of this ‘masy’ to the foundation weight,
mode of vibration, type of exciting force, contact area, and
nature of the underlying soil. Apparently, thers is absolutely
no value in this concept and its use in pracuce may very
well mislead the designer, . .
Tschebotarioff's ‘reduced natural frequency’ method,
based on the results of a few case histories, went a step
beyond the original ‘in-phase mass' methods.? The ‘reduced

‘natural frequency’ was defined as the ‘natural frequency’

multiplied by the square-root of the average vertical contact
pressure and was given graphically as a function of the type
of soil and of the contact area. Although this meshod was
not without merit, it was often interpreted to mean that
‘the singls most important factor in machine-foundation
design was the soil bearing pressure’.? Thus, in more than
one occasion, the design was based on soil bearing capacity
values taken from local building codes!

. In addition to the aforementioned drawbacks, these old
rules were only concemned with the resonant frequency,
providing no information ahout vibration amplitudes that
are primarlly needed for design purposes. Asa consequence,
such rules are now obsolete and will-not be further
addressed in this paper. Reference is made to Richact er al.”
for more details on the subject.

Dynamic Winkler model

This model was introduced as an extension of the well
known ‘Winkler’ or ‘elastic subgrade reaction’ hypothesis,
which s still rather successfully employed in some static
sofl-foundation interaction problems.? In order to simulate -
the stiffness characteristics of the actual system, the model
replaces the supporting soil by a bed of independent sl2sdc
springs resting on a rigid base, Plate bearing tests, con-
ducted in the field, form the basis for evaluating the spring
constants (ofter: called ‘coefficients of subgrade reaction’).
On the basis of field measursments in the USSR, Barkan'?

. has presented 1ables and empirical formulae with which one

can readily estimate design values of the coefficient for
several types of soil, for each possible mode of vibration
(transiational or rotational). He has also shown that, in euch
case, the dynamic coefficient is approximately equal to the
ratio of applied pressure increment to the resulting displace-
ment during static repeated loading tests. In these tests
static loads ‘similar’ to the combined dead and live load of
the actual foundation are first imposed, followed by
repeated slow loading, at frequencies of the order of 0.001
cps, i.e. much slower than those expected in reality.

" It is evident that this model can at least give some
reasonable information on the low-frequency {near-static)

" response of a foundation. But since no radiation damping is

included, the amplitude of motion at frequencies near
resonance cannot be realistically estimated. It has been
argued that by neglecting damping one obtains conservative
estimates of the response and very good estimates of
natural frequencies. [n fact, this is the procedure currently
incorporated into the 1970 *Indian Standard Code of Prac-
tice for Design of Machine Foundations’.! There is little
merit in this argument, however. For instance, the high
damping values present in the transtational modes of vibra-
tion (of the order of 50% of critical) do affect the
‘resonant’ frequencies, in addition (o drastically redugir:g
amplitudes, Moreover, avoiding ‘resonance’ (by a safety
factor of 2) in such cases is an unfortunate design recom-
mendation which may lead to an overly conservative solu-
tion. In other cases, especially when the rotational modes
are of main concern, an unsafe design is quite possible since
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the actual foundation stiffness at high frequencies may very

well be appreciably smaller than the static stiffness used in

the analysic (see, for example, Fig. 5).

An improved version of the dynamic Winkler model
(called *Winkler-Voigt’ model) places a set of independent
viscous dampers in parallel with the independent elastc
springs to provide the ‘dynamic subgrade reaction’. Accord-
ing to Barken and llyichey,'? this model forms the basis of
the 1971 USSR machine-foundation code, Again, however,
the mode! itself provides no information on its spring and
dashpot coefficients. These are instead backfigured from
dynamic plate-load tests conducted in the field. Both the
observed amplitude and {requency at resonance are utilized
to backfigure the two coefficients. Analyzing the results of

rumerous field tests, Barkan and his co-workers found a.
- discrepancy between the spring constants backfigured from

resonance plate testy and from static repeated loading tests
(described previously). They, thus, resorted to the ‘in-phase
soil mass’ concept to essentially match the model constants
cbtained from the two types of tests. This added soil mass
was found to depend on the size and embedment of the
foundation and on the nature and properties of the soil
deposit, for a given mode of vibration,

It therefore appears that the ‘Winkler-Voigt’ model is
s pucely empirical one, requiring field static and dynamic

" plate-load tests for each particular situation. Such tests

are not only very expensive and difficult to successfully
ccnduct, bus, :oreover, they yield results which cannot be

" readily interpreted and -extrapolated to prototype condi

tions. If | may slightly rephrase Gibson: !?

" “The 1aodel conspicuot:ly lacks what all models
should possess —predic:tive power.’

The only possibie exp'“nation for the present-day use of .

dvnamic Winkler models in machine-foundation analysis is
the accumulation in some countries of a wealth of pertinent
field data. Such data, often available in the form of tables,'?
can be directly utilized in practice, thus avoiding the
burden of performing plate-load tests, Again, one should be
very careiul in picking up values for the coefficients from
published field data. For it is practically impagssible to
ensure a sinilarity in all the crucial physical and geometric
response parameters of the new prototype and of the old
model foundation schemes.

FUNDAMENTALS OF CURRENT METHODS OF
VIBRATICN ANALYSIS - '

Historical perspective :

Modemn methods of analysis of foundation oscillations
attempt to rationally account for the dynamic interaction
between the foundation and the supporting soil deposit.
Cornerstone of the developed methods is the theory of
wave propagatlon in an elastic or viscoelastic solid (con-
tinuum). This theory has seen a remarkable growth since

1904, when Lamb published his study on the wvibration of -
" an elastic semi-infinite solid (haifspace) caused by a

concentrated load {*dynamic Boussinesq' problem). Numer.
ous applications, primarily in the ficlds of seismology and
applied mechanics, have given a great impetus in the
development of the ‘elastodynamic’ theory. Reissner in
1936 attempted what is considered to be the iirst engin-
eering application; his publication on the response of a

. vertically loaded cylindrical disk on an elastic halfspace

marked the beginning of modern suil dynamics. The solu.
tlon.was only an approximate one since a uniform distd-

Anclysiz of machine foundation vibrations: state of the art: G. Gaz_em

bution of contact stresses was assumed for mathematicat

simplification. Nonetheless, Reissner's theory offered a

major contribution by revealing the existence of radiation

damping ~a phenomenon . previously unsuspected but
today clearly. understood. Every_time a foundation moves

against the soil, stress waves oniginate at the contact suriace

and propagate outward in the form of body and surface

wayes. These waves carry away some of the energy trans-

mitted by the -foundation on to the soil, a phenomenon

reminiscent . of the absorption of energy by a viscous’
damper (hence the name).

" For matly massive foundations the assumption of a
uniform-coritact stress distribution is an unrealistic one, for
it yields a non-uniform pattern of displacements at the soil-
footing interface. To closer approximate the rigid body
motion of such foundatjons, a number of authors in the
middle 19505 assumed contact stress distributions which
produce uniform or linear displacernents at the interfzee,
under statically applied force or moment loadings, respec-
tively. Thus, Sung'® and Quinlan'® presented results for
vertically oscillating circular and rectangular foundations

- while Arnold ez af.'” and Bycroft'* studied both horizoncal

and moment loading of a circular foundation. These solu-
tions are only approximate; in reality the pressure distriby-
tions required to maintain uniform or linear displacements
are not constant but vary with the frequéncy of vibration.

The first ‘rigorous’ solutions appeared about ten years
later when the vibrating soil-foundation system was
analysed as a mixed boundary-value problem, with pre-

‘scribed pattens of displacements under the rigid footing

and vanishing stresses over the remaining portion’sar the
surface. Introducing some simplifying assumprions regard.
ing the secondary contact stresses (‘relaxed’ boundzory),

oy

i

Awaoiahi et al.'? studied all possible modes of osciliation ol z'j;’—

rigid circular and strip footings on a halfspace, by recourse

to integral transform techniques. On the othér waad, -

Lysmer-® obtained 3 solution for the vertical axisymmetric

vibration by discrstizing the contact surface.into concentric
" rings of uniform but frequency-dependent vertical sirusses -

consistent with the boundary conditions. A conceptually
similar approach was followed by Elorduy er al.*! toc ver.
tically loaded rectangular foundations,

Perhaps equally important with the aforementioned
theoretical developments of this period was the discovery
by Hsieh?? and by Lysmer®® that the dynamic behavior of a

vertically loaded massive foundation can be represented by -

a single-degree-of-ireedom ‘mass-spring-dashpot' oscillator
with frequency-dependent stiffness and damping coeffi-
cients. Lysmer®® went a step farther by suggesting the use
of the following frequency-independent coetficienis to
approximate the response in the low and medium irequency
range: ‘ .

4GR 34R?
_ K, =-—; Cp= — JGp (89
1"

1-v 1-#

in which: K, = spring constant (stiffness), C, = dashpot
constant (damping), R = radius of the circular rigid lon_d'mg
ares, G and v = shear modulus and Poisson’s ratio ol the
homogeneous halfspace (soil), and p = mass density of soii.
"Note that the expression for K, in equation (1) is Wdentical
with the expression for the static stiffness of a verncaliy
loaded rigid circutar disk on a halfspace. .

The success of Lysmer's approximation (cften cailed
*Lysmer's Analog’) in reproducing with vcry_good Jeeuracy
the actual response of the system had 2 prolqum.! clfcc} un
the furthee development and engineenng applicativas of the
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*halfspace’ theories. Richart and _Whitman® extended
Lysmer's Analog by demonstrating that aii modes of
vibration can be studied by means of lumped-parameter
mass-spring-dashpot - systems -having properly sF!ected
frequency-independent parameters, The axisymmetsic (ver-

tical and torsional) oscillations of a cylindrical foundation .

can be represeated by a l-degree-of-freedom (1-dof)
system described by:

mi + Cx + Kx =P(1) - @

in which x, ¥ and ¥=the displacement, velocity and
acceleration, respectively, of the vertically oscillating mass;
P(t) = the extemal dynamic force arising from ths opera-
ton of the machine(s). The lumped parameters are the
equivalent mass, m, the effective damping, C, and the
efMective stiffness K. (For torsional oscillatjons m should be
replaced by [, the effective mass polar moment of inertia

and x should be interpreted as the angle of rotation around -

the vertical axis of symmetry.) On the other hand, the two
antisymmetric modes of oscillation (horizontal transtation
and rocking) of a cylindrical foundation are coupled and
_can be represented by a 2-dof system characterized by the
effective mass and mass moment of inertia, the two
effective values of damping (for swaying and rocking), and
the two effective values of the stffness (for swaying and
rocking).

Different values of the inertia, stiffness and damping
parameters are needed for each one of these four modes of
_ excitation. Whitman and Richart®® suggested the choice of
. stiffnesses appropriate for low frequencies, and of average
Jamping values over the range of irequencies at which

resonance usually occurs, In order to obtain a good agree-’

ment- between the resonant {réqtiencies of the lumped-
parameter and the 3ctual system, they recommended that
a fictitious mass (or mass moment of inertia) be added to
the actual foundation mass (or mass moment of inertia),
The need for such a recommendation stemmed not from

the existence of any identifiable soil mass moving in-phase

with the foundation, but rather from the fact that in
reality ‘the stffnesses decrease with increasing frequency
(seo Figs, 5 and 7), instead of remaining constant and equal
to the static stiffnesses, as the model assumes. In other
words, instead of decreasing K, the lumped-parameter
model increases m to keep the resonant frequency, w,,
unchanged. Recall that ws, is proportional to the square.
" root of (K/m), .

Whitman and Richart?® and' later Richart, Woods and

Hall” and Whitman®* presented expressions for these para-
meters for all four vibration modes. Table 1 displays these
expressions, which have enjoyed a significant popularity
over the last decade.

Primarily because of its simplicity, the lumped-para-
meter approximation had a great impact on the application
of the ‘half-space’ theory. It demonstrated that this rational
theory can be cast into a tractable, simple engineering form,
which can be used by the profession with hardly any
greater difficulty than the older empirical procedures,

Motivated to a large extent by the need to understand
the phenomena associated with seismic soil-structure inter-
action, the analysis of the dynamic response of foundations
has been a subject of considerable interest throughout the

1970s. A significant amount of related research has led to

the development of new formulations and computer
programs, while numerous publications have studied the
importance of critical foundation, suil and loading para-
meters and have presented graphs, tables and simple, ex-

Tabie I, .Eq"'”“"" lumpﬂ_f parameters for analysis of circular
. foundations on elastic halfspace®

Mode Vertical Horizontal Rocking Torsion
Stiffness: AGR . BGR 8GR? 16GR?
| T 1=y =) 3
" (l=y) m2—=9) 31 (1=v) I -
Mass ratlo z X 2
4R’ SaRY 8oR' rri
0.428 0.19 . 0.15% 0.50
Dam; ratio: - n, —
ping . m't m' (l+m)m¥? l+2m
Fictitious added 0.27m 0.098m 0.241, 0.241,
mass; " T m m m

Ix, Iz = mass momeots of inertia around a horizontal, vertical axis,

. respectively: damping ntk =C/C., where Cep = 2Km'Y ar

Cep = LKD" (or translational or rotational modes of vibration,
with I = {y or I for tocking of torsion, respectively,

pressions, suitable for direet use in practical applications.
[t is worth mentioning some of the most important contri-
butions to the current state of the art.

Newiy developed (mid-1960s) mathematical techniques
to solve mixed boundary-value elastodynamic problems
were utilized by Luco er ai.?* and ¥arasudhi es al.® to
obtain ‘exact’ numerical solutions for all modes of vibration
of strip footings on a haifspace, and by Luco er 4/.%” and
Veletsos et al.** % to_extend the available halfspace solu-
tions for circular foundations to the high frequency rangs
and, also, to a viscoelastic material with linear hysteretic
dumping. The developmen® of dynamic finite-element
formulations with energy absorbing (‘viscous’ and ‘consist.
ent’) lateral boundaries prompted the study of the response

_of surface and embedded foundations supporied by a

layered soil stratum.’®* Only plane.strain and axisym.
metric geometries could be handled with these finite
element formulations, however, and the presence at a
relatively shallow depth of a non-compliant rock-like
material underlying the stratum was an unavpidable require-
ment regardless of whether such rock did actually exist.

On the other hand, Luco’® and Gazetas™ presented
analytical solutions for circular, strip and rectangular
foundatons on the surface of a layered halfspace or a
layered stratum (i.e. with or without a rigid rock as the
last layer, respectively). Utilizing these formulations they
offered results’™** which bridged the gap between the two
previously studied extreme profiles —the halfspace and the
stratum-onerigid-base, At about the same time, Novak*®
obtained approximate analytical solutions for circular
foundations embedded in a halfspace, by deriving closed-
form expressions for the dynamic stiffness and damping
coefficients along the vertical sides of .the foundation,

‘Later on this method was easily adapted to study the

dynamic response of piles,*t ™%}

In more recent years research efforts have been pri-
marily. directed to determining solutions: (3) for rigid
foundations of rectingular and arbitracy shapes;“"" {b) for
foundations of Finite flexural rigidity;**"* (c) for founda-
tions on inhomogeneous and on anisotrapic soils;**™** and
(d) for foundations on nonlinear {Rambzrg-Osgood)
soils.* Furthermore, a very substantisl amount of recearch
work has been devoted to the dynamic behavior of single
(floating and end-bearing) piles embedded in homogeneous,
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" inhomogeneous Or’ layered soil deposits, and the first

attempts have already been made to obtain solutions for
dynamic loaded pile groups. For comprehensive lists of -
related references, see Dobry er al.,’” Kagawa e of.,*™® and
Novak."*
°

Impedance and compliance functions: definition and
physical interpretation '

An important step in current methods of dynamic
analysis of rigid massive machine foundations is the deter-
mination (using enalytical or numerical methods} of the
dynamic_impedance functions, K{w),* of an ‘associated’

rigid but massless Toundation, as a functjon of the excita-
tion frequency, w. As shown in Fig, | the ‘assaciated’
foundation-soil_system is_identical (in i .

erties and_geometr 1-that

e j is taken ¢ t It will be
éxplained in the following section how, once the harmonic
response of such a massless foundation has been deter-
mined, the steady-state response of the massive foundation,
or of any structure supported on it, nay be evajuated
using standard procedures, In ' addition, the transient

" response to’ non-harmenic machine forces can also be

evaluated by recourse to Fourier analysis and synthesis
techniques. o

For each particular harmonic excitation with frequency
w, the dynamic impedance is dafined as the ratio between
the steady-state force (or moment) and the resulting dis-

placement (or rotation) at the base of the massless founda-

tion. For example, the vertical impedance of a foundation

- whose plan has a center of symmetry is defined by:*

Ry L
_ 0!
in which Rp{#) = R, exp(iwt) is the harmonic vertical force

(3)

- applied at the base of the disk, and v{t) = vexp (iwt) is the .

uniform harmonic settlement of the soil-foundation inter-
face. It s evident that R, is the total soil reaction against
the foundation; it is made up of the normal stresses against
the basemat plus, in case of embedded foundations, the
shear stresses along the vertigal side walls, as illustrated in
Fig. 1.

Similarly one may define the torsional impedance, X,,’
from the torsional moment and rotatien; the horizontal

impedances, 'Ky, from the horizontal forces and displace- -

ments along the principal -axes of the base; and the rocking

- impedances, K., flom the moments and rotations around

the same horizontal principal axes. However, since hori-
‘zontal forces along the principal axes produce rotations in
addition to horizontal displacements, cross-horizontal.
trotational impedances K, may also be defined; they are

'
rigid. masslass
foundit ivn

REIN * A~ A
P bt
N T . . .. "'.

. g .

*
at
-

+ % e s e, s

Figure 1. Machine foundation and the associated rigid

massless foundation

* Bold letters are used in the text for impedances, compliances and
some stiffness and damping coetticients lequation 1) in the
Mgures, calligraphic characiess are used for these quantities.

]

usually negligibly small in case of susface and very shallow

- foundations, but their effect may become appreciable for

greater depths of embedment. »

Referring to equation (3), it is interesting to note that
dynamic force and displacement are generally out of phase.
In fact, any dynamic displacement can be resolved into two
components: one in phase. and one 90° out of phase with
the imposed harmonic load, It is convenient then to intro-

duce complex notation to represent forces and displace- .

menis. As a consequence, impedances may alsa be written
in the form:*
Kq(w) = K,y (w) + iKgy(w) @)
asvhrhrt; ==

The real and imaginary components are both funcrions
of the vibrational frequency w. The real component reflects
the stiffness and inertia of the Sipporting soil: its depen-
dence_on frequency is attributed solely to the influence
which frequency has on inertia, since soil properties are
essentially frequency independent. The imaginary come
penent reflects the radiation and material damping of the
system. The former, being the result of energy dissipation
by__\_gg.\_res_gropagatmg away from the foundation, is fre-
quency “dependent; the latter, arising chiefly from the
hysteretic cyclic behavior of soil, Is practically frequency
indépendeént. .

A very instructive analogy between the dynamic response

of a simple 1-dof-oscillator and of a three-dimensional
‘massless foundation-soil system has been drawn by Roesset.®

Assuming a2 harmonic excitation P(r) = P, exo (iwr), the
steady-state response x(f) = x, exp (i) of the 1-dof oscil-
lator may be obtained by substitution into equation (2);
K -mu)+iCe =}ll) - (5
- . x(r)
Contrasting equations (5) and {3) prompts the definition
of a dynamic impedance function for the l.dof mass-
spring-dashpot system: :

K=K—-muwh)+iCw (6)

and, by.comparison with equ:ition_ {4):
' K, =K—muwt . : {7
K:=Cw (8)

In ‘c_)';l_gie.r words, the dynamic-impedance of our.familiar
l-dof oscillator is indeed a complex number with a fre-
quency dependent reat part representing the stiffness and

inertia characteristics of the system, snd a frequency

. deperident imaginary part expressing the enegy loss in the
-systert. Therefore, it is quite natural to express the dynamic

impedance of soil-footing systems in a complex form, as
done in equation (4).
Having, thus, established the analogy between I-dof and

massless footing-soil systems, let equation (6) for the

l.dof be rewritten as:

-KﬂK-{(l --‘1’-:)+iza-‘i] (92)
. “in Wn
or : . .
K=K (k+iwe,} (9b)
in which ihe critical viscous damping ratio is:
. C c
R T (o)
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“rock;* ¥ %™ for rigid rectangulac
. or straturm-on-rock; ™ " igh 1
lf\:g:g::fom on a halfspace;3h %44 46-48 36,6560 T for rect.
angular foundations of finite flexural rigidity;* * for rigid
rectangular foundations embedded in a halfspace;*” .and,
‘finally, for rigid foundations of arbitrary shape. :
Note that approximnate semi-analytical procedures have
$ _ ! . i
already been developed to obtain the unpcdances“t):_f. f{v,n
These procedures assume that only horizontally propa
gating waves generate at the vertical foundation-soil inter-

" face, and they neglect the coupling between forces and:
displacements at various points. Instead, they only compute:

the displacement at the point of application of the.load.
Thus, in effect, the soil is modeled as a Winklér medium,

the spring and dashpot characteristics of which are esti- |

mated from realistic, albeit simplified, wave propagation

analyses.. : o o
Finally, several similar approximate analytical- formuha:

tions have been developed, again for deeply embedded

¢ylindrical foundations and -end-bearing _piles in soil
strata, ™" These procedures attempt ‘to anaiyticatly solve.

the governing wave equations for the stratum, by neglecting:
the secondary component of displicement (i.c. the vertical

component for lateral vibrations or the radial one for.

vertica! vibrations), The boundary conditiods at ‘the soil-

pile interface are analytically enforced by éxpanding-the °

contact pressure distribution to an infinite series in terms of
the natural modes of vibration of the soil layer.

‘Discrete' models. Dynamic finite difference and finite -
element models have been developed for problems of
complicated geometry which ars not easily amenable to

analysis with continuum type, analytical or semi-anal, tical

formulations. Today, finite diffetence formulations such

as those propnsed by Ang et'al.,”™ Agabein et al.,* Krizek-
et al.,* and Tseng-er al.,* find very little if any application
in solving foundation vibration problems, and, therefore,
will not be further addressed in this paper. On the other
hand, several finite element  formulations and computer
programs are presently widely available and frequently
used in analysing foundation oscillations.

" The use of finite elements in dynamic foundation prob-
lems is different from other applications of finite elements
in statics and dynamics in that soil strata of infinite extent
in the horizontal and even in the vertical direction'must be

' _represented by a model of a (inite size. Sich a finite model

creates a fictitious *box’ effect; trapping the energy of the
system and distorting its dynamic characteristics. To avoid
this problem, wave absorbing lateral boundaries are intro-
duced 10 account for the radiation of energy into the outer

© region not included in the model. Two main types of such
boundaries are available. The approximate *viscous’ boun-.

dary proposed by Lysmereral.**and extended by Valliappan
et al.™ must be piaced al some distance from the founda-
tion. The alternative ‘consistent' boundary developed by
Waas®! and extended by Kausel® is very etfective in accur-
alely reproducing the physical behavior of the system, and

it also results in considerable economy by being placed

directly at the edge of the foundation. This ‘consistent®
boundary provides a dynamic stiffness matrix for the
medium surrounding-the plane or cylindrical vertical cavity
which is assumed to occupy the centrai region under the
strip or circular foundation. This matrix corresponds
exactly to the boundary stiffness matrix that would be
obtained (rom a continuum type furmulation,
“Unfortunately, ‘consisient’ boundaries have been devel.
oped. only for plane-sirain and axisymmetric (cylindrical)
geometries. No such boundary is available for truly three.
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dimensional (3D) geometries, in cartesian coordinates,
Thus, to solve 3D problems a finite-element model must
fesort to ‘viscous’ or elementary boundaries placed far

away from the loaded area. In this way the fictitiously
reflected waves are dissipated through hysteresis and frie-
tion {material damping) in the soil before they retum to .

the foundation region. However, the cost of such analyses
is prohibitive and truly 3D solutions are very rarely used
in practice, An attempt has been made to modify a 2D
computer program by adding viscous dashpots to the
lateral faces of its plane-strain elements, in order to simu-

late the radigtion damping of 3D situations.®* Nowwith. .

standing the popularity enjoyed by this pseudo-3D model,
ity only difference from the 2D model is that it introduces
an artificial increase in damping, which cannot possibly
reproduce all aspects of the true 3D behavior. In fact, in
some cases the actual 3D radiation damping in rocking is

over<stimated rather than under-estimated by a 2D modei;*"

thus by adding viscous dashpots the situation may worsen
instead of improving, * 4%
Consequently, todzay, two types of finite-element models

are practically available: plane-strain 2D models appropriate '

for strip footings or elongated rectangular structures;**4?
and 3D axisymmetric-geometry ‘models approprate for
cylindrical foundations and nearly square structures, ! 142

It is noted that embedded foundations and layered soil
strata can be routinely. handled with all the finite-element
formulations. On the other hand, the presence of a fixed
bottom boundary is required by most of the available
codes. This is hardly a drawback if a stiff, rock-like stritum
does exist at a relatively shallow depth. Otherwise, when
the supporting soil deposit is very deep, the 'cost of a
reafistic finite-element analysis may become substantial .- .

Conclusion, With the available analytical, semi-analvticai
and finite-element computer programs the foundation vibra.

_ tion analyst may obtain solutions for foundations of various
" shapes, surface or embedded, supported by deep or shaliow

soll deposits. In selecting the most appropriate code for
each specific situation, attention should first focus on the
depth of embedment and ‘the nature of the underlying soil.
When dealing with very shallow footings on decp deposits
which can be well reproduced by a small number of Jayers
with different properties, continuum type analytical or
semi-analytical formulations are clearly more advantageous:
the choice of the most appropriate among them will be
mainly dictated by the shape of the footing (strip, circular,
rectangular, arbitrary) and the desired degree of accuracy.
On the other hand, for embedded foundations in a shallow
stratum or whenever a large number of !ayers’ with sharply
different properties exists below. the footing, finite element
models are particularly appropriate.

Funthermore, attention should be atcorded to the opera-
tional frequencies of the machine and the inertia character
istics of the foundation. At very high {requencies of vibra-
tion, f, discrete models may become very costly; because,
in order to transmit high frequencies, a large number of
sufficiently small-sized elements must be used. For instance,
it is usually recommended that the maximum dimension of
an element should not exceed A/8, where A = V/f is the
wavelength in a particular soil layer having shear wave
velocity ¥. Theretore, with high frequencies, analytical
models may become advantageous. Notice, though, that the
computer costs of semi-analytical formulations may also be

adversely affected by a large increase in the operational- '

{requency, since they, too, discretize the.contact area or
the whole uppermost surface,
Regarding the inertia characteristics of the t’m_mdauon.
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the author and Roesset™ have demonstrated that for heavy
foundations (ic. with high mass .ratios} small emors in
méaehng the different soil layers are unimportdst and one
¢an. safely base the design on available halfspace solutions
or on the results of analytical type computer programs.
On _the other hand, relatively light foundations are quite
sensitive to the existence of competent rock ata shallow
depth and of different soil layers beneath the footing, thus
requiring a good soil exploration followed by finite-element
analyses, - These conclusions are further illustrated and
generalized in a later section of this paper.

In addition to the existing computer programs numerous
solutions have been published in the literature in the form
of dimensionless graphs, tables and simple formulae for

_ impedance and compliance functions of foundations with
several different geometries, depths of embedment and
“stiffness characteristics, supported by various idealized soil

profiles (halfspace, stratum, etc.). These solutions can give

very satisfactory results in many practical cases and are
especially valuable in conducting preliminary analyses and

parameter sensitivity studies, One of the goals of this state. -

of-the-art paper is to present and discuss the most signi-

- ficant of these available solutions. Before doing this, - ‘

however, it is expedient to illustrate how the impedance
functions may be utilized to obtain the dynamic response
of rigid massive foundations, ’

Use of impedance functions: response of massive machine
foundations . -

The first step in analysing the response of a massive .

machine foundation is to evaluate the pertinent dynamic
impedances at the anticipated frequency, or range of fre-
quencies, of the machine. This is done either by utilizing
existing discrete or continuum type formuiations, or by
resorting to published solutions available in the soil dyn-
amics lterature. The use of dynamic impedance to obtain
_ the response is illustrated herein.

Figure 3 portrays a massive, rigid foundation having equal
depth of embedment along all the sides and possessing two
orthogonal vertical planes of symmetry, the intersection of

which defines a vertical axis of' symmetry. The foundation

plan, having two axes of symmetry, may be of any axi-
symmetric or orthogonal shape, including the infinitely
long strip (2D geometry). For such foundations, vertical
and torsional oscillations are uncoupled, while horizontal
forces and moments along and around the principal axes
produce displacements and rgtations only along and around
the same axes, Thus, with the notation of Fig. 3, the equa-
tions of motion in vertical translation (), torsional rota-
tion 8(f), and coupled horizontal .translation k(r) and
rocking r();all referred to the center of gravity of the
machine-foundation system, ace respectively:

m - #(1) + Ry (1) = Qu(t) 1)
I 6+ To(0) = M (D) " (22)
m k() + R (1) = Q4 (1) (23)
Tog FOV+ T, () —Ry(t)-2. = M,(0) L (29

in which: m = total foundation mass; /o, = mass moment
of inertia about a principal horizontal axis passing through
the center. of gravity; /, = mass moment of inertia around
the vertical axis of symmetry; Ry, Ty, Ry and T, = vertical,
torsional, horzontal and rocking reactions of the soil acting
at the center of the foundation base (remember Fig. 1b);
Qe My, @y and M, = vertical, torsional, horizontal and

S, J
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Figure 3. D_eﬁhftfon of deformation varigbles

K

rocking exciting forces and moments, acting at the center
of gravity and resulting from the operation of the machine.

Ar already mentioned, only the steady-state response .
dur :0 a harmonic excitation is of interest here, Not only

"because most machines usually produce unozianced iurces
which indeed vary harmonically with time (rotaty or racip-
rocatng engines), but also because non-harmonic forces
(such as those, for example produced by puncn presses and

- forging hammers) can be decomposed into a large number

of sinusoids through Fourier analysis. Therefore, the excita-
tions may be written as:

Q= Q. expli{wet+d,)] a=vhk (25}
M,=M, expli(wr+¢,)] a=zr (26)

in which the amplitudes Q, and M, are either constants or
{more frequently) proportional to the square of the opera-
tional frequency w = 2nf; §; are the phase angles of the
four excitations, v, 4, r and 2. ’

With the excitation forces described by equations (25)-
(26), the steady-state motions may be cast in the form:

o) = v-exp(iwt); v=0+iny 27
9(f) =0 exp(iwr); 8 =6,+if, 28
(O =heexp(iwry; A=h+ih, ~ (29)
r()=r -exp(i.u:); rar+ir (30)

in which: v, 8, & and r are complex, frequency-dependent
displacement and rotation amplitudes at the center of
gravity, Note that equations (27)<(30) do nor by :zny
means imply that the four components of motion are all

in phase, nor that the phase-angies between the corre- -

sponding excitations and motions are equal to ¢, fequations
(25)-(30)). Instead, the true phuse angles ¥, are “hidden’
in the complex form of each displacement component. For
instance, the vertical motion will exhibit:

Ve = arctan (va/n) 31

" 10 Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol 2, No. 1
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Clearly, soil deposits having a constant G and extending
to practically infinite depths, as the homogeneous halfspace
model assumes, do not abound in nature. in addition,
clrcular foundations are rather rarely constructed. Nonethe-
less, the results of Fig. 5 for a circular foundation on a half-
space are of great valus in understanding the phenomena
" associated with -foundation vibrations. From a practical
point of view, however, the shape and trends of these
impedance functions are mote important than their exact

values.

Rigid srrip foundation
" When dealing with long and narrow foundations, the
length of which is larger than their width by 2 factor of 5
or greater, it is a common practice to idealize their shape as
an Inflnitely long strip. If, moreover, the dynamic loading

. v
— /2

173 ' 4=0

is reasonably uniform aldng the longitudinal direction,
plane-strain conditions prevail throughout and 2D analyses -

- are sufficient to obuain the response.

Figure 6 displays the dynamic impedance of 4 rigid strip
foundation on the surface of a homogeneous halfspace.,
These results were obtained by the semi.analytical pro-
cedure of Gazetas™ and Gazetas and Roasser®® and are in

. agreement with the resuits of Karasudhi er a/.% It is noted

that-in this case the impedance functions are presented in
the form described by equation (4), and not in one of the
most usual forms of equations (12) or (17). The necessity

" for this change stemmed from the fact that the static ver-

tical and horizontal miffnesses of an infinite sidip on a
halfspace are zero, in agreement with the classical theory of
elasticity. This is at variance with the behavior of circular
foundations,” whose (nonzero) static stiffniesses can be

X tn(d -t.v)J'
1 - x

Figure 6. Impedance functions of rigid strip footings on homogeneous halfspace

14 Soll Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol. 2, No. |
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found from the expressions included in Fig. 5. The infinite
displacement of 2 strip-loaded halfspace arise from the large
.depths of the corresponding ‘zones-of influence”. In other
words, the static stresses induced by the strip surface loads
decay slowly with depth and, thus, cause appreciable
straining of even remote soil elements: accumulation of
these s:rains yields infinite displacements.

On the other hand, the stress and strain fields induced
by moment loading are confined to the near surface soil
only, thereby producing small surface displacements and
non-zero static stiffnesses. For a rigid strip foundation, an
expression’ for the static rocking stiffness i included in
Fig. 6. .

A few other trends are worthy of note in Fig. 6. First,
one should notice that there are only three possible modes
of vibration of a strip (vertical, horizonwl and.rocking) as
compared to the four modes of a circular footing. Appar-
ently, torsional oscillations involve out-of-plane motions
and hence are impossible with strip footings.

In general, the dependence of the dynamic impedances.

on the Poisson’s ratio of soil is very similar for strip and
circular foundations. Thus, the discussion of the preceding
section om the sensitivity of circular impedance functions
to v, is also applicable to the present case. '
Regarding the variation of impedances with frequency,

on the other hand, there are some differences between .

circular and strip footings, although clearly the general
trends are similar. Thus, in the very low frequency range,
the real parts Xpp and K, of the two transiational modes
increase with increasing @, and they attain peak values of
2g ranging from about 0.25 to about 1.0, depending pii-

marily on the Poisson’s ratio and the type of oscillation. -
This implies that ‘constructive interference’ of various P.
. and § waves originating at the soil-foundation interface

reduces the depth of the ‘zone of influence’; this results

into finjte displacements and non-zero dynamic stiffnesses,
Beyond their peak values, K,y and Ky behave much like
their circular counterparis, Notice, however, -that at
Poisson’s ratios close to Q.50 the vertical strip stiffness
becomes negative at @, values greater than 1.3, as compared
with the. corresponding value of 2.5 which was observed
for circtlar footings in Fig, 5, .
The imaginary parts Ky and Kyy of the vertical and
horizontali modes increase atmost linearly with ag, thus
indicating qualitatively similar radiation damping character-
Istics of strip and. cireular foundations. {Notice that the
damping coefficients ¢ in the latter case are proportional
to the slopes of the imaginary component of impedance-
versusay curves; hence a constant ¢ implies a linearly

varymgK\;) - .

Finally, the rocking stiffness and damping terms of both
strip and circular toundations exhibit essentially jdentical
trends. Evidently, rocking induced static or dynamic
stresses influence only the near-surface soil under both

plane-strain and axisymmetric loading conditions.

Rigld rectangular foundation .

Results are now available for the complete dynamic
impedance matrix of rigid rectangular foundations with
varying aspect ratios L/8, over the low and medium fre-
quency range.*” For the vertical, horizontal and rocking
modes. in particular, results are available even for moder-
ately high values of g,.*% 48 -

Again, in presenting the variation with frequency and
aspect ratio of impedances it is convenient to express them
{n the form of equation (17), with a, = wif ¥, whete 28

is the width of the smallest side of the foundation. Resules
for the static stiffnesses are presented tirst.

- It has been known for some time.that the static stiffness
oi_‘ 3 typical rectangular foundation can be approximated
:mth-reasonable accuracy by the corresponding stiffness of
equivaient’ circular foundations. For the trznslational
modes in the diwee principal directions {(x, ¥ and ) the
radius R, of the ‘equivalent’ circular-foundation is obtained
by equating tha areas of the contact surfaces; hence:

28 .20\
ro=(22%) 47

For the rotational modes around the three principal axes,
the ‘equivalent’ circular foundations have the same area
moments of Inertla around x, ¥ and z, respectively, with
those of the actual foundation. Thus, the equivaient radii
are: ...

. Rox=(16L-BY3m)V* (48)
for rocking around the x-axis; ) :
Ry =(168-L73m)V* (49)

. for rocking around the y-axis; and -

16B-L-(8? L’. ve
.Rot—[_—(_t.__l] (50)

= P

. for tomsion around the z-axis,

The results of recent parametric studies have confirmed
the similar static behavior of rectangular and equivalent
circular foundations. Table 2 is a synthesis of the results of
several such investigations. It presents theoretically ‘exact’
formulae for all the translational and rowational static stiff-
nesses of rigid rectangular foundations having a wide range
of aspect ratios. These formulae are cast in the form:

K =Ko(Ro)-JILIB) | (5N

in which: X = the actual static stiffness; X, (R,) = the corre-
sponding stiffness of the equivalent circular foundation,
obtained from Fig. 5; Ry = the radius of the ‘equivalent’
circle; and J(L/B) = z ‘correction’ factor, function of the

- aspect ratio, L/8. If J(L/B) were equal to | for all aspect

ratios, the static equivalence between the two types of
footings would have been perfect. Conversely, the larger the
difference is between J(L/B) and |, the less accurate it
would be the approximate a rectanguiar with a circular
footing.

It may first be noted that only small discrepancies exist
in the values of the ‘correction’ functions computed from
the results of several authors. These discrepancies are due
to either the assumed soil-footing interface behavior
(*smooth’ versus ‘adhesive’ contact), or the employed
different numerical solution schemes. In practice, however,
in view of the small magnitude of these differences, one
may safely use for J(L/B) the average of the values pre.

" sented in Table 2, for each particular aspect ratio.

The following conclusions are evidént from this Table.

1. Even for aspect ratios, L/8, as high as 8, the 'equi-
valent' circular foundations yield stiffnesses which are
within 30% of the corresponding stiffness of the actual

_rectangular foundation. This is by no means a large error,

in view, for example, of the uncertainty in estimating the
soil modulus in practice.

2, For aspect ratios, L/B, less than 4 the ‘tquivalent’
stiffnesses are in very good agreement with the actual

Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol 2, No. I 15~
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Table 2.  Statie stiffnesses for rectangular rigid foundation

' 1. Vertica! stiffnsss

K =K, ":GR

2. JALIB)

-y

*Comrection’ factor J,

Gorbunov . Dominguez efal. (1978}

L Posadov Barkan Savidis :

¥ ] {1961) (1962)  (1977) ‘Adhesive’ ‘Smooth’
1 1.023 0.953 0.944 1.082 1.081

| 1.025 0.978 0.9713 1.063 1.130

4 1.108 1.077 1.672 1.107 1.196

6 1.197 1.152 - - -

8 1.266 1.196 . 1,200 - -

10 1.3 .1.250 - - -
0 1512 - - - -

2. Horitontal stiffnesses

GR GR
Ke= 3Lt Ky= 52_:— (LIB)

‘Correction’ (actor J,, ‘Correction’ factor J,,

; Dominguez Dominguez
L Barkan erel Barkan ~eral.
3 (1962) (1978) 1962y (1978)
1 0.993 1.038 0.993 -1.035
2 0.983 1.044 1.008 1.108
4 1.000 1.088 - R O] |
6 1.055 - - -
8- 1.132 - - -
10 1.191 - - -
3. Rocking stiffnesses
' _8GR, . BGR,,
= 30—v Jx(L{B) Kr, *3i=w) Jry(LIB)

‘Correction’ factor J ‘Corzection’ factor Jp,

Gorbunoy- Gorbunov-

L Posadov Daminguez Posadov Dominguez

B etal. (1961) eral (1978) eral. (1961)  eral. (1978)

1 0.991 0.965 - 0.991 0.965

2 1.034 1.039 1.038 1.0

4 1.0488 1.117 1072 1.140

8 1.178 - 1.226 -
10 1.281 - . 1319 -

4, Torsional stlffness

16 |
K, =K = 3 GRY, < JALIB)

' ’ *Cotrection’ lactor Jy
L -
¥ Dominguez er o/, (1978) Roesset et al. (1977)
1 0.950 103N
2 1.000 -
3. 1.016 : -
4 . L1166 -

ones, Typically, the error is within 10% and, hence, it is -

insignificant for all practical purposes,
3. The greatest dilferences are observed between actual

. and ‘equivalent’ stifinesses for torsion (K;) and for hori-

2ontal displacement in the y direction (X,). For L/B = 4,

the error in K, is about 17% and in K, about 22%. Tt is

. worthy of note that wheress for a circular foundation

Ko =Ky = 8GR, /(2 —v), where R, is given by equation
(47), a rectangular foundation with the larger side 2L
normal to the y-axis (Fig. 4) is characterizeg by:

L -
K,HK,+§GB(-B;-—1) {52)
for typical values of Poisso:-t's ratio,

Variarion with a,. Figure 7 portrays the dependence of
the dynamic stiffness and damping coefficients, k and ¢, on
the frequency factor 4, and the aspect ratio L/8. These
results were obuained with the Boundary Element Method
by Dominguez and Roesset,*” for a single value of Poisson’s
ratio, ¥ =4. Only the coefficients of the six diagonal

_components of the impedance matrix are shown, they

correspond to the translational modes of vibration (x, y
and z) zlong each of the three principai axes, and to the
rotational modes (r,, r, and r;) around each of the same
three principal axes. The two crossswaying-rocking (coup-
ling) impedances, corresponding to the a7, and yr, modes,
are negligibly small for surface foundations, and are thus
omitted from this presentation. Also shown in Fig. 7 as
circles are the predictions of the ‘equivalent’ circular
foundations, computed from Fig. 5 in conjunction with
equations (47)<50). One may notice the following trends
in Fig, 7,

1. The terms k, and ¢, of the impedance against motion
normal to the smaller side 2 8 are insensitive to vanustions in
ay. Moreover, k, is essentially independent of the aspect
ratio, L/B, while ¢, increases almost in proportisn to the
square-root of L/B. Recall that ¢, must be muitiplied by
4o = wB{¥, to obtain the imaginary component of the
dynamic part of the impedance (equations (12} or (17)),

" in which 28 is the width of the smallest side of the footing,

On the other hand, the frequency factor gyq of the ‘equi-
valent’ footing equals wRe/ F;, with:

2 L u2 i
Ro=— B(—-) - (472
i.e; apo is proportional to the square-root of L/B. Hence,
plotted in Fig. 7, both stiffness and damping coefficients
of the ‘equivalent’ footing are in excellent agreement with
the corresponding coefficients of the actual rectangular
footing, for all aspect ratios studied (L/B = 1—4), at least

" in the frequency range, 0<a, < 1.5,

2. The vanation of the vertical stiffness and damping
coefflcients, &, and ¢,, has a similar shape with the varia.
tion of k, and ¢,. In this case, however, the two coeffi.
cients are more sensitive 1o variations in g, and L/8 and
the damping term ¢, is always larger than ¢,. Moreover, the
agreement between actual and ‘squivalent’ coefficients is
reasonably good, for all practical purposes.

3. The coefficients k, and ¢,, for 3 motion parallet to
the smaller side 28, show a greater sensitivilty to both g,
and L/B. Furthermore, the discrepancies between ‘tqui-
valent’ and actual values for these coetficients are appreci.
able, increasing with the aspect ratio. In fact, footings
with a large L/B ratio (e.g. »4) tend to behave more iike
strip rather than circular footings, as a comparison between
Figs. 5. 6 and 7 indicates.

4, The stiffness coefficient k,, for rocking around ihe
longest axis, x, exhibits no sensitivity to the aspect ratio,

16 ' Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol. 2, No. 1
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L]B; moreover, its variation as a function of 2o is _nearly
identical with the variation of the cone;pondm; stiffness
coefficient of both the ‘equivalent’ circular footing and a
strip footing with the same width B (Fig. 6). The damping
coefficient ¢, attains negligible values in the Iow‘ frequency
range and increases approximately in proportion to the

fourth-root of L/8 at high frequencies. Recalling that the
frequency factor of the ‘equivalent’ circular footing is

proportional to:
‘2 L 4
R°’=(3n)”‘ B(E) (48a) |
. . .
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Figure 7. Dynamic coefficients of rigid recrangﬁ!ar Joorings on homogerieous haifspace;*” (circles obtained by this author

for ‘equivalent’ circular footings)
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Figure 7 - continued

whereas the teem ¢, is multiplied simply by a¢ = wB/¥, in
equations (12) or (17), one can directly unveil the very
close proximity between the actual and ‘equivalent’ damp-
ing coefficients.

5. The stiffness coefficients k., and k, -for rocking
around the shortest axis and lomon respectively, show a
somewhat similar dependence on L/B and exhibit some
fluctuations with a4 as L/B increases. The two coefficients
are predicted only with small accuracy by the ‘equivalent’
circular footings. On the other hand, the two damping
coefficients ¢, and ¢, grow rapidly with both frequency
and aspect ratio. In this regard, it is interesting to notice
that, for instance, the frequency factor for the r, mode is
proportional to:

N IA%
, Ruy = W 8 (-B-) (49!)

which reveals 2 much stronger increase of ¢, with L/8, as
compared with the com:spondmg increase of ¢,, (2 power
of § forc,, versus § for ¢, ). Again, the values of the two
coefticients may be rteasunably well predicted by lhe
‘equivalent’ circular foundation. .

In conclusion, with the help of the formulae of Table 2
and the graphs of Fig. 7, the dynamic behavior of rect-
angular foundations with essentially any aspect ratio can be
obtained. Furthermore, the ‘equivalent’ circular footings

- described through equations (47)<(30), yield- rz2sonably

good estimates of the response for values of L/8 less than
about 4 and frequency factors at least up to 1.5. For larger
values of L{B, the static stiffnesses of Table 2 can be
utilized in conjunction with the dynamic coefficients of
an equal-width strip foundation (Fig. ). More parametric
studies are, however, necessary to obtain results in the high
frequency range (1.5 <ag, < 8).

RIGID SURFACE FOUNDATIONS ON A
HOMOGENEQUS SOIL STRATUM

Natural soil deposits very rarely have uniform properties
within large depths from the loaded surface. More typical
is the presence of a stiffer material or even bedrock at a
relatively shallow depth. The response of a foundation on
a soil stratum underlain by such a stiffer medivm can be
substantially different from the response of an identical

18 Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol. 2, No. !
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_ foundation resting on a uniform haifspace. It is, thus,

imperative to study the dynamics of massless foupdu@om
on such soil deposits, Specifically two types of idealized
soil profiles we considered in this section:

-+ -.-(a)* a homogeneous soil stratum over a rigid base, and
* 7 (b).a homogeneous soil stratum over 2 homogeneous

- halfspace.

Results for non-homogeneous sofl strata, with moduli
continuously increasing or decreasing with depth, will be
presented in a subsequent section of the paper.

In addition to the four dimensionless parameters which
control the behavior of rigid footings on a halfspace,
namely, o, », § and L/8, ihe_'riﬁﬁ" H[B Yor H[R) is of
crucial Importance in the response of footings on & homo:
geneous stratum, Its effect is, thus, studied throughout this '
section, Furthermore, the moduli ratio G,/G; is of interest
whenever the soil stratum is undezlain by a non.rigid base
(halfspace).

Circular foundation on stratum over a rigid base
Results for the dynamic impedance functions of a rigid

* eircular disk at the surface of a stratum-on-rigid-base are

presented in Table 3 and in Figs. 8 and 9. Specifically,
Table 3 offers s d quij he.

etermination of the static stiffnesses; Fig. 8 studies the .
effect of the H/B ratio on the dynamic stiffness and damp- .

ing coefficients, & and c, for a single value of hysteretic
damping ratio, £ =0.05; and Fig. 9 shows the sensitivity
of k and ¢ to vanations in £, for a single value of the

- ratio, H/B=72. Thest results have been derived by

KauseP*! and Kausel er al.* ™ and have been discussed by
Roesset.%?! Scyeral sonificant conclusions may be drawn
from this dat2: . S

Static stiffnesses. It is evident from the formulae of
Table 3 that the existence of rigid bedrock at a relatively
shallow depth may drastically increase the static stiffnesses
of a rigid surface foundation. The four expressions reduce
to the corresponding haifspace stiffnesses wien A/R tends

“to infinity, but their values increase with decreasing H/R.

Vertical stiffnesses are particularly sensitive to variations
in the depth to bedrock (notice the 1.28 factor). Hori-
zontal stiffnesses are also appreciably affected by H/R
(factor of 0.5) while the rotational stitfnesses (rocking

" and torsion) are the least affected, [n fact, for H/IR > 1.5

the response to torsional loads is practically independent
of the,Jayer thickness,

f\n Indication of the causes of this different behavior of
a circular footing to the four different types of loading can
be obtained by observing the depths of the *zone of infly-
ence’ (known as ‘pressure bulb’ ever since Terzaghi) in each
cate, Thus, from Gerrand and Harrison,” in 2 homogeneous
halfspace, the vertical normal stress, a,, along the centerline

. of a vertically loaded rigid circular disk becomes less than

10% of the average applied pressure at depths greater than
2,4 R; the horizontal shear stress, r,,, becomes less than
10% of the average applied shear traction at depth greater
than z, 2 2R. From Gazetas,” the horizontal shear stresses

. 7:8 and 1,8 due to linearly distributed torsional surface
stresses ‘become less than 10% of the maximum applied

shear traction at z >z, = 0.75R. Finally, moment loading
with a linear distribution of normal tractions varying from
0 to p yields z, = 1.25R, below which o, is less than
0.10p.

dynamic stiffness and damping coefficients with frequency
reveals an equally strong dependence on H/8: On a stratum,

both k& and ¢ are not as smooth functions as on a halfspace,

but exhibit undulations (peaks and valleys) associated with
the natural frequencies (in shear and dilation) of the soil

layer. In other words, the observed fluctuations are the

outcome of resonance phenomena: waves emanating from
the o_wm ing fougdation reflect at the soilbedrock intgr: -
face and return back-to their source at the surface.-Asa
result, the amplitude of foundation motion may signi-
ficantly increase at specific frequencies of vibration, which,
as shown subsequently, are close to the natural frequencics
of the deposit. Thus, the stiffness coefficients exhibit
valleys which are very steep when the hysteretic damping in
the soil is small (in fact, in certain-cases, & would be 2xactly
zero if the soil were ideally elastic); on the other hard, with

Variation with ay, H/R and §. The variation. of. the

- large amounts of hysteretic damping (£ = 0.10—0.20) the
" valleys.become less pronounced (Fig. 9). They also become

less proncunced as the relative thickness of the layer, H/R,

‘Increases (Fig. 8).

Another important phenomenon is revealed through the
variation with g, of the damping coefficients, At low fle-
quencies, below the_first. respnant frequency, radfation
damping is zero. This is due to_the fact that no surfice
waves can be physically created in a soil stratum .at such
frequencies and, since the bedrock prevents waves from

. propagating downward, gsometrical spreading of. .wave

energy is negligible, The small values of the damping.in shis.
ranige (Fig. 9) just reflect the eneryy loss through hysteretie
damping; for a purely elastic soll ¢ would be zero.

Table 3. Static stiffhesses of rigid circular foundation on a siratum-over-rigid-base®

Type of loading Static stiffness Range of validityt Soil profile
Vertical: K,= ﬂ(l 1.8 — HIR>2 ———
: 1=» H ‘
’ 1R : :
*Horizontal: K,,:--T(I +2—E) HIR>1 R
. ] H. G, LR
Rocking: X, ;.(-l_-——Vil+GH 4>HR>1 .
16
Torslon: K= 3 GR? HiR > 1.25

* Adapted from Kausel®! and Kausel e of.**

t For H/R < 2 or 1 thess expressions would still provide reasanabls estimates af tne actual static stiffnesses

Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol 2, No. [ 19



nad s

*——

)l

Ana.’yr.'s. of machine foundation vibrations: state of thearr: G. Gazetas

' eeesesesss (D

—_—— 3

‘a
H (o]
Figure 8. Dynamic coefficients of rigid circular footing on stra
§=0.05)3%%

The phenomena described in the two preceding para-
graphs are observed to a larger or lesser degree in all four
modes of vibration, However, there exist marked differ-

ences among the dynamic coefficients of vertical, swaying,

rocking and torsional oscillations. Specifically:

1. For rocking and torsion, & and ¢ are relatively smooth
_ functions of a4, rapidly approaching the corresponding ha_lf-

—————a 4

5 .
}H/R'

JPY LT TP LL epeecaa,

tum-o_verbedmck; effectof H/R ratlo v=] 3.

o

space curves as Lhe layer thickness increases beyond 3R.
Thus, H/R exeris only a small influence on the variation of

. these two coefficients. On the gther hand, for vertical and

horizontal translation, k and ¢ display some very pro-
nounced- fluctuations with 4. Both the location and the
shape of the resonant valleys are quite sensitive o varia-

tions -n H/R, and only for H{R values larger than 8 dv .
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both strip and clrcular footings (factors of 1/S and 1/6,
respectively).

Dynamic behavior. Figures 10 and 11 portray the veria-
tion with frequency of the dimensionless compliance func-
tlons EF,, whero @ = v or k, and € B°F,. Specifically, Fig.
10 intends to show the effect of //B, and Fig, 11 the effect
of v. The results of Fig. 10 were obtained for v = 0.49 and
§ = 0.05, with four different values of /8, i.e. 1,3, 8and
- the last value corresponds to the homogeneous halfspace

-and B included for a comparison. Figure 11 shows the

effect of v-on vertical and rocking comptliances only, for a

layer with /#fB=2 and a homogencous halfspace; the

effect of v on swaying, heing of secondary importance, is
not studied herein, '

The same general trends observed in the dynamic .-
behavior of circular foundations can now be seen in the

' H/B

tessseinrepanen

LwmB

e —————
=il

1A IN-PHASE COMPONENTS

response of strip footings, although some differences are
also obvious. :

‘Omne first notices in Figs. 10-11 that due to the presencs
of bedrock both the in-phase (real) and the. 90%-out-of.
phase (imaginary) components of displacement (com-
pliance} are not smooth and monotonically decreasing
functions of frequency, .as on a halfspace. Instead, they
exhibit peaks and valleys at frequencies related to the
natura} frequencies of the stratum. Note that, in general,
the peaks of a compliance function correspond to valleys
in the impedance function.

~ The major differences between strip and circular founda.
tions stem from the much greater sensitivity of the vertical
and swaying oscillation of a strip to variations in #/A.
Even for H/B =8, relatively high amplitude peaks are
observed in the two compliance functions of the strip,
for the case § =0.05; their difference from the halfspace

!
7

90°-0UT-OF -PHASE COMPONENTS

Figure 10. Compliance functions of rigid strip footing on stratum-over-bedrock; effect of !!/B ratio {v=0.49, £=0.05)
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coinpllances is substantial. On the other hand, rocking
vibrations of a strip exhibit very similar trends with rocking
of a citcular plate; beyond H/R =3 the presence of bed-
rock is hardly noticeable, -

In the case of vertical loading, the resonant peaks are not
as sharp as those of the horizontal displacements. In fact,
on very shallow deposits (H/8 = 1) only a single flat reson-
ance takes place, which is characteristic of a highly damped
system. A possible explanation of such a behavior has been
suggested by Gazetas and Roesser’®: at frequencies below
the flrst resonance some “leakage’ of energy occurs in the
" form of laterally propagating P-, § and R-waves. Evidence
* in favor in this explanation comes from the fact that the

first resonant frequency, 2o, lies in between the funda-
mental natural frequencies of the stratum in vertical S-
waves, d,, 4, and in vertical P-waves, dop,1. For example,
Fig. 11 shows that, for /8 =2 and » = 0.40, go, > 1.30
compared to 4o, ; = 0.785 and g¢p, = 1.90. Recall that
for the circular foundation a,, was much closer toagp 4.

No extensive numerical results for_ rigid rectanguiar
foundations supported by a soil stratum. have been, found
in the literature. _ :

Foundation on stratum over a halfspace

The homogeneous haifspace and the stratum-oyer-rigid-

base ars two idéalizations of extreme soil profiles, A more
general soil model, the stratum-over-haifspace, is studied in
this subsection. Besides the H/R or /B ratio, the moduli
ratic G,/G; is needed to describe such a soil model. When

G,/Gy tends to O, the stratum-on-rigid base is recovered;
when it becomes equal 1o 1, the model reduces to a homo- -

geneous halfspace. Thus, the rtesults presented in this
section help in bridging the gadp Between ‘halfspace’ and
*stratum’ solutions .to which we have restricted our atten-
tion until now (Figs, 5-i1).

6Ty

Numerical solutions for a uniform layer overa halfspace
have been published by-Hadjian and Luco®? who studied
the dynamic of circular foundations, and by Gazetas and
Roesset®™ ** who studied the response of strip footings.

Based om the results provided by Hadjian and Luco,’?
the author has derved simple but reasonably accurare
formulae for the static stiffnesses of a rigid circular disk, in
terms of H/R and G,/G,. Table $ displays these formulze,
which are valid for-the usual case in which G, <G, i.e.
a halfspace stiffer than the layer. At the lower limit,
G,/G; =0, these expressions reduce to those of Table 3
for a layer-oh-rigid-base; at the upper limit, G,/G; =1,

. the halfspace expressions of Fig. 5 are recovered, At inter-

mediate values, as the rigidity of the supporting halfspace
decreases, the static stiffnesses of the foundation decreass,
apparently due to increasing magnitude of strains in the
halfspace. The results are inwitively obvious and need no
further explanation. :

For circular footings, no results are presented hece on
dynamic stiffness and damping coeificients, but reference
is made to the original publication by Hadjian and Luco,*”

The variation of the dynamic compliances of a strip
footing with a4 and G,/G, is portrayed in Fig, 12 for a
layer with =28, v=10.40 and £=0.05, Shallower as
well as deeger layers have been examined by Gazetas and
Roesset, &3

" An inspection of Fig. 12 indicates that the effects of
layering increase with increasing contrast between G, and
G,; these effects are extreme for a layer on rigid bedrock
(G\/G; =0) and, naturally, disappear in the case of a
homogeneous halfspace (G,/Gy =1}). There are two main
effects of increasing the softness of the halfspace. First,

- even for small positive values of G,/G,, i.c. as long a1 we

do not deal with an infinitely rigid bedrock, the siatic
translational displacement tends to infinity, althcugh at z

cFy,

0 . 1 2

2

Figure 11. Compliance functions of rigid strip footing on stratum-over-bedrock: effectof v (H/B = 2, £ = 0.05)
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Table 5.  Static stiffnesses of circular foundations on & strarum-overalfspace®

Type of loading Static stiffness® Range of vaildity
. R ' ’
I+l 26—-
H
Vertlal: {-9-‘? 1<g <3
- =V _l.
“l'nHG,
1R
se,r TIiE H
. ol TR pid
, Horzontsl: I—v, " 1301 l<R<4
2}!6, .
8G,R" "%%' H
| . [} —
Rocking: 3-4—(I—v.) “.15&: 0.7 ‘R<2 A
. ' § HG,

® Defived by tha author on the basis of results provided by Hadjian and Luco®?

much slower rate compared to the halfspace displacements.
Thus, in the very low frequency range the in-phase (real)
components of the displacements (compliances) age larger
than in the case of rigid bedrock, ,

On the other hand, at any specific frequency, the.radia-
tion damping of e System insteases due 1o 1o pariial trans-.
mission of body-waves in the l;plf;pace ‘and the existence

‘of surface waves at a_l.l frequenqies. Consequemly. the
resulting variation of displacements with a, is smoother
thin in the rigid rock case, ’ '

“The effects of decreasing stiffness and increasing radia-
tion ‘damping are of major importance at frequenicies equal
to-of ‘lower than the fifst resonant frequencies of the

system. With G,/G, ascending frorn _0 (rigid bedrock) -

towards 1 (homogeneous halfspace), the aforeméniioned
resonant peaks become shorter and flatter and the corre-
sponding resonant, frequenmes shif Uo lower vaiues

Higher resonani peaks also“deciease” substantially and
may in some cases be completely suppressed. An example:
the third resonant peak in swaying (which, we recall, occurs
at the second natural frequency of the stratum in S-waves)
disappears as soon as G /G, exceeds 0.10.

Finally, it is hardly surprising that the vertical dynamic
compliances are most sensitive to varations in G,/G;,
while rocking compliances are least sensitive. The concept
* of a ‘dynamic pressure bulb’ proves again very convenient
in explaining these differences. The depm of the *bulb’
attains relatively large values in case of vertical vibrations,
somewhat smaller values for swaying and very small values
for rocking.

SOME RESULTS FOR RIGID SURFACE
FOUNDATIONS OF "ARBITRARY' SHAPE

Only a few numerical results are available for foundations
having ‘asbitrary’ geometries, i.e. plan shapes other than
strip, circular or rectangular, One reason for the lack of
Interest is that foundations of such ‘arbitrary’ shape are not
constructed very frequently. Moreover, substantial ¢om-
putational effort must be expended to obtain dynamic
solutions for such foundation geometries. The following
presentation is divided into two ‘parts: one dealing with
vertically loaded footings of various ‘solid’ shapes and one
with the complete response of annular footings.

: Vertically loaded foundations of various ‘solid’ shapes

Analytical expressions for the static stiffnesses of rigid
foundations supported to an elastic halfspace and having
several different shapes {but without intemal holes) can be
derived from the results of Borodachev™ (see also Selva.
durai®). It is convenient to cast these expressions into our
familisr form: :

4GR°J s
et e

in which: Ro= /A/r is the radius of the ‘equivalent’ cir-
cp!ar foundation, A being the area of the soij-footing
contact surface; J, is a shape-depended cormection factor,
numerical -values of which have been tabulated in Table 6
for numerous plan shapes,

Table 6 in conjunction with Table 2 (part 1) can be used

Ky m

for determining the vertical static stiffnesses of a variety of

foundations with very good accuracy. Moteover, the follow-
ing trends ars worthy of note:

_I. The citcular disk yields the smallest stiffness of all
footings with a given contact area.

2. Of all rigid footings with an n-sided polygon-shaped
plan of a given ares, the regular nsided polygon yields the
smallest stiffness, - _

3. The correction factor depends primarly on the
‘aspect’ ratio of the foundation, being surprisingly insensi. |
tive to the details of ‘each particular shape. By ‘aspect’
ratio we somewhat loosely mean the ratio between largest
and' smallest critical foundation dimensions. Thus,.for
example, a rhombus, a rectangle and an ellipse having the
same aspect ratio, equal to 4, yield very similar correction
factors of about 1.12, .

In conclusion it seeims that, by means of equation (55)
and Tables 2 and 6, very good estimates can be routinely
made of the vertical static stiffnesses of arbitrary-shaped
rigid foundations on homogeneous halfspace,

No information is available regarding the variation with
frequency of the dynamic stiffness coetficient k,. However,
inspection of Figs. 5 and 7 reveals that the equwalem
circular footing can successfully predict the actual &, of
rectangular footings with aspect ratios up to 4, at lea.n in
the tow and medium frequency range (2o < 1.5). Hence,
and in view of the obscrved insensitivity of the static sufl-

Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol. 2, No. 1 25
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G1/Gz
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— —— 006
-=-==- 025

1.0

o 1 2

v =0.40, § = 0.05)

ress to the details of the foundation shape, it is proposed
that the variation of k, with a, for an ‘arbitraryshaped

" foundation be est:mated from Fig. § using the ‘equivalent’

radius, R, = J/A/ln. :

On the other hand, the damping coefTicient ¢, i3 practic-
ally independent of frequency, as it is evident from Figs. 5
and 7. For an Arbitrary-shaped foundation, moreover,
Dobry er af.*® have recently derived expressions for the
(radiation) damping coefficients in vertical and swaying
vibrations, based on simple but realistic physical approxi-
matons. For the vertical damping coeificient ol a surface
.foundation their expression reduces to:

085
Cp = il (56)
v -

26 Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol 2, No. 1

" Figure 12, Effecr of G./G, ratio on complmncc func:ions of ngtd strip fooﬁngs on soil Iayer-over halfspace {HIR =2,

in which J, = the shape correction factor to be read from
Tabie 6 or Table 2. Consequendy, the vertical dynamic
impedance of an arbitrary-shaped rigid foundation on a

homogencous halfspace can be directly and reliably esti- -

mated using the provided information.

For the other translational and rotational modes of
vibration of arbitrary-shaped rigid foundations, much less
information. iy presently available. The ‘equivalent-circle’
approximation appears to be a simple and reasonabie choice.

Rigid annular foundation on soil strarum _
It appears that the conclusions of the preceding sub-

section cannot be extended to foundations containing -

intemal holés, like annular and crossed-beam foundations.
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Table 6. Valuss of thape-depended correction factor for vertical

s1atic stiffneszes®
Shape of foundadon plan . -y

Clcle ' },’3‘,’

hexagon . ' .
mde s 1.08
Equilsteral tciangle 1.07

with angles, 457, 45°, 90° 1.10
Triangls with angles, 30°, 60°, 90° 1.12
Ellipse with a/b = 2t 1.03
Ellipso with a/8 = 3 1.07
Ellipse with a/d = 4 1.13
Ellipso witha/b = 6 ] 1.21
Rhombus with an angle of §0° 1.07
Rhombus with an angle of 45* L14
Rhombus with an sngle of 30* 1.27
Rectangle with L/# =2 : 1.03
Rectangls with L/B = 4 . 1.13

Rectangle with L/ =8 ‘ 1.23

® Based on Borodachay*™® .
1 @, b arc the major, minor axes of the ellipse

For example, the vertical static stiffness of such founda—
tions does not increass in proportion to the square-root of
the contact area, A, as equation (55) implles. In other
words, the ‘equivalent-circle’ approximation is no longer
valid, . , ‘ y

Results for the static displacements of a rigid circular

ring on a halfspace have been published: by Egorov™ and -

Dhawan®” for vertical loading; by Dhawan® {or moment
loading; and by Dhawan® for torsional loading. Wong and
Luco* studied the dynamic vertical response of a rigid
square foundation with a square internal hole. Recently,
Tassoulas™ presented a comprehensive parametric invesd.
gation of the dynamic behavior of rigid circular-ring
foundations on a homogeneous stratum-over-rigid-base,
All modes of vibration were considered and the effect of
the dimensjonless parameters R;/R, H/R and a, = wR/V,
was graphically illustrated. The foi!owi:'g discussion is
based primarily on the results of Tassoulas,* although some
results from Dhawan, "% are also included (or comparison.
Figure 13 plots the variation of all static stiffnesses of a
circular ring versus R/R, where R, is the intemal radius. As
expected, all stiffnesses invariably decrease as the size of
the hole increases, while the radius R remains constant. in
the limit, when R, becomes equal to R, the stiffnesses
vanish (concentrated ring load). However, the sensitivity of
stiffnesses to increases in the R /R ritio is surprisingly
small. Particularly insensitive are the rocking and torsional
stiffnesses. For values of R/R up to 0.50, they are prac-
tically equal to the corresponding stiffnesses of the circular
foundation with radius R; for R;/R = 0.95, K, and X, are
respectively equal to 86% and 83%, of the circular stiff-
. hesses in torsion and rocking (while the contact area has
been reduced to only 10% of the original circle). The
explanation is rather obvious: the large shear or normal
stresses which develop near the outside edge of the footing,
f.e. at large distances from the center, contribute substan-
tially to equilibrating the applied torsion or rocking
moments. In other wordy, the central foundation ‘core’
is 'underutilized’ and, hence, ils ‘removal’ is of little conse.

quence. Notice also that the variation of K, and K, with’

Ry{R is independent of A/R - a result consistent with the
shallow ‘pressure bulb’ of moment loading discussed in
preceding sections (e.g. Table 3). ,

The horizontal stifiness is only slightly more sensitive
to Ry/R. In contrast, the vertical stiffness is relatively

sensitive not only to R,JR but to H/R as well. An example:
Increasing R, from 0 to 0.95R reduces K, to 70% of its
original valus for /R =2; for a halfspace the corre..
sponding value is 77%. But, again, for values of R,/R up to
0.5, K, remains practically equal to its onginal value,
4GR(1+1.28R/H(1—-v). . ‘ .

_Figure 14 depicts the variation with g4 of the dynamic
stiffness and damping coefficients, k and ¢. Four values of
Ry/R are considered, 0, 0.5, 0.8 and 0.90, with the first
value corresponding to a solid circular, foundation. It is
clear that: (1) there is little change in k¥ and ¢ with RyR:
(2) the effect of R /R is largest for vertical vibrations; and
(3) the differences in the four sets of curves occur in the -

high frequency range (g, > 1.5).
1 LN
s | oS /« N _w
x r : HiRa :
=L . L :/ Y
z | I
p
= - -
L I L i
0 3 10 5 1
R/A ' R/R

Figure 13.  Static stiffnestes of a rigid annular foundation
(R = internal radiys )™ 97

Fl'gu:: 4, Dynamic coefficienss of a rigid annular founda-
tlan™ | .
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THE INFLUENCE OF INHOMOGENEITY, ANISOTROFY
AND NONLINEARITY OF SOIL _

* The results presented 2o far have been based on the simpli-

fying assumption that the soil can be modeled as 3 homo-
gencous, isotropic and linearly . visco-elastic stratum or
halfspace. However, real soil strata frequently increase in
rigidity with depth as a reflection of the increase in over-

burden pressure, while in some other cases weathered -

crusts, in” which rigidity decreases with depth, overlay
deposits of softer clay. Furthermore, laboratory tests show
that soils deform differently in the vertical and horizontal
directions — a manifestation of anisotropic fabric acquired

“during natural formation and subsequent loading. Finally,
when subjected to large enough stresses, soils respond as

nonlinear and inelastic materials. _

This section of the paper presents characteristic results
and important conclusions from a number of recent studies
aimed’ at assessing the influence of soil inhomogeneity,
anisotropy and nonlinearity on the behavior of dynamically
loaded surface foundations. .

Effect of soil inhomogeneity

Existing dynamic finite-element formulations can easily,
albeit approximately, simulate a-continuous variation of soil
properties, by dividing the deposit into a number of homo-

geneous layers of increasing or decreasing stiffness. Yet, .

such formulations have not been adequately exploited to
parametrically study the dynamic behavior of foundations.
Thus, most of the available solutions have been derived
using analytical and semi-analytical methods.

‘Numerous studies have been published for the vertical
static problem.~Preminent among them is the work of
Gibson and his co-workers;'™ '™ who studied the
response to arbitrary surface loads of a halfspace or stratum
whose moduli increase linearly with depth, i.e. in the form
G = Go+m(z/R), where G, and #i are the moduli at the

surface and at a2 one-radius (ot one-semiwidth) depth. Thess.
studies revealed that for an incompressible medium, ie..

with Poisson’y ratio of 0.50, the stress distribution is hardly

- influenced by the degree of inhomogeneity; in the parti-'

cutar case of zero surface modulus {Gy = Q) this distribu-

_tion is identical with the distribution in a homogeneous

" Analysis of machine foundation vibrations: state of the art: G. Gazertas

hatfspace, regardless of foundation geometry. The surface
settlement, on the other hand, being quite sensitive to the
assumed soil profile, becomes directly proportional to the
applied normal pressure when G, = 0, independent of the
size and shape of the loaded area and of the thickness, #,
of the soil layer on a rigid but frictiondess (smooth) base.
Thus, such a soil behaves like a Winkler medium rather than
a homogeneous halfspace, its spring constant being simply
equal to 2m/R. Expressions for the vertical static stitfnesses
of surface foundations of several shapes supported by such
a soil deposit (frequently referred to as *Gibson soil’) are
shown in Table 7. - '

This behavior remains only qualitatively true when
drained soil behavior is taking place (Le. v <0.50). Thus,
with increasing degree of inhomogeneity (e.g. increasing
n) normal and shear stresses affect the soil at greater
vertical and lesser horizontal distances, in agreement with
intuition that expects stiffer material to attract larger

_stresses. On the other hand, surface displacements, being
" moderately, sensitive to », do 1end to become propor.

tional to the applied local pressures as m increases. [t is,
thus, generally concluded that aa inhemogeneous deposit
leads to more uniform distribution of stresses under rigid
foundations than the simple elastic theory (homogeneous
halfspace) predicts, : _

This general behavior of vertically loaded surface founda.
tions on an inhomogeneous soil deposit has been recently
shown to be applicable to torsionally loaded circular
footings.”®

The static and dynamic vertical, horizontal and rocking
behavior of a rigid strip foundation supported by a half-
space or a stratum whose wave velocities increase linearly
with depth, has been studied by the author,*® Some results.
of that study are presentad here for a halfspace consisting
of soil with a constant mass density, a.constant Foisson's
ratio, ¥ = 0.25, and a constant hysteretic damping, ¢ = 0.05,
and an S-wave velocity varying with depth according to:

V, = Vo(l + g) 6D

in which: ¥y = surface velocity; 28 =foundation width;
and A = the dimensionless rate of inhomogeneity.

Tabie 7. Sm_ri':: stiffnesses of rigid foundations on inhomogeneous and crossanisotropic soils®

Type of loading Static stiffness Range of validity Soil profile
- Crossanisotropic ‘Gibson'
2—4 halfspace obeying equatign (60),
. 8 with a modulus Gy = m (2} 5)
Vertical, on foundation of A = contact area Undrained loading conditions, ’
any shape _ General crossanisotropic Gibson’
" EviGyy halfspacs {i.e. not obeying
i -EA(I * 4§ - ) -| equation (60)) with a modulus
Gy =m(z{B
* A o contact area vH (18)
H Shallow crossenisotropic
; A5Ey laa<d undrained layer; soil propestics
Vertital, on rigid scrip B - ‘ are uniform throughout the
. 04-35 f)[‘—n](llﬂ)(i‘ﬂﬂ) 05<nc2S layer and they satisfy
I equation (60)

138 H —

) *3H 1<=<6 ul

Horlzontal, on rigid strip g wrmeryr o : Cis .
N B n .

® Based on zesults by Gibson'* and Gazetas™
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Figure 15 portrays the dependence of A of the normal-
fzed vertical, horizontal and rocking stiffnesses. As one
might expect, the vertical stiffness exhibits the largest
sensitivity to' A and the rocking stiffness the smallest —
* snother manifestation of the difference in the ‘pressure
" bulbs® of the three types of loading,

The effect of soil inhomogeneity on the three dynamic
complisnce functions is shown in Fig. 16. Two values of the
parsmeter X aze considered: 0 and 1.5. The former value -

corresponds to a homogeneous halfspace, the wave velocity -
of which, V. g¢, was selected to be the with the wave
velodlty of the inhomogencouy haifspace at a depth equal
to the foundation halfwidth, 3; i.e.:

V= Va(1+)) (58)

The choice of such a homogeneous halfspace for the
comperison has been motivated Ir:y_,___the frequent use in.
prictice of solutions developed for homogeneous soils,
with an effective’ modulus équal to the actual modulus
at 2 depth equal to B or R, to approximate the actual
response. ’ .

. It is evident from the comparison of Fig. 16 that, in the
low frequency range examined, the inhomogencous
medium yiclds vertical and horizontal displacements (both
in-phase and 90°-out.of-phase components) which are,
indeed, of about th: :ame average level with those of the
‘equivalent’ hommsgeaeous halfspace. However, the rocking
motions on the inhomogeneous deposit "are seriously

underpredicted by the chosen homogensous halfspace

.. x % ;
...;.-__-F&.:;::.- :
-3 ! . g
1 4 m.n i
TV 7o)

. . ‘ 3 Co
- Figure 15. Static stiffnesset of a rigid strip foundarion o
. an inkomogeneous halfspace {v=0.25) i

1R-PASE COPORCATS 90 uP-0F -WASE COPPORINTS

o— . .z .li_»‘ B ] 2 A a
S . 5

Figure 16. Compliance funcrions of a rigid strip founda-
tion on an inhomogeneous halfspace {v=0.25, £=0.05)9

model; to yield comparable rotation levels the two media
must have the same moduli at a depth of about 8/2, or
somewhat less. ' .

Furthermore, a substantial difference between the
‘A=1.5" and ‘A = 0' compliance functions may be nated.
Namely, the former are not smoothly varying functions of
do, as are the latter, but exhibit peaks and valleys which are
apparenty the result-of resonance phenoriena. in the very
low  frequency range the imaginary components of the
‘A =1.5" compliances attain quite small values, increasing
almost linearly with g,. : '

These phenomena are reminiscent of the dynamic
behavior of foundations supported by a stratum-over-a-
rigid-base (Figs, 10-11}. In this case, total reflection of the
downward propagating waves is possible due to the increas-
Ing soil velocity. with depth. A discontinuity in velociry is
not necessary for such a reflection, since the wave rays in
inhomogeneous media with linear velocity profiles are not
straight lines but circular arcs. As a result, however, the
resonant peaks on inhomogeneous soils are very flat and .

" the radiation »damping is never zero. In contrast, the

presence of stiff rock-like material at some depth beneath
the surface leads to very sharp and pronounced displace-
ment peaks, occurring at well separated frequencies {see
Fig. 8-11). - :

Deposm-wirh a weathered crust. The d}:na}m'cs of a rigid

" strip foundation on an idealized soil deposit consisting of

a homogeneous stratum or halfspace overlain by a top
stiffer layer in which the shear modulis decreases as a
second-degree parabola (Fig. 17) has been recently studied
by the author.’® Also rzcently, Rowe and Booker,'? pre-
sented comprehensive parametric results pertaining to
vertical static uniforn: loading, both plane-strain and axi-
symmetric, on several realistic inhomogeneous deposits,
including a homogeneous layer with a weathered crust.

- Figure 17% illustrates the effect of the reduced .crust
thickness D, /8 on the three normalized dynamic imped-
ance functions of a rigid strip. The soil profiles are charac-
terized by a shear modulus ratio, G, /G, equal to 4, and
realistic values of the Poisson’s ratios, »;, and v, equal to
0.25'and 0.45, respectively. Note that the ratios G,,/B and
D,,/B may be considered as indexes of the degree and
depth of weathering. '

[t is evident that the presence of the crust has a pro-
nounced effect on all impedances. Especially sensitive to
changes in D, /B are the horizontal impedances, whereas
the vertical and rocking -ones are somewhat less affected.
Variations in the assumed moduli ratio (not depicited in .
Fig. 17) have been shown to have a similar effect. '

Furthermmore, the weathéring effects exhibit a strong

‘dependence on frequency. For example, at low frequency
_factors vertical impedances are relatively indifferent to

‘variations (within realistic limits) in either stiffness or depth
of the crust. This is understandable in view of the fact that
vertical surface strip loading affects the soil at great depths,
of the order of 88, as discussed previously; thus, a stiff
¢rust with D,, < 8 can only be of secondary importance.
This picture, however, changes at higher frequency factors,
ie. lower wavelength-thickness ratios, as may be seen in
Fig. 17. Greater participation of surface (Rayleigh) waves
in the motion and stronger reflection of the body waves
emanating from the foundation by the soft layer interface,
may be part of the explanation, :

" It may naldo be noticed that rocking impedances show
about the same sensitivity to weatherng throughout the

Soil Dynamics and Eacthquake Engineering, 1983, Vol. 2, No. 1 29
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Figure 17. Impedance functions of a rigid strip founda-

tion on deep soil deposit with @ weathered crust (G /G =4,

Ver=025,v=045, £=0.05)"

frequency range examined, and that, in general, the imagin-
ary pans of all three impedance functions exhibit only a
small dependence on either D,,/B of G./G. -

Reference is made to the original publication by the

author for a more complete parametric assessment of the
dynamic effects of ‘weathering’ on strip foundations.
The author sees a definite need to extend these studies to
dynamically loaded circular foundations,

Effect of soil anizotropy . o ‘
Numerous experimental studies have shown that most

natural soils and rocks possess ‘anisotropic deformational

characteristics.'® '%"t% This agisotropy stems from the
fact that soil fabric is intimately related to the mechanical
processes occurring during formation, which involves aniso-
tropic stress systems. Thus, for example, natural clay
deposits formed by sedimentation and, subsequently, one-
dimensional consolidation over long periods of time acquire
a fabric that is characterized by particles or particle clusters
oriented in a horizonial arrangement. This preferred orien-

possible applied stress systems.

tation makes the clay a cros:anisotropic material with

.vertical axis of symmetry. Similarly, fabric anisotropy in -

sands arises from the influence of gravity forces and particle
shape on the deposition process, while in rocks the aniso.
tropy may result from the anisotropy of‘forming minerals

__and micro- or macro-fabric features. - ‘

; While an isotropic elastic material is characterized by
only two independent elastic constants (e.g. shear modulus
and Poisson’s ratio), five parameters are needed to describe

_ the stress-strain relationships of an elastic cross-anisotropic

material: 2 Young's modulus £y in the vertical ditection: a

- Young's modulus £y in the horizontal direction (£ =

nEyY; a Poisson’s ratic vy for the effect of vertical on

" horizontal strain: a Poisson's ratio vy for the effect of

horizontal on complementary horizontal strain; and a shear
modulus Gygy = Gy for distortion in any vertical plane,
i.e. any plane parallel to the vertical axis of material sym-
metry. Note that isotropic materials are just a particular
class (subset) of cross-anisotropic materials characterized
byn=l (ie.Ey=EySE,vpg=vyySvand GyysSG=
Ef2(1+»)). :

. The condition of incompressibility, appropriate for un-

drained loading conditions, requires that:

) . . n .
Py ™= 0.50. gy = 1 -'; (59)

* and, thus, reduces the number of independent material

constants 1o three. Moreover, utilizing the results of several
experimental investigations, the author has recently shown®
that, in many clays, the shear modulus Gyy is closely
related to the other four material constants. Under un-

. drained conditions, for example, with a reasonable accuracy:

Ev’ 7 1a)
Gypy= prytaes {62)

" Thus, the number - of fndependent material constants

reduces to two, under undrained conditions, and to four,
under drained conditions.

Results for statically loaded rigid foundations on cross-
anisotropic soils have been presented by Gerrard and
Harrison,’> 97 Gibson'’ and Gazetas,® Solutions for

.dynamically loaded foundations on cross-anisotropic homo-

geneous soil deposits whose elastic constants satisfy equa-
tion (60) (or its ‘drained’ counterpart, not given here) have

" been presented by Kirkner®? for circular foundations on

halfspace and by the author® '® ! for strip foundations
on homogeneous stratum or on halfspace. Table 7 and
Fig. 18 offer some characteristic results from the men-
tioned publications. T )

Specifically, Table 7 displays simple but fairly accurate
formulae for the vertical static stiffness of arbitrary-shape -
foundations on a cross-anisoiropie, ‘incompressible and

_inhomogeneous halfspace’ (*Gibson' soil), and for the

vertical and horizontal static stiffnesses on a homogeneous
and incompressible cross-anisotropic shallow soil stratum-
on-rigid base, Notice that on an anisotropic *Gibson® half-
space obeying equatidn (60), the degree of anisotropy has
fio influence on the vertical stiffness. [n all other cases,
however, the stiffnesses increase substantially with

© m=Ey/Ey. In fact, for n~4 all stiffnesses tend to infinity,

since the strain energy of such a material is zero for ail
13,197

Regarding the sensitivity of the dynamic response to
variations in the degree of anisotropy, n, under undrained
conditions, the main conclusions of the alorementioned
studies are summarcized as follows. ‘
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Flgure 18. Effect of soil anisotropy on compliance func-
tlons of a rigid strip foundation on stratum-over-bedrock
{undrained conditions, H{B =3, £=0.05)*

For the two compressional modes of vibration, ie.

~ vertical and rocking, the influence of anisotropy is appreci-
able but seems 1o decrease as the thickness of the stratum-

on-bedrock decreases, with the shear modulus Gyyy remain-
ing constant. The effect of anisotropy on the shearing
mode of vibration, i.e. swaying, is similar with the effect

of anisotropy on Gy and independent of the layer thick- .
ness: {n other words, two soils with identical Gyy and H

but with different Young's moduli and n, will yield very
similar undrained dynamic displacements, .
Figure 18 portrays the dependence on n of the three
compliance functions of frequency, for a layer with H=38
and constant Ep. It is concluded that, in the low and
medium frequency range, by increasing n the dynamic

displacements decrease and the resonant frequencies shift™
10 the right, roughly in proportion to (4 —n)"2 Obviouly, -

the corresponding decrease in the static stiffness may be

held responsible for this effect. At certain higher frequencies, -

however, rocking and vertical displacements increase,
instead of decreasing, with n. Nonetheless, the practical
significance of such a reversal will probably be small, in
view of the small displacement amplitudes at such fre-
quencies. i .

In conclusion, anisotropy exerts its main effect through

* the static stiffnesses of the sodl-foundation system.

Effect of soil nonlinegrity

In current soil-structure intefaction practice the non-
linear plastic soil behavior is usually approximated through
4 series of iterative linear analyses, using soil properties
{moduli and damping ratios) that are -consistent with the
level of shearing strains resulting from the previous anal-
y3i8. 11 These analyses may utilize a wealth of available

experimental soil data relating the decrease in (secant)

shear modulus and the increase in (effective) damping ratio
with increasing amplitude of shear strain.
Soil nonlinearities are not usually of a significant magni-

tude in machine foundation problems, for the reasons

mentioned in the introduction. (In contrast, the response
of soil-foundation systems to strong earthquakes is very
sensitive to deviations from.linear-elastic soil behavior.)
Nonetheless, even with small amplitudes of vibration,
it is almost certain that some soil elements will undergo

“plastic deformations. For_instance, under the edges of

rocking shallow foundations, large concentration of stresses
and low confining pressures will invariably lead to yielding
of soil®* . . '

~"An initeresting parametric investigation of the effects of
soll nonlinearities on the dynamic impedance fuactions of a
rgld strip foundation has been conducted by Jakub and
Roesset.®® In their studies the soil was modeled as a homo-
geneous or inhomogeneous stratum-over-rigid-base with
reduced thicknesses A/8 =1, 2 and 4. A Ramberg-Osgood

model was used to simulate the nonlinear constitutive

relation of soil.and iterative linear analyses were performed.
One of the two parameters of the Ramberg-Osgood model,
r, was kept constant equal to 2, while the second one, a,
was varied s0 as to cover a wide range of typical soi} siress-
strain relations. For such a model the variation of secant
modulus and effective damping ratio with stress amplitude

is given by:
. G 1 _6
— T l
Go 1+a{r/Gyyy) ( )
and '
' - 2 G r 62

in which! Go = the initial shear modulus for low levels of

strain; ¥, = a characteristic shear strain, "ﬁfpicz.ﬂy ranging
from 0.0001% to 0.01%, and r = the zmplitude of the
induced shear stress, - '

From these studies Jakub and Roesset®®$ concluded
that a reasonable approximation to the swaying and rocking
impedances, of a rigid strip may be obtained from the avail-
able linear visco-elastic solutions (e.g. Table 4 and Figs.
10-11), provided that ‘effective’ values of G and E are
estimated from equations (61)-(62) with:

r=r, (63
where 7, is the statically induced shear stress at 2 depth

‘equal t0 0,508, immediately below the foundation edge. .
‘While more studies would be necessary to improve the

* reliability of this simple rule, its use in machine foundation

. analyses can be safely recommended, in view of the small

local nonlinearities that usually develop.

RIGID EMBEDDED FOUNDATIONS

The response of embedded foundations to static and
dynamic loads has received considerable attention. As 4
result, several finite-clement as well as approximate

‘continuum-type formulations have been developed, while

parametric studies have explored the relative significance
of the depth and ‘type’ of embedment. Reference is made

-to the work of Lysmer et al.®® Novak eral.'!! Beredugo

TEvidence of such yielding has been presenied by Richar: e al.’
(Figs. 10 nd 26), while 1ecent experimental work at the University
of Michigan revealed a similaz phenomenon under totsionally excited
footings.'**

}
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et al.,™ Waas et al.," Kausel et al.,® Chang-Liang,* John-
son et al. '3 Luco,® Dominguez er al.'” Harada et al.™®
and Tassoulas,™ among several others, ' ‘
Results have been presented for circular, strip and rect-
angular foundations and a variety of idealized soil profiles,
including thhe halfspace, stratum-over-bedrock and stratum-
over-halfspace. In each case, the new key dimensionless
problem parameter, in addition to the parameters contral-
ling the response of surface f{oundations, is the relative
embedment, D/B or D/R. Moreover, the assumed interface
behavior at the contact between vertical sidewalls and
backfill is of crucial importance, Most of the aforementioned
studies assume that walls and soil remain in full contact
during vibrations, as if they were weided at their interface.
In reality, however, no tensile stresses can be sustained
between the two media, while the magnitude of developing

shear tractions cannot violate Coulomb’s friction law, -
Hence, separation and sliding are likely to occur between

. sidewalls and backfill, depending primarily on the mode
of vibration and the nature and method of placement of
the soll. Field evidence, documented by Stokee and
Richart,'' seems to Indicate that separation and sliding are
more likely with clayey than with sandy soils, in accord
with intuition. Furthermore, it is expected that separation
will be more significant with the two antisymmetric modes
of vibration (swaying and rocking), whereas sliding will be
of greater importance in the two symmetric modes {vertical
and torsionat). ldeally ‘weided' foundations are studied
first. .

"Welded’ cylindrical foundations in a homogeneous stratum

The_results to be presented are based on the work of

Kausel® and are strictly appucable to foundations having
infinitely rigid sidewails and mat, which are all in y2rfect
contact with the soil, Moreover, the backfill must be of
very good quality and have the same properties with the
soil beneath the mat. These are rather extreme conditions
and, thus, yield an upper bound of the possible effect of
embedment. - :

. Table” 8 displays five simple and sufficienty accurate

formulae for the static stiffnesses of cylindrical founda- -

tions, perfectly embedded in a homogenecous soil layer
overlying bedrock. It is evident that embedment increases
the values of the static stiffnesses substantially. The increase
in D/R is especially beneficial to the two rotational modes,
rocking and torsion; the two translational modes, vertical
and horizontal, are considerably less affected (factors of

1/2 and 2/3 for vertical and horizontal loading, ascompared
to 2 and 2.67 for rocking and torsion), E

In _contrast, the effect of D/H is more visible in the
vertical and horizontal modes, appreciably less important
in rocking, and negligible in torsion; this i3 consistent with
the expected depths of the corresponding *pressure bulbs',
discussed in the preceding sections.

Note that with embedded foundations the ciosscoupling
stiffness, Kp,, can no longer be neglected, being abproxx’-
mately equal to 04K, D.

- The effect of embedment on the frequency variation of
the dynamic stiffness and damping coefficients is demon-
strated in Fig. [9. We notice that k is not very sensitive 10
D/R. In fact, Elsabee et al."** recommended that the actual
frequency variation of k of an embedded foundation be
‘approximated by the variation of the corresponding suriace

‘foundation. This seems to be very reasonable for all vibra-

tion modes at'low frequencies. For rocking and torsion. in
particular, the apptoximation will for all practical purposes

be good throughout the frequency range examined; in other -

words, the beneficial effect of increasing DR on the static
rotational stiffnesses is preserved even at higher values of
aq, at least for not very large D/R ratios. However, beyond
the first resonant frequency, vertical and swaying vibrations
exhibit undulations in k which cannot be well reproduced
with the results of surface foundations.

All damping coefficients increase substantially with
increasing embedment, aithough below the first resonance,
aq,, they remain small. It has been recommended™ 44 that
for a4 >a,,. ¢ be taken equal to a constant value, corre-
sponding to the average value of ¢ of a foundation em-
bedded in a halfspace. To estimate this latter value of ¢,
use may be made of the simple exprassions derived by

Dobry et al.”® on the basis of simple but realistic piysical =

approximations. For the two translational modes, the {re-
quency-independent damping coefficients for cylindrical
foundations embedded in a haifspace are approximated by:

. 51(2—9)‘ 1+ 1.3(DIRY[1+(3.6/n{1—=))]
AR 1+1(DIR)

and

1+ 1.85(1—v}(D
cp = 0.85 U=0)OR) 5
. 1+3(DIR)
The increase of the two daﬁ\ping coefficients with D/R
is reflected in the much larger coefficients they are multi-

Table 8. Stavic stiffnesses of rigid embedded cylindrical foundations ‘welded’ into @ homogeneous solf stratum-over-bedrock®

Type of loading Static stiffness Profile
: . ! | P——.
4GR R 1D D) Diu
— 2 fulpd I YT el Pl AL . i I
. Vertiaal ‘_ = 1s128 H)(“':RK‘ [oss~o02s a]x-om) | DF B
. ’ ; ; - \H
. 8GR(. 1R ( w)( 5D ! )
Hoxhonlal. = “'zﬁ) l+35 1'4H P e
’ 8GR’ 1R D D m
RO*W ’ m(l#gﬁ)(i"zﬁ)(l‘ﬁoﬂﬁ) DMQOf"M“y:
Coupled horizontal-tocking 0.40K,D R<?
. - . D
Torslon '—; GR'( 1+2.67 -E) ' 7 <ost

* From Elsabee ef ul."** and Kausel ¢ al.**

t For foundation with deeper embedment the formutae underpredict the 'actua..l' increase In the stiffnesses
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Figure 19. Effect of embedment on dynamic coefficients of a rigid cylindrical foundation on stratum-over-bedrock
(H/R =3, v ::l]f]. e 20'05)1.\.5&90

plied with in the npmerator than in the denominater; e.g. Imperfect contact between sidewall and backfill
for v = 0,40, ¢, is proportional to (1 + 3.8D/R){1+0.67

DIR) and ¢, is proportional 6 (1+ 1.10/R)/(1+ 0.5 DIR). Two recent studies have addressed the gquestion of the

. . , dynamic response of embedded foundations, the sidewalls
 Expressions similar to those of equations (64)-(65) have o}, which arg not perfectly bonded to the backiill. !
not[:)c_cntfle:ﬁ[opcd fgr r:clung “t:‘d torsmn.d In both studies, the nonlinear cuntact phenomena associ-
P B ‘."" hy noted that, with very good accuracy, O ey with separation and sliding are modeled in an approxi-

may set for the cross-coupling impedance: mate way. Thus, Tassoulas assumes that no contact exists »
ky=1; ¢,=0 (66). between sidewall and backfill near the ground surface but
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that a perfect contact is effective over a height equal to d

sbove the basement. By allowing d to vary between 0 and
D all cases between the extremes of ‘no-contact’ and
‘welded-contact’ could be studied. On the other hand,
Novak er al. considers the sidewalls to be in contact not
with the undisturbed soil but with a cylindrical zone

consisting of softer material. By allowing the shear modulus

of this zone to take values between the shear modulus of
the backfill and zero, various qualities of contact could be
considered. Note that a similar parametric study for static-
ally loaded foundations, the sidewalls of which are sur-
rounded by a soft cylindrical zone, has been presented by
Johnson er al.}'® Only results from Tassoulas® are shown

herein.

The sensiaivity of the static stiffnesses to variation in the '

contact-height over embedment ratio, d/D, is graphically
displayed in Fig. 20. The effect is essentially ind¢pendent
of H{R and DfR; hence only one curve is plotied for each
mode. Consistent with thé observations made in the
previous subsection, the etfects of d/D are very significant
for rocking and torsional loading, substantial for horizontal
loading and secondary tor vertical loading. .For instance,
the ‘welded-contact’ stiffnesses (d/D = 1) are 2.74, 2.33,
.60 and 1,30 times larger than the ‘no-contact’ stiffnesses

"(dfD =0) for rocking, torsional, horizontal and vertical
- loading, respectively.

~ Figure 21 portrays the effect of d/D on the variation of
k and ¢ versus a,. The stiffness coefficients are only slightly
affected by d/D at low frequencies; a1 higher frequencies,

. however, the sharpness of. the resonant valieys decreases as

d/D increases. On the other hand, the damping coefficients

show a substantial decline as the ‘welded-contact’ height, d, -
between sidewalls and backfill,. decreases. Exception: ¢, -

which is less affected by d/D as well as by DfR (see equa-
tion (65) and Fig. 19). Notice also that the influence of
d/D on ¢, depends strongly on the particular frequency
of oscillation. T

Embedded strip foundations

Dynamic compliance functions of rigid strip foundations
embedded in a homogeneous soil stratum overdying bedrock
have been obtained by Chang-Liang.* Perfect contact is
assumed between the two sidewalls and the backfill, and
the results are cast in the form of equarion (20) (i.e. dyn-
amic compliances normalized with the static stiffnesses).

[
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Jakub and Roesset,**% py utilizing the results of z2p
extensive parametric study, developed simple expressions
for the static horizontal and racking stiffnesses, which are
displayed in Table 9. It is evident that the influence of
embedment is much smaller for strip than it is for circular
foundations. In fact, the two coefficients muitiplying DfB
in Table 9 (1/3 and 1} are exactly one-half of those multi-
plying D/H in Table 8 (2/3 and 2, respectively). Intuitively,
these results appear t0 be very reasonable since a strip
foundation has sidewalls along two sides only. Thus, per
unit length, the ratio of sidewall area to basement area is
equal to 2D/28 = D[B. Whereas, for a circular foundation
the ratio of the two areas is 2nRDIaR3 = 2(D/R)! This
scems to imply that the influence of D/R or D/8 is pto-
portional to the sidewall-over-basemat area ratio.

The two normalized compliance functions, Trtifna
and foy + [y, show practically no sensitivity to the D8
ratio and hence are not reproduced herein, Reference is
made to the original publication® for more detailed
information.

Rectangular foundations embedded in halfspace

Dominguez and Roesset’” developed a boundary efement
formulation on the basis of which they derived unique
results for embedded rectangular foundations perfectly
bonded into a2 homogeneous halfspace. Figure 22 presents
a few of their results for a foundation with an aspect ratio
L{B =2 and three embedment ratios, D/B =0, 2/3 and
4{3. Only the stiffness and damping coefficients are plotted
in Fig. 22 versus a,. ’

Resuits for the static stiffnesses are not shown here. It
appears, however, that the sensitivity of most stiffnesses on
DIB is'not as strong as in the case of circular foundations,
but i quite 'stronger than that of a strip footing, Note tHat -
the sidewall-basemat area ratio in this case becomes equai (o -
MB+L)DI(2B-2L) =1.5(D/B), which is in between the
1 and 2 times the embedment ratio of the previous two
cases!

-The dependence on D/B of the k and ¢ versus g, curves,
shown in Fig. 2, reveals the following trends.

l. In the frequency range examined the sensitivity of
the stiffness coetficients to large variations in /8 is quite

.small. For all modes, the decline of k with g at low fre-
.quencies becomes sharper as the level of embedment

“incteases,

3
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Figure 20, Static stiffnesses of cylindrical foundations with different d/D ratios (HIR = 3. DIR = 1, v = 1/3)%
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: } DIR=1,v=1/3£=0.05 : ‘ '
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_ Table 9. Static siiffnesses of rigid ¢mb¢dd¢d srip foundatbm ‘welded’ into a homogmeou: :mmm-ombedmch

Type of loading Static stiffasss Profile
11C B 1L 4D
Horizontal =2 5)(0+35)(37) o] p
Rocking o (1)1 D)0.22) T
zu-v)( su) 3) IH HiB>2
) . : Dia<1d
* From Jakud and Roemt"-"

*2. All the damping coemclenu incmse suhmnua!ly

with increasing D/B. The effect is pacticularly important for
. equal to 0.05.

the rotational modes. Indeed, for rocking and torsion ¢
does not tend to zero in the iow frequency range when the
foundation is embedded. The practical significance of this
phenomenon is obvious, especially in cases invalving small
amounts of hysteretic da.mpmg in the soil.

SYNTHESIS: COMPARATIVE STUDY AND
PRACTICAL RECOMMENDATIONS '

The previous sections have studied the effectsof crucial
problem parameters, related to the soil profile and the
foundation geometry, on “the dynamic response of massless
rigid foundation plates. It is interesting, however, to also
investigate the in{lluence of these parameters on the
response of a massive foundation, and thus develop a better
perspective of the role of some of these parameters. We
" note. that, in such a study, equations (39)-(46) can be
directly utilized to obtain amplitudes of steady-state
_ motion, once:the. dynamic impedance. functions have been
- evaluated.

The goal of the comparative study descnbed here is to

. investigate the sensitivity of the response of massive founda- -

tions to the exact variation with frequency of the dynamic
stiffness and damping coefficients, k and c. To this end,
two different foundations, both circular in plan, are con-
sidered. Foundation A is a relatively. heavy one, having a
radius R =2m, a mass m=40pR? and a central mass

moment of inertia fo; =m(0.75R) Foundatmn Bisa: .

relatwely light one, having R =1m, m =5pR’ and [o; =
mR* The center of gravity of the machine-foundation
system is located in both cases at a distance z, =1.10R
above the base, Both foundations support a machine with
an unbalanced mass m, rotating with an eccentricity dy at
frequencies w; the center of rotation is Jocated at a distance
Zo = R above the center of gravity of the system, in each
case. Thus, the excitation forces, referred to lhe center of
3nvity, are:

Qo"modo“' exp[i(u:+90°)]‘ (67)
Qy=m, dgcw? exp (icat) (68)
M, =0 20 (69)

‘and the solution can be derived from eﬁﬁanons (39) (41).

and (42) by substituting: @, "modqu ¢, =90°, Qn=
modaw®, ¢ = 0,M, = 2,0y 30d ¢, =
Four different sets (4, 2, 3 and 4) of dynamic Lrnpcd-
ance functions, K expressed in the {orm of equation (17),
- are considered. Set 1 corresponds to a surface foundation

on' a halfspace {Fig. 5). Set 1 corresponds to a suifage

foundation on-a stratum-over-bedrock with HfR-= 2 (Fig.

= -8).-Sets 3 and 4 correspund Lo’ a-foundation embedded .

welded stdewall

e

" In a stratum with H/R =3 and DR =1;

TR L

backfill coniact is assumed for set 3, no-contact for set 4

(Fig. 21). Material (hysteretic) da.tnping is invariably taken

In our desire to isolate the eifects of the dynamic parts
of the impedance, k +ig,c, from the effects of the static
stiffnesses, K, the latter are assumed to be the same in all
four sets. Thus, the four cases differ only in the corre-
sponding k and ¢ values. In reality, of course, the static
stiffnesses of each set differ substantially from the corre-
sponding stiffnesses of the other se1s, For Instance, the

" horizontal stiffnesses corresponding to sets 1, 2, 3 and 4,

are in the ratio of 1:1.25:2.76:1.725, respectively. The
appreciable influence of these static stiffnesses on the
foundation response is well known, however, and requires
no further demonstration. After all, the profession can
determine static displacements with sufficient confidence, -
and the numerous closed-form expressions offered in this -
paper make very simple the task of reliably estimating the
static stiffnesses of essentially arbitrary l'oundations onfin
a variety of soil profiles.

The question then which we try to answer in this section

" is the foliowing: After having properly ‘determined whe stutic

stiffnesses of 'a foundation, how important i it io also

" accurately determiné thé dynamic stiffness and damping

coefficients at the frequency range of interest?
‘Figure 22 .compares the four response spectra of founda-
tions A and B, corresponding to the aforementioned cases

.1, 2, 3 and 4, Plotted in this figure is the variation witha,

of the normalized ampiitude of the horizontal displacement,
lu,|, experienced by the highest point of each foundation,
at a distance z,=1.2R above the center of gravity. The

" . following trends are worthy of note in Fig. 22,

1. For frequency factors '@y > 1, no differences exist
between the four response curves, of either the heavy or the
light foundation. In fact, the four displacement curves
attain a nearly constant value which is apparently con-
trolled by the static stiffnesses.of each foundauon. (Re-

-member that in our study these stiffnesses do not change

- rotating-mass-type excitation.”

from case to case.) Such a behavior is consistent with the
high-frequency response of 3 i.dof oscillator under a

The implication is clear:
at relatively high frequency factors, the motion of a rigid
massive foundation is controlled by its static stiffnesses and

. it.is not influenced by the exact variation of k and ¢ with

a,; therefore, one can safely use for keand ¢ the values

- obtained -for surface foundations on halfspace, tegardless

of the actual soil profile and depth of embedment!
2 In the low frequency range go <1, the response

- curves depend on the assumed dynamic coefficients as well

. as the inertia characteristics of the foundation,

The *heavy' foundation experiences two resonant peaks.
The . first occurs at a frequency ag = 0.15 regardless of the

~.exact values of k and ¢; The only difference from case to

case.is in the maximum displacement amplitude, which is
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- < . ~ spparently controlled by the inertia characteristics and the

0/® ceom 2 e m——— fadistion damoing of each system. (At such frequencies

: - ' © kol, while : : hysteretic damping is invariably equal to

0.05.) As a ¢ -4lt, use of the available haifspace curves for
t——————— T : — ¢ leads to an underprediction of the peak response.

~— ‘ The second resonant frequency and resonant peak are

| ' both sensitive to the assumed values of k and c. It appears

ar ' that these peaks are the result of resonance phenomena

. * dus to standing waves in the soil stratum, and, hence, they

o A ', e L i 1. -are very little influenced by the foundation inertia. Notice

" that for the halispace (case 1) the resonance is very flat

since no standing waves can be generated in the soil. Thus,

e, ' R - once more, the halfspace assumption proves unconservative.

L . The ‘light' foundation, on the other hand, experiences

e only one resonance which reflects the characteristics of

. . .- both the -foundation inertia and the system dynamic

 — . , coefficlents. The main influence of &k and ¢ is seen on the

. e peak amplitudes. Notice again that the halfspace values lead

o T : ‘to the flattest peak; a consequence of the high radiation

damping in a boundless medium, '

. On the basis of thess observations and the results of

[ 3 . L . and some other case studies not presented herein, the following

practical recommendation can be made: At relatively low

. : frequency factors, the motion of a rigid massive foundation

. . : : Is controlled by its static stiffnesses, X, as well as jrs
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.  MumATIN A

b —— )
R 89, et Aattp ‘;'.l" ae ‘
' Ia 1
| )8 .
Tis derie SHe, 1144} |

¢
_ ‘\N “_ S . | l‘I. "I ‘QD.'
- ~o L . . . - ..*c.-- -
h’ Ll ' \\‘ B * . - e " . | ’ mIl:

& ¢ A R - A L s - i
0 5 1 15 0 K 1 18
4 ) L .I@
'
-2
B [} e I L
' 3' . FRC TR LR T ]

i ! ] === = ek wa & trem My 3), 40"
el g & (vem Fhge Y, 404

0 A L — oen s 3 _ 0 "
10~
1 -
A‘, . 10k~
j- o
0 L
‘ 1e®
e [
' |}
S 1
° o

Figure 23, Sensitivity of the response of two mfmlve
Flgure 22, Dynamic coefficients  of embedded rigid foundations on the exact varigtion of k and.c with a
" rectangular foundations on halfspace (L/B =2, v=1{3]" (§=0.05) _ .
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* dynamic stiffness and damping coefficients, k and ¢; ¢ can

be assumed to be equal to:

{0 for f< S, |
cﬂ

7
Chaitipace  fOTS>f 70

where f, = V/4H is the first resonant frequency of the soil-
foundation system for each particular mode; k can be
spproximated with the values obtained for surface founda-
tions on a stratum-on-nigid-base; if, however, such solutions
are not available, use can be made of the halfspace values of

k provided that the latter are approximately corrected at. 5

and near the fundamental natural frequencies of the actual
stratum, using as a guide the results of Fig. 8.

The above conclusions and recommendations are strictly
applicable to rigid massive foundations carrying rotating-
mass-type machines. For constant-force-type excitations
the recommendations are still reasonably accurate. Frame-
foundations, however, may be quite sensitive to the exact
variation of & and ¢ at frequencies around the fundamental
frequency of the superstructure,

SOME OTHER TOPICS

The dynamic behavior of pile foundations, the effects of a

finite flexular mat rigidity, and the dynamic interaction
between adjacent foundations, are three topics that have
received considerabie attention in recent years. However,
present knowledge and understanding of the phenomena
related to these problems is more limited than for (single)
rigid shallow foundations. Kesearch is currently underway
in stveral institutions, aimed at filling the existing gaps of
knowledge in these ihice arcas. This section is testricted
to a brief genera) discussion of these topics and a listing of

~ pertinent references for a more detailed study.

Dynamic impedances of piles.

Results have been presented by numerous authors for
end-bearing and floating single piles subjected to vertical,
horizontal, rocking and torsional loading. One may broadly
classify the developed formulations within three categories:
(2) dynamic Winkler-foundation type formulations, which
neglect the coupling between forces and displacements at
various points along the pile-soil interface; 43,47, 118, 118
(b) analytical continuum-type formulations, which neglect
the secondary components of deformation and enforce the
boundary conditions at the soil-pile interface by expand-

-—
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Figure 24. Lateral dynamic coefficients of single pile in
an inhomogeneous stratum'®

ing the contact pressure distribution to an infinite series
in terms of the naturai modes of vibration of the soil
layer;™ ™ ™ and (c) finite-element formulations."*™'# .

Figure 24 presents a typical variation of the horizontal
impedance K, versus 4o, for an end.bearing pile with
length-over-diameter ratio, H/D, equal to 15. The soil-
stratum consists of material with moduli increasing linearly
with depth and a constant Poisson’s ratio of 0.40, which is
typical for normally consolidated clays. The pile is of
circular cross-section and has a Young's modulus E, =
8000E,, where £, is the soil modulus at a depth z = /4.
This figure has been adapted from a recent study by Velez
et al.,'? who utilized the finite-element formulation of
?laney et al."? The dynamic impedance is expressed in the
orm: '

Ky = Kpkp+218y) (T1)

where K, = static horizontal stiffness, k, = dynamic stiff-
ness coefficient, and f, = equivalent critical damping ratio.

It is evide‘nt from this figure, that the general character-
istics of the ‘pile behavior are similar to those of a shallow
foundation on a soil stratum. The first resonance oceurs
almost precissly at the fundamental frequency of the in-
homogeneous stratum in vertical shear waves, and no
radiation damping occurs below this frequency. At higher
frequencies, k, attains an essentially constant value; the
second resonance is barely noticeable, and hence of minor
importance, despite the refatively small amount of assumed
hysteretic damping (0.05).

Reference is made to the aforementioned publications
for detailed studies of the influence of the main problem
parameters on the response of single piles. v

In the last few years, interest has switched to the dyrn-
amice of groups of piles, a subitantially more complex

problem than that of a single pile. The first results, based

on a rigorous formulation,'* indicate that the dynamic
stiffness and damping coefficients of a large group of
closely-spaced piles may be drastically different from the
coefficients obtained hy a simple superposition of the
results for a single pile. More extensive parametric studies
are, however, needed before definitive conclusions can be
drawn and before simple formulae and dimensioniess graphs
of direct applicability are developed for practical use.

Effects of finite foundation rigidity _

The in-plane (membrane) rigidity of mat foundations is
practically infinitely large, when compared to the d=form-
ability of soils; hence, for horizontal and torsional loading
most foundations cleasly qualify.as ‘rigid’, and the results
of the preceding sections of this paper are thus pertinent.
However, in many practical situations, the foundaticn
response to vertical and rocking loading cannot be properly
predicted without accounting for the finite out-of-plane
(flexural) rigidity of the mat.

A few studies have appeared lately on the dynamic
behavior of flexible circular and rectangular plates resting
on a homogeneous halfspace.**”* The additional dimensivn-
less parameter which in this case controls the fourdation
response is the relative flexural rigidity factor RF =(E4E,)-
(l-—v})-(rlﬂ)’, where £p, v, and 1 are, respectively, the
Young's modulus, Poisson’s ratio and thickness of the
foundation raft. In addition, mgpreover, the exact distri-
bution of the applicd loading influences appreciably the
behavior, especially of very flexible foundations,

The results of the aforementioned studies indicate a
reduction in the vertical and rocking damping cocfficients

38 Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol. 2, No. 1
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C, and C, as the rel:tive :igldlty of the plate decreases,
On the o:her hand, for small RF values, the stiffness

coefMicients k, and &, do not exhibit as steep a decay with'

dg a3 the one oburved with rigid foundations (Fig. 5, for

v 1{3). Although additional paraneter studies are needed - -

to draw definitive conclusions, the author believes that the
msin influence of a decreasing RF on the response of a
- machine foundation materializes through the corresponding

decrease of the static stiffnesses; in other words, the effect .

of the changes in k and ¢ can be neglected, at least for
realistic values of the RF factor. The results of the com:
parative study offered in the preceding section clearly -
support such a recommendation. ,
An idea of how sensitive the static stiffnesses, X, and
K,, are to changes in the relative rigidity factor, RF, can be’
obtained from the. results of Table 10. The vertical static
stiffness of a. circular mat supported by & homogeneous
halfspace and loaded by either a unu‘nrmly of a parabolic-

ally distributed load, are expressed in the foim of equation .~

(55). The ‘correction’ factor J,, which accounts for the mat
flexural rigidity, is given as 1 function of RF. The J, versus
RF relationship was computed on the basis of some recent
results by the author:'* the average of the center and edge
settiements were used in. deniving the stiffriess of the
flexible mat. .

Dynamnic interacrion between adjacent foundations
The vibration of a machine foundation may sometimes
appreciably affect a nearby strutture; conversely, the
~ presence of such a structure may influence the response of
the machine (oundation itseif. This *coupling’ in the motion

of two adjacent structures through the sofl is referred toas

‘structure-soil-structure’ interaction, and was first studied
analytically by Warburton er al.,'™ in connection with

cylindrical rigid foundations on a halfspace More recendy, |

comprehensive studies have been presented by Chang- -
Liang*? who considered two rigid strip foundations on a
stratum-over-bedrock: and by. Roesset ef.al.'* for two rigid

rectangular massive foundations or iwo structures idealized

as simple 1-dof-systems and also resting on the sutface.of a
homogeneous stratum. The following conclusions nuy be
deawn ftom the results.of these studies.

1. The presence of 3 nearby (‘passive’) mass hasa mhor
small overall inflience on the motion of the foundation
carrying the machine (*active’). Pexhaps the most important
effect from a design point of view is the appearance of
rocking motions, even under vertical iexcitation; this s

© spparently. the result-of waves that .ate:réflebtéd by the-
" *passive’ foundation. These effects increuse” wheh the masfes
of the two foundations-increase. when the distance betwéién
them decreases, and when the- thickness of the soll smtum

Tadle 10 Smk rmia! mmnm ef ﬁmm circuiar nm on

.- holfspeert ;
L JURF)
Cenenst. .- S Umfom Parsbalic
expresion . RF .. Ioad load?.
R -g.:ii : g.n o:: .
. 4CR - o0y . b8 ., N:] 2
Kym i—odJRF) ) 0.9 g.ss"
. : 10 1,00 0.%8
1,00

100 T\ o0

spalpll-riRY . -
1 Based on results by Gazetas'
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" increases. But even for distances as small 23’58 (or SR) the

presence of the second mass will in most cases be of
secondary importance, in view of the many other uncer-
tainties of the problem.. It is noted, however, that the

‘natural frequencies of the soil-foundation system may also

chanse due to the interaction. .
2. The motions induced in the ‘passive’ foundation are
Iarger than the motion changes due to interaction effects on

_the ‘active’ foundation. This is » qune logical result since

waves emanating (rom the ‘active’ foundation excite the
‘passive’ foundation before they are ‘reflected’ back 1o the
‘active’ one. Typically, one may expect the motions in the
second foundation to be about 20% of those experienced
by the excited mass, for distances of the order of SR and
hysteretic damping ratio in the soil of 5%. However, for

-strip foundations (plane-strain pfoblem) on deep soil

deposits, the abave value may increass to about 50%.
To protect sensitive structures from the vibrations
lnduced by a nearby machine foundation, ‘active’ and/or

‘passive’ isolation measures may frequently be necessary, '

Results of experimental and theoretical investigations on
the effectiveness of several. lsolation schemes have been
published by Barkan,'® Richart ez al.” and Haupt.!?’

CONCLUSION

- The state-of the-art of malyd.ng the forced omllatlons of

shallow -and dedp foundations has advanced remarkabiy in
the last 13 years and has reached a2 mature stage of develop-
ment. Several formulations and computer programs have
been developed to determine in a rational way the response
of foundations having varicus shapes and supported onjin
any kind of soil deposit. Numerous studies have Geen
published exploring the nature of associated phenomena

_and ‘shedding light on the role of the key parameters
- influencing the response. This paper has reviewed these
+ developments and presented .results in the form of simple

formulae and dimensionless graphs for the dynamic imped-
ance functions of circular, strip, rectangular and arbitrary.
plan:shape - foundations. The. various results have been
synthesized in a case study- referring to two massive
foundations, and practical recomimendations have been
made on how to inexpensively predtct r.he response of
foundations in pracuca

- This :piogress in developing new methods of analysis
for machine foundations has-been paralleled by an equally
impressive progress in our undersianding of the dynamic
behavior of soils and the development ofexcellent in situ
and laboratory procedures to obtam represematwe values

" of dynanmtic soil parameters.

The ihthar believes that, at present, there is a great need
to calirate our analytigal. pra;edures by means of actual
case histories. Systematic post-cdnstruction observations of
actual foundation performances are the key to this so

. impbrtgnt task. After all, confidence in advanced methods
- of Lnalydis ¢an only be gained if these are proved capable

of predicting the fleld behavior of actual foundations.
Analytical work is also needed -to improve the present
knowledge and undetstanding gfy among other topics, the
dynamig behaviot of groups of piles, including the intluence
of the pllé-cap; the rasponse of flexlble mats founded on a

soil steatum; the dynamic characteristics of foundations |

consisting of multiple isolated footings; and the eifects of
the non-uniform initlal distribution of static stresses in the

_30il, arlsing from the weight.of the structurs,

Soil .Dynnm:'ﬁ ;:}id Earthquake Engineering. 1983, Vol. 2, No. | - 39
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NOTATION
The following symbols ate frequently used in the paper:

Related 1o geometry i

B = hall-width of a strip footing or the shortest
halt-width of a tectangular footing .

D = depth of embedment

d

i

= lheight of perfect sidewall-backfill contact above

the foundalion base

]

Pl B
&

thickniess of soil atratum .
one-halfl of the [ongcst side of a rectan
foundation ulis
radivus of a cyhndnc:ﬂ foundanon
radivs of ‘equivaleng circular
(equations (47)-(50))

distance of center of gravity of a machine.
foundatmn system abov: the base.

foundation

Related to marerial properries

G

-~

m

v

£

=

il

/]

shear modulus of soil

increase of shear modulus from the surface to
a depth equal to R or B (applicable to WJ\OI’HO*
geneous soil deposits)

EpiEy, whete £y and £y are Lhc horizontal
and vertical Youngs moduli of a cross-aniso-
tropic soil -

Poisson's ratio of soil

hysteretic critical damping ratio of soil

Related 10 foundation impedances

K
K

i

il

1§

]

static stiffness referred to the base of the
foundation (Fig. 1).

dynamic impedance function of frcqucnry it
may be expressed in one of the following
altemnative forms:

Ki(w)+iK;(w)..

Kk +igoc) (1 +2iF)

Kk +iayc)

Calligraphic characters are used on the ﬁgurcs in placc of
the bold X, & and c.

kandk

cande

dg

F

il

B0 n o
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: {dynazmic) stiffness coefficiants, functions of w
(dynamic) damping coetficients, funciions of
w8V, or wR]V, (éimcnsionless [requency
factor)

dynamic compliance function of w;it may be
expressed in one of the following altemative
formas:

Fyw) +iF(w)
1
% i) +is(w)]

vcmcal (also designated by ')
horizontal (also x, v) P

rocking (also ry, ;)

torsion (also r;)

coupled horizontal-rocking (also xry, yre)
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ABSTRACT

The general approach for studying the vibrations of machine foundations, together with
the methods for computing the behaviour of their equivalent lumped systems, is
presented in this work. The elastic. half-space theory. for rigid bodies vibrating on the
surface is summarized and formulae for obtaining the equivalent parameters on different
modes of vibrations, and for different foundation shapes, are given. The most important
factors that affect the numerical values of these parameters are found to be {besides the
type of soil), the stress distribution at the contact area, the depth of embeddment into
the soil, and the depth to bedrock . g

Several methods for computing the elastic shear modulus are given, and the use of the
suggested criteria is illustrated through an example.




RESUMEN

Se presenta el enfoque general del analisis de las vibraciones de miquinas y se hace un

” repaso . de los fundamentos que gobiernan el comportamiento de sistemas equivalentes

"':_"‘_ constituidos por una masa, uno o varios resortes, y uno o varios amortiguadores. Se
explica brevemente la teoria de cuerpos rigidos en un medio eldstico seminfinito, y la
forma como a partir de dicha teoria se obtienen los parametros que rigen a los sistemas
|equwralentes Se presentan las formulas con que se calculan estos parametros en los
chstmtos modos de vibracibn de zapatas circulares, cuadradas o rectangulares, y se
'mencionan los factores que influyen en sus valores numéricos. Entre dichos factores los-
“mas importantes son, ademas de la clase de suelo, el tipo de distribucion de esfuerzos en
el area de contacto, la profundidad de encajonamiento de la cimentacién dentro del
terreno, y la profundidad a la cual se encuentra la roca.

" Finalmente, se incluyen varjas formas para estimar el médulo elistico al cortante del
suelo; dicho médulo constituye el factor mas importante en la determinacion de la;.
constante, k, del resorte equivalente, y en forma de Apéndice se da un ejemplo donde se \\
aplican varios de los conceptos expuestos en este trabajo.




.NOTACION'
a exponente empleado en la ec 13
a, QR/C; rélacién de frecuencias
b M/pR*; relacion de masas
| B ancho de cimentacién .
B,.By, B, coeficientes para zapatas rectangulares (fig 11)".' '
¢ coeficiente de amortiguamiento
Cerftico Z\/E o
C, J(% velocidad de propagacién de’'las ondas transversales
CL \/ET ; veh;cidad de ondas dilatantes longitudinales |
-D ‘didmetro d.e la cimentacién
D, CIZJEM-.; relacién de amortiguamiento
E modulo de Young del suelo
f,,f; funciones empleadas en la teoria del Qenﬁegpacio
£, frecuencia de resonancia
F(y) fuerza que se aplica en laﬁlcimentacién '
FDC  factor dindmico de carga
G E/2 (1 + v); modulo al cortante
h profundidéﬂ equivalente
H ‘altura de probeta
I momento de inercia
b * Se incluyen 1odos los simbolos utilizados en este trabajo, txr:epto aquelios qus se esbecifican en el texto
d




Xo

X,

. 4

constante del resorte

4GR/1-v

largo de la cimentacién (en el plano‘de cabeceo)
masa equivalente

fuerza aplicada directamente por la miquina a la cimentacién
fuerza aplicada- por la cimentacién al suelo

;adio de la cime_ntacién o radio equivalente
resisténcia no drenada-del suelo

211@ ; periodo natural

desplazamiento vertical del suelo

desplazamiento del sistemna equivalente.

amplitud de desplazamiento

1-

f,

ff+f§

«

1-v  f2/a0

4 f2+ f;

angulo de desfasamiento
peso volumétrico del suelo -
longitud de onda
relacion de Poisson

masa especifica del suelo

esfuerzos de confinamiento

esfuerzos verticales normales
\/W ; frecuencia circular natural

frecuencia circular de excitacién




1. anooucciom

; Muchos ingenieros es;:ecxahzados en mecanica de suelos se han encontrado alguna vez con
. el problema de disefar o dar recomendacmnes para cimentar adecuadamente cierto tipo
I‘de maquinaria. Cuando el profesional no es experto en solucionar esta clasé de problemas, 1 .

al pasar a la literatura encontrara que generalmente la respuesta de sistemas reales se hace ;|

a través de sistemas simplificados equivalentes, los cuales estin constituidos por masas

concentradas, resortes y amortiquadores, que representan las 'masas, rigideces yI

amortiguamientos de los sistemas reales, respectivamente.

.., Al tratar de pasar de un sistema real a uno equivalente, necesariamente se debe responder
‘-a dos preguntas: :

1. ;Cudl es el sistema equivalente mds adecuado para representar al sistema
’ verdadero? :

” 2. ;Qué valor se debe aplicar a los parametros del sistema equwalente para que la _
i respuesta sea congruente con la realidad?

- Mientras 'que la primera pregunta se puede contestar directamente en funcién del sentido

l:! en que se aplican las fuerzas y los desplézanﬁentos que tienden a producirse {ref 1), la

' sequnda invalucra muchos factores que requieren de un cuidadoso estudic. Sin embargo, |
un andlisis completo dinidmico de cimentaciones deberd comprender estos dos aspectos y )



! sus objetivos estardn encaminados a:- 1) establecer claramente las partes involucradas en [ '
.. el problema; 2) estudiar las alternativas que permitan cumplir con las especificaciones de
H I comportamiento, y 3) dar las recomendaciones de cimentacién. “ _

i)
I

El objeto del presente trabajo se limita a proporcionar un resumen de los procedimientos
mds comunes en la determinacién de los parimetros mencionados, con el enfoque
. principal dirigido hacia la evaluaciéon mds racional que actualmente se emplea. Para mayor
" informacién sobre el analisis general de las cimentaciones de maquinaria se recomiendan (
las refs 2 y 3. ' '

2.SISTEMAS EQUIVALENTES .

La intencién de representar un sistema real de maquina-cimentacion-suelo mediante un

sisterna matematico equivalente, es obtener con cierta facilidad la respuesta del primero,
-para lo cual se emplean las curvas de amplificacién y las. ecuaciones que rigen el
* movimiento de los sistemas equivalentes.

La mayor parte de los sistemas reales que ‘constituyen los problemas de cimentacién, se
pueden analizar.mediante sistemas de un grado de libertad. En efecto, aun en los
formados yor mis de un grado de libertad, generalmente se obtiene suficiente j,’}

-aproximaci‘m ¢! analizar y superponer cada uno de sus modos de vibracion mediante el i |

. llamado método de superposicion modal (ref 4). La fig 1 muestra algunos de los sistemnas d

\i imas comunes en la practica.

Por lo anterior, conviene hacer un breve repaso de los conceptos fundamentales sobre
. comportamiento de sistemas de un grado de libertad.

A

3. SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD

La ecuacién-de equilibrio que gobierna el movimiento dindmico de estos sistemas es -

! | Msi+ cx+ kx« F(t) o o (1)

donde
M masa del sistema
c coeficiente de amortiguamiento |

k constante del resorte



. F{t) fuerza exterior aplicada a la masa (fig 2)

)

I ¥, X, x aceleracion, velocidad y desplazamiento del sistema, respectivamente

| La derivacion de la so]ucic’m~ de la ec 1, se encuentra en cualquier texto de dinamica

| basica (refs 4 y 5). Dicha solucién esta compuesta por dos términos: el correspondiente a

4 las vibraciones libres que desaparecen después de cierto tiempo' (como consecuencia del

" amortiguamiento), y el de las vibraciones forzadas que.permanecen en el sistema mientras

., la fuerza, F, actua. Solo se analizaran las vibraciones forzadas, por ser las que realmente [
f [ interesan para el disefio.

/, la expresion que da respuesta a las vibraciones forzadas, cuando existe excitacién -
i armonica , es

Y

: F sen (2t -a) T
N oL 2,5 O . Tt a o
donde . . o
Fo amplitud de la fuerza aplicada
4 2D, Wi -
o tan - 3
Yoot L)
©  frecuencia circular de excitacion, en rad/seg T-'
f > frecuencia de excitacion, en ciclos/seg
1[ .
Dy ¢/Citico = ©/2 /KM relacién de amortiguamientos
|\ €eritico amortiguamiento que suprime las vibraciones libres EUR

He VK/M, frecuencia circular natural, entad/seg  ~ *

1 T 2n/w, periodo natural, en seq
[t tiempo transcurrido
\ , . .
5 U. . - ‘ ‘ . . . ' ‘
£, 72 frecuencia natural, en ciclos/seg

1



L
/ Actualmente existen estudios mais practicos que consideran el medio espacio como un
/ medio viscoelastico (ref 15) o un medio estratificado (ref 16); en ambos casos se obtiene
la respuesta de cimentaciones mrculares rigidas; para los modos vertxcal horizontal y de } /
cabeceo. - ‘ _ Lo . :
* En esta seccion se explica primeramente, en términos generales, en qué consiste la teoria
. i de un cuerpo circular rigido vibrando en la superficie de un medio elistico seminfinito, y
se presenta la evaluaciéon de los parametros equivalentes en los modos vertical, horizontal
y de cabeceo. Posteriormente, se muestran. los efectos de la estratificacién y el /}
‘- encajonamiento,. asi como la respuesta de cimentaciones en un medio viscoeléstico.{“
_ \:“ Finalmente, se analizan las cimentaciones de forma cuadrada o rectangular. '

t

/ . 4.2 Teoria de cuerpos rigidos en un medio elastico seminfinito
i t"' ; I..és'suposiciones originales de esta teoria son:

J+ 1. La cimentacién se apoya en la superficie de un medio seminfinito y es rigida,
' de radio R y masa M. B A

S { " 2. El medio elastico es homoczneo, de profundidad mflmta y esta caractenzado
' por las siguientes propiedades:

i, p .- densidad de masa N

P e - modulo elastico al cortante, o E (modulo de Young)= 2G (1 + ») -
[« v relacién de Poisson | w
o o L i ¢.” . velocidad de pr.op;g_aciénr de las ondas cortantes, funcién de Gy v

/ Bajo estas cond.lclones. el anilisis se hace en -dos partes. En la primera se obtiene la}/
. relacién de la fuerza vertical Q, aplicada d;rectamente ¢n la superficie del ‘medio espacno
{figs 6a yb),ye desplazarmento vertical w. Dicha relacién esta dada por

\
X

<

S | oif2t "
s R .waq";—R (f, - ify) ' (5)
R . ) 1

»

‘
.7 /'J

-k s N f ’ . R

i " donde Q, esla amplitud de la carga, vy f, v f, son funciones de:’

-



” 1 dg = QR/CS
{ ! 2.  De la relacién de Poisson

. ] ‘3. De la forma como los esfuerzos se distribuyen en el drea cargada; si la
cimentacion es rigida la distribucién queda dada por los otros parametros.

‘La fig 7 muestra la forma en que varian f, y f; en funcién de a,, para una dlstnbucmr
[ dada de esfuerzos sobre un area circular.

. La segunda parte consiste en.considerar la ecuacxbn que establece el equilibrio de la masa °
' 3 M de la cimentacidn

i Mw.Q-P . | (6) -

|A continuacién se verd como puede expresarse el desplazamiento w directamente en
] | términos de la fuerza P, mediante la combinacién de las ecs 5 y 6. Para ello, despéjese Q
delaec 5e mcluyase en la ec 6, considerdndose ademds de que w=-£? w; es decir .-r

GR

i ' ¥

w=P

/ If/ M2 w

| ! Ahora, al despejar de esta expresién W se obtiene

’;‘ ' p f, -if, P f, -if,
: ’ W= o —
‘ ' MQ? MQ?
‘ - 2 +1 2 GR - i ——
(GR- MQ? 2f, )+ iIMQ?* £, (1 CR ) i CR f2
: ][ puesto que
H © MO QR M- ) M
. . - : . =3 —
R G K¢ ° R
¥ y llamando
M
\] b- —



\ el valor del desplazamiento se puede escribir también como

, P £, -if;
i Wa -

GR (1-a2 bf, )+ ial bf,

Si se considera que P- P, e‘gt, la anterior ecuacién puede escribirse

P, ci(S2t-a) /

GR \/1 al b, )2+ (@2 b, )?

1 . W=

f

1
f,-a3 b (1. £)

) donde tan a=

Finalmente, el valor del .desplazamien-to se puede :éxpresar de la siguiente manera

_ 2 N -2 .
ROl e f.f2 (- ) .
4GR ||1-04/ (1-a2 bf,)?+ (a2 bf,)?

" IR -\ 4
e g

1 1 S u

; La ec 7 relaciona directamente a w y P; en ella se aprecian tres componentes: el término )

I representa el desplazamiento estitico, el II la amplificacién dmérmca y el II1 el angqulo
de desfase entre la fuerza aplicada y el desplazamiento w. -

. Al dibujar el factor_ de amplificacibn para diferentes valores de ap v b, se obtienen las

i curvas de la fig 82, muy parecidas a las de la fig 3; es decir, en ambos casos se tiene un
solo peak o valor miximo, y la forma general de las curvas es la misma. Mis aun, el

Y " semiespacio, aunque es totalmente elistico, se comporta como si fuera amortiguado
debido a la energfa que por radiacién es disipada; esta pérchda de energia es lo que se\J

conoce cormo amortiguamiento radial del sistema.

" Sise hace P, - MQIQ’, la ec 7 se puede escribir

B 2.2
\ M. b / fie 4 el(S2t-a) - {8)

—_— 2
w5

M | °+/ (122 b, ) + (a? S, )?

|

v l



I Las curvas de amphﬁcacxon corresponchentes se muestran ¢~ Ia i.; i 3b, las cua]es son rmuy
sxmllares a las obtenidas en la fig 4.

.

I ".( 4.3 Evaluacion de parametros para el modo vertical .

{ , Al combinar nuevamente las ecs 5 y 6, se obtiene &

£,/0 )

Mw » GRw+

GRw=P ' {9}
.12

2 2
P! £+ 1
\] Del andlisis de esta ecuacidén, se observa que es muy similar a la correspondiente a ur.
i sistema de un grado de libertad compuesto por una masa, un resorte y un amortiquador,
‘ la que se puede también excribir como

M+ c,X,we kX w=P | _ (o)
! c{onde
4 S
: CV: E\/C?DR“ ‘
_ ! Coeficientes relacionados con el amortiguamiento
3 Ll fa/ae
4 P.f | 0 é
p kv 4CGR
v 1 Coeficientes- relacionados con la ﬁgiﬂez del
~ sistema
x' v £
A P.f:
4 fl+f;

Los valores de kv Y ¢, son independientes de la frecuencia de excnacmn en cambio X vy
: X, si dependen de elia, segun se observa en la fig 9.

A fin de tener valores constantes de los coeficientes de W ¥ w, y obtener la equivalencia

[cor. sistema de masa-amortiguamiento-resorte de un grado de libertad, es necesario
'\establecer el intervalo de frecuencias de interés y seleccionar en él los valores de estos
coeficientes que, al usarse como constantes, den resultados aproximados a los que se
obtendnan con los coeficientes reales.

I
I
i
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| _ .
-1 Uno de los procedimientos mads simplista y racional para efectuar esta seleccién de

i valores, es el propuesto por Lysmer (ref 18), con las siguientes sugerencias

a) Para bajas frecuencias, )'{1 =1

b) Para frecuencias altas, se considera solamente como masa equivalente la masa

M, v se desprecia la llamada masa efectiva de suelo (concepto que se estudiard
més adelante).

c) Para frecuencias intermedias, usar un valor de X, = 0.85 (fig 9), o sea emplear
una relacién de amortiguamiento 1gual a

c X,c, 085cv 0.85

D
v Ceritico Z\/@ W VE(I'u)

| El error maximo con el procedimiento simplificado por Lysmeres de 30 por ciento, aun

" tii cuando en general es del orden de 10 por ciento. Sin embargo, la frecuencia. de,

resonancia que se obtiene en el sisterna de un grado de lihirtad equivalente es siemprq"
menor que la obtenida directamente con la teoria del semiespacio. '

A fin de mejorar la aproximacion del método de Lysmer, Whitman (ref 19) sugiere

] ‘ introducir una masa adicional al sistema; el efecto de esta es hacer coincidir la frecuencia
‘| | de resonancia del sistema equivalente con la que se obtiene directamente con la teoria. del
| serniespacio. Para ello, se aproxima la curva de la funcién X, ala de una pardbola de
ecuacién '

X, = 1-tal (1)
: f
Al sustituir la ec'11 en la 10, se obtiene

3

{

‘T )WecX, WekyweP (12)

\ i o sea, que el valor de la masa adicional estd dado por

1

4 :
2R3
1-p

\. Dicha masa es la que se conoce como masa efectiva de suelo.

{
‘.11

|
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4.4 Pardmetros para diferentes moﬂbs de vibracion

Para modos de vibracién diferentes del vertical, el procedimiento que se 'sigue en la

~obtencion de los pardmetros equivalentes es similar al ya sehalado. La tabla 1 contiene un ;
resumen de los valores que se obtienen cuando la distribucién de esfuerzos es la de una [
placa rigida en un medio elastico. '

Dado que k y D, dependen de la distribucion de esfuerzos (fig 10), la tabla 1 debr
usarse con cierta precaucion, por ejernplo, si se expresa el valor de k, en términos de un

. K
coeficiente K, es decir, kv et los valores de este coeficiente varian, sequn muestra la
T . .

5. EFECTOS DE LA ESTRATIFICACION Y DEL ENCAJONAMIENTO

1

+Entre los efectos que influyen en el pardmetro k estin el del encajonamiento y el de la
"proximidad de la roca basal con el-nivel de desplante. Al respecto, en la fig 11, H, esla :

distancia de.la base:de la cimentacion a la roca, y H, la profundidad de éncajonarr'ﬁerito;_!l

_en todos, ios casos el coeficiente k estdi normalizado al k -correspondiente a una
" profundi’ad infinita de la roca. En dicha'‘figura se pueden hacer las siguientes

observaciones:

| 1. Para el modo vertical, el valor de k es fuertemente influido por la presencia de .
a la roca (H, /R<4) y por la profundidad del encajonamiehto

i 2 " Para el modo honzoma.l el efecto del encajonamiento es mayor que en e] caso
. .vertical, y el efecto de la proximidad de la roca es un poco menor

! 3. Para e]l movimiento de cabeceo, el efecto de encajonamiento es mds acentuado
que en los demis tipos de movmuento la influencia' de la proximidad de la: 3
roca -es, sin embargo, pequena i

'\, 4. Para la torsion, los coeficientes de rigidez son también influidos notablemente
‘ por efecio del encajonamiento, y muy poco por la proximidad de la roca. En la !
_ref 20 se presenta un procedimiento para tomar en cuenta el caso de varios .
estratos en el caleulo de k.

Dos de los investigadores que mds.han analizado el caso de una masa sobre un estrato son

il Kobori {ref 21} y Luco (ref 16). De acuerdo con este ultimo, los efectos principales de la,

estratificacion, cuando el estrato superficial que se analiza es relativamente poco profundo!
y existe un contraste fuerte entre las velocidades de propagacién de ondas de dicho
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N N estrato y la roca basal, son un aumento del coeficiente de rigidez y una disminucién en el

coeficiente de amortiguamiento. Las grdficas que Luco presenta indican que ambos ' l

,. coeficientes son altamente dependientes de la frecuencia de excitacién. La fig 12 ilustra
“ esta dependencia para el caso del modo horizontal. L

t < p ot " rl
v .:;: ;ul}'/”" . \

L ’,,rf)c,/»“)f!'

_}; Kobon sefiala que para el caso de una zapata cuadrada de ancho B, sujeta a una fuerza

horizontal periddica P= Pg e‘Qt, la relacién entre el desplazamiento u y la fuerza P es la
| misma que para el caso del medio espacio, esto es:

Lo it
~ ! X Pel
| u=—5gz & -if)

H solo que las funciones f, y f; dependen ahora de la relacién H/B. La fig 13 presenta ]
, valores tipicos de las dos funciones; las singularidades que se observan se deben a las
\[frecuencms correspondientes a las \nbracxones hbres del estrato donde f, y f, tienden al
1mf1mto A ot

: J El encajonamiento de las cimentaciones dentro del suelo, ademés de un incremento en la

- rigidez (v por tanto en la frecuencia de resonancia) produce otro en el armortiguamiento.

. —1} Desde el punto de vista de amortiguamiento, el criterio tradicional de despreciar el efecto | \
del encajonamiento es siempre conservador; sin embargo, desde el punto de vista de la "
ngldez, esto no es cierto cuando la frecuencia de operacién es mayor que la de rescnancia

" calculada despreciando dicho efecto. Experimentalmente, se ha observado que el aumento H
del amortiguamiento varia en la misma proporcién en que la frecuencia de resonancia se ;i
incrementa, por ejemplo, si k, aumenta dos veces por efecto del encajonamiento, f y D : !
lo hacen aproximadamente V2 veces (ref 19). Otra forma de estimar la- vanambn del .

- amortiguamiento con la profundidad de encajonamiento, es a través de la grifica que

" Stoke y Richart presentan en uno de sus trabajos y que fue obtenida a partir de

,..resultados experimentales realizados en modelos de zapatas (fig 14).

K

[ Girard y Picard (ref 22) sugieren el uso de las si;;ujentes férmulas empiricas, deducidas a
|| ‘partir de resultados experimentales obtenidos en zapatas tuadradas. ‘

kek, V1+(@h/D)

: D-D, V(1. (@n/D)P

o D Ancho o didmetro de la cimentacién

LT s v.'u..‘ﬁ-'. oL vt i b roay, Al bty by T 7 L

e

o o Lt Voo R Lt LB

]
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i i D, constante del amortiguamiento para una cimentacién superficial
[ [ h profundidad de encajonamiento
: | ,

k, constante del resorte para una cimentacion superficial

K Con base en un trabajo realizado por Novak y Beredugo, Whitman {ref 23) obtuvo la

,sxgmente tabla, que da las relaciones de k/k, v D/D, en los modos vertical, honzontal y
'de cabeceo. Posiblemente, las relaciones de la tabla 3 proporcionen los mejores valores de /|
la ngldez y ¢l amortiguamiento correspondiente a zapatas encajonadas. i /f

—_—

|

| estratificacion y el encajonamiento; algunos trabajos al respecto son los de Lysmer {ref |

El empleo de elementos finitos sirve también de gran auxiliar en el estudio del
comportamiento dindmico de las - cimentaciones y de los efectos producidos por la

|'
17), y Kausel (refs 24 a 26). Este Gltimo, mediante un modelo tridimensional axisimétrico, |

- sometido a cargas dinamicas o desplazamientos no axisimétricos, obtuvo, para el caso de l&

cimentaciones circulares apoyadas en la superficie de un medio elastico de profundidad ‘

 infinita, valores de la rigidez y del amortiguamiento muy similares a los que se obtienen |.

. en el semiespacio elastico. En’ su andlisis del efecto de la proximidad de la roca, Kausel '

i I

\‘

(encuentra que las rigideces estaticas para los modos honzontal y de cabeceo (los inicos
que analizé}); se pueder obtener med1ante '

" -
i[ a) Movimiento horizontal

-

8GR . 1R
. kne 50 (Lo 550)

para R/H < l/2

. 'b) Movimiento de cabeceo

8GR?
n by 3(1-»)(1 '

IR)
6 H

~paraR/H < 1/2

La limitacién de R/H < 1/2 se debe a que para valores mayores que esta relacnon las
expresiones sobrestiman las rigideces estaticas. :

"/ En cuanio al estudio tridimensional de] efecto de encajonamiento a través del elemento
!‘1 finito, Kausel presentd algunos resultados aunque no los suficientes para sacar
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conclusiones pracucas Sin embargo, es muy factible que en un futuro préximo sea el :
método de elementos finitos el que permita estudiar mds convenientemente las chsnntas
modalidades que existen en los casos reales,

6. RESPUESTA DE CIMENTACIONES EN UN MEDIO VISCOELASTICO

I

: ) Para fines de diseflo, es importante tomar en cuenta el amortiguamiento interno del

' sistema, es decir, el amortiuamiento histerético o viscoso. Para ello se pueden emplear / J

105 resultados de Veletsos y Verbic {ref 15) en su estudio sobre cimentaciones vibrando
en un medio viscoeldstico.

r‘ Una forma mas simble de considerar el amortiguamiento interno, aunque desde luego
' menos aproximado, es aplicar el criterio sugerido por Whitman y Richart (ref 27); dicho

~ criterio consiste en determinar los efectos combinados de los amortiguamientos radial e

interno, suponiendo un valor tipico de amortiguamiento interno de 0.05 y sumar este
valor al amortiguamiento radial obtenido con la teoria eldstica. -

Este procedimiento simplificado de sumar directamente los amortiguarnientos estd basado

"en el estudio de los resultados. obtenidos por Lee (ref 28) en su trabajo scbre
cimentaciones en un medio viscoeldstico, y en la comparacién de los resultados gie se

‘obtienen, en las respuestas madximas, entre los valores exactos y los obtenidos de sumar

"l_os dos amortiguamientos; ambos valores resultaron muy parecidos (ref 23). l /

. Para los modos vertical y horizontal, el amortiguamiento interno resulta relativamente

' poco importante con respecto al amortiguamiento radial; sin embargo, para los modos) Y.
torsional y de cabeceo, el amortiquamiento radial es muy pequefio y el interno resulta \ \

importante. La tabla 4 presenta un resumen de algunos datos disponibles relacionados con

el amortiguamiento interno en suelos al nivel de los esfuerzos que ocurren en
cimentaciones de maquinaria.

\ Una forma de estudiar directamente el efecto del amortiguamiento interno es a 'través del

J

método de elementos finitos. En uno de los trabajos de Kausel y Roesset (ref 26), se
indica que el efecto principal de dicho amortiguamiento es la suavizacién de las curvas
que sefialan Ja variacién que en realidad tienen los coeficientes de rigidez y
amortiguamiento- con la frecuencia de excitacién; la fig 15 ilustra este efecto para los .
modos horizontal y cabeceo, y en ella se puede ver la gran dependencia que puedentener
estos coeficientes en el amortiguamiento interno, cuando la proximidad de la roca es
relativamente pequefia.

7. CIMENTACIONES CUADRADAS O RECTANGULARES

1

Si 1a forma de la cimentacién es cuadrada o rectangular, el valor de k se puede obtener

jen forma aproximada con la tabla 5 y la grafica de la fig 16. Los valores con este método

i .

|

f

\

b

L
3

gy e

d

&
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“ 's'emiempirico son practicamente iguales a los calculados con la teoria exacta de Elorduy

\

(refs 29 y 30). Existen también estudios de cimentaciones rectangulares sobre un medio
v1scoelast1co {ref 31), aunque los resultados obtemdos no se han presentado en forma ,/
practica.

{En cuanto a los valores de'amoitiguamiehto, Dy, v la masa efectiva, Mef,de cimientos
cuadrados o rectangulares, estos se obtienen mediante- una cimentacién circular
equivalente, la que debe tener la misma area {cuando los movimientos son verticales u
! horizontales) o el mismo momento de inercia (en el caso de cabeceo) que la cimentacién

' rectangular; el radio de una base circular equivalente sera [ /

v

R

‘BL
[ A R- )—— para movimiento horizontal o vertical
i /B
'il{: R-/—— para cabeceo
| 3n

= H .
Una vez establecida la cimentacién equivalente, se podran emplear las tablas disponibles v
para bases circulares, por ejemplo, la tabla 1.

H

8. DETERMINACION DEL MODULO G

La rigidez k inﬂuyé directamente en la.determinacion de la frecuencia de resonancia y la
F magnitud de los movimientos a frecuencias relativamente bajas y/o iguales a la de
I ; resonancia. Estas 'y algunas otras razones hacen que sea el parametro mas 1mportante en ﬂ
el disefic de clmentacxon de maquinas. Dos de las caracteristicas del suelo que influyen
U duectamergte en su valor, son Gy ».

\En la mayoria de los-suelos, el valor de » varia en un intervalo relativamente estrecho:

\ 035 y 04 en arenas, y cerca de 0.5 en arcillas saturadas; en cambio, el valor de G !
depende del nivel de deformaciones y es funcién fundamentalmente de e y d,. (Existen i

! / alqunos otros factores que influyen en el valor de G, tales como los efectos de duracion

f’ de la carga aplicada y el de la historia de esfuerzosque Richart (ref 32) menciona en uno |,

' de sus trabajos; sin embargo, dichos efectos son secundarios en comparacién coney Jy.)

“ La determinacion de G se puede hacer mediante los procedimientos que a continuacidn se

indican:
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Empleo de formulas -

. Existen férmulas semiempiricas que dan el valor de G para niveles de deformacidn
menores de i0° cm/ecm (en dichos niveles el comportamiento del suelo. es
practicamente elasticolineal). Quiza la formula mas comun es la de Hardin y Drnevich
(ref 33), que proporciona muy buenos resultados para valores pequeiios de la relacién
de vacios (e<2.0), y es, ademas, vélida tanto para suelos cohesivos come no cohesivos.

i

et BT A

3 13)2
1+

. G=1200 (OCR)? (@) )

donde o, y G deben estar en 1b/pulg?

i AN b e .

, - = - 1
! _ 01+ 0y + 03 :
i! On & —m—————r .

' 0

. OCR es la relaciéon de precoﬁsolidacié_n (o

m4x/O0) ¥ 2 depende del indice de
plasticidad (fig 17).

;'\ Para el caso de arenas, Seed (ref 34) emplea la expresién
= Jh
G-=1 000K, (3,)

donde K, depende de la densidad relativa (t_abla 6).

Puesto que G es funcién de los esfuerzos efectivos que se tienen en el sitio, y la
H resistencia no drenada de suelos normaimente consolidados, S tamblen lc es, debe -

‘| suponerse que G se puede obtener a parm' de S al respecto Whltrnan (ref 19) /.
recornienda emplear

| C © G=16005,

, para valores de deformacion angular entre 10° y 10°,
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Pruébaé de iaboratorio

,-rf Resonancia en_una columna de suelo. Este procedimiento consiste en aplicar un
momento torsionante en la parte superior dé una probeta cilindrica de suelo, y

\ obtener las frecuencias en las que ocurren los valores de respuesta maximos; es i
decir, las frecuencias de resonancia. Para el caso en que la probeta esté fija en su '/

/ //' base y libre en su parte superior, las frecuencias de resonancia estin dadas por

N i IZ.CS_ W : )
/ RN YT I , |

1 donde

{( n  numero éntéro (=1 pafé el modo funda‘méntal) :

( H altura de la probeta

{ " C, velocidad de onda al cortante

f ‘De la ec 14 se obtiene C,.y el valor de G mediante

G=pC: T l (15)

1

Técnica pulsativa. Consiste en colocar varios cristales piezoeléctricos en cada
. | extremo de una probeta de suelo, vy aplicar un pulso-eléctrico en los cristales de
T | uno de los extremos (ref 19). Dichos cristales estin manufacturados en forma tal
 que producen una distorsion al cortante cuando se aplica un pulso eléctrico, con
lo que se origina una onda transversal de esfuerzos que pasa a través de la probeta
- de suelo. La onda es registrada en el otro extremo y su velocidad se determina

{{ directamente mediante : ' ‘

- .
i : " . H
Sl ‘ ) C-—

t - Donde At es el tiempo que tardé la onda en ir de un extremo al otro.
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Pruebas de campo

"Empleo de un pequefio vibrador. Esta técnica estriba en medir la longitud de onda
:! superficial que genera un vibrador, trabajando a una determinada frecuencia, en la
" superficie del terreno (fig 18). La longitud de onda se determina moviendo un’
receptor a lo largo de una linea radial al eje del vibrador, y localizando los puntos
. que estdn en fase (refs 1 y 35). Al cambiar la frecuencia de excitacion, se puede
* variar la longitud de onda y, por tanto, la profundidad de ms'pecmbn Una regla ;
semiempirica es suponer que el médulo calculado mediante este procedimiento, | ;

corresponde al valor que dicho médulo tiene a una profundidad del suelo igual a
M2 (A, longitud de onda)

1 .

| Métodos geofisicos. Se pueden utilizar en forma indirecta para calcular G. En ':
efecto, mediante los procedimientos que se emplean. para determinar las \\
velocidades de propagacién de ondas dilatantes, se puede hacer usoc de las .
relaciones que existen entre Cj (velocidad de ondas dilatantes) y Cs. La relacidon
| esta dada por

%
a\

4

<4

3

£

$

i

¥

— '
/ C.- 1-2 C
(’ 5+ 2(1-v)
}' Teniendo Cs, el valor de G se obtiene mediante la ec 15. ' S

4 Como se puede observar, la relacién de Poisson, v, debe conocerse para el empleo
" de esta técnica. Detalles de la forma como se realiza la med.lcxén de Cp medlante ;
este procedmuento, pueden verse en las refs S5y 36 '

i Metodo de hoyos en paralelo (cross-hole method) Este método (fig 19) conmste
en determinar las velocidades de las ondas cortantes que se propagan y se detectan | 1
a diferentes profundidades en perforaciones hechas ex profeso. Cuando el;
trasductor que capta la sefial de salida se encuentra en la parte superior de lag
varilla de impulso {fig 19a), se debe hacer una correccién al tiempo de llegada a
fin de cons:derar el tiempo que las ondas tardaron en viajar por dicha varilla. El
{ proceso puede facilitarse en el osciloscopio si la direccién de] impacto se cambia -
. en ¢l sentido opuesto; ello se debe a que las trazas generadas divergen en el
momento en que las ondas cortantes llegan (fig 19b). Mayores detalles de este
i procedimiento, que es uno de los mas empleados para determinar el médulo G a
" niveles pequefios de deformacién, se pueden encontrar en las refs 5 y 37.
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[Ahora blen, tomando en cuenta que en general los esfuerzos efectivos y las caracteristicas
' del suelo varian con la profundidad y, por tanto, el valor del médulo G también cambia,
_5, se presenta el problema de determinar la profundidad a la cual.debera escogerse el valor
de G que se va a emplear en el calculo de k. En general no existe un criterio unico para
" 1a solucion de este problema; se han propuesto varios procedimientos empiricos, alqunos |
i de los cuales se mencionan a continuacién.

: Cuando se conoce C, con la profundidad, Whitman (ref 19) recomienda usar la
i profundidad correspondxente al punto medio del bulbo de presiones; dicha profundidad 4y
esta dada por

\ JV 2
he— + =D
! ‘ oy 4
kdonde
(i D diametro (real o equivalente) de la cimentacién
1! . oa, 0.42 veces los esfuerzos estaticos aplicados en la superficie (0 sea el

. esfuerzo vertical efectivo a la profundid=d de 3/4 D, originado por el
peso de la cimentacion y la maquinaria).

Sl se emplea la formula de Hardin y Drnevich para el calculo de G, es recomendable
tamb:en determinar los ‘esfuerzos efectivos a la mitad del bulbo de presiones (3/4 D); es
'* decir, 0, se calcula en funcion de ,

: .
‘,! . &,y o), debidas al sobrepeso del suelo a esa profundidad
2. &,y Gy, producidas por el peso de la cimentacién.

]l Richﬁrt et al {ref 5) propone que la pfofundidad equivalente sea aquella donde el valor de
{ Oq, calculado a la orilla de la cimentacion, sea minimo (fig 20}.

! 9. ALGUNAS FORMAS PARA ESTIMAR DIRECTAMEN'TE k
| Pruebas de.placa

;'La estimacién de k mediante pruebas de placa, se hace aplicando cargas repetidas
{fig 21). La magnitud de las cargas estiticas y dindmicas debe ser similar a la / /
esperada.
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~U

’Ba.rkan‘ {ref 38) registra excelentes correlaciones entre los valores estimados de la

'/ frecuencia de resonancia (calculados con' los resultados de pruebas de placa) y los ‘
- determinados expenmentalmente
Para extrapolar las rigideces obtenidas usando las placas de dreas pequefias a las dreas
reales del prototipo, se pueden utilizar las recomendaciones de Terzaghl {ref 39) para F
‘; cargas estét:cas es decir i
g
Suelo cohesivo Ky o10tipo ™ Kir dismC -

. . -
, : ) Cel V2 ]
- Suelo no cohesivo kprototipo " kl'diém( 2 ) i

o

dor;de

tamafio menor de la cimentacién
. tamafio menor de la placa

S e ke . T
— e L

Pruebas a base de un vibrador

La prueba consiste en colocar un pequeﬂo‘vibrador sobre una placa de 12 a 30 pulg

' de didmetro. La frecuencia de excitacién se varia hasta alcanzar la condicién de]-’
resonancia, y el valor de k se obtiene mediante

Hl k= (f,27)° M
-‘3donde

i M masa del vibrador y pﬁca + la masa efectiva del suelo

{  Los resultados que se obﬁeneﬁ con este procedimiento son muy similares a los de la
’ prueba de placa, solo que la mterpretambn correcta de los datos reculta més complicada y
?' dificil.

' \_' Correlaciones con el mddulo de reaccion

\( " ‘Para andlisis preliminares de disefio, pueden emplearse las correlaciones que existen

entre las constantes de resorte y el llamado médulo de reaccién eldstico. Dichas ~
correlaciones son:

-
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- movimiento vertical k- c,A

movimiento horizontal  k, = ¢ A

movimiento de cabeceo kr = cr‘I'

movimiento torsionante k 6= C vl']"

donde
A area de contacto entre la cimentacion y el suelo
r sequndo momento del drea de contacto alreciedor del eje honzonta] que pasa
por el centroide del drea'y es normal al plano de cabeceo
I" segundo momento del drea .de contacto alrededor del eje vertical que pasa’

por el centroide del drea

{ l Los coeficientes ¢, ¢,, ¢, v ¢ sonlos modu]os de reaccion que dependen del npo de suelo,
‘,asi como del tamafio y geometria de la cimentacion. Existen, sin embargo, tablas que
relacionan dichos coeficientes solo en funcién del npo de suelo; al respecto, Barkan (ref 38)
. | proporciona la tabla 7: .- :

9:1 Cimentaciones piloteadas

=

Desafortunadamente, esta parte de la dindmica de suelos no se ha desarrollado lo suficiente
como para ofrecer métodos racionales aplicables a toda clase de problemas practicos.

.

‘[ { | Dentro de los métodos mas simples y mas practicos esta el propuesto por Maxwell et af (ref
l
|

‘f 40), el cual se basa en los resultados que se obtienen a partir de pruebas dindmicas realizadas

i en pilotes prototipo, sobre los cuales se coloca un oscilador en el que varia la frecuencia de
excitacion (fig. 22). Los pardmetros del sistema equivalente de un ‘grado de libertad ! "
obtenidos a partir de los datos observados y recomendados por estos investigadores para el ff

modo vertica (el unico que atudlaron), son:

\ H

A
I” : k=—Qlcosc¢+l\.*lQ2
i w

” k constante dei resorte

” c coeficiente de amortiguamiento




- M masa sobre e] terreno, que _incluye la del oscilador, el cabezal ylacarga estitica

Q  fuerza de excitacién periodica -
Q, amplitud de la fuerza de excitacién
©t  tiempo |
" w  desplazamiento periédico
b w amplitI;d del desplazamiento

"« 4ngulo de fase entre Q, y W

a2 e AR A R oA

: AN
' @ frecuencia circular,en rad/seg

(IS

En la resonancia a es aproximadamente 90° y la expresién anterior de la rigidez se reduce
a la siguiente

R TP R Y

Lehs

ke = MR

LR S

;: donde £ es la frecuencia observada de resonancia.

'Considerando que el amorﬁguaxrﬁento critico ¢, vale 2M£,, la relacién de amortiguamiento
. c
!" se obtiene mediante D = — ,y el desplazarmento médximo por W« Q—
e 2k, D

. En pruebas experunentales reahzadas por Maxwell et al en pilotes circulares de concreto y
i de acero con seccién H, se encontrd que los amortiguamientos a la frecuencia de
;; resonancia eran relativamente pequefios (del orden de D, = 0.06) vy que la rigidez

; dindmica aumnentaba considerablemente zi el cabezal se encontraba en contacto con el

-'. terreno natural, y ligeramente con el aumento de la carga estatica.

Al considerar la variacién de las frecuencias de excitacién y definir como relacién de

rigideces a k/ko y de frecuenciasa  §2/82, los resultados experimentales de estos

\ investigadores sefialaron que, en general,la relacién de rigideces disminuye y la del -
amortiguamiento se incrementa cuando la relacién de frecuencias aumenta (fig 23). Enlo ¥

que se refiere al grupo de pilotes, concluyen que se estd del lado conservador =i se \

-~ considera como amortiguamiento para el grupo el obtenido a partir de pruebas en pilotes |i
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[! individuales, y que la rigidez se puede considerar simplemente ‘como la suma de las
\ rigideces de cada pilote.

Boutwell y Saxema (ref 41) recomiendan, pai'a ‘el caso de pilotes de punta, utilizar el
sistema de dos grados de libertad mostrado en la fig 24, donde:

[l my masa total del sistema cimentacién-mdquina

{ [ k¢ rigidez de cada pilote; se obtiene medianEt:é la teoria simple de columnas;

donde l..p A y E son

" por ejemplo, para el modo vertical kp =

respectivamente longltud drea y modulo de elasnc:dad del pllote

K¢ -rigidez del grupo; es igual a la -rigidez 'de cada pilote multiplicada por el
*  numero total de pilotes J

¢t -amornguam.lento del mstema cimentacién-madquina obtemdo a travis de

‘ vibraciones hbrs( :

2oy ‘

‘ U m,, ¢, y k_ son los pardmetros del suelo sobre el cual se apoyan los pilotes, y se obtienen
mediante la teoria del semiespacio elistico (tabla 1). El problema principal en este !
procedimiento sugerido por Boutwell y Saxema estnba precisamente, en la correcta |!
determinacion. de estos ultimos parametros.

Para el movimiento vertical, la influencia que tiene la carga axial y 1a longitud del pilote

1 sobre la frecuencia de resonancia en pilotes de punta se ilustra en la fig 25 obtenida por

': Richart (ref 43). Dicha figura muestra que a medida que la carga axial se incrementa y/o
“la longitud del pilote aumenta, la frecuencia de rescnancia disminuye. El mismo autor
-sefiala, en otro de sus trabajos (ref 5), que la contribucién de un pilote a la rigidez contra
la torsién de una zapata, estd dada por

13 E
" k= Kypdl? (EF), (EF)g

‘ . d didmetro ael pilote
|

Ky, 'mddulo de reaccién del suelo
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\ ahora ofrece mejores bases y es por tanto el mis recomendable. El empleo de programas 5

1 | longitud del pilote | ‘
‘o radio de la zapata

(EF),, factor de eﬁmencxa para un pilote rigido que considera el efecto del
movimiento del suelo

(EF)g factor de eficiencia que considera la flexibilidad del pilote

) " . . ‘
! Trabajos recientes realizados por Novak y Beredugo (refs 42,44 y 45) ofrecen resultados
mis realistas y por tanto mds confiables. La tabla 8 sefiala los valores correspondientes a. -

los coeficientes de rigidez y amortiguamiento para los distintos modos de vibracién.

' Las funciones f,,.,, f11.3, etc, dependen de las caracteristicas del suelo y del pﬂote y se
obtienen a través de la tabla 9 y 1a fig 26.

' De acuerdo con los resultados tebricos de Novak (ref 42), las cime‘n_tacion&s piloteadas, en
'comparacién “con las cimentaciones por superficie, pueden tener mayores frecuencias
" naturales, menores amortiguamientos y mayores amplitudes en la resonancia. Como ) )

consecuencia de estos resultados, Novak establece que “los pilotes pueden eliminar o!

! ~x ) reducir asentamientos permanentes, pero no pueden eliminar vxbraczones ' !
Lo )

- —4/11
' , 1) WI t(/a{,J'
10. CONCLUSIONES _ ' t r,lf :

La respuesta de c:me'htacmnes superficiales de maqumana se puede obtener a través de
sisternas eqmvalentes de un grado de hbertad los que estdn constituidos por una masa |

concentrada que representa la masa de la maquinaria y la de la cimentacién, uno o varios :,.-"_.

resortes que simulan la rigidez del suelo, y uno o varios amortiguadores que representan -
la pérdida de -energia que ocurre en el sistema méquina-cimentacibn-suelo.-

Los trabajos tedricos sobre la teorfa del semiespacio elastico y \nscoelésuco que hastala -
"fecha se han desarrollado, permiten, desde el punto de vista matemaitico, evaluar

© correctamente los pardmetros de disefio que rigen los sistemas equivalentes. Faltan, sin ' \

embargo, datos experimentales que permitan determinar la influencia que puedan tener -
otros factores en el verdadero comportamiento de los sistemas reales.

| Para el caso de cimentaciones piloteadas existen procedimientos que utihzan sisternas de
‘uno o mdis grados de libertad; sin embargo, el método sugerido por Novak es el que hasta

de elementos finitos puede ofrecer, en un futuro préximo, considerable auxilio en el ":°

andlisis de esta clase de cimentaciones profundas.
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Los efectos principales del encajonamiento de la cimentacién es aumentar la rigidez y el
amortiguamniento. En lo que se refiere a la estraufxcambn los efectos que se pueden tener ;- y
por el hecho de permanecer la roca basal a relativa poca profundidad, es un avmento en ’
el coeficiente de rigidez y una disminucién en el coeficiente de amortiguamiento; dichos '
iiefectos resultan pricticamente despreciables cuando la relacién H/R (profundidad de la
\'roca/radio de la cimentacion) es mayor de 5.

i I

Ii En comparacion con las cimentaciones por superficie, las cimentaciones piloteadas pueden

|

tener mayores frecuencias naturales ‘(como consecuencia del aumento en Ja rigidez,
menores amortiguamientos y mayores amplitudes en la resonancia. -
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TABLA 1. VALORES DE LOS PARAMETROS EQUIVALENTES EN CIMENTACIONES
- CIRCULARES® APOYADAS EN UN SEMIESPACIO ELASTICO (ref 19)

' RELACIONES DE |
TIPO DE MASAS k . 1 Do | M,
EXCITACION | MODIFICADAS
| 1-v 4GR 0.425 M
Vertical B-—b —_— 0.27 — -
v g ) 1-» VB, B,
_ 2-v | 8GR 0.29 ) M
' Hc_:nzor.ltal Bh Y b o \/_B_h 0.095 E
3
: o 31 ] 8GR’® 0.15 1
; . B,= — 2 —— | 024 —
: Cabeceo | B~ ® 3(1-2) (1<BVE, 0245

Los valores se obtuvieron de igusler las amplitudes méximas determinadas con Ia teoria de! semiespacic, con tas

dererminadas con los sisternas equivaientes

b 4 mamento de inercia de la masa con respecto al sje de giro

t o4

. TABLA 2. VALORES DE K PARA DISTINTOS TIPOS DE DISTRIBUCION DE ESFUERZOS
i : (ref 19) | i :

DISTRIBUCION DE - K - (I;Kv)’pm ve1/4
ESFUERZ0S | '

Base rigida | | 4 | 0.188

Uniforme \ ‘ T | - o 0.239.. _

, " ~ G 0319

_;: .

SN
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TABLA 3. EXP—RESIONES APROXIMADAS PARA CONSIDERAR EL EFECTO DE

ENCAJONAMIENTO

. DIDg

O.é (Z-V)(ER),

MODO k/kg
‘ h - 1419 (1-v} h/R
- Vertical 1+ 0.6(1-v) = —_— T
R ‘/k/ko .
h 1+1.9 (2-¢) h/R
Horizontal - 1+ 0.55 (2-0). =
O .n + R - kjko V
: . .
Cabeceo 1. 1.2(1-v)§+ L

> 1407 (1-0) % 0.6(2-v)(%)’

Vk/ke

TABLA 4. AMORTIGUAMIENTO INTERNO EN SUELOS (ref 27)-

AMORTIGUAMIENTO

TIPO DE SUELO EQUIVALENTE
Arenas y gravas secas 0.03 a2 0.07
Arena saturada o seca 0.01 2 0.03
Arenas y gravas saturadas 0.05a0.06"
Arcilla 0.02a0.05
Arena limosa

0.0320.10
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TABLA 5. CONSTANTES DE RESORTE PARA UNA BASE RECTANGULAR RIGIDA
APOYADA EN EL SEMIESPACIO |

- CONSTANTE DE
MOVIMIENTO | RESORTE*
i G
Vertical . k, - 1o 8, VBL**
Horizontal . ~ ky=2(1+v) G VEL
G
e 2
Cabeceo kT 1w ﬁfBL

Los valoresde g , 4, v 8, estan dauos por la fig 16

B= ancho de la cimentacion y L = longitud de la cimentacidn (en el plano de rotacion-en cisw de cabecen)

TABLA 6. VALORES DE K, VS DENSIDAD RELATIVA

DENSIDAQ RELATI-VA? _‘J-K':

30 : 34

40 | _ - 40

60_ | ) 52

75 o 62

50 -

b | ‘
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TABLA 7. VALORES DE DISENO RECOMENDADOS POR BARKAN PARA ¢, ®

CAPACIDAD DE CARGA ESTATICA COEFICIENTE <,
TIPO DE SUELO PERMISIBLE, en kg/em? en kg/em?"
Suelos blandos <1.5 <3
Suelos de resistencia media 1.5 -35 3-5
Suelos resistentes (arcillas 3.5-5 5-10
- duras o arenas compactas)
Rocas >5 >10

: * Losvaloresde Che S ¥

@

¢ se pueden estimar con |as relaciones

3

ch'cvn_;cr- 2I'.‘v;c¢- 4 v

TABLA 8. COEFICIENTES DE RIGIDEZ Y AMORTIGUAMIENTO EN LA TEORIA
DE NOVAK (ref 42)

vl

velocidad de ondas cortantes en el suelo

MODO k c
_ A E A
Vernf:al T f18.1 —\%— f1s.2
1 Ep I
Horizontal _'_{_'fll 1 - f1,2
To o Vs
, E, I I
Cabeceo o \57'; £7.2
: $
PN Bl E,
Acopladas (horizontal 5 9.1 . W f9_2
y de cabeceo) 0
" A d4rea de la seccidn fransﬁersal del pi{‘ote E b méddulo de Young del pilote
- momento de inercia de la seccion transversal tg  radio del pilote

Las funciones f1 190 f1 1.2+ €1C, dependen de las carscteristicas del suelo y del pilote, y se abtienen a través
de la tabla 9y 1a fig 26.




35

TABLA9. PARAMETROS DE RIGIDEZ Y AMORTIGUAMIENTO f,, 1, vy f,, PARA
PILOTES DE MADERA Y DE CONCRETO CON 1/r,>5 (ref 42)

PARAMETROS DE RIGIDEZ IJARAMETROS DE AMORTIGUAMIENTO

v — |55 | 2. fo1 f11a f7.2 fg.2 f11.2

]
<3

0.01 {1 0.202 { -0.0194 0.0036 0.139 | -0.0280 0.0084
) 0.02 1 0.285 | -0.0388 0.0100 0.200 | -0.0566 0.0238
0.4 0.7 -10.03 | 0.349 | -0.0582 0.0185 0.243 | -0.0848 0.0438 -
(Concreto)|.0.04 | 0.403 | -0.0776 0.0284 0.281 | -0.1130 0.0674
0.05 | 0.450 | -0.0970 0.0397 0.314 | -0.1410 0.0942

0.01 10.265 | -0.0336 | 0.0082 0.176 | -0.0466 |. 0.0183
0.02 | 0.374 | -0.0673 | 0.0231 | 0.249 | -0.0932 | 0.0516
0.4 20 |0.03 | 0459 | -0.1010 | 0.0425 0.305 | -0.1400 | 0.0949 .
(Madera) | 0.04 |0.529 | -0.1350 | 0.0654 | 0352 | -0.1860 | 0.1460
0.05 | 0.592 | -0.1680 | 0.0914 0.394 | -0.2330 | 0.2040

0.01 |0.195 | -0.0181 | 0.0032 | 0135 | -0.0262 | 0.0076
0.02 |0.275 | -0.0362 | 0.0090 | 0.192 | -0.0529 | 0.021s
025 07 [0.03 |0.337 |.0.0543 | 00166 | 0.235 ‘| -00793 | 0.0395
- |(Conereto)| 0.04 {0.389 | -0.0724 00256 | 0.272 | -0.1057 | 0.0608
0.05 |0.435 | -0.0905 | 0.0358 | 0.304 | -0.1321 | 0.0850

0.01 |0.256 | -0.0315 | 0.0074 | 0169 |.-0.0434 | 0.0165
-} 0.02 {0362 | -0.0630 | 0.0209 | 0240 | -0.0868. ] 0.0465
025 20 [0.03 |0444 | -0.0945 | 0.0385 | 0.293 | -0.1301 | 0.0854
((Madera) 0.04 |0.512 | -0.1260 | 0.0593 | 0.339 | -0.1735 | 0.1215

0.05 }0.573 | -0.1575 | 0.0828 | 0379 | -0.2168 | 0.1838
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Excitacion . - %,k,\ {79{{/ J]_E

Resorte equiva- ~
lente de giro

K Amortiguamiento
horizontal equiva-
lente '

Amortiguamiento
equivalente de giro

Masa equivalente

Resorte equiva-
/4~ lente a la torsion
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Fig 1. Sistemas equivalentes tipicos (ref 46)
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. . vkx P
F(t)=F, sen Qt . MX ‘—_f‘_':"'_
[E——— - ——— )

I B
cx _:!

(@) @)

i 7

Fig 2. Fuerzas que actuan sobre un sistema de un grado de libertad

. ‘ 5 ” T
FDC © [1Dg= 0.01
I
3
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0.9
] .
0.707
O ]
0 1 2
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Fig 3. Curvas de amplificacion
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< 4
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Q
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Fig 4. Curvas de respuesta en sistemas con masas-excéntricas

2
by
b
2
:




39

Mismo desplazamiento verticai

- en todos los puntos

a) Correcto establecimiento de las condiciones de fronterg

L R
R Distribucidn de esfuerzos supuesta
Oy = Tvh=0
, \ ¥
TR VA ey 4 L Mmool mm A A v & e N

b) Establecimiento aproximado de las condiciones de frontera

Fig 5. Condiciones de frontera (ref 19)

p- Po it

i ,///7// 4

w desplazamlento

Medio -seminfinito

Fig 6a. Sistema de masa rigida en medio
. seminfinito (ref 19)

,—Masa rigida

////M

Q'Qoe

it

Medio seminfinito

Fig 6b. Separacién de las fuerzas que obran
en el sistema (ref 19)
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~ Fig 8. Curvas de amplificacion dindmica en el semiespacio eldstico
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Fig 9. Variacién de X, y X, en furcién _de la relacién agiimensional de frecuencias ag
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0

Fig 10. Efecto del tipo de distribucidn de esfuerzos en las curvas de respuesta (ref 37)
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Fig 11. Efecto del encajonamiento y la proximidad de la roca en el coeficiente k (ref 20)
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Fig 12. Coeficientes de rigidez y amortiguamiento, segin Luco (ref 16)



Cimentacidn cuadrada ' ~ B £
T 1
b
L ;x -
y ’ :
Lb_| 2
Pianta : 4 o
) H —
: b3 =TT
X 4\’<’
~ .
Estrato Pl
H eldstico . . /(9” .
—_— o | L [ ol | | |
Base rl'gido 0 05 1.0 1.5 20 0 05 10 15 . - 20 .
. : Q, = .Uo----
Perfil _ _
a) Funcién f (v =1/4) : b) Funcion f, (v=1/4)

Fig 13.’Funciones f, y f, para una cimentacion cuadrada sujeta a una fuerza vertical horizontal dindmica, apoyada en un estrato
elastico (ref 21)
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. | I ]
D/ e
Do } Acopladas .
O
A} Fuerza. vertical
[ | )
} Fuerza horizontal .
s 0O |
- - . ‘o ‘—l"-—-a --- Ny
e 1 T I" .

4“

.

L, radio de la cimentacion

PR T3

0 o4 08 Y 16,
o Relacion de encajonamiento, d/r,

Fig 14. Variacién de la rgh‘cién de amortiguarniento con la profﬁndidéd de encajonamiento (ref 48)
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_ .
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Fig 19. Método de hoyos en paralelo (cross-hole method) (ref 32)
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Fig 21. Determinacién de k mediante pruebas de placa
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APENDICE. EJEMPLO DE APLICACION*

Se requiere determinar las dimensiones de la cimentacién cuadrada de una maiquina que
pesa 2 700 kg, sujeta a una fuerza dinimica de 680 kg, que opera con una frecuencia de
10 cps. Los requisitos que debe cumplir la cimentacién son: 1) la méquina necesita
quedar a 2 m sobre el nivel natural det terreno, y 2) la velocidad de las particulas debe
ser menor de 0 075 cm/seg. -

Datos del terreno de cimentacion. Se trata de un suelo limoarcilicarenoso duro, ton un
peso volumétrico igual a 1.92 ton/m>. Los valores de la velocidad de onda al cortante,
medidos in situ, estin dados por la fig Al

Los resultados de una prueba de placa cuadrada,de 1’ x 1°, son los de la fig A.2,

Calculo deG IR

El valor de k, con los datos de la pruéba de placa, es v /
200 % 12
ke S22 ax10° In/piex 12x 10° kg/m

0.003 ; -
b -'.--‘-.‘-',.'.'.r-fl'f- R A
. < et RS U i ]

*  El gjemplo que se presania fue adaptado dal original que sparece en la ref 19



De la tabla 5 y de la fig 16 para una cimentacién cuédrada, al asignar un valor de v« 0.35, se
tiene

-
b
T

k,(1-v) 8x10°(1-0.35) _
G- - - 2.4 x 10° Ib/pie’
2.16B 2.16x 1 '

O sea’

G- 1.187 x 10° kg/em® (A

El siquiente paso es comprobar el valor de G con las mediciones de C!i obtenidas in situ, para
lo cual se determina el valor del esfuerzo a mitad del bulbo de presiones en la placa. El radio
equivalente para este caso seria

r= v 1/x« 0.564 pies
D= 1.12 pies

3/4 D= 0.85 pies

y los esfuerzos verticales a la mitad del bulbo ' »

N
('..'-"- -
ot .

¢

b/pie’ = 1 782 Ib/pie?
o, = 8815 kg/em? -,

Vg

0, = 0.42* x 4000 lb/pie’ + 0.85' x 1201

PR S
]

0.8910

Profundidad equivalente - =460 cm-4.6m

1.92x10°?

Delafig A.l sededuce que C - 240 m/seq, o sea

G- oC, l;?; X 240* = 1.13 x 107 kg/em?

* Factor de ssfuerzos correspondients a uns profundidad de -3— D
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lo que equivale a
G=1.13x10° kg/cm® : (A.2)

Como los valores de las ecs A.l y A.2 son prdcticamente iguales, se usara el valor dado
por esta ultima en el disefic preliminar.

Disenio preliminar. Conforme la tabla 5, el valor de k para cimentaciones cuadradasesta dado
por ' '

G
k,=— 2.16B
v 1w

por lo que al sustituir valores se obtiene

1.13x 10’ ' ‘
k, = —% x2.16xB=3.75x10’B (B, en metros) (A.3)

Si se supone que la frecuencia de operacién es relativamente pequefia con respecto a la de
resonancia, se puede aplicar la simplificacion: ' :

V_, -0X sz Fo . Fo
max= 0Tk | 14@/w) ] K
o sea que el valor requerido de k sera
P, - 680 x {2r x 10)

k- - — k
velocidad de disefio/factor de sequridad 0.075/2 . g/em

k«1.14x 10°

Delas ecs A3y A4 se obtiene que B= 3 m; por tanto, la cimentacion mostrada en la fig
A.3 puede suponerse como disefio preliminar.



Revisién del disefio preliminar

Para un andlisis mas detélla.do del disefio, se calculara la masa total del sistema

a) Masa de la miquina (Mm)

2720 kg
= =278 ——
M, 9.8 7 m/seg’

b) Masa de la cimentacion M,)

M vol x Yeoncreto 3x3x2.6x 2400 56160
c” 9.8 ) 9.8 9.8

M_= 5 730 kg/m/seq’
tir :_'

’
e
]

¢) Masa efectiva de suelo (M, ;)

Radio equivalente » v/3/7 = 1.69m: R®-4.85m’

M 5730+ 278

"R 1920 -
55 X485
1v. 065x6
. . - 0.97
B,- b 27—~ 0975
‘Delatabla§ |
M 0.27(6008) kg
M, =027 — - ———— 0 | 1663
ef B, 0975 - miseq?
d) Masa total
~ Esta masa est4 dada por

My +M_+ M, = 278+ 5730+ 1663 - 7671 kg/m/seg’

Y 1 M’M}
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Profundidad equivalente

Se estima ahora el punto medio de! bulbo de presiones; para ello primero se ca]cularén
los esfuerzos por peso propio al nivel de desplante. BRU A1
" 56160+ 2720

g,= — g - 6.54 ton/m?

A la mitad del bulbo de presiones, los esfuerzos totales son 4 4
iy
I" <
» Z

/

o, (C D) 042x654+%x338x192 7.6

7.6
Profundidad eqmvalente “{o2 ~ 4m

| De la graifica de la fig A1 se deduce un valor de C, = 230 m/seq. Calculando el valor de G,

se tiene

1920
G« 230% x W = 1.03x 10" kg/m’ - 1.03 x 10’ kg/cm’

© Kk-103x10" x2.16 x 3+ 1.03x 10 2
' i m

Nétese que en el cdlculo de k se ha estado despreciando la profundidad de encajonamiento
de 0.6 m; ello se debe a que dicha profundidad es relativamente pequefia y que al .
despreciarla se estid dentro del lado de la sequridad. Sin embargo, si se deseara utilizar la
influencia del encajonamiento en k, se podria utilizar alguno de los criterios sefialados en el
cap 5. -

Por tanto, la frecuencia natural del sistema es

1/103x10
fo— [-2X0 184
2" 20/ 7671 84 cps
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Calculo de la velocidad maxima

: Py 1 680 1
com )l — — = 62,
Vmix™ Y Tizay " %28 ToEx10° 120y
) ‘ 18.4

V_ .= 5.8% 10 m/segs 0.058 cm/seg < 0.075

r

Si se quiere tener un factor de sequridad mayor de 0.075/0.058 = 1.29, deber4 procurarse
aumentar k sin que M aumente, lo que se consigue, por ejemplo, al ampliar la base de la
cimentacion, pero reduciendo las dimensiones superiores. Para la cimentacién de la fig
A.4, los resultados que se obtienen son:

M_ - 278 kg/m/seg?

Mo 4 861 kg/miseg®
My - 2 504 kg/m/seq®
‘Mpor = 7 643 kg/m/seq?

C, - 250 m/seg

G - 122 x 107 kg/m? |
k. 1.42 x 10® kg/m

£ . 21.7 cps

Vmax = 0.038 cmiseg

FS ~ 2

Se recomienda al lector verificar, a manera de ejercicio, estos resultados.
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ANALISIS DINAMICO DE SISTEMAS SUELO-ESTRUCTURA
Y PRESAS DE TIERRA

RESUMEN. -
de sistemas suelo-estructura y presas de tierra,

Miguel P, Romo
Instituto de Ingenieria,UNAM

o

En este artfculo se presentan algunas técnicas analfticas para el estudio de la respuesta sfsmica
Se hace énfasis en los métodos generales que consideran el efec

to de interaccifn entre el subsuelo y la estructura .(por tanto se puedan-utilizar para edificios o para plantas

nucleceléctricas).

Para el caso de presas se presenta un método general que permite evaluar deformaciones perma-
nentes y calcular las presiones de poro, y dos procedimientos simpltficados.

Se hace hincapté en 1a necesidad de

ejercer buen juicio ingenferil y la colaboracifn de espectalistas én e) disefo sTsmico de-presas de tierra.

1. Introduccidn

En los Gitimos afios se ha logrado un 2vance significa
tivo en la comprensidn del comportamiento dinfmico de
sistemas suelo-estructura y presas de tierra. Se han
desarroltado procedimientos analfticos para calcular.

la respuesta sTsmica de estructuras y pruebas dindmi- .

cas (de laboratoric y de campo) para evaluar las pro-

Corgas '

= clclicos

_ micas.

Explosidn

L

piedades de los suelos sujetos a cargas de tipo sTsmi
co. Similarmente, se han propuesto métodos de disefo
para.evaluar 1a estabilidad sTsmica y 1as deformacio-
nes potenciales de presas de tierra bajo cargas diné-

_ . : e
Los problemas dinimicos en geotecnia se pueden clasi- ‘\_)

ficar en tres categorfes (ver fig 1.1):

[

RAOSTISIATATTEARTINE,. -
a) Cimantecidn de mogquinaria .

T

B

R

b) Respuesta dindmica o

n Estructure

7 - s~ 0w W, W

explosiones

Estructura

¢) Respuesta sismica de estrucluras masivas

Fig 1.Y. Problemas dindmicos en Geotecnic
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+ a) Problems de vibracién de maquinaria (fig 1.la),
; en 1 que la excitaciln dinimica se especifica

! al nivel de 1a cimentacin y generalmente con-

! siste de una oscilacidn de frecuencias conocidas.
i
|

b) Probl=ma de respuesta dinfmica a ondas superfi-
clales causadas por explosiones (fig 1.1b), en
el que 1a excitaciSn consiste normalmente de on
das de relativamente corta duracifn.

¢} Problema de respuesta sfsmica (fig 1.lc), en el
: que la excitacidn dindmica se especifica normal
mente a clerta profundidad en un estrato rocoso
o, en la superficie del depSsito de suclo de ci
mentacidn, cuando no se tiene un registro del
~sismo en roca. La excitaciSn dinfmica consiste
en general en un histograma de aceleraciones con
un amplia contenido de frecuencias.

' E1 principal o'bjetivo de este artfculo £s cubrir algu;.
' nos aspectos analfticos de la tercera categorfa de pro

blemas, enfatizando los métodos para evaluar la respues
ta sismica de sistemas suelo-estructura y ltos procedi-
mientos desarrolladas para determinar tanto la estabi-
11dad como las deformaciones potenciales de presas de
tierra sujetas a cargas sfsmicas.

2. Respuesta Dinfmica de $istemas Suelo-Estructura

. Una consideracién 1mbortante en el anélf co-
., de estructuras desplantadas sobre materiales flexibles

es la evaluaciSn de 1a retacién que existe entre las
caracferfsticas de la excitacién sismica del suelo de
~fmeiitacifn, las condiciones geoldgicas del sitio, las

“or~;ciones locales del depdsito de suelo y 1a respues ,'
Los-as -
bji g rr-r__\.'-, )

ta de las estructuras a la excitacién sismica.
pectos esenciales de este problema son dos:
: ‘ P AT

a) Las condiciones locales del suelo y las condicio-
nes gealfgicas del sitio afectan en general las
caracteristicas de la excitacién sfsmica, en tér
minos de su mixima aceleracién y de su contenido
de frecuencias. Por consiguiente es necesario
evaluar la magnitud de estos efectos con el fin
de establecer criterios de disefio apropiados. En
1a fig 2.1 se muestran espectros de respuesta pro
medio de sismos registrados en la superficie de
varios depSsitos de suelo con diferentes rigide-
ces {Seed ot al., 1974). Es notorfo el efecto
del tipo de suelo en las formas de 10s espectros,
especialmente para periodos mayores que 0.5 seg;
para valores superfores las ampiificaciones es-
pectrales son mayores para depdsitos profundos
de suelos no cohesivos y depSsitos de arcilla
blanda a media que para condiciones de roca yde
pésitos de suelos rigidos.

b) Durante 1a excitaciSn dinimica las estructuras
{nteractian con el suelo de cimentacién, Por lo
tanto, es necesario evaluar los efectos de esta
{nteraccidn sobre la respuesta dinimica de las
estructuras. El fendmeno de interaccidn suelo-
estructura se manifiesta por una diferenciz en-
tre ¢l movimiento u, en la base de 12 estructy
ra y el movimfento u, en Ya superficie del te-
rrenc lejos del sitio de cimentacidn, como se
indica en la fig 2.2, Este movimiento puede ser,
en general, vertical, horizontal, de cabeceo y
de torsidn.
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Fig 2.1 Espectros de aceleracidn promedio
. para diferentes condiciones iocales

Estruchyre
L]

{uo}p # {u}
' {u} Vectores de movimientos vertical,
horizontal, de cabeceo y de forsion .

Fig 2.2 Definicién de lo interoccion suelo-estructura

Debido a que, en general, el campo sTsmico en el cua:
se va a colocar una estructura no se comoce y aten-
diendo a los dos aspectos antes mencionados, el pro-
blema bisico de interaccidn suelo-estructura invoiu-
cra el citculo de la respussta de una o mds estructu-
ras, en un sitio en particular, a partir de una exci-
tacién de disefio dada (excitacién de control} actuan-
do en un punto especifico (punto de control) del sitio
antes de la construccifn de la estructura {andlisis de
campo libre). Una vez que ss& conocen las caracter(s-
ticas stsmicas del campo 1ibre se 1leva a cabo un anf
}1sis de interaccibn que considera las caracteristicas
del suelo de cimentacidn y de la estructura. Los me-
todos para estudiar la respuesta del campo libre no
se presentarfn aquf, pero el lector puede consyltar
el estado del arte preparado por Lysmer (1978).

Los problemas de respuesta de campo Yibre y de inte-
raccidn son de tndole diferente; sin embargo, en prin
cipfo se pueden formular en términos de modelos contI
nuos ¢ discretos. Debido al gran nimero de modelos
matemdticos propuestos en la literatura, en este ar-
tfculo s6lo se discutirdn modelos discretos enfatizan
d?t:quellos que utilizan la técnica del elemento fi-
nito. .



. Algunas de las ventajas de los modelos que emplean el
. método de] elemento finito son: a) permiten tomar en

cuenta 1a no linealidad y 1a heterogeneidad del suelo, -

" ¥ b) se pueden simular econdiciones de frontera mis
. rapresentativas que con modelos comtinuos. Por otra
parte, los modelos contfnuos tienen ventajas con geo-
" matrias simples y materiales lineales. Sin embargo,
su utilidad se restringe bisicamente al andlisis de
. wibracifn de maquinaria, de problemas de interaccién
- para estructuras con cimentacidn superficial y algu-
i nos tipos de problemas de respdesta del campo Tibre.
Para depbsitos estratificados y en particular para
problemas que 1nvolucran estructuras desplantadas
a profundidad las soluciones del continuo se tornan
muy complicadas y s&lo se pueden evaiuar con procedi-
mientos aproximados; por lo tanto, se plerde la ven
taja principal de obtener una solucifn exacta.
2.1 M&todos de andlisis
[. Los procedimientos analfticos para estudiar el pro-
I blema de interaccién dindmica suelo-estructura se
i pueden clasificar en dos categorfas atendiendo al
! procedimiento sequido para resolver el problema; -
' estas son: a) Método$ de Subestructura y b} Métodos
: Completos (Lysmer, 1978).

El planteamiento matemdtico es semajante para los
dos grupos de métodos. Debido a la complejidad del
problems #) sistema de ecuaciones resultants se so-
luciona con &1 método del elementa finito.

" Eeuscdones de Movimiento

La teorfa que se presenta en este inciso se refiere
a2 modelos de deformacidn plama, con propiedades vis
coeldsticas 1ineales, del tipo general mostrado en
la fig 2.3. E]l modelo consiste en tres regiones:
dos: zonas estratificadas semi-infinftas (campo 11-
bre) y una zona central dentro de 1a cual pueden
existir estratos de geometrfa frregular {problema
de interaccidén}. La frontera inferior del campo
libre se supone rfgida pero no necesariamente f{ja.

Campo kibre .
Regién de lntcmcl&lll

Fig 2.3 Modelo para el problema de inte-
"~ raccién suelo-estructurg

La frontera inferior del problema de interaccidn
puede ser rigida o flexible, con una condicidn de
frontera viscosa para simular la existencia de un
semi-espacio eldstico debajo de esta regifbn. -

La representacisn esquemitica del procedimiento de
solucidn se presenta en 1a fig 2.4, EI sistema que
se va a analizar corresponde & 1a estructura y el

.suela que 12 rodea (fig 2.42, problema de interac-

cifn}, Este sistema se descompone en dos modelos,
el de campo tibre (fig 2.4b} y el (ncremental que

es equivalente a un problema de vibracisn de maqui
naria (fig 2.4c). Superponiendo Tas soluciones de
estos dos modelos (e) teorsma de suparposicifn es
aplicable puesto que los matariales se suponen visco
elfsticos l1ineales) se cbtiens la respussta diniatca
de) sistema suelo-estructura. Entonces los despla-
zamientos del sistema suelo-estructura, {ug}, se ob
tienan de la sfguiente ecuacifn:

(2.1)

Donde {uy} y {u,} son los vectores de desplazamientes
en ¢l campo libre y en el modelo incremental, res-
pectivamente. . -

(4} = {ug} + ()}

Los modelos mostrados en la fig 2.4 son 1dénticos en
el sentido que estin discretizados igualmente con -
elementos finitos. Adems, todas las masas y rigi-
decas son las mismas, excepto que l1a parte estructu-
ral del modelo presentado en la fig 2.4b no tiene ’
masa ni rigidez y para este modelo los nudos en la
estructura arriba de la superficie del terrenc se

. suponenr fijos. -

Suponiando que las fronterss estin Tajos*de 1a es-

‘tructura (fig 2.4a) 1a ecuacidn de movimiento para o

problema de interaccitn es:
NI T} +ICHG) + KNy} = (F,) (2.2)

Donde [M}, [C] ¥ [K] son las matrices totales de
maga, amrtiguamiento y rigidez, respectivamente; y

{Fi}es Ta excitacidn dindmica actuando en Tas fronte

© campo 1ibre.

ras del modelo.

Debido a que los nudos fijos en Ta estructura no

afectan la respuesta del deplsito de suelo (fig 2.4b)

Hbecuacian de movimiento para el problema de campo
re e5:

M1} +16, 106, #K Huy) = (Fy) (2.3)

Donde l.tlol. [C,) y [K,] son las matrices de masa,
amortiguamientd y rijidez, respectivaments, de?

Sustftuyendo 1as ecs (2.1) y (2.2) en 1a ec (2.3)
se obtiene 1a ecuacidn da movimienta para ¢l modalo

_incremental (problema de vibracién de maquinaria):

ec {2.3).
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(MY ¢ (CG) ¢ XN} = (F - (2.4)
Dande '
(F) = (W] = (M1} (T} + (1G] ~ECN) (G} +
+{(kgl -(KI){u,} (2.5)

es ¢l vector de carga y puede determinarse de los
desplazamientos del campo libre calculados con 1a
Es importante notar que el vector de car
ga' (F} depende 5810 de la diferencia entre las pro-
pledades de la astructura y del suelo excavado.
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a) Problema de interacclén

Fy

b} Problema de campeo libre -

¢} Problamag de vibracidn

& Nudos cargados
© Nudos fijos

Fig 2.4 Eiupas do superposicion para el problema de iniaracci'én

Los desplazamientos totales {u¢} del problema de in

teraccién suelg-estructura se calcuhn por superpo-
sicifn como se indica en la ec {2.1).

De esta formulacifn matemdtica se pueden obtener
Tas siguientes caracterfsticas important.es del fens
meno de 1nteraccién.

"~ a) Para el pmﬂema de interacciln se necesitan
- Gnicament’  los movimientos del campo libre que
-, ocurren déntro del volumen de suelo que se
excava para el desplante de la estructura.
Esto implica que para estructuras desplantadas
en suelo blando, el anilisis de campo iibre es
quizé la parte mis {mportante del problema de
interaccifn, debido a que para estos sitios
los movimientos de campo 1ibre varfan ‘signifi-
cativamente con la profundidad. Por lo tanto,
el uso de métodos que emplean impedancias cons
tantes con la profundidad para simular el fe-
ndmeno de interaccifn pueds conducir a resulta
dos errbnegs. Esto tiens gran implicacidn en
el procedimiento de andlisis dindmico usado
para edificios en la Cludad de México.
d) Para estructuras desplantadas a cierta profun-
© didad la importancia del fenSmeno de interae-
cibn depende de 1a diferencia entre las masas
y rigideces de la‘estructura y del volumen de
suelo excavado. Esto significa que para es-

masa) los efectos de interaccifn son nulos.

L)

. ¢} El andlisis as vilido para sistemas lineales.

i Sin embargo, el efacto no lineal se puede to-
#ar en cuenta con un procedimiento equivalente
1ineal {Seed & Indriss, 1959) que consistse en
resolver el problema linealmente pero $terando
en una relacidn esfuerzo-deformaciln para in-
cluir el cambio de rigidez del suelo con el ni
vel de deformaciones desarrollado por la exci-
tacidn dindmica. Para estructuras disefiadas
para aceptar pequefias deformacicnes como plan
tas nucleceléctricas esta restriccidn no es

tructuras compensadas (tanto en rigidez como en

[ —

importante. Ademfs, el pi'oblaua"?é campo 1{-

bre no se puede resolver, en general, con mé

todos no lineales verdaderos (Lysmer, 1978).
M&todos de Subesiructura

Debido a la complejidad para modelar el problema de

interaccifn han surgido los 1lamados métodos de sub- w- v

estructura (Lysmer, 1978), “@stos procedimientos di-
viden el problema de intefaccidn en dos partes. En |
1a primera se analiza el depdsito del suelo de cimen !
tacién como si fuera un semi-espacio continuo, y hlr.|
funciones de impedancia y las caracterfsticas de re-
fraccifn de las ondas se determinan en Ta interfase
suelo-estructura. En la segunda parte estas propie
dades se usan como condiciones de fronters y se e
va a cabo e] andlisis dindmico de la estructura con
un sistema de carga$ que se cbtiene directamente de
los movimientos del campo :1ibre.

Estructuras con cimentacidn duperfdlelal, Con base
en la taorfa presantada antariocrmente 1os movimien-
tos de {nteraccidn se pueden calcylar usando la e
(2.5). Sin embargo, para el caso de una estructura
con cimentacifn superficial las fuerzas {F} actdan
solamente en la base y en el primer nivel de -la es-
tructura como se indica en la fig 2.5a. Para este
caso la ec (2.5) se reduce a la siguiente ecuacidn:

(F}=- NI {0} - [C ) Hug} - [K iy} (2.6)

y [k s6lo dependen

Donde las matrices [M.], (C:l
e 1 estructura y {u,} son

de las caracterfsticai d

" Jos valores de los movimientos an 1a superfitie del
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campo 1ibre. Este modelo es vilido para cualquier
tipo de onda propagéndose en el campo libre. Si

el ambiente sfsmico consiste fntegramente de ondas \
de corte propagdndose verticalmente en campo 1ibre,
entonces fijando 108 puntos nodales de la estructu
ra {fig 2.4b) en la direccidn vertical y asignindo
les los movimientos horizontales de la superficie
del canpo 11bre la estructura no se deformd cuando

se Te sujeta a la excitacién dal campo dfbre y la

Y



1

ec {2.5) se reduce a:

{F} = - (n,] {uo}, (2.7}

Por la tanto, los movimientos relativos se pueden
calcular usando el modela inercial de interaccibn
{fig 2.5b) donde todas las fuerzas (F} resultan de
multiplicar la masa de la estructurz a 1a elevacitn
dese}:ada por la aceleracidn de la superficie del! cam
po ltbre.

r
: A
) Fy r
. i ¥ - ’
Seml- s3pocio Semi-sspacio

") Sistemo genercl de’ b} Ondas de corte, base

ondas, basa flexible flaxible
[
r
¥
' 1
r
d
[ 1] .' -
L ke
' Losg sin peso

*

c) Ondas de corte, base
rigida

Fig 2.5 Andlisls de estructuras con
cimentacidn supetficial

S1 el semf-espacio se representa con elementos fini
tos, entonces 1a flexibilidad de 1a losa de cimentz
cidn'se puede incluir ficilmente en los anflisis de
interaccién. Por otrz parte, sf la losa da cimenta
¢idn se considera rfgida, entonces e] modelo se re-
duce al mostrado en 1a fig 2.5c. Las impedancias
k, ¥ k, son funcién de la frecuencia y se pueden de
teminar a partir de los coeficientes de impedancia
obtenidos en problemas de vibractén de cimentacianes
correspandientes. En problemas pr!cticos es comin
despreciar la dependencia de k, y k, de 1a frecuen
cia y utilizar valores constanfes cono los presenta
dos en las tablas 2.1 y 2.2. E] espesor de 1a Tosa
rigida sin peso, d, representa la interaccifn aco-
plada entre ios mdos de vibracién horizontal y de
cabecea, y #s, en general, una funcidn compleja de
la frecuencia.- £n la prlctica esta interaccidn se

. desprecta (d=0) debido a que se ha demastrado ama

1fttcamente que esta interaccifn acoplada es débiT
?grl’cimentacmnes superficiales (VQ etsos y Wei,
710 .

i
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Tabla 2.1 Constantes para la ropl-'cs'enucidn de?
problema de interaccifn syslo-estruc-
turs. Cimentacidn circular

. Coaficiants de

Tipo de Constante de

excitacidn rigidez amortiguamiento
tortntal  k +ZUNR ¢ L0676 ¢ r/e7E

|
Cabeceo KT %" T, & VT
Vertical ko—38R__ . 085 Kk RGTE
- 2 I S z z

Torsin k,= 16 GR*/3 ¢, = Lt

ors t t ry .

donde

v = reA:ciﬁn de Poisson del medio de cimenta-
ci .

midulo de corte del udio de cinentacidn

x o
[}

= radio de ‘la cimentacidn

p = dansidad de) medio de cimentacidn
3(1-v)1e .
]

.-
R
[ ]

I. = momento de inercia de la estructura y de la -

9 ¢imentacidn alrededor del eje de cabeceo en
la base

1, = momento da dinercia po'lar de 1a estructura y
la cinentacidn

Tabla 2.2 Constantes para 1a representacifn del
problema de interaccifn syelo-estruc-

tura. Cifmentacidn rectangular
Tipo de . Constants de Coaficiants de
exc_itacwn rigidez amortiguamiento
Horizontal k. -z(m)sa /AL Use los resulta-
'S I 2.1 con los radios:
Vertical k = 8 -@E . RadBlJr (tras-
I“' B lacidn)
Torsitn Use tabla 2.1 con R=/ELT/3 (ca?o—
: ceo
R=YIGBL {(BZ+L3)/6n
donde
vy 3 -s@ definen en 1a tabla 2.1

direccidn de la excitaciSn horizontal

L = longitud de ta cimentacidn en 1a direccwn
de 12 excitaciin horizontal

X' Bw. 8, = constantes qua son funcifn de ln rela-
cién L/8 como se Indica en Ta figura:

"B = ancho de 12 cimentaciSn perR:ndicuhr ala

ke e TR Ty

PRI e )

Pt TN

Ly T



L9 Un procedimiento alternativo es el método de fronte-
aa nfgida propuestc por Kausel y Roesset {1$74). Es-
te método se basa en el principio de superposicidn
y consiste en resolver el problema de interaccidn
en tres etapas como se indica en la fig 2.9. Enel
primer paso se resuelve el problema del campo 1ibre
pero incluyendo una cimentacibn rfgida, sin peso y
de forma {déntfcs a 1a de 1a cimentacidn real (H?
2.9b). La excitacién dinfmica que s utiliza es 12
misma que Ta que se emplea en Ta solucidn total (pro
blema de interaccibn).

T T

3 A T | L LR |

La solucibn de este problema

I 1 produce un conjunto de acelaeraciones de cuerpo rfgi-
N T P T TR do del campo 1ibre {denominado interaccién cinemiti-
o 0.2 04 06 1.0 2 4« s o ca) para diferentes tos en la cimentacidn de la

estructura {fig 2.95}). En el sequndo paso, que es ___
un problema de vibracibn de cimentacidn, se determi- ;
nan las impedancias {que son funciones de la frecuen :
cia) del suelo de cimentacifn para Tes modos de vi-
En e] tercer paso se

| Estnucturas con cimentacdibn profunda. La profundi-
. dad de desptante afecta significativamente la res-
: puesta dinmica de Ja estructura. La principal di-
" ficultad para resolver el problema de interaccibn
con métodos de subestructura es que, debido a que .
105 movimientos en el campo 1{bre varfan con 12 pro
fundidad (especialmente en suelos blandos), es di-
“ffcil especificar la distribucibn de las fuerzas
inducidas por el campo libre sobre la parte ente-
rrada de l1a estructura. Esto ha conducido a algu-
nos investigadores (p.e. Hall y Kissenpfenning,
1975) a utilizar un modelo como el mostrade en la
fig 2.6 En este modelo las masas m, y m, represen
tan las masas det campo libre, y se Tles da un va
Yor numérico 1o suficientemente grande para que no
sean afectadas por la respuesta de la estructura y
asT tengan los movfmientos correctos del campo 11-
bre. Las impedancias, ky, se suponen constantes y
sus valores se cbtienen de tecrfas aproximadas
{Johnson et af., 1975). Relrsiones entre las impe
dancias, ki, y 12 profundidad de desplante se prese
tan en la }19 2.7 para cimentaciones circulares y en
la fig 2.8 para cimentaciones de longftud semi-infi-
nita. Aunque este método no se puede justificar ri-
gurosamente, a través de comparaciones con andlisis
mds completos, como el método del elemento finito, se
ha demostrado que funciona razonablemente bien para
S]gunos casos de edificfos con cimentaciones enterra
as, . ) : .o

Fus-my
{en todos los nudos)}
Superficie del
. campo libre Ky [ "y "
PP ™7
yi e Yot ma i
ity
—p—— 2
Punto da control o
jEia LN

Fig 2.6 Modelo de pardmetros concentrados
para el problema de interaccidn

bracidn retevantes {fig 2.9c).
calcula 1a respuesta dindmica de 1a estructura sujeta
a las excitaciones dindmicas obtenidas en el paso
uno, ¥y considerando las fuerzas de inercia en la es
tructura,calculadas con 1a ec {2.7) usando los movi-
mientos de campo libre (fig 2.9d). La solucién to-

tal (problema de interacciln) se obtfene superponien

do los resultados parciales como 1o indica la ec
(2.1). " La dnica aproximacibn {involucrada en este pro
cedimiento se refiere a 1a rigidez de Wa.cimentacidn
de la estructura incluida en Ta respuesta del sitio
(ffg 2.9b). Esto tieme como consecuencia que, & me-
nos que se pruebe que esta hipStesis es vilida para
cada caso, este método no permite evaiuar las defor-
maciones y esfuerzos reales en la parte enterrada de
1a estructura. Por otra parte, es diffcil obtener
soluciones riguroses para el primer paso de la solu-
c16n excepto con el método del elemanto finito y
puesto que el ‘sagundo paso también requiere de un
andlisis con elemento finito, a! método de frontera
rigida diffcilmente es mfs competftivo que otros mé
todos que utilizan el método del elemento finito
(métodos completos) para obtener soluciones rigurg
sas. - .

Para salvar la dificultad de 1a frontera rfgida. se
propusc el m&todo de frontera flexible (Gutiérrez,
1976). En este método el sistema estructura-suelo
se considera compuesto de dos subestructuras: la es
tructura misma y el suelo subyacente. La excitacifn
dinimica se defins a partir de la respuesta del cam-

?

po 1ibre a la elevacifn de 1a interface entre el sue

la y 12 estructurs. Por lo tanto, la solucibn com-
pleta al problema de interaccin con este método re
quiere primero obtener la respuesta del sitio para
determinar el movimiento de la frontera flexible
{equivalente al paso uno del método de frontera rf-
gida), luego se obtienen las funciones de impedancia,
similar al problema mostrado en la fig 2.9¢, que in-
volucran mis grados de libertad (modos de vibracién
de) problema de ¢imentacidn) y consecuentemente las
matrices de impedancia son mayores. El tercer paso
involucra el andlisis de 1a estructura y es un poco
mds complicado que el problema mostrado en la fig
2.9d, por el mayor nimero de grados de libertad in-
cluidos en la cimentacisn. Como para el método de
frontera rfgida, el punto débil de este procedimien
to radica en que no axisten soluciones anaifticas
para el problema del campo libre incluyendo la cimen
tacién. Por consfguiente, para resolver el problema
de manera rigurosa se tiena que recurrir al método
dal elemento finito, desapareciendo asf el atracti-
vo principal del método de frontera flexible,
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Fig 2.9 Método de frontera rigida

Los problemas de respuesta del sitio y de obtencidn
de tas funciones de impedancia concurrentes en los
dos métodos presentados anterformente, se pueden sim’
plificar 51 en el problema de interaccién se incluyen
mds grados de libertad entre el semi-espacio y 1a es
tructura. Este procedimiento denominado método de

—volumen (fexible propuesto recientemente por Lysmer

{1980) consiste en secéionar el suelo y la estructu-
ra no en su interface sino como se muestra en la

fig 2.10. En esta divisfn la estructura (fig 2.10¢)
consiste en la superestructura mis la cimentacidn
menos el suelo excavado, y la cimentacibn consiste
del sitio origir.:1 (fig 2.10b; note que el suelo por
excavar se incluye en la cimentacidn); por lo tanto,
1a interaccién entre sueto y cimentacidn ocurre en
todos los nudos de la estructura en contacto con el
subsuelo. La ecuacién de movimiento en el dominio
de 12 frecuencfa {1a excitaci6n dinimica es arménica)
para el sistema total mostrado en la fig 2.10a es:

UKl - w? (M} (0} = (F},  (2.8)

donde {K] es ta matriz de rigidez compleja {las com
ponentes de esta matriz son complejas para tomar en
cuenta el amortiguamiento histerético y viscosc B8,
? ki) del sistema total, w es la fre
cuencia de la excitacidn arménica, [M] es Ta matriz
de masas del sistema total, {u} es el vector de des-
plazamientos en el dominio de la frecuencia y {Fl,
son las fuerzas externas en el dominfo de la frecuen

s cia.

‘La subestructura de la cimentacidn (fig 2.10b) estd

compuesta por suelo excavado (representado por los

puntos nodales £}, por suelo del campo 1ibre {repre-
sentado por los puntos nodales g) y por la condicién
de frontera (representada por 10s puntos nodales b).

. La ecuacidn de movimiento para esta subestructura es

.t compuesta por tres sistemas de ecuaciones acopla-

. das. Estas ecuaciones en el dominio de la frecuencia
son;

{[K] - wfM] }Mfu}‘ +{[K} - w?[M] }{b{"'}b

+ 0K} - M) Ludy -{r}" (2.9)

CIKY - w1 Y, Lud + 40K - wilMD )y yludy
+ (K] - wiM1 ), Lol = 163, (2.10)

([K] -~ w?[M] } £{u}‘ +{{K] - z[M]} b[u}b

- z .- -
+{lx) w‘[Hl}gg{u}g {0y (2.11)

Haciendo {A] = [K] - w?[M] y escribiendo las ecs
{2.9), (2.10) y (2.11) en forma matricial, se obtie
ne la siguiente ecuacidn para el problema mostrado
en la fig 2.10b:

Asg Peg Mol 1Y Fy
A96 Agg Agb l.lg '- 0 {2.12)
F

Aog Poa Pp] | M b
Note que las fuerzas { F,} son las fuerzas de inte-
raccidn con la estructuisa del problema mostrado en
la fig 2.10c. Co

La subestructuracidn (fig 2.10c) del problema de fn-

_teraccifn estd campuesta por la superestructura (re-

presentada por los nudos &) y 1a parte de 1a estruc
tura en contacto con el suelo {representada por los
nudos { }. La acuacidn de movimiento para el proble
ma de 1a fig 2.10c es,

‘A A . - u

54 &4 4 a ¢ _(2.13)

Aa (A&.-A“) u‘ -Fﬁ

donde se cunple con 1a compatibiiidad de los despla-
zamientos (u; = ug ) ¥ las condiciones de equilibrio
(F; + Fy = of. 15término (Aiz=Ag) indica que la
rigidez y la masa del suetlo excav“o se resta de la
rigidez y 1a masa de la estructura.

Haciendo la hipdtesis de que 1a frontera externa nu
dos b) estd infinitamente lejos de la estructura




)

)

L))

ra eliminar el problema de reflexidn y refraccifn de
1as ondas sfsmicas en una frontera ficticia), 1}

NaciSn de movimiento para el problema de campe 1i-
.re (similar al mostrado en la fig 2.100) se puede
escribir:

A )
Mg P e | LY 0
[} = 2.
Agg Rgg Pgn Y3 0 (2.18)
Aog  Pog  Pob Yy F
donde {u'} son los desplazamientos de campo libre.

Restando la ec (2.14) de la.ec (2.12), se obtiene:

\

Mg Mg e s Bl
- A ' = {2.
Ag‘ Agg 36 vg 0 {2.15)

Rog g Poe i Y. |0

donde {v} = {u} - {u'} son los desplazamientos de in
teraccifn. Subdividiendo 1a ec (2.15) camo se indi-
ca, {vq} and {vp] se pueden eliminar y {Fﬁl se puede
expresgr de 1a siguiente forma:

[Fﬁ} [‘l‘l{vs} lV ]({u } {u‘})
donde Ta matriz [V;] es la matriz de 1mpedanc1as (de-
pendientes de la 6frecuencia) correspondiente a los
puntos nodales { en el modeloc de cimentacifn (fig
2.10b) y puede obtenerse de 1a solucién de campo
“ibre con cargas puntuales en Tos nudos correspon
slentes .

St se sustituye la ec (z 16) en 1a ec (2.13) se

A
A

34

L

(A,

A

8¢

-A..

ol’}

u.
]

0

) W‘J o't

(2.

1

(2.18)

La solucidn al problema de 1nteracc16n Suelo-estruc
tura con el método de volumen flexible se obtiene
de la siguiente manera:

a) Se resuelve el problema del campo Tibre para
determinar Tos movimientos {u}} que estin
dentro del volumen de 12 part? de la estructu
ra desplantada a profundidad.

b) Se resuelve el problema de impedancia para de
terminar la matriz {\f‘]

c) Se resuelve et problema estructura1 lo cual

... involucra formar Tas matrices comp]eias de ri

© gidez y el vector de carga de la ec (2.17).
De a solucidn de esta ecuaciéin se obtienen
los desplazamientos finales.

Es importanfe notar que con este método se elimina
el problema de encontrar los movimientos de campo 11
bre con 1a cimentacidn de la estructura, ya que con
1a subestructuracién seleccionada el protk. se re
duce a uno de respuesta det sitio (campo V¥fbre}. Por
otra parte, el problema de impedancia es similar al
de los dos métodos antes mencionados pero con una
frontera superficial mis regular (compare la fig
2.10b con la fig 2.9b) y se puede resolver como el
inverso del problema de flexibilidad con métodos
propuestos por Waas (1972) para el problema plano,

" por Kausel y Roesset (1974) para sistemas axisimétri

obtiene la ecuacitn que permite calcular los movi

mientos finales de la estructura:

cos y aproximadamente para configuraciones generales
tridimensionales usando soluciones axisimétricas
{Wolf y von Arx, 1978). 'E1 anflisis de la estruc-
tura es ligeramente mis complicado que en el caso
del método de frontera flexible debido al mayor nd
mero de nudos que intervienen en la interaccifn;

sin embargo, se sigue el mismo procedimiento.

Estructura menos

]

a) Sistema total

b) Sistemg de la cimentacidn

suslo. excavado

Fp

¢) Sistema ds Sa estructura

Fig 2.10 Método de volumen flexible
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_dande

. donde (Q}

N

£ye hy C son caracterfsticas del suelo

£1 valor de cada componente de [Q] se obtiene con la
sigufente relactén:

(s 1x)) (2.25)

‘es el valor promedio'

. Actuslmente se estd 1mp1ementando un programa de com

JH

putadora que utiliza el método del elemento finito
para resolver este planteamiento anaiftico,

3.. Presas de Tierra

Los procedimientos analfticos para el estudio dinfimi
co de presas y terraplenes han avanzado significati-
_vamente en la G(1tima década. : Del método pseudoests-
tico utflizado para evaluar la estabilidad sfsmica de
terraplenes, se ha pasado 2 métodos del elemento fi-
nito que permiten evaluar tanto la estabilidad (in-
cluyendo las caracter§sticas esfuerzo-deformacifn del
suelo constitutivo de la presa) como las deformacio-
nes potenciates {incluyendo el desarrollo de presio-
nes de poro en materiales susceptibles a 1icuacidn)
de presas de tierra'y enrocanfento sujetas a eventos
stsmicos.

A pesar del avance stgnificative debemos admitir la
existencia de problemas relativos a 1a evaluacibn de
las propiedades dinimicas, a la selecciln del sismo-
de disefo, a la evaluacién de las presiones.de poro
y de las deformaciones que resultan de los.: atos com
binados del anilisis de respuesta y pruebas de Tabo-
-ratorio, a la evaluacidn del efecto tridimensional

'y a la integracibn de las experiencias pasadas en el

anilisis. Por consfquienta, con el estado actua) de}
conocimiento se requiere ejercer un buen juicio en .
todas las etapasdel disefio sTsmico de presas de tie
rra, y seguramente se sequirfn utilizando en el futy
ro, independientemente de'los avances logrados. E1
buen juicio i fer{l es una camponente que hunca -
podrd ni deberf sustituirse cuando se disefian obras
geotécnicas.

Aunque el buen juicio es una de las premisas {ndis-
pensables para lograr un disefio sTsmicc racional y
as! minimizar eV peligro de falla de una presa, guia
en el ejercicio de este juicio se puede obtener por
medio de estudios analfticos cuya complejidad depen
derd ;1; Ta mgnitud y tipo ‘de problema bajo consi-—
deracién,

En este capftulo se presentan y se discuten algunos
de los mitodos, existentes para 103 anfl{sis de esta
bilidad y de’ deformaciones de presas y terraplenes
sujetos a cargas sfsmicas. -

Considerasiones Generales en ef Disedo de
Presas .

Antes de presentar los mltodos de anflisis, es con-
veniente notar que 1a mayorfa de los dafos potencia
Tes que pueden resultar de 1a accidn sfsmica sobre
presas (ver tabla 3.1} no requieren de un tratamien
to analftico sino simplemente de la aplicacidn ra-—
cional de medidas oreventivas. As!, para prevenir

_este t1po de fa'llu no exisun.

la pérdida de bordo libre (cuyas consecuencias po-
drfan ser desastrosas) por compactacifn del suelo

o asentamientos regionales causados por movimientos
tectdnicos, bastarfa con dotar a la presa con una
altura adicional. Similarmente, para evitar agrie-
tamiento o destruccién de la presa por el movimiento
de una falla geolfgica cerca de la cimentacidn, se
requiere si 1amente Ta identi?cacibn de fallas
geoldgicas acti\m y la seleccién de un sitio donde

Tabla 3.1 Tipos de falla 'lnducidos en presas de tie

rra y.enrocamiento por sismo

1. Deslizamiento o distorsién por cortante del terra
plén y/o de la cimentacifn

2. Tubificacifn a través de grietas inducidas por mo
- yimientos drferenciales

3. Pérdida de bordo Tibre debide a 1a compactacibn
del terrapién o de la cimentactdn . -
L]
4. Rotura de concuctos subterr&neos

5. Rotura de Ta
geolbgtica en

resa por mvimientos de ‘una falla
a cimentacidn

6. Deslizamientos en el vaso

7.. Desbordamiento por oscihciones del embalse de pe
_ ricdo largo

8. Pérdida de bordo iibre por movimiento relativo
del vasc y de 1s presa debido a desplazamiento
.de fallas .

9. Falla de) vertedor

‘Por consiguiente. el dafio potencial que los sismos
pueden inducir a las presas de tierra y enrocamien
to se pueden eliminar adoptando medidas de defensa
del«tipo da 1as mostradas en ta tabla 3.2. Aunque
esta 1ista proporciona medidas de seguridad acepta
bles bajo cualquier estindar, existen situaciones
especizles que requieren medidas de defensa como

un sistema de doble presa con el fin de que en caso
de que Ta primera cortfna. falle, el agua sea rete-
nida por 1s segunda. Esta medida se Justifica cuan
do aguas abajo existen asentamientos humanos impor-
tantes (p.e. cludades) que peligren en caso de una
descarga sGbita del embalse por colapso de 1a presa.

E1 uso potencial de medidas de defensa debe ser la
primera consideracién que debe hacerse en o] dise-
Ro sfsmico de preésas de tierra, antes de llegar a
12 soluctdn de los problemas planteados par Ta po-
sfble ocurrencia de sventos sTsmicos importantes.
Ademfs, en ol disefo se deben adoptar criterios ra
zonables para asegurar que de ocurrir un desliza-
miento en la cortina, no se pierdan los efectos be
néficos de las medidas preventivas.
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. - . RESUMEN . o

. T -

,Se presenta una solucion  analitica para resalver’ el prnh!ﬂma .de , aislamierntn de
ciinentaciones, de vibraciones ganerarlas en su cercania, mediante barreras de pilotes. Fi sistema
dr aislamientn esti formado. por’una linea de pllotm elastiros y_ la exttacidn esta duda por
nna Mente de” ondas® cilindricad Sv. EI pmhlpma se formula bidimensionalmente como 1o

de. difraccidn miltiple de ondns elasticas,” Ing campos refllejados y refractados por lIrs pilntes
se construyeri mediante expansiones de funciones de ondas cilindricas.” La solucidn exacta se
nhliene al satisfacer idénticamente lag condiciones de continuidad de desplazamientas y esfuerzos
en lag Jnterfases suelo—pllote con’la ayuda del.teorema de- adicion de Graf.-Se presentan algunns
reanltados numéricos que mnestran el comportamiento de barreras de pilotes como sislema de
aislamiento, y se define un indice de transmisibilidad para medir su efectividad.

SUMMARY '
. o 'f |

An analylical solution is presenled to snlve the problem of foundation isolation, from
vibralions generated in the neighhorhood, using barriers of piles. This isolation system is .
formed hy a row of elastic plles and the excitation is'given by a source of cylindrical SV waves.
‘The problem is formulated in two dimensions as one of multiple diffraction of elastir waves,
L diffracted and refracted fields by the piles are constrircted as expansions of cylindrical wave
funetions. The exact soluntion is obtained salisfying in an exact forn the continuity conditions of
dhieplacements ‘and stresses at the soil- pile interfaces, whith the aid of Graf’s addition theorem.
Seme numerical results are presented which show_the hehavior of barriers of piles as isnlalion
system, and a transmissibility index is deﬁmd o meaaure their effectivity.
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wo(r, ) = wp [ Z (-1 "em H,(n)(k_.rf(;;) r't_)s'mﬂm Jm(kyrr)cosmdy +
m=

CRR TR Z (—!) ”(2) rfm) senmfo fm(l 1) qenmﬂ;] + |

m=1

-1

=) 3 [L A Z( e 5 Wlkad) T (kyr1) conmfy +

=1 n=0 m=0
B Z (=" L (kydjt) Jon {k,r';)‘ senmﬂ;] + : (R)
m=1

H(’” k r;) rr)qmﬁl + Z n, H(?)(k 1) senmﬂg

m=1

(1 - &p) Z [L 1A Z ’“n " (ko) (kyry) cosmfly +

j= r+1_n-n ‘ _ ) o
Z( l) nl L Lo (ks dﬂ) S (ks r;) snan,] -
n=1 . m=lI ’ ]

. donde
ka0 = 1@ 0k om0 ()
Ln(y = - w0 + (2™ 1"’m() (10)

£m = factor de Neumann (g9 = Ll y € = 2, m 2 1), dy = - distancia centro a centro
enitre el j-ésimo pilole y el {-ésimo pilote, dm = distancia entre la fuente y el l-ésimn
pilote, 8y = angnlo entre la fuente y el I-ésimo pllote (Figura 2) y 6;, = delta de
Kronecker (=1 si .= j; =0si ! # j).

Sustituyendo las ecuaciones 5 y 8 en las ectaciones 6 y 7 y empleandn las
propiedades de ortogonalidad de [as funciones trigonométricas, es posible obtener cuatro
sistemas - infinitos de ecuaciones algebraicas que definen los coeficientes A , B , Cl y
Dji. Sin embargo, como no interesa la solucién en los pilotes sino en el suelo, se pneden
ehmmar lod toeﬁclentes Ci y DJ obtemondose rlos sistemas de ecuacmnes que tienen
la. siguiente forma: - ‘

: (2) (2 ' '
ik, a) Follm'(kya)]

— J -

(1 5:1) E:E: Ko (kedje) AL+ [ Ji(k,a) — FnJm(k,a) S

J=1n=0

.
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1—61,1 L Z(—l) Kr = {11)

=41 n=0

= - 21rJg(—-])mH,(,3)(k,rfm] cosmBor, - L =12, 4y om =01, .7

- (8 R e
(1 =) (=17 S5 k) i+ | M) - Falln ()

j=1n=1 ]r'n( )'_ Frn']m(k_qﬂ) m‘
< r oo
(1=&p) Y 3 (=" Lh (ko) BL = (12)
B j=ipin=1

= —‘21::0(—1)mf[i:)(k_,dn;).snnmf?m; f =1,2,:--,P y m = 1,2.---.

donde

= OB Ta(kpe)
F, = (J— 2= {11
Hafls 'Im(kp")
la prima indica derivada con respectn al argnmento.

Resolviendo los sistemas de” cenaciones 11 v 12 el problema esti resurito,
Numéricamente dichos sistemas no pueden ser resueitos exactamente; nna aproximacion
de 1a solucién se obtiene al reducirlos a dimension finita, trunrandn adecuadamente los
Ordenes m, n tal que fa solucion converja.

Analizando los sistemas de ecuaciones resultantes, se puede observar que el Lipo
de difractor, pilote elistico o rigido y cavidad, modifica sélo los corficientes diagonales.
Asi, cna.ndo ftp = 00 se tiene el caso [imite de pilotes rigidos v los coeficientes diagonales

de las ecuaciones 11 y 12 se reducen a:
: ’

21D (kea) ~ Ao pp) P (k) (k1)

[H“’r(k 8) — FaHD (k)

m(kla) - F Jm(ksa) Hy=00 B Em}I _(k,ﬂ) - 26m0(ﬂs/pp)"l(ks")/(k.vn]
. (14)

['11,(,3’:(1:,@.) — Ful1P(kya) 1P (k) )

77 (kya) = FoTm (kya) ],,,m = Ta(kaa) (s

Cuando jtp = 0 s tiene el caso Inmte de cavidades y los conﬁﬂpnieq diagonales do
Ias ecnaciones 11 y 12 se reduceon a
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[H Dikya) - f'unff!f’(k,n-)l 2 U (k) 16
Em P (kpa) — Fodm(k,a) Jliy=0 €. J!(k.a) (16)
[ 1P kya) - FmH,(:)(fr,n)] 11 ka) .
]:n.( W) — Fm-lm(ks“) #p=0 B ’:n(k,ﬂ,) (o

Repitiendo el mismo proreso de solucidn para el caso de incidencia normal de nna
ounda plana, es posible llegar a las ecuaciones 11 y 12 con los mismos cosficientes prero
diferentes términos independientes. Asi, para incidencia normal de ondas planas los
Lérminos independientes de las ecnaciones 11 y 12 resultan ser, respoctivamento:

mx

— 2t (=)™ cos - (1R)

— 2wy (—1) <‘mnm _ {(1m
2
RESULTADOS

Fn los esultados que se presentan, Ins campos incidentes dependen de la [recnencia
normalizada: ‘
nw 2n

= " (%)

T

donde A, = longitud de la enda incidente. Por definicién, la frecuencia normalizada
es la relacion entre el didmetro de los pilotes y la longitud de la onda incidente. Tns
calculos se realizaron vsando 10 términos de los desarrollos infinitos, siendo sulicientes
para obtener soluciones estables en el rango de [recnencias considerado. l.as barreras
analizadas estdn formadas de 9 obstrucciones,

En la Figura 3 se presentan magnitudes normalizadas del desplazamiento ., a
lo largo de la recta y/a = 150 para diferentes separaciones entre pilotes. La fuente
de ondas cilindricas se encuentra localizada a una distancia R/a = 350, la [recuencia
‘normalizada es 5, = 0.4 y las relaciones mecdnicas son pp/p, = 500 y pp/p, = 1.333.
En estos resultados se puede ohservar el comportamiento de harreras de pilotes como
sistema de aislamiento: generacion de abatimientos que resultan set mayores en ol
centro de {4 barreta, comportiandose ésta comd una sola obsteruccion y no coma un
conjunto de obstdculos independientes.

La Figura 4 muestra magnitudes normalizadas del despiazamientn w, a lo largo
de las rectas zfa = 0, 3.5, 7, 10.5, 14. La {uente de ondas cilindricas se encurntra
localizada a una distancia f1/n = 200, 1a frecuencia normalizada es n, = 0.4, se tiene
una separacion entre pilotes $/a = 1.5, los pilotes son rigidos y la relacidn de densidades
es pp/ps = 1.333. Estos resultados muestran con detalle la variacién del campo abatida:
se puede apreciatr que a distancias cercanas de la harrera el aislamiento es irregular v
poco significativo, mientras que a distancias lejanas ocurre totalmente lo contrario.
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En la Figuta 5 se presentan magnitudes normalizadas del desplazamiento w, a lo
largo de lag rectas z/a = 0, 3.5, 7, 10.5, 14 para una barrera formada por cavidades.
La fuente de ondas cilfndricas se encuentra localizada  a una distancia /a = 100; la
frecuencia normalizada es n, = 0.4 y se tiene nna separacion entre pilotes S/a = 1.5.
En estos resultados se puede ver que el comportamiento de barreras de cavidades es
semejante al de barreras de pilotes, pero con niveles de efectividad bajos.

Los resultados que aparecen en la Figura 6 muestran la influencia de la rigidez de
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los pilotes en la efectividad de la barrera. Las curvas que se presentan corresponden a
magnitudes normalizadas del desplazamiento w, a lo largo de la recta z/a = 14 para
diferentes telaciones de rigideces. Inciden normalmente ondas planas con una frecuencia
normalizada 1, = 0.4, la separacién entre pilotes es §/a = 1.5 y se tiene una relacién
de densidades p,/p, = 1.333. Se puede observar que para casos reales la variacién de
la relacion de rigideces no influye considerablemente en la efectividad de la barrera.
El efecto de la curvatura del frente de onda incidente se muestra en los resultados
que aparecen en la Figura 7. Las curvas que se presentan corresponden a magnitundes
normalizadas del desplazamiento w, a lo largo de la recta /X, = 2.6 para diferentns

/0
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posiciones de la fuente de ondas cilindricas. La freenencia normalizada es 1), = 0.4, so
liene nna separacién entre pilotes S/A, = 0.25; los pilotes son rigidos v la relacion de
densidades es p,/p, = 1.333. Se puede comprohar que si la distancia R a la que se
encuentra localizada la fuente es grande el campo abatido tiende al correspondiente a

ondas planas, ya que a grandes distancias de la fuente el frente de onda rﬂmclnm sn
comporta como plano. ’

[wyl
-
lwi| - -
Onda cilindrica (R/A225) . . :
s .
0.8 ' ‘ Sv n+})‘
B Onda plono
0.6) |
0}
.21
B
. Onda citindrica (R/Ag=%0) -
) 0 1 |8 ] 1 1 .
8 20 | 40 60 80 y 0o

Ag

Figura 7.

Para medir {a efectividad de barreras de pilotes como sistema de aislamientn, se
define un {ndice de transmisibilidad, funcién de la separacién entre pilotes y el radio
de los pilotes, como:

< IT (Sya) = 4 ' (21

donde w! = campo trasmitido. Para hacer que IT sea independiente de la posicién, '
se define como el valot minimo del campo w,. De acuerdo con s definicién el indice de
trasmisibilidad variat4 entre 0 y 1. Cuando la barrera permita que el campo incidente
pase totalmente, [w!| = |w'| y entonces IT = 1; y cnando impida totalmenlp el paso
del campo mcndente, {wt =0 y por lo tanto IT = 0. :

En la Figuta 8 se presentan indices de trasmisibilidad para diferentes frecnencias
normalizadas. Se tiene incidencia normal de ondas planas, pilotes rigidos y nna relacién
de densidades p,/p, = 1.333. Fn estos resultados se puede apreciar la inflnencia del
radio de los pilotes y la separacidn entre pilotes en la efectividad de la barrera definida

//
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.como E =1 = IT: cnando el radio de los pilotes anmenta o la separacion entre pifnies
se reduce, la efectividad de la barrera se incrementa.

1 7(s,0)
_ 0.8}

a. .
0.6 Ag 015z 03)

04

0.2

a .
3+ 20.25(ng = 0.5}

0 1 l_)_\EL_,_' s I - 1 :
0 0.2 0.4 0.6 08 g |

Figura B

Las curvas de {ndices de trasmisibilidad pueden ser de gran aynda para ol disriin
racional de barreras de pilotes, ya que conocida la longitud de Ia onda incidents v
definida la efectividad deseada, se propone el radio de los pilotes o fa separacidn entre
pilotes, se entra a las curvas de indices de trasmisibilidad y queda definida la variahis
de diseio. Por ejeimplo, supingase que se tiene un martinete con w/2r = 40 Iz, una
arcilla con p, = 0.18 ton-seg?/m" y jr, = 1200 ton/m?, pilotes rigidos de concreto con
pp = 0.24 ton-seg?/m*, y se desea una efectividad de la barrera £ = 0.5. Fntonces, de
acuerdo con los datos: pp/p; = 1.333, B, = jts/ps = 82 m/[seg, A, = %ﬁs =2my.
proponiendo a = 0.3 m, n, = 2a/X, = 0.3. Con estos valores se enfra a las curvas de
{ndices de trasmisibilidad y se encuentra S/A, = 0.25, con lo que S = 0.5 m.

CONCLUSIONES

Se ha presentado una solucion analitica al problema de aislamjento de cimentaciones
mediante barretas de.pilotes. El problema se modelé bidimensionalmente y se formmlé
como uho de difraceion miiltiple de ondas el4sticas. Se presentaron resuitados numéricos
que tmuestran el comportamiento de barreras de pilotes como sistema de aislamiento.
Se definié un fndice de trasmisibilidad, en funcién del radio de los pilotes y la separacién
entre pilotes, para medir la efectividad del sistema de aislamiento.

- Los tesultados estian sujetos a salvedades debido a que se resolvid un probiema
ideal; convendrfa hacer experimentos en modelos o prototipos a escala a fin de calibrar
la solucién obtenida. Las curvas de indices de trasmisibilidad muestran que el nso de
barreras aisladoras formadas por una linea de pilotes es adecuado sdlo para el caso

/Z
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de longitudes de onda pequeiias; seria de inlerés estudiar el caso de Iineas de pilotes
altrrnados para longitudes de onda grandes.

APENDICE.-TEOREMA DE ADICION DE GRAF

En este trabajo se emplea el teorema de adicién de (iral’. Las ondas generadas

por la Miente de ondas cilindricas se pueden representar en el sistema. de conrdenadas
(ri, @) comen

0P (kyro) = 3 (=10 em 12 (kydor) Jm(kyr)x

=0

(cosmBy cosmf; -+ senmby sen ni(h) (‘22)

[.as ondas refllejadas por el j-ésimo pilote se pueden representar en el sistema de
coordenadas (r;,8;) como:

cosnfl; ) = K7 (kydj)) cosmfy
@ (k,r)) = 5 2 (-1 Em ulkany) (23)
senné; m=0 Lo(ksdji) senméy
sig< !
=
‘ cosn8; K7 (kedji) cosmé;
1P (kyr;) = % (—1)° Z em Im(ksrt) (21)
senne_,- L"m(k,dﬂ) senm#,
stj> L
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e PARA USO ACADEMICO EXCLUSIVAMENTE *a:#
Propdsito » ' '
Andlisis de c.iment.aciones superficiales circulares rigidas de
B—GDI':._ CHZL-ROTD, sobre seniespacios elasticos homogéneos con
aﬁtort.iguamieni.;o histerdtico, sometidas a cargas armdénicas de amplitud

constante o debidas a masas excéntricas desbalanceadas ( fig 1.

Resultados
Funciones de impedancia, frecuencias naturales del sistema,

espectros de respuesta y iangulos de fase.

Método

Solucién del sistema de ecuaciones de equilibrio en el dominio
de la frecuencia. Se utilizaﬁ las funciones propuestas por Veletsos y
Verbic C(ref 13 para aproximar las funciones de impedancia de
cimientos circulares sobre semi.espacios elést;icos. Se emplea el
principio de correspondencia de la viscoelasticidad, ;Sr-opuesto por
los mismos autores, para extrapolar las funciones con respecto a la

cantidad de amortiguamiento histerético.

Funciones de Impedancia i
Las aproximaciones utilizadas Cref 1) para los modos de

traslacidén. horizontal ¥ rotacidn trasversal Ccabeceod se

.expresan respectivamente en la forma

{ R, Cac) + 1 ac ¢, Caer > - o

___lO
K = K n

h h h

K = K° ¢ RCaod) + 1 go ¢ Caod > ‘ C2)
S r r r

donde K:; y K:: son las rigideces estiticas dadas por las siguientes



expresiones como funcidén del mddulo de cortante, @, ‘la relacidn de

Poisson, v, del semiespacio, ¥y el radio de la cimentacidn, R:

o_ BGR
Kp= Z2=5— 3
3
o_ BAGR
K= 31535 42
]
los coeficientes hJ Yy ¢, son funcidén del mdéddulo de Poisson y de

J

la frecuencia adimensional ao definida como

go= w R 7 Vs 52

donde V’S la velocidad de onda de cortante del semiespacio

2=
CVS G/p).'

es

Los coeficientes hj .‘y cJ se determinan con 1las siguientes
expresiones y de acuerdo a los valores de las constantes consignados

en la tabla r las cuales dependen del médulo de Poisson:

hh=, i <6
= a 72
. Cﬁzao)z .
hr_= 1 - (3‘ = ﬁsa° 8o
1+ Cﬁzao)
cnzao)"’-
c =17 Cod
r Y2 4 0. Cﬁzao)z
Coeficiente | » = 0 v = 1,3 v = 0. 45 | v = 0.5
a 0.773 0.88 0.6 0.8
f":'v‘1 0.5828 - 0.8 0. 45 0.4
fiz 0.8 0.8 0.8 0.8
(33 0.0 0.0 0.023 - 0. 027
Tabla r
Las funciones asi calculadas corresponden a un suelo sin
anbrtiguamient.o histerético. Para tener en cuenta de - manera

aproximada el amortiguamiento histerético del sueloc se sustituye, en
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las expresiones anteriores, el mddulo de cortante G por el médulo de .

rigidez complejo definido como
"= 1 +i2¢f D (10D

donde ¥ es la fraccidn de amortiguamiento histerético del suelo.

© Solucidn de las Ecuaciones de Equilibrio
*

En la fig =2 se presenta el sistema suelo~-cimentacidn
considerado; daspreciando las riéideces dindmicas Cfunciones de
impedancia) acopladas, el equilibric dindmico del sistema se puede

_@xpresar como
i

(r)c) - [ Jfee) o) em

donde

il

[M] < [K] = TCr2).C13)
MH I ' 1o ' x -

‘ uth)-‘ _ pth) .
{F(t)} = ' {p(t)} = : o Crg2.(15)
u Ct e Ctd
r . . r _
en donde

4

M = masa total de la cimentacidn dCincluyendo masa del equipo. o .
estructura que se apoyen sobre dstad

H = altura del centro de masa (CM) con respecto a la base

Iy= Io + Hzﬁﬁ momento 1nercia; de masa con respecto a la base S .
Io= momento inercial de masa con respecto al CM

Kh= Kh + i w Ch= funcidn de impedancia del modo horizontal

Kr= Kr + 1w Cr= funcidn de impedantia.del modo rotacional Ccabeceod

w = frecuencia circular de excitacidn {rad- sl

u, = desplazamientc horizontal de la base

u = giro de la base [radl] N

Py = fuerza horizontal aplicada en el CM

P,.= momento aplicado en el CM



El sistema de cargas aplicado queda definido por

eijt+¢%J

p,Ct>= P, Cr6d

3 +
etht zpr)

prC t)= Pr crpd

donde las amplitudes Ph Y Pr serdn constantes reales arbi}trarias o
definidas como funcidn de la frecuencia de excitacidn en la forma
Ph= A ;Jz Yy Pr= B wz. siendo 4 y B constantes reales arbitrarias
Ce.g., proporcicnales al producto .de masas desbalanceadas por su
excentricidad>. L 4 wr son los dngulos de fase correspondientes en .
[radl.

La solucidn de (rr) estd dada por

_ twt _ wWwt+g D
ub('t)~— U, e = |Ub| e b I8
u (t)=U etz [T | ei(mt+¢>r.) Crod
r r r
donde U S u b( w y U ~~ u r( w) son las amplitudes complejas del

desplazamiento horizontal y giro de la base de la cimentacidn, ¥y ¢b Y
¢r los dngulos de fase respectivos.
Sustituyendo las ecuaciocnes (16)-(ro) en (rr) se obtiene las

ecuacidén de equilibr‘io en el dominio de la frecuencia:

Sl (e e} e

.donde i -
u .
{ & } . Ca2xd
u ' .
r

. {UCw)}
i : Ca22
P e wr ] :
r ’ ol

it

)

El sistema (20) se resuelve para el vector complejo {UCw)} :

>

% Pheiwh - x Pretwr
U. = 2 12 _ C23>

KX - XK
1 2 1

2



SEA-20L documentacidén " F Garcia Ranz

"% Phe""’h -x Pea'¥: .
U = 1 F 12 r , Caqgd

X -
172 12

- wM; X = -H M; vy X=K_ - oI ’
12 o 2

donde X = K
4 r v

h
La’amplitud compleja del desplazamiento horizontal del CM, Uc,

se obtiene aplicande la relacidn . .

Uc= Ub + chr ' (a5
Presentacion de Resultados

Las frecuencias naturales del sistema Cmodos 1 y 20 se obtienen
con las rigideces estiticas correspondientes, ecuaciones (3) vy (42, ¥
resolviendo la ecuacidn caracteristica del sistema. Las frecuencias

naturales de los modos desacoplados se calculan con las expresiones:

o
K
2z _ h , ]
(.u)h = --F-f—- . ) Ca206D
KO
2 _ r o :
“ T 7T . ' : . 27>
y .

Los resultados del andlisis se presentan en columnas -para el

rango. de frecuencias de excitacidn - especificado en Hertz

Ceiclosss). Adicionalmente se incluye una columna con las frecuencias

adimensionales ao correspondientes.
Las funciones de impedancia K, ¥ K;_ calculadas se presentan en
la forma definida por (rrd: KJ= K_j + i CJ . J= hg. Las amplitudes

y dngulos de fa_se se cbtienen utilizando las siguientes expresiones:

| = ¢ Ut 2 % ‘ : 8>
|Uj|—CUIJ+Uaj)\ Cz
Yay
¢ =angtan—z-j-2—- C20)
J ! . J'J

donde j= b, r c; son las partes real e imaginaria del

U:J Y Uzj
desplazamiento j, respectivamente.
Los dngulos de fase se reportan, en radianes y con el signo

: , _ i ot
correcto, relativoes al vector rotatorio et

=]



Re ferencias
Veletsos A S y Verbic B (19733, Vibrations of Viscoelastic
Foundations, International Journal of Earthquake Engineering and

Structural Dynamics, Vol 2, pp 87-102

fig 1. idealizacion del suelo y la cimentacidn
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Fig 2. modelo matemdtico
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Ejemplo

Cimentacidn
Radio: 2 m _
Masa de la cimentacidn con equipo: 58 ton
Momento Inercial de masa centroidal: 130 tonﬁmz

Altura del centro de masa con respecto a la base: 2.2 m

. , Semiespacio
Relacidn de Poisson: 1-3

Densidad esl.:::eci fica: 0.18 ton sz/m"r
Médulo de cortante: 1000 tonsm”

Fraccidn de amertiguamiento histerédtico: 0.08

_ Cargas
Las fuerzas excitadoras son causadas por una masa desbalanceada m_
con una excentricidad do' girando a una frecuencia w; el centro de
rotacidn se encuentra a ur:a/a' altura zg= 2 m por arriba del centro de
masa. Por lo tanto, el componente horizontal de la excitacidn da

lugar al siguiente sistema de cargas referido al centro de masa:

o 2 _iwt
pth)— modow e CE.1).

o Ct)= 2z m d ngiwt CE.2>
r. g o o

Adicionalmente, el componente vertical de la excitacidén produce una

!

fuerza vertical definida por
w»

(td)>= m_d ‘uze““’“’”o)
pv [= BN =}

’ ' (E.3)

Considerando que el | ~modo  vertical de vibracidn se encuentra
‘desac;opladé de los otros dos, la cimentacidn sé analiza para el
sistema de cargas definido por (E.r> y (E.2) con modo = 10 kg-m, en
el rango de O a 10 Hz. En la fig E.r se presenta el espectro de
respuesta obtenido con el programa para 100 frecuencia y se anexa el

listado de salida obtenido para 25 frecuencias.
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fig E1 Ecpectrqs de respuesta
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DATOS DEL SISTEMA

Titulo: Curéo CIMENTACION DE MAQUINARIA

CIMENTACION B : -
RAadiOe: i iiessasonsanssasassasennsnsessnse = 2.000
Masa. ..ttt e s e, . 1 -58.000
Momento inercial de masa (centro masa) @ 130.000
levacion del centro de masaccecsecsee 1 2.200
- SEMIESPACIO
Relacion de POiISS0ON.cr s s s rarsnsnennus . 333
Densidad especifica.ccceeecccnsrsaraanas @ . 180
Modulo de cortante....ccveeceeeeenrsaes @ 1000.000
Frac. de amortiquamiento histeretico.. : .05¢C
CARGAS :
Amplitud/w2 (HZL) ... i vt v naenenaaa ¢ .010
Angulo de fasSe...cccsessesarssraslradl : . 000
Amplitud/w2 (ROT) ... iveaianseisnnnnas . 020
Angulo de fase..ssesssaccascesan.lradl : . 000
Frecuencia inicial....eevcecanca.,{Hz] = .. 000
" Frecuencia finmal.ceeeeeneceeneaasubHzZ] 2 10.000Q"°
" No. de frecuenCiad.c.ccccsscsesssasassnces 235
Incremento de frecuencia ...ceee.-bHzl & .417
RESULTADOS -
Velocidad de onda S del semiespacio... @ 74.536
Momento inercial de masa BASE (Iy).... : 410.720
Rigidez estatica HIL (base cim)....... 3 . 26000E+04
ligidez estatica ROT (base cim)eceeea. = . 32000E+02

' FRECUENCIAS Y PERIODOS DEL SISTEMA



Modos Desacoplados

}0-

. QOQE+Q0Q
. 134E+QC
. 252E+00
.214E+01
. 299E+0O1
. 307E+01
. 308E+01

.131E-03 -.303E+01

MODO 1 MODO 2 HZL ROT
frec [rad/sl: 7.5&5 26.681 12.863 8.827
frec EHz ]1: 1.204 4,246 2.048 1.405
periodo [s1l: .B31 . 235 .488 712
FUNCIONES DE IMPEDANCIA
FREC Ao Kh wkCh Kr wikCr
000 . 000 . 2600E+04 «FH00E+03 - 3200E+03 - 3200E+04
417 . 070 . ?378BE+04 . 1399E+04 .3199E+05 . 3203E+04
833 140 . P55LE+04 . 1838E+04 . 318B0E+03 . 3222E+04
1.250 211 «F95S34E+04 . (2277E+04 . 3156E+03 . 3I273E+04
1.6467 281 . 9512£+04 . 27186E+04 - 3124E+05 . 3TLEFE+0Q4
2.083 351 LF4F1E+Q4 . 3154E+04 . 3084E+05 . 3520E+04
2,500 421 . 2459E+04 . 3923IE+04 . JI03IFE+OS - 3733E+04
2.917 492 .F447E+04 .4032E+04 . 2988E+05 - 4013JE+04.
3.3233 562 . F425E+04 -4471E+04 . 2935E+QS .436IE+QO4
3.750 632 «Z403E+04 «4710£+04 . 2B78E+Q3 .4781E+04
4.167 .702 .23B1E+04 .5349E+0Q4 -2B21E+03 . 9265E+04
4.3583 773 . ISPE+04 . 3788E+04 . 2763E+0S . 581 2E+04
5.000 843 . 23I7E+04 .B227E+04 . 2703E+0Q5 .6417E+04
5.417 713 .9315E+04 . BLLEE+Q4 . 2648E+03 . 7076E+04
5.833 . 703 .9294E+04 . 7105E+04 . 2993E+03 . 778B3E+04
&5.290 1.054 .9272E+04 .- 7343E+04 - 2339E+05 -.B332E+04
&.667 i.124 . 7250E+04 . 7982E+04 . 24B6E+03 .9319E+04
7.083 1.194 . 922BE+04 .B421E+04 . 2436E+05 . 1014E+05
7.500 1.264 . ?206E+04 .BBL0E+0Q4 . 238BE+05 - 1099E+0S5
7.917 1.335 . 2184E+04 . P299E+04 . 2343E+03 . 1 186E+0%
8.333 1.405 «162E+04 . ?738BE+04 . 2299E+05 - 1276E+035
B8.730 1.4795 .9140E£+04 .101BE+035 . 2258E+03 s 1367E+035
Q.167 1.54S .2118E+04 - 1062E+03 . 2218E+035 .1459E+05
7.383 1.616 . P097E+04 . 1105E+0S .2181E+03 . 1953E+05
10.000 1.68B6 . 9073E+04 .1149E+05 .2145E+0S . 1648BE+05
FREC= frecuencia [Hz]
Ao= frecuencia adimensional
w= frecuencia circular (rad/sl
"Kh + i w Ch= funcion de impedancia modo HZL
Kr + i w Cr= funcion de impedancia modo ROT -
ESPECTROS DE RESPUESTA Y ANGULOS DE FASE
FREC Ao ‘Ub Ang-b Ur Ang-=r Ue
Q00 L0000 .Q0DE+Q0 .1S7E+0! .O00E+00 .QOCQE+QQ .0QO00E+0QQ
.417 .070 .784E-0Q5 -.15BE+00 .4%91E-05 -.117E+00 . 18&4E-04
833 . 140 L479E-04 -.29S5E+00 .342E-04 -.224E+00 .123E-03
1.250 .211 .294E-03 -.219E+01 .26BE-03 -.211E+01 .883E-03
1.667 .281 .640E-04 —-.302E+Q01 ,922E-04 -.29%E+01 .267E-Q3
2.083 LIS51  L192E-04 -,271E+01 .749E-04 -.311E+01 . 187E-03
2.300 L8421 .3I04E-04 ~.829E+00 .792E-04 ,3Q07E+01 .133E-03
2.917 492 .B43E-04 —~.732E+00 .B9BE-04 .293E+01l



3.333 .9462 .144E-03
3.750 632 .26BE-03
4.167 . 702 .355E-03
4.3583 773 J379E-03
3.000 .843 . 360E-03
S5.417 713 . 334E-03
5.833 .983 .312E-03
6.250 1.054 .294E-03
b.b67 1.124 .280E-03
7.083 1.194 . 269E-03
7.500 1.264 .261E-03
7.917 1.335 .254€E-03
B8.333 1.405 .24B8E-03
8.750 1.475 .243E-03
F.167 1.545 .239E-03
7.983 1.616 .2346E-03
10.000 1.686 .233E-03

'FREC= frecuencia C[Hz]

-.202E+00
-.122E+01
-. 1635E+01
-.204E+01
-.232E+01
-, 250E+01
—-.261E+01
-.269E+01
-, 275E+01
—-.280E+0Q1
-.2B3E+0O1
-.286E+01
-.28%E+01
-.291E+01
-.292E+01
~-.294E+01
-.293E+01

Ao= frecuencia adimensional
w= frecuencia circular {rad/sl
Ub= amplitud desplazamiento HZL en la base

Ur= amplitud giro en la base [radl

. 107E-03
. 126E-03
. 130E-03
. 114E-03
. 927E~04
. 7S4E-04
. 629E-04
. S40E-04
.474E-04
.424E-04
. 3B6E-04
. 35SE-04
. 330E-04
.310E-04
. 294E-04
.279E-04
.267E-04

.271E+01
. 237E+01
. 194E+01
. 1S5E+01
. 127E+01
. 109E+01
. 955E+00
.B79E+00
.815E+00
. 764E+00Q
. 723E+00
. &BBE+00
. &S8E+00
.632E+00
. &08E+00
. SB6E+0Q0
. 966E+00

Uc= amplitud desplazamiento HIL en el centro de masa
Ang—-b, Ang—-r, Ang-c= angulos de fase correspondientes [radl

VALORES MAXIMOS Y MINIMOS

Maximos

FREC u
P P M T T N N T T P Nt P N P N T T T e N
ub = 4.583 . 379E-03
Ur = 1.250 . 26BE-03
Uec 1.250 . 8B3E-03
Fin del problema

ey

/

Minimos
FREC u
. 000 . O00E+QO
. 000 . O0QE+QO
. Q00 . OO0E+0Q0O

.116E-03
. 123E-03
. 1S8E-03
. 1BLE-03
. 196E-03
.197E-03
. 195E-03
. 1926-03
. 190E-03
. 18BE-03
. 186E-03
. 18SE-03
. 183E~03
. 1B2E=03
. 181E-03
. 1BOE~03
. 1B0E-03

. 264E+01
.278E+01
. 2B6E+01
. 292E+01
« 296E+01
. 298E+01
. 300E+01
. 302E+01
. 303E+01
. 304E+01
. 30SE+01
. 306E+01
. 306E+01
. 307E+01

.28BE+01 .-
.255E+01"
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‘- NoLas sobre dindmica de suelos y cimentaciones F Garcia Ranz

Cimientos Circulares sobre Estrato Homogeneo

r. Funciones de Impedancia

Se presentan a continuacidn funciones de impedancia
correspondientes a cimentaciones rigidas de forma circular apoyadas
en un @astrato eldstico homogeneo con amortiguamiento histerédtico
sobre base indeformable comc se muestra en la fig r. Las funciones

corresponden a los modos de traslacion horizontal, K rotacidn, Kr'

hl
y acoplamiento, Khr' con respecto a la base de la cimentacidn C(punto
A, fig ). Se definen mediante coeficientes de rigideces dinamicas

dependientes de la frecuencia adimensional ago en la formal

]

Kh( ao)

o] . -
Kh < hh + 1aoch} 1 +‘12() | . : ‘ Cr.ad

K.Caod = K2 ¢ k_ + ia@ec > (1 + i2%) ’ Cr.bd
K, (ao> = K; R < Iy =+ daec, > (1 + i2¢) Cr.ed
donde

Kj : rigidez gstética CF= h,ro

hj ¥ Cj ; rigideces dindmicas C(j= h,0,hrd

Z : fraccidén de amortiguamiento histerdtico Cmateriald

R : radio de la cimentacidn

La frecuencia adimensional do estd definida como

ao= L R, w R ¥ prG - . o ' . (2

7
s
donde
w : frecuencia de la excitacidn Crad- sd
VS: velocidad de onda cortante
p : densidad especifica Cp= yrgd
G : médulo de cortante
1

El término C1+i2f) en las ecs (1) es un factor de normalizacidn que
resulta conveniente para presentar los coeficientes de rigideces
dinamicas; no implica en este caso que se este recurriendo al
prfncipio de correspondencia de la viscoelasticidad para incluir el
efecto del amortiguamiento histerdtico del suelo.



Notas gobre dinmdmica de suelos y cimentaciones F Qarcia Ranz

Las rigideces estaticas estin dadas por las siguientes

e
expresiones
o _ BGReR R 2 D S D
o 8GR® 1 R D D

siendo vilidas para los rangos: D/R £ 1.5; D/7H = 0.75;, R/H < 0.5,

La relacidén entre las funciones de impedancia expresadas en

términos de w ¥y en la forma basica

K = K"‘Cw) + iwC, (w) : Cq.ad

h h

K = K (w) + iwC_Cw ' , Cgq4.0)
r r r : :
Khr= KhP(f.o) + 1°£hr(w') ‘ o Cg4.c0

y los coeflcientes de rigideces dindmicas, se obtiene sustituyendo la
ec C2) en las ecs (1) e igualando con las'ecs (43. Para las rigideces

de traslacidn horizontal y rotacidn se obtiene

KICh, -21Z P ' - CJ= R, P ¢(5.0>
K;(—;—cj+ethj/w.) Cy= h, r> (5.2
L Vg _

K (=
CJ

o R
Vv
=

C (w)=
J

y para las rigideces acopladas,

L]

_ o . _ w : . .
K' Cud= Kh R C k' 2 ¥ _Vs <, > s q)
o R
) = v C5.62
CCw)_KhR( Vsc +2th'/w) _ : 5
2 Elsabee F ( 1975>. Static Stiffness Coefficients for Circular

Foundations Embedded in an Elastic. Medium. Tesis- para obtener el
grado de Maestro en Ciencias. Depto de Ing Civil, MIT.

T b=
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Las rigideces dindmicas dpe se anexan tanto en forma tabulada
como grafica corresponden a un numero de casos c]ue son de utilidad en
la pf;éctica profesional particularmente en las etap‘as' de diseﬁoﬂ
preliminar. Se observa que las rj:gideces di'_na‘.micas que se presentan
son funcidn no solamente de .la frecuencia adimensicnal ao sino
también, de las demds variables que definen Va.l problérﬂa Ce.i. H/R.
D/R, v- vy ¥¢). Los valores presentados podran ser u't‘ilizados con
cr_it.erj:c por‘el disefador para c:ub;rir casos intermedios. - No se
~recomi enda Racer uso del pri n.ci pio de "corresppndencia para
extrapélar. como funcidn de £, los coefi_.cient.e;-s presentados3;
par-tiicularmente cuando las variaciones de los coeficientes c';:m_ la
frecuencia presentan picos muy mar'cados.-u .'osci'laciones.import.'antes._j

Los coeficlentes de rigideces dipémca# acoplade;s.':.khr Y S
que se consignan, son consistentes con la convencidn de signo de la
mano. 12quierdé Cgiro positivo =‘ sentido ‘manecillas " del relo,‘j).
Sig"uiendc' esta convencién, la matriz de rigideces dindamicas se

construye sin cambiarle de signo a los terminos acoplados.

NN ' : I EERZASS

PN A

G, p, v, ¥

VAV . base inde formable _ / VAV a4

fig 1. Variables del sistema

3 Veletsos A y Verbic B €1973). Vibration of Viscoelastic

Foundations. Earthguake Engineering Structural Dynamics, Vol &, PP
87-102
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Rigideces Dinémicas:‘Estrato sobre base rigida

HsR= 2.0 DrsR= 0.0 vr= 0.33 {= 0.05

acs2n kh ?h hr <. hhr hr
000 1.0000 oC00 1.0000 0000 0420 0000
028 9897 00686 9968 0021 0417 -. 0001
oso a9571 0144 Q870 0042 Q410 —. 0003
078 8959 02556 9702 0066 0394 -. 0008
100 7867 Q484 9455 0083 0357 -. 0019
129 5606 1996 9110 Q132 0258 -. 0096
150 S726 46795 8652 01995 o258 -. 0271
175 6313 5504 8034 0296 0309 -.0414
200 7110 5835 7179 0503 0478 -. 0608
229 g222 5447, 65114 1082 1134 -. 07989
250 7042 4985 5916 1827 1970 -. oz8e
2758 7428 5650 Sg19 2140 1980 o127
300 8478 5703 5846 =353 1878 0387
3298 2626 5287 5765 25837 1607 osas
350 9983 4370 5743 2705 1133 o657
375 7814 3579 5823 2825 o741 0545
400 5087 4087 5880 2883 0801 0473
425 3867 4820 5897 2934 0836 ‘0521
450 35635 5744 5928 2980 Q704 o612
475 4521 6648 6000 3011 0306 0707
S00 7596 7364 6107 3008 0459 0733
525 1.2845 7ee8 .6143 2954 1412 0876
550 1.7057 S821 . 5831 2887 1873 0248
S75 1.6780 4078 . 8807 2873 1549 -. 0030
600 1.2984 3015 . 5067 2918 o897 -. 0157
525 8064 2828 4681 2992 0234 -. 0169
650 4082 3254 4339 3096 o231 -.0108
6795 1311 3873 4181 3223 0503 -. 0044
700 -. 0870 4819 4182 33456 o713 oozz
725 -. 1823 5538 4392 3445 0867 0104
790 -. 0883 6620 4754 3506 0oB6O . o213
775 4118 79599 5165 3515 0474 03c8
800 1.2651 7743 5495 3480 0358 0362
829 2. 0203 8538 5624 3419 1085 0259
850 2.1381 4824 . 8507 3364 1227 0120
875 1.7401 3845 . 5235 3339 0879 0038
900 1.1671 3193 .4914 3343 0688 ooci1z2
o923 6303 3278 4613 3389 0505 o1z
50 2002 3661 4367 3411 o392 o020
Q73 -. 1272 4238 4184 3462 0345 0032

1.000 -. 32856 4995 4091 3514 0373 C044

.....................................................................
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Rigideces Dindmicas: Estrato scbre base rigida '

H/R= 2.0 DsR= 0.0 v= 0, 40 ¥F= 0.01

Qo 21 kh c h hr‘ Cr~ khr c A
elnle) 1. 0000 Q000 1. 0000 0000 -.0125 C000
o255 897 0013 9968 0004 -, 0124 Q000
oso ¢ 9569 0029 as70 0008 -. 0122 0000
o075 8950 o052 Q703 0013 -. 0116 -. 0001
100 7825 0100 2458 coi8 -.0lo0 -. 0002

-----------------------------------------------------------

129 4346 1250 9121 0028 -. 0043 -. 0016
150 5241 4929 8665 o042 0003 -.0104
175 S861 5848 8050 o082z o083 -. 0z20
200 g702 5426 7191 o178 0073 -. 0424
225 B403 6745 5880 0490 -. 0144 -. 0827
2850 1.1140 51350 4994 1628 -.1781 -. 0817
278 28528 2742 5269 =062 -.1783 =. 0039
30C 5162 5030 5165 2el8 -. 2274 0206
329 7944 5401 5011 2434 -.1838 0608
350 92942 4526 4910 2637 -.1290 0820
378 7381 2264 5060 2796 —-. 0356 0574
400 2784 3708 5047 2806 -. 0940 450
425 1318 4714 4854 2852 -.1154 0546
450 Q348 5803 4866 2804 ~.1218 0704
475 0448 7228 4823 2956 —. 0998 o824
500 3818 2028 4888 2o86 —-.0120 lisa
525 1.4411 9888 . 5034 2930 1787 11389
550 2. 5685 7005 . 4785 2781 3084 0557
875 2. 4467 3307 . 4039 2726 2415 00g7
600 1.7480 1803 . 3279 2783 1341 —-. 0028
625 2080 0900 2661 2891 o887 -, 0065
650 13335 1978 2166 2997 0216 -.: 0004
675 -.1805 2901 1694 3129 -.0134 ooB2
700 -. 5031 3775 1362 3273 —. 0395 0179
725 -. 8073 4913 1180 3419 -. 0543 0311
750 -1. 0067 8640 1198 3557 -. 0374 0496
775 -. 6761 29286 1464 3664 0666 0703
800 1.2702 1.1443 1880 3682 3087 0646
825 3.7272 8233 .1789 3640 3967 o081
850 3. 5686 3|12 .1389 3667 2156 ~-. 0185
873 2. 3804 1551 . 1024 3750 o818 -.0110
Q00 1.0867 1085 . 0849 3854 0319 0015
825 1678 ig18 1418 4060 oc24 0123
950 —. 3661 2617 2368 4087 o287 0218
973 —~. 8645 3389 3186 4059 0586 0324
1.000 -1.3319 4454 3e21 3984 1425 0435

..............
.......................................................
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Rigideces Dinamicas: Estrato sobre base rigida

H R= 2.0 DsR= 0.0 v= 0. 40 E= 0.0E

dos/ 21 kh Ch kr cr hhr chr

Q00 1.0000 o000 i.0000 0000 -. 0125 0000
028 2898 Q0B6 9968 0020 -.0124 Q000
(01510 N o874 0143 a871 0041 —-. 0122 -. 0001
075 8G64 0255 97086 0084 -, 01186 -. 0003
100 7871 0485 9464 0091 -.0io1 -. 0008
125 5595 2011 91 3 0123 -. 0059 -. 0033
150 5706 47495 8687 0173 —. 0Ca2 -.0113
175 85305 5652 803E o258 —. 0001 ~. 0223
200 7193 6125 730% 0421 -. 0044 -. 0399
229 8598 8172 B27¢ o809 -. 0365 -. 0651
250 1.0113 S066 5597 1877 -.1319 -. 0558
279 8943 3752 5611 2031 -.1830 -. 0082
300 8930 4559 553 =251 —-. 1816 01396
325 8062 48962 541 2452 -.1634 0499
350 8835 4422 S36C 2628 —-.1184 cE38
375 7280 3693 5392 27583 -. 0768 0565
400 4737 4131 B840 2812 -. 087 0502
4295 3527 4917 B83S. 2863 —. 0Bg8 0560
450 3192 5788 529« 2911 -. 0829 0566
475 4107 6743 5258 2849 -.0517 Q730
S00 7E36 7997 S5249 2865 0167 0870
525 1.2857 7931 . 5204 . 2940 1140 Q788
550 1.7759 5132 . 4968 2893 1786 0521
579 1.8089 4285 . 4521 . eB80o 1720 o262
800 1.4740 3064 . 4012 . 2922 1317 o126
825 9620 2663 3546 3000 o881 Q0O7d
B850 5442 2961 314F 3094 0497 0092
875 2342 3571 28B1E 3200 \ - 0237 Q140
700 0233 4299 2581 3312 0103 0206
728 -. 0857 5171 245 3421 o127 0284
750 -.0134 5188 244€ 3519 0394 0362
775 3814 7132 2333 3504 0976 0400
800 1.1383 7375 2633 3639 1693 0338
. 825 1.8554 6410 =644 3669 2005 0191
850 2.0381 4870 2374 . 3708 1724 0074
875 1.7180 3715 2524 . 3766 1268 0046
Q00 1.1920 3233 2802 . 3838 0K60 o072
928 . 65849 3289 2874 3894 0859 0117
Q50 =846 3848 3281 3920 0947 Q161
avs -. 0081 4187 3700 3909 1226 0197
1.000 -.1817 4875 4039 38686 1712 o208

.....................................................................
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Rigldeces Dindmicas: Estrato sobre base rigida

H/R= 2.0 DsR= 0.0 v= 0.40 £F= 0.10

dor2n hh “h hr Cr khr “hr
000 1. 0000 0000 1. 0000 0000 -.0128 Q000
025 S001 o128 9069 0040 -.0124 —-. 0001
oso ¢ o588 0278 8875 o081 -. 0122 -. 0002
075 2004 0490 97158 o125 -. 0117 -. 0003
100 7938 0804 2481 o175 -. 0104 -. 0014
125 6400 2385 Q163 Cc237 —-. 0074 —. 0048
150 6259 4504 8743 0321 -. 0052 -. 0114
175 5795 5373 8200 04439 —-. 0058 -.0210
200 TS7S 5753 7514 o662 -. 0147 -. 0340
225 BE72 5693 B6734 1043 -. 0482 -. 0464
250 9545 5011 6200 1591 -.1027 -. 0370
2793 L0056 4325 5061 2002 -.1361 —-. 0073
300 8154 4485 5984 2250 —.14885 0180
325 8356 4695 S206 2441 -. 1364 0394
350 8526 4495 5864 2598 -. 1095 0505
375 7762 4276 5865 2715 -. 0841 0514
400 6514 4478 5866 2792 —-. 0741 0504
425 S768 4973 S842 2850 -. 0689 0535
450 S768 5546 5808 2897 -. 0849 05901
475 66390 6079 5771 £934 -. 0270 0644
500 8699 5399 5725 2955 0168 0657
525 1.1448 6270 . 5636 29561 0B75 0597
550 1.3717 5627 . 5459 2862 10486 0468
579 1.4277 4766 .5191 2977 1150 0330
600 1.3044 4082 . 4876 3016 1043 0230
825 i.0789 3765 4566 3076 0849 0178
B850 8382 3805 4292 3150 0656 0169
873 6424 4090 4089 3232 0515 C177
700 S176 4811 39807 3316 0455 0204
725 4802 4992 3814 3397 0496 0235
750 85504 5457 3784 3472 0845 0258
775 7379 5783 3802 3530 0884 o262
800 1.0058 5833 3844 3587 1135 0238
825 1.2541 55586 3887 38630 1296 ol1e2
850 1.3757 5078 3829 3571 1317 0146
8795 1.3388 4814 3088 3711 1245 0117
200 1.1817 4317 4088 3749 1184 0108
925 o813 4228 . 4240 3780 1133 0110
o950 7940 4316 4427 3798 11785 0116
875 8578 4529 4815 3802 1289 o118
1.000 5959 4800 47862 3793 145& 0106

..............................................................
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1.-[RTRODUCCES

Para la ingenicria prictica es cada vez mnis {apartante disponer de
métodos de anilisis cuya splicacidén sea rapida, sencilla y segura, tal
que parmitan qua la‘salucisn a los problenas de ingenieria sea lo
suficlienteswente aproxisada vy compatible con la realidad. €En esta
trabajo se precszntan los resultados obtenidos de la aplicacidn de uno
de los edtocdos. mimples para evaluar la respuesta dinamica de
cicentaciones de magquinaria aprovechando los resultados obtsnidos en
investiqaciones recientes relacionadas con ®l tema. .

El1 método se justifica porque toma_sn cuenta de manera racional 1la

“iinteraccién- entre suelo y cisentacién de naqurnariu*rpara—io eudl e

fundamenta on mnodelos simples de la dinimica estructural, de la teorfa
de propagacién de ondas y de la mecénica de sueslos asi comsoc en la
definicidén, .uso y maneio de concaptos ¢tiles para la solucidn de las

ecuacionas de moviaiento. Estos rasgos hacen gus wl plantuamiento sea

facil de aplicar a una gran cantidad de problemas que se presentan en
la prictica de la ingenieria de ciementaciones de maquinaria. ’

£l objetivo de éste trabajo :nnliute an proponer un método que permita
resolver problenas de cisentacién de maquinaria y hacer notar 1la
sencillez del nismo, asi cono destacar la laportancia que tiene el
- planteamiento de hipétesis sinplificatorias basadas an la expeoriencia

practica, en el conociaiento tedérico dal ingeniero y en las conceptos
fundanentalea qun Justifican =] método.

Finalmpente se incluyen tres anaxcs, uno qua s rafiera .a ayudas -de
disefo, en el gue se mancionan c.gunos critaerics principales con las
que se disefian las cinmnentaciones de aaquinaria, en otro anexo . se
presanta la solucién de las ecusciones de equilibrio dinimico Fe los
modelos utilizados yv ol gltinmo se presenta la notacidén mateaitica que
se utiliza para la solucién de los mismos. .

el



"funcién en la farpa ass adecuada.

2.-CRITERIOS DE DISERo

Es necesario dafinir criterios de disefo de tal sanera que estos estén
conformes con la condicién de que cualquisr estructura cuspla su

- -~

_ . o
Para el disefio de cinentaciones de msaquinaria son dosx les criterios

mis faportantcs con los cuales se revica el comportamiento de la
mismal uno de c=llos considera que la amplitud de lag deformaciones
inducidas por la vibracién no excedan los limites des servicic da 1la

‘magquinariaj el otro considera.-.el.--hecho- de evitar- que. el &istesa

maguina-ci{aentacion-suelo entre en rasonancia con la frecuencia nornal

. de cperacidén de la asquina. .
z.a).-ESTABLECECI@IENTO DE LOS REQUISITOS DE BEGURIDAD Y DE SERVICIQ.

En general, los criterios de disaNo se definen mediante estados

limitel los cuales estipulan. comsportanientos inaceptables  de 1la
cimentacién. Muchos codigos vy reglamentos consideran como requ gitos
de seqguridad y de servicio de las cisentaciones de naquinaria ‘a los
siguientes g . N [

et
%

©2.8.1) La cimentacién debe ser capaz de trasaitir las

- cargas iepunstas sin causar falla por corte o punzonamianto
. an el suulo de ciasentacidén. i

estar dentro de los liaites permisibles.

- 2.8.3) La frecusncia natural de vibracién del sisteca
- adquina-cia ntacidn—suelo debersi estar alejada ae la
frecuencia @ operacidn de la miquina.

2.a8.%) L.s amplitudes de deformacién del suelo de
‘'cimentacién bajo condiciones de servicio debartn estar
bajo liamaite peraisibles.

Es importante notar q e la sagnitud de las deformaciones del suelo de
cimentacidn,. incluida . en los criterios de diceffo de cisentacisdn de

USRI IeP P

2.5.2) Los asentanientos inmadiatos y diferidos deberan

-

LS

maquinaria, es mucho 45 pequefila que ‘aquellas consideradas en el

diseffa para cargas es Aticas} esto se debe 2 que se toman factores
regidores del disefio ales como efectos de las vibraciones en las

parsonas, efectos en structuras adyacemtes, evitar daffos a tuberias vy,

otros accesorios cone tados con la magquinaria, asi coao evitar dafiocs a

equipos auy sensitive . y costosos y a consideraciones de costos

iniciales, de naqtlni‘iento y de resoplazo de la aaquinaria.

Tonando an cusnta los factaores antes sencionarios, sa han sl aborado una
serie de tablas y grificas (refs.3,6,20 y 44), las cuales reprosantan
1os ostados limite de servicio c«con los  que dabers cooqararse el
comportamiento calculado de la cimentacién de la maquinaria. En el
anaxo A.—"Ayudas de diseffio" ss proesentan algunas de las tablas vy

L3
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graficas mis utilizadas. . Iy ‘

Una vez definidos los criteflo: que eutablecen los requisitos de

‘spguridad vy do servicio} debersd unificarse un procedimisento -qu.

permita llevar una metodologia de disefio, la’* cual pusde integrarsg
generalomente de lo siguienta o . .

. ] .

_a).- Definicidn 'y @valuacién de las acciones de 1a

eagquinaria. o - ‘

b).- Definicidén v evaluacién de las caracteristicas del
suelo de cisentacién. '

c) .~Di mensi onami ento. B

d).~ Anilisis de la r.spunsfa dal sistena
' magquinaria-cimsentacidn—sualo.
A continuaciéon, en el capitulo .3, se  dJdescribe cada uno de estos

intisos.
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3.-ETODOLOCIA D3 DIEERO | .

3.a).-DEFINICION Y EVALUACION DE LAS  BOLICITACIONES DEBIDO A
MAGUIMNARIA, . i '

3.8.1.-ORIGEN DE LAS SOLICITACIONES.

Las cargas {inducidas por el funcionamianto de maguinaria son de
naturaleza dinamica, o8 decir que el tiempo transcurrido entre la
eplicacidn de ostas 95 lo suficientemente pequefio para que las fuerzas
de inercia lleguen a tener importancia respecto a las estaticas. E1
aorigen ds ellas puede eer cCualquiera de los siguientes 1~

.- El propio funcionasiento de la haquina.“

i) .—El desbalanceo debido a la no coincidencia del centro
da masas con @1 eje de rotacidn de una @iquina, por el

desgaste de pigzas y por dafactol da fabricacién a nala
instalacison da la maquina. :

&d).—ﬂbviuientos de squipo complenentario.

tLos mecanismos anteriores producen fuarzas } acaentos muy inportantes'

los cuales serdn lag cargas a las qus estari soastido el suelo a

través de la ciocentacidn, y dependiends de la calidad, tipo y ‘tienpo
 de funcionas ento de una magquinaria, las fuerzas “conocidaz® puedan
sar muchc payores que las desconocidas o viceversa. Mayoras detallcs
para el nr“lisxr de los mecanisaos de funcionasiento de la maquinaria

Yy la evaluaci&n de las carqas que se producen se presentan en la
referencias 21 y 30. . :

Pueden conocerse y calcularse las cargas que se producen por el
funcionasiento propio de la miquina o ser obtenidas como dato dadc par
el fabricante de i1a miquinas por otra perte, las cargas debhido al
‘desbalanceo, desgaste u operacién de la adcuina a velocidadss
diferentes de la de disefie pueden ser desconocidas y dificilzs deo
cuantificoar, por ello los fabricantes suestran aversién a suministrar
valores de tales cargas. Para contrarrestar esto, algunos manuales de
disefio recomiendan que siespre se tosen en cuenta .cargas debido a

desbal anceo, aun y cuando éstas no e&xistan recién instelada la
siquina. (raf. 3),. T

3.a.2.-CARACTERIZACION DE FUERZAS.

Para su estudio las fuerzas se han caracterizado de acuerdo a su
variacién respecto al tienpo en aradnicas @ iepulsivasf y para su
anilisis conviene representarlaa en forea de aradnica simple c© coeo
una suma dg arscnicas siapl es ‘mediante un anslisis de contenido de
frecuenctas, lo cual facilita mucho los cilclcs postericores de la
respucsta de la sigquina. Para  mayor fnformacidén sobra esta
‘caracterizacidén pueden consul tarse las raferencias 21, 30 y 36.

L [
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3.b).—DEFINICICM Y EVALUACION DE LAS CARACTERISTICAS DEL SUELD DE
. CIHENTQCIGN. . . ‘ ,

En genernl l1a respuesta del suelo pusde ser elistica, plastica Yy -
viscosa; esto 5, ®#]1 comportamiento uvlistico se caracteriza por la-
capacidad gque tione de alnacenar energia cecianica potencial sin la
pérdida de - ella, lo cual hace que pucda recuncrarse. Se nanifiosta an
forma e deforonucidn recuporada durante los lazos de histérepsia da
varioa cicles de carga y descarga (fig. 3.b.1), al mantenarse astos
paralclos entre s{ en cada ciclo sin que el esfusrzo aplicado ests
cerca cel de falla. Esto demuastra qua las respuesta elastica, y por
consiguiente el addulo correspondiente, son independientes del nivel .
ca as{uurzos alcanzado antes de” ‘ld“descarga excepto a niveles Cda- -

psfuerzo Cercanos al de la falla (ref. S3). : r

|
M |

El conportaniento plastico {mplica llevar al suelo a un e&stado de
esfuerzas lo sufici‘ntemente grandes tal que 1los granos del suelo .
sufran desplazamientos relativos entre s{ con tendencia a lograr
posiciones mis cstabless entonces, @1 su=log sostrara deforcaciones
pormanontes despuéds do cada ciclo de carga—-descarga, a4 este fensSmeno
s le dice que es puramente plastico. Una gran parte de aste
comportaniento toma lugar instantinessente y- al misnp tiempo que 1la
deforsacidn eplistica, y denido a 1a friccién entre particuless, este
‘compor-tamiento tiene la capacidad de disipar energia wmecAnica sin
almacenarla ni recuperarla (amortiguamiconto histeréticol.

Por otra parte, existe la respuesta vigcosa, y se. asocia a la que
tiene un liguido perfectanente newtoniano cuya respﬂesta es funcion ce
lda velocidad do daforaacidn y directanente proporcional al esfusrzo o
aplicado, con l& capacidad de disipar energia weacinica” cinética sin
almacenarla ni recupgrarla.

En qennral, Ia'respues{a del suelo se presenta cono una combinacién de
respuestas elistica, pl stica y viscosai sin esbargoe, dependienco de
las condiciones de cart i, da 1os niveles de @afuerzo o de deformacidén
alcanzados vy de las for :ares que influyen en el cooportamiento de 1los
suplos, la participacicy de cada una de las respuestas puede tener
. mayor o mehor importand .a. Por ejempla, en la teoria incoeaental de la
plasticidad, el estado ¢ ? deformacian depende no gnicanente o2l estadao
final de esfusrzos sint que también de la trayectoria de esfuerzos
llevada para alcanzar « icho estado final de esfuerzos, ademas de ser
independi ente de las et talag de tiempo implicado en las cargas y lag.
descargas. - ' : :

i
L

Por otra parte, en la t :orfa de la viscoelasticidad el coaportamiento
tde]l suslco tiene una de;’ndencia especifica y continga en el tiempu, va
gue el material no s61¢ responde a cada estado de esfuerzos, sino que
tashién tendra una dep<1den:ia Yy uuparpoaxcién del estado de esfuerzos
aplicadn anteriormente (ref. 2).

Se han desmarrollado una gran cantidad de relaciones esfuerzo -
deforrmacitn — tionpo a travées de las obsaervaciones Yy resultados
obtenidos de ensayes de campo .y laboratorio, las cuales se han
aproximado mediante expresiones analfiticas sencillas que pormitan
nediante el ciaple manejo matematico de las variables que forian el
‘wmodalo, obtener y visuslizar las tendencias del coaportaniento .

. . 6 . . 8 . . ‘E
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liﬂdladol situacién tal, que bajo las linitaciones de obtence
resul tados precisos, resulta sor nuy practico.

En la mayoria de loe casos resulta interesante para 1a solucién de
problemnas de cigentacison de ragquinaria el comportamionto viscoeliutico
del cuelol ya que o8 el que a traves de los eolessntos eligti-os

tresmite” las ondac de oesfuerzo y a través de los elzpontcs
viscoplisticos disipa la energia cinégtica del aovimiento, 10 gque hscs

que las fuerzas y los desplazamientos reaultantes estén fucra de face
entre 81 (ver figura 3.b.2). :

Debido a la filosofia del dicefo de las cimnentaciones de maquinariag
es cdzcir,que deben trasmitir--wun--nivel’- de esfuerzaos tal quse ~las .
deforpmaciones sean lo suficientesente pequefias, &s necesario un modz1a
que permita predecir o estinar la respussta del suelo a cargas
dinimicas imuestss y cuyas relaciones esfuerzo-deformacién puedan
definirce con las:constantes que representan la respuesta elistica ool
suelo y las propisdades de amortiguamiento viscoso ® histerétice dazi
i S0

Estudios experisantales indican que la rigidez a la deformacién del
surlo v la cantidad da amortiquanionto histerétjico son funcidén no solo
de las constantes elanticas sino que también del namero d= cicles do
aplicacién da las caryas y del nivel de deformzcién alcanzadoe. En
nuestro caso, y si resipetancs la filosofia del diseffo de cizontaciones
de maquinaria, es suficiente evaluar  los parametros del cuslo para
pequsfios nivelas drn doforgacidn., En la figura 3I.b.3 veaos cque para
dichos niveles da laftwrmnazién los parametros B8 y f w2 .mantienen
practicamanto constantes e independientas de !la fraecuencia con  guo®Ts
actta la carga G espuirsta elastica lineal del suelo). T

-2
A
\a

Por lo anterior ®s nocesario determinar los parisetros del suelo
siguientes; el a&du o de rigidez ol corte 6, la velocidad da
propagaciéon de ondas o asfucrzo catante Vs, la relacién de Poisson _
v, la densidad dal su la p, incluyendo 1 agua puesto que esta se -
mupve junto con el su lo, y el amcr-tiguamiento histeretico del suslo

. NStese que G = pvé Yy yr = o0g con 1o gue puede evaluarse 6, Si 52
conocen Vs y. o3 0 51 e conocen E y v, también puede conocerse G.

Todos los parisetro antes wsencionzdos wse obtienen dea técnicas
experieentales de cam o y laboratoris cuypos detalles de ejecucion o
interpretacién se pre 2ntan en las referencias 1, 14, 23 y 38.
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T 3.C) -DIMENSICHYMIENTO. 7
Tanto el anilicis como el dinensicnamiento constituysn un proceso
iterativo de prusba y &rror que converge cuando las caract-riéttcas de
l1a cirentacidn satisfacen todos las requisitas de segurtdad Yy da
servicio establecidos para el buen funcionaniento de la miguina.

Por lo anterior, #1 diseffo. de 1la cimantacion ase empiwza .con la
proposicién de una disensidn preliminar da la c.zentacién, 1a cual  se
propone genwwalmante con basa en un gran namero de qui ag y
recozendaciones que han resultado de la experiencia priactica vy
- empirica del diselNo de cimentaciones de maguinaria3 por consiguiente

&l disensiohacionto praeliainar no canstituye necesariasents.el  disefo. -

final de 1la ciaentacidén.

. Las recéﬁendaciones de predisato s!guieﬁtes dan por resultado una
buena y aceptable aproximacién de la configuracién, final de la
cimentacién (ref. 3) : . : e

O.-Siempre gQue wmsa posible deberi desplantarze 1a
cimentacién arribas del nivel freitico.

H.—£vitar desplantar scbre resllenos, ni =N suelos
‘sensitivos a4 las vibraciongs. :

) .—Con relacidn al blogue de cisantacisn se recomienda t

1.- QOue el blogque de cimentacién tenga una mas;."de dos a-
" tres veces la masa de miquinas: centrifugas o, ©i la
waAquina es rotatoria gque la masa del blorua sea d2 tres

& cinco veces la masa de la maquina.

2.~ - e el nivel superior del blogqua esté al menos 30 ca
gobre el nivel de piso terainado.

3.— Que @l espesor dal blaque no tanqa aenos de &0 ca,
T menos gue 19 de la dinesidn mis corta o w10  que ia

dicsensioén mas larga. .

4.~ La diaenaién de la cicentarién debe ser ancha para
‘ “incropentar 2] ascortiguanientn en los  modos de
‘caheceo.El ancho debe ser al menos de 1 a 1.5 veces la
distancia entre el nivel de desplante y 91 centro de

macas de la maquinaria.

S.- Una vez que el ancho y el espesor de la cimentacidén han
sido seleccionados, la longitud pusde determinarse de
acuerdo con o] punto 1, adonis de dar el area
suficiente para colocar la miquina y. tener espacio para
para dar mantenimiento, 30 ca de sobredi mensionami ento

6.- ialongitud vy el .ancho de la cimentacidn deberin
ajustarse tal que el centro de gravedad de ' la fmaguina
nas equipo coincida con ol centro de gravedad del 4rea
cge ciwsentacidén. .

e
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7.- FPara siquinas reciprocantes grandss podri ser necesario

increrprentar la profundidad de eapotrasmiento dentro del
suelo tal que, del 50 al 80 X de la profundidad
'enpoﬁrada‘e;té nn'contacto efactivo con las paredes.

B.— El anilisis deberi predecir la resonancia con las
frecuencias actuantes y asi aurcentar la masa da la
cimentacién para alecjar la respucsta de  la resocnancia
de miquinas reciprocantas o disminuir la msacsa para
miquinas centrifugas.

W) .-El cabeceo as unl_qnwlas causas prinéipalal_gue.,;ausan
dafSo @ 1a  maquinaria, por lo "€ual’ sé Tecoaiendan ios

arreglos siguientes .- para minimizar sus  efectos
(ref.18) 1t - . . . '
'L.— Emﬁotrar la cineﬁtacién"yl garantizar. el ifectn de-

_empotraniantp (fig.3.c.1.8).

2.- Hacer que L.> H cozo se muestra en la fiﬁura. I.C.t.5,
- vya que i L > 4H el cabeceo tiende a anularse.

3. - Hécér que }B < Hz como .se‘ suestra "en la - figura .

: 3- C._‘._C-

4.- Evitar excentricidades con el fin de anular el
acoplamiento (ntre los modos vertical y cabeceo.En la

~figura 3.c.i.d se presenta esta idea y se sugiere hacer
® < 0.05 L ;siendc @ l&a excentricidad y L el largo ca

la ciesntacidn.

y
i

3
T I RTY I Y T T
sy

¢ —— T a1y

et e

Fe o

o



" 3.d).-ANALISIS DE LA RESPUESTA DEL SISTERA MAGUINA-CIMENTACION-SUELO.

Es comGn resclver los problenas de geotecnia con ;a.ayuda de wmodelos
figicos y matociticos lo mas sinple como sea potible ya que en muchos
cagos los refinamientos en 1os anilicis no se justifican. - :

Tal actitud ha resultado de la necesidad de hacer mis practicn wl
trabajo del fnponiero civil, a la exigencia de economia indiscrininada
y & la dificultuid de curplir con los requisitos de las teorias usadas
para resolvar talews problemas. Esto significa que la tearia utilizada
ha de ser consistente con la mayor parte del conocimiento aceptado, ha

de tener capacidad explicativa y prodictiva, ha de tcnher - profundidad ..

para explicar lo observable en funcidén de 1o no ‘experiaantado, es’
docir, explicar la.realidad por el pensanionto, ha de tener capacidad
unificadora o posikilidad de expansidn para abarcar problemas diversos
.y asi compronder u.a gasa nis arplia de situaciones practicas, ha de
‘tener capacidad ‘indanatoria para gQuiar nuavas investigaciones vy
‘sugerir nuevas ideas,e(perinentos y problenas en el propiao canpo o
campos afines .

En esta seccidén se presenta el método de anilisis basado en modelos
sfimples utilizados para evaluar la respussta de cimentaciones sujetas
a vibraciones . Dicha seccién se ha propuesto comos resultado de una
recopilacién de solucicnes analiticas y nueericas del problema en

cuestién, utilizando aodelos simples de la dinidmica estructural, de l1a

teoria de propagacion de ondas y de la mecinica de suelos.

3.d.1.-PLANTEAMIENTO Y SOLUCION DEL PROELEMA. |

El problesa de la cisentacisn de una miquina se "puedé' plantear coamo.

sigue.

Dado el sistema mostr do en la figura 3.d.1 sometido a la accién de la
fuerza dinamica P(t), y dadz la masa del sistesa miquina—ciamsntacisn
(M) ,1la geonstria da a cisentacion y las propisdades del suelo,
estimar la respussta i(t) del sistema. A menos que se diga otra cosa
los términos fuerza y desplazamiento se utilizan aqul en sentido
generalizado e incl yen fuerzas y somentos, Yy trasl aciones Y
rotaciones,respectiva 2nte. - '

La solucidn de este ¢ oblena se rige por tres principios bisicos de la
mecinica aplicada y t :a hipétesis fundamental. A saber, el principio
del equilibrio dinami ‘0, el cual relaciona las fuerzas externas P(t)
con las internas R(t) (ver figura 3.d.2)5 el principio de continuidad
que relaciona los des rlazasientos con las deformaciones § el principio
e las relaciones es{ ierzo-deformacién, las que estian dadas por la
naturaleza de las prt iedades del suelo da cisentacidn y su respuesta
a las solicitaciones linimicas $ por Gltimo, la hipstesis fundamental
en la gque s basa to: 5 el método de analisis asi como la filosofia del
disefo de cimentaciones de wmaquinaria, es que las ecuaciones qu@
gobiarnan ¢l asovimiento son lineales. Filsicasente esto daltimo ocurre
cuando la perturbacidn ondulataria es rslativamente pequeiia vy la;
relaciones esfuerzo-deformacion son lineales.

Se parte tamhién de la hipstesis de que todo lo qﬁe =@ necesita para
. 10
.
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constituir 1a forma mis general de ondas periéddicag es un conjunto deo
ondas aradnices cimples es decir, aQue un movieiento perisddico
cualquiera de una particula:se puede representar cono una combinacién
de soviaientcs asrmonicos ‘simples. ' Esto les el principio de
superposicion. : ' ’

£l principio de superposicién parece tan obvio que vale 1a pena
seffal ar que no siempre es aplicable, 'y falla cuando la perturbacién es
relativamente grande tanto coso las relaciches esfuerzo—-deformacidan no

sean lineales o cuando las ecuacianes que gobiernan el wsoviaiento no
- san lineales. ' '

Para analizar el problemad mostrado en la figura 3.d.1, puede separdrse

conceptualmente en dos diagramas, esto s mestra en la figura 3.d.2 .

" PRINCIPIO DEL EQUILIBRIO.

Aplicando la segunda ley de Newton al diagrama de cuerpo libre de la
figura 3.d.2 para estahlecer® el equilibrio dinimico durante el
movimiento del sistena , s2 obtiene t . '

R(t) + MUCt) = P(t) - | : ®c. 3.d.1
Esta ecuaciédn representa, para todo tiénpn, el"equtlibkio* entre las

“fuzmrzas externas aplicadas al sistema ciamentacién-maquinaria y la
inercia del missio. :

'Pof otra parte, en el otro esquema ﬁé la figura 3.d.2 s# muestra que-

el suelo esti soaetido a esfuerros dinamicos de contacto reprosentacos
per la resultante R(t), leos cual e’ 88 propagan en forma de onogas de
esfusrzeos a traves del depdsito de suelo. Puede establecersze una

relacién entre esfuerzos de contactto y los desplazanientos resultantes
(ref. 24) ¢

R(t) = X - ult) L ec. 3.d.2
donde 13 '
'R{t} = Fuerzas de contacto.

X = Funcién de ispedancia que relaciona. las fuerzas con 108
desplazamientos. . '

u(t) = Desplazamientos resul tantes.

de tal nanera'que al sustituir la ec. 3.d.2 an l1a ec. 3.d.1 resulta
que t

X - outt) + M - Ut = PCE) ec.3.d.3
£s evidente que --la solucién del problema -expresado eediante la
ecuacion anterinr se resuelve al encontrar la funcion X, sustituirla

y resolver la ecuacidén diferencial 3.d.3.

Por definicion X expresa la relacion entre fuerza dinimica de contacto
y desplazamientn, es decir t :

11
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R{t)
x Y e . — i, W —

s - ) ec. 3.d.4
donde @
K= X+ Kz

es una ecuaciédn quep expresa a la funcién de impedancia %X como una
funpcién de variable :ompleja, siendo I

e

L Ay impedancia asoci ada a laa tarittefint;cas &; Eigidez yd'

ga inercia del sumlo.
. Xz = igppadancia asociada a las caracteristicas de
apcrtiguami@anto geomdtrico de la cimentacién.

PRINCIPIO DE LAS RELACIONES ESFUERZU DEFORMACION.

Para encontrar la funcién X os necefario encontrar la ecuacidn del
denplazamiento ui(t) resultante de la aplicac:én de las fuerzas R({t).
Esto implica recolver el problena de propagacion de ondas de esfuerzao
trasmitido al suwlo a traves de la superficie de contacto entre suslao
¥ Cimentacidn y consiste en resoiver la ecuacion (ref. 18)

-O(O'x)

7z Pz = O o _ . .ec. 3.d.5
siendo s
on m M ez A (- —TUE .. ee. 3.d.6

donde la ecuacisn 35.d.5 representa el equilibrio dindmico dentro desl
mrdio donde se propaga la onda de esfuerzo oz Yy la ecuacion 3.d.s
representa la relecién esfuerzo—deformacidn, -

. oz = Esfuerzo vertical aplicada.
Uz = areleracién de particulacs dal suzlo en direccison z.

A = Msdulo de deformacisn del suelao convenientemsnte
elegido. ' .

duz

2

£z =

= defarmacién axial unitaria en la direccidn z.

p = dencidad del suelo.

2 v diregccidn on la qgus s@ propaga el esfuerzo oa.

combxnandn las ecuaciones 3.d. 5 Y 3 d.46 obtancaos la scuacién de onda
aiguiente 3 .
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: ec. 3.d.7
F.3- v? . :
‘ - - A—'ﬂ‘ . : R N
;gonda : Ve P =Yglocidad de propagacién @ ¢

12 onda.

La ecuacién 3I,.d.7 se conoce comd la ecuacién unidimensional de
-propagacion del esfuerzo oz, cuya solucidn es de la foraa ¢

P I M S "X

- . C e

ulst) = f(: -Vt + Flz + Vi) - ac.'s.d.e

¥
donde
" : . =

utz,t) = desplazamiento en la direccisn z.
z = direcci¢n en la que se propaga la onda de esfurrzcs.
t = tiempo. N ‘4

f{z — Vt) = funcién arbitraria diferenciable respecto al-
- argumanto, corresponde a un esfuerzo qua viaja
- : con velocidad V en la direccién positiva del - eje.
: : -
F(z + Vi) = funcién analoga a f(m'-'ut) pera en direqcién.
cantraria. . :

€1 ula,t) representa el desplazamiento del punto z = a
constante, y que es P dducido por la a2ccidén de 'la naquinaria, entonces
f(a - Vt) es la parts que se trasmite 3 la regisdn z > a y Fla + 'ty es
la parte que 10 adand: na, &8 decir, las ondas que e raflejan.

Para la solucién de pi 2blenas de cigentacidn de magquinaria (ref. 18) se
utiliza la funcion

-

ufz,t) = uaw Leko
donde t o kw2

‘l " v

Q = frecuent .ia angulir de la onda.
‘u = anplituw mixima del desplazemiento.
V = Uglocid: 1 de propagacidn de la onda.

la cusl es una ocuac' 5n de la forma 3.d.8 ,es una solucién de la.
ecuacién de -onda w idimsensional 3.d.7 'y se denomina coaunamnte
ecuacién de ondas arednicas.Puede verse que para un punto fijo €zdo.
esto es, Que para z = a (constante) la funcidn u(z,t) queda Gnicazente
‘wn funtidn del tismpo ¢ : : .

uf) = uo e & ' o ec. 3.d.9

13
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conociéndose as{ la posicidn del] punto 2 = a en el tienpo “t*
cualquiera.

La formulacidn de las condiciones de frontera permite sinular 1la
disipacidn de encrglisa por propagacidn de ondas a travées dol peso libre
de las ondas @n un punto dp interés z = a § este ®s un prchlena de
valores en la frontera , como 1o son la interfase suel o-—cimentaci &n,
la interfage entre estratos © los limitesa del semiecpacio (Fig.
J3.d.3).Dicho prodbleaa %@ reasuclve meadiante diferentes técnican
nunrdricas existentes que perniten simular diferentes caractoriasticas
estratigraficas dal depdsito de suelo, condiciones diferentes de
emrpotraniento de la cimentacién (fig.3.d.4), asi coaoc diferentes
formas y rigidez de la misna.

Una vez resurlta. la ecuaciédn de movimiento 3.d.7 , obtenido ufi) para
la accién R(Y) de la gouacisn T.d.9 s pusds ohtoner la raldcisn @
Ret)
X = ut)

cecn la Que, sustituyenda en la Ecuscidn X.d.1i, pumde resolverss 1
ecuaciscn de equilibrio cinimico del &istena, esto es ¢

Xu@t) + 14 = P(Y)

La solucidn se obtjene en. el anexo B, de 1la cual se obtiene 1lo
siguiente 3 ’ -

B -2 ' ‘ a
= v/m‘-m:’) + Xa ec. 3.d.10

donde 3
P(t)= Po @ ' = Fuerza arménica actuante.
Po = Amplitud maxina de la fuerza actuante.

o = Amplitud mixina del desplazanxento.
c~.s--10 .- M = Masa del sistena maguinaria-—cimentacidn. . -
@ = Frecuencia angular de la excitacisén P(t).- _
% @ Funcién de .Lapedancia asociada a la de rigidez vy a la
inercia del suele de cimentacidn.
%3 = Funci¢n de impedancia asociada a las caracteristicas de

agortiouamienta geomstrico de la cimentacidn.

Notese que O o8 tambien la frecuencia angular de propagacion de las
ondas, esto ieplica quo el sisteaa naquinar;a—cisﬂntacicn vibra con la
rismsa frecuecia que la de 1a accién y con la mizina frecuencia con las
qQue sk propagan las cndas de esfuerzo dentro del suelo.

En algunos probleqas  tanhién se desea conocer al éngﬁ;o de

r
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desfasaﬁionto, ¢ , entre fuerza y dec lazamiento, por lao ﬁun &n
anexao B taabién se obtiens la exprasidén para obtencr ¢, siendo es t‘fg

‘@ = Arc tan [—-—-——,E-z—-—;-] . ec.3.d.:
Sty ~HO | o

:iendo @ el adngulo de dasfaéamianto entre carga y dzasplazaxiento.

Otra manera de represeﬂtar y resolvaor el problemna oz madisnte el
de la notacidn vectorial coopleja de donde pusde chtenersa la soluw ﬁ:
(anexo B) en for&a de natac1én matricial, esta es ¢

(X~ MO —Xa us Po

. ’ 2 ) - N QCS- 3ad-}_;
X2 (X - MY uz] ' 0 ‘

‘de donde al resolver el sisteoma de e:ua:iqnaa 3.d.12, se ohxtiens ?

¢ = Arc tan [ :: ] : . _ec. J.d.%
: donde ¢

[

us = vector de desplazamientos asociado a la rigidoez
uz = vector de desplazamientos asociado al amortiguamientc

Por otra parte, s condn hacer una analogia con un sistesma eleasegnt.
equivalente de un grado de libertad como @l que se =muestra en
figura I.d.%.a. Resolviendo tal problema (anexo B) obtenanbs
sistena de ecuaciones siguiente 3 :

® - M -co fua o

= co TR - Mty fua o

o

de cuya sclucién también se chtiena 1

ec. 3J.d.1-

ek e I =1 o - ecs. 3.d.:



¢ = Arc tan [ :: ] ' - ec. 3.d.14

Yy por seaejanza cntre los nistemas de ncuacicnns S.a.xz v
S.d.15 «ca txenv que 1

K = r5 ' . . : : ec.3.d.16
, €a = 2 : : L ®c.3.d.17.
- amiendo

K = rigidez del resorte dinimico equivalente. Incluye el
erecto de la rlqidez egtitica v la inercia dsl sualo de -
cimentacién. . - . ) i

_— .- s

C = amortiguador squivalente. : o T B £

Y ﬁuf analogia con el sistema elemental equivalente de un grado de v
libertad de la figura 3.d.5.a ¢ _ - . S

' wn = —%‘— - —-fT- ec.3.d.18 (
- ﬁ = —gc ] . ’ - . . ‘CC-3-d. 19 Ei
F M o Y

donde !

wn = frecuencia angul ar natural de vibracisn no amartigbada.

f = relacién de amortiguamientos del sistema elemental de un
grado de libertad equivalente. ‘

C = anmortiguador eguivaliente del sictena.

Ce = amortiguamiento :ritico nara el cual el sistena no vibra.

Por simplicidad y para ilustrar los conceptos fundamantales que se
utilizan para el  anilisis se usé el 'modo vertical de vibracidn
mostrado en la figura 3.d.1% sin embargo, €l planteamiento anterior
puede usarse y generalizarse para todos 1los modos de vibrar  restantes
mostrados en la figura 3.d.7, en los cuales la solucidn de las
ecuaciones ce movimiento es anileoga a 1as formas de 1a8 ecuaciones
3.4.3,3.d.5 ¥y 3.d.6, con el tipo de cargas, inercias,esfuerzos,
deformacionaes y addulos correspondientes.

T T e ST TS R I g e e,

Aunque en auchos casos practicos pueden ignorarse las impedancias
acopladas de traslaciéon y rotacidén debido a qua su influoncia es
relativaponte nula en cimontaciones suporficiales (refs.13 y 537 en
otros cazns puode ser importante y debe tomarse en cuenta, por 2lla es
de particular intereés " analizar el ando - acopl ado de
traslacién-totacién mostrado en la figura 3.d.8. En las referencias 3%
y 51 se presentan analisis detallados al respecto.
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3.d.2.-FACTCORES GUE INFLUYEN EN LA RESPUESTA Y EVALUACION DE FUNCIDNES
’ DE IMPEDRKIA,

Cuando se trata la interaccién de una cisantacidn rigida con el suclo
el problema se pucde plantear,en prinera aproxigacicn, tomo ¢l de un |
cuarpo rigido apoyado en la frontera de un samiespacio visconlastico y
momsetido a. 1la sccidn de una carga arconica, y para simplificar el
anilizsin se definen seis grados de libertad de la cigsentacid&n !t tres

dasplazznientos a lo largo do tres ejos ortogonales y tres rotaci ones
alrededor de ellos (figura 3.d.7.). '

El movimiento resultante ha sido estudi ado por auchos investig&dcres v
. 1os resultados obtenidos presentados en nurerosas publicaciones, asi

L e

los estudios se han clasificado-an grupds ds acuerdo a las- hipotosic
de trabajo de cada uno da ellns(ref 48). '

El primser grupo nbt;ene la respuesta al tomar en cuenta que la
distribucién de prosiones entre surlo y cimentacidn proviene de
consideraciones pstaticas, sin incluir efectos dinimicos.

Dtro grupo, calcula la rrespuesta mediante planteamientos analiticos vy
nuréricos que resuelven el problena de valores en la frontera aixtos
al reducir las ecuaciones que gobiernan el novinienta a4 scuacicnes no
hosogéneas. -

Ctro gruno, considera msstodos aproxinados de anilisis de cimentacicnes
rigidas de cualauier fo-ma, los cuales en muchos casos requicren de un
amplio . y buen juicio del ingenieroc que los aplica para ccbtener una
buena sclucidn. f

! e

Pueda decirse gque exijiten estudios suficientes para resciver el
"probleaa planteado razonablemente; s:anpre' y cuando este sea da
caricter lineal, sin @n3arge hoy dia exiaste dedicacién al dasarrolle
de nuevas técniczs numé -icas que resuslvan lao gque pueden resclver lIos
nmstodos simplificados oa0 son t @l caracter no lineal don las
ecuaciocnes de moviamient ) y la obtencion de respuastas en el doainio
del tiempo. - ;

En este inciso ce presec :ta el planteamiento de los métodos aprotinados
. dee anidlicsis en forma de informacién ordanada, tal comp, griaficas con
paranetros adisensional s, tablas o simples foraulaciones que poraiten
ia obtencidn de las funciones de iapedancia para ciesentaciones
superficiales apoyadas n un seaiespacio homogéeneo elastico lineal,
con las cuales puedc: resolverse un gran nGasro de probl emas
practicos. Tambidén me § .cluye la manera de tomsar en cuenta algunos
factores que influeyen n la respuesta dinimica de las cimentaciones
de maquinaria, se tomar en cuenta factores tales como:! la forma de la
cimentacién, la influer 'ia del amortiguamiento interno del scuelo en
las caracrteristices ric dez del suslo 'y @ las caracteristicas de
amortiguaniento geondtr co de la cisentacion, el empotramiento de las
cimentaciocnes y la'estr;tiqrafia del depdsito de cisentacidn.

Para todos lns oodos de vibrar sa necesita determinar el resorte
ginimico equivaleonte K y el amortiguador equivalente €, 1los cuales
dependen ce la frecuencia angular de la excitacion, Q.

17
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Existen seis pares de valoreas dinimicos rﬁsnrta-am.ortigua‘_dor‘ t uno
para el acdo vertical [Ka, Cil3 dos para los modos traslacionales EKx,
- Cx y Ky, Cyls dos para los modos rotccionales CKrxy- Crx v 4 Kry. Cryl vy
uno para el moco tarsional CK; y Cil.l.a ranera de evaluar cada uno de
los valores K y T sa describo a continuacién. y para ‘referancia do
términos utilicese las scluciones de la acu-::xén de equilibrio
dinamico prescntodas en el anexo B. ' ‘

- i .
En todos los casos  la rigide:r o resote dindmico squivalente se

obtiena de 8

Ki = Ki & . ; ec.3.d.22

’ dmde [ 4 ) —‘.'_' ) \-- - L. .., o ...'- - v'- : [ ) . _-,- f-‘..‘- T S

K\ = rigidez dinimica equivalentae.

Ki = rigidaez estatica.

&i = go define como ¢l cosficiente de variacisn da la rigidez
dinimica (ver anexo B). '

{ = modo de vibrar analizado.

Todos los modos e suponen desacaplados, a-stu as suf-iciente para el .
casc de cimentaciones .superficiales, no as!t an &l - caso de

cimentaciones empotradas, donde tendri que hacerse un mﬂ.isig Mis -

r 1qurnso da los aocdos al:uplados.

J.d.2.1.-RIGIDEZ E.STATICA.

Exxsten socluciones aproximadas para evaluar la rigidez ostitica para
cada modo de vihrar, las cuales estin presentadas en forma de grifica=

con paramaetros adimpensionales o en forma de expresiones algeEbraicas .

ginples (refs. 15,146,17 yv 18), en ellas pusde notarse gue la rigidez
. estitica depende da un factar de forama, 6i, definido para la
‘cimentacidén adwnas de los parametros del suelol rigidez al corte (B) v
da la relacién de Poisson (v).

ﬂsi, pueden usarce las expresiones siguiesntes (raf 16 con la nntacién
. c!- la fig.:ra -d.9.a da rafernnc:n L

Para 1 modo vertical ¢

26
1=y

Kz = 62

"8z = 0.8 para —A? < 0.02
4L

: a Y° a
Sz = 0.73 + 1.54 [—'] . para " i—— > 0.02

18



Para el modo horirontal transversal o

208
&y = 2.23 para.2_ "¢ o0.16
4L
o, B8
By = 4.5[ “3] para -2 5 o.16
4L 4L°.
P;r;n —al 'nodc:':mhbrizof:ia'l' longltudi-n'al ] - N
218 ' . 0.21 LG
Kx = Bx —= ¢ K« =Ky = 575 =7 [1 -
fara el modo de cabecoo transversal @
Krx = Eprx i——?—-—(la)?'n
-
. 2.54 _ . B ‘
Sex = T8 jo.z23 para -rT— <o.4
L.
B

Fara el acdo de cabeceo longitudinal *

8 .
Kry = Bry -1__—p<zy:° =

Sry = 3.2
Para el modo de torsidn ¢ -

K = 6 68327
S = 3.8 + 10.7 [1 - -%-] ‘

donde

Ki = rigidez nstatlca para el ‘@odo .

8, = factor de forma para &l aodo de vibrar L.
t = indica ol modo d= vibrar. .

i = cpailargo da la cisantacidn.
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P = zomiancho de la ciaentacidn. _
' A= 4irea como se define el la figura 3I.d.9.
X,¥,2 = @jes ortogonales de referencia.
r = irndica rotacién.
't = indica torsién alredcdor del eje z.
I» = mosento de inercia del irea A respecto al eje x.
Iy w romento de inercia del Area A respecto al ajse y.
J = mcnento pelar de {inercia del irea A respecto al eje z.
G = ré&dulo de rigidez al corte del suslo de cicentacison.
v = relacion de Poisson dal suelo de cimentacién.

Las expresiones relativas a los factcres de forma para los wsodos

traslacicnales también se presentan- on forma de graficas en . las -

figuras 3.d.11.
3.d.2.2.~COEFICIENTE DE VARIACION DE RIGIDEZ DINAMICA.

. . i .
El coeficiente de variaciédn de la rigidez dinimica & s evalGa en
funcién de la frecusncia a travées del parametro adimensional f{(ref.lé&)t

o = -Q% . N ) “.3.(’.23‘

siaendo 1

ac = parametro adimensional funcidn da la fraecuencia Q.

£ = frecuenciia angular de la excitacién.

- B = seaiancho de la ciaentacién.
- {

. Pueden usarse las figuras 35.d.12,3.d.13 y 3.d.14 para evaluar los &
para cada sodo de vibrar-, an las qua puede cbservarse que & depende da
la relacidén L y del g-ado de Batura:ién del sualo { v £ 0.3 suelos

B.
parcialmente saturados ' v % 0.50 suelos aaturndnﬁ}.

3.d. 2. 3. ~ANORTIGLADDRES EQUIVALENTES.

Por otra parte, para v luar lps asortigusdores,Ci, se supone Yy se
calcula un anortiguador ideal que representa la disipacién de 1a
engrgia por radiacién de . las ondas de esfuerzo (amortiQuamiento
prométrico) sin isnortas 12 forma de la cizsntacidén (ref.l16). As,
dependiendo del tipo de onda, (i puede evaluarse como !

i

"Ci = oViA ] " | : ec.3.d.24

donde 8 i indica o1 modc de vibrar, é ec la densidad del suelo, Vi la
velocidad del tipo de © da que s8 propaga ques depsnde del modo de
vibrar y A el Area dond - actGa el esfuerzo y como se define en 1la
figura 3.d.9.a} se sugi re que (ref.25), dependiendo del wmodo de
vibrar 3 : '

Cx = AJLyA
Cy = pieAa
Cx = NGA




Crn = PVLylx - i ecs.2.b.25
Cry = pMiyly )
Gy = el

donde t ' '
p = densidad del suelo. :
. Vs = Velocidad de onda cortants. ;

'ULy = VYalocidad de onda compresicﬁll sBguGn- la intarpratacién
: 3'
, da Lysmer = FTT:;TUB'
A« Arga Ce la cimentacidn definida en la figura 3.d.%9.a.
Ix = FHomentd de ‘inercia del area A cen respecto al eje. X=X .
1y = tomanto de inercia del irsa A con respecto al sje y Y-Y-
J = Monento polar de inercia del 4rea A.
v = Médulo de FPoisson.

"Rp¥s2 = pics ortogonales de rcferencia,
8i el fendaeno de traslacién'.-n‘ los modos corruspondientes fuera

puramente unidimensional entonces la relacién EV_K- s igual a 1 p

cualquier forea de la cipzntacidn vy para cualguier frecuenciai sin
enhargo, el fendmeno pusde ser bidimsensional o tridimensional., Per
lo anterior &2 sugiere que para evaluar la tnfluencia de 1a {urma y de
"1a frecuencia pusda ugarse la relacion (refs. 16 y Z5) ¢

G | -.3.d
VA . . . ec.3. .2&

& =
‘dondul

Ci = Anortiguador equivalente influenciado por la foraza de
ia cimpentacién.

¢ = coeficienta de variacisn del amortiguador: equivalente
debido a la farna de la ciagntacidsn.

.Rwi, an las fliguras 3. d.lS Y 3.d.16 pusde verse la variaciéon dil
‘coeficiente &€ on funcién de l1a formsa de la cimentacién y la frecuencia
'para tada modo de vibrar.

“3 d.2.4.-INFLUENCIA DEL GHDRTIGUQHIENTU INTERNC DEL SUELD.

Fuesto que ademis da la disipacién de energia por. radiacién de . las
ondas de esfuerzo existe la digipacidén por el asortiguamiento interna
del suelo; es necesario incorporar la influencia de este en los
parinetros de rigidez dindaica y de amsortiguamiento geométrico de
l1a cipentacicn, para ello se utiliza el principio  de correspondencia
de la viscorlasticidad con el cual, basta sustituir - las constantes
complejas viscoelisticas por las constantes elasticas considerando
como si el susla fuera puranante elastico (refs.35 y 52).

Por lo anterior, es suficiente con efectuar la operacién siguiente
para tosar en uenta la part:cipacxén del amartxguanxentn histerético
del suelo (refs.18 v 43)

.21
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XAE) = X(1 + i2F) A P .c.3.d.27.
donde - .

X} = impedancia compleja como funcisn de la frecuencia 0O
y del amortiguamniento histerético F del suelo.
I = amortiguzaniento historético del suslo. -
X = impedancia compleja coma . “uncion danicamente de 1la
frecucencia Q.

(1 + (2r) = coeficiente complajo de un material
vi;;gelisticn. :

efaectuando lisAnper§ﬁf6;es &e i; 5:&aci6n_3Ld.27.-u
SXKCE) = (X o+ 2] [1 + (203 o
- 0 — 2EXKz1 + ([Ka + 27Xl

igualandc reales con reales y coasplejcs con complejos

Fa(l) = K — 2552
Ka(l) = 92 + 2I'sy

‘puesto que Kz = O C (ver ecuacidn 3.d.17) entonces #

' [
Falf) = X — 2EQ C : eac.}.d.28
QCiE) =QC + 2r5 ‘ - ec.3.d.29

que dividiendo la scuacidn 3.d.29 entre la frecuencia 1, queda

2 X

Cky = C + =

QC-S.C!. 30

y da la ecuscidn 3.d.16, a = K sEntonces las ecuaciones 3.d.28 Y
- 3.d.30 ' : A .

quedan L)

K 8y = K - 2008 |  ec.3.d.3t
= 2K - | | . '
CE) = C + — 5 u K ec.3.d.32
donda‘:

%:(f) = impedancia asociada a las caracteristicas de rigidez y de
inercia del swelo, la cual es funcion. de i1a frecuencia
Q v de! amortiguamiento histerético { . del suelo. £s 1igual
- - . . K(z)- - i .- - . - - b e e ———— e — —

X)) = 1mpedanﬁia asociada a las caracteristicas. de radiacién de las

onidas da msfuerzo como funcién de la frecuencia 0 y del
agor-tiguamiento histerético I del. muelo.Es igual a QC(Q, L)
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K (I} = rigidez del resorte dinimico equivalonte como functén de o y ?

E({) = amortiguador dinimico equivalente comn funcién de O, de |,

forma ce la ctaontacidn y con el amortiguamiento histuoreético
integrado. ,

fCon lo anterior e ha incorporado 1a influencia del amortiquami'entq
interno del <su=2lpo, el cual - hace que disminuya la riaicsz
dInspica eoyivelente Ki oy aewmente el yalor del  amartiguador
rguivalente (i, S - -

3.d.2.5.-CIMENTACIONES ERPOTRADAS.

R . - slim Ll
P - —--‘ o L
J— - -“

Para togar en ctuenta la influencia del empntramientu de 1a
cioentacidén,se han prepuesto algunos factores de influencia que
incorporan el efecto del empotramiento al modl'f'icar, mediante dichos
factores, la rigicdez ostatica, Ki, y el coeficiente de variacién de-
la rigidez dinimica, &i, calculados, en primura aproximacidn, como si
la ciaentacion fuera superficial. ‘

Por lo que la rfgidez estitica puede acdificarase como sigue @
Kampolrada = Km._aporfi.éi.al. (It) (Iw)
donde & E -

I+ = factor de empotramientc debido al efecto de zanja.

1w = factor do ompbtramzento debido al efocto de contacto entre
paredes de zanja y claentacidn. o

Kempolrada = rigidezr estitica empotrada.

Kauperficial = rigidez estatica superficial.

NStese gque Kesuperficial @es 1a misma Ki definida en la ecuacién I.cl.22
' Por otra parte l& rigidez dinaimica puede ndd:lficars-a'cc::u e
Kempotrada = Kempotrada (&empotlrado)

- dondae (ref. 27) 1t

' R P
Aampotrado =' _ D . 2 .
fdauperficial 1 ’ 0.09 [ B ].(ao) .. para » < 0.40
. v‘ .
fzanja . rp 2
= + - 4 —— h a -
&aup.rrsctal 1 0. 0% [B ] (ao) Par.' p < 0.40

siendo t

Kempolrada = rigidez estaitica enpotr'ada.

Kompotrado = rigidez dinﬁ.ﬂica equivalente enpotr&da.

kompolrade = croafitiente de wvariacidén de la rigidez dinamica
’ empctrado.’
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kzanjs = coeficiente de variacién de la rigidez dinimica wmodificade
por el efecto zanja.

Notese que 'Kempoirada tiene el mismo sentido que Ki definida

ecuacion 3.d.22 y que #] fempotrode tiene el mismo sentido y efecto

que el &, eés decir, ademas de inducir el efectoc del enpotraniento,

modifica la rigidez astatica en funcién de la frecuencia Q.

la

Dos cfectos:son los que influyen al empotrar la cisentacién, uno es el

efectc de zanja y consiste en que el plano horizontal externo al

area
de la base de la cimentacién (Av) se mueve restringido por un

estado

de ecfuerzos normal y de corte actuando en €] plano de apoyo de la
.. cimentacién, situacion tal, que .no. sucgede en las cinmantaciones.
superficiales, en las que dicho planc esta libre de esfuerzos (ver

figura 3JI.d.9).El1 resultado de ‘este efecto es que aumenta la
rigidez epstatica de gg cimeptacidn, )
¥

El otro efecto es el contacto de 1los lados verticales de 1la

cimentacion con las paredes de la zanja y el efecto principal es
que, si estiA garantizado el buen contacto, este ayuda a Ssoportar las

cargas trasmitidas con lo que se modifican las caracterigticas de
inercia del sistema.

Tomar en cuenta los efectos combinados anteriores, ha sido y son tema
de ostudio de algunos irvestigadores y en el presente no se cuenta con
una manera clara y completa de considerar el efecto del eapotramiento
para todos los modes de vibrar de la cimentacidn. 5in embargo, sg han
propuesto zlgunas expresifones. algebraicas simples para estimar la
-influencia del empotrami’:nto; tales expresiones :se utilizan en  forma
de factores y son las siguientes (refs.26,27 y 28) 13 ’

Para modo de traslacisn vertical 1

21 B 3 2z

;gﬁl+._l._g._[l+ 4 ‘b_]
‘_ .

_‘ _ D \*7*
Ju=1+ 0.09 [_ﬁ—]

donde £ . }

I+ = factar de empotram anto debido al efecto de zanja.

Iw = factor de ompotre iento debido al efecta de contacto entre

paredes de zanja y cisentacién.
D = profundidad de desp.ante de la cimentacidn.
B = gemiancho de la cismtacidn ver figura 3.d.9.
L = semilaorgo de la cioentacidon ver figura 3.d.9.
Ab = Area de contacto de la base de la cisentacidn.

t

28
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_ Para podo ¢e traslacisn horizontal & !

' : D '
_If f 1 + 0,15 i/f- B

Iw = § + 0.52 [ LU ﬁ"_]
_ B z

r-

donde 8 - - oioTo L o T it et

Aw = Suma de 4ireas de contacte da2 las paredes
' ' cinpentacién con ' las paredes de la Zanja.
h = digtancia como se define en la figura 3.d.?.c.

verticalés de 1la

. cono puede notarse, no se preséntan expresiones algebraicaa ni para
. los coeficientea de variacidén de rigidez dinamica N1 para factores de
influencia d2 losa ntros modos de vibrar, con 1o que 1la informacion
queda incompleta, sin embargo para evaluar los coeficiontes de
‘varfacén de la rigidez dinimica pueden ronsultarse un conjunto de
graficas propuestas en la .referencia 27. ' ' : ‘

Por otra parte, si se hacen hipétesi= 1o suficientemente razonables,
puede eatimarse de una manera mis facil la influencia  del .,
enpotramiento en el amortiguamientot asf ,s5i se suponen oue las :
radiaciones de las ondas de corte v de las ondas  de coepresidn. son,. -
indepandieantes antre s1 y entre cada modo de vibrar, entonces @

AN

Compotirado = Cmporﬂc‘ml._-l- Cparedes - - @c.3.d4.33

donde:

' Compotr~do = AnortiQLadar equivalente aodificado por el
) : efecto de enputram;ento.-_,
Couperficial = Ci,  Amortiguador equivalente debido al
' ‘ “ contacto en la base de la cieentacisén como se . |
‘'s@ define en la ecuacion 3.d.26. .
Cparedes = Anortxguadcr equ:.valente debido al ' contacto en  las
: ' paredes.

En la ecuacién 3.d.33, la participacisn de cada  término depende del
modo de vibrar y de la certeza del contacto. "efectivo™ entre las
"paredes de la cimentacion y las paredes de 1a zanjal en caso de duda,

es conservador no considerar la participacidn del contacto entre
paredes. : o -

Mientras fgue Cruperficial tiene ol miseo sentido ' planteada en la
ecuacicn 3.d.24 y representa a las ondas gue se originan y eaiten a
través de la hase de la cimsentacidnig Cearedes representa a -las ondas
‘que se gonoeran y se emiten . a travées del contacto en las parodes
verticales. Dapendiendo de s8i la pared RS paralela o perpondicular a8
la tireccion de la carga, es el tipo de onda que se cenera y para el
caso de paredes inclinadasy se géneran de sanera simul tanea, ondas de
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corte y compresionales. : : . !

Por lo antarior y dependiendo del sentidc de las cargas 8

Cparedes ™ Cp + Cn ' o - ' . ec.3.d.34
donde ¢ I‘ -
""Cp“l’ FVshp 3' ec.3.d.35
Cn = oVLyfn : | ec.3.d.3&
_slendo ]

- P

Cp = Aportiguador Qqﬁivalénte asociado al contacto dé-

paredes paralelas al sentido de la carga.
Cn = Asortigquador equivalente asogiado al contacto de
paredes normales al sentido de la carga.

fip = cuma de areas de contacto de paredes paralelas . al

sentido de la carga.
An = 4rea de contacto de las paredes que sirven de
apoyo y son normales a la direccidén de la carga.
Az, para wmodo de vibracién vertical t
Cziompctrade = pof Viyfb + VsiAp) 1

¥y para traslaciones horizontaler 8

Chyempotrado = p [ VsAL + VEfp + VLyAn 2~ - - °

Ch.empoiraade = “Aportiguador equivalente para acdos de
’ ' traslacién modificado por el efecto del
eopotrami ento. -

Par intuicidéns para 1oz msodos rotacionales, puede inducirse 1a
influencia del ewmpotramiento al reenplazar en las ecuaciones 3.d.35 vy
+ 3.d.36 las areas por los momentos de inercxa de estas, tomanda como
referencia 21 misao criterio que k2 ucsd para. los asortiguadores
superficiales de 1os modos de rotacién definidos en las ecuaciones
3.d.25, es decir como si las paredes fueran la base de la cinentacién.

En e1 casoc de areas de cantacto inclinadas, puade usarse la proyeccidén
de estas scbre el plano vertical carrespond:ante.

3.d.2.6.-5UE1 05 ESTRATIFICADOS.
Hasta ahora se ha reemplazado 21 suelo pdr un resorte y. un

amortiguador, los cuales simulan su cosportamiento  ante cargas
dinimicas.Esta sieple idealizacién representa a un’ sesiespacio

hnmcqéneo‘visconlﬁstico lineal y su valor principal es que ayuda a.

explicar ceracteristicas 1apurtantes de l1la respuesta de cimentaciones
sujetas a cargac diniasicas. -

En reﬁlidad los depdsitos naturales de suelo no son- tan uni formes; por
lo que la idealizaciédn coad semiespacio viscoelistico lineal ya no ecs
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conveniente y la respupsta para otro tipo de berfiles que no
parecen al semiespacio es diferente. £s tipico encontrar depésitoes
suelao estratificados, suelos depositados cscbre roca o dopszitcos

] H-'.l\.oﬂ-.
suelo cuyas propledades varfan con la profundidad.

an.
T

L0

Tomar en cuenta las caracteristicas ¢2 los depdsitos naturzlcoca
.mencionadas anteriormente ha sido aotivo de muchas fnvestigacionos, un
resunen de los resul tadeos obtenidos de muczhas de ellas se presenta con
mis detaile en la reforencia_ 24, de la. cual entre otras
concideraciones las mas importantes son 1t

'ESTRATD SOBRE RCCA.

.Para cimentacié&n rigida dpoyada en un estrato hooogéneo depositado

en

roca, el factor nis importante es la relacién —%i como se define en

la figura 3J.d.4.b.,el cual modifica 1la rigider estitica de. la
cinantacidén y hace que las funciones de impedancia presenten picos vy
valles asociados en funcidn directa con las frecuencias haturales de
vibrar del estrato, lo gue en otras palabras, las fluctuaciones
observadas(picos v valles) son la sanifestacién de fendmenos de
resonancia. Esto se debe a que las ondas que emanan de la cicentacisn
en vibracidéon se reflejan en la roca y se regresan & la superficie,coxo
resultado, Jla amplitud gel eovimiento «de la cisentacién  pueda
incroenentarcss pignificativan=nte para ung frecuwesncia gsoixcifica doa
vipragion, ig gyl corrocponde aproxicadanssnte a4 2 las frecusnciss
naturales de vibror del deopédsitg. : . . - -

Tﬁéﬁicamente v para un suelo puranante eliasticeo(f = Q)  oitro efecio
inportante es que,a bajas frecuencias (nencres gque la corrosponciaonte
al mbdo fundamenital de vibrar del estrato de suelo) el coeficisnte de
radiacidéon ¢ es nulo, esto se debe a que no se trasmiten ondas a 1la
roca y & gque a tales frecuencias no puedean crearse vndas
superficlales, danita sanera en que podria disiparse ehergla, por 1o
gque 1a energ{a queda atrapada en el estrato y el amortiguamsiento
geométrico de las ondas es nulo. ’ :

Sin embargo el suzlo tiene amorticuamiento histerdticol por lo que en
la circunstanci as antes mencionadas, &1 aaortiguamiento intarno del
- sumlo se wvuelve la (Gnica msanera - de @ disipacisn de energia,
conviertidéndose asi en un parimaetro importante a frecuencias @enores
que las del sodo fundamental del estrato.

Pcr lo anterior, es inportante poder evaluar la frecuencia fundasental
de vibrar del esstrato o de un depésito de suelo estratificade sobre
roca. En la referencia 19 se presenta un resuasen de métodos que
permiten evaluar de manera sencilla la  frecuencia fundamental de
vibrar de un depé&ésito de suvelo sobre roca, estratificado o no,

ESTRATO SOBRE SEMIESPACIO.

‘Tanto el scniespacio coao el depésito de euelg scbre roca son dos
fdeoalizacicnes redicales de los depédsitos de suelo, vy para encontrer
solucicnes {ntereadiase, se ha estudiado un modelo Ris general gue
representa una ciasentacidn rigida apoyada’ en un estrato sobre
sgniespaciol el cual esti basado en dos parimetros que lo definen, a
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saber, la relacidn H/B y la rnlacién entre pddulos Gi/02 (ver ~ figura
I.d.4.a). . :

Los resultados obtsnidos dnl estudio de este modelo muestran que
conforame aurcsnta el contraste entre Gs yv Gz, los efectos son radicales
para un estrato cobre roca (Gi/Gz = 0) -y, obvianente,no se manificstan
en el caso co wn semiespacio (Gi/Gz = 1)1 tales efectos son gl puZento
dr la rigid2z dinamica Y uwna dismipucidpn de la capacidad gz
aoortiguarnicnto. Esto se debe. para el caso de dismaumuucion de la
rigicrz dinimice, & que aun a pequefos valores de Gi/8z, es decir tan
luego coaz0o no se cansidera base rigida ,10%5 desplazamientos tienden a
ser muy grandes comparados con l1os de un semiespacio. Asi, a muy bajas
frecusncias l'as rigideces son RAB pEquUEas cumgaradas con-elTcaso-s dael,
estrato sabre roca.

Para el caso del amortiguamiento y a cualquier frecuencia, este ce
incrementa debido a8 la trasmision parcial de las ondas de cuerpo hacia
el semiespacio Que sirve de apoyo &l estrato y a la generacidn de
ondas superficiales.

For consecuencia, los comportamientos ' antes descritos son una
transicidn entre l1os aodelos estrato scbre roca v semiespacio y asi la
sagnitud de los efectos, disainucion de la rigidez dinszmica v aumento
del amcrtiguamiento, son importantes a frecuancias menores o 2 ilguales
que la frecuencia fundasental del sigtema. Asi conhforme Gi/Gz varia de
0 (estrato sobre rcca)l a 1 (sepiespacio) los picos de las curvas dgz
las funciones de 1mpedancxa s0Nn mas proninciados y alargados y los
valores correspondientes a las fracuan:x;s de resonancia. disainuyen.
En la figura 3.d.17 se muestran astas tendencias.

Por otra parte,un paso icportante en ol anilisis o la eleccison de un
médulo de rigidez cortante que represente al depdsito de suelo.

Cono se comentd, s ha utilizado como artificio de solucisn del
problema de vibracidn de maguinaria la sustitucién de 1la interfase
suelov—cimentacidn por un resorte y un amortiguador, los cuales
sustituyen y simulan el conportamiento del suelo ante carga dinamica,
¥y pucsto que 1lcs parametros de rigidez dinamica y amortiguamiento scn
- funcidn de 1o0s valores 8 y v del suelo, se necesita elegirlos de

manora conveniente para que reprasenten el coaportamiento del depsdsito
de suelo.

En'1a mayoria dz los suelos » wvarfa en un intervalo estrecho de
valores, de 0.35 a 0.4 en arenas, y cerca de 0.5 en arcillas saturadas
(ref.20), por lo que puede elegirse un valor entre este rango de
acuerdo con 1las condiciones del depdsito de sueloc o al tipo de suelo
predaninante sin que existan diferencias significativas en los
recultados al tomar un valor u otro. En cambio 6 depende
fundanentalcente del nivel de esfuerzos y de l1la compacidad del
suelo, entre otros factores secundarios respacto a los antes
wencionadas. : '

Como primera aproximacién, puede {idralizarse al depdsito de suelo coro
un semiespacio, obtener la distribucién de esfuerzos como mse nmuestra
e la figua 2.d.10.,a y calcular G para el estado de esfusrzes que se@
tiene a la profundidad critica "dc® con las exprasiones siguientes 3
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Parl aranas y qravas ton granos redondeados y defornaciones
RENOres que 10°* (refs. 14 y 44),

2630. ¢2.17 - e)?

€ = 1 + e Y oo

FPara arenas y gravas con granos angulosos vy defcrnaciones
menores que 107* (rafs. 18 y 44).

-
B e T e R

. .oz

1230 (2.97 - g} -
&= 1 + @ : B co
"

en las que @

G = m&ddulo de rigidez cortante nh lb/puqu.

e = relacidn_de vaclos.

- v+ Zah

co = 5 = esfuerzo nctaédricn noraoal efectivo.
ov = ecfuerzo vertical efectivo.

oh = esfurrzo horizontal efectivo.

En 21 caso de arcillas la relacién éﬁtre fc} Y ﬂa rasilteﬁ;ia nn,dreﬁadag

angulares.

angulares

Su es auroximadazmente constante a bajos niveles de deformacidén vy para

niveles de defornacion cortante entre 10" y 10°° puede
(ref. 20) : ‘

8§ = 1600 Gy

emplearse

No existe un criterioc ijefinido para calcular el mddulo de rigidez al

corte equivalerts, ni la relacién de Poisson equivalente,

para’ un

deposito de suelo cuy. 3 propisdades varian cton la profundidad: na
obhetante 1o anterior . 2n la raferencia 29 se ha usado un gstodo qua
‘coneiste en transfor:ar un depésito de suelo’ estratificado, por

ejermpla, & un senies| acio - equivaiente a través de un

factor dae

influencia que toma e cuenta la estratificacisn y la suposicién de

que la distribucidén d¢@ esfuerzos en el medio estrati{icado
semiespacio es 1a mist 3 (ver figura 3.d.10.b.).

y en el

tha alternativa ton f nes de diseMo y para evaluar el comportaniento
de la ajsrmquina consist: en obtener la respuesta en funcidn de variocs

valores de G de tal m nHera de cbtener un @spectro como se suestra ean
la figura 3.d.10.c y « »>aparar con las G aedidas en el perfil del.

terreno de cieentacid .

D
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4, APLICACIO.;..o

Es prictica conin seleccionar e idealizar modelos de estructuras a
base dc resortes, amortiquadores y moccas concentradas que reopresentan
aproxinzdamente ! comportasmionts de lta estructura asodolada. La
aproximatidn del modelo depende del zcnalista y las difercncias  «up
existen entre un modelo u otro no sicnifican una discordancia en el
comportamiento pero s en la precisidn y efictencia alcanzada con el
metodo de soluc:idn,

Por. 1o anterior, es fecumendable que el analista o disefador covnozca
de manera adecusda las herranientas asnaliticas existentes y asi pueda

ucarla8.En la referencia 3 se presenca’un resunen de consideraciones.

practicas para la eleccién de modelos, algunaos de 'los cuales se
puestran en lase figuras 3.d.5 y 3.d.4& 'y se utilizan para la solucidn
de los problemas svgu1antes H

-

PRUBLEEA 1. -

Se necesita diseffar - 1la cimentacién de un compresor Cuyas
caracteristicas praporcicnadas por el fabricante. se muestran en 1la
figura 4.1, y algunas e las cuales se presentan a continuacion t

So trata de un compresnr reciprocante yertical'de cuatro cilindros que
pesa 12764.0 Kg vy ¢tiene el siguiente equipo complementario, un
enfriador de gas de 1975.0 Kg, asaortiguadares de 3182.5 Kg, y un motor
de B172.0 Kg, el cual iene un rotor que pesa 2224 Kg Con lo anterior
el peso total de 1a manuina es de 26093.9 Kg V ©:u masa equxvalente de
26560 urnw (unidsdes téchicas de sasa)l.

La frecuencia de operazién primaria (fcg) es de 585 rpn o (wp) de 61.3

rad/s y la frecuencia fe operacién secundaria (fop) es de 1170 rpn o
twe) do 122.52 rad/s, as cuales procucen las fuerzas y oaoasntos
mostrados en la figur: 4.1.b. Las fuerzas debidas al funcicnanientao
. del motor se consider: 1 nuias.

El suelo de cinentaci¢1 es una arena linosa medianamente compacta con
grava, con pesg velume trico y = 1876 Kg/a, méddulo de rigidez al corte
G = 9.&6584 Kg/m, veloc: jad de onda cortante Ve = 227 m/s. raslacidn  de
Poisson » = 0O.38, ano:_xguamxentn hlsterétxco r = 0.05 Y :apacxdad de
rarga admisible Qa = 1?2 T/m. .

l.as din=nsiones de la :inentacién propUesté se eligieron de acuerdo al
inciso 3.c y resultar: 1 como se muestra en la figura 4.1.a. Algunas
di mensiones se enlist n a continuacidént

L= 4,20 nm
B = 2.40 p
A= 40.32 &t .

El problema se resuelve para las acciones no arménicas perisdicas
resultentes de la superposicon de las acciones primarias y secundarias

(ver curvas VzpMeopy VzeMxs €n !a figura 4.1.b). Se resuclve
tanbién, el caso siaple de considerar lag acciones armdnicas simplec
' 30
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coma una funcidn cuya mixima amplitivt es 1a suma de las arm-litudegs do

las acciones prircaria y cocundaria actuando con la frecuencia de  la
accion primaria (curvas Vz y Mx de la figura 4.1.h). /

Los re:ultados'obtenidos en téorminos cde amplitudes ga muestrén en ia

figura 4.2y en términos de desplazanmientos en la fiquras 4.3, 4.3 vy
4.11, todas en ®l dominio de la frecuencia. .

Los paréretros K (I) y C(Z). do cada modo se ocbtienen . de acuerdo con _
@l fnciso 3.0y su variacién con respecto a las frecuencias L)
muestran en las figuras 4.5 a 4.10. Como ejomplo tlustrativo se
muesgran dos tahlas de calculo de los parimatros K . (7)), ciry,

K-MOQ, y QC() ,térninos que se utilizan en @1 anilisis planteado

por las ecuaciones del inciso 3.d. (ver tablas 4.1 y 4.2
respectivamente). . T Rttt RIS - L Tl

2

En 1a figuras 4.4.a2y 4.11 s muestran las diferencias encontradas
entre considerar 1? accién como envolvente o como una suma de
aradnicas sinples. 4 :

"En 1la tabla 4.3 se mue§tra un resumen de resultados comparativos qua

muestran las diferencias encontradas entre resultados obtenides en
este trabajo y los obtenidos por el analisis que se presenta en la
refarencia 5. Los resultados corresponden a4 la frecuencia de operacidn
prisaria, 8s decir para un parametro ac = 0.65. )

-

PROBLERA 2. C _ . » -
fe plantea dise®X r la.cimentacidn para un genef-ador que funciona a-
bace de turbinar de gas. La condicidén del suelo de cimentacidn =26 mala
pues 5eg trata de una arcilla limosa blanda sensitiva a las vibraciones
por lo gue surge la necesidad de liaitar la propagacién de estas, asi
coap las amnplitudes de i=2formaciént para ello, s ha prooussto un
bloque adicional da ine ‘cia como aisl ador de vibraciones soportadno por
recortes, cen 21 arregl ; mostrado en la figura 4,12, donde puede versa
que el paso entre altas y bajas frecuencias a las que funcionan el
genaratdor y la turbina -esgectivanente, wsta dado por una caja de

" engranes.

-

Para la solucién del problena se toman los datos dadocs en la
referencia I, los cuale ; estin relacicnadns con o] funcionazmients del
siptesna de aiquinas, l: ; propisdades mpcinicas del suelo asl como las
propiedadas geomdtrica: y de inercia del sistesa cimsentacién - hlogue
de inercia - aiquinas r :sultantes del arreqlo, los cuales s enlistaen
a coritinuacidn.

A).-DATOS GENERALES DEL SISTEMA DE MARUINAS.
A.1) GENERADOR.
Peso (Wm) = 12780 Kg

Poeso rotor (My) = /293 g
Frecuencia de oparacién (f1) = 1800 rpa N we = 188.3 rad/s
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Excentricidad de masa desbal anceada (es) x 0.002%4 ca :
Fuerza cantrifuga (Fou) = (W:r/g) e o = 395.5 Kg "

A.2) TURBINA.

Poco (th) = 7402.5 Kg o ' .
Peso rotor (W) = 257.5 Kg K ' .
Frecusncia de cporacién (f2) = B8990 rpa - . wa = 941_43 rad/s

Evcentricidad dz masa desbalanceada (ax) = 0. 0145 ca
Fuerza centrifuga (Foa) = 3I3&.8 Kg

A 3) CAJA DE ENGRANES

Peso (He) = S§922.5 Kg

Ee considera que las fuerzas generadaa por 1a caja de engranes son

nul as.

A.2) Las fuerrzas decbal anceadas generadas por las maguinas se& suponen
aplicadas en @1 centro de masas del sistemna de adquinas b4
pErpendicular al eje de la flecha que las une.Ver figura 4.12.a.

ta fuerza coabinada de lag miquinas a5, segun referencia 3 |
Fe(e) = 395.5 Sen (IBB8.5 t) + 336.8 Sen (941.4 ¢)

o una equivalente que se ohtiene al considerar una funcian sencidal
cuya osplitud es la suma de las amplitudHes de las arménicas sinples
y su frecusncia es la frecuencia de operacion prinaria.nen aste caso
ia del generador, por logue & ' o y I

F(t) = 732 San (18Y.5 ¢) o
ver la fig.4.13.b.
B) . —PARAMETROS DEL SUELO.

Arcilla limosa glanda

y = 1763.6 Kg/n 2

G = 2.586E4 Kg/m . = Vg = 117 n/s
y o= 0.35 )

( = .05

Go = 4.9 T/a®

El nivel freitico fluctﬂa y llega hasta 0.91 ca baja la superficxa del
terreno an cierta época del  afio. .

C) .~PARAMETROS DE LA CIMENTACION.

Se ha selaccionado la cimentacién de acuerdo a las recomendaciones del
inciso 3.c y debido a que el nivel freitico esta relativamente a poca
profundidad se ha recokendado que la cimsntazidn sea superficial para
evitar excavar bajo agua en Caso de cimentazidn empotrada.

Las disensiones resultantes as!{ como las prnpiedades gecométricas y de
inercia del sistema, s@ muestran en la figuras 4.12 y 4.13.a.
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snlistindoce nlgunas de las mis Gtiles a continuarisn.t

L= 4,24 m. i
B = 2.13 e.
A= 35 3

D) .~ANALISIS DIKAMICD.

B¢ seleccionan 20 renortes con rigidez vertical de 157291.34 Kg/m caca
uno pdra dicminuir la trasmisidn vertical ce vibraciones, la rigidez
total vertical etpivalente serd K¢ = I, 1486 Kg/m. E1 criteria de
seleccién de lac resortes &8 ha hecho para tener un factor de
trasmisibilidad do loa resortes de Tr-= 0.02. ccngid:ranﬂo al blooya

inercial coso un “sistena elecental de un | grado de libartai"

fndependiante. Tr se dafine como la relacién entre fuerza trasmiticda a
fuzrza aplicada.

v‘Li' restriccién al movimiento lateral esti dada sadiante postes
verticales, dos a cada ladoi la rigidez lateral s Kx = 28.83E6 Kg/nm.

La rigideoz a 1la rotacién de los resortes es funcién del arreglo de los
micmos y €2 1la rigidez vertical de cada uno de ellos, @en este caso ,el
arreglo consiste de dos hileras da 10 resortes cada una separada 1.52
m a ambos lados riel eje Que pasa a traves del punto o, ver figura
4.13.a, v su rigidez a la rotacisdn equivalente respecto al eje vy
esti dado por el -mosento ocasionado por las fuerzas en los resortes
por unidad de rotacién, écto es§ ' '

Moaento _E Ki di ¢ di
Kry = Fotacion v =Lk dl

siendo t

Xry = rigidez a la rotacidn respecto al Eja Y=Y

Ki = rigidez verticel del resorte L.

di = distancia parpendicular deal resorte i al eja y—vy.
w .= ruesacion.

- an este caso t

Krv = 2 Kv e® siendo Ky la‘ rigidez vertical por cada hilera da |

”~

resortes (10 x 1%57291.34 = 1.57€6 Kg/m) y @ es la distancia
perpendicular del eje de la hilera al aje y—y, e = 31,52 m,pnr lo que
di = e = 1.52 m, '

Por 1o tanto Kry = 7.25E6 K-m

Con la tnformacién disponible presentada en el inciso 3.d.2 no se
pueden evaluar los resorteg y amnrtiguadurés equivalentes del scuelo
para las altas frecuencias con gque opecan las méquinas, 8in esmbhargo
cozo pudo cohservarse, conforae aumenta la frecuencia obtenenmos que
para muy altas frecuencias el coeficiente de amortiguaniento C tionde
a pVA ounda Vi ge elige de acuerdo-al modo de vibracidn.
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Por otra p:rte, tampoco existe infornacién suficiente para mvaluar el

resorte dinimico equivalente K, para altas ¢frecuenciase con gue opera
la miquina, aun asi{, K puede cstinmarce de las ecuaciones B.26 y B.Z7
ohtenidas en el anexo B., r.'s dacir

KwK (1 -r%) :

siendo 1t rigid=z dinimica equivalente.
rigideoz &ctatica

relacisn do frecucncias = (Q/wn)
frecucncia de la acciéen

wn = frecuencia natural no amortigQuada del sistena

R R
[ I B |

ésl an este caso, 1 amortiguamiento se vuelve independiente de - las

‘altas frefucncias y la rigidez. ﬂpl r@scrfe dependiente de la -relpciQn .

de -Fre.'c:uenci aB.

Considerando lo antjt.riur s@ evaluaron los amortiguadores y resortes
equivalentes del s.2l0 para cada frecuencia resultande la siguiente

Para la .fre:uen::ia.”de ﬁpgracién f1 = 1800 rpn e» f(u = IIBB.S‘rad/s
Modo vertical 1t .

Kxe(f) = —3.0858 Kg/m
Cza(F) = 1.14E6 Kg s/
Vi = Vuy = 194.8 a/s

Modo traglacional 1

Exa(f) = -3.0E8 Ko/m - - | P
Cx4(E) = O.40Eb Mg ©/m : :
W =Vs =m 117 m/s

Modo rotacional s’

,grys({') = -9.5EQ8 Xgm
Ceyvatllf) = 1.53E6 Kg & &
Vi = iy = 194 8 m/s

Para la -Frer:uencia de ( 2evacién $#2 = B8990 rpa e (2 = 941.43 rad/s
‘Modo vertical 1 ;
Kzz(t) e -8.45E9 l(g/n
Czz(F) = 0.35E46 Kg s5/n
Vi= 1y = 194.8 a/s
Modo traslacional
Kxz({f) = —8&£.09E8 Kg/m

Cx2(l) = —0.15E6 Kg &/n
VW= Vg = 117 a/s

B T R L e
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B v o et et Sl 4

uﬂado rotacional %

R
.

Knalt) = 242.458 Kg m
Cryz(f) ® —0.44E6 Kg 8 &~
Vi = YLy = 194.8 &/

donde cada KijtZf) y cada Cij(f). esti evaluado en -funcisn da la
frecuencia 2, la forma de la cimentacién y el amnortiguaniento
higterético § , siendo { el modo do vibrar vy § el grado de :libertad. *
fisi, usando &l modelo de la fiqura 3.d.&6 vy la scluciédn correspondiente
planteada en el anexo B.2, se evalta la respuesta ¢nicamemte para el

_ modo de traslacién vertical. Los resultados obtenidos se. muestran en

la tobla 4.4, donde .se indican las diferencias obtenidas de 1los
anilisis siguientes 1’ ' oo : - T el ot S e

o al). -Cnnﬁiderando una accidn envolvente con la 4racuencia del generador

.y uha anplitud mbx ira igual la suma de las amplitudes que.
ocasionan &l qeneradur y la tLrbina. - - ) i L

bl. —Considerando la suma de arhénicas sinples currespondfentés‘,a‘rra
del genarador -y la de-la turbina. ) e . . -
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ij My s Mosa equivoiente ol sistemq
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Fig. 3.4.6- SISTEMA ELEMENTAL OE DOS GRADOS DE LIBERTAD .|
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" Uz = Desplazamiento vertical ‘87 = Rotocion olrededor del eje z
Hx = Fuerzo lengitudineg Mx = Momento transversat
Ux = Desplazomiento  [¢ :gitudinal €x = Rotocion tronsversal
Hy = Fuerza transversa’ ' My = Momento longitudinal
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Fig. 3.d.7 MODO¢ DE VIBRAR DE UNA CIMENTACION
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Fig. A.3 TOLERANCIA DEL HUMANO A IMPACTOS VERTICALES
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AREXO B.- SOLUCIOX DE LA ECUACION DE EQUfLIBRIO DINAMKICO.

B.1. SOLUCION DE LA ECUACION DE EQUILIBRIO bINAHICQ H

CRCE) @ M G(t) = P(t) , - : ec. B.1

Nota ¢ El simhclo & indica suma vectorial y para referencia Jsece laf
notacidn de la figura B.1. : : '

RESFUESTA MAX1M43 EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCA.

"P(t) = Po '™ - IR D ez Teithec iR
R(t) = X u) ‘ o . ec.B.3

X =% +isa | S ‘ _ * ec.B.-4

uli) = to ei(Q e - ' B ec.B.5

aCt) =i 0 Uo e . (g u(t) | e ec.B. 6

aet) = % o Uo & VL a0 fuie) ec.B.7

sustituyendo en la ecuacién B,

X utt) + M -0" uft)) = po <"

X Uo Ei_g te'* - M Mo e te'® = Po &' !
eliminandﬁ términ;:s

X Uo e - Ho'Uo € = Po

fa:tnrizandp3

Uo e'™*(x - Hr;’) = Po

ejecutando operaciones y sutituyendo %X por (%1 + i%X2)
Po - : 2. o
D—;——=.(Cos¢+;5en¢)((9&-—ﬁﬂ)+ax}

o~

’&2— = (% — MO?) Cos¢ — %z Seng » + i (X2 Cosg + (Zu—MOT)ISend )

83



¢ b
" igualando reales con reales y complejas con complejos obtenemos. e}
sistema de ecraciones siguiente
2 . ' Po
(Xs - M) Cocg - 2 Seng = o= ec. B.8
) | :
%z Cos¢g + (Fs - MO®) Seng = 0 , ec. B.9
‘ l
de dondet
t
, _ . : . E
Kz +-4%s - MOT) Tge = O e T e S - . L Tl et
" ]
es decir » ﬁ
'
igg = - ___Ei_;; = _JEE;__; ec. B.10 E
X1 - MO K1 - MO ' 3
y por el teorema de Pitsgoras ;
f
Seng = - _ . ‘ ec. B.11
— : — .
x2 + (MO - A1) i
mol- =
Cosg = _ ) _ ec. B.12
2 z ' ’
2

por otra parte de la 2cuacién B.8

_ C an?y - ' Po 1
(% - MOY) Xz TQ# " o~ Cos @

sustituyendo B.10 y 1.12, entonces

. ) 2 2 : 2
: /ﬁh - MO"~ X))
-2 _| s P

Mo~ ks

x:s - Mo

B84




— :

s - Mt - 2w - sa = T2 /on 4 m0® - xo

2 ' 2 Sz . re
gard’ - maH? - s+ s’ - e :,;:— 2 + MQ"- x3)
cambfandb de signo 2 -
2 2 z z 2 Po t 2 z
9y - 2945M0 4+ (Hﬂ) __+ Xa_'=_ Bl DO— s Kz +{MO" - Ki)
factorizando ' }'{'
o 2 2 z PE 2 2 2
[(S’Q-HQ) +9'<5]= = [mum-sm]
- Uo ‘
pé 2 2 z: 2. A
= [su+mn: ~omePxa + 9&]
Uo . =
P 2 :
,=-—{(9a-m’) + K3 )]
N 2 .
Uo

dividiendo entre el término entre paréntesis

. o .
z, - - o
(m_-m)+gc§_ [PW]

sacando raiz cuadrada en ambos miembros tenemos f

E%* = /J(%s - nn’)"+ o3 Co que es la ecuacién 3.d.10

si EE__, Uesij siendo Ues.. ] desplazamiento estatico,entonces
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“-§%§} = (K - M2

R,

' !
i
E

elemental de un grado de lTibertadl! en 1la ecuacisn B.21, K tiené

'“‘asociada la rigidez y la inercia del suslo de cimentaciédn, por 1o
+tanto K no es una constante, como es comun suponer en la solucién del
" sistema elecental de un grado de libertad. De lo anterior, por

conveniencia y para difereénciar entre una resorte constante y una
rigidez variable se define lo siguiente! '

K = rigicdez o resorte dinamzco equivalente, es una var1able.
K = rlgldez o resorte estitico, es una constantu.

Por lo anterxor, si B2 usa la solucidn del sistema .elemental de un
grado de libertad para representar el problema de interaccidn suelo
estructura planteado en 1la ecuacion B.!3 la K del sisteaa de
ecuaciones B.20 debe 1nterprestarse como una K, con 1la que. dicho
sistema queda ! o T s e

K - Ma*)y  -co us’ o S
_- 2 = ec.B.Z3
oo (kK- %] |usz {o -

.

La relacién entre K y K puede encontrarse como siguet

Puede demostrarse que al dividir la ecuacion B.17 entre us+iuz resulta

Po P(t) _ |
ifiuz | uftd _ ) ‘ @c.B.z4

siendo 1t -

P(t) = Pore gl ¥ :

utt) = (us +.mz)em ' = uc e“‘2 tea - (ver anexo C)

z 2
Uo = Yuseus

uz

)
ug

¢ = Arc. tan (

dé‘lo anterior, la ecuacidén B.I? puede arreglarse como se indica ¢
) + i1 CO : ) ec.B. 25

expresidn que s semejants a la B.3, ex decirr

P(t) - z

: ' s
es seaejante ar . i o )

R(t)

Tucry Tt

LR S

S

Frim o it e manst e R4 m ), FT A T T TS r s R e L e et At



Notese que F(t) es diferente de R(t).

Dtra vez, si fe utiliza la soclucion del sictema elemental de un - grado
de libertadt cebe mantenerse la missa impedancia, esto significa ques

(t) ) ;
'§7¥T sea igual a R(t i 1o cual es cierto, si y s&lo si, se cumple lo

u(t)
siguiente ¢

5 = K - Ma?
% =cCQ

”pe;o % = K por lo tanto : -
K=K - N | . - . ec.D.26

que es lo que se querfa encontrar.

Por otra parte, sSi analizamos el término K - HOF de la ecuacisén B.é&
vemos ques '

o MO

1]
- K[’ K7 T
2
=|<[1- “]
H
«n
=¥ (1 -rh ‘
= K& siendo & = (1 - rh ec.B.27
con lo que la ecuacién B.2& quedat
K ='K& _ , ' ec.B.28

donde t

re :g— es la relacidén de frecuencia de la accidn a frecuencia

+

- natural de vibracid&n no amortiguada. .
& = coeficiente de varzac:én de la rigidez dinamica con 1la
frecuencia. .

Por otra parte el amortiguamiento C se mantiene independiente de 1a§
caracteristicas de inercia del sistema y si analizamps el términao CO
vemos gue t '

CQ = 203rK puesto que I




B= e
Cc = 27 KM
|
|
dondet
= relacién  de amortiguamigntos como se define en el sistema
elemental de un grado de libertad.
Cc= amortiguahiento critico para que el sistema elemental de un grado
de libertad no vibre. e L . .o - i
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B.2.-SDLUCION DEL MODO VERTICAL DE DOS 'CRADCS DE LIBERTAD.

Ecuaciones de equilibrio, ver figura 3.d.&.a.
. '3 b ) ‘ - A * - ~-

MiZs + Kiut + Cids = P(&) SRV ' ' ®c.B.29
Ma¥z + K222 + C2i2 — Kius — Csls = O : Ve ec.B.30
us = T4 - 22 _ @ac.B.31}

sustituyendo B.3t en B.30 y B.29
TMyFa 4+ 'Ks(zs.-.— 22) 4. Ci(2s — 22) = P(t) S W wmn et ‘-:._

M222 + K222 + C222 - Ki(zs - zz) - Ctt2s — 22) = O

efectuando opéraciones quedan ) IR R -
MiZs + Ka(21 — z2) + Ci(zs - 2) = P(t) _ _ -~  ec.B.32
M2z +(Kz + Ki)zz + (Cz +C1)22 - Kazg - Ca24 = 0. .. .. ec.B.33
si ¢t ’
P(t) = Po &= " - _ .
B 4 . o e
~ z1 = 210 @ 1** a (245 4 izare O
{ﬂ/ 2z = ZI0 a“g trezy (zzs + izzade leaa t : . .
sntonces 8 T
24 = o zio e 2 VY g 2y . .
Zs = -0’210 e.l-“-zl “‘“-—- -ﬂzZl_, - s ) Cohe It
iz = o z20 8 Y%, (g 22 RN I ' .
. E2 = —a'zze @M. G2 i
.. sustituyendc en B.32 y B.33 |
—H;ﬂztz:iﬁzu)em ‘e Ks [(zuﬂzsz)em t.o_ ' (zzrl—izzz)am'l] S
« o s ¥C1 (LD [(zu-ﬂzu)etg vt - (z};#izu)eta t] = Po e"‘:l t o ec.B.34
—Q’rtztzz;ﬂzzz}em-.t-l- (Kz24K4) ('..-'34-0-i.zz::)¢e“a ‘-4- (Cz-rt:nin(znﬂz_zz)am l+..
) oo (~Ky) (zu.ﬂzu)leu:a t - Ca i) (Zra4izs2) @ “? te (-] v " @c.B.35
) |
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Por otra parte, es (til demaostrar que

" AKEXO C.-TJ0TACION VECTORIAL.

£s conveniente utilizar 1la notaci & vectorial complej? para
representar fuoerzas y desplazamiontos. ‘Dicha  notacid&n. parmite
representar el desfasamiento entre fuerza y dosplazamiento a traves de
las conponegntes, real y compleja, de un wvector reprecentado en el
plano complejo. En este caso, la parte real de un nimero coaplejo
estari asociada & las caracteristicas de rigidez e {nercia del
sistema, mientras que la parte imaginaria, refleja las caracteristicas
de amortiguamiento del sistemna. Fara referencia se usarid la figura
Cl ‘- .

ot i tew [ RS-SRS
= uo e » o0 :

‘utt) = (us ¥ et
Asi, si
u'(t) = (ug + uzr1e®t . ) ' ec.C.2

entonces esta ecuacidn es igual a _ '_-

= {ug + iuz) [Cos (Qt) + &« Sen (m:)]
de la quel efectuando operaciones, tenemos

= [un Cos (Ot) — uz Sen (nt)] Sy [un Sen ((t) + uz Cos (Ot)]

= us[Cos oty - :—: Sen (nt)] + i us [Sen (nt)i-e- :'% Cos (Qt‘)]

por el | tezrena de Pitigoras:®

-

uz

Tan ¢ = s

' . / 2 2
| . us + uz

entonces 1a Aecu'aci.én C.2 queda

- L [Cas (Ot) - Tan ¢ Sen, (Ot) + L (Sen (Ot) + Tan ¢ Cos mtn]

= us[Cos oty - -ﬁ—s:—:-:— Sen (Ot) + i(Sen (Ot) + -g—gg Cos mt)]

v

- c‘u—t;1¢, [CDB ¢ Cos (Ot) - Sen ¢ Sen (Ot) + { (Cos ¢ Sen (Ot) + .....

prS
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.v..Sen ¢ Cos (Ot))]

y por las identidades trigonométricas §

Cos (a + f3) ‘= Cos a Cos f3 s Sen a Sen 3

Sen (a + ) = Sen a Cos 3 + Cusla Sen 3

s oncuentra qgue
= v ul + uZ [Cus (¢ + Ot) _+ i Sen._ (¢ + Ot) ]

y se concluye que

u(t) = (us + uu)e@atl- uo e “** . 15 que se queria damostrar.
w '

siendo o

|
uo = us + ua

¢ = Arc. Tan

95
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S
T
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. sz=-b

o}.- Notacién vectorial complejo.

o + bj= (Flel®
a=|IFl Cos o
b= {FI Sen o

(Fr= Y2 + b2

0= fq" {—)

F

B

Regl

p .
£> T T) & _
SEGUNDOS
k! Suma vaectorial en el

} f / tiempo cero
o ety io .
o / } o~g \"
. A /

tiempo (seg) lrnoG %
fose (rad )

‘ .

{a) ib)

b}- Representacion de la suma de dos vectores que giran en contro;, uno
respecto a! otro. ' '

Fig. C.1 NOTACION DE REFERENCIA
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INTRODUCCION

En la determinacidn del comportamiento dinamico de las

turcomaquinas intervienen factores sobre los cuales, a&aun en la

actualidad, no existe un conocimiento pleno ni se ha - desarrocllado

[

n matodo que permita reducir la complejidad del problema.
Las pruebas de giro que s realizan en los talleres de los
abricantes de=2 estos =2quipos conducen a parametros dinamices del

misma que pu=den tEner variacion®s importantes a las aobtenidas en

ias pruebas de arranque o en condiciones de operacidn.

Feor otra parte, la necesidad de - integrar. equ{pos o
instalaciognes a las twhbomaguinas obliga a apoyarlas sobre una
imentacion éstruc;urada, esto =25 a bése de columnas y trabes, las
cuales también son conocidas como cimentaciones flexibles, por sﬁ
baia rigidez lateral gue presentan. La mayoria de }as varces, estas
cimentaciaones son de concretg .reforzado, evitando tener un control
.adecuada sobres 81 modulo de elasticidad del material o1  cual

i rectamente 2n a rigidez del sistema vy, por lo tanto, éen

w
|

14

poat

[
Voo
fp
c o

encias naturales del sistema.

£l terreno ssbre el cuwal, Finalmepte, se transaiten los

1
1
-+
-
x

mrzos estaticos y dindmicos inducidos por el eguipa y su

imentacidn, es otro elemento  en el ques existen serias

c
dificultades para determinar sus parametros ' caracteristicos Fpara

integralas en un estudio detalladao del comportamiento dinamico de
un sistema equipo - cimentacion - suelo. : N

Sin ambargo, un buen numerc de inVvestigadores en =21 mundo
estan desarrollando nuevas teécnicas tanto analiticas cComo

euperimentales gque pz2rmitan resolver las interfases equipo -
cimentacion y cimentacion - suelo para poder establecer un

procedimiento adecuado en la solucisn de este problema.



En 2stas notas se presentan, brevemente, algunos conceptas
elementales sobre laos equipos rotatorios que el  disefiador de la
cimantacidn débe congcer para obtener mejorss resultados en =su
tarea. Acimismo se bresentan descripciones de laos métodos de
las mathiceas de transicien y del elemento finito, los cuales son
en 1la actualidad los mas wtilizados para el andlisis de=
cimentaciones de turbomaquinas. Por dltimo, se reportan resultados
de estidios analiticos y de campo realizados para determinar 1=z

Zausa que origlina -un problema de grandes amplitudes de{ vibracian
presentes en las cimentaciones de los equipos o en los edificios o

instalaciones vecinas.

TUREOMAGUINARIA
Denominamcs cComo tuﬁbcmaquinas,a aquellos eduibcs coan
velocidades de cperacidn mayeres a 1300 rpm cuyo ac:ionador-es una
turbina de vapor o de gas vy las cgalgs, de acuerc a su funcidn

pueden ser clasificadas como :

Turbogeneradores
Turbocompresores
Turboventil adores
Turborbas

.

H ] J
a energ

-

En las turtinas de vapor a termica del vapor gensrado

2n ensrgla cinstica en las

i

=n las T

i

-~

lgeras =s transtormad
tomeras para despuss ser condunid

a a través del pasc de alabes an
dondaz s2 12 fuerra a modificar su velocidad v direccican
cambio ejerce un

-

Lal gu2 el momenta lifpeal del vapor cambia y este
snouia sobre los Alabes dando origen al movimiento rotatorio.
=

i2ntras qu=2 1os 2quipos !ecipracantes la transformacidn del calor

[

iza =n una soia e=tapa, en las turbinas este

-
i

=27 trabaio se A

process pueds realicarse en varias stapas. Las turbinas disefiacas

1]

para convertis energia calorifica en energla cinetica solamente,
% conocen como turbinas de accidn, en tanta gque las turbinas

onde 2sta transformacidn es realizada parte en la taberas y parte

|5 T

.2

o



en el pasao ‘entre Alabes se conocen como turbinas de reaccidén.

Asl brevemente descrito 21 proceso mediante el cual. se. origina
el movimiento del rotor, las turbinas nc parecen ser parte vital
en los preeesos  industriales. Sin embargo, del .., adecuadoc

funcionamiento de estos equipos depende la capacidad de produccidén

de las plantas, de manesra que la falla de una turbina pusde ser

cauvsa de un funcionamiento deficiente e incluso del paro  de, una

T

‘planta industrial.

-

La parte %undamnntal de una turbina ﬂﬁ su rotor, =1 cual . es

vuna t+lecha qup flnnﬂ mcn*qdaa d1Vﬂr=Ds tipos de tompcnentesh comg
io =on discos, camisas,ruedas de engrane,impulsores,ilabes,etc. A
su. vez el rotor esta apo;ado sobré elementos estructurales
denominados chumaceras, Luya funcion es separar el rotor de las

somponentes estaticas de. la ?ur ina.

- s ’ oo .

Para puder detpranar adecuadamente ]! comportamiento - dinamice
M (e '

-de LG maguina rotatoria se PEQUIEFHH “aali:aﬁ una sariz  de’
. [ 0. -

studios analiticos los gque se mue=tran an la f gura 1., Debido. a
. t"‘ :
que nuestro interés es conocer las frecumncLaS_ ; farmas modales
¥ . :
1 - B - -,
del rotor de la Lurblna para evztar tensr ampl tUuES de _vibra;ibn

v

. i
grandas gue da?en al mxsmo, por encontrarsz en resonancia. con

0 Lok

algu#a frecuencia ewc1tadora del 515tema, de:ur;blremos Ia forma

[=1] ob+=ne“ estos pardmetros di n¢m1cos empleanua el metcdo de la3
“‘matrices de tran51*tén. ‘ _ .o . .
Si w =2s alguna frecuencia natural del rofor vy as la velocidad

de operacidn, decimos gque ex 1ste resonancia mecanica cdando la

relacidn de frecuencias es fgual a . S= puede demostrar que para

ot Lt . . o -
un sistema dinamico, la respuesta de un alstema de . ma:a m

b4
Qelocidad de operacison snbré el cual actua una fuerza F, es
) yrien = F /,( m - ZI)
o bien . ydin = F / (1 — 2/m )}
multiplicando .port k/k, siendo k la rigidez del sistema Y
4



Al analizar las =astaciones en donde existen masas concentradas

pocdemds considerar dos Casos:
a) Masa cencentrada considerada como puntual, la cual
introduce durante las vibradciones una fuerza de inercia

gue produce una discontinuidad en la fuerza cortante.

En este caso, la matriz que relacidna el vector de estado a la

izquierda y a la derecha de la estacién esta dada por

O 0

| v I 0 I by Jeza
| o] | o 1 0 o | [e |
; | M | o o 1 o4 M |
| v | -mw2 0O 0 t | | v
L i=1
o bien der : \zq
Zv - = PU Zi-1

-

La matriz P se conoce como matriz de. punta.
b)Y Cuando existe un apoyo de rigidez K, el cual tambien
obliga a una discontinuidad 2n el cartante.

La matriz de punto P en este caso 235

1 £ G 0

| | | 1y =
‘| & | I O i 0 0 ] l & |
N | o ) 1 0| | M|

| v | | - 0 0 | | v |

Finalmente, . .para definir completamente 21 problema se necesitan

aspecificar las condiciones de +rontera.’
Si los extremos del rotor estan libres tenemos:

in =.]y & 0 Ol

g 6

-~



D)

. . - - . .
.t i 3 .~ . - .

A partir de las matrices de camnpo y de punto bodémos relacionar

..antre si 'a los vectdres de =5tado adyacentes y mediante un prbceso

de sustitucion usando -productos’ matriciales © es posible élimiqar
los vectores d= estado intermedios, de la manera siguiente

Zn = Fn Pn Fn-t Pnt1 Fr-2 Pn-2.....F2P2F1P1 Zo

:estakleciendo la matriz R ‘ y
| v | b EETYY S RTTE R wie | ] v |
| & F | wes : w2z - T we2a cuze | ] €7
| Mo ] s ' a2z~ ua3 - ‘w3 | '{ Mo
o v e | ver Uez Ued 'qf4il. | v |
o n . o !
Estableciendose - la submatriz Lo
R ; - ) - ' . I . ’
" . SR R+ S B R YE 4 uszo b v | ' -
e TR -2 B IRV taz || = | , _' S

e - ' . . - \

+

Fara quegtenga'una<éolucién distinta de la trivial su determinante
debz2 ser nule, lo gue conduce a un polinomia de grddéi M. en w2,
siendo M 21 numero dé estacicnes y las raices de este sistema. las
1as frecuencias nmnatuwrales del  rotor. '"Este analisis es  muy

mportqnte pues wvariando 1a P1g1des de los. ﬁapoyos ~ podemas
conetruir el Mapa de Ve‘oc1dades Criticas del rotor, el cual es
uné grafica gque nos. muestra la - variacién de . las <frecuencias
naturales del sistema en-funci&n de“laf}igidez de. sus apoyos. Las
cimentaciones del tipo flexible tiemen columnas cuya . rigidez
lateral influye en el comportamiento de estas frecuenc1as."En la

figura- S se presenta‘un-mapa‘de estos,  ast..come las formas de

+ orbitar del. rotor cuando los apoyos son: completaménte;"rigidos. v

cuando son fleéxibles. ..y . . o S e

- . . .
- . - . ) :l‘."

-y
-]

' En.la figura & se presantan las formas modales del rotor de la

turbina de un tren de airerutilizada:en'la-iﬁdustria Peprcquimicg,

en la figura 7 se muestra el mapa de velocidades criticas y en la

. -
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EQUIPO TURBINA ELLIQTT (T.AIRE CT-101) | MCDELO 2SNY132
LOCALIZACION »2-_ " =+, FECHA ABR-87
5 .
c\.j__ L 116.55 oulg: . '
- l . o
{ .
= | I
e |
o : |
__JQ
L
= o
s ' + 1ER.MODO
= w 200.MOCO
— ' & 3JER.MODQ
Go
o
. 80. . | 200.00  240.00
RIGIDEZ APCGYOS =100000C.0 LB/PLG.  PRIMERA CRITICA =1624.5 1°M
| e - SEGUNDA CRITICA' =4298.% R®M .
o o - -
— r ; - - —ﬂ - . ) R - ‘
< : '
< | S i
e f
< .
e
Ll
o
%3 .+ 1ER.MODO
ah _ X -20C-10N0
' 3 5 o 3ER.MIDO
a - 1! = '
Py SI . .ul
<o| 3 . . .o
“ o DISTANCIA LONGITUDINAL :
Zal.oo <] 40.00 80.00 120:00/ ~ 160.00  200.00 - 240.00
oL ] _ 1 1 ) 1 ‘ ]
RIGIDEZ APOYOS =400000.0 LB/PLG PRIMERA CRITICA =1295.7 RPM

SEGUNDA CRITICA =2965.0 RPM
TERCERA CRITICA =5212.9 RPM

FIG.3 FORMAS MODALES DEL SISTEMA ROTOR-CHUMACERAS
‘ oA
L J

SIARA b




il

FUERZAS TRANSMITIDAS A LOS PEDESTALES.EN LBS |

DINAMICA DE ROTORES
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EQUIPO TURBINA ELLIOTT (T.AIRE..C-101) MODELO 28NV 12

LOCALIZACION ZAPATAS BASC. (L/D=0.875.M=0.4,BT FECHA
CHUMACERAS ~7°. .. . '

L/D= .87S C/R=  .00244 ' PRECARGA.M~ .00
CARGAS.. [EST. 4=4167.LBS EST.2226229.L8BS
RIGIDEZ PEDESTALES= - .1000+013 LB/PLG S MASA=  0.18§
DESBALANCEQ PERMISIBLE~ 11.95 ONZ-PLG
DESB. INDUCIDD = .00 ONZ-PLG EN FASE EST.13., 0
lﬂ‘ ) B
¥ @7 .4
4 F. S Fagey
- =
°
! 2
+ =
S
o
ol .
4+ Pw
:: TNTYRVALO
1 CE PPERACION
+ 3
4 ‘ ) .' ,
cnl : : . '
I FLECHA CON FLEXXION INICLAL’
T DE FORMA SENOIDA
‘; FLEXION MAX.= 0O
-L ASE RESP.AL DESB.= O
de L L L ' VELLOCADAP ElN RLF"-I:I.'I‘OOQ L 1 [ . 3 1
ll | 9 2! T 3l r 4r 1 gl’ L 5]* 1*’17 Ll Bl’ [ 1 gl' L} lb . ‘1
. . . -8
’ FIG- 6 FUERZAS TRANSMITIDAS A LOS PEDESTALES
e 22
REV.

FIQRA B8A

L)
|
I.
I
i

()




TURBINA DEL TREN OE AIRE (ELLIOTT MOD. 2SNV12) CONTRATO: :.:23r
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LOCALIZACION OF ESTACIONLY EN UN ROTOR TPrtor
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ABSTRACT

The dynamic bhehavior observed during
the commissioning of two power generation
sets of 32,000 KW are analyzed. Some re-
sults of the field vibration measurements
and the spectral and orbital analysis car-
ried out to explain the observed behavior
of the units are presented. Also the ana-
lytical rotor dynamics performed to corre-
late the vibration measurement with the
expected results;.are discussed including

the frequency analysis of the unit founda-

tion that was made using the finite ele~
ment methed. .

INTRCDUCTION

Each of the turbogenerater sets in-
stalled in a PEMEX Refinery Complex in the
northern part of Mexico consists of an ex-
traction ccndensing steam turbine rigidly
coupled tc a two-pole generator set. The
turbines are designed to operate with live

.

Methods for .

AMPLITUDE, MiLS.

Steam of 840 psi and 900° F., del;verlnq
3z, 000 KW at 3,800 rpm.
A

The turbine is supported in two four-~
lobe bearings with radial clearances of
5.9 and 7.5 mils in the free and coupling
end respectively. The 'prelcad of these
bearings is ¢.6. The generator bearings
are of the elliptical type with bearing
clearances of 7.5 mils '‘and prelcad of 0.5.

During the initial runs of these units
the PEMEX plant personnel detected, using.
velocity pick-ups and an IRD analyzer, rel-
atively high amplitudes <of vibratiom at
twice per revolution in several bearing
pedestals. Although the machines are
equipped ‘with a complete proximity sensor,
system it wasn't possible to use it at that
time due to some mismatch problem that was
solved later.

- The Mexican Petroleum Institute was re-
quested by Petroleos Mexicangs to partici-
pate in the acceptance field test of these
units. The zllowable vibratien criteria in
this case is according to the German spec-
ifications VDI.

From the analysis of the vibrations re-
corded on magnetic tape during the ¢fficial
start up, the following results were eyi-
dent: .

a}) There is a very high dynamic ampli-
fication when the unit operates on
the neighborhoed of 1, 150 rpm, as
shown ‘in Figure 1.
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b) At nominal speed the rotor amplitude
of vibration is Dredomlnantly at ro-
tating speed.

c) The orbit in the bearing turbine free
end is practically a straight line
{(Figure 2):

d) The spectral analysis of the pedes-
tal's acceleraticon shows relatively
high axial acceleraticn at twice per
revolution.

'e) The rotor amplitude of vibration at
3,600 rom in three bearings exceeded
the limit allowable by the VDI specs.

The venddr representative present in
the field suggested that the 1,150 rpm vi-
bration amplification could be related with
. some resonance of the unit's foundation --
in that case it was the purchaser's respon-
sibility. The reported first critical
speeds of these units are 1,425 and 1,800
rpm in the horizontal and in the vert;cal -
direction, respectively,

Orbit at Turbine Free End
Bearing (3600 rpm)

Eigure-ﬁ.

ANALYTICAL I“VESTIGATION

‘In order to gain more insight into the
dynamic behavior of these four-bearing ro-
tor systems, some analytical work was nec-
essary. From the vendor's drawings a rotor
model of 50 stations was cobtained. The
system's critical speed map is shown in
Figure 3. The corresponding mode shapes -
for a combined bearing, stiffness of 1.0 x
105 1b/in are indicated in Figure 4.

The first mode corresponds to bending
mainly in the generator and the second in
the turbine.

To calculate the rotor unbglance re-
sponse of this system it was first neces-

22

Sary to obtain the vertical lecad distribu-
tion on the four bearings.

The problem of calculating the bearing
reacticns in a multiple supported rotor is
a non-linear iterative problem; because at

~each speed the stiffness of the bearlnqs

depends c¢n the support reaction that is un-
known until the static equilibrium of the
rotor at this speed is cbtained -- but this
requires the stiffness of the bearings to
be known in advance. :
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Figure 3. Critical Speed Map

100 200 w0 400

Figure 4, Turbogenerator ‘Mode Shapes

Of course, some simplification can be
made. One of the easiest is to consgider
the rotor infinitely stiff compared with
the bearings, Also a hiperestatic beam

. analysis can be used with the bearings con-

sxdered as rigid.

. In calculatxng the system static equi-
librium the nonlinearity of the static
forces in the bearings must be taken into
account, as well as the bearing aligifment.

The static force in the bearings can be
expressed in terms of the eccentricity of
the shaft as a nonlinear function F=F l(e).

For the analysis the bearings were

34



introduced as springs with constant stiff-
ness -- calculated as the slope of the
curve fluid film force vs. eccentricity at
a given eccentricity as shown' in Flgure 5.

(=]
-
2
- ]
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3
ECCENTRICITY »
Figure 5. Fluid Film Static Stiffness

The static position of the rotor. within

its bearings for 'a given speed will be as
shown in Figure 6. If the initial mis- -
alignment is written as a function of an
initial eccentrLCLty 2, and initial atti-
tude angle G at rest the geometric rela-
tions between the coordinates of any bear-
ing center (Xg, Yg) and the coordinates of
the shaft center (ug, vg).are: .

Xg = ug - e, sin 0,
Yp = V4 - ey cos @4

During rotation the shaft center moves
to {X¢c, ¥Y¢) that can be expressed in terms
of the movement of the caring center.

JOURMAL QEARING

#0unNaL  BEAAING

e

QI FILM FORCE

Static Equilibrium of a
Multiple Bearing Rotor

Figure 6.

For this analysis we developed a com-
puter program that basically works as fol-
lows:

. a) At each speed, starting with an as-
sumed load distribution on the bear-
ings, the Sommerfeld number is calcu-
lated, finding by interpolation the
eccentricity and attitude angle of the
outer bearings.

b) Varying the load by certain percentage
a similar calculation is done. With
both results the slope of the force
eccentricity curve.or the stiffness of
the bearing can be cbtained.

¢) By linear intervolation the eccentric-
ities of the other bearings is calcu-
lated. The stiffness of these bear-
ings is obtained wvarying the eccentric-
ity and interpolating the ccr'espond-
ing Sommerfeld number.

t

d) With the stiffness wvalues so calcu-
lated the static equilibrium.of the
rotor-bearing system is obtained using
the transfer matrix methed.

e) The calculated reactions on each bear-
ing are compared with the estimated
ones. This procedure is repeated un-
til convergence to a gzven tolerance
is reached,

To obtain the system response to in-
duced unbalance it was necessary to calcu-
late the lateral and vertical stiffresses
of the foundation ~-- the support structure
of several massive conc¢rete elements. In
Figure 7 an isometric view of the model
used for the finite element 'static and fre-
quency analysis is shown. COnly beam ele-
ments were used for modeling the elevated
foundation. The .cross section and gesmetry’

. were obtained directly from the structural

drawings. The total weight of zhe equip-
ment instalied on the foundation structure
is 220 kips.

Isometric of the Support
Structure

Figure 7.

The stiffness of the structure was =al-
culated applying the lcads at the center of
the bearing pedestals. In the horizontal
direction the calculated value was 2.7 x
106 1b/in and 6.2 x 108 lb/ia for the ver-

tical.

2]
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The modal analysis was carried out with
the SAP computer program for a fregquency
range from 0 to 65 cps- -~ trying to find a
mode in the neighborhood of the dynamic
amplification observed in the field.

Figure 8 shows the fifth mode of vibra-
tion corresponding to a frequency of 18.89
cps or 1,134 rpm. The first two modes have
frequencies of 1.65 and 1.70 cps and cor-~
respond to lateral motion in both direc-

tions. The third mode is basically tor-
sicnal. ’
Figure 8. Fifth Mode of Vibration

1

In Figure 9 three noise spectra ob-
tained at 3.0 £t. from each of the pedes-
tals are shown. It can be seen the most

‘ important components are at rotaticnal
speed N and at twice per revolution 2N,
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The dynamic response of the four-bear-
ing machine for inphase unbalance in the
generator is shown in Figure 10. It can be
seen that the critical speeds occcur at
1,350, 1,800, and 4,300 rpm.
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Figure 10, Rotor Unbalance Response

Other unbalance conditions were ana-
lyzed obtaining Qifferent amplitudes but
similar frequencies. So it seemed at this
point that the explanation of the 1,150 rem

_displacement amplification was due to res-

onance with the fifth mcde of the founda-
tion.

In a second set of field measurements
it was noticed that the o0il pressure and
temperature of the turbine coupling bearing
were very low. This fact induced us to ob-
tain the unbalance response of the system
considering this bearing to be improperly
loaded due to vertical misalignment. 1In
Figure 11 the calculated response is shown
and four criticals can be.seen in the 0 to
4,000 rpm range -- the first at 1,050 rpm.
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Figure 11. Rotor Unbalance Response
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This result was transmitted to the plant
maintenance engineer -- recommending the
intreduction of a 2 mil shims on the tur-
bine coupling bearing.

Since we didn't have the cold vertical
alignment of the bearing, we were unable to
carry out the calculation to obtain a mcre
precise figure -- thus the numerical value
of this correction was suggested on an in-
tuitive basis.

The vibraticn amplitudes recorded after
this adjustment diminished .appreciatively
with respect to the original one; however,
the amplification at 1,150 rpm still ap-
veared. With this result we assumed that
probably with an additional shim under the
bearing the amplitude could be lowered to
the permissible values and the critical of
1,150 rpm would be raised toc 1,350 ‘rpm.

Also during these field measurements
the static and dynamic gaps were obtained
to calculate the actual movement of the
shaft in each bearing. The results were a
little surprising because in three bearings
the movement was as expected, but in the
turbine free end there was a considerable
misalignment in the horizontal direction as
¢can be seen in Figure 12.
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Figure l12. Measurement of the Static
and Dynamic Gaps '

\

We are sure that this fact affected the
bearing locad distribution and the dynamic
behavior of the unit -- so we are waiting
to conduct additional field measurements as
soon as this misalignment is corrected.

CONCLUSION

Rotating machinery supported on more
than two bearings requires a careful as-’
sessment of the load distribution on-the
bearings, t

Vertical and horizontal misalignment of
the bearing plays a very important role in
the dynamic behavior of the unit.

In solving dynamic¢ problems it is of
great importance to have adequate analyti-
cal simulation tools to complement .and
increment the value of field measurements
-- for further data processing.
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IDENTIFICACION MODAL DE ESTRUCTURAS

M. en I. Francisco Aguilar Lépez de Nava #
Ing. Roberto Estupiffan Saucedo ##

RESUMEN:

La solucién de problemas dinamicos de estructuras y/0 componéntes
va existentes, plantea diversas alternativas de solucién,una de las
mis prometedoras por ser econdmica en tiempo de ejecucion es la
utilizacién de métodos de andlisis modal experimental combinados
con métodos analiticos de andlisis lo que permite calibrar los mode
los en base a mediciones fisicas. Esta técnica permite una vez
identificada la estructura probar .diversas soluciones ' al problema
modificando @1 modelo calibradocen forma numérica hasta satisfecer
todos los requerimientos y hasta ese momento aplicar 1la solucién.
encontrada la estructura o cosponente fisica. S

En esta ponencia después de una introduccidn al método y algunas
definiciones se describe el procedimiento y equipo utilizado en
las mediciones requeridas por este método,asi{ como algunos analisis
que se realizan para la identificacién odal de las estructuras.

En particular se muestra la aplicacidr. de e=ta metodologia a la
solucién de un problema de vibracién de 4labes de una turbina,
haciendo mencidén de la identificacién que hubd que hacer vy
aplicando la misma técnica a un marco de pruebas que se requirid
utilizar. También se ha aplicado esta técnica a otras estructuras
como a carcazas, bastidores y marcos estructurales de acero con
buenos resultados, esperando reportar esta informacidén proximamen -
te. ~ ¥ :

L3

+ Gerente da Inﬁenieria, SIPPI - Instituto Mexicano del Petréleo.

## Ingeniero Principal, B.I1.;SIPPI - Instituto Mexicano del Petrdleo
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INTRODUCC ION

En los paises industrializados el andlisis modal axperiménta; se ha
convertido en las dltimas decadas en una de las herramientas mas
versidtiles para la verificacidn de modelos analiticos, para 1la
calificacidén dinimica de equipos y/o componentes y para @l desarro-

1lo del proceso de diseflo de sistemas mecanicos complxcados, Su .

campo de aplicacidn es tan amplio que incluye el de diseffo de miqui
nas—herramientas, automéviles, torres de enfriamiento, maquinaria
rotatoria,vehiculos espaciales, rcbots, equipaos y componentes de
plantas nucleares, 2 ingluso componentes de circuitos integrados
por computadora, Ref. 1, 2 y 3. '

Entre las diversas aplicaciones de esta, técnica, Fig. 1, se’

encuentran las siguientes:

1.- Comparacidn de caracteristxcas d1nim1cas medidas en prototi -
pos con las obtenidas con modelos analitxcos.

2.- Identificacidn modal de estructuras para ajustar modelos de
elemento finito con estructuras reales.

3.- Determinacién de caracteristicas modales de componentes com -
’ plejas mediante mediciones para su incorporacidén en modelos
de analisis por subestructuras. :
‘4.- Analisis del efecto de cambios en parametros :éeométricos ¥
mecanicos en la variacién de los parametros modales.

5.- Determinacién de cargas dinamicas a partxr de medicicnes de
la respuesta dinamica.

En el primer caso que es bastante comun - solo se obtiene una
indicacidn de la precigidn de los modelos y procedimientos tedricos
utilizados por comparacién con los resultados abtenidos madiante
pruebas y mediciones fisicas. En a8l segundo caso que es la evolu -

cidn ldgica del primero se trata de correlacionar los résultados':
ohtenidos por ambaos caminos y de ajustar las propiedades de los mo-

delos de anilisis para que reproduzcan por lo menos ciertos compor-—

tamientos de los prototipos. En @l tercer caso que es muy usado en .

industrias como la aeronautica, la espacial y la nuclear en las que

se requiere disponer de procedimientos que permitan analizar estruc:

turas muy complejas en partes O secciones y postericrmente integrar
los resultados parciales para obtener comportamientos satisfacto -
rios del conjunto. La técnica del analisis modal experxmental pro-
porciona un camino alternativo para la obtencién dél modelo matema-—
tico de cualquier componente para utilizarse posteriormente en un
andlisis mediante subestructuras. Con este método es posible mez-
clar técnicas analiticas con técnicas experimentales para obtener
las caracteristicas dinamicas de un sistema complejo. En el cuarto
caso que se utiliza para diseffo de componentes, se llevan a cabo
modificaciones y variaciones de las propiedades de inercia, rigidez
0 amortiguamiento y se determina @l efecto resultante en el siste-
ma de tales madificaciones; con 911o se obtienen los cambios en' el

- 41
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parametro del sistema que se reguiere lograr el cambio deseado. En
el ultimo tipo de aplicacién midiendo la respuesta de una estructu-
ra o componente y aplicar cierta metodologia se determina la carga
dinAmica que lo produj¢, Ref. 4.

La aplicacién de la técnica de andlisis modal sxperimental requiere
la utilizacién < de conceptos tales como 'los de funciones de
transferencia, impedancia mecinica, autocorrelacién,etc. mismas que
se definiran mis adelantae. Cab@ hacer notar que aunqua estos
conceptos puesden aplicarse sin contar con squipo especializado . de
medicidn, acondicionamiento y andlisis, su aplicacién es tan lenta
que no es recomendable, mientras que por otra parte todavia no
existe un instrumento que s®a capaz de aplicar esta técnica de aha-
lisis modal automiaticamente, requiriéndose contar con personal capa
citado y con experiencia para obtener resultados satisfactorios en
poco tiempa y sin incurrir en costos excesivos.

DESCRIPCION DEL PROCEDIMIENTO

La técnica de analisis modal experimental puede aplicarse tanto a
‘1a solucidén de problemas dlnamxcns existentes en algun equipo o
componente, como al proceso de disefio de alqQun equipo o componente.

En el primer caso la técnica estid baAgicamente constituida por
cuatro pasas: al). Anidlisis del sistema de operacidn, b). Respues
ta ante una excitacidén externa, c). Extraccién de parametros moda—
les y d). Propuestas de modificacion al sistemei -

El primar paso consiste en analizar el contenido arménico de cual -
quier tipo de seffal de vibracién que se pueda aobtener del sistema
en cuestidn, tratando de separar las causas de los efectos y de de-
terminar las posibles causas de las frocuuncias predominantes en la
raespuesta. .

En el sequndo paso generalmente e aplica una fuerza de excitacidn,
en cualquier direccién, en algun punto del sistema y se mide 1la
respuesta en varios puntos y varias direcciones. Existe una gran
cantidad de formas de excitacidén tales como: Aleatoria de banda
.angosta, aleatoria de banda ancha, seudoaleatoria, impulso, modula-
cién senocidal, barrido sencidal y sencides de frecuencia variable.
Para introducir este tipo de excitacidén,se utilizan desde martillos
de impedancia con diversos tipos de punta, hasta mesas vibradaoras
-excitadas por actuadores controlados por computadora. :

La respuesta se mide mediante transductores de velocidad, acelera -
cién o desplazamiento. La principal diferencia con otras técnicas
es que es bigico y fundamental medir con precisién las caracteri{s -
ticas de amplitud y contenido de frecuencias de la’ excitacian. El
método requiere utilizar un analizador en tiempo real de varios ca-
.nales que proporcionen funciones de transferencia entre la respues—
ta.y la excitacion medidas. Esta operacién puede hacerse en linea
o fuera de linea, en cCuyo caso es necesario registrar en cinta mag-
nética, mediante grabadoras profesionales, toda la informacidn
necesaria para su posterior andlisis en laboratorio. ‘ '

%
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La ventaja del anilisis en el sitio es que de inmediatc se& pueden
ver algunos resultados y rechazar o repetir los que muestren
defectos, tales como: bajo nivel de seflal, o alto grado de ruido.
La ventaja del segundo procedimiento a&s que una vez almacenada’ 1la
informaci4n se puede analizarla tantas vocnl como se requiera, sin
tener’ que repetir la prueba. .,

Para el tercer pasc se requiere un programa y una microcomputadora
para la extraccién modal propiamente dicha. El cuarto pasoc es el
mas dificil ¥y no hay una metodologia udnica para proponer las

modificaciones requeridas para la solucién del problema dinamico
original. o

En el caso de la aplicacién de esta técnica a problemas de diseffo,
una de las técnicas mas promisoria es la del método de subestructu-
turas combinando los métodos aniAliticos con los experimentales de
manera de lograr que.el equipo ol¢omponente diseffado sintetice el
comportamiento diniamico deseado.'’ En este método el sistema se sub-
divide en varios subsistemas que pueden ser analizados o probados
independientemente. Una vez obtenidas las caracteristicas modales
de cada uno de ellos, es posible establecer las ecuaciones dinami -
cas de todo el sistema y cbtener las caracteristicas dinamicas del
conjunto. La parte importante consiste en que se puede empezar a
trabajar por separado en cada una de las partes, tomando decisiones
de diseffo sin tener que esperar el resultado del sistema completo.
Si los resultados cbtenidos no son los deseados, nNo es necrsario

modi ficar todas las subestructuras o subsistemas, sino que s& cuen- S

ta con informacién para decidir en donde hacer las modificaciones
para que tengan el impacto deseada y todo ello sin modificar a las
demas. Una aplicacién de esta técnica al anslisis de sistemas com—
pleios de tuberias utilizando sélo resultados analiticos se presen-—
t4 en 1la Ref. 6.
-

Otro método muy util{zado en la industria es el de "construccién a
base de bloques“, Ref. 5 , similar al anterior en cuanto a que . la
filosofia basica es “divide vy venceras", sin embargo, el analisis,’
ensamble vy acoplamiento sa lleva a ;abo en el dominio de la ...
frecuencia. - ' : '

BASES DEL METODO .

El analisis modal experimental es un proceso para determinar los
parametros modales partir de una estructura o ;umponente fisica.

La respuesta dinamica en una estructura causada por una funcién de .
excitacién arbitraria, es la suma de un conjunto discretc de movi -
mientos independientes, perc bien definidos. Estos movimientos son
los modos, cada modo esta descrito por tras parametros modales: La-
frecuencia modal o frecuencia a la cual la estructura absorbe ener-’
gia, @1 amortiguamiento modal o medida de la habilidad de la estruc
tura para disipar energia a la frecuencia modal y la forma modal o
defleccidn relativa que asume la .structura a la frecuencia modal.

Correspondiendo a cada resonancia de una estructura existe un modo
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particular de vibrar, Fig. 2, si se desprecia el efecto del amorti
guamiento en esa forma modal: todos los puntos de la estructura es -
tan en fase o fuera de fase. Cuando se excitan varias frecuencias
simultaneamente el desplazamiento en cualquier punto, en cualquier
tiempo, es la combinacidén lineal de los desplazamientos correspon -
dientes a esas formas modales. En el anAlisis modal experimental se
intenta separar la respuesta total en . cada una de las formas moda —
les correspondientes a cada una de las resonancias de la estructura

.Un modelo matematico creado a partir del anilisis modal tiene varias
ventajas sobre el modelo analitico basado en parametros espaciales,
‘entre los que se cuenta con menor numero de incégnitas.

. En el analisis modal experimental, se requiere hacer mediciones de

la funcién de transferencia (F.T) o funcidn de respuesta en frecuen
cia (F.R.F.) Por definicidén la F.T. es el cociente complejo del

espectro de salida medido en @l i-esimo grado de libertad y el-
espectro de excitacién o entrada en el j—-esimo grada de libertad.

Xi ()

Fj (M

Lta F.T.es una funcién de la frecuencia 1 y tiene su parte real

(magnitud) y su parte imaginaria {(fase)j) sus propiedades son:

- No depende del tipo de excitacién (se puede medir con varios
tipos de excitacidér. aleatorias, transitorios, q;;.)

Hij () =

- S5i se obtiene con un tipo de excitacién particular, se puede
usar para predecir la respuesta del sistema ante cualquier
otro tipo de excitacisn.

- . Se puede descomponer en parametros madaleé.

La.F.T. implica que necesitamos excitar al sistema por medio de una
fuerza que sea medible en amplitud, frecuencia y algoritmos matema-
ticos e instrumentacidén electrédnica para determinar la respuesta,
para hacer la transformacién al dominio de la frecuenc1a y calcular
- el coc1ente entre los dos espectros. T . ot
.En_medicinnes pricticas es casi imposible medir entradas y salidas
(excitaciones y respuestas) puras debido al ruido, que puede ser:
ruido mecanico, ruido ambiental, ruido eléctrico en el sistema
transductor, ruido en sistema de adquisicién de datos, etc.

Debido a la contaminacién por ruido se acostumbran utilizar otras
mediciones como los espectros cruzados o correlacidén cruzada del
autoespectro o autocorrelacién de la respuesta o de la excitacidn,
asi como la funcisén coherencia, Ref. 7. . -

La respuesta dindmica puedd medirse como desplazamiento,velocidad o
aceleracién, por lo que se definen tres F.T., como la inversa de la
relacién también puede considerarse como una F.T., tenemos que ésta
puede adoptar seis formatos, que son:

,
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X (). Rigidez dinamica - K (w) =

Compliancia -~ H ()

Frlw) X (w)
. {
Movilidad -M (w) = X _{w) § Impedancia mecanica - [M (0} = F ().
Folw) ; X (w)
Acelerancia - A (@) = 9. Masa dinamica - M (@) = W

F (w) : X (w)

Obteniendo una de esas funcicnes, las otras cinco pueden calcularse
a partir de ella. La medicién de la acelerancia es la mas popul ar,
debide al usco de acelerdmetros que cubren mayor rango de frecuencia
de respuesta. Para trabajos analiticos de modelacidén normalmente se
usa la compliancia,hace algun tiempo la movilidad era muy utilizada
por la popularidad del transductor de velocidad. Debe mencionarse
que si se conocen los parametros modales es relativamente facil cal
cular la fudcién de transferencia como se muestra en la Fig. J.

Para un sistema de un grado de libertad, la Fig. 35, muestra una
grafica tipxca de . la F.T.,de la ‘cual se pueden extraer directamente
sus parametros modales. Para sistemas con varios gra&os de libertad
la F.T. es mas compleja como se muestra en la Fig. 6 y la determi-
nacién de parametros modales es mas complicada, Refs. 1| y 4.

En general para elloc se requiere definir una malla de puntos sobre
el sistema, asociando a cada uno de ellos dos valores, correspon —
dientes a la parte real y la parte imaginaria de la funcion de
transferencia obtenida para ese punto. Cuando el amortiguamiento es
pequeo, v las frecuencias de resonancia estan suficientemente espa
ciadas entre si, la superficie formada por los valores imaginarios
de la funcién de transferencia, para una misma frecuencia de reso -
nancia en todos los. puntos, representa el modo de vibracién a esa
fretuenc1a. :

La representacién griAfica de la F.T. Hij () puede ser en 21 plano
complejo mediante un diagrama de Nyquist o separando la parte real

~

(relaci¢én. de amplitudes) y la compleja (fase) conocido coma -

-diagrama de Bade, como el caso de la. Fig. 3.

DESCRIPCION DEL EQUIPO EMPLEADO

Para la identificacién modal se utilizé el siguiente equipa, Fig.7?.

- Analizador de Espectros SD/380 de 4 canales con " memoria ~que
utiliza la transformadora rapida de Fourier (FFT), con un ran

go de anilisis hasta de 100 Hz y una resolucién de 400 lineas

- Martillo de impulsos PCB 14043 .con- Transductor de ‘fuerza
POB-084BOB y diferentes tipos de material en la superficie de
impacto, correspondientaes al rango requerido de frecuencias
de excitacidn.
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- Acelerdmetros piezo electrico B&K de diferentes tamafos.

- Acondicionadores de seftal para amplificacidén, filtrado e
integracison de la sefal del martillo y los acelerometros.

METODO DE IDENTIFICACION

- El método consiste bisicamente an lo siguiente:

i.- Se determinan experimentalmente las funciones de respuesta en
frecuencia FRF de la estructura real sometiendola, a, una
serie de impactos o0 excitaciones aleatorias.

2.~ Se hace un modelo matemidtico a partir de las caracteristicas
conocidas de la estructura y se extraen sus modos y frecuen -
cias para generar las FRF tedricas.

3.- Mediante algun prccéso de ajuste de curvas se -modifitan"lus
' parametros del modelo hasta que reproduzcan el comportamiento
de la estructura real. o C

La FRF ademas de ser funcién de (1, depende de la masa M,rigidez K f
amortiguamiento del sistema y como se menciono la FRF puede,
expresarse en funcién de los parametros modales Ref. 1.

Para un sistema con N grados.de libertad se puede ensamblar una
matriz H de NxN de funciones de transferencia, sin embargo, para
identificar una estructura es suficiente con determinar una col.imna
y un rengldn de la matriz H. Para cbteéner la columna de la matriz’
H se aplica la excitacién en el punto i y se miden los desplazzamien
tos en todos los grados de libertad.

Para determinar @l renglén se miden los desplazamientos en el punto
'+t cuando se aplican excitaciones en todos los demas grados de
libertad. Si sclo interesan los vectores y valores caracteristicos
derechos, Ref. 8, basta con determinar una columna de H para 1la
sdentificacidon de la estructura. ‘

PROBLEMA ANALIZADO . - ' ‘

Como consecuencia de una falla en Alabes de una turbina de vapor se -
llevé a cabo una investigacién de las posibles causas, Ref. 9. _qu
analisis metaldrgico y la superficie de la falla indicaron la posi-
bilidad de falla por fatiga. Para corroborar esta hipdtesis y para
tener elementos para sugerir una solucién se llevéd a cabo un estu-
dio de fatiga.. .

LLos iAlabes que fallaron corresponden a dos pasbs distintos, uno de

ellos es de seccién transversal recta con una ampliacién o cabeza .

en la parte superior v el otro es alabeado, de seccién transversal
variable y g@sti libre en su extremo superior, aunque tiene uha
perforacién en el tercio, superior, por donde pasa lo que s@
denomina alambre amortiguador, Fig. 9. :

.
)
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En este trabajo nos referimos a pruebas y andlisis correspondientes
al sequndo tipo de Alabes. Para el estudio de fatiga se procedid a
modelar el alabe y su raiz, mediante elementos finitos analizandolo

ante esfuerzos centrifugos y por flexidén producida por el paso del
vapor.

También se obtuvieron analiticamente las frecuencias naturales y

formas modales de un 4labe solo. En la figura B8 se@ muestra el

diagrama de Campbell correspondiente, pudiéndose notar la existencia
de "interferencias’” o posibles resonancias en la cercania de la
velocidad de operacién minima (4000 RPM) de la turbina. )

Para confirmar por medlcxones las {recuenczas naturales - nos
proporcionaron un alabe, que se fijé en su rafz mediante un marco
de prueba mostradeo en la Fig. 10 . Mediante mediciones de 1la
funcién de transferencia se obtuvieron sus frecuencias naturales vy
la forma aproximada de los modos de vibracién, Fig. 4 )

Mientras se haclan los anidlisis, para que la planta continuara ope-
rando se procedid a sustituir los:iAlabes daffados y hacer pruebas de
impacto en los 48 alabes de la rueda para tratar de detectar
variaciones en sus caracteristicas dinAmicas. Encontrandose cuse
los resultados eran muy consistentes en todos los 4labes de esa
rueda. Por otra parte, como resultado de esas medxcxones s@ obtu -
vieron frecuencias naturales distintas que las calculadas para el
Alabe independiente y distintas qua las determinadas experlmen al -
mente en nuestro laboratorio.

Al parecer la causa es que el élambre'amortiguador y el hecho c=2

que los alabes al instalarse en la rueda de la turbina gqueden en -

contacto en su ralz produce un acoplamiento que modifica las fre -
cuencias de vibracién del conjunto de alabes. Para confirmar esto
se hicieron corridas de computadora considerandec paquetes de 3 y &
alabes, modelando el alambre amortiguador como viga, obteniéndose
resultados que reproducen varias de las frecuencias medidas en
campo como puede verse en la Tabla I. . Debe aclararse que 1la
frecuencia analitica mas baja no se presenta en las mediciones en
campo porque el Alabe se instala en la rueda en direccién perpendi-
cular y no se excita por tratarse de una estructura periodica. :

" También se tiene planeado hacer pruebas en laboratorio fijando en
el marco de prueba 2, 3 & mas Alabes, determinando sus funciones de
-transferenc;a con y sin alambre amortiguador.

Debe mencionarse que en algunas mediciones en laboratorio aparecio

una frecuencia que parecia no corresponder a los alabes. Mediante -

mediciones de la F.T. del marco de prueba se corroboré que corres
pondia a una frecuencia natural del marco. -

Para estimar la capacidad para resistir esfuerzos dinAmicos se

obtuvo el  diagrama de Goodman para este Alabe, obteniéndose un fac-~

tor de Goodman cercamo a 7.0. Este valor es menor al recomendado
para diseMo por distintos fabricantes de turbinas, por 1o que se
se confirmé que la falla pudo ser por efectos dinamicos acumulados
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que produjeron fatiga.

CONCLUSIONES

El analisis modal experimental es un método alternativo muy
poderoso para diseno dinamico de estructuras y componentes.

£l procedimiento de identificacién de parametros modales
permite modelar en forma sencilla y confiable el comportamien
to de partes y componentes,permitiendo llevar a cabo anilisis
por subestructuras convinando método analiticos y experimen —
tales. '

Este procedimiento comparado  con cualquier método analitico
es indudablemente mas sencillo y rapido de aplicar para deter
minar caracteristicas modales -de estructuras o componentes.
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.1-f Consideraciones generales

‘La industria nacional ha contemplado yva desde un par de de-
cadas anteriores, la necesidad de gue la iﬁgEﬂiEPIa.dEl pals en
gus  diferentes fases,civil, mecanica, eléctrica, electrdnica,
etc.,s2a capaz dg bhrindarle el apoyo técnico wnecesario para el
disefo, la instalacidn, la operacidn y 21 mantenimiento de sus
fdlantas de produccidn,dehido a que las necesidades de expansién
vy compatencia en los mercados,tanto macionales caomo internacio-—
nales, se ve reflejada en un ciecimiento de las instalaciones y

gyuipos que las integran.

En muchas de estas plantas industviales, las maguinas ro-
tatorias o' reciprocantes san el centro alrededor del cual gira
tode el proceso productiveo, por tal motiva debe garantizarse un
adecuado funcionamiehto de eatés wrnidades, .va que la operacidn
ineficienfe de astes s ve reflejada enm-una haja de la piro-
duc:ién[teniéndose siempre la incertidumbkre acevca del compor—

tamiento dindmico estructural de las maguinas.

Diverscs articutlos técnicos e incluse likros se han pu-
b}icado gque se vrefieren al tema de cimentaciones masivas para
maguinairia, en ellos se viertem criterios hasados en la expe-—
riencia .y desarrolles técnicos sustentados en las hevramientas
analfticas mas rwecientes wgue han sido llevadas a la practica
con resultados satisfactorios en la mayoria de las ocasiones.
Sin emhargo,no debe de perderse de vista que, por una parte, el
disefio de la Eimentacién de una magquina involucra el trakajo de
tres especialidades con caracteristicas hien definidas.ta In-
genieria ﬁecénica, con la cual se realizan disefos de m&quinés
que se fahrican con configuraciones geométricas complejas y pre
cisas,y con materiales gque son sometidos a&a un Jgran conkrol de
calidad. La Ingenieria Civil, que utiliza métodos de andlisis

con los que se puede disefar casi cualguier estructura,pero que

-



aun carece de un eficiente control de calidad en sus procesos

constructives, La Mecanica de Suelos es una especialidad que se

gnfrenta  a uno de los retos mas dificiles, su  propdsito es el

d2 predecir la respuesta de un medio constituido,geveralmente,
por un conjunto de estratos de suelo de comportamiente no
lirneal. ' '

\\

Por atra parte;, en este tipo de yprobklemas el diseno esta
regido vor el comportamiento dinadmico estructural del-sistema Y
no tanto por los e?fﬁerzos estaticos gque induzcan las cargas
sohve la cimentacién. Dicho de otvo modo, la dimensidn de los
elementos estructurales es una consecuencia de tratar de elimi
nnar el fendmerno de resonancia mecénica'y de garantizar gue no
se preéewten amﬁlitudes de vihracién excesivas o nocivas para

el sistema o sus operadores.

Estog apuntes tienen la intencidn de mosfrar,de marera

Cmiy superficial,los‘diferentes tépicos inherentes a este tema,

tratando de que.el lector intente dar un paso mas vy cansulte

los diferentes trabajos realirados por réconncidﬁs investi-

gadores con el propdésito de, conr nuevas apiicaciones,realizar

i aporte de ideas en este campo.
2.~ Solicitaciones dinamicas :

Una fueréa_ dindmica que excita a un sistema estructural
puede tener diferentes 6rigenes, un evento sismico, la propaga-
cién de ondas causadaé por una explosidn o las rafagas de vien
to.Estas fuentes de excitacién tienen como caracteristica comun
514 eventdalidad, esto es, son fendmenos gue se presentan y di-
sipan en periodos de tiempo relativamente cortos cen respecto
a la wvida atil de la estructura. Sin embargo,otras fuentes ex~
citadoras estan presentes perménentementé durante toda esta vi-

da atil) algunos‘ejemplos son el transito vehicular sokre puen-

tes viales, el acleaje incidente sobre muelles y plataformas ma-




rinas vy, por supuesto, "la velocidad de operacidn de las magui-—
nmas rotatorias.

Las maguivas reciprocantes reciben este nombre por su forma
de generar el movimiento rotatorie,va gue se realiza un proceso

de accidn reciproca. Rasicamente, el mecanismo consiste en,como

i
i

mugstra en la figura 1,un pisteon desplazandose verticalmente
dentro de urn cilindro, sste movimiento se transmite a urna mawi-
vela conectanda al pistén por medio de uwna " varilla de deter-—

mirada longitud, darndo origewn & an movimiento circular.

Lvia descripciéﬁ detallada del planteamiento matematico ne-
cesario para obtener las -expresiones que‘ permiten determinar
1las fuerzas y momentos de deshalancec que se genervan durante
la operacidn del equipo se encuentra en la referencia 1i,las
cuales son @ '

Fv = C(mrec + mrot)irw cos{wt) + mrecdr: Jlow cos(Zwt)
Fh = mrotrn>59ﬁ{;¢}_

¥

M = mrec w  sen{wt) [{(r/{213) + cos€w¢§_+ iEr({l}cqs{Eum})

doﬁd& . :
Fv 1la fuerza vertical de deshalanceo

Fr la fuerza horizontal aeldessbalanceo
M es par de deskalanceo

w la vglocidad de opperacion. del equipo
mrec la masa reciprocaqte'

mrot la masa rotatoria .

r la longitud de 1la manivela

L 1a longitud de desplazamiento del piston

'Comp podemos obsérvar, tanto la fuerza vertical como el par
soh fuﬁcién de dos términos, uno gque depende de la velocidad de
operacidén -y otro que .depende del dohle de esta wvelocidad. El
primer‘término da origeri a lo gque se concce como las fuerzas de
deskalanceo primarias, en tanto gque las inducidgs por el segun-—

do término son las fuerzas secundarias.



Esta ‘informacidén es proporcionada per el fahricante de un
equiﬁo-cuando este se adguiere y se ntiliza para realizar el a-
nalisis yv disefo de la cimentacidn., £n otras ocasiones, cuarndo
por disitintos motiQos'se hace mecesario realizar wun diseﬁé S1in
contar con estos- datos se recurre a determinar estas fuerzas ha-
sandose en madquinas o experiencias similares. En este trabajo
se presenta como ejemplo el procedimiento que se sigue para es-
timar las fuevzas de deskalanceo generadas por un eguipo  reci-
procante uﬁﬁlizandc.un programa de computadoﬁa gque - realiza uﬁa
superposicidn de. las. fuerzas y pares de deshalanceo generadas
poé el conjunto de pistornes que ;ntegran el equipo.

Cuando no existe la informacidn de estas fuerzas es necesario

estimairlas ya sea mediante algunaas férmulas presentes en la
literatura o si es posikle, medir en campo los parametios
mecesarios para aplicar las expresiones anteriores.Como 1y
ejemplo de la méhera dé operar del programa se ypresenta el

calcu16 de las fuerzas de deskalanceo verticales. !

) Fvp = Kvp max [ cos (wt)i]
: ' © Fve = Kve max [T cos (ZTwtdid
Kvp = (mrec + mrot) r w
Kve = @ mrec 1 /1
En el cvapitulo & se presenta una aplicacién'de aste programa
para obterer las fuerzas de deshalanceo generadas}por e eguipo
del que s2 disponia en talleres y se habilit6 para la sustitucidn

de un equipo con problemas mecanicos.

3.- Criterios de disefo-

Se han desarrollado un amplio conjunto de trakajos gue ver-
san acerca del diseMo de las llamadas cimentaciones masivas pa-
ra maguinaria. Originélmente se establecian reglas obternidas
empiricamente para proponer las dimensiones gque deheria Jde
temer la cimentacién en funcién del tamaffo y peso del egquirpo
asi como de relaciones de volumen de concreto por unidades de’

poterncia del equipo. Las fuerzas de deshkalanceo eran evaluadas



como un incremento de las fuerzas estaticas  transmitidas a  la
cimerntacidn. Dtro concepto limitante en ol diseffo ,era la idea
establecida do gue la cimentacid&n dekerfia terer frecuerncias
natuwrales por encima de la: velocidad - de operacdn, . lo gque se
Eraducia en unsa zora de resonancia del lado rigido, es decir, las
ciemntaciones deherfarn tener su primera frecuencia natural un 5O%
mayor ue la velocidad de operacidén.

El primer criterioc establécido fue el de las amplitudes de

vihracidén maximas que- se dekerfan presentaréé durante la
operacion de la maguina. Después aparecid el concepto , de factor
de amplificacidn dindmica gque ohligd a limitar las frecuencias
natuéales del sistema con ellprobésito de impedivr el crecimiento
42 las fuerzas de deshalanceo. Este fué el primer paso para el
planteamiento de un analisis dindmico en la solucidn de este. tipo
de  prohlemas. los criterios establezidos en 1la actualidad
reguieren de satisfacer ambos conceptos, el de las amplitudes de
vikracién y el de resonancia mecanica. Sin emhargo, en los
desarvollos matematicos mas recientes ya se han eliminado las
ideas limitantes de los_criterids originales. Primeramente, =e
sahe gue las fuerzas de excitacidénm pueden ser evaluadas en
funcidn de las caracteristicas geométricas y de operacidn ge los
efquipos eliminando asi la imﬁosicién de  una namero arhitrario
para su determinacién,. '
Actualmente se sabe que las cimentaciones . pﬁeden tener
‘frecuericias naturales por dekajo de la velocidad de operacidn de
los egquipos ﬁue sustentan y gue 2stas se registran o manifieztan
~durante los arrangues o paros del equipo, sin emhargo, estos
HAS0S por.zona de resonacia dehen ser limitados con el Fin de
disminuir los efectoslﬁegativos sohre el sistema. '

El criterio de analisis dindmico hasado en 1la Teoriia del
Semiespacio Elastico es el mas stilizado actualmente ya que
considera en el andlisis parametros de disefo no contemplados en
otros trébajos como lo son los factores de forma y enterramiento

v su influencia en el analisis dindmico. Sin embkargo, existen



otros tyrahajos, como el publicado en 1967 - o1~ los » Doctores 2n
Ingenieria J. A. Nieto.y D. Feséndiz, hasados en sistemas de un
grado de likhertad gue permiten entender el piraklema dé A marnera
simple antes de 1 wiroducirse " en  desarrollos matematicos nas
complicados, razdn per la cual se presentan en estos apuntes un
resumer hireve de este trakajo.

Algurnos reglas hasicas gque dekhen tevierse en Euenta en este
"tipo de proklemas son las siguientes ¢

Las amplitudes de vikracidn dehen terner un limite fal

que no afecte la adecuada operacion del equipo.

La zona de resonancia esta definida desde el Z0% hasta

el 1Z20% de la relacidn de frecuencias.

El centro de masas del sistema deke tener eucentricidades

no mayovres del T % con respecto al centro de cargas. -

Ervi lo posikle, el "ancho de la cimentaciédn debe ser

un 0% mayor que-la distancia de la hase al eje de la

maguina para disminuir los. problemas de caheceo.

Evw lo posihle, la cimentacidén dehe estar enterrada de

wn SO0% & un S0% de su altara,

Las frecuencias vnaturales gque principalmente son las criticas

en estas ‘cimentaciones son la- frecuerncia  horizontal, 1a

frecuencia vertical vy la frecuencia de cabeceo. Dehido a que  la

aplicacién de la fuerza de deshalanceo horizontalactda en el .

eje de la flecha, se presenta un adoplamiento de las frecuencias
del movimiento horizontal v el cahbeceo. '

Por tratarse de un sistema estructural compuesto, existen
variahles de diseffo gropias de cada una- de . las partes gqgue 1la

integran, la magquina, la cimentacidn y el suelo. Los paramatros

gque caracterizan a éste dltimo no sélo son las gque mayor .

dificultad presentan para sz definicidn, sino ‘que influyen

- N . P :
decisivamente en la respuesta dinamica de la estructura. Se

1

listan a.continuacidérn estas variahles @

s



Eguwipo
' rango de operacidn
velocidad de operacidnm
velocidad de disparo
resc total
dimensiones gernerales
centro de cargas
EEﬁtrq de masas
altura del eje
_ fuerzas de deshalanceo
Cimentacién
esfuerzo de ruptura fle
dimensiones generales
~
meso volumétyico
Suwelo : .
" Médulo de elasticidad
relacidn de Poisson
peso volumétirico

caracidad de carga

El planteamiento del proklema como tres sistemas de un  grado
de likertad propuesto por Nietoc y Feséndiz se resumen en 1los
siguientes pasos : ' o ' .

Estimacién de la frecuencia natural reducida del
sistema en funcidn del tipo de suelo y el Area
de contacto. _ .
Determinacién de 1la frecuencia vertical: de
acuerdo a el esfuerzo actuante. ' |
Obtenciédn de los coeficientes de rigidez vy
amortiguamiento para cada grado de libertad con
~ las expresiones @ ‘
Kwv
Kh
K¢

E/<:1—u'*) kv YA
E/¢1-u% kn vA

:
ECl~p) ke I/VA.

it



- Cv = &.7 Fvehe

Ch = d1 .1 iﬁ:;ﬁ;,
Cp = O.97 H.pplig
lLos cCosficientes kv, kh v kg son  funcidn de a

relacidén largo/ancho de la cimentacidn v de 1a
relacien de Poisson del suelo. Los coeficientes
de amortiguamiento hv,hh vy he depewnden del areas
de contacto de la cimgﬁtéciém con el suelo ? la
marera de evéluarlos ﬁuede enconktrarse en la
referencia 4.
Las fﬁécueﬁcias naturaleg, relaciones ﬁe
amorfiguamiento y amplitudes de vihracidn se
obtienen de acuerdo a las eupresiones
po= Y1 - 8' /Wy + (2FE/w) )
Y KEv /(M M) :
Ev = Cw/( ZYEv¢ Mv + M Y D
Av = g Puv/Ev
wh = ¥ (Kh/ (MR 7+ M) )
h = Ch/C ZPCERC M + M)
Ah = 4 Ph/En . )
weg = ¥ (Keg/lg + I )
Zp = C/C 2V Egp ( Mg + M ) D
Agp = u Mp/kg
Las frecuencias.acopladas estan dadas por
y = ( Igp + Ia /¢ 1+ 1 O

v

siendo
' I el mﬁmentn de inércia de éasa del prisma
virtual de suelo e Ia el momento de inercia de
masa del eqguipo y'la cimentacion. |
W2 = 1/¢22) [ wh + wp + ¥ ¢ wh + wp ) — dywhwg ]
Finalmente, las amplitudes de vibracién resultantes
estan. definidas por

Avr = v Av + Ave

Anr = T Ah + Ahg



con
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de cakeczeo y h la altura

Avgg = 1/2 c Ag
Aho = h Ag¢

endo ¢ la dimension de la kase perpendicular {1 eje

d.- Aplicacianes
CCCCCCCce IT MM MM
o ' IT MMM MMM
o II MM MM MM MM
Co IT MM MM MM MM
e IT MM MM MM
cc IT MM MM
e IT MM MM
COCCCCCCC IT MM MM

L programa

mico

Dy,

AAARARABAAAA
AL Al
AR AA
AAAARAAAARA
AA AA
AA AA
AA AA

AR " AA

de computadora para el analisis

del hl,oque de cimentacidn.

BHREICIR O
HCY (o
Y iz
CH )
H3L n]n
Fla Ay}
DEGROCIDCEGE

WINIA]

dina

de la cimentacion de una maguima reciprocante
“de -acuerdo al trakajio desarrellado por :

progiramadoe por 8

Mario - Juarez

Datos

tipo de sueleo

capacidad de carga ultima
modenlo de elasticidad
relacion de Poisson

peso volumetrico

Datos
largo
ancho
altura
reso

Datos
peso

velocidad de operacion
centro de masas

Jose Avtonio Nieto — Dr. Danizl FResendiz

del terrens

Famirez

Arcilla plastica
107,400 ton/mZ,
10000, ton/mZ.

0, 45000

1.500 ton/m3.

de~-la cimentacion

F.000 m.

F.000 m.

1.000 m.
£4.300 tan.

del eqguipo

F0.000 ton.
300, rEm

0300 m.



Fuerzas de
fza. vert. primaria
fra. vert., secundaria
fza. horizaontal .
par vert., primario-
payr vert, secundaria

Vikvracion vertical

frecuerncia natural = 3.457
amortiguamiento - critice = 0.d4d5
amplitud de vikracion = O,0000045

Vikracion HMorizontal

frecuencia natural =IO B
amortiguamiento critico 0,259
amplitiud ode vibracton = 0.00000000

i

Vibvacion de cabeceo

Ffrecuencia natural = 2,272
amcrtiguamiento critico = a.117

amplitud de vihracion = Q,00003723

deshalanceo
0.5 ton,
0.0 ton.
0.0 ton,
T.5 ton-m.
Q.0 tovi—-m.

hertz.

hertz.
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M. en I. Francisco Aguilar Lépez .de Nava #
M. en C. Mario Juirez Ramirez %#

RESUMEN;

El analisis y diselo de cimentaciones de. maquznariairotator:a es un '
problema estructural de bastante complejidad, ya ‘que involucra una
estructura tridimensional compuesta por diversos elementos sobre la
cual se apoya la maquinaria accionada y su accionador a través de
un bastidor de acero. Debido al gran peso de las cimentaciones y el
equipo se requiere, por lo general del empleo de pilotes que inter-
actuan en conjunto con el suelo con el sistema equipo-cimentacién.

Por otra parte, las restriCC1ones .en ampl:tudes permisibles de.
vibracidn son bastante rigurosas para evitar daffos al equipo y tam-
bién es relativamente cumplicado definir las ‘fuerzas de excitacion
que produce la maquinaria. ‘

Exiéten en la literatura diferentes modelos de andlisis para este
tipo de estructuras, variando desde modelos simples de un grado de
libertad, hasta modelos complejos de analisis mediante elemento
finito con miles de grados de libertad. - '

El propésito de este trabajo es comparar los resultados que
- proparcionan algunos de estos modelos y hacer recomendaciones sobre
su aplicabilidad, haciendo énfasis en las interacciones que general
mente no se toman en cuenta y proporcionando guias para el analisis
de otros casos similares al utilizado como ejemplo en este trabajo.

* Berente de Ingenierfa, SIPPI - Instituto Mexicano del Petrdleo.

*% Investigador, SIPPI - Instituto Mexicano deeretréle{. .

R_AR



INTRODUCCION:

El andlisis y disefio de cimantaciones de maquinaria es uno de los
campos mis antiguos de la ingenierf{a civil en los que se.utilizaron
la dinamica y la teor{a de vibracidénes. Las primeras aplicaciones
datan de los afos 20’s y desde los aMos &0‘s aparecieron libros
dedicados a esta e5pecia11dad que se han convertido en clasicos
{Rausch y Barkan}. : : :

BAsicamente podemos distinguir dos tipos de,hcxmentacypmsg las de
tipo masivo apoyadas directamente ‘sobre el suelo o sobreap1lntes Y
las flexibles, formadas por una plataforma elevada .apayada sobre
columnas, Tas que a su vez suelen apoyarse sobre pllotes generalmen
te a través de una losa de piso. En las del primer tipo la influen
cia de la interacccidn suelo—estructura es sumamente. importante vy
ha sido suficientemente estudiada y esta documentada profusamente

en lg literatura.

CIHENTACIONES.SUPERFICIALES= ' -

E=te tipo dk cimentaciones masivas se utiliza tanto _para maquinaria
recipracante_como gentrifuga. En ‘ambos _casos las fuerzas dindmicas
produc1das Por_ el "equipo_son_1 func:cnes de la veloc:dad de rotacxénJ
Una parte importante del disefio es la predxccxén de las. frecuenc1as

de vibracidn de la cimentacidn para gyggﬁr resonanc1as con las fre—
cuencias de exc1tacxén.“ También es 1mportante la determznacxonV,de
las amplltudes “de v1brac16n del conjunto maqu:narla—clmentac1én
cuando opera en condiciones’ estacionarias. Por operar a frecuerncia
menor los equipos reciprocantes presentan mis probabilidad de reso-—
nancia con alguna frecuencia natural del conjunto cgmentacién—equi—

po.

Las pQgpledad 5 del suela se describen en__ términos..de.. +unc1cnes

dE\;mpedanc1a comﬁT‘Jas dependxentes de la {recuenc1a en las que la
parf&@real 'k, es la rigidez (en fase) vy la parte 1mag1nar1a repre -
senta el amortLguamxento viscosa equivalente. Ambas constantes son
funcidn de la frecuencia de vibracién.  Las funciones de impedancia
han sido valuadas por varios investigadores wutilizando métodos
analiticos y numéricos de la mecanica del medio continuo, modelando
al suelo como un semi-espacio visco-elastico homdgeneon. Existiendo
publicada informacién para diferentes formas de cimentacidn y dife-
rentes parametros dimensionales. Estos resultados son muy valio-
sos aunque deben aplicarse con triterio, principalmente por tres
aspectos: La no homogéneidad del suelo, la estratificacién del sue-
lo y el efecto de confinamiento por la profundidad de desplante de
la cimentacidn.

Existen correcciones para tomar en cuenta las no homogéneidades vy
la estratificacién, Ref. 1, as{ como para la variacién de las
caracteristicas del suelo con la profundidad. '

CIMENTACIONES PILOTEADAS:

Si existen p:lotes sun propiedades dinidmicas también se pueden mang

. 2
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jar convenientemente a través de funciones da impedancla. Lag fun-
ciones de impedancia de los pilotes son rigideces comple;as referi-
das a la cabeza del pilote y provienen de la interaccién de toda la
superficie del pilote que esta en contacto con el suelo. Eata
interaccién modifica la rigidez propia del pilote y produce amorti-
guamiento considerable por radiacién de energia (amortiguamiento
'geométrica). En las Refs. 2 y 3 se puede encontrar tablas y grafi-
cas para evaluar las rigideces y amortiguamientos. de los pilotes.
Debe mencionarse que casi todos esos -resultados restan basado en
teorias elasticas que, sin embargo, la practica:. ham-val:dadn como -
adecuadas. Cuando los pilotes estan espacxados,*delrorden de 10
veces el diametro, se puede considerar que no hay intéraccién entre
los pilotes y aplicar directamente la superposicién.

Para la respuesta vertical el tipo de punta del pilote es importan-

te, siendo los pilotes de friccién los menos rigidos pero con mayor

amortiguamiento. Para la respuesta horizontal un parametro,impor - .
tante es la presién de confinamiento en la parte superior del pilo-

te, ya que incluso puede haber separacxén del pilote y el suelo..

Cuando la separac16n es pequeﬁa se debe incluir el efecto de grupo
conocido como interaccién pilote-suelo-pilote este analisis, por lo
"general, requiere de un programa de computadora pues los resultados
dependen de la configuracién y condiciones particulares del suelo.
Teniéndose casos de interaccién muy fuerte, Ref. 1.

L3

" .CIMENTACIONES ELEVADAS R o

" Existen equipos que reqdieren_de una- cimentacién elevada para ope -
~—par, ya que estan conectados a su vez a otros equipos. que deben
instalarse a menor elevacidén,tal es el caso de los condensadores de
las turbinas de vapor. Dtrns equipos como los compresores daben
interconectarse con tanques y recipientes medlante tuberfias y una
cimentacidén elevada resulta conveniente.

La estructura consiste en una plataforma sélida con aberturas apo -
-yadas sobre columnas, puede ser de acero o de concreto. En nuestro
pais predominan estas ultimas. _ ' o
‘Respecto a los métodos de andlisis para este tipo de cimentaciones
es bien sabido que durante mucho tiempo se utilizaron métodos
simplificados, incluso modelos de un 'solo grado de libertad.
Posteriormente se utilizaron marcos planos independientes en ambas
direcciones. Una hipdétesis comin hasta fechas recientes es la de
considerar a la cubierta como rigida, aunque se ha reportado varias

veces que en mediciones en cimentaciones industriales Refs. 4’y 5,
ese no es el caso. A R '

- - En fechas recientes, gracias a la disponibilidad de programas e
computadora y de equipo de cémputo adecuado, ha sido posible hacer
anililisis de estructuras tridimensionales y asi muchas cimentacio-

nes se han analizado mediante programas de vigas y columnas como el
STRUDL o el SAP., ‘ .




g7

Este tipo de modelos ya es un poco mas cercano a la realidad pero
tcdavia adolece de muchas imperfecciones, ya que entre otros efec -
tos no permite modelar adecuadamente las aberturas o los cambios
bruscos de seccién o las vigas cortas o peraltadas. :

Diversos programas de elemento finito como el SAP, COSMOS, NISA,

etc.permiten modelar con elementos sélidos este tipo de estructuras
con lo que se logra hacer menos hipétesis simplificatorias. Sin
embargo, aun persisten problemas importantes como el de como mode —
lar la masa, si se utilizan masas concentradas existe: el, problema
de decidir cuantas y de que valor. Si se quiere utlll%gr”ﬁl concep—
to de masa consistente, no todos los programas txenen;esgftopc1én.

L JUTE
Igualmente importantes son las cuestlones sobre como ‘tonsiderar las

interacciones, existiendo dos interfases basicas: la de el equipo
con la cubierta y la de la losa de piso con el suelo y/o pilotes.

CONSIDERACIDONES SOBRE EL ANALISIS

Debe reEoédarse.que el propésito del disefio es proporcionar al

equiporotatorio una sustentacién. que cumpla con los -requisitos de
funcionalidad, resistencia, rigidez y respuesta dinAdmica tal que no

amplifique los efectos dinidmicos propios del equipo.

lLas dimensiones del o los equipos a instalarse en la cimentacién vy
los requerimientos .de instalacién para wuna  operacidédn adecuada
definen la geometria de 1la cimentacién.  .Los requisitos de
resistencia y rigidez son relativamente faciles de cumplir, ya que

en general se trata de estructuras con " elementos masivos. *'_La'
respuasta dinamica por el contrario es el problemg'més dificil vya

que se requiere hacer un anilisis no simplificado que tome en cuen—
ta la mayor parte de las variables gque intervienen.

'Las componehtes_principales del modéld son el equipo rotatorio y su

sistema de soporte, la cimentacién propiamente dicha, el suelo
subyacente y los pilotes, en su caso.

Para modelar el equipo rotatorio se cuenta con teorias establecidas,

Ref. 6 basadas en modelos de comportamientoc 1lineal y se pueden
tomar en cuenta todas las particularidades geométricas y mecanicas
de los rotores (seccidén variable, efectos de cortante, efectos
giroscopicos, aprietes térmicos,etc.) Para el ' sistema de soporte
hay que distinguirdos partes lag chumaceras y los pedestales. - El

comportamiento de 1as chumaceras se. basa en  la solucién de la

ecuacidn de Reynolds, resuelta para la geometria particular de 1las
chumaceras utilizadas, linearizada, considerando desplazamientos ¥
velocidades pequefas, dando lugar a un conjunto de 4 coeficientes

de rigidez y 4 de amortiguamiento dependientes de la velocidad . de
rotacidn, Ref. 7.

Para los pedestales se debe hacer un modelo de anAlisis estructural
que refleje la forma y tipo de soporte real del equipo, Feniéndose
que en algunos tasos, también es necesario considerar la forma de
fijacidn de las camponantes de la chumacera a la caja deé chumaceras
-4
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y a los pedestales.

Para la cimentacién me pueden utilizar distintos tipos de elementos
finitos desde vigas y columnas, @lementos de placa o elementos para
estados planos, hasta elementos sé¢lidos tridimensionales, desde
luego-el namero de grados de libertad sa multiplica rapidamente.

En el an&1151s el suelo se incorpora mediante algun modelo de semi-
espacio visco—elastico,que puede representarse medianteﬁun conjunto
de resortes y amortiguadores. En el caso de que ex;stan pilotes un
modelo refinado debe incluir sus caracterfsticas de rlgldez y amor-
tiguamiento, generalmente mediante funciones de .{impedancia en "la
cabeza de los pilotes que permiten su acoplamieto con'el resto . del
modelo. Como una primera aproximacién puede considerarse Unicamen

te la rigidez del pilote enterrado a través de algqun modelo de elei'

mento finito para modelar el pilote y los estratos del suelo.

En la Ref. 8 se presenta un método de andlisis bara el sfstema com—

pleto incluyendo la interaccién con el equipo y el suelo. En ese

‘articulo la estructura se trata mediante el método dinimico de rigi

deces en forma matricial, utilizando técnicas de . subestructuras vy
elementos finitos con masa distribuida que incluyen efectos de cor-
tante, fuerza axial e inercia rotacional. Esto da lugar a que la
matriz de rigidez sea compleja y dependiente de la frecuencia. Para
la interaccidén con el suelo primero gse obtienen 1las funciones de
impedancia de los pilotes referidas a sus cabezas o las funciocnes
de impedancia del suelo si no hay pilotes.  Estas funciones se
incorporan a las matrices de rigidez de los elementos de placa de
la losa inferior,para ello deben e:istir nodos en la losa que coin-
cidan con el punto de unién del pilote con la losa. - Aungque esta
losa es gruesa y deberia modelarse con elementos sélidas indican
que es posible utilizar la teorfia de placas delgadas incluyendo las

deformaciones por cortante,

Otro efecto que generalmente no se toma en cuenta y puede ser impor

te es el de la rigidez propia del equipb instalado & incluso el de
ciertas tuberias que llegan a ser de oran diametro.

51 se consideran todas las componentes del sistema equipo-cimenta -

cidn y se incluye el amortiguamiento de las chumaceras y del suelo,
aun para una cimentacién relativamente pequefia se puede llegar a un

modelo con varios cientos de grados de libhertad. Tratandose de la

cimentacidn de un turbogenerador de varios cuerpos <ce tendrian
miles de grados de libertad en un modelo completo.

A primera vista por el costo relativamente bajo de ~la estructura
podria parecer que no se justifica resolver un problema estAtico,

uno de valores caracteristicos y uno de respuesta dinamica, proba -

blemente no tan sélo una vez sino varias, hasta llegar a un compo--
miento satisfactcrio. Sin embargo, no debe olvidarse que el
propésito fundamental es proteger al equipo rotatorio instalado @en
la cubierta el cual no sélo es costoso en cuanto a inversidn ini -
cial, sino que su mala operacién o sus paros por problemas dinami -
cos es sumamente costosa, ya que implican'pérdidaS'd%Lbroduccién o

* J
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suministro de varios cientos o de millones de pesos al dia.

Por tanto adn sin, tener que llegér a utilizar en todos los casos un
modelo muy sofisticado se justifica y se requiere bastante cuidado
en el modelado, anilisis e interpretacién de resultados de este
tipo de estructuras, '

Existe la tendencia a sobresimplificar el anilisis no sélo debido a
la complejidad inherente del modelo, sino a que los problemas donde
hay interfases entre especialidades tienden a ignorarse. y.-analizar-
se como independientes. Asi{ los especialistas en din&m1ca de ma -
quinaria analizan el rotor y sus chumaceras, los ingenieros’ estruc-

turistas analizan la estructura de la cimentacién y los especialis-—

tas en mecénica de suelos la cimentacidédn y/o los pilotes. . | Desde
lueco cada unc de ellos hacen hipédtesis para justificar su
anilisis. - . ‘
Debe mencionarse que existen casos en que es valido tratar los pro-
blemas como independientes,sin embargo,no puede saberse a priori vy
no es justificacién valida decir que asi se han analizado varios
casos y como no ha habido problemas se deduce que €l anailisis esta
bien hecho.

De hecho 1o que sucede es que como no se acastumbra hacer
mediciones fisicas para corroborar el comportamiento del conjunto
cuando este entra en operacidn,ni tampoco se hacen pruebas de
vibracidén forzada cuando sg termina de construir 1la cimentacidn,
muchos de los problemas pasan desapercibidos en las etapas de
arranque Yy cuando, se manifiestan posteriormente no es facil
detectar la causa ya que se enmascaran y se interrelacionan con
otros problemas (instalacién defectuosa de tuberfas, flexibilidad
inadecuada de tuberias, operacién en condiciones diferentes a- las

de disefio, modulacidédn con otras fuentes de vibracidén, etc.) ‘En
algunos paises ya es practica comin llevar a cabo este tipo de
mediciones Refs. 9 vy 10. En algunos casos ha tenido que

desarrollarse instrumentacidn adecuada para . poder excitar a la
estructura, Refs. 4 y 10. ' '

AMALISIS DEL SISTEMA ROTOR-CHUMACERAS

Para el anilisis dinAmico del sistema rotor-chumaceras se utilizan
principalmente el método de matrices de transicién Ref.11 y el
mé¢todo del elemento finito, Ref.' 12. En este caso el planteamiento
conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden de la forma -

’ Mx" + Cx + Kx = § (t)

En donde x contiene los desplazamientos en las estaciones en que se
divida el rotor. Debido a las caracteristicas de las chumaceras de
la pelicula lubricante, las matrices de rigidez K y de amortigua -~
miento C no son simétricas y dependen de la velocidad de rotacion
d2l equipo w. La funcién ¥ (L) representa el efecto de las fuerzas
du*balanceadds producidas por la maguinaria.

g 6
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El1 tamaMo de. este sistema de ecuaciones puede- variar entre 30 y 200
incégnitas o grados de libertad, dependiendo del tipoc de rotor y el
refinamiento del modelo. En la fig. 1 se muestran modelos tipicos
representativos del rotor y las chumaceras.

En este anilisis, por lo general, se considera que los pedestales y
el resto del sistema de sustentaciédn son rigidos o bien pueden
representarse por dos resortes lineales, uno horizontal y uno verti
cal. Esta consideracién sélo es valida en ciertos casos,§ten1éndo-
dose que en general no es posible ignorar el comportamiento dinami-

I
co de la cimentacién. Una aproximaciédn es considerar la’ c:menta -,
cién coma un marca plano y acoplarlo con el modelo del rq;nr medlag

te resortes rigidos o flexibles. En la Ref. 11 se ' presenta una
comparacién entre frecuencias naturales para un rotor apoyado en
tres puntos, considerando rigida la cimentacidén y 1las frecuencias

obtenidas de un modelo acoplado en flexién del rotor y la cimenfa—'w

cién. En la fig.2 , se muestran alqunos resultados da esta compa-

'racidn,pudiendo apreciarse que el efecto es diferente en cada modo

y para alqunas frecuencias la diferencia en la forma. -del modo es
mas significativa que las diferencias en frecuencia.

uUn método.para‘acoplar el modelo del rotor con'el de la cimentacién
gue resulta conveniente por el bajo numero de grados de libertad de
acoplamiento que es el método de sintesis modal, Refs. 13 y 14.

Otro método que. puede utitizarse es obtener analitica o experimen -

- talmente las funciones des transferencia de la cimentacidén en los
"puntos de apoyo del equipo sobre- la cubierta de cimentacidn,

Ref.15. De esta informacidn se puede obtener la rigidez dinamica de
la cimentacién<en el dominio de la frecuencia, la cual puede incor-
porarse al modelo de analisis dinamico de la maquinaria. .

De hecho la seleccidén del método de analisis debe hacerse en fun -
cién del tipo de resultados que se este buscando, aungque por lo ge-
neral es la respuesta dinémica de la maquinaria la que mas interesa
determinar con precisidn, Cuanda se limitan las vibraciones nermi—
misibles de-la cimentacidén lo gque se esta tratando de proteger es
el equipo, ya que los esfuerzoes y deformaciones en la cimentacién
casi siempre son muy bajos. Paor otra parte los resultados que se
cbtienen sin considerar la interaccién son muy diferentes cuando
esta se toma en cuenta. En la Ref.13, se presentan los resultados
de esta comparacidén en un caso particular, Fiq. 3.

EJEMPLO DE APLICACION

A

Como ejempla particular se presentaran algunos resultados correspon'

dientes a la cimentacién de un compresor que opera a 5S700 RPM

accionado por un motor a través de una caja de engranes.~ La wvelo—-

cidad del motor es de 1800 RPM = 30 Hz,

Un anilisis simplificado coma marco en direccidn transversal i1ndicod
una frecuencia de casi 3.5 Hz y - 34.2 Hz en direccidén vertical,
ambas alejadas de las frecuencia de excitacién. En la tabla

' siguiente se muestra la comparacidn de algunas {r57uencias en Hz

o_92/




obtenida de un analisis como estructura tridimensional formada por
elementos de viga considerando. 31 nodos, incluyendo y  sin  incluir
la masa del equipo '

MODO 1 > 3 4 s 6 7

S/MASA 3.79  4.22  S.13  33.20 36.2 36.9  37.4

C/MASA  3.21  3.55  4.47  22.7  31.T 33,4 . 36.4

Anzlizando l1a cubierta como-viga apoyada en las columna51con51dera—
das rigidas verticalmente se obtuvieron. frecuencias de "3&. G, 97.0 vy

"145.0 Hz, el sequndo valor esta muy cerca de la velcc:dad de raota -

cién del ccmpresnr.

En la Fig. 4 se muestra un modEIO'de.la cimentacidn a base de ele -

.mentos_sélidos'tridimensionales, considerando los huecos de la cu -

bierta, suponiendo el peso de los equipos distribuido alrededor de
ellos y tomando las columnas como empotradas al nivel de piso. El
modelo resultd de 321 nodos y 108 elementos dando lugar a un proble
ma de valores caracteristicos de B?0 x B?0, cuya solucién para ob —
tener los primeros 20 modos tomo mis de 30 minutos en una computa -
dora Microvax. En la tabla siguiente se muestran algunos resulta-
dos con y sin masa del equipo e incluyendo también la rigidez del

equipn. Los dos primeros modos son flexién transversal y longitu -

dinal, el tercero es torsidn, el cuarto y quinto flexidn de cubier-
ta del lado del motor y el compresor, la sexta torsién transversal
de la losa, la séptima es flexién longitudinal de la losa con dos
lineas de inflexién. Los modos 17 al 20 son combinaciones de

-flexidédn y torsién de la cubierta. En la Fig. 9 se muestra dos de

estas formas modales.

¥ Mopo 1 2 3 4 5 6 7 8

S/MASA S.49 6.00 7.646 35.17 4846.71 48.61 51.58 55.04
C/MASA 4.53 4.86 6£.88 24.8 39.70 43.10 446.860 54.046

C/MyR 4,54 4.85 7.06 ‘30.0 36.10 42.10 - 51.? 52.4

Los riesultados de este analisis indicaron posibilidades de<gmplifif

cacién dinamica importante entre la cimentacién y el equipo.

También se analizé el efecto del suelo en las frecuencias de 1la
cimentacién, considerando rigida la losa de base e incorporando 6
resortes obtenidos con las propieédades del terreno. Para un suelo
muy flexible la interaccidén sélo afecta a las frecuencias mas bajas
comportidndose casi como un cuerpo rigido. Para un suelo intermedio
el efecto también se restringid a modificar los primeros modos.
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También se efectuo un analisis de las frecuencias naturales del
equipo considerando a la cimentacién como ri{gida. Los valores
calcul ados para las tres primeras frecuencias fueron 1112, 1194 vy
3390 RPM. Con objeto de tomar en cuenta la interaccién dinsmica
del equipo cen la cimentacién se calculd la respuesta en frecuencia
denominada compliancia x/F en los puntos de apoyo del equipo con la

.cimentacién utilizando los modos y frecuencias de: la misma. La

inversa de esta funcitén es la rlgxdez d1nam1ca de la, cxmentachn.

Esta informaciédn se incorpord al analisis de frecuencias del equlpo

. abteniéndose frecuencias naturales de 893, 1637 vy 3000 RPM.  Como
puede verse la interaccién entre el’ equipo Yy la estructura produce

una reduccxén en. las frecuenc1as naturales del equ1pn.

CONCLUSIONES

-

- Este problema como todos aquellos donde existen interfases se
. hacen sobre simplificaciones que fueden repercutir en mal
comportamiento y problemas dinimicos posteriores.

—~. .. Dado que el pcoﬁésito fundamental del disefio de la cimentacién
‘es evitar problemas al equipo a instalar debe hacerse el
analisis adecuado para satisfacer ese requisito. :

- Debe aprovecharsé qué existe publicada suficiente ‘informacidn
sobre todos los aspectos y particularidades que presente este
; problema y hacer el andlisis adecuado en cada caso. '
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RESUMEN

!

Se presenﬁa un modelo de interaccidn entre maquinaria, cimentacidn
y suelo para el problema de vibraciones de cimentacimnes de
maquinaria de rotacidn. El modelo estd formado con los elementos
claves del sistema como son el rotor, los cojinetes, i0$

pedestales, la cimentacidn vy el suelo.

l.os elementos del sistema, excepto el suelo, sé ldealizan como
alementos dlScreLds masa-amor tiguador -resorte indepéndientes'de la
frecuencia. El suelo se i{dealliza como un elemento continuo mediante
funciones de impedancia o rigideces dinAmicas dependientes de 1la
frecuencia. La solucién del sistema se obtiene empleando la técnica

de la respuesta compleja en la frecuencia. .

El modelo resulta apropiado para realizar andlisis de sensibilidad
con objeto de evaluar la influencia de los principales parAmetro<
geomdtricos ¥y mecidnicos del sistema; tambidn es adecuado para

identificar prdbables causas de fallas. Para mostrar la apljpariﬂn

- 2



el modelo, se analiza nn problema particular deonde =e esbhidia i
ofacste de la profundidad cde desplante de 1a cimentarcisn v 12

rigidez del suelo.

.



1. TNTRODUCCION

Fn la  industria elé~irica las cimentaciones masivas par oA
venti)adores y en general para haqulnaria de rotaciéﬁ son slstemas=
estructurales Iimportantes que deben ser diseBados racicnalmente
para evitar asentamientos diferenciales inaceptables, vibraciones
exageradés que produzcan daffos al sistema mismo o a estructuras’
cercahas y vibraciones intolerables por equipe veclino sensible o

por las personas.

En las plantas termceléctricas los ventiladores son empleados para
la extraceidn o suministro de aire o gases en un proceso. Estos <e
.despléntan sobre cimentaciones maslvas que Lienen‘ como  funelén
Lrasﬁitir las cargas estdticas y dindmicas de la maquinaria al
suelo as{ como mantener al sistema dentro de ciertos 1£mit9q Ae
vibracldn. Las cargas estdticas Son producidas por el pesa (el
equipo mientras que las dindmicas son generadas por la rotacidin rie
masas desbal anceadas. Las masas desbalanceadas al rotar dan orjaen

a fuerzas armdnicas cuya magnitud es proporcional a la ma=a

to 4



rfjesbal anceada, su excentricidad y el cuadrado de 13 vealerciract
angular de operacidn. Por bLanto, en ventiladores,: muy velnces =o

prieden desarrollar fuerzas significativas que den como resilbace

vibraciones excesivas del sistema.

En genearal, las cimentaciones empleadas para  ventlladeores han
cumplido satisfactoriamente su funcidn., Sin embaréo..rﬂctentemente
‘se han presentado fallas que consisten esencialmente de vibraciones
excesivas on los cojinetes y pedestales que generan.daﬁos en o]
equl po con un altd costo para la industria elédctrica. Parclalmente,
estas fallas se deben a que las ' di mensiones y ' petencia de lo=s
vaentiladores y motores han crecido notablemente.  mientras que las

técnicas y criterios tradiclonales de andlisis ); disefio adn se

.siguen usando.

. . oo - a
L . .

Probablemente la causa principal de fallas en ventiladores de gran
potencia se debe a resbnaﬁcia entre el ventilador y la cimentacidn
por efectos de interaccisn; la resonancia entre la cimentactdn v el
svelo generalmente. no se presenta ya que ias frecuencias naturates
del conjunto cimiento-suelo son muy grandes con respecto a la de
operacidn. La resonancia del sistema se puede presentar en dos
situaciones: ad) si la frecuencia fundamental del sistema es menor
que la frecuencia de operaciédn s=e pasari a través de la condicidn
de resonancia durante la iniciacién del movimiento al encender el
equipo, ¥y .b) cuando se tiene el caso contrario la condicién de
resonancia se puede alcanzar al reducirse la frecuencia del sistema
por efectos de interaccidn. La lnteraccién entre el equipo, 1la
cimenLaC1¢n y el suelo modifica la frecuehcia ﬁatural del rotor que
predice el fabricante as{ como las frecuencias natdtales de la
cimentacién aislada. Por tanto, es necesario formular modelos de
interaccidén que-coniemplen la maquinaria, la cimentacidn y el suelo
romo un sistema, Chen y Malanoski (1) y Walters y Kirby (2). Estos
modelos son apropiados para identificar 1la causa principal de
Fgllas que aparentemente esti relacionada con las rigideces de 1ns

cojinetes y pedestales.

Fl - objetivoe de este trabajo es formular y desarrnllar nna

T T & T



metodologia de anAlisis para ﬁjRLPm;S maquinaria-cimentacidn sielo]
e permita di sefiar satisfacloriamente cimentact ones para
manqul narla ‘_de rotacidn, Se construira un model o Al scrotm
masa-amortiguador-resorte que contenga sdlo los modas de vibraciAn
de Lnterés practico y los excitados directamente por el reber, ol
~ual se analizard en ~l dominico de la frecuencia. FElI modeln

considerari como grados de libertad los movimientos en prntos

claves del sistema, tales como los desplazamientns verbicmal v
horizontal del rotor, los  cojinetes, los perlestal o< Y b a
cimentacidn. Para dsta. ademids se considerard 1la reotactdn pen

rrabeceo la cual estiA acoplada con la traslaciédn horizontal; “{nntas
éonstituyen el fendmenn predominante que rige 2l disefo. b
solucidn del modelo se ohtendrd en el dominio de 1la frecnencia
empleando la tédécnica de la respuesta compleja en la frecnencia. [w
est.a manera se pueden caleular simultineamente 1as frentennias
naturales del sistema y las amplitudes de vibracidén de los ararios
de libertad considerades. Ademis, con estas dltimas es posihle
evaluar la funcionalidad del sispema. Eomparéndolas el valor e
‘limites pefmitidos; as{ ~mmo delerminar las fuerzas dinAmiras pér;
. Al sefio. Finalmente, por las caracteristic;s del modeln se precia
para llevar a cabo anilisis de sensibilidad con objetn de estudiarl
el efecto de los principales parametros geométricos y mecanians el

.

sistema.
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MODELO DE INTERACCION

a.r Caracteristicas del modelo

Como los problemas importantes en ventiladores de gran potencia se

deben a la interacecidn del ventilador con su cimentacldén y de #<ta

con el suelo,

hd

la cimentacidn alslados,

ventilador-cimentacidén-suele que

contemplar ¢inco elementos claves:

ad
b2
<2
dd
o)

Rotlor
Cojinetes
Pedestal es
Cimentacidn

Suelo

muestra

~}

la cual modifica las frecuenclas nhaturales del equipm

-para el sistema

en la Fig. 1 debe
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Fig. 1 Sistema maquinaria—cimentacion—suelo



Fig. 2 Modelo discreto de un sistema maquina—cimiento—suelo



Con estos elementos se puede construir un modeln discretn
masa-amortiguador-resorte como el que se presenta en la Fig. 2 las
conslideracicnes que llevaron a formular este modelo de nrneve gr arkos

de libertad =son las siguientes,

A) Por las caracteri{sticas geomdtricas y mecdnicas riel rob ey
resulta adecuade representarlo por una masa ccancentrada | con
}nsortes laterales y despreciar su amortiguamliento. Si =e conors 1a
frecuenclia fundamental del rotor con apoyos riglidos, la rigirter =e

cbtiene a partir de la erijacidn del cscllador simple:

f‘-r=.__:!'.__f_.'.(.l‘..._ ’ s . ) o

en M.
jdondq f, = frecuencia fundamental del rotor con apoyos rigidos. M
= masa del rotor y K, = rigidez del rotor.
b)Y Las propl edades dAindmicas de los cojinetes =rn =l
amortiguamiento y la rigidez. Para tomar en cuenta estn, I

cojinetes se idealizan sidle por amortiguadores y resortes later al e

diferentes en lags dos direcciones. K

ej ¥ Cg; son la'ricidez vy =l

amortiguamiento, réspectivamqnte. de los cojinetes en la direreian
J CJ=x,¥yJ; sus valores =on datos del fabricante y depenrden de 1a

geometria, carga y velocldad.

cY Los pedestales tienen como caracteristicas dindmicas la masa v
rigidez por lo que se.modelan medi ante unﬁ masa concentrada con
resortes laterales; por tralarse de elementos poco disipativos se
.desprecia SU'amdrﬁtﬁuamiento. La masa incluye tanto las masas de
~las silletas dé acero comc las de los pedestales de concreto. La
.rigidez se calcula coﬁsidqrando las rigideces de las silletas y lo<
pedestales en sprié. de tal suerte que:

Kpj Kej 'ch

o

donde Kpj = rigidez de los paﬁestales en la direccidn j, K, -

rigidez de las silletas de aceroc en la direccidn jJ y K, = rigire=
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rile tos pedestales de concreto en la direccidn j.

1} lLa cimentacidn se comporta como un cuerpo rigido con tres q;:dnq
dn libertad; wuna traslacidén vertical, otra horizental vy nna
rotacion. Su propledad dindimica es la lnercia; por tanto., se dehe
qonsrderar como un elemento de iﬁercia con masa M, y momento s
inercla de masa J_, sin amortiguamiento nil rigidez. La profundirtad
el centro de masa CCM) respecto al de rotacidn C(CPY es E y <n

alevaclidn respecto al nivel de desplante es D.

~) El1 suelo tiene propiedades de 1inercia, amortignamientn v
rigidez. Pafa tenerlo en cuenta'aprcpiadamenté se puede r@nmplézar
con funclones de lmﬁgdancié. las cuales son funclones complejas
donde la parte real def{né la rigidez e inerclia d@l'suelo.y‘ln
parte imaginaria sy amortiguamlento material y geométriceo, por
irradiacién. Asf, el suelé se puede sustituir por amortiguadrre=s y
resortes acoplaaos dependientes de la frecuencia. Como el cenbren rie
masa nho colncide con el de ;igidez aparecen i1mpedancias Aéoplad:::
d=stas junto con las impedancias horizontales y de rotacidn definern

las sigulentes relaciones:

- o k. 1rey |
'{ . } v® { < } €A
. ; _
M _ Kye Ke e | |

I}
<

c

(F e c._1 (Y . _ |

[ } = L4 v { € } 4>
a . . . . N

‘ ”‘ - cwe Ce © - o ' .

“ <

donde el apésﬁrofo indica derivada con respecto al tiempo. F .F° =
‘fuerzas horizontales restauradora y amortiguaddra. respectivamente;
M.,M” = momentos restaurador y amortiguadeor, respectivamente; Yc.@c
= desplazamiento horizontal y rotacidn de la . cimentacidn,

respectivamente; K .Ke.K rigideces del suelo hor i zontal .
y .

y®
rolLacional Yy acoplada, tespectivamente; y Cy'CB'CVB -
amortiguamientos del suele horizontal, rotaclonal vy acoplbarte,

respecti vamente.



2.2 Eruaciones de mouvimiento

Eslablecliendo el equilibrieo dindmico para los nueve grardeos e
libertad del " modelo se obtiens un sistema de ertiact ones
diferenciales acopladas, que., en  notacidn matricial tiens 1a

siguiente forma:

(] {reo s [T {mes ) [T {mo )= (e}

donde [M]l, I[C)] y I[K] son las matrices del sistema de masa,
amortiguamienteo y rigldez.'respectivamente; {WCL)} es el vector de
desplazamientos del sistema; esti formado con los desplazamientos

de los elementos del sistema como Cver\Fig.Ei:

(=}

]

{x, Y. Xy Yo X, Y, X, Y, @c} : LB

~

{PC Lo } es ‘el vector de fuerzas excitadoras .del sistema, compuesto
con las fuerzas que actuan en cada uno de los grados de libertad.
Las unicas fuerzas diferentes de cero son las asociadas al rotor;

por tanto, la forma de este vector es:

T
{Pc;)}={F,Fyooooooo} ‘ | 7D

La'matriz de masa es una matriz diagonal formada con las masas

asociadas a cada uno de.los grados de libertad como:

r

M, 0 0000 O 0O O O ]

O MM OOO O 0 0 O

0 0 000 O O O O

.0 0O 000 O 0O O O

[M]= 0O 0 OOM,0 0 O O e
' O 0O 000 M0 OO

0O 0O OO0 O M,O O

0O 0 OOO O 0 MO :

0 0 000 O O O J, |

lLa matriz de amortiguamiento es una matriz simétrica definida por:

e - 12



Clough y Penzien [3].

[0 0 O o s} O 0 0 0 7
o0 O o} 0 o 0 0 0
0o ¢, o -, O O o} o
00 O c.,, O -C, O 0 0

[ C ] = oo -C., O Ce O O 0 o R

oo O ¢, O C€,0 0 0
OO0 0O o 0 0O cC, 0 0.
00 O 0 0 0o 0 C, ~DC,+Cy e

|l oo © o) 6} 0 O -DC,+Cye DA +Ce-PDN s |

La matriz de rigidez es 'mma matriz simélrica definida per:

'K, O -K, 0 O 0 0 o 0

0o K, O K, 0 0 0 0 0

~K, O K.+K, O K 0 o o 0

0 -K, O  K.+K., 0 “Keoy o} ¢ 0

[ K ] =|lo o -k, 0 Kew*Kpe O Koy o )
o o o0 “Key O K.y +Kg, o Koy ~FK,,

o o0 o 0 “K o 0 Koy +Ky O 0
o o 0 o o -Kpy, 0 Kpy*¥, Koo

| o 0o o 0 o} ~EK 0 Koa Koo

NERA)

donde Kge = Kpg = EKpy-DK 4K e y Kog = E?K,,+D2K,+Ke-2DK .

2.7 Respuesta en estato Q.S'ltac’(on_ar‘io

Fn maquinaria de rotacidn como son los ventiladores se generan

fuerzas de tipo armdénico al girar las masas desbalanceadas a r1inha

velocidad angular constante. Asi, sdlo la respuesta en gstadh
estacionaric resulta ser de interds y es posible obtenerla

empleando la técnica de la respuesta compleja en la frecuencia,

+

‘L.a magnitud de la fuerza excitadora ciue se produce en el rotor e<

proporcional a la masa desbalanceada M., su excentricidad ¢ y el

"cuadrado de la velocidad de operacidn w, esto es:

Q=M ¢ o2 : : ’ , 1t

1 N
l.a fuerza armdnica que acttia en la direccidn vertical s=se qrr=iie

»

representar como:

o - 13



donde { = unidad imaginaria y L = tiempo.' La fuerza arménica rue
actua en ‘la direccidn ‘hr.'«r'i.zcmtal se encuentra desfasarda nnoventa

arados de F,; por tanto, ezta fuerza se puede escribir ~~mo:

wwt +rrod AN

F, = Qe =1 Qe : 1

lon . esto, el vector de fuerzas excitadoras se trasforma en:

{PCL) }: {'ﬁcm }e“’"‘ : ' €140

donde:
- T ' :
‘{PC&D}'—'{Q!.QOOOOOOO} (1!:“?".\

Debido a 1a forma arménica de la excitacidn la respuesta en estadn

estaclonario se reduce a: _ .

{wcw } =.{ WC wd } et | | o 1R

Sdstituyendo las Ecs.14 y (6 en la Ec.5 se obtiene la ecuacidén que
gobiefna el movimiento en el dominio dp'la frecuencia, la cual est4d

.rdada por: . -

([]ovefe] - []] (w0} (m0)  an

Esta ecuacidn representa un sistema complejo de ecuaciones
algebraicas que se puede resolver con cualquiera de los

pr ocedimientos de eliminacicdn Gaussiana . Crandall t4}].

11
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3. FUNCIONES DE 1MPEDANCIA

3.1 Concepto de rigidez dindmica

Para e]l] andlisis de la respuesta de cimentacio}es de maquinaria es
necesario calcular las funcicnes de impedancia para el rango de
frecuencias de interds. Las funciones de impedancia o rigideces
‘dindmicas se definen como la relacién en estado estaciocnario entre
la fuerza aplicada y el desplazamientc'para una cimentaclidén carente
de mas:i y excitada armdnicamente. E.st.as' f‘unc.i‘ones son .depeﬁdi entes
de la !‘rlc.uencia y de tipo cr.':mpl‘ejo; fisicamente representan, la
parte real, la rigidez e inercia del suelo y. la imaginaria, su
.amortiguamiento material- y geométrico. La varliacién con la
frecuencia-de la rigidez del suelo y su amortiguamieﬁtd llega a ser

trascendente en la respuesta de éimentac;ones.

El significaao matemitico y fisico de las rigideces dindmicas =se
puede jlustrar empleando una analogia con un sistema discrete de '

grado de libertad. Para esto,- la ecuacidén de movimiento re rn

s+ 15



n=cilador simple estd dada por:

MW + C W + KW= PC(L ’ rlﬂ\.

Lt

2l se supone una excltacidn armdénica PCL)Y = Po e , en =] ectare
ectacionario la respuesta es WCLY = W, e"(‘)t Yy por tanto la Er. 1A <a
redirce a:

€t K+ 41 wC - M) WLY = PCL) r1an

For. definicidn, la ri gidez dinimica del oscilador es la relanion
entre la fuerza excitadora y el desplazamiento en estadn

estaclonario. entonces:

_ PCt> . o
KCwd) = ---w—c—-tT— = C K o MDY + 1 wC 200

‘lon esta ecuacidn se demuestra que la rigldez dindmirca del
necilador es una funcidn. compleja dependiente de la fraruencia.
Fisicamente, la parte real representa la rigidez e lnercia del
sistema, y la parte imaginaria la energia disipada a Lfavéq ela)

amor tiguamiento material.

l.La Ec. 20 se a'ccst,umbra presentar de la sigulente manera:

_KCm)=KCk+iwc) 210
con: k=1 - ' w? . - 22
e = —E— - 2D

Los pardmetros k y ¢ se conocen como coeficientes de rigidez y

amortiguamiento, respectivamente. Para el oscilador simple ¥

decrece con la frecuencia comec una pardbola de segundo grado siendo

rula para la frecuencia natural del oscilador, mientras -qne c

permanece constante. La Ec.21 implica que la rigidez dinimica K <o

puede exprésar ‘como- el producto de la rigidez estitica K por  tn

factor dindmico complejo (k+iwc) que considera las caracterfsticas
* 16
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de inercia y amortiguamiento del sistema; para la frecusncia rero

el factor dinémico se rediice a la unidad real y por tantn 12

rtgidéi dindmica colncide con 1a estdtica.

Con base en la anaiog{a con un sistema discreto de un gradem e
libertad, la rigldez dindmica de un sistema contirnnn
.suelo—cimentacién sin masa se puede expresar como una  funciAan
compleja dependiente de 1a frecuencia como la de la Ec.21, la cuaf
Pété dada por:

Kan) = Kj[ ijn) + 1 n ot 1, § = ox,y,8 40

donde K; = rigidez  estdtica en la direccidn J y n - frecusnria

normalizada definida por:

3
w R, .
N = —=l_ . : L U oY

donde 3 = ¥ G~ p = veloncidad de propagacidn de ondas de cortante,

3 = médulo de cortante del suelo y p = densidad del suslo. Ademic,
R; = radio de una cimentacidn circular equivalente a la cimant aci an
real; en traslacidén el circulo debe tener jigual Area Aque |a

superficie de desplante y en robtacidén igual momento de inercia enn

rqspeéto al eje de rotLacidn, es decir:

.93 ' . R .
R, = R, = [-—E—E':— ] : - : AR
’ 0.2 . .
p = BY |, : C : -V
a8 3 n ) ) _

donde B.L = ancho y largo de la cimentacldén real, respectivamente.
Lé parte real de la Ec.24 representa la rigidez e inercia del
suelo; su’ dependencia de la frecuencia se debe solamente a 1la
influencia que ésta tiene en la lnercia, ya que las propledades del
suelo son esencialmente independientes de la frecuencia. Mientras
que la pgrie imaginaria representa el amortiguamiénto material v

geométrico del suelo; el primero es pricticamente independiente .=

la frecuencia y <e debe al comportamlento histerdtico del =susin, v

14 " | 117
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el =egundo es debido a la irradiacidn de ondas al suelo.

1.2 Coeficientes de rigidez yv amortiguamiento

Fl cdlculeo de rigideces estiticas y coeficientes de rjigidez y.
amortiguamiento necesarios para la obtencidn de rigideces dindmicas
no es un problema trivial. El problema se puede tratar medi ante dos
enfoques: a) con modelos continuos y soluciones analiticas, y bD
con modelos discretos y soluciones numédricas. Sin embargo, en la
literatura, se encuentran publicados una gran cantidad de resul tados
utiles para el andlisis de vibraciones de cimentaciones de

maquinaria, Gazetas {(B]).

Para cimentacliones enterradas se puede recurrir a las soluclones de
Elsabee y Morray [B1 y Kausel (71, a partir de las cusles seo
encuentra que las rigideces egliticas de cimentaciones embebtdas en

un semiespacio para los medos de traslacidn vertical y horizontal,

rotacidén y acoplamient,o.' respect] vamente, son:
46R . _ ,
<, =1=5— [t * =) . €8
x .
8 G ,
- y + 2 H Cc29d
Ky 2 - [ 1 3R ]
14
° .
8GR : L
K = e _ 1 + _E..H_ ) "_ R 30D
6 3C1i -vo R ,
¥ = 0.4 HK : | €310
y8 Yy
donde v = médulo de Poisson del suelo y H = profundidad de

desplante de la cimentacidén. Con e§tas ecuacicnes resulta evidente
que la relacidn de enterramiento H/R; increrr;eﬁta notablemente las
rigideces estdticas con factores de 1.2, 23 y 2 para traslacian
vertical, horizontal y rotacidn, respectivamente.. Ademds, se noto

que K o depende de H y nc se puede despreclar salvo en el caso =
y .
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i mentaciones superficiales.

El efecto del eﬁterramiento en los coeflicientes de rigidez v
amortiguamiento es diferente. Por lo que se refiere a ¥k, se ha
éncontrado que no se modifica sensiblemente con H/R|, de Lal <nerle
qtte se recomienda qﬁe su” variacidn con la frecuyencia ‘para rma
cimentacidn embebida <se aproxime con la variazidn para  Ia
cimentacién superficial rrorrespondiente. En cambio c; =2 incremsni a
<sustancialmente con H/Rﬁ sin embargeo, - si se desprecia oat a
=i tuacidn la respuaesta del sistema serd conservadora pudae =e achar i
;ubéstimando el valor del amortiguamiento.

Con base en lo anLérior. resulta adecuado para fines de i<afn
considerar como cceficientes de riglidez y amortliguamiente 1=
correspondientes a cimentaclones superficiales. Para.e:té fagn Se
tienen expresiones aproximadas desarrolladas por Veletsns y Verhie
[B], las cuales para los modos de traslacidn vertical., horizantal ?

~otaclidén estin dadas por: . '

C ¥y no? - 2 ) €T
1 +C 7y, n 27 Ya M

e =1 ~ ¥4

C ¥y, n D2
1 + € y, n 32

Ty T Ya Y ¥y Y2

ky, = 1.~ ' _ - o ‘ =V
cy - ai r IR
: ¢ f - .

=1 - - : : (AR
kg =1 _n1 i+ ,n)ﬂ" n’"z = S

e = B fi C 3 n 2?2 )
"o = PP T Cm 5T

37D

donde los coeficientes a's, (3's y y’s se encuentran definidosren ) a
tabla 1. Ndétese que por tratarse de cimentacionés superficiales nn
existen coeficientes acoplades; sin embargo, para' climentaciones
enterradas se tiene una buena aproximacién sl se considera sAln 1.
rigidez estitica, lo que implica que los coeficientes acoplados -ie

rig{dez y amortiguamiento sean:
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ke =1 . s
s =0 - . ' r )

l.as  rigldeces estdticas y los _coeficientes de rigldez v
amortiguamiento present ados corresponden a un sueln e
compartamiento'eléstico. En un modelo eldstico la dnica forma rle
disipar energia es medlante 1la irradlacidn de ondas al - sueln,
amortiguamiento geoméirlicn. Para Lener en cuenta el amortiiguamient
material se puede considerar un modelo viscceléstiéo apr ool macie

introduciendo el concepto dq'médulo de rigidez complejo. Wonds [GO1,

~Oomo:
G =G, C1 +41 2F D : €A
donde Gy = médulo de. rigidez eldstico y £ = amortiguamient~ de]

suelo el cual es de tipo htsteréticQz

Coeficiente v =0 v = 1.3 v = 0.49 v = 0.5
- a, 0.778 0. 8% 0.8 0.8
2, 0. 523 0.8 0. 48 0. 4
s 0.8 0.8 0.8 . 0.8
g o ‘0.023 0. 027
Y4 0.28 0. 35 —_ o
ra o - 0 — 0.17 _
: 0. 88 0.78 —— 0. 89

Tabla 1. Coeficientes a’s, s y p's para.diferentes v's

Finalmente, con objeto de no subestimar el amortiguamients para

17 - 20



~imentaciones enterradas e pueden usar alternativamente .=
conflciontes de amortiguamiento aproxi mados desarrollados por vk
v Gazetas [10), los cuales para los modos de traslacion vertica] v

horizontal, respectivamente, son:

" L0 .85 1 +1.885 C 1. - v 2 CH-/FZKB_

. R : ) i
x T+ civay TR, | - e

. - mC2-v> 1 +1.3CCHRD [ 1 +.3.68/(nC1-1) ] Cass
"y 8- 1+ (a3 TH/R,)D

Para el mode de rotaciPn no se ha desarrollado wuna expresiArn

<imtlar a las anteriores.
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4. ESPECTROS DE RESPUESTA

Fn esta seccidn se anmaliza el efecto de algunos pardmelrns criticms
el sistema maquinaria-cimentacidn-suelo, tales como la profundiiarl
rdle desplante de la cimentacidn y la rigidez del suelo. Para esto =e
calculaﬁ los espectros de respuesta de un sistema particular cnyns
pardmetros geoméiricos y mecdnicos se dan en la tabla- 2. El equipo
consiste en un ventilador que con apoyos. rigidos lposee Una
frecuencia natural de vibracién lateral igual a 20 Hz; la velocidad
de operacidn 05 de QQO.RPM C15.Hz). Con lqs.datos'de>1a_tabla 2 =e
.éopstruye el arehive DAT que se empléa come entrada en el programa
VCM; tanto el archivo DAT como el programa VCM se presentan en. el
Apéndice.

-En las Figs.3-11 se presentan'los espectros de respuesta para cara

uno de los grados de libertad del sistema. Los resultados con linea
2 . .

rontinua pertenecen a un suelo con médulo de cortante G = 1RGOOO
ton/mz ¢ suelo duro J y los de linea discontinua a G = 4A250 tonsm’
¢ suelec blando ). Los plcos que aparecen en las «curvas de

E . 22



4. ESPECTROS DE RESPUFSTA

Fn esta seccidn se anaiiza el efecto de algunos pardAmetros orfticmns
del sistema maquinarla"cimentaciéﬁwsuelo. tales como la profundidad
dn.désplante'della cimentacidn vy la rigtdéz del suela. Para esto =e
rralculan los espectros de respuesta de un =sistema pbrticular cuyns
pardmetros geomdtiricos y mgcénicos se dan en la tabla 2. FlL erquipo
~onsiste en un ventilador que con apoyos rigidoé ﬁosee Lna
frecuencia natural de vibracidn lateral i1gual a 20 Hz; la velocidéd

e operacidn es de QOO0 RPM (13 HzD. p

Fn las Figs.3-11 =se presentan los espectros de respuesta para cada

wno de los grados de libertad del sistema. Los resultados con linea

ront.inua pertenecen a un suelo con modulo de cortante G = 183000
ton/m2 ¢ suelo duro ) y los de linea discontinua a G = 46250 ton.m?
¢ suelo blando ). Los picos que aparecen en las aurvas rle

desplazamlento corresponden a frecuencias naturales del sis<stema,
Para el sistema con suelo durm las dos primeras frecuencias son (-

1.8 y 17.8 Hz mientras que con suelo blando resultan ser = 17 @
. . J
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vy 17.3 Hz. Estas frecuennias pned@ﬁ interptretir<e romes tan
frectisnclas laterales del rotor apovado rigidamente modi Mficardda=s o
irleraccidn., Por tanto, prr eferctos de interaccldn lTas firecrnaneiac
el rober econ apayns rigidoes <o redicen con la flevibilicad rlel
=istema. Lo miemn sucerds rcon las freatencias de 1a cdmentacbon
ai<lacda: Al dAifsminoir b= rialrez  re) suelo di=mi nnyven | e
irerrenrnias de la cimentaridn., Como el sistema es mia flevibhle en
I'A Mireccidn horizontal, las mayores r@ducﬁtones == obt fenen [aroa

lie madns de Lracslacicdn heo i zontal armeplada eon rotac] e

Elemento ' Farimelre Macgtrd 1 riel™
Masa 1 mt o 1.5
‘Excentrictdad re masa rotor . NS
Rigirer rmtor 2aran. 0

Ventilador Amort iguamiento acnjinete en x 3R, O

‘ Amort {gnamiento cojinete en y aTO. 0
Rigidez cojinete en x OO0, O
Rigider cojinete en y CATOONN O
Ancho clmiento ER< I
Large cimiento T8
Profunrdidad enterramiento 1.5
Profundidad centro rle maza AN

Cimiento Elevacidén centro de masa 2,78 =
Masa pedestal e 5
Rigidez pedestal en x : 1 25000, 0
Rigidez pedestal en ¥y 1 95000.0
Masa cimiento 20.0
Momento lnercia del cimiento 115. 0
Médulo de cortante - 185000, 0.

Suel o Médulo de Poisson 0. 333"

: Densi dad - 0. 1RS
Amortiguamlento 0.0

Cton, m, seg)

Tabla 2. Paridmetros geométricos y mecdnicos de un <istema

ventil ador ~cl miento-suelo



=t e resultados muestiran el afertn nntable de la rigider del =~
en la respuesta del sistema. For nun lado, en todos |ns alemant oo
el sistema, excepto 1a cimentacidn, la perdida de rigider el
=1elo produce una atenuacidn de la respuesta; dsta es mayor en 1.«
ar acdos de liberlad de traslacisn horizontal. En 1a rimenbacica |a
respuesta se amplifica, 1o cual es congruente ya e on xnel.o
blando las deformaciones san mayores. Por otro lado, el afects de
la rigldez del suelo es mAs importante en ta cimentacisn, en Aol
ias diferencias en la respuesta llegan a ser alrededﬁr e tn e

Ae magnitud para la frecrnencia de operacidn.

ArlemiAs, en el céso de sueln blando la frecuencia del reatar, para o
mocdo de traslacidn horirontal se reduce hasta niveles cercanms a ia
frecuencia de operacldn, Lo que genera casi resonancia on.Fﬁdns LS
graring de libertad cde Lraslaciéh- horlzontal y "retanian, A
dAecplazamiento horizontal de la cimentacidn se obsarva quas es (ol
~rrden de 1 mm, rebasaido el limite permitido para maqninaz v
cimentaciones de madquinas segun las curvas de tolerancia e |-

Fighla.

Por dlbimo, con estos resultadns se puede detectar algm relsvante
las vibraciones en los pedestales resultan excesivas con respertn a
las cqrféspondientes de la cimentaclén. En resonancia.’ se apracia
que los desplazamientos de los pedestales superan en mis e
orden de maghitud los de la cimentacidn. Esto constituye nna rar=a
probable de ‘fallas que aparentemente .estd . reilacionada conn 1a

+

rigidez de los pedestales.
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Fig., |2 Limites generales de despilazamiento en
Funcian de la frecuencia de vibracidin
‘I.A profundidad de desplante tiene influencia significativa en la

‘respuesta del sistema. En las Figs.13-15 se presentan lns aspenrtrnac
Ae réspuesta sélo'péra 1os‘grados‘de libertad de la cimentarian
Los resultados con linea continua son para una profindidad e
clesplante H = 2 m y los de linea discontinua para H = 1 m; == trata
e’ un suelo con mdédulo de cortante G = 100000 tonsm?2. Fn estos
.ra,sul'Lado.s e encuentra que Lodos los movimientos de .1.a ciment aciAn
rﬂisminuybn “con la profundidad de enterramiento. a me
" disminucidédn resulta en el movimiento wvertical; por tanto, 1a
profundidad de enterramiento es mis efectiva en la atenuacian el
movimiente horizontal .y de rotacidn. Ademds., se nota que 1a
modificacidn de las ffecuencias'naturales del sistéma debido a ta

profundidad de enterramiento es menor que por la rigidez del susto.

3 - 33



e

AMPLITUDC(MD

CIMENTACIONC(XY: H=22 M — H=1 M ————
0.0100000

0.0010000

0.0Q01000Q

Q. 0QQ0Q0100

0. 0000010

[T 1T Inmmy ¥ Vrrmn o rrrrnm Tl

1.

T3 7S5 90

rimencaciln

C.Q000Cc0o1 L i | i i : ' i ; ]
Q = 10 15 20 25 30 33 4C 435 50 5% S50 55
FRECUENCIAIHI:
Fig. 13 Yariacidn con la Zraciancia del desplazamizncy e 12
en 14 divaccidn X ozar: Iifaranctas oroiundiisdas iz o lesslinge



LE

AMPLITUDOCM

CIMENTACIONCYY: ‘H=2 M.

H=l M ————

0.0100000 ]

C. 00190000

Q. 000l100cC

0.0000100

G. 0000010

0. Q0000001

|
!

[
i

L1 1 ! ! Ll ' ! L ! : :
5 10 1s 20 25 30 as 40 435 =1s} S35 50 85 70 75 80
FRECUENCIACHIZ:

o I T rrnrT rrnnar e rm

rig. l4 Variacidn con la rfrecuencia del desplazamiento de la cimenta-
cidn en la direccidn Y vara diferentes profundidades de des-
plante w o



8v

AMPL ITUDCRADD

CIMENTACIONCB)Y: H=2 M
Q. 0010000Q

H=1 M —=—=-

0.49Q01000Q

Q.0000100

0.000Q001i0

-

A SR L ] . ; K 1 H :

Q. 00QQQl

’

o [T rrmmeTTTrTirmaTTe T

S 10 1S 20 25 30 35S 40 45 S0 35 8BC 85 7O TS
FRESUENCIACHZ) '

!> Yariacidn con ia frecuencia de la rotacidn de _2 simentiacidn

para diferentzs jsrofiundidades de desplance

Fig.



5. CONCLUSIONES

~

e Ra presentado un modelo de Interaccidn .entre madqui nart a,
~imentacidn y suelo para el problema de vibraciones ria
cimentacliones de maquinaria de rotacidn. El modelo estd formado ron
los elementos claves del sistema los cuales se ideallzan como
el ementos discretos masa-amortiguador-resorte, ékcepto el suelo que
se idealiza como un elemento continéo mediante funciones de

i mpedancia.

Fl modelo resulta adecuado para realizar andlisis de sensibilidad.
con objeto de ildentificar los puntos criticos del sistema as{ como
evaluar la influencia de los principales pardmetroz geomdtricos vy
mecinicos del mismo.

Analizando el efecto de la profundidad de desplante y la rigider
Adel suelo se cohcluye que: ad) la varlacidn de esta uUltima prodocs
sl efecto dominante, y b> 1la cimentacién se convierte en =I

elemento mds afectado, al experimentar las mayores diferencias en

305 . f)g



la respuesta del =sistema.

tims 'resujtados muestran que las vibraclones de Ins pedestales

resuyltan excesivazs con respecto a las correspondlientes ce  1a
rimentacidn; esto parece =er 1ma causa de fallas de] sistema.
L J

Il modelo deberfa extenddrse para el caso de depdsitr=s ris sneto

extratiflcados el cual =e preszenta cominmente en la practica,

36
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FOUNDATION ISOLATION FROM VIBRATIONS
USING PILES AS BARRIERS

By Javier Avilés' and Frandsco,.l. Sinchez-Sesma’

ABSTRACT: A theoretical analysis is presenied 1o solve the problem of foundation

lwmm“mwmhmghwmodumgpdunbmeum .

problem is formulated in two and three dimensions as one of multiple diffractions
of ciastic waves. Th: solution is determined imposing continuity and equilibrium
conditions at the wu-pile interfaces with.ta sid of Graf’s addition theorem. For
lhnmo-dmmnnmdddncmwhmmuabmmd The diffracted ficld by

lution the diffracted. fiakd by cach pile is coastructed ouly with Rayleigh waves.
A parumetric analysis is done w0 study the influence of the diameter of the piles.
the separation between them, and their length an the effectivencss of the barrier.
A trapsmissibility index is defined (0 messure the effectiveneas of this isolation
system.

INTRODUCTION

There are structures in which it is necessary to reduce the level of vibra-
tions generated in the neighborhood by machinery or affic because of sev-
ualmasons The problem has been studied by a number of researchers (Aboudi
1973; Avilés 1985; Avilés and Sdnchez-Sesma 1983; Barkan 1962, Haupt
1977, Liao and Sangrey 1978; Segol et al. 1978; Woods 1968; Woods et
al. 1974) and it is known in the literature (Barkan 1962; Richart et al. 1970)
as foundation isolation. Some problems of undesired vibrations can be solved
using mechanical devices. However, for those vibration problems in which
mechanical isolation is inadequate, the solution can be foundation isolation
by means of barmriers of some kind.

Traditionally, the solution to the problem is to introduce a trench between
source and structure. However, for long Rayleigh wavelengths, the require-

ments of trench depth often limit the application of trenches. This is the case

in very soft ground or high water table level locations. An alternative to the
use of wenches is to croploy rows of piles. Piles generally are not limited
in terms of depths. This altemnative has been-studied experimentally by Woods
et al. (1974) and Liao and Sangrey (1978) and analytically by Avilés and
Sinchez-Sesma (1983).

In this paper a theoretical analysis is prcscmecl to solve the problemn of
foundation isolation, using a row of ciastic piles as an isolating bamier for
elastic waves (Fig. l) This work contains two closed form analytcal so-
lutions:

'Prof. of Engrg., Escucla de Ingenieria Civil, Universidad Auténoma de Puebla,
4 Sur 104, Puebla, Pue., México.

*Prof. of Engrg.. Instituto de Ingenieria, Universidad Nacional Auténoma de México,
Cd. Universitaria, Coyoacdn, 04510, D.F., Mexico.

Note. Discussion open unal Apnl 1, 1989 To extend the closing date one month.
a written request must be tiled with the ASCE Manager of Journals. The manuscript
tor this puper was submirted for review and possible publication on March 23, 1987.
This paper v pant of the Jowrnal of Engineering Mechanics, Vol. 114, No. 11,
November, 1988, OASCE, ISSN 0733-9399/88/0011-1854/51.00 ~ 3.15 per page.
Puper N 22877, ’
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FIG. 1. Barrier of Plles aa Isoistion System; (Oscliating Force Is Shown at a Dis-
tance R from Basrier)

1. The exact solution for a two-dimensional model formed with piles of in-
finite length and circular cross section that are embedded in an elastic, homo-
geneous, and isotropic unbounded space. The formulation and resulls are given
for incident-plane SV waves.

2. An approximate solution for a three-dimensional model formed with piles
of finite length and circular cross section that are embedded in an elastic, ho-
mogenecous,. and isotropic half-space. The formation and results are given for

incident-plane Rayleigh waves.

The probiem is formulated as one of multiple diffraction of clastc waves.
The solution is constructed as the superposition of the incident and diffracted
fields by cach pile. The solution is determined imposing continuity and equi-
librium condidoas at the soil-pile interfaces with the aid of Graf's addition
theorem (Watson 1966). Using this theorem the total field can be referred
to any coordinate system. A suitable set of cylindrical systems is used that
allows solution of the problem in a closed form.

For the. two-dimensional model the exact solution is obtained. The dif--
fracted ficld by each pile is constructed as expansions of cylindrical wave
functions. (Pao and Mow 1973) and the boundary conditions on cach pile
can be satisfied in an exact form. For the three-dimensional model to obtain
the exact solution is very difficult, due to the presence of the free surface
and complex boundary conditions on ¢ach pile. in this work an approximate
solution is obtained, since the diffracted field by cach pile is constucted
only with Rayleigh waves (Avilés 1985). Because of this assumption, the
boundary conditions on each pile cannot be satistied in an exact form. They
must be solved in the least-squares sense (Sokolnikoff 1956).

Two-DimensionaL MoDeL

Formulation of the Problem
[n the pmpagauon o vertically polanzed h..u'mumc SV waves, the dis-
piacement w in the o-directon tFig. 2, with v, = 7/2) sansiies the reduced
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Normal to wave front

Horizontal plone

FG. 2 Types of Plane Waves and Coordinate Refersnce System

wave equation or Helmholtz equation (Ackenbech, 1973):
o’w + atw +
o
where k, = /B,
Vin/p, = wave propagation velocity of shear waves; p,
of the soil;-and p, = density of the soil.

The preseoce of the row of piles produces muitiple scattering: and' dif-
fraction of the incident field. Therefore, lhemlunonformeunboundedspace
can be constructed as:

Bws=0............ e e (0

= shear wave mgumber; w = circular frequency; B, =
= ghear modulus

where w' = incident field; w] = diffracted field by the jr pile; and P =
mumber of piles.

If the excitation consists of a plane 'SV wave with amplitude wo and in-
cidence angle § = w/2 (Fig. 3), which propagates towards the barrier, the
incident field in the reference system (x,,y,) is gwen hy

wWix, ) = woexp(~iy) € 3
where i = V=1, and ¢ = time. [n what follows, the time factor expliwe) is
omitted,

Using the method of separation of variables, the diffracted field by the

jth pile in the reference system (r,,8,)} can be written as (Pao and Mow
1973);

Sr o = S ALHP(r) cos a8, + 3 BLHP(kr) sinnb, . )

Ay A=y

1858
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AG. 3. Incidencs of Plane Waves (SV and Rayleigh) and Refersnce System for
Esch Plie

where A%, B, = complex coefficients to be determined from boundary con-
ditions; and H'¥(-) = Hankel function of the second kind and order n. The
functions H'2(k,r,) & satisfy the Sommerfeld radiation condition at infinity
(Sommerfeld 1949).

As the piles are elastic, part of the incident wave is refracted by the cy-
lindrical surfaces and generates a standing wave inside each pile. The re-
fracted field inside the jth pile can be represented by (Pac and Mow 1973):

wiir, 8) = 2 Cl Jukyt,) <05 by + Z DY Jkyr)sinn, ... ... (5)

L] =)
where.C!,, DY, = complex coefficients to be determined from boundary con-
ditions; J.(-) = Bessel function of the first kind of order n; and subscript p
means pile.
Assuming perfect adhesion, the boundary conditions to be satisficd at the
soil-pile interfaces are continuity of displacements and shear stresses:

"V(rl-e.l)lr,-a = wl(’h sl‘)lrl_-a- 0 = BI = 2" and [ = l- Zv e P """" (6)
Mmﬂ»] . [ M]
v ey ar, ma "’p al’,—

0s8=<2m and [ =1,2 . P o (N

where a = radius_of piles.

Solution

In order o obtain the solunon of the probiem, Eq. 2 should be referred
to ¢ach coordinate system 7. 8, in which | = { = P. Dang this with the
ad of Grat's addinon heorem and ¢xpanding the incident piane: wave ralo
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- series of cylindrical wave functions (Pao and Mow 1973), it can be found

inaL

wir, 9y = "“0[2 €(— )" cos mp J(k,r) cos mé,
-0

-

23 ¢ .)r'smmf..(k,r,)unma.]

+u—a.,)2 zafZ(—u- a:(t.d.u.ck,raomm.-

fod]

+ 2 B, T (31 LL(k )k, ry) sin ma.]

+ E ALHD(k,r) cos mb, + 2 B! H"’(k.r.) ol

m-|
+Q - 8 2 [Z( 1)"A} 2 x'(u,.u..(kr.)come.
j=i+i La=0
+2( 1)‘8‘EL.(t,d,.)J.(tr.)unm,]......‘.- ..... U @®
where K3() = HE.() + (- 1)" .‘_’.().L..()=—H‘.’l.()+( D H2 (%

€, = Neumann factor (¢ = 1; ¢, = 2, m = 1); dy = distance between jth
pile and Ith pile; and 3, = Kronecker delta (= Lif { = j; = 0 if | » /).
Substituting Egs. SandBmtqusﬁmd? and taking into account the
linear independence of the trigonomethic functions, twomﬁmtchmsys-

. tems of algebraic equations carr be obtained.

They can be written as:

o - TH®(ka) - F, H‘"(t.a)]
oS o 2[R E)
(1= 8= )-12-:1.% Wddds T sk — Fria

+(1 - dp) 2‘, 2 (— 1)KLk d)A, = —2we(—i)" cos mp, .
Juit] wsl

1= 1,2, .0P and m= 0,0, o ® el ©
=1 = Hﬂ)p(k a) -F Hﬂ)(k’a)]
(l — _l)- [} d B"."’ ) ] andd BL
X ,2 2, Likdy [ Julk,@) = Foduik,a)
’ - .
+(1-8) 3 3 (~ 1 LAGKd)B, = —2we(—i)" sin mp,
Jmiv] am)

P2 0,2, 0P and m= 1,2, .. B e o
where F. = Vi, /w)(p,/p) [k, a)/J{k,a)); and a prime denotes dif-

ferentiation withr respect to the argument.
Infimte systems cannot, in general, be solved. Here, tuncation (o a finite
size was made. A comparison of results showed that, for the frequencies
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studied. 'ad ditference s found in the evoain oW et o ant it
when the order of the :xpansions (s Truncated B 3. Lings *ry TR HENTS
3 and 10 are uncated ippropriately and soived, Hu. I uiee oweziaton of
the displacement rfield in each point of the medium. -

TrREE-DIMENSIONAL MODEL

N

Formuation of the Problem °
For a homogeueous. isotropic, and elastc medium, the equation of har-
monic motion is given by the Navier equation (Maivern 1969):

V) + O\, + )V (8] + B = {0} . (n

where {8} = vector of displacements with radial u,, ransverse v,, and vemcal
w, components; and A, p, = Lamé constants of the soil.

The displacement vector can be written, by means of the Helmbholtz theo-
rem (Aki and Richards 1980) as:

i {8} =4 * _vxvx(_o.o,q;) + v.:(o,o, 1 I (12)

where ¢, ¥, X = displaccmeﬁt potentials of P, SV, and SH waves, respec-
tvely. It can be shown that Eq. 11 is satsfied by Eq. 12, if &. ¢, and x
are solutions, respectivély, of the following reduced wave equations:

P+ gl = O o (13a)
VI 4+ 0 = 0 e (13b)
Vi kI = 0. e (13¢)

where 4. = w/a, = comptression wave number; and a, = VX, + 2u,)/p,
= wave propagation velocity of compression waves.
If it is assumed that the diffracted fieid by cach pile is given only by

Raylelgh waves, ¢ and § are the only no-vanishing coupled potentials. Then,
~as in Eq. 2, the solution in lerms of potentials can be constructed as:

- ’

b= F DB SN e 14)

where ¢' W = incident potentials; and 47, ¢ = diffracted potenuals by the .

- jth pile,

The: cxcitation is assumed to be a plane Rayleigh wave tha: propagates
normally towards the barrier, the incident field in the reference system (x4, y1,2)
is given by Achenbach (1973):

$'(xy, y1.2) = Ae™ exp (~ip,y) €
¥ (xy,3,2) =

where p, = w/C, = Rayleigh wave number: C, = wave propagation velocity
of Rayleigh waves; y = Vp; — ¢;}: and v = Vp, = k,|. The constants A
and 8, and the velocity C,, are given by:

Beexp (—ip,y ) €™ o an

1859

1




&

(2-5) 4401 e it 18
|2 B.‘) NITEIN [0 118)
) o

2-=
1.2 : 19)
3”3 = HRR R LR LR LR LIEI IR ¢

] = —

al -

annnnddthemubdotmmnofvmblu the diffracted field
bym;mplcmﬂ:emfemnem(q.e,.z)cmbewnmas(m and
Richards 1980): . .

- $(r;,8,2) = Aa"[z Al.u?(p,muu-., + 25{,3‘3‘@,4) sin nb,] .. 20
: -0 - . . w=l . A

%07, 8,,2) -'ac"[g A{.Hf."(p,q) cos n; + 2 BLH®(p,r )sin no,] @D

where A4, B. *mmphxooefﬁmmnmbechtﬂmmed&ombounduycon-

i ditions.

The boundary conditions to be satisfied at the soil-pile interfaces are con-
tinuity of displacements and equilibrium of forces. The piles are ‘modeled
a3 Euler-Bemoulli beams with loagitudinal dispiacements (Newmark and
- Rosenblueth 1971). Then, ﬂ:acounnunyoondmomue[l’igs 4(a) and 4(b)]:

(a,8,2) = U(r) cos & + V,(z) 3in 8,

0SB =2, -H=zs0 ad L=1,2,..,P.. ... U @2

vo(G,8,2) = ~U(zy sin & + V() cos &,

v, (2}
vgla,8,,1)

' {0,8,,2)
I.If(a.0| .l,

V.lﬂ,ﬂ. ,l) .

Vi{z) sin 8,
Vilz) cos 8,
0

urlo,8,2)

ur{a 8,2} 3 U, (z) cos 6,
'O(G -8u3' 2 'U\_(l)’i“ &,
':(alslll) i 0

Va(anbl 11)

ue

“z(alsllz)

FIG. 4a). Conditions of Continuity of FIG. 4(b). Concitions of Continuity of

Displacements st interfuce Soli-Plls /: Displscements st Interince Soil-Plle !
Horizontsl Transiation Verticai Transiation
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=9 s lv, ~H=:51 and :_2.“_;“.:[,””' ...... R 0 11

w.(a.8,2) = Wiz Js 3 = 1=, -H=s:-s0

and =12, ...,
On the other hand, Lhc equﬂxbnum conditions are:

Uz )
E,l, = ¢ m,.U;(z) = pla),

P (RLY)

~HS:s0 and [#1,2,...P. ....... S (25)

'd"V(z) . .
l’—d-;.o_ - w'mVil2) = pi(2), . . .
“H=zx0 and [=1,2 ..,P .. . . . i, (26)
d'Wi(2) '

»p e + w'mW,(2) = -pl(2),

~H%:<0 and I=1,2,...,P..... I e @n

where Uy(z), Vi(2), W,(z) = complex amplitudes of the motions of the It
pile in the x, y. and z directions, respectively; £,/, = bending stiffness of
the piles; E,A, aJual stiffness of the piles; and m, = mass of the piles per

unit length. p,(z) p,(z). ,(z) amplitudes of the forces generated by the.

soil on the /th pile in the x, y, and z directions, respectively, and are given

by:
. m - . ]
piin).=a L [oAa.0,2) cos 8 — a4(a,0,2)5i00,}d0, .. .............. (28)
. - . e
. h ! ! .
- pD =af (on{a,8,2) sin 6, + o4, 0,2) cos B,]d8. .............. (29
T .oJdo . A o
7A¢)] ='aJ:~ Cl@, 8238y .. (30)
. o . . - ’
“where:
' d, o 1av, aw,) - oM, .
A== e— =) 2p,— 1
o . (ar-‘- r r a8 iz "’ar B (3).
(B‘P.. ™ N 6u,) a2
Ty = ey P e B A R LA R
du, Aw,
= il G 33
7 “’(az' a_r) e3
Solution

Substituting Eqs. 28--30 into Eqs. 25-27. taking into account Egs. 31-
33 and the Graf's addition theorem, explicit expressions in ters of the coef-
ficients A}, 8’ can be.obtained for Ui(z). Vi(z} and W,(z), where | 5 | <
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2. 1Nen, from Egs. 22-24. taking nto 4ccount the linear ndependence of
the mgonomeme functions, six infinite linear systems of algebraic syuations
are pbtained. They cannot be solved in an exact form; it is needed (o solve
them in the least-squares sense. The algebra needed for-doing so fills many
pages and even the final expressions are 100 long to be presented here; they
have been reported elsewhere (Avilés 1985). As in the two-dimensional model,
wuncation-allows for solution of the infinite systems of equations. -

ReEsuLTs

Results are given for the two-dimensional and three-dimensional models.
'IhcumdcntﬁeldsofSVnmthlshwwumchamcmnzcd respec-
tively, by the normalized frequencies:

m-f—-—zg.: ............................................... (34)
""‘BJ ll
ow 2o .,
el B 3
L o, N (33

where A, A, = wavelengths of incident SV and Rayleigh waves, respec-
tively. hmhemmnmemrmalnnd&aqmncyumeranoofpﬂedn-
ameter to incident wave length. .

For the results peesented here, mghtmmuwmuaedmallexpmmns
considered. That was enough to obtain four-digit accuracy in the range of
frequencies studied. The analyzed barriers are formed by eight or nine piles
with a density contrast p,/p, = 1.35. Rigidity conwasts are §,/, = 1,000
for the two-dimensional model and E,/E, = 1,000 in the three-dimensional
case.

Two-Dimeagional Model

Fig. Sshowsmemtmﬂmdlmphmdoofwalongthehncx=0 that is
at the end of the barrier, for a separation between piles of §/a = | and
normalized frequency m, = 0.4. It is possibie to see here the double effect
of a barrier of piles as isolation system: amplifications are generated at the
incidence side and reductions of the field appear after the bagrier. The zone
of reductions can be seen in more detail in Fig: 6 in which profiles are shown
for the lines x/a = 0, 3, 6, and 9, respectively. At points near the barrier
the reduced field shows large variability, in contrast with the smooth vari-
ations observed at longer distances. Moreover, observe that the ficld presents
a uniform recovery, in the width observed, far away from the barrier and
" very slowly tends to attain the level of the incident field. This effect is typ-
ical of many diffraction problems. [n Fig. 7 the normalized values of w are
displayed for the line y/a = 200, for different separations berween piles and
nomalized frequency m, = 0.5. Two imponant facts become clear; (1) The
greater reductions appear in' the center of the barrier (x/a = 0), showing
that it behaves as a whole, not as a set of independent obstacles; and (2)
reductions are generally more efficient for smailer separation between piles.

To measure in a quantitative way the effectivity of barriers as isolation
system, a transmissibility index (TT) is defined by means of:
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Q
-i2.3 ~-00 ~T3 -30 2% <] 23 30 T3 -7 ] it 3.}

FIG. 5. Normallzed Ampiitude of Displacement w aiong Line « = 0; Separstion
between Plles S/a = 1 and Normalized Frequency v, = 0.4; Isolating Barmier of
Eight Plies with 5,/p, = 1.36 and /i, = 1,000

o<

FIG. 6. Normaitzed Ampiitudes of Dispiacement w siong Lines x/a = 0, 3, 8, and
9 (Properties as in Fig. 5)
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with /o, = 1.38 end /s, = 1,000

I - - 0

- TI

FIG. 8. Transmisaibillty and Effectivity iIndexes for Various Normailzed Fraquen-
cles; Darrier of Nine Plles with p,/p, = 1.38 and /4, = 1,000
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W' .
THS.ap = —=_ . . .. . ... .. .. e R ¥
T W

where w = mansmirted field. To make the T/ independent of position.- w' is.

defined as the minimum value of w in the zone of reductions. Thus, TT will
vary between O and L. In Fig. 8 the ransmissibility index i3 given for various
normalized frequencies. The figure shows influence of the piles’ diameter

as well as of their separation. If the effectiveness of the barrier is defined -

as £ = ]| — TT one can say that it is large when the dianicter increases and/
or when the separation between piles decreases.

¢33
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FIG. 9. Normaiized Ampiltudes of Dispiacements u, v, and w siong /), = 2.8;
teciating Barier of Nine Plies with ,/p, = 1.35, £,/E, = 1,000, 5/\, = 0.3, H/), =
2, v, =03 and n, = 0.4
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FIG. 10. Normallzed Amptitudes of Displacements u, v, and w slong /A, = 1.8
(Properties Same s Fig. 9 but along /A, = 38}
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Three-Dimensionat Yiodel

fn Figs. ¥ and 10 aormahized amplitudes of Jisplacement components «,
v, and w are displayed alony the lines /A, = 2.3 and v/\, = 35, respec-
uvely, for a separation between piles S/h, = 0.3, length of piles H/A, =
2, and normalized frequency n, = 0.4. fn this set of results the behavior of
the displacemeat field in the reduction zone is clear. The existence of the
component 4 is due to diffraction of waves by the barrier. On the other hand,
the similarity of the normalized values of v and w is probably due to the
Iact that only Ravieigh waves sso allowed to represent the diffracted field.
However, this ‘assumption smmouble (Avilés 1985), because of the
nature of radiated ficlds from the piles.

The influence of piles’ length, separation, and diameter on the effective-
ness of the barrier can be scen in Pigs. 11, 12, and 13, respectively. These
results show the behavior of normalized values of v and w along the line y/

H/hp=1 -

10— - b4

i/, Iwi/iwd)

-
ot

|
] 1 2 ' 3 x/Ap

RG. 1. mmamvm»mm, = 38 for
Ditferant Langthe of Plles (Other Propertiss as in Fig. 9)

y
—3 -
0 0000

3

>
S W_Lwoo' _—
- . $/hps0.6
= : 3/hp204
S
z
S/Ap=0.2

0.2 i - .
] [
x/hp

FAG. 12 Nommailzed ampiitudes of Displecements v end w along v/A, =~ 35 for
Otfferent Separstions between Plies (Other Properties as in Fig. 9)
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vl Zivtl, Twil/ (w!t

Rayiegh | #190°

0 ! : !
- 2 3

x/kp

FiG. 13, Wmmmmmuvmwm'yn,-um
Different Normaiixed Frequencies (Other Properties as In Fig. 9)

A, = 35. The values of u are not shown; they are very small and of no
pracucal significance. Fig. |1 shows the influence of piles’ length for sep-
aration 5/x, = 0.3 and normalized frequency n, = 0.4. Increasing reduc-
tions of the surface wave field are observed as the length of piles increases.
However, due to the nature of Rayleigh waves which are confined vear the
surface, this effect will be less important for very long piles. More signif-
icant appears 1o be the scparation and diameter. In fact, for a length H/),
= 2 and normalized frequency m, = 0.4 the results of Fig. 12 show im-
portant reductions of the surface wave field as the separation between piles
decreases. This is similar 10 what was observed in the two-dimensional model.
The influence of pile diameter is illustrated in Fig. 13 for a separation §/\,
= 0.3 and length H/A, = 2; the behavior is also similar to that of the two-
dimensional model.

ConcLuSIONS

A theoretical analysis has beer presented to solve the problem of foun-
dation isolation from vibrations generated in the neighborhood using piles
as barriers, The isolation system studied herein is formed by a row of piles
with'circular cross section. Two models were considered: a two-dimensional
one with piles of infinite length and incident plane SV waves; and a more
realistic three-dimensional model wuh finite piles. free surface and incident
Rayleigh waves.

From a parametric study, in which the effects of pile diameter, separation,
and length were considercd among other parameters, the following conclu-
sions may be drawn:

1. The diameter of piles must be 2a > A\, /4 to have an cffectivencss £ >
0.5

2, The separation betwcen piles 5§ can be obtained from curves of the wrans-
missibility index.

3. Length of piles must be H > 1A,
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4. The miminum width of the barrier must Bex‘:t' about three nmes the width
ol the desired isolation zoone.

5. The maximum reductions in the field are observed in the region !50a <
¥y < 250a.

Other parameters may be considered. However, in this work it was assumed
that the studied ones are the most significant in the behavior of this isolation
system. [t is believed that the results presented here can be useful in the
design of barriers. However, they must be considered as general guidelines,
s there are other factors that can limit the results of this study in a drastic
wny.su::husodmuﬁm

- This theoretical study may aiso be usefitl to plan experimental work in the
field or the laboratory, to extend the results reported here.
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AppEnDix ll. NOTATION
The following symbols are used in this paper:

A = constant;
Af = complex coefficient,
A, = "area of piles cross section;
a = radius of piles;
B = constant;
8% = complex coefficient;
C4 = complex coefficient; .
C, =, propagation velocity of Rayleigh waves;
D! = complex coefficient;
dy = distance between jth pile and /th pile;
E = effectvity of barrier;
E, = Young’s modulus of piles;
E, = Young's modulus of soil;
F, = real factor; ’
H = length of piles;

Hankel function of second kind and order n;

I, = moment of inertia of piles cToss section;
J.(-) . = Bessel function of first kind and order n; P
Ki(*) = compiex function;
k, = shear wave number at piles; -
k, = shear wave number at soil;
Lu(-y = complex function;
m, = mass of the piles per unit length;
P = pumber of piles;
P{ = Rayleigh wave number at soil;
ph.ps,.p. = forces per unit of length on /th piles in x, y, and z direc-
-tions, respectively;
' g, = compression wave oumber at soil;
r,8,z = cylindrical coordinates;
§ = separation between piles;
TI(-) = rransmissibility index;
t = tme; .
U,V,W, = displacements of {th pile in x, y, and 7 directions, respec-
tvely;
u,v,w = displacement components in x, y, z directions, respec-
' tvely;
" u,,vy,w, = displacement components in r, 8, z directions, respec-
nively:
w'  =. incident SV field;
w' = tansmitted SV field:
w, = amplitude of incident SV field:
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refracted SV field in jth pile:

diffracted SV field by jth pile:

rectangular coordinates;

propagation velocity of compression waves;
propagation velococity of shear waves;
constant, -

vector of displacements;

Neumann faceor: :
of SV wawes;
nocmalized frequeney of Rayleigh waves;
incident SV wewelength;

incident Rayleigh wavelength:

Lamé constant of soil;

constant,

Poisson's modulus of soil;
density of piles;

density of soil;

stress compoonents ia r, 8, z directions, respectively;
P-displacement potential;
mclden!?-po&enu.ll

diffracted P-potential by jth pile;
SK-displacement potential;
SV-displacement potential;
incident SV-potential;

diffracted SV-potential by jth pile; and
circular frequency.
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NUMERICAL ANALYSIS OF STEADY fLow
IN A 90° CIRCULAR: SECT[ON Bex~.

. By Ren Jei Liow,' Mzriyn E. Clark,’ Hcmber. ASCE, James M.
llnbaﬂnn. Fellow, ASCE, and Le-Chung Cheng'

AgsTRacT: Laminss-viscous flow around 2 bend of mdivs rwice the conduit di-
ameter, preceded and succeodod by a sumight conduit, is cakculmed via primigve
varisbles for 1 Reynolds number of 100. The nature of the finite-difference oqua-
mmmmwwm“‘ d. In the sob . prossure

COmpOnents are [argest and vacy most
mhmmmubﬂdwmemwm

eTRODUCTION

Bend flows appear in many technological situations as well as in the mam-
malian circulatory systern. When fluid flows through a conduit bend, the
flow patterns become more complex than those in a straight conduit and are
characterized by altered velocity distnbutions and the appearance of cen-
trifugal forces and sccondary flows. These forces create a mansverse pressure
gradient that increases the pressure toward the outer wall of the bend so that
& maximum is found at the outer wall and a minimum is found at the inner
wall. Cormrespoading to this pressure distribution, the velocity increases near
the inner wall of the bend and decreases ncar the outer. Numerous inves-
tigators have conducted swmdies of the viscous effects in bends and. in con-
necting conduits starting with Dubuat {(1786); more recent snadics are thoss
of Dean (1927, 1928), Huang (1966), Greenspan (1973), Humphrey (1977},
Humphrey et al. (1985), and Olson and Sayder (1985). It can be concluded
from these studies that sicady flow bend characteristics depend on three pe-
rameters: the Reynolds number R, the ratio of the radius of curvature to the
diameter of the conduit (L/D), and the Dean number which involves the
other two (RVD/L).

Deceleration of flow, if locally or generally severe enough, will result in
nonuniform energy distribution and flow separation. Two sepamation regicas
are usually formed in bends, one at the outer wall of the upstream junction,
the other at the inner wall of the downimeam junction. Distortion of the
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Analysis of machihe foundation vibrations: state of
the art S
CEORGE GAZETAS |

Rm.’mb& Polytechnic [nstitute, Troy, New York, USA

The paper reviews the state-of-the-art of analysing the dynamic response of foundations subjected
to machine-type loadings. Following a brief outline of the historical developments in the field, the .
concepts associated with the definition, physical interpretation and use of the dynamic impedance
functions of foundations are elucidated and the avsilable analytical/numerical methods for their
evaluation are discussed. Groups of crucial dimensionless problem parameters related 1o the soil
profile and the foundation geometry are identified and their effects on the response are studied.
Pesults are presented in the form of simple formulae and dimensionless graphs for both the statc
ard dynamic parts of impedances, periainung to surface and embedded toundations having circular,
strip, rectangular or arbitrary plan shape and supported by three types of idealized soil profies: the

". halfspace, the stratum-over-bedrock and ihe layer-over-halfspace. Consideration is given to the sffects

of inhomogeneity, anisotropy and non-linearity of soil. The various results are synthesized in a case
study referring to the response of two rigid massive foundations, and practical recommendations =.¢
made on how to inexpensively predict the response of foundations supported by actual soil deposits,

P TRODUCTION

The basic goal in the design of a machine foundation is to
lisnit its motion to amplitudes which wili neither endanger
the satisf~ctory operation of the machine nor will they

disturb the people working in the immediate vicinity. Thus,

a key ingredient to a successful machine foundation design
is the careful engineering analysis of the foundation response
to the dynamic loads from the anticipated operation of the
machine. Furthermore, when excessive motions of an
existing foundation obstruct the operation of the .p-
puticd machinery, anclysic i necessary in order to w er-
stand the causss of the problem and hence to guide
arpiopriate remedial action.

The thzory of analysing the forced vibrations of shallow
and deep foundations has advanced remarkably in the last
1S years and has currently reached a mature state of
development. A number of formulations and computer

programs have been developed to determine in a rational

way the dynamic response in each specific case. Numerous
studies have been published exploring the nature -of associ-
at»d phenomena and shedding light on the role of several

key parameters influencing the response. Solutions are also -

presently available in the form of dimensionless graphs and
simple mathematical expressions from which one  can
readily estimate the response of surface, embeddzd and pile
. foundations of various shapes and rigidities, supported by
deep or shallcw layered soil deposits. Clearly, the current
state-of-the-art of analysing machine foundation vibrations
‘hay progressed substantially beyond the state of the art of
the late 1960s whith'had been reviewed by Whitman and
Richart in 1967* and by McNeil in 19697 °

In addition to.the selection and application of analysis
procedures to predict the response, the design of a machine
foundation involves (1) the establishment of performance
critetia, (2) the determination of dynamic loads, and (3)

* Presented at the International Conference on Soil Dynamics and
Earthquake Engineering, held at the University of Southampron,
tngland, 13-§$ July 1982,

2 Soil Dyngmics and Earthquake Engineering, 1983, Vol 2, No. !

the establishment of the soil profile- and evaluation of
critical soil properties. Great progress has ulyo be=n maie in
current years in developing i siru and laberatory testing
procedures to obtain representative values f dynamic sod
parameters; a comprehensive review of the available experi-
mental methods has been presented by Woods.? while
Ozaydin er ql.,* Woods® and Rickant® have svomarized
the present knowledge on the factors ipfluensing the
dynamic soil parameters. These deveiopments in detennin-
ing material properties compiement the :dvances in
analysing foundation vibrations, and provide corsiicrable
justifization for the use of sorhisticatzd numeneal formua-
tions in the design of machine frundations.

On the other hand, little if any progress has been made
in reliably estimating dynamic machine loads and improving
{through calibration with field data) the available perform-
ance criteria, The state-of-the-art in these two areas his
renained essentially unchanged durirg the last dezude;
reference s made to McNeil? and Richart, Woods and Ha’
for comprehensive reviews of these subjects.

. An additional and often cverlooked step in machins
foundation design is the post-construction observaiion of
the foundation performance and its comparison with tie
predicted foundation y behavior, Such comparisons are

_needed to calibrate new analysis procedures — ar essantial

task in view of the simplifying assumptions on whicia 2ven
sophisticated formulations are based. ‘

" In the final analysis, confidence in the advartages pro-
vided by the use of advanced methods of analysis can only
be gained if these are shown to have the capability to ore-
dict the field performance of actual machine toundations.
Unfortunately, only a limited number of case histories has
so far been published evaluating state-of-the-art metiods of
analysis through detailed {ield observations.

The objective of this paper is 1o review the present state-
of-the-art of determining the dynamic response of founda-
tions subjected to machine-type loadirigs. The outiine of
the paper follows the chronology of historical develop-
ments: {rom the dynamics of circular footings resting on
the surface of an elastic halfspace to the bchavior of cir-

0261-7271/83/010002-41
© 1583 CML Publications



Analysis of mackine foundation vibeations: state of the art: C. Gazetc-

cular and non-circular foundations embedded in 2 layered
soil deposit and, finally, to the response of piles. Particular
emphasis is sccorded to the effects of dimensionjess groups
of geometric and material parameters on tHe dynamic
stiffness functons and on the responss of massive founds-
tions. No graphs and simple formuias are presented
for a variety of idealized soil profiles and foundation geo-
mesries. The use of such data to estimate to translational
and rotational motions of actual foundations in practice
is cleasly demonstrated and the various resuits are syn-
thesized by means of a case study. Practical recommenda-
tions are then made on how to approximately obtain
dynamic stiffness and damping coefficients for actual
foundations, accounting only for the most crucial para-
meters of the problem. .
Since the limiting motion for satisfactory performance
of 3 machine foundation usually involves displacement
. amplitudes of a few thousandths or even ten-thousandths of
an inch, soil deformations are quasi-elastic, involving negli-
gible nornlinearity and no permanent deformations. Thus,
most of the solutions reported herein assume linear iso-
tropic viscoelastic soil behavior, with a hysteretic soil
damping to model -energy losses at those small strain
amplitudes. However, some consideration is also given to
the effects of soil nonlinearity on the vibration of strip
footings unger strong horizontal and rocking excitation.

Moreover, the importance of soil anisouopy and soil

inhomogeneity are 2lso considered.,

]

OLDER METHODS OF ANALYSIS

In the past, machine foundations were frequently designed
by ruiesof-thumb without any analysis of the expected
vibration amputudes. Fot instance, one such design rule
called for 2 massive concrete foundaticn of a1 total weight
equal to at least.three to five times the weight of the sup-
ported machine(s). Although such a proposition may at
first glance seem logical, it is in fact an obsolete one since
it ignores the effect on the motion of all the other variables
of the problem (e.g. type of excitation, nature of support-
ing scd, and so on). For one thing, increasing the mass of
& foundation decreases the resonant frequency of the
system and, perhaps more importantly, reduces its effective
damping.” Obviously, this is not what those applying the
rule had in mind. N

Folowing the pioneering experimental studies carried
out by the German Degebo in the early 1930s, a number of
empirical analysis procedures were developed and used
extensively at least until the 19508, These methods focused
on determining only the ‘natural frequency’ of 2 founds
tdon. To this end, the concepts of ‘in-phase mass’ and
‘reduced natural frequency’ were developed. The former
assumes that a certain rgass of soil immediately below the
footing moves as a rigid body, in-phase with the foundation.
The latter postulates that the *natural frequency’ is solely
2 function of the contact area, the soil bearing pressure and
the type of soil. )

Physical reality contradicts the concept of an ‘in-phase
mass’. No 'soil mass moves as a rigid body with the founda-
tion. Instead, shear and dilational waves emanate from the
footing-soil interface into the soil, causing oscillating
deformations at the surface and carrying away some of the
input energy. The factors that have an influence on these
phenomena cannot be possibly accommodated through
such an artificial concept. Indeed, the early attempts to
obtain specific values of the *in-phase mass’ were frustrated

by the seritivity of this ‘mass’ to the foundation weight,
mode of vibration, type of exciting force, contact area, and
nature of the underlying soil. Apparently, there is absolutely
no value in this concept and its use in practice rnay -very
well mislead the designer.

Tschebotarioff's ‘reduced natural frequency’ method, '

based on the results of a few case histories, went a step
beyond the original *in-phase mass’ methods.® The ‘reduced

‘natural frequency’ was defined as the ‘natural frequency’

multiplied by the square-root of the average vertical contact
pressure and was given graphically as a function of the type
of soll and of the contact area. Although this me:hod was
not without merit, it was often interpreted to mean that
‘the single most important factor in machine-foundation
design was the soil bearing pressure’.? Thus, in more than
one occasion, the design was based on soil bearing capacity
values taken from local building codes!

[n addition to the aforementioned drawbacks, these old
rules were only concerned with- the resonant frequency,
providing po information sbout vibration amplitudes that
are primarily needed for design purposes. Asa consequence,
such rules are now obsolete and will not be further
addressed in this paper. Reference is made to Richart e al.’
for more details on the subject,

Dynamic Winkler modei

This model was introduced as an extension ot the well
known ‘Winkler’ or ‘elastic subgrade reaction’ hypothesis,
which fs still rather successiully employed in some static
soll-foundation interaction problems.” In order to simulate

the stiffness characteristics of the actual system, the model

replaces the supporting soil by a bed of independent elastic
springs resting on a rigid base, Plate b wring tests, con-
ducted in the field, form the basis for ev ;uating the spring
constants (often called coefficients of sibgrade reaction’).
On the basis of field measurements in the USSR, Barkan'®
has presented tables and empirical formulae with which one
can readily estimate design values of the coefficient for
several types of soil, for each possible mode of vibration
{translational or rotational). He has also shown that, in each
case, the dynamic coefficient is approximately equal to the
ratio of applied pressure increment to the resulting Jdisplace-
ment during static repeated loading tests. In thase tests
static loads ‘similar’ to the combined dead and live load of

" the actual foundation are first imposed, followed by

repeated slow loading, at irequencies of the order of 0.001
cps, ie. much slower than those expected in reality.

It is evident that this model can at least give some
reasonabie information on the low-frequency (near-static)
response of a foundation. But since no radiation damping is
included, the amplitude of motion at frequencies near
resonance cannot be realistically estimated. It has been
argued .that by neglecting damping one obtains conservative
estimates of the response and very good estimates of
natural frequencies. In fact,.this is the procedure currently
incorporated into the 1970 *Indian Standard Code of Prac.
tice for Design of Machine Foundations'.!' There is little
merit in this argument, however. For instance, the high
damping values present in the translational modes of vibra-
tion (of the order of 50% of cntical) do affect the
‘resonant’ frequencies, in addition to drastically reducirg
amplitudes, Moreover, avoiding ‘resonance’ (by a safety
factor of 2) in such cases is an unfortunate design recom-
mendation-which may lead to an overly conservative solu-
tion. In other cases, especially when the rotational modes
are of main concern, an unsafe design is quite posuble since
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the actuai foundation stiffness at high frequencies may very
well be appreciably smaller than the static stiffness used in
the analysiz (sce, for example, Fig. 5).

An improved version of the dymamic Winkler model
(called *Winkler-Voigt® model) places a set of independent
viscous dampers in parallel with the independent elastic
springs to provide the ‘dynamic subgrade reaction’. Accord-
ing to Barken and llyichev,'? this model forms the basis of
the 1971 USSR machine-foundation code. Again, however,
the model itself provides no information on its spring and
dashpot coeificients. These are instead backfigured from
dynamic plate-load tests conducted in the field. Both the
observed amplitude and frequency at resonance are utilized
to backfigure the two coefficients. Analyzing the tesults of
cumerous fleld tests, Barkan and his co-workers found a
discrepancy between the spring constants backfigured from
resonance plate testy and from static repeated loading tests
(described previously). They, thus, resorted to the ‘in.phase
soil mass’ concept to essentially match the model constants
chtained from the two types of tests. This added soil mass
was found to depend on the size and embedment of the
foundation and on the nature and properties of the soil
deposit, for a given mode of vibration.,

It therefore appears that the ‘Winkler-Voigt’ model is
3 putely empirical one, requiring field static and dynamic
plate-load tests for each particular situation. Such tests
are not only very expensive and difficult to successfully
ccnduct, but, wticreover, they yield results which cannot be
readily interpretsd and -extrapolated to prototype condi-
tions. If I may slightly rephrase Gibson:? .

*Tre taodel conspicuously lacks what all models

should possess — predictive power.” |

The onty possible explanation for the present-day use of
dvnamic Winklier models in machine-foundation analysis is
the accumulation in some countries of 2 wealth of pertinent
field data, Such data, often available in the form of tables,'?
can be directly utilized in practice, thus avoiding the
burden of performing plate-load tesis. Again, one should be
very carefud in picking up values.for the coefficients from
published field data. For it is practically impassible to
ensure a similarity in all the crucial physical and geometric

response parameters of the new prototype and of the oid -

model foundation schemes. )

FUNDAMENTALS OF CURRENT METHODS OF
VIBRATION ANALYSIS S

Historical perspective S .

Modem methods of analysis of foundation oscillations
attempt to rationally account for the dynamic interaction
between the {oundation and the supporting soil deposit.
Comnerstone of the developed methods is the theory of

‘wave propagation in an elastic or viscoelastic solid (con-

tinuum). This theory has seen a remarkable growth since
1904, when Lamb published his study on the vibration of
an elastic semi-infinite solid (haif-space) caused by a
concentrated load (*dynamic Boussinesq’ probiem). Numer-
ous applications, primarily in the fieids of seismology and

applied mechanics, have given a2 great impetus in the

development of the ‘elastodynamic’ theory. Reissner in
1936'* artempted what is considered to be the first engin-
sering application; his publication on the response of a
vertizally loaded cylindrical disk on an elastic halfspace
marked the beginning of modern soil dynamics. The solu-
tion was only an approximate one since a uniform distri-

+

bution of contact stresses was assumed for mathematical
simplification. Nonetheless, Reissner's theory offered a
major contribution by revealing the existence of radiation
damping -a phenomenon previomsly unsuspected but
today cleariy understood. Every time a foundation moves
a%’ st the soil, stress wavesoriginate 35 the contast surface
and propagate outward in he _form of body and_surface
wiyes ‘These waves curry away some of the energy trans-
mitted by the Toundation on to the soil,”3 phenomenon
reminscent_of_the absorption of energy by a viscous
damper (hence the name).” ~

TFor-vmany “massive foundations the assumption of a
uniform contact stress distribution is an unrealistic one, for
it yields 2 non-uniform pattem of displacernents at the sail-
footing interface. To closer approximate the rigid body
motion of such foundations, 2 number of authors in :he
middle 1950s assumed contact stress disuibutions which
produce uniform or linear displacements at the intertzee,
under statically applied force or mament joadings, respec-
tively. Thus, Sung'’ and Quinlan'® presented resuits for
vertically oscillating circular and rectanguiar foundations
while Amold er al.!” and Bycroft'® studied both horizontat
and moment loading of a circular foundation. Thase solu-
tions are_only_appraximate: in reality the pressure gistribu-
dons required to maintain uniform’ of linear displacements
are not constant but vary Wit thé frequéncy Gf ibiaygn.

“Thé firét ‘rigorous’ solutions appeared dbout ten years
later when the vibrating soi-foundation sysiem was
analysed a3 a mixed boundary-valus problem, with pre-
scribed pattemns of displzcements under the rigd. footing
and vanishing stresses over the remaining portion.af the
surface. Introducing some simplifying assumptions regard-
in; -the secondary contact stresses (‘relaxed™ boundarv); -
p.:., diohi et al.'? studied all possible modes of osciliation of

.rigid circular and strip footings on’a halfspace, by recourse
“to int

al transform techniques. On the other naad, -
Lysmer=® obtained a solution for the vertical axisymmersic
vibration by discretizing the contact surface into concentric
rings of uniform but frequency-dependent vertical surcsses
consistent with the boundary conditions. A conceptually
similar approach was followed by Elorduy er al.** tur ver-
tically loaded rectangular foundations.

Pethaps equally important with the aforementioned
theoretical developments of this period was the discovery
by Hsieh?? and by Lysmer® that the dynamic benavicr of a
vertically loaded massive foundation can be represented by
a single-degree-of-freedom ‘mass-spring-dashpot’ oscillator
with frequency-dependent stiffness and damping coefii-
cients. Lysmer® went a step farther by suggesting the use
of the following frequency-independent coefficients to
approximate the response in the low and medium trequency
range: :

4GR 34R?
K' B — C, el \/E- (!)
= 1=w 1=y

in which: X, = spring constant (stiffness), C, = dashpot
constant (damping), R = radius of the circular rigid loading
area, G and v = shear modulus and Poisson’s ratiw of the
homogeneous halfspace (soil), and p = mass density of sou.
"Note that the expression for K, in equation (1) is identical
with the expression for the static stiffness of a veruically
loaded rigid circular disk on 2 halfspace. .

The success of Lysmer's approximation (often called
‘Lysmer's Analog’) in reproducing with very-good accuracy
the actual response of the systern had 3 prolqund cifeston
the further development and engineering applcations of the
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‘halfspace’ theories. Richart and Whitman® extended
Lysmer's Analog by demonstrating that ail modes of
vbration csn be studied by means of lumped-parameter
massspring-dashpot systems - having properiy sglccted

uency-independent parameters. The axisymmeiric (ver-
tical and torsional) oscillations of a cylindrical foundation
can be represeated by a l-degreeci-freedom (l-dof)
gystem described by:

mi + Ck + Kx = P(2) )

in which x, % and %= the displacement, velocity and
scceleration, respectively, of the vertically osciilating mass;
P(t) = the external dynamic force arising trom the opera-
tion of the machine(s). The lumped parameters are the
equivalent mass, m, the effective damping, C, and the

" affective stiffness K. (For torsional oscillations m should be

replaced by [,, the effective mass polar moment of inertia
and x should be interpreted as the angle of rotation around
the vertical- axis of symmetry.) On the other hand, the rwo
antisymmetric modes of oscillation (horzontal translation
and rocking) of a cylindrical foundation are coupied and

_can be represented by a 2-dof system characterized by the

effective mass and mass moment of inertia, the two
effective values of damping (for swaying and rocking), and
the two effective values of the stffness (for swaying and

. 1ocking).

Different values of the inertia, stiffness and damping

parameters ar¢ neéeded Tor each one of thesz four modes of

. excitation. Whitman and Richast™ suggestéd the thoice of

riffnesses appropriate for low frequencies, and of average
damping values over the range of frequencies at which
resonance usually occurs. In order to obtain 2 good agree-

: ment; between the resonﬁt"mﬁgﬁﬁf‘ofm*mmﬁa-

. The need for suc
the existence of any identifiable soil mass moving in-phase

patameter and (he actual system, they reconunended that
a fictitious mass (or fiass moment of inertia) be added to,

the actual foundatipn mass {or mass moment of inertia).

a recommendation stemuned not from.

.....

with the foiﬁia"_ﬁbn.“iut rather from the_fact that in
reality ‘the stiffneises decreasé’ with increasing frequency

(see Figs. 5 and 7), instead of remaining constant and equal

to the static’ stiffnesses, as the model afsumes. In other
words, instedd’ of decreasing K, the lumped-parameter
model increases m to keep the resonant frequency, w,.
unchanged. Recall that w, is proportional to the square-
root of (K/m). . ' .

Whitman and Richart®® and hter Richart, Woods and
Hail” snd Whitman® presented expressions for these parz-
meters for all four vibration modes. Table 1 displays these

* expressions, whichi have enjoyed a significant popularity
over the last decads, ’

Primarily Becsuse of its simplicity, the lumped-para-
meter approximation had.a great impact on the appiication
of the ‘half-space’ theory. It demonstrated that this rational

theocy can be cast intc a tractable, simple engineering form,

which can be used by the profession with hardly any
greater difficulty than the older empirical procedures.
Motivated to a large extent by the need to understand
the phenomena associated with seismic soil-structure inter
action, the analysis of the dynamic response of foundations
has been a subject of considerable interest throughout the

1970s. A significant amount of related research has led to |

the. development ‘of new formulations and computer
programs, while numerous publications have studied the
importance of critical foundation, soil and loading para-
meters and have presented graphs, tables and simple ex-

Yine foundation vidrations: state of the art: G. Gazeras

Tedle L. wwpﬁwmﬁrﬂymofm
Sfoundariony [ fpdce®

) 7 on elgstic hal
Mods - Vartical Horkzomtal Rocking Totsion
Stiffress: 4GR 8GR 3GR". 16GR?
1—» =y H1-v) 3
. mil—yv) m(2-») I (1—») Iy
Mass ratio "R . X
' 4@RT T BeR® SeRT- R
0.425 0.29 ois 0.50
Du : —
mping ratio * e m' (Lemm 1elm
Ficm:it:ul added O.Z:hu 0.095m’ o.zgt. . °-2_":
: 3 ﬁ : m m

Iz, Iy = mags moments of inertis around a horizontal, vertical axis,
Tespectively; damping rmtio = C/C,p whers C., = 2(Km)"' or

© Cp=2KN“* for tranyiational or rotational modes of Woration,

with I = [ or Iy for rocking o7 torsion, respectively,

+

pressions, suitable for direct use in practical applications.
It is worth mentioning some of the most important contri-
butions to the current staté of the art.

Newly developed (mid-1960s) mathematical techniques
to solve mixed boundary-value elastod ic problems
were utilized by Luco er al.’* 'tﬂ?f%i et al.® 1o
obtain ‘exact’ numerical selutions for all modes of vibration
of strip footingy on a halfspace, and by Luco e a/.*7 and
Veletsos er al.**® 1o extend the available halfspace solu.
tions for circular foundations to the high frequéncy range”

and, also, to 3 Viscoelastic material with linear hyste; ic * -

dumping, The development of dynamic finite-elerient
formulations with energy absorbing (‘viscous’ and, 'consist-
ent’) lateral boundaries prompted the study of the response

_of surface and embedded foundations supported by a

layered soil stratum.’* > Only plane-strain and axisym-
metric geometries could be handled with these finite

element formulations, however, and the presence at a

relatively shallow depth of a non.compliant rock-like
material underlying the stratum was an unavpidable require-
ment regardless of whether such rock did actually exist.
On_the other hand, Luco®® and Gazetas™ presented
analytical solutions for circular, strip and rectanguiar
foldatons-on the surface of a layered halfspace or a
layered stratum (j.c. with or ‘without a rigid rock as the
last layer, respectively). Utiiizing these formulations they
offered results’™*® which bridged the gap between the two
previously studied extreme profiles —the halfspace and the_
stratum-onerigid-base.- At about the same time, Novak*?
obThived “approximate analytical solutions for circular
foundations embedded in a halfspace, by deriving clossd.

- form expressions for the dynamic stiffness and damping

coefficients along the vertical sides of the foundation..
Later on this method was easily adapled to study the
dynamic response of piles.*!™

In more recent years research efforts have been pri-
marily. ditected to determining solutions: (2) for rigd
foundations of rectangular and arbitrary shapes:*~** (b} for
foundations of finite flexural rigidity;***" (c) for founda-
tions on inhomogeneous and on anisotropic soils:**"** and
(d) for foundations on ' nonlinear {Ramberg-Osgood)
soils.® Furthermore, a very substantial amount of research
work has been devoled to the dynamic behavior of single
(floating and end-bearing) piles embedded in homogeneous,
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" inhomogeneous or layered soil deposits, and the first
attempts have already been made to obtain solutions for
dynamic loaded pile groups. For comprehensive lists of
related references, see Dobry er al., %" Kagawa ef al.,™ and

Novak.*

{mpedance and compliance functions: definition and
physical interpretation
-An important step in current methods of dynamic
analysis of rigid massive machine foundations is the deter-
mination {using analytical or numericai metheds) of the
dynamic_impedance functions, K(w),* of an ‘associated!
igid but , foundation, as a functiep o excit

tion frequency, w. As shown in Fig 1 the ‘assaciated
-foundationsoil system is identical (in both matenal prop-
erties and try] wi t
e j is take t
explained in the following section how, once the harmonic
response of such a massless foundation has been deter-
mined, the steady-state response of the massive foundation,
or of any structure supporied on it, may be evaluated
using standard procedures. In addition, the tramsient
response to non-hammonic machine forces can also be
evaluated by recourse to Fourier analysis and synthesis
techniques. - . ' '
For each particular harmonic excitation with frequency
w, the dynamic impedance is defined as the ratio between
the steedy-state force (or moment) and the resulting dis-
. placement (or rotation) at the base of the massless founda-
tion. For example, the vertical impedance of a foundation
whose plan has a center of symmetry is defined by:*

_R)
* ()

in which R,(f) = R, exp(icx) is the harmonic vertical force

appliéd at the base of the disk, and v{¢) = vexp(iwt) is the .
uniforrn harmonic settiement of the soil-foundation inter-

face. It is evident that R, is the total seil reaction Against

the foundation; it is made up of the normal stresses against

the basemat plus, in case of embedded (oundations, the.
shear stresses along the vertical side walls, as illustrated in_
Fig. 1. -

@3

Similarly one may define-the torsionat impedance, K.;' :

from the torsional moment and rotation; the horizontal
- impedances, K,, from the horizontal forces and displace-
ments along the principal axes of the base; and the rocking
impedances, X,, from the moments and rotations around
the same horizontal principal axes. Howev ince hor-
‘zontal lorces along the principal axes produce rotations in
_addition” lo"mﬂ-i&:ﬁpghqeﬁenfs i:ross-rg-o'ri;nmalg
routional impedances K., may aiso be definied they ‘are

rigtd. musslest
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Fligure 1. Machine foundation end the associated rigid
mazsiesy foundation
® Bald letters are used in the text for impedances, compliances and

some stiffness and damping coefficients (equation {17)) in the
figures, calligraphic characters are used for these quancities.

It will be . -

usually negligibly small in case of surface and very shallow

. foundations, but their effect may become appreciabie for

greater depths of embedment.

Referring to equation (3), it is interesting to note that
dynamic force and displacement are generaily out of phase.
In fact, any dynamic displacement can be resolved into two
components: one in phase and one 90° out of phase with
the imposed harmonic load, It is convenient then to intro-
duce complex notation to represent forces and displace-
ments. As a consequence, impedances may also be wnitten
in the form:* :

Ky(w) = Ky (w) + iKg3(w) 4)
as=o ke hrt; (sl

The real 'and imaginary components are both functions
of the vibrational frequency <. The real component retlects
the stiffness and inertia of, the sipporting soil; its depen-

mrd e b e e g

depce_on frequency ja atuributed solely to the influence
which. frequency has on inertia, since soil properties are
essentiglly frequency independenf. The imaginary com
ponent reflects the radiation and material damping of the
systsw. The former, being the result of energy. disspation
by waves propagating away from the foundation, is fre-
qUency dependent; ‘the latter, ‘arising Chiefly from the
hysteretic cyclic behavior of soil, is practically frequency
indepeRdERL, - *-

" A'very instructive analogy between the dynamic response
of a simple l-dof oscillator and of a three-dimensional
massless foundation-soil system has been drawn by Roesset, ™
Assuming a2 harmonic excitation P(r) = P, exp(icwx), the
steady-state response x(r) = x4 exp (iw¥) of the 1-dof oscil-

"lator may be ot -ined by substitution into equation (2);

(E—mm’)+icr.:=& (5

\ ) L2

Contrasting equations (5) and (3) prompts the definizion

of a dynamic impedance function for the i-dof mass-
spring-dashpot system:

K=a(K—mwh)+iCw (6)

-, and, by comparison with equation (4):
K = K—mw? M
Ky=Cuw : C)

[n other words, the dynamic irmpedance of ous.familiar
I-dof oscillator ig_indsed a compiex number with a fre-

- qu'ui(:"z:'cge_‘pind,mmg; part representing the stiffness and

inértia characteristics of the system. and o fiequency

- depefidapi imaginary _art expressing the energy loss in the
- system. Therefore, it is quite natural to express the dynamic

impedance of soil-footing systems in 2 complex' form, as
done in equation {4). }
Having, thus, established the analogy between l-dof and

massless footing-soil systems, let equation (§) for the

1-dof be rewritten as:

w? w
K=K {(l ——-3)+i23-—l (92)

. Salyy Wi
or )
_ K=K (k+iwe) (9%)

in which the critical viscous damping ratio ix:
gast a S (10)
Y e W
Cer 2K/wy
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Figure 2. Dyramic stiffness and damping coeffictenns of
a I-dof simple oscillator :

the natural frequency w, = {K/m)¥? k = (1~ w¥w}) and
¢,= C/K. Equation (9b) implies that the dynamic imped-
ance of a l-dof simple osciliator may be expressed as 2
product of the spring constant K, which happens to be the
static stiffness of the system, times a complex number
k+iwc,, which encompasses the dyiamic characteristics
of the system (inertia and viscous damping) and is here.
after called ‘dymamic part’ of the impedance. At zero
frequency the dynamic part becomes a real number, equal
to 1, and the impedarce coincides with the static stiffness
K of the simple system. k and ¢, are named respectively
stiffness and damping coefficients and their variation with

frequency for the 1-dof’s is plotted in Fig. 2. Notice that -

k decreases as a second degree parabola with increasing
<, whereas ¢, remains constant. :

It should not surprise the reader that the actual varis-
tion with w of the stiffness and damping coefficients, k,
and e, of 3 ventically vibrating circular disk on an elastic
halfspace is indeed very sunilar to the va:ation of the
k and ¢, of the l-dof system! (To ses this similarity just

. compare Fig. 2 to Fig. 5(a).) However, in general, kand ¢,

of a foundationsoil system may Valy in.a rather compii-_
cated mander with' w, depending primarily on the mode
of ViBtation, the geometry, rigidity and embedmant of the_
foundation, and, finally, the proiue and properties of the

sUppQiing 501l deposit, Figures 5,8, 9, 10 and 20 may be

previewed to confirm this statement. Nonetheless, in ail

cases, the dynamic impedance functions can be expressed

as products of a static and a dynamic part, as described

by equation (9b). Alternatively, a dimensionless frequency

factor is often introduced: S '

S

in which: B =2 criical foundation ‘di.mension like, e.g.,
the radius of a cirgular foundation or half the width of 2
strip or a rectangular foundation; and V¢ = a characteg

shear save ve  of the soil, Combining equations (9b)
and (11) allowE Tt to be case in the form:
Kom K(k +iapc) - (12)
with
. ' V,
€, — 13
o o=, B (13)

Since both a, and ¢ are dimensionless quantities, equation
(12) is strongly preferred to equation (9b) in presenting the
results of dynamic analyses.

Let it now be assumed that a ‘hysteretic damper’ is
added in-parallel with the spring and the ‘viscous damper’

10 support the mass of the simple oscillator. This damper

B described through a hysteretic damping ratio, §. During

esch cycle of motion it dissipates an amount of energy

Proportional to the maximum strain energy, W, of the

system: o '
B g :

— - AW, = dngW (14)

in which W = (4) Kx2. On the other hand, during 3 cycle
of modon the viscous damper has consumed an amount
of energy equal to:

— AWO-"C‘-“?I :
w .
wsdnf— W. (15
. u. -
so that the total dissipated energy, AW = AW, + AW,, 23
a function of W is:

.

AW w -
7-4«(5 ;:"'E) e

This expression suggests that the simple addition rule,
£+ fw/wp, may be used to obtain the ‘effective’ damping
ratio of a system possessing both viscous, §, and hysteretic,
§. damping. A vibrating foundation-on-soil is one such
system, with its radiation damping being of a viscous nature
while the material damping is of the hysteretic type. ’

The presehce of material damping in the soil affects both
the stiffness and damping coefficients, ¥ and c. In an
attempt to isolate the effects of hysteretic material darhy-
g an 2 ve expression t0 equadon {12) is often
used for the dynamic impedance: -. .

KsK(k+igoe)-(142i8) - (7

Recalling the so-called ‘correspondence principle,®! one
may anticipate that the new coefficients, & and ¢, are
independent of material damping, If this wers true, it
would then be sufficient to obtain solutions for a purely
clastic soil and then extrapolate the results to soiis with
any hysteretic damping ratio by multiplying the undamped
impedagces by | +2ik. Indeed, for very deep soii deposits

_which can be modeled as a halfspace the above 'principie’

is reasonably accurate and has been repeatedly utilized to
obtzin solutions foc damped soils.?® %% 4 However, in-the
case of a sinllow stratum on rigid rock both k and ¢ are
fairly sensitive to the assumed material damping ratio (see
Fig. 9, for example); this discredits to 2 large extent the
‘correspondence principie’; as Kausel® had first noticed.

None the less, it is convenient 10 express the impedance
functions in the form of equation (17), and this pracuice is
frequently followed in the sequel. Alternatively, however,
equation (12) is-aiwo used in some cases.

Dyramic compliance functions

Also given the names dynamic ‘displacement’ functions
and dynamic ‘flexibility” functions, they are essentially the
mtios between dynamic displacements (or rotations) and
the dynamic reactive forces (or moments) at the base of a
foundation. They were first introduced by Reissner.'*
Following the previous discussion, it is convenient to
express each compliance using complex notation:

Fg= Fo(w) wiF(w) o (18)
azs o hrhrt

The real and immginary "parts represent the dBpface'ment
components which are in-phase and 90%-out-of-phase with
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‘the resctive force, respective!y and they both are functiom
of frequency, as discussed in detil previously. For a
foundation which in plan has a center of symmetry, the
. vertical and torsional compliances are simply the inverse
of the vertical and torsional impedances:
{
£y % b=o,¢ (192)

However, dde to the coupling between rocking and /

swaying motions, the corresponding compliances should
be obw.ned by inverting the maurix of impedances:

e &1

The following alternative form to equation (18} is also
- frequently used in presenting compliance functions:

: 1
Fe= x [far{w) + ifar(w)] - (20)
&
where X, is the corresponding static stiffness.

. Computational procedures for determining
impedance functions .

Several alternative computational prooedum are pre-
sently available to obtain dynamic impedance functions for
each specific machine-foundation problem. The choice
among these methods depends to a large extent on the
required ‘accuracy, which in turn is primarily dictated by
the size and importance of the particular project. Further-
more, the method to be selected must reflect the key
characteristics of t thc fg_l},gdauqn and_the supporting soil.
Spacifically, one may broadly classify soil-foundation

systems according .to the following material and geometry—.—-

f:hancterisr.ics:

1. The shape of the foundation (circular, stnp. rect-
. sngular, arbitrary).

2. The type of soil profile (deep uniform deposit, deep
iayered deposit, shallow layered stratum on rock),

3. The._ amount of embegment (surface foundation,
embedded foundation, deep foundation)

4. The flexural rigidity of the foundauon (rigid founda-
tioa, flexible foundation).

Two computationally different approaches have been
followed over the years to obrain the dynamic impedances
of foundations with various characteristics: a ‘continuum’
approach, which led to the development of analytical and
semi-analytical formulations, and a ‘discrete’ approach,
which resulted m the development of finite-difference and,
primarily, finite-element models. In the past (mid-1970s},

"considerable controversy was held about the relative
—o woIDE1itS and deflciencies of each approach and some extreme

and unjustified positions were advocated. Today, it is quite

clear that both procedures, if correctly undenstood and
‘implemented, are very useful tools in analysing the behavior

of dynamically loaded foundations. Moreover, they yield -

very similar results if they are appropriately used to soive
the same problem. Hadjian ef al.** and Jakub ef af.** have
presented exceilent discussions and comparative studies on
this subject. The. following paragraphs intend to rather
briefly introduce the most important analytical, semi-
analytical and numerical procedures which are currently
available to the machine-foundation analyst. The list is by
no means exhaustive, and the emphasis is on dncussmg thc
mons and weak points of each method.

. on a cross-anisotropic halfspace 7

~

‘Contiruum’ methods. Startin all tha devel-
Ouommmwmogtmmqnt
wave equations governing the imposed deformations in each
uniform soil layer or halfspace. However, the houndary
cond;itiotu at the sail-footing interface arg handled diifer

y the various methods. In that respect, one may very
bmlmy ‘classify the available continuum formulations into
analytical and semi-analytical sotutions.

The known gngytica! solutions simplify thé mechanical
behavior of the soil-footing contact surface by assuming a

‘relaxed’ boundary. That is, no fngjlpnﬂshgm_r_:__lgps can
devel uging vertical_ and_rocking vibration e for
‘hotizoptal vibrations the n ormal Bactions at the interface

are anumed-io-be-zec0. This assumption has been necessary
"to avoid the more complex mixed boundary conditions
resulting from the consideration either of a perfect attach-
ment between foundation and soil (*rough’ foundation) or
of a contact obeying Coulomb’s friction law (an even more
reatistic idealization).

By recourse to integral transform techniques (invoiv-
ing Hankel or Fourier transforms for axisymmetric or
plane-strain geometries, respectively) the relaxed boundary
conditions yield sets of duai integral equations for each
mode of vibration. Each set is then reduced to a Fredholm
integra] equation which is finally solved numericaliy.

Such analyticzl solutions have 30 far been published for
surface circular and strip foundations of infinite flexular
tigidity supported by an elastic or viscoelastic halfspace;*™%°
for circular foundations on a layered elastic or viscoelastic
soil deposit;?®* for circular foundations of finite flexural
rigidity supported on a halfspace;*® for circular foundations
and even for veriically
loaded rigid rectangular foundat’ .s on a haifspace.*®

The-semi-analy rical-type -s3lutions are based on the
determination of the displacements at any point within the

footing-soil interface, cmscdbr_y_a_m_t_mm shear.
tmw-humoMgroe applied at mmhg;pnm;.n&dnm'

face, the matnx of dynamic influence or Green's funcuons
is assembled and the problem is solved aiter imposing the
rigid-body ‘motion boundary conditions. Several different
techniques (in essence different integration pracedures)
have been formulated to carry out these steps of the
analysis, For example, Elorduy er al.*' and Whittaker
er al® utilized Lamb's solution for a point joaded haif-
space; Luco er ai.?” obtained pairs of Cauchy type integral
equations which they numerically solved after reducing to
coupled Fredholm equations; Gazetas’ and Gazetas et al.>®
utilized a fast Fourier transform algorithm; Wong®® and
Wong er al.* used the solution for a uniformly loaded
rectangle; and so on.

For the purpose of this discussion, one may list as a
semi-analytical solution the formulation of Dominguez and
Roestet,*” who applied the so-called ‘boundary integra]
equation’ or, more simply, ‘boundary element’ method
to obnain dynamic impedance functions of rectanguiar
foundations at the surface of, or embedded in a halfspace.
To this end, they utilized the closed-form solution to the
‘dynamic Kelvin' problem of a concentrated load in an
infinite-medium,**
surface, in the case of surface [ootings with ‘relaxed’
boundaries, or both the contact and the surrounding soil
surfaces; in the cases of embedded footings and of surface
footings ‘adhesively' attached to the soil.

So far rigorous semi-analytical soiutions have been pub-
l.ished for rigid strip foundations on the surface of a layered
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rock: 3™ igd
halfspace or “m“h":l?n'mgi .x.u.u-f::- ';?&'_ffg:‘sm“’”ct-
foundations on 2 halispace; i dir 9 8 for rigi
angular foundations of finite flexural rigidity;™ ™ for rigid
rectangulsr foundations embedded in » halfsﬂue; and,
finally, for rigid foundations of arbitrary shape.

Note that gpproximate semi-amalytical procedures have
tiready been developed to obtain the impedances of cylin-
drical embedded foundations and circular piles **4»3%7
These procedures assume that only horizontally props-
gating waves generate at the vertical foundation-soil inter-
face, and they neglect the coupling between forces and

displacements at various points. instead, they only compute-

the displacement at the point of application of the load.
Thus, in effect, the soil 8 modeled as 2 Winklér medium,
the spring and dashpot characteristics of which are esti-
mated from realistic, albeit dmplified, wave propagation
anafyses.

Finally, several similar approximate analytical formula-

tions have been developed, again for deeply embedded

cylindrical foundations and end-bearing piles in soil

strata. ™™ These procedures zttempy to anaiytically solve.

the governing wave equations for the stratum, by neglecting
the secondary component of displacement {i.e. the vertical
component for lateral vibrations or the radial one for
vertical vibrations). The boundary conditioris at the soil-
pile interface are analytically enforced by expanding the
contact pressure distribution to an infinite series in térms of
the natural modes of vibration of the scil layer,

‘Discrete’ models. Dynamic finite difference and finite
element models have been developed for problems of
complicated geometey which are not easily amenable to
analysis with continuum type, analytical or semi-analytical
formulations. Today, finite difference formulations such
as those proposed by Ang et al.,™ Agabein et al.," Krizek
er ., and Tseng et al.,* find very little if any application
in solving foundation vibration problems, and, therefore,
will not be further addressed in this paper. On the other
hand, several finite element formulations and computer
programs are presently widely available and °frequently
used in analysing foundation oscillations.

The use of finite elements in dynamic foundation prob-
lerms ts different from other applications of finite elements
in statics and dynamics in that soil strata of infinite extent
in the horizontal and even in the vertical direction must be
represented by a model of a finite size. Such a finite model
creates a fictitious ‘box’ effect, trapping the energy of the
system and distorting its dynamic characteristics. To avoid
thit problem, wave absorbing lateral boundaries are intro-
duced to account for the radiation of energy into the outer
region not included in the model. Two main types of such
boundaries are avaitable. The approximate ‘viscous’ houn-
dary g.roposed by Lysmereral.*>and extended by Valliappan
et al.” must be placed at some distance from the founda-
tion. The alternative ‘consistent’ boundary developed by
Waas*! and extended by Kausel® is very effective in accur-
stely reproducing the physical behavior of the system, and
it ako results in considerable economy by being placed
directly at the edge of the foundation. This ‘consistent’
boundary provides a dynamic stiffness matrix for the
medium surrounding the plane or cytindrical vertical cavity
which is assumed to occupy the central region under the
strip or circular foundation. This ;5matrix cormesponds
exzctdy to the boundary itiffness matrix that would be
obtained from a continuum type formulation.

Unfortunately, ‘consisient’ boundaries have been devel
‘oped only for planestrain and axisymmetric {cylindrical)
geometries. No such boundary is available for truly three.

dimensional (3D) geometries, in carteslan coordinates,
Thus, to solve 3D problems a finjte-clement model must
tesort t0 ‘viscous’ or elementary boundaries piaced far
away from the [oaded area. In this way the fictitiousty
reflected waves are dissipated through hystereiis and fric-
tion (material damping) in the soil before they retum to
the foundation region. However, the cost of such analyses
is prohibitive and truly 3D solutions are very rarely used
in practice. An attempt has been made to modify a 2D
computer program by adding viscous dashpots to- the
lateral faces of its planestrain elements, in order to simu-
late the radiztion damping of 30 situations,’® Notwith- .
standing the popularity enjoyed by Whis pseudo-3C model
its only difference from the 2D md¥el is that it introduces
an artificial increase in damping, which cannot possibly
reproduce all aspects of the true 3D behavior. [n fact, in
some cases the actual 3D radiation damping in rocking is
over-estimated rather than under-estimated by a 2D.mode!;*
thus by adding viscous dashpots the situation may worsen
instead of improving, % %3

Consequently, today, two types of finite-element models,
are practically available: plane-strain 2D models appropriate
for strip footings or elongated rectangular structures;*#+87
and 3D axisymmetric-geometry ‘models appropriate for
cylindrical foundations and nearly square structures, ' 233

It is noted that embedded foundations and layered soil
strata can be routinely handled with all the finiteeiement
formulations. On’ the other hand, the presence of i fixed
bottom boundary is required by most of the available
codes. This is hardly a drawback if a stiff, rock-like strdtum
does exist at a relatively shallow depth. Otherwise, when
the supporting soil deposit is very deep, the cost of a
realistic finite-elerment analysis may become substantial. .

Conclusion. With the available analytical, semi-anaivtical

. and finite-element computer programs the foundation vibra-

tion analyst may obtain solutions for foundations of various

" shapes, surface or embedded, supported by deep or shailow

soil deposits. [n selecting the most appropriate code for

each specific situation, attention shou 3t focus on the
depth. of embedment and the pature of the undertying soil.
When dealing with véry shallow footings on deep deposits

" which can be well reproduced by a small number of layers

with different properties, continuum type analytical or
semi-analytical formulations are clearly more advantageous;
the choice of the most appropriate among them will be
mainly dictated by the shape of the footing (strip, circular,
recuanguiar, arbitrary) and the desired degree of accuracy.
On the other hand, for embedded foundations in a shallow
stratum or whenever a large number of layers with sharply
different properties exists below the footing, {inite element

- models are particularly appropriate.

Funthermore, gttention should be #icorded to the opera-
tio i i inegtia characrer:
iftics © i t very high frequencies of vibra-
tion, f, discrete models may become very costly; because,
in order to wansmit high frequencies, a large number of
sufficiently small-sized elements must be used. For instance,
it is usually recommended that the maximum dimension of
an element should not exceed A/8, where A = F/f is the
wavelength in a particular soil layer having shear wave
velocity '¥. Therefore, with high frequencies, analytical
models may become advantageous. Notice, though, that the
computer costs of semi-analytical formulations may also be
adversely affected by a large increase in the operational
frequency, since they, too, discretize the contact area of
the whole uppermost surface,

Regarding the inestia characteristics of the foundation,

N amp—
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the author and Roesset”™ haye demonsirated that for heavy.

fou . ) small errors in
modling the different soil layers are unimportant and one
ca i available halfspace solutions.
or on the results of analytical type computer programs.
On ther jvely li dations are quite
sensitive to the existence of competent rock at a shailow

depth and of different soil layers benegth the footing, thus
requiring a good soil exploration followed by finite-element
analyses.- These conclusions are further illustrazed and
generalized in 3 later section of this paper.

In additfon to the existing computer programs numerous
solutions have been published in the literature in the form
of dimensionless graphs, tables and simple formulae for
impedance and compliance functions of foundations with
several different geometries, depths of embedment and

, stiffness characteristics, supported by various idealized soil
profiles (halfspace, stratum, etc.). These solutions can give
very satisfactory results in many practical cases and are
especially valuable in conducting preliminary analyses and
parameter sensitivity studies, One of the goals of this state-
of-the-art paper is to present and discuss the most signi-

.ficant of these available solutions. Before dJoing this,

however, it is expedient to illustrate how the impedance

functions may be utilized to obtain the dynamic response
of rigid massive foundations, '

Use of impedance functions: response of massive machine
foundarions g

The first step in analysing the response of a massive
machine foundation is to evaluate the pertinent dynamic
impedances at the anticipated frequency, or range of fre-
quencies, of the machine. This is done ¢ither by utilizing

" existing discrete or continuum type ‘formulations, or by

resorting to published solutions available in the soil dyn-
amics Hterature. The use of dynamic impedance to obtain
the response is illustrated herein.

Figure 3 portrays a massive, rigid foundation having equal
depth of embedment along all the sides and possessing two
orthogonal vertical planes of symmetry, the intersection of
which defines a vertical axis of' symmetry. The foundation
plan, having two axes of symmetry, may be of any axi-
symmetric or orthogonal shape, including the infinitely
long strip (2D geometry). For such foundations, vertical
and torsional oscillations are uncoupled, while horizontal
forces and moments along and around the principal axes
produce displacements and rotations only along and around
the same axes. Thus, with the notation of Fig. 3, the equa-
tions of motion in vertical translation v(r), torsional rota

“tionn 8(¢), and ¢ i :

rocking r(r T the- centes. of, avity.af. the
machine.-Toundaton system, ate respectively:

.m -8+ R, (1) = Qy(1) n

L G+ T4(0) = M () (22)

m k() + Ry (1) = Qu (1) @23

fou - H )+ T, (1)~ Rylt)-2. =2 M (1) (29)

in which: m = total foundation mass; /o, = mass moment
of inertia about a principal horizontal axis passing through
the center of gravity: [, = mass momen! of inertia around
the vertical axis of symmetry; Ry, T,, Ry and T, = vertical,
torsional, horizontal and rocking reactions of the soil acting
at the center of the foundation base (remember Fig. 1b);
Qe My, Qn and M, = vertical, torsional, horizontal and

r
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Figure 3. Definition of deformation varighles

rocking exciting forces and moments, acting at the center
of gravity and resulting from the operation of the machine.

As already mentioned, only the steady-st-te respornse
due to 2 harmonic-excitation is-of interest h: .. Not only
because most machines usually produce unozanced rurces
which indeed vary harmonicaily- with time {rotary or racis-
rocating engines}, but alse because non-harmonic forces
(such as those, for example produced by punch presses and

"+ forging hammers) can be decomposed into a large numoer

of sinusoids through Fourier analysis. Therefore, the excita-
tions may be written as:

Q= Qe expli(wt +¢,)] a=vh (25}
M, = Mg explifewr+,)} a=7,r (26)

in which the amplitudes Q, and M, are either constants or
(more f{requently) proportional to the square of the opera.
tional frequency w = 2af; @, are the phase angles of the
four excitations, v, h,rand z. '

With the excitation forces described by equations (25)-
(26), the steady-state motions may be cast in the form:

oAt} = o-explict); v=p +ity (27
(t) = 3. exp(ict); 0 =8,+i, 28)
B(r) = h-exp (i), A =y +ihy (29)

r(t)=r-expline), rartin 30

in which: p, 8, A and r are complex, frequency-dependent
displacement and rotation amplitudes at the center of
gravity. Note that equations (27)«(30) do not by ony
means imply that the four components of motion are ail
in phass, nor that the phase-angies between the come- -
sponding excitations and motions are equal to ¢, {equations
(25)<30)). Instead, the true phase angles ¥y are “hidden'
in the complex form of each displacement component. For

- instance, the vertical motion will extubit:

Va = arctan (9119;) : 31 .
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in which o, and v, are the real and imaginary parts of v
(equation (27)), while its amplitude is of 2 magnitude:

(o} = (93 + p])12 (32

Also, since O, and M, in equations (25)-(26) are real quan-
tities, the phase lags between ‘excitations and motions will
be simply equal 10 9, — V.

Using similar arguments with regard to the soil reactions,
one may, without loss of genenality, set:

Re= R,y explict) a=9h (33
Te=T,-explict) a=z,r 34)
whereby the compiex amplitudes R, and T, are related to
the complex displacement and rotation amplitudes through
the corresponding dynamic impedances K,, ¢ =, A, r, hr,

¢t (see equations (3)<(4)). Recalling that the latter are
referred to the center of the foundation base, one can

Ry=K, v | 39
T, =KX, ¢ ! (36)
Ry =Ky-(h=z.r)+Kn,-r 37
=K, r+Kp (h—=2) (38).

Substituting equations (25)-(30) and (33)-(38) into the
governing equations of motion (21)«(24) and solving the

resulting system of four algebraic equations yields the

following complex-valued displacement and rotation

amplitudes at the center of gravity:

- Q5 -expligy) -

Ky(w) —me?

- My -exp(is,)

" K{w)—Iw?
h= (K7 -Qy exp(idn) — Kxp-M, exp (i)} - N (41)
r={Ky- M exp(id,) —Kp, Quexp(ign)}-¥  (42)
in which the following substitutions have been performed:
Ky = Ky(w)—muw? (43)
Kiy = Kp(w) —Ka(w) 2, (a4)
K =K (w)— Iy +Kp(w) 23— 2K (w) 2.  (45)

and, ﬁnglly._ )

(39)

(40)

N=(Ki K- KD (46)
Notice that, for a particular frequency w, determination of
the motions from equations (39)-(42) is a straightforward
opeaation once the dynamic impedances are known. Of
course, the computations are somewhat tedious if per-
formed by hand, since complex numbers are involved; but
even with small microcomputers the calculations can be
done routinely, at,a minimal cost.
Therefore, the author proposes that this procedure

(equations (39)442), in connection with an appropriate ..

evaluation of impedances at the frequency(ies) of interest,
should be used in-machine foundation analysis in place of
the curtently popular ‘equivalent lumped frequency-
independent-parameter’ approach. s
PRESENTATION OF RESULTS FOR SURFACE AND
EMBEDDED FOUNDATIONS

The subsequent four sections of the paper present a com-

- prehensive compilation of characteristic numerical results

(a)

. I '
“e_ e v et -

) _hllfspa'c;

P T |
.t .

28

Figure 4. (a) The three sod profiles studied; (b) definition
of geometric paramerers

for the dyvuamic impedances {or compliances) of massiess
foundations, pertaining to all possible (transiational and
rotational) modes of vibration. These results ¢an be directy
used in equations (40)-{43) to make satisfactory and inex-
pensive predictions of the dynamic behavior of machine
foundations in many practical cases, without the need to
resort to costly computer pregrams for evaluating the
impedances; this should be of especially great value in
preliminary design calcuiations.

A second, equally important cbjective of the presenta-
tion is to 3 the significance of various phenomena and
to illustrate the role of key dimensionless geometric and
material parameters on the response. It is thus hoped that

“the reader can gain a vajusble insight into the mechanics

of foundation vibrations.

Results are presented for three categories of idsalized
soil profiles (Fig. 4): the halfspace, the uniform stratum
on tigid base and the layer on top of a halfspace. These
models represent 2 wide spectrum of actually encountered
soil profiles and are simple enough for their geometry to be
described in terms of a single quantity, namely, the thick-
ness H of the uppermost layer. {For the halispace —~=.)
For most problems considered, the following groups -of
dimensioniess parameters which appreciably intluence the
dynamic impedances have been identified:

{a) the ratic H/B of the top layer thickness, #, overa
critical foundation-plan dimension, 8. the latter
.may be interpreted as the radius, R, of a circular
foundation or half the width of a rectangular or a
strip foundation '

(b) the embedment ratio D/8, where D is the depth
from the surfacé to the horizontal soil-footing inter-
face '
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(¢) the shape of the foundation plan: circular, strip,
rectangular, circular ring; in the last two cases the
plan geometry may be defined in terms of the
length-to-width or ‘aspect’ ratio, L/8, or the intemak
-to-externsl radii ratio, R//R. respectively .

(d) the frequency factor a, = wB/ ¥, where V, is &
characteristic shear wave velocity of the soil deposit

(¢} the ratio G,/G; of the shear moduli corresponding
to the upper soil layer and the underlying halfspace,
respectively; this ratio may attain values ranging
from 0, in case of a uniform stratum on rigid base,

- tol, in case of a uniform halfspace

{f) the Poisson’s ratio(s) ¥ of the soil layer{s)

(g) the hysteretic critical damping ratio(s) £ of the soil
layer(s) .

(h) the factors n and A which express the ‘degree’ of
anisotropy and the ‘rate’ of inhomogeneity, respec-
tively; n = Ey/Ey, where £y and £y ‘are the hor-

zontal and vertical Young's moduli of 1 cross- .

anisotropic soil: while /A, for a certain type of
inhomogeneity, describes the change of shear
modulus from the surface to a depth equai to &

(i) the relative flexural rigidity factor RF = (EE,)
(1—v})-(t/B)® whete E,, vp-and ¢ are, respectively,
the \foung‘s modulus, Poisson’s ratio and thickness
of the foundation raft; RF ranges from o, for'a

. perfectly rigid foundation, to O, for an ideally
flexible mat.

RIGID SURFACE FOUNDATIONS ON HOMOGENEOUS
HALFSPACE )

Rigid ¢orcular foundation - ot

. When dealing with a d=ep and relatively uniform soil
deposit, it makes engineering sense to model it as a homo-
geneous_ halfspace. This idealization, primarily because of
ity simplicity, has been widely employed to determine
stresses and deformations in soils, and its use in soil
dynamics has .ed to resuits in qualjtative agreement with

observations. From a practical point of view, perhapa the -

greatest value of the model has been in explaining impor-
tant features associated with foundation vibrations.

The . dynamic impedance functions for a rigid cir- -
cular foundation on the surface of a homogeneous half. -

space have been tabulated by Veletsos er al.?® and Luco
et al.;¥+3%92 Fig 5 presents their results in the form of
equation (17), with zero hysteretic damping ratio. (Obvi.
ously, in this case, k =k and ¢ = ¢.) The values of k and ¢
corresponding to non-zero values of internal damping are,
for all practical purpases, very similar to those piotted in
Fig. §, in accord with the corresgondence principle. Refer-
- ence is made to Veletsos ef a/.,** Luco® and Lysmer®® for
a more detailed discussion on this subject. Notice that only

-the diagonal elements of the impedance matrix are shown..

in the figure, as the cross swaying-rocking impedance is
essentially zero.

It s evident from Fig. § that the normalized impedances
KGR and Ko/GR’, where a refers to the translational
modes v and A and b to the rotational modes r and ¢,
depend only on the Poisson’s ratio v of the halfspace and
the frequency factor a,. The following trends are worthy
of note in Fig. 5. '

1. The vertical and rocking stiffness, X, and dynamic
stiffness coefficients, k, are the most sensitive to variations
in Poisson’s ratio. On the other hand, the horizontal imped-
ance function has a small dependence on », while the

torsional response is totally independent of v at a2 fre.
quencies. it thus appears that the importance of Poisson's
ratio incresses when the relative contribution of generated
dilational (P) waves increases. Indeed, in the vertical and
rocking modes P waves are significant: in the horizontal
mode P waves are of secondary importance; and in the
torsional mode only SH waves aro generated and P waves
play no role in the response,

2. The coefficients kn, c and ¢, are essentially inde-
pendent of frequency and can be considered constant
without any appreciable error. On the other hand, k., &,,
¢, and ¢, exhibit a strong sensitivity to variations in the
frequency parameter, while &, shows an intermediate
behavior. Of particular interest is the rapid decrease of the
vertical and rocking stiffness coefficients k, and k, with
increasing a,, for values of Poisson's ratio close to 0.5°
(typical for saturated clays). In.fact, k, and k, become
negative for values of g, greater than 2.5 and 3, respec-
tively. Some years ago it appeared that use of ‘added
masses’ could adequately account for the decrease with
2o of the stiffness coefficients, in the range of low tre-
quencies. Such ‘masses’ would in effect produce dynamic
stiffness coefficients of the form k—~mw? — a-reasonabie
approximation indeed for low frequencies, which formed
the basis of the ‘lumped-parameter’ model, described in
a preceding section of the paper. Unfortunately, as is

_evident from Fig. 5, this approximation may lead to sub-
stantial errors for larger frequencies. Moreover, the concspt

“of ‘added mass’ has all too often been confused with the
physically incorrect notion of an ‘in-phase soil mass’, which
at much earlier times -had found considerable ute in the
design practice, : .

3. While the damping coefficients of the translational
modés, ¢, and ¢y, attain large and nearly constant values
throughout the frequency rangs 0<c, < 8, the cosifizients
¢, and ¢, of the two rotational modes are very sensitive o
varistions in frequency in the low range of 4,, tending 1o
_Zero as 4, approaches zero. At larger frequencies (g, greater
than about 3) ¢, and ¢, are essentially frequency-indepen-
dent, but their vaiues both' equal to about 0.30, are
significantly smaller than the corresponding values of
cy = 0.95 and ¢) > 0.60. These differences imply that a
smaller radiation of wave energy takes place during rocking
and torsional than during vertical and horizontal oscila.
tions. It seems that the dynamic stress and strain fields
induced in the soil by the two types of rotational loadings
are of limited extent, with the generated waves decaying
very rapidly away from the loading area due 1o ‘construc-
tive intarference’. These phenomena will become more
evident in coanection with the behavior of footings on
layered or inhomogeneous soil deposits. !

In any case, the practicdl implication of the existence of
only a small amount of radiation damping in the rocking

—and torsional modes of oscillation is that a realistic estimate

of the response may be obtained by incorposating the
effects of material (hysteretic) damping in the soil. On the
contrary, material damping is insignificant for horizontai
and, especially, vertical oscillations and, with little loss in
accuracy, it may be neglected in the presence of the much
higher radiation damping

* |t is noted chat although for saturated soft clays under static un-
drained loading one should use v = 0.50, with dynamic loading
» =0.50 leads to infinite dilatational wave velocity, which is not
‘observed in the lboratory; instead the Biot-Ishihars theory for
poroelastic media yieids & maxmum value of » slighuy less than
0.50.

12 Soil Dyramics and Earthquake Engineering, 1983, Vol. 2, No. 1 ' P
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Clearly, soil deposits having a constant G and extending

to practically infinite depths, as the homogeneous haifspace
model assumes, do not abound in rnature. In addition,
circular foundations are rather rarely constructed. Nonethe-
legs, the results of Fig. 5 for a circular foundation on a half-
space are of great value in understanding the phenomens

associated with foundation vibrations. From a practical .

point of view, however, the shape and trends of these
impedance functions are more important than their exact
values. ‘

Rigid strip foundation

When dealing with long and narrow foundations, the
length of which is'larger than their width by a factor of 5
or greater, it is 2 common practice to idealize their shape as

' an infinitely long strip. If, moteover, the dynamic loading

——1/3

is ressonably uniform along the longitudinal direction,
plane-strain conditions prevail throughout and 2D analyses
are sufficient to obtain the response.

Figure 6 displays the dynamic impedance of & rigid strip
foundation on the surfice of a homogeneous halfspace.,
These results were obtained by the semi-analytical pro-
cedure of Gazetas™ and Gazetas and Roesset’® and are in

. agreement with the resylts of Karasudhi er ¢/.® It is noted

that in this case the impedance functions are presented in
the form described by equation (4), and not in one of the
most usual forms of equations (12) or (17). The necessity
ff.!r this change stemmed from the fact that the static ver-
tical and horizontal stiffnesses of an infinite strip on 2
halfspace are zero, in agreeme nt with the classical theory of
elasticity. This is at variance with the behavior of circuiar
foundations, whose (nonzern) static stiffnesses can be-

v
1/2

? ¢:0

. . !nu'.-ku) B
1rF . T J
L. i L 1 L
0 05 1 5.0 a5 1 15
a9 . ‘ ao

Flgure 6. Impedance functions of rigw'mr'p footings on homogeneous halfspac
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found from the expressions included in Fig. 5. The i_nﬁmte
displacement of a strip-loaded halfspace arise from the large
depths of the corresponding ‘zones-of influence’. In other
words, the static stresses induced by the strip surface loads
decay slowly with depth and, thus, cause appreciable
straining of even remote s0il elements; accumulation of
thess s:rains yields infinite displacements.

On the other hand, the stress and strain fields induced

by moment loading are confined to the near surface soil
only, thereby producing small surface displacements and
non-zero static stiffnesses. For a rigid strip foundation, an
expression for the static rocking stiffness &8 included in
Fig. 6. :

i&A few other trends are worthy of note in Fig. 6. First,
one should notice that there are anly three possible modes
of vibration of a strip (vertical, horizonwl! and.rocking) as
compared to the four modes of a circular footing. Appar-
ently, torsional oscillations involve out-of-plane motions
and hence are impossible with strip footings.

In general, the dependence of the dynamic impedances
on the Poisson’s ratio of soil is very similar for strip and
circular foundations. Thus, the discussion of the preceding
section on the sensitivity of circular impedance functions
to v, is also applicable to the present case.

Regarding the variation of impedances wilth frequency,

‘ on the other hand, there are some differences between

circular and strip footings, although clearly the general
trends are similar. Thus, in the very low trequency range,
the real parts K,y and Ky, of the two translational modes
increase with increasing 2, and they attain peak Yalues of
4o ranging from about 0.25 to about 1.0, depending pri-
marily on the Poisson’s ratio and the type of osillation.
This implies - hat ‘constructive interference’ of various P
and § wav..onginating at the soil-foundation interface
reduces the- depth of the ‘zone of influence’; this results
into finite displacements and non-zero dynamic stiffnesses.

Beyond their peak values, Ky and Ky, behave much like
their circular counterparts. Notice, however, -that at
Poisson’s ratios close to 0.50 the vertical strip stiffness
becomes negative at a, values greater than 1.3, as compared
with the. corresponding value of 2.5 which was observed
for circular footings in Fig. 5. :

The imaginary parts K,y and Ky of the vertical and
hotizontzi modes increase almost linearly with a,, thus
indicating qualitatively similar radiation damping character-
istics. of strip and. circular foundations. (Notice that the
damping coefficients ¢ in the latter case are proportional
to the slopes of the imaginary component of impedance-
versusa, curves; -hence a constant ¢ implies a linearly
varyingK3.) 7. - :

Finally, the rockiiig stiffness and damping terms of both
strip and circular foundatons exhibit essentially identical
trends. Evidently, rocking induced static or dynamic
stresses influence onmly the near-surface soil under both
piane-strain and axsymmetric loading conditions.

Rigid rectangular foundation X
) Results are now available for the complete dynamic
impedance matrix of rigid rectangular foundations with

‘varying aspect ratios L/B, over the low and medium fre-

quency range.*” For the vertical, horizontal and rocking
modes, in particular, results are available even for modet-

ately high values of ao.% %40

Again, in presenting the variation with frequency and
aspect ratio of impedances it is convenient to express them
In the fofm of equation (17), with ay = w8/ V, where 28

is the width of the smallest side of the foundation. Results
for the static stiffnesses are presented first.

- - 1t has been known for some time that the static stiffness

of a typical rectangular foundation can be approximated

" with reasonable accuracy by the corresponding stiffness of

‘equivalent” circular foundatdons. For the transiational

- modes in the three principal directons (x, y and z) the

radius R, of the 'equivalent’ circular foundation is obtained
by equating the areas of the contact surfaces; hence:

R, = (23;21.')“ e

For the rotational modes around the three principal axes,
the ‘equivalent’ circular foundations have the same area
moments of inertia around x, ¥ and z, respectively, with
those of .the actual foundation. Thus, the equivalent radii

.

are:
' Rop=(16L-B*3mVve (48)

for rocking around the x-axis; }
Roy = (168 .L{3m)¥ (49)

for rocking around the y-axis;and =
16B-L-(B*+LY)]ve
'Ro'= et e .

p (50)

for torsion around the z-axis, )

The results of recent parametric studies have confirmed
the similar static behavior of rectangular and equivalent
circular foundations. Table 2 is a synthesis of the results of
severai such investigations. It presents theoretically ‘exact’
formulae for all the translational and rc atonal static stiff.
nesses of rigid rectangular foundations having a wide range
of aspect ratjos. These formulae are cast in the form:

~

K = Ko(Ro)-JLIbY | (5D

in which: X = the actual static stiffness; Ko (R) = the corre-
sponding stiffness of the equivalent circular fourdation,
obtained from Fig. 5; Ry = the radius of the ‘equivalent’
circle; and J(L/B) = a *correction’ factor, function of the
aspect ratio, L/B. If J(L/B) were equal to 1 for all aspect

_ ratios, the static equivalence between the two types of

footings would have been perfect. Conversely, the larger the
difference is between J(L/B) and 1, the less accurate it
would be the approximate a rectangular with a circular
footing. .

[t may first be noted that only small discrepancies exist
in the values of the ‘correction’ functions.computed from
the results of several authors. These discrepancies are due
to either the assumed soil-footing interface behavior
{‘smooth’ versus ‘adhesive’ contact), or the empioyed
different numericai solution schemes. In practice, however,
in view of the smail magnitude of these differences, one
may safely use for J(L/B) the average of the values pre-
sented in Table 2, for each particular aspéct ratio,

" The following conclusions are evident from this Table.

1. Even for aspect ratios, L/8, as high as B, the ‘equi-
valent’ circular foundations yield suffnesses which are
within 30% of the cotresponding stiffness of the actual
rectangular foundation. This is by no means a large error,
in view, for example, of the uncertainty in estimating the
soil modulus in practice.

2. For aspect ratios, L/8, less than 4 the ‘equivalent’
stiffnesses are in very good agreement with the actual

Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol 2, No. 1 15
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Table 2. Static stiffnestes for rectanguicr rigid foundarion
i Vertical stiffness

- 4G,
KymK, =T_§;'.J"(ug)

*Correction’ factor J,

~ Gorbunov Dominguez eral. (1978)
[ pomdov  Barkan  Savidis -

F ] (1961) (1962)  (1977)  ‘Adhesive’ 'Smooth’
1 1.023 0.953 0.944 1.052 1.081 -
2 1.028 0.975 0.973 1.063 1.130
4 1.108 1077 1.072 1.107 1.196
$ 1.197 1.152 - - -

8 1.266 1.196 1.200 - -
10 1.313 1.250 - - -
20 1572 - - - -

1. Horizontal stiffnesses

8GR 4 .
Ky = —ZT:-'J,,(IJB)

8GR
Ky ===t 1,(LIB)

*Correction’ factor /. ‘Correction’ factor J,,

Dominguez Dominguez
L Barkan eral Barkan etal,
B (1982) (1978) (1962) (1918
1 0.993 1.035 “0.993 1.035
2 0583 1.044 1 1.008 1.108
4 1.000 1.08S - 1.221
6 1.05% - - -
8 1.132 - . - -
1¢ 1191 - - -
3. Rocking stiffnesses
' scn:, acR:,
e =310 T2 K230 ”7(“‘”
‘Carrection’ factor J,, *Correction’ factor /o,
Gorbunov Gorbunov- .
L Posadov Dominguez Posadov Dominguez
B eral (1961) eral. (1978) eral (1965) eral. (1978)
1 0.991 0.963 0.991 0.965
2 1.034 . 1L0¥ 1.033 1.01
4 1.0488 LiL7 1072 - 1.140
] o L1718 - 1.226 -
19 1.281 - 1.31% C -
4. Torsional stifTness
16 .,
l’,‘ ak,= 3 GRyy " TALIBY

*Correction’ factor J,

f Dominguez et al. (1973) Rocsset ef of. (1977)

1 0.950 1.0332
2 1.000 -
3. 1.016 -
4 . 1166 -

ones. Typically, the error is within 10% and, hence, it is

tnsignificant for all practical purposes,
3. The greatest differences are observed between actual
and ‘equivalent’ stifinesses tor torsion (K,) and for hori.

zontal dhphoemem in the y direction (K,). ForL/B =4,
the error in X, is about 17% and in K, about 2% Itis
worthy of note that wheress for 3 cur:uh.r foundation
Ko= Ky = 8GR, /(2 —v), where Ry is given by equation
(47), a rectangu!zr foundation with the larger side 2/
normal to the y.axis (Fig. 4) is characterized by:

x,:-x,-a-icae-:) (52)

for typical values of Poissoﬁ's ratio.

Varigtion with a,. Figure 7 portrays the dependence of
the dynamic stiffness and damping coefficients, k and ¢, on
the frequency factor 2, .and the aspect ratio L/8, These
results were obtained with the Boundary Element Method
by Dominguez and Roesset,*” for a single value of Poisson's
ratio, v=4{. Only the coefficients of the six diagonal
components,of the impedance matrix are shown, they

"correspond to the translauonal modes of vibration (x, y

and z) atong each of the three principal axes, and to ihe
rotational modes (r,, r, and r,) around each of the same
three principal axes. The twe cross-swaying-rocking {coup-
ling) impedances, corresponding to the xr, and yr, modes,
are negligibly small for surtace foundations, and are thus
omitted from this presentation. Also shown in Fig. 7 as
circles are the predictions of the ‘equivalent’ circuiar
foundations, computed from Fig, 5 in'conjunciion with
equations (47)«(50). One may notice the following trends
in Fig. 7.

1. The terms k, and . of the impedance against motion
normal to the smal.!er side 2B are insensitive to vanations in
ay. Moreover, !,
ratio, LB, while ¢, increases almost in proportioa to the

square-root of L/8. Recall that ¢, must oe muliplied by -

do = wBfV, to obtain the imaginary component of the
dynamic part of the impedance {equations (12} or {17)),

* in which 228 is the width of the smallest side of the foodng

On .the other hand, the frequency factor @gq of the * cqm—
valent’ footmg equals wRy/ V3, with:

2 LU‘!
=2 o(2

7 {47a)

. i.e. dog is proportional to the square-root of L/B. Hence,

plotted in Fig. 7, both stiifness and damping coefficients
of the ‘equivalent’ footing are in excellent agreement with

‘the corresponding coefficients of the actual rectangular

footing, for all aspect ratios studied (L/8 = 1—4}, at least

" in the frequency range, 0<a,y < 1.5.

2. The variation of the vertical stiffness and damping
coefficients, k, and ¢,, has a similar shape with the varia-
tion of k, and c,. In this case, however, the two coeffi.
cients are more sensitive to variations in @, and L/8 and
the damping term ¢, is always larger than ¢,. Moreover. the
agreement between actual and ‘equivalent’ coefficients is
reasonably good, for all practical purposes.

3. The coefficients £, and ¢, for 2 motion parallel to
the smaller side 25, show a greater sensitivity to both g,
and L/B. Furthermore, the discrepancies between ‘2qui-
valent' and actual values for these coefficients are appreci-
able, increasing with the aspect ratio. In fact, foolings
with 3 large L/8 ratio {e.g. >4) tend to behave more like
strip rather than circular footings, as a comparison between
Figs. 5, 6 and 7 indicates.

4, The stiffness coefficient k,, for rocking around ike
longest axis. x, exhibits no sensitivity to the aspect ratio,

16 Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol 2, No. 1
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L/B: moteover, its variation as 2 function of aq is pear!y
idlentical with the variation of the corresponding stiffness

- -—-

fourth-root of 2/8 at high frequencies. Recalling that the
frequency factor of the ‘equivalent’ circular footing is

coefficient of both the ‘equivalent’ circular footing and a proportional to; -

“strip footing with the same width 8 {Fig. 6). The damping 5 e
coefTicient ¢, attains negligible values in the iow frequency Roy = B(—) (48)
range and increases approximately in proportion to the * Gove T\ -
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Figure 7.  Dynamic coefficients of rigid rectangular foorings on homogerieous halfspace;*” (circies obtained by this author

for ‘equivalent’ circular foorings)
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Figure 7 - continued

whereas the term ¢, is multiplied simply by @y = wB/V, in
equations (12) or (17). one can directly unveil the very
close proximity between the actual and ‘equivalent’ da.mp-
ing coefTicients.

5. The stiffness coefficients ky, and k. fot rockmg
around the shortest axis and tomon respectively, show a
somewhat similar dependence on L/B and exhibit some
fluctuations with @, as L/8 increases. The two coefficients
are predicted only with small accuracy by the ‘equivalent’
circular footings. On the other hand, the two damping
coefficients Cry and ¢, grow rapidly with both frequency
and aspect ratio. In this regard, it is interesting to notice

that, for instance, the frequency factor for the r, mode is

Zaold e

proportional to:

Roy = EOIEAY

which reveals a much stronget increase of ¢, with LIB as
compared with the correspondmg increase of ¢, (a power
of § for cp, versus § for ¢, ). Again, the values of the two
coeffictents may be reasonably well predicted by the
equw:lem circular foundation.

S
.5-— .‘ ’.‘.f

e

- - [ ]
/" [+ Eael L )
o, - N -
e 1 |

In conclusion, with the help of the formulae of Table 2
and the graphs of Fig. 7, the dynamic behavior of rect.
angular foundations with essentially any aspect ratio can be
obtained. Fuyrthermore, the ‘equivalent’ circular footings
described through equations (47)«(30), yield reastonably
good estimates of the response for values of L;3 less than
about 4 and frequency factors at least up to 1.5. For larger
values of L/8, the static stiffnesses of Table 2 can be

. utilized in conjunction with the dynamic coeificients of

an equal-width strip foundation (Fig. 6), More parametnic
studies are, however, necessary to obtain results in the high
frequency range (1.5 <a, < 8).

RIGID SURFACE FOUNDATIONS ON A
HOMOGENEOUS SOIL STRATUM

Natural soil deposits very rarely have uniform properties
within large depths from the loaded surface. More typical
is the presence of a stiffer material or even bedrock at a
relatively shallow depth. The response of a foundation on
a so0il stratum underlain by such a stiffer medium can be
substantially different from the response of an identical

18 'Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol. 2, No. 1
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foundstion resting on a uniform halfspace. It is. thus,
imperative to study the dynamics of massless foundations
on fuch soil deposits. Specifically two types of :deahzed
sofl profiles are considered in this section:

(s) * 2 homogeneous soil stratum over a rigid base, and
(v).a homogeneous 0il stratum over a homogeneous

halfspace.
Results for non-homogeneous soil strata, with moduli
continuously increasing or decreasing with depth, will be
presented in a'subsequent section of the paper.

In addition to the four dimensionless parameters which
control the behavior of rigid fooungs on a halfspace,
namely, 2o, », § and L/B, (or HIR) is of
crucia] importance in the response of footmg on a homo-
geneous stratum. [ts effect is, thus, studied throughout this
séction. Furthermore, the moduli ratio G,/G; is of interest
whenever the soil stratum is underiain by a non-rigid base
(halfspace).

Qreular foundation on strarum over a rigid base
Results for the dynamic impedance functions of a rigid
circular disk at the surface of & stratum-on-rigid-base are

- presented in Table 3 and in Figs. 8 and 9. Specifically,

Table 3 offers

etermination of the s n;; ;uffnesse ; Fig. 8 studies the
effect of the H/B ratio on the dynamic stiffness and damp- .
ing coefficients, k and ¢, for a single value of hysteretic
damping ratio, § = 0.05; and Fig. 9 shows the sensitivity
of k and ¢ to variations in &, for a single value of the
ratio, H/B=2. These results have been derived by
Kausel® and Kausel er al."® * and have be- - discussed by
Roemset.®d ! Sevemal siznificsnt conclusior: :nay be drawn
from this dat.:

Static stiffnesses. It is evident from the formuhe of
Table 3 that the existence of rigid bedrock at a relatively
shallow depth may drastically increase the static stiffnesses
of a rigid surface foundation. The four expressions reduce
to the corresponding halfspace stiffnesses wien A/R tends
to infinity, but their values increase with decreasing #/R.

Vertical stiffnesses are particularly sensitive to variations
in the depth to bedrock (notice the 1.28 factor). Hon-
zontal stiffnesses are also appreciably affected by H/R

- (factor of 0.5) while the rotational stiffnesses (rocking

and torsion) are the least affected. In fact, for HIR> 1.5
the response to torsional loads is practically independent
of the layer thickness. N

frequencies_ap

tof the art: G. Gaz

An indication of the causes of this different behavior of
a circular footing to the four different types of loading can
be obtained by observing the depths of the ‘zone of influ
once’ (known as ‘pressure bulb’ ever since Terzaghi) in each
case. Thuy, from Gerrand and Harrison,” in 2 homogeneous
haifspace, the vertical normal stress, 0., along the centerline
of & vertically loaded rigid circular disk becomes less than
10% of the average applied pressure at depths greater than
z,=4R; the horizontai shear stress, r,,, becomes less than

" 10% of the average applied shea: traction at depth greater

than 7, 2R. From Gazetas,® the horizontal shear stresses
7,0 and 18 due to linearly distributed torsional surface
stresses become less than 10% of the maximum applied
shear traction at z >z, = 0.75R. Finally, moment loading
with a linear distribution of normal tractions varying from
0 to p vyields z, = 1.25R, below which ¢, is less than
0.10p.

Variation with ag, H/R and §. The varation of the
dynamic stiffness and damping coefficients with frequency
reveals an equally strong dependence on H{B On a stratum, .
both k and ¢ are not as smooth functions as on a halfspace,
but exhibit undulations (peaks and valleys) associated with
the natural frequencies (in shear and dilation) of the soil
layer. In other words, the observed fluctuations are the
outcome of resonance phenomena: waves emanating t’rgm
the osci datjo )

result, the amplitude of foundation_motign, may.. Sgnis.
ficantly increase at apecific frequencies of vibration, whish,
as rsh,oy!n _subsequently, are close to the natural frequencies

the_deposit, Thus, the stiffness coefficients exhibit
valleys which are very steep when the hysteretic damping in
the soil is small (in fact, in certain cases, k would be 2xactly
zero if the soil were ideally elastic); on the other hand, with
large amounts of hysteretic damping (£ = 0.10—0.20) the

" valleys becomne less pronounced (Fig. 9). They also become

less pronounced as the relative thickness of the layer, /R,
increases (Fig. 8).

Ancther important phenomenon is revealed through the
variation with a, of the damping coefficients. At low fie-
queﬂﬂ“v below the fick resonant frequency,” radiation

amping i zerg., This is due to the fact that po surface
wava can hysic ated_in 2 soil stratum at such
since the bedrock prevents waves from

T geometrical spreading . of.~wave
energy is negligible. !hg small values of the damping.inthis
range (Fig. 9) just reflect the energy loss th rough hysteretic

da.mpmg. fof a purely elastic soid ¢ would be zero,
e e o ot . P e S

hbh 3. Sweic stiffnerses of rigid circular foundation on a stratum-over+igid-bete®

Type of loading Static stiffness Range of validityt . Soil profile
- . " R
Vertical: A’,:ﬂ(l +1.28£) HIR>2 —
- L=r H _ »
Rortzontal: Ky= BGR(“’IR HIR > 1 E N
1 2H L
. ] H-Gr . .
el e | ' dm
: 4 . :
Rocking Ky = Jien ) >HIR>1 /i
16 .
Torslon: K= 3 GR' HIR > 1.25

* Adapted from Kausel* and Kausel ¢t a/.*

t For H{R <2or 1 these exprcmom would still provide reuonabh er-mmes af the actual static stiffnesses
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Figure 8. Dymnuc coefficients of rigid circular footing on :m:umover-bedmck. effectof H/R ratio v = ! /3.

k= 01!23.‘5)”""'m

The phenomena described in the two preceding para
graphs are cbserved to a larger or lesser degree in all four
modes of vibration. However, there exist marked differ-
ences among the dynamic coefficients of vertical, swaying,
rocking and torsional oscillations. Specifically:

{. For rocking and torsion, k and ¢ are relatively smooth.

functions of ao, tapidly approaching the corresponding haif-

space curves as Lhe layer thickness increases beyond 3R,

Thus, HfR exerts only 2 small intfluence on the variation of
. these twag .GQSME- On the qther hand, for vertical and

horizontal transhation, k and ¢ display some very pro
nounced- fluctuations with a,. Both the location and the
shape of the resonant valleys are quite sensitive o vana-

‘tions in H/R, aod only for H/R values larger than 8 du

". 20 Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol. Z. No. 1
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k(ay) and c{ay) approach the corresponding halfspace
curves, if §=0.05. These results are consistent with the
. conclusions derived previously regarding the depth of the
‘pressure buld’ or ‘influence zone’ of a statically loaded
foundation. Under dynamic loads, ‘constructive interfer.
ence’ of downward propagating waves leads to a shallow
dynamic 'pressure bulb’ in both rocking and torsion.

2. The resonant frequencies of horizontal (swaying).
osillations are in remarkable agreement with the natural

_ _ )
Figure 9. Dynamic coefficients of rigid circular footing on stratum-overbedrock; effect of § (v = 1/3, H/R = 2)**°

frequencies of the stratum. As an example, the funda.
mental frequency of the stratum in vertical shear waves,
fy. 1 equals Vy/4H and, thus:
I 2. 3
" lggy == (53)

. which is equal to 'n/4, for HIR‘ =72 As seen in Fig. 9,

this vaiue of g, essentially coincides with the first resonant
frequency in swaying. it is not difficult to explain how the

Sodl Dynamics und Earthquake Engineering, 1983, Vol. 2, No. rn
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simple one-dimensional wave propagation theory can so
successfully predict the first resonant frequency of a three-
dimensional problem: gt_!ggm__qf__Lbelow tesonance
essentially only_shedr waves exist in the stratum, props-
8"1“5 vemczuy Between foundangn and bedrock. There-
fore, when this first resonance occurs we have a none-
dimensional ‘standing’ wave and, in addition, little damp-
ing and thus high response. Of course, as it may be inferred
from Figs. 8-9, the situation becomes a little more invoived
at lugher resonant frequencies. Thus, the second ‘reson-
ance’ occurs at about the fundamental “fatural fmquency
of the stratum in dilational waves, and the third ‘resonance’
" at about the second natural frequency in ‘shear wives. In
both cases, however, some norivertical waves aiso partici-
pate in the motion, as evidenced by the existence of non-
zeto radiation damping. Due to multiple wave reflections,
P 3 md Rzyleugh waves are also generated and, hence, the

tﬁﬁ's—ffs_tem
‘Gn the other hand, vemcal and mclung foundanon
oxcillations induce mamnly P biit also S waves in the stratum.
The relative u'nportance of each type of wave depends to
© some extent on the Poisson’s ratio of the soil, Recall that
the ratio between the two wave velocities and between the
comesponding natural frequencies of the stratum is given by:
ZE fp n = 20l~v)

N 1-2v

which, for v=d yields a ratio of 2, thum 8-9 clearly
_show that the first r“onait frequencies for both vertical
and rocking oscillailuns are reasonably close to the funda.
mental frequency™of the stratum’' in vertical P.waves
(dop.l =g/2 for H/R = 2). Higher resonances, however, can
hatdly be predicted by the simple one-dimensional wave
propagation theory since, apoarently, they mvolve 4 mix-
ture of P-, 5- and Rayleigh (R) waves.

Referring to Fig. 9, it is observed that k and ¢ pre quite.
sengitive to vanatipns in matgral damping, especially at
frequencgs near tesonance,____n_mnmm the so-ca!led
‘correspondence principle’ which assumes that the unped
" ances derived -for .an .undamped But Giherwisé ideéntical,
medium _hy _a_simple_ multiplication. wul; thg, factor
1+ 2if. Remember, however, that this ‘principle’ works
reasoniably well for 2 homogeneous halfspace.

The effect of Poisson’s ratio is not studied in detail
herein and reference is made to Kausel er al.® for a
rigorous ' assessment of its importance in swaying and
_tocking. Note, nonetheless, that the variation of the dyn. -
amic coefficients with frequency may be sensitive to

€0

Vi .
] n=l,2.3,...

this parameter, becauss of its influence on ¥, and f,
a3 previously explained (equation (54)). Thus, venical and
rocking coeflicients are highly sensitive to », especially
with shallow layers; but swaymg and torsional coefficients
are practically mdepend:nt of ».

Strip foundation on stratum overa riid base

Table 4 and Figs. 10 and 1! present the results for
vertical, horizontal and rocking oscillstions of a masslers
rigid strip {coting which rests on the surface of a homo-
geneous soil layer overlying bedrock. These results were
obtained with the formulation of Gazetas and Roesset®®3*
and are in excellemt agreement with the results of Chang.
Liang.»” Additional numerical studies can be found in
Jakub et al.*** and Gazetas.

Staric behavior. Simple expressions of suificient accuracy
for practical purposes have been derived for the three static
stiffnesses and these are listed in Table 4. Evidently. the
presence of (infinitely rigid) bedrock at shallow relative
depths has a dramatic effect on the static behavior of strip
foundations. Vertical and horizontal stiffnesses, being no
longer zero as in the case of a halfspace, are strongiy in-
creasing functions of 8/H. Rocking stiffness also increases
with B/H. Two_noteworthy conclusions may be drawn by
contrasting the expressions of Table 4 to those of Table 3:

1. The effect of Poisson’s ratio on the static stiffnesses
is the same for both strip and circular rigid foundations,
The effect is greatest for vertical and recking loading
{factor (1-v)] and sma.llest for horizontal loadmg {factor
(2-V)l

Laver depth s substanmﬂy more important for strip

" than o7 cu'cular foundations. “especially with the two trans.

\ifional modes (factors of 3.5 and 2 in the vertical and
[GEKing expressions for a strip, as compared with 1.28 and
0.5 in the corresponding expressions for a circle). This isa

‘natural consequence of the much deeper ‘pressure Tulb’in

1 continuym subjected to plane-stram rather than axi.
symmetric surface loading, as it has already, been ﬂlustrated
in preceding sections,

3. Vertical stiffness is far more sensitive to variations in
B/H (factor of 3.5) than horizontal and rocking stiffnesses
are (factors of 2 and 0.20, respectively). The explanation
lies again in the much greater ‘depth of influence’ of the
vertical loads. Oa the other hand, moment loading induces
stresses which decay very rapidly with depth; because on
any horizontal plane, smai normal stresses at large

" distances from the.centerline contribute much to equi-

librating the applied moment. Thus, rocking stiffnesses
exhibit about the same small sensitivity to layer depth for

Tedle 4.  Static stiffnesses of rigid strip foundation on & stretum-over-rigid-base

Statle stiffness
Type of loading (per unit length) Range of validity * Soil profile
Vertial: K, = ”36( 1+352 ) 1<HIB <10
2.10( 8 .
. 116 2 8
Horlzontal K,,fl_' “2}1) 1<HIB <
' B 18
Rocking: B —— Pty HIg<}
ing: ) K, TP _l TH 1<Hl .

* Quuside this range the proposed expressions would still provide reasonable estimates of the actual static ntiffnesses
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both strip and cizcular footings (factors of. 1/S and 1/6,

¢ behavior. Figures 10 and 11 portray the varis-
tion with frequency of the dimensionless compliance fur!o-
tlons EF, where € = 9 ot h, and € B°F,. Specifically, Fig.
10 intends to show the effect of H/B, and Fig. L1 the effect
of ». The results of Fig. 10 were obtained for v = 0.49 and
§ = 0.05, with four different values of #/8, i.e. 1,3, 8 and
. e the last vaiue corresponds to the homogeneous halfspace
and is included for s comparison. Figure 11 shows the
effect of ¥-on vertical and rocking comphiances only, for a
layer with H/B=2 and a homogeneous halfspace; the
effect of v on swaying, being of secondary importancs, is
not studied herein.

The same general trends observed in the dynamic .

behavior of circular foundations can now be seen in the
H/B
O [ ]

———-3
—_—3

———— .1

A IN-PHASE COMPONENTS

response of strip footings, although some differences are
also obvious. )

‘One first notices in Figs. 10-11 that due to the presence
of bedrock both the in-phase (real) and the 90°-out-ef-
phase (imaginary) components of displacement {com-
pliance) are_not smooth and monotonically decreasin
functions 5T frequency, as on ammﬁ
exhibit peaks and vaileys at_frequencies rélated to the
natura} frequencies of the stratum. Note that, in genenal,
the peaks of a compliance function correspond to valleys
in the unpedance function. B o ’

" The major differences between strip and circular founda-
tions stem from the much greater sensitivity of the ventical
and swaying oscillation of a strip to varnatons in /8.
Even for H/B =8, relatively high amplitude peaks are
observed in the two compliance functions of the strip,
for the case t =0.05; their difference from the haifspace

90° -OUT -0F -PHASE COMPONENTS

L0

Fgure 10.  Compliance funcrions of rigid strip footing on stratum-over-bedrock effect of H/B ratio (v = 0.49, § = 0.05)
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compliances is substantial. On the other hand, rocking
- vibrations of a strip exhibit very similar trends with rocking

of a circular plate; beyond H/R = 3 the presence of bed-

rock is hardly noticeable. : :

In the case of vertical loading, the resonant peaks are not
a3 sharp as those of the horizontal displacements. In fact,
on very shallow deposits (£/B =1) only a single flat reson-
ance takes place, which is characteristic of 1 highly damped
system. A possible expianation of such a behavior has been
suggestad by Gazetas and Roesset’®: at frequencies below
the first tesonance some ‘leakage’ of energy occurs in the

_form of laterally propagating F-, 5 and R.waves. Evidence
" In favor in this explanation comes from the fact that the
first resonant frequency, dq,, lies in between the funda-
mental natural frequencies of the stratum in vertical 5-
waves, do, ¢, and in vertical P-waves, g4, ,. For example,
Fig. 11 shows that, for H/8 =2 and v = 0.40, ao, > 1.30

compared 10 aq, , = 0.785 and agp,, = 1.90. Recall that-

for the circutar foundation go, was much closer to aqp, |-

No extensive numerical resuits for_rigid tectangular
foundations supported by 4 Sod-stratum have, been, found
in the literature, . .

R

Foundation on stratum over a halfspace

The homogeneous haifspace and the stratum-over-rigid.

prrhet gt i -

base are two idéalizations of extreme soil profiles. A more
general soil model, the stratum-over-halfspace, is studied in
this subsection. Besides the H/R or H/B ratio, the moduli
* yratio G/G, is needed to describe such a soil model. When
G,/G; tends to 0, the stratum-on-rigid base is recovered;
when it becomes equal to 1, the model reduces to a homo-
geneous halfspace. Thus, the re it presented in_this
section_help in bridging YW gap 7 ¢tween ‘halfspace’ and
‘stratum’_solutions 1o which we have restricted aur.atten.
tion until now (Figs. 5-11). '

GGy

Numerical solutions for a uniform layer over a halfspace
have been published by Hadjian and Luco?” who studied
the dynamic of circular foundations, and by Gazetas and

. Roesset?® > who studied the response of strip footings. .
Based on the results provided by Hadjian and Luco,*?

the author has derived simple but reasonably accurate
formulae for the static stiffnesses of a rigid circular disk, in
terms of H/R and G,/G;. Table S displays these formulae,
which are valid for-the usual case in which G, €G,, ie.
a halfspace stiffer than the layer. At the lower lLimit,
G1/G3 =0, these expressions reduce to those of Table 3
for a layer-ob-rigid-base; at the upper limit, G,/G; =1,
the halfspace expressions of Fig. § are recovered. At inter-
mediate values, as the rigidity of the supponing halfspace
decreases, the static stiffnesses of the foundation decrease,
apparently due to increasing magnitude of strains in the
halfspace. The results are intuitively obvious and need no
further explanation

For circular footings, no results are presented here on
dynamic stiffness and damping coefficients, but reference
is made to the original publication by Hadjian and Luco.’™

The variation of the dynamic compliances of a strip
footing with ao and G /G, B8 portrayed in Fig. 12 for a
layer with A =28, »=040 and §=0.05, Shallower as
well as deeper layers have been examined by Gazeras and
Roesset, ’% 3 :

An inspection of Fig. 12 indicates that the effects of
layering increase with increasing contrast between G, and
Gy; these effects are extreme for a layer on rigid bedrock
(G\/G; =0) and, naturaily, disappear in ihe case of a
homogeneous halfspace (G,/G, =1). There are two main
effects of increasing the softness of the halfspace. First,
even for smail positive values of G,/G,, i.e. as long as we
do not deal with an infinitely rigid bedrock, the siatic
translations] displacement tends to infinity, althcugh a: 3

-

GCJ“

& 89

‘Figure 11. Compliance functions of rigid strip footing on stratum-over-bedrock: effect of v (H{8 = 2, k = 0.05) ﬁg_
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Static stiffresses of circuizr foundarions on ¢ mmm-om-hdnua-

Table 5.
Type of losding Static stiffness® Rangs of validity
R -
14128 — .
H
Vertial: R 1<¥ <5
l=v 1 ,1288% R
HG, :
1R
we,r TiE P
. Uk p
Hordzonwl: -, “.ﬁfﬁ I<R<4
14 G, .
1+1-R-
) 8GR’ €N #
Rocking: . HER‘.‘?.‘ 0.78 ‘R <2
. 6HG,

¢ Desived by the author on the basis of tesults provided by Hadjian and Luco®’

much slower rate compared to the halfspace displacements.
Thus, in the very low frequency range the in-phase {real)
components of the displacements (compliances) are larger
than in the case of rigid bedrock.

On the other hand, at any specific frequency, the radia-
ton Sameiis o e e oAy ot . Sactal rane:
mission of body-waves in the halfspace and the existence

" of “surface “waves at _ail frequengjgs. Conse . the
resulting Varlation of disglacements with g, is_smoother
T the rigid rock case. s

The effects 6f decreasing stiffness and increasing radia-
tion Tamiping are ol major ifiportance at frequericies equal
toof Tower than the fit résonant . frequencies of the

Witem. With G,/G; agending from 0 {(ngid bedrock) -
téi"i‘r‘d!__l:ﬁfomogeneous _I}apl_f’sga_c.e ), the aforem ned

resonant peaks become shorter and flatter and the corre-

sponding ;.ezgnMggb;&gﬂg;

“ Higher resonant peaks also dectéase supstantially and
may in some cases be completely suppressed. An example:
the third resonant peak in swaying (which, we recall, occurs
at the second natural frequency of the stratum in S-waves)
disappears as soon as G, /G, exceeds 0.10.

Finally, it is hardly surprising that the vertical dynamic
compliances are most sensitive to variatons in G,/G,,
while rocking compliances are least sensitive. The concept
of a ‘dynamic pressure bulb’ proves again very convenient
in explaining these differences. The depth of the ‘bulb’
attains relatively large values in case of vertical vibrations,
somewhat smailer values for swaying and very small vaiues
for rocking.

SOME RESULTS FOR RIGID SURFACE
FOUNDATIONS OF ‘ARBITRARY" SHAPE

Only » few numerical results are available for foundations
having ‘arbitrary’ geometries, i.e. plan shapes other than
strip, circular or rectangular. One reason for the lack of
intecest is that foundarions of such ‘arbitrary’ shape are not
constructed very frequently. Moreover, substantial com-
putational effort must be expended to obtain dynamic
solutions for such foundation geometries, The following
presentation is divided into two parts: one dealing with
vertically loaded footings of various “solid’ shapes and one
with the complete response of annular footings.

Vertically loaded foundarions of various ‘solid’ shapes

Analytical expressions for the static stiffnesses of rigid
foundations supported to an elastic haifspace and having
several different shapes (but without intemal holes) can be
derived from the resuits of Borodachev™ (see also Selva-
durai®). It is convenient to cast these expressions into our
familiar form: ‘

4GR,
K, = n

Jo (33)
-y _

in which: Ro=+/A/7 3 the radius of the ‘equivalent’ cir-
cular foundation, A3 .eing the area of the soii-footing
contact surface; J, .is a shape-depended correction factor,
numerical values of which have been tabulated in Table 6
for numerous plan shapes.

Table & in conjunction with Table 2 (part 1) can be used
for determining the vertical static stiffnesses of a variety of
foundations with very good accuracy. Moreover, the foliow-
ing trends are worthy of note:

1. The circular disk yields the smallest stiffness of all
footings with a given contact area. =

2. Of ai rigid footings with an n-sided polygon-shaped
plan of a given area, the regular n-sided polygon yields the
smallest stiffness.

3. The correction factor depends primarily on the
‘aspect’ ratio of the foundation, being surprisingly insensi-
tive to the details of each particular shape. By ‘aipect’
ratio we somewhat loosely mean the ratio between largest
and' smallest critical foundation dimensions. Thus, for
example, a rhombus, a rectangle and an ellipse having the
same aspect ratio, equal to 4, yield very similar correction
factons of about 1.12.

In conclusion it seems that, by means of equation (55)
and Tables 2 and 6, very good estimates can be routinely
made of the vertical static stiffnesses of arbitrary-shaped
rigid foundations on homogeneous halfspace.

No information is available regarding the variation with
frequency of the dynamic stiffness coefficient k,. However,
inspection of Figs. 5 and 7 reveals that the ‘equivalent’
circular footing can successfully predict the actual &, of
rectangular footings with aspect ratios up to 4, at least in
the low and medium frequency range (g, < 1.5). Hence,
and in view of the observed insensitivity of the static stiff-
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G,/G,

0

— — o008

------ 025
1.0

errsacaswsnenan

0 o 2

Figure 12 Effect of G 1[Gy ratio on complunce functions of ngid strip fooﬁng: on soil ’Gyemver-iwlfspace (HIR =2,

v=040,  =0.05)

ness to the details of the foundation shape, it is proposed
that the variation of k, with a, for an 'arbitrary”shaped
foundation be estimated from Fig. 5 using the ‘equivalent’
radius, Ry = «/A/n.

On the other hand, the damping coefficient c, is practic-

ally independent of frequency, as it is evident from Figs. 5
and 7, For an Arbitrary-shaped foundation, moreover,
Dobry et al.”* have recenty derived expressions for the
(radiation) damping coefficients in vertical and swaying
vibrations, based on simple but realistic physical approxi-
mations. For the verticil damping coefficient of a surface
foundation their expression reduces to:

0.85 .
= 7 (56)
. -
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in which J, = the shape correction factor to be read from
Table 6 or Table 2. Consequendy, the vertical dynamic
impedance of an arbitrary-shaped rigid foundation on a
homogeneous halfspace can be directly and reliably esti-
mated using the provided information.

For the other translational and rotational modes of
vibration of arbitrary-shaped rigid foundations, much less
information is presendy available. The ‘equivalent.circle’
approximation appears to be a simple and reasonabie choice.

Rigid annular foundation on soil stratum
It appears that the conclusions of the preceding sub-

' section cannot be extended to foundations containing

internal holes. like annular and crossed-beam foundations.
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Tuable 6. Veluer of shape-depended correction foctor for vertical

taric stiffnestar®
Shape of foundation phn . -

Clrcle ' 1.00
Regular hexagon . 1.01
Semicizcle - 1.08
Equilateral triangle 1.07
Triangle with angles, 45°, 45°, 90° 1.10
Trianglo with angles, 30°, 60°, 90° 1.12
Ellipsa with afb = 2t - 1.03
Ellipse witha/d = 3 1.07
Elipso with a/b = 4 113
Ellipse witha/b = 6 1.21
Rhombus with an angis of 60° 1.07
Rhombus with an angie of 45°* L14
Rhombus with an angis of 30° 1.27
Rectangle with L/8-=1 . 1.03
Rectangle with L/8 = 4 1.13
Rectangle with L/8 =8 1.23
* Based on Borodachev*™*

t &, b are the major, minor axes of the ellipse

For example, the vertical static stiffness of such founds-
tions does not increase in proportion to the square-root of
the contact area, 4, as equation (55) implies. In other
words, the ‘equivalent-circle’ approximation is no longer
valid, ' .

Results for the static displacements of a rigid circular

ring on s halfspace have been published: by Egorov™ and -

Dhawan™ for vertical losding; by Dhawan® for moment
loading; and by Dhawan® for torsional loading. Wong and
Luco* studied the dynamic vertical response of a rigid
square foundation with a square internal hole. Recently,

Tassoulas®® - (esented a comprehensive parametric invesd.

gation of the dynamic behavior of rigid circular-ring
foundations on a homogeneous stratum-over-rigid-base.
All modes of vibration were considered and the effect of
the dimensionless parameters R,/R, H/R and g, = wR/V,
was graphically illustrated. The following discussion is
based primarily on the results of Tassoulas,* although some
results from Dhawan,””"* are also included for comparison.

Figure 13 plots the variation of all static stifinesses of a
circular ring versus R,/R, where R, is the intemal radius. As
expected, all stiffnesses invariably decrease as the size of
the hole increases, while the radius R remains consunt, In
the Limit, when R; becomes equal to R, the suffnesses
vanish (concentrated ring load). However, the sensitivity of
stiffnesses to increases in the RYR ritio is surprisingly
smafl, Particularly insensitive are the rocking and torsional
stiffnesses. For values of R;/R up to 0.50, they are prac-
tically equal to the corresponding stiffnesses of the circuiar

foundation with radins R; for R,/R = 0.95, X, and X, are

respectively equal. to 86% and 83%, of the circular stiff-
nesses in torsion and rotking (while the contact area has
been reduced to only 10% of the original circle). The
explanation is rather obvious: the large shear or normal
stresses which develop ‘aear the outside edge of the footing,
ie. at large distances from the center, contribute substan-
tially to equilibrating the applied torsion or rocking
moments. In other wordy, the central foundation ‘core’
is ‘underutiized’ and, hence, s ‘removal’ is of little conse-
quence. Notice also that the variation of K, and X, with
RyR iy independent of H/R — a result consistent with the
shallow ‘pressure bulb’-of moment loading discussed in
preceding sections (e.g. Table 3).

The horizonrtal stiffness is only slightly more sensitive
to R,/R. In contrast, the vertical stiffness is relatively

sentitive not only to R,/R but to /R as well. An example:
increasing R, from 0 to 0.95R reduces X, to 70% of its
original value for H/R =2 for a halfspace the corre.
sponding value is 77%. But, again, for values of R,/R up to
0.5, X, remains practically equal to its original value,
AGR(1+5.28R/H)/(1~w).

Figure 14 depicts the variation with a4 of the dynamic
stiffness and damping coefficients, & and ¢. Four values of
R/JR are considered, 0, 0.5, 0.8 and 0.90, with the first
valye corresponding to a solid circular foundation. It is
clear that: (1) there is little change in k and ¢ with R,/R:
(2) the effect of R,/R is largest for vertical vibrations; and
(3) the differences in the four sets of curves occur in the

high frequency range (g, 1. 5).

1 - 1
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¥ N/ r HIR-n/-\
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Figure 13. Static stiffnesses of a rigid anmular foundztion
(R; = intarnal radius ** %7

F:'gu:.! 4 Dynamic coefficients of a rigid annular founda-
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THE INFLUENCE OF INHOMOGENEITY, ANISOTROPY
AND NONLINEARITY OF SOIL -

The results presented so far have been based on the simpli-
fying assumption that the soil can be modeled as 3 homo-
geneous, isotropic and linearly visco-elastic stratum or
halfspace. However, real soil strata frequently increase in
rigidity with depth as a reflection of the increase in over.
burden pressure, while in some other cases weathered
crusts, in which rigidity decreases with depth, overlay
deposits of softer clay. Furthermore, laboratory tests show
that soils deform differently in the vertical and horizontal
directions — a_manifestation of anisotropic fabric acquired -
"during natural formation and subsequent loading. Finally,
when subjected to large enough stresses, soils respond as
nonlinear and inelastic materials. .

This section of the paper presents characteristic results
and important conclusions from a number of recent studies
aimed at assessing the influence of soil inhomogeneity,
anisotropy and nonlinearity on the behavior of dynamically
loaded surface foundations. '

Effect of soil inhomogeneity .
Existing dynamic finite-element formulations can easily,
albeit approximately, simuiate a-continuous variation of soil
properties, by dividing the deposit into a number of homo-
geneous layers of increasing or decreasing stiffness. Yet,
such formulations have not been adequartely exploited to
parametrically study the dynamic behavior of foundations.
Thus, most of the “available solutions have been derived
using analytical and semi-analytical methods. :
‘Numerous studies have been published for the vertical
static problem. Prominent among them is the work of
Gibson and his co-workers;': %1%t who studied the
response to arbitrary surface loads of a halfspace or stratum
whose moduli increase linearly with depth, i.e. in the form
G'= Gy +m{z/R). where G, and i are the moduli at the
surface and at a one-radius (or one-semiwidth) depth. These
studies revealed that for medium, je.
with Poisson’s ratio of 0.50, the stregs dist '.b.qfﬁflis hardly

- influenced by the degree of inhomogeneity; in the parth

cular case of ‘Zero surfzce modulus {Gy = 0) this distribu-
tion is identical with the distribution in a homogeneous

halfspace, regardless of foundation geometry. The surface
settlement, on the other hand, being quite sensitive to the
assumed soi] profile, becomes directly proportional to the
applied normal pressure when G, = 0, independent of the
size and shape of the loaded area and of the thickness, #,
of the soil iayer on a rigid but frictionless (smooth) bass.
Thus, such a soil behaves Jike 2 Winkler medium rather than
a2 homogeneous halfspace, its spring constant being simply
equal to 2mfR. Expressions for the vertical static stitfnesses
of surface foundations of several shapes supported by such

"a sofl deposit (frequently referred to as *Gibson soil’) are

shown in Table 7. - -

This behavior remains only qualitatively true when.
drained soil behavior is taking place (ie. v <0.50). Thus,
with increasing degree of inhomogeneity (e.g. increasing
m) normal and shear stresses affect the soil at greater
vertical and lesser herizontal distances, in agreement with
intuition that expects stiffér matérial to attract larger
stresses. On the other hand. surface displacements, being
moderatety, sensitive to », do tend to become propor.
tional to the applied local pressures as m increases. [t is,
thus, generally concluded that an inhomogeneous deposit
leads to more uniform distribution of stresses under rigid
foundations than the simple elastic theory (homogenenus *
halfspace) predicts. e

This general behavior of vertically loaded surface founda-
tions on an inhoemogeneous soil deposit has been recently
shown to be applicable to-tomionally loaded circuiar
footings.*? : R

The static and dynamic vertical, horizontal and rocking
behavior of a rigid strip foundation supported by a half-
space or a stratum whose wave velocities increase linearly
v h depth, has been studied by the author.® Some resuits
€. that study are presented here for a halfspace consisting -
of soil with a constant mass density, a constant Poissen's
ratio, » = 0.25, and 2 constant hysteretic damping, £ = 0.05,
and an S-wave velocity varying with depth according to:

. z C
. y,:n,(ua;) ;5D

in which: ¥, = surface velocity; 28 = foundation width'.
and A = the dimensionless rate of inhomogeneity.

Table 7. Staric stiffnesses of rigid foundations on inkomogensous end cmn-cninom'pic soils®

Type of loading " Static stiffness Range of validity Soil profile
Com Crosrandsotropic * Gibson’
. 1—A .. aifspace obeying equation (60),
. ) B . . with a modulus Gigr = m (2/8)
Vertical, on foundation of . A = contact area Undnined loading conditions
any shape . . ) General czossanisotropic 'Gibson’
. . m EyiGyvy halfspace (i.e. not obeying
i -,g—A 1+ o —n | equation (60)) with a modulus
: Gy = miz{B)
A = contact area vH .
H Shallow crossanisotropic
. ASEy 1<—-<4 undrained layet; soil propertes
Vertical, on rigid strip : : 5 . are uniform thioughout the
’ p., L X E )[4 —r}{1/6)(H/B)Y ’ 0S<ncls tayer and they satisfy
B8 ’ equation (60)
$8 : —
Horlzontal. strip s AT l‘g“- Wy,
orizontal, on rigid < Ey ————— ! . ;
] 4.10 —n(H/B) " - 0S<n<ls

® Based on results by Gibson'' and Gazetas™
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Figure 15 portrays the dependence of \ of the normal-
ized vertical, l"'hm-izc:u'ltal and rocking stiffnesses. As one
might expect, the vertical stiffness exhibits the largest
sensitivity to A and the rocking stiffness the smallest -
another manifestation of the difference in the ‘pressure
buibs® of the three types of loading. .
The effect of soil inhomogeneity on the three dynamic
complisace functions is shown in Fig. 16. Two values of the
parameter A are considered: O and 1.5. The former value
corresponds. to a homogeneous halfspace, the wave velocity
of which, V oy, was selected to be the same with the wave
velocity of_the inhomogsneous halfspace at 3 depth equal

to the foundation halfwidth, B;i.e.:

Vaer=Va(1+1) (s8)

The choice of such a homogeneous halfspace for the
comparison has been motivated b quent use in.
pragtice of -solutions developed for nomogeneous soils,
with an effecrive modulus equal fo the actual modulus

at a depth equal to B & R, to approximate the actual

smdT .
Lwdprv iire.

It is evident from the comparison of Fig. 16 that, in the

- low frequency range examined, the irfiomogeneous

medium yields vertical and horizontal displacements (both
in-phase and 90°ocut-of-phase components) which are,
indeed, of about th+ .ame average level with those of the
‘equivalent’ honmmguneous halfspace. However, the rocking
motions on the inhomogeneous deposit are seriously
underpredicted by the chosen homogeneous halfspace

A ! U ;
e lvaleng =
ul'r -— home porwes y s
z T smdvegruser i n

-

Ty, /0

Flgure 15. Static sriffnesses of al rigid strip foundation on
an inhomogeneous halfspace (v=0.25)%

In-maSE comPomENTS 90°-OuT-OF UASE COWORINTS

-] 2 4B 0 2 K] 4
] [

Figure 16, Compliance functiont of a nigid strip founda-

tion on an inhomogeneous haifspace (v=0.25, £=0.05)%
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model; to yield comparable rotation levels the two media
must have the same moduli -at 3 depth of about 872, or
somewhat less. ' -
Furthermore, a substantial difference between the
‘A=1.5" and ‘A =0' compliance functions may be noted.
Namely, the former are not smoothly varying functions of

2y, as are the latter, but exhibit. peaks and vaileys which are
apparently the result-of resonance phenomena. In the very

low  frequency range the imaginary components of the
‘A= 1.5 compliances attain quite small values, increasing
almost linearly with a,.

These phenomena are reminiscent of the dynamic
behavior of foundations supported by a stratum-over-a-
rigid-base (Figs. 10-11). In this case, total reflection of the
downward propagating waves is possible due to the increas-
ing soil velocity with depth. A discontinuity in velocity is
not necessary for such a reflection, since the wave rays in
inhomogeneous media with linear velocity profiles are not

- “straight lines but circular arcs. As a result, however, the

resonant peaks on inhomogenecus soils are very flat and
the radiation .damping i never zero, In contrasy, the
presence of stff rock-like rhaterial at some depth beneath
the surface leads to very sharp and pronounced displace-
ment peaks, occurring at well separated frequencies (see

Fig. 8-11).

Deposits with a weathered crust. The dynamics of a rigid

strip foundation on an idealized soil deposit consisting of

a homogeneous stratum or halfspace overlain by a top
stiffer layer in which the shear modulus decreases as a
second-degree parabola (Fig, 17) has been recently studied
by the author.®¥ Also recently, Rowe and Booker,'? pre-

2

sented comprehensive parametric results pertaining ;to .

vertical static uniform loading, both plane-strain and ! -

symmetric, on several realistic inhomogeneous depoiits,

including a homogeneous layer with a weathered crust.

‘Figure 17%% illustrates the effect of the reduced crust
thickness D,,/B on the three normalized dynamic imped-
ance functions of a rigid strip. The soil profiles are charac-
terized by a shear modulus ratio, G, /G, equal 1o 4, and
reslistic values of the Poisson’s ratios, v, and v, equal to
0.25 and 0.45, respectively. Note that the ratios G,/8 and
D, /B may be considered as indexes of the degree and
depth of weathering. . .

It is evident that the presence of the crust has a pro-
nounced effect on all impedances. Especially sensitive to
changes in D,,/B are the horizontal impedances, whereas
the vertical and rocking ones are somewhat less affected.
Variations in the assumed moduli ratio (not depicited in
Fig. 17) have been shown to have a similar effect,

Furthemmore, the westhering effects exhibit a strong
dependence on frequency. For example, at low frequency
factors vertical impedances are relatively indifferent to
variations (within realistic limits) in either stiffness or depth
of the crust. This is understandable in view of the fact that
vertical surface strip loading affects the soil at great depths,
of the order of 88, as discussed previously; thus, a stiff
crust with 0., € B can only be of secondary importance.
This picture, however, changes at higher frequency factors,
Le. lower wavelength-thickness ratios, as may be seen in
Fig. 17. Greater participation of surface (Rayleigh) waves
in the motion and stronger reflection. of the body waves

emanating from the foundation by the soft layer interface, -

may be part of the explanation, )
it may 2ls0 be noticed that rocking impedances show
about the same sensitivity to weathering throughout the




R N

Anglysis of machine foundation wbm'lom. mm"bf the art: G. Gazetas

. g .
LA .
sorselly censolidsted

"v-', srclay

s e ¢« st p]er
.}
 _y2of Ber/8
3 N
T c . = u
4o= ) L + h_ g 3
~80F 0./B -,
Bg,SQ clr’ g‘o " D?,/B
@ 40 o 1920t .8
Q [ &
0 Ly L 0 . —
‘ 0./8 L
2 :\.\“’,. S3al
0 “5— X | D8
ﬁ - Nm 181 1
N‘:‘- -4 F G} L1
R R B_ o
-8 F
0 2 3 o - 1 2 3
) ' 4,

Figure 17. Impedance functions of a rigid strip founda-
tion on deep soil deposit with a weathered crust (G /G = 4,
Ver=0.25, v=045 =0.05)9

frequency range examined, and that, in general, the imagin-
ary parts of all thrée impedance functions exhibit only a
small dependence on eithec D,.,./8 or G,.,/G. .

Reference is made to the original publication by the
author for a more complets parametric assessment of the
dynamic effects of ‘weathering’ on strip foundations.
The author sees 3 definite need to extend these studies to
dynamically loaded cir¢ular foundations.

Effect of soil anisotropy

Numerous experimental studies have shown that most
natural soils and rocks possess anisotropic deformationai
characteristics.'* 19"'% This agisotropy stems from the
fact that soil fabric is intimately related to the mechanicat
processes occurring during formation, which involves aniso-
tropic stress systems. Thus, for example, nawral clay
deposits formed by sedimentation and, subsequently, one-
dimensional consolidation over long pericds of time acquire
a fabric that is characterized by particles or particle clusiers

_ oriented in a horizontal arrangement. This preferred orien.:

tation makes the clay 2 crow-anisotropic material with
vertical axis of symmetry. Similarly, fabric anisotropy in
sands arises from the influence of gravity forces and particle
shape oa the deposition process, while in rocks the aniso-
tropy may result from the anisotropy of forming minerals
and micro- or macro-fabric features.

While an ,i_a9$!§ri= elastic material is characterized by
only twa independent elastic constants {¢.3. shear modulus
and Poisson’s ratio), fivé parameters are needed to describe
the stress-strain relationships of an _elastic cross-anisotropic
material: a2 Young's modulus £y in the vertical direction; a
Young's modujus £y in the horizontal direction (E4 =
nEy); a Poisson’s ratio vy for the effect of vertical on
horizontal strain; a Poisson's ratio vy for the effect of
horizental on complementary horizontal strain: and a shear
modulus Gyy = Gy for distortion in any vertical plane,
i.e. any plane parallel to the vertical axis of maternial sym-
metry. Note that isotropic materials are just a particular
class (subset) of cross-anisotropic materials characterized
byn=l(ie.Ey=EySE vpy=vygpSvandGypy=G=
Ef2(1+ v)). :

The condition of incompressibility, appropriate for un-
drained loading conditions, requires that:

Dy = 0.50, vy =1 —-'21 (59)
and, thus, reduces the number of independent material
constants to three, Moreover, utilizing the resuits of several
experimental investigations, the author has recently shown®
that, in many clays, the shear modulus Gyy is closely
related to the other four material constants, Under un.
drained conditions, for exampie, with a reasonable accuracy:

T . {68
4—n )

" Thus, the aumber - of independent material constants

reduces to two, under undrained conditions, and to four,

. under drained conditions.

Results for statically loaded rigid foundations on cross-
anisotropic soils have been presented by Gerrard and
Harrison,™ %7 Gihson'’ and Gazetas.® Solutions for
dynamically loaded foundations on cross-anisotropic homo-
geneous woil deposits whose elastic constants satisfy equa-
tion (60) (or its ‘drained’ counterpart, not given here) have
been presented by Kirkner®? for circular foundations on
haifspace and by the author®™ %% for strip foundations
on homogsneous stratum or on halfspace. Table 7 and
Fig. 18 offer some characteristic results from thé men-
tioned publications. '

Specifically, Table 7 displays simpie but fairly accurate
formulae for the vertical static stiffness of arbitrary-shape
foundations on a cross-anisotropic, incompressible and
inhomogeneous halfspace (*Gibson® soil), and for the
vertical and horizontal static stiffnesses on a homogeneous
and incompressible cross-anisotropic shallow soil stratum-
on-rigid base, Notice that on an anisotropic *Gibson® half-
space obeying equation (60), the degree of anisotropy has
no influence on the vertical stiffness. [n all other cases,
however, 1the stiffnesses increase substantially with
n = Ey/Ey. In fact, for n—4 all stiffnesses tend to infinity,
since the strain energy of such a material is zero for ajl

possible applied stress systems, ' 197

Regarding the sensitivity of the' dynamic response to
variations in the degree of anisotropy, n, under undrained
conditions, the main conclusions of the zforememioned
studies are summarized as follows.
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Figure 18. Effect of soil anisotropy on compliance func-
tions of a rigid strip foundatrion on stratum-over-bedrock
{undrained conditions, H/B=3, §=0.05)% '

For the two compressional modes of vibration, ie.

vertical and rocking, the influence of anisotroyy is appreci- -

able but seems to decrease as the thickness of the stratum-
on-bedrock decreases, with the shear moduius G gy remain-
ing constant. The effect of anisotropy on the shearing

_mode of vibration, i.e. swaying. is similar with the effect-
of anisotropy oa Gy and independent of the layet thick- -

ness; in other words, two soils with identical Gyy-and
but with different Young’s moduli and a, will yieid. very
similar undrzined dynamic displacemenw.-

Figure 18 portrays the dependence on n of the three
compliance functions of frequency, for a layer with H =38
and constant Ey. It is concluded that, in the low and
medium frequency range, by increasing n the dynamic
displacements decrease and the resonant frequencies shift
to the right, roughly in proportion to (4 —n)""'2. Obviously,
the corresponding dectease in. the static stiffness may be
held responsible for this effect. At certain higher frequencies,
however, rocking and vertical displacements increase,

instead of decreasing, with n. Nonetheless, the practical
significance of such.a ruversal yall probahly. be small_ja.
view_of the smail displacement amplitudes at-such-fre..

- quencies,

[n conclusion, anisotropy exerts its main effect through
the static stiffnesses of the soil-foundation system.

Effect of soil nonlinegrity _

In current soilstructure interaction practice the non-
linear plastic soil behavior is usually approximated through
8 series of iterative linear analyses, using soil properties
{moduli and damping ratios) that are consistent with the
level of shearing strains resulting from the previous anal-
ysis.® "% These analyses may utilize a weaith_of available
experimentl Soi data relaina_the dscrsase jo {secant)

shear modylus and the increase in (affective) damping rato

Soil nonlinearities are not y of a significant magni-

tude in machine foundation problems, for the reasons
mentioned in the introduction. (in contrast, the response
of soil-foundation systems to sirong earthquakes is very
sensitive to deviations from linear-elastic soil behavior.)
Nonetheless, even with smail amplitudes. of. vibration,
it is, almost certain that some soil elements will undergo
plastic deformations. For instance. wnder the. edges of
rocking shallow foundations, large concentration of stresses
and low confining pressures will invariably lead to yielding
of soil.* IR e
AN ifteresting parametric investigation of the effects of
soil nonlinearities on the dynamic impedance functions of a
rigid strip foundation has been conducted by Jakub and
Roesset. ™ In their studies the soil was modeled as a homo-
geneous or inhomogeneous stratum-over-nigid-base with
reduced thickmesses H/8 = 1, 2 and 4. A Ramberg-Osgood
model was used to simulate the nonlinear constitutive
relation of soil.and iterative linear analyses were performed.
One of the two parameters of the Ramberg-Osgood model,
r, was kept constant equal to 2, while the second one, a.
was varied s0 as to cover a wide range of typical soil stress-
strzin relations. For such a model the variation of secant
modulus and effective damping ratio with stress amplitude

is given by:
: G 1 i
| Ga 1+ a(riGary) )
and
2 G 7 o
£ JﬂaGn, ©2

in which: G, = the inijtiaJ shear moduius for low levels of
strain; v, = a characteristic shear strain, typically ranging
from 0.0001% to 0.01%, and 7 = the amplitude of the
induced shear stress,

From these studies Jakub and Roesset® ! concluded
that a reasonable approximation to the swaying and rocking
impedances, of a rigid strip may be obtained from the avaii.
able linear visco-slastic solutions (e.g. Table 4 and Figs.
10-11), provided that ‘sffective’ values of G and & ae..
estimated from i 1)-{62) wish:

r=r, (63)
where 7. is the statically induced shear stress at 2 depth
e'guil to Usw immedjately below the foundation edge.

e more studies would be necessary to improve the
reliability of this simple rule, its use'in machine foundation

analyses can be safely recommended, in view of the smail
local nonlinearities that usually develop. :

RIGID EMBEDDED FOUNDATIONS
The response of embedded foundations to static and

.- dynamic loads has received considerable attention. As a

result, several finite-element as well as approximate
continuum-type formulations have been developed, while
parametric studies have explored the relative significance
of the depth and ‘type’ of embedment. Reference is made
to the work of Lysmer er al.,* Novak ez al.,''! Beredugo
* Evidence of such yielding has peen presented by Richar: er al.’
(Figs. 10 and 26), while recent experimental work at'the University
of Michigan revealed a similar phenomenaon under torsionally excited

footings. '3
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et al.,™ Waas et al..*! Kausel er al..™ Chang-Liang,* John-

son et al.,!'? Luco,* Dominguez et dl.,'” Harada er al.™
and Tassoulas,*® among several others. ‘
Results have been presented for circular, strip and rect.
angulat foundations and a variety of idealized soil profiles,
including th'e halfspace, stratum-over-bedrock and stratum-
over-haifspacel In each case, the new key dimensionless
problem parameter, in addition to the parameters contral-
ling the response of surface foundations, is the relative
embedment, D/8 or DIR. Moreover, the assumed interface
behavior at the contact between vertical sidewalis and
backfill is of crucial importance. Most of the aforementioned
studies assume that walls and soil remain in full contact
during vibrations, as if they were welded at their interface.
In reality, however, no tensile stresses can be sustained
between the two media, while the magnitude of developing
shear tractions cannot violate Coulomb’s friction law.
Hence, separation and sliding are likely to occur between
sidewalls and .packfill, depending primarily on the mode
of vibration and the nature and method of placement of
the soil. Field evidence, documented by Stokoe and
Richart,""? seems to indicate that separation and sliding are
more likely with clayey than with sandy soils, in accord

with intition. Furthermore; it is expected that separation ’

will be more significant with the two antisymmetric modes
of vibration (swaying and rocking), whereas sliding will be
of greater importance in the two symmetric modes (vertical
and torsional). [deally ‘welded' foundations are studied
first. .

‘Welded" cylindrical foundations in g homogeneous stratum
The results to be rresented are based on the work of
Kausel™ and are strictly appucadle to foundations having
infinitely rigid sidewails and mat, which are ali in parfect
contact with the soil. Moreover, the back{ill must be of
very good quality and have the same properties with the
soil beneath the mat. These are rather extreme conditions
and, thus, yield an upper bound of the possible effect of
embédmant. _
Table 8 displays five simple and sufficiently acgurate
formulae for the static stiffnesses of cylindrical founda-
tions, perfectly embedded in a homogeneous soil layer
overlying bedrock. [t is evident that embedment increases
the values of the static stiffnesses substantiaily. The incre
in D[R is especially beneficial to the two rotational modes,.

" rocking and “forsion; the tWo Hanslafional modes, vertical.

and horizontal, are’ considerably less affected (factors of
e e e —— ————— T S e

1/2 and 2/3 for vertical and horizontal loading, ascompared
to 2 and 2.67 for rocking and torsion).

In_contrast, the effect of D/H is more visible in the.
vertical -and hotizantal modes, 13bly_less_importapt.
in rocking, and negligible in torsion; this i consistent with
the expected depths of the corresponding ‘pressure buibs’,
discussed in the preceding sections.

Note that with embedded foundations the cfos<oupling
stiffness, K,,, can_no Tonget be neglected, being approxi-
mately equal t 04K, 0, "7 T T T

The effect of embedment on the frequency variation of
the dynamic stiffness and damping coefficients is demon-
strated in Fig. 19. We notice that & is not very sensitive to
DIR. In fact, Elsabee eral.''* recommended that the actual
frequency vaniation of k of an embedded foundation be
approximated by the variation of the corresponding surface
foundation. This seems to be very reasonable for all vibra-
tion modes at low frequencies. For rocking and torsion. in
particular, the 2pproximation will for all practical purposes
be good throughout the frequency range examined; in otker
words, the beneficial effect of increasing DfR on the static
rotational stiffnesses is preserved even at higher vaiues of
do, at least for not very large D/R ratios. However, beyond

-the first resonant frequency, vertical and swaying vibrations
exhibit undulations in k& which cannot be well reproduced
with the results of surface foundations. - :

All damping coefficients increase substantially with
increasing embedment, although below the first resonance,
dq,, they remain smail. It has been recommended™ ! that
for ag >ag,, ¢ be taken equal to 2 constant value, corre
sponding to the average value of ¢ of a foundation em-
bedded in a haifspace. To estimece this latter valug of ¢,
use may be made of the simp} . expressions derived by
Dobry et al.** on the basis of simple but rzalistic prysical
approximations. For the two tfansiational modes, the {re-
quency-independent damping coefficients for cylindrical
foundations embedded in a halfspace are approximated by:

33(2-7)- 1+1L.3(D/R) (1 +(3.6/x(1 —v))] (64)
. 8 1+4(DIR)

€

and

L+1.85(1-N(DIR) -
¢, =085 (=)DIR) (65)
1+4(D/R)
The increase of the two damping coefficients withk D/R
is reflected in the much larger coefficients they are multi-

Table 8. Static stiffnesses of rigid embedded cylindrics! foundations ‘welded’ inso & komogeneous soil stragum-over-bedrock®

Typs of loading Statie stiffness ’ Profile
: : [I—
4GR R\(. 1D o) om Y
&\(,.12 —o2s 2| _DIH_ . !
Vertial Lo ;-’(nua H)(u"Kn +[oss—020 RII_MJ - DI" T
) g 1 < a
. 8CR IR( zn( sD AR L——1 N
Horizontal i-:_—; “i!-l) “"55) l+-‘-ﬁ' : D
SGR* (LR 0 D ) )
Mi“ .il_-—:)(l+gﬁ (14-13)(14-0.1’-’) Dl.ln;nofnhdny:
Coupled horizontabrocking  0.40K,D t : rak
) . - D
Torsion 333 GR .-(1 +2.67 %} : a<ost

* From Elsabee er af."** and Kausel ef ai."

t For foundation with deeper embedment the formulae underpredict the ‘actual’ incresse in the tiffnesses
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- Figure 19. E‘f}'ecri of .embedmenr on dynamic coefficients of a rigid cylindrical foundation on stratum-over-bedrock
(HIR=3,v=1/3t=085)"rw" )

plied with in the numerator than in the denominator; e.g.
for v = 0.40, ¢, is proportional to (t+ I.8D/R)(1+0.67
D|R) and ¢, is proportional 6 (1+1.1D/R)/(1+0.5D/R).
Expressions similar to those of equations (64)-(65) have
not been develaped for rocking and torsion.

It is finally noted that, with very good accuracy, one

may set for the cross-coupling impedance:

k=1, cp=0 (66).

}o/R

6

2

Imperfect contact between sidewall and backfill

Two recent studies have addressed the question of the
dynamic response of embedded foundations, the sidewalls
of which are not perfectly bonded to the backfiil.*!*
In both studies, the nonlinear contact phenomena associ-
ated with séparation and sliding are modeled in an approxi-
mate way. Thus, Tassoulas assumes that no contact exists
between sidewall and backfill near the ground surface but
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that a perfect contact is effective over 3 height equal to d
shove the basement. By allowing d to vary between 0 and
D all cases between the extremes of ‘no-contact’ and
‘welded-contact’ could be studied. On the other hand,
Novak er af. considers the sidewalls to be in contact not
with the undisturbed soll but with a cylindrical zone
consisting of softer material. By allowing the shear modulus
of this zone to take values between the shear modulus of
the backfill and zero, various qualities of contact could be
considered. Note that a similar parametric study for static-
ally loaded foundations, the sidewalls of which are sur-
rounded by a soft cylindrical zone, has been presented by
Johnson er al.!'* Only results from Tassoulas®® are shown
herein. :

The sensitivity of the static stiffnesses to variation in the
contact-height over embedment ratio, d/D, is graphically
displayed in Fig. 20. The effect is essentially independent
of H/R and D/R; hence only one curve is plotted for each
mode, Consistent with the observations made in the
previous subsection, the erfects of d/D are very significant
for rocking and torsional loading, substantial for horizontal
loading and secondary for vertical loading. For instance,
the ‘welded-contact’ stiffnesses (d/D = 1) are 2.74, 2.33,
1.60 and 1.30 times larger than the ‘no-contact’ stifinesses
(dID=0) for rocking, torsional, horizontal and vertical

- loading, respectively.

Figure 21 portrays the effect of d/D on the variation of
k and ¢ versus a,. The stiffness coefficients are only slightly
affected by d/D at low frequencies; at higher frequencies,
however, the sharpness of the resonant valieys decreases as
dfD increases. On the other hand, the damping coefficients

' show a substantial decline as the ‘welded-conwact’ height, d,
between sidewalls and backfiil, decreases. Exception: ¢, -

which is less affected by d/D as well as by D/R {see equa-
tion (65) and Fig. 19). Notice also that the influence of
diD on ¢, depends strongly on the particular. frequency
of oscillation. .

Embedded strip foundartions

Dynamic compliance functions of rigid strip foundations
embedded in a homogeneous soil stratum overiying bedrock
have been obtained by Chang-Liang® Perfect contact is
assumed between the two sidewalls and the backfill, and
the results are cast in the form of equation (20) (i.e. dyn-
amic compliances normalized with the static stiffnesses).

Jakub and Roesset,™** by ytilizing the resuits of an
extensive parametric study, developed simple expressions
for the static horizontal and rocking stiffnesses, which are
displayed in Tabie 9. It is evident that the influence of
embedment is much smaller for strip than it is for circular
foundations, In fact, the two coefficients multiplying D/8
in Table 9 (1/3 and 1) are exactly one-half of those muiti-
plying D/H in Table 8 (2/3 and 2, respectively). Intuitively,
these resuits appear to be very reasonable since a strip
foundation has sidewalls along two sides only, Thus, per
unit length, the ratio of sidewall area to basement area is
equal to 2D/28 = DIB. Whereas, for 3 circuiar foundation
the ratio of the two areas is 2rRD/nR? = 2(D/R)! This
seems to imply that the influence of D/R or D/F is pro-
portionat to the sidewall-over-basemat area ratio. '

The two nommalized compliance functions, Fmtife:
and £,y + f, show practically no sensitivity 10 the D/8
ratio and hence are not reproduced herein. Reference is
made to the original publication® for more detailed
information. : '

Rectangular foundations embedded in halfspace

Daminguez and Roesset*” developed a boundary element
formulation on the basis of which they derived unique
results for embedded rectangular foundations pertecily
bonded into a homogeneous halfspace. Figure 22 presents
a few of their results for 2 foundation with an aspsct ratio
LiB =72 and three embedment ratios, DB =0, 2/3 and
4/3, Only the stiffness and damping coefficients are plotted-
in Fig. 22 versus a,. .

Results for the static stiffnessas are not showm here. It
appears, however, that the sensitivity of most stiffnesses on
DIB is riot as strong as in the case of circular f. indations,
but is quite stronger than that of a strip footir.. Note that
the sidewall-basernat area ratio in this case becomes equai io
HB+L)DI(28-2L)y=1.5(D/B), which it in between the
1 and 2 times the embedment ratio of the previcus 1wo
cisey! '

The dependence on D/B of the k and ¢ versus a, curves,
shown in Fig. 2, reveals the following trends,

1. In the frequency range examined the sensitivity of
the stiffness coetficients to large variations in D/8 is quite

.smail. For all modes, the decline of k with a4 at low fre-
quencies becomes sharper as the level of embedment
increases, .

)
=
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Flgure 20. Static stiffnesses of cylindrical faundariom"with different d/D ratios (HfR = 3. DIR=1v=1/3)%"
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Figure 21. Dependence of dynamic coefficients of cylmdrical Joundations on height of sidewall-backfill contact ( HIR =3,
DIR=I v=1/3, E=0.05)® .
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 Tuble9. Statte siffnesses of igid embedded strp foundarions “welded’ 410 & homopeneous sirsrum-oser-dedrock®
Typs of loading

Static stiffness C A Profils
o . 216 By, 1E\(, ¢ , .
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- 2. All the damping coefficients increase substantially
with increasing D/B. The effect is particularly important for
the rotational modes, Indeed, for rocking and torsion ¢,
does not tend to zero in the low frequency range when the
foundation is embedded. The practical significance of this
phenomenon is obvious, especially in cases involving small
amounts of hystere tic damping in the soil.

SYNTHESIS: COMPARATIVE STUDY AND
PRACTICAL RECOMMENDATIONS )

The previous sections have studied the effects of crucial
problem parameters, related to the soil profile and the
foundation geometry, on the dynamic response of massless
rigid foundation plates. It is interesting, however, to also
investigate the influence of these parameters on the
response of a massive foundation, and thus develop a better
pesspective of the role of some of these parameters. We

" note that, in such a study, equations (39)}-(46) can be

directly. utilized to obtain amplitudes of steady-state
motion, once the dynamic mped.mce functions hm. been’
evaluated.

The goal of the comparative study described here is to
investigate the sensitivity of the response of massive founda-
tions to the exact variation with frequency of the dynamic
stiffness and damping coefficients, & and ¢. To this end,
two different foundations, both circular in plan, are con-
sidered. Foundation A is a celatively heavy one, having a
radius R =2m, a mass m =40oR? and a central mass
moment of inertia f,, = m(0.75R)*. Foundation B is a
reiatively light one, having R =1m, m'= 5oR> and [y, =
mR3, The. center of gravity of the machine-foundation
system is located in both cases at a distance z, = 1.10R
above the base. Both foundations support 2 machine with
an unbalanced mass m, rotating with an eccentricity dy at
frequencies w: the center of rotation is located at a distance
2o = R above the center of gravity of the system, in each
case, Thus, the sxcitation focces, referr=d to the center of -
gravity, are:

backfill contact is assumed for set 3, no contact for set 4
(Fig. 21). Materiai (hysteretic} damping is mvanably taken
equal to 0.05.

In our desire to isolate the effects of the dynamic pants
of the impedance, k +igyc, from the effects of the static
stiffnesses, K, the latter are assurned to be the same in all
four sets. Thus. the four cases’ differ only in the corre-
sponding k and ¢ values. In reality, of course, the static

stiffnesses of each set differ substantially from the corre-

sponding stiffnesses of the other sets, For instance, the
horizontal stiffnesses corresponding to sets 1, 2, 3 and 4,
are in the ratio of 1:1.25:2.76:1.725, respectively. The
appreciable influence of these static stiffnesses on the
foundation response is well known, however, and requires
no further demonstration. After all, the profession can
determine static displacements with sufficient confidence,
and the numerous closed-.form expressions offered in this
paper make very simple the task of reliably estimating the
static stiffnesses of essenua.ﬂy arbitrary foundmom onfin
a variety of soil profiles.

The question then which we try to answer in this section -

is the following: After having properly determined vie staiic
stiffnesses of a foundation, how important is it io aiso
accurately determine the dynamic stiffness and damping
coefficients at the frequency range of interest?

"Figure 22.compares the four response spectra of founda-

. tions A and B, corresponding to the aforementioned cases

1, 2, 3 and 4, Plotted in this figure is the variatiog with 4,
of the normalized amplitude of the horizontal displacement,
bu,l, experienced by thé highest point of each foundation,
at a distance z, = 1.2R above the center of gravity. The
following trends are worthy of note in Fig. 22.

1. For frequency factors 2o > 1, no differences exist
between the four response curves, of either the heavy or the
light foundation. In fact, the four displacement curves
attain ‘a nearly constant value which is apparendy con-
trolled by the static stiffnesses of each foundation. (Re-
member that in our study these stiffnesses do not change
from case to case.) Such a behavior is consistent with the

- 2 exp fi{cof +90° 6 high-frequency response of a l.dof oscillator uader a
% .d.w: p(.i( i (67) rotating-mass-type -excitation.” The implication is clear:
Qa = Modow” exp (icwr) (68) at relatively. high frequency factors, the motion of a rigid
M,=Qy-zo - ' ‘ . (69) massive foundation is controlled by its static stiffnesses and

and the solution can be derived from equations (39); (41)
and (42) by substituting: @, =mydaw?, ¢p =90°, Q) =
H'lodol’d‘, dn =20.M,=2q Q,, and ¢, = 0

Four different sets (1, 2. 3 and 4) of dynamic imped-
ance functions, K expressed in the form of equation (17),
are considered. Set 1 corresponds to a sutface foundation

on a halfspace (Fig. 5). Set 2 corresponds to a surface

foundation on a stratum-over-bedrock with H/R = 2 (Fig.
8). Sets 3 and 4 correspond to a foundation embedded

in a stratum with #/R-= 3 and D/R =1, *welded’ sidewall.

it is not influenced by the exact variation of k and ¢ with
d4; therefore, one can safely use for k and ¢ the values
obtained for surface foundations on halfspace, regardless
of the actual soil profile and depth of embedment!

2. In the low frequency range a2, < 1, the response
curves depend on the assumed dynamic coefficients as well
as the inertia characteristics of the foundation.

The ‘heavy’ foundation experiences two resonant peaks.
The first occurs at a frequency ao = 0.15 regardless of the
exact values of k and ¢. The only difference from case to

case is in the maximum dispiacement amplitude, which is

36 Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1983, Vol. 2, No. |
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Figure 22. Dynamic coefficients of embedded rigid
rectangular foundations on haifspace (L/B=2.v=1/3/"" -

spparently controlled by the inertta characteristics and the
radistion damping of each system. (At such frequencies
ke, while : : hystaretic damping is invariably equal to
0.05.) As a 1. .ult, use of the available halfspace curves for
¢ leads to an underprediction of the peak response.

* The second resonant frequency and resonant peak are
both sensitive to the assumed values of & and ¢. It appears
that these peaks aro the result of resonance phenomena
dus to standing waves in the soil stratum, and, hence, they
are very little influenced by the foundation inertia. Notice
that for the halfspace (case 1) the resonance is very flat
since no standing waves can be generated in the soil. Thus,
once more, the halfspace assumption proves unconservative.

The ‘light’ foundation, on the other hand, experiences
only one resonance which reflects the characteristics of
both the -foundation inertia and the system dynamic
coefficients, The main influence of k and ¢ is seen on the
peak amplitudes. Notice again that the halfspace values lead
‘to the flattest peak; a consequence of the high radiation
damping in a boundless medium. '

On the basis of these observations and the results of
some other case studies not presented herein, the foilowing
practical recommendation can be made: At reiatively low
frequency factors, the motion of a rigid massive foundation
88 controlled by its static stiffnesses, K, as well as its

S it utte —:",ll.
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Flgure 23. Sensitivity of the response of rwo massive
foundations on the exact variation of k and ¢ with aq
(f=0.05) ‘ o
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dynamic stiffness and damping coefficients, kand ¢; ¢ can
be assumed to be equal to: ; _

-{0 forf(f.
¢ . \Chaipace forf>f1
where f, = V/4H is the first resonant frequency of the soil-

(70)

. foundation system _for each particular mode; k can be

approximated with the values obtained for surface founda-
tions on a stratum-on-rigid-base; if, however, such solutions
are not available, use can be made of the halfspace values of

k provided that the latter are approximately corrected at.

" and near the fundamental natural frequencies of the actual

stratum, using as a guide the resuits of Fig. 8.

The above conclusions and recommendations are strictly
applicable to rigid massive foundations carrying rotating-
mass-type machines. For constant-force-type excitations
the recommendazions are still reasonably accurate. Frame-
foundations, howaver, may be quite sensitive ta the exact
variation of k and ¢ at frequencies around the fundamental
frequency of the superstructure.

SOME OTHER TOPICS

The dynamic behavior of pile foundations, the effects’of 2
finite flexular mat rigidity, and the dynamic interaction
between adjacent foundations, are three topics that have
received considerable attention in recent years. However,
present knowledge and understanding of the phenomena
related to these problems is more limited than for (single)
rigid shallow foundations. Research is currently underway
in several institutions, aimed at filling the existing gaps of

. knowledge in these ithice arzzs, This section is restricted

to a brief genera} discussion of these topics and a listing of

_ pertinent reierences for a more detailed study. -

Dynamic impedances of piles

Results have been presented by numerous authors for
end-bearing and floating single piles subjected to vertical,
horizontal, rocking and torsional loading. One may broadly
classify the developed formulations within three categories:
(a) dynamic Winkler-foundation type formulations, which
neglect the coupling between forces and disrlacemnts at
various points along the pile-soil interface; =43, 57,118,118
(b) analytical continuum-type formulations, which neglect
the secondary components of deformation and enforce the
boundary conditions at the soil-pile interface by expand-

- - 4l
L, ~nm
‘Bigy @

iy, =48

Figure 24. [Lateral dynamic coefficients of single pile in

" an inhomogeneous siratum'

ing the contact pressure distribution to an infinite series
in terms of the natural modes of vibration of the soil
tayer;™ ™ ™ gnd (c) finite-element formuiations.''*'¥ ..
Figure 24 presents a typicai variation of the horizontd
impedance K, versus d,, for an end-bearing pile with
length-over-diameter ratio, H/D, equal to 15, The soil-
stratum consists of material with moduli increising linearly
with depth and a constant Poisson’s fatio of 0.40, which it
typical for normally consolidated clays. The pile is of
circular cross-section and has a Young's modulus £, =
8000F,, where £, is the soil modulus at a depth z = h?/4.
This figure has been adapted from a recent study by Velez
et al.,'*? who utilized the finite-element formulation of
Ifilmey et 2l ''? The dynamic impedance is expressed in the
om: . '

Ky = Ky (kp+ 2iBy) - m

where K, = static horizontal stiffness, k,, = dynamic stiff-
ness coefficient, and §, = equivalent critical damping ratio.

it is evident from this figure, that the general character-
istics of the ‘pile behavior are similar to those of a shallow
foundation on a soil stratum. The first resonance occurs
almost precisely at the fundamental frequency of the in-
homogeneous stratum in vertical- sheaz waves, and no
radiation damping occurs below this frequency. At higher
frequencies, k) attains an essentially constant value; the
second resonance is barely noticeable, and hence of minor
importance, despits the relatively small amount of assumed
hysteretic damping (0.05). )

Reference is made to the aforementioned publicatons
for detailed studies of the influence of the main problem
parameters on the response of single piles. o

In the last.few years, interest has switched to the dyn- -
ainics of groups of piles, a substantially more complex -
problem than that of a single pile. The first results, based
on a rigorous formulation,'® indicate that the dynamic
stiffness and damping coefficients of a large group of
closely-spaced piles may be drastically different from the
coefficients obtained by a simple :superposition of the
results for a single pile. More extensive parsmetric studies
are, however, needed before definitive conclusions car e
drawn and before imple formulae and dimensionless graphs
of direct applicability are developed for practical use.

Effects of finite foundation rigidity

The in-plane (membrane) rigidity of mat foundations is
practically infinitely large, when compared to the deform-
ability ‘of soils; hence, for horizontal and torsional loading
most foundations clearly qualify as ‘rigid’, and the results
of the preceding sections of this paper are thus pertinent.
However, in many practical situations, the foundation
response to vertical and rocking loading cannot be propetly
predicted without accounting for the finite out-of-plane
{flexural) rigidity of the mat,

A few studies have appeared lately on the dynamic
behavior of flexible circular and rectangular plates resting
on 2 homogeneous halfspace.*®~*' The additional dimension-
less parameter which in this case controls the foundation
response is the relative flexural rigidity factor &F ={£/iE,):
(I—r})o(dﬂ)’. ‘where Ep, vy and ¢ are, respectively, the
Young's modulus, Poisson’s ratio and thickness of the
foundation raft. ‘In addition, moreover, the exact distn-
bution of the sppiied loading influences appreciably the
behavior, especially of very flexible foundations.

The results of the aforementioned studies indicate a
reduction in the vertical and rocking damping coefficients
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C, and C, s the relative rigidity of the plate decreases.
On -the other hand, for small RF values, the stiffness
coefficients &, and k, do not exhibit as steep a decay with
dq a8 the one obsewed with rigid foundations (Fig. 5, for
p» 1/3). Although additional parameter studies are needed
to draw definitive conclusions, the author believes that the
main influence of a decreasing RF on the response of a
machine foundation materializes through the corresponding
decrease of the static stiffnesses: in other words, the effect
of the changes in &k and ¢ can be neglected, at least for
‘realistic values of the RF [factor. The results of the com-
parative study offered in the preceding section clearly
wupport such a recommendation.

An idea of how sensitive the static stiffnesses, K, and
K, are to changes in the relative rigidity factor. RF, can be
obtained from the results of Table 10. The vertical static .
stffness of a circular mat supported by a homogeneous
-halfspace and loaded by either a uniformly or a paraboiic-
ally distributed load, are expressed in the form of equaion
(85). The ‘correction’ factor J,, which accounts for the mat
flexural rigidity, is given as a function of RF. The J, versus
RF relationship was computed on the basis of some recent
tesults by the author;'* the average of the center and edge
settlements were used in deriving the stiffness of the
flexible mat.

Dynamic interaction between adjacent foundations
The vibration of a machine foundation may sometimes
lppucmbly affect a nearby structure; conversely, the
presence of such a structure may influence the response of
the m':. -rine foundation itseif. This ‘coupling’ in the motion
* of tv.. adjacent structures through the soil is referred to as
‘stritcture-soil-structure’ interaction, and was first studted
analytically by Warburton ez al.,'”® in connection with

cylindrical rigid foundations on a haifspace. More recently,

comprehensive studies have been presented by Chang-
Liang*’ who considered two rigid strip foundations on a
stratum-over-bedrock and by Roesset er al.'™ for two rigid
rectangular massive foundations or two structires idealized
a1 simple 1-dof systems and also resting on the surface of 2
homogeneous stratum. The fellowing conclusions may be
drawn from the resuits of these studies,

1. The presence of a nearby (‘passive’) mass has a rather
small overall influence on the motion of the foundation
carrying the machine (‘active’). Perhzps the most important
effect: from a design point of view is the appearance of
rocking motions, even under vertical excitation; this is
appnemly the result of waves that are reflected by the
‘passive’ foundation. These effects increase when the masses

_of the two foundations increase. when the distance between
" them decresses, and when the thickness of the soil stratum

Tedle 10 Sunic vevicsl siffuess of flexibe cirnder mat om
holfspacet .

JARF)
Genent Uniform Panabolic
expteson RF " load Joad®
0.0} 0.99% - 0.80
- 0.} . 0.98 0.6
Ky= —I(RF)- 1 0,99 0.9¢
10 ; 1.00 0.98
100 " 1,00 1,00

¢pwip,(i-ryR") :
t Bazed on results by Gucm'"

increases, But even for distances as small as 58 (o1 5R) the
presence of the second mass will in most cases be of
secondary importance, in view of the many other uncer-
tainties of the problem. It is noted, however, that the
natural {requencies of the soil-foundation system may also
change due to the interaction.

2. The motions induced in the ‘pastive’ foundation are
larger than the motion changes due to intermaction effects on
the ‘active’ foundation. This is a qult.e logical result since
waves emamtmg from the ‘active’ foundation excite the
‘passive’ foundation before they are “reflected’ back to the
‘active’ one, Typically, one may expect the motions in the
second foundation to be about 20% of those experienced
by the excited mass, for distances of the order of SR and
hysteretic damping ratio in the soil of 5%. However, for
strip foundations (plane-strain probiem) on deep soil
deposits, the above value may increase to about 50%.

To protect sensitive structures from the vibrations
induced by a nearby machine foundation, ‘active’ and/or
‘passive’ isolation measures may frequently be necessary.
Results of experimental and theoretical investigations on
the effectiveness of several isolation schemes have been
published by Barkan,'® Richart et al.” and Haupt.'??

CONCLUSION

The stats.of-theart of analysing the forced cscillations of
shallow and deep foundations has advanced remarkabiy in
the last 15 years and has reached a mature stage of develop-
ment. Several formulations and computzr programs have
been developed 1o determine in a raticnal way the response
of foundations having various shapes and supportied on,in
any kind of soil deposit. Numerous studies have Geen
published exploring the nature of associated phenomena
and shedding light on the role of the key parametens

- influencing the response. This paper has reviewed these

developments and presented results in the form of simple
formulae and dimensioniess graphs for the dynamic imped-
ance functions of circular, strip, rectangular and arbitrary-
planshaps foundations. The various results have been
synthesized in a case study referring to two massive
foundations, and practical recommendations have been
made on how to inexpensively predict the response of
foundations in practice.

This -progress in developing new methods of analysis
for machine foundations has been paralleled by an equally
impressive progress in our understanding of the dynamic
behavior of soils and the development of excellent i situ
and laboratory procedures to obtain representative values
of dynamic soil parameters., .

The author believes that, at present, there is a great need
to calibrate our analytical procedures by means of actual
case histories. Systematic post-construction observations of
actual foundation performances are the key to this so
important task. After all, confidence in advanced methods
of analysis can only be gained if these are proved capable
of predicting the field behavior of actual foundations.

Analytical work is also needed Lo imptove the present
knowledge and understanding of, among other topics, the
dynamic behavior of groups of piles, inciuding the influence
of the pilecap; the response of flexible mats founded ona
soil stratum; the dynamic characteristics of foundations
consisting of multiple isolated footings; and the effects of
the non.uniform initial distribution of static stresses in the
soil, arising from the weight of the structure.
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NOTATION
The following symbols are frequently used in the paper:
' Related 1o geometry - -
B ‘= haif-width of a strip footing or the shortest
half-width of a rectanguiar footing .
D = depth of embedment .
d

= height of perfiect sidewall-backfill contact shove

the foundation base

x

= thicknes of s0il stratum

= ons-half of the fon tangulay
pantirmriht 'gest side of a rec

= radius of af cylindrical foundation '

= radius  of ‘equivalent’ ciruiar foundation
dianceof o) mazhine

2. - Ot center of gravity of a

foundation system above the base.

I S

= Ky(w)+iKy(w)
= Kk +igse)(1+2if)
= K(k +iaoc) "
hic characters are used on the figures in place of
the bold X, & and ¢. L o
kandk = {dynamic) stiffness coefficients, functons of w
cande = (dynamic) damping ccefficients, functions of o
ay = wB/V, or wR(V, (dimensioniess frequency
factor) .
F . = dynamic compliance function of w; it may be
expressed in one of the following alternative
forms: o
= Fw)+iFyw)

= U@+

“ ' B - -'.
= vertical (also designated byz) .
= herizontal (alsox, y)

= torsion (also r, )
= coupisd horizontal-rocking (also x7,, y7,)

""\iQE

e
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Reiated to mazerial propertiey

g - ‘;hgll‘ modulus of soil

m = incresse of shear modulus from the surface to

) adepth equal to R or B (applicable to inhomo-

S geneous soil deposits)

n = Ey/Ey. Where £y and Ey ace the horizontal
and vertical Young's moduli of 2 Sross-aniso-
tropic soil

v .= Poisson’s ratio of soil

[ = hysteretic critical damping ratio of s0i]

Relared to foundation impedances

K = sutic stiffness referred to the bass of the -
foundation (Fig. 1) "

K = dynamic impedance function of frequency; it
may be expressed in one of the following
alternative forms: -

= rocking (also 7, ,7,) . o
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